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Yorwort.

Die Verzogerung, mit der dem ersten Teil dieses Lehrbuches der
zweite Teil folgt, mége mit der starken Uberlastung entschuldigt wer-
den, die dem Verfasser in den ersten Jahren nach dem Kriege die
auBergewohnlichen Anforderungen des Hochschulunterrichtes brachten.
Nunmehr hoffe ich aber, den dritten und letzten Teil bald folgen lassen
zu konnen.

Am Plan und an der Absicht des Buches, wie sie im Vorwort zum
ersten Teil auseinandergesetzt wurden, hat sich nichts gelindert; héch-
stens wire zu erwihnen, daB infolge verdnderter Stundenverteilung
der Stoff des ersten Teiles des Buches sich nicht mehr mit dem Stoff
des ersten Teiles meiner Vorlesung deckt. Jedoch mdchte ich ange-
sichts der eingehenden Behandlung, die ich der Ausfithrung von Kon-
struktionen — besonders in den Kapiteln iiber die Durchdringungs-
kurven — habe zuteil werden lassen, ausdriicklich darauf hinweisen,
daB sie lediglich Muster sein sollen fiir &hnliche, aber in manchen Ver-
hiltnissen abweichende Aufgaben*). Ein lebendiges Verstindnis fiir
raumliche Gestalten und ihre geometrischen Eigenschaften erwichst
nur aus eigenem Schaffen, und zu solchem kann der Anfinger am
besten durch die Aufgaben der Darstellenden Geometrie angeregt wer-
den, die ihn zu selbstindiger Uberlegung auf Grund der ihm bereits
zu Gebote stehenden Kenntnisse veranlassen. Aus diesem Grunde
gebe ich fiir den Anfang des Studiums der konstruktiven und der
elementargeometrischen Behandlung der Darstellenden Geometrie den
Vorzug. Ubrigens gestattet auch sie die Verfolgung geometrischer
Gedanken iiber das bloBe Bediirfnis der Konstruktion hinaus — z. B.
bei der Ableitung der konstruktiv wichtigen Eigenschaften der Kegel-
schnitte und bei der Behandlung der Fille, in denen Durchdringungs-
kurven sich in Kegelschnitte abbilden, — und weist durch Beispiele
auf héhere geometrische Theorien hin, ihnen so den Boden vorbereitend.
Besondere Ergédnzungen, vor allem nach der Seite der projektiven
Geometrie hin, bleiben natiirlich fiir Studierende der Mathematik not-
wendig.

Auch dieses Mal ist es mir eine angenehme Pflicht, dem Verlage
fiir die mir und meinem Buch bewiesene Geduld und Sorgfalt aufrich-
tigst zu danken.

Dresden, im Februar 1922. W. Ludwig.

*) Solche sind z. B. zu entnehmen aus E. Miiller, Technische Ubungs-
aufgaben fiir darstellende Geometrie. Leipzig und Wien, Franz Deuticke, 1911.

Th. Schmid, Maschinenbauliche Beispiele fiir Konstruktionsiibungen zur
darstellenden Geometrie. Leipzig, G. J. Goschen, 1911.
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Dritter Abschnitt.

Die Kegelschnitte.
L. Der Kreiskegel.

Die Kreiskegelfliche.

201. Werden durch die Punkte einer Leitkurve k gerade Linien ge-
legt, die sémtlich durch einen — mit % nicht in derselben Ebene befind-
lichen — Punkt S laufen, so entsteht eine Kegelfliche, als deren Er-
zeugende wir die Geraden und als deren Scheitel wir S bezeichnen. Ist
insbesondere k ein Kreis, so erhalten wir eine Kreiskegelfliche; sie be-
steht aus zwei, nur im Scheitel 8§ zusammenhingenden Mdnteln und
ist gerade, wenn ihre Mittellinie, die S mit dem Mittelpunkt von k& ver-
bindet, auf der Ebene von %k senkrecht steht.

Fir jede Kegelfliche konnen wir unveréindert die Erorterungen
wiederholen, die wir in Nr. 184 an die Tangenten von ebenen, auf
einer Zylinderfliche liegenden Kurven gekniipft haben; deshalb gelten
die Sdtze von Nr. 184 auch fiir die Kegelflichen und die auf ihnen liegen-
den ebenen Kurven. Da also zu jeder Erzeugenden einer Kegelfliche eine
Tangentialebene gehort, in der die Erzeugende und somit auch der
Scheitel S enthalten ist, so konnen wir noch den Satz hinzufiigen:

Alle Tangentialebenen einer Kegelfliche gehen durch thren Scheitel.

202. Eine Ebene ®, die durch den Scheitel S einer Kreiskegelfliche
geht, ist entweder zu der Ebene des Leitkreises k parallel oder schneidet
sie in einer Geraden f. Im ersten Fall enthilt ® keinen Punkt von %
und somit auch keine Erzeugende der Kreiskegelfliche; im zweiten
Fall tritt je nach dem gegenseitigen Verhalten von % und f eine drei-
fache Moglichkeit auf. Dadurch erhalten wir, dhnlich wie in Nr. 185,
den Satz:

Von einer Kreiskegelfliche liegen in einer Ebene, die durch thren
Scheitel geht, zwei oder eine oder keine Erzeugende. Im mittelsten Fall ist
die Ebene die Tangentialebene, die zu der Erzeugenden gehort.

Im Anschlufl an ihn stellen wir die
Aufgabe: Gegeben sind fiir eine Kreiskegelfliche die Risse des Schei-
tels S und des in wagerechter Ebene liegenden Leitkreises k, sowie Be-

Ludwig, Darstellende Geometrie IL 1



2 Der Kreiskegel.

stimmungsstiicke einer durch S gehenden Ebene ®. Gesucht sind die
Risse der in ® befindlichen Erzeugenden der Kreiskegelfldche.

Zu ihrer Lésung beniitzen wir, daBl der Aufrifl &’ zugleich die zweite
Spur der Leitkreisebene ist und somit den AufriBl f” der Schnittlinie f
zwischen dieser Ebene und @ liefert. Wir konstruieren — je nach den
fir ® gegebenen Stiicken auf Grund von Nr. 54 oder Nr.58 — den
GrundriB f’ und verbinden, wenn solche vorhanden sind, die Schnitit-
punkte zwischen dem Kreis &’ und der Geraden f’ mit 8, sowie die zu
ihnen als Aufrisse gehérigen Punkte von [/ = &k’ mit S”.

Wenn eine Gerade g der Kreiskegelfliche in einem von 8 verschie-
denen Punkt P begegnet, so ist die Gerade SP eine Erzeugende der
Fliche und liegt in der Ebene @, die durch 8 und g bestimmt wird.
Um also die simtlichen Schnittpunkte zwischen g und der Kreiskegel-
fliche zu finden, werden wir die in ® enthaltenen Erzeugenden und,
wenn solche vorhanden sind, ihre Schnittpunkte mit g aufsuchen. Da
héchstens zwei Erzeugende in @ liegen und jede héchstens einmal von
g geschnitten wird, folgt der Satz:

Bine Kreiskegelfliche wird von einer Geraden, die micht durch thren
Scheitel geht, in zwei Punkten oder tn einem Punkt oder gar micht ge-
troffen.

Im zweiten Fall ist g entweder einer Erzeugenden parallel oder
(Nr. 185) eine Tangente der Kreiskegelfldche.

203. Ist ! eine Gerade, die durch den Scheitel S einer Kreiskegel-
fliche lauft, so schneidet jede durch ! gehende Tangentialebene der
Fliche die Leitkreisebene in einer Tangente von k. Diese Tangente ist,
wenn ! zu der Leitkreisebene parallel ist, zu I parallel und trigt im
andeven Fall den Punkt L, in dem ! die Leitkreisebene durchsetzt.
Nun gibt es, wenn ! zu der Leitkreisebene parallel ist, zwei zu [ parallele
und, wenn L auBerhalb von % liegt, zwei durch L laufende Tangenten
von k; dagegen ist, wenn L auf % liegt, nur eine und, wenn L von k
umschlossen wird, keine solche Tangente vorhanden. Deshalb folgt:

Durch eine Gerade 1, die den Scheitel einer Kreiskegelfliche enthdlt,
gehen zwei Tangentialebenen der Fliche, wenn 1 die Ebene des Leitkreises
nicht in einem Punkt schneidet, der tm Innern desselben oder auf ihm
liegt.

Jede Tangentialebene, die einer Géraden ¢ parallel ist, enthilt die
Gerade 1, die durch 8 zu g parallel gelegt werden kann. Hieraus flieBt
die Vorschrift:

Sollen die Tangentialebenen einer Kreiskegelfliche bestimmt werden,
die einer gegebenen Geraden g parallel sind, so ziehe man durch den Kegel-
scheitel die zu g parallele Gerade 1 und suche die durch 1 laufenden Tan-
gentialebenen auf.

Den Ubergangsfall wollen wir im folgenden vernachlassigen und
sagen deshalb:

Es gibt entweder zwei oder keine zu g parallelen Tangentialebenen.



Der UmriB der Kreiskegelfliche. 3

Der Umri der Kreiskegelfliche.

204. Wird eine Kreiskegelflache durch Parallelstrahlen projiziert,
so sind zwei Félle zu unterscheiden, je nachdem der Projektionsstrahl I
des Scheitels S die Ebene des Leitkreises k in einem von k umschlossenen
Punkt L schneidet oder nicht. Im ersten Fall, in dem keine zu den
Projektionsstrahlen parallelen Tangentialebenen vorhanden sind, liegt
der RiB S von S ebenso wie der mit ihm zusammenfallende Ri8 L von L
im Innern der Bildellipse %; deshalb bedecken die Risse der Erzeugenden
der Kegelfliche, d. h. die Geraden, die S mit den einzelnen Punkten
von k verbinden, die ganze RiBitafel, so daB ein Umri8 nicht auftritt.

Im zweiten Fall dagegen gibt es zwei Tangentialebenen der Kreis-
kegelfliche, die den Projektionsstrahlen parallel sind; sie bilden zwei
Scheitelwinkelpaare, in deren einem die Fliche enthalten ist. Sind u, v
die Erzeugenden, zu denen die beiden Tangentialebenen gehoren, und
u, v ihre Risse, so schlieBen wir genau so wie in Nr. 186, da8 das Bild
der Fliche nur das eine Scheitelwinkelpaar zwischen u und v erfiillt;
wir erkennen hiermit, daB %, v den scheinbaren und u, » den wahren
Umrif} der Fliche bilden. Jetzt liegt aber entweder der Punkt L aufBer-
halb von % oder ist ! zu der Ebene von k parallel; infolgedessen ist k
entweder eine Ellipse, die den Punkt S= L nicht umschlieBt, oder eine
Strecke, der der Punkt § nicht angehort. Also erhalten wir den Satz:

Eine Kreiskegelfliche besitzt nur dann einen scheinbaren Umrif,
wenn der Riff ihres Leitkreises entweder eine Strecke oder eine Ellipse
ist, die den Rif3 des Scheitels der Kegelfliche nicht umschlieft.

205. Dieselbe SchlufBifolge wie in Nr. 187 fithrt zu dem Satz:

Besitzt eine Kreiskegelfliche einen scheinbaren Umrif, so beriihrt
der Rif} einer Kurve, die auf der Fliche liegt, den scheinbaren Umrif3 in
jedem Punkt, in dem er an ihn herantriit.

Wie in Nr. 187 entsteht auch jetzt eine Ausnahme, wenn es sich
um eine ebene Kurve ¢ handelt, deren Ebene E den Projektionstrahlen
parallel ist. Sie erledigt sich wiederum dahin, daB der Rif ¢ von ¢ auf
der Spur e von E liegt und durch die Schnittpunkte U, V zwischen e und
den Geraden w, v begrenzt wird, die den scheinbaren Umrif bilden. Aber ¢
ist dabei nicht immer die Strecke U V selbst, sondern nur dann, wenn
dieselbe in einem der beiden Winkel zwischen % und » enthalten ist,
auf die das Bild der Kreiskegelflache fillt; im andern Fall besteht ¢ aus
den auBerhalb der Strecke U Vhegenden Tellen von e. Wenn e zu einer
der beiden Geraden u, v, etwa zu v, parallel lauft, fehlt ¥ und ist ¢
der eine der beiden Telle, in die e durch U zerlegt wird.

Diese Betrachtungen gelten auch fiir den Leitkreis %, dessen Rif3
entweder eine Ellipse oder eine Strecke sein kann. Deshalb diirfen
wir im Zusammenhang mit Nr. 204 und Nr. 143 den Satz aussprechen:

Sund in einer Riftafel fir eine Kreiskegelfliche die Risse Tk und 8
des Leitkreises und des Scheitels gegeben und wird S nicht von k um-
1*



4 Der Kreiskegel.

schlossen, so besteht der scheinbare Umrif3 der Fliche aus den beiden Ge-
raden, die man aus S, wenn k eine Ellipse ist, als Tangenten an dieselbe
oder, wenn k eine Strecke ist, nach deren Endpunkten ziehen kann.

Handelt es sich um eine gerade Kreiskegelfliche, deren Mittel-
linie 7 zu der RiBtafel parallel ist, so ist bei rechtwinkeliger Projektion k&
der Rifl U V der zur Tafel parallelen Durchmessersehne UV von k
(Nr. 173). Deshalb bilden den wahren Umrif die Erzeugenden SU,
SV, deren Ebene zugleich mit den in ihr enthaltenen Geraden m und
UV zu der Tafel parallel ist. Also gilt der Satz:

Wird eine gerade Kreiskegelfliche rechtwinkelig auf eine zu threr Mittel-
linie parallele Riftafel projiziert, so besteht ihr wahrer Umrifi aus den
beiden Erzeugenden, deren Ebene durch die Mittellinie parallel zu der
Tafel ldiuft.

206. Der Leitkreis einer Kreiskegelfliche begrenzt auf dem ihn
tragenden Mantel derselben und auf seiner Ebene Flichenstiicke, die
zusammen die Oberflache eines Korpers, eines Kreiskegels, bilden. Ein
solcher ist gerade, wenn die Kreiskegelfliche es ist.

Aufgabe: Gegeben sind fiir einen Kreiskegel die Risse des Scheitels §
und des Leitkreises k. Gefordert ist die Konstruktion der Risse des
Kreiskegels.

Wir fithren in Fig. 59 die Losung fiir den Fall durch, daB es sich
um einen geraden Kreiskegel handelt und daf k durch die Risse des
Mittelpunktes M und durch den Halbmesser r bestimmt ist. Dann
kénnen wir, da ja die Ebene von k in M auf der Mittellinie m = SM des
Kegels senkrecht steht, die Risse von k nach Nr. 178 und Nr. 179 her-
stellen und erhalten aus ihnen — je nach der Anordnung der gegebenen
Stticke — verschiedene Moglichkeiten fiir die scheinbaren Umrisse des
geraden Kreiskegels. In Fig. 59 sind alle wesentlichen Fille vertreten:
Auf Grund der Sitze von Nr. 204 und Nr. 205 und in Ubereinstimmung
mit dem Satz von Nr. 188 besteht der scheinbare UmriB im GrundriB,
da 8’ von k&’ umschlossen wird, nur aus ¥’; im AufriB dagegen aus Stiicken
der Tangenten, die aus 8’ an k£ zu legen?) sind, und aus einem Stiick
von k’’; im SeitenriBl endlich aus dem Dreieck, das durch S’ und die
Strecke &’ bestimmt wird.

Ein besonders einfacher Fall ist der gerade Kreiskegel mit scheitel-
rechter Mittellinie und folglich wagerechter Leitkreisebene: Bei ihm ist k'
ein mit k kongruenter Kreis und S’ = M’; ferner ist k" eine wage-
rechte Strecke und der scheinbare Umri8 in der AufriBtafel ein gleich-

1) Es geniigt meist, diese Tangenten durch einfaches Anlegen des Lineales
zu ermitteln; doch konnen sie zugleich mit ihren Berithrungspunkten auch genau
auf Grund der Bemerkung konstruiert werden, daB ihnen in der Affinitit zwischen
der Ellipse & und dem iber ihrer kleinen Achse geschlagenen Kreise (Nr. 157)
die Tangenten entsprechen, die von §” an den letzteren gehen.



Zu der Leitkreisebene parallele Schnitte. 5

schenkeliges Dreieck, dessen Grundlinie diese Strecke und dessen Spitze
8 ist.

Wiinschen wir die Umrisse nicht nur eines Kreiskegels, sondern
einer Kreiskegelfliche zu finden, so brauchen wir nur die Umrisse des
Kreiskegels zu bestimmen, der durch die Leitkreisebene abgegrenzt
wird, und die dabei erhaltenen Risse von Erzeugenden der Kegelfliche
nach beiden Seiten hin zu verlingern.

Zu der Leitkreisebene parallele Schnitte.

2097. Die Stereometrie lehrt, daB zwei parallele Ebenen eine Pyra-
mide in dhnlichen Vielecken schneidet, und beweist hieraus — ebenso
wie der entsprechende Satz iiber das Prisma auf Zylinderflichen iiber-
tragen wird (Nr. 10) — fiir die Kegelflichen den Satz:

Eine Kegelfliche wird durch parallele Ebenen in dhnlichen Kurven
geschnitten.

Handelt es sich insbesondere um eine Kreiskegelfliche, so wird eine
Ebene A, die zu der Ebene des Leitkreises & parallel ist, von der Mittel-
linie SM der Fliche und von einer beliebigen Erzeugenden SX in den
Punkten N und Y so durchbohrt, daB MX||NY und somit
NY : MX = SN : SM ist. Lassen wir X auf k laufen, so beschreibt ¥
die Kurve ¢, in der A die Kreiskegelfliche durchdringt. Dabei #ndern
die Strecken MX, SN, SM und folglich auch die Strecke NY ihre
Langen nicht; das heifit:

Eine Kreiskegelfliche wird durch jede Ebene, die der Leitkreisebene
parallel ist, geschnitten in einem Kreis, descen Mittelpunkt auf threr Mittel-
linte liegt.

Aufgabe: Gegeben sind nach Nr. 206 die Risse einer Kreiskegelfliche
mit wagerechter Leitkreisebene und die AufriBspur d, einer wagerechten
Ebene A. Gesucht sind die Risse des Kreises ¢, in dem A die Kegel-
fliche durchsetzt.

Wir konstruieren genau nach den vorangegangenen Erorterungen:
Der Aufri8 N” wird (Nr. 66) durch d, in 8”M" und der Grundri N*
durch die Ordnungslinie von N’ in §’M’ eingeschnitten; ist, wie in
Fig. 66, die Kreiskegelfliche gerade, soist N’ = M’==§". Die Strecke, die
auf d, durch den scheinbaren UmriBl der Kreiskegelfliiche abgegrenzt
wird, ist nach Nr. 205 der AufriB ¢’ von ¢ und liefert (Nr. 173) die
Durchmesserlinge fiir den Grundrifi ¢’, der ein Kreis um N’ ist.

Auf diese Aufgabe 148t sich die Losung der folgenden zuriickfithren.

Aufgabe: Gegeben sind nach Nr. 206 die Risse einer Kreiskegelfliche
mit wagerechter Leitkreisebene und die Risse einer wagerechten Ge-
raden ¢. Gesucht sind die Risse der Punkte, in denen ¢ die Kreiskegel-
flache durchbohrt.

Wenn die gesuchten Punkte iiberhaupt vorhanden sind, liegen sie
in der wagerechten Ebene A, die durch ¢ geht, und somit auf dem



6 Der Kreiskegel.

Kreis ¢, in dem die Kreiskegelfliche von A geschnitten wird. Deshalb
bestimmen wir zur Losung der Aufgabe den Grundril ¢’ von ¢ nach der
vorigen Aufgabe und suchen seine Schnittpunkte mit ¢ . Gibt es — wie
in Fig. 66 — zwei solche Punkte A4’, B, so trifft ¢ die Kreiskegelfliche
in zwei Punkten 4, B, deren Aufrisse durch die Ordnungslinien von
A’, B’ auf ¢ tbertragen werden. In den beiden anderen moglichen
Fillen ist ¢ Tangente von ¢ oder schneidet die Kegelfliche nicht.

208. Es leuchtet sofort ein, daf jeder Kreis, der als zur Leitkreis-
ebene paralleler Schnitt auftritt, zum Leitkreis der Kreiskegelfldche ge-
nommen werden kann. Auf einer geraden Kreiskegelfliche heiBen diese
Kreise Breitenkreise. Ist die Leitkreisebene einer solchen wagerecht
und somit die Mittellinie scheitelrecht, so ist der GrundriB eines Breiten-
kreises diesem stets kongruent und hat — wie der GrundriB des Leit-
kreises, der ja ebenfalls ein Breitenkreis ist — den Grundri8 des Kegel-
scheitels zum Mittelpunkt. Deshalb kénnen wir die erste Aufgabe von
Nr. 207 folgendermaBlen umkehren:

Aufgabe: Gegeben sind nach Nr. 206 die Risse einer geraden Kreis-
kegelfliche, deren Mittellinie scheitelrecht steht, und ein mit dem
Grundrifl des Leitkreises konzentrischer Kreis ¢’. Gesucht sind die
Aufrisse der Breitenkreise, deren Grundrif3 ¢’ ist.

Zu ihrer Losung konstruieren wir die beiden Ordnungslinien, die
Tangenten von ¢’ sind — d.h. die beiden scheitelrechten Tangenten
von ¢’ — und schneiden sie mit den beiden Geraden, die im Aufri} den
scheinbaren Umrifl der Kegelflache bilden. Es ergeben sich vier Schnitt-
punkte, die zwei wagerechte Strecken begrenzen; jede dieser beiden
Strecken ist, wenn wir ihre Gerade als Aufrilspur d, einer wagerechten
Ebene A nehmen, der Aufri des durch A ausgeschnittenen Breiten-
kreises und liefert nach der ersten Aufgabe von Nr.207 ¢’ als zuge-
hérigen Grundri. Zur Bestimmung der beiden wagerechten Strecken
geniigt natiirlich bereits die eine scheitelrechte Tangente von ¢’

Wir konnen die Figur der letzten Aufgabe auch so auffassen, daB
¢’ der Grundril des Leitkreises einer geraden Kreiszylinderflache ist,
die dieselbe Mittellinie wie die gerade Kreiskegelfliche besitzt und deren
scheinbarer Umrif im AufriB durch die beiden scheitelrechten Tan-
genten von ¢’ gebildet wird. Dann suchen wir und finden durch die
Losung der Aufgabe die beiden Flichen gemeinsamen Breitenkreise.
Diese Breitenkreise nun tragen die Punkte, in denen die Erzeugenden
der Zylinderflache die Kegelfliche durchstoBen, und fithren uns deshalb
zu einer Lésung der

Aufgabe: Gegeben sind nach Nr. 206 die Risse einer geraden Kreis-
kegelfliche, deren Mittellinie m scheitelrecht steht, und die Risse einer
scheitelrechten Geraden !. Gesucht werden die Risse der Punkte, in
denen [ die Kegelflaiche durchbohrt.

Ist namlich 8 der Grundrif des Kegelscheitels S und L, der — den
GrundriB} I’ ersetzende — erste Spurpunkt von I, so ist der Kreis, den
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wir um 8’ mit dem Radius S8’L, schlagen, der Leitkreis einer geraden
Kreiszylinderfliche, die m zur Mittellinie hat und der ! als Erzeugende
angehort. Wir bestimmen dann — durch das Verfahren der vorigen
Aufgabe — die wagerechten Strecken, die als Aufrisse der beiden Flichen
gemeinsamen Breitenkreise auftreten, und erhalten in ihren Schnitt-
punkten mit I”” die Aufrisse der gesuchten Punkte, wihrend die Grund-
risse in L, vereinigt sind. Wenigstens fiir den einen Kegelmantel ist
diese Konstruktion in Fig. 81 und in Fig. 82 durchgefithrt und ergibt
in beiden den Punkt L.

209. Durch einen beliebigen Punkt P einer geraden Kreiskegel-
fliche geht ein Breitenkreis ¢; er wird ausgeschnitten durch die Ebene,
die durch P senkrecht zu der Mittellinie m der Kegelfliche gelegt werden
kann. Sein Mittelpunkt M ist der Schnittpunkt dieser Ebene mit m
und infolgedessen der Fullpunkt des Lotes, das aus P auf m zu fillen
ist. Also ist ¢ bereits, wenn P und m gegeben sind, vermdoge dieses
Lotes PM vollstindig bestimmt: durch seinen Mittelpunkt M und
seinen Halbmesser M P . Die Aufsuchung seiner Risse wird durch Be-
sonderheiten der Lage in den folgenden beiden Aufgaben vereinfacht.

Aufgabe: Gegeben sind die Risse zweier Geraden m und g, die ein-
ander schneiden und von denen m scheitelrecht steht. Gesucht sind die
Risse der geraden Kreiskegelfliche, deren Mittellinie m ist und der g
als Erzeugende angehort.

Der Scheitel der geraden Kreiskegelfliche ist der Schnittpunkt S
von m und ¢; er hat zum GrundriB 8’ den ersten Spurpunkt von m,
durch den auch ¢’ lauft, und zum Aufrif S den Schnittpunkt von m”
und ¢g”. Nehmen wir dann auf ¢’, ¢’ die Risse P’, P” eines beliebigen
Punktes P von g an, so kdnnen wir die Risse des aus P auf m gefillten
Lotes PM und mit ihrer Hilfe die Risse des durch P und M bestimmten
Breitenkreises ¢ herstellen: Da m scheitelrecht steht, ist PM wagerecht,
M’'= 8’ und M der Schnittpunkt von m’’ mit der durch P’ gelegten
Wagerechten; da die Ebene von ¢ wagerecht liegt, ist ¢’ der um
M’ mit dem Radius M’P’ geschlagene Kreis und ¢ die wagerechte
Strecke, deren Mitte M’ und deren Linge gleich 2 - M’ P’ ist. Indem wir
nun ¢ als Leitkreis der geraden Kreiskegelfliche beniitzen, tragen wir
ihre Risse nach Nr. 206 ein.

Aufgabe: Gegeben sind die Risse zweier Geraden m und ¢, die ein-
ander schneiden und deren Ebene zu einer Rifitafel senkrecht steht.
Gesucht sind die Risse der geraden Kreiskegelfliche, deren Mittellinie m
ist und der ¢ als Erzeugende angehort.

Ist z. B. die Ebene von m und ¢ zu der GrundriBtafel senkrecht
(m’ = ¢’), so fithren wir eine zu ihr parallele Seitenriftafel ein wie
in Fig. 60, wo sowohl die Gerade a als auch die Gerade b anstelle von m
genommen werden kann. Zu dieser Seitenrifitafel ist das Lot PM,
das aus einem beliebig auf g gewdhlten Punkt P auf m gefillt wird,
parallel; deshalb erhalten wir M’ so, dal P"M’”’ | m'”, und kénnen
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daraus M’ und M" ableiten, wihrend zugleich M’ P’ die wahre Liange
von M P liefert. Dann ist der durch P und m bestimmte Breitenkreis ¢
der geraden Kreiskegelfliche so gegeben, daBl wir seine Risse unmittel-
bar nach Nr. 178 und Nr. 179 herstellen konnen. Aus ¢ als Leitkreis
und aus dem Schnittpunkt S von m und g als Scheitel folgen endlich
wiederum nach Nr. 206 die Risse der Kreiskegelfliche selbst.

Die gerade Kreiskegelfliche als Drehfliche.

210. Sind S der Scheitel, m die Mittellinie und ¢ ein Breitenkreis
einer geraden Kreiskegelfliche und ist M der Mittelpunkt von ¢, so
bildet ein beliebiger Punkt P von ¢ mit S und M ein bei M rechtwinke-
liges Dreieck. In diesem behalten, wenn wir P auf ¢ verschieben, die
Seiten M P und M8 und folglich auch der Winkel MSP ihre Gréfen
unverdndert. Also bilden alle Erzeugenden mit der Mittellinie m den-
selben spitzen Winkel — den halben Offnungswinkel der geraden Kreis-
kegelfldche — und konnen aufgefallt werden als die verschiedenen Lagen
einer Geraden g, die in S mit m jenen Winkel einschliet und um die
Achse m gedreht wird (Nr. 108). Deshalb sagen wir (vgl. Nr. 261):

Die gerade Kreiskegelfliche ist eine Drehflicke, deren Drehachse ihre
Mittellinie ist.

Bei der Drehung beschreiben die einzelnen Punkte von g Kreise,
die nach Nr. 108 und Nr. 209 die Breitenkreise der geraden Kreiskegel-
flache sind. Da dabei der gegenseitige Abstand irgend zweier Punkte
von ¢ nicht gedindert wird, gilt der Satz:

Die Erzeugenden einer geraden Kreiskegelfliche tragen gleich lange
Strecken sowohl zwischen dem Scheitel und einem beliebigen Breitenkreise
als auch zwischen je zwes Breitenkreisen.

Wir kehren wieder zuriick zu der Figur, von der wir ausgingen, und
ziehen in der Ebene M PS durch P die Senkrechte zu PS, die der Mittel-
linie m = MS in O begegne. Wenn wir P auf ¢ verschieben, behalten
in dem Dreieck OPS die Seite PS und die anliegenden Winkel und folg-
lich auch die Seiten OS und OP ihre GréBen. Deshalb bleibt O auf m
fest und liegt P stets auf der Kugel, die O zum Mittelpunkt und OP
zum Halbmesser hat. ¢ ist also ein Kreis dieser Kugel. Die zu P ge-
hérige Tangente ¢ von ¢ steht auf MP und — als Gerade der Ebene
von ¢ — auch auf m senkrecht, folglich auch auf der Ebene M PS und
auf OP . Mithin ist der Kugelradius OP ein Lot der durch PS und ¢
bestimmten Ebene und diese Ebene einerseits die zu der Erzeugenden
PS§ gehorige Tangentialebene der geraden Kreigskegelfliche (Nr.201)
und andererseits die zu P gehérige Tangentialebene der Kugel (Nr. 192).
Dieses Ergebnis bleibt unverindert, wenn wir P auf ¢ verschieben.
Wenn aber zwei Flichen in einem gemeinsamen Punkt dieselbe Tan-
gentialebene besitzen, so sagen wir, daB sie sich in dem Punkt berithren ;
also erbalten wir den Satz:

Zu jedem Breitenkreis einer geraden Kreiskegelfliche gibt es eine Kugel,
die lings desselben die Kegelfliche beriihrt.
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Umgekehrt kénnen wir die Erzeugenden der Kegelfliche als die-
jenigen Tangenten der Kugel auffassen, die durch den Punkt S gehen,
und kommen dadurch zu dem Satz:

Die Tangenten einer Kugel, die durch einen Punkt S gehen, bilden
etne gerade Kreiskegelfliche, deren Mittellinie S8 mit dem Kugelmittel-
punkt verbindet. Die Beriihrungspunkie liegen auf einem Breitenkreise
und besitzen simitlich dieselbe Entfernung von S.

211. Infolge ihrer Eigenschaft als Drehfliche besitzt die gerade
Kreiskegelfliiche zahlreiche Anwendungen. Insbesondere tritt dabei
der gerade Kegelstumpf auf, d.h. der
Korper, der iibrig bleibt, wenn von
einem geraden Kreiskegel durch eine, zu
seiner Leitkreisebene parallele Ebeneder
Scheitel abgeschnitten wird. Wir kniip-
fen zunichst an die Aufgabe von Nr. 206
an mit der

Aufgabe: Gegeben sind fiir einen
geraden Kegelstumpf die Hohe p, der
Halbmesser r des Leitkreises k und die
Risse des Kegelscheitels § sowie des
Mittelpunktes M von k. Gefordert ist
die Konstruktion der
Risse des Kegel-
stumpfes.

Zu ihrer Losung
stellen wir, wie in
Nr.206 und an Fig. 59
gezeigt worden ist,
zuerst die Risse des
geraden Kreiskegels
her,derdurch Sund &
bestimmt ist. Darauf
legen wir im Seiten-
riB den Punkt N’
so auf die Strecke
MI//S/II’ daB MIIIN/II
= p ist, und leiten Fig. 59.
aus N’’’ die Risse N’
und N’ ab. Ziehen wir nun durch N’ die Senkrechte zu -m’’
= M8, so ist sie der SeitenriB einer Ebene A, die im Ab-
stand p zu der Leitkreisebene parallel ist, und trigt, abgegrenzt durch
den scheinbaren Umrif3 des Kreiskegels, den Seitenri8 ¢’ des Kreises ¢,
den A und die Kreiskegelfliche gemeinsam haben. Die anderen beiden
Risse von ¢ sind wie &’ und k" zu konstruieren; jedoch kann die kleine
Achse von ¢ aus der groBen Achse einfacher dadurch gefunden werden,
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daB auf Grund des ersten Satzes von Nr. 174 die Verbindungsgeraden
gleichliegender Scheitel von & und ¢’ parallel sein miissen. Da ¢’ und
¢” gegen 8’ und 8" dieselbe Lage wie ¥’ und k& haben, bestehen in
Fig. 59 die scheinbaren Umrisse des Kegelstumpfes fiir den SeitenriB
aus dem durch %"’ und ¢’ bestimmten Trapez, fir den Grundri8 aus
&’ allein und fiir den Aufril aus Bégen der Ellipsen & und ¢”” und aus
Stiicken der ihnen gemeinsamen, durch S” laufenden Tangenten. Die
Sichtbarkeit in Grund- und Aufrif} ist leicht schon aus der Vorstellung
der Lage der Mittellinie m zu erkennen.

A In Fig. 59 ist noch ein gerader
Kreiszylinder mit dem Leitkreis ¢ und
der Mittellinie m nach Nr. 188 hinzu-
gefiigt. Dadurch ergeben sich die Risse
des Korpers einer Befestigungsschraube.
Dieser Einzelfall fithrt uns sofort zu
dem folgenden allgemeinen Satz, der
an die Sitze von Nr.18 und Nr. 188
ankniipft:

Besteht ein Kirper aus mehreren
Teilen mit konvexen Oberflichen, so
bestimmt man die scheinbaren Umrisse
und die Sichtbarkeit fir seine einzelnen
Teile und sucht die Stiicke dieser Um-
risseauf.diejeweils
durch andere Teile
des Korpers wver-
deckt werden. Die
nicht  verdeckten
Stiicke setzen den
scheinbaren Umrif
des gesamten Kor-
pers zusammen.

212. Eine an-
dere Anwendung
bilden die Kegel-
rdder. Sie iiber-
tragen die Dre-
hung einer Welle auf eine andere, die — wir denken uns die Wellen
durch ihre Mittellinien ersetzt — die erste in einem Punkt S
schneidet, und sind Stiimpfe zweier geraden Kreiskegel, die S zum
Scheitel und die beiden Wellen zu Mittellinien haben und sich lings einer
gemeinsamen Erzeugenden beriihren. Sind z. B. in Fig. 60 die beiden
Wellen durch die Risse der Geraden @, b so gegeben, daB sie in einer
scheitelrechten Ebene liegen, so fithren wir eine zu dieser Ebene parallele
Seitenrifitafel ein und bestimmen in dieser, nach ihrer Umlegung in
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die Grundriitafel, die Risse 8, a’”, b*”" von 8, @, b. Durch S’ legen
wir dann — in einer nachher zu erdrternden Weise — eine Gerade g’
und suchen den Aufrif} der Geraden g, fiir die ¢’ = a’ = b’ ist. Hierauf
zeichnen wir nach der zweiten Aufgabe von Nr. 209 die Risse der beiden
geraden Kreiskegel, denen ¢ als Erzeugende angehért und die @ und b
zu Mittellinien haben. Da im Seitenril ¢’ zum scheinbaren UmriB
beider Kegelflichen gehort, haben diese lings ¢ dieselbe, zur SeitenriB-
tafel senkrechte Tangentialebene; sie beriihren somit einander und
konnen zu Kegelstiimpfen abgeschnitten werden, die fir Kegelrider
geeignet sind.

Sollen die Winkelgeschwindigkeiten der Wellen ¢ und b das Ver-
héltnis p: » haben, so mull ry: 7, = »: u sein. Also ist ¢’ durch den
Schnittpunkt zweier Geraden zu legen, von denen die eine zu a’”’, die
andere zu b’ parallel liuft und deren Abstinde von a’*’ und b’ das
Verhiltnis v: g besitzen; in Fig. 60 ist v =5, u = 3. Ferner wird
zweckmifBig der Punkt P’’, der nach Nr. 209 auf ¢’/ anzunehmen ist,
sogleich so gewahlt, daB die aus ihm auf @’ und b’ gefillten Lote
P"M' und PN’ die Halbmesser von Grenzkreisen der Kegel-
rider sind.

II. Die Ellipse als Kegelschnitt.

Die Kegelschnitte.

213. Eine Kreiskegelfliche wird durch eine Ebene E, die nicht
durch ihren Scheitel S geht, in einer Kurve geschnitten, die wir einen
Kegelschnitt nennen. Wir unterscheiden Kegelschnitte erster, zweiter,
dritter Art, je nachdem die Ebene @, die zu E parallel durch S liuft, keine,
eine oder 2wei Erzeugende der Kreiskegelfliche enthdlt (vgl. den ersten
Satz von Nr. 202) Diese drei Falle werden durch Fig. 65, Fig. 74 und
Fig. 80 veranschaulicht: Die Leitkreisebenen der Kegelflichen stehen
auf der AufriBtafel senkrecht; ebenso auch die Ebenen E und @, so
daf sie im Aufrif vollstindig durch ihre Spuren e, und f, dargestellt
werden. Fir die Aufrisse der Kegelschnitte treten die drei Fille ein,
die bereits gelegentlich des dritten Satzes von Nr. 205 unterschieden
wurden.

Wir konnen also aus den Aufrissen der Figuren ohne weiteres das
Verhalten von E und ® gegen die Kreiskegelfliche ablesen und Schliisse
auf die Gestalten der Kegelschnitte ziehen. Im ersten Fall (Fig. 65)
trennt ¢ die beiden Mintel der Fliche, so daBl E nur den einen von
ihnen durchsetzen kann. Da dabei E zu keiner Erzeugenden parallel
ist, sondern sie simtlich trifft, folgt der Satz:

Der Kegelschnitt erster Art ist ein geschlossenes Oval, das um den
einen Kegelmantel herumlauft.

Hierzu gehért der in Nr. 207 behandelte Sonderfall, daBl E zu der
Leitkreisebene parallel und der Kegelschnitt ein Kreis ist. Im zweiten
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Fall (Fig. 74) ist (nach Nr. 202) ¢ die zu einer Erzeugenden v gehorige
Tangentialebene der Kreiskegelfliche und trennt ebenfalls die beiden
Mintel. Deshalb durchsetzt die Ebene E auch jetzt nur den einen Mantel
und begegnet auf ihm — mit Ausnahme der zu ihr parallelen Erzeugen-
den v — allen Erzeugenden. Ist nun u eine von v verschiedene Er-
zeugende und U ihr Schnittpunkt mit E, so werden durch % und » die
simtlichen Erzeugenden in zwei Gruppen und durch U der Kegelschnitt
in zwei Bogen geteilt; wihrend eine Erzeugende z sich in einer der
beiden Gruppen von % nach v dreht, durchlguft ihr Schnittpunkt in E
von U ausgehend den einen Bogen des Kegelschnittes und entfernt
sich dabei schlieflich immer weiter, je mehr = an v heranriickt. Deshalb
folgt.:

Der Kegelschnitt zweiter Art liegt auf dem einen Kegelmantel und ist
ewn Kurvenzug, der von jedem beliebigen seiner Punkie in zwei sich ins
Unendliche erstreckende Bégen geteslt wird.

Fig. 61.

Im dritten Fall (Fig. 80) zerlegt ® jeden der beiden Kegelmintel
in zwei Teile, so daBl E beiden Manteln begegnen muB und der Kegel-
schnitt dritter Art aus zwei getrennten Kurvenziigen oder ,,Asten‘
besteht. Weil E den beiden in ® enthaltenen Erzeugenden v, und v,
parallel ist, teilen diese die Erzeugenden der Kreiskegelfliche in zwei
Gruppen, deren jede in E einen der beiden Aste einzeichnet; von jedem
Ast kann dasselbe gesagt werden, wie von dem ganzen Kegelschnitt
zweiter Art. Also folgt:

Der Kegelschnitt dritter Art besteht aus zwei Asten, deren jeder auf
esnem der beiden Kegelmdntel liegt und von jedem beliebigen seiner Punkte
wn zwes sich ins Unendliche erstreckende Bigen geteilt wird.

%14. Handelt es sich um eine gerade Kreiskegelfliche, so kann
man leicht feststellen, was fiir Kurven die drei Arten der Kegelschnitte
sind. Es gibt dann némlich im ersten und dritten Fall zwei Kugeln,
die die gerade Kreiskegelfliche je lings eines Breitenkreises — ¢, und
¢, — und auflerdem die Ebene E je in einem Punkt — F, und F, —
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beriihren; und zwar liegen im ersten Fall ¢, und ¢, auf demselben Kegel-
mantel, im dritten Fall auf verschiedenen Kegelméinteln. Auf Grund
der Sitze von Nr.210 nun haben die Abstinde, die ein Punkt des
Kegelschnittes von F, und F, besitzt, die konstante Lénge der Strecken,
die auf den Erzeugenden der Kegelfliche durch ¢; und ¢, begrenzt
werden, im ersten Fall zur Summe, im dritten Fall zur Differenz. Des-
halb ist auf der geraden Kreiskegelfliche der Kegelschnitt erster Art
eine Ellipse, der Kegelschnitt dritter Art eine Hyperbel mit den Brenn-
punkten F, und F,.

Im zweiten Fall aber gibt es nur eine Kugel, die die gerade Kreis-
kegelfliche lings eines Breitenkreises ¢ und zugleich die Ebene E in
einem Punkt F berithrt, und es folgt — wieder auf Grund der Sitze von
Nr. 210 —, daB die Abstinde, die ein Punkt des Kegelschnittes von F
und vop der Schnittlinie I zwischen E und der Ebene von ¢ besitzt,
stets gleich sind. Also ist der Kegelschnitt zweiter Art eine Parabel
mit dem Brennpunkt F und der Leitlinie 1.

Aber wir wollen diese Beweise nicht im einzelnen durchfiihren,
sondern die Untersuchung so gestalten, daB sie davon unabhingig ist,
ob die Kreiskegelfliche gerade ist oder nicht. Dabei erhalten wir auch
unmittelbar gerade die Eigenschaften der Kegelschnitte, die wir fiir
ihre Herstellung und fiir die Konstruktion ihrer Risse am besten ge-
brauchen koénnen.

Hilfssidtze iiber den Kreis.

216. Zu diesem Zweck brauchen wir Eigenschaften des Kreises,
die sich von dem Leitkreis einer Kreiskegelfliche auf alle ebenen Schnitte
derselben iibertragen lassen, und finden solche in folgender Weise:

Wir wéhlen in Fig. 61 auf einem Kreis vier Punkte 4,, B,, C;, P;
und bestimmen den Schnittpunkt 7', der zu 4, und B, gehorigen Tan-
genten, den Schnittpunkt X, der Geraden A4,P; und B,C,, den Schnitt-
punkt Y, der Geraden B, P; und A4,C, und den Schnittpunkt Z, der zu
C, und P, gehorigen Tangenten des Kreises. Auflerdem begegnen die
Tangenten 7,4, und 7', B, der Tangente Z,C,in M, M’ und der Tangente
Z,P in N, N’. Da die Strecken 7,4, und 7', B, gleich lang sind, gibt es
einen durch 4, und B, gehenden Kreis mit dem Mittelpunkt 7';; er trifft
die Geraden 4,C,, 4,P,, B,C,, B, P, der Reihe nachin U, V, U’, V".

Aus den beiden gleichschenkeligen Dreiecken M A4,C; und 7T,4,U,
deren bei 4, liegende Basiswinkel gleich sind, folgt, daf auch
X MC,4, =< T,U4, und somit

.U 2,C,
ist. In derselben Weise zeigen
ANA P, und AT,AV, daBB T,V || Z, Py,
A M'B,C;und A T,B,U’, daBB T\U’ || Z,0,,
AN'BP,und AT,B,V’, da T,V’ | Z, P,
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ist. Also gehéren T,, U, U’ und T,, V, V’ zwei Geraden an, die zu
Z,C, und zu Z, P, parallel sind. Hieraus aber folgt fiir die drei gleich-
schenkeligen Dreiecke T, UV’, T,U’'V, Z,C, P,, daB sie gleiche Winkel
bei T, und bei Z, besitzen; sie sind einander dhnlich und so gelegen,
daB auch ihre dritten Seiten UV’, U’V, P,C, einander parallel sind.
Mit anderen Worten:

Sowohl die beiden Dreiecke T, UV’ und Z,C, P, als auch die beiden
Dreiecke T,U’V und Z,C, P, sind ,,ahnlich in &hnlicher Lage®.

Bei zwei Dreiecken dieser Art ordnen sich die Eckpunkte zu je
zweien auf drei Geraden, die entweder durch einen Punkt laufen oder
einander parallel sind. In unserer Figursind dies das eine Mal die Geraden
T.Z,, UC,, V'P; und das andere Mal die Geraden, T,Z,, U’C,, VP,.
Da nun UC, = 4,C, und V'P, = B, P, sich in ¥, U’C, = B,C, und
VP, == A4,P, sich in X, treffen, geht T,Z, sowohl durch X, als auch
durch Y, . Deshalb gilt der Satz:

Sind A,, B,, Cy, P, vier Punkte eines Kreises, so liegen der Schnitt-
punkt T, der zu A, und B, gehorigen Tangenten, der Schnittpunkt X,
der Geraden A,P, und B,Cy, der Schnittpunkt Y, der Geraden B,P; und
A,C, und der Schnittpunkt Z, der zu C, und P, gehorigen Tangenten stets
in einer Geraden.

216. Der Beweisgang dieses Satzes andert sich nicht wesentlich,
wenn einer der Punkte M, M’, N, N’ dadurch fortfillt, daB die beiden
Geraden, als deren Schnittpunkt er im allgemeinen auftritt, parallel
sind. Ist z. B. 4,P; eine Durchmessersehne des Kreises und folglich
T4, | AP, und T A4, | Z,P,, so fallt V mit 4, zusammen und
braucht nicht erst bewiesen zu werden, daf T,V | Z, P, ist.

Jedoch konnen die vier Punkte 4,, B;, C;, P; auf dem Kreise auch
so angeordnet sein, dal unser Satz eine andere Gestalt bekommt. Dies
ist der Fall, sobald die beiden Geraden parallel sind, als deren Schnitt-
punkt sich entweder T, oder X, oder Y,; oder Z, ergeben solite. Ist
A,C, | B,P,, so bleiben alle Eigenschaften der Fig. 61 erhalten mit der
Ausnahme, daBB Y, fehlt und dal von den drei Geraden T.Z,, UC,
= A,0,, V'P, = B, P,, die entweder in einem Punkt zusammentreffen
oder parallel sein miissen, die zweite und dritte als parallel bekannt
sind; T,Z, geht also erstens — genau wie frither — durch X, und ist
zweitens zu 4,C; und B;P, parallel. Ist 4P, | B,C;, so fehlt X, und
folgt in ahnlicher Weise, daBl T',Z, durch Y, geht und zu A4,P; und
B,C, parallel ist.

Fehlt der Punkt Z,, weil C,P, eine Durchmessersehne des Kreises
ist, so tritt die Fig. 62 an die Stelle der Fig. 61. Wir schlieBen genau
wie in Nr. 215,dal T, U, U’ und T, V, V' in zwei Geraden liegen, die
zu den Tangenten von C; und von P, parallel sind ; aber, da diese Tan-
genten jetzt einander parallel sind, miissen die beiden Geraden sich
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vereinigen, und das ist nur dadurch mdéglich, dal U’ = V= X, und
U=V'=Y,. Also liegen auch in diesem Fall 7, X,, ¥, in einer
Geraden, die, wie sich noch obendrein ergibt, zu den Tangenten von C,
und P, parallel ist.

Sind endlich 4, und B, die End-
punkte einer Durchmessersehne des
Kreises, so fehlt 7';; dann nehmen wir
den Kreis um Z, zu Hilfe, der durch
C; und P; geht, und erhalten genau
Fig. 62, wenn wir darin 4, mit C},
B, mit P, vertauschen und 7'; durch
Z, ersetzen. Deshalb schlieflen wir,
ebenso wie oben, dafl die Punkte X, Fig, 62.

Y, in einer Geraden liegen, die jenen
beiden Tangenten parallel sind. Mithin kénnen wir dem Satz von Nr. 215
den folgenden Zusatz hinzufiigen:

Wenn einer der vier Punkte T, X,, Y, Z, dadurch verschwindet,
dap die beiden, ihn als ihren Schnittpunkt bestimmenden Geraden parallel
sind, so dndert sich der Satz von Nr. 215 insofern, als die Verbindungs-
gerade der anderen drei Punlkte jenen beiden Geraden parallel liuft.

217. Nehmen wir nur die Punkte 4,, B;, C; auf dem Kreise an und
legen durch den Schnittpunkt 7'; der zu A; und B, gehérigen Tangenten
eine beliebige Gerade, die B,C; in X, und 4,C; in Y, begegnet, so er-
gibt sich ein bestimmter Punkt P; als Schnittpunkt von 4,X,; und
B,Y,; aber wir wissen zunichst nicht, ob P, auf den Kreis fallt. Trifft
nun der Kreis die Gerade 4,X,= A4,P; auBer in 4, noch in P, so liegt
nach dem Satz von Nr. 215 der Schnittpunkt ¥’ von B; P’ und 4,0,
auf der Geraden, die 7; mit dem Schnittpunkt X; von 4, P’ = 4,P,
und B,C, verbindet, und stimmt deshalb iiberein mit dem Punkt Y,,
in dem sich 7T,X,, 4,0, und B,P; begegnen. Also fallen B,Y’ = B, P’
und B,Y, = B, P, zusammen und, da 4,P'= A4,P,, auch P’ und P, .
Hiermit erhalten wir die folgende Umkehrung des Satzes von Nr. 215:

Sind A,, B;, C; drei Punkie eines Kreises und begegnet eine Gerade,
die beliebig durch den Schnittpunkt T, der zu A, und B, gehérigen Tan-
genten gezogen ist, den Geraden B,C; und A,Cy in X, und Y, so ist der
Schnittpunkt Py von A, X, und B,Y, stets ein Punkt des Kreises.

Auch hier ist die in Nr. 216 gemachte Bemerkung sinngemif zu
wiederholen. Insbesondere ergibt sich, wenn A;B; eine Durchmesser-
sehne ist und somit 7T, fehlt, ein wichtiger Sonderfall:

Sind A,, B,, C, die Endpunkte einer Durchmessersehne und ein
weiterer Punki eines Kreises und begegnet eine zu A,B, gezogene Senk-
rechte den Geraden B,C, und A,C, in X; und Y, so ist der Schnittpunkt P,
von A, X, und B,Y, stets ein Punkt des Kreises.

Aus diesen beiden Sétzen nun leiten wir Eigenschaften der Kegel-
schnitte dadurch ab, daB wir die Figur des einen von ihnen fiir den
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Leitkreis der Kegelfliche herstellen, alle ihre Punkte mit dem Kegel-
scheitel 8 durch Geraden verbinden und diese mit der Ebene E des
Kegelschnittes schneiden. Dadurch erhalten wir in E eine Figur mit
ghnlichen Eigenschaften, die zur Konstruktion von beliebig vielen
Punkten des Kegelschnittes fithrt. Und zwar ist es moglich, dieser Figur
fiir jede der drei Arten der Kegelschnitte eine besondere, charakteristische
Gestalt dadurch zu geben, daf} wir bei jeder Art die Punkte A,, B, C, auf
dem Leitkreis in einer thr eigentiimlichen Weise anordnen.

Der Kegelschnitt erster Art.

218. Trigt die Ebene E einen Kegelschnitt erster Art, k, schneidet
also die Ebene ®, die zu ihr parallel durch den Kegelscheitel S geht,
die Kreiskegelfliche nicht, so verlsuft [Fig. 631)] die Spurlinie f,, die

Fig. 63.

1) In Fig. 63 ist, da es allein auf die Veranschaulichung ankommt, nur ein
RiB des von £ geschnittenen Kegelmantels in einer gegen den Beschauer gekippten
Stellung gezeichnet. Alle Linien der Leitkreisebene sind schwach; alle Linien
der Ebene E sind stark gezogen; die durch § laufenden Geraden sind fein ge-
strichelt. Sémtliche Fldchen sind als durchsichtig behandelt und nur durch die
in ihnen liegenden Linien angedeutet.
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® in die Ebene des Leitkreises k; einzeichnet, vollstindig auBerhalb
von k, und wird von dem zu ihr senkrechten Durchmesser C,D; in
einem Punkt 7', getroffen, von dem sich zwei Tangenten T,4,, T,B,
an k, ziehen lassen. Die Punkte 4,, B;, €, T, nun vervollstandigen
wir durch die Punkte X,, ¥;, P, zu der Figur des ersten Satzes von
Nr. 217 und fiigen noch den Punkt M, hinzu, in dem die Durchmesser-
sehne €D, die zu ihr senkrechte Sehne A4,B; hilftet. Dann schneiden
die fiinf Erzeugenden S4,, 8B,, 8C,;, 8D,, SP, der Kreiskegelfliche
und die Geraden SX,, SY;, SM, die Ebene E in den Punkten 4, B,
C,D, P, X, Y, M, die folgende Eigenschaften besitzen:

Die Punkte 4, B, C, D, P gehoren dem Kegelschnitt & an.

Weil 4,, C,, Y, in einer Geraden liegen, sind S4,, 8C,, 8Y, in
einer Ebene und folglich 4, C, Y in der Geraden enthalten, die diese
Ebene in E einzeichnet. Ebenso liegen die Punkte B, C, X, die Punkte
A, P, X, die Punkte B, P, Y, die Punkte 4, B, M und die Punkte
C, D, M in geraden Linien.

Die Geraden AB, A,B; und e, sind die Schnittlinien der Leitkreis-
ebene, der Ebene E und der Ebene S4,B,. Also mu8, da 4,B, | f,,
e, I f; und somit A4,B; | e, ist, auch AB || A,B, || e, sein. Hiermit aber
folgt aus der Gleichheit der Strecken 4,M, und B,M,, dall AM
= BM .

Da T, auf f, liegt, ist die Gerade ST, in ® enthalten und zu E
parallel; deshalb zeichnen die durch S7'; gehenden Ebenen SC,D; und
SX,Y, in E die untereinander parallelen Geraden CD und XY ein.

In E entsteht also eine Figur, die groBe Ahnlichkeit mit derjenigen
des zweiten Satzes von Nr. 217 besitzt. Wir fassen unser Ergebnis
folgendermaBen zusammen:

Wird eine Kreiskegelfliche, deren Scheitel S und deren Leitkreis k, sst,
durch eine Ebene E in einem Kegelschnitt erster Art geschnitten, so ziehe
man in der Ebene von k, die Spurlinie f, der Ebene ®, die zu E parallel
durch S liuft, schneide f, tn T, mit dem zu f, senkrechten Durchmesser
C.D, von k,, suche die Berithrungspunkte A,, B, der durch T, gehenden
Tangenten von k, und bestimme die Punkte A, B, C, D, in denen E von
den Erzeugenden SA,, SB,, S8C,, 8D, der Kreiskegelfliche getroffen wird.
Dann wird die Sehne AB des Kegelschnittes durch die Sehne CD gehilftet;
und, wenn eine beliebige 2u CD parallele Gerade den Geraden BC und AC
n X und Y begegnet, so ist der Schnittpunkt P von AX und BY stets ein
Punkt des Kegelschnittes.

219. Wir denken uns nun die Ebene E mit dieser Figur aus der
Verbindung mit der Kreiskegelfliche gelost und stellen (Fig. 64) den
Zusammenhang der Figur mit der ihr verwandten des zweiten Satzes
von Nr. 217 folgendermaBen her: Vom Schnittpunkt M der Strecken
AB und OD tragen wir die Strecke MC* so an, dal MC* | AB und
MC* = MA = MB ist. Dann wird nach Nr. 123 durch die Gerade AB
als Affinititsachse und durch das Paar zugeordneter Punkte C, C*

Ludwig, Darstellende Geometrie II. 2
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eine Affinitét bestimmt. In ihr entsprechen den Punkten 4, B, M die
mit ihnen zusammenfallenden Punkte 4%, B¥* M*; ferner, weil XY | MC
ist, den Punkten X, Y die Schnitt-
punkte X*, Y* von B*C* und A*C*
mit einer zu M*C* parallelen, also zu
AB senkrechten Geraden; endlich dem
Punkt P der Schnittpunkt P* von
A*X* und B*Y*. Nach dem zweiten
Satz von Nr. 217 liegt P* auf dem Kreis
k*, dessen Durchmessersehne die Strecke
A*B* = AB ist und der durch C*
geht.

Wenn wir in dieser Weise zu jedem
Punkt P des Kegelschnittes % den
durch die Affinitit zugeordneten Punkt
P* gufsuchen, erhalten wir nur Punkte
von k* und erkennen hieraus, daB
k und k* affine Kurven sind. Folglich ist % eine Ellipse, fiir die —
entsprechend den rechtwinkeligen Halbmessern M*A4*, M*C* von
k* — MA, MC zwei konjugierte Halbmesser, AB und CD also
zwel konjugierte Durchmessersehnen sind. Mithin ist M auch die
Mitte von CD; vor allem aber ergibt sich der Satz:

Der Kegelschnitt erster Art ist eine Ellipse, fiir die nach Nr. 218 zwes
konjugierte Durchmessersehnen AB, CD zu bestimmen sind.

220. Aufgabe: Gegeben sind die Risse des Scheitels S und, in der
GrundriBtafel liegend, der Leitkreis %, einer Kreiskegelfliche; ferner
die erste Spur e, einer Ebene Ein der Art, daB %, und e, einander nicht
begegnen. Gefordert wird die Wahl der zweiten Spur e, von E unter
der Bedingung, daB E die Kreiskegelfliche in einer Ellipse schneidet,
und die Konstruktion der Risse dieser Ellipse.

Der Aufril des Leitkreises %, ist nach dem letzten Satz von Nr. 173
der in der RiBachse ay, liegende Aufri8 C,”D,” des zu a,, parallelen
Durchmessers C,D; von k, . Deshalb bilden nach Nr. 205 in Fig. 65
die-Geraden S”CY, 8”D,”” den scheinbaren UmriB8 der Kreiskegelfliche
in der Aufriitafel, wihrend in der GrundriBtafel ein solcher fehlt. Nach
unten begrenzen wir die Kreiskegelfliche durch %, und nach oben durch
den Schnittkreis mit einer — oberhalb von S liegenden — wagerechten
Ebene; die Risse dieses Kreises sind in Fig. 65 nach Nr. 207 einge-
tragen.

Zundchst sei e, zu a,, senkrecht: Wir ziehen in beliebigem Abstande
parallel zu e, und von k, durch e, getrennt eine Gerade f, . Den Schnitt-
punkt zwischen f, und a,, verbinden wir mit 8" durch die Gerade f,
und legen durch den Schnittpunkt zwischen ¢, und a,, die Gerade e,
parallel zu f,. Dann sind die Ebenen E mit den Spuren ¢,, ¢, und ®
mit den Spuren f,, f, einander parallel und zur AufriBtafel senkrecht;
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deshalb geht ® durch § in einer solchen Lage, daB E aus der Kreis-
kegelfliche nach Nr. 213 einen Kegelschnitt erster Art ausschneidet.
Der Aufril %" dieser Ellipse k
ist nach Nr. 205 die Strecke C”’ D",
die durch 8”C,” und 8”D,” auf
e, abgegrenzt wird. Ihr Grund-
rif} ist eine Ellipse %’; um fir
diese ein Paar konjugierter
Durchmessersehnen A’B’, C'D’
zu bestimmen, fithren wir — da-
von ausgehend, dafl C.D, der zu
f1 senkrechte Durchmesser von
k, ist — die Vorschrift von Nr. 218
in Grund- und Aufri} so durch,
wie es Fig. 65 ohne weiteres er-
kennen la8t. Hervorgehoben sei
nur, daB in Ubereinstimmung
mit den Entwickelungen von
Nr.218 A’B’ || ¢, ist und 4", B”
in dem Mittelpunkt M" der
Strecke C”D” vereinigt sind.

Wenn e, nicht zu a,, senkrecht
18t, fithren wir einen, an den
Grundri anschlieBenden Seiten- Fig. 65.
ril ein, dessen RiBachse a,; auf
e, senkrecht steht, konstruieren zunichst mit Grund- und SeitenriB, wie
soeben angegeben wurde, und bestimmen hernach den AufriB auf
Grund von Nr.38. Wir werden dies bei der verwandten Aufgabe in
Nr. 221 und in Fig. 66 ausfithren.

Die Ellipse auf dem geraden Kreiskegel.

221. Die Losung der Aufgabe von Nr. 220 gestattet Abinderungen,
die die Zeichnung etwas vereinfachen. Wir zeigen sie zugleich mit den
Vereinfachungen, die bei einem geraden Kreiskegel auftreten, an der

Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 66 die Risse eines geraden Kreiskegels,
der auf der GrundriBtafel steht (vgl. Nr. 206), und in der letztgenannten
eine schrig verlaufende Gerade e; . Gefordert ist die Konstruktion der
Risse einer Ellipse, die auf dem Kreiskegel liegt und deren Ebene E die
erste Spur e, besitzt.

Zu ihrer Losung nehmen wir einen, an den Grundriff anschlieBenden
Seitenril zu Hilfe, fiir den die RiBachse a@,; senkrecht zu e, ist, und
ziehen in ihm — was auf Grund der an Fig. 65 gemachten Beobachtung
ohne weiteres geschehen kann — e so, daf die Ebene E, deren erste und
dritte Spur e; und e, sind, den Kegel in einer Ellipse % schneidet; e,
tragen wir mit Hilfe eines Punktes P ein, fiir den wir P’ auf a,,, P"”

DA



20 Die Ellipse als Kegelschnitt.

auf e; annehmen und P’ nach Nr. 38 aufsuchen. Den zu e, senkrechten
und zu a5 parallelen Durchmesser von %, nennen wir C,D,, so daf im
Seitenrifl 8*/Cy”, 8’ D,’”” den scheinbaren UmriB des Kegels bilden, und
konnen dann mit Grund- und Seitenrif8 arbeiten, wie in Fig. 65 mit
Grund- und Aufrifi.

S
N ~

v/::;v‘mi ‘ "
v M=A=8

Fig. 66.

Lage in Fig. 65 ein gerader Kreiskegel vor, wire also (Nr. 206) §’
der Mittelpunkt von %, so fiele die Strecke C’D’ auf den Durchmesser
C,D,; es wire C"D’ | e; und, da A’B’ || ¢;, auch C’'D’ | A’B’, so daB
wir unmittelbar die Achsen der GrundriBellipse %’ erhielten. Dies ist
nun der Fall in Fig. 66: C’, D’ werden in C}D] eingezeichnet durch die
Ordnungslinien [1, 3] der Punkte ¢, D’”, in denen e, von 8"’C,"” und
8Dy getroffen wird. Die Mittelpunkte M’, M""* der Strecken C'D’,
¢’ D"’ sind der erste und dritte Rifl des Mittelpunktes M der Ellipse k,
und in M’ sind A”’, B’ vereinigt. Da hiernach die Strecke AB der
durch M laufenden ersten Hauptlinie ¢ von E angehért und 4, B die
Schnittpunkte zwischen ¢ und der Kreiskegelfliche sind, werden 4’, B’
nach der zweiten Aufgabe von Nr. 207 gefunden. Dann kann %’ un-
mittelbar nach Nr. 170 konstruiert werden.

Aus Grund- und Seitenrif ermitteln wir endlich nach Nr. 38 die
Avufrisse M, A”, B”, C”, D”, indem wir den Umstand beniitzen, da8



Die Ellipse auf dem geraden Kreiskegel. 21

M, A7, B” auf der wagerechten Geraden ¢’ liegen, und stellen die Auf-
riBellipse k& aus dem Paar konjugierter Durchmagsersechnen A4”B”,
C”D’” (Nr. 170) her. Ist E F, der zu a,, parallele Durchmesser von k,,
so bilden S”Ey, S”F{ den scheinbaren UmriB der Kegelfliche im
Aufri und werden von % in den Punkten E”, F"' berithrt (Nr. 205),
zu denen als Grundrisse die Schnittpunkte E’, F’ zwischen %’ und S’Ej,
S’F{ gehéren. E”’, F” koénnen auch genau konstruiert werden; denn
sie werden in S”E{, S”F{ eingezeichnet durch den Aufrif der Ge-
raden = EF, die beim geraden Kreiskegel eine zweite Hauptlinie
von E ist: es ist w’ == E'F’ || a,, und u” || ¢, .

222. Wir haben in Nr. 221 gefunden, daB AB auf einer ersten
Hauptlinie ¢ von E liegt und daB C’D’ | A’B’ oder C'D’ | ¥ ist;
deshalb ist CD eine Strecke einer ersten Fallinie von E, und zwar der-
jenigen, die der Mittellinie des Kegels begegnet. Die beiden konjugierten
Durchmessersehnen AB, CD sind also im Falle eines geraden Kreis-
kegels die Achsen der Ellipse k. Wir kénnen auch bestimmen, welche
von ihnen die grofle Achse ist.

Die Gerade, die in Fig. 66 durch M’ parallel zu a,, lauft, moge
8¢y, 8Dy’ und die Ordnungslinien C'C’”, D’D", 8’8’’’ der Reihe
nach in den Punkten H’”, G'*, L’”’, K’”’, N’ schneiden. Dann ist die
Strecke G’’H’’’ der SeitenriB des Kreises, der in Nr. 221 nach der
zweiten Aufgabe von Nr. 207 zur Aufsuchung von A4’, B’ dient, und
NG = N""H’"” sein Halbmesser:

NG = N"H" = 8’4’ = §'B".
Ferner leuchtet sofort ein, daf
M”"L" = M'C' = M'D' = MK’ und C"”"L""" = D""K"".

Die rechtwinkeligen Dreiecke D*’G'”’K’ und C’’H’’'L’’ haben
auBer den gleichen Katheten D"’K’", C""’L""’ noch gleiche Winkel bei
G’ und H'’, weil Dreieck G""’S’””H’"’ gleichschenkelig ist; sie sind also
kongruent und zeigen, daBl G'’K’” = H’”L’”’. Wenn wir nun von
G'"H'" die Strecke G*’K’* fortnehmen und statt ihrer die ihr gleiche
Strecke H’”’L'** hinzufiigen, so erhalten wir K’/L’”’ und erkennen, daf}
auch G’H’"" = K'’L'" oder N'’G""" = M'’L’” und folglich

S’A" = ML
ist. Da AB zu der Grundrifitafel und CD zu der Seitenrif3tafel parallel
sind, haben wir
MA=MA <SA, MC= M"C"> M"L"
und somit
MA < MC .
Das heiBit:

Eine Ellipse, die auf einem geraden Kreiskegel liegt, hat — die Leit-
kreisebene als Grundriftafel gedacht — zur kleinen Achse eine Strecke
einer ersten Hauptlinie ihrer Ebene und zur groflen Achse eine Strecke
der ersten Fallinie, die der Mittellinie des Kegels begegnet.
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Vonden Achsen A’B’,C’D’ der GrundrifBlellipse &’ ist die zweite stets die
groBere, weil M'C’ = M'"’L’" = §’A’ und M’'A’ < 8’4’ ist. DaBheilit:

Wird eine Ellipse, die auf einem geraden Kreiskegel liegt, rechtwinkelig
auf die Leitkreisebene projiziert, so trdgt die grofe Achse der Bildellipse
den Mittelpunkt des Leitkreises.

Setzen wir die Brennpunktseigenschaften der Ellipse als bewiesen
voraus (vgl. Nr. 159), so diirfen wir aus §’A’ = M’C’ schliefen, daB der
eine Brennpunkt nach S’ fillt, und folglich unseren Satz dahin er-
weitern, daff der Mittelpunkt des Leitkreises der eine Bremnpunkt der
Bildellipse ist.

IT1. Die Parabel.

Der Kegelschnitt zweiter Art.

223. Indem wir nunmehr wieder an den Schluf von Nr.217 an-
kniipfen, legen wir durch eine Kreiskegelfliche nach Nr. 213 eine Ebene
E so hindurch, daB
der entstehende Ke-
gelschnitt % von der
zweiten Art ist, daB
also die Ebene @, die
parallel zu E durch
den XKegelscheitel S
lauft, die Kegelfliache
lings einer Erzeu-
genden berithrt. Ist
C, der Spurpunkt,
den diese Erzeugen-
de, und f,; die Spur-
linie, die ® in die
Ebene des Leitkreises
k, einzeichnet, so ist
f1 die zu C, gehorige
Tangente von k,
(Nr. 201). Wir diir-
fen stets annehmen,
daf E gerade den
Kegelmantel durch-
setzt, der &, trigt,
und haben dann zwei
Schnittpunkte 4,, B,
zwischen %; und der
Spurlinie ¢, von E.
Diese Punkte 4;, B,, C; legen wir jetzt nach dem letzten Absatz von
Nr. 217 unserer Untersuchung in Fig. 67!) zugrunde.

1) Far Fig. 67 gilt das auf S. 16 von Fig. 63 Gesagte.
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Da ¢, und f, parallel sind (Nr. 56), halftet der durch C, bestimmte
Durchmesser von k; die Sehne A4,B; in M, und trigt den Schnittpunkt
T, der zu A, und B, gehérenden Tangenten. Diese Punkte vervoll-
stindigen wir durch die Punkte X;, Y,, P; zu der Figur des ersten
Satzes von Nr.217 und schneiden durch die Erzeugenden S4,, SB;
SP; der Kreiskegelfliche und durch die Geraden SM,, ST,, 8X,,
SY, in E die Punkte A= A4,, B=B,, P, M=M,, T, X, Y ein.
Der Punkt O, aber fithrt, da SC, in ® liegt und somit zu E parallel ist,
nicht zu einem Punkt C; dafiir zeichnen alle Ebenen, die durch SC,
gehen, in E Geraden ein, die zu SC; und somit untereinander parallel
sind. Deshalb besitzt die in E entstehende Figur die folgenden Eigen-
schaften:

Die Punkte 4, B, P gehéren dem Kegelschnitt &k an. M ist die
Mitte der Sehne AB.

Die Geraden AT und BT sind die zu A und B gehérigen Tangenten
von k, weil sie in E durch die Ebenen ST,4,, ST.B, eingezeichnet
werden und diese die Kreiskegelfliche lings S4; und SB; beriithren
(Nr. 201).

Weil 4,, C,, Y, in einer Geraden liegen, befinden sich S4, und SY,
in einer durch SC, gehenden Ebene; diese zeichnet in E eine zu SC,
parallele Gerade ¥ ein, die 4 und Y trigt. Ebenso sind die Geraden
BX =z und MT zu SC, parallel, so daB wir = | y | MT haben.

Weil 4,, P;, X, in einer Geraden liegen, sind S4,, SP;, 8X; in
einer Ebene und folglich 4, P, X in der Geraden enthalten, die diese
Ebene in E einzeichnet. Ebenso liegen die Punkte B, P, Y und die
Punkte 7', X, Y in geraden Linien.

Wir konnen also unser Ergebnis folgendermafien zusammenfassen:

Wird eine Kreiskegelfliche, deren Scheitel S und deren Leitkreis k;
tst, durch eine Ebene E in einem Kegelschnitt zweiter Art geschnitten, so
bestimme man die Schnittpunkte A, B wvon k; mit der Spur e, von E,
ferner die Mitte M von AB, sowie den Schnittpunkt T, der zu A und B
gehdrenden Tangenten von k, und den Schnittpunkt T zwischen E und der
Geraden ST, . Begegnen dann die Geraden x und vy, die parallel zu MT
durch B und A laufen, einer beliebig in E durch T gelegten Geraden in
X und Y, so ist der Schnittpunkt P von AX und BY stets ein Punkt des
Kegelschnittes.

Ist zufdllig 4B Durchmesser von k;, so sind die zu 4 und B ge-
horigen Tangenten von k, parallel. Also fehlt T'; aber die zu SA und SB
gehorigen Tangentialebenen schneiden sich in einer 2u jenen Tangenten
parallelen Geraden und diese zeichnet in E den Punkt T ein. Wir haben
also in der Ebene von k, die Figur des zweiten Satzes von Nr. 217 und
in E dieselbe Figur wie im allgemeinen Falle.

Begriff der Parabel.

224, Losen wir die Ebene E mit der in ihr liegenden Figur aus der
Verbindung mit der Kreiskegelfliche, so konnen wir die drei Punkte 4,
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B, T als beliebig gegebene annehmen und aus ihnen in Fig. 68 beliebig
Vlel Punkte P so konstruieren, wie es aus dem Schlufl von Nr. 223 folgt.
Dadurch erhalten wir unabhiingig von der Krelskegelﬂache eine Kurve,
die — wie sich zeigen wird —
in ihren Eigenschaften iiberein-
stimmt mit einer sonst in ganz
anderer Weise erzeugten Kurve,
der Parabel. Infolgedessen fithren
wir den Namen bereits jetzt ein,
jedoch ohne jene Eigenschaften
als bekannt vorauszusetzen und
nur mit der folgenden Begriffs-
bestimmung :
. Unter einer Parabel (AB; T)
Fig. 68. verstehen wir den Ort des Punktes
P,indem sich AX und BY schnei-
den, wenn eine beliebig durch T gelegte Gerade tn X und Y den Geraden x
und y begegnet, die parallel zu der Verbindungsgeraden zwischen T und
der Mitte M von AB durch B und A laufen.

Hiernach kénnen wir den Satz aussprechen:
Der Kegelschnitt zweiter Art ist eine Parabel.

Aber wir diirfen ihn nicht ohne
weiteres umkehren und lassen es
dahingestellt, ob jede Parabel als
Kegelschnitt zweiter Art auftreten
kann. Vielmehr wollen wir die Eigen-
schaften der Parabel allein aus der
soeben angegebenen Begriffsbestim-
mung ableiten.

225. Die Erzeugungsvorschrift
von Nr. 224 lehrt, daBl P die ganze
Parabel (AB; T) durchlauft, wenn
wir die Gerade XY einmal um 7T
herumdrehen. Nihert sich XY der
Lage AT, so riicken die Punkte ¥
und P nach A und strebt die Sehne
APX der Grenzlage AT zu. Des-
halb geht die Parabel durch 4 und
hat dort nach Nr. 141 AT als Tan-
gente. Dasselbe gilt fiir B und BT .
Also erhalten wir eine Eigenschaft,
die wir in Nr. 223 fiir die als Kegel-

Fig. 69. schnitt zweiter Art auftretende
Par bel fanden, allgemein; nimlich:

Die Parabel (AB; T) geht durch A und B und beriihrt daselbst die Ge-

raden AT wnd BT .
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Drehen wir die Gerade XY so um 7', daf sie sich auflerhalb des
Dreiecks ABT von der Lage AT nach der Lage BT bewegt, so be-
schreibt P — wie aus Fig. 68 zu ersehen ist — einen sich von A nach B
erstreckenden und in dem Dreieck ABT enthaltenen, endlichen Bogen.
Drehen wir die Gerade XY von der Lage AT oder BT aus durch das
Innere des Dreiecks ABT, so beschreibt P einen von A oder von B
ausgehenden Bogen und entfernt sich immer weiter, je niher XY der
Lage MT kommt. Also zerfillt die Parabel in den endlichen Bogen 4B
und in zwei unbegrenzte Bogen, die von A und B ausgehen. Alle Satze,
die wir ableiten werden, gelten fiir den ganzen Verlauf der Parabel;
aber wir werden unsere Beweise nur fiir den endlichen Bogen AB ein-
richten, weil er allein fiir die meisten unserer Konstruktionen in Frage
kommt, und werden die leichten Ab#nderungen ilbergehen, die fiir
Punkte der anderen beiden Bogen notwendig sind.

Die Tangenten.

226. Wir konstruieren in Fig. 69 zwei Punkte P;, P, des end-
lichen Bogens einer Parabel (AB; T), indem wir durch 7' zwei beliebige,
auBerhalb des Dreiecks ABT verlaufende Geraden X,Y,, X,¥, legen
und die Schnittpunkte von AX,, BY, und von AX,, BY, bestimmen.

Dann ist, weil
AM = BM uwnd MT |z | v,

T der gemeinsame Mittelpunkt der Strecken X,Y,;, X,Y, und somit

X, Y, 1 X,Y,.
Ferner ist
ABP X, 0o ANY PIA, NBPX,c0o N\ Y,P,A
und folglich
1)) BP,: P,Y, = BX,: AY,, BP,: P,Y, = BX,: AY,.
Ziehen wir nun durch P; und P, die Parallelen zu X, 7Y,, so kénnen

wir zunichst nicht behaupten, dafl sie zusammenfallen, sondern miissen
annehmen, daB sie der Geraden « in zwei verschiedenen Punkten @, @,
begegnen. Da P, zwischen B und Y,, P, zwischen B und Y, liegt, ist
@, ein Punkt der Strecke BX, und @, ein Punkt der Strecke BX,; des-
halb ist
2) BQ, + X, = BX,, BQ, + Q,X, = BX, .

Ferner folgen die Verhiltnisgleichungen
BQ, : @1 X,=BP, : P\Y,, BQ,:Q:X,=BP,:P,7Y,,
aus diesen mit Hilfe von (1)
BQ, : 0, X,=BX,:4Y,, BQ,:Q,X,=BX,: AY,
und hieraus wieder unter Hinzuziehung von (2)
(38) BQy:BX, =BX,:BX, + AY,, BQ, : BX, = BX, : BX, + AY,.
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Da MT sowohl in dem Trapez ABX, Y, als auch in dem Trapez
ABX,Y, Mittellinie ist, haben wir
BX,+ AY, =BX, + AY,=2-MT
und konnen hiermit aus (3) folgern, daB
B@, = BQ,.

Also fallen @,, @, in einen Punkt und die beiden Parallelen @, P,
@,P, in eine Gerade, die Gerade P,P,, zusammen. So finden wir
(4) PPy || X, Y, || XpY,.

Wenn wir die Gerade X,Y; und
mit ihr den Punkt P, festhalten, hin-
gegen die Gerade X,Y, um 7 bis zur
Vereinigung mit X, Y, drehen, so bewegt
sich P, auf der Parabel nach P, . Gleich-
zeitig dreht sich die Gerade P;P, um
P, und strebt dabei einer Grenzlage
zu, die nach Nr. 141 die Tangente der
Parabel im Punkt P, ist. Wahrend der
ganzen Bewegung bleibt P, Pyzu X, Y,
und X,Y, parallel; deshalb mulB} die
Grenzlage von P;P, den Grenzlagen
von X,Y, und X,Y;,d. h. der Geraden
X,Y,, parallel sein. Also finden wir
den Satz:

Fig. 70. Die Tangente, die zu einem Punkt

P einer Parabel (AB; T) gehort, ist

parallel zu der Geraden XY, aus der P nach der Erzeugungsvorschrift
von Nr.224 abgeleitet wird.

227. Wenn die zu P, gehorige Tangente in Fig. 69 von AT in K; und
von BT in L, getroffen wird, so ist nach dem letzten Satz K, L, || X,Y;.
Legen wir ferner noch durch P; die Parallele zu M T, z, y und schneiden
sie mit AB in U, so ergeben sich die Verhaltnisgleichungen

AK, : K,\T'= AP, : P/X,, AP,: P, X, = AU, : U, B;

TL, : B =Y,P,: P,B, Y,P,: P,B=AU,:U,;B.
Aus ihnen folgt, daB
(5) AK, : K, T =TL, : L, B= AU, : U;B,
und hieraus, wenn wir U, K; und U, L, ziehen, daBl

U,K,| BT, U, L, | AT

ist. Dasselbe konnen wir fiir P, und fiir jeden anderen Punkt P der
Parabel ableiten und erhalten so den Satz:

Von einer Parabel (AB;T) kann man beliebig viele Punkte und Tan-
genten in folgender Weise konstruieren: Man hilftet AB in M, legt durch
einen beliebigen Punkt U von AB die Parallelen zu BT, AT, MT und
schneidet sie der Reihe nach mit AT in K, mit BT in L, mit KL in P.
Dann ist P ein Punkt der Parabel und KL die zugehirige Tangente.
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Die Durchmesser.

228. Nach dem Satz von Nr. 226 sind die Tangenten, die zu zwei
Punkten P,, P, der Parabel gehoren, parallel den Geraden X,7Y,,
X,Y,, aus denen P;, P, vermoge der Erzeugungsvorschrift von Nr. 224
abgeleitet werden. AuBerdem ist nach (4) P, P, | X,Y,. Deshalb
haben in Fig. 69 das Dreieck P; P, 1", dessen dritter Eckpunkt 7" der
Schnittpunkt der beiden Tangenten ist, und das Dreieck X, Y, T' paar-
weis parallele Seiten, so daB sie &hnlich in &hnlicher Lage sind. Schneiden
wir die Gerade, die durch 7" parallel zu M T lsuft, mit P, P, in M’ und
MT mit X,Y, in N, so gilt dasselbe fiir die Dreiecke P;7'M’ und
X, TN, sowie fiir die Dreiecke P, 7" M’ und Y,TN . Deshalb ist

PM X, N=MT: :NT=M2P,: NY,.
Da aber AM = M B und M N | z | yist, haben wir X;N = NY, und
somit auch P, M’ = M’'P,. Also ergibt sich der Satz:
Welche zwei Punkte P;, P, einer Parabel man auch wihlt, immer be-
sitzt die Gerade, die den Schnittpunkt der zugehorigen Tangenten mit der
Mitte der Strecke P; P, verbindet, dieselbe Richtung.

Die Geraden dieser Richtung, d.h. alle zu MT parallelen Geraden
heifen Durchmesser der Parabel. Legen wir auch durch P, und P,
die Durchmesser, so folgt aus dem letzten Satz, dafl sie den Durch-
messer M'T’ zur Mittelparallele haben. Deshalb diirfen wir sagen:

Legt man durch zwei Punkte einer Parabel und durch den Schnitt-
punkt der zugehorigen Tangenten die Durchmesser, so begrenzen sie auf
jeder thnen begegnenden Geraden zwer gleiche Strecken

229. Wir konstruieren in Fig. 70, ausgehend von drei aufeinander-
folgenden Punkten U,, U, U,!) der Strecke AB, nach Nr.227 die
Punkte P,, P, P, der Parabel (4B; T) nebst ihren Tangenten K, L,,
KL, K,L, und legen durch die Schnittpunkte K’, T, L’ derselben
die Durchmesser, die P, P, in W,, M’, W, begegnen. Auch die Geraden
P,U,, PU, P,U, sind Durchmesser, und deshalb folgen, wenn PU die
Gerade P, P, in U’ trifft, aus dem letzten Satz von Nr. 228 die
Gleichungen

(6a) P, M = M'P,="?, P, Py, P\W, =W,U" =1, P, U,
UIW2 == W2P2 = 1/2 U,P2 .
Da auf Grund der in Fig. 70 angenommenen Anordnung U’
zwischen P, und P, liegt, gelten die weiteren Gleichungen
(6b) { WM =P, M — P W, =1, (PP, — P,U) =1, U’ Py,
MWy =M Py,— WyPy =1, (PP, — U'Py) = Yy Py U

1) Im folgenden setzen wir diese Reihenfolge von U,, U, U, und die aus
ihr entspringende Anordnung der iibrigen Punkte stets voraus. Bei anderer Lage
sind leichte Abéinderungen der Beweise notig; aber die Sitze behalten ihre Geltung.
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Die Gleichungen (6a) und (6b) liefern zusammen mit den — aus
K'W, | T"M’ | L’W, folgenden — Verhaltnisgleichungen
P,K': K'T" =P W,: WM, T"L' : L'Py = M'W, : W, P,
die Verhaltnisgleichungen
P,K':K'T' =P, U :UP,, "L’ : L'P, = P,U’' : U’ P,
oder
(N P,K KT =T0L:LP,=PU :UP,.
Der erste Teil von (7) ergibt den Satz:
Sind P,, P, zwei Punkte einer Parabel und P,T’, P, T’ die zuge-
horigen Tangenten, so werden diese durch eine dritte Tangente stets so in
K', L’ getroffen, dap P,K’ : K'T’ = T'L' . L'P, .

Ferner aber entspricht die Verhiltnisgleichung (7) genau der Ver-
haltnisgleichung (5), so da wir aus P;, Py, 7" den Punkt P in
ebenderselben Weise konstruieren konnen, wie nach dem Satz von
Nr. 227 aus A, B, T'. Also sind 4 und B keine bevorzugten Punkte
der Parabel (4B; T); vielmehr kann dieselbe ebenso als Parabel
(PyP,; T’) bezeichnet und bestimmt werden. Das heilt:

Eine Parabel ist durch irgendzwei ihrer Punkte und die zugehorigen
Tangenten vollstindig bestimmt und kann aus thnen nach Nr. 224 oder
Nr. 227 hergestellt werden.

230. Ein beliebiger Durchmesser der Parabel treffe AB in U und
P, P, in U’. Dann kénnen wir nach der Vorschrift von Nr. 227 einen
auf ihm liegenden Punkt der Parabel konstruieren sowohl, indem wir
aus Udie Parallelen zu BT und A7 ziehen und mit AT und BT in K
und L schneiden, als auch, indem wir aus U’ die Parallelen zu P, 7"
und P, 7" zichen und mit P, 7”und P, 7" in K’und L’ schneiden. Beide
Male erhalten wir nach dem letzten Absatz von Nr. 229 dieselbe Tan-
gente KL = K’L’ der Parabel; ihr Berithrungspunkt ist der Schnitt-
punkt P zwischen ihr und dem Durchmesser UU’. Da P,, P, zwei
ganz beliebige Punkte der Parabel (AB; T) sind, folgt hieraus:

Zu jedem Durchmesser einer Parabel gibt es eine einzige Tangente,
deren Berihrungspunkt auf ihm liegt; sie wird als die thm ,,konjugierte’
Tangente bezeichnet.

r Nehmen wir in Fig. 70 insbesondere den
P Durchmesser M’'T’, so erhalten wir die ihm
A \ konjugierte Tangente K,L,, indem wir — wie
L F % dies die Fig. 71 zeigt, die einen Teil von Fig. 70
NI wiederholt — den Punkt M’ so wie oben U’
;34____/;%_____2 benutzen, und als ihren Beriihrungspunkt P,

: ” ihren Schnittpunkt mit M’7’. Da
Fig. 71. PiM'=MP,, M'K,| P,T", M'L,| P, T,

haben wir

P Ky= K,T’, PyLy= LyT', KyL,| P,Ps, M’ Py = P,T".
Das heiBt:
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Wenn P,, P, irgendzwei Punkte einer Parabel sind und die zuge-
horigen Tangenten sich tn T’ schneiden, so tragt der durch T’ gelegte
Durchmesser gerade einen Punkt P, der Parabel. P, ist der Mittelpunkt
der zwischen T und P,P, enthaltenen Strecke des Durchmessers und be-
sitzt eine 2u PP, parallele Tangente.

Wir denken uns jetzt eine der Fig. 70 entsprechende Figur so ent-
standen, dal wir auf 4B zuerst den Punkt U angenommen und
darauf zu beiden Seiten von ihm in beliebigen, aber gleichen Abstéin-
den die Punkte U,, U, gewihlt haben. Dann muB der Durchmesser
UP auch die Strecke P, P, hilften und folglich mit dem Durchmesser
M’'T’ zusammenfallen. Unter dieser Voraussetzung aber ist K L die dem
Durchmesser U Pz== M’T’ konjugierte Tangente und zugleich nach dem
letzten Satz P, P, || KL . Also ergibt sich der neue Satz:

Jeder Durchmesser einer Parabel hilftet die Sehnen, die zu der ihm
konjugierten Tangente parallel sind.

Hier findet etwas Ahnliches statt wie bei einem Durchmesser einer
Ellipse und den Sehnen, die zu dem konjugierten Durchmesser parallel
sind.

Symmetrieachse und Scheitel.

231. Ein Durchmesser einer Parabel, der auf seiner konjugierten
Tangente senkrecht steht, hélftet nach dem letzten Satze von Nr. 230
die zu ihm senkrechten Sehnen und ist infolgedessen Symmetrieachse
der Parabel. Konstruieren wir nun von der Parabel (4B; T) nach der
Vorschrift von Nr. 224 den Punkt 8, fir den (vgl. Fig. 68) XY | MT,
so ist nach dem Satz von Nr. 226 die zu S gehorige Tangente zu XY
parallel, also zu M T und somit auch zu dem durch § laufenden Durch-
messer, dem sie konjugiert ist, senkrecht. Gleichzeitig erkennen wir,
daB aufler S kein Punkt diese Eigenschaft besitzt, und folgern den
Satz:

Die Parabel hat eine einzige Symmetrieachse; diese ist ein Durch-
messer und steht vm ,,Schestel’* der Parabel auf der ihr konjugierten ,,Schestel-
tangente'* senkrecht.

Die Symmetrieachse, den Scheitel und die Scheiteltangente kann
man in der soeben angedeuteten Weise aufsuchen. Schneller fithrt das
folgende Verfahren (Fig.72) zum Ziel:

Soll fiir eine Parabel (AB; T) die Symmetrieachse konstruiert werden,
so bestimmt man den Mittelpunkt M der Strecke AB, schneidet AT und
BT in A, und B, mit einer beliebigen zu MT senkrechten Geraden und
hilftet die Strecke A\B, in V. Die Gerade VT trifft AB in einem Punkt
Us, durch den die Symmetrieachse parallel zu MT liuft. Der Scheitel S
und die Scheiteltangente K, L, folgen aus U, nach der Vorschrift wvon
Nr. 227.

Die Richtigkeit dieses Verfahrens leuchtet sofort ein, wenn wir das
Dreieck T4, B; zu dem Parallelogramm T4, WB, erginzen. Da die



30 Die Parabel.

Diagonalen desselben einander hilften, liegt V und somit auch U, auf
TW. Ziehen wir nun

UK, | BT || WA; und U,L, | AT || WBy,
so haben wir

TK,: TA,=TU,: TW=TL,: TB,,

also K,L;| A, B, und K,L, | MT.
K, L, ist als zu M T senkrechte Tangente Scheiteltangente, S der Scheitel
und SU, die Symmetrieachse.

Brennpunkt und Leitlinie.

232. Wir schneiden in Fig. 72 die Symmetrieachse der Parabel
(AB; T) mit der Tangente AT in G und mit dem Lote, das wir in K,
auf AT errichten, in F . Wenden wir den letzten Satz von Nr. 228 auf
die Punkte A4, S und den Schnittpunkt K, ihrer Tangenten an, so er-
kennen wir, dafl A K, = K,G ist, und erhalten

NAFK, > NGFK,.
Andererseits ist K,S die Héhe des rechtwinkeligen Dreiecks GFK,;
also ist
A K FS~ AGFK, und somit A K,FS~ A AFK, .
Hieraus folgt
(8) X FAK, = L FK,S, (9) AF : AK,= K,F : K,S.

Wenn wir von einem beliebigen Punkt U der Strecke AU,') aus-
gehend nach der Vorschrift von Nr. 227 einen Punkt P der Parabel
nebst seiner Tangente KL konstruieren, so kénnen wir den ersten Satz

1) Liegt U auf einem anderen Teil der Geraden AB, so éndert sich folgende
Entwickelung ein wenig; aber das Endergebnis bleibt dasselbe.
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von Nr. 229 auf die drei Tangenten AT, K,L,, KL anwenden: Da
aber die ersten beiden die Beriihrungspunkte 4, 8 und den Schnittpunks
K, haben, so werden sie von der dritten in den Punkten K und R
derart getroffen, daBl
AK : KK, = K,R : RS.
Hieraus und aus den Gleichungen
AK + KK, = AK,, K,R+ RS = K,8
folgt die Verhaltnisgleichung
AK : AK, = K,R : K, S,
die zusammen mit (9) die Verhiltnisgleichung
AF : AK = K,F : K, R
liefert. Aus dieser und aus (8) folgt, daB
NAFK N K,FR,
und hieraus wiederum, daf}
(10) <X AFK = < K,FR, (11) AF : K,F = KF : RF
ist. Da < AFK, und < KFR sich aus <¢ KFK, und den beiden nach
(10) gleichen Winkeln zusammensetzen, sind sie gleich; und das besagt
zusammen mit (11), daB
NAFK,~ N KFR
ist. Hieraus folgt unmittelbar
X KRF = X AK,F =90° oder RF | KL.
Da K L eine beliebige Tangente der Parabel und R ihr Schnittpunkt
mit der Scheiteltangente ist, kénnen wir den Satz aussprechen:
Errichtet man auf allen Tangenten einer Parabel in ihren Schnitl-
punkten mit der Scheiteltangente die Lote, so gehen diese simitlich durch
denselben Punkt der Symmetrieachse, den ,,Brennpunkt.
Hieraus folgt:
Der Brennpunkt einer Parabel wird konstruiert als Schnittpunkt der
Symmetrieachse mit dem Lote, das man auf irgendeiner Tangente in
threm Schwittpunkt mit der Scheiteltangente errichtet.

233. Wenden wir den letzten Satz von Nr. 228 an auf die Punkte
S, P und auf den Schnittpunkt R ihrer Tangenten, so erkennen wir,
daB R der gemeinsame Mittelpunkt der Strecken SN, FQ, HP ist, die
von dem Durchmesser von S, der Symmetrieachse, und von dem Durch-
messer PU auf der Scheiteltangente, auf der Geraden FR und auf der
Tangente K L begrenzt werden (Fig. 72). Hieraus und, weil PR | FQ
ist, folgt, daB

AQNR> N FSR, AN HSR> A PNR, ANAFPRAQPR

ist, und deshalb erhalten wir die Gleichungen

(12) QN =S8F, (13) HS=NP, (14 FP=QP.

Wie die Gleichung (12) zeigt, liegt @, welchen Punkt P der Parabel
wir auch nehmen, auf einer bestimmten Geraden [, die in demselben
Abstand wie F auf der anderen Seite der Scheiteltangente zu dieser
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parallel verliuft. Beachten wir noch, daBl @P | I ist, so kénnen wir
nunmehr aus (14) den Satz ziehen:

Jede Parabel ist der Ort der Punkte, die von einem festen Punkt, dem
s Brennpunkt F, und von einer festen Geraden, der ,, Leitlinie*“ 1, gleichen
Abstand besitzen.

Dieser Satz enthilt die gewohnliche Begriffsbestimmung der Pa-
rabel und erweist die Berechtigung davon, daB wir bereits in Nr. 224
diesen Namen eingefithrt haben. Der Abstand p zwischen F und 1 ist
eine fiir die Parabel mafigebende Grofe und wird als ihr Parameter
bezeichnet; da nach Fig. 72 p =@QN + SF ist, folgt aus (12)

p=2-8F.

Wir fillen nun aus P das Lot PP, auf die Symmetrieachse und
ziehen durch P zu der Tangente KL senkrecht die Normale der Parabel,
die der Symmetrieachse in P, begegne. Dann ist, da SP, = NP,
nach (13)

(15) HP,=2-HS=2-8P,
und, da

AHP,P~>ANHSR und A P,P,P-~ /A SFR,
(16) P,P,=2-8SF=p.

Also ergibt sich der Satz:

Auf der Symmetrieachse einer Parabel wird durch das Lot, das auf
sie von einem beliebigen Punkt der Parabel gefdllt ist, und durch die zu
dem Punkt gehérige Normale der Parabel eine Strecke begrenzt, die stets
gleich dem Parameter der Parabel ist.

Fithren wir nun (Fig. 72) ein Koordinatensystem ein, dessen x- Achse
die Symmetrieachse und dessen y-Achse die Scheiteltangente ist,
so hat ein beliebiger Punkt P der Parabel die Koordinaten z = SP,
und, je nachdem er auf der einen oder der anderen Seite der x-Achse
liegt, ¥y = PP oder y = — P, P . Das Dreieck HPP,, das bei P recht-
winkelig ist und die Héhe PP besitzt, liefert die Beziehung

P,PP=HP,-P,P,
oder, da P, P = 4y und nach (15) HP; =2z sowie nach (16)
P 1 P 3 — p iSt,
17 P =2pzx,
Dies ist eine Bedingung, die von den Koordinaten aller Punkte der
Parabel erfiillt werden muB, also die Gleichung der Parabel.

Der Scheitelkriimmungskreis.

234. Wie fir die Scheitel der Ellipse konnen wir auch fiir den
Scheitel der Parabel einen Kriitmmungskreis einfithren. Wir haben in
Nr. 166 gefunden, wie der Kriimmungshalbmesser zu bestimmen ist;
setzen wir an die Stellen der dort gebrauchten Buchstaben P und Y
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jetzt die Buchstaben S und P, so kénnen wir an der Hand von Fig. 72
folgendermafen schlieBen: Der Kritmmungshalbmesser im Scheitel S
der Parabel ist

SRE
NP’
wenn P ein Punkt der Parabel nahe bei S ist, wenn das aus P auf die
Scheiteltangente gefillte Lot den Fu8punkt N hat und wenn der Grenz-
ubergang fiir die Vereinigung von P mit 8 bestimmt wird. Da nun,
wie aus Nr. 233 folgt, N§ = 4 y, N P = z ist und wihrend des ganzen
Grenziiberganges die Gleichung (17) erfiillt sein muB, erhalten wir

t=3lim

o
4

v =1lim % = 1lim2p

oder, da ja 2p eine von der Verschiebung des Punktes P unabhingige,
konstante Grofle ist,

r=2p.
Da SF = % ist, konnen wir dieses Ergebnis folgendermafien in Worte

fassen:

Der Mittelpunkt des Scheitelkriimmungskreises einer Parabel liegt auf
der Symmetrieachse doppelt so weit vom Scheitel entfernt wie der Brenn-
punkt.

Konstruktion der Parabel.

235. Die allgemeinen Betrachtungen, die wir in Nr. 147 und in
Nr. 169 bei der Konstruktion der Ellipse angestellt haben, gelten auch
fir die Konstruktion der Parabel. Bei ihr wird sich deshalb als vorteil-
haft erweisen die Anwendung des Satzes von Nr. 227 zur Eintragung
einer Anzahl von Punkten und
Tangenten in Verbindung mit
der Benutzung der Symmetrie-
achse und des Scheitelkriim-
mungskreises. Wir kommen
so zu der folgenden, durch
Fig. 73 erlduterten Konstruk-
tionsvorschrift :

Um eine Parabel (AB; T)
2u zeichnen, sucht man zuerst
nach Nr.231 ihre Symmetrie-
achse, thren Scheitel und thre
Scheiteltangente auf, bestimmit
darauf nach dem letzten Satz Fig. 73.
von Nr.232 den Brennpunkt,
tndem man auf AT oder BT im Schnittpunkt mit der Scheiteliangente das
Lot errichiet, und zeichnet nach Nr. 234 den Scheitelkriimmungskreis ein.
Hiernach verteilt man auf A B ungefihr gleichmdfig eine nicht zu grofle

Ludwig, Darstellende Geometrie II. 3
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Anzahl Punkte Uy, U,, U, ... und konstruiert aus ihnen nach Nr.227
— jede Gruppe von untereinander parallelen Hilfslinien unmittelbar hinter-
einander ziehend — die zugehorigen Punkte und Tangenten der Parabel.
Nunmehr kann man die Kurve nach dem letzten Absatz von Nr. 170
etnzeichnen.

Natiirlich ist von einer Parabel immer nur ein endliches Stiick zu
zeichnen. Handelt es sich gerade um den Bogen 4B, so sind U,, U,,
Us;... nur auf der Strecke
AB anzunehmen. Handelt es
sich aber um einen groBeren
Bogen, so miissen, wie in
Fig. 73 auf der Verlingerung
tiber B hinaus, auch auBerhalb
der Strecke AB solche Punkte
gewihlt und nach der Vor-
schrift von Nr. 227 benutzt
werden. Ferner ist zu be-
merken, daB der endliche
Bogen AB den Scheitel der
Parabel nicht zu tragen
braucht; in diesem Fall ist fiir
die Zeichnung dieses Bogens
auch die Bestimmung des
Brennpunktes und des Schei-
telkrimmungskreises  nicht
notig.

Wenn wir den Scheitel S
und den Brennpunkt F einer
Parabel kennen, ist nach
Nr. 233 die Leitlinie 1 be-
kannt; denn sie steht auf
der Geraden SF in dem Punkt
senkrecht, der von F' doppelt
so weit wie 8 entfernt ist. Dann konnen wir auch nach dem Satz von
Nr. 233 beliebig viele Punkte der Parabel herstellen, indem wir um F als
Mittelpunkt eine Anzahl Kreise schlagen und jeden mit der Geraden
schneiden, die — auf derselben Seite von ! wie F — in einem, seinem
Halbmesser gleichen Abstand zu I parallel lauft.

Das affine Bild der Parabel.

236. TFir die Frage, was fiir eine Kurve sich bei Parallelprojektion
als RiB einer Parabel ergibt, sind dieselben Uberlegungen maBgebend
wie in Nr. 171. Wir miissen also das affine Bild einer Parabel (4 B; T)
untersuchen. In einer irgendwie bestimmten Affinitit mogen den
Punkten 4, B, T die Punkte %, B, T zugeordnet sein. Dann ent-
sprechen (Nr. 119 und Nr. 120):

dem Punkt M die Mitte M von AB;
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den Geraden z und y, die parallel zu MT durch B und 4 laufen,
die Geraden g und p, die parallel zu MZT durch B und A laufen;

einer beliebig durch 7' gelegten Geraden und ihren Schnittpunkten
X, Y mit %, y eine Gerade durch T und ihre Schnittpunkte X, 9
mit t, 1;

den Geraden AX, BY und ihrem Schnittpunkt P die Geraden
AX, BY und ihr Schnittpunkt P .

Zu jedem Punkt P der Parabel (4 B; T') gehort demnach ein Punkt
B, der sich aus A, B, T genau nach der Vorschrift von Nr. 224 ergibt,
also ein Punkt der Parabel (UAB; T) ist. Hieraus folgt:

Das affine Bild der Parabel (A B; T') ist, wenn den Punkten A,B,T
die Punkie A, B, T entsprechen, die Parabel (UB; T).

Auch die in Nr. 172 enthaltenen Bemerkungen sind hier zu wieder-
holen. Der zu P gehorigen Tangente der Parabel (4 B; T) entspricht
die zu P gehorige Tangente der Parabel (AB; T) und dem durch P
gehenden Durchmesser von (4B; T) — weil er zu MT parallel ist —
die durch P laufende Parallele zu ;! Z, d. h. der durch P laufende Durch-
messer von (AB; Ty. Also iibertragt sich die Zuordnung zwischen einem
Durchmesser und der ihm konjugierten Tangente (Nr.230) von der
urspriinglichen Parabel auf die affine. Aber der Symmetrieachse und
der Scheiteltangente der ersten Parabel entsprechen bei der zweiten ein
Durchmesser und die ihm konjugierte Tangente, die nur unter besonderen
Umstédnden einen rechten Winkel (Nr. 134) bilden und somit im allge-
meinen nicht Symmetrieachse und Scheiteltangente sind. Hieraus folgt:

Bei Parallelprojektion hat die Symmetrieachse einer Parabel im all-
gemeinen nicht die Symmetrieachse, sondern einen anderen Durchmesser
der Bildparabel zum Rif.

Selbst wenn die erwihnten besonderen Umstéinde eintreten, miissen
noch weitere Besonderheiten der Lage statthaben, sollen auch Brenn-
punkt und Leitlinie der Bildparabel die Risse von Brennpunkt und
Leitlinie der urspriinglichen Parabel sein; doch wollen wir diese Ver-
hiltnisse nicht niher untersuchen.

Die Parabel als Kegelschnitt zweiter Art.

237. Aufgabe: Gegeben sind die Risse des Scheitels S und, in der
GrundriBtafel liegend, der Leitkreis &, einer Kreiskegelfliiche; ferner
die erste Spur e, einer Ebene E in der Art, daB k, und e, sich in zwei
Punkten begegnen. Gefordert wird die Bestimmung der zweiten
Spur e, von E so, daB E die Kreiskegelflache in einer Parabel schneidet,
und die Konstruktion der Risse dieser Parabel.

Wir legen Fig.74 so an, wie dies in Nr. 220 fir Fig. 65 ausein-
andergesetzt wurde. Dabei ser wiederum zundchst e, zu a,, senkrecht,
so daf der zu e, senkrechte Durchmesser C; D; == C{D; von k, parallel
zu a,, lauft. Nehmen wir die eine zu e, parallele Tangente von k,,
etwa die in O] berithrende, als f, und die UmriBlinie S”C," als f,, so
haben wir die Spuren einer Tangentialebene ® der Kreiskegelfliche.

3*
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Die zu O parallele Ebene E, deren erste Spur e, ist und deren zweite
Spur e, wir parallel zu f, durch den Schnittpunkt zwischen e; und a,,
ziehen, ist nach Nr.213 und Nr. 224 eine Ebene, die eine Parabel
k in die Kreiskegelfliche einzeichnet. Der Aufril & von k ist nach
Nr. 205 ein Teil der Geraden e,. Der Grundril %’ ist, wenn wir der
Vorschrift von Nr. 223 entsprechend die Risse der Punkte 4, B, T
bestimmen, nach Nr. 236 die Parabel (4’B’; T") und als solche nach
Nr. 235 einzutragen. Die Durchfithrung ist ohne weiteres in Fig. 74 zu
erkennen.

In Ubereinstimmung mit den Entwickelungen von Nr. 223 ergibt
sich M’ als Schnittpunkt von e; mit C{ D{und M'T" | C.8'. Ferner
ist der Punkt D, in dem E von der Erzeugenden SD,; getroffen wird,
gerade der auf M T liegende Punkt der Parabel (4 B; T); denn, da
D,, M, T, in einer Geraden liegen, sind die Strahlen SD,, SM, ST, in
einer Ebene und ihre Schnittpunkte mit E, ndmlich D, M und 7, in
einer QGeraden enthalten. Infolgedessen ist der Grundril D’ der auf
M’T’ liegende Punkt der Parabel (4’B’; T") und halftet nach dem
zweiten Satz von Nr. 230 die Strecke M’ 7T”’. Wir koénnen also den Punkt
T’ ohne Benutzung von T, finden, indem wir zuerst D", darauf D’
bestimmen und M’D’ iiber D’ hinaus so bis 7" verlingern, dafl
D'T" = M’'D’ wird.

Wenn e, nicht zu a,y senkrecht ist, so fithren wir einen an den Grund-
ri anschliefenden SeitenriBl ein, dessen Riflachse a,; auf e; senkrecht
steht, konstruieren zunéchst mit Grund- und Seitenril nach den soeben
gegebenen Erlduterungen und bestimmen dann den Aufriff auf Grund
von Nr. 38.

238. Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 75 die Risse eines geraden Kreis-
kegels, der auf der Grundrifitafel steht (vgl. Nr. 206), und in dieser
eine schrig verlaufende, den Leitkreis k, schneidende Gerade e¢,. Ge-
fordert ist die Konstruktion der Risse einer Parabel, die auf dem Kreis-
kegel liegt und deren Ebene die erste Spur e; besitzt.

Zur Losung benutzen wir die Ergebnisse von Nr. 237 und insbe-
sondere die Bemerkungen der letzten beiden Absitze. Wir nehmen also
einen an den GrundriB anschlieBenden SeitenriB zu Hilfe, fiir den die
RiBachse a,3 senkrecht zu e, ist, und in ihm, wenn O, D, der zu a,,
parallele Durchmesser von £, ist, die dritte Spur e, parallel zu S ¢}
durch den Schnittpunkt zwischen e; und a4, in dem zugleich die Seiten-
risse A", B"’, M’ sich vereinigen. e, tragen wir w:it Hilfe eines Punk-
tes P ein, firr den wir P’ auf a5, P’ auf ¢; annehmen und P’ nach
Nr. 38 aufsuchen.

Der Punkt D hat den Schnittpunkt zwischen e¢; und S/ D} zum
Seitenrifl D’"’; sein Grundrif D’ liegt, da 8" der Mittelpunkt von £, ist,
auf O{D{. Weil M'"D" | C{" 8", sind die Dreiecke M’/ D’ D)
und C7” 8" Dy” ahnlich, so daB das erste ebenso wie das zweite gleich-
schenkelig ist. Mithin halftet die Ordnungslinie D’ D’ als Héhe des
Dreiecks M’ D'’ D7’ seine Grundseite M’ D} und folglich auch die
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Strecke M’ D]. Es ist also M’ D’ = D’D; und, da M’D’ = D’7T" sein
mul}, 7" = Dj.

Nunmehr kénnen wir \T’” /ﬁ
die Parabel (4'B’; T") ‘
nach Nr. 235 eintragen ’
und bemerken dabei
folgendes: Da M’'T"
| A’B’, haben wir in
M’T’ ibre Symmetrie-
achse, in D’ ihren
Scheitel und in D’D"”’
ihre  Scheiteltangente.
Die Tangente B’T’ ist
Sehne des Leitkreises
k, und wird — ebenso
wie M’'D; — durch
D’ D" gehalftet; errich-
ten wir also im Schnitt-
punkt zwischen B’7T”
und D’ D’ das Lot auf
B’T’, so geht dieses
durch den Mittelpunkt
8’ von k' und zeigt auf
Grund des letzten Satzes
von Nr. 232, dafl §’
der Brennpunkt von
(A’ B’; T')ist. Demnach
ergibt sich der — an )
den Schlufl von Nr.222 Fig. 75.
erinnernde — Satz:

Wird eine Parabel, die auf einem geraden Kreiskegel liegt, recht-
winkelig auf die Leitkreisebene projiziert, so hat die Bildparabel den
Mittelpunkt des Leitkreises zum Brennpunkt.

/4

Um endlich den Aufrif fertigzustellen, schneiden wir durch die
Ordnungslinien [1, 2] auf a,, die Punkte A”’, B, M’’ ein und bestimmen,
nachdem wir im SeitenriB3 noch den Punkt 7"/ als Schnittpunkt zwischen
¢; und der durch 7" laufenden Ordnungslinie [1, 3] eingetragen haben,
nach Nr. 38 die Punkte D’ und T”’. Dabei ist zu beachten, daB D"’
auf M7’ T" liegen und A" M = M”B"”, M”"D"” = D”T" sein muB.
Die Aufrifiparabel (A B”’; T") zeichnen wir nach Nr. 235. Sie beriihrt
— vgl. den letzten Absatz von Nr. 221 — den Umri8 des Kegels in den
Punkten E”, F”, in deren Grundrissen E’, F’ die GrundriSparabel
(A4’ B’; T") dem wagerechten Durchmesser u’ von k&, begegnet und von
denen in Fig. 75 nur E” vorhanden ist; E”, F*” werden genau konstruiert
mit Hilfe des Aufrisses 4’ der zweiten Hauptlinie von E, deren Grund-
rif} w’ ist.
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Die Tangenten, die die Parabel (AB; T) und ihre Risse (4’B’; T")
und (4”7 B”; T"") in den Punkten D, D’, D" haben, sind zu 4B = ¢,,
A’'B’' = e, A”B" = a,, parallel (Nr.230); also ist die zu D gehorige
Tangente von (4B; T) eine erste Hauptlinie der Ebene E. Da ferner
M'D’ | e, ist der Durchmesser MD von (AB; T) eine erste Fallinie
von E und zu der ihm konjugierten Tangente von D senkrecht. Somit
hat die Parabel (4 B; T) die Gerade M D zur Symmetrieachse; da sie
eine besondere Lage gegen die Grundrifitafel besitzt, ist auch M’D’
Symmetrieachse von (4’B’; T’), wihrend in Ubereinstimmung mit
dem letzten Satz von Nr. 236 im AufriB M* D’ nicht Symmetrieachse
von (A" B"”; T") wird.

IV. Die Hyperbel.
Der Kegelschnitt dritter Art.

239. Wir kehren nochmals zum SchluB von Nr. 217 zuriick und legen
jetzt durch eine Kreiskegelfliche nach Nr. 213 eine Ebene E so hin-
durch, daB der entstehende Kegelschnitt k& von der dritten Art ist, da8
also die Ebene @, die parallel zu E durch den Kegelscheitel S liuft,
die Kegelfliche in zwei Erzeugenden schneidet. Sind 4,, B, die Spur-
punkte, die diese Erzeugenden in der Ebene des Leitkreises %, haben,
und ist f; die Spurlinie von ®, so begegnen sich %, und f, in" 4, und B,
(vgl. Nr. 202). Diese beiden Punkte nun und einen beliebigen Punkt C,
legen wir in diesem Falle nach dem letzten Absatz von Nr. 217 unserer
Untersuchung in Fig. 76') zugrunde. Wir erreichen dadurch eine An-
ordnung, die grundsitzlich verschieden ist von den Anordnungen bei
den Kegelschnitten erster und zweiter Art; sie kennzeichnet den vor-
liegenden Fall geradeso, wie jene fiir die beiden anderen Fille kenn-
zeichnend waren.

Nachdem wir den Schnittpunkt 7', der in 4; und B; beriihrenden
Tangenten von k, aufgesucht haben, fiigen wir noch die Punkte X,,
Y,, P, hinzu, die zu der Figur des ersten Satzes von Nr. 217 gehoren,
und schneiden durch die Erzeugenden SC,, SP, der Kreiskegelfliche
und durch die Geraden ST, 8X,, 8Y, in E die Punkte C, P, T, X, Y
ein (Fig.76). Die Erzeugenden S4,, SB, jedoch, die in ® liegen und
somit zu E parallel sind, liefern keine Sehnittpunkte 4, B; dafiir zeichnen
alle durch sie gehenden Ebenen in E Geraden ein, die zu SA4,, bzw. 8B,
parallel sind. In dieser Weise entsteht in E eine Figur mit folgenden
Eigenschaften:

Die Punkte C und P gehoren dem Kegelschnitt % an.

Die Geraden ¢, und #,, die in E durch die Ebenen ST, 4, und 8T, B,
eingezeichnet werden, laufen durch 7', und es ist ¢, zu S4,, , zu SB,

1) Uber Fig. 76 ist dasselbe zu sagen wie auf S. 16 itber Fig. 63 und auBer-
dem noch, daf die Konstruktionen fiir zwei Punkte P und P* ausgefiihrt sind,
von denen der erste auf dem oberen, nur angedeuteten Kegelmantel und der
zweite auf dem unteren Kegelmantel liegt.
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parallel. Sie miiiten, da die Ebenen ST, A, und 87, B; Tangential-
ebenen der Kegelfliche sind, nach Nr. 201 Tangenten von k in den
Punkten 4 und B sein, wenn diese vorhanden waren; man nennt sie
Asymptoten.

Fig. 76.

Weil 4,, C,, Y, in einer Geraden liegen, befinden sich 8C; und 8Y,
in einer durch SA4, gehenden Ebene; diese zeichnet in E eine zu §4,
parallele Gerade y ein, die C und Y trigt. Ebenso sind PX zu S84,,
CX =z zu SB, und PY zu 8B, parallel, so dal wir

yil PX |t und x| PY |4
haben.
Weil 7, X,, Y, in einer Geraden liegen, sind 87,, 8X,, SY, in
einer Ebene und 7', X, Y in der Geraden enthalten, die diese Ebene
in E einzeichnet.



40 Die Hyperbel.

Genau dasselbe ergibt sich fiir die in Fig. 76 mit * gekennzeichneten
Punkte. P und P* liegen auf verschiedenen Kegelménteln und folglich
auf verschiedenen Asten des Kegelschnittes k (vgl. den letzten Satz
von Nr. 213). Wir haben also das folgende Ergebnis:

Wird eine’ Kreiskegelfliche, deren Scheitel S und deren Leitkreis k,
tst, durch eine Ebene E in einem Kegelschniit dritter Art geschniiten, so
bestimme man zuerst in der Ebene von k, die Spur f, der Ebene ©, dte
parallel zu E durch S lduft, sowie die Punkte A,, B,, in denen f, und k,,
und den Punkt T,, in dem die zu 4,, B, gehirigen Tangenten von k,
esnander begegnen, und konstruiere darauf in E die Durchstofpunkte T
der Geraden ST, und C einer beliebigen Kegelerzeugenden, sowie die
Asymptoten t,, t,, die
parallel zu SA, und SB,
durch T laufen. Begeg-
nen dann die Geraden x
und y, die parallel zu
ty und t, durch C laufen,
etner beliebig in E durch
T gelegten Geraden in X
und Y, so ist der vierte
Eckpunkt P des Paral-
lelogrammes mit den
Seiten CX; CY stets
etn Punkt des Kegel-
schmnittes.

Wenn E zu der
Mittellinie der Kreis-
kegelfldche parallel ist,
geht ® durch diese
Mittellinie und f, durch
den Mittelpunkt von
ky; dann ist 7'; nicht
vorhanden, weil die zu
A, und B, gehorigen
Tangenten von k, ein-
ander parallel sind,
und gilt dasselbe, was
Fig. 77. am Schluf von Nr. 223

gesagt wurde.

Begrift der Hyperbel.

240. Losen wir die Ebene E mit der in ihr liegenden Figur aus der
Verbindung mit der Kreiskegelfliche, so kommen wir, wie in Nr. 224,
zu einer sonst ganz anders bestimmten Kurve, deren Namen — Hy-
perbel — wir zunéchst lediglich mit der folgenden Begriffshestimmung
einfithren:
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Unter einer Hyperbel (i, t,; C) verstehen wir den Ort des Schnittpunktes
P der Geraden, die durch X parallel zu t, und durch Y parallel zu t, ge-
zogen werden, wenn eine beliebig durch den Schnitipunkt T von t, und t,
gelegte Gerade u in X und Y den durch C laufenden Geraden x, y begegnet,
von denen x| t,, y || t; st

Wir dirfen dann sagen:

Der Kegelschnitt dritter Art ist eine Hyperbel.

Aber wir haben dieselbe Bemerkung anzufiigen wie am SchluB von
Nr. 224.

In Fig. 77 untersuchen wir zuniichst den Verlanf der Hyperbel
(tzt; C) auf Grund ihrer Begriffsbestimmung. P liegt in demselben
Winkelraum zwischen £, und #, wie C, sobald die Gerade u in diesen
Winkelraum eintritt, und im Scheitelwinkelraum, sobald « — wie dies
in Fig. 77 durch «*, X* Y*, P* angedeutet ist — die Nebenwinkel
durchsetzt. Fir = TC ergibt sich P= X = Y =C. Drehen wir
% oder #* um 7 nach der Lage t, zu, so entfernen sich — gegebenen-
falls nach vorangegangener Anméherung — P und P* immer weiter
von T und riicken dabei immer enger an die Gerade ¢, heran, ohne sie
zu erreichen. Das entsprechende gilt, wenn wir ¢, durch ¢, ersetzen.
Also besteht die Hyperbel (1,t,; C) aus zwei Asten, die in dem einen Scheitel-
winkelpaar zwischen t, und t, enthalten sind und deren einer C trdgt;
beide Aste sind nach beiden Seiten hin unbegrenzt und nihern sich den
Geraden t, und t,, ohne mit thnen zusammenzufallen. Dies ist der Grund
dafiir, daBl den Geraden {, und #, der Name Asymptoten der Hyperbel
gegeben worden ist.

Mit diesem Verlauf der Hyperbel stimmt das tiberein, was wir in
Nr. 213 und Nr. 239 in vorldufiger Fassung iiber den Kegelschnitt
dritter Art und seine Asymptoten ausgesprochen haben.

Die konstante FlichengroBe.

241. Die Asymptoten {,, #, und die zu ihnen parallelen Geraden
bilden in Fig. 77 eine Anzahl Parallelogramme, bei deren Bezeichnung
wir uns mit der Angabe je eines Paares gegeniiberliegender Ecken be-
gniigen diirfen. #F 7C und # TP kénnen aus #H 7Y, H 7C und
H TP* aus H X*Y* dadurch ausgeschnitten gedacht werden, da8
durch den Punkt X der Diagonale 7Y und durch den Punkt T der
Diagonale X*Y* die Parallelen zu den Seiten von # 7Y und von
3 X*Y* gezogen sind. Hieraus folgt, wenn wir den Flicheninhalt
von 1 TC mit (3 TC) usf. bezeichnen, daB

HTO) = TP), (F TC) = ({H TP
ist. (3 T'C) wird durch ¢,, t,, C gegeben und ist gleich dem Quadrat k2,
wenn k das geometrische Mittel zwischen Liange und Abstand eines
Gegenseitenpaares von 1 T'C ist. Deshalb ist fiir jeden Punkt P des
einen und fiir jeden Punkt P* des anderen Astes der Hyperbel

(1) (H TP) = (# TP*) = k.
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Das heildt:
Die Punkte einer Hyperbel bestimmen zusammen mit den Asymploten
Parallelogramme, die simitlich denselben Flicheninhalt k? besitzen.

Wir fiigen in Fig. 77, ausgehend von einer beliebig gewihlten Ge-
raden TX,Y,, einen dritten Punkt P, der Hyperbel hinzu und be-
zeichnen mit ¥ und 9 die Schnittpunkte von PX und P, X, und von
PY und P,Y,. Dann sind nach dem letzten Satz 7 TP und # TP,
flichengleiche Teile von F T'Y, und das ist nur mdglich, wenn X auf
der Diagonale T'9) liegt. Also konnen wir P, als gegebenen Punkt an-
sehen und P nach der Vorschrift von Nr. 240 konstruieren, indem wir
darin C durch P, ersetzen: Wir legen durch P, parallel zu ¢, und #,
die Geraden g und 1, schneiden sie mit einer durch 7' gelegten Geraden
in ¥ und 9 und bestimmen den Schnittpunkt der Geraden, die durch
X und ) parallel zu ¢, und ¢, laufen. Fiir P* und tberbaupt fir jeden
Punkt der Hyperbel (t,; C) gilt dasselbe wie fiir P. Deshalb erhalten
wir den Satz:

Fiir die Hyperbel (t,t,; C) ist C kein bevorzugter Punkt; vielmehr kann
an seiner Stelle jeder beliebige Punkt der Hyperbel genommen werden.

Sind von einer Hyperbel die Asymptoten ¢,, ¢ und die kennzeich-
nende Strecke k gegeben und ist bekannt, in welchem Scheitelwinkel-
paar zwischen t,, t, die Hyperbel liegt, so kénnen wir einen Punkt P;
der Hyperbel eintragen, indem wir fiir 3 7'P; eine Seite beliebig an-
nehmen und die Hohe so konstruieren, da der Flicheninhalt gleich %2
wird. Hiermit ist nach dem letzten Satz die Hyperbel vollkommen
bestimmt; also gilt der Satz:

Eine Hyperbel (t,ty; k) ist bestimmt, wenn das sie enthaltende Scheitel-
winkelpaar threr Asymptoten t,, t,. und die kennzeichnende Strecke k ge-
geben sind.

"%} 242. Wir ziehen in Fig. 77 die Geraden PP, und P*P,, die ¢, und
t, in L;, Ly, L¥ L¥ schneiden. Dann haben wir insofern zwei ver-
schiedene Fille, als P der Strecke L, L;, P* aber einer der Verlinge-
rungen der Strecke L¥ L¥ angehért, und kénnen fiir sie, zuniichst
ohne jede Beziehung zu der Hyperbel, eine Reihe von Gleichungen ab-
leiten:

Bezeichnen wir die Winkel des Dreiecks T'L, Ly mit & (= < TL, L),
B(= <X TLL,), y (= X L,TL,) und die beiden weiteren Eckpunkte
von H TP mit ¢, und @, so haben wir dieselben Winkel in den Drei-
ecken ¢, L, P und @, PL,. Die Anwendung des Sinussatzes auf diese
beiden Dreiecke liefert die Gleichungen

_ siny _ siny
PL, = PQ. sine ’ PL, = PQ, sinf -’
Ferner ist { TP) = PQ,- PQy.-siny
und somit .
@) PL,* PL, = ( TP) - ———

S-S -
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Ganz ebenso finden wir mit den Winkeln a*, f*, y* = 180° — y
des Dreiecks TLXL}¥ die Gleichung
siny

2% * X *L¥ = TP*) e -
@% PG - P - ) sina* - sinf *

Fithren wir noch die Mitte M von L,L, und die Mitte M* von
L¥L¥ ein, so finden wir

ML,= ML,  PL)=ML,— MP, PL,— ML, + MP,

M*L¥ = M*L}, P¥L¥ = M*P*-——- M*L¥* P*L* = M*P* + M*LF,
also
3) PL,- PL,= ML.— MP*,
(3%) P*L¥. P*L¥ = M* P¥ — M*L¥

Aus (2) und (3) und aus (2%) und (3*) flieBen endlich noch die
Gleichungen

(4) ( TP)= (ML, — M P)

sino - sin@

siny

* *
) (4 TP*) = (¥ % — J¥ L) 2 nfT
siny

Wenn die Gerade P*P, in besonderem Falle durch 7' geht, vereinigen
sich L* und L¥ in T und tritt an die Stelle der Gleichungen (2*) und
(4*) die Gleichung
*ok *2 _ * siny
@) TP =@ TP ) sina*- sin §* ’

die unmittelbar aus 4f T P*folgt, wenn der eine Winkel y des Parallelo-
gramms durch TP* in die Winkel a*, f* geteilt wird.

243. Wenn wir wieder voraussetzen, duB P und P* Punkte der
Hyperbel (t,t,; k) sind, tritt die Beziehung (1) in Kraft und folgen aus
ihr im Verein mit (2) und (2*) die Gleichungen

. _ _ o Siny
) PLq- PLy =k sina -sinf
(5%) PYLF*. PHLF — 2 OB

sina* - sin ¥’

Die Strecke & und der Winkel y sind mit der Hyperbel fest gegeben.
Ersetzen wir aber die Geraden L,L, und L¥*L¥ durch zu ihnen parallele
Geraden, so bleiben auch die Winkel o, 8, a*, §* und folglich die rechten
Seciten der Gleichungen (5) und (5*) ungeéindert. Hieraus ziehen wir
den — fiir P und P* geltenden — Satz:

Wenn ein Punkt P auf einer Hyperbel lauft und dabei eine Gerade
von unverdndert bleibender Richtung mitnimmi, so besitzt das Produki
der Strecken, die auf dieser Geraden durch P und die Asymptoten der
Hyperbel abgegrenzt werden, einen unverdnderlichen Wert.
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Denken wir uns umgekehrt in Fig. 77 zunéichst ohne Beziehung auf
die Hyperbel die Geraden L, L, und L¥ L} mit den Punkten P und
P* cingetragen, so kénnen wir zwei Strecken % und h* als geometrische
Mittel so konstruieren, dafB

PL,-PL,=h?, P*¥L*-P*L¥=h*
ist, und finden mit Hilfe von (2) und (2*) die Gleichungen

©) @ TP) =1 SRE SN ppay e SR - sin B
siny sin y

Wir verschieben nun die Gerade L, L, oder die Gerade L¥* L¥ ohne
Richtungsinderung und mit ihr den Punkt P bzw. P* derart, daB die
Lingen der Strecken & und A* keine Anderung erleiden. Bei diesem
Vorgange behalten — wie die Winkel «, 8, y, a*, f* — die ganzen
rechten Seiten von (6) ihre Groflen; und dasselbe gilt demnach auch
fiir (F T P) und (# T P¥). Der letzte Satz von Nr. 241 und der Ver-
gleich der Gleichungen (1) und (6) zeigt, dal dabei P auf einer Hyperbel
mit den Asymptoten f,, t, und der kennzeichnenden Strecke

k= hV%lPﬁ und daf P* auf einer Hyperbel mit denselben

Asymptoten und der — nicht ohne weiteres mit k gleichen — kenn-

T %
zeichnenden Strecke k* = h* Vilil%w:)lmg— lauft.
konnen wir in seinen beiden Féllen in einen Satz zusammenfassen:

Sind zwei Geraden t,, t, und eine Strecke h gegeben, so gehiren alle
Punkte, die auf einer Schar von untereinander parallelen Geraden die
zwischen t, und t, liegenden Strecken — entweder sdmitlich innerlich oder
samilich duferlich — in zwei Strecken mit dem Produkt h? teilen, derselben
Hyperbel an, deren Asymptoten t, und t, sind.

Dieses Ergebnis

Sehnen und Tangenten.

244. Je nachdem die Endpunkte einer Sehne demselben Zug der
Hyperbel angehoren oder nicht, nennen wir sie eine innere Sehne oder
eine dupere Sehne. Eine innere Sehne liegt ganz zwischen den Asym-
ptoten, wihrend die Asymptoten zwischen den Endpunkten jeder 4uBeren
Sehne hindurchgehen. In Fig. 77 ist PP, eine innere und P* P, eine
auflere Sehne. Fiir P, gelten dieselben Beziehungen (3)und (5), wie fiir
P, und (3*) und (5*), wie fiir P*; aus ihnen ergibt sich

(7) MP=MP =ML —kr——2F |
sine - sin
(7%) MFPF = MF P = MFLP 4 g S0

sina*. sin f*

Hiernach ist MP = MP,, M* P* = M* P,,sodall M und M* — wie
in Fig. 77 angegeben — die Diagonalenschnittpunkte der Parallelo-
gramme PX¥P;Y und P*X* P,9* sind. Ferner folgt, da ja auch
ML, =ML, M*L}= M*L¥, der Satz:
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Die berden Strecken, die auf einer Geraden durch eine Hyperbel und
durch ihre Asymptoten abgegrenzt werden, besitzen denselben Mittelpunkt.

Aus diesem Satz flieflen ohne weiteres die Gleichungen
(8) PL,=PL, PL,=PL;

(8%) P*L¥ =P, L¥, P*L¥=—= P L}

Wir denken uns nun in Fig. 77 die Gerade L, L; beliebig so durch
den Hyperbelpunkt P gezogen, daBl P der Strecke L, L, angehort, und
auf dieser Strecke den Punkt P; unabhingig von der Hyperbel so ein-
getragen, daB die Gleichungen (8) gelten. Ist dann M die Mitte von
L.Ly, so ist auch M P = M P,, und es besteht sowohl fiir P als auch
fir P, die Beziehung (4); deshalb ist (# 7 P;) = (& 7 P) und nach
Nr. 241 auch P, ein Punkt der Hyperbel. Dasselbe ergibt sich, wenn
wir, etwa von P* und den Gleichungen (8*) ausgehend, eine #uBere
Sehne nehmen. Mithin gilt der Satz:

Jede Gerade g, die durch einen Punkt P einer Hyperbel lduft, schneidet
die Hyperbel noch in einem zweiten Punkt. Um diesen zu finden, trdgt
man nach (8) und (8*) die Strecke, die auf g zwischen P und der einen
Asymptote liegt, von der anderen Asymptote aus auf g so ab, dafl je nach
der Lage von g entweder eine innere oder eine dufere Sehne der Hyperbel
entsteht.

245. Wir nehmen eine innere Sehne PP; der Hyperbel, halten ihren
einen Endpunkt P fest und lassen den anderen Endpunkt P, auf der
Hyperbel sich dem ersten unbegrenzt nahern. Dabei dreht sich die
Gerade L, L;, auf der die Sehne PP, liegt (Fig.77), in eine Grenzlage,
die nach Nr. 141 die zu P gehorige Tangente der Hyperbel ist. Die
Gleichungen (8) gelten wihrend der ganzen Drehung, also auch in der
Grenzlage, die ¢, in H,, t, in H, schneiden mége; sie nehmen fiir diese,
d.h. fur P,= P, L,=H,, L,= H,, die Gestalt
(9) PH, = PH,
an und liefern hiermit den Satz:

Auf jeder Tangente einer Hyperbel hilftet der Beriihrungspunkt die
auf thr durch die Asymptoten abgeschnittene Strecke.

Sind nun in Fig.78 ¢, und ¢, die
sich in 7 treffenden Asymptoten, P ein
Punkt und H, Hydie inihm beriihrende
Tangente einer Hyperbel, so zeichnen
wir das zu P gehorige Parallelogramm
TQ,PQ, oder # TP ein und haben
wegen (9) auch 7Q, =Q,H,, TQ,
= @y H,. Also folgt:

Um fir einen Punkt P einer Hy-
perbel, deren Asymptoten sich in T
schneiden, die Tangente zu konstruieren,
zeichnet man das Parallelogramm TQ, PQ, ein, das durch P und die
Asymptoten bestimmt ist, verdoppelt seine Seiten T'Q, und T'Q, iiber Q, und

Fig. 78.
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@y hinaus bis zu den Punkten H, und Hy, von denen wenigstens der eine
stets erreichbar sein wird, und zieht die Gerade H, P H,.

Umgekehrt denken wir uns in Fig. 78 die Strecke H, Hj beliebig
zwischen £, und ¢, gelegt. Dann bestimmt ihr Mittelpunkt P eine Hy-
perbel (t,%,; P), und als deren zu P gehérige Tangente erhalten wir nach
dem letzten Satz gerade H,H,. Das heilit:

Eine Hyperbel ist bestimmt, wenn thre Asymptoten und eine Tangente
gegeben sind.

Ziehen wir in Fig.78 die Strecke @,Q,, so entstehen vier kongruente
Dreiecke, die das Dreieck 7T H, H, ausfiillen, wihrend 3 7' P sich aus
zwei von ihnen zusammensetzt. Mithin folgt aus dem ersten Satz von
Nr. 241 und aus der Gleichung (1) der Satz:

Die Dreiecke, die begrenzt werden durch die einzelnen Tangenten einer
Hyperbel (t,ty; k) einerseits und durch die Asymptotent,, t, andererseits,
haben simtlich den Flicheninhalt 2 k2 .

Der Flacheninhalt des Dreiecks T H, H, wird, wenn <L H, T H, =y
ist, durch } + TH, - TH, - sin y ausgedriickt; da hierbei sin y fiir alle
Tangenten denselben Wert hat, folgt aus dem letzten Satz:

Fiir alle Tangenten einer Hyperbel haben die Strecken, die jede won
thnen auf den Asymptoten — gerechnet von deren Schnitipunkt aus —
abgrenzt, dasselbe Produkt.

246. Eine dupere Sehne der, Hyperbel kann durch den Asymptoten-
schnittpunkt 7' gehen. Ist S S8* (Fig. 77) eine solche Sehne, so gilt die
Gleichung (2**) sowohl fiir S als auch fiir 8* und liefert zusammen
mit (1) die Gleichung

* % TS = T/* — ]2 smy

(7**%) TS =T8¥ =k St smp

Da hiernach TS = T 8* ist, wird jede durch 7T gehende Sehne der
Hyperbel in T gehilftet. Deshalb nennen wir 7' den Mittelpunkt der
Hyperbel und die durch ihn gehenden Geraden Durchmesser. Aber nur
die Durchmesser schneiden die Hyperbel, die in demselben Scheitel-
winkelpaar wie sie verlaufen, und tragen Durchmessersehnen; sie mogen
wirkliche Durchmesser heiflen. Ziehen wir zu einer Sehne der Hyperbel
den parallelen Durchmesser, so tritt er nicht in das Dreieck ein, das die
Gerade der Sehne mit den Asymptoten bildet, sondern liegt in dem von
den Asymptoten begrenzten AuBenwinkelpaar des Dreiecks; hieraus
folgt, da dieses AuBlenwinkelpaar nur im Falle einer s#uBeren Sehne die
Hyperbel enthilt, der Satz:

Jede dupere Sehne etner Hyperbel ist einem wirklichen Durchmesser
parallel.

Es sei nun §8* die zu der &uBleren Sehne P, P* parallele Durch-
messersehne; dann haben die Winkel «* und $* fiir beide Sehnen die-
selben GroBen, so daB aus (7*) und (7**) die Gleichung

TS = M*P** — M*L*
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folgt. Da also T'S Kathete in einem rechtwinkligen Dreieck ist, das die
Hypotenuse gleich M* P* und die andere Kathete gleich M* L¥ hat,
flieBt hieraus die Konstruktionsvorschrift (vgl. Fig. 77):

Um die Schnittpunkte S, S* einer Hyperbel (t,t,; P*) mit einem wirk-
lichen Durchmesser zu bestimmen, zieht man durch P* die zu dem Durch-
messer parallele Gerade, schldgt um die Mitte M* der Strecke L} L¥, die
durch t, und t, auf ihr abgegrenzt wird, den durch P* gehenden Kreis und
schneidet diesen mit dem Lot, das man in L¥* auf L¥ L¥ errichiet, in Z .
Dann ist die Durchmessersehne S S* doppelt so grof wie die Strecke L*Z .

Symmetrieachsen und, Scheitel.

249%. Wenn wir in Fig. 77 eine zu PP, parallele (innere) Sehne $%,
der Hyperbel mit £, in &;, mit £, in &, und mit 7'M in M schneiden, so
folgt aus ML, = ML, im Verein mit den Ahnlichkeiten

JAN TMLaNA TSU(\,BG, A TML(, ~ A TS)RQ,,,

daB auch ML, = MY, und hieraus nach dem ersten Satz von Nr. 244,
daf MP = MP, ist. Genau ebenso finden wir, wenn P*P, eine zu
P*P, parallele (duflere) Sehne ist, daB ihr Mittelpunkt M* auf TM*
liegt. Deshalb diirfen wir zusammenfassend sagen:

Die Mittelpunkte aller uniereinander parallelen Sehnen einer Hyperbel
liegen auf etnem Durchmesser.

Aus diesem Satz konnten wir Eigenschaften der Hyperbel ableiten,
die denen entsprechen, die wir fiir die Ellipse bei den konjugierten
Durchmessern (Nr. 145) und fiir die Parabel bei der einem Durchmesser
konjugierten Tangente (Nr.230) gefunden haben. Aber wir wollen
hier nur den besonderen Fall in Betracht ziehen, daBl TM | L,L, und
TM* | L*L¥: Hierfir ist die notwendige und hinreichende Vor-
bedingung, dafl die Geraden 7'M und 7T M* die Winkel zwischen ¢, und
t, halften. Also ergibt sich nach dem letzten Satz fiir die Winkel-
halbierenden der Asymptoten die kennzeichnende Eigenschaft, dafl jede
von ihnen die Mittelpunkte der zu ihr senkrechten Hyperbelsehnen
trigt; und an sie kniipfen sich genau dieselben Schliisse, die wir in
Nr. 154 und Nr. 155 fiir die Ellipse gezogen haben. Wir diirfen unmittel-
bar die Satze aussprechen:

Eine Hyperbel besitzt zwei Symmetrieachsen, die Winkelhalbierenden
threr Asymptoten.

Die Punkte einer Hyperbel ordnen sich zu Gruppen von je vier symme-
trischen Punkten. Jede Gruppe bestimmt esn Rechieck, dessen Diagonalen
sich im Asymptotenschnitipunkt treffen. Die Tangenten der Hyperbel,
deren Beriihrungspunkte vier Punkte dieser Art sind, bilden einen Rhom-
bus, dessen Diagonalen die Symmetrieachsen sind. (Vgl. in Fig. 79 die
Punkte U, 11, U*, U* und ihre Tangenten.)

Von den beiden Symmetrieachsen ist die eine ein wirklicher Durch-
messer; wir bezeichnen sie als die Hauptachse und die andere als die
Nebenachse der Hyperbel. Nur die erste tragt Scheitel der Hyperbel,
und es ergibt sich sofort:



48 Die Hyperbel.

Die Scheitel einer Hyperbel sind nach der Vorschrift am Ende von
Nr. 246 zu konstruieren.

248. Sind in Fig. 79 S und S* die Scheitel einer Hyperbel (t,%; P),
so stehen die zugehorigen Scheiteltangenten R, R,, R¥ R¥ nach dem
ersten Satz von Nr. 156 auf der Hauptachse senkrecht. Deshalb ist

TR,= TR,, TR¥ = TR},
TS =T8* =a;
SR, = SR, = S*R* = S*R¥ = b;
X STR,= <X S8STR,= < S*TRY =X S*TR¥ =9 .
Wir nennen a die Halbachse, b die halbe Scheiteliangente und & den
halben Asymptotenwinkel der Hyperbel.

Fig. 79.

Aus dem rechtwinkeligen Dreieck TSR, folgt
9 — b
(10) tgd = -

Ferner ist der Flacheninhalt des Dreiecks TR, R, einerseits gleich
ab und andererseits, wenn % die kennzeichnende Strecke der Hyperbel
ist, nach dem vorletzten Satz von Nr. 245 gleich 2 k2. Also erhalten wir
ab = 2 k? und hieraus und aus (10)

(11) a® = 2k2ctgd, b =2k2tgd.

Ist nun P ein beliebiger Punkt der Hyperbel, so legen wir durch

ihn die zu den Achsen parallelen Geraden L,L;, L¥ L¥ und schneiden
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sie mit den Achsen in M und M*. Dann kénnen wir die Entwicke-
lungen von Nr.242 und die aus ihnen folgenden Gleichungen (7) und
(7*) auf L,L, und L¥ L} anwenden; nur miissen wir jetzt bei L* L¥
P statt P* setzen und haben ferner,da L, L, | R, By, L¥*L¥ | R, R,ist,
60 =8=90°—9¢, y=298, a* =p*=49¢. Deshalb wird mit Be-
riicksichtigung von (11)

_ siny _ sin20 o8-8
sina -sinf  cos*d 2t = k2’
siny ~_ sin29 _ @
sina*.sinf*  sin?d 2otgh = k2
und gehen die Gleichungen (7) und (7*) iiber in die Gleichungen
(12) MP* = ML, — b (12¥)  M*P°—= M*L**+ a?.

Fithren wir nun in Fig. 79 ein rechtwinkeliges Koordinatensystem
ein, dessen z-Achse die Hauptachse und dessen y-Achse die Neben-
achse der Hyperbel ist, so sind die Koordinaten des Punktes P je nach
dem Winkelraum der Achsen, in dem er liegt, x = + TM oder x = —TM
und y = 4+ MP oder y=— MP. Unabhingig von der Lage des
Punktes P ist also MP° = y? und, da aus der Ahnlichkeit der Dreiecke

b . 2 12
TSR,und TML, ML,=—-TM folgt, ML= :—f . Setzen wir diese

Werte in (12) ein, so erhalten wir eine Beziehung, die von den Koordi-
naten aller Punkte der Hyperbel erfilllt wird, d.h. die Gleichung der
Hyperbel

(13)

9

xZ y?
@ w oL

Genau dieselbe Gleichung finden wir auf Grund von (12*), wenn wir
bedenken. daB M*P? = 22, TM** — 42 und, da aus der Ahnlichkeit der

- 202
Dreiecke TSR, und L*M*T M*L*— % TM* folgt, M*L*¥ — “b;”
ist.

Die analytische Geometrie beniitzt zur Begriffsbestimmung der
Hyperbel ihre Brennpunktseigenschaften und leitet aus ihnen dieselbe
Gleichung (13) ab. Hieraus erkennen wir, dal wir der von uns in Nr. 240
eingefiilhrten Kurve mit Recht den Namen Hyperbel beigelegt haben.

249. Ist in Fig. 79 H,H,die zu P gehorige Tangente der Hyperbel
(¢ats; P), so tragen wir auf ¢, die Strecke T H, von T aus nach beiden
Seiten ab — bis H und H* — und erkennen sofort, da die Achsen der
Hyperbel als Winkelhalbierende von ¢, und #, die Mittelsenkrechten der
Strecken HyH und H,H* sind. Ziehen wir nun durch P die Normale
der Hyperbel, d. h. die in P auf der Tangente H,H, errichtete Senk-
rechte, so ist sie die Mittelsenkrechte der Strecke H,H, (Nr. 245) und
begegnet der Hauptachse in dem Mittelpunkt O des Kreises, der dem

Ludwig, Darstellende Geometrie II. 4
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Dreieck H H,H, und der Nebenachse in dem Mittelpunkt O* des
Kreises, der dem Dreieck H, H, H* umgeschrieben ist. Deshalb sind die
FuBpunkte L und L* der aus O und O* auf #, gefillten Lote die Mitten
der Seiten H,H und H,H* jener Dreiecke, und hieraus folgt, daBl
PL| HH | TO* vnd L=1L,, PL* | HyH* | TO und L*= L*
ist. Ferner haben wir TL, = TL,, TL¥ = TL¥, also
ATOL, 2 ATOL,, ATO*L} 2 AN\ TO*L}

und finden, daB OL, und O*L# auf #, senkrecht stehen. Mithin giit,
da fir P jeder Punkt der Hyperbel genommen werden kann, der Satz:

Schneidet man die Normale, die eine Hyperbel in einem beliebigen
Punkt P besitzt, mit den Achsen der Hyperbel und fdllt aus den Schnitt-
punkten die Lote auf die Asymptoten, so liegen die Fufipunkte auf den
Geraden, die durch P zu den Achsen parallel laufen.

Die Scheitelkriimmungskreise.

250. Auch fir die Scheitel der Hyperbel konnen wir Krimmungs-
kreise einfithren. Ist in Fig. 79 P ein nahe am Scheitel S gelegener
Punkt und N der Schnittpunkt der Scheiteltangente SR, und der zu
ihr senkrechten Geraden M*P, so gehért zu S wie in Nr. 234 der Kriim-
mungshalbmesser

r=+li ES:
= 4lhm NP .
Hierbei ist nach Nr. 248
NS =MP =4, NP=SM=TM—-TS=z—a

und mufl wahrend des Grenziiberganges stets die Gleichung (13) er-
b? . .
fullt, also y* = — (2% — a?) sein. Deshalb erhalten wir

T @
. Y2 B2
r= 1}11m~x__a =%hma7(x + a)
und, da fiir die Vereinigung von P mit § = = a wird,
b2
14 =,
(14) =

Genau derselbe Kritmmungshalbmesser ergibt sich fiir den anderen
Scheitel S*. Errichten wir nun in R, auf ¢, das Lot und schneiden es
mit der Hauptachse in K, so folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
R,SK und TSR,, dal

SK : SR, = SR, : TS
oder

2
SK:—b———:r
a

ist. Also ist K der Mittelpunkt des Kriimmungskreises von S und der
zu ihm symmetrische Punkt K* der Mittelpunkt des Kriimmungs-
kreises von S*. Dies gibt den Satz:
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Hat eine Hyperbel die Halbachse ¢ und die halbe Schesteliangente b,
so sind die Kriimmungshalbmesser fiir ihre Scheitel durch (14) gegeben.
Um die Mittelpunkte der Scheitelkriimmungskreise zu finden, errichiet
man auf einer Asymptote in threm Schnittpunkt mit einer Schesteltangente
das Lot und bestimmt den Punkt, in dem dieses Lot die Hauptachse trifft,
sowie den zu thm symmetrischen Punkt!).

Konstruktion der Hyperbel.

251, Unsere Entwickelungen fithren zu der folgenden, durch Fig. 79
erliuterten Konstruktionsvorschrift:

Um eine Hyperbel (t,t,; P) zu zeichnen, bestimmt man zundchst thre
Achsen als die Halbierenden der Scheitelwinkelpaare von t, und t, und
auf der Hauptachse, die in demselben Scheitelwinkelpaar wie P liegt,
die Scheitel nach der Vorschrift am Ende von Nr.246. Darauf konstruiert
man nach Nr.250 die Mittelpunkie der Scheitelkriimmungskreise und
zetchnet diese ein. Endlich legt man durch P eine Anzahl von Geraden,
auf denen man nach dem zweiten Satz von Nr. 244 die zweiten auf thnen
liegenden Hyperbelpunkte aufsucht?), trdgt die sdmtlichen zu diesen
Punkten symmetrischen Punkte ein und bestimmit wenigstens fiir die
duperste Gruppe von vier symmetrischen Punkten (U, W1, U*, 0*) nack
dem 2wetten Satz von Nr. 245 und dem dritten Satz von Nr. 247 die Tan-
genten. Nunmehr kann man die Hyperbel nach dem letzten Absatz von
Nr. 170 einzeichnen.

Wir beobachten an Fig.79, dafl die Hyperbel an den Scheiteln am
stirksten und bereits in geringer Entfernung von jhnen nur noch schwach
gekriimmt ist; sie nihert ihren Verlauf demjenigen der Asymptoten an.
Die Tangenten der Punkte U, I, U*, 1I* fallen auf ein betrichtliches
Stiick nahe mit der Kurve zusammen und geben deshalb ihren Verlauf
gerade an den Enden der zu zeichnenden Bogen, an denen weitere
Punkte das Auge nicht leiten kénnen, besonders gut an.

252. Mitunter miissen die duBersten Punkte, bis zu denen die Hyper-
bel zu zeichnen ist, auf einer Geraden konstruiert werden, die zu einer
der Achsen parallel ist. Wir kommen so zu den folgenden beiden Auf-
gaben.

Aufgabe: Gegeben sind die Asymptoten, Achsen und Scheitel einer
Hyperbel sowie eine zu der Nebenachse parallele Gerade. Gesucht
werden die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Hyperbel.

1) Zu beachten sind Ahnlichkeit und Unterschied zwischen dieser Konstruk-
tion und derjenigen, die firr die Parabel den Mittelpunkt des Scheitelkritmmungs-
kreises (Nr. 234) mit Hilfe des Brennpunktes (Nr. 232) liefert.

2) Am besten legt man die Geraden durch P so, daB die zweiten auf ihnen
liegenden Hyperbelpunkte entweder auf derselben Seite der Nebenachse wie P
und auf der anderen Seite der Hauptachse (vgl. Fig. 79) — oder auf derselben
Seite der Hauptachse wie P und auf der anderen Seite der Nebenachse liegen.

4%
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Die gegebene Gerade moge (Fig.79) die Hauptachse in ¥V, und
die Asymptoten in ¥, und V, treffen. Ist dann V; einer der gesuchten
Punkte, so gilt die Gleichung (12), wenn wir in ihr V; statt P, V, statt
M und V, statt L, einsetzen, also die Gleichung

Vo Vi =V, V, — b2.

Die halbe Scheiteltangente 6 = SR, ist mit den Asymptoten, Achsen
und Scheiteln der Hyperbel ebenfalls gegeben. Liegt nun V,V, auBer-
halb des durch die Scheiteltangenten begrenzten Streifens, so ist
VoV, > b; deshalb kénnen wir in den Halbkreis iiber V,V, die Sehne
Vo,V = b eintragen und haben in dem rechtwinkeligen DreieckV,V V¥,

VoVP=TV,V; —b2=V,V;.

Also gibt es auf der Geraden V,V, zwei Punkte der Hyperbel, V,
und V,,die durch die Strecken V, ¥V, = V,V, = VV bestimmt werden.
— Ist VoV =0b, d. h. ist die gegebene Gerade eine Scheiteltangente oder
lauft sie zwischen den Scheiteln hindurch, so erhalten wir durch unsere
Konstruktion VoV = 0 oder konnen die Konstruktion iberhaupt nicht
ausfithren; die gegebene Gerade trigt nur einen Punkt der Hyperbel
— den Scheitel, zu dem sie als Scheiteltangente gehort — oder gar
keinen Punkt.

Aufgabe: Gegeben sind die Asymptoten, Achsen und Scheitel einer
Hyperbel sowie eine zu der Hauptachse parallele Gerade. Gesucht
werden die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Hyperbel.

Die gegebene Gerade moge (Fig. 79) die Nebenachse in W, und die
Asymptoten in W, und W, treffen. Ist dann W; einer der gesuchten
Punkte, so gilt die Gleichung (12*), wenn wir in ihr W, statt P, W,
statt M* und W, statt L} einsetzen, also die Gleichung

W W; = WoW-2 +a2.
Die Halbachse @ ist mit den Scheiteln gegeben; daher konnen wir

in W, senkrecht zu W, W, die Strecke W,W = a antragen und haben
in dem rechtwinkligen Dreieck W, W, W
Wo W = W, W2+ at = W, W; .

Demnach gibt es auf der Geraden W, W, stets zwei Punkte der Hy-
perbel, W, und W,, die durch die Strecken W, W, = W W, = W, W
bestimmt werden. (Dieser Vorgang ist eine Umkehrung der Konstruk-
tion der Scheitel nach Nr. 247.)

Das affine Bild der Hyperbel.

263. Um zu erkennen, was fiir eine Kurve bei Parallelprojektion
als RiB einer Hyperbel (f,¢;; P) entsteht, miissen wir — wie in Nr. 171
und in Nr. 236 ihr affines Bild untersuchen. Wir kénnen dabei von dem
letzten Satz von Nr. 244 ausgehen, nach dem wir stets einen Punkt
X der Hyperbel (t,t; P) erhalten, wenn wir eine beliebige, ¢, und f,
in L, und L, schneidende Gerade durch P legen und auf ihr nach
der richtigen Seite hin L,X = L,P auftragen. Sind nun in einer
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irgendwie bestimmten Affinitit den Geraden t,, f, die Geraden t,, t,
und dem Punkt P der Punkt % zugeordnet, so entsprechen
(Nr. 119 und Nr. 120) den Punkten L,, L,, X drei Punkte £,, &;, X,
die ebenfalls in gerader Linie liegen, von denen £, und £, den Geraden
t, und t, angehoren und fir die X = &,P ist. Deshalb ist X ein
Punkt der Hyperbel (t,t,; ¥), die durch die Asymptoten {,, t, und durch
den Punkt P bestimmt ist. Bewegt sich X auf der Hyperbel (t,¢,; P),
so durchlauft X die Hyperbel (t,t;; B). Demnach erhalten wir den Satz:

Das affine Bild der Hyperbel (t,t,; P) ist die Hyperbel (1,1,; B), deren
Asymptoten t,, t, den Asymptoten t,, t, und deren Punkt B dem Punkt P
der urspringlichen Hyperbel entsprechen.

Auch hier miissen wir, wie in Nr. 172 und in Nr. 236, beachten, daB3
Symmetrieachsen, Scheitel und Scheiteltangenten affiner Hyperbeln nur
unter besonderen Bedingungen einander entsprechen.

Die Hyperbel als Kegelschnitt dritter Art.

254. Aufgabe: Gegeben sind die e\ \f

Risse des Scheitels S und, in der
GrundriBtafel liegend, der Leitkreis
k, einer Kreiskegelfliche; ferner
die erste Spur e, einer Ebene E in
der Art, daB &, und e, sich in zwei
Punkten begegnen. Gefordert wird
die Wahl der zweiten Spur e, von E
unter der Bedingung, dall E die
Kreiskegelfliche in einer Hyperbel
schneidet, und die Konstruktion der
Risse dieser Hyperbel.

Wir legen Fig. 80so0 an wie Fig. 65
(Nr. 220) und Fig. 74 (Nr.237) und
nehmen zundchst e, senkrecht zu a,,.
Darauf legen wir eine zu e, parallele
Gerade f, so hindurch, da8 sie k,
in zwei Punkten A;, B, schneidet,
und ziehen die zu e; und f; ge-
horigen zweiten Spuren so, daB f,
durch S” geht und e, || f, ist. Nun-
mehr sind die durch e;, e, und
durch f,, f, bestimmten Ebenen E,
O einander parallel und so gestellt,
daB in E nach Nr.213 eine Hyperbel
k entsteht. Der AufriB k'’ ist, wenn
e, den UmriBllinien $7C7, 87D in
C”, D" begegnet, nach Nr. 205 die Gerade e,auBerhalbder Strecke C’ D"’
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Zur Konstruktion des Grundrisses %’ verfahren wir nach der Vor-
schrift von Nr.239: Wir bestimmen, wie ohne weiteres in Fig. 80 zu
erkennen ist, die Risse der Punkte 7', und 7' sowie eines Punktes der
Hyperbel, etwa des auf SC, liegenden Punktes C. Ferner ziehen wir
durch 7" parallel zu 8’4} und 8’B] die Geraden #, und ¢,, die sich
mit 7% A] und T]B; auf e, begegnen miissen. Dann ist &’ nach Nr. 253
die Hyperbel (t,¢,; C’) und als solche nach Nr. 251 einzutragen. Die
Bogen, die von ihr zu zeichnen sind, enden in den Schnittpunkten
zwischen e; und %, und in den Grundrissen der Schnittpunkte zwischen
E und dem oberen Grenzkreis des Kegels.

Wenn e, nicht zu a,, senkrecht ist,
verfahren wir, wie dies am Schluf}
von Nr.220 und von Nr. 237 an-
gegeben ist. Statt jedoch diesen all-
gemeinen Fall, wie in Nr. 221 und
in Nr. 238, am geraden Kreiskegel
zu behandeln, wollen wir in Nr. 255
einen fiir die.Anwendungen wich-
tigen Sonderfall betrachten.

255. Dieser Sonderfall ist der am
Schlu von Nr. 239 erwahnte und
tritt bei einer geraden Kreiskegel-
flache ein, wenn sie auf der Grund-
riftafel steht und wenn die Ebene
E scheitelrecht ist. Dann sind die
zu A, und B; gehérigen Tangenten
des Leitkreises k; als wagerechte
und zu f,, also auch zu e, , senkrechte
Geraden Lote auf E und bestimmen
mit dem Kegelscheitel S zwei Tan-
gentialebenen der Kegelfliche, deren
Schnittlinie ebenfalls ein Lot auf E
ist. Diese Schnittlinie aber zeichnet
(vgl. die letzten Absitze von Nr. 239
und Nr. 223) jetzt, da 7T, fehlt, in
E den Asymptotenschnittpunkt 7'
ein. T ist also der FuBpunkt des
aus S auf E zu fallenden Lotes, und
wir finden, da E scheitelrecht und
8T wagerecht ist, den Grundrif3 7"
als den FuBpunkt des Lotes, das
wir aus § auf ¢ fallen wahrend
im AufriB die Gerade 8" T’ wagerecht liegen muBl. Da ferner der Grund-
riB der Hyperbel in e, enthalten ist, brauchen wir nur ihren AufriB zu
konstruieren und kommen so zu der
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Aufgabe: Gegeben sind die Risse eines geraden Kreiskegels, der auf
der GrundriBitafel steht (Nr. 206), und eine, seinen Leitkreis schneidende
Gerade ¢, als erste Spur einer scheitelrecht stehenden Ebene E. Ge-
fordert ist die Konstruktion des Aufrisses der Hyperbel, in der durch E
der Kegel abgeschnitten wird.

Wir fiihren ihre Losung aus an dem geraden Kreiskegel, der in Fig. 81
durch die Risse von S und %, gegeben ist, und benutzen dabei die Ebene
von k; als Grundrifiebene. Nehmen wir als die Ebene E die scheitel-
rechte Ebene, deren erste Spur e, ist, so miissen wir nach den voran-
geschickten Erérterungen durch S’ die Gerade f, parallel zu e; und die
Gerade 8’T’ senkrecht zu e, ziehen und mittels der Ordnungslinien
aus den Punkten A}, B, in denen f; und k| einander begegnen, auf
¥/ = a,y die Punkte A}, BY, aus dem Punkt 7" aber auf der Wage-
rechten von S den Punkt 7 ableiten. Legen wir dann durch 7
die Parallelen zu S””A47 und S””B/, so haben wir nach Nr. 253 die
Asymptoten ¢, &7 der gesuchten AufriBhyperbel £”’. Der von ihr zu
zeichnende Bogen endet in den Punkten F”, G*/, die als Aufrisse zu
den Schnittpunkten F’, G’ von e, und k| gehoren, und kann nach der
Vorschrift von Nr. 251 eingetragen werden. Er tritt, da die Strecke
F'G@ sein GrundriB ist und durch den wagerechten Durchmesser C;.D;
von k in E’ geschnitten wird, an die UmriBlinie 8“C7 berithrend in
dem Punkt B’ heran, der auf ihr durch die Ordnungslinie von E’ ein-
gezeichnet wird (Nr. 205).

Eine Vereinfachung der Konstruktion ist bei der Aufsuchung des
Scheitels von k& moglich. Da némlich das Dreieck Ay 8" By gleich-
schenkelig ist und eine scheitelrechte Hohe hat, hilftet die durch 7'
gehende scheitelrechte Gerade I den Winkel zwischen ] und #;, in
dem k’”” enthalten ist, und ist deshalb die Hauptachse von k. 1 ist
aber Aufri einer scheitelrechten und in der Ebene E liegenden Ge-
raden [, deren erster Spurpunkt L, = 7" ist, und der Punkt L, in dem
L den Kegelmantel durchsto8t, ein Punkt von k. Konstruieren wir daher
nach der zweiten Aufgabe von Nr.208 den Aufri L’ von L, so erhalten
wir einen auf I’ liegenden Punkt von %7, d. h. den gesuchten Scheitel,
und zwar ohne die Hilfskonstruktion von Nr. 246 anwenden zu miissen.
Wir bemerken dabei, daB I Hauptachse und L Scheitel der Hyperbel &
selbst sind und daB somit hier einer der besonderen, am Ende von Nr. 253
erwihnten Fille vorliegt.

266. Fiirr den Korper, der in Fig. 81 aus dem geraden Kreiskegel
durch E abgeschnitten wird, bildet der Bogen E”F’ einen Teil des
scheinbaren Umrisses. Der Korper wird auBlerdem noch durch eine
zweite Ebene, die zu E parallel in gleichem Abstande von S verlauft,
abgeschnitten; von der hier entstehenden Hyperbel kommt nur das
Stiick zum Vorschein, das auf der rechten Seite dem Bogen £/ F’’ ent-
spricht. Ferner setzt sich an den Korper unterhalb von k; das durch
dieselben Ebenen abgeschnittene Stiick der Kugel an, die langs k, die



56 Die Hyperbel.

gerade Kreiskegelfliche berithrt (Nr.210). Dabei treten im AufriB
Ellipsenbogen auf, die nach Nr. 197 zu konstruieren sind und in den
Punkten von k7 berithrend in die Hyperbelbogen itbergehen. Da nam-
lich die gerade Kreiskegelfliche und die Kugel in jedem Punkt von k,
dieselbe Tangentialebene besitzt, schneidet z.B. die zu G gehérige
Tangentialebene in E sowohl die Tangente der Hyperbel & als auch
die Tangente des in E liegenden Kreises der Kugel ein, und folglich be-
sitzen auch die AufriBhyperbel % und die AufriBellipse in G’ die-
selbe Tangente.

Fiigen wir noch die
zylindrischen Bohrun-
gen hinzu, deren Risse
in Fig. 81 nach Nr. 188
eingetragen sind, so ent-
Ny o steht — innerhalb der

. stark ausgezogenen Um-
rillinien — ein Schub-
stangenkopf, der mnach
oben hin durch eine
schmale Hohlkehle in
die zylindrische Schub-
L -"——-——l stange iibergefithrt wird.

S’ Das andere Ende der
Schubstange trigt eine
. Gabel, fir die der Uber-
L gang von dem kreisfor-
migen zu dem rechtecki-
Fig. 82. gen Querschnitt durch
einen geraden Kreis-
zylinder vermittelt wird. Dieser Teil der Gabel ist in Fig. 82 dar-
gestellt, wobei die besondere Lage gegen die Rifitafeln chne weiteres
ersichtliche Vereinfachungen bei der Aufsuchung der Asymptoten und
der Scheitel der Hyperbeln ergibt. Ganz ahnlich ist zu verfahren bei
der Schraubenmutter, einem regelmiaBigen sechsseitigen Prisma, dessen
Ecken abgestumpft werden durch zwei gerade Kreiskegel mit derselben
Drehachse und mit einem halben Offnungswinkel von 60°.

SI/' 7'II




Vierter Abschnitt.
Raumkurven.

1. Drehflichen.

Krumme Flichen und Raumkurven.

26%. Zylinderflichen, Kegelflichen und Kugeln sind die einfachsten
Beispiele krummer Flichen. Wir miissen auch andere krumme Flichen,
die ebenfalls einfache geometrische Begriffsbestimmungen besitzen, in
den Kreis unserer Untersuchungen ziehen. Gleichzeitig erweitern wir
den Begriff der Kurven, die wir bisher immer als in einer Ebene liegend
vorausgesetzt haben. Auch auf einer krummen Fliche konnen nach
irgendwelchen Gesetzen Kurven gezogen werden, und eine solche Kurve
braucht nicht gleichzeitiz — wie z. B. die Kegelschnitte — in einer
Ebene enthalten zu sein. Kurven dieser Art konnen wir uns auch
selbstindig, frei im Raume schwebend vorstellen und nennen sie Raum-
kurven, auch rdumliche oder doppelt gekriimmte Kurven. Die ebenen
Kurven sind nur ein Sonderfall von ihnen, und wir sprechen fortan von
Kurven schlechthin, sobald es nicht notig ist. einen Unterschied zwischen
ebenen und rdumlichen Kurven zu machen.

Der Begriff der Tangente kann mit genau denselben Worten, wie
in Nr. 141 fiir die ebenen Kurven, auch fiir die Raumkurven eingefiihrt
werden. Ebenso gelten unverdndert die Sitze von Nr. 184, Nr. 192
und Nr. 201 auch fir Raumkurven, die auf Zylinderflichen, Kugeln
oder Kegelflichen liegen. Uberhaupt konnen wir in derselben Weise
wie in Nr. 184 die Tangenten der ebenen und der riumlichen Kurven,
die auf einer krummen Fliche durch denselben Punkt gehen, unter-
suchen; bei den Fliachen, mit denen wir es zu tun haben, ergibt sich
dabei in jedem Punkte — abgesehen vielleicht von einzelnen Ausnahme-
punkten — wie in Nr. 184 eine Tangentialebene. Wir beschrinken uns
also von vornherein auf solche krummen Flachen, fiir die wir aus ihrer
geometrischen Begriffshestimmung den Satz beweisen kénnen:

Alle Kurven, die auf einer krummen Fliche durch einen gewdhn-
lichen Punkt laufen, haben in diesem Punkte Tangenten, die in der zu-
gehorigen Tangentialebene der Fliche liegen.

Eine Gerade, die durch einen gewohnlichen Punkt einer krummen
Fliche geht und in der zugehdrigen Tangentialebene enthalten ist, be-
rithrt stets Kurven, die auf der Fliche durch den Punkt laufen; wir
nennen sie eine Tangente der krummen Fliche.
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268. Bei jeder Projektion ist der RiB einer Raumkurve ¢ eine
ebene Kurve ¢. -Wenn nicht der Sonderfall eintritt, da ¢ eine ebene
Kurve ist, kann ¢ nicht in einer Geraden enthalten sein. Wohl aber
kann es einen Projektionsstrahl — oder auch mehrere — geben, der
zwei getrennte Punkte P, @ von ¢ trifft; dann hat ¢ in dem gemein-
samen RiB P =@ einen Knoten (Nr.141), ohne dafl ¢ selbst einen
solchen besitzt, und wir sprechen infolgedessen von einem scheinbaren
Knoten (vgl. z. B. Fig. 84).

Nihert sich auf ¢ ein Punkt X einem Punkt P, so riickt auf ¢ sein
Rif X an den Bildpunkt P heran, und es fallen die Geraden PX und
PX gleichzeitig mit ihren Grenzlagen, der Tangente ¢ von ¢ in P und
der Tangente von ¢ in P, zusammen. Also mufBl die Bildgerade ¢ von ¢
die zu P gehorige Tangente von ¢ sein, wenn ¢ iiberhaupt vorhanden,
d.h. wenn nicht zufillig ¢ zu den Projektionsstrahlen parallel ist. In
diesem Ausnahmefall konnen wir iiber die Gestaltung von ¢ in der
Nihe des Punktes P vorldufig nichts aussagen (vgl. spiter Nr. 293
und Nr. 328) und begniigen uns deshalb mit dem Satz:

Jeder Punkt einer Raumkurve und die in thm berihrende Tangente
haben — aufer wenn die Tangente den Projektionsstrahlen parallel 1st —
zu Rissen einen Punkt der Bildkurve und die zu thm gehorige Tangente.

Eine Raumkurve kann ebenso wie eine ebene Kurve Ausnahme-
punkte besitzen, wie Knicke oder Knoten (Nr. 141) oder Spitzen (Nr.156).
Wenden wir die soeben angestellte Uberlegung auf einen solchen Punkt
einer ebenen oder riumlichen Kurve an, so finden wir den Satz:

Besitzt eine Kurve einen Knick oder einen Knoten oder eine Spitze,
so dibertrigt sich dieser Ausnahmépunkt nebst seinen Tangenten — aufer
wenn eine dieser Tangenten den Projektionsstrahlen parallel ist — auf
die Bildkurve als gleichartiger Ausnahmepunkt mitsamt den zugehiorigen
Tangenten.

Wir denken uns nun die Raumkurve ¢ im rechtwinkligen Zwei-
tafelsystem projiziert. Wenn dann ¢ eine Tangente ¢ besitzt, die mit
der RiBachse a;, einen rechten Winkel bildet, so fallen die Risse ¢/, ¢/
in dieselbe Ordnungslinie [1, 2], so dafl diese eine gemeinsame Tangente
der Bildkurven ¢’ und ¢” ist. Hieraus folgt fiir zwei aneinander an-
schlieende rechtwinklige Risse derselbe Satz wie in Nr. 177, némlich:

Ist eine Ordnungslinie Tangente des einen Risses einer Raumlurve,
so beriihrt sie auch den anderen Rif3.

Eine Ausnahme kann dadurch entstehen, daB die Tangente ¢ zu
der einen RiBtafel senkrecht steht und infolgedessen fiir die Bildkurve
in dieser Tafel keine bestimmte Tangente liefert.

259. Das bekannte Gesetz, nach dem das Spiegelbild einer Figur
hergestellt wird, fihrt — wie in Nr. 132 zu symmetrisch liegenden
Figuren einer Ebene — zu rdumlichen Figuren, die zueinander in bezug
auf eine Ebene I symmetrisch sind: Die Strecke, die einen Punkt P,
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der einen von zwei solchen Figuren mit dem entsprechenden Punkt P,
der anderen Figur verbindet, steht in ihrem Mittelpunkt auf X senk-
recht; und einer durch P, gehenden Geraden g, der ersten Figur ent-
spricht in der anderen Figur die Gerade g,, die durch P, geht und sich
mit g, in einem Punkt von Z begegnet oder, falls ¢, || Z, zu ¢, par-
allel ist. Zwei solche Figuren stehen in einer geometrischen Verwandt-
schaft, einer Spiegelung an einer Ebene, die (vgl. Nr. 132) ein Sonder-
fall der Erweiterung der von uns behandelten ebenen Affinitit auf den
Raum, der rdumlichen Affinitdt, ist.

Wenn eine rdumliche Figur durch eine Ebene Z in zwei Teile zet-
fallt, von denen jeder das Spiegelbild des anderen in bezug auf Z ist,
so ist 2 eine Symmetrieebene der Figur. Ohne weiteres leuchtet die
Richtigkeit der folgenden Sitze ein:

Eine Ebene Z, die auf einer Ebene E senkrecht steht, ist Symmetrie-
ebene fiir jede ebene Figur, die in E liegt und die Schnittgerade von E
und Z zur Symmetrieachse hat.

Besitzt etne ebene Figur etne Symmetrieebene, so zeichnet diese in die
Ebene der Figur eine Symmetrieachse derselben ein.

Eine schiefe Kreiszylinder- oder Kreiskegelfliche hat die Ebene, die
durch thre Muttellinie geht und auf der Leitkreisebene senkrecht steht,
zur Symmetrieebene.

Es sei nun Z die Symmetrieebene einer krummen Fliche, E eine
zu 2 senkrechte Ebene und P; ein Punkt dér Kurve s, die durch E
aus der krummen Fliche ausgeschnitten wird. Der zu P, symmetrische
Punkt P, der Fliche ist, da die Strecke P;P, auf Z senkrecht steht,
auch in E enthalten und somit ein Punkt von s. Das heilit:

Besitzt eine krumme Fliche eine Symmetriechene X, so ist & auch
Symmetrieebene fir jede Kurve, die aus der Fliche durch eine zu X
senkrechte Ebene ausgeschnitten wird.

260. Wenn eine Raumkurve eine Symmetrieebene hat, so nennen
wir jeden Punkt, in dem sie dieselbe durchbohrt, einen Scheitel der
Kurve und kommen ebenso wie in Nr. 156 zu dem Satz:

Eine Raumkurve besitzt in einem Scheitel eine zu der Symmetrieebene
senkrechte Tangente.

Der Umstand, daB eine Raumkurve eine Symmetrieebene Z hat,
wirkt in zwei Fillen bemerkenswert auf ihre Bildkurve ein.

Erstens: Wenn % zu einer Rifitafel parallel ist, steht die Verbin-
dungsgerade je zweier symmetrischen Punkte P,, P, auf dieser RiB-
tafel senkrecht, so daB die Risse von P, und P, zusammenfallen.
Hieraus folgt:

Wird eine Roumkurve, die eine Symmelrieebene X besitzt, rechi-
winklig auf eine zu Z parallele Tafel projiziert, so ist jeder Punkt der
Bildkwrve der Rif von zwei Punkten der Rawmkurve.

Zweitens: Wenn X zu einer RifBtafel senkrecht steht, so haben alle
Punkte von X ihre Risse in der Spur von %, und alle zu Z senkrechten
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Geraden bilden sich ab in Lote der Spur. Deshalb ist diese Spur
Mittelsenkrechte fiir den Ril jeder Strecke, die zwei symmetrische
Punkte der Raumkurve verbindet, und dies ergibt den Satz:

Wird eine Raumkurve, die etne Symmetrieebene Z besitzt, rechtwinklig
auf eine zu Z senkrechte Tafel projiziert, so ist die Spur von £ Sym-
metrieachse der Bildkurve. Jeder in X liegende Scheitel der Raumbkurve
fiikrt zu einem Schettel der Bildkurve.

Der letzte Satz hat auch fur ebene Kurven Bedeutung; doch tritt
bei ihnen noch eine Erweiterung hinzu: Besitzt eine ebene Kurve eine
Symmetrieachse und wird sie rechtwinklig auf eine zu der Symmetrie-
achse parallele Tafel projiziert, so ist die Bildgerade der Symmetrie-
achse nach Nr. 51 die Mittelsenkrechte fiir die Risse aller Strecken,
die je zwei symmetrische Punkte der Kurve verbinden. Das heifit:

Wird eine ebene Kurve, die eine Symmetrieachse hat, auf eine zu
dieser parallele Tafel rechtwinklig projiziert, so ist die Bildgerade der
Symmetrieachse eine Symmetrieachse fiir die Bildkurve.

Die letzten beiden Sitze umfassen die Fille, in denen bei recht-
winkliger Projektion eine Achse eines Kegelschnittes ausnahmsweise
(vgl. Nr. 172, Nr. 236, Nr. 253) eine Achse des Bildkegelschnittes zum
RiB hat.

Breitenkreise und Meridiane einer Drehfliche.

261. Wird eine Kurve um eine fest mit ihr verbundene Gerade,
die Drehachse m, herumgedreht, so iiberstreicht sie eine Fliche, die
wir als Drehfliche bezeichnen. Ist P ein Punkt der gedrehten Kurve
und PM das aus P auf m gefillte Lot, so ergibt sich wie in Nr. 108,
dal P bei der Drehung einen Kreis beschreibt, dessen Ebene auf m
senkrecht steht und dessen Mittelpunkt M, dessen Halbmesser M P
ist. Von diesen Kreisen, den Breifenkreisen, wird die Drehfliche iiber-
zogen, so dall der Satz gilt:

Durch jeden Punkt einer Drehfliche geht ein Breitenkreis, aus-
geschnitten von der Ebene, die durch den Punkt senkrecht zu der Dreh-
achse gelegt werden kann.

Denken wir uns nun die Drehfliche als Ganzes um ihre Drehachse m
gedreht, so lauft jeder ihrer Punkte auf seinem Breitenkreise. Also
dreht sich die Fliche in sich selbst und kann, wenn wir auf ihr eine
beliebige Kurve zeichnen, auch aufgefaBit werden als die Fliche, die
von dieser Kurve bei der Drehung iiberstrichen wird. Nehmen wir
insbesondere eine Meridiankurve — d.h. die Schnittkurve der Dreh-
fliche mit einer Ebene, die durch m geht und Meridianebene heiBlen
moge, — so ergeben sich ohne weiteres die Satze:

Durch jeden Punkt einer Drehfliche geht eine Meridiankurve, aus-
geschnitten durch die Meridianebene, die durch den Punkt und die Dreh-
achse gelegt werden kann.



Breitenkreise und Meridiane einer Drehflache. 61

Die Meridiankurven einer Drehfliche sind einander kongruent und
kinnen aufgefaft werden als die verschiedemen Lagen einer von ihnen,
durch deren Drehung die Fliche erzeugt wird.

262. Jede Meridianebene M einer Drehfliche steht senkrecht auf
allen zu der Drehachse senkrechten Ebenen und schneidet sie in Durch-
messern der in ihnen liegenden Breitenkreise. Also ist M nach dem
ersten Satz von Nr.259 eine Symmetrieebene fiir alle Breitenkreise
und somit fiir die ganze Drehfliche. Nach dem letzten Satz von
Nr. 259 hat auch die Meridiankurve, deren Ebene zu M senkrecht
steht, in M eine Symmetrieebene und folglich auf Grund des zweiten
Satzes von Nr.259 in der Drehachse eine Symmetrieachse. Deshalb
gilt der Satz:

Fiir eine Drehfliche vst jede Meridianebene Symmetrieebene, und fiir
jede ihrer Meridiankurven ist die Drehachse Symmetrieachse.

Infolgedessen kommt eine Meridiankurve bereits nach einer Drehung
von 180° in eine Lage, die sich mit ihrer Ausgangslage deckt; sie iiber-
streicht also schon im Verlauf einer halben Umdrehung die ganze Dreh-
flache. Die gerade Kreiszylinder- oder Kreiskegelfliche z. B. entsteht
durch eine volle Umdrehung (um 360°) einer Geraden g um eine
Achse m, zu der g parallel ist oder die von g geschnitten wird, und
durch eine halbe Umdrehung des als Meridiankurve auftretenden
Geradenpaares, das durch g und die zu g in bezug auf m symmetrische
Gerade gebildet wird. Lassen wir ferner einen Kreis sich um einen
seiner Durchmesser drehen, so ergibt sich als Drehfliche eine Kugel,
und zwar bereits wihrend einer halben Umdrehung. Zugleich finden
wir, da alle Groflkreise einer Kugel einander kongruent sind, den Satz:

Die Kugel ist etne Drehfliche, als deren Drehachse man jeden ihrer
Durchmesser ansehen kann.

Wenn zwei Drehflichen die Drehachse m gemeinsam haben, so
trigt jede durch m gelegte Ebene M von jeder der Flichen eine Meri-
diankurve — k und k* —, die beide m zur Symmetrieachse haben.
Ein Punkt P, von M, der auf beiden Flichen zugleich liegt, mu8 ein
Schnittpunkt von k und k* sein, und der Punkt P,, der in bezug
auf m das Spiegelbild von P, ist, gehort ebenfalls sowohl den beiden
Flichen als auch den beiden Kurven % und k* an. Die Punkte P,
und P, bestimmen (vgl. den Anfang von Nr.209) durch die Ebene,
die durch sie senkrecht zu m geht, und durch die Lote, die aus ihnen
auf m zu fillen sind, einen einzigen Kreis, der fiir beide Drehflichen
nach dem ersten Satz von Nr.261 der Breitenkreis ist, auf dem sie
liegen. Deshalb haben die beiden Drehflichen diesen Breitenkreis
gemeinsam. Da dasselbe fiir alle Schnittpunkte von % und k* gilt,
ergibt sich der Satz:

Zwei Drehflichen mit gemeinsamer Drehachse durchdringen sich in
eben soviel Breitenkreisen, als thre in derselben Ebene liegenden Meridian-
kurven Paare symmetrischer Schuittpunkte besitzen.
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Insbesondere von Bedeutung ist dieser Satz fiir eine Drehfliche und
eine Kugel, deren Mittelpunkt auf der Drehachse der Drehfliche liegt.

Die Tangentialebenen einer Drehfliche.

263. Wir denken uns auf einer Drehfliche durch einen ihrer Punkte,
P, eine beliebige Kurve ¢ gezogen und nehmen, um ihre zu P gehérige
Tangente zu bestimmen, auf ihr einen nahe an P gelegenen Punkt X
an. Dann gehen [Fig. 831)] nach Nr. 261 durch P und X zwei Breiten-
kreise b und b,, deren Mittelpunkte
M und M, seien, und zwei Meridian-
kurven kund k;, die mit b und &,
auBler P und X noch die nahe an P
gelegenen Punkte Y und Z gemein-
sam haben. Die Breitenkreishalb-
messer M P und M,Z sind parallel
als Lote von m, die in der Ebene
von kliegen; ebenso die Halbmesser
MY und M, X als Lote von m,
die in der Ebene von £, liegen. Folg-
lich sind auch die dritten Seiten
PY und Z X der beiden gleichschen-
keligen Dreiecke M PY und M, ZX
Fig. 83. einander parallel ; sie bestimmen also
eine Ebene E, in der die Punkte
P, X, Y,Z und die Geraden PX, PY, PZ enthalten sind. Wenn wir
nun X auf ¢ verschieben und dabei ¥ auf b und Z auf % in der
Weise mitnehmen, daB Y stets auf der Meridiankurve und Z stets
auf dem Breitenkreis von X liegt, so drehen sich PX, PY, PZ um P
und bleiben dabei stets in der Ebene E, die sich ebenfalls um P dreht.
Nahert sich X unbegrenzt dem Punkt P, so tun ¥ und Z dasselbe,
und die Geraden PX, PY, PZ nehmen gleichzeitig ihre Grenzlagen
an, die die zu P gehdorigen Tangenten von ¢, b, k sind. Mithin miissen
auch diese Tangenten in einer Ebene liegen, nimlich in der von E
angenommenen Grenzlage. Selbstverstandlich ist hierbei vorausgesetat,
daB8 P weder fiir ¢ noch fiir k£ ein Ausnahmepunkt ist. Da ¢ eine be-
liebige auf der Drehfliche durch P gelegte Kurve war, konnen wir
also sagen:
In jedem gewohnlichen Punkt einer Drehfliche gilt der Satz wvon
Nr. 257. Die zu dem Punkt gehirige Tangentialebene vst bestimmt durch
seine Breitenkreistangente und durch seine Meridiantangente.

264. Die Tangente, die in einem Punkt P den Breitenkreis b einer
Drehfliche bertihrt, steht senkrecht auf dem nach P gehenden Halb-

1) In Fig. 83 ist, da es sich nur um die Veranschaulichung handelt, die Drch-
fliche mit den hier in Betracht kommenden Linien durch einen einzigen Rif dar-
gestellt, gegen dessen Tafel die Drehachse geneigt ist.
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messer von b und — als Gerade der Ebene von b — auf der Dreh-
achse, folglich auch auf der durch P gehenden Meridianebene M, die
diese beiden Geraden enthélt. Da P ein beliebiger Punkt der in M
liegenden Meridiankurve % ist, sind in allen Punkten von k£ die zu-
gehorigen Breitenkreistangenten Lote von M; sie bilden deshalb eine
Zylinde1fliche mit der Leitkurve k. Die in P berithrenden Tangenten
von b und % bestimmen sowohl die zu P gehorige Tangentialebene
dieser Zylinderfliche (Nr. 184) als auch die zu P gehorige Tangential-
ebene der Drehfliche (Nr.263), so dafl die beiden Tangentialebenen
zusammenfallen. Da nun Flichen, die in einem gemeinsamen Punkt
dieselbe Tangentialebene besitzen, sich in diesem Punkt beriihren
(Nr. 210), kénnen wir den Satz aussprechen:

Die Breitenkreistangenten einer Drehfliche, die zu den Punkten einer
Meridiankurve gehiren, stehen senkrecht auf der Ebene der Meridian-
kurve und bilden eine Zylinderfliche, die lings der Meridiankurve die
Drehfliche beriihrt.

Die Tangente ¢, die in einem Punkt P die Meridiankurve k einer
Drehflache beriihrt, liegt in der Meridianebene von P und schneidet
die Drehachse oder ist ihr parallel. Sie nimmt, wenn wir die Fliche
durch Umdrehung von k erzeugen, an dieser Drehung teil und tber-
streicht (Nr. 262) eine gerade Kreiskegel- oder Kreiszylinderfliche, die
mit der Drehfliche die Drehachse und den von P durchlaufenen
Breitenkreis b gemeinsam hat. Fiir diese ergibt sich, wie soeben, daf
sie in jedem Punkt von b dieselbe Tangentialebene wie die Drehfliche
besitzt. Das heilit:

Die Meridiantangenten einer Drehfliche, die zu den Punkien eines
Breitenkreises gehiren, bilden eine gerade Kreiskegel- oder Kreiszylinder-
fldche, die dieselbe Drehachse wie die Drehfliche besitzt und die Dreh-
fldche lings des Breitenkreises beriihrt.

2656. Wir betrachten nun gleichzeitig eine Drehfliche und die
gerade Kreiskegelfliche, die sie lings eines Breitenkreises b beriihrt.
Die letztere wird nach dem dritten Satz von Nr. 210 lings b von einer
Kugel beriihrt, deren Mittelpunkt O auf der gemeinsamen Drehachse m
liegt. In jedem Punkt P von b besitzen die Drehfliche und die Kugel
dieselbe Tangentialebene — namlich diejenige, die sie mit der geraden
Kreiskegelfliche gemeinsam haben, — und beriihren infolgedessen
ebenfalls einander lings . Als Halbmesser der Kugel steht OP senk-
recht auf der durch P gehenden Erzeugenden ¢ der geraden Kreis-
kegelfliche; da aber ¢ Tangente der durch P gehenden Meridiankurve k&
der Drehfliche ist, erweist sich OP als zu P gehérige Normale von k.
Dasselbe gilt auch, wenn eine gerade Kreiszylinderfliche die Kreis-
kegelfliche ersetzt, und somit folgt der Satz:

Eine Drehfliche wird lings jedes Breitenkreises von einer Kugel be-
rithrt, deren Mittelpunkt der Schnittpunkt der Drehachse mit den zu dem
Breitenkreis gehorigen Meridiannormalen ist.
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Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, daf die Meridian-
tangente ¢ nicht auf der Drehachse m senkrecht steht. Ist dies jedoch
in einem Punkt P der Fall, so enthilt die Ebene des durch P gehenden
Breitenkreises b alle Lagen, die ¢ bei der Drehung um m annimmt; sie
ist deshalb zugleich fiir alle Punkte von b Tangentialebene der Dreh-
fliche und ersetzt die berithrende gerade Kreiskegelfliche. Wir nennen
b in diesem Fall einen Breitenkreis mit fester Tangentialebene.

Die Umrisse einer krummen Fliche.

266. In Nr. 186, Nr. 193 und Nr.204 haben wir die Umrisse der
Zylinderflichen, der Kugel und der Kegelflichen untersucht. Wir
haben den wahren Umril als Grenze zwischen dem sichtbaren und
dem unsichtbaren Teil der Fliche eingefithrt und gefunden, da8 in
jedem seiner Punkte die Fliche von einem Projektionsstrahl beriihrt
wird. Der scheinbare Umrifl ergab sich dann als Rif} des wahren Um-
risses und als Grenze des Fleckes, den das Bild der Fliche auf der RiB-
tafel einnimmt. Um diese Begriffe nun fiir alle krummen Flichen an-
wenden zu koénnen, miissen wir sie zunichst schérfer fassen, als es
bisher notig war.

Wir verstehen unter dem ,,wahren Umrif}* einer krummen Fliche
nur die Grenze zwischen thren sichitbaren und thren unsichtbaren Teilen
und unter dem ,scheinbaren Umrif‘ nur die Begrenzung ihres Bild-
fleckes in der Riftafel. Dagegen bezeichnen wir als ,,Kurve des wahren
Umrisses’ die Kurve u, in deren Punkten die zugehdrigen Tangential-
ebenen den Projektionsstrahlen parallel sind, und als ,,Kurve des schein-
baren Umrisses die Kurve w, in die w bei der gegebenen Projektions-
richtung abgebildet wird.

Liegt auf der krummen Flache eine ebene oder raumliche Kurve ¢
und begegnet sie der Kurve % in einem Punkt P, so sind die zu P’
gehorigen Tangenten von ¢ und # in der Tangentialebene enthalten,
die in P die Flache beriihrt. Da diese Tangentialebene den Projektions-
strahlen parallel steht, igt ihre Spur der gemeinsame Rif} der beiden
Tangenten, solange keine von ihnen selbst die Projektionsrichtung
besitzt. Also folgt der Satz:

Der Rif einer Kurve ¢, die auf einer krummen Fldche verlguft, be-
rithrt die Kurve des scheinbaren Umrisses in dem Rif3 eines jeden Punkies,
tn dem ¢ die Kurve des wahren Umrisses schneidet, ohne daf in diesem
Punkt die Tangente einer der beiden Kurven zu den Projektionsstrahlen

parallel ist.

267. Durch jeden Punkt der Kurve u des wahren Umrisses geht
auf Grund ihrer Begriffsbestimmung ein Projektionsstrahl, der in der
zugehoérigen Tangentialebene liegt und somit Tangente der Fliche
(Nr. 257) ist. Diese Projektionsstrablen bilden eine Zylinderfliche, als
deren Leitkurve wir die Kurve u, auch wenn sie nicht eben ist, an-
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sehen kénnen; sie zeichnet in die RiBtafel die Bildkurve « von % ein.
Wenn % in Teile zerfallt und in einem der Teile zu allen Punkten dieselbe
Tangentialebene der Fliche gehort, so tritt diese Tangentialebene fir
den betreffenden Teil von « an die Stelle der Zylinderfliche. In jedem
Punkt von % nun, der nicht in einem solchen Teil liegt, bestimmen
der durch ihn gehende Projektionsstrahl und die in ihm beriihrende
Tangente von # sowohl die Tangentialebene der gegebenen krummen
Fliache als auch die Tangentialebene der Zylinderfliche, so daB die
beiden Tangentialebenen iibereinstimmen. Deshalb diirfen wir sagen:

Eine krumme Fliche wird lings der Kurve des wahren Umrisses von
einer — unter Umstinden auch ebene Teile enthaltenden — Zylinder-
fliiche beriihrt, deren Erzeugende Projektionsstrahlen sind und die in die
Riptafel die Kurve des scheinbaren Umrisses einschneidet.

Wir wiederholen nun fiir diese Zylinderfliche die Uberlegungen,
die wir in Nr. 186 fiir die Tangentialebenen (% % ) und (v v) einer Kreis-
zylinderfliche angestellt haben. Dadurch erkennen wir folgendes: Die
sichtbaren und die unsichtbaren Teile der krummen Fliche konnen
nur lings der Kurve des wahren Umrisses zusammenstoflen; und als
Grenze des Fleckes, auf den das Bild der krummen Fliche in der RiB-
tafel fallt, kommt nur die Kurve des scheinbaren Umrisses in Frage.

Aber darum diirfen wir nicht behaupten, daf} die Kurven des wahren
und des scheinbaren Umrisses stets in threr ganzen Erstreckung als wahrer
und als scheinbarer Umrifl wirksam sein miissen. Auch braucht der
scheinbare Umrif sich nicht tmmer mit dem Rif3 des wahren Umrisses
vollstindig zu decken. Die Drehflichen bieten bequeme Beispiele dar,
die dies zeigen.

268. In der Grundstellung einer Drehfliche, bei der im rechtwinkligen
Zweitafelsystem die Drehachse m auf der GrundriBtafel senkrecht steht,
haben die Breitenkreise zu Grundrissen ihnen kongruente Kreise, deren
gemeinsamer Mittelpunkt der erste Spurpunkt M; von m ist, und zu
Aufrissen wagerechte Strecken, deren Mitten auf der Bildgeraden m”
von m liegen. Die Grundrisse der Meridiankurven sind in den Geraden
enthalten, die durch M, laufen. Fiir die Meridiankurve.%,, deren
Ebene der Aufrifitafel parallel ist und deren Grundrif§ %, in der wage-
rechten Geraden durch- M, liegt, ist der Aufri X eine zu ihr kon-
gruente Kurve, die m” zur Symmetrieachse hat.

Besitzt die Drehfliche einen Breitenkreis mit berithrender Kreis-
zylinderfliche (vgl. den zweiten Satz in Nr.264), so sind deren Er-
zeugende senkrecht zu der Grundriftafel. Dagegen stehen die Er-
zeugenden der Zylinderfliche, die lings der Meridiankurve k, die Dreh-
fliche beriihrt, nach dem ersten Satz von Nr. 264 auf der Aufrifitafel
senkrecht. Ferner ist, wenn die Drehfliche einen Breitenkreis mit
fester Tangentialebene besitzt, auch diese Tangentialebene zu der Auf-
riBtafel senkrecht. Hieraus folgt nach Nr. 266 und Nr.267 der Satz:

Ludwig. Darstellende Geometrie II. 5
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Bei einer in Grundstellung befindlichen Drehfliche besteht die Kurve
des wahren Umrisses fiir den Grundrif3 aus den Breitenkreisen, in deren
Punkten die Meridiantangenten der Drehachse parallel sind, dagegen fiir den
Aufriff aus der Meridiankurve, deren Ebene der Aufriftafel parallel ist,
und aus etwa vorhandenen Breitenkreisen mit fester Tangentialebene.

An diesen Satz schlieBt sich
an die
Aufgabe: Gegeben sind der
erste Spurpunkt M, und der Auf-
ri m” einer scheitelrechten Ge-
raden m, sowie die Meridiankurve
einer Drehflidche. Gesucht sind die
Umrisse der Drehfliche unter
der Voraussetzung, daf ihre
Drehachse mit m zusammenfalls.
Die gegebene Kurve, der die
Meridiankurven der Drehfliche
kongruent sein sollen, muf} eine
Symmetrieachse besitzen; wir
tragen sie so ein, daf die letztere
auf m” fillt. Damit haben wir
nach dem oben Gesagten den
AufriB k] der Meridiankurve k,
gewonnen, deren Ebene zu der
Aufriitafel parallel ist. Bei dem
Beispiel in Fig. 84 hat k; aufler
den auf m” befindlichen Scheiteln
keine Punkte mit wagerechten
Tangenten, so daf die Drehflache
keinen Breitenkreis mit fester
Tangentialebene!) besitzt. Des-
halb sind fir den Aufrif &, und
k! zugleich die Kurven des
Fig. 84. wahren bzw. scheinbaren Um-
risses und der wahre bzw.
scheinbare Umrifl selbst. — Fiir den Grundrifl von Fig. 84 besteht,
wie wir aus den Berithrungspunkten scheitelrechter Tangenten
von k7 erkennen, die Kurve des wahren Umrisses aus drei Breiten-
kreisen b, , by, b;, von denen jedoch nur b, und b, sichtbare Teile der
Flache von unsichtbaren trennen (wahrer UmriB). Tragen wir die
Bildkreise b{, b;, b; in sofort einleuchtender Weise ein (vgl. die erste
Aufgabe in Nr. 269), so erhalten wir die Kurve des scheinbaren Um-
risses, wihrend b{ allein als scheinbarer Umril wirksam ist?).

1) Solche Breitenkreise finden sich z. B. bei der Kreisringfliche in Nr. 273
und Fig. 85.

2) In anderen Fillen koénnen auch scharfe Riander auftreten und zum UmriB
beitragen, z. B. in Fig. 97.
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Ebene Schnitte einer Drehfliche.

269. Da die Breitenkreise einer Drehfliche in Ebenen liegen, die
zur Drehachse senkrecht sind, kann eine Ebene dieser Stellung die
Drehfliche, wenn iiberhaupt, nur in einem oder mehreren Breiten-
kreisen schneiden. Dadurch kommen wir zu der

Aufgabe: Gegeben sind nach Nr. 268 die Risse einer Drehfliche in
Grundstellung und die Aufrispur d, einer wagerechten Ebene A.
Gesucht sind die Risse der Breitenkreise, in denen A die Drehfliche
durchsetzt.

Wir suchen, indem wir uns an die Bezeichnungen von Fig. 84 an-
schliefen, die auf d, durch k{ eingeschnittenen und durch m’” gehilfteten
Strecken. Schlagen wir mit der Hilfte jeder derselben als Halbmesser
den Kreis um M, so haben wir die gesuchten Risse. In Fig. 84 ergibt
gich nur ein Breitenkreis, ndmlich b,.

Diese Aufgabe bildet die Grundlage fiir die folgende

Aufgabe: Gegeben sind nach Nr.268 die Risse einer Drehfliche
in Grundstellung und 1) die Risse einer wagerechten Geraden ¢ —
2) ein Kreis ¢’, der mit den Grundrissen der Breitenkreise konzentrisch
ist, — 3) die Risse L', I einer scheitelrechten Geraden I — 4) ein
im Grundrif liegender Punkt X'— Gesucht sind die Risse der Punkte,
in denen ¢ und ! die Drehfliche durchbohren, und die Aufrisse der
Breitenkreise und der Punkte der Drehfliche, deren Grundrisse ¢’
und X’ sind.

Die Losungen zu 1), 2) und 3) sind an der Hand von Fig. 84 genau
nachzubilden denen der zweiten Aufgabe von Nr. 207 und der beiden
Aufgaben von Nr.208. Nur tritt an die Stelle der beiden Geraden,
aus denen dort der scheinbare UmriB der Kreiskegelfliche besteht,
hier die Kurve %;. In Fig. 84 ergeben sich unter 1) die Punkte 4
und B, unter 2) die Breitenkreise ¢, und c,, unter 3) die Punkte L,
und L,. Jedoch kénnen auch je nach der Gestalt von %] andere An-
zahlen auftreten. Die Losung zu 4) ist enthalten in der Losung zu 3),

144 (i —

wenn wir X’ = L’ und somit X7 = LY, X% = L} nehmen.

Wir miissen hierber darauf verzichten, die erforderlichen Schnittpunkte
zwischen wagerechten oder scheitelrechten Geraden und der Kurve k] —
wenn sie nicht zufillig eine der bereits behandelten Kurven ist —
mit Zirkel und Lineal zu konstruieren, und uns damit begniigen, sie un-
mattelbar an der gezeichneten Kurve zu besttmmen. Dasselbe ist der Fall
bei der folgenden

Aufgabe: Gegeben sind nach Nr. 268 die Risse einer Drehfliche in
Grundstellung und die Risse einer Geraden g, die der Drehachse m in
einem Punkt S begegnet. Gesucht sind die Risse der Punkte, in denen g
die Drehfliche durchbohrt.

Die gerade Kreiskegelfliche mit der Mittellinie m, dem Scheitel S
und der Erzeugenden g ist eine Drehfliche, die mit der gegebenen
Drehfliche die Drehachse m gemeinsam hat. Deshalb durchdringen
die beiden Flichen sich nach dem dritten Satz von Nr. 262 in einer

5*
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Anzahl von Breitenkreisen; auf diesen liegen die Punkte von g,
die zugleich der gegebenen Drehfliche angehoren. — Wir bestimmen
zunichst nach der ersten Aufgabe von Nr.209 den scheinbaren Um-
ri, den die gerade Kreiskegelfliche in der Aufrifitafel hat; und zwar
geniigt es, die eine der ihn bildenden Geraden, g{, einzutragen, wie
dies in Fig. 84 durch die Risse der Punkte M, P, P, angedeutet ist.
Dadurch finden wir die Risse der Breitenkreise, die der geraden Kreis-
kegelfliche und der gegebenen Drehfliche gemeinsam sind; denn jeder
der Punkte O}, D{ usw., in denen g die Kurve kj (Fig. 84) schneidet,
ist der eine Endpunkt einer der wagerechten Strecken, welche die Auf-
risse jener Breitenkreise sind; die zugehorigen Grundrisse folgen
hieraus nach der ersten Aufgabe von Nr.269. Endlich zeichnen die
Risse jedes der so erhaltenen Breitenkreise in g’ und g”’ zwei, derselben
Ordnungslinie [1, 2] angehorige Punkte ein, und diese — ¢/, ¢ und
D', D” in Fig. 84 — sind die Risse der gesuchten Punkte.

270. Auf Grund des letzten Satzes von Nr.259 und des ersten
Satzes von Nr. 262 gilt der Satz:

Jede ebene Schnittkurve einer Drehfliche hat zur Symmetrieachse die
Gerade, die in thre Ebene durch die zu dieser senkrechte Meridianebene
eingezeichnet wird.

Diese Symmetrieachse ist parallel zu der Drehachse der Drehfliche
oder schneidet sie. Deshalb kénnen wir, wenn die Drehfliche in Grund-
stellung ist, die Risse etwa vorhandener Scheitel der Schnittkurve nach
der zweiten und dritten Aufgabe von Nr. 269 aufsuchen. Dadurch er-
halten wir sofort Scheitel der Bildkurve im Grundril und unter Um-
stinden auch Scheitel der Bildkurve im Aufri; denn aus unserem
Satz und aus den beiden letzten Sitzen von Nr. 260 ergibt sich der
folgende:

Fiir jede ebene Schnittkurve einer in Grundstellung befindlichen Dreh-
fliche ist die Bildgerade ihrer Symmetrieachse im Grundrif3 stets die
Symmetrieachse der Bildkurve und im Aufriff dann, wenn die Ebene
der Schnittkurve senkrecht zu der Grundriftafel oder parallel zu der Rif-
achse a,, ist.

Abgesehen hiervon aber sind die geometrischen Gesetze der ebenen
Schnittkurven von Drehflichen nur in besonderen Fillen so leicht zu-
ginglich, wie wir dies bei den Kegelschnitten kennengelernt haben.
Deshalb kénnen wir auch ihre Bildkurven nicht, wie die Kegelschnitte,
nach der Aufsuchung weniger Bestimmungsstiicke selbstéindig her-
stellen, sondern miissen im allgemeinen unmittelbar aus den gegebenen
Stiicken der Drehfliche und der sie durchsetzenden Ebene die Risse
einer groferen Anzahl von Punkten der Schnittkurve ableiten, um durch
sie die Bildkurven hindurchzulegen. Von um so grofierem Werte ist es
daher, eine etwa vorhandene Symmetrieachse und die auf ihr liegenden
Scheitel zur Erhohung der Genauigkeit und zur Vereinfachung der
Konstruktion benutzen zu kénnen.
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Auch Kurven, wie wir sie hier erhalten, besitzen Kriimmungskreise.
Doch ist deren Bestimmung selbst fiir die Scheitel nicht einfach genug
im Verhiltnis zu ihrem praktischen Nutzen. Vielmehr wird meist, da
ohnedies zahlreiche Punkte konstruiert werden miissen, ein dem Scheitel
geniigend nahes Paar symmetrischer Punkte der Kurve vorhanden sein,
go daB durch den Scheitel und durch diese Punkte versuchsweise ein
Kreis gelegt werden kann, der die Kurve anndhert. Mit einem solchen
gewissermalen empirischen Krimmungskreis kénnen wir uns begniigen.

291. Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 84 nach Nr. 268 die Risse
einer Drehfliche in Grundstellung und die GrundriBspur e, einer scheitel-
rechten Ebene E. Gesucht sind die Risse der Kurve, in der E die Dreh-
fliche durchsetzt.

Da der Grundrif der Schnittkurve s vollstindig in e, enthalten ist,
handelt es sich nur um die Konstruktion des Aufrisses s””. Fillen wir
in Fig. 84 aus M, das Lot auf e;, so ist es die GrundriBspur der zu E
senkrechten Meridianebene und hat zum FuBpunkt Lden ersten Spur-
punkt der scheitelrechten Geraden 7, in der jene beiden Ebenen einander
schneiden; der zugehorige AufriBl I” ist nach den Sitzen von Nr. 270
Symmetrieachse von s” und tragt Scheitel LY, Li, die wir nach der
zweiten Aufgabe von Nr.269 bestimmen. Ferner ist der Schnitt-
punkt V' zwischen e, und k) der erste Spurpunkt der scheitelrechten
Schnittgeraden % zwischen E und der Ebene der Meridiankurve k&,
und, wenn % und k, einander begegnen, der Grundril der Punkte, in
denen k, und s einander schneiden; in den zugehorigen Aufrissen V7
und V7, die wir durch die Ordnungslinie von ¥V’ in "k{ einzeichnen,
tritt ¢’/ nach den Sitzen von Nr. 268 und Nr. 268 berithrend an kj
heran.

Legen wir nun eine erste Hauptlinie ¢ von E (¢ = ¢,) hindurch und
bestimmen nach der zweiten Aufgabe von Nr. 269 die Aufrisse 4”7, B”
der Punkte, in denen sie die Drehfliche durchbohrt, so sind 4/, B”
zwel symmetrische Punkte von s”. Indem wir eine Anzahl gleich-
miBig verteilter erster Hauptlinien von E (von denen in Fig. 84 nur
eine eingetragen ist) in dieser Weise beniitzen, erhalten wir die zur
Einzeichnung von s” notwendigen Punktel). Wire auch ein Breiten-
kreis b mit fester Tangentialebene vorhanden, so wiirde die erste Haupt-
linie von E, deren AufriB mit b iibereinstimmt, die Punkte liefern,
in denen §” beriihrend an " herantritt.

1) Dabei konnen wir schleifende Schnitte zwischen e, und einem im Grundri
zu ziehenden Kreis dadurch umgehen, daBl wir — anstatt mit der wagerechten
Geraden im AufriB zu beginnen — zuerst auf e, in gleichen Absténden von I,
zwei Punkte angeben, durch sie den Kreis mit dem Mittelpunkt M; legen und
diejenigen wagerechten Geraden als Aufrisse von ersten Hauptlinien beniitzen,
die sich nach der zweiten Aufgabe von Nr. 269 als zu jenem Kreis gehorige Auf-
risse von Breitenkreisen ergeben.
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Auf dieser Aufgabe beruht unmittelbar die Losung der folgenden

Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 84 nach Nr. 268 die Risse einer Dreh-
fliche in Grundstellung und die Risse einer Geraden p. Gesuchi sind
die Risge der Punkte, in denen 9 die Drebfliche durchbohrt.

Wenn némlich p zu der Drehachse m windschief (Nr. 48) ist, kénnen
wir nicht die in Nr. 269 angegebenen Verfahren anwenden, sondern
miissen die durch p gehende scheitelrechte Ebene E (¢, = p’) zu Hilfe
nehmen, den Aufril s’ ihrer Schnittkurve mit der Drehfliche nach der
vorigen Aufgabe herstellen und die Schnittpunkte zwischen p”” und s”
anmerken; diese sind die Aufrisse @, R” der gesuchten Punkte und
bestimmen durch ihre Ordnungslinien auf p’ die Grundrisse @', R'.
Natiirlich brauchen wir von ¢ nur so viel zu zeichnen, als zur Auf-
suchung von @ und R” unbedingt notig ist.

272. Die Lésung
der ersten Aufgabe
von Nr. 271 kénnen
wir leicht fiir den
Fall erweitern, da8
E gegen beide Tafeln
geneigt  ist. Wir
miisgen nur zweierlei
bedenken:  Erstens
sind die Grundrisse
der zu Hilfe genom-
menen ersten Haupt-
linien von E nicht
mehr in e, vereinigt
und miissen deshalb
auf Grund der fir
E gegebenen Bestim-
mungsstiicke  kon-
struiert werden.
Zweitens erhalten
wir auch im Grund-
riB  eine wirkliche
Bildkurve ', die
nach dem zweiten
Satz von Nr. 270
stets eine Symmetrie-
achse besitzt; sie be-
rithrt die Kurve des
scheinbaren Um-
risses in den Grundrissen der Punkte, in denen die Schnittkurve s der
Kurve des wahren Umrisses begegnet, und diese Punkte ergeben sich,
da die Kurve des wahren Umrisses aus Breitenkreisen besteht, durch die-
jenigen ersten Hauptlinien von E, die in den Ebenen jener Breitenkreise
liegen. — So kommen wir zu der folgenden allgemeinen Vorschrift:

Fig. 85.
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Sollen die Risse der Kurve s gezeichnet werden, wn der eine in Grund-
stellung befindliche Drehfliche durch eine Ebene E geschnitten wird, so
bestimmt man zuerst auf Grund des ersten Satzes von Nr.270 die Risse
der Symmetrieachse und nach der zweiten oder dritten Aufgabe von Nr. 269
die Risse der auf ihr liegenden Scheitel der Kurve. Darauf wihlt man
wn E, ungefihr gleichmdfig verteilt, erste Hauptlinien — darunter auch
die in den Ebenen derjenigen Breitenkreise befindlichen, die zu den Kurven
des wahren Umrisses fiir beide Tafeln gehoren — wund sucht nach der
zweiten Aufgabe von Nr.269 die Risse der Punkte, in denen ste die
Drehfliche treffen. Endlich trigt man, wenn die Meridiankurve k, in
der zur Aufrifftafel parallelen Meridianebene liegt, den Aufriff w' der
zwesten Hauptlinie w von E ein, fir die w =k, ist, und schneidet u’’
mit der Bildkurve k. Durch die gewonnenen Punkite legt man in beiden
Tafeln die Bildkurven s, 8 der Schnittkurve s hindurch, indem man
auf thre Symmetrie und auf ihre Beriihrungen mit den Kurven des schein-
baren Umrisses achtet.

Nach dieser Vorschrift werden wir in Nr. 274 eine besondere Auf-
gabe durchfiihren.

Die Kreisringfliche.

273. Wird ein Kreis um eine Gerade m gedreht, die in seiner Ebene
liegt, ihn aber nicht schneidet, so entsteht eine Kreisringfliche. Thre
Meridiankurven setzen sich zusammen je aus zwei in bezug auf m
symmetrischen Kreisen, und so zeichnen wir auch, wenn wir nach
Nr. 268 eine Kreisringfliche tn Grundstellung darstellen, in Fig. 85 den
AufriB k) der Meridiankurve %,, deren Ebene zu der Aufrifitafel par-
allel ist. Die Mittelpunkte aller Meridiankreise liegen in einer wage-
rechten Ebene, die den weitesten Breitenkreis 6, und den engsten
Breitenkreis b, der Fliche enthilt; diese beiden Breitenkreise bilden
firr die GrundriBtafel die Kurve des wahren Umrisses und ihre Grund-
risse ¥, b, die Kurve des scheinbaren Umrisses und zugleich auch den
scheinbaren UmriB selbst. Der oberste und der unterste Breitenkreis,
b; und b,, sind Kreise mit festen Tangentialebenen und haben zu Auf-
rissen die Strecken b7 und &/, die auf den beiden wagerechten, gemein-
samen Tangenten der Kreise von k¢ durch ihre Berithrungspunkte be-
grenzt werden ; deshalb besteht fiir die Aufriftafel die Kurve des schein-
baren Umrisses aus den Strecken b und b/ und aus den beiden Kreisen
von k7, von denen jedoch die inneren Halften nicht zum scheinbaren
Umrifl selbst gehoren.

Die Breitenkreise b; und b, teilen die Kreisringfliche in zwei Teile,
die gesondert betrachtet werden konnen; ihre Aufrisse sind in Fig. 86a
und Fig. 86b verkleinert hingezeichnet. Der eine Teil kann als Wulst
(Fig. 86a) und der andere als Hohlkehle (Fig. 86b) bezeichnet werden.
Der Wulst hat denselben scheinbaren Umri8 wie die ganze Kreisring-
fliche, wihrend bei der Hohlkehle die duBeren Hilften der beiden Kreise
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von kj durch die inneren ersetzt sind. Die in den Anwendungen vor-
kommenden Drehflichen haben meistens Meridiankurven, die sich aus
Kreisbogen und Geraden zusammensetzen, und konnen infolgedessen

a Fig. 86.

in Zonen zerlegt werden, die geraden Kreiszylinder- und Kreiskegel-
flichen, Kugeln, Wiilsten und Hohlkehlen angehéren. Aus solchen
Drehflichen sind insbesondere die Schubstangenkipfe durch Ebenen
herausgeschnitten, die zueinander und zu der Drehachse parallel sind
und gleichen Abstand von dieser besitzen; deshalb bestehen die bei
ihnen vorkommenden Verschneidungslinien aus Stiicken von Geraden,
von Hyperbeln (s. Fig. 81), von Kreisen und von Kurven der Ait, wie
sie nach der Aufgabe von Nr. 271 auf einem Wulst und einer Hohl-
kehle zu konstruieren und in Fig. 86 eingetragen sind.

274, Wir nehmen in Fig. 85 auf ¥ den Aufri P{ eines Punktes P,
der Hohlkehle und den AufriB @ eines Punktes @, des Wulstes an
und ziehen die Tangenten g und %), die in Pj und @ die Kreise
von ky berithren. Da die Breitenkreistangenten von P, und @, zu der
Aufrifitafel senkrecht stehen (NT. 264), gilt dasselbe fiir die Tangential-
ebenen der Kreisringfliche, die zu diesen Punkten gehéren. Die Ge-
raden g7, hy enthalten also die Aufrisse dieser Tangentialebenen und
zeigen, daf die Tangentialebene von P, die Kreisringfliche durchsetzen
muB, wihrend die Tangentialebene von @,, wie wir dies z. B. von der
Kugel her gewthnt sind, auller @, keinen Punkt mit ihr gemeinsam
haben kann. Dasselbe finden wir bei jedem anderen Punkt der Hohl-
kehle und bei jedem anderen Punkt des Wulstes und erkennen daraus,
daf die beiden Flichenteile hinsichtlich ihrer Tangentialebenen grund-
sitzlich verschiedene Eigenschaften besitzen. Wir wenden uns deshalb
zu der

Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 85 die Risse einer Kreisringfliche
in Grundstellung und der Grundril P’ eines Punktes P der Hohlkehle.
Gesucht sind die Risse der Kurve s, in der die Tangentialebene von P
die Kreisringfliche schneidet.

Wir suchen zuerst den Aufri} des Punktes P nach der zweiten Auf-
gabe von Nr.269 — mit Hilfe des einen Schnittpunktes P, zwischen
der Meridiankurve k, und dem Breitenkreis ¢ von P — und zwar wihlen
wir den oberen der beiden méglichen Punkte. Die Tangentialebene E
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von P wird bestimmt durch die Breitenkreistangente ¢, deren Grundri3
in P’ den Kreis ¢’ berithrt und deren Aufril mit ¢’ zusammenfillt,
und durch die Meridiantangente g (Nr. 263). Diese ist ebenso wie die
Meridiantangente g, von P, Erzeugende einer geraden Kreiskegelfliche
(Nr. 264), deren Scheitel S zu Rissen die Punkte 8= M, und den
Schnittpunkt S zwischen m’” und der zu P; gehorigen Tangente g
von ky hat; also kénnen wir ¢’ = 8P’ und ¢’ = §”P” eintragen.

Die durch m und g bestimmte Ebene ist Meridianebene der Ring-
fliche und zugleich, da ¢ erste Hauptlinie von E und ¢’ L # ist, auf E
senkrecht; sie zeichnet also nach dem ersten Satz von Nr. 270 g als
Symmetrieachse der Kurve s in E ein, so daBl ¢’ nach dem zweiten
Satz von Nr. 270 Symmetrieachse der Bildkurve s’ ist.

Nun verfahren wir genau nach der Vorschrift von Nr.272: Wir
bestimmen mit Hilfe von g die Risse der Scheitel C und D von s und
erhalten in ¢’ und D’ die Scheitel von s’. Als erste Hauptlinien von E
nehmen wir diejenigen, deren Aufrisse die Kreise von %}, ausgehend
von b und b7, in zwolf gleiche Teile!) teilen, und legen ihre Grund-
risse parallel zu ¢’ durch die Punkte von ¢’, die auf den Ordnungs-
linien der Schnittpunkte zwischen g’ und jenen Aufrissen liegen; da-
durch erzielen wir die Vereinfachung, daBl je zwei dieser Hauptlinien
zu denselben Kreisen im GrundriB fithren, und erhalten unter den
gefundenen Punkten von s” und s’ auch die Berithrungspunkte mit
b{, b, und mit b, by. Hierbei bemerken wir noch, daf die Bildkurve s’
in den auf b; = b; liegenden Punkten die zu ihrer Bestimmung dienen-
den, zu # parallelen Hilfsgeraden beriihrt, weil die Tangenten von s
in den auf b; und b, liegenden Punkten selbst erste Hauptlinien von E
sind. Endlich bestimmen wir noch den Aufrif} »” der zweiten Haupt-
linie # von E, fir die v’ = k] ist, dadurch, daB « durch § geht und
daB fiir den Schnittpunkt 7' zwischen % und ¢ der Grundrif} als Schnitt-
punkt von «’ und ¢’ bekannt ist; «’" schneidet in %{ die Beriithrungs-
punkte von s ein. Nunmehr zeichnen wir in Fig. 85 die Bildkurven
8’, 8 ein und deuten die Sichtbarkeit so an, dafl die Kreisringfliche
als durch E abgeschnitten erscheint.

275. Eine besondere Untersuchung erfordern die Kurve s und ihre
Bildkurven ¢, 8" in der Umgebung des Punktes P und seiner Risse
P’, P”. Nehmen wir eine erste Hauptlinie ¢, in E in der Niihe von ¢
und den in derselben wagerechten Ebene befindlichen Breitenkreis ¢,
der Hohlkehle, so ist ¢, Tangente eines Breitenkreises der geraden Kreis-
kegelflache, der ¢ und g, als Erzeugende angehéren. Dieser Breiten-
kreis ist, wie die Lage von g, gegen k; zeigt, enger als ¢,; jedoch ist der
Unterschied der Halbmesser um so geringer, je néher ¢, an ¢ liegt. In-

1) Zur Zwolfteilung des Kreises zeichnet man mit Hilfe der Zeichendreiecke
zwei rechtwinklige Durchmessersehnen und tragt von ihren Endpunkten aus nach
beiden Seiten den Halbmesser des Kreises als Sehne ein.
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folgedessen schneidet ¢, den Kreis ¢;, und mit ihm die Hohlkehle, in
zwei Punkten, die immer naher aneinanderriicken und schlieBlich in P
zusammenfallen, wenn wir #, an ¢ heranschieben. Dasselbe gilt far
eine erste Hauptlinie ¢,, die wir in E auf der anderen Seite von ¢ an-
nehmen, und fiir den zu ihr gehorigen Breitenkreis ¢, der Hohlkehle.
Also muBl die Kurve s, wie wir am Grundril von Fig. 85 verfolgen
konnen, mit vier Ziigen nach dem Punkt P laufen. Aber wie diese
Zige sich in P zusammensetzen, vermoégen wir zunichst nicht anzu-
geben; denn wir konnen, wihrend der Satz von Nr. 257 fir jeden
anderen Punkt von s eine bestimmte Tangente in der Schnittgeraden
zwischen E und der Tangentialebene liefert, fir P eine solche nicht
zu konstruieren, da E selbst Tangentialebene von P ist. Erst die An-
wendung hoéherer mathematischer Hilfsmittel lehrt, dafl die Kurve s
in P und nach dem zweiten Satz von Nr. 258 auch ihre Bildkurven 8’
und §” in P’ und P” Knoten besitzen. Und zwar gilt dies nicht
nur fiir die Hohlkehle der Kreisringfliche; vielmehr bestebt der Satz:

Jede Tangentialebene einer krummen Fliche, deren Berihrungspunkt
auf einem, nach Art der Hohlkehle gekriimmient) Fldchenteil liegt, schneidet
die krumme Fliche in einer Kurve, fiir die jener Punkt ein Knoten ist.

Die Kurve s kann, je nach der Lage von P auf der Hohlkehle, auch

andere Gestalten annehmen, als wir sie in Fig. 85 erhalten haben. Im

wesentlichen kommt noch die in Fig. 87 gezeich-

nete Gestalt in Betracht; sie tritt auf, wenn die

Meridiantangente g so steil steht, daB sie mit

der Kreisringfliche auBer P keine weiteren

Punkte ¢ und D mehr gemeinsam hat. Im

Ubergangsfall, in dem g¢; innere gemeinsame

Fig. 87. Tangente der beiden Kreise von kf ist, wird

g Meridiantangente und E Tangentialebene zu-

gleich fir zwei Punkte der Kreisringfliche; dann zerfallt, wie ohne

Beweis angefiihrt werde, s in zwei Kreise, die in E durch diese beiden
Punkte laufen.

IL Durchdringungskurven krummer Flichen: Kegel- und
Zylinderflichen.
Durchdringungskurven.

276. Wie die Durchdringungslinie zweier Vielflache ein raumliches
— aus einem oder mehreren Streckenziigen bestehendes — Vieleck ist
(Nr. 71), so ergibt sich als Durchdringungs- oder Verschneidungslinie
von zwes krummen Flichen eine Kurve, die im allgemeinen nicht in einer
Ebene enthalten ist und auch in mehrere getrennte Teile zerfallen
kann. Aus dem Satz von Nr. 257 folgt sofort:

1) Solche Flachenteile nennt man hyperbolisch oder negativ gekriimmt, wahrend
Lnan (;is nach Art des Wulstes gestalteten als elliptisch oder positiv gekriimmdt
czeichnet.
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Die Durchdringungskurve von zwei krummen Fldchen hat in jedem
Punkt zur Tangente die Schnittgerade der Tangentialebenen, die in dem
Punkt fiir die beiden Flichen bestimmt werden kénnen.

Wenn ferner zwei krumme Flichen eine gemeinsame Symmetrie-
ebene Z haben und P, ein Punkt ihrer Durchdringungskurve s ist,
so muf3 der zu P, in bezug auf & symmetrische Punkt P, sowohl der
einen als auch der anderen Fliche angehéren und somit ebenfalls auf %
liegen. Also ist 2 auch Symmetrieebene von k. Wir erhalten so den
folgenden Satz, der eine Erweiterung des letzten Satzes von Nr. 259 ist:

Besitzen zwei krumme Flichen eine gemeinsame Symmelrieebene, so
st diese auch Symmetrieebene threr Durchdringungskurve.

Um fiir die Durchdringungskurve zweier in Grund- und AufriB} ge-
gebenen Flachen die Risse zu konstruieren, kénnen wir an das Ver-
fahren anschlieBen, das wir in Nr. 73 fiir die Durchdringungslinien der
Vielflache entwickelt haben. Aber je nach Art und Stellung der beiden
Flachen werden in den einzelnen Fiéllen sehr verschiedene MafBnahmen
erforderlich, die zu neuen Verfahren fithren. Wir werden solche fiir die
Durchdringungen von Kegelflichen, Zylinderflichen und Drehflichen
aufsuchen.

Zwei Kegelflichen.

277. Fir die Konstruktion der Durchdringungskurve zweier Kegel-
oder Zylinderflichen kénnen wir das Verfahren von Nr. 73 unmittelbar
weiterbilden. Zwar besitzen Kegel- und Zylinderflichen keine Kanten,
deren Schnittpunkte mit der jeweiligen anderen Flidche zu bestimmen
und in der ihnen zukommenden Reihenfolge geradlinig zu verbinden
sind; aber wir kénnen statt dessen auf ihnen Erzeugende auswihlen
und ihre Schnittpunkte mit der jeweiligen anderen Fliche aufsuchen,
um dadurch eine geniigende Anzahl (vgl. Nr. 147) von Punkten fiir die
Einzeichnung der Risse der Durchdringungskurve zu erhalten. Wollten
wir jedoch zur Konstruktion der Risse jener Schnittpunkte wie in
Nr. 73 stets nur zu einer Tafel senkrechte Ebenen zu Hilfe ziehen, so
miiBten wir — aulBler in besonders giinstig liegenden Fillen — als
Risse der XKurven, in denen die Hilfsebenen immer die jeweilige andere
Flache schneiden, eine groBere Anzahl verwickelterer Kurven zeichnen.
Deshalb werden wir von vornherein die Hilfsebenen so zu wahlen
suchen, da8 wir die sich ergebenden Hilfskurven moéglichst bequem
herstellen kénnen.

Die einfachsten Schnittfiguren einer Kegelfliche, namlich gerade
Linien, liegen in den Ebenen, die den Scheitel der Fliche enthalten.
Deshalb empfiehlt sich als allgemeines Verfahren fiir die Konstruktion
der Durchdringungskurve zweier Kegelflichen, die Hilfsebenen durch die
Scheitel beider hindurchzulegen.

Wir wollen es uns in der rdumlichen Vorstellung klar machen und
zwar an der Hand von Fig. 88. Dort sind in einem Schrégrifl, dessen
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nach Nr. 14 erfolgte Herstellung wir hier nicht naher beschreiben, zwei
gerade Kreiskegel mit den Scheiteln §;, S, und den Leitkreisen k&, k,
dargestellt. Die Leitkreisebenen schneiden sich in der Geraden p und
werden von der Geraden 8,8, in 7T, und 7', durch-
bohrt. Eine durch S, S, gelegte Ebene E hat in
den Leitkreisebenen die Spurgeraden e, und e,,
die beziehungsweise durch 7'y und 7', gehen und
einander in einem Punkte E von p begegnen.
Wenn e, und %, die Schnittpunkte 4,, B; und
wenn e, und k, die Schnittpunkte 4,, B, haben,
so enthilt E die Erzeugenden 8, 4,, S8,B; der
ersten und die Erzeugenden 8,4,, S,;B,
der zweiten Kegelfliche, und die vier
Schnittpunkte dieser beiden Geraden-
paare gehéren beiden Flichen,
also auch ihrer Durchdrin-
F2 i ) » gungskurve an. Drehen
s N\ g Wir also E um die Ge-

= rade 8,8, so er-

(I Jr

o

\
>
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Fig. 88.

halten wir auf diese Weise so viele Punkte der Durchdringungskurve,
als wir wiinschen.

278. In Fig. 88 konnen von 7'; an den Leitkreis &, Tangenten ge-
legt werden; nehmen wir die in C, beriihrende Tangente f,, so be-
stimmt sie mit 8,8, zusammen die zu der Erzeugenden S,C, gehérige
Tangentialebene ® der ersten Kegelfliche. Die Spurgerade f,, die ®
in die Ebene von k, einzeichnet, verbindet 7', mit dem Schnittpunkt F
zwischen p und f,; da sie den Leitkreis &, in zwei Punkten C,, D, trifft,
enthalt ® auch zwei Erzeugende 8,C,, S,D, der zweiten Kegelfliche
und liefert, als Hilfsebene benutzt, in den Schnittpunkten von S,C,
mit S,C, und 8, D, zwei Punkte C, D der Durchdringungskurve. Fiir
diese Punkte koénnen wir auch die Tangenten der Kurve angeben: Sie
sind, da ® sowohl zu C wie zu D als Tangentialebene der ersten Kegel-
fliche gehoért, nach dem ersten Satz von Nr.276 die Schnittgeraden
von ® mit den zu € und D gehérigen Tangentialebenen der zweiten
Kegelfliche und, da von diesen nach Nr. 201 die eine die Erzeugende
8,C, und die andere die Erzeugende S,D, enthilt, diese Erzeugenden
selbst. Also gilt der Satz:
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Wird nach dem Verfahren wvon Nr.277 die Durchdringungskurve
zweter Kegelflichen konstruiert und gibt es eine Hilfsebene O, die Tan-
gentialebene der einen Fliche ist, so ist jede in ® liegende Erzeugende
der anderen Fliche fiir die Durchdringungskurve Tangente in threm
Schnittpunkt mit derjenigen Erzeugenden der ersten Fliche, 2u der © als
Tangentialebene gehort.

Die Hilfsebene E, die in Fig. 88 durch ihre Spuren e, e, angedeutet
ist, denken wir uns um 8,8, so gedreht, dafl der Punkt F auf p in der
Pfeilrichtung wandert. Wenn sie dabei @ iiberschreitet, so vermindert
gich, da die Erzeugenden 8,4, und 8, B, zunichst sich in §,C; ver-
einigen und dann fortfallen, die Zahl der in ihr liegenden Punkte der
Durchdringungskurve von 4 zunichst auf 2 und dann auf 0. Wire k,
kein Kreis, sondern eine Kurve, die mit ihrer Tangente f, auler dem
Berithrungspunkt C; noch einen oder mehrere Schnittpunkte gemein-
sam hitte, so finde dasselbe statt, nur mit dem Unterschied, dafl an
die Stelle der Zahlen 4, 2, 0 andere Zahlen treten wiirden. Somit werden
wir zu der folgenden Bemerkung gefithrt: Wenn bei dem Verfahren von
Nr. 277 eine Hilfsebene die eine Fldche beriihrt und die andere schneidet,
so tremnt sie zwei Gebiete, in denen die Hilfsebenen wvon wverschiedener
Wirksamkeit sind.

279. Eine Besonderheit tritt ein, wenn — wie dies in Fig. 88 der
Fall ist — eine aus 7, an k; gehende Tangente g, und eine aus 7',
an k, gehende Tangente g, sich in einem Punkt G von p begegnen. Dann
sind g, und g,, wenn ihre Beriihrungspunkte P, und P, heiBlen, die
Spuren einer durch 8, 8, gehenden Ebene I, die gleichzeitig Tangential-
ebene der ersten Kegelfliche lings der Erzeugenden §,P, und Tan-
gentialebene der zweiten Kegelfliche lings der Erzeugenden S,P, ist.
Deshalb gehért der Schnittpunkt P von 8;P, und S,P, beiden Kegel-
flachen so an, daB sie in ihm dieselbe Tangentialebene besitzen, einander
also berithren; er ist ein Punkt der Durchdringungskurve der beiden
Flichen, aber ein solcher, fiir den sich nach dem ersten Satz von Nr. 276
eine bestimmte Tangente nicht ergibt. Deshalb liegt die Vermutung
eines Ausnahmepunktes nahe; in der Tat: Nehmen wir in Fig. 88 die
Hilfsebene E und denken sie uns um §,8, in die Lage [ gedreht, so
vereinigen sich e, mit g,, e, mit g,, 8;4; und 8, B, mit S, P, S, 4,
und 8,B, mit S, P, und folglich die vier Punkte, in denen die Erzeu-
genden 8,4, S;B; den Erzeugenden S,4,, §;B, begegnen, mit dem
Schnittpunkt P von S; P, und S, P,. Also haben wir hier dieselbe Er-
scheinung wie in Nr. 275 bei den Tangentialebenen hyperbolisch ge-
kritmmter Flichen; es ergibt sich auch durch Anwendung hoherer
Hilfsmittel ein Satz, der den Satz von Nr.275 unter sich begreift.
Doch miissen wir, um ihn in seiner allgemeinen Form zu verstehen,
bedenken, daf3 die Durchdringungskurve von zwei beliebigen krummen
Fliachen, die einander in einem Punkt beriihren, nicht durch diesen
Punkt hindurchzugehen braucht. Der Satz lautet:
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Besitzen zwei Flichen, die einander durchdringen, einen Berihrungs-
punkt, so ist dieser entweder ein Knoten der Durchdringungskurve oder
liegt von ihr getrennt.

280. Die wesentlichen Eigenschaften des Verfahrens von Nr. 277
kénnen wir in folgender Weise kurz zusammenfassen: Die Hilfsebenen
gehen durch eine Gerade oder, mit anderen Worten, sie bilden einen
Ebenenbiischel, dessen Achse die Gerade ist. Der Ebenenbiischel zeichnet
in die Ebene jeder Leitkurve Geraden ein, die durch einen Punkt gehen,
d. h. einen Strahlenbiischel, dessen Scheitel der Spurpunkt jener Achse
ist. Diese beiden Strahlenbiischel stehen dadurch miteinander in Be-
ziehung, dafl je zwei Strahlen, die sich auf der Schnittgeraden der
Ebenen der Leitkurven begegnen, die Spurlinien derselben Hilfsebene
sind.

Besonderheiten der Lage konnen gewisse Abinderungen des Ver-
fahrens erfordern. Die wichtigsten Fille sind die folgenden beiden:

Erstens kann die Achse des Hilfsebenenbiischels zu der Ebene der
einen Leitkurve parallel sein — etwa, wenn wir an Fig. 88 ankniipfen,
zu der Ebene von k,. Dann fehlt der Spurpunkt 7', und die Spuren
der Hilfsebenen bilden in dieser Ebene keinen Strahlenbiischel, sondern,
da sie simtlich der Achse des Hilfsebenenbiischels parallel sind, einen
Parallelenbiischel.

Zuweitens konnen die beiden Leitkurven in derselben Ebene liegen.
Dann vereinfacht sich das Verfahren dadurch, daB fiir jede Hilfsebene E
nur eine einzige Spur in Betracht kommt, in der sich die beiden Geraden
¢, und e, von Fig. 88 vereinigen. Diese Spuren bilden wiederum einen
Strahlenbiischel, in dessen Scheitel die Punkte 7', und 7', von Fig. 88
zusammenfallen, oder — wenn die Achse des Hilfsebenenbiischels der
Ebene der Leitkurve parallel ist — einen Parallelenbiischel.

Eine Kegelfliche und eine Zylinderfliche.

281. Wir verzichten darauf, Beispiele fiir das Verfahren von Nr. 277
im rechtwinkligen Zweitafelsystem durchzufiihren, und benutzen es nur
als Vorbild, um fiir andere Fille geeignete Verfahren abzuleiten. Ist
zunéichst die Durchdringungskurve einer Kegel- und einer Zylinder-
fliche zu konstruieren, so gibt es wiederum Ebenen, die beide Flichen
in Erzeugenden schneiden. Sie gehen durch den Scheitel der Kegel-
fliche und sind (Nr. 185) zu den Erzeugenden der Zylinderfliche par-
allel, enthalten also simtlich die Gerade, die zu den letztgenannten
Erzeugenden parallel durch den Kegelscheitel lduft. Hiermit erhalten
wir als allgemeines Verfahren fiir die Konstruktion der Durchdringungs-
kurve einer Kegel- und einer Zylinderfliche, die Hilfsebenen durch die
Gerade zu legen, die parallel zu den Zylindererzeugenden durch den Kegel-
scheitel gezogen werden kann.

Dieser Hilfsebenenbiischel ist genau so zu benutzen, wie es in Nr. 280
zusammenfagsend und in Nr. 277 ausfiihrlich geschildert wurde. Auch
die Sitze von Nr. 278 und Nr. 279 gelten, und die in Nr. 280 behandelten
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Unterfille konnen ebenfalls eintreten. Nur dadurch entsteht ein Unter-
schied, daB jetzt in jeder Hilfsebene die in ihr liegenden Kegelerzeugenden
nach dem Kegelscheitel, die in ihr liegenden Zylindererzeugenden aber
in der ihnen eigenen Richtung zu ziehen sind.

Die Durchfithrung dieses — und jedes anderen — Verfahrens im
rechtwinkligen Zweitafelsystem stellt je nach der zuféilligen Anordnung
der gegebenen Stiicke konstruktive Aufgaben, die in den einzelnen Bei-
spielen selbst zu behandeln sind. Jedoch ergeben sich iiberall — wie
auch schon in den Aufgaben von Nr. 271 und Nr. 274 — fiir die Er-
zielung moglichster ZweckmiBigkeit der Konstruktionen gewisse all-
gemeine Gesichtspunkte, die wir hier zusammenfassen:

Die Hilfsebenen sind so anzuordnen, daf ste fir alle Risse der Durch-
dringungskurve moglichst gleichmdfig verteilte Punkte liefern; darunter
snsbesondere die Punkte, fir die zugleich die Tangenten angegeben werden
konnen, sei es nach dem letzten Satz von Nr. 266 oder nach dem ersten
Satz von Nr. 278 oder nach exnem diesem dhnlichen Satz. Ist insbesondere
etne der Bildkurven symmetrisch, so wihle man, wenn es méglich ist, die
Hilfsebenen so aus, daf} sich fir diesen Rif3 Paare symmetrischer Punkte
und die Scheitel ergeben. Auch sonst suche man, sobald wenigstens eine
der gegebenen Flichen eine geeignet gelegene Symmetrieebene besitzt, diesen
Umstand zur Erleichterung der Konstruktion, vor allem zur Verminderung
der Hilfslinien, auszunulzen.

In den folgenden Beispielen bevorzugen wir ausdriicklich solche,
in denen Symmetrieebenen vorkommen; denn gerade diese Falle spielen
in den Anwendungen eine grofle Rolle.

282. Handelt es sich z. B. um einen geraden Kreiskegel und einen
geraden Kreiszylinder, deren Risse in Fig. 89 so gegeben sind, daB der
erste mit seinem Leitkreis k auf der Grundrifitafel TT, steht und der zweite
zu TI; parallele Erzeugende hat, so geht die Achse des Hilfsebenen-
biischels durch den Kegelscheitel S parallel zu den Erzeugenden des
Zylinders und somit auch parallel zu der Ebene TT;, von k; also haben
wir hier die erste der in Nr. 280 erwidhnten Besonderheiten. Da der
Leitkreis z des Zylinders in einer zu TT, senkrechten Ebene liegt, kénnen
wir diese unmittelbar zur Tafel TT; eines an den Grundriff anschlieBenden
Seitenrisses nehmen. In diesem ist 2’ der Rifl des ganzen Kreiszylinders
und jeder Punkt von 2"’ der Rif} einer Erzeugenden desselben.

Die Achse des Hilfsebenenbiischels steht auf Tl; in dem Punkt
T == T"" senkrecht, in den zugleich der Seitenril S/ von S hinein-
fallt ; ihr GrundriB $’7” hat, wie die Grundrisse der Zylindererzeugenden,
die Richtung der Ordnungslinien [1, 3]. Fiir eine Hilfsebene E ist die
GrundriBspur e¢; zu §’7" parallel, wihrend die SeitenriBspur e, den
Punkt 7" mit dem Schnittpunkt zwischen a,; und e, verbindet. Die
Grundrisse der in E liegenden Kegelerzeugenden gehen von 8’ nach
den Schnittpunkten zwischen e; und %', und die Grundrisse der in E
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enthaltenen Zylindererzeugenden fallen mit den Ordnungslinien [1,3]
zusammen, die durch die Schnittpunkte zwischen e, und 2z’ laufen.
Die Schnittpunkte der so erhaltenen zwei Geradenpaare sind die Grund-
risse der in E befindlichen Punkte der Durchdringungskurve.

”

Fig. 89.

Aus dem Seitenrif von Fig. 89 erkennen wir, daB eine Ebene des
Hilfsebenenbiischels den Kreiszylinder berithrt und den Kreiskegel
schneidet und dafl eine zweite den Kreiskegel berithrt und den Kreis-
zylinder schneidet; nach Nr. 278 liefern sie die Punkte der Durch-
dringungskurve, in denen sie Erzeugende des Kegels oder des Zylinders
zu Tangenten hat, und begrenzen den Bereich, in dem wir die Hilfs-
ebenen ungefihr gleichmifig anordnen miissen. In diesem Bereich be-
finden sich von den Erzeugenden, aus denen die wahren Umrisse der
beiden Flichen bestehen, die Zylindererzeugenden mit den Fufpunkten
A und B und die Kegelerzeugenden SC und 8D; legen wir durch diese
die Hilfsebenen, so erhalten wir die Punkte, in denen die Risse der
Durchdringungskurve die scheinbaren Umrisse der beiden Flachen be-
rithren.
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Eine Ebene, die senkrecht zu den Erzeugenden eines Zylinders steht,
ist, wie sofort einleuchtet, stets eine Symmetrieebene der unbegrenzt
gedachten Zylinderfliche. Deshalb ist die zu TT, parallele Meridian-
ebene Z des geraden Kreiskegels zugleich auch Symmetrieebene der
geraden Kreiszylinderfliche, aus der in Fig. 89 der Kreiszylinder aus-
geschnitten ist. Also ist nach dem zweiten Satz von Nr. 276 £ Sym-
metrieebene der Durchdringungskurve und nach dem dritten Satz von
Nr. 260 die Grundrilspur s; von ¥ Symmetrieachse der Bildkurve
in TT,. Fiir diese Bildkurve liefert die schon oben erwéhnte, den Zylinder
beriihrende Hilfsebene die auf s; liegenden Scheitel und jede andere
Hilfsebene von selbst in bezug auf s; symmetrische Punkte.

283. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an die Lésung der

Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 89 die Risse eines geraden Kreis-
kegels, der auf der Grundrifitafel steht, und eines geraden Kreiszylinders,
dessen Erzeugende der GrundriBtafel parallel sind. Gesucht sind die
Risse der Durchdringungskurve.

Wir fithren denselben Seitenri wie in Nr. 282 ein und benutzen
auch dieselben Bezeichnungen. Um eine moglichst gleichméBige An-
ordnung der sich ergebenden Punkte zu erzielen, suchen wir sie auf
Erzeugenden des Kreiskegels, deren FuBpunkte den Leitkreis %k in
gleiche Teile teilen. Wir nehmen, als die bequemste, die Zwolfteilung 1)
des Kreiges &’ und zwar so, daf} die Teilpunkte 7 und 7 auf s, liegen;
dann sind die zu diesen beiden Punkten gehérigen Tangenten von &k’
und die Verbindungsgeraden der Teilpunkte 2 und 12, 3 und 11, 4
und 10, 5 und 9, 6 und & die GrundriBspuren von Ebenen aus dem Hilfs-
ebenenbiischel. Verfahren wir mit diesen, wie es in Nr. 282 fiir eine
Ebene E geschildert wurde, so erhalten wir symmetrische Punktepaare
fiir den Grundri8 der Durchdringungskurve. Wegen der Lage, die in
Fig. 89 die gegebenen Stiicke haben, befinden sich darunter bereits die
Grundrisse der Punkte, in denen die Durchdringungskurve Erzeugende
des Kegels oder des Zylinders beriihrt (auf den nach 2, 12 und 7 laufen-
den Kegelerzeugenden), sowie der Punkte auf den UmriBlinien SC
und SD des Kegels. Nur die Punkte auf den UmriBlinien des Zylinders,
den Erzeugenden mit den FuBpunkten 4 und B, fehlen noch; die zu
ihnen fithrenden Hilfsebenen miissen wir so legen, daB ihre dritten
Spuren die Geraden 7"”A”’ und 7"’B’’ sind.

Eine Schwierigkeit aber tritt auf: Fir die Hilfsebene, deren Grund-
riBspur durch 8’ und die Teilpunkte 4 und 10 geht, fallen die Grund-
risse der in ihr enthaltenen Kegel- und Zylindererzeugenden zusammen,
so daB ihre Schnittpunkte unbestimmt bleiben. Dann nehmen wir
einen an den dritten Ri anschlieBenden vierten RiB zu Hilfe, kon-
struieren die gesuchten Punkte in ihm und iibertragen sie nach Nr. 37
in den GrundriB. Dies ist in Fig. 89, soweit erforderlich, ausgefiihrt;

1) Siehe die Anmerkung zu Nr. 274.

Luadwig. Darstellende Geometrie II. 6
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da die vierte Spur s, der Symmetrieebene Z fiir den vierten Rifl Sym-
metrieachse ist, brauchte dieser nur auf der einen Seite von s, gezeichnet
zu werden. — Diesen vierten Rifl ziehen wir auch hinzu, wenn die
GrundriBspur einer notwendigen Hilfsebene so nahe an S’ vorbeigeht,
daB schleifende Schnitte entstehen.

Fiir die Bildkurve im Grundrifl haben wir jetzt geniigend viele und
einigermafen gleichm#fig verteilte Punkte. Da die zu ihnen gehdorigen
Seitenrisse simtlich auf 2z’ liegen und somit ebenfalls bekannt sind,
konnen wir nach Nr. 37 auch die zugehorigen Aufrisse bestimmen, von
denen jedoch in Fig. 89 nur die Berithrungspunkte der Bildkurve auf
den UmriBllinien und auf den beriihrten Kegel- oder Zylindererzeugenden
ausdriicklich angemerkt sind. Sollten hier die gewonnenen Punkte zu
ungleichmiBig verteilt sein, so miiiten neue Hilfsebenen an passenden
Stellen eingelegt werden. Endlich zeichnen wir die Bildkurven im
GrundriB und im Aufri an der Hand der gefundenen Punkte und Tan-
genten ein, bei der ersten auf ihre Symmetrie in bezug auf s, — be-
sonders in der Nihe der Scheitel (vgl. den letzten Absatz von Nr. 270) —
und bei beiden auf ihre (in Fig. 89 nicht eingetragenen) gemeinsamen
Tangenten (Nr.258) achtend.

Zur Erhohung der Anschaulichkeit heben wir im Grundrif und im
Aufri die gegenseitige Lage der sich durchdringenden Kérper unter
Andeutung der Sichtbarkeit hervor. Dabei kommt es — wie bei Viel-
flachen — im wesentlichen auf die wahren Umrisse an, die*sichtbare
und verdeckte Flichenteile trennen. Deshalb kinnen wir die Erérte-
rungen von Nr. 76 von den ebenflichig begrenzten Korpern auf die krumm-
flichig begrenzten Kirper idibertragen. Dies kann an dem vorliegenden
Beispiel in Fig. 89 leicht verfolgt werden.

284, In den Anwendungen wird oft die eine Flache nur bis an die
andere heran und nicht durch sie hindurch gefiihrt, so daB nur Stiicke
von Verschneidungslinien zu zeichnen sind. Ein Beispiel hierfiir be-
handelt die

Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 90 die Risse einer Rohrverbindung,
die aus einem geraden Kreiszylinder und einem an ihn angesetzten,
geraden Kreiskegelstumpf besteht. Gesucht sind die Risse der Ver-
schneidungslinie.

Die bei ihr notwendigen Konstruktionen stimmen im wesentlichen
mit den in Nr. 283 geschilderten iiberein, und nur geringe Abweichungen
sind anzumerken:

Der Scheitel des Kegels, zu dem der Kegelstumpf gehért, ist nicht
gegeben, so dafl sein Seitenrifl §' (== T""’) erst bestimmt werden miiite
und zwar durch den ziemlich schleifenden Schnitt der UmriBlinien.
Ferner ist es auch fiir die Genauigkeit der Konstruktion nicht giinstig,
«len kleinsten Breitenkreis ¢ des Kegelstumpfes zum Leitkreis zu nehmen.
Deshalb verlingern wir die Kegelfliche und zeichnen (Nr. 207) die Risse
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ibres in der Grundrifitafel liegenden Breitenkreises k; diesen benutzen
wir als Leitkreis, teilen seinen Grundrifl %' in zwolf gleiche Teile und
gleichzeitig auch — mittels der von §” nach den Teilpunkten von &’

”

Fig. 90.

gebenden Halbmesser — den GrundriB ¢’ des Kreises ¢. Ubertragen
wir diese Teilpunkte auf k”"=a,; und ¢’”, so erhalten wir durch die
Verbindung zusammengehoriger Punkte die SeitenriBspuren der Hilfs-
ebenen.

Die Lage der Rohrverbindung gegen die Tafeln ist in Fig. 90 so,
daB der SeitenriB ein Kreuzrifl (Nr. 37) ist. Infolgedessen ist der Auf-
riB dem vierten RiBl kongruent, den wir nach dem Muster von Fig. 89
zur Behandlung der Erzeugenden 4 und 10 des Kegelstumpfes ein-
fithren miiBten, und kann statt seiner benutzt werden. Aber es ist
auch méglich, den KreuzriB von vornherein, wie es in dem mit aff.
P* usw. bezeichneten Teil von Fig. 90 angedeutet ist, neben den Auf-
riB zu legen und zuerst in diesem fiir die Bildkurve der Verschneidungs-
linie Punkte zu konstruieren.

Die oberste Erzeugende des Zylinders, deren FuBSpunkt auf dem
Leitkreis z wir mit B bezeichnen, durchdringt die Kegelfliche. Um
die Schnittpunkte so aufzusuchen, wie dies in Fig. 89 von den Punkten
A und B ausgehend geschehen ist, miissen wir durch B”” die Gerade »
nach dem nicht eingetragenen Punkt 7" ziehen. Dies fithren wir aus
mit Hilfe der Konstruktionen, die in Fig. 90 durch punktierte Linien

6*



84 Durchdringungskurven krummer Flichen: Kegel- und Zylinderflichen.

und die beigefiigten Buchstaben u, v, w, U, V, W, U,, V,, W,, U,,
V,y, W,, X angedeutet sind?).

Fir die Erzeugende des Kegels endlich, die nach dem Teilpunkt I
aut k lauft, tritt der Fall von Nr. 279 ein. Wir haben auf ihr also einen
Knotenpunkt P der Durchdringungskurve, der — da von dieser nur
ein Teil zu zeichnen ist — als Knickpunkt der Verschneidungslinie und
ihrer Risse zur Erscheinung kommt.

Oft setzt sich bei Anwendungen auch wenigstens die eine der beiden
Flichen aus verschiedenartigen Flichenteilen zusammen, die dann je
fir sich zu behandeln stnd. Dies ist z. B. der Fall bei einem zylin-
drischen Lagerdeckel mit kegelformigen Angiissen fiir Schrauben, der aus

JR
.-.l" s

dem oberen Teil der Rohrverbindung in Fig. 90 entsteht, wenn der
Zylinder sehr viel grofer genommen und die eine, durch die Erzeu-
gende 4 und 7 begrenzte Hilfte des Kegelstumpfes durch die zu diesen
Erzeugenden gehorigen Tangentialebenen ersetzt werden. (Vgl. hierzu
den SchluB von Nr. 287.)

1) Um durch einen Punkt U die Gerade w nach dem unzugénglichen Schnitt-
punkt zweier Geraden v, w zu legen, ziehen wir drei untereinander parallele Geraden,
von denen die erste durch U liuft. » und w mégen (Fig. 90) durch die erste von
ihnen in ¥V, W und durch die zweite in V,, W, getroffen werden; in die dritte
zeichnen wir durch drei Gerade, die wir untereinander parallel durch U, V, W
legen, die Punkte U,, V,, W, ein. Ist dann X der Schnittpunkt von V,V, und
W,W,, so entsprechen den Punkten U,, V3, Wy, X die Punkte U, V, W und
der Schnijttpunkt von v, w in einer Affinitiit (sieche Nr. 119 und Nr. 120), deren
Achse die Gerade V, U; W, ist. Deshalb mufl die gesuchte Gerade u durch
U, gehen und ist somit als Verbindungsgerade von U und U, bestimmt.
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Zwei Zylinderflichen.

285. Auch fiir die Durchdringung zweier Zylinderflichen leiten wir
nach dem Vorbild von Nr. 277 ein ihm &hnliches Verfahren ab. Eine
Ebene niamlich, die beide Zylinderflichen in Erzeugenden schneidet,
mufB} den Erzeugenden beider parallel sein. Deshalb erbalten wir als
allgemeines Verfahren fiir die Durchdringung zweier Zylinderflichen, die
Hilfsebenen parallel zu den Erzeugenden beider Fldchen zu legen.

Zu seiner Durchfithrung bestimmen wir zunichst eine Ebene A, zu
der die Hilfsebenen parallel sind, dadurch, da wir durch einen beliebig
gewihlten Punkt die Parallele zu den Erzeugenden der einen und die
Parallele zu den Erzeugenden der anderen Zylinderfliche ziehen, und
suchen ihre Spuren d; und d, in den Ebenen, die die Leitkurven %,
und k, der beiden Zylinderflichen tragen. Dann hat jede zu A par-
allele Ebene E in den Ebenen von k;, und k, Spuren e; und e,, von
denen ¢, || d, und e, || d, ist; auch begegnen einander e; und e, — ebenso
wie d, und d, — in einem Punkt der Geraden p, in der die Ebenen von
k, und k, einander schneiden. Durch jeden Schnittpunkt zwischen e,
und k; geht eine Erzeugende der ersten und durch jeden Schnittpunkt
zwischen e, und k, geht eine Erzeugende der zweiten Zylinderfliche,
80 daB wir in E zwei Gruppen von parallelen Geraden erhalten; ihre
Schnittpunkte gehoren beiden Flichen an und sind somit Punkte der
Durchdringungskurve.

An die Stelle des Hilfsebenenbiischels, den wir bei den Verfahren
von Nr.277 und Nr. 281 hatten, tritt jetzt die Schar der zu A par-
allelen Ebenen und an die Stelle der beiden Strahlenbiischel zwei Par-
allelenbiischel. Aber die Sdtze von Nr. 278 und Nr. 279 gelten, und von
den in Nr. 280 behandelten Unterfillen kann der zweite eintrefen. Nur
der Unterschied besteht, dal in jeder Hilfsebene die in ihr liegenden
Erzeugenden — anstatt nach den Kegelscheiteln — in den ihnen
eigenen Richtungen zu ziehen sind.

286. Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 91 die Risse zweier Kreis-
zylinder, von denen der erste zu der AufriBtafel senkrechte und der
zweite zu ihr parallele Erzeugende besitzt. Gesucht sind die Risse der
Durchdringungskurve.

Der erste Kreiszylinder ist gerade und hat, wenn wir seinen Leit-
kreis z unmittelbar in der Aufrifitafel TT, liegend annehmen, diesen
zum Aufrif. Deshalb bilden die Bégen von 2z, die innerhalb des schein-
baren Umrisses des zweiten Kreiszylinders liegen, den Aufrifl der Durch-
dringungskurve, und wir brauchen nur noch ihren GrundriBl zu kon-
struieren. Der zweite Kreiszylinder kann schief oder gerade sein; doch
setzen wir in Fig. 91 voraus, daBl die Ebene seines Leitkreises 3 auf TT,
senkrecht steht. Diese Ebene nehmen wir als Tafel TT, eines an den
AufriB anschlieBenden Seitenrisses, tragen in diesen aber zunichst nur
den Bildkreis 3’/ von 3 ein.
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Es sind also die Kreise 2z und 3 die in Nr. 284 benutzten Leitkurven
und TT, und T, ihre Ebenen; mithin miissen wir fir die Ebene A die
Spuren d, und d, in diesen beiden Rifitafeln angeben: Wir wihlen
einen beliebigen Punkt der RiBachse a@,; und legen durch ihn, da A
wie die FErzeugenden des ersten Zylinders auf TT, senkrecht steht,
d, parallel zu den Erzeugenden des zweiten Zylinders und d, senkrecht
ZU @y. Die Spuren e, und e, einer beliebigen, zu A parallelen Hilfs-
ebene E sind parallel zu d, und d, zu ziehen. Ubertragen wir dann die

Untersicht

Fig. 92.

Schnittpunkte X7, X; zwischen e, und z” und die Schnittpunkte ¥7”,
Yy zwischen e; und 3" — die letzteren nach Nr. 37 mit Hilfe des
gemeinsamen Aufrisses Y’ und des Abstandsunterschiedes kb (siehe
Fig. 91) — in den Grundrif3, so laufen durch die gewonnenen Punkte
Xi. X; und Y7, Y; die Grundrisse der in E enthaltenen Erzeugenden
der beiden Zylinder und liefern in ihren Schnittpunkten vier Punkte
der gesuchten Bildkurve.

Die Ebene 2, die zu Tl, parallel durch den Mittelpunkt M von ;3
lauft, hat Spuren s, und s,, die durch die Risse von M parallel zu den
RiBachsen a,, und a,, gehen. Sie steht einerseits auf den Erzeugenden
des ersten Zylinders senkrecht; andererseits enthilt sie die Mittellinie
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des zweiten Zylinders und steht auf der Ebene TT, seines Leitkreises 3
senkrecht; also ist sie (vgl. Nr. 259) eine gemeinsame Symmetrieebene
beider Zylinderflichen und folglich (Nr.276) zugleich ihrer Durch-
dringungskurve. Deshalb ist nach dem dritteh Satz von Nr. 260
8, Symmetrieachse der gesuchten Bildkurve.

Da der zweite Zylinder, wie der Aufrifl unmittelbar erkennen 1aft,
den ersten durchbohrt, lauft die Durchdringungskurve um ihn herum
und wird durch gleichmaBig auf ihm verteilte Erzeugende in ungefahr
gleichmiBig verteilten Punkten getroffen. Aus diesem Grunde teilen
wir den Seitenril 3’/ seines Leitkreises wie in Nr. 283 in zwélf gleiche
Teile, ziechen durch die Teilpunkte die Seitenrispuren der Hilfsebenen
und verfahren, wie soeben angedeutet wurde. Fig. 91 zeigt, dall es
vorteilhaft ist, bei der Teilung von 3’ auszugehen von den Endpunkten
der auf s, liegenden Durchmessersehne; denn dann liefern wenige Hilfs-
linien eine ausreichende Anzahl von Paaren symmetrischer Punkte der
Bildkurve, und unter diesen zugleich die meisten der nach Nr. 281
besonders zu beachtenden Punkte. Es fehlen nur die Punkte, in denen
die Bildkurve an den scheinbaren Umrifl der ersten Zylinderfliche
herantritt; wir finden sie, wie Fig. 91 zeigt, indem wir eine Hilfsebene
parallel zu A durch die Erzeugende des ersten Zylinders legen, deren
FuBpunkt B der linke Endpunkt der wagerechten Durchmessersehne
von z ist. Hierauf ist die Figur wie in Nr. 283 fertigzustellen.

287. Eine Stichkappe ist die Uberwolbung einer Licht- oder Durch-
gangsoffnung in einem groBeren Gewélbe. In der Regel gehért sie
einer Zylinder- oder Kegelfliche an, deren Leitkurve in einer scheitel-
rechten Wandfliche liegt und die eine scheitelrechte Symmetrieebene
besitzt. Die Leitkurve schlieft sich der Fenster- oder Tiirform an und
ist infolgedessen meist ein Kreis oder setzt sich aus einem Kreisbogen
und zwei scheitelrechten Geraden zusammen. Aus den beiden Teilen,
in die die Rohrverbindung von TFig. 90 durch die Ebene der Kegelerzeu-
genden 4 und 10 zerlegt wird, und ebenso aus Fig. 91 lassen sich durch
Veranderung der MaBe Stichkappen an der Widerlagsmauer eines Tonnen-
gewolbes ableiten; ihre Verschneidungen sind im wesentlichen ebenso
wie die Durchdringungskurven in jenen Figuren zu konstruieren. Wir
zeigen dies in der folgenden

Aufgabe: Gegeben sind fiir eine kreiszylindrische Stichkappe!) an
der Widerlagsmauer eines Tonnengewélbes der Grundril und die
Schnittfigur mit ihrer Symmetrieebene. Gefordert ist die Konstruktion
der Risse der Verschneidungslinie, insbesondere eines Aufrisses bei ge-
drehter Lage des Grundrisses.

Die Herstellung von Fig. 92 beginnen wir damit, dall wir den ge-
gebenen GrundriBl in gedrehter Lage zeichnen. Als an ihn anschlieBen-
den ,dritten* Rif fiigen wir die in der Symmetrieebene Z enthaltene

1) Bei dieser und den iibrigen Stichkappen ist alles, was nicht zum geometri-
schen Verstiandnis nétig ist, wie Anschlige, Fensterbénke usw., fortgelassen worden.
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Schnittfigur hinzu, wobei der in Betracht kommende Teil des Tonnen-
gewolbes durch den Kreisbogen 2z’ (mit dem Mittelpunkt 0’’) dar-
gestellt wird. An diesen Rif wiederum anschliefend zeichnen wir
einen vierten RiB, dessen Tafel der Widerlagsmauer parallel lauft,
jedoch nur so viel von ihm, als unbedingt nétig ist; in ihm zeigt die
Leitkurve der Stichkappe ihre wahre Gestalt, den Halbkreis BIV A1V QIV
=37 nebst seinen Tangenten B!V D!V und CIVE!".

Die Richtung der Erzeugenden der Stichkappe gibt ihre durch den
Mittelpunkt M von 3 gehende Achse m an, deren Risse m’ und m!V

Fig. 93.

mit den Spuren 8, und 8, von X iibereinstimmen. Infolgedessen setzt
sich die Fliche der Stichkappe zusammen aus dem Teil einer schiefen
Kreiszylinderflache, der durch den Kreisbogen BAC und die Mittel-
linie m bestimmt ist, und aus den Ebenen, die zu m parallel durch BD
und CF laufen. Der zuerst genannte Flachenteil hat mit der geraden
Kreiszylinderfliche des Tonnengewdlbeseine Verschneidungslinie B, 4,C,,
deren GrundriBl wir mit Hilfe des dritten und vierten Risses genau so
wie in Fig. 91 mit Hilfe des zweiten und dritten Risses herstellen?).
Die beiden Ebenen ferner schneiden die Fliche des Tonnengewdlbes in

1) Dabei ist es ein unwesentlicher Unterschied, daB wir den GrundriB der
Ubersichtlichkeit halber als Untersicht ausbilden und auch im vierten RiB die
Bildkurve eintragen.
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den Boégen DB;, EC,, deren Grundrisse die geraden Strecken .D'Bj,
E’C{ und deren dritte Risse die vereinigten Kreisbégen D””'B;”’, E''C}’
sind.

Endlich fiigen wir noch den Aufri nach den Regeln von Nr. 38
hinzu, wobei wir die vorkommenden Ellipsenb6gen nach Nr. 175 und
den scheinbaren Umri8 des Zylinders der Stichkappe als zu 4”47,
B”B! und C”CY parallele Tangente des Bogens B”A”C" eintragen.
Bei den kurzen Bogen D”BY und E”CY jedoch kénnen wir uns damit
begniigen, mit Hilfe des Grundrisses und des Seitenrisses in der Weise,
wie dies in Fig. 92 angedeutet ist, ihre Endtangenten D"’ B”, B/F”
und EC”, C!Q@”, sowie je einen Punkt zu bestimmen. Hierbei ist noch
folgendes zu beachten: Wire der Bogen BAC kleiner als ein Halb-
kreis, so hitte die Stichkappe die Erzeugenden BB; und CC, zu scharfen
Kanten und die Verschneidungslinie die Punkte B, und C,; zu Knick-
punkten. In ungerem Fall aber sind die Ebenen BB,D und CC,E Tan-
gentialebenen der schiefen Kreiskegelfliche und liefern durch ihre
Schnittgeraden mit der Tangentialebene, die zu der Erzeugenden B,C,
des Tonnengewélbes gehort, in jedem der Punkte B; und C, fiir die
in ihm zusammenstoBenden Teile der Verschneidungslinie dieselbe Tan-
gente. Deshalb mufl auch der Kurvenbogen B;A’'C’ die Geraden B F’
und O;@ und der Kurvenbogen B7A/C{ die Geraden BYF’ und C7GQ”
zu Tangenten haben. Wir haben hier in einem besonderen Fall einen
Satz gefunden, den wir sogleich in allgemeiner Fassung aussprechen
diirfen:

Wenn die efne von zwei sich durchdringenden Fldichen aus zwei ver-
schiedenen Teilen besteht, die lings einer Grenzlinie einander beriihrend
zusammenstofen, so iberschreitet die Durchdringungskurve die Grenzlinie
ohne Knick.

288. Ist eine kreiszylindrische Stichkappe an der Stirnwand eines
Tonnengewolbes zu konstruieren, so tritt der Fall ein, der in Nr. 280
an zweiter Stelle aufgefithrt wurde: Die Leitkreise der beiden in Be-
tracht kommenden Zylinderflichen liegen in derselben Ebene, nidm-
lich in der der Stirnwand. Wir behandeln ihn in der

Aufgabe: Gegeben sind fiir eine kreiszylindrische Stichkappe an der
Stirnwand eines Tonnengewdlbes der Grundri und die Schnittfiguren
mit ihrer Symmetrieebene und der Stirnwand. Gefordert ist die Kon-
struktion der Risse der Verschneidungslinie, insbesondere eines Auf-
risses bei gedrehter Lage des Grundrisses.

Die Mittellinien » und m der geraden Kreiszylinderfliche des Tonnen-
gewdlbes und der schiefen Kreiszylinderfliche der Stichkappe liegen in
einer Ebene, die scheitelrecht und zu der Stirnwand senkrecht ist; sie
ist die Symmetrieebene Z (Nr.259) der beiden Flichen und somit
(Nr. 276) ihrer Verschneidungslinie. Der Ubersichtlichkeit des ge-
forderten Aufrisses wegen zeichnen wir von vornherein nur die Risse
der einen der beiden Hilften, in die > die gesamte rdumliche Figur
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zerlegt. Im iibrigen aber ordnen wir in Fig. 93 die Risse genau so an,
wie dies in Nr. 287 fiir Fig. 92 entwickelt wurde; dabei benutzen wir
die Stirnwand unmittelbar als Tafel des vierten Risses, so da3 von der
in ihr liegenden Schnittfigur die beiden Leitkreise z und 3 mit ihren
Bildkreisen 2V und 3!V zusammenfallen. Jedoch ist nur ein Teil der
Durchdringungskurve der Zylinderflichen Verschneidungslinie der Stich-
kappen; er ist begrenzt durch die beiden Schnittpunkte der Leitkreise z
und 3, von denen in Fig. 93 nur der eine, B, auftritt, und nur diesen Teil
konstruieren wir.

Da die Ebene X die Mittellinien m und » enthalt, kann sie als die
Ebene A des Verfahrens von Nr. 285 dienen; also ist fiir jede Hilfs-
ebene E die vierte Spur e, parallel zu der vierten Spur s, von Z. Von
den beiden Erzeugenden, die E aus den in Betracht kommenden Teilen
der beiden Zylinderflichen ausschneidet, hat die eine einen dritten Rif3,
der mit der Ordnungslinie [3, 4] des Schnittpunktes — PIV — zwischen
e, und 277 zusammenfillt, wihrend fiir die andere der Schnittpunkt
zwischen e, und 3!V durch Ordnungslinie [3, 4] nach 3’ zu iibertragen
und durch den erhaltenen Punkt die Parallele zu m’”/ zu ziehen ist.
Der Schnittpunkt P’ (siche Fig. 93) dieser beiden im dritten RiB ge-
zeichneten Geraden und der Punkt P!V sind Risse des in E enthaltenen
Punktes der Verschneidungslinie und gestatten, seinen Grundri8 P’ und
seinen Aufri P’ mit Hilfe der Abstandsunterschiede d und % ein-
zutragen.

Auf Grund dieser Bemerkungen ist die Konstruktion shnlich wie
in Nr. 287 zu Ende zu fithren. Der Kurvenbogen A’/B’” ist nicht nur
der dritte Ri3 der in Fig. 93 vorausgesetzten Halfte, sondern der ganzen
Verschneidungslinie (vgl. den zweiten Satz von Nr. 260); wir werden
in Nr. 302 nochmals auf ihn zuriickkommen.

III. Durchdringungskurven krummer Fliachen:
Flachen mit Kreisschnitten.

Flichen mit parallelen Kreisschnitten.

289. Die Verfahren von Nr. 277, Nr. 281 und Nr. 285 konnen auch
als Vorbilder fiir die Konstruktion der Durehdringungskurven von
Flichen dienen, die in geraden Linien zu schneiden unméglich (oder
unzweckmiBig) ist; sie fithren zu dem folgenden allgemeinen Gedanken
aller Verfahren dieser Aré: Wir suchen eine Schar von Hilfsebenen — in
besonderen Fillen auch von anderen Hilfsflichen — auf, fiir deren
Schnittkurven mit den beiden gegebenen Flichen wir die Risse wenigstens
in einer Tafel bequem herstellen kénnen. Ist dann E eine solche Hilfs-
ebene (oder Hilfsfliche) und sind ¢,, ¢, ihre Schnittkurven mit den
beiden Flichen, so ist jeder Schnittpunkt zwischen den Bildkurven
von ¢; und ¢, der Ri} eines Punktes P, der beiden Flichen und somit
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ihrer Durchdringungskurve angehért; aus ihm folgen die weiteren Risse
von P mit Hilfe der Tatsache, da P in E liegt.

Wir ziehen hier nur Fille in Betracht, in denen als Hilfskurven
Kreise auftreten, und erhalten sofort als allgemeines Verfahren fiir die
Konstruktion der Durchdringungskurve zweter Flichen, die wvon einer
Schar paralleler Ebenen entweder beide wn Kreisen oder die eime n
Kreisen und die andere in Geraden geschnitien werden: aus diesen Ebenen
die Hilfsebenen zu mehmen und eine thnen parallele Riftafel hinzuzu-
ziehen.

Wir konnen bei ihm dieselben Untersuchungen vornehmen, die wir
an das Verfahren von Nr. 277 angekniipft haben: Auch hier gelten die
Sditze von Nr.278; nur treten in dem ersten Satz von Nr. 278 an die
Stelle der Kegel- oder Zylindererzeugenden, die Tangenten der Durch-
dringungskurve sind, jetzt die Tangenten von Kreisen, die in Hilfs-
ebenen liegen, und somit diese Kreise selbst.

Als Anwendung dieses
Verfahrensist die Vorschrift
aufzufassen, die in Nr. 272
fiir die Konstruktion der
Risse der Schnittkurve
zwischen einer Ebene und
einer in Grundstellung be-
findlichen Drehfliche ge-
geben wurde. Ein etwas
weiter fithrendes Beispiel
liefert die folgende

Aufgabe : Gegeben sind
die Risse einer Drehfldche
in Grundstellung und die
Risse der scheitelrechten
Ebenen und der wagerecht Fig. 94.
liegenden Zylinderflichen,
durch die aus der Drehfliche ein Schubstangenkopf ausgeschnitten
wird. Gesucht sind die Risse der Verschneidungslinien.

i H
HEAR ' H
Voo H
o . H
I H
[ i
[ H

Wir konstruieren in Fig. 94, in der nur ein Teil des Schubstangen-
kopfes dargestellt ist, die Risse der ebenen Verschneidungslinien nach
Nr. 271 und erhalten dabei berithrend ineinander iibergehende Kurven-
bogen von der Art der in Fig. 86 gezeichneten. Dagegen ergeben sich
auf den scharfen Kanten, in denen die unteren Ebenen und die Zylinder-
flichen zusammenstoBen, Knickpunkte. Die Risse der Verschneidungs-
linien zwischen der Drehfliche und den beiden Zylinderflichen stellen
wir nach dem soeben gefundenen Verfahren so her, wie es durch eine
wagerechte Hilfsebene angedeutet ist, die den Breitenkreis ¢ der Dreh-
fliche und die Zylindererzeugenden g,, g, tragt.
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%90. Zu den Flichen, fiir die das Verfahren von Nr. 289 in Frage
kommt, gehéren auBer den Drehflachen und der Kugel auch die geraden
und schiefen Kreiszylinder- und Kreiskegelflichen; denn jede Ebene,
die zu der Leitkreisebene parallel ist, schneidet eine solche Flache in
einem Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Mittellinie liegt und dessen
Halbmesser gleich dem des Leitkreises oder nach der ersten Aufgabe
von Nr. 207 zu bestimmen ist. Deshalb kann das Verfahren von Nr. 289
auch fiir die Aufgaben von Nr. 283, Nr. 284, Nr. 286, Nr. 287, Nr. 288
angewendet werden. Fiir alle Félle, in denen man die Wahl zwischen
zwei verschiedenen Verfahren oder auch zwischen zwei verschiedenen
Gestaltungen desselben Verfahrens hat, gilt die allgemeine Regel:

Sind fiir die Herstellung der Risse einer Durchdringungskurve mehrere
Verfahren anwendbar, so benutzt man jedes von thnen an den Stellen, fir
die es sowohl zu den bequemsten als auch zu den genauesten Konstruk-
tionen fiihrt.

Aber gerade hinsichtlich der Genauigkeit miissen wir eine Ein-
schrankung machen: Wenn auf einem Teil der Durchdringungskurve
die Tangentialebenen, die in jedem Punkt zu den beiden Flichen ge-
héren, einen sehr kleinen Winkel miteinander bilden, so kann fiir diesen
Teil der RiB durch kein Verfahren genau konstruiert werden ; die Durch-
dringungskurve selbst tritt bei einem riumlichen Modell an dieser Stelle
nicht scharf hervor.

Als erstes Beispiel fiir
unser Verfahren diene die

Aufgabe: Gegeben sind
Grund-, Auf- und Kreuzri
einer Kugel und eines auf-
recht stehenden geraden Kreis-
zylinders. Gesucht gsind die
Risse der Durchdringungs-
kurve.

In Fig. 95 handelt es sich
also darum, im Aufri} und
im Kreuzri fiir den Teil der
Durchdringungskurve, der auf
dem gezeichneten Achtel der
Kugel liegt, die Bildkurven
herzustellen; denn der GrundriB der Kurve stimmt iiberein
mit dem des Leitkreises % des Zylinders. Die Hilfsebenen
koénnen in dreifacher Weise gewihlt werden: erstems zur GrundriB-
tafel, zweitens zur Aufriitafel, drittens zur KreuzriBtafel parallel;
jedesmal sind die Risse der Kreise, die sie in die Kugel ein-
schneiden, nach Nr. 195 einzutragen. Die Hilfsebenen erster Art be-
gegnen dem Kreiszylinder in Kreisen, deren gemeinsamer Grundrif8 %’
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ist, die Hilfsebenen zweiter und dritter Art in Geraden, deren Aufrisse
und Kreuzrisse aus den Schnittpunkten zwischen ihren GrundriBspuren
und %’ ohne weiteres folgen. Die weitere Durchfiihrung der Konstruk-
tion ist in Fig. 95 fir jede Art der Hilfsebenen unmittelbar aus den
Beispielen der Kreise ¢;, ¢,, ¢; zu entnehmen. Die Kreise ¢, und ¢,
fithren zugleich zu den Punkten auf den scheinbaren Umrissen des
Kreiszylinders, und auflerdem sind noch von jeder der drei Arten der
Hilfsebenen diejenigen beriicksichtigt, die nach Nr.278 den fiir die
Konstruktion wirksamen Bereich begrenzen und infolgedessen fiir die
Bildkurven Punkte mit angebbaren Tangenten liefern.

Stiinde an der Stelle des geraden Kreiszylinders ein gerader Kreis-
kegelstumpf, so miiBten fir die Punkte auf seinen scheinbaren Um-
rissen die Ebenen der Kreise ¢, und ¢,, im iibrigen aber nur Hilfsebenen
erster Art benutzt werden. Wird die obere Halfte der Kugel so ab-
geschnitten und mit einer zylindrischen Bohrung versehen, wie dies
die starken Linien in Fig. 95 andeuten, so entsteht ein Lagerdeckel
mit Angiissen fiir Schrauben.

Ersetzen wir in Fig. 95 die Kugel durch eine Drehfliche, deren Dreh-
achse die scheitelrechte Gerade m oder die wagerechte Gerade p ist,
so sind nur die Hilfsebenen erster Art bzw. nur die Hilfsebenen dritter
Art anzuwenden. Das erste tritt z. B. ein bei einem Schubstangenkopf
mit kreiszylindrischen Ldngsbohrungen fiir Schrauben, das zweite bei
gewissen Flanschenformstiicken, die zu Rohrabzweigungen dienen.

291. Ein weiteres Beispiel liefert die

Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 96 Grund- und Aufri eines Teiles
eines Kugelgewolbes mit kreiszylindrischen Stichkappen. Gesucht sind die
Risse der Verschneidungslinien.

Da die Stichkappen sidmtlich kongruent sind und die scheitel-
rechten Mittelebenen ihrer Fenstertéffnungen zu Symmetrieebenen
haben, konstruieren wir in Fig. 96 zuerst die Risse der Verschneidungs-
linie fiir die linke Stichkappe (1), die durch ihre zu der Aufriftafel
parallele Symmetrieebene abgeschnitten ist, und benutzen dabei als
Kreuzril den Aufri3 der Stichkappe (3), deren Symmetrieebene zu der
Aufritafel senkrecht steht. Die Fliche der Stichkappe setzt sich zu-
sammen aus dem Teil einer schiefen Kreiszylinderfliche, der durch den
Halbkreis BAC und die Mittellinie m bestimmt ist, und aus den scheitel-
rechten Berithrungsebenen der durch B und C gehenden Zylinder-
erzeugenden. Diese Ebenen gehéren zu der hier moglichen ersten Art
der Hilfsebenen, die zu der Aufritafel parallel sind, und schneiden
die Kugel in Kreisen mit dem gemeinsamen Aufrifl ¢”’. Die beiden Kreise
tragen in ihren unteren Teilen zu der Verschneidungslinie bei und zwar
bis zu den Punkten B, und C,, in denen sie die durch B und C laufenden
Zylindererzeugenden treffen; B, und C, haben ihren gemeinsamen Auf-
riB in dem Schnittpunkt zwischen ¢’ und m”. In derselben Weise wird
mit Hilfe der zur AufriBtafel parallelen Durchmesserebene der Auf-
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i des Punktes 4, ermittelt, der als Schnittpunkt zwischen der durch 4
gehenden Zylindererzeugenden und der Kugel der hochste Punkt der
Verschneidungslinie ist. Die anderen Risse dieser Punkte ergeben sich
unmittelbar durch die Ordnungslinien.

Fiir die iibrigen Punkte des Kurvenbogens B, 4,C, konstruieren wir
die Risse mit der hier moglichen zweiten Art von Hilfsebenen, die zu
der Kreuzritafel parallel sind. In Fig. 96 sind fiir eine solche Ebene E
ihre Spuren e,, e, eingetragen; sie schneidet die Kugel in dem Kreis k,
dessen Kreuzril %"/ nach Nr.195 zu zeichnen ist, und die Zylinder-
fliche, da sie zu der Ebene
ihres Leitkreises parallel ist,
in dem zu diesem kongruenten
Kreis 2, dessen Kreuzriff 2’
dadurch bestimmt wird, daf3
der Mittelpunkt von z auf m
liegt und somit den Schnitt-
punkt zwischen e, und m”
zum Aufri} hat. Die Schnitt-
punkte von £/ und z’”, sind
die Kreuzrisse der in E lie-
genden Punkte des Kurven-
bogens B;A,C, und gestatten,
- unmittelbar den gemeinsamen
" Aufri — durch Vermittlung
des Abstandsunterschiedes h
oder auch des Kreises b, den
die wagerechte Ebene der
Punkte aus der Kugel aus-

."é"f"'"'_"" schneidet, — und die zuge-
N\ |Unfersicht  horigen Grundrisse zu finden,
______ N’ von denen bei (1) nur der

eine in Betracht kommt.

Die Grundrisse der Stichkappen (2) und (3) setzen sich je aus zwei
zueinander symmetrischen und dem Bogen 4] B] kongruenten Kurven-
bogen zusammen. Von den Aufrissen haben wir bereits den der Stich-
kappe (3) als KreuzriBl erhalten und brauchen nur noch den der Stich-
kappe (2) als zu dem gedrehten Grundriff (2) gehérigen Aufri nach
Nr. 42 zu zeichnen. Nach dem Satz von Nr. 287 setzen sich die ver-
schiedenartigen Teile der Verschneidungslinien beriihrend aneinander,
so daB nirgends Knickpunkte auftreten. Der Kurvenbogen B A7 ist
nach dem zweiten Satz von Nr. 260 der AufriB des ganzen Bogens B, 4,C,
und wird in Nr. 303 nochmals zu erwidhnen sein.

Wird die Kreiszylinderflaiche der Stichkappe durch eine Kreiskegel-
flache ersetzt, so konnen nur die Hilfsebenen zweiter Art (vgl. den ersten
Satz von Nr.207) benutzt werden. Ist die Kreiszylinderfliche jedoch
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gerade, so sind auch wagerechte Hilfsebenen méglich, und solche sind
allein brauchbar, wenn es sich dabei nicht um ein Kugelgewolbe handelt,
sondern um ein Kuppelgewslbe, d. h. um eine anders gestaltete Dreh-
fliche mit scheitelrechter Drehachse.

Drehflichen mit einander schneidenden Drehachsen.

292. Unter Umsténden ist es zweckmiBig, fiir die Konstruktion
einer Durchdringungskurve auch andere Fliachen als Ebenen zu Hilfe
zu nehmen. Das ist der Fall insbesondere bei zwei Drehfldchen, deren
Drehachsen sich in einem Punkt O begegnen. Jede Kugel némlich,
deren Mittelpunkt O ist, durchsetzt nach dem letzten Satz von Nr. 262
beide Drehflichen, wenn iiberhaupt, in Breitenkreisen ; und diese haben,
weil ihre Ebenen auf der gemeinsamen Meridianebene M der beiden
Flichen senkrecht stehen, bei rechtwinkliger Projektion auf eine Tafel,
zu der M parallel ist, Strecken zu Rissen. -Nehmen wir in Fig. 97 M
parallel zur Aufrifitafel und greifen eine bestimmte Hilfskugel K heraus,
so ist der Kreis, den sie in M einzeichnet, nach Nr. 193 ihr wahrer Um-
rif u; ihr scheinbarer Umrill %"’ begrenzt, wenn b ein auf K liegender
Breitenkreis der ersten und ¢ ein ebensolcher der zweiten Drehflache
ist, ihre Bildstrecken & und ¢”. Die Schnittgerade der Ebenen von b
und ¢ hat zum Spurpunkt den Schnittpunkt P’ der beiden Geraden,
auf denen b’ und ¢’ liegen, und trifft K in zwei Punkten P; und P,,
wenn P von %’ umschlossen wird und somit den Bildstrecken &
und ¢’ selbst angehort; dann sind nach dem ersten Satz von Nr. 194
P, und P, zwei Punkte, die den beiden Kreisen b und ¢ und folglich
auch den beiden Drehflichen, d.h. ihrer Durchdringungskurve an-
gehéren. Wir haben also in P” einen Punkt der Bildkurve erhalten,
der gleichzeitig der Ri} von zwei Punkten P,, P, der Durchdringungs-
kurve ist. In der Tat tritt hier der zweite Satz von Nr. 260 in Kraft,
da M als gemeinsame Meridianebene der beiden Drehflichen Sym-
metrieebene ihrer Durchdringungskurve ist.

Wir haben in diesem Falle, was bemerkenswert ist, die Moglichkeit,
fiir die Bildkurve in einer RiBtafel beliebig viele Punkte zu konstruieren,
ohne irgendeinen anderen Rifl zu Hilfe ziehen zu miissen. Vielmehr
konnen wir aus der hier gewonnenen Bildkurve, wie in Nr. 294 an
einem Beispiel gezeigt werden soll, die Bildkurven in anderen Rif}-
tafeln ableiten. Also erhalten wir als allgemeines Verfahren fiir die
Konstruktion der Durchdringungskurve zweier Drehflichen, deren Dreh-
achsen einander schneiden: eine Ebene, die der Ebene der beiden Dreh-
achsen parallel ist, als Riftafel einzufiihren und Hilfskugeln wm den
Schnittpunkt der Drehachsen zu legen.

Wie bei dem Verfahren von Nr.289 gelten auch hier Sdtze, dre
denen von Nr.278 entsprechen.

293. Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 97 die Grundrisse zweier —
den Fuf einer Kransiule mit Anguf fir den Ausleger bildenden —
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Drehflichen, deren Drehachsen einen Schnittpunkt O haben und in
einer zu der AufriBtafel parallelen Ebene liegen. Gesucht ist der Auf-
ri8 der Verschneidungslinie s.

Infolge der Stel-
lung der Drebachsen
m und » kénnen wir
den Aufrif s’ un-
mittelbarnachNr.292
herstellen. Schlagen
wir um O” einen
Kreis «, der die
scheinbaren Umrisse
beider Drehflichen
schneidet, so haben
wir in den Strecken,
die durch diese
Schnittpunkte  be-
grenzt und zu m”
bzw. n” senkrecht
sind, die Aufrisse der
Breitenkreise der
beiden Flachen, die
auf der durch u”
dargestellten Hilfs-
kugel liegen; von
ihnen - begegnen sich
bei dem in Fig. 97
eingetragenen Kreis
u” zwei, b und ¢,

Fig. 97. in einem Punkt P”,
der im Innern von
u’fliegt und somit der Bildkurve s’ angehért. Dadurch, daf wir den
Halbmesser von «”” verindern, kommen wir zu beliebig vielen Punkten
von ¢’. Jedoch gibt es einen kleingten Kreis, den wir hierbei be-
nutzen kénnen, nimlich den Kreis «{, der den scheinbaren Umrif3 der
aufrechtstehenden Drehflache beriithrt und die Strecken b7, ¢y liefert);
da die durch uj dargestellte Kugel die aufrecht stehende Drehfliche lings
des Breitenkreises b, berithrt (Nr.265) und somit die kleinste, fiir die
Konstruktion noch wirksame Hilfskugel ist, muB nach dem ersten
Satz von Nr.278 die Durchdringungskurve s den Kreis ¢, in seinen
Schnittpunkten mit b, und ihre Bildkurve s die Gerade ¢y in ihrem
Schuittpunkt mit b7 beriithren.

1) Kreise, deren Halbmesser nur wenig gréBer sind als der von uf, haben
schleifende Schnitte mit dem UmriB der aufrechtstehenden Drebhfliche; iiber
ihre Vermeidung vgl. die Anmerkung zu Nr. 271,
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Die Hilfskreise durch die Punkte 4" und B”, in denen die schein-
baren Umrisse der beiden Drehflédchen einander begegnen, liefern diese
Punkte selbst als Grenzpunkte des Bogens, den wir als Bildkurve s
erhalten. 4’ und B” sind die Aufrisse der Punkte 4 und B, in denen
die wahren Umrisse, d. h. die in der gemeinsamen Meridianebene befind-
lichen Meridiankurven der beiden Drehflichen einander schneiden. Die
Durchdringungskurve s tragt also die Punkte 4, B und hat in ihnen,
da die zugehorigen Tangentialebenen beider Drehflichen zu der Aufrif3-
tafel senkrecht stehen (Nr.266), zu den Projektionsstrahlen parallele
Tangenten; deshalb beriihrt s” in 4" und B’ die scheinbaren Umrisse
der Fliche nicht. (Vgl. den letzten Satz von Nr. 266.)

294. Aufgabe: Gegeben sind dieselben Risse wie in der Aufgabe von
Nr. 291 und die im Aufri} durchgefiihrte Konstruktion der Verschnei-
dungslinie s. Gesucht ist der Grundrifl von s.

Um den Grundrif3 s’ herzustellen, zeichnen wir nach Nr. 269 die
Grundrisse der fir den Aufril benutzten Breitenkreise der aufrecht
stehenden Drehfliche und schneiden in sie durch Ordnungslinien [1, 2]
die Grundrisse der Punkte ein, deren Aufrisse zur Einzeichnung von s”
gedient haben — wie dies in Fig. 97 durch b’, P{, P; angedeutet ist.
Da A4 und B in der durch m und » bestimmten Ebene liegen, sind 4’
und B’ Punkte von n’. Wir erkennen sofort, daB die Kurve s’ in Uber-
einstimmung mit dem zweiten Satz von Nr. 260 die Symmetrieachse »’
und die Scheitel A, B’ besitzt. Da ferner die schrigstehende Dreh-
fliche ein Kegelstumpf ist, kénnen wir ihren scheinbaren Umrifl nach
Nr. 206 eintragen; er mufl von s’ berithrt werden und endet in den
Berithrungspunkten. Auch auf die gemeinsame (in Fig. 97 nicht ein-
getragene) Tangente von & und s, die in eine Ordnungslinie [1, 2]
fallt (Nr. 258), ist zu achten.

Jedoch dringen hierbei die zu benutzenden Ordnungslinien [1, 2]
sich sehr eng an der einen Seite der Kreise im Grundriff zusammen
und liefern deshalb die Punkte, besonders in der Nihe von 4’ und B’,
durch ungiinstige Schnitte. Zeichnen wir dagegen in einem an
den AufriB anschlieBenden Seitenril, dessen Tafel auf » senkrecht
steht, die Risse der fir den Aufrifl benutzten Breitenkreise der schrig-
stehenden Drehfliche, so werden in diese die Seitenrisse der Punkte
von s durch Ordnungslinien [2, 3] eingeschnitten, wie dies in Fig. 97
durch ¢/, P;”, Py’ angedeutet ist. Diese Ordnungslinien aber ver-
teilen sich, da s um die schrigstehende Drehfliche herumlduft, gleich-
miBiger iiber den Raum, den die Kreise im Seitenrifl einnehmen, und
haben infolgedessen mit ihnen auch im allgemeinen giinstigere Schnitt-
punkte. Es ist also vorteilhafter, statt unmittelbar den Grundriff zu
konstruieren, diesen Seitenril so weit auszufithren, daBl mit Hilfe der
aus ihm zu entnehmenden Abstandsunterschiede die Punkte von s’
auf den Ordnungslinien [1,2] eingetragen werden kénnen, wie dies in
Fig. 97 durch P{, P;, P{”, Py, p angedeutet ist.

Ludwig, Darstellende Geometrie II. 7
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Gerade Kreiskegel- und Kreiszylinderflichen mit einander schnei-
denden Mittellinien.

295. Berithren zwei gerade Kreiskegel- oder Kreiszylinderflichen
dieselbe Kugel K je lings eines Kreises, so miissen, da sie Drehfléchen
sind, ihre Mittellinien m und » nach Nr. 265 durch den Mittelpunkt O
von K, gehen; also gelten fiir die Durchdringungskurve der beiden
Flachen die Erérterungen von Nr. 292 und Nr. 293. Wir denken uns
nun als Beispiel in
Fig.98 eine gerade Kreis-
kegelfliche wund eine
ebensolche  Zylinder-
flache mit einer gemein-
samen Berithrungskugel
Ko so gestellt, daB die
durch m und =» be-
stimmte Ebene zu einer
Rifitafel parallel ist,
lassen aber, da wir an-
dere Tafeln zunéchst
nicht benutzen, die zur
Bezeichnung des Risses
dienenden Striche bei
den Buchstaben fort.
Dann bilden die schein-
baren Umrissederbeiden
Flachen ein Viereck
ABC D und werden von

Fig. 98. dem Kreis u,, der der

scheinbare Umril von

Ko ist, in den Punkten E,, E, und F,, F, berithrt. Die Strecken

E,E, und F,F, sind die Risse der Kreise, in denen K, die beiden

Flachen beriihrt, und der Schnittpunkt 7 der Geraden E, K,

und F, F, ist, wenn er innerhalb von u,liegt, der Rif} von zwei Punkten

T, und T, die als Punkte der Durchdringungskurve der beiden Flichen
nach Nr.292 durch die Hilfskugel K, geliefert werden.

Um nun nach dem Verfahren von Nr.292 den Rif3 der Durch-
dringungskurve zu konstruieren, legen wir um O den Hilfskreis u;
seine Schnittpunkte mit den scheinbaren Umrissen der beiden Flichen be-
zeichnen wir so, daf} von den sie verbindenden Geraden G,G. und H, H,
zu m senkrecht, also zu E, E, parallel, J,J, und K, K, zu n senkrecht,
also zu F, F, parallel sind. Die Schnittpunkte dieser vier Geraden sind
die Risse von je zwei Punkten der Durchdringungskurve, sofern sie
von u umschlossen werden; dies ist in Fig. 98 z. B. der Fall bei den
Schnittpunkten L, und L, von &G, mit J,J, und K, K, wihrend
von den Schnittpunkten zwischen H,H, und den Geraden J,J, und
K, K, der eine auBlerhalb von u liegt. Aber unabhdngig hiervon gehdren
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die wvier Schnittpunkte stets den Geraden AC und BD an. Wir zeigen
dies fur L, und L, folgendermafen:

Wir kénnen auf unsere Figur den Satz von Nr. 215 zweimal an-
wenden, indem wir die in ihm vorkommenden

Punkte 4,, B,, C;, P, Ty, X, Z,
das eine Mal durch E,F,F, E,, A, T, C
und das andere Mal durch E,, F,, F\, E,, B, T, D

ersetzen; dann folgt, daBl die Geraden AC und BD durch 7T laufen.
Ferner erkennen wir sofort, dal3

AE, = AF,, E\G,=F,J;, und somit E,F,| G,J,,
DE, = DF,, E,G, = F,K, und somit E,F, | G,K,

ist. Also haben sowohl die Dreiecke T E, F; und L,G,J, als auch die
Dreiecke TE,F, und L,G, K, paarweis parallele Seiten, und es folgt
aus diesen beiden Paaren von #hnlichen und &hnlich gelegenen Drei-
ecken (vgl. Nr. 215), daB die Gerade 7L, durch den Schnittpunkt 4
von E,Gy, F,J; und die Gerade T'L, durch den Schnittpunkt D von
E,G,, F, K, lauft, d.h., daB L, auf AC und L, auf BD liegt.

Dieses Ergebnis gilt nicht nur fiir das Beispiel von Fig. 98, sondern
auch fir zwei Kegelflichen und fiir zwei Zylinderflichen. Nach ihm
wird die Durchdringungskurve, deren Rif} in den Geraden AC und BD
enthalten ist, durch die Ebenen, die parallel zu den Projektionsstrahlen
durch AC und BD laufen, aus jeder der beiden Flichen ausgeschnitten
und besteht deswegen aus zwei Kegelschnitten. Erinnern wir uns noch
dessen, was oben iiber die Punkte T'; und 7', gesagt wurde, so erkennen
wir, daB, sobald sie vorbanden sind, durch sie die beiden Kegelschnitte
hindurchgehen und in jedem von ihnen beide Flachen dieselbe Tan-
gentialebene, ndmlich die von K,, besitzen. Somit ergibt sich der Satz:

Zwes gerade Kreiskegel- oder Kreiszylinderflichen, die eine und die-
selbe Kugel je lings eines Kreises berithren, durchdringen sich in zwei
Kegelschnitten und beriihren einander in den beiden gemeinsamen Punkien
derselben, wofern solche vorhanden sind.

296. Zwei gerade Kreiszylinderflichen, deren Leitkreise denselben
Halbmesser r besitzen und deren Mittellinien m und n# durch einen
Punkt O laufen, berithren die Kugel mit dem Mittelpunkt O und dem
Halbmesser r lings zwei groften Kreisen (Nr. 193), und diese begegnen
einander in den Endpunkten 4, B der Durchmessersehne der Kugel,
die zu der Ebene X von m und » senkrecht steht. Infolgedessen be-
steht nach dem Satz von Nr. 295 die Durchdringungskurve der beiden
Zylinderflichen aus zwei Kegelschnitten, und zwar nach Nr. 190 aus
zwei Ellipsen, die den Mittelpunkt O und die Durchmessersehne 4B
gemeinsam haben. AB ist die kleine Achse der beiden Ellipsen; die
grofien Achsen C;D; und C,D, sind die Diagonalen des Rhombus, den
die in Z enthaltenen Erzeugenden der beiden Flichen bilden. Hier-
durch kommen wir zu der Losung der

7*
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Aufgabe: Gegeben sind die Risse zweier geraden Kreiszylinderflichen
mit gleichen Halbmessern und einander schneidenden Mittellinien. Gesucht
sind die Risse der Ellipsen, in denen die Flichen einander durchdringen.

Wir bestimmen die Ebene Z und die Risse des Durchmessers AB
und des Rhombus C,C, D, D,; dann haben wir in jeder Tafel fiir die
Risse beider Ellipsen je ein Paar konjugierter Durchmessersehnen und
brauchen nur noch die Punkte aufzusuchen, in denen sie die schein-
baren Umrisse beriithren.

In Fig. 99 fithren wir
die Aufgabe fir den Fall
durch, daB die Mittellinie
m der einen Zylinderfliche
zu der Grundriitafel senk-
recht und die Mittellinie »
der anderen Zylinderflache
zu der GrundriBitafel parallel
ist. Dann stimmen die
Grundrisse der beiden Ellip-
sen mit dem des Leitkreises
k der ersten Zylinderflache
iiberein, so daB nur ihre
Aufrisse zu konstruieren
sind. Z ist scheitelrecht
mit der Grundrifispur s,
=1/, und die Risse von 4B,
C,D,, C,D, ergeben sich,
wie aus Fig. 99 ersichtlich.
Aus den Paaren konju-
gierter Durchmessersehnen
A”B”, C/D! und A”B”,
CyDy sind die AufriBlellip-
sen nach Nr. 170 herzu-
stellen; sie sind, da die
durch O laufende wagerechte
Ebene eine gemeinsame
Symmetrieebene der Zylin-
derflichen ist, nach Nr.276 und Nr.260 zueinander in bezug auf n”
symmetrisch und somit kongruent. In den Punkten C7, D}, C/, D/ be-
rithren sie den scheinbaren Umril der liegenden Zylinderfliche. Mit
Hilfe eines an die Grundrifitafel anschlieBenden Seitenrisses, dessen
Tafel zu Z parallel ist und von dem wir in Fig. 99 nur den notwen-
digen Teil einzeichnen, folgen die Beriihrungspunkte EY, F!, Ef, F¥
der AufriBlellipsen mit dem scheinbaren Umrifl der stehenden Zylinder-
flaiche und zwei auf m” liegende gemeinsame Punkte Q7 = G, H! = HY
(scheinbare Schnittpunkte) aus der wagerechten Durchmessersehne
(I;J{F{ Eg;F; von k' und der dazu senkrechten Durchmessersehne

(| = GLH},

o7

S SR

I

Fig. 99.
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Bei der Konstruktion der Ellipsen zeigt sich, daf ihre Achsen die
Diagonalen des Quadrates sind, das die scheinbaren Umrisse der beiden
Flichen bilden. In der Tat: Da der Abstand zwischen C7” und »"’
ebenso wie der zwischen CY und n”’ gleich dem Halbmesser r der Leit-
kreise und somit auch gleich O'Cy ist,- bildet O”’CY" mit »”’ einen
Winke! von 45°; deshalb ist aber — siehe Fig. 99 — U@ = U0’
=GV =WA4A"=0"4" und, da 0”"G{ = UG{’, auch 0"4” = 0"GY.
Infolgedessen ist die den beiden Ellipsen gemeinsame Sehne A”GY zu
der einen der erwahnten Quadratdiagonalen parallel und wird von der
anderen gehilftet ; hieraus aber folgt nach dem zweiten Satz von Nr. 145,
daBl die Diagonalen fiir beide Aufriffellipsen konjugierte Durchmesser
und zwar, da sie rechtwinklig sind, die Achsen sein miissen. Nunmehr
konnen wir auch die Langen der Achsen unmittelbar bestimmen, da
ihnen im Grundriff das Paar rechtwinkliger Durchmessersehnen von %
entspricht, von denen die eine zu A’G; parallel ist und die andere A'G;
hélftet.

d

Fig. 99 kann als Darstellung eines Rokrkreuzes aufgefalit werden;
ganz dhnlich sind die in Fig. 100, ¢ und b, angedeuteten Rohrverbin-
dungen zu behandeln. Ebenso gehéren hierher das Kreuzgewolbe
(Fig. 100, ¢) und das Klostergewdslbe (Fig. 100, d).

297. Wir kehren wieder zu Fig. 98, d. h. zu der geraden Kreis-
kegelfliche (Mittellinie m) und der geraden Kreiszylinderfliche (Mittel-
linie n) zuriick, die eine Kugel K, beriihren, und nehmen eine zweite
gerade Kreiszylinderfliche hinzu, die ebenfalls die Mittellinie n besitzt.
Den RiBl der Durchdringungskurve zwischen der Kegelfliche und der
zweiten Zylinderfliche konstruieren wir wie in Nr. 295 und erhalten
insbesondere mittels des Hilfskreises 4 den Punkt P als Schnittpunkt
zwischen G4, und der zu n senkrechten Strecke Q,Q,, deren End-
punkte auf 4 und dem scheinbaren Umrif} der zweiten Zylinderfliche
liegen. Treffen sich die Geraden @@, und 4D in R und ist & der spitze
Winkel zwischen m und n, 90° — & also der spitze Winkel zwischen
G,G, und 4D, so sind PR, L,J,, L, K, die aus P, L,, Ly auf 4D
gefillten Lote und nach dem zweiten Satz von Nr. 47

RJ, = PL;-cos(90° — J) = PL,-sin?,
RK, = PL;-cos(90° — §) = PLy-sind.
Ferner ist die Potenz des Punktes R in bezug auf den Kreis « sowohl
gleich RJ,- RK, als auch gleich R@, - R@,, so dafi wir
RJ,- RK, = RQ, - RQ,
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haben. Aus diesen drei Gleichungen folgt
RQl ) -RQ_g
sin2 ¢
oder, da R@, die Differenz d und RQ, die Summe s der Leitkreisradien
der beiden Zylinderflichen sind,

PL,.- PL, =

PL,- PL,=

L
sin?d
Verandern wir nun den Hilfskreis %, so bewegen sich L, auf AC,
Ly, auf BD und P auf dem RiB} der Durchdringungskurve so, daB die
Gerade PL,L, ihre — zu m senkrechte — Richtung und das Produkt
-8
sin?¢
Satz von Nr. 243 in Kraft: Nach ihm liegt P auf einer Hyperbel, deren
Asymptoten AC und BD sind. Dieselbe Hyperbel ergibt sich auch
als Ort der weiteren Punkte der Bildkurve, die auler P aus dem Hilfs-

kreis % folgen. Deshalb kommen wir, wenn wir noch die Erérterungen
von Nr. 292 und Nr. 293 hinzuziehen, zu dem Satz:

Wird die Durchdringungskurve einer geraden Kreiskegelfliche und
einer geraden Kreiszylinderfliche, deren Mittellinien m und n durch
einen Punkt O gehen, rechtwinklig auf eine zu der Ebene von m und n
parallele Tafel projiziert, so besteht die Bildkurve aus zwei Bogen einer
Hyperbel, die in den Schnittpunkten der scheinbaren Umrisse der beiden
Flichen enden. Um die Asymptoten der Hyperbel zu finden, legt man
um den Rif8 von O den Kreis, der die Umriferzeugenden der Kegelfliche
beriihrt, bestimmt seine zu n parallelen Tangenten und zieht in dem so
erhaltenen Tangenienviereck die Diagonalen.

PL,- PL, den konstanten Wert behalt. Also tritt der letzte

298. Aufgabe: Gegeben sind die Risse eines geraden Kreiskegels
mit scheitelrechter Mittellinie m und eines geraden Kreiszylinders,
dessen Mittellinie » zu beiden Tafeln parallel ist und m trifft. Gefordert
ist die Konstruktion der Risse der Durchdringungskurve.

Fir den Aufriff gilt der Satz von Nr.297. Wir konstruieren in
Fig. 101 genau wie in Fig. 98 die Asymptoten der Hyperbel mit Hilfe
des Kreises ug, der den Aufril O des Schnittpunktes von m und
zum Mittelpunkt hat und den scheinbaren UmriB der Kegelfliche in

7, By berithrt. Aus der Symmetrie der Figur folgt, daB m/’ und E/ Ey
die Winkel zwischen den Asymptoten hiilften und somit die Achsen
der Hyperbel sind. Dabei sind aber zwei Fille zu unterscheiden:

Im ersten Fall (Fig. 101a) schneidet der Kreis 4] den scheinbaren
Umril der Zylinderflache; er ist der kleinste Kreis, der firr das Ver-
fahren von Nr. 292 wirksam ist, und liefert nach ihm zwei auf der
Achse EVE; liegende Punkte, also die Scheitel der Hyperbel, so daB
E?E7 Hauptachse und m”” Nebenachse ist.
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Im zweiten Fall (Fig. 101b) wird der scheinbare UmriB der Zylinder-
flache von wy nicht geschnitten, sondern von einem gréBeren, um 0”
gelegten Kreis «! beriihrt; nunmehr ist «; der kleinste fiir das Ver-

a Fig. 101. b

fahren von Nr. 292 wirksame Kreis und liefert in zwei auf m’’ liegenden
Punkten die Scheitel der Hyperbel. Jetzt ist also m’’ Hauptachse und
E! E; Nebenachse.

Da wir auch den Grundrif der Durchdringungskurve eintragen
miissen, geniigt es nicht, ihren Aufril als Hyperbel herzustellen. Viel-
mehr werden wir nur ihre Scheitelkrimmungskreise (Nr. 250) und die
Endtangenten der in Betracht kommenden Bogen (Nr.245) fir die
moglichst gute Einzeichnung derselben benutzen, im iibrigen aber eins
der Verfahren dieses und des vorangegangenen Kapitels anwenden.
Zunichst bietet sich das von Nr. 292 dar; aber die Schnittpunkte der
um O” gelegten Kreise mit den scheinbaren Umrissen der beiden Flichen
sind zum Teil sehr ungiinstig. Fir den ersten Fall ist das Verfahren
von Nr. 289 (wagerechte Hilfsebenen unter Hinzufiigung eines Kreuz-
risses) und fiir den zweiten Fall das von Nr. 281 (vgl. die Aufgabe von
Nr. 283) vorzuziehen; die Durchfithrung ist in Fig. 101a und Fig. 101b
angedeutet.

Im ersten Fall wird der Kegel von dem Zylinder durchbohrt; dies
kommt z. B. vor bei einem Hahnengehduse, das in ein Rohr eingefiigt
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ist, und bei zylindrischen Angiissen an kegelférmigen Teilen von Lager-
schalen. Im zweiten Fall dringt der Kegel in den Zylinder ein, z. B.
wenn ein konisches Schmierloch in den Hohlzylinder eines Lagers ge-
fithrt wird.

299. In dem Beweis des Satzes von Nr. 297 kann die gerade Kreis-
kegelfliche auch durch eine gerade Kreiszylinderfliche mit der Mittel-
linie m ersetzt werden. Dann tritt in Fig. 98 an die Stelle des Tangenten-
viereckes 4ABCD ein Tangentenparallelogramm des Kreises u,, also ein
Rhombus; die Diagonalen eines solchen aber gehen durch O, stehen
aufeinander senkrecht und héliten die Winkel zwischenen und n. Mit-
hin folgt:

Der Satz von Nr. 297 gilt auch fiir zwes gerade Kreiszylinderflichen,
deren Mittellinien einander schneiden; jedoch ergeben sich in diesem Fall
die Asymptoten der Hyperbel als die Halbierungslinien der Winkel
zwischen den Bildgeraden der Mittellinien.

Beispiele hierfiir sind insbesondere die Verbindungen von Rohren ver-
schiedenen Durchmessers. Fur die Durchfithrung der Konstruktion ist
dasselbe wie im vorletzten Absatz von Nr.298 zu sagen; und zwar
empfiehlt sich das Verfahren von Nr. 285 (vgl. die Aufgabe von Nr. 286).

Nehmen wir hingegen zwei gerade Kreiskegelflichen, deren Mittel-
linien einander schneiden, so kénnen wir den Beweis von Nr. 297 auf
sie nicht iibertragen, ohne die benutzten Sitze, insbesondere den von
Nr. 243 wesentlich zu erweitern; aber auch fiir sie gilt der Satz von
Nr. 297. Uberhaupt sind dieser Satz und der von Nr. 295 nur Sonder-
fille zweier sehr viel allgemeineren Sitze: Die geraden und schiefen
Kreiskegel- und Kreiszylinderflichen, die Kugeln und auch die Zylinder-
flichen, deren Leitkurven Kegelschnitte sind, gehéren zu der Familie
der Flichen zweiten Grades. Die Durchdringungskurve von irgend zwei
solchen Flichen ist im allgemeinen eine Raumkurve, die mit jeder
Ebene hochstens vier Schnittpunkte besitzt; sie hat jeden Beriihrungs-
punkt der beiden Flichen zum Knoten, zerfillt aber in zwei Kegel-
schnitte, sobald zwei Berithrungspunkte vorhanden sind. Jedoch kann
dieses Zerfallen, wie der Satz von Nr. 295 lehrt, auch unter anderen
Bedingungen eintreten. — Durch eine Raumkurve dieser Art gehen
ferner aufler den beiden sie bestimmenden noch unendlich viele Flichen
zweiten Grades, unter denen bis vier Kegel- oder Zylinderflichen sein
kénnen; in dem Beispiel der Fig. 98 haben wir aufler den beiden ge-
gebenen Flichen noch eine hyperbolische Zylinderfliche, die ebenfalls
die Durchdringungskurve trigt, ndmlich diejenige, deren Leitkurve die
in Nr. 297 gefundene Hyperbel ist und deren Erzeugende Projektions-
strahlen sind. Hierdurch erklirt es sich, daBl das Verfahren von Nr, 292
auch zu den Punkten der Hyperbel fithrt, die auBlerhalb der schein-
baren Umrisse der beiden gegebenen Flichen liegen und deshalb fiix
die Durchdringungskurve selbst nicht in Betracht kommen; es liefert
eben zunichst — in den Schnittlinien der Ebenen der Kreise, die durch
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die Hilfskugeln aus den gegebenen Flichen ausgeschnitten werden —
die Erzeugenden der hyperbolischen Zylinderfliche, indem es ihre
Spurpunkte in der RiSitafel bestimmt.

Fir die Aufgaben der darstellenden Geometrie sind noch andere
Sonderfille der erwihnten allgemeinen Sétze von Bedeutung; einige
von ihnen sollen im folgenden behandelt werden.

Weitere besondere Fille.

300. Wenn eine gerade Kreiszylinderfliche — mit der Mittel-
linie m — und eine schiefe Kreiszylinderfliche — mit der Mittellinie » —
denselben Kreis k& tragen, so gehen m und n durch den Mittelpunkt O
von k, und m steht auf der Ebene von k senkrecht. Die durch m und »
bestimmte Ebene X steht ebenfalls auf der Ebene von % senkrecht
und ist infolgedessen nach Nr.259 gemeinsame Symmetrieebene der
beiden Zylinderflichen. Stellen wir in Fig. 102 die Flichen so, daBl =
zu der AufriBBtafel parallel ist, so ist die Bildstrecke der in > liegenden
Durchmessersehne 4 B von k der AufriB von %k, wihrend die in X ent-
haltenen Erzeugenden — die ein Parallelogramm ACBD mit dem
Diagonalenschnittpunkt O bilden — die scheinbaren Umrisse der beiden
Flachen liefern.

Der Kreis & und die Punkte C, D gehéren zu der Durchdringungs-
kurve. Weitere Punkte finden wir nach dem Verfahren von Nr. 289 durch
Hilfsebenen, die zu der Ebene von k parallel, also, da in Fig. 102
m scheitelrecht steht, wagerecht sind. E sei eine solche und e, ihre
AufriBspur; sie schneidet die beiden Zylinderflichen in zwei Kreisen b
und ¢, die zu & kongruent sind, und fiir deren Mittelpunkte M, N die
Aufrisse durch m”” und »” in e, eingezeichnet werden. Im Grundrif3
von Fig. 102, in den wir auler 0’, ¥’ und der mit der Spur s, von Z
vereinigten Bildgeraden «#’ nur 4’ und ¢’ einzeichnen wollen, ist M’ = 0’,
b’ =k’ und ¢’ ein mit ¥’ kongruenter Kreis. Die Schnittpunkte Xi, X3
von b und ¢’ sind die Grundrisse der beiden in E enthaltenen Punkte
X,, X, der Durchdringungskurve; ihre gemeinsame Ordnungslinie
trifft e, in dem gemeinsamen Aufri} X’ von X; und X, und, da &’
und ¢’ kongruent sind, »’ in der Mitte X’ der Strecke M’N’. Also
haben wir

MX =XN, M"X" =X"N".
Ziehen wir nun durch ¢’ die Parallele zu A”B” und zu e,, so werden
auf ihr durch m” und #” zwei in C”’ zusammenstoende Strecken ab-

gegrenzt, die gleich 0”A” und gleich O”B”, also einander gleich sind.
Deshalb liegt X"/ auf der Geraden 0C”.

Die Kreise b’ =4k und ¢’ haben nur Schnittpunkte, solange e,
zwischen C” und D” hindurchgeht, und fallen zusammen, wenn
e, = A”B” ist. Infolgedessen haben alle nicht zu k gehorigen Punkte
der Durchdringungskurve ihre Aufrisse auf der Strecke C”’D"’; sie sind
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somit Punkte einer ebenen Kurve, deren Ebene lings CD auf der Sym-
metrieebene Z senkrecht steht, d. h. einer Ellipse, die durch diese
Ebene sowohl aus der geraden wie aus der schiefen Kreiszylinderfliche
ausgeschnitten wird. Die Ellipse und der Kreis k begegnen einander
in zwei Punkten, deren gemeinsamer Aufril 0" ist; jeder dieser Punkte
ist ein Knoten der Durchdringungskurve und hat fiir beide Flichen
dieselbe, durch die Tangenten des Kreises £ und der Ellipse bestimmte
Tangentialebene. Deshalb gilt der Satz (vgl. Nr. 279):

Wenn eine gerade
und eine schiefe Kreis-
zylinderfliche einen
Kreis gemeinsam
haben, so schneiden
ste  sich auferdem
noch in einer Ellipse
und beriihren esnander
in den beiden Punk-
ten, in denen der
Kreis und die Ellipse
einander begegnen.

301. Wir fiigen
zu den in Nr. 300 be-
handelten  Flidchen
eine zweite gerade
Kreiszylinderfliache
hinzu, die ebenfalls
die Mittellinie m be-
sitzt und in die Ebe-
ne von k einen zwei-

Fig. 102. ten Kreig b mit dem

Mittelpunkt O ein-

zeichnet. Auch fiir sie liefern die Erzeugenden, die in X enthalten
sind und die schiefe Kreiszylinderfliche in den Punkten E, G und F, H
durchbohren, den scheinbaren Umri} in Fig. 102. Die Durchdringungs-
kurve der zweiten geraden Kreigzylinderfliche und der schiefen Kreis-
zylinderfliche trigt die Punkte F, ¥, ¢, H und hat nach dem zweiten
Satz von Nr. 276 X zur Symmetrieebene, so daB fiir sie der zweite
Satz von Nr. 260 und die Bemerkungen im letzten Absatz von Nr. 293
gelten: Thr Aufril wird aus zwei Kurvenbdgen bestehen, von denen
jeder zwei der Punkte £”, F”, G, H" verbindet, und jeder Punkt
dieser Kurvenbogen ist der Bildpunkt zweier symmetrischen Punkte.

Die Konstruktion des Aufrisses der Durchdringungskurve fiithren
wir genau in derselben Weise wie in Nr. 300 aus; es treten nur der
Kreig b’ und die Punkte Y/, ¥;, ¥’, Y” an die Stelle des Kreises &’
und der Punkte X{, X}, X’, X”. Bezeichnen wir nun den Halbmesser
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von b, ¢ und % mit r, sowie den von b mit r und setzen wir
M/N/ i M’/N// — t ,
so folgt nach dem erweiterten pythagoreischen Lehrsatz aus dem
Dreieck M’N’Y] die Beziehung
MY?=NY!+MN*+2. M'N'-N'Y’

oder

2 _ 2
(l) N’Y’:i.&.(r tT ——t),
wobei das obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nachdem
XM N'Y; >90° oder <XM'N'Y;<90° ist.

Die Gerade e, trifft unabhingig davon, ob die Punkte X; und Xj
vorhanden sind (vgl. den zweiten Absatz von Nr.300), die Gerade O”'C”
in der Mitte von M”’N”, die wir mit X’/ bezeichnen und zu der als
GrundriB die Mitte X’ von M’N’ gehort; deshalb haben wir
(2) M/X/ — X/N/ — M’/XI/ — X//N/I — %t’

(3) X/Y/ — X//Y/l.
Setzen wir nun zunichst im Einklang mit Fig. 102 r <t voraus, so
liegen N’ und Y’ auf derselben Seite von X’, und es ist
4) XY =XN+NY,
wobei das obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nachdem
XM N Y,>9°oder & M'N'Y; <90°ist. Aus (1) und (4) aber
folgt, daB unabhingig von der GroBe des Winkels 5 M'N'Y]
r2 — ,,.2

2t
ist. Wenn wir nun den spitzen Winkel zwischen den Geraden m” und n”’
mit y und den Flicheninhalt des durch die Seiten 0”X", X”Y" be-
stimmten Parallelogrammes mit (£ O”’Y"’) bezeichnen, so haben wir
in dem rechtwinkligen Dreieck O M’ N 0"’ M" = M"N" - ctg y und
erhalten folglich

(:lj: OIIY//) — X//Y// . OlfM/I = X//Y// . M//N’I . Ctg;/

oder mit (3) und (5a)

(52) XY =

144 (44 r2 - r2

(62) #HO Y)_2-tgy'

Der Wert der rechten Seite von (6a) ist von der Lage von e, un-

abhingig, also konstant. Deshalb gehoren die beiden Kurvenbogen

E”@®” und F"H”, die den Aufri8 der Durchdringungskurve bilden,

nach dem letzten Satz von Nr. 241 einer Hyperbel an, deren Asymptoten
die Geraden A”B”, C”’D” sind.

302. Wenn abweichend von Fig. 102 » > r ist, erhalten wir in der-
selben Weise wie soeben — nur die Punkte M’ und N’ vertauschend —
die Beziehung

(5b) XY =

2 — 2
21
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und aus ihr die Gleichung

24 17 72 - r2
(6D) (0¥ =4
aus der dasselbe wie aus (6a) folgt. Nur liegen jetzt die Geraden E'G”
und F” H” zwischen den Geraden A”’C”” und B” D", so daf3 die Punkte
E’”, H” den einen und die Punkte "/, G den anderen Hyperbelbogen
begrenzen miissen. Die Hyperbel ist also in dem anderen Scheitel-
winkelpaar der Asymptoten enthalten wie vorher.

Hiernach erhalten wir alle méglichen Hyperbeln mit den Asymptoten
A”B” und C”D”, wenn wir die schiefe Kreiskegelfliche ungeéndert
lassen und die gerade unter Beibehaltung ihrer Mittellinie m durch
VergroBerung und Verkleinerung ihres Leitkreises verindern. Aber
wir konnen unser Ergebnis noch etwas allgemeiner fassen: Sind eine
gerade und eine schiefe Kreiszylinderfliche gegeben, deren Leitkreise
parallele Ebenen und deren Mittellinien einen Schnittpunkt O besitzen,
so zeichnen sie in die Ebene E;, die durch O parallel zu den Leitkreis-
ebenen lauft, zwei Kreise mit dem Mittelpunkt O ein. Nehmen wir
noch die gerade Kreiszylinderfliche hinzu, deren Leitkreis der in E,
gelegene Kreis der gegebenen schiefen Kreiszylinderflache ist, so haben
wir genau die Zusammenstellung, die wir an der Hand von Fig. 102
untersucht haben. Deshalb gilt der Satz:

Wenn eine gerade und eine schiefe Kreiszylinderfliche parallele Leit-
krevsebenen und durch einen Punkt O laufende Mittellinien m, n haben,
80 besteht bei rechtwinkliger Projektion auf die durch m und n bestvmmite
Ebene der Rif3 der Durchdringungskurve aus zwet Bogen einer Hyperbel;
thre Asymptoten ergeben sich nach Nr. 300 als Rif3 der Durchdringungs-
kurve der schiefen Kreiszylinderfliche und derjenigen geraden, deren Leit-
kreis durch jene in die durch O gehende und zu m senkrechte Ebene ein-
gezeichnet wird.

Fir die Konstruktion kann die Anwendung dieses Satzes sehr vor-
teilbaft sein; der Kurvenbogen A’ B’ in Nr. 288 allerdings, der auf
Grund des Satzes ein Hyperbelbogen ist, muf} in der dort angegebenen
Weise hergestellt werden, weil aus ihm andere Risse abzuleiten sind.

303. Eine Kugel und eine Kreiszylinderfliche besitzen stets eine
gemeinsame Symmetrieebene in der Ebene, die man durch den Kugel-
mittelpunkt senkrecht zu den Zylindererzeugenden legen kann (Nr. 259).
Da diese Ebene auch (Nr.276) Symmetrieebene der Durchdringungs-
kurve ist, gehért, wenn die beiden Flachen einen Kreis k& gemeinsam
haben, zu der Durchdringungskurve auler & der Kreis, der das Spiegel-
bild von % in bezug auf jene Ebene ist. Diese beiden Kreise kénnen
als Kreise derselben Kugel (Nr.194) zwei Schnittpunkte haben, fir
die dann dasselbe gilt wie im letzten Absatz von Nr. 300 fiir die Schnitt-
punkte des Kreises £ und der Ellipse. Deshalb erhalten wir den Satz:
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Wenn eine Kugel und eine Kreiszylinderfliche einen Kreis gemeinsam
haben, so schneiden sie sich auferdem noch in einem zweiten und beriihren
einander in den etwa vorhandenen Schnittpunkten der beiden Kreise.

Bei einer geraden Kreiszylinderfliche ist dieser Satz nach dem
letzten Satz von Nr.262 selbstverstindlich. Aber fiir eine schiefe
Kreiszylinderfliche folgt, da man jeden der beiden Kreise als ihren
Leitkreis benutzen kann, der Satz:

Eine schiefe Kreiszylinderfliche wird von zwer verschiedenen Scharen
paralleler Ebenen in Kreisen geschnitten. (Wechselschnitte.)

Setzen wir eine schiefe Kreiszylinderfliche mit der Mittellinie m
voraus und nehmen an Stelle der Kugel, die mit ihr einen Kreis k
gemeinsam hat, eine zweite Kugel mit demselben Mittelpunkt @,
so konnen wir auf dhnlichem Wege wie den Satz von Nr. 302 einen
ihm entsprechenden Satz beweisen: Bei rechtwinkliger Projektion auf
eine Tafel, die zu der durch @ und m bestimmten Ebene parallel ist,
hat die Durchdringungskurve als Rif} einen oder zwei Bogen einer
Hyperbel. Ein Beispiel hierfiir ist der in Nr. 291 (Fig. 96) konstruierte
Kurvenbogen B{’A4{’. Eine besondere Behandlung dagegen erfordert
der Fall, daB die Kreiszylinderfliche gerade ist.

304. Wir nehmen eine Kugel mit dem Mittelpunkt @ und dem
Halbmesser r,, sowie eine gerade Kreiszylinderfliche, deren Mittel-
linie m ist und deren Leitkreis ebenfalls den Halbmesser 7, hat, und
stellen die beiden Flichen so, daB ihre, durch @ und m bestimmte,
gemeinsame Symmetrieebene X zu einer RiBtafel parallel ist. Trifft
der Durchmesser der Kugel, der in X liegt und auf m senkrecht steht,
m in O, so konnen wir zur Herstellung des Risses der Durchdringungs-
kurve in jener Tafel nach dem Verfahren von Nr.292 um O Hilfs-
kugeln legen. Wir schlagen also in Fig. 103, in der wir wie in Fig. 98
die zur Bezeichnung des Risses dienenden Striche fortlassen, um O
einen Hilfskreis u,, verbinden die Punkte, in denen er den scheinbaren
Umril der Zylinderfliche schneidet, durch die zu m senkrechten Ge-
raden F,F,, G,G, und ziehen die zu m parallele Sehne K, K,, die u,;
mit dem scheinbaren Umrifl %, der Kugel gemeinsam hat; dann sind
die beiden Punkte, die K, K, in F', F, und G, @, einzeichnet, zwei Punkte
der gesuchten Bildkurve.

Der Schnittpunkt X von &;@, und K, K, hat fir die Kreise u,
und u, dieselbe Potenz

$=XK, -XK,.
Da X die Sehne GG, von u, in die Strecken X@,, X@, teilt, ist auch
P® = XG,- XG,;

dieses Produkt verwandeln wir mit Hilfe des Punktes M, in dem G, @,
durch m gehalftet wird, nach der Gleichung (3) von Nr.242 — mit
den Punkten X, G;, G5 an Stelle von P, L,, L, — in den Ausdruck
M@? — MX® und erhalten, da MG, = MG, = r, ist,

(7a) P=r—MX".
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Legen wir ferner durch X den Durchmesser von u,, so ist P auch
gleich dem Produkt der Strecken, in die durch X diese Durchmesser-
sehne zerlegt wird ; rechnen wir
dieses Produkt in derselben
Weise wie das  Produkt
X@ - XG, um, so finden wir,
da u, den Halbmesser r, hat,
auch

(Th) P =1} — QX"
Aus (7a) und (7b) aber folgt,
-daB

MX=0QX

ist, und das heit auf Grund
des ersten Satzes von Nr.
233, daBl X auf einer Parabel
liegt, deren Brennpunkt @ und
deren Leitlinie m ist. Dagselbe
gilt fiir den Schnittpunkt von
F,F, und K, K, und fiir alle
Punkte, die wir in derselben Weise wie X konstruieren, — insbesondere
auch firr die Punkte 4 und B, in denen u, die eine UmriBerzeugende
der Zylinderfliche schneidet. Also folgt der Satz:

Wenn der Leitkreis einer geraden Kreiszylinderfliche und eine Kugel
gleichen Halbmesser besitzen, so hat bei rechtwinkliger Projektion auf die
Ebene, die durch die Mittellinie m der Zylinderfliche und den Mittel-
punkt @ der Kugel liuft, oder auf eine zu thr parallele Tafel die Durch-
dringungskurve der beiden Flichen zum Rif3 den durch die Schnittpunkte
der beiden scheinbaren Umrisse begrenzten Bogen der Parabel, derenm
Brennpunkt und Leitlinie die Risse von @ und m sind.

305. Die in Nr. 304 gefundene Parabel, die wir als ,,Parabel (@, m)*
bezeichnen wollen, hat den Parameter p = 0@ (Nr.233); ihre Sym-
metrieachse ist die Gerade 0Q und ihr Scheitel S die Mitte der Strecke 0@Q;
durch 8 liuft parallel zu m die Scheiteltangente s. Wir kénnen sie
— z. B. auf Grund des ersten Satzes von Nr.233 — ganz unabhingig
von der Durchdringungskurve der beiden Flichen herstellen, also zu-
nichst in ihren Fortsetzungen tiber die Punkte 4, B hinaus, aber
auch dann, wenn die beiden Flichen vollig getrennt liegen. Ist Z ein
beliebiger ihrer Punkte und schneidet ihr durch Z gehender Durch-
messer ( | 0Q) die Mittellinie m und die Umrierzeugenden der Zylinder-
flache, sowie die Scheiteltangente s der Reihe nach in N, J, J,, U, so
sind UZ und SU in dem Koordinatensystem, dessen Achsen OQ und s
sind, die Koordinaten von Z; also folgt aus Gleichung (17) in Nr. 233

8T
-5

SU*=2p-UZ oder UZ
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Ferner ist SU = ON, NU = 08 = %, NJ, = NJ, = r, und, wenn

wir OJ, = OJ, = r setzen, ON” = 2 — ¢2. Mithin ergibt sich
ON° p r—1p

oder
_P2+Tz—ﬁ
(8) NZ—ﬁ_TP .

Wir konstruieren nun in Fig. 103 fiir die gerade Kreiszylinderfliche
und eine zweite Kugel, die ebenfalls den Mittelpunkt @, aber den Halb-
messer r und den scheinbaren UmriBl v besitzt, den RiB der Durch-
dringungskurve wiederum nach dem Verfahren von Nr.292: Ein um O
mit dem beliebigen Halbmesser » geschlagener Hilfskreis w, liefert die
zu m senkrechten Geraden H,H,, J,J, und die zu m parallele Gerade
L,L,, von denen die letzte in die ersten beiden zwei Punkte der ge-
suchten Bildkurve einzeichnet. Sind nun ¥, N, U die Schnittpunkte
von J;J, mit Ly Ly, m, s, und ist ¥V der Schnittpunkt von OQ mit L, L,,
so haben wir

NY =0V, NU=08, OL =r, QL —1.

Ferner ergibt sich nach dem erweiterten pythagoreischen Lehrsatz aus
dem Dreieck OQL, die Beziehung
QL =0L} + 0Q* +2-0Q -0V
oder
v=r+p*+2p-NY,
wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem <QOL, > 90°
oder LQOL; <90° ist. Hieraus folgt, dafl

2 2

ror o oder NY:—*—*—rz_rz—pz,

2p 2p

je nachdem V auf der anderen oder auf derselben Seite von O wie S,
d. h. je nachdem Y auf der anderen oder auf derselben Seite von N
wie U liegt.

Die Gerade J;J, ist ein Durchmesser der Parabel (@, m) und trifft
sie nach Nr. 230 stets in einem Punkt Z. Auf ihr haben wir, wenn wie
in Fig.103 t > r, ist, entweder die erste Reihenfolge Y, N, Z (YZ
= NY + NZ) oder die zweite Reihenfolge N, ¥, Z (YZ = NZ — NY)
und, wenn t <r,, die dritte Reihenfolge N, Z, ¥ (YZ = NY — N2Z).
Die erste Moglichkeit der Beziehung (9) gehért zu der ersten Reihen-
folge, die zweite Moglichkeit der Beziehung (9) aber zu der zweiten
und dritten Reihenfolge; also erhalten wir

9 NY=

3 — 12

2 2
(10) YZ:r—2pT6 fir t>r, YZ— filr v < ry.

Immer besitzt nach (10) die Strecke YZ eine Grofle, die unabhiingig
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von der Wahl des Hilfskreises u, ist; deshalb finden wir alle Punkte
der gesuchten Bildkurve, indem wir die Punkte der Parabel (@, m)
um diese Strecke parallel zu der Symmetrieachse 0@ verschieben.
Das heif3t:

Wird die Durchdringungskurve einer geraden Kreiszylinderfliche (mat
der Mittellinie m) und einer Kugel (mit dem Mittelpunkt Q) rechtwinklg
auf die durch m und Q bestimmte oder auf eine dazu parallele Tafel pro-
jiziert, so gehért thr Rif3 einer Parabel an; diese entsteht aus der Parabel,
deren Leitlinie und Brennpunkt die Risse von m wund Q sind, durch
Parallelverschiebung in der Richtung threr Symmetrieachse.

306. Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 103 die scheinbaren Umrisse
eines geraden Kreiszylinders (Mittellinie m) und einer Kugel (Mittel-
punkt @) in einer Tafel, die zu der Ebene von m und @ parallel ist.
Gesucht ist der Ril der Durchdringungskurve.

Wir fallen, wenn wir die Risse von m und @ wieder mit diesen
Buchstaben ohne beigefiigte Striche bezeichnen, aus @ das Lot QO
auf m und konstruieren mit Hilfe eines beliebigen, um O gelegten
Kreises u, einen Punkt Y der Bildkurve. Schneidet die Gerade, die
wir durch Y parallel zu OQ ziehen, die Gerade m in N, so wird sie von
der —in Fig. 103 nicht eingetragenen — Mittelsenkrechten der Strecke N @
in dem Punkt Z getroffen, fiir den NZ = QZ ist, der also der Parabel
(@, m) angehort. Die Strecke Y Z gibt die Linge d an, um die wir die
Parabel (@, m) auf Grund des Satzes von Nr. 305 verschieben miissen,
um die Parabel zu erhalten, der die gesuchte Bildkurve angehort.
Insbesondere liegt der Scheitel S* dieser Parabel so auf 0@, daB er
von der Mitte S der Strecke OQ um d entfernt ist.

Wenn der scheinbare Umri » der Kugel nur die eine UmriBerzeu-
gende der Zylinderflache trifft, ist der durch die Schnittpunkte begrenzte
und den Scheitel $* enthaltende Bogen der Parabel der Ri der Durch-
dringungskurve. Wenn v aber, wie in Fig. 103, die beiden UmriB-
erzeugenden der Zylinderfliche in C;, D, und in C,, D, trifft, geht die
Parabel durch diese Punkte so hindurch, daB ihre Bogen C,C,, D,D,
die Bildkurve bilden. Auf Grund der Sitze von Nr. 230 und Nr. 231
schneiden die zu C,, D, gehérigen Tangenten der Parabel einander in
dem Punkt 7' der Symmetrieachse, der doppelt so weit von C,D, ent-
fernt liegt wie 8*, und konnen hiernach eingetragen werden. Das Ent-
sprechende gilt fiir die zu C; und D, gehorigen Tangenten der Parabel.
Mit Hilfe eines solchen Tangentenpaares kann die Parabel nach der
Konstruktionsvorschrift von Nr.235 eingezeichnet werden. Doch
milssen wir, wenn noch ein weiterer Ril} herzustellen ist, auf diesen
ahnlich wie in Nr. 298 Riicksicht nehmen; insbesondere empfiehlt sich,
falls die Tafel dieses Risses zu O@ senkrecht steht, das in Fig. 101a
angewendete Verfahren.

Verschneidungslinien dieser Art finden sich vor allem bei Pumpen

oder bei Rohrleitungen an drehzylindrischen, unten durch eine Halb-
kugel abgeschlossenen Teilen, in die ein diinneres Rohr eingefithrt wird.
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IV. Abwicklungen.
Die Abwicklung ven Zylinder- und Kegelflichen.

307. Die Zylinder- und Kegelflichen sind abwickelbare Fldchen,
d. h. sie kénnen in eine Ebene ausgebreitet werden, ohne daf} sie eine
Dehnung oder Faltung erleiden; ebenso kann umgekehrt ein ebenes
Blatt ohne Dehnung oder Faltung auf eine Fliche dieser Art aufgebogen
werden, wihrend dies z. B. bei einer Kugel nicht méglich ist. Die strenge
Theorie der Verbindung und Abwicklung von Flichen gehort zu den
Anwendungen der hoheren Analysis auf die Geometrie, jedoch kénnen
wir den Vorgang der Abwicklung einer Zylinder- oder Kegelfliche uns
in folgender Weise anschaulich klarmachen: Wir ziehen auf der Flache
sehr viele Erzeugende in kleinen Abstdnden voneinander und ersetzen
die zwischen je zwei benachbarten von ihnen liegenden, sehr schmalen
Flichenstreifen durch die ebenen Streifen, die durch die Erzeugenden be-
stimmt und begrenzt sind. Dadurch tritt an die Stelle der Zylinderflache
ein Prisma und an die Stelle der Kegelfliche eine Pyramide mit sehr
vielen, sehr schmalen Seitenflichen. Diese Ersatzfliche nun verebnen
wir: Wir schneiden sie, wenn sie geschlossen ist, lings einer Kante auf,
bringen die eine dadurch freigewordene Seitenfliche durch Drehung um
die Kante, in der sie an die nachste Seitenfliche st68t, in die Ebene der-
selben, darauf diese beiden Seitenflichen durch Drehung um die néchste
Kante in die dritte Seitenfliche und fahren so fort. Dabei wird eine
Kurve, die auf der Zylinder- oder Kegelfliche verliuft, durch einen
Streckenzug vertreten, der auf der Ersatzfliche liegt, und insbesondere
eine Tangente der Kurve, insofern sie ihre Fortschreitungsrichtung fiir
eine bestimmte Stelle angibt, durch die Gerade, die an der entsprechen-
den Stelle des Streckenzuges die ihm angehorige Strecke trigt.

Durch den geschilderten Vorgang nihern wir die Abwicklung einer
Zylinder- oder Kegelfliche um so genauer an, je enger wir auf ihr die
Erzeugenden anordnen. Wir schliefen deshalb aus seinen Eigenschaften
auf die Gesetze der Abwicklung der krummen Flichen selbst; im fol-
genden stellen wir den ersteren die letzteren unmittelbar gegeniiber.

Bes der Abwicklung einer Zylin-
der- oder Kegelfliche gehen die Er-

308. Bei der Abwicklung der
Ersatzfliche gehen dieKanten iiber

in eine Schar untereinander par-
alleler oder durch einen Punkt lau-
fender Geraden. Alle Strecken und
Winkel, die in einer Seitenfliche
der Ersatzfliche liegen, bleiben un-
verindert. Ein auf der Ersatzfliche
verlaufender Streckenzug wird in
einen ebenen Streckenzug verwan-

Ludwig, Darstellende Geometrie II.

zeugenden iber in eine Schar unter-
etnander paralleler oder durch einen
Punkt laufender Geraden. Jede auf
der Fliche verlaufende Kurve wird
tn eine ebene Kurve verwandelt; ent-
sprechende Bogen beider Kurven
sind gleichlang, und die Tangenten
der verwandelten Kurve bilden mit

8
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delt, dessen Strecken mit unver-
dnderten Liangen und Winkeln
zwischen den abgewickelten Kan-
ten liegen.

Liegen auf der Ersatzfliche
zwei Streckenziige und sind PP,,
QQ, zwei in einer Seitenfliche ent-
haltene Strecken derselben, so sind
die Geraden PP;, @@, entweder
einander parallel oder bilden mit
der Kante PQ zusammen ein Drei-
eck PQT . In der abgewickelten
Figur entsprechen den Strecken
PP, QQ, zwei Strecken P*P¥,
@*QF, die mit der abgewickelten
Kante P*@Q* dieselben Winkel bil-
den wie PP,, @@, mit P@; da
auflerdem die Strecken P¢ und
P*@Q* gleichlang sind, folgt, daf
die Geraden P*P¥ und Q*Qj ent-
weder parallel sind oder mit P*Q*
ein dem Dreieck PQ T kongruentes
Dreieck P*@Q*T* bilden.

Abwicklungen.

den abgewickelten Erzeugenden die-
selben Winkel, wie in den enispre-
chenden Punkten die Tangenten der
Kurve auf der Fliche mit deren Er-
zeugenden.

Liegen auf einer Zylinder- oder
Kegelfliche zwei Kurven c, k, welche
dieselbe Erzeugende in den Punkten
P, Q schneiden, so sind thre zu
P und @ gehorigen Tangenten
entweder einander parallel oder be-
gegnen etnander in einem Punkt T.
Bei der Abwicklung der Fldche gehen
¢, k, P, Q in die Kurven c*, k* und
die Punkte P* Q* diber; die zu
P*, Q* gehorigen Tangenten von c*,
k* sind exnander im ersten Fall eben-
falls parallel und bilden im zweiten
Fall ein dem Dreveck PQT kongru-
entes Dreieck P*Q*T*.

309. Eine Zylinderfliche wird durch eine Ebene, die zu ihren Er-

zeugenden senkrecht steht, in einer Kurve geschnitten, deren Tangenten
mit allen Erzeugenden rechte Winkel bilden; wir nennen diese Kurve
einen Normalschnitt der Fliche. Bei der Abwicklung verwandelt sich der
Normalschnitt nach dem ersten Satz von Nr. 308 in eine Kurve, deren
Tangenten simtlich zu einer Schar paralleler Geraden senkrecht sind;
die einzige Linie, bei der dies eintritt, ist die Gerade, die wir als eine mit
ihren Tangenten zusammenfallende Kurve auffassen miissen. Deshalb
gilt der Satz:

Bet der Abwicklung einer Zylinderfliche verwandelt sich jeder Normal-
schnitt k in eine Gerade k*, die zu den abgewickelten Erzeugenden senkrecht
steht. k* tragt zwischen irgendzwes derselben eine Strecke, die gleich dem
Bogen von k zwischen den entsprechenden Zylindererzeugenden tst.

Aus ihm und aus dem zweiten Satz von Nr. 308 ergibt sich sofort der
folgende:

Liegt auf einer Zylinderfliche eine Kurve ¢ und trifft die Erzeugende,
die etnen Punkt P von c trdgt, esnen Normalschnitt k der Fliche in @, so ist
bei der Abwicklung, die ¢, k, P, @ in c*, k*, P*, Q¥ diberfiihrt, die zu P*
gehorige Tangente von c* entweder zu der Geraden k* parallel oder schnetdet
ste in etnem Punkt T* derart, daf die Strecke Q* T* gleich der Strecke QT
tst, die auf der zu Q gehirigen Tangente von k durch die zu P gehirige Tan-
gente von ¢ abgegrenzt wird.



Die Abwicklung von Zylinder- und Kegelfichen. 115

Diese beiden Sitze liefern unmittelbar die folgende Vorschrift:

Soll eine Zylinderfliche abgewickelt und dabei eine auf thr laufende Kurve
¢ verebnet werden, so nimmt man auf der Fliche eine Anzahl Erzeugender
und einen beliebigen Normalschnitt k, trigt die Ldingen der Bogen von k,
die zwischen den Erzeugenden liegen, als aufernanderfolgende Strecken auf
einer Geraden k* ab und zieht durch die gefundenen Punkte die Senkrech-
ten zu k*. Auf diesen schnerdet man von k* aus Strecken ab gleich denen,
die auf den entsprechenden Zylindererzeugenden von k und ¢ begrenzt wer-
den, und erhilt in thren Endpunkten etne Anzahl Punkte der verwandelten
Kurve c*, fir die noch nach dem letzten Satz die Tangenten einzuzeichnen
sind.

310. Wenn wir die Bogenlingen auf dem Normalschnitt £ nicht ge-
nau bestimmen kénnen, miissen wir sie durch ihre Sehnen ersetzen. Wir
fiihren dann nach der Vorschrift von Nr. 309 nicht die Abwicklung der
Zylinderfliche aus, sondern die — nur als Annédherung zu bewertende —
Abwicklung der Ersatzfliche, die wir in Nr. 307 geschildert haben. Dabei
kann es vorkommen, dafl die Sehnen der Kurve ¢ sicherer abzugreifen
sind als die Sehnen des Normalschnittes k, z. B. wenn ¢ ein Kreis und
k eine Ellipse ist; dann ist die folgende Konstruktionsvorschrift vor-
zuziehen :

Soll eine Zylinderfliche abgewickelt und dabei eine auf ihr laufende
Kurve ¢ verebnet werden, so nimmt man auf der Fliche eine Anzahl Er-
zeugender und einen beliebigen Normalschnitt k und konstruiert nebenein-
ander geresht die Trapeze, die durch diese Erzeugenden und die Sehnen von
¢ und k gebildet werden, mit Hilfe threr rechten Winkel, der auf den Er-
zeugenden liegenden Seitenlingen und der Sehnen wvon c.

AuBler der geraden Kreiskegelfliche besitzen die Kegelflichen keine
ebenen Kurven, die in dhnlicher Weise wie die Normalschnitte der Zylin-
derflichen ausgezeichnet sind; daraus folgt:

Fiir die Abwicklung einer Kegelfliche gilt die letzte Vorschrift, wenn
man in thr die Trapeze durch die Dreiecke ersetzt, die durch die Erzeugenden
und die Sehnen ihrer Leitkurve gebildet werden.

Die gerade Kreiskegelfliche nimmt eine besondere Stelle ein; da auf
ihren Erzeugenden nach dem zweiten Satz von Nr. 210 zwischen dem
Scheitel und einem Breitenkreis gleichlange Strecken liegen, gilt fiir sie
der Satz:

Bei der Abwicklung einer geraden Kreiskegelfliche verwandelt sich
jeder Bogen eines Breitenkreises in einen gleichlangen Bogen eines Kreises;
dieser hat zum Halbmesser die Linge der gleichen Strecken, die auf den
Kegelerzeugenden zwischen dem Scheitel und dem Breitenkreis liegen.

Aus ihm, zusammen mit den Sitzen von Nr. 308, ergibt sich sofort
die Konstruktionsvorschrift:

Soll eine gerade Kreiskegelfliche abgewickelt und dabei eine auf thr
laufende Kurve c verebnet werden, so nimmt man auf der Fliche eine Anzahl

8*
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Erzeugender und einen beliebigen Breitenkreis k, trigt die Lingen der Bogen
von k, die zwischen den Erzeugenden liegen, als aufernanderfolgende Bigen
auf dem Kreis k* auf, in den k nach dem letzten Satz verwandelt wird, und
zieht durch die gefundenen Punkte die Geraden nach dem Mittelpunkt von k*.
Auf diesen schneidet man von k* aus Strecken ab gleich denen, die auf den
entsprechenden Kegelerzeugenden von k und ¢ begrenzt werden, und erhdlt
in thren Endpunkten eine Anzahl Punkte der verwandelten Kurve c*, fiir
die moch nach dem letzten Satz von Nr. 308 die Tangenten etnzuzeichnen
sind,
Angendherte Geradstreckung von Kreishogen.

311. Die Ausfihrung der Vorschriften, die am Ende von Nr. 309
und am Ende von Nr. 310 gegeben sind, erfordern die genaue Bestim-
mung der Lingen von Kurvenbiégen. Diese Aufgabe, die man als Ge-
radstreckung oder Rektiftkation bezeichnet, ist im allgemeinen unlésbar
und kann nur dadurch angendhert gelést werden, da man den Bogen
in eine groBere Anzahl kleine Teilbsgen zerlegt und diese durch ihre
Sehnen ersetzt. Theoretisch wird die Annédherung um so besser, je mehr
und je kleinere Teile man nimmt; aber praktisch ergibt sich hierfiir da-
durch eine Grenze,da bei der Abtragung sehr vieler, sehr kleiner Strecken
die Genauigkeit leidet.

Selbst bei der einfachsten Kurve, dem Kreis, ist es unmdglich, die
Lange eines Bogens oder des ganzen Umfanges mathematisch genau als
Strecke zu konstruieren, und die zahlreichen, vor der Erkenntnis dieser
Unmoglichkeit (1882) gemachten Versuche haben nur zu Niherungs-
konstruktionen gefiihrt. Aber man kann dennoch beim Kreis die Bogen-
langen mit der Genauigkeit angeben, die fiir die Zeichnung erforderlich

ist; und zwar entweder durch zahlen-

mélige Berechnung mit Hilfe der

Zahl 7 1) oder mit Hilfe einer der er-

wihnten  Naherungskonstruktionen,

0 sofern bei ihr die Abweichung von der

mathematisch genauen Bogenlinge

innerhalb der Grenze der unvermeid-

7 ' y lichen Zeichenfehler bleibt. Es erweist

. / (4 8 sich als niitzlich, solche Konstruktionen

- Fig. 104 sowohl fiir die Linge des Halbkreises

als auch fiir die Lange eines beliebigen

Kreisbogens zur Verfiigung zu haben; eine Konstruktion der ersten Art
gibt die folgende Vorschrift:

Eine angendherte Geradstreckung des Umjfanges eines Kreises vom Halb-
messer r erhilt man, wenn man einen Durchmesser AC nimmit, die in C be-
riihrende Tangente mit dem einen gegen AC um 30° geneigten Durchmesser

1) Unter Benutzung des Rechenschiebers oder eines Naherungswertes, wie

2 3,1429
7=,4 .
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in D schneidet und auf thr DB = 3r so aufirdgt, dap C zwischen D und B
liegt; dann ist die Strecke AB gleich der Bogenlinge des Halbkreises mait
esnem Fehler, der weniger als 0,0001 - r betrdgt.

In der Tat ist (Fig. 104)

CD=r-1tg30°=—— BC=BD—CD—=(3 ——\r
V3 V3

und in dem rechtwinkligen Dreieck 4ABC

AB =VAC'+ BC = V131, — 213 =r-3,14153 . . .

Da die Bogenlénge des Halbkreises zr und 7= 3,14159 . . . ist, bleibt
AB hinter ihr um r - 0,00006 ... zuriick; der Fehler ist kleiner als
0,0001 - 7, also z. B. fiir r = 1 m kleiner als 0,1 mm.

312. Fiir einen kleinen, im iibrigen beliebigen Kreisbogen empfiehlt
sich die folgende Konstruktion:

Eine angendiiherte Geradstreckung eines Kreisbogens, dessen Halbmesser r
1st und dessen Zentriwinkel AO B hichstens 45° betrdgt, erhilt man, wenn
man AO iber O hinaus um OR = 2r verlingert und die Gerade RB mit
der in A berithrenden Tangente tn C schneidet; dann st die Strecke AC
gleich dem Bogen AB mit einem Fehler, der kleiner als 0,002 -r tst.

Wir beweisen die Berechtigung dieser durch Fig. 105 erlduterten Vor-
schrift dadurch, daf wir die Lingen des Bogens AB und der Strecke AC
berechnen und miteinander vergleichen. Ist s die Linge des Bogens 4B
und « die Gradzahl des Winkels AOB, so besteht, da der Halbkreis die

Bogenlinge 7 und die Gradzahl 180 besitzt, die Verhaltnisgleichung
s:ar=o:180. Die Zahl z == 'fT = %ist das in der hoheren Mathe-

matik gebrauchliche Bogenmaf des Winkels AOB und liefert fiir s den
Ausdruck
(1) s=xr.

Das Bogenmaf} « miissen wir nun auch
als Argument der trigonometrischen
Funktionen des Winkels A0B bei der
Berechnung von AC benutzen; wir er-
halten, wenn wir in Fig. 105 das Lot
BD auf 04 fillen,

AC : AR = DB : DR, Fig. 105.
AR =37, DB=r-sinz, DR=OR + 0D =2r + r-cosz

und somit

@) AC

_AR-DB_3-sinx_ ,
~ DR T 2-+4cosz
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Aus (1) und (2) folgt
2x 4+ x - cosx — 3 -sinx

s —AC= 2 + cosx T

oder, wenn wir die Fehlerfunktion
_2x+4x-cosx — 3 -sinz
- 2 + cosx

einfiihren,
s =AC + yr.

Bilden wir nun den Differentialquotienten von y nach x und rechnen
ibn mit Hilfe der Formel sin?z = 1 — cos?x um, so ergibt sich

dy (1 —cosx)z_
dr ~ \2 4 cosz/’

Fig. 106.

er ist also eine wesentlich positive Grofie und zeigt, daB y eine zugleich
mit z wachsende Funktion ist. Da sich nun fiir

& =0 (x=0) y=20
und fiir

oc=45<x=g—) y = 0,002

berechnet, folgt, daB fiir Bogen, deren Zentriwinkel hochstens 45° be-
tragen, der Fehler zwischen 0 und 0,002 - r liegt. Der Fehler ist also,
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wenn etwa r = 10 cm, kleiner als 0,2 mm und kaum merklich. Er wird
aber fiir Bogen mit groBerem Zentriwinkel schnell groBer; z. B. betrigt
er, da sich fiir

oc:ﬁo(x=—’35) y = 0,008

ergibt, bei einem Kreisbogen mit einem Zentriwinkel von 60° und einem
Halbmesser von 10 cm bereits 0,8 mm.

Die Verebnungen einer Durchdringungskurve.

313. Die Durchdringungskurve zweier abwickelbaren Flichen kann
durch die Abwicklung jeder von ihnen verebnet werden und dabei ganz
verschiedene Gestalten annehmen. Dies erkennen wir insbesondere,
wenn wir zwei Kreiszylinder- oder Kreiskegelflichen nehmen, von denen
die eine die andere durchbohrt. In diesem Fall lduft die Durchdringungs-
kurve um die erste Flache herum, wihrend sie auf der zweiten nur ein
oder zwei Flachenstiicke umgrenzt. Es empfiehlt sich infolgedessen von
selbst, die Punkte der Durchdringungskurve, die zur Herstellung ihrer
Risse gebraucht werden, auf gleichmifBig verteilten Erzeugenden der
ersten Fliche aufzusuchen und diese Erzeugenden zugleich fiir die Ab-
wicklung der Fliche und die damit verbundene Verebnung der Durch-
dringungskurve zu benutzen. Dieselben Punkte der Durchdringungskurve
ergeben, wenn sie in die Abwicklung der zweiten Fliche mit Hilfe der
durch sie gehenden Erzeugenden derselben ubertragen werden, auch fiir
diese Verebnung der Kurve einigermallen gleichmifig verteilte Punkte.
Hierbei kommen die Vorschriften von Nr. 309 und Nr. 310 im Verein
mit der angenaherten Geradstreckung von Kreisbigen in einer Weise zur
Anwendung, die an einem Beispiel zu zeigen geniigt. Als solches benutzen
wir die

Aufgabe: Gegeben sind die Risse eines geraden Kreiszylinders und
eines geraden Kreiskegels derart, dal3 die Mittellinien einander schneiden
und zu der Aufriitafel parallel sind. Gefordert ist die Abwicklung des
Zylindermantels, soweit er aulerhalb des Kegels, und die Abwicklung
des Kegelmantels, soweit er auflerhalb des Zylinders liegt.

In Fig. 106, in deren Grundrif} der Zylinder um der Deutlichkeit der
iibrigen Konstruktionen willen nicht eingetragen ist, wird nur einer der
vier Teile dargestellt, in welche die Verbindung von Zylinder und Kegel
durch ihre beiden Symmetrieebenen zerfdllt. Fiir die Abwicklungen
fiigen wir in Gedanken noch den Teil hinzu, in den sich der gezeichnete
Teil an der zur Aufrifitafel parallelen Symmetrieebene spiegelt, und
lassen die iibrigen beiden Teile fort.

Zunéchst konstruieren wir nach Nr. 298 die Risse der Durchdringungs-
kurve s und zwar, da der Zylinder den Kegel durchbohrt, so, daB wir
auf dem Zylinder zwélf Erzeugende in gleichen Abstinden anordnen.
s begrenzt zusammen mit dem Leitkreis z des Zylinders den in Betracht
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kommenden Teil seines Mantels und umschliet auf dem Kegelmantel
das Fldchenstiick, das infolge der Druchbohrung durch den Zylinder
fortfallt. Es handelt sich also darum, bei der Abwicklung beider Flachen
die Kurve s zu verebnen.

314. Bei der Abwicklung des Zylindermantels folgen wir der Vorschrift
von Nr. 309, indem wir sie dem Umstande anpassen, daB wir als Normal-
schnitt den Leitkreis z benutzen konnen. Wir bestimmen in Fig. 106 an
dem Kreuzri 2"’ nach Nr. 311 die Bogenlinge des Halbkreises von z,
zeichnen neben die gegebenen Risse eine doppelt so lange Strecke 2* und
teilen sie in zwolf gleiche Teile; errichten wir dann in den Teilpunkten
die Lote zu z*, so sind diese die Geraden, in die bei der Abwicklung die
in Nr. 313 ausgewdhlten zwolf Erzeugenden der Zylinderfliche iiber-
gehen. Fiir die auf ihnen liegenden Punkte der verebneten Kurve s*
kénnen wir ihre Abstdnde von z* unmittelbar aus dem Aufrifl entnehmen,
da sich dort die Strecken der Zylindererzeugenden in wahrer Grofle ab-
bilden.

Diejenige Erzeugende des Zylindermantels, lings deren wir ihn auf-
schneiden, kommt zweimal in seiner Abwickelung vor, sie beiderseits be-
grenzend. Aber da es gleichgiiltig ist, welche Erzeugende wir hierzu aus-
wihlen, so kommen wir zu verschiedenen Gestaltungen des abgewickel-
ten Zylindermantels, die wir unter folgendem Gesichtspunkt vereinigen
konnen : Wir denken uns um den Zylinder ein dickeloses — also in beliebig
vielen Lagen seinen Durchmesser nicht verinderndes — Blatt herum-
gelegt und in jeder seiner Schichten die auf der Zylinderfliche verlau-
fenden Kurven eingetragen; wickeln wir dieses Blatt ab, so entsteht eine
sich in regelméBiger Folge kongruent wiederholende Figur, und wir er
halten jedesmal, wenn wir einen Streifen von der Lénge z* herausschnei-
den, eine einfache Abwicklung des Zylindermantels. Hierbei erweist
sich die Kurve s* und jede andere Kurve, die in derselben Weise durch
Abwicklung des Zylindermantels entsteht, als ein Teil einer ,trans-
zendenten® Kurve, die aus unbegrenzt vielen, periodisch wiederkehrenden
und unter sich kongruenten Stiicken besteht.

Sind nun B und C die Punkte von s, die (vgl. den letzten Absatz von
Nr. 293 und Nr. 298) in der Symmetrieebene von s liegen, und schneiden
wir den Zylindermantel lings der Erzeugenden von C auf, so ent-
sprechen ihnen in der Abwicklung, die in Fig. 106 gezeichnet ist, die
Punkte B*, C¥, C¥. In ihnen hat die Kurve s*, wenn wir sie uns iiber
C¥ und C¥ hinaus fortgesetzt denken, Scheitel und kann deshalb in
ihrer Umgebung nach dem letzten Absatz von Nr. 270 durch passend
gewihlte Kreisbogen ersetzt werden. Der Scheitel 4” des Hyperbel-
bogens §” (vgl. Nr. 208) liefert zwei Punkte A¥, A* die zwar keine
Scheitel von s* sind, in denen aber s* ebenfalls zu 2* parallele Tangenten
besitzt; um diese Punkte eintragen zu kénnen, bestimmen wir nach
Nr. 312 (mit Hilfe des Punktes R,) die Linge des Bogens von z'”, um
den der Punkt 4’ von dem einen der ihm nahegelegenen Teilpunkte

von 2"’ entfernt ist.
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Endlich konstruieren wir noch auf Grund des zweiten Satzes von
Nr. 309 fiir die iibrigen eingetragenen Punkte von s* die Tangenten.
Dies geschieht in Fig. 106 z. B. fiir den Punkt P* mit Hilfe des Dreiecks
P*Q*T*, das bei @* einen rechten Winkel und die Kathete Q*T*=Q T
= @'""T" besitzt. Dabei ist die Tangente P"'T" des Hyperbelbogens s
nach Nr. 245 eingetragen und an Stelle von z — mit Riicksicht auf den
verfiigharen Platz — ein dem Punkt P niherliegender Normalschnitt
zu Hilfe genommen worden; von diesem Normalschnitt sind jedoch nur
die Aufrisse des Punktes @, in dem er die Erzeugende von P trifft, und
der zu @ gehorigen Tangente Q T' eingezeichnet. Gleichzeitig ergibt sich
auch die Tangente des zu P* symmetrischen Punktes von s*.

315. Fir die Abwicklung des Kegelmanitels und die Konstruktion der
Kurve s**, die bei ihr als Verebnung von ¢ auftritt, gilt die letzte Vor-
schrift von Nr. 310. Zunichst zeichnen wir in Fig. 106 um einen Punkt
8** den Kreis k**, dessen Halbmesser gleich der Linge der Umrif-
erzeugenden S”U” ist, und in ihm einen Halbmesser S**U**. Darauf
legen wir durch die Grundrisse der Punkte von s, die in Nr. 313 konstru-
iert wurden, die Geraden aus 8§’ und suchen nach Nr. 312 mit Hilfe der
Punkte R, und R, die Lingen der Bégen, in die sie den Viertelkreis
U'V’ von k' teilen. Diese Lingen tragen wir von U** aus auf der zu
U** gehorigen Tangente von k** so ab, wie sie auf k£’ aneinandergereiht
sind, und ziehen durch ihre Endpunkte die Geraden nach dem Punkt
R,, der auf der Verlingerung von U**S** dreimal soweit von U** ent-
fernt liegt wie S8**. Schneiden wir den Kreis s** mit diesen Geraden,
insbesondere mit der letzten von ihnen in V**, so haben wir, da
bei den gegebenen MaBen u U**S**p** < 45° ist, auf k** den
Bogen U**V** und die in ihm enthaltenen Bogen so bestimmt, daB sie
nach Nr. 312 gleich dem Bogen U’V’ von k&’ und seinen Teilen sind.

Indem wir die Endpunkte dieser Bogen mit S** verbinden und zu
der erhaltenen Figur das Spiegelbild in bezug auf S**U** hinzufiigen,
erhalten wir die Abwicklung der von uns betrachteten Halfte des Kegel-
mantels mitsamt den Erzeugenden, die durch die in Nr. 313 konstruierten
Punkte von s gehen. Die Absténde, die diese Punkte von S besitzen
und die wir in der Abwicklung von S** aus auftragen miissen, entnehmen
wir aus dem Aufrif}; sie sind nach dem zweiten Satz von Nr. 210 gleich
den Strecken, die durch die Breitenkreise der Punkte von s auf der
Kegelerzeugenden SU abgeschnitten werden, und kénnen infolgedessen
unmittelbar auf S” U’ abgegriffen werden. Dadurch erhalten wir eine
Anzahl von Punkten der Kurve s** und erkennen zugleich, daf dieselbe
S**U** zur Symmetrieachse und B**, C** zu Scheiteln hat.

Es gibt zwei zueinander symmetrische Erzeugende der Kegelfliche,
die Tangenten von s sind ; den Kreuzril der einen finden wir in der Tan-
gente 8"'D"’ von ¢’ = 2"’ und kénnen aus ihm den Grundrif der Er-

zeugenden (mit Hilfe der Strecke d) und ihres Beriihrungspunktes D
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(mit Hilfe seines Breitenkreises) ableiten. Wenn wir in derselben Weise
wie vorher den entsprechenden Punkt D** in der Abwicklung und sein
Spiegelbild in bezug auf S**U** konstruieren, erhalten wir die beiden
Tangenten, die aus 8** an s** gehen, zugleich mit ihren Berithrungs-
punkten. In den iibrigen Punkten von s** konstruieren wir die Tangenten
nach dem letzten Satz von Nr. 308. Dies geschieht z. B. fiir den Punkt
PB** mit Hilfe des Dreiecks P**Q**T** das bei R**einen rechten Winkel
und die Kathete Q**T** —= QT = Q'ZT’ besitzt; dabei ist die Tangente
B'T" des Hyperbelbogens s’ nach Nr. 245 eingetragen, wihrend die
zu P’ gehorige Tangente von s nicht gebraucht wird.

Wie den Zylindermantel kénnen wir auch den Kegelmantel uns
durch beliebig viele Schichten eines dickelosen Blattes gebildet denken
und erhalten dann als seine Abwicklung eine unbegrenzte Anzah] von
aneinandergereihten Kreissektoren, die dem in Fig. 106 gezeichneten
kongruent sind und sich iiberdecken. Die simtlichen Wiederholungen
von s** die dabei auftreten, bilden zusammen die Verebnung von s,
die im allgemeinen eine transzendente Kurve ist.

A
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Die Aufbiegung eines ebenen Blattes.

316. Der Aufgabe der Abwicklung eines Zylinder- oder Kegelman-
tels und der Verebnung einer darauf liegenden Kurve steht gegeniiber
die Aufgabe, ein ebenes Blatt mit einer auf ihm gezeichneten Kurve
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auf eine gegebene Zylinder- oder Kegelfliche ohne Dehnung und Fal-
tung aufzubiegen und die Risse der rdumlichen Kurve zu zeichnen, in
die dabei die ebene Kurve iibergeht. Um die Art ihrer Ausfithrung zu
erkennen, brauchen wir nur anzunehmen, dafl in Fig. 106 die Kurve s*
oder s** gegeben ist, und die Schritte umzukehren, die von s zu s* oder
zu s** gefiihrt haben.

Besondere Bedeutung haben die Kurven, die aus den geraden Linien
des aufgebogenen Blattes entstehen; sie sind die geoddtischen Kurven
der Zylinder- oder Kegelfliche und bilden auf dieser, da bei der Auf-
biegung weder die Winkel noch die Lingen verdndert werden, Figuren
mit den Eigenschaften der entsprechenden geradlinigen Figuren der
Ebene. Deshalb kann man das Lehrgebdude der ebenen Geometrie auf
die Zylinder- und Kegelflichen wbertragen, indem man die Geraden
durch die geodatischen Kurven ersetzt; allerdings werden dabei doch
wesentliche Abdnderungen, insbesondere hinsichtlich des Zusammen-
hanges der Figuren, durch den Umstand verursacht, daB die Ebene un-
begrenzt oft um die Zylinder- oder Kegelfliche herumgelegt werden
kann.

Jedoch nicht um der soeben angedeuteten, sondern um anderer Eigen-
schaften willen spielen in den Anwendungen eine wichtige Rolle die geo-
détischen Kurven der geraden Kreiszylinderflichen ; sie sollen im folgen-
den eingehend behandelt werden.

V. Die Schraubenlinie.

Die Schraubenlinie.

317. Um eine geoditische Kurve g (Nr. 316) einer geraden Kreis-
zylinderfliche zu erhalten, zeichnen wir in Fig. 107 die Risse eines ge-
raden Kreiszylinders, dessen Leitkreis %, in der GrundriBtafel liegt,
wickeln seinen Mantel wie in Nr. 314 ab und verlingern das dabei er-
haltene Rechteck, so dal es mehr als einmal um den Zylinder herum
gewickelt werden kann. Durch dieses Rechteck, dessen Grundseite
A*B¥ die Geradstreckung k¥ des Kreises k, ist, und seine Erweiterung
ziehen wir, vom Anfangspunkt 4* von k¥ ausgehend, die Gerade g* und
konstruieren, wie es in Nr. 316 angedeutet und aus Fig. 107 unmittelbar
zu erkennen ist, den Aufri} ¢’ der geodétischen Kurve, in die g* bei der
Aufbiegung iibergeht; ihr Grundrifl g’ stimmt ja mit &, iiberein. Je
nach dem Sinn, in dem wir das Rechteck um den Zylinder herumlegen,
ist die Kurve g rechisgingig oder linksgdngig; in Fig. 107 ist die Sicht-
barkeit im Aufrif} so gewdhlt, dall g rechtsgingig ist. Natiirlich miissen
wir, um die ganze geodatische Kurve zu erhalten, an die Stelle des Kreis-
zylinders eine unbegrenzte Kreiszylinderfliche setzen und um sie eine
unbegrenzte Ebene mit einer in ihr verlaufenden Geraden herum-
wickeln.
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Dem Punkt 4* von g* entspricht der Punkt 4, in dem g den Leit-
kreis k, trifft. Ist P ein beliebiger Punkt von ¢ und P, der FuBpunkt
der durch ihn gehenden Zylindererzeugenden, so ist fiir die ihnen ent-
sprechenden Punkte der Abwicklung

P¥p* | k¥, P¥pP* = P,P = P/P";
ferner ist die Strecke A*P¥ gleich der Linge des Bogens 4 P, von k,,
also, wenn wir den Halbmesser von %, mit r bezeichnen und den Zentri-
winkel 4 M, P, durch sein Bogenmaf} ¢ [vgl. Nr.312, insbesondere Glei-
chung (1)] messen,
A¥P¥ = pr.

Das rechtwinklige Dreieck 4*P¥ P* endlich liefert, wenn & der spitze

Winkel zwischen g* und k¥ ist, die Beziehung
P¥pP* = A*P¥-tgox .

Nunmehr erhalten wir fiir die Héhe P, P des Punktes P iiber dem

Leitkreis den Ausdruck

P,P=gpr-tgo
oder, wenn wir diese Hohe als von ¢ abhéngige Grofie mit %, bezeichnen
und zur Abkiirzung die von ¢ unabhingige Strecke

1) p=r-tga
einfiihren,
(2) ho=@p.

Hierbei ist sofort zu erkennen, daB man den Kreis k, durch jeden
anderen Breitenkreis der Zylinderfliche ersetzen und die Hoéhe eines
beliebigen Punktes von ¢ iiber diesem Breitenkreis in derselben Weise
mit Hilfe der Strecke p ausdriicken kann. p ist, wie in Fig. 107 das
unterhalb von A* gezeichnete rechtwinklige Dreieck angibt, unmittelbar
aus r und & zu bestimmen.

318. Die Gleichung (2) ist das Gesetz, dem die geoditische Kurve
der geraden Kreiszylinderfliche gehorcht, und gestattet die folgende
geometrische Deutung: Wir denken uns den Punkt P als einen belie-
bigen Punkt eines starren Korpers, der so mit der Mittellinie 7 der Kreis-
zylinderfliche verbunden ist, dafl man ihn um m drehen und lings m
verschieben kann. Diese beiden Bewegungen fiihren wir nun gleichzeitig
so aus, daf die Verschiebungsstrecke A, von dem (im Bogenmaf gemesse-
nen) Drehwinkel ¢ nach der Gleichung (2) abhingt. Dann unterliegt der
Koérper einer Schraubung mit der Achse m und dem Parameter p. Wir
konnen sie in Fig. 107 an dem aus P auf m gefillten Lot M P verfolgen,
indem wir die durch P und m gehende Ebene um m drehen und in ihr
MP unter Erhaltung des rechten Winkels verschieben. Dabei wird
— von dem Halbmesser M, A4 von k,, als der Anfangslage, aus gerech-
net — der Drehwinkel ¢ durch ¢ A’M'P' =< A'M| P, =< AM, P,
und die Verschiebungsstrecke h, durch M{'M" — M, M = P, P an-
gegeben. Da ferner bei der Bewegung die Linge r von M P ungeindert
bleibt, beschreibt P eine Kurve, die auf der urspriinglichen geraden
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Kreiszylinderfliche verliuft und, von A4 ausgehend, dem Gesetz (2)
gehorecht, d. h. die Kurve g. Demnach gilt der Satz:

Jede geoditische Kurve einer geraden Kreiszylinderfliche kann auf-
gefaPt werden als die Bahnkurve esnes Punktes bei esner Schraubung; sie 18t
etne Schraubenlinze.

Wir bezeichnen deshalb die gerade Kreiszylinderfliche, auf der die
Schraubenlinie liegt, als Schraubenzylinder, ihre Mittellinie m als Schrau-
benachse, ihren Leitkreis als Grundkreis der Schraubenlinie, dessen Halb-
messer als Schraubenradius und die durch (1) bestimmte Strecke p als
Schraubenparameter.

Der Name ,,Schraubenlinie** wird auf die geodatischen Kurven aller
Zylinderflachen iibertragen ; man hebt unter diesen ,,allgemeinen‘‘ Schrau-
benlinien die von uns behandelte als ,,gemeine* oder ,,gewohnliche‘
Schraubenlinie hervor.

319. Die Schraubenlinie ¢ windet sich unziéhlige Male um ihren
Schraubenzylinder herum und begegnet infolgedessen jeder seiner Er-
zeugenden in unzdhlig vielen Punkten. Ist z. B. in Fig. 107 die auf k¥
liegende Strecke P¥*@¥ gleich dem Umfang von %,, also P¥Q¥ =2 axr,
so begrenzen die durch P¥ und @* gehenden Lote von k¥ einen Strei-
fen, der sich gerade einmal um den Schraubenzylinder herumlegt, und
vereinigen sich demnach bei der Aufbiegung in derselben Erzeugenden.
Dabei gehen die auf ihnen liegenden Punkte P* und @* von g¢* iiber in
zwei Punkte P und @ von g, die auf dieser Erzeugenden liegen und durch
keinen weiteren Punkt von g getrennt werden.

Ist ¢ das Bogenmafl des zu P gehérigen Zentriwinkels 4 M, P, und
somit A*P¥ =¢r, so ist A*QF = A*P¥ 4 P}QF¥ = (p +27) r;
deshalb ist Q,Q = Q¥Q* = (p + 27)r - tgox = (p + 27) p. Wir miis-
sen also ¥ = ¢ + 2z als Bogenmall des zu @ gehorigen Zentriwinkels
von k, ansehen und erhalten in Ubereinstimmung mit der Gleichung (2)
fiir die Hohe von @ den Wert A, = vy p . Infolgedessen ist unabhingig
davon, von welchem Punkt P, d. h. von welchem Wert ¢ wir ausgehen,
der Hohenunterschied von @ und P stets A, — h, =27p. Hieraus
folgt:

Jede Schraubenlinie windet sich um ihren Schraubenzylinder unzih-
lige Male so herum, daf sie alle Erzeugenden in Strecken von derselben
Lénge
3) h=2ap
teilt.

Jeder Bogen wie PQ wird als Gang, die Strecke & als Ganghdhe, der
Parameter p auch als reduzierte Ganghéhe der Schraubenlinie ¢ bezeichnet.
In Fig. 107 reicht der erste, mit 4 beginnende Gang von g bis zu dem
Punkt B, der auf der Erzeugenden von 4 um % hoher als 4 liegt; ziechen
wir in der abgewickelten Fliache durch den Punkt B** der scheitelrecht
iiber A* in der Hoéhe h liegt, die Gerade g** parallel zu g*, so entsteht
bei der Aufbiegung g auch aus der — nach beiden Seiten unbegrenzt
zu denkenden — Geraden g**, wobei B** auf B fillt.
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Die Risse der Schraubenlinie in Grundstellung.

320. Die in Nr. 318 beobachtete Verschraubung der Strecke MP
gibt uns, da bei ihr nach (2) gleichen Zuwiichsen von ¢ gleiche Zuwiichse
von hy, entsprechen, ein Verfahren an die Hand, beliebig viele gleichmi8ig
verteilte Punkte der Schraubenlinie zu bestimmen, ohne die Abwicklung
der geraden Kreiszylinderfliche beniitzen zu miissen; wir kénnen es
folgendermaBen schildern:

Um fiir eine Schraubenlinie mit dem Anfangspunkte A, der Achse m
und der Ganghdhe h gleichmdfiig verteilte Punkte zu finden, fdllt man von
A das Lot AM, auf m und benutzt als Grundkreis k, den Kreis, dessen
Ebene in M, auf m senkrecht steht und der den Mittelpunkt M, und den
Halbmesserr = M, A besitzt. Darauf teilt man den Kreis k,, von A aus-
gehend, und die auf m von M, aus aufgetragene Strecke h in die gleiche An-
zahl gleicher Teile, beziffert die Tetlpunkte ibereinstimmend in dem Sinne,
den die gewiinschte Rechts- oder Linksgingigkeit der Schraubenlinie er-
fordert, und zieht zu jedem der hierdurch besttmmien Halbmesser von k,
durch den gleichvielten Teslpunkt von m die parallele, gleichlange und gleich-
gerichtete Strecke. Fir einen Gang der Schraubenlinie ergeben die gesuch-
ten Punkte sich tn den Endpunkten dieser Strecken und fir jeden anschlie-
Penden Gang durch Wiederholung des Verfahrens.

Diese Konstruktion kann ohne weiteres im rechtwinkligen Zweitafel-
system ausgefithrt werden, und zwar besonders bequem bei scheitel-
rechter Schraubenachse, d. h. fiir die Grundstellung der Schraubenlinie;
es geschieht in der folgenden

Aufgabe: Gegeben sind die Risse eines in der Grundrifitafel liegenden
Punktes 4 und einer scheitelrechten Geraden m, sowie eine Strecke 4 .
Gesucht sind die Risse einer Anzahl von gleichméBig verteilten Punkten
der Schraubenlinie, deren Anfangspunkt 4, deren Achse m und deren
Ganghohe & ist.

Ist M, der erste Spurpunkt von m, so ist der Grundrif3 des Grund-
kreises k, der Kreis, dessen Mittelpunkt M/ und dessen Halbmesser
r = M| A’ ist. Ferner kénnen wir auf m’’ die Gangh6éhe A von M{ aus
einmal oder mehrmals, hintereinander in wahrer Gréfe auftragen und
an ihr wie an k] die Teilung in zwolf gleiche Teile unmittelbar ausfiihren.
Dabei ist in Fig. 107 die Bezifferung fiir eine rechtsgingige Schrauben-
linie eingesetzt und zugleich von vornherein die Lage von A so angenom-
men, daf die Teilpunkte 7 und 7 auf den scheitelrechten und die Teil-
punkte 4 und 10 auf den wagerechten Durchmesser von k{ fallen. Die
Strecken, die durch die Teilpunkte von m zu ziehen sind, haben zu Grund-
rissen die Halbmesser, die nach den Teilpunkten von %{ gehen, und zu
Aufrissen wagerechte Strecken, die in den Teilpunkten von m'’ begin-
nen und auf den Ordnungslinien der gleichvielten Teilpunkte von k]
enden. Die Teilpunkte von %k{ und die Endpunkte der wagerechten
Strecken im AufriBl sind die Risse der gesuchten Punkte.

321. Auf Grund der Erorterungen von Nr. 320 ist, wie ja ohnedies
einleuchtet, der Grundrifl der Schraubenlinie der Kreis %] . Thre Bild-
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kurve ¢’ im AufriB ist durch die dort gewonnenen und durch Verfeine-
rung der Einteilung beliebig zu vermehrenden Punkte bestimmt. Um die
Art der Kurve ¢" zu erkennen, fithren wir in Fig. 107 ein rechtwinkliges
Koordinatensystem ein, dessen z-Achse mit m'’ zusammenfillt; sein Ur-
sprung sei der Aufril des Punktes O, der aus den Teilpunkten I folgt.
Gehoren zu O der Drehwinkel ¢, und die Hohe hy, = @,p, so ist fiir den
Aufrif} eines beliebigen Punktes P der Schraubenlinie

(4a) T =hy — hy = (p — @) P,
und zwar, wenn wir die Richtungssinne der Strecken und die Drehsinne
der Winkel beachten, einschlieBlich der Vorzeichen. In derselben Weise
ist <XO'M;P' = ¢ — ¢, und, wenn
PD L MO ist, y=M"P'=D'P = M{P'-sin O' M| P’

oder
(4b) y=r-sin(p — @)

Aus (4a) und (4b) folgt fiir z und y die Beziehung

y_ .
5 —_——= _
©) L —sin=;

sie ist die Gleichung der Kurve ¢’ und geht, wenn wir mittels der
Gleichungen

Y4
x=7.x1: Y=Y

eine affine Dehnung oder Zusammendriickung (Nr. 159) einfiithren, iiber
in die Gleichung

der Sinuslinie. Also ergibt sich der Satz:

Die Bildkurven einer Schraubenlinie in Grundstellung sind sm Grundri
der Grundkreis und vm Aufrif3 eine Kurve, die aus der Sinuslinie durch
affine Zusammendriickung oder Dehnung ldngs threr Achse hervorgeht.

Der Richtungskegel.

322. Der in Nr. 317 eingefithrte Winkel « ist der spitze Winkel
zwischen den Geraden k¥ und g*, die in der Abwicklung dem Grundkreis
k, und der Schraubenlinie g entsprechen. Deshalb schlieft g* mit allen
Geraden, in die bei der Abwicklung des Schraubenzylinders dessen Er-
zeugende iibergehen, Winkel ein, die gleich 90° — « sind. Denselben
Winkel bildet nach dem Anfang von Nr. 308 jede Tangente der Schrau-
benlinie g mit der Zylindererzeugenden ihres Beriihrungspunktes und
demnach auch mit der Schraubenachse m . Der Winkel « ist somit
der Neigungswinkel aller Tangenten von g gegen die zu m senkrechte
Ebene des Grundkreises &, und wird — unter der Voraussetzung, daB
diese Ebene wagerecht ist — als Steigungswinkel der Schraubenlinie
bezeichnet.
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Ziehen wir nun durch einen Punkt R von m die Parallelen zu allen
Tangenten von g, so bilden diese nach Nr. 210 eine gerade Kreiskegel-
fliche mit dem halben Offnungswinkel 90° — & . Bei der in Fig. 107
vorausgesetzten Stellung wihlen wir R oberhalb von M, und so, daB
M, R = pist; wenn dann 7', der erste Spurpunkt einer Kegelerzeugen-
den ist (siehe in Fig. 107 die unter die Abwicklung gezeichnete Neben-
figur), so haben wir in dem rechtwinkligen Dreieck M, T, R

X MRT,=90°—«, X M,T\R=«
und
MT,=M,R-ctgM,T\R=1p-ctgux
oder nach (1)
M,T, =r.

Also trigt der Grundkreis ¥, den Punkt 7'y und ebenso die ersten
Spurpunkte aller iibrigen Kegelerzeugenden ; zusammen mit dem Schei-
tel R bestimmt er als Leitkreis diese gerade Kreiskegelfliche, die wir
den Richtungskegel der Schraubenlinie nennen.

Ist nun (siehe die Nebenfigur von Fig. 107) ¢ die Tangente in einem
Punkt P der Schraubenlinie, so ist ibr Grundrif ¢ die Tangente von
g =k in P'= P; und infolgedessen der eine zu MjP; senkrechte
Halbmesser von k{ der Grundri3 R'7T; der zu ¢ parallelen Erzeugen-
den des Richtungskegels. Bezeichnen wir nun als positive Schrauben-
drehung den — in Fig. 107 durch einen Pfeil angedeuteten — Umlaufs-
sinn von k,, der dem Aufsteigen der Schraubenlinie entspricht, so folgt
aus der gewihlten Lage von R, da R’'T{ aus M{P] durch eine
Drehung um 90° entgegen der positiven Schraubendrehung hervorgeht.
Also gilt der Satz:

Wird auf der Schraubenachse von dem Mittelpunkt des Grundkreises
aus der Schraubenparameter aufgetragen, so bestimmi sein Endpunkt R
mit dem Grundkreis den Richtungskegel. Ist P esn Punkt der Schrauben-
linie und sind auf dem Grundkreis P, der Fufpunkt der durch P laufenden
Zylindererzeugenden und T, der von P, um 90° gegen den Sinn der posi-
tiven Schraubendrehung entfernte Punkt, so ist die Gerade RT, zu der T'an-
gente parallel, die die Schraubenlinie in. P besitzt.

323. Die Zuordnung, die nach Nr. 322 zwischen den Tangenten einer
Schraubenlinie und den Erzeugenden ihres Richtungskegels besteht,
ibertrigt sich bei jeder Parallelprojektion auf die Tangenten der Bild-
kurve und auf die Bildgeraden der Erzeugenden des Richtungskegels;
denn sie beruht ja darauf, daf je zwei zusammengehorige Geraden par-
allel sind. Dadurch erhalten wir die Lésung der unmittelbar an die in
Nr. 320 vorangegangene sich anschlieBenden

Aufgabe: Gegeben sind fiir eine Anzahl von Punkten einer in Grund-
stellung befindlichen Schraubenlinie die in der Aufgabe von Nr. 320
hergestellten Risse. Gesucht sind die Tangenten, die im Aufrif die Bild-
kurve der Schraubenlinie in den gegebenen Punkten beriihren.
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Zunichst suchen wir fiir den Scheitel des Richtungskegels die Risse
auf, ohne, wie in Nr. 322, die Abwicklung des Schraubenzylinders als
gezeichnet vorauszusetzen. Da nach (2) und (3) fir o = 4=

hy=+np=1hist, folgt p:th=1:%{n

und hieraus

(6) p:ith=r:iar;

dabei ist r der Halbmesser des Grundkreises k, und }snr die Hilfte
der Bcgenlinge w7 des Halbkreises von k;, die wir in Fig. 107 an ¥
nach Nr. 311 bestimmen. Tragen wir nun in Fig. 107 M7 U"” = r und
MUV = }arauf a,, nach derselben Seite von MY auf, verbinden V"
mit dem Punkt von m’’, der um } A iiber M7 liegt — be1 der gewdhlten
Zwolfteilung also mit dem Teilpunkte 3 —, und ziehen zu dieser Ge-
raden durch U” die Parallele, die m' in R’ trifft, so gilt fiir M{ R"
die Verhaltnisgleichung (6), so daB M{R" = p ist. Da m zur Aufritafel
parallel steht, ist auch M, B= p und somit der Punkt R, dessen Aufrifi
R’ und dessen Grundril R' = Mj ist, der Scheitel des Rlchtungskegelsl)

Bei der in Fig. 107 gewahlten Zwolftellung gehoren je zwei Teil-
punkte des Grundkreises %, so zueinander, dall der eine von dem zweiten
um 90° gegen den Sinn der Schraubendrehung entfernt ist; der erste
bestimmt deshalb nach dem Satz von Nr. 322 die Erzeugende des Rich-
tungskegels, zu der eine der gesuchten Tangenten der Schraubenlinie
parallel ist. Ubertragen wir also die Teilpunkte von &; durch Ordnungs-
linien auf k7 =a,, und verbinden die erhaltenen Punkte mit R", so
erhalten wir die Geraden, zu denen die Tangenten der Bildkurve parallel
laufen, und kénnen diese Tangenten unter Beachtung der geschilderten
Zuordnung einzeichnen.

Wendepunkte und Scheitel der Bildkurve im Aufri8.

324. Mit dem rechtwinkligen Dreieck R”"M{U" ist in Fig. 107 zu-

gleich der Steigungswinkel & der Schraubenlinie bestimmt; denn es ist
1 » 144

tg My U"R" = Z,, g,, =2;’ und somit nach (1) X MyU"R' =«
Die Tangenten der Schraubenlinie, deren Beriihrungspunkte sich aus
den Teilpunkten I und 7 ergeben, sind zu der AufriBtafel parallel; des-
halb miissen ihre Aufrisse, die als Tangenten der Bildkurve ¢'’ zu ihren
Schnittpunkten mit m’’ gehoren, unter dem Winkel « gegen a,, geneigt
sein, und sind auch nach Nr. 323 in der Tat parallel zu U”’ R” und zu der
dazu in bezug auf m’” symmetrischen Geraden.

Der Punkt O, den wir in Nr. 321 einfiihrten, ist einer dieser Punkte.
Es sei nun P ein beliebiger Punkt des von O aus aufsteigenden Bogens
der Schraubenlinie, dessen Drehwinkel das Bogenmal ¢ und dessen Auf-
riB P’ die Xoordinaten z=0"M", y= M"P" besitzt; dann

h h
1) Da nach (3) p =97 " 628

der Punkt R’ dicht unter den Tellpunkt 2 fallen.
Ludwig, Darstellende Geometrie I1. 9

ist, muB bei Zwolfteilung der Ganghohe
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schneidet die zu O gehorige Tangente von g die Gerade M" P in
L" go, daB ¢ M"L"0" = & und M"L"=O0"M"-ctgw ist. Deshalb
ist nach (1) und (4a) M"L"= z - ctg&x = (p — @,) r und, da einerseits
(p — @,) r die Linge des Bogens O'P’ von ki, andererselts nach (4b)
M"P'=D'P' =r-sin(p — @) ist, M"L'"> M"P". Also mull P"’'—
und ebenso jeder andere Punkt des von O’ aus aufsteigenden Bogens von
¢'’ — in dem nach oben gerichteten spitzen Winkel zwischen m’’ und der
zu 0" gehorigen Tangente von ¢’ enthalten sein. Ebenso aber zeigt sich,
daB der von O aus absteigende Bogen von g¢" in dem Scheitelwinkel
jenes Winkels verlduft. Mithin tritt die Kurve ¢’’ in 0" von der einen
Seite ihrer Tangente auf die andere iiber. Genau dasselbe gilt fiir jeden
anderen der Punkte, in denen die Kurve g’ die Gerade m'’ schneidet.

Eine ebene Kurve, die in einem Punkt die zugehorige Tangente nicht
nur beriihrt, sondern gleichzeitig auch iiberschreitet, kehrt dabei ihre
Wolbung stets der Tangente zu und wendet infolgedessen in dem Punkt
ihre Kriitmmung von der einen nach der anderen Seite; ein solcher Punkt
und seine Tangente heilen Wendepunkt und Wendetangente. Wenn um-
gekehrt beim Durchlaufen einer ebenen Kurve ihre Kriimmung von der
einen Seite nach der anderen iibergeht, so kann dies nur in einem Wende-
punkt geschehen; bereits bei mehreren Kurven, die in diesem vierten
Abschnitt behandelt wurden, war ein solcher Ubergang zu beobachten,
ohne dafl jedoch die Wendepunkte selbst hitten leicht bestimmt wer-
den kénnen. Wir heben deshalb hier den Satz hervor:

Die Kurve, die der Aufrif3 einer Schraubenlinie in Grundstellung tst,
hat in den Punkten Wendepunkte, in denen sie den Aufrif3 der Schrauben-
achse schneidet.

325. Die Bildkurve ¢g’* der Schraubenlinie hat zu Symmetrieachsen
die wagerechten Geraden, fiir die 2 ein ungerades Vielfaches von
4+ b = { npist; denn es haben, wie sich unmittelbar aus der Konstruktion
von Fig. 107 erkennen und auch leicht aus der Gleichung (5) ableiten
188t, je zwei Punkte von g¢”/, die gleichweit von einer solchen Geraden
entfernt sind, gleiche und gleichgerichtete Abstéinde von m’’ und liegen
infolgedessen in bezug auf die Gerade zueinander symmetrisch. Die
Scheitel von ¢”, die auf diesen Symmetrieachsen liegen, ergeben sich aus
den Teilpunkten 4 und 10; in jedem von ihnen ist nach (4a) und (4b)
@ — @, ein ungerades Vielfaches von § # und y = 4 r. Die Scheitel-
tangenten sind, wie auch aus ihrer Konstruktion in Nr. 823 folgt, zu m"
parallel und bilden deshalb den scheinbaren Umri des Schrauben-
zylinders.

Es sei nun 8 der Scheitel von ¢”, fiir den ¢ =4{n,x=1%h,
y = r ist, P" ein ihm benachbarter Punkt von g der dem Drehwinkel
@ entspricht und die Koordinaten « = 0" M", y = M" P" besitzt, und
N" der Schnittpunkt der Scheiteltangente von S’ mit der Geraden
M"P"; dann ist (je nach der Lage von P")

NIISII (1 h OIIMII ih ~ x) PIINII MIINII MIIPII= r— y
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und nach (3), (4a), (4b), wenn wir ¢ — @y =47 —2w setzen und
die Formel 1 — cos2 w = 2 - sin?w anwenden,

N'§8"=4+2wp, P'N"= 2y sinw

Hiermit nun ergibt sich, wenn wir in der Gleichung (8) von Nr. 166
die Buchstaben N"', §”, P an die Stelle der Buchstaben N, P, Y setzen,
als der zu 8" gehorige Kriimmungshalbmesser von g’

FE g :
I‘Z%l Drr u“&[l?’ @ ]7
PN r
wobei der Grenzwert fiir die Vereinigung von P mit 8", d. h. fir
@ — @y =47 und w = 0 zu bestimmen ist. Da nach den Lehren der

sinw

hoheren Analysis lzmiw =1 ist, erhalten wir fiir r die Gleichung
0=08

2
(7) r=2

r
und, da sich genau derselbe Wert auch fiir die anderen Scheitel von ¢’/
ergibt, den Satz:

In den Scheiteln der Kurve, die der Aufrif3 einer Schraubenlinte in

Grundstellung ist, haben die Krimmungshalbmesser dieselbe, durch (7)
gegebene Linge.

Aufgabe. Gegeben sind in Fig. 107 die nach Nr. 320 und Nr. 323 her-
gestellten Risse. Gesucht sind die Scheitelkriimmungskreise des, Aufrisses
der Schraubenlinie.

Wir errichten in R"” auf U”R" das Lot und schneiden es mit a4 in

173 "__ 'M”Fz 2 y 7
K"5 dann st M{K"=Znn = l’;- und nach (7) r= M/K".
Mit diesem Halbmesser schlagen wir die Scheitelkriimmungskreise und
konnen dann die Bildkurve fertig zeichnen?).

Die Schmiegungsebenen.

326. Wenn wir eine Schraubenlinie in einem bestimmten Punkt P
untersuchen wollen, kénnen wir sie, ihre Grundstellung vorausgesetzt,
stets um die Schraubenachse m so drehen, daB, wie in Fig. 108, der Auf-
ri P auf m” fillt, daB also P” mit dem Aufrifl des LotfuBpunktes M
sich vereinigt und ein Wendepunkt der Bildkurve ¢" ist. Deshalb gilt,
was wir an Fig. 108 fiir P beweisen, fiir jeden Punkt der Schrauben-
linie, soweit es sich nicht auf die besondere Stellung von P selbst bezieht.

Ist @ der Drehwinkel von P, so gehéren zu den Drehwinkeln ¢ — ¢
und @ + ¢ zwei Punkte X und Y der Schraubenlinie; sie liegen so zu

1) Fiir eine fliichtige Skizze geniigt es und empfiehlt es sich, den Punkt R” auf
Grund der Anmerkung zu Nr. 323 anzunehmen und mit seiner Hilfe die Wende-
tangenten und die Scheitelkriimmungskreise einzutragen.

o*
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beiden Seiten von P, daB im Grundril &« X'M'P’' = & PPM'Y’ = ¢ist,
daB also die Sehne X'Y’ des Kreises k] wagerecht liegt und in ihrem
Schnittpunkt D’ mit dem scheitelrechten Halbmesser M'P’ gehilftet
ist. Sind ferner U, V die Fullpunkte der Lote, die wir aus X, Y auf m
fillen, so haben wir
UNXII: _D,.X, — DI Yl — VII YII
und nach Gleichung (2)
U'M"= h,— h,_.= ¢p, M'V'=hgee— hy =¢p.

Da hiernach A M7 U"X" XA M"V"Y"” ist, sind die Winkel
U’'M"”X"” und V"'M"Y" einander gleich und liegen die Strecken M"’ X"/,
M"Y" in einer Geraden. Infolgedessen schneiden die Geraden XY und
MP einander in einem Punkt D, dessen GrundriB D’ wir schon ein-
gefiihrt haben und dessen AufriB D" mit P’"=M" iibereinstimmt.

Wir ziehen hieraus zunichst
einen SchluB3, der nur fiir den
Wendepunkt P’ der Bildkurve
g" gilt: Lassen wir X und Y sich
dem Punkt P dadurch nihern,
dal wir ¢ bis zum Wert 0 ver-
kleinern, so nihern sich X’ und
Y"” so dem Punkt P”, daf} die
Gerade X''Y" sich um ihn dreht
und schlieflich mit der zu P”
gehérigen Wendetangente ¢ von
g"" zusammenfillt. Da nun nach
Nr. 164 der durch P” und zwei
Nachbarpunkte bestimmte Kreis
stets, wie auch die Anndherung
dieser Punkte an P'' geregelt
wird, in den Kriimmungskreis
iibergeht, folgt aus der An-
ndherung von X" und Y, daf
der Kriimmungskreis durch die
Wendetangente ersetzt wird.
Hieraus folgern wir, indem wir
eine Gerade als Kreis mit un-
endlich groBem Halbmesser auf-
fassen, den — fiir jede ebene Kurve geltenden — Satz:

In einem Wendepunkt einer ebenen Kurve ist der Kriimmungshalb-
messer unendlich grof3.

329. Die Ebene E, die in jeder Lage der Punkte X, ¥ durch sie und
den Punkt P bestimmt ist, enthillt, weil die Geraden XY und M P ein-
ander in D begegnen, die Gerade M P und dreht sich um sie, wenn wir
X und Y nach Nr.326 durch Verkleinerung von ¢ gleichzeitig an P
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heranriicken lassen. Thre Grenzlage fiir ¢ = 0 ist, weil die Geraden PX
und PY sich der zu P gehorigen Tangente ¢ der Schraubenlinie nidhern,
bestimmt durch M P und ¢ und heifit die zu P gehorige Schmiegungs-
ebene der Schraubenlinie. Gleichzeitig geht der Kreis, der in E durch
P, X, Y zu legen ist, iiber in einen Kreis der Schmiegungsebene, und
diesen kénnen wir, indem wir die in Nr. 164 gemachten Bemerkungen fiir
rdumliche Kurven wiederholen, als Kriimmungskreis der Schraubenlinie
einfithren. Auch hier gilt, wofiir wir allerdings den Nachweis wiederum
der Anwendung der hoheren Analysis auf die Geometrie tiberlassen miis-
sen, der Satz, daB sich stets dieselben Grenzlagen als Schmiegungsebene
und Krimmungskreis ergeben, wie wir auch die Anndherung zweier
Nachbarpunkte X, Y an den Punkt P regeln. Insbesondere folgt aus
ihm, daB die durch ¢ und X bestimmte Ebene E, und die durch { und Y
bestimmte Ebene E, in die Schmiegungsebene hineinfallen, wenn wir
X und Y auf der Schraubenlinie nach P riicken lassen; denn wir kdnnen
ja den Grenziibergang fiir E folgendermaBen gestalten: Wir vereinigen
zuerst den einen der beiden Punkte X, Y allein mit P, so daf die ihn
mit P verbindende Gerade in { und die Ebene E in E; oder E, iibergeht,
und bewegen dann erst den anderen Punkt nach P, wobei die mit E,
oder E, vereinigte Ebene E sich um ¢ dreht.

Benutzen wir in Fig. 108 dieselben Bezeichnungen wie in Nr. 322,
so ist MP parallel zu dem Halbmesser M, P, von k,, ¢t parallel zu
der Erzeugenden RT; des Richtungskegels und, da nach Nr. 322
M,\T,1 M,P,, die zu T, gehorige Tangente t, von k, parallel zu M, P;;
deshalb mu die durch M P und ¢ bestimmte Schmiegungsebene des Punk-
tes P parallel sein zu der durch ¢, und RT, bestimmten Tangentialebene
des Richtungskegels. Also folgt in Hinblick auf den Satz von Nr. 322:

Die Schmiegungsebene, die eine Schraubenlinie in einem Punkt P
besitzt, enthilt das aus P auf die Schraubenachse gefillte Lot und ist parallel
zu der Tangentialebene des Richtungskegels, deren Beriihrungserzeugende
2u der Tangente von P parallel ist.

328, Jede Gerade, die in einem Punkt P einer Raumkurve auf der zu-
gehorigen Tangente ¢ senkrecht steht, ist eine Normale, und insbesondere
die in der Schmiegungsebene von P liegende Normale die Hauptnormale
der Kurve. Aus den Rissen von M P und ¢ in Fig. 108 folgt unmittelbar
(Nr. 51), daBB M P sowohl auf ¢ als auch auf der AufriBitafel senkrecht
steht; also ist M P die zu P gehoérige Hauptnormale der Schraubenlinie
und P ein Punkt der Schraubenlinie, dessen Hauptnormale den Projek-
tionsstrahlen des Aufrisses paralle]l lduft. Der Umstand, dall P’ ein
Wendepunkt der Bildkurve ¢" ist, liefert ein Beispiel des allgemeinen
Satzes:

Gehort die Hauptnormale, die eine Raumkurve in esinem Punkt P be-
sitzt, zu den Projektionsstrahlen, so ist der Bildpunkt von P ein Wende-
punkt der Bildkurve und die Spur der Schmiegungsebene die Wende-
tangente.
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Endlich fiigen wir in Fig. 108 noch einen an den Aufrif anschliefien-
den dritten RiB hinzu, dessen Tafel auf der Tangente ¢ von P senkrecht
steht. In ihm bilden sich die Schmiegungsebene von P in die Gerade
P'""M'”, die durch ¢ und X gelegte Ebene E; in die Gerade P"’X"" und
die durch £ und ¥ gelegte Ebene E, in die Gerade P"'Y’" ab. Lassen wir
nun auf der Schraubenlinie X und Y nach P riicken, so miissen, da dabei
nach dem ersten Absatz von Nr. 327 E; und E, sich der Schmiegungs-
ebene nihern, die Punkte X’ und Y’ auf der Bildkurve g’’’ so nach dem
Punkt P’ streben, daf die Geraden P’X’' und P’"'Y’" sich in die
gemeinsame Grenzlage P"’M’" drehen. Deshalb ist P’ eine Spitze
(vgl. Nr.156) der Kurve ¢g"’. Wir finden hierdurch ein Beispiel des
allgemeinen Satzes:

Gehort die Tangente, die eine Raumkurve in einem Punkt P besitzt, zu
den Projektionsstrahlen, so ist der Bildpunkt von P eine Spitze der Bildkurve
und die Spur der Schmiegungsebene die Spitzen- oder Riickkehrtangente.

Einen besonderen Fall dieses Satzes stellen die Aufrisse der Durch-
dringungskurven in Fig. 97 und Fig. 101 dar (vgl. den letzten Absatz
von Nr. 293).
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