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PBorworxf.

Der vorliegende Band enthdlt den gejamten geometrifden Stoff
fiir die Oberflajfen der Healanjtalten. Hinfidhtli) der allgemeinen
®rundidige, nad) denen er bearbeitet wurde, vermweifen wir auf das
Borwort 3 Band I und II der Unterftufe.

Die Boritbungen in der Trigomometrie, die vielleidht mandjem
Fadgenoffen zu umfangreid) erfdjeinen, jollen den Sdhiiler fo 1eit
fordern, bap er bie Ableitung der Formeln, die ja inhaltlidh mit der
betreffenden Boritbung itbereinftimmt, jelbjtindig finden fann. Bielleicht
fallt e3 auf, dag trog der Reformvoridlige {o zahlreidhe Dreieds-
aufgaben, § 28, 29, 30 und 31, gebrad)t werdben. Diefe find aber
unferes Gracdjtens ein ausgeseidneter Tbungsitoff, sumal wenn man
thre Crgebniffe planimetrifd) deutet.

Die Ableitung der flexeometrifden JFormeln weid)t villig von der
fonit iiblichen ab. Faht man nur die erften Formeln ind Auge, o fithrct
per Grundial ded Cavalieri sweifellod leidter und rajdjer jum Jiel.
Bu einem anderen Crgebnid aber fommt man, wenn man die Gejamtheit
per ftereometrifdhen JInbaltdformeln betradtet und die Buntidedigleit
ber gebrdudyligen mit der Ginbeitlichfeit der Hier durdjgefithrten Ab-
leitungen vergleidht. Ferner tritt die Methode, einen Wert dadurd) ju
befttmmen, da man ihn von beiden Seiten eingrenst, Hhier nod) deut-
lidger sutage al8 bei der Beredinung der Jahl =. Diefe vertiefte Cr=
fenntnid besd Wefens ber von Urdhimedes {o meifterlid) gehandhabten
Grhauftiondmethode jomwie die @infii[)rutig in bie grundlegenden Ge=
panfen bder {pdter 3u behandelnden Jnfinitefimalrednung bedeuten
unfere8 Gradytensd einen wefentlidgen Gewinn fiir dad mathematifjhe
Denfen desd Sdhiilers.

Die fpharifde Trigonometrie wurde ausfithrlidher behandelt, als
e8 nad) den Lehrplinen notwendig war. Wenngleid) die Entwidelung



v Borwort.

ber Formeln der fphdrijden Trigonometrie den entiprechenden Be-
trachtungen in der ebenen Trigonometrie jo vermwandt ift, dap fie fajt
al8 Wiederholung gelten fann, {o bereitet doch andeverfeitd ihre An-
wendung befanntermagen groje Sdmierigleit. Wir hoffen daher, den
Herven Kollegen mit der ausfiihrliden Behandlung bdiefes Gebietes
und mit den jahlreihen Figuren aus der aftronomifden Geographie
einen willfommenen Dienft ermwiefen ju Hhaben.

Die analytifde Geometrie ift meift in Form von Aufgaben be-
handelt, um den Sdhitler zur felbitandigen Lojung audy der Ablettungen
anguregen. Die plantmetrijden Betradjtungen bei den Kegelidnitten
fonnen, wenn bdie Beit mangelt, leidht iibergangen werden, da fie in
ipjtematijcher Behandlung in dem fiir die Prima beftimmten Crginzungs-
bande miederfehren, der neben der Differential- und Jntegralredinung
und bder darftellenden Geometrie auch) die {ynthetijhe Geometrie der
RKegelfdnitte enthalt.

Nuf die in § 59 (geometrifhe Orter) behandelte Aufgabe der Drei=
teilung des Winfels diirfen wir vielleidht die ufmertiamteit der Rollegen
lenfen.

diir die vortrefflige Ausitattung ded Budhes, die aud) diesmal
ficger diefelbe rithmende Anerfennung finden wird wie bigher, {prechen
wir dem Berlage unferen befonderen Dant aus.

Cafjel, im Mars 1913.

W, Vaner. €. von Hanxleden.
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Grfter eil: Planimefrie.

Grited Kapitel.
Die TransverTalen eines Dreiecks.

§ 1. Die Lehriiige des Menelaus und ded Ceva.
Begeidnungen:
Gine Geradbe, bie die Seiten eine8 Dreiedd ober ihre
Berlingerungen {Gneidet, feit . . . . . . . . Transverfale,
Geht fie dburd) eine Gde des Dreieds, fo Beigt fie . . Gdtransverjale.
Die fed)8 Streden von den drei Eden ded Dreieds bis au
ben Sdmittpuniten der Transverjalen feiben . . . Geitenabidynitte.
Lehrias 1. Sats ves Menelans,
Jede Transverfale jdineidet die Seiten eined Dreieds fo, dap
bie Produfte aus je drei nidyt aneinander ftofenden Seiten-
abjdnitten gleid) find.
Die Trandverfale fann jmwei Lagen Haben.

A Fig. 1a.

B C N

Bauver u. v.Yangledben, Geometrie f. Realanftalten. (Oberitufe.) 1



2 Grites Sapitel. Die Transdverfalen eines Dreieds. §1

Behauptung (Fig. 1a u. 1b):
BX.CY.AZ = XC.YA.ZB

b BX, OF AZ _
XC YA ZB
Anleitung zum Beweife: Da bie Behauptung BVerhaltnifje enthalt, 1o
wird fih) der Beweid vermutlid) durd) WUnwenbdbung der Proportionalidge
ober burd) Mhnlichieit von Dreieden, wobei die in der Behauptung vor-
fommenden Streden Abjdnitte, baw. Dreiedsfeiten find, fithren laffen
Demgemdp ift durd) eine der drei Eden die Parallele jur Gegenjeite 3u
aiehen, baw. find von jeder der drei Gden die Senfrechten auf die Trans-
verfale gu fallen.
Bemweid 1: BX _ZB CY _CD
XC 0D’ YA~ Az
Durd) Multiplifation erhdlt man:
BX CY _ ZB
XC YA = AZ

Dber E.g _A_Z_ -1
XC YA ZB —
obet BX.CY.AZ = XC.YA.ZB.
A 0 ©)
. A BiE. =
Ty 7\
- b x5 '/.I \
00 5 Agoe
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§1 Die Lehridye ded Menelausd und bes Ceva. 3

Beweid 2 (Fig. 2a u. 2b):
BX 4 CY _d4  AZ _d
XC ~ dg YA 4, ZB 4,
Durd) Pultiplifation erhdlt man:
BX CY AZ __ dy dy dy

XC YA ZB ~ d; d, dy

BX CY AZ _
XC YA ZB

oder

odbet BX.CY.AZ = XC.YA.ZB.
Lehriay 2. Sas ved Ceva.

Drei durd) einen Punkt gehende Edtransverfalen eined Dreieds
fdneiden die Dreiedsjeiten jo, dafy die Produtte aus je drei
nidjt aneinander ftofenden Seitenabidinitten gleid) find.

Behauptung (Fig. 3a u. 3b): $ig.8a. A
BX.CYAZ=XC.YA.ZB Z
e BX . CY 4z _ Y
XC YA zZB ~

-

AUnleitung gum Beweife; Will
man den Sag be8 Menelaus
benugen, fo mitflen BX und :
X C Seitenabidnitte mwerden, B X ¢
dafer muB BC eine Dreiedsieite und X P die Trandverjale fein. Wljo ift
enttweder Dreied BY C ober Dreied BZC al8 bad Dreied su betraditen,
dag burd) die Trandverfale X P gejdinitten wird. Wenbet man nun den
Sap de8 Dtenelausd 3. B. auf da8 Dreied B Y C an, fo fehlt dad in
der Behauptung vorfommende BVerhdltnis %. Um bdiefed Berhaltnis
au erbalten, mup man den Sap de8 Penelaud aud) auf bad Dreied
BYA, geidnitten durd) die Trandverjale ZP, anwenben.

Bemweis: BX CA YP
XC AY PB
4z BP YO _,
ZB PY C4A 7

Durd) Pultiplifation erhdlt man:
BX €4 ¥P AZ BR YC

XC AY FB 7B Pr o4
BX CY AZ
XC YA ZB

=1,

1*



4 Grited Rapitel. Die Transverfalen eines Dreieds. §1

Big. 3b.
VA
A
P
B C X

Umfehrungen der Sige bed Wenelausd und besd Ceva.

LWerden die Seiten eined Dreiedd ABC in X, Y, Z o gejdnitten,
BX CY Az . ” . . .
dak X0 T4 ZB = 1 ift, fo liegen bie drei Sdhnittpunite X, Y, Z
in einer Geraden, ober e8 {dneiden fi) bdie ju ben Sdhnittpuntten
gebenben brei Edtrandverfalen AX, BY, CZ in einem Punite, je
nadjpem bdie Anzahl der duberen oder die ber innmeren Sdnittpunite

ungezabde ift.

Bemweis (indireft): Sdnitte die durd) ¥ und Z beftimmie Gerade, byw. die
von A aud durd) ben Sdhnittpunit von BY und CZ gegogene G-
trangverjale die Seite o nidht in X, jondern in X', o mwdre

BX' 0V AZ _ . _ BX CY 4z
X'C YA ZB 7 XC YA ZB
BX' _ BX
X' XC

Dag ift unmiglich, weil eine Strede BC nur durd) einen Punft X
innen oder aufien nach einem bejtimmten Berhaltnis geteilt werden fann.
Nufgaben: L. Menelans.

1. Betrachte den Sonderfall, in dem die Trandverjale der Seite a parallel ift.
2. a) Beidyne ein Dreted aud a =4,5cm, b = 2,7 cm und ¢ = 5 cm, teile
AB im Berhdltnid 3:10, AC im Berhdltnid 2:3 und verbinde bdie
Zeilpunfte Z und Y. Wie teilt die Trandverfale ZY die Seite BC?

b) Jn der Ehene be8 Dreiedd ABC foll die Entfernung ded Punited C von
bem in der Berliingerung von B C legenden unzugdnglichen Puntte X
feltgeftellt werben. Dagu hat man die Punite Z und ¥ auf 4 B, bz,

AC beftimmt, bie mit X in einer Geraben liegen, und die Streden
AZ=17,ZB =18, BC =19, CY = 6 und YA = 21 gemefien



oun

Die Lehridhe ded Menelausd und bed Ceva. 5

. Berldngere bdie Seite BC eined Dreiedd um BC und wverbinde den

2
Gnopunit X mit ber Mitte ¥ der Seite AC. Wie teilt bie Trang-
verjale XY bie Seite AB?

. a) Die Halbierungslinien jweter Winfel eine$ Dreiedd und ded upen-

winfel8 bed britten |dymeiden bie Gegenfeiten in drei ‘,Buntten, bie in
einer Geraben [iegen.

b) Die Palbierungslinien der drei Aupenwinfel eined Dreiedd jdhneiden
bie ®egenjeiten in drei Puniten, die auf einer Geraden liegen.

II. Ceva,

. Betradjte den Sonderfall, in bem die drei Edtrandverfalen eined Dreieds

einanber parallel find.

. Berbinbe in dem Dreied der Aufgabe 2a die Teilpuntte ¥ und Z mit B,

baw. C und ziehe durd) dben Sdhnittpunit bdiefer beiden Edtrandverjalen
bie dritte Edirangverjale. Wie teilt jie die Seite BC?

. Die bdret Mittellinien eine8 Dreiedd fdyneiden {ih in einem Punite.

. a) Die bret Winfelhalbierenden eined Dreiedd fdhneiden fi in einem

Punite.

b) Die Halbierungslinien eine§ DreiedBwinfel8 und bder beidben nidht
augehdrigen NuBemwintel {dneiden fid) in einem Puntte.

. a) Die drei Hohen eined Dreied8 jdhneiden fidh) in einem Punite.

Anlettung (Fig. 4):
BX
ZB
CY a
Xc b
4z _ b,
YA ¢

’

Qo

’

b) Die Wittelfentrediten auf den bdrei Seiten eined Dreiedd jdhneiden
fid in einem Punite,
Anleitung: Berbindet man die WMitten der drei Seiten, jo ent-
fteht ein Dreied, in bem die drei Witteljentredhten Hohen find.
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§ 2. Der Sap vesd Paseal.
Lehriag 3. Sap ded Pascal
Die drei Sdnittpuntte der Gegenjeiten eined Sehuenfed)seds

liegen in einer Geraden. (Der Sap gilt aud) bann, wenn fidh
die Seiten de8 Sed)8ed8 innerhalb bed Kreifed {dhneiden.)

Behauptung (Fig. 5): Die Punfte X, ¥, Z liegen in einer Geraden.

Anleitung sum Bemweife: Vian verlingere drei nidit aneinanbder {topende
Seiten be8 Sedh8eds, 3.B. 2, 4, 6, bi8 fie fih) {hneiden, und mwende auf
pa3 entftanbene Dreied UVW den Say bde8 Ptenelausd breimal anm,

Big. 2. U

\ A

- - | /

- '].
o '\'_-L{_____ e T ."r/\ : W
\ _“'“——-____H__h_ v /\ Y :
~ AN

Y ~— - T\

>
inbem man die Seiten 1, 3, 5 al3 Trandverjalen Dbetradtet. Da e8

fi) um ein Sehnenfech8ed Handelt, jo benuge dreimal den Sehmeniay
fiir bie Sehnen 6 und 2, 2 und 4, 4 und 6.
Bemweis: UB VX WA _
BV XW AU
YD Wz UC _
DwW ZU CV !
WF UY VE _

FU YV EW
UB.UC—=UA.UF,
VD .VE = VB.VC,
WA.WF — WD.WE.
Multipliziert man die erften dret Gleidhungen miteinanber, und Hebt
man bdie gleien Probufte, fo erhalt man:
VX Wz UY
XW ZU YV
Nlfo liegen die Puntte X, ¥, Z in einer Geraden (Padcalide Gerabde).

1'



§3 » Harmoni{he Puntte. . 7

NAufgaben zum Beidnen: Lkt man in einem Sehnenfed)8ed eine obder
mefrere Seiten unendlih flein merden, o geben die in den ujammen-
fallenden Eden gezogenen Tangenten bie Ridtungen der unendlid) fleinen
Seiten an, und e8 ergeben fid) die Sdge:

1. 3n einem Sehnenfiinfed legt der Schnittpunit einer Seite und der im
gegenitberliegenden Edpunit gezogenen Tangente mit dben beiden Schnitt-
puniten dber itbrigen Gegenjeiten in einer Geraben.

2, Sn einem Sehnenviered liegen die vier Punfte, in demen fid) je Fwei
®egenfeiten und die Tangenten in je 3wei Gegeneden jdneiden, in einer
®eraben.

3. Die Shnittpunite ber Seiten eined Sehnendreiecdd mit den in den Gegen-
eden gegogenen Tangenten liegen in einer Geraden.

4. Sind in einem SehnenjedhBed jwei Paare Gegenfeiten parallel, fo ift
e8 aud) dag bdritte Paar.

5. Biehe nur mit Hilfe de8 RKineald die Tangenten durd) die Eden einesd
gegebenen Sefnenfiinfeds.

Bweited Rapitel.
Harmonifdye Punkte und jarmonilye trvaplen,
§ 3. Harmonijde Puntte.

Begeidhnungen (Fig. 6a):
1. Gine Gtrede 4 B, die innen und aupen in C und D nad) dbemjelben Verhilinis

geteilt ift, beipt . . . . . . . . .. .. .. harmonifd) geteilt.
Die Punfte 4, B, C und D heipen . . . . . . harmonifde Puntte,
Die beiben Cndpunite A und B, jowie die beiden
Zetlpunfte C und D heigen . . . . . . . . sugeordbnete Puntte,
Bier Gerade, die durd) einen Punft S nad) vier [havmon. Strafhlen ober ein
Harmonifden Puntten gehen, Heigen. . . . . \harmon, Strafhlenbiindel,
Big. 6a. C D
0 10 12 i
A B

2. 8t AC=10, CB=2 und BD =23, fo ift AB in C und D
harmonifd) geteilt. Denn AC:CB = 5:1 und AD: DB = 5:1.
Qiefert nun eine jdwingende Saite von der Linge AD bden Grunbdton,
{o liefern Saiten von der Ringe AB=2%AD undb AC=12 AD bdie grohe
Zery und bdie Quinte, alle brei jufammen ergeben nun einen Harmoni-
jden Grundatford. Daher ftammt die Begeidnung harmonijhe Teilung.
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Lefriats 4a. Wird die Strede 4 B durd) die Punfte C und D harmonijd)
geteilt, fo wird and) die Strede C D durd) die Punfte 4 und B
harmonijd) geteilt,

Bemweid (Fig. 6b): BVertaujdt man in der Proportion AC: CB = AD: DB
bie Yupenglieder, fo erhilt man DB:BC = DA:AC.
€3 ijt alfo gleidgiiltig, ob man 4 und B al8 Endpunite und C

und D al8 Teilpunite betracdhtet ober umgetehrt.

Lehriats 4b, Wird die Strede 4 B durd) die Punfte C und D Jarmonijd)
nad) dem Berhiltnis m 1 geteilt, {o wird die Stvede CD
durd) die Punfte 4 und B Harmonifd) nad) dem Berhiltnis
(m —n):(m + n) geteilt,

Borausfegung: AC:CB = m:m,
AD:DB — m:n.
Behauptung: CA:AD = (m—mn):(m 4+ n),

CB:BD = (m —n):(m 4 n).
Anleitung jum Beweife: Van britdt die in der Behauptung vorfommen-
den Streden durd) die

ig. 6b.
Strede AB und dburd m . %:lg
pie Grdgen m undb o ———,——
. M ©
aud und berednet bdie 1'& T —t+ ].3 1
gefudten  Berhiltnifje '
CA:ADund CB:BD m : n
(Fig- 6b).
. CA m m
Deweis: AB = mpar (0 CA= L, AB
AD m m
I‘E-——m_‘ﬁ; 4 AD——-;”:‘W;'AB,
CB n n
AB —mtn " OB g AD
BD n n
AB~ m—n’ " BD—-m—ﬁ.AB
Mithin CA:AD = — - AB: " . 4B,
m-+n m—n
p = (m—mn):(m-+n)
wnd CB:BD— - -AB:-—" . AB,
m+n m-—n
” = (m—mn) : (m+ n).

Lehriay 4¢. Die Hiiljte einer harmounifd) geteilten Strede ift die mittlere
Proportionale swijdjen den Abjtinden ihred Halbierungdpunttes
von den Teilungspuntten.
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Behauptung: MC:r = r:MD odet MC.MD — r2 ({Fig.6b).
Beweid: Aus AD.CB = AC.DB jolgt
(r+MD) (r —MC) = (r + MC) (MD—r),
2t MD —r-MC—MC.MD =+-MD+MC.MD —r?—r-3C,
r2= MC.MD.

Yufgabe 1: Ulberfese die Lagenbesiehung der vier Harmonijfen Punfte 4,
: B, C, D in eine Mafbesiehung der drei von A auBgehenden Etreden

AC, AB, AD und beredne AB au8 AC und AD.

Lifjung:

. AC AD
a) Nad) Boraudfegung ift ©E = DB
AC AD

ober gemd Fig. 6b i = S w

affo AC _ AB—AC

AD AD — AB’
in Worten: Drei Streden AC, AB und AD ftehen in fHarmonijder
Proportion, wenn jid) die erfte gur dritten verhilt mwie der Ilberfhup
dber mittleren itber bie erfte gum Uberfdhufs der dritten {iber die mittlere.
Gntfpredjend: Drei Jablen a, m, b ftehen in Harmonijder Pro-
portion, wenn

a:b=m—a):(b—m)
ift. e Beipt in diefem Falle bad harmonijde WMittel 3wijden a und b.
AC _ AB—AC

b) €8 war AD = AD — 4B’
AB.AD— AC.AD — AC.AD— AB.AC,
AB.AD+ AB.AC = 2AC.AD,
2AC.AD
AB=J0t 4D’
Gntjpredjend erhilt man bei drei harmonijhen Bablen a, m, b
__ 2abd
-_— a+b’

in Worten: Dag Harmonifde Mittel jwijden zwei GrdBen ift gleidh
ihrem doppelten Probuft bividiert durd) ifre einfache Summe.
. m o= 200 1 _aetd 161 1
Solgerung: Aud m = PR folgt = oah 2<a + b>’
s 1 1 2
mithin " —}—? = —
in Worten: m ift da8 hormonijde Mittel Fwijden a und b, wenn fein
regiprofer Wert % ba8 arithmetifde Mittel wifden den reziprofen

Werten ~ und ~ ift.
a b
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Nufgabe 2:
a) Beweife, dbaB in der Fig. 6¢

VA ba8 arithmetifhe Dittel — %5’ ift,

VG ., geometrije :Vﬁ »

. 2ab
VH r ” -_—
harmonijde i

b) Beweife geometrij§), bdap in dbem Grengfall a — b bdie drei Wittel
einanber gleid) find.
¢) Beweife an der Fig. 6¢, da
ba8 arithmetijhe Mittel grofBer
al8 bad geometrijde ift, und
seige burd) Rednung, da dos
geometrijge Mittel griBer al3
%a8 Harmoniiche ift.
Anleitung: 1(a +b) > Vab,
ab ab

4

lgli) +———~ < — ujm.
folglic) é(a+b)<vabuf
Nufgabe 3: DBeweife, bak
1 1 1 1 1 1 1 1

TI EI g; Z; gr--- /n._l’ %I n+1r"'
eine Hormonijhe Reihe ift, d. h. eine Reihe, in ber jedes Glied dad
harmonifde Dtittel ber beiden benad)barten Glieder ift.

§ 4. Konjtruftion harmonijdher Punfte und harmonijher Strabhlen.

Grumdaufgabe 1: Teile eine gegebene Strede 4 B harmonijd) nad) einem
gegebenen Berhiltnis m : n.
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Sonftruftion: fiehe Fig. 7.

Beweisd: AC:CB = m:n,
AD:DB = m:n,
AC:CB = AD:DB.

®rengbetradtung:
Qapt man » mwadfen, jo dreht fih XZD um X nad) oben und
XCY um X nad) linis. Die jugeordneten Punfte D und C wandern
in entgegengefegter Richtung von B fort.
With n = m, o witb ABZX ein Parallelogramm, und bder
Punft D riidt in unendlide Ferne. €8 wirh aber aud) AYBX ein
Rarallelogramm, alfo AC = CB. Der Mittelpuntt einer Strede 4 B
und der unendlid) ferne Puntt der Geraden A B find alfv jugeorduete
havmonijdje Punkte *).
Wird n > m, o [dneidet bie Gerabe ZX bdie BVerlingerung von
AB iiber A Ginaug, Punft D liegt alfo linf8 von 4, und die 3u-
geordneten Punfte D und C wandern nad) dem Punfte 4 bhin.
BWirtdb n — oc, {o fallen D und C mit dbem Punite 4 jufammen.
St n =0, {o fallen C und D mit dem Punite B zujammen.
Gindbeutigleit:
Wadgit » von Rull b8 Unendlid), fo ninunt dagd Berhiltni8 m:»
jeben mbgliden Wert von Unendlid) 618 Null an, aber jedben nur einmal.

Daher ift bie Teilung einer gegebenen Strede AB barmonijd nad
einemn gegebenen Berhalini8 eindentig *).

Weldge Strede ift in Fig. 8 im Verhiltni8 m:n harmonijd) geteilt?

*) Soll ber Mittelpunit einer Strede gegeniiber den anberen Puniten feine Ausnahme:
ftellung einnehmen — hiersu liegt fein Grund vor —, o muf aud er einen und nur einen ju=
geordbneten harmonifden Puntt befigen, alfo mup jedber Geraben ein unendlidh ferner Punft
sugefdyrieben rwerbden.
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Grundaufgabe 2: Seidne u drei Punften einer Geraden den dem mittleren
Puntt jugeordneten vierten harmonijden Puntt.

Sonftruftion: fiehe Fig. 9.
Ginbeutigfeit: Durd) brei Puntte einer Geraben ift der dem mitileren Punkt
sugeordnete vierte harmonijhe Punft eindeutig beftimmi.

Grundaufgabe 3: Beidine su drei Strahlen eined Biijdels den dem mittleren
Strafhl zugevrdneten vierten Harmonifden Strafl.

Sonftruftion: fiehe Fig. 10.

Ginbeutigleit: Durd) dbreiStrahlen eined Bitjdheld ift der dem mittleven Strahl
gugeotbnete vierte Harmonifhe Strafl eindeutig beftimmt.
BWie dndern {ih) die Konftruftionen 2 und 3, wenn u einem auferen
Puntt oder Strahl der jugeordnete vierte Harmonifde Punit, bzw.
Strahl gezeidnet mwerben ol ?
Aufgaben: .
4. Gegeben ift eine Strede AB und in ihr ein Puntt €. Sudje den dem
Puntte C gugeordneten vierten harmonifen Punft D durd) Konftruftion
und Rednung, wenn a) AB = 6cm, AC = 5cm, b) AB = 6cm,
AC=2cm, ¢) AB = 6cm, AC — 3cm fft.
5. Gine Strefe AB = 12cm ift in den Punften C und D im
Berhaltni8 7:5 Harmonifd) ge-
teilt. J3n mweldem Berhdltnis
with die Strede CD burd) bdie
Punite A und B harmonifd) ge-
teilt?
6. Die Strede AB — 9cm ift in
bem Punite C im Berhdltnid
2:1 geteilt. Beflimme u bden
dbrei Punften 4, B und C den
vierten harmonijden Punft durd
Rednung, wenn bdiefer a) dem
Puntte C, b) bem Puntte 4, ¢) dem
PBunite B zugeordnet ift.
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§ 5. Atlgemeine Lehridge iiber harmonijde Strahlen.
Lehrjat 5. Sieht man 3u einem von vier Harmonijden Strahlen eine
Parvallele, o halbiert jein zugeordneter Strahl das wijden
den Deiden anderen Strahlen liegende Stitd der Pavallelen

(Fig. 11).
Boraudjegung: AC:CB = AD:DB,
XZ || AS.
Behauptung: XY=YZ

Beweis: Wan zieht ald Hilfslinie dburd) den Punft B bie Paralele ju SA.
AS:BE — AC:CB (Broportionalias),
AC:CB — AD:DB (Borausfegung),
B AD:DB — AS:BF ($rovortionalias),
AS:BE = AS:BF,
BE — BT,
YX = YZ
Wie lautet die Umiehrung?

Lehriat 6. Sdneidet ein vierjtrahliges Biijdjel eine Gerade in vier harmo-
nijdjen Puntten, fo {dneivet e8 jede Gevade in vier harmonijden
Puntten (Fig. 12). Sig. 12.
Borausdfegung: S4, SB, SC, SD
find Strahlen durd) die harmo-
nij@en Puntte 4, B, C, D und
TW it eine beliebige Gerabe.
Behauptung: 7, U, ¥V und W {ind
harmonijde Punfte.
Beweid: Jieht man durd) V bdie
Parallele gu 4 S, jo i}t nad) bem
vorigen RKehrjag VE = VF,
folgli find 7, U, V und W
nad) der Grunbdaufgabe 1 har=
monifdge Punite.

Nufgaben:

1. Bieht man durd) bdie Mitte
einer Seite eined Dreteds eine
belieBiige Gerade, o wird fie
purd) die drei Seiten und die T
aux erften Seite dburd) die gegen=
fibexliegende Gcfe gezogene Parallele in vier Harmonijden Puniten gejdhnitten.

2. b, ¢, my und die durd) A u BC gegogene Parallele bilden ein harmo:
nifded Strahlenbiijdel.
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3. a, m, und die von der Witte der Seite a nad) den Viitten von b und ¢
gegogenen Berbindungsitreden bilden ein Harmonijdes Strafhlenbitjdel.

4. Bieht man in einem Parallelogramm die Diagonalen und durd) ihren
Sdynittpuntt die Parallelen gu den Seiten ded Parallelogramms, {o bilben
diefe Parallelen und die Diagonalen ein Harmonij§ed Strahlenbitjdel.

5. Berbindet man eine Ede eined Parallelogramms mit der Mitte einer
gegenitberliegenben Seite, {o bildet diefe Berbinbungsitrede mit den
Geiten und ber Diagonale, die von derfelben Ede ausgeht, ein Har-
monifded Strahlenbitjdel.

§ 6. Lehrjige iiber befondere harmonijdje @tth)Ien.

Lehriag 7. Stehen jwei Strahlen eined vierjtrafhligen Bitjdjeld aufeinander
fenfred)it und Halbiert einer den Wintel der beiden anderen
Straflen, fv ijt dad Biljdel ein harmonijdes (Fig. 13).
Anleitung sumBemweife:
Biehe gu SD eine Dbeliebige
Parallele XYZ und Dberweife,
bap XY = Y Z ijt.
Lehrias 8 (erfte Umbehrung). Hal-
biert ein Strafhl eined Harmo-
nifden Bitjchels den Wintel der
beiden anberen jugeorbneten
Strablen, o fteht er auf feinem ugeordneten Strafl jentredt.
Lehrias 9 (3weite Umiehrung). Steben wei ugeordnete Strafhlen eines
hormonijden Bitjdel8 aufeinander fentrecht, fo Halbieven fie die Wintel
ber beiden anberen Straflen.
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Beweis:
A, B, C, D {ind harmonijhe Punfte . . . . nad) Konjtruftion,
(XA, XB, XC, XD find harmonijhe Strahlen , Definition,
|\ X CXD=900 . .. ......... »  Sonftruftion,
X AXC=CXB . . . . . ... ... »  Lehriag 9,
XA:XB=AC:CB . . . . . . .. .. » dem Rehria der
Wintelhalbierenbden,
XA:XB=m:n. . . . . . « « « . .. »  Sonftruftion,
Aufgaben:

1. Bwei fid) jdneibende Gerade und die Halbierungslinien ithrer Wintel
bitben ein harmonijhed Strahlenbitidyel.

2. Jebe Wintelhalbierende eined Dreiedd wird. dburd) bie Mittelpuntte bed
Gnfreife8 und ded jugehirigen Antreife8 Harmoniid geteilt.

8. Gine Geite eined Dreieds, bdie ugehorige Hohe und die BVerbindbungs-
ftreden ifre3 Fuppuntte8 mit den Fuppuniten bder Deiden anbderen
Dreied8hohen bilben ein harmonijdhed Bijdel.

4. a) Jede auf einem Durchmeffer fentredit tehende Sehne wird von den
beiben ®eraden, die eimen beliebigen Punft der Peripherie mit ben
Gnbpuntten de8 Durdymeijerd verbinben, harmonijd) geteilt.

b) Berbindet man einen beliebigen Punit der Peripherie eined Kreifed
mit ben Endpuniten einer Sefne, fo mwird der auf der Sehne fent-
redit ftehende Durdymeffer von den Berbindungslinien Harmonijd)
geteilt.

5, WBejtimme innechalb ober auBerhalb eined Dreiedd einen Punft, deffen
Gntfernungen von den Eden fid) wie a) 1:1:2, b) 1:2:3, ¢) m:n:p
verhalten.

6. Yuf einer Geraden find die Streden AB=7, BC=9, CD = 1b
gegeben. DBejtimme einen Punft, von dbem aud die drei Streden unter
gleiden Winteln exjdeinen.

7. Beidne ein Dreied aud a, bic = m:n und

a) ma; b) ha; ©) oy d) wa; € p—gq; f)r.

Beadjte die verfchiebene Lage be8 Wpollonijden Kreifed, je naddem

m grofer oder fleiner al8 # ift.

8. Beidine ein Dreied aud

a) hq, mg, bic; b) mq, my, b:c.

9. Beidne ein Biered aqus

a)a b e c:f d:f,; b) a, b, ¢ c:d, &
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§7

§ 7. Das volljtandige Bierjeit.
Begeidnungen: BVerldngert man in einem Bieved 4 BCD bdie Gegenfeiten,

big fie fih in £ und Fic[)netben, fn beifst die

entftanbene Figur .

A, B, C, D, E, F heigen

AC, BD, EF heigen .
Lehriag 11.

. ein hoﬂftﬁnbigeé Bierfeit,
. Eden,
. Diagonalen,

Jede Diagonale eined volljtindigen Bierfeits wird durd) dic

beiden andeven Harmonijd) geteilt (Fig. 15).

bie Diagonale EF ift in Z und Y harmonijd) geteilt.

” X ” Y ” ”
” X ” Z ” ”

Behauptung: a) EZ:ZF — EY:YF ober
b) ” L4 .B.D ”
C) ” ” AC ”
AUnleitung jum Bemweife: Jm Bereid

miiffenn dle Wbjdnitte EZ und ZF
vorfommen., Died exveid)t man durd)
Anwendung de8 Sahed bed Ceva
auf da8 Dreied AEF mit der G-
trangverfalen AZ. Ferner miiffen
EY und YF Ub{dnitte merden.
Wenbde daher ben Say de8 Pemne-
lau8 auf dasjelbe Dreied AEF
mit der Trandverjalen BY an.

Fig. 15.

b

Beweis: | Lz FD AB _ ]
ZF DA BE E
BY FD AB _ |
YF DA BE !
%—_— %FY ober EF ift in Z und Y Harmonifd geteilt.
b)) E, 'Z F, Y . Darmonijde Puntte,
AE, AZ, AF, AY . ; Straflen,
B, X, D, Y o, PBuntte.
¢) B, X, D, Y . " Punite,
EB, EX, ED, EY . . . . , Strablen,
4, X, C, Zz " Puntte.
Nufgaben:

1. Die Mitten der Grundlinien eined Trapezed, fomie die Shnittpunite
feiner Diagonalen und feiner Schentel find harmoniihe Puntte.

Unleitung: Betradjte das8 Trapey al8 Sonberfall des vollftindigen

DBierfeits.
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2. Gine Seite eined Dreiedd, die jugehorige Hohe und die BVerbindungs-
ftreden ihre8 Fubpunite8 mit den Fuppunften der beiden anbderen
Dreted8hdohen bilben ein Harmonijdes Bijdel (gleid Aufgabe Nr. 3
be8 § 6).

3. ®ehen von einem Punfte wei Gruppen Harmonifder Puntfte auf ver-
{dhiedene Strablen aus, fo {dneiden fih die Berbindbungsitreden ber
entfprechenden Punfte in einem Punite.

4. Fallen von wei Gruppen harmonijder Strahlen mit ver{diecdenen Aus-
gang8puntten amwei entjpredjende Strahlen gufammen, fo jhneiden fich
bie {ibrigen ent{precienden Strahlen in einer Geraden.

Beidne nur mit Hilfe bed Rineals:

au brei Puniten einer Geradben ben bem mittleven Punfte zugeordneten
vietten harmonifhen Punft (gleid) Grundaufgabe 2 des § 4);

. gu brei Strahlen eine8 Bifhel8 ben dem mittleren Strafle Fugeord-
neten vietten Harmonijden Strafhl (glei) Grundauigabe 3 bed § 4);

. durd) einen gegebenen Punft bdie Gerade nad) dem unzugdnglichen
Sdnittpuntt zweier gegebenen Geraden;

. einen Punft, ber mit zwei gegebenen Punften M und N in einer
Geraben liegt, ohne die Geradbe MN zu ziehen.

Piftorifde Bemerfung: Dag 3. Jahrhundert v. Chr. bildet den Gipfelpuntt
priedjifder Mathematil. Um 300 fdhrieb Gulilid in Alerandria fein epodje-
macdjendes Werf. Um 250 er{dienen bdie glangenden Abhandlungen bdes
Ardimedes in Syrafug itber die Quadratur des RKreifes, der Glipfe und
ber Parabel, {owie itber die Kubatur dber Kugel und anderer Rotationstdrper.
Und an? Gnbe biefes Jahrhundert8 gab Appoloniusd von Pergd, der zeit=
weilig aud) in Alegandria mwirfte, da8 Funbdamentalwer? iiber die RKegel-
{dnitte heraus. Dann finft die Mathematif immer mehr zur Hilfdwiffen=
{haft der Tednif herab. Fur vier Forider haben i) einen Namen in der
Gefdjichte ermworben; diefe lebten familid) in Alerxandria, ndmlid Heron im
1. Jahrhundert v. Ghr., Wenelausd im 1. Jahrhundert n. Chr,, Ptolemdius
im 2. Jahrhundert und Pappus am Enbe des 2. Jahrhunderis n. Chr.

Weit itber ein Jahriaufend lag dann die Geometrie wie Dornrdsden im
Sdjlafe, big fie Dedcarted im Jahre 1637 durd) Verdffentlidhung feiner
(analytifhen) Geometrie su neuem L[eben ermwedte. 1678 er{dhien in Mailand
eine Arbeit be8 Giovanni Ceva, in der er {owohl den ihm unbefannten
Sap des Menelaus ald aud ben nad) ihm benannten Sah ableitete.
Pagcal lebte 1623 big 1662 in Pari8, {dhon ald 16-jdhriger Jitngling ver=
faBte ex eine grohere Abhandlung fiber die Kegeljdhnitte.

o

f=r]

-3

@

Baouer u. v. angledben, Geometrie f. Realanftalten. (Oberftufe.) ]
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Dritted Kapitel. Die Potenslinien,

§ 8. Die Potens in bezug anf einen Kreis.

Wieberholung und Crweiterung:

Gehen Selnen durd) einen und denfelben Punft S (Fig. 16a u. b)
auferhalb (ober innerhalb) eine8 Kreifed, jo Hat dad Redhjted ausd ben
Abidynitten jeber Selhne eine unverdnbderlide GrdBe, und war ift e3
gleich bem Quabrate itber der von S an den Kreid gezogenen Tangente
(ober gleid) bem Quabdrate itber der Halben Heinften Sehne durd) S).

Die unverdnderlide Grdge g2 Heist die Potens IT de8 Punited S in
besug auf den Kreid I

Tig. 16a. Fig. 16b.
= SA.S8B, — SA.SB,
=(e—r).(e+71) = —e).(r+e¢
— 2 — 72 = r2 —e2,

Jn Fig.16a u. b ift die Potens g2 be8 Punited S glei) 4cm?
und r = 2;em. BWie lang ift in jeder Figur die Cnifernung ¢ bHed
Puntted S vom Kreid8mittelpuntt M?

Jn beiben Figuren Hat ber Punft S in bejug auf den $Kreid bie-
felbe Potenz, namlidh 4 em2  Bur Unterjdeidung jithren wir den Be-
griff ber Ridhtung ein. Jn Fig. 161 haben bdie Sehnenabidnitte ST
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und SV, SA und SB, SE und SE’ entgegengefepte Rihtung; ihr
Produft rednen wir daher negativ. Jn Fig. 16a dagegen Dbefigen bdie
Abjcdhnitte jeder Sehne diefelbe Richtung; ihr Prodult ift daber pofitiv.
Danbelt e8 i) bdemnad) nidt um bdie abjoluten, fondern relativen
LWerte der Poteny, {o find obige Formeln umzudndern, ndamlid fiir Punite

auperhalb ded Kreifes innerhalb bes Kreifes
II = ¢, Il = —g¢?,
=2 —r2 = —(r2—e?.

Nufgabe 1: Wie dndert fih) die Poteny eine8 Punite8 S, wenn diefer vom
Mittelpunite M aud auf einem Radiug r Hig ur Kreiglinie und fber
fie Binaud auf der BVerlingerung ded Radiusd bid ind Unendlide wanbdert?

Aufgabe 2: Beftinume den geometrijden Ort aller Punfte S, bdie in begug
auf einen gegebenen frei8 M eine gegebene Poteny II — + 2 befigen,
Ldjung: fiehe Fig. 17.

~

Grengbetradtung: Die Poteny II Tann jamilide Werte von — r2 durd
Null 6ig - oo annehmen. Wir fonnen und die Ebene audgefitllt denfen
burdh) fongentrij@e Sreife um M ; alle Punite eined bdiefer Kreife Haben
benfelben Potenzwert, die ver{dhiedenen Kreife aber veridjiedene Werte.

AYufgabe 3: Beftimme auf einer gegebenen Geraden bie Punite, die in begug

auf einen gegebenen Rreid eine gegebene Poteny Haben.
2*
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§ 9. Die Potenzlinie zweicr Kreife.

Aufgabe 1: Gegeben find gwei Kreife M und M’ mit den Rabien r = 3em
und ' = 2cm, jowie ifhre Bentvale M M' — 6cm. Beftimme bdie
Puntte, deren Potens in begug auf Dbeide Kreife a) 1; b) 4; ¢) 9;
d) 16 gem ift.

Ldjung: fiehe Fig.18.

Aufgabe 2: Beftimme auf dber Jentrale MM’ 3weier gegebenen SKreife den
Puntt, der in bejug auf beide Kreife biefelbe Poteny Hat.
Borbetradtung: Jft X (Fig. 19) der gefuchte Punft und bezeihnet man
MX mit £ und XM' mit 2/, fo fann man gwei Gleidungen mit den
Unbefannten x und o’ aufftellen, aud bdiefen x und 2’ beredhnen und
pann den Punit X fonftruieren.
Die Poteng de8 Punited X
in begug auf den RKreid8 M ift gleih) x2 —r2

! ! !
» ” » ” ” M, ” .’52—'7‘2.
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Da aber biefe Werte gleid) fein jollen, jo erhdlt man die Gleidhung
L 2—r2 = g2 —1"2,
L 22—2a'2 =92 —y'2,

Weil der Punft X auf der Jentrale liegt, befteht die Gleidung
II. 242 = MM,

Dividiert man Gleifung I durd) Gleidung II, jo ergibt fich

’
, r2 —p2
MM

xr—x

' r?_..rlz
mithin UX — & = 1 (MM'+ it >

r2—r'?
(o 550),

unb XMl: w’ M—M‘

— 2 __ g2

Konfjtruition 1. Wan zeidnet (Fig. 19) Vr?—r’ﬂ = M'B, dann rM—Mr’
' B2

ober o’ B2 al3 bdritte Proportionale nad) dem Sage, dap im redt-

MM
wintligen Dreied jeder Hypotenufenabidnitt die bdritte Proportionale
3t dem anbderen Oypotenufenabidnitt und ber Hobe ift. Sdlieplidh
Halbiert man M C, Jo ift der Mittelpunft X der gejudte Punii.
Sonftruftion 2: Den Punlt B der Fig. 19 Tann moan aud) al8 Spige
eine8 qleidfdentligen Dreiedd itber dem Durdmefjer A A’ finden.
Nun ift X ber Mittelpunft be8 burd) M, B und C gehenden Halb=
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freifed; dafer mupp X fenfredht fiber der Mitte der Selme M B liegen.
Jufolgebefien gibt e8 eine mefentlich fiirzere Konftruftion, fiehe Fig. 20.

Kolgerung aud Aufgabe 1 u. 2:
Der Puntt X (Fig.20) befigt in begug auf beide SKreife gleiche
Poten und jwar die allerfleinfte. Laft man bdie Potenz von bdiefem
Werte aud ftetig bi8 ing Unendlide wadfen, fo miuffen die Punite
gleiger Potengen eine von X aud nad) betden Seiten bi8 ind Unend-
lidge verlaufende jujamutenhiingende jpmmetrijde Kurve bilben. Diefe
Beiht Potenzlinie. Dem Nugenfdhein nad) ijt die Potenglinie eine Gerabe,
die auf dber Bentrale fenfredht fteht. TWas ldkt fich {tber die von einem
Puntte der Potenglinie an die beiben Kreife gezogenen Tangenten fagen?
Lehriat. Teilt man die Beutrale M M’ 3weier Kreife fo, daf die Differens
ber Quadvate bder Wbjdnitte gleid) der Differeny 72— 22 ber
Quadrate der Rabdien ijt, und ervidtet man in diefem Teilpuntte
pie Sentredite auf der Jentvale, fo ijt diefe Senkredyte die Potens-
linie der beiben Kreife.
Borausdfegung (Fig. 21): MQ?— M Q2 = r2—1r'2,.
AMQP = 90,
Behauptung: QP ift die %ntengﬁnié ber beiden Sreije
oder X M2 —r2 = X M2 —r'2

Bemeid: M@Q2— M Q2 = r2—r'2 nad) Borausfegung,
M2 —r2 = M Q> — r'2, .
X Q2= XQ2
ML XQG—rt = W@t XQG—r
X M2 —_? = X M2 _— p'2 nad bem pythagoreiden

Lehriag.
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Grengbetradytung: Beriidfihtigt man, dah eine Gerade durd) einen Puntt
und ifre Rihtung oder durd) zwei Punfte beftimmt ift, ferner, dap
jeber Puntt der Peripherie bdie Poteny Null Hat, fo ecfennt man, dap
beim DBerjdjieben ded RKreifed M’ (Fig. 21) auf der Bentrale nady [inid
bie Potenglinie "

I a) nad) lint8 manbert, bi8 fie fiir MM’ = r 4 +' gur gemeinfamen
Tangente wird;

b) bann al8 Ghordale, d. i. Sefante durd) die Kreidfdnittpunite, nad
linf8 tweiter wandert, bi8 bie gemeinjame Sefhne ifren grdften
Wert 27" erreidt;

IL c) hier Rehet madgt, nach) rechtd8 wandert und fiix MM =r—r'
twieder gemeinjame Tangente wird;

d) bann nad) redjts weiter wanbdert, bid fie fiix MM = 0 die unend-
i fetne Gerabe wird; jhliepli) ausd bem lUnendlihen von linf8
her fih bemr Rveife M wieder ndbert. ‘

Sann die Potenslinie nur einen Kreid jdhneiden ober berithren?
Fig. 21.

Aufgabe 3: Beidne die Potenlinie jweier aueinander liegenden Kreife.
2dfung 1: Beftimme nad) Aufgabe 1 Fwei Punfte, die in begug
auf beide Rreife diefelbe Potens haben, und verbinde fie.

Ldjung 2: Sude gemip Aufgabe 2 den Schnittpunit X ber Potengs
linte mit ber Bentrale und evridhte in biefem auf ber Jentrale bdie
Senfredte.

RQojung 3: Beidne an die beiden Kreife gwei gemeinfame Tangenten,
3. B. die beiden duperen, und verbinde ifre Mittelpuntte miteinander.
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§ 10. Der Potenzpunft dreier Kreife.

Lehriag. Die drei Potenglinien dreier Kreije {dneiden fid) in einem Punktte,
vem Potenzpuutt der drei Kreife.
Bemweisd: Drei Kreife K, K,, K; haben drei Potenglinien,
ndmlid) K, und K, eine Potenjlinie L,,
14 K2 » Ks » 14 Lll
” -K3 14 Kl 14 ” L2'

Bieht man von dem Sdmittpuntt O der Potenzlinien L; und L,
bie Tangenten an bie drei Kreife, fo find bdiefe einanber gleid, folglid)
geht aud) die dritte Potenglinie L, durd) den Punft 0.

Grengbetradtungen: Unterfude folgende Falle (Beidnung):
1. bie brei Mittelpuntte liegen auf einer Geraden,
jeber Rrei8 fdyneidet die Heiden anderen SKreife,
et Sreife jdneiden einander und werdben vom britten Kreife beriihrt,
jeder Rrei8 berithrt die beiden anbderen SKreife,
der Potengpunit liegt entweber innerhalb eined jedben oder auperhalb
eired jeden Der drei Krveife.
Aufgaben:
1. Rofe die Aufgabe 3 ded vorigen Paragraphen mitteld jweier Hilfdtreife,
welde bie gegebenen Kreife jdhneiden,
2. Beidne einen Kreid, ber burd) wei gegebene Punite 4 und B geht
und einen gegebenen Sreid K, beritfrt.

AUnleitung: Pan legt burd) A und B einen Hiliglreid K,, der K
{chreidbet, sieht die Potenglinie Ly ded gegebenen Kreifed K, unbd des Hilfs-
Preife8 K,, bann die Potenglinie L, ded Hilflreife8 K, und ded gejudjten
Sreifed K. Der Schnittpunitt der beiden Potenslinien L, und L, it der
Potengpunit 0. Bon O aud zieht man eine Tangente an den Hilidlreis,
findet jo bie Tangentenldnge, dann den Berihrungdpuntt ufmw. (3wei Lagen).

8. Beidne einen Kreid, der durd) zwei gegebene Punfte 4 und B geht
und eine gegebene Gerade L berithrt.

Unleitung: Diefe Aufgabe erhilt man aud der vorigen daburd,
baB man den Rrei8 K, unendlidh) groB werden laht. Die Konjiruttion
bleibt biefelbe; L ift .jugleih) die Potenzlinie L.

4. Beidne einen SKreid, der wei gegebene Geraden L, und L, beriifut
und durd) einen gegebenen Punft P, geht.

Anleitung: Da der gefudjte Kreid Heide Geraben berithren foll, fo
mup bdie Halbierungslinie ded von L, und L, gebildeten Winteld den
freid in einem Durdymefler {dhneiden, alfo eine Symmetrieadhfe des
gejuchten Rreifes fein. Zeidhnet man aljp gu dem Kreidpuntt P, in begug
auf die Yalbierungslinie den Jymmetrijden Puntt, fo mup aud) diefer ein
Strei8puntt jein. Mithin ift diefe Aufgabe auf die vorige zuriidgefithrt.

G
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1.

Bierted Kapitel
Agnligheitspunkte s AhnlidjkeitsadTen,

§ 11. Die Npnlidyteitslage und die AhulidFeitspuntte,

Gehen durd) einen Punft S im Raume (Fig.22) brei oder mehrere
®etade und mwerden diefe durd) drei odber mehrere Cbenen E, E,, E,,...
gefdnitten, o Geihen die entftandenen Sdnitt-
figuren ABC..., 4,B,C,...4,B,C,... ujw.
perjpeltivijde Figuren.
Das Wort perfpeltiviid) it dedhalb gemwdbhlt,
weil a8 n-Cd 4, B, C, ... einem in S befind-
lidgen Nuge dag n-Cd ABC... gerabe verdedt.

BWie in der Stereometrie bewiefen wird, find
die Sdnittfiguren einandber dhnlich, wenn bdie
Sdnittebenen parallel laufen.

a) Dag n-CE ABC... und die parallele Ehene
E, fei unbemweglid)
S bemege fid) in einer Cbene, die parallel E, it,
S entferne fi) von der Gbene E, und riide
unendlid) weit fort,
S nibere fid) der Gbene E, und falle in fie.

Wie dnbert fid) bei jeber Bewegung dad n-CE 4, B, C,...?

b) Im Punfte S befinde fih eine fefte Ridhtquelle 1und bag »-Cd
A, B, C,... fei unbeweglid), dagegen werde die Cbene E parallel
verjoben. Wie dnbert {id) die SHattenfigur 4B C...? (Projeftions-
apparat, Laterna magica.)

c) Berfertige aus Pappe oder aud Draht gwei dhnlide Fiinfede. Wie muf
man bas feinere 4, B, C, D, E, halten, bamit e8 bas gropere ABCDE
verdedt, b. §. dap die Berbindbungsgerabden entjpredhender Punite durdy
einen Punit gehen? Wie viele Lagen {ind miglidh), und welde wver-
dndecligen Streden haben in allen RLagen dasdjelbe BVerhdlinid?

Ber{dicbe dasd fleinere Jinfed A, B,C, D, E; perfpeltivijd), big e8
in bie Gbene E fallt. Weldhe Figuren ergeben fich, und wobin fallt S,
wenn fid) bie Efe A auf einer Geraben bewegt, die audgeht von

o) ber Gde 4, B) einem Punfte der Seite A B,

) einem Puntte innerhalb oder 0) auperhalb bes Finfedd8 ABCD E.

Stelle entjpredjende Berjudje mit zwei Kreifen an.
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3. a) Bieht man in einer Ebene durd) einen beliebigen Punit S und die
Eden eined n-Ed8 ABC... die Geraden (Fig.22), teilt bdie Ber-
bindbungditrede S4, SB, SC... innetlih und duBetlih nad) dem-
felben Berhaltni8 unbd verbindet die Teilpunite der Reihe nad) mit-
einander, jo {ind die entftandenen n-Ccde dbem urjpriingliden »-Ede
ahnlid). Bemweis!

Ober perbinbet man in einer Ebene einen beliebigen Punft S
mit den Gden A, B, C... eined8 n-Gd8, zieht u (v —1) Seiten
AB, BC,... (n—1) Pazallele 4, B,, B, C,,... und verbindet den
Anfangspunit A, der erfien Parvallelen mit dem Cndpunit ber
legten Parallelen, fo laufen aud) die nter Seiten parallel, und die
betben n-Gde find einander dhnlid). Beweis!

b) Umfehrung:
Sind gwet n-Ccde dhulid), und laufen wei entfpredende Seiten

parallel, jo {ind aud) die (n—1) anbderen Seitenpaare parallel, und die
n @eraben durd) je 3wei entfpredjende Eden jdhneiden fid) in einem Punit.

Beweid: Sdyneiden fid) die durd) bdie ent]predjenden Endpunite
sweier parallelen Seiten, 3. B, ber Seiten 4B und A4, B, gezogenen
®eraben in dem Puntte S, {o verbindet man diefen Sdmittpunit S
mit C, D,... und gieht B,C'//BC, C'D'//CD, ujw. Dann ift

A, B, C'D'... ~ABCD... (nad 3a),
A;B,C,D,... ~ABCD... (nad Borausfepung),
A,B,C'D'... ~ A,B,C, D,.
Da bdiefe dhnliden n-Ede in einer entjpredjenden Seite 4, B,
iibereinftimmen, o find fie fongruent und fallen daber gujammen.

Begeidnungen: Die Fig. 22 fann fowohl rdumlid), ald aud) al8 ebene
Figur aufgefaht werden. Daber gelten die folgenden Begeidhnungen
und Grgebnifje ebenjo fiir ben Raum wie fiir die Ehene.

SHeiBt . . ..o e A hnlidfeitspuntt,
it A, B,C, D, und ABCD ift S der . . tnfere fnlichieitdpunit.
Siit A3 ByCy D, und ABCD ift S der . . innere Sfnlichteit8puntt.

Jebe @erade burd) S Beipt . . . . . . . Hphulidfeitsgerade,
Die dret Bievede fimd . . . . . . . . . perjpeftioifd) abnlid),
ober bie dfuliden Bierede
Ay B, C, D, und ABCD liegen . . . (bireft) ihnlid),
Ay By, Co Dy und ABCD liegen . . . nmgefelhrt ahnlid.
Dag fonjtante Berhltnis 54, 4B ujm.

S4 AB .
=k Beipt . . ... ... ... Afhnlidteitsverhiltnis,
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Grgebnis: 3n perjpettivijd) dhnliden Figuren find nidt nur, wie in allen
dhnliden Figuren, die entfprechenden Wintel gleid) und bie entfprechenbden
Streden propottioniert, jonbern leptere find aud) parallel und alle
entfpredjenden Puntte liegen auf einex Hpnlichteitdgeraden und jdneiden
auf diefer, vom Hhnlichleitdpuntt ausd gemeflen, Streden ab, die in dem
Whnlichfeit8oerhdltnid % ftehen.

Hufgaben:
1. a) Durd) welde Bewegung bringt man dbas Biered 4,B,C, D, ber Fig.22
sut Dedung mit bem fongruenten Biered A, B, C;Dy?
b) Bei weldjen Biereden der Fig. 22 haben bdie entjpredenden Seiten bdiefelbe
Ridhtung und bei weldjen die entgegengefepte Ridhtung?
¢) Wie miiflen die dhnlichen Figuren bejdaffen fein, wenn fie in derielben
Rage einen &uferen und einen inneren hnlichleitSpuntt Befigen follen?
d) Lelde dhnliden Figuren liegen in jeber Lage bireft und umgefehrt dhnlid?

2, a) Beidhne gu einem gegebenen Dreied ein perpeftivifdy dhnlidhes, wenn
k = 2 unbd der dufere Hhnlichleitdpuntt gegeben ift.

b) Beidne au einem gegebenen Dreied ein perfpeftivifd dhnlidges, wenn
k= 2 und ber innere hnlichleitspuntt gegeben it.

3. a) Beidne in ein gegebenes Dreied ein Vuabdrat, dbefjen Eden auf den Seiten
beg Dreteds liegen (Fig. 23). — AUn Stelle deg Quabdrates trete
b) ein Rhombud mit ge=
gebenem Winfel J;
c) ein Redted mit gegebe=
nem Seitenverhdlinis
m:n;
d) ein Biered, das einem
gegebenen Biered dhn=
lid ift.
4. Beidne in einen gegebenen freigausidnitt ein Quadrat,
a) von dem zwei Gden auf dem Bogen, bie beiben anderen auf ben Rabdien
liegen; ' .
b) von dem gwei Efen auf einem Radius, die dritte auf bem anderen Rabdius,
bie vierte auf bem Bogen liegt. ‘

5. Beidhne in einen gegebenen SreiSausidnitt einen RKreig, ber den BVogen und
die beiden Radien berithrt.

6. Beidne in einen Kreigabichnitt ein Quadrat, von dem awei Gden auf bem
Bogen und die beiben anderen auf der Sehne liegen.
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*§ 12, Anwendung der hulidfeitslehre anf merfwitrdige Punkte
pes Dreieds.

Den Mittelpuntt M des Umireifes und ben Mittelpunit O bed Jnlreifes
eined Dreieds fannte {Gon Pythagoras, ein jiingerer Jeitgenoife be8 Thales
von Milet (600 v. Chr.). Der dritte merkwiirdige Punlt im Dreied, der SHher=
puntt S, war dbem Ardhimedes von Syrafug (287 Hig 212 v. hr.) nidht frembd.
Aud) mup diefer gervupt haben, dak fidh die Mittellinien im BVerhdlinis 2:1
fhneiben. Denn er benupt den Salf, dah bdie durd) dben SHwerpunit S zu
einer Dreiedsfeite gejogene Parallele auf den anbderen DreiedBfeiten genau
ein Drittel abjhneidet, und dak S der HalbierungSpuntt diejer Parallelen ift.
Aud) Tennt er den vierten merfwiirbigen Punit im Dreied, den Hdhenjdnitti=
punit H. Uber wedber Ardhimedes, nod fein dlterer Jeitgenofje Cullid
wenben den merfwiirbigen Puniten ded Dreiedsd ihre Yufmerifamieit zu, und
ba Guflids Glemente bdie Glementarmathematil des Mittelalters vollftdndig
beherriden, o findben bdie merfwitrbigen Punlte aud) dasd gange Mittelalter
hindburd) big in bie Teuzeit Herein wenig Beadhtung. Euler (1707 bis 1783;
Petersburg, Berlin, Peter8burg) jand durd) Beredhnung ben nad) ihm be-
nannten KQefriag 2; Feuerbad (1800 big 1834, Grlangen) entdedte ben
Neunpunitfreis und Steiner (1796 big 1863, Berlin) bemies 1833 biefe Lehr=
fage im Sufammenhang mit Hilfe der Hhnlichteit.

1. fehrfag, Die drei Mittellinien eined Dreiedd {hneiden {id) in einem Punite
und gmar im Berhdlinid 2 : 1.

Anleitung jum Beweife:

Dreied A'B'C’ (Fig. 24) it
dhnlid) 4 BC mit bem S hnlichteits-
verhdltni8 & — 1 und liegt um-
gefehrt abnlig. Die drei ent-
fprechenden Eden beftimmen daber
brei hulichteitsgeraben, bdie {ich
in einem Punite, dem hnlich-
feit8punite, {dhneiden.

2. Gafs pe3 Guler. Jn jedem Dreied liegen der Hohenjdynittpuntt H, der
Sdwerpuntt S und der Mittelpuntt M ded Umlreifed in einer Geraden,
per Gulerjden Geraden, und e8 ift HS — 2S5 M.

Anleitung sum Beweife (Fig. 24):

H und M find entfpredjende Punfte ald8 Shnittpunite entjpredenbder
Streden. Daher liegen fie auf einer Hfnlichteit8geraden, und HS und
SO fteben in dem fonftanten HhnlichfeitSverhalinis 2: 1.

Tolgerung: AH = 24’ M, in Worten?
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3. ©at; ded Fenerbad). Die Mitten der Seiten eined Dretecd, die Juppunite
feiner ©bhen und bie Mitten ber oberen Pohenabidhnitte liegen in einer
Kreiglinie (Neunpunttiveis).

Anleitung zum Beweife (Fig.25):

Wendet man den Say ded Guler auf dag Dreied A’ B'C’ an, jo
mup der HoGenjdnittpuntt M bdiefed Dreiedd und fein Shmwerpunit S
mit demr Diittelpunite M’ feined Um-
freifes in einer Geraden liegen, und
e mup MS = 2SM' fein.

Durd) Berednung findet man M’ S
=1HM,HM uwnd MM =1 HM.

Bieht man nun von A’ ausd durd
M' bie Geradbe, die AH in J 1rifft,
fo ift Dreted JHM' o A'MM,
folgli) JH = A'M und JM' =
A'M =7, alfo it J ein Punit
be8 Umfreijed de8 Dreieds A'B'C'.

Da ferner AH = 2.A4' M ift, jo mup J die Mitte von AH fein.

JA' it ein Durdmefler, ZJDA’ = 90°, mithin legt aud) der
Hohenfupuntt D auf dem Umireife be8 Dreieds 4’ B'C'.

Gntjpredjendes gilt fiir die anderen Hohen.

Sragen: 1. Warum find M, S, M’, H armonifhe Punite?
2. Was fiir ein Bieved ift AT A M?
3. Wie groh ift »'?

§ 13. Die Apulidfeitdadie ihulider BVielede.

Qehrias. a) Qegen drei dhnliche Bielede V,, V,, V3 gueinanbder biveft dhnlid,
fo legen ihre bdret Ihnlichieit8puntte in einer Geraden, der
Afulidyfeitsadife (Jig. 26a).

b) RQiegen von brei dhnliden Vieleden V,, V,, V; wei, 3. B. V;
und 7, (Fig. 26b), 3ueinander bdiveft dhnlid), dagegen beide ju
pem dritten Bieled ¥, umgelehrt dhnlidh, jo liegen ihre brei
Spnlidhteitpuntte in einer Geraben, der Whnlidhteit8achfe.

Beweis gu a): It S; der Hhnlichleitdpuntt fix ¥, und v, S, fiix ¥, und

Va, S, fiit ¥ und ¥, fo verhalt fich
A8y ay AyS,  ay A3Sy _ ag,
S5 4, — 072’ S, 4s a:’ S 4, a’

48 AaS A4Sy o G Gy

Ss 4, 8145 S3 4, as a3 0 '
liegen S;, S, S; in einer Geraden.

Der Berveid von b entfpridht dem von a.
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Nufgaben:
1. Berbinbet man die Cnbdpuntte dreier parallelen Streden gemdp Fig. 27
miteinander, fo liegen bie drei Snittpuntte der Verbindbungslinien in
einer Gerabern,

83 Dk 264a.

Wie fteht e8 ma gefreuzten
Berbindungslinien (»al. Fig.26 b
A,B,, A, B,, A3 B)? . 3

2. Beidne drei gleidhfeitae Dreiede A4 '. ;4
fo, daf ihre Seiten @t je dreien :
parallel fird, und fonjtruiere
bie Jhnlicteitsachie.

3
Welde Lagen fink moglih? ==
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§ 14. Die NhnlidgFeitspuntte und die Hhulidfeitsadien vou Kreifen.
Gas des Monge. Bon den fechd Ufnlichleitspuntten dreter Kreife liegen bdie
brei duferen und jeber dupere mit den beiden nidht ugehorigen inneven
in einer Geraden (Fig. 28).

Drei Kreife befigen alfo ftetd vier Ufnlichleitdachien.
Da Kreife {tetd diveft und zugleih umgelehrt dhnlid) liegen, jo ift
ber Sap be8 Monge nur ein bejonderer Fall bded vorigen KLehriages.
NHufgaben: 1. Bwei Sreife.
1. a) Der dufere und der innere Ahnlichleit8puntt zreier Kreife teilen die
Bentraljtrede harmonifd) nad) dem Berhilinid ber Rabien.

b) Die gemeinjamen Tangenten gweier Kreife gehen durd) einen hnlich-
feit8punit.

c) Wie bewegen fich die Ihnlichleitspuntte sweier RKreife, wenn ifre
Bentralitrede bid Null abnimmt, und wie, wenn der fleinere Radiusd
big Null abnimmt ober bi8 Unendlid) wdadit?

d) Wie darf fid) bie Grdhe gweier Kreife dndern, wenn die Mittelpuntte
und die Whnlicdteitdpuntte ihre Lage beibehalten jollen?

2. Beidne an gwei gegebene Kreife die gemeinjamen Tangenten mit Be=
nugung der Ahnlichteitdpunite,

II. Drei Kreife.
Sonberfdlle de8 Saled von Ponge (1746 big 1818; Paris).

1, Berithrt ein SKreid awei anbere gleidjartig, d. h. entweder beide von
aufen ober Deibe von inmen, fo liegen bdie BerithrungSpuntte mit dem
inferen YhnlichleitBpuntte der beiden legten Rreife in einer Geraden.

2. Berithrt ein Kreid zwei andere ungleidjartig, d. h. den einen von aupen,
den anberen von innen, jo liegen bie BerithrungSpunite mit dem innerven
hnlichleitspuntte der beiden legten RKreife in einer Gerabden.
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Finftes Kapitel. ol und Polave,

§ 156, Die Polare al3 geometrijdjer Ort.

1. onftruftion:
Gegeben ift ein Kreid und ein Punit P (Fig. 292 und b). Durd)
diefen hat man bie Bentrale gejogen, bdie den Krei8 in 4 und C

&g, 2 a. g, 29b

{dneidet, bann in Hegug auf den Durdymeifer A C den P zugeordneten
harmonij@en Punft B bejtimmt, {dlielid) in B auj der Bentrale bdie
Genlredhte erridjtet.

Behauptung: Jede dburd) P gehende Sehne XZ wird durd) P und bdie

Senlredhte harmonifd) geteilt.

Beweisd: Pan jieht die geftridelten Hilfslinien.
4, C, P, B harmonijde Punite,
X4, XC, XP, XB , Straflen, X AXC = 909,
AZXC=2'XC,
Bogen ZC = Z'C.
Slappt man um den Durdymefjer AC, jo mup Z’ mit Z, alfo aud
A Z'BC mit ZBC gujammenfallen, 5.1 X Z'BC = ZBC. Da
ferner X PBY — 900 ift, {0 find
BZ', BZ, BP, BY harmonijde Strahlen,
X, Z P Y v Punite.
2. Bezeidhnungen:

a) Bwei Punite, die einen Durdymefjer harmonijd) teilen, bilben ein
Bolpaar ober jzugeordnete Pole (3u ergingen: in bejug auf den
gegebenien Kreid). Nenne bdie jugeordneten Pole der Figuren. Wieviel
Polpaare gibt e8 auf einem Durdymefer?

b) Die rote Gerade heist die Polave ded feften Punited P und ber
fefte Punit P ber Pol der roten Geraben.
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3. Lehrjas 1. Der geometrifde Ort fitr alle einem feften Puntt P sugeordueten
harmonijden Puntte in bejug auf die durd) P gehenden Sehnen
ift die Polare vou P.
4, JFolgerungen:
a) Aus der Moglidhteit und Cindeutigleit der 1. Konjtruition folgt:
Bu einen Punft gibt ed ftetd eine und nuv eine Polave,
b) Gegeben ift ein Kreid und eine Gerabe, beftimme ihren Pol. Aus der
Moglichleit und Eindeutigleit aud) diefer Konftruftion ergibt fich:
Bu einer Geraden gibt 3 itetd eimen und unr einen Pol.

5, Sonftruftion der Polare.

Da e8 u einem Punit P nur eine Polave gibt und eine Gerade
burd) gwei ifhrer Punite einbeutig beftimmt ift, {o Lann man die Polare
3u einem gegebenen Punft P fonftruieren, indem man durd) P gwei
beliebige Selfnen 3ieht, auf jeber ben P jugeordneten harmonijden Puntt
beftimmt und biefe verbindet.

6. Wendet man die Grengbetraditung ded3 § 4 an, {o ergibt fid:

a) Die Polare bed Kreigmittelpunttesd liegt unendlid) fern.

b) Wanbert P vom Krei8mittelpuntt nad) C, jo ndbert fih bie Polare
oud unendlidjer Ferne, {id) parallel verjdjiebend, ebenfall8 C. Liegt
P innerhalb be8 Rfreifed, {o [dneidet jeine Polare bden
Kreid nidt.

c) Die Polare eined Punited dber Kreidlinie ift die in diejem
Punft gezogene Tangente.

Der Pol einer Tangente ift 1hr Berithrung8punit.

d) iegt P auBerhalb de8 RKreifed, {o {dneibet jeine Polare
den Kreid, und zwar ift die Beriihrungsjehne der von P an den
frei8 gegogenen Tangenten bdie Polare, in Fiirgerer Fafjung:

Die Beriihrungsjehne jweier Tangenten ift die Polare
ihred Sdnittpunites.

Der Sdnittpunit jweier Tangenten ift der Pol der Be-
riihrungsiehne.

Denn dreht man die Sefante X P (Fig. 29b) um den feften
Punit P, big {ie gur Tangente wird, jo fallen ihre Sdnittpunite X
und Z mit Y zujammen, dba X XBY ftet8 gleih ZBY ift.

e) Die Polare eined in beftimmter RiGtung unendlid fernen
Punfted ift der zu jener Ridtung fenfredite Durdmeffer.

Der Pol eined Durdymefjersd liegt unendlid fern in ber
au dem Durdmeijer jenfredien Ridtung.

Bauer u. 0. angleden, Geometrie §. Realanftalten, (Dbexftufe.) 3
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§ 16. Ronjtruttion der Polare und das Poldreied,

1. Grundaufgabe: Beidne ju einem gegebenen Punft 4 in begug auf einen
gegebenen Srei8 die Polare U ofne Benugung ded Jirkels.
Lojung: Man 3ieht (Fig.80) von A4
aud wei beliebige Sefanten 4 XX’
und AYY', beftimmt den Sdnitt-
punft B der Sefnen XY' und X'Y, Y _
fowie den Sdnittpuntt C ber Se- N
fanten XY und X'Y' und legt durd) )
bie Shnittpuntte B und C bdie Ge- i
rabe, {o ift diefe die gefudhte Polare. T
Beweisd: Die Figur ift ein volljtdn-
dige8 DBierfeit mit den Diagonalen X
Y'Y, OB, X'X. Sebe Diagonale AU
eines volljtanbigen Bierfeits wird aber dburd) die beiden anderen Diagonalen
Barmonif geteilt. Mithin find ¥, D, ¥, 4 und X', E, X, A harmo-
nifdge Puntte, aljo ift die rote Gerabe die Polare gu A.
Beidjne die Figur fiir den Fall, dak ber gegebene Punft innerhalb
be8 gegebenen RKreifed liegt. Ldjung und Berveis bleiben wirtlich beftehen.

Fig. 31b.

:;I'[ 3l a.

2. Folgerungen:
a) 3t A ber Pol gu A (Fig. 31a), und ieht man beliebig AX X', AY Y ujm,,
fo fallt CB mit A sufammen. Warum?
b) 3t 4 dber Pol zu A (Fig. 31b), jo zieht man beliebig A X X', forvie
purd) einen Dbeliebigen Punit ¥ der Geraden A die Sefhnen XY U’ und
X'YU ufiw. BWohin fallt der Schnittpuntt der Sefanten X U und X'U'?

3. Sonftrultion: Biehe von einem gegebenen Punft an einen gegebenen Hreid
bie Tangenten ofhne Benubung ded Jirfeld. Lojung fiehe Fig. 32.
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r‘il]n'—r O

o7 i - X

4. Grganst man Fig. 30 su Fig. 33, {o ift CY'BY ein Bierfeit und B C, wie eben
bewiefen, die Polare su A. €8 ift aber aud) A X BY ein Bierfeit mit
ben Diagonalen 4B, XY, X' ¥’, mithin find X, G, Y, Cund X', F,Y', C
harmonijde Puntte, alfo ift 4 B die Polare ju C. Drittensd ift X' XYY’
ein Bierfeit mit den Diagonalen X'Y, XY', 4 C, mithin find X', B, ¥, H
und X, B, Y’, J harmonijde Punite, alfo ift CA bdie Polare ju B.

Dasd Dreied 4B C Bat alfo die Cigendjaft, dah jede Ecfe der Pol feiner
Gegenjeite ift. Gin joldges Dreied heiht Polbreied, €8 ergibt fich:
Lefhriat 2, Die Sdyuittpuntte der Gegenfeiten eines Sehnenviereds und der
Sduittpuntt feiner Diagonalen find die Cden einesd Polbreieds,
Lehriat 3. Siud jwei Cden eined Dreieds die Pole ifhrer Gegenfeiten, fo
ift and) die dritte Gde der Pol ihrer Gegenfeite.

§ 17, Mebhrere Polaven,

Lehriat 4. Die Polaven aller Punfte einer Geraden gehen durd) den Pol
per Geraden,
Fig. 34a,

i¥ig. 34 b.

y U
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Beweisd: Fall I Die Gerade {dneidet den Kreid nidt.

Berbindet man (Fig. 34a) einen beliebigen Puntt Z der gegebenen Gerabden B

mit ijrem Pol B, {o findb U’, U, B, Z Hharmonifde Punite, mithin geht

bie Polare von Z durd) B.

Fall I Die Gerade [Hneidet ben Kreis.

a) Dexr Punit Z liegt innerhalb des Kreifed (Fig. 34b). Ber-
bindet man Z mit A4, Jo find V', V, Z, A harmonifdhe Punite,
aljo geht die Polare von Z durd) A.

b) Der Punit Z liegt auberhalb desd RKreifed (Fig. 84c). Man
aeidhnet gu Z die Polare (vot), Fig. 34e.
fo find U, U, B, Z Harmo-
nijge Buntte. Bu B fon= C
fteuiert man mwieberum bie
Polare, Jo muf diefe durch) Z
gebenr, und V',V, B, Cmiiffen
harmonijde Punite fein. Da
U,U,B,Zud V,V,B,C
harmonijdje Punfte {ind, jo
it CZ bie Polare au B,
mithin it ZBC ein Pol= _
breied, alfo ift C der Lol 3u 6. \

Solgerungen und Umiehrungen:
1. a) Qiegt ein Punft auf einer Geraden, {o geht feine Polare durd) den
Pol bdiefer Geraben.

b) Geht eine Gerade durd) einen Puntt, fo liegt ihr Pol auf der Polare
biefed Punftes.

2. a) Qegen brei Puntte auf derfelben Geraben, o jdneiden fid) ihre
Polaren in dbemfelben Punft. ‘

b) Sdyneiben fid) drei Geraben in bemfelben Punit, jo liegen ihre Pole

auf derfelben Geraben. .
3. a) Bewegt i) ein Punft auf einer Geraden, jo dreht fich feine Polare
um den Pol bdiefer Gervaden.

b) Dreht i) eine Geradbe um einen Puntt, jo bewegt fidh ihr Pol auf
der Polare diefed Punites.

4. Golange der Puntt auperhald ded Kreifed liegt (Fig.35a u. b), gilt
ber Sag:

a) Bewegt i ein Punkt ouf einer feften Geraben, {o drebht fih die
Berithrungdjehne der von iHm aud gegogenen Tangenten um einen
feften Punit, den Pol der feften Geraden.

b) Dreht fidh eine Sehne um einen feften Punit, jo bewegt fich der
Sdnittpuntt der in ihren Cnbdpunften gejogenen Tangenten auf
ciner feften ®Geraben, der Polare ded feften Punftes.
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M+

5. a) Beidnet man gu gwei beliebigen Geraben 1 und 2 die Pole I und II,
1o ift die Geradbe durd) I und II bie Polare jum Sdnittpunit der
®eraben 1 und 2.

b) Beidynet man gu gwei beliebigen Fig. 35b.
Puntten Tund II die Polaren 1
und 2, fo it der Shnittpunit
vort 1 und 2 ber Pol u der
®eraben burd) I und II.
Aufgaben: I
1. Beidyne ohne BenuBung ded Jirfeld '
a) ben Pol u einer gegebenen
Geraden in begug auf einen S
gegebenen Kreid,
b) bie Tangente in einem gegebenen
Punfte einer gegebenen Kreis- l _ v
linie, =
¢) ben Strafl von einem gegebenen £
Punft P aud nad) bem un-
augdngligen Sdnittpunft X | > 4
jweier gegebenen Gevaden ©, |
und G,

2. Beidhne mit gegebenem Radius einen RKreid, in begug auf ben
a) gwei gegebene Puntte 4 und A’ gugeordnete Pole find,

b) eine gegebene Gerade ® umd ein gegebener Puntt G Polare und
Pol find.
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Bmweite Ableitumng bed Lehriagesd =
Hilfsfap. Jwe. Polpaare azf verdiederen Derdmefjern liepen aif einem

ﬂtEiﬁ (gig 36). %ig. 36. -
Beweid: MX'.MX = »*, mg Lefxf. 4¢,S.8,
MY MY =9, . =
MXMX =MY MY Y i i
liegen X/, X, ¥/, ¥ auf F i

bemfeDen $freis. /
Qehriah. Die Polaren aller Danfte |
einer Geraben gehen dburd) bec Pol |
biefer Gerabenm. ;
Beweis: Man Ianftruiert ju ber ge= /
gebenen Geraben A’ (Fig. 37+ 1. b) N
ben Pol A’, iniem man vom -eis= =
mittelpun®t M quf A’ bie Senrachte )
DM A §illt und 31 ihrem Fuhorndt A sen jugeordneen Pol A’ jeidnet. Jgrun X
ein beliebiger Punft von U , fo ieht wan M X und beftimmet ter X gu-
georbneten Pol X/. Dann ft die BVerbidungsCnie A’ X’ die Bclere zu X,

Fig. 37a.

mweil x A’ X' X 90° betrdgt. Mad) rem wverigen 2ehriah liegen mimld bdie
Bole A, A', X, ¥’ quf einem Rzeife, nad) Ronjtraltion ift x 4'4X = 90°,
folglidy ift 4’ X ein Durdymefe=, mihin x A’ X' <L = 90°,

§ 18, Drei Tangenten eined Kreifes.

Qehriag 5. Das awijen awei Tangenten eined Kreifed liegende Stitd
einer dritten Tangente wird dburd) den eigenen BerithrungSpuntt
und die BerbindungBgerade ber beiden anberen Berithrungpunite
Barmonijd) geteilt.

Borausjegung: D, E, F (Fig.88) find die Berithrungspunite der brei

Tangenten, durd) F und E ift die Gerabe gegogen.

Behauptung: B, D, C, G find harmonijde Punite.

Beweis 1: Man gieht die Hilfslinien AD, BE, CF und bereift mitteld

be8 Qefriage8 von Geva, dap biefe Hilfslinten durd) einmen Punit
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geben.  Mithin ift bdie Figur ein wvollftandiges Bierfeit, alfo find
B, D, C, G Harmonijd@e Punite.
A

Fig. 38. [

Bemweid 2: Nad) bem KLehriage ded Menelaus ift
BG s—c¢ s—a

GO s—a's—b 1,
BG s—b
GC T s—¢
. . BD s—b
Nun ift nad) Figur D0 — s =2
BD BG
DCT TG

Aufgabe: Wie andert fich die Figur, wenn die rote Tangente um den Kreid
Berumgleitet? Beichne die Figur fiir die Sage, bap ber Kreid ein Ankreis ift.
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§ 19. Sat; ves Briandyon,
Lehriats des Briandon, ‘
Die Berbindungslinien der Gegeneden eines Tangentenfed)seds
{dneiden fidh in einem Punkt, (Der Sag gilt aud) bann, wenn fid) die
Berbindungslinien der Gegeneden auferhalb des Kreifes jhneiden.)
Bemweis: Man verbinbet die Berithrungspuntte der Tangenten der Reife
nad) miteinanber (Fig. 39) und wverlingert die Gegenjeiten ded ent=

1100 8

\

ftanbenen SehnenfedhBeds, Hi8 fie fih) jdneiden. Dann ift 1 die Polare
gu I, 4 bie Polare ju IV, mithin ift nad) § 17, Rr. 5b, ber Scnitt=
punft X ber Pol jur Geradben IIV; ebenfo find ¥ und Z bie Pole
au bent Geraden III VI und IV, Da nun die Punfte X, ¥, Z auf
einer Geraden liegen, fo miiffen fid) ifre Polaren nad) § 17, fr. 2a in
einem Punft (Briandonider Punft) jdneiden.

Yufgaben um Beidnen: KLiBt man mehrere benad)barte Gcen eines
Zangentenfech8eds gujammenfallen, fo ergeben fich) die Sige:

1. Jn ewmem ZTangentenfiinfed [dneiden fih die BVerbindbungslinie einer
Ede mit bem Berithrungspuntt bder Gegenfeite und bdie beiden Ber-
bindbung8linien ber {ibrigen Gegeneden in einem Puntt.

2. Jn einem ZTangentenviered jdneiden {ih) bdie Berbindungglinien der
Gegeneden und bie der Berithrungdpuntte der Gegenjeiten in einem Punit,

3. Jn einem ZTangentendreied {dneiden {ih die Verbindungslinien ber
Eden mit den Berithrungdpuntten der Gegenfeiten in einem Punit.

Piftorifde Bemertung: Der frangdiijhe Mathematifer Briandon lebte 1785
big 1870.




Bweiter Feil: Frigononmefrie @otiesung).

Finfted Kapitel. Gonitometrie,

§ 4. Die Funftionen der Sumue, bjw. der Differens jweier Winkel,

Grundaufgabe 1:

Begeben: sine, cosa; sinf, cosf. Gefudt: sin(x + B), cos (o + B).

8ofung: Um sin (@4 ) au erbalten, mup man den Wintel (x + B)
geidnen und von einem Dbeliebigen Punfte X bded einen Schentels bdie
Sentredite XD auf den anderen Schentel fillen. Da man sin o und sin
benugen foll, und damit man eine jufammenbingende Figur echalt, zieht
man von demjelben Puntte X ausd die Sinuslinie X E fitr # und von E
aus die Sinuglinie EF fiir . Die Sinuslinie XD gerlegt man durd) die
Gerade EG parallel FM. Dann find (Fig. 28) die Wintel EX G und o
einanber gleid), weil ihre Shentel aufeinander fentrecht ftefen, und

XD _EF4+XG - MD _MF—GE

sin () = X = " ax  os@+p) = = x
__sine. ME  cose. X E __cosw.ME sino.XE
© T mx T ux " T MX T MX '
" = sinot.cos 3+ cosor. sin . ” = coso;.cosf3 — sinot. sinf3
Sig. 28, Big. 29.

Grundanfgabe 2:
®egeben: sina, cosa; sin B, cos f. Gefud)t: (sinw — B), cos (o — p).

o > B
Bdjung: Die Konftrultion entfpridht der vorigen (Fig. 29).
: _XD __ EF—X@ _ MD _MF+GE
sin@—P=3x="wx -+ “C—B=3x="g%
_ iinq:ME_ct)jg.XE __cosoe. ME | sinw.XE
" T MX Mx " - MX Mx

" == sino.cosf3— cosot.sin f. » == coso.cos 3 +sino.sin f.
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Grundaujgabe 3:

Begeben: tge, tgp. Gejudit: t9(x + B), tg(ex — B).
Y] : ]
=D
__sina cos B - cosow sin 8
T coso cosf — sino sin
_ lga+ 1B
T 1—tgaigf

Gntfpredend tg(e — ) = tgu—1tgB

1+ tatgp
Grundaufgabe 4:
®egeben: cotf o, cot f. Gefudt: cot (o -+ B), cot (ot — ).
Lojung: Entfprechend Aufgabe 3 erhdlt man:
__cotfcoter —1
cot (o + f) = cot B + cotor

__cotf coton 1
oot (o« — f) = cot B — cotow

Grweiterung: Die [Wjung ber beiden erften Aufgaben und baher aud) die
ber Dbeiden folgenden Yufgaben {titgt fich auf die Fig. 28 und 29.
Sn diefen ift jowohl « und B, al8 aud) (« + B) Heiner al8 90°.
Daher gelten die vier Formeln nur unter biefer Cinjdrantung. Dah
fie fitv beliebige Winkel giltig {ind, fann man entweder geometrijd
bBeweifen, indem man entfpredende Figuren fonftruiert, oder algebraijd
mit BVenupung der Formeln ded § 13, indem man die Winfel o und §
glei) (.90 £ einem Winlel unter 45°) {egt. 3. B.:

sin (60 + 50) = sin (90 — 30 + 90 — 40),

(getitrst durd) cos . cos §).

L4

” = sin (180 — [30 4 40]),

” = sin[30 4 40],

» = sin 80 cos 40 4 cos 30 sin 40,

” = c0s 60 sin 50 4 sin 60 cos 5C

” = 5in 60 cos 50 4 cos 60 sin 50.
cos (610 4 300) = cos (630 — 20 + 270 4 30),

” = ¢0s (900 — 20 4 30),

” = — (cos 30 — 20),

I

» ~— ¢05 30 cos 20 — sin 30 sin 20,
v sin 800 . (— sin 610) — cos 300 (— cos 610),
" = ¢0s 610 . cos 300 — sin 610 sin 300.

I
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Jormeln:
sin (a4 f) = sina cosf + cosa sin B,
sin(a—p) = " — "
cos(a+ f) = cosa cosf — sina sinf,
cos(aFp) = " + "
tg(x+B) = 1“?_“ t;_“ti gﬁ 3
__ tge—1tgf .
W= = ha g
cot 8 cotoo —1
cot (e + f) = cot B + coto
cot (o — fB) =m——%}-
Nufgaben:

L Jn welder Beziehung fteht die Fig. 30 su der Fig. 29, und wie lakt
fid mit ihr Grundaufgabe 2 [Bjen?

2. Reite sin(w+ ) aus der Gleidung A MXZ = AMYZ+AMYX
(Fig.81a und b) und cos(x+B) aus cos(x-B) = sin (90°—af) ab.

8. Reite sin(wt-p) aus bem Ptolemdijfen Rehriage (Fig. 32a und b)
AB.CD = AC.BD+ BC.AD ab.

4. Beredne sin 5% cos75° und sin 15° cos15° aus den befannten Funt-
tionen von 45° und 30°,
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6. Reite sin (1300 4 300), sin (1600 — 1000), cos (10000 4 1700) und
cos (10000 — 1700) ab.

6. KQeite bie Formeln de8 § 14 ab, inbem du —o = 0 — & {efieft.

7. Reite bie Formeln

sing = 2sin%cos%'

Cosp = cos2g——sm2‘2p = 2cost ¥ ) —1ober = 1—28tn2 T 3’
2tg% cot“—gi—l
lgp = ’ cot @ =W

+ 2 ._]

§ 25, Die Summe und die Difjeven; weier Sinus-,
b3w. KRojinusfunttionen,

Sest man o+ f = und « — f == v, jo exhdlt man

_u+tv __u—v
%= umd B = 5

Durd) Wbbition, baw. durd) Subtvaftion der Formeln
{sz’n(oa+ﬁ) = sino cos -+ cos ot smﬁ}

sin (e — ) = sina cos § — cos o sin f3

unth {cos(oa-l-ﬂ)=cosucosﬂ—sinoasin[3}
cos (6 — fB) = coso. cos B - sino sin
ergibt fich
sinu + sinv = Qsinujv-cosu;v.
sinu—sinv = 2cos —21— . 8in '2_”;
cosu - cosv = 2cos + .cos—;—.
coSU — cOSV — —28in gv-sinu;v-

Aufgaben: RLeite ab
1. sin(80° 4 o) 4 sin (80° — o) — cos
2. ¢0s(30° + o) —cos (80° — &) = — sinor.
5in33° - sin8° 0 c0s 3 — 05330 0
€05 33% - cos 3° tg 18°. 4. sin 8% 4 sin83° tg 15
Beredne z ausd
{5. sin (z 4 12°) 4 cos (z — 18°) = 1,5.
6. sin(z 4 19°) — cos (960 — z) — 0,18.

3.



§ 26 Die Mollweidefden Gleihungen und der Tangensiap. 45

§ 26, Die Mollweidejden Gleihungen und der Tangeusdjay,

%ebauptuﬁg: B—y
bt cos —
1. == ’
é sinfi
2
. p—y
sn
o b—c= 2 )
a b
005 3
Bty
pte 92
3. = .
b—e : g—vy
973

Bemeis: Nad) §16 ift b = 2rsin B, ¢ = 2rsiny, a = 2rsina, folglid

L bte 2rsinf+2rsiny
. == ’

a 2rsino
Bty B—v
b+c—2sm 5 - €08 5
¢ T e
sin - €08 5
B—v
€0s ——+
bte 2—, benn siné:j———y — cos &
a . O 2 2
S’H’Lz
9 b—c _ 2rsinfB—2rsiny
’ a 2rsino ’
Bty  B—y
Y 2 cos g SN —5—
== !
a .o o
2sm§cos§
b—e¢ smﬂ;y + o
= w denn 008 —5— == sin 5
€os 5
3 bte__2rsinf42rsiny
* b—e¢  2rsmP—2rsiny
Bty B—y B+y
2 sin c0s ——+ tg —5—
bt+e 2 2 . mithin b+c= 2 .
b—ec —y

b—c Bty . B—7
2 cos g Sin 5



46
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Rufgaben:
1. b+ e =170, 2. b—c¢ = 37,96,
o = 73044’ 24", g =98°717",
p = 9°31'88", py = 4202'31",
3. a = 40,9, 4, a = 445,
b+ c= 635, b—c =419,
o = 69°54", o = 24011’ 24",
b. a = 53,786, 6. a = 404,74,
btec= 18, b—c =212,
f—y = 820, B—y = 56°40",
7. a = 77,273, 8. a = B30 748",
b+ e =125, b—e =258,
r = 40. r =—4,6.
9. atb+c= 250, 10. b4 c—a = 47,246,
r = 73,225, r = 27,28,

o = 43°36'10",

Sedfted Kapitel.

« = 45°45' 51",

Dreiechsanfgaben,

§ 27. Methoden zur trigonometrijden Lojung von Dreiedsanfgaben.

L

1I.

Geometrijde Pethobde.

Die Beredhrung folgt genan Sdritt fiir

Gdritt der geometrijen SKonflruftion; ein Dreied wird nad) dem

anderen Dberedhnet, daher {imd unvoll=
ftandige Dreiede durd) Biehen ihrer Seiten
3u ergdngen.

Analytifde DMethode. Pian {tellt mitteld
der Dbefannten Formeln o viele Glei-
dungen zwijden ben gegebenen und bden
gejuditen Stitden auf, wie Unbefannte
vorfommen, und I8t die Gleidungen auf.

Befonder8 Haufig verwendbar ift bdie
r-ethode, Dbet ber man bdie gegebenen
Gtiide durd) den Nabiug r de§ Umireifes
und die DretedBwintel ausdriidt und dann
meiftend bie legteren beredinet.
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Beifpiel: Beredne ein Dreted aud a, h,, o

Lidjung I: Geometri{@e Methode,
Geometrijde Sonfjtruttion. Zrigonometrijde Berednung.
(&ig.33.)
Man geidynet: Pan berednet:
BC =a,
X CBD = o,
A DBM = 900, X CBM = 90° —«,
bieMitteljentreite FU(A BFM), | BF =5, ABMF =g,
a a
MF = 5 ccotow, r = Ssined
FG = hy MG = hy— 5 ool
be // burd) G 3u a,
den © um M mit MB
und verbindet den Scmittpunit 4
ha— 2 cot o
mit M(A G.M.A), c0sGMA = l%:—q = ~—————3 ’
2sino
_ 2hasina_cosw
[ 4 - a )
" mit B(A BMA), XBMA = 180°— (¢ + XGMA),
¢ . BMA
5 = rsin—g—;
und mit C(A CMA4). XCMA =180 —o + X GM A,
b . CMA
—2‘ = rsm 3

Berdfidtigt man, dap XA BMA = 2y ijt, fo geftaltet i ber
©dlup einfader, ndmlid:
XGMA=180"—o0—yp— 7,
— ——
XGMA = B -,

cos(f—7y) = gﬁ%"l‘f — €03 0%

Aus o und (B — p) findet man S und y und dann bdie Seiten
b= 2rsinf und ¢ = 2rsiny.
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Lojung 1: Unalytifde Methode.
a) Man beredinet juerjt bie Seiten Hes8 Dreieds.
— Aus bdiefen bret Glet fann
L 2F =ah, gtﬁnd]bi: fh:g uﬁbeta:n%ﬁ‘fzg utgb c
- . evedhnen, b und werben,
IL 2F =besino, mi::b man aunaiid)ft Fil%zen?nierien und
III. a® = b24c2—2bccoson pani (049 unai‘;”(::—- ) beltimmen.
L=1IL...besina= a.hg,
2a.
2be = —o.l—jf ,
sin o
L b2 4e — a2 4 2becoso = a3 + 220 oo 8
’ — - Sin'os )
2ah, 2ah
b -+ ¢)2 —q2 1 277 a
G+ +sinu oosoc—l—sm“,

2ah,
” =a2+—.ih—(cosu—|-1),

y = 2+ <2C 25—1"{—1)
2ah o
— q2 T e =
" __a—|—2._“— 220032,
sin 5 605 5
o
" =a2+2aha.cot—2—,
b+ec = l/a“—l—Zaha.cotg-
2ah 2ah
b —¢)? — g2 ._“ —
@®—c a4 e 5% —

" = 2+ (COSOC—].),

: 2ah, o
— > 2 PO
) =a?} — wino ( — 2sin 1),
" =t —— 2aha (— 2 sin? 2)
2 sm - cos

= a2—2ah.,.tg%,

b—e == l/ a?—2ah,. t92

WYud b+ ¢) und (b—c) findet man b und ¢ und dann mit Gife
be8 Ginusfages oder de8 Tangensfapes B und y.
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b) r-Tethodbe. Dan berednet guerft die Wintel des Dreieds.

L a—=— 2rsina. Aus diefen dret Gleidungen tann
A . . man bdie drei Unbefannten g, v
o0, ho = bsiny = 2rsin Bsiny. ¢ und r beredmen, Da g unbd r
gefudht werden, eliminiert man
I, 1800 — o = B 4 4. auexrft . Wifos
h 2sin B sin
II.:I.-~--E='——ﬂ.———Z,
a 2sina
_ 008(/3—7)~008(ﬂ+7’)
2sino

2sino cos(B+y) = —cose,

2 ha sin e s o {(ngl. bas Ergebnis dex
geometrifdgen Methode),

cos (B — ) 4 cos o { denn nady IITL ift

cos(B—p) = ———

Determination I im QInfcIJIu% an die geometrifde Sonjiruttion.
Da bdie Parallele den Kreid in der Regel weimal jdhneidet, fo gibt
8 awar gwei Ldjungen; da aber die gefundenen Dreiede fongruent
{ind, fo mwerden die beiden Rofungen al8 eine gesahlt.
Die Parallele mup den Krei8 minbdeftend beriihren. Die Lbfung

it aljo mdglidh, wenn h, = % cot% it

Determination II durd) Digtuifion der Ergebniffe:
a) cos(f—yp) = M—cos o,

Da cos (B — p) == cos (y — B) ift, o Tann man B mit y vertaujden,
bann erhdlt man fiiv die Seiten b und ¢ aber aud) bie umgelehrten
LWerte. Die Vajung ift alfo eindeutig.

Da cos(B—y) < 1 fein mup, fo mup aud

2 hy sin o —
—— —cse <= 1,
a
2he —
——:m“ < 14 cosw,

2ha2singcosg— o
§1+2cosﬁ—2-—1,
.0
2h,,.$m§=csﬁ
a <0 2’

= a

he = 5 cotg— fein,

b) b+e= 4|/ a2+2ah, cot 021, b—c=:|:l/a2~—2ahatg%-

Bater 1. v, b‘a ngledben, Geometrie f. Realanftalten. (Oberftufe.) 4
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Da bdie linfe Seite (b -+ ¢) eine Summe ift, jo mup bdie erjte Wurgel
pa8 Borzeiden - Haben; die weite Wurzel fann dagegen beide Bor-
geiden befigen. Dabdurd) erhilt man fiir die Seiten b und ¢ gwar je
et Werte, die aber nur vertaufdt find, und dedgleidhen fitr die Winlel
B und p. Da die Wurgel reell fein mup, {o mup

a? 2ahatgﬁo

Vil

o
=

2hatg 5

VI

a

ha

A\l

a o .

-g—cot 3 fein.

Bahlenmwerte: a = Tem, hy = 3cem, o« = 79°10'54". Weldjes ift
der Grengwert filr A.?

§ 28. Aufgaben zur Giniibung der geometrifden Methode.

-

BVoribung: Jeidne die Fig. 84, I\ Sig. 34.
bann ift -
i. ¢D, =CE, und BD,=BF,
al8 von einem Punft ausd-
gehende Tangentenfireden, folg-
lid it der Umfang 2s bed
Dreiedd ABC gleid rl
F,A+ AE,,
unbd mwegen der Gleihheit von .
AF, und AE, it AF, und L. e I

AE,; gleid) s.
2, 22+ 2y+22=2s 0 N
ok oyt e= )
¥+ 2= a
x =s—a,
ebenjo = s—0b,
und z2=—s—c¢,
3. CE, = AE,— AC,
CE, =s—Y,
BF, —s—e¢

Aufgaben: Naddem ein Stird gefunden ift, fithren oft der Sinusfay und die
Mollweidefden Formeln rajder sum Biel al8 bdie geometrifche Wethobe.
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1. o, B, 7. 13. 9, h,, B.

2. 0, b o 14. @, ke, c.

3 90, ¢ a+btc=2s 15. o, b+c—a, f—1.
4. 0,0, a+b—c=2(s—c) 16. 9, ke, B — 7.
5 o, a b—ec. 17. 94, ha, B.

6. 04, B, 7. 18. 94, M. 7.

7. 04, @, B. 19. 04, hq, .

8. 9a, b, c. 20. Qq, ho, B— 1.
9. 04, ¢ B. 21. o, 04, B

10. 04, B, a+b+te 22. o, 04 0.

11. @4, @, b+c. 23. 9, we, o

12. 94, @, b—ec. 24. 04, Wo, B—1.

§ 29. Der Jufreis und die Anfreife,
Aus Fig. 34 folgt:

Jormel 1. o =0E—a)tg %:(s—b) tg %:(s——c) tg %,
R 2. Q.= s g %:(s——c) cot -g:(s—-b) cot 22;_'
; 3. ov=1_(s—¢) cot %: s iy —g—:(s—a) cot 12/-,
. 4, 0.=1(s—0) cot%:(s—a) cot%: s g %

ah,
” b. Fe=g.5=0.(s—a)=0(s—b) = 0. s—0¢) = 5

Nufgabe 1:
a) Beredne ¢ und o, aud ben Seiten a, b, c.
Lofung: Man wablt aud 1 und 2 vier Gleidungen mit den Un-

befannten o, Qa, 32‘— unb -g und eliminiert dburd) Divifion, bamw.
durd) Tultiplifation —;i unb g Pan erhalt:
L g—_—_s:s—"-‘ IL .0, = (s—b) (s—¢).
L QZV(s—a)(s—s-b)(s—c),
IL: 1 g, = Vﬂ————&s:@

(s—a).s(s—c)
s—b ’

_ 1/(s—a) (s—=0b) s
=T

Gutjprediend: o0» =

4%
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b) Berechne g, und g, aud den Seiten a, b, ¢ mit Hilfe von Formel 3
und 4. Bablenwerte: a =4, b =23}, ¢ = 2.

Nufgabe 2: BVeredne tg%, tg —g—, tg—’z)— aus den Seiten a, b, c.

Qojung: Aus Formel 1 und der vorigen Aufgabe folgt:
0 -
§—2¢

0 Y
s—b’ tg'z —

“« ___@ B _
Wy =5—a W3g=

Aufgabe 3:
a) Beredne @5 + 0., 0 — 0. aud einem Winfel und ben Seiten.

Jormel 6. 0 + 0. a cot% (Formel 3 4 4),

7. 0 — 00 = (b—0) cot % (Formel 8 — 4).

b) Wenbde auf die Crgebniffe diefer Aufgabe die Mollweide{den Formeln

und den Tangendjag an.
(b+¢).cos g—

o i 8. = —————,
Jorvme st o e
cos ——+—
2
asinﬂ_‘y B —n
” 9. 0L — 0. = ober —_—(b-{-c).tg——z——/-
sin —
2
Aufjgabe 4:

a) Beredne 0, -+ 0, 0, — o0 aud einem Winfel und den Seiten,

Zormel 10. eet+o=@0+0 wtg-ozi (Jormel 2 4 1),

” 11, 0a—0 = atg% (Formel 2—1).
b) Wende auf die Ergebniffe diefer Aufgabe die Mollweidefdhen Formeln
und den Langensdlag an.

a cos B—vy —0)
Formel 12, 0+ 0= = ober =
€08 - g il 4
2 2
®—c)sin 2
1. o= —p—2n
. B—v

o
s 5
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Nufgabe 5: Beredme 9.0a.00.0. und El——l— -61——|— El—-— —:7 aus Formel b.
a b 4

F F F F
Bolung: 0=, = 5 o=y &=
F& F4
9'9“'91"%—s.(s—a)(s-——b)(s—c)_f‘_’_Fg‘
Jormel 14, Q-04.05.0.= F3,
1 1 1 1 s—a  s—b s—c¢ 8
Qa+9b+9c Q— F + F + F F’
__8s—(@a+bto)—s
4 h— F ’
1 1 1 1
Formel 15. -4+ ———-—=0.
g 9a+9+9c 0

Yufgaben: Aud) bei bdiefen ufgaben find, nadbem ein Stitd durd) die
Sormeln 1 bi8 13 gefunbden ift, meift bie Vollweidbejden Formeln

von Ttugen.
1. g,a+b+ca=§28 N8 22 o1+ 0. B, 7.
2. 0,0a,6+b+c 23. 05—0c B, 7.
3. 0, Qas & = §28,Nr.22. 24. op+ 0. D40 .
4. a,b4¢ 0. 25. 0p+ 0., b—oc, a.
5. b+4¢ o, 0. 26. 0v+ Qe b+ a.
6. a, b—c, 0. 27. g6+ Qe b—uc, a.
7. @, b+c 0o =§28Nr.11. 28. s+ 0., b+c f—7.
8. bv+e¢ o 0. 29. 0p+ Q¢ b—¢, B—1.
9, Foa b-tc 80. gp—@c a, b—c.
10. F, o, b +C. 31 0t~ Qcy @, .
11. F, o, o 82. 9v—0Qc, 0, B—n
12, F, o, a 83. 0.+ o0, o B
13, ka4, 0, a. 84. 9,—o, 0, B
14, ke, 0, a+b+c. 85. 9a 49, a, &
16. har a, b+c° 36. @a+9; a,ﬁ—y.
16. o, 94 a. 87. @a—0, b—¢ B+ 7.
17. F, 9., a. 88. 9a—9, b—c, B—1.
18. F, 0s. o 89. 9. +0 B—7y, b+e
19, 0p, Qc, O 40. 9.+ 0, f—7p, 8—0.
20. s, Qo B. 41. e.t+ o, B—v s—ec
21. 0z, 03, 0o Unleitung: 42. 04+ 0, 0v+ 0, a.

Berechne s mit Benugung der Gleidung

B Y
95+t
cotg:[tgﬂﬂl:] 2 2

2 2 ’
1—@%@%
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§ 30

§ 30. Aujgaden zur Einiibung der 7-Methode,

Qeite die folgenben Formeln ab:

1. a a—2rsino.
2. bt = 27 (sinf - siny) b+c=4rsinwcosp—;—z
3. b—c = 2r(sin f —sinp) b——c=4rcosﬁ+ysmﬂ2
4 2s=a+b+c=
Lo o « B—y — % osBeos 2
4rsm2 cos-2—+4rcosgcos 5 25__81*005200520052
5. 2(s—a) =b+tc—a =
% eosP =t arsinZos —a) = 8rcos Lsin Bsin 2.
41 cos 5 cos —5 4rsm20032 12(s a)_8rcoszsm 5 Sing
6. e = bsiny ha = 2rsin f sin y.
7. p — bcosy p = 2rsinfcosy,
q = ccos f q = 2rsiny cos p.
8. p—q = 2r(sinfBcosy — cos f siny) p— g = 2rsin (B —7).
.y B
asin = sin =
_ B 2 2 . Lo B oy
9. ¢ = BO.sin 5 = = 0 _.4rsm§sm§sm§-
€08 —=
2
vy B
acos % cos =
2 2
10. ¢,= B0, cosg- S — Qe = 4rsm-g-cos—ﬂ—cos%,
€08 —
2
— drcos Lsinb cos?
0s = 4rcos 2sm 5 €08 5
— % os B sin 2.
90—41‘00826‘08251 D)
11, Qb+9c:
% (sin B B Y — dreosr®
4rc032 <smzcos + cos = smz v+ 0. = 4rcos 3
12, 9y — 0. =
B ¥ g .7 g & B
4 r cos 5 <sm o 008 5~ 08 5 Sin -§> 0, — 0. = 414 €os 5 sin ~—~5—-
13. 0at+o0 =
. [ A o w B—y
4 r sin 5 (08 5 cos5 ~}—sm—2—sm§> ou+ o0 = 4rsin 508 —5
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o= drsin®(eosPoos? —sinBsin?) = 4rsim®.
14. 9a — @ = 4rsin 5 <cos o 005 5 — 8in o sin 2) = 4rsin )

15. o+ 0+ 0.—0 = 4r<sm2“ + cos? —> = 4,

16. F = %hi‘ = abszmy = 2rsinesin Bsiny.

Aufgaben:

1. Die 15 Formeln bde8 § 29 Iaffen fih aus bden r-Formeln ableiten.
Beweife 3. B. Formel 1a, 3¢, 9a, 9b, 18, 14. Dafer fann man {amt=
lidge Aufgaben be8 § 29 aud) mit der r-Methode lbfen.

2. a) Gind gwet Winfel befannt, o fudt man unddit 2» Jit 3. B.

b+ c—a, B, vy gegeben, {0 finbet man aug Formel b
b+ec—a
2r = NI A

& oinl onl
4coszsm23m2

Bet Bahlenmwerten berednet man Logarithmusd 2» und dann bie
Seiten mittel8 der Sehnenformel. Sonft jest man in die Sehnenformel
dent Wert von 27 ein und vereinfadgt. Van erhalt in unjerem Beifpiel

(b-l—c——a)sin% (b-}-c—a)cosg (b—}—c—a)cos%
“= By ' = w_yp T o B
2 sin g sing ZGosismg 2003—2—3an
b) Bet den Nufgaben mit einer Hdhe vder mit mehreren Hohen Lann man
meift den Sap benugen: hy:h, = c¢:b = %:% oder hy = %’1 .
¢) Aufgabe 30 Bt man am einfadften durd) Ginjegen von 2hF = aujw
in die Halbwinfelformel.
3. a+b+cr,a = §26, Nr.9. 17. he -+ ke, B, 7.
4. b4+c—a,r, 0 = §26, Nr.10. 18. a, b+c¢ he+ Ay
5 a+4b+ec B,y 19. a, &, h, + hs.
6. p—q Bty 1 20. a, o, ho— ho.
7. p, g r. 21. a, b—e¢, he— hs.
8. » q . 22. b—e¢, o, he + M.
9. p$ 4 B—7. 23. B, ¥, he — hy.
10. p—g, @a—@o, 1. 24. b, B, ho: he.
11. p—g, v+ @, 7. 25. b4c hy h
12. p—gq, @+ @, 1. 26. b— ¢, hs, he.
13. a, o, r. 27. b, o, by + he.
14. o, 1, o 28. Qu— 0, 0, he + T
15. kg o, B. 29. Tu, he, F.

16. F, o, f. 30. ha, v, he
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IIIL.

§ 31.  Bermijdite Aufgaben.

Die trigonometrijhe Lojung einer DretedBaufgabe bietet gegeniiber
ber geometrifen den Borteil, dap durd) bie Crgebmiffe sugleid eine
Reihe Umlehrungsaufgaben mitgeldft find.

Sn § 27 waren bdie Formeln

b—}—c:‘/a?—I—Zahacot%, b—c:1/:12—-2(1}&,,@92i

abgeleitet. Wittel8 biefer fann man aber aud) folgende Nufgaben Idjen:
btec hy o 7. F, a, c. 13. F,a, b—ec.
bt hg a. 8. a, hy, 7. 14. a, b—c, h,.
s, hg, . 9. F, ar. 15, a, b2} ¢2, F.
s, hq, Qar}%efﬁmme 10. F, a, os + 0. 16. a, b2+ ¢2 h,.
a, hq, be. | wverte 11, F, a, 9, — 0.

F, hy, be. 12. F, a, 9o + 06+ 0. — 0.

Gbenjo fann man mittel8 der anbderen in § 27 abgeleiteten Formel

S Uik o=

2 hy si
cos(fp—y) = LZ}M —coso
eine gange Feihe von Aufgaben [bfen, wenn man die geometrijde
Sonftruftionsfigur mit in die Betradjtung zieht.
17. a, he, ﬁ —7. (@ege sine =z und cose = V1 —12.)
18. F, a, c.
19. F, ke —9.

20. a, @, & (Im ABOC (Fig.3d) ift a, ¢ und 2B 00 befannt)

21. a, Qs . (Im ABOLC (ig-3b it a, ¢, und 2B O; C befannt,)

(8ieht man in Fig. 34 dburdh A die Parallele ju OB und 0C,
22. a -+ b+ ¢ hy, 0. 6i8 fie BC {dneiden, fo ift in dem entftanbdenen Dreied bdie

Grundlinie, die H0he und der Winfel an der Spige befannt.)
23. p—gq, hy, o

24, p—gq, hy, f—7.

26, b—c, 0, & ] (Fofit man A OBC in8d Auge, o entfpreden diefe Aufgaben
26. b—ec, o, ﬁ _ V-I den Beiden vorhergehenden.)

27. b—e¢, 04 .

28. b—c¢, Q4 B—7.

Jit bag Verhdltnid zweier Streden und ein Wintel ober ift dad Ber-
haltnis dreter Streden gegeben, jo fonftruiert man bei dexr geometrijden
Liung gunddft ein dhnlided Dreied, b. . man bejtimmt bie Winfel
o, B und p. Cntprediend beredhnet man Dbei der trigonometrijden
Lojung unddit die Wintel. .
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29, a,bic = m:n, f—17. 85, (he + hp): (b + ¢), R, a.

30. b:c, o, F. 36. (0v+ 00):(0a— @), o, 7.
31. b:c, ke f— 7. 37. (0o + 0c):et, f—y, 7.
32. b:e B, ma. 38. (0a—0):a, b, c.

33. ho:he, 0, Qq. 39. (04:05:0c), ha.

34, hy: hc, ﬁ — Y, Qp — Q¢ 40, he hy:he, Q.

Siebented Kapitel.
Tidhwierigere PYievedhsaufgaben,

§. 32. Das Parallelogramm.

Durd etne ober et Diagonalen wird ein Bieved in 3wei, baw. vier
Dreiede gerlegt. Bei den jdhmwierigeren Aufgaben ift aber feined der Dretede
durd) drei Stitde beftimmt, jonbdern an Stelle eined oder mehrerer Beftimmungs=
ftiide treten Beziehungen zwifden Stiiden verjdjiedener Dretede. Diefe Be-
stehungen werden durd) Gleihungen ausgedriidt und durd) Aufldjung bdiefer
exhdlt man die gejudhten Stirce
ve3 Biereds.

Nufgabe 1: Beredne die Dia=
gonalen und die Wintel
eine8 Parallelogramms
aug feinen Seiten und
bem Winfel wijden
feinen Diagonalen,
Lojung: Man ftellt
swijden a,b, e unbd ¢, f, &
dret ®leiungen auf, indem man auf dag Dreted AEB und AED
(Fig. 35) den Kofinusfa anwendet und den Flacheninhalt dbes Dreieds
ABD bdoppelt ausbriidt.

62 2 e f
2 — LA 1
I a_4+4+2220035,
2 2
1L bﬁ-:% %——2%-5—0055,
absinos e f .
111 5 e E —2* sm €.
I.— 11 a?2— b2 = efcose,
L —1II a2 —02
L absina — 2%
2 ___ph2
sino = & b -tge ujm.

2ab
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Aufgabe 2: Beredyne ein Porallelogramm aud q, o, &.
Unleitung: Aud der legten Gleidung der vorigen Aufgabe fann

man da8 Verhiltnis % beredynien, indem man a = bz fest.

Nufgabe 3: WBeredne ein Parallelogramm aus e, «, &

Nufgabe 4: Beredne ein Parallelogramm ausd feinem Umfange » und bden
Winteln o und s
Aufgabe 5: Beredhne ein Parallelogramm aud e + f — s und ben Winfeln
o und &
Anleitung: Yusd Gleidung I, IIT und e 4 f—=s fann man ¢ und [
eliminieren und erhdlt eine Gleidjung mit ben Unbefannten ¢ und b.

Ferner fann man da8 BVerhalinis -‘Z— beftimmen.

Aufgabe 6: Beredne ein Parallelogramm aud e — f = d und den Winfeln
o und &

§ 33. Das Trapes und das Sehuenvieved,
Aufgabe 1: Beredne die Diagonalen eined Trapezed aud feinen Seiten.
Qofung a): Um bie Begtehung oo - 6 — 1800 audjunugen, tvenden
wir den Kofinusdfa auf dad Dreted DA B (Fig.36) und dag Dreied
DAC an und eliminieren cosoe.
2= a4+ d*—2adcosa,
e?=—=c2 +d>+ 2cdcosa,

ae +cf2 = ac(a+c)+d2(a+tc)
I a4 cf2= (a +¢)(ac+ 4?).
Gntjpredjend erhalten wir durd)
Bertauidung von e mit £ und d mit b
IL. af24ce2= (a+c) (ac + b2).
Nu8 diefen beiden Gleidungen laffen fid) die Unbefannten e und f
leidht berechnen. Bunddit ergibt fid) durd) Adbdition, byw. Subtraltion
e+r2=1>0"+2ac+ a2

a-+c
¢—fr= " .(@*—?) um.

Lbifung b): Jm Dreied A'BC (Fig. 36) find die dret Seiten be-
fannt; man fann dafer junddit bie Winfel und dbann bdie Diagonalen
be8 Trapeze8 Dberedynen.

Aufgabe 2: Beredne die nidht parallelen Seiten eined Trapee8 aud bden
parallelen Seiten und ben Diagonalen.

Aufgabe 3: Beredne die WinTel eined Trapeze8 aud den parallelen Seitent
und ben Diagonalen.

3
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Aufgabe 4: Beredne die Winfel und die Diagonalen eined Sefhnenviereds
au8 jemen Seiten.

Lofung: Wegen der Begiehung o + y =— 1800 driiden mwir die
gemeinfame Geite der Dreiede DAB und BCD (Fig. 37) doppelt ausd
und fegen die erfaltenen Werte einander gleidh:

Hig. 87.
f2=oa2+d2—2adcose,
=024+ c2+2bc cose,
a?+d?—2adcosot = b2+ ¢2 + 2beccose,
. (a2 4 d?) — (b2 4+ c?)
O = T o @d T be)
Um biefen Wert fiix die Iogarith-
mije Berednung bequemer zu ge-
ftaltenr, fann man ihn entjpredend
§ 21 umformen und erhalt:
2= (s—a)(s_—-d) o (s—b) (s—c) (s—b) (s—o¢)
ad +be ' ¥V T ad+be
g —a)(s—a)

5 — V=0 s—c
wo s den halben Umfang e8 Bieredd bedeutet;
2 L d2) — (b2 L 2
> f:Va2+d2 2aa.¢ t(a)d-’r(bcj—”
und nad) einigen Umformungen
f= (ac+ bd) (ab + cd)
- ad+be ’
entfprechend durd) Bertaujdung von d mit b:

(ac+bd)(ad+ be)
ab+cd

Folgerungen: ‘
1. BWie erhdlt man den Ptolemdijden Sag?
ef —= ac+bd
2, Wie leitet man bdburd) Wdbition bder Dretede DAB und BCD bden
Sladeninhalt F bed Sehnenvieredd ab?
F = Y(s—a) (s —b) (s — ¢) (s —d).
3. Woher fommt die ﬁbereinftimmung der Formeln beg Dreiedd und ded

Sehnenvieredd fiix tg 5 und fiix F?
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§ 34, Das beliebige BViered. (Feldbmefaufgaben iiber dag Bieved!)

Da bei einem beliebigen Biered bdie Berednungen natitlid) nod
lainger mwerden, o be{dhrinfen wir und auf die widtigiten Aujgaben
der Feldbmehtunit,

Dag Borwirtseinjdneiden.

Jn den Cnbpunften einer abgemeffenen Strede 4 B (Fig. 38) bat
man die Bifterwinfel nad) den Cndpuniten einer unbefannten Strede
CD bejtimmt. Wie lang ift CD?

Gegeben: a, a;, ay. f;, B Gefudt: 2

Lofung: Pan berednet in dem Dreied ABD die Seite BD und in
dem Dreted A B C die Seite BC. Dann fennt man im Dreied DBC et
Seiten und den Jmwifdenwintel. Daber wenbet man den Kofinudjag an.

Die Hanjenjde Aufgabe. (Hanfen ftarb 1874 al8 Direftor der Stern-

warte in Gotha) Sn den Cudpuniten einer unbefannten Strede CD
(Big- 89) bat man die Bifierwinfel nad) den Endpunften einer ab-
gemejjenen Sirede AB beftimmt. Wie lang it CD?

®egeben: a, y,, ys, 01, 0. Gejudt: 2

Ldjung: Die Seite CD ift zwet Dreteden gemeinjam, deren Winfel
man fennt. Man fann CD nad) dem Sinudlay aud jedem diefer
Dreiede beredhren und die gefunbdenen Werte einander gleidhiesen.

Dreted CDA Dreiet CDB
0p = pa. SOt ot 0) op = ¢p. MOt nt )
sin y, sin 0,

pa. et 4+8) _ psin@it it
sin Py sin 0,
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Die unbefannten Seiten DA und CB erfegt man aud dem Dreied
ADB, bjw. ACB mit Benugung der gegebenen Seite a.
a- sin y _Si"(ya 10, +9,) —a- sin .sm(al + 71+ 7a)
sin 0 Sin Y, SiN Y, sin 0,
sing __ siny; sin 0y sin (p, + 0, + 0,)
siny  sin yqsin Oy sin (0; + 71 + ¥a)
Bu biefer Gleiung mit den unbefannten Winleln 2 und y fommt
ald zweite Gleidung 1L z +y = 0, + 7,.

' Wie bei vielen jymmetrijden Gleidungen ift e8 auch) bei diefem
Gleiungsipitem am zwedmdfpigiten, unddit » —y durd) forrefpon=
bierenbe Abddbition u beftimmen. Sefen wir fiix den Quotienten bder
redjten Seite dber Gleihung I al8 Abtiirgung ¢, fo erhalten wir

sine+siny __ q+1
sing —siny  q—1’

2 sin - +ycos 2 8
_q+1
vty a—y 41
2 cos - 9 5
oty L=y __atl
2 2 qg—1’
r—y _q+1 x4y
cot - 5 q_lcot 3

und mittel8 Gleidung II
A=y e+l 1+7/a_
2 q— g—1% 2
Naddem die Winfel x und y berednet find, beftimmt man 2 ober
CD aud ber Gleidung I, deren Seiten gleid)y CD {ind, 3. B.

CD — asinysin(y, + 0, + 62)'
— sin Og sin Py

Das Ritdwirtdeinjdneiden ober die Pothenntide Aufgabe. Pothenot war
Profefior am College Royal de France und legte die Zdfung ber nad
ihm genannten Aufgabe 1692 der Parifer Afadbemie vor.

Die Aufgabe war aber fhon in dem Werfe be8 Snelliugd (1581
—1626, Reiden) geldft; in biefem befindet fih aud) die Hanfenide
Aufgabe, die ihren Namen daher mit Unvedit fithet.

Audh) Shidhard mwurbe 1624 bei Anfertigung einer Karte von
Wiirttemberg vor bdie Pothenotide Aufgabe geftellt und Ibjte fie
felbftandig.

COi
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€8 Danbelt {ih bei diefer Aufgabe darum, einen Punft, von dem
ou8 man nad) bdrei befannten Puniten vifiecen fann, allein durd)
Bintelmefjung feftaulegen. Durd) die Landesvermefjung find alle Hervor=
ragenden Punfte aufgenommen. Daher fommt fHeute vormiegend diefe
Yufgabe vor. Denn der Landmeffer fann faft von jedem Punite aus
bret Puntte, 3. B. Kivdhtirme, fehen, deren Rage durd) frithere BVer-
meffungen feftgelegt ift.

Gegeben: u, v, p, 0,, 0, (Fig. 40). Gefudt: 2.
Rojung: Man beredynet CD aud wei Dreteden und fegt die ge-
funbenen Werte einanber gleid):

Dreted UCD Dreted VCD
. s

0D = u. 512 0D — 0. Y

sin 0y sin 0,
sinx Sin y
sin 0, sin 0y
sinx __ wsindy
siny  wsind,

IL. z 4y = 3600 — (y + 8, + ).
Die weitere Beredhnung entfpridht der der vorigen Nufgabe.



Dritfer Feil: gfereomefrie.

 Grites Kapitel.
Gervaden und Gbhenen iy VBaum,

§ 1. Die Lage von Gevaden und Ehenen im Ranm,

. Definition der Ehene:

Gine Jldade F Heiht eine Ebene, wenn jede Gerabe, die durd) 3wei
beliebige Punifte ber Flache F geht, nirgend3 aud ber Jlade F
heraustritt.

. Gerade und Punit:

Durd) zwei Punfte ift eine Gerade einbeutig beftimmdt.

Durd) einen Punit laffen id) beliebig viele Geraden legen.

. Bwei Gerade: Jmwei Gerabe finnen gemeinjam Haben

entoeder jwei Punite, . . . . . bann fallen fie zufammen,
im Gnbdliden, v fdueiden fie fich,

ober etnen SPunit {im Unendlidhen, ~ , find fie parallel,

ober feimen Punift, . . . . . . . v find {ie gefremst,
. ®Gerade und Ebene: Cine Gerade fann mit einer Ebene gemeinjam Haben
enttweder jwei Punite, . . . . . dann fillt fie gang in bie Ebene,

im Gnbliden, » fdyueidet fie die Ghene,
im Unendlidgen, » it {ie pavallel dber Ebene.
. Ginbeutige Bejtimmung der Ehene:

a) Durd) einen Punft P laffen jid) Deliebig viele Ebenen Ilegen.

b) Durd) zwei Punite P und @ lafjen fid) aud) beliebig viele Ehenen
legen. Sm allen diefen liegt die dburd) P und @ beftimmte Gerabde.
Pan exhdlt dabher jamtlide Ehenen durd) Drefung einer Ebene um
PQ al8 Adfe und bie Ebene ift eindeutig beftimmt, fjobald man
verlangt, dbap fie auper durd) die Punite P und @ nod) durd) einen
dritten auBerhalb bder Adjfe PQ liegenden Punft R gehen fjoll
(fiehe ¢, @ und B). Kegt man durd) B und einen beliebigen Punit
der Adje die Gerade, fo mup bdiefe volljtindig in der durd) P, @ und
R beftimmten Gbene liegen (Jiehe ¢, ). Wahlt man ben unendlid
fernen Puntt dber Achfe, fo ift die Gerabe der Adyje parallel (fiehe ¢, J).

c) Aljo ift eine Ebene eindeutig beftimmt

o) burd) eine Gerabe unbd einen Punft auperhalb der Geraden,
B) burd) bdrei nidt in einer Geraben liegende Punite,

p) burd) gwei {id) jdhneidende Gerabde,

0) burd) gwei parallele Gerabde.

oder einen Punft {
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6.

Bwei Ebenen: JBwet Gbenen fallen sujanmen, wenn fie drei nidht in
einer Geraden liegenbe Punite gemeinfam Haben. JFwei nidt jujammen-
fallende Gbenen fdmeiden fid) in einer Geraden. Denn da beide Ehenen
fih liddenlog nad) zmwei Ridhtungen auddehnen, jo miiffen fie fich in
einer jujammenfingenden Linie, nidt etwa in eingelnen Puniten ober
Lintenjtiiden, jHreiden. Ware nun diefe Snittlinie feine Gerabe, fo
fonnte man auf ihr drei nidt in einer Geraben liegende Punfte U, V, W
annehmen. Dad it unmdglid)! Denn hatten bdie beiden Gbhenen bie
dret Punite U, ¥V, W gemeinjam, jo mithten fie jujammenfallen. Falt
bie Sdinittgeradbe ind Unendlide, fo find die Ebenen parvallel.

Nufgaben:

1.

2.

3.

Welchen Borteil befigen dreibeinige Tijde und Geftelle gegeniiber viers
beinigen?

LWieviel Punite einer Stubentiiv mup man Dbefeftigen, damit die Tiix
unbermeglid) wird?

Gind wei Geraden (vder Ebenen) derfelben dritten parallel, jo find fie
einander pavallel. Unleitung sum Beweife: Die drei Geradben gehen
durd) denfelben unendlich) fernen Punit.

§ 2. Die Cbene und eine Senfredite.

Lehriag 1. Sdueidet eine Gevade eine Chene E im Punkt S und fteht

fie auf swei durd) § in E gefhenden Gervaben fenfredyt, fo fteht
fie aud) auf allen durd) § in E gehenden Geraden fenfredit.

7 7

2 1

Boraudjegung: ZASB =900 und XASC = 90° (Fig.1 und 2).
Behauptung: HASX = 900.
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Unleitung jum Bemweife: Vian fann den Lehriay benugen, dak die
Berbindbungslinie der Spige eined gleidhjdentligen Dreiedd mit der Mitte
ber Bafig jentredht auf der Bafig fteht. Tann mup S die Mitte der
Bafid und entweder 4 oder X die Spige werden. Demgemdp zeichnet
man entweder SB' = SB, SC' = S C ujw. (Fig. 1) ober SA'= 854 ujw.
(Fig. 2). Die erfte bleitung ftammt von Guilid (um 300 v. Ehr.),
bie sweite von dem Frangofen Caudy (um 1850).

Beweid 1. Da Dreied BSC 2 B'SC und A BSX gleid) feinem Scheitelmintel
B'SX' ijt, jo muj, wenn man die tongruenten Dreiede gur Dedung bringt,
BC auf B'C!, SX bder Ridtung nad) auf SX, alfo X auf X' und daber
BX auf B'X' fallen. Mithin ift BC=PF'C', SX=S8X', BX=PFX"

®eht bdie in der Mitte einer Dreieddieite errichtete Senfredhte durd)
dbie gegeniiberliegenbe Gce be8 Dreiedd, fo ift diefe8 gleichidentlig.
Dafer ift AB = AB' und AC = AC'; da aud) die Streden BC und
B'C al8 gleid) nadjgerwiefen mwurden, fo it Dreied ABC ¥ AB'C.
Bringt man bdiefe tongruenten Dreiefe jur Dedung, fo falit X mit X'
(warum), alfo AX mit A X' gufammen. Mithin ift AX = AX', und
e8 ift nad) bem in der Anleitung angefithrten Lehrjay A ASX = 90

Bemweisd 2. Diefer entfpridht dem weiten Teil ded erften Bemeifesd. (Wie
erhdlt man bie Fig.2 aud der Fig.1?).

BegeiGnungen: Sdneidet eine Gerade eine Cbene E im Punft S und
fteht fie auf allen durd) S in E gehenden Geraden fentredjt, jo heifst
fie fenfred)t auf ober zu der Gbene, und umgefehrt heiht bie Ebene
fenfred)t auf oder zu ber Geraben.

Umtehrung: Ale Geraden, die auf einer Geraden & in bemfelben Punite
fentrecht ftehen, liegen in einer ju ® fenfrechten Ebene. (Bemweis inbdirelt.)

Mit andberen Worten:

Dreht fid) ein redhter Winfel um einen feiner Schentel ald Adyje,
fo bejdjreibt der andere Schenfel eine ur Achje fenfrechte Ebene.

Nufgaben:

1. Wie tann man feftftellen, ob eine Stange jenfredyt {teht?

2. Gin Quader jei befintert alg ein Kdrper, der von feh8 Redteden be=
grengt with. Wie bemweift man, daf dann jede Kante auf zwei Bes
grengungsfladen fenfredyt fteht?

3. Bemeife indirelt:

a) Bon einem Punfte lapt fih) auf eine Ehene nur eine Sentredjte fillen.
b) Sn einem Puntte einer Ghene laft fid) nur eine Senfredjte ervidhten.

4. 3m Mittelpuntt M eines gleidhfeitigen Dreiedd mit der Seite a ift auf
der Ghene He8 Dreiedd die Sentredite M X — x erridhtet. CStelle bie
Gntfernung be8 Puntted X von den Eden de8 Dreteds ald Funition
vont z bar. Hiervon mad)t man Unmwendung beim ,Spharometer, dag
sur Mefjung ded KrimmungSradiug einer LRinfe dient.

Bauer ut.v. angleben, Geometrie f. Realanjtalten. (Oberftufe.) 5
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§ 3. Die Ebene und mehreve Scutredyten.
Oilfsfag: Winkel mit pavallelen und gleidgeridtcten Schenfeln find gleidy.
Anleitung gum Beweife: Wie beweilt man meift die Gleichheit
von Winfeln? LWie exhdlt man

fongruente Dretede? Weldjer
Songruenzjag fommt in Frage?

Beweis: Man trigt (Fig. 3) auf -

jedbem der parallelen Schentel- A —
paare gleige Streden ab und

sieht AA', BB, CC', {owie

BC und B'C’. Dann find u-

nidit ABB A und ACCA'
Parallelogramme, {obann ift ;
BCC'B' ein Paralelogramm, o
jhlieBlid) find die Dreiede BAC 'l A
und B'A'C' fongruent.

Rehriag 2. Steht eine von zwei Parallelen auf einer Ehene E fentredyt, o
jteht aud) die andeve anf der Gbene E fentredyt.

Anleitung jum
Beweife: Stefhit AB
(Big. 4) jeniredit auf E,
o 3ieht man BX und
BY beliebig in E, {o-
dann DX und DY'in E
paxallel 3u BX bjw. BY. /"—[

Umfejrung: Stehen el y
®erade jenfredit auj der-
felben Ebene, jo find fie
parallel. (Beweis inbireft.) .E

7 9091900
//' L o = Pt Y

Nufgaben:
L. Beredynungen.

Definition: Die Lange der von eimem Punit P auf eine Ebene
E gefillten Genfrediten heibt der Abjtand ded Punite8 von ber Ehene.
1. Gin Punit P Hat von einer Cbene E bden Wbftand PF — 12cm,
und in ber Gbene E ijt die Strede FQ — bem gejogen. LWie grop
it PQ?
2. Um einen Punft 4, der von einer Cbene E bden Abjtand AF = 0,6 m
befigt, dreht {id) eine Strede AB — 1m o, dbah B auf der Ebene E
hingleitet. a8 fiir eine Linie bejdreibt B?
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Bwet Punfte A und B haben von derfelben Ebene bie Abftdubde a baw. b,
und bdie Cnifernung ihrer Fuppunite betrdgt ¢. Wie weit ift A von B
entfernt, je nadpem A und B auf derfelben Seite oder auf entgegen-
gefegten Seiten ber Cbene liegen? a — 25,5; b = 16,5; ¢ = 40.

II. Gtereometrijfie Sonjtrultionen,
Bei den ftereometrijden Konftruftionen, die man fajt nur in der Bor-
ftellung, nidht in der Wirtlidhfeit vornimmt, muB man voraudiegen,
bap die Sonjtrultion einer einbeutig bejtimmten Ebene ausfithrbax ift.

. Fdlle von einem Punit P auf eine Gerade & bdie Senfredjte. Wie

viele find miglid)?
Crridte in gwei Punften P und @ einer Geraden & zwei parallele

Genfredhte. Wie viele find miglih? Sind zwei Senfredhte auf ber-
felben Geraben ftetd parallel?

a) Grridte in einem Punft P einer Geraden @ die jenfredjte Ebene,

b) Rege durd) einen Punit P auferhalb einer Geraden ® die ju @ fent-
recdjte Gbene.

a) Beftimme den geometrijen Ort aller Puntte, die von 3wei gegebenen
Puniten P und P’ gleid) weit entfernt find.

b) Beftimme ben geometrijhen Ort aller Puntte, die von brei gegebenen
Puntten gleid) weit entfernt find. Wie bditrfen bdie bdrei Puntte
nidyt liegen?

c) Beftimme bdie Punite einer Cbene E, die von et auBerhalb der
Gbene E liegenden Puniten 4 und B gleid) weit entfernt find.

8. Biehe durd) einen Punft P ju einer Geradben & die Parallele.

Rege burd) einen Punit P die Gerabe, mwelde jwei gegebene Gerabden
jchneidet.

Bmweited Kapitel.
Neigungswinhel

§ 4. Der Neigungsdwintel einer Geraden mit einer Ehene.

Definition:
1. Zreffen bei ber Parallelprojeftion die Projeftiondjtrafhlen fentredht auf

bie Bildbebene E, fo heiht bad Bilb P’ eined Punfte8 P, fowie Has
Bild A'B’ einer Strede AB die Projeftion ded Puntted P baw. ber
Strede AB auf die Gbhene E.

Der Winlel, ben eine Gerabe mit ifhrer Projeftion auf eine Cbhene E

bilbet, Deifst ber Neigungdwin¥el dber Geraden ,und“, ,mit ober ,zu*
ber Gbene E.
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Aufgaben:
1. Falle von einem Punit

. AF = (Fig. 6) fet die Pro-

Qehriay 3. Sdueiden fid) zwei Chenen und fillt man vou einem beliebigen

Puntte der einen Ghene die Senfredjten anf die andere Ebhene
und auf die Sdynittgerade, jo fteht die Berbindungsjtvede bder
beiden Fufpuntte fenfredyt auf der Sdynittgeraden.

Anleitung zum
Bemweife: Bemeife ber
Teihe nad) (Fig. 5) die
Songrueny ber Dreiede

WGU und WG,

WFU » WEFV,

GFU , GFTV.

W auf eine Gbene E die
Sentredyte.

Sonftruftion: WPWan
legt durd) W (Fig.5) “
eine beliebige Gbene, weldje die gegebene Ebhene in UV dneidet, fallt
vot W auf UV bie Senfredjte WG und erriditet in G ouf UV
in der Dblauen Gbene die Senfredite GH. Durd) die beiden Sent-
rediten legt man bie Gbene und fallt in diefer von W auf G H die
Sentredyte.

Beweid: Pan jieht in der blauen Ebene FJ//GU. Da nad) Kon-
ftruftion bie Deiden Winfel UGW und UGH gleid) 90° find, {o
fteht UG nad) Lehrjag 1 fenfred)t auf der Ebene WG H.

Dafer mup nad) Lehrjay 2 aud) die Hilidparallele JF auf diefer
Gbene fenfredit ftehen. Wlfo ift XAJFW = 900.

Da auperdem nad) Sonftruftion X GF W = 900 ijt, {o jteht WF
nad) Qehriag 1 fenfredht auf der blauen Ebene.

. Grridhte auf eimer gegebenen in B

i1, O,

Gbene E in einem gegebenen
Puntt F bdie Senfredjte.

jeftion ber Strede AB — s
auf die Gbene B und um 4
werde ein Strafl in der blauen
Gbene gedreft. ie lautet die £

Kunttiondgleidung zwijden den Ak
Winteln y und z?
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Lafung: Dan fallt von B aqud bie Senfrehten auf die Ebene E unbd
ben bemwegliden Strahl und verbinbet ihre Fuppunite F und X.

Dann ift aud) x AXF = 90° und man ethdlt cosy = %’ €08 .

Wie dndert fih ber Winfel y, wenn z von 0° itber 900, 1800,
2700 big 3600 wadft? Fiir welden Wert von = witd y am fleinften?

CGrgebnis: Lehriap 4.
Der Neigungdwintel einer Geraden mit einer Ehene ijt der

FHeinjte unter allen Winfeln, weldje dic Gerade mit den durd)
thren Sdynittpuntt gezogenen Strafhlen der Ebene bildet.

Pan fann diefen Saf beweifen aud) mit Hilfe ded planimetrijden
Qebriages: Stimmen zwei Dreiede in gwei Seitenpaaren itberein,
find aber bie bdritten Seiten ungleid), o liegt bder grdBeren von
diefen Seiten aud) ber gropere Winfel gegeniiber. Dazu mup man
um A mit AF in der blauen Gbene den Krei8 bejdreiben. Dreht
man dann den Radiug AF, jo entfernt {id) fein Endpunit immer
toeiter von B ufm.

. Biehe in einer Gbene durd) den Schmittpunit der Ebene mit einer ge-
gebenen Geraden ® einen Strahl jo, dap er mit & einen beftimmten
Wintel bildet. — Wann gibt e8 wei, wann eine, wann feine Jofung?
Sonjtruiere und beredne ben NeigungSmwintel dber Kdrperdiagonale eined
Wiirfeld ur Grunbdfladhe.

Bon einer Shule mit quadratijher Grundflade Tennt man die Grund-

fante a — 4cm; die Hobe % ift gleid) der Diagonale der Grundfldche.

Ronfjtruiere und beredne ben NeigungSwinfel bder SKNdrperdiagonale

a) gur Grundfldde, b) u einer Seitenfladje. Beidhne die Schnittdreiede,

in denen die Neigungdwintel liegen, in wahrer Groge und Geftalt.

. Die Grundianten eined Quaderd8 find ¢ — Hem, b = 3om; feine
$ohe h betvigt 7om. Ronfiruiere und beredhne den Neigungdmwintel der
Sorperdiagonale a) gur Grundfldde, b) gu den Seitenfladen. Jeidyne
bie Sdnittdreiede, in denen die Neigungdmwintel liegen, in wahrer Groje
und Geftalt.

. Sonftruiere und beredne den Neigungdmwinfel der Seitenfante einer
geraden Pyramide mit quadratijder Grundflide gur Grundfldde, wenn
die Grundfante ¢ — Hem, bie Seitenfante s = 7.5cem ift. Jeidne
ben burd) jwei Seitenfanten und bdie Hohe gelegten Shnitt in wahrer
®rdge und Geftalt.
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§ 5. Der Neigungswinfel zweier Ehenen.
Definitionen:

1. Bwei Gbenen, die fid) in einer Geraben & fdneiden, teilen den un=
endliden Raum in 4 Fader; diefe Heiben Fladjenwintel,

2. Grridhtet man (Fig. 7) in einem beliebigen Punfte X bder Scnitt-
geradenn & auf bdiefer in beiden Gbenen bdie Senfrechten, fo Beiht der
entftanbene ebene i 7. e
BWintel YXZ bder ' - 3
Neigungswintel
der beiden Gbenen. _

Geine Grige it 2

unabhingig  von

der  Wahl des

Punfte8 X, 1weil

Wintel mit par-

allelen und gleid)- 4 LD —

geriditeten Scjen- X /e " E/
teln gleid) find. N, Al SRR DB

3. Dreht man die
Oalbebene B, (Fig.-7) um bdie Gerade & als Udjje nad) oben, bid
fie mit ber Dalbebene E, zujammenfdllt, jo bejdreibt zugleid) ber
Strafhl X Y einen ebenen Winfel und fallt mit X Z zujammen. Daber
fann man den Neigungdwinfel ¥ X Z al3 Mafy filr den Flidenwintel
benugen und die fiir ebene Winfel gebraudliden Bezeidhnungen (Ipige,
rechte Wintel ufmw.) auf bdie Fladenmwintel itbertragen.

4. Bmwei Gbenen, deren Neigungdwinfel 900 betrdgt, heiken fenfredht auf-
ober jueinanber.

Lefhridage:

5, Steht eine Gerade auf zwei Ebenen sugleid) fenfredht, o find biefe parallel.

Mit anderen Worten:
Steben et Ebenen auf bderfelben Geraben fenfredit, jo find fie parallel.
Anleitung gum Beweife: Hatten die beiben Ebenen einen Punft
gemeinjam, fo fdnnte man durd) diefen und die Gerabe eine Ehene legen
unbd wiirde ein Dreied mit gwei redjten Winteln erhalten.
LWerden wei parallele Chenen von einer dritten gefdhnitten, Jo find ihre
Sdynittgeraden parallel.

Unleitung jum Bemweife: Hatten die Sdnittgeraben einen Punit
gemeinfam, fo miifste diefer beidben Gbenen angehdren ujw.
Steht eine Gerade auf einer von zwei parallelen Gbhenen fenfredht, fo
ftebt fie aud) auf der anderen fenfrecdht. Benuge zum Bemweife Lehrjagy 6.
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8. Bemweife mittel3 ded Neigungdmwinteld die Sige:
a) ©teht bie Geradbe & auf der Gbene E fentredit, {o jteht aud) jede
purd) @ gelegte Gbene auf E fentredht.
b) Stehen gwei {id) {chneidende EGbenen auf bderfelben bdritten Gbene
fenfredt, fo fteht aud) ihre Schnittgerade auf dber britten Cbene fentrecht.
c) ©teben gwei Ebenen jenfred)t aufeinander und zieht man in einer
Gbene eine Senfredite jur Sdnittgeraben, fo fleht diefe auf bex
anberen Ebene fenfredit.
9. a) Parallele Streden zwifden parallelen Cbenen find einander gleid).
b) SGenfredhte Strecfen awijjen parallelen Ebenen find einanber gleid.
Diefe eindeutige GrdBe bheiht der Abjtand der parallelen Ehenen.
10. Sdjneiden fid) dbrei Chenen E,, E,, E,, fo jdhneiben fich ihre Schnitt=
geraden &, ©;, @, entweder in einem Punite, oder fie {ind parallel,
ober fie fallen zujammen.
Unleitung jum Beweife: Die Shnittgerabe ®; fann die Ebene
E; entebder jdneiden ober ifr parvallel fein oder in ihr liegen.
Nufgaben:
I. Stereometrijdje Koujtrultionen.
1. Rege durc) die Gerade © auperhalb der Gbene E bdie 3u E jenfredite Ebene.
2. Qege burd) den Punft P auBerhalb dber Gbene E
a) die gu E parallele Cbhene,
b) eine Gbene, die mit E einen beftimmten NeigungSwintel « bilbet.

3. Rege durd) bdie gur Ebene E parallele Gerade © eine Ebene, bdie mit
E einen beftimmten RNeigungdminfel o bildet.

Il. Beredyuungen.

4. a) Gin Dreied ABC liegt mit feiner Seite ¢ in einer Gbene E und
feine Gde A hat von E den Ubftand z. Beredine die Seiten, bdie
Binfel und den Fladeninhalt der Projeftion ald Funftionen von z.

b) Sind die Projeftionen der Hihen, der Wintelhalbierenden, der Mittel=
linten und der Mittelfenfrechten wieder die entfpredienden Streden
be8 Projeftionsdreiedsd?

a) Gin Dreied mit bem Fladeninhalt F = 100 cm2 liegt mit einer Seite
in einer Gbene £ und bildet mit E den Neigungswintel ¢ — 30°,
459, 600, LWie grop ift bad Projeltionsdreied F'?

b) Bwei Gbenen E und E' {dneiden fid) unter dem Neigungdwinfel ¢,
in E befinbet {id) ein Dreted, diefed ift auf E’ projiziert. Berveife,
bap Dber Fladeninbhalt be8 ProjeftionSdreiedd unverdnbdert Bbleibt,
wenn man dad Dreied in E beliebig verjdiebt.

¢) Bedeutet F den Fladeninhalt irgend einer Figur, 3. B. Bieled, Kreis, und
bilbet bie Ebene der Figur mit einer Ebene E’ den Neigungdmintel ¢,
fo ift der Fladeninhalt F' der Projeftionsdfigur gleid) F. cos ¢.

o
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Dritted Kapitel.
Prisma und Iylinder, Pyramide und Hegel.

§ 6. Der Pyramidenjtumpf und der Kegelftumpf.
L Der Pyramidenftumpf.

Definitionen: Kegt man durd) eine Pyramidbe, bie BVollpyramide, einen
Querfdnitt parallel der Grundflache, jo erhdlt man eine Pyramide, bdie
Grgingungdpyramide, und einen Rejtidrper, den Pyvamidenjtumpf. Alfo:

Gin RKorper, ber von gwei // und A n-Cden ald8 Grundffaden

und nTrapegen al8 . . . . ... L. L L L. Ceitenflidjen
begrengt ift, Beipt ein . . . . . .. .. L. Pyramidenftumypf.
Der Abftand der Grundflichen voneinander heit . Hihe (),

die untere Grengflade feiht audp. . . . . . . . Bovenflide (G),
bte pbere ®renzflache feiht audg . . . . . . . . Dedflide (G').

Gntprechend dem Pyramidenftumpf erhdlt man den Kegeljtumpf.

Gemaf der Cntitehung diefer Kdrperftumpfe miiffen die BVerldngerungen
per Seitenfanten eine8 Pyrvamidbenftumpfes, baw. bder Seitenlinien eines
Segelftumpfed durd) einen Punft (S) gehen.

Grundaufgabe 1: Beredne den Rauminhalt V eined Pyramidenftumpfes aus
ben beiden Grundfladen G und G’ und dber Hoke .
ofung: Um Rauminfelt zu finden, mup man befannte Rauminhalts-
formeln benugen. Aljo (Fig. 8)
7 — G.SF G.SF Big o
3 3 IS

Bur Beftimmung der Unbefannten SF
unb S F’ bebiirfen wir jweier Gleichungen.
Benuge die gegebene Hihe 2 und den Lehr-
fag, bap fid) die Fladeninhalte G und ¢
verfalten mwie bie Quabdrate ihrer Ab-
ftinbe von ber Spige. Wud den beiden
{0 erhaltenen Gleidjungen ift SF und SF/
au beredhmen und in die Gleidung fiir ¥

eingufegen.
SF—SF = h.
II. SF2:8F? = G: G
SF V&
ober SF = V—@,
SF V& . SF ¢

SF—SF' G—V& SF—SF ~ y6—{&
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it Benugung der Gleihung I echdlt man

sF— V& o sp— VG,
Ve —ve Ve—vVe
y— hGVe— V&
3 y6—vYu'
audbivibiert: , = —g—((} +V66 + @)

Folgerung:

1. Die Bollpyramide und die Ergingungdpyramide verhalten fich wie Fwei
Wiirfel, welde die Hoben der beiden Pyramiden u Kanten Hhaben.

2. Gin Pyramidenftumpf ift gleid) der Summe drefer BVollpyramiden von
der gleiden Hibe, beren Grunbdflddien die obere und die untere Grund-
flache be8 Pyramidenftumpfes, jowie bas geometrijdje Mittel diefer beiben
Grundfldden find.

II. Der Segelftumpf.

Gruudanfgabe 2: Beredine den Rauminhalt ¥ eine8 SKegelftumpied ausg
den Rabdien » und +' jeiner Grundtreife und feiner Hohe 2 (Fig. 9).

2ofung: Man fapt den Kegelftumpf ald Byramiden- Fig. 9.
ftumpf auf und Dbenuyt bie fiix biefen abgeleitete S
Formel.

V= }?27 (r2m + Yrim v2a 4 r23),

, = @32 (r2 ++ rr’ 4 29

Grundanfgabe 3: Beredine bdie Viantelfladhe M eines
geraden Regelftumpfed aus bden Radien r und r A
feiner Grundiveife und jeiner Seitenlinie s (Fig. 9).

L 28jung: Der Gang ber Ljung entjpricht dem bder erften Grundaujgabe.
M=raSA—r'nSA.
I. SA—SA' = . II. S4: 84" =r:v,
Aus Gleichung II folgt

/ /

L . ©: S |
SA—Sa"" r—r SA—SA — r—r
it Benugung bder Gleidung I exhilt man

__rs , __ 1's ,
SA = - und SA =0

2 2

mithin M = 7xs f——L,,

r—r
y = (r+r)ms

5*



74 Dritted RKapitel. Pridma und Jylinder, Pyramide und Kegel. §7

II. Rojung: Betradjte den Mantel al8 Summe der unendlid) vielen un-
endlid) {hmalen Trapege, deren Hibhen gleidh) der Seitenlinie s find,
und deren Grundlinien die Peripherien der Grunbdireife bilden.

§ 7. Sdwierigere Anfgaben.

Jormeln,

Wiirfel:  Fladendiagonale . d, = ay?2,

Sorperdiagonale. . d = a3,
Oberflade. . . . O = 6a?,
Rauminhalt . . . V = a?,

Quaber: Rdrperdiagonale. . d = Ya® + b* + ¢,

Oberflage . . . . O =2(ab+ bc+ ca),

Rauminhalt . . . V = abe.
Prigma: Rauminbalt . . V = Gh.
Bylinder: Rauminbalt . . . V = r*=h.

ifi . M =2 F
Ftur gevade 5. {ﬂﬁante flache rah,
Oberflade . O =27rzm(r+h).
PByramide: Rauminhalt . . VvV — G_;z_
2

Regel: Raumingalt . . . V = ! .;zh.

(Mantelfladge . M = raxs,

Nur gerade K.
8 1Qberﬂficf)e .. O =vra(r+s).

Boramidenftumpi: Rauminhalt ¥V = %(G +V6 G+ G).

Kegelftumpf: Rauminhalt ¥V = ’%r(r? +rr +r'?),
Tur gerade 8. DMantelflage M = (r 4 r')ms.

I Prisdma und Jylinber.

1. ®egeben ift die Oberflache O eined geraben dreifeitigen Pridmas, deffen
Geitenfanten b n-mal jo grop find iwie die gleihen Grundianten a.
Wie grol ift die Grundfante und der Rauminbalt de Pridmas?

0 = 100, » = 8.
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10.

11.

Die Seitenfanten b eined djiefen Pridmas mit quadratijfer Grund-
flade a2 bilden mit dex Grundflade den Neigungdwintel @. Berechne
den Rauminfalt V.

b=17 a* =25 ¢ — 70012

. Gin geraded Pridma aus Birfenholz, bdeffen Grundflachen regelmihige

Giinfede und deflen Seitenfanten doppelt {o grop wie die Grunbdlanten
find, Hat eine Hohe A — 10cm. Wieviel wiegt e8, wenn bad {peji-
filhe Gewidt ded Birfenholzed s — 0,69 ift?
Gin geradbe8 Pridma, deflen Grundflide ein Dreied mit den Seiten
a, b, c ift, wird {dGhief abgejdhnitien, fo dap die Seitenfanten die Lange
d, ¢, f exhalten. Beredine den Rauminfalt ded Refttdrpers.
a=2823; b="7,05; ¢c=572; d=10; e=9; f=T.
Die Grundiliden und et Seitenfliden einesd Paralleliladd {ind Redht-
ede, bie anderen Seitenfladen Parallelogramme mit bem fpigen Wintel «.
Beredne bie Oberfliche und den Rauminbhalt des Paralelfladh8 aug den
Grundtanten a und b, {owie der Seitenfante c.
oo == 65°41'15"; a = 6, b = 4, ¢ = 5.
Gin gerade8 regelmdfiged bdreijeitiged Pridma mwird durd) eine Ebene
gefdmitten, die burd) eine Grundfante BC und bdie gegeniiberliegende
Gde D bes Pridmasd geht. Beredyne den Rauminhalt ded Pridmasd und
ben Neigungdwintel ded Sdinitted mit dber Grundiliche aud der Strede
BD und X BDC.
BD = Tc¢m, A BDC = 39940,
CGin Pridma Hat gur Grundilide ein rvedtwintlig gleididhentliges
Dreted ABC mit dem Sdeniel A B — 12cm, und feine Seitenfante
AD=15cm it fo geneigt, daf die Cde D fenfred)t iiber bem SHwer-
punft S der Grundfldcie liegt. Berechne feinen Rauminhalt.
Die Grundfanten a und b eined Parallelfladyd bildben den Wintel o, und
die Seitenfante ¢ ijt gegen bdie Grundflide um den Winfel p geneigt.
LWie grop ift der Rauminhalt?
a=11cem, b = 8cm, ¢ = 6cem; oo — 489, y = 65°,

Die Diagonale ded Adhfenjdnittes eined geraden Jylindersd mift d —25 cm;
der Radiug » der Grundilacde verhdlt 1id) jur Obhe h wie m:n = 3:8.
Wie groB ift der Vantel und der Rauminhalt ded Jylinders?

LWeldge Wanditdrfe Hat eine zylindrifhe Cifenctdhre vom Gewidht p und
ber Ringe h, wenn die Summe (r 4 ¢) der Rabdien ber begrengenden
Bylinber befannt ijt?

p =193839kg, h = 3m, (r4+90) = 135m, s = 17,6.

Gine eiferne Sdule von der ohe A = 0,81 m hat ur Grundfldde
einen-Rhombusd mit der Seite a = 0,27 m und dem Winfel o« =— 75°28' 12",
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13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Man gieht diefe Saule um u einem f{djiefen Bylinber, deffen Grunbd-
Treid3 gleih bem Jntreid des Rbombug ift. Wie fod) wird biefer
Bylinber?

Der Grundireid einesd {hiefen Jylinberd Hat einen Durdymeffer d— 14 cm,
und bie Seitenlinte s=20cm bilbet mit ber Grundflache den Neigungs-
winfel y — 62°10'51"”. Wie grof ift der Rauminhalt ¥ bed Bylinders?

Die Grundflade eined Pridmas ift ein redjtwintlige8 Dreied mit der
Kathetenjumme (b 4+ ¢) = 17,84m und dem Winfel § = 54,20, Die
Geitenfante d = 12,24 m bildet mit der Grundflade den Neigungss
winfel y = 76,90, Wie grop ift bdie Oberflide de8 quabratijden
Bylinders, ber mit bem Pridma gleiden Rauminhalt Hat? -

Die Seitenlinie s — 18 cm eine8 jdiefen Bylinder8 ift gegen bie
Grundflade unter einem LWinfel y = 61,25° geneigt, und der Rabdius
r be8 Grundireifed betrdgt 5cm. Diefem JBylinder ift ein breifeitiges
Pridma einbe{dyrieben, von bem zwei Grundfanten ¢ = 8cm und
b= 6,4cm befannt {ind. Beredne den FRauminbhalt de8 Pridmas.
Ter Rauminhalt V eined dreifeitigen Pridmasd und wei Winfel o und
B feiner Grunbdilade find gegeben. Beredne ben Rauminfhalt bded
wmbefdjriebenen Bylinders.

V = 1000, o« = 30015, 3 = 6904’
Bwei {diefe und ein gerader Jylinder Haben gleihe Grundfladen und

gleide Adpjen. Weldje NeigungSwinfel Dbildben ihre Udjen mit den
Srundfladen, wenn ihre Rauminhalte tm BVerhaitnid 1:2:3 jtehen?

II. Pyramide und Kegel.

Gine eiferne gerabe Pyramide mit quadratiffer Grundflide a? — 453
wiegt p=1012,5 kg. Wie Hod) ift bie Pyramide, und welden Neigungse
winfel @ bilbet die Seitenfante b mit der Grundfldce?
Beredne die Oberflihe und den Rauminhalt einer geraden Pyramibde
mit quadratijder Grundflache aus bder Hohe 7, ber Seitenfladhe und
dem RNeigungswintel @ der Seitenflache mit der Grundfldche.

h, = 10cm, ¢ = 53°16'22",
Gine vierjeitige gerade Pyramide Hat al8 Grundildde ein Redhted mit
den Seiten @ = 3,5m und b = 4,7m. Wie grop find die Neigungs-
winfel der Seitenfanten gegen die Grundilade, wenn dmtlide Seiten=
fanten ¢ = 9,8m find?
Bevedine die Winfel, welde die Seitenfante & mit ber Grundiante a
und der Grundfldde einer geraben regelmihigen dreifeitigen Pyramibde

bildet.
k— 1856, a = 114
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27,

28.

29.

Lieviel mwiegt eine gerade vegelmdpige gwdlffeitige Steinpyramide mit
ber Geitenfante & = 1,62m, wenn bdie Seitenfante mit der Grund-
fladge den Jeigungdmwinfel ¢ = 51° 124’ bildet und das jpesifijche
Gewidt s bed Steined 2,83 betrigt?
Bon einer dreifeitigen Pyramide find eine Grundlante a und ti)re Ans
winfel B und p, jowie eine Seitenfante d und ihr Neigungdmwintel o
gegen die Grundflade befannt. Wie grof ift ihr Raumingalt?
a=11,93m, § = 38019'28", y = 63040’ 32",
d=—1761m, § — 72011’

liber einem gleidhichentligen Dreied mit dem Sdentel b = 4cm und
dem Winfel an der Spige o — 80°15'16” ift eine Pyramide fon-
{fruiert, deren Spige h = 6cm fenfred)t fiber dem Sdmwerpunft der
Grundilacje liegt. Wie grop find die NeigungSmwintel der Seitenfladen
gegen bie Grundflacdhe, und wie grof ift der Rauminfalt und die Ober=
flache ber Pyramide? ‘
Gine gerade Pyramide Hat ur Grundflace ein gleidhfeitige8 Dreied
mit der Seite a und eine Hohe h = 2a. Durd) eine Grundlante und
den Mittelpunft der Hbhe ift eine Schnittebene gelegt. Wie verhalten
fih die Rauminhalte der abgejdnittenen Pyramide und der urfpriings
lichen Pyramide?

Jn eine gerade Pyramide mit quadratijfer Grundflice, deren Hohe h
boppelt fo grol mwie die Grundiante a ift, wird ein Wiirfel fonjtruiert,
von dem vier Eden in der Grundflade, die vier anderen in den Seitens
Tanten der Pyramide liegen. Wie verhalten fih die Rauminfalte der
beiden Sfbrper?

Gine gerade Pyramide und ein Wiirfel Haben eine gemeinjame Grund-
flade und gleidgen Rauminhalt. Durd) die Pyramide wird in der Halben
9obe ein Querjdnitt parallel gur Grundflage gelegt. Beredne dad BVer-
baltnig der Gefamtoberfliche bes Pyramidenftumpies sur Wiicfeloberflade.

Beredjne die Mantelfliche und den Rauminhalt eine$ geraben Kegeld
au8 feiner Hohe h und dem Reigung8wintel @ bder Seitenlinie gegen
die Grundflide.

h=10cm, ¢ == 43027 15"
Der Umfang de8 Grundireifes eined geraden Kegel8 betrigt u—15,71m
und der NeigungBmwintel der Seitenlinie gegen die Grundflade o — 6102,
Bie grop ift die WMantelfladhe und der Rauminfalt des RKegels?
Cin redtwintliges Dreied wird um die eine Kathete b gedreht, fo dak
em Segel entteht. Berechne die Oberfldcde und den Rauminfalt diefes
Stegel8 aus ber Hypotenufe ¢ = 27 cm und dem Gegenvintel der anbezen
Rathete y = 27023'24",
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31.

32.

33.

34.

35,

36.

317.

38.

Wie grop ift bie Seitenlinie ded Kegeld, ber bdie Crbiugel ldngd des
49, Breitengrades berithrt? Wie grop ift feine Vdantelfliche und bder
Bentriminfel & des8 abgeroliten SKegelmantel8? (Crdrabdiug — 6370 km.)
Die Mantelfldde M eined geraben Kegel8 und der Jentriminfel o des
abgeroliten Segelmantel8 find befannt. Berechne ben Rabdius r bed
Grundireifed und den Rauminbalt V bed RKegels.
M = 1696,44 cm?, & =— 216°,

Der Mantel eined geraden RKegeld betragt & der Gefamtoberflache. Jn
weldem Berhaltniffe gueinander ftehen der Durdhmefier d ded Grund-
freijes, die Ddhe h und die Seitenlinie s?
Yus einem RKegel von ¥ =— 125 m? Rauminfalt, deffen Hohe & fid)
gum Radiug r de8 Grunbdireifes wie m:n = 3:8 verhdlt, ift ein Kegel
ausgefdnitten, der diejelbe Achle und besiiglih) parallele Seitenlinien
Bat. Wie groh ift der Rauminhalt ded Hohlfegels, wenn die Breite b
pe3 in der Grundflache entjtandenen Ringed 2m mikt?
Die lingjte Seitenlinie eined jdhjiefen Kegeld bildet mit dem Grundireife
pen Wintel ¢, und die tirzefte den Winfel p,. Wie grop ift ber Rauminhalt
pe8 Regeld, wenn der Surdymefier d feiner Grundilacde befannt ift?

@, = 2809'10", @y = 70°1'3", d = 8cm.
Wieviel wiegt ein Briefbejdmerer aus Adjat von der Form eined Kegel8,
wenn man feine grofte und Ileinfte Seitenlinie, fowie den Durdhmefjer
feine3 Grunbdfreifed fennt?

s, = 58 mm, s, = 41mm, d = 51mm, s = 2,59.
Beredne den Rauminhalt eined jdhiefen Kegeld aud feiner Ad)je a, ber
grdpten Seitenlinie s, und bder Ileinflen s,.

a—=294cm, s, = 3,4cm, s, — 32cm.
Bon einem {diefen RKegel fennt man den Durcdymeffer d ded8 Grunbd-
Ireife8, die obe h und ben Wintel & wijdjen der grdpten und bder
Heinjten Geitenlinie. Bevehne bdiefe Seiten und den Rauminbalt.
d =56, h=—36 0= 66020 25",

IIL Pyramiden{tumpf und Kegelftumpf.

a) Die gropere Grundflidie eined Pyramidenjtumpiesd ift n-mal fo grop
1oie die Heinere. Welded Verhialtnid bilden die Hihen der Erganzungsa
pyramidbe und ded Pyramidenftumpfes? = = 16.

b) Durd) einen Pyramidenjtumpi mit den Grundiliden G — 36 und
@ = 256 find Querjdnitte parallel den Grundfliden gelegt. Wie
gtop {ind biefe, wenn fie bie Hobe in n gleide Teile teilen?

n=2;n=238;n=—4

8) u. b). K3fe bdie entfpredjenden Aufgaben fiir den Kegelftumpi.

r=—17,r =05.
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40.

41.

42,

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Bon einem Pyramidenftumpf ijt:
a) Gegeben: G =144 cm? G =49cm? h=15cm. Gejudt: V.
b) V=740m3, G =80m? G'=45m2.  , k.

) ” vV =370, h =10, G'=217. ” G.
d) ” V=128, h= 6,G+G'=244. , Gund G
e) R ¥ =950, h =15, G—G'=50. , Gund G

Vet einem quadratijfen Pyramibdenftumpf Dbetrdgt die Grundiante
a = 20m, bie Dedfante b — 14 m unbd jebe Seitenfante ¢ — 16 m.
Wie grop ift fein Rauminhalt, und unter weldjen Winfeln find bie Seiten-
fanten und bdie Seitenfladen gegen die Grundfladye geneigt?
EGin Pyramidenjtumpf ausd Cidenholz von ber Oohe 1 und ber Grund-
flade G wiegt p. Wie grop ift die Dedflade?

h=15m G=29m? p—=— 2185kg, s—0,7m.

Cin regelmabiger fedh8ieitiger Pyramidbenjtumpf von Gifen, deflen Grund-
fanten gleich dben Seitenfanten und beffen obere Kanten Halb jo groh
find, twiegt 40,320 kg. Wie lang find die Kanten, und mwie lang it die
Hoje der GrgdangungSpyramide? s — 7,5.

Beredyne den Rauminhalt eined dreifeitigen Pyramidenjtumpfed aus bder
Ohe h, den Grundianten a, b, ¢ und einer Tedfante a'.

h=2"5% a=282 b=45, ¢=253, o = 24,

Bon einem geraden Kegelftumpf ift:

a) @egeben: r=12m, ¥'=05m, h=139m. Gejudt: Vund 0.
b) r=25cm, '=20cm, ¥=100650cm2 , h(x=2%).
Gin gerader fegelitumpf aud Stahl ift pavallel gur Adje zylindriidh dburdy-
bohrt. Beredine fein Gewidit p au8 r = 12¢m, ¥ = Tcem, h = 5 cm,
dem Bylindberdburdymetier d = 4 cm und bem pezifiichen Gewidht s = 7,7.
Gin Gimer Hat unten eine lidhte Weite d — 30 cm, oben eine foldje
d' = 50cm und eine Seitenlinie s =— 32,745 cm. Wieviel Riter fapt
er voll, und wieviel, wenn er Hi8 jur Halben Hohe gefitlt ift?
Weldgen Winfel bilbet die Seitenlinie eined geraden RKegelftumpfes mit
ber griBeren Grundilide, wenn der Rauminhalt ¥ — 347,16 cm?2 und bie
Peripherien ber Grundfreife P = 50cm und p =— 30 cm befannt find?
Beredne den Rauminhalt eined Kegelftumpied ausd jeiner groBten Seiten-
linie s; = 17, feiner fleinften Seitenlinie s, — 10 und feinen Grund-
frei8radien » — 13 und ' = 8,5.

. Gin Segeljtumpf mit ben Grundireidradien r — 10 em, ' = Hoem und

der Oohe b =— 12cm foll durd) einen Querfdnitt parallel den Grund-
fladen Halbiert mwerden. Wie groh ift der Rabius der Shnittflade?
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51.

53.

54

55.

Nud einem Kegeljtumpf, der durd) r, »' und ~ beftimmt ift, foll ein
Doppeliegel, der die Grundireife ded Kegelftumpfed ju Grundfladen hat,
heraudgefdnitten werden. LWie grok ift dber Rejttdrper, und weldhed Ber-
haltnig bilden bie Mantelfladjen ded Kegelftumpfesd und ded Doppelfegel8?
r=—14, =17, h=2T7.
Gin regelmdhiged Sed)8ed votiert um feinen groBen Durdjmefler. Wie
grop ift der Rauminhalt de8 Rotationsforpers, wenn die Seite a bed
Sed)8edd 12 cm betrigt?
Gin regelmdpiged Achted rotiert dad eine Wial um feinen grogen Durd)-
meffer, da8 anbdere Wial um feinen fleinen. Jn weldem Berhdltnis
ftehen bie Rauminhalte der entftandenen Rotationsfdrper?
Gin gleididentliges Dreted mit dem Sdenfel b und dem Winfel o an
ber Spige wird wm eine Adfe gedreht, die durd) eine Bafigede parallel jum
gegeniiberliegenben Scentel gezogen ift. LWie grop ift ber Rauminhalt und
die Oberflade ded entftandenen Kbrpers?
b=263cm, o — 40030'30".
Gin gleidhjeitiged Dreted mit der Seite a — 8,0638 m dreht i) um
eine in feiner Gbene liegende Adhfe, bdie durd) eine Ede geht und mit
der gunddijt liegenben Seite den Wintel & — 20° bilbet. Wie grop it
der Rauminhalt und die Oberflide ded entftanbdenen Rotationsidrpersd?

Bierted Kapitel. MWie Bugel.

§ 8. Definitionen und Lehridge.

Definitionen: Dreht man den Kreid (Fig. 10) um jeinen Durcdhmefjer N S

al8 Adpfe um einen Wintel von 180°, {o bejdhreibt bamw. befdjreiben:

bie Rrei8linte . . . . . . . .. ... eine Kugelflide,

bie Sreidflage . . . . . . . .. ... eine Kugel,

bte Punfte A, B . . . . . . . .. L. einen Kugelfreis,

die Sene 4GB . . . . . ... einen Sdnittireis,
ber Bogen ANB . . . . . . . .. ... eine Qapype,

ver Rreidabidnitt ANB . . . . . . . .. einen Kugelabjdnitt,
bie Punfte 4, Bund C,D. . . . . . . . . 3wet Parallelfreife,
bie Bogen AC,BD . . . . . . . .. .. eine Sone,

bie Jlide ACDB. . . . . . . . . . .. eine Kugeljdyidyt,

per RSrei8augidnitt MESF . . . . . . . . einent Qugelausjdnitt.

Die Begeidgnungen WMittelpuntt, Radind, Durdymefier und Sehue
gelten aud) fiir die Rugel. NG ift bie Hihe der Kappe und ded Kugel-
abjdnitt8, GH bdie Odhe ber Bone und der RKugelfdhicht und JS die
$obhe ve3 SKugelausdidnitts.
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wia. 10.

wig. 11

M "

Lehriats 1. Alle Radien einer Kugel find gleid) und alle Durdmefier einer
Kugel find gleid),

Died folgt aus der Eniftehung der Kugel.

Lehriats 2. Jeber ebene Sdinitt einer Kugel it ein Kreid (Fig. 11).

Beweis: Fallt man von M die Senfredite MF auf bie Shnittebene und
verbindet beliebige Punfte X, ¥, Z ber Sdnittlinie mit dem Fuppunite
F und bem Sugelmittelpunfte M, {o {ind bie entjtandenen Dreiede
fongruent (ssw), jolglid) ift FX — FY — FZ €8 haben alfo alle
Puntte ber Shnittlinie von dem Fuppunite F gleide Entfernung, d. b.
fie bilden einen Rrei8, deflen Mittelpunit F ift.

Folgerungen:

1. Die Lehriige vom Kreife {tber die Lage einer Sefhne um Mittelpuntt
und fiber die Begiehung wifden ihrer Qange und ifhrem Abftand vom
WMittelpuntt laffen fih auf die Sugel iibertragen.

2. Begeidhnet man in ber Fig. 11 FX mit o und MF mit ¢, o ift
0 = Yr2—e2, b. . ber Rabdiud eine8 Schnittlreifes ift eine Funttion
feiner Gntfernung vom Kugelmittelpuntt,

Wird e = 0, o erveift ber Shnittfreid8 ben groBten Wert. Die
Sdnittireife, die durd) ben Kugelmittelpuntt gehen, heiBen daber grisfite
Rreife. Alle grdBten Kreife einer Kugel find gleid); fie jHneiden {id) in
einem Durdymeffer und Halbieren i) gegenfeitig.

Wird e = r, {o wirtd der Snittlreid unendlid) flein und die Shnitt-
eberte gur Berithrungsebene. Auch bdie Lehridge vom Kreife fiber die Lage

einer Tangente jum Mittelpuntt nnen auf die Lugel iibertragen mwerden.
Bauver u. v, Hangleden, Geometrie {. Realanftalten. (Oberftufe.) 6
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§ 9. SKonjteuttionsdaufgaben,

Um die {tereometrijhen Sugelfonftruftionen in bder BVorftellung aus-
fithren ju fdrmen, mup man bie Forderung ,eine Kugel mit gegebenem

Radiud wm einen gegebenen Punft su befdjreiben al8 eyfiillt be-
tradjten. ‘

Grundaufgabe 1: Bejtimme den Mittelpunft einer gegebenen Kmgel.
Sonftruftion: Wan jdneidet die Kugel dburd) zwei nidht parallele
Gbenen E, und E, unbd ervidhtet in dben Mittelpuniten der Schnitifreife
die Genfredjten. Diefe liegen in eimer Gbene, ndmlid) in der Ebhene
eine8 Neigungdmwinfeld ber beiden Cbenen E, und E,, fie jdneiden fidh
bafer in eimem Punft, bem gefudpten Wittelpuntt der Kugel.
Grundaufgabe 2: Bejdjreibe durd) vier gegebene Punfte eine Kugelflddye.
Sonftruftion: Pan legt durd) drei der gegebemen Punite einen
frei8 K; und durd) jwei diefer Punfte und den vierten gegebenen Punft
einen jweiten fKrei8 K,, deflen Cbene E, bdie Gbene E, bde§ erften
Rreifed K, {dneidet. Jn den Mittelpuniten ber beiben SKreife erridjtet
man die Sentredhten. Diefe liegen in einer Gbene, nimlid) in dber Ebhene
eined NeigungBmwintel8 der beiben Gbenen E, und E,, fie {dneidben fid
daber in einem Pumft, dem Mittelpunit der gejudhten SKugel. Um
diefen Punit bejdhreibt man mit feiner Cnifernung von einem ber ge-
gebenen Punfte ald Radiud eine Kugel.
Folgerungen:
1. Durd) vier Punkte ift eine Kugelflide eindeutig beftimmt.

Was wird aud der Rugelflacdie, wenn bdie vier Pumite in einer
Gbene liegen?

2. Um jede Pyramide, deren Grundilade ein Sefhnenvieled ift, wm jebes

Tetraeder und um jeden RKegel [aht {id) eine Kugelildde befdjreiben.
Nufgaben: RKonftruiere eine Kugel,

1. bie burch einen gegebenen.Punft geht und eine gegebene Ebene in einem
gegebenen Punfte berithrt;

2. bie 3wei gegebene Ebenen, die eine in einem gegebenen Punite, beriihrt;

3. die burd) einen gegebenen Punft geht und eine gegebene Sugel in einem-
gegebenenn Puntte beiiihrt;

4, bie einen gegebenen Radiud » Hat und bdrei gegebene Gbhenen berithrt;

5, bie einen gegebenen Radiugd r Hat, durd) einen gegebenen Pumit geht
und eine gegebene Ebene, jowie eine gegebene Kugel bevithet.
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Man mup nod) eh durd) bie gegebenen Grifen o, o' und h erfegen.
L €24 02 = r2,

IL (e+h)+ o

2+ 2eh 4 h?+ 02 = €2 4 @2,

. 02__ 9/2 — h2

2

T2,

eh

Seyt man bdiefen Wert in die JInhaltSformel ein, jo exhdlt man:

92__ 9’2_h2 h?J
P . . > 5 o
V=mh [Q 5 3|

_mh

, =7 [6e2—B8e243¢” 43k —27,

. =" 3o+ 30 41
Aufgaben:
1. Welde Werte mup man bden Griken g, o' und & erteilen, um den
Rauminbalt
ve8 Sugelabjdnitis — ng (802 4+ h?),

der Halblugel- - .= —g—rm und
4
der Qugel - - - -—_—.§r3:r 3u echalten?

2. Beredne den Rauminhalt ¥ eined Sugelaudihnittd ausg » und A

Lijung: V= n—gt-(fig?—}—h?)-{—g;j(r——h).
Run ift 02 = h(2r —h), alfo erhilt man
=" B — )+ R 2@r— 1) (r—R),

, = Eg-[ﬁrh—3h2+h2 492 —2rh — 4rh + 202,

__®h

. 2
r =" 4r2

2
, = —3—r2nh.
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3.

Beredne den Rauminhalt V eine8 KSugelabidnittd aud r umd k.
Qijung: €8 war V= ”—JL(392+h2) nad) Aufgabe 1, und
e8 ift 02 = h(2r—h), aljo ergibt {idh
V= %(6rh—3h2+h2),

__ wh?
]

(8r—h).

Grumdaufgabe 2: Beredine den Flideninhalt O einer Kappe aus 7 und A,

Qojung: Denft man fih ben Kugeloudjdnitt in unendlih viele
Pyramiden erlegt, deven gemeinjame Spige der Sugelmittelpuntt ift,
und deren Grundflidhen ufammen die Kappe O bilden, fo ift der Raum-
inhalt biefed Sugelausidnitts einerfeitd al8 Summe der unendlid) vielen

Pyramiden gleid %’—r, anbdererfeitd nad) Aufjgabe 2 gIeicb%rﬁzh. Daber
beftelt die Gleidung %" =2 rimh, mithin 0 = 2rxh.
Qeite die Kugelzone gleid) 2rxh ab.

§ 11. Aujgaben iiber die Kugel.

RQugeljdidt - - = “—6" (Be2+ 302+ h). Bollfugel - = i r8a.

Kugelabjdnitt — J—tg 302+ R?). Bone - - - =R2rxh.
:al?ff@r——h). Kappe - - =2rzh.

Kugelansidnitt = 3 r2zh. SQugelflide — 412,

Sn einem gylindrijgen Gefihe vom Durdymefjer d {teht Wafjer bid zur
Hohe h. Tie hod) wird dies fteigen, wenn man eine Kugel vom Rabdius r
gang bineintaudt? d — 80,9cm; h = 8586ecm; r = 11,6cm.
Gin Hohllegel mit gleichieitigem Achfenidnitt jteht auf jeiner Spige und
ift teitlweife mit Wafler gefillt. Eine Kugel vom Radiud ¢ = 5cm
wird in den Hofhlfegel gelegt und gerabe vom Waffer bedectt. Wieniel
Waffer enthalt der Hohllegel ?
Sn ein gleidfeitige8 Dreied ift dber Infreid Tonftrutert und die Figur
um eine ihrer ©dhen gedbreht mworben. Welded Berhiltnig bilbet bie
Mantelflache bed Segel8 und die Oberflache der Kugel?
An einen Krei8 M mit dem Radiud r {ind von P aud wei Tangenten
PB und PB’ gegogen, die ben Winfel BPB' — 2« bilden. Die Figur
ift um bie Bentrale PM gedreht worden. Berehne den Rauminbalt bed
vom Regelmantel und von der Ieineren Sugelfappe begrensten forpers.
r = 2cm; 20 = 32051'20".
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11.

12.

13,

14.

15.

Ginem Sreife vom Radiud » ift ein gleidhihentlige8 Dreied einbejdrieben,
beffen 9bbhe h gur Grundlinie zwei Drittel de8 Durdymefferd betrdgt.
$Strei8 und Dreied {ind um bdiefe Hohe gedreht worden. LWie verhalten fich
die Rauminfalte der Umbdrehungsivrper?
Gine Sugel, deren Rauminhalt ¥ — 905 cm? betrdgt, wird von einem
gevaben RKegel umbiillt, deflen Lantel » — 3mal fo grop wie feine
Grundflade ift. Wie groh ift der Rauminfalt Hed Kegeld?
Cine Qalbiugel und ein jie umbiillender Kegel ftefen mit ihren Grund=
fladgerr auf derfelben Ebene. Wie grof ift die Hohe ded Kegeld und
fein Grundireigradiug, mwenn f{i) bie Gefamtoberflicie ded Kegels zu
ber frummen Oberflide der Halbfugel wie m:n verhdlt?
Dalbfugelvadiud R = 3, m:n = 8:8.
Giner Rugel ift ein Bylinder einbejdrieben, bdeflen Oberflache dreimal
fo groB it wie ein grdfter Kreid. Jn weldem BVerhilinis jteht bie
Hobe ded Bylinders und fein Rauminhalt zum Durdmeffer baw. gum
Rauminbalt der Kugel?

. On eine Sugel ift ein gerader Segel {o einbefchrieben, dah feine Hohe

vom Sugelmittelpuntte ftetig geteilt wird. Weldesd BVerhaltnid bilden
bie Rauminhalte beiber Kdrper?

BWie verbalten fidh) die Seitenlinie s und der Radiug r Hed Grundireifed
eined gevaben SKegel8, deffen Rauminhalt doppelt fo groh ift mwie der
Rauminhalt feiner Jnfugel?

Um einen Krei8 ift ein gleidjhentliged Trapez bejdrieben, defjen Grund=
linden fid) wie 1:2 verhalten. Diefe Figur ift wm den fenfrechten Durdy=
meffer al8 Adfe gedreht worden. Wie verhalten fidh) zueinander a) die
Oberfliden, b) die Rauminhalte ded Kegelftumpfes und der Sugel?
Um einen Wiirfel mit der Kante a = 5com ift eine Kugel fonftruiert
und et parallele Wiirfelfldden {ind bis zum Sdhnitt mit der Kugel=
oberflddje ermweitert. Wie groh find die durd) die erreiterten Witrfelflachen
abge{dnittenen drei Teile a) der Kugeloberfladie, b) der Bollfugel?

Jn einem Rreife ift eine Sehne s gegogen und u ihr der parallele
Durdhmeffer. Um diefen ift die Figur gedreht worden. Wie grop ift der
von dem fleineren RKreiBabjdhnitt bejdjriebene ringfdrmige Kdrper?

Jn eine Sugel mit bem Rabdiud r — 6cm ift ein Bylinder Fonftruiert,
beffen Adjfenidnitt ein Quabdrat ift. Wie grop find die Rauminhalte
ber Sugelabjdnitte und bed ringfdrmigen RKbrpers, in welde die Ober=
flicge be8 Bylinderd bie BVollfugel teilt?

Bie geoly ift ber Teil der Erdoberflache, den man von der Spige ded
Brodensd iiberfhauen fann, wenn man die Grde ald Kugel mit dem
Radiug r = 6370km annimmt und die Hohe ded Brodend 1142m
betriigt?
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19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

21.

28.

29.

30.

Wie hoh mup man fich) itber den Vieeredjpiegel erheben, um eine Kappe
von 2000 km? itberfehen ju fdnnen?

In welder Entfernung vom Mittelpuntte einer Kugel mit dem Rabius
r = 12cm mup fid) eine punftformige Lidjtquelle befinden, damit fie
ein Drittel der Kugeloberflide beleudhtet ?

Lie grop {ind bdie fiinf Sonen der EGrde, wenn die Schiefe der Giliptil
& = 28027'30" ift?

9n weldem Berhilinis teilt der 45. Breitenfreid die Oberflahe und
den Rauminhalt der Grbe?

Die Grooberflade joll dburd) Parallelireile in n — 3 gleidhe Teile gerlegt
werben. Weldje Breite miijfen biefe Kreife Hhaben, und welchen Raum-
inhalt Hat jeder Kugelteil?

3n einen [gleidfeitigenn Segel mit bder Seitenlinie s — 4em ift eine
Sugel fonjiruiert. Wie grop find die durd) den Berithrungsireid be=
grengten Sugelabjchnitte?

Bei einem Kugelousdfdnitt ift der Kegel gleid) dem RKugelabjdnitt, Wie
grop ift feine Hofe?

Die frumme Oberflade eine8 Sugelabjdnittd it » — bmal jo grop
wie ifhre ebene Grundflade. Wie grof ift bie Hohe und der Raum-
inhalt de3 SKugelabidhnitts, wenn der Rabiusd r ber Kugel 35 cm betrdgt?
Bon et gleiden Kugeln mit dem Radiud r — 12 liegt der Miitel-
punit ber einen auf der Oberflide der anderen. Wie grop ift bas
gemeinjame Korperfiiic?

Die Jentralitrede gweier gleiden Sugeln ift Halb fo grop wie thr Rabius.
Lie groh ift dad gemeinjame Kibrperjtid?

LWievtel wiegt eine {phdrijde bitonvege Glaslinje von der Dide d = 10,5 cm,
wenn ihre Begrengungdfliden bdie Kriimmungdrabien r — 22cem und
r' = 15c¢m Bhaben? s = 3,4.

LWieviel wiegt eine {phdrifde bifontave Glaslinje von beiberfeitd gleider
Srimmung, wenn ihr Durdymefler 20 = 12cm, bdie Dide d; am
Jande 1 ecm und bdie Dide d, in der Mitte 0,6 cm betrdgt? s=34.
Beredgne den Rauminhalt und die Kappe eined Kugelabidnittd aud dem
RKugelvabiud » — 0,06 m und- dem JBentriwinfel ¢ — 19°59'.

Gine Halbiugel mit dem Rabiud r — 24 mm und ein gevader Kegel mit
der Hohe 2~ jtehen fiber bemfelben Grunbireife. Jn weldem BVerhilinid
teilt die Dantelflache ded Kegeld die Oberflacdhe ber Halbiugel, und roelden
Rauminhalt hat dasd auperhalb ber Pantelflide liegende SKugelftitd?
Durd) die grioBere von Fwei Sugeln mit demjelben Mittelpunite, beren
Rauminbalte fih wie 1:# = 2:8 verhalten, wird eine EGbene gelegt,

-mweldje die Ileinere Rugel berithrt. LWie verhalten fid) die Rauminhalte

be8 Ileineren Sugelabjdnitt8 und bder fleineren fugel?
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31.

32,

33.

34.

35.

36.

317.

Jn einem Quadranten B A C ift ber Shentel AE be8 gegebenen Jentri-
winfel8 BAE — « bi8 3u der in B gejogenen Tangente, die er in D
trifft, vexldingert und die Figur um AB ald Adjje gedreht worden. Wie
groB ift ba8 Berhdlinid der von dem Bogen CE bejdjriebenen Flade u
der von der Strede £ D befdjriebenen? a) o= 45°; b) oo = 51°33' 40",
LWieviel wiegt eine Kugel, die in Wajler zum gropten Teil eintaud)t
und fo {hmwimmt, daB fie an der Oberflide bed Waflerd cinen Kreisd
von b — 48 cm Umfang bildet, mwdhrend ein gropter Kreid ¢ =— 73 cem
Umfang Bat?

Gine Holstugel finft in Waffer fo tief ein, dah fie nur mit I ihres
Durdymefjersd iiber bad8 Wajfer emporragt. Wie jdhwer ift fie, wenn ihr
Radiugd r = 42 em mikt, und wie grop ift ihr jpezifiihed Gewidit?
Gine Holztugel mit dbem Radiug r — 18cm finft in Waller 2 = 11lem
tief ein. Wie groh ift ihr fpesifijdes Gewidt?

Gine Sugel aug Metall {inft in Quedfilber (s = 13,6) nur jo tief ein,
bap ein Drittel ifrer Oberflide vom LQuediilber berithrt mwird. Wie
grop ift ihr fpesifiihes Gewidht?

Gine Halbfugel mit dem Nadiud » — 25 em {Hwimmt mit der ebenen
Slade nad) unten in Waijfer, und ihr Vtittelpunit befindbet fich 16 cm
unter dem Wafferfpiegel. Wie groh ift ihr Jpesifijhes Gewidht?

Gine eiferne Hohlfugel (s = 7,5) mit dem duperen Radiug r — 22cm
finft » = 16 cm tief in Waffer. LWie groh ift ihre Wanbitdrle?

Fitnfted Kapitel
Die Wielflade.
§ 12, Sat vou Guler.

Definitionen:

1.
2.

3.

Gin Korper, der von ebenen Fladjen begrenst wird, heiht . . Bielflad).
Gin Bielflad), dag nur Hohle Fladenmintel hat, fo dak die erweiterten
Hlacden basd Bielflach) nicht {dhneiden, feift . . ein Enlerides Bielflad).
Sind feine Fladen fongruente und regelmafhige BVielede und ftogen fie
in gleider Angahl und unter gleihem Neigungdwinfel an jeder Gde
gufjammen, o Beift das Bielflah . . . . . . . . . . rvegelmifig.

Boritbung: Unterfuce, wie fidh die Angahl der Een, JFlachen und Kanten

dnbert, wenn man a) an ein Tetraeder ein fongruente8 Tetraeber o
legt, bap ein Sed)8flad) entfteht, b) bdie beiden dreifeitigen Teilpyramibden,
in bie eine vierfeitige Pyramide gerfdnitten war, wieder au einer Pyramide
sujammentfiigt.
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Lehriag von Guler. Jn jedem Gulerfden DBielflad) ift die Angahl ber
Gden e und der Flahen f aufammen um 2 grdher al8 bdie Angabl
ber Kanten k. }

e + f = k 4+ 2
ODimeni.) (CDimeni.) (1ADimeni.)

Beweis 1: Wie e8 in jedem n-GE ofne einfpringende Cden ftetd einen
Puntt gibt, deflen Berbindungsitreden mit den Eden bdas n-Cd in
n Dreiede gerlegen, fo fann man jede8 Gulerje Bielflad) in breifeitige
Pyramiden mit gemeinfamer Spige erlegen. Jede diefer Pyramiden
hat 4 Gden, 4 Fladen und 6 RKanten. Begeidhnet man irgend eine
Pyramide al8 erfte, fo gilt fiir diefe die Gleihung:

e+fi—k=4+4—6=2.
Qegt man an biefe erfte Pyramidbe eine gweite, fo dah bdie beiden
tongruenten Seitenfladen jujammeniallen, jo wdadit:
bie Anzahl ber Cden wum 1, alfo e, = (¢, + 1),
» ” » %Iadjen ” 21 » fﬂ = (fl + 2);
Y ” , Santen , 38, , kg = (k + 3), folglid:
atfi—kbh=>E+D)+L+2)—0W0+3) =at+h—Fkh=2

68 fann aber aud) der Fall eintreten, bap beim Pingufiigen der
groeiten Pyramide gwei Seitenfliden in eine Ehene fallen. Dann wadt:

die Angahl der Cden um 1, alfo ¢, = (¢, + 1),

» » » %Idcﬁen » 1' » f2 - (fl + 1)'

R R , Santen , 2, , ky= (k, +2), folglid):
at+fi—k=@EG+D+(+)—0C+2)=+f—Fk =2

Tt bie erjte Pyramide hat der Ausdrud (e f— k) ben Wert 2; er
anbert, wie eben bewiefen, feinen Wert nidht, wenn man eine Pyramibde
hingufitgt, er muB aljo aud) ben Wert 2 Haben, mwenn man dad
Gulerjde Bielflad) aus feinen jamtlidhen Teilpyramiden gujammeniest,
alfo et+rf—k=2 oder e+f=Fk+2

Boritbung:

1. Die Grundlanten eine8 Wiirfeld follen auf die n = 2-fadje Lnge auss
gedehnt mwerden, fo dap eine abgeftumpfte Pyramide entfteht, und von
den 4 Gden ber Dedfldde follen bdie Senfredten auf die Bodenflicde
gefdallt mwerden. Beidme die Projeftionsfigur.

2, RWie die entfpredende ufgabe fiir einen Quader n = 2, fiir ein
Oltaeder n = 3. '
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Beweid 2: Stellt man da8 Culeride BVielflah auf bdie grofie Seiten-
flade F; und denft man {id) diefe Flade, jowie die benadhbarten Fladen,
RKanten und Winfel jo verdndert, dbah die Projeftionen aller Eden —
auger den Fy felbft angehdrenden Eden —- in bdie Flade F, fallen,
fo entfteht ein Nes.

Sat bag Bielflad) ¢ Eden, fo Hat dag Neg aud e Gdpuntte,
oo v fGladen, o befteht » ,  aud (f—1) Bieleden,
v » kSanten, o hat , » aud k Streden,

Pan farm nun eine Gleidung erhalten bdadburd), dah man bdie
LWinteljunume bes Jeed doppelt ausdriidt, namlid):

a) Gumme der Winfel ded x,-Cd3 F, =(n,—2).2R, +
” » »  on ben (e—n,) Projeftiondpuniten = (¢e—n,).4R

Wintelfumme des Nepe8 = (2e—n, —2).2 R,

b) Berbinbet man in jebem der (f—1) Biclede ded Nehes einen Punit X
mit jeder Gde ded beireffenden Bieleds, jo erhdlt man (2k —n,) Dreiede.
Denn au jeder Kante auber ju den n, Kanten der Fldde F, gehdren mwei
Dreiede, zu den n, Kanten nur ein Dreied,

Die Gumme der Winfel diefer (2k—n,) Dreiede = Rk —=n,).2R. } .

” ” ” » oanben (f—1)Punften X = (f—1).4R.
Binfeljumme bes JNepes = @Rk—n,—27+2).2R.
Aug a und b folgt: 26—m —2= 2k—n,—2f42,
Aufgaben:

1. Die Anzahl w ber ebenen Wintfel auf der Oberflacdhe eined Culer{den
Bielflad)8 ift doppelt jo groh wie die Angzahl & der Kanten.
w=2%k,

2. Grengfladen, jowie Eden von ungerader Seitenzahl Idnnen bei einem
Guleriden Bielflad) nur in gevader Anzahl vorfommen.

Hiftorifdhe Bemerfung: Leonfhard Culer mwurde 1707 zu Bafel geboren,
jhon mit 16 Jahren erhielt er in Bafel die Magiftermwiirbe, die dem
jeigen Doftortitel entjpricht. 1730 wurbe ex an die neugegriindete Afademie
in Peter8burg berufen. Trogdem er 1766 podllig erblinbete, {dried er
nod) Hervorragende Werfe. Er ftarb 1782 zu Petergburg. Wie jo oft
in ber Pathemntif mehrere Forider unabhiangig voneinander zu ber-
felben neuen Grfenntnig gelangten, fo ift aud) der Lehriag Culers {Ghon
vor ihm entdedt worben und war von Dedcartesd, deflen handidrift-
liche Abhonblung von Leibniz abgejdrieben, aber erft 1860, alfo
210 Jabre nach dbem Tode Hed Verfafiers, durd) den Drud befannt mwurbde.
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§ 13. Amwendung ded CGulevidien Sales auf regelmifige Bielfladye,

Aufgabe: Unterfude mitteld de8 Gulerjen Sahes, wie viele regelmipige
Bielflade mdghd) find:
Ldjung:
Die Gremgflacdien mitffen vegelmdapige Bielede fein mit der Seiten=
3abl 8, 4, 5

in jedber Gde mifjen von diefen & Bieleden gleidviele jujammen=
ftogen 3,4, 5. . . . . ..o 0 0oL n.

€3 fragt fid) bann, wie grof bei gegebenem s und n die Angzahl £
der Grengfladen eined regelmdpigen Bielfladys ift.
~ Um eine ®leidung gwifden s, » und £ ju exfalten, erfegen wir in
der Guleviden Gleifung e+ =% -2 die unbelannten Grifen &
und ¢ burd) die gegebenen Grohen s und n. €8 ift

fs. , _2k_fs

k=T e=3 =
Byr=04
(G+1—5) =2
f=§s—ﬁ%_—n;'

1. Gruppe: Die Fladen find regelmihige Dreiecte, aljp 8 = 3.
Solglid ift F= gt
1L.n=38, f= 4; k= 6, e= 4 Bierflad), Tetvaeder (Fig.14a).
2 n=4, f= 8; k=12, e= 6 Adtflad), Oftaeder (Fig.14b).

8. n=>5, f=20; k=380, e=—12 Bwanzigflad) (Fig. 14¢).
4. BWitd n > 5, fo wird f= oo ober —, alfp gibt e8 feinem Kirper mehr.

—_n

IL @ruppe: Die Fladen find regelmafpige Bierede, aljo s = 4.

cr o 4n 2n
%Digltd'] ﬂ't f= 8—5n m .

l.an=23, f=6; k=12, e=28 . . . Wirfel (Fig.144d).
2. Witd n> 3, fo wird f= oo oder —, alfo gibt e3 feinen Kbrper mehr.
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IIL Gruppe: Die Fladen find regelmapige Finfede, aljo 8 = 5.

. 4n
Folglidh f= T35

1.n=238 f=12; k=30, e=20. . Bwilfflad) (Fig. Le).
2. BWird n > 3, fo wird f negativ, aolfo gibt 8 feinen Kdrper mebr.

IV. Gruppe: Bird s > 5, fo with £ {dhon fiir den Eeinften Wert von »n un-
endblid) ober negativ. Denn

4312
f=35¥2.3-8s 06—s

Gs gibt aljo nur die 5 genannten rvegelmiifigen Bielflade,

Yufgabe: Jeidhne bdie Jlidhennepe der Fig. 13 in vergrdpertem Mapitabe
auf Pappe und verfertige daraus Wodelle der regelmipigen Bielfladge.

a.

A A
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§ 14. Rehrias iiber die vegelmifigen Bielflade.

Lefhriak. Jn und um jebes regelmdpige Bielflad) lapt fid) eine Kugel bejdreiben,
beren Mittelpuntte jujammenfallen.

Beweid: Man ervidtet (Fig. 15) in den Mittelpuniten M, undb M, sweier in
ciner Rante 4 B aneinanber {ioBenden Fliden die Senfredten. Diefe miifjen
in einer Gbhene liegen, ndmlid in ber Gbene, bie durd) die Mitte U der Kante
AB geht und auf AB fenfred)t fteht. Daber miiffen fidh bie Senfredhten
in einem Punite {Gneiden, in M, und

AMUM, & MUM,(ssw).

Folglid) ift MM, = MM,

Berbindet man M mit dem Mittelpuntte M, einer dritten in der Kante
CD anftofenden Flicde, fo miiflen MM, und MM, in der Gbene liegen,
bie burd) die Mitte ¥ der Kante B C geht und auf CD fenfredit fteht. Daber
it MM, VM, ein ebeneg DBiered.

Dreht man nun dad Vieved MM, UM,, bi8 MM, mit MM, und der
redte Winfel MM, U mit dem redten Winfel MM, V' zujammenfdllt, fo
mup aud) U auf V fallen, folglid) falt X M, UM, auf X M, VM, teil die
Neigungsdmwintel regelmdpiger Bielflacie gleidh find, und M, auf B, mweil
UM, gleid VM, ift. Folgliy ift MM, = MM, X VM,M = UM, M
= 90°. UAlfo berithrt die um M mit MM, befdriebene SKugel biefe drei
Sladen (Radius o).

Auf diefelbe Weife folgt, dbak die Kugel aud) bie vierte Flade in M, be=
rithet ufm.

Aus Hem Bemweife folgt, dak M aud) von ben Mitten U, V ujw. aller Kanten
gleidge Entfernung BHat, dah e8 alfo eine Iongentrifde Sugel (Radiug r)
gibt, bie burd) bie Mitten aller Kanten ded regelmdpigen BVielflachs geht.

Berbindet man M mit allen Cdpuniten, {o mitflen diefe Streden gleid)

V o+ (%)2 fein, alfo gibt e8 eine Sugel, die dburd) alle Gden geht (Radiusr).

Aufgabe: Beweife, bag der Rauminhalt V eines regelmifigen KBrpers gleid

bem Produft aus der Oberflide O und gﬁt. V=o0. g
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Begeidhnungen bei den regelmdapigen Vielfladen:

10.

Der Mittelpuntt M ber Jn= und der Umlugel Heifst Mittelpuntt vesd BVielflad)3,
Qede durd) M gegogene und von der Oberflide be=

grengte Strede mwird durd) M Halbiert, daber

Beigt fie . . . . . .. ... Durdymefier.
Gin Durdmeijer, welder Eden, Mittelpunite von

Santen oder Wittelpunite von Fladjen verbindet,

Beigt . . . . ..o Adyie,
Drei aufeinander jenfredhte und gleide Adfen
Beigen . . . . . ... L Lo Hauptadyjen,

3m Zetraeder verbinben bdie Hauptad)jen bdie Mitten der 6 RKanten, im
Oftaeder die 6 Cden, im Wiirfel die Mittelpunite der 6 Fladen, im Zmwangigilad
und Bwdlfflad) die Mitten von drei Paaren gegenitberliegender [parallelen
Kanten.

§ 156, Aufgaben iiber regelmifpige Vielfladpe.

Bered)ne ben Radiug r ber Umiugel, den Radiug o der JInfugel, die Haupt=
adfe 2a, die Oberflidie O und den Rauminhalt V eine8 regelmdfpigen
Tetraeder8 auf der Kante £ =— 4 cm.

Beredhne aud dem Radiud » der Umtugel einesd regelmdpigen Tetraeberd den
Radiug o der Jnfugel. r = Sem.

Sn einer Sugel ift ein regelmdaBiges Tetraeder fonitruiert und wijden einer
Fetraederfliche und ber Qugelfliche bdie gripte KSugel. Wie verhdlt fich bder
Radiug r, dbiefer fugel zum Radius ber JInfugel dbeg Tetraedersg?

LWeldjen Teigungsdmintel mit der Grundfldde eines repelmdbigen Tetraeders
bilbet bie Gbene, die dburd) eine Grundfante und den Mittelpunit der gegen=
iiberliegenden Seitenfante geht?

Um ein regelmdBiges ZTetvaeder ift die Umlugel befdrieben. Wie wwird
a) die Oberfldde, b) der Rauminhalt der Umiugel durd) die ermweiterten
Zetraeberflidien geteilt?

Beredhne den Radiud » der Umiugel, den Radbiug o dber Jnfugel, die Haupi=
ade 2a, die Oberflide O und den Rauminhalt eines Winfeld aus feiner
Rante k. k = 12 cm.

Wie teilen zwei gegenitberliegende ermeiterte Witrfelflddgen a) die Oberfldiche,
b) ben Rauminhalt der Umlugel ?

Durd) bdie vier Cden einer Wiirfelfldde ift eine RKugel gelegt, welde die
gegeniiberliegenbde Witrfelflddje berithrt. In weldje Teile gerlegt die erweiferte
erfte Witrfelfldde die Oberflicdhe und den Rauminhalt der Kugel, wenn ihr
Radiug r — 21 cm betrigt?

Beredne den Radiug r der Umiugel, ben Rabdiud o der JInfugel, die Haupt=
adfe 2 a, die Oberflide O und den Rauminbhalt V eined regelmdpigen
Oftaeders aus feiner Kante k. £ = 9Jcm.

Wie teilt eine ermweiterte Oftaedberflddhe a) dbie Oberfldde, b) den Rauminhalt
per Umiugel ?




Bierter Teil:

opbarifdhe Trigonometrie.

Grites Kapitel
Die @Gohre,
§ 1. Die Grfldrung der dreijeitigen Ede.

Grilarung (Fig. 1): Regt man eine dreifeitige Pyramide auf eine Seiten-
flache und verjdhiebt ihre Grundflide nach aupen bi8 in8 Unendlide, fo

wig. 1.

ent{teht au8 bder bretfeitigen Pyrvamide eine Ddreijeitige Ede ober ein
Dreifant.

Die Seitenfanten SA, SB, SC bder Pyramide mwerben gu Strahlen,
ibre Grundfliche famt ben Grunbdfanten verfdmindet im Unendliden;
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bie Grifge der Seitenflidien ift 3mwar nidht mehbar, aber ifhr Berhiltnis
aueinanber fdnnen wir erfegen durd) dag BVerhiltnid der Winfel 4 SB,
BSC, CSA.

Die Begeihnungen
ber Pyramide S(ABC) werden auf die Ede S(ABC) itbertragen:
DieSpige S. . . . . . ... ... Cpige ober Sdyeitel,
bie Kanten S4, SB, SC. . . . . . . Kanten,
bie eitenfladien ASB, BSC, CS4 . . Ceitenflidjen,
bie Wintel zwijden den Seitenfanten . Seiten ober Kantenmintel,
die Neigungdwinfel der Seitenfladen. . Winfel oder Fddenminfel.

®emdf der Cntjtehung mufp jede Seite und jeder Winfel einer drei=
feitigen Ede fleiner al3 180° fein.

Aufgaben:
1. BWie grop find bie Seiten und die Winfel der Cde a) eimesd Wiicfels,
b) eine8 Quabders.

2. Beredine die Seiten und die Winfel eines regelmaigen Adtilachs.

§ 2. Qehriige von der dreifeitigen Ecfe.

Samilide Lehriage {ther BVerhilinifle der Wintel und der Seiten eines
Dreieds gelten in itbertragener Bebeutung aud) fiir die dbreifeitige Ede.

Lefhriag 1.
Gleidien Seiten (Kantemwinfeln) einer dreifeitigen Ede liegen gleidye
Wintel (Fladenwintel) gegenither

und umgefehrt gleiden Winfeln gleide Seiten.
Lehrjag 2.
Der grisfeven vou jwei Seiten (Santenwintfeln) einer dreifeitigen Ge
liegt aud) der grigere Winfel (Fladenwmtel) gegenitber

und umgefehrt dem griferen Winfel aud) die grifere Seite.
Lehriay 3.
Die Summe jweier Seiten (Kantenwintel) einer dreifeitigen Efe ift
grifer al8 bdie dritte Seite.

Wir beweifen diefe drei Lehridge der Reibe nad).

Bauver u.v. fangleden, Geometrie f. Realanitalten. (Oberftufe.) 7
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§ 2

Lehriag 1.

Sonftruttion: Um die im Lehriag vorfommenden Fladenwintel ju erhalten,
fallt man (Fig. 2a) von einem beliebigen Puntte U ber Kante, die den
gleidgen Seiten gemeinfam ift, die Senfrediten UF, UV, UW auf die gegen-
itberliegenbe Seitenflade bamw. auf bie beiben anbderen Kanten umd
verbindet den JFuppunft F mit ¥ und mit W. Dann fteht FV und

FW auf SBbaw. SC jents
redgt, fo DaB bie Wintel
UVF und UWF Fladen-
winfel, b h Winfel bder
Ede S(ABO) find. Den
Winfel an der Kante SB
nennt man §, den an bder
Rante SC p. BWinfel ASC
Beiht b, mweil er zu ber
Grundiante b der urfpriing-
lidgent Pyramide gehdrt, und
Wintel A SB aus bemielben
Grunde c.

Borausdjegung: Ab=c.

Behauptung:

y =8

= 9
18, &Aa.

Anleitung jum Bemeife: Wie bemweift man die Gleichheit von
Winfen? Wie benupt man die Borausdfegung?

Beweis:

SU = ST,

Ab=c¢,
ATUWS=UVS

ATWSy UVS,

UW =TV,
UF = UF,
X UFW = UFV,

L UFW « UFV,

Nufgaben:
1, Fithre den Beweid fitr die ftumpfen Winfel b und ¢ an Fig. 2b.

2.

Beweife die Umlehrung.

y =8

3. Was mup man folgerichtiy unter eimem gleidhjeitigen Dreifant ver=

4.

ftehen?

Die Fig.2a ift unter der Annahme fonfiruiert, dap die blaue Seiten-
flade mageredht liegt und bie Schentel be8 Winteld8 UF'S parallel ber

Bilbebene laufen.

Wie grop ift im Bilbe A TFS? Rimm X CSB

gleid) 45° an, zeidne SVFW in wabrer Geftalt und beweife, bag SF
die Bilbjtrede VW Halbiert.
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&ig. 2b.

5. Beidhne aud FW = 2% cem, WS = 4cm und Xb = 50° dbag Biered
FWSYV (Fig. 2a), bie Dretede WSU, VSU und FWU, FVYU in
wabhrer Grdfe fo, dak die Dreiede je eine Seite mit dem Biered ge-
meinjam haben und verfertige aud bdiefer Figur ein Viobell.

6. Beidne ein Sdragbild des Wobdell8, wenn ¢ — 45° und ¢ = 1 ift.

Lehriag 2.
Die Sonftruttion (Fig. 3) ftimmt mit der de8 vorigen Rehriages itberein.
Borausdjegung: Abv > Ao
Behauptung: B>
Anleitung jum Beweije: Benuge den Say, dah der grofere von
et Winfeln auc) den groheren Sinud befigt und umgefehrt ber grofere
Sinud aud) den grdperen LWinfel.
Bemweis: Xb> Ae, &ig. 3. A
sinb > sine, "
. UW uv r
b. i W > U—S, y
Tw> Uy,
uw uv
TF ~ UF’
. 1 1
b. i. S’lny > m,
B>y

Aufgaben:
7. Fubhre den Beweid fiir {tumpfe Winfel b und c.
8. Bemweife die Umiehrung.
9. DBerfertige ju biefemn Bemweife ein Podell mit den Lingen SV = 4em,
SW = b5cm, WF = 3lcm, FU = 4cm und geihne fein Schraghild,
wenn @ = 45° und ¢ = 3 it
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Lephriat 3.
Der Lehriay, dah die Summe jweier Seiten einer breifeitigen Ede
griber ift al8 die britte Seite, ift offenbar ridhtig, wenn man den
A Hig. 4.

Nadyweis liefert, dbap die Summe der Heiden Ieinften Seiten griBer ald
die grihte Seite ift.

Sonftruftion: Jit der ftumpfe Wintel A SC die grdpte Seite ber dreifeitigen
Gde (Fig.4), o tragt man S ASB in ber Gbene ASC in S an S4
an, {dneidet auf dem freien Sdenfel und auf SB gleide Stiide, SV’
und SV, ab und legt durd) V'V eine beliebige Gbene, die S4 in U
und SC in W jdneibet.

Beweis: a) AUSV = USV'
Uv=UuvV.

by VW>SUW-—UV

y >SUW-—UV'
r >TV'W.

c) Die Dreiede VS W und V'S W ftimmen in gwei Paar Seiten iiber=
ein, bad britte Paar it ungleid). Folglid mup der groferen Seite
VW aud) ber grdpere infel gegeniiberliegen, b. i.

AVSW> V'SW
, >USW—USV’
., >USW—USV

AUSVHVSW > USW.

§ 3. Die Grgingungsede und die Polarede.

Crflarung: Falt man von einem beliebigen Punite S’ im Juneren einer Ede
(Fig. B) auf jebe ihrer Seitenfladjen bdie Senfredite, fo bilden bdiefe Sent-
rechien die Ranten einer neuen Gde. Diefe Deift die Crginzungdede
per gegebenen GEde.
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Beadyte in der Fig. 5 die Stellung der Budjjtaben (Dodell notmwenbdig)!
Der blauen Seitenflache mit der Seite a und dem Fuppunft A’ liegt
bie Sante SA gegeniiber. Der Neigungdmwintel mit dbem Scheitel A Beift o,

;‘:‘lﬂ- ).

der Jeigungdmwinfel BA’'C mit bem CSdeitel A’ heiht demgemdh o
Die Seite o und ber Wintel o’ liegen in bem Sehnenvieved SBA'C,
mithin ift a + o' =180° Jn bem Sehnenviered S'B'AC’ it A B'S'C’
bie Seite ', aljo ergingen fich auch die Wintel o’ und o ju 1800, Daher
ftammt der Jtame CrgdnzungSede.
Ergebnis:
Lehriag 4. Jede Cde ijt Crgingungsede n ihrer Crginzungsede.
Lefhriats 5. Jede Seite einer Ede evgingt den sugehirvigen Wintel der Gr-
gingungsede su 1800 und nmgefehrt.
a-+ o = 180° b+ p = 180° c+y' = 180°
a4 a = 1800 B+ &' = 180° y + ¢ = 180°
Holgerung: DBerjdyiebt man dben Puntt S’, fo dndert {idh) smwar die Grope der
Seiten der {edh3 Sehnenvierecte, aber bie Grdpe jamtlidger Wintel bleibt
unverdnbdert. Daber behalten bdie beiden Rehriage ihre Giiltigleit aud
dann, wenn S’ mit S jufammenfallt (Fig. 5). Die EGrgingungdede Heipt
in biefem bejonderen Falle Polarede.

§ 4. Die n-jeitige Ede,

LWie aus der bdreifeitigen Pyramide die dreifeitige Ccde entfteht, fo
entiteht aus der »-feitigen Pyramide die n-feitige Ede. Wir befdhranten
und auf Pyramiden, bdie al8 Grundfladen Vielede ohne einfpringende
Gdfen befigen. Dann ift jeber Winfel und jede Seite der e Ieiner ald
1800, und eine Gerade fann bdie Ede hodijtens in jwei Puniten {dneiden.

Aud) fiir die n-feitige Ecde gelten bie Crfldrungen und bdie Rehridge
der Crgingungs- und ber Polarede.
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Lefrjag 6. Die Summe afler Seiten einer Ede liegt jwijden 0° und 360,

Denmn ritdt der Sceitel S ind Unendlidge, o entartet bie Ede ju einem

prismatij@en Raum. Jhre Kanten laufen parallel; daber ift jede Seite
gleid 00, alfo aud) die Summe aller Seiten gleich) 0°.

Xalt dagegen ber Sdpeitel S in bdie Grundfldde bder Pyramibde, fo
entartet die Gce sur Gbhene. Jhre Seiten werden 3u Winfeln um einen Puntt
Bexum; daber betrdgt in diefem Grenzfalle bie Summe ihrer Seiten 360°.

Lehriag 7. Die Summe aller Winkel einer Ede liegt swifden (1 —2).180°
und 7. 1800,

Denn in dbem einen Grengfall, der Entartung der Ede um pridmas
tijen Raum, laufen bie Kanten einanber parallel. Daber fteht eine
Gbenie, die auf einer der n-RKanten fenfred)t fleht, auf allen Ranten
fenfrecdht, und die Winfel ber Schnittfigur find die Winfel der Ede. Die
Sdnittfigur ift aber ein n-Cd, die Summe aller Winfel bdiefer Ecle
betriigt mithin (n—2).1800.

Sn bem anberen Grengfalle, ber Entartung der Ede jur Cbhene, liegen
die fjamtliden n-RKanten in einer Ebene. Dann ijt jeder Winfel 180°,
mithin die Summe aller Winfel der Ede gleid) ».1800.

Die Grengwerte, awijden bdenen bie Winfeljumme irgend einer Cde
[iegen mup, {ind daber (n —2).180° und ».1800.

Aitfgabe: Weldes find bie Grengwerte fiir die Summe a) der Seiten, b) der
LWinfel einer dreifeitigen Ece?

Bmweited Kapitel.
Hpharifge Trigonometrie,

§ 5. CrElarungen; der jpharijde Abjtand und dasd {pharijde Jweied.

1. Denfen wiv und den Halbfreid (Fig. 6) wm feinen Durdjmefier NS ald
Adyfe wm 3600 gedreht, o befdhreibt jein Bogen eine
Kugelflade, der Punft A einen groBten Kreid oder
Paupttreis, jeder andere Punft jeined Bogens einen
fleineren Sreid ober Nebenfreis. Das feinere Stite
der Peripherie eined8 Hauptlreifed nennen wir Hanpt-
bogen.

Die Gudpunite jeded Durdymefierd einer Kugel
heifen Gegenpunite, die Endpuntte der Achie Pole,
die durd) die Pole begrengten Hilften eined Haupts
freife8 Meridiane, der dburd) die Halbierungdpunite
famtlicher Meridiane gehende Hauptireid Hquator und
die dem Fquator parallelen Nebentreife Parallelfreife.
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Regt man durd) den Mittelpuntt M einer Kugel eine beliebige Ghene
und erriditet auf ifr den fenfrechten Durdymefler RS, fo {dneidet die
Gbene die Sugelflache in einem Qauptreife, und in begug auf diefen
Beigent die Punite B und S Pole. Wieviel Pole in diefem erweiterten
Sinne fann eine Kugel befigen?

a) Die Grohe der Seiten (Kantenwintel) a, b, ¢ und der Wintel
(Blachenwintel) o, B, ¥ einer dreifeitigen €de ift unabhangig von
der Ldnge der Kanten. Wadt man nun die Kanten M A, MB,
MC gleid, fo find 4, B, C Punite der Sugelfliche, bderen Mittel-
puntt M ift, und bdie Seitenflacdhen der Ede fdhneiden die RQugelflache
in bret Hauptbdgen. Jeder von drei Gauptbdgen begrengte Teil einer
Sugelfldche heifst ein fphirijdes Dreied (Fig. 7).

b) Die Puntte A, B, C heiken feine
Gden, die Qauptbdgen AB, BC,
CA feine Seiten. Diefe werden ¥ giaile
in der Regel durd) Gradmaf, b. §. P
burd) die Winfel AMB, BMC, / I %
CMA gemefien; die Seiten des  / i (
jphirijden Dreieds find alfp [ oy
gleidy Den Seiten der gugehrigen 0 [ E O

>

(<]
N

Efe. . ; B
Unter den Winfeln ded jpharijden \
Dreied8 verfteht man folgeridtig V4
bie Winfel, welde die Yauptbigen A
mn den Eden bilden. Die Ridjtung

ber Pauptbdgen in den Ecen wird durd) bie in diefen Puniten an
bie Dauptbdgen gejogenen Tangenten veranfdaulidht. Die 3 B. in
ber Gde B (Fig. 7) gejogenen Tangenten ftehen auf dber Kante M B
fenfredit, mithin ift ber von ihnen gebildete Wintel ein FlaHenmwintel
ober ein Winfel der Ede (die Tangenten und dbie Schentel de§ X ADF
laufen paarmweife parvallel); die Winkel des pharvijden Dreieds find
aljo gleid) den Winfeln der zugehiivigen Eefe.

d) Da die Seiten und die Winfel eined jpharijhen Dreiedsd mit den Seiten
und bden Winfeln der jugehdrigen Ccde itbereinftimmen, jo gelten die
Rebridge {iber bie Seiten unbd tber die Winfel einer dreifeitigen Ede
und threr Polarede (§ 2 und 3) aud) fitr bad {pharijhe Dreied. LWie
beiBen fie?

Die Eden bed Polardreiedd find bie Pole zu den drei dburd) bie
Gden ded urfpringliden Dreiedd gehenden HYauptireifen. Hierausd ent-
ftand die Bezeidnung Polarede.
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3. Bergleid) awifjden zwei Punften

P und @ einer Gbene

Bwifden gwei Puniten P und ¢ gibt
e8 unendlidh viele Berbindbungs=
linten.

Die Firzejte Berbindungslinie it die
Strede P Q.

Gine Strede ift dburd) ihre Endpunite
eindeutig beftimmt,

Die Liinge der Strede P heifst Ab-
ftand,

und

R und S einer Sugelfldde:
Ebenjo.

Pie Fiivzejte Verbindbungslinie ift der
Hauptbogen I/BE (J. Beweis 1).
Gin Hauptbogen ift (auper in einem

Falle) durd feine Cndpunite ein-
ventig beftimmt (. Berveisd 2).
Die Liinge ded Hauptbogens RAS Heift

Yphiriider Abjtand,

Beweid 1: Wie jede ebene Surve ald Summe unendlid) vieler unendlid) Heiner
Streden aufgefaft werden darf, jo fann aud) jede jpharijhe Berbindungs-
linie gwifden zwei Punften B und S einer Kugel ald Summe unendlid)
pieler unendlid) fleiner Gauptbdgen gebadjt mwerben.

Bergleiht man nun den Hauptbogen RS mit irgend einer anbderen
fpharijen Berbindungglinie gwijden B und S, die ald Summe der Fu-

~~ N N TN
fammenhdngenden Hauptbdgen RR,, R, Ry, RyR; . .. R, S betradtet
werde, o ift nad) bem Lehria, dah die Summe ziveier Seiten einer brei-
feitigen Gde grdBer al8 die britte Seite ift,

~~ ~~ N
RR,<RR,+ R, R,,
RER; << RRy+ RyR;, .1 < RR,+ R R, + R,R, ujm,
jchlieBlich

». i. ber Hauptbogen RS ift £leiner al8 jebe anbdere {phdrijde Verbindungs-
linie jwijden R und S.

~ N TN —~ TN
RS < RR,+ BBy + RyRg + -+ - + Ru S,

Bemweid 2: Durd) drei Punite ift eine Ebene einbeutig beftimmt, auBer wenn
bie drei Punfte in einer Geraben liegen, und eine Ebhene {dhneidet eine
Sugel nur in einem Sreife. Folglid ift durd) wer Punfte R und S
einer Sugel, jofern R und S nidht Gegenpuntte find, ein Hauptireid ein=
beutig beftimmt. Der Hauptireid wird in diefem Falle durd) B und S
in amei ungleide Stitde gerlegt; dag tleinere Stitd, der Hauptbogen, ift
alfo al8 eindeutiges Stitd eined einbdeutig beftimmten Hauptfreifed ein=
deutig beftimmt.

Folgerung: Der Grundfay 5 des8 Gutlid: ,Bwei Gerade {dhliegen feinen
Raum ein” ober mit anderen Worten: ,Jwijden Fwet Puniten gibt
e8 nur eine ®erade’, ift fiir bie Gegenpunite einer Sugelflache un-
gitltig. Dag ift ber Oauptunterjied zwijden Cbene und Kugelfldche.



§5 Grildrungen; der fphirifdhe Abftand und dasd fpharifdhe Jweied. 105

Daher gibt e8 im Gegenfa zur Gbene auf ber Kugelflage aud
Biweiede. Cin fphirijded Bweied (Fig. 8) ift ein von zwei Halften
aweier Hauptireife begrenster
Leil der Kugelfliche. Seine
Eden find Gegenpunite; jeine
Seiten find ftetd gleid
1800 und feine Wintel find
ftet8 einanbder gleid.
Barum?)
Aufgaben:

1. Das Dteter ift definiert ald
ber viergigmillionte Teil bed
Umfangd ber Erde, die als
Qugel betradytet wird,

a) Beftimme die Ringe eines
Breitengradesd (Fig. 9) in

Fig. 8.

Kilometern, in Seemeilen
und in geographifden
Pieilen.
Fig. 9.
Schnittpunkt des (n - 1)"" Breiten- oder Parallelkreises
( T

}—) 0 =4’ =1 geographische Meile

nach dem Erdmittelpunkt

Ve

Ein Breitengrad ﬁ

3> A0=1 =1 Seemeile

o

IREARERARERLRRRRARIR SRR ERRARARR AR RARA R RARRR AR AN

~

T

«

Schnittpunkt des n"" Breiten- oder Parallelkreises

b) Beredne den Crdorabiusd r in Kilometern und in geographifchen Vieilen
aud bem Grdbumfange (z = 3,14).

Jn allen fpiteren Bevednungen joll der Wert 7 — 6370 km be-
nust werden,

7*
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2. a) Wieviel geographijde Meilen und wieviel Kilometer liegt Berlin vom
RNordpol und vom Hquator entfernt, wenn feine Breite @ — 52030’ ift?
b) Beredhne die [inge eined Graded bdes Breitenfreifed von Berlin in
Rilometern. Bieviel Rilometer ift diefer Grad fiirger ald ein Grad

bes quators?

3. Auf weldem Parallelfreid Hat ein Grab die Binge einer geographijden
Meeile?

4. Wie groh ift die firzefte Cnifernung zwifden Stodholm und RKapitadt,
wenn beide Stibte auf demfelben Weridian liegen und ihre Breiten
59020’ 30" baw—33056" find?

5. Beredne bie Wintel, die Seiten und die Flache bed vom 10. und 15, Meridian
gebildeten Jreieds,

§ 6. Bujammenhang wijden dem jphavijden Dreied
und dem chenen Dreied,

Dentt man fid) den] Mittelpunit M bder Kugel von den unbemwegliden
Gden 4, B, C eine8 fphirijden Dreied8 immer weiter fortbewegt und war
fo, dap MA, MB, MC ftet8 einanber gleih) bleiben, jo wird im Grengfalle
fiit r = oo der Sugelaudjdnitt jum pridmatijden Raum, bdie Shenfel ber
Dreieddmintel, d. . die Tangentenpaare in den Eden 4, B, C fallen mit den
Dretedsfeiten jujammen und dad {phirijde Dreied wird jum ebenen.

LWabrend bdie Summe bder Wintel de8 {phdrifdien Dreied8 jeden Wert
awifden 180 und 5400 befigen fann, Hat die Winfeljumme ded ebenen Dreteds
ben unverdnderligen LWert von 1800, Dalher ift im ebenen Dreied ber britte
Wintel durd) bdie beiben anberen eindeutig beftimmt, im {phdrijden Dreted
bagegen nicht; im ebenen Dreied fann nur ein Winfel ftumpf fein, im jpharifden
Dreied aber Ifonmen alle drei Wintel ugleid {tumpf fein.

Da bag ebene Dreted ein Sonderfall ded {pharijhen Dreieds ift, o fann
man’bie Formeln der {pharifdjen Trigonometrie in die der ebenen Trigonometrie
fiberfithren, aber nidht umgelehrt. Insbejonbere gibt e8 fiir die Formeln ber
ebenen Trigonometrie, bie bei ihrer Ableitung bie Gleidungen o — 1800—(5+p)

B+vy

ober fgi = 90 — 5 benugen, feine entfpredjenden Formeln der {pharijdhen

Trigonometrie.
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§ 7. Die Grundformeln fiir das rvedtwinflige Jphirijdhe Dreied.
Grundaufgabe 1: Beredne sin B, cos P, tg B (jowie sine, cose, tgo) eined
redhtmintligen fpharijden Dreiedd ausd bden trigonometrijden Funitionen
ber Seiten a, b, c
Llung (Fig. 10):

; gy=g
1. S’&'nﬂ == —-‘4—1;‘ = M—br 5‘, c‘;‘:;@ §ig. 10
AD MAsinc | EEEES :
ind T2 ’a’*gd A
stn Q&g 88 P
= G*85E3
sin ¢ =H5sR8, .
FD _ MDuya |2525%8 '
© 8ag B \
2. cosﬂ:—:——ﬂ, wegegE | R’
AD MDitge |22a8E8 | Y-
EgEE°E o/l M/p L F T
, =1 sefzgs | g
B eRe S 3
tge [N \
©ERESE
3. tgﬂ - A——F = ———Mthb ’ 52?*’5% .'\\
FD MFsma [2225_3 \
n'ﬁggzm R =
— tgb . §§§§§ A=
sina 2%E%
Gutfprechend erhalt man die Werte fiir sin e, cisw, lg o
sina sind
I. a) stna = —— b) sinf = ———;
) sinc' ) B= Ginc
tgb tga
II. a) cosoa — g ' b) cosﬁ — _g..__;
tg ¢ tg ¢
tga tgb
III. a) tga = -2 b) ¢ —_ = .
) b sind’ ) 9B sina

Grundanfgabe 2: Beredine mitteld der Gleidungen Ia big IIb

a) bie Qypotenufe aus den beiden RKatheten a, b;
b) bie ypotenufe aud ben beidben Wintelnn «, B;
c) eine Rathete aud den beiben Winfeln «, f.
Lojung:
a) Bilbe 1ITa . Ila: Ia,
b) Bildbe I—i:—:%? witd benuge dad Crgebnid von a.
c) Bilbe ITa:Ib und benuge dad Crgebnid von a.
Grgebnis:
IV. cosc = cosa cosb;
Y. cosc¢ = cota cotf;

CcoS a

cos f
sin g’

Sina

VL. a) cosa = VL. b) cosb =
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Nufgaben:
1. Bergleihe bdie trigonometrijhen Funitionen bded redjtwiniligen ebenen

Dreiedd mit den Formeln Ia big 11D,
Bur  gedbddtnidmigigen Cinpragung
dient die Neperide Tegel (Fig. 11):
Der Kofinus eined jeden Stiides ijt
ool gleid) dem Produkt der Siuus
der Deiden nid)t benadybarten Stiide,
al3 aud) gleid) bdem ‘Produft Dder
Qotangenten der beiden benad)barten
Stiide,
wenn man den vedyten Winkel nidyt mitzihlt und jtatt der Katheten ihre
Qomplemente jesit.
Wie erhilt man die Formeln Ia bid8 VIb mit Hilfe der Neper=
{hen Hegel?
Bei der bleitung der Formeln ift ein Drefed benust worben, defjen
BWinfel B und o fpig waven. Beweife die Giiltigleit der Formeln,
wenn B oder f und « flumpf find.
Lehriag 8. Jm rvedtwinfligen Dreied ift die Kathete mit ihrem Gegen-
winkel gleidjartig, d. §. entweber find beide {pige oder beide
redhte ober beide ftumpfe LWintel.

Anleitung um BVeweife: Aud Formel Illa folgt sind = fga,

tgo

Nun ift sind {tetd pofitiv (warum), daher milffen ftga und tgo jte1d

ba8 gleide Borgeiden Haben ujw.

Lehriag 9. Sind die Katheten eined vedjtwinfligen Dreieds gleidjartig,
fo ift die Hypotenufe {pig; find die Ratheten ungleidartig,
fo tjt die Hypotennje ftumpf.

Anleitung zum Bemeife: Unterfude mit Oilfe der Formel
cosc = cosa.cosb fiix welde Werte von a und von b cosc pofitiv,
baw. negativ wird.

Bu bdem vedtwinfligen Dreied mit dem redhten Winfel y = 900

gehirt al8 Polardreted ein veditjeitiges Dreied oder Quabrantendreied

mit der Seite ¢/ = 900, mweil p 4 ¢ = 1800 (Rehrjag 5) fein muh.

Bmwijden ben Seiten und Winfeln beiber Dreiede miifjen die Begiehungen

bejtehen:

a = 1800 — o, b = 1800 — 3, ¢ = 1800 —';
oo = 1800 —a/, g = 1800 —V, p = ¢ = 900

Cntwidele aud den fedh)8 Formeln ded redtwintligen Dreiedd die

feh3 Formeln ded redhtieitigen Dreieds.
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§ 8. Bereduung des vedtwintligen fphiirijden Dreieds.

Jm Gegenfag zu den vier Grundaufjgaben ded redtwintligen ebenen
Dreied8 gibt e8 beim redytwinfligen {phirijden Dreted fed)s, Stelle
fie auf und Idfe fie mittel8 Dber e
Formeln.

Da die Seiten und die Winfel eined

phdrijden Dreiedd gwifchen 00 unb 1800
liegen, o ift ihre Berednung ausd bdem
RKofinus, der Tangend und der Kotangensd
einbeutig, die Berednung ausd dem Sinus
aweibeutig. Diefe Bweideutigfeit wird burd)
bie Rehriige 8 und 9 Defeitigt, auper
wenn eine Sathete und ihr Gegenmintel
3-B. a, o gegeben find. Jn biefem Falle
bleibt die Bweideutigleit in Ilberein-
ftimmung mit der Sonfiruftion beftehen.
Sowofhl Dreied ABC ald aud) Dreied
A' BC faben die gegebenen Stiide a und «
(Fig. 12). Sie bilden zujammen ein
iphérijdes Broeied.

Yufgaben:

1

Beweife, bap der burd) die Spige eined gleididentligen Dreieds jent-
red)t jur Grundlinie gelegte Hauptireid die Grundlinie und den Wintel
an ber Spige halbiert.

Beredine die Stitde eined gleid)jdentligen Dreied8 aus feinem Scdenfel b
und feiner Grundlinie a.

Durd) pen Scnittpuntt einer Geraden G,, die mit einer Ebene E den
Neigungdmwintel « = 46024’ bildet, ift i ber Ehene E eine Gerade G,
gegogen, die mit der Projeftion der Geraden @, den Wintel § — 540
bilbet. Wie grop ift der Wintel gwifden den Geraben &, und G,?
Beredine den Fladenmwinfel an dben Kanten

a) be8 regelmdpigen Bierflads,

b) be8 regelmdpigen Wchtilads.
Beredine den Fladjenwinfel an den Grund= und an den Seitentanten
einer regelmdafpigen breifeitigen Pyramibde,
a) beren Hdbhe doppelt jo grof ift wie die Yohe ber gleidieitigen Grundfildde,
b) beren Seitenfanten boppelt fo lang find wie die Grundfanten.
Weitere Aufgaben flehen in § 14, §23, §25 Nr. 1 und §26 Nr. 1 bis 4.
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§9. Der Sinusfays und die Kofinusiite.

Bur Bered)nung ded ebenen jdhiefmintligen Dreiedd dienten bie Formeln
1. a:b:c = sina:sinf:siny (@inusiap),
b2 + ¢ — a2

2, coso — — 3 (Sofinusfat),
(s—1D) (s —¢)
3. tg 'g = %)AC—) (Halbwinteliay),
B—vy
b + ¢ CoS 3
4, =
a . o
S —
2 (mt:o%rm eli?e)fd;e
—_ {Formeln),
sinu
b—ec 2
@ - coS “
2
o
bt cotg
== (Tangensdiag).
b—c B—v
tg 5

&8 foll unterfudjt werden, ob entjpredjende Formeln fitr das jphirijde
Dreied beftehen.

1. Der Siunsdjas.
Behauptung: sina:8inb:sinc = sina:sinB:siny
sina __ 8inb _ sinc

ober = = _— — .
sina ~ Sinf siny
Bewetd 1 (Fig. 13): -
f\ 8 mig. 13.
i A AF L
Snp = ——
Al
) AF .
siny = -
{ AW
sin ff o AW .
siny AV M= XM L
N MA sink (3
MA sine 1 ; ¥
sinb . sina sinag TNZE
— ——, ebmmjp — = —— B
sinc s ﬁ <im0
Sina:sinb:sinc = sineo:sin 3:sin9,
sin a sinh Sy
oDer — — _J o — '
sin o sinfd sary

Beadjte die hnlichleit diefer bleitung mit der erften ded § 7.
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3.

Beweisd 2: Ferlege dad
{diefointlige Dreied durd
eine Hohe in el redtwint=
lige Dreiede (Fig. 14), be-
rechne bieje Hohe aus jedem
ZLeildreied, fege die gefun-
denen Werte einander gleid)
und bilbe aud ber erfal-
tenen Gleidjung eine Pro=
portion,

Der Kofinusdjay der Seiten.

Behauptung: cosa = cosb cosc + 8tnb sinc cosa,
cosb = cosc cosa | sinc sina cosp,
cosc = cosa cosb -+ sina sinb cosy.

Beweisd 1 (Fig. 138):

cosc = H — MH+ GF GF

’

MA T MA
. ZMWcosaM—i:iFWsma' benn AFWG — a,
_ MAcosbeosa+ AWeosysina
T MA '
"M Acosb cosa+ M Asinb cosy sina
" MA

cosc — cos a cosb - sina sind cosy.
Beweisd 2: Durd) Jerlegung ded jdiefwinfligen Dreiedd (Fig. 14).

Der Kofinusiay der Winfel.

Behauptung: cosa — — cosf cosy + sin f siny cosa,
co8ff = —co8y cosa + 8iny sina cosbh,
co8y =— —co8a o8 f 4 sina sin B cosc.

Bemweis: Wendet man Dden foeben bewiefenen RLehriag auf das
Polardreted an, jo erhdlt man cosa’ = cosb’ cosc’ + sin b’ sinc' coset'.

Nun ift o’ = 1800 — ¢, b’ =1800— §, ¢ = 1800 —y, o' =— 1800 — &,
mithin  cos (1800— &) = cos (1800— B) cos (1800— p) -+ sin (1800 — B)
sin (1800— p) cos (1800 — @),
—cosot = (— cos ) (— cos p) + s B siny .(— cos a),
cos oo = — cos 3 cosy + sin 8 sin y cos a.
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Bemerfungen:

1. Bei der Wbleitung mwurbe ein pigmwinilige8 Dreied benupt, die Formeln
gelten aber aud), wenn ein ober mehrere WinTel ftumpf find, wie fich
an einer entfpredjenden Figur geigen Ilafpt.

2. Mitteld diefer Sage fann man die jeh8 Grundaufgaben des phirijdhen
Dreieds I[dfen. Sind wei Seiten und ein Gegenwiniel ober mwei
Winfel und eine Gegenfeite gegeben, o ift dad {pharijde Dreied nicht
eindeutig Dbeftimmt. Bei bden iibrigen Aufgaben ift die bdurdh) bie
Sinusfunition entftandene Jreideutigleit nur jdeinbar. Bei den praf-
tijdhen Aufgaben wei man meift aud anderen Angaben, ob ber {fpige
ober der ftumpfe Wintel der richtige ift.

§ 10. Der Halbwinfeljats.

Die Ubleitung {timmt genau mit der in ber ebenen ZTrigonometrie
itbevein.

a) cose = 1—232’%*% b) cose = 2003’%—1
e __ q/l—cose ¢ 1/14cosa
singy = V 5 cos 5 = y 5
cosa — cosb cos e cosa — cosb cosc
_ Vl_ sinbsinc _ ‘/1+ sinbsine
- 2 - 2
__ q/sinbsinc — cosa - cosb cosc _ l/smbsinc+cosa—cosbcosg
- ; Zsmbsmc 2stn bsinc
cos(b——c)—cosa cosa—cos(b+c)
=V 2snbsine — ¥ 2smbsine
sina—!—b—csma——b-l-c smbﬁ—c—{—asmb-i-c—a
. 2 2 _ 2 2
- sinbsinc - stn b sin ¢

Get man mun a + b+ ¢ = 25, Jo erhilt mon

a) sin— — sin(s—b)sin(s —€) yyp by cosZ = /585 (s—a)
2 sinb sin ¢ 2 sinbsine

o a _ 1/sin (s—0b)sin (s—o)
mithin c) tg 9 = V sinssin (s —a)

o 1 sin (s — a) sin(s—1Db) sin(s—c)
ober tg 2 7 sin(s—a) sin s
1
ebeniﬂ tg—zﬂ— = m . ”
1
b gl— 1. ”

sin (s —¢)
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Auf entfprechende Weife leitet man bdie folgenden Formeln ab, in
benen o+ B4y = 24 ijt:

. a __1/—c0sGcos(6—a) a__
d) SZ”E—— —W und 6) €08 5=

o — 056 cos (6 — &) .
0 05 = Vare ey

c0s(6 — B)cos(6 —7)
sin f§ siny

’

Bemerfungen:

1. Da jeder Winfel o, B, p, {owie jede Seite a, b, ¢ fleiner al8 1800 ift,
fo mup der Halbe Winfel byw. Seite fpig fein. Folglih gilt fiix die
Wurgeln nur dasd pofitive Borzeidjen.

2. Ttan benugt Formel ¢) und £) jur Beredinung eined Dretedd aud feinen
brei Seiten, baw. aud feinen brei Winleln. Fiir logarithmijhe Bered-
nungen find diefe Formeln im allgemeinen bequemer al8 die Anmwendung
ve8 Sinusdfaged und der Kofinudjdge.

§ 11,
Die Delambrejden Gleidungen und die Neperiden Analogien,
b;—c cosﬂ L4 coséi- oosﬂ+7
1. a) a = a b) a =
sin sin Cco8 sin 2
2 2 2 2
sin b—;f sin ’igl cos® ; ¢ sin ,3_2—{1
2.9) a a b) a a
sin D) oS 5 o8 cos 3
tgb+ ¢ cosﬁ——g—l tgﬁ—;_—y (;osb;c
3. a) = b) = -
tygf cos'B+7 cotg— cosb;_('
tgb;c si'nﬂ s ty%y sinb;c
4. a) = b) =
tg% sin " £ + 4 cot% sin ﬁf
Ableitungen:
- : B=7 — 00sBoos? + sinBsin?
1a) Da bie trigonometrijhe Formel cos g~ = 0850085 + sin 5 Sing

allgemeine ®iiltigfeit befigt, fo gilt {ie aud), wenn g und p Winfel
eined fphirifden Dreteds find. Die trigonometrijden Funftionen bder
rechten Seite fann man nad) Formel a) und b) des vorigen Paragraphen
durd) Funitionen bder Seiten ded fphdrijhen Dreiedd erjegen. Mithin

Baver n.o.Hangleden, Geometrie f. Realanjtalten. (Oberitufe.) 8
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B—y sinssin(s=b) sinssin(s~c) stn(s—a)sin(s-c) sin(s-a)sin(s-b)
cos - : -— ——— |- . - s .
2 _ ) smasine sinasinbd stn @ sin ¢ sinasinb
sin & ‘/gin(s—b) sin (s — ¢)
2 sinbsinc
sin s Vsz'n (s—b)sin(s—c) , sin(s—a)q/sitn(s—Db)sin(s—c)
__&na _ simbsince sina | smbsinc
Vsz’n (s—Db)sin(s—c)
sinbsinc
b4 a b4
__ sins+ sin(s—a) _ 2 sin g gy sy
B sin a 2 sin 2 cos & B in 2
2 %2 "y
. bte B—vy
sin — _ cos
a T«
sin o sin 5

1b) bi8 2h) werden in entfprechenber Weife abgeleitet.
3a) big8 4b) erhalt man durd) Divifion von bjw. 1la und 1b, 2a und
1a, 2a und 2b, 2b und 1h.

Gedidtnisregel:

Die Formeln 1a und 2a erhdlt man ausd den entjpredjenden Formeln
der ebenen Trigonometrie (Ptollweidefde Formeln, § 9), wenn man
ftatt der Streden den Swmus ber Hhalben Seiten, bzw. Seitenjumme jept.

Die Jormeln 1b und 2b gehen aud 1a byw. 2a Hervor, wenn man
linf8 bei den Seiten die Funftion: Sinud in Kofinus,
reht8 , , BWinfeln dagd Beiden: Minus in Plud vermanbdelt.

Die Formeln Ja und 4a unterjdeiden fi) oon 3b, bzyw. 4b da=
burd), bap die Seiten und Winfel vertaujd)t find und auBerdbem nur

tg% und cot—. Die Formel 4b entfpridit dem Tangensias.

5

Qlufgabe:' Lehriag 10. Jm jphirijden Dreied ijt die Summe gweier Seiten
mit der Summe ihrer Gegenwintel gleidjartig, 5 §. entwebder find
beidbe Summen > 180° pder beide =— 180° oder beide < 1800,

Anleitung 3um Beweife: éBenuge die Neperjde Analogie 3b und

beadjte, bah cot und cosb ﬁet@ pofitio fein mifjen.

Hiftorijdye %cmcrﬁmg: Die ‘De[amhreid)en Formeln find von drei Foridern in
drei aufeinanbder folgenden Jahren verdifentlicht, namlich 1807 von Delambre
in Parig, 1808 von Wollmweide in Leipsig und 1809 von Gaup in Gbttingen.
Sie find daher aud) nad) jedem Forjder genannt rworden.

Faft zwei Jahrhunderte frither find die Neperiden Analogien aufgeitellt
worden, und gwar Formel 3a und 4a von dem Sdhotten Neper (Lord iﬁapter),
foroie Formel 3b und 4b von dem Cnglinder Briggs.
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§ 12, Die Grundaufgaben ded jdhiefwinfligen Treieds.
Jormeln:
1. séna:8inbd:sinc=stna:sinf:siny... Sinusjas.
2. a) cosa=co8b cosc + sin b sin ccosa.,. Rofinusjay der Seiten,

b) co8a——cosf cosy+sinfsinycosa...

" ver Wintel.

$in (s—b)sin(s—c¢)
3. a) 19, 2 _V sinssin(s——a)

/8tn (8—u) 8in (8—b)sin(s—c) g
= sin (s —a) sins =
a — €080 €08 (¢ — a) :§
b s —‘/cos(a—ﬂ)cos(a—y) g

= €08 (¢ — a) V — 030 —

cos (6 —a) cos (6—f) cos (c—y)
t Q—J—v cosﬂb,_’_’ ﬂ—l—y cose__j :‘
L a) 2 2 b - R £
. —— 2 [=
tg - cos b—_y cot E cos + ¢ s
2 2 2 =
tg 2—'2_-(5 sinf =7 tg 122:71 sin 9;——6 &
d. a) = b) — = e
a Bty vt & btel| B
tg o) sin 3 cot 9 sin 2 =

Die Lijungen bder Grunbaufgaben des {pharijden Dreiedsd {timmen m
wefentliden mit den Lojungen der Grundaufgaben ded ebenen Dreiedd iberein.

Begeben: Grite 8fung:

1. a,b,c. . | Griter Dalbmwinteljas.

2. a8,y Bweiter »

3. b,c,e RNeperide Analogien
4Db, 5b und 4a ober 5Ha.

4. 8,7,a Steperide Analogien
4a, 53 und 4b oder 5b.

5. b,e, . . | Sinudfag und Neperide
Analogien 4a oder 5a
und 4b ober 5b.

6. 8,7, b Ginugfag und Neperide
Analogien 1wie Auf=
gabe 5.

Bweite djung:

Gin Wintel nad) dem erften Rofinusdfay, bdie
beidben anderén nad) dem Sinusdias oder
alle brei Winlel nad) dem erften Kofinusdiag.

Gine Seite nad) bem weiten Kofinusdiasy, die
beiben anberen nad) bem Sinusdfay obder
alle brei Seiten nad) bem zweiten Kofinud=
fag.

a nad) dbem erften Kofinusdjay, dann g und
nad). bem Sinusfag.

e nad dbem zweiten Kofinusdiay, dbann b und
c nad) bem Sinusdiay.

8*
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Die fed)8 Stitde eined fpharijden Dreiedd innen Werte von 0° bi3
1800 Defigen. Da nun die trigonometrijden Funitionen ded erften und weiten
Quadranten fid) durd) ba8 Borgeiden unterideiden auper beim Sinusg, fo
tritt nur dbann eine Bweideutigleit auf, wenn dag gefudjte Stid nad) dem
Sinusdfay beredynet wird,

Daher {ind die vier erften Aujgaben eindentig, wie die erfte Lojung jeigt;
und bie bei ber Fweiten Lojung vorfommenden Jweideutigfeiten {ind nur jchein-
bar. Der allein gililtige Wert fann in den meiften Fdallen mittel8 Lehriag 10
feftgeftellt werben, {ofern er fih nidht von vornberein aus den Angaben
ber Uufgabe ergibt. Sind biefe LWege ungangbar, fo bleibt nur bie erfte
Lojung ibrig.

Die 5, und 6, Aufgabe fann weideutig fein; ob died jutrifft, fann
mittel8 Rehria 10 entjdieden werden.

Benuge gruundjislid

die zweite Lojung, wenn nur ein Stid gejud)t wird, das fidh
fofort nad) einem Rofinusjats bervedynen lift,
in allen anderen Fitllen die erjte Lijung.

Dritted Kapitel
Aufgaben aus der mathematifdgen Geographie.

§ 13. Lingenmafie und geographijhe Koordinaten.

a) Die mathematifde Geographie betrachiet die Erde al8 vollfommene Kugel,
Der 10-millionte Teil be8 Erdbquadraten, alfo der 40-millionte Teil
be8 Grbumfanged Beiht ein Meter, folglidy ift

der Erbumfang 27 7% = 40000 km und

der Gedbrading r. . - . . . . . = 4020780 = 6370 km;

ein Bogengrad - - . - . . . . = 109%00( per 111,3) km;
eine Bogenminute oder Seemeile - ;8028 km (= 1852m);
. . . 10000

eine geogr. Meile — 4 Seemeilen = ——— - km (oder 7420 m).

90.15
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Fithrt man die Divifion aud, fo exhdlt man fiir einen Bogengrad
111,1 km und fiir eine geographijhe Meile 7407,4 m. Die angegebenen
Werte find in der Quindertunbde gebraudlidy; ihrer Bevednung ift bder
grdBte Radiusd der Grde gleid) 6377 km zugrunde gelegt.

Bei ben Aufgaben ausd der Sdiffahridtunde follen die Entfernungen
in Seemeilen, bei ben anberen Aufgaben in Kilometern oder geographifhen
PMeilen berechnet werden.

Sig. 15.

]

G = Greenwid, K — Riew, Alt = Altai, Ale = Alduten; 4 = 300, 2, = 900, 13 = 1800,

b) Wie ein Punit der Ebene durd) wei Streden, durd) Abfzifle und

Orbinate, eindeutig beftimmt ift, fo ein Punft der Kugelflide durd
awei Yauptbigen, durd) feine fphdarijhen Koordinaten.

Auf der Grdoberfliadpe ift ber quator ald Abf3iffenadiie gewdhlt, als
Ordinatenachfe der Fullmeridbian, b. i. ber Halbireid (nidht bder gange
Rreig), der vom Nordpol durd) die Sternmarte von Greenmwid) nad) dem
Sitdpol geht (Fig. 16). Der Schnittpuntt bes Hquators und des RNul-
mertdiansd, b. i. der Anfang8= oder Nullpuntt bdiefes8 jphirijchen Koor-
binatenfpitems, liegt im Golf von Guinea, 100 wejtlidh) von Kamerun
und 50 {itblid) von Togo. Die SKoorbinaten bdiefed ogenannten geo=
graphijden Koordinatenfyjtems Beihen

(geographifde) Linge 4, oftli) -, weftlih —;
» Breite @, nordlid) -, fudlihg —.



118 Dritted Kapitel. Anfgaben aus der mathematifhen Geographie. § 14

§ 14. Das redtwinflige Dreied.

Nufgabe 1: Dan foll die Cnifernung e 3weier Orte auf der Grdoberflade
bevedjnen, deren Lingen A, und 4, fih um 90° unterfdeiden und
beren Breiten ¢, und ¢, befannt find.

R‘iﬂ- 16, N 90°_ ¢

Rifung (Fig.16): cos Py Py, = cos (90° — @,) cos (90° — @,),
= Sin @, Sin QP,.
Mithin ift die gejudhte Entfernung e = P, P,.15 geogr. Vieilen,
= P, P;.60 Seemeilen,
10000

— .PIP:_;'Tkm.

Bahlenmwerte:
a) @, = 46°12'20", g, = 61° 40" 40".

log cos P, P, = 9,85843 ~10 }+ 50°=50.15 =750 geogr. Meilen,

9,94463 -10 , 3215
. 32 = —a)‘— = 8 ” ”
log cos P, P, = 9,80306 — 10 56.15
P, P, = 50°32' 56", n_ 0929 ) .
149 , 56 60.60 0,233 g B
e="758,233 geogr. Meilen.
509=50.60=3000 Geemeilen 50.10000
’ 0 e -
39/ — 39 ] 500 = 90 =5555,555 km,
56 32.10000
n__-- — [ * — =4
56" = ) = 0,9 ” 32 = 90.60 = 09,259 »
e=3032,9 Seemeilen. n_ 56.10000 _
56"=g0.60.60 - L7~

¢ =5616,542 km.
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b) @, = 46027'42", @, = 53033,

c) g, = — 11°34' 54", @, = 53°22".
d) Berlin @, = 52°31’, Wafhington ¢, — 38°55".
e) " Lima p, = — 12018".

Aufgabe 2: Gin Dampier verldft einen Ort P, (4, ;) der ndrdlichen Halb-

fugel unter bem Surfe So W und fabhrt auf dem Yauptbogen nad) dem
Houator. Unter weldjer Sdnge"l, in mwelder Cnifernung ¢ und unter
weldem Kurfe x trifft er ben Uquator?

Lojung (Fig. 17): Unter dem RKurfe Sa W verfteht man bdie Abs

weidung  der Ridtung eine8 Sdiffed von der Sitbridhtung (d. i. von
pem Meridbiane) um « Grad nad) Weften.

g, 17.

.!1\}

. sing, = tgBCcoto, 2. coso. = cot Py B.tg ¢p,,
__ Sin@, cot P, B = cos & cot ¢y,
tgBC= coto e = P, B.60 Seemeilen.
A= AC—BC,
A=A, — BC.
. cosf == cosp, sine. NBS (Fig. 17) ift ein Meridian, bdaber ift fitr

ba8 in B befindlide Shiff BS die Sitbridhtung. BD ift die Ridtung
be8 angefommenen Sdjiffed, mithin ift X SBD bder gefudhte Kurs.
Gr ift wie bei der Abfahrt de8 Sdiffes in P, weftlid. Da nun
A ABS = 90° und X ABD al8 Sdpeitelwintel — 8 ift, jo erhalt
man den gejudten Kurd S (90°—B) W. €8 it XA SBD + f = 90°
und 90° << w+ 3, alfo XASBD+ 8§ <o+ B ZTrogdem da8 Sdhiff
feinen Surs nidht dndert, nimmt jeine Abmweidhung gegen die Siidrichtung ab.
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Bahlenmerte:

a) Bon Bombay A, = 72°50, 9, — 18° 54’ nad) Sanfibar unter dem
Rurje S48°15'W,

b) Bon Padbrad 4, — 80°11'5", @, = 13°4'8" nad) Java unter
bem Surfe 839023 0.

Hpnlige Aufgaben:

c) Bon ber Mitndung de8 Amazonasd 4, = — 50°, @, = 0° fihrt ein
Dampfer auf einem Houptfreife nad) NO ab. Unter weldem
Winfel ¢ und in welder Breite ¢ Ireust der Dampfer einen be-
ftimmten Meridian 1, — — 200?

d) Unter weldem SKurfe mup ein Shiff die Siidjpige Californiens
Ay = —110°, @, = 23° verlaffen, um auf einem Hauptbogen nad
den Galapagoginfeln 4, = — 91°20°, @, = 0° 3u gelangen, mwie
grofy ift der Weg, und unter weldem Kurfe frifft dag Shiff ein?

Aufgabe 3: Bwei Orte P, und P, haben gleide Breite ¢ und bie Linge

A, baw. A,. Um wieviel Kilometer ift der Bogen P, P, ded8 Parallel-

freifed grifer al8 bdie fiirgeite Enifernung zwijden P, und P,?
Lojung (Fig. 18): Dasd fphdrijde Dreied P, NP, ift gleihdentlig.

Legt man dburd) feine Spige N den Peridian, der den Winfel P, NP,

Balbiert, jo ift diefer bie Symmetrieadje de3 gleidhidentligen Dreieds. Was

[aft {id) baber iiber die Seiten und itber die Winfel ber Figuren ND P,

NDP,; NKP,, NKP,; NHG, NHJ; SHG, SHJ unbd iiber die Wintel

HOG und HOJ fagen? Warum find NKP, und NK P, feine Dreiede?

Ay — A
sin P, D = cos(psz‘ni—z——’*-
P, K : Parallelfreis — X P, 0'K: 360°,
, 2mQ =12%}'1 : 8600,
s 2Wrcosp — » 13600,
__2mr.cosp(dy—4,)
hE= 3600.2
___ 40000 cos @ (A, — 4,)
= 720 km,
__ b00cosp (A, — 4,) km
= 3 ]

Mithin ift die gefudgte Differeny
= 2(P,K— P, D),
.y (500 cos @ (As—A) 10000
— 9 90

P, D) km,

= 10900 (cos @ (g —4,) — 2P1D> km,
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Bablenmwerte:
a) @ = 509 A, — A, — 24°8',
sin Py D = cos50%sin 1204’ cos@(Ag—A;) =c0s50°24,133
log sinP; D =9,80807—10 + log[cosp(4,—4,)]=9,80807-10) n
9,32025-10 | 1,38261 |
=9,128382-10 =1,19068
P, D="17043"21", cos@p(A,—2,) =15,5130,
=1,7225°,
Die gejudhte Differeny — £909 (15,518 — 15,445) km,
__1000.0,068 km
=— ,
= 7,555 km,

b) Remw=Porf 4, =—76°20'30" und die Wefttiijte Portugald 1,=—11°8'30",
@ = 40042,

c) Gin Sdjiffer fegelt auf dem 70. Parallelfreifé von Norwegen nad)
Grinland 40 Ldngengrabe. Wieviel Rilometer hitte er gefpart, mwenn
er auf dem Dauptbogen jein Jiel erreidht Hatte?

d) Gin Dampfer fihrt von Sidbney, ¢ — — 33°51'41”, 1, — 151°18,
auf dem fitrzeften Wege nad) einem Orte an der Kitfte Chiles, der bdie-
felbe Breite und bdie [inge A, = — 71°32' befigt. Wieviel Rilometer

mitgte der Dampfer mehr uriidlegen, wenn er in genau Hitlider Rid-
tung feinem Biele zuftrebte? “
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Aufgabe 4: Durd) einen Ot P, (4,, @,) it ein Yauptlreid gelegt, der mit bem
Pieridian einen gegebenen Wintel a bildet. Unter welder Kinge i, und
unter weldjer Breite ¢, liegt der ndrdlidijte Punit diefed Hauptireifes?

Lijung (Fig. 18): Aud der Symmetrie folgt, dah D bder nird-
lidite Puntt ded Hauptireifed ift. Ptan berechnet dafer aus dem redt-
winfligen Dreied X P, ND und Seite ND. Pan erhilt

Ao = A + AP, ND, ¢, = 90°— ND.

Bahlenbeijpiele:
a) @, = 81014/12", 4, = 23010'17", « = 53054’ 36",
b) @, = 21915'50", 4, =— — 5025'43", a — 76035’ 5".

¢) Gin Dampfer fahrt auf dem Liirzeften Wege von Kapitadt (p, = —33°56/,
A, = 18028'30") nady der La Platabudt (g, = @y, 4, = —56050").
LWie lang ift fein Weg, weldje Linge Hat der Bogen bed Parallelfreifes,
der die genannten Punite verbindet, und mwieviel Grad liegt der {itd-
lidhfte Punft ded Hauptbogend von dem Nebenbogen entfernt?

d) Porto in Portugal und Konftantinopel haben bdiefelbe Breite p = 419,
wibhrend thr Langenunterjdhied 6 — 37037 25" betrdgt. Um wieviel
fiirger ift ber Fiirgefte MWeg von Porto nad) Konftantinopel ald bder
Bogen ded Parallelfreifed zwijden beiden Stidten, und mweldesd ift der
udrblichfte Puntt des firzeften Weged? (Pr.*)

§ 15. Dajg jdiefwintlige Dreied.
Aufgabe 1: Wie mweit ift Bonn (¢, = 50044’'5", 1, = 7°6'4") von
Berlin (p, = 52030" 17", 1, — 13028’ 44") entfernt?

\L\L_//

*) Pr. bedeutet, dbap bdie Nufgaben den Ubiturientenaufgaben eined Sdul-
programms entnomuien wurden.
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Lojung (Fig.19): Da e8 {id) um Beredhnung nur eined Dreiedss
fticted Hanbdelt, {o wenbdet man den Kofinusfay der Seiten an.

cos d = cos (90° — @,) c08 (90° — @,) + sin (90° — @,) sin (90° — @,) cos (e — 4,),
=stn @, 8tn @3 + €08 P, COS Py €08 (hg — A)).

Sin @y sin @, 008 @y C0SQ, c08 (Ag — 4y)
= N[ log sin 500 44’ 5”] = N[ logcosB50044' 5"
~+ log sin 520 30" 17" + log cos 52030’ 17"
— N 088887 — 1 _+ ZOg cos 6° 17’ 40” )
[+ 0,899 50 — 1} = N[ 080135—1
=N [078837—1] +078440—1
— 0,614 29, | +099737—1
=N [058312—1]
= 0,382 93.
cosd = 0,61429 4 0,382 93
— 0,997 22
log cosd = 0,998 79 — 1
d = 4017
£= 415 =60 geogr.Deilen 40 = 4'1;;00 — 4444k
_17.15 | 17.1000
[ A — —_— [ —_
17 =60 — 425 , ” 17 = 60.9 __E_Si5_L
Bonn—Berlin = 64,25 geogr. Meilen. \ Bonn—Berlin = 475,9 km.

a) Weldge Cntfernung Hhat Pari8 (@, — 48°50'11", 1, = 20°) von
Wien (@, = 48012/ 35", A, = 3402 36")?

b) Wie meit ift Caffel (¢, = 51°19, i, = 9°30") von Peterdburg
(py = 59056, 4, — 80°18') entfernt? (Pr.)

c) BWelde GCutfernung Hot Parid (p, = 48°50' 11", 1, = 2020'15")
von Peter8burg (p, = 59° 56/, 1, — 30018)?"

d) Welde Cntfernung Hhat Berlin (@, = 52030177, 1, = 13023'44")

von Kapftadt (@, — — 33°56’, 1, — 18029')?
o) Wie weit ift Hamburg (¢, = 53°33' 7", i, = 9°58'23") von ber
Priindbung ded Amazonad (p, = 0°, 1, = — 50° 9’ 46") entfernt?

f) Wieviel Seemeilen betrug minbdeftend die erfte Fahrt durd) den Grogen
Ogean, die YViagelhaed im Jahre 1520—1521 von dem mweftliden
Audgange bder nad) ibm benannten Dieerenge (¢, = — 52030/,
A, = —74°30') bi8 unad) ben Bhilippinen (@, = 109, i, = 1269)
audfithrte?
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Nufgabe 2: Cin Dampfer fahrt auf dem Firzeften LWege von Spbdney
(p, = — 388°50'40", 4, — 151°14’) nad) San Frangidco (¢, = 37°

48'30", A, = — 122027/23"),

a) Welden Kurd hat er bei der Abfahrt und mwelden bei der Anfunft?

b) Wieviel Jeit braudit er, ig. 20.
wenn feine durd)idnitt- N__ 90
lide Gefdymindigleit in
der Stunbde 16 Seemeilen
betrigt?

¢) Jn welder Binge freuzt
et den Yquator?

d) LWie groB find die Bogen, .
in bdie der Yquator den A
Weg teilt?

Liofung (Fig.20): Da die
drei fehlenden Stiide bed
Dreied8 P, NP, gefudht
werden, jo mwendet man
bie Neperiden Una=
logien an.

— &

a) ¢ = NP, = 900 — ¢, = 90 — — 33050' 40" = 123050’ 40",
b= NP, = 900 — @, = 900 — 37048'30" = 52°11' 30",
o= AP, NPy =— Ay— 4 = —122027'28" - 151014’ = — 273041’ 23",

'%9 — 8801'5", b—; = — 35049'35", % — — 136050’ 42",
1 BTY
i _ cos(— 36°49'85")
cot(—186950742") ~  cos 88°1'5"
o B 7 __ 03850 49' 85" . cot (1800 — 1360 50’ 42")
97 T 005 8801/ 5" ’
cos 35049 35" cot 430 9' 18"
T cos 8801’ 5"’ ’
é—“;" Y — 871042'35".
; B—y  sin(—85°49'35")cot4309'18"
979 T 5in 8891’5 '
7B _ sin85049' 35" cot 4309’ 18"
97 = sin8801' 5" ’
é%_r — — 31059’ 30".

B = 55048'5", py = 119042'p".
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Pithin ift der Kurd bei der Abfahrt N 550 43’ 5”0 und bei dex
Antunft N 60017/ 55" O.

" B + Y. 140 + ¢
b) tg ,
2 ﬁ —y
cos ——-2—
__cos87042' 35" g 8801'5"
" cos(—381059'30")
___cos87042'35"tg8801'5"
_ cos 31059’ 30" ’
a = 107024’ 36".
1070 = 107.60 — 6420 Seemeilen,
24 — 24 ,
36
[/ — huhl —
3¥'= & = 06
Mithin betragt die Cutfernung P, P, 6444,6 Seemeilen
und 64fé‘ 5 _ 402%3 Stunden oder 16 Zage

18 Stunbden 471 Dinuten.

c) Dreied BP, C ift redtwinflig bet B und Seite B P, mit —,, alfo
08 (900 — — @) = cot (90— B () cot B,

tgBC = sin(—q,)tg B;
BC = 39014'55".

Mithin Hat der KreugungSpunit die Ldnge 190028’ 55" pber — 1690
315",
d) Aus dem Dreied B P, C jolgt,
cos B = cot (900 — — ;) cot P, C,

cot P, C = cos 8 cot (— @,);
P, C = 49958'14" — 2998,2 Seemeilen
und CP, = P, P,— P, C — 3446,4 Seemeilen.

Yufgaben: _
3. Gin Shiff Jegelt von New-Porf (@, — 40042'42", 1, = — 76020’ 30")
ouf dem Hauptireife nad) Kapitadt (p, == — 35056, 1, = 18028’ 30").

LWelchen Surs befigt 8 bei der Abjalrt und weldjen bei der Anfunft? Wie-
viel geographijde Pleilen betrdagt die Entfernung beider Stadte? .(Pr.)

4. BWo trifft der quator den Hauptlreis, der durd) BVerlin (p, = 52031/,
Ay = 18023'44") und SKonftantinopel (@, = 419, i, = 28059’ 14")
geht? (Pr.)
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Gin Sdiff fihrt auf dem Liirzelten Wege von Capenne (¢, = 5017,

A, = —52083") nad) Franfrei) und verliep Cayenne unter einem

Wintel von 3504’ mit der Nordridhtung. Unter weldems Wintel freust

e8 den 20. weftlidgen Langengrad? (Pr.)

Bon einem Orte P, unter 120 nirdliher Breite fahrt ein Shiff auf

pem Hauptireife in der Rihtung ONO ab. Weldjen Kurd fahrt dasd

Sdiff, ald e8 den 20. Meridian Bitlih von P, freuszt? (Pr.)

Gin Sdhiff fegelt von Bremerhaven (¢, = 53033, 1, = 6015') in

dem Hauptireife unter dem Kurfe S 130039'45" W eine Strede von

462 Geemeilen. Unter weldjer geographifdjen Breite und KLinge be-

finbet e8 fid) am Gndpuntte diefed LWeges?

Bon Honglong (¢, = 22012/, 1, = 114016") fahrt ein Sdhiff auf

vem Fiirgeften Wege nach) BValparaijo (p, = — 3302, 1, = — 71040").

a) Unter weld@em Kurfe fdhrt e8 ab, unter weldhem Kurfe fommt e8 an?

b) Wo und unter meldem Winfel trifit e8 den Yquator?

c) Wie groh {ind die Bogen, in die der gange Weg von feinem {itd-
lichiten Punite geteilt wird?

Bierted Kapitel
Aufgaben aus der ARronomie.

§ 16, Die Welt, der Himuel und ver Hovizont.

Beobadytung ;
a) Betvadytet man bei Tage den Hinumel, fo glaubt man, jid) in bdem

Mittelpunite einer Halbfugel zu befinden, bdie fenfredt iiber und
etwad ujammengedriift erfdeint und daber den Namen Himmels-
gemwdlbe jithrt. Diefed beriihrt die Erde, die trog mander Crhshungen und
Unterbredhungen al8 fladje Sdjeibe erjdeint, in der Ferne in einer freid-
formigen Qinie, bent jdheinbaren Horizont (Horizont — Grenglinie, gried)ijd).

b) Den gleihen Gindrud gewinnt man nad)td beim Anblid ded gejtirnten

Oimmel8. UuBerdem aber Demerft man bei genauer Beobadtung nach
etwa 10 Pinuten, dbap Pond und Sterne nid)t feftftehen, fondern fid)
nacd) Weften bewegen. Durd) ein feftgelegted Fernmrohr {ieht man
fogleich ihr Fortriiden. Lrog bdiefed Fortidreitend bleibt bdie gegen=
feitige Lage ber meiften Sterne erhalten, fie bilben daher Sternbilder
und bieten dadburd) ein Mittel, einen Stern in einer anberen Nadjt
wieder ju erfennen. Die Geftirne gehen im Often auf und im Weften
unter, fie jdeinen fid) nidht am Himmel 3u bewegen, jondern der Himmel
{deint fih zu drefen famt den auf ihm befeftigten Himmelstorpern.
Go wirtd die HGimmel8halbtugel zur vollen SKugel.
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Begeidinungen: Der Kugelraum Heiht Welt, die Kugeloberflide Himmel.
Der Punft fenfredht {iber dem Beobadjter heit Sdjeitelpuntt ober
Benit (Benit = Gegend, su ergingen de8 RKopfed, arabifd)) und ber
®egenpuntt des8 Benitd Heiht Nadir (= Fubpuntt, arabijd).
Qauptireife dburd) ben Sceitelpunit heigen Sdeitelfreife oder Bertifal-
freife (Vertex — Sdeitel, lateini|d)).

Grgebnis: Die Groge ded Beobachters, ja felbit feine Hohe iiber dem Meeres-
piegel ift im Berbiltni8 ur Grdhe der Crde ver|dwindend flein.
Daber betradjtet man in ber Ajtronomie da8 vom Bevbadhter iiber-
Jhaute Stiid der Crdoberflide ald Teil ber tm Standpunit dHed Beob-
adyter8 an bdie Grde gelegten Tangentenebene. Tatjadlih it dad von
einem Punft tber der Crdoberflache, 3. B. einem Berggipfel, itberjdhaute
©tiid der Grdbe eine SKugelfappe und bder vom Himmel {idhtbare Teil
grober al8 eine Halblugel. JBieht man zu der Tangentenebene durd)
pen Grdmittelpuntt die parallele Ebene, jo jdjneidet diefe den Himmel
in einem Qauptlreife, dem wahren Horizont. Da nun der Grdradiusg
im Berhilinid jum Weltradiugd aud) veridywindend Ilein ift, jo fallt ber
fdeinbare Oorigont mit dem wabhren ufammen. Gr teilt alfo bden
Himmel in eine fihtbare und eine unfidtbare Halbtugel. Der Beob-
adjter und die Grde mwerden al3 Punfte aufgefaft, die miteinander und
mit dem Weltmittelpuntt ujammenfallen.

Aufgabe (Fig 21): Wie grop ift die Ausfidt8weite BC unbd wie groh bas
Stiid ber Crdoberflidie, dag man a) von der Shneefoppe 1, — 1600 m,

b) vom Gipfel bes8 Pif8 von Teneriffa h, = 3716 m itberbliden fann,
wenn die Ausdfidtsmweite BC infolge bder atmofphirijden Strablen-
bredhung wm 8 Proz. vergrdBert mwird?
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§ 17. Die Weltadyje, die Himmeldpole uud der Himmeldiquator

oder die fdeinbare Bewegung der Firjterne.
Beobad)tung:

a) Die Beobadhtung mwdhrend einer fternfellen Nadjt ergibt, dap nidht alle
Gterne auf= und untergehen, fonbern bap eine Reihe von Sternen um
einent feften Punit tm Norden Kreife bejdreiben. Diefer audgezeidhnete
Puntt bes Himmeld heiht RNordbpol. Eine photographijde Dauerauf-
nahme de8 Sternhimmel8 wdhrend einer Nadyt eigt am deutlichiten,
bap die Sterne fouzentrijhe Kreife nm den Nordpol bejdyreiben. Aus
ber Rdnge ber aufgezeidneten Sternbogen und der Dauer bder uf-
nahme fann man feftftellen, dap eine volle Umbdrehung desd Himmels
etwa 24 Stunden dauert,

b) Bu ber Gruppe von Sternen, die bei und nie untergehen, gehort das
befanntefte Sternbild, ber ,Sroge Wagen“ ober der ,Groe Bidr” ober
ba8 ,Giebengeftirn (Fig. 22). Die Sterne o und B {ind die Hinter=
riber, & und y bdie Borberrdder und die Sterne &, £, n bilden bie
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Deichfel. Berldngert man Bo um dad Finfunbdeinhalbfacde, fo trifft
man auf den felliten Stern Heg ,RKleinen Wagend“. Diefer beipt
»Bolarftern®, weil er bid)t neben dem Nordpol fteht, nur 110 ober et
Prondbreiten von ihm entfernt.

Bezeidyuungen;

1.

Der vom Nordpol durd) den Beobadtungdort — Erdmittelpunft geogene
Durdymeffer Deipt Weltad)fe. Die Enbdbpunite der Weltachfe, ber Dbet
und fjichtbare Nordpol unbd bder fiir und unfidhtbare Sitdpol, beien
Pimmelspole. Der Dauptfreid der Himmelsfugel, defjfen Punite von
ben Qimmel8polen 900 Abjtand Haben, heiht ber Himmeldiquator; bie
ibm pavallelen Nebenfreife Heifen Himmelsparvallelfreife und die durd
bie Himmeldpole gefenden und baher auf vem quator und den Parallel=
freifen fenfred)t ftehenden Dauptfreife Deifen Deflinationsfreife. Der
Neigungdmwinfel der Weltadje mit der Horizontebene Deist Polfhbhe.
Dte Sterne, die ihre gegenfeitige Stellung nicht andern, Heihen Fip-
fterne (fixae — befeftigt, [ateinijd)). Daneben gibt e8 Geftirne, die ich
von Sternbild ju Sternbild bewegen, ndmlid) Merfur, BVenusg, (Grbe,)
Mar8, Jupiter, Saturn und Uranud, die man Planeten (= Herum=
{dweifende, griedijd)) nennt, jowie die Begleiter bder Planeten, bie
Monde. Die Firfterne erjdjeinen aud) durch dasd befte Fernvohr ald
Punfte, die Planeten und Vionbe dagegen ald Fldaden.

Die Sterne, bie ftetd {fiber dem PHorizont bleiben, nennt man Birfum-
polarfterne, Die weite Gruppe bilben bdie auf- und untergehenden
Sterne und gur britten Gruppe gehdren bdie ewig unfichtbar bleibenden
Sterne. Die Bahn ber auf- und untergefenden Sterne gerfdllt in den
Sid)tharfeits- und den Unjidjtbarfeitsbogen.

Grgebnis;

1.

Der Figjternhimmel al8 Ganges dreht fid) nm die Weltad)fe im Drehungs-
finne OSW. Daber miifjfen die Sternbahnen Himmelsparallelfreife
fein, und e8 muf die durd) den Benit und bdie Weltadyfe gelegte Ebene
die Symmetrieebene fiiv die Sidjtbarfeitd- und fiir die Unfidtbarkeits-
bogen fein.

Die Symmetrieebene fieht auf der Horizontebene fentred)t (nad) mweldem
{tereometrijdjen Refhriate), fie {dhneidet den Himmel in einem Sdeitel-
freife (warum). Diefer Sdeitelfreid heiht der ajtvonomijde Meridian,
feine Sdnittpuntfte mit dem Oorigont bHeihen ber Siidpunft und ber
RNordpuntt, die BVerbindungslinie bdiefer Pumite Heiht die Mordfiidlinie
ober bie Mittagslinie. Die Hquatorebere {Gneidet die Horizontebene
in einem Durdymefler (warum), der auf der Norbdfitdlinie jenfrecht
fteht (mwarum). Seine Cndpunite Heihen bder Oftpuntt und der Wejt-
punft. Die jpharifhe Cntfernung ded WufgangSpuntted einesd Geftirns

Bauner u,v. Hangledben, Geometrie f. Realanftalten. (Oberftufe.) 9
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vom Oftpuntte heit Morgenweite; legt der ufgangdpunit nordlid
vom Oftpuntt, jo nennt man bdie Morgenmweite pofitiv, liegt er fidlid),
fo negativ. GCntjprediend befiniert man Wbendweite,

3. Jn dem Meridianbogen vom Sitbpuntt Hi8 zum Nordpol liegen bie
oberen Kulminationen oder Gipfelpunite (culmen — @ipfel, lateinijd)
und in dem Meridianbogen vom Norbpol bi8 um Nordpunit bdie
unteren Sulminationen aller fiir und f{idtbaren Fizfterne (warum).
Welche Richtung Hat die BVerbindungsitrede ded Nufgangspuntied und besd
Untergang8puntted irgend eine8 Figlternesd?

Aufgaben:

1. Jn Berlin betrigt die Polhohe 5210 a) Weldjer Krei8 begrenst hier

die Birfumpolarfterne? b) Weldjen Teil de8 fidhtbaren Sternhimmeld

nehmen in Berlin die Jirfumpolariterne ein?

a) Wo muf ein Stern aufgehen, damit exr den quator durdliuft?

b) Wo und nad) welder Jeit geht ein im Oftpunit aufgegangener
Stern unter?

Weldpen Winfel bildet in Berlin bie Bahnebene irgend eined Fizjternes

mit ber Horizontebene? '

§ 18. Die {deinbare tiglide Bewegung der Somne,

Beobadytung :
a) Dap die Sonne fih bewegt, fann man innerhalb 10 Minuten feft-

{tellen, unmittelbar dburd) Beobadjtung mitteld eined gejdmirzten Glajes,
mittelbar durd) Betradjtung bed8 SHattens, 3. B. eined Jenfterfreuzes, den
man mit Kreide auf den Tifd) gezeidnet hat. Aber nidht nur die Ridtung
bes Sdjattens, fondern aud) feine Grofe andert fid). LWeldher Menfd) Hitte
nidjt gefehen, dafp fein Schatten am Abend linger ift ald am Mittag!

b) Bur gendueren Bejtimmung der Nidtung unbd der [ange ded SHattensd

dient der nomon (= Grlenner, griedijd), dad dltefte aftronomijde Beob-
adtungsmittel (Fig. 23). ABCD ift ein quabratijfes Stiid Pappe
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von 20 cm Geitenlange. SF ift ein runder, 5cm langer Bleiftift, dex
burd) einen Nagel fenfredht auf der Witte F bdes Pappitiided befeftigt
iit. Um F find 12 RKreife mit verjdiedenem Abjtand gezeidinet; bder
Rabiug bes8 fleinjten Kreifed betrigt 45 mm, dber bed groften 99 mm.
Diefe GrdBe papt fiir Beobadjtungen tm Juli. Diefen Gnomon be-
feftigt man auf einem Borigontalen Tijhe und begeidnet durch) Nabdel-
ftiche die Puntte der Kreife, auf weldje die Spige de8 SHattensd Fwifchen
9 und 10 Ubr, jowie wijden 2 und 3 Uhr fallt. Dann Halbiert man
jeden von wei Nabdelftiden begrengten Krei8bogen. Die erhaltenen
Halbierungdpunite G, H, J ujw. miifjen auf demjelben Radius liegen,
und auf Ddiefen muf der Firjejte Sdjatten fallen. Diefe Ridtung

evweift fid) durd) Bergleid) als identifd) mit der nad)td gefundenen
Nordjitdridiung,

c) Wiederholt man biefe Beobad)tung nad) einigen Tagen mit unverdnbdert

liegen gebliebenem Gnomon, o erhilt man andere Stidpuntte; bie
Sdyattenlange hat fidh) swar verdndert, aber die Nidhtung de8 Filrzeften
Sdjattens, die Norbiitbridhtung, ift unverdndert geblieben.

d) Fegelmifhige BVeobadptungen ded Yuf- unbdb bes Untergang8puntted der

Sonne geigen eine gleidhmabige Berjdiebung derfelben im Gegenfay zu
per Unverdnderlidfeit der Auf- und Untergang8punite bder Figfterne.

Grgebnis:
1. {bereinftimmend mit den Fixfternen:

bejdjreibt die Sonne tdaglid) einen Krei8bogen im Drehungsdjinne OSW
und fulminiert im aftronomijchen Weridian (meridies — Mittag, latein.).

2. Jm Gegenjay ju den Figfternen:

fallen bie (oberen) Sulminationen der Sonne an verjdjiedenen Tagen
nid)t gujammen, fondern liegen iibereinander, ebenjo verichieben {ich) ihre
Auf- und ihre Untergangdpuntte wdihrend de8 Jahres. Daher fdnmen
igre Tagedbahnen feine OHimmel8parallelfreife fein. Denn zwei nod) io
benadybarte Paralleltreile hangen nirgends jufammen. Bielmehr bejdhreibt
dte Sonne vom 21. Juni bi3 21. Degember eine duerit flachgingige
Sdraubenlinte aufmwdrt8 und daun vom 21. Degember b8 21. Juni
diefelbe Sdjraubenlinie abmwdrts.

3. Die beiben Paralleltreije, mwelde diefe Schraubenlinie je in einem Punite

berithren, Beifen nordlidger und fitdlicher Wendebreis, Ihr {phirijder
Abjtand ift gleid) dem Unterjdjiede swijden den Sonnenfulminationen
am 21, Juni und am 21. Degember. Gr wirh mit 2 & begeichnet und
ift verdnbderlid). Sm Jahre 1910 mwar ¢ = 230 27’ 3,568", {eine jdbr-
licge Abnafhme betrdgt 0,468". Wir benugen bei den Beredmungen
grundfislid) den abgerunbdeten Wert ¢ — 230 27'.  Ferner betradyten
wir die tiglide Sonnenbahn ald Himmeldparallelfreife. Daher gilt
9*
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bei allen Berednungen die tiglide Deflination der Sonme (d. 1. ihr
foharifcher Abftand vom Hquator) ald fonjtant, jowie ihre tiglide
Morgen- und Abendweite al§ gleid).

4. Am 21. Juni legt der ujgangdpuntt der Sonme auf der nirdliden Halfte
pe8 Porizontd und war am weiteften vom Oftpunft nad) Norden, und
ihre Sulmination befit die gropte Hdhe. Daber ift ihr Sidjtbarteitsbogen
und ber Tag am lingjten. Der 21. Juni Jeiht Sommerjonnenivende.

Dann ritdt der Uufgangdpuntt téglich ndher sum Oftpuntt und erveidt
thn am 23. Geptember. WMithin ift der Sidjtbarfeit8bogen ein Halblreid
und dber Tag gleich ber Nadit. Der 23. September heiftt daher Herbit-
taguudnadytgleide,

Sn ben folgenden Monaten geht die Sonne auf der jitdliden Halfte
bed Yorizontd auf, tdglid) weiter vom Oftpuntt entfernt, am 21. Degember
liegt ihr Aufgangdpunft am fiidlidjten und ifhre Kulmination erreidht
bie geringfte Hohe. Mithin ift der Sichtbarleit8bogen und der Tag am
tiirgeften. Der 21. Degember feiht Winterjonnemwende,

Dann wanbdert der Aufgangdpunit wieder guriid und fallt am 21, MWary
wiederum mit dem Oftpuntt jufammen. Mithin it der Tag wieder gleid)
der Nadyt, daber heiht der 21. Pirz die Frithlingstagundnadtgleidye.

Uufgaben:
1. a) Wie bevechnet man aus der Ldnge ded Stifted I und de8 Shattensd m
eine8 Gnomong die Kulminationdhvhe dber Sonne?

b) Warum mup man den Stift eine8 Gnomons verfleinern, wenn man
nid)t im Juli, jondern im September beobadjten mwill?

2. a) Welden Durdymeffer mup man einem Signalballon geben, damit
er einem Ruftidiffer in 3km Eutfernung {o grop wie die Sonne
erjdjeint, wenn man bden jdeinbaren Sopnnendburdhmeffer u 32
annimmt ?

b) In weldem Abjtand vom Wuge erjdjeint eine Tajdenulr mit dem
Durdmefjer d — 44 mm jo grog wie der PViond, deflen Jdeinbare
Breite 31’ betrigt?

3. a) Um mieviel Sonnenbreiten veridjiebt {idh) tdglidh) die Kulmination bder
Sonne, wenn man ihre Verjdiebung al8 gleididrmig annimmt?

b) Warum it die Morgeneite dber Sonne am 21, Degember griofer ald &?

4. a) Wann ift die Viorgemmweite der Sonne pofitiv, mwann gleid Null,
wann negatin?

b) Jn ben Beredhmungen jegen wir die WMorgeniweite und die Abendrveite
pedjelben Tages einanber gleid); an welden Tagen it die tatfadlide
Abendrveite dexr Sonne groger ald ihre Worgenweite?

5. a) Wann durdliuft die Sonne die TWenbdetreife, wann den Hquator?

b) BWann ift die Deflination der Sonne gleid) Null, wann am gropten?
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§ 19. Die {dheinbare jihrlide Beweguug der Sonmne.
Beobadytung:

Notiert man ben Yufgang eined beftimmten Sternbilded an mefhreren
aufeinander folgenden Abenden, fo findet man, dah e8 tdglid) etwa vier
Minuten frither aufgeht. Daher fteht einige Wodjen {piter da8 Stern-
bild 3u dberjelben Stunde nidt mehr an derjelben Stelle des Himmels,
fondern bem Meridbian ndher, nad) drei Wlonaten fulminiert e8 zu der=
felben Stunde und nod) jpater ift bagd Stermbild zu derfelben Stunde
am weftligen Himmel fidtbar. Hieraud folgt, dah die Sonne hinter den
Sternen juvii€bleibt. LWaren bie Sterne mit der Sonne gujammen fidt-
bar, jo fonnte man jehen, 3wijden welden Sternen hindurd) die Sonnen-
bahn geht. Da aber die Strahlen der Sonne dag Erlenmen der Sterne
verfindern, jo beftimmt man den Stern, der um Mitternadyt durd) den
Puntt deg Meridiansd hindurdhgeht, in dem die Sonne mittags fulmi-
nierte.  Diefen Stern fudt man auf einer Sternfugel, d. i einer
fugel, auf welde bdie Sternbilber gezeidhnet find, auf und zieht von
thm aud den Durdymeffer, dann bejeidnet der andere Endpunit bed
Durd)mefferd den Ort der Sonme um Mittag. Wieberholt man bdiefe
Sonjtruftion nod) an den 365 folgenben Tagen und verbindet die er-
Haltenen Orte miteinanber, unbd gwar 0 mit 1, 1 mit 2, ... 364 mit 365,
o ecfennt man:

Crgebnis:
1. Die jiahrlide Sonnenbahn ift ein Hauptfreid; diefer heiht Efliptif.

Die tigliden Wege der Sonne anf der EHiptit find ungleidy,
und gwar betrdgt der gropte Bogen, anfangd Januar, 61 Bogenminuten,
per fleinfte, anfangd Juli, nur 57 Bogenminuten.

Der Kulminationspunft 365 der Soune nad) 365 Tagen fillt mit
ihrem Sulminationspuntt O nidt ujammen,

2. Da die Sonne hinter den nad) Wejten gehenden Sternen uriidbleibt,
o burdymanbert fie gemifjermaken in umgelehrter Ridtung im KRaufe
eined Jahre8 den Himmel in der Cfliptif. Dad Wort Clliptil jtammt
aud dem Griedhifhen und bedeutet Yusbleiben; e8 treten namlid) Ber-
finfterungen der Sonne und bed Ponbded ein, wenn beide jugleid) in
ber Nabe eined der beiden Schnittpunite der GEliptit und des Hquators
{id) befinben.

Derjenige LWeltburdymeifer, welder auf ber Elliptifebene fjenfredht
fteht, Deiht bie Adyfe der EFliptif, und {eine Endpunite Heipen die Pole
der Cfliptit.

3. Den Giirtel zu beidben Seiten der Gfliptif nannte man jGon in den
dlteften Beiten den Tierfreid, Die Giliptif wird in 12 gleihe Stiide
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pont je 300 Rdnge zerfegt, die Teilpunfte fithren bdie Namen und die
Beichen der benadjbarten Sternbilder (Fig. 24). Diefe find

\'2 Y o 6o 6 11}

Bidder Stier Bwillinge Krebs Liwe Sungfrau

21, Miirs April Mat 21, Suni Suli Auguit
e m g 6 = X
LWage Storpion Sdiige Steinbod Wajfermann  Fijde
23. Geptember  Oftober Rovember 21, Degember Sanuar Februar.

4. Die Gfliptit und der Mquator find Hauptfreife, mithin mitflen fie fidh

in gwei Gegenpuniten {dneiden. Da nun der Ort der Sonne einerfeitd
ftet8 ein Punft ber Etliptif, anderverfeitd am 21. Warz und am 23. Sep-
tember der Mquator ift, fo mup die Sonne an diefen Tagen in den
Sdnittpunften der Gfliptit und de8 Hoquators ftefen. Diefe Punite

Beigen:

nad) der Jabredgeit . . . . . . . . Frithlingspuntt und Herbitpunit,
nad) bem Sternbild, in bem die Sonne
fteht . . . . . .. . Widderpuntt und Wagepuntt,

nad) der Gleihheit von zag und Rad)t Tagundbnadyigleidjepuntte.

. Dag Sternbild ber Cassiopeja befteht aus finj Sternen, die ein breit-

gezogened W bilden (Fig.22). Der Polarftern Halbiert den Hauptbogen
gwifden 0 dbeg Grofen Bdren und f der Cassiopeja. Dafer vertaujden
diefe beiden Sternbilder nad) je 12 Stunden ihre Stellung miteinanbder,
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ober die Cassiopeja fteht gu derfelben bendftunde nad) einem Halben
Jabre genau an der Stelle, wo vorer der Grofe BVar jtand. Ber-
lingert man 04 um fid) felbft, fo fommt man um Frithlingspuntt.
6. Die Fig. 25 ftellt den Augenblid de8 Sonnenunterganged am 21. Mirz
bar. Der Jrithlingdpuntt fallt ugleid) mit der Sonne in den Wejt-

&ig. 25.

Nadir

puntt und der Qerbitpuntt in den Oftpuntt; basd Beihen des Krebfed 6o
{teht in feiner oberen, a8 bes8 Steinbods 7 in jeiner unteren Sulmination.
Die Sonne bleibt gegenitber den Sternen in 365 Tagen ungefihr

0
einen auptireid — 360°, mithin tdglid ?;;T%' faft 10 guriid, fie jteht

baher nad) einem Monat im Jeidjen ded Widders, nach) drei Monaten,
alfo am 21. Juni im Zeiden de8 Krebfed ujmw. Daber heifgt der ndrd-
lidhe Wendefreid, den bie Sonne am 21. Juni berithrt, der WendeFreid
Des Krebjes unbd der fitdlide Wenbelreis, den die Sonne am 21. Degember
beriihrt, der Wenbefreis des Steinbods.

. Die Figfterne dndern ihre Kulminationen nicht. Daher mitflen die Qul=

mination3hdhen der Sonne am 21. Juni und am 21. Degember mit
benten De8 Srebfed, baw. des Steinbod8d itbereinftimmen. Folglidh) ijt
ber {phdrifdhe Abftand der beiden Wenbdefreife gleih) der Differeny der
hodyften und der niedrigiten Sonnenhobe, gleih 2¢ nad) § 18, und der
RNeigungdmintel der Etliptitebene mit der Mquatorebene betvagt & Diefer
Winfel Deipt die Sdjiefe der Cfliptit.
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§ 20. Das ptolemiijde und dad Fopernifanije Weltjyjtem.

Ptolemins lebte in der erften Halfte bed zweiten Jahrhundertd n. Chr.
tn Alezandria. Gr Jammelte und fidtete dad Wijfen feiner Jeit und ver-
vollfommuete e8 zum exften umfaffenden Weltjyftem. Die rubende Erde bildet
pen Mittelpuntt desd Weltalld. Um bdiefe bejdjreiben der Viond und die Sonmne
in 27% bjw. 3651 Tagen ergentrifhe Kreidbahnen, die Planeten durdhlaufen
Gpizyilen, d. . Surven, bei denen ein ideeller Puntt um die Grde und um bdiefen
der Planet Treift. Auher diefer Bewegung vollfithren alle Himmeldtdrper taglid)
nod) eine Rreigbewegung. Dad geozentrifde Weltjyftem bed genialen
PBtolemausd entfprad) nidt nur dem Augenjdein, fondern geniigte aud) der
fhweren Forderung, den Ort eine8 Sterned voraud gu beftimmen. Medhanijd)
franfte e8 daran, bap ein Korper fih um einen ideellen Punit drehen foll,
mathematijd aber fteht e8 unangreifbar dba. Daber ifiberrajdit e8 und aud
nidt, dap died Syjtem viergehnhundert Jahre hindurd) dbag Sudjen ber Menjden
nad) Walhrheit befriedigte. Und ald ihm 1543 Kopernifus (geb. 1473 zu
Thorn, geft. 1543 al8 Domberr zu Frauenburg) fein Heliogentrifdes
Welt{yftem gegenitberjegte, fonnte er die ptolemdifdjen Rehren nid)t wider-
legen, fonbern mupte fid) auf den Nadyweid bejdrdnten, dap feine Auffajjung
alled, in8bejonbere bie Spigen- und die Sdleifenbewegung der Planeten ein-
facher exfldre.

RKopernifus behauptete:

I Der Himmel mit den Firfternen ift unbeweglid); feine jdeinbare tdg-
lige Nmbdrehung ift eine Folge der Adjfendrehung ber Erde.

II. Die Grde durdiliuft jihrlidy einen Kreid, in deffen Mittelpunit bie
Gonne fteht. Mithin mup der Hauptireid, in dem bie Erdbbahnebene
den Himmel jdneidet, die G¥liptil fein.

Qepler (geb. 1571 ju Mayjtadt in Witcttemberg, geft. 1630 zu Regens-
burg) erweiterte bas Iopernifanijhe Syjtem Dbejonders durd) feine Ge-
fege itber die Planetenberegung.

1. Die Planeten bemwegen fich in ebenen Kurven um bdie Sonne, ihre Leit-
ftraflen bejdjreiben in gleidien Seiten gleidje Flidjen.

IL Die Planetenbahnen {ind CEllipjen, in deren einem Brennpunft die
Soune fteht,

IIL. Die Quabrate ber Umlaufdzeiten der Planeten verhalten fid) mwie die
Kuben ihrer mittleren Sonnenabitdnbde.

Newton ergingte 1687 die Kepleriden Gefege dahin, dah die Bahnen ber
die Sonne umfreifenden Himmelstdrper jede Art von Kegeljdnitten fein fonnen,
und jeigte, wie fid) biefe Gefege mittel8 der hoheren Mathematit unanfedtbar
berleiten lajfen allein aus dem allgemeinen RNaturgefey der Gravitation:

Bwei Kbrper ziehen einander an im diveften Berhdltnid ifrer Viaffen
und im umgefehrten BVerhilini8 de8 Quabdrated ihrer Entfernung.
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Die Kepler=Nemwtonjden Gefege bilden bdie {idjere Grundlage, auf der
fih bie mobderne Hjtronomie aufbauen fonnte, und jede eitere Gntdedung
wurde etn neuer Bemweid fiir ihre Giiltigleit.

Aber bet ber Lijung von Aufgaben aud ber {pharijhen Wftronomie ift
voriegend der geogenirijhe Standpunft eingunehmen:

Der fugelfdrmige Firfternhimmel ald Ganzed dreht fidh nm die Crde,
diefe fteht ftill.

Der Radiug der Crde ift Null, aljp fallen der Weltmittelpuntt, der Erd-
mittelpunft und der Beobadtungdort sujammen.

Da nun nad) ber Lehre be8 Kopernifusd die Umbdbrehung ded Himmelsd
eine Folge der Erdumbdrehung ift, o folgt:

Die Crdadife ift ein Teil der Weltadyfe; denft man fid) die Erde ver-
grifert sur Welt, {o fallen mithin der quator, die Larallelfreife und bdie

Wenbdefreife der Erde mit den gleidjnamigen Kreijen ded Himmels ujammen,
und e8 muf die geographijde Brette eines Ortes gleid) jeiner Polhbhe fein.
Denn wird der Crbradiug Null, jo fallt (Fig. 26) A AVZ mit der geo-
graphifden Breite ¢ zufammen, mithin ift bdie Polhohe X WVP — ¢, weil
beide Wintfel burd) denfelben Winfel PVZ zu 900 ergingt merden.



138 Biertes Kapitel. Aufgaben ausd der Aftronomie, § 21

§ 21, Beitmafe.

Gterntag Heift die Beit wifden zwei aufeinander folgenden obeven Kul-
minationen irgend eine8 JFirfternesd; er ift identifd) mit der Jeit einer ein-
maligen Umbrehung der Erbe.

@onnentag feiht die Seit swifden zwei aufeinander folgenbden oberen
Sulminationen de8 Sonmenmittelpunites.

Die Sterntage find gleid); die Sonnentage ungleid), weil die Sonne {id)
mit ungleidgfdrmiger Gejdmindbigleit auf ber Cfliptif bewegt (Folge der Kepler-
{en Gefege), unbd weil gleidjen Bigen ber Ctliptif feine gleidhen Bidgen bHes
Hquatord entfprecdien (Fig.27: Die Giliptitbogen WV und UE feien gleid),
A V' = 90° mithin V"W < c; AU’ faft parallel EU, mithin AU’ fait
gleid) c). .

Die Sonne bleibt in 365 Tagen einmal die Ldnge der GHliptil hinter den
Sternen 3uriid; alip find 365 Sonneuntage gleid) 366 Sterntagen, und ein
Sonnentag ift faft 4 Pinuten langer al8 ein Sterntag. Die ungleiden Sonnen=
tage bieten fein geeignete8 Beitmap fiiv bad birgerlidge Reben. MDan nimmt
daber al8 mittleren Sonnentag die Beitdbauer an, bie ywifden wei Kulmina-
tionen der Sonne [iegen witrde, wenn diefe jahraud jahrein mit gleidfdrmiger
Gefdhmindigleit den Aquator durdlaufen’ miicde.

Die Beobadhtungen mit der Sonnenufr und die Beredhnungen aud aftro-
nomifden Aufnahmen ergeben {tet8 bie wafhre Sonnengeit. Um aus bdiefer
die mittlere Sonnengeit su beftimmen, Hat man fir Jamilide Tage desd Jahres
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pen Beitunterjdied wifden der Kulmination der wahren und der gebadjten
ymittleren Sonne beredinet. Diefe Differeng heiht Beitgleidung odber Beit-
audgleiung (Zafel, S. 153 und graphife Darftellung, &.140, Fig. 28).
Mittlere Beit — wahre Beit + Seitgleidung.
1 Sterntag = 1 mittl. Sonnentag — 3= 56¢ mittlere Sonnenyeit,
1 ” =— 23h 56m 45 mittlere Sonnengeit.
Sterngeit — 1,002 738mal mittlere Sonnengeit und;
mittlere Sonnengeit = 0,997 27 mal Sterngeit.
Die mittlere Beit oder OrtBzeit ift nur fiir Orte dedjelben Weridians
(meridies = Mittag, lateini{d)) diefelbe; dagegen entfpredhen
Unter{dyieden der geogr. Rdnge von je 19, 150, 90°, 180°, 270°, 360°
Unter{chiede ber OrtBgeit von . . . 4=, 1b, b, 12b  {8h  24h
weil bie mittlere Sonne in 24k iiber allen 360 Pieridianen fulminiert. Damit
bie Uhren Mitteleuropasd {ibereinftimmen, geigen fie jamtlid) die Ortdjeit des
15, Graded djtlider Linge von Greenwid), der durd) Stargard und Ginlig
geht. Diefe Uhrengeit Mitteleuropasd Heiht die mittelenropiifdie Beit.
Mitteleuropdifde Jeit = mwabhre Jeit + Jeitgleidung + Langengeit,
My = t + gl + 1,
wenn man mit Langengeit die Seit begeichnet, die verflieht von dber Kulmina-

tion der mittleren Sonne in Stargard und in dem Beobadjtungdort. RKiegt
diefer Ort wejtlid), jo gilt bad pofitive Seiden.

Yufgaben:
1. a) Welde Jeit zeigt eine Uhr in Caffel (A = 9°30") am wahren Mittag
bes 5. Februar 1911? (Siehe Tafel, &. 153.)

b) Desdgl. in Parig (A = 2°20'15”) am 15. Juni 19117
c) Deggl. in Petergburg (A = 30°18") am 28. September 19117
d) Desgl. in Kapftadt (A = 18°29’) am 10. uguft 19117
e) Deggl. in Balparaifo (A = — 71°40’) am 21. Pai 19117

2. a) In weldem Meridbian befindet fih ein Schiff, deffen nad) mittel-

europdijder Beit gehende Uhr am 22. Pirg 1911 bet ber Kulmina=
tion ber Sonne 122 15m 16# eigte?

b) Dedgl. 2b33m 175 nadymittagd am 31, Mai 19117
c) Desgl. 112 55= 43 pormittag8 am 5. Jult 1911°
d) Dedgl. 6» 10 115 pormittag8 am 13, Oftober 19117
e) Dedgl. 62 10= 11 nadmittagd am 13. Offober 1911°?
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§ 22. Die aftronomijdhen Koordinateniyjteme.

I Fig. 29, ( I Sig. 29, I Qig. 2.
Abisiffenadie . . . . Qorizont 1’ Siquator GEliptit
Ab{Tziffe:
Rame . .*. ... ... Agimut « Reftafzeniion « Aftronomif{dhe Lange 1
Nullpunit ... ... Sitdbpuntt S Frithlingdpunit v Frithlingdpunit v
Ridhtung der Mefjung Bom Simmeldnordpol aud gefchen:
redhtd Herum, linf3 herum, Iinf8 Herum,
®rdfe der Meffung . 00 i3 3600 . 00 big 3600 00 Hig 3600
oder weftlidh und
Bitlich von 00 big 1800
Pol., . ... ... Benit ober Sheitel Nordpol Pol der ERliptif
Ordinate: ‘
Rame. . .. ... .. 9dhe h Deflination ¢ Aftronomiihe Breite 8
Deffung auf dem . . Sdeitelfreid I Deflinationsfreid Cfliptijhen Meridbian
Ridtung der Meffung || iiber dbem Horizont +, | ndrdlih +, fitblih — | ndrdlicy +, {Hdlich —
unter b. Horizont —
Grdge dber Meflung . 00 6ig 900 00 Big 900 00 6ig 900
h Z - ¢
Lk P
fr T
AL W

Qqugaben: Weftliche Welthalbfugel vom Weltmittelpuntt ausd gefehen.

1. Bur gedbadtni8mahigen Cinprdgung be8 Horijontipftems beachte: Hohe
erinnert an Qorizont; in Horigont, Wzimut und JBenit wiederholt fid) dber
Budjitabe 2; die Koordinaten {ind mit lateinifden Bud)ftaben bezeihnet.

2. a) Wzimut und Hohe find Funftionen der geographijden Breite  und

per Beobadjtungsseit L.
LWie dnbdert fih a und h der Sonne und der Fixfterne im KLaufe
eined Taged und eined Jahres?
Welcher Puntt ded8 Himmeld Hhat ftetd ¢ — 180° und b = @?
Weldjen Agimut hat ber Puntt ded Himmels, deffen Hohe 900 betrigt ?
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LWelde Sulminationdhohe hat die Sonne am 21, Pdrz, am 21. Juni,
am 23. September und am 21, Degember in ber Breite ¢?

b) Die tiglide Deflination der Sonne wird ald fonjtant angenommen!
LWie dnbdert i) ihre Deflination im Laufe eine8 Jahres?

Wie findet man bdie Deflination o eined Firiternes ausd feiner
Sulminationdhiohe 2 und der geographifhen Breite ¢? ﬁBeIcf)e Detli-
nation befigt der Widberpunit, welde der Krebs?

Qiegt der JFrithlingspunft v feft, fo miiffen bie Reftajzenfionen
der Firfterne (auper der Sonne) unverdndert bleiben. Nus ber tatfac)-
licgen Ynderung der Reftafzenfion der Firfterne Hat man berechnet,
bap ber v jahulih 50,24” nad) den Fijden hinwanbdert (Fig. 24),
pak er alfo in %;%,, = 25800 Jahren bie gange Clliptif suriid-
legt. Da nun die Namen der Sternbilber 2000 Jahre alt find, o
ift ber v um 2000.50,24" = 30° verjdjoben und liegt Heute etwa
im Gternbild der Fifde, ebenfo mitfien bie anberen Beidjen bder
per Gfliptif im benadjbarten Sternbild liegen.

Gite die Beredynungen gilt natiiclid) der v ald fejt. Wie dndert
fih dann bie Reltafsenfion der Sonne in einem Jahr? Warum
wetben in Sternvergeidnifjen die Orter der Sterne in o und & an-
gegebent, und mwie fertigt man einen Pimumel8globud an? Warum
werden periodild) neue Sternverzeidhnijje heraudgegeben?

c) Wie der Frithlingspuntt, {o dnbert fid) aud) die Sdiefe & der Giliptif,
wir benugen grundjdglid) den Wert ¢ — 23027, Wie dnbert fid)
die Breite und Ringe der Sonme im Laufe eined Jahres?

§ 23. Das redtwinflige Dreied.

L. Dad Dreied ift am Nordpunft rvedhtvintlig.

Borbemerfung: Jft in ben Nufgaben diefes oder der folgenden Paragraphen
ba8 Datum bed Jahred 1911 angegeben, jo foll die Deflination § der
Gonne aud der Tabelle entnommen rwerben.

1. Wann ging die Sonne, 0. §. ihr Mittelpuntt in BVerlin (p = 52°30',
= 13923'45"") auf und wie grop war ihre Dtorgenmeite
a) am [dngiten Tage, b) am fiirgeften Tage,
¢) am 16. April 1911, d) am 18. Oftober 1911?
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Rifung: a) Aud ben Seiten ¢ und (90° — J) bed redjtwintligen
Dreied8 P No Au (Fig. 30) berechnet man den Winfel v — 55°34/37".

Die Sonne durd)liuft den Bogen BAuC mit gleidformiger Ge=
{hmwindigleit in 12 Stunbden; um Mitternadt fteht fie in B, Mittags
in C. Braudt fie ¢ Stunden, um den Bogen B Aw u durdjlaufen, jo
verhdlt fid

t Stunden alfo ¢ — *

12 Stunden 1800’ 16

t — 55034/37":15 = 30 42m18s b, §). die Sonne geht um 30 42m18:

wahrer Sonnengeit oder um (3042m18s | 1m18s 4 fm2hs) — 3hH0m1s
mitteleuropdijher Beit auf.

Jre Morgenweite O Au it gleid) (90° — Au No) = (900 —49010'44"")
= 40049’ 16", b. §. bie Sonne geht 40°49' 16" nirbli vom Oft=
punite auf.

2. Durdy die Strablenbrechung, die am Horigont am grohten und im Jenit
Null ift, wird die Deflination der Sonme beim Yufgang um etwa 35’
vergrdBert. Rdfe Nufgabe 1 mit Beriid{idhtigung der Strahlenbredjung.
Die meiften RKalenber geben den Sonnenaujgang fiir die Breite von
Berlin und die Ringe von Stargard an.

3. Um mwieviel Uhr nad) mitieleuropdijder Beit ging die Sonne in Caffel
(p = 51019, A = 9°30'10") am 21. Juni 1911 auf mit Beridjid-
tigung ber Strahlenbredhung?

4. Wann geht auf bem ndrdliden Wenbdetreife (¢ — 23°27") die Sonne
am lingiten Tage auf und in welder Morgenweite?

Stunden,
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5. Um wieviel Uhr nad) mitteleuropdijdher Beit geht die Sonne in Wien
(p = 48912'86", 4 = 34°3') a) am ldngften Tage, b) am Fiirzeften
Tage bed Jahre§ 1911 unter?

6. Wie lange dauert in Cajfel (¢ = 51019’) ber fiirzefte Tag?

7. Unter weldher Breite geht die Sonne am 21. Juni 39°34' nordlid) vom
Oftpuntt auf?

8. Hnter mwelcher Breite gehit die Sonne am 21. Degember um 7h59m
walhrer Sonnengeit auf?

9. Welde geographifde Breite hat ein Ort, an bem bie Sonne am
3. Geptember 1911 eine Morgenmeite von 12057’ 43" befigt?

10. Weldge Deflination befigt die Sonne in Cajjel (¢ = 51°19") an einem
Tage, an dem fie 4246m48 nad) MWitternad)t aufging?
11. Wann geht die Sonne in Rom (p = 41°53'54”) 18056’ ndrdlid) vom
Oftpunite auf, und wie grof ift an bdiefem Tage ihre Deflination?
12. Um weldje mwafre Sonnengeit geht die Sonne am ldngjten Tage auf
a) am Ylquator,
b) auf dbem nirbliden Polarfreis,
¢) an einem Orte swijden dem Nordbpol und dem ndrdliden Polarfreid?

IL. Dad Dreied i)t am Pol vedtwintlig.

13. Welche Hobhe 7 und welden Azimut a Hat die Sonne am 10. Juni 1911
in Berlin (@ = 52°30") um 6 Uhr morgend wahrer Sonnengeit?

Na
Lofung: Um 6 Uhr walhrer Sonnengeit geht der Deflinationsfreid
burd) ben Oftpunit O (Fig. 31). Der Winfel ZPL ift 90°, mithin ift
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ba8 Dreied ZPL redtwinflig. Pan Iennt feine Katheten und be-
redinet feine Oypotenufe ZL = 71°58'48" und feinen Winlel LZP
= 14027'18". Daber erhilt man al8 Hohe h = 18°1'12" und alg
Wgtmut @ — 194°27'18" weftli) oder 75032'42" ditlid).

14. Weldge Hohe 7 und welden Wzimut a Hat die Sonne am 5. Juli 1911

15.

16.

17.

18.

19.

in Rom (@ == 41°53'54") um 6 Ulr abend8 mwahrer Sonmengeit?
(Big. 82.)

Welde Richtung Hat eine Strake in Caffel (¢ = 51°19’), bie am

1. PMat 1911 um 6 Uhr morgens mwahrer Sonnengeit {Hattenlod war?

3n Uplala (@ = 59051'29”) ftand die Sonne um 6 11hr nadmittagd

h = 17°5" hod) iiber dem Oorizont. Weldje Deflination bejaf bie

Sonne und in welder Himmeldridtung ftand fie?

Jn Lifjabon (p — 38042'80") wurbe bdie Sonne um 6 Uhr nad-

mittag8 150 ndrdlidh) vom Weftpunite beobachtet.

a) Wie grop war ihre Deflination, und an welden Tagen ded Jahres
1911 fann bie Beobadtung ftattgefunden Haben?

b) Wie hod) {tand an diefem Tage die Sonne, und wie lang war bder
Sdjatten einer 5m langen Telegraphenitange?

Um 20. Juni 1911 um 6 Uhr nadmittagd betrug die Sonnenhdhe

13059, Unter weldjer Breite fand die Beobadjtung ftatt?

III. Dasd Dreiedk ift am JFenit vediwintlig.
Man will die Sonne am 29. Juli 1911 in Caffel (p = 51°19,
A = 9°30'10") beobadyten, wenn fie genau im Weiten fteht. Sn mwelde
$ohe mup man dag Fernrohr einftellen und um wieviel Uhr beobachten?

Boauner . v. Yangledben, Geometrie f. Realanftalten. (Oberftufe.) 10
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20, Wie hod) und zu mweldjer Beit fteht in Hamburg (¢ = 53033/, L = 109)
bie Sonne am lingjten Tage im erften BVertifal, d. §. genau im Often
und im Wejten?

21. Sn Stettin ftand bdie Sonne am 16. Pai 1911 um 6b56m50s in einer
Obhe b = 28°40'42" genau im Often. Befannt ift die Beitgleihung
gl = — 8m49s und bdie Lingengeit I — + 1m48s. Beredjne die Breite
und die Bange Stetting.

22. Ym 6. April 1911 (0 = 6°7'6") betrug die Hdhe der Sonne, alg fie
genau im Weften {ftand, h — 9°059'40”., Beredine bdie Jeit ber Be-
obadjtung und bdie geographifhe Breite des8 BeobadhtungSortes.

§ 24. Aufgaben iiber dad nautifhe Dreied.

1. Pan will bdie Sonne an einem Dbeftimmien Orte (@, 4) in einer be-
ftimmten Beit (0, mey, gl) beobadten. Jn welder Ridtung (2, o) mup
man dad Fernrohr aufitellen?

Lofung: Aus A, me, und gl findet man bie wahre Sonnengeit ¢
und aud biefer den Winfel ¢ (Fig. 332 und b) nad) den Formeln
Moy =t Fgl-+1 und ¢2:126 = 70:180°,
Bon bem Dreied ZPL fennt man nummehr drei Stiide, namlid)
swei Seiten und den JwijGemmwintel, mithin fann man die fehlenden
Stiide mittel8 ber Neperjden Analogie Heredynen.

Fig. 33 a.

Na
Oftliche Halblugel.

Da ber Winfel v eine einfade Funftion der BVeobadjtungsseit ¢,
namlid) T = 15¢ ift, fo fithet er den Namen ,Stundenwinfel’. Dad
Dreied ZPL feifst Senit-Pol-Stern- oder nautifded Dreied.
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Benuge bei Beobadjtungen:

gwifden Mitternadht und Mittag Fig. 33 a; ¢ gibt bie Beit vormittagsd
und a den Hitliden Azimut an;

swijdgen Mittag und Mitternadt Fig. 33b; ¢ gibt die Beit nadmittagsd
und o den mweftliden Azimut an.

a) An einem Orte, der die geographije Breite = 51°59'20" Hat,
wurbe der Stundenwinfel 7 eine8 Sterned, bejjen Detlination
0 = 2200'55" betrug, gleid) 15°8'12" beftimmt. Wie grop find
gur felben Beit die Qohe und der Wgimut ded Sternes? (Pr.)

b) Unter dem ndrdliden Polarfreid (¢ — 66°33’) wurde bdie Sonme
um 1h11m18¢ wabrer Beit beobachtet. Wie Hodh) und in mwelder
Himmeldridtung ftand fie, mwenn ifhre Deflination 17° 15’ 36"
betrug?

¢) Man will in Berlin (p = 52°30") bie Sonne am 1. Pat 1911
vier Stundben vor ihrem Durdgang duvcd) dben Meridbian beobadjten.
Weldge Hohe und mwelden Wzimut hHatte bie Sonne um biefe Beit?

d) Weldje Hohe und mwelden Ugimut Hatte bdie Sonne in Briffel
(p = b0°47'538", A = 4°22'4") am 22. Yovember 1911 um
2n40m nadymittagd? Wie lange dauerte der Tag, und wo ging die
Sonne auf?

e) BWelde Ridtung Hat eine Strape in Caffel (p = 51°19’, 4 =9°30'10"),
dte am 5. Suli 1911 um 10 mitteleuropdijher Beit jhattenlosd ift?
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2. a) Auf der Breglauer Sternwarte (¢ = 51°6'57”) mwurbe bdie Sonne

nad) Siiboften in » = 89°10" Hohe beobadtet. Weldhes war ihre
Deflination und wieviel Uhr mwar e8 nad) wahrer Sonnengeit?

b) Diefelbe Aufgabe fiir Dredden: ¢ = 5102', a = 57°58/, h == 37°5".

c) Diefelbe Nufgabe fiir Bordeaur: @ — 44°50', o = 97°4" bitlidh,
h = 17°10".

d) Weldye mitteleuropdijde Beit war e8, alg man in Pot8dam (¢ = 520 24/,
A =1303'45") bie Sonme nad) OSO in einer Hohe h == 190 59’ 50"
beobadytete, wenn die Jeitgleiung gl = L 5m 40s betrug?

e) In Athen (p = 37958, 1 = 23044") fand man eine Strape, die
von SO nad) NW fithrte, {hattenind und bejtimmte die Sonnenhdhe
h = 50°. Welde Dellination hatte die Sonne, um mwieviel Uhr
mitteleuropdifder Beit fand die Beobadtung ftatt, wenn bdie Jeits
gleidung gl — — 1= 37s betrug, um rwieviel Uhr mitteleuropdijcher
Beit ging die Sonne auf und unter?

. a) Weldje Qobe erreif)t bie Sonne um ¢ = 2230m mwahrer Sonnen=

aeit Dei eimem weftlidgen Wzimut o — 60°39'25"” in Darmijtabdt
(p = 49°52'20"), und wie grop ift ihre Dellination? (Neperide
Analogien 4a, Ha und 4b oder 5b.)

b) Diefelbe Aufgabe fiir Pot8bam: ¢ = 52°24', ¢ = 8k vormittags,
a = 104048 itlid).

c) Am 11. April 1911 Hatte die Sonne-in Wien (¢ = 48°12' 386",
A = 16°20'15") um 8b56m pormittagd nad) mitteleuropdijder Beit
etnenn am JNorbpunite anjangenden Wztmut o’ = 12203'80". Wie
grof war ihre Hoje und ihre Deflination, wenn bie Beitgleidung
gl = 4 1= 21s betrug?

. a) Die Sonme Datte in Leipgig (@ = 9°51'20") um ¢ — 6k 53m 30s

vormittagd mwalrer Sonnengeit eine Hohe » — 20'50". Wie grop
mwar ifr gimut und ihre Deflination? (Pr.) (Sinusjag, bann
Neperide Analogien 4a oder Ha und 3b oder 5b.)

b) Weldje Deflination Hat der Sonnenmittelpunit, wenn er Jedh)d Stunden
nad) dem Durdjgefen durd) die Meridianebene k = 20°8'50” Hod)
itber bem PHorizont von Peter8burg (¢ — 59°56' 30") fteht, und
wie grof ift dann fein Agimut? (Pr.)

c) Wie grop ift die Deflination ber Sonne an dem Tage, an dem ihre
Oohe in Berlin (p — 52930") Fwei Stunbden vor der Kulmination
h = 22025 betrdgt? (Pr.)

d) Die Deflination ber Sonne betrug 0 — 13°4', al8 an einem Orte
bei einem Wzimut a == 80° 30’ die Sonnenhohe » = 40°45’ beob-
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adjtet wurbe. Welded war bdie Polhhe bed %enbacﬁtung@orteg und
die Beit der Beobadptung? (Pr.)

e) Weldje geographifdhe Breite hat ein Ort, an dem Albebaran, befjen
Detlination 0 = 16°14'51" ijt, 2b35m por feiner Sulmination bdie
$ohe B — 40°33'24" hat? (Pr.)

f) Gin Stern Hat die Deflination 0 = 7°54/, bie Hohe h = 22045’ 12"
und den mweftlidgen Azimut a = 50°14'23”. Um wievtel Uhr nady
feiner Qulmination fand die Beobaditung ftatt, und mwie grop ift die
geographifche Breite ded Beobachiungorted? (Pr.)

g) Die Sonne fatte in Verlin (¢ = 52°30") um 9»3=2s pormittagd
einen am Nordbpuntte anfangenben Agimut o’ = 121°46". Wie gro
war thre Hifhe und ihre Deflination?

5. a) Sn Berlin (¢ = 52°30') beobacjtet man die Sonne vormittags bei
einer Deflination 6 = 4 17924 in der Hohe b — 32°44'. Weldesd
ijt bie wahre Jeit der BVeobadjtung? (Pr. Tangensformel.)

b) Um weldje Zeit hat die Sonne in Wien (¢ == 48°12'36") die Hibe
h = 49°12', wenn ihre Detlination § = 23°27°10" betrug? (Pr.)
¢) Am 20. Februar 1911 mwurde die Sonne in Berlin (¢ = 52°30/,
= 18028'45") in einer Qobhe von 18°5'12"” beobadjtet. Wieviel
hr mwar e8 nad) mafhrer Sonnengeit, mittlerer Sonnengeit und
mitteleuropdifder Beit?
d) Sn Berlin (¢ = 52°30’) beobadjtet man am meftlien Himmel um
72 50m die Pohe h — 35°40'36" eine8 Sternes, defjen Deflination
15944’ war. Wann fulininierte diefer Stern?

e) Um mwieviel Uhr nad) mitteleuropdifcher Jeit wirft am 15. Juni 1911
in Stodholm (p = 59°21', 4 —= 18°4’) ein {enfrechter Stab auf
wageredhtem Boden einen Sdatten, deffen Riinge dreimal fo grop ift
wie die Stablinge, und welde Ridtung hat der Schatten?

§ 25. Das aftvonomijde Dreied.
I Redtminilige Dreiede.

1. a) Berechne aud ber L[inge 4 ber Sonne und der Schiefe der Eiliptit
& = 23°27' ifre Dellination 0 und ihre Reftajzeniion o
Lojung: Die Sonne befindet fid) ftet8 auf der Efliptif. Daber
ift ire Breite B ftet8 gleid) Null und thre Reftajzenfion wadhit im
Qaufe eined Jahred von 00 bid 360°. Denit man fidh in Fig. 25 den
Puntt L auf die Cfliptif gejdoben, fo entfteht ein rechtwinkliged
Dreied mit der Hypotenufe A, eimem fpigen Winfel & und bden
RKatheten § und «a.
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SanIenmerte: A, = 2708, 1, = 808°39". Da 0 fpig fein
mup und o« und 4 in demfelben Quadranten liegen miifjen, jo ift die
Aufgabe einbeutig.

b) Beredine aud der Lange 4 — 34°55’ ber Sonne, der gengraphifchen
Breite @ = 48°29' bed BeobadjtungBorte8 und der Sdjiefe bder
Giliptit bie Sulminationshohe der Sonmne.

c) Beredhne die Ringe und die Reftajzenfion der Sonne am 16. April 1911
(0, = ++9°4830") und am 13. Oftober 1911 (§, = — 7°26'30").
d) Weldpe Deflination und welde Linge hat die Sonne an bdem Tage,
an dem ihre Reftajzeniion o, = 65°49" (baw. g — 297917') betrdgt?

II. &djiefwinilige Dreiede.

2. a) Beredine aus der Deflination 0 eined Sterned und feiner Reftafzenfion o
feine (aftronomijche) Breite B und feine (aftronomijde) Ringe 4.
Lofung: Jn dem {ogenannten aftronomijdien Dreied PJL
(Fig. 25) fennt man gwei Seiten PJ—=¢, PL = (90° — ) und ben
Bwijdenwinfel LPJ — (90° 4+ ). Pan fann baber die Neperiden
Unalogien benugen.

Da oo unb A ftetd in demfelben Quabdranten liegen und B ein
fpiger Wintel ift, fo tritt feine Jeideutigleit auf. WMan [Bft daber
die Aufgabe aud) mit dem Kofinugjag und dem Sinudjag, ndmlid

sin 3 = sin d cos e — cos 0 sin & sin o

sin (900 — 4)  sin (90° — ) ober &8 A cosﬁ.
sin (90 + )~ sin (900 — B) Yoose cos 3
Bahlenmerte: 06, = 52918, «, = 38°45'; 0, = — 15°8/,

oy = 198016 46"
b) Beredne ausd der Breite S und der Deflination O eine8 Sternes
feine Reltajzeniion und feine Ringe.
By = 49040, A, — 163057'; B, = — 5039, i, — 68029’
c) Beredine aud der Breite § und der Reftajzenfion « eined Sternes
feine Dellination und feine Linge.
B, = 11929, o, = 230015; B, = — 6050, g = 341043".
d) Beredne au8 der Deflination & und ber L[inge 1 eine8 Sternes
feine Breite und feine Reftajzenjion.
0, ==10°48'30", A, = 46°34'56'"; 0, — — 15°8', 1, — 202°36' 20",
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3.

0o

Sn regelmdifpig erfdeinenden Bidern, 3 B. dem Nautifden Jahrbud),
werden fiiv die Sonne, den Plond, die Planeten und bie befannteren Fir-
{terne Zafeln mit ihren Breiten und Léingen ober mit ihren Veflinationen
und Reltafzenfionen, jowie die Jeitgleidungen verdffentlicht. Wie mup
man an einem beftimmten Orte (@, 4,) 3u einer beftimmten Beit (Tag,
Stunde mitteleuropdifder Seit) dbad Fernrofhr einjtellen, um einen be-
ftimmten Stern (B, 4, byw. 0, o) zu fehen?

Qofung: Ausd der geographijfen Qinge i, des Beobachtungsortes,
ber gegebenen mitteleuropdifden Beit m,, und ber Beitgleidung g7 fiir
pen beftimmten Tag beredhnet man bie wahre Sonnengeit ¢, und den
Stundeninfel der Sonne z,.

Aus der Breite § und ber R[inge A de8 Sternes findbet man im
aftronomijen Dreied feine Deflination 0 und feine Reftajzenfion e,
fofern bdiefe nidit von vornherein befannt find.

Nun ift fiir jeden Stern in jebem Nugenblid (Fig. 29) AV gleid)
Stundenmwintel plud Reftajzenfion; man fann bdaher fiir den Uugenblid
der Beobaditung 4V doppelt auSdriiden durd) den Stunbdenmwinfel ¢
und bie Reftafzenfion « be8 Sterned8 und durd) den Stunbdenwintel =,
und die Reltafenfion «, dber Sonne. Durd) Gleidhfepung erhdlt man
die Gleidhung

T+a =17, + a,.

T, und o war berehnet, oo, entnimmt man der Tafel und findet dbann =
Aud @, 0 und v ergibt {id) im nautifhen Dreied L und a.

§ 26. Bermifdte Aufgaben.

I. Redhtwinilige Dreiede.

. An einem bejtimmten Tage hatte Jupiter die Deflination 6 = 18014’ 15"

bie Polhohe des Beobadjtungorted war ¢ — 52030'16". Wie groh
war die Porgenmeite bed Planeten? (Pr.)

. BWie grop ift die Detlination eine§ Sternes, wenn feine Morgenmeite

boppelt o groh wie feine Deflination fein ol und bdie Polhdhe
@ = 52°30"18" betrdgt? (Pr.)

. Wie grop find die Reftafzenfion und die Ringe der Sonne an dem

Tage, an dem ihre Deflination 6 — — 18945 betrdgt? & = 23027".

. Die Sonne Hat an einem Wintertage eine Reftafsention a = 317°27"

Tie grop ift an diefem Tage ihre Detlination und ifhre Ringe?
& = 23027
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II. Sdiefminilige Dreiede.

5. Bei einer Deflination der Sonne & — -+ 19°39'10” betrug ihre Hibe

h = 8801846" und ifr Azimut ¢ = 107°47'15". Wie grop it die
Polhshe bed Beobachtungsdorted? (Pr.)

. a) e Yod) fteht die Sonne am 21. Degember in Berlin (¢ = 52030')

um 2b wahrer Sonnengeit? Wann geht fie unter und in welder
Wbendieite? (Pr.)

b) TWelde Hihe Hat die Sonne in Wien (¢ — 48012'36") um 9* vor=
mittag8 wabhrer Sonnengeit, wenn ihre Deflination & — 7°13' 55"
ift? (Pr.)

c) Weldpe Hohe erreidhte die Sonne um 10 Uhr vormittag8 in Berlin
(p =152°30") an einem Tage, an dem ifre Deflination 6 — 15210’ 25"
war? (Pr.)

. a) Wie lang ift ber Sdjatten einer 20m Hhohen Sdule in Berlin

(p = 52°30") um 8b56m16s pormittagd mittlever Sonnengeit am
11, Pai 19117

b) BWie lang ift der Sdhatten de8 300 m Hohen Ciffelturmes in Parid
{p = 48°50") am 26. Yugujt 1911 um 2825= mittlerer Sonnen=
seit? (Pr.)

. Jn Bredlau (@ = 51°6'56") {tand am 14. RYuguft 1901 die Sonne,

deren Deflination 0 = 14030'48" Dbetrug, 5° nordlid) von Siidoft.
Wieviel 1hr war e8 nad) wahrer Sonnengeit und wieviel nad) mittel-
europdijer Beit, wenn bie Beitgleiung ¢! = + 4=36¢ war und
Breglau 2° Hitlid) von Stargard liegt? (Pr.)

. Gin Seemann beobadhtet am 13. Auguft die Sonne, deren Deflination

0 — 14032' Detrug, in einer Qohe kb — 53016'24” und unter einem
Agimut, dad vom Sibpunit ded Horizont8 um a — 57°56'45" nad)
Often abweidit. Wo befinbet {idh) da8 Sdiff (¢, 1), wenn die SHiffg-
ufr bet der Beobadjtung 2k 16= nadymittagd mittlere Greentvider eit
geigt unbd bie Beitgleidung gl — + 4m42s ift? (Pr.) (Uus der Differeny
der mittleren Beit de8 Beobadjtungsortes, die man berednen fann, und
ber gegebenen mittleren Greenwidjer Beit erhdlt man 4, da zu je
4 Minuten Jeitdifferen ein Grad Lingenunterjdhied gehict.)
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Tafel fiir dad Jahr 1911%),
Deflination || Taglidye 8 F Deflination || Taglide g
Datum bet Bers E?ml Zé Datum per Ber= 8-.&“‘ fg
©onne dnderung gleidnny el Gonne Anderung leidung 'SE
0 ! ! m ‘s 8 0 ’ ’ ’ m |B 8
San. 1|-28| 48| oo+ 3/18], oo |outi 5| +22]530) ‘ég + 4]10 +ié
6—-22(363|  .'g |+ 537 o 10]+22 218~ ]+ 4|59 + g
1) ~211566) | 10"y |+ 7/45] . oq 15 +21 /40,9 “10'0 + 538t 5
16/ -21| 62, 1o’y |+ 938/ g 20/ +20 50,8\ W+ 6 5 + 3
21 —-20| 58, 147 | +1114 116 25|(+19|51,8 ‘13'4 + 618 i 0
2 ~1855,9| | 1< | +12/82] 7 {5 30| + 18 (44,6 :15'0 + 617)~ 3
3117|874 +17'3 +13|30) | "y fomg. 4] +17|29,7 164t 6|1 6
gebr. 5[ — 16| 11,1 +18’7 +14) 70 g 9l+16| 7,7 ‘17'7 + 529~ 9
10/~ 14|878)  Jo'g | + 1424} " | 14{+14189,3 ‘18'9 + 443 ‘12
15] —12 (584 | o0'g | +14 |21 19+ 18] 5,0 ‘19'9 + 348 “14
20111188 o 'a | +14) 0| ¢ 24| +11|254 ‘20'8 + 2/81 ‘16
2|~ 9248 oo’ | +13|22) o0 29|+ 9(41,3 ‘21'6 + 1] 9 ‘18
Mixg 2|~ 7)822)  o0" | +12(80) o leent. 3|+ 7|534| 70 o)23)
, -222 - 20
7 - 5(8369] o5y | +11]25] _1p 8|+ 6] 24 o7 | 2 2_21
12|~ 8189,7|  o0'c |+10| 9] - 13|+ 4| 88 ‘23'1 — 3|46 o1
17— 11416 o0 [+ 8145 g 18+ 2[134 ‘23'3 - 5|32 ‘21
221+ 0170 +23’6 + 7]16]_1g 231+ 0(16,8 _23'4 - 7|18 ‘20
27|+ 2/151) Tod’s |+ 545 ¢ 28— 11403 ‘23'3 -9 0“20
April 1+ 4121 O+ 4]14 o 3|— 3/37,0)| 1 —-10(88||~
+23,0 -18 —~931 —18
61+ 6 711 oo |+ 2[45| 1o 8l— 5(326 oo |—12| 9 "6
11|+ 7]595| o |+ 1/201” J¢ 18— 71265 Toos |—18]20) 7 2
18]+ 91485 o0 |+ 0] 2] 1, 18|— 9/17,9 “ore |~ 14[38) T o
21 +111884) o'y [— 1| 8] 75 231 —111| 5,9 o | 1828 7
26| +13 /18,7 " Jo'y 1= 2| 6]_ g 281 — 12498 Tlog | 16]8 3
Mt 1) +14(485) (- - 2(52) _ o [mov. 214|287 "5 | 16]19 . 0
6| +16(172]  j& - 8|25)_ 71-16] 1,7 "7y |~ 16]17 T s
11)+17(392) /0 |- 8|4d) | 12| —17(28,0 “i5s 1558 o
16 +18183,7| (3’3 |— 3|49, o 17/ —18146,8 ol T e
211+20 03| (15— 340/, & 22119573 Tloa |11 \ 17
26| +20 /584  g'o |- 8|16], - 271 —2058,7 T l0s | 12|34 Lot
81| +21147,6) | g~ 2|41 ofoes 2]—21|502] gy | 10149 o4
Juni 51 +22]27.2) ol — 1/54], 4 71221813~ 60|~ 8|4 + o7
10 +22/570| . g9 1= 1] 0] 19 12)-23| 14|~ o |~ 636 + 29
15| +23 16,7 . ' 0 0], 3 17)-2820,1 |~ Uyl 4|1 + 30
20| +23/262| ° 'y |+ 1| 5|, jg 22/ —23|27,1 Y 09| 114 T30
2 +231254| _ o [+ 2[10] Js 27| —23(224 oa |t 046 59
30| +23|14,3 “1+ 8|13 Sen. 1]—28] 59T 90 |4 3|12t
(1912)

*) Diefe Tafel wurde dbem Berliner Aftronomifdhen Jahrbud entnommen.

10*



Sinfter Feil:
Analvtifhe Geomefrie der Ehene.

Crited Sapitel
Punkt und Gerade.

§ 1. Der Begriff der Koordinaten.

Jeber Punft einer Gbene ift eindeutig beftimmt durd) feine mit Bor-
geichen verfehenen Abjtdnde von wei feften aufeinander fenfredjten Gerabden,
ben RKoordinatenadijen. Diefe werdben ald Abfziffen- ober X-Adfe und
Orbinaten- oder Y-Udjje unteridieden. Jhr Sdnittpunit O (Fig.1) Heipt
Rootbinatenanfang ober Nullpuntt, weil von ihm aud auf den Adjen gemeifen
wird. Die Ad)jen teilen die Ebene in vier Felder ober Quabranten I, IT, 111, IV.
Der Puntt P, hat die Ubjzifle x, = + 8 und die Orbinate y, — + 2, der

Punft P, die Koordinaten 2, = —2 und y, = + 1 ufw. Die Koordinaten
x; und y; ujw. bedenten ein fiir alleomal Sahlenwert cinfdjlieplid) Borseiden.
Sig. 1.
Y
[l [
P
________ ‘\ - _):< ]
P, '
X : Y1 -\-L
. - X
P,
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Aufgaben:
1. Beidne auf Millimeterpapier die Puntte, die ju folgenden Koordinaten
gehiren:
a) P...z, = + 4, b) Py...xy —= 14,
» = + 1.5; Yy = — 1,5;
e) Py...z3 — —2, d) P,...o, = —4,
Ys = + 25 ¥y = — 8.

2. Mmm in jedem Dder vier Feldber einen Punft an und beftimme feine
Soordinaten durd) Weffung. — Welde Koordinaten hat der Nullpuntt?

3. Beidne dba8 Dreied ABC, deffen Gden die Koordinaten (5; 3), (1; 0)
und (5; 0) haben. Beredne die Linge feiner Seiten und die Koordi-
naten ber Seitenmittelpunite.

4. Bejdyreibe um den Nullpunit mit dem Radiug r = 2cm bden Kreid
und geichne vom Sdnittpuntt de§ Kreifed8 mit der pofitiven X -Achfe
aud in ben Kreid da8 vegelmiBige Sedh8ed ein. Welde Koordinaten
haben feine Gden?

5. Welde Lage Haben alle Puntte,

deren Abfziffe a) x =38, b)a = —5, ¢)x =0,
deren Ordbinate a) y = 4, b)y = —2, ¢)y = 0 ift?

§ 2. Linge und Ridtung einer Strede.

Aufgabe: Gegeben find gwei Punfte P, (2; y,) und Py (z,; yo).
Gefud)t wird
1. bie Ringe der Verbindbungditvede ¢,
2. ibre Ridjtung, . . ber Winfel, den e mit der X-Achie bildet.
Lijung gu 1: Da man bdie Linge von
Gtreden meiftens mit Hilfe dbed pytha-
goreifjen Lehriated beredhnet, {o wird
man e gur Seite eined reditminthigen
Dreied8 madjen (Fig.2). WVian erhalt

e =V (o0, —x)® + (Y1 — )2
Digtufjion:

a) Die Kiinge e ift eine abjolute Grofe,
nidjt etwa eine relative, mwie 3. B. bie
Streden P, P, im Gegenfag zur
Strede P,P,. Die negative Wurgel
hat aljo feinen Sinn,

b) Die Formel gilt ftets. €3 ift gleidgliltig, forwohl in welden Feldern
die Endpuntte liegen, al8 aud) welden Endpunit man mit P, und mwelden
mit P, bejeidinet.
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c) Beibe Punfte dunen im erften Felde liegen, der eine Punit fann im
erftenn unbd der anbere im Fweiten Felde liegen ufw.; e8 gibt o viel
Moglichleiten, wie man vier Glemente ur jweiten Klajje mit Wieber-
Holung fombinieren Tann, aljo gehn Moglidhteiten. Alle diefe Fille — und
bag ift der Worgug bder analptijfen Geomeirie — umfaht bdie eine
arithmetifde Formel!

d) Die beiden Minusseihen bder Formel find Redengeiden, die Grdpen
%y, %y, %1, Yo Dedeuten Bablenwert einjdlieplid) Borzeiden (vgl. § 1).
Damit man bie riditigen Redjengeiden exhalt, empfiehlt e8 fid), die Figur
fo einguridyten, daf bie gegebenen Grdhen pofitiv werben, alfp find die
gegebenen Punfte tm erften Felbe angunehmen unbd jwar fo, dap bie
RKoorbinaten von P, grbBer find al8 von P, ufmw,

Qifung ju 2: Ber{diebt man die X-Ad)e, ohne ihre Ridtung su dndern,
alijp parallel 3u fid) jelbjt, bi8 fie dburd) P, byw. P, geht (Fig.3), jo

entftehen mehrere Winfel (wieviel). Damit der Winfel einbeutig be-
ftimmt ift, fegen wir feft, dbap jtetd der Wintel gemeint jein Joll, den
die nad) oben gehende Strede mit dbem nad) redts gefenden Teil der
X-Adyje bildet, aljo Winfel o E8 ergibt fich

— Y=Y
o= Xy — ¥

Digtuffion: Die Formel gilt ftetd!
Wann lauft die Strede der X-Adfe parallel, mwann f{teht fie auf
ihr fenfrecht? Welded jind bie Grengwerte fiix Wintel o?
Nufgaben:
1. Beidjne folgende Punftpaare, beredhne ithre Cnifernung und pritfe bdie
Rednung nacdy durch Meffung.
a) P (3;2), P, (6; 6), b) P, (4; —1), P, (—8;4),
¢) P,(—12; —15), P,(—5;9), d) P,(—8;0) Py(6; —4)
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2. Beidne ein Dreied ABC, deflen Eden die Koorbinaten (3; 4), (0; 0),
(0; 7) hat. Beredjne jeine Seiten und feine LWinfel.

3. E8 find bdie Punite P, (4; —10) und P, (—11; —2) gegeben. DBe-
redjne die [inge und bie Ridjtung ifrer Verbindbungsitrede.

4. Beidme und berechne die Seiten eined Dreteds, defjen Eden gegeben find
a) A(1; 1), B(5; —1),  C(25; 3).
b) A(—35;1), B(8; —5), C(—1;7).

§ 3. Der Halbierungsdpunft einer Strede.

Nufgabe: Gegeben {ind die Endpunite P, und P, einer Strede.
Gefud)t werden die Koordinaten ihre8 PHalbierungdpuntte8 P,

Lofung: Die gefudten ‘Koorbinaten z, und y, (Fig.4) find bdie Mittel-

linten der Trapege P, R, R, P, und P, P,Q,Q,, alfo gleid) bem
arithmetijden Mittel der Grunbdlinien ded betr. Trapezes.
&y = 51/'1**2—“'2 b %:yl-;?lz.
Nufgaben:

1. Beredine die SKoordinaten bed Halbierungdpuntted der Strede P, P,.
a) P,(4; 7) und P,(6; 5). b) P (3; —5) und P(—4; 7).
¢) P,(=2;—6) » Py(4; —4). d) P,(0; -56) » P,(—84; —44).
2. ®egeben find die Gden eine8 Dreieds, ndmlid):
a) A(—5; 5), B(—1; —8), C(15; 0);
b) A(4; 7), B(5; —3), C(—3; 2);
¢) A(5; —1), B(—1; 2), C(—8; — 6).
Beredhne die Liinge der ittellinien.



158

Grites Sapitel. Punft und Gerabe. §4

§ 4 Der Fladjeninhalt cines Dreieds.

Aufgabe:  Gegeben find bie Eden eined Dreieds.

Gefudht wird fein Fladeninbalt F.

Qbfung: F = ABED + BCFE — ACFD (Fig. b),

F= (xl_%)?h_“;‘_?/g + (2, — xg)wz'_?/_a__ (2 —ma)?ﬁ‘gys‘

Nad) einiger Umformung ergibt fid)
2F = (Y — Ys) + X2 (Y — Y1) + %5 (Y1 — Y3)-

Disfuifion:

a)

b)

Bertaujdit man die Budjftaben 4 und B miteinander, alfo die Indices 1
und 2, fo erhdlt man:

Ty (1 — Ys) + 21 (Y5 — ¥2) + 23 (92 — 91)
= — (92— ¥s) — %3 (Ys — 1) — @5 (41 — )
= — 2 F.

Um nad) vorjtefender Formel fiiv den Flicheninfalt einen pofitiven
Wert gu erhalten, dbarf man die Eden nidt willticlih nehmen, fondern
nur in einer beftimms-
ten Reibenjolge und
gwar {o, dap man bet
einem Umlaufen bed
Umfanged die Flidye
de3 Dreiedsd zur Lin-
fen hat. An jeder
Ede ijt eine Rinis-
drefung notrvendig in
Ubereinftimmung mit
dem Drehungsfinn bei
ben trigonometrijden
Funitionen.  Gleid)-
gitltig ift e8 bagegen,
mit weldjer Ede man beginnt. Der dopyelte Jnhalt eined Dreieds ift alfo
gleid) bem Probufte aus dber Abi3iffe irgend einer Ede und der Differeng der
Ordinaten der beiben im lini8drehenden Sinne folgenden Eden plus ujm.

Fallen die drei Punfte 4, B, C auf eine Gerade, {o witd 2 F gleich
Rull.  Umgefehrt: It 2 F ober

%1 (Y2 — Yg) + X2 (Y3 — Y1) + X5 (U1 — Y2) = 0,
{0 liegen bdie brei Puntte auf einer Geraden.
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Aufgaben:
1. Beredine den Jnbalt de8 Dreieds, defjen Eden die Koordinaten haben,
a) P(5;7), Py(2; 1), Py (4; 8),
b) P (5 —2), P,(—2;6), P(—3; —4),
¢) P (—3; —2), Py(6;2), Py (—2; 4),
d (-1, -4, (&), 4; —2),
e) (1; 1), (—1; —=5), (—4; —3)

2. Unterfudye, ob folgende Puntte in einer Geraben liegen?
a’) ‘Pl(07 —3)f P2(27 —1)1 PS(B; 2)1
b) 4 (1; 1), B (65 11), C (—2; —b),
c) ” ” C (_ 2; + 5).

§ 5. Die Gleidung einer Kurve.

®egeben ift die Gleiung y —= x4+ 1; fege #=10,1,2,3, —1,— 2, — 3,
beredyne jedeSmal bad jugehdrige y und eidme au jedbem fo beftimmten
LWertepaar den Punft, indem du z gur Abfjiffe, y zur Ordinate madhft und
alg Ginbeit 1cm wdah(ft. Man erhdlt 7 getvennt liegende Punite. Gibt
man x bie Werte 1,1 cm, 1,2¢m, 1,3cm ... 1,9 cm, bevedynet die augehdrigen
Berte von y und zeidynet bie fo beftimmten Puntte, fo fallen diefe zwifden
P, und P, giemlid) diht gujommen. Dan erfennt, dah e$ unendlidh viele
Wertepaare gibt, welde die Gleidung y — z + 1 befriedigen, und dak die
Gefamtheit aller durd) diefe Wertepaare beftimmien Punfte eine Kurve bildet.
Die Gleithung, aus ber die einzelnen SKoordinatenpaare beredjnet murden,
beiht die Oleidjung der Qurve. Die verdnderlien SKoordinaten z und y
nennt man die lanfenden Koordinaten eined Survenpunfted. Hieraus folgt

a) Yiegt ein Punft auf einer Kurve, fo befriedigen feine Rovrdinaten
die Gleidung der Kurve,

b) (Umtehrung): Befriedigt ein Wertepaar ar, y die Gleidung ciner
RKurve, o liegt der sugehorige Puntt anf diefer Kurve,

Yufgabe:

Beidyne einige Puntte folgender durd) ihre Gleidungen gegebenen Kurven
und verbinde die erhaltenen Punfte durd) eine Rurve.

a) by =3z + 4 b) 22 + y2 = 16;
) 2y = 4+V—4da  d) y 4 22 —B)y + (22— B)+ 4 = 0.

Unleitung: WMan [Bft bdie Gleidungen nad) y auf und beadjtet,
bap bie Werte fiir x und y veell jein miiffen.
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§ 6. Die Gleidungen der Gevaden.

Gine Gerade ift eindeutig beftimmt
1. burd) einen ihrer Punite P, (z,; y,) und ihre Ridhtung (Winfel o),
2. durd) gwet ifrer Punfte P, (z,; ) und P, (2,; yo).

Jit nun bie Gleihung der Geraben gejudt, jo mup man zwijden
ben laufenden Koordinaten (x; y) eined beliebigen Survenpunttes und
ben gegebenen Grdpen eine Gleihung aufftellen.

Aufgabe 1: Gegeben ift P, (x5 v,) und a.
Gejudyt wird die Gleihung der durd) P, und o beftimmten Geraden.
Lojung: Nimmt man irgend einen Punft auf der Geraden, o mup (Fig. 6)
XA PP, R = o fein, mithin it Z—:% = tgo.. Begeidynet man nun tgo

mit m, {o erhdlt man '

I Y—
* X — Xy

=m ober Y— ¥y = Mm(x—x).

Sonberfall: Der gegebene Puntt P, liegt auf der ¥-Adhfe, bann ijt x, = 0;
% = n (Fig. 6) und bdie Gleiung I nimumt die Form an
IL y =mx+n. Rormalgleidung.

Nufgabe 2: Gegeben find P, (w; ;) und Py (@y; 9,)-
Gefudyt wird die Gleidhung der dburd) P, und P, gehenbden Geradben.
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Lojung: Man fest den Wert von lgo = %‘_—Zﬂ (8 2) in Gleidung I ein
17T W

III Yy— yl yl_y2
X—a,; 0 — oy
Gonbderfall: Der Punft P, liegt auf der Y-Adfe (alfo z, = 0; y, = n)
und der Punft Py auf der X-Udfe (ftatt x, jdreibt man meift p;

ys = 0). Aus Gleihung ITI erhilt man %ﬂ = " ober

x Y . .
IV. 7 + = 1. Abjdynittdgleidhung.

Bezeihnungen:

Die Grofge M Deifgt die Ridtungsgrife ober die Ridtungstonitante
der Geraden G. 7 Beit Ordinatenabjdnitt, p Abjsifienabidnitt;
beide fithren ben gemeinfamen Namen Adyfenabjdynitte.

Digtuijton:
a) Die Bleidungen werden von bden Koordinaten nur der Punite bes

friedigt, die auf der Geraden @ liegen. Nimmt man ({ig. 7) einen
Punit P’ nberf)alb der Geraben

@, io tft y >tg¢x wdhlt

man einen %unft P" unter=
halb der @eraben &, fo ift

!
y ’—1/1
’L‘”

Y Htg. 7.

“rg

< tgea.

b) Damit diegejudten Gleidungen '-:.-‘--11-11----*3'
die ridtigen JRedjengeigen er-

Balten, legt man bie u ihrer Ab» / |
leitung 3u benugenbden Figuren A& & !

Q---_..----_

~
fo an, baf jamtlide gegebenen ~ Q Q
Grdgen pofitiv werden. Jeidne
bie Figur sum lesten Sonderfall.

c) Da jede lineare Gleidung gwifden z und y auf die Form
— zL Y __
y =mz+n und ” + e

gebradht wetden fann, o mup die graphijde Darftellung jeder linearen
Gleidung eine Gevade ergeben.

I
—
.

%[u@ax-}—by:cfolgty:——%-x-{-? und

SR
ST

Bauer 1. v. Hanxleden, Geometrie f. Realanftalten. (Oberftufe. 11

™
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§ 7. Unfgaben iiber die Gerade.

1. a) Betradtet man in Fig. 8 nur bie auf der redten Seite der ¥-Addfe
liegenden Teile der Geraden, {o f{teigen die Geraden G,, ,, G;;
bie Gerabe ®, liuft der X-Udjje parallel; die Geraden G, G, G,
fallen. Bon welder Groge hangt bdie Steigung ab, wann it fie
griBer al8 450 mwann gleid 45° wann Ileiner al8 45°? Wann
falt eine Gerade? Wann ift o> vder — ober < 13507

Big. 8.

5,

b) Berjdjiebe die X-Ucdhle um 3 Ginfeiten nad) oben. Wa3 bleibt un-
verdndert und wie (auten nunmehr die Gleidhungen der 7 Geradben?
Wann geht eine Gerabe durc) ben Nullpunit?

2, Weldes ift bie Gleihung der Geraden, die durd) den Nullpunit geht
und mit der X-Adhfe einen Winkel von 45° 609, 300, 135, 1200 hildet?

3. Beidyne bie Gerade 2y —= 3z 4 6.

Ldjung 1: Segt man in ber Gleihung x = 0, fo erhdlt man 3 al3
sugehdrigen Wert fitr y; et man y = 0, o with x = —2. Die
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®erade geht alfo durd) die Punfte P, (0; 3) und P, (—2; 0), bdie

man leiht beftimmen fann.

Lofung 2: Pan Dbringt die Gleiung auf die Normalform
y = 32z+3 Daraus erfieht man, dah fgo = % und » = 4 38 it
Pan trigt alfo 3 ECinheiten auf der pofitiven Y-Adje ab und zieht
von bem erhaltenen Punit ausd eine {teigendbe Gerabe derart, dah a in
ein redtwintlige8 Dreted Iommt, bdefjen Unfathete 2 Eindeiten und
bejfen ®egenfathete 3 Cineiten mift.

Lofung 3: Au8 2y = 3x-+ 6 folgt bie Abjdnitidgleidung
«_iz + % — 1. Tithin find die Achjenabjdnitte — 2 umd + 3 (vers
gleidhe Qﬁfuﬁg 1).

a) Beidne die Geraben y = 22, y = 22+ 1, y = 20— 8. Weldje
SQage Haben bdiefe drei Gevaden Fueinanbder?

b) Weldje Bewegung fithrt bie Gerade y = mx 4+ » aud, wenn man
bie Grdge » alle mdglihen Werte von + oo bi8 — oo durdhlaufen
lagt, wdhrend m unverdndbert bleibt?

c) Wie heihen die Gleidungen der Geraden, die der Geraben y = 3z —1
parallel laufen, und beren Orbinatenabjdnitte + 5; —2; 0 find?

Beftimme bdie Grdfen m und n bder durd) ihre Gleidjungen gegebenen

Geraben und eidne die Geraden.

a) 3y =3z+ 12, b) y =22—8,
¢) 22+ 3y+4 =0, d)z+159y+2=0

LWann bebeuten zwei lineare Gleihungen bdiefelbe Gerabe?

a) Beidyne die Geraden y =12+ 2; y =22+ 2; y = —8zx 2.
Weldge Lage haben die Geraben?

b) Weldje Bewegung flihrt die Gerade y — max 4+ » aus, wenn man

m alle mdgliden LWerte von + oo bi8 — oo durdjlaufen [GPHt,
wdhrend » unverdndert bleibt?

a) Welde Abfsiffen Haben bdie Punite ber Geraben y — Hx —1, deren
Orbdinaten glei® 4 cm; Yem; 29cm; 2,2cm {ind?

b) Welhe Orbinaten haben bdie Punfte dber Geraben y —= — 2z + 5,
deren Abjziffen gleid) 3em; 3,5cm; 2,6cm; Lem find?

11*
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10.

11.

Gine durd) den Punft P, (4; 1) gehende Gerade joll auperdem
a) burd) den Soordinatenanfang gebhen;
b) ber Geraben y = 22— 1 parallel jein;
¢) gur X-UAcdje unter 450 geneigt jein;
d) auf der negativen Y-Achfe eine Strede von 3cm abjdneiden;
e) » » pofitiven X-Udje » " v T "
- 1) gur X-Adjfe parallel fein;
- g) sur Y-Adjfe pacallel fein.
LWie lautet jededmal die Gleiung der Geraden?

Beftinune die Gleidungen der Geraden, die durd) P, und P; geben,
und berecdne ihre Wdhjenabjdnitte.

a) P (0;0) und P, (5; 3);
b) P, (0; 0) r Py(—4; —1);
¢) P(0; +1) » Py(5; 8);
d) P (3;0) r Py(—1; —4);
e) P (—2;3) r Py(+4; —1);

f) P,(—35; —2) ,» P,(+35; —15);
a) Beidne mittel8 der Adjjenabidnitte die Geraben:

T Y _ 19 _ LY
Yy _r, Y __
b) Weldje Bewegung fithrt die Gerade aud, wenn man
a) p Gndert, « unverdndert lapt,
ﬂ) n ” p r ” ?
c) Welde Lagen haben bie Geraden
TV g B Y F Yy
5-1—3_1, 5.6+3.6—1’ 5 3u_1 gueinanbder ?

d) Welde Form nimmt die Abjdnittdgleidung an, wenn bie Gerade
der X-Ucdfe oder der Y-Udjfe parallel Ilauft? LWie lautet bdie
Gleidjung der X-Udfe, der Y- Adhfe?

LWeldhed jind die Gleidhungen der Geraben, bdie ber X-Adie parallel
laufen und den Ordinatenabidnitt + 4; — 1; 0 befigen?

Bringe bie folgenden linearen Gleidhungen auf die Form der Ab{dnittd-

gleidungen unbd geidne jodann die Geraden.

a) y+52x=4; b)y=4x+6; ¢) 2z+y+44 =0;

) y=2V2+2, e y=—2y3—-3;, *)y=2s)6—4
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§ 8. Der Sduittpuntt zweier Geraden.
Nufgabe: Gegeben find jwei Geraben y = myz + n, und y = myz + n,.
Gefudit mwerden die Koorbinaten z,, y, ihred Sdnittpunited P,

Rofung: Da P, auf jeder der beiden Geraden liegt, jo miiffen feine Soor-
binaten beide Gleihungen befriedigen. Man exhdlt o die Beftimmungs-

gleichungen
L Yo = My % + M
II. Yo == MyTy + ny.
My Lo + Ny == My Ty + Ny;
Ng — M m; Ny — MM
pp = 2 1 umd gy, = 2y
m1 —_ m2 m,_ —m2
Folgerung:

©oll eine dritte Gerade y — mgz + ng durd) ben Shnittpuntt P,
ber Deiben erften @eraden gehen, fo miiffen bdie RKoorbinaten bes
Punifted P, aud) die Gleihung der britten Geraden befriebigen, alfo

My — MgMy Ng — Ny
T —my M =y T
my (ng — Ng) + Mg (Mg — 1y) + Mg (N — M) = 0.
Dag ift die Bebingung, dafp 3 Gerade durd) denjelben Punft gehen.
Beachte, dap bdiefe BedingungBgleihung diefelbe Form Hat wie bie,
bap bret Punmfte auf derfelben Geraden liegen (§ 4).
Aufgaben:

1. Beredyne die Sdnittpuntte der Geraben
y=goty wb y=gotg

5 44
b) y=—8x—4 , y=§x—|—§;
e) 2y —=3x—6 » 16y = 3z 4 120.

2. ®egeben find bie drei Seiten eine8 Dretedd und eine Sdnittgerade.
Beredyne die Seitenab{dhnitte und zeige, dah der Lehriay de8 Menelaus
firr biefen Fall qiiltig ift.

a) y=22z+8, y—=—-22146, y—-—42420, ehnittgerade y —=—2x+8;

b) y=382+2, y=-22+10, y =62-18, » y=2x+6;
¢) y=6248, y=—a+1, y—=4z1+5, » y=38z19;
d) y=-2+42, y=-3z+4, y=062+18, " y=—4x+8.
3. Unterjuche, ob bdie 3 Geraden durd) einen Punft gehen.
z *
a) y=5—1 y=—35+1 y=—2z+5;

b) 8z = 4y; 8zt 4y = 4; 6y—1224+5 = 0.
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§9. Der Winlel zweier Gerabden.

Nufgabe: Gegeben find zwei Gevaden y = m x4+ n, und y = myx 4 n,.
®efudht mwird der Winfel &, den die Geraden miteinander bilden.

Lifung: Wenn fid) swei Gerade {dneiden, entftefen vier Winfel. JIn
Ubereinftimmung mit § 2 muf der Winkel al8 gefudht betrachtet werden,
ben die vom Sdnittpunit aud nad) oben gehenden Teile ber Geraben
miteinander bilben, Wieberum in Ulbereinfimmung mit § 2 ift die
®eradbe mit ®; zu begeidmen, bie mit der X-Uchfe den grojeren
Winfel o bildet. Desgleifen in [lbereinftimmung mit § 2 ift durd
ben Sdjnittpuntt ber Geraben die Parallele sur X-Addfe ju 3tehen (Fig. 9).

Dann ift 0 = o, — ;. Da fgo; und g &, gegeben find, jo Idnnte
man aud bdiefen trigonometrij@en Funitionen bdie Winfel o, und oy
Berechrien und dann 0 durd) Subtraftion finden. Man pilegt aber

qunddit tg0 durd) tge, und tge, ausjubriiden und bann 0 aus tgod
au beftimmen. Famlid)

tg 0 = tg (o, — 0t),
_ tgey—tgoy
T 1d-tgay.tgo,

Iy —my
14 m;m,

”

tgé —

Beifpiel: Welden Wintel bilden bdie Geraden y — bz + 6 und
y = — 3z + 4 miteinanber.
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Lafung 1: Die jweite Gerabe bilbet mit der X-Adhfe den groperen Winfel,

mithin it fgo, = —38 und  tga, = 5.
tgo, = —3 | tgoey = b
logtg (1800 —&,) = 0,47712 | . — 0.69897
1800 — o, — 71083547 | 9% =D
o, — 108°26' 6" oy = 78041'25"
0 = o, — oty = 29044’ 41",
: , _ —3-—5 8
logtg & = 0,60206 — 0,84510,
» = 9,75696 — 10,
0 = 29044'41",
S y Wy
Sonderfdalle: tgd = 1 mymy

1. 3t der Bihler = 0, aljo 72, = Mme,, {0 wirh {90 = 0, aljo aud) § =0,
b. b. die beiden Geraden find pavallel.

2. it der Meuner =0, aljo my — — mi’ {0 ith g & = oo, aljo 0 = 90°,
1
0. h. die beiden Geraden ftehen anfeinander jenfredit.
Aufgaben:

1. Bejtimume bie Gleiung dexr Gerabden, die durd) den Punft P, (4; —1) geht und
a) der Geraden y = 22+ b parallel [duft;
b) auf der Geraden y = x4 2 fenfredht {tebht.
Lojung: Da ein Punft und die Ridtung der Geraden befannt ift,
jo benugt man Gleidhung I (§ 6).

a) y—y = m(x—m), b) y+1=—2(@=x—4),
y+1 =2(zx—4), y=—2z+1.
y =—=2x—9.

2. TWie heigen bie RKoordinaten de8 Sdnittpunite8, und welden Wintel

bilben bie Geraden miteinander?
a) y=—2z+16 ud y = —3x43;
b) 8y = 42—13 » 4y = —3x —34.

3. ®egeben {ind die Eden eined Dreiedd (4; 8), (1; 4), (12; 2).

Gefud)t wird a) die Range der DreiedBieiten,
b) bdie Wintel de8 Dreieds,
¢) der Jnbalt be8 Dreieds.

4. Welded find die Gleidungen ber Senfrechten, bdie in den Schnitt-
puntten der ®eraben a) y —= 3x—1, b) 8x—y — 6 mit den Achjen
auf den Geraden erridhtet find? Woraud folgt analptifh), dap biefe
Gentrediten einander parallel {ind?
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§ 10. Der AUbjtand eined Puntfted vou ciner Geraden.

Nufgabe: Gegebenift ein Puntt P, (2,;y,) und eine Gerade &, (y—m, z—n, =0).
Gefudyt wirh der Abftand I be8 Puntte8 P, von der Geraden G,.
Lifung 1: Yus Fig. 10 erhilt man

PC =y —umigoy —mn,
l= (p — 2y tgoty —my) cosos,.

in2 — 2
Nun ift m? = tg ol = sin?e, 11— cos?e,

cos?e;  cos2en
mr1 _ 1
1 cos205,”
cos 1
0806 = ———— .
+V1+m}

Pithin ergibt ficdh
1 =N—M%—n
+ V1 + m?

Lofung 2: Man fennt eimen Punit und bdie Ridtung der Senfredhten; daher
fann man ihre Gleidung aufftellen. Dann beredinet man die Koor-
dinaten be3 Sdnittpuntted8 E (x,, y,) und {hlieplidh) die Cntfernung der
Punfte P, und E.
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y—y, = — mi @—a) - - - -0 Gleidung der Senfredten
1
g MLt Tm —
0o 1+ m?
----- RKoorbinaten des Sdhnittpunites
Yo= m12.7/1 + myx; + 7y
0 14 m?
MYy + T — my 1y 2 <m"y1+m11‘1 + >2
| — 1 - it B0 S I 1
V( 1+ m} x1> + 1+ m? Y1)

R (?ll—nl:- m1x1>2+ (ﬁlxl +”1—Z/1>2
1 1+ m? 14 m! ’
_ (m? + 1) (y, — my 2y —n,)?
Yr—MT — Ny
+ V1 +m]

”

Digfuf{ion:

Da bdie Ringe ! eine abfolute Grdpe ijt, fo hat ein negativesd 1
feinen Sinn. Daber ift dad pofitive Wurgzelzeiden bei einem pofitiven
Bahler und bad negative Wurgelzeidlen bei einem negativen Jdahler
ba8 allein giiltige.

Yufgabe:
1. a) Wie grop ift der Abftand ded Rullpuntted von ber Geraden y — ma + n?
n
Grgebnis: I — ———v.
’ Y14 m

b) Beweife, dap ber Ubftand bded3 Punite8 P, von ber Geraben

ar+by—c = 0 gleid ax +by —c¢ ift.

+ Vaz + b2
2. Wie weit ift der Nullpunit von der Geraden entfernt?
a) y = — 2g 4 2% b) y=10,75z + 1,5;
¢) 3z+4y+ 20 = 0; d) 52+ 12y — 6 = 0.
8. Beredine bie Qinge der von P, auf &, gefillten Senfrechten.
a) y = —32+10 und P( 8; 12);
b) y =0—3 v P(— 4 10)

¢) 21y = 20z+24 , P( 3; —25)
d) 92+ 40y +50 =0 , P, (—10; — 40).
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10.

11.

12.

13.

14.

§ 11. Bermijdyte Aufgaben.

Wie Heiht die Gleidung der Geraben, die durd) ben Nullpuntt und ben
Sdnittpuntt der beiden Geraden 3z 44y = 4; 120 — 6y — 5 geht?
Beftimme die Gleidung bder -Geraben, die durd) ben Punit (—1; 3)
geht und mit ber Geraden 44 —2y =1 einen Winfel von 45° Hildet.
Leldhe Lange Hat bie vom Pumite (2; 3) auf die Gerade 22+ y —4 =10
gefdlite Senfrechte?
Die EBden eined Dreiedsd find

a) (—15; 7), ( 18; —14), (—38; 16),

b) ( 10;18), (—5; —21), ( 16; 7).

Beredhne den JInhalt, die Seiten unbd die Hohen be8 Dreieds.
Wie weit ift bder Sdnittpunit der Geraden z + y — 1
24—y 44 =0 von bem Sdnittpunit der Geraden 3z —y
224y —10 = 0 entfernt?

Wie weit {ind gwei benad)barte Puntte der Geraben 4x+3y—11 =0 von-
einanber entfernt, deren Koordinaten durd) gange Bahlen ausdgebdriidt find?
Begeben {ind bie Seiten eined Dreiedd und ein Punit P;. Bon den drei
Gden aud find burd) P, die Trandverfalen gejogen.. In weldje Abjdnitte
teilen diefe die Dreiedsjeiten. Beige die Giiltigleit des Sages von Ceval
a) By=ua+4 z+2y=16; 2z —y =2; P (}§; 4);
b) s 4+4y+10=0; 2z+4y=15; 3y =x-+10; P, (0; 0).
®egeben {ind die Eden eined Dreieds (2; 1), (8; —2), (—4; —1). Beredime
die Soordinaten ded Mittelpunited M Hed Umireife8 und ben Rabdiug r.
®egeben find die Seiten eined Dreieds

a) 6z—y+9 =0; z4+2y=D5;, 8x—Ty—15=0;
b) z24+y+1=0; 8z+5y+11 = 0; z+29y+ 4 =0.

Beredhne die Winfel de8 Dreiedd und den Radiug » feined Umibreifes.
Wie lautet die Gleidhung der Geraden, deren Udhfenabidmitte {id) wie
2:3 verfalten, wenn die Flade bdes8 von ben Adjfenabjdynitten ge-
bilbeten Dretedd 12 Detrigt?

Weldge Fladge begrenst die Gerade ;... 42— 3y 4+ 24 = 0 mit den
Geraben ®, und @;, die dburd) den Punft P, (—1; —5) gehen und
mit der Geraden @, Winfel von 45° und 135° bilben?
Wie lautet die Gleihung der Strede, die wijden ben beiden Geraben
22+ 8y—12=0; 8z— 5y — 15 = 0 liegt und durd) den Puntt (—1;2)
halbiext wird?
Wie lang ift die Strede, bie wifden den Geraden -+ y—9 =0,
x4+ 8 = 0 liegt und durd) den Punit (0; 2) Halbiert wird?
Unterfudje, 0b dad Bieved ein Redhted ijt.

a) (—2; —1), (0;6), (3; 4), (1; —2)

b) (— 13 —2), 2; l)r (4; _l)r 1; _4)'

0,
0,
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Die Seiten eines Biereds find
2y =38242; 8y=22+6; 6y =1>5x—18; 2y = —a+ 4
Beredyne feinen Fladeninhalt und den Shnittpuntt feiner Diagonalen.
Lrei Gden eined Parallelogramms find (2; 3), (4; 7), (6; 5). Berechne
bie vierte Gde unbd bemweife, dbap fid) bie Diagonalen ded Parallelogramms
gegenjeitig Halbieren,
a) Die Eden eined Dreied8 find (2; 3), (4; —b), (—3; —6). Beige,
dap der Sdnittpuntt eier Mittellinien auf der dritten Mittellinie liegt.
b) Weldes find bdie Gleidhungen bder bdrei Hohen bdiefes Dreieds. Be-
weife, dag fie durd) denfelben Punft gehen.
Beredne aud bden OGleidungen bder bdrei Seiten.eine8 Dreieds bie
Gleidungen der Hohen und der Mittelfenfrechten, fomwie die Koordinaten
be8 Qbbenfdnittpuntted H, be8 Umireidmittelpuntted M und des
Sdymwerpunited S. Leite ben Gulerjden Say ab, dap H, Sund M auf einer
®eraden liegen und HS — 28 M ijt.
a)y =22 — 1, y=—3z+14, 224+ y+ 9=0;
b)z + 6y =14, y= 4x—14, Brt+4y+ 14 =0;
¢)z—y—3= 0, 224+65y=28 6z— y+12=0.
Die Ccen eined Dreiedd {ind A (2; 8), B(—3; —86), C(4; —b).
Beredne die Gleiungen ded Radiud M A und der Berbindungsitrede
ber Juppunite von h, und h.. Beweife, dbap bdiefe beiden Streden auf-
einander fenfred)t ftehen.
Uber die Berbindungsitrede der Puntte A und B ift ein Rbombus mit
dem Winfel o gegeidynet. Bered)ne die Koordinaten der beiden anberen
Eden und bemeife, dah i) die Diagonalen rechtwintlig jhneiden.
a) A(8; 4), B(5; 4) und a = 30°;
b) 4(2; 8), B(3;4) ., o= 45
Beweife analytifd) den KLehriasg,
bap fid
a) die Hohen,
b) bie Wittelfentrechten,
c) die Mittellinien
eine8 Dreted8 in einem Punfte
fdneiden.

Anleitung gu a): Wahle bad
Soordinateniyftem gemah Fig. 11.
Reite guerft bie Gleidjungen der
Geitenn, bann bie bder Hohen
(hao. .=, hp...yy = (B —2,), ho...yy, = —2x,(x—x5)] ab und
bered)ne die Roordinaten bed Snittpuntted dber Hohe k, mit hy und mit k.
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Bmweites Kapitel. Der Brets.

§ 12. Oleidjungen des RKveijes.

Definition: Der Rreid ift der geometrijdhe Ort aller Punfte, die von einem
gegebenten Punft M, bem Mittelpuntt, eine tonftante Entfernung r Haben.
Grumdanfgabe 1: Wie Deiht die Gleidung ded RKreife8, menn man die
Soordinaten feine8 Mittelpuntted mit a und b, jowie feinen Rabdiusd
mit » begeidhnet?
Zofung: Gemdp der Definition de8 SKreifes liegt ein Punft P(z, »)
dann und nur dann auf bem Srei8, mwenn feine Gntfernung vom
Mittelpuntt M gleih » #ft. Aljo

V(x —a)2+ (e—b)2 =r (Fig. 12a),
(€ — a)+ (y — b)2 = r2. llgemeine Kreidgleidung.

Sonderfalle:

1. BWie erhilt man aud ber allgemeinen RKreidgleidung die Gleidung bdes

Sreifed, deffen Mittelpuntt mit dem Nullpuntt zujammenfallt?
x? 4 y? = r2. Wittelpunftagleidjung des Kreifes.

2. Bie ergibt fidh) degl. aus ber allgemeinen RKreidgleidung bdie Gleihung
beg Sreifed, der durd) den Nullpuntt geht, und bdeflen Mittelpuntt auf
der X-Udjfe liegt?

Y2 = 2ra — a2 Sdeitelgleidung ded RKreifes.

3. Aug welden planimetrijfen Lehriagen folgen unmittelbar die Wittel-

punii8= und bdie Sdpeitelgleihung de8 Kreifes (Fig. 12b).
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Digfuf{ion:
I. Mittelpuntidgleidung =2 4+ y2 = r2

1. a) Get man y = 0, fp wirtd z = +r; die X-Ucdfe jdhneidet aljo

den Kreid in ywei Puniten, die auf verfdjicdenen Seiten desd Null
punfted in der Gntfernung » liegen.

b) Segt man ¢ = 0, jo with y = +r. Wie feiht died Ergebnid
in Worten?

2. Da bie Gleidung fitr x und fiir y vein quadratifd) ift, jo gehvren zu
jebem LWerte von x wei gleide, aber entgegengefete Werte von y und
umgefefrt. Daber ift jowohl die X-Udje ald aud) die Y-Udfe eine
Symmetriead)fe be8 RKreifes.

3. WYus y = + Vr2— 22 folgt: Durdliuft « bie Werte von — r durd
Null 618 +r, fo durdlaujt y die Werte von Null dburd) +» und
durd) —r bi8 Null. Wird der abiolute Wert von z>r, o wird
die Wurgel tmagindr, alfo gibt e8 feine Krei8punite mebhr.

II. Afligemeine Gleidung.
Jede quadratijdie Gleidung von der Form

2yt mae+ny+k=0
(bie Gliedber x2 und y2 Haben den Koeffizienten +1, bad Glied mit zy feplt)

bedeutet einen Kreid, wenn die Roeffisienten m, n, £ der Forderung
me2 + n2 > 4k genitgen,

Beweisd: Durd) Adbition der quadratijfen Ergdangungen %2 unbd "zg auf
beiden Seiten ber Gleidung erhdlt man

m\? n\? m?2 n?
<x+§> +<y+»§> =gtk
Die rechte Seite der Gleidung mup wegen der Forderung m2 4+ n2 > 4k
eine pofitive ®rdge fein; fie fann daher durd) da8 Quabdrat einer
pofitiven Grige r erfegt mwerben. Die Gleihung nimmt dann die Form
2 2
an <x+ %> + <y+ %) = r2, fie {timmt aljo mit ber Kreidgleihung

fiberein.  Durd) Bergleidung ergeben fid) unmittelbar die Mittelpuntis-
foorbinaten a, b und ber Radius r.

(l:—/’n b= n r:V——#m2+112_,4£¢

2 g
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10.

11.

12.

§ 13. Anfgaben iiber den Kreid.

Wie Beiht die Mittelpunitdgleidhung ded Kreife, der durd) den Punft
P, (12; 5) geht?
Weldged ift die OGleidung bded SKreifes, der die Y-Adyfe berithrt, und
deffen Mittelpuntt bie SKoorbinaten + 3; 0 hat?
Wie lautet die Gleiung ded Kreifes, deflen Mittelpuntt die Ordinate
4+ 2 Bat, und ber dbie X-Udyfe im Nullpunit berithrt?
Weldges ift bie Gleidung bed Kreifes, defjen Mittelpuntt die Koordinaten
—2; 43 Bat, und bdeffen Rabiud 6 cm lang ift? Beidhne den Kreid
und beredhne die Koordinaten feiner Sdnittpunite mit den Adjfen.
Beredhne die Koordinaten ded Mittelpunited und dben Rabiugd der RKreife.
a) 22+y2— 6x— 4y+ 4 =0
b) 22+ 42+ 122 + 22y + 76 = 0;
¢) 322 4+ 3y?2— 3x + 4y = 0;

b
d) 3622+ 36y2— 362+ 48y = 0;
e) 22 + y> + 8z—2y—182 = 0.
Die Gleiungen zweier Kreife find
2+ y2—2y=0 und 224 y2—62x—10y + 18 = 0.

Beftimme die Linge und bie Gleihung der Jentralftrede.
Stelle die Gleidungen der Bentralen zweier Kreife auf.
a) 22+y2—6z— 8y —24=—0 und 224 y2—10x—14y | 38=0.
b) 224942 —42—10y +20=0 , 22+4y2—12x— 6y4+29=0;
¢) z2+y2—8xr—10y— 8=0 , =22+4y2—12sx+4+ 4y-4156=0.
Bejtimme bdie Gleifung ded Kreifed, der durd) den Nullpuntt und die
Buntte (3; —1), (8; 4) geht. In welden Puntten jdyneidet er die Achfen?
Wie lauten die Gleidungen der RKreife, die durch die Punite P, (5; 2),
P,(7; 4) gehen und die X-Adjje berithren?
Wie lautet dbie Gleifung ded Kreifed, der durd) drei gegebene Punite geht?

a) P(—1;—38), P( 1;—7), Py(—4; —2)

b) P,( 18; 8), P,( 19; 38), Ps( 6;  16).

¢) P(—6; 9) P(—5 8, P(—54 88)
Beftimme bdie Gleiung ded Kreife8, ber durd) gwei gegebene Punite
geht, und bdeffen Mittelpunft auf einer gegebenen Geraden [liegt.

a) P(+ 7; +17), Py(+2; +16), ba—2y = 21.

b) P(+14; 4+ 7), PB(+8+ 9), y=o—9.

¢) P(+ 1; +24) Py(—8; +27), y+22+4=0.
Wie Dheigen die Gleidhungen der Kreife, die
a) beide Koordinatenadfen berithren und burd) den Punit P, (8; 9) geben,
b) bie X-Adfe berithren und durd) die beiden Punite P (11; — 5),

Py (9; — 1) geben,
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13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20,

¢) bie Y-UAdje und bie Gerabe 4y — — 3 4 44 berithren und dburd
den Punft P, (10; 1) gehen,

d) die X-Udjfe unbd bdie Gerabe 5z + 12y == 295 berithren und durd
den Puntt P, (— 6; 26) gehen?
Der Mittelpuntt eine8 SKreifed, der burd) die Punfte P, (+ 3; + 10)
und Py(—1; +2) geht, liegt auf dem Mittellote bder BVerbindungs-
ftrede von Py (— 2; — 8) und P, (+ 6; — 7). Weldjed ift die Gleidhung
biefe8 Sreifed?
Die Koordinaten der Eden eined Dreiedsd {ind A(—2; 0), B (4; 1),
C(—1; —4). LWie lautet die Gleifung bded Umireifed?
Wie beifst die Gleidhung bded Kreifed, der die X-Adfe und bdie beiden
Sreife (¢, = 0; 0, =0; r;, = 1), (4, = 5; b, = 0; r, = 2) von
augen beriihrt?
®egeben ift der Krei8 a2 + Hy2 + 502 — 35y + 6,25 =— 0. Beftimme
bie Gleihung ded Iongentrijden RKreifes, bder
a) bie X-UAdjle, b) bie Y-Acdfe berithrt und ¢) durd) dben Nullpunit geht.
Die Koordinaten der Eden eined8 Dreiedd find A (zy; %), B(0; 0),
C(zg; 0). Wie lautet die Gleidung de8 RKreife8, ber dburd) B, C und
den Qbfenjdnittpunit H geht?
Welde8 ift die Gleidung und bie Ringe der gemeinjdaftlichen Sehne
gweier Sreife?
2) G—2+(y+3P= 64 ud G+P+E—P =1
D) E+8+@—6r =197 , G@—P+u—D=1}
) @+ 44+ =194 , (z—8)4(y—2)°=40.
Wie Tautet die Gleidung der RKreife, die durd) bie Shnitipunite jweier
freife gehen und im Beifpiel a) bie X-Adfe, im Beifpiel b) bdie
Y-Achfe berithren?
a) 224 y?—62x—16y— —68 und 2?4+y2—8xr— 22y ——132;
b) (z—4)2+(y — 92 =41 rn (—6)24 (y—T7)2 = 13.
Leldes ijt bie Gleihung ded fKreifes,
a) beffen Mittelpunft die Koorbinaten (5; — 3) hat, und der bie Gerabe
32+ 4y — 13 berithrt;
b) ber durd) bie Deiden Punfte P, (3;4), Py(— 3; 4) geht und bie
®erabe 5y — 122 = 65 berithrt;
c) der die Geraden y = 3; 3y = 4x+1; 124+ by = 11 berithrt;
d) der durd) den Punft (5; 2) geht und die beiden Geraden
y=13%24+1} y=—Fa+ 3} beritht;
e) der bie drei Seiten eines SDreted@
z+2y =15; 224y =13; z—2y = — 11 Dberiihrt?
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§ 14, Der Kreis und eine Gerade.

Grundaufgabe 2: Beredne die Koordinaten der Snittpuntte einer gegebenen
Geraden y = max + n mit einem gegebenen Rreife 22 4 y2 — r2,
Rojung: Die Koordinaten (z, y,) ber Schnittpunite miiffen den Beftimmungs-

gleidungen L gy = ma, +n,

II. 2!+ 92 = r2 geniigen.
Sept man den Wert von y; der erften Gleidung in die sweite ein,
fo erhdlt man
z? + m2xl + 2mnzy + n? = 12,
22 (1 + m?) + 2mnzy, = r?— n2
_ —mn+Ymn2 L (2 —n2) (1 + m2)

’ 1+ m?
. ——mnin?(l-{—m“‘)—-n2
" 1+ m2
ntm Vr2 (1 4+ m2) — n?
und Y10 = 1+ m2 )
Distufjion (Fig. 18):
1. 3t »2(1 4 m2) > n2 odber r > V—I-i fo gibt e8 fiix die Un-
m

befannten je jwei reelle, ver{diedene Werte,
Die gegebene Gerade jdyneidet den Kreis in jwei Puntten,
2 2) — n2 __"
2. It r2(1 + m2) = n? pder r = gl
Werte fiir z, und x,, b3w. y, und y, gleid.
Die gegebene Gerade beviihrt den Rreis.
Die Koorbinaten bded Beriihrungdpunttes P, find

mn n
wl_l—l—n? tud yl—'1+m2
3. 3t 2 (14 m2) << n2 ober r <
Unbefannten imagindr. V

Die gegebene Gerade trifit den Kreis iiberhaupt nidt.
RNun bedeutet die Grdhe "
V14 m2

abbingt, dent Abjtand der Gevaden (§ 10, ufg. 1a) vom Kreidmittelpuntt,
alfo it die Bedingung »r = . nidht8 anbered al8 der analytijdpe

= V14 m2
Ausdrud fiir die drei befannten Sige ber Planimetrie: Eine Gerabe
fdhneidet einen Rreid, wenn ihr Abfland vom SKrei8mittelpuntt fleiner

ift ald fein Fadiug, ujmw.

, von der bie Qage bder Geraden
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Aufgaben:
1. BWie lang ift die Sehne, bdie ein gegebener Kreid von einer gegebenen

2.

Geraben abjdneibet?
a) r2+y2 = 9, 202z — 15y = 21;
b) x2 4 y2 = 386, 4z—3y+24 = 0
¢) 2+ 42 =20, bSr—12y+ 44 = 0;
d) 22 4 y2 = 25, 3r—4y—T7= 0.
LWelde Lage hat eine gegebene Gerade ju einem gegebenen Kreid?

a) y=—3z+% und (x4 1)? 4 (y — 2)* = 22b;
b) Ty=—24z}564 , (x + 4)2 + (y — b)2 = 625;
¢) 12y =52+ 9 y 24yt 4r—2y—21= O
d) 5y—=—122+110 , 22+ 42+ 282 +24y—336 = 0.

Gegeben find ein Kreid 22 + y2 = 25 und eine Sefante 2y — bz — 7.
Wie grop it die Selhne s und ihr jugehoriger Bentriminfel o ?

Beidne die Gerabe 2z 3y = 8 und den Kreid 22+ y2—4 x4+ 6y = 3.
Beved)ne die Koordinaten der Schnittpuntte und ben Wbftand ded Kreig=
mittelpunfted von der Geraden.

Berechne die Liinge der Sehne, bie ber Kreid mit den Mittelpunttss
foordinaten (3; 1) unb dem Rabiud » — 2 aus der Geraben r —= 2y — 2
Heraud|dneidet.

Bauner u.v. fangledben, Geomeirie f. Realanftalten. (Oberftufe.) 12
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§ 15. Die Tangente und die Novmale ded Kreifes.

Grundaufgabe 3: Wie heiht die Gleidhung der Tangente, die einen gegebenen
Srei8 (224 y2 = r2) in einem gegebenen Punite P, (x,y,) der Peri=
pherie beritfrt?

Lojung: Da bdie gefudjte Gerade durd) P, geht, Hat ihre Gleidung bie

Jorm y—y = m(x—xy),

und da fie Tangente fein {oll, miiflen die Koordinaten (x,9,) ded Be-
rithrung8punite8 P, ben Beftimmungsgleihungen de8 vorigen Para-
graphen geniigen:

I . mmn n

i Tm

Dividiert man bdie erfte Gleihung durd) die weite, fo erhalt man fitx
die Tangente im Peripheriepunite P,

und IL y =

die Ridjtungdgrife m = -—Z/ﬂ.
J1

Mithin lautet die gejudjte Tangentengleihung
g = B
Yy—u " (@ — ),

yh—y = —mr el
Yyl = r2—g?, J

Tangentengleidung: xa, 4 yy, = 72,

Geddadtnisregel:
®ibt man der Gleiung bHed Kreifed die Form

z.x+y.y =r2
und fegt man filr dad sweite 2 unbd dad weite y die Koordinaten =,
und g, eined Peripheriepuntted P, fo ift

@+ Yy, = r?
bie Gleidung der in P, beriihrenden Tangente.

Distuffion: Bu einem gegebenen Punit P, (z,y,) gibt e8 nur eine
Ridtungdgrofe m, d. §. durd) einen Peripheriepunit P, gibt e8 nur eine
Tangente an den Kreid.

Grundaufgabe 4: Wie Heiht die Gleidhung der Geraden, die auf der Tan-
gente eined gegebenen Kreife8 22 + 42 — »2 in ihrem Berithrungs-
punft P, (z,y,) fenfrecht {tepht?

Diefe Gerade Heiht Normale,
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Lofung: Da die Normale auf der durch) P, gehenden Tangente {enfrecht

ftebt, o ift ihre Ridtung8grdhe =’ gleid) dem negativen regiprofen
Werte der NRidhtungBgrdhe m der Tangente, aljo m' = g—‘ Mithin
1
beifst die gejudhte Gleihung:
y—y = %(w—wx),

Y1
— — Zr —
Yy N x, Y1,

Rovmalengleidung: y = %lx
1

Distuijion: Was folgt baraus, dap der Orbinatenabjdnitt » gleid) Null ift?
Yufgaben:

1.

Wie lauten bdie Gleidungen der Tangente und der Normale durd) einen
gegebenent Puntt einer gegebenen Kreidlinie?

a) oy =15, 1=+ 22492 =9; D)z =— -,y =38;22 - y?=13.
¢) 2, =-8.2, yy=—;22+y2=17; d) &= 4+, y = —{5; 2% + y*=86.

. 9An einem gegebenen Rrei8 a2+ y2 = 400 find in ben Peripherie-

puniten P,(x, = 12, y, = —-++) unbd Py(xy == 16, y, = —---) bie

Tangenten gejogen. Wie DHeihen ihre Gleidungen, und mwelde Winfel
bilben fie miteinander? '

. An einen gegebenenn Krei8 22 + »2 — 100 wird in einem Punfie

Py(x, = 6, y, =+ ---) bie Tangente gezogen. Weldjen Winfel bildet
fie mit ber Geraden, bie burd) die Punite P, (—5; 0) und P; (3; 4)
geht ?

. Wie lauten bie Gleifungen ber an einen gegebenen SKreid gelegten

Tangenten, die einer gegebenen Geraben parallel find?
a) 22 4y? =100; y = —{z+5;
b)yz2+y2= 9; 8z—4y—=12,

. Welde Tangenten bed KNreifed x2+ y2 = 9 find

a) zur Geraden 122+ 5Hy =— 30 parallel;
b) zur Geraden 8z + 15y = 0 fenfredt?

. Um ben Nullpuntt ift ein Kreid gegeicdhnet, der dburd) den Punft P, (3; 4)

gebt, und in P, ift dbie Tangente gegogen. Weldjen Wbjtand Hat ber
Punft P, (10; 6) von der Tangente?
12%
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7.

10.

11.

12.

€8 find awei Kreife 22+ y2 = 721 und #2442 —212x 4+ 85 =0

gegeben.

a) Beidyne bie Deiden Sreife unbd beredne die Koordinaten ifhrer Shnitts
punfte.

b) Beftimme bden Flideninbalt de8 Bievedd, bdeflen Diagonalen bdie
Bentralftrede und die gemeinfame Sehne {ind?

c) Biehe in einem bder beiden Sdnittpunite an den erften Kreid bdie
Tangente und beredhne den Flideninhalt de8 Dreteds, dad dburd) die
Tangente und die beiben Koordinatenad)jen begrenst wird,

. BWie Ilautet die Gleiung der Tangente im Punft P, der Kreidlinie
(2 — @ 4 (y — b = 22
Bojung: Die Ridtungdgrope des8 BerithrungSradiugd M P, ift gl:Z
—
mithin bie ” ber Tangente « - - ... — h—e
Yy1—b
: : Yy—4% _ _H—a
»  bie @leidung ber Tangente PRl

ober @—a) (i —a)+ (¥ —y) (4B —b) = 0.
Da P, auf der Kreislinie liegt und feine Koordinaten der Kreidgleidhung
geniigen miiffen, jo fann man biefer Gleidung aud) die Form geben:
(x—a)(@—a)+ (Y —b)(yy—b) = r2
LWelde Gedadytnisrege! ergibt {ich?

. An ben RKreid 22+ y2 —14zx—6y—38 = 0 {ind bie Tangenten in

den Punften gezogen, dberen Abfziffe + 2 ift. LWelden Wintel bilden
bie Tangenten a) mit der X-Achfe, b) miteinander?
Jn den RKreipunften P, und P, find bie Tangenten gegeidimet. LWie
heigen ifre Gleidungen, und mwelden Wintel bilden fie miteinander?
a) 22+ y?—6z+ 16y = B552; Py (—125 +);5 Py (4185 —);
b) 2242+ 242 4+ 82— 16y = 3002; P,(+; + 40); Py(—; + 40).
Lie lauten die Gleihungen der an den Kreid 22 4 y2 + 8z —8y = 81
parallel ber Geraben 8z 4 Ty = 0 gesogenen Tangenten?
Wie heipen die Gleidungen der Tangenten, die fentredht auf @ ftehen?
a) (x—6)2+(y+12)2 = 126; 224+ y = 10;
b) (@ +1)2+(y— 5)2=1640; 62-4+2y = 05.
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§ 16. Subtangente, Subnormale, Tangente, Novmale.

Begeidnungen:

Die Worter Tangente und Novmale Haben eine doppelte Bedeutung,
einmal begeichnen fie bie unbegrenjten Geraden, jmweitend bie Streden
vom BerithrungSpuntt 6i8 jur X-Adfe. Bie Projettionen bdiefer Streden
auf die X-Adje Heigen Subtangente byw. Subnormale.

Nufgabe 1: Beredine die Subtangente @, A (Fig. 14).

Lojung: Vian fegt in der Tangentengleidung y gleih NRull, dann wird

z = 0A, aljo
OA.2,+ 0.y, = 12,
2
04 = r
y
7-2
-A _ ’
@1 z, &y
r2 — g}
” == x, ,
yi
” == re

Aufgabe 2: Beredjne die Subuormale.
Lofjung: Set man in der JNovmalengleidung y = % x die Orbinate y

glei) Null, fo wird die Abfziffe = aud) gleid Null, b. §. die Normale
geht burd) ben Nullpuntt, und die Subnormale O @, ift gleidh .
Nufgabe 3: Beredhne die Tangente P, A (Fig. 14).
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Rojung: Van fennt die Koordinaten ihrer Endpuntte und fann die Formel

fiix bie Entfernung weier gegebenen Puntte (ober den pythagoreijden
Lehriag) benugen.

PiA= V<x1 —%)2%— (5 —0)? = V(ml? ;£>2+ Yl

_1/v ;_‘/yf-(nyrxf)
— |t =)

E5)

Nufgabe 4: Beredine die Normale P,0.
Ldfung: Cntfpredjend der dritten Aufgabe erhalt man
PO = V(% — 02+ (y, — 0)2 = V?‘i"?}?;
r =17

Aufgaben: Beredne bdie Subtangenten, Subnormalen, Tangenten und
Normalen.

a) x2-4y3=16 “"3P1(x1:%, h=-"), Pz(%:?—gﬂh:')f Py (1'3=+;ys=1f17)‘);
b) x24-y2=25 uns P1(x1:%»y1 =), Py(z,=—; Zf—’;’),Ps(% :';_2; Ys=—)

§ 17. Taungenten von einem Punft an einen Kreis.

Hufgabe: Wie lauten die Gleidungen bder vom Punft P (x5 ys) an den
frei§ x2 + y2 = r2 gegogenen Tangenten?
Py(—3;9), x2+y2 = 45.
Rofung 1: Die gefudite Tangentengleihung hat ald Gerade die Form
Yy = mz -+ n
Die Koordinaten von P, miffen diefe Gleiung befriedigen, aljo ergibt
fid) bie Beftimmungsgleidung
L y; = ma; +n.

Da die gefudjte Gerade bden Kreid berithren foll, fo mitffen m und n
der Beriihrungsgleidung (§ 14) geniigen, nimlid

IL r2(1 4 m?) = n2.
Aug bdiefen beiden Beftimmungsgleihungen beredhnet man m und »n und
fet bie erhaltenen LWerte in bie gefudite Tangentengleiung ein.

— zltyi—r2dt
(%angentengleicﬁung: =% . @V&W__;rixgr >
=5 py Vol byl — iy
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Bahlenmwerte: L9=m.(—3)+mn,
II. 45(1 + m2) = n
L n=238m-+9,

IL. 45 4 45 m? 9m2 + bdm 4 81,
36 m2 — 54 m — 36,

3 J—
mﬁ"“gm_ 1,

I

my = 2; my=—=—3

ny = 15; ny = 71
Tangentengleidungen: y = 2x+ 15

ud y = — o+ 73

Lojung 2: Die gefudte Tangentengleiung hat ald Tangente, wenn man
bie unbefannten Soorbinaten bded8 Berithrungdpuntted x;, und y, nennt,
bie Form

8 ax + Yy =1’
Da Py ein Punft diefer Tangente ift, fo muB die Beftimmungsgleichung
beftehen

fteh L 230+ ysn = 12,

und dba P, ein Punit ded Kreifed ift, {o lautet die weite Beftimmungs-

gleidyung IL 224yl =r2

Da bie zweite Beftimmungsgleidung quadratijd ift, o erhilt man
swei Werte fiix 2, und y,, d. §. jwei BerithrungSpunite.

Bahlenwerte: L (—38)z + 9y, = 45,
11. x? + yi = 4b.
L %, = 3y, — 15,
IL 9y2— 90y, + y2 = 45 — 225,
?/12_9.% = — 18,
=65 y, =3
2, = 3; my = —6.
Tangentengleifungen: 8z -6y = 45 oder y = — Lz + 73+
umd —6z+38y=45 » y= 2z 15.
Nufgaben:

1. Py (6; 13) und 22+ 42 = 9.
. Py (1; 8) und 22 4 y2 — 16.
. Py (9;18), P, (7; 1), Py (—1; 7) und 22 + y2 = 2b.
. Py (2; 9), P, (3; 14), Py (10; 15) und 22 + 42 = 86.

LR 2 32 — Weldhen Wintel bilben die Tangenten
. Ps (2’ 11) und z +y* = 25. & miteinanbder ¢ o

Ot i~ w N
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Dritted Kapitel
Die Pavabel,

§ 18. Definition und Konftruftionen der Pavabel.
. Definition:
Die Parabel ift dber geometrijhe Ort aller Puntte, die von einem

gegebenen Punite F, dem Brennpunfte, und von einer gegebenen Ge-
vaden &, ber Leitlinie, gleidhweit entfernt find.

. Begeignungen:
Die Verbindbungsijtrede eined Pavabelpunited mit dem

Brennpunfte heipt . . . . . . ... oL Brenunftrahl,
bie von einem Parabelpunite auf die RKeitlinie gefdllte

Genfredyte Beibt . . . . . ... 0oL L. Leitftrahl,
. Medaniide Konftruftion (Fig. 15): '

Pran befeftigt einen Faben von ber Linge LB in B an dbem redjten
Wintel und in F an dem Beidenblatte. Dann bdbridt man mit einem
Stifte P den Faden jo an den einen Sdenfel LB bes redhten Wintels,
baf die Fabenteile gefpannt {ind, und verjd)iebt bei angedriidiem Stijte
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und gejpannten Jyadenteilen den redhten Winfel fo, dah fein anbderer
Sdenfel CL langd ber Reitlinie gleitet. P Dbefdreibt dabei emen
PRarabelbogen.

Planimetrifde KSonfiruftion (Fig. 16):

Mit Birtel und RQineal fann man nidt die (Fujammenhingende)
Parabel tonftruieren, fonbern nur (beliebig viele) Punite der Parabel.

Man zieht im beliebigen Abjtande a jur Reitlinie S die Parallele A
und bejdreibt mit o ald Radiugd um den Brennpunit F den Kreis.
Diefer jhneidet bdie Parallele A in awei Puniten P und P’, bdie
der Parabel angehoren. Denn fie {ind von & und F gleihmeit
entfernt.

Distuffion ber planimetrijden Konftruftion:

a) Fallt man von F bdie Genfredte FL auf 8, fo fteht diefe Sentredte
aud) auf PP’ fenfrecdht und Halbiert die Strede PP'. Daber liegen
die Parabelpuntte P und P’ {ymmetrijd) ju ber Senfredjten FL.
Gbenio liegen aud) die Parabelpunite P, und P;, Py und P ujm.
fymmetrif au FL. Sdlielli) befteht die gange Parabel ausd amwei
fongruenten Qdlften, die fymmetrijd) ju der Senfrehten FL liegen.
Diefe heipt daber bdie Adjje ber Parabel, wdahrend man die fon=
gruenten Qdliten Q"Ifte nennt.

b) Berjdhiebt man die Parallele A gur Leitlinie hin, fo nimmt bdie auf
9 liegende Parabelfehne ab, die Parabelpunfte P und P’ ndbern
fi einanber. ®cht bdie Parallele A bdurd) den Mittelpunit S
von FL, jo fallen beide Parabelpunite mit S gufammen, mithin
ift A Tangente. MNennt man nun S den Sdjeitel der Parabel, o
it die in S auf der Adjfe fenfredht ftehende Gerade bdie Sdyeitel-
tangente.

¢) Berjdhiebt man die Parallele A nod) weiter nad) lintd gur Leitlinie
bin unbd itber diefe hinaus, fo wird fie von den gugehorigen Kreifen
nidht mehr gefdnitten. RBini8 vou der Scheiteltangente gibt e8 daber
feine Parabelpuntte.

d) Berjdjiebt man die Pavallele ¥ von der Scheiteltangente aus nad
redt8, fo witd fie ftets von bem gugehdrigen Kreife weimal ges
{dnitten und die au) der Parallelen U liegende Parabelfehne wdidt
andauernd,

Grgebnis: Die Parabel liegt gang anf derjelben Seite der Scyeitel-
tangente und erftredt fid) vom Sdjeitel aud in wei zur Adyje jym-
wetrijd) liegenden Aften ind Unendlide.
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6. Beidnungen:

1. Beidne die Achfe, die Scheiteltangente und vier Paar Parabelpunite,

wenn gegeben ift
a) der Brennpunft und die Leitlinie;
b) der Sdjeitel unbd die Leitlinie;
c) ber Brennpunft und der Scheitel,

2. Beidne auf Millimeterpapier drei Parabeln (d. . beftimme eine Reibe
von Parabelpuntten und 3iehe awijdjen bdiefen aud freier Yand die
Kurve), welde die Leitlinie und bie Udhje gemeinfam Hhaben, und deren
Brennpunite von ber Leitlinte 2em, 3jcm und 5em entfernt find.

§ 19. Die Sdjeitelgleidung der Parabel.

Sn dem vorigen Paragraphen war die Parabel definiert und ihre
Gejtalt durd) Distuifion ifrer planimetrijden Konftrultion feftgeftellt
wotden. Tunmehr wollen wic ihre Definition in die Sprade bder
analytijhen @eometrie, b. i. in eine Gleidung fiberfegen und durd
Distuffion bdiefer Gleidhung bdie Geftalt der Kurve ermitteln,

Grumdaufgabe 1: BWie lautet die Gleiung der Pavabel, wenn man ihre
Adgle ald X-Adfe, ihre Sdeiteltangente ald Y-Adfe wahlt und den
Abjtand ihred Brennpuntted von ber RLeitlinie mit p Degeidnet?

Lojung (Fig. 17): Gemdh der Definition Fig. 17.
der Parabel ijt Y
FP = PIL, = QI, L 2+x P

'/( —%‘+y2=—g—+w. Py

E
0 T 9 ? Ve "
@ —prtpty="+prtal f ZX
G
2

y2 = 2pumx,

=
e

Diefe Gleidung y2 = 2 pa heiht
die Sdjeitelgleidjung der Parabel. y
Distujfion der Sceitelgleidjung:

1. 3n der Gleidung 92 = 2pz fommt
nur eine fonftante Grige 2p vor.
Die Geftalt der Parabel hingt daher nur von bdiefer einen Groje 2p

ab, welde der Parameter genannt wird.
Um bdie geometrije Bedbeutung bes Parameterd zu finden, {ehen

P~

wir in der Parabelgleiung =z = -g und exfalten y = L p. Die
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im Brennpuntte auf der Adhfe Jenfredht ftehende Parabelfehne ift mithin
glei) bem Parameter 2 p.

2. a) Radiziert man bdie Gleidung »? =— 2pz mit 2, fo echdlt man
y==17V2pz. Aud bem bdoppelten Vorzeichen bder Wurzel folgat,
bap gu jedem Werte von x Fwei gleidge, aber entgegengejepte Werte
vont y gehoren. Die Parabel befteht daher aud awei fongruenten
Salften, die fymmetrifd) gur X-Adhje legen (vgl § 18, a).

b) Pit abnehmendem z nimmt aud) der abjolute Wert von y ab, und
fix 2 = 0 with y = + 0. Da beibe Werte von y = 0 find,
fo beriihrt die Y-Udfe die Parabel in ihrem Sheitel 0 (vgl. § 18, b).
¢) BWird 2 negativ, o wird die Wurgel imagindr, Filx negative x Hat
bie Parabel Feine reellen Punite.
Hierbei ift ftilljhweigend voraudgefest, dak p pofitiv ift. Jft aber
p negativ, jo gibt e8 nur fitr negative x reelle Kurvenpunite,

Die Parabel liegt alip gang auf der Seite der Sdjeiteltangente,
auf ber ihr Brennpunft liegt (vgl § 18, c).

d) Yu8 y = T V2p=x folgt, bap mit wadfendem z aud) y wadit

(vgl. § 18, d), aber Ieineswegd {o rajd) wie .
Die Parabeldfte entfernen fid) im GCndliden immer weiter von
ber X-Udjfe; die Parabel ift daher im Cndliden nidht gejdloen.

Nufgaben:

1. Wie Heigen die Scheitelgleiungen der Parabeln ded § 18, Nufgabe 2?

2. ®egeben ift bie Sdyeitelgleihung einer Parabel. Beredne die Koordi-
naten mefrerer Parabelpunite und geidne die Surve.

a) y: = x; b) 2 = 2x; ¢) y? = 12z;
d) y2 = —3u; e) y2 = —2x; f) y2 = —8u;
g) 22 =4y; h) 22 = 2y; i) 2= —8y.

8. Beftimme die Scheitelgleihung der Pavabel, die durd) den Punft P,
geht, und beren Adgle mit der X-Udfe ujammenfallt.

a‘) Ty = 1'51 Y, = 3; b) x = 9, Y = 6;
e) z; = +3, y = —38; d) 2, = 4, y — —6;
e) z, = —18, y = 12; f) 2, = —49, yy=—"T.

Weldge Ynbderung tritt ein, wenn die Adfe der Parabel mit bder
Y-Udyfe jufammenfallt?

4. Gegeben ift eine Parabel y2 = 2p 2 und ein Punlt P, (z, %,) auf ihr.
Lie Deihen die OGleidungen ber Geraden, bdie bdurd) P, und ben



188 Drittes Kapitel. Die Parabel. § 20

Sdpeitel O, fomwie durd) P, und ben Brennpunit F gehen, und wie
lang {ind die Streden 0P, und FP,?

Bahlenbeifpiel: y2=4x; P,...z; =4, y, pofitiv. Beichne bie Figur!

Ergebnis: OPl...y:%x; EP,...y =——y1—.<x——2> .
1

o2
oy 2. p
O, =Vai+yl; FP=u+ 5-

5. Bemweife, dah die Quabdrate der Ordinaten einer Parabel proportional
ben Abfzifen find.

§ 20. Die Parvabel und eine Gerade.

Grundaufgabe 2: Beredine die Koordinaten der Sdnittpunite einer gegebenen
®eraben y — ma + n mit einer gegebenen Parabel y2 = 2px.
Ldjung: Die SKoordinaten (z,y,) der Sdmittpunite miflen bden Be-
ftimmung3gleidungen
L y!=2px,
. y, = mx; +n geniigen.
Gegt man den Wert von y, der weiten Gleidung in die erfte ein,
fo erhdlt man:
(may + n)? = 2pay,
m2zgl — 2xy (p —mn) + n2 =0,
p—mn+Vp(p—2mn)
T =7 m2

_rtVpp—2mn)
o m

umd g0

Didtujjion:

1. Rauft die Gerade der X-Adjfe parvallel oder fdllt fie mit ifhr jujammen,
fo ift m = 0. Diefer Fall foll im nddjten Paragraphen bejonderd
behanbdelt mwerden.

2. Rdujt bie Gerabde der Y-Adife parallel oder fallt fie mit ihr sujammen,
fo mup forwohl m (= tg90°) al3 aud) »n gleid) unendlih fein. Dann
hat die Gleidung der gegebenen Geraden die Form z — k. Fiir die
Ordinaten dber Scynittpuntte exhilt man mithin aud der Parabelgleidung
die Werte + V2 pk.

3. Fallt bie gegebene Gerade mit feiner Koordinatenadfe sufammen und
ift fie aud) feiner Koordinatenad)je pavallel,
ober analytifd) befprodjen: ift m weder gleid) 0 nod) gleid) oo, fo find
bie ©dnittpunite ber gegebenen Geraben mit der gegebenen Parabel
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entiweder reell, ober fie fallen jufammen, ober fie find imagindr, je naddem
die Wurzel Vp (p—2mn) reell oder gleid) Rull ober imagindr ift. Alfo:
a) it p > 2mn, Jo jdneidet die Gerade die Parabel.
b) 3it p = 2m n, o fallen die Sdnittpunite jujammen; die Gervade
berithet die Parabel, und der Beriihrungdpuntt Hat die Koordinaten
p—mn
m2
¢) Mt p <<2mmn, fo trifft die Gerade die Parabel itberhaupt nidt.
Planimetrijde Deutung der Grdfe mn:
Die Lage einer Geraden zu einer gegebenen Parabel y? = 2p2z ift,
ie 1ir joeben gefefen Haben, beftimmt durdy die Groge mn. Wie fon-
ftruiert man nun biefe Strede 2z gleid) mn?

x = und oy = ;1':-

Ljung (Fig. 18): m— tg o — gi,
n = OB

ZE = mn = 0—12',
04

Mitteld algebraiffer Unalylid ergeben fid fiir 2 veridiedene Lifungen.
Bon diefen wihlen wir die LWiung aud, bei der wir den redjten Winkel
A OB verwerten Idnnen. €8 mup OB bdie Hohe eined redtwintligen
Dreiedd und 04 Hypotenufenabjdnitt werben. Mithin ift in B auf
BA bdie Senfredite zu erridjten, die 04 in F {dneidet. Dann ift

OF = mn.
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Gine Gerade berithrt gemdp ber Tangentenbebingung bdie Parabel,
wenn mn, b. i. OF—_—g iit. Sft aber ozrzg, fo ift F ber
Brennpunit.

Grgebnis:

Lehrijas 1. Cine Gerade G beriihrt die Parvabel, wenn die im Sduitt-
punft der Geraden G mit der Sdeiteltangente auf bder
Geraden @ ervidtete Senfredite duvd) den Brennpunft geht.

Gine Gerabe @,...y = myx + n; dneidbet die Parabel, mwenn

myn, = OF; << g tit. In Worten?

Cine Gerade G,...y =— m,z + n, trifft die Pavabel i{tberhaupt nid,
wenn men, — O0F, > g ift. dn Worten?
&olgerung 1: Der geometrijge Ort filr die Fuhpunite der vom Brennpuntt

einer Parabel auf ihre Tangenten gefdllten Senfredhten ift die Scheitel-
tangente.

Bolgerung 2: Bewegt man einen rvedhten Winfel o, dap fein Scheitel eine
gegebene Gerade durdhlauft, wdhrend der eine Scenfel durd) einen ge-
gebenien Punft geht, fo umbhilit ber anbere Schenfel baw. feine Ber-
langerung itber den Sdjpeitel hinaud al8 Tangente eine Parabel, welde
bie gegebene Gerade jur Sdeiteltangente und den gegebenen Punft jum
Brennpuntt hat,

Aufgaben:
1. Beidne die Parvabel y2 — 18z und bie Geraben

a) @...y:%x-l—fS;
. 3
b) @1...y—_—zx—|—4;

3
¢) @2...y::zx—|—8

und wiederhole die allgemeine Betfrad)tung an diefen Beifpielen.

2. Jn welden Puniten {dneidbet eine gegebene Gerade einme gegebene
Parabel?

a) y:%x-}—?», y2=16z; b) 10y = 30zx+ 3, y2 = 104z;
¢) 2+ 2y =16, y2= 2uz; d) 83y +2=12g, y2 = 6u;
e) 4y =x+12, y2=— 32; f) y=06x+5, y2= Ta
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§ 21, Die Pavabel und eine Paralicle zur X-Adfe.
Aufgabe: Beftimme bdie Scnittpunite einer gegebenen Geraden, die bder
X-Udyfe parallel [duft, mit einer gegebenen Parabel.
Lojung: Sept man in die Ergebniffe

_p—mntYp(p—2mn)
— Y

> Y =P + Vp(fl—2mn)

L9

ber Grundbaufgabe 2 de8 wvorigen Paragraphen fiir m den Wert Ttull
ein, jo erhdlt man fiix die Soordinaten ber Schnittpunite die Werte

+ tp
‘”12‘—:10021); y1,2=p0 :
2 2
x4 :=—611=oo, Y1 =-Fp-=oo
0 0

Lo :6- und Ya __T)-.

Die Werte x, und y, Hhaben bdie unbeftimmte Form Null durd) Null.
Um ifren wafren Wert ju ermitteln, fonnen wir auf veridyiedene Weife
verfafren,

a) Wiv jtellen die BeftimmungsgleiGungen des8 Sdmittpunites auf
Ly} = 2pz,
II, y,=n

und berehren aud diefen die Koordinaten des8 Schnittpunites, alfo

n2

Yo = n und x,=§;-

b) BWir formen zy, — L ok m“o 2@— 2m1) purd) Grweitern

biefe8 Brudje8 mit p —mn F Vp(p—2mn).
E8 ergibt fid
n2
p—mn Tt Yp(p—2mn)

1'1'2=
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2pn
Yr,2 = —— .
PFVp(»p—2mn)
Segen wir nunmehr fiiv m den Wert Null, jo wird

Ebenjo erhdlt man

I n? v — 2pn

Fp—p’ Ty’
ny 2pn

r=7 r=g

r —/— OC, r — CO.

Xy — n N Y -——M

R Tty
”2

r = 2_p’ » = N.

Grgebnid: Jede Parallele gur X-Ndjfe {dneidet die Pavabel in eimem end-
liden und eimem uunendlid) fermen Punfte,.

Folgerung: Da nun bdie X-Udfe und jimtlide Parallelen zu ihr ein
Strafhlenbitjhel durd) den unendlid) fernen Punft der X-Adjje bilden,
fo fallen die unendlich fernen Sdnittpunite diefer {amiliden Parallelen
und bder Parabel miteinander und mit dem unendlid) fernen Punfte
per X-Udjfe zufammen. Diefer Punft {dliet aljo im Unendliden bdie

Parabel.
Aufgaben:
1. Beftimme bie Sdhnittpunite der Parabel y2 =— 122 mit dben Gerabden
a) y = 2; b) y = 6;
¢) y = —0,5; d) y = —12,

2. ®egeben ift eine Parabel y2 = 8z und wei Gerade @,...y = 2
und ®,...y = 4, welde bie Parabel in bden Punften P, und P,
{dneiden. Berechne
a) dbie Strede P, P,, jowie bdie vom Sdeitel auf die Sefante P, P,
gefdllte Sentrechie;

b) bag wifden den Geraden, ber Scheiteltangente und der Parabels
fehne P, P, liegende Trapes;

c) ben Fladeninhalt bed Dreied8 P, 0P, auf wei Arten und den Winlel
P, 0P, Beidne die Figur und pritfe ihre Genauigleit.

3. ®egeben ift die Parabel y2 — 362, wobei bie Einbeit 1 m betrage.
Beredhrie den Ordinatenzumadys, wenn bdie Abfjiffe
ayvomz, =0 auf ¢, =1, D)y von o, =1 aufz, = 2,
¢) » 2=2 » 23=28, d) » =z =100 , =z, = 101,

6) von xg = 10000  auf 2, = 10001,
f) » x = 1000000 , =z = 1000001
wdidft und vergleiche diefe Sunahmen.
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§ 22, Die Tangente und die Normale der Parabel,

Grundaufgabe 3: Wie Beiht die Gleidjung ber Tangente der Parabel
y?2 = 2pux, die dburd) den Parabelpuntt P (x,9,) geht?

{ijung: Da bdie gejudhte Gerade durd) P, geht, Hat ihre Gleidung die
Form
y—y = m(@—z),
und da fie Tangente fein joll, mitffen bdie Koordinaten (z,y,) de8 Be-
titfrung8punited P, den BeftimmungSgleidungen be8 Paragraphen 20
p— mn
m2

I g = und  IL. ¢ = % geniigen.

Aud Gleidung II erhalt man fiix die Tangente un Punlt P, die

Ridytungstonjtante m = y£ s
1

mithin lautet die gefudte Tangentengleidung:
=P
y—n = (@ — ),
Y — ylz = pw—pwl,}_l_
yl = szll
Tangentengleidung: Yy, = p (x4 a,).

Distuffion: Bu einem gegebenen y, gibt e8 nur eine RidhtungStonftante m,
b. h. burd) einen Parabelpunit P, gibt e8 nur eine Tangente an die
Parabel.

Grundaufgabe 4: Wie beiht bdie Gleidung bder Normalen bder Parabel
- y? = 2pzx im Parabelpunite P, (x;4,)?
Bojung: Da die Normale auf der dburd) P, gehenden Tangenten jenfredit
ftebt, it ihre Ridtungsfonftante
' Y

m =°—;,

mithin heiht die

Rovmalengleidung: y—gy — — !ﬁ(w— ).
Hufgaben: Y
Un diefe beiden Grundaufgaben {dliefst fich folgerichti die Beredhnung
der Subtangente T'Q und der Subnormalen QN,

ber Fangente TP, und der JNormalen P N.
Bauner 1. v. Hanyleden, Geometrie f. Realanftalten. ©berftufe.) 18
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Denn aud den Gleidungen der Tangente und der Normalen fann
man bdie Abfsifjen der Schnittpunite T und N und daraus I'Q und QN
beredynen; TP, und P, N finbet man alg Entfernungen jweier Punfite,
beren Soordinaten gegeben find.

1. Beredne die Subtangente TQ (Fig. 19).

2ofung: Man fept in der Tangentengleihung y gleid) Null, dann
witd « = 07, aljo
0.9 =p(0T + =),
0>l = —u,,
TQ =2z, b5

Lehrias 2, Die Subtangente eines Pavabelpunttes Py (o, vy) iit gleid
der doppelten Abjjifje o, diefes Punfted und wird durd) den
Sdyjeitel O Balbiert.

. Beredhne die Subnormale Q N (Fig. 19).

Lijung: Pan fegt in der Normalengleidung y gleih Null, dann
wird # = ON, alfo

00—y = _‘% (ON —uay),
p = ON_xlr
ON == +p,
QN=yp, b

Lehrfasy 3. Die Subnormale einesd Pavabelpunttes ijt gleid) dem Halb-
parameter p, aljp cine fonjtante Grife.
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8. Beredyne die Tangente I'P, (Fig.19).

Lafung: TP = V(2x1)2 + 9,
= Via+ 2pa;,
= 22,22, + p).
4. Beredne die Novmale P, N (Fig. 19).
Sdjung: P N= m

= Vr'+ 2pa,,

Aufgaben: = Vr(p +25).

1. BWelde Gleidung Hat bdie Tangente der Pavabel y2 = 122 in dem
Parabelpunite P, (z, 4,)?

Ao =3 n=+ D=4} n=—1
e) & ==, y = + 65 d) 2 =, g = —09.
Leldje Gleiung Hat bdie Tangente dbexr Parabel y2? — 6z in bem
Parabelpuntte P, (2,4,)?
)z =15, y = + - f)z, =86, y=— 4
g) &y =-, y=+12; h) 2, =, y =—18
2. BWie lauten bie Gleihungen der durd) die Punite P, der Aufgabe 1

gegogenent Normalen, und mwelde L[ingen Haben bdie betreffenden Sub-
tangenten, Subnormalen, Tangenten und Novmalen?

3. Wie lautet die Gleidjung der Pavabeltangente, die
a) mit der pofitiven X-Ad)je den Winfel oo — 4b5° bilbet,
b) auf den negativen Adjfen gleidge Stitde abjdneidet,
¢) dexr Geraden 42— 2y 4+ 5 = 0 parallel lduft,

d) auf der Geraden %-l——g—: 1 fjenfrecht {tebt,

wenn bdie Parabel y? — 6 gegeben ift?

4. JIn bder Nabe einer Eifenbaln, bie einen parabolijden Bogen bejdreibt,
deflen Bleihung 2 = 160« ift, lduft eine gerade Strage, bie durd
die Gleiung y — 52 + 40 gegeben ijt. Weldjer Puntt der Eifenbahn
liegt der Strafe am nddjjten, und wie weit ift er entfernt? (Langen-
einbeit — 1km.)

5. ie Deipt die Parabelgleidung, wenn bdie Tangente durd) den Parabels
punft P, die Gleidung hat

a) y =2bz+1; b) y = $z 4+ 90;
e) 6y =— z 1 45; d) 4y+22x43=0.
13*
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6. 3n dem Punite Py, deffen Abfzilje », = 32 ift, sieht man an bdie

Parabel »2 — 8 bie Tangente und fallt vom Brennpunit F bdie
Senfredite FB auf bdie Tangente. Wie grop ift der Fldcheninhalt des
Dreiedd FBP;?

Bon einem Punite O (Fig.20), der {id) 1 Meter iiber dem PHorizonte
befindet, bervegt fi) ein Korper fo, dah er in wageredhter Ridtung eine

Big. 20.

gleidfdrmige Gejdhmindigleit von ¢ und in jenfredhter Ridhtung abwirtd
eine Befdleunigung von g Weter Hat. Welde Bahn bejdjreibt der
RKorper, und in welder wageredten Cntfernung trifft er die Yorizontals
ebene ?
Anlettung: Eliminiere die Beit ¢ aug den in Fig. 20 angegebenen
Gleidungen.
Babhlenbeijpiel: » =20, ¢ =380, g = 10.
Beredyne den Wintel, unter dem fih die Kurven
22 4 y2 = 25 und 2 = Blzx
{hneiden, d. h. ben Wintel, welden bie in den Sdnittpuniten gezogenen
Fangenten miteinanber bilben.
3n den Sdnittpuniten P, und P, der Geraden und der Parabel
z4+y—=—3 und Yy =4z
find bie Parvabeltangenten Tonjtruiert. LWeldjen Fladeninhalt Hat dad
Dreied, dad8 von der gegebenen Geraben und den beiden Tangenfen
gebildet wird?
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§ 23. Die Lage einer Tangente in bezug auf den jugehrvigen Brennjtrahl,
auf den zugehorvigen Leitjtrahl und auf die Sdeiteltangente.

Jn bem vorigen Paragraphen war die Grdpe von Streden, die ur
Langente und gur Normale gehdrten, beredhnet mworden. Jest joll die
Grofe von Winfeln beftimmt werden.

Aufgabe 1a: Weldjen Winfel bildet die Tangente mit dem Brennjtrahl und
mit dem Reitjtrahl nad) dem Beriihrungspuntt?

Unleitung: Stelle bie Gleidungen bdiefer drei Geraben auf und
bevecyne bdie fraglidhen Wintel. Man findet (Fig. 21) joroh! fiix tg F P, T

al8 aud) fiiv ¢g TP, L, den BWert yg .
1
Aufgabe 1b: [Wie die entfprechende Aufgabe fitr die Normale,

Grgebnis:

Lefhriat 4. Die Pavabeltangente halbiert den Winfel jwifden dem Bremn-
ftrahl und dem Leitjtrahl nad) dem Berviihrungdpuntt, die Nor-
male den Nebenwinfel.

Folgerung: Alle parallel der Adje eined parabolijden Spiegeld einfallenden
LQidt- und Warmeftrahlen mwerden nad) F refleftiert. Daber heiBt diefer
Punft Brennpuntt, lateinifd) Focus, und mird mit ¥ bezeichnet,

Aufgabe 2: Beweife analytijd (Fig. 21),

a) bap bdie Verbindungdjtreden BF und B L, de8 Sdnittpuntied B einer
Zangente und der Sdeiteltangente mit dem Brennpuntt F bjw. mit
bem Fubpuntt L, ded Leitftrahled eine Gerade bilden, und bap diefe
®erade L, F paxallel der Normale P, N, alfo fenfrecht auf TP, ift;
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b) dap die Verbindungsitrede TL, de8 Schnittpuntte8 T' der Tangente
und der X-Udfe mit dem Fuppunit L, ded Leit{trahled parallel dem
Brennjtrahl F P, iit;

¢) bap BL, = BF und BP, = BT ift,

Damit find die beiden folgenden Rehridge bemwiefen.
Lefrias 5. Der Gegenpuntft ded Brennpunttes eiver Parabel beziiglid) einer
Tangente liegt anf der Seitlinie.

Lehrints 6. Die Sdeiteltangente einer Parvabel halbiert die Tangente.

Die Fig. 21 ift daralterijtijd fiir die Parabel. Sie jagt uns,

bap die Tangente P, T' bie Diagonale eined gleidjfeitigen Parallelo-
gramms ift (XA FP,T = TP L, (Rebhrjag 4), TOF — x, +p
(Rebriag 2)).

bap die Scheiteltangente durdy den Mittelpunit diefed Rhombusg geht
[FB = BL, (Rehrjag 6); TB = B P, ({ehrjag 6); X P,BF = 900
(Rebriag 1)],

ba L, FNP, ein Parallelogramm ift [Dreied P, QN L, LF
und QN = LF = p (Zehrjag 3)].

Nufgaben:

1. iederhole die allgemeinen Beredhnungen an dem Beifpiel y? = 8=
und gy, = -+ 6 und geidne die Figur auf Millimeterpapier.

2. Welden Winfel bilden die Tangenten miteinander, die man an die
PBarabel y2 = 122 in den Punften P, (y, = + 6) und Py, = — 2)
sieben fann?

3. Welden Winfel bildet die Normale im Punite P, (y, = + 4) ber
Parabel y2 = 10« mit dem Brennftrahl P F, und wie mweit ift {ie
vom Brennpunfte entfernt?

*§ 24, Planimetrijde Betraditung der Parabel und ifrer Tangente.

I Rehridge:

Die 6 LQehridge {iber die Tangente, baw. Normale einer Parabel laffen
i) natiiclid) aud) planimetrijd) ableiten (Fig.22).

Jit der Brennpuntt F und die Reitlinie & einer Parabel gegeben, o
erhilt man (vgl. Qehrjag 5) eine Tangente, wenn man einen beliebigen
Puntt L, ber Reitlinie mit F verbindet und auf L, F die Mitteljent-
redite erviditet. Beidnet man nod) in L, auf der Leitlinie die Sentredhte,
fo jdneidet biefe bie Tangente in ifrem Berithrung8punit P,.
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5.
IL.

6.
7.
8.
9.

Denn P, L, = P, F, aljo ift P, ein Punit der Parabel. Jeber anbere
Punft X der Mittelfenfrechten liegt aber auberhalb der Pavabel, meil
XY<<XL, dlip aud) < XF ift. Damit ift aud) Lehriay 5 bemiefen.

Beidne fodbann die Acdhfe der Parabel, beftimme den Scheitel O
al8 Wittelpunit der Strede FL und bemeife folgendes:

ATPF = TP L, Rehriay 4.
TF — FP, = L, P, = LQ =% 17 und TQ = 2=,, Lehrfap 2.

Die Berbindbunggitrede M O ift Scheiteltangente, Lehrjag 1 und 6.
Die in P, exrvidtete Normale fdneidet bdie UAdfe in N fo, dap
QN = LF = p ift (ehriag 3).
Beredne 7P, und NP,.

Sonftruftionen:

Sonjtruiere an einer Parabel, die durd) ihren Brennpunit F und ihre
Qeitlinie 8 gegeben ift, eine Tangente,

bie burd) ben Pavabelpunft P, geht;
bie durd) den Punft X auferhalb der Parabel geht;
bie mit ber Adfe einen gegebenen Wintel bilbet;

bie auf der Reitlinie und dev Achfe, von L aus gemefjen, gleide Sthide
abjdneibet,
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Nufgabe 1: § 25. Der Durdymefjer der Parabel.

Begeben ift eine Parvabel y2 = 2pzx und ecine Selante y = max + n.
Befudt wird der Mittelpuntt P, der auf ber Sefante liegenden Parabeljehrne.

Lofung: It y = mz 4 n die Gleidung der Sehne, o mitffen bie
Abjsiffen 2, und =z, ihrer GCndpunite (Fig. 23) ber quadratijden
Beftimmungsgleidung

m2g? —2z(p—mn)+ n2 =0
— 2

4 mznn + 7% = 0 geniigen (vgl. § 20).
Die Abjzifie x, der Sehnenmitte ift gleid) ber Halben Summe bder

Abjsiffen z, und z, der Selhnenendpunite, aljo gleid) dber halben Summe

ber BWurzeln der quadratijden Beftimmungsgleidung, d. 1.

it

2

ober x2—2g

Lo

Jtun ift die Summe ber Wurgeln jeber quadbratijden Gleidung gleid)
dem negativen Koeffizienten von 2. Mithin erhdlt man
o tx,  p—mn P

Xy — —_ - M2z, n = -
0 ) me ' Y% o+ m

Beredme y, aud) aud der Beftimmungdgleidung 2 = 2p y—;ﬁ

Folgerung: Da die Ordinate y, denfelben Wert behdlt, folange p, d. 1. die
Parabel, und m, d. i die Ridtung der Sehne, unverdndert bleibt, fo
haben bdie Mittelpuntte einer Sdar paralleler Sefhnen ben gleichen

Abjtand %non der X-Uchfe, fie liegen alfo auf einer Paralelen zur

X-Uchle. Diefe Pavallele Heifst Durdymefjer, und jwar gehdrt ju jeder
Gehnenridtung ein beftimmter Durdhmefier und umgelehrt.

Bei welder Ridhtung der Sehnen liegt ber Durchmefler unterhalb
ber X- Adhfe?
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Die Gleidgung ded Durdymefjers, der die Sehnenjdar mut der Ridjtungs-
fonjtantenn m Dalbiert, d. §. be8 zugeorducten Durdjuefjers, lautet:

y — 2.
Y ="m

Aufgabe 2:
®egeben ift eine Parabel y2 == 2pz und ein Durdimeffer y = %

Gejudt wird die Tangente un Enbdpuntte, d.§. bem Sdjeitel ded
Durdymefierd (Fig. 23).
Lofung: Die RKoordinaten z, und y, De8 Sdeiteld miiffen bden Be-
ftimmung8gleidungen

I. yl=2pz;, und 1L =% geniigen.
W p

2p ~ 2m?

Die Tangente durd) diefen Parabelpunft Hat die Gleidung

r _ RN
y m_'p(x+2m“')

Nug diefen exhdlt man z, =

y:mz-{-%ﬁ.

Folgerung: Die Rihtungslonftante m bdiefer Tangente {timmt {tberein mit
der Fudjtungsdlonftante m ber dem gegebenen Durdymefjer zugeordneten
Sehnenjdiar, . . die Tangente im Sdeitel eined Durdymejjers iji der
sugeordneten Sehuenjdjar pavallel,

Yufgaben:

1. ®egeben ift eine Parabel und eine Gerade. Wie Heifst die Gleicung
bed ber Geraben jugeordneten Durdymefferd? Welde Koordinaten Hat jein
Cdeitel S, und mwic lautet die Gleidung der durd) S geogencn Tangente?

a) y2 = 8z, 3z — y= b;
b) y2 12z, 224383y = T,
¢) y2= 3,z 3z 44y = 105
d) y2=—16g, 8x+ by = 12,
2. Gegeben ift eine Parabel und ein Puntt P, innerhald bdiefer Kurve.

LWie heiht die Gleidung dber Sefhne, die durd) P, Halbiert wird, und
wie lang ift die Sehne? '

a) y2 = 4z; x, =12}, y =—1;
b) y2 =94z, zy = 2%, yp = 3%,
€) y?=6x; xy=12¢, yy=—4;

d) 2 =052 2= 2{, y, =—2.
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§ 26. Die Quadratur der Parabel.
NAufgabe 1:

Gegeben it eine Parabel y = 2pz und ein Parabelpuntt P,
Gefudt mwird der Jnhalt der von z, y und dem Parabelbogen OP
begrengten Fliiche, b. §. ded Parabelausidnitts,

Lifung: Man teilt die Ordinate y in n gleidge Teile und Tonftruiert dic
Redjtede gemdh Fig. 24. Dann ift

_ 1 ., 1 /1y ¥ ..
TR 2p( > spmi 1

1 a_ 1 (2 9* s
x2‘_2py2 2p<> 21)’"227

ba8 Jladenttitd 0 SP > al8 dag punitierte Fladenitud,

OSP>%-0 +%-x1+---+%-xn—1r

osp>< p 04 Z 124 .. +" 2pn‘( — 1),

n 2pn2

0SSP > ——[02+12+ - (n—1)7,

OSP>ZZZB'(n——l).n.(g(;{n_l}_*_ 1)’

y ('n—-l) n. (211—1)
6 n3

0SP>; (1—-) (2__>

OSP>
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aber dag Fladenftid OSP < al8 bas jdhraffierte Flachenitiid,
0SP < ﬁ.x1+l.x2_|_ -'-—}—ﬁ-xn,

0sP <L Lqay ¥ P ey gy 0
n anZ n 2pn2 n 2pn?’
OSP + -0+ n?),
3 n(n+1)(2n41)
08P < 2pn3 - e

052 < i (1) (@ +5):
Bizd n unendlich grof, fo mird - unendlicy Hein, und man echilt als
gemeinjamen Grengmwert OSP = (% oder = %@' 0. h
der Parabelbogen O P teilt das Redted OQPS im Berhiltnis 2:1.
Der gefudite Parabelausjdnitt ijt gIet&) am/

*Aufgabe 2: Gegeben ift eine Parabel y2—=2px unb eine Parabelfehne P, P,.
Beredyne den Fladeninhalt F der von der Sehne und dem jugehirigen
Parabelbogen begrensten Flidje, b. 5. des Parabelabjdnitts (Fig. 26a 1. b).

Lojung: Der gefuchte Fladeninfalt ijt gleidh) dem Parabelausdidnitt 0 @, P,
vermindert um den Parabelausdjdhnitt 0 Q, P, und dad Trape @, P, P, Q,.

Man exhilt F = 0Q,P,— 0Q,P,—Q,RP,Q,— RP, P,

r =5@mn — 22Y) — @19 — B y)
Diefe Formel ergibt nur dann einen pofitiven Fladeninhalt, wenn dex
Bogen im pofitiven Sinne durdlaufen wird, b. 5. o, dbap die Flade lints liegt.
Bahlenbeifpiele:

1. ®egeben it eine Parabel und eine Sefante, beredine dben Parabelabidynitt.
a) y2 =20z, 3y = b6(x+ 1); b) 2 =10z, y=1iz+ 1L
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2. Durd) den Brenmpunit einer Parabel y2 = 2px ijt eine Selante ge-

gogen, die durd) den Punft der Reitlinie mit ber Orbinate 4 2p geht.
Wie grop ift der Parabelabjdynitt?

. Gin gleidjfeitiged Dreted hat eine Cde im Sdeitel einer Parabel, eine

Seite a liegt auf ihrer Achfe und bdie gegenitberliegende Ede auj der
Surve. Wie lautet die Gleihung der Parabel, und wie grof ift die
Sliadge, die 3wijden der Kurve und den Dbeidben Seiten ded Dreiedsd
ltegt, bie nidht Sehnen find? « = 3cm.

Der Brennpunit F einer Parabel liegt von der Leitlinie 21 cm entfernt;
burd) einen Parabelpuntt P, mit der Ordinate y, = 5 ijt die Tangente
und von P, aug bdie Sefne durd) F gezogen. Beredine die Subtan-
gente, Tangente, Subnormale und Normale, jowie den Parabelabjdnitt.

*§ 27, Mehrere Tangenten der Parabel.

Aufgabe 1: Bon einem Punit P; find an eine Parabel bdie Tangenten

gegogen. Wie lautet die Gleihung der dburd) die Berithrungépunite P,
und P, geogenen Sehrie (Berithrungsfehne gu Py)?

8ajung: L yy, = p(x + x,)... Tangentengleidung in P,

IL yyo=p@x +2,)... " in P,
L ysy = p(xs+ 2,)... weil Py ein Punit der Tangente 1 ift,
IV. ysys =p(@s+29)... , . ” » » 2,
Die lineare Gleihung  yy; = p (& + x5)
ftellt eine Gerade ® bax, und
biefe Gerade ® geht durd
bie Puntte P, und P,. Denn
bie Soordinaten biejer Puntte
genitgen wegen der Beftims
mung8gleidungen I1L u, IV,
ber Gleidjung dber Geraben ©.
Da e8 durd) zwei Puntte
P, und P, nur eine Gerabe
gibt, o muf die Sehne P, P,
ein Teil der Geraden ® fein.
Mithin ift yys = p( + 25)
bie gefudite Gleidjung bder
Berithrungsiehne.

®edidhtnidregel: Gibt man

der Gleichung der Parabel
y? = 2pz
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bie Form y.y =px+2)

und fegt fiir daB gmweite y und bad weite z die Koorbinaten x; und y,
eined Puntted P, fo ftellt die Gleidung

y%h =p(@@+ )
bie Tangente in P, dar, wenn P, auf bder Parabel liegt, und bdie
Gleidung der Berithrungdiehne su P, wenn P, auperhald der Pas
rabel liegt.
Aufgabe 2: Stelle die Gleidung bed der Berithrungsiehne P, P, (Fig. 26)
ugeordneten Durdymefierd8 D auf und beweife, daf D durd) P, gebt.
8ojung: Die Ridtungstonitante der BVeriihrungsiehne ift gleih £, aljo ijt
die Gleidung bed gugeorbneten Durdymefiers D s
P
y=>n: .’V—s = Ys-
Diefer Bleidung geniigt die Ordinate y; Hed8 Puntted P,, mithin geht
ber Durdymefer D durd ;.
Folgerungen:
1. %Bie bewegt fid) bie Berithrungsiehne, wenn man Py auf dem Durds
mefler D verjdjiebt? Wasd filr eine Rinie wird die Berithrungs-

febne, wenn Py auf die Kurve fallt? @ilt diejer Sap aud) fiir den
Kreid?

2. Beweife analptijd durd) Berednung der fragliden Streden, dah bder
- Sdeitel S die Strede Py P, de8 Durdymefiers Halbiert.

3. Beweife planimetrifd durd) Proportionen, dap der Sceitel S aud
bie Sirede EE’ bes Tangente halbiert.

4. Beweife planimetrijd, dbap UV = UV’ ift.
Sprid) bie Folgerungen 1 Hi3 4 alg Lehridge aus.

Nufgabe 3: Wie lauten die Gleihungen der vom Punite Py an die Pavabel
gegogenen Tangenten?

Lijung 1 Die BerlthrungSpunite P, ynd P, der gefuditen Tangenten find
jowohl Puntte ber Berithrungdjehne . . . . . . . yys = p(z+ x5)
al8 aud) ber Parabel . . . . . L. L. L. y? = 2pua.
Daher miiffen ihre SKoordinaten bdiefen beiben Gleihungen geniigen.
Die flir z, und y, (b3w. z, und g,) gefundenen Werte {ind in bie
Langentengleihung yy, = p(x + z,) eingujegen.
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Rojung 2: Die gefudjte Tangentengleihung Hat die Form

Yy = mx + n.
Die Unbefannten m und » miffen geniigen
ber Berithrungsgleidung . . . . L p = 2mn

und der Beftimmungsgleidung . . IL. y, = ma; + n.
Au8 Ddiefen Veftimmungsgleihungen beredhnet man m und » und
fegt die erhaltenen Werte in die Tangentengleihung ein.

Diefe Lofung ift gwar einfadjer als bdie erfte, aber man erflt dabei
nidt die Koordinaten der Berithrungspunite.

Babhlenbeifpiel:
a) y* = 8u; T =3, Ys = b;
b) 2 = 4 x5 = 6, ys = —b;
¢) ¥2 = 10x; X3 = —2, ¥y =1
d) 2 = —162; 23 = 5, ys = 1.
e) Welden Wintel bilden die vom Puntt Py(v; = —7, y; = + 5)

an bie Parabel y2 = 8z gegogenen Tangenten miteinander?

§ 28.  Bujammenitellung der Parabelformeln.

1. Sdeitelgleidung. . . . . v=2px §19.
2. Sdnittpuntte . . . . . . P o 0= = Yﬁ; (p — 2mn)
+ — 20.
b = P E Vpo—2mm) (§
m
3. a) Tangentenbedingung . . »=2mn.
b) Zangentengleidung . . yy; = p (e + ay)
¢) Ridtungstonftante. . . g
1
4. Normalengleidung . . . .y —y, = ——%‘- (x — 2,). §22.
5. a) Subtangente . . . . . 2z,
b) Subnormale . . . . . p.
6. Gin ber Sehnenridhtung m P %5
gugeordneter  Durchmefjer Y="m §25.

7. Parabelaudidhnitt . . . . F:%wy. § 26.
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1.

Bierted Kapitel

Die GllipTe

§ 29, Definition uud Konjteuttionen der Ellipje,

Definition: Die Glipfe it der geomeirijhe Ort aller Punfte, deren
Entfernungen von wei gegebenen Punften F, und F,, den Breun-
puntften, eine fonftante Summe 2 @ Haben.

Die Berbindbungsitrede eined Ellipfenpuntted und eine8 Brennpunites
Beifst Brennjtrahl,

WMedjanifdje Ronftrubtion (Fig.27): Vran befeftigt die Enbden eines Fadens
von der Léinge 2a in ben Brennpuniten F, und Fy, fpannt den Faben
burd) einen ©tift P und Derwegt diefen bei gefpannten Fadenteilen, fo
bejdyreibt P eine Ellipfe.

. Planimetrijfhe Konjtenttion (Fig. 28): Man teilt 2a beliebig in gwei

Zeile r; und r, und befdyreibt um F; mit r; und um F, mit r, Kreife.
Diefe {chneiden einander in wei Punften P, und P, die der Glipje
argehbren. Denn die Summe ihrer Entfernungen von F, und F, ijt
glei r; 47y = 2a. Die Puntte P, und P, liegen jpmmetrifd uc
Bentralen F, F,. ‘

Bejdreibt man mit », um F, und r,. um F, Kreife, o find ihre
Sdnittpunite P, und P; ebenfalld Punfte der Gllipfe. P, und P,
fowvie P} und P, liegen fymmetrifd au der Mittelfenfrechten auf F, F;.
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Folgerung: Die Cllipfe Dat alfo jwei Symmetrieadhfen oder Adjjen. Jhr
Sdynittpuntt O bheifst der Mittelpuntt der Clipfe. Die Cntfernung OF
be8 Mittelpunited von einem Brennpunft Deift Crzentrizitit e und

ba8 Berhadlinid —2— die numerijde Cgzentriitdt &

§ 80. Die Mittelpuntizgleidjung der Glipfe,

Aufgabe: Wie Deibt bie Gleidung der Gllipfe, wenn man bie dird) bie
Brennpunite gehende Achfe al8 X-Adjfe, die andere Symmetrieadie ald
Y-Adyje wiblt, die fonftante Summe mit 2a und bdie Crzentrizitt
mit e Degeichnet?

Tig. 29.

Lofung: Gemdh der Definition der Ellipfe ift (Fig. 29):
F,P+F,P=2q,
Ve+a2+92 +Ve—27+y = 2a
Durd) jweimalige8 Quabdrieren, am einfadjiten, naddem man eine

Burgel auf die redhte Seite gebrac)t Dat, befeitigt man die Wurgeln
unb erhalt:

(a®—eNa? 4 a2y? = (a2 —¢?) a2
Da a > e fein mup, jo fann man al8 neue Grodfe b einfithren durd
bie DefinitionsgleiGung: b2 = a2 — ¢2
oder €2 = a2—0b2 Dann ergibt fih
die Mittelpunttsgleidung: 242 4 a2y2 = 252

a2 2
oder e + % =1
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Digfuffion der Mittelpunttdgleidhung:

1

*7.

et man y = 0, o witdh & = +-a; die X-Adjje {dhneidet aljo bdie
Eliple in jwer Puniten 4; und 4,, die auf verjdjiedenen Seiten bdes
Unfangdpunited in der Cntfernung o liegen. A, A, Beifit die Hanpt
adje 2@, A; und A, beifen Hauptjdeitel, und der Kreid, der bie
Hauptadyje jum Durdymeifer Hat, eiht Hauptireis,

Get man x = 0, fo wird y == +b; die Y-Adjfe {dneidet aljo bdie
Ellipje in zwei Puntten B, und By, die auf verfdiedenen Seiten bdes
UnjangSpunite in der Cnifernung b liegen; dad ift die planimetrijdhe
Bebeutung der Gudfe b. B, B, heipt die Nebenadyje 2b, B, und B,
Beigen Febenjdjeitel, und der Kreid, der die Nebenadhfe zum SDurcI)
mefjer. hat, heiht Nebentreis,

Da die Gleihung fiix  und fiir y rein quadratijh ift, jo gehoren au
jeberﬁ Werte von x gwei gleide, aber entgegengejeste Werte von y und
umgefehrt. Daber ift jorwohl die X-Adyje al8 aud) die Y-Adjje eine
Symmetrieachfe der Ellipfe.

Nus y = + % a? —z? folgt: Durdliuft » die Werte von — a durd)

Rull 518 +a, fo durdlauft y die Werte von Null durd) b b8 Null.
Bird der abiolute Wert von x>>a, jo wird die Wurgel imagind, alio
gibt e8 feine veellen Gllipjenpunite mebr.

i bie Grengwerte 2 = ta erhilt man y = -0, aljo nur einen
Bert filr y, ebenfo fiir bie @rengmerte y =+ b nur einen Wert z = 0,
Die in den aupt= und die in den Nebenjdjeiteln auf den Adjen er-
ridgteten Centrechten idnnen aljo nur die Sdjeitel mit der Elipje ge-
meinjam Haben. Sie {ind baher Tangenten, und in dem burd) bdiefe
vier Tangenten gebildeten Redjted mup die Glliple Liegen (Fig. 29).

]
. Gegt man z = e, {0 erhilt man y =j:-2— a2 —— o3 == j:%- Die

burd) Dbie Brennpuntte fentrecht gur X-Achfe gegogenen Sehnen Keifsen
Parameter und werben mit 2p begeichnet. €8 ift alfo

2
ber Parameter 2p = -gab—

Nu y = ; I/az’!--:za2 folgt bie Proportion a:d = Vd’—x’:y und

Bouer u.v. Hanxgleden, Geometrie f. Realanftalten. (Oberftufe.) 14
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baraus ergibt fid) die Konftruttion der Fig. 80; fie ift jehr bequem, wenn
man auf Millimeterpapier geidhnet.

Hufgaben:
1. Gegeben ift eine Cllipfe (2a und €) und ein Punft P, (z,) auf ihr.
Beredne die Jinge der Bremnftrafhlen r; und r,.
Unleitung: Pan Hat die Beftimmungsgleidungen:
L n=yl+@+e2
L v} =gl + (2, —¢)2
I, », 4 r, = 2a.
fu8 den beiden erften Gleidungen findet man r2 —r? = 4ea, ujw,
{hliepliy al8 Grgebnis:
_ a? +ex, s ry = a?—ex,
a a
2. Bie Tautet die MittelpuntiBgleiGung einer Ellipfe mit der Hauptadfe
2a und der Nebenadfe 26? Weldhe Abfjiflen Haben ihre Brennpunite,
und wie grop find ihre Parameter?
a) 24 =10, 2b = 6; b) 2a =380, 2b = 24,
3. Bie heit die Mittelpunitdgleidung ber Gllipfe, wenn gegeben ift:
a) 2a = 384, 2¢ = 30; b) 2b = 40, 2¢ = 42;
¢) 2a =10, 2p = 6,4; d) 2¢ =48, 2p=T5.
4. Beredne die Leingen der Halbadifen o und b, ded8 Halbparameters p und
ber Grgentrizitdat ¢ der Gllipfen:
a) 162834+ 2532 = 400; b) 22522 4 2892 = 65025;
c) 10022 4 1443 = 14400;  d) 6422 4 2252 = 14400;
e) 4224 942 — 36; £) a4 3y2— 48

"

(I
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6. Wie lautet die Mittelpunit8gleiung der Ellipfe, bie durd) swei gegebene
Punite P, und P, geht?
8) Pio..oy =0, yy =2, Py...zy =—14, ¢y, = — 15,
b) P...ay =38, yy =38%, Pp...ty = —4, gy, = —22
6. a) Die Enifernungen der Grde von der Sonne in der Sonnenndhe und
in ber Sonnenferne verfalten {id) wie 29:80. Wie groh ift die
numerijde Gygentrizitit der elliptijhen Grdbahn? )
b) Wie grop ift die Nebenadyfe einer Elipfe, die der Grdbahn dhnlid
ift, wenn ihre auptadhje 1 m betragt?
Anleitung: Glipen find dhnlid), mwenn {ie gleide numerijde
Grgentrijitat befigen. Warum?
¢) Die numerifde Cygentrizitdt der Bahn Hes Merfur betvdgt 0,2. Wie
lautet bie Gleidjung, wenn man die Hauptadfe 2a nennt, und wie
fieht die Gllipfe aud, wenn man 24 = 10cm fest?

2 2
7. a) Beidyne in die Ellipje % + %—2 =1 ein Quadrat und beredne jeine Seite s.

b) Beidne in bdie Elliple 22 + 4y2=4 ein gleidjeitige8 Dreie, defjen
eine Gde in bdem Brennpuntt F, liegt, und beredine feine Seite s.
Anleitung: Wan fennt dad Verhalini8 y:(z + ¢).

§ 31. Die Cllipje uud eine Gerade,
Nufgabe:

2 2
®egeben ift eine Elipfe %—i—% =1

und eine Gerade y = mz -+ .
Gejud)t werden bie Sdnittpunite der Geraden und der Cllipfe.
Rofung: Die Koordinaten 2, und y, ded Sdnittpuntted P, miiffen
ben Beftimmung3gleidjungen
w? y‘.’
L —ﬁ + b—; =1,

11. n =mz,+n
genitgen. Seht man ben Wert von y, der gweiten Gleiung in bdie
exfte ein, jo erhalt man:
z | (mz 4 n)
at = =1

(@>m? + 0?4+ 2a2mnz, = a2 (b2 — n?).
—a2mn + abVaim? + b2—ns
a?m? - b2
b2n + abm Yaim? 4 b2 —n?
a2m? -+ b2

Z1,2 —

e —
14%*
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Digtufiion:
a) It a2m? -+ b2 > n2, o ift bie Wurgel reell.
Die Gerabe Jhneidbet die Ellipfe in mwei reellen Puniten.
b) Jit a?m?2 + b2 = n2, o it die Wurzel = 0.
Die Sdnittpuntte fallen ujommen, bie Gerabde beriihrt alfo bie

Gllipfe.
Der Berithrungdpuntt Hhat die Koordinaten
—aZmn — a?m b2n __b?
R P Y12 = am2y b n

¢) 3ft a2m?2 + b2 < 2, o ift bie Wurgel imagindr.
Die Gerade hat feinen rveellen Punft mit der Clipje gemeinjam.
Mit anderen Worten: Die Gerade {dneibet die Ellipfe in jwei
imagindren Punifen.
d) Befonderer Fall: Jjt 70 = 0, d. §. geht die Gerade durd) den Mittel-
punit der Glipfe, fo ift y = ma.
Rdjung: Sept man in dben fiix die Koordinaten der beiben Sdnitt=
punfte gefunbenen Werten » — 0, {o erhdlt man
+ab +abm
S—Ee—e umd Y = e
Vazmz + b2 Vazme + b2

Die Wurgel ift {tetd veell, mithin Jdhneidet jede durch ben Roordinaten-
anfang O gehende Gerade die Glipfe in zwei reellen Punften.

Die Ubfsiffen und die Ordinaten beider SHnittpunfte Haben mwar
entgegengefelte Borgeidjen, aber gleihe abjvlute Werte. Daher miiffen
bie Sdnittpunite P, und P, gleid weit vom SKoordinatenanfang O ent-
fernt fein. Da aljo jede Cllipleniehne, die durd) O gejogen ift, aud) in O
albiert wird, jo tragt O mit Reht den Namen , Mittelpunft der Gllipfe.

Aufgaben: Beredne die Sdnittpunite einer gegebenen Glipfe und einer
gegebenen Geraben.

Xy =

PPy 1y =122 W4l 354 by = 25
a)4v9+'2‘5— 1Yy = lex; )%+1§—1f x4 by = 25;
€) 244y2=16, y=3x4+2; d) 422t 9y2 =225, x = 2y.

§ 32. Die planimetrifhe Dentung der Tangentenbedingung
atm? 4 b2 = n?,

Gine Geradbe © berithrt eine Pavabel, wenn die im Shnittpunit
ber Geraden @ mit der Sdheiteltangente auf der Geraden ® erridjtete
Genfredjte durd) den Brennpuntt der Parabel geht.

Der Scheiteltangente einer Parabel entfpricht der durd) die Scheitel
Ay und A4, der Cllipfe gehende Hauptireis. Wir wollen daher unter-
fuden, ob ber Fuppunit de8 von einem bder Brennpunite auf eine
Glliplentangente gefdllten RQoted auf dem Haupttreid liegt.
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06 — V’m2n2+ 2mne + €2+ m2e2 — 2mne + n2

(L m? '

. ‘/(nz +e)(1+m?) Vn9+ at—b?

" A + m2) o 1+ me

a) Soll nun die Gerade @ eine Tangente fein, fo muf »n? = a2m? 4 b2
fein, mithin 0G = Va2m2 4—11):-4;”?2 = _ . Sn Worten?

b) Sdnetbet @ bdie Clipje, o ift n2<a?m? 4 b2, aljo ift der Wurgel-
wert obex O G tleiner al8 a. Jn Worten?

¢) Unterfude aud) den dritten Fall.

d) Geometrifd findet man bie Entfernung OG leidht aus

Entfernung

OH = ncose, GH=—c¢ecosoc uUnd cos€¢ — ———=—-
Folgerungen: V1 -+ m?

1. Der geometrifde Ort fiir die Fuppunite aller von einem Brennpunit dex
Gllipfe auf die Tangenten gefillten Senfrediten ift der Hauptfreis.

2. Dreht man einen recdhten Winfel fo, dap fein Sdeitel einen gegebenen
Sreid durdlauft, wdahrend der eine Schenfel durd) eimen gegebenen
Punlt innerhalb de8 RKreifed geht, fo umhillt der anbere Schentel bzmw.
feine Berldngerung ald Tangente eine Gllipje, bie ben gegebenen Kreid
sum Hauptireid und den gegebenen Punit zum Brennpunit hat.

§33. Dic Tangente und die Novmale der Ellipfe.
Aufgabe 1: LWie Deifst die Gleidhung der Tangente einer gegebenen Cllipfe,
die burd) den Cllipjenpuntt P; (z,y,) geht?
Lijung: Da die gefudhte Gerade durd) P, geht (Fig. 32), mup ifre
Gleidung die Form fhoben: y —y — m(z — =),
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und da fie Tangente fein joll, miiffen die Koorbinaten x, und y, ded
Berithrungdpuntted den Beftimmungdgleidungen

—aZm b2

und IL y = "

Io a—

geniigen. Dividiert man bdie erfte Gleidung dburdy die weite, o erhilt
man die Ridtungsfonjtante

m — b2,
- T ary,’
e b2z

mithin - y— y, = — 22 y: (& —m),
?yy, —aty! = —b2zz, + b2z},

Y% Y aw af
T ows e o l

2 o
Nun ift aber % = 1 —a—‘., ]
jolglidy exhilt man %1 = — %‘— +1
ober 9(:7“902_1 + yb‘z" = 1. Zangentengleidnng.
Aufgabe 2: Wie Peiht die Gleidung der Cllipfennormalen im Cllipfen-

puntt P,?
Lofung: Da die Normale auf der Tangente fenfrecht fteht, ift bdie
2
Ridtungslonftante m' der Normalen gleid) ZT%’ mithin Deipt ihre
Gledyung a2y, !
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Aufgabe 3: Beredne die Subtangente QT (Fig. 32).
Lifung: Vian fegt in ber Tangentengleihung y = 0, bann wird

=0T, aljo
or="1%, gy u_y,
=a2;—__1_xf ober =§:—i‘;-

Aufgabe 4: Beredine die Subnormale NQ (Fig. 32).
Lijung: Man fegt in der Normalengleifung y = 0, dann wird

xz = ON,
a?y,
alio 0—y = b_gz'(ON—xl)i
b2z
X, — ON = 72!,

5. h. NQ= ,
Aufgabe 5: Beredne die Tangente TP, und die Normale NP, (Fig. 32).
Lifung:
P, = |/ (0T —=z)* 4+ (0—y1)?
2 2
<a_ _ xl) + ?/121

x

(2_ 2 b2
— ‘/Lzﬁ?_ +(§(“2_9‘17)'

— V(a’ — z2) (a*t — a2z} 4+ b))

——3
a2

I

_ V(aa-x,f) (at —ea})

22
atz;

i

at — e2 zd,
ba, !
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NP = V(;N_wl)2+(0_yl)zr

b2 2 ]
= ('_6'1_2:01) "r.%,

bt o, b2
=VZa  +5@@—ad,
b2
= a0 +a—ae,
b
—_— 222
= = at — e?xf.

Yufgabe 6: Beredne die Winlel, welde bie Normale mit ben Brennitrahlen
bildet (Fig. 32).
Lijung: L Die Gleiung des Brenniirahled F, P, lautet
y—0 _ 00—y
zte  —e—m

_ &
ober y = w1+e(x+e).
II. Die Gleidjung der Normalen NP, lautet
_ a2y, _
y—h = 35, @—a)
III. Die Gleiung de8 Brennitrables F, P, lautet

o _
Yy = —e (z—e).

tgNP F, = P mte

2 ’

T i (@ o)
_a?my +afey; — bl g
T brr24-bem +aty?
@yt eny
T a?b? 4 bew, '

— et (@ tex)

T b2(a? F exy)

— %,
=
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Y

a?y,

b2x, y; — aa, y, + aley;
bx!—b2ex; + alyl

_afey, —elxy;

= "oy —bies,

ey (a2 —ex,)

b2 (a?—ex,)’
— %,

bZ
Wir Haben fiix g NP, F, und fir tg F, P, N denjelben Wert ebl;
erhalten. Daber find aud) die Wintel felbit einanbder gleid), d. b
Lefhriag 1. Die Normale in dem Punkt Py ciner Cllipje halbiert den Winkel,
den die Brennjtrahlen diefes Punttes P bilden, die Tangente den
Nebenwintel.

Xolgerung: Gehen bei einem elliptijden Spiegel von dem einen Brennpunite
Qidht= ober Wirmeftrahlen aus, fo mwerden fie {o refleftiert, dap fie fich
in bem anberen Bremnpunite ieder vereinigen. Daber {tammt bder
Name Brennpuntt.

Aufgaben:

1. a) Welde Gleiung Hhat bdie Tangente einer GElipfe im Punfte P,
menn gegeben ift:

x2 | y? ",

&) 55 G4 T = 1, =z, =3 ¥, pofitiv;
x2 yz ,

B 55 + T = 1, =z, negativ. y = — 1,6;
z? ¥ »

) ?5-“'- 16 = 1, =z =-—38, y; pofitiv;
xﬂ yﬁ ..

0) i + 55 = 1, = pofitio, ¥, = 8;
x2 y2 ‘ "

it s =L @=—5  y poiitiv;

z? y? " .
9] m—l— 181 = 1, 2, = +5, ¥, poiitiv und negativ,

b) Wie Dheihen bdie Gleidungen der durd) die Punfte P, gegogenen
Normalen, und welde Jdngen Haben bdie Subtangenten und Sub-
normalen, Tangenten und Norvmalen?
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Durd) den Sddeitel A; einer Glipje, deren PHauptadfe 16 cm und
deren MNebenad)fe 8cm betragt, ift eine Sehne gegogen, die mit ber
Hauptad)je einen Winfel von 450 bildet, und in dben Enbpuniten diefer
Gehne find bdie Tangenten gegeidhnet. Wie lang ift die Sehne, und
unter weldem Winfel jdneiden fid) die Tangenten?

Beftimme die Sdnittpuntte ber Ellipfe

16 22 4+ 25 y2 — 225

und der Parabel, deven Sceitel mit dem Ellipfenmittelpuntt und deren
Brennpuntt mit dem pofitiven Brenmpuntt F, der Gllipfe gufammentallt.
An die Ellipje

x2 y2 . 1
289 ' 64
ift in bem Glipfenpuntt P,, deflen Abf3iffe + 15 und deffen Ordinate
pofitiv ift, die Tangente gegogen. Wo fdyneidet diefe die Gerade
‘ y =Dbx+4°?
Sm Gndpuntt eined Parameterd ber Gllipfe
22 Y2
1369 T 1228
ift die Tangente gegogen und auf diefe vom anderen Brennpunit aus
bie Senfredhte gefdllt. Wie lang ift diefe Sentrechte?
Sm Cndpunft eined Parameterd der Ellipe
922 + 2542 = 225
ift bie Tangente gegogen. Wie grop ift die Flade de8 Dreiedd, das
bie Tangente und die von ihr abgejdnittenen Achfenabidnitte bilden?
Wie lautet die Gleigung der Elipfentangente, die
a) mit der pofitiven X-Udhfe den Winfel o — 450 bildet,
b) ber Geraden 3z + 5y = 20 parallel lduft,
c¢) auf der Geraden y — 3z + 6 fenfredht fteht,
wenn die Elipfengleidhung 16 22 + 25 y2 — 400 gegeben ift?
Durd) den Brennpuntt F, ber Cllipfe
16 22 4 25 y2 — 400
ift eine Sehne gegogen, die mit der pofitiven Ridhtung der Abfsifjen-
adfe ben Wintel o — 300 bildet. Wie Beiht die Gleidhung bdiefer
Sehne und bdie Gleiung einer ihr parallelen Tangente?
An die Elipfe

=1

x2 y2 -

st g =1

it eine Tangente gezogen, die mit dem Brennijtrabl r, einen Winfel
von 450 bilbet. Beredhne die Koordinaten be8 Berithrungdpunite§ und
bie Qinge der Tangente. — Warum liegt der Berithrungdpunft auf

bem Kreife, der FyF, jum Durdymeffer hat? (Lebhriag 1.)
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10.

11

12

Jm Enbpuntt de$ durd) F, gehenden Parameterd der Ellipie

x? y?

763 + 14z =
ift bie Toangente und die JNormale gegogen, und auf diefe find von dem
Brennpuntt F, aud die Senfrechten gefdllt. Wie grol ift der Fladen-
inhalt ded entftandenen Redjteds?
€8 ijt befannt bie Gleidung der Ellipfe

1622 4 2by2 = 400

und bdie einer Tangente diefer Gllipje

8z 4+ 5y = 25.
Beredhne bie Koordinaten Hed BVerithrungdpunite8 P, und den Winlel
gwifden den nad) P, gegogenen Brennitvahlen.
Unter weldem Winfel jdneiden {ih dbie Surven

48 o

g2=§5-x und 35 g-— 1?

*§ 34, Planimetrijfhe Betradtung der Cllipje,

Bei Betradytung der Ellipfe ift folgender Gang eingejdhlagen mworben:

Jn § 29 wurde die Eliple definiert und gegeichnet.

Jn § 30 murde ihre Wittelpunttsgleidung beflimmt und durd) Dis-
fuffion derfelben die Geftalt der Glipfe feftgeftellt.

Jn § 31 wurden die Sdnittpunite einer Geraden mit der Ellipfe
Beredynet.

3n § 32 wurde bdie Tangentenbedingung planimetrifd) gedeutet.
Dabei fanben wir den RLehriag 1: Der Fubpunit He8 von einem
Brennpuntt auf einme GCllipfentangente gefdllten Loted liegt auf dem
Hauptireife.

Sn § 83 mwurden bie Gleidungen der Tangente und der Normalen
Beftimmt und eine Reihe pon Streden und Winfeln bevednet, die mit
ber Tangenten, byw. mit ber Ftormalen in Bejiehung {tehen Dabei
exhielten wir ben RKehriah 2: Die Normale in dem Punft P, einer
Glliple Boalbiert den Wintel, den die Brennfirahlen diejes Punited P,
bilden, bie Tangente den Nebenmwintel.

Die analytijge Betradtung bder Eliple Hat naturgemdh in erfter
Qinte redinerijge Crgebnijfe gegeitigt.

Die beiden Lehriage follen aber aud) planimetrifd) bewielen twerben.

Ronjteuttion (Fig. 33):

Man bejdjreibt mit 2a um F, einen Rreid und verbindet einten
beliebigen Punft X besfelben mit F, und mit F;. Dann errvidtet
man auf XF, die Mittelfenfredite MY, die F, X in P, {dneibet.
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Beweife:
1. a) bah P, ein Punit der Clipfe ift;
b) bah fein Punit ber Mittelfenfrediten auber dem Punft P, auf der
Glipfe liegt;
2. dal bie Tangente P, U den X F, P, X folbiert;
8. bap M auf dem Dauptireife liegt.

Nufgaben zum Beidnen:

1. €8 finb die Brennpunite F; und F, einer Cliple und ein Kurven-
punit P, gegeben. Sonftrutere die Tangente in P,

2. @8 find die Brennpuntte F; und F, einer Gllipfe und die Ldnge 2a
ber Dauptadyfe gegeben. JBeidhne eine Tangente, die

a) bie Adjfe unter einem gegebenen Winlel jhneibdet;
b) eine gegebene Gerabe umter einem gegebenen Winfel {dhneidet;
c) einer gegebenen Geraben parallel ift.

Anleitung gu a): Beftimme gundadit den Punit M (Fig. 33).

8. Bon einer Gllipje find ein Brennpunit, die Linge 24 der Hauptadie
und gwei parallele Tangenten gegeben. Beftimme den anbderen Brenn-
puntt.

4. Bon einer Glipfe fennt man einen Brennpunft, die L[éinge 2a ber
Yauptachfe und eine Tangente mit ihrem Berithrungspuntt. Beftimme
ben anderen Brennpunit.

5. Bon einer Glipfe find ein Brennpunit, wei Tangenten und die Lnge
2a ber auptachie befannt. Wo liegt der andere Brennpunitt?

6. €8 find die Brennpunite F, und F, einer Gllipfe, die [éinge 2a der
Hauptachfe und ein Punit ¥ auperhald der Cllipfe gegeben. Jiehe
von Y aug die Tangenten an die Ellipfe.

Anleitung: Beftimme gunddyft den Punft X (Fig. 33).
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§ 35. Die Durdmeijer der Ellipie,
Aufgabe 1:
22 y2
e T

und eine Sefante y — ma 4+ n.

Gegeben ift eine Cllipfe 1

Lijung: It y = mx +n die Gleidung ber Sehne (Fig. 34), fo
miiffen bdie Abfziffen ifhrer Enbdpumite der quadratifden Veftimmungs-
gleihung

(a2m? 4+ b2) 22 + 2 a2mnx = a2 (b2 — n?)
a*mn  a?(b?—n?)
Ip2 4+ b2 a2m? -+ b2

Die Abjaitle ber Sehnenmitte ift gleid) dem Halben negativen Koeffi=

sienten von z, namlid

ober 2242z a geniigen (vgl. § 31).

. —amn
To = Lame + b2’
s bn
W 9 = e p o
Golgerung: Durd Divifion erhilt man
Yo . b2 - . — b2
7 = —atm ober  y, = pront3

Sat man nun eine Sdar paralleler Sehnen, jo befigt die Ridtungg-
fonjtante »m aller biefer Sehnen bdenfelben Wert. Daher miiflen bie
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Mittelpunttdioordinaten jeder diefer Sehnen der lineaven Gleihung
— b2
Y= wn”
geniigen, d. b.

Lehring 2. Die Mittelpuntte einer Schar paralleler Ellipfenfehnen liegen auf
einer Geraden und Fwar auf einer Geraben durd) den Mittel-
punft der Glipfe.

Diefe Gerade heiht Durdymefjer, und jwar Deift ein Durdmefjer
der Sehnenfdhor jugeordnet, die er Halbiert.

Hat eine Sehnenfhar die Ridjtungstonftante 2¢, o lautet bie
Gleihung be8 gugeordneten Durdhmefjers:

b2
Y=—Zzm*
Aufgabe 2:
Ge A . a2y
geben ift eine Gllipfe T n= 1

und ein Durdymefjer y = ma.
Gefudt werden die Tangenten in dben Endpuntten ded Durdymeffers
und ihre Ridhtungstonftanten.

Bofung: Jad) § 81 d Haben die RKoordinaten der Gudpunite P,
und P, (Fig. 34) ve8 Durdymeffer8 y — ma die Werte
+ab . __ tabm
Vamtu T Yaw e
Mithin Heiben die gejucdten Tangentengleihungen
z.b y.am — 11
“V“2 m24 b2 b Va2 m2 -4~ b2

xl,2 p——v

ober y =— —bz-x-l—i}/a?m?—l- b2
aZm " am ’
und bdie gefuchten Ridhtungstonftanten m, und m, Haben denfelben Wert,
namlid) e

e TS
Folgerungen:
1. Was folgt dbavausd, dah die Ridjtungsionftanten der in den Gndpuniten
eine8 Durdymeferd gegogenen Tangenten gleid) find?
2. Bieht man (Fig. 34) u bem Durchmeffer
Dy = mea
pavallele Sehnen, fo wird diefe Sehnenjdar durd) den Durchmefier
— 2
a2 m,y
halbiert. Die Ridhtungsionftante diefed Durdmefiers D, ftimmt fiberein
mit der Ridtungsonftanten der in den Cndbpuntien bed Durchmefjers D,
gegogertenn Tangenten. Was folgt darausd?

Dyt = Myx =
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3. Bieht man ferner u dem Durdymefjer

Dyoovoty = Mg = z

atm,
parallele Sefnen und begeidynet den bdiefer Sehnenjfhar zugeordreten
Durdhmeffer mit D;, fo ijt die Gleidung fitr
b2
a2 my
b2
I SN
a2.<a2m1>
= m, 2.
Mit weldem Durdmefjer fallt aljo der @urcﬁmeﬁ'ér D, jufammen?
1. Die Durdmefler D, und D, haben bdie Gigenidaft, dak jeber die bem
anderen Durdhmefler parallelen Sehnen Halbiert. Solde Durchmefier

ber Gllipje fHeiBen sugeordnete Duvdymefier. Jhre Richtungstonitanten
m; und mg genfigen der Bedingung

@3...._7/: -_

z,

b2
M = u?my
02
ober MMy, — — i
- . b2 .
5. Digtuifton ber Bedingung m, my = — pr (Big.34).

a) it my, b. 1 ige; gleid Null, fo ift m,y, b i tge, gleid unendlid
Was heiht bas?

b) Jit e« ein fpiger Winfel, b. i. fge, oder m, pofitiv, fo ift
— b2

my <= —%) negativ, d. 1. o, einn ftumpfer Winfel. Wo liegt alfo
1

a?
ber zugeorbnete Durdjnreffer?
6. Begeihnet man den Winfel awifden amwei ugeordmeten Durdjmefjern
mit @, jo ift
tgp = tg (¢, — @),
lgoy —1goy
T 14tge,.iga’
b2
—_ E—m—l —my

b2 ’
l— g m
am,

2
Vi taimf
e2my
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Einer Der beiden ugeordreten Durdymeijfer mup in dem Gllipfen-
quabranten 4, 0B, liegen (5b). RNennt man diefen Durdymefler D,
fo ift my pofitiv, mithin ift {9 {tet8 negativ, 5. 1. der Wintel o ift
ftumpf, auper in bem Grengfall fiix m, = O, wo er den Wert 900
annimmt. €8 gibt daber nur ein Paar ugeordbneter Durdhmeffer, die
aufeinanbder fenfredit jtefen.

Nufgaben:
1. ®egeben ift eine Ellipfe und ein Durchmefjer. LWie Heit die Gleichung

be8 ugeordneten Durdymefiers, und wie grop find die Wintel, mwelde
dbie Durdjmeffer mit der pofitiven Ridtung der X-Adhfe und mitein=
anbder bilden?

22 y? = 2 2 2 — 3.
a») 479_}‘%—1, y:i:,—.%, b) X +4]/ :4’ y_—zx,
€) 922+ 16y2=—144, y = — itz; d) 322+ 542 =10, y = 3.

®Gegeben ift eine Glliple und ein Punit P, innerhalb diefer Kurve.
Wie Deifgt die Gleihung der Sehne, die dburd) P, Balbiert mwird?

x2 1/2 . _ ’ . .
a TOO-}-*S—I =1, 2y = —1, #o—’{’l'S,
.%2 ?/2 . . .
Wigtig=t ==4 s = 5.
Gegeben ift eine Gllipfe -~ + ¥ = 1
egeben ift eine Ellipfe ﬁ—}—a =
. 3
unbd eine Gerade y=ga— 3.

Bu Ddiefer ift durd) den Elipjenmittelpuntt der parallele, fowte der
gugeordriete Durdymefler gegeidhnet und in ihren vier Endpuntten find
bie Tangenten gejogen.

BWie grop ift der Winfel zmifjhen den zugeordneten Durdymefifern,
und melden Fladeninhalt Hat a8 von diefen Tangenten gebildete
Parallelogramm, fowie da8 von den Gdjeiteltangenten der Elipfe
gebilbete Redhted?

§ 36. Berednung des Fladjeninhalts einer Gllipfe.
Sn Fig. 35 ift

b P —
PlQIZEVa’2—xI" P2Q2:;Va2_x2_r
o= Var—a G = Yar—af

b b
P1Q1:'a"(/1Q1; P2Q2:71-C2Q2-
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Daher verhalten {id) die Flidheninhalte der Trapege
@PiPQy _ (POt Prs) @@
Ql Cl 02 QZ %(Cl Ql + 02 QQ)' Ql QQ’
b b
-;I—'Cl Ql +;CEQ2
GU+ G

b

a
Dentt man fih nun die gange Gliplen= und die gange RKreisflade
burd) diefelben Senfrechten in unendlid) viele unendlid) jhmale Trapeze

sexlegt, fo miiffen aud) die unendliden Summen, b.5. die Fladeninhalte
der Gllipfe und be8 RKreifed in dem Berhiltni8 b:a ftehen. Mithin ijt

ber Fladeninhalt F der Ellipje gleid %-na’ = mab.

F= abx.
Nufgaben:
1. Wie grop ift ber Fladeninhalt be8 Haupifreifed und der Ellipfe
N A
sitgg = 1

2. BWie grop ift ber von einem Parameter und dem Heineren Gllipfen-
bogen begrengte Abjdnitt ber Ellipje 16 x2 4 25 y2 = 400?
Unleitung: Beredine gunddit trigonometrijd den zugehorigen Ab-

fhnitt ded Dauptlreifes.
Bauer u. 0. pangleden, Geometrie f. Realanitalten, (Oberftufe.) 15
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§ 37. Mehrere Tangenten der Gllipfe.
Nufgabe 1: y s i

Bon einem Punite P, (Fig.36) find an eine Glipfe die Tangenten
gegogen und ihre Beriihrungdpunite P, und P, miteinander verbunden
wordben. Wie lautet die Gleidung der Selhne P, P, oder der Be=
tithrung8iehne qu P;?

Lofung:
I. 2% + :% = 1... @Gleidung der Tangente durd P,

a?

XX
L T PO

a2 -P2-

” L] ” ”

II1. x;—fl +‘7% = 1... weil Py ein Punit dex Tangente 1 ift,

TyTy | YsYy :
V. 22492 =1... , , , . . . 2t
Yy
T =1
ftellt eine Gerabe ® bar, und biefe Gerade @ geht durd) die Punite
P, und P,, weil die Soordinaten diefer Puntte wegen der Beftimmungs-
gleichungen IIL und IV, ber Gleidung der Geraden & geniigen.

Da e8 durd) die beiden Punfte P, und P, nur eine Gerade gibt,
fo mup die Sehne P, P, ein Teil ber Geraben @ fein. Wiithin ift

Trs 4 Y¥s _ 4
a? b2 T

die gefudte Gleidung ber Berithrungsiehne.

Geddadtnisdregel:
®ibt man der Gleiung ber Ellipfe die Form

zT Yy
PR T

Die lineare Gleihung ”ai; T
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und feft fiix bag weite z und Had aweite y die Koordinaten z, und "
eine8 Punited P, fo bebeutet die Gleidhung

T8 9%
a? b2
bie Tangente in P;, wenn P, ein Puntt der Kurve ift,
unbd die Berithrungsjehne su Py, wenn P, auberhalb der Kurve liegt.
Aufgabe 2: Stelle bdie Gleihung des8 bder Berithrungsiehne jugeordneten

Durdymeffer8 D auf und bemeife, daf D durd) P; geht.

8djung: Die RidtungStonftante der Berithrungsjehne ift —Z:—j“, alfo
ift bie Gleidjung de8 jugeorbneten Durchmeijers ’
___ " )
y= b z, alfo y =g
atys

Diefer Gleidung geniigen die Koordinaten de8 Punited P;, mithin
geht der Durdymefier D durd) P,.
Solgerungen:

1. Wie bewegt {id) die Berithrungsdiehne, wenn man P, auf dem Durd)-
mefjer D verjdjiebt, und was fitr eine Linie wird die Beriihrungsiehune,
wenn Py auf die Kurve jallt?

2. Was lafst fid) itber bdie beiden Tangenten fagen, die in den Enbpuniten
eine8 Durdymefier8 gegogen find?

8. Bemweife, dbap die Diagonalen eine§ Tangentenparallelogramms einander
im Mittelpuntt der Gllipje {dneiden.

Nufgabe 3: Wie lauten die Gleidungen der vom Puntte P; an bdie Ellipje
gesogettenn Tangenten?

Lojung 1: Qeiht dber betreffende Verithrungdpuntt P; (Fig. 36), jo it die

gefudite Tangentengleidung

Da nun P; ein Punft der Berithrung@fefne und der Gllipfe ift, fo
miiffert feine Soordinaten x; und y; ben Beftimmungdgleidungen
2 2
%gi-]-?’»ll{fi:l und  IL %+%:1
geniigen. Beredjne fie unbd jege bie gefundenen Werte in bdie gejudjte
ZTangentengleidung ein.
Lifung 2: Die gejudte Tangentengleiung Hat die Form y = ma + n.
Die Unbefannten m und » mitffen aber ber Berithrungdgleidung
I a?m?2 4+ b2=mn2 und ber Veftimmungsgleihung IL. y;, =mz, + n
geniigen. Aus diefen Gleidhungen findet man
x3ys + Va2y? + b2a? — a2b?
"= g — a?

ujw.

15%
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§3

Bablenbeijpiele:
a) 4224+ 9942—386; P;(7;6); b) 9x2L 2542—=25; P,

€) 2522 + 169 52=4226; , (2%;5); d) 3622+ 10042=25; , (—

0) 1622+ 25y2=16; , (-I;%);f) 86224100y2=9; , (5;— D).
§ 38. Bujammenitellung der Elipfenformeln.
. : a2 2
1. a) Mittelpunttdgleihung - - - - . - - + %2~ =1L
b) Grgentrigitit ¢ - - - - . . . . e — a— b2 § 30.
2
c) Parameter 2p - - - - . — 2p = 271)-
. —ot?m%ﬂjab‘/a‘lm?—{~ b2 — 2
2. 6c[3mttpunfte X it L
o . _ bmEabmyarmt fyr—ns (88
uno  yy9 = -  atm2b2
3. a) Tangentenbedingung atm?® + b2 = n2,
b) Tangentengleihung - . wml + 2 yyl =1
. b2.701
¢) Ridtungsonjtante - - - - - . . . ~ aty,
2
4. Normalengleiung - - - - - - . Y—y = %2%1 (x—ax,).
gg_x{l a2y12
5. a) Gubtangente - - - C o T ober big, | S 3%
b) Subnormale - - - - - o . . . .o Iﬂ'l .
a2
c) Tangente - -+ - - . - . ... L. by;, Vat — e2a2.
1
d) Nocmale - - - - - -« oo oL (%‘/aai — ele‘{
6. a) Gin ber Sehuenridhtung m ugeord- b
neter Durdhmeffer . - - - - y=——u
b) Ridtungsionftanten m, und m, -
gweier ugeordneter Durdymeljer mym, = — o § 35.
c) BWinfel @ zweier zugeordneter 2
Durdymeffer - . - - - - . . tgp — __b2-1—2;,i,ﬁ
1
7. Sladeninhalt - - - - - - . . . . F = abn. § 36.

25.5Y.
2117/

612

25.5Y.

bl
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1.

Fitnfted Rapitel. Die Hypevbel

§ 39. Definition und Konjtruftionen der Hyperbel.

Definition: Die Oyperbel ift ber geometrijfe Ort aller Puntte, dberen
Gntfernungen von jwei gegebenen Punften F; und F,, den Bremn-
punften, eine fonjtante

Differeny 2@ Haben.

Medanifdhe  Konfirnt-
tion: Pan Defeftigt ge-
map Fig. 37 dad eine
Enbe eined Lineald bdreh-
bar in dbem Brennpunit
F; und einen Faden, der
firger al8 Fy B ift, in B
an dem Lineal und in dem
Brennpuntt F,. Spannt
man dann den Faden durd) ben Stift P und dreht dbasd Lineal bei ange-
dritdtem Stift unbd gefpannten Fabenteilen, jo be{dyreibt P einen Hyperbelaft.

Planimetrijhe Konftruftion: Wan verlingert 24 um eine beliebige
Strede r; (Fig. 38) und Dbefdhreibt um F, mit », und um F, mit
7o = (2a + r,) Rreife. Diefe dneiden einander in zwei Punften P,
und P;, die der Oyperbel angehoren. Denn die Diffeveny ifhrer Ent-
fernungen von Fy, und F, ift gleiy r,—r, = Qa4+ 1) —r, = 2a.
Die Puntte P, und P; liegen jpmmetrijd) gur Bentrale F, F,.
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Befdjreibt man mit r, um F, und r, um F; Sreife, {o find ihre
Sdnittpuntte P, und P, ebenfalld Punite der QHyperbel. P, und P,
forwvie P, und P, liegen fymmetrifch zu ber Mitteljentredhten auf Fy Fo.

Golgerung: Die Hyperbel hat alfo wei Symmetriead)fen oder
Adyfen. Jhr Shnittpunit O Heipt ber WMittelpuntt dber Hyperbel. Die
Cntfernung OF; be8 Mittelpuntte8 von einem Brennpunite heiht Cp-

gentrizitit e und dad BVerhdltnis ‘% die mumerijdje Crzentrizitdt.

§ 40. Die Mittelpunttdgleidung der Hyperbel.

Nufgabe: TWie Beifst die Gleidhung der Hyperbel, wenn man bdie durd) bdie
Brenmpunite gehende Adyie ald X-Adfe, die andere Symmetriead)fe ald
Y-Uchje wablt, die fonftante Differeny mit 2a und bdie Crzentrisitit
mit e begeichnet?

Rofung: Gemdh der Definition der Gyperbel ift (Fig. 39)
F,P—F,P — 2q,

Ve+er+r—VYo—e?+y*=2a

Durd) yweimaliged Quabrieven am einfachiten, naddem man eine Wurzel
auf bie redite Seite gebrad)t Hat, befeitigt man die Wurzeln und erhalt
(2 —a?2) 2?2 — a2y? = (2 — a?) a2
Da nun ¢ > a fein mup, jo fann man eine neue Grige b einfithren
durd) die Definitionsgleidhung: b2 — 2 — a2 vder €2 — a2 4 b2,
Dann ergibt fid) die Mittelpuntisgleidung 222 — a2y? = a2b?
v v_1

pder P e
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Digtuffion der Mittelpunitsdgleidhung:

1. Gett man y = 0, jo with x = +a; die X-Adfe {dHneidet aljo die
Oyperbel in zwei Punften A, und 4,, die auf verfdiedenen. Seiten
be8 UnfangSpuntted in bder Cnifermung a liegen. 4; A, heibt bdie
Hauptadje 2@, A4, und A4, Heifen Hanptjdeitel und bder Kreid, ber
bie Qauptadje um Durdymeffer hat, et Hauptfreis.

2. Set man x = 0, {o witb y — £ bi; aljo {dneidet die ¥-Adjfe die
Hyperbel nicht.

Statt ,nidgt fHneiden’ jagt man aud) ,fdneiden in imagindrven
Puntten’ im Gegenjay su dem wirflihen Sdneiden oder dem Scneiden
in reellen Pumtten.

3. Da bdie Gleiung fitr « und fiir y rvein quadratiid) ift, fo gehdren zu
jedbem Werte von z jwei gleide, aber entgegengefete Werte von y und
umgefehrt. Daber ift jowohl die X-Adfe al8 aud) die Y-Adje eine
Symmetriead)fe der Hyperbel.

4, M y =+ %Vxﬂ—cﬁ folgt:

Durdlauft x die Werte pon — oo B8 —a, fo durdlauft y bie
LWerte von oo big Null,

Fiix © = — a werden beibe Werte von y gleih Null, alfo ijt die
in A, auf der Achfe errichtete Senfrecdhte eine Sdeiteltangente; die aweite
Sdjeiteltangente geht durch) A,.

" Durd)lauft « die LWerte von —a b8 4 a, fo find die Werte von
y imagindr; in dem Gtreifen gwifden den beiden Scheiteltangenten gibt
e8 bafer feine reellen Qyperbelpuntte. Widit x {tber + a hinaus bis
ing Unendlidge, fo wadft aud) y bi8 in8 linenbdliche.

2
5, Gefit man x = + ¢, jo exhdlt man y = +%Ve?—a2=+%. Die

purd) einen Brennpunit fenfrecdht sur X-Adhfe gesogenen Sehnen heifjen
Parameter und werden mit 2p begeihnet. €8 ift aljo der
b2
Pavanteter 2 p — gg .

6. Bejdreibt man um 4, mit e einen Srei8bogen, der die ¥-Uchfe in B,
und B, jdneidet, jo it OB, gleid b. B, B, heiht Nebenadyje (imagindre
Achie); die Punfte B, und B, find aber niht mwie bet der Ellipfe
Puntte der Surve.

7. St b = a, o Beiht die Qyperbel gleidijeitig; fie entjpricht der gleid-
feitigen Gliple ober dem SKretfe. Die Gleidhung ber

gleidyjeitigen Hyperbel lautet a? — y2 — a?.
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Nufgaben:
1. ®egeben ift eine Hyperbel (2a und ¢) und ein Punft P, (z,) auf ihr.
Beredne die Lange der Brennftrabhlen », und r,
Anleitung: Man Hat bie Beftimmungsgleihungen (Fig. 39):
L rl=y'+ (4%
IL 7} =y + (2 —e)%
L. »,—r%= 2a.
Aus den beidenerften Gleidhungen findet man r} —r} = 4ex, ujm,,
lielid) al8 Crgebnis

ex a? exr, — a2
rl:L’ 7'2:——1——-—-

a a

2. LWie Heiht die Mittelpunitdgleidjung der Hyperbel mit ber Pauptadie 2«
und der Nebenadhfe 2b6? Welde Wbjsiffen haben ihre Brennpunite,
und mwie grof find ihre Parvameter?

a) 24 =8, 2b— 6; b) 2a = 24, 2b = 10,

3. Welde Wtittelpuntidgleihung Hhat die Hyperbel, wenn gegeben ift:

a) 20 =24, 2¢=26; b) 20 = 2b, 2¢ = 612;
€) 2b =14, 2p =4}; d) 2¢ =120, 2p = 9.

4. Wie lautet die Mittelpuniidgleidhung der Hyperbel, die durd) bdie Punite
P, und P, geht?

a) 2, =8, yy =2, x, = 4, Ya = 3;
b) @ =5, y, = 2}, , = 2V5, y, = 2.

§ 41. Die Hyperbel und eine Gerade.
Aufgabe: Veftimme die Shnittpunite einer Geraden mit einer Hyperbel.

Lofung: Die Koordinaten =z, und y, de8 Sdnittpunite8 P, miiffen ben
Beftimmungsgleihungen
o 9
L T = 1 und IL oy = max, +n
2 2
geniigen. Set man bden Wert von y; aud ber zweiten Gleidung in
die erte ein, jo erhdlt man
‘?l_?__(mxl + n)2 —_— 1
a? b2 -
(— a?m? + b2) ]} — 2 almnz, = a2 (b2 4+ n?),
a2mn & abyb? + n? — a2m? _ b2+ abm b2 + n2 —a2m?
—am® + b2 rJI1,2 = — a2m? + b2

X9 =
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Distujjion:
a) Jit 824+ n2 > atms? fo ift die Wurgel reell.
Die Gerade jdneidet die Qyperbel in jwei reellen Puntten.
b) Jit b2 + n2 = a2m?, jo ift die Wurgel = 0.
Die Snittpuntte fallen gujammen, b. h. die Geradbe berithrt bdie
Syperbel.
Der Berithrung8puntt hat die Koordinaten
azmn —a?m b2n — b2
—emin = o T Camrn e a
c) Jit b2+ n2 < a?ms?, jo ift die Wurzel imagindr.
Die Gerade hat feinen veellen Punft mit der Hyperbel gemeinjam.
Mit anderen Worten: Sie {hneidet die Hyperbel in jwei imagindren Puntten.
d) Der befondere Fall 72 = 0 wird ben nidften Paragraphen ausfiillen.

x1,2 o=

Aufigaben:
1. Weldhe8 {ind die Scmittpunite der Hyperbel 2 — 4 y2 — 64 mit den
®eraden y — 2 — 13 und 6y — B — 327
¥ _ 1 mit den
122
Geraden 102 —b5y — 144 und y — 32— 14,

2
2. Beftimme bdie Scdnittpunite bder Hyperbel %

§ 42. Die Hyperbel und ein Durdymefjer.
Geht bie Gerade durd) den RKoordinatenanfang (Fig. 40), fo ift
y=— mz und n = 0. Daber wird

- -L LI — _Labm
v Vb2 — a2m2 ' Vb2 — a2me

Wihrend bei der Ellipfe die Wurgel Vam2 + b2 {tets reell mar, jo
bap jebe durd) ihren Mittelpuntt gehende Gerade bie Cllipje in zwei
PBuniten {hnitt, gibt e3 bei der Hyperbel brei Falle.

a) Jit b2> am? oder m < ig, fo ijt bie Wurzel reell; die Gerade

{chneidet die |Qyperbel in Fwei reellen Punften. Die Yyperbeljehne
witd durd) den SKoordinatenanfang Palbiert. Diefer Punkt Peiht
daber mit Redjt der Wittelpuntt der Gyperbel; jede Gerade durd) den
Mittelpuntt Heibt Durdymeijer.
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b) 3ft b2 = atm? vder M = + %, o ift @10 und 4y gleid) + oo,

Die Geraden y — —2 X und y=—— % x fommen mit der Hyperbel

im Unendliden zujammen, im Endliden ndbern fie fid) zmwar immer
meljr der Hyperbel, erveiden fie aber nidht. Sie HeiBen pofitive und
negative Afymptote (ein griechijhed Wort, dag ,nidt ujammen-
fallend“ bedbeutet). Da bdie Tangentenbedingung b2 4 n2 = a2m?
ecfiillt ift, fo berithren bie Ajymptoten die Hyperbel im Unendlichen.
Rimmt man nun an, dap eine Gerabe nur einen unendlid) fernen
Punit hat, Jo mup der redjte obere Hyperbelaft mit dem linfen unteren
im unendlid) fernen Punfte ber pofitiven Ujymptote und bder linfe
obere mit bem recjten unteren im unendlidh fernen Punfte bder
negativen Ajymptote jujammentommen.

¢) it b2 < a2m? pher m >+ g, fo ift bie Wurgzel imagindr; die Gerade

trifft bie uperbel itberhaupt nidht, oder ihre Sdnittpuntte find imagindr.
Die AUfymptoten bilben daher die Grengen fiir die Durdmeffer mit

reellen Sdnittpunften. Diefe Heihen Hauptdurdymefjer, dagegen bie

Durdymefier mit imagindven Sdnittpuniten RNebendurdymefier,

Ergebnis:
m < %, awei rveelle Sdnittpunite im Cndliden (Hauptdurdymefjer),
m — i?,b[ »  Berithrungdpunite im Wnendliden (Afymyptoten),
b

m >, jwei imaginire Shnittpuntte (Rebendurdmefjer),
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Golgerungen:
a) Berjdiebt man bie pofitive Afymptote parallel zu {id) elbft nad) lints,
fo mujy

thr einer Sdnittpunft vom unendlidh) fernen Punite der Hyperbel
[inf8 unten nad) dem linfen Sdyeitel hin wanbern.

Und da fid) Paralele im unendlid) fernen Punfte jhneiden, o
muf der andere Sdnittpunit der beweglidhen Parallelen red)td oben
in ben unenblid) fermen Punit der pofitiven Ujymptote fallen.

LWiahrend aber bie jymptote die Hyperbel in diefem Punite berithrt,
fneiden bie Parallelen die Hyperbel in diejem Punfte; die Parallelen
drehen {idh um bdiefen Punit.

Crgebnid: Jift eine Gevade einer Ajymptote parallel, jo Hat fie
swei rveelle Sdnittpuntte, einen im Cudlidjen und einen im Unendliden.

b) Jft eine Gerabe einem Hauptburdymefjer parallel, fo ift b2 > a2m2,
alfo erft vedht b2+ n? > a2m?; die Gerade dneidet die Hyperbel
in gwei veellen Puniten im Cndliden.

c) Jit eine Gerade einem Nebendurdymeffer parallel, {o ift b2 < a?m?
alfo fann b2+ n2 = a2m? fein. Da » von Rull verdhieden ift, jo
gilt die Didtuffion ded vorigen Parvagraphen, nimlid):

Die Gerabe {dhneidet die Hyperbel in zwei imagindren Puniten,
wenn b2 -+ n? < w?m? ift.

Die Gerade berithrt dbie Hyperbel in einem endlichen Punite, wenn
b2+ n2 = a2m? ift. Der BeriihrungSpunit liegt im Endliden, da
allein die Afjymptoten die Hyperbel im Unendliden berithren.

Die Gerabe jdneidet die Qyperbel in jwei veellen Puniten im
Gnbdlichen, wenn b2 + 02 > a?m? ift. Die Sdnittpuntte liegen im
Gnbdliden, dba allein bie Parallelen u Afymptoten die Hyperbel im
Unenbliden {dneiden.

Nufgaben:
1. Beftimme bdie Sdnittpunite bder Hyperbel %2 — 'i% =1 mit ben

G®eraben a) 2y —=32; b) 4y = x; ¢) 8y =16z; d) y = 15x.

2. Wie beihen die Gleidjungen der Ujymptoten der Hyperbel
a) 922 — 1642 = 144; b) 6422 — 225 y2 — 14 400;

und welden Wintel bilden die Ujpmptoten mit der X-Acdfe?
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3. Wie Heippt bdie EIjtitteIpunftﬁgIeicljung ber Oyperbel, die dburd) ben Punit

Px,=1, y = Vg) geht und die Geraden y — + 2z zu Ufymp-
toten Hat?

Die Gerade y — 22— 4,5 {dneidet die Hyperbel mit den Halbadjen
a=—3 und b = 4. Wo jdneidet bie Gerade die Hyperbel und wo
deven Ajymptoten ?

5. Beftimme die Shnittpunite der Hyperbel %z —l: = 1 und der Geraden

4
3y = 4+ 24,

§ 43. Die planimetrijdhe Deutung der Tangentenbedinguug
b2+ n2— atm?,

Die Vetradytung entfpridht gemau der bei dber Cllipfe § 32 (Fig. 41).

Folgerungen:

1.

Der geometrijde Ort fitr bie Fuppunite aller von einem Brennpuntte der
Oyperbel auf die Tangenten gefillten Senfrediten ift der Hauptireis.
Dreht man einen redhten Winfel jo, baB fein Sceitel einen gegebenen
Srei8 durdliuft, wdhrend der eine Schenfel durd) einen gegebenen
Puntt auperhalb ded Kreifed geht, fo umbiillt der anbdere Schentel byw.
feine Berlangerung ald Tangente eine Yyperbel, die ben gegebenen Kreid
sum Hauptiveid und den gegebenen Punft zum Brennpunit hat.
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atmn 2n
Lo=—mgere " W n=—Gurm
Dividiert man L durd) I, fo erhilt man bie
Ridtungstonjtante 7 = b,
8 = aty,’
e UV
mithin Y= = &, (& —=),
atyy, —ayl = b2xx, — b2},
Y _ W _ em o w
b2 b2 T a2 a?
2 . (T
Nun ift ab o= _1 a
un ift aber +-b—5 = — —l——a?,
Yh _ 25
—b—2— — —a?"— 1 odet

X Xy Y9y _ 1

Tangentengleidjung T b
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Aufgabe 2: Wie Deift die Gleidung der Hyperbelnormalen im Hyperbel=
puntte Py?

Lojung: Da die Normale auf der Tangente fentrecht fteht (Fig.42), ift
die Richtungsfonftante m’ der Normalen gleidh —Z:—?, mithin Beifst
ibre Gleidung

vt =S
Aufgabe 3: Beredine die Subtangente TQ (Fig.42).
Lojung: Man fegt in der Tangentengleiung y =— 0, dann wird

= 0T, aljp
0T.z, 0.y, 1
Tar T b
__a xl  y?
OT_xl' 25 3 1,
zl—a? yl
TQ ==z —OT, — =Ty
2. 2 2,2
% —a %y,
= oder = ig,

Nufgabe 4: Beredine die Subnormale QN (Fig. 42).

Qijung: Vlan feht in der Normalengleidung y = 0, dbann with
2 = ON, aljo
aly
0=y = — 5.t (ON —az),
b2z
ON—2z2, = 7131'
b.t. QN= ,
Aufgabe 5:

Beredine die Tangente TP, und dic Novmale NP, (Fig.42).
Lojung: Wie bei ber Cllipfe § 33 erhilt man:

TP, = L yferz? —as

ba,
b -
und NP = — Yew? — at.
Aufgabe 6: Berechne die Winfel, welde die Normale mit den Brennfjtrahlen
bildet (Fig. 42).
Lojung: Wie bei der Glipje § 33 ergibt fidh

igNP,R = tgF,P,N = %

Lehrial und Folgerung twie bei der Ellipfe.
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Aufgaben:
1. Bie lautet die Gleidung der im Kurvenpuntt P, (v, = 5, y, pofitiv)
an bdie Hyperbel o g .
9 16
gesogenen Tangente? Weldjen Wintfel bildet fie mit ber X-Udjle und
welden mit den Brennjtrahlen nad) bem Verihrungspunit? Wie grof
find bie Stiide, die fie auf ben Koorbinatenad)jen abjdneibet?
2. Beredine die Tangente und Subtangente, die Normale und Subnormale,

wenn die Qyperbel gegeben ift und ein Punft P, auf ihr.

a) 92— 25,2 = 225, z, = b3, ¥, pofitiv;
b) 9ax%2—16y2 = 144, z, pofitiv, 9 = 2,2b;
¢) 22— 2y2= 14, x = 4, ¥ = pofitiv.

3. a) Gine ZTangente der Dyperbel 422 — 16y2 — 64 Dbildet mit bder
X-Acdhle den Winfel o = 30°. Wie lautet ihre Gleifung und bie
der zugehdrigen Normale?

b) Die Ridtungdtonjtante m einer Tangente der Hyperbel 222 — 3y2:-—6
it gleih V2. Beftimme die Koordinaten ded Beriifhrungspunttes.
LWeldje bejondere Lage Hat die Tangente?

¢) Bwei Tangenten ber Hyperbel g; — %: =

9y =202+ 3 parallel. Wie Heihen die Gleichungen diefer Tangenten?

1 Taufen ber Geraden

4. a) Gine Hyperbel und eine Elliple hHaben bdiefelbe Crzentrijitit 2¢ — 16
und biefelbe MNebenadyje 20 = 12. LWie fHeihen die Gleidungen dex
Tangenten, die in einem ifhrer Schnittpunite an beide Kurven gelegt
erden dnnen?

b) Weldjen Winfel bilben die in einem Schmittpuntt bder Hyperbel und
der Gllipje gelegten Tangenten miteinanber?

PP ) 6iat— 3y — 16
412 =

x2 2 .

hadll J— 342 —

=+ =1 1642 + 8y2 = 64
y) 2502 — 6y = 25 8) 6252 — 2442 — 25

42 4 342 = 400 2542 + 8y° = 100

b. Tie Geradbe x —y =— 3 beriihrt eine Pyperbel mit den Ajpmptoten
y = + 25 DWeldes ift die Mittelpunitdgleihung der HGyperbel?
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Hufgaben jum Beidnen:

1. Man fennt die Brennpunfte F, und F, einer Hyperbel und eine Tan-
gente, Beidne ben Berithrunglpunit und die Ufpymptoten.

2. Gegeben find die Afpmptoten einer Hyperbel und bdie LWinge 24 ifhrer
Sauptadhfe. Beftimme die Scheitel.

3. Bon einer Hyperbel fennt man eine Ajymptote, einen Brennpunft und
bie Rdnge 2a ber Yauptadfe. -Sudje den anderen Brennpuntt.

4. Bon einer gleidyieitigen Gyperbel find eine Afymptote, ein Punit der anderen
Ajymptote unbd die Linge e der Eyrzentrizitiit gegeben. Beftimme ihre Scheitel.

Unleitung: Welden Wintel bilden die Ufymptoten einer gleich-

fettigen Pyperbel miteinander?
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§ 46. Die Durdymefjer der Hyperbel,
Nufgabe 1:

2 2
G®egeben ift eine Qyperbel 2%—%2 =1

und eine Sefante & y — max -+ n.

Gefudt wird ber Sdnittpuntt Py der auf der Sefanten @ liegenden
Hyperbelfehne,

Qdjung: Aus bder entjpredjenden GCllipfenaufgabe § 35 erhalt man bie
Werte fiir die Hyperbel, wenn man — b2 fitr b2 fet, alfo

o a*mn
0T —atm? 4 b2
bn
L L poe R
Folgerung: Durd Divifion erhilt man
b2
% == a——2—m‘~ pber Yo = a_é—’r;l/ Zoe

Hat man nun eine Sdar paralleler Sehnen, jo befigt die Ridhtungs-
fonftante m aller biefer ©ehnen benjelben Wert. Daber miiffen bdie
Soordinaten ded Mittelpuntted jeder diefer Sehnen der linearen Gleidung

b2
Y= m &z
genfigen, . .

Lehriay 3: Die Dlittelpuntte einer Shar paralleler Gyperbelfehnen liegen auf
einer Geraden und war auf einer Geraden durd) den Wittelpunft ber
Oyperbel.

Diefe Gerade heiht Durdymefjer, und gwar Heiht ein Durdymefjer
ber Sehnenjdjar zugeorduet, die er Halbiert.

Hat eine Gehnenjhar bdie Ridtungslonjtante m, jo lautet bie
Glethung de8 sugeordneten Durdmeijerd

b2
V="wm”
Nufgabe 2;
Gegeben it e A
egeben ijt eine yperbe i

und ein Durdmefjfer y = ma.
Gejudyt werden die Tangenten in den Cnbpuntien dHe8 Durdmeffers
und ihre Ridtungsdtonftanten.

Rojung: Nad) § 41 Haben bdie Koordinaten der Endpunite P, und P,
ve8 Durdymejfer8 bie LWerte

R tad i _ Fabm
12 = Vb2 — a2 m2 Yo = Vo2 — a2 me

Bauer it.v. Yanrleden, Geometrie §. Realanitalten. (Oberftufe.) 16
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Mithin Heigen bdie gejucdhten Tangentengleihungen
xb yam

— — 41
aV(ﬂ— atm® b 1/b2—-a,2 m?
0”2 _ b
odex y:mw+w}/b2—a2nz2

und die gejudten Ridtungstonjtanten Haben denfelben Wert, ndmlid

b2

atm’

Folgerungen: Die fitr die Ellipfe in § 35, Nr. 1 bi8 4, gegogenen Folgerungen
gelten aud) fiir die Qyperbel. Dagegen dndert fidh) die Distujfion der

m1:m2=

2
Gleidung my m,y —_—Z; wegen be3 fehlendben Minugzeidens, namlid
(Fig. 4):

5. a) 3t m,, d. 1 tgey pofitiv (ift alfo e, ein fpiber Winfel), fo ift aud
my = i, 9. 1. tgo, pofitiv, alio aud) «, ein {piger Winfel, Jit
1

azm
o, ftumpf, jo ift aud) o, ftumpf. Wo liegen aljo gugeordnete Durd:
meffer?
. . .. b . 12
b) Wadyft m,, d. t. fge; von Rull bid = o nimmt m, = T

1

b. 1. fgoy von Unendlid) big % ab, 9. 5. ndbert fih der Durd)-

mefler D, bder Wjymptiote von der einen Seite, jo ndbert fidh der
sugeordnete Turdymeffer D, von der anberen Seite Her aud) der
Afymptote,
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6. Pan erhdlt fiix den Wintel ¢ wifden zwei zugeordneten Durdymeffern
b2 — a2m?
lgp — W.
Biehe Folgerungen entfprechend denen der Cllipfe. Weldje gugeordneten
Durdhmeljer bilben einen vedhten Wintel?
Nufgaben:
1. Gegeben ift eine Hyperbel und ein Durdmefer. Wie heiht die Gleidhung
be8 gugeorbneten Durdjmeffers, und wie grof find die Winfel, mwelde
die Durdymefjer mit ber pofitiven Ridhtung der X-Uchje bilben?

2?2y 12 22 y? 1

T x?2 g2 .
2. Gegeben ijt eine Hyperbel 916 = 1 und wei Sefanten
3y:(x—3)1/1§ umnbd 9y=(x—|—3)VI§.
Beftimme

a) bie Sdnittpunite ber Sefanten unbd der Hyperbel;
b) bie Rangen der DLeiden Sehnen;
c) die Gleijungen der zugeordneten Durdymefjer;
d) die Gleidungen der durd) bie Sehnenendpuntte gezogenen Tangenten;
o) bie Wintel, welde die Sefanten, bie jugeordueten Durdmeffer und
die Tangenten mit ber pofitiven Ridtung der X-Adjfe bilden. (Zeid)
nung auj Millimeterpapier und Vergleidung der durd) Rednung und
ber burd) Beidnung gefundenen Werte.)
3. ®egeben ift eine Yyperbel %f—-iqg == 1 und brei Punite
Py...00=6, y =24,
Pyo..23=06, y3 =238,
Py... 26 =06, y; = 16.
Beftimme bie Gleidungen der Sehnen, die durd) Py, P; und Py
halbiert mwerben.

§ 47. Mehrere Tangenten der Hyperbel,

Die BVetracdhtung entfpridht genau bderjenigen bei der Ellipfe § 87;
jedbod) fommen nod) hingu die Cigenfdaften der Afympioten in begug
ouf eine Sefante und auf eine Tangente ({Fig. 45).
Lefriag 4: Die gwifdhen den Afymptoten einer Hyperbel und der Kurve liegens
den Stiide einer Sefante find einander gleid.

16*
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Beweid: Jit die Gleidung ber Sefante

y=mzx+n,
o Hat der Mittelpunit P, nad) § 46 die Koordinaten
xo—_——ajﬁj— und yoz———?—"———-
— a2m? | b2 — a?m? 4 b?
Die Afymptoten
y = —l—%x ud oy = ——%x

{hreiden die Gerade
y=mzx+n

in den Puntten P, und P, Fiix

biefe exhdlt man die Roordinaten

o — an
ET —am v’
_ bn .
Y= “amtb
. —an
= Tam Lo
_ bn
Ys = +am4b
Der Mittelpuntt der Strede Py P, Hat daber die Soordinaten
X3 4-xy atmn und Ys+ Y b2n
2 T —a2m?L b2 2 T —a2m? b2

Diefe Werte {timmen ftberein mit den Werten von z, und y,, folglid)
muf der Mittelpuntt der Strede Py, P, mit P, d. 1. bem Mittelpunite
der Sehne P, P, ujommenjallen. Durd) Subiraftion der gleiden
Hiljten erhalt man
P, P, = P,P,.

Lefhriats b, Die zwifden dem Verithrungdpunite einer Hyperbeltangente und

ben Wjymptoten liegenden Stiide der Tangente {ind einander gleid.
Beweisd durd) paralleled BVer{djieben der Sefante, bi8 fie zur Tan-

gente 1wird.

Lefhrjas 6. Der Fladeninhalt ded8 von den beiden fymptoten und einer be-
liebigen Tangente gebildeten Dreiedd ift gleid) bem Redjted aud den
Halben Achien, aljo eine fonftante Gripe.
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Beweis: Pan findet die Koorbinaten der Punite P, und P alg
Sdnittpunite der Ufymptoten und der Tangente im Punite P, ndmlid

s _ Yy _

a? b2
g = — 20 ___ab* |
5T bay —ayy’ ‘%—b%—ay,’
a?b —ab?

Ys¢ =

* = e fay ba, - ay;

Mithin ift der gefudhte Fladgeninfalt

1
F= b} (%6 Y5 — 5 95),

_ 1( a3bhs asbhs
T2 \b2e! — aty} b2x,—a2y)

Nufgaben:
2
1. UAn die Hyperbel 2% 1_6 = 1 -follen von dem Punfte Py (x; = b,

¥s = 6) bie ZTangenten gelegt werden. Wie lauten ifre Gleidungen,
und wie groh find die Stitde, die fie auf den RKoordinatenadyjen ab-

fdhnieiden ?
2. UAn die Yyperbel 2152 — 202 = 16 find von dem Punite Py (x, = — 4,
ys == — %) bie beiben Tangenten und die Selhne durd) ihre %erubrung&

punite gegogen. Wie heihen bie Gleidungen ber dbrei Geraben, und wie
lang ift die Beriihrungsiehne?

3. UAn bdie Pyperbel 422 —9y2 = 86 it in dem Punlte P, (x; =5,
y; pofitiv) bie Tangente gegeichnet. Wie grof {ind bdie Tangenten-
jtitfe awifden den Ajymptoten und dem Beriihrungdpuntte P, und
welchen Fladeninfalt hat basd wijden der Tangente und ben Ajymptoten
ltegenbe Treted?

4, ®egeben ijt die Dyperbel 9z — 1642 = 144
und eine Sefante 3z -4y = — 16.
Beftimme
a) bie Sdnittpuntte der Sefante und ber Hyperbel;
b) " ” » »  Ujymptoten;

c) bdie Xinge ber @5ef)ne

d) bdie Rdnge der Sefante jwijden den Afymptoten;
e) bie Gleiung bded gugeorbneten Durdymeffers;

f) bie ®leichung ber parallelen Tangente,
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§ 48

§ 48, Bujammenitellung der Hyperbelformeln,

. . a2 y2
. a) Mittelpuntiggleiung. - . - . . . . . 5 =L
b) Gggentrigitdte . . . . . . . . . .. e = a?+ b2,
2
c) Pavameter 2p . . . . . . L., L. 2p:g;—.
d) Gleichjeitige Oyperbel. . . . . . . . . X2 — Y= a2,
2. — atmntab b2+ n2—a2m?
1,2 — . a2 m2 bg ’
Sdnittpuntte - - + .
b2n +abm Vb2 + n2— a2m?
Y2 = —atm? b2 :
. a) Tangentenbedingung . . . 02+ N2 = a2m?,
b b
b) Ujymptoten . . . . . . y= g% unb Yy=—_%
c) Zangentengleidhung . Ji:f‘ — yb?il =1,
. b2 x,
d) Ridtungslonjtante - - - - @iy,
2
Normalengleidung . . . . . . Yy—y, = _Z“’ ai/ Lz —m)
1
2 242
. a) Gubtangente . - - - . - . . ! ober %-
1 1
' 2
b) Subnormale - b f‘
a
. Y
c) Tangente -- - - - . . . .. = |/e2?— at.
) 8 b, 1
d) Mormale - - -« o - o o .. % |/e2x,2—a4.
. a) Gin der Sefnenvidtung m 3u- -
geordrieter Durdymeffer . . . y = -
b) Ridtungstonftanten m, und m, -
aweier gugeordneter Durdymefler  m, my = o
c) Winlel @ gweier zugeordneter b2— g2

Durcdhmeffer . . . . . . . tgp =

§ 40.

§ 41.

§ 42.

§ 44.

§ 46.
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Sediftes Kapitel. Pol und Polarve.

§ 49. Die Polare al8 geometrifdjer Ort.
Hilfsaufgabe: Teile eine gegebene Strede PPy (21 915 %5 ¥o) Harmonifd)
in einem gegebenen Berhilini8 p:q = L.
Qbjung: OSind die gefuditen Punfte Py (255 yg) und P, (2,5 g,), fo it
(Fig. 46):

L1 — %Xy 4, Y1—Ys __ T—2 5. Yi— Yy
— =1 =20 =, = =1 Tt =1
Xy — Ty Ys— Y2 Lo — Xy Ya—Ys
ol _ %ty Ty —lry 4% _‘%
xa_l—l—l—, Ys = 1+l xi“l_l I yi—l'—l

a) Wie grop find die SKoordinaten der Teilpunfte Py und P,, mwenn
1=13 3 2; 3 ift?
b) Welde Punfte erhalt man, wenn 1 = 0; 1; oo ift?

Grundaufgabe: Gegeben it ein Puntt Py (x;5,) unbd eine Ellipje Zz + %Z:l.
Durd) P, (Fig. 47) fei eine beliebige Gerade gezogen, welde die Ellipie
in P, und P, {dyneide, und in begug auf die Sehne P, P, jei der P
augeordnete Harmonijhe Punit P, beftimmt mworden. €8 gibt bann
auf jeder dburd) P, gehenden und die Cllipfe {dneidenden Geraden einen
P, jugeordbneten Harmonifden Punft P,. Weldes ift ber geometrijde

Ort aller diefer Punite?
Rojung: Da P, P, P, P, harmonijde Punite fein follen, jo gelten fitr
ihre Koordinaten die vier in der Hilfdaufgabe ermittelten Gleidungen
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Da nun P; und P, Puntte der Ellipje {ind, jo miiffen ifre Koordinaten
die Gllipfengleidung befriedigen. Wlfo:

1 /2, + Zx2>2+l<ul + ly2>2:

a2\ 1+1 2\ 1+1 '
audgeredjret
T Yy Ty | Y1 Ys al Y _
N R R RE
ebenjo
%) | ys X1 %o | Y Y2 x|y -
H'p<fa+%‘2_1)_2’(7}7+’“b2’"‘1>+@+b’z‘" =0

Durd) Subiraftion ergibt ficdh

1%y | Y1 Y .
41( 1 +—b—2—1>~ 0,
Xy Ty
a?

+ ylbz% —1 =0.

Jn diefer BeftimmungBgleichung fitr x,; y, fonunt weber die Ridtungs-
grie ber Gefante nod) bas TeilungBverhdltnid I por. Sie gilt daher
fiir jamtlide P, jugeordnete Punfte P,. Begeidnet man jeine Koor-
dinaten, da fie nun verdnderlidh {ind, mit x und y ftatt mit x, und y,,
fo ethdlt man al8 Gleidung de8 gefudjten geometrijden Ortes:

%4_ % =1 firc die Gllipfe, ebenjo
vz +yy, = r? » Den freis,
Th_ YN g » bie ©yperbel,

a? b?
yy, = p(x+ ) » bdie Parabel.
Da diefe Gleidungen linear find, fo ergibt fidh):

Lefirjat 1. DBei den RKegelidnitten ift der geometrijhe Ort fiiv alle Punite,

derenn Verbinbungsitreden mit einem gegebenen feften Punit P,
dem Pol, durd) bie Sdynittpunite mit dem Kegelfhnitt Harmoniid
geteilt mwerden, eine Gerade, ndmlid) die Polare ihred Poled P,.

Golgerungen:

1.
2.

®

Bu einem Punit gibt e8 nur eine Polare.

a) Qiegt P; auberhalb de8 Kegel{dhnitt8, o ift feine Polare die Be-
tiijrung8iehne ju P,.

b) Riegt P, auf dem Kegeljdnitt, o ijt feine Polare die Tangente in P,.

Beim Kreid fteht die Polare ju P, fenfred)t aufj ber Jentrale nad) P,.

Bei ber Parabel ift die Leitlinie die Polare des8 Brennpunites,



§ 50 Der Pol einer Geraden. 249

Aufgaben:
1. a) BWie lauten bdie Gleidjungen der Polaren, wenn gegeben ift 22 4+ y2=19
und P, (4;5), 224+ y2 =25 undb P, (2;2)), 224 2 = 16 und
P (—2;43), 224+ 42 =25 und P, (—5H; —6)? Sonftruiere
die Figuren.

b) An dben Krei8 22 + y2 — 25 follen in dben Kreidpuniten P, und P,
beren Roordinaten z, — 3; y, pofitiv, z, negatin; y, =— 4,8 find,
bie Tangenten gejogen werben. Konfiruiere und beredine ifren Shnitt-
punit P; und geige, dap feine Polare die Beriihrungsiehne P, P, ift.

2. a) Beweife, dbaB bdie Polare de8 Punite8 P, (z,; y;) in begug auf den
Krei8 (z —a)?2 + (y —b)2 = r2 bie Gleidung Hat
@—a)(m —a)+ @ —0) (s —b) =2

b) Ronftrutere und beredyne die Polare ju P, (7; 3) in begug auf ben
rei8 (z—4)2+(y+2)2=09.

c) Sonftruiere und beredyne die Polare gu P, (— 3; — 1) in begug auf
den Rrei8 224+ y2-+8x+6y+9 =0.

3. Bejtimme in bejug auf die Clipfe 2522 4 64 y2 — 1600 die Polaren
ber Punfte P, (8;0), P,(0;—5), Py(8;5), P,(—2i%L).
4. TWie beit die Gleidung bder Polare de8 Puntte8 P, (— 3; —4) in
bejug auf die Parabel y2 = 10x?

§ 50. Der Pol einer Geraden.
Grundaufgabe: Gegeben ift eine Gerade wx + vy = w und eine Cllipfe
2 2
% + %—2 = 1. Beftimme den Pol P, ber Berabden in bejug auf die Elliple.

Ldojung: Die Polare de8 Punite8 P, hat die Gleidung:
X | Yy
721 + b—; = 1.
©oll biefe Polare mit der gegebenen Geraden zujammenfiallen, fo
mitffen beide Geraben burd) denfelben Punft der X-Adfe und der
Y-Udfe gehen, d. §. ihre WUdfenabjdnitte miiflen gleidh fein. Alfo

w a? w b2
w Zy ’ v Y1
a?u b2v . s .
;o= und y, = —~ fiir bie Glipje, ebenfo
r2u r2y :
n= = . op= i den Kreis,
a2u b2 .
r, = 7 ” Y = — —E r bte .@I]perbef,
w v .
By = — — . oy = — PT L bt Parabel.
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Nufgaben:
1. Beredhne die Koordinaten Hed Poled einer gegebenen Geraden in bejug
auf eine gegebene Surve:

a) 4z+4+ by = 6 und x4y = 12,
b) 2—05y4+6= 0 , »

¢) 3z— 10y =15 , 92 4 25 y2 = 225,
d)16z+ 9y =40 , 1622 —25y2 = 400,
e) 4o+ by4+6= 0 , y2 = 8z.

2. Berweife, dah in bejug auf den Krei8 (x —a)? 4 (y —b)2 = 2 dex
Pol P, der Geraden ux + vy — w die Koordinaten Hat:
M,
ua + vb —w’ ! ua + vb—w

§ 51, Lefrfiise iiber Pol und Polave.

Lehriats 2. a) Liegt ein Punft Py auf einer Gevaden G (w2 v,y = wy),
jo geht jeine Polare Gy durd) den Pol Py der Geraden G,
b) Geht eine Gerade Gy (usx + v5y = wg) durd) einen Puntt P,
jo Legt ihr Pol Py auf der Polave G, des Punttes P,
Beweis von a): Da P; auf ®, liegt, fo gilt die Beftimmungsgleihung

| ¥ g

U, 3 + v = w, oder
123 + 0193 1 w0, w0,

Die Gleidhung der Polave ©; lautet T 4 Y95 1, und der Pol P,

a? b2
2 2
@t broy Diefe befriedigen infolge der Be-

Hat bie Koordinaten und

ftimmung8gleidung bie] (SjleicI)m'(g1 ber Polaren &;, mithin geht bdie
Polare Gy durd) den Pol P,.
Gntiprechend exhlt man den Beweid von b), fowie fitr bie anderen Kegeljhnitte.
Lefrias 3. a) Die Polaren aller Puntte eines Durdymefjers find pavallel dem
sugeordueten Durdjmefjer bzw. der jugeordueten Sehnenjdar.
b) Die Pole einer Sdhar pavalleler Geraden liegen auf dem ihrer
Ridtung jugeordneten Durdmeijjer.

Anleitung sum Beweis von a): Beftimme bdie Ridjtungsfonjtante einer
Polare @, und geige, daf bdiefe unverdndert bleibt, jolange P, auf einem
Durdymejler y — max byw. y = % [iegt.

Lehrias 4. Der Pol eines Durdymejjers ift der unendlid) ferne Punkt ded 3u-
geordneten Durdjmeijers baw. der jugeordneten Sehuenjdar,
Lehrjat 5. Die Polaven aller Puntte einer Afymyptote find diefer pavallel.
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Siebented Rapitel.
GtvablenbiiTdel und Potenslinie.

§ 52. Aualytijhe Betraditung des Strahlenbitidjels.
Begeidhnen wir die Gleifung einer Gerabden
y =mx+n
bamw. Yy —mr—n =20
furg mit Ly — 0, io {ind durd) bdie beiben, zwei Gerade bdarftellenden
linearen ®leidungen L, =0, Lo—0 . . . ... ... o

die Stoordinaten ihre8 Sdinittpunite8 4 nad) § 8 beftimmt.

Bebeuten A, und A, beliebige von Null ver|diedene Jahlen, jo ergibt die
graphifche Darjtellung der Funftionen

ML =0, AgLg—0 . . . . . ... &)
wieberum Ddiefelben Geraben wie vben, der Shnittpuntt 4 ift aljo aud) durd
ba8 legtgenannte Syftem beftimmt. '

Abdbdieren wir bie beiben Gleidungen (2), fo erhalten twir die neue lineave
Gleidung ML +ALe=0. . . . ... ... ®)

Die dburch fie davgeftellte Gerade L, mup notwendig durd) den Shnitt-
punft A ber Dbeiben anbderen Geraben BHindurdjgehen, weil die Koordinaten
vont A foroohl bdie Gleiungen (1) al8 aud) die Gleidhungen (2), folglid) aud
bie aud ifhnen Hervorgegangene Gleidung (3) befriedigen.

Aus biefer Vetradjtung folgt:

Multipliziert man die Gleidungen L, — 0 und L, = 0, von
benen jede eine Geradbe begeidynet, mit zwei beliebigen, von
Null verjdiedenen Babhlen 4, und i,, jo ftellt die Gleidung
MLy 4+ ALy =0 eine durd) den Sdnittpunit der beiben ges
gebenen Geraden gehenbe britte Serade vor. Die drei Geraden
bilben aljo ein Strahlenbitjdel.

Aus (3) folgt: P

L + ﬁ-Lg = 0.
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Der Brud) % ift nad) Borausfegung von Null verfdjieden. Segen
1
wir ijnm = 4, {o folgt
L]_ + ng = 0
al8 Gleidung des durd) 4 gehenden Strahlenbiifdiels, deffen eingelne
Straflen erhalten werdben, wenn man 1 einen gang beftimmten Bahlens
wert wijden — oo und + oo beilegt.
golgerung 1: Sind
_Ll:o; L2=0; L3:0
bie Gleifungen dreier Geraden, o miiffen fie fih in eimem Punite
{dmeiden (aljo einem Straflenbiiihel angehiren), wenn {id) et Jahlen
A, und iy ermitteln lajfen, burd) welde die Gleidung
Ly = A4 Ly + Ay L,
identi{d) befriebigt mird.
Beifpiel: €8 ift ju unterjudjen, ob fich die drei Geraden
z—y+2=0; (L, =0)
2y—z—4 =0; (L, =0)
z—8y—6=20; (Ly=0)
in einem Punite fdhneiden.
{ijung: Wir ftellen fejt, ob die Gleidhung
ME—y+2)+ 1@y —s—4) =2—8y—6
ourd) irgend welde Werte von 4, tnd i, befriedigt wird.
Multiplizieren wir aus, fo erhalten wir ,
2(h—2A)+y@A—24,)+ (24 —44) =2—3y—6.
Da beide Seiten identijdh gleid) fein miifjen, {o find die Forderungen
su erfitllen
— A= 1
24, — A= —3
24 —4Ag=—= —86
Ausd ben beiden erften Gleidhungen folgt durd) Adbition
. 12 _—-—.“" 2,
alfo aud A= —1
Durd) diefe Werte wird aber aud) die dritte Gleidung 24, — 44, = —6
befriedigt, aljo miiffen die drei gegebemen Gevaden durdy eimen Punft
gehen,
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Fithre benfelben Nadiveid filr die drei Geraden
3y—2x—15 =10
3z—4y+20=0
2y —bx—10 = 0.
Tolgerung 2: Da bdie Halbierungslinie ded von Fwei gegebenen Geraden L,
und L, gebildeten Winteld mit den Sdenteln ded Winteld ein Strahlen-

bitjgel bildet, {o muB aud) bie Gleiung ber Winfelhalbierenben bdie

Form Haben:
AL + AL, = 0.

Die Werte fiix 4; und 4, laffen fid) nun folgendermapen beftimmen:
Sft P, ein Punft der Halbierungslinie, o miifjen feine Abftinbde
von ben beiben Scdenfeln ded Wintel8 gleid) Jein. Diefe find, mwenn

y=maz+n, bw y—mx—n; =0 (L = 0)
y = myx +ny, bgw. y—meax—m, =0 (L, =0)
bie @leiungen bder beiben Sdjenfel L, und L, vorftellen, nad) § 10

$r—mMx—n

S e A L (e
folgli) dburd) Gleid)lesung der gleien Abftinde
Yo =M & — M Y M &y — Ny
Viem  +yitm

(Das erfte Doppelzeiden fann weggelaflen werden, da die 1ber-
einftimmung b3w. Verjdjiebenheit im Borzeiden dber Abftande durd) Has
reh)t8 ftehende Doppelzeiden geniigend ausgedriict wird.)

Sind nun P,, P,, P, ufw. ebenfalld Punfte auf der Halbierungs-
linte be8 Wintel8, fo gelten fiir fie die entfprechenden Gleidhungen, wenn
bie Koordinaten x;, y, von P, durd) diejenigen der Puntte P,, P,, P, ujmw.
erfest werden.

Eriegen wir nun die fpesiellen Koorbinaten aller diefer Punfte durdh
bie laufenden x, y eined beliebigen, auf der Halbierungslinie liegenden
Puntie8 P, {o bebeutet

Y— 1M —mn; Y —My®— Ny
Vitmi — +yY1+m;
bie Gleidung der Halbierungslinie ded von L, und L, gebildeten
Winfels.
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Segen wir
L,
Y1+ m}
1
= A

V1 + m;
fo lapt fidh) bie gefunbdene Gleidung aud) auf die Form bringen
A’l Ll = —l:lz L2

llLl $ 112112 = 0.

ober

Das Doppelzeiden dritdt aud, dap zwei HalbierungBlinien fiix den
von L, und L, gebilbeten Winfel vorhanbden find. Wad ergibt bie
planimetrije Betradtung?

Beifpiel: Die Gleidungen der Schentel eined Winteld {ind
y=—%e+i md y=—2s+%

Weldesd find die Gleidungen der beiden WinTelhalbierenden ?

Lifung: Hier find my = — 4, my = — 22, alfo
1
A, = =%
Vit 5%
A L _ s

9T e, T 1%
Vl + % 13
folgliy bie Gleidjungen der gefudten Halbierungslinien

d(y+32c—9 b+ Pe—3
5 + i3 =0

4y+382—9 _bBy+ 122 —38
5 + 13 =

ober  13(4y+82—9) T 5(By+122—38) =0,
5. B. I 7w—9y+34:0}
IL 90 +7y—12 — 0

0

aljo

Ubergeuge dich von der Ridjtigleit ded8 Crgebnified durd) EGingeidhnen
ber gegebenen und der gefundenen Geraden in ein Sootdinatenipjtem
auf Millimeterpapier!
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1

2)

3)

1)

5)

6)

Bilbe die Ridtungsfonftante von I und II und beweife mit ihrer
$ilfe, baf beide Geraben aufeinander fenfrecit ftehen. Wasd lehrt bie
planimetrifde Betradtung ?

Aufgaben,

€8 foll unterfudit werben, ob fid) bie Geraden
) 1 —6y—9 =10, 22+4+y—5=0; Tz—3y—24=0
b) 2z48y—4 = 0; 3z—2y+1=0; z2—18y+19 =0
e) x4+ Ty+11=0; 2—8y—1=0; Bz+y— 7=0
d)z—y+ 3=0; 2z 4+ y—1 =0 8r +2y—5=0
in einem Punite {dmeiden oder ob fie ein Dreied bilben.
Berweife, dap {ic) die brei Mittellote ded Dreieds mit den Eden

42 1), B3 —2), C(—4 —1)
in eimem Punite {dneiden.
Gbenfo die drei SHwerlinien be8 Dreiedd mit ben Eden

A(2;8), B(4; —5), C(—3; —6).
Die Gleidungen der Seiten eines Dreieds find

.Y _q. T Y _q. r_ Y __
gtg =1 gtg=5L g—g=1L

Beige, dap fih die brei Winfelhalbierenden bed Dretedd in einem
Punite {dneiden.

Berweife, dap fih die drei Hohen ded in Aufgabe 3 Hehanbelten Dreieds
in eimem Punite fdhneiden.

Diefelbe Aufgabe fiir Ha8 Dreied mit den EGden
4(3;4), B@{;2), CH4;1).

Beige aud), dah {id) die Gerade y — x— 3 und die Seiten AC
und BC in einem Punite {hneiden. Cbenjo die Gerade y — 2 — 3,
ba8 Mittellot auf AB und die Seite A C.

Beftdtige die Ridtigleit der Redynung durd) die Jeidnung.
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§ 83. Die Chordale und die Potenzlinie sweier Kreife.
I Die Chordale.

Bringt man in den Gleidungen sweier gegebener Kreife
(@—a)+(y—b)* = 7'12}
@ — @)+ — byt =7y
bie Grofen #? und r} auf bie linfe Seite und begeihnet diefe Gleihungen
furg mit K, byw. K,, alfo

K, = (x—a)+ Y—0)y—ri=0
K, = (X —a,)+-(y—b)2—r =0

fo miiffen die Koordinaten ber Sdhnittpunite beider Rreife, da diefe Punite
beiden Rreifen jugleid) angehoren, die Gleihungen bderfelben Befriedigen.
Man erhilt fie alfo al8 Wurzelwerte ded Gleihungsipjtems K, — 0; K, = 0.
Die Aufldfung bdiefed Syftems erfolgt allgemein dadurdh, dah man beide
®leihungen jubtrahiert und bdie erBaltene lineare ®leihung mit einer der
quabratijen Gleidungen verbindet. Man erhalt durd) Subtraftion

2z(ay —ay) + 2y (b, —by) = (ry—r)) + (@] + b)) — (a7 + b3)
w(af“‘az) +?/ (bl_b2) = %[(7.22"‘7"12)+(a12+b12)—“(a22+b22)] <. (2)

Diejenigen Werte von x und y, welde durd) Verbindbung von (2) mit
einer der Gleihungen (1) erhalten werden, find die Koordinaten der Schnitt=
puntte beider RKreife.

Da fie aud) die Gleiung (2) befriedigen mitffen, diefe aber eine Gerade
vorftellt, fo ift (2) bie Gleiung bder gemeinfamen Sehne beider Kreife,
b. h. die Gleidjung der Chordalen. Jn furzer Jorm lautet fie daber

K —-K =0........... 3)

Grgeben fih) bei bder uflsjung be8 Gleihungsdipitemed (1) und (2)
imagindre Lurzelwerte, fo liegen die Kreife auseinander (fie {Gneiden {ih in
imagindven Punften).

II. Die Potenzlinie.

Da die Potenglinie diejenige Gerade ift, von der ausd gleidlange Tangenten
an bie beiben Rreife gegogen rerben Innen, fo ift, wenn ¢, und ¢, diefe
Zangentenftreden bedeuten, und d, byw. d, die Cntfernung des (beliebigen)
AusgangSpunite (z, y) der Tangenten vom Mittelpunft der Deiden SKreife
vorftellt,

df = (z~a)2+(y— b1)2}
dy = (& — ap)? 4 (y — )2}’
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folglich, da 42 = d? —r? und ¢} = d2 — ;] ift,
= (@—a)+@y—0b)—r
ty = (2 —a9)? + (y — b)?— 729}
alfo, wegen bder Gleidhheit der Tangenten,
(@—a)?+ (Y —b)2—1) = (@—ay)* + (y —b)? —r].
Diefe Gleichung ftimmt aber dber Form nad) fiberein mit der Gleicdhung
K, = K,,
0.5 K,—K,=0.
Folgerung 1: Da die Gleidhung der Chordale identifd) ift mit ber Gleidung
ber Potenylinie, jo mup bie Chordale gugleid) Potenglinie fein.
Golgerung 2: Die Gleidung der Bentvalen beider Kreife ift

b —b
y—0b = a, — a (& — ay).

Aus der Gleidjung der Rotenzlinie findet man als Riditungstonfiante

T T
Berglei)t man fie mit derjenigen der Bentralen, fo ergibt fidh

ber Saf:

Die Potenglinie fteht auf der Bentralen jenfredt.

%olgehrung 3: Sind bdie Gleidhungen dreier Kreife gegeben, namlid
K, =0 Ky = 0; K; =0,
fo lauten biejenigen der drei Potenjlinien
K—K, =0, K, —K =0, K,—E,=0.

Ubdiert man je 2 berfelben, jo erhilt man bie mit — 1 multipliziecte
britte. Folglidh gilt nad) § 12 der Say:

Die Potenglinien dreier Kreife {dueiden fid) in einem Puntte,
€r Deipt a8 Potenszentrum oder der Chordalpuntt der 3 RKreife.

Aufgaben,

1) Weldjes ift die Gleidhung der Potenzlinie fowie der Bentralen der Heiden

RKretfe
w2+y2_x_.2y=0(1f1:0) unb

B4yt —2z =0 (K, =0)?
Beftitige dad Crgebnid der Redynung durd) bie Beidnung.

Bauner u.v.fangledben, Geometrie §. Realanitalten. (Oberftufe.) 17
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2) Otelle die Gleijungen der Potenlinie jowie der Jentralen auf fite bdie
Sreife
3) @—20 4 (+8r =1 ud (e—dp+4(y—2)2 =4
b) @+1)24+@w+22=8 , (@—22+@y—1)2=2;
¢) 2+ y?—20y—16x—128 , 2+ y?—dx = 4y 4 17;
d) 2242 —65 =172 ” 224 (y 4+ 8)2 4+ 22 = 15,
Bie liegen die Kreife gueinander? Bejtdtige die Rehnung durd) die
Beidynung.
3) JIn mweldem Berhaltnis teilt die Potenglinie der SKreife
2ty =r! und (z—a)? {2 =1}
bie Bentralftrede der Kreife?
4) Diefelbe Aufgabe fiir die Kreife
2?2 +y?—2y =0 und 22t y2—62xr—10y1 18 =0,
Beftatigung der Rednung durd) Beidnung!
B3) DBeftimme die Gleiungen bder drei Potenzlinien der SKreife
a2t g2+ 8zx— 14y 429 =0,
224+ y2— 62—10y 4+ 9 =0,
224yt — 10z + 18y + 57 = 0,
fomwie bie Roordinaten bded Potenggentrums (b. §. dedjenigen Punttes,
vont weldem fid gleidhlange Tangenten an die gegebenen RKreife ziehen
lafjen). DWie lang ift jeder Tangentenabdnitt vom Potenzzentrum big
zum Kreife?
Crgebnis: Die gejudten Koordinaten find 1 = —2; y = —2.
Die Linge eined jeden Tangentenabidnitted ift 2 = 7.
6) ®egeben find bdie Gleidungen dreier Kreife. Jhr Potengzentrum joll
beftimmt mwerben.
a) x2 + y2= 100;
22+ y2— 402 + 375 = 0;
2yt — 24y + 24y 284 =0,
b) (z— 6)2+ (y— 8)2 = 25
(21102 + (y + 12)2 = 386,
(@— 42+ (v +'16) = 49,
€) 22+ 42— 10z — 8y +32 =0
22 4+y24 8x— 10y + 25 = 0;
22+ y2— dz+12y 15 =0,
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AGhted Kapitel.

Transformation des Hoordinatenfyems;
Polarvkoordinaten.

§ 54, Begrifi ver Trandformation. Parallelverid)icbung.

I. Das Udjjentreus, auf weldes die Koordinaten eined Punited P bezogen
mwerden, fann jwar im allgemeinen eine beliebige Rage Haben, jedod) geftaltet
fig Haufig die Gleihung einer Kurve einfader, wenn man dem SKoordinatens
fyftem eine gang beftimmte RQage voridreibt. Pltacht man 3. B. den Dittel-
punit eine8 Rreife8 zum Urfprung be8 Syftems, jo erhdlt man in ber
Form der Mittelpunitdgleifung eine einjadere Gleidung, al8 wenn man
ben RKoordinatenanfang auberhalb bed Kretdmittelpunited annimmt. €8 ift
pe8halb von Widjtigleit, Wethoden fennen zu lernen, die e8 ermdglichen, von
einem Syjtem u einem anbderen iiberjugehen. Sie beruben bdarauf, bdie
Soordinaten eined Punfted in bezug auf ein gegebenes Syftem auszudriiden
durd) bdiejenigen bdedfelben Punfte8 in bejug auf ein nened Syftem. Gine
perartige Ummandlung nennt man Trandformation bder RKoordinaten. Sie
wird herbeigefithrt

1. durd) Parallelver|djiebung der Adjfen ded gegebenen Syjtems,

2, burd) Drehung der Koorbinatenadyfen.

II. Geien (Fig.48) z, y die Koordinaten eined Punite8 P in bejug auf
bag Syftem mit den Adjjen OX und 0Y, «, 9’ diejenigen dedjelben Punites in
begug auf dag Syftem mit den Achfen
0' X' und 0'Y’, weldje benen Hed erfteren
parallel laufen, ferner a und b bdie Ab-
jaifle baw. Ordinate ded neuen Koorbis
natenurjprunge8 O' in begug auf dag
exrfte Syftem, jo ergeben fid) die neuen
RKoordinaten:

X =x—ua
{y' =y—b

Bemweife bdie Giiltigleit derfelben
Gleidjungen, wenn P in einem der drei
anderen Quabranten liegt.

17*
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§ 55. Transformation durd) Drehung ded Koordinatenjyjtems.

Sollen die reditwinfligen Koorbinaten x,y eined Punfte8 P auf ein
neued rechtwintlige8 Syitem bejogen wwerden, deffen Urfprung bderfelbe iit,
deflen Achfen aber um den A« (in pofitivem Sinne) gedreht find, jo ergibt
fid) fiix die neuen Koordinaten aud Fig.49:

z =04 —=0C—AC = 0C—BD
y — PA = PD+DA= PD+BC
Da nun X DPB = o ift (warum?), {o erhalten mwir

x — OBcosa — PBsino,
Y PBcosee - OBsino,

f

aljo
{oc =x'cosa—Y sina

Y= x'stna+ Y cosa
Wad erhdlt man fiirt o = 0° was fiivr « = 30°, 459, 60°, 90°?
Bemweife die Ridhtigleit der Trandformationsformeln, aud) wenn P in
einem anberen Quadranten liegt, oder wenn o ein {tumpfer Wintel ift.

Golgerung: Unter Benupung bder
Formeln He8 § 54 ergibt fich fiir
ben Ubergang aus einem redjt=
winfligen Syftem in ein anbered
reditwintliges, deffen Urfprung in
beaug auj dag alte Syjtem bdie
Soordinaten a und b hat, und
deffen Achien gegen die bed leyteren
um den Winfel o gedreht {ind

x=ua'cosa—y sina+a
Yy =ax'sina-+t+ Yy cosatb
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§ 56. ZTraunsformation cined redtwintligen in ein {dhiefwinfliges
Koordinateniyjtem,

Dreht man beide Adfen deg8 Syftems XO0Y um O, 3 B. die
z-Adfe (in pofitivem Sinne) um «, die y-Udje fo, dap fie mit dex
pofitiven Ridhtung der neuen z-Adhfe
den XA B bildet, {o erhalten wir aud
Rig. 51, wenn wir wieder die Koordbi=
naten von P in bejug auj dag mneue
Syjtem mit z' und y' begeidynen

£=04=0C+ CA=0C+ BD,
y=PA=PD+ DA=PD + B,

alfo
x = a' cosa-t+y' cosp
y=x'sina+y' sinfp

§ 57. ‘Polarfoordinaten.

dn bem bi8her betrachteten (Cartefijden) Roordinateniyftem mwurde bie
Qage eined Punfted P mittel8 feiner Abjidnde von wei gegebenen Adjjen
beftimmt.

Berbinbet man (Fig.52) P mit 0, Jo ift P aud) fejtpelegt durd) bdie
Qinge r bded Fahritrahled (Radiudveftord) und den Winfel P04 = ¢
(Unomalie), den er mit ber pofitiven
Ridtung der z-Acdyle bildet.

r und ¢ heigen bdie Polar-
foordinaten ded Punited P. Bwijden
ibnen und ben Cartefijden Koordi-
naten beftehen die Beziehungen

X = rcosep
Y = rsing.

Sie erlauben den libergang aug dem Cartefifden in das Polarfoordinaten-
foftem und umgelehrt. Sind 3. B. erftere gegeben, {o folgt augd ben ent-
widelten beiben Formeln

—T Y
r=ye 4y tgp =
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D

2)

3)

4)

5)

§ 68. Aufgaben zur Trausjormation desd Koordinateniyjtems.

I Zrandformation dburd) Pavallelverjdhiebung.

®ieb bie Soordinaten bder folgenden Punfte in bejug auf dadjenige
foordinatenfyitem an, deffen Urfprung bei gleidgericdhteten Achfen Hin=
figtlih de8 erften Syftems bie Abjzifle — 4, bdie Ordinate 4 3 fHat:
Py (—4; +2)5 Py(+5; +3); P(0; +6);
Py(+2; —5); B(—15 +7); Pi(48; +8).
Beredne dann bdie Entfernungen P, P,, P; P, P, P,.
Die Punfte 4 (2; 3), B(4; 7), C(6; 5) beftimmen ein Dreied. Wie
louten bdie Gleidungen der drei Seiten, wenn infolge Parallelverhiebung
dte Witte von BC zum Urfprung ded neuen Soordinatenfyjtems mwirh?
Die Koordinaten der Cden eined Dreiedd find
AB; 4, B(5;4), C4 6).
LWie grop find fie fiir dbasjenige Kovrdinatenfyjtem, deffen Urjprung bie
Piitte von AB ift und deflfen Ucdhfen denen bded gegebenen Syjtems
porallel find? Wie lauten die Gleihungen der Seiten ded Dretedd in
besug auf da3 neue Syjtem? Gieb fie aud) in Form der Ubjdhnitts-
gleidung an.
Welded find bie SKoordinaten der Eden de8 Dreiedd A B C, ndmlid
A(2;8), B(4 —5), C(—3;—6),
wenn infolge Parallelverfdiebung der Sdnittpuntt bder drei Hohen bed
Dreiedd zum Urfprung ded neuen Koordinatenfyitems wird?

WBie mup man da8 Soordinateniyftem vericdhieben, damit die SKreid-
gleidung 22 + y2 — 16 iibergefithrt wird in

a) (x—1)24y2 =16 b) 22+ (y—2)2 =16
¢) z—3)+(y—2) =16 d) (z+ 5)2 4 42 = 16
0) 2% 4 (y 4 4)* = 16 f) (& +2)2+ (v +1)2 = 16

6) Auj weldes Koordinatenfpjtem mup man die Gleihung 22 — 4z 4 42

— 6y == 3 begiehen, bamit fie auf die Form £2 4 n2 = r2 gebracht
wird, alfo die Mittelpunit8gleihung eined Kreijed bedeutet?
Qofung: Durd) Addition bder beiden quadratijhen Ergdnzungen
nimmt die gegebene Gleidung bie Form an:
(0— 22+ — 32 = 16.
Geggt man nun
r—2==_£

y—3=n,
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)

b. . verfhiebt man bie Adfen bde8 gegebenen SKoordinateniyjtems
parallel ju fic) felbjt in pofitivem Sinne um 2 baw. 3 Liingeneinfeiten,
fo gelangt man gum Urfprung bde8 nemen Syftems, in begug auf
welded bdie Abfziffe eined8 Rreidpuntted mit £, bdie Ordinate mit y
begeidhnet wird. Man gelangt fomit ur Mittelpunttdgleichung

§2 492 = 16.

Zrangformiere durd) Verjdhiebung bed Adfeninftems bdie Kreidgleidungen

a) ?—10x+y2—2y =23; b)a2—142+y2—8y= —1,

8)

e) 22462+ y2— 12y = 55; d) 22— 202+ y2 4+ 2y = 43;
21 71

— f) 2224292482 + 8y = —

0) ot yr—w— 6y — A

fo, bafs fie bie Form ber Mittelpuntidgleidhung annehmen,

Trandformiere bdie Parabelgleihung y = 2 durd) Pavallelverjdiebung
per Achfen, fo bah der neue Urfprung in den Puntt (4 2; 0); (+ 5; — 1);
(0; — 3) fant.

9) Begiche die Parabelgleihung y2 = 2px durd) Parallelveridhiebung

10)

a) auf den Brennpunit,

b) auf ben Sdynittpuntt der x-Ad)je mit der Keitlinie
al8 SKoorbinatenanfang. Welde Form nimmt fie an?
Beige, dbap die Gleidung

y=2a2+2z2-43
eine Parabel voritellt.
Lijung: Durd) Hingufirgung der quadratijhen Ergingung geht die

gegebene Gleidjung iiber in

y=(@+1p+2
y— 2= (z+ 1)
Segt man
x+1==¢§& }
y—2=n
{o erhalten mwix
n =&

bied ift aber, mwenn & und % bie Soordinaten eineS Punited der ge-
geberien Qurve bedeuten, die Form der Sdeitelgleihung der Parabel,
peren Ad)fe mit der meuen y-Adfe (n-Udje) ujammenfallt. Wan
muB alfs dbagd RKoordinatenfyitem, auf mwelde8 bdie gegebene Gleihung
begogen ijt, parallel gu fid) felbjt verfjieben, und gwar die z-Adje in
negativemt Sinne um eine Rdingeneinheit, die y-Adfe in pofitivem Sinne
um 3wei Lngeneinbeiten, um jur Sheitelgleidung der Parabel u ge-
langen.
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11)

Beweife dadjelbe wie in voriger Aufgabe fiir die Gleidungen:
a) y =22 +42+3 b))y =22+ 102+26 ¢) y —22—2z+44

d)y:aﬂ—x—{—% 0) y =a2+2x f) y =a*—3x2
2
g) y2=2px+p§ h) y?=2pz | 2p? i) p=6z+9

@ib in allen Beifpielen bie Koordinaten be8 Sdeiteld in bejug auf
bad alte Syjtem an.

12) Transdformiere durh) Parallelveridjiebung bdie Mittelpunitdgleidhung

13)

14)

15)

16)

17)
18)

2 2 .
2-2 + ‘% =1 ber Gllipfe auf ein Syjtem, dejfen Urfprung a) einv@aupﬁ

fceitel, b) ein Brennpuntt ift.

Wie lautet bie Hyperbelgleihung, wenn a) ein Sdypeitel, b) ein Brenm-
puntt al8 Soordinatenanfang gemwdahlt wird?

IL Trandformation dburd) Drehung; Ubergang zu einem
{diefwintligen Syftem.
Gin Punlt Hat die RKoorbinaten p und g Welded find feine neuen
foorbinaten, wenn dog Syftem um den Winfel ¢ gedreht wirh?
Beifpiel: 1. ¢ — 459, 2. ¢ = 30°, 3. ¢ = 60°, 4. p = 36°
Um welden Wintel & muf dad redhtwintlige Koordinatenfyitem gedreht

werden, dbamit ein auf basdfelbe bezogener Puntt A (p; g) in begug aunf
ba8 neue Syjtem bdie Abfziffe p’ befint?

(Rbfung: « = 60°) (Rofung: & = 30°)

Gin redtmwinfliged Soordinateniyftem joll {o gebreht mwerben, daf die
z-Achje der BVerbinbungslinie dexr Punite P, (24; 10) und P, (8; 53)
parallel mwird. Wie grop mu der Drehungsmwinfel fein? Weldes
find die Soordinaten der beiben Punfie in bejug auf dad neue Syftem?

. .o . 7
Anleitung: Die Ridtungsionjtante der Geraden P, P, ift tgo —= 5

Da tgp = tgo fein mufy, it @ leidht gu finben. Aus tgo = 214
. tgo 7 1 24

olgt sine = ——=——- - —__;ebenfocost = — —0 = 5

folg V1 +tg2e 25 i Vi +te2e 25

Diefelbe Aufgabe firx P, (10; 1) und P, (8; — 1.

Lie lautet die Mittelpuntidgleidung ded Kreifed, mwenn dad Koordinaten-

foftem um o gedbreht wird?
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19) Wie lautet bdie allgemeine Kreidgleihung (x —a)? 4 (y —b)? =12,
wenn dag Koordinatenjyitem um einen Winfel ¢ gedreht wird, jo dah

m¢=%mm
20) Auj einer Ellipfe, deren groge Ad)je 2a doppelt o grop ift al8 bdie fleine 20,
liegt der Punft P, <%; > 0), per mit dem Mittelpunft verbunden ift.
Wie lautet die Elliplengleidung, wenn dad Koorbinatenjyjtem wm den
X o gedreht wird, ben 0 P, mit der z-Udfe bilbet? Beijpiel: b==2om.
21) Transformiere die Kurvengleidhung
a2 +zy+yt =2

durd) Drefung bed8 Koordinatenipftemsd jo, dah das Glied xy ver=
{hwindet und deute die erhaltene Gleiung analytifd).

Ldojung: Segen wir, wenn um den Winfel o gedreht wird,
z =2 cosw —y sina
y = x'sino. + g cos e,
fo erhalten wir durd) Ginfegung diefer Werte in die gegebene Gleichung:

Z2'%cos2ot — 21y sinotcos o 4+ y'2sin? o

+ "2 sin ot cos o + x'y' cos? o — y'?sin & cos o L =2
) —'y sin?o -
+ 2'2sin? o + 22"y sin o cos o6 -+ 4'2 cos? o

Die Wdbbdition auf der linfen Seite ergibt

2’2 (1 -+ sin ot cos &t) + o'y’ (cos® ot — sin2et) -+ y'2 (1 — sinos cos o) = 2.
Da nad) Forderung bder Aufgabe dad Produft bder Unbefannten

verfdwinden foll, jo wahlen wir  {o, daB der Koeffizient von 'y’ = 0

witd, aljo .
cos2o, — sin2oe — 0,
5. 0. cos20 = 0,
alfo 20 = 90°,
a =— 450,

Dasd SKoordinateniyftem mup alfo um 450 gedreht mwerben, damit
bag Produft der Unbefannten verf@mindet. Segen wir diefen Wert
von o in die obige Gleidung ein, {o echalten 1wir

w’2<1+ %)—}—gﬂ(l—%) = 2

3 1
3ot gyt =2
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22)

23)

24)

25)

26)

27)

Die erhaltene Gleiung ftimmt aber ber Form nad) mit der Mittel=
punftdgleigung der Gllipfe itberein, . . die gegebene SKurve ift eine

Gllipfe mit ben Halbachien a — -3-1/ 3, b =2

Bringe die auf die Ufymptoten beogene Hyperbelgleidhung
zy — 4
durd) Drehung ded Koordinatenipftemsd auf die Form der Mittelpuntts-
gleichung. (Vgl. vorige Aufgabe!)
Grmittele in gleicher Weife wie in Wufgabe 21, welde Kurve durd) die
Gleidung
a) z+zy—2y = 2
b) 22y +62-4+6y—9 =20
bargeftellt ift. (Crgebnid b: Gleidjeitige Hyperbel mit der Halbadfe
a=23)
Gin Punit P Hat in begug auf ein redtwinilige8 SKoorbinatenjyjtem
die Abfziffe @ = V3, die Orbinate b = 2. Wie grof find {eine Qoor=
dinaten in begug auf dadjenige {djiefwintlige Syftem, deffen x-Adpfe
mit der be8 urfpriinglichen ben Wintel o — 30°, deffen y-Ucffe mit
der z-Adyje ded gegebenen Syftems den Winlel f = 600 bildet?
Diefelbe Nufgabe fiir die Punite
a) P(0;2), b) P,(3;0), ¢) P3(—1; +1) d) PG3;25).
Lrandformiere bie auf ein redtwinilige3 Koordinatenjyjtem bezogene
Mittelpunitdgleidhung x2 4+ »2 = 25 eined Sireifed auf ein jdiefmintliges
Adfeniyftem, bdefjen z-Adhfe mit der gegebenen den Winfel o« = 200,
veffen y-Adhfe mit der urfpriingliden Abjziffenadyie den Wintel g = 800
einfchliet.
Weldjes ift bie Gleiung bder Parabel, bejogen auf ein RKoordbinaten=
yjtem, befjen z-Acdhfe ein Durdmefier, defjen y-Adhje die im Scheitel
pe8 Durdymeffer8 an die Kurve gelegte Tangente ift?
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Lofung: Sei (Fig. 53) S der Urjprung be8 neuen {chiefwintligen
Syftems, und begeidhnen wir feine Koordinaten in begug auf dbasd urjpriing-
lide reditwintlige Syftem mit x,,y,, Jeien ferner 2,4’ bdie Soordinaten
eined beliebigen Parabelpunites P,, begogen auf dad neue Syjtem, aljo

o= SA; y = P,A,
jo ethalten wir mit Hilfe der Transformationdformeln fitx den Ulber-
gang von einem redtmintligen Syjtem u eimem {djiefwintligen mit
anderem Urfprung:
A x = a'cosot + y'cos  + =,
"y = @' sine + o' sin B+ .
Qierin it @ = 0, dba Ddie mneue z-Ud)e der urfprimglichen parvallel

lauft.
Siir tg 3 liefert die Tangentengleidhung der Parabel den Wert
P
tgf =L,
o8 %
i 1 Y%
folglich 00sff = e = IL
s o+ w
sin ﬂ = tgﬂ — p

Vituwp Ve tof
Die Transdformationdformeln in A, nehmen daber die Form an:

. y?/li
[x x+vp2+ +1

py
y= + o
l Vp2+y1 "

Durdy Cinjegung diefer Werte in die Sdeitelgleihung y2 = 2pzx
ber Parabel erhdlt man j@liehlid), wenn man Berucfftcf)ttgt bap

B.

= 2pux, ift:
yl2 J— 2 (p2 + yl‘) . x”
p
2
alfo 2 = 2(p ‘Zszl) 2,

¥2=2(p+2z).v".
Set man den Fonftanten Ausdbrud p 4 2z, = p’, fo ftellt
Y2 =2 2) x!
die ®leidung der Parabel bejogen auf das gewimidyte @nftem DOL.
Sie behalt aljo diefelbe Form wie die Sdeitelgleidung.



268 Achtes Lapitel. Transformation des Koordinatenfyitems; Polarfoordinaten. § 58

III. Polarfoordinaten.
28) Weldes jind die Polarfoordinaten der Punfte
Py (55 0); Py(052); P5(3; —3);
Py(+4; —4); Ps(—T7 +7); P(—1; —1)2
29) Die Polarfoordinaten einer Anzahl von Puniten find
a)r=2}b)r:6 } ¢) r=23 }d)?‘=101

P = 60° ¢ = 30° ¢ = 1800 ¢ = 270°f
@) r=25) f)r=65) g r=21 h) r =13
o =48°) @ = 135° ¥ = 300° @ = 240°

Weldges find die vechtmintligen Koordinaten? Bejtatige durd) Beidh=
nung der Punfte die Ridtigleit der arithmetifden Ergebnifje.

30) Stelle die Gleidung

a) y = mz einer durd) den Koorbinatenanfang gehenden Geradben
b) 22 -+ y2 = a2 eined auf ben Mittelpuntt bezogenen Kreifed
in Polarloordinaten dar.

31) Jn dem erften Quadranten bde8 Rreife8 224 y2 =9 ift die um
Bogen AB gehdrige Sehne gegogen, die den Punft A der z-Ucdhfe mit
bem Punit B der y-Udjfe verbindet. Welde8 find, mwenn bdie Ber-
lingerung von 0A al8 FNulllage de8 Jahritrahlesd betradjtet wird,

a) bie Polarfoordinaten von B jiiv den Punft 4 al8 Pol?

b) , » » O W e e e s

c; ” ” ve8 Qalbierung8puntted von A B fiir Punit 4 ald Pol?

d , , , ,
Wie lautet die Gleihung der Sehne AB in Polarfoordinaten:

o) fiir Punft 4 al8 Pol?

Hn, , o, ,

32) Trandformiere die Mittelpunitdgleidung ber EMipfe auf ein Polar-
foordinateniyftermn mit dem Mittelpunft al8 Pol und bder pofitiven
z-Adpfe al8 Nulllage ded8 Fabhritrahles.

Lojung: Segt man in der Elipfengleihung

22 g2
atp =1

L4 r » L4 0 » L4

& == rcos
y=rsing|’
. r2 cos2q | r2sin?@
fo erhdlt man 5 e — L
a?b?

folglidy r2

= aZsin? @ + b2cos? @
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Da sin2@ = 1 —cos2@ und a2— b2 = e ift, o exgibt {ih

. a?b? b2
Y = = —
a2 — e2cos? €2
4 1——cos?2@

a2

Den Husbrud %, . §. da8 Berhdltnid der Crgentrizitit gur grohen

Qalbadyfe Degeidhnet man mit & und nennt & bdie numerijde Cyzen-
trgitdt (im Gegenjag aur lineaven Gygentrizitit ¢). Durd) Cinfithrung
diefer Grige erhalten mwix

2
r: — 4

1—¢c2cos?e
al3 Polavgleidung der Clipfe fiir den Mittelpuntt ald Pol.

33) RKeite in derfelben Weife die Polargleihung der Hyperbel fitr den Wiittel-
puntt ald Pol ab.
Ergebnis: R B
&2¢cos2qp — 1
34) CStelle die Polargleidung der Pavabel firr ben Brennpuntt ald Pol auf.
Rofung: Nad) dber Definition der Parabel ift (Fig. 54)
PF=PB=AQ= AF+FQ.

Da nun AF —= p, FQ = rcosp, PF = r ift, {o erbalten wir

Big. 54. r = p-+rcosp
r(1—cosp) =1p

P = —-—p

T 1—cose

al8 Polargleidung der Pavabel fiirx den
Brennpunft ald Pol.

85) Wie heigt die Polargleihung der Ellipfe fitr den Brennpunit al8 Pol?
Ljung: AUud Fig. 55 ergibt fidh

r=Y(x+e?2+ 42
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Gliminiert man y aug ber Mittelpunitdgleidung der Elipfe
22 yQ
atTE="1
b2
o exhdalt man T pr (a2 — 22);
burd) Ginjeung biefes8 Werted unter der Wurzel mwich
2
ro= Vﬂ—l—Zew + e? —{—S—Q(a?—x?),
aljo r=— —2—1/3@2 (a2 —b2) + 2ex + a2(e2 + b?).
Mit Gilfe der fitr die Elipfe beftehenden Gleidhung
a? — b2 — e2
a4 ex

36)

erhalt man {dlieplidh P = a

Berjdyieben wir jest das Soorbinatenjyitem in den Brennpuntt F,,
fo it 3u fegen: '

r—=—2a —e

. a? + ex' — e? b2 4 ex’
und wir erhalten r = + . = "Z .

Gehen wir durd) die Subftitution o’ = rcos @ 3zu Polarfoordinaten
mit F, al8 Pol iiber, jo wird

b2+ recos@
r = -,
@
. b2
woraud fid) b2 "
r — —— _ e,
a— ecos @ e
1—2
~ oS
7
r—_ P
l—ecose

ald Polargleidung der Ellipje fiix den Brennpunft ald Pol ergibt,

wenn man unter p den uddrud b verfteht. Die Grdfe 2p Heiht Para-
meter der GEllipfe. “

Anmerfung: Gine befonders widtige nwendung findet die Polar-
gleidjung der Gllipfe in der ftronomie gur BVerednung der Entfernung
vont Geftitnen. Stehe Aufgabe 37!

Gntwidle in bderfelben Weife wie in Aujgabe 35 die Polargleihung
ber Hyperbel fir ben Brenupuntt ald Pol,

(Grgebnid: r — T:fngo; & ift bet der Qyperbel > 1, Det ber

Gllipfe <{1. Warum? Wie grof ift & fiir die gleidjjeitige Hyperbel?)
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37) BWie groh ift die Cntfernung ded Mars von der Sonne:

a) wenn der Mard der Sonne am nadften fteht (im Perifel)?

b) wenn der Fahritrahl einen X = 90° mit der grohen Uchfe der
Marsbahn bildet?

¢) wenn ber Mar8 von der Sonne am weiteften abftelt (im Aphel)?
Lojung: TNad) dbem erften Kep-

lerjden Gefege bejdjreiben bie

Planeten Ellipfen, in deren einem

Brennpuntt die Sonne fteht. Durd

aftronomifjdge Berednungen Iennt

man bdie grope Halbadje ber vom

Pard durchlaufenen Elipfe, nimlid)

a = 1,52 Grdweiten (1 Crdmweite =

149 Mill. Kilometer), {owie die nume=

ti{e Graentriitdt & = 0,0933 ber Mar8bahn. Jft F ihr Brennpunit

(Big. 56), fo ift F M ber Fahritrahl , und FA der Sonnenabijtand bdes

PMarg zur Jeit feiner Sonnenndhe, FB gur Jeit feiner Sonnenferne.
Aug der Polarvgleidung der Ellipfe fiir den Brenmpuntt al8 Pol

folgt fir o — 00:

N
T
b2 b2 a2 — e? e? .
—_— ——=— =aq- prend ——) = — &2
Da p=o e =a g a<1 a2> a(l £2) ift,
o erhalten wir a(l— g2
r—2
1—e¢
r=a(l4¢

r = 1,52.1,0933
r = 1,661 816 Grdmweiten

7 = rund 247,6 Millionen Kilometer jur Beit der
Sonnenndbe bed Pars.

38) Diefelbe Aufgabe fitx

a) die Grde (a = 1 Grbiweite, & = 0,0168)

B) bie Benus (¢ = 0,72 Erdweiten, ¢ = 0,0068) -

y) ben Jupiter (a = 5,20 Erbiveiten, & — 0,0483)
Nimm aud) ¢ = 60°, ¢ = 150°! -
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Neuntesd Kapitel.
Geometrijdye Orier.

§ 59. Analytijdje Betradytung der geometrijen Orter.

Gine niiglidge Anwendung findet die analytijhe Geometrie bei der
Grmittelung geometrijdjer Orter.

A. Der geometrijde Ort ift eine Gerabde.

1) Weldjes ijt der geometrijdje Ort fitr alle Punkte, die von zwei gegebenen
fejten Punften B und C gleide Entfernung Hhaben?

Rojung: Wahlen wir B C alg z-Udje und dag Lot in B auf BC
ald y-Udfe, fei ferner P einer bder gejuchten Punfte, bdie Strede
BC = qa, o ift (Fig.57)

PB = Va2 + y?
PC = V(ie—z)2+4+ »2

Vot = Va—or +

224 y? = a2 —2ux 4 1% 4 42

o
2
b. h. der gefuchte geometrijhe Ort ijt die Parallele sur y-Adje m

a
leftcmb E .

Bergleidhe dad Ergebnid mit bem aud der Planimetrie befannten.

2) Welched ift der geometrifhe Ort fiir die Spigen aller Dreiede vom
Snhalt J iiber berfelben Grundlinie BC = a?

8) Weldpes ift der geometrijhe Ort ber Spigen aller iiber der feftliegenden
Grundlinie B C = a ervidteten Dreiede, fiiv welde A B2 — A C? = d?
ift, wenn d eine gegebene Strede bedeutet?

Anleitung: Nimm BC ald z-Udjfe und die Mitte von BC ald
Koordinatenanfang.
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4) Jm Dreied ABC ift BC = a und X fonftant. LWeldhes ift der
geometrije Ort de8 Durdjjdhnitt8punited ber Hiohen?

8ofung: Jm A ABC fei P der Durdhfdnitt8puntt meier Hofen,
feine Soordinaten feien x und y in begug auf ein rediwintliges Syftem
mit B C alg z-Ad)fe, B ald SKoordinatenanfang.

Da 6 = 900 —B, aljp g0 = ctg B ift, jo ift
Y

= b,
aljo y = (a—ux)ctg B
y=— —actgf+ actgp,

b. h. der gefudhte geometrijhe Ort ift eine Gerade, die mit ber x-Adhfe
ben Wintfel 900 4 B bildet (worum?) und bie pofitive y-Ucdfe im Abs
ftand actg B vom Urfprung O jdneidet. (Siehe LL, in Fig. 58.)

5) Weldhes ift der geometrifhe Ort fitr die Mittelpunite der einbejdriebenen
Sreife be8 A ABC, in welem BC =aqa undb XS fonftant jind?

<86fung: Yy = xtg§.>

6) Die Grunbdlinie B C = a be8 A\ 4 B C liegt feft, die Spige A bemwegt {ich
auf ber Geraden y = ma + n. Weldje Linie befdhreibt der SHmwerpuntt
be8 Dreted8? ([ojung: eine Pavallele jur gegebenen Geraben.)

7) Welded ift ber geometrifhe Ort de8 Sdhnittpunftes einer Parabel-
tangente mit dem RQote, welded im Brennpunit auf dem zum Be-
tiihrung8puntte gehdrigen Brenmijtrabhl ervidhtet ift?

Rojung: Sei P’ ein beliebiger Punft der Parabel y2 = 2p s, jo
lautet bie Gleidung ber in P’ gelegten Tangente:
yy = pl@+2)y. . ... o0, €))

Baver u.v. Yangledben, Geometrie f. Realanftalten. (Dbetituffa.) 18
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Die Gleihung ded Brennftrahled FP' ift

—y 4 @)
- Y \rx— = e e e e e e e e
y ﬁ—x’<' 2

2
folglid) die ®leidung de8 in F auf dem Brennftrahl erricjfeten Qotes

Begeidnen wir nun die Koorbinaten ded Sdnittpunited von Tangente
und Lot mit £ 1, o erhalten wir aud Gleidung (1) und (8):

ny = pE+2)

alfo petpd =2e U opyol

Der gefudite geometrij@e Ort ift alfo die Leitlinie,

8) Weldes ift ber geometrije Ort bes @@nittpunfte@ aweier Parabel-
tangenten, die aufeinander jenfredit ftehen?

(Ebiung: £=—2, alfo bie BeitIinie‘>

9) Auj dem Mittellote im Punite O der Strede BC = a bemwegen fid
awet Punfte P, und P, nad) derfelben Ridtung, fo dah itmmer OP
= 20P, ift. Welded ift der geometrijdje Ort fiir den Sdnittpuntt
Der beiben Geraben BP, und CP,?

a

(Rdjung: 2 = —5 V= 0, aljo eine Parallele zum WMittellote

im Abftand — %, wenn dad Mittellot al8 y-Adfe, die Mitte von B C

al8 Soordinatenanfang und BC ald z-Adje gewdhlt wird. Benuge
die Form der Abjdnittdgleidhung fitr die Geraden P,C und P, B!)
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B. Der geometrifde Ort it ein Kreis.

10) Gine Strede AB — a bemegt fid) o zwifden den Koordinatenadjen,

11)

12)

ba ihre Cnbpunite 4 und B ftet3 auf den Adhjen Hergleiten. LWeldes
ift ber geometrifge Ort fitr die Pitte der Strede?

Lofung: Begeidnen wir die Koordinaten des Mittelpuntied M mit »
und y (Fig. 59), fo ift nadh) einem planimetrijen Rehrjage, dba M bie
Mitte der Hypotenufe a ift,

OM — AM,
a
afo Va*+9t = 5
a\?
a2 + ?/2 - <§') ’
5. §. M bewegt fid) auf einem
Qreife mit dem Mittelpuntt O und

dbem Radiug % .

Belded it in der vorigen Nufgabe der geometrijde Ort bed Schwer-
punfted be8 N AO0B?

[Qﬁfung: 224y = (%)2]

Jm Dreted ABC liegt BC = a feft. Ptan foll ben geometrifchen
Ort fiir bie Spige A juden, wenn

a) AB*+ AC2 =

b) AB:AC = m:n ift.

(Mnleitung: Nimm BC al8 z-Udfe, die Mitte von BC al8
Soordinatenanfang.)

13) Weldes ift ber geometrijfe Ort fiir bie Spigen aller Dreiede, die iiber

14)

15)

BC = a al8 Grunblinie erridjtet den S o an der Spige Hhaben?

(Unleitung: Nimm BC ald z-Adfe, die Witte von BC ald

RKoorbinatenanfang.)

(Grgebnis: z2-4y2—ayclga :(-%

Weldges ift der geometrifche Ort 'fﬁr die Mitten aller Sehnen von der
Rénge 21 in dem SKreife (x— a)? + (y — b)2 = r2?

LWeldjes ift der geometrijge Ort fiir den Sdnittpuntt der Hohen aller
Dreiecte, weldje die fonftante Grundlinie BC = a und den fonftanten
Winfel a an der Spige Haben?

2
) , aljo ein Kreis, Wie liegt ex?)

18*
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Lijung: Wahlt man BC ald z-Adfe, B ald Urfprung ded Koor-
dinateniyftems, fo it (Fig. 60)

Y Y
tgal_—a7~—x, tga2=—x—--
— g} tgo, +igay
a nun P _—
D o + oy = a ift und g« 1 —tge i’
fo echalten wix

y Y

. a—m+x
W= e
z (a — )
2y + yla—zx)
tgo = 4 T IO L)
T R R

ay

tgo = S—
g axr—x* 4 y?

ax—zx2t+y2—=aclgo.y
a \2 a 2 g2
<x—§> 4+ <y + Ectg oc) = Z(l + ctg? )
a\? a 2 az?
<w—§> —{—(y T3 a> — isinta’
Dexr gejudyte geometrijhe Ovt ift alfo ein Kreid mit dem Radius

r = —2%, (d. §. gleih bem Rabtud bed Umfreijes de8 A ABCY)

und den Wtittelpunitdioordinaten <%; —-%ct_q oc). Sonftruiere ihn,
indem du beadjteft, dap dad Stiid Hed Mittelloted auf B C von dex
Ptitte diefer Seite bi8 sum Mittelpuntte ded Umireifed — e

2
BWarum?

16) Weldes ift ber geometrijfe Ort fiir diejenigen Punite, von benen {id)
Zangenten von gegebener Ldnge ! an einen gegebenen Kreid 3iehen laffen?

ctg o ift.
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19) Jm AABC liegt BC = a feft. Vtan foll den geometrijhen Ort fitr
bie Mitte von A C juden, wenn A B die fonjtante Range ¢ Hat.

18) Weldes ift der geometrifhe Ort fiir bie Mitten aller Sehnen eines
gegebenen Rreife8 K, die verlingert durd) einen auBerhald e RKreifes
gegebenen Puntt C vom Mittelpunttdabitand d gehen?

(Unleitung: Made KC gur z-Adfe, K gum Soordinatenanfang.)

2
Lofung: <ac — g>2 + 2= <g> , aljo ein Kreis, Konftruiere ihn!

C. Der geometrifde Ort ift eine Parabel.

19) Bon einem Dbewegliden Punft P ijt auf die Gerade L Hag Lot PA
gefdllt und an ben Rrei8 K bdie Tangente PB gegogen. Weldhes ift
ber geometrijde Ort fiix P, wenn P4 = PB fein joll?

20) Den geometrifhen Ort ber Mittelpuntte aller Kreife su judjen, die
eine gegebene Gerabe L unbd einen gegebenen RKrei8 K- betithren.

Unlettung: Falle von K da8 [t KA — a auf L und made A
gum Urfprung eined rechtwintligen Syftems, AK gur z-Adhfe. It r der
Radiud bded gegebenen Kreifed, fo erhalt man al8 Grgebnig die Parabel
y? = 2(a+r)z—a2 ZTrandformiere {ie auf die Sheitelgleihung!

21) Den geometrifdhen Ort dber Mittelpuntte aller Kreife u juden, die durd)
einen gegebenen Puntt F gehen und eine gegebene Gerade L berithren.

Unlettung: Fille von F da8 Qt FA — p auf I, made 4 jum
Urfprung und AF gur z-Acdjfe eine8 redjtwintligen Koordinatenjyftems.

Grgebnis: Die Parabel y2 = 2p <w—%>

22) Weldged ift der geometrijhe Ort der Mitten aller Sehmen, die durd
ben Brennpuntt einer gegebenen Parabel gehen?

23) Gefud)t der geometrijdje Ort ber Halbierungdpuntte aller Brennitrahlen
einer gegebenen Parabel.

24) Gejudt der geometrijfie Ort der Halbierungspunite aller Normalen
einer gegebenen Parabel.

23) Bon einem Punite P find Sefanten nad) einer gegebenen Parabel
geogen. Weldyed ift der geometrifhe Ort der Palbierungdpuntte bder
entitandenen Sefhnen?

26) Der Sdjeitel 4 des redhten Winfeld eines redtmwintligen A ABC liegt feit,
bie Ede B verjdjiebt fi§) auf einer Geraden L o, dah die Yypotenufe
BC auf L fenfredit jteht. Weldes ift der geometrijfe Ort fiix C?

Anlettung: Fille von A bad Lot AD = p auf L und made A
aum Soordinatenanfang, die Ridtung DA ur z-Adfe. Pian findet
y?2 = pz, aljp eine Parabel.
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27) Jm Puntt M der Parabel ifi die Novmale M P 6id um Durd)jdnitisd-
punft mit ber Acdhfe gezogen und in bdiefem Punft P auf der Adjfe
ein Rot PQ = MP erridhtet. Weldjed ift der geometrijfe Ort fiix @,
wenn {i) M auf der Parabel bewegt?

28) Die Spige A de8 AABC bewegt i) auf einer Paralelen ur fejt=
liegenden Grundlinie BC. LWelded ijt der geometrijfe Ort ded Durd)=
fdnitt8puntte8 der Hihen?

D. Der geometrifdje Ort it eine Ellipfe.

29) liber der Strede BC = 8 find Dreiede von fonftantem Umfang
u = 24 erridhtet. Weldhed ift ber geometrijde Ort aller Spigen?

Rijung: Wahlt man B C ald 2-Adjle und ifren Halbierungdpuntt O
al8 Soordinatenanfang, jo ift (Fig. 61)
=yt (z+4) =yt a2+ 8z +16
b2 = y2 4 (4 —2)2 = y2+ 16 — 8z -} x2

2—b2 = 16«
(c+b)(c—0b) = 16x;
aber aud) c+bta=u
ct+b=u—a
¢+ b= 16,
alfo c—b=u;
aud c+b:16}
c—b=u
folgt c=8+§
b= 8-—%;

ba nun y2 = b2 — (4 — )2,
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2
o ift Yt — (8—%) — (4 —a)
32
2 — _—
y —4:8 41

322+ 442 — 192

a oy

61748 =
b. h. ber gefudpte geometrijthe Ort ift eine Cllipje mit den Halbadjfen
a =28, b=4Y3.

L

30) Bwijden den Ad)fen eines redhtwintligen Koordinateniyftems gleitet eine
Strede AB = a jo, baB fidh ihre Cndpunite {tet3 auf ben Ucdjen
bewegen. Weldje Kurve befdjreibt ein Punit, der die Strede im Ber-
hiltni8 2:8 (m:n) teilt?

31) Den geometrifhen Ort fiir die Spigen aller Dreiede iiber der fonftanten
Grundlinie BC = a zu juden, in denen

a) =2y, b)tgp.tgy = (bgw. m) ift.
32) Weldjes ijt der geometrijdhe Ort der Spige A eined Dreieds iiber ber
gegebenen Grundlinie BC = a, wenn da8 Quabrat iiber ber Hohe 4 D

boppelt o grog ift al8 ba8 Nedjted aus ben Hihenabidnitten ber
Grundlinie?

33) Jn einem Kreife K bewegt fich) eine Sehne parallel u einer Geraden L.
Welded ift ber geometrijhe Ort bed Punite3 P, ber die Sehne im
Berhaltnid 2:3 (m:n) teilt?

Anleitung: Pade dag Lot von K auf L zur z-Udje, K jum
RKoordinatenanfang.

34) (ber der grofen Udhfe einer Glipfe find Dreiede bejchrieben, bderen
Gpigen auf der Glipfe legen. Welded ift der geometrijje Ort desd
Durd)idnitt8punited der Hohen?

35) Jn dem beweglihen Punit P einer Gllipfe ift die Tangente gegogen
und big gum Sdmitt M mit ber Ileinen Acdhje verlingert. BVon M aus
ift auf den Brennfirahl F, P ba8 Lot M Q gefdllt. Weldes ift ber
geometrije Ort fiir Q7

36) Welches ift ber geometrifde Ort ber Mittelpuntte aller Kreife, die durd
ben Puntt P (0; 3) gehen und den gegebenen Kreid x2 4+ y2 = 25 von
innen berithren?

Crgebnis: Die Clipfe mit den Halbadfen 2 und § und ben
Mittelpunttsfoordinaten 0,3
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E. Der geometrifde Ort it eine Hyperbel.

37) Die Seite BC = a eined Dreiedd liegt feft, wihrend die Spige 4 fidh
fo bewegt, bah y = 24 ift. Weldje Kurve bejdyreibt A?

38) Weldes ift der gedmetrijfhe Ort der Spigen aller Dreiede mit ber
fonftantenn ®runblinie 2a, wenn bdie Differeny der beidben anberen
Geiten bdie fonftante Grdpe 2d Hat?

39) Gin Punft M Hat von einer Geraben L ben Abjtand a. Welded ijt
der geometrije Ort aller Punfte, deren Entfernungen von L und M
fi wie 1:2 (2:5) veralten?

40) Welded ift der geometrifdhe Ort der Mittelpuntte aller Kreife, bie einen
gegebenten frei8 K vom Rabdiud r von auben berithren und durd) einen
in der Gntfernung a von feiner Peripherie gelegenen fejten Punft P
gehen?

F. Der geometrifde Ort ift eine Surve hoherven Grades.

41) Weldhes ift der geometrijdhe Ort fitr alle Punfte, bie auf den durd) ben
Gndpuntt eined8 SKreiddurdymefiers gegogenen Sefanten o liegen, dah
ihr Abftand vom Schnittpuntt der Sefante mit bem Kreid glei) bem
Rabdiugd ijt?

Lofung: Seien (Fig. 62) = und y bdie Koordinaten eined beliebigen
Punttes P der gefuchten Surve, » unbd v diejenigen von B, fo ift die
Gleidung der Sefante O P:

Die Koordinaten von B miiffen bie Kreidgleidhung

@—r2tyr=r
Befriedigen, aljo ijt

(u—r)2+ o2 =12

5.5 wr—2rute2=—0 . - « - - . . . - (@)
Aus der Gleihung (1) und (2) ergibt fidh
2ra? _ 2ray

ot TTarg
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42)

Da PB = r ift, jo folgt
= (o —u+ (y— o)

Nad) Umformung der Gleifung ergibt fich
L (o2 y2—2ra) = r2 (a2 + 42)
al8 Gleidung bde3 gejuchten geometrijen Orted fiix P.
Das eben behanbelte Beifpiel fithrt zu einer interefjanten Ldjung ber
Aufgabe, einen gegebenen WinTel in dbrei gleide Teile u teilen.

Sei (Fig. 62) X C 0 X = o der ju teilende Winfel undb X COP= g—, fo

mup die Parallele durd) A (beliebig auf 0X) 3u 0 C bdurdy P geben,
ba 8 =XAB0A = 2w, alfp, wegen bes gleihidentligen A ABP,

aud) 0 = —g = % ift. Die Lage ded Punited P ift alfo durd wei
geometrifhe Orter bejtimmt:

1. Die Kurve I (graphijde Darftellung von Gleidung I fiehe Fig. 63).
2. Die Parallele von 4 jum Shenfel O C be8 K.

Anmerfung: Bur rafderen udfiifrung der Dreiteilung wverfertigt
man fi) am beften ein Miodell mit einem Stift, der bdie Kurve I
medjanifd) befdreibt.

Gefudyt ber geometrife Ort aller Punfte, fliir die dad Prodbuft ber
Gntfernungen von 3wei gegebenen Punften F, und F, bdie fonftante
Grifge m? fat.
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(Bur fbfung: Sege FyF, — 2¢; man erhdlt die {ogenannte
Caffinijdge Kurve vder Caf{inoide. Betradte aud) den befondberen
Fall a) m = 2¢, b) m = ¢, lepterer fithrt gur Lemnisate.)

43) Gefudht ber geometriffe Ort filv die Fuppunite aller Lote, die vom
Sdnittpuntt 4 ded Kreife8 22 + y2 = r2 mit der z-Acdhfe auf bie
in ben Rreidpuntten gelegten Tangenten gefallt werben.

Bur LWwfung: Die gefudte SKurve Beiht FuBpunft8iurve bed
freifed in begug auf den Punit A odber Karbdioibe.

44) Diefelbe Aufgabe wie in Nr. 43, nur jtatt de8 Kreifes

22 ,7/2

T =1

a) bie Gllipfe
2 2
b) bie @qperﬁe[%—% =1
und ftatt deg Puntted A den Mittelpunit O ded Kegeljdynittes.

Behntes Kapitel

DishulTion der allgemeinen Gleidung IL Grades.

§ 60. Die aligemeine Gleidjung der Kegeljdynitte.

I. Die allgemeine Funition II. Gradesd
A2+ 2By + Cy2+2Dx-2Ey+F—=0. . . (1)
ergibt in graphijder Darftellung eine Kurve, deren Geftalt von bden SKoeffi-
sienten ber ®leifung abhangig ift. Dreht man dasd gugrunde gelegte Koor-
dinateniypitem um einen Winfel o, o ift su jegen
x — x' coso. — y' sin o
y = a'sina+ y'cosa,
wenn ', y' die laufenden Koordinaten einesd Survenpunited, bejogen auf das
neue Syftem mit dem Urfprung 0’ bedeuten. Ptan erhdlt darum
A (2 cosoe — y' sin@)? + 2B (2 cosoe — ' sin o) (' sin e + y cos 0\

+ C(a'sina+y'coso)2+ 2 D (w'coso.— y'sinee) + 2 E («'sin 0.4y’ coser) —{—FI T
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Hieraud folgt:
(A costo + 2B sinocoser + Csin?e) 2’2 -+ 2 [B (cos?o — sin? o)
—(A— C)sinos cosot] 'y’ + (Asin2oe—2 Bsinos cosos+ Ceosa?)y' (=0 . (2)
+2(Decosow + Esino)a’ + 2(Ecosoe — Dsina)y' + F

Wahlt man nun Ko fo, dah der Koeffizient von 2'y' verfdmwindet,
o wird
B (cos2oe — sin20) — (A — C) sinecosoe = 0,

9. 5. Bcos 2oc—A;

2B
v ey IR (3)

Aus biefer Gleidhung laht fih ber Drehungdwintel o berednen. Durd)
Ginfegung der Werte von sine und cosor in Gleidhung (2) nimmt bdiefe bie
Sorm an

.sin20 = 0

tg2a =

Ax2+Cy2 42D +2Ey +F=0. ... (4
II. Ber{djiebt man dad Adheniyitem, auf weldes Gleihung (4) begogen
ift, pavallel zu fid) felbit, Jo ift su jehen
2 =E&+ua
¥y =n+b,
wenn @ und b bdie Koordinaten be§ neuen Urfprunge8 undb & und u bdies
jenigen eined Dbeliebigen Puntted der Kurve, begogen auf dag neue Spjtem,
bedeuten. Die Gleihung (4) nimmt dann die Form an:
A+ CE+2(4da+ D)E42(C'b + E’)q}

+ d'az+Cb2+2D'a+2Eb+ F =0 - ®

Disfuffion ber Gletdhung (5).

1) Sind 4’ und €' = 0, fo laflen fi) @ und b fo wihlen, dap bdie
Roeffizienten der linearen Glieber & und n verfdminden. In bdiefem

Falle ift
D E

a — — I, b = —?/

und Gleidung (5) er{deint in der Form
AgE+B9p2=N . ... ... ... (6)
twobet
D | E" .
N_T—l—Ff——F ift.

Fiir N find nun die drei Fille moglich:
N>0, N=0; N<O
Wir betradjten fie ber Reihe nad).
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a) N > 0.
Gleichung (6) bedeutet dann

) eine Gllipfe, wenn A’ und C' dasfelbe Borzeichen haben twie N.
(Sonberfall: Rreis, wenn 4' = ('),

B) feine reelle Kurve, wenn A’ und C’ dem Borgeiden von N
entgegengefepte, aber unter jid) gleide Beidjen Haben;

p) eine Hyperbel, mwenn A’ und O’ entgegengefegte BVorzeiden
haben.

b) N=0.
Gleidung (6) ftellt dar

o) einen Punft (Koordinatenanfang), wenn A" und ¢’ gleides
Borzeichen Haben;

B) ein Geradenpaar, dad f{id) im SRKoordinatenanfang fdneidet,
wenn A’ und C’' entgegengefested Borzeiden Haben.

e) N <O
Pan erhdlt diefelben geometrifden Gebilde wie im Falle a).
2) 3t A' =0, C' = 0, o lautet Gleidung (5):
C'n242D'E+ 2(Cb+ENy+ C'bv2+2D'a + 2E'b + F = 0.
Hierin fann D' = 0 oder = 0 fein.
Griter Fall: D' = 0.
Pan fann dann o und b jo wdhlen, dak
Ch+E =0; Cv»+4+2Da+2Eb+F=0
wird, Gleidung (5) nimmt daburd) die einfade Form an:
7= — 2%-5.
Gie ftellt eine Parabel vor.
Bweiter Fall: D' = 0,
Gleidung (5) gebt dann iiber in
C'p242(Cb+ENn+ C'b2+2Eb+ F = 0.
Diefe quadratije Gleidung liefert fiix n zwei Werte, n = k und

n = 1. Kegtere Gleifungen bebeuten analpiij@ jswei zur &- Adfe
parallele Gerabe,

3) Jt €' =0, 4’ =0, fo exhalten wir in GleiGung (5):
a) eine Parvabel (um 900 gedreht), wenn E' < 0,
b) 3wei jur n-Adfe parallele Gerade, wenn E' = 0.
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III. Die in Abfag II Detradyteten drei auptidlle lajjen erfennen, dah
die Geftalt der burd) die allgemeine Gleidung (5) dargeftellten Kurve mwefent-
lid) bavon abhingig ift, ob dad Prodult A’C’ gleidh Null oder von Null
verjdieden it ‘

Durdh) Einfegung der Werte von A’ und €' ausd Abfag I ergibt fid)
A C' = (Acos2oc + 2B sin a cos o 4 Csin%c)} L™
. (A sin?oe — 2 B sin o cos a@ + C cos? &)
Durd) trigonometrijhe Umformung erhalten wir fiir den erften Klammers
augbdrud
A = Acos?o + 2Bsino cosoe + Csin2e

= Acosto. -+ C(1— cos?et) +2Bsin 2w

= cos?0 (A — C) 4+ C + Bsin 20

1—}—0032@ A—0C)+ C+Bsin2a e ®

.—_A200032a+ tC + Bsin2a

Jn entfpredjender Weife finden mwir fiix den zweiten Klammerausdbrud

in (7):

-9

C' = Asin?e—2Bsino coso + Ccos?o
= A%O — A; cos20 — Bsin2o0
Bithre den Nadjweis!

Wit Beriictfichtigung von Gleidung (3), Abjag I

2B
tg 200 — 10
ergibt fich
1 A—C
0820 =— —= = _ .= _
Vi+t220  Y(A—C)+ 4B
sinZoc——wi'q“ 2B

Vitie2a VA—Cri4iB®

Durd) Einfegung bdiefer Werte in bdie Gleidungen (8) unbdb (9) er-
halten wix

24 = A+ C+Y(A—Cy + 4B
2¢' = A+ C—VY(A—Cr+ 4B
4A'C = (A+ 0)2—(4—C)2—
AC = AC—B: . . . . ... . . (10)
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Aus diefer Gleidjung ziehen wir bie widtigen Folgerungen:

o) Jit AC— B2 > 0, jo haben 4 und C gleidjed Borzeiden, bie
allgemeine quabdratije Gleidhung (1) ftellt alfo eine Ellipfe (Kreis),
einen Puntt ober fiberhaupt Fein veelled geometrifdes Gebilde dar
(fiehe II, 1).

B) it AC — B2=0, {o ift entweder 4’ vder C' =0, bdie Gleidung (1)
jtellt alfo eine Pavabel oder ein paralleled Geradenpnar dar (fiehe II,
2 und 3).

y) St AC — B2 <0, fo haben A’ und C’' verjdjiedenes Borzeichen,
bie Gleidung (1) ftellt aljo eine Hyperbel ober zwei fid) jdjneidende
®eraden bar (fiehe II, 1).

§ 61. Aufgaben zur aligemeinen Gleidung der Kegelidyuitte.

1) Welde Kurven ftellen die folgenden, auf ein redjtwinfliged Koorbinaten-
yftem Degogenen Gleidungen bdar:

a) 22 4+ zy — 2 b) s24+zy+ 42 =5
e) zy =— 3 d) 22—y +y2 — 13
e) x+zy—2y = 12 f) 22—ay+9y2 =7
g) Ve—Vy =2 h) Vo +Vy =12

2) Gbenfo die Gleidjungen:
a) 1322+ 10zy + 13492 —82x— 98y 4+ 157 = 0
b) 1722+ 8122y 4+ 1082 4 602z 4 1080y + 900 = 0
e) y?—4zy+bHx2—6y + 132410 =0
d) 822 —4zy+y2+162—6y+5 =0
e) 422 —4xy+y24+122—6y+9 =0
f) 422 — 42y + 924 122—6y4+10=0
g) dat—dxy+y2—2—2y4+7 =20
h) 222 —2zy 4+ y2—32—385 =0
i) 22— bay +4y2+24+2y—2=207

Grmittele in den mbgliden Jallen die Mittelpunftdgleidhung bdes
RKegel{dnittes.






