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$Der vorIiegenbe .sEanb entljält ben gefamten geometrifdjen 1Stoff 
für Me Dberflaffen ber mealanftalten. ~infidjtIidj ber aUgemeinen 
@runbfäte, nadj benen er bearbeitet wurbe, verweifen wir auf ba~ 
morwort öll .sEanb I unb II ber Unterftufe. 

$Die mOriibungen in ber ~tißouomehie, Me vieUeidjt mandjem 
~adjgeno1fen öu umfangreidj erfdjeinen, foUen ben ISdjüler fo weit 
förbetn, bab er bie mbleitung ber ~ormeln, bie ja inljaltlidj mit ber 
betreffenben morübung übereinftimmt, felbftänbig finben fann. mieUeidjt 
fällt e~ auf, bab trot) ber meformvorfdjläge fo öaljIteidje $DreieCf~~ 

aufgaben, § 28, 29, 30 unb 31, gebradjt werben. $Dief e finb aber 
unfere~ ~radjten~ ein au~ge~eidjneter Übung~ftoff, öumal wenn man 
iljre ~rgebniH e lllanimetdf dj beutet. 

$Die mbleitung ber ~eteomettird.ieu ~ormeIn weidjt völlig von ber 
fonft üblidjen ab. ~abt man nur Me erften ~ormeIn in~ muge, fo füljrt 
ber @runbfat be~ ~avalied öweifeUo~ leidjter unb rafdjer öum 3ieL 
3u einem anberen ~rgebni~ aber fommt man, wenn man bie @efamtljeit 
ber ftereometdfdjen Snljalt~formeln betracf)tet unb bie .sEuntfdjeCfigfeit 
ber gebräudjHdjen mit ber ~inljeitIidjfeit ber ljier burdjgefü~rten ~b::: 
leitungen vergleidjt. ~erner tritt bie ID1et~obe, einen ~ert baburdj öu 
beftimmen, bab man iljn von beiben lSeiten eingrenöt, ljier nodj beut::: 
lidjer öutage al~ bei ber .sEeredjnung ber 3aljl TC, $Diefe vertiefte ~r::: 

fenntni~ be~ ~efen~ ber von mrdjimebe~ fo meiftedidj geljanbljabten 
~bljauftion~metljobe fowie bie ~infüljrung in bie grunbIegenben @e::: 
banfen ber flläter öu beljanbelnben Snfinitefimalredjnung bebeuten 
unfere~ ~radjten~ einen wefentHdjen @ewinn für ba~ matljematifdje 
$Denfen be~ ISdjüler~. 

$Die r.,~ätird.ie ~tißouomettie wurbe au~füljrlidjer beljanbeIt, aI~ 

e~ nadj ben Eeljrlllänen notwenMg war. ~enngreidj bie ~ntwiCfelung 
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ber iYormeln ber fpljärifdjen :trigonometrie ben entfpredjenben me::: 
tradjtungen in ber ebenen :trigonometrie fo uerwanbt ift, bab fie faft 
aI~ m.\ieberljolung gelten fann, fo bereitet bodj anbererfeit~ iljre ~n::: 

w enb un 9 befanntermaben grobe eldjwierigfeit. m.\ir ljoffen baljer, ben 
~erren Sl'ollegen mit ber au~füljrIidjen meljanbfung biefe~ @ebiete~ 

unb mit ben aaljlreidjen iYiguren au~ ber aftronomifdjen @eograpljie 
einen wiIIfommenen ~ienft erwiefen 3u ljaoen. 

~ie 4U4Ct)tifdje ~eoUtdtie ift meift in iYorm uon ~ufgaoen oe::: 
ljanbeIt, um ben eldjüler aur feI6ftänbigen Böfung audj ber ~OIeitungen 
anauregen. ~ie planimetrifdjen metradjtungen bei ben Sl'egelfdjnitten 
fönnen, wenn bie Seit mangelt, leidjt übergangen werben, ba fie in 
ft)ftematifd)er meljanbfung in bem für bie ~rima 6eftimmten (hgänaung~::: 
banbe wieberfeljren, ber neben ber ~ifferentiaI::: unb Sntegralredjnung 
unb ber barftellenben @eometrie nud) bie ftJntljetifdje @eometrie ber 
Sl'egelf djnitte entljäft. 

~uf bie in § 59 (geometrifdje Üder) beljanbelte ~ufgabe ber ~rei::: 
teilung be~ m.\infeI~ bürfen wir uielleidjt bie ~ufmerffamfeit ber Sl'ollegen 
fenfen. 

iYür Me uortrefffidje ~u~ftattung be~ mudje~, bie aud) bie~maI 

fidjet biefellie rüljmenbe ~nerfennung finben wirb wie bi~ljet, fpredjen 
wit bem merInge unferen Iiefonberen ~anf au~. 

(EaffeI, im Wl-äq 1913. 

~. ~4uer. ~. VOU ~4udebeu. 
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Qlrffer ~eir: ~ranimett'ie. 

@;tfte~ .RalliteL 

~i.e ~'C'a:nßtt .e'C'fll:l.en .ein.eß ~'C'.ei.emß+ 

§ 1. ~ie 2e~tfäi1e be~ 9Renelau~ unb be~ (teba. 
18eaeicf)nungen: 

~ine ®erabe, Me bie @leiten eine~ ;t)reiecf~ obet igte 
metfängerl,tngen fcf)neibet, geiut . . . . . . . . ~ranöbetfale. 

®egt fie butcf) eine ~cfe be~ ;t)teiecf~, fo geiut fie. . (Mtranöberf ale. 
;t)ie fecf)~ @ltrecfen oon ben btei ~cfen be~ ;t)reiecf~ bi~ au 

ben @lcf)nittllunften ber %tan~oerfalen geiUen. . . Settenatifdjnitte. 

2e~rfa~ 1. Sa~ beB IDlenefanö. 
,3'ebe ~ranöberfale fdjneibet bie Seiten eineö ~reiecfö fo, baij 
bie \l3robufte auö je brei nidjt aneinanber ftoijenben Seiten::: 
atifdjnitten gleidi finb. 

;t)ie %ran~oerfale fann awei 2agen gaben. 
A ~ig. ta. 

18auer u. v. ~an;r;(eb en, <!leomettie f. 9lealanftalten. (Oberftufe.) 1 



2 (itfteß stalliter. ~ie Sttanßlletfalen eineß ilniecfß. 

}8ef)auptung mig.1a u. 1 b): 

BX. OY. AZ = XO.YA.ZB 

BX OY AZ 
ober X 0 . Y A . ZB = 1. 

§ 1 

mnleitung 3um }8eweife: ~a bie }8elJauptung ll3erlJältniffe entf)ält, fo 
wirb ficI) ber }8ewei~ vermutlicI) burcI) mnwenbung ber \ßroportionaffätr 
ober burcI) %cgnHcI)feit von ~reielfen, wooei Me in ber }8elJauptung vor
fommenben 6trelfen mbfd)nitte, b3W. SDreielf~feiten finb, fügren laffen 
~emgemäb ift burcI) eine ber brei (Elfen bie \ßaraUete 3ur ®egenfeite alt 
3ief)en, 03W. finb von jeber ber brei (Elfen Me 6enfrecI)ten auf Me stran~. 
verfate au fäUen. 

}8ewei~ 1: BX ZB 
XO - OD' 

~urcI) 9Jlultiplifation erlJäIt man: 

d? / 
7' 

, , 

// 
B 

, " ( 0 

BX OY ZB 
XO· YA - AZ 

~ BX OY AZ -1 
ouer X 0 . Y A . ZB -

ober B X . OY . AZ = X 0 . Y A . ZB. 

ig. 2a. 



§ 1 :Iite 13elixfitlle bel! ~enelauß unll bel! @;eDa. 3 

~ewei~ 2 mig.2a u. 2b): 

CY dg 

YA =a:' 1 

SDurdj IDMtiplifation erfliiIt man: 
B X C Y A Z d2 dg d1 

XC' YA' ZB = dg 'd1 'd2 

ober B X . C Y . AZ = 1 
XC YA ZB 

ober BX. CY. AZ = XO. YA.ZB. 

2e~rfll*! 2. SIl*! be~ (tellll. 
~rei burdj eiueu l,ßunft ge~enbe ~dtrlln~llerflllen eineß ~rdedß 
fd)neiben bie ~reiedßfeittn fo I bllU bit I,ßrobufte IlU~ je brei 
nid)t Ilneinlluber ftouenben Seitenll~fdjnitteu gleidj finb. 

~eljauptung (~ig. 3a u. 3b): j}tg.3a. A 

BX.OY.AZ=XO.YA.ZB 

BX CY AZ 
ober X O· Y A . Z B = 1. 

mnleitung 3um ~eweife: Will 
man ben Saß be~ IDtenelau~ 
oenußen, fo mUffen B X unb 
XC Seitenaofdjnitte werben, B 
bager muf:! B C eine SDreiecf~feite unb XP bie 5tran~tJerfale fein. mlfo ift 
entweber SDreiecf B Y C ober SDreiecf B Z C al~ ba~ SDreiecf 3u oetradjten, 
ba~ burdj bie 5tran~tJerfale XP gefdjnitten wirb. Wenbet man nun ben 
Saß be~ IDtenerau~ 3. ~. auf ba~ SDreiecf B YO an, fo feljlt baß in 

ber ~eljauvtung tJodommenbe merljiiItni~ ~!. Um biefeß metljiiItn~ 
dU erljarten, muf:! man ben Saß beß IDtenelau~ ./ludj auf baß SDreiecf 
B Y A, gefcf)nitten burdj bie 5tra~tJetfare ZP, anwenben. 

~ewei~: BX OA YP 
XC' AY • PB = 1, 

AZ BP YC 
ZB • Py' OA = 1. 

~urdj IDtuItipIifation erljiilt man: 
BX fut y.p- AZ 1H? YC _._._._._._ = 1, 
X G AY P-B. Z B ;P:y- -fut 

BX GY AZ 
XC' YA • ZB = 1. 

1* 



4 § 1 

ijig. Sb. 
z 

Umfe~rungen ber l5ä~e be~ IDlenelau~ unb be~ (,teoa. 
}illerben bie Seiten eine!3 S)reieCf~ AB 0 in X, Y, Z fo gefdjnitten, 

bal! ~ ~ . ;~ .. ~; = 1 ift, fo liegen bie brei I5djnittvunfte X, Y, Z 

in einer @eraben, ober e~ fdjneihen fidj bie au ben I5djnittvunften 
ge~enben brei (B;Cftran~oerfalen A X, B Y, 0 Z in einem jßunfte, je 
nadjbem bie Wnaa~I ber äul!eren ober bie ber inneren Sdjnittvunfte 
ungetabe ift. 

)8etoei~ (inbireft): I5djnitte bie burdj Y unb Z lieftimmte @erahe, liato. bie 
oon A a~ hurdj ben I5djnittvunft oon B Y unb OZ geaogene ~" 
tran~oerfale bie l5eite a nidjt in X, fonbern in X', fo toäre 

BX' OY AZ BX OY AZ 
X'O' YA . Zif = (1 =) XC' Y.A' ZB' 

BX' BX 
':K'O - XO· 

S)~ ift unmöglidj, toeil eine I5treCfe B 0 nur burdj einen jßunft X 
innen ober aufJen nad) einem lieftimmten mer~äItni~ geteilt toerben fann. 

mufgalien: I. inenelan~. 
1. )8etradjte ben SonberfaU, in hem bie i:ran~oerfale ber l5eite a varaUeI ift. 
2. a) .8eidjne ein S)reiecf au~ a = 4,5 Cll, b = 2,7 Cll unh c = 5 Cll, teile 

AB im mer~ältni~ 3: 10, A 0 im mer~äItni~ 2: 3 unh oerliinhe Me 
i:eilvunfte Z unb Y. }illie teilt bie i:ran~oerfale ZY bie 6eite B O? 

b) 3n ber (B;liene be~ S)reieCf~ AB 0 fou bie (B;ntfernung be~ jßunfte~ 0 oon 
bem in ber merlängerung oon B 0 liegenben unaugänglidjen jßunfte X 
feftgefteUt toerben. S)aau 1)at man bie jßunfte Z unb Y auf .A B, liato. 
A 0 liefhmmt. bie mit X in einer @eraben liegen, unb Me I5treden 
AZ = 7, ZB = 18; BO = 19, OY = 6 unb YA = 21 gemeffen 



§ 1 Slte ilelitfiille beß Wlenelauß unb beß (§:eva. 5 

3 m I b' r,:,;: ' C' a\' ~ BOb Co' b b . 'Oer ängere te -.:;;ette B eme~ ,.l!..Ireteu~ um 2 un uer~m e en 

IEnbpunU X mit ber 9J1itte Y ber @leite A O. }!Bie teilt Me i:ran~~ 

uerfale X Y bie @leite AB? 

4. a) SDie ~albierung~l inien oweier }!BinfeI eine~ SDreied~ unb be~ muüen~ 

winfeI~ be~ britten fdmeiben bie ®egenfeiten in brei ~unften, bie in 
einer ®eraben liegen. 

b) SDie ~aloierung~linien ber brei muüenwinfel eine~ SDreied~ fef)neiben 
bie ®egenfeiten in brei ~unften, bie auf einer ®eraben liegen. 

11. (teu Il. 

5. metradjte ben @lonberfaU, in bem bie brei IEdtran~uerfalen eine~ SDreiect~ 
einanber paraiiel finb. 

6. !8eroinbe in bem SDreied ber mufgaoe 2 a bie XeilpunUe Y unb Z mit B, 

oow. C unb aiege buref) ben @ldinittpunft biefer lieiben (EtftrQn~uerfQlen 
bie britte IEdtran~uerfale. }!Bie teilt fie bie @leite Ba? 

7. SDie brei 9J1ittellinien eine~ SDreied~ fef)neiben \ief) in einem ~unfte. 

8. a) SDie brei }!BinfelEjQloierenben eine~ SDreiedß fef)neiben fief) in einem 

~unfte. 

b) SDie ~albierungßlinien eineß SDreiedßwinfel~ unb ber beiben nief)t 
3ugeEjörigen muüenwinfel fdineiben fief) in einem ~unfte. 

9. a) SDie brei ~öEjen eineß SDreied1S fef)neiben fief) in einem \ßunfte. 

mnleitung mig.4): 

EX c 
ZB a 

CY a 
XC - b' 

AZ b 
YA =0' 

A ijig.4. 

B c 

b) SDie 9J1itte1fenfreef)ten auf ben brei @leiten eine~ SDreied~ fef)neiben 
fief) in einem \ßunfte. 

mn leitung: !8erliinbet man bie 9J1itten ber brei Seiten, fo ent~ 

ftegt ein SDreied, in bem bie brei 9J1ittelfenfreef)ten ~ö~en finb. 



6 (!:rfteß ~a!litel. ~ie ~tanßllerf aren etne~ ~reiecfß. § 2 

§ 2. ~er 6a~ l:Ie~ ~dcal. 

ße~rfll~ 3. Sa~ beß \ßdcal. 
~ie brei Sd)nitt~.lUnfte ber QSegenfeiten eineß Se~nenfed)ßecfß 
Hegen in einer QSerllben. (~er @Saß gilt audj bann, menn fidj 
bie Seiten beß @Sedj~etf~ innergaIf> be~ Sheife~ fdjneiben.) 

lBeg auptung mig. 5): ~ie \l5unfte X, Y, Z liegen in einer ®eraben. 
Wn[eltung 3um lBemeife: IDlan verlängere brei nidjt aneinanber ftobenbe 

@Seiten be~ @Sedj~ecf~, 3.lB. 2, 4, 6, oi~ fie ildj fdjneiben, unb menbe auf 
ba~ entftanbene ~reiecf uvw ben @Saß be~ IDleneIau~ breimal an, 

~ig.;J. l 

z 
inbem man bie Seiten 1, 3, 5 a[~ ;tran~oerfalen oetradjtet. ~a e~ 

fidj um ein @Seljnenfedj~ecf ganbert, fo oenuße breimal ben SegKenfatl 
für bie @Seljnen 6 unb 2, 2 unb 4, 4 unb 6. 

lBemei~: UB VX WA 
BV- ' XW· AU = 1, 

VD.WZ.UO_ 1 
DW ZU CV - , 

WF UY VE 
FÜ-' YV'EW = 1. 

UB. UC = UA. UF, 

VD. VE = VB. VC, 

WA.WF= WD.WE. 

IDluItipIiaied man bie erften brei ®Ieidjungen miteinanber, unb geot 
man Me gleidjen \l5robufte, fo ergält man: 

VX WZ Uy 
~--._~ .~ -1 
XW ZU YV - . 

WIfo liegen bie \ßunfte X,Y,Z in einer ®eraben (\ßa~caIfdje ®erabe). 



§ 3 ~(tt:monlfdje !Ilunfte. 7 

mufgaben 3um Seidjnen: 2äüt man in einem ®el)nenfedjßecf eine ober 
mel)rere ®eiten unenblid) flein werben, fo geben Me in ben aufammen
faUenben ~den geaogenen ::tangenten Me Slidjtungen ber unenbUdj fleinen 
®eiten an, unb eß ergeben lidj bie ®ä~e: 

1. ~n einem ®el)nenfünfed liegt bet ®djnittflunft einet ®eite unb bet im 
gegenübetliegenben ~dflunft ge30genen ::tangente mit ben beiben ®djnitt. 
flunften ber übrigen ®egenfeiten in einer ®eraben. 

2. ~n einem ®el)nenuierecf Hegen Me uiet \ßunfte, in benen ;ief) je 3wei 
®egenfeiten unb bie ::tangenten in je 3wei ®egenecfen fdjneiben, in einer 
®eraben. 

3. ~ie ®djnittflunfte bet ®eiten eineß ®el)nenbreiedß mit ben in ben ®egen. 
eden geaogenen ::tangenten Hegen in einet ®etaben. 

4. ®inb in einem ®el)nenfedjßect 3roei \ßaare ®egenfeiten flataUeL, fo ift 
eß audj baß britte \ßaar. 

5. Siel)e nur mit ~iIfe beß 2ineaIß bie ::tangenten burdj bie ~den eineß 
gegebenen ®el)nenfünfectß . 

.8roeiteß ~apiteL. 

11)llrm.o-uifdJ.e iluultt.e uub l:]llrm.outfdJ.e ~trlll:]l.eu+ 

§ 3. ~Ilfmouifd)e ~uufte. 

jBeaeidjnungen ü)ig.6a): 
1. (!ine 6ireCfe AB, bie innen unb nuf3en in G unb D nnd) bemfeUJen mer~ältni~ 

geteHt ifi, ~eif3i . . . . . . . . . . . . . . ~armonifdi geteilt. 
:ilie ~unfte A, B, G unb D l)eif3en . . . . . . ~armonifdie ~unfte. 
:ilie beiben (!nbpunfte A unb B, fOUlie bie beiben 

::teilpunfte G unb D l)eif3en . . . . . . . . 3ugeorbuete ~uufte. 
mier ~erabe, bie burd) einen ~unft S nnd) niet f~armou. I5tra~ren ober ein 

l)ntmonifd)en ~unften gel)en, l)eiben. . l~armou. @5tra~renliiinber. 

o 
I 

A 

5ig.6a. 
C 
10 
I 

12 
I 

B 

D 
15 

2. ~ft AO= 10, OB = 2 unh BD = 3, fo ift AB in 0 unh D 
l)armonifdj geteilt. :t)enn AO: OB = 5: 1 unh AD: DB = 5: 1. 
2iefert nun eine fdjroingenhe ®aite uon ber 2änge AD ben ®runbton, 
io liefern ®aiten uon ber 2änge AB = t AD unb AO =} AD bie groüe 
::tcr3 unb bie Ouinte, alle brei 3uiammen ergeben nun einen garmoni. 
fdjen ®tunbafforb. ~al)er ftammt bie jBeaeidjnung l)armouifdje ::teilung. 
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2e~rfa~ 4a. ~irb bie etrede AB burdj bie ~unlte 0 unb D ~armonifdj 

geteilt, fo lUirb audj bie etrede 0 D burdj .bie ~unfte A unb B 
~armonifdj geteilt. 

~ettJei§ (~ig.6b): mettaufd)t man in ber\ßrotJortion AC:CB = AD:DB 
Me mutenglieber , fo erljält man D B : B C = DA: A C. 

~§ ift alfo gIeid)güItig, 00 man A unb B aI~ ~nbtJutdte unb C 
unb D a(~ ~eiftJunfte oetrad)tet ober umgeleljrt. 

2e~rfa~ 4b. ~irb bie etrede AB burdj bie ~unlte 0 nnb D ~Ilrmonifdj 
nlldj bem ~er~iUtni~ m:n geteilt, fo lUirb bie etrede OD 
bnrdj bie ~unfte A nnb B ~armouifdj nadj bem ~er~äUni~ 
(m - n): (m + n) geteilt. 

morau§fetung: 

~eljautJtung: 

AC: CB = m:n, 
AD:DB = m:n. 

CA:AD = (m-n):(m+n), 
CB:BD = (m-n):(m +n). 

mnleitung 3um ~ettJeife: IDlan brücft bie in ber ~eljautJtung tJorfommen~ 
ben ~treCfen burd) Me ~. 6 b utg. . 
~treCfe AB unb burd) m: n 
Me @röten m unb n ~c~ D 
au~ unb oered)net bie.1 r V I r ~ '-__ ~,.-__ / I 

gefud)ten merljäUniffe ~ ______ ___ 
CA: AD unb CB: BD ill,-----"n----
mig.6b). 

~ettJei~: ~A = ~_ alfo CA = ~ . AB; 
AB m +n' m +n 

AD m 
AB , " m-n 

CB n 
AB - m +-n' " 
BD n - ,,, 
AB m-n 

Al) =~. AB' 
m-n ' 

n 
CB=~+ -AB; m n 

BD = . ...!!._- . AB. 
m-n 

m m IDlitljin CA: AD = -- . AB: _. __ .. AB, 
m+n m-n 

= (m - n) : (m + n) 

unb CB:BD =.~--. AB : -~-- . AB, 
m+n m-n 

" = (m-n): (m+n). 

2e~rfa~ 4c. ~ie .pälfte einer ~Ilrmouifdj geteilteu etrede ift bie mittlere 
~rol'ortionale 3IUifdjen ben ~bftänben i~re~ ;Palbieruug~l'unfte~ 
von ben $eilung~l'unften. 
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j8eljauptung: MO:r = r:MD ober MO.MD = r 2 (iJig.6b). 
j8ewei~: mu~ AD. OB = AO.DB folgt 

(r+MD) (r-MO) = (r+MO) (MD-r), 

r 2 +-f'--o-Ml) -~ - MO. MD = -..M.J).+ MO. MD - r 2 --r-;-M.C, 

. r 2 = MO. MD. 

~uf9lllie 1: Überfeße bie ~1lgeulie~ie~uug ber oier l)armonifdjen \l3uufte A, 
B, 0, D in eine mllf!lie~ie~uug ber brei oon A au~geljenben ®trelfeu 
A 0, AB, AD unb beredjne AB au~ A 0 unb AD. 

~öfung: 

a) madj Q3orau~f eßung ift 
AO AD 
OB - DB 

ober gemäfJ iJig. 6 b 
AO AD 

AB - AC - AD - AB' 

AO AB-AO 
AD - AD-AB' aIfo 

in }!Borten: ~rei 6trecfen A 0, AB unb AD fteljen in flarmonifdjer 
~roportion, wenn fidj Me erfte dur britten oerl)ält wie ber ÜberfdjufJ 
ber mittleren über Me erfte aum ÜberfdjufJ ber brUten über bie mittlere. 

C§;ntfpredjenb: ~tei Saljlen a, m, b ;tel)en in l)armonifdjer ~ro~ 

portion, wenn a: b = (m - a): (b - m) 

ift. m ljeifJt in biefem iJaUe ba~ ~Iltm"uifdje IDUttd 3111ifdjen a unb b. 

AO AB-AO 
b) ~~ war Ai5 = AD -AB' 

AB.AD-AO.AD = AO.AD-AB.AO, 
AB.AD+AB.AO = 2AO.AD, 

AB = 2AO.AD. 
AO+AD 

C§;ntfpredjenb erl)ält man bei brei ljatmonifdjen Sal)len a, m, b 
2ab 

m = a+b' 

in }!Borten: ~a~ l)armonifdje ID1itte( 3111ifdjen 3111ei ® r ö fJ e n i;t gleidj 
il)rem boppelten ~robuft MoiMert burdj il)re einfadje 6umme. 

2ab 1 a+b 1(1 1) 
iJolgerung: mu~ m = a + b folgt m = 2 ab = 2 a + b ' 

'r,' 1 1 2 
mtt.}tn a + b = m' 

in }!Boden: m ift ba~ flatmonifdje ID1ittel owifdjen a unb b, wenn fein 
reaiprofer }!Bert ~ ba~ aritl)metifdje ID1ittel alllifdjen ben reaiprofen m 

}!Beden ! unh i i;t. 
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m:ufgllbe 2: 
a) jBeroeife, bab in ber ~ig. 6e 

V A ba~ aritf)metifdje WHttel = a t b ift, 

v G "geometrifdje = yaiJ 
2 ab 

V H f)armonifdje - " 
a+b 

b) ?Seroeife geomettifdj, bau in bem @ten3laU a = b bie brei mittel 
einanber gleidj finb. 

e) ?Seroeife an ber ~ig. 6 c, bau 
ba~ aritf)metifdje mittel gräuer 
aI~ ba~ geometrifdje tft, unb 
aeige burdj ffiedjnung, bau ba~ 
geometrifdje mittel gräber al~ 

ba~ f)armontf cf)e ift. 

&nleitung: Ha + b) > Vab, 
. ab ab 

foIg(tdj Ha + b) < Vab ufro. 

m:ufgnbe 3: ?Seroeife, bau 

~ig . 6e. 

U~--------~------~~·W 
~-------v,------~ 

a 

11111 111 
T' 2' 3' 4' 5'''' n-l' r,:' n+1'''' 

eine f)armonifdje ffieif)e ift, b. f). eine ffieif)e, in ber jebe~ @Heb ba~ 

f)armonifdje mittel ber lieiben lienadjliarten @(ieber ift. 

§ 4. Sfoufttuftiou ~atmouifdjet 'nufte nuil ~atmonifdjet Stra~len. 

QTjruubaufgabe 1: $eHe eiue gegebene Strede AB ~ntmouifdj und) einem 
gegebenen ~et~iiltuiß m: n. 

'ii;in. 7. 

x 

D 
.A 
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~onftruhion: fie~e ~ig. 7. 

)Bewei~ : AO:OB=m:n, 

AD:DB = m:n, 

A 0 : OB = AD: D B. 

®renabetradjtung: 
2iiÜt man n wadjfen, fo bregt fidj XZD um X nadj oben unh 

X 0 Y um X nadj linf~. SDie augeorbneten ~unfte D unb 0 wanbern 
in entgegengefe§ter ffiidjtung non B fort. 

~irb n = m, fo wirb AB Z X ein \ßarallelogramm, unb ber 
~unft D rüCft in unenbHd)e ~erne. &~ wirb aber audj A Y B X ein 
~aralle(ogramm, aIfo A 0 = OB. ~er IDlittel-\luuft eiuer Streife AB 
unb ber uuenblid) ferue ~unlt ber &ernbeu AB finb nIfo &ugeorbuete 
~nrmouifd)e ~uufte *). 

~irb n > m, fo fdjneibet Me ®erabe ZX bie iSerliingerung tlon 
AB über A ~inau~, ~unft D liegt alfo Iinf~ non A, unb bie au. 
georbneten ~unfte D unb 0 wanbern nad) bem ~unfte .A gin. 

~irb n = oe, fo fallen D unb C mit bem ~unfte A auf ammen. 
3ft n = 0, fo fallen C unb D mit bem ~unfte B 3ufammen. 

&inbeutigfeit : 
~iid)ft n non 91ull bi~ UnenbIidj, fo nimmt ba~ iSer~ä[tni~ m: n 

jeben mögIid)en ~ert non UnenbIidj bi~ 91ull an, aber jeben nur einmal. 
SDager ift Me :.reifung einer gegebenen ~trede AB ~armonifd) nad) 
einem gegebenen iSerf)ii1tni~ eiubeutig *). 

~e(dje ~treCfe ift in ~ig. 8 im iSergiiltni~ m: n ~armonifdj geteilt '( 

x %ig.8. 

n 

D 
A 

*) EioU ber IDIittelpunft einer Eitrecte gegenül)er ben anbeten lllunften feine \1(u~nafJme~ 
fteUung einnelJmen - biet,lu liegt fein @tunb vor -, fo muji audi er einen unb nur einen 3U~ 
georbneten liarmonifdien !!lunft l)efitlen, a{fo muji jeber @eraben ein unenblidi ferner !!lunft 
aUl1efdjrieben wetben. 
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Q!;ruulIaufgabe 2: Beidjue 3u Drei ~unften einer ~erllDtn lien Dem mittleren 
~uuft 3ugeurDueteu vierten ~Ilrmunifdjeu ~uuft. 

,ftonftruftion: fiege f'Jig.9. 
~ i nb e u ti 9 feit : ~uref) brei \ßunlte einer @erabcn ift ber bem mittferen \ßunft 

dugeorbnete oierte garmonifef)e \ßunft einbeutig oeftimmt. 
Q!;runllaufgabe 3: Beidjue &u Drei 6trll~len eiue~ ~üfdjel~ Den Dem mittleren 

6trll~1 3ugeurDnefeu Dielten ~armuuifdien 6trll~r. 
,ftonftruftion: fiege f'Jig. 10. 

X (beliebig) %ig. 9. 

E 

~inbeutigleit: ~uref) brei6tragfen eineU3üfef)el~ ift ber bem mittIeren6tragf 
dugeorbnete oierte garmonifef)e 6tragI einbeutig oeftimmt. 

?fiie änbem fief) Me ~onftruftionen 2 unb 3, wenn dU einem äuneren 
\ßunft ober 6traljl ber augeorbnete tJierte lJarmonifef)e \ßunlt, vaw . 
6traljI gedeief)net werben foU? 

~ufgaoen: 

4. @egeoen ift eine 6trede AB unb in igr ein \ßunft O. 6uCfJe ben bem 
\ßunlte 0 augeorbneten tJierten ljarmonifef)en \ßunft D buref) ~onftruftion 
unb ffiedjnung, wenn a) AB = 6 em, A 0 = 5 em, b) AB = 6 em, 
AO = 2em, e) AB = 6em, AO = 3em ift. 

5. ~ine 6trede AB = 12 em ift in ben \ßunften 0 unb D im 
merljäItni~ 7: 5 garmonifef) ge~ S %ig.1 1. 
teitt. ,3n weIdjem mer~äItniß 
wirb bie 6trede OD burdj bie 
\ßunfte A unb B ljarmonifdj ge~ 
teilt? 

6. ~ie 6trede AB = 9 em tft in 
bem \ßunfte 0 im merf)ältni~ 

2 : 1 geteilt. 1Beftimme au ben 
brei \ßunften A , B unb 0 ben 
tJierten garmonifdjen \ßunft burdj 
ffieef)nung , wenn b ief er a) bem 
\ßunfte 0, b) bem \ßunfte A, e) bem 
\ßunfte B augeorbnet tft. 



§ 5 mUgemeine ßeflt!iI\je üliet fllnmonifdie E5ttllfllen. 13 

§ 5. ~(Ugemeine 2e~tfät1e übet ~atmonifdje Stta~len. 
2e~rfai! 5. .8ie~t man 3u einem bon bier ~Ilrmonifdjen etrll~len eine 

\l3arllllde, fo ~Illbiert fein 3ugeornneter etrll~( na{l 3tuifd)en 
nen beinen Ilnneren etrll~len liegenne Stüd ner \l3llrallden 
CiJig.ll). 

mOtau~fe\lung: AO: OB = AD:DB, 
XZ // AS. 

~ef)auptung: Xy= YZ. 

~ewei~: man 3iegt aI~ .\)iIT~linie hurdj hen \ßunft B Me \ßaralIe{e 3U SA. 

AS: BE = A 0: OB (~to:poTtlonllllll\j). 

A 0: OB = A D : D B (ll}otlluß!e\jung), 

AD:DB = AS:BF ($rolJortionaL!Il(jJ. 

AS:BE AS:BF, 

BE= BF, 

YX = YZ. 
~ie (autet hie Umfef)rung? 

2e~rflli! 6. Sdjneinet ein bierftra~lige{l ~üfdjd dne GJerane in bier ~arml.1. 
nifdjen \l3untten, fl.1 fdjneinet e{l jen e GJerane in bier ~arml.1nifdjen 
\l3nufteu mig. 12). 5ig. 12. 

motadfe\lung: S4, SB, SO, SD 
finh Sttaf)Ien hurdj Me {jarmo. 
nifdjen \ßunfte A, B, 0, D unb 
TW ift eine beliebige @erahe. 

~ef)auptung: T, U, V unh W finh 
f)armonifd)e \ßunfte. 

~ewei~: Bief)t man hutdj V hie 
\ßaralIeIe au A S, fo ift nadj bem 
oorigen 2ef)tfa\l VE = VF, 
foIglidj finb T, U, V unb W 
nadj her @runbaufgabe 1 f)at~ 
monifdje \ßunfte. 

mufgaben: 
1. Biegt man butdj bie WUtte 

einet Seite eine~ ~teied~ eine 
belief ti ge @erabe, jo wirb fie 
hurd) bie brei Seiten unh hie T 
aUt etften Seite butd) hie gegen~ 
übetliegenbe G:de ge30gene \ßataUele in oier l)atmonifdjen \ßunlten gefdjnitten. 

2. b, C, ma unb hie hurdj A 3U B 0 ge30gene \ßaraUele bilhen ein {jatmo. 
nifdje~ Sttaf)IenbüfdjeL 
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3. a, ma unb bie oon ber WHtte ber ~eite a nadJ ben IDlitten oon b unb c 
geaogenen iBeroinbung~ltreCfen oUben ein qarmonifdJe~ ~traq{enoüfdJel. 

4. Sieqt man in einem \ßaraUeIogramm bie ~iagonalen unb burdJ iqren 
~dJnittpunft bie \ßaraUeIen au ben ~eiten be~ \ßaraUelogramm~, fo oiIben 
biefe \ßaraUelen unb bie ~iagonaIen ein qarmonifdJe~ ~tral)lenOüfdJel. 

5. iBeroinbet man eine &Cfe eine~ \ßaraUeIogramm~ mit ber IDlitte einer 
gegenüoerIiegenben ~eite, fo oUbet biefe iBeroinbung~ftreCfe mit ben 
~eiten unb ber ~iagonaIe, Me oon berfeIoen &Cfe au~geqt, ein qar~ 

monifdJe~ ~tral)lenOüfdJe1. 

§ 6. 2e~rfä~e über befoubere ~tlrmouifdJe 5trll~leu. 
2e~rfa~ 7. $te~en 5IUei Strtl~len eine~ bierftra~ligen ~üfdJd~ aufeinanber 

fenlredJt uub ~arbiert einer ben ~infe1 ber beibeu anberen 
Stra~ren, fo ift bd ~üfdJel ein ~armotiifdJe~ (5ig.13). 

~nleitung 3um~eweife: 

Sieqe au sn eine oelieoige 
\ßaraUele X Y Z unb oeweife, 
bau XY = YZ ift. 

2e~rfa~ 8 (erfte Umfeqrung). ~al~ 
oieri ein ~tral)I eine~ l)armo~ A 

nifdJen ~üfdJeI~ ben ~infel ber 

~ig. 13. S 

x 

oeiben anbeten 3ugeotbneten C 
~ttal)Ien, fo lteqt er auf feinem augeorbneten ~traljl fenftedJt. 

D 

2e~rfa~ 9 (aweite Umfegrung). ~tel)en 310ei 3ugeodmete ~tral)ren eine~ 
garmonifdJen ~üfdJeI§ aufeinanber fenfredJt, fo l)aloieren He Me ~infel 
ber oeiben anbeten ~tral)ren. 

~ig. 14. 

m 

In A~--------------~~--~~*-----~D 

2e~rfal 10. Sa~ beß !l4l0Honiu ~. 
~eiU mlln eine Streift AB innen nnb annen in C nnb D 
nadi bemfelben !8er~ältni~ m: n nnb befdjreibt über CD 
aIß ~nrdjmeffer ben Shei~ I fo ift bitfer ber geometrifdie 
Ort aUer \l3nnfte, beren <rntfernungen bon A unb B baß 
18er~iiltniß m: n~a1ien (5ig. 14). 



§ 6 15 

~ewei~ : 
A, B, C, D finh ljarmonifdje ~unfte . . . . nadj ~onftruftion, 

f XA, XB, X 0, XD finh ljarmonifdje ~traljlen " SDefinition, 
l4 C XD ~ 90° . . . " .Ronftruftion, 

4 AXC = CXB . . " 53eljrfa!3 9, 

XA:XB = AC: CB 

XA:XB = m:n. 

" hem 53er,rfa!3 her 
}!Binfelr,albierenben, 

" ~onftruftion. 

mufganen: 

1. Swei fidj fef)neibenbe @erabe unb bie ~aUiierung~linien ir,rer }!Binfe( 
liilben ein r,armonifef)e~ ~trar,Ienliüfdjer. 

2. 3ebe }!Binfelr,alliierenbe eine~ SDreied~ wirb· burd) bie IDHttdpunfte be~ 
3nfreifeß unb heß 3ugeljörtgen mnfreifeß ljarmonifd) geteilt. 

3. ~ine ~eite eitteß SDreied~, bie 3ugeljörige ~ölje unb bie merliinbungß;:: 
ftrecfen igre~ ~ub.punfteß mit ben ~ubpunften ber lieiben anberen 
SDreiedßr,ör,en liilben ein r,armonifdje~ ~üfef)el. 

4. a) 3ehe auf einem SDurdjmeffer fenfreef)t ftegenbe ~eljne wirb non ben 
neiben @eraben, bie einen lielieliigen \ßunft ber \ßeripr,erie mit ben 
~nbpunften be~ SDurdjmeffer~ nerliinben, flarmonifd) geteilt. 

b) merliinbet man einen lielieliigen \ßunft ber \ßeripf)erie eine~ 5lreife~ 
mit ben ~nbpuntten einer ~ef)ne, fo wirb ber auf ber ~ef)ne fent .. 
recf)t ftef)enbe SDuref)meffer non ben merliinbung~nnien f)armonifef) 
geteilt. 

5. ~eftimme innerljaln ober aubergaIli eineß SDreiecf~ einen \ßunft, beffen 
~ntternungen non ben ~cfen fief) wie a) 1: 1 : 2, b) 1: 2 : 3, c) m: n : p 
verljalten. 

6. muf einer @eraben finh hie ~trecfen AB = 7, BC = 9, CD =15 
gegelien. ~eftimme einen \ßunft, non bem auß bie brei ~trecfen unter 
gleidjen }!Binfern erfdjeinen. 

7. Seid)ne ein SDreiecf au~ a, b: c = m: n unb 
a) mai b) hai c) (Xi d) W a; e) p - qj f) r. 

~eadjte bie nerfdjiebene Bage be~ mpollonifef)en .Rreife~, je naef)bem 
m gröber ober fIeiner aIß n ift. 

8. Seief)ne ein SDreiecf auß 
a) haI ma , b:c; 

9. ,ßeief)ne ein mimcf au~ 
a) a, b, e, c:f. d:f; b) a, b, e, c: d, E. 



16 Sroelteß ~a:pltel. .\iarmonlfclie !jlunfte unb liarmonifclie ~tral)len. § 7 

§ 7. ~a~ uoUftäubige !Sietf eit. 

18eaeid)nungen: 1ßediingert man in einem 1ßiereCf AB CD Me @egenfeiten, 
lii~ fie fid) in E unb F fd)neiben, fll f)eitt bie 
entftanbene ~igur. . . . ein bonftänbige~ ~ierfeit, 
A, B, C, D, E, F ~eiflen . . . . . . . ~den, 

AC, BD, EF geiten . . . . . . . . . ~hlgonlllen. 

2e~rfll~ 11. 3ebe ~illgonale eineß voUftänbigen ~ierfeitß wirb bnrdj bie 
beiben anbmn ~armonifdj geteilt (~ig.15). 

18elJau:ptung: a) EZ: ZF = EY: YF Ilber 
bie SDiagonale EF ift in Z unb Y lJarmonifd) geteilt. 

b)" " BD"" X " Y 
c)" " AC"" X " Z 

~nleitung aum 18eweife: 3m 18ewei~ 
müffen Me ~lifd)nitte EZ unb ZF 
oodllmmen, SDie~ erreidji man burd) 
~nwenbung be~ ~ate~ be~ ~ e oll 
auf ba~ SDreieCf AE F mit ber ~Cf~ 

tran~oerfalen AZ, ~erner müHen 
E Y unb Y F ~lifd)nitte werben, 
~enbe baf)er ben ~at be~ wt en e ~ 
{auß auf ba~fellie SDreieCf AEF 
mit ber ~ran~oerfa{en B Y an, 

18ewei~: EZ F D AB 
a) ZF ' DA 'BE = 1, 

EY FD AB 
YF'DA'BE=l, 

E 

B 
J 

I 

~ig.15, 

TI 
I , ............. _ 

) )~ ,..., ---~ I ' .... , --.;:I 

~4f ---- Y 
."" 1·' 

I Z 

~ ~ = ~J Ilber EF ift in Z unb Y garmllnifd) geteilt. 

b) E, Z, F, Y , . , , lJarmllnifd)e ~unfte, 

~ufgalien: 

AE, AZ, AF, AY , 

B, X, D, Y . 

c) B, X, D, Y , 

EB, EX, ED, EY , 

A, X, C, Z 

" ----

~tralJlen, 

~unfte, 

~unfte, 

~traglen, 
._._~--_._--~-~-

" ~unfte, 

1. ~ie wtitten ber @runbHnien eine~ ~ra:pe3e~, fowie bie ~d)nitt:punfte 
feiner SDiagonalen unb feiner ~d)enfeI finb lJarmllnifd)e ~unfte, 

~nleitung: 18etrad)te ba~ ~ra:pea a{~ ~onberfaU be~ ollUftiinbigen 
1ßierfeit~, 



§ 7 ilall tlollftdulltge ~te*it. 17 

2. liine Seite ein~ SDreiecfß, bie auge~örige ~ö~e unb bie !8erbinbungß" 
ftrecfen iI)reß ~uüpunfteß mit ben ~uüpunften ber beiben anberen 
SDreiecfßljöljen bUben ein ljarmonifdjeß ~ftfdjeI (gleidj ~ufgabe 9lr. 3 
beß § 6). 

3. ®eljen von einem ~unfte attlei ®ruppen ljarmonifdjer ~unfte auf ver" 
fdjiebene Stra~len aUß, fo fdjneiben fidj bie !8erbinbungßftrecfen ber 
entfpredjenben ~unfte in einem ~unfte. 

4. ~allen von attlei ®tuppen ljarmonifdjet Sttaljlen mit verfdjiebenen ~uß" 
gangßpuntten attlei entfPtedjenbe Straljlen aufammen, fo fdjneiben fidj 
Me iUitigen entfpredjenben Stra~len in einer ®eraben. 

Beidjne nut mit ~Ufe beß ~ineaIß: 
5. au brei ~unften einer ®eraben ben bem mittleren ~unrte augeotbneten 

vierten ljatmonifdjen ~unft (gleidj ®tunbaufgabe 2 beß § 4); 
6. au brei Stta~Ien eineß ~ftfdjeIß ben bem mittleren Straljle augeorb .. 

neten vierten ~armonifdjen Stra~I (gIeidj ®runbaufgabe 3 beß § 4); 
7. butdj einen gegebenen ~unft bie ®erabe nadj bem unaugängHdjen 

Sdjnittpunft aweiet gegebenen ®eraben; 
8. einen ~unlt , bet mit attlei gegebenen ~unrten M unh N in einet 

®eraben liegt, oljne Me ®erabe MN au aieljen . 
.\)iftorifd)e lBemetfung: ~aß 3. ~agrgunbert u. (5;gr. bilbet ben ~ipfelpunft 

gried)ifd)er \IJlatgematif. Um 300 fd)rieb !iufI ib in ~e~anbria fein epod)e:: 
mad)enbeß lIDerf. Um 250 erfd)ienen Me gllinaenben ~bganblungen beß 
~rd)imebeß in St)rafuß über bie Ouabrafur beß Rreifeß, ber !impfe unb 
ber !parabel, fomie über bie Rubatur ber Slugel unb anberer motationßförper. 
Unb aut !inbe biefeß ~agrgunbertß gab ~ppoloniuß uon !pergli, ber aeü" 
meilig aud) in ~le!:anbria witfte, baß ijunbamentalmetf über bie Reget.. 
fd)nitte gerauß. ~ann finft Me \IJlatgematif immer megr aur .\)ilfßwiffen" 
fd)aft ber i:ed)nif gerab. lJlur uier ijorfd)er gaben fid) einen lnamen in ber 
~efd)id)te erworben; biefe lebten flimtUd) in ~le!:anbria, nlimlid) ~eron im 
1. 3agr~unbert u. ~gr., \IJlenelauß im 1. ~agrgunbert n. ~gr., !ptolemliuß 
im 2. ~agrgunbert unb !pappuß am !inbe beß 2. ~agrgunbertß n. ~~r. 

)IDeit über ein ~agrtaufenb lag bann Me @eometrie wie ~ornrößd)en im 
6d)lafe, biß fie ~ e ß c art e ß im ~agre 1637 burd) lBeröffentlid)ung feiner 
(analt)tifd)en) ~eometrie au neuem 2elien ermedte. 1678 erfd)ien in \IJlailanb 
eine ~rbeit beß ~iouanni ~eua, in ber er fomogI ben igm unbefannten 
Sag beß \IJl e n e lau ß alß aud) ben nad) igm benannten Sag ableitete. 
!paßcal lebte 1623 biß 1662 in !pariß, fd)on alß 16-jligtiger ~üngling uer:: 
faf!te er eine gröf!ere ~bganblung über bie ~egelfd)nitte. 

18auet u. tl . .l)aulflebeu, Gleomettte f. !Jleatauftatteu. (Olietftufe.) 2 
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§ 8. ~Ne $oteu5 iu be5u9 auf eiuett Sfreie. 

}fiiebergo(uttg unb (E;rweiterung: 
®egen ~egnen burdj einen unb benfeUien \ßunft S mig.16a u. b) 

aubergalli (ober innergalli) eine~ ~reife~, fo gat ba~ llledjtecf au~ ben 
Slllifdjnitten jeber ~egne eine unoeränberlidje ®röbe, unb awar ift e~ 

gleidj bem Duabrate ülier ber oon S an ben ~rei~ geaog~nen :tangente 
(ober gleidj bem Duabrate ülier ber liallJen fleinften ~egne burdj S). 

SDie unoeränberlidje ®röbe q2 geibt bie Sßoteu~ II be~ \ßunfte~ S in 
beaug auf ben 5l'tei~ M. 

~ig.16a. 

q2 

" 

TI 

II = q2 = S U . SV, 
=SA.SB, 
= (e-r).(e+r) 
= e2 -r2• 

~ig.16b. 

II=q2=SU.SV, 
= SA.SB, 
= (r - e). (r + e) 
= r2 -e2• 

,3n ~ig. 16 a u. b ift bie \ßotena q 2 be~ \ßunfte~ S gleidj 4 cm 2 

unb r = 2~ cm. }fiie lang ift in jeber ~igur bie (E;ntfernung e be~ 
\ßunfteß S oom Sheißmittelpunft M? 

,3n lieiben ~iguren gat ber \ßunft S in lieaug auf ben 5h'ei~ Oie" 
felbe \ßotena, nämIidj 4 cm2• Sur Unterfdjeibung fügren wir ben }Be" 
griff ber 9Hdjtung ein. ,3n ~ig. 16 b gaben Oie ~egnenalifdjnitte S U 



§ 8 ~ie !jloten3 in l>e~uB auf einen .!l:reiß. 1!! 

unb S V, S A unb SB, S Eunb SE' e!ltgegengefetite 9Hdjtungj iljr 
~robuft redjnen wir baljer negatitl. 3n iYig.16a bagegen befitien bie 
$lCbfdjnitte jeber e>eljne biefellie 9Hdjtungj igr ~robuft ift baljer pofititl. 
~anbeIt e~ fidj bemnadj nidit um Me alifoluten, fonbetn relatioen 
~erte ber ~otena, fo finb obige 50rmeln um3uänbern, nämlidj für ~unfte 

auberljaIli be~ Sfteif ell 
n = q2, 

= e2 -r2• 

inn~rljaIli bell .Rteife~ 
n = _q2, 

= -(r2-e2). 

$lC u f gab e 1: ~ie änbert fidj bie ~otena eine~ ~unfte~ S, wenn biefer oom 
9JHttelpunfte M au~ auf einem mabiu~ r lii~ aur 5trei~linie unb über 
fie ginau~ auf ber lBerlängerung be~ 9tabiu~ oi~ in~ Unenblidje ttlanbert? 

$lCufgalie 2: ~eftimme ben geometrifdjen :Ort aUer ~unfte S, bie in fleaug 
auf einen gegeflenen Shei~ Meine gegeflene ~otena II = + q2 befitien. 

2öf ung: fielje 5ig.17. 
'Jig. 17. 

®renabetradjtung: ~ie ~otena II fann fämtridje ~erte oon - r 2 burdj 
muu fli~ + 00 anneljmen. ~ir fönnen un~ bie &6ene au~gefüUt benlen 
burdj fonaentrifdje !lreife um Mj aUe ~unlte eine~ biefer !lreife ljalien 
benfelflen ~otenattlert I bie oerfdjiebenen 5treife a6er oerfdjiebene ~erte. 

$lCufgaoe 3: ~eftimme auf einer gegeflenen ®eraben Me ~unfte, bie in oeaug 
auf einen gegelienen !ltei~ eine gegebene ~otena ljaoen. 

2* 
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§ 9. ~ie ~llten5linie 5WeiCf Sheife. 

2Iufgalie 1: @egelien finb awei ~reife Munb M' mit ben mabien r = 3em 
unb r ' = 2 em, fowie i!jre Sentrale M M' = 6 em. ~eftimme bie 
~unfte, beren ~otena in lieaug auf lieibe ~reife a) 1; b) 4; e) 9; 
d) 16 qem ift. 

S3öfung: fie~e ~ig.18. 

4 ----

\ 

2I u f ga li e 2: ~eftimme auf ber 8entrale M M' aweier gegelienen ~reife ben 
~unft, ber in lieaug aur lieibe ~reife biefel6e ~oten3 !jat. 

i8orlietrad)tung: ~ft X mig.19) ber gefud)te ~unft unb lieaeid)net man 
JYIX mit x unb XM' mit x', fo fann man awei @leid)ungen mit ben 
Unliefannten x unb x' auf ft ellen I au~ biefen x unb x' liered)nen unb 
bann ben ~unft X fonftruieren. 

SDie ~oten3 be~ ~unfte~ X 
in lieaug auf ben ~reiß M ift gleid) x 2 - r 2, 

" " " " " M' " " 
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$Da aber biefe ~erte gleid) fein foUen, fo ergält man bie @Ieid)ung 

I. x2 - r2 = X'2 - r'2, 
I. X2 _X'2 = r 2 -r'2. 

~eil her ~unft X auf her 3entrale Hegt, beftegt hie @(eid)uug 

11. x+ x' = MM'. 

$Diuibiert man @(eid)ung I hurd) @(eid)ung H, fo ergibt fid) 

, r2-r'2 
x-x = MM' , 

mit~in MX = x = l (MM' + r~-;') 

unb ( 
2 ~ 

XM'=x'=1. MM,_r-r). 
~ MM' 

r2 -r'2 
S!onftruftion 1: IDlan aeid)net (ijig.19) Vr~-r'2 = M'B, hann MM' 

ober ~:',2 aI~ britte jßroportionale uad) bem l5at!e, bau im red)t" 

ttlinfIigen SDreieCf jeher ~t)potenufenabfd)nitt hie hritte jßroportionale 
au bem anbeten ~t)potenufenabfd)nitt unb ber ~öge ift. I5d)HebHd) 
galliiert man MO, fo ift her IDlittelpunft X ber gefud)te jßunft. 

~onftruhion 2: SDen jßunft B ber ü'ig.19 faun man aud) aI~ I5pit!e 
eine~ gIeid)fd)enfIigen SDreieCf~ über hem SDurd)meffer A.A! finben. 
~un ift X her IDlitteIpunft be~ burd) M, B unb 0 gegenben ~alb .. 
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freifeg; baljer muj3 X fenfred)t über ber Wlitte ber ~eljne MB Hegen. 
3nlolgebeffen giot e~ eine wefenHid) füraere .ftonftruftion, fief)e ~ig. 20. 

111' 
r-------------r~~r------+------+K 

B 

~ofgerung au~ muf-gabe 1 u. 2: 
:Der jßunft X mig.20) oefi!}t in oeaug auf beibe ~reife gfeid)e 

jßotena unb awar bie aUerneinfte. 2äj3t man Me jßotena von biefem 
m3erte au~ ftetig oi~ ing Unenbfid)e wad)fen, fo müffen bie jßunfte 
gleid)er jßotenaen eine von X au~ nad) oeiben ~eiten oi~ ing Unenb. 
Hd)e verfaufenbe 3ufammen~ängentle ftJmmetrifd)e 5l'urne 6Uben. :Diefe 
lJeij3t \l3oten3linie. :Dem mugenfd)ein nad) ift bie jßotenarinie eine ®erabe, 
bie auf ber 3entrale fenfred)t fteflt. m3a~ Iäj3t fid) über bie non einem 
jßunfte ber ~oten3{itlie an bie oeiben 5l'reife geaogenen ;tangenten fagen? 

2e~rfaQ. ~eiU man tlie ,8entrRle M M' 310eier streife fo I tlan tlie ~ifferen3 
tier Onatlrate ber mbfdjnitte gleidj tier ~ifferen3 1'2 - 1"2 ber 
Ouatlrate tier manien ift, untl erridjtet man in biefem ~eH,unfte 

tlie 6enlredjte auf tier 8entrale I fo ift tliefe 6enfredjte tlie ~oten3· 
linie ber beitlen streife. 

l8orau~fe!}ung mig.21): MQ2-M' Q2 = r2-r'2, 

4MQP= 90°. 

jBeljauptung: Q'p ift bie jßoten3Iinie ber beiben st~eife 

ober XM2-r 2 = XM'2-r/ 2• 

meltlei~: MQ2_M' Q2 = r2-r'2 
- --

MQ2 - r2 = M' Q2 - r'2,} 
XQ2 = XQ2, + 

M Q2 + X Q2 - r 2 = M' Q2 + X Q2 - r'2, 

XM2 -r2 = X]Ji'2 ....:... r/2 naclj bem :putfJaBoreifdien 
.'. 2e~rritll . 
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@renabetradjtung: j8erüCffief)tigt man, bab eine @erabe buref) einen ~unft 
unb igre 9Hef)tung .ober buref) awei ~unfte beftimmt ift, ferner, bab 
jeber ~unU ber ~eripgerie Me ~.oten3 5J1ull gat, fo edennt man, bab 
beim merfef)ieben be~ ~reife~ M' mig.21) auf ber gentrale naef) linf~ 

bie ~.otenalinie 

1. a) naef) linf~ wanbert, bi~ fie für MM' = r + r' aur gemeinfamen 
5tangente wirb; 

b) bann aI~ ~gorbale, b. i. 6efante buref) bie ~rei§f ef)nittpunfte, naef) 
linl~ weiter wanbert, bi~ Me gemeinfame 6egne igren gröbten 
~ert 2 r' erreief)t; 

H. c) gier ~egrt maef)t, naef) reef)t~ wanbert unb für MM' = r - r' 
wieber gemeinfame 5tangente wirb; 

d) bann naef) reef)t~ wetter wanbert, bi~ fie für M M' = 0 bie unimb~ 
lief) ferne @erabe wirb; fef)Iieblief) au~ bem Unenblief)en o.on linl~ 

ger fief) bem ~reife M wieber nägert. . 
~ann bie ~.oten3linie nur einen ~rei§ fef)neiben .ober berügren? 

~ig. 21. 
p 
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Wufgabe 3: .8eief)ne bie ~oten3Hnie aweier. au~ein~nber liegenben ~reife. 

2ö fun 9 1: 18eftimme naef) Wufgabe 1 aWe1 ~unfte, bie in beaug 
auf beibe ~reife biefelbe ~.otena gaben, unb oerbinbe fie. 

2öfung 2: 6uef)e gemäl! Wufgabe 2 ben6ef)nittpunftX·ber~.otena" 
linie mit ber .8entrale unb errief)te in biefem auf ber .8entrale Me 
6enlreef)te. 

2öfung 3: .8eief)ne an bie beiben ~reife 3wei gemeinfame 5tangenten, 
3. j8. bie beiben äuberen, unb oetbinbe igre 9J1ittelpunfte miteinanber. 
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§ 10. ~er ~(lteuMJUuft breier streife. 
ße~rfa~. ~ie brei ~(lten&Hnien breier S'treife fdjneiben fidj in einem ~unlte, 

bem ~oten&l'nnlt ber brei streife. 
mewei~: SDrei S'rreife KI , K 2 , Ks ljaben brei ~oten3Hnien, 

niimliclj KI unb K2 eine \ßotenalinie L 3 , 

" K 2 " K s " " LI, 
" Ks " K I " " L 2• 

3ieljt man von bem ~djnittpunft 0 ber \ßoteu3linien Ls unb LI 
bie :tangenten an bie brei S'rreife, fo finb biefe einanber gleiclj, folgliclj 
geljt auclj Me britte \ßotenaHnie L 2 burclj ben \ßunft O. 

®renabetracljtungen: Unterfuclje folgenbe ~iiUe C3eicljnung): 
1. bie brei IDHttelpunfte liegen auf einer ®eraben, 
2. jeber S'rrei~ fcljneibet bie beiben anberen S'rreife, 
3. awei ~reife fcljneiben einanber unb werben vom britten ~reife berüljrt, 
4. jeber ~rei~ berüljrt Me beiben anberen Slreife, 
5. ber \ßoten3punft liegt entweber innerljalb eine~ jeben ober auüerljaIO 

eine~ jeben ber brei S'rreife. 
mufgaben: 

1. 2öfe Me mufgabe 3 be~ vorigen ~aragrapljen mitteI~ 3weier ~iIf~freife, 
welclje bie gegebenen ~reife fcljneiben. 

2. 3eicljne einen ~rei~, ber burclj awei gegebene \ßunfte A unb B geljt 
unb einen gegebenen strei~ KI berüljrt. 

mnleitung: ID1an legt burclj A unb B einen ~Hf~frei~ K 2 , ber K 
fcljneibet, aieljt bie \ßotenalinie Ls be~ gegebenen .Rreife~ KI unb be~ ~Hf~:< 
freife~ K 2 , bann bie \ßotenaIinie LI be~ ~ilf~treife~ K 2 unb be~ gefucljten 
~reife~ K s• SDer ~cljnittpunft ber beiben \ßotenalinien L s unb LI ift ber 
\ßotenapunlt O. mon 0 au~ aiegt man eine 5tangente an ben ~i1f~frei~, 
finbet fo bie 5tangentenliinge, bann ben merügrungBpunft ufw. (3wei 2agen). 

3. 3eicljne einen S'rrei~, ber burclj awei gegeliene ~unfte A unb B gegt 
unb eine gegebene ®erabe L lierüljrt. 

mnleitung: SDiefe mufgabe ergiiIt man au~ ber vorigen baburclj, 
baÜ man ben ~rei~ KI unenbliclj groü werben liiflt. SDie ~onftruftion 
bleibt biefelOe; L iftaugleiclj bie \ßotenalinie L s. 

4. 3eicljne einen ~rei~, ber awei gegebene ®eraben LI unb L 2 lierügrt 
unb burclj einen gegelienen \ßunft Ps gegt. 

mnleitung: SDa ber gefucljte ~rei~ lieibe ®eraben berüljren foU, fo 
muü bie ~albierung~nnie be~ von LI unb L 2 geliilbeten ~infel~ ben 
~rei~ in einem SDurcljmeffer fcljneiben, alfo eine ~tJmmetrieacljfe be~ 
gefudjten S'rreife~ fein. 3eicljnet man alfo dU bem ~rei~punft Ps in beaug 
auf Oie ~alOierungBlinie ben ftJmmetrifcljen \ßunft, fo mUll auclj biefer ein 
~rei~punft fein. ID1itljin ift biefe mufgabe auf bie vorige aurÜlfgefüljrt. 
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?!.Herteß ~apitel. 

~lJnUd:.t kdtßvunltt~ unb ~lJnUd:.t lt~ttßad:.t r~n. 

§ 11. ~ie ~~nlid)feit~lllge uub bic ~~ulid)feit~~unfte. 
1. @egen burd) einen \ßunft S im !Jlaume (~ig. 22) brei ober megrere 

@erabe unb werben biefe burd) brei ober megrere <Eoenen E, E ll E 2, ••• 

gefd)nitten, jo geiflen bie entftanbenen ~d)nitt~ 
figuren ABO . .. , Al BI 01 ••• A 2 B 2 O2 , •• ufw. 
~erf~dtibifd)e ijiguren. 

~a~ }fiott perfpeftioifd) ift be~gnlb gewägIt, 
weil ba~ n - <Etf Al BI 01 ... einem in S oefinb~ 
lid)en muge baß n- <Ed ABO ... gerabe oerbedt. 

}fiie in ber ~tereometrie oewiefen wirb, finb 
Me ~d)nittfiguren einnnber ägnlid), wenn bie 
~d)nitteoenen parallel raufen. 

2. a) ~aß n - <Ed ABO... unb bie paraUele <Ebene 
EI jei unbewegIid) 
S oewege fid) in einer <Eoene, bie paraUel EI ift, 
S entferne fid) oon ber <Eoene EI unb rüete 

unenbIicf) weit fort, 
S nägere fid) ber <Eoene EI unb faUe in fie. 

gig. 22. 

}fiie änbert fid) oei jeber )Bewegung ba~ n - <Eet Al BI 01 ... ? 

b) 3m \ßunfte S oefinbe fid) eine fefte md)tqueUe unb baß n -<Eet 
. Al BI 01 , •• fei unoewegHd), ba gegen werbe bie <Eoene E paraUel 
oerfd)oben. }fiie änbert fid) bie ~d)attenfigur ABO ... ? (\ßrojeftion~~ 
apparat, Laterna magica.) 

c) lnerfertige auß \ßappe ober nuß ~ragt awei ägnIid)e ~ünfeete. Eie mufJ 
man bag ffeinere Al BI 01 Dl EI galten, bamit eg ba~ gröflere ABO D E 
oerbeett, b. g. bafl bie lnerbinbungßgeraben entfpred)enber \ßunfte burd) 
einen \ßunlt gegen? }fiie oiele 2agen finb mögIid)' unb weld)e oer~ 

änberIid)en ~treeten gaben in aUen 2agen bngfeIbe lnergältniß? 
lnerfd)ieoe ba~ ffeinere ~ünfed Al BI 01 Dl EI perfpeftioifd), bi~ eß 

in Me <Eoene E fällt. }field)e ~iguren ergeoen fid), unb wogin fäUt S, 
wenn fid) bie <Eete A auf einer ®eraben oewegt, bie auggegt oon 

a) ber <Eete A, ß) einem \ßunfte ber ~eite AB, 
1') einem \ßunfte innerlja16 ober r}) auflerf)nlo be~ ~ünfeet~ ABO D E. 

~teUe entfpred)enbe lnerfud)e mit awei streifen an. 
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3. a) Sieljt man in einer ~6eue burdj einen lieIieliigel't ~unft S unb bie 
~den eine~ n- ~d~ ABO... bie ®eraben mig. 22), teilt bie mer~ 
liinbung~ftrede S A, SB, SO... innerlidj unb äu13erIidj nadj bem~ 
fellien merljältni~ unb verliinbet bie %eiIllunfte ber !Reilje nadj mit. 
einanber, fo finb bie entftanbenen n -~de bem urfllrüngIidjen n-~de 
äljnlidj. )8ewei~! 

:Oher tJerbinhet man in einer ~bene einen beliebigen ~unft S 
mit ben ~den A, B, 0... eine~ n - ~d~, aieljt au (n - 1) @:leiten 
AB, B 0, ... (n - 1) ~araUele Al BI' BI 01 , ... unb verliinbet hen 
mnfang~llunft Al ber erften ~araUeIen mit bem ~nbpunft her 
letlten ~araUelen, fo laufen audj bie n ten @:leiten llaraUel, unh bie 
beiben n -~de finh einanber äljnIidj. )8ewei~! 

b) Umfeljrung: 
@:linb awei n-~de ä~nHdj, unb laufen 5wei entfpredjenbe @:leiten 

llaraUel, fo finb audj bie (n-l) anberen @:leitenllaare llaraUel, unb bie 
n ®eraben burdj je 3wei entfpredjenbe ~den fdjneiben fidj in einem ~unft. 

)8ewei~: @:ldjneiben fidj bie burdj bie entflltedjenben ~nbllunfte 

3weier paraUelen @:leiten, 3. )8. ber @:leiten AB unb Al BI geaogenen 
®eraben in bem ~unfte S, fo verliinbet man biefen @:ldjnittllunft S 
mit 0, D, ... unh aiegt 11} C' // B C, C' D' // CD, ufw. ~ann ift 

Al BI C' D' ... '" AB CD ... (ua41 Ba), 

Al BI Cl D l ..• '" ABC D ... (und) lBo1:nu~fetluug), 

Al BI C' D' ... '" AIBI Cl D I. 

~a biefe äljnIidjen n-~de in einer entfllredjenhen @:leite Al BI 
übereinftimmen, fo finh fie fongment unb faUen haljer 3ufammen. 

)8eaeidjnungen: ~ie ~ig. 22 fann fowof)l räumlidj, a[~ audj al~ ebene 
~igur aufgefa13t werben. ~aljer gelten hie folgenben )8eaeidjnungen 
unh ~rgebniffe elienfo für ben !Raum wie für Me ~liene. 

S gei13t . . . . . . . . . . . . .. m:~nHdjfeit~~unft. 
~ür Al BI Cl Dl unb ABC D ift S ber änfim mgnndjfeit~llunft. 
~ür A 2 B 2 O2 D 2 unh ABO D ift S her innere mgnlidjfeit~llunft. 
3ehe ®erahe hurdj S f)ei13t m:~nHdjfeit(l!lerabe. 
~ie brei mierede finh verfpeftivifdj ägnIidj, 
ober bie ä~nlidjen mierede 

Al BI Cl D I unh ABC D liegen 
A 2 B 2 C2 D 2 unh ABCD liegen 

~a~ lonftante merljäHni~ ~~l = Ali ufw. 

= Tc ljei13t . . . . . . . . . . . . 

(birdt) ä~nlidj, 

nmgefe~rt ä~nHdj. 

m:~nlidjleit~ber~ä1tni(l. 
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(hgebni~: Sn llerflleftioifdj äf)nlidjen iYiguren finb nidjt nur, wie in aUen 
äf)nlidjen iYiguren, Me entfllredjenben ?IDinfel gleidj unb Me entfpredjenben 
@5trecfen prollortioniett, fonbern Ie~tere finb audj llaraUel unh aUe 
entfllredjenben !ßunfte liegen auf einer Wf)nHdjfeit~geraben unb fdjneiben 
auf biefer, oom mf)nlidjfeit~llunft au~ gemeifen, @5trecfen ab, bie in bem 
mfjnlidjreit~oerf)ältni~ k ftef)en. 

Wufgaben: 

1. a) ilurcg welcge $ewegung bringt man baß miered AlB, GIDI ber ~ig. 22 
aur iledung mit bem fongruenten miered A.B. G.D.? 

b) mei weldJen }lHmden ber ~ig. 22 Ijaben bie entfpredJenben releiten biefelbe 
3Hcgtung unb bei wefdJen bie entgegengefe~te !!lidJtung? 

c) ~ie mUffen bie äIjnlidJen ~iguren befdJaffen fein, wenn fie in berfellien 
Bage einen äuberen nnb einen inneren IltIjnlidJfeitßpunft beHnen foUen? 

d) ~ercge äIjnlidJen ijiguren liegen in jeber Bage bireft unb umgefeIjrt äIjnUdJ? 

2. a) 3cidJne au einem gegebenen ilreied ein perfpeftinifdJ äIjnUdJeß, wenn 
k = 2 unb ber äubere \ltIjnlidJfeitßpunft gegeben ift. 

b) 3eidJne au einem gegebenen ilreied ein perfpeftinifdJ äIjnlidJeß, wenn 
k = i- unb ber innere IltIjnlidJfeitßpunft gegeben ift. 

3. a) 3eidJne in ein gegebeneß ilreied ein Ouabrat, beffen ~den auf ben releiten 
beß ilreiedß liegen (ijig. 23). - Wn relteUe beß Ouabrateß trete 

b) ein !!lIjombuß mit ge" A ijig. 23. 
gebenem ~infel d'; 

c) ein !!ledJtetf mit gegebe" 
nem <'eieitennerIjältniß 
m:nj 

d) ein miered, baß einem 
gegebenen miered äIjn:: 
UdJ ift. B 

4. 3eidJne tn einen gegebenen StreißaußfdJnttt ein Ouabrat, 
a) non bem awei ~den auf bem mogen, bie beiben anberen auf ben !!labien 

liegen; 

b) non bem awei ~den auf einem !!labiuß, bie britte auf bem anberen !!labiuß, 
bie nierte auf bem mogenliegt. 

5. 3eidJne in einen gegebenen 5lreißaußfdJnitt einen streiß, ber ben magen unb 
bie beiben !!labien berUIjrt. 

6. 3eidJne in einen StreißaflfdJnitt dn Ouabrat, non bem awei ~den auf bem 
mogen unb Me fleiben anberen auf ber releIjne liegen. 

c 
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*§ 12. ~uweubnug bet ~ljulidjfeitf3leljn auf metfwütbige 'nufte 
bef3 ~reietff3. 

ilen WHtteIpunft M beß Umfteifeß unb ben \lnittelpunft 0 beß Snfreifeß 
eineß ilreieefß fannte fcgon jß1Jt~agoraß, ein jüngerer 3eitgenoffe beß ~~aleß 
uon \lnilet (600 u. ~~r.). iler britte metfmütbige jßunft im ilreieef, ber Sdjmer,. 
punft S, mar bem ~rcgimeb eß uon S1Jtafuß (287 liiß 212 u. ~~r.) nicgt ftemb. 
~ucg mub biefet gemullt ~alien, ban ficg bie \JJHttelIinien im jBed)äItniß 2: 1 
fcgneiben. ilenn er lienutlt ben Satl, bau bie butcg ben Scgmetpunft Sau 
einer ilteieefßfeite geaogcne jßaraUeie auf ben anbeten ilreieefßfeiten genau 
ein ilrittel alifcgneibet, unb bau S ber ~alliierungßpunft biefer jßaraUeIen tft. 
~ucg fennt er ben uierten metfmütbigen jßunft im ilreieef, ben ~ö~enfcgnitt,. 
punft H. ~liet meber ~rcgimebeß, nocg fein lifterer 3eitgenoffe <iufIib 
menben ben metfmürbigen jßunften beß ilreiecfß i~re l!Iufmetffamfeit au, unb 
ba <iufIiM (%Iemente bie <ilementarmat~ematif beß \lnittelaIterß uoUftänbig 
lie~ettfcgen, fo finben bie metfmürbigen jßunfte aucg baß ganae \lnitteiaIter 
~inburcg liiß in bie lneuaeit ~etein menig lBeadjtung. <iurer (1707 liiß 1783; 
jßeterßliurg, lBetUn, jßeterßbutg) fanb butcg lBetecgnung ben nacg i~m lie,. 
nannten ,S3e~tfatl 2; 5euerbacg (1800 liiß 1834, <irIangen) entbeefte ben 
lneunpunftfteiß unb Steinet (1796liiß 1863, lBetlin) liemieß 1833 biefe ,S3e~r,. 
fätle im 3ufammen~ang mit ~ilfe bet ~~nncgfeit. 

1. 2eljrfll~. S!:lie brei WCitteIIinien eine~ S!:lreiecf~ f4jneiben fi4j in einem ~unfte 
unb 3war im merljäftni~ 2 : 1. 

mnleitung 3um )8eweife: 
S!:lreiecf A' B' 0' mig.24) ift 

ä1)nli4j ABO mit bem sftljnIi4jfeit~,. 
uerljältni~ k = l- unb liegt um: 
gefeljrt ä1)nIi4j. S!:lie brei ent: 
fpre4jenben ~cfen lieftimmen baljer 
brei sft1)nli4jfeit~geraben , Me fi4j 

A 5 ig.24. 

in einem ~untte, bem sftljnli4j: C 
feit13punfte, f4jneiben. 

2. $Il~ beB ~u!er. 3n jebem '1>reiecf liegen ber ~ö1)enf4jnittpunft B, ber 
l54jmerpunft S unb ber IDlitteIpunft M be~ Umfreife~ in einer ®eraben, 
ber ~ul erf4jen ®eraben, unb e13 ift H S = 2 SM. 

m nIe it u n 9 3 u m )8 e m e i f e mig. 24): 
H unb M finb entfpre4jenbe ~unfte a(~ l54jnittpunfte entfpre4jenber 

I5trecfen. S!:laljer liegen fie auf einer sftljnli4jfeit~geraben, unb H S unb 
SM fteljen in bem lonftanten sftljnndjleit~uerljältni~ 2: 1. 

~o(gerung: AH = 2A' M, in }!Borten? 
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3. $Il~ bdl iY c u e r li Il dj. ~ie Wlitten ber ~eiten eine~ ~reiecf~, bie iJuüvunfte 
feiner ~ö~en unb bie Wlitten ber noeren .\)ö~enabfdjnitte liegen in einer 
.Rrei~Iinie (\l1eunvunftfrei~). 

$l!nleitung aum ?Seweife (tyig.25): 
lllienbet man ben ~a~ be§ ~uler auf ba~ ~reiecf A' B' C' an, jo 

muü ber ~ö~enfd)nittvunft M biefeg ~reiecf~ unb fein ~djwervunft S 
mit bem 9Jlittelvunfte M' feine~ Um~ 
freife~ in einer ®eraben liegen, unb A Uig. 25. 
e~ muü M S = 2 SM' fein. 

~urdj ?Seredjnung finbetman M' S 
= tHM,HM' unbMM'=~HM . 

.8ie~t man nun tJnn A' au~ burdj 
M' bie ®erabe, Me A H in J ttifft, 
fn ift ~reiecf JHM' ~ A' MM', 
fnlglidj J 11 = A' M unb JM' = 
A' M' = r', alfo ift J ein \ßunft 
be~ Umfteife~ be~ ~reiecf~ A' B' C'. 
~a ferner AH = 2A' M ift, fo muü J bie WHtte tJon AH fein. 
J A' ift ein ~urdjmeffer, 4JDA' = 90°, mit~in liegt aud) ber 

.\)ö~enfuÜvunft D auf bem Umfreife be~ ~reiecfg A' B' C'. 
~ntfvredjenbe~ gilt für 'bie anberen .\)ö~en. 

iJragen: 1. llliarum finb M, S, M', H ~armnnifdje \ßunfte? 
2. lllia~ für ein jBimcf ift A JA' M? 
3. llliie grnü ift r'? 

§ 13. ~ie i~n1idjfeit~adjfe ä~n1idjer ~idelfe. 

2e~rfa~. a) 2iegen brei ii~nIid)e jBielecfe VI' V2, Vs aueinanber bireft ii~nIidj, 
fo liegen i~re brei m~nlidjfeit§punfte in einer ®eraben, ber 
~~uHdjfeitBadjfe (tyig.26a). 

b) 2iegen tJon brei ägnlidjen jBieIecfen VI' V2 , Vs awei, 3. ?S. VI 
unb Vs CiJig. 26 b), aueinanber birett ägnIidj, bagegen oeibe dU 
bem britten jBielecf V2 umgefe~rt iignIid) , fn Hegen igte brei 
mgnIidjfeit§punfte in einer ®eraben, ber mgnIidjfeit~adjfe. 

?Sewei~ au a): 3ft Ss ber m~nHd)feit~punft für VI unb V2, SI für V2 unb 
Va, S2 für Va unb VI' fo tJergält fidj 

Al Ss al A9 SI a2 A3 S2 as 
s;A;; = a2 ; SIAs = a;; ~ = a\; 

Al Ss All SI As S2 ~ al a2 as _ 1 
s;A;'~'~-a;'a;'~ - , 
Hegen Ss, S2' SI in einer ®eraben. 

~er ?Sewei~ tJon b entfpridjt bem tJon a. 
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mufgaoen: 
1. Ißeroinbet man bie ~nbpunfte brei er parallelen @)trec'fen gemäfl 5ig. 27 

miteinanber, fo liegen bie brei @)djnittpunfte ber iBeroinbung~linien in 
einer ~eroben. 

~ig. 'il. :-\3 , 

A I BI 

lIDie flef)t e~ nr. gl'frwöten 
iBerolnbung!'l(inien ( • . L> ig.26 h 
AlB" A~B~, Aa H) ? 

2. 3eidjne brei g(ridjfeicae 5Dreiecfc 
fo, bob igel' l5eiten ~ je breien 
paralle: ~r:b, unb bnftruiere 
bie ~f~n{jd)leiBlodjil' . 

lIDtfdje 20gen fin. mögIidj? 
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§ 14. ~ie &~ nHdjfeit~~uufte unb bie &~nlidjfcit~adjfcu uou ~reifen. 
51l~ bc~ IDl 0 n ge. mon bett fedj~ sjlf)nndjfeit~punften breier Sfreif e liegen bie 

brei äUlleren unb jeber äUllere mit ben oeiben nidjt 3ugeljörigen inneren 
in einer @eraben mig. 28). 

~rei Sfreife befi~en a1fo ftet~ vier mljnlidjfeit~adjfen. 
~a ~reife ftet~ birett unb aug1eidj umgeleljrt äljnlidj liegen, fo ift 

bel' San be~ W10nge nur ein befonberer ~aU be~ vorigen 2egrfa~e~. 
~ufgaben: 1. Swei ~reife. 

1. a) ~er äUllere unb bel' innere mljnlidjfeit~punft 3weier ~reife teilen bie 
Sentralftrede ljarmonifdj nadj bem merf)äUni~ bel' mabien. 

b) ~ie gemeinfamen 5tangenten aweier Sfreif e geljen burdj einen mgnlidj
leit~punft. 

c) ~ie bewegen fidj bie mgnlidjleit~punlte aweier Sfreife, wenn igre 
Sentralftrecfe bi~ mull abnimmt, unb wie, wenn bel' ffeinere mabiu~ 
bi~ mull abnimmt ober bi~ Unenblidj wädjft? 

d) ~ie barf fidj bie @rölle 3weier Sfreif e änbern, wenn bie W1ittelpunfte 
unb bie mgnlidjfeit~punfte iljre 2age beibeljarten f oUen? 

2. Seidjne an 3wei gegebene ~reife bie gemeinfamen 5tangenten mit me~ 
nu~ung bel' mljnlidjfeit~punfte. 

II. ~rei !freife. 
SonberfäUe be~ Sa~e~ von W10nge (1746 bi~ 1818; ':ßari~). 

1. merüljrt ein ~rei~ 3wei anbere glddjartig, b. f). entweber beibe non 
aUllen ober beibe von innen, fo liegen bie merüljrung~punfte mit bem 
änneren mljnlidjfeit~punfte bel' beiben lenten ~reife in einet @eraben. 

2. metüljrt ein Sltei~ 8w,ei anbete unglddjartig, b. lj. ben einen von aUllen, 
ben anberen von innen, 10 liegen bie merüljtung~punfte mit bem inneren 
mljnlidjfeit~punfte bel' beiben le~ten Streife in einet @eraben. 
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~ünfte~ ~apiteI. ~ C 1 u ub ~ c la::r.e. 

§ 15. :!lie 'vlllle IlI~ gevmetrifd)cr Oft. 

§ 15 

1 . .RonftruWon: 

X 

®egelJen ift ein ~ei~ unb ein \ßunft P (~ig. 29 a unb b). $)urdj 
biefen gat man bie Sen±tale geaogen, bie ben ~rei~ in A unb C 

'aio. 2~ a. ig. 29b. 

,/ 

Z 

~ 
Z' 

P ,C 

Z 

" 

B { \, }u-- P 

L / Z' 

idjneibet, bann in lJe3ug auf ben $)urdjmefier AC ben P 3ugeorbneten 
garmoniicf)en \ßunft B lJeitimmt, icf)Iiej3licf) in B auf ber Sentra(e bie 
~enfrecf)te erricf)tet. 

~ef)auptung: 3ebe burcf) P geljenbe ~eljne XZ wirb burcf) P unb Me 
~enfrecf)te ljarmoniicf) geteilt. 

~ewei~: man aieljt bie geftricf)eIten ~ilf~finien. 

A, C, P, B ljarmoniicf)e \ßunfte, 
XA, XC, XP, XB , ~traljlen, .4 AXC = 900, 

.4ZXC = Z'XC, 

~ogen ZC = Z' C. 
~(appt man um ben $)urcf)meiier AC, io mufl Z' mit Z, alio ancf) 

.4 Z' Be mit Z Be 3uiammenfaUen, b. i. .4 z' Be = Z Be. $)a 
ferner .4 PB Y = 90° ift, io finb 

BZ', BZ, BP, BY ljarmoniicf)e ~traf){fn, 

X , Z, P, Y , \ßunfte. 
2. ~e3eicf)nungen: 

a) Swei \ßunfte, bie einen $)urcf)meifer garmonifcf) teHen, lJilben ein 
\l3lll~llllr .ober 3ugcllrbuefe \l3llle (au erglinaen: in lJe3ug auf ben 
gegelJenen ~reH\). 91enne Me augeorbneten ~.o(e ber ~iguren. mieoid 
~o(paare gil.Jt e~ auf einem $)urcf)meiier? 

b) $)ie rote ®erabe geij3t bie \l3lllllre be~ feiten ~unfte~ P unb ber 
fefte \ßunft P ber \l31l1 ber roten ®eraben. 



§ 15 ~ie !jlolate aIß geomettifdjet ,ott. 33 

3. 2e~rfa1! 1. ~er geometrifdje Ort für alle einem feften ~unlt P5ngeorbneten 
~armonifdjen ~unfte in lle5ug auf bie burdj P ge~enben 6e~nen 
ift bie ~olare lIon P. 

4:. ~olgerungen: 
a) mu~ bel' mögIidjfeit unb ~inbeutigfeit bel' 1. ~onftruftion folgt: 

.su einem ~unlt gillt eB ftetB eine nnb nnr eine ~olare. 
b) @egeben ift ein .Rrei~ unb eine ~.}erabe, beftimme iljren ~ol. mu~ bel' 

mögIidjfeit unb ~inbeutigteit audj biefer .Ronftruftion ergint fidj: 
.su einer Gjeraben gillt eB itetB einen unb nur einen ~ol. 

O. ~onftruftion bel' ~olare. 
~a e~ ijU einem ~unft P nur eine ~orare gibt unb eine @erabe 

burdj ijwei iljrer ~unfte einbeutig oeftimmt ift, fo fann man bie ~olare 
au einem gegebenen ~unft P fonftruieren, inbem man burdj P 3wei 
beHebige @)egnen ijieljt, auf jeber ben P ijugeorbneten ljarmonifdjen ~unft 
beftimmt unb biefe verbinbet. 

6. ~enbet man Me @renabetradjtung be~ § 4 an, fo ergibt fidj: 
a) ~ie ~olare be~ ~rei~mittelpunfte~ liegt unenblidj fern. 
b) ~anbert P vom ~rei~mitte(punft nadj 0, fo näflert fidj Me ~olare 

au~ unenblidjer ~erne, fidj paraUel verfdjiebenb, elienfaU~ O. s'Hegt 
P innerljalb be~ 5lreife~, fo fdjneibet feine ~olare ben 
5lrei~ nidjt. 

c) ~ie ~olare eine~ ~unUe~ bel' ~rei~Hnie ift bie in biefem 
~untt geaogene :.tangente. 

~er ~ol einer :.tangente ift iljr merüljrungßpunft. 

d) 2iegt P auuerljalb be~ ~reife~, fo fdjneibet feine ~olare 
ben ~rei~, unb ijwar ift bie merügrung~feljne ber von P an ben 
Slrei~ geaogenen :.tangenten Me ~olare, in lüramr ~affung: 

~ie merüljrung~feljne aweier :.tangenten ift bie ~olare 
iljreß @)djnittpunfteß. 

~er Sdjnittpunft aweier :.tangenten ift bel' ~o( ber me" 
rülj.rungßf eljne. 

~enn bregt man Me @)efante X P (5ig. 29 b) um ben feften 
~unft P, bi~ fte aur :.tangente wirb, fo faUen iljre @)djnittpunfte X 
unb Z mit Y auf ammen , ba 4. X B Y ftet~ g(eidj Z B Y ift. 

e) ~ie ~orare eineß in oeftimmter 9Hdjtung unenblidj fernen 
~unUe~ ift bel' au jener 9Hdjtung fenfredjte ~urdjmeffer. 

~er ~oI eineß ~urdjmefierß Iieg-t unenbIidj fern in bel' 
au bem ~urdjmeffer fenfredjten 9lidjtung. 

18auer u. u. ~an61eben, Gleomettie f.9lealanftalten. (Olietftufe.) 3 
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§ 16. Sfoufttuftion bet ~o{l'ne nnb b"~ ~olbteiecf. 

1. (!J)runbllufglllrt: .8eicgne i\U einem gegebenen s:ßunft A in beaug oUT einen 
gegebenen ~rei~ bie s:ßo[are m ogne menußung be~ 3irfe[~. 

2öfung: IDCan aiegt (5ig.30) non A 5Ig.30. 
au~ awei beliebig~ @5efanten A XX' 
unb AYY', beftimmt ben @5cgnitt~ 

vunftB ber @5egnen Xy' unb X' Y, 
fowie ben @5cgnittvunlt 0 ber @5e::: 
fanten X Y unb X/ Y' unb legt burcg 
bie @5cgnittvunfte B unb C bie ®e::: 
rabe, fo ift biefe bie gefucgte ~olare. 

mewei~: SDie 5igur ift ein voUftän::: 
bige~ mierfeit mit ben SDiagona(en 
1'" Y, OB, X' X. 3ebe SDiagona{e 
eine~ noUftänbigen mierfeit~ wirb aber burdj bie beiben anberen SDiagona{en 
garmonifcg geteilt. IDCit!)in finb 1"', D, Y, A unb X', E, X, A !)armo::: 
nifcge ~unfte, alfo ift bie rote ®erabe Oie ~olare dU A. 

3eicgne Me 5igur für ben ~aU, bab ber gegebene ~unft inner!)alb 
be~ gegebenen ~reife~ Hegt. 2öfung unb mewei~ bleiben wörtlicg beftegen. 

!Jig. 31 a. ~Ig. 31 b. 

A 

2. ~olgerungen: 
a) 3ft Aber s:ßol au m (5ig. 31a), unb aiegt manbeHebig AXX', AYY' ufw., 

fo fäUt . OB mit m aufammen. ~arum? 

b) 3ft A ber ~o( au m (~ig. 31 b), fo aieljt man beliebig AXX', fowie 
burcg einen beliebigen ~unft Y ber ®eraben m Me @5e!)nen X YU' unb 
X' Y U ufw. ~oljin fäUt ber @5djntttpunft ber @5efanten X U unb X' u'? 

3. ~onftrurtion: 3ie!)e von einem gegebenen ~unft an einen gegebenen ~ei~ 
bie ~angenten o!)ne menußung be~ 3irfel~. 2öfung fklje ~ig. 32. 
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ig.33. 
J 

4. (Ergänat man ~ig. 30 au ~ig. 33, fo ift C y' B Y ein mierfeit unh B C, roie eben 
beroiefen, Me llMare au A. (E~ ift aber audj A X B Y ein mierfeit mit 
ben ~iagonafen AB, XY, X' Y', mHf)in finh X, G, Y, C unh X', F, Y', C 
flarmonifdjdßunfte, alfo tft A·B Me ~Mare 3U C. ~ritten~ ift X' X Y Y' 
ein mierfeit mit ben ~iagonafen X' Y, XY', A C, mHf)in finh X', B, Y, H 
unh X, B, Y', J flurmonifdje jßunlte, utfo ift CA bie jßoIare 3U B. 

~a~ ~reiecf AB C flat alfo bie (Eigenfdjaft, baf! jebe (Ecfe ber jßoI feiner 
®egenfeite tft. (Ein fofdjeß ~reiecf geif!t ~olbreietf. @ß ergibt fidj: 

2e~tfll1! 2. ~ie Sdjnittllnnfte bet &egenfeiten eine~ Se~nenbimd' nnb bet 
6d)nitt~nnft feinet 'Nagonden finb bie G'icfen eine~ ~Mbreiecf~. 

ße~tfll1! 3. Sinb 3",ei G'iden eine{l ~teied~ bie '-l3ole i~rer &egenfeiten, fo 
ift aud) bie britte G'ide ber ~ol i~ret &egenfeite. 

§ 17. IDle~tete ~Olllten. 

2e§rfll1! 4. ~ie 'olaren alIer 'unfie einer &erllben ge~en butd) ben '01 
bet &etaben. 

~iB. 34a. 

/ 

3* 
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~ewei~: ~an I. ~ie @erabe f~neibet ben ~rei~ ni~t. 
inerbinbet man (~ig. 34 a) einen 6eliebigen ~unft Z ber gegeoenen @eraben?J3 
mit iqtem ~ol B, fo finb u', U, B, Z qarmonif~e ~untte, mitqin geqt 
bie ~Orate oon Z bur~ B. 

~an H. ~ie @erabe f~neibet ben ~rei~. 
a) ~er ~unU Z Hegt innerqalb be~ 5lteife~ (~ig. 34 b). met" 

binbet man Z mit A, fo finb V', V, Z, A qatmonifd)e ~unfte, 
alfo gef)t bie ~orare oon Z bUt~ A. 

b) ~er ~unH Z liegt auf:Jetf)IlIb be~ ~reife~ (iJig.34c). W'llln 
aeic9net au Z bie ~ohtte (rot), er' 34 'l)tg. c. 
fo finb U', U, B, Z qarmo" 
nif~e ~unfte. Eu B fon" 
ftruiert man wieberum bie 
~olare, fo muf:l biefe burc9 Z 
(Jef)en, unb V', V, B, 0 muffen 
qarmonifcge ~unfte fein. ~a 
u', U, B, Z unb V', V, B, 0 
qatmonif~e ~unfte finb, ;0 
ift 0 Z bie ~orare au B, 
mitqin ift Z B 0 ein ~or" 
breieCf, a1io ift 0 ber ~of ou ~. 

~o(gerunBen unb UmfeqrunBen: 
1. a) 2iegt ein ~unft auf einer ®eraben, fo Bef)t feine ~orllre burc9 ben 

~oI biefer @eraben. 
b) @eqt eine @erabe burc9 einen ~unft, fo Hegt iqr ~o[ auf ber ~ofare 

biefe~ ~unfte~. 
2. a) 2iegen brei ~unfte auf berfe1ben @eraben, fo fc9neiben fi~ iqre 

~o[aten in bem;elUen ~unft. 
b) @Sc9neiben ;i~ brei ®eraben in bemf eUien ~unft, fo liegen if)re ~oIe 

auf berfeIben @eraben. 
3. a) ~eltJegt fic9 ein ~unft auf einer @eraben, fo breljt fic9 feine ~oIare 

um ben ~ol biefer @eraben. 
b) ~rel)t fid) eine @erabe um einen ~unft, f 0 beweBt fi~ iqr ~01 auf 

ber ~oIare biefe~ ~unfte!3. 
4. @So(anBe ber ~unft auf:lerqaIb be~ Sheife~ liegt (~iB . 35 a u. b), gift 

ber @Sau: 
a) ?J3eweBt fic9 ein ~unft auf einer feften @eraben, ;0 bref)t fic9 Me 

?J3eruqrung~;el)ne ber oon iqm au~ (Je30genen stangenten um einen 
feften ~unft, ben ~01 ber feften @eraben. 

b) ~reljt fic9 eine @Seqne um einen feften ~unft, fo bewegt fi~ ber 
@Sc9nittpunft ber in iqren ~nbpunften Beaogenen stangenten auf 
einer feften @eraben, ber ~o(are be~ feften ~unlte13. 
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o 

uneljrere $oInren. 

I ig.35o.. 
, , 

,,' \ , , " , , I 

,/ 1 
" I \ 

" , 
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5. a) .8eicf)net man au attJei beliebigen @eraben 1 unb 2 bie ~oIe I unb II, 
fo ift bie @erabe burcf) I unb II bie ~olare aum e5cf)nittpunft ber 
@etaben 1 unb 2. 

b) .8eicf)net man 3u 3ttJei befiebigen 
~unften I unb II bie ~oIaren 1 
unb 2, fo ift ber e5cf)nittpunft 
non 1 unb 2 ber ~ol au ber 
@etaben burcf) I unb II. 

~ufgaben: 

1. .8eicf)ne oljne ~enußung be~ .8irfeI~ 
a) ben ~ol 3U einer gegebenen 

@eraben in beaug auf einen 
gegebenen ~rei~, 

b) bie ;;tangente in einem gegebenen 
~unfte einer gegebenen ftrei~~ 
linie, 

c) ben e5traljI non einem gegebenen 
~unft P au~ nacf) bem un~ 

augiinglicf)en e5cf)nittpunft X 
3ttJeier gegebenen @eraben @1 
unb @2. 

: 

,ll , 
, , . . . 

~ig. 35b. 

7 

2. .8eicf)ne mit gegebenem mabiu~ einen 5hei~, in beaug auf ben 
a) 3ttJei gegebene ~unfte A unb A' augeorbnete ~ore finb, 
b) eine gegebene @erabe @ unb ein gegebener ~unft G- \ßo(are unb 

~or finb. 
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.8meite mbhitul~ bd ße~rf.leß ~. 
~ilfßftlb . .8me. q!oTl'aare uf uet:"djie.beten ~rdjmerrCtn IieQen a-lf einem 

5!teiJ! (~Ig 36). 
lBemellJ: MX'.MX = r', nlq Begf. 4c, 5.8, 

M Y' .N l' = , .• ,. • 

~ig.36. 

M X' . .M X = MY'. M. 1': 
liegen X', r , 1", Y auf 
bemfeBen 5!reiß. 

~ 

ge~tfab. i>le ~Iann aUet ~nfte 
dnet @etaben .:ge~en burdj h'!1: !pol 
blefet @etabe •. 

58 e m ei ß: IDlan r.nftrulert au hn ge~ 
gebenen @etabm m' (ij·lg. 37 .. J. b) 
ben !lJol .. 4!, in em man Dom _ eiß~ 
mitteIpunrt M uf m' bie 6en:t-!djte 

/ 

( 
. , , 

lilA fäUt unb &J I~rem ijulpl:lÜt A ::lcn 3Ul!torbne:en !pol A' aeidj~t. 3' tun X 
ein beHebiger ~lInft Don \lI... 10 ie~t rum MX unb beftimn:t l:et: X au~ 
geotbneten !pol X'. i>ann '\1 bit !8er6hilllllO Enle A' X ' bie 8cIart oU X, 

ijig. 37 a. 
~ig. 37b. 

---'''f 
meiI ~ A' X' X '90· beträgt. 3bdj ::lem Ua tlgen 3e~rra~ liegen fIlio(:d; bie 
!lJole A, A!, J , ~, auf einem ~eiie . nadj §!unftt:lftion 1ft ~ A.' X = 90°, 
folglidj 1ft A.' X ein i>utdjmef"E-:, ml~in ~ A' X' ~ = 90°. 

§ 18. ~tei ~Ilngenten eine~ Sfteife~. 

2egrf ay 5. S!)a~ 3wifcf)en 3wei %angenten eine~ Streifeß liegenbe @5tücf 
einer britten %angente wirb bur cf) ben eigenen ?8erüf)rung~punft 
unb bie metbinbung~gerabe ber beiben anberen ?8etüI)tung~punfte 
garmonifdj geteilt. 

)Boradfeyung: D, E, F (~ig. 38) finb bie ?8erügrung~punfte ber brei 
%angenten, burcf) F unb' E ift bie @erabe geaogen. 

?8egauptung: B,D,e,G finb garmonifcf)e ~unlte. 
?8ewei~ 1: man aiegt bie ~ilf~Iinien AD, BE, CF unb beweift mittelß 

b~ 2egrfaye~ von ~eoa, baf! biefe ~ilf~linien burcf) einen ~unft 
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gegen. IDlitgin ift bie 5igur ein tloUftiinbigeß mierfeit, alfo ftnb 
B, D, 0, G garmonifd)e jßunfte. 

'i}ig.3 . 

}Bewei~ 2: mad) bem 2egrfaye be~ 9J1enelauß ift 
BG.s-c.s-a_ 1 
GO s-a s-b- , 

BG s-b 
GO = s-=-c' 
BD s-b 

mun ift nad) 5igur - = --, 
DC s-c 
BD BG 
DO OG' 

G 

mufgabe: ~ie änbert fid) Me 5igur, wenn Me rote 5tangente um ben Strriß 
gerumgleitet? Seid)ne Me 5igur für bie 2age, bab ber Sttei~ ein mnfrei~ ift. 
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§ 19. 6a~ be~ 2hiand,Jon. 
2e~rftl~ be~ ~ritlnd,Jon. 

~ie !8erbinbungßliuieu bel' ~egenedcn eincß ttlngcntenfed,Jßedß 
fd,Jneiben fid,J in einem l13nnlt. (~er @laß gilt aud) bann, wenn fid) bie 
!8eroinbung~linien ber ®egeneden auuergaIO be~ Slreife~ fd)neiben.) 

m ew ei~: IDlan veroinbet bie merügrung~punfte ber 5tangenten ber !Heige 
nad) miteinanber (iYig. 39) unh verlängert Me ®egenfeiten he~ ent~ 

'tSiß. alt. 

z 

X 

ftanhenen @legnenfed)~ed~, oi~ fie fid) fd)neiben. ~ann ift 1 bie \(Mare 
dU I, 4 bie \(Mare au IV, mitgin ift nad) § 17, ~r. 5 b, her @ld)nitt~ 

punft X ber ~o{ ilur ®eraben I IV; eoenfo finb Y unb Z bie ~o{e 
au hen ®eraben III VI unh II V. ~a mm bie ~unfte X, Y, Z auf 
einer ®eraben liegen, 10 müffen fid) igre ~oraren nad) § 17, ~r. 2 a in 
einem ~unft (mtiancf)onid)er ~unft) fd)neiben. 

&ufgaoen ilum .8eid)nen: 2öf3t man megrete oenad)oarte (Eden eine~ 

5tangentenfed)~ed~ aufammenfaUen, fo ergeoen fid) bie @lö!1e: 
1. 3n emem 5tangentenfünfed fd)neiben fid) bie meroinhung~Iinie einer 

~de mit bem merü~rung~tJunft ber ®egenfeite unb bie oeiben mer~ 

oinbung~linien ber üorigen ®egeneden in einem ~unft. 
2. 3n einem 5tangentenviered fd)neiben fid) hie meroinhung~linien ber 

®egeneden unb bie her merügrung~punfte her®egenfeiten in einem ~unft. 
3. Sn einem stangentenbreied fd)neiben fiel) bie meroinhung~Hnien her 

(Eden mit hen merügrung~tJunften her ®egenfeiten in einem ~unft. 
~ i ft 0 ri f cl) e )B e m e rf u n g: iler ftan3öfif cl)e \JJ1atljematifer )B ri a n cl) 0 n lebte 1785 

bi~ 1870. 
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~ünfte~ ~apiter. Qj).o u i.o m.e t:t' i.e. 

§ 24. ~ie tyunftioneu bet Summe, b3W. bn ~iffeten3 3Wetet mJinfeJ. 

~ruttbauf!ltl1Jt 1: 
@egeben: sin~, cos~; sinß, cosß. @efucgt: sin(~ + ß), cos(~ + ß). 

Slöfung: Um sin (~ + ß) au et~aIten, muü man ben mJinleI (~+ ß) 
aeid)nen unh von einem beliebigen ~unfte X be~ einen ~cgenle(ß bie 
~enlrecgte XD auf ben anberen ~cgenle( fällen. ~a man sin ~ unh sin ß 
benuten foll, unh bamit man eine aufammen~iingenbe ~igur erf)iiIt, aief)t 
man von bemfeIben ~ut1fte X au~ Me ~inu~lit1ie XE für ß unh von E 
au~ bie ~inu~(inie EF für~. ~ie (5inu~linie XD aerlegt man burcg bie 
@~rahe E G parallel F M. ~ann finb (~ig. 28) bie mJinfeI EX G unh ~ 
einanber g(eid), weil if)re ~d)enfe( aufeinanber fenfrecgt fiegen, unb 
. XD EF+XG' MD MF- GE 
stn(~+ß) = MX =' MX ' cos(~+ß) = MX = ----xix~-' 

" 

" 

_ sin~.ME+cos~.XE 

-:-~X MX' 
, sin ~. cosß + cos~ .sinß. 

~ig. 28. 

" 

" 

cos~.ME sin~.XE 

MX-~X 

= cos~.cosß-sin~.sinß 
~ig. 29. 

E G 

900 90· 90· 900 
MIC.-.:.':""O-+---D==-=---=F~- M F D 

~ruuilauf!labt 2: 
@egeben: sin~, cos~; sinß, cosß. @efud)t: (sin~-ß), cos(~-ß). 

~ >ß· 
Sl ö fun g: SDie ~onftrultion entfprid)t her vorigen mig. 29). 

sin(~-ß) = XD = l!lF~:: ___ XG cos(~-ß) = MD = MF+_ GE 
MX MX' MX MX' 

" 

" 

sin~.ME cos~.XE 

MX--MX' 
= sin~.cosß-cos~.sinß· 

" 

" 

_ cos~.ME + sin~.XE 
- MX MX' 
= cos~.cosß +sin~.sinß. 
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®runllautgtthe 3: 
®egeoen: tgv., tg(J. ®efudit: tg(v. + (J), tg(v. - (J). 

2öfung: t (v. + Il) = sin(v. + (J), 
g ~ ces(v. + (J) 

sin v. ces (J + ces V. sin (J 
" = cosv. cos(J - sinv. sinß' 

w = ~g v. + tg ßß (gefftrst burC() cos a . cos ß). 
-tgv. tg 

~ntft1redjenb t (a _ ß) _ tg v. - tg ß . 
t' g -l+tgv.tgß 

®rullllaufgabe 4: 
®egeben: cotv., cotß. ®efudjt: cet (v. + (J), cot (v. - ß). 

2öfung: ~ntfpredjenb ~ufgabe 3 er~ii(t man: 

( +ß) cotßcotv.-1 
cot v. = , 

cotß + cotv. 

cot(v.-ß) = cotß cetv. + 1. 
cotß - cotv. 

~rweiterung: stlie 2öfung ber oeiben erften ~ufgaben unb baljer audj bie 
ber beiben folgenben ~ufgaben ftii~t fidj auf bie ~ig. 28 unb 29. 
3n biefen tft fowoljl v. unb ß, al~ audj (a + (J) lleiner al~ 90°. 
stlaljer gelten bie vier ~ormeln nur unter biefer ~nfdjrdnfung. stlaü 
fie für beliebige m3infel gültig finb, fann man entweber geometrifdj 
oeweifen, inbem man entfpredjenbe ~iguren fonftruiert, ober algebraifdj 
mit }8enu~ung ber ~ormeln be~ § 13, inbem man Me m3inM v. unh ß 
gIeidj (k. 90° ± einem }IDinfe{ unter 45°) fe!}t. .8.}8.: 

sin (60 + 50) = sin (90 - 30 + 90 - 40), 

" = sin (180 - [30 + 40D, 

" = sin [30 + 40], 

" 
" 

= sin 30 cos 40 + cos 30 sin 40, 

= cos 60 sin 50 + sin 60 cos 5C 

" = sin 60 cos 50 + cos 60 sin 50. 

cos (610 + 300) = cos (630 - 20 + 270 + 30), 

" = cos (900 - 20 + 30), 

" 
" 

= - (cos 30 - 20), 

= - cos 30 cos 20 - sin 30 sin 20, 
= sin 300. (- sin 610) - cos 300 (- cos 610), 
= cos 610. cos 300 - sin 610 sin 300. 



§24 :ilte \,\,unfttonen be~ €Summe, bam. be~ :iliffe~ma amete~ mltnfel. 

~Q~m.eht; 

sin (a + fJ) = sina cosfJ + COsa sinfJ, 
sin(a-fJ) =" " 
COS (a + fJ) = cos a cos fJ - sina sinjJ, 
cos (a =r- fJ) = " + " 

t (~+ ß) = tg ~ + tg ß , 
9 l-tg~ tgß 

t (~_ ß) = tg rx - tg ß ; 
9 1 + tg~ tgß 

t( +ß) cotß cot~-l co ~ = , 
cotß + cot~ 

cot (~ _ ß) = cot ß cot ~ + 1. 
cotß - cot~ 

ij'ig. 30. 

43 

~ufgaflen: M X 

1. ~n weldjer lBeaief)ung ftef)t Me ~ig. 30 au ber ~ig. 29, unb wie läbt 
fid) mit if)r ®runhaufgaoe 2 löfen? 

2. S3eite sin (rx + (:J) au~ ber ®leidjung b. MXZ = b. MYZ ± b. MYX 
(~ig.31a unb b) unh cos(~±ß) au~ cos(~±ß) = sin(900-rx±ß) ao. 

ijig.31o.. ij'ig. 31 b. 

M Z Z M Z Z 

3. 2eite sin (rx± ß) au3 bem ~toremäifdjen 2eijrfaße (~ig. 32a unh b) 
AB. OD = AO.BD±BO.AD ao. 

ijig.32a. ijig. 32b. 
C C 

4. meredjne sin 75°, cos 75° unb sin 15°, cos 15° au3 bm oerannten ~unr~ 
!ionen uon 45° nnb 30°. 
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6. S3eite sin (1300 + 300), sin (1600 - 1000), cos (10000 + 1700) unb 
cos (10000 - 1700) 00. 

6. S3eite Me 50tmeln beß § 14 00, inbem bu - IX = 0 -" fetleft. 
7. S3eite bie 50tmern 

sin tp = 2 sin ; cos ; , 

cos tp = co&! ; - sins ; ~ 2 cosS ; -1 ober = 1-2 ~ : ' 

2 tg!!!.. cotl cp -1 
2 2 

tg rp = ---. cotrp = ab. 
l+tgllCP 2cotp 

2 

§ 25. ~ie Summe uub bie ~iffnen~ ~weiet Sind-, 
113W. stofinußfunftiouen. 

<Sett man IX + ß = u unb IX - ß = v, fo et~IHt man 
u +v U-1) 

" = -2- unb ß = -2-· 

~tc'§ ~bbition, oam. butdj 5uottaftion bet ~otmern 

{ Sin(1X + ß) = sin IX cos ß + COSIX sin ß} 
sin (IX - ß) = sin IX cos ß - COSI'X sin ß 

unb {COS(IX + ß) = COSI'X cosß - sinlX sin ß } 
cos (IX - ß) = COSI'X cos ß + sin IX sin ß 

ergibt fidj 

sinu + sVn'V = u+'V U-'V 
2 s'ln-2- 0 cos -2-' 

sinu-sin'V = u+'V U-'V. 2 cos--. S'ln--, 
2 2 

u+'V U-'V cos U + cOS'V = 2 cos -2- • cos -2-' 

u+'V u-'V cosu-coS'V = -2sin-2-osin-2-. 

Wufga~en: 2eite ab 

{ 1. sin (30° + IX) + sin (30° - IX) = COS IX. 

2. cos (30° + IX) - cos (30° - IX) = - sin IX. 

3 sin33° + sin 3° - t 180 
• cos 33° + cos 3° - 9 • 

cos 30 - cos 330 
4. . 30 + . 330 = tg 15°. Sin Sin 

{ ö. 
6. 

~etedjne :c nuß 
sin(:c + 12°) + cos(:c-180) = 1,5. 
sin (:c + 19°) - cos (96° -:c) = 0,18. 



§ 26 :ilie IDlllUwetbefdjen ®reidjungen unb bet :tangen~fatl. 45 

§ 26. ~ie W'hlhueibefd)eu QJleid)uugeu uub bet Xllugeußfllq. 

!8eljauptung: ß-'Y 
b+c = cos-2-

1. 
a . " szn'2 

sin ß -'Y 
b-c 2 

2. ----

3. 

a a 
cos2' 

tg ß + 'Y 
b+o 2 
b-o = ß-'Y· 

tg-2-

!Bettlei~: madj § 16 ift b = 2rsinß, 0 = 2rsinr, a = 2rsill", foTglidj 
1. b + 0 2 r sin ß + 2 r sin 'Y 

-a- = 2rsina ' 

2. 

3. 

2sin ß +'Y .00sß-'Y 
b+c = 2 2 

a 2sin~cos~ 
2 2 

oos ß - r 
b+c ___ 2_ 

a . a 
szn'2 

b - 0 2 r sin ß - 2 r sin 'Y 
-a- = 2rsincx ' 

2 cos ß + r sin ß - 7' 
b-c 2 2 
--= 

a 

b-c 

2 ." " Strl- oos-
2 2 

sinß -7' 
2 

--=---
" ' cos2' 

a 

b + c 2 r sin ß + 2 r sin 7' 
b-c = 2rsinß - 2rsinr' 

2sin ß+7' cos ß -7' 
b+c 2 2 

b - 0 = 2 cos ß + r sin ß - 'Y • 
2 2 

benn 

benn 

mitljin 

ß+r . a 
cos -- = sm-· 

~ 2 

ß+y 
b+o tg-2-

b-c = ß-y· 
tg--

2 
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~ufgaben: 

1. b+c=170, 2. b-c = 37,96, 
IX = 73°44' 24", ß = 98° 7' 17", 

ß= 9° 31' 38". " = 42°2' 31". 

3. a = 40,9, 4. a = 445, 
b+c= 63,5, b-c = 419, 

OG = 69° 54'. OG = 24°11' 24". 

5. a = 53,786, 6. a = 404,74, 
b +c = 73, b-c = 212, 
ß-r = 32°. ß-r = 56°40'. 

7. a = 77,273, 8. a = 530 7' 48", 
b +c = 125, b-c = 5,8, 

r= 40. r=4,6. 

9. a + b + c = 250, 10. b+c-a = 47,246, 
r = 73,225, r = 27,28, 
IX = 43° 36' 1 0". IX = 45° 45' 51". 

e;edjfte~ .Rapitel. 

~ ~ ~i~ dt~ Itufg It lt ~1t+ 

§ 27. 9Ret4obcll 5ur trigollometrifdjcn 2öfung bon ~teieIfßllufgllben. 

I. @eometrijdje W1etgobe. :tlie meredjnung folgt genau e;djritt fur 
e;djritt ber geometrifdjen ~onftruftion; ein :tlreied wirb nadj bem 
anber.en be~edjnet , ba~er fi~b uno.oU~ ~ig. 33. 
ftänbtge :tlretede burdj Stegen tljrer e;etten 
au ergänaen. 

II. mnalt)tifdje W1etgobe. W1anfjeUtmitter~ 
b~r befannten ~ormern fo oiele ®Iei~ 
djungen owifdjen ben gegeoenen unt> ben 
gefud)ten e;tÜlfen auf, wie Unoetannte 
oorfommen, unt> {öft Me @(eidjungen aur. 

mefonber~ ljäufig oerwenbbar ift bie 
r - W1etflobe , bei ber man Me gegebenen 
e;tÜlfe burdj ben mabiu~ r be~ Umfreife~ 

unb Me :tlreied~winfe( au~brÜlft unb bann D 
meiften~ Me Ietlteren oeredjnet. 
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eeifpiel: eeteC§ne ein ~reied au{l a, ha, oe. 

2öfung I: ~eomettifC§e IDlet~obe. 

~eometrifC§e nonftruftion. 
(5ig.33.) 

IDlan aeiC§net: 
BO=a, 

40BD=oe, 
4DBM= 90°, 

bieIDHtteIfenfreC§teF M(b. BFM)j 

FG = haj 

bie // burC§ G au a, 
ben <:) um M mit MB 

unb uerbinbet ben SC§nittpunft A 

mit M(Ä GMA), 

, mit B(l:,. BMA), 

unb mit C (Ä OMA). 

XrigonomettifC§e ~ereC§nung. 

IDlan bereC§net: 

40BM= 900/oe, 

a 
BF= 2' 4BMF= oe, 

a a 
MF = -2 ·cotoe, l' = 2-·-j 

SI" oe 
a 

MG = ha - "2cotoei 

a 
MG 1Ia - "2 cot oe 

cos GMA = - = ----
r a 

2sinOG 

" a 
cosoe; 

4BMA = 1800 -(oe+ 4GMA), 
C • BMA 
2 = rs~n-2-j 

40MA = 180°/oe +4GMA, 
'b • OMA 2 = rs,n-2 -· 

~erMf\C§tigt man, ba~ 4 B MA = 21 ift, fo ge{taItet fiC§ ber 
~C§luÜ einfaC§er, ndmliC§: 

4GMA = 1800 -oe-1-1, ---4GMA = ß -1, 

2 ha sin OG 
coS(ß-l) = -cosOG. a 

9lulS oe unb (ß - 1) flnhet man ß unb 1 unb bnnn Me, ~eiten 
b = 2 l' sin ß unh c = 2 l' sin 1. 
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2öfung H: mnalt)tifdje ID1eH)obe. 
a) ID1an fieredjnet auetft Me Seiteu be~ ~reied~. 

I. 2 F = aha, } ~ul! bleIen brei ~Ieidiungen ra~n 
man bte bni Unliefannten P, 0 un" c 

II 2 F ' lienclinen. :i)a I> unb c gefucl)t werben, . = b c sm ~ , wirb man aunddift F eliminieren unb 
bann (I> + c) unb (0 - c) lieftimmen, 

IH. a2 = b2+C2_2bccos~. W:ljo: 

I. = H •••• bcsin IX = a • hat 

IH. 

2bc 

(b + C)2 

" 

/I 

/I 

" 

(b - C)2 

11 

" 

_ 2a.ha } 
- sin~ , ± 

2 a.ha = a2 + 2bccos~ = a2 + -, -.-' cosu. 
szn~ 

_ 2 + 2 aha + 2 aha - a , cos~ , , 
sm ~ stn~ 

2 aha ( ) = a2 + -,- cos ~ + 1 , 
Stn~ 

= a2 + 2~ha(2COS2 ~ -1 + 1), 
stn~ 2 

2aha ~ 
= a2 + . 2 cos2 - , 

2 . ~ ~ 2 
stn 2 eos 2 

~ = a2 + 2aha .cot 2 , 

= Va2 + 2 aha. cot i· 
2 + 2 aha 2 ah" 

= a sin~ cos~ - sin~' 

2 aha ( ) = a2 + '-,- cosa-1 
Stntx. ' 

2 aha ( • ~ ) = a2 + -.- 1 - 2 sm2 - - 1 
stn~ 2' 

2 aha ( '~) = a2 + . - 2 sm2 -
~ ~ 2 ' 

2 sin - cos-
2 2 

b -c = fa2- 2ah~.tg;. 
Wu~ (b + c) unb (b - c) finbet man b unb c unb bann mit ~itfe 

be~ @5inu~fa!le~ ober be~ 5tange~fatle~ ß unb y. 
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b) r - Wt e t ~ 0 b e. Wtan beredjnet auerft Me ~iufel be~ ~reied~. 
L a = 2 r sin CX. } \!ruß blefen brei <!lIeicf)ungen fann 

man bte brei Unlieranuten (l, r 
TI. ha = b sin l' = 2 r sin ß sin '1'. unb r lieredjnen. $)a (l unb r 

gefudit ltJe.ben, eltminlert man 
III. 1800 - IX = ß + '1'. aue.ft r. i1Ifo: 

II.: L ... ha = 2sin~ sinr 
a 2s~ncx' 

_ cas(ß - 1') - cos(ß + '1') 
- 2 sincx 

_ cas (ß - 1') + cas CX { benn nadj III. tft 
- 2 sin IX cas (ß + 1') = - cas a, 

(ß ) - 2 ha sin a {(Vgi. baß ~rgeliniß ber 
COS - '1' - a - cas IX geomet1:ifclJen anetljobe). 

~etermination I im mnfdjIull an bie geometrifdje ~ol\ftruftion. 

~a bie ~araUele ben ~rei~ in ber !Regel aweimaI fdJneibet, fo gibt 
eß awar awei 2öfungen; 1>a aber bie gefunbenen SDreiede fongruem 
finb, fo werben bie beiben 2öfungen aIß eine geaäljlt. 

~ie ~araUe(e mUll ben ~rei~ minbeftenß berüf)ren. ~ie 2öfung 

ift al10 milglidj, wenn ha < ; cot ~ ift. 

SDetermination II burdj SDißfuffion bcr ij;rgebniffe: 
2 ha sin IX 

a) cos (ß - '1') = - COS IX. 
a 

~a cos (ß - y) = cos (1' - ß) ijt, fo fann man ß mit l' uertaufdJen, 
bann erf)ält man für Oie ®eiten b unb c aber aud) bie umgefef)tten 
~ette. ~ie 2öfung tft alfo einbeutig. 

~a cas (ß - y) < 1 fein mUll, fo mUll audj 
2ha sincx = 1 

- COSIX < , 
a 

2 ha sin IX = 1 + 
a < COIlCX, 

2k .. 2sinicos~ _ IX 

a < 1 + 2 COS22 - 1, 

2ha • sin i cx 
a < cas 2 , 

-a cx f • 
ka < 2 cat 2 etn. 

b) b + c = + Ya2 +2aha cat~' b-c = ± V-a2--2-a-h-a-t-g-~. 
113auer u. v. \an1;leben, <!leometrle f. ffteafllnftalten. (,olietftufe.) 4 
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i:la bie Hnfe 6eite (b + c) eine 6umme ift, fo muu Me erfte mhlroel 
ba~ moraeidjen + ~abenj bie 3weite }ffiuraeI fann bagegen beibe mor" 
aeidjen befit\en. i:laburdj erIjäIt man für bie 6eiten b unb c awar je 
awei }fierte, bie aber nur oertaufdjt finb, unb be~g(eidjen für bie Winfe( 
ß unb r. ~a bie }ffiur3el reen fein mU\3, fo muü 

- 2 a a2 > aha tg"2' 

-2 a a > hatg "2 , 

- a a f' ha < "2cot"2 em. 

Sag(enwerte: a = 7 cm, ha = 3 Cll, a = 79° 10' 54". Weldje~ ift 
ber @ren3wert für ha? 

§ 28. ~uf9aJjen 3Uf ~nübun9 bef 9tomdfif~en met~obe. 

morüoung: Seidjne Me ~ig. 84, 
bann ift 

1. ODI =OE1 unbBD1=BFl 

alg oon einem ~unft aug" 
ge~enbe Stangentenftrecfen, fofg" 
lidj ift ber Umfang 2 s be~ 
i:lreiecfg ABO gfehf) 

F1A+AEI , 
unb tuegen ber ®feidj~eit oon 
AFI unb AEI ift AFI unb 
A EI gfeidj s. 

2. 2 x + 2 Y + 2 z = 2 s 

x 

ebenfo y 

unb 

z= s}_ 
z= a 

=s-a, 

= s-b, 

z = s -c, 

3. CEI =AEI-AC, 

CEI = s-b, 

BF1 = s-c. 

~ u f gab e n: 9ladjbem ein @?tücf gefunben ift, fügren oft ber @?inußfatJ unb Me 
WloHweibefdjen ~ormeln rafdjer 3um Sie( af~ bie geometrifdje Wletgobe. 



§ 29 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 

10. 
11. 
12. 

iler ~nrrelß unb Me ~nfteife. 

Q, ß, r· 13. Q. ha, ß· 
Q, b, a. 14. Q, ha , IX. 

Q, (/., a + b + c = 2s. 15. Q, b + c - a, ß - y. 
Q, et., a + b - c = 2 (s - c). 16. Q, ha, ß - y. 
Q, a, b- c. 17. Qa, ha, ß. 
(Ja, ß, y. 18. Qa, hb. r. 
Qa, a. ß. 19. Qa. hai et.. 

Qa, b. et.. 20. Qa, ha, ß - ". 
Qa, c, ß. 21. Q, Qa, ß. 
Qa, ß, a + b + c. 22. Q, Qa, et.. 

Qa, a, b + c. 23. Q, Wa;, et.. 

Qa, a, b-c. 24. Qa, Wa;, ß-r. 

§ 29. ~et 3nfrei13 nnb bie ~nfteife. 
mu~ ~ig. 34 folgt: 

a ß y 
Q =(s- a) tg 2=(s- b) tg 2=(s- c) tg 2' 

2. 

3. 

4. 

5. 

Qa= s tg; =(s- c) cot ?=CS-b) cot ~I 
et. 

Qb=(S-C) cot-= 
2 s tg ~ = (s - a) cot ~, 

Qc=(s-b) cot ; =(s-a) cot ~ = r s tq_· . 2 

51 

~ufgabe 1: 
a) 18eredjne Q unb Qa au~ ben 6eit.en a, b, c • 

.13 ö fun g: lInan ttJä~It au~ 1 unb 2 oier ®Ieidjungen mit ben Un~ 

befannten Q, Qa, ; unb ~ unb eliminiert burdj ~ioifion, nato. 

bur4J illMtipIifation ; unb ? 9]lan er~ärt: 
I. Q s- a 

s 
II. Q. Qa = (s - b) (5 - c). 

I. x H. 1/Cs-a) (s-b) (8-C) 
Q=y S I 

II. : 1. 
_ 1/SCs-b) (8-C). 

Qa - y s-a 

~ntrpre4Jenb: 
1/(s-a).s(s-c) 

Qb = Y s-b ' 

_ 1/(s-a) (s~b) s~ 
Qc - Y 5- C 

4* 
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b) ~ered.Jne (Jb unh (Je aug ben @Seiten a, b, c mit ~ilfe tlon ~ormel 3 
unb 4. .8aglenwerte: a = 4, b = 3l, c = 2. 

~ufgabe 2: ~eredjne tg;, tg ~, tg ~ aug ben @Seiten a, b, c. 

~öfung: mug ~ormel 1 unb ber tlorigen ~ufgabe folgt: 

tg~ - _(J_ 
2 - s-a' 

ß_ (J Y (! 
tg 2 - s-b' tg'2 = s-c' 

~ufgabe 3: 

, 7. 
a; 

(Jb - Pe = (b-c) cot"2 mormel 3 -4). 

b) ~enbe auf Me ~rgebniffe biefer ~ufgaoe bie illtoHweibeicgen iYormeln 
unb ben stangen!3fats an. 

a; 
(b + c).cos 2" 

~.o~m.el 8. (Jb + (Je = ß • 
cos -r 

9. 

~ufgabe 4: 

2 

asinß -r 
2 ober = (b -I- c) . tg ß - l' . 

2 

a) merec9ne (Ja + (J, (Ja - (J au~ einem ~infel unb ben @Seiten. 
a; 

~.o~m.el 10. (Ja + (J = (b + c) tg 2 mormel 2 + 1), 

" 11. Cl 
{Ja - (J = a tg 2 morme( 2 - 1). 

b) ~enbe auf Me ~gefmiffe biejer mufgaoe bie illtollweibefc9m iYormeln 
unb ben stangen!3fats an. 

acos ß- r 
(Ja + q = ___ 2_ ober (b"ßC) • 

cos; tg 2)' 

,. 18. 
(b-c)sin~ 

2 
QI1 - Q = ----,,---

sin ß- r 
2 
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1 1 1 1 
mufgabe 5: ~ered)ne ~. ~a. ~b.~. unb - + - + - - - au~ 5ormel5. 

Qa Qb Qe Q 
F F F F 

~öfung: Q = s' Qa = s-a' Qb = s- b' Qe = s- c' 

F' F' 
~·Qa·Qb.Qe = s.(s-a) (s-b) (s-c) = F2 = F2 . 

.f.o~mel 14. Q. Qa. Qb. Q. = Fi. 
1 1 1 1 s-a s- b s- c s 
Qa + Q;+ Q. -'Q = -y +---y + -y- F' 

3s-(a+b+c)-s 

" = F ' 
1 1 1 1 -+-+--- = O. 
Qa ~b Qe Q 

~ufgaben: mud) bei biefen mufgaben finb, nad)bem ein ~tM butd) Me 
50rmeln 1 bi~ 13 gefunben ift, meift bie molhueibefd)en 5orme(n 
non mtlnen. 

1. Q, a + b + c, a = § 28, mr. 3. 22. 
2. Q,Qa,a+b+c. 23. 
3. Q, Qa, a = § 28, mt. 22. 24. 
4. a, b + c, Q. 25. 
5. b + c, (X, Q. 26. 
6. a, b - c, Q. 27. 
7. a, b + c, Qa = § 28, mt.ll. 28. 
8. b + c, (X, Qa. 29. 

9. F, a, b + c. 30. 

Qb + Qe, ß, y. 
Qb-Qe, ß, y. 
Qb + Qe, b + c, a. 
Qb + Qe, b-c, a. 
Qb + (Je, b + c, a. 
Qb + Qe, b - c, a. 
Qb + Qe, b + c, ß - r· 
~b + Q., b - c, ß - r· 
Qb-Qe, a, b- Co 

10. F, Q, b + c. 31. Qb - Qe, a, (x. 

11. F, Q, OG. 32. Qb - Qe, a, ß - f'. 
12. F, Q, a. 33. Qa + Q, a, ß. 
13. ha, Q, a. 34. Qa - Q, a, ß. 
14. ha , Q, a + b + c. 35. Qa + Q, a, (X 

15. ha, a, b + Co 36. Qa + Q, a, ß - r. 

16. Q, Qa, a. 37. Qa-Q, b-c, ß+r. 

17. F, Qa, a. 38. Qa - Q, b - c, ß - y. 
18. F, Qb. (x. 39. Qa + Q, ß-y, b + c. 
19. Qb, Qe, OG, 40. Qa + Q, ß - r, s - b. 

20. Qb, Q., ß. 41. Qa + Q, ß - 1', s- c. 

21. Qa, Qb, Q.. mnleitung: 42. Qa + Q, Qb + Qe, a. 

5ßetecf.me s mit ~enu~ung bet ~Ieid)ung 

tg .f!. + tg 1. 
cot ~ = [tg ß t r = ] 2 ß 21' . 

1-tg - tg-
2 2 
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§ 30. ~ufgnbelt 5Ut ~inü6nng tier r.IDldlJ0tlc. 

~eite bie folgenben fJormeln ab: 
1. a 

2. b + c = 2r(sinß+ sin r) 

3. b-c = 2 r(sin ß -sinr) 

4. 2 s = a + b + c = 
a OG OG ß-r 

4 r sin 2cos 2 + 4 r cos 2 eos -2-

5. 2 (s - a) = b + e - a = 
IX ß-r . OG OG 

4 r cos - eos -- - 4 r sm - eos -
2 2 2 2 

6. /za = bsinr 

7. p = bcosr 

q = ceosß 

8. p -q = 2r(sinßeosr-cosßsinr) 

. r . ß 
asm 2 s1n2' 

9. Q = B O. sin ~ = OG 

eos 2' 

a eos 1. cos l ß 2 2 
10. Qa = BOI eos 2' = ---0:--

eos 2' 

11. Qb + Qe = 
4 r eos ~ (Sin % cos ~. + ras? sin t-) 

12. Qb - Qe = 

4 r cos :: (Sin ~ cos 1. - cos ~ sill 1.) 
2 2 2 2 2 

13. Qa + 9 = 

4,. sin ~ (cos ~ cos -i +sin ~ sin-i) 

a = 2rsino:. 

b+c=4rsinßtr eos ß 2 r. 

b-c=4rcosß;rsinß 2 r. 

2(s-a) = 8reos ~ sin ~ sin ~. 

= 2rsinß sin r. 

p = 2 r sin ß cos r, 

q = 2 r sin r cos ß. 
p - q = 2 r sin (ß - r) . 

4 .0:. ß . r 
Q = rsm "2 S2n "2 stn 2" 

nb = 4r cos :::sin l cos 1. 
" 2 2 2' 

Qe = 4rcos icos ~ sint-o 

OG 
Qb + Qe = 4 r cos2 2' 

a . ß-y 
Q/, - Qe = 4,' cos 2 sm -2 . 

(Ja + Q = 4 I' si1l ~ cos ß 2 Y. 
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14. (Ja - (J = 4 r sin ~ (cos ~ cos ~ - sin ~ sin ~) = 4 r sin2 ~ • 

15. (Ja + (Jb + (Je - (J = 4r (sin2 ~ + cos2 ~) = 4r. 

16 F - aha - absin'}' - 2 2' • R • . '-"2 - -2- - r s~nllGs~nt'stn'}'. 

~ufgaben: 

1. ~ie 15 ~onneln beß § 29 laffen fief) au~ ben r-i1ormeln ableiten. 
~eroeife a.~. ~otmel la., 3e, 9a, 9b, 13, 14. ~a~er fann man fdmt
Iief)e ~ufgaben bel § 29 auef) mit bet r- met~obe löfen. 

2. a) Sinb aroei minfel befannt, fo fuef)t man aundef)ft 2 r. 3ft a.~. 
b + c - a, {J, '}' gegeben, fo finbet man au~ ~onnel 5 

2r = b+c-a 
4 a. p . :1.. 

cOS"2 Sfn"2 sm 2 

~ei .8a~lentllerten bereef)net man S3ogarit~mu~ 2r unb bann bie 
Seuen mitteIl ber Se~nenfonneL Sonft feßt man in bie Se~nenfotme( 
ben ~ert uon 2 rein unb uereinfaef)t. ~an er~dlt in unferem ~eiftJiel 

(b+c-a)sini (b+c-a)cos ~ (b+c-a)cost 
a= {J , b= , c = (J 

2 sin - Bin 1.- 2 cos ~ sin -.r 2 cos ~ sin -
2 2 2 2 2 2 

b) ~ei ben ~ufgaben mit einet ~ö~e ober mit megreren ~ö~en fann man 
. 1 1 2F metft ben Saß benutlen: hb: he = c: b = -b : - ober ha = -. c a 

c) ~ufgabe 30 löft man am einfaef)ften buref) ij;infeßen uon 2h~ = a ufro. 
in bie ~albtllinfelformeL 

3. a + b + c, r, llG = § 26, ~. 9. 17. hb + he, {J, '}'. 
4. b+c-a,r,1lG = §26, ~.10. 18. a, b + c, h. + hb. 
5. a+b+c, {J, '}'. 19. a, 1lG. h. + hb• 

6. p - q, {J + ,}" r. 20. a, 1lG, h. - hb. 
7. p, q, r. 21. a, b-c, h.-hb. 
8. p, q, 1lG. 22. b - C, 1lG, h. + hb• 

9. p, q, {J - '}'. 23. {J, ,}" h. - hb. 
10. p - q, (Ja - (J, r. 24. b, {J, hb: h •. 
11. p - q, (Jb + (J., r. 25. b + C, hb, h •. 
12. p - q, (Ja + (J, r. 26. b - C, hb, he• 

13. a, (J, r. 27. b, 1lG, hb + h •. 
14. (J, r, 1lG. 28. ('a - (J, 1lG, h. + hb. 
15. ha, 1lG, {J. 29. hb, he, F. 
16. F, 1lG. {J. 
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§ 31. )Befmifdjte m:ufgllben. 

~ie itigonomettifd)e 2öfung einet ~reied'~aufgabe bietet gegenüber 
ber geometrifd)en ben )Borteil , bau burd) bie ettgebnifie 3ug1eid) eine 
ffieige Umfel)rung~aufgaben mitgelöfi finb. 

1. ~n § 27 waren bie ~otmefn 

b + c = V a2 + 2 aha cot ; , b - c = (.2 - 2 aha tg ; 

abgefeitet. Wlittef~ biefer fann man aber aud) fofgenbe mufgaben föfen: 

1. b + c, ha, a. 7. F, a, a. 13. F, a, b - c. 
2. b -I- C, ha, a. 8. a, ha, r. 14. a, b - c, ha. 

3. s, ha, a. 9. F, a, r. 15. a, b2 + c2, F. 
16. a, b2 + c2, ha• 4. s, ha, Qa,} lBeftimme 10. F, a, Qb + Qc. 

5. a, ha, bc. auerft a. 11. F, a, Qa- Q. 

6. F, ha, bc. 12. F, a, Qa + Qb + Qc - Q. 

n. ~benfo fann man mitteI~ ber anbeten in § 27 abgeleiteten ~ormel 

2 ha sin a 
cos (ß - 1') = - cos a 

a 

eine gan3e ffieil)e von mufgaben {öfen, wenn man Me geometrifd)e 
~onftruftion~figur mit in bie ~etrad)tung 3iel)t. 

17. a, ha, ß -1'. (@5eije sin a = x unb cos a = 111- ""'.) 
18. F, a, a. 
19. F, ha, ß -1'. 

20. a, Q, a. (~m t!.B 0 0 mig. 34) ift a, e unb ~ B 0 0 befannt.) 

21. a, Qa, a. (~m t!. B 0, 0 (ß'IIJ. 34) 1ft a, ea unb ~ B 0, 0 befannt.) 

{ 
(8Ie~t man in ß'11J.34 burdj A Me !IlarnlIele ßU OB unh 0 c, 

22. a + b + c, ha, a. biß fie B 0 fdjneihen, fo ift in bem entftanbenen :lIreieCf Me 
@runhlinie, bie ~öf)e unh her m!lnfel an her @5:piije befannt·) 

23. p - q, ha, a. 
24. p - q, ha, ß - y. 

25. b - c, Q, a 1 malit man L,. OBO inl! filuge, fo entf:predjen biefe muflJaben 
26. b - c, Q, ß -1'. f ben beiben tJot!Jetj:le!ienben.) 

27. b - c, Qa, a. 
28. b - c, Qa, ß - y. 

IH. ~ft ba~ )Berl)ältni~ 3weier Stred'en unb ein Winfel ober ift ba~ )Ber .. 
gäUni~ breier Stted'en gegeben, 10 fonftruiett man bei bet geometrifdJen 
2öfung dUnäd)ft ein äf)nlid)e~ SDreied' , b. f). man beftimmt bie Winfel 
a, ß unb y. ~ntfpred)enb bered)net man bei ber trigonometrifdJen 
2öfung 3unäd)ft bie Winfel. 



§ 32 :ilCl~ $CltCllIelogtClmm. 

29. a, b:c = m:n, ß-r. 35. (he + hb): (b + c), ha, a. 
30. b: c, cx, F. 36. (I;>b + I;>u): (I;>a -1;», cx, r. 
31. b:c, ha, ß-y. 37. (I;>b + I;>e): CX, ß - y, r. 
32. b:c, ß, ma• 38. (I;>a - 1;» : a, b, c. 
33. hb: he, rx, I;>a. 39. (I;>a: I;>b: I;>e), ha• 
34. hb: he, ß - y, I;>b - I;>e. 40. ha : hb : he, Q. 

~ievente~ ~apiter. 

~dJwbrig.er.e ~br.edtßltufgltlt.elt. 

§. 32. ~Cl~ $ ClfClUdogtClmm. 
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~urdJ eine l.1ber 3wei ~iagl.1nalen wirb ein miere Cf in 3wei, v3m. uier 
~reiecfe aer1egt. ?Bei ben fdjwierigmn mufgaoen ift aoer feine!3 ber ~reiecfe 
burdj brei ~tMe veftimmt, fonbern an ~teUe eineß l.1ber me~rerer ?Beftimmung!3~ 
ftfrcfe treten ?Beaie~ungen 3mifdJen ~tücfen uerfdJiebener ~eiecfe. ~iefe ?Be~ 

aie~ungen werben burdJ ®leidJungen außgebrücft unb burdJ muflöfung biefer 
er~äIt man bie gefudjten ~tfrcfe 
beß mierecf!3. %ig. 35. 

c m u f 9 ave 1: ?BeredJne bie ~ia~ 
gl.1nalen unb Me }illinfel ~ 

~----------------~ 

eineß \:ßaraUeIl.1gramml3 ' f E ___ .~ / 
auß feinen ~eiten unb /"" - b 

bem ~infeI 3wifdJen / ~e c 

feinen ~iagonalen. ~ 
2öfung: IDlan fteUt A 

3wifdjen a, b, a unb e, f, 8 

B 

brei ®Ieidjungen auf, inbem man auf ba!3 ~reiecf AEB unb AED 
mig.35) ben SMinu!3fatl anmenbet unb ben ~lädjenin~a1t be!3 ~reieCf!3 

ABD bl.1ppeIt außbrMt. 

I. 
e2 f2 e f 

a2 = 4 + 4 + 2 2 2 cos 8, 

II. 
e2 f2 e f 

b2 = 4 +4- 2 22 COS8, 

III absinrx - ~ L . 
. 2 - 2 2 sm 8. 

I. - 11. a2 - b2 = e f cos c , 

I. - II. a2 - b2 - - -- = 2cOt8, 
IH. ab sin rx 

a2 - b2 
sin rx = -iab' tg 8 ufm. 
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m u f 9 a li e 2: lBerel'9ne ein ~araUeIj)gramm au~ a, rY., c. 
mnleitung: muß ber leyten ®leiCfjung ber tJorigen mufgalie fann 

man ba~ mergältniß ~ lietel'9nen, inbem man a = bx feyt. 

&ufgaoe 3: )8erel'9ne ein ~araUeIj)gramm au~ e, IX, c. 
&ufgalie 4: )8erel'9ne ein ~araUeIogramm au~ feinem Umfange u unb ben 

Winfeln IX unb c. 
& u f 9 a li e 5: )8erel'9ne ein ~araUelj)gramm auß e + f = s unb ben Winfeln 

rY. unb c. 
mnleitung: mu~ ®Ieil'9ung I, IU unb e + f=s fann man e unb f 
eliminieren unb ergält eine ®leil'9ung mit ben Unliefannten a unb b. 

iYerner fann man ba~ mergäItni~ ~ beftimmen. 

mufgabe 6: )8erel'9ne ein ~araIIeIogramm auß e - f = d unb ben Winfeln 
rY. unb c. 

§ 33. ~a~ Xra~c5 unb ba~ 6e~ncnbicte(f. 
& u f 9 a 0 e 1: )8erel'9ne bie SDiagonalen eine~ ~ra~e5e~ au~ feinen 6etten. 

2öfung a): Um bie )8eaiegung rY. + 0 = 1800 außaunuyen, wenben 
wir ben ~j)finu~fay auf ba~ SDreieCf DA B (iYig.36) unb ba{l SDreieCf 
DA C an unb eliminieren cos rY.. 

f2 = a2 + d2- 2 adcosrY., 

e2 = c2 + d2 + 2 cd cos (x, 

ae2+cf2= ac(a+c)+d2(a+c) 

I. ae2 + Cf2 = Ca + c) (ac + d2). 

&ntillrel'9cnb ergaIten wir burl'9 
meriaufl'9ung tJon e mit f unb d mit b 

~ig.36. 

U. af2+ce2= (a+c) (ac+b2). A a B 

muß biefen lieiben ®Ieil'9ungen laffen fief) bie Unbefannten e unb f 
Ieil'9t liereef)nen. ,8unäef)ft ergibt fief) buref) &bbition, oaw. 6ulitraftion 

e2 + f2 = b2 + 2 ac + d2, 

a+c 
e2 - f2 = - -. (d2 - b2) ufw. 

a-c 

2öfung b): 3m SDreieCf A'BC (iYig.36) finb bie brei 6eiten lic~ 

fannt; man fann baljer 3unäef)ft bie WinfeI unb bann bie SDiagonalen 
beß strallcaeß lierel'9nen. 

m u f 9 a li e 2: )8ereef)ne bie nil'9t llaraUeIen 6eiten eine~ stralleaeß au~ ben 
llarallelen 6eiten unb ben SDiagonalen. 

&ufgalie 3: )8erel'9ne bie ~infel eine~ stralle3e~ auß ben llaraUeIen 6eiten 
unb ben SDiagonalen. 
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~ u f gab e 4: }Bered)ne Me ?minfel unb bie ~iagona{en eine~ l5e~nen\Jiered~ 
au~ femen @Seiten. 

2öfung: ?megen ber }Bedieljung IX + r = 1800 brülfen wir bie 
gemeinfame @Seite ber ~reielfe D AB unb B OD mig.37) boppelt au~ 
unb fe§en Me erljaltenen ?merte einanber g{eid): 

f2 = a2 + d2 - 2 a d cos IX, 

f2 = b2 + c2 + 2 b c cos a, 

a2 +d2-2adcosa = b2 + c2 + 2bc cosa, 

(a 2 + d2) - (b 2 + c2) 

GOS a = 2 (a d + b c) . 

~ig. 37. 
D 

Um biefen ?mett für bie logaritr,~ a 'B 
mifd)e }Bered)nung bequemer 3U ge~ 

ftaIten, fann man ir,n entfpred)enb 
§ 21 umformen unb err,äIt: 

. .::. _ l/(s-al~s- d) .::. _ l/(s-b) (s-c) 
1. stn 2 - rad + b c ' cos 2 - r a d + b c ' 

2. 

iYolgerungen: 

t ~ _ l/(s-a)(s-d) 
g 2 - r (s- b) (s-c)' 

wo s ben fJarben Umfang be~ mierelf~ bebeutet; 

f = 1 / 2 + d2 _ 2 d. (a2 + d2) - (b2 + c2) 

r a a 2(ad+bc) 

f= 

unb nad) einigen Umformungen 

(ac + bd) (ab + cd) 
ad + bc 

entfpred)enb burd) mettaufd)ung uon d mit b: 

e = l/(ac + bd)(ad + bc). r ab + cd 

1. ?mie ergält man ben \l5tolemäifd)en @Saß? 
ef=ac+bd 

2. ?mie leitet man burd) ~bbition ber ~reieCfe DA B unb B 0 D ben 
iYläd)eninljaIt F be~ @Ser,nenuiere(f{l ab? 

F = V(s-a)(s-b)(s-c)(s-d). 

3. ?moger fommt bie Übereinftimmung ber iYormeln be{\ ~reie(f{\ unb be{\ 

@Ser,nenuierelf{\ für tg ; unb für F? 
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§ 34:. ~Il~ beliebige ~iefCIf. (g;eUlmefillufgllbeu über bll~ ~iemf!) 

SDa bei einem &elieliigen fBiered bie )Sered)nungen natürIid) nod) 
länger werben, fo &efd)ränfen wir un~ auf bie wid)tigften mufgalien 
ber lYelbmebfunft. 

~Il~ mllrtlliid~eiufdjueibeu. 

~n ben &nbpunften einer a&gemefrenen ~trede AB (lYig. 38) ~at 
man bie fBifierwinfeI nad) ben &nbpunften einer un&efannten ~trecfe 

CD &eftimmt. ?fiie lang ift CD? 

~ig. 38. 

D 

~> , ' , ' , , , , 

®egelien: a, (J/v (J/2' ß1' ß2' ®efud)t: z. 

~ig . 39. 

2öfung: man &ered)net in bem SDreiecf ABD bie ~eite BD unb in 
bem SDreiecf ABC bie ~eite B C. SDann fennt man im SDreied D B C 3wei 
~eiten unb ben .8wifd)enwinfeI. SDager wenbet man ben Sfofinu~faß an. 

'l)ie ~ It uf e ufdje &ufßIt6e. (~anfen ftarli 187 4 al~ SDiteftor ber ~tern~ 
warte in ®ot~a.) ~n ben &nbpunften einer unbefannten ~trede CD 
mig. 39) ~at man bie fBifierwinfeI nad) ben &nbpunften einer ab~ 

gemefrenen ~trecfe AB lieftimmt. ?fiie lang ift CD? 
®egeben: a, Yu Y2' 81 , 82, ®efud)t: fJ. 

2öfung: SDie ~eite CD ift 3wei SDreieden gemeinfam, beren ?fiinfeI 
man fennt. 9Jlan fann CD und) bem ~inu~faß au~ jebem biefer 
SDreiede lieted)nen unb bie gefunbenen ~erte einanber gIeid)feten. 

SDreied CD A SDreied CD B 

CD = DA. sin(Y2 ~ 81 + (2), CD = CB. sin(81 ~ Yl + Y2), 
sm Y2 stn 81 

DA. sin(Y2 ~ 61 + 62) = OB. sin(81 ~ Y1 + Y2). 
sm Y2 stn 81 
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SDie unbetannten Seiten DA unb OB erfeljt man au~ bem SDteiecf 
AD B, b3ttJ. A OB mit )8enuljung ber gegebenen Seite a. 

siny sin(Y2+81+82) sinx sin(d\+Y1+Y2) I. a· -- . = a· --. _....:.....:c......:......:,.::---,--,-= 
sin d2 sin Y2 sin Y1 sin 81 

sin x _ sin Y1 sin 81 gin (Y2 + 81 + 82) 

siny - sinY2sin82sin(81 +Y1 +Y2) 

SU biefer @leicf)ung mit ben unbefannten lillinfeln x unb y lommt 
al~ 3weite @leicf)ung H. x + y = 81 + Y2' 

lillie bei vielen ft)mmetrifcf)en @leicf)ungen ift e~ aucf) bei biefem 
@leicf)ung~ft)ftem am 3wecfmätigften, 3unäcf)ft x - y bur cf) forrefpon:: 
bierenbe mbbition 3U beftimmen. Seljen wir für ben Ouotienten ber 
reef)ten Seite her @leief)ung I 0113 mbfür3ung q, ;0 ergoIten wir 

sin x + sin y q + 1 
sin x - sin y - q - l' 

. x+y x-y 
2 szn -- cos --

2 2 q + 1 
x+y . x-y - q-1' 

2 cos --- szn--
2 2 

x+y x-y q+1 
tg-2-cot-2- = q-1' 

x-y q+l x+y cot -- = -- cot ---
2 q-l 2 

unb mittel~ @leief)ung H 

cot x - Y = q + 1 cot 81 + Y2. 
2 q-l 2 

maef)bem bie lillinfel x unb y berecf)net finb, beftimmt man z ober 
OD au~ ber @Ieief)ung I, beren Seiten gIeief) OD finh, O· )8. 

OD = asinysin(Y2 + 81 + 82). 

sin82 sin Y2 

~Il~ 9lüiflUäd~einfdjneiben ober Me ~ot~enotfdje ~ufgllbe. lßotgenot war 
lßrnfeffnr am College Royal de France unb legte bie 2ilfung ber naef) 
igm genannten ~ufgabe 1692 ber lßarifer ~fabemie vor. 

SDie ~ufgabe war aber fef)on in bem lillerfe be~ SneUiu~ (1581 
-1626, 2eiben) gelilft; in biefem befinbet fief) auef) hie ~anfenfef)e 
~ufgabe, bie igren mamen bager mit Unrecf)t fü~rt. 

muef) S cf) i cf gar b wurbe 1624 bei ~nfertigung einer Starte von 
lillürttemberg vor bie lß n t gen 0 t f cf)e ~ufgabe geftellt unb (ilfte fie 
felbftänbig. 
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~ß ganbelt fief) oei biefer mufgaoe barum, einen jßunft, non bem 
auß man naef) brei befannten jßunften nifieren fann, aUein burd) 
}illinfelmeffung feftaulegen. ~uref) bie 2anbeßuermeffung finb aUe geroor~ 
ragenben jßunfte aufgenommen. ~ager lommt geute normiegenb biefe 
mufgaoe nor. ~enn ber 2anbmeffer fann faft non jebem jßunfte auß 
brei jßunfte, a. }8. Sfiref)türme, fegen, beren 2age buref) frügere ~er~ 

meffungen feftgelegt ift. 
%ig.4O. 

u 

®egeben: u, v, r, 81 , 82 (~ig.40). ®efuef)t: z. 

2öfung: Wlan oered)net CD auß 3mei ~reiecfen unb feßt bie ge" 
funbenen }illerte einanber gleief): 

~reiecf U C D ~reiecf V CD 

CD = u. s~nx_, 
Sln 82 

sinx sin y 
U·-- =V·--

sin 82 sin 81 ' 

1. 
sinx vsinÖ 2 

siny - u sin 81 

H. x + y = 3600 - (r + 81 + 82), 

~ie weitere ~ereef)nung entf+>rief)t ber ber norigen mufgabe. 



:!,ritter ~eif: g;tereometrie. 

~rfte~ ~a:piter. 

QT).e1;ltb'.en unb' ~.b.en.eu im ~ltum+ 

§ 1. 'l)ie .2age bon Gletabeu uull <I:beneu im !Raum. 
1. ~efinition ber ~bene: 

~ine ~läel)e F geibt eine ~bene, wenn iebe @erabe, Oie burel) awei 
beliebige ~unfte ber ~[äel)e F gegt, nirgenb~ au~ ber ~[äel)e F 
gerau~tritt. 

2. @erabe unb ~unft: 
~urel) 3ttJei ~unfte ift eine @erabe einbeutig beftimmt. 
~urel) einen ~unft laffen fiel) beliebig niele @eraben legen. 

3. 2wei @erabe: 2wei @erabe fönnen gemeinfam flaoen 
entweber 3ttJei ~unfte, . . • . . bann faUen fie aufammen, 
~ • In "t {im ~nbliel)en, "f djneiben fie fiel), 

oller etncn ,..,un4 . U ~l' ..r. f' ~ f' 'ff 1 tm nenll tUJen, " mll le ~ataue4, 
ober feinen ~unft, . . . . . .. " finb fie gdreu3t. 

4. @erabe unb ~bene: ~ine @erabe fann mit einer ~bene gemeinfam gaben 
entweber 3ttJei ~unfte, . . . . . bann faUt fie gana in bie ~bene, 
~ • In ft {im ~nb[iel)en, "fdjneibet fie bie ~bene, 

oller etnen+,un , U ~['..r. 'ft f' 'ff 1 b rc:." tm nenll lu Jen, " 1 le ~atauh er \i!-lIene. 
5. ~inbeutige }Beftimmullg ber ~bene: 

a) ~urel) einen ~unft P laffen fiel) beliebig niele (%benen legen. 
b) ~urel) 3ttJei ~unfte P unb Q laffen fiel) auel) beliebig niere ~benen 

legen. Sn allen biefen liegt bie burel) P unb Q beftimmte @erabe. 
ill1an ergäIt bager fämtliel)e ~benen burel) ~regung einer ~bene um 
PQ aI~ $llel)fe unb bie ~bene in eil1beutig beftimmt, fobalb man 
nerlangt, bab fie auber burel) bie ~ullfte P unb Q noel) burel) einen. 
britten auberflalb ber $llel)fe PQ liegenben ~unft R geqen foll 
(fiege c, a unb ß). 2egt man burel) R unb einen beliebigen ~unft 
ber $llel)fe bie @erabe, fo mub biefe nollftänbig inber burel) P, Q unb 
R beftimmten ~bene liegen (fieqe c, 1'). ~äglt man ben unenbliel) 
fernen ~unft ber $llel)fe, fo ift bie @erabe ber $llel)fe :parallel (fiege c, ö'). 

c) $llIfo ift eine ~bene einbeutig beftimmt 
OG) burd) eine @erabe unb einen ~unft auberqalb ber @eraben, 
ß) burel) brei niel)t in einer @eraben Iiegenbe ~unfte, 
1') burel) awei fiel) f el)neibenbe ®erabe, 
6) burel) awei :parallele @erabe. 
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6 . .8wei (goenen: .8wei (goenen fltUeu ~ufammeu, wenn fie brei nidjt in 
einer ®eraben Iiegenbe \ßunfte gemeinfam 1)aoen . .8tlJei nidjt 3ufammen" 
faUenbe (goenen fdjueibeu fidj iu einer G;erltbeu. ~enn ba beibe (gbenen 
fidj lüdenloß nadj 3wei ffiidjtungen außbe~nen, fo müffen fie fidj in 
einer 3ufammenf)üngenben 2inie, nidjt ettlJa in ein3elnen \ßunften ober 
mnienftüden, fdjneiben. lffiüre nun biefe ~djnitt1inie feine ®erabe, fo 
fönnte man auf igr brei nidjt in einer ®eraben Iiegenbe \ßunfte U, V; W 
annegmen. ~a~ ift unmöglidj! ~enn f)ütten bie oeiben (goenen bie 
brei \ßunfte U, v, W gemeinfam, fo mübten fie 3ufammenfaUen. ~üUt 
Me ~djnittgerabe in~ UnenbIidje, fo fiub bie ~beuen ~ltrItUel. 

mufgaoen: 
1. lffieldjen )BorteiI oefi~en breioeinige Stifdje unb ®efteUe gegenüoer oier# 

oeinigen? 
2. lffiieoiel \ßunfte einer ~tubentür mub man oefefHgen, bamit bie Stür 

unbetlJegIidj wirb? 
3. ~inb 3wei ®eraben (ober (goenen) berfelOen britten paraUel, fo finb fie 

einanber paraUel. mnleitung 3um ~eweife: $Die brei ®eraben gegen 
burdj benfeloen unenblidj fernen \ßunft. 

§ 2. ~ie ~liene uull eiue Eieufred)tr. 

2egrf an 1. Eidjneibet eine ~erabe einc ~{jene E im \ßunft S uuil fte~t 

fie Ituf ~lUei ilurd) S iu E ge~euileu &eraileu feufredjt, fo fte~t 
fie IlUd) Ituf ItUeu ilurdj S iu E gc~euilcn &erltbeu fcufredjt. 

!ijig.1. 'aig.2. 

.A 

)ßorau~fe~ung: 4ASB = 900 unb 4ASC= 90° (~ig.l unb 2). 
megauptung: 4ASX = 90°. 
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mnIeitung aum ~eweife: 9.Jtan fann ben S3egrfatl benutlen, bab bie 
lBerbinbungßlinie ber ®l'ttle eine~ gleidjfdJenfligen ~teietfß mit ber IDHtte 
ber ~afiß fenfredjt auf ber ~afiß ftegt. ~ann mub S bie IDHtte ber 
~afiß unb entweber A ober X bie ~l'i§e werben. ~emgemdb aeidjnet 
man entweber SB' = SB, SO' = SO ufw. (5ig. 1) ober SA' = SA ufw. 
(5ig. 2). ~e erfte mbleitung ftammt non ~mb (um 300 n. <i~t.), 
bie awelte non bem 5ranaofen <iaudjt) (um 1850). 

~eweiß 1. ~a ~eietf B SO ~ B'S 0' unb 4B SX gleid) feinem ~djeitelwinle1 
B' S X' ift, fo muü, wenn man bie fongtuenten ~eietfe aUt ~etfung bringt, 
BO auf B'O', SX ber ffiidjtung nadj auf SX', alfo X auf X' unb ba~er 
B X auf B' X' fällen. WHtgin Ht B 0 = B' 0', S X = SX', B X = B' X'. 

<Mef)t bie in ber IDlitte einer ~reietfßfeite ertidjtete ~enftedjte burdj 
bie gegenüberliegenbe !itfe beß ~reietfß, fo ift biefeß gIeid)fd)enUig. 
~af)er ift AB = AB' unb AO = AG'; ba aud) bie ~tretfen BO unb 
B'O' aIß gleicf) nadjgewiefen wutben, fo ift ~teietf ABO ~ AB'C'. 
~tingt man biefe fongtuenten ~reietfe aur ~etfung, fo fdllt X mit X' 
(warum), alfo AX mit AX' aufammen. IDlitgin ift AX = AX', unb 
eß ift nadj bem in ber mnleitung angefilE}tten 2e~tfatl 4ASX = 90°. 

~eweiß 2. ~iefer entfllridjt bem aweiten steil beß erften ~eweifeß. (~ie 
erf)äIt man bie 5ig. 2 auß ber 5ig. 1 ?). 

~eaeidjnungen: ~cf)neibet eine <Metabe eine !ibene E im ~unft S unb 
ftegt fie auf allen butdj S in E geqenben <Meraben fenfted)t, fo qeibt 
fie fenfredjt auf ober au ber !ibene, unb umgefe~rt qeiflt bie (ibene 
fenltedjt auf ober au ber <Meraben. 

Umfef)rung: mlle <Meraben, bie auf einer <Meraben <M in bemfe1ben ~nfte 
fenfreef)t fteqen, liegen in einer au <M fenftedjten <Ebene. (~eweiß inbiteft) 

lIntt anberen Imorten: 
~ref)t fief) ein redjter ~infel um einen feiner ~ef)enfel aIß mdjfe, 

fo befdjreibt ber anbere ~ef)enfel eine aur mef)fe fenftedjte <Ebene. 
mufgaben: 

1. ~ie fann man feftftellen, ob eine ~tange fenfted)t ftegt? 
2. <Ein Ouaber fei beflniert aIß ein ftßrller, bet non feef)ß ffiedjtetfen be

grenat wirb. ~ie beweift man, bab bann iebe ftante auf awei ~e. 
grenaungßf{ddjen fenlredjt ftegt? 

3. ~eweife inbitdt: 
a) lBon einem ~nfte ldbt fidj auf eine <Ebene nur eine ~enfredjte fällen. 
b) 3n einem ~unfte einer <Ebene läbt fidj nur eine ~enfredjte enief)ten. 

4. 3m IDlittdl'unft M eineß gleief)feitigen SDreietfß mit ber ~eite a ift auf 
ber <Ebene beß ~reietfß bie ~enfted)te MX = aJ erridjtet ~telle bie 
lintfernung beß ~unfteß X non ben <Etfen .beß ~reietfß alß 5unftion 
non aJ bar. ~iernon madjt man mnwenbung beim .. ~l'gätometer", baß 
aur IDleffung beß ftrümmungßrabi~ einer 2infe bient. 

18auer u. tJ. ~an);Ieben, CSeometrie f. !JlealanftaIten. (,olJerftufe.) 5 
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§ 3. ~ic ~benc nnb me~m:c 6cnfred)ten. 

~Hf~fat3: ~infel mit .\Iarallden unb gleid)gerid)tcten 6d)cnfclu finb gleid). 

~nIeitung aum lBeweife: }ffiie bettleift man met;t bie ®leidJgeit 
von }ffiinfeln? }ffiie ergält man 
fongruente SDl eiede ? }ffieIdJer 
Slongruen3fat3 fommt in ~tClge? 

lBewei~: Wlan trägt mig.3) auf 
jebem ber par aU elen ~dJenfel" 
paare gleid)e ~treden ab unb 
aiegt AA', BB', 00', fotnie 
BO unb B' 0'. SDann finb au" 
nädJft AB B' A' unb A 0 O'A' 
$araUeIogramme, fobann ift 
BOC'B' ein $araUelogramm, 

. , , , 

;cf)lielllid) finb bie SDreiede BAO A" ......,;;.;....--R-::r---~-:--...;;;... 
B' unb B' A' C' fongruent. 

2egrfat3 2. 6te~t eine von &tuei ~aralle(en auf einer <rbene E fenfred)t, fo 
ite~t aud) bie anbm auf ber ~bcnc E fcnfrcd)t. 

~nleitung 3um 
lB ewe if e: ~tegt AB 
(~ig. 4) fenfred)t auf E, 
10 aiegt man B X unb 
BY beliebig in E, fo" 
bann DX' unb DY' in E 
paraUel3u BX b3W. BY. 

U m f e 9 run g: ~tegen 3wei 
®erabe 1enfred)t auf ber" 
feIben ~bene, fo flnb fie 
parallel. (l8eroei~ inl>ireft.) 

~ufgaben: 

A 

c 

I. )8ered}lIulIgen. 

SDefinition: SDie 2änge ber von einem $unft P auf eine ~bene 
E gefällten ~enfred)ten ljeiBt ber 5Kbftanb be~ $unfteß von ber ~bene. 

1. ~in $untt P gat von einer ~bene Eben mbftanb PF = 12 Cffi, 

unb in ber ~bene E ift Me ~trede F Q = 5 cm ge30gen. }!Bie grOB 
ift PQ? 

2. Um einen $untt A, ber von einer ~bene E ben ~bftanb AF = 0,6 m 
befint. bregt lid) eine ~trede AB = 1 m ;0, baü B auf ber ~bene E 
l)ing[eitet.}ffia~ für eine mnie befd)reibt B? 
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3. .8mei \ßunfte A unb B f)aben onn berfeIben G:bene bie mbftänh~ a bom. b, 
unb hie G:ntfernung if)rer ~uf311unfte beträgt c. Wie meit ift A oon B 
entfernt, je nad)bem A unh B auf berfelOen ~eite nber auf entgegen~ 

geletlten ~eiten ber G:bene liegen? a = 25,5; b = 16,5; c = 40. 

ß. StereometrifdJe ~onftruftionelt. 

5Bei ben ftereometrifdjen ~nnftruftinnen, Me man faft nur in her lBor~ 
HeIlung, nid)t in ber ~irflid)feit oornimmt, muu man onrau~fetlen, 

bau bie ~onftrurtinn einer einbeutig beftimmten G:bene au~füf)rbat tft. 
4. ~ä({e onn einem ~unft P auf eine @erabe @ bie ~enfred)te. ~ie 

oiele finh möglid) ? 
5. G:rrid)te in 3mei ~unften P unb Q einer @etaben @ am ei :parallele 

~enfred)te. Wie oiele Hnb möglitf)? ~inb am ei ~enfred)te auf ber .. 
f elOen @eraben ftet~ :parallel? 

6. a) G:rrid)te in einem ~unft P einer @eraben @ bie fenfred)te G:bene. 
b) S3ege burd) einen ~unft P auuerf)alO einet @eraben @ bie 3U @ fenf~ 

red)te G:bene. 
7. a) meftimme ben geometrifd)en Ort aller \ßunfte, Me oon 3mei gegebenen 

~unften P unb P' gleitf) meit entfernt finh. 
b) meftimme ben geometrifdjen Ort aller ~unfte, hie onn brei gegebenen 

~unften gleitf) meit entfernt finh. Wie hürfen bie brei ~unfte 
nid)t liegen? 

c) meftimme bie ~unfte einer G:bene E, Me oon 3mel auuerf)alO ber 
G:bene E liegenben ~unften A unh B gleid) meit entfernt finh. 

8. .8ief)e hurtf) einen ~unft P au einer @eraben @ Me ~aralleIe. 

9. 2ege burd) einen ~unft P bie @erabe, melcf)e 3mei gegebene @eraben 
fdjneibet. 

.8meite~ sta:pitel. 

~.eigung~",htlt.el+ 

§ 4. ;r,cr 9leigung~ltJiltfd einer ~era'oen mit einer ~bene. 

S)efinitinn: 
1. streffen bei ber ~aralleI:projeltion Me ~rnieftion~ftraf)len fenfred)t auf 

bie miIbebene E, fo f)eiut ba~ milb pi eine~ \ßunfte~ P, fomie baß 
mUb A' B' einer ~trelfe AB bie 'rojdtion be~ ~unftei! P bijm. ber 
~trelfe AB auf bie G:bene E. 

2. SDer ~infel, ben eine @erabe mit if)rer ~roieltinn auf eine G:bene E 
bilbet, f)eiut ber 91eigungBltJinfd ber @erahen "unb M , "mit M nber .. au· 
her G:bene E. 
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2e~rf atJ 3. 6djneiben fidj 5wei ~benen nnb fällt mlln ntln einem beliebigen 
~nnfte ber einen ~bene bie 6enhedjten auf bie Ilnbere ~beue 
nnb auf bie 6djnittgerllbe, ftl fte~t bie tlerbinbnngtlftrecfe ber 
beiben 3-ul!lJunfte fenlredjt auf ber 6djuittgerllben. 

~nreitung aum 
~ ewe i f e: ~eweife ber 
~ei~e nad) mig.5) bie 
.Rongruena ber ~reiede 

WGU unb WG V, 
WFU " WFV, 
GFU " GFY. 

~ig.Fi. / 

~ufgaben: 

1. 5älle von einem ~unft 
W auf eine G:bene E hie 
~enfred)te. 

oft 0 n ft ruft ion: wean 
legt burd) W mig. 5 ) 
eine beliebige ~oene, weld)e bie gegebene G:bene in U V fd)neibet. fällt 
von W auf U V Me ~enfred)te W G unb errid)tet in G auf U V 
in ber blauen ~oene bie ~enfred)te G H. ~urd) bie beiben ~enf~ 
red)ten legt man bie ~bene unb fällt in biefer uon W auf G H bie 
~enfred)te. 

~ewei~: man aiegt in her urauen ~oene FJIIGU. ~a nad) ~on~ 
ftruftton bie ueiben Wintel U G W unh U G H gleid) 90° finb, fo 
ftegt U G nad) 2eIJrfatJ 1 fenfred)t auf ber G:bene W G H. 

~aIJer mub nad) 2egrfatJ 2 aud) hie ~Hf~parallere JJi' auf hiefer 
~oene fenfred)t fteIJen. ~lfo ift 4 JFW = 90°. 

~a auberbem nad) ~onftruftion 4 G F W = 90° ift, fo ftegt WF 
nad) 2egrfatJ 1 fenfred)t auf ber urauen ~oene. 

2. G:rrid)te auf einer gegeuenen 
~oene E in einem gegebenen 
~unft F bie ~enfred)te. 

3. AF = s' mig.6) fei hie ~ro~ 
jeftilln ber ~trecfe A B = s 
auf hie ~uene E unh um A 
werbe ein @Strag( in ber ulauen 
~bene gebregt. Wie lautet hie 
5unftion~gleid)ung awifd)en ben 
WinMn y unb x? 

ilig.6. B 
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2öfung: man fällt oon B a~ Me Senfred)ten auf bie (ibene E unb 
17m beweglief)en Stragl unb oerbinbet igre ~uüvunfte F unb X. 

SDann ift auef) .4 A X F = 900 unb man erg/nt cos y = S' cos x. 
s 

~ie änbert fief) ber ~infel y, wenn x oon 00 über 900, 180°, 

2700 bi~ 3600 wäef)ft? ~ür welef)en ~ert oon x wirb y am fleinften 't 

(5;rgebni~: 2egrfaß 4. 
~er WeigungßlUinfel einer ~eraben mit einer <i6ene ift ber 
Ueinfte unter aaen ~infeln, lUeld)e bie ~erabe mit ben burd) 
i~ren Sd)nitt~unft geaogenen S.tra~reu ber <ibeue bilbet. 

man fann biefen Saß beweifen auef) mit ~iIfe be~ vlanimetrifef)en 
2egrfaße~: Stimmen amei SDreiede in awei Seltenpaaren überein, 
finb aber bie brüten Seiten ungleief), fo liegt ber gröüeren oon 
biefen Seiten auef) ber gröüere ~infel gegenüber. SDaau muü man 
um A mit AF in ber blauen (5;bene ben ~rei~ befef)reiben. SDregt 
man bann ben maMu~ AF, fo entfemt fief) fein (5;nbvunft immer 
weiter oon B ufw. 

4. Siege in einer (5;bene buref) ben Sef)nittvunft ber (5;bene mit einer ge~ 

gebenen ®eraben ® einen Stragl fo, baü er mit ® einen beftimmten 
~infel bUbet. - Wann gibt e~ awei, wann eine, wann feine 2öfung? 

5. ftonfttuiere unll bereef)ne ben gteigung~winfe( ber Börverbiagonale eineß 
~ürfel~ aur @runbf(äef)e. 

6. lBon einer Säule mit quabratifef)er ®runbf(äef)e fennt man bie ®runb .. 
fante a = 4 CID; bie ~öf)e h ift gleief) ber SDiagonale ber ®runbfläef)e. 
Bonftruiere unb bereef)ne ben gteigung~winfeI ber Börverbiagonale 
a) aur ®runbf(äef)e, b) au einer Seitenf(äef)e. Seief)ne bie Sef)nittbreiede, 
in benen bie gteigung~winfel liegen, in wagrer ®röüe unb ®eftalt. 

7. SDie ®runbfanten eine~ Ouaber~ finb a = 5 CID, b = 3 CID; feine 
~öf)e h beträgt 7 CID. Bonftruiere unb bereef)ne ben gteigung~winfel ber 
BÖqlerbiagona{e a) aur ®runbf(äef)e, b) au ben Seitenf{def)en. Seief)ne 
bie Sef)nittbreiede, in benen bie gteigun~winfel liegen, in wagter ®röüe 
unb ®eftalt. 

8. ~onftruiere unb bereef)ne ben gteigung~winfel ber Seitenfante einer 
geraben ~t)ramibe mit quabratifef)er ®runbf(äef)e aur ®runbf(äef)e, wenn 
Me ®runbfante a = 5 CID, Me Seitenlante s = 7,5 CID ift. Seief)ne 
ben buref) awei Seitenfanten unb bie ~öge gelegten Sef)nitt in wagrer 
®röüe unb ®eftalt. 
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§ 5. ~er 9leigung~\tJinfc1 5\tJeier @{Jenclt. 
~efinitinnen : 

1. Swd IE:lienen, bie fief) in einer ®eraben ® fef)neiben, teHen ben un,. 
enblief)en maum in 4 iJäef)er; biefe f)ei~en iflädjeullJinfel. 

2. IE:rrief)tet man (iJig. 7) in einem lielieliigen \ßunfte X ber e;ef)nitt,. 
geraben ® auf biefer in lieiben IE:lienen bie e;enfreef)ten, fn f)ei~t ber 
entftanbene eliene 
Winfef YXZ ber 
9hignng~llJinfd 

ber lieiben IE:lienen. 
e;eine ®rö~e ift 
unabf)ängig non 
ber Wagl be~ 

\ßunfte~ X, weil 
Winfe( mit :par~ 

allelen unb gIeief),. 
gerief)teten e;ef)en,. 
feIn gleief) finb. 

3. ~ref)t man Me 

~in. I. 

.\:k::.. _________ , 

~afbebene EI (5ig: 7) um bie ®erabe ® a(;:> ~d)fe nadJ nben, bi~ 

fie mit ber ~alliebene E 2 3ufammenfällt, fn befef)reilit 3ug1eief) ber 
e;traf)f X Y einen ebenen Winfel unb fällt mit X Z nufammen. ~af)er 

fann man ben lJ1eigung~llJinfel Y X Z nl~ IDlIl~ für ben ifliidjenllJinfd 
lienußen unb Me für ebene Winfel gebräuef)lief)en ·)8eaeief)nungen (f:piße, 
reef)te Winfef ufw.) auf bie 51äef)enwinfel übertragen. 

4. Swei IE:benen, beren 9leigung~winfel 90° beträgt, gei~en fenfredjt aui" 
ober 3ueinanber. 

2ef)rfä~e: 
5. e;tegt eine ®erabe auf dwei IE:lienen 3ug1eief) fenfreef)t, fn finb biefe :parallel. 

9n1t anbeten imotten: 

e;tegen 3Wei IE:lienen auf berfelOen ®eraben fenfreef)t, io finb He :paralleL 
~rnleitung aum )8eweife: ~ätten Me beiben lE:oenen einen \ßunft 

gemeinfam, fo fönnte man buref) biefen unb Me ®erabe eine IE:liene fegen 
unb würbe ein ~reiecr mit 3wei reef)ten .winfeln ergalten. 

6. .werben 3wei :parallefe IE:lienen nnn einer britten gefef)nitten, fn finb if)re 
e;ef)nittgeraben :parallel. 

mnleitung 3um )8eweife: ~ätten bie e;ef)nittgeraben einen \ßunft 
gemeinfam, fn mü~te !liefer beiben IE:lienen angef)ören ufw. 

7. e;tef)t eine ®erabe auf einer non 3wd :parallelen IE:benen fenfreef)t, fo 
ftef)t fte auef) auf ber anberen fenfreef)t. )8enuße 3um )8eweife 2egrfa!J 6. 
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8. memeife mitte~ beß !neigungßminfelß bie @5äße: 
a) @5te~t bie ®etabe ® auf ber ~oene E fenfredjt, fo fte~t auel) jebe 

burdj ® gelegte ~bene auf E fenfredjt. 
b) @5tegen amei fidj fdjneibenbe ~benen auf berreIben btitten ~bene 

renfredjt, fo fte~t audj i~re @5djnittgetabe auf ber britten ~bene fenftedjt. 
c) @5tegen amei ~benen fenftedjt aufeinanber unb aiegt man in einer 

~bene eine @5enftedjte aur @5djnittgetaben, fo fte~t biefe auf ber 
anberen ~bene fenftedjt. 

9. a) !ßatallele IStreeten awifdjen parallelen ~benen finb einanber gIeid). 
b) @5enftedjte @5treeten amifdjen parallelen ~benen flnb einanber gleidj. 

SDiefe einbeutige ®röue ~eiut ber ~bftllnb ber parallelen ~bene.n. 

10. @5djneiben fidj brei ~benen EI' E 2 , Es, f 0 fdjneiben fid) igre @5djnitt" 
geraben ®a, ®I' ®2 entmeber in ein e m !ßunfte, ober fie finb parallel, 
ober fie faUen aufammen. 

mnleitung aum memeife: SDie @5djnittgetabe ®a fann bie ~ene 
Es entmebEr fdjneiben ober igt parallel fein ober in igr liegen. 

mufgaben: 
I. etereometrif dIe ~ollfjruftiollell. 

1. 2ege butdj bie ®erabe ® auuerlJalb ber ~bene E bie au E fenftedjte ~bene. 
2. 2ege butd) ben !ßunft P auuergaIb ber ~bene E 

a) bie au E parallele ~bene, 
b) eine ~bene, bie mit E einen beftimmten !neigungßminfeI ~ bilbet. 

3. 2ege burdj bie aUt ~bene E parallele ®etabe ® eine ~bene, bie mit 
E einen beftimmten !neigungßminfe( ~ bilbet. 

11. !8ered)uuugeu. 
4. a) ~in SDteieet AB C liegt mi! feiner @5eite a in einer ~bene E unb 

feine ~ete A gat Don Eben mbftanb x. meredjne bie Seiten, bie 
>minlel unb ben iYlädjenin~alt ber !ßrojeftion aIß iYunftionen Don x. 

b) Sinb bie jJ3rojeftionen ber ~ögen, ber mJinfeI~aloierenben, ber IDlittfl" 
linien unb ber IDHttelfenfredjten wieber bie entfpred)enben @5tteeten 
beß !ßrojdtionßbreiec.fß? 

,5. a) ~in SDreied mit bem 5lädjeningalt F = 100 cm2 liegt mit einet eeite 
in einet ~oene E unb bUbet mit Eben !neigungßwinfeI cp = 30°, 
450, 600. mJie grou ift baß !ßrojeftionßbreieet F'? 

b) Bmei ~benen E unb E' fdjneiben fidj unter bem !neigungßminfel cp, 
in E befinbet fidj ein SDteied, biefeß ift auf E' ptojiaiert. memeife, 
bau ber 5läcl)eningalt beß !ßrojdtionßbreiedß unDeränbert bleibt, 
menn man baß SDreied in E beliebig Derfdjiebt. 

c) mebeutet F ben 51ädjeningalt irgenb einer ~igur, a. m. miefeet, .Rreiß, unb 
bUbet bie ~bene ber 5igur' mit 'einer ~bene E' ben !neigungßminfel cp, 
fo ift ber 5!ädjeningalt F ' ber !ßrojeftionßfigur gIeidj F. tOS cp. 
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~rittc~ ~apitcL 

~:ri:\\mlt uub ~1Jthtb.e:r, ~1J:rltmi:b.e uub ~.egd. 

§ 6. ~cr $~rllmibeuftum~f uub ber ~egdftum~f. 
I. ~er \ßtJramihenftum:pf. 

~efinitionen: 2egt man bunij eine \ßt)ramibe, bie ~oUll~rllmibe, einen 
Ouerfdjnitt :parallel ber @runbflädje, fo ergärt man eine \ßtJtamibe, bie 
G:rgiin3ung~1I~ramibe, unh einen ffieftförper, ben \ßlJrllmUlcnftumllf. ~:nfo: 

(&:in ~ör:per, her tJon attJei /1 unh V'I n-(&:Cfen aI~ QJrunbf{iidjen 
unh n %rapeaen al~ . . . . . . . . . . .. Seitenf{iid]eu 
begrenat ift, geiflt ein . . . . . . . . . .. \ßlJramibenftnmllf. 
~er ~bftanb her @runhflädjen tJoneinanber geiut .pii~e (h), 
bie untere @ren3ffädje geiut audj. . . . . .. ~obenf{iidje (G), 
bie obere @ren3flädje geiUt audj . . . . . .. ~edf{iidje (G'). 
(&:ntfpredjenh bem \ßt)tamibenftumpf ergärt man ben Slegelftumllf. 

@emäu ber (&:ntftegung biefer ~örperftumpfe müffen bie metIängerungen 
ber Seitenfanten eine~ \ßtJtamibenftum:pfe~, b3ttJ. her Seitenlinien eine~ 
sregelftumpfe~ b,urdj einen \ßunft (8) gegen. 

QI)runbaufgallt 1: ~eredjne ben ffiauminflaIt V eine~ \ßtJramibenftum:pfe~ au15 
ben beiben @runhflädjen G unh G' unh ber ~ölje h. 

2öfung: Um ffiaumingaIt au finben, muu man befannte ffiauminf)aIt~= 
formeln benu§en. ~(fo (~ig. 8) 

V _ G. 8F G' . 8F 
--3- --3-' 

Sur meftimmung ber Unbefannten SF 
unb 8 F' behürfen ttJit 3ttJeier @Ieid)ungen. 
~enu§e bie gegebene ~öge h unb ben 2egr= 
faß, hafl fidj hie ~Iädjeningalte G unb G' 
tJergalten ttJie bie Ouabrate igrer Wb" 
ftänbe tJon ber S:pi§e. ~u~ ben beiben 
fo ergaltenen @Iehijungen ift SF unh 8F' 
ou beredjnen unb in hie @leid)ung für V 

einoufe§en. 
I. SF- 8F' = h. 

H. 8F2: 8F'2 = G: G' 

ober 
8F YG 
SF' = YG" 

1\ig " 

8F YG . SF VG' --- -.-. - - ---- unb - -- = . 
SF-SF' - fG-fGi 8F-8F' fG-YG' 

D 
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ilHt )8enu§ung ber ®leiel)ung I er~iilt man 

h 1/ (} , h V G' 
SF= ,m unb SF = ~-~' 

V G -1/ G' v G - Y G' 
---

h GYG- G'YG' V = ,,- , 
3 VG - v0' 

außbivibiert: " = ~ (G + Y G G' + G'). 
~oIgerung: 

1. SDie iBollpl)ramibe unb Me (S;rgiinaungßpl)ramibe ver~aIten fiel) wie awei 
m.\ürfel, welel)e bie ~ötJen ber betben jßl)ramiben au ~anten tJaben. 

2. (s;in jßl)ramibenftumpf ift gIeidj ber Summe breier iBollpl)romiben von 
ber gleidjen ~ötJe, beren ®runbfliidjen bie obere unb bie untere ®runb .. 
fliidje beß jßl)ramibenftumpfeß, fowie baß geometrifel)e IDIittel biefer beiben 
®runbfliidjen finb. 

H. SDer ~egeIftumpf. 
QSrunbaufgaht 2: )8eredjne ben ffiaumin~aIt V eineß ~egelftumpfeß auß 

ben ffiabien r unb r' feiner ®runbfreife unb feiner ~öge h mig. 9). 
S3öfung: IDIan fabt ben ~ege{ftumpf aIß jßl)ramiben.. 5 ig. 9. 

ftumpf auf unb benu§t bie für biefen abgeleitete S 
~ormer. 

h( --
V = -3 r2n + Vr 2n. r'2'][ + r'2n). 

hn 
" = 3- (r 2 + rr' + r'2). 

QSrunbaufgaht ö: )8eredjne bie illlanteIfliidje M eineß 
geraklen ~egelftumpfeß auß ben ffiabien r unb r 
feiner ®runbheife unb feiner Seitenlinie s (~ig. 9). 

I. S3öfung: SDer ®ang ber SSöfung entfpridjt bem ber erften ®runbaufgabe. 
M = r'][SA-r'nSA'. 

I. SA - SA' = s. H. SA: SA' = r: r', 

muß ®leidjung H folgt 
SA r si r' 

SA- SA' - r-r' unb SA-SA' = r-r" 
Wl,it ?Senu13ung ber ®leidjung I ergiilt man 

rs 
SA = --, unb 

r-r 

, 
SA'=~, r-r 

mitgin 
r2.- r'2 

M = ns--r -r' , 
" = (r + r')ns. 

5'" 
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11. 2 ö fun 9 : Q3etracf)te ben 9Jtantel al~ ~umme bet unenbIicf) tJielen un~ 
enbIicf) fcf)malen :ttapeae, beten ~ö~en gleid) bet ~eitenIinie s finb, 
unb beten ®tunbIinien bie \ßetip~etien ber ®runbfreife bUben. 

§ 7. 5djwicrigcn ~ufgaben. 

Würfel: iYliicf)enbiagonaLe 

~örperbiagonale . 

DfJetfläcf)e. . . 

lnaumingaIt . . 

Ouabet: nörpetbiagonale. 

DbetfIäcf)e . 

lnaumin~alt 

\ßti~ma: lnaumingalt 

3t)linbet : lnaumin~alt 

o {9JtantelfIiicf)e 
9lur gefllbe u' 

D fJetfIäcf)e . 

\ßt)ramibe: lnauminf)alt . 

stegeI: lnauminI)aIt . 

~-O'rmdn. 

d 1 = ay~, 
d . aY3, 
o = 6a 2, 

V = a S• 

d = ya2 + I/i + (:~, 
o = 2(ab + b(: + ca). 

V = abc. 

V =Gh. 

V = r 2nh. 

M = 2rnlt, 

o = 21'n(1' + h). 

V = Gh. 
;} 

M = 'I'ns, f 9nantelfIiicf)e 
9lUt gCfllbe st. ) 

l DfJetfIäcf)e. 0 = '" n (,,' + s). 

\ßtJramibenftumpf: lnaumingaIt V = ~ (0 + YU G' + G'). 

~egelftumpf: 
hn 

lnaumin~a1t V = T ('1 02 + l' r' + 1"2). 

9lur gerllbe st. 9Jtante1fIiicf)e 1JI1 = (r + 1") n s. 

1. \ßri~ma unb 3t)linber. 

1. ®egefJen ift Me Dbetfläcf)e 0 eine~ geraben breifeitigen \ßri~ma~, beHen 
~eitenfanten b n-mal fo grob finb wie bie gleicf)en ®runbfanten a. 

Wie grob tft Me ®runbfante unb ber lnaumin~alt be~ \ßri~ma~? 

0= 100, n = 3. 
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2. ~e Seitenfanten b eine~ fdjiefen ~ri~ma~ mit quabratifdjer ®runb# 
flädje a2 bUben mit ber ®runbflädje ben meigung~winfel p. )8eredjne 
ben 9laumin~aIt V. 

b = 7, a2 = 25, P = 70°12'. 
3. ~in gerabe~ ~ri~ma au~ )8itfen1)ola, befien ®runbflädjen regelmäflige 

~ünfeefe unb befien @)eitenfanten boppelt fo grofl wie Me ®runbfanten 
finb, f)at eine ~öfle h = 10 em. }!Bieoiel wiegt e~, wenn ba~ fpeai# 
tifdje ®ewidjtbe~ )8idengoI3e~ s = 0,69 ift? 

4. ~in gerabe~ ~ri~ma, beffen ®runbflädje ein SDreieef mit ben Seiten 
a, b, c ift, wirb fdjief a6geidjnitten, fo bafl bie @)eitenfanten bie Bänge 
d, e, f ergalten. )8eredjne ben 9laumingalt be~ 9leftförper~. 

a = 8,23; b = 7,05; c = 5,72; d = 10; e = 9; f = 7. 
5. SDie ®runbflädjen unb awei Seitenflödjen eine~ ~arallelTladj~ finb 9ledjt~ 

eefe, bie anberen @)eitenflädjen ~arallelogramme mit bem fpißen }!Binfel a. 
)8eredjne Me D6erflädJe unb ben 9lauminf)alt be~ ~arallelfladj~ au~ ben 
®runbfanten a unb b, fowie ber @)ettenfante c. 

a=65041'15"; a=6. b=4, c=5. 

6. ~in gerabe~ rege1mäflige~ breifeitige~ ~ri~ma wirb burdj eine ~bene 
gefdJnitten, Me burdJ eine ®runbfante B G unb bie gegenübetliegenbe 
~efe D be~ ~ri~ma~ gef)t. )8eredjne ben 9laumingaU (le~ ~ri~ma~ unb 
ben meigung~winfel be~ @)djnitte~ mit ber ®runbfläd)e au~ ber Streefe 
BD unb .4 BDG. 

BD = 7em,.4 BDG = 39°40'. 

7. ~in ~ri~ma lJat our ®runbflödJe ein red)twinfIig gfeidjfdjenflige~ 

SDreieef AB G mit bem @)d)enfel AB = 12 em, unb feine Seitenfante 
AD = 15 ell ift fo geneigt, bafl bie ~cfe D fenfred)t über bem Sdjwer# 
.puntt S ber ®runbflädJe liegt. )8ered)ne feinen 9lauminf)alt. 

8. SDie ®runbfanten a unb b eine~ ~arallelflad)~ bifben ben Winfel a, unb 
Me @)eitenfante c ift gegen bie ®runbfläd)e um ben Winfel 'Y geneigt. 
Wie groü ift (ler 9lauminf)alt? 

a . 11em, b = 8em, c = 6em; a = 48°, 'Y = 650. 

9. SDie SDiagonale be~ md)fenfd)nitte~ eine~ geraben .8t)1inber~ miflt d = 25 em; 
ber 9labiu~ r ber ®runbfläd)e oergölt fid) dur ~öge h wie m: n = 3: 8. 
Wie groü ift ber Wlantel unb ber 9laumingaIt be~ .8t)linber~? 

10. }ffield)e }!Banbftäde ~at eine ot)linbrifd)e ~ifenröljre oom ®ewid)t p unb 
ber Bänge h, wenn bie @)umme (r + Q) ber 9labien ber 6egren3enben 
.8t)Iinber betonnt ift? 

p = 1933,9kg, h = 3m, (r+(I) = 1.35m, s = 7,6. 

11. ~ine eiferne Säufe non ber ~öfle h = 0,81 m flat our ®runbflöd)e 
einen.9lf)ombu~ mit ber Seite a = 0,27 m unb bem }!Binfel a = 75° 28'12". 
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9nan giebt biefe l5äule um 3U einem fdjiefen ,ßtJIinher, beffen ®runb~ 
frei~ gIeidj bem Snfrei~ be~ m~ombuß ift. }fiie ~odj wirb biefer 
.8tJlinher? 

12. SDer ®runbfreiß eine~ fdjiefen ,ßtJIinber~ ~at einen SDurdjmeffer d = 14 em, 
unb bie l5eitenlinie s = 20 cm bilbet mit ber ®runbfIädje ben 91eigung~~ 
winfe( 'J' = 62° 10' 51". }fiie grob ift ber maumin~aIt V be~ ,ßtJlinberß? 

13. SDie ®runbfIädje eine~ lßri~ma~ ift ein redjtwinflige~ SDteieCf mit ber 
~atgetenfumme (b + c) = 17,34m unh bem }fiinfel ß = 54,2°. SDie 
l5eitenfante d --.:. 12,24 m bilbet mit ber ®runbfIäd)e ben 91eigung~. 
winfer l' = 76,9°. }fiie grob ift Me DberfIädje be~ quabratifdjen 
3tJnnber~, ber mit bem lßrißma gleidjen maumin~aIt ~at? . 

14.· SDie l5eitenlinie s = 13 cm eineß fdjiefen ,ßtJIinberß ift gegen bie 
®runbflödje unter einem }fiinfe! r = 61,25° geneigt, unb ber mabiu~ 
r be~ ®runbfreife~ beträgt 5 cm. SDiefem ,ßtJIinber ift ein breifeitige~ 

lßri~ma einbefdjrieben, von bem i1roei ®runbfanten a = 8 cm unb 
b = 6,4 em belannt finb. meredjne ben mauminljaIt be~ lßri~ma~. 

15. SDer maumin~aIt V eine~ breifeitigen lßri~ma~ unb 3roei }fiinlef OG unb 
ß feiner ®runbfIädje finb gegeben. meredjne ben mauminljaIt beß 
umbefdjriebenen 3tJIinber~. 

V = 1000, OG = 300 15', ß = 69° 4'. 

16. 3roei fdjiefe unb ein geraber .8tJIinber ljauen gleidje ®runbfIädjen unh 
gleidje ~djfen. }fie!dje 91eigun~roinfel bilben igre ~djfen mit ben 
~runbfIädjen, wenn igre maumin~a!te im merljältn~ 1: 2 : 3 ftelJen '( 

II. lß tJ r a m ib e u n b ~ e 9 er. 
17. <nne eiferne gerabe lßtJramibe mit quabratifdjer ®runbfIädje aS = 4611 

roiegt p = 1012,5 kg. }ffiie ~odj ift bie lßtJramibe, unb roeldjen 91eigungßo. 
winfel cp biLbet bie l5eitenfanie b mit ber ®runbflädje? 

18. meredjne bie DberfIädje unh ben 9touminljolt einer geroben lßtJromibe 
mit quobratifdjer ®runbfIädje ou~ ber ~ö~e 711 ber itleitenflädje unh 
bem 91eigung~roinfcl cp ber itleitenflädje mit ber ®runbfIädje. 

h1 = 10 cm, cp = 53° 16' 22". 

19. Ciine vierfeitige gerabe lßtJramibe ljat ~ ®runbfIädje ein medjteCf mit 
ben l5eiten a = 3,5 m unb b = 4,7 m. }fiie grob finb bie 91eigung~~ 
tlJinfel ber l5eitenfanten gegen bie ®runbfIädje, wenn fämtIidje itleiten
fanten c = 9,8 m finb? 

20. meredjne bie }fiinfeI, weldje bie l5eitenfante k mit ber ®runbfante a 
unb ber ®runbfriidje einer geroben regelmäbigen brcifeitigen lßl)tamibe 
bilbet. 

k = 185. a = 11±. 
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21. \!Bieuiel wiegt eine gerabe regelmäbige awö1ffeitige Stetnllt)ramibe mit 
ber Seitenfante k = 1,62 ll, wenn bie Seiten(ante mit ber ®runb" 
fIädje ben !J1eigung~winfel cp = 510 12,4' bilbet ,unb ba~ fpeaififdje 
®ewidjt 8 be~ Steine~ 2,83 beträgt? 

22. mon einer breifeitigen \ßtJramibe finb eine ®nmbfante a unh if)re mn
winlel ß unb 'Y, fowie eine Seitenfante d unb iljr !J1eigung~winfel ,} 
gegen bie ®runbfIädje befannt. ,wie grob ift if)r ffiauminf)alt? 

a = 11,93 ll, ß = 38° 19' 28", 'Y = 63° 40' 32", 
d = 17,61ll, 0 = 72°11'. 

23. Über einem gleidjfcljenfIigen ~reied mit bem Sd)enfel b = 4 Cll unb 
bem ,winfel an ber Spiße OI! = 80° 15' 16" ift eine \ßt)ramibe fon
ftruiert, beren Spit}e h = 6 Cll fenlredjt über bem Sdjwerpunft ber 
®runbflädje liegt. ,wie grob finb bie !J1eigung~winfel ber SeitenfIädjen 
gegen bie ®runbfIädje, unb wie grob' ift ber ffiauminljalt unb bie Ober" 
flädje ber \ßt)ramibe? 

24. ~ine gerobe \ßt)ramibe 1)at aur ®runbflädje ein greidjfeitige~ ~reied 
mit ber Seite a unb eine ~ö1)e h = 2 a. ~urdj eine ®runbtante unb 
ben Wlittelpunft ber ~öf)e ift eine Sdjnittebene gelegt. ,wie uerf)aUen 
fid) bie ffiauminljalte ber abgefdjnittenen \ßt)ramibe unb ber urfprüng .. 
Iicljen \ßt)ramibe? 

25. 3n eine gerabe \ßt)ramibe mit quabratifdjer ®runbflädje, beten ~öf)e h 
boppelt fogroll wie bie ® runbfante a ift, wirb ein ,würfel fonitruiert, 
von bem uier ~cfen in ber ®runbflädje, bie uier anberen in ben Seiten .. 
fanten ber \ßtJramibe liegen. ,wie uerljalten fidj bie ffiauminljalte ber 
beiben ~örper? 

26. ~ine gerabe \ßtJramibe unb ein ,würfel 1)aben eine gemeinfame ®runb. 
fIädje unb gleidjen ffiauminf)aIt. ~urdj bie jßt)ramibe wirb in ber ljalben 
~öf)e ein Ouerfdjnitt parallel aur ®runbflädje gelegt. ?8eredjne baß !Ber" 
f)äUn~ ber ®efamtolierflädje beß \ßt)ramibenftumpfe~ aur ,wür,feloberfIädje. 

27. ?8eredjne bie IDlantelflädje unb ben ffiauminljalt eine~ Aeroben ~ege1~ 
nuß feiner ~ölje h unb bem 91eigungßwinfel cp ber 6eitenlinie gegen 
bie ®runbflädje. 

h = 10 Cll, cp = 430 27' 15"· 

28. ~er Umfang be~ ®runbfreifeß eine~ geraben ~egel~ beträgt u = 15,71 II 
unb ber !J1eigung~winfe( ber Seitenlinie gegen bie ®runbflädje cp = 61 ° 2'. 
,wie groü ift bie IDlnntelflädje unb ber ffiauminf)alt be~ ~egelß? 

29. (s;in redjtwinfHge~ SDreiecf wirb um bie eine ~atljete b gebrel)t, fo bat 
eilt ~ege[ entftel)t. ?8eredjne bie Oberfläclje unb ben ffiauminf)alt biefeß 
~ege{ß auß ber ~tJPotenufe a = 27 Cll unb bem @el:lemulltfel ber anbeten 
.Ratf)ete r = 27° 23' 24". 
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30. ~ie groÜ ift bie @:)eitenIinie be~ Regelß, ber bie ~rbtugel liingl3 bc~ 
49. !8reitengrabeß berft~rt? iBte groÜ ift feine !mantelflädje unb ber 
8entriwinfel E beß abgeroUten RegelmanteIl3? (~brabiuß = 6370 km.) 

31. ~ie !mante1flädje M eineß geraben RegeIß unb ber BentriwinfeI ~ beß 
abgetoUten ~egelmantelß finb berannt. !8ered)ne ben 9labiuß r beß 
~runbtreifel3 unb ben 9laumin~alt V beß ~egell3. 

M = 1696,44em2, ~ = 216°. 

32. ~r !mantel eineß geraben RegeIß beträgt t ber ~efamtoberflädje. 3n 
weld)em mergdltnifie aueinanber ftegen ber ~rdjmeffer d beß ~tunb
freijel3, bie ~ö(Je h unb bie @:)eitenlinie s? 

33. muß einem Regel non V = 125 m2 9laumin1)aIt, befien ~öl)e h fidj 
gum 9labiuß r bel3 ~tunbfreifel3 wie m: n = 3: 8 ner1)dlt, ift ein Regel 
Qußgefdjnitten, ber biefe1be md)fe unb beaüglidj :parallele Seitenlinien 
1)at. ~ie groü ift ber ffiaumin1)alt bel3 ~o1.J(fegeIl3, wenn bie ~reite b 
belS in ber ~runbflädje entftanbenen ffiingelS 2 m miüt? 

34. ~ie längfte eeitenlinie eine~ fdjiefen ~egell3 bilbet mit bem ~tunbfreife 
ben ?roinfel f/Jl unb bie ffrraefte ben ~infel !P2' ?roie groÜ ift ber 9lauminljalt 
be~ Regelß, wenn ber ~utdjmeHet d feiner ~tUnbflädje berannt ift? 

!PI = 280 9'10", !PI = 70° l' 3", d = 8 em. 

35. ~ieniel wiegt ein ~rief6efdjweret auß $lldjat non ber ~orm eineß Regel~, 
wenn man feine gröüte unb fleinfte Seitenlinie, fowie ben ~urdjmefier 
feineß ~tunbfreife~ fennt? 

SI = 58mm, Ss = 41mm, d = 51mm, S = 2,59. 
36. ~eredjne ben 9lauminl)aIt eine~ fdjiefen Regelß auß feiner mdjfe a, ber 

gröüten Seitenlinie S1 unb ber fleinften SI' 

a = 2,94 em, S1 = 3,4 em, Ss = 3,2 em. 
37. mon einem fdjiefen Regel fennt man ben ~urdjmefier d beß ~runb", 

Ireifeß, bie ~ö1)e h unb ben ~infel ~ 3wifdjen ber gröüten unb ber 
fleinften Seitenlinie. ~etedjne biefe Seiten unb ben 9laumin~a1t. 

d = 56, h = 36, ~ = 660 20'25". 

III. \ßt)tamibenftum:pf unb Rege1ftum:pf. 
38. a) ~e gtöüete ~tunbflädje eine~ \ßt)ramibenftum:pfel3 ift n-mal fo grofJ 

wie bie f(einere. ~eldjeß mer1)ältniß bUben bie ~öl)en bet ~gdnaung~ 
:pt)tamibe unb be~ \ßt)tamibenftum:pfeß? n = 16. 

b) ~urdj einen \ßt)tamibenftum:pf mit ben ~runbflddjen G = 36 unb 
G' = 25 finb D.uetfdjnitte :patallel ben ~runbflädjen gelegt. ?roie 
grob finb biefe, wenn fie bie ~öl)e in n gleidje :teile teilen? 

n = 2; n = 3; n = 4. 

89. a) u. b). Slöfe bie entf:ptedjenben mufgaben für ben Regelftum:pf. 
r = 7, " = 5. 
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40. mon einem \ßtJtamibenftumpf ift: 

a) ®egeoen: G=144cm 2, G'=49cm2, h=15cm. ®efudjt: V. 

b) V=740m 3, G =80m2, G'=45m2• " h. 
c) " V=370, lt =10, G'=27. "G. 
d) " V = 72,8, h = 6, G+ G'= 24,4. " G unh G'. 
e) " V = 950, h = 15, G-G'= 50. G unh G' 

41. lBei einem quabratifdjen \ßtJtamibenftumpf oeträgt bie ®runbfante 
a = 20 m, hie ~ectfante b = 14 m unb iebe eleitenfante c = 16 m. 
~ie grofi ift fein lRaumingaU, unb unter weldjen ~infe1n finh oie elchen· 
fanten unb bie eleitenflädjen gegen bie ®runhflädje qeneigt? 

42. ij;in \ßtJramibenftumpT au~ ij;idjengola non ber ~ö~e h unb ber ®runb. 
flädje G wiegt p. ®ie grofi ift bie :Ileclflädje? 

k = 1,5m, G = 2,9m2, p = 2135kg, 8 = 0,7m. 

43. ij;in regelmäfiiger fedj~feitiger \ßtJramibenftumpf non ij;ifen, beffen ®runb" 
fanten gleidj hen eleitenfanten unb beffen ooere ~anten 1)a1o fo grofi 
finh, wiegt 40,320 kg. ~ie lang finh bie ~anten, unb wie 1angift Me 
~öf)e ber ij;rgän3ung~PtJramibe? 8 = 7,5. 

44. lBeredjne ben lRauminga1t eine~ breifcitigen \ßtJramthenftumpfe~ au~ ber 
~öf)e h, hen ®runbfanten a, b, c unb einer ~eclfante a'. 

k = 5t, a = 32, b = 45, c = 53, a' = 24. 

45. mon einem geraben ~egelftumpf tft: 
a) ®egeoen: r=1,2m, r'=0,5m, h=13,9m. ®efudjt: VunbO. 
b) r=25cm, r'=20cm, V=100650cm2• " h(1t=272). 

46. ij;in geraber ~egelftumpf au§ eltaf)( ift parallel our mdjfe otJlinbrifdj burdj" 
oof)rt. lBeredjne fein ®ewidjt p au~ r = 12 cm, r' = 7 cm, h = 5 cm, 
bem 8tJlinberburdjmeffer d = 4 cm unb bem fpe3ififdjen ®ewidjt s = 7,7. 

47. ij;in G:imer 1)at unten eine lidjte ~eite d = 30 cm, ooen eine foldje 
a! = 50 cm unb eine eleitenlinie 8 = 32,745 cm. ~ienier 2iter fabt 
er noll, unb wieoie1, wenn er oi§ aur 1)arben ~öf)e gefüllt ift? 

48. ~eldjen ~infel oUbet bie eleitenIinie eine§ gerahen ~egelftumpfei5 mit 
ber gröberen ®runbflädje, wenn ber lRauminf)aIt V = 347,16 cm2 unb Me 
\ßeripf)erien ber ®runbfreife P = 50 cm unh p = 30 cm befannt finb? 

49. lBeredjne ben lRaumin~aIt eine§ ~ege(ftumpfe§ au~ feiner gröbten elehen" 
linie 81 = 17, feiner fleinften eleitenlinie S2 = 10 uno feinen ®runb~ 
freißrabien r = 13 unb r' = 8,5. 

50. G:in Slegelftumpf mit ben ®runhfrei§rabien r = 10 cm, ,.' = 5 cm unb 
ber ~ö~e h = 12 cm foll burdj einen Ouerfdjnitt parallel ben ®runb" 
flädjen 1)aUiiert werben. ~ie gro~ ift ber lRabiuß ber ®djnittflädje? 
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51. mug einem ~egelftumpf, ber bureg r, r' unb h beftimmt ift, foll ein 
~oppelfegel, ber bie ®runbfreife beg Regelftumpfe!3 3u ®runbf{äegen ~at, 

~erau!3gefegnitten werben. ~ie grob ift ber ffieftförper, unb weleges met" 
~ältnig bilben nie mantelf{äegen bel3 ~egelftumpfe!3 unb bel3 ~oppelfegel!3? 

r = 14, r' = 7, h = 27. 
52. ~in regelmäbige!3 Seegl3ecf rotiert um feinen groben ~uregmeffer. ~ie 

grob ift ber ffiaumingalt bel3 ffiotationl3förperl3, wenn Me Seite a bel3 
Seegl3ecfg 12 cm beträgt? 

53. ~in regelmäbiges megtecf rotiert ba!3 eine mal um feinen groben ~ureg" 
meffer, bal3 anbete mal um feinen Ueinen. ~n welegem ~ergältnil3 

ltegen bie ffiaumingalte ber entftanbenen ffiotationl3förper? 
54 ~in gleiegfegenfligel3 ~reiecf mit bem Segenfel b unb bem ~infel (X, an 

ber Spitw wirb um eine megfe gebregt, bie burd) eine )Bafil3ecfe paraOel 3um 
gegenüberliegenben Scl)enfel geaogen ift. ~ie grob ift ber ffiaumingart unb 
bie DberTläcl)e beg entftanbenen ~örperl3? 

b = 6,3 cm, (X, = 40°30' 30". 
55. ~in gleiegfeitigeg ~reiecf mit ber Seite a = 8,0638 m breljt fieg um 

eine in feiner ~bene liegenbe md)fe, bie burcl) eine ~cfe gegt unb mit 
ber 3unäcl)ft liegenben Seite ben ~infel 0 = 200 bUbet. ~ie grob ift 
ber ffiaumingalt unb nie Dlierf{äege bel3 entftanbenen ffiotatlonl3förperl3? 

lBiertel3 ~apitel. ~i.e ~ug.e!. 

§ 8. ~efiuitioueu 1mb 2e~rfäte. 

~efinitionen: ~regt man ben ~reil3 (iYig.10) um feinen ~urcl)meffer NS 
all3 mcl)fe um einen ~infel uon 1800, fo bef cl)reiot 03W. befcl)reilien: 

bie RreigIinie . . eine ~ugelfliidje, 

bie ~eigfläcl)e. . eine ~ugel, 
bie \ßunfte A, B . einen ~ugelfrei~, 

nie Seljne AG B einen $djnittfreiß, 
ber )Bogen ANBeine ~a~~e, 
ber ~ei!3aofcl)nitt AN B einen ~ugelalifdjnitt, 
bie \ßunfte A, B unb C, D . awei \ßaraUelfreife, 
bie )Bogen AC, B D . . . eine Bone, 
bie iYläege A CD B. . . . eine ~ugdf djidjt, 
ber fueil3au!3fcl)nitt ME SF einen Stugelaußfdjnitt. 

~ie )8eaeiegnungen IDlittd~uuft, 91abiuB, ~urdjmeffer unb $e~ne 

gelten aueg für bie stuge!. NG ift bie .pil~e ber ~appe unb be!3 ~ugeI" 
aofegnitt!3, G H bie ~öge ber Sone unb ber ~ugel fegiegt unb J S bie 
~ölJe beg ~uge{augfegnittl3. 
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7i; i!J. tO. ~ig. ll. 

N 

A G .~------~----~B 

C H 

M 

E'~----+-'----~ 

s 
2e~rfa~ 1. ~lle 911ibien einer stugel ~nb glein, unb alle ~urn,meffer einer 

stugd finb gleidj. 
~ieß folgt auß ber (Entftegung ber ~ugeI. 

2e~rfa~ 2. ,3eber ebene Sn,nitt einer stugd ift ein streiB mig.ll). 
}Beweiß: ~ällt man von M bie @5enftedjte MF auf bie @5djnittebene unb 

verbinbet beliebige ~unlte X, Y, Z ber @5djnittlinie mit bem ~uflpunlte 
F unb bem 5lugelmitteIpunlte M, fo finb bie entftanbenen ~reiede 

fongruent (ssw), folglidj ift FX = FY = FZ. (Eß gaben alfo aUe 
~unfte ber @5djnittlinie von bem ~uflpunfte F gleidje (Entfernung, b. 1). 
fie bUben einen ~reiß, beffen WHttelpunft F ift. 

~olgerungen: 

1. ~ie 2egrfäne vom ~reife über bie 2age einer @5egne aum WlitteIpunft 
unb über bie }Beaiegung awifdjen if)rer 2änge unb igrem mbftanb vom 
IDlittelpunft laffen fidj auf bie 5lugel übertragen. 

2. }Beaeidjnet man in ber ~ig.ll FX mit (! unh MF mit e, fo ift 
(! = Vr2 - e2 , b. g. ber 9labiuß eineß @5djnittfteifeß ift eine ~unUion 
feiner (Entfernung vom ~ugelmittelpunft. 

m!irb e = 0, fo etteidjt ber @5djnittfreiß ben grilflten Wert. stlie 
@5djnittfteife, bie burdj ben 5lugelmittelpunft ge1)en, griflen bager grilfite 
streife. mUe gtilflten ~reife einer ~ugel finb gleidj; fie fdjneiben fidj in 
einem ~urdjmeffer unb galbieren fidj gegenfeitig. 

Wirb e = r, fo wirb ber @5djnittfteiß umnbIidj nein unb bie @5djnitt~ 
ebene aur }Berügrungßebene. mudj bie 2egrfäne vom ~reife über bie 2age 
einer ~angente aum IDlittelpunft fönnen auf bie 5lugel übertragen werben. 

l8auer u. o. ~an~Ieben, @eometrie f. !JIealanftaIten. (Dberftufe.) 6 
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§ 9. ~01tftf1tftio1t~a1tfgabe1t. 

Um bie ftereomettifdjen ~ugelfonftruftionen in bel' morftellung au~~ 

fügren 3U rönnen, mub man bie iYorberung "eine ~uge( mit gegebenem 
lRabiu~ um einen gegebenen ~unft 3U befcf)reiben" ar~ eifürrt be~ 
tradjten. 

tmruubttufgttbe 1: ~eftimme ben IDUttel~uult einer gegebenen stugel. 
5lonftruhion: man fdjneibet bie Stugel burdj 3wei nidjt :parallele 

~6enen EI unb E 2 unb erridjtet in ben mittel:punften bel' ~djnittfreife 

bie ~entrecf)ten. ~iefe liegen in einer ~bene, nümlidj in ber ~bene 
eineß 91eigung~winfe[i3 ber betben ~benen EI unb E 2 , fie f djneiben fidj 
baf)er in einem ~unft, bem gefudjten mittel:punft bel' Stuge!. 

tmruubtlUfgttbe 2: ~efdjreibe burdj bier gegebene ~untte eine stugelf{ildje. 
~onftruftion: man legt bul'dj brei ber gegebenen ~unfte einen 

~reiß KI unb burdj 3wei biefer ~unfte unb ben nierten gegebenen ~unft 
einen 3weiten ~rei~ K 2 , befien ~bene E 2 bie ~bene EI beß erften 
~reife~ KI fdjneibet. 3n ben ID1ittelpunften bel' beiben ~reife erridjtet 
man bie ~enfredjten. ~iefe Hegen in einer ~bene, nümHdj in bel' ~bene 
eine~ 91eigung~winfeli3 bel' 6eihen ~6enen EI unh E 2 , fie fdjneiben fidj 
bager in einem ~unft, bem mittelpunft ber gefudjten Stuge1. Um 
biefen ~unft befdjreibt man mit feiner ~ntYernung non einem ber ge" 
gebenen ~unfte aI~ lRabiui3 eine ~ugel. 

501gerungen: 
1. ~Utdj bier ~nntte ift eine stngdf{iidje eiuDeutig beftimmt. 

Wai3 wirb aui3 bel' StugeIYlüdje, wenn bie nier ~unfte in einer 
~bene liegen? 

2. Um jebe ~t)ramibe, beren ®runbflüdje ein ~egnennielecr ift, um jebei3 
;tetraeber unb um jeben Stege( ldbt fidj eine StugelYlüdje befdjreiben. 

~ u f gab e n : ~onftruiere eine ~ugel, 
1. bie burd) einen gegebenen. ~unft gef)t unb eine gegebene ~bene in einem 

gege6enen \ßunfte berügd; 
2. bie awei gegebene ~6enen, bie eine in einem gegebenen ~unfte, berügrtj 
3. bie burcf) einen gegebenen ~unft gegt unb eine gegebene Stugel in einem' 

gegebenen \ßunfte betügd; 
4. bie einen gegebenen lRabiui3 r gat unb brei gegebene ~benen berügrt; 
5. bie einen gegebenen lRabiui3 r gat, burdj einen gegebenen ~unft gegt 

unb eine gegebene ~bene, fowie eine gegebene Stugel berügrt. 
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§ 10. 9lu!llmeffnug ber stngd nnb i~ret ~d(c. 

<!Brun,btutfgabe 1: ~eredJne bell ml1l1min~Rlt V einer ShtgelfdJidJt RuB e. e/ 
IInb h. 

2öfung: SDenft man fid) 
bit t)ig. 12 um ben SDurdjmeffer 

ffig.12 

N 

N S alg 9ldjfe um einen 'winfeI AL---------:+<-'}j-~' 
oon 1800 gebrel}t. fo mitb eine ~"--__ -H_ -,-,-n -~3;;-- , "'" 

~ugelfdjidjt mit n geruben St)~ 1--'-----h+t---'~2 / ' 

Hnbern oon gIeid)er ~öf)e b~ A :_L_-_ -_ -_ -_ -_ -_ -_ -_ ----"'loH ~-~*___:_'''--}rl;.=' ==--=-~:B 
fcf)rieoen. SDer gefud)te maum~ ~/ 
ingaIt ift ber @renawert, ben bie 
€lumme ber SlJIinber annimmt, 
wenn n unenbIid) groü wirb. 

( h)2 (h~ = ,.2 - e + 1 . n ' 
2 eh h2 

r2 - e2 - - • 1 - . 12, 11 = 
11 n 2 

_ 2eh, 1 (J2 
n 

_ 2eh. 2 
7th +Q2 

n ,,>- + n 

1th[ 2eh ,,>- n'(J2_-. 
n n 

n n + 1 
1'-2-

(1 + !) 

M 

h2 
--·12 

n2 

h2 __ .22 
n2 

" > 7t h [ (J2 - eh· 

,Wirb n unenbIid) grot, 10 mirb ~ unenbHd) flein, unb man etglilt 

alß @tenamert: V = 7t h . [(J2 - eh - ~]. 
6* 
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man muü nod; eh burd; bie gegebenen ®röüen Q, Q' unb h erfe!3en. 

I. e2 + Q2 = r2, 

H. (e + h)2 + Q'2 = r2, 

e2 + 2 eh + h2 + Q'2 = e2 + (12, 

Q2_ Q'2 _ h2 
eh = 2 

~e!3t man bieien )illert in bie 3nqaItßformel ein, io er~ält man: 

V = nh· [Q2_ Q2 __ r--:-'~ -~1 
nh 

"= 6 [6Q2_3Q2+3Q'2+3h2-2h2], 

nh 
"= 6·[3Q2+ 3 Q'2+ h2]. 

%lufgaben: 

1. )illeld;e )illerte muü man ben ®röüen Q, Q' unb h erteilen, um ben 

ffiaumin~alt 

beß stugelabfd;nittß = n6h (3 (12 + h2), 

ber ~alblugel· 

ber stugel . . 4 . = S r 3 1t: 3u erqaIten? 

2. ?Beted;ne ben ffiaumin~aIt V eineß stugeIau~id;nittß auß r unb h. 

2öiung: V = n6h. (3 Q2 + h2) + (1~n (r - h). 

mun ift Q2 = h (2 r - h), aIfo er~ält man 
nh 

" = 6' [3h(2r-h) + h2 + 2 (2 r - h)(r - h)], 

nh 
- -·4r2 

"- 6 ' 

_ 2 2 
" - Sr 1l h. 
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3. ~etedjne ben 9lllumin~lllt V eineß ~ugelllbfdjnittß lluß r unb h. 
nh 

Böfung: G:ß rollt V= 6(3()2+h2) nlldj ~ufgllbe 1, unb 

eß ift ()2 = h (2 r - h), 1l1fo ergibt fidj 
nh 

V= 6(6rh-3h2+h2), 

nh2 
= 3 (3r-h). 

~rullbauf!Ja.lJt 2: ~erecfJne ben ~läcf)enin~alt 0 einer la~~e lluß 'I" uub h. 
Böfung: ~enft man fidj ben ~ugelaußfdjnitt in unenblicli niele 

jßt)tamiben aerlegt, beten gemeinfame Spiße' bet Stugelmittelpunft ift, 
unb beren ®tunbflä~en aufammen bie ~appe 0 bUben, fo ift bet ffiaum .. 
in~alt biefe~ Stugel~u~fdjnittß einetfeitß al~ Summe bet unenblidj Dielen 

jßt)tamiben gleidj 03 T, anbetetfeitß nadj ~ufgabe 2 gleidj i rlnh. ~a~et 
befte~t bie ®leidjung 03 r = i r 2 n h, mit~in 0 = 2 r n h. 

4. Beite bie Stugelaone gleidj 2 rn hab. 

§ 11. ~ufgillien ftliet bie stugel. 
nh 

SbtgelfcfJicfJt· . = 6 (3e2 + 3e'2 + h 2).tlMUugel • = ~'I"8n. 

stllgelll6fcfJnitt· = nSh (3 e2 + h 2). Boue . . = 2 rn h. 

nh2 = T(3r-h). 11l~~e. = 2rnh. 

lugelaußfcf)uitt = i '1"2 nh. SbtgelfläcfJe = 4: r 2 n. 

1. 3n einem at)linbtifdJen ®efäfJe nom ~utdjmeffet d fte~t maffet biß aUt 
~ö~e h. mie ~odj roitb bieß fteigen, roenn mlln eine Stugel Dom 9labiuß r 
gana ~ineintlludjt? d = 30,9 cm; h = 35,35 CID; r = 11,5 CID. 

2. G:in ~o~lfegel mit gleidjfeitigem ~djfenfdjnitt ftel)t Iluf feinet Spiße unh 
ift teüroeife mit maffer gefüllt. G:ine Stugel Dom 9lahiuß () = 5 cm 
roith in hen ·~ol)lfegel gelegt unh getllhe Dom mllffer behec.ft. mieDieI 
maffet entgdlt het ~ol)Ifegel? 

3. 3n ein gleidjfeitigeß ~reiec.f ift her 3nfteiß lonfttuiett unb bie 5igur 
um eine iQtet ~öl)en gebrel)t roorhen. meldjeß ~erl)ältniß bUbet hie 
IDlantelflädje heß Stegeiß unb bie Oberflädje bet ~ugel? 

4. ~n einen Stteiß M mit bem 9lllbiuß r finb Don P auß aroei i::angenten 
PB unb PB' geaogen, bie ben minfel B PB' = 2 /X bUben. ~ie 5igut 
ift um bie genttale PM gebrel)t roorllen. ~etedjne ben 9laumin~1l1t beß 
Dom Stegelmantel unb non ber fleineten Slugelfllppe begtenaten ~ötpetß. 

r = 2CID; 2/X = 32°51'20". 
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5. <Einem 5heife lJom 9laMuß r ift ein gleidjfdjenmge~ ~reiecf einbefdjrieben, 
beffen ~ö~e 11, aur @runblinie amei ~rittel be~ ~urdjmeffer~ beträgt. 
~re~ unb ~eiecf finb um biefe ~ölje gebre~t worben. ~ie lJer~aIten fief) 
bie 9laumin~alte ber Umbre~ung~fötller?, 

'6. ~ine ~ugel, beren 9lauminljaIt V = 905 om 3 beträgt, wirb lJon einem 
geraben ~egel um~üllt, beffen IDlantel n = 3mal fo grof! wie feine 
@tunbfIädje ift. ~ie grof! ift ber 9lauminljalt be~ ~egel~? 

7. ~ine ~a1bfugeI unb ein fie um~üllenber ~egel fte~en mit iljren @runb
flädjen auf berfelben ~bene. .wie grof! ift bie ~öge beß ftegel~ unb 
fein @runbfrei~rabiu~, wenn fidj bie ®efamtobetfIädje be~ ~egel~ au 
ber hummen Oberflädje ber ~a1bfugel wie m: n vergält? 

~alOfugelrabiuß R = 3, m: n = 8: 3. 
8. ~iner ftugel ift ein Bt]Iinber einbefdjrieoen, beffen Oberflädje breimal 

fo grof! ift wie ein gröf!ter ~re~. 3n weldjem i8er~ältni~ ftegt Me 
~ö~e be~ Bt]Iinberß unb fein 9laumingalt aum ~urdjmeffer baw. 3um 
9laumin~alt ber ~ugel? 

9. 3n eine ~ugel ift ein geraber ~egel fo einoefdjrieoen, baf! feine ~ö~e 
lJom ~ugelmitte4>unfte ftetig geteilt wirb. ~erdje~ i8er~ältni~ oHben 
Me 9laumin~aIte oeiber ~örper? 

10. ~e ver~alten fidj Me @)eitenlinie s unb ber 9labiu~ r beß @tunbfreife~ 
eine~ geraben ~egeIß, beffen 9laumin~aIt boppelt fo grof! ift wie ber 
9laumingalt feiner 3nfugeI? 

11. Um einen ~reiß ift ein greidjfdjenmge~ 5trape3 befdjrieoen, beffen @runb .. 
linien fidj mie 1: 2 vergalten. ~iefe 5igur ift um ben fenfredjten ~urdj .. 
meffer ar~ ~djfe gebre~t worben. ~ie ver~aIten fidj aueinanber a) Me
OoetfIädjen, b) bie 9laumin~aIte be~ ftegelftumpfe~ unb ber ~ugel? 

12. Um einen ~ürfel mit ber ~ante a = 5 om ift eine ftugeI fonftruiert 
unb awei parallele ~ürfelfIädjen finb oi~ 3um @)djnitt mit ber ftugel", 
ooerflädje erweitert. Wie grof! finb bie burdj bie erweiterten ~ürfelfIädjen 
abgefdjnittenen brei 5teile a) ber 5lugelooerfIädje. b) ber i8ollfugel? 

13. 3n einem ftreife tft eine @)e~ne s geaogen unb 3u iljr ber parallele 
~urdjmeffer. Um biefen ift bie 5igur gebre~t worben. ~ie grof! ift ber 
von bem fleineren ftre~aofdjnitt oefdjrieoene ringförmige ~ötller? 

14. 3n eine ~ugel mit bem 9labiuß r = 60m ift ein Bt]Unber fonftruiert,. 
beffen ~rf)fenfdjnitt ein Ouabrat ift. Wie grof! finb bie 9lauminljaIte 
ber Shtgelaofdjnitte unb beß ringförmigen ~örper~, in weldje bie Ober .... 
flärf)e beß BtJlinberß Me i80llfugel teilt? 

15. ~ie grof! ift ber 5teil ber ~rbooerfIädje, ben man lJon ber !Spille be~ 
~rocfenß iioerfdjauen fann, wenn man Me ~rbe alß ~ugel mit bem 
9labiuß r = 6370 km annimmt unb bie ~ölje beß ~rocfenß 1142 m 
betrdgt? 
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16. ~ie ~ocg mUll man ficg über ben 9neere~fpiegel er~eben, um eine .Rappe 
non 2000 km2 überfe~en au fönnen? 

17. 3n weId)er ~ntfernung vom 9nitteIpunlte einer Stuge! mit bem lRabiu~ 
r = 12 cm mUll ficg eine punftförmige BicgtqueUe befinben, bamit fie 
ein ~rittel ber Slugeloberfläcge beleucgtet? 

18. ~ie groll finb bie fünf Sonen ber ~be, wenn bie ®cgiefe ber ~fliptif 
E = 23°27'30" ift? 

19. 3n welcgem mergältni~ teilt ber 45. iBreitenfreiß bie "oberfläcge unb 
ben lRaumingart ber ~rbe? 

20. ~ie ~rboberfläcge foU burcg \ßarallelfreife in n = 3 gIeicge ~eile aerlegt 
werben. ~elcge iBreite müffen biefe Slreife ~aben, unb weIdJen 9laum .. 
in~art ~at jeber Stugelteil? 

21. 3n einen igleicgfeitigen Stegel mit ber ®eitenlinie s = 4 cm ift eine 
Stuge{ fonftruiert. ~ie groll finb bie burcg ben iBerü~rung~frei~ be" 
grenaten Stugelabfcgnitte? 

22. iBei einem Slugelau~fcgnitt ift ber Stegel gIeicg bem .Rugelabfcgnitt. ~ie 

groll ift feine ~ö~e? 
23. ~ie frumme "oberflädje eine~ .Rugelabfcgnitt~. '1ft n = 5 mal fo groll 

wie igre ebene ®runbfläcge. ~ie groll ift bie ~ö~e unb ber 9laum .. 
ingaIt be~ .Rugelabfcgnitt~, wenn ber 9labiu~ r ber .Rugel 35 cm beträgt? 

24. mon awei gleicgen Stugeln mit bem 9labiu~ r = 12 Hegt ber 9nittel
punft ber einen auf ber "oberfläcge ber anberen. ~ie groll ift ba~ 

gemeinfame .Rörperftücf? 
25. SDie Sentralftrecfe ilweier gIeid]en Stugeln ift ~alO fo groll mie i~r ffiabiu~. 

~ie groll ift ba~ gemeinfame Störperftücf '( 
26. ~ietJieI wiegt eine fp~ärifcge bifonne~e ®la~Iinfe non ber ~icfe d = 0,5 cm, 

wenn i~re iBegrenilung~fläcgen bie Strümmung~rabien r = 22 cm unb 
r' = 15 cm ~aben? . s = 3,4. 

27. ~ieviel wiegt eine fp~ärifcge bifonfane ®la~linfe non beiberfeitß gleicger 
.Rrümmung, wenn i~r ~urcgmeffer 2 Q = 12 cm, bie ~icfe d1 am 
9lanbe 1 cm unb bie SDicfe d2 in ber 9nitte 0,5 cm beträgt? s = 3,4. 

28. iBerecgne ben 9laumin9aIt unb Me .Rappe eine~ Stugelabfd)nitt~ auß bem 
.Rugefrabiu~ r = 0,05 m unb hem Sentriwinfel fJJ = 19° 59'. 

29. ~ine ~afbfugel mit bem 9labiu~ r = 24 mm unb ein geraber Stegel mit 
ber ~öfle 2 r ftef)en über bemfelben ®runbfreife. 3n welcgem mergältni~ 
teilt bie 9nantelffäcge be~ Stegel~ bie "oberfläcge ber ~albfugel, unb welcgen 
9laumin~aIt flat ba~ aUllerflalb ber 9nantelffäcge Iiegenbe .Rugelftücf? 

30. SDurcg bie gröllere von ilmei Stugeln mit bemfelben 9nittelpunfte, beren 
9laumin~alte licg wie 1: n = 2: 3 nerf)alten, wirb eine ~bene gelegt, 

. welcge bie fleinere .Rugel berügrt. ~ie ner~aIten ficg Me 9laumin~alte 
be~ fIeineren Stugelabfcgnitt~ unb ber fleineren .Rugel? 
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31. ~n einem Duabranten BA C ift ber 6djenfel AE be~ gegebenen Sen tri. 
winfeIß BA E = a Iii13 3u ber in B ge30genen Stangente, bie er in D 
trifft, uerlängert unb bie ~igur um AB aIß ~djfe gebregt worben. }fiie 
groU ift baß ~ergäItni13 ber uon bem ~ogen CE IiefdjrieIienen ~äd]e au 
ber uon ber 6trecfe E D Iiefdjriebenen? a) OG = 450 ; b) OG = 510 33' 40". 

32. }fiieuiel wiegt eine ~ugeI, bie in }fiaff er 3um gröuten Steil eintaudjt 
unb fo fdjwimmt, bau fte an ber DIierflädje be13 }fiaffer13 einen nrei13 
uon b = 48 cm Umfang bUbet, wägrenb ein gröuter ~reiß a = 73 cm 
Umfang gat? 

33. ~ine ~oIafugel ftnft in }fiaffer fo tief ein, bau fie nur mit l iEJre13 
5tIurdjmeff er13 üIier baß }fiaff er emporragt. }fiie f djwer ift fie, wenn igr 
9labiu13 r = 4~ cm miut, unh wie groU ift igr fpeaififdje13 ®ewidjt? 

34. ~ine ~oI3fugel mit bem 9labiu13 r = 18 cm finft in }fianer h = 11 Cll 

tief ein. ?fiie gron ift igr fpeaififdje13 ®ewidjt? 
35. ~ine ~ugeI auß metall finft in Ouecffilber (s = 13,6) nur fo tief ein, 

bau ein 5i)rittel igrer Dberflädje vom Ouecffilber berügt! wirb. }fiie 
grou ift igr fpeailifcl)e13 ®ewidjt? 

36. ~ine ~aIOfugeI mit bem 9labiuß r = 25 cm fdjwimmt mit ber ebenen 
~Iädje nadj unten in }fiaffer, unh ihr mtttelpunft befinbet lidj 16 Cll 

unter bem }fiafferfpiegel. }fiie groU 1ft igr fpeailifdjeß ®ewidjt? 
37. ~ine eiferne ~oglfugel (s = 7,5) mit bem äuueren 9labiu13 r = 22 Cll 

finft h = 16 Cll tief in }fiaffer. }fiie groU ift igre }fianbftätfe? 

tyünfte13 ~apiter. 

~ i.e ~ i .e 1 f 1 a: cl): .e. 

5i)efinitionen: 
§ 12. 61l~ bon ~uler. 

1. ~in ~örper, ber uon ebenen ~lädjen begren3t wirb, geiUt. . ~idfllldi. 

2. ~in ~ielfladj, ba13 nur goijle ~Iädjenwinfel gat, fo ban bie erweiterten 
~[ädjen baß ~ielfladj nidjt fdjneiben, geiUt. . ein Chlerfdieß ~ie(fllldi. 

3. 6inb feine ~ädjen fongruente unb regelmäflige ~ielecfe unb ftouen fte 
in gleidjer ~naag( unb unter gleidjem meigungßwinfeI an jeber ~cfe 
3ufammen, fo geiUt ba13 ~ielfladj . . . . . . . . . . regdmiifiig. 

~orüIiung: Unterfudje, wie fidj bie mnaagl ber ~cfen, ~lddjen unb .Ranten 
änbert, wenn man a) an ein Stetraeber ein fongruente13 Stetraeber 10 
legt, bau ein 6edj13fladj entftegt, b) bie beiben breifeitigen SteilptJramiben, 
in bie eine uierfeitige ~tJramibe 3etfdjnitten war, wieber 3u einer ~tJramibe 
aufammenfügt. 
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.ße~rfaQ \Ion (hIer. ,3n jebem (gulerfcf)en mielffacf) ift bie mnaaljl ber 
~elen e unb ber 51äcf)en f aufammen um 2 gröuer al~ bie mnaug! 
ber Slanten k. 

e + f 1~ + 2. 
(O~tmenf.) (2~tmettf.) (l~imettf.) 

jBewei~ 1: }illie e~ in jebem lI-~el ogne einfvringenbe (gelen ftet~ einen 
!15unft giot, beffen meroinbung~ftrecfen mit ben (gelen ba~ n - (gef in 
11 ~eiecfe aerlegen, fo fann man jebe~ (guler fdJe mielflad) in breiieitige 
!15t,Jramiben mit gemeiniamer 6pi~e aetlegen. 3ebe bieier !15t)ramiben 
gat 4 ~efen, 4 51äcf)en unb 6 ~anten. jBeaeicf)net man irgenb eine 
!15t)ramibe al~ erfte, io gilt für biefe bie ®leicf)ung: 

el + fi - ki = 4 + 4 - 6 = 2. 

ßegt man an biefe erfte !15t,Jramibe eine aweite, fo bau bie beiben 
longruenten 6eitenyräcf)en auiammenfaUen, io wäcf)ft: 

bie mnaagl ber ~cfen um 1, alfo e2 = (eI + 1), 

~ ~ ijläcf)en ~ 2, ~ f2 = Cf I + 2), 
~ Slanten ~ 3, " k2 = (kI + 3), fofgIicf): 

e2 + f'J - k2 = (eI + 1) + Cfl + 2) - (k1 + 3) = e1 + fl - k1 = 2. 

(g~ fann aber aucf) ber 5aU eintreten, bau beim ~inaufügen ber 
aweiten jpt)ramibe awei 6eitenyriicf)en in eine (gliene faUen. SDann wäcf)ft: 

bie mnaagl ber ~efen um 1, alfo e2 = (eI + 1), 

,. "5Iäcf)en,, 1, " f2 = Cfl + 1), 

~ ,. ~anten " 2, , k2 = (k1 + 2), folglicf): 

eil + f2 - k2 = (~ + 1) + (/1 + 1) - (k1 + 2) = e1 + f1 - k1 = 2. 

ijür bie erite !15t,Jramibe ljat ber mu~bruef (e + f - k) ben }illert 2; et 
dnbert, wie elien bewief en, feinen }illert nicf)t, wenn man eine !15t)ramibe 
ljinaufügt, er muu aIfo audJ ben .mett 2 gaoen, wenn man bai 
~ulerfcf)e mielyracf) au~ feinen fämtlicf)en :teilpt,Jramiben aufammenfe!}t, 

alfo e + f - k = 2 ober e + f = k + 2. 
morilliung: 

1. SDie ®runbfanten einei }illürfel~ foUen auf Me n = 2-facf)e ßänge au~
gebegnt werben, fo bau einealigeftumpfte !15t)tamibe entfteljt, unb von 
ben 4 (gefen ber SDeeffläcf)e foUen bie 6enfrecf)ten auf bie jBobenfläcf)e 
gefäUt werben. 8eicf)ne bie !15rojeftion~figur. 

2. ßöfe Me entfprecf)enbe mufgabe für einen Qualler n = 2, füt ein 
Oftaeber n = 3. 
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)8ewei~ 2: Stellt man ba~ (§:ulerfdje mielffadj auf bie gröbte Seiten" 
f[äd)e F1 unb benlt man fidj biefe ff(ädje, ;owie Me benadjbarten ~(ädjen, 
~anten unb Winfe(. fo neränbert, bab bie !ßrojeftionen aller (§:tfen -
auber ben F1 feIbft angegörenben (§:tfen -- in Me ~Iäd)e F1 fallen, 
fo entftegt ein Wet!. 

~at baB mielf[adj e (§:tfen, ;0 gat ba~ Weß 
" "f ~Iäd)en, ;0 beitegt " 

" " " k ~anten, fo f)at " p 

aud) e (§:tfpunfte, 
au~ Cf-i) mieIetfen, 
audj k Stretfen, 

IDtan fann nun eine ~}{eid)ung erg arten baburdj, bab man Me 
WinfeI;umme be~ 91eße~ boppelt au~brMt, nämIid): 

a) 6umme ber Winfel be~ n,-(Elf~ F, =Cn,-2).2R,} 
" " " an ben (e-n,) ~toieftion~punften = (e-n,).4R + 

Winfelfumme bell 91e~e~ = (2 e - n, - 2) . 2 R. 

b) merliinbet man in iebem ber (f -1) micfelfe be~ 91e~e~ einen ~unft X 
mit jeber (Elfe be~ lietreffenben mielelf~, fo er~ält man (2 k - n,) :Ilreielfe. 
:Ilenn au jeber ~ante auber ßU ben n, ~anten ber ~läd)e F 1 ge~ören aroei 
:Ilreielfe, ßU ben n1 ~anten nur ein :Ilreielf. 

:Ilie 6umme ber Winfel biefer (2k-n,) SDreielfe = (2k-n,).2R. }_ 
" H " "an ben (f-l)~unften X = (f-1).4R. 

>minfelfumme be~ 91e~e~ 
mu~ a unb b folgt: 

~ufgaben: 

= (2 k - n l - 2 f + 2) . 2 R. 

2e- n l - 2 = 2k-n l -2f+2, 

e+f= k+2. 

1. SDie 2CnaagI w ber ebenen Winfe{ auf ber DberfIäd)e eine~ (§:ulerfdjen 
mielfladj~ ift boppelt ;0 grob wie Me 2CnaagI k ber ~anten. 

w= 2k. 

2. @renafIädjen, fowie (§:tfen non ungeraber SeitenaagI fönnen 6ei einem 
(§:ulerfdjen mielfladj nur in gerober 2Cnaaf)I ootfommen. 

~iftotifd)e memerfung: 2eonljarb (§:u!er wurbe 1707 au mafeI geboren, 
fd)on mit 16 3af)ren erf)ieIt er in mafel bie IDtagifterwürbe, Me bem 
jeßigen SDoftortitel entfprid)t. 1730 wurbe er an Me neugegrünbete ~lfabemie 
in !ßeter~burg berufen. 5troßbem er 1766 oöllig erbIinbete , fd)rieb er 
nod) ljeroorragenbe Werfe. (§:r ftarb 1782 au !ßeter~burg. Wie fo oft 
in ber IDtotf)eumtif meljrere ~orfdjer unabf)ängig noneinanber au ber .. 
feIben neuen (§:rfenntni~ gelangten, fo ift audj ber 2ef)rfaß (§:uIed fd)on 
nor iljm entbetft worben unb awar non SD e ~ C 0 r t e ~, beff en f)anbf djrift .. 
Iidje 2Cbljanblung non 2 e ib n ia a6gefd)rieben, aber erft 1860, aIfo 
2103aljre nadj bem 5tobe be~ merfaffer~, burd) ben ~rutf belannt wurbe. 
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§ 13. ~nll1enbung be~ ~urerfdjen 61l~e~ auf rcgdmäfiige ~ielfltldje. 

alufgabe: Unterfudje mittelß beß (Eulerfdjen 6aneß, wie viefe tege(mäüige 
lnielf1adje mögfidj finb: 

2Djung: 
~ie ®renaflädjen müffen regefmäflige lnieleCre fein mit ber 6eitens 

3alj1 3, 4, 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . s 

in jeber (Elfe müffen non bieien ~ mieleden gleidjniele aufammens 
ftoflen 3, 4, 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n. 

(E~ fragt fidj bann, wie grofl oei gegebenem s unb n Me mnaaljl f 
ber ®renafIädjen eine~ regelmäfligen mielfladjß ift. 

uin eine ®Ieidjung awiidjen s, n unb f au erljaIten, erfenen wir in 
ber (Eulerfdjen ®Ieidjung e + f = 7c + 2 bie unoelannten ®röüen k 
unt> e burdj bie gegebenen ®röflen s unb n. (Eß ift 

k=fsj e=27c=t!., 
2 n n 

fs + f - t!. + ') n - 2 -, 

4n 
f= 2s+2n-ns' 

1. ®ruppe: SDie ~(ädjen finb regelmäflige ~reielfe, alfo s = 3. 

1. n = 3, f= 4j 

2. n=4, f= 8j 

3. n = 5, f=20j 

f=~' 6-n 

7c = 6, e = 4 ~ierf{adj, %etraeber mig.14 a). 

7c = 12, e = 6 ~djtf{adj, Dttaeber (~ig.14 b). 

7c = 30, e = 12 ßwan3igf{ad) (~ig.14 c). 

4 . .IlBirb n > 5, fo wirb f= = ober -, aIfo giot e~ feinen ~Drper meljr. 

1L <Sruppe: SDie ~{ädjen finb regelmäuige mierede, ario s = 4. 

~o1gndj ift f=~=~' 8-2n 4-n 

1. n = 3, f = 6j 7c = 12, e = 8 . . . ~ürfel (~ig.14 d). 

2 . .IlBirb n> 3, io wirb f= = ober -, alio gibt e~ feinen ~Drper me~r. 
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III. ®ruppe: ~e ~läcgen finb regelmäj3ige ~ünfede, alfo 8 = 5. 

~oIglicg 
4n 

f= 10-3n' 

1. n = 3, f = 12; k = 30, e = 20. . .8lt1ölflladj (~ig. He). 
2. }illirb n > 3, fo wirb f negatio, alfo gibt eß feinen störper me~r. 

IV. ®rupp e: }illirb s > 5, fo wirb f fcgon für ben ffeinften }illett oon n u~ 

enblicg ober negatio. ~enn 

4.3 12 
f=2s+2.3-3s=ß-s· 

a:ß gibt alfo nnr bie 5 genannten regelmiifiigen t8idf{adje. 

m u f gab e: .8eicgne Me ~räcgennebe ber ~ig. 13 in oergröj3ertem IDlafJflabe 
auf !j5appe unb oerfertige barauß IDlobeUe ber regelmäj3igen t8ielfIClcge. 

a. 
i5ig. 13. 

c. 

b. 

d. 
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§ 14. 2e~tfai1 übet bie ngdmänigen ~ielfladje. 
2e~rflltz. ~ unh um iehe~ regelmäbige lBielf{adj läbt fidj eine ~uger befdjreiben, 

heren \D1ittelpunfte gufammenfaUen. 
~ettlei!3: \Ulan erridjtet (~ig. 15) in ben \Ulittelpunften MI unb M. groeier in 

einer ~ante AB aneinanber ftobenhen ~lädjen Me €lenfred)ten. iliefe müffen 
in eiuer G!lieue liegen, nämlid) in her ~bene, hie burdj bie mUtte U ber stante 
AB gegt unh auf AB fenfredjt ftegt. ~al)er müffen fid) bie €lenfredjten 
in einem ~unfte fdjneihen, in M, unh 

11 111 U1JI, ~ JI:[ UM.(ssw). 

~olgIid) ift M MI = M M •. 
lBerbinbet man M mit bem \Ulittelpunfte Ms einer britten in ber ~ante 

CD anftobenben ~lädje, fo mUffen M M. unb M M. in ber ~bene Hegen, 
Me burdj Me \Ulitte V ber ~ante He gegt unh auf CD fenfred)t ftegt. ~ager 
ift MM. VM. ein ebene~ lBierecf. 

~regt man nun ba~ lBierecf MM, UM2 , bi~ MM, mit MM. unb ber 
red)te lillinfel MM, U mit bem red)ten lillinfel MM. V aufammenfäUt, fo 
mub aud) U auf V faUen, folgIid) fäUt .ö MI UM. auf .ö M. VMs, tueil bie 
!I1eigungl3roinfel regelmäbiger lBielf{ad)e gleid) finb, unb M. auf MB' roeil 
U M 2 gleid) V MB iit. ~olgIid) ift M M. = M M., .ö V M. M = UM. M 
= 90°. ~rrfo berügrt Me um 1I[ mit M 111, befd)tiebene ~gel biefe brei 
~läd)en (ffiabiu~ (l). 

~uf btefelbe lilleife folgt, bab hie ~ugef aud) bte vierte ~fäd)e in M. be~ 
rügrt ufro. 

~u~ bem ~erotife folgt, bab M aud) von ben \Ulitten U, V uiro. aUer ~anten 
gleidje ~ntfernung gat, hab e~ alfo eine fonaenttifdje ~ugel (ffiabtu~ r l ) 

gibt; bie burd) Me \Ulitten aUer ~anten be~ regefmäbigen lBielf{ad)~ gegt. 
lBerbinbet man M mit aUen ~cfpunften, fo müffen hiefe @)trecfen gleidj 

y r~ + (~y fein, alfo gibt e~ eine ~ugel, bie burd) aUe ~cfen gegt (ffiaMu~ r). 

mufgane: ~eroeife, bab ber ffiaumingaIt V eine~ regelmäbigen ~örper~ gleidj 

bem ~robuft au~ ber Oberf{äd)e V unh t ift. V = O· ~ . 



§ 15 2lujgallen frllex xegelmiijiige mieljlatfJe. 95 

~eaeicf)nungen bei ben regelmäüigen ~ielflacf)en: 
iler IDlittelpunft M ber ~n~ unb ber Umfugel ~eibt rolittel~unft beß ~ielflItIU. 
~ebe burdj M ge30gene unb non ber Dberf{ädje be~ 

grenate Eitrelfe wirb burdj M ~albiert, ba~er 
~eibt fie . . . . . . . . . . . . . . . . . . ~urd)meffer. 

eRin ilurdjmeffer, weldjer eRlfen, IDlittelpunfte non 
~anten ober IDlittelpunfte non ~ädjen nerbinbet, 
~eibt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ~d)fe. 

ilrei aufeinanber fenfredjte unb gleidje ~djfen 
geiben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ßnu~tlld)fen. 
~m :tetraeber nerbinben bie ~auptadjfen bie \DUtten ber 6 ~anten, im 

Dftaeber bie 6 eRlfen, im )fiürfel bie IDlittelpunfte ber 6 ßlädjen, im .8wanaigf{adj 
unb .8wölff{adj bie IDlitten non brei ~aaren gegenüberliegenber [parallelen 
~anten. 

§ 15. ~ufgllbeu über regelmäfiige ~ielflildje. 

1. }Beredjne ben 3labiuß r ber UmfugeI, ben 3labiuß (! ber ~nfugeI, bie ~aup~ 
adjf e )2 a, bie Dberf{ädje 0 unb ben 3laumingalt V eineß regelmäbigen 
:tetraeberß auß ber ~ante k = 4 em. 

2. }Beredjne auß bem 3labiul.l l' ber Umfugel eine~ regelmäbigen :tetraeber~ ben 
3labiuß (! ber ~nfugel. r = 8 em. 

3. ~n einer !fuge{ ift ein regelmäflige~ :tetraeber fonftruiert unb 3wifdjen einer 
:tetraeberflädje unb ber ~gelf{ädje bie gröbte .Rugel. )lBie ner~ält fidj ber 
3labiulS r1 biefer .Rugel ilum 3labiu~ ber ~nfugel be~ :tetraeberß? 

4. )fieldjen lJleigung~winfel mit ber @runbf{ädje einelS rel'lelmäfligen :tetraeberlS 
bilbet bie eRbene, bie burd) eine @runbfante unb ben IDlitte1punft ber gegen~ 
überliegenben Eiettenfante ge~t? 

5. Um ein regelmäilil'leß :tetraeber ift Me Umfugel befdjtieben. >ruie wirb 
a) bie Dberf{ädje, b) ber 3laumin~aIt ber Umfugel burdj bie etltleiterten 
:tetraeberf(ädjen geteilt? 

6. }Bcredjne ben 3labiu~ r ber Umfugel, ben 3labiuß (! ber ~fugeI, bie ~aupt~ 
adjfe 2 a, bie Dberf(ädje 0 unb ben 3laumin~alt eine~ )fiürfeIß au~ feiner 
~ante k. k = 12 em. 

7. )fiie teilen 3wei gegenüberliegenbe erweiterte >illürfclf{äd)en a) bie Dberf(ltdje, 
b) ben 3laumin~alt ber Umfugel? 

8. ilurdj bie nier eRden einer .\!Bürfe1f(ädje * eine ~!1eI gelegt, weldje bie 
gegenüberliegenbe >illürfelf(ädje be.rüflrt. ~n weldje :teile aetIegt bie etltleiterte 
erfte >illürfelf{ädje Me Dberf{ädje unb ben 3laumtngalt ber ~ugel, wenn igr 
3labiulS r = 21 em beträgt? 

9. $ered)ne ben 3labiuß r ber UmfugeI, ben 3labiuß (J ber ~fugel, bie ~aupt" 
adjfe 2 a, Me Dberflädje 0 unb ben 3laumingalt V einelS regelmäbigen 
DftaeberlS au~ 'feiner ~ante k. k = 9 em. 

10. )file teilt eine erweiterte Dftaeberf(ädje a) bie Dberf{ädje, b) ben 3laumin~aIt 
ber Umfugel? 



~ierter WeH: 

G: t ft e ~ .\l a p it e 1. 

§ 1. ~ie ~tflätung bet bteifeitigen ~lfe. 

G:dlätung mig.1): Begt man eine bteifeitige ~t)tamibe auf eine Seiten .. 
fläcf)e unh tlerfcf)iebt igte @runbfläcf)e nacf) auben biß inß UnenbIicf)e, ;0 

~ig. 1. , , 

entftegt auß ber breifeitigen ~t)ramihe eine breifdtige (ide ober ein 
SDreHant. 

SDie Seitenfanten SA, SB, SC ber ~t)tamibe werben au Straglen, 
igre @tunbfläcf)e famt ben ®runbfanten tlerfcf)winbet im UnenbIicf)en; 
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Me ®röüe ber SeHenfläcfjen ift 3war nicfjt meübar, aber i~r merl)äItni~ 

aueinanber lönnen wir erfe~en burcfj ba~ merl)äItni~ ber Winfel A SB, 

BSG, GSA. 

SDie meaeicfjnungen 

ber $t)ramibe S (ABO) werben auf bie ~cfe S (ABO) übedragen: 
SDie S:pi~e S. . . . . . . . ., S:pi~e ober Sdjeitel, 
bie Stanten SA, SB, SO. . . . . . 

bie SeitenfIäcfjen A SB, B SO, 0 SA . 

bie m3infel 3wifcfjen ben Seitenfanten 
bie 9leigung~winfd ber Settenfläcfjen. 

stanten, 
Seitenf(ädjen, 
Seiten ober ~antenwinfeI. 
m3infel ober iY 1 ä cfj e n winfer. 

®emäÜ ber ~ntftel)ung muü jekle Seite unb jekler m3infel einer brei~ 
feHigen ~cfe lleiucr Ill~ 1800 fein. 

2fufgaben: 

1. Wie groü finb bie Seiten unb bie Winfe1 ber ~cfe a) eine~ Würfel~, 

b) eine~ Ouaber~. 

2. merecfjne bie Seiten unb bie Winte1 eine~ rege1mäfligen mcfjtflacfjß. 

§ 2. 2e~rfä~e bon ber breifeitigen ~(fe. 

Sämtlicfje 2e~rfä~e über mer~ä1tniffe ber Winfel unb ber eeiten eineß 
SD r eie cf ~ geIten in übedragener mebeutung aucfj für bie b r e i f e i ti g e ~ cf e. 

2e~tfa~ 1. 
QSleidjen Seiten (~antenwinfeIn) einer breifeitigen ~tfe Hegen gleidje 

m3infel (iYläcfjenwinfeI) gegenüber 

unb nmgefe~rl gleidjen m3infeIn gleidje Seiten. 

2e~rfa~ 2. 
~er grüneren bon ~wei Seiten (Stantenwinleln) einer breifeitigen ~tfe 

liegt audj ber grünere m3inlel (iYläcfjenwtnfeI) gegenüber 

unb umgete~rt bem grüneren m3infd audj bie grünere Seite. 

2e~rfa~ 3. 
~ie Summe ~weier eeiten (Stantenwinfel) einer breifeitigen ~tfe if' 

grüner al~ bie britte Seite. 

Wir beweif en bief e brei 2el)rf ä~e ber llleif)e nacfj. 
lBauer U.Il. ~an~reben, <!leomettie f. 9lealanftalten. (,(lberftufe.) 7 
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2el)ff4t 1 • 

.ftonftruftion: Um bie im S3eljrfay uorfommenben ~lädjemuinfel au erljarten, 
fällt man mig. 2 a) uon einem beliebigen \j3unfte U ber ~ante, bie ben 
gleidjen le5eiten gemeinfam ift, biele5enfredjten UF, UV, UWauf bie gegen~ 
überHegenbe le5eitenflädje baw. auf bie beiben anberen ~anten unb 
uerbinbet ben ~ubpunft F mit V unb mit W. SDann fteljt F V unb 
FWauf 8 B flaw. 80 fent.. ~ig . 2 a. 
redjt, fo bab bie ~infel 

U V F unb U WF ~Iädjen~ 
winfer, b. lj. ~infe{ ber 
liefe 8 (A B 0) finb. SDen 
~infe{ an ber ~ante 8B 
nennt man ß, ben an ber 
~ante 80 'J'. ~infe{ A8 C 
ljeibt b, weH er 3U ber 
®runbfante b ber urfprüng~ 
lidjen \j3t)ramihe gegört, unh 
~infel A 8 B au~ bemfelflen 
®runbe c. 

morau~feyung: 4 b = c. 
)8egauptung: 'J' = ß· 

mnleitung aum )8eweife: ~ie fleweift man bie ®leidjgeit uon 
~infe(n? ~ie benuyt man hie morau~feyung? 

)8eweiß: 8 U = 8 U, 

4b=c, 
4UW8= UV8, 
D, UW8 ~ UV8, 

UW= UV, 
UF= UF, 

.4 UFW= UFV, 
D UFW ~ UFV, 

mufgaben: Y = ß· 
1. ~üljre ben )8ewei~ für bie ftumpfen ~infel b unb c an ~ig. 2 b. 
2. l8eweife bie Umfegrung. 
3. ~a~ mub man folgeridjtig unter einem gleidjfeitigen SDreifant uer~ 

ftegen? 
4. SDie ~ig. 2 a ift unter ber mnnaqme fonftruiert, bab Me blaue le5eiten~ 

flädje wageredjt Hegt unb bie le5djenfel be~ ~intel~ U F 8 parallel ber 
)8i(bebene laufen. ~ie grob ift im )8ilbe 4 UF 8? ~Hmm 4 C 8B 
gfeidj 45° an, aeidjne 8 VFW in wagrer ®eftart unb fleweife, bab 8F 
bie )8ilbftreefe V W ljalfliert. 
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i)'ig. 2 b. 

5. Seiel)ne au~ F W = 2t crn, WS = 4 Cll unb 4 b = 50° baß miereCf 
FWSV (5ig. 2a), bie SDreieCfe WSU, VSU unb FWU, FVU in 
wa~rer ®rö~e fo, ba~ bie SDreieCfe je eine 6eite mit bem mimCf ge~ 

meinfam ~alien unb verfertige auß biefer 5igur ein 9'JlobeU. 
6. Seiel)ne ein 6el)rägliilb beß 9'JlobeUß, wenn !p = 45° unb q = t ift. 

~e.,rfClt 2. 
~ie ~onftruftion mig.3) ftimmt mit ber beß vorigen 2e~rfa§eß ülierein. 

moraußfe§ung: 4b > 4e. 
l8e~auptung: ß> 'Y. 

~n1eitung 3um meweife: menu§e ben 6a§, ba~ ber grö~ere von 
3wei Winfe1n auel) ben grö~eren 6inuß liefi§t unb umgefe~rt ber gröbere 
6inuß auel) ben grö~eren Wintel. 

meweiß: 4b > 4e, ~ig.3. A 

b. i. 

b. i. 

~ufgalien: 

sin b > sine, 
UW UV 
us> US' 
UW> UV, 
UW UV 
UF> UF' 

1 1 
SinY > Sin{j' 
sin ß > sin 'Y , 

ß > y. 

s 

7. 5ügre ben mewei13 für ftumpfe Wintel b unb e. 
8. meweife bie Umtegrung. 

u 

9. merfertige dU biefem meweife ein WlobeU mit ben gängen SV = 4Cll, 
S W = 5 cm, W F = 3 ft Cll, F U = 4 Cll unb aeiel)ne fein 6el)räglii1b, 
wenn !p = 45° unb q = t ift. 
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!!tf)ffat 3. 
SDer 2e~rfa~, bau bie Summe 3weier Seiten einer breifeitigen tiefe 

gröuer ift aIß bie briite Seite, ift offenbar ridjtig, wenn man ben 
\ ffig.4. 

\ ......... ~' ,~,,, c 

v B 

91adjweiß liefert, bau Me Summe ber beiben Ueinften Seiten gröber a(~ 
bie gröute Seite ift. 

Slonftruftion: ~ft ber ftum:pfe }illinfel Ase bie gröfJte Seite ber breifeitigen 
tiefe (5ig. 4) , f 0 trägt man .4 A SB in ber tioene ASe in S an S A 
an, fdjneibet auf bem freien Sdjenler unb auf SB gleidje Stücfe, SV' 
unb S V, ab unb legt burdj V' V eine beIieoige tioene, bie SA in U 
unb Sein W fdjneibet. 

\8ewei§ : a) f::" U8V ~ U8V' 

UV= UV'. 

b) VW> uw -UV 

" > UW-UV' 

" > v'w. 
c) SDie SDreieefe V 8 W unb V' 8 W ftimmen in 3wei ~aar Seiten üoer" 

ein, ba~ britte ~aar ift ungleid). ~oIg{idj muü ber gröberen Seite 
V W audj ber gröbere }illinfeI gegenüoerliegen, b. 1. 

.4 VSW> V'SW 

" 

> USW-USV' 

> usw-usv 

.4 USV+ vsw > usw. 

§ 3. ~ie (frgän~nng~eife nnb bie ~J.\lareife. 

<rdliirung: ~äUt man von einem oelieoigen ~unfte 8' im ~nneren einer tiefe 
(~ig. 5) auf iebe igrer Seitenflädjen bie Senfredjte, fo bUben biefe Senf .. 
redjten ,bie ~anten einer neuen tiefe. SDiefe ~eiüt bie (frgiin3ung~etfe 
ber gegebenen tiefe. 
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lBead)te in ber ~ig. 5 bie @:ltellung ber lBud)ftaben (ffJlobell notwenbig)! 
~er blauen @:leitenfIäd)e mit ber @:leite a unb bem ~u\3Punft A' liegt 
bie !lante SA gegenüber. ~er meigunggwinfel mit bem ~d)eitel A geibt IX, 

Big.5. 

.1\. / 
,/ 

ber meigung~wintel BA' C mit bem ed)eite! A' geibt bemgemäÜ IX'. 
~ie @:leite a unb ber ~infe{ (x' liegen in bem @:legnenoiered SB A' C, 
mit gin ift a + IX' = 1800• Sn bem @:legnenoiered S' B' AC' ift 25. B' S' C' 
bie @:leite a', a1fo ergänaen fid) aud) bie iffiinfel a' unb IX au 1800• ~aljer 
ftammt ber mame ~rgänaunggede. 

~rgebni~: 

ße~rfll~ 4. 3etle ijtfe ift ~rgiin3ung~etfe 3u i~rer ~rgiin~ung~etfe. 
ße~rfll~ 5. 3ebe Seite einer ~tfe ergiin3t ben ~uge~iirigen ~infel ber ~r. 

giin3nng~etfe 3u 1800 unb umgde~rt. 
a + a' = 1800 b + P' = 1800 c + ,,' = 1800 

a + a' = 1800 P + b' = 1800 " + c' = 1800 

5olgerung: merfdJiebt man ben ~unft S', fo änbert fief) awar Me @röüe ber 
@:leiten ber fed)g @:legnenoierede, aber bie @röüe fämtlid)er iffiinfel bleibt 
unoeränbert. ~ager begalten bie fJeiben 2elJrfätle if)re @ültigfeit aud) 
bann, wenn S' mit S aufammenfällt (~ig. 5). ~ie ~gänaung~ede geibt 
in blefem befonberen .~alle lßolllretfe. 

§ 4. ~ie n-feitige ~lfe. 

~ie aug ber breifeitigen ~l)ramibe bie breifeitige ~cte entftef)t, fo 
entftef)t aug ber n-feitigen ~l)ramibe bie n-feitige ~de. ~ir befd)ränfen 
ung auf ~l)ramihen, Me aI~ @runhfläd)en mielede o~ne einfl'ringenbe 
~den fJefitlen. ~ann ift jeher ,$!Binfel unb jebe @:leite ber ~de Ueiner arg 
1800, unb eine @erabe fann bie (Me gödJfteng in awei ~unften fd)neiben. 

mud) für Me n-feitige ~de gelten bie ~rflärungen unh bie 2elJrfätle 
her ~gänaung~~ unh ber ~oIarede. 
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2e~rfaQ 6. 'llie Summe aller Seiteu einer ~ife liegt ~wifdjen 0° unll 360°. 
~enn rMt ber 6d)eitel S in~ UnenbHd)e, ;0 entartet bie ~cfe Ou einem 

pri!3matifd)en !Raum. 3gre ~anten laufen paraUel; bager i;t jebe 6eite 
gleid) 0°, a{fo aud) bie 6umme aUer 6eiten gleid) 0°. 

~äUt bagegen ber 6cf)eitel S in bie ®runbfIäcf)e Ober ~t)ramibe, ;0 
entartet bie ~cfe aur ~&ene. 3gre 6eiten werben Ou }lliinfeIn um einen ~unft 
lJerum; hager beträgt in hiefem ~ken3faUe hie 6umme ilJrer 6eiten 360°. 

2e~rfa, 7. 'llie Summe nller ~infd einer ~ife Hegt 3wifdjen (n-2).1800 
uull n.1800. 

~enn in bem einen ®renafaU, ber ~ntartung ber ~cfe aum pri!3ma .. 
tifcf)en !Raum, laufen hie ~anten einanber paraUeL ~alJer ftegt eine 
~oene, bie auf einer ber 11 -~anten fenfrecf)t fiegt, auf aUen ~anten 
fenfrecf)t, unb bie }lliinfe( ber 6cf)nittjtgur finb bie }lliinfel ber (Me. ~ie 

6cf)nittjtgur iit aoer ein l1-~cf, bie 6umme aUer }lliinfeI biefer ~cfe 

oeträgt mitgin (n - 2) . 180°. 
3n bem anberen ®renofaUe, ber ~ntartung ber ~cfe aur ~oene, fiegen 

bie iämtIicf)en n-~anten in einer ~&ene. ~ann ift jeber }lliinfel 180°, 
mitgin bie 6umme aU er }lliinfeI ber ~cfe gleicf) n .1800 . . 

~ie ®renawerte, 3wifcf)en benen bie }lliinfelfumme irgenb einer ~cfe 
Hegen muf3, finb hager (n - 2).1800 unh n. 1800. 

mit f 9 a & e : }ffielcf)e~ fillb bie ~ren3werte für Me 6umme a) ber Seitrn, b) ber 
}lliinfel einer breifeitigen ~cfe? 

3weite~ ~apiteL 

~vl]ii~ir.dJ.e ~~ig.o-u.o-md~i.e+ 

§ 5. ~rflärungcn; ber f~1.Jätifdje m:bftanb unb ba~ f~1.Jädfdje 8ltJeiecf. 

1. ~enfen wir un~ ben ~ar&frei{l (~ig. 6) um feinen ~urcf)meiier NS a(~ 
m:djfe um 360° gebregt, fo &e;d)rei&t fein jBogen eine 
~ugelfIäcf)e, ber ~unft A einen gröf3ten ~rei~ .ober 
.paUl'thei~, jeber anbere ~unft ;eine~ jB.ogen{l einen 
fleineren ~rei!3 .ober 9lelJenhei~. ~a!3 fleiuere StM 
ber ~eripgerie eine~ ~auptfreif e~ nennen wir.p nUllt, 
lJggen. 

~ie ~nbpunfte iebe~ ~urd.Jmeifer~ einer ~uge( 
geif3en ~egenl'unfte, bie ~nbpuntte ber mcf)fe ~ole, 
bie burcf) Me ~.ore begrenaten ~ä(ften eine!3 ~aupt" 
freife~ IDleribiane, ber burcf) bie ~ar&ierung{lpunfte 
;ämtlicf)er IDlerihiane gegenbe ~aupttrei!3 iquator unb 
bie bem mquat.or paraUelen ~e&enfrei;e ~nrnllelfreife. 

\JIf.6. N 

\"\. 

'. 
A ____ -c._ft... M 

s 
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S3egt man burcf) ben ID1itte{punft M einer ~ugel eine beHebige ~bene 
unb micf)tet auf i~r ben fenfrecf)ten SDurcf)meffer RS, fo fcf)neibet bie 
~oene bie SlugelfIäcf)e in einem ~auptfreife, unb in oeaug auf biefen 
geiben bie ~unfte R unb S \l301e. Wieniel ~ole in biefem erweiterten 
einne fann eine ~ugel oefißen? 

2. a) SDie @röbe bel' @5eiten (Slantenwintel) a, b, c unb ber Wintel 
(5läcf)enwinfel) (x, ß, reiner breifeitigen ~de ift unaogängig non 
ber 2änge ber Slanten. ID1acf)t man nun bie ~anten MA, MB, 
MO gleicf), fo finh A, B, 0 ~unfte ber ~ugelfIäcf)e, beren ID1ittel~ 
punft M ift, unh bie @5eitenfläcf)en ber ~de fcf)neihen hie ~ugelfIäcf)e 
in brei ~auptfJögen. 3eber non brei ~auptoögen oegrenate :teil einer 
~ugelfläcf)e geibt ein f~~iirifdje~ ~reieif (~ig. 7). 

b) SDie ~unfte A, B, 0 geiben feine 
~ifen, bie ~auptoögen AB, BO, 
o A feine Seiten. SDiefe werben 
in ber 9legel burdj ®rabmab, b. g. 
burcf) bie Winfel AMB, B MO, 
OMA gemeffenj lIie Seiten ließ 
f~~iirifdjen ~reieifB fiulI arfo 
gleidj ben Seiten ber 3uge~iirigen 
~ife. 

c) Unter ben m3infeln be~ fpf)ärifcf)en 
SDreied~ nerftef)t man folgeridjtig 
bie Wintel, welcf)e bie ~auptoögen 
m ben ~den oilhen. SDie 9licf)tung 

~ig. 7. 

ber ~auptoögen in ben ~den wirb burd) bie in bielen ~unften an 
bie ~auptoögen geaogenen :tangenten · ueranfd)auHcf)t. SDie O. j8. in 
ber ~de B (~ig. 7) geaogenen ;tangenten ftef)en auf her Slante MB 
fenfredjt, mitgin 1ft ber non ignen geoiIbete WinfeI ein ~(äcf)enwinfeI 
ober ein Wintel ber ~de (bie :tangenten unb bie @5d)enfeI be~ .4 A D F 
laufen paarweife parallel); lite m3infel ließ f~~iirifdjen ~reieif~ finll 
alfo gIeidj lien m3infdn lIer 3uge~örigen ~ife. 

d) SDa Me @5eiten unb bie Winfel eine~ fpf)ärifdjen SDreied~ mit ben @5eiten 
unb ben Winfeln ber 3ugegörigen ~de üominftimmen, )0 gelten bie 
S3egrfäße üoer bie @5eiten unb üoer Me Winfel einer breifeitigen ~de 
unb igrer ~o{arede (§ 2 unb 3) audj für ba~ fpgärifdje SDreied. Wie 
geiben fie? 

SDie ~den be~ ~oIarbreied~ finb bie ~ole au hen brei burdj Me 
~den be~ urfprüngHdjen SDreied~ gef)enben ~auptft'eifen. ~ierau~ ent· 
ftanh bie j8eaeidjnung ~olarede. 
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3. mergleidj awifdjen awei ~unften 

P unh Q einer <Ebene unh R unb Seiner 5rugelfläd)e: 

.8wifdjen awei jJJunften P unh Q gibt <Ebenfo. 
e~ unenblidj niele !nerbinbungß~ 

linien. 
ilie fÜf3efte !nerbinhung~linie ift Me 

!Streife PQ. 

<Eine !Streife ift hurdj HJre <Enbpunfte 
ein'ocntig beitimmt. 

ilie Sänge her !Streife P Q ljeibt 2lb, 
ftnnb. 

ilie fiif3efte !nerbinbung~linie ift her ,,--.. 
t)nuptbogen R S (f. ~ewei~ 1). 

<Ein ~nnlltbogell ift (lluber in einem 
ijnlle) burd) i eine <Enbpunfte ein, 
bentig beftimmt (i. ~ewei~ 2). 

,---. 
ilie Sänge be~ .\)lluptbogen~ R S ~eibt 

fll~äfifdJer ~bftnnb. 

~ew ei13 1: Wie jebe ebene ~urve 0113 Summe unenbHdj vieler unenblidj fleiner 
Strec'fen oufgefott werben borf, fo fonn oud) jebe fpgätifdje merbinbung13~ 
linie awifdjen awei ~unften R unb S einer ~ugel 0113 Summe unenblidj 
vieler unenblidj tfeiner ~ouptbögen gebodjt werben. 

,,--.. 
merg1eidjt mon nun ben ~ouptoogen R S mit irgenb einer onberen 

fpgiirifdjen merbinbungi3linie 3wifdjen R unb S, bie 0113 Summe ber au~ 
~ ~ ~ ~ 

fommengiingenben ~ouptbögen R R II RI R 2 , R 2 R3 ••• Rn S oetrodjtet 
werbe, fo tft nod) bem 2egrfoß, bof:! Me Summe 3weier Seiten einer brei~ 
feUigen ~c'fe gröter 0113 bie britte Seite ift, 

,,--.. 
b. i. ber ~ouptoogen R S ift f(einer 0113 jebe onbere fpIJiitifdje meroinbung~~ 
finie dwifdjen R unb S. 

~ ew eii3 2: ~urdj brei ~unfte ift eine G:oene einbeutig oeftimmt, outer wenn 
bie brei ~unfte in einer ®eroben liegen, unb eine G:oene fdjneibet eine 
~ugel nur in einem ~reife. ~orglidj Ht burdj awei ~unfte R unb S 
einer ~uger, fofern R unb S nidjt ®egenpunfte finb, ein ~ouptfrel~· ein~ 
beutig oeftimmt. ~er ~ouptfreii3 wirb in biefem ~oUe butdj R unb S 
in 3wei ullgleidje Stütfe 3etfegt j boi3 fleinere Stüc'f, ber ~ouptoogen, ift 
olfo o(~ einbeutige13 etütf eine!3 einbeutig beftimmten ~ouptfreife13 ein~ 
beutig oeftimmt. 

~o(getung: ~er ®tunbfoß 5 bei3 ~uf1ib: "3wei ®erobe fdjIieten feinen 
mo um ein l ober mit anbeten WOtten: "3wifdjen awei ~unften giOt 
e13 nur eine ®erobe·, ift für bie ®egenpunfte einer ~ugelfliidje un~ 
gültig. ~o13 ift ber ~ouptuntetfdjieb 3wifdjen G:bene unb ~ugeIfliidje. 
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SDaf)er gibt eß im ®egenfay our ~oene auf her ~ugelfläcf)e aucf) 
.8loetecfe. ~in f~~iirifdjt~ BWeitif (iJig.8) ift ein non aroei ~äIften 
aroeier ~auptfreife oegrenater j)ig. 

:teil her ~ugelfläcf)e. Seine A 

~cfen finh®egenpunfte; feine 
Seiten finh ftetß g 1 ei cf) 
1800 unh feine ~infe{ finb 
ftetß ein a n her g re i cf). 
(llBarum?) 

mufgaoen: 
1. SDaß Wleter ift hefjniert aIß 

her nieraigmiUionte :teil heß 
Umfangg ber <irbe, Me alB 
feugel betradjtet Wirb. 
a) lBeftimme hie ~änge eineß 

lBreitengraheß (iJig.9) in 
Slilometern, in Seemeilen 
unh in geogropf)ifcf)en 
Wleifen. 

~-=r;..",.,.=--

~ig. 9. 

Schnittpunkt des '(n + 1)'" Breiten- oder Parallelkreises 
/',~~~~~~--r~~~~--------

~ fi,0 = 4' = 1 geographische Meile 

Ein Breitengrad 
nach dem Erdmittelpunkt » ) 

:::>----+ /oq = l' = 1 Seemeile 

,Ic---_r' __ 
• 

Schnittpunkt des n'on Breiten- oder Parallelkreises 

b) lBerecf)ne hen ~rhrahiuß r in ~Hometern unh in geograpf)ifcf)en Wleilen 
aug hem ~rhumfange (:n: = 3.14). 

3n allen f~iiteren ~eredjnungen foll ber ~ett r = 6370 km bc= 
nu~t werben. 

7* 
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2. a) 'wieoieI geograv1)ifdje Wleilen unb wieuiel ~Uometer liegt }Berlin oom 
91orbvol unb uom mquator entfernt, wenn feine }Breite qJ = 52°30' ift? 

b) j8eredjne bie 2änge eine~ ®rabe~ be~ j8reitenfreife~ oon j8erIin in 
mlometern. 'wieoiel ~Hometer ift biefer ®rab füraer al~ ein ®rab 
be~ mquator~? 

3. muf weldjem jßaraUe(frei~ 1)at ein ®rab bie 2änge einer geograpgifdjen 
WleUe? 

4. Wie grob ift bie für3efte ~ntfernung 3wifdjen 6todgolm unb ~avftabt, 

wenn beibe 6täbte aUf bemfeUien Wleribian liegen unb i1)re }Breiten 
59°20' 30" b3W:-33056' ;inb? 

5. }Beredjne bie WinteI, bie 6eiten unb bie i'Ylädje be~ oom 10. unb 15. Wleribian 
gebilbeten 3weiedß. 

§ 6. 8ufammen~aug 5ltlifdjen bem fp~iirifdjen ~teiecf 

nnb bem dienen ~teiecf. 

~enft man fid) benl Wlittelpunft M ber ~ugel uon ben unbellJeglidjen 
~cfen A, B, C eine~ fpf)ärifdjen ~reied~ immer weiter fortbellJegt unb 3war 
fo, bob MA, MB, MG ftetß einanber gleidj bleiben, fo wirb im ®renafaUe 
für r = 00 ber ~ugelau~fdjnitt 3um pri~matifdjen 9laum, bie 6djenfel ber 
~reiedßllJinfe(, b. f). bie 5tangentettpaare in ben ~den A, B, C faUen mit ben 
~reiedßfeiten 3ufammen unb baß fpf)ärifdje ~reiecf wirb 3um ebenen. 

'wäl)renb bie @5umme ber >!Binfer beß fpf)ätifdJen ~reiecfß jeben Wert 
31lJifdjen '180 unb 540° befißen fann, gat bie ,>!Binfelfumme beß ebenen ~reiecf~ 
ben unoeränberIidjen }!Bert oon 1800. ~aljer ift im ebenen ~reied ber britte 
}!Bintel burdj bie beiben anberen einbeutig beftimmt, im fpljärifdjen ~reietf 

bagegen nidjt; im eoenen ~reied fann nur ein }!Binfe( ftumpf fein, im fpljärifdjen 
~reied aber fönnen aUe brei 'winfer 3ug(eidj ftumvf fein. 

~a ba~ ebene ~reietf ein @5onberfaU be~ fvljärifdjen ~reiedß Ht, fo fann 
manJbie i'Yormeln ber fpljärifdjen 5trigonometrie in bie ber ebenen 5trigonometrie 
überfüf)ren, aber nidjt umgefef)rt. ~n~befonbere gibt e~ für bie i'Yorme(n ber 
ebenen 5trigonometrie, bie bei iljrer mbleitung Die ®(eidjungen IX = 180L (ß+r) 

ober ; = 90 - ß t r benußen, feine entfpredjenben i'Yormeln ber fvf)ärifdjen 

5trigonometrie. 
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§ 7. ~ie G}fuubfDfmdu fUf ba~ mljtwiuflige flJ~ädftt;e ~feietf. 

Ql)runllaufgllbe 1:. laetecf)ne sin ß, cos ß, tg ß (fowie sin~, cos~, tg ~) eineß 
tecf)twinfligen fpgärifcf)en SDteiedß au~ ben ttigonomettifcf)en 5unUionen 
bet ~eiten a, b, c. 

2öfung (5ig.10): 

1 . ß _ AF _ MAsinb 
. sm - AD - MAsinc' 

~ig.lO . 

sin b 

FD MDtga 
2. cos ß = A D = MD tg c ' 

tg a 
" =-. tg c 

AF MFtgb 
3. tgß - FD - MF~a' 

tgb 
" =--. 

sina 

(B;ntfptecf)enb etf)ält man bie ~ette füt sin~, cos~, tg~. 
. sina 

I. a) S1-n a = -i--' s nc 
sinb 

b) sinp = sinc; 

tgb 
11. a) COSa = --, tg C 

tga 
b) CO.flP = tg c; 

tga 
IH. a) tg a = ------b ' s-z,n 

b) t P = tgb . 
g sina 

Ql)runllaufgabe 2: laetecf)ne mittelß bet @{eicf)ungen I a bi~ III b 
a) bie ~t)potenufe auß ben beiben .Ratgeten a, bj 
b) bie ~t)potenufe au~ ben beiben Winfeht ~, ßj 
c) eine .Ratgete auß ben beiben ~infe{n ~, ß. 

2öfung: 
a) milbe lIla. Ha: la. 

b) laUbe I~:: ~Ibb unb benuye ba~ (B;tgebniß oon a. 

c) laUbe 11 a : I b unb benuye ba~ {B;tgebniß oon a. 
(B;tgebniß: 

IV. 
V. 

VI. 

cos c = cos a cos b ; 
cos c = cot a cot P; 

COSa cosp 
a) cosa = ~"np' VI. b) cosb =--

on sina 
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2fufgaben: 
1. ?nergleidje bie trigonometrifdjen tJunftionen 

~eied'ß mit ben tJormeln I a biß III b. 
2. ,ßur gebädjtnißmälligen ~inprägung 

bient Me Weperfdje mege{ (tJig.11): 
~er Sfofinn~ eine~ je~en I5tüae~ ift 

fowo~{ gleidJ bem \l3robult ber l5iuu~ 
ber beinen nidJt beuadJbaden I5tüae, 

al~ audJ gleidJ bem \J3ronuft ber 
Sfotangenten ber beinen benadJbarten 
I5tüae, . 

beß redjtwinfligen ebenen 

~ig.l1. 

90'-[\ 

wenn man ~en redJten ~infel nidJt mit5ä~lt nnb ftatt ~er Sfat~eten i~re 
Sfom~lemente fe1!t. 
iffiie et~ält man bie tJorme{n Ia biß VIb mit ~Hfe ber Weper .. 

fdjen megeI? 
3. jBei ber 2fbleitung ber tJormein ift ein SDreied' benußt worben, beifen 

iffiinfel ß unb u fpiß waren. jBeweife bie @ültigfeit ber tJormeln, 
wenn ß ober ß unb u ftum1'f finb. 

4. ~e~rfa1! 8. 3m redJtwinfHgen ~reiea ift nie Stat~ete mit i~rem QSegen= 
winfel gleidJadig, b. ~. entweber finb beibe fpiße ober beibe 
redjte ober beibe ftum1'fe iffiinfeI. 

2fnleitung aum jBeweife: 2fuß tJorme[ IIla fOlgt sin b = ttga. 
gu 

Wun ift sin b ftet~ 1'orHitJ (warum), ba~er müHen tg a unb tg u ftet~ 
ba~ gIeidje 580qeidjen flaben ufw. 

5. ~e~rfa1! 9. l5inb bie Sfat~eten eine~ redJtwinfHgen ~reiea~ gleidJariig, 
fo ift bit .p.,~otennfe f~i1!; finb bit Sfnt~eten nngIeidJllriig, 
fo ift bie .p.,~otenufe ftum~f. 

2fnleitung 3um jBeweife: Unterfudje mit ~i1fe ber tJorme( 
cos c = cos a . cos b für weIdje iffierte tJon a unb tJon b cos c 1'o;ititJ, 
baw. negatitJ wirb. 

6. ,ßu bem redJtwiuUigen ~reiea mit bem redjten ~infel ,,= 900 
ge~ört al~ \ßolarbreied ein redJtfcitige~ ~reie(f ober Duabrantenbreied' 
mit ber Seite c' = 90°, weil l' + c' = 180° (ge~rfat3 5) fein muÜ. 
,ßwifdjen ben @5eiten unb iffiinfeln beiber SDreiede müHen bie jBeaie~ungen 
befte~en: 

a = 1800 -u', b = 1800 -ß', c = 180°-1"; 

u = 1800 -a', ß = 1800 -b', l' = c' = 90°. 

~ntwide(e auß ben fedjß tJormeln beß redjtwinfligen SDreied'ß bie 
fedjß tJormeln beß redjtfeitigen SDreiedß. 
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§ 8. ~endjnung be~ ndjtwinfligen flJ~ärifdjen ~feielf~. 

~m ®egenfaß 3u ben bier ®runbaufgalien beß redjtwintligen elienen 
~reiecfß gilit eß lieim red)ttvintligen fp~ärifdjen ~teieef fedjj. @)teUe 
fie auf unb lÖle fie mitteIß ber fedjß 
~ormeln. 

~a bit @)eiten unb bie ~infel eineß 
fpgärifdjen ~reied~ awifdjen 00 unb 1800 

liegen. fo ift i~re )8eredjnung auß bem 
Slofinuß. ber 5tangenß unb ber Slotangenß 
einbeutig. bie )8eredjnung auß bem @)inuß 
3weibeutig. ~ief e 3weibeutigteit wirb burdj 
bie 2egrfdße 8 unb 9 liefeitigt, auber 
wenn eine Slatgete unb iljr ®egenwintef 
3.)8. a, a gegelien finb. ~n biefem ~aUe 
bleilit bie 3weibeutigfeit in Ülierein" 
ftimmung mit ber stonftruftion liefteijen. 
@)owof)l ~reieef ABC aIß aud) ~reieef 

A' B C ijalien bie gegebenen @)tüefe a unb 0: 

(~ig. 12). @)ie liilben oufammen ein 
fpljätifdjeß 3weied. 

A 

~ufgalien: 

1. )8eweife, bab ber butdj bie @)piße eineß gleidjfdjentligen ~reieefß fenf" 
tedjt aur ®runbIinie gelegte ~auptfreiß Me ®runblinie unb ben ~infe1 
qn ber @)piße f)alliiett. 

2. )8eredjne Me @)tüefe eineß gleidjfdjenfHgen ~reieefß au!3 feinem @)djenfel b 
unb feiner ®tunbIinie a. 

3. ~urdj ~en @)djnittpunft einer ®eraben ®v Me mit einer ~bene Eben 
91eigung~winfel 0: = 460 24' liilbet, ift in ber ~bene E eine ®erabe ®2 
geaogen, Me mit ber jßrojeftion ber ®eraben ®1 ben ~infel ß = 540 

bUbet. ~ie grob ift ber ~infel awifdjen ben ®eraben ®1 unb ®2? 

4. )8eredjne ben ~lädjenwinfel an ben stqnten 
a) beß regelmäbigen iBierflqdjß, 
b) beß regelmäbigen ~djtfladjß. 

5. )8eredjne ben ~rädjenwinfeI an ben @runb" unb an ben ·@5eitenfanten 
einer tegelmäbigen brdfeitigen jßtJramibe, 

a) beren ~öl)e boppelt fo grob ift wie bie ~öf)e ber gIeidjfeitigen ®runbflddje, 
b) beren @)eitenfanten boppelt fo lang flnb wie bie ®runbfanten. 
Weitere ~ufgalien fteljen in § 14. § 23, § 25 91r. 1 unb § 26 91t. 1 biß 4. 
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Bur mere~nung beß ebenen f~iefwinmgen ~eied~ Menten bie ~ormeln 
1. a: b : c = sin a: sin ß : sin y <Slnußfatl). 

b2 +c2 -a2 

2. cosr.t. - 2bc ($tofinußfatl). 

,-,------,---0-
a _ y(S - b) (s - c) 

3 tg - ("'allilllinfelfa"). . " 2 - s.(s-a) '" " 

a 

b-c 

cos~ -y 
2 ----

. r.t. 
stn"2 

sin ß -y 
2 ----

a r.t. 

b+c 5. 
b-c 

cOS"2 

r.t. 
cot"2 

= tg ß- y 
2 

om:o 11 tll eil b e fd}e 
ß'ormeln). 

(~angenßf atl). 

~~ foU unterfu~t werben, 06 entfpre~enbe ~ormeln für ba~ fpf)ärif~e 
~eied 6eitef)en. 

1. ~er l5inußfll~. 
mef)auptung: sin a: sinb :sinc = sin«: sinfJ: sin" 

sina sinb sinc ober sin« = sinfJ = siny' 

me we iß 1 (~ig. 13): 

. ß AF 
In = AV' 

. AF 
SUl r = A lTr ' 

inß AW 
siny A V 

NA 111 f

lJIA in~ 

sin b 6 f in a ' il~ 11 =-,e l ll O--= --, 
sin c in ß .,in b ---

Si,l a : sin b : sin c = in r.t. : "in fl: in 'J-, 
sina inb .) (' 
i1lr.t. - sinß - Si3l')' . 

ober 

t)" ig.13 • 

/ 
l' 

mea~te bie $ftljnl i~feit biefer 1ll6feitung mit ber erften be~ § 7. 



§ 9 ~er liEiinußfllt\ unb Me .Roftnußfltt\e. 

)8 e ltl eiß 2: Berlege baß 
fdjiefltlinflige ~teietf burdj 
eine ~ö~e in altlei redjtltlinf~ 
Iige ~reiede (5ig.14), be
redjne biefe ~ö~e auß iebem 
:teiIbreietf. f eue bie gefun~ 
benen m!erte einanber gIeidj 
unb bUbe auß ber er~aI# 

tenen ~Ieid}ung eine ~t"'" 
portion. B - __ _ 

A 

F 

a 

2. ~er ~ofinu{\fa, ber Seiten. 

)8e~auptung: cos a = cosb cosc + sinb sinc cosa, 
cosb = cosc cosa + sinc sina cosfJ. 
cosc = cosa cosb + sina sinb cos)'. 

~eltleiß 1 (~ig.13): 
MV MH+ GF 

cosc = MA = MA ' 

111 

c 

MWcosa + FWsina 
MA ' benn 4FWG = a, " 

M A cos b cos a + A W cos y sin a 
" - MA 

, M A cos b cos a + M.A sin b cos y sin a. 
" = MA 

cos c = cos a cos b + sin a sin b cos y. 

)8eltleiß 2: ~Utdj Betlegung beß fdjiefltlinfligen ~teietfß (5ig.14). 

3. ~er ~ofinu"fa, ber $iufel. 
)8e~auptung: cos a = - cos fJ oos)' + sin fJ sin)' cos a, 

cosfJ = - OOS)' COSa + sin)' sina cosb, 
cos)' = - cos a (~OS fJ + sin a sin fJ cos c. 

)8eltleiß: m!enbet man ben foeben beltliefenen 2e~tfau auf baß 
~oIatbreietf an, fo et~ält man cos a' = cos b' cos c' + sin b' sin c' cos a'. 

mun ift a' = 1800 - a, b' = 1800 - ß, c' = 1800 - y, a' = 1800 - ct, 

mit~in cos(1800-tx) = cos(1800-ß) cos (1800-y) +sin (1800-ß) 
sin (1800 - y) cos (1800 - a), 

- cos a = (- cos ß)( - cos y) + sm ß sin y . ( - cos a), 

cos a = - cos ß cos y + sin {:J sin y cos a. 
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}Bemedungen: 
1. }Bei ber ~bleitung wurbe ein fpi13winflige~ ~eied benu13t, bie 50rmeln 

gelten aber audj, wenn ein ober meijrere ~infeI ftumpf finb, wie fidj 
an -einer entfpredjenben ~igur aeigen läflt. 

2. IDtitteI~ biefer '5ä13e fann man bie fe~ ®runbaufgaben be~ fpijärifdjen 
~eied~ Iöfen. '5inb awei '5eiten unb ein ®egenwinfcl ober awei 
~infel unb eine ®egenfeite gegeben, fo ift ba~ fpgärifdje ~eied nidjt 
einbeutig lieftimmt. }Bei ben ülirigen ~ufgaben ift bie burdj bie 
'5inu~funltion entftanbene .8weibeutigfeit nur fdjeinbar. }Bei ben praf" 
tifdjen ~ufgaben weib man meift au~ anberen ~ngaben, ob ber fpitse 
ober ber ftumpfe ~infel ber ridjtige ift. 

§ 10. ~er ~lln"lIinfdfll~. 

~e mleitung ftimmt genau mit ber in ber ebenen !trigonometrie 
überein. 
a) cosa = 1-2sin2i 

. a _ 1/1-cosa 
sln"2 - r 2 

V1 - cos a -:- CO~ b cos c 
Sln b s~nc 

_ 1/Cos (b:"':"'c)-cosa' - r 2sinbBinc 

a 
b) cosa = 2 COs2 "2-1 

a _ 1/1+cosa 
cos"2 - r 2 

V1 + cos a -:- co~ b cos c 
smbSlnc 

V. a+b-c . a-b+c 
Sln 2 mn 2 

- sin b Bin c 
V . b+c+a . b+c-a 

sm 2 sin 2 

= Bin b sin c 

'5el3t man nun a + b + c = 2 s, fo ergäIt man 

a) sin U2 = sin(s - b)sin (s - c) unb b) cos~ = 
sinbsinc 2 

sin s sin (8- a) 
--:---:---':--------"" , 

sin bsinc 

mitgin c) tg; = stn (s-b) sin (s-c) 
sinsstn (S - a) 

ober t ~ = 1 . 1/sin (s-a) sin(s-b) sin(s-c), 
g 2 sin (s - a) r sin s 

ebenfo t l= 1 
g 2 sin (s - b) " 

unb tg1... = 1 " 
2 sin (s- c) 
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mUT entlprecf)enbe Weife leitet man bie folgenben 50rmeln ao, in 
benen OG + ß + y = 211 ift: 

d) sin~ = 
-COSI1COS(I1-OG) 1..) a_ 

. ß . un" e cos -2 -
SIn szn y 

cos(11 - ß)cos (11 -y) 
sin ß sin y 

a - cos 11 COS (11 - a) 
f) tg 2: = cos (11 - ß) cos (11 - y) 

jBemetfungen: 
1. ~a jeber Winfel OG, ß, y, lomie jebe 6eite a, b, C fleiner al~ 1800 ift, 

10 muu ber ljaloe Winfe( oom. Seite lpitl fein. 501glicf) gUt für bie 
Wuroe1n nur ba~ pofitioe lBoroeicf)en. 

2. IDlan oenutlt 50rmel c) unb f) our jBerecf)nung eine~ ~reiecf~ au~ feinen 
brei 6eiten, oom. au~ feinen brei Winfeln. 5ür logaritljmifcf)e jBerecf)~ 

nuugen finb biefe 50rmeln im angemeinen oequemer al~ Me mnmenbung 
be~ 6inu~fatle~ unb ber ~ofinu~fätle. 

§ 11. 
~ie ~dllmbttfdJeu ~leid)uugeu nub bie ~le~erfdjeu mUlllogieu. 

. b+c cos p- y b+c cos P+ y s~n~2- 2 
b) 

cos~2- 2 
1. a) -. a • a a • a stn 2 s~n-2 cos 2 s-tn 2 

. b-c 
sin P-" 

b-c sin P+ y 
s"tn~ 2 

b) 
cos~2-

2 2. a) ----- -a a a a sin 2 cos 2 cos 2 cos 2 

t b+ c cos P-" tg P +" b-c 

3. a) 
g~2-

2 
b) 

2 
(JOS~2-

= cos P +" -- b+c 0, a tg 2 2 
cot 2 cos~2-

b-c sin P- y tg P- " . b-c 

4. a) 
tg~2- 2 

b) 
2 

stn~2-

a sin P+ y a b+c tg- cot 2 sin 2 -. 2 2 
~&leitungen: 

1 a) ~a bie trigonometrifcf)e 50rme[ cos ß 2 r = cos : cos ~ + Sin: sin ~ 
angemeine @ült1gfeit oefitlt, fo gilt fie aucf), menn ß unb r Winfel 
eine~ fpl)ärifcf)en ~reiecf~ finb. ~ie trigonometrifcf)en 5unftionen ber 
recf)ten 6eite fann man uacf) 5orme{ a) unb b) be~ oorigen \ßaragrapl)en 
burdj 5unftionen ber 6eiten be~ fpl)ärifdjen ~reiecf~ erfetlen. IDlitf.Jin 

i8 a u et u. 11. ~ aU1;[ eh eu, <!leomeh:ie f. !JlealauftnUeu. (Olietftufe.) 8 
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2 
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sinssin(s-b) . sinssin(s-e) +1/ sin(s-a)sin(s-e) . sin(s-a)sin(s-b) 
sin a sin e sin a sin b r sin a sin e sin a sin b 

'---------;=.=~===----~~~------
1/sin(s-b) sin(s-e) 
r--s-in b sine --

sin s 1/sin (s--:b) si~ (s- e) + Sln (s-a) 1/ sin (s--: b) sin (s - e) 
sm a r sm b szn e sm a r Sln b Sln e 
------_. - --- ----- -- ---- --- --

sin s + sin (s-a) 
sin a 

1/sin (s- b) sin (s- c) 
r Bin b sin e 

. b+c a 
2 Sln ~-2-- cos 2 

2 . a a szn 2 cos 2 

. b+c stn-2--

~ a 
sm 2 

------- -- ----

. b+c cos ß-r sm-2- 2 

~ a . a 
sm 2 sm 2 

1 b) bi13 2 b) werben in entf:predjenber ~eife abgeleitet. 
3 a) bi13 4: b) erf)iilt man burdj ~ioifion oon b3w. 1 a unb 1 b, 2 a unb 

la, 2a unh2b, 2b unh 1 b. 

~ebadjtni~regel : 
~ie ~ormeln 1 a nnb 2 a ergält man au13 ben entf:predjenben ~ormeln 

ber ebenen Strigonometrie (moHweibefdje ~ormeIn, § 9), wenn man 
ftatt ber 6treden ben 6mu13 ber galben 6eiten, boltJ. 6eitenfumme fegt. 

~ie ~ormeln 1 b unb 2 b gegen au13 1 a b3W. 2 a geroor, wenn man 
linf13 bei ben 6eiten Me ~unftion: 6inu13 in Stofinu13, 
redjt13. " ~infeln ba13 .8eidjen: minu13 in \ßlu13 oetltJanbelt. 

~ie ~ormeln 3a nnb 4a unterfdjeiben fidj oon 3b, boltJ. 4 b ba~ 
burdj, bat bie 6eiten unb ~infel oertaufdjt ;inb unb auterbem nur 

tg; unb Got ~ • ~ie ~ormel 4: b entf:pridjt bem Stangen~5fag. 

mufgabe: 2e~rfllf! 10. 3m f~~atifdjen ~reied ift bie I5nmme 3weier l5eiten 
mit ber I5nmme i~rer ~egenwinfd gleidjllttig, b. g. entweber finb 
beibe 6ummen > 1800 ober beibe = 1800 ober beibe< 180°. 

mnleitung 3um )8eweife: lBenut\e bie We:perfdje mnalogic 3b unb 

beadjte, bab Got ; unb GOS b -;c ftet13 :pofitio fein mfrfien . 

.piftotifdje lBcmcdnng: ~ie ~elllmbrefd)en ~ormeln finb uon brei ~orjd)ern in 
brei aufeinanber Tolgenben ~agren veröffentlid)t, nämlid) 1807 von ~elambre 
in jßari~, 1808 uon ill1 0 11 m ci bein .I3eiP3i9 unb 1809 von @auf3 in @öttingen. 
®ie jinb bager aud) nad) lebern ~orjd)er genannt morben. 

~ajt 3m ei ~agtgunbette früget finb bie l)1elJ erfd)en ~nalogien aufgejterrt 
morben, unb amar ~orme13a unb 4a uon bern ®d)otten \neper (.I3orb \napier), 
jomie ~ormel 3b unb 4b von bem <E:nglänber 5Brigg~. 
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§ 12. ~ie <MruuDllllfgllbeu DCß fdJiefwillfligeu ~heietfß. 

~ormern: 
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1. sina: sinb: sinc = sina: sin fJ: siny ... Sinutlfll~. 
2. a) cosa= cos b cos c + sin b sin c cos a .•. Sfofinutlfa~ Der Seiten. 

b) cosa=-cosfJcosy+sinfJsinycosa... 11 Der ~iufel. 

a sin(s-b)sin(s-c) 
3. a) tg -a- = 

~ sin s sin(s - a) 

_ 1 1/sin(s-a)sin(s-b)sin(s-c) 
- sin(s-a) r sins 

a 
b) tg-~ = 

r.I 

- cosa cos (a- a) 
COS (a - fJ) cos (a - y) 

1/ -cosa 
= cos(a-a) r cos(a-a)cos(a-·-cfJ~)-C-os-(C---a·-1) 

tg ~+ (~ cos fJ - y ty fJ + y cos b - c 
2 2 . 2 -2-

== ~ .... 
Cl a - fJ+ b) ---- b+c 

tg -2- cos --y cot a cos 2 2 -2-
,s 

<:::I 

~ 

4:. a) 

ty b 2 c sin/!.. 2 y tyfJ 2 Y Sin~2-~ ~ 
Ö. a) ---0;- - fJ+ b) --a - . b+c ~ 

tY2 siny cot 2 sln-2- ~ 

SDie 2öfungen her ®runhaufgaben heß fl)~ärif4Jen SDreiecf~ ltimmen Im 
wefentIi4Jen mit ben 2öfungen her ®runbaufgaben he~ ebenen SDreiecfß übetein. 
@egeben: 

1. a, b, c . 

2. a,{J,y . 

3. b, c, a . 

4. {J, y, a . 

5. b, c, {J . 

(hf te 2iifung: 

<irfter .\)albroinfel f aY. 

.8roeiter 

9leperfd)e mnalogien 
4 b, 5 b unh 4a ober 5a. 

9leperfd)e mnalogien 
4a, 5a unb 4b ober 5b. 

@3inu~f ay unb 9l e :p er f d)e 
mnalogien 4a ober 5a 
unb 4 bober 5b. 

6. {J,y, b.. @3inu~fay unb 9le:perfd)e 
mna(ogien roie ~uf" 
gabe 5. 

3weite 2iifung: 

@in mlinfel nad) bern erften .!!ofinußfatl, Me 
lieiben anbeten nad) bern 6inußfall ober 
alte btei mlinfel nad) bern erften.!!oftnußfall· 

@ine 6eite naclj bern 3111eiten .!toftnußfall, bie 
fJeiben anberen nal'fl bern 6inußfat\ ober 
alte brei 6eiten naclj bern 5111etten Etofinui. 
fall. 

a nad) bern erften .!!ofinußfatl, bann (i unb )" 
nad) bern 6inußfat\. 

a nad) bern ßllleiten .!toftnußlall, bann b unll 
c nad) bern 6inullfall. 

8* 
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~ie fedJl3 6tüCfe einel3 ftJgärifdJen ~reiecfl3 fönnen ?IDette non 00 flil3 
1800 flefißen. SDa nun bie trigonomettifdJen ~unftionen bel3 erften unb aweiten 
Duabranten fidj burdj bal3 lBoraeidjen unterfdjeiben au~er fleim 6inul3, fo 
tritt nur bann eine Sweibeutigfeit auf, wenn baß gefuci1te 6tüCf nadj bem 
6inul3faß fleredjnet wirb. 

~a~er finb bie bier erften ~ufga6en einbeutig, wie bie erfte Böfung aeigtj 
unb bie flei ber aweiten Böjung norfommenben Sweibeutigfeiten finb nur jdJein~ 
flar. SDer allein gültige ?IDert fann in ben meiften ~ällen mt1teIl3 2eqrfaß 10 
feftgeftellt werben, fofern er fidj nidjt tJon tJorngerein auß ben mngaben 
ber mufgafle ergibt. 6inb biefe ?IDege ungangbar, fo bleibt nur bie erfte 
2öfung übrig. 

~ie 5. unb 6. ~ufga6e fanu 3weibeutig fein; ob hieß autrifft, fann 
mittell3 Begrfaß 10 entfdjieben werben. 

~enuQe grunbfäQlidj 
bie 3weite ßiifung, wenn nur ein $tüd gcfudjt wirb, ba~ fidj 

fofort nadj einem Slofinu~faQ 6eredjnen lä~t, 

in aUen anberen 3'äUen bie erfte ßiifnng. 

SDritte~ SfapiteI. 

§ 13. ßiingenmtl@e unb geogra4J~ifdje ~oorbintlten. 

a) SDie matgematifdje ®eograpgie fletradjtet hie G:ibe aIß boUfommene Slngel. 
SDer 10-milIionte ;teil be~ G:rbquabraten, alfo ber 40-mifiionte ;teif 
be~ G:rbumfangel3 gei~t ein meter, folglidj ift 

ber G:rbumfang 2 r '1'& = 40000 km unb 

ber ~rbrabiu~ r. . . . . . . . = 40000 = 6370 km; 
2'1'& 

ein ~ogengrab . . . . . . . . 10000 = ---go (ober 111,3) km; 

eine ~ogeuminute ober $eemeile . 
10000 = 90.60 km (= 1852m)j 

10'000 
eine geogr. roleile = 4 6eemeilen = 9Ö~ 5- km (ober 7420 m). 
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~ügrt man .bie ~iuifion au~, fo ergdlt man für einen mogengrab 
111,1 km unb für eitle geograP9ifdje IDleile 7407,4 m. ~ie angegebenen 
merte finb in ber 2änbedunbe gebräudjlidj j fgrer ~etedjnung tft ber 
gröbte Ulabiu!!l bet (gtbe gleidj 6377 km augrunbe gelegt. 

mei ben mufgaben au~ bet Sdjiffagrt~funbe folIen bie (gntfernungen 
in SeemeHen, bei ben anberen mufgaben in S!ilometern ober geograpgifdjen 
IDleilen beredjnet werben. 

ßig.15. 

G = (!lteenroidj, K = .!tiero, Alt = ~ltai, Ale =. ~leuten; ~, = 300, 12 = 000, ).3 = 1800. 

b) mie ein ~unft ber (gbl'ne butdj aWel StreCfen, burd) mbfaiffe unb 
Drbinate, einbeutig beftimmt ift, fo ein ~unft ber .~ugelfldef)e 6uref) 
awei ~auptbögen, burd) feine fpgärifef)en ~ootbinaten. 

muf ber (grboberfläef)e ift ber ~quator al~ mbfaiffenaef)fe gewdglt, al~ 
Drbinatenad)fe bet mullmeribian, b. i. ber ~albfre~ (nief)t ber ganae 
~rei!!l), ber uom morbpol burdj bie Sternwarte uon ®teenwief) naef) bem 
Sübpo( gegt (~ig.15). ~er Sdjnittpunft .be~~quator~ unb be~ mull~ 
meribian~, b. i. ber mnfang~ ~ ober mullpunft biefe~ fpgärifef)en Sfoor~ 

binatenftJftemß, Hegt im ®olf uon ®uinea, 10° weftlidj uon ~amerun 
unb 5° füblief) uon stogo. ~ie Sfoorbinaten biefe~ fogenannten geo~ 

grCl~~ifif)en SfoorbinCltenf~ftem~ geiben 

(geogtapgifef)e) 2iinge 1, öfUief) +, weftlief) - j 

" ~reite cp, nörbHef) +, füblief) 
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§ 14. ~a~ redjtillinflige ~teietf. 

mufgalJe 1: IDlan 'folI bie (Entfernung e 3weier lÜtte auf ber (Erboberflädje 
beredjnen, beren 2ängen Al unb A2 lidj um 90° unterfdjeiben unb 
beren )Breiten f{!1 unb f{!2 befannt finb. 

~ig. 16. 
----"..-.:'~~ 

A 

" I (/' I " , ! " , 
I ' 
I • 

I~ : ,,/ 
... ..... - ----- ... ~ ...... 

: /" 

2öfung (~ig.16): COSPlP2 = cos(900-f{!I)cos(900-<P2)' 
= sin f{!l sin f{!2' 

IDlit~in ift bie gefudjte (Entfernung e = PI P2 • 15 geogr . . IDleilen, 
= PI Pi . 60 6eemeilen, 

10000 
= PI P2 • ----go" km. 

Sa ljlenw er t e: 
a) f{!l = 46° 12' 20", <P2 = 61° 40' 40". 

logcOSPlP2 = 9,85843-10}+ 50°=50.15=750 

9,94463 -10 32' = ~2 . 15 = 8 

geogr. Wleifen, 

-lo-!J-cO-S-P-l-P-2 -=- 9,-80- 3-0-6--- 10- 60 

PI P2 = 50° 32' 56". 56" = ~6 .15 = 
" 

50° = 50 . 60 = 3000 6eemeilen, 
32' = 32 

56" = ~~ = 0,9 

60.60 0,233 " 

e = 758,233 geogr. Wleifen. 

500 = ~~~OOO = 5555,555 km, 
90 

32' = 32.1000~ = 59,259 
90.60 

e=3032,96eemeilen. 56"= 56 .10000 = 1,728" 
90.60.60 

--- --

e = 5616,542 km. 



§ 14 :ila~ t'edJtlllinfUge :ilteiecf. 

b) !PI = 46° 27' 42", !P2 = 53° 33'. 
e) !PI = -11°34' 54", !P2 = 53°22'. 
d) merlin !PI = 52° 31', }illafgington !P2 -:- 38° 55'. 
e)" " 2ima !P2 = -12018'. 
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~ufgClbe 2: ~in ~ampfer nerläbt einen ,ort PI (Al !PI) ber nörbIid)en ~alli~ 
fugel unter bem ~urfe S IX W unb fäijrt auf bem ~auptliogen nad) bem 
2lquator. Unter roeId)er 53änge A, in roeld)er ~ntfernung e unb unter 
roeld)em ~utfe " trifft er ben 2lquatot? 

53 Ö i u n 9 Cijig. 17): Unter bem sturfe S a. W nerftegt man Me &b .. 
roeid)ung· ber 9Hd)tung eine~ ~d)iffe~ non bet ~t1bridjtung (b. i. non 
bem Wleribiane) um a ®rab nad) }illeften. 

1. sin!pI = tg B C cot a, 

t BC=sin!PI, 
9 cota 

A = AC-BC, 
A = Al - BC. 

"'"ig.17. 

/ 

I 

/ 
/ 

s 
2. cos IX = cotP] B. tg !PI, 

cot PI B = cos a. cot !PI' 
e = PI B . 60 ~eemei1en. 

3. cos ß = COS!PI sin a. NB S (5ig. 17) ift ein Wleribian, bager ift für 
baß in B liefinbIidje ~d)iff B S bie ~ftbrid)tung. B D ift bie 9Hcf)tung 
beß angefommenen ~d)iffe~, mitgin ift .4 SB D bet gefud)te ~urß. 

~r i;t roie liei ber &lifaljrt beß ~d)iffeß in PI roeftIid). ~a nun 
.4 ABS = 90° unb .4 ABD aIß ~d)eitelttJinfeI = ß ift, fo etlJält 
man ben gefudjten Slurß S (90° - ß) W. ~ß ift .4 SBD + ß = 90° 
unb 90° < IX + ß, alfo .4SBD + ~ <a +~. i:ro§bem baß 6d)iff 
feinen Slur~ nid)t änbert, nimmt feine mbroeid)ung gegen bie ~ftbrid)tung ab. 
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3af)Ienwerte: 
a) mon )Bomliat) AI = 72° 50', CfJ1 = 18° 54' naef) 6anfibar unter bem 

~urfe S 48° 15' W. 
b) mon wtabra~ AI = 80° 11' 5", CfJ1 = 13° 4' 8" naef) 3aoa unter 

bem ~urfe S 39° 23' O. 
ill:gnIief)e ~ufgalien: 

c) mon ber wtünbung be~ ~rmadona~ AI = - 50°, CfJI = 0° fägrt ein 
~ampfer auf einem ~auptfreife naef) NO ali. Unter welef)em 
}lliinfeI a unb in welef)er )Breite CfJ lreuat ber ~ampfer einen lie .. 
ftimmten wteribian A2 = - 20°? 

d) Unter welef)em ~urfe mut ein 6ef)iff bie 6übfpiye ~alifornien~ 
AI = -110°, qJI = 23° oerIaffen, um auf einem ~auptliogen naef) 
ben ®alapago~infeln '\2 = - 91 0 20', CfJ2 = 0° dU gelangen, wie 
grot ift ber }llieg, unb unter welef)em ~urfe trifft ba~ 6ef)iff ein? 

5!ufgal1e 3: 3wei Drte PI unb P2 galien gleief)e )Breite CfJ unb bie 2änge 
AI lidW. A2• Um wieoiel ~ilometer ift bet )Bogen P I P2 be~ ~ararrel" 

freife~ gröter al~ bie füraefie ~ntfernung awifef)en PI unb P2 ? 

2öfung (~ig. 18): ~a~ fpgärifef)e ~reied PI NP2 ift gleief)fef)enflig. 
2egt man butef) feine 6piye N ben wteribian, ber ben }lliinfel PI NP2 

galliiert, fo 1ft biefer bie 6t)mmettieaef)fe be~ gleief)fef)enfligen ~teied'~. }llia~ 

lätt fief) bager ülier Me 6eiten unb ülier Me }lliinfel ber ~iguren NDPlf 
NDP2 ; NKPII NKP2 ; NHG, NHJ; SHG, SHJunb ülier bie }lliinfel 
HOG unb HOJ fagen'? }lliarum finb NKP1 unb NKP2 feine ~reiede? 

,\ -A 
sin PI D = cos CfJ sin 2 2 1 

" : 2nrcos CfJ ,,: 360°, 
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ig.l . 

Sa g1 entuert e: 
a) rp = 50°, A2 - Al = 24° 8'. 

sinPl D = cos 50° sin 12° 4' 

log sinPl D = 9,80807-10 \ + 
9,32025-10 J 

COSrp(AS-A1) = cos500.24,133 

log [cos rp (A2 -A1)] = 9,80807 -10 \ + 
1,38261 J 

=9,12832-10 = 1,19068 
P1D = 7° 43' 21", COSrp(A2 -AI ) = 15.513°. 

= 7,7225°. 

~ie gefud)te ~ifferen3 = 10900 (15,513 - 15,445) km, 

_ 1000.0,068 km 
- 9 ' 

= 7,555km. 

b) 91etu~IDorf Al = -76° 20' 30" unb bie 5ffieftfüfte ~ortugaI~ .1.2 = -11 ° 8' 30", 
rp = 40°42'. 

c) ~in 6d)iffer fegelt auf bem 70. ~araUe1freife non 910rtuegen nnd) 
®rönlanb 40 2ängengrabe. 5ffiieuiel Sfilometer f)ätte er geh,att, tuenn 
er nuf bem ~nuptbogen fein Siel emid)t gätte? 

~d) ~in ~ampfer fägtt non 6ibnet), rp = - 33° 51' 41", Al = 151013', 
nuf bem für3eften 5ffiege nnd) einem Orte an her Sfüfte ~f)He~, ber hie~ 
feI6e ~reite unb bie 2änge A2 = - 71°32' nefint. WieuieI Stilometer 
müüte ber ~nmpfer megr 3urÜ(flegen, tuenn er in gennu öftIid)er 9Hd)~ 
tung feinem Siele 3uftrente? 



122 ~tittel! .l'tn:piteL. ~ufgnben nuß bet mntl)emntifclJen @eogtn:pf)ie. § 15 

~ufgllbe 4: :tlurdj einen Ort PI (Al' gJl) Ht ein ~auptfrei!3 gelegt, ber mit bem 
lmeribian einen gegebenen Winfel a bUbet. Unter weldjer 2änge A", unb 
unter weldjer )Breite gJx Hegt ber nörbHdjfte \l!unft biefe!3 ~auptfreifeß? 

2öfung (5ig.18): mu!3 ber ®t)mmetrie folgt, bau D ber nörb~ 
lidjfte \l!unft beß ~auptfreife!3 ift. lmnn beredjnet baf)er au~ bem redjt~ 

winfligen ~eiecl' 4 Pt ND unb ®eHe ND. lmnn erf)iilt 
A", = Al + 4 Pt ND, gJ", = 900 - ND . 

.8 n f)l enb ei f pi eIe: 
a) gJl = 310 14' 12", Al = 230 10' 17", (/. = 530 54' 36". 
b) gJ1 = 21 0 15' 50", Al = - 50 25' 43", a = 760 35' 5". 
e) ~in :tlnmpfer fiiljrt nuf bem füroej'ten Wege non ~npftnbt (gJl = -330 56', 

Al = 180 28' 30") nndj ber 2a \l!latabudjt (gJ2 = gJ1' A2 = - 560 50'). 
Wie lang ift fein Weg, weldje 2änge ljnt ber )Bogen betl \l!nraUelfreife!3, 
ber bie genannten \l!unfte verbinbet. unb wieviel ®rnb liegt ber füb~ 

lidjfte \l!unft be!3 ~auptbogenß von bem ~ebenbogen entfernt? 
d) \l!orto in \l!ortugal unb ~onftantinopel ljnben biefel,be )Breite gJ = 41 0, 

wäljrenb if)r 2ängenunterfdjieb ~ = 370 37' 25" beträgt. Um wieoic1 
füraer ift ber füqefte ~eg non \l!orto tlndj ~otlftnntinopel al~ ber 
)Bogen beß \l!araUelfreife!3 owifdjen beiben ®tiibten, unb weldjeß ift ber 
nörbIidjfte \l!Utlft be!3 fürdeften Wege!3? (\l!r. *) 

§ 15. ~4e fdjiefltlinflige ~ttielf. 

mufgabe 1: Wie weit ift )Bonn (gJ2 = 500 44'5", A2 = 70 6'4") von 
)Berlin (gJ1 = 520 30' 17", Al = 130 23' 44") entfernt? 

lJig. 19. 

A (~ 

*) ~r. be beutet, bab bie ~ufgaben ben ~biturientenaufgaben eine~ 6d)ul~ 
programm~ entnommen wurben. 
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S3öfung (tyig.19): SDa e~ fid) um lSered)nung nur eine~ SDreiecf~ .. 

ftücfe~ ~anbeIt, fo wenbet man ben ~ofinu~fay ber Seiten an. 

eos cl = eos (90° - !p\) eos (90° - rp.) + sin (90° - !p\) sin (90° - !P.) eos ().. - 1.\), 

= sin f/!I sin f/!. + eos!P1 eos !P. eos (I .• - ).1)' 

sin !PI sin !P2 
= N [ log sin 50° 44' 5"] 

+ log sin 52° 30' 17" 

= N [ 0,88887 - 1] 
+ 0,89950-1 

.. _-----_ .. 

= N [0,78837 -1] 
= 0,61429. 

eos!pI eos!p2 eos (A,2 - A,l) 

= N [ logeos 50° 44' 5"] + log eos 520 30' 17" 
+ log eos 6° 17' 40" 

= N[ 0'80135-1J + 0,78440-1 
+ 0,997 37-1 

= N [0,58312 -1] 
= 0,38293. 

eos d = 0,614 29 + 0,38293 
= 0,99722 

log eosd = 0,99879 - 1 
d = 4°17'. 

4°= 4.15 = 60 

17' _ 17.15 = 4,25 
60 

geogr. IDleilen 40 - 4.1000 - 4444k - 9 - , rn 

17' = 17.1000 = 315 
60.9 ' w 

lSonn-lSerHn = 64,25 geogr.IDleilen. )8onn-)8erlin = 475,9 km. 

a) Weld)e ~ntfernung gat ~ari~ (!Pl = 48° 50' 11", A,l = 200) non 
Wien (!p~ = 480 12' 35", A,2 = 34° 2' 36")? 

b) }ffiie weit ift ~affel (!PI = 51°19', A,l = 9° 30') non ~eterßburg 

(!p~ = 59° 56', A,2 = 30° 18') entfernt? (~r.) 

c) }ffie(d)e ~ntfernung gat ~ari~ (!PI = 48° 50' 11", A,l = 2° 20' 15") 
non ~eter~burg (!P2 = 59° 56', A,2 = 30° 18')?' 

d) Weld)e ~ntfernung ~at lSerlin (!Pl = 52° 30' 17". A,l = 13°23' 44") 
non ~avftabt (IP2 = - 33° 56', il2 = 18° 29')? 

e) Wie weit ift ~ttmburg (!Pl = 53° 33' 7", A,l = 9° 58' 23") non ber 
IDlünbung be~ Wma30na~ (!P2 = 0°, A,2 = - 50° 9' 46") entfernt? 

f) }ffiieniel Seemeilen betrug minheften~ bie erfte ~agrt burd) ben @roüen 
D3ean, hie Wtagelgae~ im ~agre 1520-1521 non bem weftlid)rn 
Wußgange her nad) igm benannten meerenge (!Pl = - 52° 30', 
Al = - 74° 30') bi~ nad) ben $gi1ivvinen (!P2 = 10°, A,2 = 126°) 
außfü~tte? 
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m u f ga 0 e 2: (Ein SDamprer fäljrt auf bem füraeften ~ege von ~tJbnetJ 

('Pt = - 33° 50' 40", AI = 151° 14') nadj ~an ~ran3i~co ('P2 = 37° 
48' 30", ).2 = - 122° 27' 23"). 

a) ~e(djen .Rur~ 1)at er oei ber mora1)rt unb weldjen oei ber mnfunft? 

b) ~ieviel Seit oraudjt er, ~ig. 20. 
wenn feine burdjfdjnitt~ )l" 

lidje ®ef djwinbigfeit in 
ber ~tunbe 16 ~eemeilen 
oeträgt? 

c) 3n weIdjer S3änge freuat 
er ben Sllquator? 

d) ~ie grob finb bie ~ogen, 
in Me ber Sllquator ben A - (~ 
~eg teiH? 

S3öfung (~ig.20): SDa Me 
brei fe1)lenben ~tüde be~ 
SDreied~ Pt N P2 gefudjt 
werben, fo wenbet man 
bie 91 e per fdjen mna~ 

logien an. 

a) C = N Pt = 90° - 'Pt = 90 - ~ 33° 50' 40" = 123° 50' 40", 
b = N P2 = 90° - 'P2 = 90° - 37° 48' 30" = 52° 11' 30", 
a = 4PtNP2 = ).2-Ät = -122°27'23"-151°14'= - 273°41'23". 

b + c = 880 l' 5", ~ - c = _ 35°49' 35", u2 = - 136°50' 42". 
2 2 

tg ß + l' 
2 cos( - 35°49'35") 

co-t(- -13-6-0-5-0-' 42") = cos 88° l' 5" , 

ß + r cos 35° 49' 35" . cot (180° - 136° 50' 42") tg -- - ------~-------:___:c---
2 - cos8801'5" , 

cos 35°49' 35" cot 430 9' 18" 
cos 880 l' 5" 

~ + l' = 87°42' 35". 
2 

ß - r sirl (- 35049'35")cot4309' 18" 
tg -- -

2 - sin 880 l' 5" , 
r - ß sin 35° 49' 35" cot 43° 9' 18" 

tg - 2- = Bin 880 l' 5" ; 

ß -1' = _ 31°59' 30". 
2 

ß = 55° 43' 5", r = 119° 42' 5". 
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IDlit~in ift ber .Rur~ bei ber mbfaijrt N 55° 43' 5" Ounb bei ber 
mnfunft N 600 17' 55" O. 

cosß+r.tg b + c 

b) tg ~ = 2 2 
cos ß - r 

2 

_ cos 870 42' 35" tg 880 l' 5" 

- cos ( - 31 ° 59' 30") 

cos 870 42' 35" tg 880 l' 5" = ; cos 310 59' 30" 

a = 107°24' 36". 
1070 = 107.60 = 6420 l5eemeUen, 
24' = 24 

36" = 36 
60 

0,6 
" 

" 
IDlit~in beträgt bie <futfemung Pt P2 6444.6 l5eemeiIen 

unb Me Beit ber ~aijrt 64::,6 = 402:~ I5tunben ober 16 Stage 

18 I5tunben 47l- IDlinuten. 

c) ~reiecf B PI 0 ift red)troinflig bei B unb l5eite B PI mi~t - rpI, alfo 

cos (900 - - rpt) = cof (900 - B 0) cof ß, 

tg B 0 = sin ( - rpl) tg ß; 
BO = 39°14' 55". 

IDlit~in ijat ber ftteUaungßvunft bie gänge 190°28' 55" ober - 169° 
31' 5". 

d) mu~ bem ~teiecf B PI 0 folgt, 

mufgaben: 

cos ß = cot (900 - - 'PI) cot PI 0, 

cot Pt C = cos ß cot (-'PI); 
PI C = 49°58' 14" = 2998,2 l5eemeilen 

unb OP2 = PI P 2 - PI C = 3446,4 l5eemeilen. 

3. (iin l5d)iff fegelt oon mero~IDod ('PI = 40° 42' 42", Al = - 76° 20' 30") 
auf bem ~auvtfreife nad) ftavftabt (rp2 = - 350 56, Ai = 18° 28' 30"). 
mleld)en .Rurß befitJt e~ bei bet mbfaijrt unb roeld)en bei ber mnrunft? mlie .. 
oiel geograv~if d)e IDleilen beträgt bie ~ntfemung beiber I5täbte? (~r.) 

4. mlo trifft ber ~quatot ben ~auvthe~, ber butd) jBetiin ('PI = 52°31', 
At = 13°23'44") unb ftonftantinovel ('P2 = 410, A2 = 28°59'14") 
geijt? (~t.) 
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5. (iin l5egiff fä6rt auf bem für3eften Wege uon ~al)enne (!PI = 5017', 
A. l = - 520 33') naeg ~ranfreid) unb uerlieu lIat)enne unter einem 
Winfel uon 350 4' mit ber SJ1orbrid)tung. Unter welegem Winfel freu3t 
e~ ben 20. weftliegen 2ängengrab? (~r.) 

6. mon einem Orte PI unter 12° nörbfieger )Breite fügrt ein l5egiff auf 
bem ~auptfreife in ber !Riegtung 0 N 0 ab. Weld)en Sfur~ fügrt bag 
l5egiff, al~ e~ ben 20. IDleribian öftlid) uon PI freuat? (~r.) 

7. G:in l5d)iff fegelt uon )Bremerl)auen (!PI = 53° 33', }'I = 6015') in 
bem ~auptfreife unter bem Sfurfe S 130°39' 45" Weine I5trecfe uon 
462 l5eemeHen. Unter weld)er geograpgifegen )Breite unb 2ünge be" 
finbet e~ fid) am G:nbpunfte biefe~ Wege~? 

8. mon ~ongfong (!PI = 22° 12', A.I = 114° 16') fäl)rt ein l5d)iff auf 
bem für3eften Wege nad) malparaifo (!P2 = - 330 2', ).2 = - 71 ° 40'). 
a) Unter welegem Sfurfe fäl)rt e~ ab, unter weldjem Sfurfe fommt e~ an'? 
b) Wo unb unter wefegem Winfel trifft e~ ben mquator? 
c) Wie grOll finh bie )Bogen, in bie ber gande Weg von feinem füb" 

lid)ften ~unfte geteilt wirb? 

mierte~ Sfapitef. 

~ufgltlt.cu ltUß b.cX' ~JlX'4lU4l:mi.c+ 

§ 16. ~ie ~elt, tier ~immd UUD Der ~ori.5out. 
~eo&lldjtung : 

a) )Betraegtet man bei %age ben ~immel, fo glaubt man, fieg in bem 
IDlittefpunfte einer ~aIbfugel dU befinben, bie fenfreegt über un~ 
etwa~ 3ufammengebrücft erfd)eint unh bal)er ben SJ1amen ~immel~" 
gewölbe fül)rt. ~iefe~ berül)rt bie G:rbe, bie troß mand)er G:rgöl)ungen unb 
Unterored)ungen alg ffad)e l5d)eibe erfd)eint, in ber ~erne in einer frei~" 
förmigen 2inie, bem fdJeiu&llren .pori,5ont (~ori30nt = ®rendlinie, gried)ifeg). 

b) ~en gleiegen G:inhrucf gewinnt man naegt~ oeim mnblicf beg geftirnten 
~immel~. muucrhem aoer oemerft man oei genauer )Beobaegtung nad) 
etwa 10 IDlinuten, bau IDlonb unb I5terne nid)t feftftel)cn, fonbern fid) 
naeg Weften bewegen. ;l)urd) ein feftgercgte~ ~ernrol)r fiel)t man 
fogleid) il)r iYortrücfen. 'itroß biefe~ iYortfegreiten~ bleiot bie gegen~ 
fettige 2age ber meiften I5terne erl)alten, fie bUben bager I5ternbilber 
unb bIeten baburd) ein IDlittel, einen I5tern in einer anberen SJ1aegt 
wieber dU erfennen. ~ie ®eftirne gegen im Often auf unh im Weften 
unter, fie fd)einen fid) nid)t am ~immer dU oewegen, fonbern ber ~immel 
fegeint fieg oU bregen famt ben auf il)m oefeftigten ~immel?Sförpern. 
150 wirb bie ~immer~l)a16fu!1el aur vollen Sfugel. 
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~e3eidjnuugeu: ~er ~ugeltaum ~eifjt ~\Mt, bie ~ugelofletf(äcge .pimmel. 
~et ~unft fenftecgt übet bem 18eoflacgter ~eifjt 6djeitel~uutt ober 

Beuit (.8enit = @egenb, 3U etgän3en be~ ~opfe~, araoifcg) unb ber 
@egenpunft be§; 3enit~ ~eiüt 9lllbir (= ~uüpunft, arabifcg). 

~auptfteife burdj ben 6djeitelpunft ~eiüen 6dJeiteUreife oher ~ertiflll, 
frei fe (Vertex = 6cgeitef, lateinifcg). 

~rgeliu~; ~ie @röfje he~ 18eobacgtet~, ja felbft feine ~ö~e üfler bem W1eere~~ 
fpiegel ift im mer~äItni~ aur ~höüe her ~rhe verfcgwinbenh fIein. 
~dt.Jer betracgtet man in her mftronomie ba~ vom 18wfladjter über., 
fcgaute 6tüd ber ~thoberf(ädje al~ %eit her im 6tanhpunft be~ 18eofl~ 

acgtet~ an hie ~rhe gefegten %angenteneflene. %atfädjlicg 1ft ha~ uon 
einem ~unft über her ~rboberfläcge, 3. 18. einem 18etggipfeI, überfcgaute 
6tüd ber ~rbe eine stugelfappe unb bel' uom ~immel ficgtbare %eil 
gröüer al~ eine ~alofuget. 3ie~t man 3U ber %angenteneflene· hurcg 
ben ~rhmittelpunft Oie parallele ~bene, fo fdjneibet hiefe ben ~immel 
in einem ~auptfreife, bem 1l1l1~ren .pori30nt. ~a nun ber ~rbraOiu~ 
im mer~ältni~ 3um ~e1trabiu~ audj uerfcgwinbenb fIein ift, fo fällt ber 
fcgeinbare ~ori30nt mit bem wa~ren 3ufammen. ~r teilt a1fo hen 
~imme1 in eine fidjtbare unh eine unficgtflare ~ar6fuger. ~er 18eob~ 
acgter unh bie ~be werben al~ ~unfte aufgefafjt, hie miteinanber unh 
mit hem ~e1tmittelpunft 3ufammenfallen. 

mufgabe mig. 21): ~ie grOll Ht bie mu~fidjt~weite Be unb wie groü ba~ 
6tüd her ~rhoflerf1äcge, ba~ man a) uon her 6cgneefoppe 111 = 1600 ru, 

~ig. 21. S 

E 

b) uom @ipfel he~ \15if~ uon %eneriffa h2 = 3716 m überblicfen fann, 
wenn bie mu~ficgt~weite Beinfolge her atmofp~ärifcgen 6tra~len~ 
brecgung um 8 \15r03. uergröbert wirb '? 
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§ 17. 

~eobadjtuug: 

}Ilierteß .IlnpiteL lJlufgnben nuß bet IJlftronomie. § 17 

~ie llBeltadjfe, bie ~immel~tJole uub ber ~immd~äquator 
ober bie fdjeiubare ~eltJeguug ber g:ilfterue. 

a) ~e ~eobacgtung wägrenh einer iterngeUen 9lacgt ergibt, bab nicgt aUe 
@5terne auf~ unb untergegen, ionbern bab eine lReifle von @5ternen um 
einen feften ~unft im 9lotben ~reife fiefcgreifien. SDieier a~geaeicgnete 
~unft bc~ ~immeH3 f)eibt 9lorb~or. ~ine pgotograpgifcge SDauerauf~ 
nagme be~ @5ternI)immel~ wägrenb einer 9lacgt aeigt am beutlicgften, 
bab Me @5terne fou&eutrifdje streife um ben morb~ol befcgreilien. m:u~ 
ber 2änge ber aufgeaeicgneten @5ternbogen unb ber SDauer ber m:uf~ 

nagme fann man feitfteUen, bab · eine bolle Umbref)ung bCß .pimmelß 
etwa 24 I5tunbcu bauert. 

jJig. 22. 
V 

Himmelsäquator 

b) Eu ber ~kuppe tlon @5ternen, bie bei un~ nie untergef)en, geI)ört ba~ 
befanntefte @5ternbilb, ber "®robe Wagen" ober ber ,,®roue ~ärN ober 
ba~ ,,@5iebengeftirn" mig.22). SDie @5terne (X unh ß finb bie ~inter~ 

räber, 8 unb y bie iSorberräber unb bie @5terne E, 6, 'I'J bUben Me 
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~eief)feI. merlängert man ß IX um ba~ iYünfunbeinflalbfaef)e, fo trifft 
man auf ben flell ften 6tern be~ "~leinen iffiagen?5". ~iefer fleiflt 
"jJ3olarftern ", weil er bicf)t neben bem 91orb.pol fteflt, nur 1 t 0 ober awei 
W10nbbreiten oon iflm entfernt. 

~e5eid,tnungen : 
1. ~er oom 91orb.pol buref) ben meobaef)tung~ort = ~rbmitte(.punft geaogene 

~uref)meffer fleiflt ~eltad,tfe. ~ie ~nb.punfte ber iffieUaef)fe, ber bei 
un!5 fief)tfJare 91orb.pol unb ber für un~ uniief)tbare 6üb.pol, qeiflen 
.pimmelB-vole. ~er ~au.ptfrei~ ber ~immeI~fugel, beffen jJ3unfte oon 
ben ~immel!5.polen 90° srebitanb f)aben, geiflt ber .pimmelBäquator; bie 
iflm .parallelen 91ebenfreife fleiflen .pimmeIB.varallelfreife unb bie buref) 
bie ~immeI?5.pole gegenben unb bafler auf bem mquator unb ben jJ3araller~ 
freifen fenfreef)t fteflenben ~au.ptfreife fleiflen ~ef1iuatiou~lreife. ~er 
91eigung~winfeI ber iffiertaef)fe mit ber ~otiaontebene geiflt \l3ol~ii~e. 

2. ~ie 6terne, bie iflre gegenfeitige @3tellung nief)t önbern, geiflen iJi~. 
fterue (fixae = befefUgt, lateinifef)). ~aneben gibt e~ @eftirne, bie fief) 
oon 6ternbilb dU 6ternbi1b bewegen, nämlief) W1erfur, menu~, (~rbe,) 

W1ar~, 3u.piter, 6aturn unb Uranu~, bie man \l3laneten (-= ~erum" 
fef)weifenbe, grieef)ifef)) nennt, fowie bie megleiter ber \l51aneten, bie 
mon~e. ~ie iYi~fterne erfef)einen auef) burd) ba~ befte iYernrogr al~ 
jJ3unfte, bie jJ31aneten unb W10nbe bagegen a(!5 iY1äef)en. 

3. ~ie 6terne, bie ftet~ üoer bem ~oriaont bleiben, nennt man Eidum. 
-Volarfterue. ~ie dweite ®ru.p.pe bUben bie auf ~ unb untergeflenben 
6terne unb our britten @ru.p.pe gegören bie ewig unfief)tbar blei6enben 
6terne. ~ie magn ber auf~ unb untergeflenben 6terne aerfällt in beu 
Sid,tt6adeitB. unb ben Unfid,ttbarfeitBbogen. 

~rge&uiB: 

1. ~er iJi~ftern~immel alB ®an5eB nre~t fid,t um ~ie ~eltad,tfe im ~regung~" 
finne 0 S W. ~a~er müffcn nie Stertt&a~ueu .pimmelB-varaUelfrdfe 
feiu, unD eB muf! nie nurdi ben Eeui! unD bie ~eltadife gelegte ~&ene 
Me S.,mmetriee&ene für bie Sid,tt&lldeitB= unll für bie Uufid,tt&arfeitB= 
bogen fein. 

2. ~ie 6l)mmetrieebene fiegt auf ber ~ori30ntebene fenfreef)t (naef) welef)em 
fiereometrifef)en 53egrfa~e), fie fdmeibet ben ~immeI in einem 6cf)eitel" 
frei fe (warum). ~iefer 6ef)eitelfrei!5 fleiflt ber aftrouomifdie meriDian, 
feine 6ef)nitt.punfte mit bem ~orioont geiflen ber $ü~-vunft unb ber 
WorD.vuuft, bie merbinbung{llinie biefer \l5unlte f)eiflt bie Wornfüblinie 
ober bie mittagBHnie. ~ie mquatorebeue fef)neibet bie ~oridontebene 
in einem ~uref)meffer (warum), ber auf ber 910rbfüblinie fenfreef)t 
ftef)t ( warum). 6eine ~nb.punfte geiflen ber .oft.vunft unb ber ~eft. 
-vunft. ~ie f.pgärifef)e ~ntfernung be{l sreufgang{l.punfte{l eine~ @eftirn~ 

iB aue r u. tl. ~ a n61 e ben, @eomcttie f. !Jlealanftalten. (Dberftufe.) 9 
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vom Dftpunfte geibt IDlllrgentuelte; liegt her mufgang§punft nörblidj 
vom Dftpunft, fo nennt man bie morgenweite pofitio, liegt er füblidj, 
fo negatio. ~ntfpredjenb hefiniert man mlienbtueite. 

3. ~n hem meriManbogen vom 6ühpunft bi~ 3um 91orhpol liegen hie 
oberen Stulminlltillnen ober ®ipfelpunfte (culmen = ®ipfeI, lateinifdj) 
unb in hem merihianbogen vom 91orhpol bi~ 3um 910rhpunft hie 
unteren SMminationen aUer für un~ fidjtbaren iJibfterne (warum). 
~eIdje lJHdjtung gat hie lBerbinbung§ftrecfe he~ mufgang~punfte~ unh he~ 
Untergang~punfte§ irgenh eine~ iJibfterne~? 

mufgaben: 
1. ~n ~er1in beträgt Me ~olgöge 52i o. a) fffieldjer ~rei§ begren3t gier 

bie Birfumpolarfterne? b) ~eldjen 5teil he~ fidjtbaren 6terngimmeI~ 
neflmen in ~erlin Me Birfumpolarfterne ein? 

2 a) ~o mub ein eltern aufgeflen, hamit er hen 5llquator hurdjläuft? 
b) ~o unh nadj weIdjer 3eit gegt ein im Dftpunft aufgegangener 

6tern unter? 
3. fffieldjen ~infeI bHhet in ~erIin Me ~aflnebene irgenb eine~ iJibfterne~ 

mit her SJori30ntebene? 

§ 18. ~ie fdJeiubtlte tiiglidje ~etuegung ber Sonne. 

~elllilldJtung : 
a) SDab Me @)onne fidj bewegt, fann man innergafb 10 minuten feft~ 

fteUen, unmitte16ar hurdj ~eobadjtung mittel~ eine~ gefdjwär3ten ®lafe~, 
mitte16ar hurdj ~etradjtung he~ @)djatten~, a.~. eine~ iJenfterfreu3e~, ben 
man mit ~reihe auf hen 5tifdj geaeidjnet gat. mber nidjt nur Me lJHdjtung 
he~ @)djatten~, fonhern audj feine ®röbe änbert fidj. ~eldjer menfdj gätte 
nidjt gefegen, hab fein @)djatten am mbenb länger ift al~ am mittag! 

Uig. 23. 

s 
n,.-----------I).----- -""'T"lC 

A 
20cm 

b) Bur genaueren ~eitimmung her lJlidjtung unb her 2änge he~ @)djatten~ 

hient her ®nomon (= ~fenner, griedjifdj), ha~ ältefte aftronomifdje ~eob~ 
adjtung~mitter (iJig. 23). AB 0 D ift ein quahratifdje§ 6tM ~appe 
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oon 20 cm @leitenlänge. SF ift ein runber, 5 cm langer }sleiftift, ber 
burdj einen WageI fenfredjt auf ber mitte F beß )ßallllftüdeß befeftigt 
ift. Um F finb 12 fueif e mit oerf djiebenem ~bftanb geaeidjnet j ber 
9labiuß be~ fleinften Slreife~ beträgt 45 mm, ber be~ gröbten 99 rom. 
SDiefe ®röbe llabt für }Seobadjtungen im ~uli. SDiefen ®nomon be~ 
feftigt man auf einem ~uriaontalen ~ifdje unb beaeidjnet burdj Wabel~ 
ftidje bie )ßunfte ber Slreife, auf weldje bie @l.pine be~ @ldjatten~ awifdjen 
9 unb 10 U~r, fowie awif41en 2 unb 3 U~r fällt. SDann ~albiert man 
jeben oon 3wei Wabelftidjen begrenaten Shei~bogen. SDie er~altenen 

~albierung~llunfte G, H, J ufw. müffen auf bemfelben 9labiu~ liegen, 
unb auf biefen mun ber für~efte Sdjatten faUen. ~iefe 9lidjtung 
erweift fidj burdj ~ergreidj al~ ibentifdj mit ber nadjt~ gefunbenen 
Wo rbfübridjtung. 

c) Wieber~olt man biefe }Seobadjtung nadj einigen ~agen mit unoeränbert 
liegen gebliebenem ®nomun, fo ergält man anbere @lti41punfte j bie 
@ldjattenfänge gat fidj awar oeränbert, aoer Me 9lidjtung be~ füraeften 
@ldjatten~, bie Worbffrbridjtung, ift unoeränbert geolieben. 

d) 9legeImäi3ige }Seoba41tungen be~ ~uf~ unb be~ Untergang~.punfte~ ber 
@lonne aeigen eine gleidjmäbige merfdjiebung berfeIben im ®egenfat} au 
ber UnoeränberHdjfeit ber ~uf~ unb Untergangßpunfte ber iJi6fterne. 

~rgebni~: 

1. Ubereinftimmenb mit ben iJi6fternen: 
befdjreibt bie @lonne tiiglidj einen ~rei~bogen im SDre~ungßfinne 0 SW 
unb fufminiert im aftronomifdjen meribian (meridies = mittag, latein.). 

2. ~m ®egenfan au ben iJi6fternen: 
faUen bie (oberen) .Rulminationen ber @lonne an oerfdjiebenen ~agen 
ni41t aufammen, funbern liegen frbereinanber, ebenfo oerfdjieben fi41 i~re 
~uf" unb igre Untergang§punfte wiigrenb beß ~agre~. SDager fönnen 
igre ~age~bagnen feine ~immeI~llararre{freife fein. ::iDenn awei nodj fo 
benadjbarte )ßaraUelfreife ~iingen nirgenbß aufammen. mielme~r befdjreibt 
bie @lonne oom 21. ~uni bi~ 21. SDeaember eine äuberft fladjgängige 
@ldjraubenlinie aufwiirtß unb bann oom 21. SDeaember biß 21. ~uni 
biefe1be @ldjraubenlinie abwiirtß. 

3. SDie beiben )ßaraUelfreife, weldje biefe @ldjraubenlinie je in einem )ßunfte 
berü~ren, geiben nörblidjer unb ffrbH41er ~enbdrei~. ~gr fpgiirifdjer 
~bftanb ift gleidj bem Unterfdjiebe awifdjen ben @lunnenMminationen 
am 21. ~uni unb am 21. SDeaember. ij;r wirb mit 2 e beaei41net unb 
1ft oeriinberlidj. ~m ~agre 1910 war E = 23° 27' 3,58", feine jiigr" 
lidje ~bnagme betriigt 0,468". ~ir benu1!cn bei ben ~eredjnungen 
grunbfä~Hdj ben abgcrunbeten ~ert e = 230 27'. ~erner betradjten 
wir bit täglidje Sonnenba~n ar~ .pimmel~~araUelheife. ~a~cr· gHt 

9* 
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bei IlUen ~ered)uungeu Me tägHdje ~eUiulltiou ner 60une (h. i. igr 
fVgärifef)er 210ftanb vom )j!quator) Ilf~ louftllUt, fowie i~re tägHdje 
morgeu- uub 21beunweite 1l1~ gleidj. 

4. 21m 21. 3uni liegt her 21ufgang~Vunft her 60nne auf her nörblief)en ~ä(fte 
be~ ~ori30nt~ unh awar am welteften vom Dftvunft naef) morhen, unb 
igre SMmination flefißt hie gröj3te ~öge. :iDager 1ft igr 6ief)tflarfeit~60gen 
unh her %ag am längften. ~er 21. 3uni geiflt 6ommerfouueuweube. 

~ann rMt her 2lufgang§vunft täglief) näger 3um Oftvunft unh erreief)t 
ign am 23. 6evtemoer. mitgin ift her 6icf)toarfeit§oogen ein ~a(fJfrei§ 
unh her %ag gleief) her maef)t. ~er 23. 6evtemoer geiflt hager .perbft. 
tllguubulldjtgleidje. 

3n hen fo(genhen monaten gegt hie 60nne auf her fühlief)en ~älfte 
he§ ~ori30nt§ auf, täglief) wetter vom Dftvunft entfernt, am 21. ~e3emoer 
Hegt igr 2lufgang§vunft am fübhdjften unh igre ~ulmination erreidjt 
hie geringfte ~öge. mitgin ift her 6ief)toarfeH§fll.lgen unh her %ag am 
für3eften. ~er 21. 1le3emoer geiflt ~iuterfounenwenbe. 

~ann wanbert her 2lufgang§vunft wieher 3urüd unh fällt am 21. märo 
wieherum mit hem Dftvunft 3ufammen. mit gin ift ber %ag wieher g(eidj 
ber maef)t, hager geiflt her 21. mäq ble tYtÜ~Hug~tllguunulldjtg{eidje. 

~ufgllben: 
1. a) lillie flereef)net man au§ ber S3änge he§ 6tifte~ l unb he§ 6ef)atten~ m 

eine§ ®nomon§ hie ~ulmination§göge her 60nne? 
b) lillarum mufl man ben 6tift etne§ ®nomon§ oerfleinern, wenn man 

nicf)t im 3uH, fonbem im 6evtemoer ocooaef)ten wirr? 

2. a) lillelef)en ~uref)meffer mufl man einem 6ignalOallon geoen, hamit 
er einem S3uftfef)iffer in 3 km ~ntfemung fo grofl wie hie 60nne 
erfef)eint, wenn man hen fef)einbaren 60nnenhuref)meffer 3u 32' 
annimmt? 

b) 3n welef)em 210ftanh vom 21uge erfef)eint eine %afef)enugr mit· bem 
~uref)meffer d = 44 mm fo grofl wie her monb, befien fef)einbare 
jBreite 31' fleträgt? 

3. a) Um wievie1 60nnenbreiten verf ef)ieot fief) täglief) hie SMmination her 
6onne, wenn man igre lBerfdjieflung al~ gleief)förmig annimmt? 

b) lillarum ift hie morgenweite ber 60nne am 21. ~e3emoer gröj3er al~ ii? 

4. a) lillann ift hie morgenweite her 60nne vofitiv, wann gleief) mull, 
wann negativ? 

b) 3n hen jBereef)mmgen feßen wir hie morgenweite unh hie 2lbenhweite 
he§feloen %age§ einanher gleief) j an welef)en %agen ift hie tatfäef)lief)e 
216enhweite ber 60nne gröfler al§ igre morgenweite? 

5. a) lillann huref)läuft hie 60nne hie lillenbefreife, wann hen ill:quator? 
b) lillann ift hie ~emnation her 60nne gleief) mull, wann am gröflten? 
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§ 19. ~ie fdjdnbllrc iä~didje fBelllegung ber Sonne. 

fBeobadjtung: 
WoHert man ben mufgang eine~ befHmmten ~ternbUbe~ an meljreren 

aufeinanber folgenben mbenben, fo finbet man, baj3 e~ tägHclj etwa bier 
IDliuutcn früijer aufge~t. Silager fteljt einige Wocljen fpäter ba~ ~tern. 
bilb au berfeiben Stunbe nicljt meljr an berfeIben ~terre be~ ~immel~, 
fonbern bem meribian näljer, naclj brei ~Jlonaten fulminiert e~ 3U ber" 
feIben Stunbe unb noclj fpäter ift ba~ ~ternbilb au berfeIben ~tunbe 
am wefUicljen ~imme1 fid)tbar. ~ierau~ folgt, baj3 bie Sonne ~inter ben 
Sternen 3nrülfbleibt. Wären Me ~terne mit ber ~onne 3ufammen ficljt" 
bar, fo fi.innte man feljen, 3wifcljen welcljen Sternen flinburclj bie ~onnen" 
bagn gegt. Sila aber Me ~traglen ber Sonne ba~ ~rfennen ber ~terne 
verljinbern, fo beftimmt man ben Stern, ber um mitternacljt burclj ben 
\ßunft be~ meribian~ ljinburcljgeljt, in bem bie ~onne mittag~· furmi" 
nierie. Siliefen ~tern 1ucljt man auf einer ~ternfugel, b. 1. einer 
Stugel, auf werclje bie ~ternbilber geaeicljnet finb, auf unb aieljt von 
iljm au~ ben Silurcljmefier, bann beaeicljnet ber anbere ~nbpunlt be~ 

Silurcljmeffer~ ben Drt ber Sonne um mittag. Wiebergolt man biefe 
Sl'onftruftion noclj an ben 365 folgenben 5tagen unb verbinbet Me er" 
ljaftenen Drte miteinanber, unb awar 0 mit 1, 1 mit 2, ... 364 mit 365, 
;0 erfennt man: 

(;jrgebniß: 
1. ~ie jäijrHdie Sonnenbaijn ift ein .plln~tfreiß; biefer fleiflt (;jfH~tif. 

~ie tägHdien ~ege ber Sonne auf ber tifli.vtif finb ungleidi, 
unb awar beträgt ber gröj3te 23ogen, anfang~ ~anuar, 61 23ogenminuten, 
ber fIeinfte, anfang~ ~uIi, nur 57 23ogenminuten. 

~er Sbtlmiuationß~untt 365 ber Sonne uadi 365 ~ageu fäUt mit 
i~rem stnlminatiouß~unlt 0 uidit 3nfammen. 

2. Sila bie ~onne ljinter ben naclj Weften geljenben ~ternen aurüdbleibt, 
. 10 burcljroanbert fie gewiffermaj3en in umgefegrter 9Ucljtung im 2aufe 
eine~ ~aljreß ben ~immel in ber ~mptif. Silaß Wort ~mptif ftammt 
au~ bem ®riecljifcljen unb bebeutet mußbleiben ; e~ treten nämliclj mer" 
finfterungen ber ~onne unb beß monbe~ ein, wenn beibe aug1eiclj in 
ber Wäge eineß ber beiben Scljnittpunfte ber ~fHpHf unb be~ Wquator~ 
ficlj beTinben. 

Silerjenige WeUburcljmefier, welcljer auf ber ~mptifebene fenfrecljt 
fteljt, geij3t bie m:dife ber (;jm~m, unb feine ~nbpunfte geij3en bie ~ole 
ber (;jm~tif. 

3. Silen ®ürtel au beiben ~eiten ber ~fliptif nannte man fcljon in ben 
älteften Seiten ben ~ ierlreiß. Silie ~fliptif wirb in 12 gleiclje ~tüde 
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oon je 300 2änge aerlegt, Me :teilpunfte fü~ren Me mamen unb Me 
3eiegen ber flenaegfiarten €lternoilber (5ig. 24). ~ief e finb 

~ig . 24. 
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V 'cf TI Q9 ~ 
5lBibber E5tier Broillinge Sheliß 2öroe ~ungfrau 
21. IDlära \!lvril IDlat 21. 3unt 3uli \!luguft 

:!!: m t p - )( 
5lBage E5for:pion E5djütle E5teinliolf 5lBaffermann ijifdje 

23. Sevtember :mtober \JlotJember 21. :2leae11lber 3anunr \l'ebruar. 

4. ~ie (ifHptif unb ber ~quator finb ~auptfreife, mit~in müffen fie fieg 
in aroei ®egenpunften fdjneiben. ~a nun ber Drt ber €lonne einerfeit§ 
ftet§ ein \j5unft ber (ifliptit anbererfeit§ um 21. märd unb am 23. €lep~ 
temfler ber ~quator ift, fo muf3 bie €lonne an biefen :tagen in ben 
€legnittpunften ber (ifliptif unh be§ ~quator§ fte~en. ~iefe \j5unfte 
~eif3m: 
naeg ber 3a~re§aeit. . . . . . . . l}rü~Hngß.)Iunft unb ~erflftpunft, 

naeg bem €lternflilb, in bem bie €lonne 
fte~t. . . . . . . . . . . . . ~iililer.)lunft unb Wagepunft, 

naeg ber ®Ieieg~eit oon :tag unb maegt $agunilnadjtgleidje.)lunfte. 
5. ~a§ €lternfliIh ber Cassiopeja flefte~t au§ fünf €lternen, bie ein flreit~ 

geaogene§ W fliIben (~ig. 22). ~er \j5oIurftern ~alfliert ben ~au:ptoogen 
aroifegen ~ be§ ®rof3en /Bären unb ß ber Cassiopeja. ~a~er oertuufdjen 
biefe fleiben €lternflilber naeg je 12 €ltunben i~re €lteUung miteinanber, 
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llber bie Cassiopeja ftel)t au berfeIben mbenhftunhe nadj einem gaiben 
,3agre genau an her e;teIIe, wo tJorger her @rofje ~är ftanb. jBer. 
rängert man 8 ß um fidj feIbft, fo fommt man aum iYrügling~punft. 

6. SDie iYig. 25 fteUt hen mugenbIid he~ e;onnenuntergange~ am 21. mära 
har. SDer iYrügnng~punft fäUt 3ug1eidj mit her e;onne in hen meft. 

ijig. 25. 

NadIr 

punft unh her ~erbftpunft in ben Dftpunft; ha~ 3eidjen heß 5lrebfe~ Q9 

ftegt in feiner oberen, baß he!3 e;teinbod~ ;t; in feiner unteren 5luImination. 
stlie @5onne bleibt gegenüber ben e;ternen in 365 stagen ungefägr 

einen ~auptfrei~ = 3600, mitgin tägIidj ~~~o, faft 1° 3utüd, fie ftegt 

hager nadj einem monat im 3eidjen heß mihherß, nadj hrei monaten, 
aIfo am 21. ,3uni im 3eicf)en he~ ~rebfeß ufw. SDager geifjt her nilrb· 
lid)e ~enbdrei~, ben hie e;onne am 21. ,3uni berül)rt, ber ~enbdrei~ 
be~ Shebfti) unh her füblid)e ~enbdrei~, hen hie e;onne am 21. SDe3ember 
betüf)rt, her ~enbefreiß be~ $tein&oif~. 

7. SDie iYibfterne änhern igre ~ulminationen nicf)t. stlager müffen hie SluI" 
mina"tion~göf)en her e;onne um 21. ,3uni un~ am 21. SDeacmber mit 
henen heß 5lrebfe~, boltJ. hefS e;teinbod~ übereinftimmen. iYoIgIidj ift 
her fpgärifcf)e mbftanh her betben menbefreife gleicf) her SDifferen3 her 
f)ödjften unh her niehtigften e;onnengöl)e, gleicf) 2 E nudj § 18, unh her 
~eigung~winfeI her ~mptifebene mit her mquatorebene beträgt E. SDiefer 
minfeI gei\3t Me $d)iefe ber Q:fli~tif. 
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§ 20. lla~ l1tolemäifdje uub ba~ fOl1cruifauifdje ?IDeltflJftem. 
\l3tolemiiuß lebte in her erften SJälfte he~ 3weiten 3aljrljunhert~ n. ~ljr. 

in mle~anhria. ~r fammelte unh ficljtete ha~ m5iffen feiner Seit unh oer~ 
ooUfommnete e~ 3um erften umfaffenhen m5eItft)ftem. SDie ruljenhe ~rbe oilbet 
hen Wlitte[tJunft he~ m5elta@. Um hiefe oeicljreiben her Wlonh unh bie 60nne 
in 27 t b3W. 365 t :tagen e~dentrifclje ~rei~lialjnen, bie ~[aneten burcljlaufen 
~tJidt)nen, b. f. ~uroen, bei benen ein iheeUer ~unft um bie ~rbe unh um biefen 
ber ~{anet freift. mu~er biefer \Bewegung ooUfüflren aUe .\)imme{~förtJer tägIiclj 
noclj eine srrei~liewegung. SDa~ ge 0 3 e n t ti f d) e m5 e It f t) ft e m be~ genialen 
~tolemäu~ entftJraclj nid)t nur bem mugenid)ein, fonhern genügte aud) ber 
fcljweren ijorherung, ben Drt eine~ 6terne~ oOtau~ dU beftimmen. Wlecljanifclj 
franfte e~ baran, ba~ ein ~örper ficlj um einen ibeeUen ~unft hreljen foll, 
matljematifclj aber fteljt e~ unangreifbar ba. SDaljer überrafcljt e~ un~ auclj 
nicljt, ba~ hie~ 6t)ftem oier3eljnljunhert 3aljre ljinbutclj ba~ 6ucljen her Wlenfcljen 
nad) m5aljrljeit befriebigte. Unb a[~ iljm 1543 stOlJeruifuß (geb. 1473 dU 
:tljorn, geft. 1543 aI~ SDomljerr dU ijrauenburg) fein ljeIioaenttif clje~ 
m5eItft)ftem gegenfrberfcbte, fonnte er bie tJtolemäifcljen 53ef)ren nicljt wiber~ 

legen, fonbern mu~te ficlj auf ben 91acljwei~ oefcljränfen, ba~ feine muffaffung 
aUe~, in~befonbete bie 6tJiben~ unb bie 6cljleifenbewegung ber ~Ianeten ein~ 
facljer etfläte. 

~lllJeruilu~ beljautJtete: 
I. SDer .\)imme{ mit hen iji~fterne\l ift unbewegliclj; feine fcljeinbare täg~ 

Iiclje Umhref)ung ift eine ijo(ge ber ~djfeubre~uug ber ~rbe. 
H. ~ie ~rbe burdjliiuft jii~didj einen Shei~ I in beffen WlitteltJunlt bie 

60nne fteljt. Wlitf)in mu~ ber .\)autJtfrei~, in bem bie ~rblialjnebene 

ben .\)immeI f cljneibet, bie ~mtJtif fein. 
StelJler (geb. 1571 au Wlat)ftabt in m5ürttemberg, geft.1630 dU megen~~ 

burg) erweiterte ba~ fotJetnifanifclje 6t)ftem befonher~ butclj feine ®e% 
fene üliet bie ~Ianetenbewegung. 

I. SDie ~Ianeten bewegen ficlj in ebenen ~uroen um bie 6onne, if)re 53eit~ 
ftraljlen oefcljteiben in gleidjen Beiten glddje tyliidjen. 

11. SDie ~Ianetenlialjnen finb ~Ui.):lfen I in beren einem !8renn.):lunft bie 
Sonne fte~t. 

IH. SDie Ouabrate bet Umlauf~3eiten ber ~Ianeten oerljalten ficlj wie hie 
~uben if)rer mittleren 6onnenabftänbe. 

WelUton ergänate 1687 bie ~etJletfcljen ®efebe baf)in, ba~ bie \Baf)nen ber 
bie 60nne umlteifenben ~immeI~förtJer iebe mrt oon 5legelfcljnitten fein fönnen, 
unh 3eigte, wie ficlj biefe ®efene mitteI~ het f)öljeren Wlatf)ematif unanfecljtliar 
f)edeiten laffen allein au~ hem allgemeinen 91aturgefeb her ®raoitation: 

Swei ~öttJer 3ief)en einanhet an im biteften )Betljältni~ igrer Wlaff en 
unh im umgefef)rten )Berljäftni~ be~ Ouabrate~ iljrer ~ntfetnung. 
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~ie ~ep(er~~ewtonidJen ®eiege liHben bie fid)ere ®runblage, auf ber 
;id) bie mobeme mitronomie aufbauen fonnte, unb jebe weitere &:ntbedung 
wurbe ein neuer ~eweig für igre ®ültigfeit. 

mlier liei ber 2öfung tJon mufgaben au~ ber ipgätifd)en mitronomie ift 
tJottlliegenb ber geoaentriid)e ~tanbpunft einaunef)men: 

~er fugelfiirmige lYi~fteru~immel al~ QJau5e~ bre~t fidj um bie ~rbe, 
biefe fte~t fHn. 

~er 9labiu~ ber ~rbe ift mun, alfo faneu ber ~eUmittel~uuft, ber ~rb
mittel~unlt unb ber ~eoliadjtung~ort 5ufammen. 

~a nun nadJ ber 2egre be~ ~opetnifu~ bie Umbref)ung be~ ~immeI~ 
eine tyolge ber &:rbumbtef)ung ift, io folgt: 

~ie ~rbadjfe ift ein ~eil ber ~cltadjfe; benlt man fidj bie ~rbe ber, 
griiffert 3ur ~elt, fo fanen mit~in ber m:quator, bie lßaranelfreife unb bie 

!iJig.26. 
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, 

" 
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Z·"';:; s:: ., 
N 

~enbdreife ber ~rbe mit ben gleidjnamigen streifen be~ .pimmel~ 3ufammen, 
unb e~ muff Me geogra~~ifdje ~rette eine~ :Orte~ gleidj feiner lßol~ii~e fein. 
~enn wirb ber &:rbrabiu~ ~uU, io fäUt (tyig. 26) .4 A VZ mit her geo~ 

grapgiidJen ~reite ({J 3uiammen, mitf)in ift Me Ißolgöf)e 4 WV P = ({J, weil 
beibe ~infer burdJ benfeIlien ~infel pvz 3u 90° ergänat werben. 
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§ 21. 8citmll~c. 

6tcrntag geibt bie Seit 3wifd.Jen 3wei aufeinanber folgenben oberen 5M~ 
minaHonen irgenb eine~ ~ibfterne~; er ift ibentifdJ mit ber Seit einer ein~ 
maligen Umbtegung ber (li;rbe. 

61lnnentag geibt bie Seit 3wifd.Jen 3wei aufeinanber fofgenben oberen 
~ulminationen be~ Sonnenmittefpunfte~. 

:!lie 6terntage finb gldd); bie 61lnnentage ungleid), weit bie Sonne fid.J 
mit ungleid.Jförmiger ®efd.Jwinbigfeit auf ber (li;ffiptif bewegt mofge ber ~epler~ 
fd.Jen ®efet}e), unb weil gfeid.Jen ?Sögen ber (li;fliptif feine gIeid.Jen ?Sögen be~ 
mquator~ entfpred.Jen mig. 27: SDie (li;fliptifbögen WV unb UE feien gfeid.J, 
4 V' = 90°, mitgin V' W < C; .A U' faft parallel EU, mitgin A U' faft 
gleid.J c)" %)ig.27. 

';'.. 
\ ' 
\ " 
\ ' 
\ ' 
\ "" 

\ " 
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SDie Sonne bleibt in 365 Xagen einmal bie 2änge ber (li;f(iptif ginter ben 
Sternen 3urücf; alfo finb 365 61lnnentage gldd) 366 6terntagen, unb ein 
Sonnentag ift faft 4 !minuten länger al~ ein Sterntag. SDie ungleid.Jen Sonnen" 
tage flieten fein geeignete~ Seitmab für ba~ OürgerIid.Je Beben. !man nimmt 
ba~er ar~ mittleren 61lnnentag bie Seitbauer an, bie owifd.Jen 3mei Sfulmina~ 
Honen ber Sonne riegen mürbe, menn biefe jagrau~ jagrein mit gIeid.Jförmiger 
@efd.Jwinbigfeit ben m qu a tor burd.Jlaufen· mürbe. 

SDie ?Seobad.Jtungen mit ber Sonnenugr unb bie ?Sered.Jnungen au~ aftro~ 
nomifd.Jen mufnagmen ergeben ftet~ bie ttJa~re 61lnnenaeit. Um au~ bieier 
bie mittlere 61lnnen3eit 3U beftimmen, !jat man für fämtIid.Je Xage be~ 3agte~ 
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ben Beitunterfd)ieb öwifd)en ber Sfulmination ber wagren unb ber gebad)ten 
"mittleren" ~onne liered)net. ~iefe ~ifferena gei~t .8eitgleidiung ober Beit. 
au~gleid)ung (~afeI, ~. 153 unb gratJf)ifd)e ~arftellung, ~.1{0, ~ig. 28). 

IDlittlere .8eit = tuR~re .8eit + .8eitgleidiung. 

1 ~terntag = 1 mittl. ~onnentag - 3m 56s mittlere ~onnen3eit, 
1 H = 23h 56m {8 mittlere ~onnenaeit. 

~tern3eit = 1,002738mal mittlere ~onnenöeit unb] 

mittlere ~onnen3eit = 0,997 27 mal ~ternaeit. 

~ie mittlere Beit ober ,ort~3eit tft nur für ,orte be~fellien WleriMan~ 
(meridies = IDHttag, lateinifd)) biefellie; bagegen entftJred)en 

Unterfd)ieben ber geogr. 2änge tJon je 1°, 150, 900, 1800, 2700, 360° 

Unterfd)iebe ber ,ort~öeit tJon . . . {m, 1h, 6h , 12h, 18h , 24h , 

weil Me mittlere ~onne in 24h ülier allen 360 IDteribianen fulminiert. ~amit 

bie Ugren WlitteleurotJa~ üliereinftimmen, aeigen fie fämtlid) Me Ott~~eit beö 
15. ~rtlbeß öftHdjer 2änge bon ~reeutuidi, ber burd) ~targarb unb ®örliy 
gegt. ~iefe UIJrenaeit IDHtteleurotJa~ f)ei~t Me mitteleur0l'iiifdie .8eit. 

WlitteleurotJäifd)e Beit = waf)re Beit + Beitgleid)ung + 2ängeu3eit, 
meu - t + gl + 1, 

wenn man mit 2ängenöeit bie Beit lieaeid)net, bie tJerffie~t tJon ber ~ulmina. 
don ber mittleren ~onne in ~targarb unb in bem 18eoliad)tung~od. megt 
biefer ,ort tueitHdi, fo gilt ba~ ""ofitibe Beid)en. 

mufgalien: 

1. a) m3eld)e Beit aeigt eine Uf)r in ~anel (A. = 9° 30') am waIJren IDtittag 
be~ 5. ~eliruar 1911? (~ief)e ~afeI, ~. 153.) 

b) ~e~gl. in ~ari~ (A. = 2° 20' 15") am 15. 3uni 1911? 

c) ~e~gr. in ~eter~liurg (A. = 30° 18') am 28. ~etJtemlier 1911? 

d) ~e~gr. in SfatJftabt (A. = 18° 29') am 10. muguft 1911? 

e) ~e~gL in maltJaraifo (A. = -71040') am 21. IDtai 1911? 

2. a) Sn weld)em IDteribian liefinbet fid) ein ~d)iff, beffen nad) mittel" 
eurrltJäifd)er Beit gef)enbe Ugr am 22. IDlärö 1911 liei ber Sfulmina. 
tion ber ~onne 12h 15m 168 aeigte? 

b) ~e~gL 2h 33m 178 nad)mittag~ am 31. IDlai 1911? 

c) ~eßgL 11h 55m 438 tJormittagß am 5. 3uIi 1911? 

d) ~eßgl. 6h 10m 118 tJormittag~ am 13. ,oftolier 1911? 

e) ~e~gr. 6h 10m 118 nad)mittagß am 13. ,oftolier 1911 ? 
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§ 22. ~ie aftronoutifdJcn stoorbinatenflJfteme. 

\l!lifaiffenndjje . . . . 

Wlif3iife: 
\nnme . . ' . .. ... . 
\nuUpunrt ..... . 

!Jlidjtun\J ber \!neffung 

I. !l'i(l.29. 

S'iOl'i30nt 

\l!i\imut a 
5übpunft s 

H. !l'ill.29. 111. \\'111. 2ö. 

\liquntor liflipttf 

!Jleftnj3enfion a \l!ftl'onomifdie ßiinlle ). 
\\, rüljlln\JßpunU Y i\'l'ü~lln\Jßpunft y 

?Som S'iimmeIßnol'bpol nuß "eleflen: 

redjtß ~erum, 
(i!töfle bel' \!neffung 00 bi~ 3600 

linfß llel'um, 
00 biß 3600 

llnfß ljerum. 
00 lilß 3600 

ober rueftlidj unb 
öltlidj 1)on 00 biß 1800 

$ol. . . . . . . . . . Senit obe-e 5d;ieitel \nol'bpol 

Orbinnte: 
\nnme ........ . 
\!neffun" nuf bem . . 
!Jlidjtung ber \!neffung 

<!ll'ö!ie bel' \!nelfung . 

S'iö~e h ::ilefltnntion ~ 
5djeitelfrei~ ::llemnntion~freiß 

ülier bem S'io-ethont +, I nötblidj +, füblidj -
unter h. S'iotiaont - , 

00 bi~ 900 I 00 biß 900 

(~iR. 2~. 

900_h Z 90°_ 'f! 
/' ,,_------; P 

11, t/' 9r:l-,~/ 
/ 

I 

w 

$ol ber lifliptif 

\l!jtronomifd;ie 58l'eite ,11 

lifltpttfdien \!nel'tbinn 
nötblidj +, jüblidj -

00 liiß 90° 

S~ ______ -f-___ --;;:-_-"INord-
punkt 

mufgaflen: IDlejtlidje IDlelt~nLlifuge(1)om IDleltmlttelpunft nuß llejefJen. 

1. 3ur gebädjtni~mäüigen G;intlrägung he~ ~oriaontflJftem~ oeadjte: ~öf)e 
erinnert an ~oriaont; in ~oriaont, maimut unh 3enit mieherf)olt fidj her 
jBudjftafle e; hie ~oorhinaten finh mit lateinifdjen jBudjftaoen fleaeidjnet. 

2. a) ~3imut uut! .pö~e fiut! lruuftillueu beT gellgra..,~ifdJeu ~reite Cf nub 
ber ~ell&adJtuu9{l3eit t. 

Wie änbert fidj a unh h her Sonne unh her ~i6fterne im 2aufe 
eine~ ~age~ unh eine~ 3af)re~? 

Weldjer \ßuntt he~ ~immel~ f)at ftet~ a = 1800 unh h = cp? 
Weldjen ~aimut f)at her \ßunft he~ ~imme(~, heff en ~öf)e 900 oeträgt? 
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,Weldje Slulmination~f)öf)e gat Me @)onne am 21. WUira, am 21. 3uni, 
am 23. @)eptemoer unb am 21. ~eoemoer in her mreite rp? 

b) ~ie titglidje ~eflinlltion ner Sonne lUirn al~ fonjtant attgettommcu! 
,Wie änhert fidj if)re ~emnation im Baufe eine~ Sagre~? 

,Wie finbet man Ne ~eflination 8 eine~ iYibfterne~ au~ feiner 
~ulminationS3göf)e h unh ber geograpgifdjen mreite rp? 5ffieldje ~em~ 
nation oefi~t ber 'wibber:punft, welef)e ber SlreM? 

Biegt ber iYrüglingS3punft V feft, fo müHen bie ffieftafaenfionen 
ber iYibfterne (au~er ber @)onne) unueränbert oIeifJen. Wu~ ber tatfädj. 
Hef)en ~nberung ber ffieftafaenfion ber ~ibfterne gat man oeredjnet. 
ba~ ber V jägrIidj 50,24" nadj ben ~ifdjen ginwanhert mig. 24), 

ha~ er alfo in 5~6~:/I = 25800 Sagren hie ganae &fliptif aurM. , 
legt. ~a nun hie Wamen her @)ternoifber 2000 Sagre alt finh, fo 
ift her V um 2000.50,24" = 30° uerfdJooen unb liegt geute etwa 
im @)ternoiIb her ~ifdje, eoenfo müHen Ne anberen .8eidjen her 
ber &fIiptif im oenadj6arten @)tern6ilb Hegen. 

~ür nie ~mdjttnttgen gilt nlltüdidj iler V nl~ feft. ,Wie änhert 
fief) bann bie lReftafaenfton her @)onne in einem 3af)r? 'warum 
werben in @)ternueraeidjniffen bie Drtet het @)terne in IX unh 8 an. 
gegeben, unh wie fertigt man einen ~immeI~gIoou~ an? 'warum 
werben petiohifef) neue @)ternueraeid)niffe f)erau~gegeoen? 

e) ,Wie ber ~rüf)Iing~punft, fo iinbert fid) aud) bie @)d)iefe eher &niptif, 
wir oenu!3en grunhfii!3Hdj ben 'wert B = 23°27'. ,Wie änhert fid) 
bie mreite unh Bänge ber @)onne im 2aufe eine~ 3af)re~? 

§ 23. ~IlS tedjtwiutHge ~rcietf. 

I. ~Ilj ~reielf ift Ilm ~"r".,uuft red)tWiuflig. 

jßor6emedung: 3ft in hen W"ufgaoen biefe~ obet bel' folgenben \ßaragrapf)en 
ha~ ~atum be~ 3af)re~ 1911 angegeoen, fo foll bie ~emnation 8 bet 
@)onne au~ ber :tao elle entnommen wer bell. 

1. 'wann ging hie @)onne, b. f). if)r WHttelpunft in merlin (rp = 52° 30', 

A = 13° 23' 45") auf unb wie gro~ war if)re Wlorgenweite 

a) am Iängften :tage, b) am füraeften :tage, 
e) am 16. WprH 1911, d) am 13. (lf!ooer 1911? 
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2öfung: a) 9lu~ ben Seiten q; unb (90° - 8) be~ reef)twintrigen 
~reied§ P No Au mig.30) liereef)net man ben lIDintel t' = 55° 34' 37". 

;Jig.30. 
Z 

a 

~ie Sonne buref) (iiuft ben )Bogen BAu C mit gleief)förmiger ®e~ 

f ef)winbigfeit in 12 Stunben j um UJeitternaef)t ftegt fie in B, UJeittag~ 
in C. )Brauef)t fie t Stunben, um ben )Bogen BAu au buref)Iaufen, fo 
vergärt fief) 

t $tunben _ ~ If t _ ~ ~ 10. 

12 $tunben - 1800' 11 1l - 16 ~tun"en, 

t = 55°34'37": 15 = 3h 42m 188 , b. f). Me Sonne gegt um 3h 42m 18s 

wagrer Sonnenaeit ober um (3h 42m 188 + 1m 188 + 6m 258) = 3h 50m l" 
mitteleuropäifef)er Seit auf. 

Sgre UJeorgenwelte OAu ift gleief) (900 -AuNo) = (900 -490 10' 44") 
= 40° 49' 16", b. g. Me Sonne gegt 40° 49' 16" nörbUef) nom Oft~ 

punlte auf. 
2. ~uref) Me Straglenlireef)ung, Me am ~ori30nt am grö~ten unb im Senit 

91urr ift, wirb bie ~emnation ber Sonne lieim 9lufgang um etwa 35' 
nergrö~ert. 2öfe 9lufgalie 1 mit )Berüdfief)tigungber Straglenlireef)ung. 
~ie meiften Sfalenber gelien ben Sonnenaufgang für bie )Br~ite non 
)Berlin unb bie 2änge non Stargarb an. 

3. Um wienieI Ugr naef) mitteIeuropäifd)er Seit ging bie Sonne in ~affer 

(q; = 51019', A. = 9030'10") am 21. Suni 1911 auf mit )Berüdfief)~ 

ügung ber Straglenlireef)ung? 
4. lIDann gegt auf bem nörbIief)en lIDenbefreife (q; = 23 0 27') bie Sonne 

am liingften Stage auf unb in welef)er UJeorgenweite '( 
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5. Um wieuie( Ugr nacl) mitteleuro:piiifdier Seit gegt Me ~onne in mien 
(cp = 48°12'36", ).. = 34°3') a) am (iingiten :=tage, b) am füraeiten 
:=tage be~ 3agre~ 1911 unter? 

6. mie lange bauert in (Ean er (cp = 51 ° 19') ber für3eite :=tag? 

7. Unter welcl)er mreite gegt bie ~onne am 21. 3uni 39° 34' nörbHcl) uom 
Oft:punft auf? 

8. Unter welcl)er mrette gegt bie ~onne am 21. ~e3ember um 7h 59m 

wagrer ~onnenaeit auf? 
9. melcl)e geogra:pgifcl)e mrette gat ein Ort, an bem bie ~onne am 

3. ~e:ptember 1911 eine morgenweite uon 12° 57' 43" befitt? 
10. melcl)e ~ef(ination beiitt bie ~onne in (EaHe1 (cp = 51°19') an einem 

:=tage, an bem iie 4h 46m 4S· nacl) mitternacl)t aufging? 
11. mann geflt bie ~onne in mom (cp = 41 ° 53' 54/1) 18° 56' nörblicl) uom 

Dft:punfte auf, unb wie groll ift an biefem :=tage igre ~eflination? 
12. Um welcl)e wagre ~onnen3eit gegt bie ~onne am (iingiten :=tage auf 

a) am sllquator, 
b) auf bem nörbIicl)en ~olarfrei~, 

c) an einem Orte 3wifcl)en bem 91orb:pol unb bem nörbIicl)en llMarfrei~'~ 

II. ~d ~~eiecf tft 4Ul !po' ~ed)t",iumll. 

13. melcl)e ~öge h unb welcl)en maimut a gat bie ~onne am 10.3uni 1911 
in j}jerltn (cp = 52 ° 30') um 6 Ugr morgen~ wagrer ~onnen3eit? 

fig·31. 

~o 

~a 

Böfung: Um 6 Ugr wagrer ~onnen3eit gegt ber ~eflination~frei15 

burcl) ben Dftpunft 0 üYig. 31). ~er minfef ZP Lift 90°, mitgin ift 
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ba~ ~reied ZP L rec9twinUig. IDlan fennt feine Batgeten unb be .. 
rec9net feine ~t)potenufe ZL = 71° 58' 48" unb feinen ~infel LZP 
= 14° 27' 18". ~ager ergält man al~ ~öge h = 18° l' 12" unb aU! 
maimut a = 194° 27' 18" weftIic9 ober 750 32' 42" öftlic9. 

14. ~elcge ~öge h unb welcgen moimut a gat bie eonne am 5. ~uIi 1911 
in !Rom (rp = 41° 53' 54") um 6 llgr abenbß wagrer eonnenaeit? 
ü"Jig.32.) 

"'ig.3:L 

Z 

15. ~elcge !Ric9tung gat eine etrabe in ~affel (rp = 51° 19'), bie am 
1. IDlai 1911 um 6 llgr morgen~ wagrer eonnenaeit fc9attenloß war? 

16. ~n llpfa{a (rp = 59° 51' 29") ftanb bie eonne um 6 llgr nac9mittag~ 
h = 17° 5' goc9 ·über bem ~ori30nt. ~elcge ~emnation befab bie 
eonne unb in welcger ~immeI~ric9tung ftanb fie? 

17. ~n 2111 abon (rp = 38° 42' 30") wurbe bie eonne um 6 llf)r nadj .. 
mittag~ 15° nörbIic9 uom ~eftpunfte beobac9tet. 
a) ~ie grob war igre ~efIination, unb an welcgen i:agen be~ ~agre~ 

1911 fann bie ?Beobac9tung ftattgeiunben gaben? 
b) ~ie goc9 ftanb an biefem i:age bie eoune, unb wie lang war ber 

ec9atten einer 5 m langen i:elegrapgenftange? 
18. W:m 20. ~uni 1911 um 6 llgr nac9mittag~ betrug bie eonnengöge 

13° 59'. llnter weIcger ?Bteite fanb bie ?Beobac9tung ftatt? 

111. ~aj ~reietf ift am genU red)tlVinfltg+ 

19. IDlan will bie eonne am 29. ~uIi 1911 in ~affeI (rp = 51°19', 
jl = 9° 30' 10") beoliac9ten, wenn fie genau im ~eften ftegt. ~n welcge 
~öge mub man baß ijernrogr einfteUen unbum wieuieI llgr beobac9ten? 

)Bauer U.ll • .\}an/;leben, @eometrie f. !Jlealanftalten. (,olJerftufe.) 10 
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20. ilBie godj unb dU wefdjer Seit ftegt in ~amourg (qJ = 53° 33', A = 100) 
Me @5onne am fängften ~age im erflen mertifaf, b. {J. genau im Dften 
unb im ilBeften? 

21. 3n @5tettin ftanb bie @5onne am 16. W1ai 1911 um 6h55m50s in einer 
~öge h = 23° 40' 42" genau im Dften. )Belannt ift bie Seitgleidjung 
gl = - 3m 49s unb bie 2ängen3eit l = + 1m48s• )Beredjne Me )Breite 
unb bie 53änge @5tettin~. 

22. ~m 6. ~:prU 1911 (~ = 6° 7' 6") oetrug bie ~öge ber @5onne, af~ fie 
genau im ilBeften fianb, h = 9° 59' 40". )Beredjne bie Seit ber )Be~ 

oliadjtung unb Me geogra:pgifdje )Breite be~ )Beooadjtung~orte~. 

§ 24. 2lufgaben über Daß nautifdje :l:lreiett. 

1. W1an will Me @5onne an einem lieftimmten Drte (qJ, A) in einer lie~ 

ftimmten Seit (8, meu , gl) oeooadjten. 3n weIdjer ffiidjtung (h, a) mub 
man ba~ ~ernroljr auffteUen? 

53 ö i u n 9 : ~us A, meu unb gl finbet man bie wagre @5onnenaeit t 
unh au~ Meier ben ilBinfef 'I; (~ig. 33 a unb b) nadj hen ~ormeIn 

meu = t + g1 + 1 unh th : 12h = '1;0: 180°. 
mon bem ~reieCf Z P L fennt man nunmegr brei @5tüde, nämIidj 

awei @5eiten unb ben 3wiidjenwinfeI, mitflin fann man bie feglenben 
@5tüde mitteI~ ber 91e:perfdjen ~nalogie lieredjnen. 

Uig.33 a. 
Z 

a 
Ö!tUd)e I)otbfugel. 

No 

~a ber ilBinfel 'I; eine einfadje ~unftion ber )Beoliadjtungsaeit t, 
nämliclj 'I; = 15 t ift, fo fügrt er ben mamen "SmnbenlUinttlll • ilas 
~reiecf ZP L geibt 8fniM~ol,Stern, ober nantifdjetl :l:lreiea. 
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~enuße bei ~eobadjtungen: 
ijwifdjen ffi1itternadjt unb ffi1ittag iYig. 33 a; t gibt Me Beit uormittag~ 

unb a ben öftridjen maimut an; 
awifdjen ffi1ittag unb ffi1itternadjt iYig. 33 b; t gibt bie Beit nadjmittau~ 

unb a ben weftHdjen maimut an. 

No 

-ig. :l31. 

Z 

Na 
:llieftltdjc .- nlbtuBcl 

s 

a) mn einem ürte, ber bie geograpgifdje ~reite !p = 51°59'20" gat, 
wurbe ber Stunbenwinfe! 1: eine~ Sterne~, beffen SDeflinatinn 
~ = 22°0' 55" betrug, gleidj 15° 8'12" beftimmt. Wie grob finb 
aur feiben Beit bie ~öge unb ber maimut be~ Sterne{S? (jßr.) 

b) Unter bem nörblidjen jßolarfrei~ (f{J = 66° 33') wurbe Me Sonne 
um 1 h 11m 18" wagrer Beit beobadjtet. Wie godj unb in welcf)er 
~immel~ricf)tung ftanb fie, wenn igre SDeflination 17° 15' 36" 
betrug? 

c) ffi1an will in ~erHn (!p = 52° 30') bie Sonne um 1. ffi1ai 1911 
uier Stunben uor igrem SDurdjgang burdj ben ffi1eribian beobadjten. 
Wellte ~öge unb weIdjen maimut f)atte bie Sonne um biefe Beit? 

d) Weldje ~öge unb weldjen maimut gatte bie Sonne in ~rüffel 

(f{J = 500 47'53", Il = 4° 22' 4") am 22. 910uember 1911 um 
2h 40m nadjmittag~? Wie lange bauerte ber ~ag, unb wo ging bie 
Sonne auf? 

e) Weldje 9Hcf)tung gat eine Strabe in ~affel (f{J = 51 ° 19', Il = 9° 30' 10"), 
bie am 5. 3uli 1911 um lOh mitteleuropiiifdjer Beit fdjattenIo{S ift? 
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2. a) muf her )8re~lauer Sternwarte (cp = 51° 6' 57") wurhe bie Sonne 
nad) Sühoften in h = 39° 1 0' ~öge oeooad)tet. >field)e~ war igte 
~eflination unh wienieI Ugr war e~ nad) wagret Sonnenöeit? 

b) ~iefeIoe mufgaoe für ~re~ben: cp = 51 ° 2', a = 57° 58', h = 37° 5'. 

c) ~eferoe mufgaoe für ~orbeau~: cp = 44° 50', a = 97° 4' öftrid), 
h = 17° 10'. 

d) >fiefd)e mitte(europiiifd)e Seit war e~, a(~ man in ~ot~bam (cp = 52° 24', 
A = 13°3' 45") Me Sonne nad) OSO in einer ~öge h = 19° 59' 50" 
oeooad)tete, wenn Me Seitgleid)ung gl = + 5m 40- oetrug? 

e) ~n mtgen (cp = 37u 58', A = 23° 44') fanb man eine Strobe, bie 
non SO nad) NW fügrte, fd)attenlo~ unh oeftimmte bie Sonnenf)öge 
11 = 500. )fieId)e ~emnation flatte Me Sonne, um wieoiel Ugr 
mitteIeuropiiifd)er Seit fanb Me )8eoliad)tung ftatt, wenn bie Seits 
gleid)ung gl = - 1m 37s lietrug, um wieuief Ugt mitteIeuropiiifd)er 
Seit ging bie Sonne auf unb unter? 

3. a) >field)e ~öge erreid)t bie Sonne um t = 2h 30m wagret Sonnen .. 
aeh liei einem weftrid)en m3imut a = 60° 39' 25" in ~armftabt 
(cp = 49° 52' 20"), unb wie grob ift igre ~emnation? (\neperfd)e 
mnalogien 4 a, 5 a unb 4 bober 5 b.) 

b) ~iefeIoe mufgalie für ~ot~bam: cp = 52° 24', t = 8h normittag~, 
a = 104° 48' öftHd). 

c) mm 11. mprH 1911 gatte bie Sonne· in )fiien (cp = 48° 12' 36", 
A = 16° 20' 15") um 8h 56m normittag~ nad) mhteleuropiiifd)et Seit 
einen am \norbpunfte anfangenben mdimut a' = 122° 3' 30". >fiie 
grob war if)re ~öge unb U)re SDeflination, wenn Me 8eitgleid)ung 
gl = + 1m 218 lietrug'? 

4. a) ~ie Sonne gatte in 2eipaig (cp = 9° 51' 20") um t = 6h 53m 30· 
normittag~ wagrer Sonnenaeit eine ~öge 11 = 20' 50". >fiie grob 
war H)r maimut unb igre ~eUination? (~r.) (Sinu~fatl, bann 
\neperfd)e mnalogien 4a ober 5a unb 3b ober 5b.) 

b) >field)e ~etlination gat ber Sonnenmittelpunlt, wenn er fed)g 6tunben 
nad) bem ~urd)gegen burd) bie IDleribianeoene h = 20° 8' 50" god) 
üoer bem ~ori30nt non ~eter~ourg (cp = 59° 56' 30") ftegt, unh 
wie grob ift bann fein maimut? (~r.) 

c) )fiie grob ift bie ~eflination ber Sonne an bem 5tage, an bem if)re 
~öge in ~ernn (cp = 52° 30') 3wei Stunben nor ber 5Mmination 
11 = 22° 25' oeträgt? (~r.) 

d) ~ie ~emnation ber Sonne lietrug 8 = 13° 4', al~ an einem Orte 
oei einem maimut a = 80° 30' oie Sonnengöge h = 40° 45' oeoo" 
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adjtet wurbe. ~eldjeS3 war bie ~ol~ii~e beS3 l8eobadjtungS3orteS3 unb 
bie 3eh ber l8eobadjtung? (~r.) 

e) meldje geograpgifdje l8reite gat ein ,ort, an bem ~nbebaran, benen 
~eflination 8 = 16°14'51" ift, 2h 35m nor feiner Slulmination bie 
~iige h = 40° 33' 24" ljat? (~r.) 

f) ~in Stern gat bie ~efItnation 8 = 7° 54', bie ~öge h = 22° 45'12" 
unb ben wefilidjen maimut a = 50° 14' 23". Um wienief U~r nadj 
feiner Slulmination fanb bie l8eobadjtung ftatt, unb wie grob ift bie 
geograpgifdje l8reite beS3 l8eobadjtungS3orteS3? (~r.) 

g) ~ie Sonne ljatie in l8erlin (rp = 52° 30') um 9h 3m 28 normittagß 
einen am ~orbpunfte anfangenben maimut a' = 121°46'. mie grob 
war igre ~öge unb igre ~emnation? 

5. a) 3n l8erlin (rp = 52° 30') lieoliadjtet man bie eonne tlormtttag~ liei 
einer ~emnation 8 = + 17° 24' in ber ~öge h = 32° 44'. meldje~ 
ift bie waljre 3eit ber l8eobadjtung? (~r. 5tangenS3formeL) 

b) Um weldje 3eit gat bie Sonne in mim (rp = 48° 12' 36") bie ~öf)e 
h = 49° 12', wenn igre ~ef(ination 8 = 23° 27' 10" betrug? (~r.) 

c) mm 20. ~ebruar 1911 wurbe bie Sonne in l8erlin (rp = 52°30', 
A = 13° 23' 45") in einer ~iilje non 18° 5'12" beoli"adjtet. ~ieniel 
Ugr war eS3 nadj wagrer Sonnen3eit, mittlerer eonnenaeit unb 
mitteleuropäifdjcr 3eh? 

d) 3n l8erlin (rp = 52° 30') beobadjtet man am weftltdjen ~immel um 
7h 50m bie ~ölje h = 35° 40' 36" eine~ SterneS3, benen ~eflination 

15° 44' war. ~ann fulminierte biefer etern? 

e) Um wieniel Ugr nadj mitteleuropäifdjer 3eit wirft am 15. 3uni 1911 
in etocfgolm (q; = 59° 21', A = 1804') ein fenfredjtcr ®tali auf 
wageredjtem \Boben einen ®djatten, beffen 2änge breimal fo grob Ht 
wie bie etalilänge, unb weldje ffiidjtung ljat ber Sdjatten? 

§ 25. ~a{! aftronomifdje ~teielt. 

1. 9ied)tminfIige ilreieCfe. 

1. a) l8eredjne au~ ber 2änge Aber eonne unh ber edjiefe ber ~fliptif 

E = 23° 27' igre ~eflination 8 unh igre ffieftafaenfion rx. 

2öfung: ~ie Sonne befinhet fidj ftetS3 auf her ~fliptif. ~ager 
ift if)re l8reite ß ftet~ gleidj ~uU unh igre ffieftafaenfion wädjft im 
2aufe eineS3 3agreS3 non 0° liig 360°. ~enft man fidj in ~ig. 25 ben 
~unft Lauf hie ~fHptif gefdjolien, fo entftegt ein redjtwinfligeS3 
~reiecr mit her ~t)potenufe A, einem fpi§en minlef E unh hen 
~atgeten 8 unh rx. 
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3aglenwerte: Al = 27°8', A2 = 308°39'. SDa 8 fpin fein 
mu~ unh (X, unh A in hemfelbcn Ouahranten Hegen müHen, fo trt hie 
mufgaoe einheutig. 

b) laered)ne au~ her 2änge A = 34° 55' her Sonne, her geograpgifcgen 
lareite rp = 48° 29' he~ laeooac9tung{\orte~ unh her Scgiefe her 
~fliptif hie S'Mmination{\göge her Sonne. 

c) l8erecgne hie 2änge unh Me ffieftafaenfion her Sonne am 16. mpril 1911 

(ö\ = + 9°48'30") unh am 13. Dftober 1911 (82 = -7°26'30"). 

d) illielcge SDeflinatton unh welcge 2änge gat hie Sonne an hem :tage, 
an bem igre ffieftaf3enfion (X,1 = 65° 49' (03W. (X,2 = 297° 17') oeträgt? 

H. Eid)iefroinfIige :[)reiede. 

2. a) laerecgne au~ her SDeflination 8 eine~ Sterne~ unh feiner ffieftaf3enfion (X, 

feine (aftronomifcge) lareite ß unh feine (aftronomifcge) 2änge A. 

2öfung: ,3n hem fogenannten aftrllullmifdjeu 'l)reietf PJ L 

(5ig. 25) fennt man awei Seiten PJ = E, P L = (90° - 8) unh hen 
8roifcgenwinfel LPJ = (90° + a). man fann hager hie 91eperfcgen 
mnalogien oenunen. 

SDa (X, unb A ftet{\ in bemfeIoen Ouahranten liegen unh ß ein 
fpiner illiinfel ift, fo tritt feine 8weiheutigfeit auf. man {öft hager 
hie mufgabe aucg mit hem ~ofinu~fan unh hem Sinu{\fan, nämIicf) 

sin ß = sin 8 cos E - cos 8 sin E sin a 

b sin(900-A) sin(900-8) ~ COSA cos8 
un = over - = -. 

sin (90 0 + (X,) sin (90° - ß) cos(X, COS ß 

8aglenroerte: 81 = 52°18', (X,1 = 380 45'; 82 = -15°8', 
(X,2 = 198° 16' 46". 

b) laerecgne au~ her lareite ß unh her SDefIination 8 eine{\ Sterne~ 

feine ffieftafaenfion unh feine 2änge. 

ß1 = 49° 40', Al = 163° 57'; ß2 = - 5° 39', A2 = 68° 29'. 

c) laerecf)ne au~ ber lareite ß unh her ffieftafaenfion (X, eine~ Sterneß 
feine SDefIination unh feine 2änge. 

ßl = 11°29, (X,l = 230 0 15; ß2 = - 60 50', a ll = 341043'. 

d) laerecf)ne au~ her SDeflination8 unb ber 2änge ), eine{\ Sterneß 
feine lareHe unh feine ffieftafaenfion. 

81 = 10° 48' 30", Al = 46° 34' 56"; 82 = -15° 8', ),2 = 202° 36'20". 
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3. 3n regelmäbig erfef)einenben ~üef)ern, 3.~. bem mautifcl)en 3agrbuef), 
werben für Me ~onne, ben W1onb, bie ~Ianeten unb bie befannteren ~ib~ 
fterne Stafeln mit igren ~reiten unb 2ängen ober mit igren ~emnationen 
unb ffieftafaenfionen, fowie bie Seitgleief)ungen neröffentlief)t. Wie mub 
man an einem beftimmten Orte (p, Al) au einer beftimmten Seit (Stag, 
Stunhe mitteleuropiiifef)er Seit) ha~ iJernrogr einftellen, um einen be~ 

ftimmten Stern (ß, A, baw. ~, rx) 3u fef)en? 

2öfung: mu~ her geograpgifef)en 2änge Al he~ ~eoliacf)tung~orteß, 

her gegebenen mitteleuropäifef)en Seit meu unh her Seitgleief)ung gl für 
hen beftimmten Stag liereef)net man Me wagre Sonnenaeit t. unh hen 
Stunhemninfel her eonne 1;' •• 

mu~ her ~reite ß unh ber 2änge A beß Sterne~ finbet man im 
aftronomifef)en ~reiect feine ~efnnation ~ unb feine ffieftafaenfion a, 
fofern biefe nief)t non nornf}erein befannt finh. 

mun ift für jehen ~tern in jebem mugenblicf mig. 29) A 'V' gleief) 
~tunbenwinfe1 pluß ffieftafaenfion j man fann bager für ben mugenbUct 
ber ~eobaef)tung A 'V' boppelt außbrücten buref) ben ~tunbenwinfel 1;' 

unb Me ffieftafaenfion rx beß Sterne~ unh buref) beu Stunhenwinfel t'. 

unh hie ffieftafaenfion as her Sonne. ~uref) ®leief)feßung erf}iilt man 
bie ®feief)ung 

1;' + a = 1: .• + aso 

t's unh rx war bereef)net, rx. entnimmt man ber Staiel unb finhet hann t'. 

mu~ rp, ~ unb ?; ergibt fief) im nautifdJen ~reiect h unb a. 

§ 26. ~ c t m i f dj t e ~{u f gilb e n. 

I. !RedjtlllinHige ~reielfe. 

1. mn einem beftimmten Stage gatte 3upiter bie ~eflination ~ = 13° 14' 15" j 
bie ~olgöf}e he~ ~eobaef)tung~orte~ war rp = 52° 30' 16". Wie grob 
war hie morgenweite he~ ~raneten? (~r.) 

2. Wie grob ift hie ~emnation eine~ Sterneß, wenn feine morgenweite 
hoppelt fo grob wie feine ~eflination fein foll unh hie \;ßolgöge 
rp = 52° 30'18" beträgt? (~r.) 

3. Wie grob finh Me ffieftaföenfion unh bie 2änge her ~onne an hem 
Stage, an hem if)re SDeflination d = -18° 45' beträgt? c = 23° 27'. 

4. ~ie Sonne 1Jat an einem Wintertage eine ffieftafacnfion a = 317° 27'. 
~ie grob 1ft an biefem Stage if)re ~eflination unh if)re 2änge '( 
c = 23°27'. 
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I!. 6cf)iefwinUige ~reiecfe. 

5. ~ei einer SDeflination ber @)onne 8 = + 19°39'10" betrug igre ~öge 
h = 38° 18' 46" unb igr Sllaimut a = 107° 4 7'15". ~ie groü ift bie 
~olgöge be~ ~eobacf)tung~orte~? (~r.) 

6. a) ~ie gocf) ftegt Me @)onne am 21. SDeaember in ~erlin (<p =52° 30') 
um 2h wagrer @)onnenaeit? ~ann gegt fie unter unb in welcf)er 
Sllbenbweite? (~r.) 

b) ~eICfJe ~öge gat bie @)onne in ~ien (<p = 48° 12' 36") um 9h llor" 
mittag~ wagrer @)onnenaeit, wenn igre SDeflination 8 = 7° 13' 55" 
ift? (~r.) 

c) ~eIcf)e ~öge erreicf)te bie @)onne um 10 llgr llormittag~ in ~erlin 

(<p = 52° 30') an einem $tage, an bem igre SDeUination 8 = 15°10'25" 
war? (~r.) 

7. a) ~ie lang i;t ber @)cf)atten einer 20 m gogen @)äufe in ~erfin 

(<p = 52° 30') um 8h 56m 168 llormittag~ mittlerer @)onnenaeit am 
11. ID1ai 1911? 

b) ~ie lang ift ber @)cf)atten be~ 300 m gogen ~iffeIturme~ in ~ari~ 
(<p = 48° 50') am 26. Slluguft 1911 um 2h 25m mittIerer @)onnen" 
deit? (~r.) 

8. 3n ~re~Iau (<p = 510 6'56") ftanb am 14. Slluguft 1901 bie @)onne, 
beren SDeflination 8 = 14° 30' 48" betrug, 50 nörblicf) llon @)übuft. 
~iellief llgr war e~ nacf) wagrer @)unnendeit unb wiellief. nacf) mittel" 
eurupäifcf)er Beit, wenn bie Beitgleicf)ung gl = + 4m 368 war unb 
~re~fau 2° öftIicf) llun @)targarb fiegt? (~r.) 

9. ~in @)eemann beubaef)tet am 13. Slluguft bie @)unne, beren SDeflinatiun 
8 = 14°32' betrug, in einer ~öge h = 53°16' 24" unh unter einem 
Sllaimut, ba~ llum @)ühpunft be~ ~uridont~ um a = 57° 56' 45" naef) 
Often abweief)t. ~u befinhet fief) ba~ @)ef)iff (cp, ;.,), wenn bie @)ef)iff~ 

ugr bei ber ~eobaef)tung 2h 16m naef)mittag~ mittlere ®reenwicf)er Beit 
deigt unb bie Beitgfeicf)ung gl = + 4m 428 ift? (~r.) (Sllu~ ber SDifferena 
ber mittIeren Beit be~ ~eubacf)tung~orte~, bie man bereef)nen fann, unh 
ber gegebenen mittIeren ®reenwicf)er Beit ergiilt man ;." ba dU je 
4 IDHnuten Beitbifferena ein ®rab 2ängenunterfcf)ieb ge1)ört.) 
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[leflination Itäglidjt ... '" l)eflination Itäglidje ;:. <X 

ij ä ~ so 
ber !Ber, Seit, 

ber !Bel" Seit, ~ E [latuut ....:z [lahm1 \ 
gleic!l1m~ ßleidJung -"-@Sonnt anberung 5.ä e:onlle anberung ~,§ 
------

0 I I , m I • s 0 I I 
I ' m I 8 8 

3an. 1 -23 4,8 + 3 18 3uli 5 +22 53,0 - 4.3 + 4 10 +11 

6 -22 36,3 
+ 5,7 

+ 5 37 
+28 

10 +22 21,8 - 6,2 4 59 + 10 
+ 7,9 +26 - 8,2 + 

+ 8 11 -21 56,6 + 10,1 + 7 45 +23 15 + 21 40,9 + 5 38 
16 -21 6,2 + 9 38 20 +20 50,8 -10,0 + 6 5 + 5 
21 -20 5,8 

+ 12,1 
+11 14 

+ 19 
25 + 19 51,8 -11,8 6 18 + 3 

+ 14,0 + 16 -13,4 + - ° 26 -18 55,9 + 12 32 30 + 18 44,6 + 6 17 
31 -17 37,4 

+ 15,7 
+ 13 30 

+ 12 
\!lug. 4 + 17 29,7 -15,0 + 6 1 - 3 

iJe6r. 5 -16 11,1 
+ 17,3 

+ 14 7 
+ 7 

9 + 16 7,7 -16,4 + 5 29 - 6 
10 -14 37,8 

+ 18,7 
+ 14 24 

+ 3 
14 + 14 39,3 -17,7 43 - 9 

+ 19,9 - 1 -18,9 + 4 
-12 15 -12 58,4 + 14 21 19 + 13 5,0 + 3 43 +20,9 - 4 -19,9 -14 20 -11 13,8 + 14 ° 24 +11 25,4 + 2 31 + 21,8 - 8 -20,8 -16 25 - 9 24,8 +22,5 + 13 22 -10 29 + 9 41,3 + 1 9 

IDl/ira 2 7 32,2 +12 30 5e:pt. 3 + 7 53,4 -21,6 

° 23 -18 - + 23,1 -13 -
7 5 36,9 +11 25 8 + 6 2,4 -22,2 2 2 -20 - + 23,4 -15 -

12 3 39,7 +10 9 13 + 4 8,8 -22,7 3 46 -21 - +23,6 -17 -
17 1 41.6 8 45 18 + 2 13,4 -23,1 5 32 -21 - + 23,7 + -11:1 -
22 ° 17,0 + 7 16 23 + 0 16,8 -23,3 7 18 -21 + +23,6 -18 - -20 27 2 15.1 + 5 45 28 1 40,3 -23,4 - 9 ° + + 23,4 -18 -

\l!:ptill + 4 12.1 + 4 14 ,ort. 3 - 3 37,0 -23,3 -10 38 -20 
+23,0 -18 -23,1 -18 6 + 6 7,1 + 2 45 8 - 5 32,6 -12 9 

11 + 7 59,5 
+22,5 

1 20 
-17 

13 7 26,5 -22,8 -13 29 -16 
+ 21,8 + -16 -

-13 16 + 9 48,5 ° 2 18 9 17,9 -22,3 -14 36 +21,0 + -14 -
-10 21 +11 33,4 1 8 23 -11 5,9 -21,6 -15 28 + 20,1 I 

- '-12 - 7 26 +13 13,7 - 2 6 28 -12 49,8 -20,8 -16 3 +19,0 - 9 -19,8 - 3 IDlai 1 + 14 48,5 + 17,7 - 2 52 7 lIloll. 2 -14 28,7 -16 19 
+ ° - -18,6 6 +16 17,2 + 16,4 - 3 25 4 7 -16 1,7 -16 17 - -17,3 + 5 11 + 17 39,2 - 3 44 12 -17 28,0 -15 53 + 14,9 - 1 -15,8 + 9 16 + 18 53,7 + 13,3 - 3 4!:1 + 2 17 -18 46,8 

-14,1 
-15 7 

+ 13 21 +20 0,3 + 11,6 - 3 40 + 5 22 -19 57,3 
-12,3 

-14 1 
26 +20 58,4 3 16 27 -20 58,7 -12 34 + 17 

+ 9,8 - + 7 
31 +21 47,6 2 41 ~ea. 2 -21 50,2 -10,3 -10 49 +21 

+ 7,9 - + 9 +24 3uni 5 +22 27,2 - 1 54 7 -22 31,3 - 8,2 - 8 49 
10 +22 57,0 

+ 6,0 
1 ° 

+11 
12 -23 1,4 - 6,0 6 36 +27 

+ 3,9 - + 12 -
15 +23 16,7 ° ° 17 -23 20,1 - 3,7 4 13 +29 

+ 1,9 + 13 -
+30 20 +23 26,2 1 5 22 -23 27,1 - 1,4 1 44 - 0,2 + + 13 + 0,9 

-
+30 25 +23 25,4 + 2 10 27 -23 22,4 

+ ° 46 - 2,2 + 13 + 3.3 +29 30 +23 14,3 + 3 13 3cm. 1 -23 5,9 + 3 12 
(1912) 

*} ~efe :tafel wurbe bem-18erUner \l!ftronomifdJen 3nflr6udJ entnommen. 

10* 



~ünfter ~eit: 

~rfte~ Slapitel. 

~ u u lt t u u.b QT) ~ ~ lt .b ~. 

§ 1. ~et ~egtiff btt Sfoorbinaten. 

3eber ~unft einer ~6ene ift einbeutig 6eftimmt burdj feine mit mor
aeidjen oerfegenen &bftänbe oon 3wei feften aufeinanber fenftedjten ®eraben, 
ben Sborklinatenadjfen. ~iefe werben al~ ~of3iffen - ober X. ~djfe unb 
Drbinaten - ober y. ~djfe unterfdjieben. ~f)r @5djnittpunft 0 (iJig.l) geibt 
.Roorbinatenanfang ober 9luff~untt, weil oon if)m au~ auf ben &djfen gemeHen 
wirb. ~ie &djfen teHen bie ~6ene in oier l'YeThcr ober ,Quabranten I, U, IU, IV. 
~er ~unft PI gat bie m:&f5iffe Xl = + 3 unb bie Orklinnte !h = + 2, ber 
~unft P2 bie Sfoorbinnten x2 = - 2 unb 112 = + 1 ufw. ~ie Sfoorbinaten 
Xl unb YI ufttJ. &ebeuteu ein für affemttl .sa~leuttJert eiuf djlieHlidj !8or5eidjen. 

~ig. 1. 

TI 

x 

I 

_____ -1 _______ ~ 1 

I , 
I , 
1 

I , , 
I "1 

------------~----~----~x 

Pg 
x 

m 

'* x 
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2lufgaben: 
1. .8ei~ne auf !D1illimeterpapier bie ~unfte, bie au folgenben ~oorbinaten 

geMten: 
a) p! ... x1 = +4, b) P2 ... X2 = +4, 

'!h = + 1.5; Y2 = -1,5; 
c)P3 ... xa =-2, d)P, ... x4 =-4, 

Ya = + 2; Y4 = - 3. 
2. 91imm in jebem ber niet 5elber einen ~unft an unb beftimme feine 

~oorbinaten bur~ !D1effung. - ~el~e ~oorMnatrn 1)at ber 91ullpunft'? 
3 . .8ei~ne ba§ ~reied ABC, beffen (Eden Me ~oorbinaten (5; 3), (1; 0) 

unb (5; 0) 1)aben. fSere~ne bie 2änge feiner @:leiten unb bie ~oorM. 
naten ber @:leitenmitteIpunfte. 

4. fSef~reibe um ben 91ullpunft mit bem ffiabiu§ l' = 2 cm ben ~rei§ 
unb aeid]ne nom @:l~nittpunft be§ ~reife§ mit ber pofUioen X -~d]fe 
au§ in ben ~rei§ ba§ regelmäüige @:le~§ed ein. ~el~e ~oorbinaten 

1)aben feine (Eden? 
5. ~er~e Bage 1)aben alle ~unfte, 

bmn ~bfaiffe a) x = 3, b) x = - 5, c) x = 0, 
beren Drbinate a) Y = 4, b) y = - 2, c) Y = 0 ift? 

§ 2. 2iiuge uub !Ridjtuug eiuef Stwfe. 

~lufgabe: ®egeben finb awei ~unfte PI (Xl; YI) unb P2 (X2; Y2)' 
®efu~t wirb 

1. bie 2änge bet lßetbinbung§ftrede e, 
2. i1)re ffii~tung, b. 1). ber ~infel, ben e mit ber X-~d)fe bilbet. 

2öfung au 1: ~a man Me 2änge non 
6treden meiften§ mit ~ilfe be§ p1)t1)a. y 
goreifd]en 2e1)tfate~ bered]net, 10 wirb 
man e aUt 6eite eineß red]twinfftgen 
~reiecf~ mad]en (5ig. 2). !D1an er1)äIt 

e = V (Xl - X2)2 + (YI - 112)2. 

SDi§luffion: 
a) ~ie 2änge e ift eine abfolute ®röüe, 

nid]t etwa eine tdaHne, wie O. fS. Me 
6tteden PI P2 im ®egenfat aur 
6trecfe P2 PI • ~ie negatine ~urael 
1)at alfo feinen @:linn. 

ijig.2. 

I 

: 
e Yl7Y2 

P2 IX ! 
-- X 1-X2----ffi.-----+ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

b) ~ie lYormd gilt ftet~. (E§ 1ft grei~gültig, fowo1)l in weld]en 5elbetn 
bie (Enbpunfte liegen, alß aud] weld)en (Enbpunft man mit PI unb weld)en 
mit P2 braeid)net. 
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c) ?Seibe ~unfte fönnen im erften i)e1be liegen, ber eine ~unft fann im 
erften unb ber anbere im atoeiten i)elbe liegen ufw. j e~ gibt fo oiel 
lmöglief)feiten, wie man oier ~lemente aur 3weiten stlaffe mit ~ieber~ 
~olung fombinieren fann, aIfo ae1jn lmögIief)feiten. \}lUe biefe i)älle - unb 
ba~ ift ber moraug ber anaft)tifef)en @eometrie - umfaut bie eine 
arit1)metifef)e i)ormel! 

d) ~ie lieiben lminugaeief)en ber i)ormeI finb !fleef)enaeief)en, bie @röf:!en 
Xl' X2' '!h, Y2 bebeuten .8a1)lenwert einfef)IieuIief) moraeief)en (ogI. § 1). 
~amit man Me rief)tigen !fleef)enaeief)en er1)äIt, empfief)lt e~ fieg, Me i)igur 
fo einaurief)ten, bau Me gegelienen @röuen pofitio werben, alfo finb Me 
gegebenen ~unfte im erften i)elbe anaunef)men unb awar fo, bau Me 
~oorMnaten oon PI gröuer finb al~ oon P2 ufw. 

2öfung dU 2: merfef)iebt man bie x-mef)fe, o1)ne i1)re !flief)tung au änbern, 
alfo paraUel au lief) feIbft, bi~ fie buref) P2 baw. PI gef)t (i)ig. 3), 10 

y ~ig . 3. 

"W. ____ p ... ____ _ ~ 

u 

~-----L--------------~----X 

entftef)en mef)rere ~infeI (wieoiel). ~amit ber ~infel einbeutig be~ 

ftimmt ift, feten wir feft, bau ftet~ ber ~infel gemeint fein foU, ben 
bie ltndJ obelt ge~eltbe Streife mit bem ltnd) redJt~ gc~eltbelt ~eH ber 
X· ~dJfe biIbet, alfo >ffiinfel IX. ~~ ergibt fief) 

tga = Yl -112. 
XI-X2 

~i~fu ffion: ~ie trormel gilt ftet~! 
~ann läuft bie 6treCfe ber x-mef)fe parallel, wann ftef)t fie auf 

if)r fenfreef)t? ~elef)eg finb Me @renawerte für ~infe1 IX? 
mufgaben: 

1. 3eief)ne folgenbe ~unftpaare, bereef)ne if)re ~ntfernung unb prüfe bie 
!flecf)Uung naef) burd) ID1effung. 

a) P I (3j 2), P2 (6; 6), 

c) p] (-12j -15), P 2 (-5; 9), 

b) PI (4j -1), P 2 (-8j 4), 

d) PI (-8j 0), P2 (6; -4). 
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2. 8eidjne ein SDreiecf AB 0, benen ~cfen bie !loorbinoten (3; 4), (0; 0), 
(0; 7) 1)0t. )ßeredjne feine Seiten unb feine }!sinfel. 

3. ~ß finb bie \l3unfte PI (4; -10) unb P2 (-11; - 2) gegeben. )ße~ 

redjne bie 2änge unb bie 9Hdjtung igtet merbinbungßftrecfe. 
4. 3eidjne unb beredjne bie Seiten eine~ SDreiecf~, benen ~cfen gegeben finb 

a) A (1; 1), B(5,5; -1), 0(2,5; 3). 

b) A(-3,5; 1), B(8; - 5), 0(-1; 7). 

§ 3. ~ef ~a{biefung~lJunft einef Stn(fc. 

mufgabe: ~egeben finb bie ~nbpunfte PI unb P2 einet Sttecfe. 
~efudjt wetben bie .Rootbinaten i1)teß ~olbietungßpunfteß Po:.-. 

2öfung: SDie gefudjten ~5loorbinaten Xo unb 'Yo mig.4) finb Me IDHtteI~ 

y 
IJig.4. 

R1 -------------- -XI--------------- PI 

Po Ra - - --- -- --Xo- ------- : 

, , , , , 

, 
, 

linien ber ~rapeae PI BI R2 P2 unb PI P2 Q2 QI, alfo gleidj bem 
arit1)metifdjen illlittel ber ®runbIinien be~ fletr. ~rape3eß. 

Xl + X 2 _I. YI + Y2 
X o = 2 Uu" Yo = 2 • 

mufgaflen: 
1. )ßeredjne bie ~ootbinoten be~ ~al6ierung~punfte~ bet Strecfe PI P2• 

a) PI (4; 7) unb P2 (6; 5). b) PI (3; -5) unb P2 (-4; 7). 
C) Pt (-2; -6) ,. P 2 (4j -4). d) PI (0; -5,6)" P2 (-8,4; -4,4). 

2. ~egeflen finb bie ~cfen eine~ SDreiecf~, niimlid): 
a) A(-5j 5), B(-lj -8), 0(15j O)j 

b) A(4; 7), B(5j -3), 0(-3; 2)j 

e) A(5j -1), B(-lj 2), C(-8j -6). 

)ßeredjne bie 2änge ber 9JlitMltnien. 
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§ 4:. :tltr fYlädjeuiu~alt due~ ~rdttf~. 

m u f gab e : ®egeoen finb bie (Eden eine~ SDreied~. 

®efudjt wirb fein ~liidjeninljaIt F. 

2ilfung: F = ABED + B CF E - A CFD (~ig. 5), 

F = (XI -X2)YI t Y2 + (x2 - XS)Y2 t Ys - (Xl - xs) Yl t ys . 

9ladj einiger Umformung ergibt fidj 

2 F = Xl (Y2 - Ys) + X 2 (Vs- YI) + XS(YI - Y2). 

SDi~fuffion: 

a) ?8ertaufdjt man bie ~udjftaben A unb B miteinanber, alfo bie 3nbice~ 1 
unb 2, fo erljiilt man: 

X2 (YI - Ys) + Xl (Ys - Y2) + Xs (Y2 - YI) 

= - Xl (Y2 - Ys) - X2 (Ys - Yl) - Xs (YI - 112) 
=-2F. 

Um nadj oorfteljenber ~ormel für ben ~Iiid)eninljalt einen pofitioen 
Wert au erljalten, barf man bie (Eden nidjt wiUtürlidj neljmen, fonbern 
nur in einer beftimm~ y ~ig . 5. A 
ten meiljenfolge unb 
awar fo, baÜ man bei 
einem Umlaufen be~ 

Umfange~ nie ~lädJc 
beB ~reiedB 5ur Ein, 
len ~at. mn jeber 
(Ecfe ift eine 2inf~~ 

breljung nottoenbig in 
Übereinftimmung mit C, 

I 

bem SDreljung~finn bei ' 

, , , 
YJ. 

I , , , , , , 
I 
I 
I , 

ben trigonometrifcljen ra 

~unftionen. @Ieidj~ t\----':----..J~-----------::':_--x 
gültig ift e~ bagegen, F E D 
mit weldjer ~cfe man beginnt. SDer nOl'l'eIte 3nljaIt eine~ SDreiecf~ ift alfo 
gleiclj bem ~robufte au~ ber mbfaiffe irgenb einer ~de unb ber SDifferena ber 
Drbinaten ber beiben im linf~breljenben @5inne folgenben ~cfen plu~ ufw. 

b) ~allen bie brei ~unfte A, B, C auf eine ®erabe, fo wirb 2 F gleidj 
9lull. Umgeleljrt: ~ft 2 F ober 

Xl (Y2 - Ys) + X2 (YB - Yl) + Xs (YI - Y2) = 0, 
fo liegen nie nrei \l3unfte auf einer &eranen. 
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mufgaben: 
1. ~eredjne ben 3ngart beß SDreieefß, beffen (iefen bie sroorbinaten gaben, 

a) PI (5; 7), P2 (2; 1), Ps (4; 3), 

b) PI (5; -2), P2 (-2; 6), Ps (-3; -4), 

c) P1 (-3; -2), P2 (6; 2), Ps (-2; 4), 

d) (- 1; - 4), (2; 1), (4; - 2), 

e)(l;l), (-1;-5), (-4;-3). 

2. Unteriudje, ob fofgenbe ~unfte in einer ®eraben liegen? 
a) PI (0; - 3), P2 (2; - 1), Ps (5; 2), 
b) A (1; 1), B (6; 11), 0 (-2; -5), 

c)" " 0 (- 2; + 5). 

§ Ö. ;Die GSleidjnng einet stntue. 

®egeben ift bie ®(eidjung y = x + 1 j feße x = 0, 1,2,3, -1, - 2, - 3, 
beredjne jebeßmal baß augegörige y unb aeidjne au jebem fo beftimmten 
~ertepaar ben ~unft, inbem bu x aur 5Ubfaiffe, y aur Drbinate madjft unb 
aIß ~in1)eit 1 cm mägfft. man ergäIt 7 (jetrennt liegenbe ~unfte. ®ibt 
man x bie ~erte 1,1 Cll, 1,2 Cll, 1,3 cm ... 1,9 Cll, beredjnet bie auge1)örigen 
QEerte von y unb aeidjnet bie fo beftimmten ~unfte, fo faUen biefe amifdjen 
PI unb P2 aiemlidj bidjt aufammen. man edennt, baf:! eß unenblidj oiele 
~ertepaare gibt, meldje bie ®leidjung 11 = x + 1 befriebigen, unb baf:! bie 
®efamt1)eit aUer burdj biefe ~ertepaare beftimmten ~unfte eine ~urve bHbet. 
SDfe ®feidjung, auß ber bie einaelnen .Roorbinatenpaare beredjnet murben, 
1)eiflt bie QSleidjuug bet ShttUe. SDie oeränberlidjen stoorbinaten x unb !J 
nennt man bie laufeuben Sbotbinafen eineß sturoenpunfteß. ~ierauß folgt 

a) 1!iegt ein ~unft auf einet Shttue I fo befriebigen feine stootbinaten 
bie QSleid)ung bet stntue. 

b) (Umfe1)rung): 2Jefriebigt ein >mette~aat X, y bie ~lcidjung einet 
stutue, fo liegt bet 3nge~i\rige lßnnlt auf biefet Shttbe. 

mufgabe: 
3dcl)ne einige ~unfte folgenber burdj i1)re ®leidjungen gegebenen Rurnen 
unb oerbinbe bie er1)aUenen ~unfte burdj eine .Rurve. 

a) 5 y = 3 x + 4; b) x2 + y2 = 16 j 

c) 2y = 4+Y 4x2 j d) y4+(2x2 -5)y2+X2 (x2 -5)+4 = 0. 

mn lei tun g: Wlan Iöft bie ®(eidjungen nadj y auf unb beadjtet, 
baf:! bie ~erte für x unb 11 reeU fein müffen. 
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§ 6. ~ie GSleid)ungen bet ~etaben. 

G:ine @erabe ift einbeutig beftimmt 

1. burdJ einen igrer ~unlte PI (Xl; YI) unb igre ffiidJtung (~infer ClG), 

2. burd) altlei if}rer ~unfte PI (Xl; 111) unb P2 (x2 ; '/12). 

3ft nun Me @Ieid)ung ber @erahen gefud)t, fo mUli man 3ltlifd)en 
ben laufenben ~oorhinaten (x; Y) eine~ beliebigen ~uroenpunfteß unb 
hen gegebenen @röüen eine @(eid)ung auTfteUen. 

mufgabe 1: @egeben ift PI (Xl; YI) unb ClG. 

@efud)t ltlirh bie @(eidjung ber burd) PI unb ClG beftimmten @erahen. 

2ölung: 91immt man irgenb einen ~unft auf her @erahen, fo mUli (~ig. 6) 

4 P PI R = ClG fein, mitgin ift Y - Yl = tg ClG. ~e3eid)net man nun tg ClG 
X-Xl 

mit m, 10 erg(iU man 

I. 1/ -1ft = m ober y - Y1 = m (x - Xl)' 
X-Xl 

SonberfaU: SDer gegebene ~unft PI liegt auf her y -md)fe, hann ift Xl = 0; 

YI = n (~ig. 6) unb bie @(eid)ung I nimmt bie ~orm an 

H. y = mx + n. Wormalgleid)ung. 

y ßig. 6. 

B 

Y- Y1 
; 

Pl ___ ~~ ----x-xl- --------- ~R Y , , , , 

~l 1 . , 
, 

__ ~A~~L---_ll~{~~--------------~~--x 
Ql Q 

mufgalie 2: @egelien finb Pt(xl ; Yl) unh P2 (X2; Y2)' 

@efud)t roirb hie @(eid)ung her burd) PI unh P2 gef)enben @eraben. 
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2öfung: ID1an feßt ben )illert von tgrx. = YI - Y2 (§ 2) in ®leidjung I ein 
Xl - X2 

IH. Y-YI _ YI-Y'l. 
X-Xl Xt-Xs 

60nberfaH: ~er ~unft Pl liegt auf ber y-)lldjfe (a1fo Xl = 0; Yl = n) 
unb ber ~unft Pi auf ber X - )lldjfe (ftatt X2 fdjreibt man meift p; 

Y2 = 0). )llu!3 ®leidjung III ergäIt man Y-"". = ~ ober 
X -p 

IV. X + JL = 1. )ll&fdjnittBgleidjung. 
p n 

!8 eaeidjnun gen: 
~ie ®röfje m geifjt bie 9lidjtungBgriine ober bie lRidjtung~fonftante 

ber ®eraben GS. n geifjt Orbinntenll&fdjnitt, p 5!l&f&iffena&fdjnitt; 
beibe fügren ben gemeinfamen 9tamen 5!ldjfeull&fdjmtte. 

~iMuff ion : 

a) ~ie ®leidjungen werben von ben ~oorbinaten nur ber ~unfte be .. 
friebigt, bie auf ber ®eraben ® riegen. 9timmt man (5ig. 7) einen 
~unft P' obergalb ber ®eraben 

® 10 i't y' -y, > tga wäT.{t 
, 'X'_ X l '''') 

man einen ~unlt pli unter~ 

galb ber ®eraben ®, fo ift 
"-~<tga. x"-x, 

b) ~amitbiegefudjten®(eidjungen 

bie ridjtigen ffiedjenaeidjen er~ 

galten,legt man bie dU igrer)llb .. 

y 5ig.7. 

leitung dU benußenben ~iguren -:r-....::..&----6J----=-----=-::r--~Q~,-x 
fo an,bafj fämtlidje gegebenen ' 
®röfjen pofitiv werben. Seidjne 
bie ~igur aum feßten 6onberfaU. 

c) ~a jebe lineare ®Ieidjung awifdjen x unh y auf bie ~orm 

y = mx+n unh ~+ 1L =1 
p n 

gebradjt werben fann, 10 mUll bie grapgifdje ~arftenung jeber linearen 
GSleidjung eine ~erllbe ergeben. 

a c 
~u~ ax + b 11 = c folgt y = - b· x + b unh ~+'!=1. 

c c 
a b 

)Bauer u. 0 • .\;!an;1;leben, <!leomettie f· !llealanftalten. (,06 et'ftufe. I 11 
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§ 7. 2lufgllben übet bie ~etabe. 
1. a) ~ettadjtet man in ~ig. 8 nur bie auf bel' redjten Seite ber y-mdjfe 

liegenben :teife bel' @eraben, fo fteigen Me @eraben @1, @2, @s; 
bie @trabe @, läuft bel' x- mdjfe tJaraUeI; bie @eraben @6' @6, @7 
fallen. mon weldjer @rö~e gängt Me Steigung ab, wann ift fie 
gril~er al~ 450, wann gIeidj 45°, wann Ueiner al~ 45°? ~ann 

fällt eine @erabe? ~ann ift OG> ober = ober < 135°? 

~ig.8. 

7 

b) merjdjiebe Me X -mdjfe um 3 &ingeiten nadj oben. ~a~ bleibt un~ 
lleränbert unb wie lauten nunmegr Me @{eidjungen bel' 7 @eraben? 
~ann gef)t eine @erabe burdj ben 91ulltJunft? 

2. ~eldje~ ift Me @leidjung bel' ®eraben, bie burdj ben 91uUpunft gegt 
unb mit bel' x-mdjfe einen Winfelllon 45°, 600, 300, 1350, 1200 bUbet? 

3. .8eicf)ne Me @erabe 2 y = 3 x + 6. 
2öfung 1: Seilt man in bel' @Ieidjung x = 0, fo ergäIt man 3 al~ 

3ugegörigen ~ert für y; feilt man y = 0, fo wirb x = - 2. SDie 



§ 7 m:ufgaben übet bie @etabe. 163 

®crabe gef)t alfo burdj bie \ßunfte PI (0; 3) unb P2 (- 2; 0), bie 
man leidjt beftimmen fann. 

S3 ö fun 9 2: man bringt bie ®leidjung auf bie 910rmal form 
y = ~ x + 3. ~arau~ erfiegt man, bafj tg u, = ! unb n = + 3 ift. 
man trägt alfo 3 ~inf)eiten auf ber llofitioen Y -mdjfe ab unb öief)t 
oon bem erf)aItenen \ßunft auß eine fteigenbe ®erabe berart, bafj IX in 
ein redjtwinfIigeß ~reiecf fommt, befien mnfatf)ete 2 ~inf)eiten unb 
beffen ®egenfatgete 3 ~inf)eiten mifjt. 

S3 ö fun 9 3: muß 2 y = 3 x + 6 foIgt bie mbf djnittßgleidjung 

- x2 +; = 1. mitf)in finh bie mdj;enabfdjnitte - 2 unb + 3 (oer", 

gIeidje 2ö;ung 1). 

4. a) 3eidjne bie ®eraben y = 2 x, y = 2 x + 1, Y = 2 x - 3. ~eldje 

S3age f)aben biefe brei ®eraben 3ueinanber? 

b) 5ffieldje ~ewe9ung füf)rt bie ®erabe y = mx + n au~, wenn man 
bie ®röüe naUe möglidjen ~erte oon + 00 biß - 00 burdjlaufen 
läfjt, wägrenb m untJeränbert bleibt? 

e) ~ie geifjen bie ®leidjungen ber ®eraben, bie ber ®eraben y = 3 x -1 

llaraUeI laufen, unb beren Orbinatenab;djnitte + 5; - 2; 0 finb? 

5. ~eftimme bie ®röfjen m unb n ber burdj igre ®Ceidjungen gegebenen 
®eraben unb aeidjne bie ®eraben. 

a) 3y = 3x + 12, 

e)2x+3y+4=0, 

b) y =2x- 6, 

d) x + 1,5y + 2 = 0 

~ann bebeuten awei lineare ®leidjungen biefelbe ®erabe? 

6. a) 3eidjne bie ®eraben y = t x + 2; Y = 2 x + 2; y = - 3 x + 2. 
5ffieIdje S3age gaben bie ®eraben? 

b) ~eldje ~ewegung füf)rt bie ®erabe y = mx + n au~, wenn man 
maUe mögIidjen ~erte oon + 00 biß - 00 burdjlaufen fäfjt, 
wägrenb n unoeränbert bleibt? 

7. a) ~eldje mbfaiHen gaben bie \ßunfte ber ®eraben y = 5x-1, beren 
Orbinaten gleidj 4 ell; 9 ell; 29 eIn; 2,2 ell finb? 

b) ~eldje Orbinaten gaben hie ~unfte ber ®eraben y = - 2 x + 5, 
beren mbfaiHen gleidj 3 eIn; 3,5 eIn; 2,5 eIn; 1 ell finb? 

11* 
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8. (Eine hurd) hen ~unft PI (4; 1) gef)enhe @erahe foll auberhem 
a) hurd) hen ~oorhinatenanfang gef)en; 
b) her @eraben y = 2 x -1 llCttaUeI fein; 
c) our x-md)fe unter 45° geneigt fein; 
d) auf her negatitJen y -mdjfe eine ~trecfe tJon 3 cm abfd)neihen; 

e) " " llofHitJen x-mdjfe" " "7,, " 
f) our x-md)fe llaraUel fein; 
g) our y-md)fe llaraUel fein. 

1illie lautet iehe~mal Me @leid)ung her @erahen? 

9. )Beftimme Me @leid)ungen her @erahen, hie hurd) P l unh P2 gef)en, 
unh bered)ne igre md)fenabfd)nitte. 

a) P l (0; 0) unh P2 (5; 3); 

b) Pl(O;O) " P2 (-4;-1); 

c) P l (0; + 1) "P2 (5; 8); 
d) P l (3; 0) " P2 (-1; -4); 

e) P l (-2; 3) "P2 (+4; -1); 

f) P l (- 3,5; - 2) " P 2 ( + 3,5; - 1,5); 

10. a) .8eid)ne mittel~ her md)fenabfd)nitte bie @eraben: 
x y x y x y 

a) ]- + 3 = 1, P) 6 + 3 = 1, y) 00 + 3 = 1; 

~ x 'LI x Y 
u) -6+3 = 1, e) -2+3- = 1. 

b) 1illeld)e )Bewegung füf)rt bie @erabe au~, wenn man 
a) p änhert, n untJeränhert läbt, 

p)n" p " ,,? 
c) 1illeld)e 2agen f)aben bie @erahen 

~ + ~ = 1, 5~6 + 3:6 = 1, 5xu + 3Yu = 1 aueinanher? 

d) Weld)e ~orm nimmt Me m6fd)nitt~gleid)ung an, wenn hie @erahe 
her X-md)fe ober her y-md)fe llaraUel läuft? 1illie lautet hie 
@leid)ung ber X -md)fe, her Y - md)fe? 

Weld)e~ finb bie @leid)ungen ber @erahen, hie her X -~d)fe llaraUe{ 
laufen unh hen Drhinatena6fd)nitt + 4; - 1; 0 befi!3en? 

11. )Bringe hie folgenben linearen @leid)ungen auf hie ~orm her ~bfd)nitt~" 
gleid)ungen unh oeid)ne fohann hie @erahen. 
a) y+5x=4; b)y=4x+6; c) 2x+y+4=0; 

d) y = x V2 + 2; e) y = - x V3 - 3; *f) y = 2 x V6 - 4. 



§ 8 :ileT eid)nittpunft aweieT <!leTaben, 165 

§ 8. ~er Sd)nittl1unft 31l1eitr @eraben. 

m u f gab e: ®egeben finb awei ®eraben y = ml x + n1 unb y = m2 x + n2' 

®efucf)t werben bie ~oorbinoten Xo, Yo igre~ ~cf)nittvunrte~ Po, 

2öf ung: SDo Po auf jeber ber beiben ®eroben liegt, fo müffen feine ~oor~ 
binoten beibe ®leicf)ungen befriebigen, Wlon ergaIt fo Me ~eftimmung~~ 
gleicf)ungen 

I. Yo = m1 Xo + n1 

II, Yo = m2xO + n2 • 

m1 xo + n1 = m2xO + n2 ; 

unb 

~oIgerung: 

~oU eine britte ®erobe y = max + n8 burd) ben ~d)nittvunft Po 
ber beiben erften ®eroben gegen, fo müffen bie ~oorbinoten be~ 

\ßunfte~ Po oud) bie ®Ieid)ung ber britten ®eroben befriebigen, olfo 

m1n2 - m2 n l nll - n1 + ----=----= = ma ns, 
m1-m2 m1 - m2 

ml (ns-ns) + ms(ns-n.) + mS(n1-ns) = O. 
SDo~ ift bie ~ebingung, baff 3 Glerabe burd) benfelben !ßunft ge~en. 
~eod)te, bob biefe ~ebingung~g(eid)ung biefeIbe ~orm 1}ot wie Me, 

bob brei \ßunfte auf berfeI&en ®eroben liegen (§ 4), 
mufgoben: 

1, ~ered)ne 'Me 6d)nittpunfte ber ®eroben 
3 11 5 5 

a) y = 4x+T unb y = 6'x+ 2 ; 
5 44 

b) y=-3x-4 " y=3x+a; 

c)2y=3x-6 • 16y=3x+120. 

2. ®ege&en finb bie brei ~eiten eine~ SDreied~ unb eine 6d)nittgerobe. 
~erecf)ne bie 6eitenobfd)nitte unb aeige, bob her 52e1}rfoß be~ Wlenelouß 
für biei en ~oU gültig ift. 
a) y=2x+8, y=-2x+6, y=-4x+20, eicljntttgeTabey=-x+8; 

b) y=3x+2, y=-2x+10, y=6x-18, "y=2x+6; 

c) y=6x+3, y=-x+1, y=4x+5, "y=3x+9; 

d) y=-x+2, y=-3x+4, y:=6x+18, "y=-4x+8, 

3. Unterfud)e, 0& bie 3 ®eraben burd) einen \ßunft ge1)en. 
x x 

a) y=2-1; y=-3+1; y=-2;1)+5; 

b) 3x = 4y; 3x+4y = 4; 6y-12x+5 = O. 
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§ 9. ~n mJinfd 5weier ~eraben. 

2lufgabe: ®egeben finb awei ®eraben y = mIx + nl unb y = m2x + n2' 

®efudjt wirb ber }!Binfel ~, ben bie ®eraben miteinanber bilben. 

2 ö fun g : }!Benn fidj awei ®erabe fdjneiben, entfte~en vier }!Binrer. ,3n 
U6ereinftimmung mit § 2 mub ber }!Binfel al~ gefuegt betradjtet werben, 
ben bie vom 6djnitt:punft au~ nadj oben ge~enben %eile ber ®eraben 
miteinanber bilben. }!Bieberum in Ubereinftimmung mit § 2 ift bie 
®erabe mit ®! au beaeiegnen, bie mit ber X-2legfe ben gröberen 
}llinfer ~ bilbet. :l)e~gleiegen in Übereinftimmung mit § 2 ift burdj 
ben 6egnitt:punft ber ®etaben Me ~araUele aur X-2legfe au aie~en ü'5ig. 9). 

~ig. 9. 

:l)ann ift 8 = ~l - a2• :l)a tg ~l unb tg ~2 gegeben finb, fo fönnte 
man au~ biefen trigonometrifegen 5unltionen bie }!Binfel ~l unb ~2 
bereegnen unb bann 8 bureg 6ubtraftion finben. !man :pflegt aber 
auniiegft tg ~ bureg tg ~ unb tg ~2 au~aubtüden unb bann ö auß tg 8 
au beftimmen. ~ämHdj 

tg 8 = tg (~l - ~2)' 

tgal - tga2 " = . 1 + tg al • tg a 2 

1nt. -mjl 
tg~ = l+mlm~' 

~ e i f :p i e I : }!Belegen }llinfel bUben bie ~eraben y = 5 x + 6 unb 
y = - 3 x + 4 miteinanber. 
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2ö fun 9 1: ~ie aroeite ®erabe bilbet mit ber x- md)fe ben gröüeren ?minlel, 

2ilfung 2: 

mitf)in ift tg OGI = - 3 unb tg OG2 = 5. 

tgOG I = -3 tgOG2 = 5 
logtg(1800-OG]) = 0,47712 lo t OG = 069897 

1800 - OG 1 = 71°33'54" g g 2 , 

OGI = 108°26' 6" OG2 = 78°41'25" 

li = OG I - OG2 = 29° 44' 41". 

-3-5 8 
tgö = 1--3.5 = 14' 

log tg li = 0,60206 - 0,84510, 
= 9,75696 - 10, 

8 = 29°44'41". 

6onberfölle: t ö - ml - m2 
g -1 + mIm»' 

1. ~ft ber Bii~ler = 0, alfo ~ = m2, fo roirb tg li = 0, alfo aud) li = 0, 
b. f). Me lieiben G;eraben finb ~araUcl. 

2. ~ft ber Wenner = 0, alfo m 2 = -~, fo roirb tg li = 00, alfoli = 90°, 
ml 

b. f). bie lieiben G;erllbcn fte~en aufeinllnber fenhedit. 
mufgaben: 

1. ~eftimme Me ®leid)ung ber®eraben, Me burd) ben ~unltPl (4; ~ 1) gef)t unb 
a) ber <Meraben Y = 2x + 5 parallel läuft; 
b) auf ber <Meraben Y = ix + 2 fenlred)t ftef)t. 

2ilfung: ~a ein ~unft unb bie OOd)tung ber <Meraben befannt ift, 
fo benußt man <Mleid)ung I (§ 6). 

a) Y-YI = m(x-xl ), 

y+l = 2(x-4), 
Y = 2x-9. 

b) y+l = -2(x-4), 
y=-2x+7. 

2. ?mie f)eiüen bie ftoorbinaten be~ 6d)nittpunfte~, unb roeld)en ?minfel 
bHben Me <Meraben miteinanber? 

a) y = - 2 x + 16 unb y = - ~ x + %; 
b)3y=4x-13 "4y=-3x-34. 

3. <Megeben finb Me ij;den eine~ ~reied~ (4 j 8), (1 j 4), (12; 2). 
®efud)t roirb a) bie 2änge ber ~reied~feiten, 

b) Me ?minfeI be~ ~reied~, 
e) ber ~nf)alt be~ ~reied~. 

4. ?meld)e~ pnb bie ®Ieid)ungen ber 6enfted)ten, bie in ben 6dJnitt .. 
punften ber <Meraben a) y = 3x-l, b) 3x-y = 6 mit ben md)fen 
auf ben <Meraben errid)tet finb? ?morau~ folgt analt)tifd), bau biefe 
6enfted)ten einanber parallel finb? 
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§ 10. ~er ~liftllnb eine~ ~nnfte~ VOlt einer ~erllben. 

~ufgabe: @egebenift ein ~unft PI (Xl;l!J) unb eine@erabe@l (u-mlx-nl =0). 

@efudjt wirb bet ~bftanb 1 be~ ~unfteß PI von bet @etaben @l' 

S$öfung 1: ~u~ ~ig.l0 etI)ült man 

j)ig. 10. 

y 

PI 

:a 
, , , , , , , , 

c: 
, 
, 

I 

E 

Xl tga1 
I 
, 

B -- ---.:xr-----lD 
n1 ?l 

--~A~~--~~--------~' ----------X 
Ql 

PI C = Ul - Xl tg 0/;1 - n1 , 

1 = (Ut - Xl tg 0/;1 - nl ) COS 0/;1' 

1 
COS 0/;1 = + Vi + ~F 

IDtitI)in ergibt fidj 
Yl-~Xl-fll l = . 

+V1+ m ? 
2 ö fun g 2: IDtan fennt einen ~unft unb bie 9Hdjtung bet eenfredjten; baI)er 

fann man iI)te @!eidjung auffteUen. $Dann betedjnet man Me ~OOt" 
binaten be~ edjnittpunfte~ E (xo, 1/0) unb fdjIiebIidj Me ~ntfernung bet 
~unfte PI unb E. 



§ 10 :lIer \1lbftanb eineß !jlunfteß von einer ®eraben. 

1 
Y - YI = - - (x - Xl) ........ @Ieidjung ber @5enfredjten 

ml 

YI-m1xl-ni " = ~--r=~==;: 
+Y1 +ml 

169 

SDißfuffion: 
SDa Me SSänge leine abfolute ~}röbe ift, fo gat ein negatineß 1 

feinen @Sinn. SDager ift baß pofitine ~uraeI3eidjen bei einem pofitinen 
Sägier unb baß negatine ~ur3eI3eidjen bei einem neg~titlen Sägler 
baß aUein gültige. 

mufgabe: 
1. a) m3ie grob ift ber mbftanb beß ~uUpunfteß non ber @eraben y = mx + n? 

~rgebni§: l = n. 
yl+m2 

b) ~etueife, bab ber m6ftanb be§ ~unfteß PI non ber @eraben 

ax + by - c = 0 gIeidj aXt.; bYt ---: C ift. 
± ya2 + b2 

2. ~ie tueit ift ber ~uUpunft non ber ®eraben entfernt? 
a) ?J = - 152:r; + 256; b) ?J = 0,75x + 1,5; 

c) 3x+4y+20 = 0; d) 5x+ 12y-6 = O. 

3. ~eredjne bie SSänge ber non PI auf @I gefäUten @Senfredjten. 
a) ?J = --:- ix + 10 unb PI ( 3; 12); 
b)Y=I52X-i " P1 (- 4; 10); 
c) 21y = 20x + 24 "PI ( 3; - 25); 

d) 9x+40y+50 = 0 " PI (-10; -40). 
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§ 11. ~ermifdjte ~fgaben. 

1. }ffiie ~eibt bie ®lei4Jung ber ®eraben, bie bur4J ben ~npunft unb ben 
S4Jnittpunft ber beiben ®eraben 3x+4y = 4; 12x-6y = 5 ge~t? 

2. jBeftimme bie ®Iei4Jung ber ·®etaben, bie bur4J ben ~unft (- 1; 3) 
gegt unb mit ber ®eraben 4x - 2y = 1 einen ~infeI uon 45° bUbet. 

3. ~el4Je Bange gat Me uom ~unfte (2; 3) auf bie ®etabe 2 x + y - 4 = 0 
gefclUte Senfte4Jte? 

4. ~ie ij;cten eineß ~reiect~ finb 
a) (-15; 7), ( 13; -14), (- 3; 1'6), 
b) ( 10; 15), (- 5; - 21), ( 16; 7). 

jBete4Jne ben 3n~aIt, bie Seiten unb bie ~ö~en be~ ~teieif~. 
5. ~ie weit ift ber S4Jnittpunft ber ®eraben x + y - 1 = 0, 

2 x - y + 4 = 0 uon bem Sdjnittpunft ber ®eraben 3 x - y = 0, 
2x + y -10 = 0 entfernt? 

6. ~ie weit finb awei bena4Jbarte ~unfte ber ®eraben 4x+ 3 y-11 = 0 uon .. 
einanbet entfernt, beren ~oorbinaten burdj ganae Saglen au~gebrüCft finb? 

7. ®egeben finb bie Seiten eineß ~teieif~ unb ein ~unft Pt. }Bon ben brei 
ij;cten au~ finb bur4J Pt bie i:tan~uerfalen geaogen. 3n weI4Je ~bf4Jnitte 
teilen biefe Me S{)reiect~feiten. SeiGe bie ®ültigfeit be~ Sa~~ Don ~ e u al 
a) 3 y = x + 4; x + 2 y = 16; 2 x - 11 = 2; Pt es'; 4); 
b) x+4y+10 = 0; 2x+y = 15; 3y = x+10; PdO; 0). 

8. ®egeben finb bie ij;cten eineß ~teiectß (2; 1), (3; - 2), (-4; -1). jBetedjUe 
bie ftoorbinaten be~ IDHttelpunfteß M beß Umfreifeß unb ben 9labiuß r. 

9. ®egeben finb bie Seiten eineß ~eieifß 
a)6x-y+9=0; x+2y=5; 3x-7y-15=0; 
b) x+y+1 = 0; 3x+5y+11 = 0; x+2y+ 4 = O. 

jBeredjne bie ~infel beß ~reieifß unb ben 9labiu~ r feineß Umfteifeß. 
10. ~ie lautet bie ®lei4Jung bet ®eraben, beren ~4Jfenabf4Jnitte fi4J wie 

2: 3 uergalten, wenn bie iYla4Je be~ Don ben ~4Jfenabf4Jnitten ge .. 
bUbden ~reiectß 12 betragt? 

11. ~el4Je iYlä4Je begrenat bie ®erabe ®t ... 4x - 3y + 24 = 0 mit ben 
®eraben ®2 unb ®s, bie bur4J ben ~unft Pt (-1; - 5) gegen unb 
mit ber ®eraben ®t ~infeL Don 45° unb 135° bUben? 

12. ~ie lautet bie ®lei4Jung ber Streife, bie awifdjen ben beiben ®eraben 
2x+3y-12=0; 3x-5y-15=0 liegtunbburdjben~unft (-1;2) 
galbiert wirb? 

13. ~ie lang ift bie Streife, bie awif4Jen ben ®etaben x + y - 9 = 0, 
x + 3 = 0 liegt unb bur4J ben ~unft (0; 2) galbiert wirb? 

14. Unterfu4Je, ob ba~ }Bierect ein 9ledjteif ift. 
a) (- 2; -1), (0; 5), (3; 4), (1; - 2); 
b) (-1; -2), (2; 1), (4; -1), (1; -4). 
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15. :l)ie Seiten eine~ miereCf~ finb 

2 Y = 3 x + 2; 3 Y = 2 x + 6; 6 Y = 5 x -18; 2 Y = - x + 4. 
lBered)ne feinen ~Iäd)enin~alt unb ben Sd)nittpunft feiner :l)iagonalen. 

16. ~rei <iCfen eine~ ~arallelogramm~ finb (2; 3), (4; 7), (6; 5). lBcrcd)ne 
bie uierte <iCfe unb beweife, bab fid) Me :l)iagonalen b~ ~aralleiogramm~ 
gegenfeitig ~aIbieren. 

17. a) :l)ie <iCfen eine~ :l)reieCf~ finb (2; 3), (4; - 5), (- 3; - 6). .Beige, 
bab ber Sd)nittpunft aweier 9JHtteIIinien auf ber britten IDlittelIinie liegt. 

b) 5lBeld)e~ finb Me ®leid)ungen ber brei ~ö~en biefe~ :l)reieCfß. lBe
weife, bab fie hurd) henfeIlien jßunft gef)en. 

18. lBered)ne auß ben ®Ieid)ungen her brei Seiten. eine~ :l)reied~ hie 
®Ieid)ungen ber ~öf)en unb ber IDlittelfenfred)ten, fowie Me ~oorbinaten 
be~ ~öf)enfd)nittpunfte~ H, be~ Umfrei~mitteIpunfte~ M unb he~ 
Sd)werpunfte~ S. 2eite ben <iulerfd)en Saß ab, bab H, S unb M auf einer 
®eraben Hegen unb H S = 2 SM ift. 

a)y=2 x - 1, y=-3x+14, 2x+ Y+ 9=0; 
b)x + 5y =14, Y= 4x-14, 5x+4y+14=0; 
c)x-y-3= 0, 2x+5y=28, 6x- y+12=0. 

19. :l)ie <iden eine~ :l)reiedß finb A(2; 3), B(-3; -6),0(4; -5). 
lBered)ne bie ®(eid)ungen be~ mabiu~ M A unb ber merbinbung~ftreCfe 
ber ~ubpunrte uon hb unb hc• lBeweife, bab biefe beiben Streden auf .. 
einanber fenfrecljt ftegen. 

20. Über hie merbinbung~ftrede ber jßunfte A unh B ift ein mgomb~ mit 
bem 5lBinfeI u geaeid)net. lBered)ne bie Stoorhinaten her beiben anberen 
<iden unb beweife, bab fid) bie :l)iagonalen red)twinflig fd)neiben. 

a) A(3; 4), B(5; 4) unb u = 30°; 
b) A(2; 3), B(3; 4) " u=45°. 

21. lBeweife anaIt)tifd) ben 2egrfaß, Y 
bab fid) 

a) bie ~ö~en, 
b) bie IDlittelfenfrcd)ten, 
c) hie IDlitteIIinien 

eine~ :l)reieCf~ in einem ~unlte 
f d)neiben. 

%ig. ll. 

A 

~nleitung ou a): 5lBä~Ie ba~ 

Stoorhinatenft)ftem gemäü ~ig. 11. 
2eite auerft bie ®Ieid)ungen ber B"' .... ==x=l.==::====~/CJ-x 
Seitert', bann bie ber ~ögen Xa 
[ha •.. X = Xl' hb ••• YYl = X(Xs - Xl)' hc .. . YYl = -Xl (X - 3;8)] ab unb 
bered)ne hie Stoorbinaten he~ Sd)nittpunfte~ ber ~ö~e ha mit hb unb mit hc· 
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.8meite~ ~apiteL ~.e X' ~ X' .ei~+ 

§ 12. ~leidjungcn be~ Shdfc~. 

§ 12 

~ e f i n i t ion: ~er Sttei~ ift ber geometrifd)e Drt aller ~unfte, bie non einem 
gegebenen ~unft M, bem ID1itteIpunft, eine fonftante @;ntfernung r ljaben. 

QT)rlluballfgaue 1: m3ie ljeitt bie @(eid)ung be~ ~reife~, menn man Me 
~oorbinaten feine~ ID1ittelpunltefl mit a unb b, fomie feinen mabiu~ 

mit r beaeid)net? 
53 ö fun 9 : @emäfl ber ~efinitton be13 ~reife~ liegt ein ~unft p (x. y) 

bann unb nur bann auf bem ~rei13, menn feine @;ntfernung nom 
ID1ittelpunft M gleid) r ift. ~:Ufo 

V(x - a)2 + (x - b)2 = r (~ig. 12a), 

(x - a)2 + (y - b)2 = '1'2. ~agemeine Shti(lgleidjung. 

6onberfäHe: 

'iiiig. 12a. Y 'iiiig. 12b. 

, , , , 
! , 

K : 
t --- ----- -..: C 
, , 
I 
I 
I 
I , 
I 

b : 
I , 
I 

--~----+_~~~----x 

1. m3ie erljärt man au~ ber allgemeinen Shei~gleid)ung bie @Ieid)ung be~ 

Sheife~, beffen ID1ittelpunft mit bem 9lullpunft oufammenfäUt? 
x 2 + y2 = '1'2. IDUttdl'unlt~gleidjung be~ Sfrcife0. 

2. Wie ergibt fid) be~gL au~ ber allgemeinen ~rei~gIeid)ung bie @(eid)ung 
be~ ~reile~, ber burd) ben 9luUpunft gegt, unb beffen ID1ittelpunft auf 
ber x- md)fe liegt? 

y2 = 2'1' X - x 2• Sdjeitelgltidjung ile~ Sfrtife~. 

3. mu13 meld)en planimetrifd)en 53egrfä§en folgen unmittelbar Me ID1ittel~ 
punft13~ unb Me 6djeiteIgfeidjung be13 ~reife~ mig. 12 b). 
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SDi~fufi ion: 
I. IDlittd~.1UnttBgleia,ung x2 + y 2 = r2• 

1. a) ~etlt man y = 0, io wirb x = ± rj bie X - $Udjie fdjneibet alfo 
ben ~rei~ in 3wei ~unften, Me auf verfdjiebenen ~eiten be~ \null~ 

flunfte~ in ber ~ntfernung r liegen. 

b) ~etlt man x = 0, io wirb y = + r. Wie ~ei~t bie~ ~rgebni~ 

in .morten? 

2. SDa bie ~neidjung für x unb für y rein quabratiidj ift, fo ge~ören 3U 
jebem Werte von x 3wei gleidje, aber entgegengefetlte Werte von y unb 
umgelegrt. SDager ift iowo~l Me X - $Udjfe aI~ audj bie Y - $Udjie eine 
6tjmmetrieadjfe be~ ~reiie~. 

3. $Uu~ y = + Vr 2 - x2 folgt: SDurdjläuft x bie Werte von - r burdj 
\null bi~ + r, fo burdjläuft y bie Werte von \null burdj + r unb 
burdj - r bi~ \null. Wirb ber anio1ute Wert von x> r, io wirb 
bie Wurael imaginär, a1fo gint e~ feine ~reißflunfte me~r. 

11. ~ngemeine G;leia,nng. 

3ene quanratifa,e G;lcia,nng bon ner tyorm 

x 2 + y2 + mx + ny + k = 0 
(Me @l\ebet: ",2 unb y2 ljalien ben ~oeff\aienten + 1, ba~ @l!eb mit xy .fef)lt) 

benentet einen streiB, wenn nie stoeffi3ienten m, n, k ner tyornerung 
m 2 + n 2 > 4: k genügen. 

!8 e w ci ~: SDurdj $Ubbition ber quabratifdjen ~rgän3ungen ~2 unb ~2 auf 

beiben 6eiten ber @Ieidjung er~äIt man 

(x + ~) 2 + (Y + ;)2 = :2 + :2 _ k. 
SDie redjte ~eite ber @leidjung mu~ wegen ber ~orberung m2 + n2 > 4k 

eine flofitive ®rö~e fein; iie fann bager burdj ba~ Ouabrat einer 
flofitiven @rö~e r erfetlt werben. SDie @(eidjung nimmt bann bie ~orm 

an (x + ~ y + (Y + ; Y = r2, fie ftimmt a1fo mit ber ~rei~gleidjung 
überein. SDurd] mergleidjung ergenen iidj unmittelbar Me W1itte1punft~~ 
foorbinaten a, b unb ber mabiu~ r. 

rrrt n ... __ ym2 + n4:2 -}k. a=-", b=-"i' .. '" 
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§ 13. !lufgaJ;eu über ben streiß. 
1. }IDie ~eiut bie !Initterllunft~greid)ung be~ ~reifeß, ber burd) ben ~unft 

PI (12; 5) ge~t? 
2. }IDeld)eß ift Me ®leid)ung beß ~eifeß, ber bie y- m:d)fe betügrt, unb 

beffen !Initte1llunft Me ~oorbinaten + 3; 0 ~at? 
3. }IDie lautet Me ®(eid)ung beß ~reifeß, beffen IDHttelllunft bie Drbinate 

+ 2 ~at, unb ber bie X-m:d)fe im mullllunft berü~rt? 
4. }IDeld)e~ ift bie @(eid)ung beß ~eifeß, beffen IDHtte111unft bie ~oorbinaten 

- 2; + 3 f)at, unb beffen !nabiuß 6 cm lang ift? 8eid)ne ben ~eiß 
unb bered)ne bie Stoorbinaten feiner ®d)nittllunUe mit ben m:d)fen. 

5. }8ered)ne bie ~oorbinaten beß !InittelllunUe~ unb ben !nabiuß ber Streife. 
a) x 2 + y2 - 6 x - 4 Y + 4 = 0; 
b) x2 +y2+12x+22y+76 = 0; 
e) 3 x 2 + 3 y2 - 3 x + 4 Y = 0; 
d) 36 x2 + 36 y2 - 36 x + 48 Y = 0; 
e) x2 + y2 + 3x-2y-18~ = O. 

6. ~ie ®(eid)ungen aroeier Streife finb 
x2 + y2 - 2 Y = 0 unb x2 + y2 - 6 x - 10 y + 18 = O. 

}8eftimme bie S3änge unb bie ®Ieid)ung ber 8entralftrecfe. 
7. ®telle bie ®(eid)ungen ber 8entralen aroeier ~reije auf. 

a) X2+y2_6x- 8y-24=0 unb x2+y2-10x-14y+38=0. 
b) x2+y2-4x-l0y+20=0 " x2 +y2-12x- 6y+29=0; 
e) x2+y2-8x-l0y- 8=0 " x2+y2-12x+ 4y+15=0. 

8. jBejtimme bie ®leid)ung be~ ~reijeß, ber burd) ben muUpunft unb bie 
~unfte (3; -1), (8; 4) ge~t. 3n roelc6en ~unften fdJneibet er bie m:d)fen? 

9. }IDie lauten bie ®Ieid)ungen ber Streife, bie burd) bie ~unrte PI (5; 2), 
P2 (7; 4) gegen unb bie X -m:d)fe .berft~ren? 

10. }IDie lautet bie ®leid)ung be~ fueifeß, ber burd) brei gegebene ~unfte gegt? 
a) P I (-l; -3), P2 ( 1; -7), Ps (-4; -2). 
b) PI ( 18; 8), P2 ( 19; 3), Ps ( 6;' 16). 
e) P I (-6; 9), P2 (-5; 8), Ps (-5,4; 8,8). 

11. }8eftimme bie ®leid)ung be~ ~reifeß, ber burd) aroei gegebene ~unfte 
gegt, unb beffen ftnittelpunft auf einer gegebenen ®eraben liegt. 

a) PI (+ 7; +17), P2 (+2; +16), 5x-2y=27. 
b) P t (+ 14; + 7), P2 (+ 8; + 9), y = x-9. 
e) P I (+ 1; +24), P2 (-8; +27), y+2x+4 = O. 

12. }IDie geiuen bie ®leid)ungen ber ~reife, bie 
a) betbe Stoorbinatenad)fen berftgren unb burd) ben ~unft PI (8; 9) gegen, 
b) Me X-m:d)fe berft~ren unb burd) bie beiben \ßunfte Pt (11; - 5), 

'P2 (9; - 1) ge~en, 
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c) bie Y -mdjfe unb Me ®erabe 4 y = - 3 x + 44 lierügten unb burdj 
ben \ßunft PI (10; 1) gegen, 

d) bie x-mdjfe unb Me ®erabe 5x+ 12y = 295lierügren unb burdj 
ben \ßunft PI (- 6; 26) gegen? 

13. ~er mittelfJunft eine~ ~eife~, her burdj bie \ßunfte PI (+ 3; + 10) 
unh P2 ( - 1; + 2) gegt, liegt auf hem mitteUote her merliinhung~~ 
fttede non Ps (- 2; - 3) unh P, (+ 6; - 7). ~eldje~ ift Me ®leidjung 
bief e~ R'reife~? 

14. SDie 5loorhinaten ber (Eden eine~ SDreied~ finh A (- 2; 0), B (4; 1), 
0(-1; - 4). ~ie lautet Me ®Ieidjung be~ Umfreife~? 

15. ~ie ~eiflt Me ®Ieidjung be~ ~reife~, ber Me x-mdjfe unh Me lieiben 
~reife (al = 0; bl = 0; r l = 1), (a2 = 5; b2 = 0; r2 = 2) non 
auflen lierügrt? 

16. ®egelien ift her ~rei~ 5 x2 + 5 y2 + 50 x - 35 y + 6,25 = 0. fBeftimme 
bie ®leidjung be~ tonoentrifdjen Slreife~, her 
a) Me X-mdjfe, b) hie y-mdjfe oerügrt unb c) burdj ben 9luUllunft gegt. 

17. ~ie ~oorhinaten her (Eden eine~ ~reied~ flnh A(xl ; Yl), B(O; 0), 
O(xs; 0). ~ie lautet Me ®Ieidjung he~ Slreife~, her hurdj B, 0 unb 
ben ~ögenfdjnittllunft H gegt? 

18. Weldje~ ift Me ®leidjung unh Me 2iinge her gemeinfdjaftIidjen ~egne 
oweier ~reif e? 
a) (x - 2)2 + (y + 3)2 = 64 
b) (x + 8)2 + (Y- 6)2 = 197 
c) (x + 4)2 + (y + 5)2 = 194 

unh (x+~)2+(y-n2 = 625; 

" (x-W + (y_%)2 =~; 

" (X-3)2+(y-2)2= 40. 

19. Wie lautet Me ®leidjung ber fueife, Me hurdj Me ~djnittvunfte 3weier 
~reife gegen unb im fBeifllieI a) Me x- mdjfe, im fBeifpiel b) bie 
y-mdjfe lierügren? 
a) x2+y2-6x-16y=-68 unh x2 +y2-8x-22y=-132; 

b) (x - 4)2 + (y - 9)2 = 41 "(x - 6)2 + (y - 7)2 = 13. 
20. ~e[dje~ ift hie ®leidjung he~ ~eife~, 

a.) belfen mittelpunft hie SloorMnaten (5; - 3) gat, unh her Me ®erahe 
3 x + 4 y = 13 lierügrt; 

b) her burdj Me lieihen \ßunfte PI (3; 4), P2 (- 3; 4) gegt unh Me 
®erabe 5 y - 12 x = 65 oerügrt; 

c) her Me ®erahen y = 3; 3 y = 4 x + 1; 12 x + 5 y = 11 lierügrt; 
d) ber burdj ben \ßunft (5; 2) gegt unh hie lieiben ®erahen 

y = ~x + L Y = - 1°2 X + g lierügrt; 
e) her Me hrei ~eiten eine~ ~reietf~ 

x+2y = 15; 2x+y = 13; x-2y = -l1lierügrt? 
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§ 14:. ~et Sftei~ unb eine 6}ttabe. 

OSrunblluf!Jllut 2: ~erecfjne bie ~oorbinaten ber @5cfjnittpunfte einer gegebenen 
~eraben 'l/ = mx + n mit einem gegebenen ~eife x2 + 'l/2 = r2• 

2öfung: SDie~oorbinaten (Xl'l/l) ber @5djnittpunfte müffen ben~eftimmungß" 
gleicfjungen 

I. '/11 = mXl + n, 

11. xl + 'l/l = r2 genügen. 
@5e!lt man ben }fiert von 'l/1 ber erften ~Ieicfjung in Me aweite ein, 

fo er~ält man 
xl + mllx12 + 2 mna; + nll = r2, 

X12 (1 + m2) + 2 mnx1 = r 2 - n2 

- mn± Ym 2n2 + (r2 - n2) (1 + m2) 

X1,2 = 1 +m2 ' 

-mn±yr2 (1 + mll) ~ n2 

" = 1+m2 

n+m Yr 2 (1 +m2) -n2 

unb 'l/1,2 = 1 + m2 • 
SDißfuffion CiJig.13): 

n 
1. 3ft r ll (I + m ll) > n 2 ober r > ~, fo gibt eß für Me Un" 

V1 +m2 

belannten ie awei reelle, verfcfjiebene }fierte. 
~ie gegebene Olerabe fd}neibet ben Slreie in ~lUei ~unften. 

2. 3ft 1'2 (I + m2) = '11 2 ober r = ./ n -, fo finb bie beiben reellen 
v1 +m2 

}fierte für Xl unb Xli' baw. 'l/1 unb '/12 gleicfj. 
~ie gegebene Olerllbe befÜ~rt ben Slreiö. 
SDie .Roorbinaten beß ~etü~rungßpunfteß PI finb 

-mn n 
Xl = 1+m2 unb Y1 = I+mll • 

3. 3ft r ll (I + m ll) < n ll ober r < ~, fo finb bie }fierte ber 
Unbelannten imaginär. 1 + m2 

~ie gegebene <Btrabe trifft ben Slreiö über~llul't nid}t. 

91un bebeutet bie ~töfle 1/ n , von ber bie 2age ber ~eraben 
yl+m2 

ab~ängt, ben mbftanb ber ~eraben (§ 10, mufg.la) vom ~eißmitteIpunft, 

aIfo ift bie ~ebingung r ::;; ./ n nicfjtß anbereß aIß ber anaIt)tifcfje 
,1 +m2 

mußbrutf für bie brei befannten @5ätle ber ~Ianimetrie: liine ~erabe 
fcfjneibet einen .Rreiß, wenn i~r mbftanb vom .Rre~mittelpunft fIeiner 
ift aIß fein mabiuß, ufw. 
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~i9·13. Y 

--~~--~~----~~-----+------x 

m-ufgaben: 
1. ~ie lang ift bie e;egne, bie ein gegebener ~rei~ uon einet gegebenen 

@eraben abfdjneibet? 

a) x2 + y2 = 9, 

b) x 2 + y2 = 36, 
c) x 2 + y2 = 20, 

d) x 2 + y2 = 25, 

20x-15y=21; 

4 x - 3 y + 24 = 0; 

5 x - 12 y + 44 = 0; 

3x-4y-7 = O. 

2. ~eldje 2age gat eine gegebene @erabe 3U einem gegebenen Sheiß? 

a) y = - ~ x + 5~ unb (x + 1)2 + (y - 2)2 = 225; 

b) 7y = -24x+564" (X+4)2+(y-5)2 = 625; 

c) 12y=5x+9 " x2 +'!1,2+4x-2y-21 = O' , . 
d) 5 y = - 12 x + 110 " x 2 + y2 + 28 x + 24 Y - 336 = O. 

3. @egeben finb ein ~reiß x 2 + '1/2 = 25 unll eine e;efante 2 y = 5 x - 7. 
~ie grolJ Tft bie e;egne s unb i1)r 3uge1)ötiger 3enttiroinfel ~? 

4. 3eidjne bie @erabe 2 x + 3 y = 3 unb ben Sh:eiß x2 + y2 -4 x + 6 y = 3. 
lBmdjne Me ~oorbinaten ber e;djnittpunfte unb ben m-bftanb beß Sheiß .. 
mittefpunfteß uon ber @eraben. 

5. lBmdjne bie 2änge ber e;ef)ne, bie ber ~reiß mit ben IDHtterpunft~ .. 
foorbinaten (3; 1) unb bem lllabiuß r = 2 auß ber @etaben x = 2 y - 2 
geraußfdjneibet. 

lBnuer u. tl. ~nn~leben, <!Ieometrte f.9lenlnnftnlten. (,olierftufe.) 12 
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§ 15. ~ic ~angente unb bie lRormale be~ Streife~. 

QßrulIbtluf!Jtlbt 3: }fiie l}eibt bie ®Ieic9un9 ber :tangente, bie einen gegebenen 
fueiß (x2 + y2 = r2) in einem gegeoenen ~unfte PI (Xl YI) ber ~eri" 
vl}erie berül}rt? 

2öfung: ~a bie gefuc9te ®erabe burc9 PI gegt, gat il}re ®Ieic9ung bie 

~llrm Y-YI = m(x-xl ), 

unb ba fie :tangente fein foU, müHen bie ~oorbinaten (XIYI) be~ jBe" 
rügrung~vunfteß PI ben jBeftimmungßgleic9ungen be~ ootigen ~ara" 
gravgen genügen: 

-mn n 
I. Xl = 1 + m2 unb 11. YI = ~~ . 

1 +m2 

~ioibiert man bie erfte ®Ieic9ung burc9 Me 3melte, fo erl}öU man für 
bie :tangente im ~etivgeriepunfte Pt 

Me 9Hd)tuugßgdne m = _ Xl. 
Yl 

9nitl}in lautet bie gefuc9te :tangentengleic9ung 

Xt 
Y-YI = --(X-Xt), 

YI 

YYt - 'U( = - XtX + xi, 1 + 
Y2 - r2 -x 2 J 

1 - " ----- ._------
$Ilngentenglcid)ung: 'xxI +YYl = r 2• 

®eb iic9tnißregeI: 
®iOt man ber ®Ieic9ung be~ fueife~ bie tyorm 

X • X + Y . Y = r 2, 

unb fetit man für ba~ 3mdte X unb baß 3roeite Y bie ~oorbinaten Xt 

unb Yt eineß ~erivl)erievunfte~ Pt, fo ift 

XXt +YYt = r2 

bie ®Ieicgung ber in Pt berüt)renben :tangente. 

~ißfuHion: Su einem gegebenen ~unft Pt (xt Yt) gibt eß nur eine 
9Hc9tungßgröbe m, b. l). burc9 einen ~erivl)erievunft Pt gibt e13 nur eine 
:tangente an ben ~reiß. 

Qf)runbtluf!Jtlbt 4: }fiie geibt bie ®Ieic9ung ber ®eraben, Me auf ber :tan .. 
gente eine~ gegebenen Sheifeß x2 + y2 = r2 in il}rem jBetügrungß .. 
vunft Pt (xtYt) fenfrec9t ftegt? 

~iefe ®erabe l}eibt 9lormllle. 
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2öfung: ~a bie 910rmale auf ber burd) P l geljenben ~angente fenfred)t 
ftel)t, fo ift iljre 9Hd)tungßgröbe m' gIeid) hem negativen reaiprofen 
$ette ber 9Hd)tungßgröbe m her ~angente, alfo m' = YI. IDHtl)in 

Xl 

ljeibt Me gefud)te ®Ieid)ung: 

~ofmillengleidjung : 

Y-Yl = Yl(X-X1), 
Xl 

~ißfuffion: $aß folgt barauß, bab ber Drhinatenabfd)nitt n gleid) 91ull ift? 

mufgaben: 
1. $ie lauten Me @{eid)ungen her ~angente unb ber 910rmale burd) einen 

gegebenen ~untt einer gegebenen .Rreißlinie? 

a) x -ll y -+····X2+y2-9· b)x -- ... Y -3.x2+y2-13 1- IB' 1- , -, 1- , 1- , -. 

c) Xl =-3,2, Yl=_···;x2 +y2 =17; d)Xl= +···'Yl=-~~;X2+y2=36. 

2. mn einem gegebenen Sfretß x2 + y 2 = 400 finb in ben ~eripljerie~ 

punften PI (Xl = 12, Yl = - ... ) unb P2 (X2 = 16, Y2 = - ... ) bie 
:tangenten geaogen. $ie geiben igre ®leid)ungen, unb weld)e $inM 
hilben fie miteinanber? 

3. mn einen gegebenen Sfreiß x 2 + y2 = 100 wirb in einem ~unfte 

PI (Xl = 6, Yl = + ... ) bie :tangente geaogen. $eld)en $infel bUbet 
fie mit ber ®eraben, bie hurd) bie ~unfte P2 (- 5; 0) unb Ps (3; 4) 
gegt? 

4. $ie lauten bie ®leid)ungen ber an einen gegebenen .Rreiß gelegten 
:tangenten, bie einer gegebenen ®eraben parallel finb? 

a) x2 + y2 = 100; Y = - tx + 5; 

b) X2 +y2 = 9; 3x-4y = 12. 

5. $eld)e :tangenten beß Sfreiieß x 2 + y2 = 9 finb 

a) aur ®eraben 12x + 5y = 30 parallel; 

b) aur @eraben 8x + 15y = 0 fenfred)t? 

6. Um ben 91uUpunft ift ein Sftei~ geaeidmet, her hurd) hen ~unft PI (3; 4) 
gegt, unh in PI ift bie :tangente geaogen. $eld)en mbftanb gat her 
~unft P2 (10; 6) von ber ~angente? 

12* 
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7. G:ß finb 3wei ~reife x 2 + 31 2 = 72i unb x2 + 312 - 21 x + 85l = 0 
gegeben. 

a) 3eid)ne bie beiben ~reife unb beredjne bie ~oorbinaten if)rer ~djnit.t .. 
llunfte. 

b) meftimme ben ~1ädjenin~art beß ~ierelfß, befien i)iagonalen Me 
3entra1fttelfe unb bie gemeinfame ~ef)ne finb? 

c) 3ief)e in einem ber beiben ~djnittllunfte an ben etften 5treig bie 
i:angente unb betedjne ben ~{ädjenin~a1t beg i)reiecfg, bag burdj Me 
i:angente unb bie beiben ~oorbinatenadjien begrenat wirb. 

8. ~ie 1autet bie ®{eidjung ber i:angente im ~unft PI ber 5treig{inte 
(x - a)2 + (31 - b)2 = r2? 

2öfung: i)ie 9lidjtung!3gröbe be!3 merüljrungßrabiuß MP1 ift 311 - b, 
x1-a 

mitf)in bie " 
xl-a ber i:angente •........ - ~-, 
Yl-b 

" 
bie ®leidjung ber ::.tangente 31 - 311 -= _ Xl -_~ 

X-Xl Yl-b 

ober (x - Xl) (Xl - a) + (31 - Yl)(Yl- b) = O. 

i)a P l auf ber ~rei!3Hnie liegt unb feine Sloorbinaten ber ~rei!3g1eidjung 
genügen müffen, fo fann man biefer ®1eidjung audj Me ~orm geben: 

(x - a)(xl - a) + (y - b)(Yl - b) = r 2• 

~e1dje ®ebädjtnißrege1 ergibt fidj? 

9. mn ben ~rei?S x2 + 312 -14 X - 6 31 - 3 = 0 finb bie i:angenten in 
ben ~unften geaogen, beten mbfaifie + 2 ift. ~eldjen ~infe1 birben 
bie i:angenten a) mit ber X -mdjie, b) miteinanber? 

10. ~n ben Sh'eiglluntten PI unb P2 finb Me i:angenten geaeidjnet. ~ie 

~eiten iljre ®leidjungen, unb we1djen ~infe1 bUben fie miteinanber? 

a) x2 +y2 -6x+16y = 552; P1(-12; +)j P2 (+18j-)j 

b) 2x2 +2y2 +8x-16y = 3002; P1(+j +40); P 2 (-j +40). 

11. ~ie lauten bie ®(eidjungen ber an ben ~reig X2 + 312 + 8 x - 8 31 = 81 

:parallel ber ®eraben 8 X + 7 31 = 0 geaogenen i:angenten? 

12. ~ie f)eiben Me ®leidjungen ber i:angenten, bie fenfredjt auf ® ftef)en? 

a)(x-6)2+(y+12)2=125j 2x+ 31=10; 

b) (x+1)2+(y- 5)2 = 640; 6x+2y = 0,5. 



§ 16 €5ubtangente, €5ubnOtmale, :tangente, l1!otmale. 

§ 16. Subtaugente, Subnormale, ~augente, lnormale. 

~eaeid)nungen: 
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~ie ?mörter $angente unb 9lormnle ~aben eine boppelte ~ebeutung, 
einmal beaeid)nen fie bie unbegrenaten ®eraben, aroeiten~ bie 6treden 
vom ~erü~rung~punft bi~ aur X -md)fe. S1rte \l.\rojeftionen biefer 6treden 
auf Me X -md)fe ~eiüen Subtangente baro. Subnormale. 

m u f gab e 1: ~ered)ne bie Subtangente QI A ('iJig. 14). 
Y %ig. 14. 

B 

--~------~L---~--+-------~A~--X 

2öfung: man feßt in ber ;tangentengleid)ung y gleid) mull, bann roirb 
tt = OA, alfo 

OA.xI + O.YI = r 2, 

r 2 
OA=-· 

Xl 

') 

" __ Yl-. 
- r 2 

mufgaoe 2 : lBered)ne Me Subnormale. 

2öfung: 6etlt man in ber mormalengleid)ung y = Xl X bie Prbinate y 
YI 

gleid) mull, fo roirb bie mofaiffe X aud) gleid) mun, b.~. bie mormale 
ge~t burd) ben 91uUpunft, unb Me 6ubnormale 0 Ql tft gl eid) Xl. 

mufgaoe 3: lBered)ne bie $augcute PIA ('iJig.14). 



182 .8roeiteJ a~iteL !i)1!1: Rteiß. § 17 

Slöfung: man fennt bie ~oorbinaten i~rer ~nbpunfte unb fann Me i}ormel 
füt bie ~ntfernung aroeier gegebenen ~unfte (ober ben pt)t~agoreifdjen 
2egrfatJ) benutlen. 

- vyt +y2_ ,,- 2 1-
Xl 

rY1 " =-. 

~ufgabe 4: }8eredjne Me 9lofmllle P10. 

2öfung: ~ntfpredjenb ber bmten ~ufgabe ergält man 

P10 = V(X1-O)2+(Y1- 0)2 = Vx;+y!, 
" =r. 

~ufgaben: }8eredjne bie Subtangenten, Subnormalen, Xangenten unb 
morma(en. 

a) x2+y2=16 unbP1 (x1 =1&2'Y1=+)' P2(X2=~~;Y2=-)' Pa(Xs=+'Y8=~~); 

b) X 2+u2=25 unb P1(X1 =~,lh =-), P2(V2=-; lJ2 = ~D,Ps(xs = ~~; 118 =-). 

§ 17. Xangenten uon einem $nnft an einen Sfni~. 

~ufga6e: }!Bie lauten bie @leidjungen ber vom ~unft Ps (xs; Y8) an ben 
~rei§ x2 + y 2 = r2 geaogenen Xangenten? 

Ps ( - 3; 9), x2 + y2 = 45. 

2 ö fun 9 1: SDie gef udjte st:angentengleidjung gat al§ @erabe bie i}orm 

Y = mx+n. 
SDie ~oorbinaten von Ps müHen biefe @leidjung beftiebigen, aifo ergibt 
fidj bie }8eftimmung§gfeidjung 

I. Ya = mxs + n. 

SDa bie gefudjte @erabe ben ~rei§ berü~ren fon, fo müffen m unb n 
ber }8erü~rung§g(eidjung (§ 14) genügen, nämlidj 

11. r2 (1 + m2) = n2• 

~U§ biefen beiben }8eftimmung§gleidjungen 6eredjnet man m unb n unb 
fetlt bie er1)aUenen }!Berte in bie gefudjte Xangentengleidjung ein. 

( Xangentengleidjung: y - Ys = '!Ja V xg2 + y~~ - r 2 ± Xs r .) 
X-Xs Xs Vx; + 11:- r2 +Ysr 
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.8 a1)Ienw erte: I. 9 = m. ( - 3) + n, 

11. 45 (1 + m2) = n2• 

I. n = 3m + 9, 

11. 45 + 45 m2 = 9 m2 + 54 m + 81, 
36 m2 - 54 In = 36, 

m2_~m = 1, 

ml = 2; m2 = -~. 
nl = 15; n2 = 7~. 

5tangentengleidjungen : Y = 2x+ 15 
unb Y = -!x + 7!. 

~öfung 2: ~ie gefudjte 5tangentengleidjung gat aIß ;;tangente, wenn man 
bie unliefannten Stoorbinaten beß ~erü1)rungßllunfteß Xl unb Yl nennt, 
bie ~orm 

~a Ps ein \ßunft biefer ;;tangente ift, fo mU)3 bie ~eftimmungßg{eidjung 
liefteI)en 

unb ba P l ein \ßunft beß ~reifeß ift, fo lautet Me 3weite ~eftimmungß" 
gIeidjung 

~a Me 3weite ~eftimmungßgieidjung quabratifdj ift, fo erI)ält man 
3wei ~erte für Xl unb Yl' b. 1). 3wei ~erüljrungßpunfte . 

.8aglenwerte: I. (-3)Xl + 9Yl = 45, 
11. xt + Yt = 45. 

I. Xl = 3 Yl - 15, 
11. 9yl- 90Yl + Y{ = 45 - 225, 

y}2-9Yl = -18, 

Yl = 6; Y2 = 3. 

Xl = 3; X2 = - 6. 

5tangentengleidjungen: 3 X + 6 Y = 45 ober y = -! X + 7!. 
unb -6x+3y = 45 " Y = 2x+15. 

~ufgalien: 

1. Ps (6; 13) unb x2 + y2 = 9. 
2. Ps (1; 8) unb X2 + y2 = 16. 
3. Ps (9; 13), P, (7; 1), Po (-1; 7) unb x 2 + y2 = 25~ 

4. Ps (2; 9), P, (3; 14), P5 (10; 15) unb X2 + y2 = 36. 

5. Ps (2; -11) unb X2 + y 2 = 25. jilleld)en jilltnfel bilben Me ;tangenten 
mtteinanbet '? 
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~ritte~ ~apitel. 

§ 18. ~efinition nnb Sfonftrnftioncn ber 'Ilrllbd. 
1. ~efinition: 

~ie ~araliel ift her geometrifcge :Ort aller ~unfte, Me uon einem 
gegelienen ~unfte F, hem ~rennlJunlte, unh uon einer gegelienen ®e .. 
taben 2, her ßeitHnie, gIeicgweit entfernt finb. 

2. ~eaeicgnungen: 

~ie jßerliinhung~ftretfe eine~ ~atalieIpunfte~ mit hem 
~tennpunfte geibt . . . . . . . . . . . . . !JrennftrQ~I, 

hie uon einem ~aralie1punfte auf hie 2eitlinie gefällte 
Senfrecgte gelbt . . . . . • . • . • • . . . ßeitftrQ~l. 

8. !!necganifcge ~onftruftion mig.15): 
!!nan liefe;tigt einen !Oaben uon her 2änge LB in B an bem recgten 

}ffiinfel unb in F an bem .8eicgenlilatte. ~ann hrMt man mit einem 
Stifte P ben !Oaben fo an ben einen Scgenfef LB be~ tecgten }ffiinfel~, 

bab bie !OahenteUe gefpannt finb, unb uerfcgielit lid angebrütftem Stifte 

%ig.16. 

s:! i}ig.15. ~ ~ ~1 ~2 I 
, 
0 

~- i a 
0 

-0 . 2 

a l : 

\ 
Scheiteltangente 
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unb gefpannten ~ahenteifen ben recf)ten .winfel fo, haf:! fein anbetet 
6cf)enfel CL läng~ ber .2eitfinie gleitet. P oefcf)reiot babei emen 
~araoeloogen. 

4. ~(animetrilcf)e ~onftruftion (5ig.16): 

WHt Sirle{ unh .2inca( fann man nicf)t bie Caufammengänoenbe) 
~araoel fonftruieren, fonbern nur (oelieoig viele) ~unrte ber ~araoer. 

IDlan aief)t im oelieblgen moftanbe a aur .2eitlinie 2 bie ~araUele m 
unh oefcf)reiot mit a aI~ !Rabiu~ um ben mrennpunrt F ben ~reiß. 
SIliefer fcf)neibet bie ~araUele m in awei ~unften P unh pi, bie 
ber ~araoeI angef)ören. SDenn fie finh von 2 unh F gleicf)weit 
entfernt. 

6. SDißfuffion ber planimetrifcf)en ~onftruftion: 

a) ~äUt man von F Me 6enfrecf)te FL auf 2, fo ftegt biefe 6enfrecf)te 
auef) aUf P pi lenfreef)t unb f)aIoiert bie Strede P pi. SDaljer liegen 
hie ~araoeIpunfte P unb pi ftJmmetrifef) au ber 6enfreef)ten F L. 
~oenlo liegen auef) bie ~araoelpunfte Pl unb P{, p~ unh P2 ulw. 
ftJmmetrifef) ou FL. Sef)riefllief) liefteljt bie ganoe ~araoel auß awei 
fongruenten ~älften, hie ftJmmetrijcf) au ber 6enfreef)ten F L liegen. 
SDiefe ljeif:!t ba1)er bie &djfe ber ~araoeI, wäljrenh man bie fon~ 

gruenten ~älften ifte nennt. 

b) lBerfef)ieot man bie ~araUele m aur 2eitHnie 1)in, fo nimmt bie auf 
m Iiegenbe ~arabelfeljne ali, bie ~araoelpunfte P unb pi näf)ern 
fief) einanber. ®cf)t bie ~araUele m buref) ben ill1ittelpunft S 
von FL, 10 faUen lieibe ~aralielpunfte mit Soufammen, mitf)in 
1ft m 5tangente. mennt man nun S ben Sdjeitel ber ~araoeI, fo 
ift bie in Sauf ber mcf)fe fenfreef)t ftef)enbe ®erabe bie Sdjeitd. 
tllngente. 

c) lBerfdJielit man bie ~araUe(e m noef) weiter lIaef) linf~ our 2eUIinie 
f)in unb ülier biele l)inau~, 10 wirb fie von ben augef)örigen .fueifen 
nicf)t meljr gef ef)nitten. 2inf~ VOll ber Sef)eiteltangente giot e~ balJer 
feine ~araoelpunfte. 

d) lBerfcf)iebt man bie ~araUeIe m von ber 6cf)eiteltangente au~ nncf) 
reef)tß, 10 wirb fie fletß von bem aug(1)örigen ~reife aweimal ge
fef)nitten unb bie aur ber ~araUe1en m liegenbe ~araoelfeljne wädjft 
anbauerllb. 

~rgeoniß: ~ie !t3llrllbel liegt gllu3 Ilnf berreIben Seite ber Sdjeitel. 
tllngente nnb erftndt fidj vom Sdjeitel auß in 3IUei anr &djle flJm. 
tndrifdj liegeubeu iften tuB Unenblidje. 
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6. .8 eidjnungen: 
1 . .8eidjne bie $lCdjfe, bie ~djeiteltangente unb uiet \paat \patabelpunfte, 

wenn gegeben ift 
a) bet ~tennpunft unb Me 2eitlinie; 
b) ber ~djeitel unb bie 2eitlinie; 
e) ber ~rennpunft unh ber ~djeitel. 

2. .8eidjne auf IDHUimeterpapiet btei \patabeln (b. ~. beftimme eine meiije 
Don ~atabelpunften unb aie~e awifdjen biefen auß freier ~anb bie 
~urDe), weldje bie 2eitlinie unb bie $lCdjfe gemeinfam gaben, unb beten 
~rennpunfte Don ber 2eitlinie 2 em, 3i em unb 5 cm entfernt finh. 

§ 19. ~ie 5djeitelgleid)uug bet ~atabd. 

3n bem Dorigen ~aragrapgen wat Me ~arabel befiniett unh igre 
@eftaLt burdj ~ißfuffion igrer planimetrifcf)en ~onfttUUion feftgefteUt 
wotben. ~unme~r wollen wir igre ~efinition in Me €:)pracf)e bet 
analt)tifcf)en ®eometrie, b. i. in eine ®leicf)ung überfeßen unb butd) 
~ißfuffion biefer ®leicf)ung bie ®eftalt ber ~urDe ermitteln. 

QSrunbaufga.lJt 1: }fiie lautet bie ®leicf)ung ber ~atabel, wenn man i~re 
$lCdjfe aI~ X-$lCdjfe, igre ~djeiteltangente al~ Y-$lCdjfe wdgIt unb ben 
~bftanb i~re~ ~rennpunfte~ Don ber 2eitIinie mit p lieaeicf)net? 

2öfung (5ig. 17): ®emdj3 ber ~efinitlon 5ig.17. 
ber ~atabel ift ~ y 

FP= PLI = QL, L1~-+----=?R.=--+!....:X=--_~ 

V(x- ~Y+y2 = ~ +x, 

p2 p2 
:z;2_ pX +4"+y2 = 4"+px+x2, 

y2 = 2 px. 

~iefe ®leidjung y2 = 2 p x geij3t 
bie 5djeitelgltidjuug bet !patobel. 

~iilfuffiL1n bet 5djeitelgleidjuug: 

1. 3n bet ®leidjung yS = 2 p x fommt 
nur eine fonftante ®töj3e 2 p Dor. 

y 

Q X 

~e ®eftalt bet ~arabel gdngt bager nur Don biefer einen ®töfJe 2 'P 
ab, weldje ber 'atamdet genannt wirb. 

Um bie geometriidje ~ebeutung b~ ~atamete~ au finben, fetJen 

wir in ber ~atabeIglei4Jung x = ~ unb etgaIten 11 = ± p. ~ie 
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im ?8rennpunlte OUT ber mdjfe fenfredjt ftel)enbe ~arabeIfel)l'le ift mitgin 
gleidj bem ~arameter 2 p. 

2. a) !Rabiaier! man Me ®leidjung y9 = 2 p x mit 2, fo erljäIt man 
'!I = ± Y2 p x. mu~ bem boppelten iBor3eidjen ber mhtrael Tolgt, 
bab oU febem }illerte von x awei gleidje, aber entgegengefetlte }illerte 
von y ge ljören. ~ie ~arabel befteljt bager auß 3wei fongruenten 
~ä[Tten, bie ftJmmetrifdj aur x-mdjfe liegen (vgI. ~ i8, a). 

b) mit abnel)menbem x nimmt audj ber abfolute }illert von '!I ab, unb 
für x = 0 wirb y = + o. ~a beibe }illerte von y = 0 finb, 
fo berü~rt bie Y-'mdjfe bie ~arobef in il)rem 6djeiteI 0 (vgI. § 18, b). 

c) }illirb a; negativ, fo wirb bie }illuraeI imaginär. ~ür negative a; ljat 
bie ~araber feine reellen ~unfte. 

~ierbei 1ft ftiUfc9weigenb vorau~gefe!lt, baü 'P pofitiv ift. 3ft aber 
p negativ, fo gibt eß nur für negative a; reef{e sturvenpunfte. 

~ie ~orabel liegt alfo gana auf ber 6eite ber 6djeiteltangente, 
auf ber igr ?8rennpunft liegt (vgI. § 18, (l). 

d) mu~ '!I = + V2 P x folgt, baÜ mit wodjfenbem a; audj '!I wiidjft 
(vgl. § 18, d), aber feine~weg~ fo rafdj wie x. 

5Die ~orabeIäfte entfernen fidj im ~nblidjen immer weiter von 
ber X-mdjfej bie ~araber ift bager im (gnblidjen nidjt gefdjloffen. 

mufgaben: 
1. }illie ljeiben bie 6djeitefgfeidjungen ber ~orabeln be~ § 18, mufgabe 2? 
2. ® e 9 e ben ift bie 6djeitefgleidjung einer ~orabel. }8eredjne Me ~oorbi" 

noten megrerer q3arabefpunfte unb öeicf)ne bie .\lurve. 

a) y2 = Xj 

d)y 2 =-3x; 

g) x 2 = 4 y; 

b) y2 = 2xj 

e)y2=-2x; 

h)x2 =2y; 

c) y2 = 12xj 

f) y2 = - 8xj 

i) X2 = -8 y. 

3. }8eftimme bie 6djeitelgleidjung ber q3arobef, bie burcf) ben q3unft PI 
geljt, unb beren mdjfe mit ber X-mdjfe ~ufammenfällt. 

a) Xl = 1,5, 

c) Xl = + 3, 

e) Xl = -18, 

YI = 3j 

YI = -3; 
YI = 12; 

b) Xl = 9, 

d) Xl = 4, 

f) Xl = -4,9, 

Yl = 6; 

1ft = -6; 

YI = - 7. 

}illeldje ~nberung tritt ein, wenn bie mcf)fe ber q3arabel mit ber 
y-mdjfe 3ufommenfäUt? 

4. ®egeben ift eine q3arllbel y2 = 2 'P X unb ein q3unft PI (Xl YI) auf igr. 
}illie geiben Me ®feidjungen ber ®eraben, bie burdj PI unb ben 
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Sdjeitel 0, fowie burdj PI unb ben }Brennpunft F geljen, unb wie 
lang finb bie Streifen 0 PI unb F PI? 

8aljlenbeifpiel: y2 = 4x; P1 ... X1 = 4, Y1 pofitin. 8eidjne bie ~igur! 

~rgebni§: OP1 ••• Y= ~:x; EP1 ••• y = __ Jt~. (x -~). 
xl-2 

OP _1IX2+y2. -c,''P -x + p. 1 - f 1 1 ,.1.' 1 - 12 

5. }Beweife, bab bie Duabrate ber Drbinaten einer ~arabel proportional 
ben IJrbf aiH en finb. 

§ 20. 'Ilie ~lltllbe1 uun eiue @erllne. 

<mrunbaufgallt 2: }Beredjne bie stoorbinaten ber Sdjnittpunfte einer gegebenen 
®eraben Y = mx + n mit einer gegebenen ~arabel 'tl = 2 px. 

2öf ung: ~ie .Roorbinaten (X1Y1) ber Sdjnittpunfte müHen ben }Be~ 

ftimmung§gIeidjungen 
I. Y12 = 2px1 , 

11. Y1 = mX1 + n genügen. 
Set1t man ben 1lliert non Yl ber 31ueiten ®leidjung in bie erfte ein, 

fo erljäU man: 

m2 x{ - 2 Xl (p - mn) + n2 = 0, 
----

p-mn+Vp(p-2mn) 
X1.2 = _. 11/2 

unb 
p+Yp(p- 2mn) 

1)1,2 = m . 

~i§fuffion: 

1. 2äuft bie ®erabe ncr X· &dJfe ~Ilrllf(el ober färrt fie mit iljr aufammen, 
fo Hi m = o. ~iefer ~all foll im nädjfien ~aragrapljen befonber§ 
beljanbeIt werben. 

2. 2äuft bie ®erabe ber y. &dJfc ~Ilrllf(cl ober fällt fie mit iljr 3ufammen, 
fo mub foltJol)1 m (= tg 90°) 0113 oudj n gleidj unenhlidj fein. ~ann 

gat bie ®Ieidjung ber gegebenen ®eraben bie ~orm x = k. ~ür bie 
Drbinaten ber Sd)nittpunfte ergäIt man mitgin ou13 her ~arabelgleidjung 
bie 1llierte ± Y 2 p k. 

3. ~ärrt bie gegebene ®erahe mit feiner ~oorbinatenadjfe 3ufammen unb 
1ft fie audj feiuer SlllllrbiullteulldJfe ~Ilrll(fel, 
ober anaIt)tifdj befprodjen: ifi m weber gIeidj 0 nodj gleidj 00, fo finb 
bie Sdjnittpunfte ber gegebenen ®eraben mit her gegebenen ~arabel 
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entweber reell, ober fie faIIen 3ufammen, ober fie finb imaginär, je nadjbem 
bie ~ur3eI YP (p-2mn) reeII ober gIeidj muII ober imaginär ift. ~lIfo: 

a) ~ft p > 2 m n, fo fdjneibet bie @erabe bie ~arabeI. 
b) ~ft P = 2 m n, fo fallen bie 5d)nittpunfte 3ufammen; bie !Q}erabe 

bet'ü~d bie \l3at'llliel, unb ber )Berü~runggpunft ljat bie Slootbinaten 

x1=p-mn unb '!h=P. 
m2 m 

e)" ~ft P < 2 m n, fo trifft bie @erabe bie ~araber überljaupt nidjt. 
~Ianimetrifdje ~eutung bel' @röfle mn: 

~ie 2age einer @eraben au einer gegebenen ~araoer y2 = 2 p x ift, 
wie wir foelien gefeljen IJaben, lieftimmt burdj bie @röfle m n. ~ie fon
firuiett man nun biefe Strede z g[eidj mn? 

2öfung (5ig.18): OB 
m = tg u = 0 A ' 

n = OB 

OB2 ' 
z = mn = VA· 

9JHtteIg aTgetiraifdjer Wnalt)fig ergelien fidj für z oerfdjiebene ~öfungen. 
mon biefen wüljIen wir bie 2öfung aug, liei ber wir ben redjten ~infer 
A 0 B verwerten fönnen. (Eg mufl 0 B bie ~ölje eineg redjtwinfligen 
~reiectg unb OA ~t)potenufenabfdjnitt werben. IDHtljin ift in B auf 
BA bie 5enfredjte au erridjten, bie OA in F fdjneibet. ~ann ift 

OF = mn. 
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<Eine ®erabe berügrt gemä~ ber ;tangentenbebingung bie \ßarabeI, 

wenn mn, b. i. OF = ~ ift. ,sft aber OF =~, fo ift F ber 

!Brennpunft. 

<Ergebni~: 

2c~rfai? 1. ~ine Glcrabc GS lierü~d bie ~araliel, wenn bie im 5d)nitt= 
~unft ber GSeraben GS mit bcr 5djeiteltangente auf ber 
GSeraben GS erridjtete Senfredjtc burdj ben f8reun~nnft ge~t. 

<Eine ®erabe ®l'" Y = m1 x + n1 fd)neibet bie \ßarabeI, wenn 

ml n 1 = 0 F1 < ~ ift. ,sn Worten? 

<Eine ®erabe ®2'" Y = m2 x + n2 trifft bie \ßarabel ülierf)aupt nid)t, 

wenn m2n2 = OF2 > ~ ift. ,sn Worten? 

~o(gerung 1: mer geometrifd)e Ort für bie ~ufJPunfte ber vom !Brennpunft 
einer \ßaraliel auf igre ;tangenten gefällten 6enfred)ten ift Me 6d)eiteI" 
tangente. 

~oIgerung 2: !Bewegt man einen red)ten WinteI fo, ba~ fein 6d)eiteI eine 
gegebene ®erabe burd)Iäuft, wägrenb ber eine 6d)enfel burd) einen ge .. 
gebenen \ßunft gegt, fo umf)üllt ber anbere 6d)enfeI bilW. feine mer .. 
Idngerung über ben 6d)eiteI ginau~ aI~ ;tangente eine \ßarabeI, weId)e 
bie gegebene ®erabe ilur 6d)eitertangente unb ben gegebenen \ßunft ilum 
!Brennpunft gat. 

~ufgaben: 
1. 3eid)ne bie \ßaraliel y 2 = 18 x unb Me ®eraben 

3 
a)®"'Y=4 x + 6 ; 

3 
b) ®l'''Y = 4x + 4 ; 

3 
c) ®2"'Y=4x+8 

unb wieberf)oIe bie allgemeine !Betrad)tung an biefen !BeijpieLen. 

2. ,sn weId)en \ßunften fd)neibet eine gegebene ®erabe eine gegebene 
\ßarabel? 

5 
a) y = 16x+3, y2 = 16x; b) 10y = 30x+3, y2 = 10x; 

c) x + 2y = 16, '11 2 = 2x; 

e) 4y = x+12, y2 = 3x; 

d) 3!1 + 2 = 12 X, y2 = 6 x; 

f) Y = 0,6 x + 5, y2 = 7 x. 
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§ 21. ~ie ~afa'6d unb eine ~4faade 3Uf X·Wdjfe. 

~ufgabe: \8eftimme bie ~c'§nittpunfte einer gegebenen ~etaben, bie bet 
X-~c'§fe parallel läuft, mit einer gegebenen ~arabeL 

2öfltng: ~eßt man in bie ~gebniffe 

p-mn+yp(p-2mn) 
X 12 = ~--=::.....!..:.~--~ 

. m2 

ber ~runbaufgabe 2 beß oorigen ~aragtapgen für m ben ~ert mull 
ein, fo ergäU man für bie ~ootbinaten ber ~djnittpunfte bie ?IDette 

P±P 
Y1.2= -0-' 

2p 
Xl =0=00; 

2p 
Yl = 0 = 00. 

unb 

SDie Werte ~2 unb '/12 gaben bie unbeftimmte ~otm mull burdj murr. 
Um igren waf)nn ?IDett au ermitteln, fi)nnen wir auf oerfdjiebene Weife 
oerfagren. 

a) Wir ftellen Me \8eftimmungßgleidjungen beß ~djnittpunfteß auf 

J. 'U; = 2 PXs, 

11. 'U2 = '11 

unb betec'§nen auß biefen bie ~ootbinaten beß ~c'§nittpunrteß, arfo 

'11 2 
'U2 = n unb XI = -. 2p 

b) an' f '" p-mn+yp(p-2mn) =lr ormen "'12 = ~---==-.!.;~--~ . m2 

biefeß mtuc'§eß mit p-mn=FVp(p-2mn). 

IEß ergibt fidj 

um burc'§ ~eitem 

n2 
X1,2 = . 

p-mn + yp(p-2mn) 
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libenfo erf)äIt man 
2pll 

Yl2 = -
, P+ Vp(p- 2mn) 

Seyen wir nunmef)r für m ben mett \nuU, fo wirb 

" -= 00. 

n2 
x - . 

2 - P +p' 
n2 

" == 00. 

2pn 
Y2 = p+p; 

" = 2p' " = n. 

§ 21 

lirgebni~: 3'e~e ~tlrtlUele 3Ut X·m:dJfe fdJncibet ~ie ~tlttl6el in einem en~: 
Hdjen nn~ einem unenblidj fernen ~nnfte., 

~o{gerung: ~a nun bie X-m:djfe unb fämtlidje ~araUelen ou if)r ein 
Straf)Ienbüfdjel burdj ben unenbIidj fernen ~unft ber X -mdjfe bilben, 
fo faUen bie unenbfidj fernen Sdjnittpunfte biefer fämtlidjen ~araUelen 
unb ber ~ataflel miteinanber unb mit bem unenbIid) fernen ~unfte 

ber x-mdjfe 3ufammen. ~iefer ~unft fdjlief3t aIfo im UnenbIidjen bie 
~arabel. 

mufgaflen: 
1. ~eftimme Me Sd)nittpunfte ber ~ataber y2 = 12 x mit ben @eraben 

a) y = 2; b) Y = 6; 
c) y = -0,5; d) Y = -12. 

2. @egeben ift eine ~atabel y2 = 8x unh owei @erabe @1'''Y = 2 
unb @2'" Y = 4, weldje bie ~atabeI in ben ~unften PI unb P2 

fdjneihen. ~eredjne 

a) bie Sttede PI P2 , fowie bie oom Sdjeitel auf bie Sefante PI P2 

gefäUte Senfred)te; 
b) ba~ 3wifd)en ben @eraben, ber SdjeiteItangente' unb ber ~arabel .. 

fef)ne PI P 2 Iiegenbe ~rapea; 
c) ben ~Iädjeninf)aIt be~ ~reiecf~ P I OP2 ouf awei mden unh ben minrer 

PI ° P2• 8eidjne hie ~igur unb prüfe i~re @enauigfeit. 
3. @egeben ift bie ~arabeI y2 = 36 x, wobei bie liin~eit 1 m betrage. 

meredjne ben Drbinatenouwad)~, wenn bie mbfaiffe 
a) oon Xo = 0 auf Xl = 1, b) oon Xl = 1 auf X2 = 2, 
c) " X2 = 2 " Xs = 3, d) " X4 = 100 " X5 = 101, 

e) oon X6 = 10000 auf X7 = 10001, 
f) " xa = 1000000 " X9 = 1000001 

wäd)ft unb oergleidje biefe 8unaf)men. 
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§ 22. ~ie ~Ilugeute wb bie ~lImtllle bet ~Iltillid. 

~runbauf!l4be 3: m.\ie ljeibt bie @leidjung ber stangente ber ~arabel 
y2 = 2px, bie burdj ben ~araoelpunft PI (~2h) ge1)t? 

2öfung: SEla bie gefudjte @erabe burdj PI ge1)t, 1)at i1)re @(eidjung bie 
~orm 

Y-Jh = m(X-XI), 

unb ba fie stangente fein foU, müffen bie ~oorMnaten (~YI) beß ~e::: 
rü1)runggpunfte~ PI ben ~eftimmung~g(eidjungen be~ ~aragrap1)en 20 

p-mn p 
I. ~ = -- unb II. YI = - genügen. m2 m 

2lu~ @leidjung II erljäft man für bie :tangente im ~unft P l bie 

miditung~fllnftante m = P; 
YI 

mitljin lautet bie gefudjte :tangentengfeidjung: 

Y- YI = R- (x-~), 
YI 

Ylh -- '!If = PX-PXI ,} 
22+ Yl = PXv 

~augentengleidiung: YYI = P (x + Xl)' 

SEli~fuffion: .8u einem gegebenen '!h gibt e~ nur eine lllidjtungßfon\lante m, 
b. l). burdj einen ~arabelpunft PI giot e~ nur eine stangente an bie 
~arabel. 

~runbilllf!ltllte 4: m.\ie 1)eij3t bie @leidjung ber 91ort'nalen ber ~nrabeI 
y2 = 2px im ~araoelpunfte PI (XIYl)? 

2öfung: SEla bie 910rmale auf ber burdj PI geljenben :tangenten fenftedjt 
fteljt, ift il)re !JHdjtung~fonftante 

mitf)in f)ei13t bie 

m' = _YI 
p' 

~lIrmalen!lleidinng: Y - YI = - ?t! (x - ~). 
P 

mufgaoen: 

2ln biefe oeiben @runbaufgnoen fdjHe\'3t fidj folgeridjtig Me ~eredjnung 

ber eubtangente T Q unb ber eubnormalen· Q N, 

ber stangente T PI unb ber 910rmalen PI N. 
lllauer u. u . .\)an);leben, @eometrle f.9tealanftalten. (Oberftufe.) 13 
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SDenn au~ heu @(ehf)ungen her 5tangente unh her 91nrmalen fann 
man bie mbfaiiien ber @5djnittpunfte T unb N unb barau~ T Q unb Q N 
beredjnenj T PI unb PI N tinbet man al~ ~ntfemungen aroeier ~unfte, 
beren ~nnrbinaten gege6en finb. 

1. lBeredjne hie Subtangente TQ (~ig. 19). 
tJig. 19. 

2öfung: !Inan febt in her StangentengTeicfjung y gfeicfj 91ulI, bann 
roirb x = 0 T, alfn 

o • '/11 = P ( 0 T + Xl), 

OT= -Xz, 

TQ = 2xl , b.~. 

2e~rfa~ 2. :!lie Subtangente eine~ \ßarabel~nntteß PI (Xl YI) iit gleid) 
ner no~~elten ~bf~iffe Xl niefeß 'l3nufteß unn wirn nurd) nen 
Sd)titel 0 ~Illbiert. 

2. lBeredjne bie Subnormale Q N mig.19). 
2öfung: !Inan febt in ber 910rmalengleidjung y gleicf) 91uU, bann 

wirb x = 0 N. alfn 

Ih o - Y1 = - - (ON - Xl), 
p 

p = ON-xv 

ON= Xl +p, 
QN= p, b.~. 

2e~rfa~ 3. :!lie Subnormale eiuee \ßarabcl~uufteß ijt gleid) nem .palb. 
~arameter P, alfo due lonftante ~rilffe. 
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3. merecflne bie Xilugente T PI (~ig.19). 
----

ßöfung: TPI = V(2Xl)2 + 'lIf, 
=.V4XJ+~, 

= V2xl (2~ + p). 

4. merecflne bie 9lormille PI N (~ig. 19). 
,---

ßöfung: PlN = Vp'J. + YI" 

= Vp'+2pXlI 

9lufgaoen: 
= Vp(p + 2 Xl)' 

1. WeIcfle ®Ieicflung gat Me Xangente ber ~araoer 'lI2 = 12 X in btm 
~arabel.punfte PI (Xl 'Ul)? 

a) Xl = j, 111 = +'''; b) ~ =~, 'Ul = -"'; 
c) Xl = .. " 'Ul = + 6;, d) Xl = ... , 111 = - 9. 

WeldJe ®leicflung gat bie Xangente ber ~araoel ya = 6 X tn bem 
~arabelpunfte PI (~'UI)? 

e)~=1,5, Yl=+"'; f) Xl = 6, Yl = -"'; 

g) Xl = ... , !II = + 12; h) Xl = ... , Yl = -18. 

2. Wie lauten bie ®leicflungen ber burcfl Me ~unfte PI ber $1lufgaoe 1 
geaogenen Wormalen, unb weIcfle ßängen [jaoen Me betreffenben @5ub .. 
tangenten, @5ubnormalen, ;tangenten unb Wormalen? 

3. Wie lautet bie ®leicflung ber ~arabertangente, bie 

a) mit ber pofitioen X-$1ldJfe ben Winfel " = 46° bUbet, 

b) auf ben negatioen $1lcflfen gleicfle @5tüde abfcflneibet, 

c) ber ®eraben 4 x - 2'U + 6 = 0 parallel läuft, 
X 11 

d) auf ber ®eraben 3' + 2' = 1 fenfredJt ftef)t, 

wenn bie ~arabe[ y2 = 6 x gegeoen ift? 
4, ,3n ber Wäge einer ~ifenbal)n, bie einen parabolifdJen mogen befdJreibt, 

beften ®leicf)ung 112 = 150 x ift, lduft eine gerabe @5traüe, bie burcfl 
bie ®Ieicf)ung 11 = 5 x + 40 gegeoen ift. Welcfler ~unft ber iifenbagn 
liegt ber @5iraüe am näcf)ften, unb wie weit ift er entfernt? (ßdngen .. 
ringett = 1 km.) 

5. Wie geiüt bie ~arabelgleidJung, wenn bie ;tangente burdJ ben ~araber.. 
punft PI bie ®leicflung lJat 

a) Y = 2,5x+ 1; 

c) 6 y = x + 45; 
b) Y = ~x + 90; 
d) 4 y + 2 x + 3 = O. 

13* 
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6. 3n bem \ßunfte PI' beHen mbföiHe Xl = 32 ift, öiegt man an bie 
\ßarabel y2 = 8 X bie Stangente unh fällt nom mtennpunft F bie 
Senfredjte F B auf bie stangente. ~ie groj3 iit ber ~Iäd)eningaIt be~ 
~reied~ FBPI ? 

7. ~on einem \ßunlte 0 mig.20), ber fidj h meter über bem ~oriöonte 
befinbet, bewegt fidj ein ~örper fo, ba\3 er in wageredjter 9Udjtung eine 

~ig. 20. 

gIeidjförmige ®efdjroinhigfeit non c unb in ienfredjter ffiidjtungabroärt~ 
eine mefdjleunigung non 9 meter gat. Weldje magnbefdjreibt ber 
~örper, unb in weldjer wageredjten (gntjernung trifft er Me ~ori30ntaI. 
ebene? 

mnleitung: ~liminiere Me Seit t au~ ben in ~ig. 20 angegebenen 
®leidjungen. 

SaglenoeifpieI: h = 20, C = 30, 9 = 10. 

8. meredjne ben Winfer, unter bem fidj bie ~urtlen 

X2+y2=25 unb y2=5!x 

fdjneiben, b. g. ben ~infel, roeldjen Me in ben Sdjnittpunften geaogenen 
stangenten miteinanber bUben. 

9. 3n ben Sdjnittpunften PI unb P2 ber ®eraben unb ber \ßarnoel 

X + y = 3 unb y2 = 4 X 

finb bie \ßarnoeltangenten fonftruiert. Weldjen ~Iädjeninf)alt gat ba~ 
~reied, ba~ non ber gegebenen ®ernben unb ben bdben stangenten 
gebiIbet wirb? 
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§ 23. ~ie Sage einet ~angente in bC5u9 auf ben 5u9c~ötigen ~tennfttCl~{, 
auf ben 5uge~ötigen Seitftta~l uub auf' Die 5djeiteltangente. 

~n bem tJorigen ~aragrapf)en war Oie ®töbe tJon Strecfen, bie aut 
Stangente unb aur mormale geljörtcn, lietedjnet worben. ~eßt foU bie 
®rö{Je tJon ~inleln beftimmt werben. 

m u f ga li e 1 a: Weldjen ilBinfel bilbet bie Stangente mit bem mrennftral)l unb 
mit bem 2eitfttaljl nadj bem metülJrltng~puntt? 

~nleitung: ®teUe bie ®leidjungen blefet brei ®etaben auf unb 
bmdjne bie fraglidjen ilBinfef. IDlan finbet mig. 21) fowof)l für tg li'P1 T 

al~ aud) für tg T PlLl ben Wett p • 
111 

mufgabe 1 b: 2öfe bie entfpredjenbe mufgalie fÜt bie !JlJ.JtmaIe. 

~ig. 21. 

~rgelini~: 

2e~rfa~ 4. ~ie \l3arabeltangente ~albiert ben ~infel 5lUifd)en bem iBrenu, 
ftrn~l uub bem 2eitftra~1 und) bem iBerü~rungß~unlt I bie lJ1l1r, 
male ben 9lebeulUiufel. 

501gerung: mUe patallel bet ~djfe eine~ pataliolifdjen Spiege1~ einfallenben 
2idjt~ unb ilBätmefttal)len wetben nadj F tefIeftiett. ~aljer f)eibt biefer 
~unft mrennpunft, lateinifdj Focus, unb wirb mit F lieaeicf)net. 

mufgalie 2: me weife analt)tifdj (5ig.21), 
a) bab bie !Berliinbung~ftteden B F unh B LI be~ ®djnittpunfte~ B einer 

Stangente unb ber Sdjeiteltangente mit bem mrennpunft F liow. mit 
bem 5ubpunft L l be~ 2eitftral)le!5 eine ®erahe liiIben, unh bab biefe 
®erabe LI F parallel ber mormale P l N, a1fo fenfredjt auf T P l Ht; 
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b) ba\,! bie merliinbung~ftrecfe T LI be~ 6rf)nittpunfte~ T her ;tangente 
unb her x-mrf)fe mit hem ~u\,!punft LI he~ 53eitftraq(e~ parallel hem 

?8rennftraf)1 F PI ift j 

c) ba\,! B LI = B F unh B PI = B T W. 
SDamit finh hie lieiben folgenben 53ef)rfätle liewiefen. 

1.\e~rfat? 5. ;!)er ~egen~nnft be~ ~renn~nnftei\\ einer ~ara6el 6e~üglidj einer 
$augeute liegt anf ber 'seHlinie. 

'se~ri atz 6. ~ie Sdjeitdtangente einer ~arabel ~lllbiert bie $angente. 

SDie ~ig. 21 ift rf)arafteriftifdj für bie ~araliel. 6ie fagt un~, 

ba\,! Die ;tangente PIT bie SDiagonale cine~ gfeidjfeitigen ~aralle(o~ 
grammi3 ift [4 F PI T = T PI LI (53e1)rfatl 4), I 0 E' = Xl + 'P 

(53ef)rfatl 2)]. 

ba\,! bie 6djeiteltangente burrf) bett Whttelpunft biefei3 9lf)omliu~ gef)t 
[FB = BL1 (53eljrfatl5)j TB = B PI (53eqrjatl 6); 4 PIBF =- 90° 
(53ef)rj atl 1)], 

ba\,! LI FN PI ein ~aralleiogramm ift LSDreiecf PI Q N ';;Q L] L F 

unb QN = LF = P (53ef)rfa!) B)]. 
mufgalien: 

1. 'wieberljole hie allgemeinen ?Seredjnungen an hem ?8eifpfer y2 = 8 x 
unh 111 . + 6 unh aeirf)ne hie ~igur auf millimeterpapier. 

2. .weldjen .winfel liilhen bie ;tangenten miteinanher, bie man an bie 
~aralicl 1/2 = 12 x in hen ~unften p] (y] = + 6) unh P2(Y2 = - 2) 
aief)en fann? 

3. 'weldjen .winfel bilhet hie 910rmale im ~ut1fte PI (YI = + 4) her 
~arabel 1/2 = 10x mit hem ~rennftr(1)l P]F, unh wie weit ift fie 
vom ?Srennpunfte entfernt? 

*§ 24-. $lanimetdfdie ~ettaditung ber $arabd unb i~rer ~angente. 

1. 53eflrf ätle: 
SDie 6 2ef)rfätle ülier hie ;tangente, bow.91ormale eitter ~araliel laffen 

fid) natütlid) aud) planimetrifd) ableiten (iYig. 22 ). 

3ft ber ?8rennpunft F unh bie 2eitlinie 2 einet ~C\taliel gegelien, fo 
erljäIt man (ugl. 53eljrjatl 5) eine ;tangente, wenn man einen lieliebigen 
~unft Lr ber 2eitIinie mit F uerliinhet unh auf LIF bie mitteliettf~ 

redjte erridjtet. .8eid)net man nodj in LI auf her 2eitlinie bie Senfredjte. 
fo fdjneibet biefe bie ;tangente in if)rem ?8erüljrungi3punft PI' 
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~enn P1LI = PIF, ulfo ift PI ein \ßunft ber \ßaraliel. 3eber anbere 
\ßunlt X ber ffIHtteIfenfre4Jten Hegt aber auberf)alb ber ~rabel, roeil 
X Y< XLv aIfo au4J < XF ift. ~amit ift au4J 2ef)rfa!} 5 licroielen. 

~ ~g. 22. 

Sl'idjne fobann Me ~djfe ber jßaralieI, lieftimme ben @5djeitel 0 

alg mUttelpunft ber @5trede FL unb lieilleifefolgenbe~: 

1. Li TP1F = TP1 Lt. 2ef)rfan 4. 

2. TF = FP1 = LI PI = LQ = ~ +'X1 unb TQ = 2x 1 • 2e~rfan ? 

3. ~ie lßerliinbung~ftrede M 0 ift @54Jeiteltangente, 2ef)rfati 1 unb 6. 

4. ~ie in PI erri4Jtete mormale f4Jneibet Me ~djfe in N fo, bab 
QN = LF = p ift (2eljrfa!} 3). 

5. ~ere4Jne TP1 unb NP!. 

n. ~onftruftionen: 

Stonftruiere an einer \ßarabeI, Me burdj i~ren j8rennpunrt F unb iljre 
2eitlinie 2 gegelien ift, eine stangente, 

6. bie burdj ben jßarabeIpunft PI geljt; 

7. bie burdj ben jßunft X auberljalb ber jßaralieI geljt; 

8. bie mit ber m4Jfe einen gegelienen ~infe( bUbet; 

9. bie auf ber 2eitlinie unb ber m4Jfe, non L nuß gemeffen, gleidjc @5tMe 
abI dineibet. 
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mufgabe 1: § 20. ~er ~urdjmeffer ner ~arabel. 

®egeben ift eine ~araliel y2 = 2px unh eine 6etante y = mx + n. 
®efucljt mirh ber IDlittelvunft Po her auf her 6efante liegenhen ~aralielfegne. 

~ig. 23. 

y 

2öfung: ~ft y = mx + n hie ®Ieicljung her 6egne, fo müHen hie 
mlifaiffen Xl unb X2 igrer cmbvunfte (~ig. 23) ber quahratifcljen 
~eftimmung!3gleicljung 

m2 x2 -2x(p-mn)+ n2 = 0 
p-mn n2 

ober x 2 - 2 X 2 + 2 = 0 genügen (ogt § 20). m m 
~e mlifaifie Xo ber 6egnenmitte ift gleiclj ber gallien 6umme her 

mlifoiffen Xl unb X2 her @5egnenenhvunfte, alfo gleiclj ber galben 6umme 
ber ~ur3eln ber quabratifcljen ~eftimmung!3gleicljung, h. 1. 

Xl + X2 
xO= - 2-' 

91un ift Me 6umme her ~ur3e(n jeber quahratifcljen ®leicljung g{eiclj 
bem negatioen Sfoeffiilienten oon x. IDlitgin ergält man 

1) 
Yo = mxo + n = --. 

m 

~etecljne Yo auclj au!3 her ~eftimmung!3gleicljung y2 = 2 P ~ ~~ . 
m 

~oIgerung: stla bie Drhinate Yo henfellien ~ert begäIt, folange p, h.1. bie 
~aralieI, unb m, h. 1. bie 9Hcljtung ber 6egne, unoeränbert oleilit, iD 
galien bie WHttelpunfte einer 6c1jar varaUeIer 6egnen ben gleicljen 

mbftanb p ODn ber x-mcljfe, fie liegen alfD auf einer ~araae{en our 
m 

x- mcljfe. stliefe ~araUele fjei~t ~urdjmeffer, unh 3mar gegört dU jeber 
6efjnenticljtung ein lieftimmter stlurcljmeffer unb umgelegrt. 

~ei melcljer ffiicljtung ber 6egnen liegt her stlurcljmeffer untergalo 
her X - mcljfe '( 
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SDie ®!eid)ung be~ SDurd)mef1er~, ber bie 6e1)nen!d)ar mtt ber 9lid)tung~~ 
fonftantcn m 1)albiert, o. 1). be~ 3ugeorbncten ~urd)uleffer~, lautet: 

y = p. 
m 

~ufgabe 2: 

®egelien ift eine ~aralieI y2 = 2px unb ein SDurd)mefier 11 = .~. 
m 

®efud)t wirb bie :tangente tm ~nbpunfte, b.lj. bem Sd)eittl be~ 

SDurd)mef1er!3 mig.23). 
2 ö fun g: SDie ~llllrbinaten Xl unb '/11 be~ 6d)eiteI!3 müHen ben )8e~ 

ftimmung!3g1eid)ungen 

unb 1I. 111 = P genügen. 
m 

mu~ biefen erljäIt man Yl p 
X ----. 

1 - 2p - 2m2 

SDie ::tangente burd) biefen ~aralielpunft fJat bie ®!eid)ung 

y.P.... = p(x+2L)', 
m m2 

11 = mx + 2Pm· 

~oIgerung: SDie 9Hd)tung~lonftante m biefer ::tangente ftimmt ülietein mit 
Im 9ltcfJtung~fllnftante m ber bem gegebenen SDurd)meffer augellrbneten 
6e1)nenfdjar, b. 1). bie $angente im SdJeitd eineß ~urd)lltciicrß iil ller 
3ugeorbneten Se~ne1tfdJar .\)araUel. 

9!ufgaben: 
1. ®egelien ift eine ~atalieI unb eine ®erabe. }fiie ge;bt bie ®feid)ung 

be!3 ber ®etaben augellrbneten SDurd)mef!er~? }fieId)e ~llllrbinaten ljat fein 
iScf)citeL 8, unb wie lautet bie ®leid)ung ber burd) 8 geaogenen ::tangente? 

a) y2 = 8x, 

b) 11 2 = 12 x, 
c) y2 = 3,5 x, 

d) y2 =-16x, 

3x - 11 = 5; 

2x+3y= 7; 

3x+411=10; 

8x + 5y = 12. 

2. ®egeben ift eine ~araliel unb ein ~unft Po innergalb biefer ~urne. 
}fiie ljeiüt bie ®leid)ung ber 6eljne, Me burd) Po ljalbiert wirb, unb 
wie lang ift bie 6et)Ue? 

a) y2 = 4x; 

b) 1I2 =9x; 

c) '!l = 6x; 

d) 112 = 6x; 

Xo = 12t, 110 =-1; 

Xo = 2ft;, 110 = 3f.; 

Xo = 12~, '!Jo = - ~i 

Xo = 2L 1/0 =-2. 
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Wufgalie 1: 
§ 26. ~ie QuaDratur ber jßarabel. 

® e 9 e li e n ift eine ~aralier y = 2 p x unb ein ~aralielpunlt P. 

®efud)t wirb ber 3ngart ber non x, y unb bem ~arabel6ogen OP 

liegrenaten ~{äd)e, b. 9. be~ ~ara6elau~fd)nitt~. 

~ig. 24. 

2ö f tt n 9: man teilt bie Orbinate y in n gIeid)e :!:eHe unb ronftruiert bie 
9led)tede gemäü ~ig. 24. SDann tft 

x = ~.y2 = ~.(ly)2 = -~.12. 
1 2 p 1 2 p n 2 pn2 , 

baß 5Iäd)enftüd 0 SP > aI~ ba~ :punftierte ~(äd)enftüd, 

o SP > J!.... 0 + J!.... Xl + ... + 1L. Xn-l' 
n n n 

'11 8 
OSP> -[02+12 +· •. +(n-1)2], 2pn 3 

OSP> L.(n-1).n.(2{n-1}+1), 
2pn8 6 

OSP> JL. (1'1 -1) .n.(2n -1), 
2 p 6n3 

OSP > -~ . (1-.!.) .(2- !); 
12p n n 



§ 26 :ilie Ouabtatut bet !IlataoeI. 

aner ba~ 5läd)enftM 0 S P < aI~ ba~ fd)raffierte ff{äd)enftM, 

o S P < JL. Xl + JL . X2 + ... + !L . Xn n n n' 
Y y 2 Y y2 Y y2 n2 

OSP< - .-- .12 + - -. ---- .22 + '" + -.-"--, 
n 2pn2 n 2pn2 n 2pn2 

y3 
OSP< - (1 2 +22 +·· · +n2) 2pns ' 

OSP< L. n(n + 1) (2n_+ 1) 
2pns 6 ' 

OS P < 1~~' ( 1 + ~) (2 + !). 

203 

~irb n unenblid) grof!, fo wirb .l unenbIid) ffein, unb man er~ält al~ 
n 

gemeinfamen ®renawert 0 S P = :~ ober = xi, b. f). 

bet \l3lltlll1dl1ogen 0 P teilt ba~ 9ledjted 0 Q PS im ~et~iiltniß 2: 1. 

~et gefud)te \l3lltOl1clIlU{lfd)nitt ift gleid) I x 11. 

*~ufgalie 2: ®egelien ilt eine ~aranel y2=2px unb eine ~araneLfegnePIP2. 
mered)ne ben 5läd)eningalt F ber non ber Sef.me unb bem augef)örigen 
~aranelfJogen negrenaten 51ädje, b. g. be~ ~ara6elanfdjnitt~ (5ig. 25 a u. b). 

Y ~ig. 25a. 

PI 

'1, 
P2. : · 1 ! ----- -- ----- - ---- -- - - --~R 

~ig. 25b. 
, 
: , , , 
'Y;l 

I : , 

h:,+
Q~ , , , , 

I , , , 
, I 

-------------IR P2 i 

2öfung: stler gefud)te 5läd)eningalt ift gleid) bem ~aranelau~fd)nitt 0 Q1P1 
nerminbert um ben ~aranelau~fd)nitt 0 Q2P2-'unb ba~ i:ravea QI PI P2 Q2' 

Wlan erf)ält F = 0 Q1P1 - 0 Q2 P2 -QI RP2 Q2 - RP1 P2 , 

" = i(XIYI - X2Y2) -HXIY2 - X2YI). 
stliefe 50rmel ergint nur bann einen vofiünen 5Iäd)eninf)alt, wenn ber 

mo 9 en im vofitinen Sinne burd)lauren wirb, b. g. fo, baf! Me 51äd)e linf~ liegt. 
.8 a gIen n eH viel e: 

1. ® e gen e n ift eine ~arabel unb eine Sefante, nered)ne ben ~aranelanf d)nltt. 
a) y2 = 20 x, 3y = 5(x+ 1); b) y2 = 10 x, Y = tx+ 1. 
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2. ~urd) ben )8rennpunft eilter jßaraoel y2 = 2px Hf eine ~efante ge, 
aogen, bie burd) ben jßunft ber 2eitlinie mit ber Orbinate + ~p geljt. 
)lliie groÜ ift ber jßaraoelaof4Jnitt? 

3. &in gleid)feitige~ ~reieCf 1)at eine &Cfe im ~4Jeitel einer jßaraoel, eine 
~eite a Hegt auf iljrer ~4Jfe unh Oie gegenüoerHegenhe &de auf ber 
Slurne. )lliie lautet bie ®lei4Jung ber jßamoe!, unb wie groÜ ift bie 
~läd)e, bie dwifCljen ber .Rurne unb ben oeiben ~eiten be~ ~reieCf~ 
liegt, bie ni4Jt ~eljnen finb? a = 30m. 

4. ~er )8rennpunft Feiner jßaraoel liegt non ber 2eitIinie 210m entfernt; 
burd) einen jßaraoe1punft PI mit ber OrDinate 'YI = 5 ift bie 5tangente 
unb non PI au~ bie ~ef)ne bur4J F ge30gen. )8ered)ne bie ~uotan, 

gente, Stangente, ~uonormale unb mormale, fowie ben jßaraoelaof4Jnitt. 

*§ 27. IDle~nre t'llugcnteu tier ~Ilrllbcl. 

~ufgaoe 1: mon einem jßunft Ps finb an eine jßaraoeI Me Stangenten 
geaogen. }fiie lautet bie ®lei4Jung ber burd) Oie )8erüljrung~punfte PI 
unb Pi ge30genen ~eljne ()8erü1jrung~feljne 3u Ps)? 

2öfung: I. y 'YI = p(x + Xl)'" Stangentenglei4Jung in PI' 
II. Y'!h = p(X + x2).... " in Pi' 

m. 'YSYl = P (Xs + Xl)'" weil Ps ein jßunft ber Stangente 1 ift. 

IV. YSY2 = P(XS +X2)'" " " " " " 
2 

" 
~ie Hneare ®leid)ung Y'Ys = P (x + xs) 

~ig. 26. fteUt eine ®erabe ® bar, unb 
biefe ®erabe ® ge1)t burd) 
bie jßunfte PI unb Pi' ~enn 
hie Sloorbinaten biefer jßunfte 
genügen wegen ber' )8eftim .. 
mung~gleicl)ungen III. u. IV. 
ber ®lei4Jung ber ®eraben ®. 
~a eß bur4J dwei jßunfte 

PI unb P2 nur eine ®erabe 
giot, fo muü bie ~eljne PI P2 

ein Steif ber ®eraben ® fein. 
WHt1)in ift YYs = p(x + xs) 
bie gefud)te ®lei4Jung her 
)8erügrungßfeljne. 

_P,~3~ ______ ~~~ ____ ~ _____ ~ 

®ebäd)tnißregel: ®wt man 
her ®lei4Jung ber jßarabel 

y2 = 2px 

----~----~+-~----+------X 
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bie ~orm y.y = p(a:+a;) 

unb feilt für b~ aweite 11 unb baß aweite a: bie ~oorbinaten a:l unb 111 
eine~ !punfte~ PI' fo ftellt bie ®leic9ung 

11111 = p(a; + Xt) 

bie :tangente in PI bar, wenn PI auf ber !parabel liegt, unb bie 
®leic9ung ber ~etügrung~fegne ou PI' wenn PI auüergalb ber !pa
rabel liegt. 

m-ufgabe 2: 6telle bie ®leic9ung beß ber ~etügtUngßfeljne PIPS (~g. 26) 
augeorbneten SDurc9meffer~ SD auf unh beweife, baü SD burc9 Pa geljt. 

2öf ung: SDie !llic9tungßfonftante ber ~erüljrungßfeljne ift gleic9 P , alfo ift 
. . '!Ja 

ble ®!e1c9un9 be~ augeorbneten SDurc9meffer~ SD 

y = p : 1: = 1/8' 
1/s 

SDiefer ®leiCfjung genügt bie Orbinate 118 beß ~unfteß Ps, mitljin geljt 
ber SDurc9meffer SD burc9 Ps. 

~olgerungen : 

1. ~ie bewegt fiCfj bie ~erügrungßfeljne, wenn man Ps auf bem SDurCfj .. 
meHer SD nerfCfjiebt? ~aß für eine 2inie wirb bie ~eriUjrung~ .. 
feljne, wenn Ps auf Me ~urne fällt? ®ilt biefer 6ail auc9 für ben 
ftrei~? 

2. ~eweife anallJtifc9 burc9 ~erec9nung ber fragHCfjen 6treden, baü ber 
6c9eitel S bie 6trede P3 Po be{l SDutc9mefferß ljalbiert. 

3. >Beweije :planimetrifc9 burd) ~ro:portionen, baü ber 6CfjeiteI S aud) 
bie 6trede E E' bei :tangente f.JaHiiert. 

4. ~eweife :planimettijCfj, baü UY = U'Y' ift. 
6:prid) bie ~orgerungen 1 b~ 4 al~ 2eljrfäte auß. 

~ufgabe 3: ~ie lauten bie ®leiCfjungen ber nom ~unfte Ps an bie ~araliel 
neaogenen :tangenten? 

2ßfung 1 SDie ~erüf)tUng~:punfte PI 1mb Pt ber gefuCfjten ~an!1enten nnb 

fowoljl ~unfte ber ~erüf.Jrungßfeljne. . . . , . . '!J '!Ja = P (a: + Xs) 

alß auc9 ber !parabel. . . . . • . . . . . . . 1/2 = 2 pI». 

SDaljer müffen iljre ~oorbinaten biefen lieiben ®leiCfjungen genügen. 

SDte für Xt unb 111 (li3W. X'J unh 1/11) gefunbenen ~erte finh in bie 

:tangentengleic9ung !I '!Jl = P (x + Xt) einauienen. 
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2öfung 2: SDie gefud)te %angentengleid)ung ~at Me ~orm 

!J = mx + n. 

SDie Unoefannten m unh n müffen genügen 
her ~erü~rung~gleid)ung . . . . I. p = 2 mn 

unh her ~eftimmung~gleid)ung. . H. Ys = m Xs + n. 

§ 28 

~u~ biefen ~eftimmung~gleid)ungen oered)net man m unh n unh 
fest bie er~aItenen }fierte in bie %angentengleid)ung ein. 

SDiefe 2öfung ift awar einfad)er al~ hie erfte, aoer man er~äft haoet 
nid)t bie Sfoorbinaten ber ~erü~tung~l'unfte. 

3a~Ienoeif l'ie f: 
a) y2 = 8 Xj X3 = 3, !Js = 5j 

b)!J2 = 4xj xa = 6, !Js = -5j 

c) y2 = 10xj Xs = -2, !J3 = ~j 

d) y2 = -16 Xj Xa = 5, Ys = 1. 

e) }field)en }fiinfeI oiIhen hie tJom \15unft Ps (xs = - 7, !Js = + 5) 
an hie \15araoel y2 = 8 x geaogenen %angenten miteinanher? 

§ 28. 8ufllmmeufteUuug ber '"f"bdformdu. 

1. 6d)eiteIgleid)ung. 

2. 6d)nittpuntte. . 

unh 

3. a) %angentenoebingung . 
b) %angentengleid)ung 

c) 9'Hd)tung~fonftante. 

y2 = 2px § 19. 

' m2 
X12 = ~=- mn-tVp(p - 2mn) 1 

p +-~ Vp(p - 2mn) 1§20. Yl,2 = . -. ~-~ ~ .. m- ~-~---. 

p = 2mn. 

Y YI = P (x + Xl) 

p 

YI 
4. 91ormalengleid)ung. !JI . Y -!Jl = - -- (x - Xl)' 

P 

§22. 

5. a) 6uotangente. . 2x1 

b) 6uonormale . p. 

6. (%in her 6egnenrid)tung m} Y=~' }§25. 3ugeorhneter SDurd)meifer m 
7. \15ataoelau~fd)nitt F=~xy. §26. 
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AI 

!l.Herte5 ftapitel. 

§ 29. ~e~nitiou uu~ stonftruftionen ber <iUipfe. 
1. ~eflnitilln: SDie ~Uipfe ift ber geomettif41e ,ort aUer ~unfte, beren 

~ntftmungen von amei gegebenen ~unften F I unb Fs, ben t\renrt· 
..,nuften, eine fonftante eiumme 2 a gaoen. 

SDie ißeroinbung5ftrede eine5 ~Uipfenpunfte5 unb eine~ }8rennpunfte~ 
geiUt t\rennfttll~l. 

2. Wledjllnifdje ~lInfttuftilln (~ig. 27): IDlan oefeftlgt Me ij;nben eine5 ~aben~ 
von ber S3änge 2 a in ben }8rennpunften F I unb FI , fpannt ben ~aben 
bur41 einen Stift P unb oemegt biefen oei gefpannten ~abenteilen, fo 
oef41rewt P eine ~Uipfe. 

'ijig.27. ~ig. 28. 

BI 

B1 

B2 

2a 
B2 

~ 

( I r l X r2 

3. ~lllnimetrifdje stonftruftion (~ig. 28): IDlan teilt 2 a oelieoig in awei 
XeUe Tl unb r2 unb oef41reiot um Fl mit Tl unb um F 2 mit ri streife. 
SDiefe f41neiben einanber in amei ~unften Pl unb ~, bie ber ~llipfe 
artgegilren. SDenn bie Summe igrer ~ntfemungen von F l unb F i ift 
glei41 Tl + Ti = 2 a. SDie ~unfte P l unh P~ liegen ftJmmetrif41 aur 
ßentralen F l F 2' 

}8ef41reiot man mit Tl um F 2 unb r2 um Fl streife, fo finb il)re 
ei41nittpunfte P2 unb P~ eoenfaU5 ~unfte ber ~Uipfe. P l unb Pt, 
fowie P~ unb P~ liegen ftJmmettif41 au ber IDlittelfenlre41ten auf Fl F2• 

A2 

, 
r 
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~oIgerung: ~ie ~Uipfe gat alfo 3mei @St)mmetrieadjfen obet ~djfen. 3gr 
@Sdjnittpunft 0 geiflt bet IDlittellJunft bet ~IIipfe. ~ie ~ntfernung 0 F 
beß WHttelpunfteß von einem jBtennpunft geiflt ~~5entrioität e unh 

baß ißetgältniß ~ bie uumerifdje ~63enttiaität E. 
a 

§ SO. ~ie [llittel~uuftßgreidjuug bef ~Jli~fe. 

~ufga'6e: }!Bie geiflt Oie ®Ieidjung bet ~Uipfe, menn man bie butdjbie 
jBtennpunfte gegenbr. ~djfe aIß X-~djfe, Oie anbete @St)mmetrieadjfe aIß 
Y-~djfe mäg!t, bie fonftante @Summe mit 2 a unb bie ~~3enttiaität 
mit e beaeidjnet? 

~ig. 29. 
Y 

~öfung: ®emäÜ bet ~efinition bet ~IHpfe ift mig.29): 
F 1 P + F 2 P = 2 a, 

vee + X)2 + y2 + V(e-x)2 + y2 = 2 a. 

~rdj ameimaIige~ Duabtieten, am einfadjften, nadjbem man eine 
}!But3e1 auf bie tedjte @Seite geotadjt gat, befeitigt man Me }!Butaeln 
unb etgält: 

(all - ell)x2 + a2 y2 = (all _ e2) a2. 

~a a > e fein mufl, fo fann man al~ neue ®töfle beinfügren burtt 
Me ~efinitionßgleidjung: b2 = a2 - eS 

ober e2 = a! - b2• ~ann etgHit fidj 

bie IDlittel~unft~9(eidjuug: b2 x2 + a2 y2 = a2 b2 

obet 
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~ißfuffion bet llnitte(1Junftßgleicf)ung: 

1. 6etlt man 1/ = 0, !o wirb x = ±aj Me X-~cf)fe fcf)neibet alfo bie 
tEUi1Jfe in awel \ßunften Al unb Ag, bie auf nerfcf)iebenen 6eiten beß 
~nfangß1Junfteß in ber tEntfernung a liegen. Al Ag geibt bie -t>a,q,t. 
adjfe 2 a, Al unb Ag ljeiben .panl'ijdjeitel, unb ber ~teiß, bet bie 
~au1Jtacf)fe 3um SDutcf)meffet f)at, [leibt .paUl'tfrei~. 

2. 6etlt man x = 0, fo witb 1/ = ±bj ble Y-~cf)fe fcf)neibet alfo bie 
tEUi1Jfe in awei \ßunften B l unb B s, bie auf netfcf)iebenen 6eiten beß 
~nfangß1Junfteß in ber ~ntfernung b liegen j baß ift bie 1Jlanimettifcf)e 
)8ebeutung ber @röbe b. Bl B'}. ljeibt bie 9letienadjfe 2 b, Bl unb Bj 

ljeiben 9le&euf djeitel, unb ber Slreiß, ber bie ~ebenacf)fe aum SDurcf)" 
meffer. I;at, I;eibt ~le&enlrei~. 

3. SDa bie @feid)ung für x unb für 1/ tein quabratifcf) ift, ;0 gegöten au 
iebern 1illerte von x awei gfeicf)e, aoer entgegengejetlte .merte von 1/ unb 
umgefeI;tt. SDaI;er ift fowoI;l Me X - ~cf)fe aIß aucf) bie Y - ~cf)fe eine 
6t)mmetrieacf)fe ber tEUi1Jfe. 

4. ~uß 1/ = ± : Va'}. x2 folgt: SDurdjläuft x bie .mette non - a butcf) 

ll1ull biß + a, fo burcf)läuft 1/ bie .mette von ll1ull burdj b biß ll1uU. 
1illitb ber aofolute .mett von x> a, fo wirb bie .muraeI imaginär, alfo 
giot eß feine reellen tElli1J I en1Junf te meI;r. 

o. ~ür bie @renawerte a; = ± a erI)ält man 1/ = ± 0, arfo nur einen 
Wert für 1/, ebenfo für Me @renawerte 1/ = ± b nur einen 1illert x = o. 
SDie in ben ~au1Jt" unb Me in ben ~eoenfcf)eiteln auf ben ~cf)fen er" 
ticf)teten 6enfred)ten rönnen alfo nur bte 6cf)eiteL mit ber tEUiflfe ge. 
meinfam I;aoen. 6ie finb baljer 5tangenten, unb in bem burcf) biefe 
vier 5tangenten gebiIbeten !Recf)tetf mub bie tEUipfe liegen mig. 29). 

6. 6etlt man a; = + e, fo ergält man 1/ = ± ~ y a2 e~ = ± bl
• SDie 

a a 

burd) Me \8rennpunfte fenftedjt aUt X-~cf)fe ge30genen eeljnen ljeiüen 
!parameter unb werben mit 2 p beaeicf)net. tEß ift allo 

2b l 
ber \ßarameter 2 p =-a 0 

*7. ~uß 1/ = ~ Vag x2 folgt bie !proportion a:b = ya2 _a;2:1/ unh 

l8C1uer u. 1:1. ~Cln;l;feben, @eomettle f.9teClfClnftalten. (,Olierftufe.) 14 
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baTa~ ergibt fidj bie ~onftruftion ber ~ig. 30j fie ift fet)r bequem, wenn 
mau auf IDHUimetetpapier aeidjnet. 

iji(l. 30. 

2 

~ufga6en: 

1. ®egelien ift eine !EUipfe (2 a unb e) unb ein \ßttnft PI (Xl) auf if)r. 
meredjne bie 2iinge ber ?SrennfttaljIen r l unb r2• 

~nteitung: IDlan gat Me meftimmung~gIeidjungen: 

I. r 12 = 1112 + (Xl + e)2, 
11. r; = Y{ + (Xl - e)2, 

111. rl + r2 = 2a. 

Wuß ben beiben etften ®{eidjungen finbet man r12 - rt' = 4: e Xl ufw .. 
fdjIiefllidj a~ !Ergelintß: 

unb 

2. ~ie lautet bie IDlitte4>unft~greidjung einet CS;Uipfe mit bet ~auptadjfe 
2 a unb bet ~ebenadjfe 2 b? ~erdje ~bfaiffen ljaben iljte mrennpunfte, 
unb wie groll finb iljre \ßarameter? 

a) 2a=10, 2b=6j b) 2a=30, 2b=24. 

3. !mie geibt bie IDlittelpunft~gIeidjung bet CS;Uipfe, wenn gegeben ift: 
a) 2a=34,2e=30j b) 2b=40,2e=42; 
e) 2a = 10, 2p = 6,4; d) 2e = 48, 2p = 7 198" 

4. ?Set. bie 2iingen ber .tSulbadjfen a unb b, be~ ~urbpurumetet~ p unb 
ber CS;~ntriaitiit e bet CS;Uipfen: 

a) 16x2+ 25y2 =400j 
c) 100x2 + 144y2 = 14400; 
e) 4x2+ 9y2 = 36; 

b) 225 X2 + 289 y2 = 65025; 
d) 64x2 + 225 y2 ~ 14400; 
f) ;)',2 + 3 y2 = 48. 
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ö. Wie lautet bie IDlitteItJUnft§$gIeidjung ber <EUipfe, Me burdj awei gegebene 
~unfte PI unb Ps gegt? 

a) Pl",XI = 0, Yl = 2, Ps",xs = -1!~, Y2 = -1M; 
b) PI'" Xl = 3, 'lh = 3k, Ps ••• X2 = - 4, Y2 = - 2~. 

6. a) mie G:ntfernungen ber G:rbe von ber l5anne in ber l5annennäge unb 
in ber l5annenferne vergarten fidj wie 29: 30. Wie graf} ift bie 
numetifdje G:!aentriaität ber eUiptifdjen <Erbbagn? 

b) Wie graf} ift bie Weoenadjfe einer G:Uipfe, Me ber <Erbbagn äI)nlidj 
ift, wenn igre ~auptadjfe 1 m beträgt? 

~nrettung: G:Uipfen finb ägnlidj, wenn fie gIeidje numerifdje 
G:!aentriaität oefinen. Warum? 

c) SDie numerifdje G:!oentri3ität ber ~af.)n be§$ IDletfur beträgt 0,2. Wie 
lautet Me ®Ieidjung, wenn man bie ~auptadjfe 2 a nennt, unb wie 
fieljt Me <EUipf~ aU§$, wenn man 2 a = 10 cm feßt? 

7. a) Seidjne in bie G:Uipfe ~: + ~: = 1 ein Ouabrat unb beredjne feine l5eite s. 

b) Seidjne in bie G:Uipfe x2 + 4: y2 = 4: ein gleidjfeitigeß ~reiecf, beffen 
eine G:cfe in bem ~rennpunft F 1 liegt, unb beredjne feine l5eite s. 

~n{eitung: man fennt ba~ lUerljärtni§$ y: (x + e). 

~ufgaoe: 
§ 31. ~ie @llilJfe uull eine GJetllbe. 

®egeoen ift eine G:Uipfe :: + t: = 1 

unb eine ®erabe y = mx + n. 

®efudjt werben bie I5djnittpunfte ber ®eraben unb ber G:Uipfe. 
2ö fun g: SDie ~aarbinaten Xl unb Yl be§$ ~djnittpunfte§$ PI müffen 

ben ~eftimmung§$gleidjungen 
x2 y 2 

I. a; + b~ = 1, 

H. Yl = m Xl + n 
genügen. l5etit man ben ?fiert von 1ft ber 3ttleiten ®feidjung in bie 
erfte ein, 10 erI)ält man: 

:cl + (m:Cl + ny;a = 1 
a 2 b2 ' 

(a 2 m2 + b2)x[ + 2 a2 m niet = a2 (b 2 - n2). 

-a2 mn + abYa2 m2 + b2 -n2 

"'1,2 = a2 m2 + b2 • 

b2 n ± abm Yh 2 +-b2 -n2 

Y1.2 = a2m2 + b2 • 

14* 
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~i§SfuHion: 

a) 3ft a2 m 2 + 1)2 > n 2, io ift Me }illurael reell. 
~ie ®erobe fdjneibet bie ~lliflfe in aweireeIlen ~unften. 

b) 3ft a 2 m 2 + b2 = n 2, fo ift Me }illuraeI = o. 
~ie 6djnittflunfte fallen auf ammen, bi e ® er ab e be r ü l) r t a If 0 bi e 
~IIifl f e. 

~er ?Berül)rung§Sflunft l)at bie S'toorbinaten 
-a2 111rl -a2 m /)2n /)2 

Xl,2 = a2m2+-bi! = -n-' Yl,2 = a2m2 +-b2 = -n' 
c) 3ft a2 m 2 + b2 < n 2, io ift bie }illurael imaginär. 

~ie ®erabe l)at feinen reellen ~unH mit ber ~mflfe gemeinfam. 
WlU anberen lmorten: ~ie ®erabe fdjneibet bie ~((iflfe in 3wei 

imaginären ~unften. 
d) ?Befonbeter 5all: mt n = 0, b. l). gel)t bie ®erobe burd) ben W1ittel~ 

flunft ber ~mpfe, fo ift y = mx. 
2 Ö i u n g: 6e!lt mon in ben für Me S'tootbinaten bet beiben 6djnitt ~ 

punfte gefunbenen }illerten n = 0, fo etl)ält man 
+ab +abm 

Xl,2 = V1/2-:2 + b2 unb Yl,2 = Va-::m2 + b2' 

~ie }illurae( ift Itet§S teell, mitl)in fdjneibet jebe burdj ben S'toorMnoten" 
anfang 0 gel)enbe ®erabe bie ~1lipfe in 3wei teellen ~unften. 

~ie WbfaiHen unb bie Drbinoten beibet 6djnittflunfte l)aben awor 
entgegengefe~te lnoraeidjen, obet gleidje abfolute }illerte. ~af)er müHen 
Me 6djnittpunfte PI unb P2 gleidj weit oom S'tootMnatenonrang 0 ent" 
fetnt fein. ~a alio je be ~mpfenfef)ne, bie burdj 0 geaogen ift, audj in 0 
l)oIbiert witb, io trägt 0 mit lRedjt ben 9Camen "WCittelpunft bet ~mpfeM. 

m u f gab e n: ?Beredjne bie 6djnittflunfte einet gegebenen ~mpfe unb einer 
gegebenen ®eraben. 

x2 y2 x2 y2 
a) 49 + 25 = 1, 7 Y = 12x; b) 25 + 16" = 1, 3x + 5y = 25; 

c)x2+4y2=16, y=3x+2; d)4x 2 +9y2=225, x=2y. 

§ 32. ~ie planimetrifdje ~entung ber tangentenliebingnng 
a2 m 2 + b2 = n 2• 

~ine @erabe @ betül)rt eine \ßnraliel, wenn bie im 6djnittpunft 
ber @eraben ® mit ber 6djeiteItongellte auf ber ®etaben ® enidjtete 
6enfredjte burdj ben ?Btennpunft bet ~arabeI gel)t. 

~et 6djeiteItongente einer \ßnrnlid entfflridjt bet burdj Me 6djeiteI 
Al unb A2 bet ~rnllfe gel)enbe ~oufltfreig. }illir wollen bol)er unter" 
fudjen, 00 ber 5uupunft be§S oon einem ber ?Brennflunfte auf eine 
~mflfentongente gefäUten 20te§S auf bem ~aufltfrei§S liegt. 
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ßöfung: 3ft I. ..... y = mx + n eine beliebige @etabe @, 10 gat 
bie vom )8rennpunfte F) ~ig. 31. Y 

auf @ gefönte 6enfred)te 
F 1 G mig. 31) bi~ @(eid)ung 

1 
H. y = - (x + e). muli! 

m 

I. unb II. ergölt man!für 
G bie .Roorhinaten 

-mn -e 
- 1 + 2 ' unh 

111 

-lU e+ n 
1 + ';n2 ' 

9TIitl)in 1ft bie 

o G = 1/m2n2 + 2mne + e~±~2e2 - ~_mne + n2 
~ntfernung r (1 + m2)2 ' 

_ 1~ + e2)(1 + m2) _ 1/n2+ a2-b2 " - r --(1-+ m2)2 -- - r-1--ttn2' 
a) 60ll nun bie @erabe @ eine :tangente fein, fo mufl n2 = a2m 2 + b2 

1/a2m2 + b2 + a 2 - b2 
fein, mitl.Jin 0 G = r 1 + m2 = a. 3n }!Borten? 

b) 6d)neibet @ bie ~Uipfe, fo ift n2 <a2 m2 + b2, alfo 1ft ber }!Burael~ 
mert ober 0 G Heiner a{~ a. ~n }!Borten? 

c) Unterfud)e aud) ben britten 5all. 
d) @eometrifd) finbet man bie ~ntfernung OG leid)t au~ 

1 
GH = ecosa unb cosa = 1/ OH = ncosa, 

5olgerungen: ,1 + m2 

1. ~er geometrifd)e Drt für bie 5uflpunfte aller uon einem )8rennpuntt ber 
~Uipfe auf bie :tangenten geföllten 6enfred)ten ift ber ~auptfreil!:!. 

2. ~rel.Jt man einen red)ten }!Binfel fo, bafl fein 6d)eitel einen gegebenen 
~reil!:! burd)liiuft, miil.Jrenb ber eine 6d)enfef butd) einen gegebenen 
~unft innergalb bel!:! ~teife~ gegt, fo umgünt ber anbete 6d)enfel bam. 
feine merliingerung all!:! :tangente eine ~llipfe, bie ben gegebenen fueil!:! 
3um ~auptfteil!:! unb ben gegebenen ~unft Bum mrennpunft gat. 

§ 33. ;!lie ~Ilngente nnb bie lJlormllle ber <rUi~fe. 
mufgabe 1: }!Bie geiflt bie @feid)ung ber :tangente einer gegebenen ~llipfe, 

bie burd) ben ~llipfenpunft PI (XI Jh) gegt? 
2öfung: ~a bie gefudjte ®erabe burd) PI gegt (5ig. 32), mufl illre 

®Ieid)ung bie 50rm l)aben: Y -111 = m(x - Xl), 
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uno ba fie Stangente fein foU, müffen oie ~oorbinaten Xl unO Jh oeil 
metii9rungilpunfteß hen meftimmungßgleidjungen 

unh 

~ig. 32. 

---

11. 
b2 

Yl =n 

genügen. ~ioibiett man bie erfte @Ieidjung hurdj bie 3weite, io etf)äIt 
man oie 9Udjtung~huftllnte 

91un Ht auer 

joIgIidj erlJält man X 4 
- --(i2 

So. X Xl + YYl _ 1 ~ ~ .f. olJer a 2 b 2 - • "'lln!Jentcn!Jl\~i"J1tn!J. 

~ufgalie 2: ~ie geibt hie @Ieidjung her (gUipfennormalen im (gUipfen~ 
punlt Pl? 

2öfung: ~a bie mormaIe auf her Stangente fenfredjt ftegt. ift bie 

midjtungßfonftante 

@leldjung 

mitlJin geitt if)re 
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m u f 9 a 0 e 3: merec9ne bie @5uotangente Q T mig. 32). 

2öfung: IDlan ;e~t in bet :tangenteng1eic9ung 'U = 0, bann Illitb 
(l; = OT, arfo 

OT·Xh + 0·'111 = 1 
a2 b2 ' 

obet 

~ufgafle 4: !8etec9ne bie @5uonormale NQ mig.32). 

2öfung: man fe~t in bet \notmalengleic9ung 1/ = 0, bann Illitb 

x= ON, 

a1fo 

b. q. NQ = , 
Wufgafle 5: !8erec9ne Oie :tangente TP1 unh Me \normale NP1 C5ig. 32). 

2ö;ung; 

+lIf, 
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= :2 Va' - e2 x{. 

~ U f 9 0 fl e 6: mereC!jne Me Winter, weldje bie marmore mit ben IBrennftro~ren 
bUbet (~ig. 32). 

2öjung: L ~ie ~Heidjung beg mrennftro~leg F I P1 lautet 

y-O O-YI 
x+e = -e-x1 

aber v = ~(x+e). 
~+e 

11 ~ie ®{eidjung ber marmolen N PI lautet 
a 2 y 

V - VI = /J2 X: (x-~). 

III. ~ie ®leidjung beg mrennftta~leg F 2 Pl lautet 

!J = ~ (x-e). 
xI-e 

a2YI_~ 
b2 x1 Xl + e 

tgNPIFI = 2·-·J-' 

1 + a lH 
b2x1 (XI + e) 

a 2 X 1 !h + a2 eYI - b2 x1 VI 
b2 r j

2 +b2 ex] +a2 YI2 , 

a 2 eVI + e2 x1 YI 
= -{i2l)2 + b2e"X:' 

eYI (a 2 + ex1 ) 

= b2 (a2 + exS' 
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Ih a21h 

Xl -e 1J 2 XI 
tg F 2 PI N = . 2 0 , 

. l+ __ a~ 
b2 x] (Xl - e) 

b2 Xl YI - a2 Xl YI + a2 e !h 

b2x j2 - b2 exj + a21d ' 

a2 eYI - e2 xI YI 

= Q2b2 - b2eX;' 

eYI (a2 - exl ) 

- b~ (a 2 - exj )' 

eYI • 
b2 
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~ir f)aben für tg N PI FI unb für tg F t PI N benfefben ~ert e ~l 
erf)aIten. ~a[)er finb aud] bie ~infe[ felbft einanber gleid], b. f). 

2e~rfll~ 1. ~ie 9lllrmllle in bem ~nnlt Pi einer ~ml'fe ~Illbiert ben lffiinld, 
ben Me ~rennitra~len biefe~ ~nltlteB Pi bilben, bie $angente ben 
9lebenwinlel. 

501gerung: @cf)en bei einem eUiptifcf)en 6piegeI von bem einen iSrennpunfte 
2ief)t~ ober ~ärmeftraI)Ien au§, fo merben fie ;0 refleltiert, bab fie fief) 
in hem anberen iSrennpunfte mieber vereinigen. ~af)er ftammt her 
9lame iSrennpunft. 

lli:ufgaben: 
1. a) ~eld]e @[eicf)ung f)at bie ~angente einer ~mpfe im jßunfte Pt, 

wenn gegeben ift: 

IX) 
x2. y2 = 1, Xl = 3, !h pofitio; -+ --25 4, 

ß) 
x2 y2 

25 +-;[ =1, Xl negativ. VI = -1,6; 

a;2 y 2 

r) 25 + TB =1. Xl = -3, 111 pofitiv; 

8) 
a;2 y2 
64 + 25 = 1, Xl pofitio, YI = 3; 

a;2 y 2 

E) 100 + 64 = 1, Xl = -5, Yl pofitio j 

x2 y2 

~) 169 + 121 = 1, Xl = + 5, Yl pofHio unb negaHu. 

b) ~ie f)eifjen Me @Ieicf)ungen ber butcf) Ne jßunfte Pt ge30genen 
9lormafen, unb melcf)c 2ängen gaben bie 6ubtangenten unb 6ufl" 
normalen, ~angenten unh Wormalen? 
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2. ~urd) ben 5d)eitel Al einer lEUipfe, beren ~auptad)fe 16 em unb 
beren mebenad)fe 8 em beträgt, ift eine 5egne geaogen, bie mit ber 
~auptad)fe einen }!Binfel von 45° bUbet, unb in ben lEnbpunften biefer 
5egne finb bie 5tangenten geaeid)net. 5!Bie lang Ht bie 5egne, unb 
unter weld)em }!Binfel f d)neiben fid) bie 5tangenten? 

3. ~eftimme bie 5d)nittpunfte ber lEUipfe 
16 x2 + 25 y2 = 225 

unb ber ~arabel, beren 5d)eitel mit bem lEUipfenmittelpunft unb beren 
~rennpunft mit bem pofitiven ~rennpunft F2 ber lEllipfe aufammenfällt. 

4. ~n bie lEUipfe x2 y2 
289 + 64 = 1 

ift in bem lEUipfenpunft PI' beffen mbfaiffe + 15 unb beffen Drbinate_ 
pofHiv ift, bie 5tangente geaogen. }!Bo f d)n.eibet bief e bie ®erabe 

y=5x+4? 

5. 3m lEnbpunft eine~ ~arameter~ ber lEUipfe 
x2 y2 

1369 + 1225 = 1 

ift bie 5tangente geaogen unb auf biefe vom anberen ~rennpunft au~ 
bie 5enfred)te gefällt. }!Bk lang ift bief e 5enfred)te? 

6. 3m lEnbpunft eine~ ~arameter~ ber lEUipfe 
9 x2 + 25 y2 = 225 

ift bie 5tangente geaogen. }!Bte grou ift bie ~läd)e be~ ~reiecf~, ba~ 
bie 5tangente unb bie von igr abgefd)nittenen ~d)fenabfd)nitte bUben? 

7. mie lautet bie ®feidjung ber lErrtvfentangente, Me 
a) mit ber vofititJen X-~djfe ben }!Binfel IX = 45° hilbet, 
b) ber ®eraben 3 x + 5 y = 20 parallel läuft, 
e) auf ber ®eraben y = 3 x + 6 fenfred)t ftegt, 

wenn Me lEUipfengleidjung 16 x 2 + 25 y2 = 400 gegeben ift? 
8. ~urd) ben ~rennpunft F I ber lErrtpfe 

16x2 + 25 y2 = 400 
ift eine 5egne geaogen, bie mit ber pofititJen midjtung ber ~bfaiffen~ 
adjfe beu }!Binfel IX = 300 bUbet. }!Bie geiut bie ®(eid)ung biefer 
5egne unb bie ®leid)ung einer if)r parallelen 5tangente':' 

9. ~n bie lEUipfe x2 y2 --+-- = 1 25 9 

ift eine 5tangente geöogen, bie mit bem ~rennftra~l r2 einen }!Binfel 
von 450 bUbet. ~ered)ne Me ~oorbinaten be~ ~erügrung~punfte~ unb 
bie 2änge ber 5tangente. - }!Barum liegt ber ~erüljrung!3punft auf 
bem fueife, ber FI F2 aum ~urdjmeffet ljat? (2ef)rfatl 1.) 
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10. 3m l§;nb.puntt beß burdj F I geljenben ~arameterß ber ~Ui.pfe 
x2 y2 

169 + 144 = 1 

ift Me stangente unb Me 910rmale gcaogen, unb auf bieie flnb uon bem 
lBrenn.punft F2 auß bie Senfredjten geföUt. ?mie grob ift ber i}l(4)en .. 
inljaIt beß entftanbenen !Jle4)tedß? 

11. ~ß ift liefannt bie ~neidjung ber ~Ui.pie 
16x2 + 251/2 = 400 

unb bie einer Stangente bieier ~Ui.pfe 

3x + 531 = 25. 

lBeredjne bie 900rbinaten beß lBeriiljrungß.punrte~ PI unb ben ~infer 

8wifd)en ben nadj PI geaogenen lBrennftra~Ien. 
12. Unter weldjem ?minfe( td)neiben fidj bie sturuen 

48 x2 y2 

112 = 25 x unb 25 + "9 = 1? 

*§ 34:. ~lanimdfifdje !Betradjtung ber ~Ui~fe. 

lBei lBetradjtung ber cgUi.pfe ift folgenber ~ang eingefdjlagen worben: 
3n § 29 wurbe bie cgUi.pfe befiniert unb geaeidjnet. 
3n § 30 wurbe iljre WHtteI.punftßgleidjung fieftimmt unb burdj ~iß~ 

fuHion berfelben bie ~eftaIt ber cgUi.pfe feftgefteUt. 
3n § 31 wurben bie Sd)nitt.punfte einer @eraben mit ber cgUipfc 

fieredjnet. 
3n § 32 wurbe bie stllngentenliebingung planimetrifdj gebeutet. 

~afiei fanben wir ben 2eljrfan 1: ~er ~uj3punlt beß uon einem 
lBrennpunft auf eine ~Ui.pfentangente gefällten 20teß liegt auf bem 
~auptfreif e. 

3n § 33 wurben bie @(eidjungen ber stangente unb ber 910rmalen 
lieftimmt unb eine !Jleilje uon Streden unb ?minfern fieredjnet, Me mit 
ber stangenten, fiaw. mit ber 910rmalen in lBeaieljung fteljen SDafiei 
erljielten wir ben 2egrfan 2: SDie 910rmale in bem ~unft PI einer 
cgUipie ljalliiert ben ?minfeI, ben Me lBrennftraljlen biefeß ~unfteß PI 
liUben, bie stangente ben 91efienwinfcl. 

SDie analt)tifdje lBetradjtung ber cgUipie ljat naturgemäj3 in erfter 
2inie red)nerifdje cgrgefiniffe geaeiHgt. 

SDie fieiben 2egrfäne foUen alier audj p{animetrifdj fiewiefen werben. 
stonftrnftion (~ig. 33): 

IDlan fieidjreilit mit 2 a um F2 einen ~reiß unb uerbinbet einen 
lieliebigen ~unEt X beßiellien mit F2 unb mit F1• SDann erridjtet 
man auf XF1 bie WHttelfenfredjte .MY, bie F 2 X in PI fdjneibet 
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!8eweife: 
1. a) ba~ PI ein \:ßunft ber (E;llipfe ift; 

b) baj3 fein \:ßunft ber ill1ittelfenfre~ten au~er bem ~unft P1 auf her 
(E;llipfe liegt; 

2. baj3 bie Stangente PI M ben 2$. FI PI X ljalbiertj 
3. bab M auf bem ~auptfreife Hegt. 

\) ig. 33. 

&ufgafieu 5um 8eid)uru: 
1. (E;~ finh Me ~rennpunfte Et unh F s einer (E;lIipfe unh ein 5turoen~ 

punft PI gegeben. .Rnnftruiere bie Stangente in PI' 

2. (E;~ finh bie ~tCnnpunfte FI unh Fs einer (E;llipfe unh bie 2linge 2 a 
ber ~aupta~fe gegeben. Sei~ne eine Stangente, bie 

a) bie m~fe unter einem gegebenen ~infel f~neibet; 
b) eine gegebene ®etabe unter einem gegebenen ~infeI f~neibet; 
e) einer gegebenen ®etahen parallel ift. 

~n{eitung au a): ~eftimme 3unli~ft ben \:ßunft M (~ig. 33). 
3. mnn einer (E;llipf e finb ein ~rennpunft, Me 2linge 2 a ber ~aupta~f e 

unb 3ltlei paraUele Stangenten gegeben. lBeftimme ben anberen lBrenn~ 
punft. 

4. mnn einer (E;Uipfe fennt man einen ~rennpunft, Me 2änge 2 aber 
~aupta~fe unb eine Stangente mit igrem ~eriif)rungl3punft. ~eftimme 
ben anberen ~rennpunft. 

5. mon einer (E;Uipfe finb ein lBrennpunft, altlei Stangenten unb Me 2dnge 
2 a ber ~aupta~fe befannt. ~n liegt ber anbere lBrennpunft? 

6. (E;~ finb bie lBrennpunfte E~ unb F2 einer (E;llipfe, bie 2änge 2a ber 
~aupta~fe unb ein \:ßunft Y auj3erf)alO ber (E;Uipfe gegeben. Sief)e 
von Y aul3 Me 5tangenten an bie (E;llipfe. 

mnleitung: lBeftimme 3unlid)ft ben \:ßunft X (f)ig.33). 
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§ 35. ~ie ~utdjmeffer ber ~Uipfe. 
mufgaoe 1: 

x2 y2 

®egeoen ift eine ~Uipfe a2 + b2 = 1 

unb eine 6efante y = mx + n. 

®efucgt roitb ber ID1itteipuntt Po ber auf ber 6efante Iiegenben 
~lIipienfe~ne. 

~ig. 34. 

2ö;ung: 3ft y = mx + n bie ®{eid)ung ber 6egne (~ig. 34), 10 
müffen bie &6faiffen igrer ~nbpunfte ber quabratifcgen ~eftimmung~" 
g(eid)ung 

(a 2m2 + b2) x2 + 2 a2 mnx = a2 (b 2 - n2) 

2 a2mn _ a2 (b 2 - n2) .. 
ober x + 2 x a2m2 + b2 - a2m2 + b2 genugen (og(. § 31). 

~ie &b;aiffe ber 6e~nenmitte ift gIeicg bem galben negatioen Stoeffi" 
aienten non x, niimHd) 

-a2 mn 
xo = a2 m2 + b2' 

b2n 
'!Io = a2 m2 + b2 • 

~olgetung: ~urd) ~oifion etgiiIt man 

Yo b2 
- ober 

-b2 

'!Io = a2m xo· 

~at man nun eine 6cgar ~lltllUdet 6egnen, ;0 beli§t bie alid)tun9ß" 
fonftante m aller biefer 6egnen benfe16en )illert. ~ager müffen bie 
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Wllttelpunftßfoorbinaten jeber biefer C0e~nen ber linearen @leidjung 
- b2 

Y = -a2 rn x 

genügen, b. ~. 

§ 35 

fe~rfll1! 2. SDie mittelpunfte einer C0djar paralleler ~Uipfenfef)nen liegen auf 
einer ~crllbcn unb awar auf einer @eraben burdj ben mittel" 
punlt ber ~Uipfe. 

SDlefe @etabe ~eiüt ~nrdjmcffer, unb awar f)eitt ein SDurdjmeffer 
ber C0e~nenfd)ar 5ugcllrbnct, bie er ljalbied. 

~at eine C0ef)nenfdjar bie VHdjtungßfonftante 'ln, 10 lautet bie 
@Ieidjung beß augeorbneten SDurdjmefferß: 

b 2 

y = - a 2 m x. 
mufgabe 2: 

@egeben ift eine ~Uipfe 

unb ein SDurdjmeffer y = m x. 
@efudjt werben Me :tangenten in ben ~nbpunnen beß SDurdjmefferß 

unb if)re VHdjtungßfonftanten. 
2öfung: madj § 31 d ljaben bie 5t'oorbinaten ber ~nhpunfte PI 

unh P2 mig. 34) be§ SDurdjmeffer§ y = m x Me ~erte 
+ab +abm 

XI 2 = - ; YI2 = - . 
. Va2rn2+b2 ' Va2 m2 +b2 

mttf)in geiten bie gefudjten :tangentengfeidjungen 

x.b + y.am = +1 
aya2 m2 +b2 bya2 m 2 +b2 -

-b 2 b r---
ober y = -·X + -Va2 m2 + b2, 

a2 rn arn 

unb Me gefudjten 9lidjtungßfonftanten m1 unb m2 ljaoen benfeloen ~ett, 
nämlid) b2 

tyoTgerungen: 
m1 = m2 = - a2 rn • 

1. ~a§ folgt barau§, bat bie 9lidjtungßfonftanten ber in ben ~nbpunften 
eineß SDurdjmeffer§ geaogenen :tangenten gTeidj finb? 

2. Sieljt man mig. 34) au bem SDurdjmeffer 
SD1 ... y = mIx 

llaralleIe 6eljnen, fo wirb biefe 6eljnenfdjar burclj ben SDurcljmeffet 
-b2 

SD2 ·.·y = m2 x = -2- X 
.a ml 

ljalbied. SDie ffiicljtung§fonftante biefe§ SDurcljmefferß SD2 ftimmt ftocrein 
mit ber 9lid)tungßfonftanten ber in ben ~nbpunften beß SDurdjmeffer§ SD) 
geaogenen :tangenten. ~a§ fofgt barau§? 
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3. Biel)t man ferner au bem SDurcf)meffer 
-bi 

SD2 .... 21 = m2 x = -ll- X 
a "'1 

"aralleIe ~eljnen unb beaeicf)net ben biefer ~eljnenfttar augeorbneten 
SDurcgmejfer mit SDs , fo ift bie ®Ieittung für 

bJ 
SDs ·. ··21 = - -2- X , a m2 

bll 

= m1 11:. 

roH! tueIcljem SDurcljmeffer fällt aIfo ber SDurcljmeffer SDs aufammen? 
4. SDie SDurcf)meffer SDI unb SD2 gaben Me (ftgenfcljaft, bau jeber bie bem 

anberen SDurcljmeffer "aralleren ~eljnen ljalbied. ~oId)e SDurcf)meffer 
ber IElIipfe ljeiuen augeorbnde ~nrd}meffer. 3ljre !fficgtungßfonftantcn 
m1 unh mll genügen ber mebingung 

ober 

5. SDitlfuHion ber !8ebingung m1 mJ = - ~ (5lg. 34). 

a) 3ft ml , b. i. tg (Xl gleiC() lnull, fo ift mll, b. i. tg U 2 gfeicIj unenbHcf). 
~atl ljeiut batl? 

b) 3ft ~ ein fpitler ~infeI, b. i. tg al ober ml pofitio, fo ift 

m2 ( 2 bll
) negatio, b. i. ull eta ftumpfer 'winter. .wo liegt a[fo 

a ml 

ber augeorbnete SDurdjmeffer? 
6. !8eaeicf)net man ben ,Winle! atuifcljen atuei augeorbneten SDurdjuleffern 

mit rp, fo ift 

iga2 - (q a l 

= l+tg(Xa· fg u/ 

b2 
-----m1 

a ll ml 
- ---=b-=-g -- , 

1---·m1 a2 ml 



224 l1lietteß RaviteL:ilie ~lIivfe. § 36 

(giner her oeihen 3ugeorhneten SDurdjmeffer mUll in hem (gUipfen~ 
quahranten A2 0 BI liegen (5 b). ~ennt man hiefen SDurdjmeffer SDI , 

fo ift ml pofitiv, mitgin ift tg f{J ftet~ negativ, h. i. her }illinfe( f{J ift 
ftumpf, auf3er in hem ~ken3fall für ml = 0, wo er hen }illert 90 0 

annimmt. (g{\ giot hager nur ein \ßaar 3ugeor1meter SDurdjmeffer, bie 
aufeinanher fenfredjt ftegen. 

mufgaoen: 
1. @egeoen tft eine G:Uipfe unh ein SDurdjmeffer. }illie geillt bie @Ieidjung 

he~ 3ugeorhneten SDurdjmeffer{\, unh wie groll finh hie WinfeI, weldje 
bie SDurdjmeffer mit ber pofitiven !Ridjtung her X -Slldjfe unh mit ein .. 
anher oUhen? 

x2 y2 
a) 49 + 36 =1, Y = lfx; b) x2 +4y2=4, y = -tXj 

c) 9x2+ 16y2= 144, y = - ~x; d) 3X2 + 5 y2 = 10, Y = 3 x. 

2. @egeoen ift eine G:Uipfe unh ein \ßunft Po innergaIO biefer ~urve. 
Wie geif3t hie @Ieidjung her Segne, nie hurdj Po gaIoiert wirh? 

X2 y2 
a) 100 + 81 = 1, Xo = -1, Yo = + 1,8; 

x2 y2 
b) 144 + 100= 1, Xo = 4, !Jo = 5. 

X2 y2 
3. @egeoen ift eine G:Uipfe 100 + 64 = 1 

unh eine @erahe 3 
y = -- x-3. 

5 

Eu hiefer ift hurdj hen G:Uipfenmittelpunft her parallele, fowie her 
3ugeorhnete SDurdjmeffer geaeidjnet unb in igren oier G:nbpunften finb 
bie 5tangenten ge30gen. 

}illie groll Ht her }illinfel 3wifdjen hen 3ugeorbneten SDurdjmeffern, 
unh weIdjen ~Iädjeninf)aIt got ba{\ von biefen 5tangenten geoilbete 
\ßaralleIogramm,fowie ha{\ von ben SdjeiteItangenten her (gUipfe 
geoilbete !Redjtecf? 

§ 36. 2Jmdjnuug ne~ g;lädjeuiuf)lllt~ eiuer ~Uipfe. 

,3n iYig. 35 ift 

PI Ql = ~ V~2 - -;t~ 
a 

Cl QI = Va2 =- xl, 
b 

PI Ql = -. Cl Ql1 
a 
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~a~er ver~anen fidj Me tylädjeninf)arte ber 5tralleae 

b =-. 
a 

~enft man ndj nun Me ganae ~Uillien:: unb Me ganae 5ttei~fllic'f)e 
burdj biefel6en ~enltedjten in unenblidj viele unenblic9 fdjmale 5tralleae 

~ig. 35 . 

aer1egt, io müfien audj bie unenbIidjen ~ummen, b.1). Me ff(lidjeninf)aIte 
ber ~Uillie unb beß ~reiieß in bem lJ3erf)iiltniß b: a fiegen. ID1itljin ift 

ber tylädjeninljart F ber ~Uipfe gleidj ~. n a2 = na b. 
a 

F= ahn. 
~ufgaben: 

1. Wie groj3 ift ber tylädjeningalt beß ~auptfreifeß unb ber ~Uipfe 

x 2 + y2 = 1 ') 
81 49 . 

2. Wie grob ift ber von einem ~arameter unb bem ffeineren ~mpfen< 
bogen begrenaie ~bidjnitt ber ~Uipfe 16 x 2 + 252/2 = 400? 

~nleitung: !8eredjne aunädjft ttigonometrifdj ben augeljörigen ~b; 
fd)nitt be~ ~aulltfreifeß. 

18aun u. tJ. ~an;!;lcben. @eomeh:ie f. !J!ealanftalten. (,ooerftufe.) 15 
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mufga6e 1: 
§ 37. Wle~tm ;tangenten ber (ini~fe. 

)Bon einem ~unfte Ps (~ig. 36) finb an eine G:Uivfe bie ~angenten 
geaogen unb iljre ~erüljrung~vunfte PI unb P2 miteinanber uerounben 
worben. ~ie fautet bie @leicf)ung ber 6e~ne PI P2 ober ber ~e" 
tü~rung~fe9ne oU Ps? 

~ig.36. 

2öfung: 

I. Xa~l + 'Yb'Y./ = 1... @Ieicf)ung ber 5tangente burcf) Plf 

IH. X::1 + Y~;l = 1 ..• weH Ps ein ~unft ber 5tangente 1 ift, 

IV XSX2 'YSY2 . (i2+V=1 ... " 2 ift. 

~ie lineare @{eicf)ung x ;s + Yb~s = 1 

fient eine @erabe @ bar, unb biefe @erabe @ geljt burcf) bie ~unlte 
P l unh P2, weH Me Shlorbinaten biefer ~unfte wegen ber ~eftimmung~ .. 
gleicf)ungen m. unh IV. ber @feid)ung ber @eraben @ genügen. 
~a e~ burcf) Me oeiben ~unfte P l unb P2 nur eine @erabe giot, 

10 mUll Me 6elJne P l P~ ein steil ber @eraben @ fein. 9Jlitljin ift 
a;xs + YYs = 1 
a2 b2 

bie gefucf)te @{eicf)ung ber ~erüljrung~fef)ne. 
@ebäcf)t It i~rege{: 

@ibt mon her @(eicf)ung ber G:Uivfe bie !Uorm 

~+ YY = 1 
a2 b2 
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unb fent für ba~ dweite x unb ba~ aweite y bie ~oorbinaten Xl unb YI 

eine~ ~unfte~ PI' fo bebeutet bie ®leief)ung 

XXI + YYI = 1 
a2 b2 

bie ~Ilngente in PI, wenn PI ein ~unft ber Ruroe ift, 
unb bie ~erü~rung~fe~ne 3U PlI wenn PI auter~a{li ber .fiuroe liegt. 

~ufgabe 2: ~teUe bie ®Ieief)ung be~ ber 58erü~rungßfe~ue augeorbneten 
SDuref)mefferß SD auf unb beweffe, bat SD buref) Ps ge~t. 

~öfung: SDie !JHef)tungßfonftante ber 58erü~rung~fe~ne ift - b22XS, aHo 
a Ys 

ift bie ®leief)ung be~ dugeorbneten SDuref)meffer~ 

b2 Ys 
Y = ------·x, aIfo !J = -·x. 

b2xs Xs a2 • ----
a2 ys 

SDiefer ®Ieief)ung genügen bie ~oorbinaten be~ ~unfte~ Ps, mitgin 
ge~t ber SDuref)meffer SD buref) Ps. 

50lgerungen: 
1. }illie bewegt fief) Me !Berü~rung~fegne, wenn man Ps auf bem SDuref)" 

meffer SD oerfef)iebt, unb wa~ für eine mnie wirb bie ~erügtUng~fe~ne, 
wenn Ps auf bie ~uroe fäUt? 

2. .ma~ lätt fief) über bie beiben :tangenten fagen, bie in ben !S:nbtJunften 
eine~ SDuref)mefier~ geaogen finb? 

3. )8eweife, bau Me SDiagonalen eine~ :tangentenvataUe(ogr(lmm~ einanber 
im WHtteIpunft ber !S:Uivfe fef)neiben. 

~ u f gab e 3: }illie lauten bie ®leief)ungen ber oom ~unfte Ps an bie ~Uivfe 
gedogenen :tangenten? 

~öfung 1: ~eitt ber betreffenbe )8erügrung~tJunft PI (5ig.36), fo ift bie 
gefuef)te :tangentengleief)ung 

:V Xl + YYI = 1 
a2 b2 • 

SDa nun PI ein ~unft ber )8erügrung~fe~ne unb ber !S:UitJfe ift, fo 
müffen feine Roorbinaten Xl unb YI ben )8eftimmun~gIeief)ungen 

I. XIXs +YIY~ = 1 
a~ b2 

genügen. !Bmef)ne fle unb 
:tangentengleief)ung ein. 

2 2 
11 Xl + Yl = 1 

• a2 b2 
unb 

fene bie gefunbenen }illerte in bie gefuef)te 

~öfung 2: SDie gefuef)te :tangentengleief)ung gat bie ~orm Y = mx + rI. 
SDie Unbefannten m unb n müffen aber ber !Berügrung~greief)ung 

I. a2m 2 + b2 = n 2 unb ber )8eftimmung~gleief)ung H. Ys = mxs + n 

genügen. ~u~ biefen ®leief)ungen finbet man 

15* 



228 miede!! stapiteL ~Ie ~lIipfe. § 3 

3 a f,lIenli eif p ie1e: 
a) 4X2+ 9y2=36; Ps (7;6); b) 9x2+ 25y2=25; Ps(~~;~); 

c) 25x2+169 y2=4225; "C36 ;5); d) 36xL\--100y2=25; ,,(_26Ö;~); 

e) 16x2+ 25y2=16; "(-*;2'ö); f) 36x2+100y2=9; ,,(5;-D. 

§ 38. 8ufammeufteUuug DU ~Ui~feufofmelu. 

.. x 2 y2 I 1. a) IDhtteIP~~~~~gIetdjung . . . . . . a2 + 1)2 = 1. 

b) ~b3entrt3ttat e ........ e2 = a2 - b2• J 
2b 2 

c) \ßarameter 2p 2p = -. 
a 

_ =-=- a~mn+ abVa2m2 + b2 - n2 j 
2. Sdjnittpunfte· Xl,2 - a2m2 + b2 

b2 n+abmVa2 m2 + b2 -n2 I unb Y12 = - ~ ---- --- --. 
, a2m2 + b2 

3. a) 5tangentenliebingung . .. ... a2m 2 + b2 = n 2 • 

b) 5tangentengleidjung . 

c) 9lidjtung~f()nftante 

. XXI + YJb = 1. 
a2 b2 

b2Xl 

-a21:11 

4. 910rmalengIeidjung . . . . . . a2 y 
. y - Yl = b2 I (X-Xl)' 

Xl 

5. a) Subtangente 

b) Subnormale 

c) 5tangente . 

d) 910rmale . . . . . . . . . . . 

6. a) ~in ber Sef,lnenridjtung m 3ugeorb~ 
neter ilurdjmeffer ..... 

a2yl 
b2 xI ' 

b2 x1 • 

b V 2 - a4 - e2 x a2 l' 

b2 

y=--X. 
a2 m I 

§ 30. 

§ 31. 

§ 33. 

b) 9lidjtung~fonftanten ml unb m2 b2 

3weier 3ugeortmeter ilurdjmeffer m1 m2 = - - ~ . 
a2 i § 35. 

c) m5infel qJ 3weier 3ugeorbneter 
~utdjmefier 

7. ~Iädjeninf,lalt . . . . . . . 

b2 + a2 m 2 
tgqJ = - -~ 

e2 m 1 

. F = abn. 
J 

§ 36. 
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§ 39. ~efiuitiou uub Sfoufttuftiouen bet .\'~.)Jedid. 

1. ~efinition: SDie ~tJl'etlieI ift ber geometrifdje Ort aller ~unfte, beren 
~ntfernungen von awei gegelienen ~unften F I unb F 2 , ben ~tenn. 

~uufteu, eine fonftante ~ig . 37. 
~iffmn3 2 agalien. 

2. IDledJanifdJe ~onfttuf. 
tion: Wlan 6efeftigt ge::: 
mäb 5ig. 37 ba~ eine 
~nbe eine~ mneal~ breg::: 
liar in bem ~tennl'unft 
F I unb einen 5aben, bet 
fürder a(~ F I B ift, in B - - -« ,/Y---I---:~-~~:::----

an bem mneal unb in bem 
~tennl'unft F 2• @:Sl'annt 
man bann ben 5aben burdj ben @:Stift P unb bregt ba~ 2ineal oei ange::: 
brücftem @5tift unb gefl'annten 5abenteilen, fo oefdjteiot P einen ~tJl'eroelaft. 

3. 'lanimetrifdJe ~onftrnftion: Wlan verlängert 2 a um eine oelieoige 
@:Streife r1 (5ig. 38) unb oefdjrei6t llm FI mit r1 unb um F2 mit 
r2 = (2 a + r l ) Sheife. SDiefe fdjneiben einanber in awei ~unften PI 
unb P~, bie ber ~tJl'etoel angegören. SDenn bie SDifferena igtet ~nt::: 

fernungen Von F2 unb FI ift gleidj r2 - rl = (2 a + rl ) - r1 = 2 a. 
SDie ~unfte PI unb P~ liegen ftJmmetrifdj dur 3entta(e F1 F2• 

~ig. 38. 

2a TI=:;! 
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18ejegreiOt man mit r l um F 2 unb r2 um F I Slreije, jo Hnb i~re 

@5egnittpunfte P2 unb P~ elienfalI~ \ßunfte ber ~t)perliel. PI unb P2• 

jowie P; unb P; Hegen jtjmmetrijeg au ber WHttelfenfreegten auf F1 F2• 

tyolgerung: ~ie ~tjperlie( ~at a(jo 3wei @5tjmmetrieaegjen ober 
m:djfen. 31)r @5egnittpunft 0 1)eibt ber WUttel-\)nnft ber ~tjperlieI. ~ie 

~ntfetnung 0 F1 be~ WHttelpunfte~ tJon einem 18rennpunfte ~eiüt ~~. 

5entri5ität e unb bal3 mer~äftni~ ~ bie nnmerifdje ~!;3entriaität. 
a 

§ 4:0. ~ie Wlittel.puuft3gleidjuug bet ~~.lJetbel. 

m:ufgalie: ~ie ~eiüt Me ®Ieiegung ber ~tjperoel, wenn man bie bureg Me 
18rennpunfte ge~enbe megje aI~ X -megje, bie anbere @5tjmmetrieaegje al~ 
y- megje wä~(t, bie fonftante ~ifferen3 mit 2 a unb bie ~b3entti3ität 

mit e lieaeiegnet? 
2öjung: ®emäfJ ber ~efinition ber ~tjperliel ift (tyig.39) 

F1P-F2 P = 2a, 

V-:-(x-+----,-e)-2-+-y-2 - V(x - e)2 + y2 = 2 a. 

%ig.39. 
y 

-
/ 

" ... ,. ... 

----" ,-

p 
_.". - I , , 

I 
I 

I 
I 

I 
I / I 

I , , 
I 

b I , 
I , a 

'0 A 

e x 

B2 

Y 

X 

~ureg 3weimaHge~Ouabtieren am einfaegften, naegbem man eine ~urael 
auf bie reegte @5eite geliraegt 1)at, liejeitigt man Me ~ur3eln unb er~ält 

(e2 - a2) x2 - a2 y2 = (e 2 - a2) a2• 

~a nun e > a fein muü, fo fann man eine neue ®röüe beinfügren 
bureg bie ~efinition~gleiegung: b2 = e2 - a2 ober e2 = a2 + b2• 

~ann ergilit lieg bie IDlittcl-\)unftBgleidjuug b2 x 2 - a2 y2 = a2 b2 

x2 y2 
ober --- = 1-

a 2 b2 
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~HUuffton bet IDHtteIpunftßgleiC§ung: 
1. Setst man 'U = 0, fo wirb x = +aj bie X-~C§fe fC§neibet alfo bie 

~t):perbeI in awei ~unften Al unb A2 , bie auf nerfC§iebenen. Seiten 
beß ~nfangß:punfteß in ber (Entfernung a liegen. Al A2 ~eiüt bie 
,p1lU4Jtlldjfe 2 a, Al unb A 2 ~eiüen ,pllu~tfdjeitd unb bet ~reiß, bet 
bie ~au:ptaC§fe aum ~urC§meffer ~at, ~eiüt ,p1lU4Jtfreiß. 

2. SetJt man x = 0, fo wirb y = + bij a1fo fC§neibet bie Y- ~~fe bie 
~t):perbeI niC§t. 

Statt "ni# ·fC§neiben" fagt man auC§ "fC§neiben in imaginären 
~unften" im ®egenfatJ au bem widHC§en SC§neiben obu bem SC§neiben 
in reellen Ißunften. 

3. ~a bie(i(eiC§ung für x unb für y rein quabratifC§ ift, fo ge~ören au 
jebem ~erte non x awei gIeiC§e, aber entgegengefetste ~erte non 'U unb 
umgefe~rt. ~a~er ift fowo~( bie X- ~C§fe alß auC§ Me y- ~C§fe eine 
St)mmetrieaC§fe bu ~t):perbel 

4. ~uß IJ = + ~ y x2 - a2 folgt: 

~utC§(äuft x bie ~erte non - 00 biß - a, fo burC§läuft 'U bie 
~erte non 00 biß mull. 

i;Üt x = - a wuben beibe ~erte non y gleiC§ mull, alfo ift bie 
in Al auf ber ~C§fe erri~tete SenfreC§te eine SC§eiteltangentej bie aweite 
SC§eite(tangente ge~t burC§ As• 

o ~ur~(äuft x bie ~erte non - a biß + a, fo ftnb bie ~erte non 
y imaginärj in bem Streifen attlifC§en ben beiben SC§eiteItangenten gibt 
eß ba~er feine reellen ~t)perbelpunfte. ~äd)ft x über + a ~inauß biß 
inß UnenbIiC§e, fo wäC§ft auC§ 'U biß inß UnenbIiC§e. 

5. Setst man x = + e, fo er~ält man 'U = +! 1/ e2 - a2 = + b2• ~e 
ara 

burd) einen ?Brenn:punft fenfteC§t aur X -~C§fe geaogenen Se~nen ~eiüen 
Ißarameter unb werben mit 2 p beaeiC§net. (iß ift alfo ber 

2 b2 
\l3lltllmdet 2 P = - . a 

6. ?Befd)reibt man um Al mit e einen ~eißbogen, bu bie Y -~d)fe in B1 

unb B2 fC§neibet, ;0 ift 0 B1 gleid) b. B1B s ~eiüt 9lelienlldjfe (imaginäte 
~C§fe)j Me Ißunfte B1 unb Bs finb aber niC§t wie bei ber (illi:pfe 
IßunUe bu Sturne. 

7. mt b = a, fo ~eiüt bie ~perbe1 ßleidjfeitiß; fie entf:priC§t ber gIeiC§~ 
feHigen (illi:pfe ober bem ~reife. ~ie ®leiC§ung bu 

ßleidjfeitißeu ,plJ~etlid lautet 002 - y2 = aIl. 
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~ufgaben: 
1. ®egeben ift eine ~l)perbel (2 a unb e) unb ein ~unft PI (Xl) auf if)r. 

~eredjne bte 2iinge ber ~rennftra1)len r1 unb r 2• 

~lnleitung: ID1an 1)at bie ~efttmmung~gIeidjungen mig.39): 

I. rl = Y12 + (Xl + e)2; 

11. ri = Yl + (Xl - e)2; 

IH. r 1 - r 21= 2 a. 

~u!3 ben beiben~erften ®{eidjungen finbet man rl- 'f22 = 4 eXI ufw., 
fdjIiej3ndj al~ ~rgebni!3 

2. m.lie 1)eij3t bie ID1tttelpunft!3gleidjung ber ~l)perbe( mit ber ~auptadjfe 2 a 
unb her me6enadjfe 2 b? ~eldje ~bf3iffen 1)aben i1)re ~ennpunfte, 

unb wie grJ.)lJ finb if)re ~arameter? 

a)2a=8,2b=6; b)2a=24,2b=10. 

3. m.leldje ID1itte(punft~gleidjung 1)at bie ~l)perbel, wenn gegeben ift: 
a) 2a = 24, 2e = 26; b) 2a = 2b, 2e = 6Y2; 

c) 2b = 14, 2p = 4112 ; d) 2e = 20, 2p = 9. 

4. m.lie lautet hie ID1ittelpunft!3g1eidjung ber ~l)perbe1, bie burdj bie ~unfte 
PI unh P2 ge1)t? 

a) Xl = 3, !h = 2, X2 = 4, Y2 = 3; 

b) Xl = 5, !l1 = 2l, X2 = 2Y5, Y2 = 2. 

§ 4:1. ~ie .\llumbel unb eiue CMerabe. 

~ufgabe: ~eftimme bie 6djnittpunfte einer ®eraben mit einer ~l)perbeL 

2öfung: :t>ie ~oJ.)rbinaten Xl unb YI beß 6djnittpunfte!3 PI müffen ben 
~eftimmung!3gleidjungen 

2 2 

I. Xl - !l1 = 1 unb 11. lh = mX1 + n 
a2 b2 

genügen. 6eyt man ben m.lertoJ.)n Y1 aul3 ber 3weiten ®{eidjung in 
bie erfte ein, fo erf)iilt man 

x? _ (mx1 + n)2 = 1 
a2 b2 ' 

( - a2m2 + b2) xl- 2 a2mnx1 = a2 (b 2 + n 2), 

-----
a2mn ± ab Vb 2 + n2 - a2m2 b2n + abm Yb 2 + n2 - a2m2 

X1,2 = _ a2m2 + b2 ' Y1,2 = _ a2m2 + b2 • 
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SDi~fuffion: 

a) 3ft b2 + n 2 > a2 m 2, fo ift bie mUtaeI reell. 
SDie @etabe fdjneibet Me ~t)petbeI in awei reellen ~unften. 

b) 3ft b2 + n 2 = a2 m 2, fo ift Me murael = O. 
SDie Sdjnittpunfte fallen aufammen, b.~. Me @erabe berü~rt bie 

~t)perbel. 

SDer metü~rung~punft 1)at Me 5lootbinaten 

a2 mn -a2m b2 n -b2 

X1,2 = _ a2m2 + b2 = -n-' ,//1,2 = _ a2m2 + b2 = --n-' 

c) 3ft b2 + n 2 < a2 m 2, fo ift bie murael imaginär. 
SDie @etabe ~at feinen reellen ~unft mit ber ~t)perbel gemeinfam. 

!IJlit anbet'en lmotten: Sie fdjneibet bie ~t)per6el in awei imaginäten ~unften. 

d) SDet befonbere 5all on = 0 wirb ben nädjften ~aragrap~en au~füllen. 

~ufigaben: 

1. meldjeß finb bie ®djnittpunfte ber ~t)perbe( x 2 - 4 y2 = 64 mit ben 
@eraben 11 = x-13 unb 6y = 5x-32? 

2. }8eftimme bie ®djnittpunfte ber ~t)perbel :: - :;2 = 1 mit ben 

@eraben 10x-5y = 144 unb y = 3x-14. 

§ 42. ~ie .\)lJ4Ierbd uub eiu ~ufdjmeffer. 

@el)t bie @erabe burdj ben 5lootbinatenanfang C5ig. 40), fo ift 
11 = mx unb n = O. SDa~et wirb . 

+ab ±abm 
Xl,2 = - unb ,//1,2 = Vb 2 - a2 m2 Vb 2 - a2 m 2 

mä~renb bei ber (illipfe Me' muraeI fa2m2 + b2 ftet~ reell war, fo 
baü jebe burdj il)ren IDlittdpunft gel)enbe @erabe bie (iUipfe in 3wei 
~unften fdjnitt, gibt e~ bei bet ~t)perbel brei 5älle. 

a) 3ft b2> a 2 m 2 ober m < + :' fo ift bie murael reell; bie @erabe 

fdjneibet Me I~t)perbel in awei reellen ~unften. SDie ~t)perbelfel)ne 

wirb butdj ben stoorbina±enaufang ~albiert. SDiefer ~unft ~eiüt 

bal)er mit 9ledjt bet IDlittel~uuft ber ~t)perbeI; jebe @erabe burdj ben 
IDlitteIpunft ~eint ~urdjmeffer. 
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b) 3ft b2 = a2 m 2 obet m = ± :' fo ift Xl,2 unb Yl,2 gIeidj ± 00. 

SDie ®erab~n y = : x unb y = - : x fommen mit ber ~tJperbel 
im UnenbIidjen 3ufammen, im ~nbIid)en l1ägern fte fidj 3roar immer 
megr ber ~tJperbeI, erreidjen fie aber nicf)t. @5ie geiben pofititJe unb 
negatitJe ~ft)m~tlltc (ein griedjifdje~ ~ort, ba~ "nid)t 3ufammen~ 

faUenb N bebeutet). SDa bie 5tangentenbebingung b2 + n2 = a2 m2 

erfüllt ift, fo berügren Me mftJmptoten bie ~tJperbe( im UnenbIidjen. 
\nimmt man nun an, bab eine ®erabe nur einen unenbIidj fernen 
~untt gat, fo mub ber redjte obere ~tJperbelaft mit bem Unfen unteren 
im unenblidj fernen ~unfte ber pofititJen mftJmptote unb ber tinfe 
obere mit bem redjten unteren im unenbIidj fernen ~unfte ber 
negatitJen mftJmptote 3ufammenfommen. 

c} 3ft b2 < a2 m 2 obet m > + !, f 0 ift bie ~ur3e( imaginär; bie ®erabe 

trifft bie ~tJperbeI überflaupt niegt, ober igre@5egnittpunfte finb imaginär. 
SDie mftJmptoten bUben bager bie ®renaen für Me SDurdjmeifer mit 

reeUen @5djnittpunften. SDiefe geiben .pllu~tburdjmeffct, bagegen Me 
SDurdjmeifer mit imaginären @5cf)nittpuntten lllcbcubutdjmeffer. 

~ig. 40. 

~rgebni~ : 

m < ~, aroei teeUc @5djnittpunfte im ~nblidjen (.pau~tburdjmeffer), 
a 

b m=+- a " merügrung~punfte im UnenbHdjen (~ft)m~toten), 

'In > !, 3roei imaginiire @5djnittpunfte (lllebenburdjmeffct). 
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~olgerungen: 

a) merfdjieot man bie pofitiue Sllft)mptote parallel dU fidj feLOft nadj (inf~, 

fo mu~ 
i~r einer ~djnittpunft uom unenblidj fernen ~unfte ber ~t)peroeI 

linl13 unten nadj bem finfen 6d)eitel l)in wanbern. 
Unh ba fidj I~arallele im unenbfidj fernen ~unfte fdjneiben, io 

mu~ ber anbete ~djnittpunft ber oeweglidjen ~arallelen redjt~ ooen 
in ben unenblidj fernen ~unft ber poiitiuen Sllit)mptote fallen . 

.mä~renb aoer bie SllftJmptote bie ~tJperoeI in biefem ~unfte oerügrt, 
idjneiben bie ~araDelen bie ~tJperoel in bieiem ~unfte; bie ~atallelen 
bregen fidj um bieien ~unlt. 

(B;rgeoni~: 3ft eine &erllbe einer SllftJm~tote ~Ilrllllel, fo ~Ilt fie 
5wei reelle $djnitt~unlte, einen im a:nblidjcn nnb einen im Unenblidjen. 

b) ~ft eine ®erabe einem ~auptbutdjmeiier parallel, io ift b2 > a2m2, 

alio erit redjt b2 + n2 > a2 m2 ; bie ®erabe fdjneibet bie ~tJperoel 

in 3wei reellen ~unften im (B;nblidjen. 

c) ~ft eine ®etabe einem 91eoenburdjmefier parallel, io iit b2 < a2 m2, 

alfo fann b2 + n2 :: a2 m2 iein. ~a n uon 91ull uetidjieben ift, fo 
gilt bie ~i15fuffion be~ uorigen ~aragtapl)en, nämlidj: 

~ie ®erabe fdjneibet bie ~tJperoeI in 3wei imaginären ~unften, 
wenn b2 + n2 < u2 m2 ift. 

~ie ®erabe oerügrt bie ~t)peroeI in einem enbIidjen ~unfte, wenn 
b2 + n2 = a2 m2 ift. ~er ~erügrung~punft liegt im (B;nblidjen, ba 
allein bie SllftJmptoten bie ~tJperoeI im Unenblidjen oerügren. 

~ie ®erabe fdjneibet bie ~tJperoeI in 3wei reellen ~unften im 
(B;nbIidjen, wenn b2 + n2 > a2 m2 ift. ~ie 6djnittpunfte liegen im 
(B;nblidjen, ba allein bie ~aralle{en au SllitJmptoten bie ~tJperoeI im 
Unenblidjen idjneiben. 

Sllufgaoen: 
x' y' _ . 

1. ~eftimme hie ®djnittpunfte ber ~tJperoe( S" - 10" - 1 mtt ben 

®erahen a) 211= 3x; b) 4y = x; c) 8y = 15x; d) 11 = 15x. 

2. .mie gei~en bie ®leidjungen ber SllitJmptoten her ~tJperbeI 

a) 9x2 -16 y2 = 144; b) 64x2 -225 y 2 = 14400; 

unb weldjen .minleI oiIben hie SllftJmptoten mit her X-Slldjie? 
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3. }roie ~ei{Jt bie IDtittelpunftßgleidjung ber .\:llJperliel, Me burdj ben ~unft 
Pt (xt = 1, 1It = Va) ge~t unb bie ®eraben y = + 2 x 3U mflJmp~ 
toten ~at? 

4. ~ie ®erabe 11 = 2 x - 4,5 fdjneibet Me ~lJperliel mit ben ~alliadjfen 

a = 3 unb b = 4. }roo' fdjneibet bie ®erabe bie ~lJperliel unb mo 

beren mflJmptoten? 

5. j8eitimme bie ~djnittpunfte ber ~lJperliel ~: - ~: = 1 unb ber ®eraben 
3y = 4x+ 24. 

§ 4:3. ~ie .plllnimettifdje ~eutung ber Xllugentenbebingnng 
b2 + n 2 = a2 m,2, 

~ie j8etradjtung entfpridjt genau ber liei ber ~Uipfe § 32 (5ig. 41). 

~ig. 41. 

50lgerungen: 
1. ~er geometrifdje Drt für Me 5u{Jpunfte aUer non einem j8rennpunfte ber 

~lJperliel auf bie ~angenten gefällten ~enfredjten ift bet ~auptfreiß. 

2, ~te~t man einen redjten }roinfeI fo, ba{J fein ~djeitel einen gegelienen 
Slreiß butdjläuft, mägrenb ber ein~ ~djenfel burdj einen gegelienen 
~unft au{Jet~alli beß Slteifeß ge~t, fo umgüllt ber anbere ~djenfel liam. 
feine !8etlängerung aIß ~angente eine ~lJperlie{, bie ben gegelienen Slreiß 
aum ~auptfteiß unh ben gegelienen ~unft 3um j8tennpunft ~at. 



§ 44 :i>ie )tangente unb Me \notmale bet .\)1J~etbel. 

§ 44. ~ic ~angente unb bie WOrluale ber .\l~l'etbd. 

91 u f 9 a 0 e 1: ~ie geibt bie @leid)ung ber ~t)peroeltangmte , bie buru) 
~t)peroelpuntt Pt geI)t? 

2öfung: SDa bie gefud)te @erabe burd) Pt gef)t mig.42), 
mun if)re ®{eid)ung bie Borm 

~ig. 42. 

o Q 
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ben 

N 

f)aben, unb be fie 5tangente fe in folT, miiiien bie .Roorbinaten beg ~e. 

rÜ (jrunggpunfteß bie @röllen (Jaoen: 
a2 mn b2 n 

I. Xl = _ a2 m2 + b2 unb H. '!h = _ a2 m2 + b2 

'llioibiert man I. burd) 1I., fo erf)äIt man Oie 
b 2 x 

tRidjtuug{ilonftante m = a 2 ,,']1 , 
• 1 

mitI)in 

mun ift aoer 

= X;1 _ ::.) + 
=-1+.2 a2 ' 

-------

!taugeutengleid)uug 
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~ufgabe 2: ~ie ~eibt bie @leidjung ber ~t)perbe(norma(en im ~t)petbel
punfte PI? 

ßilfung: ~a bie !normale auf ber %angente fenfredjt ite~t (5ig.42), tft 

bie 9Hdjtungßfonftante m' ber !normalen gIeidj - ba:zlt , mitljin geibt 
Xl 

iljre ~leidjung 
a2111 

11-111 = -- (X-Xl)' b2 xI 

~ufgabe 8: ~eredjne bie e;u6tangente TQ (5i9.42). 
ßilfung: IDlan fe§t in ber %angentengfeidjung !I = 0, ~altn wirb 

X = OT, aIfo 
OT.xl _ 0.211 _ 1 

a2 b2 - , 

a2 
OT=-, 

Xl 

TQ=xl-OT, 

ober 

Wufgabe 4: ~eredjne Me Subnormaf.e. QN (5ig.42). 
ßöfung: 9Jlan fe§t in ber !normalengleidjung '!I = 0, bann wirb 

X = ON, alfo 

b.i. QN=" 
Wufgabe 5: ~eredjne bie %angente TPI unb bie !normale NPl (5ig.'42). 

ßöfung: )!Bie 6ei ber IiUivfe § 33 erljiilt man: 

TPt = !!. ye2x 2 a' 
bXI 1 

unb NPt = b2 fex; - a'. 
a 

W \I f gab e 6: ~etedjne Me )!Binfe!, roeldje Me !normale mit ben ~renllftrag{en 
bilbet (5ig.42). 

ßil run g: )!Bie bei ber IiUipfe § 33 ergi6t fidj 

tg NPtR = tgF2 PI N = e~l. 

Qeljrfa!3 unb 50lgerung roie 6ei ber IiUipf~. 
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mufgaben: 
1. mJie 'lautet bie ®leicf)ung bel' im ~uroenpunft Pl (Xl = 5, YI pofitio) 

an hie ~t)perbel 
X2 y2 

"9 -16 = 1 

geaogenen :tangente? mJelcf)en mJinfel bHbet fie mit bel' X -&cf)fe unb 
welcf)en mit ben lBl'ennftraglen nacf) bem lBerügrung~punft? mJie grob 
finb bie Stücfe, bie fie auf ben ~oorbinatenacf)fen abfcf)neibet? 

2. lBerecf)ne bie :tangente unb Subtangente, bie 910rmale unb Subnormale. 
wenn bie ~t)perbe! gegeben ift unb ein ~unft PI auf igr. 

a) 9 x2 - 25 .11 2 = 225, Xl = 5L Yl pofitio; 
b) 9 x2 -16 y2 = 144, Xl pofitio, YI = 2,25; 

c) x~ - 2 y2 = 14, X = 4. Yl = pofitio. 

3. a) ~ine :tangente bel' ~t)perbel 4 x2 - 16 y2 = 64 bHbet mit bel' 
X-mcf)fe ben mJinfeI IX = 30°. mJie lautet igre ®{eicf)ung unb bie 
bel' augegörigen 910rm ale? 

b) SDie ffiicf)tung~fonftante meiner stangente ber ~lJpel'bel 2 x2 - 3 y2 = 6 
ift gleicf) Vl. lBeftimme bie Sl'oorhinaten be~ lBerügtUng~punfte~. 
mJelcf)e befonbere gage gat bie stangente? 

x 2 y' 
c) Ewei stangenten ber ~lJperbel 25 - 16 = 1 laufen ber ®eraben 

9 Y = 20 x + 3 paralleL mJie geiben Me ®leicf)ungen biefer :tangenten? 

4. a) ~ine ~lJperbel unb eine ~llipj e gaben hiefe loe ~~aentrioität 2 e = 16 

unb biefelOe 91ebenacf)fe 2 b = 12. m!ie ~eiben Me ®leicf)ungen bel' 
:tangenten, bie in einem igrer Scf)nittpunfte all oeibe ~uroell gelegt 
wel'ben fönnen? 

b) mJelcf)en mJinfel Oilben hie in einem Scf)nittpunft ber ~lJperbel unb 
ber ~llipje gelegten stangenten miteinanber? 

X2 y2 

a) 4 - 12 = 1 

x2 y2 
25 + 9 = 1 16x2 + 3:IJ2 = 64 

y) 25x2 - 6 y2 = 25 Il) 625x2 - 24y2 = 25 

4x2 + 3 y2 = 400 25x2 + 3y2 = 100 

5. ~ie ®erabe X - Y = 3 berügt! eine ~lJperbel mit ben mflJmptoten 
y = + 2 x. mJelcf)e~ ift bie IDHtterpunlt~gleicf)ung ber ~lJperoel? 
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*§ 45. ~rllltillldrifdje ~dtlldjtltltg ber ~'JlIetbcl. 

j8ei ber ~etrad)tung ber .\:!twerbel ift berfelbe !!Beg eingeljaHen 
worben wie bei ber ~fIipfe. ;Die Übereinftimmung oeiber ~uttJen tritt 
befonbet~ Hat autage, wenn man bie ~ormeIn § 38 unb § 48 mit. 
einanber oergleid)t. ID1an ergält in ben meiften ~änett au~ ben 
~fIipfen!orme[n bie .\:!lJperoe(formeIn, wenn man - b2 für b2 leBt. 
m3eld)e ~ormeln mad)en eine mu~na()me? SVie je mugnngmen jinb natur. 
gemäfj bei ben ~ormeIn, bie eine aufolute ~änge angeben, unb He finb 
nur fcf)einuar bei ben ~ormern mit lIDur3rln, in betten lie fid) burcf) 
~ringen beg bunter bag !!Bur3e(öeid)en ocleitigen laHm. ~ügre bieg aug! 

~in wefent!id)cr Unterfd)ieb oefte~t au er 3l\Jifcf)en bei ben .Rurnen, 
nämIid) i~r lßer[JaItcn aum Unenblicf)en. lIDäl)rettb lämtIicf)e ~unfte 
ber ~fIivle im ~nb! id)en liegen, befiBt Me .\:!lJperbel awei unenbIid) 
ferne q5unfte. Sn § 42 ift gcocigt, baj3 bie WftJmvtoten Me .\:!tJverue( 
in ben uncnbHd) fernen q5unlte.n berü~ren I unb baj3 bie q5araUeren 3U 

~.lflJmvtoten bie ~lJverbe( in biefen unenbIid) fernen q5unftcn fcf)neiben. 
§ 42 be~anbcft 0110 bog ~rlararteriftild)e ber ~lJperbc!! 

SVie gefamte planimetrild)e 
j8etrad)tung ber ~rnpfe: .. ~on. 
ftrunion, j8eweife unb &uf. 
gaben" tann man auf bie 
~t)verbel übertragen. ~ü~re 
bie~ oug (~ig. 43)! 

~ig.43. 

F1 0 T F2 N 

~ufgaben 3um .8eid)nen: 
1. man fennt bie j8rennpunfte F l unb F2 riner .\:!t)perbel ullb eine :ton .. 

gente. .8eid)ne ben j8erüljrung!3vunft unb bie %rftJmvtoten. 
2. ®egeben finb bie ~ltJmptoten einer ~tJperbel unb bie 2änge 2 a iljrer 

~auptad)fe. j8eftimme bie ®djeiteI. 
3. mon einer ~t)perbeI fennt man eine &ftJmptote, einen j8rennpunft unb 

bie 2änge 2 a ber ~auptad)fe.®ud)e ben anberen j8rennpunft. 
4. mon einer gleid)feitigen ~tJperbel finb eine &ltJmptote, ein q5unft ber anberen 

&ftJmptote unh Me 2änge e ber ~63entri3ität gegeben. j8eftimme i~re ®cljeitel. 
&nleitung: m3eld)en m3infel bUben bie &ftJmptoten einer g(eid)" 

f eitigen ~tJpetbe[ miteinanber? 
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WufgaIie 1: 
x2 y 2 

®egeIien ift eine t>tJpetIiel a2 - b2 = 1 

unb eine @)elante ® y = mx + n. 

® e f u 4J t witb bet @)4Jnittpunft Po bet auf bet @)efanten G} Iiegenben 
t>tJpetIielfeljne. 

2öfung: Wui3 bet entfpte4Jenben ~lIipfenaufgaIie § 35 erljält man bie 
ißerte fÜt bie t>lJperIiel, wenn man - b2 für b2 lent, aCfo 

a2mn 
x - --=-~-::-::-
0- _a2m2 +b2 

b2 n 
unh Ya = _ a2m2'+ b2' 

tyolgerung: ~ur4J ~iuifion er~ält man 

'!fJ-~ b2 
ober Ya = -a2-mxO' 

Xo a2m 

t>at man nun eine @)4Jar ~nraUeler @)eljnen, fo Iiefibt bie gH#ungß~ 
fonftante m aller biefer @)eljnen benfeloen ~ert. ~aljer müHen bie 
.Roorbinaten beß ID1ittelpunrte~ jeber biefer @)eljnen ber linearen ®lei4Jung 

b2 

'Y = a2 m x 
genügen, b. lj. 

2e~rfntz 3: ~ie ID1ittelpunfte einer @)4Jar paralleler t>lJperIieffeljnen riegen auf 
einer &eraben unb awar auf einer ®eraben bur4J ben ID1ittelpunft ber 
t>!JperIieL 

~iefe ®erabe ljeiflt ~urd)meffer, unb awar ljeiflt ein ~ur4Jmeffer 
ber @)eljneni4Jar 3ugclIrbnct, bie er ljaloiert. 

t>at eine @)eljnenf4Jar bie 9U4Jtung~fonftante m, JO lautet bie 
®Iei4Jung be~ 3ugeorbneten ~ut4JmeHer~ 

b 2 
y=--x. 

U 2 11t 
WufgaIie 2: 

x2 y2 
® e ge Ii e n ift eine t>lJperIieI -2 - - = 1 

a b2 

unb ein SDur4Jmeffer Y = m x. 
®efu4Jt werben bie ~angenten in ben ~nbpunften be~ ~ut'4Jmefferß 

unb i~re ffii4Jtung§fonftanten. 
2 ö fun g: Wa4J § 41 gaben bie .Roorbinaten ber ~nbpunfte P1 unh Ps 

be§ ~ut4Jmeffer~ bie ißerte 
+ab +abm 

X1,2 = - unh 1/12 = -;===== Yb 2 ~ a2 m2 'Yb 2 _ a2 m2 

l8aueT U.tl. S')an;J;!eben, ®eometTle f. ffieafanftarten. (OoeTftufe.) 16 
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ID1itgin geiuen bie gefud)ten ~angentengleid)ungen 

xb _ yarn: = +1 
a Yb 2 - a2 m2 b Yb 2 - a2 m2 -

ober 

unh Oie gefud)ten jJHd)tung~fonftanten ~alien benfeI6en ~ert, nämIid) 
b2 

m1 = m2 = a2m' 

50Igerungen: ~ie für Me &Uipfe in § 35, 91r.1lii~ 4, gedogenen 50fgerungen 
gerten aud) für Me ~t)perlieI. ~agegen änbed fidj bie ~i~fuffion ber 

b2 
~Heidjung m1 m2 = 2 wegen be~ fc~lenben IDlinu~3eiegen~, nämHeg 

a 
(5ig. 44): 

5. a) ~ft »11' b. t. tg (1,1 pofititJ (ift alfo (1,1 ein fpißcr ~inrel), fo ift aud) 

m2 = -+-, b. 1. tg (1,2 pofititJ, a1fo aueg (1,2 ein fpißer ~infer. 3ft 
a m1 

(Xl ftumpt, fo ift aud) (1,2 ftumpf. ~o liegen a1fo 3ugeorbnete S!:lurd) .. 
meffer'~ 

b) m5äd)ft ml1 h. i. tg (;(1 tJon 91uU lii13 ~, fo nimmt ms = ~, 
a a m1 

b. t. tg (1,2 tJon Unenblieg lii~ ~ ab, b. g. nägert fieg ber ~urd) .. 
a 

meffer ~1 ber mftJmptote tJon ber einen @Seite, ;0 nägert lid) ber 
3ugeotbnete ~uregmeffer ~I tJon ber anbeten @5eite ~er aud) bel: 
m;tJmptote. 



§ 47 anefJTeTe ::tangenten !let .\:)tJllet6el. 243 

6. Wlan er~iiU tür ben ~infel q; owif4Jen 3wei augeorhneten i>urdjmeffern 
b2 -a2 m2 

tg q; = 1. 
e2 ml 

Siel)e ~orgerungen entfpre4Jenh henen her G:Uipfe. ~eUl)e augeorhneten 
SDurdjmeff er bUhen einen re4Jten ~infe1? 

~ufgaben: 

1. ® e ge 6 e n ift eine ~t)perbel unh ein SDurcl)meff er. ~ie l)eitt Me ®Ieicl)ung 
heß augeorhneten ~ur4Jmefferß, unh wie grot finh hie ~infer, welcl)e 
hie i>urcl)meffer mit her pofitioen lJH4Jtung her X - ~cl)fe 6ilben? 

2. ®egeben ift eine ~t)per6el ~2 - i~ = 1 unh awei 6efanten 

3y = (x-3)V48 unh 9y = (x+3)V48. 

jBeftimme 
a) hie 64Jnittpunfte her 6efanten unh her ~t)per6eI; 

b) hie 2iingen her 6eihen 6e~nen; 
c) hie ®rei4Jungen her augeorhneten i>urcl)meffer; 
d) bie ®leicl)ungen her hurcl) bie 6el)nenenbpunfte geaogenen ::tangenten; 
e) bie ~infeI, welcl)e bie 6efanten, bie 3ugeorbneten i>urcl)meffer unb 

bie ::tangenten mit ber pofitioen lJUcl)tung ber X- ~cl)fe 6iIhen. (Seicl)~ 
nung auf uniUimeterpapier unb lBergleicl)ung ber burcl) !Jtecl)nung unb 
ber burcl) Seicl)nung gefunhenen Werte.) 

3. ®ege6en ift eine ~t)per6eI ~ - i~ = 1 unb brei jßunfte 

Po ••• Xo = 6, !/o = 4, 

Ps ... xs = 6, !/s = 8, 

Pa ••. Xa = 6, !/6 = 16. 

jBeftimme Me ®Ieicl)ungen ber 6el)nen, bie burcl) Po, Ps unb Pe 
l)aIOiert werben. 

§ 47. IDle~tete ~ Ilugemeu bet ~~~etlJd. 

i>ie jBetracl)tung entfpricl)t genau berjenigen bei ber G:Uipfe § 37; 
jebocl) fommen nocl) l)inau Me G:igenfcl)aften ber ~ft)mptoten in beaug 
auf eine 6efante unb auf eine ::tangente (5ig. 45). 

1!e~rflli! 4: sDie 3wifcl)en ben ~ft)mptoten einer ~t)per6el unb ber ~uroe liegen.
ben 6tMe einer 6efante finb einanber glei4J. 

16* 
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)8ewei~: 3ft Me ®feid)ung ber Sefante 

y=mx+n, 

fo gat bet ID1ittelpunft Po nad) § 46 bie ~oorbit1Oten 

a2mn 
x - unb 
0- _ a2m2 + b2 

i)ie a!flJmptoten 
b 

y = +-x unb 
a 

fd)neiben bie ®erabe 
y = mx+n 

in ben ~unften Ps unb P,. ~ür 

biefe ergiilt man bie ~oorbinaten 

an 
Xs = -am+b' 

bn 
Y - • 

3 - -am+b' 

-an 
x, = +am + b' 

bn 
Y4 = +am+b' 

b 
y=--x 

a 

i)er ffi1ittelpunft bet Stre<fe Ps P, gat bager bie ~oorbinaten 

a2 mn 
unb '!Js + ~h b2 n 

-2- - -a2 m2 +b2 

§ 47 

i)iefe ~erle ftimmen ü6erein mit ben m:lerten von Xo unb Yo, folglid) 
mufl ber ffi1ittelpunft ber Stre<fe PsP, mit Po. b. i. bem ID1itteTpunfte 
ber Segne PI P2 3ufammenfaUen. i)urd) Su6traftion ber gleidjen 
~iilften ergält man 

Ps PI = P 2 P,. 

2e~ffll~ 5. i)ie 3wifdjen bem )8erügrung~punfte einer ~t)per6ertangente unb 
ben a!ft)mfltoten liegenben Stücfe ber ::tangente finb einanber gIeidj. 

)8ewei~ burdj flaraUele~ merfdjie6en ber Sefante, 6i~ fie 3ur ::tan~ 

gente wirb. 

fe~TfIl~ 6. i)er ~fäd)eningart be~ von ben 6eiben a!flJmptoten unb einer 6e~ 

lie6igen ;tangente ge6i1beten i)reiecf~ ift gleid) bem !Jtedjtecf au~ ben 
gal6en ~rdjfen, aCfo eine fonftante ®röte. 



§ 47 lDleijtne :tangenten bn ~1;l~et{)el. 

58eweiß: Wlan finbet bie ~oorbinaten bex ~Unfte Pr, unb P6 aIß 
Scgnittpunfte ber ~f9mptoten unb ber Xangente im ~unfte Pl , ndmlicg 

XX7 _ Y'lh _ 1 
a2 b2 -' 

a2 b ab~ 
3:5 = , 1Ir, = ; 

bX7 - a'!h bX7 - aY7 
a2 b _ ab2 

X6 = , Ya = . 
b X7 + a Y7 . b X7 + a '!h 

IDlit~in ift ber gefudjte ~läcljeninlja(t 

1 
F= "2 (X6Ys-XsY6), 

1 (aBba aSbs '\ 
="2 b2xl-a2Yl+b2x/-a2Yl)' 

1 2 aSbs 
= 2" a2 b2 ' 

= ab. 
~ufgaben: 

. x2 '11 2 
1. ~n bte ~9perbel 25 - 16 = 1· forIen von bem ~unfte Ps (xs = 5, 

1Is = 6) bie ~angenten gelegt werben. m!ie lauten i~re ~leicljungen, 
unb wie grou finb bie Stüde, bie fie auf ben ~oorbinatenacljfen ab::: 
fcljneiben? 

2. ~n bie ~t)perlieI 21 x 2 - 20 y2 = 16 finb von bem ~unfte Ps (xs = - t, 
118 = - n bie beiben Xangenten unb bie Seljne burdj iljre merft~rungß::: 
punfte geaogen. m!ie ljeillen bie ®leidjungen ber brei ®eraben, unb wie 
(ang ift bie merft~rungßfeljne? 

a. ~n bie ~t)tJerbe( 4 x2 - 9 '112 = 36 ift in bcm ~unfte P7 (X7 = 5, 
!h tJofitiv) bie Xangente geaeidjnet. m!ie grou finb Me Xangenten::: 
ftilde awifcljen ben ~ft)mptoten unb bem )8erftgrungßpunfte P7 , unb 
welcf)en ~lädjenin~alt !jat baß aroifcljen ber Xangente unb brn ~f9mptoten 
liegenbe ~reied? 

4. ®egeb cn ift bie ~t)perbe[ 9 x 2 -16 '11 2 = 144 
unb eine Sefante 3 x + '11 = - 1 Ö. 

)8eftimme 
a) bie Scljnittpunfte ber Sefante unb ber ~t)perber; 

b)" " 1''' "" ~ft)mptoten; 
c) bie 2dnge ber Segne; 
d) Me 2änge ber Sefante aroifcljen ben ~ft)mptoten; 
e) bie ®leicljung beß augeorbneten ~urcljmefferß; 

f) bie @leicljung ber parallelen Xangente. 
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§ 4:8. ßuftlmmeufteUuug tier ~~~erfJdfDrmdu. 

1. a) WHttelpunft§gIeicfjung· 

b) ~60entri3itiit e 

2. 

. b 2 + n 2 = a 2 m 2• 3. a) ;tangentenliehingung 

b) mftJmptoten 
b b 

!J = a x unh Y = - a x. § 42. 

c) ;tangentengleicfjung 

d) micfjtung§fonftante • 

4. Wormalengleicfjung . 

5. a) 6ulitangente 

b) 6ulinormale 

c) ;tangente .. 

d) Wormale· 

6. a) ~in her 6e1)nenricfjtung m ou. 
georhneter SDurcfjmeffer 

b) ffiicfjtung§fonftanten ml unh m2 

3weier 3ugeorhneter SDurcfjmeff er 
c) ~infeI rp 3weier 3ugeorblleter 

SDurcfjmeff er 

XXI YYI 
. (i2-7)2 = 1. 

x 2 _a2 
._1 __ 

Xl 

• /)2 Xl. 

b2 

Y=a 2 m x, 

b2 

ml m2 = (l"2' 

b2 -a2 m; 
tg rp = e2 ml 

§ 44. 

§ 46. 
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§ 49. ~ie ~lllnre nl{! gellmetrifdjer Ort. 

@ilfsaufgaht: 5teile eine gegeoene @:stretfe !\ P2 (Xl; YI; x2; Y2) flarmonifdj 
in einem gegeoenen }8ergältni~ p: q = 1. 

2öfung: @:sinb bie gefudjten ~unfte Ps (xs; Ys) unb P, (x,; '/14), fo ift 
mig.46): 

a) iffiie groü finh bie ~oorbinaten ber 5teHpunfte Ps unh P" menn 
l - 1. 1. !. 2' 3 t'ft? - s, 2' 3" • 

b) iffieldje ~unfte ergält man, menn 1 = 0; 1; 00 ift? 

y %ig. 46. 

PI 
;t 
I 

: 
P : 

P2 , - -------~R3 
1 --:-------- ~ R2 

P4 l ! l 
I -----i--~----- -- -- iR4 
I I I I 
I I I I 
I I I I 
t I I t 

~ig. 47. 

(!Jjruubaufgaht: ®eg eoen ift ein ~unft PI (Xl; YI) unh eine(~Uipfe :: + ~: = 1. 

SDurdj PI mig. 47) fei eine oelieoige ®erabe geaogen, meldje bie (glIipfe 
in Ps unb P4 fd.Jneibe, unb in oe3ug auf bie @:segne Ps P4 fei ber PI 

3ugeorbnete garmonifdje ~unft P2 oeftimmt morben. (g~ giot bann 
auf jebet butdj PI gegenhen unh bie (glIipfe fdjneihenben ®etaben einen 
PI augeotbneten gatmonifdjen ~unft P2• iffieldje~ ift bet geometrifdje 
Drt aller hiefet ~unfte? 

2öfung: SDa PI' P2, Ps, P, garmonifdje ~unfte fein folIen, fo gelten fÜt 
igre ~oorbinaten bie tliet in her ~ilf~aufgaoe ermittelten ®leidjungen 
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~a nun Ps unb P4 ~unfte ber ~Uipfe finb, fo müffen igre ~oorbinaten 
bie ~Uipfengreidjung oefriebigen. ~nfo: 

I ~ (Xl + 1 X2 )2 + ~ (1/1 + 1 Y2)2 = 1 
. a2 1 + 1 b2 1 + 1 ' 

au~geredjnet 

12 X2 + Y2 _ 1 + 21 Xl X2 + Yl Y2 _ 1 + Xl + ?!l. _ 1 = 0, (
2 2 ) ( , ) 2 2 

a 2 b2 a2 b2 a2 b2 

eoenfo 
2 2 2 ,) 

11.12 (X2 + Y2 _ 1) _ 21 (Xl X2 + Y~Y~ _ 1) + Xl + '!lf _ 1 = O. 
a2 b2 a2 b2 a 2 b2 

~urdj e>uotraftion erg Hit fidj 

4 1 (Xl X2 + YI Y2 _ 1) = 0 
a2 b2 ' 

Xl X 2 + YI Y2 _ 1 = O. 
a2 b2 

Sn biefer meftimmung~greidjung für X2; 112 fommt weber bie ffiidjtung~~ 
gröte ber e>efante nodj ba~ :teHung~nergiiUni~ 1 nor. e>ie gilt bager 
für fiimtIidje PI augeorbnete ~unfte P 2• meaeidjnet man feine ~oor~ 
binaten, ba fie nun neriinberlidj finb, mit x unb Y ftatt mit X2 unb Y2, 

fo ergiilt man ar~ ®reidjung be~ gefudjten geometrifdjen Drte~: 

XXI + YYI = 1 für bie ~Uipfe, eoenfo 
a2 b2 

XXI + YYI = r 2 " ben ~rei~, 

Xa~l - Y ~l = 1 " bie ~t)peroer, 

Y YI = P (x + Xl) "bie ~araoer. 

~a biefe ®leidjungen linear finb, 10 ergiot fidj: 
Se~fflli! 1. mei ben ~egelfdjnitten ift ber geomettifdje Drt für aUe ~unfte, 

beten )ßeroinbung~firecfen mit einem gegeoenen fefien ~unlt Pli 
bem \ßol, burdj bie e>djnittpunfte mit bem ~egelfdjnitt lJarmonifdj 
geteilt werben, eine ®erabe, niimHdj Me \ßolllre igre~ ~o(e~ PI' 

50Igerungen: 
1. Su einem ~unft giot e~ nur eine ~oIare. 

2. a) 2iegt PI autergalo be~ ~ege!fdjnittß, fo tft feine ~orare bie me~ 

rügrung~fegne dU PI' 
b) 2iegt PI auf bem ~egelfdjnitt, fo ift feine ~orare bie :tangente in PI' 

3. meim ~rei~ ftegt bie ~orare au PI fenfredjt auf ber Sentrale nadj PI' 
4. mei ber ~araoer ift bie S3eitlinie bie ~orare be~ mrennpunfte~. 
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mufgalien: 
1. a) ~ie lauten Me ®Ieicf)ungen ber ~oIaren, wenn gegelien ift x2 + y2 = 9 

unb PI (4; 5), x2 + y2 = 25 unb PI (2; 2i), x2 + y2 = 16 unb 
PI (- 2; + 3), :.t 2 + y2 = 25 unb PI (- 5; - 6)? ~onfttuiere 

bie ~iguren. 
b) &n ben ~rei~ x2 + y2 = 25 foIIen in ben ~rei~llunften PI unb P2' 

beren Sloorbinaten Xl = 3; Yl llofititJ, X2 negatitJ; Y2 = 4,8 finb, 
bie :tangenten geaogen werben. ~onftruiere unb lierecf)ne i~ren ~cf)nitt~ 
llunft Ps unb aeige, baÜ feine ~orare bie ~erül}rungßfe1)ne PI P2 ift. 

2. a) ~eweife, baü bie ~oIare bei5 ~unfte~ PI (Xl; Yl) in beaug auf ben 
~reiß (x - a)2 + (y - b)2 = r2 Me ®Ieicf)ung 1)at 

(x - a) (Xl - a) + (y - b)(Yl - b) = r2• 

b) ~onftruiere unb limcf)ne bie \.lSoIare au PI (7; 3) in beaug auf ben 
Streii5 (x - 4)2 + (y + 2)2 = 9. 

e) ~onftruiere unb berecf)ne Me \ßolare au PI (-i; - 1) in beaug auf 
ben Strei~ x2 + y2 + 8 x + 6 y + 9 -:- o. 

3. ~eftimme in beaug auf bie ~IIillfe 25 x2 + 64 y2 = 1600 Me ~olaren 
ber ~unfte PI (8; 0), P2 (0; - 5), Pa (8; 5), P4 ( - 156; ISO). 

4. ~ie 1)eiüf bie ®Ieicf)ung ber \.lSoIare be~ \.lSunfte~ PI (- 3 j - 4) in 
beaug auf bie \.lSarabel y2 = 10 x ? 

§ 50. ;t')er ~ol einer ~erllben. 

Ql)runlhlUfgllllt: ®egeben ift eine ®erabe ux + vy = 10 unb eine ~IIipfe 

:: + ~: = 1. ~eftimme ben jßoI PI ber ®etaben in be3u9 auf bie ~IIipfe. 
2öfung: ~ie jßolare be~ jßunfte~ PI ~at bie ®Ieicf)ung: 

XXI + yYl = 1. 
a2 b2 

~oII biefe ~orare mit ber gegebenen ®eraben aufammenfaUen, fo 
müffen beibe ®eraben burcl) benfelben ~unft ber X -&cf)fe unb ber 
Y-&cf)fe gef)en, b.f). i~re &cf)fenabfcf)nitte müffen gleicf) fein. mlfo 

10 a2 10 b2 
-, 

U Xl V YI 
a2u unb 

b2v 
für bie ~IIipf e, ebenfo Xl = 

10 
Yl = 

10 

r2 u r2v 
ben ~rei~, Xl = lh = " 10 10 

a2 u b2v 
bie ~1Jperbel, Xl = " YI=-- " 10 10 

10 pv 
bie ~atabel. x)=-- !h = - --- " ~t U 
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$llufgaoen: 
1. )Serecf)ne bie 5l00rninaten be§ \ßoIe§ einer gegebenen @eraben in bl'3ug 

auf eine gegebene ~uroe: 
a) 4x+ 5y = 6 unb x2 +y2 = 12. 

b) x - 0,5 y + 6 = 0" " 

c) 3x-10y =15 " 9x2 +25 y2 = 225, 

d) 16 x + 9 y = 40 " 16 x2 - 25 y2 = 400, 

e) 4 x + 5 y + 6 = 0 " y2 = 8 x. 

2. )Semeife, bab in lieaug auf ben ~rei§ (x - a)2 + (y - b)2 = r2 ber 
\ßol PI ber @eraben ux + v y = W nie ~oorbinaten ~at: 

ur2 
Xl = a- . 

ua+vb-w' 
vr2 

y -b-
I - ua+vb-w 

§ öl. 2e~tfä~e übet ~ol UUD ~oltlte. 

ße~rftl~ 2. a) ßiegt ein \ßnnft Ps nuf einet G>ernDeu GJI (uI X + VI Y = wI ), 

fo ge~t feine \ßolnu G>s Durd) ileu \ßol PI iler GJetllilen GJI • 

b) G>e~t dne GJernile G>s (us x + Vs y = ws) ilurd)· eineu \ßunft PlI 

fo liegt i~r \ßol Ps nuf ber \ßolilre G>l ile~ \ßnnfteB Pi' 
)Semei§ oon a): ~a Ps auf @l liegt, io gilt nie )Seftimmung§gIeicf)ung 

. s. ~ Xs VI Ys 
uIXS + VIYs = WI ouer -- - + -- = 1. 

W 1 WI 

~ie @Ieicf)ung ber \ßolare @J lautet ~;s + Y ~s = 1, unb ber \ßoI PI 

~at Me ~oorbinaten a
2 

UI unb b2 
VI. ~iefe liefriebigen infoIge ber )Se$ 

W j WI 

ftimmung§gIeicf)ung Me @leicf)ung ber \ßolaren ®s, mit~in gegt bie 
\ßolare ®s burcf) ben \ßol PI· 

~ntiprecf)enb er~ä1t man ben )Semei§ oon b), iomie für bie anberen ~egeIicf)nitte. 

ße~rfa~ 3. a) ~ie \ßolilun nller \ßunfte dne~ ~urd)mefferß finil ~Ilralld ilem 
3ugeorilneten ~urd)meffer b3\tl. iler 3ugcorilnefen 6e~ncnfd)ar. 

b) ~ie \ßole einet 6djnr ~arnlleler G>eraileu liegen auf ilem i~ur 
ffiid)tung 3ugcorbneten ~urd)meffer. 

$llnleitung 3um )Semei§ oon a): )Seftimme bie ffiicf)tung§fonftante einer 
~orare ®I unb aeige, bab biefe unoeriinbert oIeilit, folange PI auf einem 

~urcf)meffer y = 111 x liBm. Y = E. liegt. 
m 

ße~rfll~ 4. ~et \ßol eineß ~urdjmefferB ift iler unenbHdj ferne \ßuuft ileß 3U' 
georilueten ~urd)mefferB li;3\tl. ber 3ugeorilneteu 6c~nenfdjllr. 

ße~rfll~ 5. ~ie \ßolnren nller \ßunftc einer m:ft)m~tote finil biefer ~nrallel. 



§ 52 '1lnallltifclje 18e±t:acljtung bejj e>traljleullüfcljeljj. 

6ieoente~ ~ apitel. 

§ 62. ~nalt)tifdje ~ettadjtnng l:Ie~ Stta~lenbüfdjd~. 

meaeidjnen wit bie ~Heidjung einer ®eraben 

y = mx+n 

251 

oaw. y - mx - n = 0 

fura mit LI = 0, fo finb burdj bie oeiben, awei ®erabe barfteUenben 
linearen ®Ieidjungen 

L 2 = 0 ......... (1) 

bie ~oorbinaten i~re~ 6djnittpunfte~ A nadj § 8 beftimmt. 

mebeuten ÄI unb Ä2 beliebige tJon muu tJerfdjiebene 8a9Ien, fo ergibt bie 
grapgifdje :llarfteUung ber tJunftionen 

ÄILI = 0, ~L2 = 0 . . . . . . . . (2) 

wieberum bieftllien ®eraben wie ooen, ber 6djnittpunft A ift aifo audj burdj 
ba~ Ie~tgenannte 6l)ftem beftimmt. 

mbbieren wir bie beiben ®Ieidjungen (2), fo ergaIten wit bie neue lineare 
®Ieidjung 

ÄI LI + ~ Li = O. . . . . . . . . . (3) 

:llie butdj fie bargefteUte ®erabe L 3 mub notwenbig burdj ben 6djnitt~ 
punEt Aber beiben anberen ®eraben ginburdjgegen, weil bie ~oorbinaten 
non A fowogI Me ®Ieidjungen (1) aI~ audj bie ®Ieidjungen (2), foIgIidj audj 
bie au~ ignen gertJorgegangene ®Ietdjung (3) befriebigen. 

mu~ biefet metradjtung folgt: 
WluItipIi3iert man bie ®Ieidjungen LI = 0 unb L 2 = 0, non 

benen jebe eine ®erabe beaeidjnet, mit 3wei beliebigen, non 
mulI tJerfdjiebenen 8aglen ÄI unb Ä2 , fo ftellt bie ®leidjung 
ÄILI + Ä2 L 2 = 0 eine butdj ben 6djnittpunft ber beiben ge~ 
gebenen ®eraben gegenbe britte ®erabe tJor. $Die brei ®eraben 
bUben alfo ein 6tragienbüfdjeL 

mu~ (3) folgt: 
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A2 . 
:Iler ~rudj Al ifi nadj l8orau~fei}ung !.lon mull !.lerfdjieben. Seilen 

wir i~n = A, io folgt 
LI + AL2 = 0 

aI~ &leid)ung beB burd) A ge~enben 6tra~lenliüfd)elB, beffen einaelne 
6traljlen erljaUen werben, wenn man A einen gan3 beitimmten .8aljlen
wert 3wifcfjen - 00 unb + 00 beilegt. 

~olgerung 1: 6inb 

LI=O; L 2 =O; L 8 =O 

bie ®Ieicfjungen breier ®eraben, io müffen iie ficfj in einem \13unfte 
icfjneiben (alfo einem ~traljlen6üicfjeI ange~ören), wenn ficfj 3wei .8a~len 
Al unb A2 ermitteln laffen, burcfj welcfje Me ®feidjung 

La = AlLl + A2 L 2 

ibentiicfj befrieMgt wirb. 

)Bei; pie!: (5:~ ift au unteriucfjen, ob ficfj bie brei ®eraben 

x - y + 2 = 0; (Ll = 0) 

2y-x-4 = 0; (L2 = 0) 

x-3y-6=0; (L3 =0) 

in einem \13unfte fcfjneiben. 

s:3öfung: ~ir fteUen feit, ob bie ®Ieicfjung 

Al (X-y+2)+).2(2y-x-4) = x-3y-6 

burcfj irgenb wefcfje ~erte von Al unb A2 befrieMgt wirb. 

9JMtip1iaieren wir aU!3, fo erljarten wir 

x (Al - ).2) + y (2 1.2 - Al) + (2 Al - 4 1.2) = x - 3 Y - 6. 

SDa beibe ~eiten ibentifdj g(eidj fein müffen, ;0 finb bie ~orberungen 
3U erfüUen 

Al - 1.2 = 1) 
2A2 - Al = - 3 
2Al -4A2 = - 6 

mu~ ben beiben eriten ®leicfjungen folgt burcfj mbMtion 

A2 =-2, 
aIfo aucfj AI = -1. 

SDurcfj biefe ~erte wirb aber audj bie brüte ®Ieicfjung 2 A] - 4 A2 = - 6 

befriebigt, alfo müffen bie brei gegelienen &eraben burd) einen \ßunft 
ge~en. 



§ 52 &naftJttfdle l!letradltung beß 6tra~fenliüfdlelß. 

~ü~re betJfeIOen 91aef)itJei~ für bie brei ®eraben 

3y-2x-15 = 0 

3x-4y + 20 = 0 
2y- 5x-lO = O. 
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iYoIgerung 2: SIla Me $}aHlierung{\linie be~ uon 3wei gegebenen ®eraben LI 

unb L 2 gebiIbeten ?minfe1{\ mit ben ®ef)enfeln be~ ?minfeI~ ein ®tra~len~ 
liüfef)eI birbet, fo muü aUef) bie ®leief)ung ber ?minfe{~albierenben Me 
iYorm f)aben: 

).1 LI + ).2 L 2 = O. 

SIlie ?illerte für ).1 unb ).2 laffen lief) nun folgenbermaüen beftimmen: 

3ft PI ein ~unft ber $}aIOierung~Iinie, fo müffen feine )llbftänbe 
uon ben beitlen ®ef)enfeln be~ ?minfel~ gIeief) fein. SIliefe finb, wenn 

y = mlx+nl , b3W. Y-'lUIX-nl = 0 (LI = 0) 

y=m2x+n2, b3W. y-m2x-n2=0 (L2 =0) 

bie ®Ieief)ungen ber lieiben ®ef)enfeI LI unb L 2 uor;teUen, nad) § 10 

1 _ YI - 111 2 Xl - n2 

2 - +Yl+m; , 

folgIid) burd) ®Ieid)fe§ung ber gIeid)en )llliftänbe 

YI-mlxt-nl YI-m2xl -n2 
- Yl+m{ = -±Yl+m; . 

(SIla~ erfte SIlo:p:pe1aeief)en fann weggelaffen werben, ba bie Über~ 
einftimmung b3W. merfd)iebengeit im moraeid)en ber )llbftänbe burd) ba{\ 
red)t~ ftef)enbe SIlo:p:pe1aeid)en genügenb au{\gebrücft wirb.) 

®inb nun P2 , P2 , P4 ufw. ebenfa@ ~unfte auf ber $}alliierung~~ 

linie be{\ ?minfe{{\, f 0 gelten für fte bie enti:pred)enben ®leid)ungen, wenn 
bie ~oorbinaten Xv YI uon PI burd) biejenigen ber ~unfte P2, Ps, P4 ufw. 
erie§t werben. 

~rfe§en wir nun bie fl'e5ieUen ~oorbinaten aUer bieier ~unlte burd) 
bie Ianfenben x, y eine~ beliebigen, auf ber $}alliierung{\Iinie Iiegenben 
~unfte{\ P, fo bebeutet 

Y- mIx-nI y-m2x-n2 
-yl+m/ +yl +mi 

bie GJleid)nng ber ~albieruugBlinie beB I.Hln LI unb L 2 gebiIbeten 
)IDinleltl. 
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Vi ~mt = "1) 
1 _ " Vi + mi - 2 

fo Iätt fid) Me gefunhene ®Ieid)ung aucfJ auf hie iJorm bringen 

"1 LI = 1: "2 L 2 
oher 

Ä1L1 + Ä2 L 2 = O. 

§ 52 

~ai3 ~oppelaeid)en hrMt aui3, hat 5tuei ~aIOierungi3Iinien für hen 
von LI unh L 2 gebiIheten ~infel vor1)anhen finb. ~ai3 ergibt hie 
planimetrifd)e 18etrad)tung? 

18eifpiel: ~ie ®leid)ungen her ~d)enfel einei3 ~infeli3 finb 

~eld)ei3 finb Me ®Ieid)ungen her beiben ~infel1)aIOierenhen? 

2öfung: ~ier finb m1 = -t, m2 = - 152, alfo 

,,- 1 =t 
1 - Vi + 196 

1 ,l. - ___ -_5... 
2 - Vi + 124: - 13' 

foIgIicl) Me ®leid)ungen her gefud)ten ~aloierungi3linien 

4 (,'11 + Jl. x - 1) _ 5 (,'11 + 12 X - 1) 
_-"'----~4_ 4 + fj 5 = 0 

atfo 

oher 

h.1). 

5 13 ' 

4y+3x-9 - 5,'11+ 12x-3_ 0 
5 + 13 -

13(4y + 3x- 9) + 5(5y+ 12x-3) = 0, 

I. 7 x - 9 Y + 34: = O} 

H. 9 x + 7y - 12 - 0 

Überaeuge Md) von her ffiid)tigfeit hei3 (grgebniff ei3 hurd) (ginaeid)nen 
her gegebenen unb her gefunhenen ®erahen in ein ~oorhinatenft)ftem 

auf IDHUimeterpapier! 
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}BUbe Me lRid)tung~fonftante oon I unb II unb beweife mit igrer 

~ilfe, bau beibe ®eraben aufeinanber fenfred)t fiegen. ima~ legrt bie 

l'lanimetrifdje }Betrad)tung? 

~ufgllb.en. 

1) G:~ foU unterfud)t werben, ob fid) bie ®eraben 

a) x-6y-9 = 0; 

b) 2x+3y-4 = 0; 

c) x+ 7y+ 11 = 0; 

d) x - y + 3 = 0; 

2x+y-5= 0; 

3x-2y+l = 0; 

x-3y-l = 0; 

2x+ y-l = 0; 

7x-3y-24 = 0 

x-18y+19=0 

3x + y - 7 = 0 

3x+2y-5=0 

in einem ~unfte fd)neiben ober 00 fie ein ~reiecf oilben. 

2) }Beweife, bau fid) bie brei WHtteUote be~ ~reiecf~ mit ben G:cfen 

A(2;1), B(3;-2), 0(-4;-1) 

in einem ~unfte fd)neiben. 

3) G:oen!o Me brei ed)werlinien be~ ~reiecf~ mit ben G:cfen 

A(2;3), B(4;-5), 0(-3;-6). 

4) ~ie ®leid)ungen ber eeiten eine~ ~reiecf~ finb 

x y 
3--2 = 1. 

Seige, bau fid) bie brei iminfe(ga(oierenben be~ ~reiecf~ in einem 

~untte fd)neiben. 

5) }Beweife, bau fid) bie brei ~ögen be~ in mufgaoe 3 oe~anberten ~reiecf~ 

in einem ~unfte fd)neiben. 

6) ~iefe16e mufgaoe für ba~ ~reiecf mit ben G:cfen 

A (3; 4), B (1; 2), 0 (4; 1). 

Seige aud), bab fid) Me ®erabe y = x - 3 unb bie eeiten A 0 

unb B 0 in einem ~unfte fd)neiben. G:oenfo bie ®erabe y = x - 3, 

ba~ IDHtteUot auf AB unb bie eeite A O. 

}Beftätige bie lRid)tigfeit ber lRed)nung burd) Me Seid)nung. 
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§ 03. s:lie (t~"fbllle nnb bie ~"ten3linie 3wein stteife. 

I. ~ie ~~orbale. 

~ringt man in ben ®leidjungen 3weier gegebener nreife 

(x - a l)2 + (y - bl)2 = rl} 
(x - a2)2 + (y - b2)2 = ri 

§ 53 

bit ®röten rl unb r: auf bie Hnle eeHe unb beaeidjnet biefe ®feidjungen 
fuq mit EI baw. K 2 , alfo 

KI = (x-al )2+(y-bl )2-rf = O} ) • • . • . (1 
K 2 = (x - a 2)2 + (y - b2)2 - ri = 0 

fo müffen bie 5roorbinaten ber 6djnitt:punfte beiber 5rreife, ba biefe ~unfte 
beiben Sheifen augleidj ange~ören, bie ®Ieidjungen betfelben befriebigen. 
Wlan et~ärt fie alfo altl .fffiuraelwette betl ®[eidjungtlft)ftem~ KI = 0; Ks = O. 

~ie ~ufIöfung biefe~ et)ftem~ erfolgt angemein baburdj, bab man beibe 
®Ieidjungen fubtra~iert unb bie er~aUene lineare ®Ieidjung mit einer ber 
quabratifdjen ®IeidjungCU" verbinbet. IDlan er~äIt burdj (5ubtraftion 

2x(al - a2) + 2y(bl - b2) = (ri- rt) + (al + bl) - (ai + bi) 

x(al -a2)+y(bl -b2) = ~[(ri-rl)+(a12+bn-(ai+bm .. (2) 

~ieienigen .fffierte von x unb '!J, weldje burdj merbinbung non (2) mit 
einer ber ®leidjungen (1) er~aIten werben, finb bie st'oorbinaten ber (5djnit~ 
:punfte beiber st'reife. 

~a fie audj bie ®Ieidjung (2) befriebigen müffen, biefe aber eine GSerabe 
norfteUt, fo ift (2) bie @[eidjung ber gemeinfamen 6e~ne beiber nreife, 
b. ~. bie GSleidjung ber <r~orbalen. ~n furaer iJorm lautet fie ba~er 

K I - K 2 = 0 . . . . . . . . . . . (3) 

~geben fidj bei ber ~uflöfung be~ ®Ieidjungtlft)fteme~ (1) unb (2) 
imaginäre .fffiurBelwette, fo liegen bie st'reife auLieinllnber (fie fdjneiben fidj in 
imaginären ~unften). 

II. ~ie ~otena(inie. 

~a bie ~otenaHnie biejenige ®erabe ift, von ber au~ gIeidjlange %angenten 
an bie beiben Sheife geaogen werben fönnen, fo ift, wenn t1 unb tg biefe 
%angentenftreCfen bebeuten, unb dl baw. d2 bie ~ntfernung betl (beliebigen) 
~utlgangtl:punfte~ (x, y) ber %angenten vom IDlitteI:punft ber betben ~reife 
norfteUt, 

df = (x·- a1)2 + (y - b1)2} 
da2 = (x - a2)2 + (y - b2)2 ' 
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folgIi4J, ba tf = di - rl unb ti = al - r22 ift, 

tf = (x - a1)2 + (y - b1)2 - r 12 } 

t; = (x - a2)2 + (y - U2)2 - r22 

alfo, tuegtn ber ®Ieid)~eit ber Xangenten, 

(x - al)2 + (y - bl)2 - rl = (x - a2)2 + (1/ - b2)2 - rio 
~iefe ®Iei4Jung ftimmt auer ber 50rm na4J nuerein mit ber ®lei4Juno 

K I = K2 , 

b.~. K I -K2 = O. 

501gerung 1: ~a bie ®lei4Jung ber ij:~orbale ibentif4J iri mit ber ®lei4Jung 
ber \l.!otenaIinie, fo muÜ bie ij:borbale aug1ei4J jßotenalinie fein. 

~olgerung 2: ~ie ®rei4Jung ber .8rntralen beiber Slreife ift 

VI - b2 ) 11 - bl = (x - a l • 
al -a2 

Qlu~ ber ®lei4Jung bet ~lIteuaUnie finbet man al~ !Jli4Jtung~fonftante 

m = _al-~. 
bI-bi 

mergleiCfjt man fie mit berjenigen ber gentralen, fo ergibt fi" 
ber Saß: 

~ie ~lItenalinie fte~t auf btr .8entralen fenhed.Jt. 

50lgetung 3: Sinb bie ®lei4Jungen breier streife gegeben, nlimli" 

KI = 0; K 2 = 0; Ks = 0, 

fo lauten bieienigen ber btei \l.!otenaIinien 

KI - Ki = 0, K 2 - K s = 0, Ks - KI = O. 

mbbied man je 2 betfelben, fo er~ält man bie mit -1 murtipIiaiette 
britie. 501gIidj gilt nacg § 12 ber ea§: 

~ie ~lItenalinien breier ~reife fif)ltdben fiif) in einem ~uufte. 

(ir ~eiüt ba~ ~lIteltMentrum ober ber <r~lIrbalpuuft bet 3 Streife. 

~ufgab.en. 

1) .!IDeldjeß ift bie @leidjung ber \l.!otenaHnie fowie ber .8eniralen ber beiben 
Streife 

a;2 + 1/2 - X - 21/ = 0 (EI = 0) unb 
x2 + 112 - 2 a; = 0 (K2 = 0) ? 

S8eftätige ba~ (irgebni~ ber !lledjnung burdj bie .8eidjnung. 
18auet u. u. ~an~Ieben, <!leomettie f.9lenlanftarten. (,o'fletftufe.) 17 



258 <5iebentef\ Sfnpitel. <5tt:a~lenliüfd:)el unh ~oten31inie. § 53 

2) Stelle bie ~Heidjungen ber ~tenoIinie fowte ber 3entralen auf für bie 
Sheife 
a) Cx - 2)2 + (y + 3)2 = 1 unb (x - 4)2 + Cy - 2)2 = 4; 
b) (x + 1)2 + (y + 2)2 = 8 
c) x 2+y2-20y=16x-128 " 

d) x 2 + y2 - 6 x = 72 " 

(x- 2)2 + (y -1)2 = 2; 

x 2 + y2 - 4 x = 4 Y + 17 j 

x 2 + (y + 3)2 + 2 x = 15. 

)fiie liegen bie ~reife aueinanber? j8eftätige bie ffiedjnung burdj bie 
3cidjnung. 

3) 3n weldjem mer1)iHtni~ teilt bie l.ßotenalinie ber ~reife 

x2 + y2 = T j2 unb (x - a)2 + y2 = r22 

Me 3entralftrecre ber ~reife? 

4) ~iefelbe Wufgabe für bie ~reife 

x 2 + y2 - 2 y = 0 unb x2 + y2 - 6 x - 10 y + 18 = O. 
j8eftätigung ber ffiedjnung burdj 3eidjnung! 

ä) Q3eftimme bie @leidjungen ber brei l.ßotenalinien ber ~reife 

x2 + y2 + 8x -14y + 2~ = 0, 

x2 + y2 - 6 x - 10 y + 9 = 0, 

x2 + y1 - 10 x + 18 y + 57 = 0, 

fowie Me ~oorbinaten be~ l.ßoten33entrum~ (b' 1). be~ienigen l.ßunne~, 
uon we1djem fidj gleidjlange Stangenten an bie gegebenen ~reife aie1)en 
laffen). )fiie lang ift jeber Stangentenabfdjnitt uom l.ßotenö3entrum bi~ 

aumSlreife? 
~rgebni~: ~ie gefudjten ~oorbinaten finb x = - 2; y = - 2. 

~ie 2änge eine~ jeben Stangentenabfdjnitte~ ift s = 7. 

6) @egeben finb bie @leidjungen breier ~reife. ~I;r \ßotenö3entrum Ioll 
beftimmt werben. 

a) x2 + y2 = 100; 

x 2 + y2 - 40;; + 375 = 0; 
x2 + y2 - 24 x + 24 Y + 284 = 0. 

b) (x- 6)2 + (y- 8)2 = 25; 
Cx + 10)2 + (y + 12)2 = 36; 

(x - 4)2 + (y + '16)2 = 49. 

c) x2 + y2 - 10 x - 8 y + 32 = 0; 

X2 +y2+ 8x-10y +25 = 0; 
x2 + y2 - 4 x + 12 y + 15 = 0. 
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~~nnßf"c~mnticn b.eß ~cc~binnt.ennlJl.emß; 
~ c la:~!tc c~binnt.en. 

§ M. ~egtiff bet ~tan{lfotntlltion. ~al'a(lduetfdJidiung. 
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1. i:la~ megfenfteua, auf welege~ Me Sfoorbinaten eine~ \ßunfte~ P be50gen 
werben, fann awar im allgemeinen eine beliebige 2age ~alien, jeboeg geftaItet 
fieg I)öufig bie ®leiegung einer Sfurtle einfaeger, wenn man bem sroorbinaten .. 
ftjftem eine gana lieftimmte 2age oorfegreilit. maegt man a. )B. ben mittel", 
punft eine~ Sfteije~ 3um Urjprung be~ 6tjftem~, fo erl)öIt man in ber 
50rm bet mittelpunft~greiegung eine einfaegere ®leiegung, al~ ltlenn man 
ben srootbinatenanfang au~erl)alb be~ srrei~mitteIpunfte~ annimmt. ~~ ift 
belSl)alli oon Wiegtigfeit, metl)oben fennen 3u lernen, bie elS ermögliegen, oon 
einem 6tjftem au einem anbeten ülieraugel)en. 6ie lierul)en batauf , bie 
Sfoorbinaten eineIS \ßunftelS in lieilu9 auf ein gegebene~ 6tjftem aU~ilubrücfen 

bureg biejenigen beßfeHlen \ßunfteß in lieaug auf ein neneß @3tjftem. ~ine 

betartige Umltlanblung nennt man $tllnßflltmlltilln bel' Sfoorbinaten. 6ie 
ltlirb I)erbeigefül)rt 

1. bureg \ßaralleloerfegieoung ber md)fen beß gegebenen 6tjftem~, 

2. bureg i:lrel)ung bel' sroorbinatenaegfen. 

11. 6eien (5ig. 48) x, y bie Sfoorbinaten eineß \ßunfteß P in lieaug auf 
ba~ 6tjftem mit ben megfen OX unb OY, x',y' bieienigen beISfellien \ßunfte~ in 
beaug au! boIS 6tjftem' mit ben megfen 
0' X' unb 0' Y', welege benen beß erfteren 
l1ßraUel laufen, ferner a unb b bie mli", y 

~ig. 48. 

y' 

faine lialtl. Drbinate belS neuen Sfoorbi", R ~p 
natenurfprunge~ 0' in beaug auf balS t----f----~~ 
erite @3tjliem, fo ergelien fieg bie neuen 
sroorbinaten : 

{ X'=x-a 
y' = y-b 

)Beweife Me ®ültigfeit berfeHlen 
®leiegungen, ltlenn P in einem ber brei 
anberen Ouabranten liegt. 

y' 

o Q X 

O'~---~~--X' 

c-LJ}b 

17* 
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§ 55. :ttllu~fotmlltiou DUtd) ~te~ung DCß Sl'ootDiullteur~rtcm~. 

@5oUen bie reef)twiutHgen ~ootbinaten x, y eine!3 \15untte!3 P auf ein 
neue~ teef)twinf{ige~ @5t)ftem benogen wetben, befien Urfptung berfeIbe ift, 
beffen mef)fen aber um ben .4 ~ (in pofitiuem @5inne) gebte!)t ;inb, ;0 ergibt 
;ief) fÜt Me neuen Sloorbinaten au~ ~ig. 49 : 

~ig. 49. 
y 

y' 

x = OA = aC-AC = OC-BD 
y = PA = PD+DA = PD+BC 

x' 

~a nun .4DPB = ~ ift (warum?), fo et!)aIten wit 
x = 0 B cos ~ - PB sin ~, 

olfo 
y = PB cos ~ + 0 B sin ~, 

{
X = x' cosa-y' sina 
y = x' sina + y' COSa 

~a!3 ergält man fÜt ~ = 0°, wog füt ~ = 300, 450, 60°, 90°? 
~eweife bie ffiief)tigfeit ber sttan~formation!3forme1n, auef) wenn P in 

einem anbeten :Duabtanten liegt, ober wenn ~ ein ftumpfer ~intel ift. 

~ 0 ( ger u n 9 : Unter ~enuyung ber llig. 50. 
~ormeln be~ § 54 etgibt fief) für y y' p 

X' 

ben Übergang aug einem teef)t. 
winfIigen 6t)ftem in ein anbere!3 
reef)twinflige!3, befien Utfprung in 
be3u9 auf ba!3 alte 6t)ftem bie 
~oorbinaten a unb b gat, unb 
beHen mef)ien gegen bie beg leyteren 
um ben ~infel ~ gebtegt finb 

{ X = x' COSa- y' sina+ a 
y = x' sina + y' co~a+ b 

ocC-.-===a=, =:::O;:::=}=b===7J~::-Y __ X 
x 
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§ 56. Xl'ßu~fOtmation cine~ ndJtl11infligeu in ein fdJiefl11iuflige~ 

~oorbiUllteuflJftem. 

mreqt man beUle mcf)fen be~ @St)ftem~ X 0 Y um 0, 3. \8. Me 
x- mcf)fe (in l'ofitioem @Sinne) um rx., bie y- mcf)fe fo, baj3 fie mit ber 
l'ofitioen lnicf)tung ber neuen x- mcf)fe y y' ~ig. 51. P 
ben 4 ß bilbet, fo erEjalten wir au~ 

~ig. 51, wenn wir wieber bie ~oorbi~ 

noten oon P in bcaug auf bo~ neue 
@St)ftem mit x' unb y' beaeicf)nen 

{ x= OA=OC+ CA=OC+BD. 

y=PA=PlJ + DA=PD + BC, 

a1fo 

x' 

{
X = X' cosa+y'cosp 
y = x' sina + y' sinp ~====~y ~e~~~~-X 

x 

§ 57. ~o{llrfoorbinaten. 

3n bem bi~gcr betracf)teten (~artefifcf)en) ~oorbinatenft)ftem wurbe Me 
2age eine~ ~unfte~ P mittel~ feiner mbftänbe oon awei gegebenen mcf)fen 
beftimmt. 

merbinbet man GJig.52) P mit 0, fo ift P audj feftgelegt burdj bie 
2änge r be~ lYll~rftrll~le~ (lnabiu~oeftor~) unb ben ~infel POA = f{J 

(~Ullmlllie), ben er mit ber l'ofitioen 
lnid)tung ber x-mcf)fe bilbet. 

r unb f{J ijei j3en bie \l3111Ilr, 
101lrbiuIlten be~ ~untte~ P. 3wifcf)en 
if)nen unb ben ~artefifdjen .Roorbi~ 

naten beftef)en bie \8eoiequngen 
X = rcosrp 
y = rsin rp. 

y 

o 

Big.52. 

p 

y 

x 

@Sie erlauben ben Übergang au~ bem ~artefifdjen in ba~ ~olarfoorbinaten~ 
ft)ftem unb umgefegtt. @Sinb 3. \8. erftere gegeben, fo folgt au~ ben ent~ 

wiefelten beiben ~ormeln 
--- y 

r = V x2 + y2; tg f{J = x . 
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§ 58. &ufgaben ~ur :ttaU~fl1tmatil1tt be~ stl1l1tbinatettft}ftem~. 

1. ;tran~formation hurcf) ~araIIeluerfcf)ieoung. 

1) ®ieo hie sroorhinaten her folgenhen ~unfte in oeaug auf ha~ienige 

~oorbinatenft)ftem an, beffen Urfllrung oei gIeicf)gericf)teten mcf)fen gin~ 

ficf)tficf) be~ erften 6t)ftem~ Ne m6faiffe - 4, bie Drbinate + 3 gat: 
PI (- 4j + 2)l P2 (+ 5j + 3)j l-HOj + 6); 
P4 (+2j -5)j P5 (-lj +7)j P6 C+8j +8). 

)8erecf)ne bann hie ~ntfernungen PI P2, P3 P4, P5 Pt;. 

2) ~ie ~unfte A(2j 3), B(4j 7), C(6j 5) 6eftimmen ein ~reiecf. Wie 
lauten bie ®leicf)ungen ber brei 6eiten, wenn infolge ~araUeIuerfcf)ie6ung 
bie mitte von B C oum Urfllrung be~ neuen Sfoorbinatenft)ftem~ wirb? 

3) ~e sroorbinaten ber ~cfen eine~ ~reiecf~ finb 
A(3j4), B(5j4), C(4j6). 

Wie grob finh fie für ha~jenige Sfoorbinatenft)ftem, beffen Urfllrung bie 
mitte uon AB ift unh heffen mcf)fen heuen he~ gege6enen 6t)ftem~ 

llaraUel finb? Wie lauten bie ®leicf)ungen ber 6eiten be~ :l)reiecf~ in 
6eaug auf ba~ neue 6t)ftem? ®ie6 fie aucf) in ßorm ber mofcf)nitt~~ 
gleicf)ung an. 

"') Welcf)e~ finb Ne .Roorbinaten ber ~cfen be~ :l)reiecf~ AB C, nämlicf) 
A(2j3), B(4j-5), C(-3j-6), 

wenn infolge ~araUelverfcf)ie6ung ber 6cf)nittpunlt ber brei ~ögen be~ 
~reiecf~ aum Urfllrung be~ neuen Sfoorbinatenft)ftem~ wirb? 

ä) Wie mub man ba~ Sfoorbinatenft)ftem uerfcf)ieoen, bamit bie SfreH.~~ 

gIeicf)ung x2 + y2 = 16 üoergefügrt wirb in 

a) (x-1)2+y2 = 16 b) x 2+(y-2)2 = 16 

c) (x - 3)2 + (y - 2)2 = 16 d) (x + 5)2 + y2 = 16 

e) x2 + (y + 4)2 = 16 1') (x + 2)2 + (y + 1)2 = 16 

6) muf weIcf)e~ Sfoorbinatenft)ftem mub man bie ®Ieicf)ung x2 - 4 x + y2 

- 6 y = 3 6eaiege.n, hamit fie auf bie ßorm g2 + f/2 = r 2 ge6racf)t 
wirb, aIfo bie 9JlitteIllunft~gleicf)ung eiue~ ~reife~ oeheutet? 

53öfung: ~urcf) mbbition her 6eiben quabratifcf)en (E:rgänaungen 
nimmt Ne gege6ene ®leicf)ung bie ßorm an: 

6eljt man nun 
(x - 2)2 + (y - 3)2 = 16. 

x-2=g 
y - 3 = fj, 
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b. ~. uerfcgiebt man bie mcgfen be~ gegebenen ~oorbinatenll)ltemß 

paraUelau pd) feIbft in ~lIfitivem @Sinne um 2 oaro. 3 2ängenein~eiten, 
fo gelangt man aum Urfprung beß nenen @St)ftem§, in beaug auf 
roelcge~ bie &ofaiffe eine~ ~rei§punfteß mit b, bie Drbinate mit fJ 
beaeid)net roirb. man gelangt fomit aur mittelpunft~gleicgung 

b2 + fJ 2 = 16. 

7) ;tran~formiere burcg lEerfcgieoung beß mcgfenft)ftem~ Me ~rei~gleicgungen 
a) x2-10x+y2-2y = 23; b) x2-14x+y2-8y = -1; 

c) x2+6x+y2-12y = 55; d) x2-20x+y2+2y = 43; 

e) x2 + y2 - X - 6 y = - 21; f') 2 x2 + 2 y2 + 8 x + 3 y = 781 

fo, bab fie Me i)orm ber mittelpunft~gIeid)ung anttelJmen. 

S) sttan~formiere Me ~araoelg(eicgung y = x2 hurcg ~araUeruerfcgieoung 
ber mcgfen, fo bab ber neue Urfprung in ben ~untt (+ 2; 0); (+ 5; - 1); 
(0; - 3) fäUt. 

9) ~eaielJe bie ~araoe(gleid)ung y2 = 2 px burd) ~araUeluerfd)ieoung 
a) auf ben ~rennpuntt, 
b) aUT ben iSd)nittpunft ber x - &d)fe mit ber 2eitlinie 

a~ ~oorbinatenanfang. ~elcge i)orm nimmt fie an? 
10) Beige, bab Me @Ieicgung 

y=x2+2 x +3 

eine ~araliel ooriteUt. 
2öfung: ~urcg ~inoufügung ber quabratifcgen ~rgänaung ge~t bie 

gegeoene @Ieicgung üoer in 

@Se~t man 

\0 er~alten roir 

y = (x + 1)2 + 2 
y - 2 = (x + 1)2. 

'1] = ~2; 

bie~ ilt aber, roenn ~ unb fJ bie ~oorMnaten eineß ~unfte~ ber ge. 
geoenen ~uroe bebeuten, bie i)orm ber @Sd)eitelgleicgung bn \ßaraliel, 
beren &d)je mit ber neuen y-&cgle (fJ-&d)fe) aufammenfäUt. man 
mub alfo ba~ ~oorbinatenft)ftem, auf roelcge~ Me gegebene @leicgung 
beaogen ift, paraUel au fid) felbft uerfd)ieoen, unb aroar Me x-&cg!e in 
negativem @Sinne um eine 2ängenein~eit, bie y-&d)fe in ~lIfititJem ®inm 
um oroei 2ängenein~eiten, um oUt @5cgeitelgleidjung ber ~Qtaoel 3u ge. 
langen. 
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11) ~eweife ba~felbe wie in voriger mufgabe für bie ®Ieidjungen: 

a) !J =x2 + 4x + 3 b) 11 =x2 + 10x + 26 c) y =x2 - 2x+4 
3 

d) '!J =x2 -x+4' e) 11 =x2 +2x f)!J =x2 -3x 

®ib in allen ~eifpie(en bie ~oorbinaten be~ ~djeiteI~ in beoug auf 
ba~ alte ~l)ftem an. 

12) %ran~formiere burdj ~aralleloerfdjiebung bie W1ittelpunMgleidjung 
x 2 112 . 
a2 + b2 = 1 ber ~mpfe auf ein ~l)ftem, befien Urfprung a) ein .\?aupt~ 

fdjeiteI, b) ein ~rennpunft ift. 

13) ~ie lautet bie ~l)perbeIgleidjung, wenn a) ein ~djeitel, b) ein ~renn~ 
punft aI~ stoorbinatenanfang gewiigIt wirb? 

II. %ran~formation burdj stlregung; Ü6ergang oU einem 
f djiefwinfligen ~l)ftem. 

14) ~in ~untt gat bie stoorbinaten p unb q. ~eId)e~ finb feine neuen 
!loorbinaten, wenn ba~ ~l)ftem um ben minTeI fP gebrel)t wirb? 

~eifpieI: 1. fP = 45°, 2. fP = 30°, 3. fP = 60°, 4. fP = 36°. 

13) Um wefdjen ~irifeI oe mUll ba~ redjtwinflige Sl'oorbinatenft)ftem gebregt 
werben, bamit ein auf ba~feI6e be30gener ~unft A (p; q) in beaug auf 
ba~ neue ~l)ftem bie mbfaiffe p' oefißt? 

~eifpie(: 1. q =pVS; p' = 2p 2. q = ~lr3,p' = 2q 

(2öfung: oe = 600) (2öfung: oe = 30°) 

16) ~in redjtlllinlIige~ Sl'oorbinatenfl)ftem fon fo gebrel)t werben, baj3 bie 
x-mdjfe ber j8eroinbung~linie ber ~unfte PI (24; 10) unb Pi (8; 5i) 
parallel wirb. ~ie groj3 muj3 ber stlrel)ung~lllinfe1 fein? ~eldje~ 

finb bie ~oorbinaten ber oeiben ~unfte in oeoug auf ba~ neue ~l)ftem? 

mnleitung: stlie 9Udjtung~fonftante ber ®eraben P1 P2 ift tgoe = 274' 

stla tg fP = tg oe fein muj3, ift fP leidjt ou finben. mu~ f,q oe -= ;4 
. tgoe 7 1 24 folgt stn oe = - - - = ~. ebenfo cos oe = = -- - ufw. 

Y1+l!72 oe 25' V1+tg2oe 25 

17) stliefelbe mufgaoe für PI (10; ~) unb P2 (8; - k). 
18) ~ie lautet bie W1ittelpunft~gIeidjung be~ ~reife~, wenn ba~ ~oorbinaten. 

fl)ftem um oe gebt el)t wirb? 
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19) ~ie lautet bie allgemeine Shei~gIei4Jung (x - a)2 + (y - b)1 = r2, 
wenn ba~ ~oorbinatenft)ftem um einen !lBinfel ffJ gebrel)t wirb, fo ba~ 

tg ffJ = ! wirb? 
a 

20) ~uf einer (iUipfe, beren groue ~d)fe 2a boppelt fo grot ift aI~ bie fleine 2b, 

liegt ber \l,\unft PI (~; > 0), ber mit bem IDHtte(punft uerbunben ift. 

~ie lautet bie (iUipfenglei4Jung, wenn ba~ ~oorbinatenft)ftem um ben 
.6. ~ gebre~t wirb, ben OPl mit ber x-md)fe bUbet? !8eifpieI: b = 20m. 

21) Xran~formiere bie .Ruruengleid)ung 
x2+xy+y2 = 2 

burd) SDte~ung be~ ~oorbinatenft)ftem~ fo, bab ba~ ®lieb X'll uer .. 
fd)winbet unb beute bie er~a1tene ®Iei4Jung analt)tifd). 

2öfung: Setien wir, wenn um ben !lBinfeI ~ gebre~t wirb, 
x = x' cos~ - y' sin~ 
'11 = x' sin~ + y' cos~, 

fo er~aIten wir burd) (iinfetiung biefer ~erte in Me gegebene ®Iei4Jung: 

X'2 cos2 ~ - 2 x' '11' sin ~ cos ~ + y'2 sin2~ } , 
+ X'2 sin ~ cos (X + x' y' cos2 ~ - y'2 sin ~ cos ~ . " + = 2. -x y sin2~ 

+ X'2 sin2 ~ + 2 x' y' sin ~ cos (X + y'2 cos2 (X 

SDie mbbition auf ber linfen Seite ergibt 
x'2(1 + sin~ cosu) + x'y' (cos 2 u -sin2u) + y'2(1-sinu cosu) = 2. 

SDa nad) 50rberung ber 9lufgabe baß \l,\robuft ber Unoefannten 
uerfd)winben foll, fo wä~len wir ufo, bab ber .Roeffiaient uon x' y' = 0 
wirb, alfo 

cos2 U - sin2 u = 0, 
b. ~. cos2u = 0, 
alfo 2 u = 90°, 

a = 45°. 
SDa~ ~oorbinatenft)ftem mut alfo um 450 gebre~t werben, bamit 

baß \l,\robuft ber Unbefannten uerfd)winbet. Setien wir biefen ~ert 
uon u in bie obige ®lei4Jung ein. fo er~aIten wir 

x'2(1+ i)+'11'2(1-i) = 2 

.!!.X'2 + 1../2 - 2 2 2"-
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SDie ergaltene ~neidjung itimmt alier ber iJorm nad) mit ber mittel", 
punft~gleidjung ber (gllipfe überein, b. f). bie gegebene stutve Ht eine 

~Ui.\lfe mit ben ~albadjfen a = i VB, b = 2. 

22) mringe bie auf Me mftJmptoten liedogene ~tJperlieIgleidjung 

xy = 4 

burdj SDregung be~ stoorbinatenftJftem~ auf bie iJorm ber amttelpunft~'" 
gIeidjung. (!Bgl. vorige mufgalie!) 

23) ~rmitteIe in gleidjer lllieife wie in mufgalie 21, weldje 5luttJe burdj bie 
~}feidjung 

a)x+xy-2y=2 

b) 2xy+6x+6y-9 = 0 

bargefteUt ift. (~rgebni~ b: @leidjfeitige ~tJperliel mit ber ~alliad)fe 
a = 3.) 

24) (gin $unft P gat in liedu9 auf ein redjtttJinf(ige~ .RoorhinatenftJftem 
bie mbfoilfe a = 13, bie :Drhinate b = 2. llliie grob finh feine ~oor~ 
hinaten in bedu9 auf ha~jenige fdiiefwinflige 6tJftem, helfen x- mdjfe 
mit her he~ urfprüngIid)en hen llliinfel a = 30°, helfen y-mdjfe mit 
her x- mdjfe he~ gegebenen 6tJftem~ ben llliinfel ß = 60° liilbet ? 

25) SDiefellie mufgalie für bie $unfte 
a)P1 (0;2), b)P2 (3;0), C) Pg (-l; +1), d)P4 Ci;2,5). 

26) ':tran~formiere hie auf ein redjtttJinUige~ ~oorbinatenftJftem bedogene 
WHttelpunft~gleidjung x 2 + y2 = 25 eine~ Streife~ auf ein fdjiefttJinflige~ 
mdjfenftJftem, beffen x-mdjfe mit ber gegelienen hen llliintel a = 20°, 
helfen y- 9ldjfe mit ber urfprünglidjen mbfoilfena.cgfe hen llliinfel ß = 80° 

einfdj1iebt. 
27) Weldje~ ift bie @leidjung her $aralieI, beaogen auf ein ~oorbinaten", 

ftJftem, heffen x-mdjfe ein SDurdjmeffer, beffen y-mdjfe hie im 6djeitel 
be~ SDurcf]meffer~ an bie ~urve gelegte ':tangente ift? 

~ig. 53. 

X' 
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2öfung: @;ei mig.53) S ber Urfprung be~ neuen fdjiejminUtgen 
@;l)ftem~, unh beaeidjnen mir feine st'oorbinatcn in beaug auf ba~ urfprüng" 
fidje redjtminfHge @;l)ftem mit Xl' YI' feien ferner X', y' bie sroorbinaten 
einei\ beliebigen ~arabeIpunfte~ PI' oeaogen auf ba~ neue 6l)ftem, 0110 

x' = SAi y' = PIA, 

jo ergalten mir mit ~ilfe ber 5tran~formation~formeln für ben Über" 
gang oon einem redjtminfligen @;l)ftem dU einem jdjiefminfligen mit 
anberem Urfprung: 

A. {X = X' cos (X + y' cos ß + Xl 

Y = X' sin (X + y' sin ß + YI' 

~ierin ift a = 0, ba ble neue x- Wdjfe ber urfprünglidjen parallel 
läuft. 

~ür tg ß liefert bie 5tangentengleidjung ber ~arabel ben .wert 

tg ß = E-, 
YI 

1 YI folglidj cos ß = -Vi + tg 2 {:J - Vp2 + Ylt 

t 'ß 
sin ß = -;==g==~ 

Vi + tg2ß 
p 

~ie 5tran~formation~formeln in A. neljmen baljer bie ~orm an: 

f X = x' + Vp~' ~ ?d + Xl 

B' l pY' 
Y = Vp2+ y12 +YI' 

~urdj ~infeßung biefer .werte in bie @;djeitelgleidjung y2 = 2 px 

ber ~araoel erljärt man fdjHel'!fidj, menn man berütffidjtigt, bal'! 
Jh2 = 2pxI ift: 

aIjo 

y'2 = 2 (p2 + yn . x', 
p 

y'2 = 2 (p2 + 2 pxl ) . x', 
p 

y'2 = 2 (p + 2 Xl) .x'. 

@;eßt man ben fonftanten mu~brud p + 2 Xl = p', jo fiellt 

U '2 = 2 p' x' 
Me ®leidjung ber ~arabel beaogen auf bag gemünjdjte @;l)ftem oor. 

@;ie bef)ält aIfo biefel6e lJorm mie bie Sdjeitelgleidjung. 
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III. \ß 0 I a rfo 0 rbin a t en, 

28) m!eldjeß fiub bie \ßoladoorbinaten ber \ßunfte 
PI (5; 0); P2 (0; 2); Ps (3; - 3); 

P4 (+4; -4); PIi (-7; +7); P6 (-1; -1)2. 

29) i)ie \ßoladoorbinaten einer mnaaljI tJon \ßunften finb 

a) r = 2 } b) r = 6 } c) r = 3 } d) r = 10 1 
q> = 60° q> = 300 q> = 1800 q> = 2700 J 

e) r = 2,5} f) r = 6,5 } g) r = 2t } h) r = Va } 
q> = 450 . q> = 1350 q> = 3000 q> = 2400 

m!eldjeß fiub Me redjtwinfligen ~oorbinaten? ~eftiitige burdj Seidj .. 
nung ber \ßunfte bie lJHdjtigteit ber aritgmetifdjen ~rgebniffe. 

30) @)teUe Me ®leidjung 
a) '11 = mx einer burdj ben ~oorbinatenanfang geljenben ®eraben 
b) x2 + '11 2 = a2 eineß auf ben IDHttelpunft beaogenen ~reifeß 

in \ßoladoorbinaten bar. 
31) 3n bem erften Ouabranten beß ~reifeß x 2 + 1/2 = 9 ift bie aum 

~ogen AB geljörige @)eljne geaogen, bie ben \ßunlt Aber x-mdjfe mit 
bem \ßunft B ber 1/-mdjfe oe'rbinbet. m!eldjeß flnb, wenn bie lBer .. 
liingerung oon 0 A aIß 9luIHage beß üagrftraljIeß oetradjtet wirb, 
a) bie \ßolarfoorbinaten oon B tür ben \ßunft A aIß \ßol? 

b) , " " 0 "" " " " , 
c) " "beß ~albierungßpunfteß oon AB für jßunft A aIß \ßol? 

d) " "" " """" 0 , " 
m!ie lautet bie ®leidjung ber @)egne AB in \ßoludoorbinaten: 

e) für jßunft A aIß \ßoI? 

f)" " 0" " 
32) ~ranßfotmiete bie IDlittelpunltßgleidjung ber (illi~fe auf ein \ßolar .. 

toorbiuatenMtem mit bem IDlitteIpunft aIß \ßol unb ber pofitioen 
x-mdjfe alß 9luU1age beß ~aljrfttaljleß, 

2öfung: @)etlt man in ber ~OipfengIeidjung 

fo ergiilt man 

folglidj 

x2 1/2 

a2 + b2 = 1 

x = rcosq>} 
'11 = rsinq> , 

r 2 cos2 q> r 2 sin2 cp 
a2 + b2 = 1, 
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~a sin 2 fP = 1 - cos2 fP unh a2 - b2 = e2 ift, jo ergIbt fid) 

e2 

1- - cos2 fP 
a2 

26.9 

~en mu~bruCf ~, h. ~. bal3 ll3ed)ältnis her ~b3entri3ität aur groben 
a 

~aUiadjfe beaeidjnet man mit Ei unh nennt Ei hie nnmerifdje ~b3en~ 
trt3ität (im @egenfa§ aur linearen ~b3entri3ität e). ~urdj ~infü~rung 
biefer @röbe er~alten wir 

b 2 
1'2= -

1- e2cos2 cp 

a(~ )ßolargleidjnng ber ~Uipfe für ben WHtte(punft all3 5,ßol. 

33) 2eite in berfellien }!Beile bie 5,ßolarg(eidjung ber .p""erliel für ben 9J1ittel~ 
:punft a(13 5,ßoI ab. 

~rgebni~: b2 
r 2 = 

Ei2 COS2 fP-1 

34) Stelle bie ~o1arg(eidjung ber )ßaralieI für ben ?Srennpunft aI~ ~o( auf. 
2öfung: ~adj ber ~eTinition ber ~arabe1 ift (i)ig.54) 

PF= PB = AQ = AF+FQ. 

~a nun AF = p, FQ = r cos fP, P F = l' irt, fo er~aIten wir 

~ig. 54. 

BI----+-- -----'I 

L 

l' = 1J + r cos fP 
l' (1 - cos fP) = p 

'}' = ]J 
1- coscp 

a(13 )ßolargleidjnng ber 5,ßarabef für ben 
?Srennpunft a1l3 ~0I. 

~iq. 55. 

3ä) }!Bie ~eibt bie ~o(arg[eidjllng ber ~[ipfe für ben ?Srennpunft all3 ~01? 
2öfung: mu~ ~ig. 55 ergibt fidj 

----
r = r(x + e)2 + !/2. 
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(iliminiert man y auß ber lJJHtte(:punftßglei4Jung ber (iIIi:pfe 
x 2 '112 

a2 + b2 = 1, 

fo er~äIt man 
b2 

I> y2 = _ (a2 _ x2). 
a2 ' 

bur4J (iinfetlung biefeß ~erteß unter ber ~urael wirb 

r = V x2 + 2 ex + e2 + ~ (a 2 - x2) , 

alfo r=! VX2(a2-b2)+2ex+a2(e2+b2). 

WUt ~iIfe ber für bie (im:pf e befte~enben ®Iei4Jung 
a2 -b2 = e2 

er~ält man f4Jlief!Ii4J 
a 2 +ex r= . 

a 
lBerf4Jieben wir jetlt baß ~oorbinatenft)ftem in ben ~enn:punft FI , 

fo ift au fftlen: x = x'-e 

_ a2 + ex' - e2 _ b2 + ex' unb wir er~alten r - _. 
a a 

®egen wir burcf) Me @)ubftitution x' = r cos qJ au ~oIarfoorbinaten 
mit F1 aIß ~01 über, fo wirb 

worauß fi4J 

b2 + recos qJ r=- , 
a 

r=- --
a - ecos rp 

r= tJ 
l-ecoscp 

a 
e ' 

1-- cosqJ 
a 

aI~ ~lJlllrgleidlung ber (im~fe für ben ~ren~unft alß lßo( ergibt. 

wenn man unter p ben mu{lbruct ~ oerfteqt. ~ie ®röf!e 2 p geif!t ~Ilrn· 
meter ber (im:pfe. a 

mnmerfung: (iine befonberß wi4Jtige mnwenbung ;tnbet bie lßolar:: 
gIei4Jung ber (iIIi:pfe in ber ~ftrlJnlJmie aur }8ere4Jnung ber (intfernung 
oon ®eftirnen. @)ieqe mufgabe 37! 

36) (intwictle in berfelben ~eife loie in mufgabe 35 Me lßoIarglei4Jung 
bfr .p~~erliel für ben }8renn:punft aI~ lßol. 

((irgebniß: r = 1 P ; E ift bei ber ~t):perbel > 1, bei ber 
- ECOSqJ 

(im:pfe < 1. ~arum? ~ie grof! ift E für Me gleidlfeitige ~t):perbel?) 
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3'7) .wie groü ift Me ~ntfernung be~ mar~ von ber @)onne: 
a) menn ber mar~ ber @)onne am näegiten ftegt (im $erigeI)? 
b) menn ber i')af)rftraf)I einen 4 cp = 90° mit ber groüen megfe ber 

mar~baf)n bilbet? 
c) menn ber mar~ von ber @)onne am metteften abftef)t (im m p f) e I)? 

S3öfung: 91adj bem erften ~ep.. ~iB' 56. 111 
[ e r fdjen @efeye befdjreiben bie 
$laneten ~llipfen, in beren einem 
~rennpunft bie @)onne ftef)t. srlurdj 

r 

aftronomifdje ~eredjnungen fennt BJ-----~-<I----lA 
man bie groüe ~albadjfe ber vom F 
mar~ burdjlaufenen ~llipfe, nämlidj 
a = 1,52 ~rbmeiten (1 ~rbmeite = 
149 mm .. mlometer), fomie Me nume" 
rifege ~~3entri3ität 10 = 0,0933 ber mar~oaf)n. 3ft F if)r ~rennpunft 
(i')ig. 56), fo ift FM ber i')af)rftraf)[ r, unb JI'A ber @)onnenabftanb be~ 
mar~ 3ur Seit feiner @)onnennäf)e, F B 3ur Seit feiner @)onnenferne. 

mu~ ber ~olarglddJullg ber ~llipfe für ben ~rennpunft al~ ~ol 

folgt für cp = 0°: 
r=-p- . 

1- 10 

srla p = - =(1.- =a· - - = a 1-- = a(1-c2) ift, b2 b2 a2 - e2 ( e2 ) 

a a2 a2 a2 

fo erf)alten wir 

r = a(l + 10) 

r = 1,52. 1,0933 

r = 1,661816 ~rbmeiten 

r = rUllb 247,6 millionen Sfilometer our Seit ber 
@)onnennäf)e be~ mar§!. 

38) srliefe1be mufgabe für 
a) Me ~rbe (a = 1 ~rbweite, 10 = 0,0168) 

P) bie !8enu0 (a = 0,72 ~rbweiten, 10 = 0,0068) 

y) ben 3u~iter (a = 5,20 ~rbweiten, 10 = 0,0483) 

91imm audj cp = 600; cp = 1500 ! . 
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91euntei3 ~apiteL 

Qj).e.o-m.et~irdJ.e ®~t.e~+ 

§ 59. &nall)tifdje ~etradjtung ber geometrifdjen Örter. 

§ 59 

~ine nü!}Hdje ~nwenbung finbet bie anttl~tifdje ~eometrie bei ber 
~rmitteIung geometrifdjer Öder. 

A. ~er geomettifd)e :Ort ift eine fficrabe. 

1) ~ddje~ ift lIer geometrifdje Ort für aUe l,ßunUe, lIie bon 3\tJei gegebenen 
feften I,ßnnften B nnll C gfeidje ~ntferllnng ~Ilben? 

Y %ig.57. 

P 
I 
I 
I 
I :y 
: 
I , X 

D C 

53öfung: ~äf)len wir B 0 aI~ x-~djje unb ba~ 530t in B auf B 0 
al~ y-~djje, fei ferner P einer ber gejudjten \ßunfte, bie 6trecfe 
B 0 = a, 10 ift (~ig. 57) 

PB = Vx 2 + y2 

PO = V(a-x)2 + 1/2 

VX 2+y2 = V(a-x)2 +y2 

x 2 + y2 = a2 - 211 x + .x2 + y2 

a 
x=2 

b. f). ber gejudjte geometrifdje ,ort ift bie ~araUeie ~nf y - $Hdjfe tm 
a 

~bftanb "2' 
jBergleidje bai3 ~rgebnii3 mit bem au~ ber \ßlanimetrie betannten. 

2) ~eldjei3 ift ber geometrifdje ,ort für Me 6pi!}en aUer ~reiede nom 
~nf)a1t J über berfeIben @runbIinie B 0 = a? 

3) Weldjei3 ift ber geometrifdje ,ort ber 6pi!}en aUer üoer ber feftIiegenben 
@runbIinie B 0 = a erridjteten ~eiecfe, für weldje A B2 - A 02 = d2 

ift, wenn d eine gegebene 6trede oebeutet? 
2!nleitung: 91imm B 0 aI~ x-2!djfe unb bie WHtte non B 0 al~ 

stoorbinatenanfang. 
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4} 3m SDreiecf AB C ift B C = a unb 4. ß fonftant. ~el~e~ ift ber 
geometrif~e Ort be~ 5Dur~f~nitt~l'unfte~ ber ~ö1)en? 

y %ig. 58. 

G 

L 

x 

göfung: ~m /:::, ABO fei p ber SDur~f~nitt~l'uuft aweier ~ö1)en, 
feine 900rbinaten feien x unb 1/ in beaug auf ein re~twinmge~ St)ftem 
mit B 0 al~ x -m~fe, B al~ 900rbinatenanfang. 

SDa 8 = 90° - ß, alfo tg 8 = ctg ß ift, fo ift 

_L = ctgß, 
a-x 

alfo y = (a-x)ctgß 

y = -xctgp + actgp, 

b. 1). ber gefu~te geometrifdJe Ort ift eine GJerakle, bie mit ber x-mdJfe 
ben ~infe{ 900 + ß bilbet (warum?) unb bie llofititle y-mdJfe im mb .. 
ftanb a ctg ß tlom Urfllrung 0 f~neibet. (Sie1)e LL1 in ~ig. 58.) 

5} ~eldJe~ ift ber geometrifdJe Ort für bie IDHttelllunfte ber einbef~riebenen 
Sfreife be~ /:::, AB C, in wel~em Be = a unb 4. ß fonftant finb? 

(göfung: y = xtg ?-) 
6} SDie @runblinie B 0 = a be~ /:::, ABC liegt feft, bie Sl'ine A bewegt fi~ 

auf ber @eraben 1/ = mx + n. ~el~e 2inie bef~reibt ber S~werl'unft 
be~ SDreiecf~? (2öfung: eine ~araUele our gegebenen @eraben.) 

7) ~eldJe~ ift ber geometrifdJe Ort be~ SdJnittllunfte~ einer ~arabel", 
tangente mit bem gote , wel~e~ im ~rennpunft auf bem ouin ~e. 
rü1)rung~l'unfte ge1)örigen ~rennftra1)l erri~tet ift? 

2öfung: Sei P' ein beliebiger ~unft ber ~arabe{ 1/2 = 2px, fo 
lautet bie @lei~ung ber in pi gelegten 5tangente: 

yy' = p(x + x'). . . . . . (1) 
181l u e t: u. 11 • .\} 11 n 1;1 e ben, @eomett:ie f. atelllllnftlllten. (,Ollet:ftufe.) 18 
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~e ®Ieid)ung beß }Brennftra~Ie~ F P' ift 

11 = --=-L(x-~) ......... (2) 
p , . 2 
2- x 

fnIgHdj bie ®{eid)ung be~ in F auf hem }Brennftra~I errid)teten 20te~ 

-'E - x' 
11 = 2 '1I,-(x- ~) ......... (3) 

}Be3eid)nen wir nun bie ~norbinaten he~ Sd)nittvunfte~ von 5tangente 
unb 20t mit g, 'YJ,' fo et~aUen wit auß @Iei4Jung (1) unb (3): 

aIfo 

1'/'11' = p(g + x') 

1'/Zl = (~- x')(~ -t) 
p (g + x') = (~ - x') ( g - :), 

p 
~=-2· 

~er gefud)te genmetrifd)e Ort ift aIfo bie Seitlinie. 

8) WeId)e~ ift bel' geometrifd)e Ort be~ Sd)nittvunfte~ 3weier ~arabel .. 
tangenten, bie aufeinanbel' fenfte4Jt fte~en"( 

(2öfung: g = -~, aIio bie SeitHnie.) 

9) ~uf bem WlittelInte im ~unfte 0 bel' Strecte B 0 = a bewegen fi4J 
3wei ~unfte PI unb P2 nad) betfeIben 9Ud)tung, fn bab immer 0 Pt 

= 20 P2 ift. WeI4Je~ tft bel' geometrifd)e Ort für ben Sd)nittvunft 
bel' bei ben ®eraben B PI unb 0 P 2 ? 

(2öfung: x = - i, 11 = 0, aifo eine ~Ilfld{ele 3nm IDlitteUtlte 

im m&ftanb - i, wenn baß WlitteUot aIß 11 - m4Jf e, bie 9J1itte von B 0 

aI~ ~oorbinatenanfang unb B 0 a(~ x- ~d)fe gewiif)It witb. }Benu~e 

Me ~orm bel' mbfd)nitt~gIeid)ung für bie ®eraben P2 0 unh Pt B!) 
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B. :Iler geometrifdje :Ort ift ein Shei~. 

10) ~ine {5trecfe AB = a bewegt lidJ fo öwifdJen ben SloorbinatenadJfen, 
bab igre ~nbvunlte A unh B ftetß auf ben WdJfen gergleiten. ~eldJeß 

1ft ber geometrifdje Ort für bie mitte ber (5treefe? 

11) 

2öfung: lBeöeidjnen wir hie Sloorbinaten beß Wlittelvunfteß M mit x 
unb y mig.59), fo ift nadJ einem vlanimetrifdj~n 2egrfa§e, ba M bie 
mitte ber ~t)votenufe a ift, 

o M = AM, Y .ijig.59. 

a1fo Vx2 + y2 = i-
X 2+y2 = (;Y, 

b. g. M belUegt fidj auf eiuem 
~reife mit bem mittelVunft 0 unb 

bem ffiabiuß ~ . 

~eldJeß ift in ber uorigen Wufgabe 
vunlteß beß I::. A 0 B? 

[2ö fung: x2 + y2 = (~ Y.] 

B 

O~~x===7,~----~A~--'X 

ber geometrifdJe Ort beß (5djwer~ 

12) 3m SDreiecf ABC liegt B C = a feft. man foU ben geometrifdJen 
Ort für bie (5vi§e A fudjen, wenn 

a) AB2 + AC2 = 82 

b) AB:AC = m:n ift. 

(Wnleitung: 91imm BC aIß x-WdJfe. bie Wlitte uon BC aIß 
~oorbinatenanfang.) 

13) ~eIdjeß ift ber geometrifdJe Ort für bie {5vi!1en aller SDreiecfe. bie über 
B C = a aIß @runblinie ettidjtet ben .4 IX an ber {5vt!1e gaben? 

(Wnleitung: 91imm BC aHl x-Wdjfe, Me mitte uon BC aIß 
~oorbinatenanfang.) 

(~rgebniß: x2+y2-ayctglX=( ~r alfo ein ~reiß. ~ie liegt er?) 

14) ~eldJeß tft ber geomettifdJe Ort für bie Wlitten aller {5egnen uon ber 
2änge 2l in bem streife (x - a)2 + (y - b)2 = r2? 

lä) ~eldJeß ift ber geomettifdje Ort für ben {5djnittvunft ber ~ögen aUer 
SDreiecfe, weldJe bie fonftante @runbHnie B C = a unb ben fonftanten 
~infe{ a an ber {5vi!1e gaben? 

18* 
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2öfung: }ill(1)It man BC al~ x-~djfe, B al~ Urfprung be~ ~l.1l.1r~ 

binatenftJftemß, fl.1 ift (iJig. 60) 

y ~ig. 60. 

A 

x 

tg IXI = _ '11_; tg IX2 = JL. 
a-x x 

a\ + 'f I.. tg IXI + tg IX2 ..ua nun IXI u2 = a t t unv tg IX = '------- -, 
1- tgu1 tgu2 

fl.1 erl)aIten wir 
'11 y 

a-x+; 
tgu= - --

y2 
1-~--"-----~ 

x Ca - x) 

t IX = xy+ y(a-x) 
9 x(a - x) + y2 

tga _ ay 
- ax-x2 + y2 

a x ~ x2 + '11 2 = a ctg (X • '11 

(x- ~Y+(y+ ~ ctguY= :\1 + ctg2 u) 

(x- ~Y+(y +~ctg aY= 4S:2 a-
SDer gefudJte geometrifdJe Ort ift alfl.1 ein Sfrei~ mit bem lRabiuß 

r = 2-~' (b. 1). gleidj bem lRabiu~ be~ Umfreife~ beß ,6 AB CI) smu 

unb ben 9mttelpunft~fl.1l.1rbinaten (;; - ; ctg u) . ~l.1nftruiere i1)n, 

inbem bu Iieadjteft, bab· ba~ 6tM be~ 9JHtteUl.1teß auf B C vl.1n ber 

W1itte biefer 6eite Iii~ aum Wlittelpunfte beß Umfreifeß = ~ ctg u ift. 
Warum? 

16) }illeldjeß ift ber gel.1metrifdje ,ort für biejenigen \ßunfte, vl.1n benen fidj 
Stangenten vl.1n gegebener 2änge l an einen gegebenen ~rei~ aielJen laffen? 
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17} ~m 1:::" ABC liegt Be = a feft. IDlan foll ben geometrifdjen :Ort für 
bie IDlitte non A 0 fudjen, wenn AB bie fonftante 2dnge c qat. 

IS} jilleldjeß ift ber geometrifdje :Ort für bie mitten aller Se~nen eineß 
gegebenen Streife~ K, bie nerlängert burdj einen auüerflaUi beß fueife~ 

gegebenen ~unft 0 nom IDlitteIpunft~abftanb d ge~en? 

C~nleitung: IDladje KC aur x-~djfe, Kaum Roorbinatenanfang.) 

2öfung: (x- :y +y2 = (~Y. alfo ein ~rei~. ~onftruiereifln! 

C. iler geometrifdje ,ort ift eine jf3aubel. 

19) )Bon einem bewegridjen ~unft P ift auf bie ®erabe L baß 20t PA 
gefällt unb an ben ~re~ K bie %angente PB geaogen. jilleIdje~ ift 
ber geometrifdje :Ort für P, wenn PA = PB fein foll? 

20) ~en geometrifdjen :Ort ber IDlittelpunfte aller Streife au fudjen, bie 
eine gegebene ®erabe L unb einen gegebenen Streiß K' berüf)ren. 

mnIeitung: ~älle non K ba~ 20t KA = a auf L unb madje A 
aum Urfprung eine~ redjtroinfIigen St)ftem~, AK aur x-mdjfe. ~ft r ber 
mabi~ be~ gegebenen fueife~, fo erf)äIt man aI~ ~rgebn~ bie '«fllbel 
y2 = 2 Ca + r) x - a2, %ranßformiere fie auf bie Sdjeitelgleidjung! 

21) ~en geometrifdjen:Ort ber IDlittelpunfte aller ~reife au fudjen, bie burdj 
einen gegebenen ~unft F geflen unb eine gegebene ®erabe L berüf)ren. 

mnIeitung: ~älle non F baß 20t F.A = p auf L, madje A aum 
Urfprung unb AF aur x-mdjfe eineß redjtwinUigen ~oorbinatenft)ftem~. 

~rgebni~: ~ie ~arabeI y2 = 2p (x - ~). 
22) jilleldje~ ift ber geometrifdje :Ort ber IDlitten aller ®eqnen, bie burdj 

ben }8rennpunft einer gegebenen ~arabel ge~en? 
23) ®efudjt ber geometrifdje :Ort ber ~aUiierung~punfte aller }8rennftraflIen 

einer gegebenen ~arabeL 
24} ®efudjt ber geometrifdje :Ort ber ~albierungßpunfte aller ~ormalen 

einer gegebenen ~arabeI. 
25) )Bon einem ~unfte P finb Sefanten nadj einer gegebenen ~araliel 

geaogen. jilleIdjeß ift ber geometrifdje :Ort ber ~albierungßpunfte ber 
entftanbenen Seflnen? 

26) ~er SdjeitelA beß redjten jillinfeIß eine~ redjtroinfligen 1:::" AB 0 liegt feft, 
bie ~de B nerfdjiebt fidj auf einer ®eraben L 10, bau bie ~t)potenufe 
B 0 auf L fenfredjt fteflt. jilleldjeß ift ber geometrifdje :Ort für C '? 

mnIeitung: ~älle non Abaß 20t AD = p auf L unb madje A 
aum ~oorbinatenanfang, bie midjtung DA aur x-mdjfe. IDlan pnbet 
y2 = px, aIfo eine '"f"bel. 
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27) Sm ~unft M ber ~arabe1 tft bie mormale MP bi~ aum ~urdjfdjnitt~" 
punft mit ber mdjfe geaogen unb in biefem ~unft P auf ber mdjfe 
ein 20t PQ = MP erridjtet. ~e(dje~ ift ber geometrifdje Ort für Q, 
wenn fidj M auf ber ~araber bewegt? 

28) ~ie ~piße A be~ L::,. AB 0 bewegt fidj auf einer ~araUelen aur feft" 
liegenben ®runbHnie B O. ~eldje~ ift ber geometrifdje Ort be~ ~urdj" 
fdjnitt~punfte~ ber ~öfJen? 

D. iler geomettifdje ,ort ift eine ~llilJfe. 

29) Über ber ~trede B 0 = 8 finb ~reiede oon fonftantem Umfang 
u = 24 erridjtet. ~e(dje~ ifl ber geometrifdje Ort aUer ~pißen? 

c 

y ljig. 61. 

A 

, . , 
Yl , , , 

b 

B.L------l---"-x----\:: ;::--~:::--- X 
~DC 

2' 

2öfung: ~iif.Jlt man Be al~ x-mdjfe unb if.Jren ~albierung~punft 0 
al!5 ~oorbinatenanfang, fo ift mig.61) 

alier audj 

alfo 

au~ 

folgt 

ba nun 

c2 = y2 + (x + 4)2 = y2 + x2 + 8x + 16 
b2 = y2 + (4 - X)2 = y2 + 16 - 8x +x2 

c2 -b2 = 16x 

(c+b)(c-b) = 16xi 

c+b+a=u 

c+b=u-a 

c+ b = 16, 

c-b = Xi 

c + b = 16} 
c-b =X 

x 
c=8+-

2 
x 

b=8- 2 i 

y2 = b2-(4-x)2, 
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fo ift y2 = (8- ;Y-(4 -X)2 

3x2 

y2 = 48- 4' 

3x2 + 4 y 2 = 192 

x2 ,lj2 

64 + 48 = I, 

b. g. bel' gefudjte gellmetrifdie Ort ift eine G:Ui~fe mit ben tlalliadjfen 
a = 8, b = 4)13. 

30) .8wifdjen ben ~djfen eine~ tedjtwinUigen ~ootbinatenftJftemß gleitet eine 
~tteCfe .A B = a fo, bab fidj igte ~nbpunfte ftet~ auf ben. ~djfen 
bewegen. Weldje .Rutoe befdjteibt ein \ßunft, bel' bie ~trecfe im mer~ 
gältni~ 2: 13 (m: n) teUt? 

31) SDen geomettifdjen ,ott füt Me ~pitlen aUet SDreiecfe übet bel' fonftanten 
®tunblinie Be = a dU fudjen, in benen 

a) ß = 21', b) tgß.tg1' = t (VdW. m) ift. 

32) Werdje~ ift bel' geomettifdje ,ort bel' ~pitle .A eine~ SDteiecfß übet bel' 
gegebenen ®tunblinie B C = a, wenn ba~ Ouabrat übet bel' tlöge .A D 
boppelt fo gtob tft aI~ ba~ iRedjtecf au~ ben tlögenabfdjnitten bel' 
®runbHnie? 

33) 3n einem ~teife K bewegt fidj eine ~elJne paraUel dU einet ®etaben L. 
Weldj~ ift bel' geomettifdje ,ort beß \ßunft~ P, bel' bie ~ef)ne im 
metf)ä(tni~ 2: 3 (m: n) teilt? 

~nleitung: Wladje ba~ 20t oon Kauf L dur x-mdjfe, Kaum 
5!00tbinatenanfang. 

34) Üliet bel' groben ~djfe einet ~Uipfe finb SDreiecfe liefdjrielien, beten 
~pitlen auf ber ~Uipfe liegen. WeIdje~ ift bel' geomettifdje ,ort be~ 
SDutdjfdjnitt~punfte~ ber tlölJen? 

3a) 3n bem lieweglidjen \ßunft P einet ~mpfe Ht bie ~angente geaogen 
unb lii~ aum ~djnitt M mit bel' fleinen mdjfe oerlängett. mon M au~ 
ift auf ben )8rennftral)l F1 P ba~ 20t M Q gefäUt. Weldje~ ift bel' 
geomettifdje ,ort für Q? 

36) WeIdje~ ift bel' geometrifdje ,ort ber Wlittelpunfte aUet ~teife, bie butdj 
ben \ßuntt P (0; 3) gelJen unb ben gegelienen ~teiß x 2 + y2 = 25 oon 
innen lietügten? 

~tgelini~: SDie ~Oipfe mit ben tlalliadjfen 2 unb ~ unb ben 
Wlittelpunftßfoorbinaten 0, t. 
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E. iler geometrifC{)e ,ort ift eine ~1J~erliel. 

37) ~ie 6eite B C = a eine~ ~reiecf§ Hegt feft, mägrenb bie 6piye A fidj 
fo bemegt, bab r = 2 ß ift. }ffieldje 1lurve befdjreibt A? 

38) }ffierdje~ ift ber geometrifdje Ort ber 6piyen aUer ~reiecfe mit ber 
lonftanten ®runbHnie 2 a, menn bie ~ifferen3 ber beiben anberen 
6eiten bie fonftante ®räbe 2 d gat? 

39) ~in ~unft M gat von einer ®eraben L ben mbftanb a. }ffieIdje~ ift 
ber geometrifdje Ort aUer ~unfte, beren ~ntfernungen von L unb M 
ftdj mie 1: 2 (2: 5) vergalten? 

40) }ffieIdje~ ift ber geometrifdje Ort ber WHttelpunfte aUer ~reife, bie einen 
gegebenen 1lrei~ K vom Slabiu~ r von auben berügren unb burdj einen 
in ber ~ntfernung a von feiner ~eripgerie gelegenen feften ~unft P 
gegen? 

F. iler geometrifC{)e ,ort ijt eine ~urne ~ö~eren QSrabeB. 

41) }ffieldje!3 ift ber geometrifdje Ort für aUe ~unfte, bie auf ben burdj ben 
~nbpunft eine~ ~rei§burdjmeff er~ geaogenen 6efanten foliegen, bab 
igr mbftanb vom 6djnittpunft ber 6efante mit bem ~rei~ gleidj bem 
Slabiu!3 ift? 

~ig. 62. 

Y C 

A 

2äfung: 6eien mig.62) x unb y bie ~oorbinaten eine~ beliebigen 
~unfte!3 P ber gefudjten ~urve, u unb v biejenigen von B, fo ift bie 
®leidjung ber 6efante OP: 

v 
y = -·x ...... . ... . (1) 

u 

~ie 1loorbinaten von B müHen bie ~rei!3gIeidjung 

befriebigen, aIfo tft 
(x - r)2 + y2 = r 2 

(u-r)2 + v2 = r2, 

b. g. u2 - 2 ru + v2 = 0 

mu~ ber ®leidjung (1) unb (2) ergibt fidj 
2 r x2 

u = x2 + y2; 
2rxy 

v = ---:-----'-:: 
x2 + y2 

. . . . . . . . (2) 
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$Da PB = r ift, fo folgt 
r2 = (x - U)2 + (y - V)2 

r 2 _ (x- 2r x2 )2+ ( _ 2r xy ). 
- x2 + y2 Y x2 + y2 

madj UmformunA ber @leidjung ergilit fidj 

I. (x2 + y2 - 2 T X)2 = '1'2 (x2 + y2) 

a(~ @(eidjung be~ gefudjten geometrifdjen :Orte~ für P. 
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$Da~ elien lieganbefte iSeift>iel fügrt dU einer interefianten 2öfung ber 
Wufgalie, einen gegebenen IIDinfeI in brei gleidje :teile dU teHen. 

@lei mig. 62) .4 00 X = aber dU teHenbe lIDinfel unb ,4 00 P = ~, fo 

mub Me ~araUele burdj A (lielieliig auf 0 X) dU 0 C burdj P gegen, 
ba ß = .4BOA = la, alfo, wegen be~ gleidjfdjennigen !:::, ABP, 

audj 8 = ~ = ; Ht. $Die 2age be~ ~unfte~ P ift alfo burdj dwei 

geometrifdje :Örter lieftimmt: 

1. $Die S'rurve I (grat>gifdje $DarfteUung von @feidjung I fiege ~ig. 63). 

2. $Die ~arallefe von A 3um @ldjenfef 0 C be~ .4 a. 

y ijig.63. 

Wnmetfung: ,gur rafdjeren Wu13jügrung ber $Dreiteilung verfertigt 
man fidj am beften ein W10bell mit einem @ltift, ber Me ~uroe I 
medjanifd.J liefdjreilit. 

42) @efudjt ber geometrifdje :Ort aUer ~unfte, für Me ba~ ~robuft ber 
<Entfernungen von awei gegelienen ~unften Fl unb F2 bie fonftante 
@rö~e m2 gat. 
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(3 u r 2 ö fun 9 : 6ene F 1 F 2 = 2 e ; man ergäIt bie f ogenannte 
~affinifdje ~urtJe ober ~aHinoibe. fBetradjte audj ben nefonberen 
~aU a) m = 2 e, b) m = e, lenterer fügrt dur 2emni~fate.) 

43) ®efudjt ber geometrifdje Drt für bie ~ubpunfte aUer 2ote, Me tJom 
6djnittpunft A be~ ~reife~ x2 + y2 = r2 mit ber x-$lldjfe auf bie 
in ben Slrei~punften gelegten ;tangenten gefällt werben. 

3ur 2öfung: ~ie gefudjte ~urtJe geibt ~ubpuntt~furtJe be~ 

~reife~ in nedug auf ben ~unft A ober ~arbioibe. 

44) SDiefe16e $llufgalie wie in mr. 43, nur ftait be~ fueife~ 

a) Me G:Uipf e 

x2 y2 
b) bie ~t)perlier a2 - b2 = 1 

unb ftatt be~ ~unUe~ A ben WHttelpunft 0 be~ ~egelfdjnitte~. 

3egnte~ ~apiteL 

~i\Tlturft.o-u b.eX' ltUg.em.eht.en QrH.eid]uug II. tmX'ltb.e\T+ 

§ 60. ~ie angemeine &lcidjnng ber stegdfdjnitte. 

I. ~ie aUgemeine ~unftion H. ®rabe~ 

Ax2 +2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F= O ... (1) 

ergint in grapgifdjer SDarfteUung eine ~urtJe, beren @eftaLt tJon ben ~oeffi" 

aienten ber @{eidjung aligängig ift. ~regt man ba~ dugrunbe gelegte ~oor" 
binatenft)ftem um einen ~infel (/', fo ift dU fenen 

x = x' cos (/, - y' sin (/, 

y = x' sin a + y' cos a, 

wenn x', y' bie laufenben ~oorbinaten eine~ ~urtJenpunfte~, lieaogen auf ba~ 
neue 6t)ftem mit bem Urfprung 0' liebeuten. man ergärt barum 

A (x' cos(/, - y' sina)2 + 2B (x' cos(/, - y' sin (/,) (x' sin (/, + y' cos (/,) 1 
+ C(x'sina+y'cosex)2+ 2D(x'cosex-y'sinex) + 2E(x'sin(/,+Y'Cos(/,)+Ff=0. 
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~ierau~ folgt: 
(Acos2u + 2B sinucosu + Osin2u)x'2 + 2 [B(COS2U-Sin 2 U)) 

- (A- O)sinu cosu]x' y' + (Asin2u-2 Bsinu cosu + OcoS(2)y'2 = 0 . (2) 
+ 2 (Dcosu + E sin u) x' + 2 (Ecos CI, - Dsin CI,)Y' + F 

~äf.)lt man nun 25; u io, ba~ ber .fl'oeffiaient tlon x' y' tlerfegwinbet, 
fo wirb 

B(cos2C1,-sin 2C1,)-(A- O)sinucosCl, = 0, 

A-O 
b. l). B cos 2 CI, - -2- . sin 2 IX = 0 

2B 
tg2« -= A-C . . . . (3) 

Wu~ biefer @Ieiegung Iä~t fief) ber ~reflung~winfel CI, oereegnen. ~uref) 
~infet3ung ber ~erte tlon sin u unb cos CI, in @leiegung (2) nimmt biefe Me 
~orm an 

A'X'2+C'y'2+2D'x'+2E'y'+F= o .... (4) 

11. merfegieot man ba~ WegfenftJftem, auf welege~ @leiegung (4) oeaogen 
ift, tlaraIIel BU fieg feloft, fo ift dU fet3en 

x' = ~+a 
y' = tj + b, 

wenn a unb b hie ~oorhinaten he~ neuen Urftlrunge~ unh 6 unh 1J bie~ 
jenigen eine~ oelieoigen ~unfte~ ber st'urtle, oeaogen auf ba~ neue StJftem, 
oebeuten. mie @Ieief)ung (4) nimmt bann Me ~orm an: 

A''I]2 + C'S2 + 2(A'a + D'H + 2(C'b + E')'I] l 
+ A'a 2 + C'b 2 + 2D'a + 2E'b + F = () f .. (5) 

mi~f u ffion b er @Ieief) ung (5). 

1) Sinb A' unh C' ~ 0, fo laffen fieg a unh b fo wäfllen, ha~ bie 
st'oeffiaienten ber linearen @lieher ~ unb 11 tlerfegwinhen. 3n biefem 
~aae ift 

D' 
a=- A'; 

E' 
b=--, 

0' 

unb @leiegung (5) erfegeint in ber ~orm 

wooei 
D'2 E'2 

N = A' + C' - F ift. 

~ür N finb nun bie brei ~äae möglief): 
N > 0; N = 0; N < o. 

~ir oetraegten fie ber llleifle naef). 

. . . . . . . . (6) 
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a) N> 0. 
®Ieief)ung (6) liebeutet bann 

oe) eine ~Ui~fe, wenn A' unb 0' ba§fellie iSoraeief)en l)alien wie N. 
(SonberfaU: Shei~, wenn A' = 0'), 

ß) feine reelle sturue, wenn A' unb 0' bem iSoraeief)en non N 
entgegengef efite, alier unter fief) gleief)e 3eief)en l)alien; 

r) eine .pt)~erbel, wenn A' unb 0' entgegengefefite iSor3eief)en 
l)alien. 

b) N= 0. 

®leief)ung (6) fteUt bor 
oe) einen ~unft (~oorbinatenanfang), wenn A' unb 0' gleief)e§ 

iSoroeief)en l)ooen; 
ß) ein ~erllbeu~llllr, ba§ fief) im ~oorbinotenanfang fef)neibet, 

wenn A' unb 0' entgegengefefite§ iSoroeief)en l)aoen. 

c) N< 0. 
man erl)äIt biefeloen geometrifef)en ®eoilbe wie im ~aUe a). 

2) ~ft A' = 0, C' :;;e: 0, fo lautet ®Ieief)ung (5): 

O''Y}2 + 2D'~ + 2(O'b + E')'Y} + O'b2 + 2D'a + 2E'b + F = O. 

~ierin fann D' :;;e: 0 ober = 0 fein. 

~rfter ~arr: D' :;;e: o. 
mon fann bann a unb b fo wäl)Ien, bat 

O'b+E' = 0; O'b2+2D'a+2E'b+F= 0 

wirb. ®feief)ung (5) nimmt baburef) bie einfaef)e tynrm an: 

D' 
'1]2=-20'·s. 

Sie fteUt eine ~Ilrllbel nor. 

3weiter ~aU: D' = O. 
®leief)ung (5) gel)t bann ülier in 

O''Y}2 + 2(O'b + E')r; + O'b2 + 2E'b + F = O. 

~iefe quabratifef)e ®Ieief)ung liefert für 'Y} 3wei )fierte, 'Y} = k unh 
'Y} = l. 2efitere ®Ieief)ungen liebeuten analt)tifef) 3tuei 3nr s· 2ld}fe
~Ilrllllele ~erllbe. 

3) 3ft c' = 0, A' ~ 0, fo erl)alten wir in ®leief)ung (5): 
a) eine !ßllrabel (um 90° gebrel)t), wenn E' 5 0, 
b) 3tuei 3ur '1]. 2ld}fe 'Ilrallde ~erabe, wenn E' = O. 
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111. SDie in mofa!} II oetradjteten brei ~auptfälle {affen edennen, bob 
bie @eftalt ber burdj bie allgemeine @Ieidjung (5) bargefteUten ~uroe wefent~ 
lidj banon aogängig ift, 00 ba\3 \l3robuft A' 0' gleidj mull ober oon mull 
oerfdjieben ift. 

SDurdj ~infe!}ung ber ~erte uon A' unb 0' au~ mofa!} I ergiot fid) 

A' 0' = (A cos2 OG + 2 B sin a cos OG + 0 sin2 OG)} 
• (A sin2 OG - 2 B sin OG cos a + 0 cos2 a) 

. . . (7) 

SDurdj trigonometrifdje Umformung ergaIten wir für ben erften ~{ammer" 
au~brucf 

A' = Acos2ct + 2BsinOG cOSOG + Osin 2OG 1 
= A cos2OG + 0 (1- cos2OG) + 2B sin 2 OG 

= C08 2 OG (A - 0) + 0 + B sin 2 OG 

= 1 + ~os 2 OG (A _ 0) + 0 + B sin 2 OG I 
A-O A+O . 

= -2- COS 20G + -2-+ B sm 20G 

. . . . (8) 

Sn entfpredjenber ~eife finben wir für ben aweiten ~{ammerau~bruef 
in (7): 

0' = A sin2 OG - 2 B sin OG COSOG + 0 cos2OG } 

= ~_t_Q _ A - 0 cos 20G _ B sin 20G .... (9) 
2 2 

~üf)re ben madjwei~! 

WHt 18erücffidjtigung uon @{eidjung (3), mofa!} I 

2B 
tg20G = A _ 0 

ergiot fidj 
1 

cos 2 OG = ~-=---== 
Y 1 + tg 2 2ct 

A-O 

YCA- 0)2 + 4B2 

sin20G = tgOG _ 2B 
V1 +tg2 2OG Y(A- 0)2 + 4B2 

SDurdj ~infe!}ung !:>iefer ~erte in Me @{eidjungen (8) unb (9) er~ 

garten wir 

2A' = A+ 0+Y(A-0)2+4B2 

20' =A+0-Y(A-0)2+4B2 

4A'O' = (A+ 0)2 - (A- 0)2_4B2 

A'C' = AC- B2 ......... (10) 
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mu~ Mefer ®feicf)ung aiegen wir bie wicf)tigen iJoIgerungen: 
IX) 3ft AC - B2 > 0, 10 qaoen A unb C gleidje~ moraeicf)en, bie 

aUgemeine quabratifcf)e ~Heidiung (1) fteUt alfo eine G:Ui~fe (~rei~), 
einen \l5uuft ober übergaupt feiu reelleB gellmetrifdje~ ~ebUlle bar 
(fieqe II, 1). 

ß) 3ft A. C - B2 = 0, fo ift entweber A' ober C' = 0, bie ®leicf)ung (1) 
fteUt alfo eine \l5nrnbel ober du llnrnllele~ @ernllen~nnr bar (fiege II, 
2 unb 3). 

r) 3ft AC - B2 < 0, fo qahen A' unb C' uerfdjielleneB moraeidJen, 
bie ®leidjung (1) fieUt arfo eine .p~~erbel ober 3ltJei fidj fdjneillenlle 
@ernllen bar (fiege II, 1). 

§ 61. mufgabeu öur aUgemeiuen @{eidjung bef Sfegelfdjnitte. 

1) }ffiefcf)e ~urlJen fteUen bie folgenben , auf ein tecf)twinfIige~ Stootbinaten .. 
ftjftem be30genen ®Ieicf)ungen bat: 

a) x 2 + xy = 2 

c) xy = 3 

e) x + x;y - 2 Y = 12 

g) V;-vg = 2 

2) ~6enfo bie ®leidjungen: 

b) x2 + xy + y2 = 5 

d) x 2 - xy + y2 = 13 

f) x 2 - X Y + y2 = 7 

h) Vx+V"Y = p 

a) 13x2 + 10xy + 13 y2 - 82x - 98y + 157 = 0 

b) 17x2 + 312xy + 108y2 + 60x + 1080y + 900 = 0 

c) y2 - 4xy + 5x2 - 6y + 13x + 10 = 0 

d) 3x2-4xy+y2+16x-6y+5 = 0 

e) 4x2-4xy+y2+12x-6y+ 9 = 0 

f) 4x2-4xy+y2+12x-6y+l0=0 

g) 5x2 - 4xy + y2 - X - 2y + 7 = 0 

h) 2x2-2xy+y2_3x-35 = 0 

i) x2 - 5xy + 4 y2 + X + 2y - 2 = O? 

~rmittele in ben mögIicf)en iJöUen bie WHttelpunft~gfeicf)ung be~ 
$legelfcf)nitte~. 




