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Einleitung. 
Der 1887 von Rieci 1) geschaffene "absolute Differentialkalkül" 

bildet ein treffendes Beispiel einer mathematischen Disziplin, die lange 
Zeit völlig unbeachtet bleibt und dann, durch zufällige Umstände in 
die breite Öffentlichkeit gelangt, sich fortan einer allgemeinen Beliebt
heit erfreut. Zwar wurde der Riccikalkül durch die zusammenfassende 
gemeinschaftliche französische Arbeit von Rieci und Levi-Civita2) im 
Jahre 1901 etwas mehr bekannt, es war aber erst die neuere Relativitäts
theorie, die das Interesse für die allgemeine Riemannsche mehr
dimensionale Differentialgeometrie und damit für den von Rieci ge
schaffenen Rechenapparat bei zahllosen Mathematikern und Physikern 
wach rief. Es zeigte sich da nicht nur, daß die Schöpfung des italieni
schen Meisters ein ausgezeichnetes Instrument für die Behandlung der 
Riemannschen Geometrie darstellte, vielmehr wurde auch klar, daß 
der Kalkül, mit einigen kleinen äußerlichen Abänderungen und Ergän
zungen, imstande war, die neueren, sich auf die allgemeine Theorie der 
Übertragungen aufbauenden Differentialgeometrien vollständig zu be
herrschen. 

Es ist nun merkwürdig, daß über eine mathematische Disziplin, 
die so in allen Händen ist, bis jetzt kein Buch existiert, das eine mög
lichst vollständige und zusammenfassende Darstellung der Hauptsätze 
mit den wichtigsten Anwendungen bringt. Die meisten Autoren, die 
den Riccikalkül verwenden, bringen selbst als Einleitung eine kurze, 
notwendig gedrängte und unvollständige überSicht. Zahllose wichtige 
Sätze und Eigenschaften sowie Angaben über den Zusammenhang mit 
anderen Disziplinen finden sich zerstreut in der Literatur und sind 
keineswegs Gemeingut aller Autoren, die den Kalkül verwenden. Wo 
ein Autor aber nicht die volle übersicht über alle Möglichkeiten seine.s 
Rechenapparates hat, wird der Nutzeffekt des Apparates bedeutend 
gednger. Unschöne und unnötig lange Beweise von Teilsätzen treten 
ad hoc irgendwo in den Anwendungen auf und könnten oft durch ein
fache Anwendung eines Fundamentaltheorems ersetzt werden. Lücken 
in der allgemeinen Theorie werden überbrückt durch verwickelte, nicht 
kovariante Zwischenrechnungen, die sich bei richtigem Gebrauch des 

1) 1887, 1, vgl. auch 1886, 1. 

S e b 0 u te n, Rieci· Kalkül. 

2) 1901, 1. 

1 



2 Einleitung. 

Kalküls ganz vermeiden ließen. Die Zeichen {J..,;"}, die sich im Ricci
kalkül bei Problemen allgemeiner Art stets durch Verwendung der ko
varianten Differentation vermeiden lassen, häufen sich, wo dem Autor die 
entsprechenden Sätze dieser Differentiation nicht zu Gebote stehen, und 
es tritt überhaupt eine gewisse Ungelenkigkeit auf, die das Ganze stört. 

Diese Mängel soll das vorliegende Buch beseitigen. Es soll den Leser 
also möglichst vollständig in die Handgriffe des Kalküls einführen, was 
in den ersten drei Abschnitten geschieht, und ihn dann in den folgenden 
Abschnitten eine Übersicht verschaffen über einige Anwendungsgebiete, 
einerseits zur übung, andererseits zur Einführung in diese Gebiete selbst. 

Der erste Abschnitt enthält eine Darstellung des algebraischen Teiles 
des Kalküls. Es wird eine euklidischaffine Mannigfaltigkeit zugrunde 
gelegt, die durch Anwendung des übertragungsprinzips definiert ist. 
Die gerade für den Differentialgeometer so wichtige geometrische Deu
tung der einzelnen Größen bei verschiedenen zugrunde gelegten Gruppen 
wird eingehend erörtert. Einige Paragraphen sind den Beziehungen zwi
schen Größen zweiten Grades und linearen Transformationen und zwi
schen alternierenden Größen und infinitesimalen Drehungen gewidmet. 
Auch die Sätze über lineare Abhängigkeit und über die Dimensionenzahl 
von symmetrischen und alternierenden Größen sind berücksichtigt. Der 
Abschnitt schließt mit dem übergang von der affinen Mannigfaltigkeit 
zur Mannigfaltigkeit mit beliebiger Übertragung. 

Der zweite Abschnitt bringt den analytischen Teil des Kalküls. Es 
wird dabei erst die allgemeinste lineare übertragung behandelt und ge
zeigt, wie diese sich mit Hilfe von drei Feldern d~itten Grades festlegen 
läßt. Erst dann werden aus dieser allgemeinsten Übertragung die weniger 
allgemeinen Übertragungen durch Spezialisierung gewonnen. Die Krüm
mungsgrößen und ihre Eigenschaften werden in derselben Weise behan
delt. Der Abschnitt schließt mit der Erweiterung der Gauß sehen und 
Stokesschen Integralsätze, erst für die allgemeinste Übertragung, dann 
für Spezialfälle. 

Die für -Theorie und Anwendungen wichtigsten Sätze sind wohl die 
über die Integrabilitätsbedingungen von Systemen von Differential
gleichungen. Diesen Sätzen ist der dritte Abschnitt gewidmet. Den 
Abschluß bildet das Plalfsche Problem, das sich mit Hilfe des Ricci
kalküls sehr schön und übersichtlich behandeln läßt. In diesem Ab
schnitt vollzieht sich schon der Übergang zu den Anwendungen. 

Die drei folgenden Abschnitte enthalten Anwendungen auf ver
schiedene spezielle Übertragungen. Es mußte dabei eine Auswahl ge
troffen werden, und es sind gerade die übertragungen gewählt, die 
augenblicklich im Mittelpunkte des Interesses stehen, die Riemannsche 
Übertragung, die affine Übertragung und die Weylsche Übertragung. 

Die Riemannsche Übertragung bildet den Gegenstand des vierten 
Abschnittes, und dieser Abschnitt enthält demnach einige der Haupt-



Einleitung. 3 

sätze der n-dimensionalen Differentialgeometrie mit quadratischem Fun
damentaltensor (Geometrie der Vn). Es sind namentlich die schon 
früh von Ricci untersuchten n-fachen Orthogonalsysteme und die 
Krümmungseigenschaften einet' V m in V n berücksichtigt. Bei der Aus
wahl der Gegenstände ist danach gesrrebt, daß dieser Abschnitt und 
die "Grundzüge der mehrdimensionalen Differentialgeometrie" von 
Struik1) einander möglichst ergänzen .. So ist z. B. die Theorie der 
Krümmung einer Kurve der Vn , die in dem erwähnten Buche ausführ
lich zur Darstellung gelangte, hier nicht behandelt worden und auf 
den sechsten Abschnitt verschoben, wo die Behandlung direkt füt' den 
allgemeineren Fall der Weylschen Geometrie erfolgt. 

Der fünfte Abschnitt behandelt die (nicht euklidische) affine Geo
metrie (Geometrie der An). Ausgangspunkt bildet die Theorie der bahn
trenen Transformationen, die zum Begriffe der Projektivkrümmung 
führt. Die in den letzten Jahren durch die Arbeiten von Blasckke, 
Pick, Radon u. a. in den Vordergrund getretene Affingeometrie ist 
ein Spezialfall der in diesem Abschnitte behandelten Geometrie einer 
A n- 1 in An. Der Abschnitt schließt mit einigen Sätzen über die 
Am in An. 

Der sechste Abschnitt behandelt die Weylsche Geometrie (Geo
metrie der W n). Hauptgegenstand dieses Abschnittes bilden die 
Krümmungseigenschaften einer W m in W n • 

Überall, wo Größen höheren Grades auftreten, ist die Frage nach 
der invarianten Zerlegung einer Größe oder, was das selbe ist, die Frage 
dach den linearen Kovarianten mit weniger Bestimmungszahlen als die 
Größe selbst, von großer Wichtigkeit. Di,e korrespondierende Zerlegung 
der zur Größe gehörigen algebraischen Formen nennt man in der In
variantentheorie Reihenentwicklung. Der siebente Abschnitt bringt die 
vollständige invariante Zerlegung einer kovarianten oder kontra
varianten Größe beliebigen Grades bei der affinen Gruppe. Es wird 
damit gleichzeitig die Theorie der Reihenentwicklungen algebraischer 
Formen mit nur kontravarianten oder nur kovarianten Variablen zu 
einem gewissen Abschluß gebracht. Der Abschnitt schließt mit der 
weitergehenden Zerlegung bei der orthogonalen Gruppe. 

Die Abweichungen, die der Verfasser sich in diesem Buche wie in 
seinen sonstigen Arbeiten von der ursprünglichen Riccischen Schreib
weise erlaubt hat, beziehen sich auf sechs Punkte, die hier aufgezählt 
und erläutert werden sollen: 

1. Bezeichnung der gemischten Größen. Eine gemischte 
Größe wurde ursprünglich mit oberen und unteren Indizes übereinander 
geschrieben, z. B. v~!. Dazu hat man das Prinzip des Herauf- und 
Herunterziehens mit Hilfe des Fundamentaltensors eingeführt, wodurch 

1) 1922, 5. 

1* 



4 Einleitung. 

Zweideutigkeit entstand, da v;'POJ bedeuten konnte gOJI. v;'~, aber auch 
g,,,,.v~~. Bei Ricciselbst hat dies nie zu Fehlern Anlaß gegeben, da 
er das Prinzip des Herauf- und Herunterziehens niemals verwendete. Es 
sind nun verschiedene Schreibweisen vorgeschlagen worden, diesen Übel
stand zu beseitigen, z. B. V;I~,~t und v,'P"I.. Im folgenden werden wir 
die Schreibweise v;,~ "I. verwenden, die einfacher ist als v,~~.~* und in 
Schrift weniger zu Verwechslungen Anlaß gibt als v"p "I .• 

2. Bezeichnung der Alternation und der Mischung. Bei 
d0n Rechnungen kommt es überaus häufig vor, daß man von einer 
Größe über eine bestimmte Anzahl von Indizes den alternierenden oder 
symmetrischen Teil zu nehmen hat. Bach l ) hatte vorgeschlagen, eine 
symmetrische oder alternierende Größe darzustellen mit Hilfe von 
runden oder eckigen Klammern, die die Indizes einschließen, z. B. 
V(I.,t) , w[<,t]' Diesen Vorschlag erweiternd, hat der Vertasser die Klam
mern zur Andeutung des symmetrischen bzw. alternierenden Teiles 
einer Größe bzw. einer Gruppe von Indizes verwendet. Es bedeutet 
also z. B. v[J."l den alternierenden Teil von VI ... " also t (VI." - V"I.) und 
K[o:!;;,t die Größe, die aus K;,,:r durch Alternieren über W ftl entsteht, 
also 

-ä (K';';ti.Y + K,;~,~P + K;:;,;," - K .. ;,;,)." - K(~i.;tP - Ki.!; ~JP), 
Mit Hilfe dieser Schreibweisen lassen sich viele Formeln bedeutend 
kürzen. 

3. Einführung idealer Faktoren. In der Invariantentheorie 
ist es gebräuchlich, mit Hilfe der Aronhold - Clebschschen Symbole 
allgemeine Formen als Produkte von idealen Linearformen zu schreiben. 
Dies läßt sich unmittelbar auf den Riccikalkül übertragen, indern man 
z. B. V"I.p als Produkt der drei idealen Vektoren tu, ~I., vp schreibt: t"tl,v". 
Mit Hilfe dieser Schreibweise gelingt es, die kovariante Differentiation 
besonders einfach zu behandeln. 

4. Symbol der kovarianten Differentiation. Die kovariante 
Differentiation wird bei Ricci angedeutet durch Hinzufügung eines 
Indexes rechts. Es ist also z. B. VI.,lI die "Erweitprung"2) von VI •• Ver
schiedene Autoren haben es als eine Schwierigkeit empfunden, daß man 
durch diese Schreibweise den Buchstaben V ein für allemal für die 
Erweiterungen von VI. festlegt, und man hat die Schwierigkeit zuerst 
umgangen, indem man sich einfach nicht an die Vorschrift hielt und 
z. B. unter Kwul,p etwas ganz anderes verstand als die vierte Ableitung 
einer in derselben Rechnung vorkommenden Größe K. Andere Autoren 
haben den Index, der durch Differentiation entsteht, abgetrennt, und 
es entstanden so die Schreibweisen vl."" vl.!/I> VJ./,I' VI. (,I) • Nun tritt aber 
z. B. bei der Behandlung einer V m' die in einer V n eingebettet ist, eine 

1) 1921, 6, S. 113. 
2) Bei Rieci "derivazionp covariante". 
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Schwierigkeit hinzu. In der Vn ist eine Übertragung definiert, und diese 
induziert eine andere Übertragung in die V m' Zu jeder Übertragung 
gehört eine kovariante Differentiation und man kann nicht für beide die
selbe Schreibweise verwenden. Dieselbe Schwierigkeit tritt in verstärktem 
Maße auf, sobald man mit allgemeineren übertragungen arbeitet, da 
dann schon in der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit verschiedene ko
variante Differentiationen nebeneinander auftreten können. Man kann 
sich da gelegentlich einmal helfen mit Schreibweisen wie die in der Li-

Vi. 
teratur vorkommenden -;; , Vi.I," und VI, (,d ' Vi. (t,,)), aber, abgesehen von der 

Schwerfälligkeit solcher Bezeichnungen, ist damit das Problem nicht 
in einer für alle Fälle brauchbaren Weise gelöst. Die einzige Möglichkeit 
ist, den differenzierenden Index an ein besonderes Differentiations
symbol festzukoppeln. Die Wahl des Symbols ist gleichgültig, das 
Zeichen V hat aber wohl historisch die meiste Berechtigung. Ein solches 
Symbol muß man dann, um sich dem allgemeinen Brauch in der Analysis 
anzupassen, an die linke Seite der zu differenzierenden Größe stellen, 
und es ergibt sich also z. B. für die kovariante Ableitung von VI. die 
Bezeichnung V" VA.. Gibt es nun mehrere kovariante Differentiationen, 
so hat man die Möglichkeit, diese durch Akzente oder Zahlenindizes, 

o 
die dem Zeichen V angehängt werden, zu unterscheiden, V, V', V", V, 
1 • 

V, V, ... , und die Schwierigkeit ist damit vollständig und für alle 
Fälle beseitigt. Für das kovariante Differential ist das von Hessen
berg vorgeschlagene Zeichen ~ verwendet, das ebenfalls mit Akzenten 
oder Indizes versehen werden kann. 

5. Orthogonale Bestimmungszahlen. Neben den kovarian
ten und kontravaTianten Bestimmungszahlen werden wir bei der 
Riemannschen Geometrie auch orthogonale Bestimmungszahlen 
verwenden, die sich nicht auf ein System von Urvariabeln, sondern auf 
ein Orthogonalnetz beziehen. Im Gegensatz zu den zu den Urvariablen 
gehörigen Bestimmungszahlen, die stets mit griechischen Buchstaben 
bezeichnet werden, schreiben wir für die anderen Bestimmungszahlen, 
also z. B. für die orthogonalen, stets lateinische Buchstaben. Über 
g r i e chi s c he Indizes, die doppelt vorkommen, wird, wie jetzt allgemein 
gebräuchlich ist, stets summiert. über la te i n i s ehe Indizes wird nur 
summiert, wo dies durch ein Summenzeichen angegeben ist, da es gerade 
bei diesen Indizes sehr häufig vorkommt, daß man keine Summation 
wünscht. 

6. Andere Indizes. Die Formeln des Riccikalküls werden oft 
recht unübersichtlich, wenn man Indizes zu verwenden hat, die keinen 
kovarianten, kontravarianten oder orthogonalen Charakter haben, und 
wenn man dann diese Indizes an derselben Stelle schreibt, wo die ko
varianten und orthogonalen Indizes hingehören, d. h. rechts unten. 
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Dieser Übelstand wird vermieden, wenn man konsequent an der Regel 
festhält, daß die Stellen rechts oben und unten nur für kovariante, 
kontravariante und orl:hogonale Indizes zu verwenden sind, und daß 
alle anderen Indizes an anderen Stellen, z. B. über oder unter den 
Buchstaben, anzubringen sind. 

7. Bezeichnung nicht-invarianter Parameter. In der 
Rechnung treten oft Parameter mit Indizes auf, die nicht Bestimmungs
zahlen von Größen sind. Solche Parameter bezeichnen wir stets mit 
griechischen Buchstaben, z. B. 17,.. Zwischen den Indizes o~en 
und unten braucht hier keine Reihenfolge beachtet zu werden, da das 
Herauf- und Herunterziehen von Indizes bei solchen Parametern über
haupt zu vermeiden ist. Wirkliche Größen werden dagegen, sofern sie 
keine Skalare sind, stets mit la t ein i s c he n Buchstaben geschrieben, 
z. B. R;,~'J.", K,.;.. Nur für Zahlgrößen bleiben beide Alphabete 
erlaubt, z. B~, A., a, p, s. 

Im übrigen ist ganz die Riccische Sch,reibweise verwendet. Die 
Änderungen sind also in der Tat nur äußerlich; sie entstanden aus der 
Praxis der Rechnung heraus in Wechselwirkung mit der Eröffnung 
neuer Forschungsgebiete und sie tasten das Wesen der Methode nir
gends an. 

Anfänger klagen oft über die "vielen Indizes", die die Formeln 
unübersichtlich und schwer verständlich machen sollen. Es gibt nun, 
solange es sich um Probleme allgemeiner Art handelt, d. s. Probleme, 
die nicht der Einführung eines bestimmten Koordinatensystems bedür
fen, einen Weg, diese Indizes"zu vermeiden. Man braucht nur eine 
direkte Analysis zu verwenden, die lnit den Größen selbst und nicht mit 
ihren Bestimmungszahlen arbeitet, wie sie der Verfasser 1918 aus
gebildet und seitdem bedeutend vereinfacht und verbessert hat 1). Da 
jede Formel des Riccikalküls dich in eine Formel der direkten Analysis 
umsetzen läßt, kann man in der Tat bei allen allgemeinen Prob1emen die 
Indizes los werden. Das ist einerseits nicht zu unterschätzen, anderer
seits aber auch nicht zu hoch anzuschlagen. Erstens muß bemerkt wer
den, daß die Formeln des Riccikalküls ja eigentlich schon keine Koordi
natenformeln mehr sind, da sie alle kovariant und demnach von jeder 
speziellen Wahl des Koordinatensystems unabhängig sind. Damit hängt 
zusammen, daß jedes einzelne Symbol des Riccikalküls bei Verwendung 
der Bachschen Klammern, der idealen Faktorea und des Differentia
tionssymbols unmittelbar mit einem Symbol der direkten Analysis korre
spondiert. Zweitens ist darauf hinzuweisen, daß der Übergang zu den 
speziellen Problemen, die ein bestimmtes Koordinatensystem verlangen, 
vom Riccikalkül aus für den weniger geübten Leser leichter ist, da hier 

1) 1918, 1; 1921. 2. Man vergleiche Stl'uik, 1922, S, wo diese direkte Analysis 
auf die verschiedensten Gebiete der Riemannschen Differentialgeometrie an
gewandt ist. 
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von vornherein schon Koordinatenformeln vorliegen. Beide Methoden 
haben ihre Vorzüge und ihre Gefahren. Wer sich nut' mit der direkten 
Analysis vertraut macht, ist der Gefahr ausgesetzt, sich in reinem For
malismus zu verlieren. Wer dagegen nur den Koordinatenkalkül kennt, 
kann leicht, indem er nicht kovariante Rechnungen auch dort verwendet, 
wo sie nicht am Platze sind, seine Formeln dermaßen komplizieren, daß 
er das Ziel verfehlt. 

Irgendein Konkurrenzstreit zwischen beidenRechnungsarten bra\l.cht 
niemals zu bestehen. Es liegt im Wesen des menschlichen Geistes, 
daß es immer eine Denkrichtung geben wird, die dazu neigt, durch weit
gehendes Symbolisieren die Denk- und Schreibarbeit möglichst zu er
leichtern, und eine andere, die das leicht zum Formalismus führende Sym
bQ lisieren möglichst zu vermeiden wünscht. Beide haben, solange sie Maß 
halten, ihre Existenzberechtigung. Der beste Rat, den man geben könnte, 
wäre wohl der, beide Methoden nebeneinander zu studieren und dann 
nach eigenem Geschmack zu entscheiden, wo die eine, wo die andere zu 
verwenden istl). Daß es dem Verfasser, der selbst eine direkte Analysis 
auf den mathematischen Markt brachte, mit d~esem Rate ernst ist, mag 
wohl daraus hervorgehen, daß er sich gerade in dem vorliegenden Buch 
bemüht, dem Leser den Weg zur "Konkurrenz" möglichst zu ebnen: 

Was die im Buche vorkommenden Literaturangaben betrifft, ist 
zu bemerken, daß diese sich nur beschränken auf da!;, was für den 
Leser besonders wissenswert ist. Es wäre dies auch überflüssig, wo es 
zwei Werke gibt, die in dieser Beziehung nichts zu wünschen übrig 
lassen, das oben genannte St1'uiksche Buch und den bald erscheinenden 
Encyklopädieartikel von L. Berwald über mehrdimensionale Differential
geometrie'). Vollständigkeit ist nur angestrebt, was die Arbeiten von 
Ricci betrifft. 

1) Man vergleiche 8chouten-Stf'uik, 1922, 6. Diese Arbeit, die eine Einführung 
in die neueren Methoden der Riemannschen Differentialgeometrie darstellt, ent
hält fast alle Formeln in doppelter Schreibweise und führt dem Leser also gleich
zeitig beide Methoden vor. 

I) DilIerentialinvarianten in der Geometrie. Riemann sche Mannigfaltig
keiten und ihre Verallgemeinerungen. Enc. d. m. W. III D 11. 



Erster Abschnitt. 

Der algebraische Teil des Kalküls. 
§ 1. Die allgemeine Mannigfaltigkeit Xn • 

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit X n ist der Inbegriff 
der Werte, welche n Variablen, die Urvaria bIen xv, v = a1 , ••• , an I) 
annehmen können. Ein bestimmtes Wertsystem heiße Punkt. Wo nicht 
ausdrücklich das Gegenteil bemerkt ist, betrachten wir im folgenden nur 
reelle Werte der Urvariablen, und es enthält die X n demnach ClOn Punkte. 

Eine Gleichung in den Urvariablen bestimmt eine X n - lt die in der 
X n enthalten ist. p solcher Gleichungen bestimmen im allgemeinen eine 
X n - p • Eine Xl heißt Kurve oder Linie, eine X2 Fläche, eine Xn - 1 

Hyperfläche. Eine X m kann auch durch ein System von n Gleichungen 
gegeben wefaen, das 'In voneinander unabhängige Parameter enthält, 
die alle möglichen Werte annehmen können. So bestimmt das System 

(1) x" = x" (~) 

im allgemeinen eine Kurve, das System 

(2) x"=x"(~,ß) 

im allgemeinen eine Fläche. 
Die Xn - 1 , für die eine der Urvariablen konstant sind, heißen die 

Parameterhyperflächen dieser Variablen. Das System von oon-l_ 

Kurven, längs deren sich nur eine Urvariable ändert, heißt die Kon
gruenz der Parameterlinien dieser Variablen. Die n Systeme von 
Parameterhypertlächen der Urvariablen schneiden sich also in den 
n Kongruenzen der Parameterlinien. 

Führt man durch die n Gleichungen 

n neue Variable ein, so ist die Tra.nsformation (3) in jedem Punkte, 

wo die Funktionaldeterminante I ~~:I n:icht verschwindet, umkehrbar. 

Für alle diese Punkte lassen sich also die' XV ebenso gut als Urvariable 
verwenden wie die XV. Wir verwenden nun im folgenden nur Trans-

1) Die griechischen Indizes durchlaufen die Werte al, "" an (für 1Z = 3: 
a, b, c; für n = 4: a, b, c, d usw.) zur Unterscheidung von den lateinischen Indizes, 
die, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes festgesetzt wird, die Werte 1, •.. , n 
durchlaufen. 
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formationen, deren Funktionaldeterminante nur in den Punkten ver
einzelter X p , P < n verschwindet, und setzen überdies, um allen funk
tionentheoretischen Schwierigkeiten zu entgehen, fest, daß nur stetige und 
hinreichend oft differenzierbare Funktionen zur Verwendung gelangen. 

§ 2. Der Begriff der Übertragung. 
Der Inbegriff der n Differentiale dx" der Urvariablen heißt Linien

element. Die dxv he:ßen seine Bestimmungszahlen. In jedem 
Punkte der X n gibt es also oon Linienelemente. Aus den Linienelementen 
in einem Punkte P lassen sich andere lineare Gebilde zusammenstellen, 
z. B. ein Flächenelement, allgemeiner ein Xp-Element. Zwei zum näm
lichen Punkte gehörige Linienelemente lassen nur dann einen Größen
vergleich zu, wenn ihre Bestimmungszahlen proportional sind. Man sagt 
dann, daß die Linienelemente dieselbe R ich tun g haben. Im übri
gen hat die "Länge" eines Linienelementes noch gar keine Bedeutung. 

Zwei Linienelemente oder zwei aus Linienelementen zusammen
gesetzte Gebilde, die zu verschiedenen Punkten der X n gehören, lassen 
sich hier überhaupt noch nicht vergleichen, weder der Länge, noch der 
Richtung nach. Um einen solchen Vergleich zu ermöglichen, muß erst 
irgendein Übertragungsprinzip eingeführt werden, d. h. eine Vor
schrift, der gemäß sich ein Linienelement oder ein aus Linienelementen 
zusammengesetztes Gebilde in P nach einem benachbarten Punkte 
übertragen läßt. Eine solche Übertragung bildet die wesentliche 
Grundbedingung einer jeden Differentialgeometrie und es gibt so viele 
Differentialgeometrien, als es verschiedene Arten der Übertragung gibt. 

§ 3. Die euklidischaffine Mannigfaltigkeit En. 
Die denkbar einfachste Übertragung wird erhalten, indem man 

festsetzt, daß ein Linienelement dxv in P nach einem beliebigen Punkte Q 
übertragen wird, indem man in Q das Element mit den gleichen Bestim
mungszahlen bildet. Ferner soll irgend ein anderes Gebilde, etwa ein 
Xp-Element in P nach Q übertragen werden, indem man die Linien
elemente, welche das Gebilde zusammensetzen, nach Q überträgt. Die 
beiden Gebilde heißen im Sinne der definierten Übertragung parallel. 

Führt man nun vermittels (3) neue Urvariable 'XV ein, so trans
formieren sich die d x" linear homogen: 

(4a) 

oder einfacher: 
(4b) 

o ,:\,V 

d' XV = -'- d x)· , 
0:/ 

wenn wir festsetzen, daß über griechische Indizes, die in einem Term 
gerade zweimal vorkommen, stets von a1 bis an summiert werden soll, 
auch wenn das Summenzeichen nicht ausdrücklich hinzugeschrieben 
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wird. Aus (4) geht hervor, daß die Transformation der Bestimmungs
zahlen eines Linienelelnentes in einem Punkte P eine ganz andere ist 

als die in einem anderen Punkte Q, da ja die Differentialquotienten ~~ 
im allgemeinen in diesen beiden Punkten nicht gleich sind. Daraus folgt 
aber, daß bei der in bezug auf die x~ definierten parallelen Übertragung 
zwar die dx", nicht aber die d'x" ungeändert bleiben. Wir haben 
also durch die oben in bezug auf die x" gewählte Definition den Urvaria
bIen x~ einen Vorzug verliehen anderen Systemen von Urvariablen gegen
über. Es gibt jedoch Systeme 'x", die sich derselben einfachen Eigen
schaft erfreuen wie die x~. Es sind dies alle diejenigen Systeme, die aus 
den x" durch eine lineare Transformation erzeugt werden können: 

(5) 'x" = p~:x.a + R", 

Gleichungen, in denen die n2 Koeffizienten pr sowie die n Koeffi
zienten R" von den x" u n ab h ä n gig sind. Denn für dieTransformationen 

dieser Art und nur für diese ist e~~ = pr und also vom Ort in der X n 
unabhängig. e 

Man könnte nun in viel allgemeinerer Weise, als es oben geschehen ist, 
irgend eine Übertragung der Linienelemente festlegen, und sich die Frage 
vorlegen, ob es etwa Systeme von Urvariablen gibt, in bezug auf welche 
die einfache Regel der Erhaltung der Bestimmungszahlen gültig ist. Im 
folgenden werden wir ein einfaches Kriterium zur Beantwortung dieser 
Frage finden. Vorgreüend bemerken wir' schon jetzt, daß die Antwort 
im allgemeinen verneinend lautet. Liegt aber der spezielle Fall vor, daß 
die Antwort eine bejahende ist, so nennen wir die X n eine euklidisch
affine Mannigfaltigkeit, En , und die bevorzugten Systeme von Ur
variablen kartesische Systeme oder kartesische Koordinaten. 
In einer En hat es einen Sinn, von einer Richtung überhaupt zu reden 
ohne Bezugnahme auf irgendeinen Punkt. Denn es läßt sich ja jede 
Richtung in einem Punkte in eindeutiger Weise nach jedem anderen 
Punkte der En parallel übertragen. Aus demselben Grunde lassen sich 
parallele Linienelemente in einer En der Länge nach vergleichen. 

Es werde jetzt in einer En eine X m betrachtet, die in kartesischen 
Koordinaten durch n lineare Gleichungen mit mParametern bestimmt 
ist. Durch Elimination der m Parameter entstehen n - m linear un
abhängige lineare Gleichungen, die ebenfalls die X m bestimmen. Durch 
eine lineare Transformation gehen wir zu anderen kartesischen Koordi
naten 'x" über, so daß ',x"m+', ••• , 'Xl" auf der X m Null sind. Dann ist 
durch die Übertragung der En auch in der X m eine Übertragung fest
gelegt. Denn irgendein Linienelement der X m ist dadurch ausgezeichnet, 
daß seine Bestimmungszahlen d',x"m+l, ••. , d'xz.. verschwinden. Bei 
paralleler Übertragung von einem Punkte P nach einem Punkte Q der 
X m bleiben diese n - m Bestimmungszahlen Null, während die anderen 
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m sich nicht ändern. Das übertragene Linienelement ist also wiederum 
Linienelement der X m und die Urvariablen 'xa, , ••• , '~m bilden dazu 
ein System, in bezug auf welches die Bestimmungszahlen bei Über
tragung erhalten bleiben, d. h. also ein kartesisches System. Die X m 

ist also eine Em • Wir haben demnach den Satz erhalten: 
In einer En bestimmen n - m linear unabhängige lineare 

Gleichungen in kartesischen Koordinaten eine Em • 

Eine EI heiße Gerade, eine E 2 Ebene, eine En - 1 Hyperebene. 
Die Parameterhyperflächen eines kartesischen Koordinatensystems sind 
also Hyperebenen, die Parameterlinien sind Geraden. 

Die Grundzüge der Geometrie der En , der euklidischaffinen 
Geometrie, wären damit aus dem Übertragungsprinzip heraus ge
wonnen. Man erhält nun ja bekanntlich diese Geometrie auch auf 
einem anderen Wege, indem man in der projektiven Geometrie eine 
bestimmte ebene (n - 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit als unendlich 
ferne Hyperebene wählt. Wir könnten also hier die Hauptsätze der 
euklidischaffinen Geometrie als hinreichend bekannt voraussetzen. 
Einige wenige Sätze, die im folgenden oft verwendet werden, sollen 
hier aber doch erwähnt werden. 

Eine Gerade durch den Punkt XV kann in kartesischen Koordinaten 
o 

~egeben werden durch die n linearen Gleichungen 

~ ~=r+a~ 

mit dem Parameter a. Aus dieser Gleichung geht hervor, daß die Gerade 
entsteht, indem das Linienelement in r, dessen Bestimmungszahlen 
gen v" proportional sind, immer in der eigenen Richtung parallel ver
schoben wird. 

Die n linearen Gleichungen 

x" = xv + av"+ ßv" o 1 2 

mit den zwei Parametern a und ß bestimmen eine Ebene durch x", vor-o 
ausgesetzt, daß die durch die r bzw. t bestimmten Richtungen nicht 
parallel, die r also nicht den t proportional sind. Die Ebene enthält 
die beiden Richtungen, ihre Stellung in der En heißt 2 - Rich t u ng. 

In derselben Weise ist eine Em eindeutig bestimmt durch einen 
Punkt und m unabhängige Richtungen, das sind Richtungen, die nicht 
in einer Em - 1 enthalten sind. Sind die Richtungen gegeben durch 
v", ... , v", so ist die notwendige und hinreichende Bedingung der Un-
1 m 

abhängigkeit, daß nicht alle m-reihigen Determinanten der durch die 
mn Bestimmungszahlen p", ~"'~" gebildeten Matrix verschwinden. 
Die Stellung einer Em in der En heißt m - Richtung. 

Eine Ep und eine Eq , P s: q haben höchstens eine p-Richtung gemein-

sam. In diesem Falle heißen die Ep und die Eq zueinander : -parallel 
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oder vollständig parallel. Enthält dagegen Ep nur s unabhängige 

Richtungen der Eil' s < p, so heißen Ep und Eil ; -paralleP). ; heißt 

der Grad des Parallelismus von Ep undEIl. Zusammen enthalten 
dann E p und Eil gerade p + q - s unabhängige Richtungen. Da es 
aber in der En nur n unabhängige Richtungen geb~n kann, ist 
p + q - "S ~ n oder s > p + q - n. Eine Ep und eine Eil haben also, 
wenn p + q> n ist, wenigstens p + q - n Richtungen gemeinschaft
lich. Haben daher E p und Eil einen gemeinsamen Punkt, so ist es nur 
für p + q :=:;;;: n möglich, daß dieser Punkt der einzige gemeinschaftliche 
ist. Im allgemeinen ist das Schnittgebilde eine Es, p > s > p + q - n, 
in welcher Formel Eo einen Punkt bezeichnet. 

Wir verwenden nun die En zur Definition der verschiedenen Größen, 
die bei der Behandlung der Differentialgeometrie vorkommen und zei
gen dann später, daß die erhaltenen Definitionen auch für einen Punkt 
der X n verwendet werden können. 

§ 4. Kontravariante und kovariante Vektoren. 
Es sei x" ein kartesisches Koordinatensystem einer En• Beim über

gang zu einem anderen kartesischen System mit demselben Ur': 
sprung transformieren sich die x" linear homogen: 

(8a) 'x" = p~XA. 
Lautet die Umkehrung, die immer möglich ist, da I Pi I =1= 0: 

(8b) 
so ist: 
(9)' 

und daraus geht hervor: 

x"=Qi'xA, 

,. Q"p" I. 
X = i' AX 

(10) P; Q~ = P't.Q; = {1 für ~ =" (nicht summieren über l), ° "JI.=I=". 
Alle Transformationen der Form (8) bilden zusammen die "lineare 

homogene Gruppe oder (homogene) affine Gruppe 2). Wo wir im fol
genden von einer Größe sprechen, wird darunter immer verstl~nden der 
Inbegriff einer Anzahl von Zahlen, die sich bei den Transformationen eben 
:lieserGruppe in bestimmter unten angegebener Weise transformieren. 

Der Inbegriff jedes Systems von Zahlen, von denen eine jede bei 
der Transformation (8) invariant ist, heißt Zahlgröße oder Skalar. 
Die Zahlen heißen seine Bestimmungszahlen. 3 und 4 + 2 i sind 
Beispiele von Skalaren mit einer bzw. zwei Bestimmungszahlen (vgl. S. 44). 

Der Inbegriff jedes Systems von n Zahlen v", die sich bei der Trans
formation (8) transformieren wie die x", heißt ein kontravarianter 
Vektor. Die Zahlen x'· heißen seine Bestimmungszahlen. Der 

1) Schoute, 1902. 5. 5.34. 2) Auch "affine Gruppe mit festem Punkt" genannt. 
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Index wird immer 0 be n geschrieben. Das einfachste Beispiel eines 
kontravarianten Vektors ist der Punkt mit den Koordinaten x". Jeder 
kontravariante Vektor läßt sich also bei gegebenem Ursprung dar
stellen durch einen Punkt, dessen Koordinaten die Bestimmungszahlen 
des Vektors sind. Diese geometrische Darstellung ist aber unzweck
mäßig, da sie von der Wahl des Ursprungs abhängig ist. Sie läßt sich 
durch eine von dieser Wahl unabhängige ersetzen,' indem man irgend 
zwei Punkte wählt, deren Koordinatendifferenzen gerade die Bestim
mungszahlen des Vektors sind. Ein (nicht notwendig gerader) Pfeil 
gibt den Sinn vom negativ gezählten bis zum positiv gezählten Punkte 
an. Die beiden Punkte heißen Anfangspunkt und Endpunkt des 
Vektors. Die Koordinaten der beiden Punkte sind übrigens beliebig, so 
da!3 die ganze Figur keinen bestimmten Ort in der En hat, sondern 
-sich beliebig parallel zu sich selbst verschieben läßt: 

Jeder kontravariante Vektor läßt sich geometrisch dar
stellen durch zwei Punkte in der En , denen eine bestimmte 
Richtung, ein bestimmter durch einen (vorzugsweise, aber 
nicht notwendig, geraden) Pfeil angebbarer Sinn und eine 
bestimmte gegenseitige Lage zukommt, aber kein bestimm
ter Ort in der En • 

Unter gleichartigen Größen verstehen wir Größen mit Bestim
mungszahlen, die sich in derselben Weise transformieren. 

Unter Addition zweier gleichartiger Größen verstehen wir Addi
tion der korrespondierenden Bestimmungszahlen. Jede Addition erzeugt 
also, infolge der Linearität der Transformation (8), wiederum eine gleich
artige Größe. Die geometrische Bedeutung der Addition kontravarianter 
Vektoren ist bekannt (Parallelogrammkonstruktion). 

Die kontravarianten Vektoren mit den Bestimmungszahlen 1, 0, 
... , 0; 0, 1, 0, ... , 0; usw. heißen die zum gewählten Koordinaten
-system gehörigen kontravarianten Maßvektoren und werden be
zeichnet mit e", I-' = a1 , ••• , an: 

!' 

{ 1 für 'P = I-' [nicht summieren 1)] , 
(11) e" = 

I' 0" 'P =1= 11-. 

Die Bestimmungszahlen eines kontravarianten Vektors sind die Projek
tionen auf die Koordinatenachsen, gemessen durch die zugehörigen Maß
vektoren. Für jeden kontravarianten Vektor v" gilt also die Gleichung: 
{12) v" = vl'e", 

I' 

1) e" ist der Inbegriff der n Zahlen 1, 0, ••. , 0, die sich bei Änderung des ... 
Koordinatensystems ni'cht ändern. e" ist also kein kontravarianter Vektor im ", 
eigentlichen Sinne, da die Transformationsweise der Bestimmungszahlen eines 
kontravarianten Vektors gegeben ist durch (8). Man kann aber e" auffassen als einen ... 
Vektor, der für jede Wahl des Koordinatensystems einen anderen Wert hat. 
Letztere Auffassung, die die übliche ist, wollen wir bevorzugen. 
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welche die Zerlegung von "j' in n Komponenten in den Richtungen 
der Koordinatenachsen angibt. 

Die Gleichung: 
(13) u"x" = 1 

bestimmt eine Hyperebene. Die u). sind die Koordinaten dieser Hyper
ebene (Hyperebenenkoordinaten) und werden erhalten, indem man die 
Stücke, welche durch die Hyperebene von den Koordinatenachsen ab
geschnitten werden, jedesmal mit dem zugehörigen kontravarianten 
Maßvektor mißt und dann die reziproken Werte bildet. Die Gleichung 
(13) geht bei der Transformation (8) über in: 

(14) 

oder, infolge (8): 

(15' 
und es ist demnach: 

(16a) 

'U/X'" = 1 

In derselben Weise wird bewiesen: 

(16b) 

Die Transformation (16) heißt zu (8) kontragredient. In den 
u). haben wir also ein System von Zahlen, die sich kontragredient zu 
den x" transformieren. Der Inbegriff jedes Systems von n Zahlen w)., 
die sich bei den Transformationen (8) kontragredient zu den x" trans
formieren, heißt kovarianter Vektor. Die Zahlen Wi. heißen seine 
Bestimmungszahlen. Der Index wird immer unten geschrieben. 
Das einfachste Beispiel eines kovarianten Vektors ist die Hyperebene 
mit den Koordinaten u).. Jeder kovariante 'Vektor läßt sich also, bei 
gegebenem Ursprung, darstellen durch eine Hyperebene, deren Ko
ordinaten die Bestimmungszahlen des Vektors sind. Diese weniger 
zweckmäßige Darstellung läßt sich wiederum durch eine von der Wahl 
des Ursprungs unabhängige ~setzen, indem man irgend zwei parallele 
Hyperebenen wählt, deren Koordinatendifferenzen gerade die Bestim-· 
mungszahlen des Vektors sind. Ein Pfeil gibt den Sinn von der negativ ge
zählten bis zur positiv gezählten Hyperebene an. Der Pfeil wird am besten 
krummlinig gezeichnet, da sonst der falsche Eindruck erweckt wird, 
daß zu einem kovarianten Vektor auß~r den öeiden Hyperebenen noch 
irgendeine Richtung gehört. Die beiden Hyperebenen heißen Anfangs
hyperebene und Endhyperebene des Vektors. Die Koordinaten der 
beiden Hyperebenen sind übrigens beliebig, so daß die ganze Figur keinen 
bestimmten Ort in der E" hat, sondern sich beliebig parallel zu sich selbst 
verschieben läßt. Die Bestimmungszahlen sind die reziproken Werte 
der durch die beiden Hyperebenen aus den Achsen herausgeschnittenen 
Stücke, gemessen durch die zugehörigen kontravarianten Maßvektoren : 
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Jeder kovariante Vektor läßt sich geometrisch darstel
len durch zwei parallele Hyperebenen in der En , denen eine 
bestimmte (n - 1) - Richtung, ein bestimmter durch einen 
(vorzugsweise nicht geraden) Pfeil angebbarer Sinn und 
eine bestimmte gegenseitige Lage zukommt, aber kein be
stimmter Ort in der Enl). 

Abb.1 zeigt einen kovarianten Vektor für n = 3. Die geometrische 
Bedeutung der Addition zweier kovarianter Vektoren läßt sich aus Abb. 2 
ablesen, die einen Schnitt der 6En - 1 von VA, w). und VA + WA darstellt mit 
einer E2 in allgemeiner Lage. Die (n - 1) - Richtung der Summe zweier 
kovarianter Vektoren enthält also die (n - 2) -Richtung,' die den beiden 
Summanden gemeinschaftlich ist. Man erkennt leicht aus dieser Kon
stl11ktion oder auch aus der oben erwähnten geometrischen Bedeutung 

Abb.1. Abb.2. 

der Bestimmungszahlen des kovarianten Vektors, daß die beiden En - 1 

von mwi eine m mal kleinere Entfernung voneinander haben als die von W).. 

Die kovarianten Vektoren mit den Bestimmungszahlen 1, 0, ... , 0; 
0, 1, 0, ... ,0; usw. heißen die zum gewählten Koordinatensystem ge
hörigen kovarianten Maßvektoren und werden bezeichnet mit 
I' 
eA, ,U = Ilt, ... , an : 

I' {1 für Ä = 11. (nicht summieren), 
(17i eL= r 

o " Ä =!= '" 2). 
Für jeden kovarianten Vektor WA gilt also die Gleichung: 

I' 
(18) WL = wl' e)., 

welche die Zerlegung von w). in n Komponenten mit den (n -1)
Richtungen. der Koordinafenhyperebenen angibt. Die kovarianten 
Maßvektoren bilden ein n-dimensionales Parallelepiped, dessen Kanten 
mit den kontravarianten Maßvektoren zusammenfallen. Abb. 3 zeigt 
den Sachverhalt für n = 3. (Auf die Drehpfeile und den Schr'.l.ubsinn 
ist hier noch nicht zu achten.) 

1) Schauten, 1923. 4. 5. 164. 

" 2) Die e). lassen sich wie die e" auffassen als eigentliche Vektoren, die für 
). 

jede Wahl des Koordinatensystems einen anderen Wert haben (vgl. 5.13 und 5. 57) 
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Aus einem kontravarianten Vektor VV und einem kovarianten WI. 

läßt sich ein Skalar bilden, also eine Zahl, die bei den Transformationen 
(8) und (16) invariant ist. Infolge (8), (10) und (16) ist nämlich: 

(19) 'v~ 'w = p). vVQ·"w = vVw 
.t " .t fl " 

und Vi. w.t ist also eine Invariante. Umgekehrt, sind die v" die Bestimmungs
zahlen eines kontravarianten Vektors, und ist vAwJ. invariant für jede 
Wahl von v", so folgt, daß die W;. Bestimmungszahlen eInes kovarianten 
Vektors sind. Das gleiche gilt bei Vertauschung von v" und w).. Die 
Invariante v~w.t heißt die (skalare) Überschiebung von v" mit w).. Ihre 
geometrische Bedeutung ist einfach. Mißt man v" mit dem kontravarianten 
Vektor, der aus der Geraden von v" durch die beiden Hyperebenen von WI. 

herausgeschnitten wird, als Maßeinheit, so ist das Resultat gerade Vi. Wi.' 

Abb.3. 

Man erhält das gleiche Resultat, wenn man in dual entgegengesetzter Weise 
w~ mißt mit dem kovarianten Vektor, der parallel zu w). durch Anfangs
und EI!dpunkt von v" gelegt werden kann, als Maßeinheit. Die Gleichung: 

(20) vi. w). = 1 

bedeutet also, daß v" gerade zwischen die beiden En - 1 von WI. paßt, 
die Gleichung: 
(21) v). W;. = 0, 

daß die Richtung von VV in der (n - 1)-Richtung von WI. enthalten ist. 
Aus den Gleichungen (11) und (17)' folgt: 

(22) e"e -
ß {1 für IX = P (nicht über IX summieren) , 

IX ,"- 0 " IX =l= P, 
IX 

d. h. der Maßvektor e" paßt zwischen die En - 1 von eJ. und seine Rich; 
IX 

tung ist in den (n -1 )-Richtungen sämtlicher n -1 anderen kovarianten 
Maßvektoren enthalten. Man betrachte hierzu Abb.3. 
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§ 5. Kontravariante und kovariante Bivektoren, 
Trivektoren usw. 

Zwei linear unabhängige kontravariante Vektoren v" und w" in 
bestimmter Reihenfolge bestimmen ein Parallelogramm mit einer be
stimmten 2-Richtung und einem bestimmten Drehsinn (Abb.4). Als 
Bestimmungszahlen dieser Figur kann man etwa die (~) Projektionen 

auf die Koordinatenebenen wählen, gemessen mit Hilfe der von den 
e" gebildeten Parallelogramme. Man findet für diese Bestimmungszahlen 
Il-
leicht die Werte I vI. W" I = vI. W,U - v'" wl. • 

Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (~) Zahlen 

1//1' = - ul'J., die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie 
di~ (~) Determinanten Iv). w·ul, die man aus zwei beliebigen kontra

varianten Vektoren bilden kann, einen kontravarianten Bivektor. 
Das einfachste Beispiel eines kontravarianten Bivektors ist ein Teil einer 
Es, dem eine bestimmte 2-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein be
stimmter durch einen Drehpfeil angebbarer Sinn zukommt" dessen Form 
und dessen Ort in der En aber übrigens unbestimmt sind. DieBestimmungs-
zahlen dieser Größe sind etwa die (~) Projektionen auf die Koordinaten

ebenen, gemessen mit Hilfe der Parallelogramme der kontravarianten 
Maßvektoren. Läßt sich ein kontravarianter Bivektor in dieser Weise geo
metrisch darstellen, so heißt er einfach. Dies ist eine geometrische De
finition, die korrespondierende algebraische wird später angegeben (S. 26). 
Ein kontravarianter Bivektor ist im allgemeinen nicht einfach, läßt sich 
aber als Summe einer endlichen Anzahl von einfachenBivektorenschreiben, 
wie unmittelbar aus folgender auf (17) beruhenden Zerlegung hervorgeht: 
(23) u)'!' = - UfO). = uotP el. eil- = ! u"'P(e). e" - eil- el). 

'" fJ '" fI ot fJ 
In derselben Weise bestimmen p linear unabhängige kontravariante 

Vektoren v", •.• , v" in bestimmter Reihenfolge ein p-dimensionales 
1 v 

Parallelepiped mit einer bestimmten P-Richtung und einem bestimmten 
p-dimensionalen Schraubsinn. Als Bestimmungszahlen kann man etwa die 

(;) Projektionen auf die (;) Koordinaten-Ep wählen, gemessen mit 

Hilfe der (;) p-dimensionalen Parallelepipede, die sich aus den kontra

varianten Maßvektoren bilden lassen. Man findet für diese Bestimmungs
zahlen leicht die Werte: /r··· fvl . 

I i""" ~"p / 

Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von ~) Zahlen u .. ,· .... p, 

die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie die (;) Deter-

Schou te n, Ricci-Kalkül. 2 
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minanten, die man aus P beliebigen kontravarianten Vektoren bilden 
kann, einen kontravarianten p-Vektor. Notwendige Bedingung ist 
natürlich, daß Vertauschung von zwei der Indizes "'1' ••. , 'Pp Vorzeichen
wechsel herbeiführt. Wir bringen dies zum Ausdruck, indem wir sagen, 
daß U""""" in allen P Indizes alternierend ist. Das einfachste Bei
spiel eines kontravarianten p-Vektors ist ein Teil einer Ep , dem eine 
bestimmte p-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein bestimmter durch 
eine p-dimensionale Schraube mit Pfeil l ) angebbarer Sinn zukommt, 
dessen Form und dessen Ort in der E", aber übrigens unbestimmt sind. 

Die Bestimmungszahlen dieser Größen sind etwa die (;) Projektionen auf 

die Koordinaten-Ep , gemessen mit Hilfe der p-dimensionalen Parallel
epipede der kontravarianten Maßvektoren. Läßt sich ein kontravarianter 
p -Vektorin dieser Weise geometrisFh darstellen, so heißt er ei nf ach. Ein 
kontravarianter (n - 1)-Vektor ist stets einfach. Die korrespondierende 
algebraische Definition folgt weiter unten (S.26). Ein kontravarianter 
p-Vektor ist im allgemeinen nicht einfach, läßt sich aber stets als Summe 
einer endlichen Anzahl einfacher p-Vektoren schreiben (vgl. S.17). 

Die Reihe der kontravarianten p-Vektoren schließt mit dem kontra
varianten n-Vektor, der stets einfach ist, nur eine einzige Bestimmungs
zahl hat und durch einen Teil der E", mit bestimmtem Inhalt und einem 
bestimmten n-dimensionalen Schraubsinn dargestellt wird. Die eine 
Bestimmungszahl ist nicht invariant bei der Transformation (8) und 
ein kontravarianter n-Vektor ist also kein Skalar. 

Zwei einfache kontravariante p-Vektoren können bis jetzt dann und, 
nur dann der Größe nach verglichen werden, wenn sie dieselbe P-Rich~ 
tung haben. Für p = n ist der Vergleich also stets möglich. Abb. 3 
zeigt für n = 3 die drei einfachen kontravarianten Bivektoren und den 
kontravarianten Trivektor, die aus den kontravarianten Maßvektoren 
gebildet werden können. 

Zwei linear unabhängige kovariante Vektoren '11A, und w}. in be
stimmter Reihenfolge bestimmen einen "Balken" mit einer bestimmten 
(n - 2)-Richtung und einem bestimmten Drehsinn. Abb.5 zeigt den 
Fall n = 3. Als Bestimmungszahlen dieser Abbildung kann man etwa die 
reziproken Werte der n Stücke wählen, die aus den Koordinatenebenen 
herausgestochen werden, gemessen mit Hilfe der von den kontra
varianten Maßvektoren gebildeten Parallelogramme. Man findet für 
diese Bestimmüngszahlen leicht die Werte 1 VA w" I· 

1) Da die Aufeinanderfolge der Verschiebungen eV , •••• e" denselben oder 
a, ap 

den entgegengesetzten Schraubsinn bestimmt wie die Aufeinanderfolge - e" , 

• • •• _ e" , je nachdem p (p + 1) gerade oder ungerade ist. kehrt sich ein p-dim:~-
", 2 

sionaler Schraubsinn dann und nur dann bei Umkehrung des Pfeiles um. wenn 

p (P + 1) ungerade ist. Für gerades p (P + ..!l. kann der Pfeil also fortgelassen werden. 
2 2 
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Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (~) Zahlen 

U}.I' = - up }.' die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie 
die (~) Determinanten Iv}. wpl, die man aus zwei beliebigen kovarian

ten Vektoren bilden kann, einen kovarian ten Bivektor. Das ein
fachste Beispiel eines kovarianten Bivektors ist ein Zylinder, dessen 
Begrenzung von 001 vollständig parallelen En - 2 erzeugt wird, und dem 
ein bestimmter Querschnitt und ein bestimmter, durch einen Drehpfeil 
angebbarer Sinn zukommt, dessen Querschnittsform und dessen Ort in 
der En aber übrigens unbestimmt sind. Die Bestimmungszahlen dieser 
Größe sind etwa die reziproken Werte der (~) Stücke, die durch den 

Zylinder aus den Koordinatenebenen herausgestochen werden, gemessen 
mit Hilfe der Parallelogramme der zugehörigen 
kontravarianten Maßvektoren. Läßt sich 
ein kovarianter Bivektor in dieser Weise geo
metrisch darstellen, so heißt er einfach. 

In derselben Weise bestimmen P linear un-
t p 

abhängige kovariante Vektoren vJ., ••• , v}. in 
bestimmter Reihenfolge eine Figur mit einer 

Abb.5. 

bestimmten (n - P)-Richtung, einem bestimmten Querschnitt und einem 
bestimmten p-dimensionalen Schraubsinn. Als Bestimmungszahlen kann 
man etwa die reziproken Werte der (;) Stücke wählen, die aus den Ko

ordinaten-Ep herausgestochen werden, gemessen mit Hilfe der von den zu
gehörigen kontravarianten Maßvektoren gebildeten p-dimensionalen 
Parallelepipede. Man findet für diese Bestimmungszahlen leicht die Werte 

~}., ... h}.p/ 
; p ,. 

v}.,, .• JlÄp 

Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (;) Zahlen uJ., •.. J.p ' 

die in allen Indizes alternierend sind und sich bei den Transformationen 
(8) transformieren wie die (;) Determinanten, die man aus P belie bige n 

kovarianten Vektoren bilden kann, einen kovarianten p-Vektor. Das 
einfachste Beispiel eines kovarianten p-Vektors ist ein Zylinder, dessen 

2* 
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Erzeugende E,._p sind, und dem ein bestimmter Querschnitt und ein 
bestimmter p-dimensionaler Schraubsinn zukommt, dessen Querschnitts
form und dessen Ort in der E,. aber unbestimmt sind. Die Bestimmungs
zahlen dieser Größe sind die reziproken Werte der Stücke, die aus den 
Koordinaten-Ep herausgestochen werden, gemessen wie oben 1). Läßt 
sich ein kovarianter p-Vektor in dieser Weise geometrisch darstellen, so 
heißt er einfach. Das korrespondierehde algebraische Kriterium folgt 
weiter unten (S. 26). Ein kovarianter (n - 1)-Vektor ist stets einfach; Ein 
kovarianter p-Vektor ist im allgemeinen nicht einfach, läßt sich aber stets 
als Summe einer endlichen Anzahl einfacher p-Vektoren schreiben. Es 
ist nun klar, daß jedem kontravarianten p-Vektor in einer bis auf einen 
Zahlenfaktor eindeutigen Weise ein kovarianter (n -P)-Vektor zugeordnet 
ist, nämlich der (n -P)-Vektor, der dieselbe P-Richtung hat. Eben dieser 
Zahlenfaktor macht es aber unmöglich, beide Größen zu identifizieren. 

Die Reihe der kovarianten p-Vektoren schließt mit dem kovarian
ten n-Vektor, der stets einfach ist, nur eine einzige Bestimmungszahl 
hat und durch einen Teil der E,. mit bestimmtem Inhalt und einem be
stimmten n-dimensionalen Schraubsinn dargestellt wird. Der kontra
variante und der kovariante n-Vektor werden also durch geometrisch!'l 
Figuren derselben Art dargestellt. Korrespondieren sie genau mit der
selben Figur, so sind ihre Bestimmungszahlen offenbar zueinander reziprok. 

Zwei einfache kovariante p-Vektoren können bis jetzt dann und 
nur dann der Größe nach verglichen werden, wenn sie dieselbe (n -P)
Richtung haben, für p = n also immer. 

Abb.3 zeigt für n = 3 die drei einfachen kovarianten Bivektoren 
und den kovarianten Trivektor , die au.s den kovarianten Maßvektoren 
gebildet werden können. 

Die Gesamtheit der Richtungen eines kontravarianten p-Vektorsheißt 
ein kontra variantes Gebiet pter Stufe, die Gesamtheit der (n -1)
Richtungen, die durch die (n -P}-Richtung eines kovarianten p-Vektors 
gelegt werden können, ein kovariantes Gebiet pter Stufe. In einem 
kontravarianten Gebiet pIer Stufe gibt es p linear ullabhängigekontra-
variante Vektoren, allgemeiner (~) linear unabhängige einfache kontra

variante q-Vektoren. Dasselbe gilt m. m. für ein kovariantes Gebiet 
pter Stufe. Ein ko- bzw. kontravarianter (p - 1}-Vektor in einem 
ko- bzw. kontravarianten Gebiet pter Stufe ist offenbar stets einfach. 

§ 6. Geometrische Darstellung kontravarianter 
und kovarianter p-Vektoren bei Einschränkung der Gruppe. 

Die bisher behandelten Größen sind alle definiert in bezug auf die 
Transformationen der (homogenen) affinen Gruppe (8). Diese Größen 
lassen sich nun auch in einfacherer Weise geometrisch darstellen, voraus-

1) Scnouten.Swuik, i922, 6. 
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gesetzt, daß man sich auf weniger allgemeine Transformationen als (8) 
beschränkt, d. h. nicht alle kartesischen Koordinatensysteme mit dem
selben Ursprung zuläßt, sondern nur gewisse bevorzugte. Wir wählen 
dazu zunächst die Transformationen, bei welchen die Determinante 
I pr I = -+- 1 ist, d. ·h. wir lassen nur solche kartesische Koordinaten
systeme zu, die auseinander vermittels einer Transformation (8) mit 
Determinante + 1 hervorgehen können. Diese Transformationen bilden 
zusammen die äq uivol uminäre Gruppe, eine Untergruppe der affinen. 
Sie sind inhaltstreu, lassen aber einen gegebenen n-dimensionalen 
Schraub sinn nich t invariant. Zur Auswahl der zulassigen Koordinaten
systeme verwenden wir diese IIihaltstreue. Irgendein n-dimensionales 
Volumen werde als,Einheitsvolumen festgelegt. Es sind dann nur 
'sQlche Koordinatensysteme zulässig, bei, denen der Inhalt des Parallel
epipeds der kontravarianten Maßvektoren gerade die Volumeinheit ist. 

Es sei nun ein kovarianter Vektor gegeben. Dann ist es immer 
möglich, in den beiden En - 1 dieses Vektors zwei kongruente E n _ 1-Teile 
abzugrenzen, ,dermaßen, daß der, Inhalt des von beiden gebildeten Zy
linders gerade die Volumeinheit ist. Jedem kovarianten Vektor kann 
also in eindeutiger Weise ein Teil einer En- 1 tugeordnet werden, dem 
eine' bestimmte (n - 1)-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein be
stimmter Sinn zukommt, dessen Form und dessen Ort in der En aber 
übrigens unbestimmt sind. Der Sinn kann vermittels eines durch die 
En -1 hin dur c h stechenden (vorzugsweise nicht geradlinigen) Pfeiles 
angegeben werden. Jeder kovariante Vektor ~ann also bei der äquivolu
minären Gruppe statt durch zwei parallele En - 1 auch durch diese ein
fachere Figur dargestellt werden. 

In derselben Weise läßt sich mit Hilfe der Volumeinheit jedem 
kovarianten (n - p)-Vektor in eindeutiger Weise ein Teil einer Ep 

zuordnen, dem eine bestimmte P-Richtung, ein bestimmter Inhalt und 
'ein bestimmter (n - p)-dimensionaler Schraub sinn zukommt, dessen 
Form und dessen Ort in der En aber übrigens unbestimmt sind. Die 
(n - p)-dimensionale Schraube ist in irgendeiner die Ep ' nur in einem 
Punkte schneiq,enden En - p anzubringen. Dies gilt allgemein für 
p' = 1, .•• , n - 1, wenn man folgerichtig Pfeil und Drehsinn als 1- bzw. 
2-dimensionalen Schraubsinn auffaßt. Jeder kovariante (n - p)-Vektor 
läßt sich also jetzt durch eine einfache p-dimensionale Figur darstellen. 
Der Unterschied zwischen dem kontravarianten p-Vektor und dem 
kovarianten (n - p)-Vektor besteht nur darin, daß bei der ersten Größe 
der Schraubsinn p-dimensional ist und inder Ep liegt, währenp, bei der 
zweiten Figur der Schraubsinn (n - p)-dimensional ist und ganz 
a uß er haI b der Ep liegt. Man kann dies zum Ausdruck bringen, indem 
man die erste Figur p-Vektor erster Art, die zweite p-Vektor 
zwei ter Art nennt. Diese Namen haben selbstverständlich nur bei 
Zugrundelegung der äquivoluminären Gruppe Bedeutung. 
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Für n = 3 sind die Verhältnisse sehr leicht zu übersehen. Es gibt 
da zunächst den kontravarianten Vektor, darstellbar durch einen Pfeil, 
und den kovarianten Bivektor, darstellbar durch einen Teil einer Ge
raden mit einem Drehsinn (Vektor erster und zweiter Art). Sodann 
gibt es den kontravarianten Bivektor, darstellbar durch einen Teil 
einer Ebene mit Drehsinn und den kovarianten Vektor, darstellbar 
durch einen Teil einer Ebene mit einem durch die Ebene hindurch
stechenden Pfeil (Bivektor erster und zweiter Art). Es sind dies die 
vier Größen, die auch gemeint sind mit den Worten: 1. polarer Vek
tor, 2. axialer Vektor, 3. axialer Bivektor und 4. polarer 
Bivektor1) (Abb.6). 

Geben wir nun zu einer noch weniger umfassenden Gruppe über, 
der (homogenen) speziell affinen, die nur die Transformationen (8) 
mit der DetermiIiante + 1 enthält, so vereinfacht sich die geometrische 

4. Abb.6. 3· 

Darstellung wiederum. Die Trans
formationen dieser Gruppe lassen 
nicht nur die Volumeinheit in
variant, sondern auch einen ge
gebenen n-dimensionalen Schraub
sinn. Wir legen nun einen solchen 
Schraubsinn als Normalschraub
sinn fest (z. B. für n = 3 eine 
Rechtsschraube) und Jassen nur 
noch solche Koordinatensysteme 
zu, bei denen die Punktfolge 
0,0, ... 0; 1,0,0, ..• 0;0,1,0, ..• ° 

usw. den Normalscbraubsinn bestimmt. Jedem (n - p)-dimensionalen 
Scbraubsinn in einer En - p ist dann in jederdieEn _ p nur in einem Punkte 
schneidenden Ep in eindeutiger Weise ein p-dimensionaler Schraubsinn 
zugeordnet (z. B. für n = 3 jedem Pfeil in jeder den Pfeil schneidenden 
E2 ein Drehsinn). Damit ist aber jedem kovarianten (n - p)-Vektor in 
eindeutiger Weise ein kontravarianter p-Vektor zugeordnet, d. h. der 
kovariante (n - p)-Vektor kann jetzt durch dieselbe Figur dargestellt 
werden wie der kontravariante p-Vektor. Anders ausgedrückt, der 
Unterschied zwischen den p-Vektoren erster und zweiter Art ver
schwindet. Die zugehörigen algebraischen Formeln finden sich S. 32. 
Für n = 3 verschwindet also der Unterschied zwischen Vektoren und 
Bivektoren (vgl. Abb.6). 

Zu einer noch weniger umfassenden Gruppe, bei der sich auch der 
kontravariante p-Vektor una der kontravariante (n - p)-Vektor durch 
dieselbe Figur darstellen lassen, gelangen wir weiter unten. 

1) In der Literatur herrscht hier große Verwirrung, was nur daran liegt, 
daß die zugrunde gelegte Gruppe nicht beachtet ist. Haben doch diese Unter
scheidungen nur bei der äquivoluminären Gruppe Bedeutung. 



§ 7. Allgemeine Größen. 23 

§ 7. Allgemeine Größen. 
Wir wenden uns nun zur Definition der allgemeinen Größen, wobei 

als Spezialfall die bis jetzt betrachteten Größen wiederum auftreten. Es 
wird die (homogene) affine Gruppe zugrunde gelegt. 

A. Kontravariante Größen. Es seien v", "', v" linear unab-
1 P 

hängige kontravariante Vektoren. Bei der Transformation (8) der affinen 
Gruppe transformieren sich die nP Produkte, die sich aus den Bestim
mungszahlen dieser Vektoren bilden lassen, in einer ganz bestimmten 
Weise und jedenfalls wiederum linear homogen. Wir nennen nun den 
Inbegriff von nP Zahlen V"l"'''P eine kontra variante Größe oder einen 
kon tra varian ten Affinor pten Grades, wenn sich die Zahlen bei den 
Transformationen (8) transformieren wie die oben angegebenen Produkte. 
Es ist zu beachten, daß die Reihenfolge der Indizes wesentlich ist, da 
ja z. B. im allgemeinen V"l'''Vp durchaus nicht gleich V"'''l'' .... ''p zu sein 
braucht. Alle kontravarianten Größen bekommen 0 bere Indizes. 

Lassen sich die p-Vektoren v", ... , v" zufällig so wählen, daß für 
alle Werte der Indizes 1 P 

(24) V"l"' Vp = V"T ••• v"p , 
1 P 

so heißt V"l""'P das allgemeine Produkt von y", .... , ~v in dieser 

Reihenfolge. Die Reihenfolge der Faktoren ist wiederum wesentlich. 
Im allgemeinen gelingt es nicht, v', ... , v" in dieser Weise zu wählen, 

1 p 

V"l"'''P läßt sich aber immer als Summe einer endlichen Anzahl von 
Produkten von p-Vektoren schreiben. Auch läßt sich V"l"'''P stets als 
ein allgemeines Produkt von p idealen Vektoren v", .•• , v" schreiben 

1 p 

indem man (24) als Defini tionsgleich ung dieser Vektoren betrachtet. 
Entsprechendes geschieht ja bekanntlich auch in der Aronhold-Clebsch
schen Invariantensymbolik. Die Rechnung wird durch Einführung 
dieser idealen Vektoren oft bedeutend erleichtert"und vereinfacht. Der 
Kunstgriff beruht darauf, daß die Bestimmungszahlen der idealen Vek
toren, die nichts anderes sind als Aronhold-Clebschsche Symbole, sich in 
derselben Weise transformieren wie die realen Vektoren, und man also 
während der Rechnung den Unterschied zwischen realen und idealen Vek
toren gar nicht zu beachten braucht. Erst nach der Rechnung ist zur 
Erlangung der realen Bedeutung des Resultates auf (24) zurückzugreifen. 

Bei der Verwendung von idealen Vektoren ist eines zu beachten. 
Kommt eine Größe in irgendeinem Produkte mehr ~s einmal vor, 
z. B. 1.1/" in dem Produkte 1.1,").'/1;"", so muß man bei Einführung idealer 
Vektoren mit Hilfe der Gleichung 

(25) 1.1,)." = vi. u;." 

in irgendeiner Weise einen Unterschied machen zwischen den Vek
toren, die zu verschiedenen Faktoren gehören. Geschieht dies nicht, 
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so kommt man zu Fehlschlüssen, wie folgendes Beispiel zeigt. Es 
ließe sich doch schließen 
(26) u";'W'" = v"w).v"w" = w';'u"", 
ein offenbar bei einer allgemeinen Größe uÄ" falsches Resultat. Es könnte 
dochz. B. fürirgendeine Wahl von", l,,uund 'V ud =i= 0, ul'" =1= 0, 'U/'i. = ° 
sein. Führt man für die idealen Vektoren des zweiten Faktors eine be
sondere Bezeichnung ein: 
(27) U).I' = v). wl ' = 'vA'w." , 
so wird: 
(28) 

u";'UI''' = v"wi. 'v-" 'wO', 
W'). u"" = v"w/.. ~v" 'w" , 

und jede Verwechslung ist ausgeschlossen. Tritt also eine· Größe imal 
in einem Produkt auf, so sind gerade i gleichberechtigte Systeme 
idealer Vektoren einzuführen, so daß jeder Faktor seine eigenen Vek
toren bekommt, die nicht mit den Vektoren eines anderen Faktors ver
wechselt werden dürfen. Derselbe Sachverhalt liegt ja bekanntlich in 
der Aronhold-Clebschschen Symbolik vor. 

Werden die idealen Vektoren von v·,···"p in irgendeiner Reihen
folge miteinander multipliziert, so entsteht ein Isomer von v",··· .. p. 

und zwar ein gerades oder ein ungerades Isomer. je nachdem die 
Permutation gerade oder ungerade ist. Es gibt also P! Isomere, V"l"''I'p 

selbst mitgezählt. Zwei verschiedene Isomere derselben Größe sind im 
allgemeinen ungleich. Sie haben zwar dieselben Bestimmungszahlen. 
aber die Reihenfolge der Indizes ist bei zwei gleichen Besti.mmungs
zahlen eine andere. Tritt irgendwo Gleichheit auf oder Gleichheit bis 
auf das Vorzeichen, so ist das eine Eigenschaft der Größe, die offenbar 
von der Wahl des Koordinatensystems unabhängig ist, die Größe ist 
dann eben besonderer Art. 

Es sind da zwei Fälle als besonders wichtig hervorzuheben. Erstens 
der Fall, wo alle Isomere gleich sind, wo die Größe sich also nicht ändert, 
wenn zwei beliebige ideale Vektoren vertauscht werden. Eine solche 
Größe heißt symmetrisch oder ein Tensor. Der zweite bemerkens
werte Fall tritt auf, wenn bei Vertauschung irgend zweier idealer Vek-

toren nur Vorzeichenwechsel auftritt. In diesem Falle sind also P! der 

Isomere unter sich gleich und den anderen ~! entgegengesetzt ~eich. 
Eine solche Größe heißt alternierend. Bei einer alternierenden Größe 
nennt man den Grad mit Graßmann auch Stufei). Die Bestimmungs-

zahlen der Größe sind die (;) Zahlen: 

I V"t ••• v"p I 
1! 1. 

PTI~I'l···~"pl· 
1) GrafJmann, 1844, 1, S. 52. 
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Da aber die idealen Vektoren sich wie gewöhnliche Vektoren trans
formieren, folgt, unter Berücksichtigung der Definition auf S. 18, daß 
eine alternierende Größe p-ter Stufe ein p-Vektor ist. 

Sind p reale oderideale kontravariante Vektoren v', ... , v' gegeben, so 
1 P 

kann man sämtliche p I Isomere des Produktes v" . .. v'p bilden, diese zu-
1 p 

sammenzählen und die Summe durch die Anzahl P! dividieren. Die so ent
stehende offenbar symmetrische Größe heißt das symmetrische Pro
dukt der Vektoren v', ... , v' und der symmetrische Teil des Pro" 

1 p 

duktesv·' ... v'p• Wir schreiben für diese Größe: v(" ... v·p). Es ist also z. B.: 
1 p 1 p 

(29a) V(}'Wlt ) = 1 (vlw.1I + V1'Wl ) , 

(29b) R(w,u)lv = i (Rwt,lv + R"w;.v) , 

{ 
R' •• (a ßy)!. = l (R' •• a flr A + R' • : fI red. + R' •• y aß)· 

(29c) w.";' V -Er w,,). V WI'" V WI';. V 

+R .. • a rfll+R· .. ß ",yi·+ R ... y ßal) 
w"l .V ro"l V w,tl V • 

Das Wort "Teil" ist in der Tat zutreffend, da bei Abzug des symmetri
schen Teiles eine Größe V·, ... v'p - v(" ... vVp) entsteht, deren sym-

1 P 1 P 

metrischer Teil Null ist. Der Prozeß, der v(v, ... v'p) aus V·'.,. v"P er-
1 p 1 P 

zeugt, heißt mischen über die Indizes VI' ... , vP ' 

Bildet man aus dem Produkte V·, ... v"p, p> 1, die Summe sämt-
1 p 

licher geraden Isomere und zieht man die Summe sämtlicher ungeraden 
Isomere ab, so entsteht eine alternierende Größe. Diese Größe, durch pI 
dividiert, heißt das alternierende Produkt von v·, ... , v' und der 

1 p 

alternierende Teil des Produktes V·, ... v"p und wird bezeichnet mit 
V["l ., • • v"p]. Es ist also z. B. : 1 p 
1 " 

(30a) 

(JOb) 

(30 c) 

(30 d) 

i u" u l uI' I 
Ur><vlW/']=llv>< vl v" , 

w"wlw" I 

{ 
R • .." l (R ••• • + R' •• v + R ••• • 

[w,,,l] =1;- .. (~:.'l .. ::w .. l.:,tt, 

- R"wl - R l ,,,,, - R w)." ), 

{ R;",: [~v v ßr]v = t ~~~:;. v ßrv + .~::~P v VI'''' v +.~~:; v V tx/f. 

- R wt,,,, vyßv - R""'ß v"'rv - Rw"y VfI""') ' 
(Ll[~ - L g i.[~) g,,]. = L l [; g,,]" - L gi.[~ g,,]. 

= 1 (L).~ g". - Ll" g;.) - ! L (gl~ g". - glt, g~.) . 

Das Wort "Teil" ist auch hier zutreffend, da der alternierende Teil 
von Vv, ..• v'p - v[v, ... vVp] verschwindet. Der Prozeß, der v[v' . .. v·p] aus 

1 p' 1 p 1 P 

V"' ••• v'p erzeugt, heißt alternieren über die Indizes 'PI' ••• , Vp • 
1 P 

Man kann auch mischen oder alternieren über einige der p Indizes und 
erhält dann eine Größe, die nur in diesen Indizes symmetrisch bzw. 
alternierend ist 
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Das alternierende Produkt V[l •••• v<p) läßt sich, J' e nachdem man 
. 1 p 

die Indizes oder die idealen Faktoren permutiert, auf zwei verschiedene 
Weisen ausschreiben. Einerseits ist: 

j V[/ .•••. vi.p) = ...:.. v l • V[l, ••• v l.p) - ...:.. vi., v[!·, v l • ••• vlp) 
(31) 1 p p 1 2 p PI' 3 P 

1 + -p v" v[/., v" vi· • ••• v'p] - usw., 
1 2 3 4- P 

andererseits ist: 

1 V[l, Vi.p) = ...:.. ~.)., V[l. v i.p) - ...:.. v l , v[l, VI., _J.p) 
1 "'p pr. "'p P21 3 "'J;' 

(32) 1 
+ - vl, v V .• v l , v}· • ••• v·p) - usw. pa 1 2. P 

Für jede Größe gilt also: 
(33) v[l .... }.p] =...:.. vi·dl, ... " p) - ...:..vl .• l'.,J. •... }.p) +...:.. vi., [l,J..I ..... I.p] - usw., 

p p p 
und auch: 
(34) V[l, ... lp) =...:.. Vi., [I. .... i.p) _...:.. v[i.,IJ.,IJ., ... lp) + ...:..Vrl.1,li.,I} ..... lp) - usw., 

p p p 
wo die vertikalen Striche angeben, daß über den eingeschlossenen Index 
nicht alterniert wird. Die zweite Form wird u. a. auf S. 30 Verwendung 
finden. 

Mit Hilfe der alternierenden Multiplikation läßt sich nun die De
finition des einfachen p-Vektors folgendermaßen aussprechen: 

Ein p-Vektor ist einfach, wenn er das alternierende 
Produkt von p realen Vektoren istl). 

Allgemeiner nennen wir einen p-Vektor q-dimensional, wenn 
er sich ganz in einer Eg , aber nicht in einer Eg - l unterbringen läßt, 
d. h. sich als Summe von Produkten von Vektoren schreiben läßt, die 
alle in einer Eg , aber nicht in einer Eg - f liegen. In einer Ep+l gibt es 
offenbar keine anderen als einfache p-Vektoren, da je zwei einfache 
p-Vektoren in einer Ep +! wenigstens p -1 Richtungen gemeinschaftlich 
haben und sich also zu einem einzigen einfachen p-Vektor zusammen
stellen lassen. Ein p-Vektor ist also niemals (P + 1 )-dimensionaI 2). 

Notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine Größe v'" "'''p 

symmetrisch bzw. alternierend ist, ist, daß die Größe ihrem symmetri
schen bzw. alternierenden Teil gleich ist, also: 
(35) v", .. ·"p = v(", .. ·'Vp) bezw. v"",,>,p = v["'···"p). 

Eine symmetrische Größe läßt sich also stets als Potenz eines 
einzigen i d e ale n . Vektors schreiben: 
(36) v",,,,>,p = V(""""p) = v"' ••• v"p. 

Die Bestimmungszahlen dieses Vektors sind Aronhold-Clebschsche 
Symbole. In derselben Weise läßt sich eine alternierende Größe stets 
als Potenz eines einzigen Vektors schreiben: 
(37) v", .. ·vp = v[v, ... "p) = v"' ••• v"p. 

1) Grapmann, 1862, 1, S. 56. 2) Graßmann, 1862, 1, S.61. 
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Die Bestimmungszahlen des Vektors sind hier Weitzenböcksche Kom
plexsymbole. Im Gegensatz zu den Aronhold-Clebschschen Sym
bolen genügen die Weitzenböckschen Komplexsymbole dem kom
mutativen Gesetz der Multiplikation nicht, bei Vertauschung irgend 
zweier zur nämlichen Größe V""""P gehörigen Symbole tritt Vor
zeichenwechsel auf. Die Darstellung einer alternierenden Größe als 
Potenz kommt irt der Differentialgeometrie weniger vor, die der sym
metrischen Gtöße dagegen sehr oft. 

B. Kovariante Größen. Aus den kovarianten Vektoren lassen 
sich in derselben Weise kovariante Affinoren, Tensoren und p-Vektoren 
bilden, und alles waS über kontravariante Größen gesagt ist, gilt m. m. 
auch für kovariante Größen. Alle kovarianten Größen bekommen 
untere Indizes. 

Sieht man von der Größe ab und betrachtet man also nur die Ver
hältnisse' der Bestimttlungszahlen, so lassen sich die Bestimmungszahlen 
eines einfachen kontra- bzw. kovarianten p-Vektors auch auffassen als 
die homogenen Koordinaten einer Ep- 1 bzw. En-p"'l in einer En- l , die 
Bestimmungszahlen eines allgemeinen kontra- bzw. kovarianten p-Vek
tors als homogene Koordinaten eines En- p - 1- bzw. Ep_1-Komplexes in 
der En- l • Ein kontravarianter Bivektor steht also in dieser Weise für 
n = 4 in Beziehung zu einem Linienkomplex in Es. Ist der Bi'l/'ektor 
einfach, so besteht der Linienkomplex aus allen Geraden, die eine be
stimmte Gerade schneiden 1). 

C. Gemischte Größen. Eine gemischte Größe oder ein ge
mischter Affinor pten Grades ist der Inbegriff von nP Zahlen, die 
sich bei deö Transformationen (8) transformieren wie die nP Produkte 
der Bestirnmungszahlen von p verschiedenen Vektoren, von denen 
g < P kontravatiant, die anderen p - g kovariant sind. Die gemischte 
Größe bekOmmt g obere und p - g untere Indizes, und läßt sich als 
Produkt von .p idealen Vektoren schreiben, von denen g kontravariant 
und p - g kovariant sind, z. B.: 

(J8) 

Auf die Reihenfolge der Indizes ist auch hier aufs strengste zu 
achten2). 

Der wichtigste gemischte Affinor ist der Einheitsaffinor (vgl. 

1) Vgl. z. B. Weitzenböck, 1923. 1, S. 69 und 83. 
I) Es wäre hier vollkommen genügend, nur die Reihenfolge gleichartiger 

Indizes zutn Ausdruck zu bringen, was zur einfacheren, oft verwendeten Schreib-

weise v!~ führen würde. Später, nach .Einführung einer Maßbestimmung, könnte 
dann aber die, nicht von Ricci herrührende, jetzt aber allgemein übliche Methode 
des Herauf- und Herunterziehens der Indizes (vgl. S. 39) nicht verwendet werden, 
ohne daß Zweideutigkeit entstände. 
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S. 29), dessen Bestimmungszahlen in bezug auf jedes Koordinatensystem 
gegeben sind durch die Gleichungen: 

A;: == {1 für l = ')I (nicht summieren über l), 
o " Ä =f ')11). 

Nur für diesen Einh'eitsaffinot verwenden wir statt A/ oder A~;. die 
einfachere Schreibweise Ar 2). Für jedes Koordinatensystem gilt auch, 
daß der Einheitsaffinor die Summe der Produkte gleichnamiger Maß
vektoren ist: 
(40) 

§ 8. Die Uberschiebungen. 
Eine Größe, deren Bestimmungszahlen sich in einer von der Wahl 

des Koordinatensystems unabhängigen Weise rational und ganz in den 
Bestimmungszahlen einiger gegebener Größen ausdrücken läßt, heißt 
eine ganze rationale Simultankomitante dieser Größen. Wenn sie 
nur einzeln invariante Bestimmungszahlen hat, nennt~ man sie auch 
Simultaninvariante 3). Es kann gezeigt werden, daß jede Simultan
komitante von Größen sich nur mit Hilfe der Addition, der allge
meinen Multiplikation und der S.16 definierten überschiebung 
~aus den idealen Faktoren der Größen bilden läßt. Dieser Satz, dem die 
idealen Faktoren ihre Bedeutung verdanken, entspricht dem bekannten 
ersten Fundamentalsatz der Invariantensymbolik 4). Die Verwendung der 
Indizesklammern () und [] bringt nichts prinzipiell neues hinein, da 
diese ja nur anzeigen, daß man Isomere, d. h. allgemeine Produkte 
idealer Faktoren in bestimmter Weise zusammenzufassen hat. Man 
könnte auch ohne diese Zeichen auskommen. Ihre Verwendung ermög
licht aber eine sehr kurze und übersichtliche Schreibweise. 

Es gibt Run weiter noch drei Verknüpfungen, die so häufig auftreten, 
daß es nützlich ist, für diese einen besonderen Namen einzuführen. 
Erstens definieren wir die i te skalare (gegenlä ufige) überschie
bung oder kurz i te überschiebung von VA, ... A" und W"l ... Vq durch 
die Gleichung: 

(41) U· ...• "I+l··· Vg_ V w"l ... Vr 
A, ... Äp_1 - '<'''''<1'-1'1'1 ... '1', 

Es werden also i skalare überschiebungen der i letzten idealen Vektoren 
des ersten Faktors mit den i ersten des zweiten Faktors gebildet, und 

1) Bei Einstein <5~. 

2Y Daß hierdurch niemals Zweideutigkeit entstehen kann, wird auf S. 40 
gezeigt. 

8) Die anderen Komitanten lassen sich unterscheiden in Kovarianten, 
Kontravarianten und gemischte Komitanten. 

') Z. B. WeitzenbOck. 1923, 1, S. 93. 
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diese i idealen Zahlen werden multipliziert mit den übrigen idealen Fak
toren in der bestehenden Reihenfolge. Es kann auch fJ kontravariant 
und w kovariant sein, oder es können in derselben Weise Überschie
bungen gemischter Größen gebildet werden, vorausgesetzt, daß die 
korrespondierenden Indizes die richtige Stellung haben. Auch kann 
man Überschiebungen bilden nach anderen Indizes als gerade- den i 
letzten und i ersten. Unter diesen 'wird die i te gleichlä ufige über
schiebung-, definiert durch die Gleichung: 

(42) 

am meisten verwendet. Kommen überschiebungen nach anderen Indizes 
zur Verwendung, so fügt man beim Sprechen die Indizes zu, nach denen 
die Überschiebung stattfindet. Es heißt also z. B.: 

fJlX"·J.W·'··p •• P IX." 
die überschiebung von fJ und w nach den Indizes ()(, und p. Durch ein
malige Überschiebung mit dem Einheitsaffinor Ar ändert sich eine Größe 
nicht. Es ist z. B.: 
(43) 
Dieser Eigenschaft entstammt der Name Einhei ts affinor. 

Eine Überschiebung einer Größe in sich heißt Faltung. Z. B. ist 
fJ~p~P die Faltung von fJ~p;" nach ()(, rund pd. Für die (skalare) über
schiebung beWtlrnen wir folgenden viel verwendeten Satz: 

Eine Größe pten Grades ist Null, wenn sie i·n q ~ p ko
varianten bzw. kontravarianten Indizes symmetrisch ist 
und die überschiebung mit der qten Potenz jedes beliebigen 
kontravariant~n bzw. kovarianten Vekto_rs nach diesen 
Indizes verschwindet. 

Eine symmetrische Größe qten Grades hat (n + ~ - 1) Bestim

mungszahlen und ist im allgemeinen nicht die qle Potenz eines realen 
Vektors. Es gibt aber jedenfalls (n +: -1) Vektoren, deren qto Po

tenzen linear unabhängig sind. Man nehme z. B. die Vektoren e" + ... + e" , 
II }., 

Ä1 • • •• , Ä.g = alJ ... , afl' Ist also die Überschiebung nach bestimmten 
Indizes mit der qten Potenz jedes Vektors gleiCh Null, so ist auch die 
Überschiebung mit jeder symmetrischen Größe qten Grades und in
folgedessen auch die mit jeder beliebigen Größe qten Grades nach den
selben Indizes Null. Dann ist aber auch jede einzelne Bestimmungszahl 
Null, da sie entsteht durch Überschiebung mit den Maßvektoren. 

Zweitens definieren wir die i te vektorische überschiebung der 
alternierenden Größe fJ""""P mit der allgemeinen Größe wUt· .. !', 
durch die Gleichung: 
(44) U"''''''P!'''''''' = v["'''·''pw,II, ... ,'!lI'I+''''''r. 
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Es wird also zunächst ein idealer (p + i)-Vektor gebildet aus dem ersten 
Faktor mit den i ersten idealen Vektoren des zweiten Faktors, und dieser 
(P + i)-Vektor wird mit den q - i :übrigen Vektoren des zweiten Fak
tors in der bestehenden Reihenfolge allgemein multipliziert. Die Über
schiebung läßt sich auch bei kovarianten Größen bilden, und es kann sogar 
w in den q - iletzten Indizes gemischt sein. Auch kann die Überschiebung 
an der rechten Seite gebildet werden. Sowohl die skalare als die vek
torische Überschiepung erfreuen sich der distributiven Eigenschaft in 
bezug auf die Addition und können also als Produkte aufgefaßt werden. 
Die Verknüpfung: 
(45) u",,·X, = v·,····p[",· .. ,ugw.<' .. ·.<rlx, ... x. 

der alternierenden Größe v·, .. ·,u, mit einer allgemeinen Größe 
w"' ... .<r"' ... '" läßt sich für q + r = n in einfacher Weise umformen. Da 
jede in n + 1 Indizes alternierende Größe verschwindet, ist nach (34): 

(46) 

0= v",,·["p,u''''''g w.<' ... .<rl ", ... x, = _1_ v"""p[/l, ... ,ug w.<, .. ·J.rlx, ... x, 
n+1 

1 
- n + 1 v·, .. ·vp-'v'd.pl,u .... ", w'<, .. ·;·r]"'"'''' + usw. 

1 + -- (-1)g+lv·, .. ··p-,(rt, .. ·,ug.<,wlvpl.< .... Ärl", ...... 
n +1 

1 + n + 1 (-1)q+2 v", .. ·Vp-,V'l""'g'<, w.l·I.pl.l .... Ärlx, ... x. + USW. 

= _q_uv, ... x, + _1_ (-1)q+l v""""p-, (11, .... Ug.<, {w I"p I J. .... ;.rl x, ... '" 
n+1 n+1 

- w.<·I'·pli. .... Är)x, ... x, + usw.} 

und es läßt sich also u""'X' schreiben als Summe von Termen, die alle 
q + 1 ideale Faktoren von v·,· .. ,u, im alternierenden Produkt enthalten. 
Dieser Prozeß läßt sich fortsetzen, und es gilt demnach der Satz: 

Ein Ausdruck mit einem alternierenden Produkt von 
n Faktoren, das einige von den idealen Faktoren einer al
ternierenden Größe vi., .. ·.lp enthält, läßt sich stets schreiben 
als Summe von Größen, die alle ein alternierendes Prod ukt 
von n Faktoren enthalten, in welchem alle idealen Faktoren 
von v.l, .. ·lp vorkommen l ). 

Die dritte Verknüpfung, die immer zwischen einigen Größen des 
gleichen Grades auftritt, soll hier der Übersichtlichkeit wegen durch ein 
Beispiel eingeführt werden. Es seien r ßr, qot ßr, r"'ßy und sotßr all
gemeine reale oder ideale Größen dritten Grades. Man bilde die Ver
knüpfung: 

P(ot[x [!; qß.l1J rr,u(! sbl'lwl, 

wo die eckigen Klammern bedeuten, daß sowohl über IX ß r ~ als über 
XA.Jlv, als über ~1](]()) unabhängig voneinander zu alternieren ist. 

1) Weitzenbäck, 1923. 1, S. 79. 
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Diese Verknüpfung heißt die dreifache vektorische überschie
bung oder dreifaches vektorisches Produkt der vier Größen 
pa/ly, ~/lY, ~flY und safly. Verwendet man ideale Vektoren, so läßt sich 
die Überschiebung schreiben: 

p[a qfl 1'7 Sd] p[" ql .,p s~] p[/; qf/.,e sm] • 
1111 11118838 

Folgendes einfachere Beispiel, die doppelte vektorische Überschiebung 
von v"l und w,"", möge vollständig ausgeschrieben werden: 

(47) v[,,[}. wp] .. ] = t (v"). wp .. - vp}. W .. " - v"" w,.}. + v,." w"J.) • 

Die mehrfachen vektorischen Überschiebungen lassen sich auch bei ko
varianten Vektoren bilden und besitzen ebenfalls die distributive Eigen
schaft. 

Es gibt auch Verknüpfungen, wo nicht über alle verfügbaren In
dizes alterniert wird, z. B. 

g".[J..[v. gl".IJ..]v,] , 

wo nur über A,.1s und Vl"s alterniert ist. Auch kann man gleichzeitig 
über andere Indizes mischen. Um dies anzudeuten, verwenden wir die 
Schreibweise: 

ge"l e)..[p.I~.1 g".}..,..I".1 g ... )l.l,..] ... , 

wo über Pl 1-'2 Pa alterniert und über "1 "s "3 sowie über Al A2 Aa gemischt 
ist. Zum Vermeiden von Mißverständnissen empfiehlt es sich, die 
Indizes, über die nicht alterniert oder gemischt werden soll, durch 
vertikale Striche abzugrenzen. Stehen die Indizes, über welche alter
niert oder gemischt werden 5011, nicht so regelmäßig, daß man diese 
Schreibweise verwenden kann, so kann man in ideale Faktoren zer
legen oder den Einheitsaffinor Ar verwenden. So sind z. B.: 

A[",. .. ] A(}.co) a~flYBI;. [" __ I' v] (l co) ~ 
a/lr /Je V ,V V V V V V 

1 3' I 6 6 

zwei Schreibweisen für die Größe, die aus V").,.VCO/; entsteht durch 
alternieren über "pv und mischen über Aw. A:~; steht für A: A~ A;. 
Jede dieser Schreibweisen genügt für alle Fälle. 

Eine erste, an § 6 anschließende Anwendung der Überschiebungen 
möge hier gleich folgen. Die Festlegung einer Volumeinheit un9 eines 
Normalschraubsinns geschieht algebraisch durch Wahl eines Einheits
n-Vektors E""""". Es liegt dann auch-der korrespondierende kovariante 
.n-Vektor E}. .... }." fest, der mit E~"""" durch die Gleichung: 

(48) 

verbunden ist, und für alle zulässigen Koordinatensysteme (S. 22) gelten 
die Formeln: 

(49) lE"''''''''=ef.v •..• ev"J 
a, a" 

lIt a" 
Ei ..... )." = e[}., ••• e}.,,]. 
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Die Korrespondenz zwischen dem einfachen p-Vektor v .. , .. · .. p und dem 
zugehörigen kontravarianten (n - p)-Vektor wird durch Ev, ... "" und 
El, ... l.,. vermittelt mit Hilfe der Gleichungen: 

j w = _n_l_ EÄ. Ä. vA-_p+, .. ·l .. 
l, ... Ä. .. _ p (n -p)! , ..... 

(50) nl 
v .. ,· .... p = (-1)P(II-p) PT E"'''''''' w"P+'''''''' • 

§ 9. Geometrische Darstellung der Tensoren. 
Wie die alternierenden Größen lassen sich auch die symmetrischen 

Größen, die Tensoren, in einfacher Weise geometrisch darstellen. Wir 
führen zunächst einen festen Ursprung ein, stellen also einen kontra
varianten Vektor dar durch einen Punkt, einen kovarianten durch eine 
Hyperebene. Sind dann x" Punktkoordinaten und "1 Hyperebenen
koordinaten, so ist dem kovarianten Tensor v)., ... ).,. in eindeutiger Weise 
die XII - 1 pter Ordnung mit der Gleichung: 
(51) v" ... l,. xl, . . . .xl,. = 1 
zugeordnet und ebenso dem kontravarianten Tensor w", .. · .. ,. die XII - 1 

ptu Klasse mit der Gleichung: 

(52) w", .. ·"p "v" .. "V,. = 1 . 

Die Größe vÄ., ... Ä.,..xl' entspricht dem Polargebilde des Punktes x" in 
bezug auf Vl, ... lp' ebenso w", .. ·"p "v, dem Polargebilde der Hyperebene 
". in bezug auf w"'·""p. 

Man kann nun auch diese geometrische Darstellung vom Ursprung 
freimachen, indem man zur XII - 1 einen Punkt hinzufügt. Bei einer 
XII - 1 'gerader Ordnung oder Klasse ist dies sogar überflüssig, da der 
Punkt Mittelpunkt ist. Ein kovarianter bzw. kontravarianter Tensor 
pten Grades wird also dargestellt durch eine XII - 1 pter Ordnung bzw. 
Klasse, der ein Punkt adjungiert ist, welcher Punkt für gerades p mit 
dem Mittelpunkt zusammenfällt. Die Gesamtfigur, also die XII - t mit 
Punkt, hat keinen bestimmten Ort in der Eil, sondern kann sich parallel 
zu sich selbst frei bewegen. 

Da jede nicht ausgeartete XII - 1 zweiter Ordnung auch zweiter 
Klasse ist, ergibt sich schon geometrisch, daß jedem kontravarianten 
Tensor zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante der 
Bestimmungszahlen ein kovarianter Tensor zweiten Grades zugeordnet 
ist. Sind hÄ.~ und lÄ.~ die beiden zur nämlichen Figur gehörigen Größen, 
und ist V" ein peliebiger kontravarianter Vektor, so stellt 

h,u vi' 
die Polarhyperebene des Punktes V" dar (Ursprung fest gewählt). Fer
ner ist: h,.1 h" vi' 

der Pol dieser Hyperebene (Abb.7 für n = 3). Es ist also: 
(53) h")' hit vi' = v,. 
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für jede beliebige Wahl von v", und dies ist nur möglich, wenn hH1 1A,. 

gleich dem Einheitsaffinor ist: 
(54) r), h),1'- = A; = {1 für " = I-' (nicht summieren über ,,), 

o " "=!= 1-', 
Wir werden diesem Resultat im nächsten Paragraphen in verall

gemeinerter und algebraischer Form wiederum begegnen. 

§ 10. Größen zweiten Grades und lineare Transformationen. 
Eine allgemeine kontravariante Größe zweiten Grades 11,. steht in 

eindeutiger Beziehung zu einer linearen Transformation, die kovariante 
Vektoren in kontravariante überführt: 

(55) w), = 1),1' vI" . 

Ist die Determinante der 1),1" nicht Null, 
so gibt es keinen Vektor v}" so daß 
lAI'- vI" Null wäre, und es existiert die 
umgekehrte Transformation, die in ein
deutiger Beziehung steht zu einer ko
varianten Größe zweiten Grades h1.l": 

(56) vJ.= h),,,v". 

Aus (55) und (56) folgt: 

(57) 

Man erhält die h},l'" indem man die zu 
den Elementen der Determinante der 
l},1'- gehörigen Minoren bildet und diese 
durch die Determinante dividiert. Das 
Gleiche gilt umgekehrt; zwischen 1},1" 

und h1.l'- besteht vollständige Reziprozi- Abb. 7. 
tät. Ist 11.1" symmetrisch, so ist auch h},1" 

symmetrisch und beide Größen gehören zur nämlichen X"-l zweiter 
Ordnung und zweiter Klasse, wie es im vorigen Paragraphen dar
gestellt wurde. 

Eine gemischte Größe zweiten Grades P~). steht in eindeutiger Be
ziehung erstens zu einer linearen Transformation der kontravarianten 
Vektoren: 
(58) IV" = P~), v), 1) , 

zweitens zu einer linearen Transformation der kovarianten Vektoren:-

(59) W1. = p~,.'w". 
1) Es stellt sich also heraus, daß die Koeffizienten P): und Q;: in den 

Gleichungen (8) und (16) Bestimmungszahlen von Affinoren sind. Wir müssen 
dementsprechend jetzt schreiben ~}, und Q:},. 

Se ho u te n, Ried-Kalkül. 3 
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Dem Einheitsaffinor Ar. entspricht die identische Transforma tion. 
Soll ein bestimmter Vektor v" bei der Transformation (58) seine Rich
tungbehalten, so müssen n Gleichungen bestehen von der Form; 

(60) p~ /' vi' = 1 v" 
oder: 
(61) (P~/ -lA;')v" = O. 

Diese n linearen homogenen Gleichungen lassen aber nur dann eine L5-
sung zu, wenn die Determinante verschwindet: 

P'1 al - 2 p.' al 

(62) 
J?".1 a, p.' a, - 1 

=0. 

pala ................ pa~a -tl • n • n 

Hat diese Gleichung nten Grades in 2 r Wurzeln, qie ungleich Null 
sind, so heißt r der Rang der Größe P: l' Es verschwinden dann alle 
(p + 1)-reihigen, aber nicht alle p-reihigen Minoren der Determinante 
der P~ ).' Zu einer m-fachen Wurzel J.. gehört eine E.1l" (m/~ m), deren 
Vektoren bei der Transformation alle die Richtung behalten und den
selben Faktor Ä. bekommen. Die Em, heißt ein Hauptgebiet, das 
zu 2 = 0 gehörige Hauptgebiet das Nullgebiet von P~l' Ist der 
Rang von P~ i. n, so existiert die umgekehrte Transformation, die in 
eindeutiger Beziehung steht zu einer zweiten gemischten Größe Q~ Ä: 

(63) v" = Q~ /vÄ , 

(64) 'wl = Q~). WO.' 

Die Q~). sind wiederum die Minoren der P~)., dividiert durch die De
terminante, und es besteht die Beziehung: 

(65) p" Q" plt Q" A" _,li. '.}..= .)~ ./t= ),,' 

die sich aus (58) und (63) ableiten läßt. Es kann der Fan einheten, daß 
die Determinante der P~ l bei irgend einer Wahl des Koordinatensystems 
symmetrisch ist in bezug auf die Hauptdiagonale, d. h. alsu daß 
P~ l = ~ 0' ist. Es ist aber ja zu beachten, daß diese Symmetrie bei einer 
gemischten Größe im Gegensatz zu den rein kontravarianten und 
rein kovarianten Größen keine vom Koordinatensystem unabhängige 
Bedeutung hat .. Sie verschwindet im allgemeinen bei Einführung an
derer Koordinaten. Nur ein Vielfaches des Einheitsaffinors Ar macht 
hier eine Ausnahme. 

Man kann sich nun die Frage vorlegen, wie sich eine allgemeine 
Größe V"I"'''P bei der Transformation (58) verhält. Zur Beantwortung 
dieser Frage führen wir ideale Faktoren ein: 
(66) V"I"'''P = V"I • •• V"p. 

1 p 
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Jederideale Faktor von vP1 '" Pp, Z. B. ~P, transformiert sich folgendermaßen: 
(67) 'v" = pv v'-

1 • Ä 1 ' 

und die Transformation von v"1'" Vp lautet also: 

(68) 

Interessant ist besonders der Fall, wo vP, ... ,·p ein p-Vektor ist: 

(69) 

Es ist dann: 
(70) 'v""""p - P V1 PPp vÄ1 ... Äp - p['" pVp) vÄ, ... Äp 

- • J.1 • • • • lp -. [l1 • • • • lp) • 

Die Transformation wird also vermittelt durch eine in den oberen und 
in den unteren Indizes alternierende Größe 2 pten Grades, die das 
doppel te vektorische Prod ukt von p Faktoren p~ J. ist. Eine solche 
Größe, die zu den p-Vektoren in derselben Beziehung steht wie der ge
mischte Affinor zweiten Grades zu den Vektoren, wi~d auch p-Vektor
affinor genannt. Der in dieser Weise aus einem Affinor p~ l entstan
dene p-Vektoraffinor ist von einer besonderen Art, da bei der zugehöri
gen linearen Transformation alle einfachen p-Vektoren wieder in 
einfache übE:rgehen, was ja bei einer allgemeinen linearen Transfor
mation von p-Vektoren nicht der Fall zu sein braucht. Seine Bestim
mungszahlen sind offenbar die p-reihigen Unterdeterminanten der Matrix 
von p~ ". Ist also r der Rang von P:}., so ist p[:1[)., • •• p:p) lp) dann' und 
nur dann gleich Null, wenn p > r. Umgekehrt, ist pr:, [J.1 ' •• P:v) Äp] =1= 0 für 
p = rund = 0 für P = r + 1, so ist diese Größe überhaupt =1= 0 
für p::;;; rund = 0 für P > r und der Rang von P: J. ist gleich r. 

Die Gleichung .. 
) [I {=I=Ofurp=r 

(71a P :1(}., ... pv: J.pl = 0 " p> r 

ist also die notwendige und hinreichende Bedingung da
für, daß der Ra n g von P: J. gl e ich r ist. 

Auch eine rein kontravariante Größe zweiten Grades hat einen 
Rang. Ist r die Anzahl der linear unabhängigen Lösungen der Gleichung 
(72) hJ.,.vl , = 0, 

so heißt r der Rang von h"I'. Ist der Rang gleich r, so verschwinden 
alle p-reihigen Unterdeterminanten von hJ.,. für p > r, nicht aber 'für 
p ::;;; r. Da die Bestimmungszahlen des p-Vektoraffinors h["1 ["1 ••• hJ.p] ,.p] 

gerade diese p-reihigen Unterdeterminanten sind, so ist 

(71b) hrÄd"1 .•. h"p]"p] {=I= 0 für p = r 
=0 " p>r 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
der Rang von hJ.,. gleich r ist. Das Gleiche gilt m. m. für rein ko
variante Größen. 

3* 
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Der Größe P~). sind in eindeutiger Weise ein Bivektoraffirior, ein 
Trivektoraffinor usw. bis zu einem r-Vektoraffinor zugeordnet. Um
gekehrt folgt aus dem Umstande, daß alle zu dieser Reihe gehörigen 
Transformationen einfache alternierende Größen in ein fache über
führen, da~ jede der r - 1 ersten Größen der Reihe die ganze Reihe 
eindeutig bestimmt. Nur der r-Vektoraffinor kann mit 00 vielen ge
mischten Größen zweiten Grades korrespondieren. 

Das Gleiche gilt m. m. für die zu einer rein kontravarianten oder 
rein kovarianten Größe gehörigen Größenreihe. 

Läßt sich aus zwei Größen zweiten Grades durch überschiebung 
wiederum eine Größe zweiten Grades bilden, z. B. h)." k,,tY, P';.h).", P';.k,.~, 
PI~, und ist der Rang der einen Größe r, der der anderen n, so ist 
der Rang der dritten Größe wiederum r. Der sehr einfache Beweis 
dieses Satzes findet sich in jedem Lehrbuch der Algebra. 

§ 11. Die Einführung einer Maßbestimmung in der En • 

Zwei kontravariante Vektoren oder auch zwei Linienelemente las
sen sich in der En nur dann der Größe nach vergleichen, wenn sie die
selbe Richtung haben. Der Größenvergleich zwischen Strecken ver
schiedener Richtung wird erst ermöglicht durch Einführung einer Maß
bestimmung. In der Wahl dieser Maßbestimmung ist man zunächst 
ganz frei. Für jede einzelne Richtung kann festgelegt werden, was man 
als Längeneinheit für diese Richtung ansehen will. Die Entfernung der 
Punkte x~ und XV ist dann· eine Funktion der n Differenzen x~ - x~, 

1 2 - 2 1 

FCr - r), die nur der selbstverständlichen Bedingung 

(73) F{k(r-r)}=lkIFCr-r), k>ü, 
zu genügen hat, im übrigen aber noch vollständig frei wählbar ist. Wird, 
ausgehend von einem bestimmten Punkte f der En die Längeneinheit 
in jede Richtung abgetragen, so bilden die Endpunkte ein System 
von oon-1 Punkten, die I ndika trix der gewählten Maßbestimmung, 
die durch die Gleichung: 
(74) F(xv - f) = 1 

gegeben ist. Stellt man die Forderung auf, daß die Länge einer gerich
teten Strecke von dem Sinn der Strecke unabhängig sein soll, so gilt (73) 
auch für k < ü und die Indikatrix wird. symmetrisch in bezug auf den 
Punkt f, anders gesagt, f wird Mittelpunkt der Indikatrix. Wir setzen 
ferner voraus, daß F eindeutig, stetig und hinreichend oft differenzierbar ist. 
Die Indikatrix ist dann eine Hyperfläche, die jeder gegebenen Richtung 
eine einzige (n - 1)-Richtungzuordnet, die (n -1)-Richtung der En- lI 

welche die Indikatrix, im Schnittpunkt mit der durch f in der gegebenen 
Richtung liegenden Geraden, tangiert. Ist die Indikatrix algebraisch, so 
ist sie notwendig von gerader Ordnung, da f Mittelpunkt sein muß. 
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In einer En kann ein Vektor v" in ganz beliebiger Weise auf die 
Richtung des Vektors w" projiziert werden. Ist aber eine symmetrische 
Hyperfläche als Indikatrix gegeben, so ist eine bestimmte Weise des 
Projizierens bevorzugt, nämlich die Projektion vermittels der En - 1 , 

deren (n -1)-Richtung der Richtung von w" zugeordnet ist. Ist v die 
Länge von v" und Vi die Länge der in dieser Weise erhaltenen Projek
tion, so kann man sogar schon den Winkel zwischen v" und w" defi
nieren mit Hilfe der Gleichung: 

v' (75) cos(v", w") = _1). 
V 

Es ist aber zu beachten, daß der in dieser Weise definierte Winkel im 
aIlgemeinen nicht unabhängig ist von der Reihenfolge von V" und w": 

(76) cos (v", w") =l= cos (w", v") . 

Es gilt nun, unter den verschiedenen möglichen Formen der Indi
katrix die geeignetsten Formen aufzufinden. Dazu verhilft uns der 
Begriff der Drehung2). Die erste Forderung, die wir an eine Drehung 
um den Punkt XV zu stellen haben, ist die, daß sie eine lineare homogene 

o 
Transformation sein soll, die einen gegebenen n-dimensionalen Schraub-
sinn nicht verändert. Als zweite Forderung kommt hinzu, daß die Indi
katrix allen Drehungen gegenüber invariant sein soll, als dritte, daß 
die Drehungen eine Gruppe bilden sollen. Diesen Forderungen gemäß 
enthält die Gruppe der Drehungen alle linearen homogenen Transfor
mationen, bei denen ein Schraubsinn und die Indikatrix invariant sind. 
Es scheiden also sofort sämtliche Formen des Indikatrix aus, die nicht 
bei irgendeiner Untergruppe der linearen homogenen Gruppe invariant 
sind. Im übrigen bleibt aber die Wahl dieser Untergruppe noch frei. 
Man kann die Wahl einschränken, indem man verlangt, daß die ge
wählte Untergruppe auch umfassend genug sei, um ein gewisses Maß 
der freien Beweglichkeit zu gewähren. Man kann etwa die Forderung auf
stellen, daß es immer eine Drehung geben soIl, die irgendeiner Geraden 
durch x" eine beliebige vorgegebene Richtung erteilt, irgendeiner Ebene 

o 
durch diese Gerade eine beliebige die gegebene Richtung enthaltende 
vorgegebene 2-Richtung usw. Dann läßt sich beweisen3), daß diese 
Forderung nur erfüllt werden kann, wenn die Indikatrix eine nicht 
degenerierte quadratische Hypedläche ist und die Entfernung zweier 
Punkte demzufolge die Quadratwurzel aus einer quadratischen Form. 

Von einem anderen Standpunkte ausgehend kann man fordern, 
daß der oben definierte Winkel zwischen zwei Richtungen von der 
Reihenfolge der Richtungen unabhängig ist. Auch diese Forderung 
führt zu den nämlichen Bedingungen für die Indikatrix 4). 

1) Finsler, 1918. 5. S.39. 2) Vgl. Weyl, 1921. 4. S. 125 u. f. 
3) HeImholtz. 1868. 1; Lie, 1890, 1. Vgl. Weyl, 1921. 12, S.26. 
4) Finsler, 1918. 5. S.40. 
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Im nächsten Abschnitt soll gezeigt werden, daß auch einige noch 
zwirlgendere Forderungen, die sich an den Begriff der Übertragung 
knüpfen, zu den gleichen Bedingungen führen. 

§ 12. Die Fundamentaltensoren. 
Im Anschluß an die Resultate des vorigen Paragraphen wählen wir 

die quadratische Indikatrix: 

(77) gll' (xl- t) (x." - ~") = 1, 

in welcher Gleichung gl" eine symmetrische Größe mit nicht verschwin
dender Determinante ist, die der kovariante Fundamentaltensor 
genannt wird. Die zugehörige kontravariante Größe, der kontra
variante Fundamentaltensor sei gl!.' , 

(78) g"" gl''- = A'i.. 

Die Länge oder der Betrag v eines kontravarianten Vektors v" ist dann 
gegeben durch die Gleichung: 

(79) 
und die Entfernung der Punkte x" und x", die mit der Länge des V er-

1 2 

bindungsvektors identisch ist, durch 

(80) 

Die auf S.37 aufgestellte Definition des Winkels zwischen den 
Vektoren v" und w" führt zur Gleichung: 

(81) 
Cl ,lw!' 

cos (v", w") = I' ; v, w =f o. vw 

1>{ach (81) sind v" und w" senkrecht zueinander, wenn: 

(82) g",. v" w" = 0 • 

Die Maßbestimmung, die durch Festlegung eines Fundamental
tensors in der E,. entstanden ist, heißt die euklidische. Eine n-di
mensiQnale Mannigfaltigkeit mit euklidischer Maßbestimmung wird mit 
R,. bezeichnet. Da durch die euklidische Maßbestimmung der E,. in 
jeder Em in der E,. ebenfalls eine euklidische Maßbestimmung festgelegt 
wird, ist jede dieser Em also eine Rm • 

Wir betrachten jetzt einen kontravarianten Vektor v" und den in 
bezu~ auf g",. konjugierten kovarianten Vektorw). = g)."vI'. Jeder Vek
tor u", dessen Richtung in der (n - 1)-Richtung von w" enthalten ist, 
genügt der Gleichung: 
(83) u"w,. = 0 
oder: 
(84) 
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und v~ ist also senkrecht zu den bei den Rn - 1 von w .. , d. h. senkrecht zu 
allen Richtungen, die in der (n - 1)-Richtung dieser Rn~l enthalten 
sind. Da: 
(85) vi. W;. = v2 , 

so ist die Entfernung der beiden Hyperebenen, gemessen in der Rich

tung senkrecht zu diesen Hyperebenen gleich.!.. Jedem kontra-
v 

varianten Vektor v" ist also in eindeutiger Weise ein kovarianter Vektor 
zugeordnet, darstellbar durch zwei Rn - 1 senkrecht zu v~ und in einer 

Entfernung.!. voneinander. Jede der beiden Figuren, der Pfeil und die 
v 

Doppelhyperebene kann, wenn der Fundamentaltensor gi./L festliegt, als 
geometrische Darstellung sowohl von v" als von W;. = gi./L V-U benutzt 
werden. Wir können also, solange der Fundamentaltensor fest gewählt 
bleibt, die v" und W;. auffassen als die kOlltravarianten bzw. kovarianten 
Bestimmungszahlen einer einzigen Größe, die sich geometnsch nach 
Belieben entweder durch einen Pfeil oder durch eine Doppelhyperebene 
darstellen läßt. Diese Tatsache wird zum Ausdruck gebracht, indem, 
wo ein Fundamentaltensor fest gegeben ist, beide Bestimmungszahlen 
durch denselben Buchstaben dargestellt werden: 

(86) 
f v). = g)./L v~ 
\ v~ = g~/'V.u' 

Es ist dies die Methode des Herauf- und Herunterziehens 
der Indizes. Es ist zu beachten, daß diese Methode nur so lange ver
wendet werden darf, als der Fundamentaltensor fest bleibt. Ändert sich 
während der Rechnung der Fundamentaltensor, wie z. B. bei den Unter
suchungen über konforme Abbildung, so darf die Methode nicht ver
wendet werden. Bei .\nderung des Fundamentaltensors geht ja die 
vorhandene Korrespondenz zwischen kontravarianten und kovarianten 
Vektoren verloren und es stellt sich eine neue Korrespondenz ein, die 
durch den neuen Fundamentaltensor bedingt ist. 

Auch der Unterschied zwischen kontravari.anten, kovarianten und. 
gemischten Größen verschwindet bei fest gegebenem Fundamenta.1tensor, 
es bleibt nur der Unterschied zwischen kontravarianten, kovarianten 
und gemischten Bestimmungszalilen, die auseinander hervorgehen durch 
überschiebung mit t,· und g).w Z. B. ist: 

(87) P").,, = p~;.'" g",,, = p~",p g",;.gp" = P~;'p g",,,gp~' 

Auf die Reihenfolge der Indizes ist dabei stets zu achten, hat doch 
z. B. p/r eine ganz andere Bedeutung als p~~r. 

Nur bei einer Größe, die rein kovariant geschrieben und folglich 
auch rein kontravariant geschrieben in allen Indizes symmetrisch ist, 
ist die Reihenfolge der Indizes auch der gemischten Bestimmungszahlen 
unwesentlich. Der Einheitsaffinor Ai hat nun die besondere Eigenschaft, 
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daß bei jeder beliebigen Wahl des Fundamentaltensors infolge der 
Gleichungen: 

(88) { A~lf' = Iv 
Ar gl'V = g),v 

die Ar jedesmal mit den gemischten Bestimmungszahlen g:). des gewähl
ten Fundamentaltensors identisch sind. Damit ist die auf S. 28 statt Ai v 

eingeführte einfachere Schreibweise Ar gerechtfertigt. Im übrigen wer
den wir die Schreibweise Pi nirgends verwenden, auch nicht, wenn bei 
dem gegebenen Fundamentaltensor gl'v P':). symmetrisch ist, da diese 
Symmetrie bei Einführung dnes anderen Fundamentaltensors verschwin
det und dadurch Verwirrung entstehen könnte. 

Ist der Fundamentaltensor festgelegt, so lassen sich die Maß
vektoren in besonders einfacher Weise wählen. .A1s kontravariante 
Maßvektoren wähle man irgendein System von· n gegenseitig senk
rechten kontravarianten Einheitsvektoren ~v, i = 1, ... , n. i und i 

1 

sollen im folgenden stets Ein h e i t s v e k tor e n andeuten. Eine ein
n(n-ll 

fache überlegung zeigt, daß dies auf "",-2- verschiedene Weisen 
i 

möglich ist. Die zugehörigen kovarianten Maßvektoren i). sind bei 
dieser Wahl den kontravarianten in bezug auf g).!< konjugiert und es 
ist also: 

(89) 
i i 

'f' = i). g)." == i v • 
1 

Wir brauchen also zwischen kontravarianten und kovarianten ortho
gonalen Maßvektoren gar nicht zu unterscheiden und können dem
gemäß den Index i immer unten schreiben. Wird irgendein Vektor v" 
nach den neuen Achsenrichtungen zerlegt: 

(90) 

so schreiben wir auch hier den Index l' immer unten und nennen die 
Vj die orthogonalen Bestimmungszahlen des Vektors. Bei 
Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen verschwindet also der 
Unterschied zwischen kovariant und kontravariant. Orthogonale Be
stimmungszahlen werden immer durch lateinische Indizes angegeben. 
Da es bei Verwendung orthogonaler· Bestimmungszahlen sehr oft 
vorkommt, daß man über mehrfach auftretende Indizes nicht zu sum
mieren wünscht, setzen wir fest, daß über lateinische Indizes 
nur dann summiert wird, wenn ausdrücklich das Summen
zeichen vorgeschrieben ist. 

Da: 

(91) .,. {1 für i = k 
~Af .. = . 
ilc 0,,19=k, 
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so läßt sich der Fundamentaltensor folgendermaßen in die Einheitsvek
toren ausdrücken: 
(92) g"!' = :E ~"~!'; g,,!' = ~ ~" ~,t , 

j11 j11 

was sich auch so schreiben läßt: 

(93) , - { 1 für i = i 
g'j - 0 . -'- . 

" ~-F1· 

Zum Schluß, sei bemerkt, daß sich die eineindeutige Beziehung zwischen 
kovarianten und kontravarianten Größen, und die dadurch erzielte 
Vereinfachung der Rechnung nur bei Einführung einer q uadra tische n 
Indikatrix einstellt. Dies ist wiederum ein Vorzug der quadratischen 
Maßbestimmung allen anderen Maßbestimmungen gegenüber. 

§ 13. Geometrische Darstellung alternierender 
der orthogonalen und rotationalen Gruppe. 

Eigenschaften. 

Größen bei 
Metrische 

Sobald ein Fundamentaltensor fest eingeführt ist, sind unter den 
kartesischen Koordinatensystemen die orthogonalen Systeme mit n 
gleich langen Maß vektoren ausgezeichnet. Unter den linearen homo
genen Transformationen sind die orthogonalen ausgezeichnet, das 
sind die Transformationen, die ein Koordinatensystem dieser Art in 
ein System derselben Art mit demselben Ursprung überführen. Die 
orthogonalen Transformationen lassen die Indikatrix 1) unverändert und 
sind inhaltstreu. Sie bilden eine Gruppe, die o'rthogonale Gruppe, 
die eine Untergruppe der äquivoluminären ist. Eine orthogonale Trans
formation, die einen n-dimensionalen Schraubsinn invariant läßt, hat die 
Determinante + 1 und ist eine Dreh ung. Auch die Drehungen bilden 
eine Gruppe, die eine Untergruppe der (homogenen) speziell-affinen ist. 

Wie wir oben sahen, verschwindet bei Einführung eines Funda
mentaltensors, d. h. also bei Beschränkung auf die orthogonale Gruppe, 
der Unterschied zwischen kovarianten und kontravarianten Größen. 
Der kovariante einfache (n - p)-Vektor, der sich also schon bei der 
äquivoluminären Gruppe mit einem p-Vektor zweiter Art identifizieren 
ließ, läßt sich jetzt auch mit einem (n - p)-Vektor erster Art identifi
zieren. Bei der orthogonalen Gruppe kommt man also zur geometrischen 
Darstellung aus mit den einfachen p-Vektoren erster Art, p = 1, ••. , n, 
das sind also p-Vektoren, die den Schraubsinn in sich haben. 

Wird nun auch ein n-dimensionaler Schraub sinn festgelegt, d. h. 
beschränkt man sich nur auf die Gruppe der Drehungen, so verschwindet 
für gerades p (n - P), infolge des Faktors (- 1)p(n- p) in (50) (also stets 
für ungerades n) auch noch der Unterschied zwischen p-Vektoren und 

1) Das Wort Indikatrix hat hier einen anderen Sinn als in der Topologie, 
was dort Indikatrix heißt, wird hier mit "Schraubsinn" bezeichnet. 
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(n - p)-Vektoren, und für ungerades n sind also zur geometrischen Dar
stellung nur noch die p-Vektoren erster Art ° < p < ! n erforderlich. 

Für n = 3 sind die Verhältnisse wieder leicht zu übersehen. Bei der 
äquivoluminären Gruppe hat man vier verschiedene Größenarten, polare 
und axiale Vektoren sowie polare und axiale Bivektoren. Bei der spezieii 
affinen Gruppe verschwindet der Unterschied zwischen polar und axial, bei 
der orthogonalen Gruppe der zwischen Vektoren und Bivektoren. Bei der 
Gruppe der Drehungen verschwinden schließlich alle Unterschiede und Jer 
gewöhnliche Pfeil genügt zur Darstellung sämtlicher Größen (Abb. 6). 

Ist der Schraubsinn 0,0, ... ,0; 1,0, ... ,0; 1,1,0, ..• ,0 usw. als 
Normalsinn festgelegt, so wird der Einb.eits-n-vektor bei ge
gebenem Fundamentaltensor : 
(94) Iv' ... v,. = i[", •.. iv"l. 

1 n 

Ist der Fundamentaltensor gegeben, so ist es dasselbe, den Nottml.lsititi 
festzulegen oder den Einheits-n-Vektor festzulegen. Das Festiegeri des 
Einheits-n-Vektors ist gleichbedeutend mit dem Übergang zur spezieli
affinen Gruppe, das Festlegen von FundamentaItensor und Einheits
n-Vektor ist gleichbedeutend mit dem Übergang zur. Gruppe det 
Drehungen. Die Größe 1"'''''''' muß also die eindeutige Beziehung 
zwischen p-Vektor und (n - p)-Vektor vermitteln. In der Tat geheti 
die Formeln (50) bei Verwendung orthogonaler Bestimmungszah1en 

über in: { w. . = ~ _n_!_ I. . v. . 
~, ... ~-p '. ..::;.. . (n _ Pl! ~, ... t" t,,-p+, ... ~n 

(95) \,,-p+, ... \,. 

) (n ) ~ n! I 
Vi .... i p = (-1 p -p . ..::;.. . p! i, ... i,. Wip+, ... i,,· 

tp+l.·· t n 

Die Formel läßt deutlich erkennen, daß nur für gerades p (n - p) vöti
ständige Reziprozität zwischen vi, ... ip und Wi, ... i,._p herrscht, und a1sb 
nur in diesem Fall eine einzige eineindeutige Beziehung vorhanden ist. 

Ist der Fundamentaltensor gegeben, so kann man in die Rp eines 
einfachen p-Vektors Vv, ... Vp p gegenseitig senkrechte Einheitsvek
toren iV , ••• , iV legen. Man kann die Reihenfolge dieser Vektoren so 
wähle~, daß: P 

(96) V", .. ·Vp = pV ilv, • •• iVpl, 
1 P 

wo pV eine positive Zahl ist. pV heißt der Inhalt oder der Betrag 
von v", .. ·VP. pv ist der Inhalt der die Größe Vv, ... Vp darstellenden Figur, 
gemessen mit Hilfe eines p-dimensionalen Einheitswütfels. Man über
zeugt sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung 

p(p-l) 

(97) (pV)2=P! vv,,,,vPVv, ... vp=(-1) 2 P! vv,,,,vPv"p ... v,, 

mit deren Hilfe sich pV aus Vv, ... Vp berechnen läßt. Ein p-Vektor vorn 
Betrag 1 heißt Einheits- p-Vektor. 

Der Grad des Parallelismus einer Ep und einer Eq in En wurde auf 
S. 12 behandelt. Da bei Einführung eines Fundamentaltensors Ep , 
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Eq und En in Rp , Rq und Rn übergehen, gelten die dort erhaltenen Re
sultate auch für eine Rp und eine Rq in Rn. Es kommt jetzt aber eine 
metrische Eigenschaft, der Grad des gegenseitigen Senkrecht
stehens, hinzu. 

Sind alle Richtungen der Rp senkrecht zu allen Richtungen der 

Rq , p<q, so heißen Rp und Rq f-senkrecht oder vollständig 

se n krech t. Dieser Fall kann nur eintreten, wenn p + q ~ n. Ent
hält dagegen Rp nur t unabhängige Richtungen, die senkrecht zu allen 

Richtungen von Rq sind, so heißen Rp und Rg F-senkrechtl). Damit 

dieser Fall eintreten kann, ist notwendig, daß t + q:s n. 

§ 14. Metrische Eigenschaften eines Tensors zweiten Grades. 
Eine symmetrische Größe zweiten Grades hat nach Einführung 

eines Fundamentaltensors kovariante, kontravariante, gemischte und 
orthogonale Bestimmungszahlen, h, , hl.!" h;P = hP" h... Sie steht 

,.!, ,. .'. t1 

in eindeutiger Beziehung zur linearen Vektortransformation, die sich 
durch jede der vier folgenden Gleichungen darstellen läßt: 

198) 

f 'Vl. = hl." v·/t 
'v'· = hp/I v,n 

t 'Vp = h'O vl• 
.l. 

I Vi = ~ hij Vj • 

Die dritte Form der Gleichung stimmt ganz überein mit (58) auf S. 33. 
Auch die vierte Form zeigt völlige Übereinstimmung, wenn man bedenkt, 
daß bei Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen der Unterschied 
zwischen kovariant und kontravariant verschwindet. Es ist also un
mittelbar klar, was man unter Ha uptge biet und Nullge biet eines 
Tensors zu verstehen hat. Es kommen aber einige bemerkenswerte 
Eigenschaften hinzu. Zunächst se~ bemerkt, daß die Gleichung: 
(99) I (hij - Agi;) v; = 0, 

; 
die an die Stelle von (61) tritt, hier, wo hAft eine symmetrische Größe 
ist, stets n reelle Wurzeln hat und daß zu jeder m-fachen Wurzel ein 
m-dimensionales Hauptgebiet gehört. Der wenig interessante Beweis, 
den man in jedem Lehrbuch der Algebra findet, sei hier unterdrückt. 
Sodann wollen wir zeigen, daß zwei Lösungen ~f und ~j' die zu ver
schiedenen Wurzeln Al und A2 gehören, gegenseitig senkrecht sind. In 
der Tat ist einerseits: 

~.,1 2 1...... 1 B 
(100) ~ ViV. = T ~h;,J VJ V;, , 

i Al 'i.1 
andererseits: 
(101) 

1) Schoute, 1902, 5, S. 49. 
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und dies ist infolge der Symmetrie von ~J und der Ungleichheit von ).1 

und ).2 nur möglich, wenn 1; t.,; 0i verschwindet. Alle Hauptgebiete sind 
i 

also gegenseitig und zum Nullgebiet vollständig senkrecht. Innerhalb 
eines m-dimensionalen Hauptgebietes oder Nullgebietes können in be
liebiger Weise m gegenseitig senkrechte Richtungen als Hauptrich
tu nge n gewählt werden. 

Wählt man die Achsenrichtungen in Hauptrichtungen von hl,,, so 
bekommt ,h;.", die einfache Form:. 
(102) hl", = 1;kii i). i,.. 

i .,; .,; 

Die h;i sind die Wurzeln Ä der Gleichung (62) für P~A = h~l' die i). Ein
heitsvektoren in den Hauptrichtungen. Die h .. heißen die Hau p twerte 
des Tensors und sind vom . Koordinatensystem, nicht aber von der 
Wahl des Fundamentaltensors unabhängig. Die mit der inversen Trans
formatio~ korrespondierende ebenfalls symmetrische Größe ll" be
kommt die Form: 
(103) l " 1 .. 

AI' = ~T.~.).~,.. 
" u 10 1-

Die zur Transformation (98) gehörige Transformation der p-Vektoren 
wird vermittelt durch den p-Vektoraffinor: 

h[i. [J • ••• hip] iv] , 

der infolge der Symmetrie von hif ebenfalls bei Vertauschung von allen 
vorderen mit allen hinteren Indizes ungeändert bleibt und deshalb 
p-Vektortensor genannt wird. Der Größe hiJ sind in eindeutiger 
Weise ein Bivektortensor, ein Trivektortensor usw. bis zu einem r-Vektor
tensor zugeordnet, die nur dann Null werden, wenn kif' verschwindet. 

Eine Richtung W.,;, für welche 

0~ ~~~~=O 
;,i 

ist, heißt eine Nullrichtung des Tensors kif' Die Nullrichtungen eines 
Tensors n ten Ranges bilden einen quadratischen (n - 1)-dimensionalen 
Kegelmantel. Ist der Rang< n, so ist der Kegel ausgeartet und ent
hält das Nullgebiet. 

Der Tensor 1 h 1 n l,.g '" g" .. 

heißt der Skalarteil von h" ... Der Name Teil ist zutreffend, da der 

Skalarteil von h" .. - ~ h).,. i" g" .. verschwindet. Der Skalarteil von g).,. 

ist also g).,. selbst. Wir knüpfen hieran eine Erweiterung der Definition 
des Skalars auf S. 12. Nach Einführung des Fundamentaltensors soll 
jede Größe ein Skalar heißen, die sich mit Hilfe der behandelten Multi
plikationen und überschiebungen aus bei (8) invarianten Zahlen und 
den idealen Vektoren von beliebig vielen Faktoren gl,. und i'" zusammen
stellen läßt. Zur Unterscheidung behalten wir den Namen Zahlgröße 
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für die S. 12 definierten Größen bei. gJ./t ist also ein Skalar zweiten 
Grades, gdg", .. und g[JC[J.g",) .. ) sind Skalare vierten Grades. Die pte vek
torische überschiebung von p Fak~oren g).l' ist ein Skalar 2 pten Grades, 
der in einer bemerkenswerten Beziehung steht zum Einheits-n-Vek
tor h 1 ... "... Es gilt die Gleichung: 

~, 1 
(105) ~ Iil ... ipk, ... kn_p Ii, ... ipk, ... kn_p=-(n)g[idi, ••• gip]jp)l), 

k, ... k,,_p nl p 
die sich leicht verifizieren läßt. 

§ 15. Der Begriff der Komponente. Winkel einer 'Rp und einer 
'Rq in 'Rn 2). 

Ist eine Rp durch P in Rn gegeben, so kann man von den n gegen
seitig senkrechten Einheitsvektoren i" die p ersten in beliebiger Weise 

i 
in die Rp legen. Wird dann irgend eine Größe als Summe von Produkten 
von Einheitsvektoren geschrieben, z. B. : 

1 •...• n 
(106) vW "')." = ~ViikliOJif'i).i", 

iikl i i k I 

so nennt man die Summe aller Glieder, die nur i", ... , i" enthalten, die 
Rp-Komponente der gegebenen Größe: 1 p 

1, .... P 
(107) , 0)"')." _ ,., 'Q) .·u .}. ' .. v - ~ V""wa: ~ ... ~ ~ • 

"vwa: " " W a: 

Die Rp-Komponente des Fundamentaltensors, die gleichzeitig Funda
mentaltensor der Rp ist, ist also: 

1, .... 1' 
(108) , g"'" = ~ i). i!' . 

" "" 
Mit Hilfe dieser Komponente kann man durch Überschiebung die Kom-
ponenten sämtlicher anderer Größen bilden. Es ist z. B.: 
(109) 'VQ)I'}.'· = 'g:igfl'fr 'g-:; v"'Pr d • 

Die Größe 
(11Q) 'gr = g"""g",J. 

ist der Einheitsaffinor der Rp • 

Da Gleichungen dieser Art sehr oft vorkommen, führen wir für 
, g:, 't:. . .. die Bezeichnung 't:,!::: ein und schreiben also: 

(111) 'vQ)"''''' = 'gw!'J. .. v"'Pr" 
"'Pr" . 

Außer der Rp sei jetzt auch eine Rq gegeben, p ~ q. Ihr Funda
mentaltensor sei 11 g}.,... Die Rq-Komponente von i). ist dann "gr i). und 

" " das Quadrat des Cosinus des Winkels zwischen !). und Rg ist: 

( 112) cos2 qJ" = iJ. i'" 11 gJ.!, • 
" " 

1) Lipka, 1922, 21, S. 243. 
2) Vgl. Schoute, 1902. 5. S. 77; Segre, 1921. 5. S. 800. 
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Bildet man dieses Quadrat für p beliebige gegenseitig senkrechte Rich
tungen in Rp, .so entsteht bei Summierung: 

(113) 

Diese Summe ist also unabhängig von der näheren Wahl der Richtungen 
i'" und auch gleich der Summe der q Cosinusquadrate der Winkel zwi
u 
sehen q beliebigen, in R'l gegenseitig senkrecht gewählten Richtungen 
mit Rp • Die Gleichung (112) läßt sich auch schreiben: 

(114) COS2 m = iJ. i" ,,,,,,p "g 
TU I' U 6J.,.. .. p' 

In Rp liegt also ein Tensor: 

(115) 'h -' .. p" . J.,..- gJ.,.. g .. p, 

die Rp-Komponente von "g).,.., dessen Hauptrichtungen mit den extre
men Werten von cos2 rp" korrespondieren. Ebenso liegt in R'l ein Tensor: 

(116) '~h -" "",p, J.,..- 6),,.. g .. p. 

Liegt v~ in einer Hauptrichtung von 'h).", so ist: 

(117) 
oder 
(118) 
woraus folgt: 
(119) 
oder 
(120) 

'h~" v" = l v" , 

'g" ""'" '11' = l v" . 
.. 6" ' 

"h~ ("""''11') = l "g~ vi' .. 6,. P • 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daß die Projektion von 1f' auf R'l 
in eine Hauptrichtung von "h.,.. fällt und denselben Faktor bekommt 
wie v". Die Hauptrichtungen von 'hJ.,.. und "hJ.,.. sind also Projektionen 
von einander und die zugehörigen Hauptwerte sind proportional. Die 
beiden Tensoren müssen demnach denselben Rang haben und dieser ist 
infolgedessen höchstens gleich p. Dies geht auch daraus hervor, daß R'l' 
jedenfalls q - p unabhängige Richtungen senkrecht zu Rp enthält, 
und diese im Nullgebiet des Tensors "h)." liegen müssen. Sind die beiden 
Tensoren vom Range 'T, so enthält Rp gerade p - 'T unabhängige Rich
tungen senkrecht zu R'l und R'l gerade q ~ 'T un~bhängige Richtungen 

senkrecht zu Rp , und Rp und R'l sind also P;" -senkrecht (S.43). 

Umgekehrt, sind Rp und R'l P;"-senkrecht, so haben beide Tensoren 

~::enR::. 'T. Sind Rp und R'l ; -parallel, so ist der Rang der Ten-

Gibt man die Rp und die R'l in P durch die einfachen alternierenden 
Größen V~l"'''P und W~l"'~f, so lassen sich für den Grad des Parallelis-
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mus und den Grad des gegenseitigen Senkrechtstehens sehr einfache 
Formeln aufstellen. Sind Rp und RIJ vollständig senkrecht, so ist: 
(121) v).",,).,.-lp wp ........ , = 0 . 

Diese Bedingung ist auch hinreichend. Denn, enthielte V"t ••• "" eine 
Richtung v", die nicht senkrecht zu W"" ""f wäre, so wäre vPwp ........ /l * O. 
Man könnte dann V""""1' in der Form v[ .. ' .. · .. ,.-IV"1'J schreiben, und die 
linke Seite von (121) erhielte dann sicher ein Glied: 

..!.. 'I)1 .... Ä,.-. vI' W P 1''' .... ",. 

das nicht Null wäre und durch kein anderes Glied neutralisiert werden 
könnte. 

Wir beweisen nun den Satz: 

Für ps.q ist: {* 0 für u=P-t 
(1 2) uÄ·· .. J.p-up·· .. ,·"w 

2 1' ..... 1' ..... + ...... , = 0 " u = P - t + 1 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 

Rp und RIJ ; -senkrecht sind. 

Die Überschiebung ist für u = p - t das allgemeine Produkt eines 
t-Vektors in Rp mit einem (q - p + t)-Vektor in RIJ , die vollständig 
senkrecht sein müssen, da ja die nächst höhere Überschiebung verschwin
det. Rp kann aber nicht mehr als t unabhängige Richtungen senkrecht 
zu Rq enthalten, da sonst die Überschiebung auch für u = P - t Null 

wäre. Rp und RIJ sind also -f-senkrecht. Ist umgekehrt gegeben, daß 

Rp und RIJ i-senkrecht sind, so folgt, daß die Überschiebung für 

u > P - t verschwindet, nicht aber für u = P - t, da sonst Rp und R'I 

mehr als ~-senkrecht wären. 

Die Gleichungen (122) haben auch eine vom Fundamentaltensor un
abhängige Bedeutung. w). .... )., hat dann eine (n - q)-Richtung, und aus 
dem eben erhaltenen Resultat folgt, daß (122) auch die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür ist, daß die Ep von v"· .. · .. " und die En- tt 

von WA .... )., ~ -parallel sind für P < n - q und n ~ q -parallel für P > n - q . 
Eine andere Form der Bedingungen für den Parallelismus erhält man 
folgendermaßen. Werden eine Ep und eine Er' p s. q, festgelegt durch 
vA· .. ·Ä1' und W"· .. · .. , und sind E und E vollständig parallel so ist· , p IJ ,. 

(123) v).· .. ·Äp-,[p w""""'] = O. 

Diese Bedingung ist auch hinreichend. Denn, enthielte v"· ... ,,1' eine 
Richtung v" außerhalb R IJ , so wäre v["w",· .. ",l * o. Man könnte dann 
v"·· .. ,,1' in der Form v[",,,,,,,.-IV"1'J schreiben und die linke Seite von (123) 
enthielte dann sicher ein Glied: 

1 
- V1. ... ·Ap -. v[p w .. • .. ·",J P , 
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das nicht Null wäre und durch kein anderes Glied neutralisiert werden 
könnte. 

Wir beweisen nun den Satz: 

Für ps.q ist: 

(124) V2, ••. Ap - u [.t,,···,<"W"'···"'] { =1= ° für 14 = P - s 
=O,,14=p-s+1 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 

Rp und Rq ~-parallel sind. 

Die überschiebung ist für 14 = P - s das allgemeine Produkt eines 
s-Vektors in Rp mit einem w .. , ..... , als Faktor enthaltenden (p + q - s)
Vektor, die vollständig parallel sein müssen, da ja die nächsthöhere über
schiebung verschwindet. Rp kann aber nicht mehr als s unabhängige 
Richtungen parallel zu R'l enthalten, da sonst die Überschiebung auch 

für 14 = P - s Null wäre. Rp und Rq sind also ~-paralle1. Ist umge

kehrt gegeben, daß Rp und Rq ~-parallel sind, so folgt, daß die Über

schiebung für 14 > P - s verschwindet, nicht aber für u = p - s, da 

sonst Rp und R'l mehr als ~-parallel wären. 

Es ist zu beachten, daß die Formeln (124) für den Grad des Parallelis
mus keine rnetrischen Beziehungen darstellen. Sie sind vom Fundamental
tensor unabhängig und werden nur deshalb an dieser Stelle erwähnt, 
um die bemerkenswerte Analogie, die zwischen den skalaren und den 
vektOJischen Überschiebungen besteht, deutlich hervortreten zu lassen. 

§ 16. Infinitesimale Drehungen und Bivektoren. 
Eine lineare homogene Transformation heißt i nfi ni te si mal, wenn 

sie der identischen Transformation unendlich benachbart ist. Sie hat 
also die Form: 
(125) 'x"=x"+eG: Ax2 

Soll die Transformation eine Drehung sein, so muß sie g"" x" x'· unver
ändert lassen. Dazu ist notwendig und hinreichend, daß: 

(126) g,,1' (xl" xA G:,. + x" xA ~A) = 0 

ist für jede Wahl von x", d. h. es muß g,."G;." ein Bivektor sein. Zu jeder 
infinitesimalen t>rehung gehört also ein. Bivektor : 

(127) eF,.,. = egA"G~,., 
der Bivektor der Drehung, und es ist: 

(128) 'x" = x" + eF:AxÄ • 

Wir wollen jetzt zeigen, daß es bei einer infinitesimalen Drehung 

für n gerade jedenfalls .~ und für n ungerade jedenfalls n - 1 Ebenen 
2 2 
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gibt, die eine Bewegung in sich selbst ausführen. Aus F).p. läßt sich die 
offenbar symmetrische Größe: 
(129) h;." = Fi" F,." 

ableiten. Es sei nun i" ein Einheitsvektor in einer Hauptrichtung dieses 
1 

Tensors und hll die zu i" gehörige Bestimmungszahl von h;.". Der 
1 

Vektor F;." i" ist senkrecht zu i" ,und da: 
1 1 

(130) h;/ F)." f = F;l h).,. f = hll F ,.;. i). 

ist, so liegt F;." i" ebenfalls in einer Hauptrichtung von h;.", mit der-
1 

selben Bestimmungszahl hll • Legen wir i" in diese Richtung, so 
2 

ist also hu = h2Z ' Jeder Vektor in der 1, 2-Ebene wird durch über-
schiebung mit F).I' um 90 0 gedreht und bekommt einen Faktor hu -
Ist nun der Rang von hlp. > 2, so kann man i" in eine Haupt-

3 

richturig von h1p. senkrecht zu ":,, und i", die keine Nullrichtung ist, 
1 2 

legen. Es gehört dann zu i" ebenso ein Vektor iV und es ist hS3 = hu -
3 4 

Auch i" ist senkrecht zu iV und i", da z. B.: 
4 1 2 

.. " 1 'vF • _ Pu· 'v 
~v~ =P- ~ vp.~p. - P-~"~ = O. 
14 ca1 3 4323 

(131) 

Der Rang l' von h).p. ist also ~ 4. FährtmanindieserWeisefort,~oergibt 
sich, daß l' jedenfalls gerade ist, und daß h;.p. und F).p. geschrieben 
werden können: 

{ 
h;.p. ="'11 (i;. i,• + i;. ip.) + ... + hrr ( i). i p. + i;. il') 

1 1 2 2 r-1 r.-1 r,. 
(132) F;." = v12 (il it. - i;. i,.) + ... + vr - 1 r ( i ;. i/. - i;. i,.) 

1 lr 2 1 • r-l,. r r-l 

Vi, i+ 1 = Y - hii für i ungerade. 

Der Rang von h;.p. ist also dem Range von F;.." gleich. Sind die Koef
fizientenpaare alle ungleich, so gibt es nur eine Zerlegung von hJ.p. und 
FJ.p., werden einige Paare gleich, so wird die Zerlegung dort unbestimmt. 
Bei jeder bestimmten Wahl der Richtungen 1, __ ., l' führen aber die 
Ebenen 1 - 2, 3 -4, . __ , (1' - 1) - l' eine Bewegung in sich aus, während 
sämtliche Richtungen, die zu diesen l' Richtungen senkrecht sind, 
sich nicht ändern. 

Der Rang eines Bivektors ist vom Fundamentaltensor unabhängig. 
Wählt man also einen anderen Fundamentaltensor, so wird die Zer
legung von F).,. in einfache Bivektoren eine andere, die Anzahl dieser 
Bivektoren ist aber stets dieselbe. Auch ist es nicht möglich, daß 
F).p. sich durch irgendwelche andere Methoden zerlegen ließe in weniger 

als i einfache Bivektoren. Man könnte dann immer einen Fundamental

tensor so wählen, daß die Bivektoren in bezug auf diesen Tensor gegen-
sc h 0 u teD, Riccl-Kalkül. 4 
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seitig vollkommen senkrecht wären. bei einer senkrechten Zerlegung 

müssen aber. wie oben gezeigt wurde, immer i einfache Bivektoren 
entstehen 1). 

Wir haben also die Sätze erhalten: 
Der Rang t' eines Bivektors (also auch der Rang jeder 

schiefsymmetrischen Determinante) ist stets gerade. und 

jeder Bivektor kann in i. nicht aber in weniger als i ein

fache Bivektoren zerlegt werdenlI). 
Zu jeder infinitesimalenDrehung gehört ein bestimmter 

Bivektor eF,.,.. der sich in i gegenseitig vollständig senk. 

rechte einfache Bivektoren zerlegen läßt. Die Zerlegung ist 
nur dann eindeutig bestimmt. wenn die Hauptgebiete des 
Tensors F,.,.F~ .. alle zweidimen!}ional sind. Jeder einzelne 

der.!... einfachen Bivektoren bewegt sich bei der infinitesi-
2 

malen Drehung in sich. die zu F,.,. senkrechten Richtungen 
bleiben in Ruhe. . 

Aus (132) ergibt sich ohne Rechnung eine neue Bedingung dafür. 
daß der Rang eines Bivektors t' ist: 

( ) F F { =1= 0 für 2 P = r • 
133 [l,,.,... "",.p] = 0 " 2 P > r. 

in Worten: 
Ein Bivektor Fl ,. hat dann und nur dann den Rang r, 

wenn das alternierende Produkt von p Faktoren Fl ,. ver
schwindet für 2P > r. aber nicht verschwindet für 2:P = r3). 

Es'verdient Beachtung. daß der in (133) für 2 P = rauf tretende 
r-Vektor einfach ist. was unmittelbar aus (132) folgt und im dritten 
Abschnitte Verwendung finden 'Wird. Die Bestimmungszahlen des r-Vek
tors sind bis auf Zahlenfaktoren "Ptattsche Aggregate ,ter Ordnung". 

§ 17. Lineare Abhängigkeit und Dimensionenzahl von 
Tensoren und p-Vektoren. 

Es seien m Größen pten Grades ~A, ... Ap. U = 1. • .. , m gegeben. 
Es ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen es unter diesen 
m Größen gerade q linear unabhängige gibt, oder. anders gesagt. wann 
gerade m - q linear unabhängige Gleichungen von der Form: 

(134) 
v 1: OI.VA, ... Ap = O. 

v VII: 
x=1, .... m-q 

1) Die Zerlegung eines Bivektors ohne Verwendung eines Fundamentaltensors 
findet sich z. B. bei Carlan. 1922. 20. S.53. 

Z) Literaturangaben bei Pascal. 1910, S.64. 65. 129. 
3) Gl'aßmann,1844, 1, S. 206; 1862,1, S. 56; für p = 2; Rothe, 1912,1. S.1039. 
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existieren. Existieren diese Gleichungen, so existieren auch die m - q 
Gleichungen: 
(135) 2: ()(. w ÄI ••• wÄp-. ~}""'}'P = 0, x = 1, ... , m - q 

U UII: 1 p-l 

für jede Wahl der Vektoren w", ... , w", von denen eine jede die lineare 
1 p-l 

Abhängigkeit von m Vektoren zum Ausdruck bringt. Nun ist die not
wendige und hinreichende Bedingung für die Existenz von Gleichungen 
der Form (135), daß der Rang r der Matrix dieser m Vektoren gleich q 
ist. Diese Bedingung ist aber ni c h t hinreichend für die Existenz der 
Gleichungen (134). In den Gleichungen, die infolge r = q existieren, sind 
nämlich die Koeffizienten oe. von der Wahl der Vektoren w"', ... , w"P-' 

UII: 1 p-l 

nicht unabhängig. Setzt man nun in (135) für w", ... , w" nach-
1 p-l 

einander auf alle möglichen Weisen die Maßvektoren e", ..• , e" ein, so 
al an 

entstehen zwar Gleichungen, die dieselbe Form haben wie die nP aus-
geschriebenen Gleichungen (134), die Indizes oe. sind aber in jeder ein-

UII: 

zeInen Gleichung andere, abhängig von den für Ä1, ••• , Äp _ 1 eingesetzten 
Werten. Nur von dem Werte von Äp sind die oe. unabhängig. Sind nun 

UII: 

die Größen ~l •.•• )-p entweder alle symmetrisch oder alle alternie
rend, so ist ersichtlich, daß jede Kombination der Indizes durch 
wiederholte Permutation und Abänderung des Indexes,lp aus jeder 
anderen Kombination entstehen kann, und in diesen beiden Fällen sind 
also die Koeffizienten oe. der infolge der Bedingung r = q existierenden 

uz 
Gleichungen von der Wahl der Indizes unabhängig und ist diese Be-
dingung infolgedessen hinreichend für die Existenz von (134). Wir be
schränken uns weiter nur auf symmetrische oder alternierende Größen, 
und gehen auf den verwickelteren allgemeinen Fall nicht näher ein. 

Damit haben wir den Satz erhalten: 
Von m symmetrischen bzw. alternierenden Größen 

~Ä, ... Äp, u =1, "', m, sind dann und nur dann gerade q linear 
unabhängig, wenn der Rang der Matrix der m Vektoren: 

U 
WA, wAP-l v' , 
1 .• 'P-l '·I .. • Ap 

für irgendeine Wahl der Vektoren w"', •.. , w"P-' gleich q, für 
keine Wahl aber> q istl). 1 p-l 

Für q = m = n lautet also die notwendige und hinreichende Be
dingung: 

1 " (136) V{Äll ... (l"P-' [Ä"p ••• Vl",) ... ln, P -1) ln,p] =F O. 
Eine symmetrische oder alternierende Größe v'-.... Äp ' die als Summe 

von Vielfachen der Produkte von q und nicht weniger als q linear unab
hängigen Vektoren geschrieben werden kann, heißt q-d i m e n s ion a1. 

1) Sinigallia. 1905, 3, S. 165. auch für den Fall, daß die Größen nicht 
denselben Grad haben. 

4* 
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Eine p-dimensionale alternierende Größe Vl, ... l p ist also dasselbe wie 
ein einfacher p-Vektor. Ist Vl,. •. lp eine q-dimensionale Größe, so besitzt 
die Gleichung: 
(137) Vl, •.• lp wl.p = 0 

n - q linear unabhängige Lösungen wY • Denn man kann die q Vektoren 

als die q ersten kovarianten Maßvektoren ~l' ••• , t nehmen, und die 
kontravarianten Maßvektoren eV , ••• , eV bilden dann n - q Lösungen. 

q+l n 
Hat umgekehrt die Gleichung (137) n - q linear unabhängige Lösungen, 
so kann man diese als die n - q letzten kontravarianten Maßvektoren 
wählen und Vl, ... lp läßt sich dann in den q ersten kovarianten Maß
vektoren allein ausdrücken. Es gilt also der Satz: 

Dafül, daß eine symmetrische oder alternierende Größe 
Vl, ... l p q-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend, 
daß die Gleichung (137) gerade n - q linear unabhängige Lö
sungen hat. 

Hat (137) n - q linear unabhängige Lösungen, so bestehen zwischen 
den n Grö1}en (P -1)-ten Grades: 

(138) Vl, ... lp_,a,J.p ' ••• , vll ... lp_.anl.p 

gerade n - q lineare Beziehungen und umgekehrt. Es muß also die 
Matrix der n2 Bestimmungszahlen der n Vektoren: 

(139) Wl' l wlp-,V' , • 
1 .. 'p-2 A"""p_"ttI.P' 

für irgend eine Wahl der Vektoren W V den Rang q, für keine Wahl aber 
einen Rang> q haben (S. 51). Daraus folgt der Satz: 

Dafür, daß eine symmetrische oder alt'ernierende Größe 
Vl, ... l p q-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend, daß 

{ to s=q 
(140) V(ll100' (l"v-. Il" p -11 [l,01' ••• VJ.,.) ... J."p_ ,l Ii."p-,I J·"v] = 0 s > q. 

Da die in (140) vorkommende Größe spten Grades auch alternierend 
ist in den s Indizes Ä,l,P-l' ooÄ,.,P_l, so lautet eine andere Form der 
Bedingung: 

f t 0 
(141) V(lll • .,(l"p_, [l"P-' [l"p ••• Vllll ... J.,.p_,ll',V-l]l"p] \ = 0 

Auch jede der Gleichungen: 

(142) Vi.ll ... l" p_. [l" p_ dJ." p ••• VI)'" ... )." p _ ,Il., v _,] i.., p] { t ~ 

s=q 
s> q. 

s=q 
s> q, 

{ to s=q 
(143) Vl., ... l" p -, J." V-l [J." P ••• V Ilu ... i .• , p - ,I .• , p-li J •• , p] = 0 s> q 

stellt eine notwendige und hinreichende Bedingung dar. Denn aus (142) 
bzw. (143) folgt (140) bzw. (141), und, ist umgekehrt Vl, ... lp q-dimen
sional, so verschwindet jede Verknüpfung, in welcher über mehr als 
q Indizes alterniert ist. Es gilt also der Satz: 



§ 17. Lineare Abhängigkeit und Dimensionenzahl von Größen. 53 

Dafür, daß eine symmetrische oder alternierende Größe 
q-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend, daß eine 
der Beziehungen (140), (141), (142) oder (143) gilt. 

Es ist zu beachten, daß der Fall q = p + 1 bei alternierenden Größen 
niemals auftreten kann, da es keine (p + 1)-dimensionalen p.-Vektoren 
gibt (vgl. S. 20,26). 

Für q = p gilt auch der Satz: 
Eine alternierende Größe V;., ... i.p ist dann und nur dann 

einfach, wenn V[i., ... lp v'.,l'< .... ,l/p verschwindet. 
Die Notwendigkeit der Bedingung ist selbstverständlich, da ja 

V;., ... Ap in einem kovarianten Gehiet pter Stufe (S.20) liegt und in diesem 
Gebiet jede Alternation über p + 1 Indizes verschwinden muß. Um zu 
beweisen, daß sie auch hinreicht, führen wir n - p -1 beliebige Vektoren 
WA, U = 1, ... , z; z = n - p -1 ein. Der Ausdruck: 
u 

(144) VAll ... [Ä,p vii", ... P.sp ... V IIp+,., ... \Ap+,. p 7ft.,,,. ~t<.-p-,l 

läßt sich dann nach dem auf S. 30 bewiesenen Satze schreiben als eine 
Summe von Größen, die alle ein alternierendes Produkt von n Faktoren 
enthalten, in welchem alle idealen Faktoren eines bestimmten Fak
tors Vl, •• i.p vorkommen. Daneben müssen noch n - p andere Faktoren 
vorkommen, und da es nur n - p -1 Faktoren w). gibt, muß wenigstens 

u' 

ein idealer Faktor eines anderen Faktors V;., ... i. p auftreten. Dann folgt aber 
aus der Voraussetzung, daß alle Terme verschv'.'inden, d. h. daß (144) ver-

schwindet. Nun sind aber die ;;i. beliebig wählbar und es verschwindet 
demnach der in (143) links auftretende Ausdruck für s = p + 1. Die 
Bedingung ist also auch hinreichend 1). 

Es läßt sich nicht in derselben Weise beweisen, daß das Verschwinden 
von V[i., ... i.pV,., .. ,ugl .... up eine hinreichende Bedingungfürdie (P + q -1) -Di
mensionalität von vJ., ... ;.p wäre. Denn bei der obigen Umformung. kön
nen dann zu V; ..... I.p ideale Faktoren treten, die zu verschiedenen 
Faktoren VA, ... J.p gehören. Das Gegenbeispiel der immer verschwindenden 
Größe V[Ä,J.,I., v"'I<,",l lehrt, daß diese Bedingung auch in der Tat nicht 
hinreichend ist. Man gelangt aber in derselben Weise wie oben zu dem Satz : 

Dafür, daß v;., ... ?'p q-dimensional ist, ist notwendig und 
hinreichend, daß jeder Ausdruck, der ein Produkt enthält, 

d F 1 S-P f" + b . ht f" von er· ormv[)., ... I.pV;.p+,,,.Vl,], urs=q 1,a ernlC ur 

s = q verschwindet. In diesem Ausdruck sind ~i., ••. ,sv: ideale 
Faktoren, die zu einer beliebigen Anzahl von Faktoren 
vÄ, ... i.p gehöre n. 

1) Eine andere Form dieses Beweises findet sich bei Weitzenbäck, 1923. 1. 
5. 84. Andere notwendige und hinreichende Bedingungen. die aber Hilfsgrößen 
enthalten, finden sich in den Anmerkungen und Nachträgen zu Graßmann, 1862, 1, 
5.409 u.511. Vgl. auch Weitzel1böck, 1923,1,5.114 u.f. 
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Dieses Kriterium ist meist einfacher als eine der Gleichungen (140) 
bis (143). 

Damit die Dimensionenzahl einer symmetrischen Größe <n 
ist, ist notwendig und hinreichend, daß die Größe: 

verschwindet, wo über alle n(p-2) Indizes außer Ä1P-1. .• Ä.np-~ und 
Ä1P •.• Änp gemischt ist. Die zu dieser Größe gehörige Form {n (P - 2) }-ten 
Grades ist die Hessesche Kovariante der zu Vl, ••• lv gehörigen Form 1). 

Für den Fall, daß die Größe alternierend, q = n und n gerade 
ist, lassen sich die Bedingungen vereinfachen. Dazu verwenden wir die 
Formel: -

(145) v[ldf"'" vl"l,unl = (-1)~ 2-n n I (~ I) -1 V[}.,J., •.. VJ.n_,l"lV[f",u, ... V/'n-,,unl' 

die gültig ist für jede alternierende Größe Vl,u und gerades n. 
Man beweist (145), indem man zeigt, daß die a l , •.• , an' al , •.• , 

an - Bestimmungszahl auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe ist. 
Es ist zweckmäßig, dabei die Maßvektoren so zu wählen, daß vJ.,u eine 
Summe von Produkten von Maßvektoren ist. Die Formel ist gleich
bedeutend mit dem bekannten Cayleyschen Satze, daß jede schief
symmetrische Determinante geraden Grades sich als Quadrat schreiben 
läßt. (Die Bestimmungszahl von 

V[l,l •••• Vln _ 1 l nl 

ist bis auf einen Zahlenfaktor ein "Pfaffsches Aggregat der Ordnung n".) 
Ist also n gerade und t = 1 n, so ist das Produkt von: 

11 t t 11 t t 
Vlll ••• Vl1 ,v_.··· V)." ••• Vl"v_, V[IX, V"'a'" V"'n_l V"'nl 

mit sich selbst bis auf einen nicht verschwindenden Zahlenfaktor gleich 
der in (142) links auftretenden Größe. Es gilt also der Satz: 

Dafür, daß ein p-Vektor n-dimensional ist, n = 2 t, ist 
notwendig und hinreichend, daß 

(146) 
11 t t 11 t t 
Vlll ••• V;",P_.' •• V;." ••• V;." p_. V["" V",.' •• V"'n_, V"'nl t o. 

Für P = 2 ergibt sich aus (146) die einfache Bedingung: 

(147) V["',"', ••• V"'n_''''nl t 0, 

in Wörten: 
Dafür, daß ein Bivektor Vl,u n-dimensional ist, n = 2t, ist 

notwendig und hinreichend, daß das alternierende Produkt 
von t Faktoren v;',u nicht verschwindet. 

Da die Dimension eines Bivektors dem Range gleich ist, ist dieser 
Satz ein Spezialfall des Satzes (133) auf S. 50. 

l).Sinigallia, 1905, 3, S. 171. 
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§ 18. Die Größen der Xn' 
Sämtliche im vorigen Paragraphen behandelten Größen und ihre 

Verknüpfungen sind definiert in bezug auf die En , genauer gesagt in 
bezug auf die (homogene) affine Gruppe, die Gruppe also, durch die in 
einer En die kartesischen Koordinatensysteme mit gemeinschaftlichem 
Ursprung vertauscht werden. Dementsprechend hatten alle Größen 
eine vom Ort in der En unabhängige Bedeutung und ließen sich durch 
endliche Figuren in der En geometrisch darstellen. 

Es gilt jetzt, diese Definitionen so zu fassen, daß sie für eine allge
meine X n Gültigkeit behalten. Dazu genügt die Bemerkung, daß beim 
Übergang von den Urvariablen x" zu neuen Urvariablen 'x": 

(148) 'x"='x"(xa" ... ,~) 

die Differentiale der Urvariablen sich linear homogen transformieren: 
iJ 'x" 

(149) d 'x" = -}.. dx", 
iJx 

wobei die Funktionaldeterminante \ iJ 'x; I nicht verschwinden darf, da 
die Umkehrung: iJx 

(150) dX,,=~x"ld'x}, 
iJ 'x-

möglich sein soll. Werden alle möglichen Transformationen (148) mit 
nicht verschwindender Funktionaldeterminante betrachtet, so durch
läuft in jedem Punkte der X n die Transformation der Differentiale die 
ganze Gruppe der affinen Transformationen mit nicht verschwindender 
Determinante. Die zu verschiedenen Punkten gehörigen Gruppen sind 
aber vollständig unabhängig voneinander, da eine affine Transforma
tion in P zusammen mit jeder beliebigen affinen Transformation in 
einem endlich entfernten Punkte Q auftreten kann, wenn man die Trans
formation der Urvariablen nur entsprechend wählt. Zu jedem Punkte 
der X n gehört also eine affine Gruppe, und zwei dieser Gruppen in P 
und Q stehen lose nebeneinander ohne irgendeinen von den Urvariablen 
unabhängigen Zusammenhang. Das heißt, das infinitesimale Gebiet 
um P ist eine En für sich, die mit der En um Q in keinerlei Beziehung 
steht. In jeder einzelnen dieser infinitesimalen En gelten nun alle B~
griffsbestimmungen und Resultate der vorigen Paragraphen, es braucht 
nur statt der Transformation (8) auf S. 12 die Transformation der Dif
ferentiale (149) eingesetzt werden. Ein kontravärianter Vektor in P 
ist also der Inbegriff von n Bestimmungszahlen v", die sich bei Anderung 
der Urvariablen in folgender Weise transformieren: 

iJ 'x'" iJ x'" 'v'" -- p.", v}, , v'" Q" 'v}, P" Q" ,. = .}, , ·}'=iJx}" ·},=iJ'x}, (151) 

iJ' ." 
in welcher Gleichung mit den ~ die Werte gemeint sind, die diese 

. iJx-
Differentialquotienten in P haben. Ein kontravariantes Vektorfeld 
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ist der Inbegriff von n Ortsfunktionen v", die sich bei Änderung der 
Ur variablen in der ganzen X n nach (151) transformieren, wo jetzt die 
a' " ----; auch als Ortsfunktionen aufzufassen sind. 
OX 

Sind in einem Punkte n linear unabhängige kontravariante Vek
toren v", ..• , v" gegeben, so kann man aus den n Gleichungen: 

I n 
(152) v" = v). e" 

1 1). 

die n kontravarianten Maßvektoren e" berechnen. Nun lassen sich aber 
). 

ohne weitere Annahmen in jedem Punkte einer X n n linear unabhängige 
kontravariante Vektoren aufweisen, nämlich n Linienelemente dx". 
Durch die Wahl der Urvariablen ist also in jedem Punkte, ohne daß 
irgend welche weitere Annahmen erforderlich wären, das System der 
kontravarianten Maßvektoren festgelegt. 

Ein kovarianter Vektor in P ist der Inbegriff von n Bestimmungs
zahlen WA, die sich bei Änderung der Urvariablen in folgender Weise 
transformieren: 
(153) 1V). = P:;.'w", [vgl. (16) auf S. 14]. 

Sind in einem Punkte n linear unabhängige kovariante Vektoren 

~)., ••. , ;). gegeben, so kann man wie oben aus diesen die n kovarianten 
Maßvektoren berechnen. Es gelingt nun mit Hilfe von n gegebenen 
kontravarianten Vektorfeldern v", ... , v" n Systeme von n Ortsfunk-

1 n ' 
tionen zu bilden, die sich kovariant transformieren. ' In der Tat, 'setzt man 

(154) 
1 v["' .•• VVp-l v"P+l ... v"nl 

~ = _ (_ t)P-l 1 p-·l p+l n p = 1 .,. n 
"P n [v, "n] , '" v ...•.... 5 •• ••••••••• V 

1 

so ist :t;;). VA für jede Wahl von p und q invariant bei Änderung der Ur
q 

variablen: 

(155) P 1 {1für p =q 
W1V = , 

q O"P+q 
p,q = 1, ... , n 

und die :t;;). transformieren sich also in der Tat (S. 16) kovariant. Die 

geometrische Bedeutung der :t;;). ist klar: in jedem Punkte sind die :t;;). 
die kovarianten Vektoren des Parallelepipeds der v". Wählt man für 

p 

die v" die zu irgend einem System von Urvariablen gehörigen kontra-,. 
varianten Maßvektoren e", so erhält man kovariante Maßvektoren e). . .. 
Durch die Wahl der Urvariablen ist also in jedem Punkte auch das 
System der kovarianten Maßvektoren festgelegt, ohne daß irgend
welche weiteren Annahmen erforderlich wären. Mit den kovarianten 
und kontravarianten Vektoren sind in jedem Punkte der Xn auch ko
variante, kontravariante und gemischte Größen höheren Grades fest-
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gelegt. Zwei zu verschiedenen Punkten gehörige Größen lassen sich aber 
in keiner Weise vergleichen, so lange nicht ein, im nächsten Abschnitt 
näher zu erörterndes, übertragungsprinzip eingeführt ist. Die Größen 
der X,. sind also in Gegensatz zu den Größen der E,. ortgebunden. 

Man kann sich nun aber auf einen allgemeineren Standpunkt stellen 
und die kovarianten Vektoren nicht definieren durch (153), sondern 
durch die Gleichung: 
(156) 'WA = 'I-I Q~" w", W. = 'I P~A 'wv ' 

wo der hinzutretende Parameter 'I eine Funktion des Ortes ist. Erst 
in der X n , wo die Größen ort gebunden sind, hat eine solche Definition 
eine nicht triviale Bedeutung. In dem speziellen Falle, daß 'I = 1 ist, 
geht (156) wieder in (153) über und für den Fall, daß die Urvariablen 
konstant gehalten werden, geht (156) über in die Transformation: 

(157) 'WA = t-1w., 
die wir die Änderung des kovarianten Maßes!) nennen. Die 
durch (156) definierten Größen sind natürlich anderer Art als die G~ößen 
die durch (153) definiert sind. Legt man (156) zUgrunde, so sind z. B. 
die oben mit Hilfe von kontravarianten Vektoren gebildeten Größen 
keine ei gen t I ich e n kovarianten Vektoren, da ihre Bestimmungs
zahlen sich bei Änderung des kovarianten Maßes nicht ändern. 
Überall, wo wir im folgenden (156) zugrunde legen statt (153), sollen 
Größen, deren Bestimmungszahlen sich bei Änderung des kovariantcn 
Maßes nach (157) transformieren, eigen tliche Größen genannt werden .. 

Die überscbiebung von v" und w. ist, So bald (156) zugrunde gelegt 
Wird, keine eigentlicbe Invariante mehr: 
(158) 'VA'WA = r 1 v· W;., 

Die kovarianten Maßvektoren ;. sind keine eigentlicben Vektoren, da 
ihre Bestimmungszahlen bei Änderung des kovarianten Maßes un
verändert bleiben und sicb also nicht nach (156) transformieren. Wie 
auf S. 15 kann man diese Größen aber auch al~ eigentliche Vektoren 
auffassen, die nicbt fest sind, aber sich bei Änderung der Urvariablen 
und bei Änderung des kovarianten Maßes mit ändern. Auch der Ein
heitsaffinpr Ar ist keine eigentliche Größe mehr, läßt sich aber in der
selben Weise als veränderliche eigentliche Größe auffassen. 

1) Mit einer Maßbestimmung hat dies noch hichts zu tun. Der Ausdruck 
findet seinen Grund in der Tatsache, daß der übergang von (153) zu (156) 
gleichbedeutend ist mit der Verabredung, fortan alle kovarianten Vektoren mit 
einern 1: mal größeren Maßstab zu messen. Würde man in derselben Weise das 
kontravariante Maß ändern, so würden, außer in dem trivialen Falle eines in der 
Jf" konstanten Proportionalitätsfaktors, die d x" aufhören, exakte Differentiale 
zu sein. Obwohl in der Tat ein allgemeinerer Ansatz auf Grundlage nicht 
exakter d XV möglich und für eine Vertiefung der Grundlagen der Differential
geometrie vielleicht vielversprechend ist, werden wir hier diese Möglichkeit außer 
acht lassen. 
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§ 19. Die Einführung einer Maßbestimmung in der Xn • 

Wird in einem Punkte der X n eine Volumeneinheit festgelegt, so geht 
die affine Gruppe über in die äquivoluminäre. Einführung eines Normal
schraubsinns bedeutet eine weitergehende Beschränkung auf die speziell
affine Gruppe. Einführung eines Fundamentaltensors bedeutet Ü oergang 
von der äquivoluminären zur orthogonalen Gruppe, wobei die infinite
simale En in jedem Punkte in eine Rn übergeht. Diese Einführungen 
können in allen Punkten der X n unabhängig voneinander gemacht werden. 

Die Einführung eines Fundamentaltensors g;.,< als eine stetige und 
hinreichend oft differenzierbare Funktion des Ortes, wodurch die Volumen
einheit mit festgelegt wird, ist besonders wichtig. Eine X n , in der diese 
Einführung stattgefunden hat, heißt eine Mannigfaltigkeit mit 
quadratischer Maßbestimmung oder Vn (auch Riemann.:3che 
Mannigfaltigkeit, wohl zu unterscheiden von der Mannigfaltigkeit 
konstanter Krümmung der sog. Riemannschen Geometrie). Die Länge 
rles Linienelementes dx V ist in einer Vn : 

(159) ds=1g!."dx!.dx". 

Linienelemente in verschiedenen Punkten lassen sich der Länge 
nach vergleichen, und es kann also auch die Länge eines Kurvenbogens 
als Integral von d s bestimmt werden. Es ist aber auch nach Einführung 
des Fundamentaltensors ohne Zuhilfenahme eines übertragungsprinzips 
noch unmöglich, zwei Größen in verschiedenen Punkten der Rich
tun g nach zu vergleichen. 

Ist der Fundamentaltensor einer V n festgelegt, so lassen sich in 
jedem Punkte kovariante und kontravariante Größen identifizieren, und 
man kann die Indizes herauf- und herunterziehen, selbstverständlich 
aber nur, sofern der Fundamentaltensor während der Untersuchung 
fest bleibt (S. 39). 

Ferner kann man unter diesb1 Bedingungen in die Vn ein Ortho
gonalnetz legen, das aus n gegenseitig senkrechten Kongruenzen be
steht, die eine jede CXln - 1 Kurven enthält. Das Orthogonalnetz be
stimmt in jedem Punkte n gegenseitig senkrechte Richtungen. Werden 
in diese Richtungen Einheitsvektoren {v, j = 1, ... , n gelegt, so kann , 
jeder Vektor und somit jede Größe durch orthogonale Bestimmungs
zahlen gegeben werden. Es ist aber zu beachten, daß die Kongruenzen 
iV sich ganz anders verhalten als die Kongruenzen der Parameterlinien , 
eines Systems von Urvariablen. Zu p Kongruenzen, p = 2, ... , n - 1, 
von Parameterlinien gehört stets ein System von oon-p Vp , die 
ganz aus diesen Parameterlinien aufgebaut sind, zu p Kongruenzen 
eines 0 r t h 0 gon a I n e t z e s gehört ein solches System im allgemeinen 
nicht, was damit zusammenhängt, daß es keineswegs stets möglich ist, 
die Urvariablen so zu wählen, daß alle Parameterlinien gegenseitig 
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senkrecht sind. Die. orthogonalen Bestimmungszahlen haben mit der 
Wahl der Urvariablen nichts zu tun, sie ändern sich also auch nicht 
beim übergang zu anderen Urvariablen. Beim übergang zu einem 
anderen Orthogonalnetz transformieren sie sich' orthogonal. 

Aufgaben. 
1. Die n'P Zahlen v'·'···'·p sind dann und nur dann Bestimmungs

zahlen einer Größe p-ten Grades, wenn 
vJ.,···J.pw )., ... J.q 

für eine bestimmte Wahl von q und jede beliebige Wahl der Größe 
w)., ... ).q eine Größe <p - q)-ten Grades darstellt. 

2. Ist prv" = 0(. v). für jede Wahl von v", so ist p"/ = O(.Ar und 
0(. ist von der Wahl von v). unabhängig. Was bedeutet dieser Satz 
geometrisch? 

3. Ist u).I' vJ. vI' = 0 für jede Wahl von v", die der Gleichung v" w). = 0 
genügt, so hat u(J.,,) die Form: 

u().I') = w(I. P,,) . 
4. Ist u;.~" vJ. Vi' W" = 0 für jede Wahl von v", die der Gleichung 

1/ w). = 0 genügt, so ist u(i~i von der Form: 

U(J.~)" = p{!. A;,). [Friedmann1).] 

5. Ist Pi." w" = 0(. w). für jede Wahl von w)., die der Gleichung 
i/- w). = 0 genügt, so ist Pi" von der Form: 

Pi" = 0(. Ar + P;. v" 

und 0(. ist von der Wahl von w). unabhän~g. 

6. Ist u).~" alternierend in lp, und hat Ui~"v'uw" die Richtung 
von w). für jede Wahl von v" und w)., die der Gleichung vJ. w). = 0 ge
nügt, so ist ui.~" von der Form: 

ui~" = Po, A~] . 
7. Zu beweisen, daß die Größe 

h h vl., .. ·J.p V,U, .. ·I'p 
).,1', •• " ).p -, I'P-' 

symmetrisch in Ap p,p ist, wenn h).p. ein Tensor ist. 

8. Für P> 1 gibt es im allgemeinen p; ~; Richtungen des Vek

tors v", die der Gleichung 
v[1. wl'lJ., ... lp vJ., •.• vl.p = 0 

genügen. w)., ... Äp+, ist eine beliebige Größe und es ist v). = gJ.I' v,U • 

(Hitchcock, 1916, 2, S. 374.) 
1) Aus einer Korrespondenz mit Herrn A. Friedmann in Petrograd. 
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1 m 
9. Sind U:A , ••• , U:A , m ~ n I und Y:'A beliebige Größen zweiten 

Grades und ist 
u = 1, ... , m, 

so ist 
1 m 1 m 

W['" W"m] - U["" UOIm] V['" T71'm] 
• [A, • • • • Am] - • [A, • • • • ;.m] • ["" • • • Y • "'m 

(Mehmke, 1923, 14.) 
tI tI 

10. Sind U:i. und V:A , U, v = 1, ... , m, m -;;;;; n, beliebige Größen 
zweiten Grades und ist u" U tI 

w:;. = U~A V:"', U, v = 1, ... , m. 
so ist 1 m 1 m 1(1 1212 Imlm) 

U['" UOIm] V[", V"m] - W['" W'" WVm] 
• [A;' . • • • Am] • ["" • • • • "'m] - • [A, • A. • • • • ;.m] 

(Mehmke, 1923, 14). 

11. Gilt für zwei Systeme von m Vektoren, m < n , 

die Gleichung: 

1 m 
VA, .,., VA, 

1 m 
Wi., , .• ,WA 

11m m 
VrA W.u] + ... + VrA W.,,] = 0, 

und sind die Vektoren v;. linear unabhängig voneinander, so lassen sich 
die Vektoren WA linear in die VA ausdrücken, und die Transformations-
tabelle ist symmetrisch. (Cartan, 1919, 3, s. 151.) 

12. Gilt für p Tensoren 1 p 

die Gleichung 
hA", .•. , hAI' 
U tI 

2: hr><rAh.u]"] = 0, 
tI 

so gilt dieselbe Gleichung für p Tensoren, die durch orthogonale Trans-
formation aus den hAI' entstehen. (Cartan, 1919, 3, S. 152.) 

13. Man beweise die Identitäten: 
grA,r", .. ' gA,,]vn] grl,[", .•. gAn]"n] = 1 , 

n gl,,, •••• gAn"" grA,[", ••. gJ."],,,,] = gA,,,,' 

14. Zu beweisen, daß sich für n = 2 jeder Tensor als ein sym
metrisches Produkt zweier realer Vektoren schreiben läßt. 

15. Ein Tensor v;., ... J.p ist dann und nur dann eine Vektorpotenz, 
wenn 

16. Ist gA.u der' Fundamentaltensor, g die Determinante der g}..u und 
V",,,,,',, ein n-Vektor, so ist der mit g; .. /t gemessene Inhalt von V", .. ·"n 
gleich .1_ _ t 

n! Vi, ... in = n! g' V", .. ·"n = n! g 'VJ., ... ;.n' 



Zweiter Abschnitt. 

Der analytische Teil des Kalküls. 
§ 1. Die Ortsfunktionen. 

In einer X" sei ein Skalarfeld p, d. h. ein Skalar p als Funktion 
des Ortes, gegeben. Zwei Feldwerte p und p + d P in den Punkten x,. 
und x" + dx" lassen sich dann unabhängig von der Wahl der Urvariablen 
vergleichen. Die Differenz d p ist wiederum ein Skalar und heißt das 
zum Linienelement dx" gehörige Differential von p. Die partiellen 

Differentialquotienten 0 ~ transformieren sich beim Übergang zu den ox 
Urvariablen 'x" folgendermaßen: 

op op ox" 
(1) o'~= ax"a'~' 
während sie bei Anderung des kovariantell Maßes ungeändert bleiben. 
Nach J § 18 sind sie also Bestimmungszahlen eines (uneigentlichen oder 
mit der Wahl des kovarianten Maßes veränderlichen) kovarianten Vek-

tors. Der Vektor !!.P... heißt der Gradientvektor des Feldes p. o x,. • 

Der Ort der Punkte, in denen p einen bestimmten vorgegebenen 
Wert hat, heißt eine äq uis kalare Hyperfläche des Feldes p. Für 
jedes Linienelement, das innerhalb einer solchen Hyperfläche liegt, ist: 

(2) dxf' :p = 0, 
vXf' 

und (2) ist also die totale Differentialgleichung des Systems der äqui
skalaren Hyperflächen. Geometrisch bedeutet (2), daß die (n -1)-

Richtung des kovarianten Vektors ~p, in jedem Punkte eine Hyper-
(j~" 

fläche eines Systems von 001 Hyperflächen tangiert. Anders gesagt, die 

durch :! in allen Punkten bestimmten E"_l-Elemente reihen sich so 

aneinander, daß sie 001 X"_l bilden. Ein kovarianter Vektor mit 
dieser Eigenschaft heißt X"_l-bildend. Ein Gradientfeld ist also 
stets X"_l-bildend. 

Wir betrachten jetzt in der X" ein kontravariantes Vektor
feld v", d. h. einen kontravarianten Vektor, dessen Bestimmungszahlen 
als Funktionen des Ortes gegeben sind. Zwei Feldwerte v" und v" + dv" 
in den Punkten x" und x" + dx" lassen sich jetzt nicht mehr unabhängig 
von der Wahl der Urvariablen vergleichen. Denn den Differentialen 
dv" kommt, im Gegensatz zu dp oben, keine von der Wahl der Ur-
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variablen unabhängige Bedeutung zu. Man könnte es ja z. B. durch 
geeignete Wahl der Urvariablen so einrichten, daß für zwei bestimmte 
Punkte x" und x" + d x" die d v" alle verschwinden. In einer E" ist dies 
anders. Dort sind kartesische R;oordinatensysteme bevorzugt, und für 
ein solches Koordinatensystem sind die d v" gerade die Bestimmungs
zahlen des Vektors, der erhalten wird, indem man den Feldwert in x" 
parallel nach x" + dx" überträgt und dort von dem Feldwerte in x" + dxV 

vektorisch subtrahiert. Daß es in einer X" nicht gelingt, die Feldwerte 
in XV und x" + dx" in einer von der Wahl der Urvariablen unabhängigen 
Weise zu vergleichen, liegt eben daran, daß man nicht weiß, was es 
heißen soll, den Feldwert in x" nach x" + dx" zu übertragen 1). Ohne 
eine solche übertragung, die sich nur definitionsweise einführen läßt, 
gibt es also keine Möglichkeit, von der Wahl der Urvariablen unab
hängige Differentiale von anderen Größen als Zahlgrößen zu bilden. Die 
übertragung ist also wesentliche Grundbedingung für jede Differen
tialgeometrie. Umgekehrt gehört zu jeder definitionsweise eingeführten 
Differentiation eine bestimmte übertragung, die man erhält, indem man 
das Differential in der gewählten Richtung gleich Null setzt. 

§ 2. Die linearen übertragungen 2). 

In der Wahl der Übertragung ist man vollständig frei. Man könnte 
für jede einzelne Größe in jedem einzelnen Punkt und für jeden ein
zelnen Wert von d x" eine ganz beliebige übertragung definieren, und 

1) Eine Verschiebung eines Vektors ~ach einem benachbarten Punkte einer 
Sn ist zuerst aufgetreten bei Brouwer, 1906, 2, S.80. Später haben Levi 
Civita, 1917. 1. und unabhängig von ihm der Verfasser 1918, 1, die pseudo
parallele oder geodätische Bewegung den differentialgeometrischen Betrachtungen 
zugrunde gelegt. Vgl. auch 1921. 2. 

2) Hessenberg gab 1916, 1. den ersten Anstoß zu einer Verallgemeinerung 
der Grundsätze der Differentialgeometrie. In den Arbeiten von Weyl, 1918. 2, 
König, 1919. 2, 1920, 1, Eddington 1921. 1, und dem Verfasser 1922, 2, Nach
trag 1922, 2, entwickelte sich dann die allgemeine Theorie der lineb.ren über
tragungen. Physikalische Anwendungen gaben Weyl, Eddington und Einstein, 1923. 
5. 6. geometrische Eisenhart und Veblen, 1922, 7, 8, 9, 10. Die §§ 3-8 dieses. 
Abschnittes enthalten das HauptSächlichste der Arbeit 1922, 2 in etwas verall
gemeinerter Fassung. 

Bei Pascal traten schon 1902, 3 und 4, und 1903,3, Verallgemeinerungen der 
ChristoUelschen Symbole auf. die aber nicht mit li ne are n übertragungen zu
sammenhängen. Nur die in 1903,5 auftretenden Symbole. die sich in derselben 
Weise aus einem Affinor zweiten Grades ableiten wie die ChristoUelschen Sym
bole aus einem Tensor, stehen zu einer linearen übertragung in Beziehung. Bei 
der Behandlung der Differentialgleichungen zweiter Ordnung treten bei Pascal 
1901. 2 Koeffizienten Xhki auf. die die Symmetrieeigenschaft der ri" einer af
finen übertragung besitzen. Die Ausdrücke [i hk;1 bei Pascal auf S. 409, deren 
Verschwinden die unbeschränkte Integrabilität bedingt. sind für n = m die Be
stimmungszahlen der zu dieser übertragung gehörigen Krümmungsgröße. Weitere 
Literatur findet sich bei Weitzenböck, 1922, 11, S. 61. 
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damit wäre dann für jede Größe in jedem Punkte und für jeden Wert 
von dx'" festgelegt, was man unter dem Differential der Größe zu ver
stehen hat. Es wäre also in der Tat eine Differentialgeometrie möglich 
geworden. Die bei einer solchen ganz willkürlichen Festsetzung erhal
tene Differentiation würde dann aber keinem der formal~m Gesetze ge
nügen, denen die gewöhnliche Differentlation unterworfen ist. Es wäre 
z. B. das Differential einer Summe keineswegs der Summe der Differen
tiale gleich, und auch die gewöhnlichen Regeln für die Differentiation 
von Produkten behielten ihre Gültigkeit nicht. 

Um da Ordnung zu schaffen und unter allen Übertragungen nur 
die einfachsten Arten, mit denen sich leicht rechnen läßt, zu bevor
zugen, stellen wir einig~ Bedingungen auf, denen eine Übertragung 'zu 
genügen hat. (]j sowohl als lJ' soll im folgenden eine beliebige kovariante, 
kontravariante oder gemischte Größe beliebigen Grades darstellen. Da 
es sich bei (]j und lJ! um ganz allgemeine Größen handelt, werden die 
zugehörigen Indizes unterdrückt 1). d bedeute das zur Übertragung 
gehörige Differential, d das von der Wahl der Urvariablen abhängige 

gewöhnliche Differential: d (]j = fJ ~ d x,. . Wo von dem Differential 
fJ x,. 

einer Größe ohne nähere Andeutung gesprochen wird, ist stets das 
kovarian te Differential, d. h. das zur Übertragung gehörige 
von der Wahl der Urvariablen unabhängige Differential gemeint. 

1. Eine (eigentliche!) Größe und ihr Differential sind 
Größen derselben Art. Das heißt, die Anzahl und die Transforma
tionsweise der Bestimmungszahlen sind dieselben. Die Differentialbil
dung einer eigentlichen Größe ist also eine bei Änderung der Urvariablen 
und des kovarianten Maßes invariante Operation. 

11. DasDifferential ist eine lineareFunktion des Linien
elemen tes. Sind also (]ja1 dxa1, ••• , (]ja"dxa" die zu den Linienelemen
ten dX"1, ••• , dxa,. gehörigen Differentiale, so ist das zu dx" gehörige 
Differential gegeben durch die Gleichung: 

(3) d (]j = (]j,. d#. 

Aus dieser Gleichung geht hervor (I S. 16), daß (]j,. eine Größe ist, die 
einen kovarianten Index mehr besitzt als (]j und deren Grad also 
um eins höher ist als der Grad von (]j . . Wir bringen dies zum Ausdruck, 
indem wir für (]j,. schreiben V,. (]j : 

(A) drp=dx~V,.(]j. 

V,. (Jj heißt der zur Übertragung gehörige (kovariante) Differential
q uo tie nt von (]j. Ist (]j eine eigentliche Größe, so bekommen die Bestim
mungszahlen von V,. (]j bei Änderung des kovarianten Maßes einen 
Faktor 7:- 1 ZU wenig, und V,. (]j ist also keine eigentliche Größe (S. 57). 

1) Wir verwenden diese Schreibweise nur vorübergehend bei der Formulierung 
der Bedingungen. 
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III. Für das Differential einer Summe gilt die gewöhn
liche Regel: 

(BI) 

Infolge (A) gilt dann auch die gewöhnliche Regel für den Differential
quotienten: 
(B2) 17,1< (ifJ + 'P) = 17,. ifJ + 17,. lJf. 

IV. Für das Differential eines allgemeinen Produktes gilt 
die gewöhnliche Regel: 

(Cl) ~ (ifJ lJf) = lJf~ ifJ + ifJ ~ lJf. 

Infolge (A) gilt dann auch die gewöhnliche Regel für den Differential
quotienten: 
«(2) 17,. ifJ lJf = (/1,. ifJ) lJf + ifJ 17,,. 'P . 

Für die differenzierende Wirkung von 17 setzen wir fest: 
Die differenzierende Wirkung von 17 erstreckt sich 

in jedem Term bis zur erstfolgen den schließenden Klammer, 
deren zugehörige öffnende Klammer 17 vorangeht. 

V. Das Differential einer Zahlgröße ist dem gewöhn
lichen Differential gleich: 

(DI ) ~p = dp. 
Aus (A) folgt dann: 
(D2) 

op 
17,. p=-. ox" 

Eine übertragung, die diesen fünf Bedingungen genügt, heiße eine 
lineare übertragung. 

Jede Größe läßt sich als Summe von Vielfachen von Produkten der 

2 n Maßvektoren e", ;;. schreiben. Nach (B) und (C) ist also die Differen-
). 

tiation jeder Größe bekannt, wenn· die Differentiation der Maßvektoren 
festgelegt ist. Nach (A) ist aber das Differential eines bestimmten Maß
vektors linear in den n Maßvektoren gleicher Art und nach (B) ist dieses 
Differential eine lineare Funktion des Linienelementes. Da die kontra
varianten Maßvektoren sich als veränderliche eigentliche Vektoren auf
fassen lassen, haben ihre Differentiale also jedenfalls die Form: 

(4a) ~ r/ = rtu e" dx", 
I. ' IX 

wo die rt,. beliebig wählbare Parameter sind. Ebenso haben die Dif
ferentiale der kovarianten Maßvektoren die Form: 

(4b) ~ " l"v:X lx' u ei. = - a,u e;. (, , 

wo die IY,:: weitere beliebig wählbare, von den lY" vollkommen unab-
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hängige Parameter sindl ). Das Differential von v" bzw. W.t ist also, da 
sich diese Größen in den Maßvektoren ausdrücken lassen: 

(5) 
und das Differential einer Zahlgröße nach (Dl) dem gewöhnlichen Dif
ferential gleich ist, infolge (CI)' (DI) und (4a): 

j 6 v" = ~ (v}' f") = d v.t f + v.t ~ f 
(6a) 

= dv" + r l ,. e" v.t d~ = dv" + rI,. vi. dx" , 
'" 

(6b) ~'W.t = ~ (w"e.t) = dw.t - r;;'Ii',. dx". 
Unter Berücksichtigung von (A) folgt aus (6) für die Differentialquo
tienten: 
(7a) 

(7b) 

ou" 
V v"=-+rI v.t ,. o~,. ,., 

V ow). F'" 
fLW;,=-- .t,.w". o ~,. 

Da sich jede Größe höheren Grades als Produkt von idealen Fak
toren schreiben läßt, kann man mit Hilfe von (6) und (7) und unter 
Berücksichtigung der allgemeinen Regel (C) für die Differentiation von 
Produkten das Differential und den Differentialquotienten jeder höheren 
Größe direkt ansc~lreiben. Es ist z. B.: 

{ 
()v~Pr = () (v'" ;p~y) = !5 V"';p~y + v"'!5 ;P~r + v"';P~~r 

I I I 1 

d '" + 1'''' " d· fl T.'" '" d .J' F.'" '" d· fl = v.Pr .. ,.v.Pr:;r; - p,.v,"r :;r; - y,.v.p .. :;r;, 

(8a) 

(8b) V '" B '" F,"''' T.'" '" F,'" '" ".V.Pr= ox,.v.Pr+ ",.V.Pr- p,.V ... r - r,.v.p", 

woraus sich die bei diesen Differentiationen zu befolgende Regel leicht 
ablesen läßt. 

Eine übertragung ist definiert, indem die FI,. und n:; für eine 
bestimmte Wahl der Urvariablen und des kovarianten Maßes als Funk
tionen des Ortes gegeben werden. Damit die übertragung aber selbst 
von dieser Wahl unabhängig sein soll, müssen sich die 2 n3 Parameter 
bei übergang zu anderen Urvariablen oder bei Änderung des kovarianten 
Maßes in bestimmter Weise transformieren. Eine einfache Rechnung 
lehrt, daß die Transformation bei Änderung der Urvariablen lautet: 

(9) 

BQ" 
'F.'" - Q.t Q" p" T'" + ~Q" p" . OJn: - .1<' .n: ." .t,. o~,. .n ." (10) 

Aus diesen Gleichungen geht hervor, daß die rI,. und ebenso die rl; 
keineswegs Bestimmungszahlen einer Größe dritten Grades sind. Es 

1) In 1922, 2 ist - r;~. statt ri~ verwendet. 

Sc b 0 U te n. Ricci-Kalkül. 5 
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müßte dann ja der zweite Term rechts in beiden Gleichungen Null 
sein. Dies ist aber nur der Fall in einer E" bei Verwendung eines kar
tesischen Koordinatensystems, da nur dann die Q:", Konstanten sind. 

Wird das kovariante Maß geändert, so bekommen nach (1,157) 
die Bestimmungszahlen aller kovarianten Vektoren einen Faktor T- l . 

Ist nun W;. ein kovarianter Vektor, so muß nach (A) tJw;. ebenfalls 
ein kovarianter Vektor sein und die Gleichungen: 

(11) 

müssen also zugleich bestehen. Nach (6b) ist aber: 

(12) { t5 'w;. = d 'w;. - 'rl; 'w" d:l' 

= dT-IW;. + T- 1 (dw;. - 'Tl; w" d:l'), 
so daß: 
(13) bw). = dw;. - n; w" d:l' = dw;. - 'Tl; w" d;/' - W.t dlogT, 
oder: 
(14) T/;' = r;;, - Al VI,logT. 

ist: 
(15 ) 

§ 3. Das Feld C.:,-"v. 
N ach der Regel für die Differentiation einer Größe höheren Grades 

J7 A" - ~Av + r" A'" T''''A'' ['" r'" 
11 i. - f) xl' '- "'l' i. - ./' '" = . i.I' - i.l' • 

Die Bestimmungszahlen AI sind alle gleich 1 oder 0, die Differentiale 
und Differentialquotienten dieser Bestimmungszahlen sind also 
alle Null. Dagegen ist, wie (15) zeigt, das Differential und der Diffe
rentialquotient der Größe AI im allgemeinen keineswegs Null. über
haupt muß man sich hüten, aus dem Verschwinden der Differentiale 
und Differentialquotienten aller Be s ti m m u n g s z a h I e n einer Größe 
auf das Verschwinden des Differentials und des Differentialquotienten 
dieser G r ö ß e selbst zu schließen. Es folgt ja z. B. auch aus (6J, daß 
sehr wohl alle dv" Null sein können, ohne daß bv" verschwindet. Aus 
(15) folgt, daß die Differenzen korrespondierender Parameter rl f< und rl:' 
sich bei Änderung der Urvariablen wie die Bestimmungszahlen einer 
Größe dritten Grades transformieren, eine Tatsache, die sich übrigens 
auch bei Subtraktion der Gleichungen (9) und (10) ergibt. Für diese 
Differenzen führen wir die Bezeichnung C;";," ein: 

(16) J7 A" C .. " r" + T'" 
f< ;. = 1-'. = '-I-' ." • 

Das Differential einer überschiebung v'- w~ ist nach (D1): 

(17) t5 (v·w.) = d (v·Wi.) = dv.w;. + VA dw •.. 

Nun ist aber: 
(18) 



§ 3. Das Feld C;l'" . 67 

woraus bei Addition unter Berücksichtigung von (16) und (17) folgt: 

(19a) ~ (tlw;,} = ~·lw;. + vi" ~w;. - C,:i" v;'wrd? • 

(1 b) V ). V ). + ). V C··.. ). 9 ,. v w). = W). /' V V ,. W;. - ,.J. V wr • 

Für die Differentiation einer einfachen Überschiebung gil t also die 
gewöhnliche Regel fürDifferentia tion von Prod ukten nicht, 
da ein C;;." enthaltendes Zusatzglied auftritt. Man zeigt in derselben 
Weis'e, daß bei Differentiation einer i-fachen überschiebung i Zusatz
glieder auftreten, z. B. : 

{
V .. p ." (V .. P) ." + .. p V ." C·· Y " P ." (20a) !,v •• ).w ... p= I'v •• ). w ... p V •• J. !,w ... p- /, .. v •• ).wy.P 

C•• y .. P ." - ."P v •• ).,w ... y' 

( b) ,. v w .. p = /' V ) w .. p v ." w .. p - /, .. V wyp { V .. p (V .. p. + .. p V C·· y .. p 

20 •• y .. p 
- C"p V w" Y ' 

Die Gleichung (19) zeigt, daß die Gleichung vÄ. WJ. = 0, d. h. also die 
Inzidenz von v" und W;. bei Übertragung von v" und w). im allgemeinen 
nicht erhalten bleibt. Soll nun eine Übertragung in z i den z i n v a ri a n t 
sein, d. h. so, daß alle Inzidenzen invariant sind, so kann C;i" nicht 
beliebig gewählt werden, sondern es muß 
(21) C;;." = CI' Ai: 
sehl, wo C,. irgendeinen beliebigen Vektor darstellt. Wird CI' = 0', so 
sind nicht nur alle Inzidenzen. sondern auch alle überschiebungen in
variant. Eine solche Übertragung heißt übe r sc h i e b u n g s in v a r i
ant. Wird das kovariante Maß geändert, so folgt aus (14) und (16): 
(22) 'C;i" = C;;." + Ai: V,. log l' , 
woraus hervorgeht, daß C;;." keine eigentliche Größe ist, da die Be
stimmungszahlen sich zwar bei Anderung der Urvariablen, nicht aber 
bei Anderung des kovarianten Maßes richtig transformieren. Die Glei
chung '(22) geht für eine inzidenzinvariante Übertragung über in: 
(23) 'c,. = CI' + V,. log 1'. 

Die Überschiebungsinvarianz ist also im Gegensatz zur Inzidenzinvarianz 
keine Eigenschaft, die der Übertragung als solche zukommt, da sie nur 
bei bestimmter Wahl des kovarianten Maßes auftritt. Dafür, daß eine 
solche Wahl möglich ist, ist notwendig und hinreichend, daß die Über
tragung inzidenzinvariant und C). Gradientvektor ist. 

§ 4. Die Felder Si/~'" und S'i;,'" • 
Aus den Transformationsformeln (9) läßt sich ableiten, daß auch 

die Differenzen: 
(24) Si~" = !(r;,. - r;;.) 
sich bei Anderung der Urvariablen wie die Bestimmungszahlen einer 
Größe dritten Grades transformieren. Dies ergibt sich auch aus fol-

u* 
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gender 'Überlegung, bei der gleichzeitig die Bedeutung von Si;" klar 
wird. Es seien d1 x" und d2 x" zwei verschiedene Linienelemente im 
betrachteten Funkte. Aus diesen läßt sich ein kontravarianter Vektor 
bilden: 

(25) {DuX" = ~2 d1 x" - ~1 d2 x" = d2 d1 x" + rI,. d1 i d2 J!' - a1 d2 x" 
- rI" d'}. i d1 xl' .= 2 d1 i d2 x" Si;." . 

Da diese Gleichung für jede Wahl von d1,," und d~" gilt, ist Si;" in der 
Tat eine Größe dritten Grades 1). Si~" ist alternierend in den Indizes A-

und /1- und hat also n2 (n2-t) Bestimmungszahlen. Bei Änderung der 

Wahl des kovarianten Maßes ändern sich die Bestimmungszahlen 
vonS;'~", die von den rl; unabhängig sind, nicht, und S;,~" ist also eine 
uneigentliche Größe, da die Bestimmungszahlen einer eigentlichen Größe 
dieser Art einen Faktor 'l-2 bekommen würden. 

Die geometrische Bedeutung von (25) ist folgende. Verschiebt man 
d1x" im Sinne der definierten Übertragung entlang d2x" und ebenso 
d2x" entlang d1x", so entsteht im allgemeinen kein geschlossenes Viereck. 
Der Vektor, der die Lücke ausfüllt, ist bis auf Größen höherer Ordnung 
gleich Dux". Nur wenn Si.~" = 0 ist, entsteht ein bis auf Größen höherer 
Ordnung geschlossenes Viereck. Die Übertragung heißt dann k 0 n tr a
va rian t symmetrisch. 

Aus (10) folgt ebenso, daß die Differenzen: 
(26) 5';';" = t (Ti; - r;;:) 
Bestimmungszahlen einer (uneigentlichen) Größe dritten Grades sind 2). 
Die Transformation der S';'~" bei Änderung des kovarianten Maßes 
ergibt sich aus (14): 
(27) '5';';" = S';'~" - Ari. V,.] log'l . 

Aus (24), (26) und (16) folgen die Beziehungen zwischen Si.;." und 5';';": 

(28) 5 ,," 5'"'' C" " ;'1' - ;'1' = [,.i.]. 
Bildet man den alternierenden Teil des Differentialquotienten eines 

Vektors Vi., so entsteht ein Bivektor: 

) 17 t (OV). o V,.) 5'"'' 
(29 Y[p.v).]='2 ox,.-ox). - i.,. v"' 

den man die Rotation des Vektors Vi. nennt. Die Rotation ist also 
nur von S'i.~" abhängig, nicht von dem symmetrischen Teil von T'/.;. 
Ist Vi. ein Gradientvektor, Vi. = V). p, so verschwindet oVJ. - oV,; und 
(29) geht über in : a xl' 0 x 

(10) V C,. Vi.) P = - S';'~" V" P . 
Auch aus dieser Gleichung, die für jede Wahl von p gilt, folgt nebenbei, 
daß S'i~" eine (uneigentliche) Größe dritten Grades istl). 

1) Vgl. I, Aufg. 1. 2) In 1922, 2 ist - Z;,;" statt S';';" verwendet. 
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Nur wenn S'i p ... Null ist, verschwindet die Rotation jedes Gradient
feldes. Der zweite Differentialquotient jedes Skalars ist dann eine sym
metrische Größe und die Übertragung heißt kovariant symme
trisch. Bei einer kovariant symmetrischen Übertragung geht (29) 
über in: 

1 (iJv). BV",) 
(31) J7[.u. VJ.] ="2 Bx'" - iJxJ. ' 

ein Ausdruck, der die rI; nicht mehr enthält. Es gilt also der Satz: 
Die Rotation eines kovarianten Vektors hat für alle 

kovarian t sym~etrischen übertragungen denseibe n Wert. 
Hat Si;" die Form: 

(32a) Si;" = 1 (5). A; - SI' Al:) = S[J. A;], 

so heißt die übertragung kontravariant halbsymmetrisch. 
Das Viereck von djx'" und d2 x" ist bei einer solchen übertragung nur 
dann geschlossen, wenn die Richtungen von d1 x" und d2 x" beide in der 
(n -1)-Richtung von 5). enthalten sind. 

Hat S'i~" die Form: 

(32b) S'i.~" = 1 (SIA; - S~AA) = S{J.A;] , 
so heißt die übertragung kov arian t halbsymmetrisch. 

Für eine kovariant halbsymmetrische übertragung geht die Glei
chung (27) über in: 
(33) 'SI = SI + 17;. log 7:. 

Die kovariante Symmetrie ist also im Gegensatz zur kovarianten H~b
symmetrie keine Eigenschaft, die der übertragung als solche zukommt, 
da sie nur bei bestimmter Wahl des kovarianten Maßes auftritt. Dafür, 
daß eine solche Wahl möglich ist, ist notwendig und hinreichend, daß die 
Übertragung kovariant halbsymmetrisch ist und Si ein Gradientvektor. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ein ko
varianter Vektor VJ. Gradientvektor ist, lautet bekanntlich: 

(34) 
BvJ. BV,t 
---=0 
iJx'" iJxJ. ' 

also nach (29) für eine allgemeine Übertragung: 

(35 a) 17[1' V).I = - S'i.;" v"' 
infolge (32) für eine kovariant halbsymmetrische Übertragung: 

(3.5 b) J7rl' V).I = - SI). v,,] , 

und endlich für eine kovariant symmetrische übertragung: 

(35 c) J7rl' V).I = 0 . 

Aus (35) folgt als notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
durch Anderung des kovarianten Maßes bei einer inzidenzinvarianten 
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übertragung überschiebungsinvarianz herbeigeführt werden kann (vgl. 
S.67): 

(36a) 

(36b) 

(36c) 

J7 [}t Cl] = - S' i.; t' C", 

J7r,. C},] = - S{A, C,,] • 

J7[}tC,,]=0 

für den allgemeinen, kovariant halbsymmetrischen und kovariant sym
metrischen Fall. 

§ 5. Das Feld Oi.Av• 

Die Felder C;l" und Si.; t' genügen nicht zur Festlegung der über-
.. . . nfl (n-1) tragung. Da C;l n8 Bestlmmungszahlen hat und Si;" ---, 

so fehlen noch nB (n2 + ~ Gleichungen. Man könnte also versuche~, die 

übertragung festzulegen durch den Differentialquotienten irgendeines 
Tensors zweiten Grades. - Denn -ein solcher Differentialquotient ist in 
zwei Indizes symmetrisch und hat demnach gerade die gewünschte An
zahl Bestimmungszablen. Wir wählen also irgendeinen Tensor t". Der 
Rang soll n sein. Da der Rang n ist, ist die Möglichkeit nicht aus
geschlossen, diesen Tensor später einmal als Fundamentaltensor zu ver
wenden, Zunächst ist diese eventuelle spätere Verwendung für unsere 
Betrachtungen ganz unwesentlich. Da der Rang n ist, existiert (I. §10) 
ein einziger kovarianter Tensor g},u so daß: 

(37) g},,. g" = Ai . 
Für den Differentialquotienten von (., schreiben wir Q; J..v: 

(38) V,.i"=Q;}.". 

Aus (37) und (38) folgt unter Berücksichtigung der sich aus (19b) er
gebendenRegel für die Differentiation einer Überschiebung (vgl. auch 20 b): 

(39) (V,.gh>l'" +gl4Q;4t' + C;;/ g"pl'" = C;l" 

oder, wenn wir Q;i" = Vpg"., setzen: 

(40 ) Q' Q.4P+ 2 C·· 4 a ",h=-gl4g"P I' "'V. g")4' 

was für eine inzidenzinvariante bzw. überschiebungsinvariante über
tragung übergeht in: 

(40b) 

( ) Q' Q.ap 40c p}." = - g},4 g .. p '" . 

Bei Anderung der Wahl des kovarianten Maßes bleiben die Bestimmungs
zahlen t". gh und Q; h ungeändert. (" ist also eine eigentliche Größt!. 
dagegen sind g" .. und Q; h uneigentliche Größen. 
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Statt t" kann man einen anderen Tensor n ten Ranges 't" wählen. 
Der übergang ·von t v und gJ." zu 't" und 'gJ.v kann dann stets ge
geben werden durch Gleichungen von der Form: 

(41) J '{"= p:"g""; g""=q~).'i", 
l'g;",=p~J.g",,; g",,=l,,'gJ.v, 

worin p~ I< und t). gemischte Größen zweiten Grades sind, die den 
Gleichungen P~J.q~" = P~xq~). =.A l genügen, und deren Bestimmungs
zahlen sich bei Änderung der Wahl des kovarianten Maßes nicht 
ändern. Da nun: 

(42) V" 'i" = V,t P:'"g'<V = P: "Q,: x,, + g'''' Vp.P:" - C;~fJ P:fJgIX
" , 

so transformiert sich Q; J." bei dieser Änderung in folgender Weise: 

(43 a) 'Q' ).v - p" Q' '''' + "" V pJ. _ C' . fJ p)' IX" P. - .1< ,t g p.." P.IX .fJg . 
Ebenso berechnet man: 

(43 b) 'Q;d.v = q:J. Q~"" + g"" V p. q~ J. - C;~fJ q~). gfJv. 

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn: 

Pv 1 AV (44) ,J. = -;;- J.; q:" = aAl' 

(41) geht dann über in: 

(45) 'gJ.v = ~ gi.,' ; 'gi." = a gJ.v 
11 

und die Transformatio~sgleichungen lauten: 

(46a) 

(46b) 

'Q' J.v _ Q';'" J." VI' a p. - p. - g I' og a , 

~ 'Q;,J.v = Q;,J.v + gJ.v V p.log a . 
<I 

Sie sind im Gegensatz zu (43) unabhängig von C;i", Läßt sich ein 
Tensor gJ." so wählen, daß Q;,J." das Produkt eines kovarianten Vektors 
mit gJ." ist: 
(47a) 

so bleibt diese Eigenschaft bei den Transformationen (45) erhalten. Die 
Übertragung heißt in diesem Falle konform 0 der kon tra varian t 
w i n k e I t re u in bezug auf gJ.v' Geometrisch bedeutet dies folgendes. 
Werden gAY und g"" als Fundamentaltensoren gewählt, so bleibt der 
Winkel zwischen zwei kontravarianten Vektoren bei Übertragung in
variant. Wird also die Gesamtheit aller kontravarianten Vektoren in 
einem Punkte P nach einem benachbarten Punkt Q übertragen; so er
leidet dieselbe, beurteilt mit Hilfe des Fundamentaltensors gJ.,," in Q 
eine konforme Transformation, alle Winkel sind dieselben geblieben, 
alle Längen im gleichen Verhältnis geändert. 

1) Diese Gleichung tritt zuerst auf bei Werl, 1918, 2. 
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Ist Q~=O, so heißt die Übertragung metrisch oder kontra
variant maßtreu in bezug auf Ka,.l). Es bleiben dann nicht nur 
die Winkel, sondern auch die mit Hilfe von g;." gemessenen Längen 
erhalten. Dafür, daß eine übertragung durch die Transformation (46) 
in eine in bezug auf g;." metrische übergeführt werden kann, ist not
wendig und hinreichend, daß die Übertragung konform und Q~ Gradient
vektor ist. Bei Änderung des kovarianten Maßes transformiert sich 
Q~;." nach (40) und (22) in folgender Weise: 

(48) 'Q~Ä" = Q~)." + 2g)." 17 ... 10gf. 

Eine konforme übertragung kann also unter Umständen auch durch 
Änderung des kovarianten Maßes in eine metrische Übertragung über
geführt werden. 

Läßt sich ein Tensor t" so wählen, daß Q;Ä" das Produkt eines 
kovarianten Vektors mit t" ist: 

(47b) Q;;'v = Q ... l" , 
so bleibt diese Eigenschaft bei der Transformation (45) erhalten. Die 
Übertragung heißt dann kovariant winkeltreu in bezug auf t". 
Geometrisch bedeutet dies, daß der Winkel zwischen zwei kovarianten 
Vektoren bei übertragung invariant bleibt. 1:nfolge (40b) ist eine in
zidenzinvariante übertragung kovariant winkeltreu, wenn sie kontra
variant winkeltreu ist, und umgekehrt. Ebenso folgt aus (40 c), daß 
eine überschiebungsinvariante Übertragung kovarian t maß treu ist 
(Q;. = 0), wenn sie kontravariant maßtreu ist, und umgekehrt. 

§ 6. Die allgemeine lineare übertragung ausgedrückt in 
C ··" S"" g"'" und n."'" ,.a, a,., )4',. • 

Es soll nun gezeigt werden, daß eine übertragung in der Tat voll
ständig bestimmt ist, wenn C;i." und Si.;" gegeben sind und überdies 
bei irgendeiner Wahl von t" die zugehörige Größe Q/". Nach der 
Regel für die Differentiation einer Größe höheren Grades ist: 

1) Die Gleichung V ... C;',,=O tritt zuerst auf bei Rieei, 1888,1. 
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Zu dieser Gleichung addiere man nun die beiden folgenden, die nur an
dere Schreibarten von (52a) sind: 

(5 b) rtT. + FtT. ßg",. + Q,"'/1 2 g"tT.,.i. gl'''' "i. = 7j7' g"tT. g,.p A , 

(5 ) F'" r'" ßgl'l. Q,IX{J 
2c -gl'tT. ",,-gAtT. 1',,=- dX" -gl'",g"{J " . 

Es entsteht dann unter Berücksichtigung von (24): 

{ 
T:'" (OgAv dg,,1' dgl'i.) Q' "'{J 

2 g"", AI' = dXI' + ßxA - ox" + gl.",g"{J I' 

+ Q,IX{J 'Q,"'/1 2 5" IX 

g"",gl'/1,,~ - gl'lXg~~"", - gA", "I' 
- 2 gl'tT. S"A - 2 g"", 51')' , 

(53 a \ 

oder: 

(SJb) { 

Schreiben wir für den ersten Term rechts wie üblich das Christojjelsche. 
Dreiindizessymbol {At} und für den Rest 1'11' - {\~'}, der eine Größe 
dritten Grades bildet, Ti; 'V: 

(54) { 
T"'V 1( Q''''v+ Q'v", "r Q,tx{J) +5"" AI' = ~"lAtx I' .. tx gl'tx 1. .. -: g gl'txgA{J r A,. 

- g (gl.",S{J1' + gl'''' S{JI. ), 

so ist unter Berücksichtigung von (16): 

(55 a) 

(55 b) 

(55 c) 

T ", - + {AI'} + T"'" 1.,. - " 1.1' , 
T"'" T"" C·," 1.1' = AI' - 1'1., . 

und die Übertragung ist damit in C;;,", Si;", Iv und Q/"" ausgedrückt, 
Aus (55a) und (55b) folgt bei Alternation über 2ft: 

(56a) Si.; v = T[~;t , 
(56b) S'i;" = T'[';.~{. 

Die gewöhnliche (Riemannsche) Differentialgeometrie ist charak
terisiert durch das Verschwinden von C;J.", Si;" und Q;"", Verwendet 

o 
man für diese Übertragung die Zeichen t50 und 17, so ist: 

(57a) 
o d " 17 v" = _v_ + {I.,a} vI. I' o xl' v , 

(57b) 
o ow, 
17 w, = -' - {I.I'} W I' A ßxI' " v, 
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und (7) geht über in: 
o 

(58 a) V}' v" = V'I v" + Ti,~" v", c5 v" = c50 v" + Ti;" v1 dx" , 
o 

(58b) V" W1 = V'I WJ. - T';',~" W", c5wJ. = dWA - T'i,~" w"dx". 

Zusammenfassend können wir also den Satz aussprechen 1) : 
In einer X n läßt sich eine lineare Übertragung definie

ren, die invariant ist bei Anderung derUrvariablen und des 
kovarianten Maßes und auch unabhängig von der Wahl 
eines Fundamentaltensors. Die Übertragu'ng ist vollstän
dig bestimmt durch zwei Felder dritten Grades C;.;.'· und 
Si;", die sich bei Anderung des kovarianten Maßes fol
gendermaßen transfo.rmieren: 

'C;i" = C;i" + Al V,. logT • 

'S"" 's"" AI' = 1}' 

und ein in bezug auf irgendein Tensorfeld nten Ranges t" 
definiertes Feld Q,; 1 ", das sich bei Anderung des kovarianten 
Maßes folgendermaßen transformiert: 

'Q.1,,_ Q.1" I' - I' 
und dessen Transforma tion bei der Anderung des Feldes t": 

, 1.. ",1 H" g = I'.Hg , 
gegeben ist durch die Gleichung: 

'Q.b _ ",A Q' ""+ g"" V ",1 _ C"P ",Ä. "' .. I' - 1'." I' 1'1'." 1'''' I'.pg • 

§ 7. Spezialisierung der allgemeinsten linearen übertragung. 
Verwendet man das Prinzip des Herauf- und Herunterziehens der 

Indizes in bezug auf den Tensor gJ.", was erlaubt ist, da gA" der Voraus
setzung nach den Rang n hat, so lassen sich die Größen Ti;" und T';';", 
die mit t" die Übertragung vollständig charakterisieren, in einfacher 
Weise schreiben. Da Q;,t" in Ä-v symmetrisch ist, gehen (54) und (55c) 
dann über in: 

(59a) Ti,~" = i (Q;l" + Qi;" - Q:i.I') - S:I'i. - S:i.1' + Si;" , 

(59b) T';.;" = 1 (Q;i" + Qi.;" - Q:11') - S:I'A - S:Ä.}' + Si;" - C;;.". 
Diese Formeln lassen sich jetzt spezialisieren, indem die verschie

denen im Vorigen behandelten Bedingungen für die Felder C;1", Si;" 
und Q;"" eingeführt werden. Wir stellen die wichtigsten möglichen Fälle 
hier untereinander: 

1) Schauten, 1922,2, S.71. 
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I C;i" allgemein: Übertragung nicht inzidenzinvariant, 
II C;i" = C,.Ar : inzidenzinvariant, 

III C;i" = 0 überschiebungsinvariant ; 

A S' i;" allgemein: nicht. kovariant symmetrisch, 
B S'··" S' A" i.,. = [i. ,.l: kovariant halbsymmetrisch, 
C S/i,~" = 0 kovariant symmetrisch; 

~ Q',. i. " allgemein: nicht konform, 

ß Q',.;.,. = Q',. g;.,. : konform, 

i' Q',.;.,. =0 metrisch. 

Durch Kombination entstehen 27 verschiedene übertragungen. 
Einige sollen besondere Namen erhalten. Wir nennen I A ~ die all
gemeine lineare übertragung, III C ~ (mit We"Z) die affine, III C ß 
die Weyls c he und III er, die übertragung der gewöhnlichen Differen
tialgeometrie, die Riemannsche übertragung. Aus (59) folgt, daß 
für die übertragung I C ~ gilt: 

(60a) Ti;" = i (Q;i" + Qi;~ - Q:i.,.) - C,i:,.) + C:(i.,.) - C[i;{, 

(60b) T'i,;" = i (Q,;i," + Qi;" - Q:i.p.) - C,i:p.) + C:';'p.) - C,i;,"; 

(61 a) 

(61 b) 

(62a) 

(62b) 

(63 a) 

für IIB~: 

Ti;" = i(Q;i"+Qi;"-Q:;.,.)+Si.A~-S"g;.p. ) Si.= 

T'i;" = i(Q;i" +Qii."-Q:i.p.)+Si.A;,-S" gJ.p.-C,.Ai - CJ.+SL 

für II B ß: 

Ti .. ;" = i (Qp. Ar + QJ. A~ - Q" gi.p.) + SJ. A;. - S" gJ.,., 

T'i,;" = i (Q,. A! + QJ.A~ - Q" gi.,.) + SJ.A~ - S" gJ.,.- Cp.Ai:; 

für nCß: 
Ti;" = i (Q,. A;: + QlA~ - Q" gJ.,.) - CJ.A~ + C,. gJ.,., 

(63b) T'i.;" =! (Q,. Ai: + QJ. A;. - Q" gJ.,.) - (Ci.A;. - C" gJ.,. + C,.Ai:); 

für III C ~ (affine übertragung): 

(64) Ti;" = T';';" = 1 (Q;i" + Qi,~" - Q:;) 1) 

und für III C ß (WeyZsche übertragung): 

(65-) Ti.;" = T';';" = i (Q,.Ai + QJ.A~ - Q" gi.,.) 2). 

In den Gleichungen (60). (63), (64) und (65) ist T';';" symmetrisch in 
l und p.. Für die Riemannsche Übertragung III C r verschwinden 
T··" und T'··" .J.,. i.,. • 

1) Eddington. 1921. 1, S.109; 1923, 7. S.218; Schouten, 1922,2. S.73. 
I) WByl, 1918. 2. S.4oo. 



76 Der analytische Teil des Kalküls. 

§ 8. Die geodätischen Linien. 
Wird ein Linienelement stets im Sinne der zugrunde gelegten über

tragung in seiner eigenen Richtung verschoben, so nennt man seine 
Bahn eine kontravariant geodätische Linie der übertragung. 
Verschiebt man einen kovarianten (n - 1)-Vektor im Sinne der zu
grunde gelegten übertragung in der eigenen Richtung, so entsteht eine 
kovarian t geodä tische Linie. Die beidenArten von geodätischen 
Linien sind im allgemeinen nicht identisch. Wir befassen uns im fol
genden nur mit der ersten Art und unterdrücken das Wort kontra
variant. Ist also '0" ein Vektor, der die geodätische Linie in jedem 
Punkte tangiert, so hat d,("' V,. 'IJ" die Richtung von v". Ist t ein Para
meter -auf der Kurve, 'so gilt also für die geodätische Linie die Glei
chung:' 

dx'" dx" dx" 
(66) /itV"'/iT = ~/it, 

wo ~ irgendeine Funktion des Ortes ist. Umgekehrt, gilt f~ eine Kurve 
bei irgendeiner Wahl des Parameters t eine Gleichung der Form (66), 
so ist die Kurve eine geodätische Linie. (66) ist infolge von (7) gleich
bedeutend mit: 

tfIox" "dx'" dxl d~" 
(67) "dj:"' + r Ä,. dI dT = ~ dI ' 

woraus hervorgeht, daß die Lage der geodätischen Linien einer 
Übertragung nur von dem symmetrischen Teil der rr,.. 
abhängt. 

Man kann nun die Frage stellen, ob sich eine Übertragung so 
ändern läßt, daß die Lage der geodätischen Linien bei dieser Änderung 
invariant ist. Ist die Änderung der übertragung gegeben durch die 
Gleichung: 
(68) 'Fr,.. = rr,. + Ar,.. ; All/<] = 0 , 

so folgt als notwendige und hinreichende Bedingung aus (67), daß die 
Gleichung: 
(69) Ar,.. d,("' di = ß dx", 

worin ß irgendeine Ortsfunktion ist, für jede Wahl von dx" gelten muß. 
Dies ist aber dann und nur dann der Fall, wenn AI,. die Form hat: 

(70) Ar,. = AI P,. + A; PA 1), 

worin p,.. ein beliebiger kovarianter Vektor ist. Die in dieser Weise er
haltene Transformation der Übertragung heißt bahntreu. 

Man kann also z., B. alle Übertragungen angeben, die dieselben geo
dätischen Linien haben wie die zu gA" gehörige Riemannsche über
tragung. Infolge (5 5 a) ist für diese übertragungen: 

(71) Ti..;."=Arp,..+A;PA. 
1) Weyl, 1921. 3. s. 4; Eisenhart, 1922, 10. S.234. VgI. I. Aufg. 4. 
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Unter piesen sind die affinen übertragungen dadurch ausgezeichnet, 
daß infolge (64): 

(72) i (Q;;." + Q;';" - Q:J.I') = Ai PI' + A; PJ., 
was sich, da CJ. =0 ist, infolge (40) auch schreiben läßt: 

(73) i (Q~).,. + Qll''' - Q;).,.) = - gJ." PI' - gl''' PJ. • 
Durch Addition von zwei Gleichungen der Form (73) ergibt sich daraus: 

(74) Q~)." = 171' gJ." = - 2 PI' gJ." - P). g,." - p" gl'J.. 
Diese Gleichung enthält al~o die notwendigen und hinreichenden Be
dingungen für den Differentialquotienten von gJ.,., damit die g~äti
tischen Linien mit den geodätischen Linien der zu ~J.,. gehörigen Riemann
sehen übertragung zusammenfallen. Wir sprechen daher den Satz aus: 

Eine affine übertragung hat dann und nur dann die
selben geodätischen Linien wie eine Riemannsche über
tragung, wenn sich ein Tensor g)." auffinden läßt, dessen 
Differentialquotient den Bedingungen (74) genügt. g)..,. ist 
dann derFundamentaltensor der Riemannschen übertragung. 

Es ist möglich, daß die gegebene übertragung selbst eine Riemann
sehe ist. Es gibt dann zwei Riemannsche Geometrien mit denselben 
geodätischen Linien. Ein Beispiel für n = 2 entsteht, wenn man die 
natürliche Maßbestimmung einer Kugel in Ra aus dem Mittelpunkte 
auf eine Ebene projiziert. In der Ebene entstehen dadurch zwei Über
tragungen: die euklidische der Ebene und die von der Kugel herrührende 
nichteuklidische. Die geodätischen Linien sind für beide die Geraden 
der Ebene. 

§ 9. Die geodätischen Linien einer Va als kürzeste Linien. 
Es soll jetzt bewiesen werden, daß die geodätischen Linien einer 

Riemannschen Übertragung die Lösungen des Variationsproblems: 

(75) dJds=Ol) 
sind, wenn man setzt: 
(76) ds2 = gJ.,. dxJ. d#. 

Es sei s eine Kurve durch die Punkte x" und x" und '1)" ein Feld, 
1 2 

das in allen betrachteten Punkten regulär ist und in x" und x" verschwin-
det. ~ sei eine unabhängige Variable. Ist dann: 1 2 

(77) d X" = '1)" d ~ , 
und durchläuft x" die Kurve s, so durchläuft x" + fix" eine benachbarte 
Kurve, die ebenfalls durch x" und x" geht. Wird nun '1)" in beliebiger 

1 2 
Weise geändert, aber immer so, daß die Feldwerte in x" und x" Null 

1 11 

1) Es ist bier d statt 8 verwendet, um Verwechslung mit dem .Zeichen des 
kovarianten Differentials auszuschließen. 



78 Dar analytische Teil des Kalküls, 

bleiben, so entsteht eine andere benachbarte Kurve, und es soll die 
Bedingung aufgestellt werden dafür, daß das Integral von ds über die 
Kurve s von x;' bis x" einen extremen Wert hat. Dabei soll as zunächst 

1 2 
gegeben sein durch die allgemeine Gleichung: 

(78) ds = I(x, dx), 

wo I eine analytische Funktion ist in den XV und dxv, positiv-homogen 
ersten Grades in den dx". 

Durch Wahl irgendeines auf allen betrachteten Kurven regulären 
Skalarfeldes t, das in x" und x" die Werte ~ und ts haben soll, wird auf 

1 2 _ 

allen Kurven zugleich ein Parameter festgelegt. Die V~ationsgleichung 
lautet dann, da x" auf jeder Kurve eine Funktion von t ist, unter 
Berücksichtigung der Homogenität von f in den dx": 

-ft.. . dx 
(79) d l(x,x)dt=O; x=di' 

" Nach dem Prinzip der Variationsrechnung ist diese Gleichung äquivalent 
mit: t 
(80) /dtdl(x,x) = o. 
Nun ist: 
(81) 

ti. 

dl(x,x)= -.----. dx"+- -. dx" , - .. (at dO t )- d(at-) 
(} x" dt 0 x" dl a x" 

und bei der Integration verschwindet der Beitrag des letzten Termes, 
da dtx" und dzx" stets Null sind. (80) geht also über in: 

t. 

(82) j' (.!.L _ ~.!.L) d xv = 0 
dx" dt ax" ' 

t. 
eine Gleichung, die für jede Wahl von 1)" gelten soll und also äquivalent 
ist mit: 
(83) at d 01 ----=0, o x" dt a x" 
der bekannten Eulerschen Gleichung. 

Wir setzen jetzt: 
(84) 

nehmen an, daß gJ." den Rangn hat, und schließen alle Kurvenelemente, 
auf denen die Differentialform Null wird, von der Betrachtung aus. 
Dann geht (83) über in: 

..!.. a gJ." xl. XI' __ 1_!:... T ( %I' + Xl) 
2 ax" 2Tdt g •. " gJ... 

1 (OgJ." 2 aTg",,)!_l. .. =- ------ ;v'XI'-g xt'=O 
2 ox" T axJ. "", 

(85) 

wo T abkürzend gesetzt ist für (gA" i' X") - i. Dies ist die Differential
gleichung der Linien extremer Länge für einen beliebigen Parameter. 
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Führt man für eine bestimmte Linie statt dt das mit g},y gemessene 
Bogenelement ds aus (76) ein, so· wird T = 1 und (85) geht nach 
Heraufziehen eines Indexes über in: 

(86) 
d2 x" {).!l} dxi. dx}' _ 
ds2 + ,. ds ds -0. 

Ist aber ()o die Differentiation der zu g",. gehörigen Riemannschen 
übertragung, so ist (86) gleichbedeutend mit: 

dx" 
(87) ()o-;[S = 0, 

d. h. die Kurven extremer Länge sind die geodätischen Linien dieser 
übertragung. 

Führt man für I (x, x) kompliziertere Funktionen als (84) ein, so 
gelingt es zwar, unter Umständen, Differentialkovarianten zu bilden, 
die als eine Verallgemeinerung der kovarianten Differentialquotienten 
einer Riemannschen übertragung zu betrachten sind l ). Diese stehen 
nich t in Beziehung zu einer linearen übertragung, wohl aber zu 
den Pascalschen Verallgemeinerungen der Christolfelschen Symbole. 
In dieser Weise kann man al!io nicht zu den höheren linearen über
tragungen gelangen. 

§ 10. Geodätisch mitbewegtes Bezugssystem und geodätisches 
System von Urvariablen. 

Ist ~2) eine Größe im Punkte x" und wählt man 'die Werte von cP auf 
o 

einer Kurve s durch XV so, daß () (Jj entlang s verschwindet, so ist damit 
o 

die zu den Gleichungen (6) gehörige übertragung der Größe cP längs s 

gefunden. Insbesondere kann man ein System von Maßvektoren e", e 
i. ,. 

in dieser Weise längs s festlegen. Gehören dann die / und e in XV zum 
i. i. 0 

nämlichen Parallelepiped (vgl. Abb. 3), und macht man ~{ und ~ei. 
längs der Kurve Null, so gehören sie in jedem Punkte der Kurve zum 
nämlichen Parallelepiped, sofern die Übertragung überschiebungs
invariant ist. Diesen Fall wollen wir voraussetzen. Sodann gilt für 
die Differentiale irgendwelcher Felder vl' und Wi. entlang s [vgl. (6)]: 

(88a) r5v" = ~ (v" e') = e" dv" = dv·, ,. ,. 
(88 b) c)w;. = b (w.~,) = ~i. dw,. = dw;., 

und die Bestimmungszahlen der Differentiale sind also die Differentiale 
der Bestimmungszahlen in bezug auf das in der definierten Weise 

1) Pascal, 1903, 3; Sinigallia, 1903.4; 1905, 3; Noethel'. 1918. 6; Weitzenböck. 
1923. 1, S. 359; Fubini, 1918, 4; 1920, 3. Vgl. auch S. 62, Fußnote 2. 

2) Die Indizes sind unterdrückt, wie auf S. 63. 
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längs s mitbewegte Bezugssystem {, 6},. Das System {, 6}, heißt em 

geodätisch bewegtes Bezugssystem. Es gilt also der Satz: 
Sofern nur erste Differentiale in Betracht kommen, ist 

die zu irgendeiner überschiebungsinvarianten übertragung 
gehörige Differentiation eine gewöhnliche Differentiation 
in bezug auf ein im Sinne dieser übertragung geodätisch 
mitbewegtes Bezugssystem1). 

Das Bezugssystem 1'" e}, längs s braucht nicht zu irgendeinem 

System von Urvariablen zu gehör.en. Es gelingt im allgemeinen auch 
nicht, die Urvariablen so zu wählen, daß in einem einzigen Punkt die 
r!p und rI;'verschwinden. Denn aus den Formeln (9) und (10) für die 
Transformation der r!p und rI;, ist ersichtlich, daß sowohl T!p - r!p' 
wie 'rI; - rI; in ;'1-' symmetrisch ist. Sind also r!p und rl; nicht 
beide symmetrisch in ;'Il, so gibt es jedenfalls keine Transformation der 
Urvariablen, die r!p und rI; in einem bestimmten Punkt der X n zum 
Verschwinden bringt. Soll' es also für jeden Punkt eine solche Trans
formation geben (die natürlich für jeden Punkt eine andere ist), so müssen 
die Felder Si.;" und S';.; I' überall Null sein. Es muß aber auch C;i." Null 
sein, da das Feld C;l" nicht durch Koordinatentransformation zum Ver
schwinden gebracht werden kann. Die Übertragung muß also eine 
affine sein. 0 

Eine Transformation, die die Feldwerte r!,. im Punkte t zum 
Verschwinden bringt, lautet: 

o 
.. .. ,,, 1[';'" J.'x"'2) 

X -~ = x -"I" J.p X (89) 

In der Tat ist [vgl. (9a)]: 

(90) BQ:ro=~(AI'_r.I' 'xl.)=_r." . 
B'x'" B'? W wJ. OJ'" 

Ein solches System von Urvariablen heißt geodä tisch in x". In bezug o 
auf ein in x" geodätisches System sind die Bestimmungszahlen der Dif

o 
ferentiale einer Größe in x" bei einer affinen übertragung einfach den 

o 
Differentialen der Bestimmungszahlen gleich: 

(91) 

Es gilt also der Satz: 
Bei einer affinen Übertragung läßt sich für jeden Punkt 

eine Transformation der Urvariablen angeben, so daß die 
r!p i!l diesem Punkte alle auf Null transformiert werden. 
Die zur übertragung gehörige Differentiation ist, sofern 

1) Schauten, 1918, 1, S.46. I) Z. B. Weyl, 21, 4, S. 101. 



§ 11. Ein Satz von Weyl. 81 

nur erste Differentiale in Betracht kommen, in diesem 
Punkte eine gewöhnliche Differentiation in bezug auf die 
in diesem Sinne transformierten Urvariablen. 

§ 11. Ein Satz von Weyt. 

Es sei eine beliebige überschiebungsinvariante 'Übertragung durch 
Angabe der rI", gegeben. In einem Punkte f wählen wir einen belie

bigen Tensor nten Ranges gl.,u- In jedem benachbarten Punkte f + dx" 

soll der Feldwert g"",+ dgl.p, so bestimmt werden, daß die übertragung 
der Vektoren in XV von XV nach x" + dx" stets Resultante ist der folgen-° u u 
den zwei Änderungen: 

1. Einer Verschiebung der Vektoren von x" nach XV + d x" im Sinne 
o ° 

der zu gl." gehörigen Riemannschen übertragung. 
2. Einer Drehung der gesamten Vektoren in f + dx" mit gl.P, + dg"p, 

als Fundamentaltensor. 
Die beiden Änderungen zusammengenommen bilden das, was man 

eine in bezug auf gl.p, kongruente Verpflanzung nennen kann. 
Ist v" ein Vektor in x", so gilt für die erste Änderung: o 

(92) dv" = - {I:} v'< dx, 

und für die zweite, unter Vernachlässigung von unendlich kleinen Größen 
höherer Ordnung: 
(93) d ,. F'''p, ° Pd oe v = oe gp'P V x, 

worin F~" p, d x.'" der Bivektor der Drehung (S. 48) für die Verrückung d x" 
ist. Sollen diese beiden Änderungen nun zusammen für jede Wahl von 
v" die gegebene übertragung liefern, so muß gelten: 

(94) Tl", dx = {I.:}o dx" - F;"'" g",,, dx'" , 
oder: 
(95) ro" {I.",} F'''''' 0 

1.", = " 0 - " g",1. , 

oder: 
o zo"" [I.",] (96) g"", 1.",= " 0 - F",vl.. 

Da aber F""I. in 'P Ä alternierend ist, folgt: 

o' 0", 0 0", [1. 1'] [1'1'] a gl. " 
(97) g"", T;.", + gh r,.p, = " 0 + i. 0 = OXp' . 

Die ersten Differentialquotienten von g;.,. in x" sind also sogar ein-
deutig bestimmt. 0 

(97) bringt zum Ausdruck, daß r p, gl. v in f verschwindet (vgl. 8b), 

Die Feldwerte von g;.", in der Umgebung von XV werden also erhalten, 
° indem man gl.,. von x" aus im Sinne der zugrunde gelegten Übertragung o 

verschiebt. 
Sc h 0 U t e n. Ricci·Kalkül. 6 
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Ist g).p- in jedem Punkte der X n gegeben, so sind alle übertragungen, 
die eine in bezug auf g)." kongruente Verpflanzung darstellen, gegeben 
durch die Gleichung: . 
( 8) r v {i.,,} F IX I' 9 i.,.= " - p-",).g , 

wo F"",). eine beliebig wählbare in lX,,t alternierende Größe darstellt. 
Unter diesen übertragungen gibt es nun aber nur eine einzige 
symmetrische. Denn, ist r:." symmetrisch in ,tp, so ist auch Ft.",). in 
diesen Indizes symmetrisch. F" ",). ist aber in /X,t alternierend und muß 
also verschwinden. Die in dieser Weise ausgezeichnete Verpflanzung 
heißt eine Transla tion1). 

Es gelten also die Sätze: 
I.Zu jeder überschiebungsinvarianten übertragung kann 

man einen in f beliebig gegel-enen Wert von gi.p. in der Um-

gebung von XV in einer einzigen Weise derart fortsetzen, daß 
o 

die übertragung von x" nach jedem Nachbarpunkte x"+dx" o 0 

eine in bezug auf gAI' kongruente Verpflanzung ist. 
11. Zu jedem Felde g).p. gibt es eine einzige affine über

tragung, die eine in bezugaufg"p- kongruenteVerpflanzung 
darstellt. 

Der erste Satz wurde zuerst von Weyl bewiesen2), der zweite Satz 
ist ein Spezialfall des allgemeinen Satzes auf S. 74. 

Man könnte nun versuchen, die "Kongruenz" nicht zu definieren 
in bezug auf die Gruppe aller linearen Transformationen, die einen qua
dr(;l.tischen Tensor invariant lassen, sondern in bezug auf irgend eine an
dere geeignet gewählte inhaltstreue Untergruppe der linearen homogenen 
Gruppe, die dann die Gruppe der "Drehungen" genannt werden kann. 
Wenn man aber fordert: 

1. daß bei gegebener Definition der "Drehungen" in x" die "Dre
o 

hungen" in der Umgebung von XV für jede Wahl einer überschiebungs
o 

invarianten übertragung so gewählt werden können, daß die Übertragung 
eine "kongruente" Verpflanzung darstellt und 

2. daß bei gegebener Definition der "Drehungen" in jedem Punkte 
der X n es nur eine symmetrische übertragung gibt, die eine in bezug auf 
diese Definition der Drehungen "kongruente" Verpflanzung darstellt, 
so hat Weyl3). gezeigt, daß es nur eine inhaltstreue Unter
gruppe gibt, die diesen Forderungen genügt, eben die 
Gruppe, die einen quadratischen Tensor invariant läßt. 

Durch diese Eigenschaft ist die quadratische Maßbestimmung 
allen anderen Maßbestimmungen gegenüber in besonderer Weise aus
gezeichnet. 

1) Weyl, 1922,1,5.117. 2) 1921,4,5.131-
3) 1922, 1. Einen anderen Beweis gab Gartan, 1923, 8. 
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§ 12. Die Krümmungsgrößen. 
Sind P und Q Punkte einer Kurve 5 und ist v" ein Vektorfeld, so ist 

das über 5 genommene Integral !~v" die Zunahme von v" in bezug auf 
- p 

ein geodätisch mitbewegtes Bezugssystem. Ist 5 geschlossen und Q = P 
und verschiebt man den Feldwert in P im Sinne der zugrunde gelegten 
Übertragung in der Integrationsrichtung längs 5 bis nach P zurück, 

p 

so ist - f ~ v" die Differenz zwischen Endwert und Anfangswert von 
p 

v" in P. Man darf nicht erwarten, daß das Integral für jedes Vektorfeld 
und für jede geschlossene Kurve verschwindet. Es verschwindet dann 
und nur dann stets, wenn es für jedes Feld und für die Begrenzung jedes 
Flächenelementes verschwindet. Wir betrachten daher das Flächen
element r"'da mit der Begrenzung 5. P und Q seien Punkte von 5. 

Der Radiusvektor von Q in bezug auf P sei'dlx", der Radiusvektor eines 
benachbarten Punktes Q' von 5 sei 
d1x" = d1x" + dd1 x". R sei ein Punkt 
von 5, so daß PRQQ' aufeinander· 
fQlgen. Nimmt man nun das Integral p,~----""="'-----~W 
von ~ v" über 5 von P über R nach Q 
und zurück nach Pentlang d] x", so 
ist der Zuwachs dieses Integrals beim 
Übergang von Q nach Q' gleich dem 
Integral von P nach Q entlang d1 x", 
von Q nach Q' über s und von Q' nach P 

Abb.8. 

zurück entlang d2x". Letzteres Integral ist aber, wenn wir d8 x" schreibel). 
für d d1 x" bei Vernachlässigung von Größen dritter Ordnung: 

(99) 
(~1 v" + i.5~ v") + (.58 v" + i.5~ v" + ~1 .58 v") - (.5 .. v" + i.5~ v") 

= i (.51 .52 - .52 .51) v" = iD21 v". 
Nun ist: 

1 D21 v" = ~1 (d2 v" + rt,.. v1. dl~) - .51 (d1 v" + rt,.. v1. d,.~) 
(100) }.{ 0 TI" 0 TI" r." TI" r."I':"}J -ßd 0) =V -.I.1.O)--.I.J.,..- "0).1.1.,..+ x,.. '1.0) WJ.X- 2 X , 

0;1' oxo) 

eine Gleichung, die für jede Wahl von v", d1 x" und d2 x" gilt, woraus hervor
geht, daß der eingeklammerte Ausdruck rechts eine Größe vierten Grades 
darste1ltl). Schreiben wir für diese Größe R;,;i."· 
(101) R • •• " a '. TI" 0 r" r,w TI" + r." TI" 0)"'1. = -.I.J.O)- - J.,..- XO).1. 1.!' ",...1. }.'o, 

0;1' a~ -
so ist: 
(102) 

p " 
.5 f ~ v~ = i D21 v" = i R;,;i." v'" d1 ~ da xO> • 
p 

I) Vgl. I, Aufg. 1, S. 59. 

6* 
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Nun ist aber R;,;i" in co und p. alternierend, während: 
(103) i d1 x[.u ds %"'] = ~ fWB da, 
so daß die Zunahme von '0" in bezug auf ein geodätisch mitbewegtes 
Bezugssystem gegeben ist durch die Gleichung: 

(104) D 'IJ" = f<» da R;,;;''' 'IJ". 
In derselben Weise findet man für ein· kovariantes Feld: 

(105) 
wo: 
(106) 

D f <»d R""~ w" = - a 0>1')' w", 

R' •·• .. __ o_l"" __ 0- 7""" _ r,'" ["" + l""T'" 
001''' - asp 100 asO> L 11' 110> )'1' "I' 100' 

R;';l" und R';,;;." heißen dieKrümmungsgrößender übertragung 1). 
Aus (101) und (106) geht hervor, daß die Be:;timmungszahlen 
R;';l" und R';,;;." invariant sind bei Anderung des kovarianten Maßes. 
R;';l" und R';,;;." sind also nur in den überschiebungsinvarianten über
tragungen eigentliche Größen. 

Die Anderung, die eine Größe höheren Grades bei Umkreisung eines 
Flächenelementes erfährt, läßt sich jetzt mit Hilfe einer einfachen Eigen
schaft des Operators ~1 ~2 - ~II ~1 angeben. Sind nämlich g)'und 'F all
gemeine Größen, so ist: 

{
Du g) 'F = (~l ~a g) 'F + ~a g) ~1 q, + ~1 q, ~a lJf + q, ~1 ~a '1' 

(107) - (~:a ~l tI» 'F - ~l tI> ~Il tI> - ~11 q,~1 lJf - 4> "a ~1 'F 
= 'FD1l1 q, + q, D21 l[1, 

und der Operator ~1 ~a - ~2 ~1 genügt also, auf allgemeine Produkte 
angewandt, denselben einfachen Differentiationsregeln wie der einfache 
Operator ~. Infolgedessen ist die gesuchte Zunahme für eine Größe 
höheren Grades z. B. 'IJ;/Y: 
(108) D 'O;/Y = fO> da( - R';';;~ 'OA PY + R;';ßP 'O~ 8y + R;';AY 'U~Pd). 

Wenden wir die Regel für den Gebrauch von ~1 ~Il - "11 151 an auf 
A A' so ergibt sich: 

{ DIl1Ai = (R;';;," A~ - R';,;;" Ar) d1 x'" dllxo> 
(109) 

= (R;';;''' - R';';i") dlx-' ilaxOO
• 

Andererseits ist aber nach (16), (19), (25) und (28): 

{
Du Ai = ~l (illl xOO c;,r) - 152 (ill xO> C;,;.'') 

(110) _ 2 d1x'" illlx: V[p C;'~;'~,,+ ~;':.",,<d~~~;: da~) xOO 

- 2~x"'.dax (J7[.u COO]l - Cd' S 1'01 ), 

so daß die Beziehungen zwischen R;';l" und lf.';";l" lauten: 
(111) R'· .. "=R··· .. +2J7 C·· .. -2S'··"C .... rup".. rupl [ru 1']1 &JI' ,,1. 

1) In 1922, 2 sind die Bezeichnungen U;' I~;'''' und R;' I~ 1" verwendet statt 
R··· ... und R'··· ... oopJ. ropl • 
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Für eine überschiebungsinvariante Übertragung verschwinden die bei
den letzten Terme rechts und damit verschwindet der Unterschied zwi
schen den beiden Krümmungsgrößen. Es genügt dazu übrigens schon, 
daß die übertragung kovariant symmetrisch ist und V[wC .. :]j." ver
schwindet. 

Auch bei der Bildung von Differentialquotienten zweiter Ordnung stößt 
man auf die Krümmungsgrößen. Da mit Berücksichtigung von (19) und (25) : 

~~-~~if=~~~~~-~~~~~ 
= 2 d1 x1' d2 x'" (V[" V co] v" - Crj.(~t V", v") 
+ (P '" v") {()l da - ()a d1) x'" 

(112) 

= 2 d1:xl' dzx'" {V[" Vw] v" + (Cc;.:,t + Sc:,,;,"') V'" v',} • 
s ist infolge (28): 
(113) 217(0) V,,] v'· =- R:,~l" v). + 2 S':,,~'" 17", v" . 
In derselben Weise ist: 

1 
(~l ~2 - ()! ()1) W). Ol~l (da ~ 17 co w).) -. ~2",(d1 ~ V 0> W).} 

( 14) = 2 d1 x" da x (V l!' 1701] W). - Cr..,co] V'" W).) 

1 + (P '" w).) (~l da - ~2 d1) x'" 

= 2 d1:xl' da XOl {V r.., V Ol] W). + (C[~;.t + S:,; "')} V'" W)., 

so daß: 
(115) 2 V[w 17"1 w). = R':'~i" w" + 2.S':'~'" V'" W;.. 

Aus (113) und (115) folgt, daß für jede kovariant symmetrische 
Übertragung: 
(1 A6 ) 2 V V" R' •• " J. 1) , a [01 ,,]v =- COld. v 

(.116b) 2 V[co V/tl Wl = R'';';.j.'' w ... 
Da für beliebige Wahl der Größen tP und '1': 
(117) p[co 17,,1 tP 'F = '1'V[CO V,,] tP + (p[0> tP) V"J '1' + (p[w '1') V,,] tP 

+ q) V[w V"J 'P = 'PV[O> V"J tP + cp V[w V,,] '1', 
so genügt der Operator V[ru V"J ' angewandt auf Produkte denselben ein
fachen Differentiationsregeln wie der Operator V I" Infolgedessen gilt 
für irgendeine beliebige Größe höheren Grades, z. B. v~PY: 

(118) {2 V[w V/I] v;py = R';"~/ vlr - R;",;;/ v~~y - R,:.;~y v;P~ 
+ 2S';,,;d vdv;Py. 

Um R;,,;·i" durch Ti;" auszudrücken, setzen wir in (101) die Werte aus 
(55 a) ein. Dann ergibt sich nach einiger Umrechnung: 

1 
R;";l" = ~iJ/t {).:'} - ~aro {ln - {" .. W} {1.,n + {"!.'} f:'"} 

(119) vX vX 
o 0 

- V T .... + V T .... + T"" T' ... - T"" T' ." o ro .1./' " 1.00 .1.0' ,,/, ;." "00' 

wo V sich wieder auf die Riemannsche Übertragung bezieht [vgl. (57)]. 

1) Für Riemannsche übertragungen ist dies die Identität von Ried, 
11:37. 1. S.16. 
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Für TI.;"=O geht R;;';l" über in K;;';i", die KrümInungsgröße der 
Riemannschen Übertragung, den Riemann-Christoltelschen Affinor: 

(120) K' .... = ~ {'"CO} _ ~ {"I'} _ {"CO} {"I'} + {""} {"m} <»I'A a xI''' O:llD" "" ,,~, 

so daß 
o 0 

(121.~ R;;';l" = K;;';l" -17 <»Ti.;." + J71'TI.;;''' + Ti;;''' T~,~" - Ti,;" T~;/l). 
Aus (121) und (111) ergibt sich der Wert von R';;,/~i". 

o 
Statt 1701 Ti;" kann man in (119) und (121) auch 17<» TI.;" einführen. 

Für R~;r' entsteht dann die etwas kompliziertere Formel: 

<»I'" - COI'i. ." ll' I' i.m i. 0' "I' i. I' "00 lR ···"-K ..... -J7 T""+J7 T""-T""T""+T""T"" 

(122) - T"" T' '''+ T"" T' '''+ C .. " T·· .. - C··" T"" l" 1'''' l,. <»I' ooi. "" "J. ,,0> l + C;;,;" Ti~" - C,;;;," Ti~" 2). 

Die Größen: 

f RI'i. = R;;lV
; FI'l = RIPi.]; 

(123) R;l = R';;i"; F;I. = R[I'Ä]; 

l V. R • •. l v.' R" •• l 
ml' = "'I'i.; ml' = .",,1. 

sind Komitanten von R;;';i" bzw. R~;i". Die Bestimmungszah
len dieser Größen bekommen bei Änderung des kovarianten Maßes 
einen Faktor 7:-1• Für eine Riemannsche Übertragung geht RI'Ä über in: 

(124) KI'i. = K;;i" , 

während F"i. und Vl'l verschwinden. Durch überschiebung mit g"). 
entsteht aus KI'i. der Skalar: 
(125) K = gl'l. Kl'l' 

§ 13. Die Krümmungsgrößen der weniger allgemeinen über
tragungen. 

Für eine affine übertragung CIl! C~) geht (122) über in die ein
fachere Gleichung: 

(126) R · .... -R' · .. "-K .. · .. -217 T"" -T' '''T''''+ T""T·· .. wl'). - ml'). - ml'). [m 1']).' ).m "I' ).1' "01' 

Daneben gilt auch (121), so daß 

° (127) 17 T"" 17 T"" T .. "T·· .. +T .. .,T·· .. [m . 1']). = [." 1']). - i.."".I' 'i.,. HO>, 

eine Gleichung, die sich auch unmittelbar mit Hilfe von (56a) ableiten 
läßt. Substitution von (127) in (126) ergibt: 

(128) R • ""+ 17 T··.. K' .. "I 17°, T·· .. ml'). [m 1']), = ml'). - [m 1']). . 

1) Eddington, 1921, 1. S. 110. B) Schouten, 1922. 2, S. 76. 
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Für eine inzidenzinvariante, kovariant symmetrische und konforme 
Übertragung, C;i"=C",AL S'i.;." = 0, Vl'g).~=-Q,.gJ.'" (IICß) 
gehen (122) und (111) über in 

(129a) f R;,,;t = K:';i v - (V[w TI']) Ar '- {(2 V[w Tu, + T[w T[], 

l - i T", T'" g[w [J.) gl'] x]} g"" - C[w Q,,] Ar; T" = Q" - 2 G, ... 

(129b) 1?':,;;." = R;,,;t + 2 (V[wCI']) Ar 1), 

Aus dieser Gleichung folgt für die Weylsche Übertragung, CI' = 0, (IH C ß}: 

(130) 0>1']' = DJI'). = ro,.). - [ro ",1 ], {
R"'" R""v K"'" (V Q )Av 

- {(2 V[wQ[J. + Q[O>Q[]. - iQ",Q'" g[w[J.) g"'l ICl} g"~ 
und für eine inzidenzinvariante, kovariant symmetrische und metrische 
Übertragung, Q", = 0, (II Cr): 

( f R;",:i" = K;";.;." + 2 (V[ru C"'l) Ar 131 a) . 
l + {(4 V[w C[). - 4C[wCr;, + 2 C'" C'" g[w [l) gl']X]} gX~ 

(131, b) 

Aus (126) 
(IH C tX): 

R""~ R"'''+2(V C )A" w,,). = ru,.l [00 1'] l· 

folgt durch Faltung nach W'J1 fm eine affine Jertragung. 

(132) R",J. = R',,). = KI']' - V'" T;i'" + V,. Ti;'" - Ti;1< T;;'" + Ti;" T~;'" . 
Für F 1'). gilt also infolge (123): 

(133) FI').=F/~l.= Vl!,nl;"', 
Der Bivektor F,,}. ist also für eine affine Übertragung die Rotation des 
Vektors T}.;" 2). 

§ 14. Die 4 Identitäten der Krümmungsgrößen. 
Aus (101) und (106) oder auch aus (113) und (115) folgt für die 

allgemeine lineare übertragung die ers te I den titä t der Krümmungs
größen, die zum Ausdruck bringt, daß diese Größen in den ersten zwei 
Indizes alternierend sind: 

(134a) 

(134 b) 

R(;,,;)t=O, 

R{;';)J." = 0. 

Aus der Betrachtung des Differentialquotienten zweiter Ordnung 
J7 [(') V'" Vl] folgt eine weitere Identität. Infolge (29) ist: 

1 0 (av]. o v",') ,IX ," 
V OJ Ve .. v].] = -- - - --r -.rl'w V["'v).] - r}.w Vlttv,,] 

. 2 ax(() ax" aX'", 
(135) + (r~':" 5';;." + rl:' S';;~) v" + (V wS';;.") v,. 

+ S '··v V C· ,PS'''''' I'J. 0> V" - "'''' ,.l. vp, 

1) Schouten, 1922, 2. 2) Eddington, 1921, 1. S. 110; 1923. 7, S.216. 
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und also: 

lv[O> V,/I V;,] = (Va V[;.) r~~] + 211;'~ S'i];" v" + v,. V[w S';;'j" 
(136) - (r[;,: V,/I] Va - Si.i:, '" V,It] v",) - 5[;1'" C;'j; P vp 

( r.' )1"'" ["'" S,··v f7 5'··" S'··()t,C·· JJ =- "",V[l w1'1+2 [W." J.]", v,,+v."[ru I,A] + [pA ro)", VJJ-

Aus (115) folgt aber: 
(137) 2V[oo V.U VA] = R[;',:i]" v" + 2 (17 .. Vf}.) 5' ;,,~t , 
so daß, mit Berücksichtigung von (26): 

(138) R[(:),~it = 4S[c:.~'" S'l];" + 2V[",S'f~1{ - 2S[~;."" C;,];". 
Dies ist die zweite Identität, die für eine kovariant symmetrische 
Übertragung übergeht in: __ . ____ _ 

(139) I R[;',I~it = 0 -I 
Aus (137) und (139) folgt für eine kovariant symmetrische über

tragung die für jeden beliebigen kovarianten Vektor gültige Identität: 
(140) V[ooV,uVJ.] =0. 
Die allgemeinere unter denselben Umständen für jeden kovarianten 
p-Vektor gültige Identität: 
(141) V[ruV"v)., .. ,J.pj=O 
läßt sich aus (140) ableiten, indem man v;., ... lp als eine Summe von 
Vektorprodukten schreibt. Es gilt also der Satz: 

Der alternierte Diff ere n tialq uotie nt eines alternierten 
Differe n tialq uotien ten ei nes p-V e ktors verschwi ndet bei 
jeder kovarian t symmetrischen übertragung~). 

Aus (123) und (139) folgt durch Faltung nach W'V die nur für ko
variant symmetrische Übertragungen gültige Gleichung: 

(142) Vi" = -:-2 R[)",]. 
Iniolge (40) gilt: 

(143) V[ru V,,] g).y = V[ru Q;,]).y, 
und demzufolge: 
(144) R" "'" + R " "" 2 17 Q' ru,l}. g",,, ru,u" g",;.= "[ru ,uj}." 

oder: 
(145) I R:",u (h) = V[w Q~]).y ·1 

Dies ist die dritte Identität, die für die Weylsche Übertragung 
übergeht in: 
(146) Rw,u (h) = R/.". (}.y) = - V[w<:!.U] g;.,. = - (V[wQ,It]) gJ.,' 

und für die Riemannsche in: 
,------, 

(47) I Kw,u(}.,,) = 0-1 
K w ItJ.v ist also nicht nur alternierend in den zwei ersten, sondern auch 
in den zwei letzten Indizes. Aus diesen drei Identitäten (134), (139) 

1) Poincare, 1887, 3, S.336 für RIO; Volterra, 1889, 3, S.602 für R .. : 
Brouwer, 1906, 1 für Rn; Goursat, 1922, 3, S, 105; vgl. S. 99 und 116. 
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und (145) folgt die nur für die Riemannsche Übertragung gültige 
vierte Identität: 
(148) 1 Kru,.h = KJ.yro,. ·1 
Infolge der dritten und vierten Identität ist die zweite Identität bei 
einer Riemannschen Übertragung äquivalent mit: 

(149) I K[ro,u"y] = 0 ·1 
Daraus folgt in einfacher Weise die Anzahl der Bestimmungszahlen 
von K",/,,,v' Die erste und die dritte Identität lehren, daß Kro/,l" ein 
Bivektoraffinor ist. Aus der vierten folgt, daß K",,.;.,, ein Bivektortensor 
. N h . all . B' k 1 (lI(n-1) )n(n-1) 1st. un at em gememer Ive to~tensor :2 --2-- + 1 2-

Bestimmungszahlen. (149)·sind aber (~) Bedingungsgleichungen, so daß 

die Anzahl.!. (n(n ~ + 1) ~ (n -1) _ (n) = ~n2 (n2 -1) wird 
2 2 2 4 12 . 

§ 15. Die inhaltstreuen übertragungen. 
Die Änderung, die ein kontravarianter n-Vektor V",,,,'',, bei Um

kreisung von I""t da erfährt, ist infolge (108): 

J D V""""" = lU'" da (2,' R;,,;,J"" V"'''''u-, J"U+l ... ",,) 
(150) u ' 

l - '''''' d R" '["" V"''''''''-'] d - n a Wl,d • 

Dafür, daß diese Änderung für jede Wahl von lU'" und V","'',, ver
schwindet, ist notwendig und hinreichend, daß: 
(151) R;,;, i/'n V",,,·",,-.1 d = 0, 
was gleichbedeutend ist mit: 
(152) ;-1 R-;",-:i-"---V-o-o ,-, =-0 ·1 

Wir nennen die Übertragung in diesem Falle ko n tra varia n tinhaI ts
treul ). In derselben Weise zeigt man, daß: 

(153) IR""" V' 0 ! I 00,«" = 00"= I 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist. daß eine Uber
tragung kovariant inhaltstreu ist. 

Infolge (111) ist: . 
(154) Vc:,,.= V"", + 2 (V[wC;ll")A~ - 2 S';"~Otc~/, 
eine Gleichung, die für eine inzidenzinvariante Übertragung infolge (21) 
und (I 39) übergeht in: 
(155) V:"" = V""" + 2 n V[wC/,] - 2 n S';,,;, '" C", 
und für eine inzidenzinvariante und symmetrische in: 
(156) V~,,,= V"'" + 2nV[wC,,], 

Die Bedingungen für kontravariante und kovariante Inhaltstreue 
sind also nicht gleich. Vergleicht man die Gleichungen (155) und (156) 
mit (36a) und (36c), so ergibt sich der Satz: 

1) Schouten, 1923, 4, S. 17.1. 
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Eine inzidenzinvariante und kontra- bzw. kovariant 
inhaltstreue übertrag'ung ist dann und nur dan n auch ko
bzw. kontravariant inhaltstreu, wenn sich sich das Feld C .. 
durch Änderung des kovarianten Maßes forttransformieren 
läßt. 

Wo im folgenden von einer inhaltstreuen übertragung ohne nähere 
Angabe die Rede ist, ist immer eine überschiebungsinvariante kontra
variant und kovariant inhaltstreue übertragung gemeint. 

Aus (152), (142) und (133) folgt der, Satz: 
Dafür, daß eine affine übertragung inhaltstreu ist, ist 

jede der drei folgenden Bedingungen notwendig und hin
reichend: 

1. R;',~/ -:- V"", verschwindet. 
2. R;~l" = RI''' ist symmetrisch. 
3. Ti;"" ist wirbelfrei. 
Ist die Übertragung in einer Xn überschiebungsinvariant und inhalts

treu, so kann man zwei n-Vektorfelder U"',,'"'' und U .. , ..... " definieren, 
die den folgenden Bedingungen genügen: 

(157) 15 U"1.""" = 0; 15 U ...... ,." = o. 
(158) UJ, .. U).····)." = ~ . . ,... .. nl 

Der Beweis dieses Satzes wird sich im nächsten Abschnitt bei der Be
handlung der Integrabilitätsbedingungen von Düferentialgleichungen 
ergeben (lU, § 6). Mit Hilfe dieser Felder kann in jedem Punkte eine 
Korrespondenz zwischen den einfachen kontravarianten p-Vektoren 
und den einfachen kovarianten (n - p)-Vektoren zustande gebracht 
werden, wie es auf S. 32 mit Hilfe der n-Vektoren E" •... "" und E). •... ,.,. 
geschehen ist. Man kann hier nicht die zu den Urvariablen gehörigen 
Größen E"'···"" und E .. , ..... " verwenden (149), da die Forderung der Kon
stanz dieser Größen die Wahl der Urvariablen einschränken würde 
und diese Wahl völlig frei bleiben muß. Ist also U"'"·",, und damit 
U .......... festgelegt, so kann man das Element einer X p ' P < n, je nach 
Belieben darstellen entweder durch f" .... "p d'lp oder durch h. ........ _pd'lp, 
und das Element der Xn selbst kann entweder als n-Vektor U"""""d'ln 
oder als Skalar d 'ln aufgefaßt werden. 

§' 16. Die Bianchische Identität. 
Für jeden beliebigen Vektor w .. gilt infolge (115) und (117): 

(159) 2 V[,; V ol] V,t W,. = R'~:O~" V" w,. + R';';'l" VI' w" + 2 S'E';''' V t< VI' W ... 

Schreiben wir V" w). als Produkt idealer Faktoren, Pl'q,., so ist also: 

160 {2 V[~ 17 w V,t] W;. = R[i ;,;t V'" W .. + Pli' R';:O]). '" q", 
( ) + 2 (J7 '" Pr,,) S'~;,t q. -;I- 2 S[~';' '" P,,] V'" q, .. 
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I ' ••• 'tI '._iX I ••• 'Y yde •• t' ••• ~J (163 a) I V[~ R "'/,] i. = - 25[ru/, R El""- + A[Erul'l CYII< RdaA • 

Für eine kovariant symmetrische übertragung geht diese Identi-
tät über in: 
{163 b) 17 R" "" Ayd.C""R ••• II< 

Y [; ru.all = [Eru/'l '111< d.i.., 

für eine kovariant symmetrische und inzidenzinvariante in: 

(163 c) 17 R " "" C R " "" Y [~ ru/'l}. = [; wal)., 

fÜr eine überschiebungsinvariante in: 
{163 d) V[;R";;1)."=-25[.:,~1I< Ril;;''' ' 
für eine affine übertragung in: 

,-=-----

(163e) : V[; R,,;/~li" = ° I 
und für eine R;emann sche übertragung in: 

(163f) I VI; K';',;ji" = 0, I 
die Bianchische Identität l ). 

Durch Faltung nach l .. und ." ergibt sich aus (163a): 
(164) J7[~F;'l'l= -2S[;;,;1I< FE] 11< , 

eine Gleichung, die' für eine kovariant symmetrische übertragung über
geht in: 
(165) 

l} Die Bianehische Identität wurde zum erstenmal veröffentlicht von 
Paduva 1889, 4, der sie durch briefliche Mitteilung erhielt von Ried., Später 
wurde die Identität unabhängig bewiesen von Bianchi 1902, 6. Ricci leitete 
auch 1903, 1, S. 411 für n = 3 die für die allgemeine Relativitätstheorie 50 wich
tig~ Gleichung (169) ab. Bach bewies 1921, 6 die Gültigkeit der Identität für eine 
We;.lsche Übertragung, und der Verfasser berichtete auf dem Kongreß in Jena 
1921 über die Gültigkeit der Identität bei jeder symmetrischen übertragung (vgl. 
1923, 3)· Veblptl gab 1922, 9 einen Beweis für die affine Übertragung. Weitzen
böcll leitete 1923, 1. S. 357 die Form (163d) der Identität ab. Eine zusammen
fassende historische übersicht findet sich bei Schauten-Stmill, 1923. 9· 

2) Weyl. 1921, 3. S. 10. 



92 Der analytische Teil des Kalküls. 

Durch Faltung nach (J) und v entsteht aus (163a): 

(166) {2Vr;R;JJ.+ V~R'I;~;'~= -2S';,t R~;.-4S';[;1Jt R'iJ;;." 

+C ··{JR ,•·· 1Jt (JIX I-'~).' 

eine Gleichung, die für eine kovariant symmetrische übertragung über
geht in: 
(167) ? V R' V R" "" C··{J R" " IX - tu ';].1. = ~ I-'EA - (J1Jt 1-'':).' 

Für die Riemannsche übertragung folgt bei überschiebung von 
(167) mit t).: 
(168) 

oder in anderer Form: 

(169) 

die bekannte Impuls-Energiegleichung der Gravitationstheorie. 

§ 17. Darstellung einer überschiebungsinvarianten über
tragung mit Hilfe von idealen Faktoren der Größe .A;: • . 

Die auf die Krümmungsgrößen bezüglichen Berechnungen der 
vorigen Paragraphen waren ziemlich weitläufig. Man kann nun eine 
große Vereinfachung erreichen, wenn der Einheitsaffinor Al in ideale 
Faktoren zerlegt wird: 

1 2 
(170) Al = A;.A~ = AAAv = A;.A v = . 

1 2 

Wir führen dieses aus für eine überschiebungsinvariante über
tragung, wo. die erzielte Vereinfachung besonders groß ist. Infolge (D2) 

und (16) ist: 

V vV = V v;'A,A~ = (V v'A;.) Av + v'A, V Al' 
." I' r.. I-' " I' 

(171 a) = (0:1' vlA). )A~ + v'Al V."A~ 
öV" aA, 

=-+_·A~Vl+v).A,V A~ 
iJ :1/' iJ x" r. ./t 

und ebenso: 

(171 b) 

Nun haben zwar die n3 Produkte A). A" alle reale Bedeutung, nicht aber 
aA;. oA" 

alle 2 n 3 Ausdrücke --A", _. A).. Von diesen haben nur die n3 o xl-' ax" Summen: 

(172) 
iJA "A" a ). Av + () A - A" 
axl-' ox-";' - ax" }. 
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die reale Bedeutung Null. Alle Ausdrücke, die reale Bedeutung haben, 
können gerade nur so viele ideale Ausdrücke enthalten, daß sie si~h 
alle zu diesen realen Summen zusammenstellen lassen. Das Resultat 
kann also in keiner Weise beeinflußt werden, wenn man den n3 idealen 
Ausdrücken der einen Art irgendeinen realen Wert beilegt. Die er
wähnte Vereinh.chung wird nun erreicht, indem man wählt: 

(173 a) 

woraus folgt: 
(173 b ) 

iJA 
--" A"=r" iJ x,. J.,. ) 

iJA" 
-Ai.=-TI . 
iJ x" ,. 

Denn (171) geht dann unter Berücksichtigung von (7) über in: 

(174a) V"v"=A"V",v'"Ai., 
und: 
(174b) V,.w;.=Ai.V"w"A", 
während: 
(175) Al. 17" A" = 0; A" V'I A;. = 0 . 

Durch (174) wird die Differentiation eines Vektors auf die 
eines idealen Skalars zurückgeführt. 

Die Krümmungsgröße berechnet sich nun folgendermaßen. Infolge 
(107) ist: 

(176) { <--'I --'2 - --'2 --'1) v" = (bi b2 - b2 bl) v), Al. A" 
= v). Al. (bi ~2 - ~2 b1) A" = - vi. A" (bi b2 - ~2 bl ) A;., 

woraus unter Berücksichtigung der aus (114) für C;i." = 0 hervor
gehenden Identität: 

(177) (bi ~2 - b2 bl ) W). = 2d1 x" d2 xO) (17[,. V"'lW). + 5;';"') 17", WJ. 

und wegen (175) folgt: 

(178) (~l b2 - b2 b1) v" = 2 v). (I7[w V,.] Ai.) A" d1 xl' d2 x"'. 

Die Krümmungsgröße ist also infolge (102): 

(179) R:,;.i." = 2 (17[00 V,.] AI.) Al'. 

Aus (30) und (175) folgt weiter: 

(180) { 2 17[",17,,] v" = 2 17[~.~,.] v;' ~). Al' = ~.v.)."A: 17[(J) 17~].~Y ,. 
+ 25(01' 17 ",v = - RwltI. V + 25w I' V'" V , 

und dies ist die Gleichung (113) für den betrachteten Spezialfall. Die
selben Rechnungen lassen sich mit einem kovarianten Vektor durch
führen und führen dann ebenfalls zu (179) und zur Gleichung: 

(181) 2 V[w 17,.1 Wi. = R:,;, i. " w" + 25;:';, '" V'" W;., 

die ein Spezialfall von (115) ist. 
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Auch die Bianchische Identität läßt sich in recht einfacher Weise 
ableiten. Unter Berücksichtigung von (179), (115), (117) und (175) ist. 

f7[~ R;'pJi" = 2 r[~ W 00 f7.u] A;.) A~ = 2 A~ W[~ 17 cu V.ul Ai.) 

+ (V[E A") (R';';JJ.'" A", + 2 S,;,,~t V", A;.) 
(183) = A" R[{';;J'" V",A;. - Wtl<A") Ri:'jJ.'" A", 

- 2Sr~';' '" WI'J Ai.) V",A" + W[EA~) R';';,Ji'" A", 
2S ""'(17 V 'A )A" 2S ""'R' ';" - [001' EJ "';. = - [Ew I.J"' .. 

§ 18. Darstellung einer Riemannschen übertragung mit 
Hilfe der idealen Faktoren des FundamentaltensorsI). 
Schreibt man für den Fundamentaltensor : 

(184) 
und ist: 
(185) 

so folgt: 

1 1 2 2 
g;..u = a). a" = a;. a" = a;. a." = ... 

(186) a)' aI' = gJ.cx gl'P g",p = gi.l'. 

Durch Heraufziehen des Index entstehen also aus den idealen Fak
toren von gi.1' die idealen Faktoren von t·I<,. Da 

(187) 

so spielen hier a;. und a" in bezug auf A~ c1ieselbe Rolle wie Al und A'" im 
vorigen Paragraphen. Sie dürfen aber durchaus nicht mit Ai. und A" ver
wechselt werden, da sie ganz anderen Bedingungen unterworfen werden. 

1) Für die Beziehungen zur Maschkeschen Symbolik vgl. 1918, 1, S. 51 



t t 8. Datstellüng einet Riemannschen Übertragung. 91> 

Mit Hilfe dieser idealen Faktoren läßt sich z. B. in der kürzesten 
Weise zeigen; daß die einzige symmetrische Übertragung, bei der die 
Ableitung von gA,. verschwindet, die Riemannsche ist. Soll diese Ab
leitung verschwinden, so muß gelten: 
(188) r,. gA" = (J7,. a(A) a,.) = 0, 
wobei zu beachten ist, daß den n3 Bestimmungszahlen von (17,. al) a" 

noch keine reale Bedeutung zukommt. Nur die n2 (n + t) linearen Kom~ 
2 

binationen r,. al a,. dieser Bestimmungszahlen haben die reale Bedeu
tung Null. Wir können also, ohne das reale Resultat der Rechnungen 
zu beeinflussen, den n3 Ausdrücken (17,. al) a,., nll (n - t) Bedingungen 

2 
auferlegen, vorausgesetzt, daß diese so gewählt werden, daß (188) 
gültig bleibt. Wir wählen die Bedingungen: 
(189) (17 Lu aAl) a,. = 0 . 
Dadurch wird (J7,. al) a,. eine Größe dritten Grades, die in 2 Indizes 
alternierend und in zwei anderen symmetrisch ist und infolgedessen 
verschwindet: 

(7a) und (7b) geben nun über in: 
o 0"" (19Qa) r,.v" = a" r,. vAaA = a"- (v.t aA) = - + al,.a"vl, 

'h" 0# 
iJ oWl 

(19Ob) r,. Wl = a.t r,. '(tl" a" = aA 0# (w" a") = 8# - a;.,. a" w", 
iJa1 

wo al" abkürzend gesetzt ist für -. Da die Übertragung symmetrisch 
sein soll, folgt aus (190): 0# 

(191) a.t,. a" = a,.;. a" • 
Durch Addition und Subtraktion [wie bei der Ableitung von (53)] von 
drei Gleichungen von der Form: 

agAro 
(192) -- = aAl' aro + aro/, a). 

OX,U 

folgt dann: 
(193) a a" = {li'} AI' ". 

§ 19. Verallgemeinerungen der Gaußsehen und Stokessehen 
Integralsätze in einer XII' 

In einer X", sei eine X m+1 gegeben 'und darin eine geschlossene X trI ) 

d. i. eine X m , die einen Teil der X m+1 von dem übrigen Teil abgrenZt. 
Der so begrenzte Teil heiße Tm +1> seine Begrenzung Tm •. Die X m und 
die X m+1 sollen beide eine solche Form haben, daß in ihnen in eindeutiger 
Weise ein m- bzw. ein (m + 1 )-dimensionaler Schraubsinn festgelegt wer
den kannl ). Es gilt, Integrale über Tm umzusetzen in Integrale über Tm+1. 

1) Das Analogon einer einseitigen Fläche ist also von der Betrachtung aus
geschlossen. 
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Die Urvariablen seien vorübergehend so gewählt, daß die Parameter
linien von x"', ••• , X4m+1 in der Xm+1 liegen, x4m+B, ••• , x4 .. auf der 
Xm+l Null sind, und die Parameterlinien von x"' Tm immer nur in 
zwei Punkten schneiden. Wir nehmen zunächst an, daß die Xm eine 
solche Form hat, daß dies möglich ist. Einem Element von Tm+l ordnen 
wir den Schraubsinn der Folge dx"', ••• , dx4m +t zu. Ist das Element 
ein Parallelepiped mit den Seiten dl x", ..• , d.M1 xv, die in dieser Reihen
folge den Normalschraubsinn bestimmen, so ist der {m + 1)-Vektor 
des Elementes, den wir mit /,,"""m+, dTm+1 bezeichnen: 
(194) /,,""""+' dTm+1 = d1x[>'1 .~ •• dm+l x"m+,] • 

Wählt man die Begrenzungen des Elementes so, daß: 

(195) du x4.= U,V = 1 •... ,m + 1, { 
d xau für u = v 

O"u*v 
so kann man für (f94) schreiben: 

(196) 141 ... 4",+, dTm+l = (m ~ 1) 1 dxa. . .. dx4m+l. 

Wir wählen jetzt eine Parameterlinie von x4" die Tm in den Punkten 

P l und P2: 1 PI: xa. = xa" XV x") 
(197) PB: xa. = ~" XV:,. v = az' ..• , am+l 

l 0 
schneidet, xa. > xa.. Die Punkte von Tm+b die folgenden Gleichungen 

•• 2 1 
genugen: {xa. ~ xa. ::s;; xa. 

1 - -2 

(198) x"s.x"::S;;x" + dx", 'v=aB' ... , am+1 o O· 

x4=0; 1=am+2' .•• , an 
bilden eine Röhre, die ganz in Tm+l liegt und aus Tm in PI und in PB 
ein Element ausschneidet. Wird in Tm ein Schraubsinn festgelegt, der 
in Ps mit dem Sinn der Folge dxa., •• • ,dx4"'+t übereinstimmt, so ist 
der Schraubsinn in PI dem Sinne dieser Folge entgegengesetzt, und das 
ausgeschnittene Xm-Element, das wir mit j"· .. ·""'dTm bezeichnen, hat als 
ag, ••• , am+1-Bestimmungszahl in PB: 

2 1 
(199a) 1a.···am+1 dTm= mrdx"' .•. dxa"'+1 

in Pt aber: 
(f99b) 

1 1 
f40···am+ldTm= --1 dx4· •• , dxam+1 • 

~ m 

In Tm+l sei jetzt ein kovariantes m-Vektorfeld Vl1 ... l m gegeben, 
das mit seinen ersten Ableitungen im betrachteten Gebiete stetig ist. 

Das Integr{al' Ja:"'~ ....... i" ....... d ..... ' 

(200) ~m+. 

= __ 1_ r~v dxa1 •.• dxam'1-1 
(m+1) 1 J a ~a. a. ... am+. 



§ 19. Verallgemeinerungen der Gaußschen und Stokesscben Integralsätze. 97 

kann gebildet werden, indem zuerst über die Röhre integriert wird. 
Dabei entsteht: 

1 (m ~ 1) f (0a"" am +1 - ~a, ... am+l) dx"· . .. dxam +. 

(201) 1 (" 2 1 2 ) 
= -- v /a .... am+1 + v /a .... am+1 dT • m + 1 a .... am+l a, ... am+l m 

Wird nun über Tm integriert, so entsteht: 

(202) -l--··fv ,·a, ... am + 1 dT 
111 + 1 a, ... a",+1 m' 

so daß: d Tm 

(203) (m+1)f-v /a1 ... am +1dT + =fv ta, ... am+1dT. oxat a2 ... am+l m 1 a:!: ... am+l m 

~+1 ~ 

Durch Addition von (m + 1) (m ~ 1) Gleichungen von der Form (203) 
entsteht schließlich: 

(204) (m + 1) r..i~v, . 11'1 ... 1""+1 dT =J~) . tl' I ,,,;,.,dT 1) .J OXI'1 1"2 ••• 1'111+1 m+l 'l···I·m m 

7tn+1 Tm 

die Erweiterung für X m in X n des Gaußschen und 5tokesschen Satzes 
~ 

für V2 und VI in R3 • Da die im (m + 1) Zahlen':- P'1 v; ..... ;.m+'] infolge 
cx 

(31) Bestimmungszahlen eines kovarianten (m + 1)-Vektors sind, hat 
die Gleichung die allgemein kovariante Form und gilt also auch für 
jede beliebige andere Wahl der Urvariablen. Sie gilt überdies auch, 
wenn Tm +1 sich zusammensetzen läßt aus einer endlichen Anzahl von 
Teilen der X m +1 , von denen jeder einzelne der auf S. 96 aufgestellten 
Bedingung in bezug auf die Parameterlinien genügen kann, voraus
gesetzt, daß V ..... I. m mit seinen ersten Ableitungen im betrachteten Ge
/biete stetig ist. Denn für jeden einzelnen Teil gilt dann (204) und bei 
Summierung heben sich die Integrale über die Zwischenbegrenzungen auf. 

Es ist zu bemerken, daß bisher über die Art der Übertragung nichts 
vorausgesetzt wurde. Ist nun die Übertragung k 0 v a ri an t s y m . 
metrisch, so geht (204) infolge von (31) über in: 

(205) I (m + 1) 1/-',}.I'";''' V Lu V;'I ... i . .,] d Tm+1 = I ji-.... l.mVi., ... !.mdTm 2)'j 
Tm+l Tm 1 ____________________ • ________________________ __ 

Ist die Übertragung nich,t k 0 v a r i an t symmetrisch, so tritt infolge 
von (29) ein Glied mit 5';,;," hinzu, z. B. für 'In = 1: 

(206) 2 (I "i.V d 11"1'5"'" d J' d I . • ' [11. Vi.] T2 -' .tri. v" T2 = V;. x. 
~ ~ ~ 

Ist die übertiagung übers chi e bungsin v ari an t, symmetrisch 
und inhaltstreu, so läßt sich (205) umformen. Ist Ui.) ... ;." ein kon
stanter n-Vektor und ist: 
(207) VI., ... i'm = U; .•... i.nWl.m+, ... i.n, 

1) Poincar~, 1887, 3; 1895. 3; Brouwer, 1906, 1, 2; 1919, 4; weitere Litera
tur bei Weitzenböck, 1923, 1, S. 398. 

2) Ricci, 1897,3 für 111 = 1 in V3 • Schauten, 1918, 1, S.60 in V4 • 

Sc h 0 11 te n , Ried-Kalkül. 7 
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so ergibt sich aus (205) nach einiger Umrechnung: 

(208) I (~ + 1) f 1,t(I.,···l.m V"wJ.m+, ... ;."J drm+1 = f 1[I.,···l .. wl .. +, ... I.,,1 dr~~ I 
1"m+l Tm 

Ist (vgl. jS'/~'~"~~~' 90)(~ 1)(m+1)(n-m-l) n! U).····)."I, , 
(m+1)1 ... + •...• " 

(209) nl 
I )'.···lm = (_1)m(n-m)_ Ul, ... I."11. I. 

mJ m+t···.' 

so ergibt sich ebenso aus (205): 

(210) I f /[1"+"";',,-1 V." ~~, ... l",J drm+1 = f 1[l.m+ •... ;." V; .•• • J. .. J drm I 
Tm+l Tm I 

und 
(211) 

\ 
fl , I V, wl.m+·· .. J·"dr =fl' , wl",+ .... l"dr-

II.m+l"·.II.,.- t ". m+l IIom+l ....... " m, 
~+, ~ 

worin das Xm+l-Element als kovarianter (n - m + 1)-Vektor und das 
Xm-Element als kovarianter (n - m.)-Vektor erscheint. 

Es ist zu beachten, daß in (205) und (211) der Integrand ein Skalar 
ist und in (208) und (210) ein n-Vektor. Bei einer euklidisch affinen über
tragung kann der Integrand auch eine andere Größe sein, bei einer all
gemeinen Übertragung ist dies selbstverständlich nicht möglich, da allge
meine Größen sich dann nicht mehr über eine l"m, m> 1, summieren lassen. 

Ist pein Skalarfeld und die Übertragung euklidischaffin, so kann 
man p auffassen als al , .•. , am-Bestimmungszahl eines Feldes v}. .... }.m' 

dessen andere Bestimmungszahlen alle Null sind in bezug auf ein k on
s t an t e's System von Maßvektoren. Aus (205) ergibt sich dann: 

(212) (m t 1) !IP}."";'" V,; P drm+l = !f'-, .. ·i."Pdl"m. 
Tm+l !m 

Ist nun qj irgend eine beliebige Größe, deren Indizes unterdrückt sind, 
bedeutet -0, daß man die oberen Indizes ll' ... , lp in irgendein~r be
stimmten Weise, die sich aus allgemein multiplizieren, alternieren, 
mischen und überschieben zusammensetzen läßt, mit den Indizes von 
qj verknüpfen soll, so leitet man aus (212), indem man (212) auf alle 
Bestimmungszahlen von qj in bezug' auf ein konstantes System von 
Maßvektoren anwendet, folgende allgemeine Formel ab: 

(213) I (m + 1)JI,'l •... ). .. VI'-otPdl"m+l = ff'-l ... lm_o tPdl"m. 
1 7m+l Tm 

Ebenso folgt: 

(214) 11 !h.,+I ... l,.-1 Vl" -0 cfJdl"m+1 = fll. .. +l ... l" -o'tPdrm, 
~+1 ~ 

wo -0 sich auf die Art der Verknüpfung der Indizes lm+1, ••• , ln mit 
den Indizes von qj bezieht. Für euklidisch affine Übertragungen gelten die 
Formeln (213) und (214) allgemein. Für überschiebungsinvariante in
haltstreue symmetrische Übertragungen gelten beide nur, sofern der 



§ 20. Die übertragungen von Wirt.nger. 99 

Integrand ein n-Vektor oder ein Skalar ist, und sie umfassen dann (205), 
(208), (210) und (211), für nicht inhaltstreue kovariant symmetrische 
übertragungen gilt nl,lr (213), sofern der Integrand ein Skalar ist. 

Die für jeden p-Vektor in einer An gültige Identität (141) läßt 
sich auch leicht 'aus dem verallgemeinerten Stokesschen Satz ableitenl ). 

In der Tat lehrt (205), daß das Integral vo~ 17/. v;', ... i." über alle 
T.p+l' die durch eine bestimmte Tp begrerizt werden, denselben Wert 
hat. Nun kann man die (p + 1)-dimensjonale Begrenzung irgendeiner 
Tp +2 immer zusammenstellen aus zwei Teilen T~+l und T~+l mit einer 
gemeinschaftlichen Begrenzung Tp ' Da aber infolge von (205): 

( 
(p + 2) ( 101/·i., ... 1" 17['0 17/. VA, ... ;'p] dTp+2 

T,,+2 .. 

(215) =(1+1 )/1' ... ;.p+,17p.,vA .... i.p+,]dTp+l 

7;+1 T;'+l 

·und die beiden Integrale rechts sich gegenseitig aufheben, da bei dieser 
Integration der Schraubsinn in der einen 'Tp +1 umzukehren ist, ist das 
Integral von 17r", 17/. VA, ... Äp] über jede geschlossene TpH gleich Null, was 
nur möglich ist, wenn 17[01 17/. Vi., ... )',,] überall verschFindet. 

In ähnlicher Weise läßt sich die für je:Jen p-Vektor in einer An 
mit inhaltstreuer übertragung gültige Identität: 

(216) 17.l.. VA, vÄ""fpl) 

aus dem verallgemeinerten Stokesschen Satz ableiten .. 

§ 20. Die übertragungen von Wirtinger. 
Die Figur in einem Punkte der X n , die besteht aus einem kovarian

ten Vektor W;. mit einem inzidenten kontravarianten Vektor 'I/" nennen 
wir') einen Doppelvektor. Ein Doppelvektor ist also gegeben durch 
zwei ungleichartige Vektoren mit der Bedingung: 

(217) v;'w;. = O. 

In jedem Punkte der Xn gibt es also 002 n-l Doppelvektoren. Bei einer 
inzidenzinvarianten linearen übertragung gehen alle Doppelvektoren 
wieder in Doppelvektoren über. Wenn man nun zwar Iozidenzinvarianz 
fordert, nicht aber, daß die Übertragung des einen Elementes eines 
Doppelvektors in irgendeiner Weise abhängig ist von der Wahl des 
anderen Elementes, so gelangt man, Linearität vorausgesetzt, zu unserer 

1) Volterra, 1889. 3. S. 604 für Rn: Brouwer. 1906. 1. für Rn: vgl. S. 88 und 119. 
I) Wirtinger 1922. 4, S.441, nennt eine (n -l)-Richtung mit einer inzi

denten Richtung ein E .. _1-Element. Er arbeitet nicht mit Vektoren, sondern 
nur mit diesen Elementen. und seine Darstellungsweise ist dementsprechend etwas 
anders als die hier benutzte. Das Zeichen d in (218) hat dieselbe Bedeutung 
wie lJ~ bei Wirtinger. Für die "Parallelverschiebung". die der übertragung von 
Wirtinger entspricht. ist lJv" = o. lJ w;. = O. und aus (219) folgt dann die Glei
chung '(10) auf S. 441 bei Wirtinger. 

7* 
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übertragung II A IX. Man kann aber auch fordern, daß die übertragung 
von'vV von der Wabl von WJ. und die von w" von der Wahl von VV abhän
gig ist. Läßt man dabei die Forderung der Linearität fallen und fordert 
man, daß die Differentiale linear in dxv sind und daß die Transformation 
der Doppt:ivektoren bei Übertragung eine Berührungstransforma
tion ist, d. h. daß die Doppelvektoren, die eine Kegelhyperfläche ein
hüllen, bei Übertragung diese Eigenschaft behalten, so gelangt man 
zu den Übertragungen von Wirtinger. Die allgemeinste Form des zu 
diesen Übertragungen gehörigen Differentials ist dann: 

1 
~vv ~ dv· + (:::: - r" v.) dx·U , 

~W;,=dw;._(iJ'P~ -s w,)dx.U , 

iJ v" "" 

(218) 

worin CP,,,, r" und sI' Funktionen des Ortes und von v· und WJ. sind, 
<r",. homogen erster Ordnung und r" und sI' homogen nullter Ord
nung in VV und WJ.. Die Differentiale sind also homogen erster 
Ordnung, aber nicht notwendig linear in VV bzw. W;, und homogen 
nullter Ordnung in WJ. bzw. VV • Setzt man Linearität der Differentiale 
in vV bzw. WJ. voraus, so muß C{J" linear in v" und W;, sein, C{J" = CP)'" vlw,., 
und r" und sI' müssen von vV und w" unabhängig sein. In diesem spe
ziellen Falle geht dann (218) über in: 

{ 
~vv=dvv +(cpl',,-r.u A:)v"dx", 

(219) 
~w" = dwJ. - (cpI" - S,, An Wv dX". 

Dies ist aber die Übertragung II A IX mit: 

(220) 

(221) 

r v W" A V 
I", = "I' - r" ", 
Cl' = S" - r", 

Die übertragung I A IX ist selbstverständlich nicht in den über-. 
tragungen von Wirtinger enthalten, da sie nicht inzidenzinvariant ist 
und somit Doppelvektoren nicht allgemein in Doppelvektoren überführt. 
Die hier behandelten linearen übertragungen gründen sich auf die Punkt
transformationen der X n • Eine entsprechende Theorie für die Berüh
rungstransformationen der X n , die sicher von großem Interesse wäre, 
fehlt bi~ jetzt. Die Untersuchungen von Wirtinger bilden einen ersten 
Ansatz in dieser Richtung, wenn auch bei, ihm nur die Verknüpfupg 
von Größen in unendlich benachbarten Punkten durch Berührungs
transformationen zur Betrachtung gelangen, aber noch keine infinitesi
malen Berührungstransformationen der Xn selbst. Sie durften deshalb 
nicht unerwähnt bleiben, obwohl sie mit unserem Gegenstand nicht un
mittelbar zusammenhängen. 
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§ 21. Der Reduktionssatz. 
Solange keine Differentiationen in Frage kommen, bürgt der auf 

S. 28 des vorigen Abschnittes erwähnte Fundamentalsatz dafür, daß 
mit Hilfe der Addition, der allgemeinen Multiplikation und der Über
schiebung alle Simultankomitanten aus den idealen Faktoren der ge
gebenen Größen hergestellt werden können. 

Sobald aber Differentialquotienten gebildet werden, ist ein neuer 
Satz nötig, der gestattet, das Problem der Differentialkomitanten auf 
ein Problem algebraischer Komitanten zurückzuführen. 

Dieser Red u ktio nssa tz rührt für die Riemannsche Übertragung 
von Christottel l ) her und lautet2): 

Die Differentialkomi tanten von gi.,' sind die algebrai
~chen Komitanten von gi.", K,:,,;,l" und den kovarianten 
Diff ere n tialq uo tie n te n vo n K,:,;,i.". 

Vollständige Systeme sind aufgestellt worden von Ricci 3 ) und 
Weitzenböck 4). 

Bei einer überschiebungsinvarianten Übertragung lautet der Re
duktionssatz 5) : 

Die Differentialkomi tanten einer überschiebungsinva
rianten Übertragung sind die algebraischen Komi tanten 
der Größen 5;./ und R:n,;,)." und deren kovarian ten Differen
tialquotienten. 

Nimmt man einen Tensor g;." hinzu, so gilt der Satz6): 

Die Differentialkomitanten einer überschiebungsinva
rianten Übertragung und eines Tensors gi." sind die alge
brai~chen Komi tanten der Größen g;.", Ti;," und R:n,:;''' und 
deren Differentialquotienten. 

Eine allgemeinere Form des Reduktionssatzes, die den Fall berück
sichtigt, daß keine lineare übertragung vorliegt, sondern nur ein be
stimmter Differentialausdruck, hat E. Noether 7 ) gegeben. 

Aufgaben. 
1. Man bestimme eine überschiebungsinvariante lineare über

tragung, wenn die Differentialquotienten von n linear unabhängigen 
bekannten Vektoren v", U= 1, "', n, gegeben sind. [Weitzenböck 8) für 
17" v" = 0.] u , v 

1) 1869, 2, vgl. auch Rieci und Levi Civita, 1901, 1. 
2) Eine ausführliche Übersicht der verschiedenen Reduktionssätze findet 

sich bei Weitzenböek, 1923, 1. 
3) 1912, 1 und 3. 4) 1923. 1. S. 351. 
5) Weitzenböek, 1923, 1, S.354. 6) We~tzellböck. 1923, 1, S.357. 
7) 1918, 6 .. Vgl. Weitzenböck, 1923, 1, S. 359. 8) 192.3, 1, S, 320. 
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2. Man bestimme eine überschiebungsinvariante halbsymmetrische 
lineare übertragung, wenn gegeben sind: 

a) ein Tensor i" n ten Ranges und sein Differentialquotient 
V 1. .. Q'"'' . ,. g = ,. , SOWIe 

b) ein Bivektor lt" nten Ranges und der gefaltete Differential
quotient V ,.1" ,u = I" oder auch für n = 4 statt (b) 

b') ein Bivektor h,,, nten Ranges und der alternierte Differen
tialquotient Vr,./;. .. ) = I""", 

3. Für eine Übertragung lIeß gelten die Gleichungen: 

(VI' v .. ) glet gJl{ = V I' v" glet gP" - 2 CI' v" gJ.et gP" 
(VI' v,,) g1et gPI' = V,.. 'O"gJ.et gPI' - 2 CI' V" gJ.et gfJ!. 
(VI' v,,) gJ.et gP" = VI' 'lI"glet gB .. ~ CI' V .. gJ.et gP" 
(VI' v,,) g1et gl''' = V,.. 'O"gJ.etg"" -. CI' v .. gJ.et gl''' 
(V I' v,,) gJ.et get" = (VI' v .. ) Ar = V I' v" Ar - CI' v" Ar. 

4. Man beweise für eine übertragung II C IX : 

V ()J A[~ R;;]i/ - 2 V[" R;;!i/ = o. 
5. Bei Verwendung eines bestimmten Parameters t gelte für eine 

geodätische Linie die Gleichung: 
Cl dx" dx" 
Clldl=)./it· 

Man ·bestimme, einen Parameter t', so daß 
Cl dx" 

Cle'de'=O. 

6. Eine geodätische Linie einer Weylschen Übertragung. die in 
irgendeinem Punkte in,' einer Nullrichtung des Tensors g).1' liegt, liegt 
in jedem Punkte in einer Nullrichtung. [Weyl1).] Umgekehrt, gilt diese 
Eigenschaft für jede geodätische Linie, so folgt noch nicht, daß die 
übertragung winkeltreu ist. 

7. Ist h).1' ein Tensor, so ist hetp Ketl'J.P ebenfalls ein Tenscr. 
8. Ist VJ.,. ein Affinor, V die Determinante der VJ.I' und ifl' der 

Affinor mit der inversen Matrix: 
oV -0- = V'O/,i.; V,.,.. vf.&" = v .. ,. VI'). = Ai, 
vJ.,.. 

so ist für jede lineare übertragung: _ 

PI' = i Vb V"~ v";' = - olgyV + r:,. o x,. 
und für jede überschiebungsinvariante übertragung: 

V P R···IX '3V S··IX+6S·· PS·· IX S""P r,. J.] = et[,..J.) - [!' J.et) [11' et]P - ).1' ". 

1) t9t9.S, 5.114; 1921,4, S.114; vgl. auch fJ. d. Wouae, 192.3.. 1..S. für V .... 
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9. Sind PA und P). zwei Vektoren, die sich in der in Aufgabe 8 
beschriebenen Weise aus zwei beliebigen Affinoren V)..« und VA,.. ab
leiten, so ist bei jeder kovariant symmetrischen Übertragung P). - p,;. 
ein Gradientvektor. 19 yv -lg yv' ist stets ein Skalar. 

10. Die Gleichung: 

wo P,t ein Vektor ist, der sich in der in Aufgabe 8 beschriebenen Weise 
aus einem Affinor ableitet, Ul:d w~J. ein Affinor nten Ranges, kann bei 
einer affinen Übertragung nur erfüllt sein, wenn die Übertragung in
haltstreu oder n = 2 ist. 

11. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß bei 
einer infinitesimalen Transfcrmation einer An: 

dx" = v~dt 

jeder. Inhalt einen von der Lage unabhängigen Faktor bekommt, lautet: 

IX = Konstante. 

Soll die Transformation inhaltstreu sein, so muß IX verschwinden. 
[Bianchi1).] 

12. Für eine affine Übertragung ist die Bianchische Identität zu 
beweisen, ausgehend von der Formel (101) für die durch (89) definierten 
geodätischen Urvariablen. [Berwald 2).] 

13. Erteilt man den Punkten einer An eine Verrückung v~dt, so 
entsteht eine neue affine übertragung. Die Änderung von Tl" ist ein 
Affinor: 

Aj.;~ dt = d 1'r" = - va dt R;(i;/ + dt Vp• V,t) v". 

Die Änderung von R;'; ( beträgt: 

<5 R;,,;r = - 2 dt V[w Alj.ll~l~. 
14. Es ist allgemein die Änderung ven R;';l" zu berechnen, wenn 

rI,.. um Al.~~ dt zunimmt. 

1) 1893, 1, S.648; 1918, 8. S.249. 501. 
2) Aus einer Korrespondp.n~ mit Herrn L. Berwald in Prag. 



Dri tter A bseh ni tt. 

Die Integrabilltätsbedingungen der 
Differentialgleichungen. 

§ 1. Abhängigkeit von skalaren Ortsfunktionen. 

Es seien;, ••. , ~ p Skalarfelder in einer An, die alle im betrachteten 
Gebiet regulär sind. Hat eine Gleichung der Form: 

(1) !p (~, ••. , ~) = 0 
1 P 

für alle Punkte der An Gültigkeit, so heißen s, ..• , s (hinsichtlich der x") 
abhängig, im anderen Falle unabhängig. Aus (1) folgt durch Dif~ 
ferentia tion: 
(2) 

oq; 1 oq;r p 
1 V,,, s + .. ' +p /.s=O. 
os OS 

Daraus geht hervor, daß die Gradienten V'I L ... , 17,. ~ linear abhängig 
sind, wenn die Felder abhängig sind. Umgekehrt kann man bekannt., 
lieh beweisen, daß aus der linearen Abhängigkeit der Gradienten die, 
Abhängigkeit der Felder folgt. Es gilt also der Satz: 

p reguläre Skalarfelder sind dann und nur dann ab
hängig, wenn das alternierende Produkt der Gradienten 
verschwindet: 

§ 2. Lineare partielle Differentialgleichungen. 
Dem kontravarianten Vektorfelde v" in einer An ist die lineare 

homogene partielle Differentialgleichung: 

(4) v" J7 v s = 0 , 

bis auf einen skalaren Faktor, in eineindeutiger Weise zugeordnet. Be
trachten wir nur Gebiete, in denen das Feld v" regulär ist und nur regu
läre Lösungen, so lehrt das Existenztheorem, das wir als bekannt 
voraussetzen, folgendes: 

Jede Gleichung von der Form (4) hat 1'1 -1 un.abhängig,e 
1 n-l 

Lösungen s, ... , s. 
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u 
Für irgend eine reguläre Funktion s der s, u = 1, ... , n - 1 gilt: 

(5) V.< s = .. :~;1(9: V" ~ 
u os 

und jede solche Funktion ist also wiederum eine Lösung von (4). Ist 
umgekehrt s eine Lösung von (4), so muß VJ.s eine Summe von Viel-

u 
fachen der V ... s sein mit Koeffizienten, die Funktionen des Ortes sind, da 
es ja nicht mehr als 11- - 1 linear unabhängige kovariante Vektoren 
geben kann, deren (n - 1)-Richtungen alle die Richtung von VV ent
halten. Infolgedessen verschwindet aber der n-Vektor: 

1 n-1 
17[.<, S Vi., S •• , V"'n1 S 

u 
und s ist also eine Funktion der s. Irgendein System von n - 1 hin-

u u 
sichtlich der s unabhängigen Funktionen der s ist ebenfalls unabhängig 

u 
hinsichtlich der XV und bildet also ein dem Systeme der s gleichwertiges 
System von Lösungen. 

Die Lösungen s heißen auch IntegralE\ der Gleichung (4). Die 
n -1 Systeme von 001 äquiskalaren Hyperffächen der Felder s sind 
Integralhyperflächen dieser Gleichung. Sie schneiden sich in 0011 - 1 

Kurven, die mit den 0011 - 1 Kurven der Kongruenz VV zusammenfallen 
und die Charakteristiken der Gleichung (4) genannt werden. Geo
metrisch bedeutet also (4), daß jede Charakteristik ganz in einer Integral
hyperfläche enthalten ist, und eine Integralhyperfläche demnach von 
0011 - 2 Charakteristiken gebildet wird, während jede Charakteristik 
der Schnitt von n - 1 Integralhyperflächen ist. Der übergang von 
einem System von n - 1 Lösungen zu einem anderen System voll
zieht sich geometrisch, indern die Charakteristiken in anderer Weise 
zu HyperfIächen zusammengefaßt werden, was in ganz beliebiger 
Weise geschehen kann. 

Alle n-Vektorfelder unterscheiden sich nur durch einen skalaren 
Faktor. Ist also UJ., ... i." ein beliebiges n-Vektorfeld, so ordnet die Glei-
chung: 
(6) Wi .••.. An = VA, UA, ... i." 

dem Felde VV in einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen Weise 
ein kovariantes (n - 1)-Vektorfeld zu. Der (n - 1)-Vektor kann auch 
bis auf einen skalaren Faktor gegeben werden durch die Gleichung: 

,-

(7) V"'W",A3 ••• i." =0, 

die aus (6) durch überschiebung mit VA, entsteht. 
(7) sagt aus, daß die Richtung des Vektors VV mit der Richtung des 

(n -1)-Vektors w;. .... .<nzusammenfällt. Es besteht also eine eineindeutige 
Zuordnung zwischen (4) und der Gleichung: 

(8) W A, ... An_l dx)" = ° 
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und bei beliebiger Zerlegung von w ... ....... in reale Faktoren: 

(9) 1 "-1 
w} ......... _l = W[J., •• • W .... _ 11 

ebenso zwischen (4) und dem mit (8) äquivalenten Systeme totaler 
Differentialgleichungen: 

(10) ;; .. dxA=O, u=1, .... ,n-1. 

Geometrisch bedeutet (8), daß das Linienelement dxv die Richtung 
des kovarianten (n -1)-Vektors w .. , ....... _l' d. h. also die Richtung 
von v" haben soll. (10) ist also das System der DifferenHalgleichungen 
der Charakteristiken, die auch Integralkurven von (10) genannt 
werden, (4) ist die Differ~tialgleicbung der Integralhyperflächen. 

§ 3. Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen. 
Jedem kontravarianten einfachen p-Vektorfelde VV, ••• l'p in einer 

A,. ist die Gleichung: 
(11) v""" Vp V v, s = 0, 

bis auf einen skalaren Faktor, in eineindeutiger Weise zugeordnet. Wird 
der einfacbe p-Vektor (in beliebiger Weise) als Produkt realer Vek
toren geschrieben: 
(12) VV, ..... p = v['" • •• v .. p], 

1 P 

so ist (11) äquivalent mit dem System von p Gleichungen: 

(13) v"V .. s=O, 
u 

u=1, ... ,p, 

die linear unabhängig sind infolge der linearen Unabhängigkeit der 
Vektoren v". Jede Zerlegung von v .. ,· .... " in Faktoren gibt ein anderes 

u 

System (13), aber alle diese Systeme- sind unter sich und mit (11) äqui
valent. Wir betrachten wiederum nur Gebiete, in denen das Feld v .. ,· .... " 
regulär ist und nur reguläre Lösungen. Die Gleichung (11) und das 
System (13) haben dann sicher nicht mehr als n - p unabhängige Lö-

IC 
sungen. Denn, sind s, x = p + 1, ... , n unabhängige Lösungen und 

ist s eine weitere Lösung, so ist V J.. S eine Summe von Vielfachen der V .. ; 
mit Koeffizienten, die Funktionen des Ortes sind, da es ja nicht mehr 
als n - p linear unabhängige kovariante Vektoren geben kann, deren 
(n - 1)-Richtungen alle die P-Ricbtung von v",··· .. p enthalten. 

Infolgedessen verschwindet nun aber der (n -' p + 1)-Vektor: 
., p+l n 

V[ .. s V lp+, s '" VI...] s 

und s ist also nach (3) eine Funktion der s. 
Jede Lösung von (13) ist auch eine Lösung der tP (P - 1) Glei

chungen: 
(14) v4 V J: v· V v s - v· V. tJ'. V .. s = 0 , 

U 11 11 U 



§ 3. Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen. 107 

die sich, da die Rotation jedes Gradientfeldes bei einer symmetrischen 
übertragung verschwindet, folgendermaßen umformen läßt: 

(15) VA V;. v' V .. s = v). v" V[}, V,.] s + (v" V. v~)V). s = (V" V .. v).) V). s = o. 
[u tl] u v \[u ,,] [u 11) 

Hit:!" ist s nur einmal differer.ziert und jede der 1 P (p - 1) Gleichungen 
ist eine Differentialgleichung yon derselben Form wie (13). Sind also 
unter den t P (P - 1) Vektorm 

v' V .. vI. 
[u v] 

gerade q vorhanden, die sowohl unter sich als von den p Vektoren v' 
u 

linear unabhängig sind, so hat (13) jedenfalls nicht mehr als n - p - q 
unabhängige Lösungen, da jede Lösung von (13) auch Lösung von (15). 
also Lösung eines Systems von p + q linear unabhängigen Differential
gleichungen ist. Notwendige Bedingung dafür, daß (13) geraden -1' un
abhängige Lösungen hat, ist also, daß die t p (P - 1) Vektoren (15) 
alle von den V" linear abhängig sind. Man nennt das System (13) dann 

u 
ein vollständiges Systeml ). Ein Theorem, das wir als bekannt 
voraussetzen, lehrt, daß diese Bedingung nicht nur notwendig, sondern 
auch hinreichend ist: 

Jedes vollstäIidigeSystem vonp Gleichungen hat gerade 
n - p unabhängige Lösungen. 

Um die erhaltenen Bedingungen in eine Form zu bringen, die nur 
V" ..... 1' und nicht mehr die zufälligen Faktoren v" enthält, formen wir die 

u 
! p (P - 1) Vektoren aus (15) folgendermaßen um: 

(1 1':.) vI. V). v' = V). v).v· - v' V). v). . 
J.J [u v] [u v) [v u) 

Sollen diese Ausdrücke von den v' linear unabhängig sein, so ist not
u 

wendig und hinreichend, daß die Vektoren V). VA V" alle linear von den 
[u v] 

V" abhängen, und dies ist dann und nur dann der Fall, wenn: 

(17) (VA V). V[') v"""",,) = 0, U, v = 1, ... , PB). 
[u v] 

Nun ist aber (47) wieder äquivalent mit der einen Gleichung: 

(18) ; (V vA, ... [AI') v",· .. vp] = 0 I : ;., I 

und diese Gleichung stellt also die notwendige und hinreichende Bedin
gung in der.- gewünschten Form· dar. 

Die Lösungen s heißen auch Integrale des Systems (13). Die 
(n - P) Systeme von 001 äquiskalaren Hyperflächen der Felder s sind 
IntegralhyperflächendiesesSystems. Sie schneiden sich inoo"-'P A p , 

1) Vgl. z. B. v. Weber, 1900. 1, S. 73 u. f., der Ausdruck links in (15) 
korrespondiert mit dem "Klammerausdruck" (XuX.). 

9) Frobenius. 1877, 1; v. W~ber, 1900, 1, S.99. 
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die in jedem Punkte durch v",····p tangiert werden und Charak
teristiken des Systems (13) genannt werden. Die Charakteristiken 
entstehen also, indem die infinitesimalen Ep des Feldes v,·,· .. Vp sich 
Xp-bildend aneinander reihen. Wir bringen dies zum Ausdruck, indem 
wir sagen, das Feld Vv""Vp sei X p- bildend. Die Aussagen, (13) sei 
ein vollständiges System und v·,· .. Vp sei Xp-bildend, sind also gleich
bedeutend. Geometrisch bedeutet (13), daß jede Charakteristik in einer 
Integralhyperfläche enthalten ist, und eine Integralhyperfläche demnach 
von oon-p-l Charakteristiken gebildet wird, während jede Charakteristik 
der Schnitt von n - p Integralhyperflächen ist. Der Übergang von 
einem System von n - p Lösungen zu einem anderen System vollzieht sich 
geometrisch, indem die Charakteristiken in anderer Art zu Hyperflächen 
zusammengefaßt werden, was in ganz beliebiger Weise geschehen kann. 

Die Gleichung: 
(19) Wi"'+l ... ln = Vi., ... i." Ui., ... i.,. 

ordnet dem Felde v"," "p in einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen 
Weise das Feld eines einfachen kovarianten (n - p)-Vektors zu. Der 
Zahlenfaktor ist eine Funktion des Ortes. Der (n - p)-Vektor kann 
auch bis auf einen skalaren Faktor gegeben werden durch die Gleichung: 

(20) v"' .. • .. ·,·Pw"''' .... .ln_p = 0, 

die aussagt, daß die p-Richtung des Vektors v'·, .. ··v mit der p-Richtung 
des Vektors W.l, ... .l,._p zusammenfällt. (20) entsteht aus (19) durch über
schiebung mit v"""·"'v-,Ä.p+,. (Vgl. I, S. 53.) Es besteht also eine einein
deutige Zuordnung zwischen (11) und der Gleichung: 
(21) WJ., ... i.n _ v d Xi., = 0 

und bei beliebiger Zerlegung von W)., ... ln_v in reale Faktoren: 
1 II-P 

(22) Wl, ... i.,._" = W[l, ... Wi.n _ p )' 

auch zwischen (13) und dem System totaler Differentialgleichungen: 
Il! 

(23) wi.dXi·=O, x=1, ... ,n-p. 

Geometrisch bedeutet (21), daß das Linienelement eine Richtung haben 
soll, die in der P-Richtung von Wl, ... i.,._p enthalten ist. (23) sind also 
die Gleichungen der Charakteristiken, (13) die Gleichungen der Integral
hyperflächen. Ist das Feld v,·, .. ·,·p Xp-bildend, so ist das Feld Wl, ... l,,_v' 

das ja in jedem Punkte dieselbe p-Richtung hat, ebenfalls Xp-bildend. 
Vermittels (19) lassen sich nun· andere Formen fin die notwendige 

und hinreichende Bedingung (18) eines Xp-bildenden p-Vektorfeldes 
bilden. Da eine Gleichung von der Form: 
(24) ur", v",,,,,',,] = 0 

aussagt, daß die Richtung von u'" in der P-Richtung von v"""'p ent
halten ist, und diese Gleichung also äquivalent ist mit: 

(25) u'" W"'.l .... }.,,_p = 0, 
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so ist (18) erstens äquivalent mit: 

(26a) I (J7v,vv, .. ·"I')w ... ;. .... ;.,,_,,=~·l 
Da v .. ,··· .. " w ... ;.. ... .i,,_1' verschwindet, ist aber (26a) äquivalent mit: 

(26b) !(V .. ,w ... ;. •... J. ... ,,)v .. ,··· .. p=ol.a!J 
Die Bedingungen (26a) und (26b) bleiben notwendig und hin

reichend, wenn man über 'Vi 'Va Äg ••• Än - p alterniert. 
Infolge (19) existiert nun ein kontravariantes n-Vektorfeld V", ....... , 

so daß: 
(27) v·'···'·p = V .. ,· ...... w .. P+, ..... ", 

und (26a) ist also äquivalent mit: 
(28) (V .. , V"'·"'·"w .. ,,+, ... v,,) w ... ;. .... A._ p = o. 
Nun ist 17,. V"," v .. in den letzten n Indizes alternierend und hat also 
sicher die Form U" V,·, .. · .. ". (26a) ist also auch äquivalent mit: 

(29) {V", ....... (V .. , w" P+'''''''') w"'J. •.... ".p 
+ U .. , V .. ,· .. ,·"w,.P+, ....... w, .• ;.. ....... " = o. 

Da der zweite Term aber identisch verschwindet, ist also (18) schließ· 
lich auch äquivalent mit: 
(30) Ir-(-V-[.u-w-",-"-,,,-,,-_,,-)-w-;,-,l-;'.-.. -.;'-".-p-=-O"""I 

und es ist damit eine vierte Form der notwendigen und hinreichenden 
Bedingung abgeleitet. 

Wrr sprechen also den Satz aus: 
Dafür, daß das einfache p·Vektorfeld v .. ,· .... p in einer An 

Xp·bildend ist, ist jede der vier Bedingungen (18), (26a) 
(26b) und (30) notwendig und hinreichend. 

(18) und (26a) lassen sich auch folgendermaßen aussprechen: 
Dafür, daß das einfache p-Vektorfeld v"''''V'' in einer At< 

Xp-bildend ist, ist notwendig und hinreichend, daß seine 
Divergenz V". vv ...... 1' überall in dem p-dimensionalen Gebiet 
von v .. • .. · .. p liegt. 

§ 4. Integrabilitätsbedingungen einet Gradientgleichung. 
Gilt in einer An die Gradientgleichung; 

(31) VAs = W;., 

worin WA eine im betrachteten Gebiet reguläre Funktion der :Je" und 
von S ist, so lehrt Differentiation: 
(32) V Lu w;'l = 0 . 

1) Schouten. 1918, 3; Schouten-Struik, 1919. 1. S. 203, engl. S. 596; Struik, 
1922. S, S. 53. 54. 

P) Diese Gleichung korrespondiert mit den Gleichungen (21) auf S. 100 von 
v. Weber. 1900. 1. 
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Wir wollen nun zeigen, daß (32) nicht nur eine notwendige, sondern 
auch eine hinreichende Bedingung darstellt dafür, daß (31) unbeschränkt 

integrabel ist, d. h. daß es zu jedem vorgegebenen Wert ~ in x" eine Lösung 
o 

von (31) gibt, die in x" den Wert g annimmt. 
o 

Wird die Lösung in impliziter Form geschrieben: 

(33) 11' (x, 5) =0, 

so ist (3i) äquivalent mit dem System. von n Gleichungen: 
orp orp 
-+w,t-=O 
0:1 os (34) 

in den 11- + 1 Variabeln x" und 5. Diese Gleichungen haben dann und 
nur dann eine Lösung, wenn sie ein vollständiges System bilden, d. h. 
wenn die in (n - 1) Gleichungen: 

(35) {(o~" + w,. :~) (o~.t + W,t :s) - (o~l. + W,t :s) (o~1' + WI' :s)}9J=O 
oder 
(36) V orp 

r.t< W,tl 7fS = 0 

eine Folge von (34) sind. Dies ist aber dann und nur dann der Fall, 
wenn die Determinante: 

0 '" .0 V[,. w,tl 

1 0 .... 0 ~a, 
(37) 010 ... 0 Wa, 

10 ..... 1 wall 

für jede Wahl von f' und A verschwindet, d. h. wenn V V< W,tl verschwindet. 

§ 5. Die Bedingungen für ein Gradientprodukt. 

Ist das Feld des einfachen (n - p)-Vektors w"''''''''_1' X,,-bildend, 

hat v"''''''1' dieselbe p-Richtung wie w"''''''''_1' und sind ~, .. ,"'S" n - p un
abhängige Lösungen von (11), so ist w"''''''''_1' dem alternierenden Pro
dukte der Gradienten dieser Lösungen bis auf einen skalaren Faktor 
gleich: 
(38) 

Es fragt sich, wann die 5 so gewählt wer.den können, daß 0 gleich 1 
wird, wann also W"l"'''''_1' ein Gradientprodukt ist. Wir wollen 
den Satz beweisen: 

Der einfache (n-p)-Vektor w"1"'''''_P ist dann und nur 
dann ein.Gradientprodukt, wenn V[a w", ....... _I'l verschwindetl). 

1) M~l'ay. 1899. 2. für p = n - 2. 
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Da die Rotation jedes Gradientfeldes verschwindet, ist die Be
dingung notwendig. Daß sie auch hinreichend ist, zeigt folgende über
legung. 

Unter der angegebenen Bedingung gilt jedenfalls (30), w"""""_" ist 
also Xp-bildend und hat demnach die Form: 

('19)' 1 fI-P 
J W)., •.• ). .. _" = OSp., ••• $). .. -,,1, 

wo alle s). Gradientvektoren sind. Demzufolge ist: 
V 1 .. -,. V (40) ( [I' r) S)., •• , S). .. _,.l = [I' W)., ••• ). .. _,.l = 0, 

da alle Rotationen der s). verschwinden. V1 0 ist also eine Summe von Viel
fachen der S).: 

(41) 
1 •.. ~-p:l:1I: 

V).o= .:::;., IXS). 
11: 

und 0 infolgedessen (vgl. § 1) eine Funktion von}, 
Wir suchen jetzt in dem Ausdruck: 

(42) 
1 1 2 ••••• n-PlIlI 

S~ = OS1 + ~ ß S1 
11 

fI-P 
••• , S • 

die ß so zu bestimmen, daß die Rotation von },. verschwindet, ~~ also 
ein Gradientvektor ist. Es muß also gelten: 

(43) 
oder infolge (41): 
(44) 

1 (11)11 V CI' 0 S).l + 2' V CI' ß s).l = 0 , 
11 

1 1111 (11)11 
sCI' 2' IX sJ.1 =2' V CI' ß sJ.1' 

11 11 

wobei die Summierungen sich von 2 bis n - perstrecken. 
Um zu zeigen, daß die ß sich wirklich immer dieser Gleichung gemäß 

wählen lassen, nehmen wir },' .. . ,flSP als n - p erste Urvariablen. Die 
übrigen Urvariablen können -beliebig, natürlich unabhängig voneinander 

und von den n - p ersten, gewählt werden,- Die Vektoren })., .. . ,"s;. 
werden dann die n - p ersten kovarianten Maßvektoren : 

(45) x=1, ... ,n-p 
und (44) geht über in: 

(46) 
2 ••• ~-P 11 /I, a, 2 ... ~-Pa, 11 

,.:::;., IX eCl' e11 = .:::;., e[J. V 1'1 ß , 
" 11 

eine Gleichung, die aussagt, daß die a1 av·Bestimmungszahl des Bivektors 

rechts gleich i~, die alla,rBestimmungszahl, y=i=z, y,z=2, ... ,n-p, 
gleich Null ist. (46) ist also äquivalent mit: -

ap 11 } ---IX a:;r'" - , 
1/ • 

ap _ ap =0. 
a:;r'" a:;r"1/ 

(47a) 
y,z= 2, . .. ,,,,-p 

(47b) 
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11 
Da es nur darauf ankommt, irgend welche 'Verte für die p zu finden, 

11 
so kann man alle Ableitungen der p, die nicht in (47a) vorkommen, Null 

11 
setzen. Die p sind dann alle auf jeder Parameterhyperfläche von xa, 

11 
konstant. Gibt man auf einer bestimmten dieser Hyperflächen den ß 

11 
beliebige Werte p, so sind die Werte in den übrigen Punkten der An 

o 
durch (47a) bestimmt. Der Gradientvektor ~J. läßt sich also stets kon-
struieren. Nun ist aber infolge (39) und (42): 

1, 2 n-p 
(48) Wi., ... i.n _ p = sv .• Si .•• •• s;.n-vl' 

und da ~A ein Gradientvektor ist, ist der Satz damit bewiesen. Es ver
dient Beachtung, daß es stets gelingt, wenn w)., .. ,Än _ p in der Form (39) 
gegeben ist, irgendeinen beliebigen der n - p Faktoren s). multi
pliziert mit (] durch einen Gradientvektor zu ersetzen, ohne daß die 
anderen Faktoren geändert zu werden brauchen. Wir sprechen also 
noch den Satz aus: 

Ist ein kovarianter q-Vektor als Produkt eines Skalars 
mit q GradienU'ektoren gegeben, und ist der alternierende 
Teil des ersten Differentialquotienten Null, so läßt sich der 
Skalar zusammen mit irgendeinem beliebigen der q Fak
toren stets, ohne Änderung der anderen Faktoren, durch 
einen G'radientvektor ersetzen. 

Aus dem Beweise geht noch hervor, daß es ebenfalls stets gelingt, 

w.t, ... .t"_P auf die Form (48) zu bringen, wenn in (39) statt a~.t irgend
ein beliebiger Vektor t;. steht, der nicht einmal Xn_1-bildend zu sein 
braucht. Denn, ist w.t •... .t,,_v Xp-bildend, so kann man durch diese X p 

ers~ens n - p -1 Systeme von Xn _ 1 legen, die zu den Gradientvektoren 

:.t, • .. ,ns/! gehören, und dazu dann noch irgendein System, das aus 
den äquiskalaren Hyperflächen irgendeines Skalars besteht, dessen 

Gradient von ~.t, .. . ,ns/: linear unabhängig ist. Damit ist dann aber 
w.t, ... J.,,_p auf die Form (39) gebracht, und das weitere ergibt sich wie 
oben. Es gilt also der Satz: 

Ist ein Xn_q-bildenddr kovarianter q-Vektor geschrie
ben als Produkt eines beliebigen Vektors t.t mit q-1 
Gradientvektoren, so läßt sich t)., ohne Änderung der 
anderen Faktoren, durch einen Gradientvektor ersetzen. 

Wir werden diesen Satz im § 11 bei der Behandlung des Pfalfschen 
Problems benutzen. 

Aus dem auf S. 110 ausgesprochenen Satz folgt, unter Berück
sichtigung von (II, 141): 

Ist ein alternierter Differen tialq uotie nt eines p-Vektors 
einfach, so is t er ei n Gradientprodukt. 
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§ 6. Integrabilitätsbedingungen von Affinordüferential· 
gleichungen. Erster Typus. 

Es soll die ~rage beantwortet werden, wann die Affinordüferential
gleichung in einer An: 
(49) V 'U"l ••• "P - W·"lo·."P 

I' - I' ' 

worilJ. W; ", .... "" eine Funktion der x" und von 'U""" "" ist, u n be s c h r ä n k t 
in tegrabel ist, d. h. wann es zu j~dem vorgegebenen Wert 'U""""" in !J(' 

eine Lösung von (49) gibt, die in x" diesen Wert annimmt. 0 0 

(49) ist gleichbedeutend mit: 0 

(50) (v A, ••• ;.,.)", "p • .t, ... ).,,'" "" 
," 'U e)., ••• e;.,. = w,. 8A, ••• e;.,. , 

oder auch mit: 

(51) V ( A, ... A" ", ",,) .A, ... ;'" '" "P + A, ... ;'" V '" "" 
" 'U eA, ••• 8;.,. = W,. 8A, ... eA" "'U I' eA • ••• 8;.,., 

also mit einem System von nP Gradientgleichungen. Die Integrabilitäts
bedingungen dieser Gleichungen lauten aber nach (32): 

() V • 1. ... .t" ". "p + V A .... l p V ". "" 0 52 [w W,..1 81. ... 8A" [w'U ,..1.8A, ... 8;.,. = , 

oder unter Berücksichtigung von (II, 116 bund 117): 

(53) + .A, ... )." V '" "" + ;', ... )." V V· '" "p 
W[w ,..] 81, ••• 8A" 11 [w 1'1 el, ••• 8;.,. !(vrcu w,:/,· .. ,tp):1. ... :r" + wr,:..t, .. ·;.,. V <»1 ;~, ••• e4 

( • J.l ... ;.,.)", "" A, ... .t"l.~p •• • ".'" '" "" • = V[cu W,..] e};, .... e,tp+l1l i? Rwl''' e,t, ... 8,tu M • 8;.,.=0, 

Gleichungen, die äquivalent sind mit der Gleichung: 

die also die gesuchte Integrabilitätsbedingung darstellt. 
Dieselben Überlegungen gelten, wenn die differenzierte Größe ko

variant oder gemischt ist. Die Integrabilität'sbedingungen von: 

(55) V', 'U", ... "" = w'"'''''''''' 
lauten also: 

I 1 ..... 1' 

(56) 2 V[a> w,..1 "l ..... " = I R;';:u'" 'U", ... " .. _, .. ""+""",,' ' 
I U 

Als Beispiel für eine gemischte Gleichung wählen wir: 

(57) 

Hier lauten die Integrabilitätsbedingungen: 

(58) 2 v ... " R' •• " .. "'+ R'''''' ""+ R'''''' .... [w W,Ij .. ,t = - (1)"'''' 'U"A w,.." 'U"", wl' ... 'U",.t • 

Schouten. Ricci-Kalkill. 8 
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Ist VV,,,,vl' alternierend, so läßt sich (54) einfacher schreiben: 

(59) 2 f7 '''''''''" pR" '["1' "'"'''1'-']''' ~- ['" wl'] = - ml'''' V • 

Ebenso geht (54) für den Fall, daß VV"""p symmetrisch ist, über in: 

(60) 2 f7 • ", ..... " pR' .• (Vp "'"'''p-,)''' 
I' ['" wl'l = - "'I'''' V • 

Für kovariante alternierende bzw. symmetrische Größen geht (56) in 
derselben Weise über in: 
(61) 
bzw. 
(62) 

Die geometrische Bedeutung der Integrabilitätsbedingungen ist 
folgende. Ist k eine geschlossene Kurve in dem betrachteten Gebiete 
der All, so kann man v",· .... p in einem bestimmten Punkte P von keinen 
Wert -v""""1' geben, und die Werte von v"''''''1' auf k in der einen und 

o 
in der anderen Richtung bestimmen mit Hilfe der Gleichungen: 

(63) 
Ist nun wp"''''''P ganz allgemein gegeben, so werden- die zwei in dieser 
Weise für einen anderen Punkt Q von k gefundenen Werte von v""""1' 
nicht gleich sein. (54) ist die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß die zwei Werte für jede Wahl der Kurve, der Punkte P und Q 
und des Wertes v'" ••• "p einander gleich sind. 

u 
Ein wichtiger Spezialfall von (61) ergibt sich für p = n. Der Dif-

ferentialquotient eines n-Vektors UA, ... Än ist in den letzten n Indizes 
alternierend und hat also die Form UI' UA. ••• ). ... 

Die Integrabilitätsbedingungen der Gleichung: 

(64) VI' UJ., •.. Än = UI' UA, ... A" 

sind ein Spezialfall von (61) und lauten, da das alternierende Produkt 
von U,. mit sich selbst verschwindet: 

(65) 2V[m UI'] UA, ... A .. = nR:'p[;': UA, ... J. .. _J"" 

Nun ist aber allgemein: 
(66) V[}." w'" U)., ... A,,_,l'" = v", w'" UA, •.. l" 

und es reduzieren sich also die Integrabilitätsbedingungen auf die ein
fache Form: 
(67) V[m Ul'l = inR:,p,;"'. 
Wie man also das Feld Ul, ... A" auch wählen mag, die Rotation von U}. 
hat stets denselben Wert, der durch Faltung von tnR:.;.,i" nach l" 
entsteht. 

Es knüpft sich hier die Frage an, unter welchen Bedingungen es 
möglich ist, ein Feld U}., ... Än so zu wählen, daß es im Sinne der zugrunde 
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gelegten übertragung Konstant ist. (67) lehrt, daß dies dann und nur 
dann möglich ist, wenn R;,,;,~Ot verschwindet, d. h. (I1,-§15) wenn die 
übertragung inha1:t<;treu ist: 

Konstante n-Vektorfelder gibt es in einer An nur bei 
einer inhalt streuen übertragung [vgl. II, S.901)J. 

Die Integrabilitätsbedingungen der Gleichung: 
(68) 
lauten: 

V" v"· = 0 bzw. V,,, Wk= 0 

(69) R · .• " lOb R' •. ,. 0 
wl,l V = zw. w"l. W" = . 

Dafür, daß es in einer An konstante Vektorfelder in jeder Richtung gibt, 
ist also notwendig und hinreichend, daß R;,,;r verschwindet. Wählt 
man n linear unabhängige kovariante konstante Vektoren als kovariante 
Maßvektoren 2), so verschwinden alle r:J. und es entsteht ein kar
tesisches Koordinatensystem, d. h. die An ist ein En: 

Eine E,. ist eine A,. mit verschwindender Krümmungs
größe. 

Nur in einer E,.läßt sich der Ort jedes Punktes in bezug auf einen 
festen Ursprung geben durch den Radiusvektor r": 

(70) r" = x" f = XV • 

Anwendung von V" ergibt: 
(71) Vp.r"=Vl'x"=A~, 
in Worten: 

In einer E,. ist Al der erste Differentialquotient 
Rad i usvek tors. 

des 

In einer An gibt es im allgemeinen keinen Vektor, dessen erster 
Differentialquotient gleich Al: wäre. 

§ 7. Integrabilitätsbedingungen. Zweiter Typus. 
Die Integrabilitätsbedingungen von 

(72) V[.u v)., •.. .!p] = WI').' •• '~).P' 
wo v;., ... Äp ein p-Vektor ist, lauten in einer A,.: 

(73) I J7[w W,,)., ... lp] = 0, I 
anders gesagt: 

Dafür, daß in einer A,. ein (p + 1)-Vektor ein alternierter 
Differentialquotient eines p-Vektors ist, ist es notwendig 

1) Schouten, 1923, 4, S. 171; Eisenhart, 1923, 17; Veblen, 1923, 16. Das 
Integral f u )., ... ). .. I l l ... .! .. d '1:" ist bei einer inhaltstreuen Übertragung eine Inte

'gralinvariante. Hier knüpft die Theorie der Integralinvarianten an. 

2) Der kovariante Maßvektor ~). ist der Gradient von %". Dafür, da.ß ein 
Vektor als Maßvektor verwendet werden kann, ist also in einer A" notwendig 
und hinreichend, daß seine Rotation verschwindet. Diese Bedingung ist: hier 
erfüllt. 

8* 
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und hinreichend, daß sein alternierterDifferentialquotient 
verschwindetl). 

Die Notwendigkeit folgt aus (II, 141). 
Wir beweisen zunächst, daß, wenn (72) eine nichtalternierende 

Lösung v;., ... lp besitzt, auch stets eine alternierende Lösung besteht. 
In der Tat, gilt für Vl, ... ;.p die Gleichung (72) und ist vJ., ... J.p = V[;. .... lp] , 

so ist: 
(74) V I - V A/X""/XP' - V A[/X· .. ·/Xpl v - V u,v;., ... ;'pl- [.u ;., ... J.p]vlX, ... ",p- tu ;., ... ;'p] 1X ..... lXp- tuv;' •... lp] 

und vJ., ... lp ist also ebenfalls eine Lösung von (72). Wir dürfen also 
voraussetzen, daß v;. .... lp alternierend ist und beweisen nun den Satz 
weiter für p = 2. Der Beweis für allgemeines p verläuft in derselben 
Weise. Aus der Gleichung 

(75) V(t, v,,;.) = W",,;. 

folgt, daß V" v,,;. sich folgendermaßen schreiben läßt: 

(76) V" v,,;. = w.u d + u",,,;., 

wo '"1',,;, eine Größe ist, deren alternierender Teil verschwindet. Um
gekehrt folgt (75) aus (76). Die Integrabilitätsbedingungen von (72) 
lauten: 
(77) 2R;'i,[1"'YJl<)/x = 2V[oow",]"J. + Vooul''';' - V"uw,,;'. 

Infolge (76) ist aber 
(78) u",,,;.=tV,,,v,,;.-iV,,v;.,,,-tV;.v,,,,,. 

Führt man diesen Wert in (77) ein, so entsteht: 

(79) {o = 2 V[ww.u],,;' - tR";';[l/X v"llX - t V", 17"v;.", + t V", V"v;'w 
- tVw 17;. v",,, + tJ7", 17;. Vw ,,' 

Wird in den vier letzten Termen die Reihenfolge der Differentiationen 
umgekehrt, so entstehen vier Terme mit R~;,l": 

{

o = 2V[wWplk;' - t J7"J7wvJ.", + t 17" I7",v;.ro - t17J. 17ro vu " 

(80) + 'lr 17). V", Vro " - t (R;'~ilX V"/X + R;i;/X v"/x + Rl;';'" V"IX) 
+ i (R;'~~/X V;'/X + R;~";' /X VJ./X + R~;'~ /X v;'/X) 

t(R" _IX R' .. IX ) t(R' •• IX + R··· IX ) 
- 11" ;."'" V"'/X + .u";' Vro/X + 11" ;."'" v"'/X ",,,J. v"'/X • 

Addiert man zu dieser Gleichung die Identität: 

(81) 0 = t 17" 17;. vO)I' - t 17;. 17" v",ro - t R~l~ tt VWc< + t R~i;" /X v"'/X , 

so beben'alle Terme mit R~;l" sich infolge der zweiten Identität (II,138) 
auf, und als notwendige und hinreichende Bedingung bleibt: 

(82) 17[0) wl',,;,] = 0 • 

1) Poincal'~, 1887. 3. S.336 für Rn; Voltel'l'a. 1889. 3. S.602 für R .. ; 
Bl'cmW81'. 1906, 1, S. 22 für R,,: Goul'sat, 1922. 3. S. 105. 
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Aus dem bewiesenen Satze folgt unter Berücksichtigung von § 5 
der Satz: 

Ein Gradientprod ukt (p + 1)ter Stufe ist stets alternier
ter Differentialquotient eines p-Vektors. 

Die schon im z\lreitenAbschnitt, S.88, abgeleitete, für jedenp-Vek
tor einer An gültige Identität: 
(83) V[", /1" V)., ... ).p) = 0 
ist auch eine Folge von (72)" und (73). 

§ 8. Integrabilitätsbedingungen. Dritter Typus. 
In der Differentialgeometrie treten oft Differentialgleichungen auf 

von der Form: 
(84) /1[" Vl, .. -.).gJ"'''''' = W,,}., ... ).g"'"'''' 

wo VI., ... ).gP, ... ", in den ersten q-Indizes alternierend ist. Zur Ableitung 
der Integrabilität~bedingungen dieser Gleichung bemerken wir, daß (85) 
gleichbedeutend ist mit 
(85) (/1[" V., ... ).g) IX, ... ",) e"" ... e'" = w"Ä, ... Äg", ... ",e"' ..• e"" 

I" VI "r "1 'Pr 

oder auch mit 

~~ . ~ ~ i /1 C" VI., ... J.gJ "" ... "" e'" ••• e'" 

= (/1 Lu e'" .•. e"") Vl, ... <gJ ", ... "', + w,,)., ... ).g"""''''' e"" •.. e'" . 
~ ~ ~ ~ 

(86) ist aber ein System von n' Gleichungen der Form (72). Die Inte
grabilitätsbedingungen dieser Gleichungen lauten also: 

(87) "'''' '" I', I /1 [w (/11' e"" .•. e"") v)., ... <gl "', ... "" + (/1[01 e"" .•• e"") w,r i., ... ).gJ "', ... '" 

+ (17Cm w,,)., ... )..J "" ... ",) e"" ••• e"" = 0, 
~er: ~ ~ 

I (17[1' e"" .•. ecr.,) Wwl., ... lgl "', ... "" + (17 Co1 e'" ... e"") w,,}., ... )..j "" ... "" 
(88) ", '" " '" 

+ (17[00 17" e"" •. . e"") vI., ... )..l """''''' + (17[0> W.ll)., ... ;'.l "" ... ",,) e"" ... e"" = 0 
~ ~ ~ ~ 

oder: 
- • ..;:;;... V[)., ... ).. w"Jß ...... "', ... "" 

(89) u " "" '" 1 tl~r R' • ''''''e''' eP e""v 

+ (17[00 W"I., ... Ä.l"', ... "',) e"" ••• e"" = 0, "1 'Vr 

wo VA, .•. )..", .... , in zwei ideale Faktoren zerlegt ist: 
(90) VI., .... g., .... , = v', ... l.a V",,,,,,, 

Die Gleichungen (89) sind aber äquivalent mit der Gleichung 
\ .. ,.:t 

(91) - t ~ v[}., ... I.. R;";JiJ'" vV'"'''u_''''''''+''''''' + 17[n> w"., ... I..l", ... ", = 0, 
u 

die also die gesuchten Integrabilitätsbedingungen darstellt. Ohne Ver
wendung von idealen Faktoren lautet die Gleichung: 

I 1, ... ,r. I 
(92) V . - 1 -,-, A!Xl , •• ag R •• • () I 

Co> W,,'., ... I .• lv, ... ", -"2 "'fr [I., .. .!.. "'I'l"" V"""''''g., ... ,.,._,bl·''+'" .• ,· , 
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Ist die differenzierte Größe in den letzten r Indizes kontravariant oder 
gemischt, so gelten dieselben Überlegungen. Die Integrabilitätsbedin
gungen der Gleichung 

(93) V v····· ·"·-w··· .. ··"· r" l, ... lfl~, - ,.l"";'f'" 

lauten. also z. B. : 

§ 9. Integrabilitätsbedingungen. Vierter Typus. 
Eine Gleichung in der An von der Form 

(95) V;., v.l' .. ·'·p = wlo ... lp , 

wo Vl, ... i.p ein p-Vektor.ist, P ~ 2, läßt sich auf den zweiten Typus 
zurückführen. Es sei U'" ... "" irgendein kontravariantes n-Vektorfeld und 

(96) 

(95) ist dann gleicheedeutend mit 

(97) Vl, Ul, ... l" Ulp+, ... Ä.n = Wl .... lp , 

oder auch mit (vgl. § 6): 

(98) Ul, .. ·l,. Vl , ulj,+, ... l,. = Ulp+,_.l,.,V 1, Ul, .. 1" + wlt .. ·Äp; U l = - Vl. 

Es sei nun V 1, ... l,. ein kovariantes n-Vektorfeld, so daß: 
(99) V Ul .... l,. = A rl,Äp+, ••• l,.J 

/ ... , ... ".l .... Äp Vt'" · ... ".l' 
dann ist: 
(100) V"~ Vl .... l,. = VI' V.l .... l,. 

und (99) ist gleichbedeutend mit: 

(101) Vr,. u., ...... l = ur", ... ". V/.l + V"",,,." • .l .... lp wi·· .. ·lp. 

Die Integrabilitä tsbedingungen von (101) lauten aber infolge (73): 

(102) 0 = Vr", u"'"'''' V,.] + 17rm V,.", ... ".ll .... lp wlt .. ·}.p, 

oder, infolge (99), auch: 

{ 

0 = Vr,. 17 "'U", ..... l + Ur", ... ,·. 17ro VI'J + Vroo V,.", ... ".]) ..... ,opwlo ... '.p 
+ (J7[ wl .... lp) V 'L 

() ru ,f,l'l ... 1'r] At ••• "'P 

103 = ur", .. ". 1700 V,•l + (17[00 wlo ... 1p) VI''', ...... ]lo ... lp 
. + 1 + (-1)r(p -1) 1' __ V (V V ) vl.".i.p . n _ l' l .... lpr ...... " •• cu ,.] • 

Diese Gleichung ist aber gleichbedeutend mit der Gleichung: 

(104) 

oder, infolge (100) [vgl. (64) und (67)) auch mit: 

(105) 
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die also die gesuchte Integrabilitätsbedingung darstellt. Für eine An 
mit inhaltstreuer übertragung geht (105) infolge (II, 152) über in: 
(106) V).. wA, ... ).p = 0, 

und wir können also den Satz aussprechen: 
Das Verschwinden der Divergenz eines p-Vektors in 

einer An ist notwendig und hinreichend dafür, daß der 
(P -1)-Vektor die Divergenz eines p-Vektors istl). 

Der Fall p = 1 : 
(107) V" vI' = s 

bildet eine stets unbeschränkt integrable Gleichung. 
Die schon im zweiten Abschnitt (S. 99) bewiesene, für jeden 

p -Vektor in einer An mit inhaltstreuer Übertragung gültige Identität: 
(108) VA. VA, v)., .. ·)·p = 0 

ist auch eine Folge von (95) und (106)., 

§ 10. Integrabi11tätsbedingungen. Fünfter Typus. 
Der fünfte Typus: 

(109) V." vl')· .... ),g·'.· .. Vr = w)·· .. ·).g",· .. v" 

wo vl'i.· .. ·).gv' ... '·r in den ersten q Indizes, q>2, alternierend ist, läßt 
sich auf den ersten und vierten zurückführen, in derselben Weise wie 
der dritte Typus auf den ersten und zweiten zurückgeführt wurde. 
Die Rechnung, die hier nicht ausgeführt wird, da sie genau in derselben 
Weise verläuft, führt zu den Integrabilitätsbedingungen: 

(BOa) 
1
2V )., ... A.gv"""r_ R" .0< ). .... ),gV,,,,"r ' 

)" W - ) •• ).,0< V 

1, .... r " I , + ~ R- .. "u l'·l··.I'·g')ll,·.vU_lcxl'lI+t·.·1'r I 

i ~ )..).,0< V , I 
I U I 

--I 

welche für eine An mit inhaltstreuer 'übertragung übergeht in: 

(110b) 
,. 1, , .. , r " , 

2 J7 J'.:! ••• I·g"l···'Vr ,., R-· .1'U '"lJl.Z···AgV1 • .. l'U_l CX 'VU+t··· Vr 
J..w =.:::;.. )..)..0< V • 

U 

Der Fall q = 1: 
(111) 

bildet wiederum eine stets unbeschränkt integrable Gleichung. Diese 
Eigenschaft bleibt sogar erhalten, wenn man fordert, daß Vi'''' ... "r in 
VI ••• V r alternierend ist. 

§ 11. Das Pfaffsche Problem. 
Es wurde im dritten Paragraphen nur die Frage erörtert, wann ein 

einfaches kontravariantes p-Vektorfeld bzw. ein 'einfaches kovariantes 
(n - p)-VektorfeldXp-bildend ist. Die weitergehende Frage, wann diese 

1) Volterra, 1889, 3, S. 604 für Rn; Brouwer, 1906, S.22 für Rn' 
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Felder X'l-bildend sind, q < p, d. h. wann es ein System von 00"'- 'I X '1 

gibt, so daß jede infinitesimale Ep des Feldes eine dieser X '1 tangiert, 
während kein solches System von 00"'-'1- 1 X'l+l existiert, ist bisher nur 
für den einfachsten Fall p = n - 1 vollständig beantwortet. Die hier
her gehörigen Betrachtungen bilden den Gegenstand des sog. Flallschen 
Problems, zu dessen Behandlung wir jetzt schreiten. 

Ist ein kovarianter Vektor Wi. X'1-bildend, so lassen sich die oon-'1 X'l 
in den verschiedensten Weisen zu n - q Systemen von 001 X"'-1 zu
sammenfassen, so daß zu jeder X '1 in jedem System eine X n - 1 gehört, 

1 "'-'I 
welche die X '1 vollständig enthält. Sind dann s, ... , S n - q' Skalar-
felder, deren äquiskalare Hyperflächen gerade diese n - q Systeme von 
X"-1 sind, so ist Wl linear abhängig von den n - q Gradienten der s, 
und es existiert also eine Gleichung von der Form: 

(112) 
1 .... ~-'1 u u 

W;. = ~ ~ Vi. S • 
u 

Umgekehrt, läßt sich Wl auf die Form (112) bringen, nicht aber auf 
eine Form mit weniger Summanden, so ist Wl sicher nicht Xg+1-bildend 
und es enthält die (n -1)-Richtung von w;. in jedem Punkte die q-Rich-

u 
tung, in der sich die n - q (n - 1)-Richtungen der Vl s schneiden. In-
folgedessen tangiert Wl in jedem Punkte eine der X q , in denen sich die 

u 
n - q Systeme von äquiskalaren Hyperflächen der s schneiden, und 
Wl ist also Xq-bildend. 

Der einfachste, schon im vorigen Paragraphen mit erledigte Fall ist 
q = n - 1. Es ist dann: 
(113) Wl = ~ V;. s. 

und die notwendige und hinreichende Bedingung ist ein Spezialfall von 
(30) und lautet: 
(114) w[v VI' Wl] = O. 

Ist sogar 17[1' Wl] = 0, so ist W;. Gradientvektor und (113) läßt sich ver
einfachen zu: 
(11'5) w.t=Vls. 

Um auch für den allgemeinsten Fall die Bedingungen aufzustellen, 
wenden wir uns zur Betrachtung des Bivektors V CI' Wl), für welchen wir 
die Bezeichnung Wl'l einführen: 

(116) Wl'l = V CI' Wl) • 

Der Rang dieses Bivektors sei r. Im ersten Abschnitt (S. 50) wurde 
gezeigt, daß der Rang eines Bivektors stets gerade ist und daß: 

{ =f 0 für 2ps.r 
(117) W[u,l, ••• w''Plp) = 0 " 2P> r' 
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Der 1'-Vektor, der in (117) links auftritt für 2 P = 1': 

(118) 

ist, wie im ersten Abschnitt ebenfalls gezei{?t wurde (S. 50), einfach. 
Dieser Vektor ist aber auch ein Gradientprodukt. Denn infolge 
(115) und (7~) ist: 
(119) V[w WILl] = 0 
und es ist also: 
120) V[w G l , ... l,l = V[w Wl,l, •• • Wlr_,lr] = o. 
Der 1'-Vektor Gl, ... lr ist also nach (30) auch Xn_,-bildend und korre
spondiert demnach mit einem vollständigen System von n - l' Dif
ferentialgleichungen. 

Es können nun zwei Fälle auftreten. Entweder liegt die (n - 1')
Richtung von GJ. .... l.r nicht in der (n - 1)-Richtung von Wl' 'oder 
die?e (n-1')-Richtung ist ganz in der (n-1)-Richtung von w). ent
halten. Der erste Fall tritt dann und nur dann auf, wenn der (1' + 1)
Vektor: 
(121) HI., ... ).r+. = W[l, G) ..... ).r+J 1) 

ungleich Null ist, der zweite dann und nur dann, wenn dieser (1' + 1)
Vektor Null ist. In diesem zweiten Falle ist dann aber sicher der (r - 1)
Vektor: 
(122) F;., ... lr_, = w[)., Wl.l ••• • Wlr_.lr _.] 

ungleich Null, denn bei Differentiation von Fl .... i.r _, und Alternation 
über alle r Indizes entsteht infolge (116) und (119) G1, ... lr und diese 
Größe ist nach Voraussetzung nicht Null. 

Im ersten Falle existiert also ein (r + 1) -Vektor H) ..... lr+t' der 
nach (121) Produkt von r + 1 Vektoren und also einfach ist. Dieser 
(1' + 1)-Vektor ist aber auch ein Gradientprodukt, da bei Differentiation 
und Alternation über alle r + 2 Indizes infolge (116) (117) und (119) 
Null, entsteht. Hl .... lr+, ist also Xn_r _ 1 -bildend und korrespon
diert demnach mit einem vollständigen System von n - r - 1 Dif
ferentialgleichungen. Da sowohl Gl .... ),r als Hl, ... I.r+, Gradientprodukte 
sind, existiert nach § 5 ein Gradientvektor 5;., der 'W). in (121) ersetzen 
kann, so daß: 
(123) H)., ... Är +, = S[l, G) ...... Y+l]. 

Im zweiten Falle existiert ein (r -1) -Ve~tor F)""'''r_.' Auch dieser 
(r -1)-Vektor ist einfach, was aus folgender überlegung hervorgeht. 
Der Bivektor wp.J. ist 1'-dimensional, liegt also in einem (kovarianten) 
Gebiet rter Stufe, eben dem Gebiet des r-Vektors G)., ... lr' In demselben 

1) Bei Graßmann, Bd.1, S.345. 1862 u. f., steht X für Wl, X dx für Wl dX)', 

t -;- X] für J7 p. W).' Klammern geben bei Graßmann ein alternierendes Produkt an, so 

da:GJ., ... J.r dort die Form [(ddx x)-i] hat undHI., ... ).r+, die Form [X (:x x)-i1. 
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Gebiet liegt der Vektor WJ., da ja nach Voraussetzung das Produkt 
wp., GJ. .... J.,.+tl verschwindet. F", •.. ).,_, ist also ein (r -1) -Vektor in 
einem Gebiete r ter Stufe und kann demnach (vgl. S. 20) nur einfach 
sein. F)., ... ",_, ist aber kein Gradientprodukt, da ja sein alternierter 
Differentialquotient gleich G", ... ", ist. Dennoch ist F}., ... J.'_l Xn- r+1-
bildend. Denn nach (30) lautet die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür: 
(124) (I7[pFp, ... ,.,._,)FJ.,p. ••.. ",_, = O. 

Da aber nach (122): 
(125) V[pF;., ... ",_,] = Gp"''''J.,_, , 
ist (124) äquivalent mit: 

(126) G[p, ... ,.,.F",]J. .... ).,_, = 0 . 

Djese Gleichung ist aber eine Identität, da FJ., •.. )"_, ganz in dem 
(kovarianten) Gebiete r ter Stufe von GJ., ... )., liegt und in diesem Ge
biete alle alternierenden Produkte von mehr als r Faktoren identisch 
verschwinden. 

Da FA, ••• )"'.-, Xn_r+l-bildend ist, gibt es ein Skalarfeld a, so daß 

: F", ... J.r-t Gradientprodukt ist. Infolgedessen ist nach (125): 
1 

(127) G", ... )., = (17[-'., a) -;;- FA •••• "r] = (17[", log a) FA •••• A,] • 

Es existiert also ein Gradientvektor : 

(128) z). = VA log a, 
so daß: 
(129) GJ., ... )., = zr)., Fa .... ).,] . 

Wir fassen zusammen: 
Ist r der Rang von VI' WJ., so existiert ein r-Vektor: 

G", ... J., = W[A,A •• •• 7tJ).,_, ).,], 

der ein Gradientprodukt ist. Es sind jetzt zwei Fälle zu 
unterscheiden: 

1. Ist wl/' GJ., •.. )"] =1= 0, so existiert ein (r + 1) -Vektor: 

HJ., ••• J.,+, = w[J.,G" •••• ,).,+,] , 

der ebenfalls ein Gradientprodukt ist und als Produkt 
eines Gradientvektors mit GJ., ... )" geschrieben werden kann: 

HA, ••• )"+, = s[)., GA •••• A,+I] • 

2. Ist w[pGJ. .... ).,] = 0, so existiert ein (r -1}-Vektor: 

FJ., ... J.,_, = w[J., WJ.IA •••• W).,_').,_I]' 

der einfach und Xn_r_1-bildend ist, aber kein Gradientpro
d ukt, und es existiert ein Gradientvektor ZJ., so daß: 

Gi., ... )., = z[J., FJ. •... ).,.] . 
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Je nachdem der erste Fall vorliegt oder der zweite, bestimmen Wl 

und GJ., ... lr in jedem Punkte ein kovariantes Gebiet (r + 1)ter oder r ter 

Stufe. Die Stufenzahl dieses Gebietes heißt die Klasse des Vektors WJ. 

oder auch des Pfaffschen Ausdrucks w;.dx).. Ist x die Klasse, so ist 
also: 
(130) 

_ { r + 1 für ungerades x, 
i( - r für gerades i( • 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind also für eine un
gerade Klasse K: 

( 

W[,u,i., '" W!Ipi.p) {I 9= 0 für 2p = K -1 (a) 
= 0 für 2p = K + 1 (b) 

(131) i 
{ 

=i= 0 " 2 P = K - 1 (c) 
w[e.> W''''}'' ••• W"pl.p) ---.-. ------

=0 fur 2p=K+1. (d) 

Die Ungleichheit (131 a) folgt algebraisch aus (131 c). Ebenso folgt 
(131d) algebraisch aus (131 b). Für eine gerade Klasse K' lauten die 
Bedingungen: 

( 
{ = 0 für 2P = K'+ 2 

WL"lJ., ••• Wtlplp] I 
9= 0 für 2p=K' 

{ I = 0 " 2P = K' 
w[w W"I)., ••• W"pi. p) , 

. 9= 0 für 2 P = K - 2 . 

(132) 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

Die Ungleichheit (132 a) folgt analytisch aus (132 c). Ebenso folgt 
(132d) analytisch aus (132b)1). 

Erstens beweisen wir nun den Satz: 
Ist die Klasse i( von WJ. ungerade, so läßt sich immer ein 

Skalarfeld s finden derart, daß die Klasse von WJ. - VI.S 

gleich x-i ist2). 

Die Klasse von Wl. ist nach Annahme ungerade und es gelten also 
die Gleichungen (131), x = K. Ersetzt man in diesen Gleichungen W;. 

durch Wi. - rio s, so bleibt w"J. unverändert: 

(133) 17[,« (wJ.) - VI.) s) = 17[,. WJ.) • 

1) Graßmann, 1862, 1, S. 368. Gartan hat 1899. 1 eine Behandlung des 
Pfaffschen Problems und seiner Verallgemeinerungen gegeben mit Hilfe einer 
von ihm geschaffenen Symbolik, die auf der systematischen Verwendung einer 
alternierenden Multiplikation beruht. Das Goursatsche Lehrbuch über das 
Pfaffsche Problem, 1922, 3 verwendet die Gartansehe Symbolik und bringt 
viele seiner Resultate. Sowohl dieses Lehrbuch wie die vielen schönen Gartan
sehen Arbeiten beweisen, daß diese Symbolik in geschiCkten Händen ein sehr 
nützliches und elegantes Hilfsmittel ist. Dennoch muß sie dem Riccikalkül 
hintangestellt werden, da letzteres nicht nur die alternierenden Größen mit 
derselben Kürze und Eleganz zu behandeln gestattet, sondern aueh dort ver
wendbar bleibt, wo andere Größen auftreten und die Gar/ansehe Symbolik 
versagt. 

2) Frobenius, 1879, 1. 
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Die linke Seite von (131 c) geht also über in: 

(134) {W[;., w;',;' • ••• W;'''_l ;',,] - (V [1., s) w;',J. • ... W",,_l i.,,] 

= HJ., ... ;." - (V[", s) G;., ... ;.,,] . 

Nun sahen wir aber auf S.121, daß stets ein Gradientvektor s;. 
existiert, dessen alternierendes Produkt mit G;. •... ;." gleich H;., ... ;." ist. 
Wählt man nun für s ein zu diesem Gradientvektor gehöriges Skalar
feld, so geht (131c) über in (132C) für die Klasse K'=x -1. Die Glei
chungen (131 a) und (131 b) ändern sich bei der Substitution nicht und 
sind gleichlautend mit den Gleichungen (132b) und (132a) für K'= x-1-
Da (132d) eine Folge ist von (132b), so gelten also für das Feld w" - V;.s 
die Gleichungen (132) für K' = x -1, was zu beweisen war. 

Zweitens beweisen wir den Satz: 
Ist die Klasse x von W;. gerade, so läßt sich immer ein 

Skalarfeld a. finden, derart, daß die Klasse von ...!..w" gleich 
x-i istl). IX 

Die Klasse von W;. ist nach Annahme gerade und es gelten also 
die Gleichungen (132) x = K'. Ersetzt man in diesen Gleichungen W;. 

durch ...!.. w", so ist: 
IX 1 1 (1) 

(135) V[,uaW"l=~V[,lIW"l+ Vr."a WJ.l· 

Die linke Seite von (132 a) geht also über in: 

(136) {(:) ~ W[,,~ •.• w' •.• '.j + ~ (V[" :] w', w',C··· w' •.• '.l 
= (:)2 [G)., ... J.,,- "~2(r[J.,a.2-1)F;. •... q]. 

Nun existiert aber, wie auf S.122 bewiesen wurde, ein Gradientvektor 
z;., dessen alternierendes Produkt mit F" .... ;.r gleich G;""'''r ist. Wählt 

" 
man also für a.2 - 1 ein zu dem Gradientvektor ~.2zJ. gehöriges Skalar-

" 
feld, so geht (132b) über in (131 b) für die Klasse K = x -1. Die 
Gleicbungen (132c) und (132d) ändern sicb bei der Substitution nicht 
und sind gleichlautend mit (131 d) und (131 c) für K = x-i. Da 

(13Ü) eine Folge ist von (131 c), so gelten also für das Feld ...!..w;. die 
Gleichungen (131) für K = x -1, was zu beweisen war. IX 

Aus den beiden bewiesenen Sätzen läßt sicb nun das Fun d am e n
ta lt h e 0 rem des Pfaffscben Problems ableiten, das wir bier für das 
Feld W;. (nicht für die lineare Differentialform W;. dx") formulieren wollen. 

Ein Feld W;. läßt sich dann und nur dann auf die Form: 
o 1~8 LI LI 

W;. = VJ. P +.:::::., a V;. p 
u 

1) Frobenius, 1879, 1. 
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u 

bringen, wo die 0 alle nicht konstante Ortsfunktionen 
sind, nicht aber auf eine derartige Form mit weniger Sum
manden, wenn die Klasse gleich 2 S + 1 ist, wenn also die 
Gleichungen (131) gelten für K=2s+1. Ein Feld Wi. läßt 
sich dann und nur dann auf die Form: 

1, .... 8 U U 

w},= 2 oVi.P 
u 

bringen, wo die ~ alle nicht konstante Ortsfunktionen 
sind, und nicht auf eine Form mit weniger Summanden 
oder mit einem konstanten Koeffizienten 0, wenn die 
Klasse gleich 2s ist, wenn also die Gleichungen (1)2) gelten 
für K'=2s 1) • 

. Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt durch einfache Substi
tution. Daß sie auch hinreichend sind, wird bewiesen durch vollständige 
Induktion. Wir nehmen an, der erste Teil des Satzes sei bewiesen für 
x = 2 s - 1. Ist dann 2 s + 1 die Klasse von wi., so gibt es nach dem 

o 
auf S. 123 bewiesenen Satz ein Feld w .. - V;, P von der Klasse 2s 
und demzufolge nach dem auf S. 124 bewiesenen Satz ein Feld + (Wi. - Vi. p) von der Klasse 2 s - 1. N ach Voraussetzung läßt sich 

(J 

aber dieses letzte Feld schreiben: 

(137) 
1 ( 0). 1 2, .... 8 " U 

T WI.-V;.P =V;.p+ 2 ~ Vi.P 
(J U (J 

so daß 

(138) 

was zu beweisen war. Der Beweis des zweiten Teiles des Fundamental
theorems vollzieht sich in derselben Weise. Die in beiden Formen vor
kommende Zahl s ist die Hälfte des Ranges von V[I' wi.j' 

Aus dem Fundamentaltheorem ergibt sich unter Berücksichtigung 
von S. 120 die Antwort auf die Frage, wann Vi. Xq-bildend ist. 

Dafür, daß das kovariante Vektorfeld Vi. Xq-bildend ist, 
ist notwendig und hinreichend, daß die Klasse von Vi. 
gleich 2q oder 2q -1 ist. 

Nebenbei erhalten wir den Satz: 
Läßt sich ein kovarianter Bivektor, dessen alternierter 

Differentialquotient verschwindet, in seinfache Bivek
toren zerlegen, so läßt sich diese Zerlegung stets so, a us
führen, daß jeder einzelne einfache Bivektor ein Gradient
prod ukt, also Xn _ 2 -bildend ist. 

1) Frobenius. 1877. 1. weitere Literatur bei v. Weber 1900. 1. 
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§ 12. Bedingungen für ein Xq-bildendes p-Vektorfeld. 
Ist das einfache kovariante p-Vektorfeld W;., ... lp Xg-bildend, 

q < n - p, und wird Wl, ... ln_v in irgendeiner Weise als Produkt von 
n - p realen Vektoren geschrieben: 

1 p 
(139) W;., ... lp = W[l, ••• w'\pl' 

so ist jedes Feld ?i;l, U = 1, ... , p, Xq-bildend. Das Umgekehrte gilt 
aber nur, wenn die XIJ für jede Wahl von u dieselben sind. Legt man 
durch die oo,.-q X q in irgend~iner Weise n - q Systeme von 001 X"-I' 
so daß zu jeder X q in jedem System eine X"-l gehört, die diese XIJ 

vollständig enthält, und sind ~, x = 1, ... , n - q, Skalarfelder, deren 

äquiskalare X"_1 gerade diese X,.-1 sind, so sind die i;;llinear abhängig 

von den n - q Gradienten Vl~: 

(140) 
u l, ... ,n-qux :z: 

W;. = ~ ()(, Vl S • 

'" 
Umgekehrt, gelten Gleichungen der Form (140), nicht aber derartige 

Gleichungen mit weniger als n - q Summanden, so sind die Felder i;;i. 
und damit Wl, ... Äp Xq-bildend (vgl. S.120). Aus (140) läßt sich nun ein 
System von notwendigen Bedingungen herleiten. Ist 

(141 ) 
so ist 

L., ... ;.r = (V[)" ;:';.j ... (17;.--. ;:';J, 
1 1 p p 1 p 

(142) W[oc, ••• W oc., ••• w",'" W"Ep Li., ... ;.r,'" L.\ ... ~rp] = 0 1) 

für jede Wahl von SI' ... , Sp' r1 , ••• , r p , die den folgenden 
gungen genügt: 

(143) Sl + ... + Sp + i(r1 + ... + rp ) = n - q + 1. 
u 

Bedin-

Denn die p Faktoren L;., ... ).ru geben zusammen in jedem Term gerade 

n - q + 1 - GI - ••• - Gp Faktoren V;. ~ und alternierende Multipli

kation mit GI + ... + Gp Faktoren i;;i. muß also Null erzeugen. Ein 
anderes System von notwendigen Bedingungen, das nur w;., ... Äp ent
hält, ist: 

(144) w[oc, •.. ocp (J7 p, Wy,ll, ... lp I)'" (J7 P. Wy.H .... ~p) = 0 1), S = n - q - p + 1 , 

wo über ()(,l' ... , ()(,p, ßl' Yl' .•. , ß8' Y8 alterniert ist. Denn die Venthal
tenden Faktoren gebe"n zusammen in jedem Term n - q - p + 1 Fak-

toren V" ~ und alternierende Multiplikation mit p Faktoren i;;l erzeugt 
also Null. Es ist bisher nicht gelungen, ein System von notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen aufzustellen. 

1) Anmerkungen zu Graßmann, 1862, 1, S.480. 
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Aufgaben. 
1. Dafür, daß in einer An der zur Vektorpotenz 

vA,. ... Ap = vA,. ••• vAp 

127 

gehörige Vektor v), Xn_1-bildend ist, ist notwendig und hinreichend, daß 

v)', ... [Ap 17,.. v"']"'''p = O. [SinigaUia1).] 

2a) ~)., ... ).p sei eine Lösung der Gleichung (72). Man schreibe die 
allgemeine Lösung an. 

b} v)" .. ·),p sei eine Lösung der Gleichung (95). Man schreibe die all
o 

gemeine Lösung an. 

3. Jeder kovariante n-Vektor in einer An ist ein Gradientprodukt. 

4. Jeder kovariante (n -1) -Vektor in einer An ist das Produkt 
eines Skalars mit einem Gradientprodukt. [Goursl{t2).] 

5. Gilt für den p-Vektor v)', ... Äp in einer An die Gleichung: 

v)', ... Äp_,Gn = 0 

und verschwindet 17[1' 'lJ)., ... Ap], so sind die Bestimmungszahlen vA,. ... Ap un-
abhängig von ~. [Cartan3).] 

6. Ist vA" ein Mfinor nten Ranges in einer An und V),v der Affinor 
mit der inversen Matrix, so'ist die Gleichung: 

V .. ,.. 17 .u vP). = vP"'17.u vd 

gleichbedeutend mit: 
l7[m V.u]), = o. [Fl'obenius').] 

7. Ist " die Klasse von w). und 0 ein beliebiger Skalar, so ist die 
Klasse von aw), " oder" + 1, wenn" ungerade ist und" oder "-1 
im anderen Falle. 

Ist p), ein beliebiger Gradientvektor, so ist die Klasse von 
W.t + P.t " oder ,,- 1, wenn " ungerade ist und " oder ,,+ 1 im 
anderen Falle. rFl'obenius5).] 

8. Man bestimme die Klasse der Differentialformen: 

a) x" XC d.xl' + x".xI' d XC + (x" + XC XC) dx" + XC xtl d x" , 
b) xbdx" + x"d.xl' - x" X-dx" - XCx"dx" + xb dxl . [Cartan6).] 

1) 1903, 4, S.296. 
4) 1879, 1, S.18. 

B) 1922, 3, S.117. 
6) 1879, t, S. 5. 

3) 1922, 20, S. 72. 
8) 1899, 1, S.259 und 265. 
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Die affine Übertragung. 
Übersicht der wichtigsten Formeln der affinen Übertragung. 

Kovariante Differentiation: 

(jp = dP; V"p =~, 
0;1;1' 

(II, D) 

(jv" = dv" + r~" i dx!'; f7 " ov" r" Ä 
Y",v =-+ Ä",v. 

o x'" 
(11. 6, 7) 

OWÄ " 
Vf~wJ.=--rÄ"'w", (II, 6,7) ox'" 

Tensor gi-": 
f7 J'''_Q'J.". f7 Q y"g - "" Y "gA" = - ,,,., .. 

r" = {i.",} + T"" ).'" ,. ).'" . 
T).",,, = 1- (Q",J." + QÄ"" - Q"J.,,) 

" 0" •• " l V", v = V", v + Ti.", V ; 
o -" " 

17 ,,=_uv_-+ {Ä"'} ;. 
I' V ." v. o x'" 

o 
V", W;. = V,. Wi. - Ti,;" W,,; 

o ow). 
V",w;.=-- {J.:}w, .. ox" , 

Krümmungsgröße: 

2 V 17 " R' •• " J. [ro ",lv =- ro",). V • 

2 V[ro V"'lW;' = R';"~( w". 

R'"'' Ö r" 0 r" r" r" +r" r" co",;. = oxl' l.m - oxO) ).,. - ,,"';.'" ""').0) • 

R;"~;." = K;,,;,J." - 2V[co T'~l( - TJ.;"" T~~" + TJ.,;" T;;"". 

K"'" = ~ {Äco} _ _ 0 {l.,,} _ {""'} {l",} + {""'} {)."'}. 
co",;. o x'" " oxco" V" "" 

(II,24) 

(11, 29) 

(11, 30) 

(II, 38, 40) 

(11,55) 

(II,64) 

(II, 57, 58) 

(I1, 57, 58) 

(I1, 116) 

(II, 116) 

(II,101) 

(II,126) 

(II, 120) 



§ 1. Bahntreue Transformation der übertragung, 

R", i. = R; !~i" . 
F.ui. = R[tti.l . 
V R " ,i. 2F 

w,u = O)!" I. = - 001'· 

R(;,,~);." = O. 

R[e~.;,j/ = o. 
V[; R~';lJ." = O. 

2 Vr." Rm = V" R;,;,~ ". 
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(II, 123) 

(II, 123) 

(II, 123, 142) 

(II, 134a) 

(II, 139) 

(II, 163 d) 

(II, 167) 

§ 1. Bahntreue Transformation der übertragung. 
Eine bahntreue Transformation einer affinen Übertragung ist nach 

(II, 70) gegeben durch die Gleichung 

(1) T I" = r l" + Al p" + A;, Pi., 
wo Pt' einen beliebigen Vektor darstellt. Da 

(2) R • , ." () r" f) r p + r p r" r p r" 
"'/11, = f);'; i.e', - f)xro 1'1' ".'( ).ro - "ro .". 

so ist 

'R' .. P = R' . :" + A~ ~ + A P .J.!:.. 
ro,t( I. W,ll I. I. iJ :/t (J) () x ft 

r 
{ ap f) 

+ r:." (Al' Pro + A;:' PI.) + (A: Ptt + A; p,,) rteo 
(3 ) . + (A: Pt' + A;, p,,) (Al Pro + A;:'PI.)} 

\ 
- n':~ (Ai. P,,, ~ A~ Pl~ - (A: ~ro + A;;' p,,) r;.~u 
- (A" PO) + A w p,,) (A;. P" + A" P;.) 
= R;,/;( + 2A;: V[I,Pwl + 2A[;;' V"lPi. - 2A[;;'P.lIlPi .. 

oder 

(4) 'R(~/;i." = R(~I;( - 2 P[w,lll A;: + 2 A['wPI']i,' 
wo 
(5) p,,;. = V,lt Pi. - P,1l Pi,. 
Aus (4) i . .)Igt: 

(6) 'R,lIi. = 'R,: ,;1." = R" i. + n PttA - pi.,u , 
sowie: 

(7) 'V",." = 'R,;,;,;.i. = VW ,II - 2 (n + 1) P[w,ltl' 

Da für eine inhaltstreue Übertragung R,;,,:,/ verschwindet und R,'i. 
symmetrisch ist, folgt der Satz: 

Bei einer bahntreuen Transformation einer inhalts
treuen Übertragung geht die Inhaltstreue dann und nur 
dann nicht verloren, wenn Pi. ein Gradientvektor ist. 

Sc ho u t e n, Ricci·Kalkul. 9 
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Die Identität von Bianchi lehrt für den Bivektor R,,;,~ 1.),: 

(8) 17[" R ;'i'j;.i, = O. 

Dies ist aber nach S. 115 (lU, 73) die Integrabilitätsbedingung der 
Gleichung: 
(9) R:",;,ii, - 2 (n + 1) J7[w pJ.j = 0, 

und wir haben also nach (7) den Satz erhalten: 
Jede affine übertragung läßt sich auf wenigstens eine 

Weise bahntreu in eine inhaltstreue übertragung trans
formieren1). 

§ 2. Die Projektivkrümmung. 
Läßt sich eine Übertragung derart bahntreu transformieren, daß 

'R;,,~{" = 0, so heißt sie projektiveuklidisch. Die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafür sind nach (4) erstens, daß ein Af
finor P'i). existiert, so daß: 

(10) R:,,~i" = 2 PIro,u] AI - 2 A[m P,II]). 

und zweitens, daß ein Vektor PI. existiert, der mit P,II). folgender
maßen verknüpft ist: 

(11) P,ui.=J7,uP;.-P"Pi .• 

Die erste Bedingung ist offenbar stets erfüllt für n = 2. 
Die Integrabilitätsbedingungen von (11) lauten: 

(12) { R;';J." p" = 2 J7[w PI']i. + 2 W[oo PI']) Pi. + 2p[l' J7w] pi, 
= 217[0> P!-']J. + 2P[o>,,] Pi. + 2Pttt p w])., 

eine Gleichung, die unter Berücksichtigung, von (10) übergeht in: 

(13) 
oder: 
(14) 

2 PrlOf'] Pi. - 2 p[roPf']). = 2 J7[lO PI,]i. + 2 p["",,] Pi~+ 2 Ptu P lOji" 

J7[lO Pf']J. = 0 . 

Nun folgt aus der Bianchischen Identität, angewandt auf (10): 

(15) 217[.; p oo ,,] A1- 2 A[,,, 17; P,,] I. = 0, 

woraus bei Faltung nach A v hervorgeht: 

(16) 2n 17[.; P Wf'] - 217[.; P,LOI] = 2 (n + 1) 17[.; P W,"] = 0 

und bei F altung nach ro v: 

(17) { 2 V[~ P;',II] = tn V[~ P"ji. + J 17[" P~li. + } 17[" P~]J. 
= .§. (n - 2) 17[.; P,ltP., 

eine Gleichung, die in Übereinstimmung ist mit (14). 

1) Dem Wesen nach kommt dieser Satz vor bei Eisenhart, 1922, 10, S. 236; 

nur die geometrische Bedeutung des Verschwindens von R';J,;,;'J. war ihm dort 
noch nicht bekannt. Vgl. S. 115, Fußnote 1. 
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Für n'i= 2 sind also die Integrabilitätsbedingungen von 
(11) eine Folge von (10). Gilt (10), so ist: 

(18) R.ui. = - n P,r I. + PI.!r 
und: 
(19) - (n2 -1) p.rt ;. = nR"I. + R!.,r 

und man kann für n + 2 der Bedingung also auch die Gestalt geben: 

(20) P ·•··· R' .. V 2P A V +2Av P 0 ,0.,,1. = 00,,1. - [00."] I. [00 "~li. = , 
wo P,'i. jetzt eine Größe darstellt, die durch (19) definiert ist. 

p;,:.r ist invariant bei bahntreuen Transformationen der über
tragung und heißt die Projektivkrümmungsgröße. Sie ver
schwindet identisch für n = 1 und n = 2. Denn für n = 2 ist (20) 
äquivalent mit den vier Gleichungen: 

R~b~a = (Pab - Pba) - Pba = Pab - 2 Pba , 

(21) 
R ..• b P aba = aa, 

R~bt = Pbb , 

R~bbb = (Pab - Pba) + Pab = 2 Pab - Pba , 

und diese Gleichungen lassen sich stets nach Paa , Pah , Pba und Pbb 
auflösen. 

Zusammenfassend können wir also den Satz aussprechen1): 

Eine affine Übertragung ist für n = 1 stets proj ekti v
euklidisch, für n>2 dann und nur dann, wenn die Pro
jektivkrümmungsgröße verschwindet, und für n = 2 dann 
und nur dann, wenn für die durch (19) definierte Größe p.ul. 

die Gleich ung (14) gilt. 
Aus (21) folgt, daß bei einer projektiveuklidischen Übertragung 

alle Bestimmungszahlen von R;'~( mit vier ungleichen Indizes bei jeder 
Wahl der Urvar~ablen verschwinden. Umgekehrt kann man beweisen, 
daß dieses Verschwinden auch eine hinreichende Bedingung darstellt 
dafür, daß eine übertragung projektiv~uklidisch sei. Da im projektiv
euklidischen Fan~ R;'~;''' vollständig gegeben werden kann durch P,LI., 
hat R,;.i,I" in diesem Falle nur n2 linear unabhängige Bestimmungs
zahlen, was sich auch in direkter Weise verifizieren läßt. Ist die Über
tragung außerdem inhaltstreu, so wird Pp!. symmetrisch und die Anzahl 
reduziert sich auf in (n + 1). 

Infolge (20) und (21) verschwindet die Faltung P;~t'. Da aber 
aus denselben Gleichungen folgt, daß auch für die Projektivkrümmungs
größe die zweite Identität gilt: 

(22) 

1) Weyl, 1921. 3. S.9. 

9* 
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so verschwindet demzufolge auch die Faltung p~;,;,\ was sich auch 
durch direkte Rechnung bestätigen läßt. Aus (20) folgt durch Differen
tiation und Alternation über ~ co p, unter Berücksichtigung von (19) und: 
(I1, 165) nach Umrechnung: 
(23) V p" .,. 1 A" V p ..• IX 

[~ o>.uj}. = n _ 2 [0> IIXI .,,~]i. • 

Eine Identität von der Form der Bianchischen besteht also für die 
Projektivkrümmungsgröße nicht. 

§ 3. Euklidischaffine übertragungen. 
Eine euklidischaffine übertragung ist nach S. 115 charakterisiert 

durch die Gleichung: 
(24) R;'!~i." = ° . 

V ersucht man eine beliebige affine Übertragung so bahntreu zu 
transformieren, daß sich die Krümmungsgröße nicht ändert, so ergibt 
(4), daß dies nur dann möglich ist, wenn: 

(25) - p[W!'] Al + A[w P.uP. = 0. 
Durch Faltung nach co." entsteht: 

(26) (n - 1) PC.ul] = ° 
und aus (25) und (26) ergibt sich, daß PI'}' verschwinden muß. Die 
Transformation ist also nur möglich, wenn P;. eine Lösung der Differen
tialgleichung 
(27) V.uPl- PI'Pl = ° 
ist. Die Integra bili tä tsbedingungen dieser Gleichung lauten aber nach (111) : 

(28) R;';i." P,. = p[oo P.u] p;. - Pe", PI'] p;, = ° 
und wir haben also den Satz erhalten: 

Unter den affinen übertragungen lassen nur die eukli
dischaffinen zu jedem in irgend einem Punkte vorgegebenen 
Wert von P). eine bahntreue Transformation zu, die die 
Krümmungsgröße nicht ändert. 

Durch eine bahntreue Transformation mit einem Vektor P;., der 
(27) genügt, geht also eine e~klidischaffine Übertragung über in eine 
andere, die ebenfalls euklidischaffin ist. Nun geht aber die eine eukli
dischaffine Geometrie in die andere über durch Auszeichnung einer 
anderen En - 1 an Stelle der "unendlichfernen" En - 1 • Es fragt sich, wie 
diese En- 1 durch das Vektorfeld P;. bestimmt wird. Da infolge (28) 
Per» VI'P},] verschwindet, ist das Feld plXn_1-bildend (111, 30, 114). Ist 
dx!' ein Linienelement in der (n -1)-Richtl1ng von P;., so verschwindet 
dx!'P.u und infolge (27) also auch dxl ' V,uP)'. Die Xn - 1 des Feldes P;. 
sind also eben. Ist dx!' eine beliebige Verrückung, so lehrt (27): 

(29) dX.uV"Pl = dx"P"P;. 
und die En - 1 des Feldes P). sind also auch parallel. In der En legen wir 
jetzt ein kartesisches Koordinatensystem und wählen e" außerhalb der 

a, 
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En - 1 von PÄ' Die Entfernung der Endhyperebene des Feldwertes von 
p). in einem Punkte x" liegt dann, entlang eÄ mit e" als Maßeinheit ge-

a1 a 1 

messen, in einer Entfernung 1 : PÄ eÄ = P;; 1 und (27) lehrt: 
a, 1 

(3 0) aPa, - p2 
oxa1 - al' 

oder, entlang e" : 
(31) a, - dp" l = dxa,. 

a, 

Aus dieser Gleichung folgt erstens, daß die Endhyperebene des Feld
wertes von PI. in x" + dx" mit der Endhyperebene des Feldwertes in 
x" zusammenfällt, daß also überhaupt die Endhyperebenen der Feld
werte von PÄ in allen Punkten der En zusammenfallen. Zweitens folgt, 
daß das Feld PÄ in dieser für das Feld PÄ charakteristischen En _ 1 Null 
wird. Wir wollen diese En - 1 die Null-En _ 1 des Feldes PI. nennen und 
jetzt zeigen, daß sie die gesuchte ausgezeichnete En - 1 der zu PI. gehörigen 
Übertragung ist. Es genügt zu zeigen, daß Geraden, die sich in einem 
Punkte der Nullhyperebene von PI. schneiden, im Sinne der zu Pi. ge-: 
hörigen Übertragung parallel sind. In einem Punkte x" wählen wir 

o 
einen Vektor v", dessen Endpunkt in der Nullhyperebene liegt: v" P" = 1 

o 0 
und bilden jetzt das Feld: 
(32) v" = r - (X" - f) . 
Alle Vektoren dieses Feldes haben ihren Endpunkt in demselben Punkte 
der Nullhyperebene und es ist in jedem Punkte vI. p). = 1. Nach '(1) 
und (32) ist nun aber: 

(33) { 'V". v" = - r." XV + Al p" v' + A~ PI. v)' 

= - 4~ + v" Pp. + A~ = v" p", also: 
(34) 'dv"=v"Pp.dxl', 

woraus folgt, daß in der Tat alle Vektoren v" im Sinne der zu p). ge
hörigen Übertragung parall~l sind. Es gilt also der Satz: 

Wird in einer En durch eine bahntreue Transformation 
eine neue euklidischaffine übertragung eingeführt, und 
ist diese Übertragung charakterisiert durch das der Glei
chung (27) geniigendeFeldp)., so ist die neue unendlich ferne 
En - 1 die allen Feldwerten PI. gemeinsame Endhyperebene. 

§ 4. Größen der Xn - 1 in Anl ). 

In der An liege eine X n- 1 • P sei ein Punkt der X n- 1 • Ist v" ein 
kontravariantes Vektorfeld in P, so kann die Richtung von v" entweder 

1) Der Inhalt der Paragraphen 4-11, der zum größten Teil in 1923. 4 
veröffentlicht wurde, bildet die Verallgemeinerung der aus den Arbeiten von 
Blaschke, Pick, Radon u. a. bekanntgewordenen Affingeometrie einer X 2 in E 3 

und der Berwaldschen Affingeometrie einer X n - 1 in E" für eine X n - 1 in An' 
Man vergleiche auch die historischen Notizen und Literaturangaben in 1923, 4. 
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in der tangentialen (n -1)-Richtung liegen oder außerhalb dieser Rich
tung. Nur iln ersten Falle ist v" auch eine Größe der X"-l als Mannig
faltigkeit für sich betrachtet. Wir sagen dann, dais v" in der X"_l 
liegt. Liegt v" nicht in der Xn - l , so hat es keinen Sinn, von einer, 
"X"_l-Komponente" von v" zu reden. Will man solche Komponenten 
bilden, so ist es notwendig, jedem Punkte der X n - 1 eine bestimmte 
Richtung zuzuordnen, welche die X n - l nicht tangiert. Die Projektion 
von v" auf X"-l in der gewählten Richtung ist dann die Xn_1-Kom
ponente von v". Eine Richtung, die in solcher Weise einem Punkt 
einer X"_l zugeordnet wird, heißt eine pseudonormale Richtung. 
Eine mit pseudonormalen Richtungen ausgestattete X"-l nennen wir 
mit WeyP) in An eingespannt. 

Bei kovarianten Vektorfeldern liegt die Sache ganz anders. Jedem 
Punkte der X n -1 ist in einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen 
Weise ein kovarianter Vektor t)., der Tangentialvektor, zugeordnet, 
dessen Anfangshyperebene die .Kn -1 tangiert. Jeder andere kovariante 
Vektor U;. bestimmt durch Schnitt eindeutig, und ohne daß eine pseudo
normale Richtung nötig wäre, einen kovarianten Vektor der X n - l • Dieser 
Vektor ist aber eine ganz andere Größe als ein kovarianter Vektor der An, 
da er sich infinitesimal nicht durch eine Doppel-En_l mit Sinn, sondern 
durch eine Doppel-En_2 mit Sinn darstellen läßt. Wählt man die Ur
variablen vorübergehend einmal so, daß xa,. auf x'n-l konstant ist, 
so ,kann die Schnittgröße in der Xn - l gegeben werden durch die Be
stimmungszahlen : 
(35) v;. = U)., A=al,···,an-l· 

Dieselbe Größe kann aber auch in bezug auf ein beliebiges System von 
Urvariablen der An durch n Bestimmungszahlen gegeben werden, in
dem man bemerkt, daß alle Vektoren U;. +" t;. aus X"-l dieselbe Größe 
herausschneiden. Setzen wir also für beliebige Wahl der Urvariablen: 

(36) vi = u" + " t)., l = av ... , an 
wo " alle möglichen Zahlenwerte durchläuft, so hat damit die Schnitt
größe n Bestimmungszahlen erhalten. Die v~ transformieren sich genau 
wie die Bestimmungszahlen eines kovarianten Vektors der A". Beim 
übergang zu dem besonderen oben erwähnten System von Urvariablen 
treten die Werte (35) auf, während v~" unbestimmt bleibt. Durch die 
Unbestimmtheit der v~ können verschiedene Ausdrucke ihren bestimm
ten Sinn verlieren. Dies bezieht sich aber nur auf Ausdrücke, die auch 
geometrisch wirklich keinen Sinn haben. Ist z.13. w" ein kontravarianter 
Vektor der X"_l' so ist t). w). = 0, und der Ausdruck v~ w}. hat also 
einen bestimmten Sinn. Ist aber w" ein Vektor außerhalb der Xn - l , 
so wird der Ausdruck v~ w). unbestimmt. Es ist aber auch geometrisch 
evident, daß dieser Ausdruck tatsächlich keinen Sinn hat. Erst wenn 

1) Weyl, 1922, 12, S. 155. 
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eine pseudonormale Richtung eingeführt wird, ist es möglich, jedem 
kovarianten Vektor v~. in eindeutiger Weise den kovarianten Vektor 
VA der An zuzuordnen, dessen (n -1)-Richtung die (n - 2)-Richtung 
von v~ und die pseudonormale Richtung enthält, und der durch Schnitt 
mit X n - 1 v~. erzeugt. Die Unbestimmtheit kann dann gehoben werden, 
indem man vJ. = V;. setzt, d. h. die beiden Größen überhaupt identifiziert. 
v;. heißt jetzt die Xn_1-Komponentevon U A • EinkovariantesFeld, 
das t). nicht enthält, dessen (n - 1)-Richtung also überall die pseudo
normale Richtung enthält, heißt in 'der X n - 1 liegend. 

Für Größen höheren Grades, die ja Summen von Produkten von 
Vektoren sind, gelten dieselben Überlegungen. Rein kontravariante 
Größen der X n_1 lassen sich also ohne weiteres mit Größen der An ver
gleichen und haben vollständig bestimmte Bestimmungszahlen. Tritt 
aber ein kovarianter Index auf, so haftet den Bestimmungszahlen eine 
Unbestimmtheit an, die nur verschwindet, wenn die X n _ 1 eingespannt 
wird und diese bestimmte Einspannung während der Untersuchung fest
gehalten wird. Xn_1-Komponenten können bei allen Größen nur dann 
auftreten, wenn eine pseudonormale Richtung gegeben ist. 

§ 5. Die Einheitsaffinoren der An und der Xn - 1• 

Der Einheitsaffinor der X n - 1 als Mannigfaltigkeit für sich betrach
tet, sei B~. Wählt man die Urvariablen vorübergehend so, daß xo" 
auf X n _ 1 konstant ist, so ist: 

(37) ~J. = {~ ~r.: 9= : I A, v = a1 , "', ~-1 
(38) B~: = Bfn = 0; Ban = unbestimmt. 

Ist Ui. ein kovarianter Vektor der An, so ist: 

(39) B';,u" = v;' 

der durch Schnitt entstehende kovariante Vektor der Xn - 1 • Die Un
bestimmtheit der Bestimmungszahlen von B';, -verhindert also nicht, daß 
in (39) ein vollständig bestimmtes Resultat entsteht. Ist aber V'" ein 
kontravarianter Vektor außerhalb der X n- 1 , so hat B'i. v)· keinen Sinn. 
Wird eine pseudonormale Richtung gewählt, so wird dadurch die Un
bestimmtheit der Bestimmungszahlen der kovarianten Größen der X n - 1 , 

also auch die der B'i., aufgehoben. In der Tat, wählt man die Urvariablen 
wie oben, indem man dafür sorgt, daß die Parameterlinien von xo" in 
den Punkten der X n - 1 in der pseudonormalen Richtung liegen, so ist: 

(40) 

oder: 

(41) 
B" A" an." 

J. = i. - eJ• e . 
a .. 



136 Die affine übertragung. 

Nun ist :; bis auf einen Zahlenfaktor gleich ti. und e" ist ein Vektor in 
der pseudonormalen Richtung, ferner ist: an 

(42) 
an . 
e;.e'· = 1. 

Wählt man also bei irgendeiner Wahl der Größe von ti. einen Vektor n" 
in der pseudonormalen Richtung so, daß: 

(43) ~.ni. 1_,J (erste Normierungsbedingung) 

so ist: 
(44) 

und diese Gleichung ist von der Wahl der Urvariablen unabhängig. 
n" heißt der Pseudonormalvektor. Der Pseudonormalvektor ist 
durch Angabe der pseudonormalen Richtung bis auf einen Zahlenfaktor 
bestimmt. Erst wenn auch die Normierung von ti. festgelegt wird, ist 
n" vollständig bestimmt. 

Sobald eine pseudonormale Richtung eingeführt ist und infolge
dessen die Bestimmungszahlen von Br. alle bestimmt werden, hat 
B'J. v}' bzw. B'J. w" die Bedeutung der Xn_1-Komponente von v· bzw. w.\. 
Ebenso lassen sich dann die Xn_1-Komponenten einer Größe höheren 
Grades bilden, z. B.: 
(45) 1.;'" _ Btx}."o .;Jr 

v" •• v - "Pr" v"' •. d , 

wo B~~~: abkürzend für B~ B~ B~ B~ eingeführt ist. 

§ 6. Die in der Xn -1 induzierten übertragungen. 
Ist p ein Feld in der X n -1, so haftet der Größe V f1. P eine gewisse 

Unbestimmtheit an, da ja p außerhalb der Xn - 1 nicht existiert. Da
gegen hat der Ausdruc k: 

(46) V~p = B.~ VtxP 

eine bestimmte und von der Wahl der pseudonormalen Richtung un
abhängige Bedeutung, da es ja stets einen bestimmten Sinn hat, B,~ 

mit einem kovarianten Vektor zu überschieben. Legt man die U~
variablen vorübergehend wie im § 4, so ist: 

(47) V' p_ op 
" - Offf1.' 

Ist v" ein in den Punkten der X n- 1 definiertes Feld, dessen Vek
toren nicht notwendig in der X n - 1 zu liegen brauchen, so hat in der
selben Weise B~ V" v" einen bestimmten von der Wahl der pseudonorma
len Richtung unabhängigen Sinn. Von dieser Größe die X n _ 1-Kom
ponente B:"p V", vP zu bilden, ist aber erst nach Annahme der pseudonor
malen Richtung möglich. 
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Ist W;. ein in den Punkten der X n _ 1 definiertes Feld von kovarianten 
Vektoren der An, so haben B; VeX W;. und B;f VeX wp beide einen von der 
Wahl der pseudonormalen Richtung unabhängigen Sinn. Ist aber W). 

ein Feld von kovarianten Vektoren der X n _ 1 , so hat B; VeX w;., solange 
keine pseudonormale Richtung eingeführt ist, keinen Sinn und das 
gleiche gilt für B;f VeX wp. Erst nachdem die pseudonormale Richtung 
gewählt ist, haben B; V'" W;. und B;f V", wp einen Sinn. Wir fassen zu
sammen: 

Vor Einführung einer pseudonormalen Richtung hab·en 
nur,die Ausdrücke: 

V~P= B;VeXp 

B;VeXv" 

B;' V", W). 

B;f V", wß, 

wo W). einen kovarianten Vektor der An darstellt, einen Sinn. 
Nach Einführung einer pseudonormalen Richtung ver

schwindet der Unterschied zwischen kovarianten Größe n 
der An und der X n- 1 und es hat auch der Ausdruck: 

einen Sinn. 
B eX" 17 ß 

I'P" '" V 

Ist also eine pseudonormale Richtung gegeben und liegen die Fel
der v" und w). in der X n _ 1 (S. 134, 135)' so haben die Ausdrücke: 

(48) { V~ v" = B:'p VeX vß 

V~w;. = B;f VeXwß 

einen Sinn und stellen Felder dar, die ebenfalls in der Xn_1liegen. Die 
affine übertragung in An induziert demnach eine übertragung in der 
X n _ 1 , deren zugehöriger Differentialoperatorkern V~ ist. Wh wollen 
zeigen, daß die induzierte übertragung ebenfalls affin ist. Erstens ist: 

(49) VI' m = VI' AI- V,< t). n" = - VI' t;. n" 

und demzufolge: 

() 17/ B" B"'P" 17 r 50 "I';' = - l'J..r" eX tp n = 0 . 

Zweitens ist: 

(51) V[W V~] P = V[w B;] VeX P = B; Viw V~] P = B!~, V [.B VeX] P = o. 
(50) und (51) sind aber die beiden Bedingungen für eine affine über
tragung (vgl. S.75), und wir haben also den Satz erhalten: 

Ist eine X n _ 1 in einer An eingespannt, so wird in der 
X n - 1 eine affine übertragung ind uziert, die dad urch chara k
terisiert ist, daß der Differentialq uotient die X n- 1- Kom
ponente des Differentialq uotienten in der An ist. 
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Daneben Wird aber in der X n- 1 noch etwas anderes induziert. Die 
aus B~ V IX tp durch überscl).iebung mit B~ entstehende Größe: 

(52) I h,tA = B:f V IX tp I 
hat, als Größe der X n_ 1 betrachtet, eine von der 'Wahl der pseudonor
malen Richtung unabhängige Bedeutung. In der An kann man nun 
ein Feld t). angeben, das außerhalb der X n_ 1 ganz beliebig, aber X n _ C 

bildend ist und sich auf der Xn_ 1 mit t~ deckt. Für dieses Feld ist nach 
(IH, 114) Vr/• t).] ein einfacher Bivektor, der t'. als Faktor enthält. Auf 
der Xn _ 1 verschwindet also B:f V[IX tßJ. Da aber: 

(53) B,~r. V[IX t'fI] = B~r. V[IX t{J], 
so ist: 
(54) h[lt;.] = B[~r.] r IX tfl = B,:~ V[IX tp] = 0 

und hpi. ist also ein Tensor. Ändert man die Normierung von t;., 'tl = ot}., 
so wird: 
(55) 'h,,). = 0 B~~ V IX tp + B:,f tll V IX 0 = a B:f V IX tp = 0 hit;. 
und h" i. ist also eine durch die Übertragung der An und die Lage der 
Xn - 1 'in An bis auf einen Zahlenfaktor vollständig bestimmte Größe. 
Ist der Rang von hpl. gleich n -1 und wählt man h,lt). als Fundamental
tensor, so wäre damit, wenn h'll. vollständig festläge, in der X n_ 1 eine 
Riemannsche :M:aßbestimmung gegeben. Nun ist aber hpA nur bis auf 
einen Zahlenfaktor bestimmt und es werden also in der X n _' l unend
lich viele Riemannsche Übertragungen induziert, die alle auseinander 
entstehen können durch konforme Transformation: 

In einer Xn - 1 in einer An, bei welcher hpl. im betrachteten 
Gebiet denRangn-1 hat, werden, unabhängig von der Wahl 
der pseudonormalen Richtung, unendlich viele Riemann
sche Übertragungen ind uziert, deren Fundamentaltensoren 
sich nur um einen skalaren Faktor unterscheiden. Wird 
die Normierung von t). fest gewählt, so wird eine bestimmte 
dieser Riemannschen übertragungen ausgezeichnet. 

Wir wollen nun im folgenden voraussetzen, daß h,ttl. den Rang n - 1 
hat, und schreiben dementsprechend: 
(56) g;"t = h;.,u • 

Nur wo ausdrücklich betont werden soll, daß eine Gleichung gültig 
bleibt, wenn der Rang kleiner als n - 1 ist, schreiben wir h;", statt gl.p' 

gi", sei, wie üblich, der in der Xn - 1 zu gAp gehörige kovariante Tensor. 
o 

Ist V der zu gA,t gehörige Differentialoperatorkern, so bestehen 
für die Felder v" und Wl. der X n- 1 die Gleichungen (II , 58): 

(57) 

1 

o . 
V;, v" = V" v" + n;" vi. 

o 
V;, W;. = V,t W;. - n!~" w" . 
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Die Größe Tl;/ liegt in der X"_l und ist von der Wahl der pseudo
normalen Richtungunä. von der Normierung von tl. abhängig (vgl. S.146). 
Da Ti/ die Differenz der in Ä. und 11- symmetrischen Parameter der 
beiden übertragungen ist, ist T I: ,:" in Ä. und f1- symmetrisch. Im zweiten 
Abschnitt (II, 64, 40 c) leiteten wir schon die Beziehungen zwischen 
Til~" und g;.,,, ab: 
(58a) Ti,;,'" gex,' = !(Q,ltl," + QI.,IIV - Q",II;')' 

o 
(58b) Q,IIÄv = -V;,gJ." = -V,.g;." + g"" TJ.,;,"+ gl,,,, T;;.". 

o 
Um auch die Beziehungen zwischen V" und V." abzuleiten, bemerken wir 
zunächst, daß: 

(59a) j B '" V " 17'" B'" (V;,) t " /l"'v=y"v+.,. "'v J.n 
V"' I, B'" V " = I' V - V I' '" t;. n 

= V;, v" - Vi. k,•l nV 

und ebenso: 
(59b) B:' VIX w). = V~, W). - W" B,~ß(VIX nß) ti., 

wo v" und WI, in der X"_l liegen. Infolge (57) ist also: 

(60a) 

(60b) 

Es ist nun wichtig, zu bemerken, daß B~ V IX VV im Gegensatz zu B~ V IX W). 
eine von der Wahl der pseudonormalen Richtung unabhängige Größe 

o 
ist (vgl. S. 137). Da das gleiche für V,. v" gilt, ist auch die Größe 

(61) Pi;" = Ti,:" - k;.,. nV 

von dieser Wa hl unabhängig. Man lasse sich nicht dadurch beirren, 
daß die Gleichung (61) ein Glied mit n" enthält, es ist ja auch Ti;." von 
der Wahl der pseudonormalen Richtung abhängig. In der Tat läßt sich 
P;'~" mit Hilfe der Gleichung (60a) aus der übertragung in der A" 
und der zu gl" gehörigen übertragung in der X"_l ableiten, ohne daß 
eine pseudonormale Richtung nötig wäre. Die ersten beiden idealen 
Faktoren von Pi.~" sind kovariante Vektoren der Xn-l' der dritte ist 
ein kontravarianter Vektor, der nicht in der X"-l liegt. Die letzt
genannte Eigenschaft folgt aus dem Umstande, daß der letzte Faktor 
von Ti.,:" ganz in der X"_l liegt und der letzte,Faktor von Pi./ also 
infolge (61) nur dann in der X"_l liegen kann, wenn gl.,. verschwindet, 
was der Voraussetzung, daß g;.,. den Rang n - 1 hat, widerspricht. Da 
sowohl Tj.;." als g).ft in Ä.f1- symmetrisch sind, gilt das gleiche für Pi.;." 

Ist die Xn - 1 in der A" eingespannt und ist nV in bezug auf t;. nor
miert nach (43), so existiert neben h,I/;' (52) noch eine gemischte Größe 
zweiten Grades: 

(62) 
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die wie k"Ä bei Änderung der Normierung von t}. den Zahlenfaktor (J 

bekommt. 
Unter Berücksichtigung von (62) geht (60 b) über in: 

o 
(60c) B~ VIXw;. = V . .,w}. - w" (Tl;," + t;.l;") . 

§ 7. Die Gleichungen von Gauß und Codazzi. 
Es sei die pseudonormale Richtung festgelegt. Durch Differentiation 

und Alternation nach w p entsteht dann aus (57): 

(63) R"""-K"''I' 217' T"" 2T' '''T''" rof'}' - ro,,}" - [ro "p. - }. [00 "l" 

(II, 126), wodurch die Beziehungen zwischen den Krümmungsgrößen 
der beiden induzierten Übertragungen gegeben sind. Aus (59a) entsteht 
durch Differentiation: 

(64) B!~; Vp~! V" vY = V;" V~ v" - B!~; Vpv" B~ (V. t<l) nY • 

Da nun aber: 

(65) B!~ VpB! = - B!~ (l7p tIX) n" = - B(!;) (VptIX) n,j, 

so entsteht aus (64) bei Alternation nach w p: 

(66) B PIX'I'V 17 Y V' V' 'I' "BPIX"(V t)V r ro"r rpYIXlv = [ro .ul v -v [ro.ulr IX <l pn, 
oder infolge (II , 116): 

(67) IB {lIX'I'''R···r R'···'1'+21·"k I ro.uril PIXlJ = "'.uil [ro .ul}·· 

Dies ist die Verallgemeinerung der Gaußschen Gleich ung 
für X n- 1 in An. durch welche die Beziehungen zwischen der Krüm
mungsgröße R ;';l 'I' und der Xn_1-Komponente von R;;l." gegeben sind. 

Die Integrabilitätsbedingungen von (52) und (62) lauten: 

B!~f Rß~Jr tr = 2 Viw k.ul). + 2 B[~ kroll. (V IX tr) nr , I 
B PIX'I'R···r<l 2 17' 1'" 2B IX Z''I'(V <l)t I w.ur pIX<ln=- Y[w.ul- [urol IX n lJ· 

(68) 

(69) 

Dies sind die verallgemeinerten Gleich ungen von Codazzi. 
Sie stehen in einer merkwürdigen Beziehung zur Bianckischen Identität 
(l!, 160d). Wendet man nämlich diese Identität an auf (67), so folgt: 

(70) B<l PIX1' 'I'R··· r t B" {llXk R··· r " 217' Z'''k - I. [rof' ~l (l1X<l r - r[ro.u ~l). ßIX<l n = [~w .ulA· 

Diese Gleichung ist aber auch eine Folge der beiden Gleichungen (68) 
und (69), was durch Substitution der Werte von (68) und (69) in (70) 
leicht verifiziert wird. Umgekehrt gelingt es aber nicht (68) und (69) 
aus (70) abzuleiten. Die Gleichungen von Codazzi lehren also mehr, 
als aus der Bianckischen Identität abgeleitet werden kann. Wohl läßt 
sich (69) aus (68) und (70) ableiten, wenn k.u Ä den Rang n - 1 hat, 
und ebenso (68) aus (69) und (70), wenn 1;;' den Rang n -1 hat l ). 

1) Berwald, in Blaschke, 1923, 10, S. 167-172 für X n - 1 in E n• 
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Der Beweis gestaltet sich für den ersten Fall folgendermaßen: 
Aus (68) und (70) folgt unter Berücksichtigung von (52) und (62): 

(71) = (17p,;," - 17;" l()g.tli. + (17;" 11:" - V,:, 1,~'') g~i. + (17;, 1( - 17E 1i,") g",i. { 
- 3 Bfd:'.~ l~l" RiJ;,;l' ty- 3 B;[~,.~g.ji. RiJ~JY n° 

+ 3 1[;'," B~,<~l ~ RiJ;d J' tl, - 61[,:," B,~ g;]I. (17" tJ nl' , 

also, bei Überschiebung mit gi-I': 

(72) - 3 B;;[f.'~'~l RiJ~i/ n° = 2 (n - 3) Vb l(~t - 61[;'," B.~rl (17" tJ n l' 

oder: 
(73) - B;~:' Rß~~l' n° = 2 17[~ l,;,{ - 21[( B~l (17" tJ nY , 

und diese Gleichung ist in der Tat mit (69) äquivalent. 

§ 8. Einführung der zweiten Normierungsbedingung 
für t}" und n". 

Um die Rechnung durch Einschränkung der Wahl der pseudonor
malen Richtung zu vereinfachen, stellen wir neben (43) die zweite 
Normierungsbedingung auf: 

(74a) 

die infolge (43) gleichbedeutend ist mit: 

(74b) I B~(17"tl)ni·=O. 
L._ 

Geometrisch bedeutet (74a), daß die Richtung des Differentials 
von n" bei einer Verrückung dx'" in der,Xn _ 1 in der (n - 1)-Richtung 
von ti, enthalten ist und (74b), daß die (n - 1)-Richtung des Differen
tials von ti. die Richtung von n" enthält1). 

Gilt (74), so bekommen die Gleichungen (52) und (62) die einfachere 
Gestalt: 

(75) 

(76) 

Die Integrabilitätsbedingungen (68) und (69) dieser Gleichungen gehen 
über in die einfacheren Integrabilitätsbedingungen: 

(77) 1 B!~~ Rp;i ty = 2 17[w h",Ji., I 
(78) I Bß" v R"' Y Q 217' 1'" 'I I 001'1' p"b n = - [00 I'] 

von (75) und (76). Zunächst ist nun zu untersuchen, ob es bei jeder 
Wahl der pseudonormalen Richtung möglich ist, ti. und nV so zu nor
mieren, daß (43) und (74) gelten. Dazu beweisen wir erst den Satz: 

1) Berwald, 1922, 14, S. 164 für X n _, in E n• 
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Ist die Richtung von n" fest gewählt und werden Nor
mierungen, die sich nur um einen auf X n - 1 konstanten 
Zahlenfaktor unterscheiden, als gleich angesehen, so gibt 
es höchstens eine Normierung von tl und n", so daß (43) und 
(74) beide gelten. 

In der Tat, gäbe es zwei Normierungen t l., nP und 0 tl., v-I nP , so daß: 

(79) { 
B~ (V" tl) nJ. = 0 , 

B~ (V" 0 tü 0 -1 n l• = 0, 

so würde unmittelbar folgen: 
(80) 17;,0=0. 

Ist es nun bei gegebener Wahl der pseudonormalen Richtung, wenn 
für die Normierung tl., nV nur (43) gilt, stets möglich, ein 0 zu finden, 
so daß für die Normierung atl., 0-l nv auch (74) gilt? Aus der Bedingungs
gleichung: 
(81) B,~ (V" a t,J a -1 nl. = 0 
folgt: 
(82) J7~ log a + B~ (V" t;.) nl = 0 , 

und B; (V" t;.} n l muß also ein Gradientvektor der X n - 1 sein. Dazu ist 
aber II, § 4 notwendig und hinreichend, daß: 

(83) 17[0> B,~) (V" t,,) J' = 0 
oder: 
(84) B~~ V[P (V,,] t,J nÄ = 0, 
oder: 
(85) B!~ Rfi;t t r ni. + 2 B[~,~] (V" t).) Vp 1l = 0, 

eine Bedingungsgleichung, die sich infolge (67) auch folgendermaßen 
schreiben läßt: 

fBP"R",i. R""" 2B P" (V t)(J7 ~)Br W," fllXl - wf'l - [W,«] "r pn d 

l + 2 B[~~,] (V IX tl.) (VfI nl ) = 0, 
(86) 

oder: 
(87) B P"R" ,i. R" .. i. 2B p" (V t) (17 t) r ij 0 

O'l' pIXi. - "',111. = [W,") IX r p ij n n = . 
Aus (87) folgt: 

Ist die Übertragung der An inhaltstreu, so ist die In
haltstreue der bei einer bestimmten vVahl der pseudo
normalen Richtung in der X n - 1 indu2lierten Übertragung 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
Normierung von t;. und n" so gewählt werden kann, daß (43) 
und (74) beide gelten. 

Dieser Satz sagt u. a. aus, daß die in der X n - 1 induzierte affine 
Übertragung stets inhaltstreu ist, wenn die Übertragung der An inhalts
treu ist und die Normierung von t;. und nV so gewählt ist, daß (43) und 
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(74) beide gelten. Diese Eigenschaft kann auch anders bewiesen werden. 
Ist U""""" ein in A konstanter n-Vektor so ist tU""""" ein (n - 1)-n '''1 
Vektor der Xn - 1 und infolge (74 b) ist: 

(88) V~ t"l U""""n = O. 

Die affine Übertragung in der X n - 1 ist also inhaltstreu. 
Man kann nun auch umgekehrt von einer bestimmten Normierung 

von ti. atisgehen und die Frage stellen, ob es bei dieser Normierung mehr 
als eine pseudonormale Richtung geben kann, so daß (43) und (74) 
beide gelten. Nehmen wir an, es seien n" und N" zwei verschiedene mög
liche Pseudonormalvektoren. Für den Vektor s" = n" - N" würde 
dann nach (43) und (74) gelten: 

~~ ~~=O 

(90) B; (J7 '" ti.) s'- = 0 • 
Nach der ersten Gleichung liegt sI. in der Xn - 1 , die zweite Gleichung 
ist also gleichbedeutend mit: 
(91) g,..i. sI. = O. 

Dies ist aber nur möglich, wenn s" verschwindet, da g,..i. der Voraus
setzung nach den Rang n - 1 hat. Es gilt also der Satz: 

Hat der Tensor h,..1. den Rang n -1 und existiert bei 
irgendeiner festen Wahl der Normierung von t;. eine pseudo
normale Richtung, so daß (43) und (74) beide gelten, so ist 
diese Richtung bei dieser Wahl die einzig mögliche. 

Ist n" der zu ti. gehörige Pseudonormalvektor, so ist der zu a ti. ge
hörige Pseudonormalvektor 'n" unschwer zu bestimmen. 'n" läßt sich 
immer schreiben: 
(92) 'n" = txn" + v", 

wo v" ein ganz in der X n - 1 liegender Vektor ist. Nach (43) ist dann 

tx = ~ und nach (74 b) muß gelten: 
a 

(93) {(J7~ 0) t; + a g,ti.} (~n). + Vi.) = 0, 

so daß: 
1 I 

(94) 'n" =' u (n" - g"'" V~ log 0). ~ 
I 

Es fragt sich jetzt nur noch, ob es auch wirklich zu jeder Wahl der 
Normierung von t). einen Pseudonormalvektor gibt, so daß (43) und (74) 
beide gelten. Der Affinor B; V", t). hat sicher einen Rang > n - 1, da.. 
h,ti. den Rang n - 1 hat. Ferner ist: 

(95) B.~~:::~: (I7[a. t[i •• ) ••• (17 a"l tl"l) = B~~:::~:~ (J7[a. t[)..) ..• (17"',,1 t1.,,]) 

und diese Größe verschwindet, da jedes alternierende Produkt von mehr 
als nFaktoren in der Xn - 1 verschwindet. Nach (I, 71b) ist also der Rang 
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von B~ J7 IX t,. gleich n - 1, und (74) gibt also stets eine einzige pseudo
normale Richtung. Es gilt also der Satz: 

Zu jeder Normierung vont;. gehört in jedemPunkte,.in 
dem hp ;. den Rang n -1 hat, ein einziger Pseudonormal
vektor, so daß (43) und (74) beide gelten. 

§ 9. Festlegung der pseudonormalen Richtung und des 
Pseudonormalvektors. 

In der Theorie einer Vn- l in V .. ist der Einheitsnormalvektor in 
jedem Punkte dUrch die Lage der Vn - l bestimmt. Man kann nun eine 
Vorschrift wünschen, die in derselben Weise jeder fest gegebenen Xn - l 
in An in jedem Punkte einen bestimmten Pseudonormalvektor zuordnet. 
Das wesentliche einer solchen Vorschrift ist nach den Erörterungen des 
vorigen Paragraphen darin zu erblicken, daß jeder Xn - l eine durch die 
Lage der Xn - l und die Übertragung der An eindeutig bestimmte Nor
mierung von t;. aufgedrückt wird. 

Betracht,en wir nun den Fall, daß die übertragung der An inhalts
treu ist, so läßt sich eine solche Normierung in allen Punkten einer 
Xn-l' wo hp ;. den Rang n - 1 hat, leicht angeben. Wir bilden den 
Ausdruck: 
(96) t[l., t['V, gl.." •. .. g;'"l""l' 

Obwohl g;.p' so lange die pseudonormale Richtung nicht festliegt, eine 
Größe der Xn - l ist, die nicht mit einer bestimmten Größe der An 
korrespondiert, unterscheiden sich alle mit g;.p korrespondierenden 
Größen der An nur durch Zusatzglieder von der Form: 

V" tp + v" t,. + pt;. t" • 
Diese Glieder enthalten aber alle t;. und beeinflussen also den Ausdruck 
(96) nicht. (96) ist also ein von der Wahl der pseudonormalen Richtung 
unabhängiger Doppel-n-Vektor der An. (96) kann nicht Null sein, wenn 
gp;' den Rang n -1 hat (I, § 10). Bei Änderung der Normierung bekom
men t;. und gp;' beide den Faktor (J, (96) bekommt also den Faktor (Jn+2. 

Ist also U;., ... ;." ein in der An konstanter n-Vektor, so bestimmt die 
Gleichung: 
(97) t{I., t['V, g;..", ... gl."l""l = (i U,., ... ;." U""""", 
wo (] irgend eine gegebene Funktion des Ortes ist, in eindeutiger Weise 
eine Normierung von t;.. 

Es ist nun der zu dieser Normierung gehörige Wert von n" zu be
rechnen. Dazu schreiben wir die Bedingungen (74) in der form: 

(98) B'" (r7 t t) i" "1 0 
" ,. '" ;., '1', n n = . 

Da aus (97) bei Überschiebung mit (""" ., t""" folgtl) : 
(99) t;" tpl = n2 (22 U1, ... l. n U", ... 'Vn gl.", ... g"""" 

1) Vgl. I, Aufg. 13. 
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und UJ., ... J." konstant ist, so ist (98) äquivalent mit: 
(100) nJ., n'" UJ., ... J." U", ..... ,. 17~ (}2 gJ.." •••• gJ.""" = O. 

Nun ist nJ.'nY' UJ., ... J." U", ... ",.bisaufeinenZahlenfaktor gleich g[J..[,'," ·gJ."l ",,1 
(vgl. S.45) so, daß (98) gleichbedeutend ist mit: 
(101) g[J., [", ... gl"l Y"l 17~ (}2 gl,,,, ..• gJ.,. ",. = 0 , 
oder auch mit: 

(102) ('!1' - 1) (}2 g[J.'["a' •• gJ.,.] ",.1 (V~ gJ.,,,.) g"'''' ..• g"""" + 17;, (}2 = Ö. 

Diese Gleichung ist aber äquivalent mit: 
(103~ 2 17~log (} + gJ." 17~ gJ." = 0 1), 
oder in anderer Form: 
(104) 2 17~log (} - gJ.." 17~ g." = O. 
Infolge dieser Gleichung und (58) ist also: 

(105) {2 gJ." TJ."" _ gJ.: (2 Q/f. J.v -'Q",,~) = 2gJ.~ (Q""J. - Q""J.) + gJ.pQ,.,,;. 
- 2g "(Q""J. - Q""J.) - 2 17"log (}. 

Diese Gleichung geht aber unter Berücksichtigung von (58 b) und (77) 
über in: 
(106) J.I'T - 2 J."BPIX~R···rt 217'1 2g J."" - - g ""J. PIX(J r - "og (}, 
woraus folgt: 
(107) i" Ti;" = i" gY(ß R;'~'t t lX - g"" 17~ log (}. 
Es ist zu beachten, daß das Glied rechts eine von der Wahl der pseudo
normalen Richtung unabhängige Bedeutung hat. Nach (61) ist nun aber: 

(108) l" Pl~" = l" g"OJ R;';llX tlX - g"" 17~ log (} - (n - 1) n" , 
oder: 

(109) In" = - _1_gl " P' ." +_1_gJ."g"'" R' .. IX t - _'1_g"" 17' log ().I I n-1 J." n'-1 oo"J. IX n-1 " <:'. 

Durch diese Gleichung ist zu jeder Wahl der Normierung von tJ. d~r 
zugehörige Pseudonormalvektor gegeben, der den beiden Gleichungen 
(43) und (74) genügt. 

Besonders ausgezeichnet ist der Fall {} = Konstante. Da man einen 
konstanten Faktor in Ul, ... J." hineinnehmen kann, kann ohne Beschrän
kung der Allgemeinheit (} = 1 gesetzt werden. (97) und (109) ~ehen dann 
über in: 

(97a) 

(109a) 

Wir haben also den Satz erhalten: 
In einer An mit inhaltstreuer übertragung, in der ein 

bestimmtes konstantesn-Vektorfeld festgelegt ist, ist jedem 
Punkte einer Xn-l' indem hl"J. den Rang n -1 hat, in ein-

1) Vgl. J. Aufg. 13. 
Sc h 0 u t e n. Ricci·Kalkül. 10 



146 Die affine Übertragung. 

deutiger Weise ein Tangentialvektor tA, und ein Pseudo
normalvektor n" zugeordnet. Der Tangentialvektor läßt 
sich mit Hilfe von (97a) bestimmen, und der zugehörige 
Pse'udonormalvektor ergibt sich dann aus (109a). 

Kehren wir jetzt zu dem allgemeinen Falle, indem e beliebig ist, zu
rück. Da erhebt sich die Frage, wie n" durch eine Änderung von e 
beeinflußt wird. Die Gleichung (109) beantwortet diese Frage nicht 
unmittelbar, da auch die in (109) vorkommenden Größen ip.. und Pi;" 
von e abhängen. Der Fall läßt sich allerdings auf den Fall e = 1 zurück
führen mit Hilfe der Gleichung (94). Es ist aber interessant, diese Glei
chung noch einmal in anderer Weise abzuleiten, weil dabei klar wird, 
welchen Beitrag die Änderungen von {i.,;'} und Pi.;" jede für sich liefern. 
Werden die Werte, die sich für allgemeines e ergeben, mit einem Akzent 
links versehen, so folgt aus (97): 

(110) 't[i., 't(,., 'gi..".' .• 'g;."l""l = (12 t[i., t[", gA.v •. · . gl"lv"l • 
Ist also: 
(111) 'tl=otA; 'gl/. = og)..,,; 'gA/'=O-lgJ.", 
so folgt: 
(112) 0,,+1 = e2 • 

Nun folgt aus (111), daß: 

(113) '{A,;'} = e:} - t g",. 5", g"''' + i 5,. BA + iSA B;', 
wo 
(114) 5 .. , = V;, logo = n ~ 1 V;, loge , 
so daß: 
(115) 'Pi;" = Pi;," + tg).,us",g""· - ts,.BJ: - tsAB;' 
und also nach 109: 

'n .. = __ 1_{,g).,.p .... +n-1 s 'g"'''-s 'g"'''\ 
n - 1 A" 2 '" '" I 

(116) + _1_, "'" .. O} R' .. '" 't _ n + 1 'aV,. 
n - 1 g g ro,,;, '" 2(n _ 1) I) 5" 

1 = ä (n" - g)." $A) , 

ein Resultat, das mit (94) übereinstimmt. 
Aus (115), (116) und (61) ergibt sich für die Transformation von 

Ti;." die Formel: 

{
'Tii." = 'Pi;" +'gA,.'n" 

(117) = Pii." + '§-gAI"S",g"''' - t s,. BA - tSA B~ 
+ gA,. n" --gl,. g"'" S'" 

T• ." ~ .. '" t B" 1 B" = AI' - ~gAI'g S'" - 5" A - ]·S). ". 
Infolge der besonderen Wahl e = 1 entsteht eine einfaclie Be

ziehung zwischen gA" und Q,.A ... Nach (109a) und (61) ist nämlich: 

(118) n" = __ i_gA" Tl'" +n,,+_1_ gAI'g"ro R' ""'t 
n - 1 AI' n -1 ",,.J. "', 
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so daß: 
(119) 1/ T' ," 11' "'" R' .. '" t g 1.,. =g g "',.1. ... 
Aus dieser Gleichung und (58a) folgt: 
(120) g1.I'Q1.I''' = 2 g'-I'-Q[vl'] 1. + i" B': R;,!;;'''' t"" 
oder, unter Berücksichtigung von (77): 
(121) g'-I'Q1.I'''=O. 

§ 10. Spezialisierung für projektiveuklidische und euklidisch
affine übertragungen. 

Bei einer projektiveuklidischen übertragung verschwindet die 
Größe B:!lR~p;"t" in jedem Punkt für jede Lage der X"_l' Infolge
dessen geht die erste Coda"zische Gleichung (77) über in: 

(122) i 17[",h,.]J.= 0, I 
d. h. es wird Q",I'J. nun auch in den ersten und somit in allen Indizes 
symmetrisch .. Dadurch wird auch Tl ...... ein Tensor: 

(123) Tl,." = tQll'''. 
Die Symmetrie von Q1.I''' bringt mit sich, daß neben Gleichung (121) 
die mit ihr jetzt äquivalente Gleichung: 

(124) gl'''Q1. ... " = 0 

tritt. Diese Beziehung zwischen zwei Tensoren g)",. undQ1"" bezeichnet 
man mit dem .'famen Apolarität1). Für n -1 = 2 besagt sie, daß 
die Nullrichtungen des Tensors Q;.I''' äquianharmonisch liegen in bezug 
auf jede der beiden Nullrichtungen von gJ.w 

Die Bestimmungsgleichung für n" (109a) geht über in: 

(125) I ,,- - _1_g1.1' P"" I n - fI, -1 1." . 

Ist die An eine En, so verschwindet R';';,l", und es vereinfachen 
sich noch mehr Gleichungen. Die Gaußsche Gleichung (67) geht über in: 

(126) R'';';;''' + 2l[';'''h''11. = 0 
und auch die Codazzischen Gleichungen (77) und (78) werden einfacher: 
(127) l7{rohp]1.=O, 

(128) J7[ro 1;'1" = 0 . 
Durch Faltung nach CO" entsteht aus (126): 

(129) R~·1. = -1~ '" hl'1. + 1.~" h"),,, 
eine Gleichung, die, für den Fall, daß h.u ). den Rang n -1 hat, über
geht in: 
(130) R~;. = -l~ D< g,,). + 11'1.. 

1) Vgl. z. B. Pascal. 1910. 3. S. 280. 

10* 
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Durch Faltung nach v Ä. ensteht aus (126): 
(131) t[",f'] = o. 
(130) und (131) besagen beide, daß l",- ein Tensor geworden ist1). 

§ 11. Krümmungstheorie. 
Es seien Tangentialvektor und Pseudonormalvektor vermittels 

(97a) und (109a) fest gewählt. Die Nullrichtungen des Tensors g)." 
sind die asymptotischen Richtungen der X n _ 1 • Für einen Vek
tor 1)" in einer Nullrichtung gilt nach (75): 
(132) v'- vf' glf' = v l V" V" t), = 0, 
in Worten: 

Beim Fortschreiten in einer asymptotischen Richtung 
dreht sich die tangierende i nfini tesimale En- 1 um diese 
Richtung. 

Die Hauptgebiete des Affinors l;" sind die Hau p t kr ü m m u n g s
ge biete, die Hauptrichtungen Hau pt krü mm ungsrich tun ge n. 
Für einen Vektor w" in einem Hauptgebiete gilt nach (76): 

(133) " Z." _ ,u r7 "_ 1 " 
W " - w y,,"n - - w , 

(! 

wo .!. ein Koeffizient ist, in Worten: 
(! 

Der Zuwachs des Pseudonormalvektors beim Fortschrei
ten in einer Hauptkrümmungsrichtung liegt in dieser 
Richtung. 

Die Determinante der Gleichung (133) gibt, gleich Null gesetzt, eine 
Gleichung (n _1)ten Grades in e. Die n -1 Wurzeln, von denen einige 

Null sein können, sind die Hauptkrümmungen -.!., ... , ..!.. der 
(!1 en 

X,._l' Zu jeder m-fachen Wurzel gehört ein m'-dimensionales Haupt-
krümmungsgebiet 1:=;:: m~ < m, zu den Wurzeln Null das Nullgebiet 
(I, S. 34). Jedes i-dimensionale Hauptkrümmungsgebiet bestimmt eine 
Kongruenz von Hauptkrümmungslinien. Die Summe der Haupt
krfunmungen ist die Invariante i;". 

Ist v" eine Kurve auf der X n -1' so ist: 
(134) n[I< v), ~ (nf' v"]) = n[x v). ~ nf' v"] + n[I< v). nJ"~ v"] = 0 

1) Für A" = E .. entsteht die von Berwald, 1922, 13. entwickelte n-dimen
sionale Affingeometrie. die für n = 3 mit der gGwöhnlichen Affingeometrie zu
sammenfällt. Für letztere vergleiche man die zusammenfassende Arbeit von 
Blaschke und Reidemeister. 1922, 15. wo auch die Titel sämtlicher bisher 
erschienenen Arbeiten angegeben sind, sowie Blaschke, 1923. 10. gl" korre
spondiert mit der ersten, Tl"" mit der zweiten Grundform in diesen Arbeiten. 

Die allgemeinere von Berwald, 1922. 14 entwickelte Affingeometrle entsteht 
für A" = ER' wenn die pseudonormale Richtung und die Normierung von tl 
und n" irgendwie so gewählt werden, daß (43) und (74) gelten. Die Größen 

IIlW 1;", 11~" ~nd 1;"'11",,, sind dann identisch mit den Größen b).l" Otll).g'-", 

OtJ.,.", g"''' und bl'" bei Berwald. 
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und zwei konsekutive durch n" und v" bestimmte Bivektoren haben also 
stets eine Richtung gemein (vgl. I, S. 26). Damit diese mit der Richtung 
von n" zusammenfällt, ist notwendig ~nd hinreichend, daß 

(135) 

ist. v" J7 .. n" muß also die Richtung von v" haben, d. h. es muß '11" in einem 
Hauptkrümmungsgebiet liegen. Es gilt also der Satz: 

E'!im Fortschreiten läng!j einer Hauptkrümmungs
linie dreht sich die 2 - Richtung von Tang~nte und Pseudo
normale um die Pseudonormale. 

Aus (67) ergibt sich durch Faltung nach cov: 

(136) ~8ct."d R' "r B",J R B"d R' .. r t P R' + 10''' J 15"py). p,,~ = ,,). ct.8 - ,,). Pct.d yn = ,,). "g,,). - tp ).· 

In dieser Gleichung sind, Inhaltstreue der übertragung in der A,. 
vorausgesetzt, alle Größen rechts außer I,,). symmetrisch. Daraus und 
aus dem Umstande, daß B;~ R;~dr infolge der zweiten Identität (11,139) 
niemals für jede Wahl von B'J. in pJ. symmetrisch sein kann, ohne, zu 
versc4winden, geht hervor, daß I,,). dann und nur dann für jede Lage 
der X,._t ein Tensor ist, wenn die All eine E,. ist. In diesem speziellen 
Fall wird m' stets gleich m und alle Hauptkrfunmungsgebiete werden 
gegenseitig senkrecht (I, 5 .. 43). 

Durch überschiebung mit t" entsteht aus (136): 

(137) l" R,,). -l" R;;;.YtynP= R'+ (n - 2)l; 

und durch überschiebung mit t": 
(138) B; Rct.).l" - B;l" R;~iY trtl= R',~" + ZB; -I;''' 

woraus unter Berücksichtigung von (137) folgt: 

(139) IIp'' = R~" - B; Rdl." + B;l" R;;;'Y tytI 

- n ~ 2 (R~-l" R)." + i" R;;ir trnP) B; 1). 

Die Beziehungen zwischen R '.;;;." und der zu gA" gehörigen Krümmungs
größe K;';'i" sind der Gleichung (11, 126) zu entnehmen: 

(140) R " "" K"'" 2V' T' ," 2T' '''T'''' ()),,). = co,,}' - [co ,,]). - },[tb "],,. 

Für den Fall, daß die A,. eine E,. ist, und also Q,,)'" infolge (122) 
symmetrisch wird, geht diese Gleichung nach einiger Umrechnung 
über in: 
(141) R~,,[1v] = K co"",, + 2 T[~[l" T,,],,] " , 

woraus bei überschiebung mit gro" entsteht: 

(142) Rp,.[h]g'"P = K~A + T1Pct. T""p. 

1) In den mit (136-139) korrespondierenden Gleichungen (121-124) in 
1923. 4. S. 18t sind die Terme mit R~;'l" t. nco versehentlich ausgelassen. 
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Bei überschiebung mit i" entsteht aus dieser Gleichung: 

(143) R'=K'+T"'PyT",py, 

oder, infolge (137), da R;,;,( == 0 ist: 

(144) K' = - (n - 2) l;''' - T"'fJy T",py. 

Die Gleichung (139) geht in diesem einfachen Falle über in: 

(145) l '""OI''' 1 (K' + TrxPy T ) B" " = A " - n _ 2' rxpy ,. . 

1 J'" t di 'ttl Affink .." . d di n _ 1·; IS e "mi ere rummung, !h··· e"-l sm e 
"affinen Ha up tkrümm ungsradien"l). 

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn alle Hauptkrümmungen gleich 
sind. Ein solcher Punkt heißt ein Affinnabel: 

( 46) l '" 1 lBv 
1 "=n-1 ,I' 

Gilt (146) für alle Punkte der K n- 1 und ist die An eine E", so folgt aus 
(128) und (146): 
(147) V,.l.=O. 
Die Hauptkrümmungen sind also auch konstant auf der K n -1 • Wird 
(146) in (67) eingeführt, und ist die A" eine En , so entsteht: 

(148) R " •• " 2 lB' " "',.). = - n - 1 [w g,.]).. 

Da in diesem Falle für jede Vettückung ax" in der x'n-l 
1 

(149) dx"V,.n"=n_1ldx", 

so gehen alle Pseudonormalen durch einen Punkt. Der Radiusvektor, der 
sich von diesem Punkte bis zum betrachteten Punkte der X n- 1 erstreckt, 

ist gleich n ~ 1 n". Die geödätischen Linien der induzierten über

tragung sind die Schnitte mit den Es durch den erwähnten Punkt. 
Ist außetdemTi/," =0, so folgt: 

(150) R" . ," K' , ." 2 lB" 
w,." =- . "':,;.. = - n _ 1 [w g,.]) .. 

Die beiden in der X n - 1 induzierten übertragungen sind also in diesem 
besonderen Falle gleich und gehören zu einer Riemannschen Geometrie 
konstanter Krümmung. Aus (148) und (150) oder auch aus (137) folgt 
in diesem Falle: 
(151) R'= K = - (n - 2) l. 

Der Fall l;" = 0, der hier unmittelbar anschließt, tritt auf, wenn 
n" auf der X n - 1 konstant gewählt wird. Im allgemeinen ist dies nur in 
einer En möglich. Ein konstanter Pseudonormalvektor tritt z. B. bei 
einem Paraboloid in Es auf. 

1) Befwald. 1922. 13. S. 105. K' und TrxPy Trxpy sind für An = E" identisch 
mit R bzw. - I bei BBt'wald. 



§ 11. Krümmungstheorie. 151 

Für den Fall der X,._l in En ergeben sich noch verschiedene interes
sante Eigenschaften, wenn l/LA einen Rang m < n - 1 hat. Die Kon
gruenzen i", a, b, c, d=1, ... , m, i", u, v, w=m+1, .. . ,n-i, 

a u 
seien gegenseitig senkrecht, i" senkrecht zum Nullgebiet, i" im Nullgebiet. 
Dann ist: IX U 

(152) l "· ,..., ,·v 
I' =..::... 1 b ~/L ~ 

ab a a b 

und demnach infolge (128): 

(153) ab a b ab a b j 0 = Vf(O l,:{ = ~ (Vf(O lab) i"l i" +2: lab (V[(O i,Ul) i V 

+ ~ lab ir,. (V;"l ii.) gi.v + llr,. V:"l gJ.v, 
ab a b 

oder, in orthogonalen Bestimmungszahlen : 

(154) ab a b b a x,y,z=1, ... ,n-1. { 
0 = ~ { i[y (V~llab) iz + lab i z (Vf:l: i y1) ) 

+ lab![YV~ltz + la[yQ:l:laz} , 

Für x = U, Y = V, Z = a, U + vergibt sich daraus: 
(155) laa Vfu i v1 = 0 . 

a 

Die Komponente von V~, i II im Nullgebiet von l/Ll verschwindet also, 
a 

d. h. die n - m - 1 Nullrichtungen von l,d. sind X n - m - C bildend 
(II,26b): 

Hat der Tensor l,'A einen Rang <n - 3, so bilden seine 
Nullrichtungen in der Xn - 1 ein System von oom X,.-m-l' 

Für x = a, y = U, Z = v, U =1= vergibt sich: 

(156) - !laa V~ i" - !laaQuav = O. 
a 

Die Komponente von V~~. im Nullgebiet von l/LA verschwindet also im 

allgemeinen nicht, d. h. die X,.-m-l sind im allgemeinen nicht in X"_l 
geodätisch. 

Enthält eine Xn _ 1 eine Kongruenz v" von geodätischen Linien der 
An, so ist gleichzeitig: 
( 157) vI' V I' VV = Ävv 

(158) vi. v" gi./L = vl v" V,U tl = - vI' t;. V" v)· = O. 

Infolge dieser Gleichungen ist: 

(i59) -vlXvPvrQIXPr = vlXvPvr V~gPr = vlX V~ vPvr gPr = O. 

Für n = 3 gibt es, da gl/L den Rang 2 hat, stets eine zweite asymptotische 
Richtung und einen Vektor w'" in dieser Richtung, so daß: 

(160) gl/L = v). W" + vI' Wl; wÄ w/L gÄ/L = O. 

Ist die As eine Es, so hat Tl/L" also wegen der Apolaritätsbeziehung 
(124) die Form: 
(161) T IXPr = P vlXvpvr + qwlXwpwr • 
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Aus (159) (160) und (12,) folgt dann aber q =0: 
(162) T .. py=pv .. vpvr , 

so daß die Überschiebung von T IJIPr mit sich selbst, die sog. Picksche 
Invariante l ), verschwindet: 
(163) TIJIPr pPr = O. 

Umgekehrt, gilt (163), so hat TlJlpy infolge der Apolaritätsbeziehung 
die Form (162). Es gelten also (159) und (158), und da n = 3 ist, damit 
auch (157), so daß der bekannte Satz2) abgeleitet ist: 

Das Verschwinden der Picksehen Invariante einer X2 in 
Ea ist notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
die Xa eine Regelfläche ist. 

Aus (143) und (144) folgt, daß (151) auch für Regelflächen in Ea 
gilt. Die Gleichungen (160) und (162) lehren, daß die Nullrichtung v" 
von glp. auch Nullrichtung von T IJIPr ist. 

In einer projektiveuklidischen Ea gilt für die orthogonalen Bestim
mungszahlen von TlJlpy infoJge der Apolaritätsgleichung (124): 
(164) TUl = - T22l , - T'Ill = T222 

und infolgedessen hat die Picksche Invariante hier den Wert: 

(165) TIJIPr pflr = 4 (T:n + T~22) = Q~n + Q~22' 
Der Fall, daß die Xn - l ein System von oon- m·-l in An geodätischen 

X m enthält, liegt nicht im Rahmen unserer Betrachtungen. Denn in 
dem Falle hat der Tensor hp.).. nicht den Rang n - 1 und kann somit 
nicht mehr als Fundamentaltensor benutzt werden. Das gleiche gilt 
z. B. auch für eine abwickelbare Fläche in Ea. 

§ 12. Änderung des Pseudonormalvektors bei bahntreuen 
. Änderungen der übertragung der An. 

Es soll jetzt untersucht werden, wie sich die verschiedenen in den 
vorigen Paragraphen behandelten Größen ändern, wenn auf die Über
tragung eine bahntreue Transformation ausgeübt wird. Da die t'ber
tragung jedenfalls inhaltstreu bleiben muß, brauchen nur solche Trans
formationen der Form (1) betrachtet zu werden, bei denen p). ein Gradient
vektor ist. Die Größe g)..p. ändert sich dabei infolge von (1), (52) und (56) 
nur um einen skalaren Faktor, so daß die asymptotischen Richtungen 
invariant sind. Die Normierung von t). ändert sich, da der n-Vektor 
U;., ... J." bei der transformierten Übertragung nicht mehr konstant ist: 

j'V ~ UJ. .... J.,. = V p. UJ., ... ;.,. - (A; h, + AA. Pp.) U"lt ... l" + usw. 
(166) = V~ UJ., ... J." + {-1)"np[).l U). .... J.,.jp.- npp' U)., ... l" 

= - (n + 1) Pp. U)', ... l". 
1) Pick, 1917. 2. S. 121; als Projektivinvariante tritt diese Größe schon auf 

bei Wilczynski, 1907, 1, S.260. 
2) Blaschke .• 1923, 10, S. 125. 
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Es sei nun (} UA" ... A .. ein Feld, das sich im betrachteten Punkte der 
Xn - 1 mit UA, ... A" deckt, aber bei der transformierten Übertragung 
konstant ist. Das Feld e, das im betrachteten Punkte den Wert 1 hat, 
ergibt sich dann aus der Gleichung: 

(167) 0 = 'V,.. e UA, ... ;.,. = ['V,.. e - e (n + 1) 1',..1 UA, ... A" 

woraus hervorgeht: 
(168) 'V" log e = (n + 1) p~. 
wo: 
(169) Pi = BrplX 
ein durch Schnitt von PA mit Xn - 1 entstehender und also von der Wahl 
der pseudonormalen Richtung unabhängiger Vektor ist. 

Um das neue Feld 'Pi..~" zu bestimmen, betrachten wir die 
Anderung von B; VIX v", wo v" ein in der Xn - 1 gelegenes Feld ist: 

(170) . B;'VlXv" = B; VlXv" + B; (A:P" + .4;:1'",) VA. 

Aus dieser Gleichung, (61) und (H)) folgt: 

f B"'P 'P"" p .. " + B" 1" + B"p' + J.. ",,, ,..A "'/I = A,. ,.." l,.. ygA,..S",g 

1 - t s" Er -ls;.B;, 
(171) 

oder da infolge (114) und (168) ,s;. = 2 Pi: 
(172) B;fp;p" = Pi;" + g).,..p~g"'''. 
Diese Formel ist viel einfacher als (115), was daher rührt, daß sich 
bei der hier betrachteten Änderung nicht nur die Normierung von tA, 

sondern auch die übertragung der X n ändert und sich diese beiden 
Änderungen zum Teil aufheben. Durch überschiebung mit t,.. ent
steht: 
(173) 

1 
'n" = - (n" - gJ.v Pi) . a 

Durch diese Gleichung wird in einer En jeder Geraden in der Tangential
ebene eines Punktes eine durch den Punkt gehende Gerade außerhalb der 
Tangentialebene zugeordnet. Man wähle nur die Endhyperebene von 1'). 
durch die Gerade und bestimme dann 'n" vermittels (169). Aus (172), 
(173) und (61) folgt für die Transformation von Ti.;" als Größe der 
Xn - 1 betrachtet: 

{ 'T"" - B"'P,P"" + 'g '" (174) a,.. - ,..A IXP J.,.. n 
P""+ 1" IX"+ v ""'1'" T·· .. = Jot. gl", ",g gl,. n - g '" gJ.,.. = J.,t· 

Ti,;" ist also bei bahntreuen Transformationen invariant. 
Aus 'n" läßt sich jetzt auch 'Br berechnen: 

(175) 'Er = A;' - 't;. 'n" = m + t;. p~glX" 
Da nur ein tA enthaltendes Zusatzglied auftritt, bleibt Br. als Größe der 
Xn - 1 betrachtet, unverändert, ein selbstverständliches Resultat. 
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§ 13. Anderung der übertragung in der Xn -1' 

Aus (1), (59a) und (175) folgt für ein ganz in Xn_1liegendes Feld v": 

I 'B~/V~vv = (B~ + t"P'pg"'P) {V",v' + (AlP", + A:Pl)vl } 
(176) = V~ v" - Vi. g).!, n" + (Bl P;, + B;, Pi.) l 

+ t" Pp g"'P 'J7 '" v" 
oder: 

{
IV;, v" = J?;, v" - 'B~ ~V '" vp) tp (n" - P~ grv) - vi. gJ.li. n" 

(177) + (BA P;, + B;, Pi.) Vi. + f
" 

Pp g",PIV '" v" . 

Bei überschiebung mit B~ fallen alle t
" 

enthaltenden Glieder fort und 
es entsteht für die Größe B~'V~v", die sich, als Größe der Xn - 1 be
trachtet, nicht von 'V~, v" unterscheidet, die Gleichung: 

( 8) B""V'" V''' + {B"p' + B" P' P' "'''} i. 17 ,rt '" v = /' V Ä!, I' Ä - gi'I' '" g v. 

Da s). = 2 P;., so folgt aus (111) und (113): 

I ~ 'V 0 V {v I P" IX"} i. (179) r,/I v = 17/1 v + B).P" + B!,Pl - gi'l' P",g v 
und auch aus diesen beiden Gleichungen folgt die schon oben erwähnte 
Invarianz von Ti,~" als Größe der Xn- 1 betrachtet. 

Die Größe L;:' geht nach (1), (62) und (173) über in: 

'1;," = 'B~p'V '" I nß 

1 B"'" {l' P 17 ßr AtJ ~ Aß P r ll } = -; ,np '" -" '" g Pr + '" Pi) n - '" Pr ,) g 

(180) - ~ B~ Prgr" (17",1" p,,) tp 

+ .!. B"pt"PrgY'" {V",nß + 17",/11 P~ + p",li) Pi) + B~ p"n') 
(1 

- B~ p'llE PE} . 
'1,~' ist, als Größe der X n - 1 betrachtet, nicht verschieden von 
"l!~ v = B;p'l~P = B;'l~ ", und diese Größe genügt der Gleichung: 

(181) "1~ l' = ~ {1,;." + B;,p",n'" - B;, P",Ppg"'P - B;P(V ",Ir Pr - P'" PrgrP)} . 
Nun ist: 

B,~p {Vtxlr Pr - P",PrgrP} 

(182) 
...: B~p {p~ V~ Ir + Ir V~ p~ _ P~ p~grJl} 
= P'.x V;, g"'" - p;, P'.x g"'1' + B~ g'p V'" (pp - Pr nr tp) 

P' V' l' IX P' P' '" v + B'" "P V P P r B" = IX "g - ,n ",g "g '" P- r n ~. 

so daß unter Berücksichtigung von (5): 

(183) "l;." = ; {(l,;." - P'.xQ,~."'1') - B:' g"P PfXP + B;' (2 P'" nfX - P'" pß gfXP)} . 
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Aus dieser Gleichung läßt sich ein bemerkenswerter Satz ableiten 
für den Fall, daß die An eine En und PP,;, = 0 ist, also für den Fall 
einer bahntreuen Transformation, die die En wieder in eine En über
führt (§ 3). Bei Faltung nach f-l '/I entsteht darin, da der Skalarteil 
von P~Q; "',. infolge (124) Null ist: 

(184) "Z~ '" = ~ l~ '" + ~ (n - 1)(2P", n'" - P'" Ppg"'P) 

und aus (183) und (184) folgt: 

(185) "z'" _._1 -"Z' '" B" = ~ (Z'" _ _ 1_ Z' '" B"') _ .!.P' Q' "'" 
.U n _ 1 '" " (1" n _ 1 "'" (J '" /' • 

Der skalarfreie Teil von 1;," transformiert sich also in besonders ein
facher Weise. 

Für n = 3 ist es nun im allgemeinen stets möglich, P;" so zu wählen, 
daß in einem gegebenen Punkte der skalarfreie Teil von "1;" verschwind~t, 
d. h, daß dieser Punkt Affinnabel wird, Für den skalarfreien Teil 
schreiben wir einfachheitshalber k,;" und wählen in X 2 ein Orthogonal
netz in den Hauptrichtungen von k;", , Dann ist kn = - k22 ; 

k12 = k21 = 0 und' aus (185) entstehen, wenn das linke Glied Null ge
setzt wird, die Gleichungen: 

1 
a) P~ Q111 + P~ Q121 = ku , 

b) P~ Q112 + P~Q122 = 0, 
(186) 

c) P~ Q211 + P;Q221 = 0, 

d) p~ Q212 + P~ Q222 = k22 = - kll • 

Da Q,.;,p, symmetrisch ist (§ 10), sind b) und <;) identisch. Infolge 
(118) ist: 
(187) Q111 = -Q212 , Q121 = -Q222 

und es sind also auch a) und d) identisch. Aus a) und b) folgt aber: 

P' QIII k P" Qm k 
1 = Q2 + Q2 11 , 2 = - -Q2 -+ Q----S- 11' 

111 222 111 222 
(188) 

Die Gleichungen (186) besitzen also stets eine einzige Lösung, sofern 
die Picksehe Invariante Q~l1 + Q~22 (165) nicht verschwindet, d. h. so
fern die Fläche keine Regelfläche ist. 

Es gilt also der Satz: 
Ist für einen Punkt einer X 2 inE3 die Picksche Invariante 

nicht Null, so ist es stets möglich, die Übertragung so ab
zuändern, daß sie euklidischaffin bleibt und der be
treffende Punkt ein Nabelpunkt wird. 

Es ist wichtig, zu bemerken, daß nur p~ und nicht PA eindeutig be
stimmt ist. Von 4er neuen unendlich fernen E.bene liegt also nur der 
Schnitt mit der Tangentialebene fest (vgl. § 3). Unter den Geradenpaaren 
in der Tangentialebene und durch den betrachteten Punkt, die einander, 
wie auf S. 153 bemerkt wurde, zugeordnet .sind, gibt es also für n = 3 
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ein ausgezeichnetes Paar, das mit der X 2 projektivinvariant verknüpft 
ist. Wilc-zynski nennt die Gerade in der Tangentialebene die erste 
Leitgerade, die Gerade durch den Punkt die zweite Leitgerade 1). 

Weitzenböck nennt diese zweite Gerade die Projektivnormale 2). 

Die ersten Geraden der ausgezeichneten Paare bilden eine Strahlen
kongruenz und ebenso die zweiten Geraden. Ein besonderer Fall tritt 
ein, wenn die ersten Geraden alle in einer Ebene liegen. Nur in diesem 
Falle gelingt es, sämtliche Punkte der X 2 zugleich in Nabelpunkte um
zusetzen3). Man braucht dazu eben nur die erwähnte Ebene als un
endlich ferne Ebene zu wählen. Die zweiten Leitgeraden, die ja Affin
normalen der Fläche sind für diese besondere Wahl der unendlich fernen 
Ebene, gehen dann (vgl. S.150) alle durch einen Punkt. 

§ 14. Größen der Xm in Jln4 ). 

Liegt eine X m in der An, so kann man bei einem kontravarianten Vek
tor v,. in einem Punkte P der X m zwei Fälle unterscheiden. Entweder ist 
die Richtung von v" in der tangentialen m-RiChtung enthalten, oder sie 
liegt außerhalb dieser m-Richtung. Nur im ersten Falle ist v" eine Größe 
der X m als Mannigfaltigkeit für sich betrachtet. Wir sagen dann, daß v" 
in der X m liegt. Liegt v" nicht in der X m, so hat es nur dann einen Sinn, 
von einer Xm-Komponente von v" zu reden, wenn die X m in An einge
s pa n n t 5) wird, d .h. wenn jedem Punkte der X m eine bestimmte außerhalb 
der Xmliegende (n - m)-Richtung als pseudonormal zugeordnet wird. 

Unter den kovarianten Größen ist eine ausgezeichnet. Jedem Punkte 
der X m ist nämlich der Tangential-p-Vektor t;., ... J.p ' P =n - m,in 
einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen Weise zugeordnet. Jeder 
kovariante Vektor U;., dessen (n - 1)-Richtung die m-Richtung von t;., ... ;.p 

nicht enthält, bestimmt durch Schnitt eindeutig und ohne daß eine 
pseudonormale p-Richtung nötig wäre; einen kovarianten Vektor der X m. 

Ein kovarianter Vektor der X m läßt sich durch eine Doppel-Em_ 1 mit 
Sinn darstellen. Wählt man die Urvariablen vorübergehend einmal so, 
daß xamh, ••• , xa" auf der X m konstant sind, so kann die aus U;. durch 
Schnitt entstehende Größe v~ in der X m gegeben werden durch die m 
Bestimmungszahlen : 
(189) v~ = U;., Ä = a1, ••• , am . 

Wird t;., ... J.p in beliebiger Weise in P Faktoren zerlegt: 
1 p 

(190) t;., ... ;.p = t[;., ... t;.p], 

1) "Directrices of the first and second kind", 1907, 1; 1908, 2, S. 95; 
Wilczynski, 1915, 1. S.132. 

2) Weitzenböck, 1918, 7, S. 21. Bei anderen Autoren hat dieser Ausdruck 
eine andere Bedeutung. 

8) Es entsteht dabei also eine Affinsphäre. Vgl. Berwald, 1920,2, S. 64, Fußn. 7. 
4) Der Inhalt der Paragraphen 14-18 wurde zum größten Teil in 1923,4 ver. 

öffentlicht. 
ö) Weyl, 1922, 12, S. 155. 
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so kann dieselbe Größe v~ auch in bezug auf ein beliebiges System von 
Urvariablen der An gegeben werden, indem man bemerkt, daß alle Vek-

1 'P 
toren U.t + " t.t + ... +" t.t aus X m dieselbe Größe herausschneiden, 

1 'P 
und dementsprechend setzt: 

1 'P 
(191) v~ = U.t + " t). + ... + " t.t , 

1 'P 

beliebigen Zahlenwerte durchlaufen. Damit hat die wo '" ... , " alle 
'1 'P 

Größe n .Bestimmungszahlen erhalten, denen eine p-fache Unbe-
stimmtheit anhaftet. Diese Unbestimmtheit hat aber auf die Rech
nung ,keinen störenden Einfluß, da nur solche Ausdrücke unbestimmt 
werden, die auch geometrisch wirklich keinen Sinn haben, alle anderen 
aber bestimmt bleiben. Da dieses schon auf S. 134 für m = n - 1 er
läutert 'wurde, ist es unnötig, hier Beispiele anzuführen. Ist einerseits 
v~ durch U.t stets eindeutig bestimmt, so bestimmt umgekehrt v~ erst 
dann in eindeutiger Weise einen kovarianten Vektor der An, wenn die 
X m eingespannt wird. Ist dann V.t der durch vJ. und die pseudonormale 
p~Richtung bestimmte Vektor, so kann man V.t und v~ identifizieren 
undv.talsdieXm-Komponente von U.t auffassen. Bei einer einge
spannten X m heißt ein kovarianter Vektor, der mit seiner Xm-Kom
ponente identisch ist, in der X m liegend. 

Für Größen höheren Grades gelten dieselben Überlegungen. Rein 
kontravariante Größen haben stets bestimmte Bestimmungszahlen, ge
mischte und kovariante Größen aber nur dann, wenn eine bestimmte 
Einspannung angenommen und während der Untersuchung festgehalten 
wird. X m - Komponenten können bei allen Größen nur bei einer 
eingespannten X m auftreten. Der Einheitsaffinor der X m ist für die 
schon oben verwendete besondere Wahl der Urvariablen gegeben durch 
die Gleichungen: 

0" 2=1='/1 
(192) { 

B). = {1 für 2 = '/I} 2, '/I = al , •.. , am 

B~ = 0 p, = am+1> ••• , an 

B~ = unbestimmt ,,= al , .•• , an. 

Ist U.t ein kovarianter Vektor der An, so ist BJ. Uy der durch Schnitt ent
steher:de kovariante Vektor der X m • Ist aber v" ein kontravarianter Vek
tor, der nicht in der Xm liegt, so hat B). v.t keinen Sinn. Die Xm werde jetzt 
eingespannt, indem man einen einfachen p-Vektor nYI"'''P wählt, der mit 
\.ler tangierenden p-Richtung keine Richtung gemeinsam hat. Normiert 
man t).I""'P und n"I"'''P in irgendeiner Weise so, daß: 

(193) Ipu)., ... ).p nAI ''').'' = 1, I (Erste Normierungsbedingung) 
so wird: 
(194) 
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nY""vp heißt dann der Pseudonormal- p-Vektor. Geometrisch be
deutet (193), daß tl, ... 1.p aus der Ep von nY"""P gerade nV"""p heraus. 
schneidet. Der Pseudonormal-p-Vektor ist durch Angabe der pseudo
normalen P-Richtung bis auf einen skalaren Faktor bestimmt. Erst wenn 
auch die. Normierung von tl, ... lp festgelegt wird, ist nY""VP vollständig 
bestimmt. Nach Einführung der pseudonormalen P-Richtung hat Br v" 
bzw. B~ w" die Bedeutung der Km-Komponente von vY bzw. w)., und 
es läßt sich dann auch von jeder Größe höheren Grades eine Km-Kom
ponente bilden. 

§ 15, Die in der Xm induzierte affine übertragung. 
Wie für m = n - 1 (S. 137) haben vor Einführung einer psetidonor

malen P-Richtung nur die Ausdrücke V~ P = B~ 17 '" p, B~ V'" v", B~ 17", w,. 
und B:'~ 17", wp, wo Wl einen kovarianten Vektor der An darstellt, einen 
Sinn. Erst nach Einspannung der Km bekommt auch B;'; 17", vß einen 
Sinn und es verschwindet der Unterschied zwischen kovarianten Größen 
der An und Km. Ist also die Km eingespannt und liegen die v" und Wl 

in der Km' so haben die Ausdrücke: 

{ 
171" B"''' 17 ß 
r " V = I'ß r '" V 

(195) 
V~ Wl = B;~ 17", wß 

einen Sinn und stellen Felder dar, die ebenfalls in der Km liegen. Wie 
auf S. 137 wird gezeigt, daß die in dieser Weise in der Km induzierte 
Übertragung affin ist: 

Ist eine Km in einer An eingespannt, so wird in der Km 
eine affine Übertragung induziert, die dadurch charak
terisiert ist, daß der Differentialquotient die K m - Kompo
nente des Differentialq uotienten in der An ist. 

Liegen v" und Wl in der Km' so ist: 

(196a) { B;' 17", VV = V~ v" + B;' (V", vß) (A p - B"p) 
v,,, ßB'" 17 BV 

= I' V + V " « ß , 

(196b) B~ 17" Wl = V;, Wl + wßB;' V'" BL 
Schreiben wir: 
(197) 

so geht (193) über in: 

{ B
"'ß 17 BV H' ,v 
"l", ß= ."i., 
",v ß ," 

B"pV",Bl = L"". , 

(198) { B'" 17 V 17' v + ). H' ,v 
I' '" V = I' V V I'A' 

B;' 17", W. = V;, W. + W V L;, :, .. 
t., ... l1' in p reale Faktoren zedegt: Wird 

1 p 

ti., ... i.p = t[l, ... tlp] , 
(199) 
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so kann man n"''''vp so in p reale Faktoren zerlegen: 

(200) nV''''Vp = n[v, , .. nVp] , 
1 p 

daß die Richtung von n" der Schnitt ist der p-Richtung von nV"""P mit 
u 

uer {n - p + 1)-Richtung, die den p - 1 Faktoren von t;" ... l.p außer 
u 
t;, gemeinschaftlich ist. Es ist dann: 

(201 ) ut-v 
u 

Wählt man dazu die Normierung der p - 1 ersten Faktoren t;" n" 
so, daß: U 

U I. 
(202) t;,n =1, 1i=1, ... ,p-1 

U 

so ist infolge (193) auch: 
(203) 

P 
tl nl. = 1, 

p 

so daß nun die Normierungsbedingung (193) äquivalent ist mit: 

(204) U 1._{1 für u=v} _ I t;. n - u, v-i, ... , p . 
I' O"ut-v 

Geometrisch bedeutet (204) , daß nV gerade zwischen die beiden 
U U 

En - 1 von t;, paßt und daß seine Richtung in den En - 1 der p - 1 anderen 
Faktoren von tl., ... I. p enthalten ist. Für m. gilt nun infolge von (194) 
die Formel: 
(205) 

und es ist also: 

jH " V - BtxP""V U v_ BtxP".,(V u) v 
p;' - - ,,;'..::;., txtpn - - ";,~ txtp n , 

(206) u U U U 

• ." lXV ,.., V U .-'1 (xv~' V p U 
L".;.=-B"p..::;., txt;,'W=-B"p..::;.,( txn)t;,. 

U U U u 

Infolge von (194) und (197) ist auch: 

{ H,~t = - p p! B~~ (V tx tptx .... txp) n"IX .... IX", 
(207) 

L;,:;, = - PP! B~p (V tx nP lX .... lXp) t;,tx .... lXp. 
u 

Aus (206) folgt, daß H,~;." in !-t A symmetrisch ist, da die tJ. alle die tan-
gierende rn-Richtung von X m enthalten (vg1. S. 138): 

(208) H;,t = H;',~". 
Aus demselben Grunde ist: 

(209) B~~Vtxtp;. .... ;.p = B~1VptlX; ..... ;.p. 

Für m = n - 1 gehen H;i." und L;:;. offenbar über in - h,,;, n' und 
_l;v t;,. H,~'{ heißt der erste Krümmungsaffinor, L,~:;, der zweite 
Krümmungsaffinor der X m in bezug auf die An. 



160 Die affine übertragung. 

§ 16. Die Gleichungen von Gauß und Codazzi für Xm in JI/). 

oder: 
(212) 

Dies ist die Verallgemeinerung der Gaußschen Gleichung für 
X m in An. 

Setzt man: 
:";. = B,,;. V" tp lu "p U 

(213) 1"" B IX " V P " = "p ":1 ' 
so sind die Integrabilitätsbedingungen der ersten Gleichung: 

, U r J e "p U r IX e p U 
Vlro h,t]}. = B[ro,,];' V r Bb e V IX tp = B[ro,,];' V r B. V IX tfl 

U U 

= B[~;]1' V" V" tp + B[~;J1 (J7rB~) VIX tp 
(214) 

oder: 

(215) 

wo: 
Utl U P P U 
V;. = Bi (J7 IX tp) n = - Bi (J7 IX n ) tp, 

tl tl 
(216) 

Die Integrabilitätsbedingungen der zweiten Gleichung lauten: 

(217) 

u=j=v. 

UlI 
Die p2 Vektoren v liegen in der X m und genügen den Gleichungen: 

1 V1m ~:] = V[w BfJ (v" ~J nr = B[!~] V p (v,,;) nr 
(218) tl tl 

= ! B!'J. Rp~;ö tö nr + B[~'t] (V IX;") Vp nr 
_________ tI t) 

1) Weyl gibt 1922, 12 eine andere Behandlung der Krümmungstheorie einer 
X m in A,., bei der vorausgesetzt ist, daß die X m eingespannt ist. 
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Al· .I\.p 

uv {J ~ u V" "10 10" oder: r- I 
(219) V[w v.tl = IBwf Rp;;' t~ ~y + z[;, y h.tjy + ~ V[w v.tj, 

die durch Differentiation von (216) unter Berücksichtigung von (204) 
erhalten werden kann. 

§ 17. Einführung der zweiten Normierungsbedingung für 
t und n"l·""p. 
"l'''''p 

Als zweite Normierungsbedingung führen wir ein: 

(220a) I B~(V",tA, ... i)nJ.,· .. ;.p=O, I 
was infolge (193) gleichbedeutend ist mit: 

(220b) I B'" (/7 ni., ... Äv) t, i. = o. I I' '" A, ... op 

Werden tA, ... Äv und n"''''''V in der im § 15 beschriebenen Weise in Fak
toren zerlegt, so ist (220) gleichbedeutend mit: 

(221) "u ! B;' 2' (17 '" i;,) n.t = 0, 

B;' ~ (17 '" ~l) t,i = O. 

Die geometrische Bedeutung von (193) und (220a) ist folgende. 
n"" ·"v soll für jede in Xtn. gelegene Verrückung dx" sowohl durch tA, ... .tp 

als durch t.t, ... iop'+ dt.t, ... Äv aus der Ep von n"''''''P herausgeschnitten 
werden. (220b) bedeutet" daß das Differential von n""""V für jede in 
X m gelegene Verrückung mit der (n - P)-Richtung von t.t, ... Äp in einer Eg 

liegt, q < n. Wie für 'In = n - 1 gilt der Satz: 
Ist die Richtung von n"''''''V fest gewählt, und werden 

Normierungen, die sich nur um einen auf der X m konstanten 
skalaren Faktor unterscheiden, als gleich angesehen, so gibt 
es höchstens eine Normierung von tA, ... Äp und n"''''''P, so daß 
(193) und (220) beide gelten. Der Beweis verläuft wie auf S. 142. 
Ähnlich wie im § 8 sei jetzt die Frage gestellt, ob es bei gegebener Wahl 
der pseudonormalen Richtung, wenn für tA, ... Äv ' n""""p nur (193) gilt, 
stets möglich ist, ein a zu finden, so daß für ati., ... .tp ' a- 1 n""""P auch 

.!.u 
(220) gilt. Als Faktoren von at.t, ... Äp und a-1n""""p wählen wir aP t). 

1 

und a --.p n". Aus der Bedingungsgleichung: 

(222) 
folgt: 
(223) 

u 

B;~(V",a~ tJ a -~ n}. = 0 
u " 

17~ log a + B; ~ (17 '" t;.) nÄ = o. 
" " Sc h 0 u t e n. Ricc,-Kalkül. 11 
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Dazu ist aber notwendig und hinreichend, daß: 

(224) 

oder: 
(225) 

Infolge 

(226) 

oder: 

(227) 

Bf,~ 27[,8 (17 "'l~.) nÄ = 0, 
" " 

B!;' Rß;'/ ~ ty n}' + 2B[!:'l2; (17", t.t) 17 p n Ä = 0 

" " " " 
(211) läßt sich diese Gleichung aber schreiben: 

( (lot ••• Ä , ••• ). (Jotd",,( V) r Er,,!1 R(lot!. - R ru,lI). - 2Br"'!t]y~ J7",td Vp:; 

~ . + 2 Br!;] A~ ~(I7ot td) J7p nY = 0, l V U 

jB PotR"'i. R"";' 2B,8'" ''''('17 Vt )(J7 y) ""fit d "',U p",;, - 0'/1). = - r",,u]~ '" d pn ~ yn 
u "v 11 

,8 IX VIl V" 
= + 2B[0),u]~v", vp. 

VII 

Da aber der nach Br!;] stehende Ausdruck in tX, und ß symmetrisch ist, 
lautet die Integrabilitätsbedingung: 

(228) B PIX R"'}' R" ... "- 0 "'I' (lot). - "',li}. - , 

und daraus folgt der Satz: 
Ist die übertragung der An inhaltstreu, so ist die In

haltstreue der bei einer bestimmten Wahl der pseudo
normalen p- Rich tung in der Xm induzierten übertragung 
die notwendige und hinreichende Bedinbung dafür, daß 
bei dieser Wahl die Normierung von t)."").,, und n"I'''''p so 
gewählt werden kann, daß (193) und (220) beide gelten. 

Infolge dieses Satzes ist die in der X m induzierte affine über
tragung stets inhaltstreu, wenn die übertragung der An inhaltstreu ist 
und die Normierung von tAl .... '.p und tt"I'''''P so gewählt ist, daß (193) und 
(220) beide gelten. Für m = n - 1 wurde für diese Eigenschaft auf 
S.143 noch ein anderer Beweis gegeben. Auch dieser andere Beweis 
ließe sich unmittelbar verallgemeinern. 

§ 18. Festlegung des Pseudonormal-p-Vektors. 
Nun soll untersucht werden, inwiefern es bei einer bestimmten Nor

mierung von t).,· ... )." verschiedene Werte von n"I'''''p geben kann, so 
daß (193) und ~220) beide gelten. Nehmen wir an, es seien bei einer be
stimmten Normierung von t.t, ... )." zwei verschiedene p-Vektoren n"I'''''p 

V 

und N"'","" möglich. Die p (n -1)-Richtungen der tÄ seien in jedem 
Punkte fest angenommen. Die Richtungen von n" und N" bestimmen 

v v 
wir in jedem Punkte als Schnitt von n"I'''''p bzw. N"'· .. "p mit der 

v 
(n - p + 1) -Richtung, die den p -i-Faktoren von t} .... :Ä" außer t). 
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u 
gemeinschaftlich sind. In P sei die Nor.nierung der einzelnen Faktoren tA 
fest gewählt, und die Längen von n" und N" dazu so bestimmt wie 
(204), d. h. so, daß: U U 

(229) a) ~nl={1 für u=v, b) ~NA= {1 für u=v}u,v= 
" 0" u=l=Vj " 0" u=!=v 1,2, ..• ,p. 

In jedem benachbarten Punkte wählen wir die Längen der p - 1 ersten 
Vektoren n" + ~n" und N" + IJN" so, daß sie, im Sinne der zugrunde 

U U U U 

gelegten Übertragung nach P verschoben, gerade zwischen die beiden 
U 

E"_l von t;. passen. Das heißt analytisch: 

(230) B:' (17 .. ::") t). = 0; B:' (P' .. ft) t). = 0; u = 1, ... , P-1 

Infolge (22-1 b) ist dann auch: 

(231) ( 1)" (1' U B; 17 .. : t1 = 0 ; B:' P' .. ~') t;. = 0; u == 1, ... , p 
U 

Die Normierung der einzelnen Faktoren von t;. in der Umgebung von P 
wählen wir einmal so, daß in jedem Punkte n" zwischen die beiden E"_l 

U U 

von t), paßt, so daß also (229a) gilt, ein anderes Mal so, daß (229b) 
gilt. In der Umgebung von P bestehen also zwei Systeme von Feldern, 

u u 
die wir zur Unterscheidung t), und TJ. nennen, und die zu n" und N" 

h.. I t U U ge oren. 5: 

(232) 

so ist oe. = 1 in P. In der Umgebung von P ist also: 
" 

U=1, ... ,p 

u), {1füru=v, 
t),n = 

" 0" u=l=v; 
U N' {1 für. u = v oe.tJ. A = 

u" 0" u=!=v 

und aus (231) und (233) folgt: 

(234) B:' (r .. t),) n), = 0; B; (r .. t),) N), - r;. oe.- 1 = O. 
u "u 

Für die Felder s" = n" -N" gilt nun infolge (229) und (234): 
u u u 

(235) tJ.,· .. )'pt·, = 0, 
U 

(236) h,,)' sJ· = - r~. oe. -1. 
U u 

(235) bringt zum Ausdruck, daß die Vektoren SV in der X m liegen. 
U 

Gibt es also einen Pseudonormal-p-Vektor n"''''''p, der den qlei-
u 

c4ungen (193) und (220) genügt, und haben die Tensoren h"J. alle den 
Rang m, so läßt sich mit Hilfe jedes beliebigen Systems von p Gradient
vektoren der X m eine andere Lösung bilden.' Man könnte durch Ein
führung einer weiteren Bedingung eine einzige Lösung auszeichnen. Es 

11* 
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" " werde z. B. verlangt,. daß die beiden Systeme von Feldern t;. und T;. 
sich decken, daß also ()/. = 1, U == 1, ••• I p. (236) geht dann über in: 

11 
11 

(237) h1l15). == 0 • 
11 " 

Sind nun die (n -1) ~Richtungen der Faktoren ~). so gewählt, daß alle 

" Tensoren hJt). den Rang m haben, so folgt aus (237), daß die Vektoren sO' 
" verschwinden. Besser ist aber folgende Methode, die ausgehend von einer 

bestimm ten Wahl der (n -i)-Richtungen und der Normierungen 

der t). in allen Punkten der Xm, in eindeutiger Weise zu einem,zu 
dieser Wahl gehörigen System von Pseudonormalvektoren n" führt. Es 
sollen die n" den p (P + 1)-Gleichungen: 11 

(238)" B~ (V IX t;.) n). = 0, 

" 
(239) t~ ni. = {O für u =!= v 

" 1" u=v 
genügen. Die erste Gleichung ist für n" gleichbedeutend mit der For-

11 

derung, daß n" in einer gemeinschaftlichen Richtung der m (n -1)-

" " Richtungen von m Differentialen ~ t;. liegen soll, die zu m unabhängigen 

" Richtungen der Xm gehören. Ist nun der Rang von hltl gleich m, so 

" sind die m Differentiale MA linear unabhängig und die erste Gleichung 
bestimmt also eine E p , die n" enthalten soll. Die p -1 folgenden Glei-

11 

chungen für n" bestimmen eine En _ 11+1 und es gibt also sicher wenigstens 
11 

eine Richtung, die den p ersten Gleichungen für n" genügt. Diese 
11 11 

Richtung kann nicht in der (n -1)-Richtung von t;. liegen, da sie dann 

" in der Xm liegen würde und h,.). infolgedessen nicht den Rang m hätte. 
Die (P + 1)-teGleichung fürn" kann also immer durch geeignete Wahl 

" der Länge von n" erfüllt werden. Gäbe es nun eine zweite Lösung 
" NO', so würde s" = n" - N" infolge d~ p Gleichungen (239) in der Xm 

U U " U U 

liegen, der Rang von hll ;. wäre dann aber infolge (238) < m. Es gilt
also der Satz: 

Ist die Normierung von t;., ... ,." au'! der Xm gegeben, so ist 
dadurch im allgemeinen der Pseudonormalvektor n""""P 
nicht eindeutig bestimmt. Ist aber außerdem dieZerlegung 

.111 
von t", ... ;.p In p Faktoren t;., ••• , tA auf der Xm gegeben, und 

U 

ist der Rang der Tensoren hilA gleich m, so exi'5tiert ein 
und nur ein System von Pseudonormalvektoren n?', ••. , n", 

1 11 
so daß die Gleichungen (238) und (239) heide gelten. 
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Diese Methode ist nicht die einzige. Werden schärfere Bedingungen 
gestellt, so braucht man weniger festzulegen., Bei einer Kurv~ der Ea, 

1 
genügt es z. B., tJ.,J.. und die 2-Ricbtung von tl längs der Kurve fest-
zulegen. Durch die Gleichungen: 

(240) t).n).= 
v 0" 'u =1= v, 

u {1füru=v} 
u, v = 1,2 

(241) B~ (V"tl)~). = 0 

ist dann n~'~' eindeutig bestimmt. Man sieht dies sofort ein, wenn man 
sich die geometrische Bedeutung der Bedingungen vergegenwärtigt. 

Aufgaben. 
1. In einer X n ist, außer den x", ein System von Hilfsvariablen 

xi, i = 1, '" ., n angenommen. Die Transformationsformeln von v" und 
w). zu schreiben mit Hilfe des Einheitsaffinors. 

2. In einer X m in An sind die Hilfsvariablen xU , u = 1, .... , m an
genommen. P ist ein Punkt der X m , v" ein in der X m liegender kontra
varianter Vektor in P und w). ein kovarianter Vektor der An in P. 
Man bestimme: 

a) Die:, ~ und !-Bestimmungszahlen des Einheitsaffinors der X m• 

b) Die u-Bestimmungszahlen des Schnittgebildes von w). mit X m• 

c) Die u-Bestimmungszahlen von v". 
d) Das System der Maßvektoren der An und der X m• 

3. In einer X n _ 1 in einer An mit inhaltstreuer übertragung sind 

die Hilfsvariablen ~, u = 1, ... , 11, - 1 angenommen. ~l sei ein die 
X n-'1 tangierender kovarianter Vektor, so daß 

1 n 
E)., ... ~ .. = e[)., ••• e).,,] 

ein auf X n- 1 konstanter n-Vektor ist. Man zeige, daß für den in be
zug auf E)., .. ,J." normierten Tangentialvektor t). die Formeln gelten: 

wo 

n 
tJ. = (Je)., 

(J-n-l = hEl. ['" ... h;',._,l ",,_,] = h[U,lv,··· h~" -.hn-,] 
1 1 ",-1 tl-I 1 1 71-1 "-1 
C[", C[" • •• , c;.,._,] e;. .. _.l etu, elv, ••• 'eUa _.] ev,,_.] 

= {(n -1)1}2 hh[l'" h~-l]n-l]' 
, "p V '" h,.l = B,o;, "ep, 

und spezialisiere diese Formel für n = 3. 
4. Ist die An aus Aufg. 3 eine En, und bilden die x" ein karte

sisches Koordinatensyst-em, so daß El1 ... l,. =~, ..• ~~,.] so ist zu zeigen, 
daß für die u v-Bestimmungszahlen von h~.,. aus Aufg. 3 die Formel gilt: 

aa x[a. iJ x"" - 1 0 xa..] 
n!""""äXl'" ax"-l QXUox' = - h~v' 
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5. Ist f ein Punkt einer Xn - 1 in En , wo hp.l den Rang n - 1 hat 

und x" ein beliebiger Punkt der E", so heißt 

P = (x"- f)t" 
die Affinentfernung von x" und x" in bezug auf die gegebene Xn - l . 

o , 
Sind xU , u = 1, ... , n -1 Hilfs'variablen wie in Aufg. 3, und a der in 
Aufg. 3 berechnete Koeffizient, so ist zu beweisen, daß 

ox[a. O:(J .. -· 
'" = an! -_ •.. --(x"...J - xa .. ]). 
y ox1 ox"- l 0 

Wie ist x" zu wählen, damit die Affinentfernung 1, 0 oder 00 wird? 
Wie ist x" zu wählen, damit die Affinentfernung einen extremen Wert 
hat, wenn x" auf Xn - l verändert wird bei festgehaltenem X"I). o 

6. Eine X"-l liegt in einer E". Aus dieser X"-1 wird durch eine 
Em eine Xm- l ausgeschnitten. Es sind die Beziehungen zwischen dem 
Tangentialvektor tl der Xn - l in E" und dem Tangentialvektor ti der 
Xm -1 in Em zu untersuchen. 

7. Man beweise die Erweiterung eines Satzes von Tl'anson ll): 

Legt man durch eine E"-II' die eine Xn - l in En in P berührt und 
nicht in einer Null-(n - 2) -Richtung von CAp liegt, alle möglichen 
E"-l' so bilden die Pseudonormalen, die die Schnitt-Xn _ II , eine jede 
in ihrer eigenen E"-1 besitzen, eine EI, die die zur E,,-z in bezug auf 
Cl" konjugierte Richtung enthält. 

8. Man beweise die Erweiterung eines Satzes von Berwald 3): 

Legt man durch die zu einem PUilkte P einer Xn - 1 in En gehörige 
pseudonormale Richtung eine Ez, so fällt die pseudonormale Richtung 
der Schnittkurve in P in bezug auf die Ez dann und nur dann mit der 
pseud,onormalen Richtung der Xn - 1 zusammen, wenn die Ea eine Null
richtung des Tensors Tap" enthält, die nicht auch Nullrichtung von 
Cap' ist. 

9. Wird eine affine übertragung mit der KrüInmungsgröße R;,;;," 
bahntreu transformiert mit Hilfe der Vektoren Pl, 2Pl und 3P}. und 

1 2 8 
entstehen dabei die Krümmungsgrößen R;';;,", R;';;,", R;';l", so ist: 

1 2 8 
R" ," - ~ R" '''+ ~ R" ,,, - R" , .. - 0 4) cop}. J cop.A J cop.Ä mp.Ä - • 

1) Vgl. Blaschlle, 1923. 10. S. 110. 111. 173 für XI in Ea. 
I) 1841. 1 für XI in Ea. 3) 1920, 2. 5.68. ') Vgl. eine ähnliche Auf-

gabe von He~ Bet'wald für konforme Transformationen einer VI in Arch. der 
Mathem. und Phys. Bd. 27. S. 81. 1918. Lösung in ]ahresber. d. D. M. V. 
Bd. 22. S. 18. 1923. 



Fünfter Abschnitt. 

Die Riemannsche Übertragung. 
Übersicht der wichtigsten Formeln der Riemannschen 

Übertragung. 
Kovarian te Differen tia tion: 

(5P=dP,' V P=~ 
I' oxl' . (II, D) 

iJvY 
} V v" = - + {}." v". (H, 57a) 

I' ox" " 

OWl {l '} V,u Wl = - - : w". 
O!lr''' 

{J.!'}=1 "",{OC"",+OCI''''_ iJC",,}. 
" ~g a~ o~ iJ~ 

J7 W = ~ (ow). _ OWI') 
['1 "l 2 iJ x" iJ x), • 

V[a> V,.lP = O. 

Tensor g"": 
V,.g"" = V,ug .. " = o. 

Geodä tische Linie: 

1 dlx" + {lI'} dx" dx" = O. 
ds2 "ds ds 

i" V" i" = 0 . 

Krümm ungsgröße: 

2 r7 V" K' .• " .. Y[m I'lv =- m/" v. 

2 V[m V,ul w" = + K:;';;''' w,. . 
K" i" = ~ {lw} _ ~ {"I'} _ {Hm} {l,u} + {HI'} {"w} 

ro/ o~" OXm " "" ",,' 

K,ul = K;;i" . 
K{;"p)l" =0. 

K[;";i)" =0. 
Km,u(h) = O. 

Km/'l" = K""", I' • 

(H, 57b) 

(11,29) 

(II,30) 

(IJ,86) 

(II,87) 

(II, 116) 

(II, 116) 

(II,120) 

(II; 124) 
(H, 1'34) 

(H, 139) 
(II,147) 
(II, 148) 
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17L~Kro"p." = O. 
:2 V[" Km. = V" K,:H'·. 

V,, G,,;, = 0; G,,). = K"i. - lK g,<l .. 

(11, 163 f) 
(Il,167) 
(Il,169) 

§ 1. Konforme Transformation der übertragung. 
Eine Riemannsche übertragung ist gegeben durch die Gleichungen 

(Il, 57): { a) V" v" = :;: + {A:} VA 

( 1) B wi. {J.,,} 
b) V"vJ.=-- " W". 

Bx" 
Bei der konformen Transformation: 

2) 

geht {.t:} über in: 

(3) '{A:} = {A:} + 1 (Al s,, + A;sJ. - g""gi."S,,)l), 
wo: 
(4) s" = V" logO' . 
Demzufolge geht (1) über in: 

{ 
a) 'V" v" = V" v" - tvÄ gÄ" s",g"" + lv" s" + is" v'" A; 

(5) b) 'V"WA= V"WA- Wtu SÄI+t s"'W"gA,,2). 

Aus (Il, 120) und (3) folgt: 

(6) 
wo: 
(7) s"" = 2 V" s" - s,. S'" + i spsP g"", 
was sich auch durch Differentiation von (5 a) oder (5 b) ableiten läßt. 
Aus (6) folgt durch Faltung nach w,,: 

(8) , K,.i. = K"Ä + t [(n - 2) s,,). - s"p g'" P g"J.] . 
Es drängt sich die Frage auf, ob eine konforme Transformation so 

1) Fubini, 1909. 2. S. 144; Schauten, 1918. 1. S.90; Weyl. 1918. 2. 
2) Schauten, 1921. 2. S. 78. 
3) Bei Struik. 1922. 5. S. 151 hat sich bei dem übergang von der direkten 

Formel (140). die identisch ist mit der Formel (130) aus 1921, 2. S.79. zur 
Kcordinatenformel (140 a) ein Fehler eingeschlichen. so daß diese Gleichung 
ä.quivalent geworden ist mit 

'Kro"Ä" = Kro,.l" - g[ro [Ä 5"1"1 • 
wo offenbar links ein Faktor 0- 1 fehlt. Dieser Fehler. den Finzi, 1923. 11 be
merkt hat. ist übergegangen in den Schluß unserer Arbeit 1921. 7. Der 
Schlußsatz: Wenn zwei V .. mit G,,). = 0 sich konform aufeinander abbilden 
lassen, so sind die Krümmungsgrößen einander gleich. bleibt aber richtig. was 
Finzi nicht bemerkt hat. Denn als Krümmungsgröße darf man hier. wo der 

FundamentaItensor nicht festliegt. nur die gemischte Größe K;" p." verwenden 
und nicht die kovariante Größe Kro"Ä'" 
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beschaffen sein kann, daß sie gleichzeitig bahntreu ist. Nach (3) und 
(II, 70) müßte dann gelten: 

(9) t Al SI' + -} A~ S;, -l SV gJ,./t = Al p" + A~ p;, . 
Diese Gleichung führt aber zu einem Widerspruch. Denn einerseits lehrt 
Faltung nach 11 l: 
(10) lns"=(n+1)p,,, 
andererseits folgt bei Überschiebung mit (-1': 
(11) -l(n-2)sp,=2Pp" 
also wegen s" =f 0: 
(12) 2n = (n + 1)(n - 2), 
eine Gleichung, der keine ganzzahligen Werte von n genügen können. 
Es folgt also der Satz: 

Eine Riemannsche Übertragung ist vollständig bestimmt, 
wenn die Lage der geodätischen Linien und der Fundamen
taltensor bis auf einen skalaren Faktor gegeben sind l ). 

§ 2. Die Konformkrümmung. 
Läßt sich eine Riemannsche Übertragung konform transformieren, 

so daß 'K(~;,lv = 0, so heißt sie konformeuklidisch. Die Vn wird in 
diesem Falle mit en bezeichnet. Die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür sind nach (6) erstens, daß ein Tensor LI'). exi
stiert, so daß: 

4 
(13) K w,,;.,,= n_2 g[w[).Lp,]v], 

und zweitens, daß ein Vektor S;. existiert, der mit LI'). folgendermaßen 
verknüpft ist: 

4 V (14) 11 _ 2 L"i, = 2 "Si, - S" Si. + {-SIX SIX gp,J. • 

Die erste Bedingung ist stets erfüllt für n < 3. Die Integrabilitäts
bedingungen von (14) lauten: 

(15) K,,;;( SV = ~ 4 2 J7[wL.u]J. + V[wSp,] S). - !gJ.[p, 17 w] S",S'" , 

eine Gleichung, die unter Berücksichtigung von (13) und (14) übergeht in: 

(16) J7[wLp,]).=O, 

Nun folgt aus der Bianchischen Identität, angewandt auf (13): 

(17) 0 = gi,[w J7~ L"],, - gJ.[p, J7~ Lw]" - gv[w 17; L,,]). + gV[f' 17,; Lw]i" 
oder: 
(18) gJ.[w 17,; L,,] v - gv[w 17 ~ Lp,]), = 0, 
Überschiebung mit (-wergibt: 

{ n J7[~ L,,]v + 17 CI' LI;]v + 17 CI' LI;] v - 17[1; LI'] v + gvl; 17 [p, Lw]). gJ.w 
(19) + g".u J7[W LI;]J. gi,w = O. 
oder: 
(20) (n - » 17[1; L,/t] v + 17 w gi,ru (LJ.[; - gJ.[/; L) gp,]v = 0; L = L,•v g'''' . 

1) Weyl, 1921. 3. S.4. 
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Nun folgt aber aus (13) und (II, 169) bei überschiebung mit g"'~: 

J - L,.J.. + L g,.J.. = G"J,. 
1 l- G,.J,. + n-'=-i G g,.J.. = L"J,., 

(21) 

so daß (20) infolge (H, 169) gleichbedeutend ist mit: 

(22) (n - 3) V[roL,.lJ,. = o. 
Für n =l= 3 sind also die Integrabilitätsbedingungen von (14) 
eine Folge von (13)1). 

(23) 

Die Gleichung (21) läßt sich auch in anderer Form schreiben: 

I L,.J.. = - K"J,. + 2(~ 1_ 1) K g,.). 

K ,,). = - L.ft ;. - n _ 2 L g"J,. . 

Für n =l= 3 kann man also der Bedingung auch die Gestalt geben: 

(24) 

wo L,.,. jetzt eine Größe darstellt, die durch (23) definiert ist. Cwl,J.., 
ist invariant bei konformen Transformationen der übertragung und 
heißt die Konformkrümmungsgröße 2). Sie verschwindet identisch 
für n = 2 und n = 3. Zusammenfassend können wir also den Satz 
aussprechen 8) : 

Eine Riemannsche übertragung ist für n::;: 2 stets kon
formeuklidisch, für n> 3 dann und nur cann, wenn die 
Konformkrümmungsgröße verschwindet und fürn = 3 dann 
und nur dann, wenn für die durch (23) definierte Größe 
L"J.. die Gleichung (16) gilt. 

Aus (13) folgt, daß bei einer konformeuklidischen Riemannschen 
Übertragung alle orthogonalen Bestimmungszahlen K iJkl mit vier 
ungleichen Indizes bei jeder Wahl des zugrunde gelegten Orthogonal
netzes verschwinden 4). Umgekehrt kann man beweisen, daß dieses Ver
schwinden auch eine hinreichende Bedingung darstellt dafür, daß eine 
Riemannsche Übertragung konformeuklidisch sei 6). Da im konform
euklidischen Falle K ro"}.,, vollständig gegeben werden kann durch den 

1) Schouten, 1921. 2. S.82. S) Weyl, 1918, 2. S.404; 1921. 2. S.6. 
8) Cotton. 1899. 3. S. 412 für n=3; Finzi, 1902. 7 für n=3; Schouten, 1921. 

2, S. 83 für n =l= 3; vg!. auch Cartan, 1922. 17 für n = 4; Lagrange. 1923. 12. S. 43 für 
n =l= 3. Daß. die Konformkrümmungsgröße für n =l= 3 verschwindet bei konform
euklidischen Übertragungen. wurde schon 1918. 2. S.404. von Weyl bewiesen. 
Finzi bewies 1921.3. daß die Bedingungen (13) und (16) zusammen ein hinreichen
des System bilden. er gelangte aber noch nicht zu dem Satze. daß für n =l= 3 (16) 
eine Folge von (13) ist. Vgl. auch F~nzi, 1922. 16. 

4) Schouten und Struik, 1919. 1. S.462 eng!. 694. 
6) Schouten, 1921. 2, S.83. 
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Tensor L,.i.' hat KOJ ,.;. .. in diesem Falle nur in (n+1) linear unab
hängige Bestimmungszahlen, was sich auch in direkter Weise verifi
zieren läßtl). 

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn L,.i. ein Skalar wird: 
1 

(25) L,.i.=-:;Lg,.i.. 

Die Krümmungsgröße bekommt dann die Form: 
2 

(26) Kru,.i. .. = - n (n-1) K g[ru[i. g,.lrl· 

Für n = 2 hat KOJ,.i.v selbstverständlich immer diese Form. Für n> 2 
lehrt Anwendung der Bianchischen Identität auf (26), daß K in der Vn 

konstant ist 2). Eine V n, n> 2, für welche Gleichung (26) gilt, heißt 
eine Mannigfaltigkeit konstanter Krümmung und wird mit Sn 
bezeichnet. Aus (26) folgt, daß bei einer Riemannschen Übertragung 
konstanter Krümmung alle 0 rtho go nale n Bestimmungszahlen mit drei 
ungleichen Indizes bei jeder Wahl des zugrunde gelegten Orthogonal
netzes verschwinden. Umgekehrt kann man beweisen, daß dieses Ver
schwinden auch eine hinreichende Bedingung darstellt dafür, daß eine 
Riemannsche Übertragung konstante Krümmung besitzt. Die Über
tragung einer Sn ist konformeuklidisch und infolge IV, § 2 auch pro
jektiveuklidisch. Ausgehend von (IV, 19) und (IV, 21) beweist man 
leicht, daß jede projektiveuklidische Riemannsche Übertragung eine 
übertragung konstanter Krümmung ist. 

Infolge (23) und (24) verschwindet die Faltung C;~i". Eine Iden
tität von der Form der Bianchischen besteht. für die Konformkrüm
'mungsgröße nicht. 

§ 3. Euklidischmetrische Obertragungen. 
Eine Übertragung heißt euklidisch metrisch, wenn sie eine 

Riemannsche ist und K OJ ,.;. .. verschwindet. Die Integrabilitätsbedin
gungen der Differentialgleichungen: 

(27) . V,. v" = 0; V,. Wi. = 0 

sind dann erfüllt und es lassen sich also die Maßvektoren f" und ~}. 
so wählen, daß V,. 8i. und V,. e" und damit auch die Fi,. üb~all ver-
schwinden 3). i. 

Versucht man, eine beliebige Riemannsche Übertragung so konform 
zu transformieren, daß sich die KrümmUngsgröße nicht ändert; so er
gibt (6), daß dies nur dann möglich ist, wenn: 

(28) g[OJ [ .. s,.J .. ] = 0 • 

1) Schouten, 1921, 2, 5.84. I) Schur, 1886, 3, 5. 563. 
3) Riemann, 1861, 1, 5.402; Lipschitz, 1869. 1. 5.94; 1874, 1, 5.109; 

Ricci, 84. 1. S. 142. 



172 Die Riemannsche Übertragung. 

überschiebung mit t~ lehrt: 

(29) - (n - 2) sw" = S gw" , 

wo 
(30) S = g}.~ s}.~ • 

Aus (29) folgt durch überschiebung mit g"''': 

(31) - 2 (n - 1) S = O. 

Erste Bedingung ist also, daß der Skalarteil von S~A verschwindet, d. h. 
es muß 
(32) 4 V~ s~ + (n - 2) SIll SIll = 0 

sein. Für n = 2 ist dies die einzige Bedingung. Für n 4= 2 folgt aus 
(29), daß nicht nur s, sondetn auch Sm" verschwinden muß, d. h. es muß 

(33) 2V~SA - s.uS;, + ls", SIll g~A = 0 

sein. Die Integrabilitätsbedingungen dieser Gleichung lauten: 

= S[~ V w] SA - g}.(f' g"'P (V w] SIll) Sp j I K,; pI" s" = V [m SI'] S}. - ! gA (f' V m] SIll SIll 

(34) = - i SIll SIll S(f' gw]}. - ! gA [I' Sm] SIll SIll 

+ tg}.(f'g"'P gm]", Sp Sr sr 

l =(-t+!-i)s",s"'S(f'gw]A=O, 

und wir haben also den Satz erhalten: 

Unter den Riemannschen übertragungen lassen nur die 
euklidischmetrischen zu jedem in irgendeinem Punkt vor
gegebenen Wert von SA eine konforme Transformation zu, 
die die Krümmungsgröße nicht ändert. 

In einer Rn' n> 2, muß (33) gelten und das Feld s}. ist also durch 
o 

Angabe des Wertes SÄ in irgend einem nicht singulären Punkt x" voll-
ständig bestimmt. überschiebung mit S~ lehrt: 0 

(35) s~ V ~ s). = tSft SI' S}. - ts'" SIll S;, = ts'" Sill Si,. 

Aus dieser Gleichung folgt erstens, daß die Kongruenz s" aus Geraden 
besteht, zweitens, daß der Betrag S des Vektors s" längs einer Geraden 
dieser Kongruenz der Gleichung: 

(36) 

genügt, wenn die Entfernung l in dem durch s"'bestimmten Sinne pbsitiv 
gerechnet wird. Integration dieser Gleichung etgibt: 

(37) 
1 1 ( 0) 1 
-=--4 l-l +0' s s 

Es ist also entweder S überall Null oder es existiert ein allen Geraden 

der Kongruenz s" gemeinschaftlicher Punkt, wo ~ Null wird. Im ersten 
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Falle ist die Transformation eine Ahnlichkeitstransformation oder eine 
Verschiebung. Im zweiten Falle lege man den Ursprung in den aus
gezeichneten Punkt. Ist dann r" der Radiusvektor, und r sein Betrag, 
so wird: 

(38) 

Die Transformation stellt also eine Inversion dar. Daraus folgt der 
erweiterte Satz von Liouville: 

Die einzigen konformen Transformationen, die eine 
R" in ei ne Rn überführen, si nd die Ähnlichkei tstrans
formationen und die Inversionen, sowie die Transforma
tionen, die sich aus diesen zusammensetzen lassen l ). 

Sieht man von cem Falle s = 0 ab, so gehen die Endhyperebtmcn 
aller Vektoren des Feldes 1 s .. durch einen Punkt, eben den ausgezeich
neten Punkt, der bei der Inversion in den neuen unendlich fernen Punkt 
(der konformen Geometrie) übergeht: 

Wird in einer R" durch eine konforme 1ransformation 
eine neue euklidisch metrische Übertragung eingeführt, 
und ist diese Übertragung charakterisiert durch das der 
Gleichung (33) genügende Feld ~ .. , s =f 0, so entsteht der neue 
unendlich ferne Punkt 'aus dem allen Endhyperebenen der 
Feldwerte t s .. gemeinsamen Punkte. 

§ 4. Die Größen einer Vn-l in Vn -

Ist eine Xn - 1 in eine Vn eingebettet, so ist durch die Maßbestim
mung der V" auch in der X"-l eine quadratische Maßbestimmung fest
gelegt. Die X"-l ist also eine V"-l' Auch ist in jedem Punkte der 
V"-l eine (n -1) -Richtung ausgezeichnet, die tangierende (n -1)
Richtung, sowie eine Richtung, die zur Vn - 1 normale Richtung. Ist 
i" der Normalvektor, d. i. der Einheitsvektor in der Richtung der 
n 
Normalen, so ist i .. = g;,,, i" der tangierende kovariante Vektor. [Es tritt 

n 'n f ~n die Stelle von n" des vierten Abschnittes (5. 136) und !;, an die 

Stelle von t;,.] Wie im § 19 des zweiten Abschnittes erklärt wurde, 
fassen wir i" und i;, als kontra- bzw. kovariante Bestimmungszahlen 

n n 
einer einzigen Größe auf, die sich geometrisch auf zwei verschiedene 
Weisen darstellen läßt. Die kontravariante Darstellung wird meist 

1) Die Erweiterung für n> 3 findet sich bei Ve, 1871, 1 und bei Beez, 
1875, 1; vgl. z. B. auch Kühne, 1892, 2. 
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bevorzugt und ~"bzw. !;. werden dabei also als Bestimmungszahlen ver

schiedener Art des Normalvektors aufgefaßt. 
Da ein Fundamental tensor eingeführt ist, ist der Unterschied zwischen 

kovarianten, kontravarianten und gemischten Größen verschwunden, 
es existieren nur kovariante, kontravariante und gemischte Bestim
mungszahlen und daneben, sobald ein Orthogonalnetz festgelegt ist, 
auch orthogonale Bestimmungszahlen. Dementsprechend besteht zwi
schen den Größen der Vn - 1 und der Vn kein prinzipieller Unterschied. 
Wird in der Vn ein 'Orthogonalnetz i", ••. , i" so gelegt, daß die Kon-

I n 
gruenz i" senkrecht zur Vn - 1 ist, so unterscheiden sich die Größen, die 

n 
ganz in der Vn-1liegen, dadurch, daß alle orthogonalen Bestimmungs
zahlen, die einen Index n haben, verschwinden. 

Die Fundamentaltensoren der Vn und der Vn - 1 sind in bezug auf 
dieses Orthogonalnetz gegeben durch die Gleichungen: 

(39) 

oder auch: 

(40) 

l.~ •. n 
gl,,= iAi'" .. , 

i 1 1 

{ 1füri=i 
gii = 0 für i t i; 

l •.• ~-l 
g'A" = ..::.., iAi", 

a a a 

I {1füra=b 
gab = 0 für a t b' 

Die Indizes i, i, k, l sollen stets alle Werte von 1 bis n durchlaufen, die 
Indizes a, b, C, d die Werte von 1 bis n - 1. Die Einheitsaffinoren Al: 
und Bl: entstehen aus t" und g,A,. durch Herunterziehen eines Index: 

(41) Al: = gA IX g"'''; 

Die Vn-1-Komponenten von Größen der Vn werden erhalten durch 
Überschiebung mit so vielen Faktoren B'J. als die Anzahl der Indizes 
beträgt. 

§ 5. Die in der Vn _ I induzierte übertragung. 
Durch: 

(42) 
und: 
(43) { a) V~v"=B;;;VIX'CP' 

b) V;, WA = B~1 V IX wp, 

Gleichungen, die für die ganz in der Vn - 1 liegenden Felder v" und W A 

gelten, ist in der Vn - 1 eine Übertragung festgelegt. Daß die Über
tragung affin ist, folgt (wie auf S.137) daraus, daß V~ B'J. sowie Vew V~l p 
für jedes Feld p ver.schwindet. Da aber: 

VI' BIXPrV' B",flrv" 
p gl" = pA" IX gPr = - ").,, IX ~P ~r = 0, 

n n 
(44) 

so ist die Übertragung eine Riemannsche mit g),ll als Fundamentaltensor : 
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Ist eine X n - 1 in eine Vn eingebettet, so wird in der X n - 1 

eine Riemannsche übertragung ind uziert, die dad urch charak
terisiert ist, daß der Differentialquotient die X n - 1 - Kompo
nente des Differentialquotienten in der Vn ist. Der Funda
mentaltensor der induzierten Übertragung ist die Xn - t -

Komponente des Fundamentaltensors der Vn • 

§ 6. Der zweite Fundamentaltensor einer Vn - I in V,;. 
Da i" ein Einheitsvektor ist, so folgt: 

n 

(45) B; (V IX i;.) i" = 0, 
11 n 

und: 

(46) h,,;. = B; V IX i;. , 
n 

ist also eine in der Vn - 1 liegende Größe und ein Tensor, da i" Vn - 1-
11 

normal ist (vgl. S. 138). Die Gleichungen (IV, 74), die in einer An als 
besondere Bedingungen für den Pseudonormalvektor und den Tangen
tialvektor eingeführt werden mußten, sind demnach in einer Vn von 
selbst erfüllt, sofern als Normalvektor ein Einheitsvektor gewählt wird. 
Da hier n" und t).. übergehen in i" und i;., die als Bestimmungszahlen einer 

11 11 

einzigen Größe aufzufass~n sind, fallen (IV, 74a) und (IV, 74b) in (45) 
zusammen. Aus demselben Grunde wird l;" = h;" und es existiert also 
hier keine zweite Größe, sondern nur der Tensor hp ).., der hier zweiter 
Fundamentaltensor der Vn - 1 heißt. g~).. heißt dann der erste 
Fundamen tal tensor. 

Die Theorie der V n-1 in V n baut sich in ganz anderer Weise auf als 
die im vorigen Abschnitt erörterte Theorie der X n- 1 in An. Wo dort 
h,t). als Fundamentaltensor eingeführt wurde und die beiden Größen 
h,t).. und l;," zugrunde gelegt wurden, ist hier von vornherein ein Funda
mentaltensor gl" vorhanden und es sind hier die beiden Tensoren 
g~/t und h)..", die den Ausgangspunkt bilden. 

Um eine einfache Beziehung zwischen g~" und h)..l' abzuleiten, wäh
len wir die Urvariablen einmal vorübergehend so, daß xa" auf der 
Vn - 1 konstant ist, die Parameterlinien von xa.. geodätische Linien senk
recht zur Vn - 1 sind, und xa" die von der Vn - 1 aus längs dieser Linien 
gemessene Entfernung s darstellt. Wir betrachten die 001 Vn - 1 , die 
äquiskalare Hyperflächen von xa" sind: Für den kovarianten Maßvektor 
gilt dann die Gleichung: 

(47) an V dx·" • • 
e,t = I'xa..=--~"=~,,. ds 11 11 

a" 
Da. el' also ein Einheitsvektor ist, gilt das gleiche für den kontravarianten 
Maßvektor e": 
(48) 

a" 
e"= i". 
an n 
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Bei dieser Wahl der Urvariablen ist also: 

(49) 

es werden alle Bestimmungszahlen gAan' Ä. '* an gleich Null und die 
Beziehung zwischen g)./, und gJ." wird gegeben durch die Gleichungen: 

gi,t = g1.." I 
(50) ~}.an:' gJ.an = 0 2, f-t = al , ... , an-I' 

ganan - 0 

Nun gilt für den zweiten Fundamentaltensor der Vn - I senkrecht zu i": 
n 

'" V' '" V n It {). IX} n h,'A = B" '" Z). = B'I '" e). = - B'I P e. 
r. 

__ ~B'" "fJ (Og;'ß + og",P _ OgJ."') ~ 
- 2 " g 0 XIX f) ;'/" e xfJ v 

= _ ~B~ (Ogi. an + og",a .. _ OgAIX) = ~ 8gi!, 
2 .t ox'" 8,-r i. 8xan 2 8xan' 

av ... , an-I' 

IX,ß= 

2, f-t = 

(51 ) 

In derselben Weise beweist man: 
1 og').1-' 

(52) hilA = - --. 
2 oxa" 

§ 70 Kanonische Kongruenzen und Hauptkrümmungslinien 2) 0 
Der zweite Fundamentaltensor einer Vn - 1 ist ein Spezialfall einer 

allgemeineren bei jeder Kongruenz auftretenden Größe. Ist eine Kon
gruenz gegeben durch das Einheitsvektorfeld i", so ist: 

11. 

(V,t !")~,, = i V,t (~v ~v) = 0 0 
(53) 
Ferner ist: 
(54) UV = il-' V,t i" 
ein Vektor, der senkrecht zur Kongruenz in der infinitesimalen oskulie
renden R2 liegt, und dessen Betrag u die geodätische Richtungsänderung 
der Tangente pro Längeneinheit längs einer Kurve der Kongruenz 
angibt. u" heißt der Krümmungsvektor3) der Kongruenz, u die 
erste Krümmung und u -1 der Radius der ersten Krümmung, 
i" und u" bestimmen zusammen die oskulierende R 2 der Kurven. In
folge von (53) und (54) läßt sich nun VI-' i" zerlegen in einen Teil H/~ v, der 

n 
in der zu i V senkrechten infinitesimalen Rn _I'liegt und einen i als Faktor 

11. ~ 

enthaltenden Teil: V·" HO" . " 
(55 a) 1-':;' = ,. +;.". u 
oder, kovarian t geschrieben: 
(55b) VI-' i;.. = HI-'). + il-'uJ.. 

n n 

1) Die Gleichung (51) findet sich z. B. bei Bianchi, 1899. 4. S. 601. hl-'A 
korrespondiert mit - {JI-'J. bei Bianchi. Vgl. IV. Aufg. 4. 

2) Ricci, 1895. 1; Schouten-Struik, 1919. 1. 
8) "Curvatura geodetica" bei Ricci. 1895. 1. S.298. 
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Im allgemeinen ist H,..J. die Summe einer symmetrischen Größe h,d und 
einer alternierenden Größe k,..J.: 
(56) H,..J. = h,..J. + k,..J" 
so daß: 
(57) 17,.. iJ, = h,..J. + k,..). + i,.. u).. 

n n 

Der alt~rnierende Teil verschwindet nach (IIl,114) dann und nur dann, 
wenn i" VfI _ 1-normal ist, und h,.). wird dann der zweite Fundamental

n 
tensor der zu i" normalen V fI-1 • 

n 
Die Gleichungen: 

(58) 

liefern die Hauptrichtungen des Tensors h,..J.:. Wie in I, § 14 erörtert 
wurde, gehört zu jeder m-fachen Wurzel A ein Hauptgebiet und inner
halb dieses Gebietes lassen sich m beliebige gegenseitig senkrechte Rich
tungen als Hauptrichtungen wählen. Die n - 1 Kongruenzen in diesen 
Hauptrichtungen, die wir mit i" , a = 1, ..• , n - 1 bezeichnen, heißen 

G 

nach Ricci1) die zu i" gehörigen orthogonalen kanonischen Kon
gruenzen. Wir wollen kurz von kanonischen Kongruenzen 
sprechen. Sie sind nur dann eindeutig bestimmt, wenn h,..). n - 1 ein
deutig bestimmte Hauptrichtungen hat. Infolge (57) und (58) ist die 
Gleichung: 
(59) i). iI' 17,.. i). = - i'" i). 17 pi). , 

Gb n Gb n 

für die kanonischen Kongruenzen charakteristisch. 
Für die kanonischen Kongruenzen gilt der Satz: 
Jede V"_l-normale kanonische Kongruenz ist zusam

men mit i" Va-bildend. 
" In der Tat, ist!" eine V"_l-normale kanonische Kongruenz, so ist: 

n G G " " G GG" G " 

(60) = - 2i,..17 (p. i).) + i). u,.. i'" = - 2i'" h,..). + i). u,.. i'" { iI'~~-iI'~~=iI'~~+~~iI'_iI'~~ 
G n GGn G GGn 

= (- 2 hG 11 + U" i") i). 
G n G 

wo u" den Krümmungsvektor der Kongruenz i" darstellt, und die Kon-
G 11 

gruenzen i" und i" sind also VII -bildend (vgl. IIl, § 3). Anders ge-
" G 

sagt, die Gleichungen: 
(61) i'" I7p s = 0, i l'l7,..s=O 

" G 

bilden ein vollständiges System und besitzen somit gerade n - 2 un
abhängige Lösungen (IlI, § 3). 

1) 1895. t. 
Sc h 0 U te u, Riccl·KalküI. 12 



178 Die Riemannsche übertragung. 

(59) läßt sich in einfacher Weise geometrisch deuten. Bei einer 
Verrückung i·U d t erfährt i" eine Drehung in bezug auf ein geodätisch 

b n b 

mitbewegtes Bezugssystem. Ist h..1t d t der Bivektor dieser Drehung 
(vgl. II, § 16), so ist: b b 

(62) i,"V II hdt = !i"i"dt = !lndt. 
b 'n n 

und es ist also: 
(63) 

b 

iJ.i"Vui;..=!an. ab' n 

(59) bringt daher zum Ausdruck, daß die an-Komponente des Bivektors 
b a 
h,u der nb-Komponente des Bivektors !J.I-' gleich ist 1). 

Im speziellen Falle, daß i" Vn _ 1-normal ist, verschwindet k"J. und 
(59) geht über in: n 

(64) i}' i,1t V , i}. = i" iJ. V iJ. = 0, a =1= b. ab' n a b I-'n 
Geometrisch bedeutet dies, daß die geodätische Drehung des Vektors 
i" bei einer Verrückung in der Hauptrichtung i" in der na-Ebene statt-
n a 
findet. Für eine Vn - 1 in Sn besagt dies, daß die Normalen längs einer 
kanonischen Kongruenz eine abwickelbare V2 bilden 2). Die kanonischen 
Kongruenzen gehen dabei über in die Hauptkrümmungslinien 
der Vn-l' die sich gerade durch diese geometrische Eigenschaft 
charakterisieren lassen. 

§ 8. Krümmungseigenschaften einer Vn- 1 in Vn • 

Ist i" eine Kurve der Vn - l , so ist: 

(65) 

oder: 
(66a) 

[ 

'1-' V'" B" '" V '", + .". iI< V '", ~ "~ = '" ~ " ~ ; !'" " ~ 
= i" V:, i" - i" i'" i·u V .. i", 

r- n ' n 

= i" V;, i" - i'" iP h",p i" , 
n 

tt" = U',. - i'" ifl h",p i" , 
n 

wo u'" den Krümmungsvektor der Kurve i" in der Vn - l darstellt. Man 
nennt u" den absoluten Krümmungsvektor. u'" den relativen 
Krümmungsvektor in bezug auf Vn - l und: 

(66b) u"" = - i'" iP h",p i" 
n 

1) Ricci, 1895. 1. S.303. gibt eine andere geometrische Deutung. die den 
Begriff der geodätischen Bewegung nicht verwendet. Es ist dann nötig. die V" 

in eine R"+k einzubetten. Ricci nennt die in2 (n - 1) zu dem Orthogonalnetz i". 
J 

i = 1, •.. , n gehörigen Größen lil-'V,dJ. die Rotationskoeffizienten des 
J k I 

Netzes und schreibt für diese Größen i'IJk' Sie spielen in vielen seiner Unter
suchungen eine große Rolle. 

2) Vgl. Schouten-Struik, 1921. 9 und 10; Struik, 1922, 5. 
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den Vektor der erzwungenen Krümmung (vgl. S.182) von i" in 
bezugaufV"_1. Die Länge von u", u=y(uc<uflgc<p) heißt die absolute 
erste Krümmung. Es gilt also der Satz: 

Der absolute Krümmungsvektor ist die Summe des rela
tiven Krümmungsvektors in der V"_l und des Vektors der 
erzwungenen Krümmung senkrecht zur V"_r 

Aus (66a) folgen die Sätze: 
Der absolute Krümmungsvektor einer Kurve ist dann 

und nur dann senkrecht zur V"-l' wenn die Kurve in der 
V"-l geodätisch ist. 

Der absolute Krümmungsvektor einerKurve liegt dann 
und nur dann in der V"-l' wenn die Kurve überall in einer 
Nullrichtung von h)./L liegt. 

Eine Nullrichtung von hJ.,. heißt Haupttangentenrichtung 
(erster Ordnung), eine Kurve, die überall in einer solchen Nullrich
tung liegt, eine Haupttangentenkurve (erster Ordnung)1). 

Wählt man die Kongruenzen i" in Hauptkrümmungsrichtungen, 
so ist infolge von (64): 1, ... : 

(67) hJ.,. = I hu iJ. ~/L ' 
1 1 1 

und für eine solche Richtung ist nach (66 b): 

(68) "/'= -iJ.iI'hJ.,, = -hif. 
I i I 

Es gilt also der Satz: 
Die orthogonalen Bestimmungszahlen von hJ.,. in bezug 

auf ein nach den Ha uptkrümm ungsrichtungen orientiertes 
Orthogonalnetz sind den erzwungenen Krümmungen der 
Hauptkrümmungslinien entgegengesetzt gleich. 

Werden alle Hauptrichtungen von hJ.,. unbestimmt, d. h. ist 

(69) hJ.,. = n ~ 1 hgJ.,., 

so heißt der betreffende Punkt ein Umbilikalpunkt oder Nabel
punkt. Dafür, daß es eine V"-l gibt, deren sämtliche Punkte Nabel
punkte sind, ist notwendig und hinreichend, daß es eine Kongruenz i" 
gibt, die der Gleichung " 

(70) J7 • 1 h' +. 
,. S). = --. gJ.,. $,. uJ. 

r& n-, 11 " 

auf einer zu i" normalen V r& -1 genügt. Wir vereinfachen diese Gleichung, 
r& 

indem wir die Kongruenz geodätisch wählen, zu: 

(71) 17,. iJ. = ~h(gJ.u - iJ. i,.). 
r& n-, . r& r& 

1) Vgl. Fußnote 2) S. 182. 

12* 
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Die IntegrabiIitätsbedingungen dieser Gleichung lauten (vgl. III, § 6): 

I "'f·i. K ···"· B""·i.( 2 V h 2h V .. B«Pr oo,.).!" = «Pr \ n _ 1 g).[,u co] - n _ 2 [OJ !p]!J. 
(72) 

- ~1 i" i[,. V w] h} , 
n - "" 

oder, in 'Orthogonalen Bestimmungszahlen: 

(73) K abcn = 0 . 
Soll es also in der Vn nicht nur eine Vn - 1 mit lauter Nabelpunkten 
geben, sondern V"-1 dieser Art durch jeden Punkt in jeder (n -1)
Richtung, so ist notwendig und hinreichend, daß die orthogonalen Be
stirnmungszahlen mit mehr als drei ungleichen Indizes in bezug auf 
jedes Orthogonalnetz verschwinden. Es ergibt sich also der Satz (vgI. 
S.170): 

In einer Va geht durch jeden Punkt in jeder beliebigen 
Lage eine Vs mit lauter Nabelpunkten. In einer Vn , n>}, 
läßt sich dann und nur dann durch jeden Punkt in jeder 
beliebigen Lage eine V"_1 mit lauter Nabelpunkten legen, 
wenn die V" eine C" ist 1). 

Wir betrachten jetzt den Fall, daß die V"_1 lauter Nabelpunkte 
besitzt und außerdem h auf der V"_1 konstant ist. Aus (72) folgt bei 
überschiebung mit im gl').: 

" (74) Kan=o. 

Die Hauptrichtungen des Tensors K).,. nennt man Hauptrichtungen 
der V". (74) bringt also zum Ausdruck: 

Liegt in einer V" eine Vn _ 1 mit lauterNabelpunkten und 
konstantem h, so ist die Richtung senkrecht zur Vn - 1 eine 
Hauptrichtung der V,,2). 

Notwendig ist also, daß eine der Hauptrichtungen Vn _ 1-normal 
ist, diese Bedingung ist aber nicht hinreichend. Soll es in der V" durch 
jeden Punkt in jeder beliebigen Lage V"-l mit lauter Nabelpunkten 
und konstantem h geben, so muß. jede Richtung Hauptrichtung sein. 
Der Tensor Ki.,. muß also ein Skalar sein. Da aber die Vn für n> 3 
dann, dem vorigen Satze entsprechend konformeuklidisch ist, Km,.J.jI 

also die Form n ~ 2 g[ru[J. L,,],,] hat, (vgl. S. 170) muß nach (23) auch Lp.J. 

ein Skalar sein, d. h. es muß Krup.J.,. für n':?::. 3 die Form (26) haben. 
Führt man umgekehrt diesen Wert in (72) ein, so folgt bei überschie
bung mit i,« gPr die Konstanz von h. Es gilt also der Satz: 

a 

In einer Vn , n:?::'3, läßt sich dann und nur dann durch 
jeden Punkt in jeder beliebigen Lage eine Vn - 1 mit la uter 

1) Schouten, 1921, 2, S. 86. 
I) Ricci. 1903. 1, S. 415 für h = 0; Rimini, 1904, 3. S. 35 für h beliebig, 

n = 3: Struik, 1922. 5, S. 143 für hund n beliebig. 
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Nabelpunkten und konstantem h legen, wenn die V,. eine 
S .. istl). 

Für h = 0 verschwindet h~" und damit der erzwungene Krüm
mungsvektor aller Kurven der V .. _1 • Jede geodätische Linie der V"_l 
ist dann auch geodätisch in der V,. und die V"-l heißt geodätisch. 
Umgekehrt folgt aus dem Verschwinden dieser Krümmungsvektoren das 
Verschwinden von h~".. h~lt = 0 charakterisiert also die geodätischen 
V"_l' Nach den obigen Erörterungen sind geodätische V"-l durch 
jeden Punkt in jeder beliebigen Lage nur in einer S .. möglich, während 
eine einzelne geodätische V .. _1 in jedem Punkte senkrecht ist zu einer 
Hauptrichtung der V". 

§ 9. Der Krümmungsaffinor einer Vm in Vn 2), 

Eine X m sei in eine V" eingebettet. In der XIII legen wir die zuein
ander senkrechten Kongruenzen iV , a = 1 •... , m. senkrecht zur X m a 
die ebenfalls gegenseitig senkrechten Kongruenzen i V • e = m + 1 •... , n. 
Der N ormal- p -Vektor. p = n - m. ist dann: e 

(75) i", ... "p = i[v, ••• i"p] 
m+l .. 

und derselbe P -Vektor ist, kovariant gedeutet. der tangierende kovari
ante p-Vektor. (Es tritt also iV''''vp an die Stelle von nV''''''p und i;., ... ;,P 

an die Stelle von t)., ... ),p des vierten Abschnittes § 14.) 
Der Fundamentaltensor der X m ist: 

(76a) 

und. es gilt 

(76b) 

Ferner ist: 
(77) 

also: 
I _{1 füra=b,.ja.b=1, ...• m. 

gab -
0" a=l=b, e=m+1 •... ,n, 

gie=O. j=1 .... ,n. 

Die Xm-Komponenten von Größen der V" werden erhalten durch 
überschiebung mit so vielen Faktoren B;' wie die Anzahl der Indizes 
beträgt. Die ganz in der X m liegenden Größen sind dadurch ausge
zeichnet, daß die orthogonalen Bestimmungszahlen verschwinden} sofern 
sie einen Index m + 1. . ..• n tragen. Die Beziehungen zwischen BI, 
i v und iV''''''p sind gegeben durch die Gleichungen (vgl. IV, 194.): 
e 

(78) A v BV _ ...... ..., . .,. _ pp' . .vcx .... cxp 
),- ),-.L,z).~ - .Zlcx .... cxp~ • 

e e e 

1) Schauten, 1921, 2, S. 87. 
2) Vgl. Schauten und Stt'uik, 1921, 9 und 10; Stt'uik, 1922, 5. 
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In der X m wird durch die Gleichungen (42) und (43) eine über
tragung festgelegt. Wie auf S. 174 wird bewiesen, daß diese übertra
gung eine Riemannsche mit gJ.,. als Fundamentaltensor ist. Die X m 

ist also eine V m mit gi,t als Fundamentaltensor. 

Ist eine X m in eine V" eingebettet, so wird in der X m 

eine Riemannsche .übertragung induziert, die dadurch cha
rakterisiert ist, daß der Differentialq uotien t die X m- Kom
ponente des Differentialquotienten in der V" ist. Der Fun
damentaltensor der induzierten übertragung ist die X m-

Komponente des Fundamentaltensors der V". 

Es sei jetzt i" eine Kurve der V m. Dann ist: 

(79) { "-'" V ." - B" '1' V ." + (A v - BV ) .,. V ./X 
U -~ I'~ - "~,'~ " "~f'~ 

- .,. V' ... - .,. ." 17 (A" - B V ) - IV + .,. .1. V B" 
-~ f'~ ~ ~ "f''' ,,-u ~ ~ f' '<' 

Schreiben wir also·: 
(80) B "PV B" H"" ,..< /X P = ,.;., 

so ist die Beziehung zwischen den Krümmungsvektoren der Kurve i" 
gegeben durch die Gleichung: 

(81) v IV + ." .I.H" v u = u ~'~ /.1.. 

UV ist der absolute Krümmungsvektor, u'v derrela tive Krümm ungs
vektor in bezug auf Vml) und: 

(82) "" .,. .Ä H .. " u = ~ Z ,.1. 

der Vektor der erzwungenen Krümmung in bezug auf Vm• 

Für die V m in V" gilt also der Satz (vgl. S. 179): 

Der absolute Krümmungsvektor ist die Summe des rela
tiven Krümmungsvektors in der Vm und des Vektors der 
erzwungenen Krümmung senkrecht zur Vm • 

Aus (81) folgen die Sätze (vgL S. 179): 
Der absolute Krümmungsvektor einer Kurve ist dann 

und nur dann senkrecht zur Vm , wenn die Kurve in der Vm 

geodä tisch .ist. 
Der absol ute Krümmungsvektor einer Kurve liegt dann 

und nur dann in der V m' wenn i'U i Ä H;';." überall verschwindet. 

Eine Richtung i", für welche i" il. H;1 " verschwindet, heißt Hau p t
tangentenrichtung (erster Ordnung), eine Kurve, die überall eine 
solche Richtung hat, eine Haupttangentenkurve (erster Ord
nung) 2). 

1) .. Curvatura normale relativa a V:: bei Rieci. 1902. 2, S. 360. 
2) Für Haupttangentenrichtungen höherer Ordnung vgl. Struik. 1923. 5. S. 80. 
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Die Gräße Hpl" heißt der Krümmungsaffinor der Vm in V,.l). 
Aus (80) folgt: 

(83 a) 

(83 b) 

I Hpl" =B;~VIXBp= - ~B;~VIXipt= -~B;~(V",ip)i" 
e e ee e e. 

= - ~k"J.i", 
e e 

e _ ",p 17 • 

k,,}. - B"J. " '" ",p. 
e 

Da ip senkrecht zur V m ist, läßt sich ip schreiben als eine Summe von 
6 t 

Vielfachen von n - m Gradientvektoren, die die m-Richtung von V m 

gemeinschaftlich haben, so daß der alternierende Teil von B;~ V",ip ver-

schwindet. Hpl" ist also symmetrisch in ft und 1. Vergleicht man 
Hpl" mit der im vierten Abschnitt (IV, 197) neben H .• ;';," auftretenden 
Größe L;:J., die hier übergeht in: 

(84) 

so folgt: 
(85) 

L ·.. ""'B"''' 17 .p. ".J. = -..::.. "p" IX '" '/,;., 
e e e 

Im Gegensatz zur An tritt also in einer V" nur ein einziger Krümmungs
affinor auf, was eine unmittelbare Folge der Identifizierung der Gräßen 
tJ.1 ... J.p und n .. 1 ..... 1' des vierten Abschnittes ist. 

Verschwindet H/;;,", so sind nach (81) alle in der V m geodätisclien 
Linien auch in der V" geodätisch, und V m ist also geodätisch in V". 
Ist umgekehrt V m geodätisch in V"' so verschwindet vi' vJ.H;i." für jede 
Wahl des Vektors v". Da aber H,:i" in ft1 symmetrisch ist, folgt 
daraus: 

Eine Vm in V" ist dann und nur dann geodätisch, wenn 
der Krümmungsaffinor der Vm in jedem Punkte ver
schwindet 2). 

§ 10. Krümmungsgebiet und Krümmungsgebilde einer 
Vm in Vn3). 

In der V m legen wir durch einen Punkt P eine in V m geodätische 
Linie i". In bezug auf das Orthogonalnetz i" sei i" gegeben durch die 
Gleichung: a 

(86) i"=~i"cosOl:. 
a a a 

1) H,;;," korrespoadiert mit Qrt' bei Voß, 1880, 1, S. 135, mit bat/rB und 

Wdle bei Rieci. 1903, 1, S.414, und mit kl!), bei Kühne,. 1904, 2, S.255. 
2) Rieci, 1903, 1, S.414, V", in V"' 
8) Schouten-Struik, 1921,9; Struik, 1922, 5, S.103 u.f.; es finden sich dort 

auch viele Literaturangaben. 



184 Die Riemannsche übertragung. 

Dann ist: 
(87) v " v .A ./, H . . 'V "'" .i. ',lL H . . 'V 

U =u =~ ~ )'/' =..::;..cos.xcos.x~ ~ Af" 
ab a b a b 

Die tm (m + 1) Vektoren ii. i/' Hit: 'V bestimmen eine Rm, und es ist 
a b 

sowohl m'~ t m (m + 1) als m'~ n - m. Diese Rm, bestimmt mit 
der Vm zusammen eine Rrn + rn' , das Krümmungsgebiet der Vm 

in P. 
In diesem Krümmungsgebiet spielt sich alles ab, was sich auf Krüm

mungen erster Ordnung der V rn in P bezieht. 
Nehn1en wir zunächst an, es sei m' = tm (m + 1). Dann liegt 

der Endpunkt von u"" in einer Rm'-I durch den Endpunkt des Radius
vektors: 
(88) D" = ~ g';'/' H;;," . 

Der Endpunkt beschreibt eine Vm - 1 , das Krümmungsgebilde, wel
ches durch die m' Gleichungen: 
(89) u~ = 2: cos.x cosß H abv 

ab a b 

mit den m Parametern cos.x und der Beziehung: 
a 

(90) 2: cos2 .x = 1 
a a 

in bezug auf ein in der R~ gelegenes Koordinatensystem j", u = 1, ... , m', 
u 

festgelegt ist. Der Punkt mit dem Radiusvektor D" ist der Schwerpunkt 
des Krümmungsgebildes. Eine beliebige Rm'-m+1 in der R m, senkrecht 
zur V m ist gegeben durch m - 1 lineare Gleichungen zwischen den u~ . 
Fügt man diese Gleichungen zu (89), so ergeben sich m Gleichungen 
zweiten Grades für die cos.x der Schnittpunkte. Da zu jeder positiven 

a 
Wurzel eine gleich große negative gehört, und diese beiden Wurzeln 
zum nämlichen Punkte der Vm - I gehören, so ergeben sich 2m - 1 Schnitt
punkte und das Krümmungsgebilde ist also vorn Grade 2m - I . 

Wir haben damit den Satz erhalten: 
Hat die Dimensionenzahl m + m' des Krümmungsgebie

tes den Wert m + -~. m (m + 1), so bildet u"v einen m-dimen
sionalen Kegelmantel in der Rm" die im Krümm ungsgebiet 
senkrecht zur Vm ist, und sein Endpunkt beschreibt eine 
Vm - I 2(m-1Lten Grades, die in einer Rm'-l in der R m, liegt und 
deren Schwerpunkt den Radi usvektor D" hat. 

Zwischen den oom-l Richtungen in der Vm in P und den 00",-1 

Punkten des Krümmungsgebildes besteht eine 1,-1 - Zuordnung. Die 
Richtungen der V m, die den extremen Längen von u" entsprechen, sind 
die Hauptkrümmungsrichtungen der Vm • Im allgemeinen geht 
das Krümmungsgebilde nicht durch P und gibt es also keine Haupt
tangentenrichtungen erster Ordnung. 
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Istm' <tm(m+ 1), was stets der Fallist, wenn tm(m+ 1» n-m 
ist, aber m' > m, so bleibt der für m' = t m (m + 1) abgeleitete Satz 
gültig, mit der einzigen Ausnahme, daß die V m-l im allgemeinen nicht 
mehr in einer Rm'-l in Rm, liegt, und es besteht im allgemeinen auch 
noch eine 1 -1 - Zuordnung zwischen den Richtungen der V m und den 
Punkten des Krümmungsgebildes; dieses Gebilde enthält jetzt aber 
Punkte, die mehreren Richtungen der V m zugleich entsprechen. Es gibt 
im allgemeinen noch keine Haupttangentenrichtungen erster Ordnung. 

Wird m' = m - 1, so degeneriert das Krünlmungsgebilde in die 
Rm" die im Krümmungsgebiet senkrecht zu V m ist. Jedem Punkte 
dieser Rm, entsprechen 2m- 1 Richtungen der V m. Es gibt also auch 
2m - 1 Haupttangentenrichtungen erster Ordnung. 

Wird m' < m - 1, so degeneriert das Krümmungsgebilde in die 
Rm" die im Krümmungsgebiet senkrecht zu Vm ist. Jedem Punkte 
dieser Rm, entsprechen nun aber oom-l-m' Richtungen der V m und es 
gibt oom-l-m' Haupttangentenrichtungen erster Ordnung. 

Für m' = 2 heißt der betreffende Punkt planar, für m' = 1 axial. 
Es sind in der Literatur noch verschiedene' andere Gebilde zur 

Charakterisierung der Krümmung verwendet worden. Statt des Krüm
mungsgebildes G kann man den Ort der Krümmungsmittelpunkte G' 
nehmen, der aus G durch Inversion in bezug auf P erhalten wird. Für 
m = 2, V" = R, nennt KommereUl) die Kurve K in der Rg 1- VII' deren 
Fußpunktkurve G' ist, die "CharakterIstik". Durch Inversion von'K 
in bezug auf P entsteht eine vierte Kurve K', die wieder Fußpunktkurve 
von G ist. KühneS) nimmt für V m in R" den Ort der Schnittgebilde der 
R,,-m 1- V m in P mit den benachbarten R,,-m und nennt diesen Ort 
die "Krümmungsspur". Eine beliebige Normale auf V m schneidet die 
Krümmungsspur in m Punkten, die den m extremen Werten der Pro
jektion von u" auf diese Normale entsprechen. Für V 2 in R, ist die 
Krümmungsspur identisch mit der Kurve Ka). 

Als Beispiel behandeln wir den Fall einer V 8 in V,,'). Es ist dann, wenn 
wir die Kurven geodätisch in Va wählen und somit W' schreiben, statt u"" : 

u" -= Hii" COSIl~ + cycl. + 2H2S" cos~ cos~ + cycl. 
1 2 3 

(91) 
= u" cos2 ~1 + cycl. + 2 u" cos 0/. cos ~ + cycl. 

11 23 2 3 

= t (u" + u" + u") + t (u" - u") (3 cos2 ~ - 1) 
11 22 33 11 22 1 

+ t (u" - u") (1 - 3 COS2~) + (2 u" cos~ cosO/. + cycl.) . 
22 33 3 23 2 2 

Die 6 Vektoren u" = H~i/, a, b = 1,2,3 sind im allgemeinen linear 
unabhängig. ab 

1) Kommerell. 1897, 4, S. 22; 1905. 4. S. 554. 2) Kühne, 1904. 2. 
8) Bei Struik, 1922, 5. S. 105 sind die vier Kurven G. K, G' und K' für 

VI in V, abgebildet. 
') Schouten-Struik, 1921. 9; Struik, 1922, S. S.119. 
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Das Krümmungsgebilde ist dann eine V I vierten Grades in einer 
Rö durch den Punkt mit dem Radiusvektor: 

~~ ~=1~+~+~ 11"11 22 33' 

die durch die fünf Vektoren u" - u", u" - u", u", u" und u" bestimmt 
. d 11 22 22 33 23 31 12 WIr . 

Setzt man: 
(93) 
so ist: 

(94) 

:1J :1J 
IX=- IX=--IX 
3 2' 2 2 l' 

r u" = u" COS2 1X + u" sin2 1X + 2 u" sin IX COSIX 
11 1 22 1 12 1 1 

1 = t(u" + u") + t(u" - U") cos21X + u"sin21X 
11 22 11 22 1 12 1 

und der Endpunkt von u" beschreibt also eine Ellipse mit dem Mittel
punkt t (u" + u") und den halben konjugierten Durchmessern 

11 22 
t (u" - u") und u". Da die Lage von i", i" und i" ganz beliebig ist, 

11 22 12 1 2 3 
liegen also auf der V2 vierten Grades 002 Ellipsen. Die Va ist also eine 
Veronesesche Fläche. Jeder 2-Richtung in der Va entspricht eine solche 
Ellipse, und zwei gegenseitig senkrechten Richtungen der V 2 entspre
chen zwei sich diametral gegenüberliegende Punkte einer solchen Ellipse. 

Bestehen zwischen den fünf Vektoren u" -. u" usw. zwei lineare 
22 33 

Beziehungen, so reduziert sich die Rö des Krümmungsgebildes zu einer 
Ra, und das Krümmungsgebilde zu einer Steinerschen Fläche, da diese 
Fläche bekanntlich die einzige irreduzibele Fläche vierter Ordnung in 
Ra ist, die 002 Ellipsen enthält. Für n = 6 ist dies immer der Fall, 
die Ra geht dann überdies durch P. Der Punkt mit dem Radiusvektor 
D" ist -der Schwerpunkt der Fläche. 

Legen wir für n = 6 in die Ra ein rechtwinkliges Koordinaten
system i", i", i" mit den Koordinaten x4 ' xÖ ' xa' dessen Ursprung den 

4 I) 6 

Radiusvektor D" hat, so ist das Krümmungsgebilde in bezug auf dieses 
Koordinatensystem nach (91) gegeben durch die Gleichungen: 

(95) 

wo: 

(96) 

{

X, = Pm cos2 IX + cyc1. + 2 P234 COS IX cos IX + cyc1. 
1 2 S 

Xö = Pm cos2 IX + cyc1. + 2 P235 COS IX cos IX + cyc1. 
123 

XG = PllG cos2 IX + cycl. + 2 PI3G cos IX cos IX + cycl. 
123 

{
Pm = 1-(2 u4 - U, - u4) 

11 22 33 

P234 = u4 
23 

oder, anders geschrieben: 

{ 

X4 = Pm Yr + cycl. + 2 P234 Y2 Y3 + cycl. 
xI) = P115YI + cycl. + 2PZSSY2YS + cycl. 

(97) Xs = PllsYi + cycl. + 2PZSSY2YS + cycl. 
1 = Yi + y~ + y~ . 
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Die vier quadratischen Formen bilden, abgesehen von konstanten 
Faktoren, ein dreifach unendliches lineares System. In einem all
gemeinen System dieser Art existieren gerade drei Formen, welche die 
zweifaktorigen Produkte dreier Linearformen sind 1). Diese drei Formen 
Z2Za, zazl' Z1Z2 lassen sich linear in X'l' Xs und %6 ausdrücken: 

(98) Z3 ZI = A24 X 4 + A2S %S + A26 %6 + A27 1 
Z2 Z3 = Ag X4 + AIS %5 + A16 X 6 + A17 

Zl Z2 = A34 X 1 + Aa5 %0 + Aa6 %6 + 2a7 

und im allgemeinen ist also: 

1%4 = fl41 Z2 Za + fl42 Z3 Zl + fl43 ZI Z2 + fl44 , 

(99) Xs = fl51 Z2 Z3 + flS2 Z3 ZI + flS3 Zl Z2 + flS4 , 

X 6 = fl61 Z2 Za + fl62 Z3 Zl + fl63 ZI Z2 + fl64 • 

Setzen wir nun: 
fl41 i~ + fl51 i" + fl61 i Y = v~ , 

4 5 6 1 

(100) 
fl42 i v + flS2 i". + fl62 i~ = V V , 

4 5 6 2 

fl43 i Y + P'53 !~ + fl03 i" = v" , 
4 a 6 3 

P4.4 i~ + PS4 i" + /164 i" = EV, 
4 5 6 

so ist nach (91): 
(101) u"-]Y=E"+z Z v"+Z Z vv+Z Z v". 23 1 a1 2 12 8 

Einem bestimmten Wertsatz ZI' Z2' za entspricht in projektiver 
Weise eine bestimmte Richtung i~ in der Va. Man kann also drei Vek
toren e", eV und e~ in der V3 wählen, so daß im allgemeinen stets: 

1 2 3 

(1 02) i~ = Z e" + z e~ + Z e" . 1 1 2 2 3 3 
1 2 3 . 

Ist nun eA , e;., Cl. das zu e", e~, eV rezIproke System: 
. 1 2 3 

u, {1füru=v,} ei.,e' = 
v 0" u=l=v, 

(103) u, v = 1,2,3 

so ist: 
(

2 3 3 1 1 2 ) 
(104) u" = DY + E" + i). i" Cl el' r + e;. e,/t r + eA eil r-
und Hi. ,:" hat also die Form: 

2 3 3 1 1 2 
(105) Hi.,,:" = g'., .. (D" + E") + eu. e,,) r + e(J. e,lt) r + e(). eil) r . 
Hat i" die Richtung von e", e", oder e" so wird u" = D" + E". Der Punkt 

1 2 3 

D" + E" ist also der dreifache Punkt der Steinerschen Fläche. Für 
i" = 2 f + fl f wird u" = D" + E" + 1 fl f. Umgekehrt entsprechen 

dem Werte u" = D" + E" + 'P v" zwei Werte von i", die sich aus den 
Gleichungen: { 1 A fl = 'P, 

(106) , 
12 e'" e", + 2111 e'" e + 112 e'" e = 1 

2 2 r 2 3'" r 3 3'" 

1) Ene. d. Math. Wiss. II!, C.1, S. 147. 
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bestimmen lassen. Die Gerade u" = D" + E" + v v" ist also eine Doppel
gerade der Fläche. Aus (88) und (105) folgt: 1 

(107) 

so daß: 
(108) 

Daraus geht hervor, daß E" dann und nur dann verschwindet, wenn 

~l' ~J. und ~l und also auch e", e" und e" gegenseitig senkrecht sind. Dann 
1 2 3 

und nur dann fällt der Schwerpunkt der Steinerschen Fläche in den 
dreifachen Punkt. 

Im allgemeinen enthält die Va dann noch keine Haupttangenten
richtungen. Eine Haupttangentenrichtung tritt erst auf, wenn die 
Steinersche Fläche durch den betrachteten Punkt der Va geht. Zwei 
Haupttangentenrichtungen sind vorhanden, wenn dieser Punkt in einer 
Doppelgeraden liegt, drei, wenn der Punkt mit dem dreifachen Punkt 
der Fläche zusammenfällt, also wenn D" + E" = o. Zu den durch 
zwei Haupttangentenrichtungen bestimmten 001 Richtungen gehören 
dann Vektoren erzwungener Krümmung, die alle die Richtungen einer 
Doppelgeraden haben. 

§ 11. Minimalmannigfaltigkeiten. 
Der Vektor: 

(109) D" = : g'i." Hi;" 

ist der vektorische Mittelwert der 'In Vektoren der erzwungenen Krüm
mung, die zu m beliebigen gegenseitig senkrechten Richtungen der V m 

gehören. D" heißt dementsprechend der mittlere Krümmungs
vektor der Vm • 

Für Vn - 1 in Vn ist nach (83): 

(110) D" = - ~ g')." Al i" 
m "n 

und die Länge von D" ist also das arithmetische Mittel der Hauptkrüm
mungen. 

Für V1 in Vn ist D" identisch mit dem Krümmungsvektor. 
Wir nennen eine Vm eine Minimalmannigfaltigkeit, wenn die 

Variation des Inhalts jedes durch eine geschlossene V m-1 begrenzten 
Teiles bei Festhaltung der Begrenzung verschwindet. Es gilt dann der 
Satz: 

Eine Vm in Vn ist dann und nur dann eine Minimal
mannigfaltigkeit, wenn der mittlere Krümmungsvektor D" 
in jedem ihrer Punkte verschwindetl). 

1) Lipschitz, 1874. 2; weitere Literaturangaben bei Struik, 1922, 5, S.98. 
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Zum Beweise 1) grenzen wir einen Teil der V m ab durch eine ge
schlossene V m-l und erteilen allen Punkten des abgegrenzten Gebietes 
eine VeITÜckung ax" 2), die auf der Begrenzung Null wird. 

Die Maßbestimmung der V m erleidet dabei die Anderung: 

! ddS2 = d (dxÄ d,: gÄI') = ~ dx). dxl' gÄ I' + dXÄ! dxf' gÄ I' 

() +dxÄdxl'~gll'=2~dxÄdxl'gll'=2~dxÄd#g).1' 
111 _ -

= 2~ dX)'dxl' g},1' = 2d#dxlX (VIX dx).) gi,t 

= 2dxl'dx).(V().g~)lXdxlX - dxlX V().g~)IX)' 

Dieselbe Änderung der Maßbestimmung der V m erhält man also [vgl. (80)], 
wenn man die V m in Ruhe läßt und g).1' ändert um: 

(112) d g;.1' = 2 Vi).g;.)t< dxt< - 2H).I.t< dx lX • 
Statt der gegebenen Variation kann man also die Variation (112) der 
Maßbestimmung in die Rechnung einführen. Wählt man vorübergehend 
die Urvariablen so, daß xa",+t, ••• , x4n auf V m konstant sind, so ist 
das Volumelement der V m: 
(113) dTm = dx4t ... dx4m fi, 
wo g' die Determinante der g)..u ist. Nun lehrt ein bekannter Deter
minantensatz : 
(114) g' gll' = aa g' . 

und infolgedessen ist: CI. I' 

(115) d g' = g' g').1' (j g},1' = - g' gJ.1' d g')., •• 

Da sich aber die Urvariablen bei Variation der Maßbestimmung nicht 
ändern, folgt aus (113) und (115): 

(116) J ddTm =- ig,-idx4t ... dx4mjg'Äl'dgi l' 

1 =-idxat ••• dx4mg'll'dgJ..p.(i, 

oder, bei Einführung des Wertes von d g).1' aus (112): 

(117) {ddTm = - g'ÄI' (vJ.g~lXdx'" - Hll't<dxlX) dTm 

= (- Vi B: dx'" + g'll' HJ.I' IX dXIX) dTm • 

Bei der Integration über 'lm läßt sich der erste Term rechts mit Hilfe 
von (11,211) in ein Integral von B: axlX über die begrenzende V m-l 

überführen und dieses Integral ist Null, da ax" auf der Begrenzung 
verschwindet. Es ist also: 

1 dT = f d dT = f g'ÄI' HÄI'IX dxlX dTm 
(118) •• 

=fDlXdxt<d'lm . 
• 

1) Schauten, 1918, 1, S.60. 
S) Es ist hier d verwendet statt ~. um Verwechslungen mit dem Zeichen des 

kovarianten Differentials zu vermeiden. Das zu d gehörige kovariante Differential 
wird mit (f bezeichnet. 
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Dafür, daß dieses Integral für jede beliebige Wahl der Begr"enzung 
und der Verrückung (lx" verschwindet, ist notwendig und hinreichend, 
daß D;. Null ist. Der auf 5.188 ausgesprochene Satz ist damit bewiesen. 

§ 12. Orthogonale Systeme von Vn - 1 durch eine gegebene 
Kongruenz. 

Ricci l ) hat sich die Frage vorgelegt, wann es möglich ist, durch 
eine Kongruenz i" n -1 gegenseitig orthogonale Systeme von Vn - I zu 

n a 
legen. Die Vn - I seien die äquiskalaren Vn - I der Felder p, a = 1, "" 

a 
n - 1. Für die Gradienten der p schreiben wir kurz: 

(119) 
a !" ist mit jeder der Kongruenzen P" V2 - bildend. Die V2 sind eben 

die Schnittgebilde der zu den anderen n - 2 Kongruenzen orthogonalen 
Vn-l' Nach (111, §3) muß also gelten: 

a a a n 
(120) i" V" p;. - p.lt V" i = IX p;. + IX i;., 

n n a n 
a 

wo IX und IX beliebige Werte haben können. Da aber i;...L p, , so ist: a n n . 

'V a 'V a a V ' ~" "p;. =~" ;.p" = - P" Ä. ~'" n n n 
(121) 

so daß (120) gleichwertig ist mit: 

a V. a • 
- 2p" (I'~;') = IXP;. + IX Z;.. 

n a n n 
(122) 

a 
Diese Bedingung ist dann und nur dann erfüllt, wenn PA in einer 

a 
Hauptrichtung des Tensors h"Ä. liegt (5.57), d. h. wenn p}. eine der 
zu i" gehörigen kanonischen Kongruenzen ist. Nun sind aber die kano-

n 
nischen Kongruenzen im allgemeirien nicht Vn_I-normal, und es müssen 
also die notwendigen und hinreichenden Bedingungen aufgestellt wer
den dafür, daß unter den möglichen kanonischen Kongruenzen n -1 
gegenseitig senkrecht gewählt werden können, die Vn_l-normal sind. 

Um eine erste Bedingung zu berechnen, legen wir das Orthogonal
netz i" in die Richtungen der kanonischen Kongruenzen (5.177) und 

a 
nehmen zunächst an, daß diese Kongruenzen eindeutig bestimmt sind. 
Wir gehen dann aus von der aus (57) und (59) folgenden Gleichung: 

0~) ~~~,,=O, a+b 
a b 

1) 1895. 1, S. 301 u. f.; vgl. auch 86. 2 und 87.2. Man vergleiche zu diesem 
und dem folgenden Paragraphen Schouten-Struik, 1919. 1. wo auch die ver
schiedenen in der Literatur vorkommenden Formen der Bedingungen eingehend 
erörtert sind. 
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die hier jedenfalls gilt, da sie allgemein gilt für den Fall, daß i" und i" 
a b 

zu verschiedenen Hauptgebieten von h,.A gehören. Anwendung der 
Operation i ro V ro auf diese Gleichung liefert: 

n 

(124) iro(Vroi).)iI'h ).+ iJ'iro (Vroi") h.). +i).i"iroVroh ).=0. a:j= b 
n ab" an b ' abn ,. 

Nun enthält iA h,.). nur i,., da die Kongruenzen i" kanonisch sind. 
a a a 

Ferner 

soll i" Vn_1-normal sein, d. h. es soll u. a. gelten: 
a 

(125) iA i" V,. i). = i" iA V,. iJ .. 
nb a nb a 

Demzufolge geht (124) über in" 
( 6) ·ro HA .,. h ·ro HA .,. h +.)..,..ro V h 12 - ~ .ru ~ uA - ~ • '" ~ uA ~ ~ ~ '" ,,). = O. 

ab' b a' abn 

Nun ist aber: 
(127) .0) .,. h). h 

~ ~ .ro ,.J.=O, 
a b 

da der Tensor h~ 0) h,.A dieselben Hauptrichtungen hat wie hm,.. Infolge
dessen ist (126) gleichbedeutend mit den t (n - 1) (n - 2) Gleichungen: 

(128) I !" f (f V 0) h,.A - 2k~(,. hA)IX) = 0, a =l= b 1) ·1 
Diese Gleichungen bringen zum Ausdruck, daß die Hauptgebiete des 
Tensors !'" V", h,.A - 2 k~ (,. hA) IX die Hauptgebiete von h,.A enthalten. 

Eine zweite Bedingung wird erhalten, indem i'" V w' a, b, c :j=, auf 
(123) angewandt wird. Dann ergibt sich: C 

(129) iro (V 0) i).) i" h,.). + i J· i'" (V ro i") h,.J. + i A iI' i ro V ro h,.). = 0, 
C ab ae b abc 

oder: 
(130) 

Sollen nun i", i" und ~" alle Vn_rnormal sein, so ist: 
abc 

l ~~~~=~~~~=-~~~~=-~~~~ eb a bc a ba c ab C 

(131) = iO) i). V", i). = im iA V ro i;. = - iro i). V ro iJ., 
ae b ca b eb a 

so daß: 
(132) i ro iA V iA = 0 

e b '" a ' 

a,b,c:j= 

a,b,c:j= 

a, b, c i= 

und aus (130) folgen also die t (n - 1) (n - 2) (n - 3) Gleichungen: 

(133 a) rrt~"'V",h,.).=O·1 a, b, c :j= 2) 

1) Sehouten-Struik, 1919. 1. S.210; eng!. S. 603. Rieci gibt 1895. 1. 
S. 309. eine anuere Form. ausgehend von der Gleichung 

a:j=b, 
statt von (123). 

2) Schouten-Struik, 1919. 1. S. 210; eng!. S.603. Ried gelangt 1895. 1, 
S.309. ausgehend von der in Fußnote 1) erwähnten Gleichung zu einer anderen, 
etwas weniger einfachen Form dieser Bedingung. 
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Wenn hJ.';' keine unbestimmten Hauptrichtungen hat, sind die Be
dingungen (128 a) und (133 a) notwendig und hinreichend dafür, daß 
die kanonischen Kongruenzen Vn_1-normal sind. Denn aus (133 a) und 
(130) folgt (132), während aus der mit (126) äquivalenten Gleichung 
(128 a) und (124), (125) folgt. (125) und (132) bilden aber für diesen Fall 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß die kano
nischen Kongruenzen V"_l-normal sind. 

Sind aber Hauptgebiete mit mehr als einer Dimension vorhanden, 
so brauchen nicht alle möglichen kanonischen Kongruenzen V"_l~ 
normal zu sein und infolgedessen gelten (125) und (132) nur für 
den Fall, daß i p und i p bzw. i P , ip und i P zu verschiedenen Haupt-

tJ b tJ b 0 

gebieten gehören. Daraus geht hervor. daß dann (128a) und (133a) 
auch nur unter diesen Bedingungen gelten: 

a + b, 

(133 b) a. b,c +, 

Aus den so beschränkten Bedingungen (128 b) und (133 b) lassen sich 
dann nicht mehr alle Gleichungen (125) und (132) ableiten. es fehlen 
eben die Gleichungen (125). wo i 7 und i" zu demselben Hauptgebiet 

tJ b 

von h;." gehören, sowie die Gleichungen (132), wo i 7 , i P und i" nicht 
r tJ b c 

alle zu verschiedenen Hauptgebieten gehören.· Nun gelten aber für 
haa = hbb neben (130) die Gleichungen: 

{ 
(hcc - haa) i ro (V ro i;.) iJ. + iJ. iJ.' i'" V ro hit). = 0 

(134) tJ beb 0 a a, b, C + 
(haa - hoc) i ro (V", i;.) i). + i). iJ.' i'" V w hJ.';' = 0, 

b 0 tJ C tJ b 

die man durch zyklische Permutation aus (130) ableitet. 
Ist i P V"_l-normal, so ergibt Subtraktion unter Berücksichtigung o . 

der Symmetrie von VtJib in ab: 
o 

(135) I i). iw i" V[w h l). = 0 o tJ b J.' a, b, C +, 

Haben die Hauptgebiete klo •••• k. Dimensionen, so beträgt die 
Anzahl dieser Gleichungen t ~ ku kv (ku + k" - 2). 

Diese dritte Bedingung ergänzt nun (128b) und (133b) zu einem 
auch hinreichenden System von Bedingungen. Aus (135) und (134) 
folgt nämlich für den Fall, daß i P zu einem anderen Hauptgebiet gehört 
wie i" und i7: c 

tJ b 
(136) (iW i). - iw i).) V w i;. = 0 , 

tJ b b tJ C 
a, b, C +, 

1) Schouten-Stt'uik, 1919. 1. S. 211; engl. S. 604. Ricci gelangt 1895. 
1. S.342. ausgehend von der in der Fußnote 1) auf S. 191 erwähnten Gleichung 
zu eitler anderen etwas weniger einfachen Form dieser Bedingung. 
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und dies bedeutet, wenn i" zu einem Hauptgebiet von k Dimensionen 
c 

gehört, zusammen mit den aus (128b) und (133 b) folgenden Glei-
chungen der Form (125) und (132), daß alle zu diesem Hauptgebiet 
gehörigen Kongruenzen senkrecht sind zu den Vn - 1" die durch i" und 

n 

die zu den anderen Hauptgebieten gehörigen Kongruenzen gebildet 
werden. Denn, nennen wir die Kongruenzen in dem betrachteten 
Hauptgebiet i", x = 1 , ... , k, und die Kongruenzen der übrigen Haupt-

'" gebiete i", U, v = k + 1, ... , n - 1, so ist infolge der Gleichungen 
u 

von der Form (125): 
(137) 

und aus (136) und den Gleichungen von der Form (132) folgt: 

(138) 

Die i" sind also zusammen mit i" Vn_l:-bildend (vgl. III, § 3). Infolge 
u n 

(137) und (138) gibt es kLösungen der GleichungiP-V"s=O, deren 
n 

Gradientvektoren in dem betrachteten Hauptgebiet liegen. Da dies 
für jedes Hauptgebiet gilt, gibt es ebenso viele Gruppen von Lösungen, 
als es Hauptgebiete gibt, und in jeder Gruppe befinden sich so viele 
unabhängige Lösungen, als das Hauptgebiet Dimensionen zählt. Es 
muß jetzt nur noch dargetan werden, daß sich die Kongruenzen i" in 

'" dem betrachteten Hauptgebiet so wählen lassen, daß sie Vn_rnormal 
und gegenseitig senkrecht sind 1). 

Durch die Vn-I: der i" und i" legen wir ein beliebiges System von 
u n 

001 Vn _ 1 und nennen von jetzt an die Kongruenz normal zu diesen 
Vn _ 1 , die offenbar in dem betrachteten Hauptgebiet liegt, r Die 

Kongruenzen i", y = 2, ... , k seien in beliebiger Weise senkrecht zu-
11 

einander und zu i" im betrachteten Hauptgebiet gewählt. Da i" eine 
1 1 

kanonische Kongruenz ist, sind i" und i" V2-bildend (S.177), d. h. 
die Gleichungen n 1 

(139) i" 17,. S = 0, il' 17" S = 0 
n 1 

haben n - 2 unabhängige Lösungen. Nun wurde aber oben bewiesen, 
daß es zu jedem Hauptgebiet von k Dimensionen eine Gruppe von 
k unabhängigen Lösungen der ersten Gleichung gibt, deren Gradienten 
in diesem Haulltgebiet liegen. Die Lösungen der ersten Gleichung (139), 
die zu den anderen Hauptgebieten gehören, sind also auch Lösungen" 
der zweiten Gleichung (139). Es gibt daher noch k -1 weitere Lösungen 
von (139), deren Gradientvektoren in dem betrachteten Hauptgebiete 

1) Der Beweis ist von Rieci, 1895, 1, S. 310, nur die Einkleidung ist eine 
etwas andere. 

Se ho U t e n, Rieci-Kalkül. 13 
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senkrecht zu i" liegen, und die demnach auch Lösungen der n - k - 1 
Gleichungen: I 
(140) i" J7" s = 0 

u 

sind. Daraus geht aber hervor, daß das System der n - k + 1 Glei
chungen (139) und (140) k -1 Lösungen besitzt, d. h. daß die i v zusam-

u 
men mit !v und i" Vn_i+1-bildend sind. Durch diese Vn_i+Ilegen wir 

ein beliebiges System von 001 Vn-l' und nennen von jetzt an die 
Kongruenz normal zu diesen Vn - I , die offenbar senkrecht zu f im be-

trachteten Hauptgebiet liegt, iV• Die Kongruenzen iV , Z = 3, ... , k, 
2 z 

seien in beliebiger Weise senkrecht zueinander und zu i" und i" im 
betrachteten Hauptgebiet gewählt. Die Gleichungen: 1 2 

(141) i" J7" s = 0, i" J7" s = 0 
n 2 

haben n - 2 unabhängige Lösungen, darunter die n - k - 1 Lösungen 
der ersten Gleichung, die zu den anderen Hauptgebieten gehören, und 
da f Vn_I-normal ist, eine Lösung, deren Gradientvektor die Richtung 

von i" hat. Es gibt also noch k - 2 weitere Lösungen von (141), deren 
1 

Gradientvektoren alle in dem betrachteten Hauptgebiete senkrech t zu 
i" und i" liegen und die demnach auch Lösungen des Systems der 
1 2 
n - k + 2 Gleichungen (139), (140) und (141) sind. Die i V sind also 

n 
zusammen mit !v, fund f V n_k +2 -bildend. Indem man so fortfährt, 

lassen sich die Kongruenzen in dem betrachteten Hauptgebiete und 
somit in allen Hauptgebieten Vn_I-normal wählen, vorausgesetzt, daß 
die Gleichungen (128 b), (133 b) und (135) gelten. 

Es gilt also der Satz: 
Zu einer Kongruenz i" gibt es dann und nur dann 

-n 
n -1 gegenseitig und zu i v orthogonale Vn_I-normale Konn _ 

gruenzen, wenn für die zu i" gehörigen gegenseitig senk
n 

rechten kanonischen Kongruenzen i", a, b, c=1, ... , n-1 
a 

(die innerhalb der Hauptgebiete beliebig gewählt sind) fol-
gende Gleichungen gelten: 
(128 b) i). i't (iW J7 W h,t). - 2 k ~ Cf' h;.) IX)' = 0, a =J= b, haa =J= hbb 

a b n , 
(133b) i).iriw J7w h,,;.=O, a,b,c=J=, haa,hbb,hcc+ 

abc 
(135) i). i" i ro J7[w h"p. = 0 • a, b, c =J=, haa = hbb + hcc 

c a b 

§ 13. n-fache Orthogonalsysteme. 
Für den Fall, daß i" V n _I-normal ist, wird k,,;. = 0 (57; III, 114) 

n 
und die Gleichungen (128b), (133 b) und (135) sind die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafür, daß die zu i" normalen Vn - I zu 

n 
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einem n-fachen Orthogonalsystem gehören. Die Kongruenzen i," wer
G 

den Kongruenzen von Hauptkrümmungslinien (vgl. S. 178) und es gilt 
also der verallgemeinerte Dupinsche Satz: 

Die V"-1 eines n-fachen Orthogonalsystems schneiden 
sich in Ha uptkrümmungslinien. 

Man kann den Bedingungen (128b), (133 b) und (135) eine ein
fache geometrische Deutung geben. Die Gleichung (128 b), wo jetzt 
der k}.1' enthaltende Term verschwindet, und (133 b) sagen aus, daß die 
Hauptgebiete der betreffenden Komponenten der Tensoren i ro V m hl'}. 

" und ~ro V m hl'}. die Hauptgebiete von hl'}. enthalten 1). Um auch die 

Gleichung (135) geometrisch zu deuten, sei bemerkt, daß: 
(142) V[ro hl'l}. = V[m V,<l i}. - V[ro il'] u}., 
und demnach: "" " 

{ 
2i}. il' im V[m hul}. = i}. il' iro Kml'J.,. i" - i}. il' im h[ml'l U}. 

(143) c b G • c b G "c b G 11 

= i}. il' im i" Kml'}." = K abc" = o. 
c b G 11 

Nun ist: 
(144) il' im Km I'}." i" d (J 

b G n 

die Änderung, die der Vektor i" erfährt, wenn er um den Rand des 
11 

Flächenelementes iEl' i ml da geodätisch herumgeführt wird. (135) besagt 
IJ G 

also, daß diese Änderung in dem zu i" und i" gehörigen Hauptgebiete 
des Tensors hl'). liegt2). G IJ 

Zusammenfassend läßt sich also der Satz aussprechen: 
Ein System von 001 V"-l in einer V" gehört dann und 

nur dann zu einem n-fachen Orthogonalsystem, wenn bei 
einer Verrückung senkrecht zu irgend m der Hauptgebiete 
d~s zweiten Fundamentaltensors 'h}.1' die -Komponente des 
Differentials von 'h}.1' in dem Gebiet, das durch diese m 
Hauptgebiete bestimmt ist, Hauptgebiete hat, die die er
wähnten m Hauptgebiete en thalten, und: überdies, bei geo
dätischer Herumführung des Vektors i" längs des Randes 

n 
eines in einem Hauptgebiete liegenden Flächenelementes, 
der Zuwachs von i" in diesem Hauptgebiet liegt. 

11 

Da die V"_l-Komponente von imVro'hl'}. Hauptgebiete hat, die 
n 

die Hauptgebiete von hl'A enthalten, folgt: 
DerOrt derUmbilikalpunkte eines Systems von 001 V"-l' 

die zu einem n-fachen Orthogonalsystem gehören, setzt 
sich zusammen aus Kurven der zu den V"-l normalen Kon
gruenz 3). 

1) Lsv'Y, 1870, 1, für Va in R s• 
2) Schouten-Btruik, 1919. 1,5.461; eng!. 5.693. 8) Lsv'Y, 1870, 1, für VlIinRs • 

13* 
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Aus (143) folgt, daß in einer Vn , in der jedes System von n senk
rechten Richtungen in jedem beliebigen Punkte zu einem n-fachen 
Orthogonalsystem gehört, alle orthogonalen Bestimmungszahlen von 
Kwp,)." mit mehr als drei ungleichen Indizes verschwinden müssen. 
Die V ~ muß also konformeuklidisch sein: 

Eine Vn , die n-fache Orthogonalsysteme in jeder Rich
t ung und Lage zuläßt, ist eine Cnl). 

§ 14. Bedingungen für einen Tensor mit Vn_1-normalen 
Hauptrichtungen. 

Sind die n Hauptrichtungen jV eines Tensors T}.p, alle Vn _ 1-normal, , 
so bilden sie ein n-faches Orthogonalsystem und umgekehrt. Wir nehmen 
zunächst an, daß T).,. nur eindeutig bestimmte Hauptrichtungen hat. 
Notwendige und hinreichende Bedingungen sind also: 

(145) i}.ip, V" i). = 0, 1·,k,l=1, ... ,n; J·,k,l=t-. 
kir- i 

Diese Bedingungen lassen sich in eine andere T).I' enthaltende Gestalt 
bringen. Differentiation von: 
( 6) .).. T 
14 ; r 1'1' = ° , 

ergibt: 
(147) 

oder: 
(148) (T -T.-)iwi)·V il.+i}.il'iwV Tl. =0. 

kk JJ lkw j j k I co !l 

Aus (145) und (148) folgt: 

(149a) 
1 __ il._i_I'_iO_' _V_w_T_). __ O ___ -_J', k .. l t ·1 ~ k I P, , 

j,k t 0. 

{ j, k, l = 1, ... , n 
j t k. 

Umgekehrt folgt (145) aus (148) und (149a). Hat also Tl.p, nur 
eindeutig bestimmteHauptrichtungen, so ist (149) notwendig 
und hinreichend dafül', daß diese Rich tungen V n - 1 -normal 
sind. Hat T).f' auch unbestimmte Hauptrichtungen, so brauchen nicht 
alle möglichen Hauptrichtungen V n -1 - normal zu sein und infolgedessen 
gilt (145) nur für den Fall, daß f. fund f zu verschiedenen Haupt-

gebieten gehören. Daraus geht hervor, daß dann (149a) auch nur unter 
diesen Bedingungen gilt: 

(149b) I Ytiw V w TI'). = 0, j, k, l t, Tjj ; Tu, Tl! t ·1 
Aus den so beschränkten Bedingungen (149b) lassen sich diejenigen 
der Gleichungen (145), in denen j", fund f nicht alle zu verschiedenen 

1) Schouten-Struik, 1919, 1, S.462; eng!. S.693; Schouten, 1921, 2, S.84. 
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Hauptgebieten gehören, nicht mehr ableiten. Ist aber T j ) = T 1ck, so 
existieren neben (148) die Gleichungen: 

f (Tu - Tjj ) im iJ. V m iJ. + iJ. il' i'" V w T, u = 0, 
1 I Tc Tc I 1 ',.. 

t (Tjj - Tu) im iJ. V m iJ. + iJ. ~It im V m TJ." = 0, 
k, I l,k 

(150) 

aus denen durch Subtraktion entsteht: 
(151) (Tu - Tj )·) (iw i l. - im iJ.) V w iJ. + iJ. iw ilt V[w T,,]J. = ° . 

Vk k1 ll/k 

Aus dieser Gleichung folgt unter Berücksichtigung der Symmetrie von 
Viik in j k: 1 _~ ____________________________________ -. 

(152) I fttV[W T,t] I. = 0, j,k,lt, Tjj=TkktTll·1 

Umgekehrt folgt aus (152) und (151): 

(153) (iw i l. - i'd iJ.) V iJ. = ° \i Tc kiwI ' 

und wie auf S. 193 wird dann bewiesen, daß sich die Kongruenzen in 
den Hauptgebieten von TJ.I' so wählen lassen. daß sie alle Vn_cnormal 
und gegenseitig senkrecht sind. Es gilt also der Satz: 

Die Hauptrichtungen eines Tensors TJ.lt können dann 
und nur dann so gewählt werden, daß sie alle Vn_1-normal 
sind, wenn für die gegenseitig senkrechten Kongruehzen 
i", j = 1, ... , n, die alle in einer Hauptrichtung von TI. ,I, 
1 
liegen und innerhalb eines Ha uptgebietes beliebig geWählt 
sind, folgende Gleichungen gelten: 

. lffimvw T" I, =0, j,k,l.t, Tjj,T",,,,,Tllt. 
(149b) iJ. '" 'w V T - 0 . k l.J.. T T.J.. T ; J 1 [w 1']).-. 1" -r, jj= kk-r n· 

§ 15. Die Beziehungen der Krümmungsgrößen der V mund 
der Vn • 

Ist v" ein in der V m liegendes Feld, so ist: 

(154) 1 
B; v'" v" = v~ v" + B; (v", l) (Ap - Bp) 

v,,, PB'" V B" = I'V +v I' '" P 
= V;, v" + v'" H;i." . 

Differentiation liefert: 
B P"'" V V l' + B P'" V B'" V y WI'1' [fJ ,,] V W1'I' [P .] '" v = 

v, V' "+BP"'V B'" aV Bl' = [m 1'] V ro1'l' [P .] v '" ,j 

v, V' "+ aB P '" "V V Bl' = [m 1'] V V [00 I'] l' P '" a 
v, V''' a B P "'" '"" V V . . = [w I']v -v [WI']1'''':;'' P ",tat" 

e e e 
(155 ) 

= V[mV~]v" _vJ B[!'~l;~(V", ia)i"(Vpi")i. 
e e e e e 

v, V' l' J B P '" "H' .' H . l' = [w I'lv -v [WI'] " "'" p •• , 
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so daß: 
(156) B P"'''K·''Y)'- K'···"). 2 ).H· ·"'H· Y - ro"y p",;, V - - 01"). V - V ).[.u ro].", 

oder: 

(157) 

Dies ist die Verallgemeinerung der Gaußschen Gleichung für V m in Vn , 

durch welche die Beziehungen zwischen K:"").,, und der Vn _ 1-Kompo
nente von Kw,,).v gegeben sind [vgl. IV,212 1)]. Durch Anwendung 
von (83) erhält man eine andere Form der Gleichung: 

I 
e ,e I 

(158) K'w,,).v = B!;~f Kp",~y + 2 ~ h[w[).'h,,]v] I 
K'",,,,.,, ist die Krümmungsgröße der V m' als Mannigfaltigkeit für sich 
betrachtet, oder die absolute Krümmungsgröße der Vm , B!;~tKp",~y 
ist die Krümmungsgröße einer die V m im betrachteten Punkte tan
gierenden, in Vn geodätischen V m' Diese Größe kann daher die er
zwungene Krümmungsgröße der Vm genannt werden. Der zweite 
Term rechts ist die Krümmungsgröße, die die V m haben würde, wenn 
die Vn eine Rn wäre, oder die relative Krümmungsgröße der Vm. 
(158) läßt sich also folgendermaßen aussprechen: 

Die absolute Krümmungsgröße einer Vm in Vn ist die 
Summe der relativen und der erzwungenen Krümmungs
größe, 

Für eine in Vn geodätische V m verschwindet Hi.;" und es gilt" also 
der Satz: 

Die Krümmungsgröße einer in Vn geodätischen Vm ist 
die Vm -Komponente der Krümmungsgröße der Vn • 

e e 
Die Größe 1; h[ro [). h,,] v] kann aber auch verschwinden, ohne daß 
e e 

die h,,). Null sind. Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn in einem axialen 
Punkt der Rang des zur ausgezeichneten Richtung gehörigen Tensors 
h.lt ). eins ist 2). In einer Sn hat Kro/,).v die Form (26), und es ist also: 

(159) 
2 e e 

K;"").,, = - n (n -1) K g[ro[). g~],,] + 21;h[ro[). h,t],,] , 
e 

was für m = n -1 übergeht in: 

(160) K'w,,),v = - n (n 2_ 1) K g[w[).g;t]'P] + 2h[w(}, h.u] v], 

Im ersten Abschnitte (I, § 10) wurde gezeigt, daß h,d durch h[OJ[). h,t]'P] 
nur dann eindeutig bestimmt ist, wenn h,,), einen Rang> 2 hat. Ände
rung von h,,). bedeutet aber Biegung der Vn - 1 , Es gilt also der Satz: 

1) Lipsehitz, 1870, 2, S,292; Ried, 1902, 2, S,359, 
2) Andere Fälle behandelt Cartan, 1919, 3; 1920, 4, 
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Eine Vn - 1 inSn kann dann und nur dann verbogen werden, 
wenn der zweite Fundamentaltensor einen Rang :::;;:2 hat1). 

§ 16. Absolute, relative und erzwungene Krümmung einer 
VIII in Vn0 

überschiebung von (158) mit - (1 g'0)1' g"Li.. erzeugt, wenn 
1 m m-1) 

wir Ku schreiben für - ( K': 
m m-1) 

1 2 8 8 

(161) Kb = - m (m _ 1) g'OJ" g'ft Ä K OJftÄv -- m (m _ 1) ~ g'OJ" g'fti. h[OJ[Ä hft1 "1 

Ko ist die absolute Krümmung der Vm , 

(162) K - _ 1 g'OJ"g'ftÄ.K 
z - m (m _ 1) co,..)'" 

die erzwungene Krümmung, und 
2 e e 

(163) Kr = - ~(m -1) ~g'CO" g',..Ä h[co[Äh"'1"] 

die relative Krümmung der Vm • 

(161) besagt also: 
Die absolute Krümmung einerVminVnist dieSummeder 

relativen Krümmung und der erzwungenen KrümmungS). 
Ist die Vn eine Sn, so ist die erzwungene Krümmung Kz in,hllen 

Punkten der V m gleich und von der Lage und der Maßbesti.mmung in 
der V m unabhängig. Kz und Ko sind also Biegungsinvarianten und dar
aus geht hervor, daß auch Kr eine Biegungsinvariante ist. 

Die relative Krümmung läßt sich in einer V n folgendermaßen um
formen: 

Kr = - _(_'_1) 1:1:icoi"i'" i Ä Hv J),) V,.. t - (V J,,) V" i),} 
m m - e ab a a b b 

(164) 1 "",a~b{.., (V ~) . . (V ~) = - ~ Z ~co ~.. co~),~" ~ft ,..~,,-
m (m - 1) e ab a b ab. 

- i OJ i" (V co i,,) i,.. i), (V ft i),)}. 
a a b b 

Wählt man nun für jeden Wert von e die i" verschieden, und jedesmal 
a 

in den Hauptkrümmungsrichtungen in bezug auf die Normale i", d. h. 
/I e 

in den Hauptrichtungen des Tensors hft)" so wird: 
(165) iCOi), Vcoi), = 0, 

a b e 

(166) 
/I 

ico i), V co i), = haa 
a a e 

a=l=b 

1) Killing. 1885. 1. S. 238; F. Schur. 1886. 2, Va in R,; Bompiani. 1914. 
2. V"_ l in RIO: weitere Literaturangaben bei Struik. 1922. 5. 144. 

2) Ricci. 1902. 2. S. 361; die Namen absolute und relative Krümmung hat 
Ricci eingeführt. 
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und (164) 

(167) 

Die Riemannsche übertragung. 

geht über in: 
1 a:f,b e 6 

K r = m(m-l) ~~ haahbb • 

Die relative Krümmung ist also die Summe der algebrai
schen Mittelwerte der zweifaktorigen Prod ukte ungleich
namiger Hauptkrümmungen in bezug auf n-m beliebige 
zueinander senkrech te Normalen der V m 1). 

Für eine V m in Sn ist also diese Summe eine Biegungsinvariante 11) 
und für eine V m in Rn ist sie der absoluten Krümmung gleich. 

§ 17. Bedingungen für eine VIII in VII. 
Für eine V m in V" gilt (158), und die erste Bedingung ist also, 

daß sich - B!;~tKP""'r + K:., 1'),,, als Summe von n - m Bivektortensoren 
von der einfachen auf S.35 beschriebenen Art schreiben läßt. Die 
Integrabilitätsbedingungen von (83~) lauten: 

(168a) 

oder 

(168b) 

wo: 
( 6 ) , / Bill (V ')'P Bill (V '}'p 1 9 v., = Ä, III!P ~ = - ., 111 ~ß ! . 

• 8/ /8 
DIe 1- (n - m) (n - m -1) Vektoren v., = - VÄ,' e =1= f, liegen in der 
V m und genügen den Gleichungen: 

1 v, el v' Bill (V ')'Y B P 111 V (J7 ')'1' 
[w v"] = [w .,] lII!r ] = [wÄ,] P 1II!1' ] 

= lB!"J.KplllylJilJ i Y + B[~f](Vllliy)VpiY 
e / e I 

(170a) 

oder 

V' 13/ 1BPIIIK .1I.y I ... 8 .... ,8g g/ 
[w v"] ="2" ",., (llIIylJ ~ ~ + h[ro hl] .. + ~ V[w VÄ,], 

6 / g 
(170b) 

1) Ricci. 1902.2. S.361. V .. in VII' 
I) LipschiJz, 1870. 2. für V", in R .. ; Killing. 1885. 1. S.246f. für V .. in 

S... Für die anderen komplizierteren Biegungsinvarianten s. Schouten-Struik. 
1921. 10. S. 10 u. f. Ein Referat über diese Arbeit findet sich bei Struik. 1922. 5. 
S. 128 u. f. 
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die durch Differentiation aus (169) gewonnen werden. Für eine V m 

in Sn gilt also der Satz 1): 

Eine V m kann dann und nur dann in einer Sn unter
gebracht werden, wenn 

1. lK:.,,u;'v + n (n1_1) Kg[oo[ .. gj.jvj sich als Summe von n - m 
6 e e 

Größen der Form h[lO[ .. h",jvj schreiben läßt, wo die h",;. n - m 
Tensoren in der V m sind und 

2. es überdies in der Vm !(n-m)(n-m-1) Vektoren 
61 16 I'b d' . d T V;. = - V;., e =l= , gl t, le zusammen mIt en n - m ensoren 
e 
h",;. den Gleichungen (168b) und (170b) genügen. 

Für m=n-1 verschwindet (170b) und (168b) lautet jetzt: 

(171) 17' h 1. BP"'d K .y 
[00 ",j;' ="2" 00"';' P"'dy!' 

Dies ist die Verallgemeinerung der Codazzischen Gleichung für Vn - 1 in 
Vn • Es gilt also der Satz: 

Eine V"_1 kann dann und nur dann in einer Sn unter-

gebracht werden, wenn !K:"l'b+ n (n 1_1) Kg[ro[;.gj.jvj sich in der 

Form hroo[;.hl'jvj schreiben läßt, wo hl';' ein Ten~or der V n - 1 ist, 
der der Gleichung (171) genügt. 

§ 18. Anderung des Krümmungsaffinors H,;i~ bei konformen 
Transformationen der Vno 

Ist eine Kongruenz gegeben durch den Einheitsvektor i V und wird 
die Vn der konformen Transformation (2) unterworfen, so ist der neue 
Einheitsvektor : 
(172) 'i"=o-!iv • 

Infolge (4) und (5) gilt also: 

(173) {
'J7 '·v 17 ,.v 1.";' "'v+ 1"" + 1. ""'A" I' $ = I' ~ -"2" , g;.1' S'" g "2" ~ SI' "2" S'" ~ I' 

_1 (17'" 1.' " 1. .", AV) 1';''' 
= 11"2" '" ~ -"2" ~I' S +"2" S'" ~ 1'; S = g S). 

und: 
(174) 'u"='il"J7I"iv =O-l(U"_!SV), 

wo S" die Komponente VOn sv..l i" ist: 

(175) SV = s" - i" i'" s'" • 
Es gilt also der Satz: 
Bei einer konformen Transformation 'g;.", = og;.1' entsteht 

der neueKrümmungsvektor 'u" einer Kongruenz, indem der 

1) Ric;c;i, 1884, 1, für V .. _ 1 in R .. ; 1888, '1, für V ... in R .. ; Kühne, 1903, 1, 
für V .. in V •• (158) und (168b) treten für V .. in V .. schon auf bei VofJ, 1880, 1, 
S. 139, Weitere Literaturangaben bei Struik, 1922, 5, S. 136. 
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Endpunkt von u" um - iS"" verschoben wird und der so 
entstandene Vektor durch 0 dividiert wird l ). 

Ist eine V m in der V,. gegeben, so ist infolge (83 a) und (173): 
'H"" "'" B"'" ('V ,.(J) '." 

.II). =-~ "g{Jl "'! ! 
e 

(176) 
= -1:B~ 'glU (V", 'iP - i 'i" sP + i sy'iY A~) 'i" 

11 e e Il 11 

H ··" 1 "",.y .", = "l - -s~! sY! gt-d. 
e 

H ··" l' " = "i. - -sgl'lZ , 
wo z" die Komponente von s" senkrecht zur V m darstellt. Der Vektor 
der erzwungenen Krümmung u"" einer Kurve i" der V m transformiert 
sich also folgendermaßen: 

(177) ,,,,,_,.l'··"'H··,,_1(,,,, 1") u - $ $ ,". --;; u --sz , 

und für die Transformation des Krümmungsgebildes gilt daher der Satz: 
Bei einer konformen Transformation 'gll' = ogl" einer 

Vm in V,. entsteht das neue Krümmungsgebilde, indem das 
Krümmungsgebilde um - iz" verschoben wird und die 
Radien vektoren der so entstandenen Figur durch 0 divi
diert werden 2). 

Aus diesem Satze folgt, daß die Dimensionenzahl m' des Krüm
mungsgebietes bei einer konformen Transformation der V,.· übergeht 
in m' - 1, m' oder m' + 1. Ein axialer Punkt geht z. B. im Allgemeinen 
über in einen planaren Punkt, ist aber der Ort der Endpunkte der 
Krümmungsvektoren ein Punkt, so entsteht bei einer konformen Trans
formation wieder ein axialer Punkt oder ein Punkt, in dem m' = 0 
ist, d. h. wo H;,;" verschwindet. 

Andere Folgerungen 2) sind: 
Ist eine Vm in V,. gegeben, so läßt sich stets eine kon

forme Transformation der V,. angeben, bei der die Vm über
geht in eine Minimal-Vm• 

Ist eine Vm in V,. gegeben und in dieser Vm eine Kon
gruenz, so läßt sich stets eine konforme Transformation 
der V,. angeben, bei der diese Kongruenz übergeht in ein 
System von Haupttangentenkurven. 

§ 19. Anderung der Krümmungsgröße K;,/~i" bei bahntreuen 
Transformationen der übertragung. 

In einer V,. gehen wir zu einem neuen Fundamentaltensor über. 
Dann ist: 
(178) f 'V "- V " + A"" }. I' V - I' V I'l V 

l'VI' WJ. = V,. WJ. - A;r w" 
1) Schouten-Struik. 1921, 9. 2) Schouten-Struik. 1923. 13. 
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und die Bestimmungszahlen des in JL}. symmetrischen Affinors A;l" 
sind die Differenzen von Tl:} und e:}. 
(179) A .... = ,{,-,..} _ {A,..} 

,..A .. ... 

Die neue Krümmungsgröße läßt sich unmittelbar der Gleichung (H, 121) 
entnehmen: 
(180) 'K· .... K .. • .. 2V A·· .. +2A· '''A' .,. o>,..A = o>,..A - [0> ,..]A A[o> ,..]". 

Die Transformation der Übertragung ist dann und nur dann bahn
treu (vgl. H, § 8, IV, § 1), wenn 

(181) A;i"=A~PA+A;:P,.., 
wo PA irgendein Gradientvektor ist, da die Inhaltstreue der Übertragung 
gewahrt bleibt (IV, § 1). (180) geht dann über in die einfache Gleichung: 

(182) 

wo: 
(183) 

{ 'K;,,;.r" = K:',:l" + 2A[0> V,..] PA - 2 A[o> P,..l PA 

= K;,;i" + 2 A[o> P,..]l, 

(182) ließe sich auch unmittelbar der Gleichung (IV, 4) entnehmen, da 
hier P[w,..l verschwindet. Aus (182) folgt bei Faltung nach ro,,: 

(184) 'K,..l = K,.A + (n -1) P,..l' 

überschiebung von (182) mit 'g;" = 'g .. ccgcc" lehrtl): 

( 85) 0 ,. "P 1 = g[w ,..1l. 

Aus dieser Gleichung läßt sich ableiten, daß es n Richtungen gibt, die 
sowohl für 'gl,.. als für PlI' Hauptrichtungen sind. In der Tat, sind 
i", i = 1, ... , n, Einheitsvektoren in n Hauptrichtungen von 'gA,... so ist: 
1 

( 6 ,.l Y' .. ). 
18 ) gm = T gJJJQ)~ , 

(187) P,..l == '5' PJk i,. i). . ik i k ' 

und (185) ist äquivalent mit: 
(188) J:'gZ[JPk]l=O, 
oder: 
(189) 

I 

Gehören nun i" und i" zu verschiedenen Hauptgebieten von 'g"l" so 
i k 

ist 'giJ -'gu =1= 0 und es verschwinden also alle orthogonalen Bestim-
mungszahlen von Pl,.. mit zwei zu verschiedenen Hauptgebieten von 
'g).,.. gehörigen Indizes. Da das gleiche auch umgekehrt gilt, haben die 
Tensoren wenigstens ein System von Hauptrichtungen gemeinschaftlich. 

1) Das Herauf- und Herunterziehen von Indizes bezieht sich auf den Fun

damentaltensor g", •. Man bemerke, daß' K:';iCC'gcc .. inl" alternierend ist, dagegen 
'K",,, 1 .. nicht. 
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Es ist noch die Frage unerörtert geblieben, ob es überhaupt mög
lich ist, 'gA" so zu wählen, daß A~i" die Form (181) bekommt. Nun 
ist in diesem Falle infolge (178): 

(190) I' g",p = "g",p I'''' g"p "p g"", { J7 ' 'J7' + A" '" + A • ''', 

= 0 + 2P" 'g"'fI + P",'gfl" + PfI'g",,,· 
Gilt aber umgekehrt (190), so ist: 

(191) A · . '" + A •. '" 'p' + p' + P , "'" g"fI "p g"", = ~ "g",p '" gp,. p g""" 
woraus durch zyklische Permutation und Addition wie in (II, § 6) folgt: 

(192) 

Durch überschiebung mit dem zu 'gA" gehörigen kontravarianten Tensor 
I"gPYl) folgt aber (181). Die Transformation der übertragung ist also 
dann und nur dann eine bahntreue, wenn für den neuen Fundamental
tensor die Gleichung (190) gilt, wo PA irgendein Gradientvektor ist._ 
Wendet man auf (190) die Gleichungen (149b) und (152) an, so folgt, 
daß 'gA" n Vn_cnormale Hauptrichtungen besitzt. 

Es gilt nun, die Integrabilitätsbedingungen der Gleichung (190) 
aufzustellen. (Nach (IH, § 6) lauten diese Bedingungen: 

(193) {K;"~;"" 'g"p + K;";;" :g"", = 4 (J7[ro p(",)' g,ulPl - 4 p[ro p(",' g"IP) 

= 4p[ro(", g"IP)' 
Diese Gleichung läßt sich auch aus (182) ableiten, da K;"/~(;"" 'gp) " infolge 
der dritten auch für 'K;,,;;.'" 'g",,, gültigen Identität (H, 147) verschwindet. 

Für den Fall, daß die V" eine S" ist (S. 171): 

(194) K =- 1 K 
o n (n - 1) 

ergibt sich aus (193): 
(195) (Ko g[iß('" - 2 p[ro(",) 'g"lPl = 0 

und daraus geht hervor, daß KogA" - 2PA" sich nur um einen skalaren Fak
tor von' gl" unterscheiden kann. (182) geH also für diesen Fall überin : 

(196) 'K;";";." = 2 KogA[iß A;l - 2PA[iß A;l = IX 'gA [ru A;l 

wo IX ein Koeffizient ist. 'K;"~";." hat also dieselbe Form wie K;";i". 
Dies ist der Satz von Beltrami: 

Eine S" geht durch bahntreue Transformation über in 
eine Sn oder eine R". 

Durch überschiebung yon (193) mit g"'" entsteht: 

{ K;""'g,,p - K~ ;"p"'g"", = p;" ""g",p - ('" p"",'grup 
(197) 

+ PQ)P'g"",~/'" - Pfi""g",ro. 
-----

1) Man beachte, daß 'gPr {o 'gPr = Ig1"iP g"r . 
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Nun ist K~~r 'g"", infolge der für K~;;," gültigen Identitäten (II, § 14) 
ein Tensor (II, Aufg. 7), und das Gleiche gilt infolge von (185) von 
der rechten Seite von (197). Aus (197) folgt demnach: 

(198) K[;" " 'gpj v = 0 . 

Es gibt also n Richtungen, die sowohl für 'g;." als für K;." Haupt
richtungen sind, und in einer V n mit eindeutig bestimmten Haupt
richtungen kann demnach der Gleichung (190) nur genügt werden durch 
Tensoren 'g;.p,' die eben diese Richtungen als Hauptrichtungen haben. 
Es ist die Frage, ob es gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von 'g;". 
und hp, gibt, die sich mit gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von 
'gA" und K;,p, decken. Dies ist zunächst nur sicher für den Fall, 
daß 'g;." nur eindeutig bestimmte Hauptrichtungen hat. 

Zur Beantwortung dieser Frage legen wir die Kongruenzen i" in 
1 

irgendwe1che gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von 'gAI' und h!,· 
(193) geht dann über in: 

(199) ('gll - 'gkk) K ijkl = Pile 'gjl + Pil'gl" - Pjk 'gil - Pil'gik' 
Für i = i und ebenso für k = 1 verschwinden beide Glieder identisch. 
Sind wenigstens drei der Indizes i, j, k, 1 ungleich, und gehören kund 
1 nicht zum nämlichen Hauptgebiet, so folgt!): 

(200) K ijkl = O. 

Ist aber i = k, i = l, i 04= i, so ergibt sich: 

(201) (' gjj - 'gii) K ijij == Pi; 'gjj - Pt; 'gii' 
Jedes Hauptgebiet von 'g;.u liegt also in einem Hauptgebiet von h,t> 
da nach (201) alle zu diesem Hauptgebiete gehörigen orthogonalen 
Bestimmungszahlen von P;." untereinander gleich sind. Das Umgekehrte 
gilt nicht, da aus Pii = pjj auch folgen kann, daß KiN verschwindet. 
(Ist K~~l"=O, so unterscheiden sich PJ." und gJ.p, nach (201) nur um 
einen Zahlenfaktor.) überschiebung von Krop,;." mit 'gro" lehrt, unter 
Berücksichtigung von (200): 

{ Kroik" 'grov = 'X, K 1jkl ' gll }." 
(202) l" 104=k,gjjcfgkk 

= K jjkj gjj - K kjkk gkk = 0, 

und die gewählten Hauptrichtungen sind also auch Hauptrichtungen 
der überschiebung Krop,;""gro". Die Gleichung (197) geht über in: 

(203) {Kji ' gii - ~ K 1jil ' gll = Pii : gii, - g"'P p",p 'gji + g"'P' g",p Pji 
- Pij gjj. 

Für i 04= i lehrt diese Gleichung unter Berücksichtigung von (202): 

(204) K ji ' gii = ~ K 1jil ' gll = 0, i cf i, 'gii cf' gjj 
und für i = i: I 

(205) K ii 'gi;' - 2:, KlW'gll = - g"'P P"'P 'gii + g"'P 'g",p Pii' 
I 

1) Fubini, 1905. 2, S. 316. 
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Aus (204) folgt, da 'gA.", d~n Rang n hat. und also keine der Bestim
mungszahlen 'g" verschwinden kann, daß Hauptrichtungen, die 'gA.,.. 
und PA,.. gemeinschaftlich sind, auch Hauptnchtungen von KA.I' und 
infolge (184) also auch Hauptrichtungen von 'KA.I' sind. Die Tensoren 
'gA.", , p)."" KA.I' und 'KA.,.. haben also wenigstens ein System 
von n Hauptrich tun gen gemeinschaftlich. 

Eine Beziehung zwischen PA.,.. und den Determinanten 'g und g 
der Tensoren 'g).", und g).", wird erhalten durch Überschiebung der Be
dingungsgleichung (19O) mit 'g"'P: 
(206) (J7",'g",p}'g"'P=2(n+1}p"" 

indem man dabei berücksichtigt, daß: 

(207) dlog g' = 'g"'P d 'g",p - g"'P d g",p = 'g"'P ~ 'g",p. 
g 

Denn aus (206) und (207) folgt: 

(208) 
1 'g 

PI' = 2(n+ 1) V",logg' 

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man p). aus (19O) eliminieren und so 
in einfacher Weise prüfen, ob für einen gegebenen Tensor 'g).,.. die Glei
chung (190) erfüllt ist. 

Betrachtet man nur Lösungen mit eindeutig bestimmten Haupt
richtungen, so lassen sich die Gleichungen (190) auf eine einfache Form 
bringen. Wird das Orthogonalnetz in die Hauptrichtungen von 'gA.,.. ge
legt, so geht (190) über in: 

(209) V.I'gii~1; ~z = 'g1;Z Vilogp + ! 'gI( V1;Iogp + i'g1;i Vzlogp, 
1 1 1 

oder: 

wo: 
(211) 

gesetzt ist, was immer erlaubt ist, da p). ein Gradientvektor ist. Diese 
Gleichung zerfällt in vier Gleichungen: 

für i, k, l =1= 

(212) 

für i = k =1= l: 
(213) ('gU-'gH) Viii = - i'g"V,logp, 

I 
für i =1= k = l: 

(214) 

für i = k = l: 

(215) 

. a , 'VI ~,..- gu= - gu i ogp, • ax'" 

. a, 'V I ",..- g .. = -2 g .. . ogp. , ox'" u U • 



§ 19. Krümmungsgröße K;";i" bei bahntreuen Transformationen. 207 

Aus der ersten Gleichung folgt, daß die Kongruenzen i" Vn_i-normal 
; . 

sind [vgl. (131) und (IH, 114)]. Wählt man Hilfsvariablen x', i = 1, •.• , n 
so, daß ihre äquiskalaren Vn - 1 zu den r normal sind, und ist: 

(216) 

so ist: 

(217) 

und: 

i 
dsz = 1: HZ dx' dx', , 

Vi ii = (V" iJ.) iI" iJ. = - i" (V" iJ.) iJ. = - ip (V" H ;;.) iJ. 
Z ,..." , i""" ,"" I , , 

(218) = -Ht(Vp~)r= -Hr(V,,;,)r 

, • 1 ' 
- -H'p V H-l- H-l ologH - I" - (hl ' 

Die Gleichungen (213), (214) und (215) gehen dann über in: 

(219) 

(220) 

(221) 

I 

(
I i)OlOgH iJ I 

2 e - e -a;r- = iJ Xl e 
o Tc 

iJx,Pe=O, 

o , , iJp 
iJx,Pe+!!iJx' =0, 

wo ei für 'gi( aus (213) gesetzt ist, da 'g" jetzt, wo die Hilfsvariablen x; 

angenomme~ sind, eine andere Bedeutung bekommen hat, 'gi; = ~ A·. 
Stellt man die Integrabilitätsbedingungen von (219) auf, so entstehen 
die Lameschen Gleichungen 1): 

I I 'I i '" 
~ = H-1 oH iJH li-li!!... iJH 
iJx"'oxl dx l iJx'" + iJx'" iJxl ' 

(222) 

die bekanntlich identisch sind mit der Gleichung: 

(223) K'mz. = 0, i, m, l =l= 

die ein Spezialfall von (200) ist. Für die Integration von (219-221) 
sei verwiesen auf eine Arbeit von Levi-Civita 2), wo diese Gleichungen 
in Beziehung gesetzt sind zur Transformation der dynamischen Glei
chungen. 

Setzt man: 
( ) '1 2 , I 'g 224 qJ.p = 2 gJ.p ogp = n + 1 gJ.p og g , 
so folgt aus (190): 
(225) V(ro qJ.p) = O. 

1) Vgl. z. B. Bianchi-Lukat, 1899. 4. S.485. 
2) 1896, 1. Vgl. auch Fubini. 1905. 2 und Wright, 1908. 1. S.80 u. f. 



208 Die Riemannsche übertragung. 

Existiert also ein Tensor g).f" so existiert ein Tensor, dessen gemischter 
erster Differentialquotient verschwindet. Das Umgekehrte gilt nicht. 
Ist i" irgendeine geodätische Kongruenz, so ist stets: 

(226) if' V,. q",p i'" iP = 0, 

d. h. die Komponente des Tensors q).f' in irgendeiner geodätischen Linie 
ist längs dieser Linie konstant. Die Differentialgleichung der geo
dätischen Linien: 
(227) d2x" {).f'} dx). dxf' = 0 

ds2 + " ds ds 

hat also, im Falle ein Feld q).f' existiert, ein quadratisches erstes 
Integral: 
(228a) 

dx"'dxP 
q",PdsdS = Konstante. 

In derselben Weise beweist man, daß die Differentialgleichung der 
geodätischen Linien ein erstes Integral pten Grades: 

(228b) 
dxA, dx' p 

q. ,-- ... -- = Konstante 
1., ... Ap ds ds 

besitzt, wenn der gemischte erste Differentialquotient von q)., ... Ap ver
schwindet. 

§ 20. Infinitesimale bahntreue Transformationen. 
Erleidet der Fundamentaltensor eine infinitesimale Transformation: 

(229) 'g;.,. = gA,t + h;.f' dt, 
so ist: 
(230) 'gA,. = g"u - h"f' d t. 

Aus der aus (190) folgenden Gleichung: 

(231) O='Vf"g",p= Vf"g",p-A;;"'g"p-A;p"'g",. 
ergibt sich: 
(232) dt VI" h",p = A,~~" g"p + A;p" g""" 
oder: 
(233) idt (V,U hll10 + Vl h",f' - V", hf'A) g"''' = A,;i ", 

eine Gleichung, die man weniger einfach auch dureil Berechnung der 
Transformation der Christolfelsehen Symbole erhalten kann. Die Glei
chung (180) geht über in die einfachere Form: 

(234) 
oder: 

(235) {' K;,;;.''' = K;;;''' - idt {2 V[w V 1"1 hA",+ V 00 VA h"". - V I" VA h",oo 
- V 00 V",hf'). + V" V", hoo ).} g"'''. 

Erleiden die Punkte der VB eine Verrückung v"dt, so wird da
durch die Maßbestimmung geändert. Dieselbe Änderung entsteht, 
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wenn man die Punkte in Ruhe läßt, glp, aber so infinitesimal trans
formiert, daß: 
(236) hlpdt = zV (p v).) dt 
oder: 
(237) hp,;' = 2 V (p v).). 

Man beweist·diese Eigenschaft wie im § 11, oder .auch, indem man in. 
(112) die VeITÜckung in die Vm legt und das Resultat für Vn statt für 
V m formuliert. 

Es ist daher: 

(238) { A;.i" = ldt WP, V). v'" + V,< V(Xv). + Vl V",v", + V1. V,.. V'" 

- V", V p, v). - V", Vl v,..) g"''' • 

Ist also die ursprünglich vorhandene Maß bestimmung euklidisch, so ist: 

(239) A;,.i" = dt V(,.. V).) v" = dt V" Vl v", 

und (2)4) geht über in: 

(240) 'K;,;t = - 2 V(ro V,..l V). v" = o. 
Bei einer Verrückung v" dt in einer Rn entsteht demnach eine Maßbestim
mung mit einer Krümmungsgröße, die unendlich klein von einer höheren 
Ordnung als dt ist. 

Eine erste Frage wäre nun, wann die durch (229) und (237) gegebene 
Transformation bahntreu ist. Dazu ist nach § 19 notwendig und hin
reichend, daß: 
(241) V,.. h",p = 2 PI' g",p + P", gp,.. + Pp g",p" 

wo P). ein Gradientvektor ist. 

Da g' hier übergeht in 1 + h; '" d t, ist nach (208): 
g 

(242) PP, = 2 (n 1+ 1) V,.. h;.'" = n: 1 g"'ß V,.. V", vp. 

Die Integrabilitätsbedingungen von (241) entstehen aus (193) und lauten: 

(243) K;';;" h"ß + K;',:i/ h"", = 4p(o* g,..lP) .• 

Hier ist PI';' = V,.. p;. , und wie auf S.205 wird bewiesen, daß p,..J. und 
h,..;. ein System von Hauptrichtungen gemeinschaftlich haben. Aus 
der Gleichung (243) geht, wie auf S. 204, hervor, daß für den Fall, 
daß die V n eine Sn ist, PJ.,.,. sich nur um einen (im allgemeinen nicht· 
konstanten) Faktor von g;'fl unterscheidet, und daraus folgt wieder 
der Satz von Beltrami (S.204) für infinitesimale Transformationen. 
Durch überschiebung von (243) mit g"'" entsteht: 

(244) K;''' h"p - K~;'p" h"", = - g'" PI<'" groß + nprop. 

Wie auf S. 205 folgt aus dieser Gleichung, daß h;.,.,. und K;'I' ein System 
von Hauptrichtungen gemeinschaftlich haben. Wird ein Orthogonal-

sc ho u t e n, Ricci-Kalkül. 14 
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netz in n gemeinschaftliche Hauptrichtungen von h).~ und 1h~ gelegt, 
so geht (243) über in: 

(245) (hu - hu ) K iilel = Pile gil + Pu gile - Pile g" - PiZ gile • 

Daraus folgt wieder erstens, daß in bezug auf dieses Orthogonalnetz 
alle Bestimmungszah!en K iilel :mit mehr als zwei ungleichen Indizes 
verschwinden, wenn h und l nicht zum nämlichen Hauptgebiet gehören. 
und zweitens: 
(246) (hi! - häö) K ii 'i = p" - Pi! • 
Aus dieser Gleichung geht hervor, daß die Hauptgebiete von P).~ die 
Hauptgebiete von h;..,.. enthalten. . 

Die Gleichung (241) läßt sich in einer Rn sehr einfach integrieren. 
Da sich P~). hier nur um einen Zahlenfaktor von g).~ unterscheidet, ist: 
(247) 17 ~ P). = C g).,.. • 
Die Integrabilitätsbedingungen dieser Gleichung lauten: 

(248) 0 = (17[0> C) g~])., 

und C ist also eine Konstante. Ist das Koordinatensystem kartesisch, 
so ist der Radiusvektor 1''' = x" und 17 ~ x" = A;, so daß: 

o 
(249) P). = Cr). + P)., 

o 
wo P). einen konstanten Vektor darstellt. (241) geht jetzt über in: 

{ 
I7~hIXP = C(2r~gIXP + rlXg~p + rpglX~) 

(250) 0 0 0 

+ 2p~gIXp + PlXg~p + ppglX~' 
Die Integrabilitätsbedingungen dieser Gleichung: 

(251) 0 = J7[w 17,..] hIXp = 2C g[o>(1X g~]P) , 

sind identisch erfüllt. (250) läßt sich unmittelbar integrieren: 
o 0 0 0 

(252) hlXP = C (r2 gIX P + rlX rp) + 2Py rY g .. p + p .. 1'p + ppr .. + h .. p, 
o 

wo h .. p ein konstanter Tensor und 1'2 = .,J. r;.. ist. Für 17 ~ '/I;.. gilt also: 
o 0 0 0 

(253) 2J7~'/I). =C (r2gA~ + r;..r,..) + 2 PIX r" g).,.. + p;. r~ + p~r;. + hA~ + /~).. 
wo h,.. ein Bivektor ist. Die Integrabilitätsbedingungen dieser Glei-
chung lauten: 0 

(254) 0 = C r~ gO>]J. + p[o> g~];. + 217[0> 1 ~l). • 
Da also I7[co/~).] verschwindet, ist: 

1 I7[cof~]). = - J7[~/;.]co - J7[)./w]~ 
(255) = - !J7~/;.o> + !J7;./~o> - !J7).lco~ + !I7coh.~ 

= 17).1"'0> - !J7;../~co = !J7;./~"" 
und (254) ist demnach äquivalent mit: 

o 
(256) J7;../w,.. = Cr[cog,..];.. + p[wg~];.. 
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Schreibt man von dieser Gleichung die Integrabilitätsbedingungen an: 

(257) 0 = C g[H'" g;.r,u] , 

so folgt, daß C verschwinden muß. (256) läßt·sich dann integrieren: 
o 0 

(258) I",,u = p[",1',u] + /",,u, 
o 

wo Im,u ein konstanter .Bivektor ist, und (253) geht über in: 
o 0 0 0 

(259) V". V..1. = PCf.1'Cf. g..1.,u + P,u 1'l + 1 h,ul + I".;. • 

Integration dieser Gleichung liefert schließlith: 
o 0 0 

(260) V;. = 2Pc< ~1';. + lb 1'Cf. + Vl, 
o 0 

wo lh ein konstanter Affinor und Vl ein konstanter Vektor ist. 
Die beiden letzten Terme zusammen stellen eine starre Bewegung 

o 
dar mit LEb] als Bivektor der Drehul.1g. Der erste Term ist ein Feld, 
dessen Kongruenz aus den Geraden durch 0 gebildet wird. Legt man 

o 
für n = 3 den Vektor h in die X-Achse, so erleidet der Punkt x, y, z 

o 0 
bei der Verruckung 2 l' Cf.1'C< 1'l d t die Koordinatenänderungen 2 l' Xl d I, 

2pxydt, 2pxzdt. Alle Geraden durch die X-Achse, die derYZ-Ebene 
parallel sind, werden also parallel zu sich selbst in der X-Richtung 

o 
verschoben um px2 dt, während alle Geraden parallel zur X-Achse 
sich um den Schnittpunkt mit der YZ-Ebene drehen um einen Winkel 
0---

21' 1y2 + Z2 dt in der Ebene, die die X-Achse enthält. 

§ 21. Infinitesimale konfQrme Transformationen. 
Eine zweite Frage ist, wann die durch (229) und (237) bestimmte 

infinitesimale Transformation konform ist. Dazu ist notwendig und 
hinreichend, daß: 
(261) hl,u=mgl,u, 

wo m ein im allgemeinen nicht konstanter Faktor ist. Es soll also gelten: 

(262) V,u v). = img,u). + 1,u..1., 

wo I,.,). eine in pl alternierende Größe darstellt. 
Die Integrabilitätsbedingungen dieser Gleichung lauten: 

(263) iK';';i" V,. = im[",g,u]l + V[",I,u]l, m,u = V".m. 

Wendet man auf dies!,! Gleichung die zweite Identität (H, 139) an, so folgt: 

(264) V[", 1 ,u..1.] = 0, 

so daß sich (263) infolge von (255) und der vierten Identität (H, 148) 
auch schreiben läßt: 
(265) v"K:l,u", = m[",gJt]). + Vll,uoo. 

14* 
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Die Integrabilitätsbedingungen dieser Gleichung lauten: 

(266) 

wo: 
(267) 

{ im gv[; K.'i.]"ro -I,,[~ K~),]"ro + v"'~[:/JIK.;']!'(j) 
= m[~[rog;']pl + K~i.[ro I"]/JI' 

Aus der Bianchischen Identität folgt aber: 

(268) V[~K),],.pro = - i V,.K~;."ro, 
so daß (266) äquivalent ist mit: 

6 {V/JI V/JIKrop}.,. = f;,,/JI K/JI,,;',. + f;/ Kro/JIA.v + fi/JI KW"/JIv + f;/JI Krop),/JI 
(2 9) 

- 2 m[,,[w gJ.l"l + mKwl,J.,., 

Durch Überschiebung mit gv" entsteht: 

(270) { V'" V /JIKpJ. = f~/JI K",). t fi'" K"/JI -!g/JIPmlXpg),!' 
. - !(n - 2) m;.1' + mK uJ.· 

Ist m = 0, so ändert sich die Maßbestimmung nicht. Die V n läßt 
dann eine starre Bewegung zu und (262) geht über in die Killingsche 
Gleichung: 
(271) V"vJ.=f,..J. 1). 

Die Differentialgleichungen der geodätischen Linien besitzen in diesem 
Falle ein lineares erstes In tegra12) (vgI. S. 208). Die Integrabi1itäts~ 
bedingungen der Gleichung (271) entstehen aus (266), indem die Glieder 
mit mund m;.,.. verschwinden. Für m = 0 lassen sich (269) und (270) 
in einfacher Weise geometrisch deuten. Bewegt sich ein Affinu! ohne 
Größenänderung, so ist seine Bewegung eine Drehung in bezug auf ein 
geodätisch mitbewegtes Bezugssystem. Ist der Bivektor der Drehung 
FJ.,..dt, so gilt also, wenn die bewegte Größe ein Vektor v" ist (1, 128): 

(272) ~VJ.=F;,lXvlJldt 

und für eine Größe pten Grades gilt demnach: 

(273) 

(269) und (270) bringen also für m = 0 zum Ausdruck, daß sich KWI'ÄI' 
undK,,;. bei derVerrückung v"dt in bezug auf ein geodätischmitbeweg· 
tes Bezugssystem drehen, eine Tatsache, die bei einer starren Bewegung 
ja geometrisch selbstverständlich ist. Der Bi"Vektor der Drehung ist 
'lI' d t 3). 

1) Killing, 1892, 4, S. 167" weitere Literatur bei Stl'uik. 1922. 5. S. 155. 
I) Vgl. z. B. Whight 1908. 1 und Radon, 1922. 19. 
') Slruili. 1922. 5. S. 160. In den GleIchungen (192a) und (194a) dort. 

die korrespondieren mit unseren Gleichungen (269) und (270). stehen für m = 0 
einige Indizes falsch. Die Vektorgleichungen (192) und (194) sind aber richtig. 
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Ist K;;i" = 0, so geht (269) über in: 

(274) m[~[oo g;.],/l] = 0, 

was besagt, da:ß m;'ft verschwindet, m;. also ein konstanter Vektor ist, 
o 

ml = m).. Die Gleichung (265) geht dann über in: 
o 

(275) V;'(.uoo = -m[oog"u. 

Diese Gleichung läßt sich sehr einfach integrieren. Ist das Koordiniiten
system kartesisch, so ist r'" = x" der Radiusvektor und 

(276) 
o 0 

1,:.01 = 11't!.u1'wl + I"w, 
o 

wo 1"00 ein konstanter Bivektor ist. Es ist also: 
o 0 

(277) V,. V;. = im g,.J. + ml/t r;.] + !.U;. 
und 

(278) 
0 0 0 

Vl = imr;. - tr2 m;. + I,,;.r" + V;., 

wo 8;. ein konstanter Vektor ist. 
Die beiden letzten Terme zusammen stellen eine starre Bewegung 

o 
dar mit h.,. als Bivektor der Drehung. Die beiden ersten Terme stellen 
ein Feld dar, dessen Kongruenz durch alle Kreise gebildet wird, die in 

o die Richtung von ~;. tangieren. 

Aufgaben. 
1. Ist i", i = 1, ... , nein n-faches Orthogonalsystem in der Vn 

und ist i 
V" = lX i" + lX i" 1 1 2 2 

eine V:n_l-normale Kongruenz, so ist auch 

V'" = - lX~ i" + /Xl! i" 
1 2 

Vn-I-normal. lX I und lXl! brauchen nicht konstant zu sein1). 

2. Ist ein System von 001 V2 in einer Va gegeben, und gibt es 
zwei V2-normale Kongruenzen v,. und v''', deren Kurven ganz in den 
V Il liegen, und deren Bissektrixkurven HauptkrUmmungslinien der ge
gebenen V 2 sind, so gehören diese V2 einem dreifachen Orthogonal
system an 2). 

3. Jede zu i" kanonische Kongruenz in Va, die mit i" Va-bildend 
ist, ist auch V2-normal. 

l} Demoulin. 1913. 2 für Ra' 
2} Demoulin • . 1913. 2 für Ra. vgl. auch Keraval, 1913.1 und 1914, 1, wo die 

in Aufg. 1 und 2 angegebenen Sätze abgeleitet sind für den Fall, daß v" und v'" 
in den Haupttangentenrichtungen einer V2 in Ra liegen. 
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4. Der Krfunmungsvektor der Kongruenz eines Feldes VA. in einer 
V". das der Killingschen Gleichung V (p. VA.) -...: 0 genügt, ist ein Gradient-
vektor. [Ricci1).] 

5. Jede Kongruenz, senkrecht zu einem Felde VA. der V"' das der 
Killingsehen Gleichung genügt, besitzt einen Krümmungsvektor senk-
recht zu VA.. [Ricci 2).] 

6. Die Kongruenz eines Feldes VA. der V" das: 
a) der Killingschen Gleichung genügt, 
b) VtI_1"normal ist, und 
c) einen konstanten Betrag hat, 

ist geodätisch und senkrecht zu einem System von geodätischen V,,-l. 
[Struik 3).] 

7. Ist v"dt eine konforme Transformation einer V"' die ein System 
von 001 reellen VtI - 1 invariant läßt, so gibt es eine konforme Trans
formation der V". bei der v"dt übergeht in eine starre Bewegung. 

[Fubini').] 
8. Zwei infinitesimale konforme Transformationen einer V" mit 

denselben Trajektorien unterscheiden sich für n > 2 nur durch einen 
konstanten Zahlenfaktor. [Fubini 5).] 

9. Die äquiskalaren Hyperfiächen des Betrages V eines Gradient
feldes VA. in der V" schneiden die Hyperfiächen senkrecht zu VA. in 
einem System von V tl-I" die senkrecht zum oskulierenden Bivektor 
der Kongruenz des Feldes v). sind. [FoucM8).] 

10. Verschwindet für eine geodätische Kongruenz in einer R3 die 
Divergenz des Einheitsvektors, so besteht die Kongruenz aus den 
Parallelen zu den Tangenten einer Raumkurve in den oskulierenden 
Ebenen. [Cisotti7).] 

11. Eine V m in einer V" ist dann und nur dann geodätisch, wenn 
die geodätische Bewegung jedes Vektors der V m längs jedes Linien
elementes der V m in bezug auf die V m identisch ist mit der geodätischen 
Bewegung derselben Größe längs desselben Elementes in bezug auf 
die V". [Vitali 8).] 

12. Eine Kongruenz iA. in einer V" ist dann und nur dann geo
dätisch und V"_l-normal, wenn die Rotation von iA. verschwindet. 

[Schouten-Struik 9). ] 

1'. Jede V"_l-normale Kongruenz der V" ist konformgeodätisch. 
[Schouten-Struik 9).] 

1) 1898, 1, 2; 1901, 1, S.608 (Berichtigung). . 
• ) 1898, 1, 2. 8) 1922, 5. S. 157. 
') 1903.2. 11) 1903. 2, S.268. S) 1914. 3. S.1 für R s. 
7) 1910. 4. 8) 1922. 22. 
') 1921,9, man vergleiche die Berichtigung 1922, 23. 
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14. Ist i}. eine beliebige geodätische Kongruenz der Vn • und ist 
das Linienintegral J ifL dxfL 

über jede geschlossene Kurve. die ganz in einer bestimmten Vn - 1 mit 
nicht singulärer Lage liegt, Null, so ist die Kongruenz Vn _1-nonnal. 

[Schouten-Struik 1).] 
15. Stachelschweinsatz. Wenn man die von den Punkten einer 

Vn - 1 in einer Vn ausgehenden Kurven einer geodätischen und Vn _1-nor
malen Kongruenz i}. durch eine zu den Kurven nonnale V n-1 abschneidet, 
so ist bei jeder Verbiegung der ersten Vn-lI bei der die geodätischen 
Kurven mit dieser Vn- l fest verbunden bleiben, der Ort der Endpunkte 
der Kurven stets eine zu den Kurven nonnale Vn-I' Die feste Verbin
dung soll darin bestehen, daß in jedem Schnittpunkt Größe und Rich
tung in der Vn - 1 der Vn_I-Komponente von i" ungeändert bleiben. 

[Schouten-Struik 2).] 
16. Ausgehend von den in einer V, gültigen Gleichungen 

I. sJ. =-VfLFfLJ., 
11. 0 = VLu F}.,,], 

111. P}. = - SfL FfL}.' 

zeige man, daß Gleichungen existieren von der Fonn: 
a) FfL}. =-2VLu Q}.]J 

b) VfL s" = 0, 
c) PJ. = - Ji'fL SfL}.' 
d) SfL}. =-F;~FIxJ.-tg,,;,F~fJF~fJ. 

In der Elektrodynamik ist: 
s'- der Vektor der Snomdichte, 
F;,,, der Bivektor des elektromagnetischen Feldes, 
PA der Kraftvektor , 
Q}. der Potentialvektor (Vektorpotential), 
SfL}. der elektromagnetische Tensor. 

I. und 11. sind die Maxwellschen Gleichungen, b) ist die elektrische 
Kontinuitätsgleichung. 

1) 1921, 9. 
2) 1921,9, für VI in Ra rührt der Satz von Beltrami her, 1902, 8, S.121-122. 
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Die Weylsche Übertragung. 
UDerSlcht der wichtigsten Formeln der Weylschen 

Übertragung. 
Kovadan te D ifferen tia tion: 

Bp 
~p=dp; V"p= B#' 

V p Bv" r" }. ,. v = - + }.'" v • B# 

Tensor i p : 

v g}.P -Q gl. .... .u - f.t , V",g),p = Q~gl." = -Q"gh' 

v o. v ,..V 1 
V" V = V" v + T;.", v ; 

o 
V!' W;. = V", W;. - T;;P w" ; 

Krümmungsgröße: 

2V V " R' ..... }. [w ,,] v = - ru!';. V • 

2V[w V!,]W,, = +R;,;(w". 

(H, D) 

(H, 6,7) 

(H,24) 

(H,29) 

(11, 30) 

(H, 47, 40) 

(II, 55) 

(11, 65) 

(It, 57, 58) 

(H, 57, 58) 

(II,116a) 

(H, 116b) 



§ 1. Einleitende Sätze. 

R ···" () r" () r" r" 'rH + r" r" wl'1 = - Aw - - A!, - H'" 1.. "I' 1.,,· 
iJx'" iJx'" 

RI'1 = R;;;'Y. 

FI'J. = RLu1]. 
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(Il, 101) 

(Il, 130) 

(Il,120) 

(II,123) 

(Il, 123) 

V"'I' = R;";;'J. = -2F"", = -nV[",Ql'l' 

R(;";);''' =0. 

(1I,1 23. 142,65,1}3) 

R[;";,ij =0. 

V R ···" 0 [~ "'1']1 = . 

2Vv,RE1 J. = V"R/~;t. 

§ 1. Einleitende Sätze. 

(H,134a) 

(II, 139) 

(11,163 d) 

(II,167) 

Eine Weylsche übertragung wurde auf S. 75 definiert als eine 
affine Übertragung, bei welcher ein Tensor nbll Ran~es t,. existiert, 
so daß: 
(1a) Vl'gh=Ql'gb. 

Aus (1a) folgt dann (vgl. II, 4Qc) für den zu t,. gehörigen kovarianten 
Tensor g11' die Il).it (1a) äquivalente Gleichung: 

(1 b) Vl'gh = - Ql'g1,,' 

Der Tensor gAI' ist nun niebt der einzige Tensor, der diese Eigenschaft 
besitzt. In der Tat, ist: 
(2) , g11' = a g).1' ' 
so ist: 
(3) VI"gA" = -(a.Q,. - VI' a)g1v = - (Q,u - V,.loga) 'gb' 

Setzt man also 
(4) 'QA = Q). - VAloga, 
so ist: 
(5) VI' 'g).,. = -'Q,. gA". 

Der Tensor gAp kann also mit-einem beliebigen skaiaren Faktor mUltipli
ziert werden, ohne die durch die Gleichungen (1) ausgedrückte Eigenschaft 
zu verlieren, und unter allen Tensoren, die so entstehen konnen und die 
alle einen zugehörigen Vektor Q). besitzen, ist kein einziger bevorzugt. 
Die Wahl eines dieser Tensoren nennen wir die nähere Wahl von g).,.. 
Eine eigentliche Maßbestimmung gibt es also in der Wey~schen Geo
metrie nicht. Der Regel der Nullinien, der für alle Tensoren gJ.1' der
selbe ist, liegt aber fest, und es steht also in jedem Punkte fest, 
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was man unter gegenseitig senkrechten Richtungen zu verstehen hat. 
Es sind dies Richtungen, deren zugehörige kontravariante Vektoren 
v", w" der Gleichung: 

(6) 

für irgendeine Wahl und also für jede Wahl von gJ.", genügen. Kovari
ante und kontravariante Vektoren dürfen in einer W" (X" mit Weyl
scher Übertragung) nicht identifiziert werden. Zwar läßt sich bei einer 
bestimmten Wahl von gl/' jedem kontravarianten Vektor v" der ko
variante Vektor gl" v" zuordnen und kann man bei einem kovarianten 
Vektor nicht nur von einer (n - 1)-Richt~ng, sondern auch von einer 
Richtung reden. Die Zuordnung ist aber nur für diese besondere Wahl 
gültig, so daß der Unterschied zwischen kovarianten und koritravarian
ten Vektoren aufrecht zu erhalten ist. Dementsprechend sind das 
Herauf- und Herunterziehen von Indizes und die orthogonalen Indizes 
nur zu verwenden, wenn einmal vorübergehend ein bestimmter 
Fundamentaltensor bevorzugt wird, da ja im allgemeinen ein fester 
Fundamentaltensor fehlt. 

Aus (2) folgt, daß es unter den verschiedenen möglichen Tensoren 
gl,. dann und nur dann einen Tensor mit verschwindendem Differential
quotienten gibt, wenn QJ. ein Gradientvektor ist. Dieser Fall, in dem die 
Weylsche Übertragung zu einer Riemannschen Übertragung degeneriert, 
sei in diesem Abschnitt von vornherein ausgeschaltet. 

Auf S. 75 wurde die Formel (II, 65) abgeleitet: 

(7) 

die hier geschrieben wird, ohne den Index von Q", heraufzuziehen, und 
aus dieser Gleichung folgt: 

(8) rr,. = {J.,;"} + HQI' Al + QJ. A;' - Q", g"''' gJ.,.) , 

Natürlich ist rr ft von der näheren Wahl von gJ.", unabhängig, bei Ände
rung dieser Wahl ändern sich sowohl {J.t} als Ti,:" und diese beiden 
Änderungen heben sich gegenseitig auf, was sich auch durch Nach
rechnen verifizieren läßt, 

Die Krümmungsgröße einer Weylschen Übertragung wurde auf 
S.87 (II, 130) berechnet: 

(9) R';';{" = K';'.~;." - Al J7[wQ/,] - Q[w[J. gftl"'l g"''' , 

worin Q",l steht für: 

(10) Q"J. = 2 J71,Q;. + QftQ;. - !Q",Qp g"'P gl';" 

R,;,~.i" ist wie t";.", von der näheren Wahl von g;'l' unabhängig. In der 
Tat geht K';'I:( bei der konformen Transformation (2) über in (vgl. V, 6): 

(11) 'K"'" K' •. ,. "'" 
W,u;' = W./li.. - s[w[).g"l"'lg , 



wo: 
(12) 

(13) 
Da aber nach (4): 
(14) 

§ 1. Einleitende Sätze. 

S,.;. = 2 J7,. S;. - sI' S;. + ls", sp g"'P gl';" 

sI' = J7l'loga. 
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und 17[1' s;.] verschwindet, heben sich infolge (10) alle Änderungen in 
der rechten Seite der Gleichung (9) gegenseitig auf. 

Durch Faltung nach rov entsteht aus (9): 

(15) 

Rf'}. = KI'J. + 17[1' Q;.] + t (n - 2) Qf'i. + tQ",,s g"',s gf';' 
= K,.;. + Vff'Q).] + l(n - 2) Vf'Q;. + t{n - 2)Q"QJ. 
- k (n - 2) Q", Q,s g"'P gl'}. + ! (V", Qp) g"'P g"J. 

+tQ",Qpg"'Pgf';'- ; QaQpg"'Pgl'l 

= K,,). + VIPQJ.] + i{n - 2) VI' Q;. + i (V",Qp)g"'f/ g,,), 
+ t(n - 2) Qf'QJ. - t(n - 2) QaQpg"'P gl'l' 

Für den alternierenden Teil Ff'i. von R,.;. gilt also: 

(16) F,.i. = inV[,uQJ.] 

und für R;;';/ infolge (II, 142): 

(17) R ···J. V Q Wf'J. = - n [w 1']. 
Aus (17) folgt: 

Eine inhaltstreue Weylsche übertragung ist eine Riemann
sche übertragung. 

Es sei die Frage erörtert, ob es neben den verschiedenen möglichen 
Tensoren g).f' noch einen anderen Tensor h).f' geben kann, der einen 
Differentialquotienten von der Form - qw h,tf' hat. Die Integrabilitäts
bedingungen von: 
(18) V,.h",p=-q."h",p 
lauten: 
(19) R;;,;(;." k{/)v = - V[w qf'] kap, 

oder) indem wir g;.,. vorübergehend festlegen, in orthogonalen Be
stimmungszahlen : 

(20) !RijkZkll + !Rij/lehn = - V[iqj] hkl . 

(20) ist gleichbedeutend mit: 

(21) iR';j[lei) (hll - hu ) - i V[iQ.t] gkz(hll + hu ) = - 17[,; q)1 hkl • 

Für k = l folgt aus dieser Gleichung: 

(22) 17 [i Qjl = 17 [i qj] , 
oder: 
(23) qi. = QJ.. + Z). , 
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wo z" ein Gradientvektor ist. Wir berechnen nun den Düferentialquo· 
tienten des Ausdrucks ()('h .. "g"", wo ()(, ein näher zu bestimmender Fak
tor ist. 

(24) { V,.. OI,h,."g"" = (V,.. ()(,) h"i. g"" - ()(, q,.. h"l g"" + ()(,Q" h,.;. gl" 
= (V,.. ()(, - ()('z,,) k""gi.·. 

Wl!d nun ()(, so gewählt, daß z" = V" log ()(" so verschwindet d~l".Diffeten+ 
tialquotient und dies ist im allgemeinen nur möglich (vgl. In, S. 115). 
wenn 
(25) h l" A" ()(, "i.g =c ,n 

wo c eine Konstante darstellt. hl/' hat also im allgemeinen die Form 0 g}'". 
Mithin gilt der Satz: 
Ist eine Weylsche übertragung gegeben, so gibt es im 

allgemeinen außer den Fundamentaltensoren og"" keine 
anderen Tensoren zwei ten Grades, die einen Differential
quotienten VOll derselben Form besitzen. 

§ 2. Bahntreue Transformationen. 
Wird auf eine Weylsche übertragung eine bahntreue Transforma

tion ausgeübt, so ändert sich rI" folgendermaßen (Il, 70): 

(26) 'rI" = rI" + p" A;. + PI' A~, 
wo P" kein Gradientvektor zu sein braucht, und V,..g",p geht über in: 

(27) 'V"g",p = - Q,..g",p - 2P,.g",p - POtgup- Ppg""" 

Es kann nun zunächst gefragt werden, welche Folgerungen sich 
ziehen lassen, wenn die neue übertragung wiederum eine Weylsche 
Übertragung ist. Dann muß ein Tensor 'gi." existieren, so daß 'V Ct) 'g.u J. 

die Form hat: 
(28) 'V ' 'Q , 

ro g"i. = - co g"i.' 
Es muß also gelten (vgl. V, 190): 

(29) V" 'g",p = -'Q" 'g",p + 2P" 'gOtP + P'" 'g"p + Pp 'g"Ot. 
Die Krümmungsgröße geht über in (IV, 4): 

(30) 'R;';i" = R';';i" + 2A[ru P,..]A - 2Ai V[ru P.u]; P,,;, = V,.. Pi. - P,..Pl, 
woraus bei Faltung nach ,,1 folgt: 

(31) -nV[ru 'Q,,] = - nV[ru Qp] + 2 Pv.OJ] - 2nV[rop,.] , 
oder: 

Da jede Lösung 'gi.,.. eine ganze Reihe von Lösungen mit sich bringt, 
die sich von 'gA" nur um einen Faktor unterscheiden, und die zu diesen 
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Lösungen gehörigen 'Q). sich auseinander ableiten durch Addition eines 
Gradientfeldes, kann man, unbeschadet der Allgemeinheit, setzen: 

'Q Q n+1 p (33) ).= ).+2-n - )., 

und damit eme dieser Lösungen bevorzugen. Die Integrabilitätsbedin
gungen von (29) lauten (vgI. V, 193): 

I R:';~t' 'g,.p + R:,;i/ 'got~ = 4 V[cop(ot 'g,t]P) - 4p[wp(ot 'g,.]{J) 
(34) + 4'V[wP,.l'gotP - 2 V[co'Q,.l'gotP 

= 4p[co(ot 'g,.JP) + 4h",,.l'gotfJ - 2V[co'Q.lt] 'gotP, 

oder j wenn wir gAlt vorühergehend festlegen, in orthogonalen Bestim
mungszahlen in bezug auf ein Orthogonalnetz in den Hauptrichtungen 
von 'g).ll: 

(35) { Rijl.,z 'gll + Rij/k 'gltlt = Pik 'gjZ - Pik 'giZ -j- Pi/'gjk -hz 'gik 
+ 4Prill 'gkl- 2V[/Qll'gkl, 

was gleichbedeutend ist mit (vgl. V, 199): 

(36) {Ri1 [k Zl ('gll- 'gH) - V[/QllgkZ('gll + 'gH) 
= Pu, 'gjl- Pik 'gil + P.t'gik - Pi/gik + 4Prill'gkZ- 2 V[/Qj(gkl' 

Diese Gleichung zerfällt in zwei Gleichungen: 

(37a) R'i[kl] ('gll- 'gu) = Pik 'giZ- Pik 'gi! + Pi/'gjk - hZ'gik 

für k =f 1, i = k, i = 1 u,nd: 

(37b) - V[i 'Qllgkz('gll + 'gkk) = 4P[ijj'gkl - 2 V[/Qll'gkl' 

für k = l. 
Aus (37b) folgt: 

(J8) V[iPll = O. 

P).,. ist also ein Tensor und P;.. demzufolge ein Gradientvektor. 
Aus (37a) folgt (vgl. V, 201) ~ 

(39) ('gjj - 'gH) Rii[ill = PH 'gjj - pjj 'gH. 

Jedes Hauptgebiet von 'g)',t ist also in einem Hauptgebiet von, Pl,t 
enthalten. Legt man ,das Orthogonalnetz in gemeinschaftliche Haupt
richtungen von 'g).,. und P;.,,, so folgt aus (37a), daß 

(40) Rij[kl] = 0 

ist, wenn wenigstens drei der Indizes i, i, kund 1 ungleich sind und 
"gll - 'gu nicht verschwindet. Da aber: 

(41) Rij(kt) = - V[iQj] gklt 

so verschwindet Rijkl für den Fall, daßi, i, kund 1 alle ungleich sind 
und' gZI - 'gu nicht verschwindet. 
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Faltung der Gleichung (30) nach W'V lehrt (vgl. IV, 6): 

(42) 'Rp;' = Rp). + (n - 1) Pp)., 
oder: 
(43) a) 'R[.u).]=R[p).]; b) 'Re!').) = R(p).) + (n-1)Pep).)· 

(43 a) sagt infolge (15) dasselbe aus wie (32). überschiebt man (9) mit 
t p , so entsteht: 

{ 
R;,;t' g).!' = K wlX glXY - V[Q) Q",] g"'Y + t (n - 2) QWIX glXY 

(44) 
+tQlXpgIXPA;;', 

oder, unter Berücksichtigung von (15): 

(45) R;'~;'Y i!' = RwlXglX" - 2V[wQIX]glX". 

Durch Überschiebung von (34) mit gPIX entsteht also (vgl. V, 197): 

(46) 00 IX g Y P W!'P IX" = co "'P - ",IX cop { R ",v'g + R' •• " 'g glX!, p. 1X 'g g!'1X P 'g 

+ Pwp' g",1X g!'1X - Nt 'glXQ) , 

oder, in orthogonalen Bestimmungszahlen in bezug auf ein Orthogonal
netz in gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von 'g)." und P)." (vgl. 
V, 203): 
(47) Ri/gii -~ Rziil'gll = Pj/gi( - g"'P PIXP'gii + g",P'glXPPii - Pij 'gH' 

Z 

Für i 9= 1 lehrt diese Gleichung: 

(48) Ri • 'gi( = "5' RZJil'gll = ~ RZj(it) 'gll + ~ RZililj 'gll, 
T' I I 

und für i =1: 
(49) RH 'gi( - ~ Rwz'gll = - glXP p",p 'gH + g"'P 'glXP PH' 

z 
Hat nun 'gll nur eindeutig bestimmte Hauptrichtungen, so hat RZj[ilj, 
wie auf S. 221 gezeigt wurde, keine Bestimmungszahlen mit drei un
gleichen Indizes, und es ist demnach für i 9= 1: 
(50) 

Demzufolge ist: 
(51) 

für i 9= j. d. h. die Hauptrichtungen, die 'g)." und P}." gemeinschaftlich 
sind, sind auch Hauptrichtungen von Re).,,) un<1: infolge (43 b) also auch 
von 'Re}.,.), Betrachtet man also nur Lösungen mit eindeutig bestimm
ten Hauptrichtungen und eine W", wo Re",,) nur eindeutig bestimmte 
Hauptrichtungen hat, so kann der Gleichung (29) nur genügt werden 
durch Tensoren, die eben diese Richtungen als Hauptrichtungen haben. 

Im allgemeinen geht eine Weylsche übertragung durch bahntreue 
Transformation in eine Übertragung anderer Art über. Infolge (8) und 
(26) gilt für eine solche Übertragung: 

(52) TI" = {).t} + i (Q"Ar + Q).A; - QlXglXvg).,,) + (p"Ar + P"A;). 
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Umgekehrt haben alle Übertragungen, die sich auf diese Form bringen 
lassen, dieselben geodätischen Linien wie eine W eylsche Übertragung. 
Die von Einstein in seinem letzten Ausbau der Relativitätstheorie l ) 

verwendete Übertragung: 

(53 a) rr,. = {":} + i (i,. Ar + i;. A; - 3 t' g)',.) 

hat z. B. dieselben geodätischen Linien wie die Weylsche Übertragung: 

(53 b) rr,. = {),:} + ! (i,. Ar + i;. A; - i" g;.,.) 

und geht in diese Übertragung über durch eine bahntreue Transforma
tion mit 'h = t i;.. Die vom Verfasser 2) verwendete nicht symmetri
sche übertragung 

(53 c) rl,. = {;.:} + i (i,. Ar + i;. A; - 3 i" g;.,.) - Ar Su 

hat ebenfalls dieselben geodätischen Linien wie (53b). Sie läBt sich aber 
nicht durch eine bahntreue Transformation in (53 b) überführen, da 
eine nichtsymmetrische übertragung bei bahntreuen Transformationen 
nich tsymmetrisch bleibt. 

§ 3. Die Größen einer Xn - 1 in Wn • 

Ist eine X n - 1 in eine Wn eingebettet, so ist durch die Übertragung 
der Wn in jedem Punkte dei' Xn- 1 eine zur X n - 1 senkrechte Richtung 
festgelegt. Die X n - 1 in der Wn befindet sich also in demselben Zustand 
wie die Xn- 1 in einer An nach Einführung einer pseudonormalen Rich
tung, d. h. ein prinzipieller Unterschied zwischen kovarianten GröBen 
der Xn- 1 und der W n existiert nicht, und von jeder in einem Punkte 
der X n - 1 definierten GröBe der Wn läBt sich eine Xn_rKomponente 
bilden. Die X n - 1 befindet sich nicht in dem Zustand einer Xn- 1 in Vn, 
da zwar die normale Richtung und die tangentiale {n -1)-Richtung in 
jedem Punkte festliegt, nicht aber der kontravariante Normalv~ktor 
und der kovariante Tangentialvektor, der hier auch Normalvektor ge
nannt werden kann, da ein kovarianter Vektor in einer Wn _ 1 auch 
eine Richtung besitzt (vgl. S. 218). Für diese Vektoren führen wir 

n n 
die Zeichen n" und t;. ein und normieren t;. in bezug auf n", so daß die 
Gleichung: n n 

(54) I ~tt t;. = 1 I 
n 

gilt. Übrigens kann aber über die Größe von n" und t;. nichts voraus~ 
n 

gesetzt werden, da ja die Maßbestimmung und somit der Begriff des. 
n 

Einheitsvektors fehlt. Auch können die n" und t;. nicht mehr als Be
n 

stimmungszahlen der nämlichen Größe aufgefaßt werden. Fest steht 

1) Einstein. 1923. 5. 6. 18. 2) 1923. 19. 
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n 
nur, daß rt" tJ,. die Richtung von n" und g;." n" die Richtung von t,. 
h~: ~" 

(55) 

(56) 

1 nnn [/' g"lV t" = ° 
t["g;'l"n" = O. 

" Für den Einheitsaffinor Br der X n _1 gilt die Gleichung: 
n 

B). = A; - t;. nV , 
n 

so daß: f n •. 
~i·m=O; tvB,,=O, 

t v 11. etÄ " 
~lXglXvB;.=O; tlXg B,,=o. 

(57) 

Die X"-l-Komponenten von Größen der W" werden wie immer er
halten durch überschiebung mit so vielen Faktoren B~ wie die Anzahl 
der Indizes beträgt. 

Die Komponenten von gi./I, gi"lI und Q;.: 

f glf' = B~f. glXß 

l g' )." = B~~ glXß 

Ql = Bf QIX 1) 

(58) 

bestimmen in der Xn - 1 eine Weylsche Übertragung. Denn beim über
gang nach (2) folgt aus (58): 
(59) 'gJ./.=agJ.l'; 'g'''f'=a-1g'J.,u; 'Ql=Ql-B~V,Joga=Q1-VJ.loga, 
und es transformieren sich diese Größen also so, wie es für die Festlegung 
einer WeyZschen übertragung erforderlich ist. Die Xn - 1 ist demnach 
eine Wn - 1 • 

§ 4. Die in der Wn - 1 induzierte übertragung. 
Noch in anderer Weise wird eine Übertragung in der Wn - 1 indu~ 

ziert, indem man neben: 
(60) 
festsetzt: 
(61) { v, v B'IX" V ß I'v = f'ß IXV 

V~ W;. = B';~ V IX wß 

für in der Wn - 1 liegende Felder VV und W;.' Wie im vierten Abschnitt 
wird bewiesen, daß diese übertragung affin ist. Aus den Definitionen 
(61) folgt weiter: 

[

V" B IXßr V BO' B"'Pr V (A li " 0) (A' " ,) I'gh= ,/t;'V IX ßrgö.= ,,;.,, IX ß-tß";; y-ty";; göe 

B "'PrQ = - /.lv ",gPr 
(62) P (~" "j n li " ) 

-B;i.~ ApV",trn'+A;V",tpn' -P",tpn trn' go, 
n n n n 

B"'ßrQ Q* I = - ,.lv '" gPr = - f' g;.v . 
1) Es ist hier Q1 verwendet statt Q;. um Verwirrung zu vermeiden, da Q;. 

schon im zweiten Abschnitt für - QJ. verwendet wurde. 



§ 5. Die Krümmungen einer Xl in Wn • 225 

Die durch (60), (61) definierte Übertragung ist also eine Weylsche und 
mit der Übertragung des vorigen Paragraphen identisch: 

Ist eine Xtt - 1 in eine Wtt eingebettet, so wird in der 
X"-l eine Weylsche übertragung induziert, die dadurch 
charakterisiert ist, daß der Differentialquotient die X"-l
Komponente des Differentialquotienten in der W" ist. Der 
Fundamentaltensor und der Fundamentalvektor der X"-l 
sind dieX"_l-Komponenten derFundamentalgrößen derW". 

§ 5. Die Krümmungen einer Xl in Wn 

Eine Kurve in der W" legt in jedem Punkte eine Tangentialrichtung 
und eine Normal-(n - 1)-Richtung fest. In der Tangentialrichtung 

legen wir den Tangentialvektor t" und den kovarianten Vektor ~L' 
1 

Diese Vektoren seien in bezug aufeinander so normiert, daß sie der 
Gleichung: 
(63) 

1 
t).n).=1 
1 

genügen. Wird dann die Normierung von t" der Kurve entlang so ge-
wählt, daß 15 t" senkrecht zu f' ist: 1 

(64) 
1 1 

Mt g).1' tf' = 0 • 
1 1 

so ist diese Gleichung infolge (55) äquivalent mit: 
1 

(65 a ~ t'- n). = 0 , 
1 

und aus (63) geht hervor, daß ebenso: 
1 

(65 b) ~n). t'- = 0 
1 

1 1 
ist. Diese Gleichung besagt, daß das Differential von n). senkrecht zu n). 

1 
ist. Werden t und n). den Gleichungen (63) und (65) gemäß gewählt, 

1 
so ist diese Wahl bis auf einen k 0 n s ta n te n Zahlenfaktor eindeutig be-
stimmt und unabhängig von der näheren Wahl von g).p- Mit 

1 
den in dieser Weise normierten Vektoren t"und n). bilden wir den Vektor: 

1 

(66) 
1 

U). = tf' VI' n).. 
1 

1 
Dieser Vektor ändert sich nicht, wenn t" und n). sich beide um einen kon-

. 1 

stanten Faktor so ändern, daß (63) gültig bleibt, und seine Richtung 
ist infolge (65 b) senkrecht zur tangentialen Richtung. UJ. heißt der 
Vektor der ersten Krümmung der Kurve. Für QJ. =0 geht UJ. 

über in den im § 7 des vorigen Abschnittes behandelten Krümmungs-
Sc h 0 U t e n. Ricci·Kalkül. 15 
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vektor der Riemannschen Geometrie. Da der Betrag des Vektors 'Ul 

keine von der näheren Wahl des Tensors g).,. unabhängige Bedeutung 
hat, gibt es nur einen kovaria n te n Ve ktor der ersten Krümmung und 
keinen kontravarianten und auch keine skalare ersteKrüm
m ung wie in einer V"l). Die weitere Rechnung kann erleichtert werden, 
indem man g}.,. und Q}. so wählt, daß g).,. längs der Kurve konstant 
ist. Dies wird erreicht, indem man die Transformation (3) so einrichtet. 
daß die (n -1) -Richtung des neuen Vektors Q}. die Tangentialrichtung 
enthält. Denn es ist dann: 

(67) tp V,.g .. P = - fl'Q,.g .. P = O. 
1 1 

Durch diese Forderung ist g",. längs der Kurve bis auf einen kon
stanten Zahlenfaktor bestimmt. Dieser Zahlenfaktor wird unbestimmt 
gelassen und somit nichts hinzugefügt, was nicht von der Lage der 
Kurve in der W" abhängt. Die oben verwendete Normierung von t" 

und ~" entsteht nun, wenn g",. einmal in dieser Weise festgelegt ist 
auch, indem man festsetzt: 
(68) 

(69) 

1 
t"=g)."n}., 
1 

t).fI'g). =1 1 1 ,. , 

denn aus diesen Gleichungen folgt sowohl (63) als (65) und es gilt auch: 
1 1 

(70) n" nf.l g}." = 1 . 
1 

Ein Vektor v" bzw. w)., der wie t" bzw.n). in bezug auf diese besondere 
1 

Wahl von g",. Einheitsvektor ist, und also der Gleichung: 

(71) v}.vf' g}.,. = 1 bzw. w). W,. g)." = 1 

genügt, heiße normiert. Die Größe eines normierten Vektors ändert 
sich, wenn Zllnl Tensor g}.,. ein konstanter Zahlenfaktor hinzugefügt 
wird. Ein Vektor, dessen Richtung längs der Kurve gegeben ist, ist 
durch die Normierungsbedingung bis auf einen konstanten Faktor fest
gelegt. Für normierte Vektoren verwenden wir die Buchstaben i oder i 

1 
und schreiben dementsprechend jetzt i" statt t". und h statt n}.. 

. 2' 1 1 1 

Es sei nun i}. ein normierter Vektor, der die Richtung von 'U}. hat: 

(72) 
1 

wo r ein Koeffizient ist. 
1 

1) Juvet, 1921, 13. gibt eine Behandlung, bei der gJ.,.. und Q,. festgehalten 
:werden und gelangt dementsprechend zu n - 1 skalaren Krümmungen. Er treibt 
also keine Weylsche Geometrie. sondern eine Geometrie. die durch Auszeichnung 
eines bestimmten Fundamentaltensors aus einer Weylschen hervorgegangen ist. 
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2 
Aus der Normierungsbedingung (71) folgt für Wl = h: 

2 2 

(73) ~hgll'il'=O' 
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Bei Änderung von gll' um einen konstanten Zahlenfaktor ändern sich 
1 2 
h i;, und r l proportional zueinander. Der Bivektor: 

I 2 
(74) iexp = i[exip] 

heißt der oskulierende Bivektor der Kurve. Durch Differentiation 
und Überschiebung mit i'" entsteht 

1 1 2 (1)2 (2)1 (2)1 
(75) uexp=iI'Vl'i[exiß]=i'" Vl'i[ex ip]+i'" V",i[p 1'ex]=i'" V",1[p iex], 

1 1 1 1 

ein einfacher Bivektor, dessen 2-Richtung die Richtung von i" enthält 
2 1 

und infolge von (73) senkrecht zu h ist. Bei Änderung von gl u um einen 
1 ' 

konstanten Zahlenfaktor ändert sich uexP proportional zu 1;.. uexp heißt 
der Bivektor der zweiten Krümm ung. 

3 
Es sei nun i;, ein normierter Vektor, dessen Richtung in der 2-Rich-

1 2 
tung von uexp liegt und senkrecht ist zu hund iJ.' Dann läßt sich uexp 

1 3 
durch hund hausdrücken: 1 ~ ~ 
(76) uexp = -; 1[ex 1 Pl ' 

2 

woraus hervorgeht, daß ?; sich, bei Änderung von gl", um 
~ 1 

einen konstanten Zahlenfaktor, proportional zu il verändert und dem
nach rr- 1 eine von der Normierung unabhängige Invariante ist, die nur 12 
von der Lage der Kurve in der W" abhängt. In einer V" gehen.!.. und ~ 

r1 1'2 

über in die erste und zweite Krümmung der Kurve. In einer W n 

existieren diese Krümmungen nicht, nur ihr Verhältnis hat invariante 
3 

Bedeutung. Aus der auch für h gültigen Normierungsbedingung (71) folgt 
3 

für WJ. = il: 
(77) 
Der Trivektor : 
(78) 

3 3 

~hgll' i", = o. 
1 2 3 

fexPr = f[ex fp frl 

heißt der oskulierende Trivektor der Kurve. Durch Differentiation 
und Überschiebung mit i'" entsteht: 

1 

(79) 
123 (3)12 

UexPr = i'" V",f[ex1pfrl = i'" V",irr fexipl 
1 1 

1 
ein einfacher Trivektor, dessen 3-Richtung die Richtungen von il und 
2 3 
h enthält und der infolge von (77) senkrecht ist zu iJ.' Bei Änderung der N or-

15* 
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1 2 
mierung ändert sich u"'Pr proportional zu hjw u"'Pr heißt der Tri
vektor der dritten Krümmung. 

4 1 2 S 
Ist nun h ein normierter Vektor senkrecht zu j;., j;. und 1;. in der 

1 2 4 
3-Richtung von u"'Pr' so läßt sich u",py durch j;., j;. und 1;. ausdrücken: 

1 ~ ~ ~ 
(80) Ua ßr=-;1[",1p1rl' 

3 

woraus folgt, daß sich auch " bei Änderung der Normierung pro-
1 3 

portional zu 1J. ändert und mithin auch 11'-1 und 11'-1 Invarianten 
• 13 23 

der Kurve smd. 
In dieser Weise kann man fortfahren. Zur Aufstellung der allge

meinen Formel ist es aber nützlich, erst die Frenetschen Formeln für 
die niederen Fälle abzuleiten. 

Aus (75) und (76) folgt: 
2 1 3 

(81) i"V"i;.=xh+xl;.. 1 . 1 3 

Aus dieser Gleichung folgt: 
1 2 1 2 

(82) i" V" j[" 1;.] = x 11" j;.] , 
1 3 

oder unter Berücksichtigung von (75) und (76): 

(83) 

überschiebung von 

(84) 

x = ,,-1. 
3 2 

(81) mit i;' lehrt: 
1 

2 
i" i;' V" 1;. = x , 
1 1 1 

oder infolge (66), (67), (68) und (72): 

I t = -t(V"r)f;.= -l"(v,,~,,,)ga;.i;. - f"Q"fag"'J.f;. 
(85) :< 

= -u g"';'j;. = 1'-1 
'" . 1 ' 

so daß (81) übergeht in: 
2 3 1 

(86) i" V,< 1;. = ,,-11;. - ,,-1 1;. . 
1 2 1 

Es ist bemerkenswert, daß jeder Term dieser Gleichung eine von der 
besonderen Wahl von g;'lt unabhängige Bedeutung hat. 

Es sei nun in der angegebenen Weise der oskulierende p-Vek-
tor gebildet: 1 p 

(87) f;., ... ;'p = i[J., .. .1Äp]' p< n 

und für U < P sei bewiesen: 
u u+l u-1 

(88) i!< V" I;. = l' -1 j;. - 1'-11;.; 
l' u u-1 

1'-1=0, u=1, ... ,p. 
o 
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Aus (87) wird dann durch Differentiation und Überschiebung mit i" 
1 

der p-Vektor der pten Krümmung: 

( p) 1 p_l 
(89) uJ., ... Jop=i"V"f;., ... J.p=i,a V!-'i[lp h .. .1J.p-,J 

p p 

gebildet. Für p = n ist Ul, ... lp = o. Da t V,.1J. senkrecht zu iJ. ist, 
p 

so ist uJ., ... Jop senkrecht zu j;.. Ist also uJ., ... lp nicht Null, so existiert 
p+l 1 P 

ein normierter Vektor iJ. senkrecht zu iJ., ... , iJ., so daß: 
1 p-l p+l 

(90) Ul, ..• J.p = r- 1 i[l, .. . ilp_, iJ.p), 
p 

wo r- 1 ein Koeffizient ist. Aus (89) und (90) folgt: 
P 

p 1 p-I p+l 

(91) i" V" 1;. = IX iJ. + ... + IX iJ. + IX 1;.. 
1 1 p-l p+l 

" Diese Gleichung liefert bei Überschiebung mit gl " ix, v = 1, ... , p - 2, 
infolge von (88): 

(92) ~ = i" (V,JJ gl" 7" = - i" (V,';,,) gJ." ~ = 0 

. p-l 
und bei überschiebung mit gl" ix , ebenfalls infolge von (88): 

(93) IX = - i" (v:i:) gl" fJ. = -r- 1 • 
p-I 1 p-l 

1 p-I 
Bei Multiplikation von (91) mit ip., ... ilp_,J und Alternation entsteht: 

( P) 1 p-l 1 P-I p+l 

(94) i" V" 1tlp f;., ... i)op-,J = P~J[J.,··· hp _, jJ.p ) 

und also, unter Berücksichtigung von (89) und (90): 

(95) tX =r- 1 • 
p+l p 

Damit ist die Gleichung: 

(96) I il'V"il=rll/,hl_r-lUj:~ I 
1 I/, u-l 

U= 1, ... ,n 

allgemein bewiesen. Setzt man: 

(97) 

(98) 

(99) 

u I/, 

r- 1iJ.=kl, 
I/, 

• tf I/, 

Z" V,.1J. = U , 
1 

e = r: r , 
u I/, u+l 

so geht diese Gleichung über in: 

(fOO) lu 1/,+1 1/,-1 I 
UJ.=~-1 kJ.-kJ.. 
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Es sind dies die Frenetschen Formeln einer Kurve in einer W" 
in einer Form. die die Beziehungen zwischen den invariant mit der Kurve 

verknüpften Vektoren ;;). und k). und Skalaren (} zum Ausdruck bringt. 
u 

§ 6. Krümmungseigenschaften einer Wn -1 in Wn • 

" Da die (n-1)-Richtung von t). (S.22,3) die W"-l tangiert, ist: 

(101) 

symmetrisch in 1 und ",. Dieser Tensor ist nur bis auf einen Zahlen
faktor bestimmt. Dagegen ist: 

(102) .. ". ",p( "),, H,.). =-B,.). V",tp n 
" ff 

von der Normierung von t). und n" unabhängig, vorausgesetzt, daß (54) 
ff 

gilt. Bilden wir nun die Größe: 

(10,3) X·" B"''' V P ,. = I'P ",n. 
" 

" Da ,n" dieselbe Richtung hat wie t}., ist jedenfalls: 
ff 

(104) 

wo ()I. ein Koeffizient ist, und demnach: 

(105) 

l';" unterscheidet sich also von der durch Heraufziehen, des Index 1 
aus h,.). erzeugbaren Größe nur um einen skalaren Faktor. l;''' ist wie h,.}. 
nur bis auf einen skalaren Faktor bestimmt. Dagegen ist: 

" von der Normierung von t}. und n" unabhängig. Da gleichzeitiges Herauf-
" und Herunterziehen zweier Indizes unabhängig von der näheren Wahl 

von g).1' vor sich geht, ist: 

(107) L;.:). = H;.:). (vgl. V, 85). 

H;l" heißt der Krü'mmungsaffinor der W"-l" 
Sind i" und iJ. die beiden Tangentialvektoren einer Kurve 

der Wß -1' und sind diese Größen längs der Kurve normiert wie 

tV und it). in (63) und (69), so gilt für den a bsol u ten Krümm ungs-
1 
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vektor der Kurve. d. i. der Krümmungsvektor in bezug auf die Wn• 

nach (61) und (66): 

(108) 

wo: 
(109) 

n 
UJ. = if1- VI' 1";. = if1- V~ 1";. + tJ.nlX if' V f' j", 

n 
n 

= u~ - tJ.flX if' VI' n'" 
n 

, '.IX.P n 
= u). -1p z l", tJ. 

=u~+ur, 

" . ''''H' P UJ. = 1pZ "'.).. 

"UJ ist der relative Krümmungsvektor und u'[ der erzwungene 
Krümm ungsvektor in bezug auf Wn • (Vgl. V. § 8 und 9.) 

Die drei auf S. 179 für eine Kurve einer Vn - 1 in Vn abgeleiteten 
Sätze behalten also ihre Gültigkeit für eine Wn - 1 in Wn • Auch die 
dort angegebene Definition der Haupttangentenrichtungen (erster Ord
nung) bleibt dieselbe. da ja die Nullrichtungen von hJ.f' von der näheren 

11, 

"Wahl von g;.!, und von der Normierung von tJ. unabhängig sind. 

Legt man n - 1 normierte Kongruenzen i V in Hauptrichtungen 
von hJ.I': n a 
(110) iJ.if1-hJ.u = iJ.i!'V"t;, =0, a,b=1, ... ,n-1, a=l=b, 

ab r ab ,.... 

so ist infolge von (109): 

( 111) 

Die Hauptrichtungen von h).f1- sind die Ha uptkrümm ungsrichtun

gen und die zugehörigen Vektoren fI[ die Ha uptkrümm ungsvek
toren. Skalare Hauptkrümmungen gibt es bei einer Wn - 1 in Wn nicht. 
Infolge (110) bleibt die auf 5.178 für Vn - 1 in Vn erwähnte charakteristi
sche geometrische Eigenschaft der Hauptkrümmungslinien gültig. 

§ 7. Die Gleichungen von Gauß und Codazzi. 
Wie im § 7 des vierten Abschnittes entsteht aus (61) die Gaußsche 

Gleichung (vgl. IV. 67. 212 und V. 157. 158): 

1 fI",vd ••• y "l ••• V p",( n) v 
(112) Boo.ttyJ.RptxlJ = R,~!:J..v + 2B[~~! V:~ Vp:; 

= R W f1-}. + 2HJ.[f1- Hro].y' 

Eine viel einfachere Beziehung besteht zwischen R;;. 1). und R';, ,: 1;" • 
Neben (17) gilt die Gleichung: 

(113) R'···;,. ( 1) V' Q. "'I';" =- n- [00 I']' 
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und aus (112) und (9) folgt: 
, ••• )._ (XP ••• ). P(X •• '1''' "_ txP ••• .t ß(X, 

(114) R Il'lf'}. - Bwf' R txp }. - Bw!.Rptxd tl' n - BOJf' Rc.p}. + B[OJ#) 17 pQ", • 
" 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daß R' .;,;,rt dann und nur dann für 
jede Lage der W"_1 die W"_l-Komponente von R;';'l.t ist, wenn J7!f' Q}.J 
verschwindet, d. h. wenn die Übertragung eine Riemannsche ist. 

Die Gleichungen von Codazzi sind die Integrabilitätsbedingungen 
von (101) und (103) und lauten hier (vgl. IV, 68, 69 und V, 168): 

(115) 

(116) 

, n 
§ 8. Unmöglichkeit einer weiteren Normierung von t1 und n". 

n 

" Es liegt nahe, zu versuchen, t}. und n" durch die Bedingungen: 
" 

(117) B~ (17 J}.) n.t == 0, 
" die äquivalent sind mit: 

(118) B:' (17", !l) t.t = 0 

näher festzulegen, wie das ja in der A" sowie in der V" möglich ist. 
Es läßt sich aber zeigen, daß diese Bedingung in einer W" niemals für 
jede Lage der W"_1 erfüllt werden kann. Man nehme erst irgendeine 

n 
Normierung von n" und t). an, die nur der Gleichung (54), aber noch nicht 

n " 
(117) genügt und suche jetzt einen Faktor a so zu bestimmen, daß (1 t)., 
a- 1 n" auch (117) genügen. Die Integrabilitätsbedingung lehrt, wie 

n 
im § 8 des vierten Abschnittes (IV, 87), daß dies nur möglich ist, wenn 
R';,,;,'/ die WH _ 1-Komponente ist von R;';'l.t: 

(119) nI· .. J. BPC< R"'J. nOJf'}. = OJf' pC<).. 

Im vorigen Paragraphen wurde aber gerade gezeigt, daß dies in 
einer nicht zu einer V" degenerierten W" niemals für jede Lage der W"-l 

" möglich sein kann, und eine weitere Normierung von t}. und n" in diesem 
Sinne ist also hier ausgeschlossen. n 

§ 9. Der Krümmungsaffinor einer Xm in Wn • 

Ist eine Xm in eine W" eingebettet, so ist dur~h die Übertragung 
in jedem Punkte der X m eine zur X m senkrechte p-Richtung, p = n - m, 
gegeben. In diese p-Richtung kann man p beliebige gegenseitig senk-
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rechte Vektoren n", u = m + 1, ... , n legen und p kovariante Vektoren 
u 

mit denselben p Richtungen so normieren, daß: 

(120) tJ.n}.= u {1füru=v 
11 0" u=l=v. 

u:v=m+1, ...• n 

Der Normal-p-Vektor ist dann: 
(121) n"· .. ·vp = n[v, ..• nVp] 

m+l n 

und der Tangential-p-Vektor: 
m+l n 

(122) tJ., ... "v = t[Ä, ••• t"v]' 
und es gilt: 
(123) plt,t, ... ,tp n }., .... ·P=1. 

Die Beziehungen der Einheitsaffinoren der W n und der X m sind gegeben 
durch die Gleichung: 

u 
(124) A" B"-""'''' -ppl ""' .... "'Pt J.- Ä-~~ 1J.- n ,t"' •••• "'p. 

u u 

Man vergleiche zu diesen Gleichungen IV, § 14. Durch die Gleichungen 
(60) und (61) wird in der X m eine Übertragung festgelegt, und wie auf 
S.224 wird bewiesen, daß diese Übertragung eine Weylsche ist, die 
die Xm-Komponenten von g;.,.. und QJ. als Fundamentalgrößen hat. 

Ist eine X m in eine Wn eingebettet, so wird in der X m 
eine Weylsche Übertragung induziert, die dad urch charak
terisiert ist, daß der Differentialquotient die X m -Kompo
nente des Differentialquotienten in der Wn ist. Die Funda
mentalgrößen der induzierten übertragung sind die X m-

Komponenten der Fundamentalgrößen der Wn • 

Sind i" und 1;. die beiden Tangentialvektoren einer Kurve der 

Wn , normiert wie t" und A;. in (63) und (69), so.gilt für den absoluten 
1 

Krümmungsvektor der Kurve (vgl. 108): 

(125) 

wo: 
( 6) " . ''''H' P ,12 u;'=1pt "'.;. 
den erzwungenen Krümmungsvektor in bezug auf Wm dar 
stellt und 
(127) H;:;. = - ~ B;; (J7 '" ~p) t;. 
den Krümmungsaffinor der Wm (vgl. V, § 9). 
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Die drei auf S. 182 für eine Kurve einer V m in V n abgeleiteten Sätze 
behalten also ihre Gültigkeit für eine W m in W n' Auch die dort an
gegebene Definition der Haupttangentenrichtungen (erster Ordnung) 
bleibt dieselbe. Neben H;:;. existiert die Größe: 

(128) H;;'v = - ~ B~1 (V/X ;ß) n" = - ~ h't;' nV
, 

u u u u 

die sich aber durch gleichzeitiges Herauf- und Herunterziehen zweier 
Indizes aus H;:;. abieitet. H;lv ist in pI. symmetrisch, da die (n -1)-

u 
Richtung jedes einzelnen Vektors t). die W m tangiert und infolgedessen 

u 
alle Größen h,.J. Tensoren sind. 

Wie auf S. 183 wird der Satz bewiesen: 
EineWm in einerWn ist dann und nur dann geodätisch, 

wenn der Krümmungsaffinor der Wm in jedem Punkte ver
schwindet. 

§ 10. Das Krümmungsgebilde einer Wm in Wn • 

Der Krümmungsvektor einer Kurve ist in einer Wn ein kovarianter 
Vektor, und diese Eigenschaft ist wesentlich, da der Vektor sich nicht 
unabhängig von der nliheren Wahl der g;.,. in einen kontravarianten 
Vektor umsetzen läßt. Sind i V , a = 1. . ..• 'in #I. gegenseitig senkrechte 

a a 
Kongruenzen der W mund i;. die zugehörigen kovarianten Ve,ktoren, so 
hängt der erzwungene Krümmungsvektor einer Kongruenz i V der W m 

nur von der Richtung von i v ab. Im betrachteten Punkte P nehme 
man g;',t, i v und iV so an, daß die iV und i V Einheitsvektoren sind. 
Dann ist a a 

0~ ~=~~~~ 
a a a 

und nach (126) 
(130) 

b 
" "" ·Il • H.ß UJ. =~costXCOstX'/. 1{J IX.i •• 

ab a ba 

Die Richtungen der im (m + 1) rechts in (130) vorkommenden Vek
toren bestimmen eine Rm" m'~im(m+1}) das Krümmungs
gebiet der W m in P. Durchläuft i v alle Richtungen der W m' so wird 
in diesem Gebiet durch die Endhyperebene der Vektoren UJ. eine Figur 
eingehüllt, die das Krümmungsgebilde der Wm in P ist. Dieses 
Krümmungsgebilde ist von der näheren Wahl von g;.,. unabhängig. Für 
m' = im (m + 1) ist das Krümmungsgebilde ein Gebilde 2m - l _ ter 
Klasse. Man kann es sich nun bequem machen, indem man den Tensor 
g;.,. einmal festlegt und statt U;. den Vektor u;.g;'v verwendet. Dann 
gelten wörtlich alle Betrachtungen des § 10 des fünften Abschnittes. 
Es ist aber zu beachten, daß die so erhaltenen Figuren nicht invariant 
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mit der W m verknüpft sind, da sie auch noch von der näheren Wahl 
von g;." abhängen, und daß das wirkliche Krümmungsgebilde erst ent
steht, wenn man jeden Punkt durch Polarisation an der Einheitskugel 
in eine En - 1 umsetzt und die Einhüllende der Schnitte dieser En - 1 mit 
dem Krümmungsgebiet bildet. 

Für eine W 2 in W 4 tritt z. B. gerade die Hyperbel, die KommereU 
für V 2 in R4 als "Charakteristik" bezeichnet hat, als Krümmungsgebilde 
aufl). 

Der mittlere Krümm ungsvektor einer W m in Wnist der Vektor 

....... '" I!.P ",.p • '" (131) D;.=.:::..~ 1pH",.;.=Bp H",.;.=H",.;.. 
a a 

Durch das Verschwinden des Vektors D;. ist eine besondere Klasse von 
W m charakterisiert. Diese W m können aber keine Minimaleigenschaften 
im gewöhnlichen Sinne besitzen, da die Wn ja keine Maßbestimmung 
besitzt. 

§ 11. Änderung des Krümmungsaffinors bei kon~ormen 
Transformationen der übertragung. 

Unter einer konformen Transformation einer Weylschen 
übertragung verstehen wir eine Änderung von Q;., bei der sich g;." nicht 
ändert. Eine Änderung von Q;. mit gleichzeitiger konformer Änderung 
von g;." läßt sich immer auf eine solche konforme Transformation zu
rückführen, da sich ja jede konforme Änderung von g;." durch eine 
entsprechende Änderung von Q;. ersetzen läßt. Ist: 

(132) 'Q;. = Q;. + S;., 

wo S;. kein Gradientvektor zu sein braucht, so ändert sich die Normie
rung von i" und j;.längs einer Kurve, wenn die Bedingungen (63) und (65) 

für i" = t", j;. =~;. erhalten bleiben sollen. Ist dann für die neue 
1 

übertragung: 
(133) 'iv = "iv, 'j;. = ,,-1 i;., 
so berechnet man leicht: 
(134) i" J7 "log" = - ! i" S~ , 

wenn S;. die Komponente von S .. in der Richtung der Kurve ist. Dem
zufolge ist: 

1 'U;. = 'i" 'J7" 'i .. = 'i" J7" 't';. - ! 'i,t (S;. A;: + SI' A;: - g;." S") 'i" 
(135) = u .. + ! i" S.:, i;. - i SJ. 

=U;.- i 5;., 
wo 5;. die Komponente von S;. senkrecht zur Kurve darstellt. Es gilt 
also der Satz (vgl. S. 201): 

1) Kommerell, 1897, 4, S. 22; 1905,4, S. 555. Eine Abbildung findet sich bei 
Struik, 1923, S. 105. 
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Bei einer konformen Transformation einer Weylschen 
übertragung 'Q). = Q). + 5). entsteht der neue Krümmungs
vektor 'u). einer Kongruenz, indem man von u). die Kompo
nente von! 5;., deren Richtung senkrecht zur tangentialen 
Richtung ist, subtrahiert. 

Ist eine W m in der W .. gegeben, so gilt für jede Kurve einer Kongruenz 
iVi;.derWm 

(136) 'H~ = u;' - !SL 

wo S~ die W m-Komponente VOll 5). aarstellt. Nun ist aber 

(137) Z). = S;. - S~ 

die Komponente von 5;. senkrecht zur W m , so daß: 
(138) 'uJ = 'H;. - 'u;' = u). - u;' - !Z). = i'" jpH~~). - iZ;., 
und: 

(139) 'H~~J. = H;~;. - iB;Z).. 

Es gilt also der Satz (vgl. S. 202) : 
Bei einer konformen Transtorrnation einer Weylschen 

übertragung, 'Q;. = Q;. + 5;., entstehen die neuen einhüllen
den kovarianten Krümmungsvektoren des Krümmungs
gebildes, indem von jedem Krümmungsvektor die Kompo
nente von i 5). subtrahiert wird, die senkrecht zur Wm ist 

Wie man sieht, ist die Formulierung der beiden letzten Sätze ein
facher als im vorigen Abschnitt, die geometrische Interpretation aber 
komplizierter. Man kann sich wieder helfen, indem man einen Augen
blick g).p festhält und mit 'den invertierten Gebilden arbeitet. Dann 
kommt, wie im vorigen Abschnitt, eine Verschiebung und eine Ähnlich 
keitstransformation heraus. Die Figuren müssen dann aber wieder 
rücktransformiert werden, um eine von der näheren Wahl von g).l' un
abhängige Bedeutung zu bekommen. 

Aufgaben. 
1. Ist für n > 2 bei einer Weyl sehen übertragung 

R;',~(). '" g"],,, = 0, 
so verschwindet R;" ~ 1 v • 

2.·Man beweise die in einer W lI gültige Identität: 

R···",.,f<;'- n-2 R "'''+~R "'" "'p.;' I) - 2 ",,,,g n ",rog • 
[Bach l ) für n = 4.] 

3. Man beweise die in einer W .. gültige Iqefltität: 

gJ.p.Vp.(n:1 Rro ;.+ ~ R).ro-~Rg;.w) =0. 

[Bach 2) für n = 4.1 
1) 1921, 6, S. 118. 2) 1921, 6, S. 119. 



Siebenter Abschnitt. 

Die invarianten Zerlegungen einer Größe 
höheren Grades. 
§ 1. Problemstellung. 

Eine kovariante Größe zweiten Grades v).,. hat nll Bestimmungs
zahlen. Sie läßt sich unmittelbar zerlegen in einen symmetrischen und 
einen alternierenden Bestandteil: 
(1) v).,. = v().,.) + v[).,.l 

und diese Bestandteile haben -t n (n + 1) und -t n (n - 1) Bestim
mungszahlen. Es ist bekannt, daß eine weitere bei der affinen Gruppe 
invariante Zerlegung der Bestandteile in Größen mit weniger Bestim~ 
mungszahlen nicht möglich ist. Wird jetzt aber ein Fundamentaltensor 
eingeführt, d. h. geht man zur orthogonalen Gruppe über, so gelingt 
es, v().,.) zu zerlegen in zwei Größen: 

(2) 1.Il< + ( 1'Il<) V().,.) = n VIl< gJ.,. V().,.) - n VII< gJ.,. • 

Die erste Größe ist ein Skalar und hat eine Bestimmungszahl.' Die 
zweite Größe hat -t n (n + 1) - 1 Bestimmungszahlen. Wiederum ist 
es bekannt, daß eine weitere bei der orthogonalen Gruppe invariante 
Zerlegung der Bestandteile nicht möglich ist. Die Zerlegung einer ge
mischten Größe zweiten Grades läßt sich in derselben Weise leicht an
geben. Bei der affinen Gruppe läßt sich ein -Skalarteil und ein skalar
freier Teil bilden: 

und bei der orthogonalen ist es möglich, den skalarfreien Teil weiter zu 
zerspalten: 

(4) ." 1 .11< A" + -P" I ( -P" 1 ·II<A") VJ. = nVII< J. V[J.,.ll) T V(J.,.)I) - nVIl< J.. 

Versucht man nun, eine Größe höheren Grades in derselben Weise 
in ihre Bestandteile aufzulösen, so zeigt sich, daß diese Aufgabe schon 
bei einer kovarianten Größe dritten Grades v><J.,. ziemlich kompliziert 
und unübersichtlich wird. Zwar sind die Tei1e v[><J.,.] und v(><).,.) mit 
(;) und (nt 2) Bestirnmungszahlen leicht abzuspalten und es ist auch 
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bekannt, daß diese Teile bei der affinen Gruppe nicht weiter zerlegbar 
sind. Der Rest: 

V"J.~ - v["J.~l- v("J.~) 

ist nun weiter zu zerlegen in zwei Größen: 

1 V["J.l~ + t V(~J.l" 
tv("J.)~ -lv~(J.,,) 

mit j€ t n (nI - 1) Bestimmungszahlen und die invariante Zerlegung 
ist damit bei der affinen Gruppe zu Ende. Dies ist aber keineswegs 
unmittelbar einzusehen und ähnliches gilt z. B. für die weitere Auf
lösung des Teiles v("J.~) bei der orthogonalen Gruppe. Es muß also eine 
besondere Methode ausgebildet werden, die das Problem auch in den 
verwickelten höheren Fällen zugänglich macht. 

Zunächst ist das Problem genau zu formulieren. Unter einer 
li neare n Ko m i ta n te einer Größe verstehen wir bei der affinen Gruppe 
eine Komitante der Größe, bei der orthogonalen Gruppe eine Simultan
komitante der Größe und des Fundamentaltensors, deren Bestimmungs.: 
zahlen homogene lineare Funktionen der Bestimmungszahlen der 
Größe sind. Eine Größe heißt bei der zugrunde gelegten Gruppe unzer
Iegbar , wenn sie keine lineare Komitante besitzt, die weniger Be
stimmungszahlen hat als die Größe selbst. 

Die Aufgabe ist dann folgende: 
Eine gegebene kovariante oder kontravariante Größe 

zu schreiben als eine Summe von unzerlegbaren Größen. 
Es wird sich herausstellen, daß die Aufgabe in dieser Form oft 

mehrere Lösungen zuläßt. Dabei werden wir aber auch eine Zusatz
bedingung finden, deren Einfi,ihrung die Lösung zu einer eindeutig be
stimmten macht.. Zuerst soll die Zerlegung einer kovarianten oder 
kontravarianten Größe bei der affinen Gruppe behandelt werden und 
dann die Zerlegung bei der orthogonalen Gruppe. 

§ 2. Alternationen und Mischungen. 
Eine Begriffsbildung des ersten Abschnittes erweiternd nennen wir 

die Größe, die aus einer beliebigen Größe pten Grades vJ.1 ... J.P entsteht, 
indem t beliebige Gruppen von 51' ••. ' 5t Indizes, SI + ... + 5t = p, 
alterniert bzw. gemischt werden, eine einfache Alterna tio n bzw. 
Mischung. Auch die Operation selbst soll mit diesem Namen 
bezeichnet werden. Die entstandene Größe wird folgendermaßen ge-
schrieben: 
(5) 31" •• BI A'" vJ.1 ... J.p bzw. B1" •• BI M'" vJ.1 ••• J.P 1). 

1) Für die Operationen sind vertikale Buchstaben gewählt, um Verwechslung 
mit den kursiven Buchstaben der Größen des Riccikalküls auszuschließen. Die 
Summierungsregeln des Riccikalküls gelten nicht für die Indizes der Operatoren. 
Es ist also nur dann über gleiche Indizes zu summieren, wenn dies ausdrück
lich angegeben ist. 
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Der Index links heißt die Permutationszahl und gibt die 
Dimensionen der Permutationsgebiete an, Sl~S2> ••• ~St, 
SI + ... + Sc = p, der Index rechts oben kann verwendet werden, 
um die verschiedenen möglichen einfachen Alternationen bzw. Mi
schungen mit derselben Permutationszahl voneinander zu unterschei
den. Mit oA = oM = I wird die identische Operation bezeichnet. 

Sind s, und z, von links gerechnet die ersten beiden korrespondieren
den Zahlen aus SI' ••• , s, und Zl"'" Zd' die nicht gleich sind, so heißt 
Sl""'S, höher bzw. niedriger als Zl"",Zd' wenn s,>z, bzw. s, < z,. Die Alternationen bzw. Mischungen werden nach der Höhe 
der Permutationszahlen geordnet und erhalten durch diese Ordnung 
einen Index rech ts unten, der für die identische Operation 1 ist. Dieser 
Index heißt die zur Permutationszahl gehörige O.rdnungszahl. Die 
Anzahl k der möglichen verschiedenen Permutationszahlen ist der Anzahl 
der Lösungssysteme der Gleichung: 

(6) Xl + 2x2 + ... + pxp = p, 
die nur aus ganzzahligen positiven Wurzeln oder Wurzeln Null bestehen. 
gleich. Es ist also z. B. k = 11 für P = 6 und die Reihe der verschie
denen Arten von Alternationen bzw. Mischungen ist für diesen Fall: 

aAl' zA2' 2.2Aa, a.zA, , aAs, 3,aAs. a,aA?, ,As• "zAe. sAIO ' sAl1 , 

oMt> aM2' 2.2Ma. a'2M,. 2Ms. a.2Ms. 3oaM? ,Ms, 4.aMe, sMlo • eMu, 
wo für Z, 2, 2 einfachheitshalber 3 . 2 geschrieben ist und in der Permu
tationszahl alle Zahlen 1 fortgelassen sind. In allen Fällen, wo es nicht 
aus irgend einem Grunde geboten ist, die Permutationszahl ausdrücklich 
mitanzugeben, verwenden wir nur den Index rechts unten, der 
die Ordnungszahl angibt. Die Formeln werden dadurch viel einfacher. 

Die Summe aller einfachen Alternationen Ai. bzw. Mischungen M, 
mit derselben Permutationszahl, dividiert durch ihre Anzahl 

(7) lXi=(~J(P~Sl) ... (P-Sl.;,.-S'-l) (fürs1 •••• ,St=!=) 

heißt die allgemeine Alternation bzw. Mischung mit dieser Per
mutationszahl. Die allgemeinen Alternationen bzw. Mischungen wer
den mit X. bzw. M, bezeichnet, wo der Index rechts die Ordnungszahl 
angibt. Wenn nötig, wird links die Permutationszahl mit angegeben. 
Für p = 6 sind also diese Operationen x.., M" i = 1, ... , 11. 

§ 3. Konjugierte Operationen. 

Werden zwei Operationen ...... ,A, und ..... ,IIM, nacheinander ange
wandt, so entsteht dann und nur dann identisch Null, wenn ein Per
mutationsgebiet des ersten Operators mit einem Permutationsgebiet des 
zweiten Operators 'mehr als einen Index gemeinschaftlich hat. Die 
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höchste Permutationszahl si, ••• , ~" die in dieser Weise mit 51 ••••• St 
nicht stets identisch Null erzeugt. heißt die zu 51' •••• Se konj ugierte. 
Die Permutationszahlen von Ai. und Mj sind also dann und nur dann 
konjugiert, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfüllt ist: 

(Ba) A.M {nicht stets=Ofürl~i 
, I = 0 .. I> i 

(Bb) AzMj{nicht stets=Ofürl:S.~ 
=0 " 1>1,. 

Die Beziehung des Konjugiertseins ist eine reziproke. da: 

() {Sl, ...• sf,=st ·t. (se-l-St)·(t-1), ...• (S2-sS)·2. (SI-S2)·1 
9 51' ... , Se = si" t', (S~'-l - St')' (t' - 1) •...• (S2 - 53) 2. (si - 52)·1-

Eine allgemeine Alternation und eine allgemeine Mischung heißen 
konjugiert. wenn ihre Permutationszahlen konjugiert sind. Sind A, 
und Mj konjugiert, so wird jede einfache Alternation A, durch jede 
einfache Mischung MI. l> i annulliert und somit auch ~ durch MI' 
Das Gleiche gilt bei Vertauschung von A und M. Für p == 6 sind die zu 

Al A2 Aa A, AI) All A, All All A10 Au. 
konjugierten Mischungen: 

Mn M10 M9 M7 MB MG M, MI) Ma M2 MI' 

Für P > 5 ist die Reihenfolge der Ordnungszahlen dieser Operatoren 
von links nach rechts nicht die natürliche. Auch die zu konjugierten 
Permutationszahlen gehörigen Ordnungszahlen nennen wir konjugiert. 
Konjugiert sind also If, 1~, :, :. L~. Bei den einfachen Alter
nationen und Mischungen machen wir erst einen Unterschied zwischen 
den geordneten und den nicht geordneten. Werden die Permu~ 
tationsgebiete numeriert, so daß jedes größere Gebiet eine niedrigere 
Nummer hat als jedes kleinere Gebiet, so nennen wir eine einfache 
Alternation oder Mischung geordnet, wenn die qten Stellen der Gebiete 
für jeden Wert von q in der durch diese Numerierung angegebenen 
Reihenfolge stehen. Beispiele von geordneten Operatoren sind für p = 6: 

3,2A 0 0 0 X X • 
1 1 r 2 2 S 

2,2A 0 
1 

X 
2 

X 
2 

o 
1 

0 
1 

o 
1 

X 
2 

• a 

• 8 

X 
2 

• , 
Beispiele von nicht geordneten Operatoren dagegen: 

3.2A 0 X X 0 0 0 
1 2 2 1 1 3 

8,2A 0 • X X 0 0 
1 a 2 2 1 1 

2.2A X 0 0 X • • 2 1 1 2 3 , 
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Die, 0 geben das erste, die X das zweite Permutationsgebiet an, die 
Zahlen die Numerierung. Im ersten Gegenbeispiel stehen ,zwar die drei 
ersten Stellen der drei Permutationsgebiete in der natürlichen Reihen
folge, nicht aber die 'zwei zweiten Stellen, im zweiten Gegenbeispiel ist 
in beiden Fällen die Reihenfolge nicht die natürliche. Zu jeder geord
neten einfachen Alternation ., ...• ,A gehört eine bestimmte geordnete 
einfache Mischung, die erhalten wird, indem man als erstes Pennu
tationsgebiet die t ersten Stellen der PerIllJltationsgebiete von Bl"",A 

wählt, als zweites Permutationsgebiet die zweiten Stellen dieser Gebiete 
usw. Diese beiden einfachen Operationen haben nach der Definition 
auf S. 241 konjugierte Permutationszahlen und heißen konjugiert. 
Als Beispiele geben wir die Permutationsgebiete der zu den oben an
gegebenen geordneten Operatoren gehörigen konjugierten Operatoren an: 

3,2M 0 X • 0 X 0 

3.2M 0 0 X • 0 X 

4,2M 0 0 X X 0 O. 

Daß zwei konjugierte geordnete einfache Operatoren einander nicht 
annullieren, geht daraus hervor, daß ein Permutationsgebiet des einen 
Operators infolge des Bildungsgesetzes niemals mehr als eine Stelle 
mit einem Permutationsgebiet des anderen Operators gemeinschaftlich 
haben kann. Zu einer geordneten einfachen Alternation gibt es natür
lich außer der konjugierten Operation zahlreiche einfache Mischungen 
mit konjugierter Permutationszahl, die ebenfalls nicht annullieren. Es 
ist nun aber für das folgende sehr wichtig, daß es unter diesen anderen 
Operatoren auch geordnete Mischungen geben kann. Z. B. ist zur 
,geordneten Alternation: 

8,2A 0 X • 0 0 X 

die geordnete Mischung: 
3,2M 0 0 0 X • X 

konjugiert, die Alternation wird aber auch durch die beiden geordneten 
Mischungen mit konjugierter Permutationszahl: 

3,2M 0 X 0 • X 0 

3,2M 0 X 0 X • 0 
nicht annulliert. 

Tritt dieser Fall auf, gibt es also zu einer einfachen geordneten 
Operation außer der konjugierten noch andere geordnete Operationen 
mit derselben Permutationszahl, die nicht annullieren, so nennen wir 
dies im Folgenden das Auftreten von abnormalen Nichtannullie
rungen. Abnormale Nichtannullierungen treten niemals auf, wenn die 
Permutationszahl nur ein einziges Permutationsgebiet mit mehr als 
einer Stelle enth8.1t. 

Sc h 0 u teD. Ricci-Kalkül. 16 
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Ein Diagramm, das später noch weitere Verwendung finden wird, 
möge den Sachverhalt noch verdeutlichen. Die Permutationsgebiete 
einer Alternation, z. B. M,3A1 für P = 16 werden in wagerechten Zeilen 
übereinander der Größe nach geordnet. Die Zahlen von 1, ... , 16 geben 
den Ort jeder Stelle an: 

123 7 U U U 
0000000 
4 6 8 13 
0 0 0 0 
5 9 12 
0 0 0 
10 
0 
11 
O' 

Die Alternation ist dann und nur dann geordnet, wenn, wie in dem 
angegebenen Beispiel, die Zahlen in jeder Zeile von links nach rechts 
und in jeder Spalte von oben nach unten in der natürlichen Reihenfolge 
stehen. Die konjugierte geordnete Mischung, die wir mit 4,3,s,zMl be
zeichnen, entsteht aus derselben Tabelle, indem man die Spalten als 
Permutationsgebiete wählt, also 1, 4, 5, 10, 11; 2, 6, 9 usw. Die Frage 
nach einer geordneten Operation 7,4,3All, die 5,3,3,sMl nicht annulliert, 
ist die nach einer anderen Verteilung der Zahlen 1, •.. , p über 
die Tabelle, so daß erstens die Reihenfolge in jeder Zeile und jeder 
Spalte die natürliche ist und zweitens niemals zwei Zahlen in einer 
Zeile vorkommen, die bei der ersten Verteilung in einer Spalte auf
treten. Eine solche andere Verteilung ist z. B.: 

1 8 6 7 U U U 
o 0 000 0 0 
2 4 8 13 
000 0 
5 9 12 
000 
10 o 
11 
o 

Für eine abnormale Nichtannullierung M,aAl 4,S,S,2Mll hätte man 
eine Verteilung zu suchen, so daß die Reihenfolge in jeder Zeile und 
jeder Spalte die natürliche ist und niemals zwei Zahlen in einer Spalte 
vorkommen, die bei der ersten Verteilung in einer Zeile auftreten. 

§ 4. Einige Sätze aus der Theorie der assoziativen Zahlen· 
systeme1). 

Ist n die Anzahl der linear unabhängigen Zahlen eines Zahlen
systems und wählt man irgendwelche n linear unabhängige Zahlen 

1) Man vergleiche z. B. die Arbeit des Verfassers 1914. 4. 



§ 4. Einige Sätze aus der Theorie der ilSsoziativen Zahlensysteme. 243 

e1 , ••• , eIl' so ist das System gegeben durch die, die Multiplikation 
definierenden, Gleicbungen: 

l,~" 
(10) e,e,f= "T' Yi,fJ;eJ;. 

Dafür, daß das Zahlensystem assoziativ ist, ist notwendig und hin
reichend, daß: 
(11) (eie,f) eJ; = ede,feJ;). i,i,k = 1, ... , n 

Durch diese Forderung werden den Koeffizienten Yi,fJ; gewisse Bedin
gungen auferlegt, die siCb in Gleichungen ausdrücken lassen, uns aber 
hier nicht· weiter interessieren, 

Die einfachsten assoziativen Systeme sind die ursprünglichen 
Systeme. Ein ursprüngliches System besitzt m2 Einheiten, die wir ein
fachheitshalber schreiben ei,f, i, i = 1, •.. , m, und es gelten die Multi
plikationsregeln : 

(12) . _ {eil für i = k 
e.,feJ;Z - 0 . ...1... k 

" 1 T ' 

Eine Zahl heißt idempotent, wenn sie ihr eigenes Quadrat ist, nil
potent, wenn ihr Quadrat Null ist. Die idempotentenZahlen e;., nennt 
man Ha upteinheiten, die nilpotenten Zahlen e;.,f N ebeneinheit.en 
des Systems. Die Haupteinheiten annullieren sich bei Multiplikation 
gegenseitig und bilden also für sich ein assoziatives und kommu
ta tives Zahlensystem mit m Einheiten. Ihre Summe: 

(13) M =Ieii 
• 

ist eine Zahl, die, mit jeder Zahl des Systems multipliziert, diese Zahl 
unverändert läßt. M heißt der Mod ul des Systems. Die wichtigste 
Eigenschaft der ursprünglichen Systeme besteht nun darin, daß die 
m Haupteinheiten keineswegs eindeutig bestimmt sind, sondern sich 
auf unendlich viele Weisen wählen lassen, und daß sich zu jeder be
stimmten Wahl, z. B. e", i = 1, •• " m, m2 - m Nebeneinheiten eil auf
finden lassen, so daß: 
( ) " {eil für i = k 
14 e'jeli:'= 0 'k 

" 1 =j:: , 

Die Multiplikationsregeln haben also in bezug auf alle möglichen 
Systeme von Haupteinheiten dieselbe Gestalt (Prinzip der Selbstiso
morphie). Der Modul des Systems ist die Summe der Haupteinheiten 
jedes beliebigen Systems. 

Ein Zahlensystem kann aus s verschiedenen Ursprünglichen Sy
stemen zusammengesetzt seih. Damit ist, gemeint, daß das System 
m~ + . ,. + m; Einheiten enthält, die sich so wählen lassen, daß die 
ersten m~ für sich ein ursprüngliches System bilden, ebenso die folgen
den m~ usw., und daß Zahlen, die zu verschiedenen ursprünglichen Sy
stemen gehören, sich gegenseitig annullieren. 

16* 
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Die Einheiten eines solchen Systems lassen sich also folgendermaßen 
anordnf'n' 1 1 

eu ... el m, 

1 1 
em,l'" em,m, 

2 2 
eU···elm. 

2 2 
em,l ... em,m •. 

B B 

en ... el m• 

und die Multiplikationsregeln lauten: 

lofüru+v 
u v . 
eij elm = 0" u = v, 7 + l 

U • l 
eim" u = v, 7 = . 

(15) 

Sind die Moduli der Untersysteme MI' ... , MB' so folgt aus diesen 
Regeln: 

(16) { 
Mu Mv = {M" für u = v 

o " u+v 
1, ... ,8 

M=2'Mu • 
u 

Die k Moduli bilden also für sich ein assoziatives und kommutatives 
System mit dem Modul M. Diese kModuli sind eindeu tig bestimmte 
Zahlen des Systems. 

§ 5. Die Zahlensysteme der Permutationen und der 
Klassenoperatoren. 

Die P! Permutationen der p Ind'izes von V,l, ••• Äp bilden ein assozia
tives Zahlensystem. Denn, sind PI' P 2 und Pa drei Permutationen, so 
bedeutet sowohl: 

PI (P2 Pa) vJ., ... ,tp 

als auch: 
(PI P2) Pa vJ., ... ,lp, 

daß auf V,l, ••• J.p nacheinander Pa, P 2 und PI angewandt werden. Das 
System hat einen Modul, die identische Operation 1. Frobenius hat 
dieses Zahlensystem untersucht und gezeigt, daß das System aus k 
ursprünglichen Systemen zusammengesetzt ist. 

Nach den Erörterungen des vorigen Paragraphen bilden die Moduli 
dieser k Systeme, die wir mit iI, i = 1, ., ., k, bezeichnen wollen, für 
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sich ein assoziatives und kommutatives Zahlensystem mit k Ein-
beiten und 1 als Modul: 1 f·· . k 

}
j ur 1 = 

( 17) jl kl = 0 " i =l= k. 

Gelingt es, diese k Moduli dur~h die Operatoren A und M auszu
drücken, so ist damit eine erste invariante Zerlegung von v.t. ... Äp ge
funden. Da gilt nun der folgende einfache Satz: 

Die allgemeinen Alternationen und Mischungen Ai, Mt, 
i = 1, ... , k, gehören dem kommutativen Zahlensystem der 
,I an und es ist: 

C)-- 9--

(18) .1 = bij Ai Mj = <5ij Mj Ai , 

wo Mj der zu Ai, konjugierte Operator ist und die <5;'j k 
Koeffizienten sind, die der Gleichung <5'j = <5jO genügen. 

Zum Beweise bemerken wir zunächst, daß die Stellen, die bei einer 
Permutation den Ort wechseln, in einer und nur in einer Weise in Grup
pen von SI' S2, ••• , St Stellen verteilt werden können, so daß die Ver
tauschung in jeder einzelnen Gruppe eine zyklische istl). S1> ••• , St heißt 
die Permutationszahl der Permutation und die Permutationen mit 
derselben Permutationszahl bilden eine Klasse. Eine Klasse beißt 
gerade oder ungerade, je nachdem sie nur gerade oder nur ungerade 
Permutationen entbält. Die Summe aller Permutationen einer Klasse 
dividiert durch PI, heißt der Klassenoperator dieser Klasse und 
wird geschrieben K i , wo i die zur Permutationszahl gehörige Ordnungs
zahl ist, definiert wie auf S. 240. Die Klassenoper'atoren sind Zahlen des 
Zahlensystems der Permutationen. Wir verwenden nun den von 
Frobenius bewiesenen Satz, daß die k Klassenoperatoren für sich ein 
assoziatives und kommutatives Zahlensystem mit k idempotenten 
Einheiten bilden, das mit dem Zahlensystem der jl identisch ist. Schreibt 
man nun eine allgemeine Alternation SI ••• St A vlt ••• Äp vollständig aus, so 
treten dabei nur Permutationen von vÄ, ... Äp auf, deren Permutations
zahl SI' ••• , Se oder niedriger als SI' ••• , Se ist. Die Koeffizienten aller 
Permutationen derselben Klasse sind dabei gleich. Die allgemeine 
Alternation ist also eine Summe von Vielfachen aller Klassenoperatoren, 
die dieselbe oder eine niedrigere Permutationszahl besitzen. Für die all
gemeine Miscbung SI' ••• , Se M vÄ1 ••• Äp gilt das Gleiche und die Koeffizienten 
der Permutationen in beiden Größen sind für die geraden Klassen die
selben, während sie sich für die ungeraden Klassen nur durch das. Vor
zeichen unterscheiden. Es gelten also die Gleichungen: 

j
_ 1 •...• i 

M;,= ~"ilKI 

('9) Ai '~:"'ilK', 
1) Vgl. z. B. Pascal. 1910. 3. s. 206. 
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wo die ~iZ von i und l abhängige Koeffizienten sind und ~, gleich + 1 
oder - 1 ist, je nachdem die Klasse von K , gerade oder ungerade ist. Die 
Operatoren A, und M, gehören also dem Zahlensystem der K, an. Daraus 
folgt die Kommutativität dieser Operatoren. Sind nun M, .. .... M'l: in 
dieser Reihenfolge konjugiert zu Al' ... , Ak , so werden Ag, ... , Ak 

annulliert durch M,., diese Operatoren enthalten also jedenfalls :Yl > 1 
der Haupteinheiten ,I des Zahlensystems der K, nicht. Ebenso werden 
Aa, " ., Ak annulliert durch MI. und M,., und diese Operatoren ent
halten also jedenfalls"a::::: 1 weitere Haupteinheiten nicht usw. Ak ent-

1, .... k-1 

hält demnach höchstens k -1; :y" "'::::: 1 Haupteinheiten nicht. Da Ak 
I 

aber doch jedenfalls eine Haupteinheit enthalten muß, um nicht zu ver-
schwinden, ist :Yl = 1, l = 1, ... , k und es gilt die Gleichung: 

- 1, .... k 1 
(20) Ai = 2: a,l, 

I iI 

wo die ~H näher zu bestimmende Koeffizienten sind. 
Die Haupteinheiten erscheinen hier in einer Reihenfolge, die durch 

einen unteren Index links angegeben ist und ihre Beziehungen zu den 
Operatoren Aa zum Ausdruck bringt. Da man dieselben überlegungen 
für die Mischungen anstellen kann, so gilt auch die Gleichung: 

- 1 ..... k 1 
(21) Ma = 1; a'l. 

I iI 

Die Koeffizienten der beiden Entwicklungen sind gleich, die durch den 
Index links oben bestimmte Reihenfolge der Haupteinhe~ten ist aber 
eine andere, was daher rührt, daß die Zahlen lk' •.• ,11 im allgemeinen 
nicht in der natürlichen Reihenfolge stehen. Für p = 6 geben wir hier, 
beide Indizes zugleich verwendend (also: ~I = iI = /1), die Beziehungen 
der beiden Reihenfolgen an: 

111 101 91 71 81 61 41 51 31 21 11 1 , 2, 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 11 • 

Aus (20) uud (21) folgt; 
i 2-- 2--

(22) ,I=~'i~Mi=~iiMiAa 

und damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Es gilt jetzt noch die 
Koeffizienten ~iJ zu bestimmen. Frobenius l ) hat die k Moduli ,I als 
Summen von Vielfachen der Klassenoperatoren berechnet, d. h. er hat 
für verschiedene Werte von k die Koeffizienten der Gleichungen: 

(23) iI = I,uiJ KJ 
; 

bestimmt. In seinen Berechnungen treten nicht direkt diese Koeffi~ 
zienten auf, sondern .~a Zahlen xin), die Frobenius die Gruppen~ 

1) 1896.2; 1898,4; 1899.5; 1900.3. 



§ 5. Die Zahlensysteme der Permutationen und der Klassenoperatoren. 247 

charaktere der symmetrischen Gruppe genannt hat. und die 
mit den P'i folgendermaßen zusammenhängen: 

(24) Pml = Xbm) xl~~. 
Es sind nun insbesondere die Koeffizienten Pml: 

(25) }Ami = (X~m»)2, 
also die Zahlen der ersten Zeile in der Tabelle der Gruppencharaktere, 
die uns hier interessieren. Für diese Zahlen gilt der von Frobenius be
wiesene Satz: 

Die Anzahl der linear unabhängigenZahlendes ursprüng
lichen Systems mit dem Modul ,I ist gleich f'il' 

Nun ist K l die identische Operation. dividiert durch pi. Der 
Ausdruck Xi M.t in (22) enthält also, in Klassenoperatoren entwickelt, 
K l mit dem Koeffizienten 1, und aus einem Vergleich von (22) und (23) 
folgt demnach: 
(26) c};j = c}~, = f'il • 

Damit ist auch der zweite Teil des Satzes bewiesen. Den Frobeniusschen 
Tabellen entnehmen wir einige Werte von Xbi ) = c}ijl): 

P = 3 c}13 = c}31 = 1, c}22 = 2, 
P = 4 c}15 =c}5l = 1, c}24 = c}42 = 3, 
P = 5 c}17 = c}n = 1, ~26 = c}62 = 4, 
P = 6 { c}l,l1 = c}l1,l = 1, <52,10 = c}lO,2 = 5, 

c}5S = c}S5 = 10, c}66 = 16. 

c}33=2, 

c}S5 = c}53 = 5, 
c}39 = "93 = 9, 

c},,, =6, 
c}"7 = (In = 5. 

Durch diesen merkwürdigen Zusammenhang mit der Theorie der 
Gruppencharaktere läßt sich nun in sehr einfacher Weise eine erste 
zerlegung{von vÄ1 ••• lp erzielen. Denn es ist ~c~ ~2): 

v.t. ••• lp = I v.t. .•• lp = I,I vÄ1 ••• lp = -4- c}H Ai Mj vÄ1 ••• .lp 
(27) 2 - -' , 

= I,c}ij Mj A,vÄ1 ••• lp 
i 

und in dieser Entwicklung ist die bei der gebräuchlichen invarianten,:" 
theoretischen Reihenentwicklung oft recht komplizierte Berechnung der 
Koeffizienten die denkbar einfachste geworden, vorausgesetzt, daß man 
über die Za.hlen aus der ersten Zeile der Tabellen der Gruppencharaktere 
der symmetrisc!J.en Gruppe verfügen kann. Als Beispiel mit Koeffizienten 
sei die Zerlegung von vÄ1 ••• Äu angeführt: 

{
V.t.'''l6 = (Äll~~+ 2"Äl~~2!, 81 A9~3 + 100A~5 + 25 A., M" 

(28) + 256AaMa + 100A5 Ms + 25 AI. M7 + 81 AaM9 

+ 25 A2 M:10 + Al Mn) V.t. ••• Ä6· 
Jede der k Größen, die bei der Zerlegung entstehen, hat die Eigenschaft. 
daß sie zu einem bestimmten Paar konjugierter Permutationszahlen, 

1) Es ist zu beachten, daß die Reihenfolge der XC!) in diesen Tabellen nicht 
mit der hier verwendeten übereinstimmt. 
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also auch zu einem bestimmten Paar konjugierter Ordnungszahlen { 
gehört und durch jede Alternation Al, 1 > i, sowie durch jede Mischung 
Mq , q> j, annulliert wird. Nennen wir eine Größe dieser Art eine 
Elementarsumme, so gilt also der Satz, daß sich jede Größe in k 
Elementarsummen zerlegen läßt. Diese Zerlegung ist eine eindeutige, 
da das Zahlensystem der Klassenoperatoren ja nur ein einziges System 
von Haupteinheiten besitzt. Eine Elementarsumme mit den konju
gierten Ordnungszahlen ~ läßt sich als Summe von Alternationen mit 
der Ordnungszahl i und auch als Summe von Mischungen mit der 
Ordnungszahl j schreiben. Umgekehrt ist jede Größe, die diese beiden 
Schreibarten zuläßt, eine Elementarsumme mit den konjugierten Ord
nungszahlen~. Zusammenfassend sprechen wir den Satz aus: 

Jede kovariante Größe pten Grades läßt sich in einer und 
n ur einer Weise zerlegen in k Elementarsummen. Eine Ele
mentarsumme ist dadurch charakterisiert, daß ihr ein be
stimmtes Paar Ordnungszahlen { zugeordnet ist und sie an
nulliert wird durch jeden OperatorAz,l>i, und durch je
den Operator Mq , q > jl). 

Die hier dargestellte Zerlegung in Elementarsummen wurde vom 
Verfasser 1917 auf dem "Natuur- en Geneeskundig Congres" im Haag 
vorgetrageni), und sodann 19192), zusammen mit der in den folgenden 
Paragraphen zu erörternden weiteren Zerlegung in Elementargrößen 
und den Beziehungen zu den Reihenentwicklungen der Invarianten
theorie ausführlicher veröffentlicht. Erst vor kurzem wurde dem Ver
fasser bekannt, daß A. Y oung die erste Zerlegung schon 1901, 19023) 

angegeben hat. Eine kurze Zusammenfassung der Youngschen Resul
tate findet sich im letzten Abschnitt "General theorems on quantics" 
der Invariantentheorie von Grace und Young4). Young hat ganz unab
hängig von Frobenius gearbeitet und konnte also seine Koeffizienten 
nicht der Theorie der Gruppencharaktere entnehmen. Es ist ihm aber 
doch gelungen, einen Ausdruck für diese Koeffizienten zu finden. Seine 
Formel für den zur Permutationszahl SI' ••• , St gehörigen Koeffizienten 
lautet: I, ... ,t 2 

9 1 II (so< - sp - IX. + ß) I bii = (P!)2 o<,p . , IX =f ß. 
1 .... ,t 

(29) 

II {(So< + t - IX) I} 

Es ist sehr interessant, daß Young damit, ohne sich dessen bewußt zu 
sein, eine explizite Formel für die Zahlen der ersten Zeile aus der 
Tabelle der Frobeniusschen Gruppencharaktere aufgestellt hat. 

Es geschieht oft, daß von den k Elementarsummen einige Null 
werden. Dies ist immer der Fall, wenn p > n, denn es verschwinden 

1) 1917, 3. 2) 1919, 6, 7. 3) 1901, 3; 1902, 9. 4) 1903, 8. 
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dann alle Operatoren A, die ein Permutationsgebiet mit mehr als n Stel
len enthalten. Für n = 4 verschwinden so bei der Zerlegung von v.t1 ... i.s 

die Operatoren AlO und All und damit l~I und l~I. Für n = 3 verschwin
den auch ~I und ~I und für n = 2 auch ~I, :1, ~I und lI. Auch kann 
man aus der Art der zu zerlegenden Größe oft' auf das Verschwinden 
bestimmter Operatoren ~1 schließen. Soll z. B. die Größe: 

(30) V",py..J.~ = V[",py]["i.je , 

die in tX ß r und in ~ Ä alternierend ist, zerlegt werden, so kann man be
merken, daß es eine Alternation 8,2A: gibt, durch die v",p'Y .. .te ent
stehen kann: 
(31) 3,2A6V", ... ~ = v"' ... ;. 

Nun ist aber jeder Operator As konjugiert zu einem Operator Me und 
Ae wird also annulliert durch die Operatoren M7 , ••• , Mn. Bei der 
Zerlegung verschwinden 'somit die fünf durch ~I, ~I, :1, 19I und l~I 
entstehenden Elementarsummen, so daß die Zerlegung für v ..... ~ für 
n;;:'; 6 lautet: 

(32) V"' ... ~ = (l~I + l~I + :1 + gI + ~I + :1) v", ... e , 
für n = 4: 
(33) V", ... ; = (:1 + ~I + ~I + :1) v"' ... ; 

und für n ~ 3: 

(34) V"' ... ; = (~I + :1) v", ... ;. 

§ 6. Die Zerlegung einer Elementarsumme in geordnete 
Elementargrößen:. 

Im vierten Paragraphen sahen wir, daß jedes ursprüngliche System 
mit c5~i Zahlen und dem Modul ~I ~iJ Haupteinheiten besitzt, deren Summe 
~I ist, daß es aber auf unendlich viele Weisen möglich ist, diese ~iJ Haupt
einheiten zu wählen. Da nun mit jedem System von Haupteinheiten 
eine weitere Zerlegung der durch ~I entstandenen Elementarsumme 
korrespondiert, gibt es unendlich viele Zeriegungen, und die im ersten 
Paragraphen gestellte Aufgabe hat also, wenn keine weiteren Bedin
gungen eingeführt werden, keine eindeutig bestimmte Lösung. 

Unter einer Elementargröße erster Art mit der Permutations
zapl S1' ••• , St soll eine Größe verstanden werden, die durch eine Alter
nation 8 .... "A entstehen kann, und die durch alle Alternationen mit 
höherer Permutationszahl annulliert wird. Für eine EIementargröße 
zweiter Art gilt dieselbe Definition in bezug auf Mischungen. Jede 
Elementargröße ist also eine Elementarsumme (§ 5) und umgekehrt ist 
jede Elementarsumme eine Summe von Elementargrößen erster Art und 
auch eine Summe vori EIementargrößen zweiter Art. Ist die Alternation 
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oder Mischung, durch welche die Elementargröße entstanden ist, geerd
net, so soll die Größe eine geordnete Elementargröße erster bzw. 
zweiter Art heißen. Es soll,nun bewiesen werden, daß die Zerlegung einer 
Elementarsumme in geordnete Elementargrößen erster oder zweiter 
Art eine eindeutig bestimmte Aufgabe ist. Der Beweis sei geführt 
für geordnete Elementargrößen erster Art, für die Größen zweiter 
Art gelten dann dieselben Überlegungen. 

Wir beweisen zunächst den Satz: 
Jede Elemen'targröße ist eine Summe von Vielfachen 

geordneter Elementargrößen, die alle Isomere der ge
gebenen Größe sind. 

Die idealen Faktoren in den Permutationsgebieten seien: 

S1 Faktoren U;., 1 
S2 " v;., 

S1 + ... + St = p. 
S3 " W;., 

usw. 

Diese p Faktoren stehen in einer ganz beliebigen Reihenfolge. Wir 
betrachten zunächst die Gruppe der ersten Faktoren sämtlicher Permu
tationsgebiete. Ist der erste Faktor dieser Gruppe ein U;., so ist das 
Permutationsgebiet der U;. jedenfalls schon, was diesen ersten Faktor 
betrifft, geordnet in bezug auf die ,anderen Permutationsgebiete, und 
wir können direkt zur Gruppe der zweiten Faktoren übergehen. Ist 
aber der erste Faktor kein U;., sondern etwa ein W;., so erzeugt Alter
nation über diesen Faktor W;. und die S1 Faktoren U;. nach Voraussetzung 
Null und diese Faktoren lassen sich also ersetzen durch (vgl. I, 33): I wJ.. u;'" •• ul., = W;., u[}., ••• uJ."J = wJ., u[J.. U;. • ••• u;'"J 

() 5) = W;.. u[;., U;'l U;, • ••• U;',.J + ... + (- 1)81-1 WAll U[J. • ••• U;'81- 11 

- UJ.. W;., U;. • ••• uJ.,. - UJ.. U;., WAs U;. • ••• UA" 

+ ... + (- 1)8,-1 U;.. UJ., ••• UJ. 8,_1 wJ. ... 

Die gegebene Größe läßt sich also schreiben als eine Summe von S1 Grö
ßen, die alle mit einem Faktor U;. anfangen und alle in den Permutations
gebieten dieselben Faktoren enthalten wie die gegebene Größe und 
demnach Isomere der gegebenen Größe mit eventuellen Zahlenfaktoren 
sind. Wir wählen irgendeine dieser Größen aus und fassen die Gruppe 
der zweiten Faktoren aller Permutationsgebiete ins Auge. Ist der erste 
Faktor dieser Gruppe ein u;., so gehen wir direkt zur dritten Gruppe 
über, ist der'erste Faktor aber z. B. ein W;.. so erzeugt Alternation über 
die beiden ersten Faktoren W;. und die S1 -1 letzten Faktoren u;. nach 
Voraussetzung Null, und die ausgewählte Größe läßt sich also schreiben 
als eine Summe von Größen, die alle als ersten Faktor der ersten Gruppe 
und ebenso als ersten Faktor der zweiten Gruppe ein U;. aufweisen und 
dazu in den Permutationsgebieten dieselben Faktoren enthalten wie die 
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ausgewählte Größe und demnach Isomere der gegebenen Größe mit 
eventuellen Zahlenfaktoren sind. In derselben Weise fortfahrend, er
hält man schließlich eine Summe von Vielfachen von Isomeren der ge
gebenen Größe, die alle die Eigenschaft haben, daß die Gruppen der ersten, 
zweiten usw. Faktoren der Permutationsgebiete alle als ersten Faktor 
ein u). aufweisen. Es sei eins dieser Isomere betrachtet und von diesem 
Isomer die Gruppe der ersten Faktoren der Permutationsgebiete. Der 
erste Faktor dieser Gruppe ist ein u).. Ist der zweite Faktor ein v)., 
so gehen wir direkt zur zweiten Gruppe ,über. Ist aber der zweite Faktor 
etwa ein w)., so erzeugt Alternation über die SI Faktoren u). und gleich
zeitige Alternation über diesen Faktor w). find die S2 Faktoren v). nach 
Voraussetzung Null. Das ausgewählte Isomer läßt sich also schreiben als 
eine Summe von Vielfachen von Isomeren, die in allen Gruppen ein u). 

als ersten Faktor und dazu in der ersten Gruppe ein v). als zweiten Faktor 
aufweisen. In dieser Weise fortfahrend kann man die gegebene Elemen
targröße schließlich als eine Summe von Vielfachen geordneter Elementar
größen schreiben, die alle Isomere der gegebenen Größe sind. Da jede 
Elementarsümme eine Summe von Elementargrößen erster (zweiter) 
Art ist, folgt aus dem bewiesenen Satz: 

Jede Elementarsumme ist tdne Summe von geordneten 
Elementargrößen erster Art und auch eine Summe von 
geordneten Elementargrößen zweiter Art. 

Für die Operatoren A't M1 beweisen wir jetzt den Satz: 
Sind i und i konjugierte Ordnungszahlen, so ist jeder 

Operator A'tM1 entweder identisch Null oder bis auf einen 
Zahlenfaktor idempotent. 

Es sei: 
(36) A~- A"'· M~-" M~ ~-B, ... 8", ,-8, ... 8" ,. 
Auf eine beliebige Größe v.t, ... Ap.werde M1 angewandt. M1 vA, ... Ap läßt sich 

dann schreiben als ein Produkt von S1 gleichen idealen Faktoren ~)., S2 
gleichen Faktoren 0;. usw. Diese Faktoren ordnen wir in einer Tabelle 
so an, daß die Zeilen die Permutationsgebiete von M1, die Spalten 
die Permutationsgebiete von A't bilden. Dies ist dann und nur dann 
möglich, wenn A't M1 nicht identisch verschwindet, d. h. wenn kein 
Permutationsgebiet Von A, mehr als eine Stelle mit irgendeinem 
Permutationsgebiet von M1 gemeinschaftlich hat. Die Indizes liassen 
wir einfachheitshalber fort: 

1 1 
(si Faktoren) v ....... v 

2 2 
(S2 v ...... v " 

t' t' 
(sc' ) . v ... v " 
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Man lasse jetzt Ai auf M~ v;.. ... lp wirken. Jede Spalte mit t Faktoren 
wird dabei ersetzt durch die 1! Terme des alternierenden Produktes der 
Faktoren. Es entstehen also 511 52! ••• St! Größen und zu jeder Größe 
gehört eine Tabelle. Zusammen enthalten diese Tabellen alle Ver-

teilungen. der Buchstaben ~, ... , ~, bei denen in keiner Spalte zwei 
gleiche Buchstaben steben, n ur diese, und alle mit dem Koeffizienten 
+(sJ! .. : St!)-l. Wird jetzt M1 angewandt auf AiM1v). •... lp, so be
deutet dies, daß jede Zeile mit;' Faktoren ersetzt wird durch die 1! Terme 
des symmetrischen Produktes des Faktoren. Es entstehen also jetzt 
511 ••• St' I 51! ••• St! Größen und ebensoviele Tabellen. Wird schließ
lich Ai angewandt auf M1 Ai M1 v). •••• lp, so annulliert dieser Operator 
alle Größen, deren Tabelle in einer Spalte zwei gleiche Buchstaben ent
hält und.n ur diese Größen. Es bleiben also nur die Größen übrig, die 
vorhanden waren nach einmaliger Anwendung von Ai M: auf v). .... ).p' 

und zwar sämtliche und alle mit dem nämlichen Vorzeichen wie dort 
und mit einem für alle gleichen Koeffizienten. Damit ist bewiesen, daß: 

(37) A'" MP A'" MP 1 A'" MP " j' jv;.. ... lp=;- i iVJ. •••• lp, 
iJ 

wo Eil ein näher zu bestimmender Koeffizient ist, der nicht verschwind.et, 
wenn N, M1 nicht identisch Null ist, und der dann nur von i abhängt. 

Offenbar ändert sich das Resultat nicht, wenn man M: bei der 
zweiten Anwendung ersetzt durch einen anderen Operator mit der
selben Ordnungszahl Mf, vorausgesetzt, daß Mr A't nicht identisch Null 
ist. Dies läßt sich auch in anderer Weise beweisen. Annullieren näm
lich M: und M~ beide Ai nicht, so gibt eseinePermutationPpf' dieMP 
in MI' umsetzt und A"', eventuell bis auf das Vorzeichen, invariant läßt: 

(38) PI'P M1 Pp I' = Mf; PpfMfPfp = M1; Pyp = Pifl 

(39) PypA't = A't Pyp = Ppy A't = Af Pyp = + Ai. 

Es ist also: 

(40) AiM1 Ai = Ai Ppy Mrpl'p A't = AiMr A't. 

Ebenso beweist man: 

(41) M:AiM1 = M:AtM~, 
wenn Ai und At beide M: nicht annullieren. 

Nach diesen Vorbereitungen ist es möglich, ein System von Haupt
einheiten zu finden, das die gewünschte Zerlegung in geordnete Elemen
targrößen herbeiführt. Dies gelingt am einfachsten für den Fall, wo keine 
abnormalen Nichtannullierungen auftreten. Sind nämlich Ai, 0(. = 1, 
••• , 'fI'1 geordnete Alternationen und Mi die konjugierten geord
neten Mischungen, so sind die Operatoren: 

42) ;1'" A"'M'" i = E'I i i. 0(. = 1, ... , 'fIi/, 
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idempotent, während sie sich gegenseitig annullieren, da abnormale 
Nichtannullierungen nicht auftreten. Diese Operatoren sind Haupt
einheiten, und es ist nur noch zu beweisen, daß sie ein System von 
Haupteinheiten bilden, d. h. daß: 

(43) ~~I'" - ~I ":;'t -t· 

'" 
Nun läßt sich jede Elementarsumme mit den Ordnungszahlen ~, wie 
oben bewiesen wurde, als Summe geordneter Alternationen und auch 
als Summe geordneter Mischungen schreiben, und es ist also: 

(44) 

wo die Summierung über alle geordneten Ai zu erfolgen hat. Infolge (42) 
ist also: 

(45) { 
~I u)',,,.)'p = 2:11<X A;Mj ;')',,,.lp = 2:~I<X ~ AfMj;')',,,.lp 

'" '" '" 
= 2:~I<X~1 Ul,,,.Äp 

für jede beliebige Wahl von U)',,,.lp und demnach: 

(46) 

was gleichbedeutend ist mit (43). 
Für den Fall, daß abnormale Nichtannu1lierungen auftreten, be

weisen wir zunächst den Satz: 

Sind die Prod ukte geordneter Opera toren mit konj u
giertenPerm utationszahlen M} AL M; AL Mj At ... , Mr 1 Mt alle 
ungleich Null, so ist Mj A} = 0, mit anderen Worten, die abnor
malen Nichtann ullierungen können niemals eine geschlos
sene Kette bilden. 

Zum Beweise schreiben wir die idealen Faktoren in eine Tabelle, 
so daß die Permutationsgebiete von Ai die Zeilen, die Permutations
gebiete von MJ die Spalten bilden, wie dies z. B. für 7,4,3A}, 5,a,a.2M} für 
p = 16 auf S.243 geschehen ist. Die Zahlen, die die Ordnung der 
Faktoren angeben, stehen jetzt in jeder Zeile und in jeder Spalte in 
der natürlichen Reihenfolge. Ebenso schreiben wir die Tabelle 'für 
A; M; an. Es ist jetzt Mi A; dann und nur dann nicht Null, wenn in 
der Tabelle von A; und Mi nie zwei Zahlen in einer Zeile vorkommen, 
die in der Tabelle von Ai und Mi in derselben Spalte stehen. Eine 
mögliche Anordnung für 7.4.aA;, D.3.3.2M} für p = 16 wäre also z. B. 
die zweite Tabelle auf S. 243. Betrachtet man nun die Inversionen der 
Zeilen untereinander, d. h. die Anzahl der Fälle, wo eine Zahl in einer 
Zeile kleiner ist als eine Zahl in einer der vorhergehenden Zeilen, so ist 
offenbar diese Zahl für die zweite Tabelle größer als für die erste. 
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Denn es ist ja die zweite aus der ersten erzeugt, indem eine oder 
mehrere Zahlengruppen, die ursprünglich die natürliche Reihenfolge 
batten, permutiert sind. Ebenso würde eine möglicherweise vorhandene 
dritte Tabelle mehr Zeileninversionen enthalten als die zweite usw., 
d. h. es 'ist unmöglich, daß man auf diesem Wege zur ersten Tabelle 
zurückgelangt, und der Prozeß muß also irgendwo abbrechen. Die Kette 
kann sich verzweigen, aber kein Zweig kann sich schließen. 

Wir sind jetzt imstande, das System der Haupteinheiten zu berech
nen. Es sei z. B. durch die Ungleichungen: 

(47) Mi A{ + 0, M1 ~ + 0, Mf ~ =i= 0 
eine vollständige offene Kette ohne Verzweigungen bestimmt. Zur 
Abkürzung schreiben wir La: = EiJ M Mi, {X = 1, ... , 'l'}iJ. Die Opera
toren LIX sind dann idempotent. Ferner sind: 

(48) ~IP = Lp .. - L p LI' + L p LI' L" , I ~IIX = L IX - L IX Lp + L IX L p LI' - L IX L p Ly La, 

üy = L y - LI' L" , 
. " ~I =L". 

idempotent, während die gegenseitigen Produkte von ~IIX, ~IP, W und ~Icl 
und alle Produkte mit irgendeinem anderen Operator L", " + {x, p, r, tJ , 
verschwinden. Hat die Kette eine Verzweigung, z. B.: 

(49) M1 ~ + o. MjA1 + 0, 

so bekommt {1P weitere Zusatzglieder : 

(50) {IP = L p - L B Li + Lp LI' La - Lp La + Lp La 1.'1 • 

In dieser Weise lassen sich so viele idempotente sich gegenseitig annul
lierende Operatoren bilden, wie es geordnete Operatoren Ai oder ~ gibt. 

Aus dem Bildungsgesetz der ~IIX und (41) geht hervor: 

(51) 

(52) 

(53) 

Es ist jetzt noch zu beweisen, daß die {I IX , {X = 1, ... , 'l'}iJ ein System 
von Haupteinheiten bilden. Jede Elementarsumme läßt sich zerlegen in 
geordnete Alternationen und jeder bei dieser Zerlegung entstehende 

'Teil wieder in geordnete Mischungen: 

( 11 ~ A IX IX ?; IX P IXP 54) ;. u,t. ... Ap =..:;..~ v,t. ... Ap = ~ Mj w,t. ... Ap, 
IX IX 



§ 6. Die Zerlegung einer Elementarsumme in geordnete Elementargrößen. 255 

wo die Summierung über alle geordneten Ai und Mj zu erfolgen hat. Da 
abnormale Nichtannullierungen auftreten, läßt sich (54) nicht auf die 
einfache Form (44) bringen. Nun ist aber nach (37), (52) und (53): 

(55) A"'MP 2 A"'MPA"'MP ;1'" A'" MP eij i ;=ei; i ; i ;=eiji i;, 
so daß: 
(56) 

und infolgedessen: 
(57) 

11 Y. ;1'" A'" MP "'P i uJ.." ••• J.p = ~ i i ; Wll .•. l" 

Aus (41), (53), (55) und (56) folgt ferner: 

(58) ~I"'/Iu -~I"'A~~Mß':t -~A~Mf!"'P -Ao;~ , i 11 ••• 1,,-, t""" i 11 ••• 1"-"",,.0,; ,Wll ••• l p - t ll'''A" 
jJ P 

und damit ist bewiesen, daß es nur eine einzige Zerlegung einer Elemen
tarsumme in Elementargrößen erster Art gibt. Da für Elementargrößen 
zweiter Art dasselbe gilt, ergibt sich der Hauptsatz: 

Jede Elementarsumme und somit jede Größe kann in 
einer und nur einer Weise zerlegt werden in geordnete Ele
mentargrößen erster (zweiter) Art. 

Nebenbei hat sich der Satz ergeben: 
Die Anzahl der zu irgendeinem Paar konjugierter Ord

n ungszahlen ~ gehörigen Alternationen oder Misch ungen ist 
gleich der Anzahl ~ij der Ha upteinheiten des zu diesen Ord
nungszahlen gehörigen ursprünglichen Systems. 

Die Zahlen aus der ersten Zeile der Tabellen der Frobeniusschen 
Gruppencharaktere haben also noch eine Bedeutung, die in der Theorie 
der endlichen Gruppen nicht zum Ausdruck gekommen ist. Jede dieser 
Zahlen gibt nämlich die Anzahl der zu den betreffenden Ordnungs
zahlen gehörigen möglichen geordneten Alternationen und Mischun
gen an. 

Die Koeffizienten eij lassen sich folgendermaßen bestimmen. Ist 
{Xi die Anzahl der einfachen Operatoren Ai oder Mi und ßi die Anzahl 
der einfachen Alternationen, die einen be s ti m mt e n Operator Mj nicht 
annullieren, also z. B. für p = 6: 

(59) {X9=15 ~3=45 ß9=4 {J3=12, 

so ist. allgemein: 
(60) Olt {XJ p; = PJ ' 

wenn i und i konjugierte Ordnungszahlen sind. Nun enthält Ai Mj 

gerade {Xi ßj = {Xj ßi Operatoren Ai Mf, die nicht identisch verschwinden, 

und diese Operatoren kommen in AiMj alle mit dem Faktor _1_ vor. 
{XtOlJ 

Diese {Xi ßj Operatoren lassen sich aber auf die ~ij Produkte von geord-



256 Die invarianten Zerlegungen einer Größe höheren Grades. 

neten Operatoren Ai Mi zurückführen, und diese bekommen dabei den 
Koeffizienten: 
(61) 

Es ist also: 

(62) 

so daß: 
(63) EiJ = ~I ~iJ = ~J ~iJ' 
Für P = 6 sind die Werte von EiJ: 

(64) J El.11 = EU ,1 = 1 , E2,10 = EIO,2 = ; , E3,9 = E9,3 = :~' 
1 E',7 = E7,4 = 2, E5•S = Es,5 = 2, E6.6 = "5' 
Die gefundene Zerlegung in geordnete Elementargrößen erster oder 

zweiter Art ist nun wirklich eine Zerlegung in unzerlegbare Größen, 
wie sie im ersten Paragraphen verlangt wurde. Um dies darzutun, muß 
noch bewiesen werden, daß eine geordnete Elementargröße keine lineare 
Komitante besitzen kann, die weniger Bestimmungszahlen hat als die 
Größe selbst. Nun bestehen zwischen den Bestimmungszahlen einer 
geordneten Elementargröße erster Art Vl, ... Äp die Gleichungen: 

Vl, ... Äp = ~I" Vl, ... Äp' 

Infolgedessen hat vl, ... Äp eine Anzahl q < n P linear unabhängige Bestim
mungszahlen. Sollte nun vl, ... Äp eine lineare Komitante w", ... lp mit 
weniger als q linear unabhängigen Bestimmungszahlen besitzen, so 
müßte ein Operator H existieren, eine Summe von Vielfachen von 
Permutationen, so daß: 
(66) W = H~I"v l, ... lp ,l, ... lp 

wäre. Nun folgt aus (65), daß H nur Zahlen des zu ~I gehörigen Zah
lensystems erhalten kann. Schreiben wir für die Zahlen dieses Systems 
i"p, und richten wir es so ein, daß: 

(67) ;IP . 
i = Ipp, ß = 1, ... , ()ij, 

und daß die Multiplikationsregeln lauten: 

(68) . . { ip s für '}' = () 
Ipr I~s 0 .J... jI 

" ,},-r U , 

so kann H nur die Zahlen ip lX' ß = 1, ... , ();,J, enthalten: 

(69) H=2'Hp ip" 
fJ 

und (66) geht über in: 

(70) Wl, ... lp = 2'Hpip,,; ,," w}'1 ... J.p =2' Hp ip" Wl, ... lp'. 
fJ fJ 
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Wird aber auf diese Gleichung der Operator: 

(71) Ir==~IIpi~p 
angewandt, so folgt: 

(72) IrwÄ, ... Äp == (~II;) i~~ vl. ... Äp == (fII;) v", ... Äp' 

und aus dieser Gleichung folgt, daß das Verschwinden von wÄ, ... Äp 

stets das Verschwinden von v", ... Äp zur Folge hat. Dies wäre aber nicht 
möglich, wenn wJ., ... .lp weniger als q linear unabhängige Bestimmungs
zahlen hätte, es ist sogar nur möglich, wenn wÄ1 ... Äp ein Isomer von 
'VÄ, ... .lp ist. ))ieselben überlegungen gelten für geordnete Elementar
größen zweiter Art, und auch für nicht geordnete Elementargrößen, da 
ja jede solche Größe ein Isomer einer geordneten Elementargröße ist. 
Somit gilt der Satz: 

Eine Elementargröße (erster oder zweiter Art) ist unzer
Iegbar und besitzt außer ihren Isomeren keine linearen 
Komitanten. 

Die Zerlegung einer kovarianten Größe in Größen, die bei der 
affinen Gruppe unzerlegbar sind, ist damit vollständig zu Ende ge
führt. Für kontravariante Größen gelten natürlich ganz dieselben 
Überlegungen, so daß auch dieser Fall miterledigt ist. 

§ 7. Berechnung der Bestimmungszahlen der 
Elementargrößen. 

Die Berechnung der Bestimmungszahlen der Elementargrößen soll 
an einigen Beispielen vorgeführt werden. Für p == 4 lautet die Zerlegung 
einer Größe in Elementarsummen: 

(73) {vxÄf'v== ~Ml + ~~M2 + 4!3~ + 9~~, + A1Ms) vxJ.,." 
== (,A + 9aA2M + 42,2A2,2M + 92AaM + ,M)vxJ.,.". 

Nun hat: 
(74) ,A vx""" == v[xÄ,,"j 
(:) Bestimmungszahlen. Der zweite Term besteht aus drei Größen, die 

in drei Indizes alternierend sind und also n (;) Bestimmungszahlen ha

ben würden, wenn sie nicht der Bedingung unterworfen wären, daß sie 
durch 4A annulliert werden. Diese Bedingung gibt (:) Gleichungen und 

es bleiben also n (;) - (:) Bestimmungszahlen. DerdritteTermbesteht 

aus zwei Größen, die durch einen Operator 2,2A entstanden sind und 
also ohne weitere Bedingungen (~)2 Bestimmungszahlen haben würden. 

Die erste Bedingung ist, daß alle Operatoren aA 2M Null erzeugen. Zu 
einem geordneten Operator 2,2A gibt es aber nur zwei geordnete Opera
toren 2M, die nicht identisch Null erzeugen, und diese sind in bezug auf 
2,2A nicht wesentlich verschieden. Es sind also nur n (;) - (:) Be-

Se h DU t en, Rieci-Kalkül. 17 
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stimmungszahlen abzuziehen. Die zweite Bedingung ist, daß 4A annulliert. 
und das erfordert einen Abzug von (:) Bestimmungszahlen. Der dritte 

Term besteht also aus zwei Größen mit je: 

(75) (;Y - n (~) + (:) - (:) = (~t - n (;) 

Bestimmungszahlen. Jede der drei Größen des vierten Termes würde. 
wenn man die Bedingungen nicht mitrechnet, n 2 (;) Bestimmungszahlen 

haben. Zu einem bestimmten geordneten Operator 2A gibt es nun nur 
einen geordneten Operator 2,2M und zwei geordnete Operatoren 2M. 
die nicht identisch annullieren. Im ganzen sind also: 

(76) (~t - n (;) + 2n (~) - 2 (:) + (:) = (;t + n (;) - (:) 

Bestimmungszahlen abzuziehen, so daß n2 (;) - (~t - n (;) + (:) Be
stimmungszahlen bleiben. Der letzte Term schließlich ist symmetrisch 
und hat also (n t 3) Bestimmungszahlen. Für n = 4 sind z. B. die 
Anzahlen: 
(77) 1+3X15+2X20+3x45+35=256=44 • 

Für n = 3 verschwindet 4A und man erhält: 
(78) 3X3+2X6+3X15+15 =81 =34 • 

Der mittlere Term hat für die Differentialgeometrie ein besonderes In
teresse. Er besitzt gerade die algebraischen Eigenschaften der Riemann
Christolfelschen Krümmungsgröße, die in den vier Identitäten (H, § 14) 
zum Ausdruck kommen. Die Krümmungsgröße ist also eine geordnete 
Elementargröße und sie ist demnach unzerlegbar bei der affinen Gruppe. 

Für p = 6 wurde die Zerlegung in Elementarsummen schon auf 
S. 248 angegeben. Für n =:: 6 gibt die weitere Zerlegung 1 + 5 + 9 
+ 10 + 5 + 16 + 10 + 5 + 9 + 5 + 1 = 76 geordnete Elementargrößen. 
Für n = 4 ve~sch~inden die Operatoren It I und l~I und für die übrig 
bleibenden Terme berechnet man die Anzahl der Bestimmungszahlen 
nach der oben angegebenen Methode zu: 
(79) {9 X 6 + 10 X 10 + 5 X 10 + 16 X 64 + 10 X 70 + 5 X 50 

+ 9 X 126 + 5 X 140 + 84 = 4096 = 46 • 

Für n = 3 

(80)-

verschwinden auch ~I und ~I und man erhält: 

{ 5 Xi + 16 X 8 + 10 X 10 + 5 X 10 + 9 X 27 
+ 5 X 35 + 28 = 729 = 36 • 

§ 8. DieZerlegung einer bestimmten Größe sechsten Grades!). 
Als Be~spiel wollen wir die Größe: 

(81) v"'!1"xU; = v["PrHxJ.H = A~ v .. p"xJ.g 

1) Die Zerlegung dieser Größe, die zu einer in Punkt, Linien und Ebenen
koordinaten linearen quaternären Form in Beziehung gesetzt werden kann, wurde 
1923, 20 angegeben. 
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mit 96 Bestilnmungszahlen, die für 11, = 4 schon im fünften Paragraphen 
in Elementargrößen zerlegt' ist, weiter zerlegen in geordnete Elementar
größen. Zur Zerlegung des ersten Termes der Entwicklung (33) auf S. 250. 

8 - 2,2- - 2 2- 1 
(82) 9I v"' .•• E = 81 4,2A M v", ... E = 81 4,2A • MA6 v"' •.• E 

verwenden wir die Tabelle der 9 geordneten «.2A und 2,2M: 
4,2A 2. 2M 

:::::=: ;::: ~~: 
s 0 o 
« 0 X 

5 0 o 

X 

o 
o 

o 

o 
X 

o 

o 
X 

X 

X 

o 

600XOXO 

7 0 0 

8 0 X 

X X 0 0 

00 X (}-J 

o 
o 

-0 

X 

o 
x 

o 
X 

• 
o X 0 

o 
o 

X 0 

o X 

• 

• 
o 

• 

X 

• 

• 

• 
X 

X 

• 

x 

X 

x 

• 

• 

• 
90XOXO()-! OOXX •• 

Die abnormalen Nichtannullierungen sind durch Verbindungsstriche 

angegeben. Es ist 898 = 152 (S.256). Da von den geordneten Operatoren 

M8 nur M~, M: und M~ den Operator A~ nicht annullieren und bei 
A!, A~ und A; keine abnormalen Nichtannullierungen auftreten, lautet 
die Zerlegung: 

3 12 (1 1 2 2 5 5) 
(83) 9Iv", ... E = 5" A9Ms + A 9Ms + A9Ms V"' ... E· 

Setzt man die Stellen der 7 verschiedenen in Betracht kommenden 
Operatoren untereinander wie in untenstehender Tabelle geschehen ist: 

A~ 0 0 0 0 X X 

A~ 0 0 

A; 0 0 

M~ 0 X 

M; 0 X 

o 

o 

• 

• 

X 

X 

• 

o X 

X 0 

o X 

o X • 

A~ 0 0 0 X X • 

so ist ersichtlich, daß bei der Permutation P 45' die die vierte mit der 
fünften Stelle vertauscht und bei der V"' ... ~ nur das Vorzeichen wech
selt, A~ übergeht in A~ und gleichzeitig M~ in M~. Wir wollen dieses 

17* 
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Verhalten von A~M~ und A~ M~ kurz andeuten mit den Worten: 
A~ M~ und A~ M~ haben denselben Typus in bezug auf A~. Es ist 
also: 2 2 1 1 

(84) { Ag Ms v"' ... ~ = P45 Ag P45 P45 Ms P45 v" ... ~ 
I MI 

und: 
=-P45 A9 sv", ... " 

(85) 3 12 ( 1 1 1 1 5 5) gI v"' ... ~ = 5" AgMs - P 45 A9 Ms + A9 Ms v"' ... ~ 

Die zwei ersten Terme sind demnach Isomere und ~I v"' ... ; hat dem-
zufolge nur 2 X 6 = 12 Bestimmungszahlen (vgl. S.258). 

Zur Zerlegung von ~I v"' ... ; verwenden wir die Tabelle der 10 geord-
neten 4A und 3M: 

4A 3M 
1 0 0 0 0 • 0 • 0 0 

~ 0 0 0 0 • 0 • • 0 • 0 

s 0 0 0 0 • 0 • 0 • • 0 

4 0 • 0 0 0 • 0 0 • • 0 

5 0 0 0 • • 0 0 • • 0 0 • 

6 0 0 • 0 0 0 • 0 • 0 • 
7 0 0 • • 0 0 0 • 0 0 • • 

8 0 • 0 0 • 0 0 0 • • 0 • 

9 0 • 0 • 0 0 0 0 • 0 • • 

10 0 • 0 0 0 0 0 0 • • .. 
Abnormale Nichtannullierungen treten nicht auf (vgl. S.242). Nur 
M~ und M~ annullieren A~ nicht und A~ M~ und A~ M~ haben in bezug 
auf A~ denselben Typus. Da BS5 = 2 (S. 256), lautet die Entwicklung: 

(86) ~I v"' .•. ; = 2 (A~ M~ - P 45 A~ M;) v'" ... ;. 
:1 v", ... ; hat also 10 Bestimmungszahlen (vgl. S.258). 

Zur Zerlegung von iIv" ... ; verwenden wir die Tabelle der 5 ge
ordneten 3,aA und a,2M: 

1 0 0 0 X X X -0 X + 0 X + 

200XOXX o X 0 + X + 

SOXOOXX o 0 X + X + 

400XXOX o X 0 X + + 

5 0 X 0 X 0 X- 0 0 X X + +-
Die eine anormale Nichtannullierung ist angegeben. 
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Es ist E'l4 = 2 (S. 256). A~ wird nur durch M~ nicht annulliert, und 
bei A~ treten keine abnormalen Annullierungen auf. Infolgedessen ist: 
(87) ~I V~ ... ~ = 2A~ M~v~ ... ~ 
und ~1v~ ... E hat 10 Bestimmungszahlen (vgl. S.258): 

Zur Zerlegung von ~I v~ ... E verwenden wir die Tabelle der 16 ge-
ordneten 3,2A und 3,2M: 

1 0 0 0 X X • X • 0 X 0 

2 0 0 X 0 X • X 0 • X 0 

s 0 0 X X 0 • X 0 X • 0 

, 0 0 0 X • X X 0 0 0 X 

6 0 0 X X • 0 X 0 X 0 • 
6 0 0 >< 0 • X X 0 • 0 X 

7 0 0 X • 0 X 0 X 0 0 • X 

8 0 0 X • X 0 0 X 0 0 X • 
9 0 X 0 0 X • 0 0 X • X 0 

10 0 X 0 0 • X 0 0 X • 0 X 

11 0 X 0 • 0 0 0 X 0 • X 

12 0 X 0 X 0 0 0 X X • 0 

18 0 X • 0 0 0 0 0 ;( • X 

14 0 X 0 X • 0 0 X X 0 • 
15 0 X 0 • X 0 0 X 0 X • 
16 0 X • 0 X 0-: 0 0 0 X X • 

Die abnormalen Nichtannullierungen sind angegeben. Es ist E6,8 = 1: 

(S. 256). ~ wird nur durch M~ nicht annulliert. Demzufolge ist: 

(88) 61 _ 16 Al MI 6 v~ ... E-5 6 6V~ ... E 

und ~I v~ ... E hat 64 Bestimmungszahlen (vgl. S. 258). Die gesuchte 
Zerlegung von v~ ... E ist also gegeben durch die Gleichung: 

( l12 ( 1 1 1 1 ") v~ ... ; = 5 AgMa - P,,5 A9 Ms + AgMs 
(89) + 2 (A~M~ - p'5A~Mn + 2A~M~ 

16 1 1 \ 
+5A8M6Iv~ ... E' 

und sie enthält 5 verschiedene Größen mit 2 X 6 + 10 + 10 + 64 = 96 
Bestimmungszahlen. 
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§ 9. Die Zerlegung einer symmetrischen Größe bei der 
orthogonalen Gruppe. 

Eine symmetrische Größe vÄ,. ••• Äp läßt sich bei der affinen Gruppe 
nicht weiter zerlegen. Bei der orthogonalen Gruppe besitzt sie aber 
die linearen Komitanten : 
(90) gÄ,.l, vÄ,. ••• Äp, gÄ.,l, gÄ..l, Vl1 ••• ).p' 

die im allgemeinen (n t ~;- 3), (n t ~ 4" 5) usw. BestimmungszahleI?
haben, 

Zur Zerlegung von Vl1 ••• J", in unzerlegbare Größen bilden wir zu
nächst einige Operatoren. Es sei: 

(91) SI Vl, ••• Äp = : (~) g"ß Vctß(l •••• Äp glll,l. I So vÄ,. ••. Äp = I V).l'''Äp = Vl1 ••• l p ' 

S2 VÄ,. ••• Äp = n12 ;( (~) (P ~ 2) glX ß gY Ö VIXßyö (Ä., ••• Äp gll l • gl,l.l USW. 

S,V).l ... Äp ist also eine Summe von (i!) -1 (~) .. , (P -;i + 2) Termen. 

Läßt man erst Si wirken und dann SI' so enthält das Resultat: 

1 (n+2 P)i-2i(i+1)(P) (P-2) (P-2i+2) TI n 2 2 ••• 2 

Terme von Si und für 2 (i + 1) S p: 

Terme von Si+l' 
i1( (~) ••. (P i 2i) 

Demnach ist: 

jSl Si = (n+2'p)~ ::2~(~+ 1) Si + (i + 1) S'+1' 2(i + 1) sp 

SlS, = (n +2P)~ -2~(t + 1) Si; p -1 S2isp. 
n 

(92) 

Aus diesen Gleichungen folgt erstens, daß alle Operatoren Si sich linear 
in den Potenzen von SI ausdrücken lassen, und die Operatoren Si in
folgedessen dem kommutativen Gesetze unterworfen sind: 

(93) SiSj=SjSi' 

Zweitens folgt, daß für i s i Si Si nur Si bis Si+j enthält. Insbesondere 
interessieren uns die Produkte von S, mit sich selbst. Aus (92) leitet 
man leicht ab, daß in der allgemeinen Formel: 

(94) 

für Ä, gilt: 
(95) 

1 i(n+2p)-2i(i+1) 
1;= n 

Es sei nun p -1 s2lsp, also Sz der höchste vorkommende 
Operator. Das Zahlensystem der S, enthält dann l + 1 linear unab-
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hängige Zahlen, und es besitzt l + 1 idempotente Haupteinheiten, die 
sich folgendermaßen bestimmen lassen. Infolge von (94) ist: 

(96) Jz = ,lzSz 

idempotent. Da I - Jz durch Jz annulliert wird, ist: 

(97) ,lZ-1 SI-1 (I - Jl) ,l/-1 S/-1 (1 - J/) = ,ll-1 S/-1 (I - J/) , 
so daß: 
(98) JI-l = Al- 1 S/-l (I - J/) 

idempotent ist, während Jz und JZ-l sich gegenseitig annullieren. In 
derselben Weise ist: 

(99) JI-2 = ,l/- 2 SI-2 (I - JI-l) (I - Jz) 

idempotent und annulliert JI und JI-l' In dieser Weise fortfahrend 
erhält man 1 + 1 idempotente Operatoren Jz, .•• , Jo, die sich alle 
gegenseitig annullieren und somit ein System von Haupteinheiten bilden. 
Die Si lassen sich linear in den Haupteinheiten ausdrücken und es ent
hält Si nur die Ji' i:::: i. Bei Anwendung von Si auf Jm' m = 0, ... , 1, 
entsteht also Null oder Jm mit einem Faktor. Dieses System liefert 
eine invariante Zerlegung von v)., ... ).p: 

(i00) VA, ... i.p = (Jz + ... + Jo) VA, ... Ap· 

Wir wollen nun zeigen, daß irgendein Glied der Reihe J m V)., ... Ap 

keine linearen Komitanten mit weniger Bestimmungszahlen besitzt. 
Da die Größe symmetrisch ist, besitzt sie keine affinen Komitanten. 
Es genügt also, zu zeigen, daß überschiebung mit einem oder mit 
mehreren Faktoren gAP nicht zu einer Größe mit weniger Bestimmungs
zahlen führen kann. Da die Größe symmetrisch ,ist, kann man ebensogut 
zeigen, daß durch Anwendung von keinem der Operatoren Si eine Größe 
mit weniger Bestimmungszahlen entstehen kann. Wir sahen aber schon 
oben, daß Anwendung von Si auf Jm Null oder Jm mit einem Faktor 
erzeugt, und damit ist also bewiesen, daß die Größen Jm V,t" ... Ap bei der 
orthogonalen Gruppe unzerlegbar sind. Da auch irgendeine gegebene 
unzerlegbare Größe sich mit Hilfe der gefundenen Hauptreihe nicht 
weiter auflösen läßt, ist die Eindeutigkeit der angegebenen Zerlegung 
bewiesen. Zusammenfassend sprechen wir den Satz aus: 

Jede symmetrische Größe pten Grades läßt sich ,in einer 
und nur einerWeise zerlegen in höchstens 1+ 1, P -1s2lsp, 
bei der orthogonalen Gruppe unzerlegbare Größen. 

Die Anzahl der Bestimmungszahlen der unzerlegbaren Bestandteile 

ergeben sich aus dem Umstande, daß S,v)., ... Äp (n +: = ~~ -1) Be

stimmungszahlen hat und Si nur die Ji' i >- i 'enthält. Die Anzahl der 
Bestimmungszahlen von J,vA, ... Äp ist also: 

(n + p - 2i -1) _ (n + p - 2i - 3) 
P-2i P-2i-2' 
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Für n = 3 sind die Anoohlen z. B. für ungerades p: 3. 7. 11. 15. 19. 
23, '" und für gerades p: 1. 5. 9, 13, ... Für n = 4 sind die Anzahlen 
für ungerades p: 4, 16, 36, 64, ... und für gerades p: 1, 9,25,49,81, 
Sie bilden stets eine arithmetische Reihe (n - 1)ter Ordnung. 

Zur Größe JiV-t. ... .lp gebört eine symmetriscbe Größe (P - 2i)-ten 
Grades V;..l+, ... ,lp. die dieselbe Anzabl Bestimmungszahlen bat wie v., ... ).p' 

so daß: 
(101) vJ., .... p = gV.,J. •..• VJ.,i+, ... ,lp)· 

Beide Größen sind bei der orthogonalen Gruppe lineare Komitanten 
voneinander. 

§ 10. Die Zerlegung einer allgemeinen Größe bei der ortho
gonalen Gruppe. 

Eine Größe sei zerlegt in geordnete Elementargrößen. Jede dieser 
Elementargrößen bat die Form: 

(102) u - C' A~" M~u - e· A~M~~I"'u )., ... Ap - Ij 8, ... 8e t 8, ... 81' 1 ., ... Ap - tj t 1 t ., ... J.p 

und es gilt, eine Größe dieser Form bei der orthogonalen Gruppe weiter 
zu zerlegen. Dazu betrachten wir die t' Permutationsgebiete von Mi 
ein jedes für sich und zerlegen die ideale symmetriscbe Größe jedes 
Gebietes nach der im vorigen Paragraphen angegebenen Methode in 
Zu + 1 unzerlegbare Größen, s~ - 1 ~ 2lu ~ s~. u = 1 •...• t'. Sind die 
zugehörigen Operatoren Jit. Pu = 0 .. . lu. so ist: 

(103) 

und 
(104) 

1,~r 1.~lu 
Mi= ~ ~ Jp"Mj 

u Pu 

u = "" "" A ~ JU M~ ~I'" u J., ... ,lp ..:.,..:., , Pu 1 t )., .... p • 
u pu 

Die gegebene Elementargröße ist damit in t' + l: lu Größen aufgelöst 
u 

und es braucht jetzt nur nocb untersucht zu werden, ob diese Größen 
bei der orthogonalen Gruppe unzerlegbar sind. 

Dazu überscbieben wir die zu bestimmten Werten von Pu, u = 1, ... , t'. 
gehörige Größe: 
(105) 

irgendwo mit gJ.". Gebören die beiden Stellen, wo die überschiebung 
stattfindet,. demselben Permutationsgebiet von Ai an, so entsteht 
identisch Null. Wir brauchen also nur den Fall zu betrachten, wo die 
beiden Stellen zu verschiedenen Permutationsgebieten von Ai gehören. 
Scbreibt man dann den Operator Ai aus, so entstehen SI! ••. St! Größen. 
und jede dieser Größen ist ein Isomer von: 

(106) 
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das irgendwo mit gA,. überschoben ist. Wir betrachten eine dieser über
schiebungen. Findet die überschiebung statt an zwei Stellen, die zu 
demselben Permutationsgebiet von Mi gehören, so entsteht nach den Er
örterungen des vorigen Paragraphen eine lineare Komitante, die nicht 
weniger Bestimmungszahlen haben kann als die Größe selbst. Liegen die 
beiden Stellen dagegen in zwei Permutatkmsgebieten mit s~ und s:O 
Stellen, v > w, so wenden wir eine einfache Mischung an, die als Per
mutationsgebiet alle Permutationsgebiete von Mi enthält, die mehr 
als s~ Stellen enthalten und dazu ein Permutationsgebiet von s~ + 1 
Stellen, das besteht aus dem von der überschiebung getroffenen Gebiet 
von s~ St~llen zusammen mit der zweiten Stelle der überschiebung. 
Diese Mischung erzeugt Null, da WA, ..• .lp durch jede Mischung mit 
höherer Permutationszahl als Mi annulliert wird, und die Gleichung, 
die aies zum Ausdruck bringt, gibt die überschiebung als eine Summe 
von s~ Größen, die alle mit I" überschoben sind an zwei Stellen, die 
ganz in dem Permutationsgebiet mit s~ Stellen liegen. Denn, ist z. B 
für v =3: 
(107) qc"P).P,.P"j = 0, 

so läßt sich diese Gleichung schreiben: 

(108) q"p).p,.p" = - p" qJ.P,.p" - P"PJ.q,.p" - P"PJ.p,.q" 
und es ist also: 
(109) g"J.q"p;.p,. p .. = - ig"J.P" P;.qu p .. - !g";'P" PJ.p,.q,,· 
Damit ist aber die Uberschiebung in jedem Falle, wo nicht identisch 
Null entsteht, zurückgeführt auf überschiebungen, die keine linearen 
Komitanten mit weniger Bestimmungszahlen erzeugen können. 

Es ist also bewiesen, daß in dieserWeise'keinelinearen Komitanten 
mit weniger Bestimmungszahlen entstehen können. Es gibt aber noch 
eine andere Entstehungsweise. Die Größe WA, .•. .lp enthält in jedem der 
t' Permutationsgebiete mit si Stellen ein symmetrisches Produkt von 
Xi Faktoren gA,.,0:::;;:2x,:::;;:si, mit einer idealen symmetrischen Größe 
(s, - 2x,)-ten Grades. Man kann die Größe wJ.t ... .lp also aus einem realen 
Produkt von t' idealen Größen (si - 2 xi)-ten Grades, i = 1 , ... , t', ent
stehen lassen, wenn man ~Xi Faktoren gJ.,. hinzufügt und über bestimmte 
Stellengruppen mischt. Das Produkt der t' Größen ist eine reale lineare 
Komitante von WA, ... .<p, die gJ.,. nicht mehr enthält. Diese Komitante 
ist nun im allgemeinen keineswegs unzerlegbar bei der affinen Gruppe. 
Sie läßt sich in der in den §§ 5 und 6 angegebenen Weise in geordnete 
Elementargrößen zerlegen und mit dieser Zerlegung korrespondiert eine 
Zerlegung von wJ., ... .lp und somit auch von vJ., ... J.p in lineare Komi
tanten mit weniger Bestimmungszahlen. Es ist nun sehr bemerkens
wert, daß aus den so erhaltenen Teilen bei überschiebung mit t,. keine 
linearen Komitanten mit weniger Bestimmungszahlen mehr gebildet 
werden können. Dies wurde oben bewiesen, für die Größe wJ., .•. .lp selbst, 
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es muß also auch für jeden bei der letzten Zerlegung enstehenden Teil 
von Wlt".Äp gelten, da diese Teile ja alle nur Summen von Vielfachen von 
Isomeren von ,wl,,,.lp sind. Wäre dies nicht der Fall, so müßte man 
mit der Zerlegung mit Hilfe der Operatoren J und der Zerlegung in geord
nete Elementargrößen abwechselnd ad infinitum fortfahren. Jetzt ist 
aber die Zerlegung in unzerlegbare Größen nach Ausführung von zwei 
Schritten erreicht. Es besteht also der Satz: 

Jede geordnete Elementargröße EijAfMjUl,,,.Äp läßt sich 
zerlegen in bei der orthogonalen Gruppe unzerlegbare Grö
ßen. Diese Zerlegung wird. ausgeführt, indem man die Größe 
schreibt EiJAf Mr{I~ u;',,,.Äp' die Zerlegungsmethode für eine 
symmetrische Größe anwendet auf jedes einzelne Permuta
tionsgebiet von Mi und jeden so erhaltenen Teil wiederum 
zerspaltet, indem man die g;.f' nicht enthaltenden Komi
tanten mit derselben Anzahl Bestimmungszahlen in geor
nete Elementargrößen zerlegt. 

Es ist zu beachten, daß schließlich nicht alle erhaltenen Teile un
abhängig zu sein brauchen. Wie bei der Zerlegung in geordnete Ele
mentargrößen treten oft nebeneinander Teile auf, deren Bestimmungs
zahlen proportional sind. 

§ 11. Beispiel der Zerlegung bei der orthogonalen Gruppe. 
Als Beispiel soll eine allgemeine Größe vierten Grades V"lf'v für 

11, = 3 zerlegt werden. Die Zerlegung der affinen Gruppe liefert drei 
Größen: 
(110) hA: 2M~ v"J./tVI 

mit 3 Bestimmungszahlen, zwei Größen: 

(111) h,2A; 2,2M; v,,;',uv , 

mit 6 Bestimmungszahlen, drei Größen: 

(112) hA~ sM: V";'/H'I 

mit 15 Bestimmungszahlen und eine Größe: 

(113) 4M~ v,,;',uv = V(",,/'V) 

mit 15 Bestimmungszahlen. 
Jede Größe (110) ist ein Vektor. Bei der weiteren Zerlegung dieser 

Größe entstehen zwei Vektoren, deren Bestimmungszahlen aber propor
tional sind. Bei der weiteren Zerlegung jeder Größe (111) entsteht ein 
Skalar und eine Größe mit 5 Bestimmungszahlen. Die zweite Größe ist 
eine Komitante eines Tensors zweiten Grades, dessen Skalarteil ver
schwindet. Jede Größe (112) liefert erst zwei Größen mit 8 und 7 Be
stimmungszahlen. Bei der Zerlegung der gJ.,u nicht enthaltenden Komi-
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tante der ersten Größe in Elementargrößen löst sich dann diese Größe in 
zwei Teile mit 3 und 5 Bestimmungszahlen auf. Die symmetrische Größe 
(113) liefert schließlich drei Größen mit 1, 5 und 9 Bestimmungszabien. 
Im ganzen ergeben sich 19 bei der orthogonalen Gruppe unzerleg
bare Größen mit 3 X 1 + 6 X 3 + 6 X 5 + 3 X 7 + 1 X 9 = 81 = 34 

Bestimmungszablen. 

§ 12. Die Beziehungen der Zerlegung bei der affinen Gruppe 
zu den Reihenentwicklungen der Invariantentheorie1). 

Wird eine Größe vJ.1 ••• J. iX l'1"'PP ••• ' die in ,~ ... ÄiX , !'-1'" !'-p, usw. 
symmetrisch ist, überschoben mit den kontravarianten Variablenreihen 
x", ,," usw., so entsteht eine algebraische Form: 

(114) F = VJ.1 ... J. iX P .... PP." ... :/ .... X i·iX • •• """ ... "PP ••• 

Wird nun die Größe v;.. ... P .... in geordnete Elementargrößen erster oder 
zweiter Art zerlegt, so entsteht bei überschiebung mit den Variablen
reiben eine Entwicklung vonF nach geordneten Elementarformen 
erster oder zweiter Art. Eine Elementarform ist dadurch charakterisiert, 
daß sie keine linear kovarianten Formen besitzt, die sich durch weniger 
Bestimmungszablen geben lassen als die Form selbst. Ist eine Form 
nach geordneten Elementarformen entwickelt, so läßt sich die Ent
wicklung nicht weiter fortsetzen. Die Entwicklung nach Elementar
formen muß also sämtliche Reibenentwicklungen von Formen mit 
kontra- uzw. kovarianten Variablenreiben, die in der Invariantentheorie 
aufgetreten sind, umfassen. Für n = 2 ist die Entwicklung nach EIe
mentarsummen identisch mit der Gordanschen Reibenentwicklung und 
für allgemeines n mit der Reibenentwicklung von Young2) (vgl. S. 249). 
Die Entwicklung nach geordneten Elementarformen erster Art ist iden
tisch mit der Reihenentwicklung von Godt 3). Die weitergebende Ent
wicklung nach geordneten Elementarformen wurde vom Verfasser 19194) 

angegeben. Für allgemeine Werte von n kann man in der Entwicklung 
nach Elementarsummen alle Glieder zusammengreifen, die im Operator A 
eine gleiche Anzahl n-stel1iger Permutationsgebiete aufweisen. Dann 
entsteht die Reihenentwicklung, die, für den Fall, daß die Anzahl der 
Variablenreihen gleich n ist, von CapeUi 5) angegeben ist und für den 
allgemeinen Fall von Deruyts 6) und Petr?). 

Aufgaben. 
1. Man bestimme mit Hilfe der Youngschen Formel die Werte 

von ~'1 für die Permutationszahlen von der Form oe.. 2. 

1) Man vergleiche für ein/' ausführlichere Darstellung 1919. 7. 
2) 1901. 3; 1902. 9. 3) 1908. 3. f) 1919. 7. ö) 1882. 1; 1890. 2. 
8) 1892. 3; 1893. 2. 7) 1907. 2. 



268 Die invarianten Zerlegungen einer Größe höheren Grades. 

2. Mit Hilfe der in der vorigen Aufgabe berechneten Koeffizienten 
entwickle man die n-äre Form 

VA,. ••• .\'1'1 ... 1" xlI • •• XAf yPl ••• yPr; 
in eine Reihe. 

p=q+r 

3· Man bestimme die Werte von ~'J für p = 5 (S.248) durch Ab
zählen der geordneten Alternationen oder Mischungen. 

4. Es sind die Werte von e'l für p = 4 und p = 5 zu berechnen. 

5. Man zerlege V",pyde bei der affinen Gruppe und bestimme die 
Anzahl der Bestimmungszahlen für n = 5, 4, 3. 2. 

6. Man zerlege V",py& bei der orthogonalen Gruppe für n = 4 und 
bestimme die Anzahl der Bestimmungszahlen. Welche Teile kommen 
in der Größe R;,;;,'" g",., der Weylschen übertragung vor? 



Lösungen. 
I, 1. Wir setzen 

ul.g+, ... ).p = VA, ... }.p wA, ... ).g 

Bei der Transformation (8) geht diese Gleichung über in 
PAg+, ... ).p "g+, ... lXp I }., ... APQß, ... ßg 

"g+, ... "p u = V 1., ... Ag wß, ... ßg' 

wo wir zur Abkürzung die Buchstaben P und Q nur einmal geschrieben 
haben. Diese Gleichung ist gleichbedeutend mit 

so daß 
~) (}., ... AP I lX"""'PQ}., ... Ap) ° "" v - V lX, ... lXp WI., ... Ag = 

ist für jede Wahl der Größe w;.,.:.Ag' Wir wählen jetzt 
V\ 'Vq 

wA, ... }.g = eA, ••• eAg • 

Die Gleichung (IX) geht dann über in 

gültig für jede Wahl von '1'1' ••• , 'I'q, und es ist also 
At ... }.p _' "''''''PQJ., ... Ap 

V - V ", ... lXp' 

Die vA,· .. Ap sind also Bestimmungszahlen einer kontravarianten Größe 
pten Grades. 

I, 2. Wählt man für v;. nacheinander die n Maßvektoren ;A' so 
ergibt sich: 

P'" _ {a, A = 'I' (nicht summieren) 
A - 0, A =F '1'. 

Geometrisch bedeutet dies, daß eine lineare homogene Transformation, 
die jede beliebige Richtung invariant läßt, eine Ähnlichkeitstrans
formation ist. 

I, 3. Man wähle :l = Wi. und für v" nacheinander die Maßvektoren 
e", ... , e". Sodann ergibt sich: 
a2 an 

U;." = 0, A, f.1 = a2 , ••. , an, 

so daß u;." die Form hat: 
a1 al 

Ui .. /t = e;. qf' + r .. eu = Wi. q.u + r;.w". 
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Daraus geht hervor. daß u()."1 sich schreiben läßt: 

u).,. = w(). (q,.1 + 1',.1) =W().P,.I' 

I. 41). Nach Aufgabe 3 ist u(1;>" w" von der Form 

u().;t w" = Pe). W,.I 

für jede beliebige Wahl von w).. Eine Gleichung von dieser Form kann 
aber nur bestehen. wenn P). von der Wahl von WA unabhängig ist. 

Wählt man nun für w). nacheinander die n Maßvektoren ;).. so ergibt 
sich: 

{ 
P).." = P- = Ä. ) 

.. " IP).. ,,= P- =1= Ä. (nicht summieren) 
u().,.1 = IP,.." = Ä. =1= P-

0, "=1= Ä., " =1= P-
und es ist also: 

•• " '" A" u().,.1 = l'(). ,.1' 

I, 5. Man wähle e" = v" und für w). nacheinander die Maßvektoren 
110 a,. 111.. 
e). • •••• e).. Sodann ergibt s1ch: 

Pi" = {~' ,,= Ä. (nicht summieren)}" = aB' ••• , an 
O. v=l=Ä. Ä.=a1 • .... an. 

Pi" läßt sich also schreiben: 

" Ga " a" ." " Pi = IX e). e + ... + '" e). e + qA e 
11. - a,. a. 

oder 
Pi" = IX Ar +P). v"; PA = 'qA - ",:i. 

I. 6. Nach Aufgabe 5 hat u1;" vi' die Form: 

.. "". A"+ " u).,. v = IX). qA V , 

wo IX ein Koeffizient ist. der von der Wahl von vi" abhängt. Eine 
Gleichung dieser Form kann aber nur bestehen. wenn qA von dieser 
Wahl unabhängig ist. Für v" wählen wir nun nacheinander e". ...• e" 
D 'b'ch a. a,. • ann ergi t S1 : 

oder 

so daß:, 
u1;" = 1',. Ar + q).A~. 

Da aber Ui;" alternierend ist in Ä. P-. ist 1'). = - qA und u1;" hat also 
die Form: 

•• " J.. A" u).". = r[). ,.1' 

1) Vgl. Druckfehlerberichtigungen. 
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I, 7. Es ist: 
hJ.,.I" ••• hJ.p_,l'p_, VA,···J.pVI""·I'P = hl',A, ••• h"p_,J.p_, VI""'I'P-,J.pvA,···Ap_,I'P 

= hA,I" ••• hAp_,I'P_' v)., .. ·J.p-'I'Pvl""'I'P-'J.p. 

I, 8. In orthogonalen Bestimmungszahlen ist die Gleichung äqui
valent mit dem Systeme von n Gleichungen pten Grades: 

~ wH, ••• ip vi,. ••• vip= IXVl' 
i. •...• ip 

1: Wni, ... ip Vi,··· Vip = IX Vn • 
.,:1' •••• ;" 

Mit jeder Lösung dieses Systems außer 0 korrespondiert eine mög
liche Richtung von VA • Das System hat im Allgemeinen pn Lösungen. Eine 
dieser Lösungen ist v). = o. Ist aber VA eine Lösung, so ist VA, multi-

pliziert mit jedem der p - 2 Werte von p-lti außer 1 ebenfalls eine 

Lösung. Es bleiben also P" - 1 Richtungen von Vv • 
P-1 

I, 9. Es ist: 

1 [v, ~fPml 1 '"' m '"m V['" V"m] 
W.[)., ••• yy. ;'m]=U.[;., ••• U.;,.,1 .'", •..• '"01 

1 '"' m '"01 rv, .,1 
= U • [;., ... U. ;'01] V. ['"' ... v: ,"01] 

1 ['"' m ,".,] ['" 01] 
= U • [)., ... U. ;'.,] V • ['"' ... v: ,".,1, 

I, 10. Es ist: 
1 ["" m "'01] 1 [v, m "Oll 
U • C)., ••• U. ;'.,1 V • ["" ... V. '"Oll 

1 "', m '".. 1 ['" m "01] = U. [J., ••• U. ;'",1 V . ['"' ... V. '"Oll 
1 m (1 m) 
U"" u,"m ';:;['" TfP 1 = . [)., ... . ;'ml V -. "', ' •• v. m "'m 

1(1 1212 Imlm) 
- W[v, Wv. WVml 
- .[A, .). ••••• AmI' 

I, 11. Multipliziert man die Gleichung alternierend mit ~[).., ... , ';;)..,1 • 
so entsteht: 

1 12m 
W[p. V). VA • ••• V). .. I = 0 

d 1 . tallin bh··· 1 m un w). IS so ear a angtg von V)., ••• , V).. 
2 m 

W)., ••• , w).. Ist die Transformationstabelle : 
U I) 

W).=~IX V)., 
tI UI) 

so folgt aus der gegebenen Gleichung: 

und es ist also IX = IX • 
Utl I)U 

Das Gleiche gilt für 
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I, 12. Man wähle p gegenseitig senkrechte Einheitsvektoren 
u 
i)., U = 1, ... , p, und bilde die Größe 

11 u 

HxJ.f' = ~i" hl ,,, , 
11 

U Ü U 
hi." entsteht dann durch berschiebung von H";.,, mit i": 

u U 

hi-fI = i" H";.,, . 

Überschiebt man H";.,, mit p anderen gegenseitig senkrechten Ein-
u 

heitsvektoren, die lineare Funktionen der i;. sind, so entstehen p andere 
Tensoren, die auch durch orthogonale Transformation aus den h;.f' er
halten werden können. Die linke Seite der gegebenen Gleichung läßt 
sich nun schreiben 

11 U 

~i"'iP H",r"rlHIPll'jvj. 
11 

11 

Diese Größe ist aber von der näheren Wahl der p Vektoren ii. 
11 11 

unabhängig, da die Summe ~ i'" iP von dieser Wahl unabhängig ist. ~ie 
11 

ist also invariant bei orthogonalen Transformationen der h;.p. 

I, 14. Es sei der Tensor: 
11 11 (" b b a) b b 

h;.p = hlill e;. ep + hab e;. ep + e;. ep + h bb e;. e" • 

Sin<l hall und h bb beide Null, so liefert diese Gleichung direkt das ge
wünschte Resultat. Wir nehmen also an, daß etwa hbb =!= 0 ist. Soll 
nun 11,;.,,. = v(;. w,..J sein, so folgt: 

VaWa = h aa 

Va Wb + WaVb = 2hab 

Vb Wb = h bb 

und es ist also: i ( ~ ) 
V", = (X hi:b hab + lh~b - haahbb 

Vb = (X htb 

Wa = (X -1 hb-bi (hab - ih!/. - haa h bb) 
-l hi 

Wb = (X bb 

WO (X ein beliebiger Zahlenfaktor ist. Ist 11,)." = gl/., so liegen Vi. und W;. 

in den absoluten Richtungen. Für n> 2 läßt sich ein Tensor zweiten 
Grades dann und nur dann als symmetrisches Produkt zweier realer 
Vektoren schreiben, wenn sein Rang 2 ist. 

I, 15. Die Bedingung ergibt sich aus (I, 42) für q = 1. 

n, 1. Ist 
J7 v" = v· v, 

Pu 11" 

so ist 
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Sind nun ;l' U = 1, ... , n., n Vektoren, so daß 

so ist: 

II, 2. 

11 

v"w" = 0, 
u 

rJ.1l = ~(v.v _ o~v);) .. 
u u ll oxll, 

Setzen wir 

rI" = AIIl + SlA,;' - S" g).", 
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u=l=v 

so ist A[lill == 0 und Arl< läßt sich mit Hilfe von (II, 61) durch Q;lv und 
g;.1' ausdrücken. 

Nun ist im Falle (b): 

und im Falle (b'): 

1(0 0 0) 
11,)." ="3 oxl'h. v + o xJ./" I' + ox"ll'J. + 2 S[,tI"I') 

und in beiden Fällen läßt sich SJ. aus der erhaltenen Gleichung be
rechnen, da l" bzw. /;." den Rang n hat. 

II, 4. Vgl. Druckfehlerberichtigung. 

II, 5. 

Cl und C2 sind Integrationskonstanten. Hat der Parameter t selbst 
die gewünschte Eigenschaft, so hat jeder Parameter, der die Form 
Cl t + C2 hat, dieselbe Eigenschaft. 

II, 6. Ist v" ein Vektor in der Richtung der Kurve, so gilt 

IX) vI' V .. ' v" = 2 v" . 

Im Punkte P soli nun gelten 

Nun ist aber 

v,lt V Il v" vl g;." = 2 2 v" v), gh + v,lt Q~< g;." vl v" 

und es verschwindet in P also die erste Ableitung von v" vJ• glY in der 
Richtung von v". Da man in derselben Weise das Gleiche für die 
höheren Ableitungen beweisen kann, verschwindet, bei den bekannten 
Voraussetzungen über Stetigkeit, v" vl gl,' längs der Kurve. 

Umgekehrt, gilt für eine Kurve in jedem Punkte (IX) und 

ß) v" vl gh = 0 , 
so ist 

Se h 0 U t e n. Rieci·Kalkül. 18 
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Soll diese Gleichung für jede Kurve gelten, die den Gleichungen (IX) 
und ({J) genügt, so muß v" vA- gJ." für jede Wahl von v" in v'" v" VA Q~J." 
als Faktor enthalten sein und (>(,.."J.) hat also die Form 

Qf,.."J.) = P(p g"Ä) • 

Daraus folgt aber noch nicht, daß Q;.;." von der Form Q;.g;." ist. 

II, 7. Es ist 

hrx.p Krx."'Äp = hrx.p K;.prx.,.. = hrx.p KpJ.,..rx. = kPrx. KPA,..rx. = hrx.p Ka;.,..p. 

II, 10. Differentiation und Alternation über Q.) p. lehrt 

V[ro V,..]w";' = V[ro P,..]w"J. 
oder (Aufg.8): 1R"''II rx.;' 1R ••. Ä "rx. R'" rx. "A 

- ~ ro,..rx. W - ~ ro,..rx. W = rx.[ro,..] W • 

Überschiebung mit dem Mfinor mit inverser Matrix W;." lehrt: 

R • .. rx. R' •• rx. 
- ro,..rx. = n rx.[ro,U] 

oder Va>,.. = -nR[ro,..)' 

Nach (II, 142) ist also--'entweder n = 2 oder V ro,.. = o. 
II, 11. Es sei v;', ... ;.,. ein in der An konstantes n-Vektorfeld. 

Dann ist: 
d(vÄ, ... ;."d1XJ., ••. dnx;'''} 

= v;" ... ;'" «;d1 xJ., ••• dnxl" + d1 Xl, (;d2 X'·· ••• dnxJ. .. + ... } 
= VJ., .•. l" «}1 dxl, ••• dnxlß + (}lXl,d2dx'· •••• dnxl" + ... ) 
= v;.. .•. Ä"dt (d1X'" (V,.. vÄ,} ••• d"xÄ" + d1 xÄ'd2 x'" (V ... vAo) ••• d"x·" + ... ) 
= (V,..J: ••.. ;." V;., v,.. +.V;.. ..... I ••• J.,. VÄ• v,.. + ... ) dtd1 xJ., •.• dnx·n 

= ndt(v ... [J. .... J.,. V",] V,..) d1 xJ. • .... dnxÄ". 

Es soll also 
v ... [).I .... " V;.,] v,.. = IX vÄ, ... ;'" 

sein und IX soll konstant sein. Dies ist nur möglich für 

und 

V;. v" = ~Ar. 

II,12. Für diese Wahl derUrvariablenistim betrachteten Punkt x": 
o 

R' ",, __ o_r" -~r" 
ro,..J. - oxl' Äro o"ro ;.,.. 

V R"'" 0 ( ° r" ° r") ~ ro,..;' = a,,~ o x,.. Äro - oxo) ;.,.., 
. und es ergibt sich daraus unmittelbar sowohl 

als 

II,14. 

R[;";;'{=O 

V[~R;";]i" = O. 

'R;";;." = R;";l" - 2 dt V[O) Alilf~{ . 
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!II, 1. Die Bedingungsgleichung läßt sich umformen in: 

v'" .•• v[.tp (V" V"lJ) v'" ••• v"P = 0 

und diese Gleichung ist gleichbedeutend mit: 

v[.t VII- v,,] = 0 . 

III,2. a) Es sei v.t1 ... .tP die allgemeine Lösung. Dann ist: 
o 

17[" (v.t1 ..• ."J - VA1 ••• .tP]) = o. 
Nach (III, § 7) ist also 

o 
VA, ••• ." = VJ., ••• Ap + Vp., U ...... J.p] , 

wo u). •••• Ap ein beliebiger (p-1)-Vektor ist. 
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b) Man findet in ähnlicher Weise unter Berücksichtigung von (III, §9) : 

v""""P = V""""p + V" U!'-""""P, o 
wo u"""""P ein beliebiger (P + 1)-Vektor ist. 

III, 3. Es ist der auf 5,,110 ausgesprochene Satz anzuwenden. 
I!I, 4. Jedes kovariante (n -1)-Vektorfeld bestimmt eine Kon

gruenz. Durch diese Kongruenz kann man immer n - 1 Systeme von 
001 Vn - 1 legen, die äquiskalare Hyperflächen von n -1 unabhängigen 
Skalarfeldern (III,§1) 1, .. . ,"'sl sind. Die Gradienten 1 .. , ... ,"'i/ dieser 
Felder sind dann linear unabhängig und der (n - 1) -Vektor hat also 
dieselbe Richtung wie das alternierende Produkt dieser Gradienten. Aus 
der bewiesenen Eigenschaft folgt, daß sich der alternierte Differential
quodient Vr;., vJ. ...... ,.j eines kovarianten (n - t) -Vektors v). .... )." stets 
schreiben läßt s[J., VA •••• J."J, wo SJ. einen Gradientvektor darstellt. 

III. 5. Aus den beiden Voraussetzungen folgt: 
GI) L GI), GI) GI) 
~= anA •••• ,tp_ J.,a,,). •••• ,tp ••• -(-1)P Ä, ... J.v.,a,,=O. 

fj JILn a :!l a x'-s a :!P 
!II, 6. Man differenziere die Gleichung: 

v"C< V«Ä = Al. 
Dann folgt: V«). V" v"C< + v"c< V" V C<J. = 0, 

so daß: VC<Äv"" V"v"C< + v"« v",· VII- V«J.=O. 

Die gegebene Gleichung ist also gleichbedeutend mit: 

oder: 
V«). v"" J7" v"« + v"« v"" V!, V«). = 0 

v[" 1«1 v"J!' J7" V«). = 0 • 

Da vi.v den Rang n hat, ist diese Gleichung aber gleichbedeutend mit: 

V[!' V«]Ä = O. 

III, 7. Ist" = K' (IH, 132), so ändern sich die Gleichungen 
(132 a, c, d) beim übergang von W.t zu 'w). = aw" nicht. Die Gleichung 

18* 
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(132 b) bleibt entweder ungeändert, oder sie geht über in (131 b) für 
die Klasse K = " - 1 (vgl. S. 124). Die Klasse bleibt also " oder sie 
geht über in " - 1. In derselben Weise verfährt man in den anderen 
Fällen. 

III, 8: a) ,,= 4, 

b) ,,= 5. 
IV, 1. Es ist 

so daß 
Vi = A~v"; 

IV, 2. a) Es ist 
B" _ G:JG" • 
u- oxu ' 

B! kann nicht gleich :~ gesetzt werden, da die x" nicht als Funk

tionen der x" gegeben sind. Legen wir ein System von Hilfsvariablen 
"I so, daß ,,1"+1, •.• , xi .. auf der X m konstant sind, so ist 

B" ox" ., , 
j= {)xJ.1=11' .. ·.1m. 

Bi = unbestimmt. i:= 1'm+1' .••• in. 
Kehren wir jetzt zu den Urvariablen x'" zurück, so ist: 

B!=BjAI, 
Den Bestimmungszahlen haftet eine (n - m)-fache Unbestimtl1theit an, 
was zu erwarten war, da BI eine Größe der Xm ist. 

b) w~ = B~ w ... die w~ sind vollständig bestimmt. 

c) VU = B~ '1/ •. die V" sind vollständig bestimmt, 

der Ausdruck hätte aber keinen Sinn. wenn v" nicht in der Xm liegen 
würde. 

d) .. {1. 1 = v 
6;.= 

0, 1 =!= v 

", {1. U = v 6 -
u- O •. u=!=v 

e" _ {1,1= v 
;. - 0,1+ v 

e'fJ={1, u=v 
" 0, u=!=v 

6't' = B: e'''. 
u U 

Den Bestimmungszahlen :1 haftet eine (n - m)-fache Unbestimmt
heit an. 
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IV, ). Nach der Normierungsformel (IV, 97 a, S. 145) ist 

n+l n n h' h' - E E o e[J., e[v, ).2V'··· ).nIV,.1 - A, ••• J... v, ... v,.· 

Da aber hJ. ,,, t ... ,ne; alle Größen der Xn - 1 sind, folgt aus dieser 
Gleichung die zu beweisende Formel. 

Für n =) geht die Formel über in 

0- 4 = 4hh[1 h~)2) = 2 (hh hb - hizhh). 
IV, 4. Es ist vx[u, vxu,.-, v2xa,.1 

n!--···-----
vx1 vxn- 1vxu IJxv 

v xv. vxVn -, vaxVn , 

-n'E - ... -----
- • v •..• ",. vx1 vxn-l ()XU ()xt) 

- IE B'" B"n-, ~B"" - n. v,... .... l··· n -1 () XU " 

_ I 1 n [", e"n-, ~ BV") - n. ev • •.• e"n i ... n -1 () XU v 

n{) J. J.{)n 
e;'vxuBv= -Bv vxue;. 

__ B)' ox" o~J. 
- v vxu ()x" 

J. "f7 n 
= -BvB" f' "e). 
= -lt~v' 

Für n = 3 korrespondieren also hll , h12 und h22 mi t - L, - M 
und -N bei anderen Autoren 1) , während h,,;. = olf,,?' 

IV, 5. Es ist (vgl. Aufg. 2): 
() x[a, () x a,. - , 

on I -- ... -- (xan1 - xanl) 
() Xl 0 xn - 1 0 

{)x[v, oxvn -, = an! E -_ ... -- (xv,.l_ XV'')) 
V .... v,. ax l vxn-1 0 

= an! E e[" ... eVn -1 (X",.) - xV,.)) 
v, ... >'" 1 n-1 0 

n 
= a eJ. (x). - ~).) = t;. (Xl - t) . 

Die Affinentfernung wird 1, wenn der Punkt in der Endhyperebene 
von t). liegt, 0 wenn der Punkt in der Tangentenhyperebene der Xn - J 

liegt, und 00 für einen Punkt im Unendlichen. 
Ist xl' konstant und XV veränderlich, so ist 

o 
d P = - tv d XV - (X" - XV) d xlt V,t t,. 

o 0 0 

= -(XV - XV) d xl' V t 
o 0 " v 

1) Vgl. z. B. Blaschke, 1923. 10, S. 103. Vgl. auch die Fußnote 1) auf 
S. 175 des fünften Abschnittes. 



278 Lösungen. 

und dieser Ausdruck wird nur dann Null, wenn x" - x" die Richtung 
von n" hat, d. h. wenn x" in der Affinnormalen liegt. 0 

IV, 6. Neben den x" nehmen wir in der E" n Hilfsvariable 
x·, «I = 1, ••. , n an, so daß xm, ••• , X,,-1 auf der E", konstant sind 
und die Parameterhyperflächen dieser Variablen n - m Systeme von 
og1 Hyperebenen bilden, während x" auf der X"-l konstant ist, und 
die anderen m - 1 Variablen so gewählt sind, daß 

1 n 
E). ••.• J.n = e[). •••• eJ.n] 

auf der Xn- 1 konstant ist. Es ist nun t). = a~). und a ist zu bestimmen 
wie in Aufgabe 3. Ist BA" der Einheitsaffinor der Em , so ist BA" auf 

der Em konstant und ~ = BA"~ .. ist ein kovarianter Vektor der Em , 

der die Xm- 1 tangiert. Jedenfalls gilt also für den Tangentialvektor 
~ der X m- 1 in der Em : -' 

" 'B' n ... B' t). = q l" e" = - )." t,. a 
1 

und es gilt : zu bestimmen. Ist Bi der Einheitsaffinor der X"-l' Ci 
der Einheitsaffinor der X"'-l' und setzen wir 

B~fJ f7 n 
Pp).= p). y ~e{J; 

so ist infolge der Konstanz von BA" 
, CC'P f7 B'f n ~{J f7 n ~II 

Pp). = ,.A. y ~ per = C,.). y ~e{J = CpA. PC'{J;. 

fI,,). .entsteht also durch Schnitt von P,.J. mit der X m- 1 • Die Nor
mierungsgleichupgen für t). und für ~ lauten (vgl. Aufg. 3) : 

a-,,-l = {(n - 1)1}2 P[l[l": Pn-l],,-l], 

a'-m-l ={(m -1)1}2 PEtU ... p:n-l]m-ll = {(m-1)!}1I P(l[l ... Pm-llm-ll' 

Führen wir jetzt für die richtig normierten Werte der Tensoren Pp). 
und 1>J.p ' wie üblich, die Bezeichnungen g).", und KAp ein: 

gip = a' Pip , 

so entsteht: 
a-2={(n-1)!}2 g[l[l···g,,-l]n-l], 

am- l a'-m-l = {(m - 1) I}ll g[1[l' •• gm-11m-lI. 

woraus folgt: 

( 0.')-"-1 ={(m-1)I}1 g[1[1 ••• gm-l] .. -11 

a (1$-1)1 gI111" ·g .. -l],,-l] 

= __ 1_ nfm[m an-lln-ll 
( 1$-1) 6- ••• I) , 

m-1 

1 m n-l m n-l 
= (1$_1)gJ.fflP ..... gJ.n-."'''-.e[A .. ••• eJ.n_.l e[p.m'·' e"",_.I· 

m-1 
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Für den Pseudonormalvektor der Xm - 1 in der Em setzen wir an 

IX n'v = nV + yV , 

wo nV den Pseudonormalvektor der X 1' - 1 und y" einen Vektor in der 
X 1' - 1 darstellt. Für jede Verrückung in der X m muß dann gelten: 

(n-t + Jl) lJ (~t.t) = 0, 

so daß C; (17~~) t.t n). + ~ C; (17", t-t) y'- = 0 

C; 17~ log ~ + C;g",.ty'- = o. 
oder 

Daraus folgt: 
C'" .t = _1_ (~) m+l __ 1_ C'" (17' J.m,llm J."_I""_') 

,. g",.tY m+ 1 0 (n-1)" ",g ... g 
rn-i 

m 1'-1 m n-l 
• e[J.m • •• e;.,. _,] ef/t.. • •• epn -.1 . 

Für m = n - I geht diese Gleichung über in 

C'" (V' .Iv) l' - 111-1 
) c'" .t_": p ",g 8;. f" 

01. ,.,g",.tY - n e<pn-ln-l 
g 8", ep 

IV, 7. Gibt man der Em aus Aufg. 6 für m = n - 1 zwei ver
schiedene Stellungen, die sich schneiden in einer E1' - 2 , die die X"-l 

in P tangiert, so ist in P die Schnittgröße von ni/ mit der X n-1 und 
damit die rechte Seite der Gleichung (IX) für beide Fälle dieselbe. Sind 

also y" und y" die Werte von y" in P in diesen bei den Fällen, so ist 

C:g",.t(y.t - y.t) == 0, 

d. h. die Pseudonormalen n'" liegen alle in einer E2 , die die zur En - 2 

in bezug auf g.l" konjugierte Richtung enthält. 

IV, 8. Für m = 2 geht die Gleichung -für y" aus Aufg. 6 über in 
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ist, ohne daß g",P e'" efI verschwindet, d. h. also, wenn e" in einer Null-
1 1 1 

richtung des Tensors T)."." liegt, die nicht gleichzeitig Nullrichtung 
von g).I' ist. 

V,1. Man bilde die Kongruenzen 
w" = - IX i" + 0(, i"·· 
1 2 1 1 2 ' 

w"=w'''=i'' 
2 2 3 

w"=w'" = i", 
n-l n-l n 

die senkrecht zu v" bzw. v'" sind. Da v" Vn _ 1-normal ist, gilt 'nach 
(III, 26b): 

wffl w).] 171'(0(,1 i). + 0(,2 i;.) = 0; 
11 tl 1 2 

u,v=1, ... ,n-1; u=!=v, 

und es ist zu beweisen, daß 
w'ffl ·w').] 171'(- 0(,1 i;. + 0(,2 i;.) = o. 
11 tI 1 2 

Für u, v =!= 1 ist also zu beweisen, daß 

iffli).] 17,.0(,1 i). = 0; X,Y=3, ... ,n; x=!=y. 
:J: 1/ 1 

Diese Gleichung ist aber erfüllt, weil die i" ein n-faches Orthogonal-
1 

system bilden. Für u = 1, v =!= 1 ist zu beweisen, daß 

- 0(,2 iffl i).] VI' 0(,2 i). + 0(,1 iffl i).] VI' 0(,1 /). = 0; x = 3 , ... , n, 
1 :J: 2 2 11: 1 

und auch diese Gleichung ist aus demselben· ·Grunde erfüllt. 
V, 2. Die Kongruenzen der Hauptkrümmungslinien seien i" und i" , 

d . 1 2 
un essel ".,,+ ." v = 0(,1~ O(,a~, 

v'" = - 0(, i" + 0(, i". 1 1 2 11 

Da v" und v'" beide Va-normal sind, gelten nach (III, 26b) die 
beiden Gleichungen " 

(+ 0(,2 irl' i).] + 0(,1 iffl i;'l\ 171'(+ 0(,1 i;. + 0(,2 i).) = o. 
18 281 - 1 2 

Aus diesen Gleichungen folgt: 
- ~~ iffl i).] J7 I' i;. + O(,~ iffl i).] VI' i). = 0 

18 2 2 S 1" 

(~~ + ~)il'i;' VI' i). + (O(,~ - O(,nil'i). VI' i). = o. 
8 1 2 1 2 8 

oder 

Nun ist aber il' i). VI' i). Null und es verschwindet also auch 
.1' .). V . 1 2 3 
~ f I' ~;.. 

V,3. Es sei i" die kanonische Kongruenz, die mit i" VII-bildend 
1 

ist. Dann ist nach 111, § 3 
0(,) il' VI' i). - il' VI' i). = 0(, i). + pi).. 

111 
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Ist nun i" eine kanonische Kongruenz senkrecht zu i" und i" , so 
2 1 

ergibt überschiebung mit i;' unter Berücksichtigung von (V, 59): 
2 

i;' ift V i;. = i;' ift V i;. = - i;' ift V i;. = i;' i" V i;. 
2 "I 2 1" 1 2" 2 "1 

und i;. ist also V2- normal. 
1 

V, 4. Es sei V;. = vi;.. Infolge der Killingschen Gleichung ist dann 

(V" v) i;. + v V" i;. = - (V;.v)i" - v V;. i,.. 

überschiebung mit ift ergibt: 
i;.iftVuv+vu;.= - V;.v 

oder u;. = - i;. ift V"logv - V;.logv. 

Bei nochmaliger überschiebung mit i;' entsteht: 

o = - 2 i" V "log v 
und es ist also 

u;. = - V). log v . 
u 

Nebenbei ergibt sich, daß v, also auch r längs den Kurven der 
Kongruenz des Feldes v;. konstant ist. ;. v 

Ricci hat gezeigt I), daß ein Feld v;. dann und nur dann der 
K illingschen Gleichung genügt, wenn: 

1. Jedes System von n -1 zu v;. senkrechten Kongruenzen ein 
kanonisches System bildet, ferner 

2. jede Kongruenz senkrecht zu v;. einen Krümmungsvektor be
sitzt, der ebenfalls senkrecht zu v;. ist, und schließlich 

3. die Kongruenz der Krümmungsvektoren u;. von v;. Vn_I-normal 

ist und vU ;' längs den Kurven der Kongruenz von v;. konstant ist. 
;.V 

V, 5. Es sei 1';. die Kongruenzsenkrechtzuv;.undv;.=vi;.. Differen
tiation der Gleichung 

liefert: 
v;. V" j;. + l)' V" v;. = 0 • 

Unter Berücksichtigung der Killingschen Gleichung folgt also: 

v;'j,U V,.l;. = - P'f V,. v;. = o. 
V, 6. Ist v;. = vi;., so bt 

V" V;. = V VI' i;. = - v V;. il" 

Da i;. Vn_I-normal ist, verschwindet i[v VI' i;.] und Vr" iJ.] hat also die 
Form Pr;. i;.], P;..l iJ.. 

I) 1898, 1, 2; 1901, 1, S, 174, 608; 1902, 1. In 1901, 1 S. 174 und in 
1902, 1 wird gefordert, daß v;. V"_I-normal ist statt u).. Rieci verbesserte dies 
1901, 1 S. 608. In dem Neudruck von Juvet, 1923 ist diese Verbesserung von 
1901, 1 nicht berücksichtigt worden. 
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Es ist also 

Da aber andererseits 
u}. = i,u VI' i}. = - i'" V}. il' = 0, 

verschwindet pJ. und damit VI' '1J}.. 

V, 7. Es seien die V"_l äquiskalare Hyperflächen des Feldes p. 
Man braucht jetzt nur eine konforme Transformation der V" zu be
stimmen, durch welche die V"_l äquidistant werden, d. h. pJ.p}.: 
p}. = V}. p, in eine Konstante übergeführt wird. Ist die Transformation 

, g}.", = a g)."" 
so ist 

'p}. = PI' 'gJ.", = a- I p).; 

Wählt man also 

so wird 'P;.'p}. = 1. 

, iJp 
PJ.=PJ.=-).· 

iJx 

V, 8. Sind v" «.t und pv" dt die beiden Transformationen, so ist 
nach (V. 262): 

und es ist also: 
VI'P v}. = ipmg}.1' + p /"'). + (V",P) v}.. 

Dieser Differentialquotient soll nun aber dieselbe Form haben wie 
VI' v}. und es muß also Ve). VI') P ein Vielfaches von g).1' sein. Dies ist 
aber für VI' p =l= 0 nur für n = 2 möglich (vgl. I, Aufg. 14); v). und 
V).p liegen dann in den beiden absoluten Richtungen. 

V, 9. Ist j" senkrecht zu v}. und senkrecht zu VI' v, so ist 

iJ. v'" V'" v}. = v). 1'" VI' v). = v). il' (V", v) i}. + v). j'" V VI' i;. = 0; 

i" ist also senkrecht zu vI' V'" v).. Da 

vI' VI' v). = v'" (J7 '" v) i}. + .vl! i'" VI' i)., 

ist i" auch senkrecht zum Krümmungsvektor u). = iI' VI' iJ. • Sämtliche 
Richtungen, die zu v). und zu V", v senkrecht sind, sind also auch senk
recht zu UJ.. 

V, 10. Wir beweisen zunächst den Hilfssatz: 
Verschwindet für einen Affinor P}.I' in Ra sowohl P;'" als Pp). pI.., 

so ist der Rang von P).I' gleich 1. 
In orthogonalen Bestimmungszahlen lauten die Voraussetzungen: 

Pu + Pss=O, 

Pu Pu + 2 Pa Pu + PS2 P2S = 0, 
und aus diesen Gleichungen folgt: 

Pu Pu - Pu PS1 - Pu Pu + P ss Pu = 4 Pl1 [1 Pa]2] = 0 
oder (Vgl. I, 71 b.) 
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Nach den Voraussetzungen gilt nun für den Einheitsvektor i;.: 

IX) if' V"i;. = 0, 

ß) V"i"=O. 
Setzen wir also r) V"i;.=P,,;., 

so liegt p,,;. ganz in der R2 1- iv und aus (ß) folgt 

<5) P;'" = 0 . 

Die Integrabilitätsbedingungen von (r) lauten (!II, 56): 

V[oo p,,];. = 0 
und es ist also: 

i'" V", p,,;. = i'" V" p",;. = - (V f • i"') p",;. = - P;,'" p",;.. 

Bei Überschiebung mit gJ." folgt aus dieser Gleichung unter Berück
sichtigung von (<5): 

p;." p".;' = 0, 

so daß der Rang von p;." gleich 1 ist. p;." hat also die Form: 

v;.1-w;., v;.1-i;., w;.1-i;., 
so daß 

W" VI' i;. = O. 

Die Kongruenz besteht also aus 001 Systemen von 001 Geraden. Jedes 
System besteht aus parallelen Geraden in einer Ebene. Die Kongruenz 
des Feldes v" ist zu diesen Ebenen senkrecht. Der Schnitt zweier be
nachbarten Ebenen ist senkrecht zu V;. und zu v·" V" v;.' Da 

i;'vl' VI' VJ. = -vJ.vl' VI' i;. = 0, 

ist dieser Schnitt zu i" parallel und die Geraden der Kongruenz i sind 
also parallel zu den Tangenten der Raumkurve, deren oskulierende 
Ebenen die Ebenen senkrecht zu v" sind. 

V, 11. Wie bei der Ableitung von (V, 81) folgt für einen Vektor 
v" der Y m und die Kurve i" der V m: 

N) '1' V" '1' V' "+'1' J. H' ." "" ~ "v = ~ I' V ~ V ,,;.. 

Sind nun die geodätischen Bewegungen identisch, so muß il'v;' H;l" 
für jede Wahl von i" und v" verschwinden, d. h. es muß H;;." ver
schwinden. Umgekehrt folgt aus (IX), daß die geodätischen Bewegungen 
identisch sind, wenn H;;." verschwindet. 

V, 12. Ist V 11' i;.] = 0, so ist i;. ein Gradien tvektor und also V" - 1-

normal, und es ist 
U;. = il' V" i;. = i" V;. i" = O. 

Umgekehrt, ist die Kongruenz V"_l-normal und 
schwinden U;. und kl';' in (V, 57) und es ist also 

V [j. i;.] = hi!';'] = O. 

geodätisch, so ver-
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v, 13. Die Kongruenz i;. ist konformgeodätisch, wenn es ein Ska
larfeld G gibt, so daß bei der zu G g,,;. gehörigen übertragung i;. geo
dätisch ist. Bei dieser übertragung ist aber Gi i;. Einheitsvektor. Not
wendige und hinreichende Bedingung ist also: 

Vi" oii;.] = o. 
Diese Gleichung ist aber nach (U, 31) gleichbedeutend mit 

V[" oli;.] = 0, 

d. h. 0 muß so gewählt werden, daß oi i). Gradientvektor ist. Nun ist 
aber i). Vn_1-normal, und eine solche Wahl ist also stets möglich. 

V, 14. Das Linienintegral über eine beliebige Kurye k der Vn läßt 
sich umsetzen in ein Linienintegral über eine Kurve k' der Vn- 1 , die 
ausgeschnitten wird durch die geodätischen Linien der Kongruenz, 
die k schneiden. Das Linienintegral verschwindet also über jede ge
schlossene Kurve der V m, folglich verschwindet die Rotation des Feldes 
i). und die Kongruenz ist alsö (vgl. Aufg. 12) Vn_1-normal1). 

V,1S. Man zeigt zunächst, ausgehend von dem in Aufgabe 14 formu· 
lierten Satz, daß die bei der Verbiegung aus i1 entstehende Kongruenz 
iJ. Vn-1-normal ist. Eine aus Kurven der Kongruenz bestehende 
V2 schneide aus der ersten Vn - 1 eine Kurve k' aus, aus 4er zweiten 
eine Kurve k. Ausgehend von der Eigenschaft, daß das Linienintegral 
von i~ dxf' über jede .geschlossene Kurve der Vn verschwindet, wird 
dann bewiesen, daß jedes Linienelement von k zu i1 senkrecht istl). 

V, 16. (a) ist eine Folge von (U) (lU, § 7), ebenso folgt (b) aus 
(I) (111, § 9). Aus (I) und (lU) ergibt sich: 

p;.= (VO)FO)f') Ff';'=: V", FO)f'F,,).-F"'f'VO)Ff';'" 
= V 0) Frof' F,,). - Frof' V[ro F,,]}. .. 

Nun ist infolge U (V, 255): 

so daß 

VI,1. 

V[O)F,,];. = i V).F"", , 

p). = Vf'Ff'1X FIX). - i (V).F
"

",) F")f' 
= V f'Ff'1X FIX). - tV;.Ff'",Fwf' 

= V'- (F;IX FIX). + tgf').FIXPplXfI). 

Nach (U, 130) folgt aus der Voraussetzung: 

R • .• " A"r7 Q "'f'). = - )." ['" ,tl 

und infolge der zweiten Identität (U, 139) ist also 

A[).VwQ,_] = O. 

Durch Faltung nach ro v folgt aber aus dieser Gleichung: 

so daß 
V;.Qf' + n Vf'Q). + V).Qf' = 0, 

(n - 2) V[f'Qi.] = O. 

1) Vgl. Schouten-Struik, 1921. 9. 
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Nur für n = 2 ist also eine Weylsche übertragung möglich, bei welcher 
beim Herumführen eines Ve~tors längs jeder beliebigen geschlossenen 
Kurve Anfangswert und Endwert stets dieselbe Richtung haben. 

VI, 2. Nach (II, 130) und (II, 146) ist: 

R • •• v rI'). R .xv rI'). 
00/'). I) = oop.J..xg 5 

R .xv rl'J. V Q Ai ,.I,J. = rop.[J..x]g I) - [00 ,u] ).1) 

= Rp.ro[.x).]g.xv gJ. _ V[wQp.]AigJ. 

= Rp.w.x). g.xv g'). _ Rp.w(.xJ.) g.xy ~uJ. _ V[roQp.] Ai~ltJ. 
= Rro.xg.xv - 2V[wQ.x]g.x". -

Infolge von (VI, 16) ist also: 

R ,··v rl'Ä. _ R .xv _ ~R .x" + ~R "',. wp.Ä. I) - w.xg n w.xg n .xwg 

n - 2 "LI .xv 2 R .xv =--J.\.w.xg +- .xwg , n n 

VI, 3. überschiebung der aus (n, 167) folgenden Gleichung 

V wRp.Ä. - Vp.Rw). = VvR';';i" 

mit g.aJ. lehrt unter Berücksichtigung von Aufgabe 2: 

V w R - Qw gp.J. Rp.l. - gJ.p. V p. ROll.. 

V (n - 2 R .xv + 2 R .xv) = " -n- Ol.xg n .xwg 

oder: 
_Q (n-2 R g.x"+~R g.x .. ) " n Q)" n ~Q) 

VwR -Qw R - gJ.P.Vp.RwÄ. = n-2 g.x" V"Rw.x +~g.x" V"R.xaJ' 
2 n 

Nun ist 
gJ.p. Vl,RgÄ.ro = V coR - RgÄ.roQp.gÄ.p. = V co R - QroR 

und also 

gJ.p. V p. R gJ.ro - gÄ.p. V p. RroÄ. = n -: 2 gAp. V p. ROlÄ. + ~ gl.p. V p. RJ.w 

oder (ni 1 ) 
-2gÄ.P. Vp. -: ROll. + nRJ.ro - iRgÄ.w = o. 

VII, 1. (). _ (fIX) (2:) 
oJ - (P -: + 1) 

VII, 2. Die Entwicklung der in 21 •. • lq und POl ••• Pr symmetrischen 
Größe Vl, ... /'r lautet: 

o •.... p. 1, ... dIS 
-",' '5"' Ä. J. . VA'''.l<' - ~ "!' E(J p-.x,.xM .x'2A VA, ... ", 

pi = { 1- P für p gerade, 
1 (P - 1) für p ungerade, 
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da alle Alternationen, die nicht von der Form ",.2A sind, v).""," annul
lieren. Zur Berechnung von fij bemerken wir, daß 

IX, = (fIX) (2 IX) ! 2",11X1 ; IXj = (~) 
ß, = ~ !(P -;; IX) ; ßj = 2"'. 

Infolge (VII, 63) ist also 

2'" (fIX) (21X1X) 
fij = (~) (P _ ~ + 1) -

2'" (P :; IX) 

(P -~ + 1) 
Von den geordneten Operatoren ",.2A gibt es gerade (~), die vJ., ... ,., 

nicht annullieren, und diese erzeugen alle irgend ein Isomer von 

. v[)., ... [).'" 1 )."'+ 1 •.. ).,11',] ... ,.",] ... 1',' 

Diese Größe ist zu mischen über Al'" Ag: P"'+1 ••. ßr und über 1'1'" 1'", 

und sodann mit xJ., ••• xAi y,., ... y,., zu überschieben. Statt dessen 
können wir ebensogut nicht mischen und überschieben mit der Größe 

x().' ••• i,y,.",+1 ... yl',) y"' ... y""'. 

Von dieser Größe erzeugen nur die Terme nicht Null, die beim Aus
schreiben kein y mit einem Index von Ä1 , ~ •• , A", enthalten. Diese 
Terme zusammengenommen ergeben 

(p - 21X) 
l' - IX ",Ä,. ",J.", ",(,1''''+1 .,).g ,P",+1 ~JI") 'lJ1'1 ,p", 

(p _ IX) .IV ... .IV.IV .. • .IV Y ... J J ... Y 

1'-1X 

(~) ",J.I ... J.", ",(Ä"'+1 ",J.g 'IJ,U", + 1 ,p,) ,PI ,p", - (P -;; IX) .IV ... .IV.IV ... oN J ... y y ... y • 

Der eine Operator ",.2A gibt also im Endresultat den Beitrag 

7., . J.", ,P, ,p", (J."'+l J.g ,P",+1 ,.,) 
·V)., ... ).gl'l'''I''X ... x y ... y x ... x y ... )1. 

Da alle Operatoren denselben Beitrag liefern, resultiert, wenn wir ein
fachheitshalber schreiben 

vJ.I .... J.gl'-, ... I', = a;'l'" aJ.g bl'-"" b!'r 
die Formel 

, (q) (1') O, .... P IX IX 
v). xJ., x Äg ~JI', ~JI" = ~ 2'" {a[J. b 1 x[J. ~J!']}'" • 

, ... 1" ... J "'J ~ (P-~+1) ." J 

b b J."'+1 J.g ""'+1 u, • a(J."+1 ••• aJ.g 1'-",+1'" f"} x .,. x y ... y . 
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Wenn man bemerkt, daß für n = 2 

aU. b,.] x[.t y,.] = t (all bb - ab b~) (x" yb - xb y") • 

und für die eingeklammerten Determinanten, wie in der Invarianten
theorie gebräuchlich (a b) und (xy) schreibt, so entsteht die bekannte 
Clebsch-Gol'dansche Entwicklung einer binären Form: 

VII, 4 
P=4: 01:1 = 1 ß1 = 1 815 = 1 

OI:a = 4 ß2=2 824 =! 

OI:s = 3 ßs=2 8ss=t 
01:4 = 6 ß4' 3 84,,=! 

01:&= 1 ß&= 1 8S1 = 1 

P=5: 01:1 = 1 ß1= 1 817 = 1 

OI:ll = 5 ß2=2 826= t 
/XS = 10 ßs=4 83&= 2 

01:4 = 10 ß .. =3 8 .. ,,=t 

/X& = 15 ß5=6 853= 2 

/Xe = 10 ß6=4 682=t 
01:7 = 1 ß7=1 871 = 1 . 

VII, 5 
{ 

1, .. ,\" 
fJ",Pyh = 5A7 +:; t~~ 2M; 

1,~S .t .t 1 ... ;;6 
+ i"' 2 s,2A6 a,2Ms + ~ t 3A~ sM~ 

1,~6 l,~4 } 
+ ~ 22,2A; 3,2M~ + ~ taA;' "Mo + sM? v",p,/~e' 

" co 

Für n ~ 5 gibt es 26 Teile, für n = 4 verschwindet der erste Teil, 
für n = 3 verschwinden die 5 ersten Teile und für n = 2 die 16 ersten. 
Die Anzahlen der Bestimmungszahlen sind für: 

n = 5: 1 + 4 X 24 + 5 X 75 + 6 X 126 + 5 X 175 + 4 X 224 + 126 
= 3125 = 55", 

n = 4: 4X4 + 5 X20 + 6X36 + 5 x60 + 4x84+ 56 = 1024= 46 , 

n= 3: 5X3 + 6x6+ 5 X15 +4X24+21 = 243 = 35 , 

n= 2: 5X2+4X4+6=32 =25 , 
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VII, 6. 
Die Zerlegung bei der affinen Gruppe lautet (VII § 6 und 7) 

{ 
1, ... , 3 1, ":'Zr 2 ,t J. 

v"'PrlJ = 4AS + 2: "hA~ 2M~ + ~ h,2Aa 2, 2M3 
" Ä 

+,.t3t2A~ 3Mf + 4MS}V"'PrIJ. 

" Bei der orthogonalen Gruppe läßt sich der erste Teil nitht weiter zer-
legen. Jede Größe 

zerfällt in zwei Teile mit 6 und 9 Bestimmungszahlen. Die erste dieser 
Größen ist ein Bivektor. Jede Größe 

Ä Ä 
~- 2,2A3 2, 2M3 v"'PrlJ 

zerfällt in drei Teile mit 1, 9 und 10 Bestimmungszahlen. Der erste 
Teil ist ein Skalar, <:ler zweite eine Komitante eines Tensors zweiten 
Grades, dessen Skalarteil verschwindet. Jede Größe 

zerfällt zunächst in zwei. Teile mit 15 und 30 Bestimmungszahlen. Der 
erste Teil zerfällt wieder in zwei Teile mit 6 und 9 Bestimmungszahlen, 
Komitanten eines Bivektors bzw. eines skalarfreien Tensors zweiten 
Grades. 

Die Größe 

zerfällt in drei Teile mit 1, 9 und 25 Bestimmungszahlen. Der erste 
Teil ist ein Skalar, der zweite eine Komitante eines skalarfreien 
Tensors zweiten Grades. 

Im ganzen ergeben sich 25 bei der orthogonalen Gruppe unzer
Iegbare Größen mit 1 + 3 (6 + 9) + 2 (1 + 9 + 10) + 3 (6 + 9 + 3D) 
+ (1 + 9 + 25) = 256 = 44 Bestimmungszahlen. 

Die Krummungsgröße der Weyl sehen übertragung ist (VI, 9) : 

R · .. v K··· v V Q A" Q "' •. 
WI'Ä = WI'Ä - [w "I Ä - [w{,t g/,) "'J g . 

Kw,u;'v ist eine geordnete Elementargröße, die zum Operator -~ 2,2AZ 

2,2M3 gehört, bei dem in 2,2M über w..l. und p. v gemischt wird. Wendet 
man diesen Operator auf - Q[w[;.g,'jvj an, so entsteht 

- Q[ro[;.g,t]vj> Ql,lI = Q().I') = Qi.,11 - ~ F,t). 

Anwendung auf - V[w Qp] g).v ergibt Null. 
Eine erste Zerlegung von Rw/,).v ist also (vgI. VI, 16) 

~) RWf';'v = {Kro,,). •. - Q[w[).gl'lvj} - : {2Fwf,g;,,· + 4F{Q)[J.g"j"J} 
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Anwendung des Operators t aA4 2M2' bei dem in 2M über w Ä. gemischt 
wird, auf den zweiten Teil rechts in (IX) ergibt: 

9 
- 2n F[w!"g,v. 

Anwendung des Operators t aA4 2M2' bei dem in 2M über W'P gemischt 
wird. ergibt: 

Anwendung des Operators % zA2 aM,I' bei dem in sM über w Ä. 'P 

gemischt wird, ergibt: -
1 - n (Pw!" g;." + F;.[!, gwj" + F"r.u gwj,l) 

Anwendung der beiden anderen Operatoren 2AuM, ergibt Null. Da 
auch Anwendung der Operatoren ,A und 4M Null erzeugt, lautet die 
Zerlegung von Rw!",l" bei der affinen Gruppe: 

Rw!';'" = - ;n F[w!" g"l,l + }n Frw !" g,l]" + {Kw!"J.v - Q[wc!" g,llvj} 

1 
- n{Fw,ug,l" + 2F(,l!i,gvlw!}' 

Der erste, zweite und vierte Teil zerfallen bei der orthogonalen 
Gruppe nicht weiter, sie haben alle 6 Bestimmungszahlen und sind 
Komitanten desselben Bivektors F;.!'. Der zweite Teil zerfällt wie 
oben in drei Teile mit 1. 9 und 10 Bestimmungszahlen. Dieser zweite 
'Teil ist bei Bach1) aufgetreten, bei dem auch die Formel (IX) vorkommt. 

1) 1921, 6, S. 118. Bach verwendet für diesen Teil den Buchstaben S. 

Sc ho u t e n • Rieci-Kalkül. 19 
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A 238. 
A 240. 
A,. 3. 
Ai: 66. 
Abbildung, konforme 39. 
abhängige Skalarfelder 104. 
abnormale Nichtannullierung 241,242, 

253, 254. 
absolut, Differentialkalkül u. a. 1,2,4,6. 
- erste Krümmung (Krümmungsvek

tor) einer VI in V"_l in V" 178; 
~ner VI in Vm in V" 182; einer W1 

in W"_l in W" 230; einer W1 in W .. 
in W" 233. 

- Krümmung einer V", in V" 199. 
- Krümmungsgröße einer V ... in V" 198. 
abwickelbare Fläche in Ea 152. 
Addition zweier kontravarianter Vek-

toren 13, 28. 
- zweier kovarianter Vektoren 15. 
affine Gruppe (homogene -) 12, 20, 22, 

58, 237, (speziell -) 22, 42; mit 
festem Punkt 12. 

- Hauptkriimmungsradien 150. 
- Übertragung. siehe Übertragung. 
Affinentfernung 166. 
Affingeometrie, gewöhnliche 148, siehe 

auch übertragung (affine). 
Affinkriimmung (mittlere) 150. 
Affinnabel 150, 155. 
Affinor, gemischter, kontravarianter, 

kovarianter, siehe Größe. 

- Riemann-Christoffelscher K;,,:l" 86, 
258. 

Affinordifferen"tialgleichung 113 ff. 
Ähnlichkeitstransformation 1 72, 236. 
algebraische Form 267'. 
allgemeine Alternation 239 ff. 
- Multiplikation' (Produkt) 23, 28, 64. 
Alternation 4. 18; allgemeine 239, ein-

fache 238, geordnete 240, konjugierte 
240ff .. 

alternieren 25 siehe weiter Alternation. 
alternierende Größe siehe Größe. 
- Multiplikation 25, Produkt 25. 
- Teil 25. 
alternierter Differentialquotient 112, 

115, 117, 121-124. 
Analysis, direkte 6, 7. 
Änderung des kovarianten Maßes 57, 90. 
Anfangshyperebene eines kovarianten 

Vektors 14. 
Anfangspunkt eines kontravarianten 

Vektors 13. 
Apolarität. apolar 147. 
Apolaritätsbeziehung 147, 151, 152. 
äquianharmonisch 147. 
äquiskalare Hyperflächen 61, 214. 
äquivoluminäre GrupP' 21, 22, 42, 58. 
At'onhold 4, 23, 24. 26, 27. 
assoziatives Zalllensystem 242-246. 
asymptotische Richtungen einer X"_I 

in A" 148. 
axialer Bivektor 22, 42. 
- Punkt einer V ... in V,. 185, 202. 
- Vektor 22, 42. 

" ' B). 135, 157, 174. 181. 
Bach 4, 6, 91. 237. 
bahntreue Transformationen 76, 129, 

130.132,133,153,155.168,208--211, 
220-223· 

Balken 18. 
Beez 173. 
Beltt'ami 204, 209, 215. 
Berührungstransformation 100. 
Bet'wald 7, 103, 133, 140, 141. 148, 150, 

156, 166. 
Bestimmungszahlen 9, 66. 
- eines kontravarianten Vektors 12. 
- eines kovarianten Vektors 14,. 15. 
-- eines Skalars 12. 
-- orthogonale 5, 40. 
-- Anzahl der, einer symmetrischen 

Größe 29. 

1) Fette Zahlen deuten Definitionen oder wichtige Theoreme an. 
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Betrag (Länge) eines kontravarianten 
Vektors 38. 

- (Inhalt) eines p-Vektors 42. 
Bewegung. starre 211, 212. 213· 
Bezugs!,ystem. geodätisch bewegtes 80. 
Bianchi 91. 103. 176. 207. 
-sehe Identität 91, 94, 103, 129. 130, 

132, 140, 168, 169, '7', 217· 
X"_l-bildend 61; XI'-bildend 108. 
Bivektor, axialer 22, 42. 
- der Drehung 48,81,178,211,212. 
- des elektromagnetischen Feldes 215. 
- der zweiten Krümmung einer W1 in 

W" 227. 
- kontravarianter 17, 22, 42, 50. 54; 

einfacher 17, 50. 
- kovarianter 19, 22, 42, 50, 54. 125; 

einfacher 19, 50. 125. 
- oskulierender. einer W1 in W" 227. 
- polarer 12, 42. 
Bivektortensor 44. 200. 
Blaschke 3. 133. 148. 152.161,166,277-
Bompiani 199. 
Brouwer 62, 88,99, 116, 119. 

C" 109. 

C;l" 66. 

C:';l" '70. 
Capelli 267. 
Cartan ·50, 60, 82. 123, 127, 170, 198. 
Cayley 54. 
Charakteristik einer V2 in V, 185. 
- einer W 2 in W, 235· 
Charakteristiken einer linearen homo-

genen partiellen Differentialglei
chung erster Ordnung 105. 

- eines Systems von linearen homo
genen partiellen Differentialglei
chungen erster Ordnung 108. 

Christottel 101-

-'-scher (Riemann) Affinor K:,;l" 86, 
258. 

-sehe Symbole 2, 73. 167. 218; 
-' - Verallgemeinerungen 62. 79. 
Cisotti 214. 
Clebsch 4. 23. 24. 26. 27. 
Coelazzische Gleichung (verallgemei

nerte) für X"_l in A,. 143. 147; für 
X",in An 160,161; für V",in V,. 200. 
201; für W"_l in W" 232. 

Cotton 170. 
curvatura geodetica 176. 
- normale 182. 

D" 184, 188. 
D" 235. 
De~oulin 213. 
Deruyts 267. 
Determinante, schiefsymmetrische 54; 
- Rang einer schiefsymmetrischen 50. 
Differential 61, 63, 64. 
- -Gleichung, partielle 104, 105. 106; 

System von partiellen 106, 107, 108. 
- -Kalkül, absoluter 1, 2, 4, 6. 
- -Komitanten 101. 
- kovariantes 63, 64. 
- -Quotient, kovarianter 63, 64; alter-· 

nierender 112, 115, 116, 117. 
Differentiation, kovariante 2, 4, 5, 63. 
differenzierende Wirkung von V, Regel 

für die, 64. 
q-dimensionale (alternierende oder sym

metrische) Größe 26, 51, 52, 53, 54. 
- p-Vektor 26. 
directrices of the first and second kind 

156. 
direkte Analysis 6, 7. 
Divergenz 109, 119, 214. 
Doppelgerade der Steinerschen Fläche 

188. 
doppeltes vektorisches Produkt, dop-

pelte vektorische überschiebung 31. 
Doppelvektor 99. 
Doppel-n-Vektor 144. 
Drehung 37, 41, 48, 81, 82. 
- Bivektor der 48, 81. 
- Gruppe der 41, 42. 
- infinitesimale 50. 
dreifacher Punkt der S/einerschen 

Fläche 187. 188. 
dritte Krümmung (Trivektor der) einer 

W 1 in W" 228. 
Dupinscher Satz, verallgemeinerter 195. 
dynamische Gleichungen 207. 

E" 10, 115. 
Ebene E 2 11. 
Edeling/on 62, 75. 
eigentliche Größe 57, 63. 67. 68. 70. 
einfache Alternation 238flg.; geordnete 

240ft; konjugierte 240flg. 
- kontravarianter Bivektor 17 • .50. 
- kontravarianter p-Vektor 18.26.35. 

36,41.42.50.53.90,106.109 110,119. 
- kovarianter Bivektor 19.50.125. 
- kovarianter p-Vektor 20, 26. 35, 36, 

41. 42. 50. 53. 90, 119. 
- Mischung, geordnete 241 ff. 
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eingespannt 134, 156. 
Einheits-Affinor 27, 29, 39, 135, 174, 

224. 
- -Normalvektor 144. 
- -Vektor 40. 
- -p-Vektor 42. 
- on-Vektor 42. 
- -Volumen 21. 
Einstein 28, 62, 213. 
Eisenhart· 62, 76, 115, 130. 
elektrische Kontinuitätsgleichung 215. 
Elektrodynamik 215. 
elektromagnetischer Tensor 215. 
Elementar-Form 267; geordnete, erster 

und zweiter Art 267 
- -Größe 249 flg. ; geordnete, erster und 

zweiter Art 250ff. 
- -Summe 248flg. 
Endhyperebene eines kovarianten Vek

tors 14. 
Endpunkt eines kontravarianten Vek

tors 13. 
erster Art, Elementarform - 267; Ele

mentargröße - 249 ff. 
- Fundamentaltensoreiner Vn _ 1 in Vn 

174. 
- Integral der Gleichungen der geo

dätischen Linien einer V" 208. 212. 
- Krümmung (Krümmungsvektor) 

einer VI in V .. 176; einer WI in 
Wn 225. 

- - Radius der, einer VI in V .. 176; 
- - absolute, siehe absolute erste 

Krümmung. 
- Krümmungsaffinor einer X". in bezug 

auf A" 159ff. 
- Leitgerade 156. 
- Normierungsbedingung 136, 157. 
erzwungene, Krümmung (Vektor der) 

einer VI in Vn _ 1 in V" 179; einer 
VI in V". in V" 182; einer W1 in 
Wn _ 1 in W,,231; einer W1in W". in 
W" 234. 

- Krümmung einer V". in V" 199. 
- Krümmungsgröße einer V". in V" 

198. 
Erweiterung 4. 
euklidischaffine Mannigfaltigkeit E", 

siehe Übertragung, euklidischaffine. 
euklidische Maßbestimmung, Rn' 38. 
euklidischmetrische MannigfaltigkeitR .. , 

siehe übertragung, euklidischmetri-
sche. 

Eulersche Gleichung 78. 

F,.l 86. 
F~l 86. 
Faktoren, ideale 4, 6, 23, 25, 26,92-95. 
Faltung 29. 
fest gegebener Fundamentaltensor 39. 

41-
Festlegung des Pseudonormal-Vektors 

144 ff.; des Pseudonormal-p-Vektors 
162 ff. 

Finsler 37. 
Finzi 168, 170. 
Fläche. X 2 8; abwickelbare, in Es 152; 

Steinersche-186.187, 188; Veronese
sehe 186. 

Form. algebraische 267. 
- quaternäre 258; n-äre 267. 
Formalismus 7. 
Formeln, wichtigste der An 128-129 

der V .. 167-168, der Wh 216-217· 
Fouseh6 214. 
Frenetsche Formeln einer W1 in W" 

230. 
Friedmann 59. 
Frobenius 123, 124, 125, 127, 246. 247. 

248, 255. 
Fubini 79. 168, 205. 207. 214. 
Fundamental-Satz, erster 28. 
- -Tensor. fest gegebener 39, 41; kon

travarianter 38. 49, 58, 77; kovari
anter 38. 49. 50, 77; erster. zweiter 
- einer V"_l in V~ 175. 

g;,,. 38. 138. 
G;,,.,92. 
11,. 64ff. 

r~; 64 ff. 
'J'Jlk (Rieci) 178. 
Gauss 2. 
-sche Gleichung, verallgemeinerte. für 

X". in A .. 140, 147. 160; für V". in 
V" 198; für W"_l in W" 231-232. 

-sehen Integralsatzes, Erweiterung des 
97· 

Gebiet pter Stufe, kontravariantes 20; 
kovariantes 20. , 

gegenläufige, skalare überschiebung 28. 
gemischter Affinor. siehe Größe. ' 
gemischte Größe, siehe Größe. 
- Komitante 28. 
geodätisch bewegtes Bezugssystem 80. 
- Linie. kontravariant 76. 77. 201, 

150. 169; kovariant 76. 
- Kongruenz 214, 215. 
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geodätisches System von Urvariablen 
in XV 80. 103. 

- V"~l in V" 181. 214. 
- V m in V" 183. 214. 
geodetica. curvatura 176. 
Geometrie: siehe Übertragung. 
geometrische Bedeutung der Integrabi-

litätsbedingungen 114. 
geordnete einfache Alternation 240ff. 
- einfache Mischung' 240 flg. 
- Elementarform 267. 
- Elementargröße 250ff. 
Gerade EI 11. 
gerades Isomer 24. 
gerade Klasse einer Permutation 245. 
geschlossene Kette von abnormalen 

Nichtannullierungen 253. 
- Kurve 83. , 
gleichartige Größe 13. 
gleichberechtigte Systeme idealer Vek-

toren 24. 
gleichläufige (skalare) Überschiebung 

29. 
Godt 267. 
Gordansche Reihenentwicklung 267. 
Goursat 116. 123. 127. 
Grace 248. 
Grad einer Größe 23. 27. 
- des Parallelismus 12. 42. 46. 48. 
- des gegenseitigen Senkrechtstehens 

43, 47. 
Gradient-Produkt 11 O. 112, 117. 121, 

122. 125, 127. 
- -Vektor (Gradient) 61, 104, 112,214. 
Grassmann 24,26, 50 53, 121, 123, 126. 
Gravitationstheorie 92. 
griechische Indizes 5, 8, 9. 
Größe (Affinor) 12. 
- allgemeine 29,30. 
- alternierende (siehe auch p-Vektor) 

4, 24, 25, 26, 29, 30, Si, 52, 53. 
- eigentliche 57, 63, 67, 68, 70. 
- gemischte 3. 27, 34, 39. 56, 66; -

zweiten Grades 33. 
- gleichartige 13. 
- kontravariante 23. 39, 56, 58, 63, 

66, zweiten Grades 33, 127. 
- kovariante 23. 39. 56, 58, 63, 66. 
- symmetrische 4, 24, 26, 32, 39, Si, 

52. 53, 54, 262ff.; Anzahl der Be
stimmungszahlen 29 ; zweiten Grades 
43.44. 

- uneigentliche 57. 63, 67. 68, 70. 
- unzerlegbare 238, 258, 263. 

Gruppe, affine (homogene affine) 12, 
20, 22, mit festem Punkt 12. 

- äquivoluminäre 21, 22, 42, 58. 
- der Drehungen 41, 42. 82. 
- lineare homogene. = affine 12. 20. 

22, 237 H. 
- orthogonale 41, 58. 237. 262 ff. 
- speziell affine 22. 42. 58. 
- symmetrische 247. 
Gruppencharaktere 246. 247. 248, 255. 

h,.). 138. 175. 
" h,.A 160. 

Hi.;" 1S8. 
halbsymmetrische Übertragung. siehe 

Übertragung. 
Haupt-Einheiten 243. 246. 252. 
- -Gebiet einer Größe P:). 34; eines 

Tensors zweiten Grades 43. 44. 
- -Krümmungsgebiete. -Krümmungs

linien. -Krümmungsradien. -Krüm
mungsrichtungen. -Krümmungsvek
toren einer X"_ l in A .. 148. 149. 
ISO; einer V"_l in V .. 178. 179. 
195.213; einer Vm in V .. 184; einer 
W"_ l in W" 231. , 

- -Richtungen eines Tensors zweiten 
Grades 44. 196. 197; einer V" 180. 

- -Tangentenkurven (erster Ordnung). 
-Tangentenrichtung (erster Ordnung) 
einer V"_l in V" 179. 213; einer 
V m in V" 182, 184. 185. 188. 202;' 
höherer Ordnung 182. 

- -Werte eines Tensors zweiten Grades 
44. 

Herauf- und Herunterziehen der Indizes 
3. 4, 39. 58. 74. 

Helmholtz 37. 
Hessesche Kovariante 54. 
Hessenberg -;5, 62. 
Hitahcocll 59. 
homogen affine Gruppe 12. 20. 72. 
Hyperebene E"_l 11. 
- -Koordinaten 14. 
Hyperfläche X"_ l 8; äquiskalare 61. 

214; pter Ordnung 32; pter Klasse, 
32. 

i" 40. 
I 244. 

~I 246. 
ideale Faktoren. ideale Vektoren 4. 6. 

23. 25. 26. 92-95. 
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idempotent 243. 
identische Operation 244. 
- Transformation 34, 48. 
Identität, Bianchische 91, 94, 103, 129. 

130, 132. 140, 168, 169, 171, 217. 
- von Ricci 85. 140. 
Impuls-Energiegleichung 92. 
Index 5, 6. 63. 
Indizes. griechische 5. 8. 9. 
- lateinische 5, 8. 
Indikatrix 36, 41. 
induzierte übertragung in X,. -1 in A .. 

137; in X". in A .. 158; in X"_ l in 
VII 174; in X". in V .. 182; in X"_ l 

in W .. 224; in X". in W .. 233. 
infinitesimale Drehung 50. 
- bahntreue Transformation 208-211. 
- lineare homogene Transformation 48. 

103. 
- konforme Transformation 211-213. 
- Transformation 48. 103. 
Inhalt (Betrag) eines p-Vektors 42. 
inhaltstreue lineare Transformation 21-
- übertragung, siehe Übertragung. 
- Untergruppe der linearen homo-

genen Gruppe 82. 
integrabei. unbeschränkt 113. 119. 
Integrabilitätsbedingungen 113. 119, 

131; geometrische Bedeutung der 
114. 

Integral, erstes. der Gleichung der 
geodätischen Linien einer V.. 208, 
212. 

- einer linearen homogenen partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung 
104. 106; deren Integralhyperfiäc.hen, 
105. 

- eines Systems von p linearen homo
genen partiellen Differentialgleichun
gen erster Ordnung 107, 108; deren 
Integralhyperfiächen 107. 

- -Kurven eines Systems totaler Dif-
ferentialgleichungen 106. 

Integralhyperfläche 105. 106, 107, 108. 
Integralinvariante 115. 
invariante Zerlegung einer Größe höhe

ren Grades Abschn. VII. 
Invariantensymbolik (ClebsGh-A ronhold

. sche) 4, 23, 24, 26, 27. 
Inversion 173, 185. 
Inzidenzinvarianz. inzidenzinvariante 

übertragung, siehe übertragung. 
Isomer 24, 257; gerades 24; ungerades 

24. 
Sc h 0 U t e n. Ricci-Kalkül. 

j" 40. 
J,264. 
Juvet 226. 

K 86. 
k~i. 177. 
K~i. 86. 
K;';l" 86. 
kanonische Kongruenzen 177, 178. 

190-194, 213. 
kartesische Koordinaten 10. 11-
Keraval 213. 
Kette. geschlossene. von abnormalen 

NiChtannullierungen 253. 
Killing 199, 200, 212, 214. 
Klasse. Hyperfläche pter 32. 
- eines kovarianten Vektorfeldes, eines 

Plaffschen Ausdrucks 123, 124. 125. 
127· 

- von Permutationen 245; gerade 245; 
ungerade 245. 

Klassenoperator 245. 
Komitante 28. 101. 238; gemischte 28; 

lineare 238,257,262,264; Differen
tial- 101 

Kommerell 185. 235. 
kommutatives Zahlensystem 245 ff. 
Komplex 27. 
Komplexsymbole 27. 
Komponente einer Größe 45. 
- eines kontravarianten Vektors 14. 
- eines kovarianten Vektors 15. 
- X .. -1' eines kontravarianten Vektors 

--.134. 135. 
- X".-, 157. 
konform. Abbildung 39. 
- euklidisch 169, 170, 196. 
- geodätisch 214. 
- Transformation 71. 168, 169; infini· 

tesimale 211, 212, 213. 214. 
- Übertragung siehe übertragung. 
Konformkrümmungsgröße 170. 171. 
kongruente Verpflanzung in bezug auf 

gl." 81. 82. 
Kongruenzen, (orthogonale) kanonische 

177, 178; 190-194, 213-
- der Parameterlinien 8. 
konjugierte allgemeine Alternatjon (Mi

schung) 240. 
- einfache Alternation (Mischung) 

241. 
- Ordnungszahlen 240. 
- Petmutationszahlen 240. 
l!..önig. R. 62. 

20 
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konstanter Krümmung, Mannigfaltig-
keit 58. 

Kontinuitätsgleichung, elektrische 215. 
kontragredient 14. 
Kontravariante 28. 
kontravariant, Bivektor, siehe Bivektor. 
- Fundamentaltensor, siehe Funda-

mentaltensor . 
- Gebiet pter Stufe 20. 
- geodätische Linie, siehe geodätische 

Linie. 
- Größe, siehe Größe. 
- halbsymmetrische übertragung, 

siehe übertragung. 
- inhaltstreue übertragung, siehe 

übertragung. 
- maßtreue (metrische) übertragung, 

siehe übertragung. 
- Maßvektor 13, 16. 18. 19, 56, 64. 
- symmetrische übertragung, siehe 

übertragung. 
- Tangentialvektor einer W1 in W" 

225· 
- Vektor, siehe Vektor. 
- p-Vektor, siehe p-Vektor. 
- n-Vektor, siehe n-Vektor. 
- winkeltreue übertragung. siehe I 

Übertragung. 
Koordinaten. kartesische 10. 11-
Kovariante, Hessesche 54. 
kovariant. Bivektor, siehe Bivektor. 
- Differential 63. 
- Differentialquotient 63, 64. 
- Differentiation 2. 4, 5, 63. 
- Fundamentaltensor, siehe Funda-

mentaltensor. 
- Gebiet pter Stufe 20. 
- -geodätische Linie 76. 
"- Größe, siehe Größe. 
- -halbsymmetrische übertragung, 

siehe übertragung. 
- -inhaltstreue übertragung, siehe 

übertragung. 
- -maßtreue übertragung. siehe über

tragung. 
- Maßvektor IS. 16, 56. 57. 64. 115. 
- -symmetrische Übertragung, siehe 

übertragung. 
- Tangentialvektor einer W1 in W" 225. 
- Vektor, siehe Vektor. 
- p-Vektor, siehe p-Vektor. 
- n-Vektor, siehe n-Vektor. 
- Vektor der ersten Krümmung einer 

Wl in W" 226. 

kovariant - winkeltreue übertragung, 
siehe Übertragung. 

Kraftvektor 215. 
Krümmung. absolute (absoluter Krüm

mungsvektor), siehe absolute Krüm
mung. 

- Bivektor der zweiten, einer W1 in 
W,,"227. 

- erzwungene (Vektor der erzwunge
nen Krümmung), siehe erzwungene 
Krümmung. 

- konstante, Mannigfaltiglfeit 58. 
- pten, p-Vektor der, einer W1 in 

W .. 229. 
- relative (relativer Krümmungsvek

~or), siehe relativer Krümmungs
vektor. 

- Trivektor der dritten, einer W 1 in 
W" 228. 

- erste, einer VI in V .. 176; Radius 
der e~sten, einer VI in V" 176. 

Krümmungs-Affinor einer V", in V" 183, 
201; einer W"_l in W" 230; einer 
W", in W" 233; erster, einer X", 
in bezug auf A" 159ff.; zweiter, 
einer X", in bezug auf A" 159ff. 

- -Gebiet einer V", in VII 184ff., 202; 
einer W m in W" 234. 

- -Gebilde einer V", in V" 184ff., 202; 
einer W", in W" 234, 236. 

- -Größe einer X,. 84. 103; absolute, 
einer V", in V" 1 98; erzwungene, 
einer V", in V" 198; relatjve, einer 
V", in V" 198. 

- -Spur 185. 
- ;Vektor einer VI in V" 176; einer 

Wl in W" 226; absoluter, erzwunge
ner. mittlerer, relativer, siehe unter 
den betreffenden Adjektiven. 

Kühne 173, 183. 185. 201. 
Kurve, Xl 8. 

z~v 139. 

'1 ~v 160. 

L~~;, 168. 
Lagrange, R. 170. 
Lamesche Gleichungen 207. 
Länge des Linienelementes in V" 58. 
- (Betrag) eines kontravärianten Vek-

tors 38. 
lateinische Indizes 5. 8. 40. 
Leitgerade, erste 156; zweite 156. 
Levi Civita 1. 62, 207. 
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Hvy. M. 195. 
Lie 37. 173. 
liegend. in der X .. _1 134; in der X m 

156. 
linear~ homogene Gruppe 12. 20. 
- homogene Transformation 12. 33. 

48. 
- erstes Integral 212. 
- Komitante einer Größe 238. 257. 

262. 264. 
- Übertragung 62. 64. 74. 79. 
- Vektortransformation 43. 
Linie. Xl 8; geodätische 76. 77. 102. 

150. 169. 
Linien-Element 9. 56. 63. 
- -Komplex 27. 
Liouville. erweiterter Satz von 173. 
Lipka 45. 
Lipschitz 171. 188. 198. 199. 
Lösungen der Aufgaben 269. 
Lukat 207. 

M 238. 
M 239. 
Mannigfaltigkeit. euklidischaffine. E" 

9. 10. 
- konformeuklidische. C .. 169.170. 196. 
- konstanter Krümmung 58. 
- n-dimensionale. X.. 8. 
- mit quadratischer Maßbestimmung. 

V .. 58 (siehe weiter übertragung). 
Maßbestimmung 36. 57. 
- euklidische 38. 
- quadratische 58. 82. 
- Riemannsche 138. 
maßtreue Übertragung. siehe übertra

gung. 
Maß vektor. kontravarianter 13. 16. 18. 

19. 56. 64.-
- kovarianter 15. 16. 56. 57. 64. 115. 
- orthogonaler 40. 
M"xwellsche Gleichungen 215. 
Mehmke 60. 
MOray 110. 
metrische übertragung. siehe übertra

gung. 
Minimalmannigfaltigkeitin V .. 188 -190. 

202. 
Mischung (mischen) 4. 25; allgemeine 

239; einfache 238; geordnete 240; 
konjugierte 240; konjugierte ge
ordnete einfache 241; nichtgeord
nete 240. 

mittlere Affinkrümmung 150. 

mittlerer Krümmungsvektor einer V m 

in V.. 188. 189. 190; einer W m in 
W .. 235. 

Modul 243. 247. 
Multiplikation. siehe Produkt. 

'11,'" 136. 
n"'l'''v" '157. 
V,. (Nabla) 5. 63. 64. 
V[c.o V,.] 85. 
Nabelpunkt (Umbilikalpunkt)einer V"_l 

in V .. 179. 180. 
Nabla. V p. 5. 63. 64. 
nähere Wahl von g;.,. in W" 217. 
Nebeneinheiten 243. 
nichtgeordnete einfache Alternation 

(Mischung) 240. 
Nichtannullierung. abnormale 241. 242. 

252. 253· 
nilpotent 244. 
Noether. E. 79, -101. 
normale; curvature 182. 
normale Richtung, zur V"_ l in V .. 173, 

zur X"_ l in W .. 223. 
Normalvektor einer V"_l in V .. 173. 
Normierung 142. 143, 144; Unmöglich

keit einer weiteren, von t;. und n" 
in W" 232. 233. 

Normierungsbedingung, erste 136, 157; 
zweite 141, 160. 

normierter Vektor in W n 226. 

Null-Gebiet einer Größe P~.t 34; eines 
Tensors zweiten Grades 43, 44. 

- -Hyperebene, -E"_ l 133. 
- -Linien 217. 
- -Richtung eines Tensors zweiten 

Grades 44, 102. 

Operation 238; identische 244. 
Ordnung, Hyperfläche pter 32. 
Ordnungszahl 239; konjugierte 240. 
ortgebunden 57. 
Orthogonal-Netz 58. 178, 180. 
- -System, n-faches, in V .. 194-196, 

213. 
orthogonale Bestimmungszahlen 5, 4~ 
- Gruppe 41. 58, 262ff. 
- kanonische Kongruenzen 177, 178, 

190-194. 
- Maßvektoren 40. 
- Systeme von V"_l durch eine Kon-

gruenz 190-194. 

20* 
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orthogonale Transformation 41. 
oskulierender Bivektor. Trivektor. 

p-Vektor einer W1 in W .. 227. 228. 
oskulierende Rz einer VI in V" 176.214. 

P;'~" 139. 

p;,~r 131. 
Padova 91, 
parallel 9. 10. 

s - p- 12. 46. 47. 48. 

- t-. vollständig 11. 12. 
P 

Parallelismus. Grad des 12. 42. 46. 48. 
Parallelogrammkonstruktion 13. 
Parameter-Hyperfläche 8. 
- -Linien 8. 58; Bezeichnung nicht

invarianter 6. 
partielle Differentialgleichung 104. 105. 

106. 
Pascal 50. 62. 79. 147. 245· 
Permutationen. Klasse von 245. 
- Zahlensystem der 244. 
Permutations-Gebiet 239. 
- -Zahl SI' ••• , s, 239; konjugierte 240. 
Petr 267. 
Pfalfsches Aggregat 50. 59. 
- Problem 2. 112. 119-126. 
Pick 3. 113. 
-sehe Invariante 152, 155. 
planarer Punkt einer V", in V" 185. 

202. 
Poincare 116. 
polarer Bivektor 22. 42. 
- Vektor 22. 42. 
Polargebilde 32. 
Potentialvektor 215. 
Problem. Pfaffsches 2. 112, 119-126. 
Produkt (Multiplikation). allgemeines 

23, 28. 64. 
- alterruerendes 25. 
- symmetrisches 25. 
- mehrfach vektorisches 31. 
Projektivkrümmungsgröße 131. 132. 
- normale 156. 
projektive Geometrie 11. siehe weiter 

übertragung. 
projektiveuklidische übertragung siehe 

übertragung. 
projektivinvariant verknüpft 158. 
Pseudonormal-Vektor 136ff.; Fest

legung des 144. 
- -p-Vektor 158; Festlegung des 162ff. 

pseudonormale Richtung I 34ff.. 156ff. 
Punkt 8. 

QI' 72. 
Q~ 71, 224. 

Q/" 70. 
quadratische Indikatrix 41. 
- erstes Integral 208. 
- Maß bestimmung 58. 82. 
quaternäre Form 258. 

'/''' 115· 
Rn 38. 172. 
RI'). 86. 
R~). 86. 
R • •• V 8' 

001'). 't. 

R' ••• " 8' 001'). 't. 

Radius der ersten Krümmung einer VI 
in V" 176. 

- -Vektor 1''' 115. 
Radon 3. 133, 212. 
Rang eines Bivektors 49. 5Ö. 120. 122. 
- einer Größe h).l'. h).1' 35. 49. 

- einer Größe P:" 34. 
- einer schiefsymmetrischen Deter-

minante 50. 
Reduktionssatz 101. 
Regelfläche 152. 
Reidemeister 148. 
Reihenentwieklung 3, Abschn. VII. 
relative Krümmung (Krümmungsvek-

tor) einer VI in V,,_! in V" 178, 
179; einer VI in V .. in V" 182; einer 
W1 in W .. _1 in W" 231; einer W1 in 
W", in W" 233. 

- Krümmung einer V",in V" 199.200. 
- Krümmungsgröße einer V ",in V" 198. 
Relativitätstheorie 1. 
Rieci 1, 3. 4. 6. 7. 72. 85.91. 101. 171, 

176. 177, 178. 180, 182, 183. 191. 
192. 198. 199. 200. 201, 214. 

Rieei-Kalkul (absoluter Differential-
kalkul) u. a. 1. 2. 4, 6. 

Richtung 9. 
- pseudonormale 134ff. 
-. 2-. m-Richtung 11. 
- asymptotische 148. 
Riemann 1. 4, 58. 73. 171, 

- -Chr.istoffelseher Affinor R;,;t 86, 
258. 

-sehe Differentialgeometrie 73. 
-sehe Geometrie 58. 
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Riemann sehe. Mannigfaltigkeit. siehe 
Übertragung. 

-sehe Übertragung. siehe Übertragung. 
Rimini 180. 
Rotation 68. 111. 214. 
Rotationskoeffizienten "Jlk 178. 
Rothe, H. 50. 

81' •. " s, 238. 
S/ 262. 
S .. 171. 
S;. 69. 

si. 69. 
S··" 67 S' •• v 68 ;.,. , ;.,. . 
Satz. verallgemeinerter. von Gauss 

(Integralsatz) 97. (Krümmungssatz) 
140, 147. 160, 198, 231-

- von Stokes 97, 99. 
- von Liouville 173. 
schiefsymmetrische Determinante 54; 

Rang einer 50. 
Schoute 12, 43. 
Schouten 7, 15, 62, 74, 75, 80, 89, 91, 

109, 115, 133, 168, 170, 176, 178. 
180. 181. 183, 185. 189. 190. 191, 
192. 195. 196. 200. 202, 214, 215, 
223, 242, 248, 267. 

Schraubsinn 41. p-dimensionaler 18. 
Schur. F. 171-
Segre 45· s 
senkrecht, -- 43, 46. 

P - t..._, vollständig 43. 
p 

Senkrechtstehens, Grad des gegensei-
tigen 43, 47. 

Simultan-Invariante 28. 
- -Komitante 28. 
Sinigallia 51. 79, 127· 
Skalar 12. 44; siehe auch Zahlgröße. 
- -Feld 60, 123, 124; abhängige 104; 

unabhängige 104. 
- -Teil eines Tensors zweiten Grades 

44. 
skalare (gegenläufige) Überschiebung 28. 
- (gleichläufige) Überschiebung 29. 
speziellaffine Gruppe 22, 42, 58. 
Stachelschweinsatz 215. 
starre Bewegung 211. 212, 213. 
Steinersehe Fläche 186, 187, 188; 

Doppelgerade der 188; dreifacher 
Punkt der 187, 188. 

Stokes scher Integralsatz, verallgemei
nerter 1, 97, 99. 

Stromdichte. Vektor der 215. 
Struik 3. 6. 7. 91, 109, 168. 170. 176. 

178. 180. 181. 182, 183. 185. 188. 
190, 191. 192. 195. 196. 199. 200. 
201, 202. 212. 214. 215. 235. 

Stufe 24. 
- kontravariantes, kovariantes Gebiet. 

pter 20. 
Symbole. A ronhold-Clebsch sehe, siehe 

Invariantensymbolik. 
- Christojjelsche 2, 73, 167.218; ver-

allgemeinerte 62. 79. 
symbolisieren 7. 
symmetrisch. Größe. siehe Größe. 
- Gruppe 248. 
- Multiplikation 25. 
- Produkt 25. 
- Teil 25. 
- Übertragung, siehe Übertragung. 
System von p linearen homogenen par

tiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung 106. 107. 108. 

- ursprüngliches 243. 244. 
- vollständiges 107. 121, 

t;. 134. 
t;., .•• ). .. 156. 

Ti;" 73. 
Tangential-Vektor 134 ff.. 165; kontra

varianter. kovarianter. einer W1 in 
W .. 225. 

- -p-Vektor 156ff. 
tangierende (n - 1 )-Richtung einer X"_ 1 

in An 134. einer V"_ 1 in Vn 173. 
einer X"_ 1 in W .. 223. 

Teil. alternierender 25. 
- symmetrischer 2~. 
Tensor 24, siehe Größe, symmetrische. 
- elektromagnetischer 215. 
- mit V .. _1-normalen Hauptrichtun-

gen 196, 197. 
Transformation, bahntreue 76, 129, 

130, 132, 133, 153, 155. 169. 
202-208. 220-223; infinitesimale 
208-211. 

- der dynamischen Gleichungen 207. 
- identische 34, 48. 
- infinitesimale 48. 103. 
- infinitesimale lineare homogene 48: 

103. 
- konforme 71, 168. 169.201.202.214. 

235-236; infinitesimale 211-213. 
- lineare homogene 12, 33. 48. 
Translation 82. 
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Transon 166. 
TrivektoT der dritten Krijmmung einer 

Wt in W" 228. 
.,- oskulierender. einer W1 in Wo 227· 
Trivektortensor 44. 

u" 176. 
überschiebung 16. 28. 
- doppelte. dreifache vektorische 31. 
- gleichläufige (skalare) 28. 
- mehrfache vektorische 31. 
- (gegenläufige) skalare 28. 
- vektorische 29. 
- siehe auch Produkt. 
überschiebungsinvarianz. siehe über

tragung. iiberschiebungsinvariante. 
übertragung 5. 9. 10. 62. 63. 65. 
- affine. A" 2. 3. 75, 77.80.82.87.90. 

91. 99. 103, IV. Abschn., wichtigste 
Formeln 128-129. 

- euklidischaffine. E" 11. 98. 
- euklidischmetrische. R .. 111. 172,173. 
- halbsymmetrische (kontravariant. 

kovariant) 69. 70. 75. 101. 
- inhaltstreue (kontravariant. ko

variant) 89, 90.97.98.103.115.119, 
129. 130. 142. 143. 145. 149. 162. 165. 

- inzidenzinvariante 61. 72. 75. 87. 90. 
91. 99. 

- konforme 11. 72. 75. 87. 
- lineare 62. U. 74. 79: allgemeine 

75. 
- maßtreue(kontra variant [metrische J. 

kovariant) 12. 75. 87. 
- metrische (kontravariant maßtreue) 

12. 75. 87. 
_. projektiveuklidische 130. 131. 147. 

152, 171. 
- Riemannsche. V .. 2. 3. 5. 6. 7. 75. 76. 

77. 79. 81. 85. 86. 89. 91. 92. 95. 
101. 138. 167ff .• V. Abschn .• 218. 
219. wichtigste Formeln 167-168. 

- symmetrische (kontravariant. ko
variant) 68. 69. 70. 72. 75, 79, 80. 
81.82,85.88.91.92,95.97,98, 103. 

- iiberschiebungsinvariante 67. 70. 72. 
75. 79. 80. 8'1. 82. 84. 91. 92, 101. 
102. 

- Weylsche, W" 2, 3. 8, 75, 87, 91. 
102, VI. AbschIi. 268: wichtigste 
Formeln 216-217. 

- winkeltreue (kontravariant, kovari
ant) 71, 72. 

- von Wirtinger 99, 100. 

übertragungsprinzip 57, ,:,8. 
Umbllikalpunkt (Nabelpunkt) einer 

V"_ l .in V .. 179, 180. 
unabhängige Skalarfelder ~ OS • 
unbeschränkt integrabel 113, 119. 
uneigentliehe Größe 57, 63, 67. 68. 70. 
ungerades Isomer 24. 
ungerade Klasse von Permutationen 245. 
Unmöglichkeit einer zweiten Normie-

rung von t). und til' in WH 232, 233. 
unzerlegbare Größe 238, 257. 263. 
ursprüngliches Zahlensystem 243. 
Urvariablen 8, 55, 58. 

V .. 3. 
V 0>1' 86. 
V:",. 86. 
Veblen 62, 91, 115. 
Vektor, axialer 22, 42. 
~ erster Art 22. 
- der erzwungenen Krümmung, siehe 

erzwungene Krümmung. 
- idealer 4. 6, 23, 25. 26. 
- kontravarianter 12, 17, 22, 42, 55. 
- kovarianterl4, 15. 18,21,22,42, 56; 

der ersten Krümmung einer W1 in 
W" 226. 

- norInierter, in W" 226. 
- polarer 22, 42. 
- der Stromdichte 215. 
- zweiter Art 22. 
- -Feld. kontravariantes 61, 83, 133, 

134: kovariantes 84. 120, 12S. 134. 
135; Klasse eines kövarianten 123, 
124. 125. 127. 

- -Transformation. lineare 43. 
Vektorpotential 215. 
p-Vektor (siehe auch alternierende 

Größe), q-dimensionaler 26. 51, 52, 
53. 54. 

- erster Art 21. 22. 41. 
- kontravarianter 18. 25. 41. 42; ein-

facher 18, 26. 35. 36. 41, 42. 50. 
53,·90, 106, 109. 110, 119· 

- kovarianter 19. 21. 25. 41. 42. 112. 
126. 127; einfacher 20. 26, 41. 42, 
50. 53. 90. 119· 

- der pten Krümmung einer W1 in 
W .. 229. 

- oskulierender. einer W1 in W" 228. 
- zweiter Art 21. 22. 41-
- -Affinor 25. 44. 
- -Feld 126. 127. 
- -Tensor 44. 
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n-Vektor, kontravarianter 18. 
- kovarianter 20, 127. 
n-Vektorfe1d, kontravariantes 11 5. 
- kovariantes 115. 
vektorische 'Überscmebung, doppelte, 

dreifache, mehrfache oll, 35. 
Ve,.onesesche Fläche 186. 
Verpflanzung, kongruente, in bezug auf 

gJ." 81, 82. 
Vertauschung, zyklische 245. 
Vitali 214. 
vollständig parallel 12, 47, 48. 
- senkrecht 43, 47. 
vollständiges System 107, 121, 
Volter1'(s 116, 119. 
Voss 183, 201. 

W .. 218. 
Wahl, nähere, von g},p in W .. 225. 
v. Webe,. 109. 
Weitzenbilck 27, 28, 30, 53, 62, 79, 91, 

101, 156. 
We,.,l 2, 3, 37, 62, 71. 75. 76. 80, 82, 

102, 131, 134. 156, 160, 168. 169. 
170, VI. Abschn. 

-sehe 'Übertragung siehe 'Übertragung. 
wichtigste Formeln 128 (A,,), 167 (V .. ), 

216 (W,,). 
Wilczynski 152, 156. 
Winkel 37. 38. 
winke1treue 'Übertragung. siehe 'Über

tragung. 

Wirlinger 99. 100. 
- 'Übertragung von 99, 100. 
Wrigkt 207. 
Woud8. van d8, 102. 

X .. 8. 
- Größen der 55. 

Young. A. 248, 267. 

Zahlensystem 242 ff. : assoziatives 
242-244, kommutatives 244 H., der 
Permutationen 244. ursprüngliches 
243. aus ursprünglichen Systemen 
zusammengesetztes 243. 

Zahlgröße (siehe auch Skalar) IZ. 44, 64. 
Zei:legung. invariante, einer Größe höhe

ren Grades, VII. Abschn. 
zusammengesetztes Zahlensystem, aus 

ursprünglichen Systemen 243. 
zyklische Vertauschung 245. 
zweiter Art, Elementarform 267: Eie

mentargröße 249ft.: Vektor ZZ: 
p-Vektor ZI. 22, 41. 

- Fundamentaltensor einer V"_ l in V .. 
175. 

- Krümmung, Bivektor der, einer 
W1 in W .. 227. 

~ Krümmungsaffinor der X". in bezug 
auf die All 159. 

- Leitgerade 156. 
- Normierungsbedingung 141, 160. 



Druckfehlerberichtigungen. 

Seite 2, Zeile 2 von unten. In der Auf
zählung ist der vierte mit dem fünf
ten Abschnitt verwechselt. 

Seite 3, Zeile 6 von unten steht sechs, 
zu lesen sieben. 

Seite 32. In (53) und den letzten 8 Zeilen 
ist überall 1 mit h und v mit W zu 
vertauschen. 

Seite 33, Zeile 1 von oben steht h><)·I;. .. , 

zu lesen I";" h;.I" In (56) ist statt v" 
zu lesen w". 

Seite 5 1, Zeile 11 von unten steht ~;'l""<P, 
U 

zu lesen V).1'" J.p • 

Seite 59, Aufgabe 4 steht von v", zu lesen 
von v" und wA' 

Seite 60, Aufgabe 9 steht V"ml ,zu 
lesen V" ... l . • .... . .... ) 

Seite 66 (16) rechts steht +, zu lesen -. 
Seite 71, Zeile 8 von u~ten. Hinter dies 

einzufügen: für inzidenzinvariante 
'übertragungen. 

Seite 72. Zeile 2 von oben. Hinter 
dann einzufügen: bei einer inzidenz
invarianten 'übertragung. 

Seite 84 (109) erste Zeile, das einge
klammerte zu lesen: 

R"'''A'''-R'''''''A'' "'1''''). ru,,;' ",' 

Seite 85 (114) steht >P7",W,t' zu lesen 
) J7",w;.}. 

Seite 91 (162), (163 a) (163b) steht drei
mal R statt R'. 

Seite 93 (177) steht ) 17", wJ,.' zu lesen 
17", wA)' 

Seite 10iletzte Zeile steht v". zu lesen ,,", 
II U 

Seite 102, Aufg.4. Statt R;;lil zwei
mal zu lesen R';~]il' 

Seite 129 (3) in der ersten Zeile hinzu
zufiigen~ 

_A"OP"_A"'OPJ. 
;. o x'" I' oxO) , 

in der vierten Zeile steht 11;0' zu 
lesen F:", .. 

Seite 130 (9) steht PA' zu lesen PI" 
Seite 140, Zeile 1 von oben die Worte 

"wie "1'/' zu streiche\l, und statt " 
zuJtlSen 0- 1 • 

Seite 152, Zeile 1S von oben steht Ea• 
zu lesen Xa' 

Seite 165 letzte Zeile steht 0 xa,., zu 
lesen 02 xa" • 

Seite-240, Zeile 3 von unten steht )(. 
zu lesen ~. 
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