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Einleitung.

Der 1887 von Ricct') geschaffene ,,absolute Differentialkalkiil®
bildet ein treffendes Beispiel einer mathematischen Disziplin, die lange
Zeit vollig unbeachtet bleibt und dann, durch zufillige Umstinde in
die breite Offentlichkeit gelangt, sich fortan einer allgemeinen Beliebt-
heit erfreut. Zwar wurde der Riccikalkiil durch die zusammenfassende
gemeinschaftliche franzgsische Arbeit von Ricci und Levi-Civita®) im
Jahre 1901 etwas mehr bekannt, es war aber erst die neuere Relativitits-
theorie, die das Interesse fiir die allgemeine Riemannsche mehr-
dimensionale Differentialgeometrie und damit fiir den von Ricci ge-
schaffenen Rechenapparat bei zahllosen Mathematikern und Physikern
wach rief. Es zeigte sich da nicht nur, daB die Schopfung des italieni-
schen Meisters ein ausgezeichnetes Instrument fiir die Behandlung der
Riemannschen Geometrie darstellte, vielmehr wurde auch klar, daB
der Kalkiil, mit einigen kleinen duBerlichen Abinderungen und Ergin-
zungen, imstande war, die neueren, sich auf die allgemeine Theorie der
Ubertragungen aufbauenden Differentialgeometrien vollstindig zu be-
herrschen. 4

Es ist nun merkwiirdig, daB} iiber eine mathematische Disziplin,
die so in allen Handen ist, bis jetzt kein Buch existiert, das eine mog-
lichst vollstindige und zusammenfassende Darstellung der Hauptsitze
mit den wichtigsten Anwendungen bringt. Die meisten Autoren, die
den Riccikalkiil verwenden, bringen selbst als Einleitung eine kurze,
notwendig gedringte und unvollstindige Ubersicht. Zahllose wichtige
Sétze und Eigenschaften sowie Angaben iiber den Zusammenhang mit
anderen Disziplinen finden sich zerstreut in der Literatur und sind
keineswegs Gemeingut aller Autoren, die den Kalkiil verwenden. Wo
ein Autor aber nicht die volle Ubersicht iiber alle Méglichkeiten seines
Rechenapparates hat, wird der Nutzeffekt des Apparates bedeutend
getinger. Unschéne und unnétig lange Beweise von Teilsitzen treten
ad hoc irgendwo in den Anwendungen auf und kénnten oft durch ein-
fache Anwendung eines Fundamentaltheorems ersetzt werden. Liicken
in der allgemeinen Theorie werden iiberbriickt durch verwickelte, nicht
kovariante Zwischenrechnungen, die sich bei richtigem Gebrauch des

1) 1887, 1, vgl. auch 1886, 1. % 1901, 1.
Schouten, Ricci- Kalkiil. 1



2 Einleitung.

Kalkiils ganz vermeiden lieBen. Die Zeichen {%"}, die sich im Ricci-
kalkiil bei Problemen allgemeiner Art stets durch Verwendung der ko-
varianten Differentation vermeiden lassen, hiufen sich, wo dem Autor die
entsprechenden Sitze dieser Differentiation nicht zu Gebote stehen, und
es tritt iiberhaupt eine gewisse Ungelenkigkeit auf, die das Ganze stort.

Diese Mingel soll das vorliegende Buch beseitigen. Es soll den Leser
also moglichst vollstandig in die Handgriffe des Kalkiils einfithren, was
in den ersten drei Abschnitten geschieht, und ihn dann in den folgenden
Abschnitten eine Ubersicht verschaffen iiber einige Anwendungsgebiete,
einerseits zur Ubung, andererseits zur Einfithrung in diese Gebiete selbst.

Der erste Abschnitt enthélt eine Darstellung des algebraischen Teiles
des Kalkiils. Es wird eine euklidischaffine Mannigfaltigkeit zugrunde
gelegt, die durch Anwendung des Ubertragungsprinzips detiniert ist.
Die gerade fiir den Ditferentialgeometer so wichtige geometrische Deu-
tung der einzelnen GréBen bei verschiedenen zugrunde gelegten Gruppen
wird eingehend erértert. Einige Paragraphen sind den Beziehungen zwi-
schen GréBen zweiten Grades und linearen Transformationen und zwi-
schen alternierenden GréBen und infinitesimalen Drehungen gewidmet.
Auch die Satze iiber lineare Abhingigkeit und iiber die Dimensionenzahl
von symmetrischen und alternierenden GroBen sind beriicksichtigt. Der
Abschnitt schlieBt mit dem Ubergang von der affinen Mannigfaltigkeit
zur Mannigfaltigkeit mit beliebiger Ubertragung.

Der zweite Abschnitt bringt den analytischen Teil des Kalkiils. Es
wird dabei erst die allgemeinste lineare Ubertragung behandelt und ge-
zeigt, wie diese sich mit Hilfe von drei Feldern dritten Grades festlegen
148t. Erst dann werden aus dieser allgemeinsten Ubertragung die weniger
allgemeinen Ubertragungen durch Spezialisierung gewonnen. Die Kriim-
mungsgréBen und ihre Eigenschaften werden in derselben Weise behan-
delt. Der Abschnitt schlieBt mit der Erweiterung der Gaufschen und
Stokesschen Integralsitze, erst firr die allgemeinste Ubertragung, dann
fir Spezialfille.

Die fiir Theorie und Anwendungen wichtigsten Sitze sind wohl die
iiber die Integrabilititsbedingungen von Systemen von Ditferential-
gleichungen. Diesen Sitzen ist der dritte Abschnitt gewidmet. Den
AbschluB bildet das Pfaffsche Problem, das sich mit Hilfe des Ricci-
kalkiils sehr schén und ibersichtlich behandeln 1a8t. In diesem Ab-
schnitt vollzieht sich schon der Ubergang zu den Anwendungen.

Die drei folgenden Abschnitte enthalten Anwendungen auf ver-
schiedene spezielle Ubertragungen. Es muBte dabei eine Auswahl ge-
troffen werden, und es sind gerade die Ubertragungen gewihlt, die
augenblicklich im Mittelpunkte des Interesses stehen, die Riemann sche
Ubertragung, die affine Ubertragung und die Weylsche Ubertragung.

Die Riemannsche Ubertragung bildet den Gegenstand des vierten
Abschnittes, und dieser Abschnitt enthilt demnach einige der Haupt-



Einleitung. 3

sitze der n-dimensionalen Differentialgeometrie mit quadratischem Fun-
damentaltensor (Geometrie der V,). Es sind namentlich die schon
friih von Ricci untersuchten #-fachen Orthogonalsysteme und die
Kriimmungseigenschaften einer ¥V, in V, beriicksichtigt. Bei der Aus-
wahl der Gegenstinde ist danach gestrebt, daB dieser Abschnitt und
die ,,Grundziige der mehrdimensionalen Differentialgeometrie’ von
Struik?) einander moglichst ergédnzen. -So ist z. B. die Theorie der
Kriimmung einer Kurve der V,, die in dem erwihnten Buche ausfijhr-
lich zur Darstellung gelangte, hier nicht behandelt worden und auf
den sechsten Abschnitt verschoben, wo die Behandiung direkt fiir den
allgemeineren Fall der Weylschen Geometrie erfolgt.

Der fiinfte Abschnitt behandelt die (nicht euklidische) atfine Geo-
metrie (Geometrie der 4,). Ausgangspunkt bildet die Theorie der bahn-
treuen Transformationen, die zum Begriffe der Projektivkriimmung
filhrt. Die in den letzten Jahren durch die Arbeiten von Blaschke,
Pick, Radon u. a. in den Vordergrund getretene Affingeometrie ist
ein Spezialfall der in diesem Abschnitte behandelten Geometrie einer
An-y in Ap. Der Abschnitt schlieBt mit einigen Sitzen iber die
Ap in An.

Der sechste Abschnitt behandelt die Weylsche Geometrie (Geo-
metrie der W,). Hauptgegenstand dieses Abschnittes bilden die
Krimmungseigenschaften einer Wy, in W, .

Uberall, wo GroBen hoheren Grades auftreten, ist die Frage nach
der invarianten Zerlegung einer GroBe oder, was das selbe ist, die Frage
nach den linearen Kovarianten mit weniger Bestimmungszahlen als die
Grofe selbst, von grofier Wichtigkeit. Die korrespondierende Zerlegung
der zur GréBe gehdrigen algebraischen Formen nennt man in der In-
variantentheorie Reihenentwicklung. Der siebente Abschnitt bringt die
vollstindige invariante Zerlegung einer kovarianten oder kontra-
varianten Gréfle beliebigen Grades bei der affinen Gruppe. Es wird
damit gleichzeitig die Theorie der Reihenentwicklungen algebraischer
Formen mit nur kontravarianten oder nur kovarianten Variablen zu
einem gewissen AbschluB gebracht. Der Abschnitt schlieBt mit der
weitergehenden Zerlegung bei der orthogonalen Gruppe.

Die Abweichungen, die der Verfasser sich in diesem Buche wie in
seinen sonstigen Arbeiten von der urspriinglichen Riccischen Schreib-
weise erlaubt hat, beziehen sich auf sechs Punkte, die hier aufgezihlt
und erlautert werden sollen:

4. Bezeichnung der gemischten GréBen. Eine gemischte
GroBe wurde urspriinglich mit oberen und unteren Indizes iibereinander
geschrieben, z. B. 'v,’:’; Dazu hat man das Prinzip des Herauf- und
Herunterziehens mit Hilfe des Fundamentaltensors eingefiihrt, wodurch

1) 1922, 5.
1*



4 Einleitung.

Zweideutigkeit entstand, da vy, , bedeuten konnte g,; vy, aber auch
g¢‘,,,v,",f.‘. Bei Ricci selbst hat dies nie zu Fehlern AnlaB gegeben, da
er das Prinzip des Herauf- und Herunterziehens niemals verwendete. Es
sind nun verschiedene Schreibweisen vorgeschlagen worden, diesen Ubel-
stand zu beseitigen, z. B. v,5#¢ und v,,**. Im folgenden werden wir
die Schreibweise v,;',,"}' verwenden, die einfacher ist als vﬁ‘,’,:,'(f' und in
Schrift weniger zu Verwechslungen AnlaB gibt als v!“,"" .

2. Bezeichnung der Alternation und der Mischung. Bei
den Rechnungen kommt es iberaus hiaufig vor, daB man von einer
GroBe iiber eine bestimmte Anzahl von Indizes den alternierenden oder
symmetrischen Teil zu nehmen hat. Bach') hatte vorgeschlagen, eine
symmetrische oder alternierende Grofle darzustellen mit Hilfe von
runden oder eckigen Klammern, die die Indizes einschlieBen, z.B.
Vi, @Wnyg - Diesen Vorschlag erweiternd, hat der Vertasser die Klam-
mern zur Andeutung des symmetrischen bzw. alternierenden Teiles
einer GréBe bzw. einer Gruppe von Indizes verwendet. Es bedeutet
also z. B. vy, den alternierenden Teil von v,,, also § (v;, — v,,) und
Ky die GroBe, die aus K ,;" durch Alternieren {iber @ w4 entsteht,
also )

By R K — "—K
Mit Hilfe dieser Schreibweisen lassen sich viele Formeln bedeutend
kiirzen.

3. Einfithrung idealer Faktoren. In der Invariantentheorie
ist es gebrauchlich, mit Hilfe der Aromhold - Clebschschen Symbole
allgemeine Formen als Produkte von idealen Linearformen zu schreiben.
Dies 14Bt sich unmittelbar auf den Riccikalkiil éibertragen, indem man
z.B. v,,, als Produkt der drei idealen Vektoren v,, v;, 9, schreibt: 0,0, %,,.
Mit Hilfe dieser Schreibweise gelingt es, die kovariante Differentiation
besonders einfach zu behandeln.

4. Symbolder kovarianten Differentiation. Die kovariante
Differentiation wird bei Ricci angedeutet durch Hinzufiigung eines
Indexes rechts. Es ist also z. B. v, die , Erweiterung*?) von v,. Ver-
schiedene Autoren haben es als eine Schwierigkeit empfunden, da man
durch diese Schreibweise den Buchstaben v ein fiir allemal fiir die
Erweiterungen von v; festlegt, und man hat die Schwierigkeit zuerst
umgangen, indem man sich einfach nicht an die Vorschrift hielt und
z. B. unter K, ,;, etwas ganz anderes verstand als die vierte Ableitung
einer in derselben Rechnung vorkommenden GréBe K. Andere Autoren
haben den Index, der durch Differentiation entsteht, abgetrennt, und
es entstanden so die Schreibweisen v, ,,, vy, 1 Juo VAt - Nun tritt aber

z. B. bei der Behandlung einer V,,, die in einer V, eingebettet ist, eine

. e soo¥ Koo
el e luow

1) 1921, 6, S. 113.
2) Bei Ricci ,,derivazione covariante‘‘.
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Schwierigkeit hinzu. In der V,, ist eine Ubertragung definiert, und diese
induziert eine andere Ubertragung in die V,,. Zu jeder Ubertragung
gehort eine kovariante Differentiation und man kann nicht fiir beide die-
selbe Schreibweise verwenden. Dieselbe Schwierigkeit tritt in verstarktem
MaBe auf, sobald man mit allgemeineren Ubertragungen arbeitet, da
dann schon in der #-dimensionalen Mannigfaltigkeit verschiedene ko-
variante Differentiationen nebeneinander auftreten konnen. Man kann
sich da gelegentlich einmal helfen mit Schreibweisen wie die in der Li-

v1
teratur vorkommenden—ﬂ— » Uy und 03 () » V1), aber, abgesehen von der

Schwerfilligkeit solcher Bezeichnungen, ist damit das Problem nichit
in einer fiir alle Falle brauchbaren Weise gel6st. Die einzige Moglichkeit
ist, den differenzierenden Index an ein besonderes Differentiations-
symbol festzukoppeln. Die Wahl des Symbols ist gleichgiiltig, das
Zeichen V hat aber wohl historisch die meiste Berechtigung. Ein solches
Symbol muB man dann, um sich dem allgemeinen Brauch in der Analysis
anzupassen, an die linke Seite der zu differenzierenden GroBe stellen,
und es crgibt sich also z. B. fiir die kovariante Ableitung von v, die
Bezeichnung V,, v,. Gibt es nun mehrere kovariante Differentiationen,
so hat man die Méglichkeit, diese durch Akzente oder Zahlenindizes,

die dem Zeichen V angehingt werden, zu unterscheiden, V, V7, ", 107,

117 , 127, ..., und die Schwierigkeit ist damit vollstindig und fiir alle
Fille beseitigt. Fiir das kovariante Differential ist das von Hessen-
berg vorgeschlagene Zeichen ¢ verwendet, das ebenfalls mit Akzenten
oder Indizes versehen werden kann.

5. Orthogonale Bestimmungszahlen. Neben den kovarian-
ten und kontravarianten Bestimmungszahlen werden wir bei der
Riemannschen Geometrie auch orthogonale Bestimmungszahlen
verwenden, die sich nicht auf ein System von Urvariabeln, sondern auf
ein Orthogonalnetz beziechen. Im Gegensatz zu den zu den Urvariablen
gehorigen Bestimmungszahlen, die stets mit griechischen Buchstaben
bezeichnet werden, schreiben wir fiir die anderen Bestimmungszahlen,
also z. B. fir die orthogonalen, stets lateinische Buchstaben. Uber
griechische Indizes, die doppelt vorkommen, wird, wie jetzt allgemein
gebrauchlich ist, stets summiert. Uber 1ateinische Indizes wird nur
summiert, wo dies durch ein Summenzeichen angegeben ist, da es gerade
bei diesen Indizes sehr hiufig vorkommt, daB man keine Summation
wiinscht.

6. Andere Indizes. Die Formeln des Riccikalkiils werden oft
recht uniibersichtlich, wenn man Indizes zu verwenden hat, die keinen
kovarianten, kontravarianten oder orthogonalen Charakter haben, und
wenn man dann diese Indizes an derselben Stelle schreibt, wo die ko-
varianten und orthogonalen Indizes hingehdren, d. h. rechts unten.
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Dieser Ubelstand wird vermieden, wenn man konsequent an der Regel
festhilt, daB die Stellen rechts oben und unten nur fiir kovariante,
kontravariante und orthogonale Indizes zu verwenden sind, und daB
alle anderen Indizes an anderen Stellen, z. B. tiber oder unter den
Buchstaben, anzubringen sind.

7. Bezeichnung nicht-invarianter Parameter. In der
Rechnung treten oft Parameter mit Indizes auf, die nicht Bestimmungs-
zahlen von Gréflen sind. Solche Parameter bezeichnen wir stets mit
griechischen Buchstaben, z. B. I},. Zwischen den Indizes oben
und unten braucht hier keine Reihenfolge beachtet zu werden, da das
Herauf- und Herunterziehen von Indizes bei solchen Parametern iiber-
haupt zu vermeiden ist. Wirkliche GréBen werden dagegen, sofern sie
keine Skalare sind, stets mit lateinischen Buchstaben geschrieben,
z.B. R;.y, K,;. Nur fiir ZahlgroBen bleiben beide Alphabete
erlaubt, z. B.- 4, o, 2, s.

Im ibrigen ist ganz die Riccische Schreibweise verwendet. Die
Anderungen sind also in der Tat nur duBertlich; sie entstanden aus der
Praxis der Rechnung heraus in Wechselwirkung mit der Er&ffnung
neuer Forschungsgebiete und sie tasten das Wesen der Methode nir-
gends an.

Antinger klagen oft iiber die ,,vielen Indizes”, die die Formeln
uniibersichtlich und schwer verstindlich machen sollen. Es gibt nun,
solange es sich um Probleme allgemeiner Art handelt, d. s. Probleme,
die nicht der Einfithrung eines bestimmten Koordinatensystems bediir-
fen, einen Weg, diese Indizes-zu vermeiden. Man braucht nur eine
direkte Analysis zu verwenden, die mit den GréBen selbst und nicht mit
ihren Bestimmungszahlen arbeitet, wie sie der Verfasser 1918 aus-
gebildet und seitdem bedeutend vereinfacht und verbessert hatl). Da
jede Formel des Riccikalkiils sich in eine Formel der direkten Analysis
umsetzen 148t, kann man in der Tat bei allen allgemeinen Problemen die
Indizes los werden. Das ist einerseits nicht zu unterschitzen, anderer-
seits aber auch nicht zu hoch anzuschlagen. Erstens muB8 bemerkt wer-
den, da8 die Formeln des Riccikalkiils ja eigentlich schon keine Koordi-
natenformeln mehr sind, da sie alle kovariant und demnach von jeder
speziellen Wahl des Koordinatensystems unabhéngig sind. Damit hdngt
zusammen, daf jedes einzelne Symbol des Riccikalkiils bei Verwendung
der Bachschen Klammern, der idealen Faktorem und des Differentia-
tionssymbols unmittejbar mit einem Symbol der direkten Analysis korre-
spondiert. Zweitens ist darauf hinzuweiseri, daB der Ubergang zu den
speziellen Problemen, die ein bestimmtes Koordinatensystem verlangen,
vom Riccikalkiil aus fiir den weniger geiibten Leser leichter ist, da hier

1) 1918, 1; 1921, 2. Man vergleiche Struik, 1922, 5, wo diese direkte Analysis

auf die verschiedensten Gebiete der Riemannschen Differentialgeometrie an-
gewandt ist.
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von vornherein schon Koordinatenformeln vorliegen. Beide Methoden
haben ihre Vorziige und ihre Gefdhren. Wer sich nur mit der direkten
Analysis vertraut macht, ist der Gefahr ausgesetzt, sich in reinem For-
malismus zu verlieren. Wer dagegen nur den Koordinatenkalkiil kennt,
kann leicht, indem er nicht kovariante Rechnungen auch dort verwendet,
wo sie nicht am Platze sind, seine Formeln dermaflen komplizieren, daB
er das Ziel verfehlt.

Irgendein Konkurrenzstreit zwischen beiden Rechnungsarten braucht
niemals zu bestehen. Es liegt im Wesen des menschlichen Geistes,
daB es immer eine Denkrichtung geben wird, die dazu neigt, durch weit-
gehendes Symbolisieren die Denk- und Schreibarbeit méglichst zu er-
leichtern, und eine andere, die das leicht zum Formalismus fithrende Sym-
bolisieren mdglichst zu vermeiden wiinscht. Beide haben, solange sie Ma83
halten, ihre Existenzberechtigung. Der beste Rat, den man geben kénnte,
wire wohl der, beide Methoden nebeneinander zu studieren und dann
nach eigenem Geschmack zu entscheiden, wo die eine, wo die andere zu
verwenden ist!). Daf} es dem Verfasser, der selbst eine direkte Analysis
auf den mathematischen Markt brachte, mit diesem Rate ernst ist, mag
wohl daraus hervorgehen, daB er sich gerade in dem vorliegenden Buch
bemiiht, dem Leser den Weg zur ,,Konkurrenz® méglichst zu ebnen:

Was die im Buche vorkommenden Literaturangaben betrifft, ist
zu bemerken, daB diese sich nur beschrinken auf das, was fiir den
Leser besonders wissenswert ist. Es wire dies auch tiberfliissig, wo es
zwel Werke gibt, die in dieser Beziehung nichts zu wiinschen iibrig
lassen, das oben genannte S#uiksche Buch und den bald erscheinenden
Encyklopidieartikel von L. Berwald iiber mehrdimensionale Differential-
geometrie?). Vollstindigkeit ist nur angestrebt, was die Arbeiten von
Ricet betrifft.

1) Man vergleiche Schouten-Struik, 1922, 6. Diese Arbeit, die eine Einfithrung
in die neueren Methoden der Riemannschen Differentialgeometrie darstellt, ent-
hilt fast alle Formeln in doppelter Schreibweise und fiihrt dem Leser also gleich-
zeitig beide Methoden vor.

2) Differentialinvarianten in der Geometrie. Riemannsche Mannigfaltig-
keiten und ihre Verallgemeinerungen. Enc.d.m. W. III D 14.



Erster Abschnitt,

Der algebraische Teil des Kalkiils.

§ 1. Die allgemeine Mannigfaltigkeit Xn.

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit X, ist der Inbegriff
der Werte, welche # Variablen, die Urvariablen #”, v=4ay,...,a,1)
annehmen kénnen. Ein bestimmtes Wertsystem heifie Punkt. Wo nicht
ausdriicklich das Gegenteil bemerkt ist, betrachten wir im folgenden nur
reelle Werte der Urvariablen, und es enthélt die X, demnach oo™ Punkte.

Eine Gleichung in den Urvariablen bestimmt eine X, -,, die in der
X, enthalten ist. p solcher Gleichungen bestimmen im allgemeinen eine
Xn_p. Eine X, heiBt Kurve oder Linie, eine X, Flache, eine X5
Hyperfliche. Eine X,, kann auch durch ein System von # Gleichungen
gegeben wefden, das m voneinander unabhingige Parameter enthilt,
die alle moglichen Werte annehmen konnen. So bestimmt das System

(1) £ = x¥ (&)
im allgemeinen eine Kurve, das System
(2 % = 5" (x, p)

im allgemeinen eine Fliche.

Die X,_,, fiir die eine der Urvariablen konstant sind, heiBen die
Parameterhyperflichen dieser Variablen. Das System von oc"~!-
Kurven, lings deren sich nur eine Urvariable &ndert, heift die Kon-
gruenz der Parameterlinien dieser Variablen. Die » Systeme von
Parameterhypertlichen der Urvariablen schneiden sich also in den
»n Kongruenzen der Parameterlinien.

Fithrt man durch die #» Gleichungen

(3) I = x? (a%, L., 2%
n neue Variable ein, so ist die Transformation (3) in jedem Punkte,

wo die Funktionaldeterminante o nicht verschwindet, umkehrbar.
X

Fiir alle diese Punkte lassen sich also die ‘4" ebensogut als Urvariable
verwenden wie die #”. Wir verwenden nun im folgenden nur Trans-

1) Die griechischen Indizes durchlaunfen die Werte ay, ..., @, (flir # = 3:
a, b, ¢c; fir n = 4: a, b, ¢, d usw.) zur Unterscheidung von den lateinischen Indizes,
die, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes festgesetzt wird, die Werte 1, ..., »
durchlaufen.
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formationen, deren Funktionaldeterminante nur in den Punkten ver-
einzelter X,,, » <<# verschwindet, und setzen iiberdies, um allen funk-
tionentheoretischen Schwierigkeiten zu entgehen, fest, daB3 nur stetige und
hinreichend oft differenzierbare Funktionen zur Verwendung gelangen.

§ 2. Der Begriff der Ubertragung.

Der Inbegriff der # Differentiale dx” der Urvariablen heifit Linien-
element. Die dx” he:Ben seine Bestimmungszahlen. In jedem
Punkte der X, gibt es also oo™ Linienelemente. Aus den Linienelementen
in einem Punkte P lassen sich andere lineare Gebilde zusammenstellen,
z. B. ein Flichenelement, allgemeiner ein X,-Element. Zwei zum nim-
lichen Punkte gehorige Linienelemente lassen nur dann einen GréBen-
vergleich zu, wenn ihre Bestimmungszahlen proportional sind. Man sagt
dann, daf die Linienelemente dieselbe Richtung haben. Im iibri-
gen hat die , Linge™ eines Linienelementes noch gar keine Bedeutung.

Zwei Linienelemente oder zwei aus Linienelementen zusammen-
gesetzte Gebilde, die zu verschiedenen Punkten der X, gehoren, lassen
sich hier iiberhaupt noch nicht vergleichen, weder der Linge, noch der
Richtung nach. Um einen solchen Vergleich zu ermdglichen, mufl erst
irgendein Ubertragungsprinzip eingefithrt werden, d. h.. eine Vor-
schrift, der gemif sich ein Linienelement oder ein aus Linienelementen
zusammengesetztes Gebilde in P nach einem benachbarten Punkte
iibertragen 14B8t. Eine solche Ubertragung bildet die wesentliche
Grundbedingung einer jeden Differentialgeometrie und es gibt so viele
Differentialgeometrien, als es verschiedene Arten der Ubertragung gibt.

§ 3. Die euklidischaffine Mannigfaltigkeit E,.

Die denkbar einfachste Ubertragung wird erhalten, indem man
festsetzt, daB ein Linienelement 42" in P nach einem beliebigen Punkte ¢
iibertragen wird, indem man in @ das Element mif den gleichen Bestim-
mungszahlen bildet. Ferner soll irgendein anderes Gebilde, etwa ein
Xy Element in P nach @ iibertragen werden, indem man die Linien-
elemente, welche das Gebilde zusammensetzen, nach Q tibertragt. Die
beiden Gebilde heiBen im Sinne der definierten Ubertragung parallel.

Fihrt man nun vermittels (3) neue Urvariable ‘%" ein, so trans-
formieren sich die dx” linear homogen:

Ay...0n (9 ,xy
d’x = dx*,
(4 a) x Z p] x}. x
oder einfacher: 94
(4b) d'%” = ——dx*,
o+

wenn wir festsetzen, daB {iber griechische Indizes, die in einem Term
gerade zweimal vorkommen, stets von 4, bis 4, summiert werden soll,
auch wenn das Summenzeichen nicht ausdriicklich hinzugeschrieben
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wird. Aus (4) geht hervor, daB die Transformation der Bestimmungs-

zahlen eines Linienelementes in einem Punkte P eine ganz andere ist
1,4
als die in einem anderen Punkte Q, da ja die Ditferentialquotienten ﬁ-

04

im allgemeinen in diesen beiden Punkten nicht gleich sind. Daraus folgt
aber, daB bei der in bezug auf die #” definierten parallelen Ubertragung
zwar die dx”, nicht aber die 4’4" ungeindert bleiben. Wir haben
also durch die oben in bezug auf die ¥ gewihlte Definition den Urvaria-
blen %" einen Vorzug verliehen anderen Systemen von Urvariablen gegen-
iiber. Es gibt jedoch Systeme ‘#”, die sich derselben einfachen Eigen-
schaft erfreuen wie die #”. Es sind dies alle diejenigen Systeme, die aus
den x” durch eine lineare Transformation erzeugt werden konnen:

(5) I — szl + Rz',
Gleichungen, in denen die #? Koeffizienten P; sowie die # Koeffi-
zienten R” vondens” unabhingig sind. Denn fiir dieTransformationen

9% _ P} und also vom Ort in der X,

dieser Art und nur fiir diese ist W,
X

unabhingig.

Man kénnte nun in viel allgemeinerer Weise, als esoben geschehen ist,
irgendeine Ubertragung der Linienelemente festlegen, und sich die Frage
vorlegen, ob es etwa Systeme von Urvariablen gibt, in bezug auf welche
die einfache Regel der Erhaltung der Bestimmungszahlen giiltig ist. Im
folgenden werden wir ein einfaches Kriterium zur Beantwortung dieser
Frage finden. Vorgreifend bemerken wir schon jetzt, daB die Antwort
im allgemeinen verneinend lautet. Liegt aber der spezielle Fall vor, daB
die Antwort eine bejahende ist, so nennen wir die X, eine euklidisch-
affine Mannigfaltigkeit, E,, und die bevorzugten Systeme von Ur-
variablen kartesische Systeme oder kartesische Koordinaten.
In einer E, hat es einen Sinn, von einer Richtung iiberhaupt zu reden
ohne Bezugnahme auf irgendeinen Punkt. Denn es 148t sich ja jede
Richtung in einem Punkte in eindeutiger Weise nach jedem anderen
Punkte der E, parallel iibertragen. Aus demselben Grunde lassen sich
parallele Linienelemente in einer E, der Linge nach vergleichen.

Es werde jetzt in einer E, eine X, betrachtet, die in kartesischen
Koordinaten durch # lineare Gleichungen mit # Parametern bestimmt
ist. Durch Elimination der m Parameter entstehen # -—  linear un-
abhingige lineare Gleichungen, die ebenfalls die X, bestimmen. Durch
eine lineare Transformation gehen wir zu anderen kartesischen Koordi-
naten ‘4 iiber, so daB3 ‘a%+1, ..., ‘4 auf der X,, Null sind. Dann ist
durch die Ubertragung der E, auch in der X, eine Ubertragung fest-
gelegt. Denn irgendein Linienelement der X, ist dadurch ausgezeichnet,
daf seine Bestimmungszahlen d’x%»+1, ..., d’x4% verschwinden. Bei
paralleler Ubertragung von einem Punkte P nach einem Punkte Q der
Xm bleiben diese # — m Bestimmungszahlen Null, wahrend die anderen
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m sich nicht indern. Das iibertragene Linienelement ist also wiederum
Linienelement der X,, und die Urvariablen ‘z%, ..., ‘2% bilden dazu
ein System, in bezug auf welches die Bestimmungszahlen bei Uber-
tragung erhalten bleiben, d. h. also ein kartesisches System. Die X,
ist also eine E,. Wir haben demnach den Satz erhalten:

In einerE, bestimmen# — mlinear unabhingige lineare
Gleichungen in kartesischen Koordinaten eine Ej.

Eine E, heiBe Gerade, eine E, Ebene, eine E,_; Hyperebene.
Die Parameterhyperflichen eines kartesischen Koordinatensystems sind
also Hyperebenen, die Parameterlinien sind Geraden.

Die Grundziige der Geometrie der E,, der euklidischaffinen
Geometrie, wiren damit aus dem Ubertragungsprinzip heraus ge-
wonnen. Man erhidlt nun ja bekanntlich diese Geometrie auch auf
einem anderen Wege, indem man in der projektiven Geometrie eine
bestimmte ebene (# — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit als unendlich
ferne Hyperebene wihlt. Wir kénnhten also hier die Hauptsitze der
euklidischatfinen Geometrie als hinreichend bekannt voraussetzen.
Einige wenige Sitze, die im folgenden oft verwendet werden, sollen
hier aber doch erwihnt werden.

Eine Gerade durch den Punkt #” kann in kartesischen Koordinaten
gegeben werden durch die # linearen Gleichungen
(6) x’V — %v’}' + & 7)1'
mit dem Parameter «. Aus dieser Gleichung geht hervor, daB die Gerade
entsteht, indem das Linienelement in %%, dessen Bestimmungszahlen
den v” proportional sind, immer in der eigenen Richtung parallel ver-

schoben wird.
Die » linearen Gleichungen

(7) w=x+av+ v
mit den zwei Parametern &« und § bestimmen eine Ebene durch #”, vor-
ausgesetzt, daB die durch die »” bzw. " bestimmten Richtungen nicht
parallel, diev ;v" also nicht den g’ proportional sind. Die Ebene enthilt
die beiden Richtungen, ihre Stellung in der E, heiBt 2-Richtung.
In derselben Weise ist eine En eindeutig bestimmt durch einen
Punkt und » unabhingige Richtungen, das sind Richtungen, die nicht
in einer E,., enthalten sind. Sind die Richtungen gegeben durch
¥, ..., ¥%, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung der Un-
abhingigkeit, daB nicht alle m-reihigen Determinanten der durch die
mn Bestimmungszahlen v, ..., 7" gebildeten Matrix verschwinden.
Die Stellung einer E,, in der E, heit m - Richtung.

Eine E, und eine E,, p = ¢ haben héchstens eine p-Richtung gemein-

sam. In diesem Falle heiBen die E, und die E, zueinander —;’—- parallel
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oder vollstindig parallel. .Enthélt dagegen E, nur s unabhingige
Richtungen der E,, s <, so heien E, und E, 7f-parauell). % heifit

der Grad des Parallelismus von E, und E,. Zusammen enthalten
dann E, und E, gerade p 4+ g — s unabhiingige Richtungen. Da es
aber in der E, nur # unabhingige Richtungen geben kann, ist
p+g—s=mn oder s=p+qg—n. Eine E, und eine E; haben also,
wenn p -+ g>n ist, wenigstens p 4+ g — # Richtungen gemeinschaft-
lich. Haben daher E, und E, einen gemeinsamen Punkt, so ist es nur
fiir $ + ¢ =<n moglich, daB dieser Punkt der einzige gemeinschaftliche
ist. Im allgemeinen ist das Schnittgebilde eine E;, p=s=p+g—=»,
in welcher Formel E, einen Punkt bezeichnet.

Wir verwenden nun die E, zur Definition der verschiedenen Gré@en,
die bei der Behandlung der Differentialgeometrie vorkommen und zei-
gen dann spiter, daB die erhaltenen Definitionen auch fiir einen Punkt
der X, verwendet werden konnen.

§ 4. Kontravariante und kovariante Vektoren.

Es sei #” ein kartesisches Koordinatensystem einer E,. Beim Uber-~
gang zu einem anderen kartesischen System mit demselben Ur-
sprung transformieren sich die #” linear homogen:

(8a) 'y = Pixt.
Lautet die Umkehrung, die immer moglich ist, da |Pj| 4 0:
(8b) x = Qi 'x",
so ist: }
(9) 'y — P; Qit ,xl; = Q:L P}fx
und daraus geht hervor:
G . iiber 1) ,
(10) PlLQt= PiQl = { :) flir f{ . : (nicht summieren {iber 4)

Alle Transformationen der Form (8) bilden zusammen die lineare
homogene Gruppeoder (homogene) affine Gruppe?). Wo wir im fol~
genden von einer Gr6Be sprechen, wird darunter immer verstanden der
Inbegriff einer Anzahl von Zahlen, die sich bei den Transformationen eben
lieser Gruppe in bestimmter unten angegebener Weise transformieren.

Der Inbegriff jedes Systems von Zahlen, von denen eine jede bei
der Transformation (8) invariant ist, heiBt ZahlgréB8e oder Skalar.
Die Zahlen heiBlen seine Bestimmungszahlen. 3 und 4 4 2 ¢ sind
Beispiele von Skalaren mit einer bzw. zwei Bestimmungszahlen (vgl. S. 44).

Der Inbegriff jedes Systems von # Zahlen v*, die sich bei der Trans-
formation (8) transformieren wie die ”, heiBt ein kontravarianter
Vektor. Die Zahlen x” heiBen seine Bestimmungszahlen. Der

1) Schoute, 1902, 5, S. 34. 2) Auch ,,affine Gruppe mit festem Punkt‘‘ genannt.
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Index wird immer oben geschrieben. Das einfachste Beispiel eines
kontravarianten Vektors ist der Punkt mit den Koordinaten x”. Jeder
kontravariante Vektor 148t sich also bei gegebenem Ursprung dar-
stellen durch einen Punkt, dessen Koordinaten die Bestimmungszahlen
des Vektors sind. Diese geometrische Darstellung ist aber unzweck-
miBig, da sie von der Wahl des Ursprungs abhingig ist. Sie 14Bt sich
durch eine von dieser Wahl unabhéngige ersetzen, indem man irgend
zwei Punkte wihlt, deren Koordinatendifferenzen gerade die Bestim-
mungszahlen des Vektors sind. Ein (nicht notwendig gerader) Pfeil
gibt den Sinn vom negativ gezidhlten bis zum positiv gezdhlten Punkte
an. Die beiden Punkte heiBen Anfangspunkt und Endpunkt des
Vektors. Die Koordinaten der beiden Punkte sind iibrigens beliebig, so
daB die ganze Figur keinen bestimmten Ort in der E, hat, sondern
sich beliebig parallel zu sich selbst verschieben 1af3t:

Jeder kontravariante Vektor 148t sich geometrisch dar-
stellen durch zwei Punkte in der E,, denen eine bestimmte
Richtung, ein bestimmter durch einen (vorzugsweise, aber
nicht notwendig, geraden) Pfeil angebbarer Sinn und eine
bestimmte gegenseitige Lage zukommt, aber kein bestimm-
ter Ort in der E,.

Unter gleichartigen GroBen verstehen wir GroBen mit Bestim-
mungszahlen, die sich in derselben Weise transformieren.

Unter Addition zweier gleichartiger GroBen verstehen wir Addi-
tion der korrespondierenden Bestimmungszahlen. Jede Addition erzeugt
also, infolge der Linearitat der Transformation (8), wiederum eine gleich-
artige GroBe. Die geometrische Bedeutung der Addition kontravarianter
Vektoren ist bekannt (Parallelogrammkonstruktion).

Die kontravarianten Vektoren mit den Bestimmungszahlen 1, 0,
vee; 00,1, 0, ..., 0; usw. heiBen die zum gewéhlten Koordinaten-
system gehorigen kontravarianten MaBvektoren und werden be-
zeichnet mit €, u=a,, ..., an:

g 1 flir » = p [nicht summieren?)],
{0 n YE M.

Die Bestimmungszahlen eines kontravarianten Vektors sind die Projek-
tionen auf die Koordinatenachsen, gemessen durch die zugehorigen Mag3-
vektoren. Fiir jeden kontravarianten Vektor v” gilt also die Gleichung:

(12) v =,
- I

1 f‘: ist der Inbegriff der » Zahlen 1, O, ..., 0, die sich bei Anderung des
Koordinatensystems nicht 4ndern. €” ist also kein kontravarianter Vektor im

{11) &=

e

1
eigentlichen Sinne, da die Transformationsweise der Bestimmungszahlen eines
kontravarianten Vektors gegeben ist durch (8). Man kann aber ¢” auffassen als einen
1

Vektor, der fiir jede Wahl des Koordinatensystems einen anderen Wert hat.
Letztere Auffassung, die die iibliche ist, wollen wir bevorzugen.
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welche die Zerlegung von v in # Komponenten in den Richtungen
der Koordinatenachsen angibt.

Die Gleichung:
(1 3) Uy XY =

bestimmt eine Hyperebene. Die #; sind die Koordinaten dieser Hyper-
ebene (Hyperebenenkoordinaten) und werden erhalten, indem man die
Stiicke, welche durch die Hyperebene von den Koordinatenachsen ab-
geschnitten werden, jedesmal mit dem zugehtrigen kontravarianten
MaBvektor mift und dann die reziproken Werte bildet. Die Gleichung
(13) geht bei der Transformation (8) iiber in:

(14) ‘u,’x” =1
oder, infolge (8):

(15) “u, Py x* =1
und es ist demnach:

(16a) w, = P} ’u,.
In derselben Weise wird bewiesen:
(16b) ‘u, =Q%u,.

Die Transformation (16) heiBt zu (8) kontragredient. In den
u, haben wir also ein System von Zahlen, die sich kontragredient zu
den #” transformieren. Der Inbegriff jedes Systems von # Zahlen w,,
die sich bei den Transformationen (8) kontragredient zu den x” trans-
formieren, heiBt kovarianter Vektor. Die Zahlen w; heilen seine
Bestimmungszahlen. Der Index wird immer unten geschrieben.
Das einfachste Beispiel eines kovarianten Vektors ist die Hyperebene
mit den Koordinaten #;. Jeder kovariante Vektor liBt sich also, bei
gegebenem Ursprung, darstellen durch eine Hyperebene, deren Ko-
ordinaten die Bestimmungszahlen des Vektors sind. Diese weniger
zweckmiBige Darstellung 148t sich wiederum durch eine von der Wahl
des Ursprungs unabhingige ersetzen, indem man irgend zwei parallele
Hyperebenen wihlt, deren Koordinatendifferenzen gerade die Bestim--
mungszahlen des Vektors sind. Ein Pfeil gibt den Sinn von der negativ ge-
zéhlten bis zur positiv gezihlten Hyperebene an. Der Pfeil wird am besten
krummlinig gezeichnet, da sonst der falsche Eindruck erweckt wird,
daB zu einem kovarianten Vektor auBer den beiden Hyperebenen noch
irgendeine Richtung gehort. Die beiden Hyperebenen heien Anfangs-
hyperebene und Endhyperebene des Vektors. Die Koordinaten der
beiden Hyperebenen sind iibrigens beliebig, so da die ganze Figur keinen
bestimmten Ort in der E, hat, sondern sich beliebig parallel zu sich selbst
verschieben 1i8t. Die Bestimmungszahlen sind die reziproken Werte
der durch die beiden Hyperebenen aus den Achsen herausgeschnittenen
Stiicke, gemessen durch die zugehérigen kontravarianten Ma8vektoren:
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Jeder kovariante Vektor 148t sich geometrisch darstel-
len durch zwei parallele Hyperebenen in der E,, denen eine
bestimmte (# — 1) - Richtung, ein bestimmter durch einen
(vorzugsweise nicht geraden) Pfeil angebbarer Sinn und
eine bestimmte gegenseitige Lage zukommt, aber kein be-
stimmter Ort in der E,t).

Abb. 1 zeigt einen kovarianten Vektor fiir z = 3. Die geometrische
Bedeutung der Addition zweier kovarianter Vektoren 14Bt sich aus Abb. 2
ablesen, die einen Schnitt der 6 E,,—; von v;, @; und v; 4+ w; darstellt mit
einer E, in allgemeiner Lage. Die (# — 1)-Richtung der Summe zweier
kovarianter Vektoren enthilt also die (» — 2)-Richtung, die den beiden
Summanden gemeinschaftlich ist. Man erkennt leicht aus dieser Kon-
struktion oder auch aus der oben erwihnten geometrischen Bedeutung

\_\/S
NN\ {

a7,

>

Abb. 1. Abb. 2.

der Bestimmungszahlen des kovarianten Vektors, da8 die beiden E, -,

von mw; eine m mal kleinere Entfernung voneinander haben als die von w;.
Die kovarianten Vektoren mit den Bestimmungszahlen 1, 0, ..., 0;

0,1, 0, ..., 0; usw. heien die zum gewzhlten Koordinatensystem ge-

horigen kovarianten Maflvektoren und werden bezeichnet mit

,t

Oy =ty vees n 1 fiir = p (nicht summieren),

(17) el:{o . l##Z)_

Fiir jeden kovarianten Vektor w; gilt also die Gleichung:

{18) W, =w, 21 ,

welche die Zerlegung von w; in #» Komponenten mit den (#» — 1)-
Richtungen - der Koordinatenhyperebenen angibt. Die kovarianten
MaBvektoren bilden ein #-dimensionales Parallelepiped, dessen Kanten
mit den kontravarianten MaBvektoren zusammenfallen. Abb. 3 zeigt
den Sachverhalt fiir » = 3. (Auf die Drehpfeile und den Schraubsinn
ist hier noch nicht zu achten.)

1) Schouten, 1923, 4, S. 164.
2) Die evl lassen sich wie die f” auffassen als eigentliche Vektoren, die fir

jede Wahl des Koordinatensystems einen anderen Wert haben (vgl.S.13 und S.57)
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Aus einem kontravarianten Vektor v* und einem kovarianten w,
1aBt sich ein Skalar bilden, also eine Zahl, die bei den Transformationen
(8) und (16) invariant ist. Infolge (8), (10) und (16) ist nimlich:
(19) oy = Pl Qfw, =v"w,
und v*w, ist also eine Invariante, Ummgekehrt, sind die v” die Bestimmungs-
zahlen eines kontravarianten Vektors, und ist v*w, invariant fiir jede
‘Wahl von v, so folgt, daB die w, Bestimmungszahlen eines kovarianten
Vektors sind. Das gleiche gilt bei Vertauschung von »* und w;. Die
Invariante v*w, heiBt die (skalare) Uberschiebung von v” mit w;,. Ihre
geometrische Bedeutung ist einfach. Mit man v” mit dem kontravarianten

Vektor, der aus der Geraden von v” durch die beiden Hyperebenen von w;
herausgeschnitten wird, als MaBeinheit, so ist das Resultat gerade v w; .

Abb. 3.

Man erhilt das gleicheResultat, wenn man in dual entgegengesetzter Weise
w, miBt mit dem kovarianten Vektor, der parallel zu w; durch Anfangs-
und Endpunkt von v” gelegt werden kann, als MaBeinheit. Die Gleichung:
(20) vhwy =1

bedeutet also, daB v” gerade zwischen die beiden E,_, von w, paBt,
die Gleichung:

(21) w, =0,

daB die Richtung von #” in der (# — 1)-Richtung von w, enthalten ist.
Aus den Gleichungen (11) und (17) folgt:

22) o '2” — { 1 fiir & = B (nicht {iber & summieren),
a 0., a+p,
d. h. der MaBvektor ¢" paBt zwischen die E,-; von g;, und seine Rich:

tung ist in den (# — 1)-Richtungen samtlicher # — 1 anderen kovarianten
MaBvektoren enthalten. Man betrachte hierzu Abb. 3.
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§ 5. Kontravariante und kovariante Bivektoren,
Trivektoren usw.

Zwei linear unabhingige kontravariante Vektoren ¢ und »” in
bestimmter Reihenfolge bestimmen ein Parallelogramm mit einer be-
stimmten 2-Richtung und einem bestimmten Drehsinn (Abb. 4). Als
Bestimmungszahlen dieser Figur kann man etwa die (g) Projektionen
auf die Koordinatenebenen wihlen, gemessen mit Hilfe der von den
e” gebildeten Parallelogramme. Man flndet fiir diese Bestimmungszahlen
leicht die Werte |0 w| = v} w* — v .

Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (Z) Zahlen

u** = — w*, die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie
die (Z) Determinanten |v* »*|, die man aus zwei beliebigen kontra-

varianten Vektoren bilden kann, einen kontravarianten Bivektor.
Das einfachste Beispiel eines kontravarianten Bivektors ist ein Teil einer
E,, dem eine bestimmte 2-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein be-
stimmter durch einen Drehpfeil angebbarer Sinn zukommt, dessen Form
und dessen Ort in der E, aber iibrigens unbestimmt sind. Die Bestimmungs-
zahlen dieser GroBe sind etwa die (Z) Projektionen auf die Koordinaten-

ebenen, gemessen mit Hilfe der Parallelogramme der kontravarianten
MaBvektoren. Laft sich ein kontravarianter Bivektor in dieser Weise geo-
metrisch darstellen, so heiit er einfach. Dies ist eine geometrische De-
finition, die korrespondierende algebraische wird spiter angegeben (S. 26).
Ein kontravarianter Bivektor ist im allgemeinen nicht einfach, 148t sich
aber alsSumme einer endlichen Anzahl von einfachen Bivektorenschreiben,
wie unmittelbar aus folgender auf (17) beruhenden Zerlegung hervorgeht:

A — gtk g ok aB (ot __ pp LR
(23) 7 7 utf e }u (5/5 e g)
In derselben Weise bestimmen # linear unabhingige kontravariante
Vektoren v s e, v" in bestimmter Reihenfolge ein p-dimensionales

Paralleleplped mit emer bestimmten p-Richtung und einem bestimmten
p-dimensionalen Schraubsinn. Als Bestimmungszahlen kann man etwa die

(Z) Projektionen auf die (") Koordinaten-E, wihlen, gemessen mit
Hilfe der (;) p-dimensionalen Parallelepipede, die sich aus den kontra-

varianten MaBvektoren bilden lassen. Man findet fiir diese Bestimmungs-
zahlen leicht die Werte :

LAC SR T
1 1
Y, L U
r r

Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (z Zahlen " r
die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie die (;) Deter-

Schouten, Ricci-Kalkiil. 2
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minanten, die man aus p beliebigen kontravarianten Vektoren bilden
kann, einen kontravarianten p-Vektor. Notwendige Bedingung ist
natiirlich, daB Vertauschung von zwei der Indizes v, ..., », Vorzeichen-
wechsel herbeifiihrt. Wir bringen dies zum Ausdruck, indem wir sagen,
daB #”-” in allen p Indizes alternierend ist. Das einfachste Bei-
spiel eines kontravarianten p-Vektors ist ein Teil einer E,, dem eine
bestimmte p-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein bestimmter durch
eine p-dimensionale Schraube mit Pfeill) angebbarer Sinn zukommit,
dessen Form und dessen Ort in der E, aber iibrigens unbestimmt sind.

DieBestimmungszahlen dieser Gréfen sind etwa die (;) Projektionen auf

die Koordinaten-E,, gemessen mit Hilfe der p-dimensionalen Parallel-
epipede der kontravarianten MaBvektoren. La6t sich ein kontravarianter
p-Vektor in dieser Weise geometrisch darstellen, so heiBit er einfach. Ein
kontravarianter (# — 1)-Vektor ist stets einfach. Die korrespondierende
algebraische Definition folgt weiter unten (S. 26). Ein kontravarianter
p-Vektor ist im allgemeinen nicht einfach, 148t sich aber stets als Summe
einer endlichen Anzahl einfacher p-Vektoren schreiben (vgl. S.17).

Die Reihe der kontravarianten p-Vektoren schlieBt mit dem kontra-
varianten #-Vektor, der stets einfach ist, nur eine einzige Bestimmungs-
zahl hat und durch einen Teil der E, mit bestimmtem Inhalt und einem
bestimmten zn-dimensionalen Schraubsinn dargestellt wird. Die eine
Bestimmungszahl ist nicht invariant bei der Transformation (8) und
ein kontravarianter n-Vektor ist also kein Skalar.

Zwei einfache kontravariante p-Vektoren konnen bis jetzt dann und
nur dann der GroBe nach verglichen werden, wenn sie dieselbe p- -Rich-
tung haben. Fiir p = » ist der Vergleich also stets moglich. Abb. 3
zeigt fiir » = 3 die drei einfachen kontravarianten Bivektoren und den
kontravarianten Trivektor, die aus den kontravarianten MaBvektoren
gebildet werden konnen.

Zwei linear unabhingige kovariante Vektoren v; und w, in be-
stimmter Reihenfolge bestimmen einen ,,Balken’ mit einer bestimmten
(n — 2)-Richtung und einem bestimmten Drehsinn. Abb. 5 zeigt den
Fall # == 3. Als Bestimmungszahlen dieser Abbildung kann man etwa die
reziproken Werte der # Stiicke wihlen, die aus den Koordinatenebenen
herausgestochen werden, gemessen mit Hilfe der von den kontra-
varianten MaBvektoren gebildeten Parallelogramme. Man findet fiir
diese Bestimmungszahlen leicht die Werte |0, |-

1) Da die Aufeinanderfolge der Verschiebungen e’ e e" denselben oder

den entgegengesetzten Schraubsinn bestimmt wie d1e Aufemanderfolge —-e"

, — e¥, je nachdem ———~ P + )
a,
sionaler Schraubsinn dann und nur dann bei Umkehrung des Pfeiles um, wenn

P__(P ;'21-)— kann der Pfeil also fortgelassen werden.

gerade oder ungerade ist, kehrt sich ein p- dlmen-

P_(e_;'_’) ungerade ist. Fiir gerades
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Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (;’) Zahlen

), = — #,,, die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie

s
die (’2’) Determinanten |v1%,|, die man aus zwei beliebigen kovarian-

ten Vektoren bilden kann, einen kovarianten Bivektor. Das ein-
fachste Beispiel eines kovarianten Bivektors ist ein Zylinder, dessen
Begrenzung von oo! vollstindig parallelen E,_, erzeugt wird, und dem
ein bestimmter Querschnitt und ein bestimmter, durch einen Drehpfeil
angebbarer Sinn zukommt, dessen Querschnittsform und dessen Ort in
der E, aber iibrigens unbestimmt sind. Die Bestimmungszahlen dieser

GroBe sind etwa die reziproken Werte der (;‘) Stiicke, die durch den

Zylinder aus den Koordinatenebenen herausgestochen werden, gemessen
mit Hilfe der Parallelogramme der zugehérigen
kontravarianten MaBvektoren. LaBt sich
ein kovarianter Bivektor in dieser Weise geo-
metrisch darstellen, so heiBt er einfach.

In derselben Weise bestimmen # linear un-

abhingige kovariante Vektoren Uy ..., 0y in
bestimmter Reihenfolge eine Figur mit einer

U‘Y
Fid

Abb. 4. Abb. 5.

bestimmten (# — p)-Richtung, einem bestimmten Querschnitt und einem
bestimmten p-dimensionalen Schraubsinn. Als Bestimmungszahlen kann

man etwa die reziproken Werte der (;) Stiicke wihlen, die aus den Ko-

ordinaten-E; herausgestochen werden, gemessen mit Hilfe der von den zu-
gehdrigen kontravarianten MaBvektoren gebildeten p-dimensionalen
Parallelepipede. Man findet fiir diese Bestimmungszahlen leicht die Werte

1 1
Vi, - .'l);q,

4 »

7 R ;l)),p
Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (Z) Zahlen w, .4,
die in allen Indizes alternierend sind und sich bei den Transformationen
(8) transformieren wie die (Z) Determinanten, die man aus p beliebigen

kovarianten Vektoren bilden kann, einen kovarianten p-Vektor. Das
einfachste Beispiel eines kovarianten p-Vektors ist ein Zylinder, dessen

2%
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Erzeugende E,_, sind, und dem ein bestimmter Querschnitt und ein
bestimmter p-dimensionaler Schraubsinn zukommt, dessen Querschnitts-
form und dessen Ort in der E, aber unbestimmt sind. Die Bestimmungs-
zahlen dieser GroBe sind die reziproken Werte der Stiicke, die aus den
Koordinaten-E, herausgestochen werden, gemessen wie oben?). Lilt
sich ein kovarianter p-Vektor in dieser Weise geometrisch darstellen, so
heiBt er einfach. Das korrespondierende algebraische Kriterium folgt
weiter unten (S.26). Ein kovarianter (# — 1)-Vektor ist stets einfach: Ein
kovarianter p-Vektor ist im allgemeinen nicht einfach, 148t sich aber stets
als Summe einer endlichen Anzahl einfacher p-Vektoren schreiben. Es
ist nun klar, da8 jedem kontravarianten p-Vektor in einer bis auf einen
Zahlenfaktor eindeutigen Weise ein kovarianter (n — p)-Vektor zugeordnet
ist, namlich der (» — p)-Vektor, der dieselbe p-Richtung hat. Eben dieser
Zahlenfaktor macht es aber unmdoglich, beide GréBen zu identifizieren.

Die Reihe der kovarianten ¢-Vektoren schlieBt mit dem kovarian-
ten n-Vektor, der stets einfach ist, nur eine einzige Bestimmungszahl
hat und durch einen Teil der E, mit bestimmtem Inhalt und einem be-
stimmten #-dimensionalen Schraubsinn dargestellt wird. Der kontra-
variante und der kowariante #-Vektor werden also durch geometrische
Figuren derselben Art dargestellt. Korrespondieren sie genau mit der-
selben Figur, sosind ihre Bestimmungszahlen offenbarzueinander reziprok.

Zwei einfache kovariante p-Vektoren koénnen bis jetzt dann und
nur dann der Gro8e nach verglichen werden, wenn sie dieselbe (#n — $)-
Richtung haben, fiir $ = » also immer.

Abb. 3 zeigt fiir # = 3 die drei einfachen kovarianten Bivektoren
und den kovarianten Trivektor, die aus den kovarianten MaBvektoren
gebildet werden konnen.

DieGesamtheit der Richtungen eines kontravarianten $-VektorsheiB3t
ein kontravariantes Gebiet $'* Stufe, die Gesamtheit der (» — 1)-
Richtungen, die durch die (# — p)-Richtung eines kovarianten $-Vektors
gelegt werden kénnen, ein kovariantes Gebiet ' Stufe. In einem
kontravarianten Gebiet ' Stufe gibt es ¢ linear unabhingige kontra-

variante Vektoren, allgemeiner (1;) linear unabhiingige einfache kontra-

variante g-Vektoren. Dasselbe gilt m. m. fiir ein kovariantes Gebiet
pt Stufe. Ein ko- bzw. kontravarianter (p — 1)-Vektor in einem
ko- bzw. kontravarianten Gebiet $*** Stufe ist offenbar stets einfach.

§ 6. Geometrische Darstellung kontravarianter
und kovarianter p-Vektoren bei Einschrinkung der Gruppe.

Die bisher behandelten GroBen sind alle definiert in bezug auf die
Transformationen der (homogenen) affinen Gruppe (8). Diese GréBen
lassen sich nun auch in einfacherer Weise geometrisch darstellen, voraus-

1) Schouten-Struik, 1922, 6.
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gesetzt, dafl man sich auf weniger allgemeine Transformationen als (8)
beschrinkt, d. h. nicht alle kartesischen Koordinatensysteme mit dem-
selben Ursprung zuldBt, sondern nur gewisse bevorzugte. Wir wéhlen
dazu zunichst die Transformationen, bei welchen die Determinante
| Pj| = 4-1 ist, d. h. wir lassen nur solche kartesische Koordinaten-
systeme zu, die auseinander vermittels einer Transformation (8) mit
Determinante +- 1 hervorgehen konnen. Diese Transformationen bilden
zusammen die 4quivoluminire Gruppe, eine Untergruppe der affinen.
Sie sind inhaltstreu, lassen aber einen gegebenen n-dimensionalen
Schraubsinn nicht invariant. Zur Auswahl der zulissigen Koordinaten-
systeme verwenden wir diese Irihaltstreue. Irgendein #-dimensionales
Volumen werde als- Einheitsvolumen festgelegt. 'Es sind dann nur
solche Koordinatensysteme zuldssig, bei denen der Inhalt des Parallel-
epipeds der kontravarianten Maflvektoren gerade die Volumeinheit ist.

Es sei nun ein kovarianter Vektor gegeben. Dann ist es immer
moglich, in den beiden E,.; dieses Vektors zwei kongruente E,_;-Teile
abzugrenzen, dermafBen, da der.Inhalt des von beiden gebildeten Zy-
linders gerade die Volumeinheit ist. Jedem kovarianten Vektor kann
also in eindeutiger Weise ein Teil einer E,.; zugeordnet werden, dem
eine bestimmte (# — 1)-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein be-
stimmter Sinn zukommt, dessen Form und dessen Ort in der E, aber
ibrigens unbestimmt sind. Der Sinn kann vermittels eines durch die
E,_, hindurchstechenden (vorzugsweise nicht geradlinigen) Pfeiles
angegeben werden. Jeder kovariante Vektor kann also bei der dquivolu-
mindren Gruppe statt durch zwei parallele E, _, auch durch diese ein-
fachere Figur dargestellt werden.

In derselben Weise 148t sich mit Hilfe der Volumeinheit jedem
kovarianten (n — p)-Vektor in eindeutiger Weise ein Teil einer E,
zuordnen, dem eine bestimmte p-Richtung, ein bestimmter Inhalt und
ein bestimmter (# — p)-dimensionaler Schraubsinn zukommt, dessen
Form und dessen Ort in der E, aber iibrigens unbestimmt sind. Die
(# — p)-dimensionale Schraube ist in irgendeiner die E, nur in einem
Punkte schneidenden E,_, anzubringen. Dies gilt allgemein fiir
p=1,...,# — 1, wenn man folgerichtig Pfeil und Drehsinn als 1- bzw.
2-dimensionalen Schraubsinn auffaft. Jeder kovariante (» — $)-Vektor
148t sich also jetzt durch eine einfache p-dimensionale Figur darstellen.
Der Unterschied zwischen dem kontravarianten p-Vektor und dem
kovarianten (n — p)-Vektor besteht nur darin, daB bei der ersten GroBe
der Schraubsinn p-dimensional ist und in der E, liegt, wihrend bei der
zweiten Figur der Schraubsinn (# — p)-dimensional ist und ganz
auBerhalb der E, liegt. Man kann dies zum Ausdruck bringen, indem
man die erste Figur p-Vektor erster Art, die zweite p-Vektor
zweiter Art nennt. Diese Namen haben selbstverstindlich nur bei
Zugrundelegung der iquivolumindren Gruppe Bedeutung.
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Fiir # = 3 sind die Verhiltnisse sehr leicht zu tibersehen. Es gibt
da zunichst den kontravarianten Vektor, darstellbar durch einen Pfeil,
und den kovarianten Bivektor, darstellbar durch einen Teil einer Ge-
raden mit einem Drehsinn (Vektor erster und zweiter Art). Sodann
gibt es den kontravarianten Bivektor, darstellbar durch einen Teil
einer Ebene mit Drehsinn und den kovarianten Vektor, darstellbar
durch einen Teil einer Ebene mit einem durch die Ebene hindurch-
stechenden Pfeil (Bivektor erster und zweiter Art). Es sind dies die
vier GroBen, die auch gemeint sind mit den Worten: 1. polarer Vek-
tor, 2. axialer Vektor, 3. axialer Bivektor und 4. polarer
Bivektor?!) (Abb. 6).

Gehen wir nun zu einer noch weniger umfassenden Gruppe iber,
der (homogenen) speziell affinen, die nur die Transformationen (8)
mit der Determinante + 1 enthalt, so vereinfacht sich die geometrische

Darstellung wiederum. Die Trans-

formationen dieser Gruppe lassen

& nicht nur die Volumeinheit in-

variant, sondern auch einen ge-

t / 2 gebenen #-dimensionalen Schraub-

sinn. Wir legen nun einen solchen

Schraubsinn als Normalschraub-

sinn fest (z. B. fiir # = 3 eine

Rechtsschraube) und lassen nur

noch solche Koordinatensysteme

4. Abb. 6. 3. zu, bei denen die Punktfolge

0,0,...0;1,0,0,...0;0,1,0,...0

usw. den Normalschraubsinn bestimmt. Jedem (# — p)-dimensionalen

Schraubsinn in einer E,,_, ist dann in jeder die E, -, nur in einem Punkte

schneidenden E), in eindeutiger Weise ein p-dimensionaler Schraubsinn

zugeordnet (z. B. fiir # = 3 jedem Pfeil in jeder den Pfeil schneidenden

E, ein Drehsinn). Damit ist aber jedem kovarianten (# — $)-Vektor in

eindeutiger Weise ein kontravarianter p-Vektor zugeordnet, d.h. der

kovariante (n — p)-Vektor kann jetzt durch dieselbe Figur dargestellt

werden wie der kontravariante p-Vektor. Anders ausgedriickt, der

Unterschied zwischen den p-Vektoren erster und zweiter Art ver-

schwindet. Die zugehérigen algebraischen Formeln finden sich S. 32.

Fiir » = 3 verschwindet also der Unterschied zwischen Vektoren und

Bivektoren (vgl. Abb. 6).

Zu einer noch weniger umfassenden Gruppe, bei der sich auch der

kontravariante p-Vektor und der kontravariante (# — p)-Vektor durch
dieselbe Figur darstéllen lassen, gelangen wir weiter unten.

1) In der Literatur herrscht hier groBe Verwirrung, was nur daran liegt,
daB die zugrunde gelegte Gruppe nicht beachtet ist. Haben doch diese Unter-
scheidungen nur bei der Aquivoluminiren Gruppe Bedeutung.
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§ 7. Allgemeine GréBen.

Wir wenden uns nun zur Definition der allgemeinen GroBen, wobei
als Spezialfall die bis jetzt betrachteten GréBen wiederum auftreten, Es
wird die (homogene) affine Gruppe zugrunde gelegt.

A. Kontravariante GréBen. Es seien v’ v linear unab-

héngige kontravariante Vektoren. Beider Transformatlon (8) der affinen
Gruppe transformieren sich die #” Produkte, die sich aus den Bestim-
mungszahlen dieser Vektoren bilden lassen, in einer ganz bestimmten
Weise und jedenfalls wiederum linear homogen. Wir nennen nun den
Inbegriff von #? Zahlen v”:» eine kontravariante Gré8e oder einen
kontravarianten Affinor $*®*Grades, wenn sich die Zahlen bei den
Transformationen (8) transformieren wie die oben angegebenen Produkte.
Es ist zu beachten, daB die Reihenfolge der Indizes wesentlich ist, da
ja z. B. im allgemeinen v > durchaus nicht gleich »"2"*+** zu sein
braucht. Alle kontravarianten GréS8en bekommen obere Indizes.

Lassen sich die p-Vektoren v” ..., v zufillig so wihlen, daB fiir
alle Werte der Indizes ’

(24) PV1eee¥p = 'U"l R /i ’
14

so heifit v-"» das allgemeine Produkt von IR v in dieser

Reihenfolge. Die Reihenfolge der Faktoren ist w1edemm wesenthch
Im allgemeinen gelingt es nicht, v, v in dieser Weise zu wihlen,

v"*7 1aBt sich aber immer als Summe einer endlichen Anzahl von
Produkten von p-Vektoren schreiben. Auch 148t sich v stets als
ein allgemeines Produkt von p idealen Vektoren v ., v schreiben

indem man (24) als Definitionsgleichung dieser Vektoren betrachtet.
Entsprechendes geschieht ja bekanntlich auch in der Aronkold-Clebsch-
schen Invariantensymbolik. Die Rechnung wird durch Einfithrung
dieser idealen Vektoren oft bedeutend erleichtert-und vereinfacht. Der
Kunstgriff beruht darauf, daB die Bestimmungszahlen der idealen Vek-
toren, die nichts anderes sind als Aronhold-Clebschsche Symbole, sich in
derselben Weise transformieren wie die realen Vektoren, und man also
wihrend der Rechnung den Unterschied zwischen realen und idealen Vek-
toren gar nicht zu beachten braucht. Erst nach der Rechnung ist zur
Erlangung der realen Bedeutung des Resultates auf (24) zuriickzugreifen.

Bei der Verwendung von idealen Vektoren ist eines zu beachten.
Kommt eine GroBe in irgendeinem Produkte mehr als einmal vor,
z. B. #** in dem Produkte #**#"”, so muB man bei Elnfuhrung idealer
Vektoren mit Hilfe der Gleichung

(25) whtt =yt

in irgendeiner Weise einen Unterschied machen zwischen den Vek-
toren, die zu verschiedenen Faktoren gehoren. Geschieht dies nicht,
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so kommt man zu Fehlschlissen, wie folgendes Beispiel zeigt. Es
lieBe sich doch schlieBen

(26) urh gty = prwh ot = urdyx?,

ein offenbar bei einer allgemeinen GroBe #** falsches Resultat. Eskénnte
doch z. B. fiir irgendeine Wahl von , 4, pund » w** & 0, *” & 0, w** = 0
sein. Fiihrt man fiir die idealen Vektoren des zweiten Faktors eine be-
sondere Bezeichnung ein:

(27) utt = vt ="y "o,

so wird:
(28)

uxl YURY = p* 7,(’); It /wv,

whh Y = et Ty* Y

und jede Verwechslung ist ausgeschlossen. Tritt also eine GroBe smal
in einem Produkt auf, so sind gerade 7 gleichberechtigte Systeme
idealer Vektoren einzufiihren, so daB jeder Faktor seine eigenen Vek-
toren bekommt, die nicht mit den Vektoren eines anderen Faktors ver-
wechselt werden diirfen. Derselbe Sachverhalt liegt ja bekanntlich in
der Aronhold-Clebschschen Symbolik vor.

Werden die idealen Vektoren von v"-*» in irgendeiner Reihen-
folge imiteinander multipliziert, so entsteht ein Isomer von »”i?s,
und zwar ein gerades oder ein ungerades Isomer, je nachdem die
Permutation gerade oder ungerade ist. Es gibt also ! Isomere, v""»
selbst mitgezahlt. Zwei verschiedene Isomere derselben Grofe sind im
allgemeinen ungleich. Sie haben zwar dieselben Bestimmungszahlen,
aber die Reihenfolge der Indizes ist bei zwei gleichen Bestimmungs-
zahlen eine andere. Tritt irgendwo Gleichheit auf oder Gleichheit bis
auf das Vorzeichen, so ist das eine Eigenschaft der Grofle, die offenbar
von der Wahl des Koordinatensystems unabhingig ist, die GréBe ist
dann eben besonderer Art.

Es sind da zwei Falle als besonders wichtig hervorzuheben. Erstens
der Fall, wo alle Isomere gleich sind, wo die Gro8e sich also nicht dndert,
wenn zwei beliebige ideale Vektoren vertauscht werden. Eine solche
GroBe heit symmetrisch oder ein Tensor. Der zweite bemerkens-
werte Fall tritt auf, wenn bei Vertauschung irgend zweier idealer Vek-

toren nur Vorzeichenwechsel auftritt. In diesem Falle sind also %' der

!

Isomere unter sich gleich und den anderen%—' entgegengesetzt gleich.
Eine solche GroBe heifit alternierend. Bei einer alternierenden Groe
nennt man den Grad mit Grafmann auch Stufel). Die Bestimmungs-
zahlen der GroBe sind die (7) Zahlen:

P
AT /g2
1 1 1
FIRR .
[ SN i 4
? »

1) GraPmann, 1844, 1, S. 52.



&

§ 7. Aligemeine GroBen. 2b

Da aber die idealen Vektoren sich wie gewdhnliche Vektoren trans-
formieren, folgt, unter Beriicksichtigung der Definition auf S. 18, daB
eine alternierende Gréfe p-ter Stufe ein p-Vektor ist.

Sind p reale oder ideale kontravariante Vektoren ¢, ... ., v gegeben, so
_ kann man simtliche p! Isomere des Produktes LIRS ;)’P bilden, diese zu-
sammenzéihlen und die Summe durch die Anzahl ! dividieren. Dieso ent-
stehende offenbar symmetrische GroBe heiBt das symmetrische Pro-
dukt der Vektoren v, ..., v” und der symmetrische Teil des Pro-
duktesv™... v"». Wir schreiben fiir diese GroBe: UGS g’v). Esistalsoz.B.:

(29a) vl = } (v w + viwh),

(29b) Rwwir=3(Ropir+ Ruwiv),

(29¢) { o (0 = 3 (R " 4 R 4 Ry o
+ Ry 0" £ Ry P o+ Ry vﬂ“).

Das Wort ,,Teil ist in der Tat zutreffend, da bei Abzug des symmetri-
schen Teiles eine GréBe v, U~ v‘”‘ v”P) entsteht, deren sym-

metrischer Teil Null ist. Der ProzeB der v("- g”ﬂ’ aus g”t.:.g’v er-

zeugt, heit mischen iiber die Indizes v, ..., ¥,.
Bildet man aus dem Produkte Y. vh, >, die Summe samt-

licher geraden Isomere und zieht man die Summe siamtlicher ungeraden
Isomere ab, so entsteht eine alternierende GréBe. Diese GroBe, durch p!
dividiert, heifit das alternierende Produkt von Vs ey 11{” und der

alternierende Teil des Produktes U 'g”" und wird bezeichnet mit
[’1 v’P] Es ist also z. B.:
i u* u). e

(30a) uvtwd = 1| o ot g

w* W wH |
{ Riii' =4+(Roni” + Rure” + Riap”,

— Risi” — Rize” — RuiAY),

v e e e e o o “se?

(30c) { Roui" v =14 (Rwlmvvﬂrv + Roii Vyar+ Raps vaps
- Ra-r,l.u;v Uygy — Rr:;;tk‘yvayv - R(:);L;'vvﬂai') 3

(30b)

(304d) (Lag— Lgate) 8a» = Lage €10 — L 8112811

=3 (Lacgur— Linges) — 3L (825 8uv— Grn8s4) -
Das Wort ,,Teil” ist auch hier zutreffend, da der alternierende Teil
von ...v — gb. . v”f’] verschwindet. Der Proze8, der v0*:.. 'v”P] aus

1{"1 'u’P erzeugt helBt alternieren iiber die Indlzes Vi ooy Vpo

Man kann auch mischen oder alternieren iiber einige der Indlzes und
erhélt dann eine GroBe, die nur in diesen Indizes symmetrisch bzw.
alternierend ist
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Das alternierende Produkt ;o“l...;)‘?] 14Bt sich, je nachdem man

die Indizes oder die idealen Faktoren permutiert, auf zwei verschiedene
Weisen ausschreiben. Einerseits ist:

v["l...v’-rl=iv’“v“=...v’-r’1-—-1—1)"21)[‘-11)’-3...1)‘1’]
p1 2 3 ?

1 1 2
(31) S ’
+ 7 vt y[’" a'vlr vHo. ¥l — usw.,
?

andererseits ist:

ol il = Loyl il L pgliagls |yl
(32) 1 » p1 e P p2z 1 3 »

1
— P glhzgha phs Ap] 7.
-+ ry 'IU ZJ Z) ‘ee 11’) usw

Fiir jede Gréfle gilt also:

(33)  olhedsl = % alteednl _ _;_ phalintacpl |- _;_ Polhadatantal _ yusw.
und auch: ; . .
(34) gl p) — ? i lhzedp] _?_ v[;vzlj-xli-: oy + _;_ v[l,lalllll‘...ﬂ.p] — UsSwW.,

wo die vertikalen Striche angeben, daB iiber den eingeschlossenen Index
nicht alterniert wird. Die zweite Form wird u. a. auf S. 30 Verwendung
finden.

Mit Hilfe der alternierenden Multiplikation 148t sich nun die De-
finition des einfachen p-Vektors folgendermaBen aussprechen:

Ein p-Vektor ist einfach, wenn er das alternierende
Produkt von p realen Vektoren ist?).

Allgemeiner nennen wir einen p-Vektor g-dimensional, wenn
er sich ganz in einer E,, aber nicht in einer E,_; unterbringen 1aBt,
d. h. sich als Summe von Produkten von Vektoren schreiben liBt, die
alle in einer E,, aber nicht in einer E,_; liegen. In einer Ep,; gibt es
offenbar keine anderen als einfache p-Vektoren, da je zwei einfache
p-Vektoren in einer E, ., wenigstens p — 1 Richtungen gemeinschaftlich
haben und sich also zu einem einzigen einfachen p-Vektor zusammen-
stellen lassen. Ein p-Vektor ist also niemals (p + 1)-dimensionalZ).

Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine GroBe v
symmetrisch bzw. alternierend ist, ist, daB die GréBe ihrem symmetri-
schen bzw. alternierenden Teil gleich ist, also:

(35) Pree?s = pn ws ¥p) bezw. PP1e VP == v[v,...rp] .

Eine symmetrische GroéBe 148t sich also stets als Potenz eines

einzigen idealen Vektors schreiben:

(36) Prree¥p = pP1e¥p) = y*1 | 0¥,

Die Bestimmungszahlen dieses Vektors sind Aromhold-Clebschsche
Symbole. In derselben Weise 14Bt sich eine alternierende GroBe stets
als Potenz eines einzigen Vektors schreiben:

(37) YY1 Vp = .U[v,...vp] — ", VP,

1) GraBmann, 1862, 1, S. 56. 2) Grafmann, 1862, 1, S. 61.
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Die Bestimmungszahlen des Vektors sind hier Weitzenbocksche Kom-
plexsymbole. Im Gegensatz zu den Aronhold-Clebschschen Sym-
bolen gentigen die Weitzenbockschen Komplexsymbole dem kom-
mutativen Gesetz der Multiplikation nicht, bei Vertauschung irgend
zwejer zur nidmlichen GroBe v+~ gehorigen Symbole tritt Vor-
zeichenwechsel auf. Die Darstellung einer alternierenden GréSe als
Potenz kommit in der Differentialgeometrie weniger vor, die der sym-
metrischen GroBe dagegen sehr oft.

B. Kovariante Gr6Ben. Aus den kovarianten Vektoren lassen
sich in derselben Weise kovariante Affinoren, Tensoren und p-Vektoren
bilden, und alles was tiber kontravariante GroBen gesagt ist, gilt m. m.
auch fiir kovariante GroBen. Alle kovarianten GréBen bekommen
untere Indizes,

Sieht man von der GréBe ab und betrachtet man also nur die Ver-
haltnisse der Bestiminiungszahlen, so lassen sich die Bestimmungszahlen
eines einfachen kontra- bzw. kovarianten $-Vektors auch auffassen als
die homogenen Koordinaten einer E,_; bzw. E,_,-, in einer E,_,, die
Bestimmungszdhlent eines allgemeinen kontra- bzw. kovarianten p-Vek-
tors als homogene Koordinaten eines E,_p_;- bzw. E,_;-Komplexes in
der E,.,;. Ein kontravarianter Bivektor steht also in dieser Weise fiir
#n = 4 in Bezithuing zu einem Linienkomplex in E,. Ist der Bivektor
einfach, so besteht der Linienkomplex aus allen Geraden, die eine be-
stimmte Gerade schneiden?).

C. Gemischte GréBen. Eine gemischte GréBe oder ein ge-
mischter Affinor $' Grades ist der Inbegriff von #* Zahlen, die
sich bei deit Transformationen (8) transformieren wie die #* Produkte
der Bestimmungszahlen von $ verschiedenen Vektoren, von denen
g < p kontravatiant, die anderen p — ¢ kovariant sind. Die gemischte
GroBe bekommt ¢ obere und p — ¢ untere Indizes, und 14Bt sich als
Produkt von # idealen Vektoren schreiben, von denen ¢ kontravariant
und p — ¢ kovariant sind, z. B.:

1 4
(38) v, =00,

Auf die Reihenfolge der Indizes ist auch hier aufs strengste zu
achten?).
Der wichtigste gemischte Affinor ist der Einheitsaffinor (vgl.

1y Vgl z. B. Weitzenbock, 1923, 1, S. 69 und 83.

2) Es whre hier vollkommen geniigend, nur die Reihenfolge gleichartiger
Indizes zum Ausdruck zu bringen, was zur einfacheren, oft verwendeten Schreib-
weise vf;’,‘, ftihren witirde. Spiter, nach.Einfiihrung einer MaBbestimmung, konnte
dann aber die, nicht von Ricct herrithrende, jetzt aber allgemein {ibliche Methode
des Herauf- ind Herunterziehens der Indizes (vgl. S. 39) nicht verwendet werden,
ohne dafl Zweideutigkeit entstinde. :
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S. 29), dessen Bestimmungszahlen in bezug auf j edes Koordinatensystem
gegeben sind durch die Gleichungen:

1 fiir 4 = » (nicht summieren iiber 1),
0, 4%»h),

Nur fiir diesen Einheitsaffinor verwenden wir statt 4;” oder 4, die
einfachere Schreibweise 432). Fiir jedes Koordinatensystem gilt auch,

daB der Einheitsaffinor die Summe der Produkte gleichnamiger MaB-
vektoren ist:

(40) Al=ee,.

(39) 45 ~{

§ 8. Die Uberschiebungen.

Eine GroBe, deren Bestimmungszahlen sich in einer von der Wahl
des Koordinatensystems unabhingigen Weise rational und ganz in den
Bestimmiungszahlen einiger gegebener GréBen ausdriicken 14Bt, heiBt
eine ganze rationale Simultankomitante dieser GréBen. Wenn sie
nur einzeln invariante Bestimmungszahlen hat, nennt- man sie auch
Simultaninvariante3). Eskann gezeigt werden, daB jede Simultan-
komitante von Grofen sich nur mit Hilfe der Addition, der allge-
meinen Multiplikation und der S.16 definierten Uberschiebung
-aus den idealen Faktoren der Gro8en bilden 148t. Dieser Satz, dem die
idealen Faktoren ihre Bedeutung verdanken, entspricht dem bekannten
ersten Fundamentalsatz der Invariantensymbolik 4). Die Verwendung der
Indizesklammern () und [7] bringt nichts prinzipiell neues hinein, da
diese ja nur anzeigen, daB man Isomere, d. h. allgemeine Produkte
idealer Faktoren in bestimmter Weise zusammenzufassen hat. Man
kénnte auch ohne diese Zeichen auskommen. Thre Verwendung ermog-
licht aber eine sehr kurze und iibersichtliche Schreibweise.

Es gibt nun weiter noch drei Verkniipfungen, die so hiufig auftreten,
daB es niitzlich ist, fiir diese einen besonderen Namen einzufiihren.
Erstens definieren wir die ¢'® skalare (gegenliufige) Uberschie-
bung oder kurz 7' Uberschiebung von v, .., und w”*¢ durch
die Gleichung:

(41) U=y e

whpag¥an
Es werden also ¢ skalare Uberschiebungen der 1 letzten idealen Vektoren
des ersten Faktors mit den 7 ersten des zweiten Faktors gebildet, und

1) Bel Einstein 6.

'2) DaB hierdurch niemals Zweideutigkeit entstehen kann, wird auf S. 40
gezeigt.

%) Die anderen Komitanten lassen sich unterscheiden in Kovarianten,
Kontravarjanten und gemischte Komitanten.

4) Z. B. Weitzenbsck, 1923, 1, S. 93.
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diese 7 idealen Zahlen werden multipliziert mit den ibrigen idealen Fak-
toren in der bestehenden Reihenfolge. Es kann auch v kontravariant
und w kovariant sein, oder es konnen in derselben Weise Uberschie-
bungen gemischter GroSen gebildet werden, vorausgesetzt, daB die
korrespondierenden Indizes die richtige Stellung haben. Auch kann
man Uberschiebungen bilden nach anderen Indizes als gerade den ¢
letzten und ¢ ersten. Unter diesen wird die 4*¢ gleichlaufige Uber-
schiebung, definiert durch die Gleichung:

. s Vi Vg o ypV1.0.Vg
(42) MI-H-,..J.p 7)1,1 ‘V( 7-¢+x lpw

am meisten verwendet. Kommen Uberschiebungen nach anderen Indizes
zur Verwendung, so fiigt man beim Sprechen die Indizes zu, nach denen
die Uberschiebung stattfindet. Es heiBt also z. B.:

* nﬂ) w /¢ B

die Uberschiebung von v und w nach den Indizes & und B. Durch ein-
malige Uberschiebung mit dem Einheitsaffinor 4} dndert sich eine GroBe
nicht. Es ist z. B.:

(43) Apvly =l

Dieser Eigenschaft entstammt der Name Einheitsaffinor.

Eine Uberschiebung einer GroBe in sich heiBt Faltung. Z.B.ist
P # die Faltung von v, % nach &« y und #d. Fiir die (skalare) Uber-
schiebung bewéiSen wir folgenden viel verwendeten Satz:

Eine GroBe p'* Grades ist Null, wenn sie in ¢=p ko-
varianten bzw. kontravarianten Indizes symmetrisch ist
und die Uberschiebung mit der ¢*® Potenz jedes beliebigen
kontravarianten bzw. kovarianten Vektors nach diesen
Indizes verschwindet.

Eine symmetrische GréBe ¢'® Grades hat (”'*'g" 1) Bestim-
mungszahlen und ist im allgemeinen nicht die ¢'** Potenz eines realen
Vektors, Es gibt aber jedenfalls (" +g_1) Vektoren, deren g¢'¢ Po-
tenzen linear unabhingig sind. Man nehme z. B. d1eVektorene +.. +e )

Moo, dy=ay, ..., a,. Ist also die Uberschiebung nach bestlmmten
Indizes mit der g'*® Potenz jedes Vektors gleich Null, so ist auch die
Uberschiebung mit jeder symmetrischen GréBe ¢'*® Grades und in-
folgedessen auch die mit jeder beliebigen GréBe ¢'** Grades nach den-
selben Indizes Null. Dann ist aber auch jede einzelne Bestimmungszahl
Null, da sie entsteht durch Uberschiebung mit den MaBvektoren.
Zweitens definieren wir die i** vektorische Uberschiebungder
alternierenden GroéBe v"-" mit der allgemeinen Grofle w*v-#e
durch die Gleichung:
(44) Y1 Volir e ttg = gl ve gt gt Bida g
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Es wird also zunichst ein idealer (p 4 3)-Vektor gebildet aus dem ersten
Faktor mit den i ersten idealen Vektoren des zweiten Faktors, und dieser
(p -+ 4)-Vektor wird mit den ¢ — ¢ {ibrigen Vektoren des zweiten Fak-
tors in der bestehenden Reihenfolge allgemein multipliziert. Die Uber-
schiebung 148t sich auch bei kovarianten GréBen bilden, und es kann sogar
windeng — iletzten Indizes gemischt sein. Auch kann die Uberschiebung
an der rechten Seite gebildet werden. Sowohl die skalare als die vek-
torische Uberschiebung erfreuen sich der distributiven Eigenschaft in
bezug auf die Addition und kénnen also als Produkte aufgefa3t werden.
Die Verkniipfung:

(45) YP1w 8 = Prene VD [lld e g gpphrens el 10 2
der alternierenden GréBe v™-#¢ mit einer allgemeinen GrdBe

whidrae%e 138t sich fiir ¢ 4 7 = # in einfacher Weise umformen. Da
jede in # 4 1 Indizes alternierende GréBe verschwindet, ist nach (34):

— g1 [Ppstrettq qphy e Ael Hy e — VieeaVp Lty e tg qphy e el 2ty e s
v w v w

n+1

o) prreeVo—a U vpltta g gpha e el e L asw,
1

+

(46) n—{—l

+'n+1

T 1

T n41 wre n41

— hslvp| 2aen Al g + USW.}

(__ 1)q+1 vv,...v,,..l[,ul...,uqll e A I LR

(___ 1)q+2 Prae¥p -1 [1ta... £ty wl,lv,;ll,...lr] Hew ks L USW,

(__ 1)q+1 PPreep 1l tigh {‘lf) 19plAsi el sty e

und es 1Bt sich also #*1~* schreiben als Summe von Termen, die alle
g + 1 ideale Faktoren von v*:+#¢ im alternierenden Produkt enthalten.
Dieser ProzeB 148t sich fortsetzen, und es gilt demnach der Satz:

Ein Ausdruck mit einem alternierenden Produkt von
n Faktoren, das einige von den idealen Faktoren einer al-
ternierenden GroBe v* enthilt, 14Bt sich stets schreiben
als Summe von GréBen, die alle ein alternierendes Produkt
von n Faktoren enthalten, in welchem alle idealen Faktoren
von v % vorkommen?),

Die dritte Verkniipfung, die immer zwischen einigen GroBSen des
gleichen Grades auftritt, soll hier der Ubersichtlichkeit wegen durch ein
Beispiel eingefiihrt werden. Es seien p*#7, ¢*f7, #*#7 und s*#7 all-
gemeine reale oder ideale GréBen dritten Grades. Man bilde die Ver-
kniipfung:

platxle  gfln  prue sol¥lel

wo die eckigen Klammern bedeuten, daB sowohl iiber & 8y ¢ als iiber
x%Apv, als iiber £now unabhingig voneinander zu alternieren ist.

1) Weitzenbock, 1923, 1, S. 79.
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Diese Verkniipfung heiBt die dreifache vektorische Uberschie-
bung oder dreifaches vektorisches Produkt der vier GréBen
p*Pr, ¢*P7, y*F7 und s*#r. Verwendet man ideale Vektoren, so laBt sich
die Uberschiebung schreiben:

P[“ qﬂ yv §91 p[" q‘- ! P[é grresel,

1 1 1 1 2 2 8 2 3 3 3 38
Folgendés einfachere Beispiel, die doppelte vektorische Uberschiebung
von v** und w“”, moge vollstindig ausgeschrieben werden:

(47) oA qyrl®] — _41{ (.uxl WhY — pttdggry _ gxv w,uﬁ. 4 p#r wxl.) .

Die mehrfachen vektorischen Uberschiebungen lassen sich auch bei ko-
varianten Vektoren bilden und besitzen ebenfalls die distributive Eigen-
schaft.

" Es gibt auch Verkniipfungen, wo nicht iiber alle verfiigharen In-
dizes alterniert wird, z. B.

8, {2:[v, glx,I A37s) 5
wo nur iiber 4, 4, und », ¥, alterniert ist. Auch kann man gleichzeitig
iiber andere Indizes mischen. Um dies anzudeuten, verwenden wir die
Schreibweise:
Bloey Ayl 1n]  Bradapalval )yl »
wo iiber #; 4p p3 alterniert und iiber x x, %3 sowie iiber 4, 4, 45 gemischt
ist. Zum Vermeiden von MiBverstindnissen empfiehlt es sich, die
Indizes, iiber die nicht alterniert oder gemischt werden soll, durch
vertikale Striche abzugrenzen. Stehen die Indizes, iiber welche alter-
niert oder gemischt werden soll, nicht so regelmidBig, daB man diese
Schreibweise verwenden kann, so kann man in ideale Faktoren zer-
legen oder den Einheitsaffinor A} verwenden. So sind z. B.:
A[Z’E;IA('};‘;’)U“M"”E; [ p » (4 ) &

[ AN A
1 3 4 2 5 6

zwei Schreibweisen fiir die GroBe, die aus **#?®¢ entsteht durch
alternieren iiber xu» und mischen iiber e . A5%, steht fir 4, Af 4.
Jede dieser Schreibweisen geniigt fiir alle Fille.

Eine erste, an § 6 anschlieBende Anwendung der Uberschiebungen
moge hier gleich folgen. Die Festlegung einer Volumeinheit und eines
Normalschraubsinns geschieht algebraisch durch Wahl eines Einheits-
n-Vektors E”+”*, Es liegt dann auch-der korrespondierende kovariante
n-Vektor E; ;. fest, der mit E»*» durch die Gleichung:

(48) EnemEy =m0
verbunden ist, und fiir alle zuldssigen Koordinatensysteme (S. 22) gelten

die Formeln: Ervern e gos o
a, an
(49) “ o
E;'l'--;-n = 6[}_‘ et E},”] *
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Die Korrespondenz zwischen dem einfachen p-Vektor v”**» und dem
zugehorigen kontravarianten (# — p)-Vektor wird durch E™-** und
E,, .., vermittelt mit Hilfe der Gleichungen:

nl
Whyin_p = W E,

!
P = (._ 1)1’("‘7’)3—; Enn Wopyrovn *

i U;'"'P+""ln

(50)

§ 9. Geometrische Darstellung der Tensoren.

Wie die alternierenden GréBen lassen sich auch die symmetrischen
GroBen, die Tensoren, in einfacher Weise geometrisch darstellen. Wir
filhren zunichst einen festen Ursprung ein, stellen also einen kontra-
varianten Vektor dar durch einen Punkt, einen kovarianten durch eine
Hyperebene. Sind dann x” Punktkoordinaten und u; Hyperebenen-
koordinaten, so ist dem kovarianten Tensor v, ,, in eindeutiger Weise
die X,-, »"™ Ordnung mit der Gleichung:

(51) Vi, XL =1

zugeordnet und ebenso dem kontravarianten Tensor w”:*» die Xn_y
pt¥* Klasse mit der Gleichung:

(52) WP U, LU, =

Die GroBe v, ;" entspricht dem Polargebilde des Punktes #” in
bezug auf v,,_,,, ebenso w” " u, dem Polargebilde der Hyperebene
#; in bezug auf w7,

Man kann nun auch diese geometrische Darstellung vom Ursprung
freimachen, indem man zur X,_, einen Punkt hinzufiigt. Bei einer
Xn-1 gerader Ordnung oder Klasse ist dies sogar iiberfliissig, da der
Punkt Mittelpunkt ist. Ein kovarianter bzw. kontravarianter Tensor
p* Grades wird also dargestellt durch eine X,_; ' Ordnung bzw.
Klasse, der ein Punkt adjungiert ist, welcher Punkt fiir gerades p mit
dem Mittelpunkt zusammenfillt. Die Gesamtfigur, also die X,_; mit
Punkt, hat keinen bestimmten Ort in der E,, sondern kann sich parallel
zu sich selbst frei bewegen.

Da jede nicht ausgeartete X,_; zweiter Ordnung auch zweiter
Klasse ist, ergibt sich schon geometrisch, daB jedem kontravarianten
Tensor zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante der
Bestimmungszahlen ein kovarianter Tensor zweiten Grades zugeordnet
ist. Sind A** und J;,, die beiden zur nimlichen Figur gehérigen GroBen,
und ist v” ein beliebiger kontravarianter Vektor, so stellt

Lot
die Polarhyperebene des Punktes v” dar (Ursprung fest gewihlt), Fer-
ner ist: B Ly o

der Pol dieser Hyperebene (Abb. 7 fiir » = 3). Es ist also:
(53) hxlll,u pH =
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fir jede beliebige Wahl von v, und dies ist nur méglich, wenn A**J;,,
gleich dem Einheitsaffinor ist:
xd x 1 fiir # = p (nicht summieren iiber x)
h = == ’
(54) Fihi= A, {0 Y
Wir werden diesem Resultat im ndchsten Paragraphen in verall-
gemeinerter und algebraischer Form wiederum begegnen.

§ 10. GroBen zweiten Grades und lineare Transformationen.

Eine allgemeine kontravariante GréBe zweiten Grades I*# steht in
eindeutiger Beziehung zu einer linearen Transformation, die kovariante
Vektoren in kontravariante iiberfiihrt:

{55) w =y,

Ist die Determinante der /*# nicht Null,
so gibt es keinen Vektor v;, so daB
Py, Null wire, und es existiert die
umgekehrte Transformation, die in ein-
deutiger Beziehung steht zu einer ko-
varianten GroBe zweiten Grades 7;,:

(56) v, = h;.,.‘l)".
Aus (55) und (56) folgt:
(57) Pehy, = AL,

Man erhilt die 4;,, indem man die zu
den Elementen der Determinante der
*# gehorigen Minoren bildet und diese
durch die Determinante dividiert. Das
Gleiche gilt umgekehrt; zwischen *#
und %, besteht vollstindige Reziprozi-
tit. Ist /*# symmetrisch, soistauch’,,
symmetrisch und beide GroBen gehoren zur namlichen X, _, zweiter
Ordnung und zweiter Klasse, wie es im vorigen Paragraphen dar-
gestellt wurde.

Eine gemischte GroBe zweiten Grades P7, steht in eindeutiger Be-
ziehung erstens zu einer linearen Transformation der kontravarianten
Vektoren:

(58) =P’ oY),
zweitens zu einer linearen Transformation der kovarianten Vektoren:-
(59) w, =P, 'w,.

1) Es stellt sich also heraus, daB die Koeffizienten P; und Q] in den
Gleichungen (8) und (16) Bestimmungszahlen von Affinoren sind. Wir miissen
dementsprechend jetzt schreiben P”, und ¢”,.

Schouten, Ricci-Kalkiil. 3
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Dem Einheitsaffinor 4 entspricht die identische Transformaticn.
Soll ein bestimmter Vektor v” bei der Transformation (58) seine Rich-
tung behalten, so miissen # Gleichungen bestehen von der Forin:

(60) P =17
oder:
(61) (P, —245)0 =0.

Diese # linearen homogenen Gleichungen lassen aber nur dann eine L5~
sung zu, wenn die Determinante verschwindet:

l Pa.x a 2’ Pa.'ax et Pa’"m
Pa.‘az Pa"a*—l :

(62) : R =0
) e P — 1

Hat diese Gleichung #'*® Grades in 4 » Wurzeln, die ungleich Null
sind, so heiBlt » der Rang der GréBe P’;. Es verschwinden dann alle
(p + 1)-reihigen, aber nicht alle p-reihigen Minoren der Determinante
der P),. Zu einer m-fachen Wurzel 1 gehort eine Ey,y (m'<<m), deren
Vektoren bei der Transformation alle die Richtung behalten und den-
selben Faktor 4 bekommen. Die E, heiBt ein Hauptgebiet, das
zu 4 = 0 gehérige Hauptgebiet das Nullgebiet von P?,. Ist der
Rang von P”, n, so existiert die umgekehrte Transformation, die in
eindeutiger Beziehung steht zu einer zweiten gemischten GréBe Q7,:
(63) v = Q"

(64) ,wl = Q:’lwr *

Die Q!; sind wiederum die Minoren der P’;, dividiert durch die De-
terminante, und es besteht die Beziehung:

(65) P:’{l Q!.Ll = P!.L? Q:’,u == A;: ’

die'sich aus (58) und (63) ableiten 148t. Es kann der Fall eintreten, daB
die Determinante der P, bei irgendeiner Wahl des Koordinatensystems
symmetrisch ist in bezug auf die Hauptdiagonale, d. h. aiso daB
P’, = P! ist. Esist aber ja zu beachten, daB diese Symmetrie bei ¢iner
gemischten Gréfe im Gegensatz zu den rein kontravarianten und
rein kovarianten GréBen keine vom Koordinatensystem unabhingige
Bedeutung hat. ' Sie verschwindet im allgemeinen bei Einfithrung an-
derer Koordinaten. Nur ein Vielfaches des Einheitsaffinors 4} macht
hier eine Ausnahme.

Man kann sich nun die Frage vorlegen, wie sich eine allgemeine
GroBe v*7 bei der Transformation (58) verhilt. Zur Beantwortung
dieser Frage fithren wir ideale Faktoren ein:

(66) PP == g, PP,
1 »
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Jederideale Faktor vonv**»,z.B. v, transformiert sich folgendermaBen:

(67) =P,
und die Transformation von »™-’* lautet also:

(68) W= Py L Py gl

Interessant ist besonders der Fall, wo v"~"» ein p-Vektor ist:
(69) ¥ ¥p = pl¥ivpl |

Es ist dann:

(70) WP =P, L Py gt = PR P bt

Die Transformation wird also vermittelt durch eine in den oberen und
in den unteren Indizes alternierende GréBe 2p'"" Grades, die das
doppelte vektorische Produkt von p Faktoren P’ ; ist. Eine solche
GroBe, die zu den p-Vektoren in derselben Bezichung steht wie der ge-
mischte Affinor zweiten Grades zu den Vektoren, wird auch p-Vektor-
affinor genannt. Der in dieser Weise aus einem Affinor P”; entstan-
dene p-Vektoraffinor ist von einer besonderen Art, da bei der zugehori-
gen linearen Transformation alle einfachen p-Vektoren wieder in
einfache iibergehen, was ja bei einer allgemeinen linearen Transfor-
mation von p-Vektoren nicht der Fall zu sein braucht. Seine Bestim-
mungszahlen sind offenbar die p-reihigen Unterdeterminanten der Matrix
von P?;. Ist also » der Rang von P;, so ist P, ... P 2, dann und
nur dann gleich Null, wenn p > 7. Umgekehrt, ist P, ... P, | & 0 fiir
p=7rund =0 fir p=7r341, so ist diese GroBe {iiberhaupt #+ 0
fir p=<7und =0 fiir » > 7 und der Rang von P, ist gleich 7.
Die Gleichung

. y % 0 fiir p=v
(712) P, . P {’]M{

=0 ,, p>7r
ist also die notwendige und hinreichende Bedingung da-
fiir, daB der Rang von P”, gleich 7 ist.

Auch eine rein kontravariante GréBe zweiten Grades hat einen
Rang. Ist 7 die Anzahl der linear unabhingigen Losungen der Gleichung
(72) h)"uvu =0,
so heiBt » der Rang von #**. Ist der Rang gleich 7, so verschwinden
alle p-reihigen Unterdeterminanten von 4*# fiir $ > 7, nicht aber fiir
p=<r. Da die Bestimmungszahlen des p-Vektoraffinors Ak, pielrel
gerade diese p-reihigen Unterdeterminanten sind, so ist

F 0 flir p=vr
1b Whde | gt lﬂl{
(71b) Aeld o L 7
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
der Rang von #** gleich 7 ist. Das Gleiche gilt m. m. fiir rein ko-
variante GréBen.

8%
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Der GroBe P, sind in eindeutiger Weise ein Bivektoraffinior, ein
Trivektoraffinor usw. bis zu einem #»-Vektoraffinor zugeordnet. Um-
gekehrt folgt aus dem Umstande, dafl alle zu dieser Reihe gehorigen
Transformationen einfache alternierende GréBen in einfache iber-
filhren, daB jede der » — 1 ersten Groflen der Reihe die ganze Reihe
eindeutig bestimmt. Nur der »-Vektoraffinor kann mit oo vielen ge-
mischten GréBen zweiten Grades korrespondieren. '

Das Gleiche gilt m. m. fiir die zu einer rein kontravarianten oder
rein kovarianten GroBe gehorigen GroBenreihe.

LaBt sich aus zwei GroBen zweiten Grades durch Uberschiebung
wiederum eine GroSe zweiten Grades bilden, z. B. A*# kuy, P K P; Buys
p; R:}, und ist der Rang der einen Gréfe #, der der anderen #, so ist
der Rang der dritten GroBe wiederum 7. Der sehr einfache Beweis
dieses Satzes findet sich in jedem Lehrbuch der Algebra.

§ 11. Die Einfiihrung einer MaBbestimmung in der E,.

Zwei kontravariante Vektoren oder auch zwei Linienelemente las-
sen sich in der E, nur dann der GréBe nach vergleichen, wenn sie die-
selbe Richtung haben. Der GroBenvergleich zwischen Strecken ver-
schiedener Richtung wird erst ermoglicht durch Einfithrung einer MaB8-
bestimmung. In der Wahl dieser MaBbestimmung ist man zunichst
ganz frei. Fir jede einzelne Richtung kann festgelegt werden, was man
als Lingeneinheit fiir diese Richtung ansehen will. Die Entfernung der
Punkte #” und %" ist dann. eine Funktion der # Differenzen 2" —%,
F (%;" — 315"), die nur der selbstverstindlichen Bedingung
(73) Fle(g —9)) =I;bIF(x—x), k>0,
zu geniigen hat, im iibrigen aber noch vollstindig frei wahlbar ist. Wird,
ausgehend von einem bestimmten Punkte £” der E, die Langeneinheit
in jede Richtung abgetragen, so bilden die Endpunkte ein System
von oo"~! Punkten, die Indikatrix der gewihlten MaBbestimmung,

die durch die Gleichung:
(74) Fo—x)=1

gegeben ist. Stellt man die Forderung auf, daB die Lange einer gerich-
teten Strecke von dem Sinn der Strecke unabhingig sein soll, so gilt (73)
auch fiir 2 < 0 und die Indikatrix wird symmetrisch in bezug auf den
Punkt #”, anders gesagt, #” wird Mittelpunkt der Indikatrix. Wir setzen
fernervoraus, da F eindeutig, stetigund hinreichend oft differenzierbarist.
Die Indikatrix ist dann eine Hyperflidche, die jeder gegebenen Richtung
eine einzige (# — 1)-Richtung zuordnet, die (» — 1)-Richtung der E,_;,
welche die Indikatrix, im Schnittpunkt mit der durch £” in der gegebenen
Richtung liegenden Geraden, tangiert. Ist die Indikatrix algebraisch, so
ist sie notwendig von gerader Ordnung, da % Mittelpunkt sein muf.
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In einer E, kann ein Vektor ¢” in ganz beliebiger Weise auf die
Richtung des Vektors w” projiziert werden. Ist aber eine symmetrische
Hyperflache als Indikatrix gegeben, so ist eine bestimmte Weise des
Projizierens bevorzugt, niamlich die Projektion vermittels der E,_,,
deren (z — 1)-Richtung der Richtung von »” zugeordnet ist. Ist v die
Linge von v” und v’ die Linge der in dieser Weise erhaltenen Projek-
tion, so kann man sogar schon den Winkel zwischen +* und »” defi-
nieren mit Hilfe der Gleichung:

(75) cos (v*, w*) = 1}7’ 1),

Es ist aber zu beachten, daBl der in dieser Weise definierte Winkel im
allgemeinen nicht unabhingig ist von der Reihenfolge von #” und »”:

(76) cos (v, w*) + cos(w”, v").

Es gilt nun, unter den verschiedenen moglichen Formen der Indi-
katrix die geeignetsten Formen aufzufinden. Dazu verhilft uns der
Begriff der Drehung?). Die erste Forderung, die wir an eine Drehung
um den Punkt % zu stellen haben, ist die, da8 sie eine lineare homogene
Transformation sein soll, die einen gegebenen #-dimensionalen Schraub-
sinn nicht verindert. Als zweite Forderung kommt hinzu, daB die Indi-
katrix allen Drehungen gegeniiber invariant sein soll, als dritte, da3
die Drehungen eine Gruppe bilden sollen. Diesen Forderungen gemaB
enthilt die Gruppe der Drehungen alle linearen homogenen Transfor-
mationen, bei denen ein Schraubsinn und die Indikatrix invariant sind.
Es scheiden also sofort simtliche Formen des Indikatrix aus, die nicht
bei irgendeiner Untergruppe der linearen homogenen Gruppe invariant
sind. Im iibrigen bleibt aber die Wahl dieser Untergruppe noch frei.
Man kann die Wahl einschrinken, indem man verlangt, da die ge-
withlte Untergruppe auch umfassend genug sei, um ein gewisses Mal}
der freien Beweglichkeit zu gewidhren. Man kann etwa die Forderung auf-
stellen, daB3 es immer eine Drehung geben soll, die irgendeiner Geraden
durch 36" eine beliebige vorgegebene Richtung erteilt, irgendeiner Ebene

durch diese Gerade eine beliebige die gegebene Richtung enthaltende
vorgegebene 2-Richtung usw. Dann 148t sich beweisen?®), dal diese
Forderung nur erfiillt werden kann, wenn die Indikatrix eine nicht
degenerierte quadratische Hyperfliche ist und die Entfernung zweier
Punkte demzufolge die Quadratwurzel aus einer quadratischen Form.

Von einem anderen Standpunkte ausgehend kann man fordern,
daB der oben definierte Winkel zwischen zwei Richtungen von der
Reihenfolge der Richtungen unabhingig ist. Auch diese Forderung
filhrt zu den namlichen Bedingungen fiir die Indikatrix$).

1) Finsler, 1918, 5, S. 39. 2) Vgl. Weyl, 1921, 4, S. 125 u. {.

3) Helmholtz, 1868, 1; Lie, 1890, 1. Vgl. Weyl, 1921, 12, S. 26.
4) Finsler, 1918, 5, S. 40.
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Im nichsten Abschnitt soli gezeigt werden, da auch einige noch
zwingendere Forderungen, die sich an den Begriff der Ubertragung
kniipfen, zu den gleichen Bedingungen fithren.

§ 12. Die Fundamentaltensoren.

Im Anschlufl an die Resultate des vorigen Paragraphen wihlen wir
die quadratische Indikatrix:

(77) gﬂ.,u (x}. - %}.) (x.u _ %ﬂ) =1 s
in welcher Gleichung g;, eine symmetrische Gro8e mit nicht verschwin-
dender Determinante ist, die der kovariante Fundamentaltensor

genannt wird. Die zugehorige kontravariante GroBe, der kontra-
variante Fundamentaltensor sei g,

(78) g'l',lt g‘u,}. = A;:'

Die Liange oder der Betrag v eines kontravarianten Vektors v* ist dann
gegeben durch die Gleichung:

(79) v =Vgr. vt "
und die Entfernung der Punkte #” und %”, die mit der Lénge des Ver-
bindungsvektors identisch ist, durch

(80) P=VYeu (¥ —¥) (¢ —¥)-

Die auf S. 37 aufgestellte Definition des Winkels zwischen den
Vektoren v” und w” fiithrt zur Gleichung:

A gt
g, v w
(81) cos (v*, w*) = &

; v, wE0.

vw
Nach (81) sind v” und w” senkrecht zueinander, wenn:
(82) Gpvtwrt=0.

Die MaBbestimmung, die durch Festlegung eines Fundamental-
tensors in der E, entstanden ist, heiBt die euklidische. Eine #-di-
mensionale Mannigfaltigkeit mit euklidischer MaB8bestimmung wird mit
R, bezeichnet. Da durch die euklidische MaBbestimmung der E, in
jeder E,, in der E,, ebenfalls eine euklidische MaBbestimmung festgelegt
wird, ist jede dieser E,, also eine R,,.

Wir betrachten jetzt einen kontravarianten Vektor v* und den in
bezug auf g;, konjugierten kovarianten Vektor w; = g;,v*. Jeder Vek-
tor #”, dessen Richtung in der (» — 1)-Richtung von w; enthalten ist,
geniigt der Gleichung:

(83) ww, =0
oder:
(84) Gruttot =0
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und v” ist also senkrecht zu den beiden R, -, von w;, d. h. senkrecht zu
allen Richtungen, die in der (# — 1)-Richtung dieser R,-; enthalten
sind. Da:

(85) vty = 02,

so ist die Entfernung der beiden Hyperebenen, gemessen in der Rich-
tung senkrecht zu diesen Hyperebenen gleich % Jedem kontra-

varianten Vektor v” ist also in eindeutiger Weise ein kovarianter Vektor
zugeordnet, darstellbar durch zwei R,_, senkrecht zu »” und in einer

Entfernung % voneinander. Jede der beiden Figuren, der Pfeil und die

Doppelhyperebene kann, wenn der Fundamentaltensor g, festliegt, als
geometrische Darstellung sowohl von ¢” als von w; = g;, v* benutzt
werden. Wir konnen also, solange der Fundamentaltensor fest gew#hlt
bleibt, die ” und w, auffassen als die kontravarianten bzw. kovarianten
Bestimmungszahlen einer einzigen GréBe, die sich geometrisch nach
Belieben entweder durch einen Pfeil oder durch eine Doppelhyperebene
darstellen 148t. Diese Tatsache wird zum Ausdruck gebracht, indem,
wo ein Fundamentaltensor fest gegeben ist, beide Bestimmungszahlen
durch denselben Buchstaben dargestellt werden:

[ V= 8an ¥

(86) Lo = gs Y.

Es ist dies die Methode des Herauf- und Herunterziehens
der Indizes. Esist zu beachten, dafl diese Methode nur so lange ver-
wendet werden darf, als der Fundamentaltensor fest bleibt. Andert sich
wihrend der Rechnung der Fundamentaltensor, wie z. B. bei den Unter-
suchungen #ber konforme Abbildung, so darf die Methode nicht ver-
wendet werden. Bei Anderung des Fundamentaltensors geht ja die
vorhandene Korrespondenz zwischen kontravarianten und kovarianten
Vektoren verloren und es stellt sich eine neue Korrespondenz ein, die
durch den neuen Fundamentaltensor bedingt ist.

Auch der Unterschied zwischen kontravarianten, kovarianten und
gemischten GréBen verschwindet bei fest gegebenem Fundamentaltensor,
es bleibt nur der Unterschied zwischen kontravarianten, kovarianten
und gemischten Bestimmungszahlen, die auseinander hervorgehen durch
Uberschiebung mit g** und g;,. Z.B. ist:

(87) Pty =Pi" =P g0 8py = P73’ o s -
Auf die Reihenfolge der Indizes ist dabei stets zu achten, hat doch
z. B. P;f7 eine ganz andere Bedeutung als P¥;7.

Nur bei einer GroSe, die rein kovariant geschrieben und folglich
auch rein kontravariant geschrieben in allen Indizes symmetrisch ist,
ist die Reihenfolge der Indizes auch der gemischten Bestimmungszahlen
unwesentlich. Der Einheitsaffinor 4} hat nun die besondere Eigenschaft,
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daB bei jeder beliebigen Wahl des Fundamentaltensors infolge der
Gleichungen:

A? At — v
(38) { Zg‘ ¢

A5 8uvr = 8iv

die 4] jedesmal mit den gemischten Bestimmungszahlen ¢’ ; des gewihl-
ten Fundamentaltensors identisch sind. Damit ist die auf S, 28 statt 4i”
eingefiihrte einfachere Schreibweise A4) gerechtfertigt. Im iibrigen wer-
den wir die Schreibweise P} nirgends verwenden, auch nicht, wenn bei
dem gegebenen Fundamentaltensor g,, P¥; symmetrisch ist, da diese
Symmetrie bei Einfiihrung cines anderen Fundamentaltensors verschwin-
det und dadurch Verwirrung entstehen konnte.

Ist der Fundamentaltensor festgelegt, so lassen sich die MaB-
vektoren in besonders einfacher Weise wihlen. Als kontravariante
MafBvektoren wihle man irgendein System von- # gegenseitig senk-
rechten kontravarianten Einheitsvektoren 7@"', §=1, ..., n. tund §

sollen im folgenden stets Einheitsvektoren andeuten. Eine ein-
nin-1) L
fache Uberlegung zeigt, daB dies auf o> 2  verschiedene Weisen

i
mdglich ist. Die zugehérigen kovarianten MaBvektoren ¢; sind. bei
dieser Wahl den kontravarianten in bezug auf g;, konjugiert und es
ist also:

) 7
(89) ’!:" =‘i;.g;"'=; .
7

Wir brauchen also zwischen kontravarianten und kovarianten ortho-
gonalen MaBivektoren gar nicht zu unterscheiden und kénnen dem-
gemdB den Index § immer unten schreiben. Wird irgendein Vektor v”
nach den neuen Achsenrichtungen zerlegt:
(90) v=22ut; u=Xuh,

¥i 7
so schreiben wir auch hier den Index j immer unten und nennen die
v; die orthogonalen Bestimmungszahlen des Vektors. Bei
Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen verschwindet also der
Unterschied zwischen kovariant und kontravariant. Orthogonale Be-
stimmungszahlen werden immer durch lateinische Indizes angegeben.
Da es bei Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen sehr oft
vorkommt, daB man iiber mehrfach auftretende Indizes nicht zu sum-
mieren wiinscht, setzen wir fest, daB iiber lateinische Indizes
nur dann summiert wird, wenn ausdriicklich das Summen-
zeichen vorgeschrieben ist.

Da:

L. (Afirj=%
A —
&) PE {o o xR,
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so 1aBt sich der Fundamentaltensor folgendermafien in die Einheitsvek-
toren ausdriicken:
(92) gr=29"; gu= %k,

j 77 j 77
was sich auch so schreiben 1483t:

1firi=g

(93) gij“‘{o L ik
Zum SchluB sei bemerkt, daB sich die eineindeutige Beziehung zwischen
kovarianten und kontravarianten GréSen, und die dadurch erzielte
Vereinfachung der Rechnung nur bei Einfithrung einer quadratischen
Indikatrix einstellt. Dies ist wiederum ein Vorzug der quadratischen
MaBbestimmung allen anderen MaBbestimmungen gegeniiber.

§ 13. Geometrische Darstellung alternierender Gréfen bei
der orthogonalen und rotationalen Gruppe. Metrische
Eigenschaften.

Sobald ein Fundamentaltensor fest eingefiihrt ist, sind unter den
kartesischen Koordinatensystemen die orthogonalen Systeme mit =
gleich langen MaBvektoren ausgezeichnet. Unter den linearen homo-
genen Transformationen sind die orthogonalen ausgezeichnet, das
sind die Transformationen, die ein Koordinatensystem dieser Art in
ein System derselben Art mit demselben Ursprung iiberfithren. Die
orthogonalen Transformationen lassen die Indikatrix) unverandert und
sind inhaltstreu. Sie bilden eine Gruppe, die orthogonale Gruppe,
die eine Untergruppe der dquivoluminiren ist. Eine orthogonale Trans-
formation, die einen n-dimensionalen Schraubsinn invariant 148t, hat die
Determinante -+ 1 und ist eine Drehung. Auch die Drehungen bilden
eine Gruppe, die eine Untergruppe der (homogenen) speziell-affinen ist.

Wie wir oben sahen, verschwindet bei Einfithrung eines Funda-
mentaltensors, d. h. also bei Beschrinkung auf die orthogonale Gruppe,
der Unterschied zwischen kovarianten und kontravarianten GroBen.
Der kovariante einfache (n — $)-Vektor, der sich also schon bei der
dquivoluminiren Gruppe mit einem p-Vektor zweiter Art identifizieren
lieB, 148t sich jetzt auch mit einem (# — p)-Vektor erster Art identifi-
zieren. Bei der orthogonalen Gruppe kommt man also zur geometrischen
Darstellung aus mit den einfachen p-Vektoren erster Art, p=1,...,n,
das sind also p-Vektoren, die den Schraubsinn in sich haben.

Wird nun auch ein #-dimensionaler Schraubsinn festgelegt, d. h.
beschrinkt man sich nur auf die Gruppe der Drehungen, so verschwindet
fir gerades p (n — ), infolge des Faktors(— 1)?®*-?) in (50) (also stets
fir ungerades #) auch noch der Unterschied zwischen p-Vektoren und

1) Das Wort Indikatrix hat hier einen anderen Sinn als in der Topologie,
was dort Indikatrix heiBt, wird hier mit ,,Schraubsinn‘‘ bezeichnet.
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(n — p)-Vektoren, und fiir ungerades # sind also zur geometrischen Dar-
stellung nur noch die p-Vektoren erster Art 0<<p <<% # erforderlich.
Fiir #» = 3 sind die Verhiltnisse wieder leicht zu iibersehen.. Bei der
dquivoluminiren Gruppe hat man vier verschiedene Grofenarten, polate
und axiale Vektoren sowie polare und axiale Bivektoren. Beider spez1e11
affinen Gruppe verschwindet der Unterschied zwischen polar und axial, bei
der orthogonalen Gruppe der zwischen Vektoren und Bivektoren. Bei der
Gruppe der Drehungen verschwinden schlieBlich alle Unterschiede und der
gewohnliche Pfeil gentigt zur Darstellung sdmtlicher Gré8en (Abb. 6).
Ist der Schraubsinn 0,0,...,0; 1,0, ...,0;1,1,0, ..., 0 usw. als
Normalsinn festgelegt, so wird der Einheits-#n-vektor bei ge-
gebenem Fundamentaltensor:
(94) Irern =gl o],

1 n

Ist der Fundamentaltensor gegeben, so ist es dasselbe, den Normadlsitifi
festzulegen oder den Einheits-n-Vektor festzulegen. Das Festlegen des
Einheits-n-Vektors ist gleichbedeutend mit dem Ubergang zur speziell-
affinen Gruppe, das Festlegen von Fundamentaltensor und Einheits-
n-Vektor ist gleichbedeutend mit dem Ubergang zur Gruppe der
Drehungen. Die GroBe I™" muB also die eindeutige Beziehi;hg‘
zwischen p-Vektor und (n — p)-Vektor vermitteln. In der Tat geheii
die Formeln (50) bei Verwendung orthogonaler Bestimmungszallen
dber in: > n!

iy = oSy I 0 Vin e pyrnin
n—-pi1.in

(95) R
V.5 = (—1)PO=P) > o7 Litn @i in
Tptyeeetn
Die Formel 148t deutlich erkennen, daB nur fiir gerades p (# — voﬂ

stindige Reziprozitit zwischen v, ,; und w; ., . herrscht, und also

nur in diesem Fall eine einzige eineindeutige Bez1ehung vorhanden ist.
Ist der Fundamentaltensor gegeben, so kann man in die R, eines

einfachen p-Vektors v"1*» p gegenseitig senkrechte Einheitsvek-

toren 7%, ..., 'z. legen. Man kann die Reihenfolge dieser Vektoren so

wahlen daB:

(%) e = o i,

WO v eine positive Zahlist. ,v heit der Inhalt oder der Betrdg
von v"++", v ist der Inhalt der die GroSe v*:-*» darstellenden Figur,
gemessen mit Hilfe eines p-dimensionalen Einheitswiirfels. Man {ber-
zeugt sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung
pip-1)

(97) (p'v)z = 15! Yt Vyyrrvp = (—1 2 P' VP Uy g s
mit deren Hilfe sich ,v aus 9”*”» berechnen 148t. Ein p-Vektor vom
Betrag 1 heiit Einheits- p-Vektor.

Der Grad des Parallelismus einer E, und einer E, in E, wurde auf
S.12 behandelt. Da bei Einfilhrung eines Fundamentaltensors E,,
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E;und E, in R,, R; und R, iibergehen, gelten die dort erhaitenen Re-
sultate auch fiir eine R, und eine R, in R,. Es kommt jetzt aber eine
metrische Eigenschaft, der Grad des gegenseitigen Senkrecht-
stehens, hinzu.

Sind alle Richtungen der R, senkrecht za allen Richtungen der

R,, p=gq, so heiBen R, und R, %-senkrecht oder vollstindig

senkrecht. Dieser Fall kann nur eintreten, wenn $ + ¢=<#. Ent-
hilt dagegen R, nur ¢ unabhingige Richtungen, die senkrecht zu allen

Richtungen von R, sind, so heilen R, und R, —;--senkrechtl). Damit

dieser Fall eintreten kann, ist notwendig, daBl ¢ 4 ¢ < #.

§ 14. Metrische Eigenschaften eines Tensors zweiten Grades.
Eine symmetrische GroBe zweiten Grades hat nach Einfithrung
eines Fundamentaltensors kovariante, kontravariante, gemischte und
orthogonale Bestimmungszahlen, %, o e h* =W,, hi,.. Sie steht
in eindeutiger Beziehung zur linearen Vektortransformation, die sich
durch jede der vier folgenden Gleichungen darstellen 148t:
[ vy = h;,‘” [/
“v=hn"rv,
198) v = I, vt
vy = 2 hijvj.
7
Die dritte Form der Gleichung stimmt ganz iiberein mit (58) auf S. 33.
Auch die vierte Form zeigt v6llige Ubereinstimmung, wenn man bedenkt,
daB bei Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen der Unterschied
zwischen kovariant und kontravariant verschwindet. Es ist also un-
mittelbar klar, was man unter Hauptgebiet und Nullgebiet eines
Tensors zu verstehen hat. Es kommen aber einige bemerkenswerte
Eigenschaften hinzu. Zunichst sei bemerkt, daB die Gleichung:
(99) (i — Agij)vj =0,

die an die Stelle von (61)7tritt, hier, wo &, eine symmetrische GroBe
ist, stets # reelle Wurzeln hat und daB zu jeder m-fachen Wurzel ein
m-dimensionales Hauptgebiet gehort. Der wenig interessante Beweis,
den man in jedem Lehrbuch der Algebra findet, sei hier unterdriickt.
Sodann wollen wir zeigen, daB zwei Losungen z’), und -f;;, die zu ver-
schiedenen Wurzeln 4, und 4, gehoren, gegenseitig senkrecht sind. In
der Tat ist einerseits:

12 1 12
i Thhm b
) [
andererseits: : 12 1 7 12
(101) Zv‘.vi=—z22h¢jvi7)j:
—— e ¢ Y

1y Schoute, 1902, 5, S. 49.
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und dies ist infolge der Symmetrie von /;; und der Ungleichheit von 1,
und 4, nur méglich, wenn Zzl;,- 9; verschwindet. Alle Hauptgebiete sind

?
also gegenseitig und zum Nullgebiet vollstindig senkrecht. Innerhalb
eines m-dimensionalen Hauptgebietes oder Nullgebietes konnen in be-
liebiger Weise m gegenseitig senkrechte Richtungen als Hauptrich-
tungen gewihlt werden.
Wihlt man die Achsenrichtungen in Hauptrichtungen von 7;,, so
bekommt #;, die einfache Form:.

('102) hl,u =Zhii 7;). 7:',u .
(2 L 2 2

Die %;; sind die Wurzeln 4 der Gleichung (62) fiir P?, = k/;, die 4, Ein-
heitsvektoren in den Hauptrichtungen. Die /;; heiBen die Hauptwerte
des Tensors und sind vom Koordinatensystem, nicht aber von der
Wahl des Fundamentaltensors unabhéngig. Die mit der inversen Trans-
formation korrespondierende ebenfalls symmetrische GroBe 7;,, be-
kommt die Form:

~1 . .
(103) b =25 0

(3 v
Die zur Transformation (98) gehérige Transformation der p-Vektoren
wird vermittelt durch den p-Vektoraffinor:

LATNRR PR
der infolge der Symmetrie von ’;; ebenfalls bei Vertauschung von allen
vorderen mit allen hinteren Indizes ungeindert bleibt und deshalb
p-Vektortensor genannt wird. Der GréBe k;; sind in eindeutiger
Weise ein Bivektortensor, ein Trivektortensor usw. bis zu einem #-Vektor-
tensor zugeordnet, die nur dann Null werden, wenn A, verschwindet.
Eine Richtung w;, fiir welche

(104) Zh,-jw;w, =0
1]

ist, heiBt eine Nullrichtung des Tensors %;;. Die Nullrichtungen eines
Tensors n'® Ranges bilden einen quadratischen (# — 1)-dimensionalen
Kegelmantel. Ist der Rang < #, so ist der Kegel ausgeartet und ent-
halt das Nullgebiet.
1
Der Tensor — & gy
heiBt der Skalarteil von %,,. Der Name Teil ist zutreffend, da der
Skalarteil von 4,, — 711— by g**g,, verschwindet. Der Skalarteil von g,

ist also g, selbst. Wir kniipfen hieran eine Erweiterung der Definition
des Skalars auf S.412. Nach Einfithrung des Fundamentaltensors soll
jede GroBe ein Skalar heiBen, die sich mit Hilfe der behandelten Multi-
plikationen und Uberschiebungen aus bei (8) invarianten Zahlen und
den idealen Vektoren von beliebig vielen Faktoren g; , und g'* zusammen-
stellen 148t. Zur Unterscheidung behalten wir den Namen Zahlgré8e
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fir die S. 12 definierten GroBen bei. g;, ist also ein Skalar zweiten

Grades, g,,8,, und g,(18., Sind Skalare vierten Grades. Die p* vek-

torische Uberschiebung von p Faktoren g, ist ein Skalar 2 $'* Grades,

der in einer bemerkenswerten Beziehung steht zum Einheits-n-Vek-

tor I, ;.. Es gilt die Gleichung:

{105) 2, Liviptitnop Ljreipbitin—p = —177 8lir Uy -+ - 8iplial') »
kyonkn-p n! ( P)

die sich leicht verifizieren 148t.

§ 15. Der Begriff der Komponente. Winkel einer R, und einer
R, in R,%.

Ist eine R, durch P in R, gegeben, so kann man von den # gegen-

seitig senkrechten Einheitsvektoren }" die p ersten in beliebiger Weise

in die R, legen. Wird dann irgend eine GréBe als Surnme von Produkten
von Einheitsvektoren geschrieben z.B.:

o

(106) youly —Zv”“z”wzlz"
B k1l
so nennt man die Summe aller Glieder, die nur #*, ..., ¢’ enthalten, die
e P
Ry-Komponente der gegebenen Grofe:
1,..P
(107) ponty = > v,wwzz tHitg”,
ur W v Wz

Die R,-Komponente des Fundamentaltensors, die gleichzeitig Funda-
mentaltensor der R, ist, ist also:
Ld
‘ohpn — N jhgu
(108) g % A
Mit Hilfe dieser Komponente kann man durch Uberschiebung die Kom-
ponenten simtlicher anderer GréBen bilden. Es ist z. B.:

{109) W =g el g gy 0.
Die Grofle
(110) '8 =88

ist der Einheitsaffinor der R,.
Da Gleichungen dieser Art sehr oft vorkommen, filhren wir fiir
‘g%’gh ... die Bezeichnung ‘g%f: ein und schreiben also:
(111) /va}.v /gw;siv aﬁyﬁ.
AuBer der R, sei jetzt auch eine R, gegeben, p <g¢. Ihr Funda-
mentaltensor sei "/g;,. Die R-Komponente von #* ist dann “g/* und
u u
das Quadrat des Cosinus des Winkels zwischen * und R, ist:
u
(112) cos?p, =ttt gy, .
U u

1y Lipka, 1922, 21, S. 243.
2) Vgl. Schoute, 1902, 5, S. 77; Segre, 1924, 5, S. 800.
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Bildet man dieses Quadrat fiir p beliebige gegenseitig senkrechte Rich-
tungen in R, so entsteht bei Summierung:

1,...2 1,..p
'3 .
2 — A qu — tphu
(113) ; Cos* @, = 2'; 3 z,l-t gﬂ.ﬂ g " g).,u .

Diese Summe ist also unabhingig von der niheren Wahl der Richtungen
#* und auch gleich der Summe der ¢ Cosinusquadrate der Winkel zwi-

w
schen ¢ beliebigen, in R, gegenseitig senkrecht gewahlten Richtungen
mit R,. Die Gleichung (112) 148t sich auch schreiben:

(114) cos? @, = 3" * 8l 8 s
In R, liegt also ein Tensor:
(11 5) /h}.y = ,g;.‘,f ”gz‘:tﬂ ’

die R,-Komponente von “g;,, dessen Hauptrichtungen mit den extre-
men Werten von cos® ¢, korrespondieren. Ebenso liegt in R, ein Tensor:

()l 16) ,,hly, = ”gg.‘/f ’gaﬂ .

Liegt v” in einer Hauptrichtung von ‘%;,, so ist:
(117) B V=20,

oder

(118) g g vt = Av";

woraus folgt:

(119) ”g;'gﬁ”gﬁvﬂ:l”g;vﬂ,
oder

(120) "B, (Vg v) =4 "gy o’

Aus dieser Gleichung geht hervor, daB die Projektion von #* auf R,
in eine Hauptrichtung von “%,, fallt und denselben Faktor bekommt
wie v#. Die Hauptrichtungen von ‘%;, und "%, sind also Projektionen
von einander und die zugehorigen Hauptwerte sind proportional. Die
beiden Tensoren miissen demnach denselben Rang haben und dieser ist
infolgedessen héchstens gleich . Dies geht auch daraus hervor, daB R,
jedenfalls ¢ —p unabhingige Richtungen senkrecht zu R, enthilt,
und diese im Nullgebiet des Tensors “’4; , liegen miissen. Sind die beiden
Tensoren vom Range 7, so enthilt R, gerade p —  unabhéngige Rich-
tungen senkrecht zu R, und R, gerade g —  unabhingige Richtungen

senkrecht zu R,, und R, und R, sind also f—;—'-senkrecht (S. 43).
Umgekehrt, sind R, und R, f—;—f-senkrecht, so haben beide Tensoren

den Rang 7. Sind R, und R, —;—-pa.rallel, so ist der Rang der Ten-
soren =s.

Gibt man die R, und die R, in P durch die einfachen alternierenden
GroBen v”-*» und w"~"7, so lassen sich fiir den Grad des Parallelis-
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mus und den Grad des gegenseitigen Senkrechtstehens sehr einfache
Formeln aufstellen. Sind R, und R, vollstindig senkrecht, so ist:
(121) vhetpoapt Wyvy..vg = 0.

Diese Bedingung ist auch hinreichend. Denn, enthielte v™"* eine
Richtung ", die nicht senkrecht zu w”* wire, so wire v“w, aomvg F O
Man kénnte dann v”:-~*» in der Form o[*-*»-19”) schreiben, und die
linke Seite von (121) erhielte dann sicher ein Glied:

1
21 e dp —
-;-'U 1P I‘U'“w‘,“,h",q,

das nicht Null wire und durch kein anderes Glied neutralisiert werden
konnte.
Wir beweisen nun den Satz:

Fir p<gq ist: o
v}'l---lp—-“lll---.“'uw { :%: 0 fur % = p —
(122) e\ =0 = — {1

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB}
R,und R, £ senkrecht sind.

Die Uberschiebung ist fiir # = p — # das allgemeine Produkt eines
t-Vektors in R, mit einem (¢ — p + ¢)-Vektor in R,, die vollstindig
senkrecht sein miissen, da ja die nichst hohere Uberschiebung verschwin-
det. R, kann aber nicht mehr als Z unabhéngige Richtungen senkrecht
zu R, enthalten, da sonst die Uberschiebung auch fiir # = p — ¢ Null

wére. R, und R, sind also g—-senkrecht. Ist umgekehrt gegeben, daf
R, und R, —;;-senkrecht sind, so folgt, daB die Uberschiebung fiir
% > p — ¢ verschwindet, nicht aber fiir # = p — ¢, da sonst R, und R,
mehr als Z-senkrecht wiren.

Die Gleichungen {122) haben auch eine vom Fundamentaltensor un-
abhingige Bedeutung. w,, ;, bat dann eine (» — g)-Richtung, und aus
dem eben erhaltenen Resultat folgt, da3 (122) auch die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir ist, daB die E, von 7"’ und die E,_,

d -parallel fiirp>n—gq.

P
Eine andere Form der Bedingungen fiir den Pgrallelismus erhilt man
folgendermaBen. Werden eine E, und eine E,, p < ¢, festgelegt durch
vh% und w", und sind E, und E, vollsténdig parallel, so ist:
(123) phedpalegrrd = 0,

Diese Bedingung ist auch hinreichend. Denn, enthielte ¢”:-*# eine
Richtung v” auBerhalb R,, so wire »'”®@” "¢ & 0. Man kénnte dann
v"*? in der Form [*-+*»~1 9" schreiben und die linke Seite von (123)
enthielte dann sicher ein Glied:

von ;. ; Q% -parallel sind fiir p <<# — ¢ und

%vz,...z,,_, olke ggieval
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das nicht Null wire und durch kein anderes Glied neutralisiert werden
koénnte.

Wir beweisen nun den Satz:

Fir p =g ist:

Ayeeehp —w s ces ftu gy een? ]J :%: Ofﬁru = 1) —S

(124) pheede w q1=0,,u=ﬁ—8+1
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf
R, und R, %-parallel sind.

Die Uberschiebung ist fiir # = p — s das allgemeine Produkt eines
s-Vektorsin R, mit einem w"-+*¢ als Faktor enthaltenden (p 4 ¢ — s)-
Vektor, die vollstandig parallel sein miissen, da ja die nachsthohere Uber-
schiebung verschwindet. R, kann aber nicht mehr als s unabhingige
Richtungen parallel zu R, enthalten, da sonst die Uberschiebung auch
fir # = p — s Null ware. R,und R, sind also 2 .parallel. Ist umge-
kehrt gegeben, daB R, und R, %-parallel sind, so folgt, daB die Uber-
schiebung fiir # > p — s verschwindet, nicht aber fir ¥ =p — s, da
sonst R, und R, mehr als —;~paralle1 wiren,

Esist zu beachten, daB die Formeln (124) fiir den Grad des Parallelis-
mus keine metrischen Beziehungen darstellen. Sie sind vom Fundamental-
tensor unabhingig und werden nur deshalb an dieser Stelle erwihnt,
um die bemerkenswerte Analogie, die zwischen den skalaren und den
vektorischen Uberschiebungen besteht, deutlich hervortreten zu lassen.

§ 16. Infinitesimale Drehungen und Bivektoren.

Eine lineare homogene Transformation heit infinitesimal, wenn
sie der identischen Transformation unendlich benachbart ist. Sie hat
also die Form:

(125) ’x"=x’+eG’:,.x"
Soll die Transformation eine Drehung sein, so muB sie g, , 2" " unver-
dndert lassen. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB:
(126) (4G, + G ) =0
ist fiir jede Wahl von #*, d. h. es muB g,,G;" ein Bivektor sein. Zu jeder
infinitesimalen Drehung gehért also ein.Bivektor:
(127) ek, ,=eg,Gl,,
der Bivektor der Drehung, und es ist:
(128) ’x’=x"+£F’.’,.xl.
Wir wollen jetzt zeigen, daB es bei einer infinitesimalen Drehung

—1
j Ebenen,

fiir # gerade jedenfalls ;i und fir # ungerade jedenfalls
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gibt, die eine Bewegung in sich selbst ausfiihren. Aus F; , 148t sich die
offenbar symmetrische Gréfe:

(129) b, =F;i*F,,
ableiten. Es sei nun f’ ein Einheitsvektor in einer Hauptrichtung dieses
Tensors und %,; die zu '{" gehorige Bestimmungszahl von #;,. Der
Vektor F, ,,f” ist senkrecht zu ? yund da:

(130) h’;zl Fﬁ.v?{v = F[;;. h'lv }:‘V = hll Fp).il

ist, so liegt F,, {"‘ ebenfalls in einer Hauptrichtung von 7%;,, mit der-
selben Bestimmungszahl k,;. Legen wir g’” in diese Richtung, so

ist also %;; = hyy. Jeder Vektor in der 1, 2-Ebene wird durch Uber-
schiebung mit F;, um 90° gedreht und bekommt einen Faktor A,;.
Ist pun der Rang von 7;,>2, so kann man ?;” in eine Haupt-

richtung von 7%;, senkrecht zu 11,"’ und 123”, die keine Nullrichtung ist,
legen. Es gehort dann zu ?;” ebenso ein Vektor i’ und es ist Bgy == Ay,

Auch 1’" ist senkrecht zu ¢ und ¢*, da z. B.:
1 2

.. i . . F
1,37 = v F, it = 12 17" =0.
(131) 11'4 .—-Faal (4 _—F43273 =0

Der Rang 7 von k;, istalso = 4. Fahrtman in dieser Weise fort, so ergibt
sich, daB 7 jedenfalls gerade ist, und daB %, und F,, geschrieben
werden kénnen:
b= ) e S+ 35

(132) F?./¢ = 7)12(;:1 g,u - gﬂ. %,u) + coe vr-—l,r(rfll Z’j,u - ;":i. rfl‘u)

Viipy = ]/:7{; fiir 7 ungerade .
Der Rang von %, ist also dem Range von F;, gleich. Sind die Koef-
fizientenpaare alle ungleich, so gibt es nur eine Zerlegung von %, und
F, ., werden einige Paare gleich, so wird die Zerlegung dort unbestimmt.
Bei jeder bestimmten Wahl der Richtungen 1, ..., 7 filhren aber die
Ebenen 1-2, 3-4, ..., (# — 1) -7 eine Bewegung in sich aus, wihrend
samtliche Richtungen, die zu diesen 7z Richtungen senkrecht sind,
sich nicht &ndern.

Der Rang eines Bivektors ist vom Fundamentaltensor unabhéngig.
Wahlt man also einen anderen Fundamentaltensor, so wird die Zer-
legung von F,, in einfache Bivektoren eine andere, die Anzahl dieser
Bivektoren ist aber stets dieselbe. Auch ist es nicht méglich, daB
F,;, sich durch irgendwelche andere Methoden zerlegen lieBe in weniger

14 . . . . .
als 3 einfache Bivektoren. Man koénnte dann immer einen Fundamental-

tensor so wihlen, dafl die Bivektoren in bezug auf diesen Tensor gegen-
Schouten, Ricci-Kalkiil, 4
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seitig vollkommen senkrecht wiren, bei einer senkrechten Zerlegung
miissen aber, wie oben gezeigt wurde, immer?:- einfache Bivektoren
entstehen?).

Wir haben also die Sitze erhalten:

Der Rang r eines Bivektors {also auch der Rang jeder
schiefsymmetrischen Determinante) ist stets gerade, und
jeder Bivektor kann in —;—, nicht aber in weniger als % ein-

fache Bivektoren zerlegt werden?).
Zu jeder infinitesimalenDrehung gehort ein bestimmter

Bivektor ¢F,,, der sich in % gegenseitig vollstindig senk-

rechte einfache Bivektoren zerlegen 1aBt. Die Zerlegung ist
nur dann eindeutig bestimmt, wenn die Hauptgebiete des
Tensors F;,F¥, alle zweidimensional sind. Jeder einzelne

der -£~ einfachen Bivektoren bewegt sich bei der infinitesi-

malen Drehung in sich, die zu F;, senkrechten Richtungen
bleiben in Ruhe.

Aus (132) ergibt sich ohne Rechnung eine neue Bedingung dafiir,
da der Rang eines Bivektors r ist:

(133) Fpu,... szup]{ + 0 fir 2p =7,

=0 , 217 >,
in Worten:

Ein Bivektor F;, hat dann und nur dann den Rang 7,
wenn das alternierende Produkt von p Faktoren F;, ver-
schwindet fiir 2p>r7, aber nicht verschwindet fiir 23 =73).

Es-verdient Beachtung, daB der in (133) fiir 2§ = » auftretende
r-Vektor einfach ist, was unmittelbar aus (132) folgt und im dritten
Abschnitte Verwendung finden wird. Die Bestimmungszahlen des 7-Vek-
tors sind bis auf Zahlenfaktoren ,,Pfaffsche Aggregate #*** Ordnung".

§ 17. Lineare Abhingigkeit und Dimensionenzahl von
Tensoren und p-Vektoren.

Es seien m Grofen p'* Grades Zﬂ-p..lp: u=1, ..., m gegeben.
Es ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen es unter diesen
m Grofen gerade ¢ linear unabhiingige gibt, oder, anders gesagt, wann
gerade m — ¢ linear unabhingige Gleichungen von der Form:

(134) Za;ll...lp'z'os x=1, ..., m—q
— u 4%

1) Die Zerlegung eines Bivektors ochne Verwendung eines Fundamentaltensors
findet sich z.B. bei Cartan, 1922, 20, S. 53.

2) Literaturangaben bei Pascal, 1910, S. 64, 65, 129.

3) Grafimann, 1844, 1, S. 206; 1862, 1, S. 56; fir p = 2; Rothe, 1912, 1. S. 1039.
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existieren. Existieren diese Gleichungen, so existieren auch die m — ¢
Gleichungen:

u
(135) %’&zlezll...?zgiﬂ-lvz,,,.z,,'—‘0, x=1,...,m—gq
fiir jede Wahl der Vektoren ziz", vt ,pzfﬂl’, von denen eine jede die lineare

Abhingigkeit von m Vektoren zum Ausdruck bringt. Nun ist die not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz von Gleichungen
der Form (135), daB der Rang » der Matrix dieser s Vektoren gleich ¢
ist. Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend fiir die Existenz der
Gleichungen (134). Inden Gleichungen, die infolge 7 = ¢ existieren, sind
namlich die Koeffizienten & von der Wahl der Vektoren W, ...,pz_w’l'r—-
nicht unabhingig. Setzt man nun in (135) fir v, . ..,ng;; nach-

einander auf alle moglichen Weisen die MaBvektoren ¢”, ..., ¢ ein, so
[ an

entstehen zwar Gleichungen, die dieselbe Form haben wie die #? aus-
geschriebenen Gleichungen (134), die Indizes @ sind aber in jeder ein-

zelnen Gleichung andere, abhingig von den fiir 4,, ..., 4,_, eingesetzten
Werten. Nur von dem Werte von 4, sind die & unabhingig. Sind nun

die Gré8en '-51,,",,,, entweder alle symmetrisch oder alle alternie-
rend, so ist ersichtlich, daB jede Kombination der Indizes durch
wiederholte Permutation und Ab#nderung des Indexes 4, aus jeder
anderen Kombination entstehen kann, und in diesen beiden Fillen sind
also die Koeffizienten & der infolge der Bedingung 7 = ¢ existierenden

Gleichungen von der Wahl der Indizes unabhingig und ist diesz Be-
dingung infolgedessen hinreichend fiir die Existenz von (134). Wir be-
schrinken uns weiter nur auf symmetrische oder alternierende Groéfen,
und gehen auf den verwickelteren allgemeinen Fall nicht niher ein.
Damit haben wir den Satz erhalten:
Von m symmetrischen bzw. alternierenden GréBen

Zl,...l,,, %=1, ..., m, sind dann und nur dann gerade ¢ linear
unabhingig, wenn der Rang der Matrix der m Vektoren:
u
z]i”h . ,pzf)ip—x 'U).,...lp

fiir irgendeine Wahl der Vektoren W L., W gleich ¢, fiir
keine Wahl aber > g istl). P

Fiir ¢ = m = n lautet also die notwendige und hinreichende Be-
dingung:

1 n

(136) Vg oo s, p=3 [y * * * Vdng) ewsdm, p=) A, ) F O -

Eine symmetrische oder alternierende GréBe v, ;,, die als Summe
von Vielfachen der Produkte von g und nicht weniger als g linear unab-
hingigen Vektoren geschrieben werden kann, heifft g-dimensional.

1) Sinigallia, 1905, 3, S.165, auch fiir den Fall, daB die GréBen nicht
denselben Grad haben.

4%
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Eine p-dimensionale alternierende GroBe v, ist also dasselbe wie
ein einfacher p-Vektor. Ist v, _;, eine g-dimensionale GroBe, so besitzt
die Gleichung:

(137) Vhyoutp @ =0

n — ¢ linear unabhingige Lésungen »”. Denn man kann die ¢ Vektoren

. . 1 q .

als die g ersten kovarianten Mafvektoren ¢, ..., ¢, nehmen, und die

kontravarianten MafBvektoren FAAREEr ¢ bilden dann # — g Losungen.
q n

Hat umgekehrt die Gleéichung (137) # — ¢ linear unabhéngige Losungen,
so kann man diese als die # — ¢ letzten kontravarianten MaBvektoren
wihlen und v, 14Bt sich dann in den g ersten kovarianten Mag-
vektoren allein ausdriicken. Es gilt also der Satz:

Dafii1, daB eine symmetrische oder alternierende GréBe
),..;, g-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend,
daB die Gleichung (137) gerade # — ¢ linear unabhiangige L6-
sungen hat.

Hat (137) #» — ¢ linear unabhingige Losungen, so bestehen zwischen
den # Groflen (p — 1)-ten Grades:

(138) Viyodpestidps o> Ulyudpoytnip
gerade #n — ¢ lineare Beziehungen und umgekehrt. Es muB also die
Matrix der #2 Bestimmungszahlen der # Vektoren:

(139) "12);'1.sz?;p_zle--.i.p_zlulp9 U==Ay, +o0s Ap

fiir irgendeine Wahl der Vektoren »” den Rang ¢, fiir keine Wahl aber
einen Rang > ¢ haben (S. 51). Daraus folgt der Satz:

Dafiir, daB eine symmetrische oder alternierende GréBe
vy,..1, g-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend, daB
+0 s=gq
=0 $s>4q.

Da die in (140) vorkommende GriBe sp'*® Grades auch alternierend

ist in den s Indizes A;,p-1..-%45,p-1, SO lautet eine andere Form der
Bedingung:

('140) Vg oo Ay, p—z A, pmsl [A, p o+ Vhsd) e e, p—2) As, p—1] 25, 5] {

+= 0 s=gq
(141) LT PO ¢ PP  FUPRIN ¢ ML 1 F) DUy PR, B PRPPY AI,P]{ =0 s> q-
Auch jede der Gleichungen:

+ 0 s=gq
(142) vzu...z,.p-atzl.p—fU-x.p---vlzu...z:.p_AA-,p_,u..pl{=0 s>q,

+ 0 s=4q
(143) Vdgediypmaly, poa Wi, p oo * Vldereids, poals, p—l s, p]{__:O s> ¢

stellt eine notwendige und hinreichende Bedingung dar. Denn aus (142)
bzw. (143) folgt (140) bzw. (141), und, ist umgekehrt v; _,, g-dimen-
sional, so verschwindet jede Verkniipfung, in welcher {iber mehr als
g Indizes alterniert ist. Es gilt also der Satz:
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Dafiir, daB eine symmetrische oder alternierende GréBe
g-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend, daBl eine
der Beziehungen (140) (141), (142) oder (143) gilt.

Esist zu beachten, daBl der Fall ¢ = $ 4 1 bei alternierenden GréBen
niemals auftreten kann, da es keine (p + 1)-dimensionalen p-Vektoren
gibt (vgl. S. 20, 26).

Fiar ¢ = ¢ gilt auch der Satz:

Eine alternierende GroB8e v, ; ist dann und nur dann
einfach, wenn vy, 2, % p,..qp Verschwindet.

Die Notwendigkeit der Bedingung ist selbstverstindlich, da ja

.1, in einem kovarianten Gebiet p'** Stufe (S. 20) liegt und in diesem
Geblet jede Alternation iber p + 1 Indizes verschwinden mufl. Um zu
beweisen, daf3 sie auch hinreicht, fithren wir # — $ — 1 beliebige Vektoren
W, U= 1, ..., 2; 2=n —p—1 ein. Der Ausdruck:

(144) Vhgees Uap Vs 2o Vs a0 @it @in 1]

148t sich dann nach dem auf S. 30 bewiesenen Satze schreiben als eine
Summe von GroBen, die alle ein alternierendes Produkt von # Faktoren
enthalten, in welchem alle idealen Faktoren eines bestimmten Fak-
tors v, ,, vorkommen. Dancben miissen noch # — p andere Faktoren
vorkommen, und da es nur # — p — 1 Faktoren @) gibt, muf} wenigstens

ein idealer Faktor einesanderen Faktorsv; _; auftreten. Dann folgtaber
aus der Voraussetzung, daf alle Terme verschwinden, d. h. da3 (144) ver-

schwindet. Nun sind aber die 115;;. beliebig wihlbar und es verschwindet
demnach der in (143) links auftretende Ausdruck fiir s =9 + 1. Die
Bedingung ist also auch hinreichend ?).

Es 1408t sich nicht in derselben Weise beweisen, dal das Verschwinden
VO, . 2,7y gl p €€ hinreichende Bedingung fiir die (p + ¢ —1) - Di-
mensionalitit von v;,l___ 7, ware. Denn bei der obigen Umformung koén-
nen dann zu v, _,, ideale Faktoren treten, die zu verschiedenen
Faktoren v;, ;, gehoren. DasGegenbeispiel der immer verschwindenden
GroBe vy, 1,12, Uy 0 lehrt, daB diese Bedingung auch in der Tat nicht
hinreichend ist. Man gelangt aber in derselben Weise wie oben zu dem Satz:

Dafiir, daB v, ;, ¢-dimensional ist, ist notwendig und
hinreichend, daf ]eder Ausdruck, der ein Produkt enthilt,
p 'I);M_l . .8
s=gverschwindet. In diesem Ausdruck sind vl, vy 05 ideale
Faktoren, die zu einer beliebigen Anzahl von Faktoren
v),..1, gehdren.

von der Form v vy, , fir s=qg-4+1, aber mcht fir

1) Eine andere Form dieses Beweises findet sich bei Weitzenbdck, 1923, 1
S. 84. Andere notwendige und hinreichende Bedingungen, die aber Hilfsgrofen
enthalten, finden sich in den Anmerkungen und Nachtrigen zu Grafmann, 1862,1,
S. 409 u.511. Vgl auch Weztzenbick, 1923, 1, S. 114 u.f.
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Dieses Kriterium ist meist einfacher als eine der Gleichungen (140)
bis (143).

Damit die Dimensjonenzahl einer symmetrischen Grofle <z
ist, ist notwendig und hinreichend, daB die GroSe:

Vg oedipzap=1llap s+ Vlniidnp ) dnp—1] dnpl

verschwindet, wo tiber alle # (p —2) Indizes auBer 4,,_;..4np-, und
Ap...Anp gemischt ist. Die zu dieser GroBe gehorige Form {# (p — 2)}-ten
Grades ist die Hessesche Kovariante der zu v, _;, gehorigen Form?).

Fiir den Fall, daB die Gréfe alternierend, ¢ =# und # gerade
ist, lassen sich die Bedingungen vereinfachen. Dazu verwenden wir die
Formel: '

n n \-1
(145) Vgt ey -+ Vnl e = (= 1) 227" (71) Uty aer. V= A Vs Vpen =3 enls
die giiltig ist fiir jede alternierende GréBe v;, und gerades #.

Man beweist (145), indem man zeigt, daB die a,, ..., a,, a,, ...,
a,-Bestimmungszahl auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe ist.
Es ist zweckmiBig, dabei die MaBvektoren so zu wihlen, daB v, eine
Summe von Produkten von MaBvektoren ist. Die Formel ist gleich-
bedeutend mit dem bekannten Cayleyschen Satze, daB jede schief-
symmetrische Determinante geraden Grades sich als Quadrat schreiben
1aBt. (Die Bestimmungszahl von

U2y 230 Vi~ y An]

ist bis auf einen Zahlenfaktor ein ,,Pfaffsches Aggregat der Ordnung #*.)
Ist also # gerade und { = }#, so ist das Produkt von:

1 1 t t 11 t t

Vagg o v e 'l);,“,_, o Ul e 7),1,,1,_,‘1)[1,‘l Vg e s e Vg -y Vol
mit sich selbst bis auf einen nicht verschwindenden Zahlenfaktor gleich
der in (142) links auftretenden GréBe. Es gilt also der Satz:

Dafiir, daB ein p-Vektor n-dimensional ist, » =2¢, ist

notwendig und hinreichend, daf

1 1 t t 11 t t

(146) YiyoooVlypogor Vlig oo Vhypo g Uty Yoty o+ » Voin_y Vo) F O
Fiir » = 2 ergibt sich aus (146) die einfache Bedingung:

(147) Vloy oty + » » Von— g o) :{‘: 0,

in Worten:

Dafiir, daB ein Bivektor v, n-dimensional ist, # =21, ist
notwendig und hinreichend, dafl das alternierende Produkt
von ¢ Faktoren v;, nicht verschwindet.

Da die Dimension eines Bivektors dem Range gleich ist, ist dieser
Satz ein Spezialfall des Satzes (133) auf S. 50.

1). Sinigallia, 1905, 3, S. 171.
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§ 18. Die Groflen der X,,.

Samtliche im vorigen Paragraphen behandelten GréBen und ihre
Verkniipfungen sind definiert in bezug auf die E,, genauer gesagt in
bezug auf die (homogene) affine Gruppe, die Gruppe also, durch die in
einer E, die kartesischen Koordinatensysteme mit gemeinschaftlichem
Ursprung vertauscht werden. Dementsprechend hatten alle GroSen
eine vom Ort in der E, unabhingige Bedeutung und lieBen sich durch
endliche Figuren in der E, geometrisch darstellen.

Es gilt jetzt, diese Definitionen so zu fassen, daf sie fiir eine allge-
meine X, Giiltigkeit behalten. Dazu geniigt die Bemerkung, daB beim
Ubergang von den Urvariablen x” zu neuen Urvariablen ‘#”:

(148) Iy =" (4%, ..., x%)
die Differentiale der Urvariablen sich linear homogen transformieren:
1,7
{149) d’x’:a—x,dx‘,
0"
wobei die Funktionaldeterminante | — nicht verschwinden darf, da
die Umkehrung: s ‘i”
(150) dar = é%d’xl

méglich sein soll. Werden alle moglichen Transformationen (148) mit
nicht verschwindender Funktionaldeterminante betrachtet, so durch-
lauft in jedem Punkte der X, die Transformation der Differentiale die
ganze Gruppe der affinen Transformationen mit nicht verschwindender
Determinante. Die zu verschiedenen Punkten gehorigen Gruppen sind
aber vollstindig unabhingig voneinander, da eine affine Transforma-
tion in P zusammen mit jeder beliebigen affinen Transformation in
einem endlich entfernten Punkte Q auftreten kann, wenn man die Trans-
formation der Urvariablen nur entsprechend wihlt. Zu jedem Punkte
der X, gehort also eine affine Gruppe, und zwei dieser Gruppen in P
und Q stehen lose nebeneinander ohne irgendeinen von den Urvariablen
unabhingigen Zusammenhang. Das heift, das infinitesimale Gebiet
um P ist eine E, fiir sich, die mit der E, um Q in keinerlei Beziehung
steht. In jeder einzelnen dieser infinitesimalen E, gelten nun alle Be-
griffsbestimmungen und Resultate der vorigen Paragraphen, es braucht
nur statt der Transformation (8) auf S. 12 die Transformation der Dif-
ferentiale (149) eingesetzt werden. Ein kontravarianter Vektor in P
ist also der Inbegriff von #» Bestimmungszahlen v”, die sich bei Anderung
der Urvariablen in folgender Weise transformieren:

Ust) =P, v=Quvt, Pu—, g=1%

in welcher Gleichung mit den % die Werte gemeint sind, die diese

X

Differentialquotienten in P haben. Ein kontravariantes Vektorfeld
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ist der Inbegriff von # Ortsfunktionen »’, die sich bei Anderung der
Urvariablen in der ganzen X, nach (151) transformieren, wo jetzt die
%"L: auch als Ortsfunktionen aufzufassen sind.

X

Sind in einem Punkte # linear unabhingige kontravariante Vek-
toren Vs e, v gegeben, so kann man aus den » Gleichungen:
n

(152) v = gt g¥

< 1 11

die # kontravarianten MaBvektoren f" berechnen. Nun lassen sich aber

ohne weitere Annahmen in jedem Punkte einer X, # linear unabhingige
kontravariante Vektoren aufweisen, n#imlich # Linienelemente dx”.
Durch die Wahl der Urvariablen ist also in jedem Punkte, ohne da8
irgendwelche weitere Annahmen erforderlich wiren, das System der
kontravarianten MaBvektoren festgelegt.

Ein kovarianter Vektor in P ist der Inbegriff von # Bestimmungs-
zahlen w;, die sich bei Anderung der Urvariablen in folgender Weise
transformieren:

(153) ‘v, =Q"w,, w,=P,w,, [vgl (16) auf S. 14].
Sind in einem Punkte % linear unabhingige kovariante Vektoren

121;_, eees 1?;;, gegeben, so kann man wie oben aus diesen die # kovarianten
MaBvektoren berechnen. Es gelingt nun mit Hilfe von # gegebenen
kontravarianten Vektorfeldern f”, . g” #n Systeme von # Ortsfunk-

tionen zu bilden, die sich kovariant transformieren. In der Tat, setzt man

» 1 ol pPr=1 Pt y¥n]
= = (— 4)p-11 p-1 p+1 n — .
(154) w,, = 5 (— 1) o — i’ p=1,...,mn
1 n

so ist w; v* fiir jede Wahl von P und ¢ invariant bei Anderung der Ur-
2
variablen:

» ., f1fir p=gq _
(155) w;.g—{o . pEg’ prg=1, ..., 10

und die #; transformieren sich also in der Tat (S. 16) kovariant. Die

geometrische Bedeutung der 4, ist klar: in jedem Punkte sind die 4,
die kovarianten Vektoren des Parallelepipeds der 'g". Wihlt man fiir

die v” die zu irgendeinem System von Urvariablen gehérigen kontra-
varianten MaB8vektoren f”, so erhdlt man kovariante MaBvektoren Za.

Durch die Wahl der Urvariablen ist also in jedem Punkte auch das
System der kovarianten MaBvektoren festgelegt, ohne daB irgend-
welche weiteren Annahmen erforderlich wiren. Mit den kovarianten
und kontravarianten Vektoren sind in jedem Punkte der X, auch ko-
variante, kontravariante und gemischte GréB8en hoheren Grades fest-
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gelegt. Zwei zu verschiedenen Punkten gehdrige Grofen lassen sich aber
in keiner Weise vergleichen, so lange nicht ein, im nichsten Abschnitt
‘naher zu erérterndes, Ubertragungsprinzip eingefiihrt ist. Die GroBen
der X, sind also in Gegensatz zu den Gréfen der E, ortgebunden.
Man kann sich nun aber auf einen allgemeineren Standpunkt stellen
und die kovarianten Vektoren nicht definieren durch (153), sondern
durch die Gleichung:
(156) ‘W, =1"1Q",w,, w,=tP,'w,,
wo der hinzutretende Parameter 7 eine Funktion des Ortes ist. Erst
in der X,, wo die GroBen ortgebunden sind, hat eine solche Definition
eine nicht triviale Bedeutung. In dem speziellen Falle, daBl 7z =1 ist,
geht (156) wieder in (153) iiber und fiir den Fall, daB die Urvariablen
konstant gehalten werden, geht (156) iiber in die Transformation:
(157) Yy =1l ,
die wir die Anderung des kovarianten MaBes!) nennen. Die
durch {156) definierten GréBen sind natiirlich anderer Art als die GroBen
die durch (153) definiert sind. Legt man (156) zugrunde, so sind z. B.
die oben mit Hilfe von kontravarianten Vektoren gebildeten GroBen
keine eigentlichen kovarianten Vektoren, da ihre Bestimmungs-
zahlen sich bei Anderung des kovarianten MaBes nicht andern.
Uberall, wo wir im folgenden (156) zugrunde legen statt (153), sollen
GréBen, deren Bestimmungszahlen sich bei Anderung des kovarianten
MaBes nach (157) transformieren, eigentliche GroBen genannt werden..
Die Uberschiebung von v” und w, ist, so bald (156) zugrunde gelegt
wird, keine eigentliche Invariante mehr:
(158) ’v"\’w;, =1."1'l)" w; .

Die kovarianten MaBvektoren ¢, sind keine eigentlichen Vektoren, da
ihre Bestimmungszahlen bei Anderung des kovarianten MaBes un-
veridndert bleiben und sich also nicht nach (156) transformieren. Wie
auf S.15 kann man diese GréBen aber auch als eigentliche Vektoren
auffassen, die nicht fest sind, aber sich bei Anderung der Urvariablen
und bei Anderung des kovarianten MaBes mit dndern. Auch der Ein-
heitsaffinor A ist keine eigentliche GroBe mehr, 148t sich aber in der-
selben Weise als verdndetliche eigentliche GroBe auffassen.

1) Mit einer MaBbestimmung hat dies noch nichts zu tun. Der Ausdruck
findet seinen Grund in der Tatsache, daB der Ubsrgang von (153) zu (156)
gleichbedeutend ist mit der Verabredung, fortan alle kovarianten Vektoren mit
einem 7 mal gréBeren MaBstab zu messen. Wiirde man in derselben Weise das
kontravariante MaB andern, so wiirden, auBer in dem trivialen Falle eines in der
X, konstanten Proportionalititsfaktors, die d»” aufhéren, exakte Differentiale
zu sein. Obwohl in der Tat ein allgemeinerer Ansatz auf Grundlage mnicht
exakter dx¥ moglich und fiir eine Vertiefung der Grundlagen der Differential-
geometrie vielleicht vielversprechend ist, werden wir hier diese Moglichkeit auBer
acht lassen.



58 Der algebraische Teil des Kalkiils.

§ 19. Die Einfiihrung einer MaBbestimmung in der X,.

Wird in einem Punkte der X, eine Volumeneinheit festgelegt, so geht
die affine Gruppe iiber in die 4quivoluminére. Einfiihrung eines Normal-
schraubsinns bedeutet eine weitergehende Beschrankung auf die speziell-
affine Gruppe. Einfithrung eines Fundamentaltensors bedeutet Upergang
von der dquivoluminiren zur orthogonalen Gruppe, wobei die infinite-
simale E, in jedem Punkte in eine R, iibergeht. Diese Einfilhrungen
konnen in allen Punkten der X, unabhingig voneinander gemacht werden.

Die Einfijhrung eines Fundamentaltensors g, als eine stetige und
hinreichend oft differenzierbare Funktion des Ortes, wodurch die Volumen-
einheit mit festgelegt wird, ist besonders wichtig. Eine X, in der diese
Einfithrung stattgefunden hat, heiBt eine Mannigfaltigkeit mit
quadratischer MaBbestimmung oder V, (auch Riemannsche
Mannigfaltigkeit, wohl zu unterscheiden von der Mannigfaltigkeit
konstanter Kritmmung der sog. Riemainnschen Geometrie). Die Léange
des Linienelementes d1” ist in einer V,:

(159) ds =Yg, dxtdx-.

Linienelemente in verschiedenen Punkten lassen sich der Linge
nach vergleichen, und es kann also auch die Linge eines Kurvenbogens
als Integral von d's bestimmt werden. Es ist aber auch nach Einfiihrung
des Fundamentaltensors ohne Zuhilfenahme eines Ubertragungsprinzips
noch unméglich, zwei Gréflen in verschiedenen Punkten der Rich-
tung nach zu vergleichen.

Ist der Fundamentaltensor einer V, festgelegt, so lassen sich in
jedem Punkte kovariante und kontravariante Groéen identifizieren, und
man kann die Indizes herauf- und herunterziehen, selbstverstindlich
aber nur, sofern der Fundamentaltensor wihrend der Untersuchung
fest bleibt (S. 39).

Ferner kann man unter diesen Bedingungen in die V,, ein Ortho-
gonalnetz legen, das aus # gegenseitig senkrechten Kongruenzen be-
steht, die eine jede co"”* Kurven enthidlt. Das Orthogonalnetz be-
stimmt in jedem Punkte # gegenseitig senkrechte Richtungen. Werden
in diese Richtungen Einheitsvektoren ?@"’, j=1, ..., n gelegt, so kann

jeder Vektor und somit jede GréBe durch orthogonale Bestimmungs-
zahlen gegeben werden. Es ist aber zu beachten, daB die Kongruenzen
7;&"’ sich ganz anders verhalten als die Kongruenzen der Parameterlinien

eines Systems von Urvariablen. Zu $ Kongruenzen, p =2, ..., # —1,
von Parameterlinien gehort stets ein System von o*"?V,, die
ganz aus diesen Parameterlinien aufgebaut sind, zu $ Kongruenzen
eines Orthogonalnetzes gehért ein solches System im allgemeinen
nicht, was damit zusammenhingt, dafl es keineswegs stets moglich ist,
die Urvariablen so zu wiahlen, da8 alle Parameterlinien gegenseitig



§ 19. Die Einfithrung einer MaBbestimmung in der X,,. Aufgaben. 59

senkrecht sind. Die orthogonalen Bestimmungszahlen haben mit der
Wahl der Urvariablen nichts zu tun, sie indern sich also auch nicht
beim Ubergang zu anderen Urvariablen. Beim Ubergang zu einem
anderen Orthogonalnetz transformieren sie sich orthogonal.

Aufgaben.

1. Die #? Zahlen v%-% sind dann und nur dann Bestimmungs-
zahlen einer GroBe p-ten Grades, wenn

vl""l”wzl...,l,
fir eine bestimmte Wahl von ¢ und jede beliebige Wahl der Grofe
w;,...2, €ine Grofe (p — g)-ten Grades darstellt.

2. Ist Py'v, = & v, fir jede Wahl von 9", so ist Py” = &« 4] und
o ist von der Wahl von v; unabhingig. Was bedeutet dieser Satz
geometrisch?

3. Ist u;, v* v* = 0 fiir jede Wahlvon v”, die der Gleichung v* w, = 0
geniigt, so hat #;,, die Form:
Uy = W2 Dpy -
4. Ist ui,” v*v*w, = 0 fiir jede Wahl von v”, die der Gleichung

* 1w, = 0 geniigt, so ist %) von der Form:

v
Wiy =DPadn. (Friedmann?).]

5. Ist P;"w, = aw, tir jede Wahl von w;, die der Gleichung

¥ w, = 0 geniigt, so ist P;” von der Form:
Py =& A] + pv
und « ist von der Wahl von w; unabhingig.

6. Ist u;,” alternierend in Ay und hat u};”v*w, die Richtung
von », fiir jede Wahl von v” und w,, die der Gleichung v*w; = 0 ge-
niigt, so ist #;,” von der Form:

4y = pp A
7. Zu beweisen, daBl die GroBe
h}., fe e hlp_,,up_‘ vll...lp e tip

symmetrisch in 1, up ist, wenn %1, ein Tensor ist.

8. Fiir p > 1 gibt es im allgemeinen ot

51 Richtungen des Vek-

tors v*, die der Gleichung
Ui @y,
, ist eine beliebige GroBe und es ist v; = g;, v*.

(Hitchcock, 1916, 2, S. 374.)

1) Aus einer Korrespondenz mit Herrn 4. Friedmann in Petrograd.

._;.p'l}l‘...'l);'"=0

geniligen. ;. 1,
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1 m
9.8ind U%;,..., U, m=mn, und ¥, beliebige Groflen zweiten
Grades und ist u u
W,=U0%vV,, w=A1,..,m,
so ist m s m
W, . W = U U, Ve v
(Mehmke, 1923, 14.)

u T
10. Sind U7; und V?;, u, v=1, ..., m, m < n, beliecbige Grofen
zweiten Grades und ist

uy % v
I’V:';.=UTAVTO¢, u, v=1,.., m,
so ist m ) m " 212 i)
Ul . Uem, Vs V=W, W LW,

(Mehmke, 1923, 14).

11. Gilt fur zwei Systeme von #m Vektoren, m <,

1 m
Uiy «vvy Up,
1 m
W,y .., W

die Gleichung: 11 m m
U Wy e v Wy = 0,
und sind die Vektoren v, linear unabhingig voneinander, so lassen sich

die Vektoren w, linear in die v, ausdriicken, und die Transformations-
tabelle ist symmetrisch. (Cartan, 1919, 3, S. 151.)

12. Gilt fiir p Tensoren |

P
hl,u, sy hl,u

U u
2l by =0,
u
so gilt dieselbe Gleichung fiir » Tensoren, die durch orthogonale Trans-
formation aus den %;, entstehen. (Cartan, 1919, 3, S. 152.)
13. Man beweise die Identititen:
gU'l [y g’-n]”n] g[lx b ot gl"] 7l = 1 ’
" g;'“'2 L glnvn g[l, [y e~ g’-n]"n] = gll"x *

14. Zu beweisen, daB sich fiir » =2 jeder Tensor als ein sym-
metrisches Produkt zweier realer Vektoren schreiben 148t.

die Gleichung

15. Ein Tensor v, ;, ist dann und nur dann eine Vektorpotenz,

wenn
Ul Pl Asenp) Vgl ptal sty = O -

16. Ist g;, der Fundamentaltensor, g die Determinante der g;, und
Vri-"n ein n-Vektor, so ist der mit g, gemessene Inhalt von V"=
gleich N .
MWV ia=n1g Viern=nlg " V)  1.-



Zweiter Abschnitt.

Der analytische Teil des Kalkiils.

§ 1. Die Ortsfunktionen.

In einer X, sei ein Skalarfeld $, d. h. ein Skalar p als Funktion
des Ortes, gegeben. Zwei Feldwerte  und p + d in den Punkten x”
und x” + 4 x” lassen sich dann unabhingig von der Wahl der Urvariablen
vergleichen. Die Differenz dp ist wiederum ein Skalar und heiit das
zum Linienelement dx” gehorige Differential von $. Die partiellen

Differentialquotienten ai% transformieren sich beim Ubergang zu den
X

Urvariablen ‘x” folgendermafien:

op  9p 04"
) d'xr T 9x” 97
wihrend sie bei Anderung des kovarianten MaBes ungeindert bleiben.
Nach I § 18 sind sie also Bestimmungszahlen eines (uneigentlichen oder
mit der Wahl des kovarianten MaBes verdnderlichen) kovarianten Vek-

tors. Der Vektor jpv heift der Gradientvektor des Feldes $.
E ‘

Der Ort der Punkte, in denen p einen bestimmten vorgegebenen
Wert hat, heifit eine 4quiskalare Hyperfliche des Feldes 4. Fiir
jedes Linienelement, das innerhalb einer solchen Hyperflache liegt, ist:

0

und (2) ist also die totale Differentialgleichung des Systems der dqui-
skalaren Hyperflichen. Geometrisch bedeutet (2), daB die (# — 1)-

Richtung des kovarianten Vektors % in jedem Punkte eine Hyper-

flache eines Systems von oo! Hyperflichen tangiert. Anders gesagt, die
durch % in allen Punkten bestimmten E,_ -Elemente reihen sich so

aneinander, dafl sie oo* X, , bilden. Ein kovarianter Vektor mit
dieser Eigenschaft heift X, ,-bildend. Ein Gradientfeld ist also
stets X,,_,-bildend.

Wir betrachten jetzt in der X, ein kontravariantes Vektor-
feld »*, d.h. einen kontravarianten Vektor, dessen Bestimmungszahlen
als Funktionen des Ortes gegeben sind. Zwei Feldwerte v” und v* 4 dv”
in den Punkten x” und »” + d«” lassen sich jetzt nicht mehr unabhingig
von der Wahl der Urvariablen vergleichen. Denn den Differentialen
dv” kommt, im Gegensatz zu 4p oben, keine von der Wahl der Ur-
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variablen unabhingige Bedeutung zu. Man konnte es ja z. B. durch
geeignete Wahl der Urvariablen so einrichten, da8 fiir zwei bestiinmte
Punkte 4” und x” 4 dx” die 4 v” alle verschwinden. In einer E, ist dies
anders. Dort sind kartesische Koordinatensysteme bevorzugt, und fiir
ein solches Koordinatensystem sind die dv” gerade die Bestimmungs-
zahlen des Vektors, der erhalten wird, indem man den Feldwert in x*
parallel nach #” 4- d " {ibertragt und dort von dem Feldwerte in x” 4- dx”
vektorisch subtrahiert. DaB es in einer X,, nicht gelingt, die Feldwerte
in #” und #” 4 dx” in einer von der Wahl der Urvariablen unabhingigen
Weise zu vergleichen, liegt eben daran, daB man nicht weiB, was es
heiBen soll, den Feldwert in x” nach #” + dx” zu dbertragen?). Ohne
eine solche Ubertragung, die sich nur definitionsweise einfiihren 14Bt,
gibt es also keine Mdoglichkeit, von der Wahl der Urvariablen unab-
hangige Differentiale von anderen Groflen als ZahlgréBen zu bilden. Die
Ubertragung ist also wesentliche Grundbedingung fiir jede Differen-
tialgeometrie. Umgekehrt gehort zu jeder definitionsweise eingefiihrten
Ditferentiation eine bestimmte Ubertragung, die man erhilt, indem man
das Differential in der gewihlten Richtung gleich Null setzt.

§ 2. Die linearen Ubertrégungenz).

In der Wahl der Ubertragung ist man vollstiandig frei. Man kénnte
fir jede einzelne GroBe in jedem einzelnen Punkt und fiir jeden ein-
zelnen Wert von dx” eine ganz beliebige Ubertragung definieren, und

1) Eine Verschiebung eines Vektors nach einem benachbarten Punkte einer
S, ist zuerst aufgetreten bei Browwer, 1906, 2, S.80. Spater haben Lev?
Civita, 1917, 1, und unabhingig von ihm der Verfasser 1918, 1, die pseudo-
parallele oder geodatische Bewegung den differentialgeometrischen Betrachtungen
zugrunde gelegt. Vgl. auch 1921, 2.

2) Hessenberg gab 1916, 1, den ersten Ansto8 zu einer Verallgemeinerung
der Grundsitze der Differentialgeometrie. In den Arbeiten von Weyl, 1918, 2,
Konig, 1919, 2, 1920, 1, Eddington 1921, 1, und dem Verfasser 1922, 2, Nach-
trag 1922, 2, entwickelte sich dann die allgemeine Theorie der linedren Uber-
tragungen. Physikalische Anwendungen gaben Weyl, Eddingion und Einstein, 1923,
5, 6, geometrische Eisenhart und Veblen, 1922, 7, 8, 9, 10. Die §§ 3—8 dieses
Abschnittes enthalten das Hauptsachlichste der Arbeit 1922, 2 in etwas verall-
gemeinerter Fassung.

Bei Pascal traten schon 1902, 3 und 4, und 1903, 3, Verallgemeinerungen der
Chyistoffelschen Symbole auf, die aber nicht mit linearen Ubertragungen zu-
sammenhingen. Nur die in 1903, 5 auftretenden Symbole, die sich in derselben
Weise aus einem Affinor zweiten Grades ableiten wie die Christoffelschen Sym-
bole aus einem Tensor, stehen zu einer linearen Ubertragung in Beziehung. Bei
der Behandlung der Differentialgleichungen zweiter Ordnung treten bei Pascal
1901, 2 Koeffizienten X, ; auf, die die Symmetriecigenschaft der J; . einer af-
finen Ubertragung besitzen. Die Ausdriicke [f% k7] bei Pascal auf S, 409, deren
Verschwinden die unbeschrinkte Integrabilitat bedingt, sind fiir » = m die Be-
stimmungszahlen der zu dieser Ubertragung gehdrigen KriimmungsgroBe. Weitere
Literatur findet sich bei Weitzenbock, 1922, 11, S. 61.
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damit wire dann fiir jede GroBSe in jedem Punkte und fiir jeden Wert
von dx” festgelegt, was man unter dem Differential der GréBe zu ver-
stehen hat. Es wire also in der Tat eine Differentialgeometrie moglich
geworden. Die bei einer solchen ganz willkiirlichen Festsetzung erhal-
tene Differentiation wiirde dann aber keinem der formalen Gesetze ge-
niigen, denen die gewohnliche Differentiation unterworfen ist. Es wire
z. B. das Differential einer Summe keineswegs der Summe der Differen-
tiale gleich, und auch die gewdhnlichen Regeln fiir die Differentiation
von Produkten behielten ihre Giiltigkeit nicht.

Um da Ordnung zu schaffen und unter allen Ubertragungen nur
die einfachsten Arten, mit denen sich leicht rechnen 1i8t, zu bevor-
zugen, stellen wir einige Bedingungen auf, denen eine Ubertragung zu
geniigen hat. @ sowohl als ¥ soll im folgenden eine beliebige kovariante,
kontravariante oder gemischte GroBe beliebigen Grades darstellen. Da
es sich bei @ und ¥ um ganz allgemeine GréBen handelt, werden die
zugehorigen Indizes unterdriickt!). & bedeute das zur Ubertragung

gehorige Differential, 4 das von der Wahl der Urvariablen abhingige

gewohnliche Differential: d @ = ff: dx*. Wo von dem Differential
cx

einer Grofe ohne nihere Andeutung gesprochen wird, ist stets das
kovariante Differential, d. h. das zur Ubertragung gehorige
von der Wahl der Urvariablen unabhingige Differential gemeint,

I. Eine (eigentlichel} GroBe und ihr Differential sind
GroBen derselben Art. Das heiBt, die Anzahl und die Transforma-
tionsweise der Bestimmungszahlen sind dieselben. Die Differentialbil-
dung einer eigentlichen Gro8e ist also eine bei Anderung der Urvariablen
und des kovarianten MaBes invariante Operation.

II. Das Differential ist eine lineare Funktion desLinien-
elementes. Sind also D@, dx*, ..., D,,dx% die zu den Linienelemen-
ten dx*, ..., dx® gehorigen Differentiale, so ist das zu dx* gehorige
Differential gegeben durch die Gleichung:

(3) 0D =D, dx.

Aus dieser Gleichung geht hervor (I S. 16), daB @, eine GréBe ist, die
einen kovarianten Index mehr besitzt als @ und deren Grad also
um eins héher ist als der Grad von P. Wir bringen dies zum Ausdruck,
indem wir fiir @, schreiben V, P :

(A) 8 =dxV,D.

V. @ heiBt der zur Ubertragung gehérige (kovariante) Differential-
quotient von @. Ist @ eine eigentliche Grofe, so bekommen die Bestim-
mungszahlen von ¥, @ bei Anderung des kovarianten MaBes einen
Faktor 7~ zu wenig, und V', @ ist also keine eigentliche Grofe (S.57).

1) Wir verwenden diese Schreibweise nur voriibergehend bei der Formulierung
der Bedingungen.
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III. Fir das Differential einer Summe gilt die gewdhn-
liche Regel:

(B,) NP+ PV)=0D+ V.
Infolge (A) gilt dann auch die gewthnliche Regel fiir den Differential-
quotienten:
(Bz) V{l(¢+T)=V‘lt¢+VllT‘

IV. Fiir das Differential eines allgemeinen Produktes gilt
die gewdhnliche Regel:
(Cy) (PYV)=VODJ-DOYW.
Infolge (A) gilt dann auch die gewdhnliche Regel fiir den Differential-
quotienten:
(Cy) V.oV=FV, D)+ oV, V.

Fiir die differenzierende Wirkung von V setzen wir fest:

Die differenzierende Wirkung von V erstreckt sich
in jedem Term bis zur erstfolgenden schliefenden Klammer,
deren zugehorige 6ffnende Klammer V vorangeht.

V. Das Differential einer Zahlgrée ist dem gewdhn-
lichen Differential gleich:

D,) » op=dp.

Aus (A) folgt dann: 2

(D2) V,"’ p == 5—% .
X

Eine Ubertragung, die diesen fiinf Bedingungen geniigt, heiBe eine
lineare Ubertragung.

Jede GroBe 14Bt sich als Summe von Vielfachen von Produkten der
2% MaBvektoren ¢, ¢ schreiben. Nach (B) und (C) ist also die Differen-
tiation jeder GréBe bekannt, wenn die Differentiation der MaBvektoren
festgelegt ist. Nach (A) ist aber das Differential eines bestimmten MaB-
vektors linear in den # MaBvektoren gleicher Art und nach (B) ist dieses
Differential eine lineare Funktion des Linienelementes. Da die kontra-

varianten MaBvektoren sich als verinderliche eigentliche Vektoren auf-
fassen lassen, haben ihre Differentiale also jedenfalls die Form:

(4a) 6}ev=11{fuevdx",

wo die I;, beliebig wihlbare Parameter sind. Ebenso haben die Dif-
ferentiale der kovarianten MaBvektoren die Form:

X

(4b) der=—I e, da",

wo die I}, weitere beliebig wahlbare, von den I7, vollkommen unab-
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hingige Parameter sind?). Das Differential von v” bzw. w;, ist also, da
sich diese Grofen in den MaBvektoren ausdriicken lassen:
(5) v”=v‘f”; W, =w, e,
und das Differential einer ZahlgréBe nach (D,) dem gewd&hnlichen Dif-
ferential gleich ist, infolge (C,), (D,) und (4a):
[ 6v”=6(v’~e”)=dv‘e’+vlde’

i i i

6a ,
(62) 1 =dv”+F;f",L§”v)'dx”=dv"—|—1“,{',¢v"dx",

(6b) dw; =0 (w,, e;,) =dw;, — I3, w, dxe.
Unter Beriicksichtigung von (A) folgt aus (6) fir die Differentialquo-
tienten:

(9117 »
(78) V‘uv"=5;;—|—r;,#1)}',

8w1 'y
(7b) V/‘wA':ax,u—-Fl“wv'

Da sich jede GroBe hoheren Grades als Produkt von idealen Fak-
toren schreiben 1a8t, kann man mit Hilfe von (6) und (7) und unter
Beriicksichtigung der allgemeinen Regel (C) fiir die Differentiation von
Produkten das Differential und den Differentialquotienten jeder hoheren
GroBe direkt anscureiben. Es ist z. B.:

2 3 2 3 2 3 2 .3
32) {61}7;;7 =4 (1{“ vﬂvy) = 0v* v, + v* S vp0, + 17 s,
=dvip, + Deuvlpyds — Ipp o’y ds’ — Iypo? g da”,
23 6 -4 k4 rx rx
(8b) Vuvls, =’ax_ﬂv-ﬂr +F:/4”-ﬂr_ ﬂ#vi‘nr - Fru”?ﬂn ,
woraus sich die bei diesen Differentiatioren zu befolgende Regel leicht
ablesen 1a0t.

Eine Ubertragung ist definiert, indem die I}, und Iy, fiir eine
bestimmte Wahl der Urvariablen und des kovarianten Malles als Funk-
tionen des Ortes gegeben werden. Damit die Ubertragung aber selbst
von dieser Wahl unabhingig sein soll, miissen sich die 2 #3 Parameter
bei Ubergang zu anderen Urvariablen oder bei Anderung des kovarianten
MaBes in bestimmter Weise transformieren. Eine einfache Rechnung
lebrt, daB die Trunsformation bei Anderung der Urvariablen lautet:

¥ ol 3 * T 6Qrw *
(9) an=Qme‘.nP.v ).y"" Q‘:‘nP.v‘
gt
12 alks A “ 2 rv aQ:'w " *
(10) Fwn=Q.wQ'.uP.vFi./z+ o4 Q.nP.v'

Aus diesen Gleichungen geht hervor, daB die I, und ebenso die I7,,
keineswegs Bestimmungszahlen einer GroSe dritten Grades sind. Es

1) In 1922, 2 ist — Iy}, statt I3", verwendet.

Schouten, Ricci-Kalkiil. 5
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miiBte dann ja der zweite Term rechts in beiden Gleichungen Null
sein. Dies ist aber nur der Fall in einer E, bei Verwendung eines kar-
tesischen Koordinatensystems, da nur dann die @7, Konstanten sind.
Wird das kovariante MaB geiindert, so bekommen nach (I, 157)
die Bestimmungszahlen aller kovarianten Vektoren einen Faktor -1,
Ist nun w; ein kovarianter Vektor, so muB nach (A) dw, ebenfalls
ein kovarianter Vektor sein und die Gleichungen:
(11) wy =1 1wy, 0wy =1"10w
miissen also zugleich bestehen. Nach (6b) ist aber:
. {6’w;=d’w;——’ Y, d 2"
(12)
=dtlw, + 11 (dw;_ —Tipw, dx”),
so daf}:
(13) Odwi=dw;— I';,',';w,,dx“ = dw; ——’F,{;w,dx"— w,dlogz,
oder:
(14) Ty= Ty — AV, logz.

§ 3. Das Feld C,3".

Nach der Regel fiir die Differentiation einer Gréfle hoheren Grades
KB
4"
Die Bestimmungszahlen A} sind alle gleich 1 oder 0, die Differentiale
und Differentialquotienten dieser Bestimmungszahlen sind also
alle Null. Dagegen ist, wie (15) zeigt, das Differential und der Diffe-
rentialquotient der GroBe 4] im allgemeinen keineswegs Null. Uber-
haupt muB man sich hiiten, aus dem Verschwinden der Differentiale
und Differentialquotienten aller Bestimmungszahlen einer GréBe
auf das Verschwinden des Differentials und des Differentialquotienten
dieser GroBe selbst zu schlieBen. Es folgt ja z. B. auch aus (6), daB
sehr wohl alle 4v* Null sein kénnen, obhne daB dv” verschwindet. Aus
(15) folgt, daB die Differenzen korrespondierender Parameter Iy, und I,
sich bei Anderung der Urvariablen wie die Bestimmungszahlen einer
GréBe dritten Grades transformieren, eine Tatsache, die sich iibrigens
auch bei Subtraktion der Gleichungen (9) und (10) ergibt. Fiir diese
Differenzen filhren wir die Bezeichnung C;;” ein:

ist:

(15) V,,A;z Ax‘f'r;,:Ag.‘“'Fi.’zA;;'I‘;u—F;.';-

(16) V/‘AZ=C,;3,7=F{“+F;,';.
Das Differential einer Uberschiebung »*w; ist nach (D,):
17) O (v*wy) = d (v wy) = dvhw; + v dw,.
Nun ist aber:
(1;;1 15t aber {6v1w;=dvlw;+['{,,vlw,dx“
v 8w, = v dw;, — ry,. v 1w, d %"
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woraus bei Addition unter Beriicksichtigung von (16) und (17) folgt:
(19a) 6(v’1w,¢)=6vlw;+v16w,1—-C,;1"vlw,dx“.
(19Db) V,uvlw;.=wz V.o +d V,,w;—C,;i"vlw,.

Fiir die Differentiation einer einfachen Uberschiebung gilt also die
gewohnlicheRegel fiirDifferentiation von Produkten nicht,
da ein C,;” enthaltendes Zusatzglied auftritt. Man zeigt in derselben

Weise, daB bei Differentiation einer s-fachen Uberschiebung 7 Zusatz-
glieder auftreten, z. B.:

(202) { Ve o*% Wep= (V,u ‘Uf"?x) wy g+ %%, Viws'g— Cpd? 028 ;" g
— Cai? 1% ws, .
Vv *wag= V. v"F) 0o+ 0"V, wep — Cia v** 0
(ZOb){ u af ¢ 8 . B i 144
—Cpf P w,, .

Die Gleichung (19) zeigt, daB die Gleichung v*w; =0, d. h. also die
Inzidenz von v” und w; bei Ubertragung von v” und w, im allgemeinen
nicht erhalten bleibt. Soll nun eine Ubertragung inzidenzinvariant
sein, d. h. so, daB alle Inzidenzen invariant sind, so kann C,;;," nicht
beliebig gewihlt werden, sondern es muf

(21) Coi”=C. 4}

sein, wo C,, irgendeinen beliebigen Vektor darsteilt. Wird C, =0, so
sind nicht nur alle Inzidenzen, sondern auch alle Uberschiebungen in-
variant. Eine solche Ubertragung heiBit iiberschiebungsinvari-
ant. Wird das kovariante MaB geindert, so folgt aus (14) und (16):
(22) "Cai”=Coi" + A3V, loge,

woraus hervorgeht, daB C;;” keine eigentliche GroBe ist, da die Be-
stimmungszahlen sich zwar bei Anderung der Urvariablen, nicht aber
bei Anderung des kovarianten Mafles richtig transformieren. Die Glei-
chung (22) geht fiir eine inzidenzinvariante Ubertragung iiber in:

(23) "Ca=Cu+V,logz.

Die Uberschiebungsinvarianz ist also im Gegensatz zur Inzidenzinvarianz
keine Eigenschaft, die der Ubertragung als solche zukommt, da sie nur
bei bestimmter Wahl des kovarianten MaBes auftritt. Dafiir, daB eine
solche Wahl méglich ist, ist notwendig und hinreichend, daB die Uber-
tragung inzidenzinvariant und C, Gradientvektor ist.

§ 4. Die Felder S;,” und §';;”.

Aus den Transformationsformeln (9) 148t sich ableiten, daB auch
die Differenzen:

(24) Sii’ = 4(T%u — I72)
sich bei Anderung der Urvariablen wie die Bestimmungszahlen einer
GroBe dritten Grades transformieren. Dies ergibt sich auch aus fol-

O*
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gender Uberlegung, bei der gleichzeitig die Bedeutung von Si." klar
wird. Es seien d,x” und dyx” zwei verschiedene Linienelemente im
betrachteten Funkte. Aus diesen l4Bt sich ein koniravarianter Vektor

bilden:

(25) { Dyx” = 8,0, — 8,dyx" = dydy & + I, dy " dy o — Ay do %"
— I7 dyx" dy 2" = 2d, 5" dy o S

Da diese Gleichung fiir jede Wahl von dlr und dyx” gilt, ist 57" in der

Tat eine GroBe dritten Gradesl). Sj.” ist alternierend in den Indizes 1

(

und u und hat also —2~1—) Bestimmungszahlen. Bei Anderung der

Wahl des kovarianten MaBes dndern sich die Bestimmungszahlen
von Sj;”, die von den [, unabhingig sind, nicht, und S;;” ist also eine
uneigentliche GroBe, da die Bestimmungszahlen einer eigentlichen GréBe
dieser Art einen Faktor 7-% bekommen wiirden,

Die geometrische Bedeutung von (25) ist folgende. Verschiebt man
d,x” im Sinne der definierten Ubertragung entlang d,4” und ebenso
dyx” entlang d,x%, so entsteht im allgemeinen kein geschlossenes Viereck.
Der Vektor, der die Liicke ausfiillt, ist bis auf Gré8en héherer Ordnung
gleich D,,”. Nur wenn Sj.” = 0 ist, entsteht ein bis auf GréBen hoherer
Ordnung geschlossenes Viereck. Die Ubertragung heiBt dann kontra-
variant symmetrisch.

Aus (10) folgt ebenso, daB die Differenzen:

(26) i = (i — Ti3)

Bestimmungszahlen einer (unelgenthchen) GroBe dritten Grades sind?).
Die Transformation der S’j;” bei Anderung des kovarianten MaBes
ergibt sich aus (14):

(27) 'Sy =81 — AuV g logt.
Aus (24), (26) und (16) folgen die Beziehungen zwischen Sj:” und S';;”:
(28) Siy =S =Cuiy -

Bildet man den alternierenden Teil des Differentialquotienten eines
Vektors v;, so entsteht ein Bivektor:
v v
(29) V[,u Uy = 12‘ (éa—xﬁ - Z*ﬁ') — ’i.,u Uy,
den man die Rotation des Vektors »; nennt. Die Rotation ist also
nur von S’;;” abhingig, nicht von dem symmetrischen Teil von ..
(911; (91)” und

Ist v, ein Gradientvektor, v; = ¥V, p, so verschwindet —= T

(29) geht iber in :

(30) VieVap=—SuV.p.

Auch aus dieser Gleichung, die fiir jede Wahl von # gilt, folgt nebenbei,
daB S’;.” eine (uneigentliche) GroBe dritten Grades istl).

1) Vgl I, Aufg. 1. ?) In 1922, 2 ist — Zj ;" statt S’;f/;" verwendet.
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Nur wenn S’; ;,” Null ist, verschwindet die Rotation jedes Gradient-
feldes. Der zweite Differentialquotient jedes Skalars ist dann eine sym-
metrische GroBe und die Ubertragung heiBt kovariant symme-
trisch. Bei einer kovariant symmetrischen Ubertragung geht (29)
iiber in:

1 dv, du,
(31) VU‘”“‘?(@“W)’

ein Ausdruck, der die I}, nicht mehr enthilt. Es gilt also der Satz:
Die Rotation eines kovarianten Vektors hat fiir alle
kovariant symmetrischen Ubertragungen denselben Wert.

Hat S;,.” dic Form:
(32a) Sii? =34(S: 4, — S, 43) = Su 4,
so heiBt die Ubertragung kontravariant halbsymmetrisch.
Das Viereck von d,x” und d,x” ist bei einer solchen Ubertragung nur
dann geschlossen, wenn die Richtungen von 4, ¥ und d,4” beide in der
(» — 1)-Richtung von S, enthalten sind.

Hat §’;;” die Form:
(32b) i =3(Sidl — S 43) = S A1y,
so heiBit die Ubertragung kovariant halbsymmetrisch.

Fiir eine kovariant halbsymmetrische Ubertragung geht die Glei-
chung (27) iiber in:
(33) "Si=Si+V;,log.
Die kovariante Symmetrie ist also im Gegensatz zur kovarianten Halb-
symmetrie keine Eigenschaft, die der Ubertragung als solche zukommt,
da sie nur bei bestimmter Wahl des kovarianten MaBles auftritt. Dafiir,
daB eine solche Walil méglich ist, ist notwendig und hinreichend, daB die
Ubertragung kovariant halbsymmetrisch ist und S; ein Gradientvektor.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB ein ko-
varianter Vektor v, Gradientvektor ist, lautet bekanntlich:

50 s,
also nach (29) fiir eine allgemeine Ubertragung:

(352) Veon=—S";"v,

infolge (32) fiir eine kovariant halbsymmetrische Ubertragung:
(35b) Vievn = — Stom

und endlich fiir eine kovariant symmetrische Ubertragung:
(35¢) Vievy=0.

Aus (35) folgt als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da3
durch Anderung des kovarianten Mafes bei einer inzidenzinvarianten
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Ubertragung Uberschiebungsinvarianz herbeigefiihrt werden kann (vgl.
S. 67):

(362) ViuCy=—5'i,"C,,
(36b) ViuCy=—S4Cu.
(36¢) ViuCy=0

fiir den allgemeinen, kovariant halbsymmetrischen und kovariant sym-
metrischen Fall.

§ 5. Das Feld Q;*.

Die Felder C;;" und S;.” geniigen nicht zur Festlegung der Uber-

tragung. Da C.;” n® Bestimmungszahlen hat und Sj;” n ("2_L)’

so fehlen noch ﬂz—tﬂ Gleichungen. Man koénnte also versuchen, die

Ubertragung festzulegen durch den Differentialquotienten irgendeines
Tensors zweiten Grades. ~ Denn -ein solcher Differentialquotient ist in
zwei Indizes symmetrisch und hat demnach gerade die gewiinschte An-
zahl Bestimmungszahlen. Wir wihlen also irgendeinen Tensor g**. Der
Rang soll # sein. Da der Rang # ist, ist die Moglichkeit nicht aus-
geschlossen, diesen Tensor spiter einmal als Fundamentaltensor zu ver-
wenden, Zunachst ist diese eventuelle spitere Verwendung fiir unsere
Betrachtungen ganz unwesentlich. Da der Rang # ist, existiert (I. §10)
ein einziger kovarianter Tensor g;,, so daB:

(37) Gug"=A4].
Fir den Differentialquotienten von g*” schreiben wir Q;,“:
(38) Vg ="

Aus (37) und (38) folgt unter Beriicksichtigung der sich aus (19b) er-
gebendenRegel fiir die Differentiation einer Uberschiebung (vgl.auch 20b):

(39) (Ve g1a) €7+ 810 Qi+ Cial 18" = Cii”
oder, wenn wir Q,;, =V, g, setzen:
(40a) Qiir=—812880" " +2Coi" gnac

was fiir eine inzidenzinvariante bzw. {iberschiebungsinvariante Uber-
tragung iibergeht in:

(40b) Q;,uhv: — 8ix gvﬂQ;;aﬁ+2C,uglva

(400) Q/,d.v=_g2.:x gva,Z“ﬂ-
Bei Anderung der Wahl des kovarianten MaBes bleiben die Bestimmungs-
zahlen g*’, g;, und Q,;l ” ungeindert. g*” ist also eine eigentliche GréBe,

dagegen sind g;, und ;," uneigentliche GroBen.
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Statt g*” kann man einen anderen Tensor #'*® Ranges ‘g*” wihlen.
Der Ubergang von g'” und g;, zu ‘g*” und ‘g;, kann dann stets ge-
geben werden durch Gleichungen von der Form:

' Ay ®y 2% * Av
g7 =t.g" =40
»* A
,gi.v::?.i.ng; ng=q.x,glvy
worin p, und ¢”; gemischte GroBen zweiten Grades sind, die den
Gleichungen 97, ¢, = p..¢, = A} geniigen, und deren Bestimmungs-

zahlen sich bei Anderung der Wahl des kovarianten Mafles nicht
indern. Da nun:

r A Lo kv .% zy A .o A 14
(42) V,u g) = V,u 1’: g = pf.x Q[L "I" g V,u ?. x C,u aﬂ P. B g“ ’
so transformiert sich Q;‘“ bei dieser Anderung in folgender Weise:

(41)

(432) Q= QT+ &bl — Cail Pl

Ebenso berechnet man:

(43 D) Qrerv = 453 Qpon + Buv Vi1 — Cia’ %1850
Ein besonderer Fall tritt ein, wenn:

(44) Pi=—Al;  g,=od].

(41) geht dann iiber in:

(45) 'g“=~:,—g“; "Gy =0 gy

und die Transformationsgleichungen lauten:

(462) a’Q.” = Q. — ¢V, logo,

(46b) = Qi1r = Qfurn+ g1 V. logo.

Sie sind im Gegensatz zu (43) unabhingig von C;;”. LiBt sich ein
Tensor g;, so wihlen, daB Q;,;, das Produkt eines kovarianten Vektors
mit g;, ist:

(473) Q,l’t).‘l' = Q/’z glvl) 3

so bleibt diese Eigenschaft bei den Transformationen (45) erhalten. Die
Ubertragung heiBt in diesem Falle konform oder kontravariant
winkeltreu in bezug auf g;,. Geometrisch bedeutet dies folgendes.
Werden g;, und g*” als Fundamentaltensoren gewihlt, so bleibt der
Winkel zwischen zwei kontravarianten Vektoren bei Ubertragung in-
variant. Wird also die Gesamtheit aller kontravarianten Vektoren in
einem Punkte P nach einem benachbarten Punkt Q iibertragen, so er-
leidet dieselbe, beurteilt mit Hilfe des Fundamentaltensors g;,, in Q
eine konforme Transformation, alle Winkel sind dieselben geblieben,
alle Lingen im gleichen Verhiltnis geindert.

1) Diese Gleichung tritt zuerst auf bei Weyl, 1918, 2.
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Ist Q, =0, so heiBt die Ubertragung metrisch oder kontra-
variant mafltreu in bezug auf g;,1). Es bleiben dann nicht nur
die Winkel, sondern auch die mit Hilfe von g;, gemessenen Lingen
erhalten, Dafiir, daB eine Ubertragung durch die Transformation (46)
in eine in bezug auf g;, metrische iibergefithrt werden kann, ist not-
wendig und hinreichend, daB die Ubertragung konform und Q,, Gradient-
vektor ist. Bei Anderung des kovarianten Mafles transformiert sich
Qi.1» nach (40) und (22) in folgender Weise:

(48) ’Q,'ulv=Q/4h+2gM Vplogf-

Eine konforme Ubertragung kann also unter Umstinden auch durch
Anderung des kovarianten MaBes in eine metrische Ubertragung iiber-
gefithrt werden.

LaBt sich ein Tensor g“ so wihlen, daB Q,;“ das Produkt eines
kovarianten Vektors mit g*” ist:

(479) 0 =0ug”,

so bleibt diese Eigenschaft bei der Transformation (45) erhalten. Die
Ubertragung heit dann kovariant winkeltreu in bezug auf g*”.
Geometrisch bedeutet dies, daBB der Winkel zwischen zwel kovarianten
Vektoren bei Ubertragung invariant bleibt. Infolge (40b) ist eine in-
zidenzinvariante Ubertragung kovariant winkeltreu, wenn sie kontra-
variant winkeltreu ist, und umgekehrt. Ebenso folgt aus (40c), daB
eine fiberschiebungsinvariante Ubertragung kovariant maBtreu ist
(Q, = 0), wenn sie kontravariant maBtreu ist, und umgekehrt.

§ 6. Die allgemeine lineare Ubertragung ausgedriickt in
Cii" Siy% 9" und Q7.
Es soll nun gezeigt werden, daB eine Ubertragung in der Tat voll-
standig bestimmt ist, wenn C,;” und Sj;” gegeben sind und iiberdies

bei irgendeiner Wahl von g** die zugehérige GroBe Q,;“. Nach der
Regel fiir die Differentiation einer GréBe hoéheren Grades ist:

v v 6 e oy .0 a1 d
(49) Qi = Vg =2 ¢ oI,
oder

« o« aguﬂ af
(50) 8ix rvy,+gv¢xrl,u=_glagvﬂﬁ'*"g}.zxgvﬂgy
Da aber:

—_— 6 Y& — ag’ya da_gl_“_
(51) 0= 6x#g gia = i ) +g" P ’
so ist (50) gleichbedeutend mit:
. s _ %%, v
(523.) Six n,u,'i"gvarly: a;” +gl¢xgvﬂQy ﬂ

1) Die Gleichung Vigiv=0 tritt zuerst auf bei Ricci, 1888, 1.



§ 6. Die allgemeine lineare Ubertragung ausgedriickt in C;‘"’, S ;:’;", . 73

Zu dieser Gleichung addiere man nun die beiden folgenden, die nur an-
dere Schreibarten von (52a) sind:

o« voo 6gv oo
(52b) gro:r,ui.'*‘g‘ua vl=—(—9-xT”+gvagyﬂQl ﬁ’
. 084
(SZC) — 8ua glaI';t‘v:_ Py _"g,uaglﬂQv

Es entsteht dann unter Beriicksichtigung von (24):
o 6e, dgr 9g,,
vo:F = ( —=F £ ) xbv
280 liu=\g 0+ 35 o) T8 g5 0"
+ 8vaBup Q‘:aﬂ_ gyaglﬂQv — 281 Svu
—28a501" — 28457,
0g,, ¢ dg;
Z—w — vo:( 3 ap ,lt)
Ol 14 ox* + 3t ox*
+ (00 00"+ €ua O — €7 g 015 07) + iy
— & (810 i+ g Sii").
Schreiben wir fiir den ersten Term rechts wie iiblich das Christoffelsche.
Dreiindizessymbol { A } und fiir den Rest I, — {‘,’,‘}, der eine GréBe
dritten Grades bildet, T7;,”
(54) { Tin" = 3(8100i™ + ua 01" — €7 8uu 15 ;") + Si”
— € (g0 51" + gua S,
so ist unter Beriicksichtigung von (16):

(53a)

oder:

(53b)

(Ssa) ~w __{l,u} +TJ',ZV’
(55b) M=+ {"t+ 1o,
(SSC) T}.y =T1:,u _C;tl s

und die Ubertragung ist damit in C ai’s Sins ¢ und Qﬁ;"” ausgedriickt.
Aus (55a) und (55b) folgt bei Alternation iiber 1 u:

(56a) Sin”=Tg. s
(56b) ST =T
Die gewdhnliche (Riemannsche) Differentialgeometrie ist charak-
terisiert durch das Verschwinden von C,;;”, S;,.” und Q" *. Verwendet
0

man fiir diese Ubertragung die Zeichen 6, und V, so ist:

(57a) l%m”:%—}—{lf}vl, 6ov’=dv”+{lv"}vldx/‘,
d
(57b) 107,,w;,=ﬁ——-{1,"}w,,, 60w1=dw;,—{‘,“}w,dx”

o
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und (7) geht iiber in:
0
(58a) Vv =V,v+ Fi" v, Sv” = Syv” + Ti, vt dx,

0
(38b) Viwi=V, w0, —T'5 w,, dwi=dw,— T w,dx".

Zusammenfassend konnen wir also den Satz aussprechen?):

In einer X, 148t sich eine lineare Ubertragung definie-
ren, die invariant ist bei Anderung der Urvariablen und des
kovarianten MaBes und auch unabhingig von der Wahl
eines Fundamentaltensors. Die Ubertragung ist vollstin-
dig bestimmt durch zwei Felder dritten Grades C;;" und

S;.’, die sich bei Anderung des kovarianten MaBes fol-
gendermaBen transformieren:

"Cai”=Cuai"+ A1V, logr,
/Si;‘v= S}:‘;"
und ein in bezug auf irgendein Tensorfeld #'* Ranges g’

definiertes FeldQ,;"”, das sich bei Anderung des kovarianten
MaBes folgendermaBen transformiert:

IQ;;,}."—_: ;"}.v

und dessen Transformation bei der Anderung des Feldes g*”:
1 Av A %
§ =028

gegeben ist durch die Gleichung:

1oAY

= e QLT — Cri Pl pE”

§ 7. Spezialisierung der allgemeinsten linearen Ubertragung.

Verwendet man das Prinzip des Herauf- und Herunterziehens der
Indizes in bezug auf den Tensor g;,, was erlaubt ist, da g;, der Voraus-
setzung nach den Rang # hat, so lassen sich die GréBen T3, und 773",
die mit g!* die Ubertragung vollstindig charakterisieren, in einfacher

Weise schreiben. Da Q,;"" in 4»v symmetrisch ist, gehen (54) und (55¢)
dann {iiber in:

(59a)  Tii = 3(Qii" + Qii”— Quaw) — Siur — Shae + i
(59b) T3 =3 (Qui”+ Qis” — QUaw) — STua — Slap + Sii”— Cii”.
Diese Formeln lassen sich jetzt spezialisieren, indem die verschie-

denen im Vorigen behandelten Bedingungen fiir die Felder C.;”, S;;.”

und Q;,"" eingefithrt werden. Wir stellen die wichtigsten méglichen Falle
hier untereinander:

1) Schouten, 1922, 2, S. 71.
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I C.;" allgemein: Ubertragung nichtinzidenzinvariant,
II C.i" =C,A4] : inzidenzinvariant,

III C.;" =0 : iiberschiebungsinvariant;
A §’;.7 allgemein: nicht kovariant symmetrisch,
B S'j. =Sh 4, : kovariant halbsymmetrisch,
C S =0 : kovariant symmetrisch;
& Q'niy allgemein: nicht konform,
B Quir =0Q g konform,
y Quiv =0 : metrisch.

Durch Kombination entstehen 27 verschiedene Ubertragungen.
Einige sollen besondere Namen erhalten. Wir nennen I A « die all-
gemeine lineare Ubertragung, 111 C & (mit Weyl) die affine, IIIC 8
die Weylsche und III C y, die Ubertragung der gewohnlichen Differen-
tialgeometrie, die Riemannsche Ubertragung. Aus (59) folgt, daB
fiir die Ubertragung I C & gilt:

(60a)
(60Db)

{61 a)
(61b)

(624a)
(62b)

(63a)
(63b)

(64)

(65)

Ti"=34(Qni"+ Qip — Qan) — Cil+ Cliam— Ciipa’
T3 = 3(Qui™+ Q" — Qaw) — Cédlu+ Clum— Ciéin's

fir IIBo«:
Tin = 3(Qui"+ 0in” — Qau) + 145~ S g Si=
T’ = 3(0n1"+ 0in" — Qau) + S1 A= S’ o= C | — Cat St
fir 11 B B:

Tin =3(Qudi + Qi d), — Qi) + S1 4, — S ga,
T30 =3 (Qudi + Qud), — Q@ &1u) + S1 4 — S g1 — Cu 43
firr TEC B:
Ti =13 (Q,u Ar+ Q4 — Q gl#) ~Cid,+C gy,
T3 =300, 45+ Qi ds — @ 1) — (CL Al — Cap + Cu 43);
fiir II1 C & (affine Ubertragung):

Ti” =T = 3(0ai” + Q" — @)Y
und fiir IIIC g (Weylsche Ubertragung):
Tin” =T = 4 (Qudi + Q14— Q" g1,) ).

In den Gleichungen (60), (63), (64) und (65) ist T'j,” symmetrisch in
A und u. Fir die Riemannsche Ubertragung III Cy verschwinden
T;.” und T7;.7.

1) Eddington, 1921, 1, S.109; 1923, 7, S.218; Schouten, 1922,2, S. 73.
2) Weyl, 1918, 2, S. 400.
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§ 8. Die geoditischen Linien.

Wird ein Linienelement stets im Sinne der zugrunde gelegten Uber-
tragung in seiner eigenen Richtung verschoben, so nennt man seine
Bahn eine kontravariant geoditische Linie der Ubertragung.
Verschiebt man einen kovarianten (# — 1)-Vektor im Sinne der zu-
grunde gelegten Ubertragung in der eigenen Richtung, so entsteht eine
kovariant geodédtischeLinie. Die beiden Arten von geoditischen
Linien sind im allgemeinen nicht identisch. Wir befassen uns im fol-
genden nur mit der ersten Art und unterdriicken das Wort kontra-
variant. Ist also 9" ein Vektor, der die geoditische Linie in jedem
Punkte tangiert, so hat dx*V,v” die Richtung von v". Ist ¢ ein Para-
meter auf der Kurve, so gilt also fiir die geoditische Linie die Glei-
chung:

(66) dx”V dx dx’

I T T
wo « irgendeine Funktion des Ortes ist. Umgekehrt, gilt fiir eine Kurve
bei irgendeiner Wahl des Parameters ¢ eine Gleichung der Form (66),

so ist die Kurve eine geoditische Linie. (66) ist infolge von (7) gleich-

bedeutend mit: g i ag i
¥ » 2 x x

(67) aa v Dl 5y S =%2p>

woraus hervorgeht, daB die Lage der geoditischen Linien einer

Ubertragung nur von dem symmetrischen Teil der I7,
abhéangt.

Man kann nun die Frage stellen, ob sich eine Ubertragung so
dndern l4Bt, daB die Lage der geodiitischen Linien bei dieser Anderung
invariant ist. Ist die Anderung der Ubertragung gegeben durch die
Gleichung:

(68) ’I’Iy=F{p+A;:p; A‘fl,u]:Oy

so folgt als notwendige und hinreichende Bedingung aus (67), dal die
Gleichung:

(69) A dx"dx =pax,

worin g irgendeine Ortsfunktion ist, fiir jede Wahl von dx” gelten muB.
Dies ist aber dann und nur dann der Fall, wenn A4}, die Form hat:
(70) A;‘u= A;:P[L'*'A; ﬁl 1):

worin p, ein beliebiger kovarianter Vektor ist. Die in dieser Weise er-
haltene Transformation der Ubertragung heiBt bahntreu.

Man kann also z. B. alle Ubertragungen angeben, die dieselben geo-
ditischen Linien haben wie die zu g;, gehérige Riemannsche Uber-
tragung. Infolge (55a) ist fiir diese Ubertragungen:

(71) Ti. = Alpu+ Appr.
1) Weyl, 1921, 3, S. 4; Eisenhart, 1922, 10, S.234. Vgl I, Aufg. 4.
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Unter diesen sind die affinen Ubertragungen dadurch ausgezeichnet,
daB infolge (64):

(72) HQai™ + Q17 — QL) = 4l + A0,
was sich, da C, = 0 ist, infolge (40) auch schreiben 148t:
(73) 3 (Q;dv + Q’f/u' - Q’flll) =—8i» Pu — EurP1-
Durch Addition von zwei Gleichungen der Form (73) ergibt sich daraus:
(74) Quir=Vugry=—20u810 — P18ur — Pr g1
Diese Gleichung enthilt also die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir den Differentialquotienten von g;,, damit die geodati-
tischen Linien mit den geodétischen Linien der zu g;, gehorigen Riemann-
schen Ubertragung zusammenfallen. Wir sprechen daher den Satz aus:
Eine affine Ubertragung hat dann und nur dann die-
selben geodatischen Linien wie eine Riemannsche Uber-
tragung, wenn sich ein Tensor g;, auffinden lit, dessen
Differentialquotient den Bedingungen (74) geniigt. g;, ist
dann derFundamentaltensor der Riemannschen Ubertragung.
Es ist méglich, daB die gegebene Ubertragung selbst eine Riemann-
sche ist, Es gibt dann zwei Riemannsche Geometrien mit denselben
geoditischen Linien, Ein Beispiel fiir # = 2 entsteht, wenn man die
natiirliche MaBbestimmung einer Kugel in R; aus dem Mittelpunkte
auf eine Ebene projiziert. In der Ebene entstehen dadurch zwei Uber-
tragungen: die euklidische der Ebene und die von der Kugel herriihrende
nichteuklidische. Die geodatischen Linien sind fiir beide die Geraden
der Ebene.

§ 9. Die geoditischen Linien einer V, als kiirzeste Linien.

Es soll jetzt bewiesen werden, daB die geodatischen Linien einer
Riemannschen Ubertragung die Lésungen des Variationsproblems:

(75) dfds=0Y
sind, wenn man setzt:
(76) dst= g, dx*dxt.

Es sei s eine Kurve durch die Punkte x" und x" und v” ein Feld,
das in allen betrachteten Punkten reguldr ist und in f und x verschwin-
det. £ sei eine unabhingige Variable. Ist dann:

(77) dw =vdé,

und durchliuft #” die Kurve s, so durchlduft 2” + dx” eine benachbarte
Kurve, die ebenfalls durch ic" und azc” geht. Wird nun »” in beliebiger

Weise geindert, aber immer so, daB die Feldwerte in 91c" und g" Null

1) Es ist hier d statt § verwendet, um Verwechslung mit dem Zeichen des
kovarianten Differentials auszuschlieSen.
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bleiben, so entsteht eine andere benachbarte Kurve, und es soll die
Bedingung aufgestellt werden dafiir, daB das Integral von ds iiber die
Kurve s von 915’ bis 925" einen extremen Wert hat. Dabei soll s zunichst

gegeben sein durch die allgemeine Gleichung:
(78) ds=f(x,dx),

wo feine analytische Funktion ist in den x” und d«”, positiv-homogen
ersten Grades in den dx”.

Durch Wahl irgendeines auf allen betrachteten Kurven reguldren
Skalarfeldes ¢, das in x und x die Werte ¢, und #, haben soll, wird auf

allen Kurven zuglelch ein Parameter festgelegt. Die Varlatlonsglelchung
lautet dann, da %" auf jeder Kurve eine Funktion von ¢ ist, unter
Beriicksichtigung der Homogenitét von f in den d«*:

b . . dx
(79) r{[f(x,x)dt:O; x=—.
Nach dem Prinzip der Variationsrechnung ist diese Gleichung dquivalent

mit:

(80) ft’dtﬁf(x,a':) = 0.
Nun ist: g/‘ i 0f 8t =
(81) df(x;ic)=(;97—56 )d e ( dxv),

und bei der Integration verschwindet der Beitrag des letzten Termes,
da dyx” und dyx” stets Null sind. (80) geht also iiber in:

ts
(4 _ 44 \G e =
(82) _/(dx" dta;ﬂ)dx 0.
t
eine Gleichung, die fiir jede Wahl von v” gelten soll und also dquivalent

ist mit:
7]
(83) L _ 491

0" dt 0x

der bekannten Ewlerschen Gleichung.
Wir setzen jetzt:

(84) f(x, %) =Yg, 2% 2#,
nehmen an, daB g; , den Rang # hat, und schlieBen alle Kurvenelemente,
auf denen die Differentialform Null wird, von der Betrachtung aus.
Dann geht (83) tiber in:

1 98ip op ey

2 9 2 T at

1 (dg 20Tg,\., . -

T (g~ g 4 &ar x")
(85)

wo T abkiirzend gesetzt ist fir (g;, % £*)° % Dies ist die Differential-
gleichung der Linien extremer Linge fiir einen beliebigen Parameter.
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Fiihrt man fiir eine bestimmte Linie statt d¢ das mit g;, gemessene
Bogenelement ds aus (76) ein, sor wird T =1 und (85) geht nach
Heraufziehen eines Indexes iiber in:

azx” ia) dat dat
(86) d s? {/"'} ds ds
Ist aber d, die Differentiation der zu g;, gehérigen Riemannschen
Ubertragung, so ist (86) gleichbedeutend mit:

(87) 8,2 o,

d. h. die Kurven extremer Linge sind die geodatischen Linien dieser
Ubertragung.

Fithrt man fiir f (%, x) kompliziertere Funktionen als (84) ein, so
gelingt es zwar, unter Umstinden, Differentialkovarianten zu bilden,
die als eine Verallgemeinerung der kovarianten Differentialquotienten
einer Riemannschen Ubertragung zu betrachten sind!). Diese stehen
nicht in Beziehung zu einer linearen Ubertragung, wohl aber zu
den Pascalschen Verallgemeinerungen der Christoffelschen Symbole.
In dieser Weise kann man also nicht zu den hoheren linearen Uber-
tragungen gelangen.

§ 10. Geodatisch mitbewegtes Bezugssystem und geoditisches
System von Urvariablen.

Ist @2)eine GroBe im Punkte %" und wihlt man die Werte von @ auf

einer Kurve s durch f)c" so, daB 0 D entlang s verschwindet, so ist damit

die zu den Gleichungen (6) gehérige Ubertragung der GroBe @ langs s

. vy ¥
gefunden. Insbesondere kann man ein System von MaBvektoren ¢, e

. . . - . . d v . 4
in dieser Weise langs s festlegen. Gehoéren dann die ¢ und ¢, in % zum

namlichen Parallelepiped (vgl. Abb. 3), und macht man § fv und 6%

lings der Kurve Null, so gehdren sie in jedem Punkte der Kurve zum
nidmlichen Parallelepiped, sofern die Ubertragung iiberschiebungs-
invariant ist. Diesen Fall wollen wir voraussetzen. Sodann gilt fiir
die Differentiale irgendwelcher Felder »* und w, entlang s [vgl. (6)]:

» Ao\ . v P »
(88a) r$v—6(v§)-—fdv’—dv,

(88b) éw;_ == (5 (w,, é;) == ’é;_ dw,. = dw;, y

und die Bestimmungszahlen der Differentiale sind also die Differentiale
der Bestimmungszahlen in bezug auf das in der definierten Weise

1) Pascal, 1903, 3; Sinigallia, 1903, 4; 1905, 3; Noether, 1918, 6; Weitzenbock,
1923, 1, S. 359; Fubini, 1918, 4; 1920, 3. Vgl. auch S. 62, FuBnote 2.
2) Die Indizes sind unterdriickt, wie auf S. 63.
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lings s mitbewegte Bezugssystem {, 21. Das System ‘f”’ e . heiBit ein
geoditisch bewegtes Bezugssystem. Es gilt also der Satz:

Sofern nur erste Differentiale in Betracht kommen, ist
die zu irgendeiner iiberschiebungsinvarianten Ubertragung
gehorige Differentiation eine gewdhnliche Differentiation
in bezug auf ein im Sinne dieser Ubertragung geodatisch
mitbewegtes Bezugssystem?).

Das Bezugssystem {, ;z lings s braucht nicht zu irgendeinem
System von Urvariablen zu gehoren. Es gelingt im allgemeinen auch
nicht, die Urvariablen so zu wahlen, daB in einem einzigen Punkt die

+u und I, verschwinden. Denn aus den Formeln (9) und (10) fiir die
Transformation der I';, und Iy, ist ersichtlich, daB sowohl "I, —I7,,
wie ‘[~ I3y, in Ap symmetrisch ist. Sind also Iy, und I, nicht
beide symmetrisch in iu, so gibt es jedenfalls keine Transformation der
Urvariablen, die Iy, und I7, in einem bestimmten Punkt der X, zum
Verschwinden bringt. Soll es also fiir jeden Punkt eine solche Trans-
formation geben (die natiirlich fiir jeden Punkt eine andere ist), so miissen
die Felder S;j;” und S’;,;” iiberall Null sein. Es muB aber auch C,;;” Null
sein, da das Feld C,,;” nicht durch Koordinatentransformation zum Ver-
schwinden gebracht werden kann. Die Ubertragung muB also eine
affine sein. 0

Eine Transformation, die die Feldwerte I7, im Punkte %c” zum
Verschwinden bringt, lautet:

0
(89) xv _ gv o /xv _ % Dvy /x}. ,x,u 2)
In der Tat ist [vgl. (9a)]:
297, 0
8" 9"
Ein solches System von Urvariablen heit geodétisch in " In bezug

(47— Iza) = — I

(90)

auf ein in 2 geoditisches System sind die Bestimmungszahlen der Dif-
ferentiale einer GroBe in " bei einer affinen Ubertragung einfach den
Differentialen der Bestimmungszahlen gleich:
(91) 0V =dv'; dw;,=dw,.

Es gilt also der Satz:

Beieiner affinen Ubertragung 148t sich fiir jeden Punkt
eine Transformation der Urvariablen angeben, so daf} die
I}, in diesem Punkte alle auf Null transformiert werden.
Die zur Ubertragung gehérige Differentiation ist, sofern

1) Schouten, 1918, 1, S. 46. ?) Z. B. Weyl, 21, 4, S. 101.
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nur erste Differentiale in Betracht kommen, in diesem
Punkte eine gewdhnliche Differentiation in bezug auf die
in diesem Sinne transformierten Urvariablen.

§ 11. Ein Satz von Weyl.

Es sei eine beliebige iiberschiebungsinvariante Ubertragung durch
Angabe der I, gegeben. In einem Punkte %c" wihlen wir einen belie-

bigen Tensor n'*™® Ranges §1 w- In jedem benachbarten Punkte #” - ax”

soll der Feldwert gl w48, so bestimmt werden, daf die Ubertragung
der Vektoren in %6’ von x” nach & dx” stets Resultante ist der folgen-

den zwei Anderungen:
1. Einer Verschiebung der Vektoren von x nach 2 dx” im Sinne

der zu g;, gehorigen Riemannschen Ubertragung.

2. Einer Drehung der gesamten Vektoren in x” -+ dx¥ mit gl w38,
als Fundamentaltensor.

Die beiden Anderungen zusammengenommen bilden das, was man
eine in bezug auf g, kongruente Verpflanzung nennen kann.

Ist v” ein Vektor in &, s0 gilt fiir die erste Anderung:

(92) dv'= —{}#} v dx",

und fiir die zweite, unter Vernachlissigung von unendlich kleinen GréBen
hoherer Ordnung:

(93) dv'=F ”'”g,,,gvﬂdx ,

worin F;”* dx* der Bivektor der Drehung (S. 48) fiir die Verriickung dx”
ist. Sollen diese beiden Anderungen nun zusammen fiir jede Wahl von
v” die gegebene Ubertragung liefern, so muB gelten:

0 » A el
(94) 7 dnt =)o dn" — F* gaada”,
oder:
(95) Fl,u { }O-F,u godn
oder: 0 )
(96) gva w [ u]O - Fyv}.
Da aber F,,; in vl altermerend ist, folgt:

[ . v 93,

(97) gvuny+gla ru = [l:]()"*‘ [}.'u]0= Ox l‘u .

Die ersten Differentialquotienten von g;, in z” sind also sogar ein-
deutig bestimmit.

(97) bringt zum Ausdruck, daB V', g, in x verschwindet (vgl. 8b).
Die Feldwerte von g;, in der Umgebung von %c” werden also erhalten,
indem man g;, von %c" aus im Sinne der zugrunde gelegten Ubertragung

verschiebt.
Schouten, Ricci-Kalkiil. 6
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Ist g;,, in jedem Punkte der X, gegeben, so sind alle Ubertragungen,
die eine in bezug auf g;, kongruente Verpflanzung darstellen, gegeben
durch die Gleichung:

(98) FA‘.v,u = {/.1{,} - F,ual g“ ”;

wo F,,; eine beliebig wihlbare in ] alternierende GroBe darstellt.
Unter diesen Ubertragungen gibt es nun aber nur eine einzige
symmetrische. Denn, ist I, symmetrisch in 1, so ist auch F,,; in
diesen Indizes symmetrisch. F,,; ist aber in a4 alternierend und muf}
also verschwinden. Die in dieser Weise ausgezeichnete Verpflanzung
heifit eine Translation?).

Es gelten also die Satze:

I.ZujederiiberschiebungsinvariantenUbertragungkann
man einen in 6\5" beliebig gegebenen Wert von g;, in der Um-

gebung von z in einer einzigen Weise derart fortsetzen, daB
die Ubertragung von % nach jedem Nachbarpunkte f)c”-}—dx’

eine in bezug auf g, kongruente Verpflanzung ist.

II. Zu jedem Felde g, gibt es eine einzige affine Uber-
tragung, die eine in bezugaufg,, kongruente Verpflanzung
darstellt.

Der erste Satz wurde zuerst von Weyl bewiesen?), der zweite Satz
ist ein Spezialfall des allgemeinen- Satzes auf S. 74.

Man kénnte nun versuchen, die ,,Kongruenz‘ nicht zu definieren
in bezug auf die Gruppe aller linearen Transformationen, die einen qua-
dratischen Tensor invariant lassen, sondern in bezug auf irgendeine an-
dere geeignet gewihlte inhaltstreue Untergruppe der linearen homogenen
Gruppe, die dann die Gruppe der ,,Drehungen” genannt werden kann.
Wenn man aber fordert:

1. daB bei gegebener Definition der ,,Drehungen’ in 36” die ,,Dre-

hungen® in der Umgebung von x fiir jede Wahl einer iiberschiebungs-

invarianten Ubertragung so gewahlt werden kénnen, da8 die Ubertragung
eine , kongruente’ Verpflanzung darstellt und

2. daB bei gegebener Definition der ,,Drehungen” in jedem Punkte
der X,, es nur eine symmetrische Ubertragung gibt, die eine in bezug auf
diese Definition der Drehungen ,kongruente” Verpflanzung darstellt,
so hat Weyl?). gezeigt, daBB es nur eine inhaltstreue Unter-
gruppe gibt, die diesen Forderungen geniigt, eben die
Gruppe, die einen quadratischen Tensor invariant 148t.

Durch diese Eigenschaft ist die quadratische MaBbestimmung
allen anderen MaBbestimmungen gegeniiber in besonderer Weise aus-
gezeichnet.

1y Weyl, 1922, 1, S. 117. 2) 1921, 4, S. 131.
3) 1922, 1. Einen anderen Beweis gab Cartan, 1923, 8.
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§ 12. Die KriimmungsgroBen.
Sind P und Q Punkte einer Kurve s und ist v* ein Vektorfeld, so ist

Q
das iiber s genommene Integral f dv” die Zunahme von 9” in bezug auf
P

ein geodatisch mitbewegtes Bezugssystem. Ist s geschlossen und Q = P

und verschiebt man den Feldwert in P im Sinne der zugrunde gelegten

Ubertragung in der Integrationsrichtung lings s bis nach P zuriick,
P

so ist — f 87 die Differenz zwischen Endwert und Anfangswert von
P

v” in P. Man darf nicht erwarten, dafl das Integral fiir jedes Vektorfeld
und fiir jede geschlossene Kurve verschwindet. Es verschwindet dann
und nur dann stets, wenn es fiir jedes Feld und fiir die Begrenzung jedes
Flichenelementes verschwindet. Wir betrachten daher das Fliachen-
element f*#do¢ mit der Begrenzung s. P und Q seien Punkte von s.
Der Radiusvektor von Q in bezug auf P sei ¢,x%, der Radiusvektor eines
benachbarten Punktes ¢’ von s sei
dyx” = d,x” + dd,x*. R sei ein Punkt
von s, so daB PRQQ’ aufeinander-
folgen. Nimmt man nun das Integral
von dv” iiber s von P iiber R nach Q
und zuriick nach P entlang d,%”, so
ist der Zuwachs dieses Integrals beim
Ubergang von Q nach Q' gleich dem > ¢
Integral von P nach Q entlang d,%”, Abb. 8.

von Q nach @’ iiber s und von @’ nach P

zuriick entlang d,x”. Letzteres Integral ist aber, wenn wir dgx” schreiben
fiir dd,x” bei Vernachlissigung von Grofen dritter Ordnung:

(810" + 361 0°) + (850" + § 830" + 6, 03 v%) — (8,0 + 3 63 )

f»)
r

(99) — 3(8,0,— 0,8, v* = 3Dy v".
Nun ist:
(100) Dy 0" = 6, (dyv" + I, 0" dy ) — 8y (dy v + I, v* dy #°)

= o {2 Do — 55 D Do Tt T Efo b #

o 9"

eine Gleichung, die fiir jede Wahl vonv”, 4, %" und d,x” gilt, woraushervor-
geht, daB der eingeklammerte Ausdruck rechts eine GréBe vierten Grades
darstellt?). Schreiben wir fiir diese GroBe R;;;™
(101) Ra.),t:/{v=é_Z;Fi.vw'—a’%rlvp—rzwpl,;c+puvynf(u:
80 ist: P \
(102) 8[00"=3Dyv" =3 Ryui" v dy#" dyx”.

P

1) vgl. 1, Aufg. 1, S. 59.
6*
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Nun ist aber R;;;” in @ und u alternierend, wihrend:

(103) td srdyxt=4dfrodo,

so daB die Zunahme von v” in bezug auf ein geoditisch mitbewegtes
Bezugssystem gegeben ist durch die Gleichung:

(104) Dv =f"deR;.i" v

In derselben Weise findet man fiir ein-kovariantes Feld:
(105) Dwy=—f'"do R’ w,,

no: pever 0 e 0 ruw ruw rus oy s
(106) R'Gpi =W’I1w""5;;;rl,u"'rnw e+ Laplie.

R,.;” und R';;;” heiBen die Kriim mungsgréBen der Ubertragung?).
Aus (101) und (106) geht hervor, daB die Bestimmungszahlen
R 17 und R’ ;" invariant sind bei Anderung des kovarianten MaBes.
R;.i" und R’ ;" sind also nur in den iiberschiebungsinvarianten Uber-
tragungen eigentliche GroSen.

Die Anderung, die eine Grofe héheren Grades bei Umkreisung eines
Flichenelementes erfihrt, 14Bt sich jetzt mit Hilfe einer einfachen Eigen-
schaft des Operators 8, d, — 8, d, angeben. Sind namlich @®und ¥ all-
gemeine Grofen, so ist:

Dy ¥ =(6,0,D) ¥+ 6,D6, P+ 6,96, ¥+ 9,5, ¥
(107){ — (030, D)V —6,DP0, D—6,P6, ¥V — 98,6, ¥
=¥Dyd+ DD, VP,
und der Operator 6,0, — 8,0, geniigt also, auf allgemeine Produkte
angewandt, denselben einfachen Differentiationsregeln wie der einfache
Operator 0. Infolgedessen ist die gesuchte Zunahme fiir eine GroBe
hoheren Grades z. B. v2f7:

(108) Dvy’" =" do(— Ry’ 03P 4 Ryps® 't + Ros? v?)-
Wenden wir die Regel fiir den Gebrauch von 6,6, — 6, d, an auf
A}, so ergibt sich:
{ Dy A7 = (Roji® A% — R'5537 A5) dy 8 dy2®
= (Ropi” — R'opni”) dya dy2®.
Andererseits ist aber nach (16), (19), (25) und (28):
Dy, 47 =24, (dz 2 Cr:ﬂ'-v) — 0, (dl x° C*;”.-v)
(110) =2dy5" dy 2" Vi, Coyi” + Cii” (8,dy — Sy dy) 5°
=2d,# dy 5 (P Cayi” — Cai? S'na"),
so daB die Beziehungen zwischen R;,.;” und R, ni” lauten:
(111) R =Rii +2VwCai” — 2555 Cai”.
1) In 1922, 2 sind die Bezeichnungen U, !‘l,'." und R ['(j_" verwendet statt

R‘:,;Lj.’ und R’

ve?
wpd *

(109)
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Fir eine iiberschiebungsinvariante Ubertragung verschwinden die bei-
den letzten Terme rechts und damit verschwindet der Unterschied zwi-
schen den beiden KriimmungsgréBen. Es geniigt dazu iibrigens schon,
daB die Ubertragung kovariant symmetrisch ist und F, Cni” ver-
schwindet.

Auch bei der Bildung von Differentialquotienten zweiter Ordnung st68t
manaufdie Kriimmungsgré8en. Da mit Beriicksichtigung von (19) und (25):
(803 — 6, 8)) v" = 6, (dy 5° Vo v7) — 8, (dy 2 Voo v7)

=2d; 2 dyx” (V1 Ve 0" — Clpoon™ V')
+ (Vav’) (0, dy — 0y d;) x*
=24, 2" dy 5 (Vi Vg 0" + (Ciacn™ + Sai) V')
s ist infolge (28):
(113) 2Vl v =— Rgpi” 280V,
In derselben Weise ist:
(8,8, — 8, 0y) wa = 0, (dgx° Voo w3) — Oy (dy 2° Voo w03)
= 2d, x* dyx? (V[,‘ Vayw, — CL,'“;,]“ Vy w;)

(112)

11
(114) + (Vo ws) (6, dy — 85d,) x*
=2d, % dy 2" (Vi Vey s + (Cioid + Son%)} Vs,
so daB: ,
(115) 2V Vyqwi= R0 w, + 256, Vaws.

Aus (113) und (115) folgt, daB fiir jede kovariant symmetrische
Ubertragung:
(116 2) 2V Vv =— R3pi" v )
(416 D) 2VwVnei= R0 w, .
Da fiir beliebige Wahl der GréSen @ und ¥
(117) ViV @ P=¥VV P+ (Ve D)V g ¥+ Vi O)Vy®
+ OV V=¥V Vy®+ 0V, V, ¥,

so geniigt der Operator V|, V,;, angewandt auf Produkte denselben ein-
fachen Differentiationsregeln wie der Operator V,. Infolgedessen gilt
fiir irgendeine beliebige GroSe hoheren Grades, z. B. v;f7:

AN PLHAES SPHETLE SIHENSED IFHES

418
(118) { 42850 Va0 7

Um R; ;3" durch T}, auszudriicken, setzen wir in (101) die Werte aus
(55 a) ein. Dann ergibt sich nach einiger Umrechnung:

""'——_i Aw ¢ Ap w) {Au ape} (Ao
o | TSRS ) = () ) )
- Vw Tl[t + V Tim + Tla) x;: — T}.,u ]xa)r,

wo V sich wieder auf die Riemannsche Ubertragung bezieht [vgl. (57)1.

g8

1) Far Riemannsche Ubertragungen ist dies die Identitit von Rices,
1£37, 1, S. 16.
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Fir T""-—O geht R ;3" tber in K, M , die Kriimmungsgroe der
meannschen Ubertragung, den Riemann-Christoffelschen Affinor:
«ae? 0 (lew (9 i 0] (4 * i
w20 Keir'= L0k — ) - (7)) (7)),
so daB
(121), Ra‘);c;-,"" w,ul V T/.,u + V Ti.w + T}.w n;lv_ T;:/: T::wy 1)
Aus (121) und (114) ergibt sich der Wert von R’ .;".
0

Statt V,, T;,.” kann man in (119) und (121) auch V,, T, einfithren.

Fiir R, ;" entsteht dann die etwas kompliziertere Formel:
I Riai"=Kopi” — Vo Ti + Ve Tio"— Tio" Tai"+ Tin" Ta
(122) - T}:;‘V T‘t:a..!” + Ti::cv Ta;,;,” + Cwﬂ. Tx[t - Cu,lr T;a)y
+ Cap  Ti' —Cra” T3 ?).

Die GréBen:
I Rua=Ry";  Fur=Ryu;

i =R557 Fui= Rl

Vou=Rapi's  Viu= R’

sind Komitanten von R;;;” bzw. R';;;”. Die Bestimmungszah-
len dieser GréBen bekommen bei Anderung des kovarianten MaBes
einen Faktor -1, Fiir eine Riemannsche Ubertragung geht R, ; iiber in:
(124) Ku=K.i",

wihrend F,; und V,; verschwinden. Durch Uberschiebung mit g#*
entsteht aus K,; der Skalar:

(125) K= g”}'K”;, .

(123)

§ 13. Die KriimmungsgréBen der weniger allgemeinen Uber-
tragungen.

Fiir eine affine Ubertragung (III C&) geht (122) iiber in die ein-
fachere Gleichung:

(126) Ro;/:i"’: R’(L:;L)-V=Kﬂ;;l-}. 2l7[m y]l — Tﬂ.w Tx,u + Tl[t xa) .
Daneben gilt auch (121), so daB
0
(127) V[m I;t];.v= V[w T/;]iv_" T):o.ux T;;;tv'l" Ti;l,n T:co.)v:
eine Gleichung, die sich auch unmittelbar mit Hilfe von (56a) ableiten

1aBt. Substitution von (127) in (126) ergibt:

k4 .« o ¥ - oo’" 9 e oV
(128) R(;);t}- + V[m T,u.]?. = Kw,ul - l7J[au Ty]). .

1) Eddington, 1921, 1, S. 110. ) Schouten, 1922, 2, S. 76.
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Fiir eine inzidenzinvariante, kovariant symmetrische und konforme
Ubertragungl C,;U:vz C,uAZ > S,Z..;tr= 0 ) Vy giy== ""Q;t 8ivs (II C /3)
gehen (122) und (111) iiber in
(1292) JRoui”=Koui” — (Viw Tug) A7 = {(2V 10 Tt + T Tu
l - % T T 8l [l) 81 x]} - C[wQ,u]Al s T,u Q,u u .

(129b) R’ =Roui"+2(VwCa) 41 9.
Ausdieser Gleichung folgt fiir die Weylsche Ubertragung, C.=0,(IIICH):
(130) { Ro;;ﬂ = R myl = -K(;);t;.y— (V[wQ,u]) A;:

~{(2710 00+ Qo Qv — 305 0% 1o 1) a1 1} €
und fiir eine inzidenzinvariante, kovariant symmetrische und metrische
Ubertragung, Q, =0, (IL Cy):
[ Rapi”=Koui"+2(FiaCu) 47
(131a) a -

{ +{(4 V10 Cis — 4CuCia + 2 Co C% g a) g1} €

(131b) R’ =Ropi" +2 (M Cuy) 45.
Aus (126) folgt durch Faltung nach w» fir eine affine ertragung,
(III Cw):
(132) R,u/.—R,ul— ,ul“"V T,u). +V;¢ Tl.zx —Tlcx Txy +Tl.,u xa .
Fir F,,; gilt also infolge (123):
(133) Fuv=F'ua=V,Ty.".
Der Bivektor F,,; ist also fiir eine affine Ubertragung die Rotation des
Vektors T3.%3).

§ 14. Die 4 Identititen der KriimmungsgréBen.

Aus (101) und (106) oder auch aus (113) und (115) folgt fiir die
allgemeine lineare Ubertragung die erste Identitit der Kriimmungs-
groBen, die zum Ausdruck bringt, daB diese GroBen in den ersten zwei
Indizes alternierend sind:

(134a) Rapmi’=0,
(134b) Riomi’=0.

Aus der Betrachtung des Differentialquotienten zweiter Ordnung
ViwV vy folgt eine weitere Identitat. Infolge (29) ist:
Vo Viwon= %6%(?;% —j;::f) ""'-I',L’c:z Vievy— Iia Viwvag
+ (Tae S + LIS v+ (o S7ii7) v,
+ S Vau, — Coil a1 vg,
1) Schouten, 1922, 2. 2) Eddingion, 1921, 1, S. 110; 1923, 7, S.216.

(135)
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und also:
VioViviy = (Vavg) Tapy +2T105% S35 00+ 0. Vi Si)
(136) - (F[),:) V,u] Vo — 5;:;.(:1“ V,u] va) - SE/;A'.a Ca.)];ﬂvﬂ
=—Vavu) Toin+ 20000 S it 00+ 0, V10 S 3] + S0 3% Cona’ v -
Aus (115) folgt aber: .
(137) 2VwVey=R 0 vo +2(Fava) S'0m”,
so daB, mit Beriicksichtigung von (26):
(138) R =450 S'ha" + 2V Sk — 2 Si”™ Copa”
Dies ist die zweite Identitit, die fiir eine kovariant symmetrische
Ubertragung iibergeht in:
(139) | Risiir=o.

Aus (137) und (139) folgt fiir eine kovariant symmetrische Uber-
tragung die fiir jeden beliebigen kovarianten Vektor giiltige Identitit:
(140) V[w V,u Uy = 0.

Die allgemeinere unter denselben Umsténden fiir jeden kovarianten
p-Vektor giiltige Identitét:

(141) V[w V,u vl,...lp] =0

laBt sich aus (140) ableiten, indem man v, ,, als eine Summe von
Vektorprodukten schreibt. Es gilt also der Satz:

Der alternierte Differentialquotient eines alternierten
Differentialquotienten eines p-Vektors verschwindet bei
jeder kovariant symmetrischen Ubertragung?).

Aus (123) und (139) folgt durch Faltung nach w» die nur fiir ko-
variant symmetrische Ubertragungen giiltige Gleichung:

(142) V;,"u = - 2 R[},‘u] .
Infolge (40) gilt:
(143) V[w V[l.] iy = V[w Q/'L]i.v ’
und demzufolge:
(144) R'c-.);ti“gaw'l"R’a.)[;;“gai.=2‘7[wo’,u]lv
oder:
(145) Ré:‘u Ar) = V[m Q[It] Av -

Dies ist die dritte Identitat, die fiir die Weylsche Ubertragung
iibergeht in: '
(146) Rw,u (Av) = Ré)‘u (Av) = — V[w Q.u] iy =— (V[mQy]) 8ir
und fiir die Riemannsche in:
(147) Kcapc {Av) =g-_J’
K, .1, ist also nicht nur alternierend in den zwei ersten, sondern auch
in den zwei letzten Indizes. Aus diesen drei Identititen (134), (139)

1) Poincaré, 1887, 3, S. 336 fiir R,; Vollerra, 1889, 3, S. 602 fir R,:
Brouwer, 1906, 1 fur R,; Gowursat, 1922, 3, S. 105; vgl. S. 99 und 116.
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und (145) folgt die nur fir die Riemannsche Ubertragung giiltige
vierte Identitit:

(148) ‘ Km;ulv = K).vcoy . t

Infolge der dritten und vierten Identitit ist die zweite Identitit bei
einer Riemannschen Ubertragung dquivalent mit:

(149) i K[w,ulv]= 0.

Daraus folgt in einfacher Weise die Anzahl der Bestimmungszahlen
von K, ,;,. Die erste und die dritte Identitit lehren, daB K iy €in

Bivektoraffinor ist. Aus der vierten folgt, daB Km wiv €in Bivektortensor

ist. Nun hat ein allgemeiner Bivektortensor 3 (" (nz_ 1) + 1) z (n —1)

Bestimmungszahlen. (149)-sind aber ( 4) Bedingungsgleichungen, so daB
die Anzahl = ("(n k) B 1)“” —1) (”) = 11—211.2 (n®—1) wird.

4

§ 15. Die inhaltstreuen Ubertragungen.

Die Anderung, die ein kontravarianter s#-Vektor U”-*» bei Um-
kreisung von f**do erfihrt, ist infolge (108):

V4% —— fuw 2% TTvy o Vu—y SPudg e tn
(150) IDU f da(ZR,,,m; U + )

l — nf“"do Ry} 30n Uhere-id

Dafiir, daB diese Anderung fiir jede Wahl von f*® und U*"** ver-
schwindet, ist notwendig und hinreichend, daB:

(151) Ry Ummlt=o,
was gleichbedeutend ist mit:
(152) Ripi'=Vo.=0.

Wir nennen die Ubertragung in diesem Falle kontravariant inhalts-
treu?!). In derselben Welse zeigt man, daB:

(153) i Roui'=Vi.=0 ,
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB eine Uber-
tragung kovariant inhaltstreu ist.

Infolge (111) ist:
(154) Vau=Vou+2(VioCiai’) 4y — 28,7 Ci",
eine Gleichung, die fiir eine inzidenzinvariante Ubertragung infolge (21)
und (I 39) ibergeht in:

(155) Vr:)y: w_u+ znV[wCy]— znsl(:);LaCa
und fiir eine inzidenzinvariante und symmetrische in:
(1 56) V(:l[t = Vw‘u + 2n V[wcy] .

Die Bedingungen fiir kontravariante und kovariante Inhaltstreue
sind also nicht gleich. Vergleicht man die Gleichungen (155) und (156)
mit (36a) und (36c¢), so ergibt sich der Satz:

1) Schouten, 1923, 4, S. 171.
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Eine inzidenzinvariante und kontra- bzw. kovariant
inhaltstreue Ubertragung ist dann und nur dann auch ko-
bzw. kontravariant inhaltstreu, wenn sich sich das Feld C;
durch Anderung des kovarianten MaBes forttransformieren
1aBt.

Wo im folgenden von einer inhaltstreuen Ubertragung ohne nihere
Angabe die Rede ist, ist immer eine iiberschiebungsinvariante kontra-
variant und kovariant inhaltstreue Ubertragung gemeint.

Aus (152), (142) und (133) folgt der Satz:

Dafiir, daB eine affineUbertragung inhaltstreu ist, ist
jede der drei folgenden Bedingungen notwendig und hin-
reichend:

1. R, ,;;f = V,, verschwindet.

2. R;.;” =R, ist symmetrisch.

3. Tji.” ist wirbelfrei.

Ist die Ubertragung in einer X, iiberschiebungsinvariant und inhalts-
treu, so kann man zwei n-Vektorfelder U””» und U, ;. definieren,
die den folgenden Bedingungen geniigen:

{157) S Ursw?n =0; 5U;,‘___;,,,=0.

(158) Uyt Ul = o
Der Beweis dieses Satzes wird sich im n#chsten Abschnitt bei der Be-
handlung der Integrabilitatsbedingungen von Differentialgleichungen
ergeben (III, § 6). Mit Hilfe dieser Felder kann in jedem Punkte eine
Korrespondenz zwischen den einfachen kontravarianten p-Vektoren
und den einfachen kovarianten (» — p)-Vektoren zustande gebracht
werden, wie es auf S.32 mit Hilfe der #-Vektoren E*”» und E, _,,
geschehen ist. Man kann hier nicht die zu den Urvariablen gehérigen
GréBen E»-*» und E; ,;, verwenden (I149), da die Forderung der Kon-
stanz dieser GroBen die Wahl der Urvariablen einschrinken wiirde
und diese Wahl vollig frei bleiben muB. Ist also U””» und damit
U,,..1, festgelegt, so kann man das Element einer X,,, p <#, je nach
Belieben darstellen entweder durch f**? d 7, oder durch f; ;. d7,,
und das Element der X, selbst kann entweder als #-Vektor U”i"~d 1,
oder als Skalar d v, aufgefaBt werden.

§ 16. Die Bianchische Identitit.
Fiir jeden beliebigen Vektor w, gilt infolge (115) und (117):
(159) 2V Vey Vuwa=R':0. Vaws+ R':03%Vuwa +25"30"Va Vyw;.
Schreiben wir ¥, w, als Produkt idealer Faktoren, p,¢;, so ist also:
2V Vo Vigws = Riiau" Vawr + bl R'iini " ga

(160) { Je o X 1o o O0
F2(Vatp) Séar” 1250 paVaqs
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Andererseits ist aber nach (115):

2V Vi Vaw, =V (Riapi w, +25':"Vows)
=(VsR; i) w, + Roii"Vew, — CiaP Risri®wy
+2(V55’c;;4a>l7 w; 4+ 28 '“VEV“w;_
—2C:" S " Vpw,,

{161)

also: tew o Tes o
2’7[5 Vo) V_u] w) = (V[SR w;t]l1)wr + P[E Rw,u]luqzx

{162) — AdanCis’ Rl wp+2(Ve S50 Vs
+ 2801 Ve Vawy — 25(:.%Cira Vg,
so daB mit Beriicksichtigung von (138) folgt:

seell

! oo N UNT .
(163 a) ; V[SR,,,‘”],_V————ZS[',,,,,“ 5],,;_7—1—- A[E,,,,,]C,,“" Rj:i

Fiir eine kovariant symmetrische Ubertragung geht diese Identi-
tat iiber in:

Te o o¥ 68 mee? Paee

'(163 b) V[ERm,u]). = A[Ew,u] Cyot Ré:/‘.a:
fiir eine kovariant symmetrische und inzidenzinvariante in:
“63(:’) V[ER(u,n]l —C[g wu]i s
filr eine iiberschiebungsinvariante in:
(163(1) V[g wu]; "—'—25[..0‘ .]o.d..vs
fir eine affine Ubertragung in:

i cee¥
(1636) | V[g Rw,u]). =0
und fiir eine Riemannsche Ubertragung in:
(163 f) V[E K{:)[:].lvz O:

die Bianchische Identitatd).
Durch Faltung nach 4.und » ergibt sich aus (163a):

(164) VieFou=—25(0." Fiiu,

eine Gleichung, die fiir eine kovariant symmetrische Ubertragung iiber-
geht in:

(165) VieFom=02%.

1y Die Bianchische Identitit wurde zum erstenmal verdffentlicht von
Padova 1889, 4, der sie durch briefliche Mitteilung erhielt von Ricci. Spiter
wurde die Identitit unabhingig bewiesen von Biancki 1902, 6. Ricci leitete
auch 1903, 1, S. 411 fiir » = 3 die fiir die allgemeine Relativititstheorie so wich-
tige Gleichung (169) ab. Bach bewies 1921, 6 die Giltigkeit der Identitat fiir eine
Weylsche Ubertragung, und der Verfasser berichtete auf dem Kongre8 in Jena
1921 iiber die Giiltigkeit der Identitat bei jeder symmetrischen Ubertragung (vgl.
1923, 3). Veblen gab 1922, 9 einen Beweis fur die affine Ubertragung. Weitzen-
bock leitete 1923, 1, S. 357 die Form (163 d) der Identitit ab. Eine zusammen-
fassende historische Ubersicht findet sich bei Schouten-Struik, 1923, 9.

2y Weyl, 1921, 3, S. 10.
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Durch Faltung nach @ und » entsteht aus (163a):

(166) {2Vr,= R+ V, R = —2S"1i"Rui — 4S5 * R'yai”
+Cisl R,

eine Gleichung, die fiir eine kovariant symmetrische Ubertragung iiber-
geht in:

(167) 2Vt Rin="V, Ruii"— Cps R

Fiir die Riemannsche Ubertragung folgt bei Uberschiebung von
(167) mit gt*:
(168) V.K=2V*K,,,
oder in anderer Form:

(169) l V‘uG,uJ-=0; Gyi.:K‘ul_%Kg/‘M’

die bekannte Impuls-Energiegleichung der Gravitationstheorie.

§ 17. Darstellung einer iiberschiebungsinvarianten Uber-
tragung mit Hilfe von idealen Faktoren der GréBe A%.

Die auf die KriimmungsgréBen beziiglichen Berechnungen der
vorigen Paragraphen waren ziemlich weitldufig. Man kann nun eine

groBe Vereinfachung erreichen, wenn der Einheitsaffinor A} in ideale
Faktoren zerlegt wird:

1 2
(170) Ari=4,4"= A;,414v= A;_lev=

Wir fithren dieses aus fiir eine éiberschiebungsinvariante Uber-

tragung, wo. die erzielte Vereinfachung besonders groB ist. Infolge (D,)
und (16) ist:

Vﬂ =V, 'U;'A;,Av'= (Vyle;,)A" -+ 'U;‘A;,V”A"
= (.LUAA‘.)AI’ +lelVLA1'

(171 a) aa*

—_ Y

- xﬁt+ ath vt oAb,
und ebenso:
(171b) V,,w;———}— Azwy+wvA Vidi.

Nun haben zwar d1e n“ Produkte 4; A alle reale Bedeutung, nicht aber

0A4*
alle 2 n® Ausdrucke A” T Ai. Von diesen haben nur die #2®
Summen: #
04, o4’
(172) 47 + A; =———A1

gz ox 7 8"
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die reale Bedeutung Null. Alle Ausdriicke, die reale Bedeutung haben,
kénnen gerade nur so viele ideale Ausdriicke enthalten, daB sie sich
alle zu diesen realen Summen zusammenstellen lassen. Das Resultat
kann also in keiner Weise beeinfluBit werden, wenn man den #3 idealen
Ausdriicken der einen Art irgendeinen realen Wert beilegt. Die er-
wahnte Vereinfachung wird nun erreicht, indem man wihlt:

aA}. v I-w
(173 a) ax”A =1Lju,
woraus folgt: g
(173b) Ay=—1T17,.
dx*
Denn (171) geht dann unter Beriicksichtigung von (7) iiber in:
(174a) Vivr=A4"V, v 4;,
und:
(174b) V[Aw;. = A}. V[t wvAy:
wihrend:
(175) A,V A" =0; AV, 4;,=0.

Durch (174) wird die Differentiation eines Vektors auf die
einesidealen Skalars zuriickgefihrt.

Die Kriimmungsgréfe berechnet sich nun folgendermaBen. Infolge
(107) ist:
(176) (8, 8y — 8, 6,) v" = (6, 85 — 6, 6;) v* 4; A”

=14 4; (8,8, — 6, 0,) A” = — v* 47 (8, 6, — 8, 6,) 4.,
woraus unter Beriicksichtigung der aus (114) fiir C.;” =0 hervor-
gehenden Identitat:
(177) (8,8, — 8,8, wy =24 5 dy 2° (Vi Vosyws + Seyp®) Vs
und wegen (175) folgt:
(178) (610, — 85 8,) v" =204 (Vo Vi A1) A7 dy 2 dy 3 .
Die KriimmungsgroBe ist also infolge (102):
(179) Roii =2V Vyd)Aar.
Aus (30) und (175) folgt weiter:
(180) ZV[m VM'I)": 2V[m V,,]'U"A;,A" =2'U"A?_ V[a, V”]A"
+285. Vot =—R5ui"v" + 2857 Vad,

und dies ist die Gleichung (113) fiir den betrachteten Spezialfall. Die-

selben Rechnungen lassen sich mit einem kovarianten Vektor durch-
filhren und fithren dann ebenfalls zu (179) und zur Gleichung:

(181) ZV[w V”]w;,=R(:,;Liwwy+25&,;¢“l7aw7.,
die ein Spezialfall von (115) ist.
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Esist leicht, von (179) zur Gleichung (101), die R, ;" durch I'} , aus-
driickt, zu gelangen. In der Tat folgt aus (173), (174), (30) und (175):

1
2 (V[wa]’{il)Av=2{ V[a, (V,] A”‘Aa) A, } A

2
B (axlﬂA 4 )(6x“’] AﬂAﬂ) 4id

{2 e - A
=g 4" T A G m g A7 g )4
(182) =r;, I, r;,trl,,,+1“’ i,
+_I').w () wa w AJ. a()I‘;[l
9 ¢

+F;wrly—F;mF§_lL_—x_u_)F;,u_*_Avaxya wA
- ry,-ry-r,,r;+r;,r;

w’ Ao w ).,u xpt Ao
Ox 0

Auch die Bianchische Identitat 1aBt sich in recht einfacher Weise
ableiten. Unter Beriicksichtigung von (179), (145), (117) und (175) ist:
Vig Ropai’ =2V (Vo Vind) A» =247 (Vi Ve Vi 42)
(P A7) (Rifi® Au 42500V 43)
(183) =A"Rifom*Vadi— (Vi A) Rigyi” Aa
—2S3a* Wi A)Vad” + Ve A R fai” 4
— 28" (P Vadi) 47 = —25ia" Riai”

§ 18. Darstellung einer Riemannschen Ubertragung mit
Hilfe der idealen Faktoren des Fundamentaltensors?).

Schreibt man fiir den Fundamentaltensor:

(184) gi.;‘ =aa,= ;}. ;y = a2), 2_“ =
und ist; .

(185) @ =gta, 1a”=g“~ai,
so folgt:

(186) @t =ghognbg,p=gtv.

Durch Heraufziehen des Index entstehen also aus den idealen Fak-
toren von g;, die idealen Faktoren von g**. Da

(187) @ a =ag%a,=¢,8"=4],

so spielen hier 4; und a” in bezug auf A} dieselbe Rolle wie 4; und 4” im

vorigen Paragraphen. Sie diirfen aber durchaus nicht mit 4; und A” ver-
wechselt werden, da sie ganz anderen Bedingungen unterworfen werden.

1) Fir die Beziehungen zur Maschkeschen Symbolik vgl. 1948, 1, S. 51
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Mit Hilfe dieser idealen Faktoren 1iB8t sich z. B. in der kiirzesten
Weise zeigen, daB die einzige symmetrische Ubertragung, bei der die
Ableitung von g;,, verschwindet, die Riemannsche ist. Soll diese Ab-
leitung verschwinden, so muB gelten:

(188) 14 u iy = (V a(;,) Ay) = 0,
wobei zu beachten ist, daB den #3 Bestimmungszahlen von (¥, @) a,

noch keine reale Bedeutung zukommt. Nur die ﬁg"—'}'—’l linearen Kom-

binationen ¥, 44, dieser Bestimmungszahlen haben die reale Bedeu-

tung Null. Wir konnen also, ohne das reale Resultat der Rechnungen
zu beeinflussen, den #® Ausdriicken (V. a) a,, f‘__(ﬁ 1) Bedingungen
auferlegen, vorausgesetzt, daBl diese so gewihlt werden, daB (188)
giiltig bleibt. Wir wihlen die Bedingungen:
(189) (Vm ap)a,=0.
Dadurch wird (V. a1) 4, eine GréBe dritten Grades, die in 2 Indizes
alternierend und in zwei anderen symmetrisch ist und infolgedessen
verschwindet:

(7a) und (7b) gehen nun iber in:
(vl al) = 5;; + al,ua 'U;'

dw

0 A
(190b)  Vim=aV, w0, 0 =0 (0, V&) = G @ Wy,

(190a) V,,v":a”l7,‘v'1a;,=a"(9

da,
wo a;,, abkiirzend gesetzt ist fiir -—7. Da die Ubertragung symmetrisch
sein soll, folgt aus (190): ox
(191) Arp @ = @upa”.
Durch Addition und Subtraktion [wie bei der Ableitung von (53)] von
drei Gleichungen von der Form:

6)gi.m
(192) _é’;‘[_: = A pu Qo + Ao e A2,
folgt dann:
(193) A p @’ = {l,,"} .

§ 19. Verallgemeinerungen der GauBschen und Stokesschen
Integralsidtze in einer X,.

In einer X, sei eine X+1 gegeben und darin eine geschlossene X,
d. i. eine X,,, die einen Téil der Xy 41 von dem iibrigen Teil abgrenzt.
Der so begrenzte Teil heiBe Tn41, seine Begrenzung 7,,. . Die X, und
die X1 sollen beide eine solche Form haben, da8 in ihnen in eindeutiger
Weise ein m- bzw. ein (m - 1)-dimensionaler Schraubsinn festgelegt wer-
den kann?). Es gilt, Integrale tiber 7,, umzusetzen in Integrale iiber 7p., 1.

1) Das Analogon einer einseitigen Fliche ist also von der Betrachtung aus-
geschlossen.
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Die Urvariablen seien voriibergehend so gewahlt, daB die Parameter-
linien von x%, ..., x®m+1 in der Xy, liegen, #%+2, .., x% auf der
Xme1 Null sind, und die Parameterlinien von x™ 7, immer nur in
zwei Punkten schneiden. Wir nehmen zunichst an, daB die X,, eine
solche Form hat, da8 dies moglich ist. Einem Element von 7,41 ordnen
wir den Schraubsinn der Folge dx%, ..., dx®+t zu. Ist das Element
ein Parallelepiped mit den Seiten d, %7, . .., d,,+14”, die in dieser Reihen-
folge den Normalschraubsinn bestimmen, so ist der {m + 1)-Vektor
des Elementes, den wir mit f*+-*m+14dr, ., bezeichnen:

(194) f"'xu-"’n'l-l d1m+l = dl x["l S dm+1 x""'+1] .
Wihlt man die Begrenzungen des Elementes so, da8:
dxm fir u =
(195) dux""={ aru=v w,v=1,....,m4+1,
0, u=sxv
so kann man fir (194) schreiben:
1
(196) fortmti gy = oy dah. . datns,
Wir wihlen jetzt eine Parameterlinie von x®, die 7,, in den Punkten
P; und P,: P iam= a4, ¥ =z

(197)

Pz:x“l_—.%ax’ xv,__ox,,}v=ag,...,am+1

schneidet, 4% > . Die Punkte von 7,,, die folgenden Gleichungen
geniigen: 1:1c“1§_xax§gal

(198) PEPSYLAr, v =ty G

#=0; A=au,9, .., 0
bilden eine Rohre, die ganz in 7, liegt und aus 7, in P, und in P,
ein Element ausschneidet. Wird in 7,, ein Schraubsinn festgelegt, der
in P, mit dem Sinn der Folge dx*, ..., dx®+: {ibereinstimmt, so ist
der Schraubsinn in P; dem Sinne dieser Folge entgegengesetzt, und das
ausgeschnittene X,.-Element, das wir mit f "~ d1,, bezeichnen, hat als
a3, ..., @py1-Bestimmurngszahl in P,:

2
(199&) fﬂa...am+1 d-zm= ;%dxa, L. dxtmaa
in P, aber: 1 .
(1991) formtmts dry = — L da dzoms

In 741 sei jetzt ein kovariantes m-Vektorfeld v, , gegeben,
das mit seinen ersten Ableitungen im betrachteten Gebiete stetig ist.
Das Integral:

0
fﬁ Vay.e.am 1 flatmtidy, o
(200) Tm+41
1 8 . .
- (m-+1)1 5;;711}“""“7»+1dx 1, dximers

Tm41



§ 19. Verallgemeinerungen der GaufBischen und Stokesschen Integralsitze. 97

kann gebildet werden, indem zuerst iiber die Rohre integriert wird.
Dabei entsteht:

1 (2 1 )
. — am +
(201) G E 1)1 \Postmts ™ Yageamy, | 420 datnt
' 1 2 y a ! 2a a
= va,...amhfa"" m “"'va._,...am.;.,/ vlmta) do,, .

m + 1
Wird nun iiber 7, integriert, so entsteht:
1 .
(202) —E__F—,{-f‘vaz-..am-{-.‘ faz"'am"" dTm s
so daB: P o
I B L A

Tm 41 m
"

Durch Addition von (m + 1) (m + 1) Gleichungen von der Form (203)
entsteht schlieBlich:
d ., " s
(204) (m + 1)[5?:7);_2.“2,“1 f/.;.../.;u+1 d7m+1=]'Ui.,.../‘.mf"‘"‘;'”'dTml)
;m+| l Tm
die Erweiterung fiir X,, in X, des Gaufschen und Siokesschen Satzes
bl
fir V,und V,in R;. Da die % m (m + 1) Zahlen -;;[1, Vl,...0m+,] infolge

(31) Bestimmungszahlen eines kovarianten (# -+ 1)-Vektors sind, hat
die Gleichung die allgemein kovariante Form und gilt also auch fiir
jede beliebige andere Wahl der Urvariablen. Sie gilt iiberdies auch,
wenn 7,4+, sich zusammensetzen 1i8t aus einer endlichen Anzahl von
Teilen der Xy4+,, von denen jeder einzelne der auf S. 96 aufgestellten
Bedingung in bezug auf die Parameterlinien geniigen kann, voraus-
gesetzt, daB v, _, mit seinen ersten Ableitungen im betrachteten Ge-
biete stetig ist. Denn fiir jeden einzelnen Teil gilt dann (204) und bei
Summierung heben sich die Integrale iiber die Zwischenbegrenzungen auf.

Es ist zu bemerken, daB bisher iiber die Art der Ubertragung nichts
vorausgesetzt wurde. Ist nun die Ubertragung kovariant sym-
metrisch, so geht (204) infolge von (31) iiber in:

(205) (m -+ 1)‘/7'”;"'";"" VLI! Viyoiiml dTm+1 =/f;"“‘;""'l);.l'_.,{demz)-

Tm+1

Ist die Ubertragung nicht kovariant symmetrisch, so tritt infolge
von (29) ein Glied mit S’;;” hinzu, z. B. fiir m =1:

(206) 2[1** Viuugdr, — [ Swi" v dry = [vida"

Ist die Ubertiagung iiberschiebungsinvariant, symmetrisch
und inhaltstreu, so 1aBt sich (205) umformen. Ist U; ,, ein kon-
stanter #-Vektor und ist:
(207) Vayooim = Uy i hmtretn,

1) Poincaré, 1887, 3; 1895, 3; Brouwer, 1906, 1, 2; 1919, 4; weitere Litera-

tur bei Weitzenbock, 1923, 1, S. 398.
%) Ricci, 1897, 3 fiir m = 1 in V,, Schouten, 1918, 1, S. 60 in V,.

Schouten, Ricci-Kalkiil, 7
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so ergibt sich aus (205) nach einiger Umrechnung:

(208) | m 1) [ forein P tgimtr o)y = [ flim im il d iy ’

Tm+1

Ist (vgl. S.32 und 90):

_ n!
flodmar = (___1)(m+1)(n—m 1) 1)1 Ull...l,.flm“_"l”

f}" lm_(_,l)m(n m) Ul‘ i-nfi.,,..‘.l JAn s

so ergibt sich ebenso aus (205):

(209)

(210) _/'f[lm+1u-;-n—1 V’-n Vdy.o.Aml dtm'*'l =ff[’-m+x--~)-n Yiye im) dtm

Tm4a m

und il

(211) jflm+l An_ ;Vlnwlm'“ ;"dtm+1“fflm+, An whm+ie l”dtmﬂ

Tm+1 l

worin das Xu+;-Element als kovarianter (# — m 4- 1)-Vektor und das
Xm-Element als kovarianter (# — m)-Vektor erscheint.

Es ist zu beachten, daB in (205) und (211) der Integrand ein Skalar
ist und in (208) und (210) ein #-Vektor. Bei einer euklidischaffinen Uber-
tragung kann der Integrand auch eine andere GriBe sein, bei einer all-
gemeinen Ubertragung ist dies selbstverstindlich nicht moglich, da allge-
meine Grofen sich dann nicht mehr tiber eine 7,,, > 1, summieren lassen.

Ist p ein Skalarfeld und die Ubertragung euklidischaffin, so kann
man p auffassen als a,, ..., an-Bestimmungszahl eines Feldes v, ;,,,
dessen andere Bestimmungszahlen alle Null sind in bezug auf ein kon-
stantes System von MaBvektoren. Aus (205) ergibt sich dann:

(212) (1) [frhein Vo p Aty = [freimp dy .

Tm+1

Ist nun D irgendeine beliebige GroBe, deren Indizes unterdriickt sind,
bedeutet —o, dal man die oberen Indizes 4,, ..., 4, in irgendeiner be-
stimmten Weise, die sich aus allgemein multiplizieren, alternieren,
mischen und iiberschieben zusammensetzen 14Bt, mit den Indizes von
@ verkniipfen soll, so leitet man aus (212), indem man (212) auf alle
Bestimmungszahlen von @ in bezug auf ein konstantes System von
MaBvektoren anwendet, folgende allgemeine Formel ab:

@3) | On ) [frhetnV —o@dupy = [frrin—o Dduy.

Tm+l

Ebenso folgt:
(214) [fmssoctn s Vi °¢dtm+1—ffz,..+, =o' Pdz,,

Tm+1

wo —o sich auf die Art der Verkniipfung der Indizes 45,4, ..., 4, mit
den Indizes von @ bezieht. Fiir euklidischaffine Ubertragungen gelten die
Formeln (213) und (214) allgemein. Fiir iiberschiebungsinvariante in-
haltstreue symmetrische Ubertragungen gelten beide nur, sofern der
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Integrand ein #-Vektor oder ein Skalar ist, und sie umfassen dann (205),
(208), (210) und (211), fiir nicht inhaltstreue kovariant symmetrische
Ubertragungen gilt nur (213), sofern der Integrand ein Skalar ist.
Die fiir jeden p-Vektor in einer A, giiltige Identitat (141) 1aBt
sich auch leicht aus dem verallgemeinerten Siokesschen Satz ableiten?).
In der Tat lehrt (205), daB das Integral von Vv ;, iber alle
7p+1, die durch eine bestimmte 7, begrenzt werden, denselben Wert
hat. Nun kann man die (p 4 1)-dimensionale Begrenzung irgendeiner
Tp4+y iMmer zusammenstellen aus zwei Teilen 75, und 7j,, mit einer
gemeinschaftlichen Begrenzung 7,. Da aber infolge von (205):

(p+2) ffw/"‘ o Vi V/Lv/h ) @Tpre

p+1 p+1
und die beiden Integrale rechts sich gegenseitig aufheben, da bei dieser
Integration der Schraubsinn in der einen 7,., umzukehren ist, ist das
Integral von Vi, V, v;, .1, iiber jede geschlossene Tp4 gleich Null, was
nur méglich ist, wenn ¥,V v, ., tiberall verschiwindet.
In adhnlicher Weise 148t sich die fiir jeden p-Vektor in einer 4,
mit inhaltstreuer Ubertragung giiltige Identitit:

(216) Vi Vi vhebot)

aus dem verallgemeinerten Sfokesschen Satz ableiten..

§ 20. Die Ubertragungen von Wirtinger,

Die Figur in einem Punkte der X, die besteht aus einem kovarian-
ten Vektor w; mit einem inzidenten kontravarianten Vektor »” nennen
wir?) einen Doppelvektor. Ein Doppelvektor ist also gegeben durch
zwei ungleichartige Vektoren mit der Bedingung:

(217) v*w; =0.

In jedem Punkte der X, gibt es also co?”~! Doppelvektoren. Bei einer
inzidenzinvarianten linearen Ubertragung gehen alle Doppelvektoren
wieder in Doppelvektoren iber. Wenn man nun zwar Inzidenzinvarianz
fordert, nicht aber, daB die Ubertragung des einen Elementes eines
Doppelvektors in irgendeiner Weise abhingig ist von der Wahl des
anderen Elementes, so gelangt man, Linearitit vorausgesetzt, zu unserer

1) Volterra, 1889, 3, S. 604 fiir R, ; Brouwer, 1906, 1, fir R,; vgl. S. 88 und 119.

2) Wirtinger 1922, 4, S. 441, nennt eine (#» — 1)-Richtung mit einer inzi-
denten Richtung ein E,_;-Element. Er arbeitet nicht mit Vektoren, sondern
nur mit diesen Elementen, und seine Darstellungsweise ist dementsprechend etwas
anders als die hier benutzte. Das Zeichen d in (218) hat dieselbe Bedeutung
wie O bei Wirtinger. Fiir die ,Parallelverschiebung®, die der Ubertragung von
Wirtinger entspricht, ist 6v¥ = 0, dwa = 0, und aus (219) folgt dann die Glei-
chung (10) auf S. 441 bei Wirtinger.

7*
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Ubertragung ITA . Man kann aber auch fordern, daBl die Ubertragung
von'v” von der Wahl von w; und die von w; von det Wahl von v»” abhin-
gig ist. LaBt man dabei die Forderung der Linearitit fallen und fordert
man, daf die Differentiale linear in d#” sind und daB die Transformation
der Doppeivektoren bei Ubertragung eine Berithrungstransforma-
tion ist, d. h. daB die Doppelvektoren, die eine Kegelhyperfliche ein-
hiillen, bei Ubertragung diese Eigenschaft behalten, so gelangt man
zu den Ubertragungen von Wirtinger. Die allgemeinste Form des zu
diesen Ubertragungen gehorigen Differentials ist dann:
dv" —=dv* + (—g%:‘— — 7, v") dxe,

(218) P
dw, =dw; — <F§'”— — Su m) dxt,

worin ®u, t, und s, Funktionen des Ortes und von ¢” und w, sind,
7, homogen erster Ordnung und 7, und s, homogen nullter Ord-
nung in ¢ und w;. Die Differentiale sind also homogen erster
Ordnung, aber nicht notwendig linear in »” bzw. w; und homogen
nullter Ordnung in w; bzw. ¢”. Setzt man Linearitdt der Differentiale
in v* bzw. w; voraus, so muf} @, linear in v" und w, sein, @, = @ Hz/'w,. R
und 7, und s, miissen von v* und w; unabhingig sein. In diesem spe-
ziellen Falle geht dann (218) iiber in:

{ 80" =dv + (@i —r. 450" da",

(219) : "
dw; =dw, — (qp;,” — s”A;_) w, dx".

Dies ist aber die Ubertragung II A & mit:
(220) TZ'[L - W{,u - 7,u Az )
(221) Co=58u— 7.

Die Ubertragung IA o ist selbstverstindlich nicht in den Uber-.
tragungen von Wirfinger enthalten, da sie nicht inzidenzinvariant ist
und somit Doppelvektoren nicht allgemein in Doppelvektoren iiberfiihrt.
Die hier behandelten linearen Ubertragungen grimden sich auf die Punkt-
transformationen der X,. Eine entsprechende Theorie fiir die Beriih-
rungstransformationen der X,, die sicher von groBem Interesse wire,
fehlt bis jetzt. Die Untersuchungen von Wirtinger bilden einen ersten
Ansatz in dieser Richtung, wenn auch bei, ihm nur die Verkniipfurg
von GroBen in unendlich benachbarten Punkten durch Beriithrungs-
transformationen zur Betrachtung gelangen, aber noch keine infinitesi-
malen Berithrungstransformationen der X, selbst. Sie durften deshalb
nicht unerwéhnt bleiben, obwohl sie mit unserem Gegenstand nicht un-
mittelbar zusammenhingen.
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§ 21. Der Reduktionssatz.

Solange keine Differentiationen in Frage kommen, biirgt der auf
S. 28 des vorigen Abschnittes erwihnte Fundamentalsatz dafiir, daB
mit Hilfe der Addition, der allgemeinen Multiplikation und der Uber-
schiebung alle Simultankomitanten aus den idealen Faktoren der ge-
gebenen Groflen hergestellt werden konnen.

Sobald aber Differentialquotienten gebildet werden, ist ein neuer
Satz notig, der gestattet, das Problem der Differentialkomitanten auf
ein Problem algebraischer Komitanten zuriickzufiihren.

Dieser Reduktionssatz rithrt fiir die Riemannsche Ubertragung
von Christoffel') her und lautet?):

Die Differentialkomitanten von g,, sind die algebrai-
schen Komitanten von g,, K,;3" und den kovarianten
Differentialquotienten von K,;;".

Vollstindige Systeme sind aufgestellt worden von Ricci3) und
Weitzenbick?).

Bei einer iiberschiebungsinvarianten Ubertragung lautet der Re-
duktionssatz5):

Die Differentialkomitanten einer iiberschiebungsinva-
rianten Ubertragung sind die algebraischen Komitanten
derGroBen S, und R ;3" und deren kovarianten Differen-
tialquotienten.

Nimmt man einen Tensor g;, hinzu, so gilt der Satz®):

Die Differentialkomitanten einer liberschiebungsinva-
rianten Ubertragung und eines Tensors g;, sind die alge-
braischen Komitanten der GréBen g,, T;.”und R; ;" und
deren Differentialquotienten.

Eine allgemeinere Form des Reduktionssatzes, die den Fall beriick-
sichtigt, daB keine lineare Ubertragung vorliegt, sondern nur ein be-
stimmter Differentialausdruck, hat E. Noether”) gegeben.

Aufgaben.

1. Man bestimme eine iiberschiebungsinvariante lineare Uber-
tragung, wenn die Differentialquotienten von # linear unabhéingigen
bekannten Vektoren v”, w=1, ..., n, gegeben sind. [Weitzenbick?) fiir
Vivr=0.] ¢

v

1) 1869, 2, vgl. auch Ricci und Levi Civita, 1901, 1.

2) Eine ausfithrliche Ubersicht der verschiedenen Reduktionssitze findet
sich bei Weitzenbock, 1923, 1.

3) 1912, 1 und 3.  4) 1923, 1, S. 351.

5) Weitzenbock, 1923, 1, S. 354. 8) Wetzenbiock. 1923, 1, S. 357.

7) 1918, 6. .Vgl. Weitzenbock, 1923, 1, S. 359, 8) 1923, 1, S. 320.



102 Der analytische Teil des Kalkiils.

2. Man bestimme eine iiberschiebungsinvariante halbsymmetrische
lineare Ubertragung, wenn gegeben sind:
a) ein Tensor g!'” »'® Ranges und sein Differentialquotient
V,u glv —_ Q;;,“’; sowie
b) ein Bivektor f** n'® Ranges und der gefaltete Differential-
quotient V, f*# = I* oder auch fiir # = 4 statt (b)
b’) ein Bivektor f;, #*" Ranges und der alternierte Differen-
tialquotient V', fi,) = I,i,-
3. Fiir eine Ubertragung 11 C# gelten die Gleichungen:

Vv 82088 =V 0. 108l — 2Cuv, 820 gP”
(Vuve) gragft =V, 0ugiaghft —2C,vegra g
(V” V) G gﬂx = V/t Uy 8ia gﬂx - C,u Ux o gﬁn
(Vuva) 8128 =V0uvugiag* — Cutxfia g
Vuv) 818" = Vuv) Ai=V,v. A7 — Cuv, 4],
4. Man beweise fiir eine Ubertragung 11 C«:
Vo Ay Riai’— 2V Riap’=0.
5. Bei Verwendung eines bestimmten Parameters ¢ gelte fiir eine
geoditische Linie die Gleichung:
IR
ot d¢
Man bestimme, einen Parameter ¢, so daB
ER2
ot dr
6. Eine geoditische Linie einer Weyischen Ubertragung, die in
irgendeinem Punkte in.einer Nullrichtung des Tensors g, liegt, Liegt
in jedem Punkte in einer Nullrichtung. [Weyl?).] Umgekehrt, gilt diese
Eigenschaft fiir jede geoditische Linie, so folgt noch nicht, daB die
Ubertragung winkeltreu ist. ‘
7. Ist #*# ein Tensor, so ist h*# K, ebenfalls ein Tenscr.
8. Ist ¥V, ein Affinor, V' die Determinante der V;, und v*# der
Affinor mit der inversen Matrix:

daxs"
=4

=0.

(9 14 . v Vi v
611;. =V‘I),,;, V;,Iu‘v‘u = Vy1=A;_,
w
so ist fiir jede lineare Ubertragung: -
v algyv o
P,u=%VlvV/zv = Fym +rrxy,

und fiir jede iiberschiebungsinvariante Ubertragung:
Viw Py= Rapais™— 3V Siat™ + 65" Sap™— Sip” Py

Y 1919, 5, S. 114; 1921, 4, S. 114; vgl. auch v. d, Woude, 1923, 15 fur V,.



Aufgaben. 103

9. Sind P; und P; zwei Vektoren, die sich in der in Aufgabe 8
beschriebenen Weise aus zwei beliebigen Affinoren V;, und Vj, ab-
leiten, so ist bei jeder kovariant symmetrischen Ubertragung P, — P}

ein Gradientvektor. lgJV —Ig YV’ ist stets ein Skalar.

10. Die Gleichung: V.oarh = P o
P wrt = " v.'

wo P, ein Vektor ist, der sich in der in Auigabe 8 beschriebenen Weise
aus einem Affinor ableitet, urd »** ein Affinor #'® Ranges, kann bei
ciner affinen Ubertragung nur erfiillt sein, wenn die Ubertragung in-
haltstreu oder »n = 2 ist.

11. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB bei
einer infinitesimalen Transfcrmation einer A4,:

dw =vdt
jeder Inhalt einen von der Lage unabhingigen Faktor bekommt, lautet:
Vivv=ad], o = Konstante.

Soll die Transformation inhaltstreu sein, so muB « verschwinden.
[Bianchi?).]

12. Fiir eine affine Ubertragung ist die Bianchische Identitit zu
beweisen, ausgehend von der Formel (101) fiir die durch (89) definierten
gecditischen Urvariablen. [Berwald?).]

13. Erteilt man den Punkten einer A, eine Verriickung v"d#, so
entsteht eine neue affine Ubertragung. Die Anderung von I, ist ein
Affinor:

Ai;,rdl = dI‘I‘u = — 'Uadt R;(i;,)v-*— dt V(;, V‘u) 'Uv.

Die Anderung von R;;;” betrigt:

SR =—2dtVi, Apn’.

14. Es ist allgemein die Anderung vcn R, ;" zu berechnen, wenn
I}, um A4;;"dt zunimmt.

1) 1893, 1, S. 648; 1918, 8, S. 249, 501.
2) Aus einer Korrespondenz mit Herrn L, Berwald in Prag.



Dritter Abschnitt,

Die Integrabilitdtsbedingungen der
Differentialgleichungen.

§ 1. Abhidngigkeit von skalaren Ortsfunktionen.

Es seien é, cens s  Skalarfelder in einer 4, die alle im betrachteten
Gebiet reguldr sind. Hat eine Gleichung der Form:
1 P
(1) o(s,...5) =0

tiir alle Punkte der 4, Giiltigkeit, so heiBen }9, cees s (hinsichtlich der %%)
abhingig, im anderen Falle unabhingig. Aus (1) folgt durch Dif-
ferentiation:

) 1 d ?
(2) ~‘1£l7,,s+...+—‘£l7,ts=o.
s ds
o1 . P, .
Daraus geht hervor, daB die Gradienten Vs, ..., F ”g linear abhingig

sind, wenn die Felder abhingig sind. Umgekehrt kann man bekannt-
lich beweisen, daB aus der linearen Abhingigkeit der Gradienten die
Abhiangigkeit der Felder folgt. Es gilt also der Satz:

P regulire Skalarfelder sind dann und nur dann ab-
hingig, wenn das alternierende Produkt der Gradienten
verschwindet:

1
3) V[;.,S...VAP]ZS’:O.

§ 2. Lineare partielle Differentialgleichungen.

Dem kontravarianten Vektorfelde v* in einer 4, ist die lineare
homogene partielle Differentialgleichung:

(4) vV,s=0,

bis auf einen skalaren Faktor, in eineindeutiger Weise zugeordnet. Be-
trachten wir nur Gebiete, in denen das Feld v* regulir ist und nur regu-
lire Losungen, so lehrt das Existenztheorem, das wir als bekannt
voraussetzen, folgendes:

Jede Gleichung von der Form (4) hat n — 1 unabhéngige

. 1 n-1
I.osungen s, ..., s .
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Fiir irgendeine regulire Funktion s der g u=1, ..., n—1 gilt:
(5) Vis —2_ Vs

und jede solche Funktion ist also wiederum eine Losung von (4). Ist
umgekehrt s eine Lésung von (4), so muB V;s eine Summe von Viel-

fachen der F7 AZ sein mit Koeffizienten, die Funktionen des Ortes sind, da
es ja nicht mehr als #— 1 linear unabhingige kovariante Vektoren
geben kann, deren (# -- 1)-Richtungen alle die Richtung von v” ent-
halten. Infolgedessen verschwindet aber der #-Vektor:

1 n-1
V[;_ls V;,RS v V},n]S
- . . u . .
und s ist also eine Funktion der s. Irgendein System von # —1 hin-

sichtlich der s unabhingigen Funktionen der s ist ebenfalls unabhingig

hinsichtlich der #” und bildet also ein dem Systeme der s gleichwertiges
System von Lésungen.

Die Lésungen s heiBen auch Integrale der Gleichung (4). Die
# — 1 Systeme von oot dquiskalaren Hyperflichen der Felder s sind
Integralhyperflichen dieser Gleichung. Sie schneiden sich in co”~1
Kurven, die mit den co®~! Kurven der Kongruenz v»” zusammenfallen
und die Charakteristiken der Gleichung (4) genannt werden. Geo-
metrisch bedeutet also (4), daB jede Charakteristik ganz in einer Integral-
hyperfliche enthalten ist, und eine Integralhyperfliche demnach von
oo®~2 Charakteristiken gebildet wird, wihrend jede Charakteristik
der Schnitt von # —1 Integralhyperflichen ist. Der Ubergang von
ginem System von # —4 Losungen zu einem anderen System voll-
zieht sich geometrisch, indem die Charakteristiken in anderer Weise
zu Hyperflaichen zusammengefaBt werden, was in ganz beliebiger
Weise geschehen kann.

Alle #-Vektorfelder unterscheiden sich nur durch einen skalaren
Faktor. Istalso U; . ;, ein beliebiges n-Vektorfeld, so ordnet die Glei-
chung:

6) Wi, n = VM Usy

dem Felde v” in einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen Weise
ein kovariantes (n — 1)-Vektorfeld zu. Der (#» — 1)-Vektor kann auch
bis auf einen skalaren Faktor gegeben werden durch die Gleichung:

(7) vo‘ wlxla...;vn=0>

die aus (6) durch Uberschiebung mit % entsteht.

(7) sagt aus, daB die Richtung des Vektors »” mit der Richtung des
(n — 1)-Vektors w,__;, zusammenfallt. Esbesteht also eine eineindeutige
Zuordnung zwischen (4) und der Gleichung:

(8) Wi,..Ap_ BF¥ =0
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und bei beliebiger Zerlegung von w;, ,, in reale Faktoren:

n-1

1
9) Wiy odney = Wi, oo Wiy 4]

ebenso zwischen (4) und dem mit (8) dquivalenten Systeme totaler
Differentialgleichungen:
(10) 1}‘),ldx‘==0, w=1,.,., n—1.

Geometrisch bedeutet (8), daBl das Linienelement d«* die Richtung
des kovarianten (# — 1)-Vektors w; ;, ,, d. h. also die Richtung
von 7* haben soll. (10) ist also das System der Differentizigleichungen
der Charakteristiken, die auch Integralkurven von (10) genannt
werden, (4) ist die Differentialgleichung der Integralhyperflichen.

§ 3. Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen.

Jedem kontravarianten einfachen p-Vektorfelde 9"+~ in einer
A, ist die Gleichung:
(11) Pt V"ls =0,
bis auf einen skalaren Faktor, in eineindeutiger Weise zugeordnet. Wird
der einfache p-Vektor (in beliebiger Weise) als Produkt realer Vek-
toren geschrieben:

(12) v =gl grel,
1 ?
so ist (11) dquivalent mit dem System von $ Gleichungen:
(13) ?:Vys=0, w=1,...,p,

die linear unabhingig sind infolge der linearen Unabhingigkeit der
Vektoren v*. Jede Zerlegung von v™-*» in Faktoren gibt ein anderes
@

System (13), aber alle diese Systeme sind unter sich und mit (11) dqui-
valent. Wir betrachten wiederum nur Gebiete, in denen das Feld y*-*»
regulir ist und nur regulire Lésungen. Die Gleichung (11) und das
System (13) haben dann sicher nicht mehr als # — p unabhingige Lo-

sungen. Denn, sind §, » = $ + 1, ..., n unabhingige Losungen und

ist s eine weitere Losung, so ist V;s eine Summe von Vielfachen der V ;,g
mit Koeffizienten, die Funktionen des Ortes sind, da es ja nicht mehr
als # — p linear unabhingige kovariante Vektoren geben kann, deren
(» — 1)-Richtungen alle die p-Richtung von »™~”? enthalten.

Infolgedessen verschwindet nun aber der (# — $ + 1)-Vektor:

V[;_ N V;_H_,p;l. .. VA,‘];L

und s ist also nach (3) eine Funktion der s.

Jede Losung von (13) ist auch eine Losung der 49 (p — 1) Glei-
chungen:
(14) v Vv Vs —vV, ¥ Vs=0,

U v v ]
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die sich, da die Rotation jedes Gradientfeldes bei einer syminetrischen
Ubertragung verschwindet, folgendermaBen umformen 14Bt:

2. v ¢ — mhg v A — [ ¥ A —
as) @ VigVos=yyVulas (g Vog)Vis=(gV.g)ris=o.

Hier ist s nur eizmal differerziert und jede der 4 4 (p — 1) Gleichungen
ist eine Differentialgleichung von derselben Form wie (13). Sind also

unter den £ (p — 1) Vektoren

vV, vt
(v 0]

gerade g vorhanden, die sowohl unter sich als von den p Vektoren 3"
linear unabhingig sind, so hat (13) jedenfalls nicht mehr als #» — p — ¢
unabhingige Losungen, da jede Losung von (13) auch Losung von (15),
also Losung eines Systems von p + ¢ linear unabhingigen Differential-
gleichungen ist. Notwendige Bedingung dafur, daB (13) gerade#» — p un-
abhingige Losungen hat, ist also, daB die 4 (p — 1) Vektoren (15)
alle von den v” linear abhingig sind. Man nennt das System (13) dann
u

ein vollstindiges System?). Ein Theorem, das wir als bekannt
voraussetzen, lehrt, daBl diese Bedingung nicht nur notwendig, sondern
auch hinreichend ist:

Jedes vollstindige System von $ Gleichungen hat gerade
n — p unabhingige Losungen.

Um die erhaltenen Bedingungen in eine Form zu bringen, die nur
v” " und nicht mehr die zufilligen Faktoren z” enthilt, formen wir die

$ P (p — 1) Vektoren aus (15) folgendermaflen um:

(16) phy=ngy gy

Sollen diese Ausdriicke von den v” linear unabhingig sein, so ist not-
wendig und hinreichend, da8 dieuVektoren Vi [z" '1})]” alle linear von den
v” abhingen, und dies ist dann und nur dann der Fall, wenn:

(17) (Vz vt v[")v"l-"”"]=0, w,v=1, ..., p3).

[u 2]
Nun ist aber (17) wieder dquivalent mit der einen Gleichung:

(18) ]: (V}.l 'l);" ...U.p) vv,...vp] =0 !

und diese Gleichung stellt also die notwendige und hinreichende Bedin-
gung in der. gewiinschten Form -dar.

Die Losungen s heilen auch Integrale des Systems (13). Die
(n — p) Systeme von oo! dquiskalaren Hyperflichen der Felder s sind
Integralhyperflichen dieses Systems. Sie schneiden sichinoo” 7 4,,

1) Vgl z. B. v. Weber, 1900, 1, S.73 u. £, der Ausdruck links in (15)
korrespondiert mit dem ,,Klammerausdruck* (X, X,).
2) Frobentus, 1877, 1; v. Weber, 1900, 1, S.99.
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die in jedem Punkte durch v*-’* tangiert werden und Charak-
teristiken des Systems (13) genannt werden. Die Charakteristiken
entstehen also, indem die infinitesimalen E, des Feldes v"-"» sich
X,-bildend aneinander rejhen. Wir bringen dies zum Ausdruck, indem
wir sagen, das Feld »"+~*» sei X,-bildend. Die Aussagen, (13) sei
ein vollstindiges System und »™ " sei X,-bildend, sind also gleich-
bedeutend. Geometrisch bedeutet (13), daB jede Charakteristik in einer
Integralhyperfliche enthalten ist, und eine Integralhyperfliche demnach
von oo™ ~?~1Charakteristiken gebildet wird, wihrend jede Charakteristik
der Schnitt von # — p Integralhyperflichen ist. Der Ubergang von
einem System von # — $ Lésungen zu einem anderen System vollzieht sich
geometrisch, indem die Charakteristiken in anderer Art zu Hyperflichen
zusammengefaflt werden, was in ganz beliebiger Weise geschehen kann.
Die Gleichung:
(19) Wiy g =V Uy g

ordnet dem Felde v*t+" in einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen
Weise das Feld eines einfachen kovarianten (# — p)-Vektors zu. Der
Zahlenfaktor ist eine Funktion des Ortes, Der (# — p)-Vektor kann
auch bis auf einen skalaren Faktor gegeben werden durch die Gleichung:
(20) VIR P W g i, =0,

die aussagt, daB die p-Richtung des Vektors »™+"» mit der p-Richtung
des Vektors w;, _,,_, zusammenfillt. (20) entsteht aus (19) durch Uber-
schiebung mit y*~*-1%+1, (Vgl. 1, S. 53.) Es besteht also eine einein-
deutige Zuordnung zwischen (11) und der Gleichung:

(21) Why...in—p d 2" =0

und bei beliebiger Zerlegung von w, _;,_, in reale Faktoren:

1 n-p
(22) Whyinep = Wiy Win_]

auch zwischen (13) und dem System totaler Differentialgleichungen:
(23) z?};dx"=0, x=1,...,n—p.

Geometrisch bedeutet (21), daB das Linienelement eine Richtung haben
soll, die in der p-Richtung von w,, ;,_, enthalten ist. (23) sind also
die Gleichungen der Charakteristiken, (13) die Gleichungen der Integral-
hyperflachen. Ist das Feld »+"» X,-bildend, so ist das Feld w,_,,_,,
das ja in jedem Punkte dieselbe p-Richtung hat, ebenfalls X,-bildend.
Vermittels (19) lassen sich nun andere Formen fin die notwendige
und hinreichende Bedingung (18) eines X,-bildenden p-Vektorfeldes
bilden. Da eine Gleichung von der Form:
(24) uld preeerl = 0
aussagt, dafl die Richtung von #* in der p-Richtung von v"’» ent-
halten ist, und diese Gleichung also dquivalent ist mit:

(25) u“wakg...lix—p=oy
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so ist (18) erstens dquivalent mit:

(264a) i (V,, v7-79) Wiydgdn-p=01). l

Da v"~"w,,;, ,,_, verschwindet, ist aber (26a) &quivalent mit:
(26b) Vo0t y) 922 = 02 2). |

Die Bedingungen (26a) und (26b) bleiben notwendig und hin-
reichend, wenn man iiber », 7,4, ... d,_, alterniert.

Infolge (19) existiert nun ein kontravariantes #-Vektorfeld V71*»,
so daf:

(27) Pr1eetp = Vv; P w"p+1v--7‘n s
und (26a) ist also dquivalent mit:
(28) (Vvl VV’ ¥ wrp.H ...‘Vu) Wygdg.dn - p = 0.

Nun ist ¥, V*1-*» in den letzten # Indizes alternierend und hat also
sicher die Form U, V*1--*» (26a) ist also auch Aquivalent mit:

Vrrern (Vr, Wiyt ...1',1) Wy, )., wibn—p
+ Ur, V¥iern Wy tteern Wigly dp~p = 0.

Da der zweite Term aber identisch verschwindet, ist also (18) schlief3-
lich auch 4quivalent mit:

(30) l Vi @syvap) 102, ey = 0 [

und es ist damit eine vierte Form der notwendigen und hinreichenden
Bedingung abgeleitet.

Wir sprechen also den Satz aus:

Dafiir, daB das einfache p-Vektorfeld v"" in einer 4,
Xp-bildend ist, ist jede der vier Bedingungen (18), (262)
(26b) und (30) notwendig und hinreichend.

(48) und (26a) lassen sich auch folgendermaBen aussprechen:

Dafiir, daBl das einfache p-Vektorfeld v”* in einer 4,
Xp-bildend ist, ist notwendig und hinreichend, daB seine
Divergenz V, v"»~" iiberall in dem p-dimensionalen Gebiet
von v+ liegt.

(29)

§ 4. Integrabilitdtsbedingungen einer Gradientgleichung.
Gilt in einer 4, die Gradientgleichung;

31) Vis=uw;,

worin w, eine im betrachteten Gebiet regulire Funktion der x” und

von s ist, so lehrt Differentiation:

(32) Viewiy=0.

1) Schouten, 1918, 3; Schouten-Struik, 1919, 1, S. 203, engl. S. 596; Struik,
1922, 5, S. 53, 54.

?) Diese Gleichung korrespondiert mit den Gleichungen (21) auf S. 100 von
v. Weber, 1900, 1.
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Wir wollen nun zeigen, daB (32) nicht nur eine notwendige, sondern
auch eine hinreichende Bedingung darstellt dafiir, daB (31) unbeschrinkt

integrabel ist, d.h.daBes zu]edemvorgegebenen Wert § in x eine Lésung
von (31) gibt, die in 2 den Wert s annimmt.
Wird die Losung in impliziter Form geschrieben:

(33) p(x,8)=0,

so ist (31) dquivalent mit dem System.von # Gleichungen:
d 0
(34) catwmt=0

in den # 4 1 Variabeln x” und s. Diese Gleichungen haben dann und
nur dann eine Losung, wenn sie ein vollstindiges System bilden, d. h.
wenn die % # (» — 1) Gleichungen:

o e ) (5 +m)- s (D=

oder o
(36) Viewn =0

eine Folge von (34) sind. Dies ist aber dann und nur dann der Fall,
wenn die Determinante:

0. ....0 V[,,w;,]

10 ....0 1w,
(37) 010...0 w,

o ..... 1w,

fiir jede Wahl von u und A verschwindet, d.h. wenn ¥, ws; verschwindet.

§ 5. Die Bedingungen fiir ein Gradientprodukt.
Ist das Feld des einfachen (» — p)-Vektors w Xp-bildend,

Vi Va-p
hat 9”1-» dieselbe p-Richtung wie w,, _,,_, und sind §, s — P un-
abhéngige Lésungen von (11), so ist w,, ,,_, dem alternierenden Pro-
dukte deér Gradienten dieser Ldsungen bis auf einen skalaren Faktor
gleich: . o
(38) Wyyvnp =0V 5.0V, 18,
Es fragt sich, wann die s so gewihlt werden konnen, dabB o gleich 1
wird, wann also w,,,,_, ein Gradientprodukt ist. Wir wollen
den Satz beweisen:
Der einfache (n—p)-Vektor w, ,, , ist dann und nur
dann einGradientprodukt, wennV, »,, ,, , verschwindet?).

1) Méray, 1899, 2, fir p =n — 2.



§ 5. Die Bedingungen fiir ein Gradientprodukt. 111

Da die Rotation jedes Gradientfeldes verschwindet, ist die Be-
dingung notwendig. DaB sie auch hinreichend ist, zeigt folgende Uber-
legung.

Unter der angegebenen Bedingung gilt jedenfalls (30), w
also X -bildend und hat demnach die Form:

ist

Ve Vn—p

1 n—p

(39) w}q wdnp = 08[’-1 M sln—p] ’
wo alle s; Gradientvektoren sind. Demzufolge ist:
1 n—
(40) Piu ) Sty ee- Sty = Vs, 0 =0,

da alle Rotationen der s; verschwinden. ¥; oist also eine Summe von Viel-
fachen der s;: Leun-Dg g
41) Vie= Z o sy
z
und o infolgedessen (vgl. § 1) eine Funktion von §, vees S
Wir suchen jetzt in dem Ausdruck:
2y ey l&— DPYVY

(42) ;’ == Oé;, -+ 2, B s

Yy
die B so zu bestimmen, daB die Rotation von .<ls§ verschwindet, %}_ also
ein Gradientvektor ist. Es muB also gelten:

s+ (7 B) s
(43) Viosn+2\VwB)su=0,
Y
oder infolge (41): 1 W\ v
@4) 345 =3 (7 8) .
Yy Y

wobei die Summierungen sich von 2 bis # — $ erstrecken.
Um zu zeigen, daB die f sich wirklich immer dieser Gleichung gemif

wihlen lassen, nehmen wir é,'. . .,”Ep als # — p erste Urvariablen. Die
tibrigen Urvariablen kénnen beliebig, natiirlich unabhiingig voneinander
und von den # — p ersten, gewdhlt werden.” Die Vektoren él, . .,ngf
werden dann die # — $ ersten kovarianten MaBvektoren:

(45) § = ae S =6, x=1,...,0—p
und (44) geht iiber in:
2w, =P Y a ay 2,0, B—Dady v
(46) S Taepen= 2 eaVab,
v v

eine Gleichung, die aussagt, da8 die 4, a,-Bestimmungszahl des Bivektors

rechts gleich 3, die a,a,-Bestimmungszahl, y % 2, y,2=2,...,n—p,
gleich Null ist. (46) ist also &quivalent mit:

v
(47 ) oF =2,

xy . V,2=2,....,8—9p
(47 b) 68 _ 98 .

4" 9%
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Da es nur darauf ankommt, irgendwelche Werte fiir die ;é zu finden,
so kann man alle Ableitungen der ;é, die nicht in (47a) vorkommen, Null
setzen. Die 5 sind dann alle auf jeder Parameterhyperfliche von x*“
konstant. Gibt man auf einer bestimmten dieser Hyperflichen den /1;
beliebige Werte ;é , so sind die Werte in den iibrigen Punkten der 4,

0
durch (47a) bestimmt. Der Gradientvektor g;, l1afit sich also stets kon-
struieren. Nun ist aber infolge (39) und (42):

1, 2 n-p
(48) Wiy iy == Sliy Sige o Sty_uls
und da ég ein Gradientvektor ist, ist der Satz damit bewiesen. Es ver-
dient Beachtung, daB es stets gelingt, wenn w;,_;,_, in der Form (39)
gegeben ist, irgendeinen beliebigen der # — p Faktoren s; multi-
pliziert mit ¢ durch einen Gradientvektor zu ersetzen, ohne daf die
anderen Faktoren geindert zu werden brauchen. Wir sprechen also
noch den Satz aus:

Ist ein kovarianter ¢g-Vektor als Produkt eines Skalars
mit ¢ Gradientvektoren gegeben, und ist der alternierende
Teil des ersten Differentialquotienten Null, so 1aBt sich der
Skalar zusammen mit irgendeinem beliebigen der ¢ Fak-
toren stets, ohne Anderung der anderen Faktoren, durch
einen Gradientvektor ersetzen.

Aus dem Beweise geht noch hervor, dal es ebenfalls stets gelingt,

W, .1, auf die Form (48) zu bringen, wenn in (39) statt aél irgend-
ein beliebiger Vektor #; steht, der nicht einmal X, _,-bildend zu sein
braucht. Denn, ist w, _;,_, X,-bildend, so kann man durch diese X,
erstens # — p —1 Systeme von X, _, legen, die zu den Gradientvektoren

3,1, . ..,”Ef’ gehoren, und dazu dann noch irgendein System, das aus
den #quiskalaren Hyperflichen irgendeines Skalars besteht, dessen

Gradient von 21, vevr'sy linear unabhingig ist. Damit ist dann aber
©,..1,., auf die Form (39) gebracht, und das weitere ergibt sich wie
oben. Es gilt also der Satz:

Ist ein X, ,-bildendeT kovarianterg-Vektor geschrie-
ben als Produkt eines beliebigen Vektors # mit ¢—1
Gradientvektoren, so 148t sich #, ohne Anderung der
anderen Faktoren, durcheinen Gradientvektorersetzen.

Wir werden diesen Satz im § 11 bei der Behandlung des Pfaffschen
Problems benutzen.

Aus dem auf S. 410 ausgesprochenen Satz folgt, unter Beriick-
sichtigung von (I, 141):

Ist ein alternierter Differentialquotient eines p-Vektors
etnfach, so ist er ein Gradientprodukt,
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§ 6. Integrabilitdtsbedingungen von Affinordifferential-~
gleichungen. Erster Typus.
Es soll die Frage beantwortet werden, wann die Affinordifferential-
gleichung in einer A4,:
(49) V.,,, vv,...vp —_ w’: Y1V ,

e Ppoe

worin w,;" " eine Funktion der x” und von " ’?ist, unbeschrankt
integrabelist, d.h. wann es zu jedem vorgegebenen Wert gree in x
eine Losung von (49) gibt, die in 2” diesen Wert annimmt.

(49) ist gleichbedeutend mit:

Ay dp) ¥t p Ayandp ¥t vp
(50) (V‘uv‘ l’)e;,,...%,:w,t‘ P €1 iy
oder auch mit:

Ldp ™ ¥ BT S O TR
(51) V,,(v‘ "e;l‘..elp)=w,,‘ ”e;,‘...elp-l-"u‘ "V,,e;‘...elp,

also mit einem System von #? Gradientgleichungen. Die Integrabilitits-
bedingungen dieser Gleichungen lauten aber nach (32):

o Apodp 1 ¥p Ryeoch ” p
(52) V[o’ w.“] T €hyvee elp + V[m 'l)’" i V.M] 'el; b 811, =0 »

oder unter Beriicksichtigung von (II, 116b und 147):

»,

o Apedp) M1 jad ehyod 71 4
(V[,,,w,,] t p) €, - Chp T Wi * ”Vm]elx...eh,

oAyl 71 ¥p Ay e ;" ¥p
(53) + Wie "’V,,]e,ll...e;pq—v‘ "V[,,,V,,]e;,...eA,

1,.,2
S SR WA LN S T S
==(V((.,w,‘]‘ el,..'.elp+§r'u‘ Rw”a Blyee Ciyer-€1y =0,
%

Gleichungen, die dquivalent sind mit der Gleichung:

1,..,p
o P ? e e ¥ V) oo V4 —3 & Vs w P,
(54) 2V[o)w,u]‘ P Z Rm,ux U e V-1 8 Vet L
u

die also die gesuchte Integrabilititsbedingung darstellt.
Dieselben Uberlegungen gelten, wenn die differenzierte GréBe ko-
variant oder gemischt ist. Die Integrabilititsbedingungen von:

(55) V,u Uyyoevp = Wy VieVp
Jauten also:

1.7
vee X
(56) -?lV[m w.u] Pye¥p o Z Ra),uvu vvl...vu._‘a'vuq.,...i'p"
u

Als Beispiel fiir eine gemischte Gleichung wiahlen wir:

(57 Vivei’ = wizi’.
Hier lauten die Integrabilititsbedingungen:
(58) 2V wiai’=— Raga"wai®+ Roui™ vl + R vai’

Schouten, Ricci-Kalkiil. 8
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Ist v™-*» alternierend, so 1Bt sich (54) einfacher schreiben:

(59) 2V wift " = — p Rapa" o0,
Ebenso geht (54) fiir den Fall, daB »™-*» symmetrisch ist, iiber in:
(60) 2 V[w w/;]v, R ﬁ R(;;‘;(v,, vv, we¥Vp—1) & .

Firr kovariante alternierende bzw. symmetrische GroSen geht (56) in
derselben Weise iiber in:

(61) 2 V[m Wilvy eovp — I’ Ro:);t[;: Unyeuvp_yleas
bzw.
(62) 2 l7[013 Wiy, oavp = P Rz:);t(‘;: Unjuuerp_gda o

Die geometrische Bedeutung der Integrabilititsbedingungen ist
folgende. Ist k eine geschlossene Kurve in dem betrachteten Gebiete
der 4,, so kann man 2”1~*? in einem bestimmten Punkte P von % einen
Wertg’*“’? geben, und die Werte von v”*» auf % in der einen und

in der anderen Richtung bestimmen mit Hilfe der Gleichungen:
(63) 67)7,...1',, - dxﬂwl:vx...vp.

Ist nun w;"""”" ganz allgemein gegeben, so werden- die zwei in dieser
Weise fiir einen anderen Punkt Q von % gefundenen Werte von v* "
nicht gleich sein. (54) ist die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daB die zwei Werte fir jede Wahl der Kurve, der Punkte P und Q
und des Wertes 9”1 *» einander gleich sind.

0
Ein wichtiger Spezialfall von (61) ergibt sich fiir p = . Der Dif-
ferentialquotient eines #n-Vektors U;  ;, ist in den letzten # Indizes
alternierend und hat also die Form U, U;, .1,.
Die Integrabilititsbedingungen der Gleichung:
(64) Vi U.uta=Up Uiyt

sind ein Spezialfall von (61) und lauten, da das alternierende Produkt
von U; mit sich selbst verschwindet:

(65) 2V U Ui, =1 Roitin Usytn-la -
Nun ist aber allgemein:
(66) Ut @* Ul tn_s]a = Va0 Uy, 2,

und es reduzieren sich also die Integrabilititsbedingungen auf die ein-
fache Form:
(67) Viw U= 4nRéua".
Wie man also das Feld U, ;, auch wihlen mag, die Rotation von U,
hat stets denselben Wert, der durch Faltung von $#R; ;" nach 4»
entsteht.

Es kniipft sich hier die Frage an, unter welchen Bedingungen es
moglich ist, ein Feld U, _;, so zu wihlen, daB es im Sinne der zugrunde
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gelegten Ubertragung konstant ist. (67) lehrt, daB dies dann und nur
dann méglich ist, wenn R, ;" verschwindet, d.h. (II,-§15) wenn die
Ubertragung inhaltstreu ist:

Konstante n-Vektorfelder gibt es in einer 4, nur bei
einer inhaltstreuen Ubertragung [vgl. II, S.90Y)].

Die Integrabilititsbedingungen der Gleichung:

(68) Viov=0  bzw. V., wi=0
lauten:
(69) Rosi’v'=0  bazw. Roni’w,=0.

Dafiir, daf3 es in einer 4, konstante Vektorfelder in jeder Richtung gibt,
ist also notwendig und hinreichend, daB R; ;" verschwindet. Wahlt
man # linear unabhingige kovariante konstante Vektoren als kovariante
MaBvektoren?), so verschwinden alle I™; und es entsteht ein kar-
tesisches Koordinatensystem, d. h. die 4, ist ein E,:

Eine E, ist eine 4, mit verschwindender Kriimmungs-
groBe.

Nur in einer E, 138t sich der Ort jedes Punktes in bezug auf einen
festen Ursprung geben durch den Radiusvektor #*:

(70) 7 = x* ¢=ux,
Anwendung von ¥, ergibt:

(71) V' =V, & =4,
in Worten:

In einer E, ist 4] der erste Differentialquotient des
Radiusvektors.

In einer 4, gibt es im allgemeinen keinen Vektor, dessen erster
Differentialquotient gleich 4; wire.

§ 7. Integrabilititsbedingungen. Zweiter Typus.
Die Integrabilititsbedingungen von

(72) V[.U Uiy e dp] = Wpdyoldps
WO v, €in p-Vektor ist, lauten in einer A,:
(73) IV[w Wyiy.nds) =0,

anders gesagt:
Dafiir,daB in einer 4, ein (p 4 1)-Vektor ein alternierter
Differentialquotient eines $-Vektors ist, ist es notwendig

1) Schouten, 1923, 4, S.471; Eisenhart, 1923, 17; Veblen, 1923, 16. Das
Integral f U),...1p fl-4n dz, ist bei einer inhaltstrenen Ubertragung eine Inte-
-gralinvariante. Hier kniipft die Theorie der Integralinvarianten an.

?) Der kovariante MaBvektor %1 ist der Gradient von »*. Dafir, daB ein
Vektor als MaBvektor verwendet werden kann, ist also in einer A4, notwendig
und hinreichend, daB seine Rotation verschwindet. Diese Bedingung ist hier
erfillt.

8%
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und hinreichend, daB sein alternierter Differentialquotient
verschwindet?).

Die Notwendigkeit folgt aus (II, 141).

Wir beweisen zunichst, dal, wenn (72) eine nichtalternierende
Losung v, _,, besitzt, auch stets eine alternierende Losung besteht.
In der Tat, gilt fir »; ,, die Gleichung (72) und ist v;,..2, = vf1,..3,0,
so ist:

%y v 06p]

(74) Vi vh iy =V A58 0y = Vi A5 050 Voy.oop = Vip 2,15

und v, _;, ist also ebenfalls eine Lésung von (72). Wir diirfen also
voraussetzen, daB v, alternierend ist und beweisen nun den Satz
weiter fiir p =2. Der Beweis fiir allgemeines p verliuft in derselben
Weise. Aus der Gleichung

(75) V[[L Vsed) = Wpsa
folgt, daB V', v,, sich folgendermaBen schreiben 148t:
(76) Vp Und = Wy na + Wpnis

WO #%,,; eine Grofe ist, deren alternierender Teil verschwindet. Um-

gekehrt folgt (75) aus (76). Die Integrabilititsbedingungen von (72)
lauten:

(77) 2Rm,u[). Ve = 2 V[m Wk + Vm Upns — V[z Uar 5l
Infolge (76) ist aber
(78) upn).:%Vyvnl_%Vuvl;z_%”Vlv‘ux-

Fithrt man diesen Wert in (77) ein, so entsteht:
(79) { 0=2 V[m Wyyxd — %’Ro;g.t[;.lx Unja = ‘g];’ Vw Vx Vap + ‘%'V,u Vu No
_ %‘Va) V}.v[ut +'§'V,u Vlvom-

Wird in den vier letzten Termen die Reihenfolge der Differentiationen
umgekehrt, so entstehen vier Terme mit R;;;:

0=2ViWusni — ViV vip + 3V Vivio — ViV Vusx
ao) | T VAV V0 — &(R;,,;z“ Vo + Riio” tua + Rion Vea)

+ 3 (Riops” via + Rond 2 + Rioa®via)

— (R vou + Rini® Vou) + 3 (Rios vuu + Roni® Uua) -
Addiert man zu dieser Gleichung die Identitit:
(81) 0=4VViv0p—3ViVivuor — 4 Riip" Vou + F Riie” Vs

so heben alle Terme mit Ry, ;" sich infolge der zweiten Identitat (II, 138)
auf, und als notwendige und hinreichende Bedingung bleibt:

(82) V[m Wyxi) = 0.

1) Poincayé, 1887, 3, S.336 fiir R,; Volterra, 1889, 3, S.602 fiir R,
Byouwer, 1906, 1, S. 22 fur R,; Goursat, 1923, 3, S. 105.
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Aus dem bewiesenen Satze folgt unter Berticksichtigung von § 5
der Satz:

Ein Gradientprodukt (p + 1)** Stufe ist stets alternier-
ter Differentialquotient eines p-Vektors.

Die schon im zweiten Abschnitt, S. 88, abgeleitete, fiir jeden $-Vek-
tor einer A, giiltige Identitit:
(83) V[w Vﬂ Udy . 2p] = 0
ist auch eine Folge von (72) und (73).

§ 8. Integrabilititsbedingungen. Dritter Typus.

In der Differentialgeometrie treten oft Differentialgleichungen auf
von der Form:
(84) V[{L Uiy, ‘;g]‘)i Ve T Widy dgvrvrs
WO 3, i.%..v, iD den ersten N -Indizes alternierend ist. Zur Ableitung
der Integrabilititsbedingungen dieser Gleichung bemerken wir, da8 (85)
gleichbedeutend ist mit
(85) ,,(V[,‘ Vdydg) oty o tr) 5“"*. L = Wiy gy € O

Py Yy Vy

oder auch mit

ViV g oo €% .o €7
(86) ; i ve
= (Vm £%... f"") Vb ondgd detr T Wy ndgty ey €74 oo €77
r 1

(86) ist aber ein Systern von #" Gleichungen der Form (72). Die Inte-
grabilititsbedingungen dieser Gleichungen lauten also:

l7[w (V,u ex .., 3“') Viy...hg) Oy .ty + (V[w e, ., e“’) Wy sy hgldg.tr
(87) 3 Yy Yy Py
F Vo War,...ig000...00) f:’“ L.efr=0,

r

oder:
(V e* 8“') Werdy kgl &y .cor + (V[a) ful see f“r) Wieds ... Agi oz cev iy
(88) V. w,

+ (V to Vi 8"“ . 8“’)1);.,...1,1 srmtr T (Vi Waiy gl ar) f“‘- . f"’= 0
1 1
oder:

39 %Z Uyt Ko™ “ff‘- 'ff"‘ff"”“ﬂ---“r

+ (V[w Wy, .ig) a;...a,-) e*,,.e%r =0,
vy vy

WO Uy, 1.4,..5, iN zwei ideale Faktoren zerlegt ist:
(90) Vi dgrs oy = Vlyordg Urg v
Die Gleichungen (89) sind aber #quivalent mit der Gleichung

1 oyt «
(91) - % 2 U[}.x...}.q Rm;;]ﬂ v”x---‘”u—-x“"u+1---“’r + V[“’ wl‘;'i wodgl vy vy =0 ’
u

die also die gesuchten Integrabilititsbedingungen darstellt. Ohne Ver-
wendung von idealen Faktoren lautet die Gleichung:

!

.0
(92) V[wwftll.:.lq]vl...vr Z A[h ;q w,u]vu Uity v Bg¥1mee Yuum 18 Vit gunn ¥r *
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Ist die differenzierte GroBe in den letzten » Indizes kontravariant oder
gemischt, so gelten dieselben Uberlegungen. Die Integrabilititsbedin-
gungen der Gleichung

(93) Vi3, 10, = @i, i,
lauten. also z. B.:

ce cene o &y e &, P PR ce eV s e o0
(94) V[w Wydy...hglm '= ‘%A[i;...l:_ (Rwy.]vl va,...zxq& ' — Rwy]& zva1...aq1'1 )

§ 9. Integrabilitdtsbedingungen. Vierter Typus.
Eine Gleichung in der 4, von der Form
(95) Vs vhts = oo,

wo vh-% ein p-Vektor-ist, p =2, 148t sich auf den zweiten Typus
zuriickfithren. Es sei U™~ irgendein kontravariantes #-Vektorfeld und

(96) 'I);" wehp — U;" Y ™ ulp+1...ln .
(95) ist dann gleichbedeutend mit
(97) le Uhoedn Wiy oo = wheedp ,

oder auch mit (vgl. § 6):
(98) U;qmlﬁ V’q u;'i3+1---7m = ulp+1-‘.lanlx Ull' “n + wlg..d‘.p; U). = Vl .

Es sei nun V; ;. ein kovariantes n-Vektorfeld, so daB:

(99) Viarnwinia g Ulin = Afilrteiny,

dann ist:

(100) VuViin=VuVi. .10

und (99) ist gleichbedeutend mit:

(101) V[/‘ Unyevr] = Uiy, V.u] + V,uv;...vyl,...).p whtp,

Die Integrabilititsbedingungen von (101) lauten aber infolge (73):
(102) 0= l7[(0 Upsnvr Vu] + V[m V/wl...v,]}.,...).p wh ety ’

oder, infolge (99), auch:

0= V[/_L Vm Uy, ..ovp] + ULy urr Vw Vy] + V[w V/nq we¥rldg i dp wheto
10 + (V[m wl"";.p) V,um...'v,]l,...lp
( 3) = Uly,. .oy Vw V,u] + (V[w wlﬂ"';'p) V,Lw‘...vr]l-_....}.,,

[ 4

' +1 .
+ (—1)rle-b a7 Vhedpbaen (Vm Vi) vhaete

Diese Gleichung ist aber gleichbedeutend mit der Gleichung:
(104) V;., F L T —— :7 (17[/11 Vi) vhedp

oder, infolge (100) [vgl. (64) und (67)] auch mit:

|
(105) l 2 [7;.’ wlg.. p__ R;;},,;a vll...lp
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die also die gesuchte Integrabilitdtsbedingung darstellt. Fiir eine A,
mit inhaltstreuer Ubertragung geht (105) infolge (II, 152) iiber in:
(106) V, wheh=0,

und wir kénnen also den Satz aussprechen:

Das Verschwinden der Divergenz eines p-Vektors in
einer A, ist notwendig und hinreichend dafir, daf der
(p —1)-Vektor die Divergenz eines p-Vektors ist?).

Der Fall p =1:

(107) Voo =s
bildet eine stets unbeschrinkt integrable Gleichung.

Die schon im zweiten Abschnitt (S. 99) bewiesene, fiir jeden
p-Vektor in einer 4, mit inhaltstrever Ubertragung giiltige Identitit:
(108) Vi Vi vt =0

ist auch eine Folge von (95) und (106)..

§10. Integrabilititsbedingungen. Fiinfter Typus.

Der fiinfte Typus:
(109) V!‘ P e dg V1 Vr o gl dg ¥y vy R

wo y#tedererr in den ersten ¢ Indizes, ¢ =2, alternierend ist, 1aBt
sich auf den ersten und vierten zuriickfithren, in derselben Weise wie
der dritte Typus auf den ersten und zweiten zuriickgefithrt wurde.
Die Rechnung, die hier nicht ausgefiihrt wird, da sie genau in derselben
Weise verliuft, filhrt zu den Integrabilitatsbedingungen:

2 V; wl""lqv‘ R R;; ;avl"";'q"l-u”r ' i
2 142

(110a) 1.7
! e o VU, AenAgVii Yy O VgLV
i + uz Rl,l,ex v 5

i
| |

welche fiir eine 4, mit inhaltstreuer Ubertragung iibergeht in:

1,..,r

RN o oy Ml dgviiryo & ¥
Z Rlll,a“uvl 2 gV1en -1 X Vutq r'
U

(110b) 2 V;.: w;'='~-;'q Taee¥r
Der Fall ¢ = 1:
(1 1 1 ) V”‘v,ll VieswVp —m w,,h" Vs

bildet wiederum eine stets unbeschrinkt integrable Gleichung. Diese
Eigenschaft bleibt sogar erhalten, wenn man fordert, daB »*>* in
v, ... v, alternierend ist.

§ 11. Das Pfaffsche Problem.

Es wurde im dritten Paragraphen nur die Frage erértert, wann ein
einfaches kontravariantes p-Vektorfeld bzw. ein einfaches kovariantes
(n — p)-Vektorfeld X,-bildend ist. Die weitergehende Frage, wann diese

1) Volterra, 1889, 3, S. 604 fur R,; Brouwer, 1906, S.22 fiur R,
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Felder X,-bildend sind, ¢ <<, d.h. wann es ein System von oo*~? X,
gibt, so daB jede infinitesimale E, des Feldes eine dieser X, tangiert,
wihrend kein solches System von oo"~9-1 X, ., existiert, ist bisher nur
fiir den einfachsten Fall $ = »n — 1 vollstindig beantwortet. Die hier-
her gehorigen Betrachtungen bilden den Gegenstand des sog. Pfaffschen
Problems, zu dessen Behandlung wir jetzt schreiten.

Ist ein kovarianter Vektor w; X -bildend, so lassen sich die oo®~2 X,
in den verschiedensten Weisen zu # — g Systemen von oot X,., zu-
sammenfassen, so daf} zu jeder X, in jedem System eine X,,_, gehort,

welche die X, vollstindig enthalt. Sind dann ;, .. .,”sq'n — ¢ Skalar-
felder, deren dquiskalare Hyperflichen gerade diese # — ¢ Systeme von
X, -1 sind, so ist w; linear abhingig von den #» — ¢ Gradienten der s,
und es existiert also eine Gleichung von der Form:

1..,n—¢q
(112) w= 3 &l,s.
u

Umgekehrt, a8t sich w, auf die Form (112) bringen, nicht aber auf
eine Form mit weniger Summanden, so ist w; sicher nicht X, ,-bildend
und es enthilt die (» — 1)-Richtung von w; in jedem Punkte die ¢g-Rich-
tung, in der sich die # — ¢ (#» — 1)-Richtungen der V' l'; schneiden. In-
folgedessen tangiert w; in jedem Punkte eine der X,, in denen sich die
# — g Systeme von Aquiskalaren Hyperflichen der s schneiden, und
w; ist also Xg-bildend.

Der einfachste, schon im vorigen Paragraphen miterledigte Fall ist
g=n—1. Es ist dann:

(113) wy=als.

und die notwendige und hinreichende Bedingung ist ein Spezialfall von
(30) und lautet:

(1 '14) Wiy V'u Wy = 0.

Ist sogar Vp,wi=0, so ist w; Gradientvektor und (113) 1aBt sich ver-
einfachen zu:

(11'5) w; = V;,S.

Um auch fiir den allgemeinsten Fall die Bedingungen aufzustellen,
wenden wir uns zur Betrachtung des Bivektors Vi, wy;, fiir welchen wir
die Bezeichnung w,; einfithren:

(116) Wy) = Vtuw;,].

Der Rang dieses Bivektors sei . Im ersten Abschnitt (S.50) wurde
gezeigt, daB der Rang eines Bivektors stets gerade ist und daB:
+£0 fir 2p<7

(117) WLu,}.,.-.w;Lplp]{=0 ) 2ﬁ>f'
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Der 7-Vektor, der in (117) links auftritt fir 2 =#:
(118) Gyt = Wiydy - - - Wae_y 27Y),

ist, wie im ersten Abschnitt ebenfalls gezeigt wurde (S. 50), einfach.
Dieser Vektor ist aber auch ein Gradientprodukt. Denn infolge
(115) und (73) ist:

(119) Vio®un =0
und es ist also:
120) V[“’ G’u "'r.l = V[w wlxl: e wl'_,.}.'] = 0 ‘

Der 7-Vektor Gy,..1, ist also nach (30) auch X,_,-bildend und korre-
spondiert demnach mit einem vollstindigen System von # — » Dif-
ferentialgleichungen.

Es konnen nun zwei Fille auftreten. Entweder liegt die (# — #)-
Richtung von G,, ; nicht in der (» — 1)-Richtung von w,, oder
diese (n — r)-R1chtung ist ganz in der (» —1)-Richtung von w; ent-
halten. Der erste Fall tritt dann und nur dann auf, wenn der (r + 1)-
Vektor:

(1 21 ) H’u ---7-r+1 = w[‘-x G’-:mlr+1] 1)

ungleich Null ist, der zweite dann und nur dann, wenm dieser (r - 1)-
Vektor Null ist. In diesem zweiten Falle ist dann aber sicher der (r — 1)-
Vektor:

(122) F;,“__;,,_l = Wi, Wigdy»« - War_gdr_y]

ungleich Null, denn bei Differentiation von F, ;. und Alternation
iiber alle 7 Indizes entsteht infolge (116) und (119) G,, .. ;, und diese
GroBe ist nach Voraussetzung nicht Null,

Im ersten Falle existiert also ein (r 4-1)-Vektor H; ;. , der
nach (121) Produkt von » + 1 Vektoren und also einfach ist. Dieser
(r 4+ 1)-Vektor ist aber auch ein Gradientprodukt, da bei Differentiation
und Alternation iiber alle 7 4 2 Indizes infolge (116) (147) und (119)
Null entsteht. H; ., ist also X, . ,-bildend und korrespon-
diert demnach mit einem vollsts ndigen System von # — 7 — 1 Dif-
ferentialgleichungen. Da sowohl G, 4, als H; _;,. . Gradlentprodukte
sind, existiert nach §5 ein Gradientvektor 52, der w, in (121) ersetzen
kann, so daB:

(123) H, iy = 811, Gy ).

Im zweiten Falle existiert ein (r —1)-Vektor F, ;. Auch dieser
(r —1)-Vektor ist einfach, was aus folgender Uberlegung hervorgeht.
Der Bivektor w,; ist 7-dimensional, liegt also in einem (kovarianten)
Gebiet 7'* Stufe, eben dem Gebiet des 7-Vektors G, _;,. In demselben

1) Bei GraBmann, Bd.1, S.345. 1862 u.f., steht X fir wy, X dx for wy d #*,
d
[d— X } fiir V,, w3 . Klammern geben bei Grafmann ein alternierendes Produkt an, so

) d I . d x
daB Gy, .. 2, dort die Form [(71—; X) 2} hat und H;, ..., ,, die Form [X (-‘-i—;X) 2] .
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Gebiet liegt der Vektor w;, da ja nach Voraussetzung das Produkt
wp,Gi,..1,,,) Vverschwindet. F, , _ ist also ein (r —1)-Vektor in
einem Gebiete 7** Stufe und kann demnach (vgl. S.20) nur einfach
sein, F, ,,_, ist aber kein Gradientprodukt, da ja sein alternierter
Differentialquotient gleich G, _;, ist. Dennoch ist F, ; ., X, _,i,-
bildend. Denn nach (30) lautet die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir:

(124) VwFupr-d) Figagpo,=0.
Da aber nach (122):

(125) VieFiyote1 = Gutyto—y >
ist (124) dquivalent mit:

(126) G e Fadty iz, = 0.

Diese Gleichung ist aber eine Identitat, da F 4.ds., gaNZ in dem
(kovarianten) Gebiete #'** Stufe von G, _; liegt und in diesem Ge-
biete alle alternierenden Produkte von mehr als r Faktoren identisch
verschwinden.

Da F,, | X, _,+;-bildend ist, gibt es ein Skalarfeld o, so daB

ey
%F 4..4,., Gradientprodukt ist. Infolgedessen ist nmach (125):
(127) Giy.tp= (Y2, 0) ':,_Fl,...l,.] = (Vp,logo) F,..2-
Es existiert also ein Gradientvektor:
(128) z=V;loga,
so daf3:
(129) Ga,.ty =2, Faya -

Wir fassen zusammen:
Ist » der Rang von V,»,;, so existiert ein r-Vektor:
Ghyety = ®a2, - Wy _ 14 »
der ein Gradientprodukt ist. Es sind jetzt zwei Fille zu
unterscheiden:
1. Ist w, Gy, 13+ 0, so existiert ein (r +1)-Vektor:
H}q [ PR = w[ll Gl,...,}.,-.'.,] ’
der ebenfalls ein Gradientprodukt ist und als Produkt
eines Gradientvektors mit G, , geschrieben werden kann:
Hiyotppy =51, Giy e 01 -
2. Ist w,Gy,, 1, =0, so existiert ein (r —1)-Vektor:
F’-x---’-r-l = w[x‘lwllll e w’-r—-:’-r-—x] *

der einfach und X,_,_;-bildend ist, aber kein Gradientpro-
dukt, und es existiert ein Gradientvektor z;, so daB:

Giyote = 20, Fay 0y -
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Je nachdem der erste Fall vorliegt oder der zweite, bestimmen w;
und G;, ;. in jedem Punkte ein kovariantes Gebiet (r -4 1)** oder 7**
Stufe. Die Stufenzahl dieses Gebietes heifit die Klasse des Vektors w;
oder auch des Pfaffschen Ausdrucks w, dx*. Ist » die Klasse, so ist

2(11ls% ) _ {r -+ 1 fiir ungerades »,
3 =1 fiir gerades » .

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind also fiir eine un-
gerade Klasse K:

LT ...w.,,pzp]{ 4 0 fiir 2p =K —1 (@)

(131) ! —0 fir 2p =K +1 o
'+=0 , 2p=K—1 ©

e ww{ =0 fiir 2p =K +1. (@)

Die Ungleichheit (131a) folgt algebraisch aus (131c). E£benso folgt
(131d) algebraisch aus (131Db). Fiir eine gerade Klasse K’ lauten die
Bedingungen:

Bt oo Dpi { =0 fiir 2p=K'+42 (a)

(132) | + 0 fiir 2p= K’ (b)
l=0 , 2p=K’ (c)

Pt Bt w"‘”’"’]{ +ofir2p=K—2. ()

Die Ungleichheit (132a) folgt analytisch aus (132c). Ebenso folgt
(132d) analytisch aus (132b)1).

Erstens beweisen wir nun den Satz:

Ist die Klasse #» von w; ungerade, so 148t sich immer ein
Skalarfeld s finden derart, daf die Klasse von w,—¥;s
gleich % —1 ist?).

Die Klasse von w, ist nach Annahme ungerade und es gelten also
die Gleichungen (131), # = K. Ersetzt man in diesen Gleichungen w;
durch w; — Vs, so bleibt w,,, unverdndert:

(133) Vi @y — Vays) =Viawy.

1) Grapmann, 1862, 1, S. 368. Cartan hat 1899, 1 eine Behandlung des
Pfaffschen Problems und seiner Verallgemeinerungen gegeben mit Hilfe einer
von ihm geschaffenen Symbolik, die auf der systematischen Verwendung einer
alternierenden Multiplikation beruht. Das Gowursatsche Lehrbuch iber das
Pfaffsche Problem, 1922, 3 verwendet die Carfansche Symbolik und bringt
viele seiner Resultate. Sowohl dieses Lehrbuch wie die vielen schénen Cartan-
schen Arbeiten beweisen, daB diese Symbolik in geschickten Handen ein sehr
niitzliches und elegantes Hilfsmittel ist. Dennoch muB sie dem Riccikalkiil
hintangestellt werden, da letzteres nicht nur die alternierenden GréBen mit
derselben Kiurze und Eleganz zu behandeln gestattet, sondern auch dort ver-
wendbar bleibt, wo andere GrdB8en auftreten und die Cartansche Symbolik
versagt.

2) Frobentus, 1879, 1.
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Die linke Seite von (131c) geht also iiber in:

{W[;_, Wighg -+ w;_xd;_”] - (17[;q S) Wiy oo w;”_l;_x]
=H . .1,— "V $) Gy,

Nun sahen wir aber auf S.121, daB stets ein Gradientvektors;
existiert, dessen alternierendes Produkt mit G,, ; gleich H; ; ist.
Wihlt man nun fiir s ein zu diesem Gradientvektor gehériges Skalar-
feld, so geht (134 ¢) iiber in (132 ¢) fiir die Klasse K= —1. Die Glei-
chungen (131a) und (131b) @ndern sich bei der Substitution nicht und
sind gleichlautend mit den Gleichungen (132b) und {132a) fir K’'== 5 —1.
Da (132d) eine Folge ist von (132 b), so gelten also fiir das Feld w; — V; s
die Gleichungen (132) fir K’=x —1, was zu beweisen war.

Zweitens beweisen wir den Satz:

Ist die Klasse x von w; gerade, so laf3t sich immer ein

(134)

Skalarfeld o finden, derart, daB die Klasse von ~1-—w,1 gleich
x —1 istl).

Die Klasse von w,; ist nach Annahme gerade und es gelten also
die Gleichungen (132) % = K’. Ersetzt man in diesen Gleichungen w,

durch iwl, so ist:

* 1 1 1
(135) Ve wn=— Viwy+ (V[.u 7) wy) -
Die linke Seite von (132a) geht also iiber in:

(136) (7:7)? Pl B wmtT (P %) wr om0

=(a) [G;, g (VM %- 1)5,,",_,‘]],

Nun existiert aber, wie auf S. 122 bew1esen wurde, ein Gradientvektor
2;, dessen alternierendes Produkt mit F, , gleich G, , ist. Wihlt

Z-1 -
man also fiir 2  ein zu dem Gradientvektor ”—z—% %) gehoriges Skalar-

feld, so geht (132b) iber in (131b) fir die Klasse K =% —1. Die
Gleichungen (132c) und (132d) idndern sich bei der Substitution nicht
und sind gleichlautend mit (131d) und (131¢) fir K=x—1. Da
(1313) eine Folge ist von (131c), so gelten also fiir das Feld ——wl die
Gleichungen (131) fiir K =2 — 1, was zu beweisen war.

Aus den beiden bewiesenen Satzen 1aBt sich nun das Fundamen-
taltheorem. des Pfaffschen Problems ableiten, das wir hier fiir das
Feld w, (nicht fiir die lineare Differentialform w,; dx*) formulieren wollen.

Ein Feld w; 148t sich dann und nur dann auf die Form:

0 1,..8
wz=Vzﬁ+Z' 31715
u

1) Frobenius, 1879, 1
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bringen, wo die ¢ alle nicht konstante Ortsfunktionen
sind, nicht aber auf eine derartige Form mit weniger Sum-
manden, wenn die Klasse gleich 2s-41 ist, wenn also die
Gleichungen (131) gelten fiir K=2s-+1. Ein Feld w»; 148t
sich dann und nur dann auf die Form:

1, su uw

wy= 2 oVip
u
bringen, wo die ¢ alle nicht konstante Ortsfunktionen
sind, und nicht auf eine Form mit weniger Summanden
oder mit einem konstanten Koeffizienten o, wenn die
Klasse gleich 2s ist, wenn also die Gleichungen (132) gelten
fiir K'==2s1),

' Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt durch einfache Substi-
tution. Daf sie auch hinreichend sind, wird bewiesen durch vollstindige
Induktion. Wir nehmen an, der erste Teil des Satzes seil bewiesen fiir
#=2s—1. Ist dann 2s -1 die Klasse von w;, so gibt es nach dem

0
auf S.123 bewiesenen Satz ein Feld w; — V19 von der Klasse 2s

und demzufolge nach dem auf S. 124 bewiesenen Satz ein Feld

%(wz—- v, 2) von der Klasse 2s — 1. Nach Voraussetzung 148t sich

aber dieses letzte Feld schreiben:

. 2y 0y 8 ¥
(137) S A B S
[/ u [/
so daf3
(138) w;—Vm+'2 5Vip,

was zu beweisen war. Der Beweis des zweiten Teiles des Fundamental-
theorems vollzieht sich in derselben Weise. Die in beiden Formen vor-
kommende Zahl s ist die Halfte des Ranges von Vi, w.

Aus dem Fundamentaltheorem ergibt sich unter Beriicksichtigung:
von S.120 die Antwort auf die Frage, wann v; X -bildend ist.

Dafiir, daB das kovariante Vektorfeld v; X,-bildend ist,
ist notwendig und hinreichend, daB die Klasse von v,
gleich 2¢ oder 2¢ —1 ist.

Nebenbei erhalten wir den Satz:

LiBt sich ein kovarianter Bivektor, dessen alternierter
Differentialquotient verschwindet, in s einfache Bivek-
toren zerlegen, so 148t sich diese Zerlegung stets so aus-
fiihren, daB jeder einzelne einfache Bivektor ein Gradient-
produkt, also X,_,-bildend ist,

1) Frobenius, 1877, 1, weitere Literatur bei v. Weber 1900, 1
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§ 12. Bedingungen fiir ein X, -bildendes p -Vektorfeld.

Ist das einfache kovariante p-Vektorfeld w, , X, bildend,
g<n—p, und wird w, ,, , in irgendeiner Weise als Produkt von
#n — p realen Vektoren geschrieben:

1 ?
(139) Wiy dy = Wk, -+ Why)

so ist jedes Feld w,, w=1, ..., P, X bildend. Das Umgekehrte gilt
aber nur, wenn die X, fiir jede Wahl von # dieselben sind. Legt man
durch die 0o""? X, in irgendeiner Weise # — g Systeme von oo! X,

so daB zu jeder X, in jedem System eine X,_, gehort, die diese X,
vollstiandig enthilt, und sind ;, %=1, ..., n — g, Skalarfelder, deren
aquiskalare X,,_, gerade diese X,,_, sind, so sind die w0, linear abhingig

von den # — g Gradienten V, 5:

1, ..,n-q
(140) W= 3 &VS.

T
Umgekehrt, gelten Gleichungen der Form (140), nicht aber derartige

Gleichungen mit weniger als # — ¢ Summanden, so sind die Felder w,
und damit w;,_;, -X,-bildend (vgl. S.120). Aus (140) 1aBt sich nun ein
System von notwendigen Bedingungen herleiten. Ist

141) L;, = (V[z wz,) (V).Ml ;zlr]) )
so ist L L ) »
(142) Wlay - Way + -+ Zg,,l cee Zg,,tp L;, ey LE|..-¢'rp] =01)
fir jede Wahl von &, ..., ¢, 7, ..., 7,, die den folgenden Bedin-
gungen geniigt:
(143) g+t yptint.. +rp)=nr—qg+1.
u
Denn die p Faktoren L, ;,, geben zusammen in jedem Term gerade
#—q+1—¢g—...—¢, Faktoren V), s und alternierende Multipli-

kation mit ¢ -...4 ¢, Faktoren w;, muB also Null erzeugen. Ein
anderes System von notwendigen Bedingungen, das nur w, ; ent-
hilt, ist:

(144) w[“;..-ﬂp (Vﬁx w?xl’-a ..J.pl) (Vﬂc w}'a] Ss. é‘p) 01) S=n— q - p + 1
wo iber &y, ..., &, /31, Y1s s Doy s alterniert ist. Denn die V' enthal-
tenden Faktoren geben zusammen in jedem Term # —g — p —|-1 Fak-
toren Vl s und alternierende Multiplikation mit p Faktoren wl erzeugt
also Null. Es ist bisher nicht gelungen, ein System von notwendigen
und hinreichenden Bedingungen aufzustellen.

1) Anmerkungen zu Grafmann, 1862, 1, S.480.
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Aufgaben.
1. Dafiir, daB in ejner 4, der zur Vektorpotenz
Vi, wdp =Vi .. ‘011,
gehorige Vektor v, X,_,-bildend ist, ist notwendig und hinreichend, daf
Vo tlp Vit Uy = 0. [Sinigallial).]
2a) 3,11.__ 2, Sei eine Losung der Gleichung (72). Man schreibe die

allgemeine Losung an.
b) 'g" =% sei eine Losung der Gleichung (95). Man schreibe die all-

gemeine Losung an.
3. Jeder kovariante n#-Vektor in einer 4, ist ein Gradientprodukt.

4. Jeder kovariante (#» — 1)-Vektor in einer 4, ist das Produkt
eines Skalars mit einem Gradientprodukt. [Goursat?).]

5. Gilt fir den p-Vektor v; _; in einer 4, die Gleichung:
Vdyodpoyan = 0

und verschwindet Vi, v; ;. so sind die Bestimmungszahlen v, _;, un-
abhingig von x%, [Cartan®).]

6. Ist v*” ein Affinor #'*® Ranges in einer 4, und V;, der Affinor
mit der inversen Matrix, so'ist die Gleichung:
vV, Pt = obrl , yot
gleichbedeutend mit:
VieViga=0. [Frobenius4).]

7. Ist % die Klasse von w, und ¢ ein beliebiger Skalar, so ist die
Klasse von ow; » oder x» +1, wenn » ungerade ist und » oder » — 1
im anderen Falle.

Ist p; ein beliebiger Gradientvektor, so ist die Klasse von
w; +p; » oder » —1, wenn x» ungerade ist und x cder % +1 im
anderen Falle. [Frobentuss).]

8. Man bestimme die Klasse der Differentialformen:
a) 2%2°dab 4 atxPdxt 4 (6% + xta0) dx? 4 x°xtdat,
b) 20dxt 4 x8da® — 2 xtdx® — 2 xtdxt -+ 2t dAS . [Cartans).]

1) 1903, 4, S.296. ?) 1922, 3, S. 117. 3) 1922, 20, S.72.
4) 1879, 1, S.18. 5) 1879, 1, S. 5. 8) 1899, 1, S.259 und 265.



Vierter Abschnitt.

Die affine Ubertragung.
Ubersicht der wichtigsten Formeln der affinen Ubertragung.

Kovariante Differentiation:

op
— - 7 P
dp=dp;  Vup=1L. (IL, D)
80" = dv’ + I}, o d"; V,tv’=———l-1"3,wl. (1L, 6, 7)
" 6w
aw).:dwl_‘r}./cwvdx”; Vy,wi.—“ﬁ"“rl,uwv (II: 6, 7)
X
I.=I,;. (11, 24)
1 dw, 6wﬂ>
V[‘u w;,] = —2— (—(9? —_ —57 . (II, 29)
ViwVinp=0. (11, 30)
Tensor g
Q V,u iy = — Q[Ll‘l' . (II: 38) 40)
1’1,4 {* }+ Ti.”. (11, 55)
T).,uv = % Q‘u)'v + Qi.,uv Qvi,u) (II: 64)
0 0o
V,o! =V, 0"+ T;.”v"; V., '—W-f{ } . (1L, 57, 58)
oy 0 dw, 1
V,‘w,1=V,',wi—T1,; w,; V”wl_a_ﬂ?_{.”ﬂ}w’” (11, 57, 58)
KrimmungsgroBe:
2V Vv =—Roui” o (11, 116)
2VVywi= Ry.i"w,. (11, 116)
R4 a v (9 9" 14
Rm,u). = :,);Z;F}.m"' —(9_;.—;1_';'” Fvw Ply"i’r J.m (II; 101)
Roni” =Kopi” =2V Tini' — Tia" Tui”+ Ti. " Tha' . (11, 126)
0

Koii' =5z () =5 () = (o e+ ) (32)- L a2
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R ,=R;.i". (11, 123)
Fop= Ry. (I1, 123)
Vou=Roni'=—2F,,. (11, 123, 142)
Rigmi'=0. (I, 134 a)
Rioniy”’=0. (I1, 139)
VieRomi =0. (I1, 163 d)
2V Ray=V,R:;". (I1, 167)

§ 1. Bahntreue Transformation der Ubertragung.

Eine bahntreue Transformation einer affinen Ubertragung ist nach

(IT, 70) gegeben durch die Gleichung

(1)

’TZ;L = P)ﬁu + A;:p,u + Art ﬁi, )

wo p, einen beliebigen Vektor darstellt. Da

v i a k4 4 o ? *
(2) R(:);I;. = ‘a',‘ Fi.m - —'Fl,u + Pz;; le - wa I’).y .
ot ox?
so ist
.«a? » veﬁm v &P}.
,R(:zu.. = R(:u.:/:. {A Aw'—
“ S W O e
+ 5 (45 o+ Al pr) + (A% pu+ Aip) Tho
(3) + (AL e+ A5 p) (45 P + Aspi)
. va (A;" ﬁ,u + A; ﬁl) - (A; ?w + A::u l)’c) F}:z
- (A:' Po) + A-Z) l’4) (AZ 1‘7;1, + A; Pl)
= Rz:)z;;1 + 2 A;, V[u ?"m] + 2A[Z) V,u] Pi. - 2A~[::) Pn] 1);. .
oder
(4) ,R(:)‘l:;.” = R(;].l.lz" —2 fb[w,u] A:: +2 A}'w p,u]l ’
WO
(5) P;tl = V,u ZS/'. - p,u ﬁl .

Aus (4) iolgt:

(6) ,R.u}. = ’Rn: ll/{r = R,u}. + nﬁ‘u/’l - p)..u )
sowie:
(7) /Vm.u == ’Ru.:[.t;.l = Vou— 2 (n + '1) p[wy] .

Da fiir eine inhaltstreue Ubertragung Ry ;;" verschwindet und R,

symmetrisch ist, folgt der Satz:

Bei einer bahntreuen Transformation einer inhalts-

treuen Ubertragung geht die Inhaltstreue dann und nur

da

nn nicht verloren, wenn p;, ein Gradientvektor ist.
Schouten, Ricci-Kalkul. 9
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Die Identitit von Bianchi lehrt fiir den Bivektor R, ,’,;_" :

(8) VieRomi'=0.

Dies ist aber nach S. 415 (III, 73) die Integrabilitdtsbedingung der
Gleichung: )

(9) Rc:/J;u: =2 (% + 1) V[w ?A] =0,

und wir haben also nach (7) den Satz erhalten:

Jede affine Ubertragung 1aBt sich auf wenigstens eine
Weise bahntreu in eine inhaltstreue Ubertragung trans-
formieren?).

§ 2. Die Projektivkriimmung.

LaBt sich eine Ubertragung derart bahntreu transformieren, da
'Ry .i” =0, so heifit sie projektiveuklidisch. Die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen dafiir sind nach (4) erstens, daB ein Af-
finor P,; existiert, so da3:
(10) R =2 Py 4] — 2 Afw Py
und zweitens, daB ein Vektor p, existiert, der mit P,, folgender-
mafen verkniipft ist:
(1) Pus=Vyupsr— puts-
Die erste Bedingung ist offenbar stets erfiillt fiir » = 2.

Die Integrabilitatsbedingungen von (11) lauten:

(12) { R(:)/;iv Pw =2 V[w P,u]l + 2 (V[w Pu]) ?/1 + 2p[y l70)] f/'.
= ZV[m P‘u]i. -+ 2P[my,] p}, + ZPLIL Pw]/'. )
eine Gleichung, die unter Beriicksichtigung von (10) iibergeht in:

(13) 2 P[wy] P). - zﬁ[a)P,u]l =2 V[m P/L]J. + 2 P[lu,u] ;b)"‘l- Zp[y Pw]}. 3
oder:
(14) V[w PM]’- =0.

Nun folgt aus der Bianchischen Identitit, angewandt auf (10):
(15) ZV[EPw,u]A;:—ZA?m VEP/I]Z———Oy
woraus bei Faltung nach 4» hervorgeht:
(16) 20V Popy — 2V Py =2(n +14) Vg Papy =0

und bei Faltung nach wv:
47) 2V Pry=3nVi Pai+ 3V Pai+ 3V P
=3(m—2)V Py,

eine Gleichung, die in Ubereinstimmung ist mit (14).

1) Dem Wesen nach kommt dieser Satz vor bei Eisenhart, 1922, 10, S. 236;

nur die geometrische Bedeutung des Verschwindens von R, ;j;' war ihm dort
noch nicht bekannt. Vgl. S. 115, Fuinote 1. ’
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Fir #» + 2 sind also die Integrabilititsbedingungen von
(11) eine Folge von (10). Gilt (10), so ist:

(18) R[,Li.z-"npyl_}_Pl.u

und: ‘

(19) - (”2_'1) P,ulz'nR;ﬂ."l' Rl,u

und man kann fiir # & 2 der Bedingung also auch die Gestalt geben:
(20) P(:)[.l;:y = R(Z);‘ﬂ'v —2 P[m,u] A;' + 2AE'w P,u]/'. =0,

wo P, jetzt eine GroBe darstellt, die durch (19) definiert ist.

P.:;" ist invariant bei bahntreuen Transformationen der Uber-
tragung und heiBt die ProjektivkrimmungsgréBe. Sie ver-
schwindet identisch fiir # =4 und # =2. Denn fiir n =2 ist (20)
aquivalent mit den vier Gleichungen:

R;i5" = (Pup — Pyg) — Pyg= Pup — 2 Py,
Rija’ = P,
Rit3" = Py,
Ri33® = (Puy — Pya) + Py =2 Pgy — Py,

und diese Gleichungen lassen sich stets nach P,a, Pay, Ppe und Py
aufldsen.

Zusammenfassend konnen wir also den Satz aussprechenl):

Eine affine Ubertragung ist fiir =1 stets projektiv-
euklidisch, fiir #>2 dann und nur dann, wenn die Pro-
jektivkrimmungsgroBe verschwindet, und fiir # =2 dann
und nur dann, wenn fiir die durch (19) definierte GréBe P,
die Gleichung (14) gilt.

Aus (21) folgt, daB bei einer projektiveuklidischen Ubertragung
alle Bestimmungszahlen von R, ;" mit vier ungleichen Indizes bei jeder
Wahl der Urvarjablen verschwinden. Umgekehrt kann man beweisen,
daB dieses Verschwinden auch eine hinreichende Bedingung darstellt
dafiir, daB eine Ubertragung projektiveuklidisch sei. Da im projektiv-
euklidischen Falle R, 1" vollstindig gegeben werden kann durch P,
hat R; ;" in diesem Falle nur #2 linear unabhingige Bestimmungs-
zahlen, was sich auch in direkter Weise veritizieren 1aB8t. Ist die Uber-
tragung auBerdem inhaltstreu, so wird P, , symmetrisch und die Anzahl
reduziert sich auf % # (n 4 1).

Infolge (20) und (21) verschwindet die Faltung P; ni - Da aber
aus denselben Gleichungen folgt, daB auch fiir die Projektivkriimmungs-
groBe die zweite Identitat gilt:

(22) P[c:);t;.]y=o,

(21)

1) Weyl, 1921, 3, S.9.
9*
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so verschwindet demzufolge auch die Faltung P, ;% was sich auch
durch direkte Rechnung bestéitigen 148t. Aus (20) folgt durch Differen-
tiation und Alternation iiber & w ¢ unter Beriicksichtigung von (19) und-
(II, 165) nach Umrechnung: .

(23) ViePai’ = = Al Via Prii”.

Eine Identitit von der Form der Bianchischen besteht also fiir die
.Projektivkriimmungsgréfe nicht.

§ 3. Euklidischaffine Ubertragungen.
Eine euklidischaffine Ubertragung ist nach S. 115 charakterisiert
durch die Gleichung:
(24) Rsui”=0.
Versucht man ¢ine beliebige affine Ubertragung so bahntreu zu
transformieren, daB sich die Kriimmungsgroe nicht dndert, so ergibt
(4), daB dies nur dann méglich ist, wenn:

(25) - i)[w,u] A;., -+ A‘I‘:’w ?,u]}. =0.
Durch Faltung nach w » entsteht:
(26) (n — 1) prun =0

und aus (25) und (26) ergibt sich, daB p,; verschwinden muB. Die
Transformation ist also nur moglich, wenn ¢, eine Lésung der Differen-
tialgleichung

(27) Vﬂf’l_ibﬂi’l=0
ist. Die Integrabilititsbedingungendieser Gleichunglauten aber nach (III):
(28) Rui" by = propmpr — Propupr =0

und wir haben also den Satz erhalten:

Unter den affinen Ubertragungen lassen nur die eukli-
dischaffinen zu jedemin irgendeinemPunkte vorgegebenen
Wert von ¢; eine bahntreue Transformation zu, die die
Krimmungsgr6Be nicht dndert.

Durch eine bahntreue Transformation mit einem Vektor #;, der
(27) geniigt, geht also eine euklidischaffine Ubertragung tiber in eine
andere, die ebenfalls euklidischaffin ist. Nun geht aber die eine eukli-
dischaffine Geometrie in die andere iiber durch Auszeichnung einer
anderen E, _, an Stelle der ,,unendlichfernen E, _,. Es fragt sich, wie
diese E, _; durch das Vektorfeld $; bestimmt wird. Da infolge (28)
Pt ¥V p1y verschwindet, ist das Feld $, X,,_,-bildend (III, 30, 114). Ist
dx* ein Linienelement in der (# — 1)-Richtung von $;, so verschwindet
dx*p, und infolge (27) also auch dx*V,.p,. Die X,_; des Feldes p,
sind also eben. Ist 4x* eine beliebige Verriickung, so lehrt (27):
(29) dxrVipi=ds pup:
und die E,,_; des Feldes p; sind also auch parallel. In der E, legen wir

jetzt ein kartesisches Koordinatensystem und wihlen ¢ auBerhalb der
2%
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E,_, von p;. Die Entfernung der Endhyperebene des Feldwertes von
$, in einem Punkte x” liegt dann, entlang ¢! mit ¢’ als MaBeinheit ge-

messen, in einer Entfernung 1:p1¢* =$,! und (27) lehrt:
a t

Opa,
(30) Epruil A
oder, entlang ¢":
(31) @ —dp;t=dxn.

Aus dieser Gleichung folgt erstens, dafl die Endhyperebene des Feld-
wertes von $; in #” + dx” mit der Endhyperebene des Feldwertes in
%" zusammenfillt, daB also tiberhaupt die Endhyperebenen der Feld-
werte von $; in allen Punkten der E, zusammenfallen. Zweitens folgt,
daB das Feld $; in dieser fiir das Feld p; charakteristischen E, ; Null
wird. Wir wollen diese E,,_; die Null-E,,_, des Feldes $, nennen und
jetzt zeigen, daB sie die gesuchte ausgezeichnete E,,_; der zu $, gehérigen
Ubertragung ist. Es geniigt zu zeigen, daB Geraden, die sich in einem
Punkte der Nullhyperebene von p; schneiden, im Sinne der zu ¢; ge-
horigen Ubertragung parallel sind. In einem Punkte %6" wihlen wir

einen Vektor g”, dessen Endpunkt in der Nullhyperebene liegt: g" y =1

und bilden jetzt das Feld:

52 o=y ).

Alle Vektoren dieses Feldes haben ihren Endpunkt in demselben Punkte
der Nullhyperebene und es ist in jedem Punkte »*$, =1. Nach (1)
und (32) ist nun aber:

(33) W V= Viex' + Aipu ot =+ A,Z vz} o'
also: =— A+ b+ Ap=7"4,,

(34) ‘dv = v p, dxF,
woraus folgt, daf in der Tat alle Vektoren ¢* im Sinne der zu $, ge-
hérigen Ubertragung parallel sind. Es gilt also der Satz:

Wird in einer E, durch eine bahntreue Transformation
eine neue euklidischaffine Ubertragung eingefithrt, und
ist diese Ubertragung charakterisiert durch das der Glei-
chung (27) geniigende Feld ¢;, so ist die neue unendlich ferne
E,_, die allen Feldwerten p, gemeinsame Endhyperebene.

§ 4. GréBen der X, , in 4.1).
In der A, liege eine X, _;. P sei ein Punkt der X,,_,. Ist v" ein
kontravariantes Vektorfeld in P, so kann die Richtuhg von v” entweder

1) Der Inhalt der Paragraphen 4—11, der zum groBSten Teil in 1923, 4
verdffentlicht wurde, bildet die Verallgemeinerung der aus den Arbeiten von
Blaschke, Pick, Radon u. a. bekanntgewordenen Affingeometrie einer X, in E,
und der Berwaldschen Affingeometrie einer X,., in E, fur eine X,_,in 4.
Man vergleiche auch die historischen Notizen und Literaturangaben in 1923, 4.
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in der tangentialen (% — 4)-Richtung liegen oder auBerhalb dieser Rich-
tung. Nur im ersten Falle ist v” auch eine GréBe der X,,_; als Mannig-
faltigkeit fiir sich betrachtet. Wir sagen dann, daBl v” in der X,_;
liegt. Liegt v” nicht in der X, _;, so hat es keinen Sinn, von einer.
X, _1-Komponente® von v* zu reden. Will man solche Komponenten
bilden, so ist es notwendig, jedem Punkte der X,,_; eine bestimmte
Richtung zuzuordnen, welche die X, _; nicht tangiert. Die Projektion
von v* auf X, _, in der gewidhlten Richtung ist dann die X,_;-Kom-
ponente von v”. Eine Richtung, die in solcher Weise einem Punkt
einer X,,_; zugeordnet wird, heiBt eine pseudonormale Richtung.
Eine mit pseudonormalen Richtungen ausgestattete X, _; nennen wir
mit Weyl?) in 4, eingespannt.

Bei kovarianten Vektorfeldern liegt die Sache ganz anders. Jedem
Punkte der X,,_; ist in einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen
Weise ein kovarianter Vektor #;, der Tangentialvektor, zugeordnet,
dessen Anfangshyperebene die X, ., tangiert. Jeder andere kovariante
Vektor #; bestimmt durch Schnitt eindeutig, und ohne da8l eine pseudo-
normale Richtung nétig wire, einen kovarianten Vektor der X, ;. Dieser
Vektor ist aber eine ganz andere Gro8e als ein kovarianter Vektor der 4,,
da er sich infinitesimal nicht durch eine Doppel-E,,_; mit Sinn, sondern
durch eine Doppel-E, _, mit Sinn darstellen 148t. Wihit man die Ur-
variablen voriibergehend einmal so, daB %% auf X,_; konstant ist,
so kann die Schnittgrofe in der X, _, gegeben werden durch die Be-
stimmungszahlen:

(35) V)=, A=ay, ..., 8,_5.

Dieselbe GroBe kann aber auch in bezug auf ein beliebiges System von
Urvariablen der 4, durch # Bestimmungszahlen gegeben werden, in-
dem man bemerkt, daB alle Vektoren #; + »£; aus X,,_, dieselbe Gréfle
herausschneiden. Setzen wir also fiir beliebige Wahl der Urvariablen:
(36) vi=u+xt, A=ay, ..., a,

wo x alle moglichen Zahlenwerte durchlduft, so hat damit die Schnitt-
groBe # Bestimmungszahlen erhalten. Die v; transformieren sich genau
wie die Bestimmungszahlen eines kovarianten Vektors der 4,. Beim
Ubergang zu dem besonderen oben erwihnten System von Urvariablen
treten die Werte (35) auf, wihrend v,, unbestimmt bleibt. Durch die
Unbestimmtheit der v; kénnen verschiedene Ausdriicke ihren bestimm-
ten Sinn verlieren. Dies bezieht sich aber nur auf Ausdriicke, die auch
geometrisch wirklich keinen Sinn haben. Ist z.B. »” ein kontravarianter
Vektor der X,,_,, so ist #»*=0, und der Ausdruck v;»* hat also
einen bestimmten Sinn. Ist aber w” ein Vektor auferhalb der X,,_,,
so wird der Ausdruck v} »* unbestimmt. Es ist aber auch geometrisch
evident, daB3 dieser Ausdruck tatsichlich keinen Sinn hat. Erst wenn

1) Weyl, 1922, 12, S. 155.
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eine pseudonormale Richtung eingefithrt wird, ist es moglich, jedem
kovarianten Vektor v} in eindeutiger Weise den kovarianten Vektor
v; der A, zuzuordnen, dessen (n — 1)-Richtung die (» — 2)-Richtung
von v} und die pseudonormale Richtung enthilt, und der durch Schnitt
mit X,,_, v; erzeugt. Die Unbestimmtheit kann dann gehoben werden,
indem man v} = v, setzt, d. h. die beiden GréBen iiberhaupt identifiziert.
v, heiBt jetzt die X, _,- Komponente von #,. Ein kovariantes Feld,
das # nicht enthalt, dessen (# — 1)-Richtung also iiberall die pseudo-
normale Richtung enthilt, heiBt in der X,,_; liegend.

Fiir GroBen hoheren Grades, die ja Summen von Produkten von
Vektoren sind, gelten dieselben Uberlegungen. Rein kontravariante
GréBen der X,,_, lassen sich also ohne weiteres mit GroBen der 4, ver-
gleichen und haben vollstindig bestimmte Bestimmungszahlen, Tritt
aber ein kovarianter Index auf, so haftet den Bestimmungszahlen eine
Unbestimmtheit an, die nur verschwindet, wenn die X,,_, eingespannt
wird und diese bestimmte Einspannung wahrend der Untersuchung fest-
gehalten wird. X, _,-Komponenten kénnen bei allen GréBen nur dann
auftreten, wenn eine pseudonormale Richtung gegeben ist.

§ 5. Die Einheitsaffinoren der 4, und der X,,_;.
Der Einheitsaffinor der X,,_, als Mannigfaltigkeit fiir sich betrach-
tet, sei B}. Wahlt man die Urvariablen voriibergehend so, dafl x
auf X, _, konstant ist, so ist:

{1 fiir l=v»
7 B = {
(3 ) 2 0 s l#ly 1,7=a1,..-,a”_.1
(38) By = Bi"=0; B, = unbestimmt.
Ist u, ein kovarianter Vektor der 4,, so ist:
(39) B u,=v;

der durch Schnitt entstehende kovariante Vektor der X,_,. Die Un-
bestimmtheit der Bestimmungszahlen von B verhindert also nicht, daB
in (39) ein vollstindig bestimmtes Resultat entsteht. Ist aber v” ein
kontravarianter Vektor auBerhalb der X,_,, so hat B; v keinen Sinn.
Wird eine pseudonormale Richtung gewihlt, so wird dadurch die Un-
bestimmtheit der Bestimmungszahlen der kovarianten GréBen der X,_,,
also auch die der B}, aufgehoben. Inder Tat, wihlt man die Urvariablen
wie oben, indem man dafiir sorgt, daB die Parameterlinien von %™ in
den Punkten der X, _, in der pseudonormalen Richtung liegen, so ist:

Gy, es Gn-1 g
v p—
(40) B; = 2 e
a a
oder: n
v __ AV v
By=A4;—¢.

(41) an
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Nun ist ;," bis auf einen Zahlenfaktor gleich #;, und ¢” ist ein Vektor in
der pseudonormalen Richtung, fermer ist: n
(42) Zz e =1.

an
Wihlt man also bei irgendeiner Wahl der Gréfle von £; einen Vektor #”
in der pseudonormalen Richtung so, daB:

43) t;,n’~=1,, (erste Normierungsbedingung)
so ist: o
(44) By=d;—t;n

und diese Gleichung ist von der Wahl der Urvariablen unabhingig.
#n” heiit der Pseudonormalvektor. Der Pseudonormalvektor ist
durch Angabe der pseudonormalen Richtung bis auf einen Zahlenfaktor
bestimmt. Erst wenn auch die Normierung von #, festgelegt wird, ist
n” vollstindig bestimmt.

Sobald eine pseudonormale Richtung eingefiihrt ist und infolge-
dessen die Bestimmungszahlen von B alle bestimmt werden, hat
B;v* baw. B} w, die Bedeutung der X, _,-Komponente von 2* bzw. w;.
Ebenso lassen sich dann die X,,_,-Komponenten einer GréBe héheren
Grades bilden, z. B.:

(45) il = Bliyy valls,
wo B34} abkiirzend fir BY By BY B eingefiihrt ist.

§ 6. Die in der X,-, induzierten Ubertragungen.

Ist p ein Feld in der X,_;, so haftet der GréBe V. p eine gewisse
Unbestimmtheit an, da ja p auBerhalb der X, nicht existiert. Da-
gegen hat der Ausdruck:

(46) Vip=BuV.p

eine bestimmte und von der Wahl der pseudonormalen Richtung un-
abhingige Bedeutung, da es ja stets einen bestimmten Sinn hat, By
mit einem kovarianten Vektor zu iiberschieben. Legt man die Ur-

variablen voriibergehend wie im § 4, so ist:
, 0
(47) V,u?=a~;, H=ay...q, 1.

Ist v” ein in den Punkten der X,_; definiertes Feld, dessen Vek-
toren nicht notwendig in der X,_, zu liegen brauchen, so hat in der-
selben Weise B, V', v” einen bestimmten von der Wahl der pseudonorma-
len Richtung unabhingigen Sinn. Von dieser GréBe die X,_;-Kom-
ponente Bz V', v* zu bilden, ist aber erst nach Annahme der pseudonor-
malen Richtung méglich.
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Ist w; ein in den Punkten der X, _, definiertes Feld von kovarianten
Vektoren der 4,, so haben B, V,w,; und B, by, wg beide einen von der
Wahl der pseudonormalen Richtung unabhingigen Sinn. Ist aber wu;
ein Feld von kovarianten Vektoren der X,,_,, so hat B, V, w;, solange
keine pseudonormale Richtung eingefithrt ist, keinen Sinn und das
gleiche gilt fiir Bzf V,wg. Erst nachdem die pseudonormale Richtung
gewihlt ist, haben B, ¥, w; und Bﬁ V,wg einen Sinn. Wir fassen zu-
sammen:

Vor Einfithrung einer pseudonormalen Richtung haben
nur-die Ausdriicke:

Vll.tp = BZ Va P
BV v
BZ Va w,
BZf V«x wg,
wo @, einen kovarianten Vektor der 4, darstellt, einen Sinn.

Nach Einfithrung einer pseudonormalen Richtung ver-
schwindet der Unterschied zwischen kovarianten Groéfen
der 4, und der X,_; und es hat auch der Ausdruck:

BugVea o
einen Sinn.

Ist also eine pseudonormale Richtung gegeben und liegen die Fel-
der v” und w, in der X,,_, (S. 134, 135), so haben die Ausdriicke:
Vi.v" = Bgug v,

V;"w;, = BfffV,,w,;

einen Sinn und stellen Felder dar, die ebenfalls in der X,,_, liegen. Die
affine Ubertragung in A, induziert demnach eine Ubertragung in der
X deren zugehoriger Differentialoperatorkern V), ist. Wir wollen

n-1»

zeigen, daB die induzierte Ubertragung ebenfallsaffin ist. Erstens ist:
(49) VMB}:=VMA}:—V‘M25;,7&7=—V/,t;,%v
und demzufolge:
(50) Vi,By= —Bi{ Vtgn' =0.
Zweitens ist:
51)  VioViap=VieBuaVap=BiViuVap=BorVipVap=0.
(50) und (51) sind aber die beiden Bedingungen fiir eine affine Uber-
tragung (vgl. S.75), und wir haben also den Satz erhalten:

Ist eine X,_; in einer 4, eingespannt, so wird in der
X,_ieineaffine Ubertragung induziert, die dadurch charak-

terisiert ist, daB der Differentialquotient die X,_;- Kom-
ponente des Differentialquotienten in der 4, ist.

(48)



138 Die affine Ubertragung.

Daneben wird aber in der X,_; noch etwas anderes induziert. Die
aus B} V,t; durch Uberschiebung mit Bf entstehende Grofe:

(52) =BV g

hat, als GréBe der X,_; betrachtet, eine von der ‘Wahl der pseudonor-
malen Richtung unabhingige Bedeutung. In der A, kann man nun
ein Feld # angeben, das auBerhalb der X, _, ganz beliebig, aber X, _,-
bildend ist und sich auf der X, _, mit ¢, deckt. Fiir dieses Feld ist nach
(II1, 114) V[, 4, ein einfacher Bivektor, der #, als Faktor enthdlt. Auf
der X, , verschwindet also B,"jf Viats. Da aber:

(53) B Viatyy = Bai Viats,
so ist: )
(54) by =B Vaty= B;'ié’ Viatin=0

und 4,; ist also ein Tensor. Andert man die Normierung von £, t, =0},
so wird:

(55)  ‘hui=0BiiVats+BiltsVaio=0BVaty=oh.;

und h,; ist also eine durch die Ubertragung der 4, und die Lage der
Xu—1 in A, bis auf einen Zahlenfaktor vollstindig bestimmte GroBe.
Ist der Rang von 4, gleich # — 1 und wahit man &, , als Fundamental-
tensor, so wire damit, wenn A, ; vollstindig festlage, in der X,,_, eine
Riemannsche MafSbestimmung gegeben. Nun ist aber A,; nur bis auf
einen Zahlenfaktor bestimmt und es werden also in der X, unend-
lich viele Riemannsche Ubertragungen induziert, die alle auseinander
entstehen konnen durch konforme Transformation:

In einer X,y in einer 4,, bei welcher#,, im betrachteten
GebietdenRangn —1 hat, werden, unabhingig von der Wahl
der pseudonormalen Richtung, unendlich viele Riemann-
scheUbertragungen induziert, deren Fundamentaltensoren
sich nur um einen skalaren Faktor unterscheiden. Wird
die Normierung von ¢ fest gewidhlt, so wird eine bestimmte
dieser ‘Riemannschen Ubertragungen ausgezeichnet.

Wir wollen nun im folgenden voraussetzen, daB /., den Rang # — 1
hat, und schreiben dementsprechend:

(56) in = h/'.‘u .

Nur wo ausdriicklich betont werden soll, daB eine Gleichung giiltig
bleibt, wenn der Rang kleiner als # — 1 ist, schreiben wir %, , statt g;,,.
g'* sei, wie iblich, der in der X,_, zu g,, gehorige kovariante Tensor.

0
Ist V der zu g, « gehorige Differentialoperatorkern, so bestehen
fiir die Felder v* und w, der X, _, die Gleichungen (II, 58):
O : -
(57) Vi =Vv + T30

0
—
V;¢ w, = '7[1 Wi — T).,u W, .
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Die GroBe T3, liegt in der X,,_; und ist von der Wahl der pseudo-
normalen Richtung und von der Normierung von #, abhangig (vgl. S. 146).
Da T;;” die Differenz der in 1 und x symmetrischen Parameter der
beiden Ubertragungen ist, ist 7" in 2 und 4 symmetrisch. Im zweiten
Abschnitt (II, 64, 40c) leiteten wir schon die Beziehungen zwischen
T;;” und g, ab:

(58a) Ti0% 8ar=3Quir + Qrpr — Qrua) »

0
(Ssb) Qlul'y - - V;L gir = — V,u 8rv + gtxr T/.:;la + 8iux T-;;za .

0
Um auch die Beziehungen zwischen V,, und V, abzuleiten, bemerken wir

Zunﬁ.chst, daB: BZ sz v‘l' — ’7;' 'U,’ + Bz (Va v}.) t}_ ny
(59a) =V v — o BV, tin
=V, v — v h,w
und ebenso:
(59b) BiV,w,=Viw, —w,Bis(Van)t,,
wo v” und w, in der X, _, liegen. Infolge (57) ist also:
0

(602) BiVouv'=V, v+ (T3 — W),

& S ' v &V B
(60D) BiVywi=V,w, —w, (T3, + Bas (Var’) ).

Es ist nun wichtig, zu bemerken, daB B,V ,v” im Gegensatz zu B;’ﬁ V,w,
eine von der Wahl der pseudonormalen Richtung unabhingige GroBe
ist (vgl. S. 137). Da das gleiche fiir l(7)' « V" gilt, ist auch die GroSe
(61) P =Ti;" — luw
von dieser Wahl unabbidngig. Man lasse sich nicht dadurch beirren,
daB die Gleichung (64) ein Glied mit #” enthilt, es ist ja auch T73,.” von
der Wahl der pseudonormalen Richtung abhingig. In der Tat 148t sich
P;.” mit Hilfe der Gleichung (60a) aus der Ubertragung in der 4,
und der zu g, gehorigen Ubertragung in der X,,_, ableiten, ohne daB
eine pseudonormale Richtung nétig wiare. Die ersten beiden idealen
Faktoren von P;;” sind kovariante Vektoren der X,,_,, der dritte ist
ein kontravarianter Vektor, der nicht in der X, _, liegt. Die letzt-
genannte Eigenschaft folgt aus dem Umstande, daB der letzte Faktor
von T7;.” ganz in der X, _, liegt und der letzte Faktor von P;;” also
infolge (61) nur dann in der X,,_, liegen kann, wenn g;, verschwindet,
was der Voraussetzung, daB g;, den Rang # — 1 hat, widerspricht. Da
sowohl T;;” als g, in 4u symmetrisch sind, gilt das gleiche fiir P;,;”
Ist die X, _, in der 4, eingespannt und ist #” in bezug auf £, nor-
miert nach (43), so existiert neben %,; (52) noch eine gemischte GréBe
zweiten Grades:

(62) 1. =BipVan’,
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die wie k,; bei Anderung der Normierung von #, den Zahlenfaktor o
bekommt.

Unter Beriicksichtigung von (62) geht (60b) iiber in:
0
(60¢) BuVewy =V, 0, —w, (T;I,‘,"—{— t l,',") .

§ 7. Die Gleichungen von Gaufl und Codazzi.

Es sei die pseudonormale Richtung festgelegt. Durch Differentiation
und Alternation nach o u entsteht dann aus (57):

(63) R’ =Kapi"— 2V Tai"—2Tie" Tays
(11, 126), wodurch die Beziehungen zwischen den KriimmungsgréBen

der beiden induzierten Ubertragungen gegeben sind. Aus (59a) entsteht
-durch Differentiation:

(64) BEVaBoVso' =V Vi o — BES Vo B, (W, t5) .
Da nun aber:

(65) BLu VB, =— Boy(Ppt) n'=— Bl (Vpt) ',
so entsteht aus (64) bei Alternation nach wu:

(66) B VgV oy o' = Vi Vigo" — o* BE S, (Vats) Ve,
oder infolge (I, 116):

(67) BES S Rpas’ = Rigpi” 4 20" b - l

Dies ist die Verallgemeinerung der GauBschen Gleichung
fiir X,_,in 4,, durch welche die Beziehungen zwischen der Kriim-
mungsgréBe R, ;" und der X,,_,-Komponente von R ;" gegeben sind.

Die Integrabilititsbedingungen von (52) und (62) lauten:

(68) BE% Rjas"t, = 2V i bugs + 2 B haya (Vuty) 07,
(69) BEu Riai’ n'=— 2Viw iy — 2Bley (Pan')ts. |

Dies sind die verallgemeinerten Gleichungen von Codazzi.
Sie stehen in einer merkwiirdigen Beziehung zur Bianchischen Identitéat
(I1, 1604). Wendet man nimlich diese Identitdt an auf (67), so folgt:
(70)  — BIEEl Risi” ty — Bybiha Rysi” v’ = 2V (s 1" hyas
Diese Gleichung ist aber auch eine Folge der beiden Gleichungen (68)
und (69), was durch Substitution der Werte von (68) und (69) in (70)
leicht verifiziert wird. Umgekehrt gelingt es aber nicht (68) und (69)
aus (70) abzuleiten. Die Gleichungen von Codazzi lehren also mehr,
als aus der Bianchischen Identitit abgeleitet werden kann. Wohl 148t
sich (69) aus (68) und (70) ableiten, wenn %,; den Rang # —1 hat,
und ebenso (68) aus (69) und (70), wenn ll;" den Rang # — 1 hat?).

1) Berwald, in Blaschke, 1923, 10, S. 167—172 fir X, in E,.
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Der Beweis gestaltet sich fiir den ersten Fall folgendermallen:
Aus (68) und (70) folgt unter Beriicksichtigung von (52) und (62):

—3B?r(ﬁ;f: 14" Rpad"t,— BB;[{i;fgsj}. R/}o.u).rna

(71) = (V:f (:)1 - V;u lE )gu/ + (V:o l/:v_‘ l—/_’;l l(:)v)g.;'l + (V;L lév_ V'&‘ l;cv) Bl
+ 310" BEGS Rpes¥ t,— 611 Briga, (Vaty) n',

also, bei Uberschiebung mit g*:

(72) — 3 By Rias? ' =2 (n — 3) Vigloy — 610" Buty (Vaty) o/
oder:

(73) — BUEE Rpas"n’ =2Vl — 208" By (Vat,) o,
und diese Gleichung ist in der Tat mit (69) &quivalent.

§ 8. Einfiihrung der zweiten Normierungsbedingung
fiir ¢, und n".

Um die Rechnung durch Einschrinkung der Wahl der pseudonor-
malen Richtung zu vereinfachen, stellen wir neben (43) die zweite
Normlerungsbedlngung auf:

(742) | B (Pt =0,

die infolge (43) gleichbedeutend ist mit:
(74) } Bi(Vaty)n*=0.

Geometrisch bedeutet (74a), daB die Richtung des Differentials
von #” bei einer Verriickung d+* in der-X, _, in der (#» — 1)-Richtung
von #, enthalten ist und (74b), daB die (» — 1)-Richtung des Differen-
tials von ¢, die Richtung von #” enthiltl).

Gilt (74), so bekommen die Gleichungen (52) und (62) die einfachere
Gestalt: o
(75) hH7=BaV t;,

(76) ll = B, V,,n.

Die Integrabilititsbedingungen (68) und (69) dieser Gleichungen gehen
iiber in die einfacheren Integrabilititsbedingungen:

(77) \ Bﬁ,‘:?Rg;s’t — 2V T, »
(78) B Rpas’ 0’ = — 2Viuliy

von (75) und (76). Zunichst ist nun zu untersuchen, ob es bei jeder
Wahl der pseudonormalen Richtung moglich ist, #, und #” so zu nor-
mieren, daB (43) und (74) gelten. Dazu beweisen wir erst den Satz:

1) Berwald, 1922, 14, S. 164 fir X,_; in E,.
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Ist die Richtung von #»” fest gewdhlt und werden Nor-
mierungen, die sich nur um einen auf X, _, konstanten
Zahlenfaktor unterscheiden, als gleich angesehen, so gibt
es héchstens eine Normierung von # und #”, so dafl (43) und
(74) beide gelten.

Inder Tat, gibe es zwei Normierungen ¢;, #” und 64, 6~ »”, so daB:

Bi(Vat)n' =0,
B Viyot)yo *n' =0,

so wiirde unmittelbar folgen:
(80) Vio=0.

Ist es nun bei gegebener Wahl der pseudonormalen Richtung, wenn
fiir die Normierung #,, #* nur (43) gilt, stets moglich, ein ¢ zu finden,
so daB fiir die Normierung 6%;, 6~ 1#” auch (74) gilt ? Ausder Bedingungs-

(79)

gleichung :

(81) Bi(Vyot)o 'n'=0
folgt:

(82) Vilogo + Bi(Vatyn' =0,

und By (V, #) #* muB also ein Gradientvektor der X, _, sein. Dazu ist
aber II, §4 notwendig und hinreichend, daB:

(83) B (Vb)) n' =0

oder:

(84) BEAV(Pat)n' =0,

oder: X . .

(85) BEE Rt +2Bh (Vat) Ven' =0,

eine Bedingungsgleichung, die sich infolge (67) auch folgendermaBen
schreiben lafit:
36) [BS: Riai' — Roni* — 2Bl (Vat) (Van') By
\ + 2B (Vat) Vpn') =0,
oder: .
87)  BEERjii —Rupi =2BlVat) Vst w'n’=0.

Aus (87) folgt:

Ist die Ubertragung der 4, inhaltstreu, so ist die In-
haltstreue der bei einer bestimmten Wahl der pseudo-
normalen Richtung in der X,_, induzierten Ubertragung
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die
Normierung von # und #” so gewéahlt werden kann, daB (43)
und (74) beide gelten.

Dieser Satz sagt u. a. aus, daf3 die in der X,,_, induzierte affine
Ubertragung stets inhaltstreu ist, wenn die Ubertragung der 4, inhalts-
treu ist und die Normierung von #;, und #* so gewihlt ist, da3 (43) und
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(74) beide gelten. Diese Eigenschaft kann auch anders bewiesen werden.
Ist U~" ein in 4, konstanter #-Vektor, so ist £, U”** ein (n — 1)-
Vektor der X, _; und infolge (74b) ist:

(88) V1, U =0.

Die affine Ubertragung in der X, _, ist also inhaltstreu.

Man kann nun auch umgekehrt von einer bestimmten Normierung
von ¢, ausgehen und die Frage stellen, ob es bei dieser Normierung mehr
als eine pseudonormale Richtung geben kann, so daB (43) und (74)
beide gelten. Nehmen wir an, es seien #” und N* zwei verschiedene mog-
liche Pseudonormalvektoren. Fir den Vektor s"=#n*— N” wiirde
dann nach (43) und (74) gelten:

(89) Ls" =0

(90) B (Pat)s'=0.

Nach der ersten Gleichung liegt s* in der X,,_,, die zweite Gleichung
ist also gleichbedeutend mit:

(91) guist=0.

Dies ist aber nur moglich, wenn s” verschwindet, da g,; der Voraus-
setzung nach den Rang # — {1 hat. Es gilt also der Satz:

Hat der Tensor h,; den Rang # —1 und existiert bei
irgendeiner festen Wahl der Normierung von{; eine pseudo-
normale Richtung, so daB (43) und (74) beide gelten, so ist
diese Richtung bei dieser Wahl die einzig mdégliche.

Ist #* der zu £, gehorige Pseudonormalvektor, so ist der zu o ¢; ge-
hérige Pseudonormalvektor ‘#” unschwer zu bestimmen. ‘7" 148t sich
immer schreiben:
(92)
wo v" ein ganz in der X,_; liegender Vektor ist. Nach (43) ist dann

cx=% und nach (74b) mufl gelten:

W=oan v,

(93) {Vioyt: + 08} (% w v’-) =0,
so daf3:

|
(94) ‘wr =1 — g# Vi logo).

!

Es fragt sich jetzt nur noch, ob es auch wirklich zu jeder Wahl der
Normierung von #; einen Pseudonormalvektor gibt, so daB (43) und (74)
beide gelten, Der Affinor B, V, ¢, hat sicher einen Rang =7 — 1, da,
h,; den Rang » — 1 hat. Ferner ist:

95) Biom (Vi) - - - (Vomytrad) = Bl (Vi ) - - - (V) f2)

und diese GroéBe verschwindet, da jedes alternierende Produkt von mehr
als # Faktoren in der X,_; verschwindet. Nach (I, 74b) ist also der Rang
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von B, V.1, gleich n — 1, und (74) gibt also stets eine einzige pseudo-
normale Richtung. Es gilt also der Satz:

Zu jeder Normierung von¢, gehért in jedem Punkte, in
dem k,, den Rang # —1 hat, ein einziger Pseudonormal-
vektor, so dafl (43) und (74) beide gelten.

§ 9. Festlegung der pseudonormalen Richtung und des
Pseudonormalvektors.

In der Theorie einer V,_, in V¥, ist der Einheitsnormalvektor in
jedem Punkte durch die Lage der V,,_, bestimmt. Man kann nun eine
Vorschrift wiinschen, die in derselben Weise jeder fest gegebenen X, _,
in 4, in jedem Punkte einen bestimmten Pseudonormalvektor zuordnet.
Das wesentliche einer solchen Vorschrift ist nach den Erdrterungen des
vorigen Paragraphen darin zu erblicken, daB jeder X, _, eine durch die
Lage der X, _, und die Ubertragung der 4, eindeutig bestimmte Nor-
mierung von #, aufgedriickt wird.

Betrachten wir nun den Fall, da} die Ubertragung der 4, inhalts-
treu ist, so 148t sich eine solche Normierung in allen Punkten einer
X,_1» Wo h,; den Rang # —1 hat, leicht angeben. Wir bilden den
Ausdruck:

(96) Uty Yv, vy« + Bhnd vl -

Obwohl g;,, so lange die pseudonormale Richtung nicht festliegt, eine
GroBe der X, _, ist, die nicht mit einer bestimmten GroBe der 4,
korrespondiert, unterscheiden sich alle mit g;, korrespondierenden
GroéBen der A, nur durch Zusatzglieder von der Form:

i+ Vvt + platy.

Diese Glieder enthalten aber alle £ und beeinflussen also den Ausdruck
(96) nicht. (96) ist also ein von der Wahl der pseudonormalen Richtung
unabhéngiger Doppel-n-Vektor der 4,. (96) kann nicht Null sein, wenn
8.1 den Rang # — 1 hat (I, §10). Bei Anderung der Normierung bekom-
men #; und g,, beide den Faktor o, (96) bekommt also den Faktor o™*2.
Ist also U, ,;, ein in der 4, konstanter #-Vektor, so bestimmt die
Gleichung:
(97) Uty Lo, Bhave -« Badvad = 0% Uyt Usy o
wo ¢ irgendeine gegebene Funktion des Ortes ist, in eindeutiger Weise
eine Normierung von ¢ .

Es ist nun der zu dieser Normierung gehorige Wert von #* zu be-
rechnen. Dazu schreiben wir die Bedingungen (74) in der Form:

(98) Bi(Fatit,) n*n =0.
Da aus (97) bei Uberschiebung mit gh”:.., g folgtl):
(99) tll tvl = n2 92 Ull vl U‘I', ¥n gl,v, M gln‘l'n

1) Vgl. I, Aufg. 13.
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und U, ;. konstant ist, so ist (98) dquivalent mit:

(100) s Uy, Uy, v Vi02 87 g =0,

Nunist wh#" U,  ;,U,, . ,,bisaufeinenZahlenfaktor gleich gy, 1y, .-+ €151 vm]
(vgl. S. 45) so, daB (98) gleichbedeutend ist mit:

(101) Elialrs -+ - 8aadwt Vi @2 g7, gM =0,

oder auch mit:

(102)  (#—1) @ gituiry - - - Eawlom) (Vi 877) g7s .. ghn +- V], 02 =0

Diese Gleichung ist aber Adquivalent mit:

(103} 2V, logo+ &, Vgt =01,
oder in anderer Form:
(104) 2V, loge— g Vi,.e1y=0.

Infolge dieser Gleichung und (58) ist also:

(105) 28 Topy = g (2Qu2r — Qoua) = 284 (Quva— Qvur) + g4 Qupui
=28 Quri — Qo) —2Floge.

Diese Gleichung geht aber unter Beriicksichtigung von (58b) und (77)
iiber in:

(106) 26" Ty = —2¢"* Bi34 Rpai’ 8, — 2V, log o,
woraus folgt: p
(107) g T, “e P Roni ta—g " Vilogo.

Es ist zu beachten, daB das Glied rechts eine von der Wahl der pseudo-
normalen Richtung unabhingige Bedeutung hat. Nach (61) ist nun aber:
(108) &P =g Ropi*ta—g " Viloge— (n — 1) w,

oder:

» . 1 v ’
gl” Rm,ul ta—;‘—:-;g”V,‘IOg@.

1 n—

(109>; W= g Py

Durch diese Gleichung ist zu jeder Wahl der Normierung von #, der
zugehérige Pseudonormalvektor gegeben, der den beiden Gleichungen
(43) und (74) geniigt.

Besonders ausgezeichnet ist der Fall o = Konstante. Da man einen
konstanten Faktor in U, , ,, hineinnehmen kann, kann ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit ¢ == 1 gesetzt werden. (97) und (109) gehen dann
iiber in:

(97 a') t[lx t[”x g’-x“’: M gln] va] = U"l wedn U“’l In 2

‘4 1 . 0¥ 1 Yo o s
(109a) W= P s € Reii e

Wir haben also den Satz erhalten:

In einer 4, mit inhaltstreuer Ubertragung, in der ein
bestimmtes konstantesn-Vektorfeld festgelegt ist, ist jedem
Punkte einer X,_,, indem 4,; den Rang#n—1 hat, in ein-

1y Vgl. I, Aufg. 13.

Schouten, Ricci-Kalkil, 10
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deutiger Weise ein Tangentialvektor #, und ein Pseudo-
normalvektor #* zugeordnet. Der Tangéntialvektor 1aBt
sich mit Hilfe von (97a) bestimmen, und der zugehorige
Pseudonormalvektor ergibt sich dann aus (109a).

Kehren wir jetzt zu dem allgemeinen Falle, indem g beliebig ist, zu-
riick. Da erhebt sich die Frage, wie #” durch eine Anderung von o
beeinflufit wird. Die Gleichung (109) beantwortet diese Frage nicht
unmittelbar, da auch die in (109) vorkommenden GréBen g** und P;;” M
von g abhangen. Der Fall 14Bt sich allerdings auf den Fall ¢ = 1 zuriick-
fithren mit Hilfe der Gleichung (94). Es ist 4ber interessant, diese Glei-
chung noch einmal in anderer Weise abzuleiten, weil dabei klar wird,
welchen Beitrag die Anderungen von {1”} und P;;” jede fiir sich liefern.
Werden die Werte, die sich fiir allgemeines g ergeben, mit einem Akzent
links versehen, so folgt aus (97):

(110) "ty by Ghavy - By val = 0% L1y Uiy By -+ + Bl vl -
Ist also:
(111) ,ti. - Utl; ’gi.,u — Ug).,u; ,g)"“ — 0.—1 g)./t X
so folgt:
(112) oMl = g2,
Nun folgt aus (114), daB:
(113) ’{lalvu} = {lv‘u} _"%gi.,usa gm +'&s,u BI"" %SJ.B;I:
WO
(114) S =V, logo:—i~l7;, logo,
k ! w41
so daf3:
(1'15) ,P},;‘v = P}.;tv + ‘%'gllu Sx go“ - ‘%‘ s[t B;: - ‘%-S;_ B;l
und also nach 109:
1 cow —1
'y = _m{/gl,u Pl.u + n . Sy ;g,,,, — S, /g,,,,}
,l;uvm . a/ n+1 ,
(116) +’ﬂ 1 g Rm‘ui 2(%-—1) g ,us‘”
— _1_ . gAY
e ('}'L S‘).) 3

ein Resultat, das mit (94) iibereinstimmt.
Aus (115), (116) und (61) ergibt sich fiir die Transformation von
T;;” die Formel:
,Ti,l.l,y = ,Pi.;tv + ,gl,u ln'l’
(117) =Pi,',"—{-—égwsag”——Jz-s,,BZ—-%slB;;
+8iu” —Giug % Sa
=Ti." — 48,8 s« — % 5. Bi— L1 By
Infolge der besonderen Wahl ¢ =1 entsteht eine einfache Be-
ziehung zwischen gz x und Quiy. Nach (109a) und (61) ist ndmlich:

(M8) = — T+ o O Ro i
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so daB:

(119) T =g Rai® ta.

Aus dieser Gleichung und (58a) folgt:

(120) & Qrur = 28" Quurs + € " BY Ririi®ta,
oder, unter Beriicksichtigung von (77):

(121) g Quur=0.

§ 10. Spezialisierung fiir projektiveuklidische und euklidisch-
affine Ubertragungen.
Bei einer projektiveuklidischen Ubertragung verschwindet die
GroBe Bz‘,ﬁ{ R;4:7t, in jedem Punkt fiir jede Lage der X,_;. Infolge-
dessen geht die erste Codaxzische Gleichung (77) iiber in:

(122) Viehar=0,

d. h. es wird Q,, ., nun auch in den ersten und somit in allen Indizes
symmetrisch. Dadurch wird auch T,,, ein Tensor:
(123) TZ/Lv-‘:Jz‘Qlyv-
Die Symmetrie von Q,,, bringt mit sich, daB neben Gleichung (121)
die mit ihr jetzt dquivalente Gleichung:
(124) 7 g,uv Ql,tw =0
tritt. Diese Beziehung zwischen zwei Tensoren g; ,und @, ,, bezeichnet
man mit dem Namen Apolaritaty). Fiir # — 1 = 2 besagt sie, daB3
die Nullrichtungen des Tensors @;,, dquianharmonisch liegen in bezug
auf jede der beiden Nullrichtungen von g,.

Die Bestimmungsgleichung fiir #” (109a) geht iiber in:

1 /3 .o?
(125) w=——g " P

Ist die A4, eine E,, so verschwindet R,;;", und es vereinfachen
sich noch mehr Gleichungen. Die Gaufische Gleichung (67) geht iber in:

(126) oni’ +20e" laa1=0

und auch die Codazzischen Gleichungen (77) und (78) werden einfacher:
(127) Vio by =0,

(128) twhy’ =0.

Durch Faltung nach w» entsteht aus (126):

(129) = —1"hus+ 1.l

eine Gleichung, die, fiir den Fall, daB 4,, den Rang #-—1 hat, tiber-
geht in:

(130) = — b gur A+ bua

1) Vgl. z. B. Pascal, 1910, 3, S. 280.
10%*
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Durch Faltung nach » 1 ensteht aus (126):

(131) lom=0.
(130) und (131) besagen beide, daB 7.1 ein Tensor geworden ist?).

§ 11. Kriimmungstheorie.

Es seien Tangentialvektor und Pseudonormalvektor vermittels
(97a) und (109a) fest gewdhlt. Die Nullrichtungen des Tensors giu
sind die asymptotischen Richtungen der X, _,. Fir einen Vek-
tor ¢* in einer Nulirichtung gilt nach (75):

(132) rorg =0V, =0,
in Worten:

Beim Fortschreiten in einer asymptotischen Richtung
dreht sich die tangierende infinitesimale E,_, um diese
Richtung.

Die Hauptgebiete des Affinors/;” sind die Hauptkrimmungs-
gebiete, die Hauptrichtungen Hauptkriimmungsrichtungen.
Fiir einen Vektor w* in einem Hauptgebiete gilt nach (76):

(133) WD = V,n = E)—w’ ,
wo % ein Koeffizient ist, in Worten:

DerZuwachs des Pseudonormalvektors beim Fortschrei-
ten in einer Hauptkrimmungsrichtung liegt in dieser
Richtung.

Die Determinante der Gleichung (133) gibt, gleich Null gesetzt, eine

Gleichung (n — 1)*® Grades in p. Die #n —1 Wurzeln, von denen einige

Null sein kénnen, sind die Hauptkriimmungen —1—, cees L der

Q1 22

X,_1. Zu jeder m-fachen Wurzel gehort ein m/'-dimensionales Haupt-
kriimmungsgebiet 1 << m'< m, zu den Wurzeln Null das Nullgebiet
(I, S. 34). Jedes 1-dimensionale Hauptkriimmungsgebiet bestimmt eine
Kongruenz von Hauptkrimmungslinien. Die Summe der Haupt-
kriimmungen ist-die Invariante [,”.

Ist v” eine Kurve auf der X, _,, so ist:
(134) = 0% 6 (k4 0*1) = nlx gt Sup ) 4 plr gt pr gl =0

1) Fir A, = E, entsteht die von Berwald, 1922, 13, entwickelte n-dimen-
sionale Affingeometrie, die fiir # = 3 mit der gewdhnlichen Affingeometrie zu-
sammenfallt. Fir letztere vergleiche man die zusammenfassende Arbeit von
Blaschke und Reidemeister, 1922, 15, wo auch die Titel samtlicher bisher
erschienenen Arbeiten angegeben sind, sowie Blaschke, 1923, 10. g1, korre-
spondiert mit der ersten, T u» mit der zweiten Grundform in diesen Arbeiten.

Die allgemeinere von Berwald, 1922, 14 entwickelte Affingeometrie entsteht
fir 4, = E,, wenn die pseudonormale Richtung und die Normierung von #;
und #* irgendwie so gewihlt werden, daB (43) und (74) gelten. Die GroBen
Mg 4" T3,” und 2.%k,, sind dann identisch mit den GroBen b, a/,;,g“,
O1uxg*” und by, bei Berwald.
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und zwei konsekutive durch #” und v” bestimmte Bivektoren haben also
stets eine Richtung gemein (vgl. I, S. 26). Damit diese mit der Richtung
von #* zusammenfillt, ist notwendig und hinreichend, daB

(135) nlh dmt vl =0

ist. ¥*F, #* muB also die Richtung von v” haben, d.h. es muB »” in einem
Hauptkriitmmungsgebiet liegen. Es gilt also der Satz:

P2im Fortschreiten lidngs einer Hauptkrimmungs-
linie dreht sich die 2-Richtung von Tangente und Pseudo-
normale um die Pseudonormale,

Aus (67) ergibt sich durch Faltung nach wy»:

(136) Bv;‘;g Rpas"= B,u. Rys — B;‘fR,&,;.;’t, n = Rii+ 87 gus — buar

In dieser Gleichung sind, Inhaltstreue der Ubertragung in der 4,
vorausgesetzt, alle GroBen rechts auBer /,; symmetrisch. Daraus und
aus dem Umstande, daB B;j{ R} ;3" infolge der zweiten Identitat (II, 139)
niemals fiir jede Wahl von Bj] in #4 symmetrisch sein kann, ohne.zu
verschwinden, geht hervor, daB J,; dann und nur dann fiir jede Lage
der X,,_, ein Tensor ist, wenn die 4,, eine E, ist. In diesem speziellen
Fall wird m' stets gleich # und alle Hauptkriimmungsgebiete werden
gegenseitig senkrecht (I, S. 43).

Durch Uberschiebung mit g*# entsteht aus (136):
137)  &*Ru—g"*Rpsi’ty’’ =R+ (n—2)1; I=0L"
und durch Uberschiebung mit g*”:
(138)  BiR.g”—Big " Rpii"t,n’=R'+ 1B,
woraus unter Beriicksichtigung von (137) folgt:
(139) l Vo= R’ 1'—B R,x;,g +B/,,g Rﬂ,ﬂ,ytr

1 ’
_— ( o A‘I‘R;.y—}—g Rﬂ,ﬂ_yt nﬂ)B 1)

Die Bezichungen zwischen R'; ;;” und der zu g; , gehdrigen Kriimmungs-
groBe K, .;” sind der Gleichung (II, 126) zu entnehmen:
(140) Roui’=Kopi’ —2VieTai’ —2Ti" Ty .

Fiir den Fall, daB die 4, eine E,, ist, und also Q,;, infolge (122)
symmetrisch wird, geht diese Gleichung nach einiger Umrechnung
iiber in:

n-—2

(141) Riuin=Kouiv +2 Tiorr” Tunas
woraus bei Uberschiebung mit g entsteht:
(142) R}?,u[loc]gaﬂ= ,u)."l" Ti. ;uxﬂ

1) In den mit (136—139) korrespondierenden Gleichungen (124—124) in
1923, 4, S. 181 sind die Terme mit R;;;" 1, n* versehentlich ausgelassen.
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Bei Uberschiebung mit g** entsteht aus dieser Gleichung:

(143) R =K'+ T*8r T,p,,
oder, infolge (137), da R,,.;" = 0 ist:
(144) K'=—~(n—2)L" — T*7 Tupy-

Die Gleichung (139) geht in diesem einfachen Falle iiber in:

Fd o K 1 /4 Y4 V.4
(145) l;L = R,u “n = 2(K + T fr T“ﬂ}’) BI‘ :
1
n—1
vaffinen Hauptkrimmungsradien®).
Ein besonderer Fall tritt ein, wenn alle Hauptkriimmungen gleich
sind. Ein solcher Punkt heifit ein Affinnabel:

(146) L= 1B

Gilt (146) fir alle Punkte der X,,_, und ist die 4, eine E,, so folgt aus
(128) und (146):

(147) Vil=o0.

Die Hauptkriimmungen sind also auch konstant auf der X,_,. Wird
(146) in (67) eingefithrt, und ist die 4, eine E,, so entsteht:

I,” ist die ,mittlere Affinkriimmung®, @,...gs-; sind die

Te v 2 .
(148) watl =-—;"T1-ZB[W 8uia -
Da in diesem Falle fiir jede Verriickung 44" in der X,_,
(149) dx”Vﬂn"=;—_17?ldx”,

so gehen alle Pseudonormalen durch einen Punkt. Der Radiusvektor, der
sich von diesem Punkte bis zum betrachteten Punkte der X, _ j erstreckt,

ist gleich ﬁ;—’n". Die geoditischen Linien der induzierten Uber-

tragung sind die Schnitte mit den E, durch den erwihnten Punkt.
Ist auBetdem T;” =0, so folgt:

Peoar . 2 »
(150) Rw,ul = Ka,‘nl = — mlB[wg,u]l .

Die beiden in der X, _, induzierten Ubertragungen sind also in diesem
besonderen Falle gleich und gehéren zu einer Riemannschen Geometrie
konstanter Kriimmung. Aus (148) und (150) oder auch aus (137) folgt
in diesem Falle:

(151) R=K=—(n—2)l.

Der Fall l.” =0, der hier unmittelbar anschlieBt, tritt auf, wenn
#” auf der X, _, konstant gewihlt wird. Im allgemeinen ist dies nur in
einer E, moglich. Ein konstanter Pseudonormalvektor tritt z. B. bei
einem Paraboloid in E; auf.

1) Berwald, 1922, 13, S. 105, K’ und T*8y Tspy sind fiir 4, = E, identisch
mit R bzw. — I bei Berwald.
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Fiir den Fall der X, _, in E,, ergeben sich noch verschiedene interes-
sante Eigenschaften, wenn /,, einen Rang m <# —1 hat. Die Kon-
gruenzen 2’, a b c,d=1,..., m, i", %, v, w=m-+14,...,8—1,

seien gegenseitig senkrecht, g ¥ senkrecht zum Nullgebiet, z ¥ im Nullgebiet.
Dann ist:

(152) L =2y it
ab a b
und demnach infolge (128):
0= Vfco l,t;]v =%' (Vfw lab) :.;c] g-‘v +a.2;" lab (Vll:w Z,u])gy
+ 2 s it (VZ;] i;.) g+ b Viggt,
ab a b
oder, in orthogonalen Bestimmungszahlen:
_ e . .oy
(154) 0 % { g[y( ) las) ;’z + lab%z (V[z zy])
. +lab£[y V:::]gz +la[ny]az} )

Fir x =u, y=v, z=a, # + v ergibt sich daraus:
(155) luanu;:u]':O-

Die Komponente von V},%; im Nullgebiet von I, verschwindet also,
a

(153)

xy,2=1,....,n—1.

d. h. die # — m — 1 Nullrichtungen von 1,; sind X,_,,.,-bildend
(I, 26 b):
Hat der Tensor J,; einen Rang <# —3, so bilden seine
Nullrichtungen in der X,_; ein System von oo™ X, _,_;.
Fiir x=a, y=u, z=v, 4 + v ergibt sich:
(156) — $lsa V&Zv—%laaQuav=0-
Die Komponente von V/, ?;" im Nullgebiet von /,; verschwindet also im
allgemeinen nicht, d. h. die X,,_,,_, sind im allgemeinen nicht in X, _;
geoditisch.
Enthilt eine X,,_, eine Kongruenz »” von geodatischen Linien der
4,, so ist gleichzeitig:

(157) vV, v = Av”

(158) ot g =tV = —vwy V0t =0.
Infolge dieser Gleichungen ist:

(159) — v 0B Qup, =v* 007 Vi gg, = v*V,vFvrgg, = 0.

Fiir # = 3 gibt es, da g;, den Rang 2 hat, stets eine zweite asymptotische
Richtung und einen Vektor w” in dieser Richtung, so daB:

(160) Sip = V2 Wy 1 VW23 wlw/‘g1ﬂ=0.

Ist die 4, eine E;, so hat T;,, also wegen der Apolaritdtsbeziehung
(124) die Form:

(161) Tapy=DVaVp0y + qWaWpwy.
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Aus (159) (160) und (123) folgt dann aber ¢ = 0:

(162) Taﬁy=pvotvﬂv7’

so daB die Uberschiebung von T,4, mit sich selbst, die sog. Picksche
Invariante?), verschwindet:

(163) Top, T*F7=0.

Umgekehrt, gilt (163), so hat T, 4, infolge der Apolaritdtsbeziehung
die Form (162). Es gelten also (159) und (158), und da # = 3 ist, damit
auch (157), so daB der bekannte Satz?) abgeleitet ist:

Das Verschwinden der Pickschen Invariante einer X, in
E, ist notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
die X, eine Regelfldche ist.

Aus (143) und (144) folgt, daB (151) auch fiir Regelfldchen in E,
gilt. Die Gleichungen (160) und (162) lehren, daB die Nullrichtung »”
von g;, auch Nullrichtung von T,p, ist.

In einer projektiveuklidischen E, gilt fiir die orthogonalen Bestim-
mungszahlen von T,g, infolge der Apolaritdtsgleichung (124):

(164) Ty =— Ty, — Ty =T
und infolgedessen hat die Picksche Invariante hier den Wert:
(165) Topy T*F7=4(Tu + The) = Ol + Qe

Der Fall, daB die X|,_, ein System von oo"~ ™1 in 4, geoditischen
X,, enthilt, liegt nicht im Rahmen unserer Betrachtungen. Denn in
dem Falle hat der Tensor A, nicht den Rang # — 1 und kann somit
nicht mehr als Fundamentaltensor benutzt werden. Das gleiche gilt
z. B. auch fiir eine abwickelbare Fliche in E,.

§ 12. Anderung des Pseudonormalvektors bei bahntreuen
Anderungen der Ubertragung der 4,,.

Es soll jetzt untersucht werden, wie sich die verschiedenen in den
vorigen Paragraphen behandelten Gréfen dndern, wenn auf die Uber-
tragung eine bahntreue Transformation ausgeiibt wird. Da die Uber-
tragung jedenfalls inhaltstreu bleiben muB, brauchen nur solche Trans-
formationen der Form (1) betrachtet zu werden, bei denen $;, ein Gradient-
vektor ist. Die GroBe g;, dndert sich dabei infolge von (1), (52) und (56)
nur um einen skalaren Faktor, so da die asymptotischen Richtungen
invariant sind. Die Normierung von ¢, indert sich, da der n-Vektor
U,,..1, bei der transformierten Ubertragung nicht mehr konstant ist:

,V/‘ Ullm'{” = VP‘ Ul;---i-n - (A; ?11 + A;l pﬂ) U,,;,' wln + usw.
(166) =V, Usy ant+ (=10 pp, Us, tgn— 20, Uiyt
=—(n41)p.Us..2,-

1) Pick, 1917, 2, S. 121; als Projektivinvariante tritt diese GréBe schon auf
bei Wilczynski, 1907, 1, S. 260.
2) Blaschke, 1923, 10, S. 125.
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Es sei nun pU;,. .1, ein Feld, das sich im betrachteten Punkte der
X,_, mit U, ; deckt, aber bei der transformierten Ubertragung
konstant ist. Das Feld o, das im betrachteten Punkte den Wert 4 hat,
ergibt sich dann aus der Gleichung:

(167) 0="yoUs.u=[Vue—on+1)p]Us,..1
woraus hervorgeht:

(168) Vologo=(n—+1)p,.

wo:

(169) 1)3. = Bf P

ein durch Schnitt von $; mit X, _, entstehender und also von der Wahl
der pseudonormalen Richtung unabhingiger Vektor ist.

Um das neue Feld 'P;;” zu bestimmen, betrachten wir die
Anderung von B;V,v’, wo v" ein in deér X,_, gelegenes Feld ist:

(170) Bi'Vat" = BiVoo + Bi(dLpy+ A5 pa) o .

Aus dieser Gleichung, (61) und (113) folgt:

[ Baf 'Psj” = Pi;” + Buti + Bit +$81u 58
—¥s.Bi—}s1By,

oder da infolge (114) und (168) s, = 2 $;:

(172) B Pif" = i\ + 1 a8

Diese Formel ist viel einfacher als (115), was daher riihrt, daf} sich

bei der hier betrachteten Anderung nicht nur die Normierung von ¢,

sondern auch die Ubertragung der X, #ndert und sich diese beiden

Anderungen zum Teil aufheben. Durch Uberschiebung mit g*# ent-
steht:

(173) W= — g ).

(4

(171)

Durch diese Gleichung wird in einer E,, jeder Geraden in der Tangential-
ebene eines Punktes eine durch den Punkt gehende Gerade aulerhalb der
Tangentialebene zugeordnet. Man wihle nur die Endhyperebene von $;
durch die Gerade und bestimme dann ‘#” vermittels (169). Aus (172),
(173) und (61) folgt fiir die Transformation von Ij,” als GréSe der
X, -, betrachtet:

(174) { "Tiy = BRiPii + g w
= P):/.ay + g)./t ﬁtlx gM + gﬂ.,u '”'y - g”‘Pfx g}.y = Ti[:v-
T;.” ist also bei bahntreuen Transformationen invariant.
Aus ‘w” 1aBt sich jetzt auch ’Bj berechnen:

(175) ‘Bi=A] —"t,"n" = Bl + t, pg""
Da nur ein #, enthaltendes Zusatzglied auftritt, bleibt B}, als GroBe der
X, ., betrachtet, unverindert, ein selbstverstindliches Resultat.
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§ 13. Anderung der Ubertragung in der X,_;.
Aus (1), (59a) und (175) folgt fiir ein ganzin X, _, liegendes Feld v":

'BaV ot = (B + tu p38"") (Vo + (4] P + A% $2) 0*}

(176) =Vv’ — o g0’ + (Bip + BLpy) o
+ Ph g“ﬂ,Va v

oder:

(177) { Vi =V = Bi(Vad) ts(w” — 4, &) — 0" guan’
+ (Biph+ Buph)v' + tupg™ Vo’

Bei Uberschiebung mit B fallen alle ¢, enthaltenden Glieder fort und
es entsteht fir die GroBe B;‘j’V v, die sich, als GréBe der X, _
trachtet, nicht von ’V i v* unterscheidet, die Gleichung:

(178)  BiViv =Vi.v" 4+ {Bi gl + Buph — i pug*} o

Da s; =29}, so folgt aus (111) und (113):

0
(179) ’V,u v = l(}‘u v + {B}: Zl’;z + BZ ﬁ;. — & i’:x gw} ‘U;.
und auch aus diesen beiden Gleichungen folgt die schon oben erwihnte
Invarianz von T;.” als GroBe der X,-; betrachtet.
Die GroBe 7,” geht nach (1), (62) und (173) iber in:

1Y __ RS 48

np
=Bl — Vo p + by’ — A, g
(180) — 2 Bip, 8" (Vg 3)1g
+ 2 Bitupy € (Par® + Vot ps+ pud”’ po+ Bl g’
— Bipsg’ pe) -

‘T,” ist, als GréBe der X,_, betrachtet, nicht verschieden von
VL, = Byy'lif = B%'L,”, und diese GroBe geniigt der Gleichung:

(181) 8" = {1+ B pan®— Bupatpg” — Bis(Vad’ by— puty’”)}
Nun ist:

uﬁ{V gﬁ py ﬁa ﬁyg“e}
(182) = Bug {757 Ve gﬁy’i'gﬂy Vs pr—?’aﬂg?ﬁ}

= P Vg’ — B e + B Va(ps — b, 1)

= ?a V;z gm - p,upa gw + Bz gvﬁ le ?ﬁ - ﬁ)’ n?’ B:: '
so daB unter Beriicksichtigung von (5):

17y0 ¥ 1 2 o vf v o« ap

(183) lﬂ = ;{(l,, i’a o ) Bug ?aﬂ*l-B,L(ZPa” _?ai’ﬁg )}
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Aus dieser Gleichung 148t sich ein bemerkenswerter Satz ableiten
fiir den Fall, daB die A, eine E, und $p,1 =0 ist, also fiir den Fall
einer bahntreuen Transformation, die die E, wieder in eine E, iiber-
fiihrt (§ 3). Bei Faltung nach p» entsteht dann, da der Skalarteil

von £, Q%" infolge (124) Null ist:

(184) L= 2L~ (1 1) (206 1% — pu ppg®h)
und aus (183) und (184) folgt:

(18s) T — 1 v 1

1770 & 4 « & ¥ 1 2 O
e R B L — B a0
Der skalarfreie Teil von 7,” transformiert sich also in besonders ein-
facher Weise.

Fiir #n = 3 ist es nun im allgemeinen stets méglich, p, so zu wahlen,
daB in einem gegebenen Punkte der skalarfreie Teil von ’2;” verschwindet,
d. h. daB dieser Punkt Affinnabel wird. Fir den skalarfreien Teil
schreiben wir einfachheitshalber M ¥ und wihlen in X, ein Orthogonal-
netz in den Hauptrichtungen von £;,. Dann ist kj; = — ky;
ki = %y = 0 und aus (185) entstehen, wenn das linke Glied Null ge-
setzt wird, die Gleichungen:

a) $10m + 2201 = Eyy,

b) $10Qu2+ #3012 =0,

¢) $10Qm + 220 =0,

d) $10m2 + 52000 = ksp = — &y, .

Da Q,;, symmetrisch ist (§ 10), sind b) und ¢) identisch. Infolge
(118) ist:

(186)

(187) Q1= —0as2> Q121 = —Qaao

und es sind also auch a) und d) identisch. Aus a) und b) folgt aber:
r__ Qi P ___Q_e_%_-z__

Us)  A=giemtn AT Tonign v

Die Gleichungen (186) besitzen also stets eine einzige Lsung, sofern
die Picksche Invariante Q%; 4 Q35 (165) nicht verschwindet, d. h. so-
fern die Fliche keine Regelfliche ist.

Es gilt also der Satz:

Ist fiir einen Punkt einer X,in E;die Picksche Invariante
nicht Null, so ist es stets mdglich, die Ubertragung so ab-
zuindern, dafl sie euklidischaffin bleibt und der be-
treffende Punkt ein Nabelpunkt wird.

Es ist wichtig, zu bemerken, daB nur 4} und nicht $, eindeutig be-
stimmt ist. Von der neuen unendlich fernen Ebene liegt also nur der
Schnitt mit der Tangentialebene fest (vgl. §3). Unter den Geradenpaaren
in der Tangentialebene und durch den betrachteten Punkt, die einander,
wie auf S. 153 bemerkt wurde, zugeordnet sind, gibt es also fiir # =
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ein ausgezeichnetes Paar, das mit der X, projektivinvariant verkniipft
ist. Wilczynski nennt die Gerade in der Tangentialebene die erste
Leitgerade, die Gerade durch den Punkt die zweite Leitgerade?).
Weitzenbéck nennt diese zweite Gerade die Projektivnormale?).
Die ersten Geraden der ausgezeichneten Paare bilden eine Strahlen-
kongruenz und ebenso die zweiten Geraden. Ein besonderer Fall tritt
ein, wenn die ersten Geraden alle in einer Ebene liegen. Nur in diesem
Falle gelingt es, simtliche Punkte der X, zugleich in Nabelpunkte um-
zusetzend). Man braucht dazu eben nur die erwidhnte Ebene als un-
endlich ferne Ebene zu wihlen. Die zweiten Leitgeraden, die ja Affin-
normalen der Flache sind fiir diese besondere Wahl der unendlich fernen
Ebene, gehen dann (vgl. S.150) alle durch einen Punkt.

§ 14. GroBen der X, in A,%).

Liegt eine X,,inder A,, so kann man bei einem kontravarianten Vek-
tor v” in einem Punkte P der X, zwei Fille unterscheiden. Entweder ist
die Richtung vonv” in der tangentialen m-Richtung enthalten, oder sie
liegt auBerhalb dieser m-Richtung. Nur im ersten Falle ist v” eine GroBe
der X, als Mannigfaltigkeit fiir sich betrachtet. Wir sagen dann, dafl »”
inder X,, liegt. Liegt v" nicht in der X,,, so hat es nur dann einen Sinn,
von einer X,-Komponente von #” zu reden, wenn die X, in 4, einge-
spannt?) wird, d.h. wenn jedem Punkte der X, eine bestimmte auBerhalb
der X, liegende (» — m)-Richtung als pseudonormal zugeordnet wird.

Unter den kovarianten GroBen ist eine ausgezeichnet. Jedem Punkte
der Xy, ist namlich der Tangential-p-Vektor ¢, ;,,p =% —m,in
einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen Weise zugeordnet. Jeder
kovariante Vektor «;, dessen (# — 1)-Richtung die m-Richtung von £, ;.
nicht enthilt, bestimmt durch Schnitt eindeutig und ohne daf eine
pseudonormale p-Richtung nitig wire, einen kovarianten Vektor der X,
Ein kovarianter Vektor der X,, 1Bt sich durch eine Doppel-E,.y mit
Sinn darstellen. Wihlt man die Urvariablen voriibergehend einmal so,
daB x%=+1, ., x% auf der X,, konstant sind, so kann die aus #; durch
Schnitt entstehende GréBe vj in der X,, gegeben werden durch die m
Bestimmungszahlen:

(189) v == Uy, A=ay,...,0y.

Wird #; . ;, in beliebiger Weise in p Faktoren zerlegt:
1 ?

(190) Bty =003y - -+ Ba]

1y ,,Directrices of the first and second kind*, 1907, 1; 1908, 2, S. 95;
Wilczynski, 1915, 1. S. 132.

2) Weitzenbock, 1918, 7, S. 21. Bei anderen Autoren hat dieser Ausdruck
eine andere Bedeutung.

8) Es entsteht dabei also eine Affinsphare. Vgl. Berwald, 1920, 2, S. 64, Fulin. 7.

4) Der Inhalt der Paragraphen 14—18 wurde zum groBten Teil in 1923, 4 vers
offentlicht.

5) Weyl, 1922, 12, S. 155.
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so kann dieselbe GréBe v} auch in bezug auf ein beliebiges System von
Urvariablen der 4, gegeben werden, indem man bemerkt, daB alle Vek-

1 D
toren #, 4 iatl + ... + x4 aus X, dieselbe Gréfe herausschneiden,
?

und dementsprechend setzt:
1 4
(191) vi=u;,+:1¢t,1+...+;ctl,

WO %, oo.y % alle beliebigen Zahlenwerte durchlaufen. Damit hat die
»

GroBe n Bestimmungszahlen erhalten, denen eine p-fache Unbe-
stimmtheit anhaftet. Diese Unbestimmtheit hat aber auf die Rech-
nung keinen stérenden EinfluB, da nur solche Ausdriicke unbestimmt
werden, die auch geometrisch wirklich keinen Sinn haben, alle anderen
aber bestimmt bleiben. Da dieses schon auf S. 134 fiir m =#n — 1 er-
lautert wurde, ist es unnétig, hier Beispiele anzufithren. Ist einerseits
vy durch u, stets eindeutig bestimmt, so bestimmt umgekehrt v} erst
dann in eindeutiger Weise einen kovarianten Vektor der 4,, wenn die
X,, eingespannt wird. Ist dann v, der durch %} und die pseudonormale
p-Richtung bestimmte Vektor, so kann man v; und v} identifizieren
und v, als die X,-Komponente von u, auffassen. Bei einer einge-
spannten X,, heiBt ein kovarianter Vektor, der mit seiner X,-Kom-
ponente identisch ist, in der X, liegend.

Fiir GroBen hoheren Grades gelten dieselben Uberlegungen. Rein
kontravariante GréBen haben stets bestimmte Bestimmungszahlen, ge-
mischte und kovariante Gré8en aber nur dann, wenn eine bestimmte
Einspannung angenommen und wihrend der Untersuchung festgehalten
wird. Xp-Komponenten konnen bei allen GroBen nur bei einer
eingespannten X,, auftreten. Der Einheitsaffinor der X, ist fiir die
schon oben verwendete besondere Wahl der Urvariablen gegeben durch

die Gleichungen:
B 1fird=v 1
= Y =ay, ..., &
g 0, A+w ’ ! "

"o__ _—
B,,-—-O U= Apt1y.. Ay

(192)

Bft = unbestimmt =0y ..., 0.
Ist u; ein kovarianter Vektor der 4, so ist B} #, der durch Schnitt ent-
steherde kovariante Vektor der X,,. Ist aber v” ein kontravarianter Vek-
tor, der nicht in der X, liegt, so hat B} v* keinen Sinn. Die X, werde jetzt
eingespannt, indem man einen einfachen p-Vektor #*t+" wihlt, der mit
cer tangierenden p-Richtung keine Richtung gemeinsam hat. Normiert
man £, und #-? in irgendeiner Weise so, daB:

(193) }75115/1, iy P tp = 1,‘ (Erste Normierungsbedingung)
so wird:

(194) B} = A} — bl fragoy W05
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n¥1- heiBt dann der Pseudonormal-p-Vektor. Geometrisch be-
deutet (193), daB #, , aus der E, von "> gerade #’i-” heraus-
schneidet. Der Pseudonormal-p-Vektor ist durch Angabe der pseudo-
normalen p-Richtung bis auf einen skalaren Faktor bestimmt. Erst wenn
auch die Normierung von 7, festgelegt wird, ist n*-"» vollstandlg
bestimmt. Nach Einfithrung der pseudonormalen p-Richtung hat B;4*
bzw. Bjw, die Bedeutung der X,-Komponente von 2" bzw. w;, und
es 1aBt sich dann auch von jeder Grofie hheren Grades eine X,-Kom-
ponente bilden.

§ 15. Die in der X,, induzierte affine Ubertragung.

Wie fiir m = # — 1 (S. 137) haben vor Einfithrung einer pseu'.donor—
malen 1: Richtung nur die Ausdriicke V', p = BV, 9, B.V,v", BpVa.w,
und BH Vo « Wg, WO @, einen kovananten Vektor der A,, darstellt einen
Sinn. Erst nach Einspannung der X,, bekommt auch Bz V, # einen
Sinn und es verschwindet der Unterschied zwischen kovarlanten GroBen
der 4, und X,,. Ist also die X, eingespannt und liegen die v” und »,
in der X,,, so haben die Ausdriicke:

{ Vo = BiaV o
Viw, = BZf Vawg
einen Sinn und stellen Felder dar, die ebenfalls in der X, liegen. Wie

auf S. 137 wird gezeigt, daB die in dieser Weise in der X,, induzierte
Ubertragung affin ist:

(195)

Ist eine X,, in einer 4, eingespannt, so wird in der X,
eine affine Ubertragung induziert, die dadurch charak-
terisiert ist, daB der Differentialquotient die X,,-Kompo-
nente des Differentialquotienten in der 4, ist.

Liegen v* und w; in der X,,, so ist:

(1962) {B#Vav =V,v +%¢(Vavﬂ)(f1ﬂ—3ﬂ>
=WVv" 4+ ByV.B;s,
(196b) BiV, wy=Vi,w, +w BiVaiBj.
(Sfél;)elben wir: { ZA v, B,’é—— H,
,uﬂV B). L[‘L’.’l’
so geht (193) tber in:
o L v/ A 77 o
(198) {B:Vav—Vﬂv + v H'u;,,
ByVywi=V,w,+w, L.

Wird ¢, ;, in p reale Faktoren zerlegt:
(199) I T

bigoip = Yoy B s
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so kann man #"~" so in p reale Faktoren zerlegen:

(200) W = gl el
1 2

daB die Richtung von w der Schnitt ist der p-Richtung von #* "> mit
der (#n — p + 1)-Richtung, die den p — 1 Faktoren von 7, ;, auBer

'5,1 gemeinschaftlich ist. Es ist dann:
12

(201) t,1111;’1=0. )

Wiahlt man dazu die Normierung der  —1 ersten Faktoren Z, n
so, daf3: “

(202) 1;”31:1’ w=1,...,p—1
so ist infolge (193) auch:
(203) bt =1,
so daB nun die Normierungsbedingung (193) dquivalent ist mit:
(204) 't‘;,'n‘={1 furu:v}u,v:L...,gﬁ.

r 0, #Fv

Geometrisch bedeutet (204), daB " gerade zwischen die beiden

E,_,von Zl paBt und daB seine Richtungin den E, _, der p — 1 anderen
Faktoren von #, ;, enthalten ist. Fiir B} gilt nun infolge von (194)
die Formel: u
(205) Bi=4; -2 uw
u
und es ist also:
.o ap u AN u
H,ui. = - B;LZZ sz 7 n= — B,ulz (sz tﬂ) ;}"L" 3
(206) v oo “ u
L;:;,= - Bz;z V,, Lnf—= — Bz;z (Vu ’}'L'?) 718
u u u u
Infolge von (194) und (197) ist auch:
{ H;Li’v= - ? ?' leg (sz tﬂa,...ap) n Fee-
L,l-cj.'l. = —pp! BZ; (Voc np e ) ti.zx,...rxp .
Aus (206) folgt, daB H;;” in u 4 symmetrisch ist, da die ;‘; alle die tan-
gierende m-Richtung von X,, enthalten (vgl. S. 138):

{207)

1208) H;i"=H;..
Aus demselben Grunde ist:
(209) Bzg Vatgiy..1,= BZ’; Vetai,..ip-

Fiir m = n — 1 gehen H,;" und L;”; offenbar iiber in — %, , »” und
— 17, H.3 heiBt dererste Kriimmungsaffinor, L;”; der zweite
Kriimmungsaffinor der X,, in bezug auf die 4,,.
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§ 16. Die Gleichungen von GauB und Codazzi fiir X, in 4,1).

Aus (196a) folgt durch Differentiation und Alternation nach w u
unter Beriicksichtigung der Symmetrie von Bf,’; Vg Bf, =H o‘,;f inwp:

u
By VigVav' =ViuVigv" — Bloyy Vg0’ Ba X (7ets) n’
(210) o
=V’[wV;,]v”—vaB[f,fj]; (V‘xt,;) VﬂZLY,
U
also, infolge von (II, 116), (201) und (203):
u
(211)  BOARias = R+ 2BE0 S S Wats) Vo'
u

oder:

(212) Bhyi Rias'=R'o;3 + 2 Hig? La,
Dies ist die Verallgemeinerung der Gaufschen Gleichung fiir
X, in 4,.
Setzt man: ZM _ BZ’; v, ;‘p
(213) =B,

so sind die Integrabilititsbedingungen der ersten Gleichung:
(o ¥ : Y s v
Violas=BihaiVy B3t Voty = BlhiiV, BLV oty

ap I « & B “
= BihuaVyVatg+ Blumi(Vy B Vaty

(214) 4 Sus u ) g
= %Bwyl R/;o;rgyty + B[Zzy] H;:i: Va; tlg
u v (1
= %Baﬁ;zg Rjzs"t, — Bl 3 hya :’zﬂ Vit
v
oder:
u bod uy Y
(215) 2Ptohur=BEMI R b, + 2 3 Vi by
v
wo: v R .
(216) vi=Bi (Vats)n'=—Bf Vurl)ts, wHv.

Die Integrabilitdtsbedingungen der zweiten Gleichung lauten:

7. ceey 8 Uy
(217) ZVfw lﬂ]”= — Bﬁ,”f:RﬂM"ZZ, —_— ng[w Mf .

Die $? Vektoren v liegen in der X,, und geniigen den Gleichungen:

, , a( u) y fa %
Viovn =Viw Bu\Vat,)n' = By Vg (Vaty)’gy
(218) u .
= 4BLS Ry o + B (7t Vo
1) Weyl gibt 1922, 12 eine andere Behandlung der Krismmungstheorie einer
X, in 4,, bei der vorausgesetzt ist, daB die X, eingespannt ist.
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oder: ’uv fa Y y v.yu ww wo
(219) V[wv).] = éBwl Rﬂocy td? + l[w h}.]y +Zv[a)vl]»
w

die durch Differentiation von (216) unter Beriicksichtigung von (204)
erhalten werden kann.

§ 17. Einfiikrung der zweiten Normierungsbedingung fiir
t’“l'n 7.p und n"’]_ e lvp.

Als zweite Normierungsbedingung fithren wir ein:

(220 ﬂ) Bz (V“ t)q ...lp) whreedn == 0 ,

was infolge (193) gleichbedeutend ist mit:

Werden ) _; und #”# in der im § 15 beschriebenen Weise in Fak-
toren zerlegt, so ist (220) gleichbedeutend mit:

Bﬁ;(VaZ.) 1’}1=0,

u
Bff;(Vag‘) i=0.

Die geometrische Bedeutung von (193) und (220a) Ist folgende.
n's--”» soll fiir jede in X, gelegene Verriickung dx” sowohl durch #; ;.
als durch {4, +dt, ;, aus der E, von #"" herausgeschnitten
werden. (220b) bedeutet, daf das Differential von #™--*» fiir jede in
X,, gelegene Verriickung mit der (» — p)-Richtung von ¢, _;, ineiner E,
liegt, ¢ <n. Wie fiir m =#n — 1 gilt der Satz:

Ist die Richtung von #"-" fest gewidhlt, und werden
Normierungen, diesich nur um einenauf derX, konstanten
skalarenFaktor unterscheiden, alsgleichangesehen, so gibt
es hochstens eine Normierung von #; , und #"~'», so dafi
(193) und (220) beide gelten. Der Beweis verliuft wie auf S. 142.
Ahnlich wie im § 8 sei jetzt die Frage gestellt, ob es bei gegebener Wahl
der pseudonormalen Richtung, wenn fiir 4, , , #"" nur (193) gilt,

stets moglich ist, ein o zu finden, so daB fiir 67, , , 67! #» auch
1

— U
(220) gilt. Als Faktoren von ot ; und o~!#"~’» wihlen wir 62 ¢;
1

(221)

und ¢ ? #*. Aus der Bedingungsgleichung:
u

_l.u) _1

(222) BzZ(VaoP t) o 1”43;'=0
folgt: ¥ .

(223) V},loga-{—Bfﬁ%‘(Vatl)y’l:o.

Schouten, Rica-Kalkiil. 11
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Dazu ist aber notwendig und hinreichend, da8:

u
(224) B;ﬁz Z‘V[ﬁ (V,x] t}.) ul =0,
u
oder: u u
B peesy 2 Ba ‘T(V ) % )
(225) Bw,u Rﬂai. Ztyzl' -+ 2B[m,u] alh ﬁz" =0
u u

Infolge (211) 148t sich diese Gleichung aber schreiben:

u
Bl Ryt Riit = 2B 3 (Pa) Poy?
(226) .
+2BEn A Z(P.0) Pay =0,
oder: Bﬂﬂ‘R-..l R'...l__ Bﬂa '1'[7 u Van' ; é
wulpai — Ropi =—2 [wm% als}\Vn Z”:r{f
(227)

uv ru

=+ 2Bl 2 va V.
uy

Da aber der nach BS% stehende Ausdruck in & und § symmetrisch ist,
lautet die Integrabilitatsbedingung:

(228) BL: Riai'— Roit=o0,

und daraus folgt der Satz:

Ist die Ubertragung der A4, inhaltstreu, so ist die In-
haltstreue der bei einer bestimmten Wahl der pseudo-
normalen p-Richtung in der X,, induzierten Ubertragung
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
bei dieser Wahl die Normierung von £, _; und #"+” so
gewihlt werden kann, daB (193) und (220) beide gelten.

Infolge dieses Satzes ist die in der X,, induzierte affine Uber-
tragung stets inhaltstreu, wenn die Ubertragung der 4, inhaltstreu ist

(220) beide gelten. Fiir m =#n —1 wurde fiir diese Eigenschaft auf
S. 143 noch ein anderer Beweis gegeben. Auch dieser andere Beweis
lieBe sich unmittelbar verallgemeinern.

§ 18. Festlegung des Pseudonormal - p -Vektors.

Nun soll untersucht werden, inwiefern es bei einer bestimmten Nor-
mierung von #: ; verschiedene Werte von #”-*» geben kann, so
daB (193) und {220) beide gelten. Nehmen wir an, es seien bei einer be-
stimmten Normierung von #, , zwei verschiedene p-Vektoren #”: -
und N*-* moglich. Die p (» —1)-Richtungen der 't‘z seien in jedem
Punkte fest angenommen. Die Richtungen von y” und z‘V" bestimmen
wir in jedem Punkte als Schnitt von #”-** bzw. N”-*» mit der

(n — p + 1) -Richtung, die den p — 1-Faktoren von RN auller ;5‘1
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gemeinschaftlich sind. In P sei die Normierung der einzelnen Faktoren 't‘,l
fest gewidhlt, und die Langen von n und N" dazu so bestimmt wie
(204), d. h. so, daB:

(229) a) t;_?l={1 fiir =1,

% 1firu=vYu,v=
1___ El
0, #+uv; b)t‘zy—{ } . P

0, u+v}1,2

In jedem benachbarten Punkte wihlen wir die Lingen der $ — 1 ersten
Vektoren 2‘1," + 611‘;” und Z'Y Y 4 6127" so, daB sie, im Sinne der zugrunde

gelegten Ubertragung nach P verschoben, gerade zwischen die beiden

E,_, von 't‘; passen. Das heifit analytisch:

-3 V A v . % V Nl » .
(230) B (Var')u=0; Bi(VelN)ti=0; w=1,...,p—1
Infolge (221b) ist dann auch:

& oY a 1Y
(231) B,,(Vug>t,1=0; B,,(V“{‘V)t;,=0; w=1,...,p

Die Normierung der einzelnen Faktoren von ';,1 in der Umgebung von P
wahlen wir einmal so, daB in jedem Punkte n” zwischen die beiden E,,_,

von tl paBt, so daB also (229a) gilt, ein anderes Mal so, daB3 (229D)
gilt. In der Umgebung von P bestehen also zwei Systeme von Feldern,

die wir zur Unterscheidung t; und T,l nennen, und die zu n und N"

gehoren. Ist:
u U

(232) T;,=¢'>‘Ci;,, u=1,...,p
so ist & =1 in P. In der Umgebung von P ist also:

¥ 1 firu=v u 1 firu=v

1. ) 1 — -
@33) t“v?_{o w %ED; ?ftlly—{o by WEV
und aus (231) und (233) folgt:
°
(234) B, (V,, t;,) 31 =0; (V t,l) — V’ l=90.
Fiir die Felder = zz”——]y ” gilt nun 1nfolge (229) und (234):
(235) 7N i"’ =0,
u
(236) hast=—V, a1,
u u

(235) bringt zum Ausdruck, daB die Vektoren s in der X,, liegen.
Gibt es also einen Pseudonormal-p-Vektor #”-*?, der den Glei-

chungen (193) und (220) geniigt, und haben die Tensoren % h .1 alle den
Rang m, so 148t sich mit Hilfe jedes beliebigen Systems von p Gradient-
vektoren der X,, eine andere Losung bilden. Man kdnnte durch Ein-
filhrung einer weiteren Bedingung eine einzige Losung auszeichnen. Es

11*
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werde z, B. verlangt,. daB die beiden Systeme von Feldern Z und f”;_

sich decken, daB also 3& =1, u=1, ..., p. (236) geht dann iiber in:
u

(237) h,,,til =0,

Sind nun die (# — 1) -Richtungen der Faktoren ?,1 so gewihlt, daB alle

u
Tensoren 7%, ; den Rang m haben, so folgt aus (237), daB die Vektoren s”

verschwinden. Besser ist aber folgende Methode, die ausgehend von einer
bestimmten Wahl der (# —1)-Richtungen und der Normierungen

der Zl in allen Punkten der X, in eindeutiger Weise zu einem,zu
dieser Wahl gehérigen System von Pseudonormalvektoren n” fithrt. Es
sollen die n den $ (p -+ 1)- Gleichungen:

239 B (7. =0,
. N
(239) = {0t

geniigen. Die erste Gleichung ist fiir n’ gleichbedeutend mit der For-
derung, daB n" in einer gemelnschafthchen Richtung der m (n —1)-
Richtungen von m Differentialen ¢ tl liegen soll, die zu # unabhéngigen
Richtungen der X,, gehoren. Ist nun der Rang von h,, ; gleich m, so

sind die s Differentiale 6'2,1 linear unabhiingig und die erste Gleichung
bestimmt also eine E,, die #” enthalten soll. Die p —1 folgenden Glei-
u

chungen fiir n’ bestimmen eine E,, _,,,, und es gibt also sicher wenigstens
eine Rlchtung, die den ¢ ersten Gleichungen fur n” geniigt. Diese
Richtung kann nicht in der (n — 1)-Richtung von t,l hegen da sie dann
in der X,, liegen wiirde und h“ ; infolgedessen nicht den Rang m hatte.
Die (p + 1)-te Gleichung fiir #” kann also immer durch geeignete Wahl
der Linge von n erfiillt w?erdem Gibe es nun eine zweite Lisung
{‘V”, so wiirde 3": ;z”u— {‘V’ infolge der p Gleichungen (239) in der X,

liegen, der Rang von k,; wire dann aber infolge (238) <m. Es gilt-
also der Satz:

Ist die Normierung von ¢, _; aufder X,, gegeben, so ist
dadurch im allgemeinen der Pseudonormalvektor g™ -
nicht eindeutig bestimmt. Ist aber auBerdem die Zerlegung

1
von £, ,, in p Faktoreny, ..., ?,1 auf der X,, gegeben, und

U
ist der Rang der Tensoren #%,; gleich m, so existiert ein
und nur ein System von Pseudonormalvektoren flz”, vee, WY,
¥4

so daB die Gleichungen (238) und (239) beide gelten.
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Diese Methode ist nicht die einzige. Werden schirfere Bedingungen
gestellt, so braucht man weniger festzulegen. Bei einer Kurve der E;

1
geniigt es z.B., 4, ; und die 2-Richtung von #; lings der Kurve fest-
zulegen. Durch die Gleichungen:

. N
(240) tznl={é ur:# v
' ’ - v w,v=1,2
(241) B2 (7.0 = 0

ist dann #™" eindeutig bestimmt. Man sieht dies sofort ein, wenn man
sich die geometrische Bedeutung der Bedingungen vergegenwirtigt.

Aufgaben.

1. In einer X, ist, auer den %%, ein System von Hilfsvariablen
#, =1, ..., n angenommen. Die Transformationsformeln von »* und
w, zu schreiben mit Hilfe des Einheitsaffinors.

2. In einer X,, in A4, sind die Hilfsvariablen 2%, # =1, ..., m an-
genommen. P ist ein Punkt der X, v* ein in der X,, liegender Kontra-
varianter Vektor in P und w; ein kovarianter Vektor der 4, in P.
Man bestimme:

a) Die ?, » und y-Bestimmungszahlen des Einheitsaffinors der X,.

b) Die u-Bestimmungszahlen des Schnittgebildes von w, mit X,,.

c) Die #-Bestimmungszahlen von v”.

d) Das System der MaBvektoren der 4, und der X,,.

3. In einer X,,_, in einer 4, mit inhaltstreuer Ubertragung sind

. . . u n . . .
die Hilfsvariablen %, # =1, ..., # —1 angenommen. e¢; sei ein die
X, _, tangierender kovarianter Vektor, so daB

1 n
Ejyin == €3y -+ - €]

ein auf X,,_, konstanter n-Vektor ist. Man zeige, daB fiir den in be-
zug auf E; , normierten Tangentialvektor £ die Formeln gelten:

n
tp=o0¢;,
’ ’ ' ’
P h[lx[i’x"'hln—\]"n—ll — h[uxll’x"'hun-l]vn—-x]
1 1 n~1 n-1 1 1 n-1 n-1
8[1‘ e["'x T e)'n~l] e”n—ﬂ e[“x el’l’: o eu‘n-x] evn-— 1]

={(n—Dhig- Ap-11n-1»
x n

h;d. = B,,g sz es

und spezialisiere diese Formel fiir # = 3.

4. Ist die 4, aus Aufg. 3 eine E,, und bilden die x” ein karte-
sisches Koordinatensystem, so daB Zj,..1, = Z‘[],‘ . %',‘1,,] so ist zu zeigen,
daB fiir die  v-Bestimmungszahlen von %7, aus Aufg. 3 die Formel gilt:

| 2ala Jxfn-1 40l
T - PLEEN P P

wo

— ’
=—lyy.
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5. Ist 4 ein Punkt einer X, _, in E,, wo h,; den Rang » — 1 hat
und »” ein beliebiger Punkt der E,, so heift

p= (x” — %c”) £,

die Affinentfernung von x* und 4 in bezug auf die gegebene X,._,.

Sind #%, =1, ..., n — 1 Hilfsvariablen wie in Aufg. 3, und o der in
Aufg. 3 berechnete Koeffizient, so ist zu beweisen, daB
c')x[ 1 gatn-r
R " "]
p=on! e Jan—1 (xa ! %‘a )'

Wie ist #” zu wihlen, damit die Affinentfernung 1, 0 oder oo wird?
Wie ist #” zu wihlen, damit die Affinentfernung einen extremen Wert
hat, wenn z auf X, ., verindert wird bei festgehaltenem x*%).

6. Eine X, liegt in einer E,. Aus dieser X,.; wird durch eine
E,, eine X,,_, ausgeschnitten. Es sind die Beziehungen zwischen dem
Tangentialvektor ¢, der X,-, in E, und dem Tangentialvektor ¢ der
Xm-, in E,, zu untersuchen.

7. Man beweise die Erweiterung eines Satzes von Transon?):

Legt man durch eine E,, ., die eine X,_, in E, in P beriihrt und
nicht in einer Null-(# — 2)-Richtung von g;, liegt, alle mdglichen
En.1, so bilden die Pseudonormalen, die die Schnitt-X,_,, eine jede
in ihrer eigenen E,., besitzen, eine E,, die die zur E,_, in bezug auf
g1, konjugierte Richtung enthilt.

8. Man beweise die Erweiterung eines Satzes von Berwald?®):

Legt man durch die zu einem Punkte P einer X,,_, in E, gehorige
pseudonormale Richtung €ine E,, so fillt die pseudonormale Richtung
der Schnittkurve in P in bezug auf die E, dann und nur dann mit der
pseudonormalen Richtung der X, _, zusammen, wenn die E, eine Null-
richtung des Tensors T;,, enthilt, die nicht auch Nullrichtung von
g2 3 ist.

9. Wird eine affine Ubertragung mit der KriimmungsgréBe R;, - 3"
bahntreu transformiert mit Hilfe der Vektoren ﬁ;,, 24, und 3$; und

8

entstehen dabei die KrummungsgroBen R,,, M s ,;,,; 37, Ropi’, so ist:

Roui”™—3 Ro',,li”-i— 3 Ra',;;i’—- RJ,,};'."= 04).

1) Vgl. Blaschke, 1923, 10, S. 110, 111, 173 fir X, in E,.
%) 1841, 1 fir X, in E,. 3) 1920, 2, S.68. 4) Vgl. eine dhnliche Auf-
gabe von Herrn Berwald fiir konforme Transformationen einer Vg in Arch. der

Mathem. und Phys. Bd. 27, S.81. 1918. Losung in ]ahresber d. D. M. V.,
Bd. 22, S. 48. 1923.



Fiunfter Abschnitt.

Die Riemannsche Ubertragung.

Ubersicht der wichtigsten Formeln der Riemannschen

Ubertragung.
Kovariante Differentiation:
sp=dp; Vp=2L, (11, D)
dxt
[ v g 3 0. 7V 9v” 3 A
dvr = dv + {}} v d Pew =+ {0} (1L 579)
w
Ap 1" o A Ap
dw, =dw;, — {}}'}w, dx; Viws=——=—{}w,. (L, 57D)

{i.y} — %g"“{ agla + ag‘ua _ agl/l}.
Y ox* ot 0x*

. 1 [Ow ow
o= (= 5): (1, 29
VioVinp=o0. (IL, 30)
Tensor gh:

V,;g“ = V[.t giv= 0.

Geoditische Linie:
dzx" {;_‘,‘} dxﬂ' dx’u

S =o. (I1, 86)
iV, ir=0. (11, 87)

KrimmungsgroBe:
2V, Vgt =—Kaui'o'. (11, 116)
2V Ve =+Kiii'w, . (I1, 146)
Kaii” = () = S 0 = (e )+ (e (e}t 120
K=K (IT, 124)
Komi” =0. (11, 134)
Kiopn' =0. (IT, 139)
Kuopan=0. (I1, 147)

Km/zlv = K).vm/c . (II: 148)
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Vig Koopizw = 0. (11, 163 1)
2 V[,u K_E]}. = Vv K.l:é):"' (II, 167)
VrGui=0; Gui=Ku—3Kgu. (I1, 169)

§ 1. Konforme Transformation der Ubertragung.

Eine Riemannsche Ubertragung ist gegeben durch die Gleichungen

(11, 57): o e
0 a) Vv =———6x#+{,,}v‘
1
0w, )
b) V,uvl:'a”x_'u‘_ {}v‘u} Wy .

Bei der konformen Transformation:

2) 'gi.,u=0g].,u§ ’g‘ult: O_lg;"“

geht {’l.f‘} iber in:

(3) Pt =+ 3 (s + 405 — €1,5) Y,
wo:

(4) sp =V, logo.

Demzufolge geht (1) iiber in:

a) V,o'=V,v" — %vlglﬂsag”—l——%-v"s”—l—g-sav“A_,';
(5) { b) Vews=V,wi—wusy+ +s*w, 6.7 .
Aus (IT, 120) und (3) folgt:

(6) Kowi” = Kopd" — gonSaa € %)
WO,
(7) Sua =2V, sa —5u85+ +555F guu,

was sich auch durch Differentiation von (5a) oder (5b) ableiten 148t.
Aus (6) folgt durch Faltung nach o »:

(8) ! /Ll?Kul'}‘i[(n“z)s;tl*srxﬁg“ﬂg,ul]'
Es dréngt sich die Frage auf, ob eine konforme Transformation so

1) Fubini, 1909, 2, S. 144; Schouten, 1918, 1, S.90; Weyl, 1918, 2.

2) Schouten, 1921, 2, S. 78.

3) Bei Struik, 1922, 5, S. 151 hat sich bei dem Ubergang von der direkten
Formel (140), die identisch ist mit der Formel (130) aus 1921, 2, S. 79, zur
Kcordinatenformel (140a) ein Fehler eingeschlichen, so daB3 diese Gleichung
aquivalent geworden ist mit

’ oy = Kw,u).v ~ Blw(i S,u]v] 4

wo offenbar links ein Faktor 6~! fehlt. Dieser Fehler, den Finzz, 1923, 11 be-
merkt hat, ist iibergegangen in den SchluB unserer Arbeit 1921, 7. Der
SchluBsatz: Wenn zwei V, mit Gy, = 0 sich konform aufeinander abbilden
lassen, so sind die KriimmungsgréBen einander gleich, bleibt aber richtig, was
Finzi nicht bemerkt hat. Denn als KrimmungsgréBe darf man hier, wo der
Fundamentaltensor nicht festliegt, nur die gemischte GroBe K, 3" verwenden
und nicht die kovariante GroBe Ko puiye '
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beschaffen sein kann, daB sie gleichzeitig bahntreu ist. Nach (3) und
(I1, 70) miiBte dann gelten:

(9) %AZS/AJI_%‘A:LS}._%'Svg}..u:A}:yﬁ,u‘i_A;;i)l-

Diese Gleichung fithrt aber zu einem Widerspruch. Denn einerseits lehrt
Faltung nach » 1:

(10) '%'M’S,u= (”'*"”p,u:

andererseits folgt bei Uberschiebung mit g*#:
(11) —Fm—2)su=2p,
also wegen s, + 0:

(12) 2n=(n-+1)n—2),

eine Gleichung, der keine ganzzahligen Werte von # geniigen konnen.
Es folgt also der Satz:

Eine Riemannsche Ubertragung ist vollstindig bestimmt,
wenn die Lage der geoddtischen Linien und der Fundamen-
taltensor bis auf einen skalaren Faktor gegeben sind?).

§ 2. Die Konformkriimmung.

LaBt sich eine Riemannsche Ubertragung konform transformieren,
so daB ‘K, ;" = 0, so heiBit sie konformeuklidisch. Die Vs wird in
diesem Falle mit C, bezeichnet. Die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiir sind nach (6) erstens, daB ein Tensor L,; exi-
stiert, so dafl: 4
(13) Koprr= ;— 8o Lun »
und zweitens, daB ein Vektor s, existiert, der mit L, folgendermalien
verkntipft ist:

(14) ,—[—:ELlﬂ-z ZV” S2— SuSi+ 35.5%gua-
Die erste Bedingung ist stets erfiillt fiir » =<3. Die Integrabilitats-
bedingungen von (14) lauten:

(15) Kyui"s, = % Vie L + Vie S $o — 3 g1 Vo1 Sas”

eine Gleichung, die unter Beriicksichtigung von (13) und (14) iibergeht in:
(16) VieLiya=0.

Nun folgt aus der Bianchischen Identitat, angewandt auf (13):

(17)  0=giw Vs Luy» — gtu Ve Lugy — 8ot Ve Liaa + 8o1u Vs Lot s
oder:

('18) g].[mVéL,u]v_gv[a) VELH:M:O'

Uberschiebung mit g*® ergibt:

(19) {n Vie Ly + Viu Leyy + Vi Ly — Vie Luas + 808 Viw Lopa ¢
+ gv‘u V[w Lé]i,glw: O

oder:

20) (n— 3 Vel + Vg (Ligs — &a: L) guav=0; L =Lyrng"".
1) Weyl, 1921, 3, S- 4.
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Nun folgt aber aus (13) und (II, 169) bei Uberschiebung mit g=*:
J - L,ul + Lg,ul = G,u).

21

( ) l "'G,u}. +;‘_1:“1‘Gg,ul=L‘u1, G= Gﬁ.,ug;"”
so daB (20) infolge (II, 169) gleichbedeutend ist mit:

(22) (n—3)ViwLyi=0.

Fiir n + 3 sind also die Integrabilititsbedingungen von (14)
eine Folge von (13)%).
Die Gleichung (21) 148t sich auch in anderer Form schreiben:

1
Liy=—Kui+ 50— Kegu
(23) # ¢ 2(n—1) #

Kp). = — L_u). t n_i_‘_'ELg‘ul .
Fiir # 4 3 kann man also der Bedingung auch die Gestalt geben:
4
(24) Cw;d.v = Kw‘uiw - ;,,____ég[w[l L;c]v] =0,

wo L,; jetzt eine GroBe darstellt, die durch (23) definiert ist. C, piv
ist invariant bei konformen Transformationen der Ubertragung und
heiBt die KonformkriimmungsgroéBe?). Sie verschwindet identisch
fir # =2 und # = 3. Zusammenfassend kénnen wir also den Satz
aussprechen?):

Eine Riemannsche Ubertragung ist fiir n <2 stets kon-
formeuklidisch, fiir #>3% dann und nur dann, wenn die
KonformkrimmungsgréBe verschwindet und fiirs =3 dann
und nur dann, wenn fir die durch (23) definierte GréBe
L,; die Gleichung (16) gilt.

Aus (13) folgt, daB bei einer konformeuklidischen Riemannschen
Ubertragung alle orthogonalen Bestimmungszahlen K;;;, mit vier
ungleichen Indizes bei jeder Wahl des zugrunde gelegten Orthogonal-
netzes verschwinden?). Umgekehrt kann man beweisen, daB dieses Ver-
schwinden auch eine hinreichende Bedingung darstellt dafiir, daB eine
Riemannsche Ubertragung konformeuklidisch seif). Da im konform-
euklidischen Falle K,,,,;, vollstindig gegeben werden kann durch den

1) Schouten, 1921, 2, S. 82. %) Weyl, 1918, 2, S. 404; 1921, 2, S.6.

3) Cotton, 1899, 3, S. 412 fiir n=3; Finzi, 1902, 7 fiir n=3; Schouten, 1921,
2; S. 83 ftirn % 3; vgl. auch Cartan, 1922, 17 firn=4; Lagrange, 1923, 12, S. 43 for
n #+ 3. DaB. die KonformkriimmungsgréBe fiir # =+ 3 verschwindet bei konform-
euklidischen Ubertragungen, wurde schon 1918, 2, S. 404, von Wey! bewiesen.
Finzi bewies 1921, 3, daB die Bedingungen (13) und (16) zusammen ein hinreichen-
des System bilden, er gelangte aber noch nicht zu dem Satze, daB fir # & 3 (16)
eine Folge von (13) ist. Vgl. auch Finzi, 1922, 16.

4) Schouten und Struik, 1919, 1, S. 462 engl. 694.

5) Schouten, 1921, 2, S. 83.
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Tensor L,;, hat K, ,;, in diesem Falle nur }# (n--1) linear unab-
hingige Bestimmungszahlen, was sich auch in direkter Weise verifi-
zieren 1aBt?).

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn L,; ein Skalar wird:

(25) L,¢1=%Lg,u_.
Die Krimmungsgrofie bekommt dann die Form:
2
(26) Kw,ulv =—ng[0)[lgy]v]-

Fir n = 2 hat K, ,,, selbstverstandlich immer diese Form. Fiir # > 2
lehrt Anwendung der Bianchischen Identitdt auf (26), daB K in der ¥V,
konstant ist?). Eine V,, n> 2, fiir welche Gleichung (26) gilt, heifit
eine Mannigfaltigkeit konstanter Krimmung und wird mit S,
bezeichnet. Aus (26) folgt, daB bei einer Riemannschen Ubertragung
konstanter Kriimmung alle orthogonale n Bestimmungszahlen mit drei
ungleichen Indizes bei jeder Wahl des zugrunde gelegten Orthogonal-
netzes verschwinden. Umgekehrt kann man beweisen, daf3 dieses Ver-
schwinden auch eine hinreichende Bedingung darstelit dafiir, daB eine
Riemannsche Ubertragung konstante Kriimmung besitzt. Die Uber-
tragung einer S, ist konformeuklidisch und infolge IV, § 2 auch pro-
jektiveuklidisch. Ausgehend von (IV, 19) und (IV, 21) beweist man
leicht, daB jede projektiveuklidische Riemannsche Ubertragung eine
Ubertragung konstanter Kriimmung ist.

Infolge (23) und (24) verschwindet die Faltung C;i". Eine Iden-
titat von der Form der Bianchischen besteht. fiir die Kontormkriim-
mungsgroBe nicht.

§ 3. Euklidischmetrische Ubertragungen.

Eine Ubertragung heiBt euklidischmetrisch, wenn sie eine
Riemannsche ist und K, ,;, verschwindet. Die Integrabilititsbedin-
gungen der Differentialgleichungen:

(27) Vv’ =0; Viowi=0
sind dann erfiillt und es lassen sich also die MaBvektoren g’ und 2;,
so wihlen, daB V “ 2,1 und V u f" und damit auch die I . Uberall ver-
schwinden 3%).

Versucht man, eine beliebige Riemannsche Ubertragung so konform

zu transformieren, daB sich die KriimmungsgréBe nicht 4ndert; so er-
gibt (6), daB dies nur dann moglich ist, wenn:

(28) glwlt Sule] = 0.

1) Schouten, 1921, 2, S. 84. 2) Schur, 1886, 3, S. 563.
3) Riemann, 1861, 1, S.402; L'ipsch'itz, 1869, 1, S.94; 1874, 1, S. 109;
Ricci, 84, 1, S. 142.
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Uberschiebung mit g*# lehrt:

(29) - (’}’L-— 2) Swr = S 8wy,
wo

(30) s=gsi,.
Aus (29) folgt durch Uberschiebung mit g*”:
(31) —2(n—1)s=0.

Erste Bedingung ist also, daB der Skalarteil von s,; verschwindet, d. h.
es muf
(32) 4V8s, + (1 —2)s% 5, =0

sein. Fiir # = 2 ist dies die einzige Bedingung. Fiir # 4 2 folgt aus
(29), daB nicht nur s, sondern auch s,,, verschwinden mu8, d. h. es muf§

(33) 2V,¢SA—S,481+%SaS"‘gM.=0
sein. Die Integrabilititsbedingungen dieser Gleichung lauten:

%Ka.;/..c;.vsv'z V[w 3/4] S — %g).Lu Vw] Sa soc
= S Voysi — garn 88 (Vo3 Sa) 55

(34) = — 3} 54 5% S[u B2 — & 811 Sew) Sa $¥
-{—i—g;_wg"‘ﬂgw]“slg Sy s?
( =(—1+32—1) sas*Sugw1n=0,

und wir haben also den Satz erhalten:

Unter den Riemannschen Ubertragungen lassen nur die
euklidischmetrischen zu jedem in irgendeinem Punkt vor-
gegebenen Wert von s; eine konforme Transformation zu,
die die KrimmungsgréBe nicht dndert.

In einer R, n > 2, muB (33) gelten und das Feld s, ist also durch

Angabe des Wertes gz in irgendeinem nicht singuldren Punkt z” voll-
standig bestimmt. Uberschiebung mit s# lehrt:

(35) stV usi=14sts, 51— 15%5.8,=%5%s45;.
Aus dieser Gleichung folgt erstens, daB die Kongruenz s* aus Geraden
besteht, zweitens, dafl der Betrag s des Vektors s” lings einer Geraden
dieser Kongruenz der Glelchung
(36) 77 =}s
geniigt, wenn die Entfernung /in dem durch s”bestimmten Sinne positiv
gerechnet wird. Integration dieser Gleichung etgibt:

1 1

1 0
(37) —s‘=—‘T(l—l>+—g-.
Es ist also entweder s iiberall Null oder es existiert ein allen Geraden

der Kongruenz s* gemeinschaftlicher Punkt, wo % Null wird. Im ersten
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Falle ist die Transformation eine Ahnlichkeitstransformation oder eine
Verschiebung. Im zweiten Falle lege man den Ursprung in den aus-
gezeichneten Punkt. Ist dann #” der Radiusvektor, und 7 sein Betrag,
so wird:

4
§ = —o
1 4
(38) sSp=—4V, logr=—4r-2%r,
g =r44+C.

Die Transformation stellt also eine Inversion dar. Daraus folgt der
erweiterte Satz von Liouville:

Die einzigen konformen Transformationen, die eine
R, in eine R, iiberfithren, sind die Ahnlichkeitstrans-
formationen und die Inversionen, sowie die Transforma-
tionen, die sich aus diesen zusammensetzen lassen?).

Sieht man von cem Falle s = 0 ab, so gehen die Endhyperebenen
aller Vektoren des Feldes 4 s; durch einen Punkt, eben den ausgezeich-
neten Punkt, der bei der Inversion in den neuen unendlich fernen Punkt
(der konformen Geometrie) iibergeht:

Wird in einer R, durch eine konforme Transformation
eine neue euklidischmetrische Ubertragung eingefiihrt,
und ist diese Ubertragung charakterisiert durch das der
Gleichung (33) geniigende Feld 5;, s + 0, so entsteht der neue
unendlich ferne Punkt aus dem allen Endhyperebenen der
Feldwerte +s; gemeinsamen Punkte.

§ 4. Die GroBen einer V,_; in V,.

Ist eine X,_4 in eine V, eingebettet, so ist durch die MaBbestim-
mung der V, auch in der X,_, eine quadratische MaBbestimmung fest-
gelegt. Die X,-; ist also eine V,_;. Auch ist in jedem Punkte der
Va-1 eine (n — 1) -Richtung ausgezeichnet, die tangierende (n —1)-
Richtung, sowie eine Richtung, die zur V,_; normale Richtung. Ist
f: der Normalvektor, d. i. der Einheitsvektor in der Richtung der

Normalen, so ist ;{,1 =g 3':’ der tangierende kovariante Vektor. [Es tritt
i" an die Stelle von #” des vierten Abschnittes (S. 136) und 2;;, an die

Stelle von #.] Wie im § 19 des zweiten Abschnittes erklirt wurde,
fassen wir ;i:’ und 3;,1 als kontra- bzw. kovariante Bestimmungszahlen
einer einzigen GréBe auf, die sich geometrisch auf zwei verschiedene
Weisen darstellen 146t. Die kontravariante Darstellung wird meist

1) Die Erweiterung fir » > 3 findet sich bei L7e. 1871, 1 und bei Beez,
1875, 1; vgl. z. B. auch Kiikne, 1892, 2.
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bevorzugt und i’ bzw. 71;;, werden dabei also als Bestimmungszahlen ver-

schiedener Art des Normalvektors aufgefaBBt.

Da ein Fundamentaltensor eingefiihrt ist, ist der Unterschied zwischen
kovarianten, kontravarianten und gemischten GréBen verschwunden,
es existieren nur kovariante, kontravariante und gemischte Bestim-
mungszahlen und daneben, sobald ein Orthogonalnetz festgelegt ist,
auch orthogonale Bestimmungszahlen. Dementsprechend besteht zwi-
schen den GroBen der V,-; und der V, kein prinzipieller Unterschied.
Wird in der ¥V, ein*Orthogonalnetz i’”, cees ;i:’ so gelegt, dafl die Kon-

gruenz 7* senkrecht zur V,_; ist, so unterscheiden sich die GroBen, die

n
ganz in der V,_, liegen, dadurch, daB alle orthogonalen Bestimmungs-
zahlen, die einen Index # haben, verschwinden.
Die Fundamentaltensoren der ¥, und der V,_; sind in bezug auf
dieses Orthogonalnetz gegeben durch die Gleichungen:

1,...,2-1
<l

1,..,n
AV y S Ly — YA v
(39) g ;;; g > #i
oder auch:
{1 firi=jg , _f1fira=b
(40) g""”‘{ofﬁri+7" g“b——{oﬁira#b‘

Die Indizes 4, §, &, I sollen stets alle Werte von 1 bis # durchlaufen, die
Indizes a, b, ¢, 4 die Werte von 1 bis # — 1. Die Einheitsaffinoren A4}
und Bj entstehen aus g*” und g’*” durch Herunterziehen eines Index:

(41) Al=8.8"; Bi=g«8" " =g1.8"
Die V,-1-Komponenten von GroSen der V, werden erhalten durch

Uberschiebung mit so vielen Faktoren Bj als die Anzahl der Indizes
betragt.

§ 5. Die in der V,_, induzierte Ubertragung.
Durch:

(42) Viip=DB.Vap
und: a) Vi, v"=BagVat#,
(43) . 8

b) V,Lw,1=B,“1V,,w,;,

Gleichungen, die fiir die ganz in der V,_; liegenden Felder v” und w;
gelten, ist in der V,-; eine Ubertragung festgelegt. DaB die Uber-
tragung affin ist, folgt (wie auf S.137) daraus, daB V', B} sowie V',V 9
fur jedes Feld p verschwindet. Da aber:

(44) Viethy =Byl Vaghy= —Biil Va g by =0,

soist die Ubertragung eine Riemannsche mit g}, als Fundamentaltensor:
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Ist eine X,_;in eine V, eingebettet, so wird in der X,_;
eine Riemannsche Ubertragung induziert, die dadurch charak-
terisiert ist, daB der Differentialquotient die X,_;- Kompo-
nente des Differentialquotienten in der V¥, ist. Der Funda-
mentaltensor der induzierten Ubertragung ist die X,_;-
Komponente des Fundamentaltensors der V,.

§ 6. Der zweite Fundamentaltensor einer V,_, in V.
Da 3':' ein Einheitsvektor ist, so folgt:

45) Bi(Vaii'=o0,
n n
und:
(46) hui=B,V, j;.,

ist also eine in der V,-; liegende GréBe und ein Tensor, da ' V,.;-
n

normal ist (vgl. S.138). Die Gleichungen (IV, 74), die in einer 4, als
besondere Bedingungen fiir den Pseudonormalvektor und den Tangen-
tialvektor eingefithrt werden muBten, sind demnach in einer V, von
selbst erfiillt, sofern als Normalvektor ein Einheitsvektor gewihlt wird.
Da hier #” und ¢, ibergehen in 2" und ;L;;_, die als Bestimmungszahlen einer

einzigen GréBe aufzufassen sind, fallen (IV, 74a) und (IV, 74b) in (45)
zusammen. Aus demselben Grunde wird 7" = %,” und es existiert also
hier keine zweite Grofe, sondern nur der Tensor 4,,, der hier zweiter
Fundamentaltensor der V,_; heit. g.1 heiBt dann der erste
Fundamentaltensor.

Die Theorie der V,_;in V, baut sich in ganz anderer Weise auf als
die im vorigen Abschnitt erérterte Theorie der X,_; in 4,. Wo dort
h,, ; als Fundamentaltensor eingefiihrt wurde und die¢ beiden GréSen

k., und ;" zugrunde gelegt wurden, ist hier von vornherein ein Funda-
mentaltensor g, vorhanden und es sind hier die beiden Tensoren
g und h,,, die den Ausgangspunkt bilden.

Um eine einfache Beziehung zwischen g}, und %, , abzuleiten, wih-
len wir die Urvariablen einmal voriibergehend so, daBl %% auf der
Vn-1konstant ist, die Parameterlinien von 2% geoditische Linien senk-
recht zur V,_, sind, und %% die von der V,_; aus lings dieser Linien
gemessene Entfernung s darstellt. Wir betrachten die oo V,_,, die
dquiskalare Hyperflachen von 2% sind. Fur den kovarianten MaBvektor
gilt dann die Gleichung:

(47) by =V, a0 =

dx®n ., i
1, = .
ds n ®

Da Z; also ein Einheitsvektor ist, gilt das gleiche fiir den kontravarianten
MafBvektor ¢”:

(48) an e’ = 7;"

an n
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Bei dieser Wahl der Urvariablen ist also:
(49) 8an an = s: 2: =1,

es werden alle Bestimmungszahlen g;,,, 4+ @, gleich Null und die
Beziehung zwischen g}, und g;, wird gegeben durch die Gleichungen:

g;.,u = 8iu
(50) gs.a,.:gi.an:o lslt:al)'-';an—l'
glllnan =0

Nun gilt fiir den zweiten Fundamentaltensor der V), _, senkrecht zu ¢":
n

[ . o n & (Aol
h‘ul=B.u Vtxzi.': B,u Voce)- = B[l {v }8,,

Ap=
] 0 0
_ 1 pa 2p(%p gaﬂ___flg)” Ay ones Bp_y -
(51) T2 Bug ((?x"‘ ox* 8xf o o:,ﬁ; "
dg, é 9 ag, ’
P TR ST i
x :‘V' 2 n x n
In derselben Weise beweist man:
A
(52) h«"l=——1~ag, : hu=a an_1?)
2 6;{“” s ) 1y cees Yp—1

§ 7. Kanonische Kongruenzen und Hauptkriimmungslinien®).

Der zweite Fundamentaltensor einer V,,_, ist ein Spezialfail einer
aligemeineren bei jeder Kongruenz auftretenden GréBe. Ist eine Kon-
gruenz gegeben durch das Einheitsvektorfeld ¢*, so ist:

n

ggr)ner ist: (Vﬂ Ne= iV (") =o©-
(54) W=V,

ein Vektor, der senkrecht zur Kongruenz in der infinitesimalen oskulie-
renden R, liegt, und dessen Betrag u die geoditische Richtungsinderung
der Tangente pro Lingeneinheit lings einer Kurve der Kongruenz
angibt. #” heiBt der Kriimmungsvektor?) der Kongruenz, # die
erste Krimmung und # ! der Radius der ersten Kriimmung,
+” und #” bestimmen zusammen die oskulierende R, der Kurven. In-
folge von (53) und (54) 148t sich nun ﬂ 7111” zerlegen in einen Teil H,,”, der

in der zu ¢” senkrechten infinitesimalen R, -, liegt und einen i, als Faktor
n n
enthaltenden Teil:

(552) Vil =Hi+ v’
oder, kovariant geschrieben:
{55b) VFZA=H/U.+;1':;¢“1-

1) Die Gleichung (51) findet sich z. B. bei Bianchi, 1899, 4, S. 601. hp1
korrespondiert mit — £2,,; bei Bianchi. Vgl. 1V, Auifg. 4.

2) Ricct, 1895, 1; Schouten-Struik, 1919, 1.

3) ,,Curvatura geodetica’ bei Ricct, 1895, 1, S.298.
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Im allgemeinen ist H,; die Summe einer symmetrischen GroBe A, ; und
einer alternierenden GroBe %,;

(56) H;ﬂ. = h'.u}. + k,ui.,
so daB:
(57) Vi 5= hui+ Rua 4 ,75” *;.

Der alternierende Teil verschwindet nach (III, 144) dann und nur dann,
wenn ’1;’ Vyn-y-normal ist, und %,; wird dann der zweite Fundamental-

tensor der zu i" normalen V,,_,.

Die Gleichungen:
(58) hui it =41,

liefern die Hauptrichtungen des Tensors &,;. Wie in I, § 14 erortert
wurde, gehort zu jeder m-fachen Wurzel 4 ein Hauptgebiet und inner-
halb dieses Gebietes lassen sich # beliebige gegenseitig senkrechte Rich-
tungen als Hauptrichtungen wihlen. Die # — 1 Kongruenzen in diesen
Hauptrichtungen, die wir mit :’” ,a=1, ..., # — 1 bezeichnen, heiBen
nach Riceil) die zu 4” gehorigen orthogonalen kanonischen Kon-
gruenzen. Wir wollen kurz von kanonischen Kongruenzen
sprechen. Sie sind nur dann eindeutig bestimmt, wenn %,; # — 1 ein-
deutig bestimmte Hauptrichtungen hat. Infolge (57) und (58) ist die
Gleichung:
- D .

G9) SR R S A0S akb
fiir die kanonischen Kongruenzen charakteristisch.

Fir die kanonischen Kongruenzen gilt der Satz:

Jede V,_,-normale kanonische Kongruenz ist zusam-
men mit i’ V,-bildend.

In der Tat ist z eine ¥, _,-normale kanonische Kongruenz, so ist:

L O
(60) ==Vt sl =20 hat hg
= (—— 2hag + s i"‘) %
a njla

wo % den Kriimmungsvektor der Kongruenz f darstellt, und die Kon-
gruenzen i” und i" sind also ¥,-bildend (vgl. III, § 3). Anders ge-
sagt, die Gleichungen:
(61) 'z;l‘V,‘s=O, :'!‘V,,s=0

bilden ein vollstindiges System und besitzen somit gerade # — 2 un-
abhingige Losungen (III, § 3).

1) 1895, 1.
Schouten, Ricci-Kalkiil. 12
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(59) 1Bt sich in einfacher Weise geometrisch deuten. Bei einer
Verriickung z“d ¢ erfahrt z eine Drehung in bezug auf ein geoditisch

mitbewegtes Bezugssystem. Ist ]‘, « 4t der Bivektor dieser Drehung
(vgl. II, §16), so ist:

b b

(62) 11;.'” V_u ii.dtzf}t,‘i,u dt:flndt~
" n

und es ist also: b

(63) i’- i!‘ Ve il = fon -

59) bringt daher zum Ausdruck, daB die an—Komponente des Bivektors

flu der nb-Komponente des Bivektors fl  gleich ist?).

Im speziellen Falle, daB3 z V,_,-normal ist, verschwindet %,; und
(59) geht iiber in:
(64) 1,')'1}”‘7”1:;,:1./"57"7”1:;,=O, a+b.

a b n @ b n

Geometrisch bedeutet dies, daB die geod'atische Drehung des Vektors
z bei einer Verriickung in der Hauptrichtung z in der #a-Ebene statt-
fmdet Fiir eine V,,_; in S, besagt dies, daB3 d1e Normalen lings einer
kanonischen Kongruenz eine abwickelbare ¥, bilden?2). Die kanonischen
Kongruenzen gehen dabei iiber in die Hauptkrimmungslinien
der V die sich gerade durch diese geometrische Eigenschaift

n-1?
charakterisieren lassen.

§ 8. Kriimmungseigenschaften einer V,_, in V,.
Ist ¢ eine Kurve der V,_,, so ist:
iV, v =ByiV, i* + 371;“.” Vi

(65) = iV — i iV i
=V v — gx ’I:ﬁk“ﬂ?:,

oder:

(664a) w=uw"—1*1F hyp };”,

wo #'* den Kriimmungsvektor der Kurve ¢ in der ¥V, _, darstellt. Man
nennt #* den absoluten Kriimmungsvektor. #’” den relativen
Krimmungsvektor in bezug auf V,_, und:

(66 b) W= — % P Ry

1) Ricci, 1895, 1, S. 303, gibt eine andere geometrische Deutung, die den
Begriff der geodatischen Bewegung nicht verwendet. Es ist dann nétig, die V

in eine R, einzubetten. Ricci nennt die §#2 (n — 1) zu dem Orthogonalnetz 1,
j=1, ..., n gehorigen GroBen ;L A g Vi U die Rotationskoeffizienten des

Netzes und schreibt fiir diese GroBen 7155~ Sie spielen in vielen seiner Unter-
suchungen eine grofie Rolle.
2) Vgl. Schouten-Struik, 1921, 9 und 10; Struik, 1922, 5.
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den Vektor der erzwungenen Kriimmuung (vgl. S. 182) von #” in

bezug auf V,,_,. Die Linge von u”, u = J(u* ## g, 5) heiBt die absolute
erste Kriimmung. Es gilt also der Satz:

Der absolute Krimmungsvektor ist die Summe des rela-
tiven Krimmungsvektors in der ¥,_;, und des Vektors der
erzwungenen Kriimmung senkrecht zur V,,_,.

Aus (66a) folgen die Sitze:

Der absolute Krimmungsvektor einer Kurve ist dann
und nur dann senkrecht zur V,_,, wenn die Kurve in der
Va-1 geoditisch ist.

Der absolute Kriimmungsvektor einer Kurve liegt dann
und nur dann in der ¥,_,, wenn die Kurve iiberall in einer
Nullrichtung von #;, liegt.

Eine Nullrichtung von #;, heit Haupttangentenrichtung
(erster Ordnung), eine Kurve, die iiberall in einer solchen Nullrich-
tung liegt, eine Haupttangentenkurve (erster Ordnung)?).

Wihlt man die Kongruenzen ¢ in Hauptkriimmungsrichtungen,
so ist infolge von (64):

Ln
(67) hly = Z h’ﬁ;’:l ;:.y )

H
und fiir eine solche Richtung ist nach (66b):
6 V= — Aty = —his.
(63 o= = =y

Es gilt also der Satz:

Die orthogonalen Bestimmungszahlen von k;, in bezug
auf ein nach den Hauptkrimmungsrichtungen orientiertes
Orthogonalnetz sind den erzwungenen Kriimmungen der
Hauptkrimmungslinien entgegengesetzt gleich.

Werden alle Hauptrichtungen von h;, unbestimmt, d. h. ist
(69) h).,u 7 —1 hgl,u ’

so heiBt der betreffende Punkt ein Umbilikalpunkt oder Nabel-
punkt. Dafiir, daB es eine V,_, gibt, deren simtliche Punkte Nabel-
punkte sind, ist notwendig und hinreichend, daB es eine Kongruenz ¢ 7
gibt, die der Gleichung

(70) V z;_-— hg;,t-i-z,‘u;_
auf einer zu z” normalen V,, _, geniigt. Wir vereinfachen diese Gleichung,
indem wir dle Kongruenz geoditisch wihlen, zu:

. 1
(7 1) 4 I3 Z’l}. = 7 —

1) Vgl. FuBnote 2) S. 182.

s i)

12*
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Die Integrabilititsbedingungen dieser Gleichung lauten (vgl. III, § 6):

e ees? i 2 2h ..
B(:é;Kco.u}. Z'Lv = Bc;;g‘y {n—-——_ 1 g;,[ﬂ Vw] h— ————n Y V[w z[u] ;l;;,
(72)
2 i Vah
7 —1 nl n[,u w] )
oder, in orthogonalen Bestimmungszahlen:
(73) Kypen=0.

Soll es also in der ¥, nicht nur eine V,,_, mit lauter Nabelpunkten
geben, sondern V,_; dieser Art durch jeden Punkt in jeder (n —1)-
Richtung, so ist notwendig und hinreichend, daB die orthogonalen Be-
stimmungszahlen mit mehr als drei ungleichen Indizes in bezug auf
jedes Orthogonalnetz verschwinden. Es ergibt sich also der Satz (vgl.
S. 170):

In einer V,; geht durch jeden Punkt in jeder beliebigen
Lage eine V, mit lauter Nabelpunkten. In einer V,, >3,
128t sich dann und nur dann durch jeden Punkt in jeder
beliebigen Lage eine V,_; mit lauter Nabelpunkten legen,
wenn die ¥V, eine C, ist?).

Wir betrachten jetzt den Fall, daB die V,_, lauter Nabelpunkte
besitzt und auBerdem % auf der V,_; konstant ist. Aus (72) folgt bei
Uberschiebung mit 12 g*:

(74) ¢ Ken=0.
Die Hauptrichtungen des Tensors K, nennt man Hauptrichtungen
der V,. (74) bringt also zum Ausdruck:

Liegt in einer V, eine V,_, mit lauter Nabelpunkten und
konstantem %, so ist die Richtung senkrecht zur ¥, _, eine
Hauptrichtung der V9.

Notwendig ist also, daB eine der Hauptrichtungen V,_,-normal
ist, diese Bedingung ist aber nicht hinreichend. Soll es in der V, durch
jeden Punkt in jeder beliebigen Lage V,_, mit lauter Nabelpunkten
und konstantem % geben, so muBl jede Richtung Hauptrichtung sein.
Der Tensor K;, muB also ein Skalar sein. Da aber die V,, fir #> 3
dann, dem vorigen Satze entsprechend konformeuklidisch ist, K, .1,

also die Form ;f——z- 8twit Luysy hat, (vgl. S. 170) muB nach (23) auch L,

ein Skalar sein, d. h. es muB K,,,;, fiir >3 die Form (26) haben.
Filhrt man umgekehrt diesen Wert in (72) ein, so folgt bei Uberschie-
bung mit 3’“ g?7 die Konstanz von 4. Es gilt also der Satz:

-1

In einer V,, n=3, 148t sich dann und nur dann durch
jeden Punkt in jeder beliebigen Lage eine V,_, mit lauter
1) Schouten, 1921, 2, S. 86.

%) Ricci, 1903, 1, S. 415 fir b = 0; Rimini, 1904, 3, S. 35 firr & beliebig,
n = 3; Struik, 1922, 5, S. 143 fiir & und = beliebig.
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Nabelpunkten und konstantem % legen, wenn die V, eine
S, ist?).

Fir A =0 verschwindet %, und damit der erzwungene Kriim-
mungsvektor aller Kurven der V,,_,. Jede geodatische Linie der V,,_,
ist dann auch geoditisch in der V, und die V,,_, heit geoddtisch.
Umgekehrt folgt aus dem Verschwinden dieser Kriimmungsvektoren das
Verschwinden von %;,. #;, =0 charakterisiert also die geoditischen
V,_,. Nach den obigen Erorterungen sind geoditische V,_, durch
jeden Punkt in jeder beliebigen Lage nur in einer S, méglich, wihrend
eine einzelne geodatische V,,_, in jedem Punkte senkrecht ist zu einer

Hauptrichtung der V,.

§ 9. Der Kriimmungsaffinor einer V,, in V,2).

Eine X, sei in eine V,, eingebettet. In der X, legen wir die zuein-
ander senkrechten Kongruenzen 4%, ¢ =1, ..., m, senkrecht zur X,
a

die ebenfalls gegenseitig senkrechten Kongruenzen i*,e =m +1, ..., .
Der Normal-p-Vektor, p =#n — m, ist dann: )

(75) thers = gl gl
m+1 n

und derselbe $ -Vektor ist, kovariant gedeutet, der tangierende kovari-
ante p-Vektor. (Es tritt also - an die Stelle von #”+" und 7, _;,
an die Stelle von #, _ ,, des vierten Abschnittes § 14.)
Der Fundamentaltensor der X, ist:
(76 a) g/'I‘u =Z 7:1 i,u
raa
und es gilt also:
, _[1fira=b,)ab=1,...,m,
(76 b) g“""{o yoakb,l e=m+1,..,n,
ge=0.) 7=1,...,n.
Ferner ist: _
(77) Bl =giag"""

Die X,,-Komponenten von GréSen der V, werden erhalten durch
Uberschiebung mit so vielen Faktoren B} wie die Anzahl der Indizes
betrigt. Die ganz in der X, liegenden GréBen sind dadurch ausge-
zeichnet, daB die orthogonalen Bestimmungszahlen verschwinden, sofern

sie einen Index m 41, ..., » tragen. Die Beziehungen zwischen Bj,
3’” und 4*» sind gegeben durch die Gleichungen (vgl. IV, 194.):

(78) A= B =300 = P irayny
e

1) Schouten, 1921, 2, S. 87.
%) Vgl. Schouten und Struik, 1921, 9 und 10; Struik, 1922, 5.
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In der X,, wird durch die Gleichungen (42) und (43) eine Uber-
tragung festgelegt. Wie auf S. 174 wird bewiesen, daB8 diese Ubertra-
gung eine Rigmannsche mit gj, als Fundamentaltensor ist. Die X,,
ist also eine V,, mit g}, als Fundamentaltensor.

Ist eine X, in eine V, eingebettet, so wird in der X,
eine Riemannsche Ubertragung induziert, die dadurch cha-
rakterisiert ist, daB der Differentialquotient die X,,- Kom-
ponente des Differentialquotienten in der ¥V, ist. Der Fun-
damentaltensor der induzierten Ubertragung ist die X,-
Komponente des Fundamentaltensors der V,.

Es sei jetzt 7 eine Kurve der V,,. Dann ist:
W=V, =Byi"V,i*+ (4% — B}) "V ,i"

=iV — iV, (4% — Bl) =" + "'V, B},
Schreiben wir also:
(80) BiiV.B;=H,;’,
so ist die Beziehung zwischen den Kriimmungsvektoren der Kurve i
gegeben durch die Gleichung:
(81) P=” i H
#” ist der absolute Kriimmungsvektor, #'* derrelative Krimmungs-
vektor in bezug auf V,?) und:
(82) W =i H
der Vektor der erzwungenen Krimmung in bezug auf V,,.
Firr die V,, in V, gilt also der Satz (vgl. S. 179):

Der absolute Kriimmungsvektor ist die Summe des rela-
tiven Krimmungsvektors in der V,, und des Vektors der
erzwungenen Krimmung senkrecht zur V,,.

Aus (81) folgen die Satze (vgl. S. 179):

Der absolute Kriimmungsvektor einer Kurve ist dann
und nur dann senkrecht zur V,,, wenn die Kurve in der Vi,
geodidtisch ist.

Der absolute Krimmungsvektor einer Kurve liegt dann
und nur danninderV,, wenn ¢ i"H,;‘{’iiberall verschwindet.

Eine Richtung ¢, fiir welche #* i* H 3" verschwindet, heiBt Haupt-
tangentenrichtung (erster Ordnung), eine Kurve, die iiberall eine
solche Richtung hat, eine Haupttangentenkurve (erster Ord-
nung) 3.

o |

1) ,,Curvatura normale relativa a V!’ bei Ricci, 1902, 2, S. 360.
%) Ftir Haupttangentenrichtungen hoherer Ordnung vgl. Struik, 1923, 5, S. 80.
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Die GroBe H,;” heift der Kriimmungsaffinor der V,, in V,}).
Aus (80) folgt:

Hii' =BiiVaBy= -3 Bl Vaipi’ = —SBA V. i) ¥
e e €
= _‘Zhul 7,
e €

[
(83b) =Bk Vi
[

(832)

Da ei,g senkrecht zur V,, ist, 148t sich eiﬂ schreiben als eine Summe von

Vielfachen von # — m Gradientvektoren, die die m-Richtung von ¥V,

gemeinschaftlich haben, so daB der alternierende Teil von B;’j'f v, fﬂ ver-

schwindet. H,3;” ist also symmetrisch in u und A. Vergleicht man

H;;” mit der im vierten Abschnitt (IV, 197) neben H;;" auftretenden
GroBe L;”;, die hier iibergeht in:

(84) L) i=— > BusV, ﬁﬁfl’

so folgt: ¢

(85) L =H.;.

Im Gegensatz zur 4y tritt also in einer ¥, nur ein einziger Kriimmungs-
affinor auf, was eine unmittelbare Folge der Identifizierung der GréBen
%, .1, und #-" des vierten Abschnittes ist.

Verschwindet H,;”, so sind nach (81) alle in der V,, geodétischen
Linien auch in der V, geoditisch, und V,, ist also geoditisch in V,.
Ist umgekehrt V,, geoditisch in V,, so verschwindet v* o*H w1 fir jede
Wahl des Vektors »". Da aber H,;” in ud symmetrisch ist, folgt
daraus:

Eine V, in V, ist dann und nur dann geoditisch, wenn
der Krimmungsaffinor der ¥V, in jedem Punkte ver-
schwindet?).

§ 10. Kriimmungsgebiet und Kriimmungsgebilde einer
Va in V3.

In der V,, legen wir durch einen Punkt P eine in V,, geoditische
Linie 4. In bezug auf das Orthogonalnetz 2” sei ¢” gegeben durch die
Gleichung:

(86) 7= D'i’cosa .
a a a

1) H-:” korrespondiert mit Q,,, bei Vop, 1880, 1, S. 135, mit b, und

i
wxhk bei Ricci. 1903, 1, S. 414, und mit &Y, bei Kikne,. 1904, 2, S. 255.
2) Ricei, 1903, 1, S. 414, V_ in V.
3) Schouten-Struik, 1921, 9; Struik, 1922, 5, S. 103 u. {.; es finden sich dort
auch viele Literaturangaben.
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Dann ist: )
(87) =" =i H;.," = Y cosacosai i Hi," .

b a ba b
Die 4 m (m + 1) Vektoren '111l g’" H;.” bestimmen eine R, und es ist
sowohl m' <} m (m 4 1) als m’ <n — m. Diese R,, bestimmt mit
der V, zusammen cine Ry.n, das Krimmungsgebiet der V,,
in P.

In diesem Kriimmungsgebiet spielt sich alles ab, was sich auf Kriim-
mungen erster Ordnung der V,, in P bezieht.

Nehmen wir zunichst an, es sei m’ = 4 m (m 4 1). Dann liegt
der Endpunkt von #”'” in einer R,y durch den Endpunkt des Radius-
vektors: i
(83) D' = g™ Hij

Der Endpunkt beschreibt eine ¥,,_;, das Kriimmungsgebilde, wel-
ches durch die =’ Gleichungen:

(89) ty = > cosa cosf H,p,y
ab o b

mit den m Parametern cos & und der Beziehung:
(90) Dlcosta =1
a a

in bezug auf ein in der Ry, gelegenes Koordinatensystem %, u =1, ..., m’,
%

festgelegt ist. Der Punkt mit dem Radiusvektor D” ist der Schwerpunkt
des Kriimmungsgebildes. Eine beliebige Ry —m+; in der R, senkrecht
zur V,, ist gegeben durch m — 1 lineare Gleichungen zwischen den # .
Figt man diese Gleichungen zu (89), so ergeben sich m Gleichungen
zweiten Grades fiir die cos & der Schnittpunkte. Da zu jeder positiven

Wurzel eine gleich groBe negative gehort, und diese beiden Wurzeln
zum némlichen Punkte der V,,-; gehéren, so ergeben sich 2™~ Schnitt-
punkte und das Kriimmungsgebilde ist also vom Grade 2™-1,

Wir haben damit den Satz erhalten:

Hat die Dimensionenzahl m 4+ m’ des Krimmungsgebie-
tes den Wert m + 4 m (m -+ 1), so bildet #’? einen m-dimen-
sionalen Kegelmantel in der Ry, die im Kriiommungsgebiet
senkrecht zur V, ist, und sein Endpunkt beschreibt eine
V-1 20" D-ten Grades, die in einer Ry_; in der R, liegt und
deren Schwerpunkt den Radiusvektor D” hat.

Zwischen den oo™-1 Richtungen in der V,, in P und den oc™~!
Punkten des Kriimmungsgebildes besteht eine 1-1-Zuordnung. Die
Richtungen der V,,, die den extremen Langen von #” entsprechen, sind
die Hauptkrimmungsrichtungen der V,,. Im allgemeinen geht
das Kriimmungsgebilde nicht durch P und gibt es also keine Haupt-
tangentenrichtungen erster Ordnung.
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Istm’ <im(m--1), was stets derFallist,wenn $ m (m +1) > n—m
ist, aber m’ =m, so bleibt der fiir m’ = 4 m (m + 1) abgeleitete Satz
giiltig, mit der einzigen Ausnahme, daBl die V-, im allgemeinen nicht
mehr in einer Ry _y in R, liegt, und es besteht im allgemeinen auch
noch eine 1-1-Zuordnung zwischen den Richtungen der ¥, und den
Punkten des Kriimmungsgebildes; dieses Gebilde enthilt jetzt aber
Punkte, die mehreren Richtungen der V,, zugleich entsprechen. Es gibt
im allgemeinen noch keine Haupttangentenrichtungen erster Ordnung,

Wird m’ =m — 1, so degeneriert das Kriimmungsgebilde in die
Ry, die im Kriimmungsgebiet senkrecht zu V,, ist. Jedem Punkte
dieser R, entsprechen 2™-! Richtungen der V,. Es gibt also auch
2™-! Haupttangentenrichtungen erster Ordnung.

Wird m’ <<m — 1, so degeneriert das Kriimmungsgebilde in die
Ry, die im Krimmungsgebiet senkrecht zu V,, ist. Jedem Punkte
dieser R, entsprechen nun aber oo™~1-™ Richtungen der V, und es
gibt oo™-1-™ Haupttangentenrichtungen erster Ordnung.

Fiir m’ = 2 heiBt der betreffende Punkt planar, fiir m" =1 axial.

Es sind in der Literatur noch verschiedene ‘andere Gebilde zur
Charakterisierung der Kriimmung verwendet worden. Statt des Kriim-
mungsgebildes G kann man den Ort der Kriimmungsmittelpunkte G’
nehmen, der aus G durch Inversion in bezug auf P erhalten wird, Fiir
m =2, V, = R, nennt Kommerelll) die Kurve K in der R, L V,, deren
FuBpunktkurve G’ ist, die ,,Charakteristik’’. Durch Inversion von 'K
in bezug auf P entsteht eine vierte Kurve K’, die wieder FuBpunktkurve
von G ist. Kiihne?) nimmt fiir V,, in R, den Ort der Schnittgebilde der
Ry 1l Vy in P mit den benachbarten R,_, und nennt diesen Ort
die ,, Kriimmungsspur’. Eine beliebige Normale auf V,, schneidet die
Krimmungsspur in m Punkten, die den m extremen Werten der Pro-
jektion von #* auf diese Normale entsprechen. Fiir ¥, in R, ist die
Kriimmungsspur identisch mit der Kurve K3).

Als Beispiel behandeln wir den Fall einer Vin ¥, 4). Esist dann, wenn

My .

wir die Kurven geoditisch in ¥; wihlen und somit #2 schreiben, statt #
u' = Hii”coszzic + cycl. -+ 2 Héé"cosgc cosg + cycl.
= 2 v
u” cos? ory -+ cycl. - 2&43 CoSQ cos & -+ cycl.
— v » V ] v ¥ 2 —_
Yo +uw+w)+ 5w —w) (3 cosPa —1)

L (yY — g — 2 o
+ 3 (3{2 ?3) (1 — 3 cos osc) + (21243 cosg cosy + cycl)).

(91)

Die 6 Vektoren z{ = H;;’, a,b=1, 2,3 sind im allgemeinen linear
. a
unabhingig.
1) Kommerell, 1897, 4, S. 22; 1905, 4, S. 554. %) Kiihne, 1904, 2.
3) Bei Struik, 1922, 5, S. 105 sind die vier Kurven G, K, G’ und K’ far
V, in V¥, abgebildet.
4) Schouten-Struik, 1921, 9; Strutk, 1922, 5, S. 119.
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Das Kriimmungsgebilde ist dann eine V, vierten Grades in einer
R; durch den Punkt mit dem Radiusvektor:
(92) Dr=4w+uw+w),

die durch die fiinf Vektoren u — o, W — o, w, w und u" bestimmt
22’ 22 33’23’31

wird.
Setzt man:
4 T
o == &= —0

(93} % =3 d=5 4
so 1st:

u” =y’ cos?x + u”sin®o - 2 #” sino cosx
(94) 11 1 22 1 12 1 1

—_— ¥ P Y o ¥ Y o1
| =t@+8)+3@w—w)cos2q +wsin2g

und der Endpunkt von #* beschreibt also eine Ellipse mit dem Mittel-
punkt 4 (ﬁ” + 'étz”) und den halben konjugierten Durchmessern
n}('ﬁ” — gg”) und w. Da die Lage von %"’, 1?:"’ und g" ganz beliebig ist,
liegen also auf der V, vierten Grades oo? Ellipsen. Die ¥, ist also eine
Veronesesche Flache. Jeder 2-Richtung in der V, entspricht eine solche
Ellipse, und zwei gegenseitig senkrechten Richtungen der V, entspre-
chen zwei sich diametral gegeniiberliegende Punkte einer solchen Ellipse.

Bestehen zwischen den fiinf Vektoren 21;” - ?g” usw. zwei lineare

Beziehungen, so reduziert sich die R; des Kriimmungsgebildes zu einer
R;, und das Kriitmmungsgebilde zu einer Steinerschen Fliche, da diese
Flache bekanntlich die einzige irreduzibele Fliache vierter Ordnung in
Ry ist, die oo? Ellipsen enthilt. Fiir » =6 ist dies immer der Fall,
die Ry geht dann iiberdies durch P. Der Punkt mit dem Radiusvektor
D” ist der Schwerpunkt der Fliche.

Legen wir fiir n = 6 in die R; ein rechtwinkliges Koordinaten-
system Z'" g”’ 1> mit den Koordinaten x,, x5, %4, dessen Ursprung den

Radiusvektor D” hat, so ist das Kriimmungsgebilde in bezug auf dieses
Koordinatensystem nach (91) gegeben durch die Gleichungen:

%y = P14 COS? &+ cycl. 4 2,4, cOS o cos & + cycl.

(95) X5 = Pyq5 COS? &+ cycl. + 2 p,q5 cOs % cos & + cycl.
Xg == P114COS> @ + cycl. - 2 pyg4 cOS % cos & -+ cycl.
wo: = — a, —
(96) P = %‘(2 U= M g'g-:)
Pam = Ha

oder, anders geschrieben:

%= p11a ¥} + Cycl. + 2pa3, ¥, 3 + cycl.

%5 = pus ¥ + CyCL. + 2 pog5 ¥, ¥5 + cycl.

%= P16} + CYCl. + 2 Pagg ¥» 3 + Cycl.
1=y +y3+v5.

(97)
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Die vier quadratischen Formen bilden, abgesehen von konstanten
Faktoren, ein dreifach unendliches lineares System. In einem all-
gemeinen System dieser Art existieren gerade drei Formen, welche die
zweifaktorigen Produkte dreier Linearformen sind 1). Diese drei Formen
ZyZy, 232, 22 lassen sich linear in x,, x; und x4 ausdriicken:

zp23 = Ayy %y + A5 %5 + Aie %6+ Aiz
(98) 2321 = Ay %y + Aos X5+ Ayg Xg + Aoy
21 2 = A3 %y + Aos %5 + Age X6 + Agy
und im allgemeinen ist also:
%y = Mo %%+ Map %371 + Pz Z 22 + Mass
(99) X5 = Ms1%2 % + MUsaZ3 2y T MUss %1 22 + Msa s
X6 = Me1%2 % T He2 %3 %1 + Mgz %1 %2 1 Mes -
Setzen wir nun:
'd 7’ = y¥
Hal ‘|‘/‘515 +:“616 v,
7’ 7" ¥ = v*
Hazl +/‘525 ‘|‘:“626 F
1" + psa 2” ="
Pas? + psg ¥+ Meg =17,

Pas ¥ 4 M5a 1"+ pes 1= E7,

(100)

so ist nach (91):
(101) u"—D"=E"—|—z2zazlz”—l—zszlg"-l—zlzzg".

Einem bestimmten Wertsatz z;, z,, 2, entspricht in projektiver
Weise eine bestimmte Richtung ¢* in der V,. Man kann also drei Vek-
toren ¢”, ¢ und ¢ in der V; wiahlen, so daf§ im allgemeinen stets:

(102) =2z {’ + 2z, 623" + 2, g”.
1 2 3 .
Ist nun ¢, ¢;, ¢, das zu f’, g’, g” reziproke System:
u 1 fir u=v
10 e e = ’ u,v=1,2,
(103) “o {0 ” u#m} ;
so ist:
L. (28 31 12
(104) u* = D" + E¥ 4 44 (el Cu 71)7 +ee. 72),' + ey 13}7)

und Hj;” hat also die Form:
2 3 3 1 1 2
(105)  Hii" = giu (D" 4 E) + e ey V't euen Y+ euln
Hat ¢” die Richtung von {”, g", oder g’ so wird #* = D* -+ E”. Der Punkt

D” + E¥ ist also der dreifache Punkt der Steimerschen Fliche. Fiir
=1+ u ¢ wird o =D"+E”+Apy”. Umgekehrt entsprechen
dem Werte #” = D"+ E” 4 vv” zwei Werte von 7, die sich aus den
Gleichungen: ! lp=v,
2 o o 2,0 — y

{1 SRS A

1) Enc. d. Math. Wiss. III, C. 4, S. 147.

(106)
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bestimmen lassen. Die Gerade #* = D* 4~ E” |- » 71)” ist also eine Doppel-
gerade der Fliche. Aus (88) und (105) folgt:

2 3 51 2
(107) D =D +E+igt(aey +aey +aay),
so daB: 2 3 s 1 1 s

(108) Er=—1 (e“ ex g’ + e*e, g” +e*e, g’) .

Daraus geht hervor, daBl E” dann und nur dann verschwindet, wenn

12 3 " .
¢;, ¢; und ¢; und also auch &, ¢ und ¢’ gegenseitig senkrecht sind. Dann

und nur dann fillt der Schwerpunkt der Sieimerschen Fliche in den
dreifachen Punkt.

Im allgemeinen enthilt die ¥; dann noch keine Haupttangenten-
richtungen. Eine Haupttangentenrichtung tritt erst auf, wenn die
Steinersche Fliche durch den betrachteten Punkt der Vj; geht. Zwei
Haupttangentenrichtungen sind vorhanden, wenn dieser Punkt in einer
Doppelgeraden liegt, drei, wenn der Punkt mit dem dreifachen Punkt
der Fliche zusammenfillt, also wenn D” 4+ E*=0. Zu den durch
zwei Haupttangentenrichtungen bestimmten oo! Richtungen gehoren
dann Vektoren erzwungener Kriimmung, die alle die Richtingen einer
Doppelgeraden haben.

§ 11. Minimalmannigfaltigkeiten.

Der Vektor: -
(109) D = T”"g’ n H}:,[tv

ist der vektorische Mittelwert der s Vektoren der erzwungenen Kriim-
mung, die zu m beliebigen gegenseitig senkrechten Richtungen der V,,
gehdren. D” heilt dementsprechend der mittlere Kriimmungs-
vektor der V,,.

Fir V,_, in V, ist nach (83):

Y —— 1 2 e
(110) D ~————”;'g ”h},”z

und die Lange von D” ist also das arithmetische Mittel der Hauptkriim-
mungen.

Fiar ¥V, in V,, ist D" identisch mit dem Krilmmungsvektor.

Wir nennen eine V,, eine Minimalmannigfaltigkeit, wenn die
Variation des Inhalts jedes durch eine geschlossene V,,_, begrenzten
Teiles bei Festhaltung der Begrenzung verschwindet. Es gilt dann der
Satz:

Eine V, in V, ist dann und nur dann eine Minimal-
mannigfaltigkeit, wenn der mittlere Krimmungsvektor D”
in jedem ihrer Punkte verschwindet?).

1) Lipschitz, 1874, 2; weitere Literaturangaben bei Struik, 1922, 5, S. 98.
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Zum Beweisel) grenzen wir einen Teil der V,, ab durch eine ge-
schlossene V,,_, und erteilen allen Punkten des abgegrenzten Gebietes
eine Verriickung dx”?), die auf der Begrenzung Null wird.

Die MaBbestimmung der V,, erleidet dabei die Anderung:

dds?=d(dddxg,) =0dx dxr g, +-drt S dxr g,
+dxtdardg, =20dx dxr g, = 28d5t dv g,
=20dxvdargh,=2d % dx* (Vo d5) g
=2dx"dx* (Vi gy @5 — %%V 1 ghya) -

Dieselbe Anderung der MaBbestimmung der V,, erhélt man also [vgl. (80)],

wenn man die V,, in Ruhe 148t und g}, 4ndert um:

(112) dg;.#=2V(1g;¢)adx“—2H;,m(§x“.

Statt der gegebenen Variation kann man also die Variation (112) der
MaBbestimmung in die Rechnung einfilhren. Wihlt man voriibergehend
die Urvariablen so, daB x%=+1, ..., % auf V, konstant sind, so ist
das Volumelement der V,:

(113) dtg=dan...dzn)¢,
wo g’ die Determinante der g}, ist. Nun lehrt ein bekannter Deter-
minantensatz:

(111)

(114) getr = jgg' .
und infolgedessen ist: he
(115) dg =gg*dgiu=—ggdg* .

Da sich aber die Urvariablen bei Variation der Mafibestimmung nicht
indern, folgt aus (113) und (115):
ddtn=—3g Ydam.. daemg girdg,
=—}dan...dxmgedg,, Ve,
oder, bei Einfﬁ_hrung des Wertes von ;l-gﬁ x aus (112):
(147) {ddtm=——g’“‘ (V3 gua d5* — Hapo 42%) d,
= (—— Vi B:dx* 4 g”lf‘H;,,mdx“) dty,.
Bei der Integration iiber 7, 14Bt sich der erste Term rechts mit Hilfe
von (II, 211) in ein Integral von B%Zx* iiber die begrenzende V,,_,

tiberfilhren und dieses Integral ist Null, da dx” auf der Begrenzung
verschwindet. Es ist also:

dv =fd_d't =fg"l‘H,1M2x“drm
=fD,,c2x"‘dtm.

(116)

(118)

1) Schouten, 1918, 1, S. 60.

%) Es ist hier 4 verwendet statt 6, um Verwechslungén mit dem Zeichen des
kovarianten Differentials zu vermeiden. Das zu d gehorige kovariante Differential
wird mit 0 bezeichnet.
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Dafiir, da8 dieses Integral fiir jede beliebige Wahl der Begrenzung
und der Verriickung dx” verschwindet, ist notwendig und hinreichend,
daB D; Null ist. Der auf S.188 ausgesprochene Satz ist damit bewiesen.

§ 12. Orthogonale Systeme von V,_; durch eine gegebene
Kongruenz.

Riccs?) hat sich die Frage vorgelegt, wann es méglich ist, durch
eine Kongruenz #” # — 1 gegenseitig orthogonale Systeme von V,,_, zu
”

legen. Die V,, _, seien die d4quiskalaren V,,_, der Felder ;, a=1, ...,

n —1. Fiir die Gradienten der ; schreiben wir kurz:
a a
(119) Vip = tu-

'1;" ist mit jeder der Kongruenzen ;,‘ V,-bildend. Die V, sind eben

die Schnittgebilde der zu den anderen #» — 2 Kongruenzen orthogonalen

Va_1. Nach (III, §3) muB also gelten:

120) oV — Vi =gyt i
( Vupr—pVui =api+ai,
a

wo & und * beliebige Werte haben kénnen. Da aber ,1",1 L p;, so ist:

. a . a a .

14 = & = — HH
(121) K4 Vipa 4 Vitu P sz‘,“
so daB (120) gleichwertig ist mit:

a . a .

(122) —2pVin=ap+ai.
Diese Bedingung ist dann und nur dann erfillt, wenn 1‘5!,1 in einer

Hauptrichtung des Tensors 4, liegt (S.57), d.h. wenn ;;, eine der
zu 'z;” gehorigen kanonischen Kongruenzen ist. Nun sind aber die kano-

nischen Kongruenzen im allgemeinen nicht ¥, _;-normal, und es miissen
also die notwendigen und hinreichenden Bedingungen aufgestellt wer-
den dafiir, daB unter den mdglichen kanonischen Kongruenzen # —1
gegenseitig senkrecht gewiahlt werden konnen, die V,_,-normal sind.

Um eine erste Bedingung zu berechnen, legen wir das Orthogonal-
netz ‘113" in die Richtungen der kanonischen Kongruenzen (S.177) und

nehmen zunichst an, daB diese Kongruenzen eindeutig bestimmt sind.
Wir gehen dann aus von der aus (57) und (59) folgenden Gleichung:

(123) * Iy =0, a4b

1) 1895, 1, S. 301 u. f.; vgl. auch 86, 2 und 87,2. Man vergleiche zu diesem
und dem folgenden Paragraphen Schouten-Struik, 1919, 1, wo auch die ver-
schiedenen in der Literatur vorkommenden Formen der Bedingungen eingehend
erdrtert sind.
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die hier jedenfalls gilt, da sie allgemein gilt fiir den Fall, daB (1‘?’ und g"

zu verschiedenen Hauptgebieten von 4,; gehéren. Anwendung der
Operation 7 V., auf diese Gleichung liefert:

(124) 1® (Voi?) i# hyz + 7%42 (Ve t#) Bua + 12212V, hui =0 . a+b
n a b an b ab n
Nun enthalt Z" Ay nur 2’" da die Kongruenzen ‘1;” kanonisch sind. Ferner

soll i" Vau-1-normal sein, d.h. es soll u. a. gelten:

(125) T Ny a+b
nb a n b a
Demzufolge geht (124) iber in:
(126)  —i"H' i by — 1" H 0t hus + 81" Vol =0.  a+b
a [ 2 b e ab n
Nun ist aber:
(127) 5 B By = 0, ath

da der Tensor A, B dieselben Hauptrichtungen hat wie 4,,. Infolge-
dessen ist (126) gleichbedeutend mit den 4 (» — 1) (# — 2) Gleichungen:

(128) i ‘(z Ve lyur — 2K (ﬂhm)—o a+bl).

e b

Diese Gleichungen bringen zum Ausdruck, dal die Hauptgebiete des
Tensors ©°V,, h,1—2k%(, Iy, die Hauptgebiete von h,; enthalten.

Eme zweite Bedingung wird erhalten, indem 1/ Ve, a, b, ¢+, auf
(123) angewandt wird. Dann ergibt sich:

(129) 20) (Vw Zl)gﬂhﬂl + ‘7;;' zw (Vw 'I';'u) 3 + Z;}' g# ia) th,ul =0, a, b’ ¢ #

oder:

(130) (hb,,—ha,,)i“’(Vw il)il—}-iliﬂiw Vool =0. a,b,c*
c a /b ab ¢
Sollen nun tz;", g’" und ¢ alle V,_;-normal sein, so ist:
[4
0V, =12V, =—i@*V, i =—1°*"V, 1,
(131) ¢ b a b ¢ a b a c a b ¢
=@V 0 =12tV = —12V, 1,
a ¢ b ¢ a b c b a
so daB:
(132) i ¢t Vw 7:120, a, b, ¢+
¢ b a
und aus (130) folgen also die 4 (# — 1) (n — 2) (n — 3) Gleichungen:
(133 a) ilg’f‘i‘" Vohu=0. a,b,c+?
a [

1y Schouten-Struik, 1919, 1, S.210; engl. S. 603. Ricci gibt 1895, 1,
S. 309, eine andere Form, ausgehend von der Gleichung
2 % Vil =0, az$b,
statt von (123).
2) Schouten-Struik, 1919, 1, S. 210; engl. S. 603. Ricci gelangt 1895, 1
S. 309, ausgehend von der in FuBnote !) erwahnten Gleichung zu einer anderen,
etwas weniger einfachen Form dieser Bedingung.



192 Die Riemannsche Ubertragung.

Wenn %,,; keine unbestimmten Hauptrichtungen hat, sind die Be-
dingungen (128 a) und (133 a) notwendig und hinreichend dafiir, da8
die kanonischen Kongruenzen V,,_;,-normal sind. Denn aus (133 a) und
(130) folgt (132), wihrend aus der mit (126) dquivalenten Gleichung
(128 a) und (124), (125) folgt. (125) und (132) bilden aber fiir diesen Fall
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB die kano-
nischen Kongruenzen V,,_,-normal sind.

Sind aber Hauptgebiete mit mehr als einer Dimension vorhanden,
so brauchen nicht alle méglichen kanonischen Kongruenzen V,_,-
normal zu sein und infolgedessen gelten (125) und (132) nur fiir
den Fall, da8 .z;” und %"’ bzw. ‘z;", g" und z”‘ zu verschiedenen Haupt-

gebieten gehoren. Daraus geht hervor, daB dann (128a) und (133a)
auch nur unter diesen Bedingungen gelten:

(128 b)

7Y N Y 2
3”1; (2‘ th‘ul'_Zk.(.uhl)oc)=0, d:*:b, haa:}:h'bb'

(133 b) ‘ f‘g‘u im thyl=0; a, b,C=F s h’aa) h’bb! h’cc *.

Aus den so beschrinkten Bedingungen (128 b) und (133 b) lassen sich
dann nicht mehr alle Gleichungen (125) und (132) ableiten, es fehlen
eben die Gleichungen (125), wo 3" und g” zu demselben Hauptgebiet

von 4;, gehéren, sowie die Gleichungen (132), wo 2", i" und z”’ nicht
alle zu verschiedenen Hauptgebieten gehoren. Nun gelten aber fiir

ko = Py neben (130) die Gleichungen:
(Boe — haa) iw(Vw i,l) itV b, =0
(134) L A A a,b,c+
(Roa — cc)g (Vw;‘l)z +1c' z‘ug th,uJ.:O,

die man durch zyklische Permutation aus (130) ableitet.
Ist ‘1:2’ Va-y1-normal, so ergibt Subtraktion unter Beriicksichtigung

der Symmetrie von V, % in ab:

(135) 3’;}' ;:w Z’;’u V[m hp]). =0 a, b) 4 4: ) h’au = hbb 4: hccl)

Haben die Hauptgebiete %, ..., k, Dimensionen, so betrigt die
Anzahl dieser Gleichungen 4 D &, k, (k, 4 kB, — 2).

Diese dritte Bedingung erginzt nun (128b) und (133b) zu einem
auch hinreichenden System von Bedingungen. Aus (135) und (134)
folgt namlich fiir den Fall, daB 4” zu einem anderen Hauptgebiet gehort
wie ‘z;" und %'”: ¢
(136) (,io),il_iwil) Vw'ij,:O, a, b,C#, h’aa=h;bb=+: hcc

@ b b a [

1) Schouten-Struik, 1919, 1, S. 211; engl. S. 604. Ricci gelangt 1895,
1, S. 342, ausgehend von der in der FuBnote 1) auf S. 191 erwihnten Gleichung
zu eiper anderen etwas weniger einfachen Form dieser Bedingung.
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und dies bedeutet, wenn i* zu einem Hauptgebiet von 2 Dimensionen
[

gehort, zusammen mit den aus (128b) und (133 b) folgenden Glei-
chungen der Form (125) und (132), daB alle zu diesem Hauptgebiet
gehorigen Kongruenzen senkrecht sind zu den V,,_;, die durch z,':’ und

die zu den anderen Hauptgebieten gehdrigen Kongruenzen gebildet
werden. Denn, nennen wir die Kongruenzen in dem betrachteten
Hauptgebiet i", %=1, ...,k und die Kongruenzen der iibrigen Haupt-

gebiete 1,';”, , v=k+1,...,n—1, so ist infolge der Gleichungen

von der Form (125): ,
(137) fli"] V,in;.=0

und aus (136) und den Gleichungen von der Form (132) folgt:
(138) i[" i'“] V, 11,1 =0.

Die z" sind also zusammen mit z V, _i-bildend (vgl. III, § 3). Infolge
(137) und (138) gibt es % Losungen der Gleichung z” V.s=0, deren

Gradientvektoren in dem betrachteten Hauptgeblet liegen. Da dies
fiir jedes Hauptgebiet gilt, gibt es ebenso viele Gruppen von Lésungen,
als es Hauptgebiete gibt, und in jeder Gruppe befinden sich so viele
unabhingige Losungen, als das Hauptgebiet Dimensionen zdhlt. Es
muBl jetzt nur noch dargetan werden, daB sich die Kongruenzen ;” in

dem betrachteten Hauptgebiet so wihlen lassen, daB sie V,_;-normal
und gegenseitig senkrecht sind ).
Durch die Vy_ der '1;” und 2':' legen wir ein beliebiges System von

ool ¥, ; und nennen von jetzt an die Kongruenz normal zu diesen
V,._.1, die offenbar in dem betrachteten Hauptgebiet liegt, z;’. Die

Kongruenzen 115”, =2, ..., k seien in beliebiger Weise senkrecht zu-
einander und zu i” im betrachteten Hauptgebiet gewdhlt. Da i’ eine

kanonische Kongruenz ist, sind 1, und z Vy-bildend (S.177), d. h.
die Gleichungen
{139) ;L;!‘ Vis=0, %'f‘ Ves=0

haben # — 2 unabhingige Losungen. Nun wurde aber oben bewiesen,
daB es zu jedem Hauptgebiet von % Dimensionen eine Gruppe von
k unabhingigen Losungen der ersten Gleichung gibt, deren Gradienten
in diesem Hauptgebiet liegen. Die Ldsungen der ersten Gleichung (139),
die zu den anderen Hauptgebieten gehéren, sind also auch Lésungen
der zweiten Gleichung (139). Es gibt daher noch 2 — 1 weitere Losungen
von (139), deren Gradientvektoren in dem betrachteten Hauptgebiete

1) Der Beweis ist von Ricci, 1895, 1, S. 310, nur die Einkleidung ist eine
etwas andere.

Schouten, Ricci-Kalkiil. 13
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senkrecht zu %" liegen, und die demnach auch Losungen der n — & —1
Gleichungen:
(140) ‘z;" Ves=0

sind. Daraus geht aber hervor, da das System der » — 2 +1 Glei-
chungen (139) und (140) 2 — 1 Losungen besitzt, d. h. daB die i’ zusam-
men mit &” und {5" V,_g4-bildend sind. Durch diese ¥, _;., legen wir

ein beliebiges System von ool ¥, _,, und nennen von jetzt an die
Kongruenz normal zu diesen V,_,, die offenbar senkrecht zu %'” im be-

trachteten Hauptgebiet liegt, 4 '”. Die Kongruenzen i’ 2=3, ..., &,

seien in beliebiger Weise senkrecht zueinander und zu 7 und z im
betrachteten Hauptgebiet gewahlt. Die Gleichungen:
(141) #V,s=0, %”V s=0

n

haben # — 2 unabhingige L8sungen, darunter die #» — & — 1 Losungen
der ersten Gleichung, die zu den anderen Hauptgebieten gehoren, und
da %"‘ V,_,normal ist, eine Losung, deren Gradientvektor die Richtung

von %" hat. Es gibt also noch # — 2 weitere Losungen von (141), deren

Gradientvektoren alle in dem betrachteten Hauptgebiete senkrecht zu
{I" und g” liegen und die demnach auch Losungen des Systems der

n — k + 2 Gleichungen (139), (140) und (141) sind. Die 2’: sind also
zusammen mit ;1"’, v und ¢ V,_; +9-bildend. Indem man so fortfahrt,

lassen sich die Kongruenzen in dem betrachteten Hauptgebiete und
somit in allen Hauptgebieten V,_,-normal wihlen, vorausgesetzt, daf3
die Gleichungen (128b), (133 b) und (135) gelten.

Es gilt also der Satz:

Zu einer Kongruenz i" gibt es dann und nur dann

n —1 gegenseitig und zu 1 orthogonale V._,-normale Kon-
gruenzen, wenn fiir die zu z" gehorigen gegenseitig senk-
rechten kanonischen Kongruenzen ;1; a,b,c=1,..., n—1

(die innerhalb der Hauptgebiete beliebig gewadhlt sind) fol-
gende Gleichungen gelten:

(128b) & #‘ (1, Ve s — 2k% (,Ju)a) =0, a#*b, hoa + Py
(133 b) 7';'1'" 'Lw Ve h',ul. = 0 a,b,c&, hoo, oy, Bee
(135) zl 3” gw V[w nld — 0. a, b, ¢+, kaa = hbb + h‘cc

§ 13. n-fache Orthogonalsysteme.
Fiir den Fall, daB i” V,_,-normal ist, wird %,; =0 (57; III, 114)

und die Gleichungen (128b),(133b) und (135) sind die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen dafiir, daB die zu 11;” normalen V,_, zu
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einem #n-fachen Orthogonalsystem gehéren. Die Kongruenzen ;I" wer-
den Kongruenzen von Hauptkriimmungslinien (vgl. S. 178) und es gilt
also der verallgemeinerte Dupinsche Satz:

Die V,_, eines n-fachen Orthogonalsystems schneiden
sich in Hauptkrimmungslinien,

Man kann den Bedingungen (128b), (133 b) und (135) eine ein-
fache geometrische Deutung geben. Die Gleichung (128b), wo jetzt
der %, enthaltende Term verschwindet, und (133 b) sagen aus, daB die
Hauptgebiete der betreffenden Komponenten der Tensoren ﬁ‘” Voo b

und z"" Vh,, die Hauptgebiete von &,; enthalten?). Um auch die
Gleichung (135) geometrisch zu deuten, sei bemerkt, daB:

(142) l7[(4) h’,u]). = l7[(4) V,u] ;";l - V[w;{y] ;’1"}. s
und demnach:

2?:}'1:"‘1:“’17[&,}1«#];_=ili”inw”;_.,i"—‘I:;'i”iwh[w,,,]%;,
(143) cb a cba n cbd a n
=Zf}'%”3w5'Km,u}.v=Kabcn=o'
Nun ist:
(144) 539 Ko 1, 8% A0
b a n

die Anderung, die der Vektor ;i: erfihrt, wenn er um den Rand des
Flichenelementes g[f‘ 2“’] do geodidtisch herumgefithrt wird. (135) besagt

also, daB diese Anderung in dem zu ¢” und s” gehorigen Hauptgebiete
. a b
des Tensors %, liegt %).

Zusammenfassend 4Bt sich also der Satz aussprechen:

Ein System von oot V,_; in einer V, gehért dann und
nur dann zu einem #n-fachen Orthogonalsystem, wenn bei
einer Verriickung senkrecht zu irgend m der Hauptgebiete
des zweiten Fundamentaltensors #;, die- Komponente des
Differentials von %, in dem Gebiet, das durch diese m
Hauptgebiete bestimmt ist, Hauptgebiete hat, die die er-
widhnten m Hauptgebiete enthalten, und iiberdies, bei geo-
ditischer Herumfihrung des Vektors 3': lings des Randes

eines in einem Hauptgebiete liegenden Flichenelementes,
der Zuwachs von ;l«;" in diesem Hauptgebiet liegt.

Da die V,_,-Komponente von ;L;“’ Ve h,, Hauptgebiete hat, die
die Hauptgebiete von 4,; enthalten, folgt:

DerOrt derUmbilikalpunkte einesSystems vonoo V,_,,
die zu einem #n-fachen Orthogonalsystem gehdren, setzt
sich zugsammen aus Kurven der zudenV,_, normalen Kon-
gruenz?),

1) Levy, 1870, 1, fir V, in R,.

2) Schouten-Struik, 1919, 1, S.461; engl. S. 693. 3) Levy, 1870, 1, fiir Vyin Ry.

13*
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Aus (143) folgt, daB in einer V,, in der jedes System von # senk-
rechten Richtungen in jedem beliebigen Punkte zu einem #n-fachen
Orthogonalsystem gehort, alle orthogonalen Bestimmungszahlen von
K, u1» mit mehr als drei ungleichen Indizes verschwinden miissen.
Die V, mu8 also konformeuklidisch sein:

Eine V,, die n-fache Orthogonalsysteme in jeder Rich-
tung und Lage zuldBt, ist eine C,1).

§ 14. Bedingungen fiir einen Tensor mit V,_,-normalen
Hauptrichtungen.
Sind die # Hauptrichtungen ji” eines Tensors T} , alle V,,_;-normal,

so bilden sie ein #-faches Orthogonalsystem und umgekehrt. Wir nehmen
zunidchst an, daB T, nur eindeutig bestimmte Hauptrichtungen hat.
Notwendige und hinreichende Bedingungen sind also:

(145) gli!‘V,‘@‘l=o, L kI=1,...,m; f, k1%,
7

Diese Bedingungen lassen sich in eine andere T, enthaltende Gestalt
bringen. Differentiation von:

(146) P Ty =0, i k+0.
ergibt:
(D D e o D .

(147) (Ve )i Top + 8 (Vo i) Tow + it 10V, Thp =0,

oder: .
kil=1,...,n

_ “w .A'V . ko REFTREISY —_ 7: bl H ]
(1498) (T Ty P Voia 4 i jo Vo Tu=0. {27}

Aus (145) und (148) folgt:
(149a)

;’,;)'Ii'ltfa)Vprl:O’ 7;k~l:%:

Umgekehrt folgt (145) aus (148) und (149a). Hat also T;, nur
eindeutig bestimmte Hauptrichtungen, soist (149) notwendig
und hinreichend dafiir, dal diese Richtungen V,_,-normal
sind. Hat T}, auch unbestimmte Hauptrichtungen, so brauchen nicht
alle moglichen Hauptrichtungen V,,_, -normal zu sein und infolgedessen
gilt (145) nur fir den Fall, da8 ]@'", %"’ und %"’ zu verschiedenen Haupt-

gebieten gehéren. Daraus geht hervor, daB dann (149a) auch nur unter
diesen Bedingungen gilt:

(149b) ;I_:l 'llr;’u ;:m Vw T/tl == 0: 7.; k: l #: Tjj; Tkk: Tll :F .

Aus den so beschrinkten Bedingungen (149Db) lassen sich diejenigen
der Gleichungen (145), in denen 7@"’, ,1?‘ und li" nicht alle zu verschiedenen

1) Schouten-Struik, 1919, 1, S.462; engl. S.693; Schouten, 1921, 2, S. 84.
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Hauptgebieten gehdren, nicht mehr ableiten. Ist aber T,; =T},, so
existieren neben (148) die Gleichungen:

(Tu—Tyi2i* Vg 440V, T, =0,
(150) i 1 k kl j§
l (Ty— Tzz),i“’},"leir’rlil}f“i“’Vw T:,=0,

aus denen durch Subtraktion entsteht:
— sw gL g0 4R Y A sw St —
(151) (Ty Tﬂ)(;z_ - })Vw%;_-}—lz § 4 Vie Tjgi=0.
Aus dieser Gleichung folgt unter Beriicksichtigung der Symmetrie von
Viie in jk:
: Z
(152) A };" VieTiwr=0, 1kl%, T;=Tu+Ty.

1K)
Umgekehrt folgt aus (152) und (151):
jw g __ g gA R
(153) (5 ¢ —1 g)le’z 0,

und wie auf S. 193 wird dann bewiesen, daB sich die Kongruenzen in
den Hauptgebieten von T, so wihlen lassen, daB sie alle V,,_;-normal
und gegenseitig senkrecht sind. Es gilt also der Satz:

Die Hauptrichtungen eines Tensors I;, konnen dann
und nur dann so gewiahlt werden, daB sie alle V,_;-normal
sind, wenn fiir die gegenseitig senkrechten Kongruenzen
’z_"’, j=1,...,n, die alle in einer Hauptrichtung von T,
liegen und innerhalb eines Hauptgebietes beliebig gewidhlt
sind, folgende Gleichungen gelten:

‘{:]'1:'“1:(”‘7,‘, T‘u;_ =0, ].,k, l#, Tj]-, Tklc: Tu:f:.

149b e :
(149b) }l;!‘%wV[w T,:=0. 1R+, Tjy=Te+ Tu.

§ 15. Die Beziehungen der KriimmungsgréB8en der V,, und
der V,.
Ist v* ein in der V,, liegendes Feld, so ist:

BiV, o' =V, + Bi (V") (4} — B})

(154) =V,v"+ " BV, B}
=V, v +v*H;,." .
Differentiation liefert:
[ BOyVigVao' + B Vg BG Var'=
=V{,Vigv" + BE2Vis By "V, B}
=Vt Viav" + " B4,V Va BS
(155) = VioVigv" — o' By VsV isi?
e e

=WV, Va0 —* BE S SV, it (Vi) 4
fo” ] [w/t]ye(rxeﬁ)e(ﬂe)es

’ 4 Ul .. .
=ViuVigv" — o’ Bh S Has" Hyl.
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so daB:

(156)  —BEY Kot = — K30t — 20" Hif * Hiplw
oder:

(157) B Kpas' = Kion” + 2 Hin " Hoy' -

Dies ist die Verallgemeinerung der Gaufschen Gleichung fiir ¥V, in V,,,
durch welche die Beziehungen zwischen K, ,;, und der V,_;-Kompo-
nente von K, ,;, gegeben sind [vgl. IV, 24121)]. Durch Anwendung
von (83) erhilt man eine andere Form der Gleichung:

(158) w,u).v*Bw,u,vl Kﬂzx&y'*“zzh[w[}.h,u}v]

wuiv ist die KriimmungsgroBe der V,,, als Mannigfaltlgkeit fur sich
betrachtet, oder die absolute KrummungsgroBe der V,,, B£% ol Kﬁu,;,,
ist die KriimmungsgroBe einer die V,, im betrachteten Punkte tan-
gierenden, in ¥V, geoditischen V,,. Diese Grofie kann daher die er-
zwungene KriimmungsgréBe der V,, genannt werden. Der zweite
Term rechts ist die KriimmungsgréBe, die die ¥, haben wiirde, wenn
die V,, eine R, wire, oder die relative KriimmungsgroBe der V,,.
(158) 148t sich also folgendermaBlen aussprechen:
Die absolute KriimmungsgréBe einer V,, in V, ist die
Summe der relativen und der erzwungenen Kriimmungs-
groBe.

Fiir eine in V, geoditische V,, verschwindet Hj;” und es gilt also
der Satz:

Die KriimmungsgréB8e einer in V, geoditischen ¥V, ist
die V,, Komponente der KrimmungsgroBe der V.

Die GroSe Zh[w[l ,1») kann aber auch verschwinden, ohne daf}

die hﬂ Null smd Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn in einem axialen
Punkt der Rang des zur ausgezeichneten Richtung gehérigen Tensors
h,; eins ist?). In einer S, hat K, ,;, die Form (26), und es ist also:

(159) Koy =— n—(n— 1 K glo gun + zzh[w[l hﬂ]vl ’
was fiir m =n —1 ubergeht in:
(160) :o,u}.'v =

Im ersten Abschnitte (I, §10) wurde gezeigt, daB &, , durch A, .,
nur dann eindeutig bestimmt ist, wenn 7%, ; einen Rang > 2 hat. Ande-
rung von k,; bedeutet aber Biegung der V,,_,. Es gilt also der Satz:

;;(n—“—) K gl 8u1n + 2Mw urn -

1) Lipschitz, 1870, 2, S.292; Ricei, 1902, 2, S. 359.
2) Andere Falle behandelt Carfan, 1919, 3; 1920, 4
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EineV,_,inS, kann dann und nur dann verbogenwerden,
wenn der zweite Fundamentaltensor einen Rang <2 hatd).

§ 16. Absolute, relative und erzwungene Kriimmung einer

VeinV,.
Uberschiebung von (158) mit — mg"‘”g’ #% erzeugt, wenn
wir K schreiben fiir — ! k.
m(m — 1)

? 1 w? 5 2 v ; 1
(161) Ko"—'-'—m—_—ng g’“'Kw;d.v —‘m—(mezg, g/”;'h[w[lh.“]"]

I

ist die absolute Krummung der V,,,

(162) K,=— m(m g’“"'g/" Kw,u}.v
die erzwungene Krimmung, und

2 , [ e
(163) Kr=—;;‘(—m:7);g o &0 ot By

die relative Kriimmung der V,,.

(161) besagt also:

Die absoluteKriimmung einerV,inV,ist dieSummeder
relativen Krimmung und der erzwungenen Kriimmung?).

Ist die V, eine S,, so ist die erzwungene Kriimmung K, in allen
Punkten der V,, gleich und von der Lage und der Maflbestimmung in
der V,, unabhingig. K, und Kj sind also Biegungsinvarianten und dar-
aus geht hervor, daB auch K, eine Biegungsinvariante ist.

Die relative Kriitmmung 148t sich in einer V, folgendermaflen um-
formen:

By=— m(m-— 1 ;ZWV""’A {(V u) Vﬂ"v - (Vw;v) Ve :l}

pa a
169 =— o3> i) pplni)-
_iwz'v (Vw;)%f‘z (V,,u)}

Wahlt man nun fiir jeden Wert von e die i’ verschieden, und jedesmal

in den Hauptkriimmungsrichtungen in bezug auf die Normale z" d. h.

in den Hauptrichtungen des Tensors h 1, SO wird:

(165) PP a+b
a b e
e
(166) @0V = hag
a a e

1) Killing, 1885, 1, S. 238; F. Schur, 1886, 2, V3 in R,; Bompiani, 1914,
2, V,_, in R,; weitere Literaturangaben bei Struik, 1922, 5, 144.

2) Ricci, 1902, 2, S. 361; die Namen absolute und relative Kriimmung hat
Ricei eingefiihrt.
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und (164) geht iiber in:

6 PR O
1 = ——— .
( 7) r m (m — 1) gab aa *bh

Die relative Krimmung ist also dieSumme der algebrai-
schen Mittelwerte der zweifaktorigen Produkte ungleich-
namiger Hauptkriimmungen in bezug auf # —m beliebige
zueinander senkrechte Normalen der V,1Y).

Fiir eine V,, in S, ist also diese Summe eine Biegungsinvariante %)
und fiir eine V,, in R, ist sie der absoluten Kriimmung gleich.

§ 17. Bedingungen fiir eine V, in V,.

Fiir eine V,, in V¥, gilt (158), und die erste Bedingung ist also,
daB sich — B,ﬁ,"j,,fKﬁ,,,y + K, 4.1, als Summe von # — m Bivektortensoren
von der einfachen auf S. 35 beschriebenen Art schreiben lifit. Die
Integrabilitdtsbedingungen von (83b) lauten:

rV[w ])"—B[w,u]lV B&zV 1ﬂ-——B[w‘u];,VB V tﬂ
—B[auul/l v, Vaﬁﬂ"i‘B[Z::]f (VyBe) Vi %

(168a) . ) .
= %Bﬁngﬂaayf+ Bl H Y, i
pad -y val Bp ¢
= %Bw#’-KﬂNyz '—B[wﬂlzhﬂf" Vaig
oder

, ¢ Bad ¥ et 1
(168b) {w h‘u]i. = %Bw‘ulKﬂadyt "*‘; Uw h,u]l.:

WO!

ef « ey o oy .
1w GBI B
Die % (n — m) (n —m —1) Vektoren %1 = — ;)i, e+ f, legen in der

V,. und géniigen den Gleichungen:
fw'l);_] == V’m B;,] (V zy)z = B[w;_] V,g(V“z,,) 7

(1702)
= '}szKﬂayM 7 +B[wl]( aey)
oder
(170b) [m’l);,]-— '}Bwl Kﬂuyéz 1’ +k[¢o h}.]v +2:’gw%§.]r
g

1y Ricci, 1902, 2, S. 361, Vain V,.

2) Lipschilz, 1870, 2, fir V,, in R,; Killing, 1885, 1, S. 246f. fiir V, in
S,. Fir die anderen komplizierteren Biegungsinvarianten s. Schoufen-Struik,
1921, 10, S. 10 u.f. Ein Referat iiber diese Arbeit findet sich bei Siruik, 1922, 5,
S. 128 u.f.
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die durch Differentiation aus (169) gewonnen werden. Fiir eine V,,
in S, gilt also der Satz?):
Eine V,, kann dann und nur dann in einer S, unter~

gebracht werden, wenn

1 .
1. %K;,,,“—i—ngf[mug;],] sich als Summe von # —m

[
GréBen der Form Iz[wu}ezmﬂ schreiben 1iBt, wo die }ez”;, "w—m
Tensoren in der V,, sind und
2. es iiberdies in der V, 3 (n—m)(n —m —1) Vektoren

ef fe . . .
v, =—7v;, e f, gibt, die zusammen mit den # — m Tensoren

;LM den Gleichungen (168b) und (170b) geniigen.
Fir m =n —1 verschwindet (170b) und (168b) lautet jetzt:

(171) Viwhar= 4 Boyi Kpaay i
Dies ist die Verallgemeinerung der Codazzischen Gleichung fiir V,,_, in

V,. Es gilt also der Satz:
Eine V,_, kann dann und nur dann in einer S, unter-

1 C
Py Kgloin8u» sichinder

Form kg, by schreiben 14B8t, wo k,; ein Tensorder V,,_, ist,
der der Gleichung (171) geniigt.

gebracht werden, wenn 1 K5, ,,,+

§ 18. Anderung des Kriimmungsaffinors H;” bei konformen
Transformationen der V,.

Ist eine Kongruenz gegeben durch den Einheitsvektor s* und wird
die V, der konformen Transformation (2) unterworfen, so ist der neue
Einheitsvektor:

(172) s ¥
Infolge (4) und (5) gilt also:

(173) {’Vﬂ"'”=Vﬂ'i’—%'i‘gwsag“’ﬂ’i’sw%sa’z""A;
=b'%(l7ﬂi"~—éz',,s”-{—;-sai“A,’t); S=g"s

und:

(174) w="t'V,""=06"1(w — %5,

wo §” die Komponente von s”.1 4" ist:

(175) T=5—i¥4%s,.

Es gilt also der Satz:

Bei einer konformenTransformation ‘g, =0g;, entsteht
der neueKriimmungsvektor ‘u” einer Kongruenz, indem der

1) Ricci, 1884, 1, fir V,_, in R,; 1888, ", fir V,, in R,; Kiihne, 1903, 1,

fir V,, in V,. (158) und (168 b) treten fir V,, in V, schon auf bei Vo8, 1880, 1,
S. 139, Weitere Literaturangaben bei Strusk, 1922, 5, S. 136.
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Endpunkt von #* um — 45" verschoben wird und der so
entstandene Vektor durch ¢ dividiert wird?).

Ist eine V,, in der V, gegeben, so ist infolge (83a) und (173):
u} Y= —_ZB;: ,g’ﬂl (, ﬂ) ,1'.1'

e
- _ZB‘,’: ‘eha (V“ i — 35, "+ %, 'i"Af) 5
¢ ! e e e e
=H.;"— 324" 5,4 gus
¢ € e

= Hii' = 3gu?,
wo z¥ die Komponente von s” senkrecht zur V,, darstelit. Der Vektor
der erzwungenen Kriimmung #”” einer Kurve ¢* der V,, transformiert
sich also folgendermaBen:

(176)

(177) /ull'y= /1:}. ’1"“ ,H/;},v-: _(1,_ (uﬂy.— %z'y) ,
und fiir die Transformation des Krimmungsgebildes gilt daher der Satz:

Bei einer konformen Transformation g, =o0g, einer
Vain V, entsteht das neue Krimmungsgebilde, indem das
Krimmungsgebilde um — 42 verschoben wird und die
Radienvektoren der so entstandenen Figur durch ¢ divi-
diert werden?2).

Aus diesem Satze folgt, daB die Dimensionenzahl s’ des Kriim-
mungsgebietes bei einer konformen Transformation der V, iibergeht
in m'—1, m’ oder m’~41. Ein axialer Punkt geht z. B. im Allgemeinen
itber in einen planaren Punkt, ist aber der Ort der Endpunkte der
Kriimmungsvektoren ein Punkt, so entsteht bei einer konformen Trans-
formation wieder ein axialer Punkt oder ein Punkt, in dem m'=0
ist, d. h. wo Hj;” verschwindet.

Andere Folgerungen?) sind:

Ist eine Vi in V, gegeben, so 1daBt sich stets eine kon-
forme Transformation der ¥V, angeben, bei der die V,, iiber-
geht in eine Minimal-V,,.

Ist eine ¥V, in V, gegeben und in dieser V, eine Kon-
gruenz, so 1dBt sich stets eine konforme Transformation
der V, angeben, bei der diese Kongruenz iibergeht in ein
System von Haupttangentenkurven.

§ 19. Anderung der KrimmungsgroBe K, »3” bei bahntreuen
Transformationen der Ubertragung.

In einer ¥, gehen wir zu einem neuen Fundamentaltensor iiber.
Dann ist: eer 4
(178) [Vt =Vuv" + 41"y
l,V,u.wl: V,uw}.—A,ul Wy
1) Schouten-Struik, 1921, 9. 2} Schouten-Struik, 1923, 13.
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und die Bestimmungszahlen des in ul symmetrischen Affinors 4;;”
sind die Differenzen von {‘,"} und { }

(179) Az ="{ - {rh.
Die neue KritmmungsgréBe 148t sich unmittelbar der Gleichung (II, 121)
entnehmen:
(180) Kaopi' =Koui” —2Viw Aa" + 24507 405"

Die Transformation der Ubertragung ist dann und nur dann bahn-
treu (vgl. II, § 8, IV, §1), wenn
(181) A" = AL+ Alpu,
wo $; irgendein Gradientvektor ist, da die Inhaltstreue der Ubertragung
gewahrt bleibt (IV,§1). (180) geht dann iiber in die einfache Gleichung:
(182) { ,Kc:);.t}.‘,‘:Ka;;:}.v"l" ZAE'aJ V,u]pl~2AE'w1>,u]pl

= a.z;:ﬂ-.v"_ 2A‘fwﬁ/¢]}.:

wo:
(183) pur=Vuts—putr.
(182) lieBe sich auch unmittelbar der Gleichung (IV, 4) entnehmen, da
hier #y,,; verschwindet. Aus (182) folgt bei Faltung nach w»:

(184) ‘Kur=Kur+ (n—1)pua.
Uberschiebung von (182) mit ‘g;* = ‘g, , g** lehrtY):
(185) 0= ’g[;,l Puia -

Aus dieser Gleichung 148t sich ableiten, daB es # Richtungen gibt, die
sowohl fiir ‘g, als fiir p;, Hauptrichtungen sind. In der Tat, sind
*,1=1,...,m, Einheitsvektoren in#n Hauptrichtungen von ‘g;,, so ist:
7

(186) Z i ia, ,

(187) ?ﬂl—’%?jk}uk

und (185) ist dquivalent mit:

(188) 2antm=0,

oder: :

(189) "85 Prs — "Ger bie = (g5 — "8er) i = 0.

Gehoren nun ¢* und ,1;” zu verschiedenen Hauptgebieten von ‘g;,, so
7

ist ‘g;; —'grx + 0 und es verschwinden also alle orthogonalen Bestim-
mungszahlen von p;, mit zwei zu verschiedenen Hauptgebieten von
‘g1, gehorigen Indizes. Da das gleiche auch umgekehrt gilt, haben die
Tensoren wenigstens ein System von Hauptrichtungen gemeinschaftlich.

1) Das Herauf- und Herunterziechen von Indizes bezieht sich auf den Fun-

damentaltensor g;,.. Man bemerke, daB 'K, ;7% ’g,,, in 1y alternierend ist, dagegen
'K 11, picht.
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Es ist noch die Frage unerdrtert geblieben, ob es iiberhaupt még-
lich ist, g;, so zu wahlen, daB A4;;” die Form (181) bekommt. Nun
ist in diesem Falle infolge (178):

(190) { Vi'gap="Vi'8ap+ Ans"'8p+ 4if "8a
=0+ 28u"8ap + P '8pu + Pp 8ane -
Gilt aber umgekehrt (190), so ist:

(191) A,};v'g,,ﬂ + A;uév "Gra=2 Pu ,gaﬂ + P« ,gﬁ.u + P8 ’gtxﬂ ’
woraus durch zyklische Permutation und Addition wie in (II, § 6) folgt:

(192) A 8 =Pu"818+ 01'88u-

Durch Uberschiebung mit dem zu ’g; , gehérigen kontravarianten Tensor
‘g#71) folgt aber (181). Die Transformation der Ubertragung ist also
dann und nur dann eine bahntreue, wenn fiir den neuen Fundamental-
tensor die Gleichung (190) gilt, wo p; irgendein Gradientvektor ist.
Wendet man auf (190) die Gleichungen (149b) und (152) an, so folgt,
daB ‘g;, n V,_j-normale Hauptrichtungen besitzt.

Es gilt nun, die Integrabilititsbedingungen der Gleichung (190)
aufzustellen. (Nach (III, § 6) lauten diese Bedingungen:

K«:u.u;”gVﬂ + Ku.),:t/;’v ,gva =4 (V[m 75(0‘) ,g.u]ﬂ) — 4o p(a,g/t]ﬂ)
(193) _ '
= 4 Dl (a uip) -
Diese Gleichung 148t sich auch aus (182) ableiten, da K,;; (" ‘gz, infolge

der dritten auch fiir 'K, ;;* ‘g, gliltigen Identitit (II, 147) verschwindet.
Fir den Fali, daB die V,, eine S, ist (S. 171):

(194) Ko =2Kogw A,  Ko=—rp—pK
ergibt sich aus (193):
(195) (Ko 8o (a — 2 Dler(a) 'Buipy = O

und daraus geht hervor, daB K g, , —2#;,, sich nur um einen skalaren Fak-
tor von ’g; , unterscheiden kann. (182) gebt also fiir diesen Fall iiber in:
(196) "Koui = 2Kogit0 4 — 2 D010 Ay = & ‘Giio 4

wo & ein Koeffizient ist. ‘K., »3 hat also dieselbe Form wie K,.3".
Dies ist der Satz von Belirama:

Eine S, geht durch bahntreue Transformation iiber in
eine S, oder eine R,.

Durch Uberschiebung von (193) mit g“* entsteht:
K‘:’v,g"ﬂ - K?‘:'/;v’g"“ = ?J)a,grxﬂ - gﬂ“ pﬂa’gwﬂ
+ i)wﬂ,g/ux g"“ — P‘éa’gaw .
1) Man beachte, daB /gf? = /g7 = o gt

(197) {
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Nun ist K%, g, , infolge der fir K, ;" giiltigen Identititen (II, §14)
ein Tensor (II, Aufg. 7), und das Gleiche gilt infolge von (185) von
der rechten Seite von (197). Aus (197) folgt demnach:

(198) K" gy =0.

Es gibt also # Richtungen, die sowohl fiir ‘g, als fiir K;, Haupt-
richtungen sind, und in einer ¥, mit eindeutig bestimmten Haupt-
richtungen kann demnach der Gleichung (190) nur gentigt werden durch
Tensoren g, ,, die eben diese Richtungen als Hauptrichtungen haben.
Es ist die Frage, ob es gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von ‘g,
und $,, gibt, die sich mit gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von
‘g1, und K, decken. Dies ist zunichst nur sicher fiir den Fall,
dafl “g;, nur eindeutig bestimmte Hauptrichtungen hat.

Zur Beantwortung dieser Frage legen wir die Kongruenzen ;L' in
irgendwelche gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von ‘g;, und g;,.
(193) gebt dann iber in:

(199)  (gu —"gr) Kijur = pir g1+ bir '85x — bin "gis — i1 Gix-

Fiir =4 und ebenso fiir & =1 verschwinden beide Glieder identisch.
Sind wenigstens drei der Indizes ¢, §, &,  ungleich, und gehoren % und
! nicht zum nimlichen Hauptgebiet, so folgtl):

(200) Kijp=0.
Ist aber ¢t =%, =1, ¢+ ¢, so ergibt sich:
(201) (855 —"8s3) Kigig = pis ‘€5 — P15 8-

Jedes Hauptgebiet von g;, liegt also in einem Hauptgebiet von 9,
da nach (201) alle zu diesem Hauptgebiete gehérigen orthogonalen
Bestimmungszahlen von p, , untereinander gleich sind. Das Umgekehrte
gilt nicht, da aus p;; = p;; auch folgen kann, daB K,;;; verschwindet.
(Ist K,.3"=0, so unterscheiden sich p,, und g;, nach (201) nur um
einen Zahlenfaktor.) Uberschiebung von K, wiy Wit ’g®” lehrt, unter
Beriicksichtigung von (200):

Kojrr 82" =2 Kyn'gn .
{ ; ’ ’ } 1+ k, ’gjj i ’gkk
= K525 "85 — Kiger 8ex =0,
und die gewiahlten Hauptrichtungen sind also auch Hauptrichtungen
der Uberschiebung K, ,;,’g””. Die Gleichung (197) geht iiber in:

Kyi'gis — 2 Kigin '8 =Py 8ii — °F Pap '8js + 8°% 8up bsi
(203) 7

(202)

— b5 &s-
Fiir ¢ 4 ¢ lehrt diese Gleichung unter Beriicksichtigung von (202):
(204) K;i'gii= ZKljil eu=0, i1, G ¥ gy

und fiir 7 =71: »
(205) K 'gii— ;sz "= —8%F pup i+ 8*F Cup bii-

1y Fubini, 1905, 2, S. 316.
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Aus (204) folgt, da ‘g;, den Rang » hat und also keine der Bestim-
mungszahlen ‘g;; verschwinden kann, daB Hauptrichtungen, die ‘g;,
und $;, gemeinschaftlich sind, auch Hauptrichtungen von K, « und
infolge (184) also auch Hauptrichtungen von ‘K , sind. Die Tensoren
‘@ius Piu» Kip und ’K;, haben also wenigstens ein System
von # Hauptrichtungen gemeinschaftlich.

Eine Beziehung zwischen $;, und den Determinanten ‘g und g
der Tensoren g, und g, wird erhalten durch Uberschiebung der Be-
dingungsgleichung (190) mit ‘g*#:

(206) (Vi '82p) '§*F =2 (n+1) P,

indem man dabei beriicksichtigt, daB:

(207) dlog %‘ =8P d'gap— g*F A gup =" 0 '8usp.
Denn aus (206) und (207) folgt'

(208) P,u 2(11—-}— 1) V log

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man p; aus (190) eliminieren und so
in einfacher Weise priifen, ob fiir einen gegebenen Tensor ‘g; , die Glei-
chung (190) erfiillt ist.

Betrachtet man nur Ldsungen mit eindeutig bestimmten Haupt-
richtungen, so lassen sich die Gleichungen (190) auf eine einfache Form
bringen. Wird das Orthogonalnetz in die Hauptrichtungen von ‘g;, ge-
legt, so geht (190) iiber in:

(209) Vi 2 gyt ="gnVilogp + 4 'gi Valogp + 4 'giVilogp,
7
oder:
T VR
(210) {;(f o gff) }k}.z-i- (qu— gkk)( i;’k)r- g Vilogp
+ 3’6 Valogp + §'gri Vilogp,
wo:
(211) pi=—3V;logp

gesetzt ist, was immer erlaubt ist, da $, ein Gradientvektor ist. Diese
Gleichung zerfiillt in vier Gleichungen:

fir 4, &k, I +

(212) (e —"ere) Vs lik= 0,

(213) Cgu—"gi) Vs fi'-‘—' — 3'giiVilogp,
fir s+ k=<1:

(214) ;"‘a—;; gex = — greVilogp,
firt=k=1

(215) 1"““6_‘ gu, 2'g,-,- V,-logp .

T da®
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Aus der ersten Gleichung folgt, daB die Kongruenzen ;"’ Va-i-normal

sind [vgl. (131) und (III, 114)]. W&hlt man Hilfsvariablen 47, { =1, ..., #
so, daB ihre dquiskalaren V,_; zu den ;I” normal sind, und ist:

i
(216) dst = ZHz dxtdxt,
so ist: ' .
. LAY
(217) L= He
und:

(218) = —H#(7)p = —H P8

Die Gleichungen (213), (214) und (215) gehen dann iiber in:

dlogH &
(219) 2(e—¢) ,;’fz =ga0
(220) ax‘ ?Q =0,
i g
(221) D pe+et—o,

wo @; fiir ‘gis aus (213) gesetzt ist, da “gi; jetzt, wo die Hllfsvanablen x’

angenommen sind, eine andere Bedeutung bekommen hat, ‘gy; = Q H 3
Stellt man die Integrabilititsbedingungen von (219) auf, so entstehen
die Laméschen Gleichungen 1):

[ ]
0*H (9H 6H 6H 6H
(222) Gxmdat _H ldx'ax"‘+H rro Gam 9t
die bekanntlich identisch sind mit der Gleichung:
(223) Kimii=0, i,m,l+

die ein Spezialfall von (200) ist. Fiir die Integration von (219—221)
sei verwiesen auf eine Arbeit von Levi-Civifa?), wo diese Gleichungen
in Beziehung gesetzt sind zur Transformation der dynamischen Glei-

chungen.
Setzt man:
2 ’
(224) Qo= 2"gulogp = oy Binlog <
so folgt aus (190):
(225) Viw i =0.

1) Vgl. z. B. Bianchi-Lukat, 1899, 4, S. 485.
2) 1896, 1. Vgl. auch Fubini, 1905, 2 und Wright, 1908, 1, S. 80 u. f,
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Existiert also ein Tensor g;,, so existiert ein Tensor, dessen gemischter
erster Differentialquotient verschwindet. Das Umgekehrte gilt nicht.
Ist 4" irgendeine geoditische Kongruenz, so ist stets:

(226) " V/L Gupt® #=0,

d. h. die Komponente des Tensors g, in irgendeiner geodatischen Linie
ist lings dieser Linie konstant. Die Differentialgleichung der geo-
datischen Linien:

A
(227) dx* dxt

}.‘u,}______zo

d?x
{” ds ds

ds?t
hat also, im Falle ein Feld ¢, , existiert, ein quadratisches erstes
Integral:

dx* d P
(2284a) ap=—35 7: = Konstante.

In derselben Weise beweist man, daB die Differentialgleichung der
geoditischen Linien ein erstes Integral ' Grades:

dxh dxtv

(228b) ity —o "~ = Konstante

besitzt, wenn der gemischte erste Differentialquotient von g,  ;, ver-
schwindet.

§ 20. Infinitesimale bahntreue Transformationen.

Erleidet der Fundamentaltensor eine infinitesimale Transformation:

(229) ,g}.,u = g/llu + hly di )

so ist:

(230) = glu —prrdg.

Aus der aus (190) folgenden Gleichung:

(231) 0=’V,u ,gaﬂz V,u ,gzxﬂ"‘ A/Zz;v ’gvﬁ_A;;ﬁv ,gow
ergibt sich:

(232) AtVihesg= A2 ¢p+ 45" 8va s

oder:

(233) %dt(V,uhla'*‘ Vlhay‘“ Vuhul)gaVZA/;;uw;

eine Gleichung, die man weniger einfach auch durch Berechnung der
Transformation der Christoffelschen Symbole erhalten kann. Die Glei-
chung (180) geht iiber in die einfachere Form:

(234) Kopi'=Kegui'— 2Viwdni’,
oder:
(235) {/Ku.”;;:v= K(:zp:/{v‘ %dt {2 V[w V‘IL] hlac + Vw Vl ha,u - V,u Vi. h’rxw
- Vw Voc h’ul + V/l Va h’w/l} g*”.
Erleiden die Punkte der V, eine Verriickung v*d¢, so wird da-
durch die MaBbestimmung geindert. Dieselbe Anderung entsteht,
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wenn man die Punkte in Ruhe 14Bt, g,  aber so infinitesimal trans-
formiert, daB3:

(236) h«;,”dt=2,7w'v,1)dt
oder:
(237) h‘u;,—_—2V([uU;_).

Man beweist-diese Eigenschaft wie im § 11, oder auch, indem man in.
(112) die Verriickung in die ¥, legt und das Resultat fiir V,, statt fiir
V. formuliert.
Es ist daher:
(238) {A;‘iv= %dt(Vﬂ Vivae -+ VI,LV“‘I);.+ Vi Vav,&-]-V;‘_Vﬂva
—_ V“V”‘I);.—VaV;.'lJﬂ)g“".

Ist also die urspriinglich vorhandene Mafbestimmung euklidisch, so ist:

(239) A" =dtV, Vyv =diV, V,v",
und (234) geht iiber in:
(240) Kopi’=—2ViuVaViv'=0.

Bei einer Verriickung v” d¢ in einer R, entsteht demnach eine MaBbestim-
mung mit einer KriimmungsgréBe, die unendlich klein von einer hoheren
Ordnung als d¢ ist.

Eine erste Frage wire nun, wann die durch (229) und (237) gegebene
Transformation bahntreu ist. Dazu ist nach § 19 notwendig und hin-
reichend, daB:

(241) Vﬂhaﬁ=2¢ugaﬂ+?agﬂﬂ+¢’ﬂgtxw
wo p; ein Gradientvektor ist.
Da —‘:- hier iibergeht in 4 4 A;%d¢, ist nach (208):
. 1 o 1 7]
(242) ﬁ”—mVﬂha. -——n—‘——+1g V#Va'l)ﬂ.
Die Integrabilitatsbedingungen von (241) entstehen aus (193) und lauten:

(243) Ka.),z'u;cv hvﬂ + Kc:)/'tﬁ‘v hwx == 4?[0} (x g,u]ﬁ) .

Hier ist p,,="V,#;, und wie auf S. 205 wird bewiesen, daB P2 und
h,; ein System von Hauptrichtungen gemeinschaftlich haben. Aus
der Gleichung (243) geht, wie auf S.204, hervor, daB fiir den Fall,
daB die V,, eine S, ist, p,, sich nur um einen (im allgemeinen nicht-
konstanten) Faktor von g;, unterscheidet, und daraus folgt wieder
der Satz von Beltrami (S.204) fir infinitesimale Transformationen.
Durch Uberschiebung von (243) mit g“* entsteht:

(244) Ko hg— K55 hw=—¢"" pragop+npus-

Wie auf S. 205 folgt aus dieser Gleichung, daB #; x und K, , ein System
von Hauptrichtungen gemeinschaftlich haben. Wird ein Orthogonal-

Schouten, Ricci-Kalkiil. 14
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netz in # gemeinschaftliche Hauptrichtungen von 4;, und $;, gelegt,
so geht (243) tber in:
(245) (P — hi) Kigra = Pir €+ Piryr — by 8ir — Priix -
Daraus folgt wieder erstens, daB in bezug auf dieses Orthogonalnetz
alle Bestimmungszahlen K;;;; mit mehr als zwei ungleichen Indizes
verschwinden, wenn 4 und ! nicht zum ndmlichen Hauptgebiet geh&ren,
und zweitens:
(246) (g5 — his) Kigog = Pus — by
Aus dieser Gleichung geht hervor, daB die Hauptgebiete von p;, die
Hauptgebiete von %;, enthalten. )

Die Gleichung (241) 148t sich in einer R, sehr einfach integrieren.
Da sich $,; hier nur um einen Zahlenfaktor von g;, unterscheidet, ist:

(247) Vipr=Cguu.
Die Integrabilititsbedingungen dieser Gleichung lauten:
(248) 0=(VwC) gus,

und C ist also eine Konstante. Ist das Koordinatensystem kartesisch,
so ist der Radiusvektor 7’ =% und V w ¥ = 4}, so daB:
0
(249) Ph=Cn+pi,
wo j% , einen konstanten Vektor darstellt. (241) geht jetzt iiber in:
{ Vibap=CQ27u8up+ 7a8up+ 788xu)
0 0 0
+20u8up+t Puupt+ Pp8an-
Die Integrabilititsbedingungen dieser Gleichung:
(251) 0= V[m V,u]h'ctﬂ= zcg[w(“g.“]ﬂ)’
sind identisch erfiillt. (250) 14Bt sich unmittelbar integrieren:

(250)

0 0 0 o
(252) hoap=C ("Pgup+7a?p) + 20,7 gap+ Pa?p+ Pp7a-t hap,
0
wo h,zein konstanter Tensor und 72 =7*7, ist. Fiir F, v, gilt also:

0
(253) 217',"1);, =C (72gi.,u+ 77-7;4) + zga 7agi.,u. "I“ %ﬂ. r,u + ;)7/4 72 + hl,u + f,ul»

wo f;, ein Bivektor ist. Die Integrabilititsbedingungen dieser Glei-
chung lauten:

(254) 0= Cu gurs + Bro gz + 21w fura-
Da also Vi, f.3 verschwindet, ist:
Vio fuin=— Vi fijo — Vi foru
(255) =—%V#-fla"*_%Vlf,“w—%Vlfwll—*-%mel;a
= V).f,uw - ‘;‘Vi.f,uw = %Vlf,um:
und (254) ist demnach idquivalent mit:

0
(256) Vifou=C1w8ui+ Progur-
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Schreibt man von dieser Gleichung die Integrabilititsbedingungen an:

(257) 0= Cgittw il
so folgt, daB C verschwinden muB. (256) 148t.sich dann integrieren:
0 0
(2582) ‘ fou=Ptou + fou,
wo f,,, ein konstanter Bivektor ist, und (253) geht iiber in:
0 0 0 0

(259) V,uv).=?a7“g}i,u+P/,¢7}.+ i'h,ul"l‘f‘ul-
Integration dieser Gleichung liefert schlieBlith:

0 0 0
(260) Vu=2Pu 77+ Lia?r*+ v,

0 0
wo I;, ein konstanter Affinor und v, ein konstanter Vektor ist.
Die beiden letzten Terme zusammen stellen eine starre Bewegung

0
dar mit I, als Bivektor der Drehung. Der erste Term ist ein Feld,
dessen Kongruenz aus den Geraden durch O gebildet wird. Legt man

0

fiir n =13 den Vektor p, in die X-Achse, so erleidet der Punkt %, y, z
0

bei der Verriickung 2 ;)“ r*7,dt die Koordinateninderungen 2px2dt,

2 ; xydt, 2 ;J x2dt. Alle Geraden durch die X-Achse, die der YZ-Ebene
parallel sind, werden also parallel zu sich selbst in der X-Richtung

verschoben um gxzdt, wihrend alle Geraden parallel zur X-Achse
sich um den Schnittpunkt mit der YZ-Ebene drehen um einen Winkel

26 3% + 2 dt in der Ebene, die die X-Achse enthalt.

§ 21. Infinitesimale konforme Transformationen.

Eine zweite Frage ist, wann die durch (229) und (237) bestimmte
infinitesimale Transformation konform ist. Dazu ist notwendig und
hinreichend, daB:

(261) hp=mgu,
wo m ein im allgemeinen nicht konstanter Faktor ist. Es soll also gelten:
(262) Vivi=3mgui+ fui,

wo f,; eine in w4 alternierende GréBe darstellt.
Die Integrabilititsbedingungen dieser Gleichung lauten:

(263) 3K 7 v = 3w guia + Vie fas, my=V.m.
Wendet man auf diese Gleichung die zweite Identit#t (11, 139) an, so folgt:
(264) V[w f il = 0,

so daB sich (263) infolge von (255) und der vierten Identitit (II, 148)
auch schreiben 14Bt:
(265) va:'l;cw=m[wg/4]l+ V}.fyw-

14%
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Die Integrabilititsbedingungen dieser Gleichung lauten:

(266) { %mgv[iKrl]pm"‘fv[EK:'l]yw'*" Uy V[EK:‘A][G(D
= Mizw 8111 + Kiite Fuas

wo:

(267) Mo = Vg,

Aus der Bianchischen Identitdt folgt aber:

(268) Vie Kijopo =— 3V, Ketpo,

so daB (266) dquivalent ist mit:

(269) {va Vot Kmylv = f(;;“ Kayi.v + f;;“Km,x).y + f;'_“ Kw,uzxv + f;a Kwﬂl'-a
- zm["[w LAPS + m-Kwylv-
Durch Uberschiebung mit g®” entsteht:

(270) {va VaKyl“—:f;;“Kal:*‘fiaKﬂa - ig“ﬂmaﬂgl#
- _%(n_'z)ml‘u‘l'mKul'

Ist m = 0, so dndert sich die MaBbestimmung nicht. Die V, 148t
dann eine starre Bewegung zu und (262) geht iber in die Killingsche
Gleichung:

(271) Vievi=fu?).

Die Differentialgleichungen der geoditischen Linien besitzen in diesem
Falle ein lineares erstes Integral?) (vgl.S.208). Die Integrabilitits-
bedingungen der Gleichung (271) entstehen aus (266), indem die Glieder
mit m und m;, verschwinden. Fiir m =0 lassen sich (269) und (270)
in einfacher Weise geometrisch deuten. Bewegt sich ein Affinor ohne
GroBenanderung, so ist seine Bewegung eine Drehung in bezug auf ein
geodatisch mitbewegtes Bezugssystem. Ist der Bivektor der Drehung
F,,d¢, so gilt also, wenn die bewegte GréBe ein Vektor v” ist (I, 128):

(272) dv; =F;%v, dt
und fiir eine GréBe p*° Grades gilt demnach:
) TSY
(273) avl;...i.p=ZFi:vll,_,_;,“_laluHm;_pdt

(269) und (270) bringen also fiir # = 0 zum Ausdruck, daB sich K, pdv
und K, ; bei der Verriickung »”d ¢ in bezug auf ein geoditisch mitbeweg-
tes Bezugssystem drehen, eine Tatsache, die bei einer starren Bewegung
ja geometrisch selbstverstindlich ist. Der Bivektor der Drehung ist
fr.d%%).

3) Killing, 1892, 4, S. 167,, weitere Literatur bei Strusk, 1922, 5, S. 155.

%) Vgl. z. B. Whight 1908, 1 und Radon, 1922, 19.

3) Strwik, 1922, 5, S. 160. In den Gleichungen (192a) und {194 a) dort,
die korrespondieren mit unseren Gleichungen (269) und (270), stehen far m =0
einige Indizes falsch. Die Vektorgleichungen (192) und (194) sind aber richtig.
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Ist K;:i" =0, so geht (269) iiber in:
(274) Migtew 81101 = 0,
was besagt, daB m,, verschwindet, m, also ein konstanter Vektor ist,
my = 12;,1. Die Gleichung (265) geht dann iiber in:

0
(275) V).f,uw = —Mew 114 -
Diese Gleichung 14Bt sich sehr einfach integrieren. Ist das Koordinaten-
system kartesisch, so ist 7’ = 2* der Radiusvektor und

0 0
(276) frio= M)+ fuw,
0
wo f.. ein konstanter Bivektor ist. Es ist also:
0 0
(277) Vivi=3mgur+ mpry+ fus
und
] 0 0
(278) vi=gmry~ L rimy - farr* 4 vy,

0 . .
wo v; ein konstanter Vektor ist.
Die beiden letzten Terme zusammen stellen eine starre Bewegung

0
dar mit f;, als Bivektor der Drehung. Die beiden ersten Terme stellen
ein Feld dar, dessen Kongruenz durch alle Kreise gebildet wird, die in

O die Richtung von r(r)q tangieren,

Aufgaben.

1. Ist %, j=1,...,n ein n-faches Orthogonalsystem in der V,
und ist 7 . )
PP == “1%7_]_ ‘ngv

eine V,,_,-normale Kongruenz, so ist auch

, o .
YUY = — o4y 1 -} 0g ¥
11+ 2l

Vp-1-normal. &, und &, brauchen nicht konstant zu sein?).

2. Ist ein System von oo! ¥, in einer ¥, gegeben, und gibt es
zwei Vynormale Kongruenzen v” und »’?, deren Kurven ganz in den
Vs liegen, und deren Bissektrixkurven Hauptkriimmungslinien der ge-
gebenen V, sind, so gehoren diese V, einem dreifachen Orthogonal-
system an?),

3. Jede zu ¢ kanonische Kongruenz in Vj, die mit ¢” Vg-bildend
ist, ist auch V,-normal.

Y) Demoulin, 1913, 2 fiir Ry,

%) Demoulin, 1913, 2 fir Ry, vgl. auch Keraval, 1913, 1 und 1914, 1, wo die
in Aufg. 1 und 2 angegebenen Satze abgeleitet sind fiir den Fall, da8 v und v’
in den Haupttangentenrichtungen einer V, in Ry liegen.
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4. Der Kriimmungsvektor der Kongruenz eines Feldes v, in einer
V., das der Killingschen Gleichung V', v;) = 0 geniigt, ist ein Gradient-
vektor. [Ricei).]

5. Jede Kongruenz, senkrecht zu einem Felde v; der V,,, das der
Killingschen Gleichung geniigt, besitzt einen Kriimmungsvektor senk-
recht zu v,. [Riceci?).]

6. Die Kongruenz eines Feldes v; der V, das:

a) der Killingschen Gleichung geniigt,
b) V,_s-normal ist, und
¢) einen konstanten Betrag hat,
ist geoditisch und senkrecht zu einem System von geoditischen V,,_;.
[Struik3).]
7. Ist v”d¢ eine konforme Transformation einer V,, die ein System
von ool reellen V, _, invariant 14Bt, so gibt es eine konforme Trans-
formation der V,,, bei der v*d¢ iibergeht in eine starre Bewegung.
[Fubini®).]
8. Zwei infinitesimale konforme Transformationen einer V, mit
denselben Trajektorien unterscheiden sich fiir # > 2 nur durch einen
konstanten Zahlenfaktor. [Fubinis).]

9. Die dquiskalaren Hyperflichen des Betrages v eines Gradient-
feldes v, in der V, schneiden die Hyperflichen senkrecht zu w»; in
einem System von V, _,, die senkrecht zum oskulierenden Bivektor
der Kongruenz des Feldes ; sind. [Fouché®).)

40. Verschwindet fiir eine geoditische Kongruenz in einer R; die
Divergenz des Einheitsvektors, so besteht die Kongruenz aus den
Parallelen zu den Tangenten einer Raumkurve in den oskulierenden
Ebenen. [Cisotti?).]

11. Eine V,, in einer V,, ist dann und nur dann geoditisch, wenn
die geoddtische Bewegung jedes Vektors der V,, lings jedes Linien-
elementes der V,, in bezug auf die V,, identisch ist mit der geoditischen
Bewegung derselben GroBe lings desselben Elementes in bezug auf
die V,. [Vitali®).]

12. Eine Kongruenz 4, in einer ¥, ist dann und nur dann geo-
ditisch und ¥, _,-normal, wenn die Rotation von ¢; verschwindet.

[Schouten-Struik®).]

13. Jede V,_;-normale Kongruenz der V, ist konformgeodatisch.
[Schouten-Struik?®).]

1) 1898, 1, 2; 1901, 1, S.608 (Berichtigung).

3) 1898, 1, 2.  3) 1922, 5, S. 157.

4) 1903,2.  5) 1903, 2, S.268.  ©) 1914, 3, S.1 fir R,

7) 1910, 4. 8) 1922, 22.

9) 1921, 9, man vergleiche die Berichtigung 1922, 23.
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14. Ist 4, eine beliebige geoditische Kongruenz der V,, und ist
das Linienint
as Linienintegral fi,u P

iiber jede geschlossene Kurve, die ganz in einer bestimmten ¥V, _, mit
nicht singulirer Lage liegt, Null, so ist die Kongruenz V,_y-normal.
[Schouten-Struik?).]
15. Stachelschweinsatz. Wenn man die von den Punkten einer
V-1 in einer V,, ausgehenden Kurven einer geoditischen und ¥, _y-nor-
malen Kongruenz ¢; durch eine zu den Kurven normale ¥,, _; abschneidet,
so ist bei jeder Verbiegung der ersten V,_;, bei der die geoditischen
Kurven mit dieser ¥, _, fest verbunden bleiben, der Ort der Endpunkte
der Kurven stets eine zu den Kurven normale V,,_;. Die feste Verbin-
dung soll darin bestehen, daB in jedem Schnittpunkt Gré8e und Rich-
tung in der V,,_; der V,_;-Komponente von ¢* ungedndert bleiben.
[Schouten-Struik?).]
16. Ausgehend von den in einer V, giiltigen Gleichungen
I. s¢=-—V, Fut,
II. 0= VuF.,,
III. p;,=—s/‘FM,

zeige man, daB Gleichungen existieren von der Form:

a) Fu =-—2V.0y,

b) FV¥s,= o0,

C) yJ) =—V”S'u;,,

d) S,,;, =—-F;L“Fa;,—-i-g,,;FaﬂFuﬂ.

In der Elektrodynamik ist:
s*  der Vektor der Stiomdichte,
F,, der Bivektor des elektromagnetischen Feldes,
$, der Kraftvektor,
Q, der Potentialvektor (Vektorpotential),
Sua der elektromagnetische Tensor.
1. und II, sind die Maxwellschen Gleichungen, b) ist die elektrische
Kontinuitatsgleichung.

1) 1921, 9.
2) 1921, 9, fiir ¥, in R, rithrt der Satz von Beltrams her, 1902, 8, S.121—122.



Sechster Abschnitt.

Die Weylsche Ubertragung.

Upersicht der wichtigsten Formeln der Weylschen

Ubertragung.
Kovariante Differentiation:
op
Sp=dp; V,p=-—=.
p=dp =5 (L, D)

80" = dv + I das Vﬂv”=—§z—:+1’{,‘vl. (IL, 6, 7)

5}
bwi=dw, — Ifuw,da; V=54 — I}, (IL6,7)
X

'},’,,:IW;;. (11, 24)
1 (6w, ¢
P =5 (22— 2% (11, 20)

Tensor gh:
V,u g“ = Q,u. g“; Vygi.v = Q;L iy = '—Q,u v (II’ 47’ 40)

Dia={"}+ 15, (11, 55)

Ti/';: %(Q# AK+Q1AZ“'Qa gmglﬂ)' (H: 65)
For =B s Ty B = e

“" f + in U n? ax{‘+{y}v~ ( ,57:58)

0 d
Viw,=V,w0,— Ti, w,; Vﬂw1=a+:;— {%}e,. (11,57, 58)
KrimmungsgroBe:
2V Vv = —Ryai” " (11, 116 2)

2V Vgw=+Rsi" w,. (11, 116b)
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.o e? a o a Y v 4 ald id 13
Rw;zl = F}.w‘_’ F).;L_warlu + rx/l,rlw' (II> 101)
dx* 92

Ropi” =Kopi” — (VieQu) 42
- {(2 ViwQp + Q10 Qun — £0.Q% g[w[l)g,u]u]} g”. (11, 130)

K=o () = 5t = () )+ (v} e}t a20)
R.,=R;.;". (11, 123)

Foi= Ry (1, 123)
Vop=Ropi'=—2F, = —nV04. (11,123,142, 65,133)
Remi” =0. (11, 134 a)
Riopii =0. (I1, 139)
VieRyumi" =0. (I1, 163 d)
2V Ry =V, Rui". (1, 167)

§ 1. Einleitende Satze.

Eine Weylsche Ubertragung wurde auf S. 75 definiert als eine
affine Ubertragung, bei welcher ein Tensor #'*® Ranges g*# existiert,
so daB:

(1a) Vg =Qug®.
Aus (1a) folgt dann (vgl. II, 40c¢) fiir den zu g*# gehérigen kovarianten
Tensor g, die mit (1a) dquivalente Gleichung:

(1b) V,uglv=_Q,ug}.v-

Der Tensor g;, ist nun nicht der einzige Tensor, der diese Eigenschaft
besitzt. In der Tat, ist:

(2) ’gﬂ.,u = 08au>

so 1ist:

(3) Vfl G = — (60Qu — Vﬂ 0) gav = — (Qu — Vﬂ logo) ‘gis -
Setzt man also

4) ‘Qa=0Q1— Vilogo,

so ist:

(5) Vy.lgi.v= _‘IQ/Lg).v-

Der Tensor g;, kann also mit-einem beliebigen skalaren Faktor multipli-
ziert werden, ohne die durch die Gleichungen (1) ausgedriickte Eigenschaft
zu verlieren, und unter allen Tensoren, die so entstehen konnen und die
alle einen zugehorigen Vektor @, besitzen, ist kein einziger bevorzugt.
Die Wahl eines dieser Tensoren nennen wir die nihere Wahl von gy,
Eine eigentliche MaBbestimmung gibt es also in der Weylschen Geo-
metrie nicht. Der Kegel der Nullinien, der fiir alle Tensoren g;,, der-
selbe ist, liegt aber fest, und es steht also in jedem Punkte fest,
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was man unter gegenseitig senkrechten Richtungen zu verstehen hat.
Es sind dies Richtungen, deren zugehorige kontravariante Vektoren
v*, w* der Gleichung:

(6) vwr g, =0

fiir irgendeine Wahl und also fiir jede Wahl von g;, geniigen. Kovari-
ante und kontravariante Vektoren diirfen in einer W, (X, mit Weyl-
scher Ubertragung) nicht identifiziert werden. Zwar 14Bt sich bei einer
bestimmten Wahl von g;, jedem kontravarianten Vektor v* der ko-
variante Vektor g;, v” zuordnen und kann man bei einem kovarianten
Vektor nicht nur von einer (z — 1)-Richtung, sondern auch von einer
Richtung reden. Die Zuordnung ist aber nur fiir diese besondere Wahl
giiltig, so daB der Unterschied zwischen kovarianten und kontravarian-
ten Vektoren aufrecht zu erhalten ist. Dementsprechend sind das
Herauf- und Herunterziehen von Indizes und die orthogonalen Indizes
nur zu verwenden, wenn einmal voriibergehend ein bestimmter
Fundamentaltensor bevorzugt wird, da ja im allgemeinen ein fester
Fundamentaltensor fehit. 4

Aus (2) folgt, daB es unter den verschiedenen méglichen Tensoren
g1, dann und nur dann einen Tensor mit verschwindendem Differential-
quotienten gibt, wenn Q, ein Gradientvektor ist. Dieser Fall, in dem die
Weylsche Ubertragung zu einer Riemannschen Ubertragung degeneriert,
sei in diesem Abschnitt von vornherein ausgeschaltet.

Auf S. 75 wurde die Formel (II, 65) abgeleitet:

(7) Ti;{.v= é(QﬂA;"}'Q}.A;_Qagavgly):

die hier geschrieben wird, ohne den Index von @, heraufzuziehen, und
aus dieser Gleichung folgt:

(®) Tiu= {3} + 3 (Qu A3+ 045 — Qug™ g1

Natiirlich ist I'j, von der niheren Wahl von g, , unabhingig, bei Ande-
rung dieser Wahl dndern sich sowohl {ly"} als 77,” und diese beiden
Anderungen heben sich gegenseitig auf, was sich auch durch Nach-
rechnen verifizieren 148t.

Die KrimmungsgréBe einer Weylschen Ubertragung wurde auf
S. 87 (II, 130) berechnet:

(9) Rf:)[;iv = Ka.u:):y— ‘4;.' V[w Q/L] - Q[w[). g,u] «] g“v ’
worin Q,,; steht fiir:
(10) Q,u). =2 V,u. Q). + Qy Q). - %Qa Qﬁ gaﬂgﬂ.l .

Rz ist wie I . von der niheren Wahl von g;, unabhingig. In der
Tat geht K,;,:;” bei der konformen Transformation (2) tiber in (vgl. V,6):

(11) ! (:1;4):7= K(:)‘:t/'..r_ s[w[). g‘u]a]g“v,
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wo:

(12) s”1=2Vﬂsl~s#s;+&sas,gg“ﬁgﬂl,
(13) su=V,loga.

Da aber nach (4):

(14) “Q=01—s1,

und Vi, s;; verschwindet, heben sich infolge (10) alle Anderungen in
der rechten Seite der Gleichung (9) gegenseitig auf.
Durch Faltung nach wv entsteht aus (9):

( wr = Kus + V[ﬂQl] + 1 (n—2) QMA“F%Qaﬁg“'BgM
=Ku+VpQn+3r—2)V, 0+ 1(n—2)0.0:
e %’(” - 2) QaQﬂg“ﬂgyl + %(VaQﬂ) g"“?g,.;.
+10u08 8% gur — 5 0u Qs 8°F g

=Kui+VuQu+ 3 —2)V,. Qi+ 3(Va0p) 8% g2
F+ 1 —2)0, 01—+ (1 —2)QuQs8*f gui .

Fiir den alternierenden Teil F,, von R,; gilt also:

(15)

(16) Fui=3nV0xn
und fir R;; i* infolge (11, 142):
(17) Roui'=—nViuQu.

Aus (17) folgt:
Eine inhaltstreue Weylsche Ubertragung ist eine Riemann-
sche Ubertragung.

Es sei die Frage erértert, ob es neben den verschiedenen moglichen
Tensoren g;, noch einen anderen Tensor A « geben kann, der einen
Differentialquotienten von der Form — g¢,, h;,, hat. Die Integrabilitits-
bedingungen von:

(18) Vy hacﬁ =—fu haﬁ
lauten:
(19) Rone bpyy = —~Viwquibag,

oder, iidem wir g, voriibergehend festlegen, in orthogonalen Be-
stimmungszahlen:

(20) Y Rijuihu+ 3 Rigu o = — Vis gy i

(20) ist gleichbedeutend mit:

(21) /% Rijpen iy — Mez) — 3V O 8rr By + Bea) = — Vg g I -
Fir 2 =1 folgt aus dieser Gleichung:

(22) ViQn="Vyan,
oder:
(23) =0+ z,
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wo z; ein Gradientvektor ist. Wir berechnen nun den Differentialquo-
tienten des Ausdrucks & k,; g**, wo & ein niher zu bestimmender Fak-
tor ist.
(24) { V,u “hni. g)'” = (V,u- ‘x) hxi. g}"' - & q[,z hnl g“ + & Q,u. h’n). gh’

=(V,0—az)hag.

Wird nun « so gewahlt, daB z, =V ,logx, so verschwindet der Diffefen+
tialquotient und dies ist im allgememen nur moéglich (vgl. IIL, S. 145).
wenn
(25) ahag’=cAl,
wo ¢ eine Konstante darstellt. 4;, hat also im allgemeinen die Formog; ;.
Mithin gilt der Satz:
Ist eine Weylsche Ubertragung gegeben, so gibt es im
allgemeinen auBer den Fundamentaltensoren og, keine

anderen Tensoren zweiten Grades, die einen Differential-
quotienten von derselben Form besitzen.

§ 2. Bahntreue Transformationen.

Wird auf eine Weylsche Ubertragung eine bahntreue Transforma-
tion ausgeiibt, so dndert sich I7, folgendermaBen (II, 70):

(26) IIY,u = I1):u + 1’). A; -+ 1’# A;: >
wo p; kein Gradientvektor zu sein braucht, und V,g,, geht iiber in:
(27) Vitap=—Queup—2818up— buBup— PpEpa -

Es kann nun zunichst gefragt werden, welche Folgerungen sich
ziehen lassen, wenn die neue Ubertragung wiederum eine Weylsche
Ubertragung ist. Dann muB ein Tensor ‘& n €xistieren, so daB 'V, g,
die Form hat:

(28) /Vw ,g,ul = _“’Qw ,g/,d. .

Es muf} also gelten (vgl. V, 190):

(29)  Vi'tap=—"0u8up+ 20 "8ap + Pu"up + D5 -

Die KriimmungsgroBe geht iber in (IV, 4):

(30) ’Rw,uﬂ.. = n.);ul‘v"}' 2A[mp;¢]l'—‘2Al V[mpu]: ﬁ‘uﬂ—“V‘u?)._p,upl’
woraus bei Faltung nach »4 folgt:

(31) — 1V Qu=—1Vio Qu+2ppw1 — 28V (0 pu,
oder:
(32) V[w ,Q,ul = V[w Qﬂ] + Zn :- ! V[w b1+

Da jede Losung ‘g, eine ganze Reihe von Losungen mit sich bringt,
die sich von g, nur um einen Faktor unterscheiden, und die zu diesen
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Lésungen gehorigen ‘Q, sich auseinander ableiten durch Addition eines
Gradientfeldes, kann man, unbeschadet der Allgemeinheit, setzen:

33) 0=0:i+2" 1,

und damit eme dieser Losungen bevorzugen. Die Integrabilititsbedin-
gungen von (29) lauten (vgl. V, 193):

Rona” gvp+ Rans” 'gar = 4V 0Pt s — 4 bto bl 8

(34) + 4V 1w b1 ap — 2 V10" Qu1 8ap
= 4 Plos(a ’gﬂlﬂ) + 41’[01;4] ’gaﬂ - ZV[w,Qu! ,gaﬁ:
oder, wenn wir g;, vorithergehend festlegen, in orthogonalen Bestim-
mungszahlen in bezug auf ein Orthogonalnetz in den Hauptrichtungen
von ‘g,
(35) { Rijir gu+ Rigie ‘8 = bir 8 — bra "8ur + i "Gir — Dir gin
+ 4 P10 8 — 2V°0n "8

was gleichbedeutend ist mit (vgl. V, 199):
(36) { Riien (g — "ger) — V'O 8o (g + “gaa)

=P "G — Dse "G+ Pir ik — P "B+ 4 bun G — 2VEQn gt -
Diese Gleichung zerfallt in zwei Gleichungen:
(372)  Risng (gu~—"grt) = pir ‘&1 — b "Gr + bis ‘g — b1 ‘gir
firk=+1!,i==%, { =1 und:
(37b)  — Vi 'Qngri (gu + "gr) = 4055 ‘g — 2V 50 ‘g1
fir k=1,

Aus (37b) folgt:
(38) V[,- Pn=0.
P21, ist also ein Tensor und p; demzufolge ein Gradientvektor.
Aus (37a) folgt (vgl. V, 201):

(39) (85— gid) Rijsn = bis &5 — s "8s -
Jedes Hauptgebiet von ‘g, n ist also in einem Hauptgebiet von $,,

enthalten. Legt man .das Orthogonalnetz in gemeinschaftliche Haupt-
richtungen von ‘g, und #; u» S0 folgt aus (37a), daB

(40) Rijpg =0

ist, wenn wenigstens drei der Indizes 4, §, & und ! ungleich sind und
‘€u — g nicht verschwindet. Da aber:

141) Rijan = —V5i0Qn &,

so verschwindet R, fiir den Fall, daB %, §, £ und 7 alle ungleich sind
und ’g;; — ’g; nicht verschwindet.
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Faltung der Gleichung (30) nach w» lehrt (vgl. IV, 6):

(42) ,Ryl = Ryl + ('n - 1) P,d. ’
oder:

43) ) ‘Ryun=Rya; ) ‘Run = Ry + (0 — 1) pua.
(43 a) sagt infolge (15) dasselbe aus wie (32). Uberschiebt man (9) mit
g*#, so entsteht:

[ Kb T QT R0 20

+ i‘Qaﬂ g"‘ﬂA; s
oder, unter Beriicksichtigung von (15):
(45) Roui” 8 = Roag® — 2V10Qu g™

Durch Uberschiebung von (34) mit g** entsteht also (vgl. V, 197):
(46) { Roug® '8op+ Rapl "Bar 8" = 0" 'Bup— 8% P Cwp
+ i’wﬂ ,g,utx g‘““ - Pﬁ“ ,guw:

oder, in orthogonalen Bestimmungszahlen in bezug auf ein Orthogonal-
netz in gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von ’g;, und $,, (vgl
V, 203):

(47) Ryi'gis ‘-2‘ Riji = 15s"8is — 8°F Dap'8yi + 8P 'Bup byi — P15 &3+
Fiir ¢ 4 5 lehrt diese Gleichung:

(48) Ry g = Z Ryu'en= Z Ryyap ‘qu + ; Riyiig 'gus

und fiir ¢ =7:

(49) Rii'gii — IZ' Riit’gu= —g** bap gis + £*F "gup bui-

Hat nun ‘g;; nur eindeutig bestimmte Hauptrichtungen, so hat Ry,

wie auf S. 221 gezeigt wurde, keine Bestimmungszahlen mit drei un-
gleichen Indizes, und es ist demnach fiir 2 + §:

(50) D Ryu'gn=—Vu0s'gi.
Demzufolge ist: ¢
(51) Ryp=0

fir ¢ & 4, d. h. die Hauptrichtungen, die ’g;, und $,, gemeinschaftlich
sind, sind auch Hauptrichtungen von R, und infolge (43b) also auch
von ‘R;,). Betrachtet man also nur Lésungen mit eindeutig bestimm-
ten Hauptrichtungen und eine W,, wo R, nur eindeutig bestimmte
Hauptrichtungen hat, so kann der Gleichung (29) nur geniigt werden
durch Tensoren, die eben diese Richtungen als Hauptrichtungen haben.

Im allgemeinen geht eine Weylsche Ubertragung durch bahntreue
Transformation in eine Ubertragung anderer Art iiber. Infolge (8) und
(26) gilt fiir eine solche Ubertragung:

52) Ti.={}} +3Q. 41+ O Ap—Qug® g1u) + (Pudi+ p145).
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Umgekehrt haben alle Ubertragungen, die sich auf diese Form bringen
lassen, dieselben geoditischen Linien wie eine Weylsche Ubertragung.
Die von Einstein in seinem letzten Ausbau der Relativititstheoriel)
verwendete Ubertragung:

(532) =+ 46 A+ 04— 37 g)
hat z. B. dieselben geodétischen Linien wie die Weylsche Ubertragung:
(53b) T={ + 36 i+ 45— 7 g1y

und geht in diese Ubertragung iiber durch eine bahntreue Transforma-
tion mit p, = }4;. Die vom Verfasser?) verwendete nicht symmetri-
sche Ubertragung

(53¢)  Iiu={¥}+306. 4 +0d—37g,) — 45,
hat ebenfalls dieselben geoditischen Linien wie (53b). Sie ldB8t sich aber
nicht durch eine bahntreue Transformation in (53 b) iiberfithren, da

eine nichtsymmetrische Ubertragung bei bahntreuen Transformationen
nichtsymmetrisch bleibt.

§ 3. Die GroBen einer X,,_, in W,.

Ist eine Xy,_; in eine W, eingebettet, so ist durch die Ubertragung
der W, in jedem Punkte der X,.; eine zur X,_, senkrechte Richtung
festgelegt. Die Xy, in der W, befindet sich also in demselben Zustand
wie die X,_; in einer 4, nach Einfithrung einer pseudonormalen Rich-
tung, d.h. ein prinzipieller Unterschied zwischen kovarianten GréBen
der X,_; und der W, existiert nicht, und von jeder in einem Punkte
der X,., definierten GréBe der W, 1Bt sich eine X,_,-Komponente
bilden. Die X,,_; befindet sich nicht in dem Zustand einer X,,_; in V,,
da zwar die normale Richtung und die tangentiale (» — 1)-Richtung in
jedem Punkte festliegt, nicht aber der kontravariante Normalvektor
und der kovariante Tangentialvektor, der hier auch Normalvektor ge-
nannt werden kann, da ein kovarianter Vektor in einer W,_; auch
eine Richtung besitzt (vgl. S. 218). Fiir diese Vektoren fiihren wir

n n
die Zeichen #” und ¢, ein und normieren #, in bezug auf #*, so daB die
Gleichung: " . "
(54) ity =1

n

gilt. Ubrigens kann aber iiber die GréBe von #” und ?,1 nichts voraus-
gesetzt werden, da ja die MaBbestimmung und somit der Begriff des.
Einheitsvektors fehlt. Auch kénnen die #” und Z nicht mehr als Be-

n
stimmungszahlen der nimlichen GréBe aufgefaBt werden. Fest steht

1) Einstein, 1923, 5, 6, 18. 2) 1923, 19.
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nur, dafl g’“’tl die Richtung von n und g;,n" die Richtung von 2,
hat:

nle g’”"a =0
(55) "

n
Uiy =0.
Fiir den Einheitsaffinor Bj der X - gilt die Gleichung:

(56) B, =A;— tz w,

da8: ,

( wB-0;  LE-o,
(57) "

[g"‘gmBZ=O; ing* Bi=0.
Die X,-;-Komponenten von Gréfen der W, werden wie immer er-
halten durch Uberschiebung mit so vielen Faktoren Bj wie die Anzahl
der Indizes betrigt.
Die Komponenten von g;,, g und Q;:

[ ip= B%/t galf
(58) g e = Bl Y add

l Qi = Bi 0,Y)
bestimmen in der X,_; eine Weylsche Ubertragung. Denn beim Uber-
gang nach (2) folgt aus (58):
(59) ‘g =0ghu; B*r=0"1g*; 'Qi=Qi— B;V,logo=Qi —Vilogo,
und es transformieren sich diese GréBen also so, wie es fiir die Festlegung
einer Weylschen Ubertragung erforderlich ist. Die X,,., ist demnach
eine W, _,

§ 4. Die in der W,_, induzierte Ubertragung.

Noch in anderer Weise wird eine Ubertragung in der W,_, indu-
ziert, indem man neben:

(60) 7up=BuVap
festsetzt: Vo = B/a v, o
(61) ;

Vﬂw;_— ”,V“wﬂ

fiir in der W,,_, liegende Felder v” und w,. Wie im vierten Abschnitt
wird bewiesen, daB diese Ubertragung affin ist. Aus den Definitionen
(61) folgt weiter: . .
Vi giv = Bidl V. Bjy o0 = BRilVa (4 — tpn°) (45 — t,n) g
= —Bi10a 8y

(62)
:fZ(AﬁV tn —I—A V., t,gn —4 tﬂn i '}’L)g(s‘E

= ,uvaag/?y’: _Q,ug/.v-
1) Es ist hier Q) verwendet statt Q;, um Verwirrung zu vermeiden, da Q;,
schon im zweiten Abschnitt fir — Q; verwendet wurde.
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Die durch (60), (61) definierte Ubertragung ist also eine Weylsche und
mit der Ubertragung des vorigen Paragraphen identisch:

Ist eine X,-; in eine W, eingebettet, so wird in der
Xn-; eine Weylsche Ubertragung induziert, die dadurch
charakterisiert ist, daB der Differentialquotient die X,-;-
Komponente des Differentialquotienten in der W, ist. Der
Fundamentaltensor und der Fundamentalvektor der X,
sind die X,,_;-Komponenten derFundamentalgr68en der W,.

§ 5. Die Kriimmungen einer X, in W,

Eine Kurve in der W, legt in jedem Punkte eine Tangentialrichtung
und eine Normal-(» — 1)-Richtung fest. In der Tangentialrichtung

legen wir den Tangentialvektor zi" und den kovarianten Vektor 1;;,.

Diese Vektoren seien in bezug aufeinander so normiert, daBl sie der
Gleichung:

(63) ga=4

geniigen. Wird dann die Normierung von ¢ der Kurve entlang so ge-
wihlt, dafl d f” senkrecht zu {’ ist: t

(64) 6flgl,ufﬂ=oy

so ist diese Gleichung infolge (55) dquivalent mit:
1

(65a J {l 7, =0,

und aus (63) geht hervor, daf} ebenso:

(65b) 8 =0

ist. Diese Gleichung besagt, dafl das Differential von 111,1 senkrecht zu 711,1
ist. Werden f und 711,,1 den Gleichungen (63) und (65) gem@dB gewihlt,

so ist diese Wahl bis auf einen konstanten Zahlenfaktor eindeutig be-
stimmt und unabhingig von der ndheren Wahl von g;,. Mit

1
den in dieser Weise normierten Vektoren {” und #; bilden wir den Vektor:

(66) m=fﬂl7”1}4.

1 . .
Dieser Vektor dndert sich nicht, wenn lt" und #; sich beide um einen kon-

stanten Faktor so dndern, daB (63) giiltig bleibt, und seine Richtung
ist infolge (65b) senkrecht zur tangentialen Richtung. #; heiBt der
Vektor der ersten Krimmung der Kurve. Fiir Q; =0 geht %,
iiber in den im § 7 des vorigen Abschnittes behandelten Kriimmungs-
Schouten, Ricci-Kalkiil. 15
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vektor der Riemannschen Geometrie. Da der Betrag des Vektors #;
keine von der nidheren Wahl des Tensors g;, unabhéngige Bedeutung
hat, gibt es nur einen kovarianten Vektor der ersten Kriimmung und
keinenkontravarianten und auch keine skalare erste Kriim-
mung wie in einer ¥,1). Die weitere Rechnung kann erleichtert werden,
indem man g;, und @, so wahlt, daB g;, lings der Kurve konstant
ist. Dies wird erreicht, indem man die Transformation (3) so einrichtet,
dafB die (» — 1) -Richtung des neuen Vektors @, die Tangentialrichtung
enthilt. Denn es ist dann:

(67) #V#gaﬂ”_—‘_.fugygaﬂ:o

Durch diese Forderung ist g;, lings der Kurve bis auf einen kon-
stanten Zahlenfaktor bestimmt. Dieser Zahlenfaktor wird unbestimmt
gelassen und somit nichts hinzugefiigt, was nicht von der Lage der
Kurve in der W, abhingt. Die oben verwendete Normierung von t"

und m entsteht nun, wenn g;, einmal in dieser Weise festgelegt 1st
auch, indem man festsetzt:

(68) p=g'm,
A fu —_
(69) Bg=1,

denn aus diesen Gleichungen folgt sowohl (63) als (65) und es gilt auch:
(70) ;L;, 71# g}"4 =1,

Ein Vektor »” bzw. w,, der wie {’ bzw.'rlzl in bezug auf diese besondere
Wahl von g;, Einheitsvektor ist, und also der Gleichung:

(71) vorg =1 bzw. wyw, gt =1

geniigt, heifle normiert. Die GroBe eines normierten Vektors dndert
sich, wenn zum Tensor g;, ein konstanter Zahlenfaktor hinzugefiigt
wird. Ein Vektor, dessen Richtung lings der Kurve gegeben ist, ist
durch die Normierungsbedingung bis auf einen konstanten Faktor fest-
gelegt. Fiir normierte Vektoren verwenden wir die Buchstaben ¢ oder §

und schreiben dementsprechend jetzt z statt t” und 1,1 statt 2t

z
Es sei nun 7, ein normierter Vektor der dle Richtung von #; hat:
1 2
(7 2) Uy = > 145
14 1
wo 7 ein Koeffizient ist.
1

1) Juvet, 1921, 13, gibt eine Behandlung, bei der gi, und Q,‘ festgehalten
werden und gelangt dementsprechend zu # — 1 skalaren Krummungen Er treibt
also keine Weylsche Geometrie, sondern eine Geometrie, die durch Auszeichnung
eines bestimmten Fundamentaltensors aus einer Weyplschen hervorgegangen ist.
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2
Aus der Normierungsbedingung (71) folgt fiir w; = §;:

2 2
(73) 018" f.=0.

Bei Anderung von g;, um einen konstanten Zahlenfaktor &ndern sich
1 2
91 12 und 7, proportional zueinander. Der Bivektor:

, 12

(74) Tap = J1a1p)

heiBt der oskulierende Bivektor der Kurve. Durch Differentiation
und Uberschiebung mit # entsteht

. 12 .(?)? .(?)? .(?)}

(75)  tap=1*Vyfiain = * \Vuita) i + 54 Vi dts) fr = 1 \Viig) e
ein einfacher Bivektor, dessen 2-R1chtung die Richtung von z enthalt
und infolge von (73) senkrecht zu y ) ist. Bei Anderung von g,,u um einen

konstanten Zahlenfaktor #ndert sich %,z proportional zu 1 1. #yp heiBit

der Bivektor der zweiten Krimmung.
3
Es sei nun §; ein normierter Vektor, dessen Richtung in der 2-Rich-

1 2
tung von u,z liegt und senkrecht ist zu j; und ;. Dann 1Bt sich u,
1 3

durch 4, und §; ausdriicken: 1 8
110
(76) Uop = T N1

woraus hervorgeht, daB 4 sich, bei Anderung von g, um

einen konstanten Zahlenfaktor proportional zu 7 , verandert und dem-

nach rr‘l eine von der Normierung unabhingige Invariante 1st die nur

von der Lage der Kurve in der W,, abhingt. In einer V,, gehen —und —
1

£
iiber in die erste und zweite Kriimmung der Kurve. In einer W,

existieren diese Kriimmungen nicht, nur ihr Verhiltnis hat invariante

3
Bedeutung. Aus der auch fiir §, giiltigen Normierungsbedingung (71) folgt
3

ﬁir w) = ]';.: 3 3

(77) 012g"ju=0.
Der Trivektor: 1 9 3
(78) jaﬂy = j[a jﬂ fy]

heiBt der oskulierende Trivektor der Kurve. Durch Differentiation
und Uberschiebung mit § entsteht:

1238 3\1 2
(79) Uapy == "1'.” Vifialpin= 71"”(’71& 7.[7) faif

1
ein einfacher Trivektor, dessen 3-Richtung die Richtungen von §; und

2 3
7;enthiltund der infolge von (77) senkrecht ist zu ;. Bei Anderung der Nor-
15*
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12
mierung &ndert sich #,p, proportional zu j;7,. #,s, heiBt der Tri-

vektor der dritten Krimmung.
3
Ist nun 1;, ein normierter Vektor senkrecht zu 1 1 ,, und 72 in der

3-Richtung von #,,, so 1aBt sich #,4, durch 7;, 7; und y , ausdriicken:
1 23
(80) Uo py == 71[@ 1870

woraus folgt, daB sich auch 4 bei Anderung der Normierung pro-

portional zu 7;, dndert und mlthm auch 17 ~1 und rr‘l Invarianten
der Kurve sind.

In dieser Weise kann man fortfahren. Zur Aufstellung der allge-
meinen Formel ist es aber niitzlich, erst die Fremetschen Formeln fiir
die niederen Fille abzuleiten.

Aus (75) und (76) folgt:

3

1
(81) if*V”7;=om+ %fs.

Aus dieser Gleichung folgt:

. 12 12
(82) %’u V/t?[u = %‘7[”711 ’
oder unter Beriicksichtigung von (75) und (76):
(83) =171

Uberschiebung von (81) mit %'1 lehrt:
2
(34) piVun=¢,
oder infolge (66), (67), (6 ) und (7: )'
o =—geV, N=—i V,u?a “;'?i. — 1”Qu7aga17l
(85) 1 1 ( ) 1 ( 9)

= __uaglejl — {-1

so daB (81) iibergeht in:
2 3 1
(86) WV 1,1—.1' 17,1——1' 14,.

Es ist bemerkenswert, daB jeder Term dieser Gleichung eine von der
besonderen Wahl von g;, unabhingige Bedeutung hat.
Es sei nun in der angegebenen Weise der oskulierende p-Vek-

tor gebildet: 1
(87) Tt = I[hnfin] » p=n
und fiir 4 <p sei bewiesen:

u u+1 u-1

o % w wsl N _
(88) V=114 s 7"1=0, u=H1,...,p.
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Aus (87) wird dann durch Differentiation und Uberschiebung mit z”
der p-Vektor der $*® Kriimmung:

1 p-1
(89) Uty = PV Gty = 1 (Vu 7[11,) Ty oS

P
gebildet. Fiir p =n ist u;,;, =0. Da i Ve 7',1 senkrecht zu g, ist,

4
so ist u;, ;, senkrecht zu 7;. Ist also #; ; nicht Null, so existiert
p+1 1 ?

ein normierter Vektor §; senkrecht zu 7,, ..., §;, so da8:

1 pjl p+1l

(90) Uity =1~ Y [TF I PR

wo 771 ein Koeffizient ist. Aus (89) und (90) folgt:
? p-1 p+1

(91) 1”V,¢71—0671+ -t n+cxu

Diese Gleichung liefert bei Uberschiebung mit g** ja, v=1,...,9p—2,
infolge von (88):

4 ? . v (4
(92) o=t (V,m) g% fu=—1" (V,Lya) g =0
und bei Uberschiebung mit g “py'; , ebenfalls infolge von (88):
(93) o = — it (fol) gef=—r1
-1 1 Vol 4 p-1 "
1 -1
Bei Multiplikation von (91) mit gy, . .1.71',1,,_1] und Alternation entsteht:
L B YL Pt Lo #p7t pid
(94) (g" Vi mp) Too 1aped = % T0s e e+ Ty T
und also, unter Beriicksichtigung von (89) und (90):
— -1
(95) pﬁl ; '
Damit ist die Gleichung:
u+l u-1
(96) z!‘V,Ly,1=r 17,1—7' 14, u=1,...,n g‘1=r‘1=0
n

allgemein bewiesen. Setzt man:

u u
(97) r-lf =k,
'u ¥ wu
(98) %y V,u =4,
(99) e=7r:7 ,
u % utl

so geht diese Gleichung iiber in:

(100) u; 9_1 ky— k;, .
u
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Es sind dies die Fremetschen Formeln einer Kurve in einer W,
in einer Form, die die Beziehungen zwischen den invariant mit der Kurve

verkniipften Vektoren ﬁl und Z;_ und Skalaren ¢ zum Ausdruck bringt.
%

§ 6. Kriimmungseigenschaften einer W,_, in W,.
Da die (1—1)-Richtung von # (S. 223) die W,_, tangiert, ist:

ﬂ ”
(101) Bur=BpiVats

symmetrisch in 4 und u. Dieser Tensor ist nur bis auf einen Zahlen-
faktor bestimmt. Dagegen ist:

n
(102) H;;"=—Bu} (Va tﬁ) w
von der Normierung von ';‘A und #»” unabhingig, vorausgesetzt, daBl (54)
gilt. Bilden wir nun die Grofe:
(103) L' =BipV, 2‘“.
Da #* dieselbe Richtung hat wie Z, , ist jedenfalls:

n
n
(104) "we= & gﬂ- 4,
n

wo o ein Koeffizient ist, und demnach:

(105) L= 0B ety = ahug.

l;” unterscheidet sich also von der durch Heraufziechen des Index 1
aus h,‘ 1 erzeugbaren Gré8e nur um einen skalaren Faktor. l,;" ist wie A, ,
nur bis auf einen skalaren Faktor bestimmt. Dagegen ist:

n n
(106) L‘,;:’;,= —l,;y i, = —(thqgﬂv i = H,;,é“gﬁ"ga;_

von der Normierung von Z und #” unabhingig. Da gleichzeitiges Herauf-
n

und Herunterziehen zweier Indizes unabhingig von der niheren Wahl

von g, vor sich geht, ist:

(107) L:=H;% (vel. V, 85).

H;;” heiBt der Krimmungsaffinor der W, _,.

Sind 4* und 4, die beiden Tangentialvektoren einer Kurve
der W,, 1» und sind diese GréBen lings der Kurve normiert wie

115” und n,l in (63) und (69), so gilt fiir den absoluten Kriimmungs-
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vektor der Kurve, d.i. der Kriimmungsvektor in bezug auf die W,,
nach (61) und (66):

n
%;,='L"“Vﬂj‘,1=if‘V;‘fl+t1%“i”Vﬂja
n

n
(108) == etV
. WO ﬂn
=up— gt lx B
=)+ uj,
wWO:
{(109) Wi = jpi* Hi.

2 ist der relative Kriimmungsvektor und 4] der erzwungene
Kriimmungsvektor in bezug auf W,. (Vgl. V, §8 und 9.)

Die drei auf S. 179 fiir eine Kurve einer ¥, _; in V,, abgeleiteten
Sitze behalten also ihre Giiltigkeit fiir eine W,_, in W,. Auch die
dort angegebene Definition der Haupttangentenrichtungen (erster Ord-
nung) bleibt dieselbe, da ja die Nullrichtungen von %;,, von der niheren

n
‘Wahl von g;, und von der Normierung von #; unabhingig sind.

Legt man # — 1 normierte Kongruenzen #* in Hauptrichtungen
von Iy, n ¢
('1'10) ilg‘“h1”=£;'gf‘l7ﬂt;,=0, a,b=1,...,n—1, a+b,

so ist infolge von (109):
a a
(111) H,l.;"l=27‘/4£yuﬁ,-

Die Hauptrichtungen von 4;, sind die Hauptkriimmungsrichtun-

gen und die zugehdrigen Vektoren th{ die Hauptkrimmungsvek-
toren. Skalare Hauptkriimmungen gibt es bei einer W,,_, in W, nicht.
Infolge (110) bleibt die auf S.478 fiir V,,_, in V,, erwihnte charakteristi-
sche geometrische Eigenschaft der Hauptkriimmungslinien giiltig.

§ 7. Die Gleichungen von GauB und Codazzi.
Wie im § 7 des vierten Abschnittes entsteht aus (61) die GauSsche
Gleichung (vgl. IV, 67, 212 und V, 157, 458):
. n
BUS Risd = Ropi” +2BLG(Vat) Vs
= Roui" + 2 Hip Hay. -

(112)

Eine viel einfachere Beziehung besteht zwischen R ,;;1;' und R’; ;‘1’1.
Neben (17) gilt die Gleichung:

(113) R,(:);l}.;"‘—"'—(n'— 1) V{wQ;],



239 Die Weylsche Ubertragung.

und aus (1412) und (9) folgt:
n
(114) R33' = B[ Raji'— BLL R tyn’ = BL Riji" + BV Qs -

Aus dieser Gleichung geht hervor, dal R';, ;3 * dann und nur dann fiir
jede Lage der W,,_, die W, _,-Komponente von R} *ist, wenn V. Qn
verschwindet, d. h. wenn die Ubertragung eine Riemannsche ist.

Die Gleichungen von Codazzi sind die Integrabilititsbedingungen
von (101) und (103) und lauten hier (vgl.1V, 68, 69 und V, 168):

Bad povsy s , * ( n) Y

(115) Bwyﬂ,Rﬂad ty=2V[mh,u]i+ZB[,uh’w]l Vaty Z;” ’
n

(116) BE% Rins "n S= 2P, 1 — 2By (Vat)bs.

i n
§ 8. Unméglichkeit einer weiteren Normierung von £, und n,

n
Es liegt nahe, zu Versuchen, ¢; und n" durch die Bedingungen:

die dquivalent sind mit:
n
(118) B (Va n‘) =0
n

niher festzulegen, wie das ja in der A, sowie in der V, méglich ist.
Es 148t sich aber zeigen, daB diese Bedingung in einer W, niemals fiir
jede Lage der W, _, erfiillt werden kann. Man nehme erst irgendeine

Normierung von n und t,l an, die nur der Gleichung (54), aber noch nicht

(117) gentigt und suche jetzt einen Faktor o so zu bestimmen, daB o t,l )
Y 111‘; auch (117) geniigen. Die Integrabilititsbedingung lehrt, wie
im § 8 des vierten Abschnittes (IV, 87), daB dies nur moglich ist, wenn
R, ,;;1’1 die W, _,-Komponente ist von R, ,;;1’1:
(119) Rt =BEL Ry

Im vorigen Paragraphen wurde aber gerade gezeigt, dafB dies in
einer nicht zu einer ¥, degenerierten W, niemals fiir jede LagederW,_,

moglich sein kann, und eine weitere Normierung von t;, und n in diesem
Sinne ist also hier ausgeschlossen.

§ 9. Der Kriimmungsaffinor einer X, in W,.

Ist eine X, in eine W, eingebettet, so ist durch die Ubertragung
in jedem Punkte der X,, eine zur X, senkrechte p-Richtung, p = —m,
gegeben. In diese p-Richtung kann man ¢ beliebige gegenseitig senk-
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rechte Vektoren»¥, 4 =m + 1, ..., n legen und p kovariante Vektoren

u
mit denselben p Richtungen so normieren, daB:

u 1 fir u=v .
g == = seny

(120) 51:1 {O wkv, u,v=m-1, ”
Der Normal-p-Vektor ist dann:
(1 21) PPV = n[vl o an]

m+1 n
und der Tangential-p-Vektor:

m+1 n
(122) By ity = Yay -+ - B2y,
und es gilt:
(123) Pty iy mhimte = 1.

Die Beziehungen der Einheitsaffinoren der W, und der X, sind gegeben
durch die Gleichung:

u
(124) A= B =30 = ppl 0™ P by
u

Man vergleiche zu diesen Gleichungen 1V, § 14. Durch die Gleichungen
(60) und (61) wird in der X, eine Ubertragung festgelegt, und wie auf
S.224 wird bewiesen, daB diese Ubertragung eine Weylsche ist, die
die X,-Komponenten von g;, und Q; als FundamentalgréBen hat.
Ist eine X, in eine W, eingebettet, so wird in der X,
eine Weylsche Ubertragung induziert, die dadurch charak-
terisiert ist, daB der Differentialquotient die X,,-Kompo-
nente des Differentialquotienten in der W, ist. Die Funda-
mentalgréBen der induzierten Ubertragung sind die X,,-
Komponenten der Fundamentalgr68en der W,.

Sind 4" und §; die beiden Tangentialvektoren einer Kurve der
W,, normiert wie lt” und 1%,1 in (63) und (69), so.gilt firr den absoluten

Kriimmungsvektor der Kurve (vgl. 108):

u
u;_=iﬂl7,,j;_=uﬁ—}—Zt;,f“z’!‘Vﬂjx
u
R wuﬂu
(125) 4 =uj—fpi D 1"

u
=)+ i Hy%,
=u)+ uj,

WO
(126) wf = fpi* H;?)

den erzwungenen Kriimmungsvektor in bezug auf W,, dar
stellt und "
(127 Hi= =3B

u

den Kriimmungsaffinor der W,, (vgl. V, § 9).
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Die drei auf S. 182 fiir eine Kurve einer V,, in V,, abgeleiteten Sitze
behalten also ihre Giiltigkeit fiir eine W,, in W,. Auch die dort an-
gegebene Definition der Haupttangentenrichtungen (erster Ordnung)
bleibt dieselbe. Neben H,’; existiert die GroBe:

» af u v by »
(128) Hyi = =SB (Pt w = — S ot
u w U u

die sich aber durch gleichzeitiges Herauf- und Herunterziehen zweier
Indizes aus H,;", ableitet. H,;” ist in u4 symmetrisch, da die (n — 1)-

1]
Richtung jedes einzelnen Vektors ¢, die W,, tangiert und infolgedessen

u
alle GroBen 4, ; Tensoren sind.
Wie auf S. 183 wird der Satz bewiesen:

EineW,, in einer W, ist dann und nur dann geoditisch,
wenn der Kriimmungsaffinor der W,, in jedem Punkte ver-
schwindet.

§ 10. Das Kriimmungsgebilde einer W, in W,.

Der Kriimmungsvektor einer Kurve ist in einer W, ein kovarianter
Vektor, und diese Eigenschaft ist wesentlich, da der Vektor sich nicht
unabhingig von der niheren Wahl der g;, in einen kontravarianten
Vektor umsetzen 1i8t. Sind i", a==1, ..., 1 m gegenseitig senkrechte

a
Kongruenzen der W, und g, die zugehorigen kovarianten Vektoren, so
hingt der erzwungene Kriimmungsvektor einer Kongruenz ¢* der W,
nur von der Richtung von ” ab. Im betrachteten Punkte P nehme
man g;,, :L;" und ¢* so an, daB die Z’” und ¢” Einheitsvektoren sind.
Dann ist

(129) 7 =11 cos &
a a a
und nach (126) »
(130) uf =X cos & cos & i g HP, .
@ a ba

Die Richtungen der %m (m -+ 1) rechts in (130) vorkommenden Vek-
toren bestimmen eine R, ' =3}m(m+1), das Kriimmungs-
gebiet der W,, in P. Durchliuft ¢* alle Richtungen der W,,, so wird
in diesem Gebiet durch die Endhyperebene der Vektoren u; eine Figur
eingehiillt, die das Krimmungsgebilde der W,, in P ist. Dieses
Kriimmungsgebilde ist von der niheren Wahl von g; . unabhingig. Fir
m’'=3}m(m+1) ist das Kriimmungsgebilde ein Gebilde 2™~1-ter
Klasse. Man kann es sich nun bequem machen, indem man den Tensor
81, einmal festlegt und statt #; den Vektor u,g*” verwendet. Dann
gelten wortlich alle Betrachtungen des § 10 des fiinften Abschnittes.
Es ist aber zu beachten, daB die so erhaltenen Figuren nicht invariant
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mit der W,, verkniipft sind, da sie auch noch von der niheren Wahl
von g,, abhiangen, und da8 das wirkliche Kritmmungsgebilde erst ent-
steht, wenn man jeden Punkt durch Polarisation an der Einheitskugel
in eine E,_, umsetzt und die Einhiillende der Schnitte dieser E,,_, mit
dem Kriimmungsgebiet bildet.

Fiir eine W, in W, tritt z. B. gerade die Hyperbel, die Kommerell
fiir V,in R, als ,,Charakteristik'‘ bezeichnet hat, als Kriimmungsgebilde
aufl).

Der mittlere Krimmungsvektor einer W,, in W, ist der Vektor

a
(131) Dy =2i"jpHaly = Bf Hyy = Hi%.
a

Durch das Verschwinden des Vektors D, ist eine besondere Klasse von
W, charakterisiert. Diese W,, konnen aber keine Minimaleigenschaften
im gewdhnlichen Sinne besitzen, da die W, ja keine MaBbestimmung
besitzt.

§ 11. Anderung des Kriimmungsaffinors bei konformen
Transformationen der Ubertragung.

Unter einer konformen Transformation einer Weylschen
Ubertragung verstehen wir eine Anderung von Q;, bei der sich g; . nicht
andert. Eine Anderung von Q; mit gleichzeitiger konformer Anderung
von g, 1aBt sich immer auf eine solche konforme Transformation zu-
riickfiibren, da sich ja jede konforme Anderung von g;, durch eine
entsprechende Anderung von Q; ersetzen liBt. Ist:

(132) Q= Qi+ Si,
wo S; kein Gradientvektor zu sein braucht, so indert sich die Normie-
rung von 3* und §, lings einer Kurve, wenn die Bedingungen (63) und (65)

fiir ¢” = 7, j;_='11¢;_ erhalten bleiben sollen. Ist dann fiir die neue

Ubertragung:

(133) T=nt, =271,
so berechnet man leicht:

(134) “V, logn=—}i*S;,

wenn S die Komponente von S; in der Richtung der Xurve ist. Dem-
zufolge ist:
Iul =g ,V/L ,].l ='u V,u ,jl - % "gr (Sl A;; + S,u A}: — Bip Sy) ,7'7
(135) =u+3S.n— 35
=u;— %55,
wo S; die Komponente von S; senkrecht zur Kurve darstellt, Es gilt
also der Satz (vgl. S.201):

1) Kommerell, 1897, 4, S. 22; 1905, 4, S. 555. Eine Abbildung findet sich bei
Struik, 1923, S. 105.
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Bei einer konformen Transformation einer Weylschen
Ubertragung ‘Q; = Q, + S; entsteht der neue Krimmungs-
vektor ‘#; einer Kongruenz, indem man von#; die Kompo-
nente von 3 S;, deren Richtung senkrecht zur tangentialen
Richtung ist, Subtrahiert.

Ist eine W,, in der W, gegeben, so gilt fiir jede Kurve einer Kongruenz
1?7.1 der Wm

(136) ‘wh=uj— %S},
wo S die W,,-Komponente vou S; aarstellt. Nun ist aber
(137) 2,;=5,-5;

die Komponente von S; senkrecht zur W,,, so daB:

(138)  wi='w—‘uy=w,— i — }Zi=i"jpHils — 32,
und:

(139) 'Hyly=Hih— 3BuZs.

Es gilt also der Satz (vgl. S.202):

Bei einer konformen Transtormation einer Weylschen
Ubertragung, ‘Q; =0, + S;, entstehen die neuen einhiillen-
den kovarianten Kriimmungsvektoren des Krimmungs-
gebildes, indem von jedem Krimmungsvektor die Kompo-
nente von £S; subtrahiert wird, die senkrecht zur W,, ist.

Wie man sieht, ist die Formulierung der beiden letzten Sitze ein-
facher als im vorigen Abschnitt, die geometrische Interpretation aber
komplizierter. Man kann sich wieder helfen, indem man einen Augen-
blick g;, festhdlt und mit den invertierten Gebilden arbeitet. Dann
kommt, wie im vorigen Abschnitt, eine Verschiebung und eine Ahnlich
keitstransformation heraus. Die Figuren miissen dann aber wieder
riicktransformiert werden, um eine von der niheren Wahl von g, un-
abhingige Bedeutung zu bekommen.

Aufgaben.
1. Ist fiir # > 2 bei einer Weylschen Ubertragung

. v Ro:),t.t[}.agr]oc=0,
so verschwindet R, ;" .

2.'Man beweise die in einer W, giiltige Identitét:
. ae? —2 v av
Ra),ul g”l=£2_Rmag +%Ramg .
[Bachl) fir n=4.]
3. Man beweise die in einer W, giiltige Identitit:
gl" V‘u (”; ! Rw}.+ %le - ’;—Rg}.w) =0.
[Bach?) fir n =4.]

1) 1921, 6, S. 118. 2) 1921, 6, S. 119.



Siebenter Abschnitt.

Die invarianten Zerlegungen einer Gréfie
hoéheren Grades.

§ 1. Problemstellung,.

Eine kovariante GroBe zweiten Grades v;, hat #* Bestimmungs-
zahlen. Sie l4Bt sich unmittelbar zerlegen in einen symmetrischen und
einen alternierenden Bestandteil:

(1) Vi == Y F Viapl

und diese Bestandteile haben 4# (#n 4 1) und % # (# — 1) Bestim-
mungszahlen. Es ist bekannt, daBl eine weitere bei der affinen Gruppe
invariante Zerlegung der Bestandteile in GroBen mit weniger Bestim-
mungszahlen nicht moglich ist. Wird jetzt aber ein Fundamentaltensor
eingefithrt, d.h. geht man zur orthogonalen Gruppe iiber, so gelingt
€s, ¥(;,) zu zerlegen in zwei GréBen:

1 .« 1 .
(2) 7}(1#) =’7va gﬂ.,u+ (va‘u)——-‘;—;‘v“o‘g}’”).

Die erste GréBe ist ein Skalar und hat eine Bestitnmungszahl. Die
zweite GroBe hat 4 # (# 4- 1) — 1 Bestimmungszahlen. Wiederum ist
es bekannt, daB eine weitere bei der orthogonalen Gruppe invariante
Zerlegung der Bestandteile nicht méglich ist. Die Zerlegung einer ge-
mischten Gréfe zweiten Grades 14Bt sich in derselben Weise leicht an-
geben. Bei der affinen Gruppe 148t sich ein -Skalarteil und ein skalar-
freier Teil bilden:
1 .

-V v 4 1 Y3 k4
3) vji" =~ A;+ (v;. — -l Az)
und bei der orthogonalen ist es mdoglich, den skalarfreien Teil weiter zu
zerspalten:
.Y 1 ox 47 ey, 1 . v
@ = e A b + (vuw e — Lot 43).

Versucht man nun, eine Grofle héheren Grades in derselben Weise
in ihre Bestandteile aufzuldsen, so zeigt sich, daB diese Aufgabe schon
bei einer kovarianten GréBe dritten Grades v,;, ziemlich kompliziert
und uniibersichtlich wird. Zwar sind die Teile v[,;,) und v;,) mit

(g’) und (” ':*; 2) Bestimmungszahlen leicht abzuspalten und es ist auch
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bekannt, daB diese Teile bei der affinen Gruppe nicht weiter zerlegbar
sind. Der Rest:

Usedp = Vpedp] — Vs d )

ist nun weiter zu zerlegen in zwei GroBen:

3 Vietip + F Viuiyx

Vet — FVuin
mit je % # (n? — 1) Bestimmungszahlen und die invariante Zerlegung
ist damit bei der affinen Gruppe zu Ende. Dies ist aber keineswegs
unmittelbar einzusehen und #hnliches gilt z. B. fiir die weitere Auf-
losung des Teiles v,;,, bei der orthogonalen Gruppe. Es muB also eine
besondere Methode ausgebildet werden, die das Problem auch in den
verwickelten hoheren Fillen zuginglich macht.

Zunichst ist das Problem genau zu formulieren. Unter einer
linearen Komitante einer GroBe verstehen wir bei der affinen Gruppe
eine Komitante der Gré8e, bei der orthogonalen Gruppe eine Simultan-
komitante der Gr68e und des Fundamentaltensors, deren Bestimmungs-
zahlen homogene lineare Funktionen der Bestimmungszahlen der
GroBe sind. Eine GroBe heilt bei der zugrunde gelegten Gruppe unzer-
legbar, wenn sie keine lineare Komitante besitzt, die weniger Be-
stimmungszahlen hat als die GréBe selbst.

Die Aufgabe ist dann folgende:

Eine gegebene kovariante oder kontravariante GréBe
zu schreiben als eine Summe von unzerlegbaren GréBen.

Es wird sich herausstellen, daB die Aufgabe in dieser Form oft
mehrere Losungen zulift. Dabei werden wir aber auch eine Zusatz-
bedingung finden, deren Einfilhrung die Losung zu einer eindeutig be-
stimmten macht. Zuerst soll die Zerlegung einer kovarianten oder
kontravarianten GréBe bei der affinen Gruppe behandelt werden und
dann die Zerlegung bei der orthogonalen Gruppe.

§ 2. Alternationen und Mischungen.

Eine Begriffsbildung des ersten Abschnittes erweiternd nennen wir
die GréBe, die aus einer beliebigen GroBe p'** Grades v, ;, entsteht,
indem ¢ beliebige Gruppen von s,,..., s, Indizes, s, -+ ... 4 s,=9,
alterniert bzw. gemischt werden, eine einfache Alternation bzw.
Mischung. Auch die Operation selbst soll mit diesem Namen
bezeichnet werden. Die entstandene GréBe wird folgendermaBen ge-
schrieben:

(5) s A%V 2, DZW. 5, MYy 1Y)

1) Fir die Operationen sind vertikale Buchstaben gewahlt, um Verwechslung
mit den kursiven Buchstaben der GroBen des Riccikalkills auszuschlieBen. Die
Summierungsregeln des Riccikalkiils gelten nicht fiir die Indizes der Operatoren.

Es ist also nur dann iiber gleiche Indizes zu summieren, wenn dies ausdriick-
lich angegeben ist.
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Der Index links heift die Permutationszahl und gibt die
Dimensionen der Permutationsgebiete an, s;=s,=...=s,,
S+ ...+ s, =9, der Index rechts oben kann verwendet werden,
um die verschiedenen moglichen einfachen Alternationen bzw. Mi-~
schungen mit derselben Permutationszahl voneinander zu unterschei-
den. Mit ,A= M =1 wird die identische Operation bezeichnet.

Sind s; und z; von links gerechnet die ersten beiden korrespondieren-
den Zahlen aus s;,..., s;und z,..., 2z, die nicht gleich sind, so hei8t
$3,...,5 hoher bzw. niedriger als z,...,2;, wenn s;>z bzw.
$; << 2;. Die Alternationen bzw. Mischungen werden nach der Héhe
der Permutationszahlen geordnet und erhalten durch diese Ordnung
einen Index rechts unten, der fiir die identische Operation 1 ist. Dieser
Index heifit die zur Permutationszahl gehorige Ordnungszahl. Die
Anzahl % der méglichen verschiedenen Permutationszahlen ist der Anzahl
der Losungssysteme der Gleichung:

6) 420+ . FDx,=9p,

die nur aus ganzzahligen positiven Wurzeln oder Wurzeln Null bestehen,
gleich. Es ist also z. B. 2 = 11 fiir $ = 6 und die Reihe der verschie-
denen Arten von Alternationen bzw. Mischungen ist fiir diesen Fali:

OAI’ 2A2’ 2,2A3’ 3'2A4’ 8A5’ 3,2A6’ 3,3A79 4AB’ 4,2A9’ 5A107 6A11’
OMI’ 2M2’ 2,2M3’ 3'2M4! 2M57 3,2M6’ 8,3M7’ 4M8’ 4,2M9’ 5M10’ 8M11:

wo fiir 2, 2, 2 einfachheitshalber 3 - 2 geschrieben ist und in der Permu-
tationszahl alle Zahlen 1 fortgelassen sind. In allen Fillen, wo es nicht
aus irgendeinem Grunde geboten ist, die Permutationszahl ausdriicklich
mitanzugeben, verwenden wir nur den Index rechts unten, der
die Ordnungszahl angibt. Die Formeln werden dadurch viel einfacher.

Die Summe aller einfachen Alternationen A; bzw. Mischungen M;
mit derselben Permutationszahl, dividiert durch ihre Anzahl

7) w= ) (P Py T (i sy, ey 5 )

heiBt die allgemeine Alternation bzw. Mischung mit dieser Per-
mutationszahl. Die allgemeinen Alternationen bzw. Mischungen wer-
den mit A; bzw. M; bezeichnet, wo der Index rechts die Ordnungszahl
angibt. Wenn notig, wird links die Permutationszahl mit angegeben.
Fiir p = 6 sind also diese Operationen A;, M;, ¢ =1,..., 11.

§ 3. Konjugierte Operationen.

Werden zwei Operationen , _, A; und . ,,M; nacheinander ange-
wandt, so entsteht dann und nur dann identisch Null, wenn ein Per-
mutationsgebiet des ersten Operators mit einem Permutationsgebiet des
zweiten Operators ‘mehr als einen Index gemeinschaftlich hat. Die
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hochste Permutationszahl s, ..., sp, die in dieser Weise mit sy, ..., 5
nicht stets identisch Null erzeugt, heifit diezu s,, ..., s; konjugierte,
Die Permutationszahlen von A; und M, sind also dann und nur dann
konjugiert, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

nicht stets == 0 fiir /<y
(8a) A‘-Ml{ =0 , I>]

nicht stets =0 fir /<4
(81b) A,Mj{ —0 , I>5.

Die Beziehung des Konjugiertseins ist eine reziproke, da:

©) {s’l, v SE=8; b (Sg=g — &) (E—1), ..., (Sg— S3)* 2, (5 —$5) -1
SpyerenSp = spot(sboy —st) (F— 1), ..., (sh—s5) 2, (s1—sB) 1.
Eine allgemeine Alternation und eine allgemeine Mischung heiBlen
konjugiert, wenn ihre Permutationszahlen konjugiert sind. Sind A;
und M; konjugiert, so wird ]ede einfache Alternation A; durch jede
einfache Mischung M;, [ > § annulliert und somit auch A; durch M,.
Das Gleiche gilt bei Vertauschung von A und M. Fiir p = 6 sind die zu

— hm v ke mm o= e

Ay Ay A A A Ag A AgA A YAy,
konjugierten Mischungen:

My, Mo M, M, M, M, M, My M, M, M
Fiir 4 > 5 ist die Reihenfolge der Ordnungszahlen dieser Operatoren
von links nach rechts nicht die natiirliche. Auch die zu konjugierten
Permutationszahlen gehdrigen Ordnungszahlen nennen wir konjugiert.
Konjugiert sind also ¥, ¥, 3, 5, I, ¢. Bei den einfachen Alter-
nationen und Mischungen machen wir erst einen Unterschied zwischen
den geordneten und den nicht geordneten. Werden die Permu-«
tationsgebiete numeriert, so daB jedes gréBere Gebiet eine niedrigere
Nummer hat als jedes kleinere Gebiet, so nennen wir eine einfache
Alternation oder Mischung geordnet, wenn die g'*® Stellen der Gebiete
fir jeden Wert von ¢ in der durch diese Numerierung angegebenen
Reihenfolge stehen. Beispiele von geordneten Operatoren sind fiir = 6:

sh Q9 9 ¥ ¥ 3
A QX 9 9 3 X
2eh @ ¥ 9 % 3 i
Beispiele von nicht geordneten Operatoren dagegen:
sA O X X O O O
d 1 2 2 1 1 3
WA Q3 5 X 99
nh X9 Q ¥ 3 g



§$ 3. Konjugierte Operationen. 241

Die O geben das erste, die X das zweite Permutationsgebiet an, die
Zahlen die Numerierung. Im ersten Gegenbeispiel stehen zwar die drei
ersten Stellen der drei Permutationsgebiete in der natiirlichen Reihen-
folge, nicht aber die zwei zweiten Stellen, im zweiten Gegenbeispiel ist
in beiden Fillen die Reihenfolge nicht die natiirliche. Zu jeder geord-
neten einfachen Alternation, ,A gehirt eine bestimmte geordnete
einfache Mischung, die erhalten wird, indem man als erstes Permu-
tationsgebiet die ¢ ersten Stellen der Permutationsgebiete von ,  ,A
wihlt, als zweites Permutationsgebiet die zweiten Stellen dieser Gebiete
usw. Diese beiden einfachen Operationen haben nach der Definition
auf S. 241 konjugierte Permutationszahlen und heiBen konjugiert.
Als Beispiele geben wir die Permutationsgebiete der zu den oben an-
gegebenen geordneten Operatoren gehdrigen konjugierten Operatoren an:
s M O X o O X O

g2M O O X « O X

,2M O O X X O o.

Daf zwei konjugierte geordnete einfache Operatoren einander nicht
annullieren, geht daraus hervor, daB ein Permutationsgebiet des einen
Operators infolge des Bildungsgesetzes niemals mehr als eine Stelle
mit einem Permutationsgebiet des anderen Operators gemeinschaftlich
haben kann. Zu einer geordneten einfachen Alternation gibt es natiir-
lich auBer der konjugierten Operation zahlreiche einfache Mischungen
mit konjugierter Permutationszahl, die ebenfalls nicht annullieren. Es
ist nun aber fiir das folgende sehr wichtig, daB es unter diesen anderen
Operatoren auch geordnete Mischungen geben kann. Z.B. ist zur
geordneten Alternation:

g2A O X « O O X
die geordnete Mischung:
ssM O O O X o X

konjugiert, die Alternation wird aber auch durch die beiden geordneten
Mischungen mit konjugierter Permutationszahl:

52 M O X O o X O

nicht annulliert.

Tritt dieser Fall auf, gibt es also zu einer einfachen geordneten
Operation auBer der konjugierten noch andere geordnete Operationen
mit derselben Permutationszahl, die nicht annullieren, so nennen wir
dies im Folgenden das Auftreten von abnormalen Nichtannullie-
rungen. Abnormale Nichtannullierungen treten niemals auf, wenn die
Permutationszahl nur ein einziges Permutationsgebiet mit mehr als
einer Stelle enthilt.

Schouten, Ricci-Kalkiil. 16



242 Die invarianten Zerlegungen einer GroB8e hoheren Grades.

Ein Diagramm, das spiter noch weitere Verwendung finden wird,
moge den Sachverhalt noch verdeutlichen. Die Permutationsgebiete
einer Alternation, z. B. 4,4,3A! fiir § = 16 werden in wagerechten Zeilen
itbereinander der GréBe nach geordnet. Die Zahlen von 1, ..., 16 geben
den Ort jeder Stelle an:

O= Ow
Ok O= O
Oz O=

O= O5 O= O» o=
Qe

Die Alternation ist dann und nur dann geordnet, wenn, wie in dem
angegebenen Beispiel, die Zahlen in jeder Zeile von links nach rechts
und in jeder Spalte von oben nach unten in der natiirlichen Reihenfolge
stehen. Die konjugierte geordnete Mischung, die wir mit 44 9,M* be-
zeichnen, entsteht aus derselben Tabelle, indem man die Spalten als
Permutationsgebiete wihlt, also 1, 4, §, 10, 11; 2, 6, 9 usw. Die Frage
nach einer geordneten Operation j4,3A% die g3,3,2M* nicht annulliert,
ist die nach einer anderen Verteilung der Zahlen 1, ..., p fiiber
die Tabelle, so da erstens die Reihenfolge in jeder Zeile und jeder
Spalte die natiirliche ist und zweitens niemals zwei Zahlen in einer
Zeile vorkommen, die bei der ersten Verteilung in einer Spalte auf-
treten. Eine solche andere Verteilung ist z. B.:
7 14 15 18

o O O O
13

O O O=
O= O» O
Ok O» Oe

Os

1
O

Fiir eine abnormale Nichtannullierung ;,,3At 4 3352M? hitte man
eine Verteilung zu suchen, so daB die Reihenfolge in jeder Zeile und
jeder Spalte die natiirliche ist und niemals zwei Zahlen in einer Spalte
vorkommen, die bei der ersten Verteilung in einer Zeile auftreten.

§ 4. Einige Sitze aus der Theorie der assoziativen Zahlen-
, systeme?).

Ist #» die Anzahl der linear unabhingigen Zahlen eines Zahlen-

systems und wihlt man irgendwelche # linear unabhingige Zahlen

1) Man vergleiche z. B. die Arbeit des Verfassers 1914, 4.
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€, +-+, €y, S0 ist das System gegeben durch die, die Multiplikation
definierenden, Gleichungen:

S
(10) e;e;== ; Yijk €.

Dafiir, daB das Zahlensystem assoziativ ist, ist notwendig und hin-
reichend, daB3:

(11) (ese)) e =e; (e;eyp). L, k=1,...,n
Durch diese Forderung werden den Koeffizienten y;;; gewisse Bedin-
gungen auferlegt, die sich in Gleichungen ausdriicken lassen, uns aber
hier nicht- weiter interessieren.

Die einfachsten assoziativen Systeme sind die urspriinglichen
Systeme. Ein urspriingliches System besitzt m? Einheiten, die wir ein-
fachheitshalber schreiben €;;, 4,7 =1, ..., m, und es gelten die Multi-
plikationsregeln:

__}¢€u fiir 7 =£k
(12) eijekl—{ 0 , jik.
Eine Zahl heiBt idempotent, wenn sie ihr eigenes Quadrat ist, nil-
potent, wenn ihr Quadrat Null ist. Die idempotenten Zahlen e;; nennt
man Haupteinheiten, die nilpotenten Zahlen e;y Nebeneinheiten
des Systems. Die Haupteinheiten annullieren sich bei Multiplikation
gegenseitig und bilden also fiir sich ein assoziatives und kommu-
tatives Zahlensystem mit s Einheiten. Ihre Summe:

(13) M=;eu‘

ist eine Zahl, die, mit jeder Zahl des Systems multipliziert, diese Zahl
unverdndert 1aBt. M heilt der Modul des Systems. Die wichtigste
Eigenschaft der urspriinglichen Systeme besteht nun darin, daB die
m Haupteinheiten keineswegs eindeutig bestimmt sind, sondern sich
auf unendlich viele Weisen wihlen lassen, und da8 sich zu jeder be-
stimmten Wahl, z. B. €j;, ¢ =1, ..., m, m* — m Nebeneinheiten e;; auf-
finden lassen, so daB: o fir = &
(14) eﬁjeiz={ (;l } ;‘q:k.

Die Multiplikationsregeln haben also in bezug auf alle méglichen
Systeme von Haupteinheiten dieselbe Gestalt (Prinzip der Selbstiso-
morphie). Der Modul des Systems ist die Summe der Haupteinheiten
jedes beliebigen Systems.

Ein Zahlensystem kann aus s verschiedenen urspriinglichen Sy-
stemen zusammengesetzt sein. Damit ist' gemeint, daB das System
m% 4 ... + m? Einheiten enthilt, die sich so wihlen lassen, daB die
ersten m; fiir sich ein urspriingliches System bilden, ebenso die folgen-
den mZ usw., und daB Zahlen, die zu verschiedenen urspriinglichen Sy-
stemen gehoren, sich gegenseitig annullieren.

16*
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Die Einheiten eines solchen Systems lassen sich also folgendermaBen

anordnen- 1 1
€11...€1 m;
1 1
€my1--Cmym,
2 2
€11..-€1m,
2 2
szl e emzm’ .
s 8

€11 ... €1my

em,1 “en em,m,

und die Multiplikationsregeln lauten:

o fiir u+v

u v N

(15) €ij€im = uO » =0, j¥!

€im ., U=, 7.=l~
Sind die Moduli der Untersysteme M, ..., M,, so folgt aus diesen
Regeln:

MuMU={M0ufurZ:v
(16) o v
M=3M,.
u

Die % Moduli bilden also fiir sich ein assoziatives und kommutatives
System mit dem Modul M. Diese 2 Moduli sind eindeutig bestimm¢te
Zahlen des Systems.

§ 5. Die Zahlensysteme der Permutationen und der
Klassenoperatoren.
Die p! Permutationen der $ Indizes von v 4.3, Dilden ein assozia-
tives Zahlensystem. Denn, sind P,, P, und P, drei Permutationen, so

bedeutet sowohl:
P, (P, Pa) Uiy

(Pl PZ) P3 'Ul). wedp

daB auf v, ; nacheinander P;, P, und P, angewandt werden. Das
System hat einen Modul, die identische Operation I. Frobenius hat
dieses Zahlensystem untersucht und gezeigt, da das System aus %
urspriinglichen Systemen zusammengesetzt ist.

Nach den Ergrterungen des vorigen Paragraphen bilden die Moduli
dieser & Systeme, die wir mit I, ¢=1, ..., &, bezeichnen wollen, fiir

als auch:
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sich ein assoziatives und kommutatives Zahlensystem mit % Ein-
heiten und I als Modul: W
Afir j ==~

(17) JIkI:}O 2 7:4:k-

Gelingt es, diese 2 Moduli durch die Operatoren A und M auszu-
driicken, so ist damit eine erste invariante Zerlegung von v, ;, ge-
funden. Da gilt nun der folgende einfache Satz: _

Die allgemeinen Alternationen und Mischungen A;, M;,
t =14, ...,k gehoren dem kommutativen Zahlensystem der
J an und es ist:

(18) = 85 A My = 85 M, Ay,
wo M; der zu A; konjugierte Operator ist und die d; %
Koeffizienten sind, die der Gleichung d;; = d;; geniigen.

Zum Beweise bemerken wir zunichst, dafl die Stellen, die bei einer
Permutation den Ort wechseln, in einer und nur in einer Weise in Grup-
pen von s, Sy, ..., S; Stellen verteilt werden kénnen, so daB die Ver-
tauschung in jeder einzelnen Gruppe eine zyklische ist?). s, ..., s, heifit
die Permutationszahl der Permutation und die Permutationen mit
derselben Permutationszahl bilden eine Klasse. Eine Klasse heiBt
gerade oder ungerade, je nachdem sie nur gerade oder nur ungerade
Permutationen enthidlt. Die Summe aller Permutationen einer Klasse
dividiert durch p!, heift der Klassenoperator dieser Klasse und
wird geschrieben K;, wo ¢ die zur Permutationszahl gehérige Ordnungs-
zdhl ist, definiert wie auf S. 240. Die Klassenoperatoren sind Zahlen des
Zahlensystems der Permutationen. Wir verwenden nun den von
Frobenius bewiesenen Satz, daB die & Klassenoperatoren fiir sich ein
assoziatives und kommutatives Zahlensystem mit % idempotenten
Einheiten bilden, das mit dem Zahlensystem der ,I identisch ist. Schreibt
man nun eine allgemeine Alternation s, ...s;Av; ;. vollstindig aus, so
treten dabei nur Permutationen von v,  ,, auf, deren Permutations-
zahl s;,...,s, oder niedriger als s;,...,s, ist. Die Koeffizienten aller
Permutationen derselben Klasse sind dabei gleich. Die allgemeine
Alternation ist also eine Summe von Vielfachen aller Klassenoperatoren,
die dieselbe oder eine niedrigere Permutationszahl besitzen. Fiir die all-
gemeine Mischungs,, ...,5;Mv, _,, gilt das Gleiche und die Koeffizienten
der Permutationen in beiden GroBen sind fiir die geraden Klassen die-
selben, wihrend sie sich fiir die ungeraden Klassen nur durch das Vor-
zeichen unterscheiden. Es gelten also die Gleichungen:

— Ld

M; = Z 21 Kp

(19) ot
Ay= Zl,'az%uKz,

1y Vgl. z. B. Pascal, 1910, 3, S. 206.
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wo die %;; von 4 und / abhingige Koeffizienten sind und &; gleich 4 1
oder — 1 ist, je nachdem die Klasse von K; gerade oder ungerade ist. Die
Operatoren A; und M, gehoren also dem Zahlensystem der K;an. Daraus
folgt die Kommutativitit dieser Operatoren. Sind nun M, M, in
dieser Reihenfolge konjugiert zu A, ..., Az, so werden A,,..., Ay
annulliert durch M; , diese Operatoren enthalten also jedenfalls y; =1
der Haupteinheiten ;I des Zahlensystems der K; nicht. Ebenso werden
Ag, ..., A, annulliert durch M, und M, und diese Operatoren ent-

halten also jedenfalls y, = 1 weitere Haupteinheiten nicht usw. A ent-
1,... k-1 -
hilt demnach héchstens & — 2 y;, ¥,= 1 Haupteinheiten nicht. Da A,
p

aber doch jedenfalls eine Haupteinheit enthalten muB3, um nicht zu ver-
schwinden, ist y; =1, I =1, ..., 2 und es gilt die Gleichung:

—_ 1, ) k 1
(20) Ai = 2, ) lI ’
l il

wo die J;; niher zu bestimmende Koeffizienten sind.

Die Haupteinheiten erscheinen hier in einer Reihenfolge, die durch
einen unteren Index links angegeben ist und ihre Beziehungen zu den
Operatoren A; zum Ausdruck bringt. Da man dieselben Uberlegungen
fir die Mischungen anstellen kann, so gilt auch die Gleichung:

m L.k .
(21) = Zl,' AR

Die Koeffizienten der beiden Entwicklungen sind gleich, die durch den
Index links oben bestimmte Reihenfolge der Haupteinheiten ist aber
eine andere, was daher rithrt, daB die Zahlen [, ..., /; im allgemeinen
nicht in der natiirlichen Reihenfolge stehen. Fiir = 6 geben wir hier,
beide Indizes zugleich verwendend (also: A E jI) , die Beziehungen
der beiden Reihenfolgen an:

1L, "2l 8L, 4L, 5L, 6L, 7L, &L, 31, 46T, iL.
Aus (20) und (21) folgt;
(22) = o5 A, M; = o5 M, A,
und damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Es gilt jetzt noch die
Koeffizienten d;; zu bestimmen. Frobensusl) hat die & Moduli ,I als

Summen von Vielfachen der Klassenoperatoren berechnet, d. h. er hat
fiir verschiedene Werte von % die Koeffizienten der Gleichungen:

(23) I=2u,K,
?

bestimmt. In seinen Berechnungen treten nicht direkt diese Koeffi-
zienten auf, sondern %* Zahlen g™, die Frobenius die Gruppen-

1) 1896, 2; 1898, 4; 1899, 5; 1900,3.
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charaktere der symmetrischen Gruppe genannt hat, und die
mit den p;; folgendermaBlen zusammenhingen:

(24) Pmy= 20" 257«
Es sind nun insbesondere die Koeffizienten iy,
(25) pimy = ("%,

also die Zahlen der ersten Zeile in der Tabelle der Gruppencharaktere,
die uns hier interessieren. Fiir diese Zahlen gilt der von Frobenius be-
wiesene Satz:

DieAnzahlderlinearunabhingigenZahlendes urspriing-
lichen Systems mit dem Modul /I ist gleich u;.

Nun ist K, die identische Operation, dividiert durch p!. Der
Ausdruck A; M, in (22) enthalt also, in Klassenoperatoren entwickelt,
K, mit dem Koeffizienten 4, und aus einem Vergleich von (22) und (23)
folgt demnach:

(26) 8% = &5 =z -

Damit ist auch der zweite Teil des Satzes bewiesen. Den Frobeniusschen

Tabellen entnehmen wir einige Werte von z’ = 6;;1):

p 3 613 _631 —1’ 622 _2-’

p=4 05 =05 =1, 0y =08y =3, 05=2,

p=5 01y =0y =1, 0y =0p =4, O5=083=5, 8,=06,

$=6 { 0,1 =01,1=1, 05,10==010,5=5, Og=7Agg=9, Og7=130p=35,
05 =0g5 =10, Ogg =16.

Durch diesen merkwiirdigen Zusammenhang mit der Theorie der
Gruppencharaktere 148t sich nun in sehr einfacher Weise eine erste
Zerlegung von v, erzielen. Denn es ist nach (22)

Uity = 103,20, = ZI% gy = Z%A M, 03,3,
~26,,MjA 7//11 A

und in dieser Entw1ck1ung ist die bei der gebrauchlichen invarianten-
theoretischen Reihenentwicklung oft recht komplizierte Berechnung der
Koeffizienten die denkbar einfachste geworden, vorausgesetzt, daf man
iiber die Zahlen aus der ersten Zeile der Tabellen der Gruppencharaktere
der symmetrischen Gruppe verfiigen kann. Als Beispiel mit Koeffizienten
sei die Zerlegung von v,z angefuhrt

Viote = (A M + 25A, M, + 81 A9M + 100 Ag M, + 25 A, M,
(28) + 256 Ag Mg + 100 A; Mg + 25 A, M, + 81 A, M,

+ 25 Kz Mlo + K1 1\7[11) Vgl
Jede der % GroBen, die bei der Zerlegung entstehen, hat die Eigenschaft,
daB sie zu einem bestimmten Paar konjugierter Permutationszahlen,

(27)

1) Es ist zu beachten, daB die Reihenfolge der x(g) in diesen Tabellen nicht
mit der hier verwendeten fibereinstimmt.
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also auch zu einem bestimmten Paar konjugierter Ordnungszahlen
gehort und durch jede Alternation Ay, I > ¢, sowie durch jede Mischung
M,, ¢ > j, annulliert witrd. Nennen wir eine GroBe dieser Art eine
Elementarsumme, so gilt also der Satz, daB sich jede GréSe in &
Elementarsummen zerlegen 1aBt. Diese Zerlegung ist eine eindeutige,
da das Zahlensystem der Klassenoperatoren ja nur ein einziges System
von Haupteinheiten besitzt. Eine Elementarsumme mit den konju-
gierten Ordnungszahlen § liBt sich als Summe von Alternationen mit
der Ordnungszahl ¢ und auch als Summe von Mischungen mit der
Ordnungszahl § schreiben. Umgekehrt ist jede GroBe, die diese beiden
Schreibarten zuldBt, eine Elementarsumme mit den konjugierten Ord-
nungszahlen #. Zusammenfassend sprechen wir den Satz aus:

Jede kovariante GréBe p*® Grades 148t sich in einer und
nur einer Weise zerlegen in k Elementarsummen. Eine Ele-
mentarsumme ist dadurch charakterisiert, daB ihr ein be-
stimmtes Paar Ordnungszahlen/ zugeordnet ist und sie an-
nulliert wird durch jeden Operator A;, ! >, und durch je-
den Operator M,, ¢ > 7%).

Die hier dargestellte Zerlegung in Elementarsummen wurde vom
Verfasser 1917 auf dem ,,Natuur- en Geneeskundig Congres im Haag
vorgetragen!), und sodann 19192), zusammen mit der in den folgenden
Paragraphen zu erérternden weiteren Zerlegung in ElementargroBen
und den Beziehungen zu den Reihenentwicklungen der Invarianten-
theorie ausfithrlicher verdffentlicht. Erst vor kurzem wurde dem Ver-
fasser bekannt, daB A. Young die erste Zerlegung schon 1901, 1902%)
angegeben hat. Eine kurze Zusammenfassung der Youngschen Resul-
tate findet sich im letzten Abschnitt ,,General theorems on quantics
der Invariantentheorie von Grace und Youngt). Young hat ganz unab-
hingig von Frobenius gearbeitet und konnte also seine Koeffizienten
nicht der Theorie der Gruppencharaktere entnehmen. Es ist ihm aber
doch gelungen, einen Ausdruck fiir diese Koeffizienten zu finden. Seine

Formel fiir den zur Permutationszahl s, ..., s, gehérigen Koeffizienten
lautet: 1.t 2

2 II (sa —Sg— + )
(29) 8= (phe ] bt " i , ok B

L.t
IO {(sa+1t— )}

Es ist sehr interessant, daB Young damit, ohne sich dessen bewuBt zu
sein, eine explizite Formel fiir die Zahlen der ersten Zeile aus der
Tabelle der Frobeniusschen Gruppencharaktere aufgestellt hat.

Es geschieht oft, daB von den # Elementarsummen einige Null
werden. Dies ist immer der Fall, wenn $ > #, denn es verschwinden

1) 1917, 3. 2) 1919, 6, 7. 3) 1901, 3; 1902, 9. 4) 1903, 8.
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dann alle Operatoren A, die ein Permutationsgebiet mit mehr als # Stel-
len enthalten. Fiir # = 4 verschwinden so bei der Zerlegung von v;,,_;,
die Operatoren A, und A,; und damit ;31 und ;31. Fiir # = 3 verschwin-
den auch 3I und §T und fir # = 2 auch 7I, {I, 8T und 1. Auch kann
man aus der Art der zu zerlegenden GréS8e oft auf das Verschwinden
bestimmter Operatoren I schlieBen. Soll z. B. die GroBe:

(30) Vapyxis= Ulafylixit

die in & By und in % 1 alternierend ist, zerlegt werden, so kann man be-
merken, daB es eine Alternation ,,Ag gibt, durch die v,4,,;; ent-
stehen kann:

(31) 8,286 Va...s = Va5 -

Nun ist aber jeder Operator A; konjugiert zu einem Operator My und
Ay wird also annulliert durch die Operatoren M,, ..., My;. Bei der
Zerlegung verschwinden somit die fiinf durch ZI, 81, o1, 121 und I}I
entstehenden Elementarsummen, so daB die Zerlegung fiir v, , fiir
n = 6 lautet:

(32) Vs = (L + 181 + ST+ L+ 11+ ) v, s,
fir # = 4:

(33) Vge= (L 4+ 3L+ 11+ 8D v, ¢

und fiir # = 3:

(34) Vaz= (L4 8D va s

§ 6. Die Zerlegung einer Elementarsumme in geordnete
ElementargréBen.

Im vierten Paragraphen sahen wir, dal jedes urspriingliche System
mit 62; Zahlen und dem Modul /I d;; Haupteinheiten besitzt, deren Summe
/1 ist, daB es aber auf unendlich viele Weisen méglich ist, diese d;; Haupt-
einheiten zu wihlen. Da nun mit jedem System von Haupteinheiten
eine weitere Zerlegung der durch II entstandenen Elementarsumme
korrespondiert, gibt es unendlich viele Zerlegungen, und die im ersten
Paragraphen gestellte Aufgabe hat also, wenn keine weiteren Bedin-
gungen eingefithrt werden, keine eindeutig bestimmte Losung.

Unter einer Elementargro8e erster Art mit der Permutations-
zahl §;, ..., s, soll eine GréBe verstanden werden, die durch eine Alter-
nation ,, ,A entstehen kann, und die durch alle Alternationen mit
hoherer Permutationszahl annulliert wird. Fiir eine Elementargrofe
zweiter Art gilt dieselbe Definition in bezug auf Mischungen. Jede
ElementargroBe ist also eine Elementarsumme (§5) und umgekehrt ist
jede Elementarsumme eine Summe von ElementargréBen erster Art und
auch eine Summe von Elementargr6Ben zweiter Art. Ist die Alternation
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oder Mischung, durch welche die Elementargré8e entstanden ist, geord-
net, so soll die GréBe eine geordnete ElementargroBe erster bzw.
zweiter Art heiBen. Es soll.nun bewiesen werden, daB die Zerlegung einer
Elementarsumme in geordnete ElementargroBen erster oder zweiter
Art eine eindeutig bestimmte Aufgabe ist. Der Beweis sei gefiihrt
fiir geordnete ElementargréBen erster Art, fir die GréSen zweiter
Art gelten dann dieselben Uberlegungen.

Wir beweisen zunidchst den Satz:

Jede ElementargroBe ist eine Summe von Vielfachen
geordneter Elementargré8en, die alle Isomere der ge-
gebenen Grofe sind.

Die idealen Faktoren in den Permutationsgebieten seien:

s, Faktoren u,,
Sy » Vs

S3 » Wi,
Usw.

S+ .. Fs=19p.

Diese p Faktoren stehen in einer ganz beliebigen Reihenfolge. Wir
betrachten zunichst die Gruppe der ersten Faktoren simtlicher Permu-
tationsgebiete. Ist der erste Faktor dieser Gruppe ein #;, so ist das
Permutationsgebiet der #, jedenfalls schon, was diesen ersten Faktor
betrifft, geordnet in bezug auf die anderen Permutationsgebiete, und
wir konnen direkt zur Gruppe der zweiten Faktoren iibergehen. Ist
aber der erste Faktor kein #;, sondern etwa ein w;, so erzeugt Alter-
nation iiber diesen Faktor w; und die s, Faktoren #, nach Voraussetzung
Null und diese Faktoren lassen sich also ersetzen durch (vgl. I, 33):
Wiy Wiy oo o Uy, = WA, WA, o o s Wap] = W, UL, Uly o o - Uhy)
(35) — WU U, Uy e e W) e (= )T g g
SR UN WA Wiy oo s Uy — Wiy Uj, Wh, Uy o o« Uy,
R (-—- 1)1 2SI TR u,lc‘_l w),, -

Die gegebene GroBe 148t sich also schreiben als eine Summe von s; Gro-
en, die alle mit einem Faktor #; anfangen und alle in den Permutations-
gebieten dieselben Faktoren enthalten wie die gegebene Grofie und
demnach Isomere der gegebenen GréBe mit eventuellen Zahlenfaktoren
sind. Wir wihlen irgendeine dieser GréSen aus und fassen die Gruppe
der zweiten Faktoren aller Permutationsgebiete ins Auge. Ist der erste
Faktor dieser Gruppe ein #;, so gehen wir direkt zur dritten Gruppe
iiber, ist der-erste Faktor aber z. B. ein w;, so erzeugt Alternation iiber
die beiden ersten Faktoren w, und die s, — 1 letzten Faktoren %, nach
Voraussetzung Null, und die ausgewihlte GroBe 14Bt sich also schreiben
als eine Summe von Groen, die alle als ersten Faktor der ersten Gruppe
und ebenso als ersten Faktor der zweiten Gruppe ein %; aufweisen und
dazu in den Permutationsgebieten dieselben Faktoren enthalten wie die
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ausgewahlte Grofe und demnach Isomere der gegebenen Grofe mit
eventuellen Zahlenfaktoren sind. In derselben Weise fortfahrend, er-
halt man schlieBlich eine Summe von Vielfachen von Isomeren der ge-
gebenen GroBe, die alle die Eigenschaft haben, daf8 die Gruppen der ersten,
zweiten usw. Faktoren der Permutationsgebiete alle als ersten Faktor
ein u#; aufweisen. Es sei eins dieser Isomere betrachtet und von diesem
Isomer die Gruppe der ersten Faktoren der Permutationsgebiete. Der
erste Faktor dieser Gruppe ist ein #,. Ist der zweite Faktor ein v,
so gehen wir direkt zur zweiten Gruppe.iiber. Ist aber der zweite Faktor
etwa ein w;, so erzeugt Alternation {iber die s, Faktoren %, und gleich-
zeitige Alternation iiber diesen Faktor w, und die s, Faktoren v; nach
Voraussetzung Null. Das ausgewihlte Isomer 148t sich also schreiben als
eine Summe von Vielfachen von Isomeren, die in allen Gruppen ein #;
als ersten Faktor und dazu in der ersten Gruppe ein v, als zweiten Faktor
aufweisen. In dieser Weise fortfahrend kann man die gegebene Elemen-
targroBe schlieBlich als eine Summe von Vielfachen geordneter Elementar-
groBen schreiben, die alle Isomere der gegebenen GroBe sind. Da jede
Elementarsimme eine Summe von Elementargréfen erster (zweiter)
Art ist, folgt aus dem bewiesenen Satz:

Jede Elementarsumme ist éine Summe von geordneten
ElementargréBen erster Art und auch eine Summe von
geordneten ElementargréBen zweiter Art.

Fiir die Operatoren A7 Mf beweisen wir jetzt den Satz:

Sind 7 und § konjugierte Ordnungszahlen, so ist jeder
Operator Af Mf entweder identisch Null oder bis auf einen
Zahlenfaktor idempotent.

Es sei:

(36) Af=,..4Af; Mf= 81 wea8ir Mf .

Auf eine beliebige GroBe v, .. ;, werde Mf angewandt. Mf v},..1, 1aBt sich
. . , . . 1 ’
dann schreiben als ein Produkt von s] gleichen idealen Faktoren v;, s

gleichen Faktoren 3,1 usw. Diese Faktoren ordnen wir in einer Tabelle
so an, daB die Zeilen die Permutationsgebiete von M,ﬂ , die Spalten
die Permutationsgebiete von Aj bilden. Dies ist dann und nur dann
méglich, wenn A?M/ nicht identisch verschwindet, d.h. wenn kein
Permutationsgebiet von A mehr als eine Stelle mit irgendeinem
Permutationsgebiet von M gemeinschaftlich hat. Die Indizes 4 lassen
wir einfachheitshalber fort:

Vovran s (s1 Faktoren)

2
Voo v (82 » )

V... (s . ).
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Man lasse jetzt Af auf M{v; ; wirken. Jede Spalte mit I Faktoren
wird dabei ersetzt durch die /! Terme des alternierenden Produktes der
Faktoren. Es entstehen also s;!s,! ... s,! GroBen und zu jeder GroBe
gehort eine Tabelle. Zusammen enthalten diese Tabellen alle Ver-
teilungen, der Buchstaben ;, ey %, bei denen in keiner Spalte zwei
gleiche Buchstaben stehen, nur diese, und alle mit dem Koeffizienten
4 (s .. se)"L Wird jetzt M{ angewandt auf AfM? Uy,..0p» SO be-
deutet dies, daB jede Z eile mit ; Faktoren ersetzt wird durch die /! Terme
des symmetrischen Produktes des Faktoren. Es entstehen also jetzt
sit...splst... s, GroBen und ebensoviele Tabellen. Wird schlieB-
lich A{ angewandt auf M,’g AfMf o, ip» S0 annulliert dieser Operator
alle GroBen, deren Tabelle in einer Spalte zwei gleiche Buchstaben ent-
hilt und nur diese Grofen. Es bleiben also nur die GroBen iibrig, die
vorhanden waren nach einmaliger Anwendung von Ay Mf auf v, 1,
und zwar simtliche und alle mit dem namlichen Vorzeichen wie dort
und mit einem fiir alle gleichen Koeffizienten. Damit ist bewiesen, daB:

® & 1 ,a
(37) ATM AT M vy, gy = Al M. s

WO &; ein niher zu bestimmender Koeffizient ist, der nicht verschwindet,
wenn A7 Mf nicht identisch Null ist, und der dann nur von 7 abhingt.

Offenbar #ndert sich das Resultat nicht, wenn man Mf bei der
zweiten Anwendung ersetzt durch einen anderen Operator mit der-
selben Ordnungszahl M, vorausgesetzt, daB M} AJ nicht identisch Null
ist. Dies 148t sich auch in anderer Weise beweisen. Annullieren nim-
lich M,ﬂ und M beide Af nicht, so gibt es eine Permutation Py, , die M
in M? umsetzt und A%, eventuell bis auf das Vorzeichen, invariant laBt:

(38) P,pr Pg, = MJ; Pg, MjP,s= Mg; Pyp= Pl;rl
(39) PyﬂAng?P”9=Pﬂ7A?=A:‘P7ﬂ=iA:‘.
Es ist also:

(40) AFMSAY = Af Py, MIP, s A7 = AF M AL
Ebenso beweist man:
(41) M; A ME =M Al MY,

wenn A und A? beide M{ nicht annullieren.

Nach diesen Vorbereitungen ist es moglich, ein System von Haupt-
einheiten zu finden, das die gewiinschte Zerlegung in geordnete Elemen-
targroBen herbeifithrt. Dies gelingt am einfachsten fiir den Fall, wo keine
abnormalen Nichtannullierungen auftreten. Sind namlich Af, & =1,
..., Mz geordnete Alternationen und M; die konjugierten geord-
neten Mischungen, so sind die Operatoren:

42) Z;Ia=8,'jA?M;‘, o6 =1, eees Nigs
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idempotent, wihrend sie sich gegenseitig annullieren, da abnormale
Nichtannullierungen nicht auftreten. Diese Operatoren sind Haupt-
einheiten, und es ist nur noch zu beweisen, daf sie ein System von
Haupteinheiten bilden, d. h. daB:

(43) >t =11

Nun 148t sich jede Elementarsumme mit den Ordnungszahlen 7, wie
oben bewiesen wurde, als Summe geordneter Alternationen und auch
als Summe geordneter Mischungen schreiben, und es ist also:

(44) I Wyoty = 0 A7 511...1,, = DA M} 1;‘/11...1,,,

wo die Summierung iiber alle geordneten 4, zu erfolgen hat. Infolge (42)
ist also:

{45) { Muy. = ST AT M w0y, 5 = S0 3 A MG 05,0,
& % -
=22 Tw,..4,

fiir jede beliebige Wahl von #,; _;, und demnach:
(46) =i,

was gleichbedeutend ist mit (43).

Fiir den Fall, daB abnormale Nichtannullierungen auftreten, be-
weisen wir zunichst den Satz:

Sind die Produkte geordneter Operatoren mit konju-
giertenPermutationszahlen M,1 AZ, M,2 A2, M,3 AL, M;"l M;alle
ungleich Null, so ist M{ A} = 0, mit anderen Worten, die abnor-
malen Nichtannullierungen kénnen niemals eine geschlos-
sene Kette bilden.

Zum Beweise schreiben wir die idealen Faktoren in eine Tabelle,
so daB die Permutationsgebiete von A} die Zeilen, die Permutations-
gebiete von M;j die Spalten bilden, wie dies z. B. fiir ; , ;A], 5,5,5,oMj fiir
$ =16 auf S. 243 geschehen ist. Die Zahlen, die die Ordnung der
Faktoren angeben, stehen jetzt in jeder Zeile und in jeder Spalte in
der natiirlichen Reihenfolge. Ebenso schreiben wir die Tabelle fiir
AZM; an. Es ist jetzt M; A? dann und nur dann nicht Null, wenn in
der Tabelle von A? und M7 nie zwei Zahlen in einer Zeile vorkommen,
die in der Tabelle von A} und M} in derselben Spalte stehen. Eine
mogliche Anordnung fiir ,,,A7, 5 55,M; fiir $ =16 wire also z. B.
die zweite Tabelle auf S. 243. Betrachtet man nun die Inversionen der
Zeilen untereinander, d. h. die Anzahl der Fille, wo eine Zahl in einer
Zeile Kleiner ist als eine Zahl in einer der vorhergehenden Zeilen, so ist
offenbar diese Zahl fiir die zweite Tabelle groBer als fiir die erste.
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Denn es ist ja die zweite aus der ersten erzeugt, indem eine oder
mehrere Zahlengruppen, die urspriinglich die natiirliche Reihenfolge
hatten, permutiert sind. Ebenso wiirde eine moglicherweise vorhandene
dritte Tabelle mehr Zeileninversionen enthalten als die zweite usw.,
d.h. es ist unméglich, daB man auf diesem Wege zur ersten Tabelle
zuriickgelangt, und der ProzeB muf also irgendwo abbrechen. Die Kette
kann sich verzweigen, aber kein Zweig kann sich schlieBen.

Wir sind jetzt imstande, das System der Haupteinheiten zu berech-
nen. Es sei z. B. durch die Ungleichungen:

(47) MfAf+0, M{Al+o0, MAJ+o0

eine vollstindige offene Kette ohne Verzweigungen bestimmt. Zur
Abkiirzung schreiben wir L, = &;A{ M}, « =1, ..., 7;;. Die Opera-
toren L, sind dann idempotent. Ferner sind:
I*=1,—L,Ly+L,L,L,—L,LzL, L,

TP =14—LsL, +LsL,Ls,

I'=1,—L,L,,

I =1,.

idempotent, wihrend die gegenseitigen Produkte von 1%, /1%, 717 und I°
und alle Produkte mit irgendeinem anderen Operator L,, % + &, 8,7, 9,
verschwinden. Hat die Kette eine Verzweigung, z. B.:

(48)

(49) MjAi+0, MjAl+o,
so bekommt I weitere Zusatzglieder:
(50) P=L1p,—Lgl;4+ 1L, Li—LsL,+LsL.L,.

In dieser Weise lassen sich so viele idempotente sich gegenseitig annul-
lierende Operatoren bilden, wie es geordnete Operatoren A; oder M, gibt.
Aus dem Bildungsgesetz der I* und {41) geht hervor:

I, fir 6 =B )

(51) SUA?M?H'B{ 0, a+p

i paqea ) AL MJ fir o =

(52) zI A,;Mj{ 0 4 . x#g P“,ﬂ-—'_‘—i,...,ﬂij.
i A8 s;,A‘.?‘M}‘AZ‘fﬁr a=2_

oy s [WATATIme—/

Es ist jetzt noch zu beweisen, daB die 1%, & =1, ..., #;; ein System
von Haupteinheiten bilden. Jede Elementarsumme 148t sich zerlegen in
geordnete Alternationen und jeder bei dieser Zerlegung entstehende

“Teil wieder in geordnete Mischungen:

j «®* .7
(54) T, 0= A0 v, .1,=

%;A? Mf w1
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wo die Summierung iiber alle geordneten A; und M zu erfolgen hat. Da
abnormale Nichtannullierungen auftreten, 148t sich (54) nicht auf die
einfache Form (44) bringen. Nun ist aber nach (37), (52) und (53):

(5 521 . £y AT ME = &, AT MS AI MY = ¢, 11% AT M,
SO dab:

(56) Tug, .0, Z 0™ AT MY Wy,

und infolgedessen:

(57) ST w0, =T,

Aus {41), (53), (55) und (56) folgt ferner:
(58) gIaJI U, .. A == 71 A ZM,' w;l Ap —-—ZA M w;l l,,—‘A ‘U;1 Jp

und damit ist bewiesen, daB es nur eine einzige Zerlegung einer Elemen-
tarsumme in ElementargroBen erster Art gibt. Da fiir Elementargrofen
zweiter Art dasselbe gilt, ergibt sich der Hauptsatz:

Jede Elementarsumme und somit jede GroBe kann in
einer und nur einer Weise zerlegt werden in geordnete Ele-
mentargréBen erster (zweiter) Art.

Nebenbei hat sich der Satz ergeben:

Die Anzahl der zu irgendeinem Paar konjugierter Ord-
nungszahlen / gehorigen Alternationen oder Mischungen ist
gleich der Anzahl d;; der Haupteinheiten des zu diesen Ord-
nungszahlen gehérigenurspriinglichen Systems.

Die Zahlen aus der ersten Zeile der Tabellen der Frobeniusschen
Gruppencharaktere haben also noch eine Bedeutung, die in der Theorie
der endlichen Gruppen nicht zum Ausdruck gekommen ist. Jede dieser
Zahlen gibt namlich die Anzahl der zu den betreffenden Ordnungs-
zahlen gehorigen moglichen geordneten Alternationen und Mischun-
gen an.

Die Koeffizienten &;; lassen sich folgendermaBen bestimmen. Ist
o; die Anzahl der einfachen Operatoren A; oder M; und f§; die Anzahl
der einfachen Alternationen, die einen bestimmten Operator M; nicht
annullieren, also z. B. fiir p = 6:

(59) Gy =15 og = 45 Bo=14 fs =12,
?(6)0)15’:4 allgemein: o
B B’

wenn 4 und § konjugierte Ordnungszahlen sind. Nun enthilt A;M;
gerade o; f; = o; f; Operatoren A Mf , die nicht identisch verschwinden,

und diese Operatoren kommen in A;M; alle mit dem Faktor ;% vor.
%

Diese &; ; Operatoren lassen sich aber auf die J;; Produkte von geord-



256 Die invarianten Zerlegungen einer GroBe hoheren Grades.

neten Operatoren Aj My zuriickfilhren, und diese bekommen dabei den
Koeffizienten:

*by, B
(61) 6;/ o Xy oy 5” )
Es ist also:
7 2 N AT "6;_[[3/ o pro "15”/9.' YY1
o ] o i
so daB:
(63) &%_ﬂ%.
Fir p =6 sind die Werte von &;:
S 12
fu=¢&,1=1, €210 = €102 = 37 €3,9 = &3 = 5
(64) 16
&g =& 4= 2, E5,8 == €g,5 = 2, 86,8=—5—.

Die gefundene Zerlegung in geordnete Elementargroflen erster oder
zweiter Art ist nun wirklich eine Zerlegung in unzerlegbare GroBen,
wie sie im ersten Paragraphen verlangt wurde. Um dies darzutun, muf3
noch bewiesen werden, daB eine geordnete Elementargrofie keine lineare
Komitante besitzen kann, die weniger Bestimmungszahlen hat als die
GroBe selbst. Nun bestehen zwischen den Bestimmungszahlen einer
geordneten ElementargréBe erster Art v, ; die Gleichungen:

65) Vaoty =103 2

Infolgedessen hat v, ,, eine Anzahl ¢ << #? linear unabhéngige Bestim-
mungszahlen. Sollte nun v, , eine lineare Komitante w,  ,; mit
weniger als ¢ linear unabhingigen Bestimmungszahlen besitzen, so
miBte ein Operator H existieren, eine Summe von Vielfachen von
Permutationen, so daB3:

(66) Wty = Hil% 02, 2,

wire. Nun folgt aus (65), daB H nur Zahlen des zu I gehérigen Zah-

lensystems erhalten kann. Schreiben wir fiir die Zahlen dieses Systems
i,p, und richten wir es so ein, daB:

(67) Z:Iﬂ:iﬂﬂ’ ﬁ=1,..., 61:]',
und daB die Multiplikationsregeln lauten:

.. iﬂe fiir Y= 0
(©%) l”’1"‘{0,,y+6,
so kann H nur die Zahlen igz,, =1, ..., d;;, enthalten:
(69) H =‘ﬂZng iﬂa

und (66) geht iiber in:
(70) 7 =ﬁZH}9 it cn .1, =§ Hgigaw;,. 2.
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Wird aber auf diese Gleichung der Operator:

(7'1) H/=2Hﬂi¢xﬁ

angewandt, so folgt: 4

(72) Hw,,. .1, = (ZHE) g ¥y .2y = (ZH,%) Viyordps
I3 [

und aus dieser Gleichung folgt, daB das Verschwinden von w, g,
stets das Verschwinden von v, _,, zur Folge hat. Dies wire aber nicht
moglich, wenn w, _; Wweniger als ¢ linear unabhingige Bestimmungs-
zahlen hitte, es ist sogar nur moéglich, wenn w, _; ein Isomer von
),...1, ist. Dieselben Uberlegungen gelten fiir geordnete Elementar-
groBen zweiter Art, und auch fiir nicht geordnete ElementargroSen, da
ja jede solche GroBe ein Isomer einer geordneten Elementargréfe ist.
Somit gilt der Satz:

EineElementargréBe (erster oder zweiter Art) ist unzer-
legbar und besitzt auBler ihren Isomeren keine linearen
Komitanten.

Die Zerlegung einer kovarianten Grofe in GréBen, die bei der
affinen Gruppe unzerlegbar sind, ist damit vollstindig zu Ende ge-
filhrt. Fir kontravariante Grofen gelten natiirlich ganz dieselben
Uberlegungen, so daB auch dieser Fall miterledigt ist.

§ 7. Berechnung der Bestimmungszahlen der
Elementargréfen.

Die Berechnung der Bestimmungszahlen der ElementargriBen soll
an einigen Beispielen vorgefiihrt werden. Fiir § = 4 lautet die Zerlegung
einer GréBe in Elementarsummen:

(73) {vnl,uv (A M +9A M +4 +QK —M +K Ms)vnluv

—'(4A+9AM+422 M+9A3M+M)v"‘1ﬂ"
Nun hat:

(74) dA Vedpr = Uty

(Z) Bestimmungszahlen. Der zweite Term besteht aus drei GréSen, die
in drei Indizes alternierend sind und also # ( ) Bestimmungszahlen ha-
ben wiirden, wenn sie nicht der Bedingung unterworfen wiren, daB sie
durch ,A annulliert werden. Diese Bedingung gibt ( ) Gleichungen und
es bleiben also » (3> ( 4) Bestimmungszahlen. Der dritte Term besteht
aus zwei Gréfen, die durch einen Operator ,,A entstanden sind und
also ohne weitere Bedingungen ( ) Bestimmungszahlen haben wiirden.

Die erste Bedingung ist, daB8 alle Operatoren 4A ,M Null erzeugen. Zu
einem geordneten Operator ,,A gibt es aber nur zwei geordnete Opera-
toren ,M, die nicht identisch Null erzeugen, und diese sind in bezug auf
2.0A mnicht wesentlich verschieden. Es sind also nur n(’;) — (Z) Be-
Schouten, Ricci-Kalkiil, 17
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stimmungszahlen abzuziehen. Die zweite Bedingung ist, daB ,A annulliert,
und das erfordert einen Abzug von (Z) Bestimmungszahlen. Der dritte
Term besteht also aus zwei GroBen mit je:

75 G =n(5)+ () = () =G =)
Bestimmungszahlen. Jede der drei Grofen des vierten Termes wiirde,
wenn man die Bedingungen nicht mitrechnet, #2 (;‘) Bestimmungszahlen
haben. Zu einem bestimmten geordneten Operator ,A gibt es nun nur

einen geordneten Operator , ,M und zwei geordnete Operatoren ,M,
die nicht identisch annullieren. Im ganzen sind also:

n\2 n ” n n\ __ (n\2 " n
06 (f =n(5) 420 () =2 () + () = () + () - ()

. . n\2 n n
Bestimmungszahlen abzuziehen, so dafl #?2 (Z) - (2> —n (3) -+ ( 4) .Be-
stimmungszahlen bleiben. Der letzte Term schlielich ist symmetrisch
und hat also ("1‘3) Bestimmungszahlen. Fiir # =4 sind z. B. die
Anzahlen:

(77) 143X 15 4 2X20 4 3X45 - 35 = 256 = 44.
Fiir » = 3 verschwindet ;A und man erhilt:
(78) 3X3+2X6+3X15+15 =81 =34,

Der mittlere Term hat fiir die Differentialgeometrie ein besonderes In-
teresse. Er besitzt gerade die algebraischen Eigenschaften der Riemann-
Christoffelschen KriimmungsgroBe, die in den vier Identititen (II, § 14)
zum Ausdruck kommen. Die KriimmungsgréBe ist also eine geordnete
Elementargréfle und sie ist demnach unzerlegbar bei der affinen Gruppe.

Fir p = 6 wurde die Zerlegung in Elementarsummen schon auf
S. 248 angegeben. Fiir #=6 gibt die weitere Zerlegung 145+ 9
+10+ 5416 4+10+549 + 5 -+ 1 = 76 geordnete ElementargroBen.
Fiir # = 4 verschwinden die Operatoren ;1 und ;3I und fiir die iibrig
bleibenden Terme berechnet man die Anzahl der Bestimmungszahlen
nach der oben angegebenen Methode zu:
(79) {9><6+ 10X10 + 5X10 + 16 X 64 4+ 10X 70 + 5 X 50

49X 126 + 5 X140 + 84 = 4096 = 45.
Fiir # = 3 verschwinden auch 3 und 3I und man erhilt:
(80) {5><'1—}-'16><8+10><'10+5><'10+9><27
+ 5X35 + 28 = 729 = 3°.

§ 8. Die Zerlegung einer bestimmten GréBe sechsten Grades?).
Als Beispiel wollen wir die GroBe:
(81) Vapyuis = Viapyltens = AGVapynis

1) Die Zerlegung dieser GroBe, die zu einer in Punkt, Linien und Ebenen-
koordinaten linearen quaterniren Form in Beziehung gesetzt werden kann, wurde
1923, 20 angegeben.
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mit 96 Bestimmungszahlen, die fiir # = 4 schon im fiinften Paragraphen
in ElementargroBen zerlegt ist, weiter zerlegen in geordnete Elementar-
gréBen. Zur Zerlegung des ersten Termes der Entwicklung (33) auf S. 250.

(82) 8l0,..6=8140A 22M y,.,.: = 81 s0A 22M A§ Vs,
verwenden wir die Tabelle der 9 geordneten , ,A und 2,aM:
4, 2A 2, 2M
10 O 0O 0O X X —0O X 2« « O O
2 O O X / ~C) X o O . X
3 O 0O X O O X 0O X . . X
4 O X O O O X o O . e X
5 O O O X X O —0 X « O X .
6 O O X O X O O X 0O « X
7T 0O O X X O 0O O X O X o« .
8 O X O O X oA O O X o« X o
9 O X O X O o+ O O X X e .

Die abnormalen Nichtannullierungen sind durch Verbindungsstriche
angegeben. Es ist &5 = 153 (S. 256). Da von den geordneten Operatoren

M, nur Mj, M? und Mj den Operator Ag nicht annullieren und bei
A}, A? und AJ keine abnormalen Nichtannullierungen auftreten, lautet
die Zerlegung:

(83) 00 =T (ASME + ATM + ASMS) 0.5

Setzt man die Stellen der 7 verschiedenen in Betracht kommenden
Operatoren untereinander wie in untenstehender Tabelle geschehen ist:

Al O 0 0 0 X X

A2 © O X ©

A O 0 O X X ©
MO X « « O X
M: O X + O X
MO X o O X o

A} O O O X X
so ist ersichtlich, daB bei der Permutation P,;, die die vierte mit der
fiinften Stelle vertauscht und bei der v, ; nur das Vorzeichen wech-
selt, AJ iibergeht in A} und gleichzeitig MZ in M;. Wir wollen dieses
17*
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Verhalten von AjM: und AZM? kurz andeuten mit den Worten:
A} M} und A2 Mi haben denselben Typus in bezug auf A}. Es ist

also:
(84) { Ag M§ V.. = Py Aila Py Pys M-}s Pysva...e
and = — Py Ay Mz va...¢
) 3 12 (41441 1l 50 pb
(85) ol va..e = = (AS M3 — Py AT M + AT M) va..c

Die zwei ersten Terme sind demnach Isomere und 3lv, . hat dem-
zufolge nur 2 X 6 = 12 Bestimmungszahlen (vgl. S. 258).

Zur Zerlegung von gl v, _; verwenden wir die Tabelle der 10 geord-
neten ,A und M:

A M

10 O O O . . O =« . o O
2 0 O O « O o O = e O o O
3 O O « O O o O « O o e O
4 O « O O o O O o . e« O
5 O O O o ¢« O O o e« O .
6 O O « O « O O o e O o
7T 0 O . e« O O O . O o .
8 O « O O « O O O o e O o
9 O o« O « O O O O o« O o .
10 O « O O O O O O . . .

Abnormale Nichtannullierungen treten nicht auf (vgl. S.242). Nur
M} und M2 annullieren A} nicht und A} M} und AZMZ haben in bezug
auf A} denselben Typus. Da &g =2 (S. 256), lautet die Entwicklung:
(86) S va..e =2 (AT M5 — Pys AF M) va .z
&I, : hat also 10 Bestimmungszahlen (vgl. S.258).

Zur Zerlegung von 7lv, . verwenden wir die Tabelle der 5 ge-
ordneten 4,A und 4,M:

1 O

®) X X O X + O X -+
2 O 0 X O X X O X O + X +
3 O X O O X X O O X + X +
4 O O X X O X 0O X O X + -+
58 O X O X 0O XA 0O O X X + +

Die eine anormale Nichtannullierung ist angegeben.
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Es ist &;4 = 2 (S.256). A} wird nur durch M} nicht annulliert, und
bei A} treten keine abnormalen Annullierungen auf. Infolgedessen ist:
(87) L vg..s=2A7 Miva..s
und $1, . hat 10 Bestimmungszahlen (vgl. S.258):

Zur Zerlegung von §1v, . verwenden wir die Tabelle der 16 ge-
ordneten ;,A und 4,M:

1.0 O O X . /—O X « O @)
2 O O @) . i X O o O
8 O O X X . ’— X O X « O
4+ O O O X « X —O X o O O X
5 O O X X « O T X O X O o
6 O O X 0O o X t— X O « O
70 O X « O X O X O O .
8 O O X « X O O X O 0O X .
9 O X O O X o O O X « X O
0w O X O O « X O O X « O X
1 0 X 0O « O X5 O O X 0O .« X
12 0 X O X 0O o~ O O X X « O
18 O X o« O O X-— O O O X » X
4 O X O X &« Oy O O X X 0O .
B O X O « X O—| O O X X e

18 O X o« O X O— OOO><><.16
Die abnormalen Nichtannullierungen sind angegeben. Es ist €54 = —
(S. 256). A} wird nur durch Mg nicht annulliert. Demzufolge ist:

(88) Son.s =T A M v
und $Iv, . bat 64 Bestimmungszahlen (vgl. S.258). Die gesuchte
Zerlegung von v, ist also gegeben durch die Gleichung:
1

V.t = { 2 (A5 M — Poys A M5 -+ A M3)

42 (A§ M5 — Pis A3 M) + 2 A7 M}

+?Aé Mé }sz...é,
und sie enthilt § verschiedene Gréen mit 2 X 6 -+ 10 4-10 -+ 64 =96
Bestimmungszahlen.

(89)
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§ 9. Die Zerlegung einer symmetrischen GréBe bei der
orthogonalen Gruppe.

Eine symmetrische GroBe v, ;, 148t sich bei der affinen Gruppe
nicht weiter zerlegen. Bei der orthogonalen Gruppe besitzt sie aber
die linearen Komitanten:

(90) glnlz v;q."lp , g/l: s glalt 1}11"'1? ,

ﬁ;ei) im allgemeinen (” ;‘ﬁ; 3 ) , (” ';_p_ N 5) usw. Bestimmungszahlen
en,

Zur Zerlegung von v _;, in unzerlegbare GroBen bilden wir zu-
nichst einige Operatoren. Es sei:

So Uyt = 1002 = Vy2p
1(?
(9'1) Sl vi-x---lp = 7(2) gaﬂ va{ﬂ(la.--lp glxl:)’
11 -2
Sz vl,lp = ;’ZEET (Z) (ﬁ 2 ) g‘xﬂgy5 vaﬁy& (45 0edp glxls gl,l‘) Usw.
Sivy,..2, ist also eine Summe von (s!)~1 Z oo (1’ - g’ + 2) Termen.
LaBt man erst S; wirken und dann S;, so enthilt das Resultat:

%(n+2p)i;2i(i+1) (;25) (p;z)_”(p—zi+2)

Terme von S; und fir 2 (i +1) = #:
LY., (P2
Terme von S, ,. 7l (2) ( i )
Demnach ist:

5,5 =420 =216+ Vg | G4 0)S,,, 26+1)=p

n
S,S; = (n+217)z1—1—2z(z -+ 1) Si;
Aus diesen Gleichungen folgt erstens, daB alle Operatoren S; sich linear
in den Potenzen von S, ausdriicken lassen, und die Operatoren S; in-
folgedessen dem kommutativen Gesetze unterworfen sind:

(93) SiS=5S;.

Zweitens folgt, daB fiir =<7 S;S; nur S; bis S;, ; enthélt. Insbesondere
interessieren uns die Produkte von S; mit sich selbst. Aus (92) leitet
man leicht ab, daB in der allgemeinen Formel:

(92)

p—1=2i<p.

(94) SiSi= St pi1Sera + oo+ iSiza
ir 4 eilt:
?QJ;) ¢ £l %zi(n—{—z;b);zi(i-f-n.

Es sei nun p —1=2l<¢, also S; der hichste vorkommende
Operator. Das Zahlensystem der S; enthilt dann /41 linear unab-
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hangige Zahlen, und es besitzt ! + 1 idempotente Haupteinheiten, die
sich folgendermaBen bestimmen lassen. Infolge von (94) ist:

(96) =4S
idempotent. Da I — J, durch J, annulliert wird, ist:

97) Aoy S T=T) S I—T) =415 ,0—]),

so daB:

(98) Jiei=438,T—])

idempotent ist, wihrend J, und J,_, sich gegenseitig annullieren. In
derselben Weise ist:

{99) Jica=438 (I —Jie)) T—J0)

idempotent und annulliert J, und J,_,. In dieser Weise fortfahrend
erhilt man I-41 idempotente Operatoren J;, ..., J,, die sich alle
gegenseitig annullieren und somit ein System von Haupteinheiten bilden.
Die S; lassen sich linear in den Haupteinheiten ausdriicken und es ent-
hilt S; nur die J;, {=1¢. Bei Anwendung von S; auf J,, m =0, ..., ],
entsteht also Null oder J,, mit einem Faktor. Dieses System liefert
eine invariante Zerlegung von v, ;,:

{100) Uity = (Jo 4o+ Jo) 03,2, -

Wir wollen nun zeigen, daB irgendein Glied der Reihe J,,v;,. .2,
keine linearen Komitanten mit weniger Bestimmungszahlen besitzt.
Da die GroBe symmetrisch ist, besitzt sie keine affinen Komitanten.
Es geniigt also, zu zeigen, daB Uberschiebung mit einem oder mit
mehreren Faktoren g*# nicht zu einer GréBe mit weniger Bestimmungs-
zahlen fithren kann. Da die GréBe symmetrisch ist, kann man ebensogut
zeigen, daB durch Anwendung von keinem der Operatoren S; eine GroSe
mit weniger Bestimmungszahlen entstehen kann. Wir sahen aber schon
oben, daB Anwendung von S; auf J,, Null oder J,, mit einem Faktor
erzeugt, und damit ist also bewiesen, daB die GroBen J,, v,, .;, bel der
orthogonalen Gruppe unzerlegbar sind. Da auch irgendeine gegebene
unzerlegbare GréBe sich mit Hilfe der gefundenen Hauptreihe nicht
weiter auflsen 148t, ist die Eindeutigkeit dér angegebenen Zerlegung
bewiesen. Zusammenfassend sprechen wir den Satz aus:

Jede symmetrische GroBe p*® Grades 14Bt sich in einer
und nur einerWeise zerlegen in héchstens 41, p —1=21<9p,
bei der orthogonalen Gruppe unzerlegbare Gréfen.

Die Anzahl der Bestimmungszahlen der unzerlegbaren Bestandteile

ergeben sich aus dem Umstande, daB S;v; 3, (”+£:§f”‘1) Be-

stimmungszahlen hat und S; nur die J;, 1=+ ‘enthalt. Die Anzahl der
Bestimmungszahlen von J;v, ,, ist also:

N
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Fir # =19 sind die Anzahlen z. B. fiir ungerades $: 3, 7, 11, 15, 19,
23, ... und fiir gerades $: 1,5, 9, 13, ... Fiir » =4 sind die Anzahlen
fiir ungerades p: 4, 16, 36, 64, ... und fiir gerades $: 1, 9, 25, 49, 81.
Sie bilden stets eine arithmetische Reihe (# — 1)** Ordnung.

Zur GroBe J;v,,..;, gehort eine symmetrische GréBe (p — 21)-ten
Grades v;,, . ;,, die dieselbe Anzahl Bestimmungszahlen hat wie v;, .5,
so daB3:

(101) Vigodp = Glhadg ++ Vlyigyonip) *

Beide GréBen sind bei der orthogonalen Gruppe lineare Komitanten
voneinander.

§ 10. Die Zerlegung einer allgemeinen Gréfle bei der ortho-
gonalen Gruppe.

Eine GroBe sei zerlegt in geordnete Elementargrofen. Jede dieser
ElementargréBen hat die Form:
(102) w2 = €ijsyonn A ofust M 21, .0, = €55 AT MT 5T 0y, g,
und es gilt, eine GréBe dieser Form bei der orthogonalen Gruppe weiter
zu zerlegen. Dazu betrachten wir die # Permutationsgebiete von My
ein jedes fiir sich und zerlegen die ideale symmetrische GroBe jedes
Gebietes nach der im vorigen Paragraphen angegebenen Methode in
I, + 1 unzerlegbare GroBen, s, —1=<2/,=<s,, #=1,...,¢. Sind die
zugehorigen Operatoren Ji,, fu=10...1,, so ist:

Lot 1, el

(103) My ="3 ; 6. M5
w %

und .

(104) Up, .2 =2#2A? J6 M 1% w2,
u “

Die gegebene ElementargroBe ist damit in #/+ >'l, GroBen aufgelost
U

und es braucht jetzt nur noch untersucht zu werden, ob diese GréBen
bei der orthogonalen Gruppe unzerlegbar sind.
Dazu iiberschieben wir die zu bestimmten Werten von Sy, # =1, ..., ¢
gehorige Grofe: .
(105) Uty =20 A7 Jp M7 i1 0,0,
U

>

irgendwo mit g*#. Gehéren die beiden Stellen, wo die Uberschiebung
stattfindet,. demselben Permutationsgebiet von A7 an, so entsteht
identisch Null. Wir brauchen also nur den Fall zu betrachten, wo die
beiden Stellen zu verschiedenen Permutationsgebieten von Aj gehoren.

Schreibt man dann den Operator Af aus, so entstehens,!...s,! GroBen,
und jede dieser Grofen ist ein Isomer von:

(106) Wyt = Jpu My 1w, wlps
u
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das irgendwo mit g* iiberschoben ist. Wir betrachten eine dieser Uber-
schiebungen. Findet die Uberschiebung statt an zwei Stellen, die zu
demselben Permutationsgebiet von M} gehéren, so entsteht nach den Er-
orterungen des vorigen Paragraphen eine lineare Komitante, die nicht
weniger Bestimmungszahlen haben kann als die Gro8e selbst. Liegen die
beiden Stellen dagegen in zwei Permutationsgebieten mit s, und s,
Stellen, v > w, so wenden wir eine einfache Mischung an, die als Per-
mutationsgebiet alle Permutationsgebiete von M7 enthilt, die mehr
als sj, Stellen enthalten und dazu ein Permutationsgebiet von s}, 4 {
Stellen, das besteht aus dem von der Uberschiebung getroffenen Gebiet
von s, Stellen zusammen mit der zweiten Stelle der Uberschiebung.
Diese Mischung erzeugt Null, da w, , durch jede Mischung mit
héherer Permutationszahl als M;" annulliert wird, und die Gleichung,
die dies zum Ausdruck bringt, gibt die Uberschiebung als eine Summe
von s, GroBen, die alle mit g** iiberschoben sind an zwei Stellen, die
ganz in dem Permutationsgebiet mit s, Stellen liegen. Denn, ist z. B
fiir v =3:

(107) 9ebiPubn =0,
so 1aft sich diese Gleichung schreiben:
(108) q;tﬁlp‘uﬁ'y=——pquﬁﬂﬁ’l’—?“ﬁlqﬂﬁv—zs”ﬁlﬁl‘qy

und es ist also:

(109) g quprpute=—2&" pupiqutr — 38" Pubrtu -

Damit ist aber die Uberschiebung in jedem Falle, wo nicht identisch
Null entsteht, zuriickgefithrt auf Uberschiebungen, die keine linearen
Komitanten mit weniger Bestimmungszahlen erzeugen kénnen.

Es ist also bewiesen, daB in dieser Weise keine linearen Komitanten
mit weniger Bestimmungszahlen entstehen kénnen. Es gibt aber noch
eine andere Entstehungsweise. Die GroBe w, _;, enthilt in jedem der
¢ Permutationsgebiete mit s; Stellen ein symmetrisches Produkt von
%; Faktoren g;,,0=<2x;=<s;, mit einer idealen symmetrischen Gro8e
(si — 2x;)-ten Grades. Man kann die GroBe w,, _,, also aus einem realen
Produkt von # idealen GréBen (s; — 2 x;)-ten Grades, =1, ...,#, ent-
stehen lassen, wenn man > x; Faktoren g; , hinzufiigt und tiber bestimmte
Stellengruppen mischt. Das Produkt der # GréBen ist eine reale lineare
Komitante von w, _;, die g;, nicht mehr enthdlt. Diese Komitante
ist nun im allgemeinen keineswegs unzerlegbar bei der affinen Gruppe.
Sie 148t sich in der in den §§ 5 und 6 angegebenen Weise in geordnete
ElementargroBen zerlegen und mit dieser Zerlegung korrespondiert eine
Zerlegung von w; ; und somit auch von v, , in lineare Komi-
tanten mit weniger Bestimmungszahlen. Es ist nun sehr bemerkens-
wert, daB aus den so erhaltenen Teilen bei Uberschiebung mit g** keine
linearen Komitanten mit weniger Bestimmungszahlen mehr gebildet
werden kénnen. Dies wurde oben bewiesen, fiir die GréBe w,,  ; selbst,
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es muB also auch fiir jeden bei der letzten Zerlegung enstehenden Teil
von w;, 3, gelten, da diese Teile ja alle nur Summen von Vielfachen von
Isomeren von wy, . ;, sind. Wire dies nicht der Fall, so miiite man
mit der Zerlegung mit Hilfe der Operatoren J und der Zerlegung in geord-
nete ElementargréBen abwechselnd ad infinitum fortfahren, Jetzt ist
aber die Zerlegung in unzerlegbare GroBen nach Ausfiihrung von zwei
Schritten erreicht. Es besteht also der Satz:

Jede geordnete ElementargroBe &;Af M u, ,, 148t sich
zerlegen in bei der orthogonalen Gruppe unzerlegbare Gro-
Ben. Diese Zerlegung wird ausgefiihrt, indem man die GroBe
schreibt e,-,A?Mf‘iI“ulp_,lp, die Zerlegungsmethode fiir eine
symmetrische Gré8e anwendet auf jedes einzelne Permuta-
tionsgebiet von Mf und jeden so erhaltenen Teil wiederum
zerspaltet, indem man die g, nicht enthaltenden Komi-
tanten mit derselben Anzahl Bestimmungszahlen in geor-
nete Elementargréfen zerlegt.

Es ist zu beachten, daB schlieBlich nicht alle erhaltenen Teile un-
abhingig zu sein brauchen. Wie bei der Zerlegung in geordnete Ele-

mentargréBen treten oft nebeneinander Teile auf, deren Bestimmungs-
zahlen proportional sind.

§ 11. Beispiel der Zerlegung bei der orthogonalen Gruppe.

Als Beispiel soll eine allgemeine GréBe vierten Grades v,;,, fiir

n =3 zerlegt werden. Die Zerlegung der affinen Gruppe liefert drei
Grofen:

(110) 3587 Mz vidurs
mit 3 Bestimmungszahlen, zwei GréBen:

(411) %2,2Ag2,2M§‘ Ve duvs
mit 6 Bestimmungszahlen, drei GréSen:

(112) 'g‘zAg sMZ Udpr
mit 15 Bestimmungszahlen und eine Gréfe:

(113) 4Mg‘ Uniuy == Ve iu)
mit 15 Bestimmungszahlen. ,
Jede GroBe (110) ist ein Vektor. Bei der weiteren Zerlegung dieser
Gro6Be entstehen zwei Vektoren, deren Bestimmungszahlen aber propor-
tional sind. Bei der weiteren Zerlegung jeder Grofe (111) entsteht ein
Skalar und eine GréBe mit 5 Bestimmungszahlen. Die zweite GroBe ist
eine Komitante eines Tensors zweiten Grades, dessen Skalarteil ver-
schwindet. Jede GréBe (112) liefert erst zwei Grofen mit 8 und 7 Be-
stimmungszahlen. Bei der Zerlegung der g;, nicht enthaltenden Komi-
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tante der ersten Gré8e in Elementargréfen 19st sich dann diese GroBe in
zwei Teile mit 3 und 5 Bestimmungszahlen auf. Die symmetrische GréBe
{(113) liefert schlieBlich drei GréBen mit 1, 5 und 9 Bestimmungszahlen.
Im ganzen ergeben sich 19 bei der orthogonalen Gruppe unzerleg-

bare GroBen mit 3 X146 X346 X543 X7+1X9=81=%¢
Bestimmungszahlen.

§ 12. Die Beziehungen der Zerlegung bei der affinen Gruppe
zu den Reihenentwicklungen der Invariantentheorie?).

Wird eine GréBe Vb g iy i die in A ... 24, py...Hs, usw.

symmetrisch ist, iiberschoben mit den kontravarianten Variablenreihen
%%, 9* usw., so entsteht eine algebraische Form:

(114) F = '1),11‘,_;_“”1“_#}9_“ ...xl‘ ...x;'“. ..y'ul..,y:“ﬂ..-

Wird nun die GréBe v, .. in geordnete ElementargroBen erster oder
zweiter Art zerlegt, so entsteht bei Uberschiebung mit den Variablen-
reihen eine Entwicklung von F nach geordneten Elementarformen
erster oder zweiter Art. Eine Elementarform ist dadurch charakterisiert,
daB sie keine linear kovarianten Formen besitzt, die sich durch weniger
Bestimmungszahlen geben lassen als die Form selbst. Ist eine Form
nach geordneten Elementarformen entwickelt, so li8t sich die Ent-
wicklung nicht weiter fortsetzen. Die Entwicklung nach Elementar-
formen mufl also simtliche Reihenentwicklungen von Formen mit
kontra- bzw. kovarianten Variablenreihen, die in der Invariantentheorie
aufgetreten sind, umfassen. Fiir # =2 ist die Entwicklung nach Ele-
mentarsummen identisch mit der Gordanschen Reihenentwicklung und
fiir allgemeines # mit der Reihenentwicklung von Young?) (vgl. S. 249).
Die Entwicklung nach geordneten Elementarformen erster Art ist iden-
tisch mit der Reihenentwicklung von God:3). Die weitergehende Ent-
wicklung nach geordneten Elementarformen wurde vom Verfasser 19194)
angegeben. Fiir allgemeine Werte von # kann man in der Entwicklung
nach Elementarsummen alle Glieder zusammengreifen, dieim Operator 4
eine gleiche Anzahl #-stelliger Permutationsgebiete aufweisen. Dann
entsteht die Reihenentwicklung, die, fiir den Fall, daB die Anzahl der
Variablenreihen gleich # ist, von Capelli®) angegeben ist und fiir den
allgemeinen Fall von Deruyts®) und Petr?).

Aufgaben.

1. Man bestimme mit Hilfe der Yowngschen Formel die Werte
von 6;; fiir die Permutationszahlen von der Form & -2.

1) Man vergleiche fiir eine ausfithrlichere Darstellung 1919, 7.
2) 1901, 3; 1902, 9.  3) 1908, 3.  4) 1919, 7.  ©5) 1882, 1; 1890, 2.
) 1892, 3; 1893, 2. 7) 1907, 2.
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2. Mit Hilfe der in der vorigen Aufgabe berechneten Koeffizienten
entwickle man die n-dre Form

'v;q...}»g‘u!...‘llrxl‘ _..xlqyﬁh "'y”'; ? = q+7’
in eine Reihe.

3. Man bestimme die Werte von &;; fiir p =5 (S. 248) durch Ab-
zdhlen der geordneten Alternationen oder Mischungen.

4. Es sind die Werte von &y fiir p =4 und p =75 zu berechnen.

5. Man zerlege v,4,s. bei der affinen Gruppe und bestimme die
Anzahl der Bestimmungszahlen fiir n =35, 4, 3, 2.

6. Man zerlege v,4,4 bei der orthogonalen Gruppe fiir » =4 und
bestimme die Anzahl der Bestimmungszahlen. Welche Teile kommen
in der GroBe R, ;1% g,, der Weylschen Ubertragung vor?
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I, 1. Wir setzen
ulq+1-..;~r = 1)'11'";'? wll...lq

Bei der Transformation (8) geht diese Gleichung iber in

Patimi uteror = e il s
wo wir zur Abkiirzung die Buchstaben P und Q nur einmal geschrieben
haben. Diese Gleichung ist gleichbedeutend mit

Aggyeend .o
et 73 Q zx,, w}

so daf
) (v;"'"l” ™ a”Q a,) ®),..1,= 0
ist fiir jede Wahl der GréBe w;,...,,. Wir wéhlen jetzt

Yy Ve

Wiy 1y == €1, " €1ge

Die Gleichung () geht dann iiber in

v

VyeeeVghgd1eesdp — /voc tprv, vqlq.,.,

otp s
giiltig fiir jede Wah! von »;, ..., »;, und es ist also
vi.,...lp — /voc,...ocp Qi:iz
Die %% sind also Bestimmungszahlen einer kontravarianten GroBe
p*® Grades.
I, 2. Wahlt man fiir v, nacheinander die » MaBvektoren ;,1, S0

ergibt sich: P = {oc, A= (nicht summieren)
i

0, .
Geometrisch bedeutet dies, dafl eine lineare homogene Transformation,
die jede beliebige Richtung invariant 14B8t, eine Ahnlichkeitstrans-
formation ist.

I, 3. Man wihle g,{ == w, und fiir v" nacheinander die MaBvektoren
&ty 2”. Sodann ergibt sich:

%, =0, Au=a,,...,a,

so daB u,, die Form hat:

24 &
Vi = &, Gu -+ i€y = W; G + Y Wy .
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Daraus geht hervor, daB #;,, sich schreiben 1468t:
1p =0 (@ + 7w) =0ady .
I, 41). Nach Aufgabe 3 ist #;,,’ w, von der Form
Ui Wr=Pawp
fiir jede beliebige Wahl von w,;. Eine Gleichung von dieser Form kann

aber nhur bestehen, wenn $,; von der Wahl von w; unabhingig ist.

Wihlt man nun fiir w, nacheinander die » MaBvektoren z;, so ergibt
sich:
br, v=p==
i ipi,v=pn+1 } (nicht summieren)
Y TV b v =1+ p
O, v+, v+u
und es ist also: ) )
Ui = pady-
I, 5 Man wihle e’ = v” und fiir w, nacheinander die MaBvektoren
Qs
€, ..., € . Sodann erglbt sich:
- {oa, vy =1 (nicht summieren)}v = dy, ..y Oy
Py =
0,v+14

P;” 148t sich also schreiben:

A=a,,...,a,.

Py —wee - ...—I—ocz;,‘e"—l—q;_e"
/28 . an ay
oder ” ) Y a@
P =wad;+ v ; =g — e
I, 6. Nach Aufgabe 5 hat ;" v die Form:
W V=0l +qv,
wo & ein Koeffizient ist, der von der Wahl von »* abhingt. Eine
Gleichung dieser Form kann aber nur bestehen, wenn ¢; von dieser
‘Wahl unabhingig ist. Fiir v* wihlen wir nun nachéinander e y s 2: .

Dann ergibt sich:
Ui g z”= %A;.—i-q;.g

oder ; .
) & e =10, Al +q1€ e,,
so daB3:
w, =r, 41+ ¢4
Da aber ;,,” alternierend ist in Ap, ist ,=—¢, und #;;” hat also
die Form:

%4 (4
Win = puadu
1) Vgl. Druckfehlerberichtigungen.
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1, 7. Es ist:
Apeedp gltaeetip — §y. e ttpmsdp Ay
Prpig oo By gy WP 0 00 tr = By o Py 3y, 0 st gl Rty
B hi'llh s hlp—-;,up_lUl""}’p'll“l’vl‘l---ﬂp—xlp )

I, 8. In orthogonalen Bestimmungszahlen ist die Gleichung dqui-
valent mit dem Systeme von #z Gleichungen p'*" Grades:

2 Wiy Vi Vi = K0y,
Uy eoey Up

) Z_Wni,-..ip Vg ove 'l),;p =K Uy.
Tiy eonsip

Mit jeder Losung dieses Systems auBler 0 korrespondiert eine még-
liche Richtung von v, . Das Systemhat im Allgemeinen $" Losungen. Eine
dieser Losungen ist v; = 0. Ist aber v, eine Lsung, so ist v;, multi-

-1

pliziert mit jedem der p — 2 Werte von ? Y1 auBer 1 ebenfalls eine

Losung. Es bleiben also p;:: Richtungen von v”.

I, 0. Es ist:
L 7 ) o e I -
w .‘[}., e W im] = U.l[;,, e U.m;,m] V.la, e V_ *
1 o 7 m n v}
=U0u . U Viiew o - Ve

L LAV S ]
=U_‘[;,l...U m;,m]V.'[a!...vaam].

- .

m

I, 10. Es ist:

1 [« mn *m] 1 [v m,, ]
Ul oo Um0 Vi e o Vi am
1 22} mam 1 [ mvm]

=U'[)'1"'U. lm]V.[ul c-.V. am]
. % mzxm (l[vl m),,m]

=U.[,{,-..U. )'m]V.dl .'.V. m
(1 1212 |m}m)

= Wb, W2, ... W, ..

I, 11. Multipliziert man die Gleichung alternierend mit 3[,1’, v '{;)-ml ,

so entsteht:
1 12 m

Wi Vallyeee Uiy =0

und zle)l ist also linear abhingig von 734, cees 13,1. Das Gleiche gilt fir
1%,1, cens 2’3,1. Ist die Transformationstabelle:

;”}. =‘;,§:1% ;),l ’
so folgt aus der gegebenen Gleichung:

~  u P
2 & Vv =0
up UV

und es ist also x =&,
uv u
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I, 12. Man wihle p gegenseitig senkrechte Einheitsvektoren
U

4, u=1, ..., P, und bilde die GréBe
u u
Hxly =27'u h}..u:
u

% . u
hy,,. entsteht dann durch Uberschiebung von H,, p mit g%

u w
h/ly =" H:tﬂ.;z .

Uberschiebt man H,;, mit p anderen gegenseitig senkrechten Ein-
u

heitsvektoren, die lineare Funktionen der 7; sind, so entstehen $ andere

Tensoren, die auch durch orthogonale Transformation aus den #;, er-

halten werden kénnen. Die linke Seite der gegebenen Gleichung 14Bt
sich nun schreiben

w u
;V"i/’ H o tts Hyg o) -
3
Diese GroBe ist aber von der niheren Wahl der p Vektoren i
u U
unabhingig, da die Summe 4% von dieser Wahl unabhingig ist. Sie

U
ist also invariant bei orthogonalen Transformationen der 4, .

I, 14. Es sei der Tensor:

L4 (a b b a) b b
h’l/l = h’aa € e,u_’(_ hab ZXM + e e -+ hbbele,u-

Sind %,4 und Ay, beide Null, so liefert diese Gleichung direkt das ge-
wiinschte Resultat. Wir nehmen also an, daB etwa 7%, & 0 ist. Sol!
nun ’;,, = v, w,, sein, so folgt:

VaWq == Ry,
Vg Wy + Wa Uy = 2 Mgy
Up Wy = My
und es ist also: - TE
Vg =& hbb* (hab + Vhtzzb - haahbb)

UVp=«& h}% b
Wo = 0‘_1 hb_b% (hab - h;b - haa hbb)
-1,3
wy =0 " hyp
wo « ein beliebiger Zahlenfaktor ist. Ist %, = g;,, so liegen v, und w;,
in den absoluten Richtungen. Fiir #> 2 1Bt sich ein Tensor zweiten

Grades dann uhd nur dann als symmetrisches Produkt zZweier realer
Vektoren schreiben, wenn sein Rang 2 ist.

I, 15. Die Bedingung ergibt sich aus (I, 42) fiir g =1.

I . Ist

I: 1 Vﬂvv: 'U"',
u ult

so ist dv”

I, vt=9v— L

)./Lu wit O
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Sind nun z’éA, #=1,...,n, n Vektoren, so dal

U v
S, = A} vw,=0, %o
"] u u
S0 1st: R .
I,=Slyr— _“lw,.
# % ut oOx%
II, 2. Setzen wir

I'):u = A}T,u + S}.A‘: - Svgi.y ’

so ist Af ;=0 und A4;, 148t sich mit Hilfe von (II, 61) durch Q;f ¥ und
g; ., ausdriicken.
" Nun ist im Falle (b):
’,=§f_,‘u - Af,ufh'— ("’—'Z)Sl/m
ox*
und im Falle (b'):
I,; =1<—a—f1 +if +—a—/‘ 1)-{—25,1]‘
T3 Near ™ T gt T it @i

und in beiden Féllen 148t sich S; aus der erhaltenen Gleichung be-
rechnen, da f** bzw. f,, den Rang » hat.

I1, 4. Vgl. Druckfehlerberichtigung.
11, 5. t’=/eﬂd”a’dt+ C,.

C, und C, sind Integrationskonstanten. Hat der Parameter ¢ selbst
die gewiinschte Eigenschaft, so hat jeder Parameter, der die Form
C;t+ C, hat, dieselbe Eigenschaft.

II, 6. Ist v ein Vektor in der Richtung der Kurve, so gilt
a) vV, v=2v.

Im Punkte P soll nun gelten
0

1
v i, =0.
oog”

Nun ist aber
vV, vt g, =240 vt g, + ¢ Qu gy v’

und es verschwindet in P also die erste Ableitung von v”v*g,, in der
Richtung von ¢*. Da man in derselben Weise das Gleiche fiir die
hoheren Ableitungen beweisen kann, verschwindet, bei den bekannten
Voraussetzungen iiber Stetigkeit, v”v* g;, lings der Kurve.
Umgekehrt, gilt fiir eine Kurve in jedem Punkte (&) und
ﬁ ) v” ot gv=20,
so ist

v Qury V= 0.
Schouten, Ricci-Kalkiil, 18
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Soll diese Gleichung fiir jede Kurve gelten, die den Gleichungen (&)
und () geniigt, so muB v”v*g,, fiir jede Wahl von v* in v*v*v Qurs
als Faktor enthalten sein und @f,,, hat also die Form
Qluviy = Plugvy .

Daraus folgt aber noch nicht, daB @,;, von der Form @ g, ist.

II, 7. Esist

h"‘ﬂK,,,u;,p = p=B K;,,ga,, = h“’gKlgl”a = Jp= Kﬂ;,,“x = h=B Ka;_y,g .

I1, 10. Differentiation und Alternation iiber w g lehrt

VieViqw'* =V, Pyw?

— 3Ry 0 %Ru.”.‘;l 0% = Ry 0t

Uberschiebung mit dem Affinor mit inverser Matrix W, lehrt:

oder (Aufg. 8):

—Rou" =nRigu”
oder Vu=—%Riopu.
Nach (II, 142) ist also“entweder # =2 oder V,,=0.

II, 11. Es sei v, ;, ein in der A, konstantes n-Vektorfeld.
Dann ist:

d (U3, 2, Gy 81 L. Ay x™)
= v;,___;,,(gdlx‘l e dy g b d S dyxh . dywtn L)
=y, 1,(0,d %N ... d x4 S, ¥hdydats. .. dyxin 4 .. )
=0y, 1,8 (2 (Vovh) o dpy s+ dyghrdyxt (Vvh) o dy e 4. )
= (Vutptn Vi, ¥ T Va0t 2a V0% + o) dEdy 24 dy 20
= ndt(Vup,... 00V 2,)0") G20 oo L dywin.

Es soll also
Dy [Aganedn Vigvh = 0av, .1,

sein und o soll konstant sein, Dies ist nur mdglich fiir
vV A Uv = OLA;' .

I1, 12. Fiir diese Wahl der Urvariablen ist im betrachteten Punkt %c’ :

¥ 0 s 4 Jw
Ryr=-"r.--°r
w ot oz ¥
und d d F
vV Ra-) [ g I‘v‘vw I—w
s fond 0% (6x" g PRI

-und es ergibt sich daraus unmittelbar sowohl
R[,:,;‘j]" =0
als »
V & R(:, ‘,;,] ;: = 0 .

11, 14. Roni” =Ropi’ —2dtViw A
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III, 1. Die Bedingungsgleichung 148t sich umformen in:
Uiy oo Oy (Vi 00)) 00y o - 04, =0
und diese Gleichung ist gleichbedeutend mit:
v Vuv;=0.
IIL, 2. a) Es sei v, ;, die allgemeine Losung. Dann ist:

0
Vi (93y...051 — 04,...2,0) = 0.
Nach (III, § 7) ist also

Utyotp = Vyody + Via, %, 27
wo u,, ;, ein beliebiger (p—1)-Vektor ist.
b) Man findet in #hnlicher Weise unter Beriicksichtigung von (111, §9) :
PYree¥p == .gv,..mp + V,u A1 VD ,
wo ##*”” ein beliebiger (p -+ 1)-Vektor ist.

III, 3. Es ist der auf S.-110 ausgesprochene Satz anzuwenden.

III, 4. Jedes kovariante (n — 1)-Vektorfeld bestimmt eine Kon-
gruenz. Durch diese Kongruenz kann man immer # — 1 Systeme von
ool V,,_, legen, die dquiskalare Hyperflichen von » — 4 unabhingigen
Skalarfeldern (III,§1) 5, ...,"s " sind. Die Gradienten$,, ...,"s," dieser
Felder sind dann linear unabhingig und der (n — 1)-Vektor hat also
dieselbe Richtung wie das alternierende Produkt dieser Gradienten. Aus
der bewiesenen Eigenschaft folgt, daB sich der alternierte Differential-
quodient Vp v, ;g eines kovarianten (n — 1)-Vektors v, ;, stets

schreiben 148t sp, v;, 1., WO s5; einen Gradientvektor darstellt.
III, 5. Aus den beiden Voraussetzungen folgt:

A o 9,4, 0 _ 6”1,4:,.1....1,, ..

dv
. — (__ 1)1, 11 ...lp_,a,. — 0'
x

o5 o™ oM o'
II1, 6. Man differenziere die Gleichung:
'U”‘ Vo‘;_ = Ax.
Dann folgt: VarVpv e 4072V, Vay =0,
so daB: Varvie Vv 4 vrev eV Vi =0,

Die gegebene Gleichung ist also gleichbedeutend mit:
VarvtVyvee vropeV, V=0
vy eV, V= 0.
Da #*” den Rang # hat, ist diese Gleichung aber gleichbedeutend mit:
vV I Va],z =,

III, 7. Ist ==K’ (III, 132), so &ndern sich die Gleichungen
(1324, ¢, d) beim Ubergang von w, zu ‘w; = ow, nicht. Die Gleichung

18%*

oder:
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(132b) bleibt entweder ungedndert, oder sie geht tiber in (134 b) fiir
die Klasse K =x —1 (vgl. S.124). Die Klasse bleibt also » oder sie
geht iiber in # — 1. In derselben Weise verfihrt man in den anderen
Fillen.

111, 8: a) x=4,
b) x=35.
1V, 1. Esist
0 =0
ox P
und infolgedessen
PTLL Al A”a” ox"
AA—GA;'r?x"_ 8+’ B= dxk 0aF’
so daf8 o= Al wp = Alw,.
1V, 2. a) Es ist
» ax” » axv
Bu= W b Be=ga

B} kann nicht glelch x‘ gesetzt werden, da die #° nicht als Funk-

tionen der x* gegeben sind. Legen wir ein System von Hilfsvariablen
%7 so, daB x/m+1, ..., &% auf der X, konstant sind, so ist

ox . . .
B?=Wa 7=y o4y Jm>

Bj = unbestimmt, § = {1y .y Iu-
Kehren wir jetzt zu den Urvariablen #* zuriick, so ist:
B} =B} A].

Den Bestimmungszahlen Haftet eine (# ~— m)-fache Unbestimnitheit an,
was zu erwarten war, da Bj eine GroBe der X, ist.

b) wy = B, w,, die w; sind vollstindig bestimmt,

c) =B} o*,-die v¥ sind vollstindig bestimmt,
der Ausdruck hitte aber keinen Sinn, wenn v” nicht in der X, liegen
wiirde. . (4 A=» 1, A=y

9 e"={o,1+v fv={o,,1+v

v, {'l, U=19 ‘o {1, U=y
w = eV =
0, u=+v

o

0, u+v u

v
é

W

u" ’ v s
= Bj e, e&*=DB,¢e",
u u

Den Bestimmungszahlen e,{ haftet eine (# — m)-fache Unbestimmt-
heit an.
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1V, 3. Nach der Normierungsformel (IV, 97 a, S.145) ist
o"t1 ZU.: Z[V: h’iz"’z s hﬁn]"n] = Elxu-;m E“v--"n'

Da aber #),, ;l, ...,nEll alle Grofen der X,_; sind, folgt aus dieser
Gleichung die zu beweisende Formel.
Fir #n =3 geht die Formel iiber in

4= 4hf1 1 ké]g] =2 (hi1 f22 - hiZ hél) ‘

IV, 4. Es ist 'Gx[“’ o 4tn=1 gpyanl
n. e
0t A1 dn®
0" ga'nm1 G2
=1/”E'vl “‘..._,_...__:I.__...
ot Ox™ 1 0% 04°
. & _,
=nlE, . ,.Bi --B;z-fé;Bv"
1
=unle e,, €. .. gm-1— B
"1 "y n-1  0x*°
n 4 _; 3 @ n
= E)x“Bv—— B, ax“e;'
_ 102% dey
Y oa%ox*
n
=—BiBiV, ¢
= Nty

Fir n=13 korrespondieren also 47, A}, und kg mit —L, —M
und — N bei anderen Autoren?), wihrend &, , = 0.
1V, 5. Es ist (vgl. Aufg. 2):

Sl Qxtn—1

nl

(xﬂ n] — i)gan])

Oxt oxm-1
9l garm-a
== gpu! E I . x¥n] e g¥n]

=on!E el . e”"—l(xvnl - x"nl)
Tty n-1 0

S R 4o gk
oe;,(x (9’6) tl(x 36)
Die Affinentfernung wird 1, wenn der Punkt in der Endhyperebene
von £, liegt, 0 wenn der Punkt in der Tangentenhyperebene der X, -,
liegt, und oo fiir einen Punkt im Unendlichen.
Ist 4 konstant und {)c" verdnderlich, so ist
dp= —tydéc" — (x" — Ox”)dac“ Vit
= —(x” — x’)dxl‘ V.t
0/ 0o !

1) Vgl z. B. Blaschke, 1923, 10, S. 103. Vgl. auch die FuBnote 1) auf
S. 175 des fiinften Abschnittes.
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und dieser Ausdruck wird nur dann Null, wenn 2” — #” die Richtung
von #* hat, d. h. wenn #” in der Affinnormalen liegt.

IV, 6. Neben den 2 nehmen wir in der E, # Hilfsvariable
2%, w=1,...,n2an, so daB 4™, ..., s* ! auf der E, konstant sind
und die Parameterhyperflichen dieser Variablen # — m Systeme von
ool Hyperebenen bilden, wihrend #* auf der X,., konstant ist, und
die anderen m — 1 Variablen so gewihlt sind, da8

1 n
E;,h_,;m == €Ay e e - €]

auf der X, _, konstant ist. Esist nun #; = 02;, und ¢ ist zu bestimmen
wie in Aufgabe 3. Ist B}” der Einheitsaffinor der En, so ist By auf

der E,, konstant und Z = By e, ist ein kovarianter Vektor der En,
der die X,x-, tangiert. Jedenfalls gilt also fiir den Tangentialvektor

#; der Xp -4 in der E,: . o
#y=0q By’e,=—By{,
1
und es gilt 30— zu bestimmen. Ist B} der Einheitsaffinor der X,-,, C}
der Einheitsaffinor der X,,-,, und setzen wir

bur=BiiVatss  Bua=CiiVae,

so ist infolge der Konstanz von B}

Pur=CrlVoBhe,=CilVats=Cil pups
;.1 entsteht also durch Schnitt von $,; mit der Xu-;. Die Nor-
mierungsgleichungen fiir 7, und fiir #; lauten (vgl. Aufg. 3):
o~ ={n— N2 pun..: Pa-110-11>
o'~ l={(m— )} phan ... pm-im-n={lm — ) pup ... pm-11m-13-
Fithren wir jetzt fiir die richtig normierten Werte der Tensoren $,,
und 2, , wie iiblich, die Bezeichnungen g;, und g, ein:

8 =0 Pay; Gu=10"Piu,
so entsteht:

-2 = (n —_ 1)!}2 giii1---8n-11n-11»

o™ 1o’ t={lm— 1)} gun... gn-um-11
woraus folgt:

()

{(""""1)1}2 8up---Em-11m-11
n—1)! Eupe - Bnmsin-n
1
n—1
m—1

fl

g[m[m . gn-lln-ll’

—
——

1
n—1
m—1

1 mn n-1 m n-~1
g’-mﬂm .- 8 n-"u"—le[lm sos Cin g1Cpm o+ v Cuni)-

Peumn
———
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Fiir den Pseudonormalvektor der X,,_; in der E,, setzen wir an
& n” = n¥ ¥,

wo #* den Pseudonormalvektor der X,_; und 4* einen Vektor in der
X, -1 darstellt. Fiir jede Verriickung in der X,, mufl dann gelten:

PRRTD N Y CP
(+59 8 (L 1) =o,
so daf3 ’ ’
cs (V; ‘;-) tin' +ZCi(Patr)y' =0
oder & ’ &
CiVilogZ + Cigary' =o0.
Daraus folgt:

& 1 1 A\ m+1

Cu azy” = m 41 (%)

1 ’ lm.llm 1n—: i~
(—z‘:ﬁ C; (V «8 B 4 k ‘)
m—1
m n-1 m n~-1
CCldm e Cluy)Clum - Crp_,]-
Fiir m = n — 1 geht diese Gleichung iiber in
C:: (V; g’l") n;}:l 11";1
1o 1n-1
g e, ¢
IV, 7. Gibt man der E,, aus Aufg. 6 fir m=n—1 zwei ver-
schiedene Stellungen, die sich schneiden in einer E,_,, die die X,,_,
in P tangiert, so ist in P die SchnittgréBe von " mit der X,_, und
damit die rechte Seite der Gleichung (x) fiir beide Fille dieselbe. Sind
also 51;“ und 32;" die Werte von 9" in P in diesen beiden Fillen, so ist

o 1
%) Cigmy' =73

C;‘gal(;’l - 52’l)= 0,

d. h. die Pseudonormalen #’* liegen alle in einer E,, die die zur E, _,
in bezug auf g;, konjugierte Richtung enthilt.

1V, 8. Fiir m =2 geht die Gleichung fiir ” aus Aufg. 6 iiber in

2 T pem 1 2 -l 3 n-1
c* ' 1C“ (fog W | g ’) € Cims] Clpta " * Ctmm ]
nBaly = 374 %2 fs dneyfn-y 2 n-1 2 n-l ?
g*Pr. g €y Con 1% Chney]
[ [ A -2 n-1 2 n-—1
=icz 7T L S AR WL TRIRL
3 [« ~11fn—-1 2 n-1 2 n—1 ’
8,88 ilby | gn~ilfn e 108 O]

A
cx Tati) €
# e
€8y¢ ¢

Dieser Ausdruck verschwindet aber dann und nur dann, wenn

I

[(REE

¢ Vagr) gt g =260 Top, =0
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ist, ohne daB g, ﬂfafﬂ verschwindet, d. h. also, wenn {" in einer Null-

richtung des Tensors T;,, liegt, die nicht gleichzeitig Nullrichtung
von g, ist.

V, 1. Man bilde die Kongruenzen

1{}1':__“2,]’{7_*_0‘1%'7'; Z{/'v=+“2£v+“172:v
w =" =1
2 2 3

die senkrecht zu v” bzw. v'” sind. Da v” V,_,-normal ist, gilt nach
(III,26b):

zf‘“f“%(%frl-%gz)=0; w,v=1,...,n—1; uz+uv,
und es ist zu beweisen, daB

MV (— o % N =
w 4+ 0,1 .
A "( “11’1+ 22’1) 0

Fiir », v & 1 ist also zu beweisen, da8
2[M311V,La1§;=0; X, y=%,...,1m;, x+9y.
Diese Gleichung ist aber erfiillt, weil die 7z_'” ein n-faches Orthogonal-
system bilden. Fir # =1, v % 1 ist zu beweisen, daB
_(xz{[u:‘i.] V,u“zgl'\L‘ oy %‘[.u;él] V#“l;l= 0; x=3,...,m,

und auch diese Gleichung ist aus demselben  Grunde erfiillt.

V, 2. Die Kongruenzen der Hauptkriimmungslinien seien {"' und g" ’

und es sei . .
v’ = lxl%v_l_‘xz.;v’

, . .
V= —0, 0"+ o, 1%,
1y + Zg

Da »” und v'” beide V,-normal sind, gelten nach (III, 26b) die
beiden Gleichungen

aarel '[ﬂ v).] -w .l] 3 . —
(—{—(xz% Mt oy gled )V”(iocl%l—}-oczgz) 0.
Aus diesen Gleichungen folgt:
02w, 5 4 a2k gV, g =
) Mg g =0
oder L . o .
(o"%'l"‘xg)g‘u%lV,u;l’l' (“g—“%)il'”%lVygl:O'

Nun ist aber §* 121‘ Ve # Null und es verschwindet also auch
ol‘ -;' .
Ve

V, 3. Es sei '{"’ die kanonische Kongruenz, die mit i* V,-bildend
ist. Dann ist nach III, § 3

o) i""VH{';_——%”VM'I:1=0££;_+ﬂi;,.



Lésungen. 281

Ist pun g”‘ eine kanonische Kongruenz senkrecht zu %"’ und 27, so
ergibt Uberschiebung mit 4* unter Beriicksichtigung von (V, 59):

ll' . ——.l‘ .— -A. .—-—.l. .
AV =0V, = —delV, g=d#lV,
2 pppT 21 TeY 12 K% z BT
und fl ist also V,-normal.

V, 4. Essel v; = v4;. Infolge der Killingschen Gleichung ist dann
(V,‘v)i;,—l—vV,big: — (V,Iv)i,‘-vV;_i,,.
Uberschiebung mit 4# ergibt:

G V,odvuy=—Vv

oder wy= — 1,3V, Jogv—V,logv.

Bei nochmaliger Uberschiebung mit ;% entsteht:

0=—2tV,logv

und es ist also
uy = —V,logv.

Y

Nebenbei ergibt sich, daB », also auch 7o
i

Kongruenz des Feldes v, konstant ist.

Ricci hat gezeigt?), daB ein Feld v; dann und nur dann der
Killingschen Gleichung geniigt, wenn:

1. Jedes System von # —1 zu v; senkrechten Kongruenzen ein
kanonisches System bildet, ferner

2. jede Kongruenz senkrecht zu v; einen Kriimmungsvektor be-
sitzt, der ebenfalls senkrecht zu v; ist, und schlieBlich

3. die Kongruenz der Kriimmungsvektoren %, von v, V,,_,-normal

lings den Kurven der

u
ist und T’ﬁ lings den Kurvgn der Kongruenz von z; konstant ist.

V, 5. Es sei 5; die Kongruenz senkrecht zu v; und v; = v¢; . Diiferen-

tiation der Gleichung o
12v4=0

liefert: PV fat P Vavs=0.
Unter Beriicksichtigung der Killingschen Gleichung folgt also:
i Vuja=—g PV v=0.
V, 6. Ist v; =wv1i;, so ist
"1);,=1)V/‘1:;,= —v Vli,u.
Da 43 V,_,-normal ist, verschwindet 5, ¥, 4 und ¥V, 1, hat also die
Form Pl a1, pal is.

1) 1898, 1, 2; 1901, 1, S. 174, 608; 1902, 1. In 1901, 1 S. 174 und in
1902, 1 wird gefordert, daB v; ¥V, _,-normal ist statt u;. Ricci verbesserte dies
1901, 1 S. 608. In dem Neudruck von Juwvef, 1923 ist diese Verbesserung von
1901, 1 nicht beriicksichtigt worden.
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Es ist also

%) = ’if‘VH'L’;_=1:” V[,,iu =—3p:.
Da aber andererseits
u;_=i."V‘,i,1= — i“V;,‘i,,,= 0,

verschwindet $; und damit V,v;.

V, 7. Es seien die V,_, dquiskalare Hyperflichen des Feldes .
Man braucht jetzt nur eine konforme Transformation der V, zu be-
stimmen, durch welche die V,_; #iquidistant werden, d. h. $*$;,
$,="V,9, in eine Konstante iibergefiihrt wird. Ist die Transformation

’gi.,u =08u>
’ ’ 7}
P=pugr =0l m=h=_0.
Wihlt man also 0 =Py p*,
so wird ‘g, ‘pt=1.

so ist

V, 8. Sind v”d¢ und pv” d¢ die beiden Transformationen, so ist
nach (V, 262):
Vivi=3mgi,+ fui

Vepvi=3%pmgu+plua+ Vup) va.
Dieser Differentialquotient soll nun aber dieselbe Form haben wie
V,v: und es muB also », ¥V, p ein Vielfaches von g;, sein. Dies ist

aber fir V,$ 40 nur fiir » =2 moglich (vgl. I, Aufg. 14); v; und
V19 liegen dann in den beiden absoluten Richtungen.

V, 9. Ist j» senkrecht zu v; und senkrecht zu V', v, so ist

und es ist also:

FoV,n=0v#V, =7 V,0) i+ v#olV 6 =0;
#* ist also senkrecht zu v#V,v;. Da
v V,v=uv(V,0)is+ 020V, 0,
ist 4» auch senkrecht zum Kriimmungsvektor u; =14#V,i;. Simtliche

Richtungen, die zu »; und zu V', v senkrecht sind, sind also auch senk-
recht zu #;.

V, 10. Wir beweisen zunichst den Hilfssatz:

Verschwindet fiir einen Affinor P;, in R, sowohl P;* als P, ; P“*,
so ist der Rang von P,, gleich 1.

In orthogonalen Bestimmungszahlen lauten die Voraussetzungen:

Py + Py=0,
Pyy Pyy + 2 Pyg Pyy + Pyy Py =0,
und aus diesen Gleichungen folgt:
Pyy Pyy — Pyy Py — Pyy Py + Pyy Py = 4 Ppypy Pyjs1 =0

oder Po Py =0. (Vgl. 1, 71b.)
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Nach den Voraussetzungen gilt nun fiir den Einheitsvektor 4;:
&) V,i=0,
g V.ir=o0.
7) Vuii= Pu,
so liegt P, ; ganz in der R, 1 ¢» und aus (f) folgt

d) Pl=o.
Die Integrabilititsbedingungen von (y) lauten (III, 56):

Fio Piga=0

Setzen wir also

und es ist also:
i V“Py;,=i“ V‘,‘P‘,‘,1= — (V#'I:“> Pyy=— P;,_uPal.

Bei Uberschiebung mit gt# folgt aus dieser Gleichung unter Beriick-
sichtigung von ():

Pl,u P:“." == .
so daB der Rang von P,, gleich 1 ist. P, hat also die Form:
P,“1=v,‘w;_; v;_Lw,l, vl_Li;,, wy L,
so daB .
we Vi, =0.

Die Kongruenz besteht also aus oo! Systemen von oot Geraden. Jedes
System besteht aus parallelen Geraden in einer Ebene. Die Kongruenz
des Feldes v, ist zu diesen Ebenen senkrecht. Der Schnitt zweier be-
nachbarten Ebenen ist senkrecht zu v; und zu +*V, v;. Da

hor Vv =—vtorV, =0,

ist dieser Schnitt zu ¢” parallel und die Geraden der Kongruenz ¢ sind
also parallel zu den Tangenten der Raumkurve, deren oskulierende
Ebenen die Ebenen senkrecht zu #” sind.

V, 14. Wie bei der Ableitung von (V, 81) folgt fiir einen Vektor
2* der Vm und die Kurve ¢* der Vi

&) PV =V 4 H
Sind nun die geoditischen Bewegungen identisch, so muB i*v*H ni
fiir jede Wahl von ¢ und v” verschwinden, d.h. es mu8 H;;” ver-

schwinden. Umgekehrt folgt aus («), daB die geoditischen Bewegungen
identisch sind, wenn H,;;” verschwindet.

V, 12. Ist Vi, i3=0, so ist 4, ein Gradientvektor und also Vy_ ;-
normal, und es ist . L. )
=1V, i=1:V,i,=0.

Umgekehrt, ist die Kongruenz V,_;-normal und geoditisch, so ver-
schwinden #; und %, in (V, 57) und es ist also

V[/,'I:M’-—'—‘h[”;_]:o.
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V, 13. Die Kongruenz 4, ist konformgeoditisch, wenn es ein Ska-
larfeld o gibt, so daB bei der zu og,, gehérigen Ubertragung 4, geo-
datisch ist. Bei dieser Ubertragung ist aber ot 5, Einheitsvektor. Not-
wendige und hinreichende Bedingung ist also:

V{;‘ 0% 1:;.] =0.
Diese Gleichung ist aber nach (II, 31) gleichbedeutend mit

V[,u 0*'1:;_] = 0,
d. h. 0 muB so gewihlt werden, da8 ¢? ¢, Gradientvektor ist. Nun ist
aber 4; V,,_;-normal, und eine solche Wahl ist also stets moglich.

V, 14. Das Linienintegral iiber eine beliebige Kurve % der V, 148t
sich umsetzen in ein Linienintegral iiber eine Kurve &’ der V,_,, die
ausgeschnitten wird durch die geoditischen Linien der Kongruenz,
die % schneiden. Das Linienintegral verschwindet also iiber jede ge-
schlossene Kurve der V,,, folglich verschwindet die Rotation des Feldes
¢, und die Kongruenz ist als¢ (vgl. Aufg. 12) V,_,-normal?).

V,15. Man zeigt zunichst, ausgehend von dem in Aufgabe 14 formu-
lierten Satz, daB3 die bei der Verbiegung aus 4) entstehende Kongruenz
%} Vp-y-normal ist. Eine aus Kurven der Kongruenz bestehende
V, schneide aus der ersten V,_, eine Kurve & aus, aus der zweiten
eine Kurve 2. Ausgehend von der Eigenschaft, daB das Linienintegral
von 4, dx* iber jede.geschlossene Kurve der V, verschwindet, wird
dann bewiesen, daB jedes Linienelement von & zu 4 senkrecht ist1).

V, 16. (a) ist eine Folge von (II) (III, §7), ebenso folgt (b) aus
(I) (111, §9). Aus (I) und (IXI) ergibt sich:

pr= (Vwa'u) Fui= Ve FerF, ) — Fos VmF,u).n
== Vme/‘FH;,—-F“"“ V[a,F‘u];,.
Nun ist infolge II (V, 255):
V[wF;L]l = %V).wa)
1’1 = V,uF‘uaanﬂ. - % (V},F‘uw) Fow
= V”FA’“" wd — ;}:V;.F‘uwa‘“
: = V" (F;* Far+}8u1Fap F*').
VI, 1. Nach (II, 130) folgt aus der Voraussetzung:
R(A‘)[.‘Liv = —AZ V[w Qﬂ]
und infolge der zweiten Identitdt (II, 139) ist also
A& VwQ;t] =0.
Durch Faltung nach o » folgt aber aus dieser Gleichung:
ViQu+nV.Qi+ViQ.=0,
so daB (n—2)VQn=0.

so daB

1) Vgl. Schouten-Struik, 1921, 9.
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Nur fiir # = 2 ist also eine Weylsche Ubertragung moglich, bei welcher
beim Herumfithren eines Vektors lings jeder beliebigen geschlossenen
Kurve Anfangswert und Endwert stets dieselbe Richtung haben.

VI, 2. Nach (II, 130) und (II, 146) ist:
Ra.)!:}:vgu}.:Rw”lagavgul ‘
= Roulia) gMgM —Viw Qi 4 gu;'
= Mw[al]g“vgul"' V[mQﬂ]A;g’M
xv gl ar u v wld
=Rywaif gl —Dpw@l§ ,g o V[wQﬂ]Alg'
— Rw“ gow —2 V[WQ“] gow .
Infolge von (VI, 16) ist also:
Ru'),l;iv gﬂl = Rwa gm - % Rwa gw + %Raw g(m’
n—2 xv 2 .24
= ” Rauxg + ‘,;L_szmg .
VI, 3. Uberschiebung der aus (II, 167) folgenden Gleichung
Va) Ry). - V,u, le = Vv Rf:)/;}.v

mit g“* lehrt unter Beriicksichtigung von Aufgabe 2:
Vo R —Qug** Ry — gV Ray
— n—2 &y _2_ 2%
——Vv( Roug® +—Ryug )

n

n—2 2
— Y —"'*Rwoc av+"_Rum i
oder: Q( ” & ” § )
VwR_Q(oR_glMVwal=n22g“vaRwa+';L2_gavVvRaw-
Nun ist
gViRgio=VoR—Rg1uQug"*=V,R—QuR
und also

g;"‘ V,u Rg}.w - g;"‘ V,u Rwﬂ. =

n —

nzgl”VuRwl"l'% ;"qule

oder _
—2gh P, (Z’;_n_‘Rwﬁ%R;.w - %Rgm) =0.

VII, 1. (1’ ) (20‘)

2a o

6ij=(—p:~;;|-_—1~)—.

VII, 2. Die Entwicklung der in 4, ... 4, und g, . . . 4, symmetrischen
GroBe v, lautet:

0, ..».,11;’ 1, .0t " 2
leml" = 2.! ; iy P'O‘:“M 0"2A vl:---l‘r
«

§ = { 3 fiir p gerade,
Tl —1) fur $ ungerade,
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da alle Alternationen, die nicht von der Form ,.,A sind, v, ,, annul-
lieren. Zur Berechnung von &; bemerken wir, daB3

o= (21’“) a)! 2“1“1 . Oy = (i)
p=01(P%); fy =25,
Infolge (VII, 63) ist also .
e WJE) =03
TR e
Von den geordneten Operatoren ;.2A gibt es gerade (;), die v;, .,
nicht annullieren, und diese erzeugen alle irgend ein Isomer von

B4 TN 7 SR SR 4 % 7 BT
Diese GroBe ist zu mischen iiber 4;...4; #at1... 4 und iiber g, ... ta

und sodann mit x*...x%ym . y# zu iiberschieben. Statt dessen
kénnen wir ebensogut nicht mischen und iiberschieben mit der GréSe
x(lz . xlq y.l‘“+1 yﬂr) yl‘x y

Von dieser Gré8e erzeugen nur die Terme nicht Null, die beim Aus-
schreiben kein ¥ mit einem Index von 4;, ..., 4» enthalten. Diese
Terme zusammengenommen ergeben

(=%
Pt ) desens et gy
F=3)

st g g
I~

[+3

Der eine Operator ,.,A gibt also im Endresultat den Beitrag
q p—u
e
— - 1
C%) 75
* Ulyu Agpig on P gyt gtarl || glegfart | g

Da alle Operatoren denselben Beitrag liefern, resultiert, wenn wir ein-
fachheitshalber schreiben

Uiy oedgpiyenty = Riy.. &3, by,... b,uf

die Formel

()
Vbgowpr B Tt ypr = Z R ( . 1) {ag by 52 yeTy=

-a(,{“_'_l...a;,gb

2
+1 ur
gy Dun %% o xt Cyfatl | gt



Lisungen. 287

Wenn man bemerkt, daBl fir n =2
ag by 6% 91 = & (a, by — a, b,) (22 y° — 2°9%),

und fiir die eingeklammerten Determinanten, wie in der Invarianten-
theorie gebriuchlich (4b) und (xy) schreibt, so entsteht die bekannte
Clebsch-Gordansche Entwicklung einer bindren Form:

Ulyoopir xh . xhe Y, Yk =0’§"«'P' (Z) (:L (ab)* (xy)*-

(aly
.aaaH...a;,qb,taﬂ...b,l,)xl"‘“...x"“y"““...y”’.
VII, 4
p=4: ;= 1 fi=1 & =1
%= 4 fo=2 &0 =%
®g= 3 fs=2 g3 =%
%= 6 ﬁ4.=3 g2 =%
K= 1 Bs=1 &1 =1
p=5: oa;= 1 fi=1 &p=1
%= 5 fa=2 =%
&g =10 Bs=4 £g5 =2
oy =10 Bi=3 eu=1%
oy =15 fs=06 E5p =
&g =10 Be=4 ge =%
By= 1 fa=1 en=1.
VIIL, 5

Lok
Vappde = {5A7 + D $4A5:2M;
1,...,5 1,....6
-+ Z 23,2Aé 2,2M§ -+ 2 £3AL MY
“®

1,005 s oo, Lt
+ 2 29,933 oMs +- 2 £ 243 4Msg - 5M7}vcxﬂyde-

Fir n=5 gibt es 26 Teile, fiir » =4 verschwindet der erste Teil,
fiir # = 3 verschwinden die 5 ersten Teile und fiir » = 2 die 16 ersten.
Die Anzahlen der Bestimmungszahlen sind fiir:

n="5: 14+4X244+5X%X75+6X126-+5X175+ 4x224+ 126

= 3125 = §F,
n=4: 4X4+5X204+6X36-+5X60-+ 4X84-+ 56=1024 = 45,
=3: 5X3+6X6-45X15+4X24+421=243 =135,
n=2: 5X24+4%X4+6=132=25.
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VII, 6.
Die Zerlegung bei der affinen Gruppe lautet (VII § 6 und 7)

1,...3 1,..,2

- ] seees . A

Unpyps = {4A5 + > §3ALM: + ; %2,0A52,9M3
>

L3
+ D 3AL MY + 4M5} Vapyd -

"
Bei der orthogonalen Gruppe 148t sich der erste Teil nicht weiter zer-
legen. Jede GrofBe

» "
$3A4 My Uapyd

zerféllt in zwei Teile mit 6 und 9 Bestimmungszahlen. Die erste dieser
Gr6Ben ist ein Bivektor. ]ede GriBe

5,2A8 5, 2M5 Vapys

zerfdllt in drei Teile mit 1, 9 und 10 Bestimmungszahlen. Der erste
Teil ist ein Skalar, der zweite eine Komitante eines Tensors zweiten
Grades, dessen Skalarteil verschwindet. Jede Grofe
3 2A% sM{ vapys

zerfdllt zunédchst in zwei Teile mit 15 und 30 Bestimmungszahlen. Der
erste Teil zerfallt wieder in zwei Teile mit 6 und 9 Bestimmungszahlen,
Komitanten eines Bivektors bzw. eines skalarfreien Tensors zweiten
Grades.

Die Gré8

ie GroBe M 0270

zerfillt in drei Teile mit 1, 9 und 25 Bestimmungszahlen. Der erste
Teil ist ein Skalar, der zweite eine Komitante eines skalarfreien
Tensors zweiten Grades.

Im ganzen ergeben sich 25 bei der orthogonalen Gruppe unzer-
legbare Grofen mit 1+ 3 (6 4 9) + 2(1 + 9 +10) + 3 (6 -+ 9+ 30)
+ (1 4 9 + 25) == 256 = 4¢ Bestimmungszahlen.

Die KriimmungsgroBe der Weylschen Ubertragung ist (VI, 9):

Rioni" =Koy — ViwQu Al — Quuguam g™ -

Kouiv ist eine geordnete ElementargroBe, die zum Operator 40,08,
2,2M; gehort, bei dem in , M iiber @ 4 und u» gemischt wird. Wendet
man diesen Operator auf — Q,1£,;,; an, so entsteht

- Qfa)[l g/l.]v]a Q/Iu = Q(},u) —Q) wos /c/

Anwendung auf — V', Q,; g;, ergibt Null.
Eine erste Zerlegung von R,,;, ist also (vgl. VI, 16)

(X) Rw[li.v = {Kw,uin - Q[w[/l gy]v][ - ""\ZF(J,M, 8iv 4F[w[i.g/t]1]>
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Anwendung des Operators § ;A ;,M,, bei dem in ,M iiber w 4 gemischt
wird, auf den zweiten Teil rechts in («) ergibt:

9
—saliwnln
Anwendung des Operators § 3A, ,M,, bei dem in ,M iiber w » gemischt
wird, ergibt:

3
+ EF[wygl]v-

Anwendung des Operators § ,A,,M,, bei dem in ;M iiber wi»
gemischt wird, ergibt:

1
- -,;(meg;.» +Fl[/4 w1y -+ Fv[y ga)]l)

Anwendung der beiden anderen Operatoren ,A,,M, ergibt Null. Da
auch Anwendung der Operatoren ,A und M Null erzeugt, lautet die
Zetlegung von R,,,,;, bei der affinen Gruppe:

9 3 ,
Ropir= =55 Froulni+ 55 Flongins + {Kouiv — Qots g111)

1
- ';[{Fwy &+ 2F(l[# g?)c)])’

Der erste, zweite und vierte Teil zerfallen bei der orthogonalen
Gruppe nicht weiter, sie haben alle 6 Bestimmungszahlen und sind
Komitanten desselben Bivektors F;,. Der zweite Teil zerfillt wie
oben in drei Teile mit 1, 9 und 10 Bestimmungszahlen. Dieser zweite
Teil ist bei Bachl) aufgetreten, bei dem auch die Formel (&) vorkommt.

1) 1921, 6, S. 118, Bach verwendet fiir diesen Teil den Buchstaben S.

Schouten, Ricci-Kalkiil, 19
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132, 140, 168, 169, 171, 217.
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D, 235.
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System von partiellen 106, 107, 108.
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fir die, 64.
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Drehung 37, 41, 48, 81, 82.

— Bivektor der 48, 81.
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— infinitesimale 50.
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224.
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— -p-Vektor 42.

— -n-Vektor 42.

— -Volumen 2I.

Einstein 28, 62, 213.

Eisenhart 62, 76, 115, 130.

elektrische Kontinuitatsgleichung 215.

Elektrodynamik 215.

elektromagnetischer Tensor 215.

Elementar-Form 267; geordnete, erster
und zweiter Art 267

— -GroBe 249f1lg. ; geordnete, erster und
zweiter Art 2501f.

— -Summe 2481lg.

Endhyperebene eines kovarianten Vek-
tors 14.

Endpunkt eines kontravarianten Vek-
tors 13.
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mentargrofe — 249 1f.
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174.
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w, 225.
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auf A, 1591f.
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— Normierungsbedingung 136, 157.
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einer Vyin V,_, in V, 179; einer
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W, 234.
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Erweiterung 4.

euklidischaffine Mannigfaltigkeit E,,
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euklidische MaBbestimmung, R, 38.

euklidischmetrische MannigfaltigkeitR,,,
siehe Ubertragung, euklidischmetri-
sche.

Eulersche Gleichung 78.

303
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Faktoren, ideale 4, 6, 23, 25, 26, 92—95.
Faltung 29.

fest gegebener Fundamentaltensor 39,
41.

Festlegung des Pseudonormal-Vektors
144 ff.; des Pseudonormal-p-Vektors
162 if.

Finsley 37.

Finzi 168, 170.

Flache, X, 8; abwickelbare, in E, 152;
Steinersche—186, 187, 188; Veronese-
sche 186.

Form, algebraische 267.

— quaterndre 258; n-are 267.

Formalismus 7.

Formeln, wichtigste der 4, 128—129
der V, 167—168, der W, 216—217.

Fousché 214.

Frenetsche Formeln einer W, in W,
230.

Friedmann 59.

Frobenius 123, 124, 125, 127, 246, 247,
248, 255.

Fubini 79, 168, 205, 207, 214.

Fundamental-Satz, erster 28.

~— -Tensor, fest gegebener 39, 41; kon-
travarianter 38, 49, 58, 77; kovari-
anter 38, 49, 50, 77; erster, zweiter
— einer ¥, _, in V; 175.

F1,. 38, 138.

Gip 92.

Gu O41L
Gy 64 1L,

Ysux (Riced) 178.

Gauss 2.

—sche Gleichung, verallgemeinerte, fiir
X, in 4, 140, 147, 160; fir V,, in
V, 198; fuir W, _, in W, 231—232.

—schen Integralsatzes, Erweiterung des
97.

Gebiet pter Stufe, kontravariantes 20;
kovariantes 20. .

gegenlaufige, skalare Uberschiebung 28.

gemischter Affinor, siehe GroBe. ’

gemischte GroBe, sieche GroBe.

— Komitante 28.

geoditisch bewegtes Bezugssystem 80.

— Linie, kontravariant 76, 77, 201,
150, 169; kovariant 76.

— Kongruenz 214, 215.
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geoditisches System von Urvariablen
in 4» 80, 103.

— V,.1 in V, 181, 214.

— V,in V, 183, 214.

geodetica, curvatura 176.

Geometrie, siche Ubertragung.

-geometrische Bedeutung der Integrabi-
litatsbedingungen 114.

geordnete einfache Alternation 240ff.

— einfache Mischung 2401lg.

— Elementarform 267.

— Elementargrée 250£f.

Gerade E; 11.

gerades Isomer 24.

gerade Klasse einer Permutation 245.

geschlossene Kette von abnormalen
Nichtannullierungen 253.

— Kurve 83. .

gleichartige GroBe 13.

gleichberechtigte Systeme idealer Vek-
toren 24.

gleichlanfige (skalare) Uberschiebung
29.

Godt 267.

Gordansche Reihenentwicklung 267.

Goursat 116, 123, 127.

Grace 248.

Grad einer GroSe 23, 27.

— des Parallelismus 12, 42, 46, 48.

— des gegenseitigen Senkrechtstehens
43, 47.

Gradient-Produkt 110, 112, 117, 121,
122, 125, 127.

— -Vektor (Gradient) 61, 104, 112, 214.

Grassmann 24, 26, 50 53, 121, 123, 126.

Gravitationstheorie 92.

griechische Indizes 5, 8, 9.

Grofle (Affinor) 12.

— allgemeine 29, 30.

— alternierende (siehe auch p-Vektor)
4, 24, 25, 26, 29, 30, 51, 52, 53.

— eigentliche 57, 63, 67, 68, 70.

— gemischte 3, 27, 34, 39, 56, 66; —
zweiten Grades 33.

— gleichartige 13.

— kontravariante 23, 39, 56, 58, 63,
66, zweiten Grades 33, 127.

~— kovariante 23, 39, 56, 58, 63, 66.

— symmetrische 4, 24, 26, 32, 39, 51,
52, 53, 54, 262ff.; Anzahl der Be-
stimmungszahlen 29 ; zweiten Grades
43, 44.

— uneigentliche 57, 63, 67, 68, 70.

— unzerlegbare 238, 258, 263.
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Gruppe, affine (homogene affine) 12,
20, 22, mit festem Punkt 12.

— &quivoluminire 21, 22, 42, 58.

~- der Drehungen 41, 42, 82.

— lineare homogene, = affine 12, 20,
22, 237 ff.

— orthogonale 41, 58, 237, 262 {f.

— speziell affine 22, 42, 58.

— symmetrische 247.

Gruppencharaktere 246, 247, 248, 255.

Rya 138, 175.

hya 160.

H;.” 158.

halbsymmetrische Ubertragung, siehe
Ubertragung.

Haupt-Einheiten 243, 246, 252.

— -Gebiet einer GréBe P’ 34; eines
Tensors zweiten Grades 43, 44.

— ~Kriitmmungsgebiete, -Kriimmungs-
linien, -Kriitmmungsradien, -Kriim-
mungsrichtungen, -Kriitmmungsvek-
toren einer X, _, in 4, 148, 149,
150; einer V,_, in ¥V, 178, 179,
195, 213; einer V,, in V, 184; einer
W,_,in W, 231.

— -Richtungen eines Tensors zweiten
Grades 44, 196, 197; einer V, 180.

— -Tangentenkurven (erster Ordnung),
-Tangentenrichtung (erster Ordnung)
einer V,_, in V, 179, 213; einer
V,in V, 182, 184, 185, 188, 202;’
hoherer Ordnung 182.

— -Werte eines Tensors zweiten Grades
44.

Herauf- und Herunterziehen der Indizes
3, 4, 39, 58, 74.

Helmholtz 37.

Hessesche Kovariante 54.

Hessenberg 5, 62.

Hiichcock 59.

homogen affine Gruppe 12, 20, 22.

Hyperebene E, _, 11.

— -Koordinaten 14.

Hyperiliche X, _, 8; aquiskalare 61,
214; pter Ordnung 32; pter Klasse
32.

i¥ 40.

I 244.

I 246.

ideale Faktoren, ideale Vektoren 4, 6,
23, 25, 26, 92—95.
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idempotent 243.

identische Operation 244.

— Transformation 34, 48.

Identitat, Bianchische 91, 94, 103, 129,
130, 132, 140, 168, 169, 171, 217.

— wvon Ricer 85, 140.

Impuls-Energiegleichung 92.

Index 5, 6, 63.

Indizes, griechische 5, 8, 9.

— lateinische 5, 8.

Indikatrix 36, 41.

induzierte Ubertragung in X, _, in 4,
137; in X, in 4, 158; in X,,_; in
V,174; in X, in V_ 182; in X, ,
in W, 224; in X, in W, 233.

infinitesimale Drehung 50.

—— bahntreue Transformation 208—211.

— lineare homogene Transformation 48,
103.

-— konforme Transformation 211—213.

— Transformation 48, 103.

Inhalt (Betrag) eines p-Vektors 42.

inhaltstreue lineare Transformation 21.

~— Ubertragung, siche Ubertragung.

«— Untergruppe der linearen homo-
genen Gruppe 82.

integrabel, unbeschrankt [13, 119.

Integrabilititsbedingungen 113, 119,
131; geometrische Bedeutung der
114.

Integral, erstes, der Gleichung der
geoditischen Linien einer V, 208,
212.

— einer linearen homogenen partiellen
Differentialgleichung erster Ordnung
104, 106; deren Integralhyperflichen_
105.

— eines Systems von p linearen homo-
genen partiellen Differentialgleichun-
gen erster Ordnung 107, 108; deren
Integralhyperflichen 107,

— -Kurven eines Systems totaler Dif-
ferentialgleichungen 106.

Integralhyperflache 105, 106, 107, 108.

Integralinvariante 115.

invariante Zerlegung einer Grofie hshe-
ren Grades Abschn. VII.

Invariantensymbolik (Clebsch-Aronhold-

- sche) 4, 23, 24, 26, 27.

Inversion 173, 185.

Inzidenzinvarianz, inzidenzinvariante
Ubertragung, siche Ubertragung.
Isomer 24, 257; gerades 24; ungerades

24.
Schouten, Ricci-Kalkiil.
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J” 40.
Juvet 226.

K 86.

kua 171,

K, 86.

Kgoui 86.

kanonische Kongruenzen
190—194, 213.

kartesische Koordinaten 10, 11.

Keraval 213.

Kette, geschlossene, von abnormalen
Nichtannullierungen 253.

Killing 199, 200, 212, 214.

Klasse, Hyperflache pter 32.

— eines kovarianten Vektorfeldes, eines
Pfaffschen Ausdrucks 123, 124, 125,
127.

— von Permutationen 245; gerade 245;
ungerade 245.

Klassenoperator 245.

Komitante 28, 101, 238; gemischte 28;
lineare 238, 257, 262, 264; Differen-
tial- 101

Kommerell 185, 235.

kommutatives Zahlensystem 245ff.

Komplex 27.

Komplexsymbole 27.

Komponente einer GroBe 45.

— eines kontravarianten Vektors 14.

— eines kovarianten Vektors 15.

— X, _,,eines kontravarianten Vektors
134, 135.

— X~ 157

konform, Abbildung 39.

— euklidisch 169, 170, 196.

— geodatisch 214.

— Transformation 71, 168, 169; infini-
tesimale 211, 212, 213, 214.

— TUbertragung siehe Ubertragung.

Konformkriommungsgroe 170, 171.

kongruente Verpflanzung in bezug auf
8y 81, 82.

Kongruenzen, (orthogonale) kanonische
177, 178, 190—194, 213.

— der Parameterlinien 8.

konjugierte allgemeine Alternation (Mi-
schung) 240.

— einfache Alternation
241.

— Ordnungszahlen 240.

— Permutationszahlen 240.

honig, R. 62.

177, 178,

(Mischung)

20
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konstanter Krimmung, Mannigfaltig-
keit 58.

Kontinuitatsgleichung, elektrische 215.

kontragredient 14.

Kontravariante 28.

kontravariant, Bivektor, sieche Bivektor.

— Fundamentaltensor, siehe Funda-
mentaltensor.

— Gebiet pter Stufe 20.

— geoditische Linie, siehe geodatische
Linie.

— Gro6Be, siehe GréSe.

— halbsymmetrische ~ Ubertragung,
sieche Ubertragung.
— inhaltstreue  Ubertragung, siche

Ubertragung.

— maBtreue (metrische) Ubertragung,
siche Ubertragung.

- Ma@Bvektor 13, 16, 18, 19, 56, 64.

— symmetrische Ubertragung, siehe
‘Ubertragung.

— Tangentialvektor einer W, in W,
225.

— Vektor, sieche Vektor.

~— p-Vektor, siehe p-Vektor.

— n-Vektor, siche n-Vektor.

— winkeltrene Ubertragung,
Ubertragung.

Koordinaten, kartesische 10, 11.

Kovariante, Hessesche 54.

kovariant, Bivektor, siche Bivektor.

— Differential 63.

— Differentialquotient 63, 64.

— Differentiation 2, 4, 5, 63.

— Fundamentaltensor, sieche Funda-
mentaltensor.

— Gebiet pter Stufe 20.

— -geoditische Linie 76.

.— GriBe, sieche GréSe.

- -halbsymmetrische
sieche Ubertragung.

— -inhaltstreue Ubertragung,
Ubertragung.

— -maBtreue Ubertragung, siehe Uber-
tragung.

— MaBvektor 15, 16, 56, 57, 64, 115.

— -symmetrische Ubertragung, siehe
Ubertragung.

— Tangentialvektor einer W, in W, 225.

— Vektor, siehe Vektor.

— p-Vektor, siehe p-Vektor.

— #n-Vektor, siehe n-Vektor.

— Vektor der ersten Kriimmung einer
W in W, 226.

siehe

Ubertragung,

siehe

Namen- und Sachverzeichnis.

kovariant - winkeltreue
siehe Ubertragung.

Kraftvektor 215.

Kriimmung, absolute (absoluter Kriim-
mungsvektor), siehe absolute Kriim-
mung.

— Bivektor der zweiten, einer W, in
w, 221.

— erzwungene (Vektor der erzwunge-
nen Kriimmung), siehe erzwungene
Kriimmung.

— konstante, Mannigfaltigkeit 58.

— pten, p-Vektor der, einer W; in
w, 229.

— relative (relativer Kriimmungsvek-
tor), siehe relativer Kriimmungs-
vektor.

— Trivektor der dritten, einer Wj in
w, 228.

— erste, einer ¥, in V, 176; Radius
der ersten, einer V; in V, 176.
Kritmmungs-Affinor einer ¥, in V, 183,

201; einer W,_, in W, 230; einer
W, in W, 233; erster, einer X,
in bezug auf A, 159ff.; zweiter,

einer X,, in bezug auf 4, 159ff.

— -Gebiet einer V,, in V, 1841f., 202;
einer W,, in W, 234.

— -Gebilde einer V,, in V,, 184 ff,, 202;
einer W, in W, 234, 236.

— -GroéBe einer X, 84, 103; absolute,
einer V,, in V, 198; erzwungene,
einer V,, in V, 198; relative, einer
V,in V, 198.

— -Spur 185.

— -Vektor einer V, in V, 176; einer
Wy in W, 226; absoluter, erzwunge-
ner, mittlerer, relativer, siche unter
den betreffenden Adjektiven.

Kithne 173, 183, 185, 201.

Kurve, X, 8.

Ubertragung,

¥
5# 139.
oV
i, 160.
L., 168.
Lagrange, R. 170.
Lamésche Gleichungen 207.
Lange des Linienelementes in ¥, 58.
— (Betrag) eines kontravarianten Vek-
tors 38.
lateinische Indizes 5, 8, 40.
Leitgerade, erste 156; zweite 156.
Levi Civita 1, 62, 207.



Namen- und Sachverzeichnis.

Lévy, M. 195.

Lie 37, 173.

liegend, in der X,_, 134; in der X,
156.

lineare homogene Gruppe 12, 20.

— homogene Transformation 12, 33,
48.

— erstes Integral 212.

— Komitante einer Gré8e 238, 257,
262, 264.

— Ubertragung 62, 64, 74, 79.

— Vektortransformation 43.

Linie, X, 8; geodatische 76, 77, 102,
150, 169.

Linien-Element 9, 56, 63.

— -Komplex 27.

Liouville, erweiterter Satz von 173.

Lipka 45.

Lipschitz 171, 188, 198. 199.

Lssungen der Aufgaben 269.

Lukat 207.

M 238.

M 239.
Mannigfaltigkeit,
9 10.

— konformeuklidische, C, 169, 170, 196.

— konstanter Kriimmung 58.

— mn-dimensionale, X, 8.

— mit quadratischer MaBbestimmung,
V, 58 (siehe weiter Ubertragung).

MaBbestimmung 36, 57.

— euklidische 38.

— quadratische 58, 82.

— Riemannsche 138.

maBtreue Ubertragung, siehe Ubertra-

euklidischaffine, E

n

gung.
MaBvektor, kontravarianter 13, 16, 18,
19, 56, 64."

~— kovarianter 15, 16, 56, 57, 64, 115.

— orthogonaler 40.

Muxwellsche Gleichungen 215.

Mehmhke 60.

Méray 110.

metrische Ubertragung, sieche Ubertra-
gung.

Minimalmannigfaltigkeitin V,,188 —190,
202.

Mischung (mischen) 4, 25; allgemeine
239; einfache 238; geordnete 240;
konjugierte 240; konjugierte ge-
ordnete einfache 241; nichtgeord-
nete 240.

mittlere Affinkrimmung 150.
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mittlerer Kriimmungsvektor einer V¥,
in V, 188, 189, 190; einer W, in
w, 235.

Modul 243, 247.

Multiplikation, siehe Produkt.

n” 136.

n¥ree¥n 157,

V. (Nabla) 5, 63, 64.

V[w V;u] 85.

Nabelpunkt (Umbilikalpunkt)einerV,, _,
in vV, 179, 180.

Nabla, Vﬂ 5, 63, 64.

nihere Wahl von g, in W, 217.

Nebeneinheiten 243.

nichtgeordnete einfache
(Mischung) 240.

Nichtannullierung, abnormale 241, 242,
252, 253.

nilpotent 244.

Noether, E. 79, 101.

normale; curvature 182.

normale Richtung, zur V,,_, in ¥, 173,
zur X, , in W, 223.

Normalvektor einer V,_, in V, 173.

Normierung 142, 143, 144; Unméglich-
keit einer weiteren, von z; und n”
in W, 232, 233.

Normierungsbedingung, erste 136, 157;
zweite 141, 160.

normierter Vektor in W, 226.

Null-Gebiet einer GroBe P”, 34; eines
Tensors zweiten Grades 43, 44.

— -Hyperebene, -E,_, 133.

— <Linien 21%.

— -Richtung eines Tensors zweiten
Grades 44, 102.

Alternation

Operation 238; identische 244.

Ordnung, Hyperfliche pter 32,

Ordnungszahl 239; konjugierte 240.

ortgebunden 57.

Orthogonal-Netz 58, 178, 180.

— -System, #n-faches, in V, 194—196,
213.

orthogonale Bestimmungszahlen 5, 40.

— Gruppe 41, 58, 262ff.

— Xkanonische Kongruenzen 177, 178,
190—194.

— MaBvektoren 40.

— Systeme von V, _, durch eine Kon-
gruenz 190—194.

20*
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orthogonale Transformation 41.

oskulierender  Bivektor, Trivektor,
p-Vektor einer W, in W, 227, 228.

oskulierende R, einer V; in ¥V, 176, 214.

P 139,
Pgsi” 131
Padova 91.
parallel 9, 10.

— 2. 12, 46, 47, 48.
4

— %-, vollstandig 11, 12.

Parallelismus, Grad des 12, 42, 46, 48.

Parallelogrammkonstruktion 13.

Parameter-Hyperfliche 8.

— -Linien 8, 58; Bezeichnung nicht-
invarianter 6. '

partielle Differentialgleichung 104, 105,
106.

Pascal 50, 62, 79, 147, 245.

Permutationen, Klasse von 2435.

— Zahlensystem der 244.

Permutations-Gebiet 239.

— ~Zahls,, ..., s, 239; konjugierte 240.

Petr 267.

Pfaffsches Aggregat 50, 59.

-— Problem 2, 112, 119—126.

Pick 3, 113.

—sche Invariante 152, 155.

planarer Punkt einer V, in ¥V, 185,
202.

Poincaré 116.

polarer Bivektor 22, 42.

— Vektor 22, 42.

Polargebilde 32.

Potentialvektor 215.

Problem, Pfaffsches 2, 112, 119—126.

Produkt (Multiplikation), allgemeines
23, 28, 64.

-— alternierendes 25.

— symmetrisches 25.

— mehrfach vektorisches 31.

ProjektivkrimmungsgroBe 131, 132.

-— normale 156.

projektive Geometrie 11, siehe weiter
‘Ubertragung.

projektiveuklidische Ubertragung siehe
Ubertragung.

projektivinvariant verkniipft 158.

Pseudonormal-Vektor 136ff.; Fest-
legung des 144.

— -p-Vektor 158 ; Festlegung des 1621f.

Namen- und Sachverzeichnis.

pseudonormale Richtung 134ff., 1561f.
Punkt 8.

Qy 72.

Qun 11, 224,

0% 10.

quadratische Indikatrix 4I.
— erstes Integral 208.

— MaBbestimmung 58, 82.
quaternire Form 2358.

7 115.
R, 38, 172.
R,z 86.
R;,l 86.

R;.37 84.

R 37 84

Radius der ersten Kriimmung einer V,
in V, 176.

— -Vektor ¥ 115.

Radon 3, 133, 212.

Rang eines Bivektors 49, 50, 120, 122.

— einer Grofle At#, kip 35, 49.

— einer GroBe PY; 34.

— einer schiefsymmetrischen Deter-
minante 50.

Reduktionssatz 101.

Regelflache 152.

Reidemeister 148.

Reihenentwicklung 3, Abschn. VII.

relative Kriimmung (Kriimmungsvek-
tor) einer V; in V,_, in V, 178,
179; einer V; in V,, in V, 182; einer
Wi in W, _, in W, 231; einer W, in
W, in W, 233.

— Kriimmung einer V, in V, 199, 200.

— KriimmungsgroBe einer V, in V, 198.

Relativitatstheorie 1.

Ricci 1, 3, 4, 6, 7, 72, 85, 91, 101, 171,
176, 177, 178, 180, 182, 183, 191,
192, 198, 199, 200, 201, 214.

Ricci-Kalkul (absoluter Differential-
kalkul) u. a. 1, 2, 4, 6.

Richtung 9.

— pseudonormale 1341f.

-—, 2-, m-Richtung 11.

— asymptotische 148.

Riemann 1, 4, 58, 73, 171.

— -Chrisioffelscher Affinor K 3" 86,
258.

—sche Differentialgeometrie 73.

—sche Geometrie 58.



Namen- und Sachverzeichnis.

Riemann sche Mannigfaltigkeit, siehe
Ubertragung.

—sche Ubertragung, siehe Ubertragung.

Rimini 180.

Rotation 68, 111, 214.

Rotationskoeffizienten ¥,z 178.

Rothe, H. 50.

8y,-..,5,238.

S; 262.

S 171,

Sz 69.

S 69.

i 61, iy 68,

Satz, veraligemeinerter, von Gauss
(Integralsatz) 97, (Kriimmungssatz)
140, 147, 160, 198, 231.

— von Stokes 97, 99.

— von Liouville 173.

schiefsymmetrische Determinante 54;
Rang einer 50.

Schoute 12, 43.

Schouten 7, 15, 62, 74, 75, 80, 89, 91,
109, 115, 133, 168, 170, 176, 178,
180, 181, 183, 185, 189, 190, 191,
192, 195, 196, 200, 202, 214, 215,
223, 242, 248, 267.

Schraubsinn 41, p-dimensionaler 18.

Schuy, F. 171.

Segre 45. s

senkrecht, —- 43, 46.

— %-, vollstandig 43.

Senkrechtstehens, Grad des gegensei-
tigen 43, 47.

Simultan-Invariante 28.

— -Komitante 28.

Sinigallia 51, 79, 127.

Skalar 12, 44; siehe auch ZahlgréBe.

— -Feld 60, 123, 124; abhingige 104;
unabhingige 104.

— -Teil eines Tensors zweiten Grades
44.

skalare (gegenldufige) Uberschiebung 28.

— (gleichlaufige) Uberschiebung 29.

speziellaffine Gruppe 22, 42, 58.

Stachelschweinsatz 215.

starre Bewegung 211, 212, 213.

Steinersche Flache 186, 187, 188;
Doppelgerade der 188; dreifacher
Punkt der 187, 188.

Stokesscher Integralsatz, verallgemei-
nerter 1, 97, 99.
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Stromdichte, Vektor der 215.

Struik 3, 6, 7, 91, 109, 168, 170, 176,
178, 180, 181, 182, 183, 185, 188,
190, 191, 192, 195, 196, 199, 200,
201, 202, 212, 214, 215, 235.

Stufe 24.

— kontravariantes, kovariantes Gebiet .
Pter 20.

Symbole, Aronhold-Clebschsche,
Invariantensymbolik.

— Christoffelsche 2, 73, 167, 218; ver-
allgemeinerte 62, 79.

symbolisieren 7.

symmetrisch, GroBe, siehe GroBe.

- Gruppe 248.

— Multiplikation 25.

—- Produkt 25.

— Teil 25.

— Ubertragung, siehe Ubertragung.

System von p linearen homogenen par-
tiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung 106, 107, 108.

— urspringliches 243, 244.

— volistandiges 107, 121.

?; 134.

%7yuendn 156.

T;” 13.

Tangential-Vektor 134 ff., 165; kontra-
varianter, kovarianter, einer W, in
W, 225.

— -p-Vektor 156ff.

tangierende (» — 1)-Richtung einer X, _,
in 4, 134, einer V,_, in V, 173,
einer X, _, in W, 223.

Teil, alternierender 25.

— symmetrischer 25.

Tensor 24, sieche Gréfe, symmetrische.

— elektromagnetischer 215.

— mit V,_,-normalen Hauptrichtun-

siehe

gen 196, 197.
Transformation, bahntreue 76, 129,
130, 132, 133, 153, 155, 169,

202208, 220—223; infinitesimale
208—211.

— der dynamischen Gleichungen 207.

— identische 34, 48.

— infinitesimale 48, 103.

— infinitesimale lineare homogene 48,
103.

— konforme 71, 168, 169, 201, 202, 214,
235—236; infinitesimale 211—213.

— lineare homogene 12, 33, 48.

Translation 82.
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Transon 166.
Trivektor der dritten Kriijmmung einer

W, in W, 228.
oskulierender, einer Wy in W, 227.

Trivektortensor 44,

u‘y

176.

Uberschiebung 16, 28.

doppelte, dreifache vektorische 3I.
gleichliufige (skalare) 28.
mehrfache vektorische 31.
(gegenliufige) skalare 28.
vektorische 29.

sieche auch Produkt,

Uberschiebungsinvarianz, siehe Uber-

tragung, iberschiebungsinvariante.

Ubertragung 5, 9, 10, 62, 63, 65.

affine, 4,2, 3, 75, 77, 80, 82, 87, 90,
91, 99, 103, IV. Abschn., wichtigste
Formeln 128-—129.
euklidischaffine, E, 11, 98.
euklidischmetrische, R, 171, 172,173.

halbsymmetrisché (kontravariant,
kovariant) 69, 70, 75, 101.
inhaltstreue (kontravariant, ko-

variant) 89, 90, 97, 98, 103, 115, 119,
129, 130, 142, 143, 145, 149, 162, 165.
inzidenzinvariante 67, 72, 75, 87, 90,
91, 99. :
konforme 71, 72, 75, 87.

lineare 62, 64, 74, 79; allgemeine
75.

maBtreue(kontravariant [metrische],
kovariant) 72, 75, 87.

metrische (kontravariant maSBtreue)
72, 75, 87.

projektiveuklidische 136, 131, 147,
152, 171.

Riemannsche, V,2,3,5,6,7,75, 76,
77, 79, 81, 85, 86, 89, 91, 92, 95,
101, 138, 1671f., V. Abschn., 218,
219, wichtigste Formeln 167—168.
symmetrische (kontravariant, ko-
variant) 68, 69, 70, 72, 75, 79, 80,
81, 82, 85, 88, 91, 92, 95, 97, 98, 103.
itberschiebungsinvariante 67, 70, 72,
75, 79, 80, &1, 82, 84, 91, 92, 101,
102.

Weylsche, W, 2, 3, 8, 15, 87, 91,
102, VI. Abschn. 268; wichtigste
Formeln 216—217.

winkeltreue (kontravariant, kovari-
ant) 71, 72.

von Wirtinger 99, 100.

Namen- und Sachverzeichnis.,

Ubertragungsprinzip 57, »8.

Umbilikalpunkt (Nabelpunkt)

einer
Va_qin V, 179, 180.

unabhingige Skalarfelder 105.
unbeschrankt integrabel 113, 119.
uneigentliche Gré8e 57, 63, 67, 68, 70.
ungerades Isomer 24.

ungerade Klasse von Permutationen 24 5.
Unméglichikeit einer zweiten Normie-

rung von ¢, und #* in W, 232, 233.

unzerlegbare GroSe 238, 257, 263.
urspriingliches Zahlensystem 243.
Urvariablen 8, 55, 58.

v, 3.

12

[

Ve

86.

u
86.

"

Veblen 62, 91, 115.
Vektor, axialer 22, 42.

—

erster Art 22.

der erzwungenen Kriimmung, siehe
erzwungene Kriimmung,

idealer 4, 6, 23, 25, 26.
kontravarianter 12, 17, 22, 42, 55.
kovarianter 14, 15, 18, 21, 22, 42, 56;
der ersten Kriimmung einer Wy in
w, 226.

normierter, in W, 226.

polarer 22, 42.

der Stromdichte 218.

zweiter Art 22.

-Feld, kontravariantes 61, 83, 133,
134 kovariantes 84, 120, 129, 134,
135 Klasse eines kovarianten 123,
124, 125, 127.

— ~Transformation, lineare 43.
Vektorpotential 215.

p-Vektor

(siche auch alternierende
GroBe), g-dimensionaler 26, 51, 52,
53, 54.

erster Art 21, 22, 41.
kontravarianter 18, 25, 41, 42; ein-
facher 18, 26, 35, 36, 41, 42, 50,
53,-90, 106, 109, 110, 119.

— kovarianter 19, 21, 25, 41, 42, 112,

126, 127; einfacher 20, 26, 41, 42,
50, 53, 90, 119. '
der ptn Krimmung einer W, in
W, 229.

oskulierender, einer W, in W, 228.
zweiter Art 21, 22, 41.

-Affinor 25, 44.

-Feld 126, 127.

-Tensor 44.



Namen- und Sachverzeichnis.

n-Vektor, kontravarianter 18.

— kovarianter 20, 127.

n-Vektorfeld, kontravariantes 115.

— kovariantes 115.

vektorische Uberschiebung, doppelte,
dreifache, mehrfache 31, 35.

Veronesesche Fliche 186.

Verpflanzung, kongruente, in bezug auf
gl, 8l, 82.

Vertauschung, zyklische 245.

Vitali 214.

vollstandig parallel 12, 47, 48.

—— senkrecht 43, 47.

vollstandiges System 107, 121.

Volterra 116, 119.

Voss 183, 201.

W, 218.

‘Wahl, nahere, von g, in W, 225.

v. Weber 109.

Weitzenbdck 27, 28, 30, 53, 62, 79, 91,
101, 156.

Weyl 2, 3, 37, 62, 71, 75, 76, 80, 82,
102, 131, 134, 156, 160, 168, 169,
170, VI. Abschn.

—sche Ubertragung siehe Ubertragung.

wichtigste Formeln 128 (4,), 167 (V,),
216 (W,).

Wilczynski 152, 156.

Winkel 37, 38.

winkeltreue Ubertragung, siehe Uber-
tragung.
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Wirtinger 99, 100.

— Ubertragung von 99, 100.
Wright 207.

Wouds, van der 102.

X, 8.
~ GréBen der 55.

Young, A. 248, 267.

Zahlensystem  242ff.; assoziatives
242—244, kommutatives 244 ff., der
Permutationen 244, urspriingliches
243, aus urspriinglichen Systemen
zusammengesetztes 243.

ZahlgroBe (siehe auch Skalar) 12, 44, 64.

Zerlegung, invariante, einer Gré8e hshe-
ren Grades, VII. Abschn.

zusammengesetztes Zahlensystem, aus
urspriinglichen Systemen 243.

zyklische Vertauschung 245.

zweiter Art, Elementarform 267; Ele-
mentargréBe 249ff.; Vektor 22;
p-Vektor 21, 22, 41.

— Fundamentaltensor einer V,,_,in ¥V
175.

— Krimmung, Bivektor der,
Wy in W, 227.

-~ Krtmmungsaffinor der X in bezug
auf die 4, 159.

— Leitgerade 156.

- Normierungsbedingung 141, 160.

einer



Druckfehlerberichtigungen.

Seite 2, Zeile 2 von unten. In der Auf-
zihlung ist der vierte mit dem fiinf-
ten Abschnitt verwechselt.

Seite 3, Zeile 6 von unten steht sechs,
zu lesen sieben.

Seite 32. In (53) und den letzten 8 Zeilen
ist fiberall  mit % und v mit w zu
vertauschen.

Seite 33, Zeile 1 von oben steht h”"lz w

zu lesen 7* ’Ihl1 In (56) ist statt v”
zu lesen w”

Seite 51, Zelle 11 von unten steht 1’?“"‘1”,
u
zu lesen Uty

Seite 59, Auigabe 4 steht vonv”, zu lesen
von ¥ und w; .

Seite 60, Aufgabe 9 steht V”"‘] e U
lesen V”"']

Seite 66 (16) rechts steht 4, zu lesen —

Seite 71, Zeile 8 von unten, Hinter dus
einzufiigen: fiir inzidenzinvariante
Ubertragungen.

Seite 72, Zeile 2 von oben. Hinter
dann einzuffigen: bei einer inzidenz-
invarianten Ubertragung.

Seite 84 (109) erste Zeile, das einge-
klammerte zu lesen:

R~ .vAa -—R""“A'

wux ould

Seite 85 (114) steht )} V,w,, zu lesen

YV '”;.}
Seite 91 (162), (163 a) (163 b) steht drei-
mal R statt R’.

Seite 93 (177) steht ) Py w,, zu lesen
Vy w).

Seite 101 letzte Zeilesteht u”. zu lesen z".

Seite 102, Aufg. 4. Statt RF; ap? zwei-
mal zu lesen R’* o] l',”

Seite 129 (3) in der ersten Zeile hinzu-
zufiigen:

—Ar_E apﬂ —AY A (9?
léx o
in der vierten Zeile steht I'j , zu
lesen I, .|

Seite 130 (9) steht p;, zu lesen p -

Seite 140, Zeile 1 von oben die Worte
»wie }z" )" zu streichep, und statt ¢
zu lesen o-1,

Seite 152, Zeile 15 von oben steht E,,
zu lesen Xj.

Seite 165 letzte Zeile steht d4%, zu
lesen @249,

Seite-240, Zeile 3 von unten steht ca)'
zu lesen §.
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