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Vorwort. 

Die Anforderungen an die Kenntnisse des Starkstromtechnikers 

in der Theorie der Wechselströme haben sich in den letzten Jahren 

erheblich gesteigert. 
Nicht nur die Erkenntnis des Zusammenhangs der Vorgänge 

in Wechselstromkreisen, auch die graphischen und analytischen 

Methoden zu deren Untersuchung sind wesentlich erweitert und 

ausgebaut worden. Die neueren Methoden finden immer mehr Ein

gang in die Fachliteratur, und die Notwendigkeit, sie sich anzu

eignen, bietet sich allen, die die Literatur verfolgen wollen. 

Ferner wird auch vom Starkstromtechniker heute eine mehr als 

nur gefühlsmäßige Kenntnis der nichtstationären Vorgänge im Hin

blick auf Überströme und Überspannungen verlangt. 

In das erweiterte Gebiet in gedrängter, aber dennoch streng 

wissenschaftlicher Form einzuführen, ist die Aufgabe, die das vor
liegende Buch erfüllen will. Es wendet sich einerseits an den 

Ingenieur, andrerseits will es auch Studierenden als Leitfaden dienen. 

Bei dem beabsichtigten geringen Umfang waren gewisse Ein
schränkungen nötig. 

Als bekannt sind die elektromagnetischen Grundgesetze voraus

gesetzt. Dagegen werden die für das Verständnis der Wechselstrom

erscheinungen erforderlichen Begriffe eingehend erläutert, um auch 

dem Anfänger in dem Gebiet die Einarbeitung zu erleichtern. 

Die ,jeweils gewonnenen Ergebnisse werden auf einfache tech
nische Probleme angewendet, und wo angängig wird auf Messungen 

eingegangen. 

Sondergebiete, wie z. B. die Theorie der Meßinstrumente, der 

Lichtbogenvorgänge u. a. mußten ausgeschieden werden. 



IV Vorwort. 

Um die mathematischen Hilfsmittel auf ein möglichst geringes 

Maß herabzusetzen, wurden die Ausgleichsvorgänge in Leitungen 

neu bearbeitet. Durch Beschränkung auf die verzerrungsfreie Lei

tung ist es möglich, ausschließlich die d'Aiembertsche Lösung der 

Schwingungsgleichung zm Behandlung aller Aufgaben zu ver

wenden. 

Bei der Durchsicht des Textes und der Korrekturen war Herr 

Dr.-Ing. W. 0. SclJUmann mir in liebenswürdigster Weise behilf

lich; ich möchte ihm auch an dieser Stelle für seine wertvolle 

Unterstützung meinen besten Dank aussprechen. 

Zürich, im Februar 1914. 

.-\.. FraenekeJ. 
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Erstes Kapitel. 

Einwellige W echselströme. 

1. Allgemeines, Definitionen. - 2. Erzeugung einwelliger Spannungen. 
3. Addition von einwelligen Strömen. - 4. Mittelwert und Effektivwert ein

welliger Ströme. - 5. Die Leistung eines einwelligen Wechselstromes. 

1. Allgemeines, Definitionen. 

Unter Wechselströmen versteht man ganz allgemein solche 
Ströme, deren Größe und Richtung sich mit der Zeit ändern. 

Wechselströme im engeren Sinne sind die periodischen 
W echselströme, deren Größe und Richtung sich periodisch mit der 
Zeit derart ändern, daß jeweils nach V er lauf einer bestimmten Zeit T 
der Strom nach Größe und Richtung wieder denselben Wert hat 
wie zu Anfang. Man bezeichnet die Zeit T als Periodendauer. 

Die einfachste periodische Funktion ist die Sinusfunktion. Einen 
Wechselstrom, dessen Augenblickswerte i sich nach einer Sinus
funktion ändern, bezeichnet man als einwelligen Strom. Er wird 
dargestellt durch die Gleichung 

i =im sin cc (1) 

Da die Sinusfunktion sich zwischen den Grenzwerten + 1 und 
-1 bewegt, ist 1:m der größte Augenblickswert, den der Strom in 
der einen oder anderen Richtung erreicht. im heißt der Höchst
wert oder die Amplitude. Da wir es mit einer zeitlichen Änderung 
zu tun haben, ist in GI. 1 der veränderliche Winkel a der Zeit t 
proportional, wir setzen 

a=wt+cp, 

worin w und cp Konstante sind. Der Proportionalitätsfaktor w er
gibt sich daraus, daß die Sinusfunktion sich periodisch nach Durch
laufen des Bogens 2 :n wiederholt, während die zeitliche Wiederkehr 
der Funktion i nach einer Zeit T erfolgt. Es ist daher 

2:n=wT. 
F raen ekel, Wechselströme. 



2 Einwellige Wechselströme. 

Der reziproke Wert der PeriodendauerT ist die Perioden
zahl in der Sekunde oder die Frequenz c, daher auch 

2nc=w. 

w heißt die Kreisfrequenz, 
sie ist die Periodenzahl in 2 n Se
kunden. 

Mit diesen Konstanten wird 

i =imsin (w t-f- q;) 
=imsin(2nct-f-q;). (1a) 

In Fig. 1 sind die Augenblicks
werte eines ein welligen Stromes als 

:Fig. 1. Funktion der Zeit aufgetragen. 
Der konstante Winkel q; hängt 

von der Wahl des Anfangspunktes der Zeitzählung ab. Für t = 0 
ist nach GI. la 

i =im sin q;, 

und der Strom beginnt seine positive Halbwelle zur Zeit 

t=- (F =--f{J_T. 
w 2n 

q; heißt der PhasenwinkeL 
Alle hier abgeleiteten Bezeichnungen gelten ebenso für Wechsel

spannungen. 
Die Periodenzahl c der in der Starkstromtechnik verwendeten 

Wechselströme ist für Licht- und Kraftanlagen meist zwischen 40 
und 60 sek-1, in Europa am häufigsten 50, für reine Kraftanlagen 
oft 25 und für Bahnen häufig 15 oder 162/ 3• Telephonströme haben 
Frequenzen bis zu 5000, und in der drahtlosen Telegraphie werden 
Frequenzen von mehreren Hunderttausend verwendet. 

2. Erzeugung einwelliger Spannungen. 
Das Auftreten eines Wechselstromes in einem Stromkreis ist 

nach der Entdeckung von Faraday mit einer Änderung des den 
Stromkreis durchsetzenden magnetischen Flusses verbunden. 

Es ist nun zu unterscheiden zwischen dem vom Strom selbst er
zeugten und einem fremden Fluß. Die Änderung des selbsterzeugten 
Flusses wirkt nämlich, wie später gezeigt wird, dem Bestehen des 
Stromes entgegen, während die Änderung eines fremden Flusses ent
weder im Sinne des Stromes oder ihm entgegen wirken kann. 

Die Ursache des Besteheus des Stromes kann nur eine im Sinne 
des Stromes wirkende Flußänderung sein, und die Erzeugung eines 



Erzeugung einwelliger Spannungen. 3 

Wechselstromes verlangt daher, daß an einer bestimmten Stelle des 
Stromkreises - dem Stromerzeuger - ein fremder, den Stromkreis 
durchsetzender Fluß, sich ändert. Zur Erzeugung einwelliger Ströme 
muß diese Änderung perodisch nach einem Sinusgesetz erfolgen. 

Als einfaches Beispiel hierfür betrachten wir die Anordnung der 
Fig. 2. Ein zu einem Rechteck gebogener Leiter wird in einem 
homogenen magnetischen Feld zwischen den Polen eines Magneten 
um die zur Richtung der Induktion senkrechte Achse mit gleich
förmiget· Geschwindigkeit gedreht. 

Das Maxwell·I<'aradaysche Induktionsgesetz lautet nun: "Die 
elektrische Umlaufspannung (oder das Linienintegral der elektrischen 
Feldstärke) längs einer geschlossenen Kurve ist gleich der Abnahme 
des magnetischen Flusses, der die von der Kurve umgrenzte Fläche 
durchsetzt in der Zeiteinheit, wobei der Umlaufsinn der Kurve und 
die Flußrichtung ein Rechtssystem bilden." 

:Fig. 2. 

I 
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Fig. ß. 

Wir denken uns nun den Leiter, Fig. 2, durch einen äußeren 
Widerstand, z. B. eine Glühlampe zu einer Schleife geschlossen, und 
untersuchen die Änderungsgeschwindigkeit des fremden Feldes durch 
diese Schleife, die man als die induzierte elektromotorische 
Kraft (EMK) bezeichnet. 

Steht die Ebene der Windung senkrecht zur Richtung der magne
tischen Induktion, so ist der Fluß durch die Fläche ein Maximum 
und er nimmt ab, wenn die Windung in der einen oder der anderen 
Richtung um einen Winkel a gedreht wird, Fig. 3. Die Richtung 
der bei dieser Bewegung induzierten EMK erhalten wir, wenn wir 
die Schleife in einem solchen Sinn durchlaufen denken, der sich 
der Richtung der Induktion zuordnet, wie die Drehung zur Fort
schreitung einer rechtsgängigen Schraube. Dieser Umlaufsinn ist in 
Fig. 3 für die beiden senkrecht zur Papierebene stehenden Leiter
teile durch ein Kreuz (in die Zeichenebene hinein) und einen Punkt 
(aus der Zeichenebene heraus) gekennzeichnet. 

1* 



4 Einwellige W echselströme. 

Ist a = 90° geworden, so steht die Ebene der Windung in 
der Richtung der magnetischen Induktion, der Fluß durch die ~'läche 
ist Null und er nimmt bei weiterer Drehung wieder zu. 

Der Zunahme des Flusses haben wir als Richtung der EMK den 
Umlaufsinn einer rechtsgängigen Schraube zuzuordnen, deren Fort
schrcitungssinn in die der Induktion entgegengesetzte Richtung fällt. 
Wir erhalten also für die Drehung von a = 90° bis 180° dieselbe 
Richtung der EMK wie von a = 0 bis 90°. Bei a = 180° ist der 
Fluß wieder ein Maximum und er nimmt bei weiterer Drehung ab; 
hier ergibt sich aber die entgegengesetzte Richtung der EMK bis 
a= 360° geworden ist, jeder halben Umdrehung entspricht also 
die entgegengesetzte Richtung der EMK als der vorhergehenden, 
und das Spiel wiederholt sich nach jeder Umdrehung. 

Da die EMK proportional der Geschwindigkeit ist, mit der der 
Fluß sich ändert, ist sie Null, wenn der Fluß durch die Windung 
im Maximum ist, d. h. wenn a = 0, 180°, 360° ... ist, hier tritt 
der Richtungswechsel ein. Die EMK ist am größten, wenn die 
Flußänderung am größten, also wenn a = 90°, 270° usf. ist, in der 
Mitte zwischen zwei Richtungswechseln. 

Sei e der Augenblickswert der induzierten EMK, tJ> der Fluß, 
so ist nach dem Induktionsgesetz 

dtJJ d 
e=-a:t=- dt f1J3dfcosa ..... (2) 

18 ist die Induktion an der Stelle eines Flächenelements d f 
und a der Winkel, den die Normale auf dem Flächenelement mit 
der Richtung der Induktion bildet. Da wir ein homogenes Feld 
angenommen haben, ist 18 konstant und a bat für alle Elemente 
der Windungsebene denselben Wert. Ist daher F die Fläche der 
ganzeu Windung, so wird 

und 
(j) = IJ3 F cos a 

d(18Fcosa) . da 
e= ------=IJ3Fsma-dt dt . 

da - = ro ist die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, und so
dt 

mit a =rot+ cp, worin fP der Winkel ist, den die Spulennormale 
zur Zeit t = 0 mit der Richtung der Induktion bildete. Er hängt 
wieder nur von der Wahl des Anfangspunktes der Zeit ab. Es 
ist ro = 2 :n c, wenn c die Zahl der Umdrehungen in einer Se
kunde oder, .da jeder Umrlrehung eine Periode entspricht, die Perioden
zahl bezeichnet. 



Erzeugung einwelliger Spannungen. 

Hiermit wird 

4> = ~ Fcos (w t+ tp) =(Pm cos (w t + !p) . • • . (3) 

e= 2 nc~Fsin(w t+ tp) = 2 n c cl>msin(wt + rp) (4) 

5 

(j)m = ~ F ist der Maximalwert· des Flusses und 2 n c 4>". = em 

ist die Amplitude der EMK. 

Ist tf>m in absolutem Maß (elektromagn. CGS-System) gemessen, 
so erhält man auch die EMK in absoluten Einheiten; um sie in 
technischen Einheiten (Volt) zu erhalten, ist der Ausdruck mit lo-s 
zu multiplizieren: 

e=2nctf>msin(wt+tp)l0-8 Volt. . . (4a) 

In Gl. 4 und 4 a ist der Phasenwinkel der EMK !p, und wenn 

wir in Gl. 3 cos ( w t + tp) = sin ( w t + tp + ~) setzen, sehen wir, daß 

der Phasenwinkel des Flusses tp + ~ ist. Die positive Halbwelle 

der EMK beginnt also zur Zeit - IP , die des Flusses zur Zeit 
(I) 

!p n . . n T 
--- ·- - -, also um eme Zeit - =-

w 2w 2 w 4 
Fig. 4). Die Sinuswelle des 
F'lusses eilt also der Welle 
der EMK um eine Viertel
periode vor, oder umgekehrt 
die Welle der EMK der des 
Flusses um ebenso viel nach. 

Die Differenz der Phasen
winkel der beiden Sinus
wellen heißt ihre Phasenver-

früher als die der EMK (s. 

scbie bung, sie ist hier i Fig. 4. 

Da die voreilende Welle den größeren Phasenwinkel hat, bezeichnet 
die positive Phasenverschiebung eine "Voreilung", die negative eine 
"Verzögerung". 

Während somit der Phasenwinkel einer einzeln betrachteten 
Sinuswelle von der Wahl der Anfangszeit abhängt und als willkür
liche Integrationskonstante erscheint, ist die Phasenverschiebung 
zweier durch einen physikalischen Vorgang verknüpfter Wellen un
abhängig von der Anfangszeit und hat eine physikalische Bedeutung; 
in dem behandelten Fall den, daß die EMK positiv ist, solange der 
Fluß abnimmt, und negativ, solange er zunimmt. 



6 Einwellige W echselströme. 

Bisher wurde eine Spule mit nur einer Windung betrachtet; 
besitzt sie mehrere (w) Windungen, so ist bei Berechnung der EMK 
die Fläche aller Windungen einzusetzen. Sind alle Windungen 
gleich groß und liegen sie so dicht nebeneinander, daß alle mit 
derselben Zahl Induktionslinien verkettet sind, so ist die Flußver
kettung mit allen Windungen w mal so groß wie die mit einer Win
dung, die Amplitude der EMK wird 

em=2:ncw~Fl0- 8 =2:ncwcJ>m10- 8 Volt .. (4b) 

w 4> sind die Verkettungen der Windungen mit dem Fluß oder 
kurz die "Flußwindungen". 

3. Addition von einwelligen Strömen. 

Die Summe von beliebig vielen einwelligen Strömen (oder 
Spannungen) gleicher Frequenz gibt wieder einen einwelligen Strom 
(bzw. eine Spannung) von derselben Frequenz. 

Von diesem Satz haben wir schon am Ende des letzten Ab
satzes Gebrauch gemacht, denn wir können die EMK der w Win
dungen als Summe von w gleich großen EMKen gleicher Phase 
und gleicher Frequenz in den in Reihe geschalteten Windungen 
ansehen. Sie ist w mal so groß wie die EMK jeder Windung. 

Sind allgemein zwei Sinuswellen von verschiedener Amplitude 
und Phase gegeben durch zwei Gleichungen 

a1 =a1msin(wt+cp1) 
a2 = a2 m sin ( w t + cp2), 

so läßt sich ihre Summe darstellen durch 

a= a1 + a2 = amsin (wt+ cp). 

Hierin findet man am und q; wie folgt. Da die Gleichungen 
für jeden Augenblick gelten, bildet man die Summe für die zwei 

Zeitpunkte w t = 0 und w t = :n 
2" 

Es wird 
am sin cp = a1 m sin q;1 + a2 m sin q;2 

a.,, cos cp = a1 m cos q;1 + a2 m cos q;2 

und hieraus folgt durch Quadrieren und Addieren 

aii,= a1 2m + a2 2m+ 2 alm a2". cos (cpl- q;2) 0 

und durch Division 

0 0 (5) 



Addition von einwelligen Strömen. 7 

Bei der Addition einer größeren Anzahl von Wellen faßt man 

erst zwei zu einer resultierenden Sinuswelle zusammen, dann diese 

mit der dritten usf. 
Die physikalische Anwendung dieses Satzfls ergibt nun folgende 

beiden Fälle: 
1. Die Summe von mehreren in Reihe geschalteten einwelligen 

EMKen in einem Stromkreis ergibt eine resultierende einwellige 

EMK von gleicher Frequenz. 
2. Vereinigen sich mehrere Leitungen, in denen ein wellige 

Ströme fließen, in einem Knotenpunkt, so ist der resultierende Strom 

wieder ein einwelliger Strom. 
Beispiel. Ordnet man in der elementaren 

Wechselstrommaschine Fig. 2 zwei Spulen an, 

die einen Winkel ß miteinander bilden (s. Fig. 5), 

so sind die EMKe der beiden Spulen 

e1 =e1 msin(wt+rp1 ) 

e2 = e2 m sin ( w t + rp2 ), 

worin die Phasenvoreilung rp1 - rp2 = ß ist, da 

die erste Windung der zweiten stets um den 

Winkel ß voreilt. 
Fig. fi. 

Nehmen wir an, daß die Plächen beider Windungen gleich groß 

sind, so ist 

und die Amplitude der resultierenden EMK wird bei Reihenschal

tung nach Gl. 5 

Nach GI. 6 wird die Phase der resultierenden EMK 

sin rp1 + sin ( f{!1 - ß) 
tg rp = cos rpl + cos ( f{!l - ß) ' 

was sich leicht umformen läßt in 

ß 
tgcpl- tg 2" ß 

tg rp = -- - -- ß = tg ( f{!l - 2) 
1 +tgrpl tg2 

ß 
f{! = cpl- 2" 



8 Einwellige W echselströme. 

Die resultierende EMK ist also 2 cos ~mal so groß wie die 

ß jeder Windung und eilt gegen die eine um nach, gegen die 
2 

andere um ebensoviel vor. 

4. Mittelwert und Effektivwert einwelliger Ströme. 
Der Mittelwert der Sinuskurve über eine beliebige Anzahl 

ganzer Perioden ist Null, weil der Inhalt der positiven und negativen 
Halbwellen gleich groß ist, aber entgegengesetztes Vorzeichen hat. 

Daher vermag ein Wechselstrom von hoher Frequenz in einem 
Gleichstrommeßinstrument, bei dem eine vom Strom durchflossene 

Spule im Feld eines permanenten Magneten 
schwingt, keinen Ausschlag des Zeigers her
vorzurufen; er erzeugt nur schnellwechselnde 

-j Impulse nach beiden Seiten, denen aber das 
MtiJ schwingende System infolge seiner Trägheit 

nicht folgen kann. Aus dem gleichen Grunde 
kann ein Wechselstrom im allgemeinen nicht 

Fig. 6· für elektrolytische Zwecke, z. B. zum Laden 
von Akkumulatoren, verwendet werden. 

Bildet man den Mittelwert über eine Halbwelle, so erhält man 
verschiedene Werte, je nachdem man den Anfangspunkt wählt. 
Der größte Mittelwert, den man für eine Halbwelle erhält, ist gleich 
der Höhe des mit der Halbwelle zwischen zwei Nulldurchgängen 
flächengleichen Rechtecks (s. Fig. 6), diesen nennt man kurz den 
Mittelwert M(i) . Es ist 

2 

M(i)= ~simsina da= ~im=0,637 im 
:n :n 

. . (7) 
0 

Dagegen ist der sogenannte quadratische Mittelwert über eine 
beliebige Anzahl Perioden, den man durch Bildung des Mittelwertes 
der Quadrate der Augenblickswerte erhält, nicht Null. 

Die quadratische Kurve einer Sinuskurve ist 

i 2 =i,;sin2 wt=·ti,;(1- cos2wt). 

Sie ist also eine Sinuskurve von der doppelten Schwingungs
zahl, deren Ordinaten aber nie negativ werden, sondern zur Mittel
ordinate -} i,~ symmetrisch liegende Halbwellen bilden (s . Fig. 7). 
Die Wurzel aus dem Mittelwerte der quadratischen Kurve bezeichnet 
man mit J. 



Mittelwert und Effektivwert einwelliger Ströme. 

Es ist 

oder 

J= v~ r2 dt-=~~ . .. (8) 

Jhcißt der quadratische Mittelwert 
oder der Effektivwert. Für die Sinus
kurve ist also 

Amplitude 
Effektivwert= 

v'2 

\ / 
\ I 

I I 

' I 
\ I 
' ' --~ 

Fig. 7. 

9 

Spricht man von einem Wechselstrom oder einrr w· echsel
spannung bestimmter Größe, z. B. von dem Strom und der Span
nung, für die ein Generator, ein Motor gebaut ist, so versteht 
man hierunter allgemein den Effektivwert. Dies kommt daher, daß 
man mit den gebräuchlichen Meßinstrumenten die Effektivwerte mißt. 

Die Leistung der Stromwärme eines W cchselstromes berechnet 
sich mittels des Effektivwertes genau wie für einen Gleichstrom. 

Ein Strom ·i erzeugt in einem Leiter vom Widerstand R in der 
Zeit dt nach dem Satz von Joule die W1irmemenge 

i 2 R dt. 

Die mittlere in dC'r Zeiteinheit erzeugte Wärme ist daher 
T 

-~I i 2 R d t = J2 R. 
0 

Der Stromwärmeverlust durch einen Wechselstrom ist ebenso 
groß wie für einen Gleichstrom, dessen Stärke gleich dem Effektiv
wert des Wechselstromes ist. Ein Hitzdraht-Strom- oder Spannungs
messer zeigt daher den Effektivwert an; ebenso ein elektrodynamisches 
Instrument, bei dem das Drehmoment zwischen einer festen und 
einer beweglichen Spule gemessen wird, die von dem zu messenden 
oder einem ihm proportionalen Strome durchflossen werden. 

Ein Elektrometer zeigt in der sog. Doppelschaltung einen dem 
Effektivwert proportionalen Ausschlag. 

Das Verhältnis des Effektivwertes zum Mittelwert eines Wechsel
stromes nennt man nach Fleming den :B~ormfaktor. Für die 
Sinuskurve war nach Gl. 7 und 8 



10 Ein wellige W echselströme. 

daher der Formfaktor 
J n 

f= M(i) = 2 V2= 1,1t . (9) 

Das Verhältnis der Amplitude zum Effektivwert nennt man den 
Scheitelfaktor, er ist für den einwelligen Wechselstrom V2. 

In dem Beispiel in Abschnitt 2 kann hiernach zunächst der 
Mittelwert und dann der Effektivwert und die Amplitude der EMK 
in der rotierenden Spule wie folgt berechnet werden. Während 
einer halben Periode ändert sich der Fluß durch die Spule im 
Maximum von+ ([Jm auf- Pm, die größte Änderung, die während 
einer halben Periode auftreten kann, ist also 2 Pm. Dividiert man 

diese durch die Zeit ~ und multipliziert mit der Windungszahl w, 

so erhält man den Mittelwert der EMK während der halben Periode 

M(e)=~Pmw = 4cw P T m" 

Die Amplitude ist 

n 
em =2M(e) = 2 n cw Prn 10- 8 Volt, 

der Effektivwert 

E= f M(e) = _n ~ M(e) = :n V2 cw Pm 10- 8 Volt. 
2V2 

5. Die Leistung eines einwelligen Wechselstromes. 

Wir betrachten einen Stromkreis, der an eine Stromquelle von 
gegebener einwelliger Spannung angeschlossen ist. Diese sei 

p =pmsin wt 

und der Strom, der sich in dem Stromkreis einstellt, sei 

i =im sin ( w t- cp), 

er eilt der Spannung um einen Winkel cp nach. 
Die dem Stromkreis in der Zeit dt zugeführte Arbeit ist 

dA= p idt= Pm im sin wtsin (w t- cp) dt 

und die momentane Leistung 

dA 
w =dt-=pi=' Pm im sin wtsin (wt- cp) 

=Pm im l [cos cp- cos (2 wt- cp)]. 
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Der Augenblickswert der Leistung schwingt, wie die Gleichung 
zeigt und durch Fig. 8 dargestellt ist, mit der doppelten Perioden
zahl um den Mittelwert "}Pmimcosq;. 

Die mittlere Leistung des Wechselstromes ist also 
T 

W 1 J ·a 1 . = - pt I = - p 't COS(f! . 
T 2 "'"' 

0 

i 
Da -..!Q_ = J der Effektivwert des Stromes 

'V2 
P". )12 = P der Effektivwert der Spannung ist, wird 

W=PJCOS(j! ........ (10) 
Die mittlere Leistung eines Wechselstromes berechnet sich als 

Produkt aus den Effektivwerten von Strom und Spannung und dem 
Kosinus der Phasen-
Verschiebung zwischen 
ihnen. Sie ist, sofern q; 
von Null verschieden 
ist, kleiner als für einen 
Gleichstrom, von den 
gleichen Werten von 
Strom und Spannung 
wie die Effektivwerte 
für den Wechselstrom. 
Dies rührt daher, daß 

' !f_ : 
w 

die Augenblickswerte Fig. il. 

der Leistung, wie Fig. 8 
zeigt, während eines Teiles der Periode negativ sind. Der Wechsel
strom führt während eines Teiles der Periode dem Stromkreis von 
der Stromquelle Arbeit zu, während eines anderen Teiles gibt er 
Arbeit von dem Stromkreis an die Quelle wieder zurück. 

Bei einem Stromempfänger ist die zugeführte Leistung größer 
als die abgegebene, der Mittelwert ist positiv, und dies ist stets 
der Fall, wenn q; kleiner als 90° ist. Ist cp = 90°, so ist die 
mittlere Leistung Null, und sie ist negativ, wenn q; größer als 90° 
ist. Der letzte J<,all entspricht somit einem Stromerzeuger. 

Bisher wurde die Phasenverschiebung zwischen Strom und 
Spannung als gegebene Größe betrachtet, und nicht gefragt, wodurch 
sie entsteht. Hierüber sollen die nächsten Kapitel Aufschluß geben. 



Zweites Kapitel. 

Selbstinduktion und Kapazität in Wechselstrom
kreisen. 

6. Selbstinduktion in Wechselstromkreisen. - 7. Einwelliger Strom in einem 
Stromkreis mit Widerstand und Selbstinduktion. - 8. Kapazität in Wechsel
stromkreisen. - 9. Einwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand, 

Selbstinduktion und Kapazität. 

6. Selbstinduktion in W echselstromkreisen. 

Bei Gleichstrom ist die Stromstärke J in einem Stromkreis, 
dem eine Spannung P eingeprägt wird, durch den Ohmsehen 
Widerstand R des Stromkreises eindeutig bestimmt. Das Ohmsehe 
Gesetz lautet: Spannung= Stromstärke X Widerstand. 

P=JR .... . . (11) 

Bei Wechselströmen treten die Erscheinungen des magnetischen 
und des elektrischen Feldes als wesentliche Faktoren für die Be
stimmung der Stromstärke hinzu. Wir betrachten zunächst die Er
scheinungen des magnetischen Feldes. 

Das elektromagnetische Grundgesetz. 

Jeder von einem elektrischen Strom durchflossene Leiter er
zeugt in seiner Umgebung ein magnetisches Feld, das mit dem 
Strom durch das elektromagnetische Grundgesetz verknüpft ist. Es 
lautet: "Das Linienintegral der magnetischen Feldstärke längs einer 
geschlossenen Kurve ist gleich dem 4n fachen des mit der Kurve 
verketteten Stromes. Der Umlaufsinn der Kurve und die Richtung 
des Stromes sind einander zugeordnet, wie der Umlaufsinn und die 
Fortscbreitungsrichtung einer Rechtsschraube." 

Ist der Strom in Ampere ausgedrückt (1 Amp. = 0,1 elektromagn. 
CGS-Einbeiten), so ist 4n durch 0,4n zu ersetzen. Besteht der Leiter 
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aus w Windungen, die alle vom Strome durchflossen sind, so gilt 
für jede Kurve, die mit allen w Windungen verkettet ist: 

.J'S)dl=4:niw ........ (12) 

Fig. 9 zeigt die zusammengehörigen Richtungen des Stromes und 
der Feldstärke für eine Strornschleife. 

Das Ohmsehe Gesetz des magnetischen Kreises. 

In der Technik gibt man der durch Gl. 12 ausgedrückten Be
ziehung eine etwas andere l!'orm. 

Man denkt sich das ganze magne
tische Feld in Induktionsröhren zerlegt; die 
Induktionsröhren kehren in sich zurück 
und ihre Randkurve fällt überall in die 
Richtung der Induktion. Der Fluß durch 
eine Induktionsröhre ·ist daher konstant. 
Ist fz der Querschnitt einer Röhre und ~x 
die mittlere Induktion an einer bestimmten 
Stelle, so ist der Fluß durch die Röhre 

fP.,= ~xf.= 1-t ~{",, 

~ 
I 

".... \' ......... 
', ........ __ 

·-----

Fig. 9. 

worin p, die magnetische Permeabilität ist, und somit 

S) = f/Jx_. 
p,{", 

Im allgemeinsten Fall sind nicht alle Windungen mit der betrachteten 
Röhre verkettet. Ist daher wx die Zahl der mit der Röhre ver
ketteten Windungen, so ist 

f ~dl=fc!Jxdl = 4:niw 
P-fx x 

oder 

(13) 

B = _!_ f r}!_ ist der magnetische Widerstand oder die Reluktanz 
x 4:nJ~tr., 

der Röhre. Es ist 

f/J = iwx 
X Rx . . . . (13a) 

und der gesamte Fluß 

fP=IfPx= _1·t;:) = i .2; (;:-) ... (13b) 

wobei die Summe über alle Induktionsröhren zu erstrecken ist. 
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In dem besonderen Falle, daß alle Windungen mit allen Röhren 
verkettet sind, kann man setzen 

tP= ~; ......... (14) 

-1- = ..L,: _ _!.__ ist die Summe der reziproken Werte der magnetischen 
R Rx 
Widerstände, d. h. der magnetischen Leitfähigkeiten aller Röhren, 
R ist der resultierende magnetische Widerstand. 

Das Produkt iw nennt man die magnetomotorische Kraft (MMK). 
Die durch Gl. 13 und 14 ausgedrückte Beziehung lautet: Magneto
motorische Kraft= Induktionsfluß X magnetischer Wider
stand. Sie ist dem Ohmsehen Gesetz für einen elektrischen Strom
kreis nachgebildet und heißt das Ohmsehe Gesetz des magnetischen 
Kreises. 

Se! bstind uktionskoeffizient. 

Da eine Induktionsröhre mit w", Windungen verkettet ist, ist die 
Zahl der Verkettungen des Flusses der Röhre mit dem Stromkreis 
nach GI. 13a 

iw 2 
w I[>=--~ 

X X R,. ' 

und die Zahl der Verkettungen des ganzen Induktionsflusses mit 
dem Stromkreis 

L ist die Zahl der Verkettungen aller von der Stromeinheit erzeugten 
Induktionsröhren mit dem Stromkreis und heißt der Sel bstinduk
tionskoeffizient oder die Induktivität des Stromkreises. Da 
in dem Ausdruck für den magnetischen Widerstand die Permea
bilität t-t vorkommt, ist die Induktivität L nur dann von dem Strom 
unabhängig und als eine Konstante zu betrachten, wenn t-t konstant 
ist, d. h. wenn der l<"luß nicht in ferromagnetischem Medium verläuft. 

Da 

hat L die Dimension einer Länge. Die Einheit der Induktivität 
im absoluten Maß ist 1 e.m, im technischen Maß 109 cm oder ein 
Erdquadrant. Diese Einheit heißt ein Henry. 

Beispiele. 1. Eine Ringspule von rechteckigem Querschnitt 
(s. Fig. 10). Die Windungen mögen so dicht nebeneinander liegen, 
daß der ganze Induktionsfluß im Inneren des Ringes verläuft, und 
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alle w Windungen mit allen Induktionsröhren verkettet sind. Diese 
sind, wie aus der Symmetrie geschlossen werden kann, konzentrische 
Hohlzylinder, von der Wandstärke dx und 
der Höhe a. Für einen solchen Zylinder 
vom Radius x wird daher, wenn die 
Permeabilität f.1, = 1 gesetzt wird, (nicht
magnetisches Medium) 

Rx= 4~;J ft7: = 4~:Jx=2axdx' 
und da alle Induktionsröhren mit allen 
Windungen verkettet sind, 

x=1·. 
I 

L~2w2aln(::)to-9 Henry. 

lf]l 
.: 
~X 

!DG 
,-r;;~ 
f..-- ra.. 

Fig. 10. 

2. Eine Doppelleitung aus zwei runden Drähten vom Radius a 
im Abstande D (s. I<'ig. 11). Die beiden Leitungen seien sehr lang 
und an den Enden leitend miteinander verbunden und bilden so
mit eine rechteckige Schleife. Das Feld, das diese Schleife um
schlingt, setzt sich, wenn man 
von den Endverbindungen ab· 
sieht, zusammen aus den beiden 
Feldern, die jeder Leiter für 
sich erzeugt. Die Kraftlinien des 
Feldes eines Leiters sind in· 
folgeder Symmetrie konzentrische 
Kreise. Es ist aber zu unter· 
scheiden zwischen dem Feld 
außerhalb des Leiters und dem 
Feld im Innern des Leiters; das 

Fig. 11. 

erste ist mit allen, das zweite nur mit einem Teil der Stromfäden 
verkettet. Für einen Punkt P im Abstande x von der Achse des 
Leiters ist daher für x > a 

J S)' dl = S)'2 nx= 4ni 

dagegen für x < a, wenn der Strom sich gleichmäßig über den 
Querschnitt verteilt, 

x2 
S)"2:rz~ = 4n:i2 

a 
.,.."_2ix 
"'e!- ') . a· 
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Man erhält daher das in Fig. 11 dargestellte Bild der Feldverteilung 
jedes Leiters, und die Zusammensetzung der Felder beider Leiter 

Fig. 12. 

gibt die Verteilung Fig. 12. Der Fluß 
von der Oberfläche eines Leiters bis zum 
anderen ist, da beide Leiter gleich große 
und gleichgerichtete Flüsse erzeugen, 

D D 

2J SJ'ldx= 2ZJ :i dx= 4illn ( ~), 
a a 

worin l die Länge der Leiter ist. Der 
Anteil dieses Flusses an der Induktivi· 
tät ist daher 

L'=4lln(~). 
Die Flußverkettungen des Feldes im Inneren eines Leiters sind 
ebenso für beide Leiter zusammengenommen 

a a 

ISJ"x2 J2ix3 • 
2 ---;;_2l dx = 2 --;;,rldx=1l, 

0 0 

der zweite Anteil an der Induktivität wird daher 

L"=l 

und L=L' + L" = l [4ln ( ~) +1 J 10-9 Henry. 

Für l = 1 km= 105 cm wird 

Lt= [ 4: ln ( ~) +1 J to-• Henry km-1 . (16) 

Elektromotorische Kraft der Selbstinduktion. 

Ändert sich der Strom in einem Leiter, so ändert sich der von 
ihm erzeugte und mit dem Stromkreis verkettete Fluß, es entsteht 
daher in dem Stromkreis eine EMK, die man als EMK der Selbst· 
induktion bezeichnet. Sie ist nach dem Induktionsgesetz 

e = - _i!:_ ~ cp w 
8 dt "' "' 

oder mit Benutzung von GI. 15 
d(iL) 

e8 =----;;t ........ (17) 
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Ist L als konstant zu betrachten, so wird 

Ld'i 
e.=- -lit. 

17 

(18) 

Wir beschäftigen uns im folgenden zunächst mit dem zweiten Fall. 
Die Gl. 17 und 18 sagen aus: je schneller ein Strom sich in 

einer Richtung ändert, um so größer ist die EMK der Selbstinduktion 
in der entgegengesetzten Richtung. Sie wirkt dem Strom stets ent
gegen, und wird daher auch als Gegen-EMK der Selbstinduktion 
bezeichnet. 

Energie des magnetischen Feldes. 

Die Energie, die in einem magnetischen Feld aufgespeichert 
ist, ist nach Maxwell 

U =JSjm.dT 
m Sn ' 

wobei das Volumenintegral über den ganzen Raum auszudehnen ist, 
in dem Induktionslinien bestehen. Für ein Volumenelement einer 
Induktionsröhre vom Querschnitt{., und der Länge dl ist 'lJfx= (/1x 

der I<'luß und die Energie der Röhre ist in unserem Falle des 
magnetischen Feldes eines einzelnen Stromkreises 

T 1 J . 4 ni i [; = - SjdlW =- -w W =-w W 
x Sn x Sn x x 2 x ". 

Der Energiegehalt des ganzen Feldes ist daher 

u = i 2:c]J w 
111 2 X :C' 

oder nach Gl. 15 

(19) 

Wächst in einem Kreis der Strom von Null bis zum Werte i, so 
wird in dem magnetischen Felde die Energie t i 2 L aufgespeichert. 
Dem Stromkreis wird hierbei von der Stromquelle in jedem Augen
blick eine Leistung 

w=~Um=iLi}~=-e i 
d t d t 8 

zugeführt. 
Verschwindet der Strom, so verschwindet das magnetische Feld, 

und die in ihm aufgespeicherte Energie wird an die Stromquelle 
zurückgegeben, der Stromkreis gibt dann in jedem Augenblick an 
die Stromquelle eine Leistung 

W=-~f!"'=-iL di =e i. 
d t dt 8 

Fraenekcl, Wechselströnw. 
., 
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Ein Wechselstrom wächst in der ersten Viertelperiode von 0 bis i". 

und speichert hierbei in dem von ihm erzeugten Felde die Energie 

{ i!,L auf, in der zweiten Viertelperiode fällt er von im bis 0, die 
hierbei frei werdende Energie wird an die Stromquelle zurück

gegeben. In der ersten Viertelperiode führt also die Stromquelle 

dem Stromkreis eine Leistung zu, die er in magnetische Energie 
umsetzt und in der zweiten Viertelperiode wieder zurückgibt. Die 

mittlere Leistung in einer halben Periode ist also Null, und dies 

wiederholt sich in jeder halben Periode, wobei die Richtung des 

Stromes und Feldes sich nach jeder halben Periode umkehren, was 

aber für den Betrag der magnetischen Energie des Feldes gleich
gültig ist. 

Die Spannungsgleichung eines Stromkreises mit dem Wider

stand R und der Induktivität L, auf den die Spannung p wirkt, 

sagt nun nach dem Induktionsgesetz, daß die Summe aus einge
prägter und selbstinduzierter EMK gleich dem Ohmsehen Spannungs
fall ist: 

oder 

L di R. p- -= t 
dt 

R '+Ldi 
P= "' dt 

• • • . . . . (20) 

. . . . . . . (20a) 

Durch Multiplikation mit i erhält man die Leistungsgleichung 

. R ·2 +L· di pt= t t--
dt 

. . . • • . . (21) 

7. Einwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand 
und Selbstinduktion. 

Um den Strom zu berechnen, der sich einstellt, wenn die ein
geprägte Spannung einwellig ist, hat man die Gl. 20a zu inte

grieren. Es möge hier zunächst nur das partikuläre Integral dieser 
Gleichung behandelt werden, das den stationären Zustand beschreibt, 

der sieb kurz nach dem Einschalten einstellt. Zu diesem Zweck 
geht man am bequemsten von dem Strom aus. Sei 

i=im sinwt, 
so wird 

Ri = Rim sin wt 
und 

L di L. L. . ( + :n) dt = W tm COS W f = W tm Slll W t 2 ' 
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somit p =Rimsin wt+wLimsin ( wt+~) 
=pm sin (wt + tp). 

Die Klemmenspannung erscheint hier aus zwei Teilspannungen zusam

mengesetzt: Rim sin wt ist in Phase mit dem Strom und überwindet 

den Ohmsehen Spannungsabfall, wLim sin ( w t + ~) eilt dem Strom 

um eine Viertelperiode vor und ist entgegengesetzt gleich der EMK 

der Selbstinduktion. Nach GI. 5 S. 6 wird daher die Amplitude 

der Spannung 
(22) 

und nach Gl. 6 die Voreilung der Spannung gegen den Strom 

wL 
tg(j!=

R 
. . . . . . (22a) 

di 
Daß die Teilspannung L dt dem Strom um eine Viertelperiode vor-

eilt, ergibt sich im Zusammenhang mit Abschnitt 5 daraus, daß, 

wie gezeigt, die mittlere Leistung der Selbstinduktion Null ist. 

Die momentane Leistung ist 

pi = Ri:U sin2 wt + wLi;:. sin wt cos wt 

= Ri 2 :!:_=_cos 2 ~ + !!!~!;,. sin 2 wt 
m 2 2 • 

Der erste Teil schwingt mit doppelter Frequenz um den Mittelwert 

Ri:U d zweite um den Mittelwert Null. - 2- er Die mittlere Leistung 

ist daher T 

W 1 J ·a Rim2 J~R = T pt t = -2- = " • • . . . (23) 

0 

worin J der Effektivwert des Stromes ist. Der Effektivwert der 

Spannung ist nach GI. 22 und 8 

P=JVR2 f ~2 I} • • . . • . (22b) 

Die Größe wL hat dieselbe Dimension wie ein Widerstand (CS-1) 

und wird nach Hea viside Reaktanz (Querwiderstand) genannt. 

Das Verhältnis von Spannung zu Strom VR2--fw2 L2 heißt nach 

Steinmetz die Impedanz (Scheinwiderstand). Zur Abkürzung 

setzt man 
wL=X 

v:R2---f (1)2 f} = z 

. (24) 

. (24a) 
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Hiermit wird 
. X 

Slnrp=-, 
. z 

R 
cos rp = -·z . (.25) 

Sind also Strom, Widerstand und Induktivität sowie die Perioden
zahl gegeben, so berechnet man die Spannung nach Gl. 22b und 
die Phasenverschiebung nach GI. 22a oder 25. Die Komponente der 
Spannung, die in Phase mit dem Strom ist, also Pcoscp=JR, 
heißt die Wattspannung (weil sie mit dem Strom multipliziert 
die Leistung ergibt). Im Gegensatz dazu heißt die grgen den 
Strom um 90° phasenverschobene Komponente die Klemmenspannung 

Psinrp=JX 

die wattlose Spannung oder die Reaktanzspannung. 
Sind andrerseits Spannung, Widerstand, Induktivität und 

li'requenz gegeben, so berechnet sich der Strom aus 
p p 

J = ~-=::-=_-::.-c·-:-= = --' 
VR2+w2L2 z 

der Verzögerungswinkel des Stromes gegen die Spannung ist wieder 
durch Gl. 22a oder 25 gegeben. 

Man kann nun den Strom in eine Komponente in Phase mit 
der Klemmenspannung und eine um 90° dagegen verschobene zer
legen. Die erste nennt man den Wattstrom, er ist 

.- R R 
Jcosrp=P R2 +o:;2L2 =P z2' 

die zweite den wattlosen Strom 

J . p wL p X 
sm t:p = R2 + w2 L2 = --z'i. 

Das Verhältnis 'von Strom zu Spannung, also den reziproken Wert 
der Impedanz, die Leitfähigkeit, nennt man nach Steinmet.z die 
Admittanz und bezeichnet sie mit y 

1 1 
, -VR=R=2=+=w2 L2 = i = y . . . (26) 

Ferner heißt das Verhältnis des Wattstromes zur Spannung die 
Konduktanz 

R 
g= z2 • (27) 

das Verhältnis des wattlosen Stromes zur Spannung die Suszeptanz 

X 
b=.,-. 

Z" 
. . . . . . . . (28) 



Es wird somit 
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b 
tg'[' = -

g 
cos 'P =!!__' 

y 
. b 

smcp=-· 
y 

Wir haben also folgende Beziehungen: 

1. Spannung = Strom X Impedanz 

2. Wattspannung =Strom X Widerstand 

3. Wattlose Spannung= Strom X Reaktanz 
4. Strom = Spannung X Admittanz 

5. Wattstrom = Spannung X Konduktanz 

6. Wattloser Strom =Spannung X Suszeptanz 

. (26a) 

(29) 
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P=Jz 
PCOS'{'=JR 
Psin'{'=JX 

J=Py 
Jcos'{'=Pg 
Jsin '{'=Pb 

Sind zwei dieser Konstanten gegeben, so kann daraus jede 

der anderen mit Hilfe der angegebenen F'ormeln berechnet werden. 

Handelt es sich darum, die Konstanten des Stromkreises durch 

Messung zu ermitteln, so mißt man den Strom J, die Spannung P 

und mittels eines Wattmeters die Leistung W. 
Da (s. GI. 10) W=PJCOS'f' ist, erhält man zunächst 

w 
COS'f' =pJ. 

Andrerseits ist W = .J2 R, es ergibt sich daher 

w 
R=j2• 

femer 

Ist die Periodenzahl bekannt, so erhält man ferner 

Ebenso erhält man 

X 
L=-. 

2.nc 

8. Kapazität in W echselstromkreisen. 

Elektrisches Feld. Zwischen zwei durch ein isolierendes 

Medium voneinander getrennten Leitern, zwischen denen eine elek

trische Spannung besteht, bildet sich ein elektrisches Feld aus. 

Nach Faraday denkt man sich das elektrische Feld durch

zogen von elektrischen Kraftlinien, die an positiven Ladungen an 

der Oberfläche eines Leiters beginnen und an negativen Ladungen 
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des andern Leiters endigen, und die überall in die Richtung der 
elektrischen Feldstärke fallen. 

Zwischen zwei benachbarten Punkten des elektrischen Feldes 
besteht eine Spannung, die gegeben ist durch das.Produkt aus dem 
Abstand dl beider Punkte und der Projektion der Feldstärke Q: 
an der betr. Stelle auf die Richtung von dl. Durch Summierung 
der Spannungen längs einer Kraftlinie erhält man die Spannung 
zwischen den beiden Leitern: 

jQ;dl=p ......... (30) 

Unter Einwirkung der Feldstärke entsteht im Dielektrikum 
eine Verschiebung ~. die der Feldstärke und Dielektrizitätskon
stanten e des Materials proportional ist. Es ist 

eQ: 
~= 4n .......... (31) 

somit 

J4n 
p = --;_- ~dl . . . . . . . (32) 

Der Verschiebungsfluß durch eine geschlossene Fläche ist 
gleich der von der ]<.,läche eingeschlossenen Ladung q. 

J~df= q . . . . . . . . . (33) 

Man hat nun zwischen Verschiebungslinien und Kraftlinien zu 
unterscheiden. Eine Verschiebungsröhre ist ein Raum, dessen Be· 
grenzungsfläche überall in die Richtung der Verschiebungslinien 
fällt. Der Verschiebungsfluß einer solchen Röhre ist daher kon
stant, und da sie an den Oberflächen der beiden Leiter endigt, 
zwischen denen das Feld besteht, ist ihr Fluß gleich der Ladung 
qx, die ihre Randkurve an den Leiteroberflächen abgrenzt. Ist fx 
ihr Querschnitt an einer Stelle, so ist 

~xfx=qx. 

Dies gilt unabhängig von der Beschaffenheit des Dielektrikums. 
Beim Übergang von einem Dielektrikum zum andern ist die Ver
schiebung stetig, während die Feldstärke nach Gl. 31 sich nach 
Maßgabe der Dielektrizitätskonstanten änderte. 

Kapazität. Durch die Gl. 30 bis 33 wird die Ladung der 
Leiter mit der zwischen ihnen bestehenden Spannung p in Beziehung 
gebracht. 

Für eine Verschiebungsröhre wird 

I f4n f4ndl p = G:dl= -- ~ dl=q ---
8 X X efx 
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1 
qx=P - Idl-=pC"'. 

4.n -
ef" 
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(34) 

Cx ist die Kapazität der betrachteten Röhre. Summiert man 
die Flüsse aller Röhren des ganzen Feldes, so erhält man die 
gesamte Ladung q an der Oberfläche der beiden Leiter. Es wird 

q=Cp . (35) 

worin C = ~Cx die Summe der Kapazitäten aller Röhren oder die 
resultierende Kapazität der durch die beiden Leiter gebildeten An
ordnung ist. 

Die Ladung ist der Spannung zwischen den Leitern propor
tional. Die Proportionalitätskonstante, als die wir die Kapazität 
ansehen können, ist um so größer, je kürzer der Weg des Ver
schiebungsflusses, also je kleiner der Abstand der Leiter und je 
größer die Fläche ist. 

Eine Anordnung von zwei Leitern, die eine große Kapazität 
besitzt, nennt man einen Kondensator. Einen solchen bilden z. B. 
die Leiter eines langen Kabels, oder die Leiter des Kabels und 
seine metallische Schutzhülle; bei großen Längen kommen hier be
deutende Kapazitäten in Frage. Da ferner die Ladungen um so 
größer sind, je höher die Spannung ist, spielt 
die Kapazität besonders in der Hochspan
nungstechnik eine große Rolle. 

Beispiele. 1. Konzentrisches Kabel (s. 
Fig. 13). Es seien r1 und r2 Außenradius 
des Innenleiters und Innenradius des Außen· 
Ieiters. Besitzt der Außenleiter keine Span
nung gegen Erde, so verläuft das Feld ganz 
innerhalb des von diesen Radien begrenzten 
Raumes, da im Innern der Leiter das Feld 
Null ist. Die Verschiebungslinien stehen 
senkrecht auf' den Leitern und somit radial. Ist q die Ladung der 
Leiter, so ist der Verschiebungsfluß durch eine Zylinderfläche 
vom Radius r und der Länge l 

'Il2nrl=q 

'Il=-q-. 
2:nrl 

Die Verschiebung nimmt mit wachsendem Abstand von der Achse 
ab. Bilden wir nun nach GI. 32 
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F 

Fig. 14. 

,., 

f4n 4nq J'dr 2q r2 

p= sT;dl=2nel -~=-iz 1 n-;..~ 
r, 

2. Ein Plattenkondensator (Fig. 14). Zwischen zwei 
~'lächen von großer Ausdehnung, die überall in sehr 
kleinem Abstand d voneinander entfernt sind, kann das 
l<'eld als homogen angesehen werden, d. h. die Verschie
bungslinien laufen parallel und die Verschiebung ist kon
stant. Nur am Rande weicht der Verlauf, wie die Figur 
zeigt, davon ab. Sieht man von der Randwirkung ab, 
wa:s bei kleinem Abstand und großer ~'läche keinen 
wesentlichen Fehler ergibt, so kann der ganze Raum 
zwi~chen den Platten als eine Verschiebungsröhre von 
dem Querschnitt F und der Länge d betrachtet werden, 
die Kapazität ist daher 

sF 
C=---

4nd 
(37) 

Einheit der Kapazität. Die berechnete Kapazität ist die 
elektrostatische, deren Dimension eine Länge, deren Einheit im ab
soluten elektrostatischen Maßsystem ein Zentimeter ist. Die elektro
magnetisch gemessene Kapazität berechnet sich aus der elektrosta
tischen, durch Division durch v2 , worin v = 3 ·1010 die Lichtgeschwin
digkeit ist. Die Dimension der elektromagnetisch gemessenen Ka
pazität ist daher z-1 t2 • Die praktische Einheit der Kapazität ist 
gleich l0- 9 absoluten elektromagnetischen Einheiten und heißt 
ein Farad. Der 10 6 te Teil davon wird ein Mikrofarad (Mf) genannt. 

oder 

Es wird daher z. B. für den Plattenkondensator: 

C = ___ __!!' ____ Farad 
4nd9·1011 • 

t:F . 
C =- -- - -- _ Mikrofarad 

4nd 9 ·10'' 

. . (37a) 

. . . . (37b) 

Energie des elektrischen ~'eldes. Die Energie, die in 
einem elektrischen Felde aufgespeichert ist, ist nach Maxwell 

U = ((5;'J)_dr 
e J 2 ' 
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worin das Volumenintegral über den ganzen Raum auszudehnen ist, 
in dem Verschiebungsröhren bestehen. Für ein Volumenelement 
einer Verschiebungsröhre vom Querschnitt f" und der Länge dl 
ist '!!,,(. = q" der Verschiebungsfluß, und die Energie der Röhre 

f f.fdl p 
Ux= -2-qx=2q.,, 

worin p die Spannung zwischen den beiden Leitern ist, an denen 
die Verschiebungsröhre beginnt bzw. endigt. Der Energiegehalt 
des ganzen Feldes ist daher 

oder nach GI. 35 

U =PK 
e 2 ' 

p2 
Ue=--- C 

2. 
(38) 

Ladung und Entladung eines Kondensators. Ändert man 
die Spannung zwischen den Belegungen eines Kondensators um dp, 
so nimmt seine Ladung nach GI. 35 um 

dq=Cdp 

zu oder ab, je nachdem die Spannung steigt oder fällt. Der Strom 
der hierbei in der Zuleitung fließt, ist 

. dq dp 
· t= dt = 0 ax · · (39) 

l!'ür eine Gleichspannung (p = konst.) ist daher i = 0, d. h. in einem 
Gleichstromkreis ist der Kondensator eine Unterbrechung. Anders 
ist es für eine Wechselspannung. 

Während des Steigens der Spannung von Null bis p wird die 
Energie t p2 C in dem Kondensator aufgespeichert, dem Stromkreis 
wird dabei von der Stromquelle in jedem Augenblick eine Leistung 

dU dp . 
W= dt'=pC dt=pl 

zugeführt. Nimmt die Spannung von p bis auf Null wieder ab, so 
verschwindet das elektrische Feld, und die in ihm aufgespeicherte 
Energie wird an die Stromquelle zurückgegeben, der Kondensator 
gibt in jedem Augenblick die Leistung zurück 

dU. dp . 
W=--=-pC--=-p~ dt dt . 

Ist die Spannung, mit der der Kondensator geladen wird, einwellig, 
so wächst sie in der ersten Viertelperiode von Null bis Pm• um in 
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der zweiten Viertelperiode von Pm auf Null zu fallen. In der ersten 
Viertelperiode wird daher die Energie t p~ 0 im Dielektrikum des 
Kondensators angesammelt und in der zweiten wieder zurückgegeben. 
In der ersten wird dem Stromkreis von der Stromquelle Leistung 
zugeführt, in der zweiten genau ebenso viel wiedergegeben. Die 
mittlere Leistung in der halben Periode ist daher Null. 

Für p = p". sin w t ist der Ladestrom des Kondensators 

i= 0~~ = Owpm cos rot= Owpmsin ( wt+ ;) , 

er ist ein einwelliger Strom von der Amplitude 

im=PmWO, 

der der Spannung am Kondensator um 90° in der Phase voreilt, 
denn nach Gl. 38 ist ja der Ladestrom so lange positiv, wie die 
Spannung steigt, und negativ (Entladestrom), wenn sie fällt. Daraus 
folgt ebenfalls, daß die mittlere dem Kondensator zugeführte 
Leistung Null ist. 

9. Einwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand, 
Selbstinduktion und Kapazität. 

Ist in einem Stromkreis (s. Fig. 15) ein Kondensator 0 mit einer 
Drosselspule von der Induktivität L und dem Widerstand R in 

fl 

Fig. 15. 

so wird 
Ri = Ri". sin wt 

Lai L" . ( +:n) dt=w ~".sm wt 2 

Reihe geschaltet, so lautet die 
Spannungsgleichung 

p=Ri+L di +f!dt (40) 
dt 0 

Für einen einwelligen Strom 
sei 

J i ~ t =- ~0 cos w t =- ~"'o sin ( w t + ; ) 
p=i".Rsin wt+i". sin ( wt+ ;) [ wL- w1C l 

=p".sin(wt+rp) . ............ (41) 

Die Spannung erscheint hier aus zwei Teilen zusammengesetzt: 
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i".B sin rot ist in Phase mit dem Strom und überwindet den Ohm

sehen Widerstand, im ( wL- w1
0 ) sin ( wt +;) eilt dem Strom um 

90° vor und wird teils zur Überwindung der EMK der Selbstinduk
tion, teils als Ladespannung des Kondensators verbraucht, und zwar 
tritt die Differenz dieser Spannungen in Rechnung, da die erste 
dem Strom um 90° voreilt, die zweite ihm um 90° nacheilt. Der 
Effektivwert der Spannung ist daher 

die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung 

1 
wL----· 

wC tgp=--R --

( 42) 

. ( 42a) 

Selbstinduktion und Kapazität ·wirken in dem Stromkreis einander 
insofern entgegen, als die erste den Strom gegen die Spannung 
verzögert, die zweite ihn in Voreilung bringt. Dies rührt daher, 
daß die Energien, die in dem magnetischen ~'elde der Selbstinduktion 
und in dem elektrischen Felde der Kapazität in Schwingungen ver
setzt werden, zu verschiedenen Zeiten von der Stromquelle auf
genommen und an diese zurückgegeben werden. Die momentane 
Leistung ist, wenn die Spannungsgleichung mit im sin w t multi
pliziert wird, 

i2 
w= pi = ii,.R sin2 wt+ i!,wL sin wt cos wt- w~ sin wtcos wt. 

Die beiden letzten Teile haben stets entgegengesetztes Vor
zeichen, d. h. während vom Strom Energie im magnetischen Feld 
der Selbstinduktion aufgespeichert wird, wird solche aus dem elek
trischen Feld des Kondensators abgegeben, und umgekehrt. Nur 
die Differenz der momentanen Leistungen wird zugeführt und außer
dem der Stromwärmeverlust. Die beiden Felder laden sich zum 
Teil gegenseitig. V ollständig tritt dies ein, wenn 

1 
wL=--

wC 
( 43) 

ist. Hierbei sind die momentanen Leistungen von Selbstinduktion 
und Kapazität entgegengesetzt gleich, vom Netz wird in jedem 
Augenblick nur der Stromwärmeverlust zugeführt und der Strom
kreis verhält sich dem Netz gegenüber wie ein rein Ohmscher 
Widerstand. Aus GI. 42 und 42a wird hierbei P = J R und tg rp = 0. 

Diesen Fall bezeichnet man als Resonanz. 
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Für gegebene Werte von L und 0 tritt sie bei einer bestimmten 
Periodenzahl ein, nämlich wenn 

1 
W=-·o.c ... : 

VLO 
oder 

1 
C= --c=. ..••••• (44) 

2n-VLC 

ist. Obwohl hierbei die Spannung am ganzen Stromkreis nur gleich 
dem Ohmseben Spannungsabfall ist, können dennoch sehr bedeutende 
Spannungen am Kondensator wie an der Selbstinduktion auftreten. 

Beispiel. Es sei R=10 Ohm, L=l Henry. Bei c= 50 Perioden 
tritt Resonanz ein für: 

1 1 
0= w2 L = (100.n)2 = 1,015 10-5 Farad= 10,15 Mf . 

. E'üt• einen Strom von 100 Amp. wird daher die Spannung am 
ganzen Stromkreis 1000 Volt, am Kondensator besteht aber die 
Spannung 

J 
wO 

100 ·105 
-- - - =31400 Volt. 
2.n50·1,015 

Hierauf beruht die Gefahr der Resonanz. 

Die Größe -:0 bat die Dimension eines Widerstandes und wirq 

ebenfalls als Reaktanz bezeichnet. Zum Unterschied gegen die 
Reaktanz der Selbstinduktion setzt man, falls beide vorkommen, 

wL = Xi =induktive Reaktanz, 

1-- =X =kapazitive Reaktanz. wO c 

In dem betrachteten Stromkreis ist die resultierende Reaktanz 

X=X,-Xc, 
und die Impedanz 
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10. Darstellung von Wechselströmen dnrch V ektoreu. 

Die Projektionen eines mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
um einen festen Punkt rotierenden Radiusvektors auf eine feste 
Achse beschreiben bekanntlich die Ordinaten einer Sinuskurve. 

Stellt daher die Länge OP des 
rotierenden Vektors Fig. 16 die Am
plitude eines Wechselstromes i", dar, 
und ist die Wink elgeschwindigkeit 
seiner Drehung gleich der Kreisfre
quenz w, so sind die Projektionen OA 
auf die zur Anfangslage OX senk-
rechte Richtung 0 Y x 

0 A = i = i", sin w t 

die Augen blickswerte des Stromes. 
Für einen zweiten Vektor 0 Q=i:," 

der gegen OP um einen Winkel ({' 
im Sinne der Voreilung verschoben 
ist, wird ebenso 

OB =i' = i;,sin (w t + rp). 

Fig. 16. 

Die beiden Vektoren OP und OQ können also als Symbole 
zwei er Wechselströme von gleicher J<,requenz betrachtet werden, 
deren Amplituden im und i;., sind, und die gegeneinander die Phasen
verschiebung rp haben. 

Anstatt nun die Vektoren rotieren zu Jassen, kann man sie 
auch feststehend denken, und die Gerade, auf die sie projiziert 
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werden, sich im umgekehrten Sinne drehen lassen; diese Gerade heißt 
die Zeitlinie. Der Vektor des voreilenden Stromes ist, wenn man 
die Drehrichtung der Vektoren zugrunde legt, im Sinne der Vor
eilung verschoben. Geht man von der Drehung der Zeitlinie aus, 
so kommt diese, wie die Figur zeigt, bei der Drehung zuerst in 
die Lage des voreilenden Vektors. 

Beliebig viele Ströme und Spannungen sind also durch die 
Länge ihrer Vektoren und durch die Winkel, die sie bilden, in 
ihrer Größe und Phase gegeneinander eindeutig bestimmt. Voraus
setzung ist dabei, daß die Ströme und Spannungen gleiche Frequenz 
haben, nur solche lassen sich in einem Diagramm zusammen
stellen. Über die Frequenz selbst sagt das Diagramm nichts aus. 

Praktisch ist es zweckmäßig, die Länge der Vektoren in dem 
gewählten Maßstab gleich den Effektivwerten zu machen, weil diese 
gemessen werden; beim Übergang zu den Augenblickswerten sind 
dann die Projektionen mit V2 zu multiplizieren. 

Da es bei der geometrisclJ.en Darstellung nur auf die Länge 
der Vektoren ankommt und auf die Winkel, die sie miteinander 
bilden, kann man jeden Vektor in dem Diagramm parallel mit sich 
selbst verschieben. 

Hiervon macht man Gebrauch bei der graphischen Addi
tion von Strömen. Die Summe zweier Ströme 

8----------- c 

Fig. 17. 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 

il +i2=i 

ergibt sich (s. Fig. 17) durch Parallelver
schiebung des Vektors OB des Stromes i, 
parallel mit sich selbst nach AC an den 
Endpunkt des Vektors OA des Stromes i 1 , 

oder, da die Reihenfolge bei der Addition 
gleichgültig ist, durch Verschiebung des 
Vektors 0 A des Stromes i 1 nach B C an 

den Endpunkt B des Vektors OB des Stromes i 2 • 

Der Vektor OC des Summenstromes i ist also die Diagonale 
des von den Vektoren der Teilströme gebildeten Parallelogrammes. 

Da die Differenz zweier Ströme 

i1 -i2 ==i' 

gleich der Summe aus i 1 und dem negativ genommenen Wert von 
i2 ist, ist das Parallelogramm von B aus erst bis C im Sinne von 
i1 und dann bis A im negativen Sinne von i 2 zu durchlaufen, und 
es wird die Diagonale BA der Vektor des Differenzstromes i'. 

Der Vektor des Differenzstromes 
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wird analog dargestellt durch die im Sinne AB durchlaufene 

Diagonale. 
Differentialquotient und Zeitintegral eines Vektors. 

In den Spannungsgleichungen von Wechselströmen (s. GI. 20a und 40) 

kommt der Differentialquotient des Stromes nach der Zeit und das 

Zeitintegral über einen Wechselstrom vor. 
Da 

di d(imsinwt) .. ( n) dt = - dt ____ = W tm Sill W t + Z 

ist, erhält man den Vektor, der den Differentialquotienten eines 

Stromes darstellt, indem man die Länge des Stromvektors im Ver

hältnis w : 1 vergrößert und ihn um 90 ° nach vorwärts dreht. 

Da ferner 

J idt= J imsin wt dt=; sin ( wt-~) 
ist, erhält man den Vektor des Zeitintegrals, indem man den Vektor 

des Stromes im Verhältnis 1: w verkleinert und ihn um 90° zu

rückdreht. 
Beispiele. 

duktivität L war 
Für eine Spule vom Widerstand R 

(s. GI. 20a) 

'R+Ldi p=t . di' 

An den Vektor OA=JR (Fig. 18), der in 
die Richtung des Stromes fällt, reiht sich der 
um 90° dagegen voreilende Vektor AB= J wL, 
die Schlußlinie 0 B ist der Vektor der Klemmen
spannung P, die dem Strom um den Winkel cp 
voreilt. Es folgt aus der Figur 

JwL wL 
tgcp=-yR-=R. 

0 

und der In-

8 

Ist die Drosselspule mit einem Kondensator von der Kapazi

tät C in Reihe geschaltet, so lautete die Spannungsgleichung (s. GI. 40) 

'R+Ldi 1 f 8 
p=t dt c idt. 

Hier reiht sich in Fig. 19 an den Vek
tor OA = JR in Richtung des Stromes der um 
90° dagegen voreilende Vektor AB= J w L 
und an diesen der gegen den Strom um 
90° nacheilende Vektor 

J 
BC= wc· 

J 
<.i1f 
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OC ist der Vektor der Klemmenspannung und es ist 

1 
wL--

wC 
tgcp=-R-. 

Verändert man die Größe der Kapazität, so bewegt sich der 
Endpunkt C des Vektors der Klemmenspannung auf der Geraden AB. 
Wenn er in A liegt, ist die Spannung mit dem Strom in Phase, 
hierbei ist 

J 
--=JwL 
wC · 

Dies ist der früher, s. S. 27, behandelte Fall der Resonanz. 

Wird -!o>JwL, so liegt C unterhalb A, dann eilt der Strom der 

Klemmenspannung vor. 

11. Symbolische Darstellung von Wechselströmen. 

Die Darstellung von Wechselstromgrößen durch Vektoren kann 
auch analytisch durchgeführt werden. 

Vektoren werden bierbei durch große deutsche Buchstaben 
bezeichnet. Ein Strom vom Effektivwert J wird z. B. durch einen 
Vektor ~ dargestellt. J ist der Betrag des Vektors ~-

Drehung der Vektoren. Wird ein Vektor~ um 180° gedreht, 
so gelangt er in die entgegengesetzte Richtung und wird hier mit 
- ~ bezeichnet. Eine Drehung um 180° wird also in der symbo
lischen Darstellung durch die Multiplikation mit - 1 bezeichnet. 
Die Drehung um 180° entsteht durch zweimalige Drehung um 90°; 
es folgt also, daß die Drehung um 90° zu bezeichnen ist durch 
Multiplikation mit 

d. h. mit der komplexen Einheit. Hierbei kann der Wurzel das 
positive oder negative Vorzeichen, je nach der Drehrichtung, bei
gelegt werden. 

Es werde festgesetzt, daß eine Drehung um 90° im Sinne der 
Voreilung mit + j, im Sinne der Verzögerung mit - J. bezeichnet 
werde. Diese Schreibweise ist die in der Physik allgemein ge
bräuchliche. 

Ein Vektor j ~ ist also ebensogroß wie der Vektor~. aber gegen 
diesen um 90° nach vorwärts gedreht. 
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Addition und Subtraktion von Vektoren. Die Addition 
von zwei Wechselströmen i1 und i2 , die durch ihre Symbole S1 

und ~2 bezeichnet sind, ergibt einen neuen V cktor 

0=Sl +s2. 
0 ist die Diagonale des aus 01 und S2 gebildeten Parallelo

gramms (s. Fig. 1 7, S. 30). 
Ebenso ergibt die Subtraktion der Vektoren 01 und S2 einen 

neuen Vektor 
0'=Sl-~2. 

Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl. 
Ein besonderer Fall der Addition ist der, daß zwei Vektoren zu 
addieren sind, deren Beträge proportional 
dem Betrag eines anderen (Ausgangs-) Vek
tors sind, und von denen der eine in die 
Richtung des Ausgangsvektors, der andere 
in die dazu senkrechte Richtung fällt. Sei 
Z5 der Ausgangsvektor, so ist a S = OA (s. 
Fig. 20) ein neuer Vektor, der a mal so 

Jb) 

f--.:!L=----;i+--J 
lang wie S ist und in die gleiche Rich- o A 

tung fällt; ferner ist j b 3 =AB ein Vektor, 
der b mal so groß ist wie 0 und um 90° 

Fig. 20. 

dagegen nach vorwärts gedreht ist. Die vektorielle Summe aus 
beiden ergibt den neuen Vektor ~=OB. Er ist 

Durch Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl 
ergibt sich also ein neuer Vektor. Andrerseits sieht man, wenn 
die Gleichung in der Form geschrieben wird: 

~=a+Jb, 
~ 

daß das Verhältnis zweier Vektoren ausgedrückt wird durch eine 
komplexe Zahl. 

Da die Längen der Vektoren die Effektivwerte darstellen, ist 
der Effektivwert des neuen Vektors 

P=0B=VOA2 =t-AB2=JYa2 .f-b2 (45) 

und die Phasenverschiebung zwischen P und J ist 

AB bJ b 
tgq;= ö.A =~j=~- . (46) 

Sind also zwei Vektoren~ und S gegeben, so bildet man den 

Fraenckel, 'VcchselstrUme. 
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Quotienten ~ und zerlegt ihn in den reellen Teil a und den imagi
.\5 

nären Teil b. Das Verhältnis der Effektivwerte ergibt sich dann 
aus GI. 45 und die Phasenverschiebung durch GI. 46. 

Setzt man 
OB2 =r2 =a2 +b2 

r=lfa2+b2 

a 
cos g;=;:-' 

. b 
smrp=r, 

so ist nach dem Satz von Moivre 

a +iu = r(cos g; + j sin g;) = r ei'P, 

worin e die Basis der natürlichen Logarithmen ist. Es ist daher 

~=3 (a +J· b)=~re}'P. 
Der Vektor 3rej'P entsteht also aus dem Vektor 3, indem man 

diesen im Verhältnis r: 1 vergrößert und um g; nach vorwärts dreht. 
Setzt man analog 

so ergibt sich: der Vektor ! e-jq' entsteht aus dem Vektor~. in
r 

dem man diesen im Verhältnis 1 : r verkleinert und um tp nach 
rückwärts dreht. 

Differentialquotient eines Vektors nach der Zeit und 
ZeitintegraL In der Zeit dt dreht sich der Vektor 3 um den 

oder 

Fig. 21. 

Winkel w dt und gelangt (s. Fig. 21) in die Lage 
~'. Es ist 

~'=~+PP'. 

Hierin ist die Länge PP'= J w dt, und da 
sie senkrecht auf ~ steht, symbolisch bezeichnet 
durch j 3 w d t. Es wird also 

d~=jw3dt 

d~ . (\< ( ) -dt=JW.\5 , , • , , , , , • 47 

Durch Umkehrung ergibt sich das Zeitintegral eines Vektors 

3 j~ f3dt=-. =-- ....•.. (48) 
JW W 

In der symbolischen Darstellung verschwinden also in den 
Gleichungen zwischen Strom und Spannung die Differentialquotienten 



Symbolische Darstellung von Wechselströmen. 35 

nach der Zeit und die Zeitintegrale. Hierin liegt die Vereinfachung 
der Schreibweise bei dieser Darstellung. 

Beispiele. Die Gleichung eines Stromkreises mit dem Wider
stand R und der Induktivität L lautet: 

dS 
~=SR+L--

dt 

= S(R+JwL)= S(R +JX). 

Für den Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapa
zität ist 

c=S[R+J(wL- w1
0)] 

= s [R+J(Xi- XC)]. 

Das Verhältnis von Spannung zu Strom, also die Impedanz, 
ist in der symbolischen Darstellung eine komplexe Zahl. Der reelle 
Teil ist der Ohmsehe Widerstand, der imaginäre die Reaktanz. 

Der symbolische Ausdruck für die Impedanz z ist daher 

&=(R+JX) (49) 

Aus der vektoriellen Gleichung erhält man das Verhältnis der 
Effektivwerte von Strom und Spannung und ihre Phasenverschiebung 
nach den auf Seite 34 gegebenen Regeln, die für die beiden Beispiele 
wieder zu den GI. 22 a und b und Gl. 42 und 42 a führen. 

Rechnung mit komplexen Zahlen. Bei der symbolischen 
Darstellung sind, wie gezeigt, die Gleichungen zwischen Strömen 
und Spannungen homogene und lineare Gleichungen, deren Koeffi
zienten komplexe Zahlen sind. 

Es sei daher an die folgenden Regeln für die Rechnung mit 
komplexen Zahlen erinnert. 

Addition und Subtraktion. Zwei komplexe Zahlen werden 
addiert oder subtrahiert, indem man die reellen Teile für sich und 
die imaginären Teile für sich addiert bzw. subtrahiert. 

Ist + 'b d + 'b rl = al J 1 un r2 = a2 J 2' 

so wird r=r1 ±r2 =a+jb, 

worin a = a1 + a2 und b = b1 + b2 ist. 

Multiplikation. Wir setzen 

t 1 = a1 + jb1 = r1 ( cos cp1 + j sin cp1) = r1 eir, 

r2 = a2 + jb2 =r2 (cos cp2 + j sin cp2 ) = ?'2 ejr2 , 

8* 
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so ergibt sich durch Ausmultiplizieren 

r=r1 r2 = a1 a2 - b1 b2 +J(a1 b2 + a2 b1) 

oder 

r = r 1 r 2 [( cos 'Pt cos rp2 - si n 'Pt sin (p2 ) + j ( sin ?"t cos cp2 + sin cp2 cos cpt)l 

= r 1 r2 [ cos (rp1 -+ q12 ) + J. sin (cp1 + rp2)] 

Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre 
Beträge multipliziert und ihre Argumente addiert. 

Hieraus folgt, daß das Produkt zweier konjugiert komplexer 
Zahlen reell und gleich dem Quadrate des Betrages der Zahlen ist 

(a+ jb) (a- jb) =a2 + b2 • 

Division. Analog werden zwei komplexe Zahlen dividiert, 
indem man ihre Beträge dividiert und ihre Argumente subtrahiert. 

In einem komplexen Bruch wird der Nenner reell gemacht, 
indem man Zähler und Nenner mit der dem Nenner konjugiert 
komplexen Zahl multipliziert. Es wird 

_ r1 _ a1 + jbt _ (at + jbt) (a2 - jb2 ) 
r- -- - ---- -- -- - -- - ----

r2 a2+Jb2 (a2+ju2)(a2-jb2) 

= (at a2 + bl b2) + j (bl a.'l._- ~I b2) 
a2 2 --t- u2 2 

r 1 ( cos cp1 + j sin cpt) 
= ~-(cos;,;; + J si; cp2) 

rl . 
= --- eJ (q, -- 'P•l • 

r 2 

Potenzieren. Aus der Multiplikation folgt 

lJ = r" = ( a + j b t = r" ( cos rp + j sin cp t 
= r" ( cos n cp + j sin n rp) 
= r" ejnr. 

Eine komplexe Zahl wird zu einer Potenz erhoben, indem man 
den Betrag potenziert und das Argument mit dem Exponenten 
multipliziert. 

Radizieren. 

IU=Y~ =Ya-+jb=Y;(cos~+jsin :) 

n,- j'l' 

=Vre"" 
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Man zieht die Wurzel aus einer komplexen Zahl, indem man 
den Betrag radiziert und das Argument durch den Exponenten 
dividiert. 

Mittelwerte in der symbolischen Darstellung. 

Bei der Berechnung der Leistung hat man es mit dem Produkt 
zweier Vektoren zu tun. Es ist daher in der symbolischen Dar
stellung zu unterscheiden zwischen dem Produkt von komplexen 
Zahlen und den Vektorprodukten. 

Unter diesem verstehen wir den Mittelwert aus dem Produkt 
zweierSinusströme oder eines Sinusstromes und einer Sinusspannung. 
Dieser Mittelwert ist von der Zeit unabhängig und daher kein Vektor 
sondern ein Skalar. Wir bezeichnen ihn durch die runde Klammer () 

(\ß S) = PJcos q:>, 

worin q; die Phasenverschiebung zwischen P und J ist. 
In der Vektorenrechnung bezeichnet man das so definierte 

Produkt als das innere Produkt. 
Es folgt nun für zwei gleiche Vektoren von gleicher Phase 

(S·S) =P 
und 

(j S·j S) =P, 
dagegen für zwei Vektoren, deren Phasenverschiebung 90° ist, 

(S-i S) = o. 
Eilt der Vektor jß gegen S um den Winkel q; vor, so bilden 

\ß und j S den Winkel 90°-q;. Dnher wird 

und 

(\ß ·j S) = P J sin q:>. 

Dagegen bilden j jß und S den Winkel 90° + q;, und es wird 

(j \ß · S) = - P J sin q; 

(\ß -i S) =- (j \ß · S). 

12. W echselstromdiagramme. 

Um die Arbeitsweise eines Stromkreises oder einer Maschine 
bei verschiedenen Arbeitsbedingnngen, d. h. bei Veränderung der 
Konstanten des Stromkreises zu übersehen, hätte man eine große 
Zahl von Gleichungen für die jeweiligen Konstanten auszurechnen. 
Statt dessen bedient man sich bequemer der sog. Diagramme, d. h. 
geometrischer Bilder, in denen die veränderlichen Ströme oder 
Spannungen als Vektoren dargesteiJt sind, und bestimmt den geo-
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metrischen Ort, den der Endpunkt des Vektors bei Veränderung 

der Konstanten beschreibt. 
Ist der Strom konstant und die Spannung veränderlich, so ist 

der geometrische Ort für den Endpunkt des Vektors der Spannung 
das Spannungsdiagramm. Ist dagegen die Spannung konstant 
und der Strom veränderlich, so ist der geometrische Ort für den 
Endpunkt des Vektors des Stromes das Stromdiagramm. 

Die konstante Größe ist als die gegebene zu betrachten und 

ihr Vektor wird in die Ausgangslage gelegt. 

Beispiele. 1. In einem Stromkreis mit Widerstand und Selbst
induktion sei R konstant und L veränderlich. Dieser l<'all liegt 
z. B. vor bei einer Drosselspule mit veränderlichem Luftraum oder 
bei einem Elektromagneten mit beweglichem Kern. Jeder Größe 
des Luftraumes oder jedem Hub des Elektromagneten entspricht 
ein anderer Wert der Induktivität L, während der Widerstand R 
konstant bleibt. 

Es soll zunächst das Spannungsdiagramm für konstanten Strom 
bestimmt werden. Für diesen Stromkreis lautet die Spannungs
gleichung nach S. 35 

und es liegt (s. Fig. 22) 0 A = JR in Richtung des Stromes und 
AB=JwL eiltum90°dagegen vor. OB=Jz=P istderVektor 

0 •• ,A 

' '·,,, '•,,, i ~ 
', I 

der Klemmenspannung. Jedem Wert von L 
und J w L entspricht eine andere Länge AB. 
Der Endpunkt B des Vektors der Klemmenspan
nung bewegt sich auf der Geraden AB, sie ist 
also das Spannungsdiagramm. 

Da in dem Dreieck 0 AB alle Längen dem 
Strom proportional sind, kann man sie durch 
J dividieren. Es stellt dann in verändertem 
Maßstab OA den Widerstand R, AB die ver
änderliche Reaktanz w L und 0 B die Impe
danz z dar. Die Gerade AB ist daher auch 
der Ort des Endpunktes des Vektors der Impe
danz, sie ist das Impedanzdiagramm. 

Das Spannungsdiagramm für konstanten 
Strom ist also auch das Impedanzdiagramm, sie 
unterscheiden sich nur durch den Maßstab. ~F 

Fig. 22. 
Es soll nun zweitens die Klemmenspannung 

P konstant sein und der geometrische Ort für den Strom gesucht 
werden, wenn R konstant und L veränderlich ist. Dividiert man 
die Spannungsgleichung durch R, so ergibt sich die Stromgleichung 
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1.13 ~-+ ·~.wL 
R =~ J~R--' 

39 

die aussagt, daß der gesuchte Vektor vom Betrage Jund ein gegen ihn 

0 • JwL p 
um 90 vorellenderVektor--~.R- die konstante SummeR ergeben, die 

in die Richtung der Klemmenspannung fällt. 

Da die beiden Vektoren 3 und j S; L senkrecht aufeinander 

stehen, werden diese beiden Ströme dargestellt durch die Seiten 

eines rechtwinkligen Dreiecks (Fig. 23), dessen Hypothenuse OC = p 
R 

ist, und zwar ist OD = J und DO der dagegen um 90° voreilende 

J w L 
Strom R--. Da das Dreieck 0 D 0 bei D stets rechtwinklig ist, 

bewegt sich D auf dem Kreis über 00 

als Durchmesser. Dieser Kreis ist also 

das gesuchte Stromdiagramm. Es er

übrigt noch, die Größe der Reaktanz dar

zustellen, bei der sich die Ströme J ein
stellen, deren Vektoren jeweils von 0 nach 

den Kreispunkten D gemessen werden. 
Da der Phasenverschiebungswinkel 

zwischen Strom und Spannung durch 
wL 

tg cp = R gegeben ist, dieser Winkel aber 

andrerseits 0 0 D ist, braucht man nur 

auf die Richtung der Spannung etwa in 

.A' ein Lot zu errichten, das die Verlänge

rung von 0 D in B' schneidet, dann ist 

B'A' wL 
tgcp= OA' =-ii . 

B' 
Fig. 23 . 

Es stellt also die Strecke B' A' die veränderliche Reaktanz 

X= w L in demselben Maßstab dar, in dem 0 A' den konstanten 

Widerstand R darstellt. 
Dividiert man die Seiten des Dreiecks OCD durch die konstante 

Klemmenspannung P, so stellen die Seiten 00, OD und DC der 
1 P 1 X 

Reihe nach die Leitfähigkeiten R, J = y = z und R · y dar. OD ist 

also die resultierende Admittanz y des Stromkreises, der Kreis über 

dem Durchmesser 00 ist das Admittanzdiagramm. Dieses ist 

identisch mit dem Stromdiagramm, sie unterscheiden sich nur durch 

den Maßstab. 



40 Graphische und analytische Methoden. 

2. 1st in einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazität der 
Widerstand konstant, dagegen die Kapazität veränderlich, so unter
scheidet sich dieser Fall von dem vorhergehenden dadurch, daß 

1 
die Kapazitätsreaktanz Xe= w C das negative Vorzeichen besitzt, 

der Strom eilt der Klemmenspannung vor. Das Spannungsdiagramm 
ist in diesem Fall der gestrichelt gezeichnete untere Teil der Ge-

raden AB in Fig. 22, wobei AE= .J, ist. Das Stromdiagramm ist 
wC 

der in Fig. 23 ebenfalls gestrichelt gezeichnete obere Halbkreis 
J 

über OC, wobei OF= .J und FC = --0-1 ist. 
w { 

A 

Jwi 

3. Ist in einem Stromkreis endlich die Reaktanz konstant, da

JR 

Fig. :34. 

gegen der Widerstand veränderlich, so 
erhält man das Spannungsdiagramm 
Fig. 24. Senkrecht zum Vektor des Stro
mes liegt der Vektor 0 A = J w L der 
konstanten Reaktanzspannung, und zwar 
bei positiver Heaktanz (Selbstinduktion) 
nach vorwärts gedreht. In Richtung 
des Stromvektors liegt der Vektor 
AB= J R der veränderlichen Wider
standsspannung. Für jeden Wert von 
R ergibt sich ein neuer Punkt B und 
ein neuer Vektor OB der Klemmenspan

nung. Die Gerade AB ist also das gesuchte Spannungsdiagramm. Für 

eine Kapazitätsreaktanz ist der Vektor_!__ gegen den Strom nach 
wC 

rückwärts gedreht aufzutragen nach 0A 1 nnd das Spannungsdia
gramm wird die gestrichelte Gerade A1 B1 , die parallel AB ist. 

Das Stromdiagramm bei konstanter Reaktanz und veränder
lichem Widerstand ergibt sich, wenn man die Spannungsgleichung 

durch j w L dividiert. Man erhält die Stromgleichung 

-j-~ =-j ~-~+s. 
wL wL 

DerVektor des Stromes J und der gegen ihn um 90° verzögerte V ek-

JR . h d p tor w7.- setzen SlC zu em konstanten Vektor wL zusammen, der gegen 

die Klemmenspannung um 90° verzögert ist. Man trägt daher 
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p 
(s. Fig. 25) den Vektor OC= wL um 90° gegen den Vektor OP 

der Klemmenspannung nach rückwärts gedreht auf und konstruiert 
über OC das rechtwinklige Dreieck ODC, dann ist OD der Vektor 

JR . 
des Stromes J und DC der Vektor des Stromes wL, der Halbkreis 

über OC ist das gesuchte Stromdiagramm. Der Phasenverschiebungs-

o DO wL winke! zwischen Strom und Spannung 1st P = q; = arctg R . Zieht 
man A'B' l_ OC, so ist auch 1::_ A'B'O = q; und 

OA' X 
AB1 =tgq;= R. 

Es ist also für jeden Stromvektor 0 D der Widerstand R = A' B' 
in demselben Maßstab, in dem OA' die konstante Reaktanz X= wL 
darstellt. 

Ganz analog findet man für einen 
Kapazität und veränderlichem Wider
stand als Stromdiagramm den in Fig. 
25 gestrichelten Halbkreis OD1 C1 • 

In dem Stromdiagramm findet 
man auch ein Maß für die Leistung, 
die dem Stromkreis zugeführt wird. 
Diese ist W = P J cos q;. Da das Stmm
diagramm für konstante Klemmen
spannung gilt, ist somit die Leistung 
auch proportional dem Wattstrom 
J cos cp, also der Projektion 0 G des 
Stromvektors 0 D auf den Spannungs
vektor (s. Fig. 23 und 25). Daraus 
ergibt sich für den Stromkreis mit 
konstantem Widerstand und verän
derlicher Reaktanz (Fig. 23) die größte 
Leistung, wenn 0 D gleich dem Kreis
durchmesser, also wenn die Reaktanz 
X= 0 ist. Dann ist 

R. 

Stromkreis mit konstanter 

A' B' 
Fig. 25. 

Für den Stromkreis mit konstanter Reaktanz und veränder~ 
Jichem Widerstand (Fig. 25) ist dagegen die Leistung am größten, 
wenn OG gleich dem Kreisradius, also wenn wL = R ist. Sie wird 

p2 
w =--

Hierbei ist q; = 45 °. max 2wL• 
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13. Inversion. 

Bei dem Stromdiagramm (Fig. 23) ist gezeigt, daß dieses in 
anderem Maßstab auch das Admittanzdiagramm darstellt. Es ist 
0 D die Admittanz y in demselben Maßstab, in dem OC die Leit-

l 
fähigkeit R darstellt. Andrerseits war gezeigt, daß dort A' B' die 

Reaktanz X in demselben Maßstab darstellt, in dem OA' der Wider
stand R ist, daher ist auch 0 B' die Impedanz z. 

Bezeichnet man die Maßstäbe der Admittanzen bzw. der Im
pedanzen mit u und v derart, daß 1 cm = u Siemens, 1 cm = v Ohm 
ist, so ist in Fig. 23 

und es wird 

uOD=y, 

vOB'=z, 

1 
uOC=·

R 

vOA'=R, 

OC·OA'=OD-OB'= 1 =konst. =I. 
uv 

Zwei Punkte, bei denen wie bei C und A' oder bei D und B' 
in l<'ig. 23 das Produkt der Abstände von einem festen Punkt 0 
konstant ist, nennt man invers. 0 ist das In versionszentrum; 
das konstante Produkt, das mit I bezeichnet wurde, heißt die In
vcrsionspotenz. 

Beschreibt einer der Punkte (B') eine Kurve, hier die Gerade 
A' B', so bewegt sich sein inverser Punkt (D) auf der inversen 
Kurve (Kreis über OC). Wir finden also den Satz: Die inverse 
Kurve einer Geraden ist ein Kreis, der durch das Inversionszentrum 
geht, und umgekehrt ist die inverse Kurve eines Kreises, der durch 
das Inversionszentrum geht, eine Gerade. 

Mit Hilfe dieses Satzes hätte man das Admittanz- bzw. das 
Stromdiagramm aus dem Impedanzdiagramm wie folgt finden können. 

Die Gerade A' B' in Fig. 23 ist das Spiegelbild des Impedanz
diagramms bzw. des Spannungsdiagramms, das durch die Gerade 
AB der Fig. 22 dargestellt ist. In dem Spiegelbild ist nämlich die 
(positive) Reaktanz um 90° gegen den Widerstand nach rückwärts 
gedreht. 

Man findet also das Stromdiagramm, indem man das Spiegel
bild des Spannungsdiagramms in bezug auf den Anfangspunkt 
der Vektoren als Inversionszentrum inversiert. 

Die Umkehrung des Vorzeichens der Reaktanz zum Zweck der 
Inversion folgt daraus, daß, ·wenn bei dem Spannungsdiagramm der 
Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung eine Voreilung der 
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Spannung gegen den Strom bezeichnet und das positive Zeichen hat, 
er im Stromdiagramm eine Verzögerung des Stromes gegen die 
Spannung bedeutet und das negative Zeichen hat, und umgekehrt. 

Hat man ein Spannungsdiagramm aus einem Stromdiagramm 
zu inversieren, so verwendet man ebenso nicht das Stromdiagramm 
selbst, sondern sein Spiegelbild, das man dadurch erhält, daß man 
den gegen den Wattstrom voreilenden wattlosen Strom nach rück
wärts und den nacheilenden wattlosen Strom nach vorwärts gedreht 
aufträgt. Bei Verwendung des Admittanzdiagramms ist al~:;o die 
positive Suszeptanz um 90° nach rückwärts, die negative Suszep
tanz um 90° nach vorwärts gegen die Konduktanz aufgetmgen. 

Hat man mehrmals zu inversieren, so geht man von dem 
Spiegelbild eines Diagramms aus, wenn die Zahl der vorzunehmen
den Inversionen ungerade ist, und von dem Diagramm selbst, wenn 
sie gerade ist, weil eben jede einzelne Inversion ein Übergang von 
einem Spannungsdiagramm zu einem Stromdiagramm oder um
gekehrt ist. 

0 

Fig. ~h. 

Satz: Die inverse Kurve eines Kreises, der nicht durch das 
Inversionszentrum geht, ist wieder ein Kreis, das Inversionszentrum 
ist ein Ähnlichkeitspunkt für bcide Kreise. Aus .B'ig. 26 folgt nämlich 

OB:0(\=0C:OB1 

OB-OB1 =0C-OC1 = OA·OA1 =I. 

Dies gilt auch, wenn das Inversionszentrum 0 innerhalb eines 
Kreises liegt, es liegt dann auch innerhalb des inversen Kreises. 
Der Umlaufsinn des inversen Kreises ist der umgekehrte wie bei 
dem Ausgangskreis. 

Die Inversion ist zuerst von J. L. la Cour zur Darstellung von 
Wechselstromproblemen angewendet worden (A rn o l d, Wechselstrom
technik, Bd. I). 
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Reihenschaltung von Stromkreisen. 

14. Grundgesetz für die Reihenschaltung mehrerer Stromkreise. - 15. Der 
Spannungsabfall in einer Leitung. - 16. Beispiel. - 17. Leistungsmessung 

nach der Drei-Voltmeter-Methode. 

14. Grundgesetz für die Reihenschaltung mehrerer Stromkreise. 

Sind mehrere Stromkreise in Reihe geschaltet, deren Wider
stände Induktivitäten und Kapazitäten der Reihe nach R1 R2R3 •• • , 

L 1 L 2 L:l ... , (\ 02 C3 •.• , oder deren Re
aktanzen und Impedanzen X 1 X 2 X,3 ••• 

bzw. z1 z2 z3 • • . sind, so ist die resultie
rende Klemmenspannung P für einen be
stimmten Strom J die geometrische Sum
me der Teilspannungen P 1 P2 P3 • •• der 
einzelneu Stromkreise. 

Diese Summation wird geometrisch 
0 J 

Fig. 27 _ durch den Linienzug OP1 P2 P in Fig. 27 
dargestellt. 

Es ist \ß1 =;J(R1 -t-JXJ=~o1 

\ß2 = ::5 (R2 -t jXJ = ~5~ 

\ßa = 3 (Ra -t j R:J = ~ o:1 

1:ß=\ß1 +\ß2-t\ßa+··· = 3[Rl -tR~-tRa-t-- · -t-J(Xl-tx2-t-Xa+--·)] 

= J (51+ 02 + 3a · · -) = 3ö-
Die resultierende Impedanz der Reihenschaltung ist daher 

worin 

o=.1.'(5v)=crt -t~ -t-&a-t ... =R-t-JX (50) 

R = R1 -t R2 -t R 3 -t ... = .1: (Rv) 

X=X1 -tX2 -t-X:1 -t ... =.1:(Xy) 

(50a) 

(50b) 
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Die resultierende Phasenverschiebung ist 

X 2:(X") 
tgrp=li= 2:(R") ....... (51) 

Der Linienzug Fig. 27 stellt auch die Summation der Impe

danzen dar. 

15. Der Spannungsabfall in einer Leitung. 

Ein Stromkreis (Fig. 28) werde über eine Leitung gespeist. J:<;s 
seien R1 und X1 Widerstand und Reaktanz der Hin- und Rück

leitung, R2 und X 2 die entsprechen-
fit A', 

den Größen des Belastungskreises, -z -;,-____ _ 

P 1 und P2 die Spannungen an der P."-'----"----"-~----~1 
Primär- und an der Sekundär- ~ ~ 

R1 X1 
2 2 

Fig. 28. 
station, J die Stromstärke. 

Es wird 

J = -=cc_,,_- __ --'~ --c- =c~-'-' 
V(R1 + R2)2 + (Xl + X2)2 

~I(R 2 +- 2) p 1 /- - - R/--f:X22 

P2 = J " - 2 x2 = 1 V (1l; + 11;)2 +TK1 + x 2? 
X, R, 

tg 'P2 = R."_, , cos rp2 = 1/R- 2 +" ___ :y 2 

x1 +x2 
tg 'P =- - -

1 Rl + R2. 

2 _L' '.! 

Fig. 29 stellt das Vektordiagramm der Spannungen dar. Die 
Sekundärspannung P 2 und der Spannungsabfall Jz1 setzen sich zum 
Vektor der Primärspannung P 1 zu-
sammen. 

Es ist ersichtlich, daß der Span
nungsverlust, d. h. die algebraische 
Differenz P 1 - P 2 kleiner ist als der 
Spannungsabfall Jz1 , weil P2 gegen 
J um einen kleineren Winkel voreilt 
als J z1 gegen J. Es wird erst 
P 1 - P2 = J Z1, wenn P 2 und J z1 in 

0~----L-L---------~J 

Fig. 29. 

die gleiche Richtung fallen, d. h. wenn der Phasenverschiebungs-

winkel der Belastung cp2 = arc tg ~1- wird, oder 
1 
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Um den Einfluß der Phasenverschiebung auf den Spannungs
abfall zu übersehen, werde der Fall betrachtet, daß die primäre 
Klemmenspannung P1 und der Strom J seiner Größe nach konstant 
und die Phasenverschiebung 972 veränderlich ist. Hierbei ist also 
Jz1 konstant. In Fig. 30 stellt OAB das Spannungsdreieck für 
972 = 0 dar. Hierbei folgt aus der ~'igur 

p2(<p=O) = v.P1 2 - (Jx1)2 - J R1. 

Ist nun .J gegen P2 um 972 verzögert, so ist der Vektor Jz1 um 
den Punkt B nach rückwärts zu drehen um den Winkel ABA' = fP9 , 

0 A' ist der zugehörige Wert von P2 • Eilt J gegen P2 um f{J2 vor, 
so ist Jz1 um diesen Winkel von AB nach A"B zu drehen, und 
es wird 0 A" = P2 • Der Endpunkt des Vektors der sekundären 
Spannung P2 wandert also bei Veränderung von 972 auf dem Kreis 
um B mit dem Radius AB=Jz1 • 

D 

Fig. 30. 

Die größten Werte, die 972 annehmen kann, sind bei einem 
Stromempfänger + 90°, ihnen entsprechen die Punkte 0 und D auf 
dem zu AB senkrechten Durchmesser. 0 entspricht 90° Nacheilung 
von J gegen P 2 , also rein induktiver Belastung, D mit 90° Vor
eilung des Stromes gegen die Spannung reiner Kapazitätsbelastung. 
P 2 ist am kleinsten in Punkt E, hier haben P2 und Jz1 gleiche 
Richtung. P2 wird bei Voreilung des Stromes auch größer als P1 , 

es tritt also Spannungserhöhung ein. 
In Punkt F ist P2 = P 1 • Die Bedingung hierfür ergibt sich 

wie folgt. Der Winkel, um den Jz1 gegen J voreilt, werde mit fPk 

bezeichnet, es ist fPk = arctg ~1 . Da nun der Voreilungswinkel von 
1. 

P2 gegen J rp9 ist, eilt Jz1 gegen P2 um (fPk- 972) vor. In dem 
gleichschenkligen Dreieck OF B wird also 
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oder, da P2 = P 1 ist, 

Das negative Zeichen rechts, das daher rührt, daß die Pro
jektion von P2 auf Jz1 die entgegengesetzte Richtung hat, wie diese 
Strecke, bedingt, daß (q;k- rp2 ) größer als 90°, d. h. daß q;2 negativ 
wird. Es ist 

( Jz1 \ 
- q;2 = arc cos - 2 p~) -q;k. 

Diese Gleichung liefert zwei Werte für q;2 , einem Stromempfänger 
entspricht jener Wert, der kleiner als 90 ° ist. Der zweite Wert, für 

n 
den m. >- ist, ist der Punkt G. r. 2 

Berechnung des Spannungsabfalles. 

Im allgemeinen ist Jz1 klein gegen P2 und P 1 , so daß das 
Diagramm zur Berechnung des Spannungsabfalles zu ungenau wird. 
Man berechnet den Spannungsabfall wie folgt. Zerlegt man in 
Fig. 29 Jz1 in eine Komponente in Richtung von P2 und in eine
senkrecht dazu, so wird die erste 

also 

J z1 cos ( q;k- q;2) = J z1 ( cos q;k cos q;2 + sin rpk sin q;2). 

Hierin ist 

J z1 cos ( q;k- q;2) = J R1 cos q;2 + J X1 sin rp2 . 

Ebenso wird die zweite Komponente 

Jz1 sin (q;k- q;2) = Jz1 (sin q;k cos q;2 - cos rpk sin q;2) 

=JX1 cos q;2 - J R1 sin q;2 , 

daher wird 

P1 =V(P2 +JR1 cos q;2 +JX1 sin q;2 ? + (JX1 cosrp2 - JR1 si11-;p~)2 
oder (52) 

P2 = VP12 - (JX1 cos q;;..:.....:..Jlf;sin 7,;~)2 - (J R1 cos rp2 + JX1 sin q;2 ) 

(53) 

Mit diesen Gleichungen kann zu gegebenen Werten von P 2 , 

J, q;2 , P1 berechnet oder, wenn P 1 , J und q;2 gegen sind, P 2 er-
mittelt werden. Bei positiven Werten von q;2 ist die auf P2 senk
rechte Komponente von Jz1 , nämlich JX1 cos q;2 -JR1 sin q;2 klein,. 
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und da sie quadratisch addiert wird, hat sie keinen großen Einfluß 

auf den Spannungsabfall. Dann ist nach GI. 52 angenähert 

P1 ~ P2 + J R 1 cos t.p2 + JX1 sin cp2 , • • • • (52 a) 

woraus folgt, daß auf den Spannungsabfall hauptsächlich der Ohm

sehe Spannungsabfall des Wattstromes Jcos cp2 und der induktive 

Spannungsabfall des wattlosen Stromes J sin cp2 einen Einfluß haben. 

Die Gl. 52 kann zur graphischen Ermittlung der prozentualen 

.Spann ungszunahme von den sekundären bis zu den primären 

Klemmen verwendet werden. Diese werde definiert durch 

o; Pl -P2 (p1 ) c = -------100= ---1 100 
10 p2 p2 . 

Nach Gl. 52 wird 

~~ = y(;+:r1il-coscp2·~-Yx;-sin-tÄ)2 + ([x1·c;sp_2 ~-J~1 ~in·t.p~) 2 

= v(i :_F~)2-+ /P 

E= ; 1 -l=Vl + 2a +a2 + ß2 -l. 
2 

Durch Reihenentwicklung· wird 

- +2a+a2+ß2 4a2+4a(a2+ß2)+(a'J+ß2)2 
13 - ·--- ______ 2 _______ - ·----------~8 + ... 

ß2 a (a2 + ß2) 
=±a+2+----2 -- · · · 

Hierin ist das dritte Glied schon vernachlässigbar klein und 

.daher 

Fig. 31. 

Drückt man a und ß in °/0 aus, 

a = J__I!_t5'.._ü_f!__Cf!2 j:_!_Xl sin cp2100, 

2 

so wird 

Graphisch ermittelt man a und 
ß nach Fig. 31. Man macht 

AB= JR1 100 BC= JX1 100 
p2 ' p2 ' 
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und schlägt einen Kreis über AC als Durchmesser. Ein Strahl AD, 
der gegen J unter dem Winkel cp2 angetragen wird, fällt somit in 
die Richtung von p~. Daher ist A D = (( uncl nc = ß in ° I 0 von p2. 

16. Beispiel. 

In einer Arbeitsübertragung über eine Leitung mit Widerstand 
und Selbstinduktion arbeiten die Stromempfänger mit konstanter 
Phasenverschiebung cp2 unabhängig von der Belastung. Die primäre 
Klemmenspannung P1 ist konstant. 

Verlauf dersekundären Spannung als Funktion des Stromes. 

Da cp2 konstant ist, kann GI. 52 in der Form geschrieben werden: 

[P2 + Jz1 cos (cpk- cp2 )]2 + P Z 1 2 sin2 (qJk- cp2 ) = P1
2 

oder nach Ausmultiplikation 

P 2 2 + (Jz1) 2 + 2P2 Jz1 cos (rpk- cp2 )=P1 2 (55) 
p 

Dividiert man durch P12 und setzt - 1 =Jk, wobei Jk der Kurz
zl 

schlußstrom ist, den man bei kurzgeschlossenen sekundären Klemmen 
erhält, so wird endlich 

(55a) 

In dieser Gleichung zweiten Grades ist die Beziehung zwischen 

J und P2 indirekt durch die Verhältnisse ~2- und ~ ausgedrückt. 
1 k 

Die Diskriminante der Glieder zweiten Grades ist 

1-cos2 (cpk- cr2), 

sie ist positiv, da das Quadrat des cos kleiner oder höchstens gleich 
eins ist, die Gleichung stellt daher eine Ellipse dar. Trägt man 

die f als Abszissen und die ~2 als Ordinaten auf, so sind die 
k 1 

Schnittpunkte mit der Y- Achse 
J 

X-Achse für P 2 =0, y=1. 

p2 
für J=O, p=1, und mit der 

1 

k 

Die Hauptachsen der Ellipse bilden mit den Koordinatenachsen 
einen Winkel von 45 ° und sind 

1 
und 

1 

-V-2 sin -c~;-2_T2-). 
Fraen(~kcl, 'Vechselstr()me. 4 
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In dem besonderen Falle, daß cos (cpk-cp2)= 0, also cp2=cpk+ 90° 
ist, stellt die Gleichung einen Kreis dar. Nur das obere (-)Zeichen 
gibt einen Winkel cp2 , der kleiner als 90° ist, wie es einem Strom
empfänger entspricht, und zwar wird hierbei cp2 negativ. Dieser 
Fall entspricht einer Verzögerung von P2 gegen J. 

Ist ferner cos ( cpk- cp2) = 1, also cp2 = cpk, so geht die Gleichung 
über in 

p2+{ =1 
pl Jk 

und stellt somit eine Gerade dar. 

Für cpk=45°, wobei R 1 =X1 ist, sind in Fig. 32 die Gerade I 
für cp2 =45°, der Kreis II für cp2 =-45°, ferner die Ellipse III 

o,z 

0,2 

Fig. 32. 

für cp2 = 0 und+ 90°aufgetragen 
(die bei cpk = 45 ° zusammenfal
len), während die Ellipse IV für 
cp2 =- 90°, also reine Kapazitäts
belastung gilt. 

Dieses Diagramm gilt allge
mein für einen Stromkreis mit kon
stanter Phasenverschiebung, der 
von einer Quelle unveränderlicher 
Spannung über eine konstante Im
pedanz gespeist wird. Es ist von 
Oehlschläger zur Darstellung des 
Spannungsabfalles eines Wechsel
stromgenerators abgeleitet worden. 

Dort entspricht unserem P 1 die induzierte EMK des Generators, 
dem Leitungswiderstand R1 der Ohmsehe Widerstand und der Lei
tungsreaktanz X1 die durch Ankerrückwirkung und Streuung be
dingte Reaktanz des Generators. Beim Generator ist allerdings X1 

keine konstante Größe, und daher gilt dort das Diagramm nicht 
streng. 

Maximale Leistung. 

Setzt man in GI. 55 für den Strom J = p 2 

z2 
, so wird 
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Diese Leistung wird ein Maximum, wenn 

~w2=0 
dz2 ' 

also wenn 

z1 2 + z2 2 + 2z1 z2 cos (<pk- <p2) = z2 [2z2 +· 2z1 cos (<pk- <p2 )] 

oder 

ist. Hierbei ist die Sekundärspannung 

p2 =Jz2 = Jzl. 

51 

Die größte Leistung an den Sekundärklemmen ergibt 
sich somit, wenn die Klemmenspannung P2 an der Be
lastung gleich dem Spannungsabfall Jz1 in der Leistung 
ist. Dies gilt unabhängig von der Phasenverschiebung cp2 • Die 
größte Leistung selbst ist dagegen von ihr abhängig. Durch Ein
setzen von z2 = z1 wird 

~max=-2z~[1~:::(~2-<p2)] .... (56) 

Das absolute Maximum erhält man aus 

dW2_n.ax- 0 
d<p2 - ' 

wenn 
- sin cp2 [ 1 + cos (<pk- <p2)] = cos rp2 sin (<pk- <p2) 

oder sin <p2 = - sin 'Pk 

T2 =- Tk 

<pk-<p2 = 2cpk. 

Es wird also in Gl. 56 

und da 

wird 

1 + cos (rpk- <p2) = 2 cos2 'Pk, 

cos <p2 = cos cpk ' 

z1 cos <pk = R 1 , 

p2 
w2max= 4 R 

1 

Stromdiagramm. 

(57) 

Dividiert man die Seiten des Spannungsdreiecks Fig. 29 durch 
z1 , so erhält man ein Stromdreieck, das die Gleichung darstellt 

\l31 = ~2 +s-
~1 ~1 

4* 
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p 
Der Strom .J und der Strom 2 habGn hiernach die konstante Summe 

zl 
~ . ~ 
- = Jk. Ebenso wie in Fig. 29 .Jz1 gegen P2 eilt J gegen . - um den 
~ ~ 
konstanten Winkel (cpk- cp2) vor. Man trägt (s. Fig. 33) den Vektor der 
Klemmenspannung P 1 in die Richtung der Y- Achse und 0 A = J~ 

OC X 
um cpk dagegen verzögert auf, wobei tg q1k = CD= y/ ist. Über 

1 

OA konstruiert man ein Dreieck OBA mit dem Winkel OBA 
= 180°-(cpk-cp2 ). Dann stellt OB einen Strom .J und BA den 

7) 

um (cpk- fPo) dagegen nacheilenden Strom J.:. '2 dar. Bei Verände-. ~ 

rung von .J und P 2 bleibt der Winkel OBA konstant, daher be
wegt sich Punkt B auf dem Kreis über OA als Sehne. Der halbe 
Zentriwinkel OMS ist daher anclt gleich (rpk- cp2), ferner 1::: MOS 

= ~ - (_lpk- rp2 ), und da <f: A 0 X= ~ - (/J" ist, wird 

y 

Der Radius OM bildet 
also mit der X- Achse den 
Winkel cp2 , und zwar ist er 
nach rückwärts abzutragen, 
wenn cp2 eine Verzögerung 
von .J gegen P.2 bezeichnet, 
sonst nach vorwärts. Da als 
zweiter Ort für den Mittel
punkt M das Mittellot MS auf 
OA = .Jk gegeben ist, sind die 
Mittelpunkte aller Kreise für 
die verschiedenen Werte von 
cp2 leicht zu bestimmen. 

Die Vektoren OB von 0 
nach dem Kreisbogen OBA 
stellen alle Ströme von .J = 0 

bis .J = Jk nach Größe und Phase qJ1 gegen die Klemmenspannung 
dar. Es ist 

Danach findet man für jeden Strom J =OB die Werte von 
R 2 und X 2 wie folgt. Es war OC = X1 , CD= R 1 • Fällt man ein 
Lot DF auf den Hadius 01vf, das die Verlängerung vori OB in E 
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schneidet, und zieht DH parallel OX, EG parallel OY, so ist 
OEG=cp1 • Daher 

x, -t-x~ uc+ca 
tg q\ = R1 -} R,; = G H +HE. 

Folglich ist CG = D H = X 2 und HE= R 2 im gleichen Maß
stab, in dem 0 C = X 1 und G H =CD= R, ist. 0 E ist also die 
resultierende Impedanz des Stromkreises, die Gerade E F das 
Impedanzdiagramm und dem Kreis invers. 

Die Leistung an den primären Klemmen ist 

W1 =P1 Jcosq\, 

also P1 mal so groß wie der senkrechte Abstand eines Kreispunktes 
B von der X-Achse; man nennt die X-Achse daher die Linie der 
primären Leistung. 

Die Leistung an den sekundären Klemmen ist 

w2 = P2 .J cos qJ2. 
p 

In dem Dreieck OA B ist 0 B = .J,, BA= 'l, und da sie den 
" zi 

Winkel :rr- (<p"- rp2 ) bilden, ist der Inhalt des Dreiecks 

1 p" . ) 
2 J2 -;," sin ( q;,, - tp2 . 

Die Grundlinie 
p 

des Dreiecks ist Jk = - 1 , 

z1 
daher die Höhe 

J p2 . ( ) w! sin (rk ---- q)2) 
•. , - Sln cpk- cp2 = -- - - - -, 

- pl pt CO"l qJ2 

d. h. der Abstand eines Punktes B von der Geraden OA ist pro
portional der sekundären Leistung. Sie ist Null, wenn B in 0 oder 
in A liegt, im ersten Fall ist .J = 0, d. h. z2 = oo, die Leitung ist 
offen, im zweiten Fall ist J = .Jk, d. h. z2 = 0, die Leitung ist kurz
geschlossen. Die Linie OA heißt die Linie der sekundären Leistung. 
Man sieht, daß W2 am größten ist, wenn B auf dem zu OA senk
rechtem Radius 1~f Bm liegt. Hierbei ist 0 Bm ~= B'"A, d. h. J2 Z 1 ~= P.2 , 

wie schon zuvor gefunden (s. S. 51). 
Der Wirkungsgrad der Anlage ist das Verhältnis der Leistung 

an den sekundären Klemmen zur Leistung an den primären 
Klemmen, es ist 

~ p~ ~ 1) = ·- = -,,. ---~-- = --- -----. 
W1 J"(R1 + R2 ) R1 --1--- R2 

Es war 
R2 HE DE 
R1 GH KD' 
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Bringt man die Verlängerung von HD mit OB in V und mit 
der Kreistangente OT (die parallel zu KD ist) in T zum Schnitt, 

so folgt, da 6 OTV"' 6 EDV, 

VD DE R2 

TV KD R ' 1 

daher 
VD VD R2 

TD =rv+vn = R1 -f"R2~=?J. 
Zieht man also zwischen der Kreistangente in 0 und der 

Geraden 0 A (Linie der sekundären Leistung) eine Parallele T D 
zur X- Achse (Linie der primären Leistung), so schneidet jeder 
Vektor OB auf TD eine Strecke VD ab, die sich zur ganzen 
Strecke TD verhält, wie die sekundäre zur primären Leistung. Die 
Differenz TV ist in demselben Maßstab der Verlust. In einem 
anderen Maßstab ist daher der Abstand eines Kreispunktes B von 
der Kreistangente dem Verlust proportional. Die Kreistangente ist 
hier die Verlustlinie. 

Das hier abgeleitete Diagramm ist ein spezieller Fall des 
allgemeinen Arbeitsdiagramms eines W echselstromkreises. Dieses 
wird in Kap. XII ausführlich behandelt. 

17. Leistungsmessung nach der Drei-Voltmeter-Methode. 
Ist ein Stromverbraucher in Reihe mit einem Ohmsehen Wider

stand R geschaltet, so lautet GI. 55 

P 1 2 =P2 2 + (JR)2 + 2P2 (JR) cos cp2 , 

und hiermit wird die sekundäre Leistung 
p 2 _ p 2 _ (J R)2 

w2 = P2 J cos 'P2 = __ 1_~ --~R-~- . . (58) 

Man mißt also mittels je eines Voltmeters (s. Fig. 34) die Ge
samtspannung P1 , den Spannungsabfall im Widerstand und die 
Spannung an dem Stromverbraucher und berechnet die Leistung 

nach Formel 58. 

Fig. 34. 

Diese Methode ist von Swinburne, 
Ayrton und Sumpner angegeben wor
den. Sie hat den Nachteil, daß ein 
ziemlich großer Widerstand erforder
lich ist. Damit die Genauigkeit der 
Messung groß wird, soll möglichst 
J R = P 2 sein, dann wird aber der 

1 
Verlust im Widerstand J 2 R = P 2 J, also mal so groß wie 
die zu messende Leistung. cos fP2 



Fünftes Kapitel. 

Parallelschaltung von Stromkreisen. 

18. Grundgesetz für die Parallelschaltung von Stromkreisen. -- 19. Die resul
tierende Impedanz zweier parallelgeschalteter Impedanzen. - 20. Stromreso
nanz. - 21. Leistungsmessung nach der Drei-AmperelUeter-Methode. 

22. Korrektionsformeln für Leistungsmesser. 

lS. Grundgesetz für die Parallelschaltung von Stromkreisen. 

Sind mehrere Stromkreise parallel geschaltet, so haben alle die 
gleiche Spannung. Jeder Zweigstrom ergibt sich durch Division 
der Klemmenspannung durch die Impedanz des Zweiges und der 
Gesttmtstrom ist die geometrische Summe der Zweigströme. Es 
ist also 

St =~:=~l:J~ =~(g1-jb1) 

32 =! = \,j3l:J2 = \15 (g2- jb.~) 
~2 

~3 = ~ = \15 l):; = \15 (g:l - j b:l) 
0:1 

... = llS (-1- + _1: + _1:_ + ... ) = ~ ~ 
01 52 Ö3 ~ 

= llS (l:Jl + !:)2 + l:Jg + ... ) = ~ l:J 
= llS [gl +g2+g3 +· . . +J(bl +b2+b3+" .)]. 

Die resultierende Impedanz der Parallelschaltung ergibt sich 
daher aus 

1 (1) 1 1 1 i= 2) 3~ =~+ Ö2 + 03 + ..... (59) 

die resultierende Admittanz ist 
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worin 

Parallelschaltung von tltromkrei sen. 

9 = Y1 + Y2 + Ua -+· · · =2'(g,.) 

b=b1 +b2 +ba-+ ... =I(b,.) 

(61) 

(62) 

Die Phasenverschiebung des resultierenden Stromes ist 

b 2' (b,.) 
tg cp = - = ---- -

g 2' (g,.)' 

Man addiert also die Wattströme und die wattlosen Ströme 
bzw. die ihnen entsprechenden Konduktanzen und Suszeptanzen 
und setzt sie geometrisch zu dem resultierenden Strom bzw. zu 
der resultierenden Admittanz zusammen. 

19. Die resultierende Impedanz zweier parallelgeschalteter 
Impedanzen. 

Es ist 

oder 

1 1 . 1 -=-+
~ ~1 ~2 

Um diese Impedanz graphisch zu ermitteln, verfährt man wie 
folgt. Durch Division durch ~1 wird 

~ 02 
~1 ~1+02° 

Bezeichnet man die Summe 01 + ~2 mit ~' und setzt die Phasen
winkel der Impedanzen cp, rp1 , rp2 , cp', so wird auch 

!_!!~~- = z2 e:~ 
z1 ej "'' z' ej "'' ' 

Diese Gleichung zerfällt in zwei, die erste ist 

die zweite 
cp-cp1 =g;2 -q/. 

Es verhält sich also der 
Größe nach die resultierende 

'ft----7o:::___------/----:::=-'C' Impedanz z zu der des einen 

Fig. 35. 

Zweiges, wie die des anderen 
Zweiges zur Summe, und die 
entsprechenden Phasendiffe
renzen sind gleich. 
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Trägt man daher (s. Fig. 35) 0 A = z1 , 0 B = z2 nach Größe 
und Phase cp1 bzw. cp2 gegen eine Anfangslage auf, so ist 0 C ihre 
Summe z'. Macht man nun das Dreieck ADO ähnlich dem Dreieck 
CBO, so ist OD die gesuchte Impedanz z nach Größe und Phase, 
denn aus der Ähnlichkeit der Dreiecke folgt die Erfüllung beider 
Bedingungen. 

Zur Konstruktion braucht man nur das Dreieck OBC nach 0 B' ()' 
zu legen und durch A die Parallele AD zu C' B' zu ziehen. 

Beispiel. In einem 
Stromkreis seien eine Anzahl 
Glühlampen in Reihe geschal
tet, zu denen je eine Drossel
spule parallel geschaltet ist, 
um beim Durchbrennen einer 
Lampe eine Unterbrechung 
des ganzen Stromkreises zu 
verhindern (s. Fig. 36) 1). Es 
soll untersucht werden, wie 

~---!1-~CJ~W~ 
L I 

0~--r*J---~--~~-J bJ CJ bJ 
Fig. 36. 

sich beim Versagen einzelner Lampen der Strom und damit die 
Helligkeit der übrigen Lampen ändert, wenn die Klemmenspan
nung des ganzen Stromkreises konstant gehalten wird. 

Sei R1 der Widerstand einer Lampe, R 2 , X2 , z2 Widerstand, 
Reaktanz und Impedanz jeder Dwsselspule. 

Ist z die aus der Parallelschaltung von R1 und Z2 resultierende 
Impedanz, J der Gesamtstrom, so ist die Spannung einer Gruppe 

und der Lampenstrom 
P'=Jz 

. P' Jz 
.J1 =R=R' 

1 1 

d. h. der Lampenstrom ist stets dem 
Gesamtstrom proportional und än
dert sich wie dieser, man braucht 
daher nur die Änderung des Ge
samtstromes zu untersuchen. 

Die Aufgabe möge graphisch 
mittels der Inversion behandelt 
werden. In Fig. ä7 ist 0A=R1 , 

0B=z2 (und zwar das Spiegel
bild, s. S. 42) und 0 C die resul
tierende Impedanz z. Fig. 37. 

1) Eine solche Anlage ist für die Beleuchtung des Kaiser·Wilhelm-Kanals 
eingerichtet worden. 
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Verg-rößert man nun den Maßstab auf den nfachen Betrag, 

wobei n die Zahl der Gruppen ist, so ist 0 C = nz die gesamte 

Impedanz, wenn alle Lampen brennen, und 0 B = nz2 die Gesamt

impedanz, wenn keine Lampe brennt. 
Sind m Lampen erloschen, so sind (n- m) Impedanzen z mit 

m Impedanzen z2 zu addieren. Macht man CD: OC=m:n, OD=mz, 

so daß OD = (n- m) z ist, und zieht DE parallel zu OB bis zum 
m 

Schnitt mit OB, so wird DE=- OB=mz.,. OE ist also die 
n -

Summe aus (n- m) Impedanzen z und m Impedanzen z2 . Ändert 

sich m, so bewegt sich E auf der Geraden CB derart, daß CE: OB 

= m: n ist. C B ist das Impedanzdiagramm. 
Das Stromdiagramm bei konstanter Spannung ist daher der 

zur Geraden OB inverse Kreisbogen FHG, dessen Mittelpunkt M 

auf dem Lot von 0 auf CB liegt OF stellt den Gesamtstrom nach 

Größe und Phase dar, wenn alle Lampen brennen, OG wenn keine 

Lampe brennt und 0 H wenn m Lampen erloschen sind. H wandert 

bei Änderung der Zahl m auf dem Kreis von F bis G. 
Man sieht, daß bei konstante!' Klemmenspannung die Strom

änderung sehr bedeutend werden kann. Sie wird um so kleiner, 

je weniger die resultierende Impedanz z = 0 C sich von z2 unter

scheidet. Da 
ill 52 52 ö= ---=- -----

ih +o.J 1+~. 
Öl 

ist dies aber nur der Fall, wenn 32 klein gegen /)1 , d. h. der Strom 

in der Drosselspule groß gegen den Lampenstrom ist, dann ist der 

Wirkungsgrad der Anlage schlecht. Es ist daher zweckmäßiger, die 

Stromquelle nicht auf konstante Spannung, sondern auf konstanten 

Strom zu regulieren. Wie die Spannung hierbei zu ändern ist, 

gibt die Impedanzgerade CB an. 

20. Stromresonanz. 

Von zwei parallelgeschalteten Stromkreisen habe der eine 

Widerstand und Kapazität, der andere Widerstand und Selbstinduk

tion (s. Fig. 38). Der erste führt einen Strom, 
der der Klemmenspannung voreilt, der zweite 
einen, der ihr nacheilt. 

Es soll untersucht werden, wann der re
sultierende aus beiden Strömen gerade mit 
der Klemmenspannung gleiche Phase hat. Dieser 

Fig. 38. Zustand wird als Stromresonanz bezeichnet. 
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Sie tritt ein, wenn der voreilende wattlose Strom des ersten 
Stromkreises gleich dem nacheilenden des zweiten ist, oder wenn 
die Suszeptanzen beider Stromkreise gleich sind. 

Widerstand und Reaktanz des ersten Stromkreises sind R •. 
1 

und X= - 0 , für den zweiten R; und X;= wL. 
c w 

Damit die wattlosen Ströme gleich werden, muß daher 

sein. Durch Ausmultiplizieren erhält man 

X/+ R.2 j- V( .. ( 2 +.R}!)2 - 4 R/X} X - . ---- - -·· ------------ -- --·· -- ------- ------;- 2~ . 

Für gegebene Widerstände gehören also zu jedem Wert von 
x. im allgemeinen zwei Werte von X; - und umgekehrt -, bei 
denen Stromresonanz eintreten kann, entsprechend den beiden 
Wurzeln. 

Sind die Widerstände verschwindend klein, so daß man 

R;=R.=O 
setzen kann, so wird 

oder 

also die gleiche Bedingung, wie für die auf Seite 27 behandelte 
Spann ungsresonanz. 

Die Wurzel wird rationell, wenn R; = R. =Rist, dann ergeben 
sich die beiden Bedingungen 

a) X;=X., 

also die gleiche wie oben, und 

b) X;X.=R 2 , 

Diese Bedingung ist ganz unabhängig von der PeriodenzahL 

Im ersten Fall sind die beiden Wattkomponenten der Ströme 
gleich groß und daher der Gesamtstrom 
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die Bedingung b) xi XC= R 2 ein, so wird hier 

p 
J=R. 

21. Leistungsmessung nach der Drei-Amperemeter-1\iethode. 

Entsprechend der Methode der Leistungsmessung mit drei Volt
metern hat Fleming eine solche mit drei Amperemetern angegeben. 
Schaltet man zu einem Stromkreis, der bei der Spannung P einen 
Strom J 1 unter einem Phasenwinkel rp aufnimmt, einen Ohmsehen 

Widerstand R parallel, so nimmt dieser einen Strom J., = 1!. auf, der 
- R 

gegen J1 um ((' voreilt. Der Gesamtstrom wird 

J2 = Jl 2 + J2 2 + 2 Jl J2 cos ((' . 

Die Leistung ctes Stromes J1 ist 

und daher 

Fig. :i9. 

W = P J1 cos rp = J 1 J 2 R cos ((! 

W=(J2-J/-J22)R . (64) 
2 . 

Man mißt (s. l<'ig. 39) die Teilströme 
und den Gesamtstrom und berechnet danach 
die Leistung nach GI. 64. 

Die Messung hat aber den gleichen Nach
teil wie die mit drei Voltmetern. 

22. Korrektionsformeln für Leistungsmesser. 

Die meist verwendeten Leistungsmesser beruhen auf dem elektro
dynamischen Prinzip. Sie besitzen eine feste, vom Hauptstrom i 
des zu messenden Kreises durchflossene "Stromspule", in deren 
magnetischem Feld eine drehbare Spule schwingt, die den Zeiger 
trägt, und die im Nebenschluß zu dem zu messenden Stromkreis 
liegt. Der Nebenschlußstrom in hängt von der Spannung ab, und 
das mittlere Drehmoment ist proportional dem Mittelwert M (i i,;). 
Der Ausschlag a ist dem Drehmoment proportional. Ist C die Kon
stante des Instruments, so ist Ca= M (i in). 

Der Hauptstrom sei um q' gegen die Spannung verzögert, der 
wLn 

Nebenschlußstrom um rp", wo bei Tn = arctg R ist. 
n 
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L,. ist die Induktivität, R,. der Widerstand der Spannungsspule, 
so ist 

Ca= M(i i) =.J J cos ((p- rp) = .J ~- !_ .·:c:c--=- cos ((/'-(I! ) 
n n n V R 2 + (w L )2 n 

1t 11 p 
= J . - cos ( ({' - rp ) cos rp 

R" " ". 

Die Leistung ist 
W = PJ cos cp. 

Daher wird W = Ca R cos q• 
"COS (rp- CfJn) COS ff'n 

Da cos (rp- ({!,.) = cos rp cos ({!n -+- sin cp sin lf',., 

so ist nach einer Umformung 

W=CaR 1 +tg2({ln_ 
"1 + tgrp tg({l .. 

(65) 

Damit der Ausschlag der Leistung genau proportional ist, muß 
tg rp,. verschwindend klein sein, dies wird durch große Vorschalt
widerstände Rn erreicht. 

Die gemessene Leistung bedarf einer weiteren Korrektur, je 
nachdem die Spannungsspule an die Klemmen der Belastung oder 
an die Klemmen der Stromquelle geschaltet ist (s. ~'ig. 40a und b). 

J 

Fig. 40a. .Fig. 40b. 

Wird die dem Stromverbraucher zugeführte Leistung gemessen, 
so ist bei der Schaltung Fig. 40:a von der gemessenen Leistung 

p2 
der Verlust in der Spannungsspule R zu subtrahieren, und bei 

n 

Fig. 40b der Verlust in der Stromspule .J2 Rs. 
Wird die Leistung des Generators gemessen, so sind die ent

sprechenden Beträge zu addieren. 
Die Genauigkeit erfordert, daß die Schaltung gewählt wird, 

bei der die Korrektur am kleinsten ist. 
Bei großer Spannung und kleinem Strom ist die Korrektur für 

die Stromspule meist kleiner und Schaltung Fig. 4-0b zu wählen, 
bei kleiner Spannung und großem Strom ist die Korrektur für die 
Spannungsspule meist kleiner und dann die Schaltung Fig. 40 a 
vorzuziehen. 
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Zusammengesetzte Stromkreise. 
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Boucherot. 

Unter zusammengesetzten Stromkreisen sollen solche verstanden 
werden, die z. T. durch Reihenschaltung und z. T. durch Parallel
schaltung entstehen. An Hand einiger Beispiele soll die Anwen
dung der graphischen und symbolischen Rechnungsmethoden weiter 
geübt werden. 

23. Zwei pai•allelgeschaltete Impedanzen in Reihe mit einer 
dritten. 

In einem Stromkreis sind nach Fig. 41 zwei parallelgeschaltete 
Impedanzen z1 z2 mit einer dritten z0 in Reihe geschaltet. Es soll 

untersucht werden, wann die resultie
rende Impedanz der Schaltung ebenso 
groß ist, wie die bei Unterbrechung 
eines Zweiges. Ist dies der Fall, so 
bleibt der Strom seiner Größe nach un-

Fig. 41. verändert, gleichviel ob der Schalter 
S geöffnet oder geschlossen ist. 

Wir lösen die Aufgabe graphisch und tragen (s. Fig. 42) 
Z1 = O.A und z2 =OB unter ihren Phasenwinkeln cp gegen irgend
eine Anfangsrichtung auf. 

Z1 sei als Ohmscher Widerstand angenommen, also rp1 = 0, so 
ist die Richtung 0 .A die Anfangsrichtung, und z2 =OB eilt um 

wL 
rp2 = arctg lf2 gegen O.A vor. 

2 
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z = OC ist die nach Seite 56 ermittelte Impedanz der Parallel
schaltung von z1 und z2 • Soll nun die geometrische Summe von 
z0 und z ebenso groß sein wie die von z0 und z2 , so muf3 der 
Anfangspunkt M des Vektors MO= z0 auf rlcr Mittelsenkrechten 
in BC liegen, denn dann ist MC= JlfB. 

J<'ig. 4~. 

Es gibt also eine große Zahl von Impedanzen z0 , bei denen 
dies möglich ist, jede Impedanz, die die Bedingung erfüllt, hat 
einen anderen Phasenwinkel cp0 • MO ist g<'gen die Ausgangslage 
um CfJo im Sinne der Verzögerung gedreht, d. h. z0 enthält Wider
stand und Kapazität. Liegt M in M', so daß z0' = M' 0 in die 
Anfangsrichtung fällt, so ist z0' ein induktionsft•eier Widerstand; 
liegt endlich M in M", sodaß M"O gegen die Ausgangslage im 
Sinne der Voreilung gedreht ist, so enthält diese Impedanz M"O 
einen Widerstand und Induktivität. 

Liegt das Lot auf BC parallel zur Ausgangsrichtung, so ist 
ein Schnitt mit ihr nicht mehr möglich, z0 kann also nur noch 
Widerstand und Kapazität enthalten. Dies ist der l<'all, wenn BC 
senkrecht zur Ausgangsrichtung liegt, d. h., wenn z2 cos cp2 = zcos cp 
oder wenn R2 gleich dem resultierenden Widerstand der Parallel
schaltung von z1 und z2 ist. 

24. Die Wheatstonesche Brücke für Wechselstrom. 

Die Impedanzen der vier Brückenzweige in Fig. 43 seien z1 , 

z2 , z3 , z4 ; die entsprechenden Phasenwinkel cp11 cp2 , cp3 , cp4 • Damit 
das Galvanometer nicht ausschlägt, muß die Spannung zwischen 
den Punkten C und D Null sein, d. h. es muß die Spannung 
zwischen den Punkten A und C nach Größe und Phase gleich der 
zwischen A und D, und ebenso die Spannung zwischen C und B 
gleich der zwischen D und B sein. Dann ist aber auch J1 = ~ 
und J2 = J4 . In dem Vektordiagramm Fig. 44 ist AB der Vektor 
der Klemmenspannung, die aus den beiden Teilspannungen besteht, 

A C = J1 z1 = J2 z2 C B = J3 z3 = J4 z 4 
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und über diesen Spannungen sind die Spannungsdreiecke kon
struiert. Durch Division der Spannungsgleichungen erhält man 
unter Berücksichtigung der Stromgleichungen 

. . . . (66) 

Die Phasendifferenz zwischen den Strömen ist 

Dder 
cpl - ({'2 = cpa- ({'4 

Die beiden Bedingungen, die erfüllt sein 
am besten folgendermaßen geschrieben werden: 

z1 z.1 = z2 Z:1 

q't T1 = Cf!2 + Cf!a 

müssen, 

. ( 67) 

können 

. (66 a) 

. (67 a) 

Es müssen also nicht nur die Produkte der Beträge der Impe
.danzen, die in der Brücke gegenüberliegen, gleichgroß sein, sondern 
es müssen auch die Summen der Phasenwinkel der gegenüberliegen
den Impedanzen gleich sein. 

c 

A 
A 

D 

rv 

Fig. 4B. ]'ig. 44. 

Sind die einem beliebigen Knotenpunkt benachbarten Impe
danzen Ohmsehe Widerstände, also z. B. cp1 = cp2 = 0, so müssen 
die Phasenwinkel der beiden anderen Zweige gleich sein, d. h. 
<p3 = cp4 • Liegen dagegen in gegenüberliegenden Zweigen der 
Brücke Ohmsehe Widerstände, so sind die Phasenwinkel der beiden 
anderen auch gleich, sie haben aber entgegengesetztes Vorzeichen, 
d. h. liegt in dem einen eine Drosselspule, so muß in dem anderen 
ein Kondensator liegen. Es ergibt sich also die Möglichkeit einer
seits Induktivitäten unter sich, andrerseits eine Kapazität mit einer 
Induktivität in der Brücke zu vergleichen. 

Vergleich von Induktivitäten. Es liegen in den Zweigen 
1 und 2 die Widerstände R1 und R2 • In 3 und 4 liegen die 
Impedanzen 
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Zs = VR,12 +~;;L~)2 = Rs Vi + tg2 q?3 , 

z4 = YR~2 +(wLS2 = R4 Vi+ fg 2 ?J4• 

Da nun cp,l = tp4 worden soll, wird GI. ßG a 

()5 

R1 R4 = R 2 R 3 • • • • . . • • . (68) 
und ferner 

tg<p3 = tg tp4 

w_~a wL4 

Ra R4 
oder 

L3 Ra Rl 
~=R~= R 2 

Man gleicht daher zunächst mit Gleich
strom ab, so daß die Bedingung 68 erfüllt 
ist; bei der Abgleichung mit Wechsel
strom wird dann die zweite Bedingung er
füllt Diese gilt unabhängig von der Perio
denzahL 

Vergleich von Induktivität und 
Kapazität. Hierbei liegen in gegenüber
liegenden Zweigen, 1 und 4 Fig. 45, die 

(69) 

Ohmsehen Widerstände R1 und R4 , in 2 ~'ig. 45. 

der Widerstand R2 und die Induktivität 
L, in 3 die Kapazität 0 und parallel dazu der Widerstand R 3 • 

Die Admittanz des Zweiges 3 ist 

und 
tgq?3 = w CRs. 

Die entsprechende Impedanz ist 

1 R, Ra 
z = --. = ~--=::--==::c=- --=-=~-==--=--

!! y,1 V1 + (wOR,1r Y1 + tg"?J3 

ferner 
z2 = v·R2 2 +(wL~)'5 = R~ V 1 +tg2~. 

Aus GI. 66 a wird daher 

R R - R R 1 /~:ftg~~~ 
1 • - 2 a V 1 + tg2<p!l 

oder, da dem absoluten Wert nach tp2 = (p,1 sein soll, 

R1 R 4 =R2 R!l . . 
FraeH<'kel, "\VechE-iclt~triime. 

. . (70) 
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Da tgtp2 = tgtp3 , wird ferner 

wL 
--=w0R8 
R2 

Nach Abgleichung der Widerstände mit Gleichstrom wird 
erst der Gleichung (70) genügt, die Abgleichung mit Wechselstrom 
ergibt dann die Erfüllung der Beziehung (71). Diese ist auch wieder 
von der Periodenzahl unabhängig. 

25. Erzeugung von 90° Phasenverschiebung zwischen Strom 
und Spannung. 

Für Meßzwecke (Zähler) ist es oft nötig, eine Phasenverschiebung 
von genau 90° zwischen dem Strom einer Zählerspule und der 
Spannung zu erzeugen. Da eine Drosselspule stets einen gewissen 
Ohmsehen Widerstand hat, ist der Strom gegen die Spannung an 
der Spule um weniger als 90° phasenverschoben, es sind daher 
besondere Schaltungen erforderlich, von denen einige hier be
schrieben werden sollen. (Eine ausführliche Zusammenstellung s. 
Waltz, ETZ 1905, S. 230.) 

Methode von Hummel. (Fig. 46.) 
Parallel zur Zählerspule, deren Impedanz 
z0 sei, liegt ein Ohmscher Widerstand R1 

und in Reihe mit beiden eine Drosselspule 
z2 . Es soll nun der Strom J 0 der Zähler
spule gegen die ganze Klemmenspannung 
P um genau 90° verzögert sein. 

~~ 
ILt i 

Fig. 46. Fig. 47. 

Fig. 47 zeigt das Vektordiagramm. Dem Strom J0 eilt die 

Spannung J0z0 um cp0 = arctg ~ vor, in Phase mit J0 z0 liegt 
0 

der Strom J1 im Widerstand R1 . Der Gesamtstrom J ist die Summe 

r J 'h wL2 . S J aus "o und 11 1 m eilt um cp2 = arctg R d1e pannung z2 vor, 
2 

die mit J0 z0 zusammen die Klemmenspannung P ergibt. 
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Die Beziehung, die zwischen den Impedanzen bestehen muß, 
damit P gegen J0 um 90 ° voreilt, ergibt sich wie folgt. 

Es ist 

daher 
uml S =So+ St =So Rtt 3o, 

1 

ferner 

Das Verhältnis zwischen P und J0 ist also durch die Impe
danz b ausgedrückt, in dieser muß nun der Ohmsehe Widerstand 
Null sein. Es ist 

- R + . X + ( Rt + Ro + j Xo) (R2 + j X2) 
3- o J o R 

1 

R1 (R0 + R2 ) +R0 R2-X0 X2+j [(R1 + R0 )X2+X0 (R1 +R2 )]. 
Rt ··--

Der reelle Teil wird hierin Null, wenn 

ist. Die Reaktanz ist 
X= (R1 + R0)X2 + (R1 + R"J)X0 • 

Rt 

Setzt man den Wert aus (72) für R1 eill, so wird 

X=Xoz22+~2zo2 .... 
XOX2-ROR~ 

. . . . (72) 

. . . (73) 

Methode von Görges. (Fig. 48.) Hier liegen zwei Zähler
spulen, deren Impedanz z0 sei, in zwei gegenüberliegenden Zweigen 
einer Brücke, in den beiden 
anderen sind die gleichgroßen 
Ohmsehen Widerstände R1• Die 
Punkte C und D der Brücke 
sind durch den Ohmsehen Wi
derstand R2 verbunden, und vor 
die Brücke ist eine Impedanz z3 

geschaltet. 

c 

Aus der Symmetrie folgt, D 

daß die Ströme und Spannungen Fig. 48. 

der beiden Spulen z0 unter sich 
und ebenso die der beiden Widerstände R1 unter sich gleichgroß und 
in Phase sind. In dem Diagramm Fig. 49 bilden also die Span-

!'i* 
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nungen der vier Brückenzweige ein Parallelogramm ACBD, in 
wL 

dem AC=DB=J0 z0 ist und gegen J0 um <p0 =arctg--0 voreilt, 
ro 

während A D = C B = J 1 R1 in Phase mit J;. ist. D C ist die Span
nung zwischen den Punkten D und C der Brücke und gleich ~R2 

in Phase mit dem Strom ~ , der sich als geometrische Differenz von J1 

und J0 ergibt. Die Spannung an der ganzen Brücke ist die Summe 
aus J0 z0 und J 1 R1 und gleich AB, und der gesamte Strom J die 
geometrische Summe aus J0 und J1 • An AB reiht sich nun die 
Spannung Jz3 der Drosselspule, so daß die Klemmenspannung 
P = A E dem Strom um 90° voreilt. 

26. Die Schaltungen von Boucherot. 

Von Boneherot wurden einige Schaltungen angegeben, die 
unter dem Namen "Kondensator-Transformatoren" bekannt sind, 

und die zur Transformierung einer konstanten 
Spannung in einen konstanten Strom dienen. 

J 
l 

Fig. 50. 

Hiermit soll in Anlagen mit in Reihe geschalteten 
Bogen- oder Glühlampen die Unabhängigkeit des 
Stromes von der Zahl der in Reihe geschalteten 
Lampen erreicht werden. 

Bei der einen Schaltung ist parallel zu dem 
Lampenstromkreis, dessen Impedanz z0 sei, nach 
Fig. 50 ein Kondensator, und Yor das Ganze eine 
Drosselspule geschaltet. Ist J 1 der Ladestrom des 

Kondensators, so ist 

_. 31 -~ 
J w C- <\So 5o, oder 

und der Gesamtstrom 
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Die Klemmenspannung ist 

Macht man 

so wird 

~ = ~o5o + j~wL = ~o [5o+ jwL (1 + jroCoo)J 
= ~0 [50 (1- ro2 LC) + j wL] 

1 
wL=-0-:;, w 

~=j~0 wL. 

Der Strom ist also unabhängig von der Impedanz z0 

p 
Jo=~oL' 

69 

Diese Beziehung gilt offenbar nur, wenn der Kondensatorstrom
kreis und die Drosselspule widerstandsfrei sind. 

Setzt man w L = ; C =X, so ist der Gesamtstrom 

~ = ~0 ( 1 + J. ~) ' 
und nach Einsetzen des Wertes von ~0 

~= .i2(5o-jX) 

p - . 
J = X2 y' Ro 2 + (Xo -X) 2. 

Er wird am kleinsten für X0 = X. 
Ist der Belastungsstromkreis unterbrochen, d. h. R0 und X 0 = oo, 

so wird J = oo, beim sekundären Kurzschluß dagegen, R0 = X 0 = 0 

wird J=f. o 

Bei einer zweiten Schaltung sind Kon
densator und Drosselspule der Fig. 50 mitein
ander vertauscht, die Beziehungen sind ganz 
analog. 

Eine weitere Schaltung ist die Brücken
schaltung Fig. 51. Hier sind wegen der Sym
metrie die Ströme und Spannungen der beiden 
Kondensatoren unter sich, und die der beiden 
Drosselspulen unter sich gleich. Es ist 

~1 +~o= ~2 

und 

a 

Fig. 51. 
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Eliminiert man ~1 , so wird 

m - · ~ ( L 1 ) + · So 
-t' - J ;;52 w - w c J w c . 

Wird wieder 
1 

wL= wC gemacht, so ist 

~ ·m C . \13 
;;5o = - J -t> w = - J ~~ L 

unabhängig von der Impedanz z0 • 

Der Gesamtstrom ist 

0= 01 +02= 2S2-So· 

Setzt man wieder wL = wlC =X, so ist nach dem zweiten 

Kirchhoffschen Gesetz für eine der Maschen ACD oder CBD 

jS2 x+ So ~o=-j sl X=-j(02 -- 0o)X 

2 32 = So ( 1 + j ~) 
"'<- 2 "" ""_·a, 5o_ \13 
0 - 02 - 0o-1 0o x- x2 ~o· 

Auch hier wird der Primärstrom bei offenen sekundären Klemmen 
(z0 = oo) unendlich groß, dagegen wird er bei kurzgeschlossenen 
sekundären Klemmen (z0 = 0) gleich Null. 
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Strom in einem Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapazität. -

37. Graphische Darstellung von mehrwelligen Strömen. 

27. Darstellung durch Fouriersehe Reihen. 

Die in der Technik verwendeten Wechselströme weichen im 
allgemeinen mehr oder weniger von der Sinusform ab. Wir er
weitern daher unsere Betrachtung auf solche periodischen Ströme, 
deren zeitlicher Verlauf eine beliebige Kurvenform hat. 

Die rechnerische Behandlung solcher Ströme beruht auf der 
Reihenentwicklung nach Fourier. 

Danach kann eine beliebige einfach periodische Funktion dar
gestellt werden durch eine Reihe von Sinusfunktionen, deren Perioden
zahlen sich wie ganze Zahlen verhalten; die Zahl der Glieder der 
Reihe kann endlich oder unendlich groß sein. 

Dies bedeutet, daß man sich einen beliebigen periodischen Strom 
zusammengesetzt denken kann aus einer sinusförmigen Grund
welle von derselben Frequenz wie der periodische Strom, und einer 
endlichen oder unendlichen Zahl von darüber gelagerten sin us
förmigen Oberwellen, deren Frequenzen 2, 3, 4, ... mal so groß 
sind wie die der Grundwelle. 

Aus diesem Grunde nennt man Wechselströme von beliebiger 
Kurvenform mehrwellige Wechselströme. 

Die Gleichung einer Oberwelle ist 

(74) 
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Hierin ist x eine beliebige ganze Zahl, w die Kreisfrequenz 
der Grund welle, x w daher die Kreisfrequenz der betrachteten Ober
welle von der Ordnung x, i"m ihre Amplitude und 'f/J,. ihr Phasen
winkel. 

Die Gleichung der aus unendlich vielen Wellen zusammen
gesetzten periodischen Stromwelle ist daher 

x=oo x=co 

i=2'i"=2'i"msin(xwt+VJ") ..... (75) 
"'=0 ><=0 

worin für x der Reihe nach alle ganzen Zahlen von 0 bis oo einzu
setzen sind. Dies ist die allgemeinste Form einer Fouriersehen Reihe. 

Entwickelt man in Gl. 74 

i""' sin (x w t + "Px) = i,. m cos "P>< sin" w t + i,. m sin !p,. cos" w t 
und setzt 

so wird 
i,. = a,. sin x w t + b" cos x w t 

(76) 

(74a) 

Hier ist jede Oberwelle in zwei um eine Viertelperiode gegen
einander phasenverschobene Wellen von gleicher Frequenz mit den 
Amplituden a" und b" zerlegt. Es ist 

i,. m = -v a,. 2 + b" 2 ' tg1p"=b" ..... (77) 
a,. 

Für x = 0 ergibt Gl. 74 a 

io = bo, 

also einen Gleichstrom, alle anderen Werte von x ergeben dagegen 
W echselströme. 

Hiermit kann die Gleichung eines beliebigen periodischen 
Stromes geschrieben werden 

x=oo x=a:> 

i=.Ea,.sinxwt+b0 +-Eb,.cosxwt .... (75b) 
x=l x=l 

Ein mehrwelliger Strom kann also aus einem Gleichstrom und 
einer Reihe von Sinusströmen verschiedener Frequenzen zusammen
gesetzt sein. 

Die Möglichkeit des Vorhandenseins eines Gleichstromes führt 
uns dazu, von den periodischen Strömen noch die reinen Wechsel
ströme zu unterscheiden. 

Bei einem einwelligen Strom ist nach Kap. I der Mittelwert 
während einer ganzen Periode gleich Null, d. h. es wird in einer hal
ben Periode durch den Leiter eine ebenso große Elektrizitätsmenge in 
der einen Richtung bewegt wie in der anderen Richtung während 
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der folgenden Halbperiode. Da alle Oberwellen wieder Sinusform 
haben, gilt dies auch für die Oberwellen. 

Für einen periodischen Strom, der aus einer Grundwelle und 
einer Anzahl Oberwellen besteht, ist daher das Integral 

T 

q = J'i dt 
0 

für eine ganze Periode gleich Null. Die von der tltromkurve mit 
der Abszissenachse gebildeten positiven und negativen Flächenstücke 
sind gleichgroß (s. J<'ig. 53 bis 55). Einen solchen Strom bezeichnet 
man als reinen Wechselstrom. 

Ist dagegen die Summe der positiven und negativen Flächen
stücke nicht gleichgroß, wie in Fig. 52, so bedeutet dies, daß die 
in einer Richtung vom Strom be
wegte Elektrizitätsmenge größer ist 
als die in der anderen. Dies wird 
durch das Vorhandensein eines Gleich
stromes in der Stromwelle bedingt; 
er ist in der Gl. 75 b durch das Glied 
1!0 dargestellt, und die von ihm in 
einer Periode bewegte Elektrizitäts
menge ist q0 = b0 T. Verschiebt man 
in Fig. 52 die Abszissenachse X- X 
parallel zu sich selbst, bis die von der 

Fig. 52. 

neuen Achse X'- X' und der Stromkurve begrenzten positiven und 
negativen Flächenstücke gleichgroß sind, so ist der Abstand der 
neuen Achse von der alten gleich b0 . 

Das Fehlen dieses Gliedes kennzeichnet also einen reinen 
Wechselstrom. 

Die durch Induktion in rotierenden Maschinen und in Trans
formatoren erzeugten Wechselströme sind reine Wechselströmc. 
Denn der Induktionsfluß tf> durch eine Spule ist eine periodische 
Funktion der Zeit, er ist zur Zeit (t + T) ebenso groß wie zur Zeit t. 

Die in einer Windung induzierte EMK ist 
d(J> 

daher 

e = - di' 
7' 

- f edt = (]>(Tl- Wco) =0. 
0 

28. Ermittlung der Amplituden der Fouriersehen Reihe. 
Es soll nun gezeigt werden, wie für eine beliebige periodische 

Punktion die Koeffizienten ax, b0 und b" der Reihe GI. 75 b ermittelt 
werden können, wenn das graphische Bild der Funktion gegeben ist. 
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Zur Abkürzung bezeichnen wir die Abszissen mit x anstatt 
mit wt, die Ordinaten mit y. Die Länge der Welle auf der Ab
szissenachse ist dann 2 n. Bezeichnet nun x die besondere Welle, 
deren Koeffizienten gesueht sind, und .1. die beliebigen Werte von u, 
so multipliziere man alle Ordinaten y mit den zugehörigen sin "x 
und bilde den Mittelwert über eine Periode. Dieser ist 

Da hierin 

2n 

- 1-fy sin "x dx. 
2.n 

0 

J.=oo l=oo 

y = ~ a~. sin .1. x + b0 + ~ b;. cos .1. x, 
Ä=l ).=1 

erhält man eine Reihe von Produkten von den drei Formen: 

1. 

2. 

3. 

2n 

~sal. sin Ä.X sin X X dx 
2n 

0 

2n 

~sb0 sin X X dx 
2n 

0 

2n 

- 1-fb;.cos.l.x sinxxdx. 
2n 

0 

Von diesen Integralen werden alle Null, bis auf jenes der 
ersten Form, bei dem .1. = x ist. Dieses wird 

Es ist daher 

2n lf ·2 d a,. -- a,. Sill XX X=-. 
2n 2 

0 

2n 

a,. = ~ f y sin "x dx . . . . . . . (78) 
0 

Multipliziert man zweitens alle Ordinaten y mit cos "x und 
bildet den Mittelwert über eine ganze Periode, so wird ganz analog 

2n 

b,.=~fycosxxdx .....•.. (79) 
0 
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Endlich ist der Mittelwert der Ordinaten y während der ganzen 
Periode 

2n 

b = _]_fy dx 
0 2 n 

(80) 
0 

29. Besondere Kurvenformen. 

1. Bei den meisten in der Technik vorkommenden Wechsel
strömen ist die negative Halbwelle das Spiegelbild der positiven 
Halbwelle in bczug auf die Abszissen-
achse. Es sind also jeweils zwei Mo-
mentanwerte im Abstande einer halben 
Periode gleichgroß aber von entgegen
gesetztem Vorzeichen (s. Fig. 53). Es 
ist daher 

Y(x+;cr;)=-Yx· · · (81) 

Bei einer solchen Kurve fällt das 
Glied b0 fort, die Ordinate y, die zur Ab
szisse x gehört, hat nach GI. 7 5 a den 
Wert 

Yx = .:E a,. sin x x +X b" cos x x, 
und zur Abszisse x + n gehört die Ordinate 

X 

Fig. 53. 

Y(x+ ") = .:E a, sin x (x + n) + .:E b,. cos x (x + n). 

Es ist 

sin x (x + n) = sin (x x + x n) = (- lf sin x x 

cos x (x + n)=cos (x x + x n) = (- 1r cosxx. 

Die Bedingung 81 wird also nur erfüllt, wenn x eine ungerade 
Zahl ist, und es folgt: 

Eine periodische Kurve, deren negative Halbwelle das 
Spiegelbild der positiven in bezugaufdie Abszissenachse 
ist, enthält nur ungeradzahlige Oberwellen. 

Berechnet man für eine solche Kurve die Koeffizienten a" und 
b" nach GI. 78 und 79, so ist bei Bildung der Produkte 

Y<x+n) sin X (x+ n) = Yx sin X X' 

Y<x+") COS X (x + n) = Yx COS X X. 

Hieraus folgt, daß die Integrale für die positiven und nega
tiven Halbwellen denselben Wert haben. Man braucht daher das 
Integral nur über eine halbe Periode zu erstrecken und erhält 
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Hier ist 

Fig. 54. 

Mehrwellige Ströme. 

" 2J . a" =~ ysmxxdx 

0 

" 
b,.. = ! J y COS X X dx 

0 

. . . . . . . (78 a) 

(79a) 

2. Ist eine Kurve in bezug 
auf den Ursprung symmetrisch 
(s. Fig. 54), so ist 

YC-x)=-yx 
und 

Y(2 n-x) =- Yx · (82) 
Da 

Y(2:r:-x) = .2: a" sin u (2 n- x) 
+ L:b,. cos x (2 n- x) 

und 

sin x ( 2 n - x) = sin ( 2 n x - x x) = - sin x x 

cos x (2 n- x) = cos (2 n x- x x) = + cos x x, 

V 
Fig. 55. 

folgt, daß die Bedingung 82 nur 
von den Sinusgliedern erfüllt 
wird, alle Kosinusglieder fallen fort. 

3. Ist bei einer Kurve einer
seits die negative Halbwelle das 
Spiegelbild der positiven in bezug 
auf die Abszissenachse und ist 
sie andrerseits in bezug auf den 
Ursprung symmetrisch (s. Fig. 55), 
so erhält sie nach Vorstehendem 
nur ungerade Sinusglieder. 

Ycn-x)=Yx· 

Für ungerade Werte von x, die hier nur in Frage kommen, ist 

und daher 
sin x ( n - x) = sin x x, 

Yen --x) sin x (n- x) = Yx sin x x, 

Hieraus folgt, daß das Integral GI. 78a in den beiden Hälften 
Jl Jl 

der Halbwelle von 0 bis 2 und von 2 bis n den gleichen Wert 

Jl 
hat. Man braucht also nur von 0 bis 2 zu integrieren und erhält 
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2 

llx =!fysinxxdx 
Tl 

0 

77 

(78b) 

Beispiele. 1. Die rechteckige Stromkurve (l<"ig. 56), die durch 
Kommutierung eines Gleichstromes erhalten wird, entspricht dem 
dritten der soeben besprochenen Fälle. Sie hat daher nur ungerade 
Sinusglieder und es kann GI. 78 h verwendet werden. 

Fig. M. Fig. 57. 

Die Ordinate y hat den konstanten Wert I, daher ist 

" n 

4J2 41 "'J=a-ax =- Isinxxdx=---cosxx 
n nx 

0 x=O 

Durch Einsetzen der ungeraden Zahlen für x erhält man so
mit die Gleichung der rechteckigen Stromkurve 

Die Amplituden der Oberwellen sind ihrer Periodenzahl um
gekehrt proportional. 

2. Die Trapezkurve (Fig. 57). Sie ist von Wichtigkeit für die 
Feldform von W cchselstrommaschinen. Auch hier kann Gl. 7 8 b ver
wendet werden. Hier ist 

X 
y=I- von x=O bis x=a 

H 

y=I 

Daher 

2 

ax = ! f I sin X X dx 
0 

Tl 
von x=a bis x= 2 . 

n 

"' 2 

= ! J(~J xsinxxdx+ fsinxx dx ). 
0 a 
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Das erste Integral ist 

" 
1 I 1 [sin" X X cos X X l"' = a - xsinxxdx=- ~--- ----1 •> I 
(( (( X" X J.r=ll 

0 

sin x a cos x a 

das zweite Integral ist 

Daher wird 

2 

I . cos " (( sm x x dx = ;;-. 

a 

41 
a" = ·--- sin x a , 

n a x2 

und durch Einsetzen der ungeraden Zahlen für x erhält man die 
Gleichung der Trapezkurve 

4 J[·. + 1 ·s ·s+ 1 "5 "5+ ](4) y=--;;-;_; sma smx 9 sm asm x 25 sm asm x . . . 8 

Besondere Fälle des Trapezes. 
ll 

a) Für das Dreieck ist a = 2- und sin x a = + 1 , wobei das 

+ oder -Zeichen gilt, je nachdem x = 4n i,:: l ist, worin n eine 
ganze Zahl oder 0 bezeichnet. Daher ist 

8 J'l . 1 . 3 + 1. . 5 l y= n 2 smx- 9 sm x 25 sm x- .. ·j (85) 

sin x a 
b) Für das Rechteck ist a = 0. Der Grenzwert -- nähert 

xa 
sich für a = 0 dem Wert 1, daher ist, wie schon zuvor gefunden, 

4 I 
a" = --- (s. GJ. 83). 

llX · 

c) Ist xa=n oder ein Vielfaches davon, so wird sinxa=O. 

Die Oberwelle der Ordnung x =!: und die Vielfachen fallen fort. 
a 

Da nun nach GI. 84 bei dem Trapez die Amplituden der Ober
wellen umgekehrt proportional dem Quadrat ihrer Periodenzahl ist, 
ist nächst der Grundwelle die dritte Oberwelle am größten. Das 
Trapez nähert sich also am meisten der Sinusform, wenn die dritte 

:n 
Oberwelle fortfällt, hierzu muß somit a= 3 sein. In dieser Kurve 
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sind dann nur noch Oberwellen der Ordnung x = (6n ± 1) enthalten, 
und da 

sin xa=sin (6n+ 1) ~= + ~ v3, -- 3 --2 

. :n 
wird für das Trapez mlt a = g 

Y = ~-y~ J(sin X- --1- sin 5x + -~- Sl·n 7 X- ) :n2 25 49 .... 

Diese Betrachtung gibt den Grund an, weshalb zur Erzeugung 
einer möglichst sinusförmigen Feldverteilung bei vielen Wechsel
strommaschinen nur 2 / 3 des Polbogens be
wickelt werden. 

3. Die Kurve des kommutierten Sinus
stromes (Fig. 58). Bei dieser Kurve ist .}TL\. 

l<'ig. 58. 
woraus folgt, daß hier nur die Kosinusglie-
der vorhanden sind; außerdem enthält sie einen Gleichstrom. 

Setzen wir in Gl. 79 

und 

so ist 

2n 

b" =2-fycosxxdx 
:n 

0 

y =I sin x von x = 0 bis x = :n 
y=-Isinx von x=:n bis x_=2:n, 

"' 2n 

b"=! [fsinxcosxxdx- fsinxcosxxdx] 

0 "' 

"' 
= _!__J[sin (x + 1) x- sin (x- 1) x J dx 

2.:n 
0 

2n 

- _!__J[sin (x + 1)x- sin (x -1) x] dx 
2.:n 

;;r; 

_!_ r1-(-1/"+ll- 1~(-1)(><-l)J 
-:nl (x+1) (x-1) · 

Dieser Ausdruck wird Null, wenn x ungerade ist; es bleiben 
nur die geradzahligen Oberwellen. Ist x gerade, so wird 

b" = 
2;;.!_ l ;e.f_l- ~--1 1J =- :n (x; I 1) · 
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Nach GI. 80 wird ferner 
:r 

If 2I b0 =-·· sinxdx= . 
n n 

0 

Daher die Gleichung des kommutierten Sinusstromes 

y = 2ni [l-2~~?l x - 2 c~~: ~- ~-e~~ ~~-- ... ]. . (86) 

30. Arithmetische Analyse. 

Die technisch vorkommenden Wechselstromkurven lassen sich 
nicht in so einfacher Weise in ihre Teilwellen zerlegen, wie die 
behandelten Beispiele. Um eine mehrwellige Stromkurve zu analy
sieren, verwendet man ein angenähertes Verfahren, indem man die 
Integration ersetzt durch eine Summation einer endlichen Zahl von 
Ordinaten, die in einem endlichen Abstand voneinander liegen. 

Die dadurch erhaltene Annäherung an die wirkliebe Fouriersehe 
Reihe wird im allgemeinen um so größer, je mehr Ordinaten ver
wendet werden. Da die Verwendung einer großen Anzahl von 
Punkten aber sehr umständlich ist, beschränkt man sich auf kleinere 
Zahlen, und es soll zuerst untersucht werden, in welcher Weise die 
Zahl der Ordinaten das Verhältnis der aus der Rechnung erhaltenen 
Amplituden zu den wirklichen bestimmt. Dies läßt sich leicht er
mitteln, wenn man, wie es gewöhnlich der Fall ist, die Ordinaten 
in gleichem Abstand voneinander wählt 1). 

Teilt man vom Koordinatenanfangspunkt an die ganze Periode 
(2 n) in n gleiche Teile, zu denen die Ordinaten y1 , y2 , ••• Yn im 

2n 2n 
Abstande - gehören, wobei die Ordinate y zur Abszisse x = v --n v n 
gehört, so treten an die Stelle der Integrale GI. 78 und 79 

2"' 

ax = -1·fy sin X X dx 
n ' 

0 

2"' 

bx = ~ f y COS X X dx 
0 

zwei Summen von je n Gliedern, deren jedes aus dem Produkt 
der Ordinate y und dem zugehörigen sin ux bzw. cos ux besteht; 

d Ab d d · h d" S 2 n G · d em stan e x entspnc t w trecke Die renzen sm 
2n n 

.x = -- und x = 2 n. Bezeichnen wir die mit n Teilpunkten er
n 

1) S. A. Schleiermacher, ETZ 1910, Heft 49. 
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mittelten Koeffizienten mit a"(n) bzw. b,.(n), zum Unterschied von 
den Koeffizienten a,. und b" der wirklichen Reihe, so ist 

x=2n: 

2 ""' . a"(n) = -~~..::::.,; y sm xx . . . . (87) 
2.n: 

x=--
n 

2:>:=2.n: 

b"(n) = n 2: y COS XX . . . . . . (88) 
2.n: 

X=- .. 
Bezeichnet nun wieder x die Oberwelle, deren Amplitude ge

sucht ist, A. die beliebigen Werte x, so ist die Gleichung der Kurve, 
s.Gl.75b, 

00 00 

y=~a;. sinÄx ·+ ~b;. cosÄx . . . (89) 
1 1 

wobei b0 fortgelassen, d. h. ein reiner Wechselstrom zugrunde ge
legt ist. 

Setzt man diesen Wert von y in GI. 87 und 88 ein, so erhält 
man für jeden Wert von Ä in jeder der beiden Gleichungen zwei 
Reihen von je n Gliedern, die in GI. 87 Produkte der Form ent
halten 

sinÄxsinxx, 
und in GI. 88 

cos Äx sin xx l 
cosÄx cosxx 

und 

sin Äx cos xx, 

Diese können der Reihe nach ersetzt werden durch 

~} COS (Ä - X) X - i COS ( Ä + X) X 

-1 sin(A.-x)x+-~- sin(A. +x)x 

lsin(Ä-x)x+l sin(A.+-x)x 

} COS (Ä- X) X + ·~· COS ( A + X) X . 

(90) 

Für jeden Wert von Ä enthält nun jede der GI. 87 und 88 vier 
Reihen von je n Gliedern der zuletztgenannten Formen. Diese Glieder 
stellen n Ordinaten einer Sinuskurve dar, die in gleichem Abstand 
voneinander auf (A. + x) ganze Sinuswellen verteilt liegen. Ihre 
Summe ist für die Sinusfunktionen stets Null, für die Kosinus
funktionen wird sie im allgemeinen Null, außer bei gewissen Werten 
YOn (A. + x). Ist nämlich (Ä + x) = 0, so wird 

cos(A.+x) x= cos 0 = 1. 

Ist ferner (A. + x) ein Vielfaches (z) der Teilungszahl n, so ist, da 

2:n 
X=Y-n··, 

Fraenckel, Wcchselströmc. 6 
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2n 
COS (A. + u) X= COSZnYn = COS YZ 2n. 

Da hierin Y und z ganze Zahlen sind, hat jedes Kosinusglied 
den Wert 1. 

Für (A. ± x) = 0, n, 2 n, 3 n usf. wird also jedes Kosinusglied 1, und 
1 n 

die mit 2 multiplizierte Summe der n Glieder ist 2 . 
Hiermit erhält man die Amplituden a,.(n) und b,.(n) nach Gl. 87 

und 88 
2 

a,.(n) =-.J; y sin xx = a,.- a,._" + a,.+"- a2n->< + a2n+x- + 
n (91) 
2 

bx(n) =-.J;y COSXX= b,. + b,._"+ bn+><+ b2n-x + b2n+>< + 
n ~~ 

Man sieht, daß jede bei der Analyse erhaltene Amplitude 
Oberwellen enthält, deren Ordnung um so höher ist, je größer die 
Zahl der Teilpunkte n ist. 

Bestimmt man z. B. die Grundwelle mit n = 18 Teilpunkten, 
so sind in dem Resultat auch noch die 17. uud 19., die 37. und 
35. usf. Oberwelle enthalten. Die Bestimmung der 7. Oberwelle ent
hält auch die 11. und 25. usw. 

Bei symmetrischen Kurven, die nach S. 75 nur ungerade Ober
wellen enthalten, genügt die Summation über eine Halb welle. Ist 
jetzt n die Zahl der Teilpunkte der Halbwelle, so ist 

2 X=n • 

ax(n) =- '\' y Slll XX n.L.I 
"' 0:=-
n 

. . . (87 a) 

2 x=n 

bx(n)=-; })ycosux ...... (88a) 

"' 0:=-.. 
Jede Summe hat n Glieder. Für y ist wieder der Wert Gl. 89 
einzusetzen. (A.+x) sind jetzt stets gerade Zahlen. Die Sinus
reihen fallen wieder fort. Die Kosinusreihen haben jetzt, abgesehen 
vom Vorzeichen, die Form 

-~[cos(A.=tu): + ... cos(A.+u)n J. 
Diese Reihe ist Null, außer wenn 

A.+x=O 
2 , n, 2n, 3n, ... 
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ist. In diesen Fällen ist die Summe wieder n so daß nun 
2 ' 

ax(n) = a"- a2n->< + a2n+><- a4n->< + a4n+x- ..• + (91 a) 

Ausführung der Analyse. 

83 

Wir betrachten den für die Technik wichtigsten Fall, daß nur 
ungerade Harmonische vorhanden sind. n sei wieder die Zahl der 
Teilpunkte der Halbwelle. In den Summen, die nach Gl. 87 a und 88a 
zu verwenden sind, 

2 n 

a" = n-..}; y sin u x, 
2 n 

b" =; ~ycosxx 
n n 

lassen sich nach Ru nge 1) jeweils zwei Glieder zusammenfassen. 
Solche Glieder liegen in gleichem Abstand von der Mitte der Halb-

welle ( x = ~) . Hat der eine die Abszisse x = v: , so ist die des 

n 
zweiten (n- v)- , die Summe der Abszissen ist also gleich der 

n 
Halbwolle. Nun ist 

n ( n) n sin x (n -v)-= sin x n -v- = sin xv--, 
n n n 

n ( n) n cosu(n-v)-=cosx n-v-- =-cosxv--. 
n n n 

Die Ordinaten solcher Punkte sind also mit den gleichen Sinus 
und mit den entgegengesetzt gleichen Kosinus zu multiplizieren. 

Bei der Multiplikation mit sin xx hat man daher die Summe, 
bei der Multiplikation mit cos xx die Differenz der beiden Ordinaten 
zu nehmen. 

Man faltet nun zweckmäßig die Reihe der Ordinaten in zwei, 
so daß die mit demselben Faktor zu multiplizierenden Ordinaten 
übereinanderstehen, wie in dem nachstehenden Schema für n = 12 Teil-

punkte und den Abstand !!__ = 15 ° angegeben ist. Man merkt sich 
n 

dieses Schema am einfachRten dadurch, daß die Summe der Indizes 
der übereinanderstehenden Ordinaten die Zahl n (hier 12) ergibt. 
Das mittlere und das nte Glied bleiben für sich. Dann bildet man 
die Summen s und die Differenzen d. 

1) ETZ 1905, S. 247. 

6* 
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yl Y2 Ys Y4 Yö y6 
yl2 Y11 Y1o Yo Ys Y7 

Summen: 81 82 8a 84 8~ 811 

Differenzen : d6 d5 d4 da d2 dl 

Hierin ist 

Es wird nun 

a,. =t(81 sin 15 ~ + 82 sin 30" + ... + sö sin 75 ~+86 sin 90"] 

b,. = t[ d6 + dl! cos 15 ~ + d4 cos 30" + ... + dl cos 7 5 "] . 

Da die ungeraden Vielfachen der hier vorkommenden Winkel 
bis auf das Vorzeichen stets wieder dieselben Winkelfunktionen er
geben, hat man somit nur 5 Faktoren und den Faktor 1. Bei ge
wissen Oberwellen, nämlich wenn " durch 3 teilbar ist, kommen 
nur die Faktoren 0, 7071 und 1 vor. 

In der nachstehenden Tabelle sind in der ersten Vertikalreihe 
die Winkelfunktionen angegeben, in den folgenden die mit ihnen 
zu multiplizierenden Ordinatensummen unter Berücksichtigung des 
Vorzeichens, und zwar beziehen sich die 6 Vertikalreihen der Reihe 
nach auf die Amplituden a1 bis a11 • Man multipliziert also nach
einander die in einer Vertikalreihe stehenden Summen 8 mit den 
neben ihnen stehenden Faktoren, die Summe dieser Produkte ist 
dann das sechsfache der Amplitude a,.. Zur Ermittlung der Ampli
tuden b,. sind in dem Schema an Stelle der Summen 8 die Diffe
renzen d zu setzen, wobei sich das Vorzeichen von b,. wie dort 
angegeben ergibt. 

0,2588 81 86 86 I ., 0,5000 82 82 -82 -8. 

0,7071 Ba 81 +sa-85 -Ba -83 81 +sa -s5 Sa 
0,8660 84 

1-84 
s, 

I 
-s, 

0,9659 85 81 81 85 
1,0000 Se 82 -86 86 -86 -(s2 -86) -86 

Eine weitere Vereinfachung der Rechenoperation hat Schleier
macher1) angegeben, die darauf beruht, daß in den berechneten 

1) ETZ 1910, Heft 4\l. 
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Amplituden a" und b" je nach der Zahl der Teilpunkte n nach 

Gl. 91 a und 92 a auch die Amplituden von Wellen höherer Ordnung 

enthalten sind. Nimmt man wieder 12 Teilpunkte für die Halb

welle an, so hat man für den Koeffizienten a1 der Grund welle zu

nächst den Wert a 1 c12 l für 12 Teilpunkte, gleichzeitig aber auch 

die Werte a 1 c6J, a 1 c4J, a 1 c3J, a 1 c2J für 6, 4, 3, 2 Teilpunkte durch 

Fortlassen der Zwischenpunkte. Sollen z. B. wieder die ersten 

6 Koeffizienten a1 bis a11 und b1 bis b11 bestimmt werden, wobei 

die höheren Harmonischen von der 13. an vernachlässigt werden, 

so erhält man für die verschiedenen Einteilungen nach GI. 91 a 

'~1 (1'!) = al [- a,!a + a25 - • · · 

al coJ = al - a 11 [ + a 1:1 - · · • 

a1(4) = al -- a, + au [- al5 -t- ... 
a1(3) = al -· a5 + a7 -alt [ + al:l -- · · · 

a1 c21 = a1 - a:1 + a" - a, -+-an - a11 [ + a13 - •.. 

und a3(12)= a:J [- a21 + a2, -- ••. 

wobei die jeweils hinter der eckigen Klammer stehenden Oberwellen 

vernachlässigt werden. 

Bildet man nun: 

a1(12) -al(ll) = e., =an 

a1(12) ·-a1(4J=e4=a7 -ao 

a1(12)- al(3J = e3 = ar;- a, + all 

a1(12)- a1(2) = e2 = aa -- a,, + a,- aH + au' 

so erhält man: 
al = al(l2J 

a3 = a3(12) 

a" = a3 - e2 -t- e 4 + e6 

a7 = a" - e3 + e0 

a1, = a7 -- e4 

all = e6. 

Für die Koeffizienten b,. hat man analog: 

b1(12)- b1(6l = fs =- bll 

bl (12) - bl (4) = f4 = -- (b7 + b9) 

b1(12)- b1(3) = fa =- (b5 + b7 + bu) 

b1(12)- b1(2) = f2 =- (b3 + bö + b7 + b9 + bll)' 

worin b1 c2 > die Ordinate für den Anfangspunkt der Teilung mit 

2 Teilpunkten ist. Hieraus wird dann 
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bl = bl(H) 

b3 = b3(12) 

b5 = -· b:l - {2 + {4 + {6 

b7 = - b5 - { 3 + f6 

b9 =-b, -{4 

bll =-{6. 

Für die Berechnung der Koeffizienten a1 c12 l bis a1 c2 l und a3 c12 ) 

verwendet man die nachstehende Tabelle, in der s1 bis s6 wieder 
die aus der Zusammenfaltung der Reihe gewonnenen Summen sind. 
Für die entsprechenden Koeffizienten bx(n) sind dann wieder unter 
Berücksichtigung des Vorzeichens an Stelle der Summen s die Diffe
renzen d zu setzen. 

- ---- ---- ------ .. 

I 
I 0,2588 81 

I 81 + 83 -85 

0,5000 82 82 

0,7071 Ba s,. 
0,8660 84 84 

I 
B,, 

0,9659 So 
I 
I 

I 
I 

1,0000 Ba 8a Ba 
I 

Ba 82-86 

Dieses Verfahren hat den Vorzug, daß, wo es zunächst nur 
auf die Grundwelle ankommt, mit einer gröberen Teilung, z. B. 
n = 6 begonnen werden kann. Hierbei erhält man für die Grund
welle schon je vier Werte a1 c2l, a1 csJ, a1 c4J, a1 (oJ und entsprechend 
die b1 (n). Man kann nun durch Vergleich dieser Werte schon be
urteilen, ob noch höhere Harmonische vorhanden sind, und dann 
zu deren Ermittlung die Zwischenpunkte für n = 12 hinzunehmen. 
Auch lassen sich leicht durch weiteres Hinzufügen von Teilpunk
ten noch höhere Harmonische ermitteln. 

31. Graphische V erfahren. 

Von den verschiedenen graphischen Verfahren zur Kurven
analyse soll hier nur die Methode von Fischer Hinnen (ETZ 1901, 
S. 396) besprochen werden, die sehr einfach auszuführen und daher 

Fig. 59. 

praktisch wichtig ist. Sie be
ruht auf folgendem, schon auf 
S. 81 verwendeten Satz: Teilt 
man auf der Abszissenachse die 
Länge von w ganzen Weilen 
einer Sinuslinie in p gleiche 
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w 
Teile und zeichnet die Ordinaten (s. Fig. 59), so ist, wenn - keine 

p 
ganze Zahl ist, die Summe der Ordinaten gleich Null. In der Figur 
ist w= B, p= 5. 

w . 
Ist dagegen -- eme ganze 

p 
Zahl , so sind alle Ordinaten 
gleichgroß, ihre Summe ist da
her p mal so groß wie die An
fangsordinate. 

Ist eine Kurve gegeben, 
so teile man vom Koordinaten-
anfangspunkt 0 aus eine ganze Fig. 60. 
Periode 00' ab (s. Fig. 60). Der 
Anfangsordinate entspricht x = 0, sie enthält also nach GI. 89 alle 
Amplituden b,.. 

Y(l) = bl + ba + b5 + • · · 
Teilt man nun die Periode 00' in 3 Teile und addiert die 

B Ordinaten, so enthält diese Summe nach vorstehendem nur die 
Amplituden b,. der Oberwellen, deren Ordnung ein Vielfaches von 
3 ist. Eür jede dieser Oberwellen enthält die Summe den drei
fachen Betrag der Anfangsordinate. Daher ist die Summe der 
3 Ordinaten 

Ebenso ergeben sich für 5, 7, ... Teile die Ordinatensummen: 

2:y(5) = 5 (b5 + b15 + ... ) 
2: Y(7l = 7 (b7 + ... ) 
2: Y(9J = 9 (b9 + ... ) 

Hiermit lassen sich alle b,. berechnen. 

Verschiebt man den Anfangspunkt um eine Viertelwelle, so 
:n 

enthält die neue Anfangsordinate für x = 2 alle Amplituden der 

Sinusglieder a,., die abwechselnd positiv und negativ sind, da 
. u:n . . . 

sm 2 posit1 v 1st, wenn 

und negativ, wenn 
u=4n-1. 

Daher ist 
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Teilt man nun von dem neuen Anfangspunkt die Halbwelle 
wieder in 3, 5, 7, 9 Teile, so werden die Ordinatensummen 

~Y{s)=3(-as+a9-atli ... ) 
~Y{o)=5(a5-at5 ... ) 

~Y{7)= 7 (-a7 +- · ·) 
~y{9)= 9 (a9 -+ ... ) 

Hiermit können alle a,. berechnet werden. 
Weitere graphische Methoden s. Houston & Kennelly, ETZ 1898, 

S. 714; Varreka, ETZ 1907, S. 482; Piehelmeier u. Schrutka, ETZ 1912, 
S. 129; v. Sanden, Archiv f. Elektrotechnik 1912, Bd. I, S. 42; Slaby, 
Archiv f. Elektrotechnik, Bd. II, S. 19. Über experimentelle Aufnahme von 
Kurven s. Orlich, Aufnahme u. Analyse von Wechselstromkurven. Braun· 
schweig 1906. 

32. Die Summe von· zwei mehrwelligen Strömen. 

Während die Summe zweier einwelliger Ströme wieder einen 
Sinusstrom ergibt, hat die Summe von mehrwelligen Strömen im 
allgemeinen eine ganz andere Kurvenform als jeder Komponent· 
strom. Dies kommt daher, daß die Oberwellen sich unter anderen 
Phasenwinkeln addieren als die Grundwellen. 

Bei zwei gleichgroßen Strömen von gleicher Kurvenform seien 
z. B. die Grundwellen um g; verschoben, die resultierende Grund· 
welle berechnet sich daher zu 

it'm = ilm V2 (1 +~cos g;). 

Die xten Oberwellen sind dann um "q; gegeneinander ver
schoben, und die resultierende Amplitude ist 

i:m = i,. m v'2(1 + COS X g;). 

Ist hierin beispielsweise "g; = :n: oder ein ungerades Vielfaches 

von TC, so heben sich die beiden Oberwellen heraus. 

ergibt die Summe der Grundwellen 

il'm=ilm 1"3 

:n; 
Für g;=-

3 

die dritten, neunten usf. Oberwellen heben sich dagegen heraus, 
der Summenstrom nähert sich also mehr der Sinusform als die 
beiden Teilströme. 

Ist dagegen "g; = 2 TC oder ein Vielfaches davon, so sind die 
beiden Oberwellen in Phase und ergeben die doppelte Amplitude 

2:n: 
Ist z. B. cp = 3 , so ist die Summe der Grund wellen 

• I • 

~1 m=tl "'' 
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die der dritten Oberwellen dagegen 

is'm = 2 ism 

und ebenso für die neunten usf. Hier ist also der Summenstrom 
stärker verzerrt als die Teilströme. 

Zwei Ströme von gleicher Kurvenform ergeben im allgemeinen 
nur wieder einen ähnlichen Strom, wenn cp = 0 ist. (.Andere Fälle 
s. Orlich, Theorie der Wechselströme, S. 37ff.) 

33. Veränderung dei' Kurvenfor•m durch Selbstinduktion und 
Kapazität. 

Wird eine mehrwellige Spannung 

p = ~ ( ax sin x w t + b" cos x w t) 

an einen Kondensator angeschlossen, so ist der Ladestrom 

i = c~~ = w C.J:(x a" cos X wt-" b" sin" wt). 

Der Ladestrom hat also eine ganz andere Kurvenform als die 
Spannung, die Oberwellen des Stromes sind um so stärker ausgeprägt, 
je höher ihre Periodenzahl ist. Fig. 61 zeigt das Oszillogramm 
des Ladestromes und der Spannung eines Kondensators. 

Fig. 61. Fig. 62. 

Schließt man dagegen die Spannung an eine Induktivität L, 
so wird der Strom, wenn der Ohmsehe Widerstand vernachlässigt 
werden kann, 

. 1 r 1 "( a" + b" . ) t=- pdt=~.L.J --cosxwt ---smxwt . 
L. wL x " 

Hier sind die Oberwellen des Stromes um so stärker gedämpft, 
je höher ihre Periodenzahl ist, der Strom nähert sich der Sinusform 
mehr als die Spannung, wie auch das Oszillogramm Fig. 62 zeigt, 
das den Strom in einer Drosselspule bei derselben Spannung zeigt, 
wie Fig. 61 für den Kondensator. 
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Beispiel. Hat die Spannung dreieckige Form, so ist während 
einer halben Periode, während der p von -Pm bis +Pm wächst, 
der Ladestrom eines Kondensators konstant 

und während der zweiten halben Periode, während der p von +P ... 
auf -Pm abnimmt, 

Für p=+ Pm 

Fig. 63. 

i=Cdp =-C~wp . 
dt n m 

hat i zwei Werte , nämlich 
2 + C -WPm· - n 

Die Kurvenform des Stromes ist 
also das Rechteck, das von der 
Sinusform stärker abweicht als 
die Spannungskurve. 

Ebenso ergibt sich für die 
Stromkurve einer Induktivität bei 
dreieckiger Spannungskurve die 
aus Parabelbögen zusammenge-

kurve des Dreiecks, die sich 
setzte Kurve Fig. 63 als Integral

der Sinusform mehr nähert als jenes. 

34. Effektivwert und Leistung mehrwelliger Wechselströme. 

Seien 

i = .2 (a,. sin" w t + b" cos" w t) = ..2 i".,. sin (" w t + 'ljJ .. ) 

und 
i' =.2(a; sin" w t + b~ cos" wt) =..2i;m sin (" w t+ tp,.) 

zwei mehrwellige Wechselströme. Es soll der Mittelwert ihres Pro
T 

duktes ~ Ji i' dt berechnet werden, 
0 

Da der Mittelwert des Produktes zweier Sinusfunktionen von 
verschiedener Periodendauer Null ist, und ebenso der Mittelwert des 
Produktes aus einer Sinus- und einer Kosinusfunktion von gleicher 
Periodendauer, braucht man in dem Produkt ii' nur die Faktoren 
zu berücksichtigen, die sich aus zwei Sinus· oder Kosinusgliedern 
von gleicher Periodenzahl zusammensetzen, für die also x denselben 
Wert bat. Daher wird 
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7. 

~ fii' dt= .2;~ (a" a" + b" b"') = 2.,1~i""' i~mCOS (1Jl" -·'1'~) (93) 
0 

Sind die beiden Ströme i und i' identisch, so erhält man das 
Quadrat des Effektivwertes (J) 

T 

J 2- 1 J·2 d - '\"1 ( 2 + b2)- '\'1 '2 -r_r ~ t- .L; 2 a" " - .L; 2t"".. 

0 

Hierin ist 

das Quadrat des Efl'ektivwertes der Oberwelle von der Perioden
zahl "w. Daher ist der Effektivwert des mehrwelligen Stromes 

(94) 

Er ist gleich der Wurzel aus der Summe der Quadrate der Effektiv
werte der einzelnen Harmonischen. 

Ersetzt man in Gl. 93 i' durch eine Spannung p, so erhält 
man die mittlere Leistung: 

T 

W= ~ fp·idt = I~P><m ixm COS (1Jl" -1px) . , (95) 
0 

Hierin ist 
i-Pxmi"".=P"J,. 

das Produkt der Effektivwerte der xten Strom- und Spannungs
welle und cos (1Jl" -1p~) = cos rp" der Kosinus deren Phasenverschie
bung. Die mittlere Leistung ist daher 

W = ~ P" J" COS f[l" = P1 J1 cos rp1 +Pa Ja COS Cfa + P5 J5 cos f{l5 + ... 
(96) 

Die Leistung ist die Summe der Leistungen der einzelnen Harmo
nischen. Oberwellen von verschiedener Periodenzahl sind voneinan
der in bezug auf die mittlere Leistung vollständig unabhängig. Aus 
Gl. 94 ergibt sich die Stromwärme in einem Ohmsehen Widerstand R 

J2 R=R(J12+Ja2+J52 + ... ). 
Jede Oberwelle erzeugt eine von den übrigen unabhängige 

Stromwärme. 
In dem Produkt~ tPxm i"m cos ("Pn- "''~) kommen die Effektiv

werte der resultierenden Strom- und Spannungswelle nicht vor. 
Man setzt trotzdem analog wie bei einwelligen Wechselströmen 

W=PJCOSfP 
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und bezeichnet cos cp als den Leistungsfaktor. Im Gegensatz 
zu einwelligen Strömen ist er hier von den Effektivwerten von 
Strom und Spannung abhängig (s. auch S. 98). 

35. Formfaktor und Scheitelfaktor mehrwelliger Ströme. 

Die Effektivwerte haben praktisch die meiste Bedeutung, weil 
sie leicht gemessen werden können, sie sagen über die Kurvenform 
des Stromes natürlich nichts aus. 

Für die Eisenverluste (s. Kap. X) ist dagegen der größte Wert 
der Spannung innerhalb der Periode maßgebend. 

Einen Anhalt über die Form der Kurve erhält man, wenn 
man außer dem Effektivwert auch den Mittelwert oder den Maxi
malwert kennt, vorausgesetzt, daß die Kurve nicht mehrere Maxima 
und Minima innerhalb einer Periode hat und daß sie symmetrisch ist. 

Als Mittelwert einer symmetrischen Kurve M(i) werde der 
Mittelwert aller Ströme einer halben Periode bezeichnet, innerhalb 
derer der Strom stets dieselbe Richtung hat. 

Das Verhältnis des Effektivwertes zum Mittelwert heißt Form
faktor 

J 
f= M(i). 

Für eine Sinuskurve war (s. Kap. I, S. 10) 

Für ein Rechteck ist J=im, M(i)=im, daher 

f=l. 

Für das Dreieck mit der Höhe im ist die quadratische Kurve 
'2 T 

der i 2 aus 2 Parabeln zusammengesetzt, deren Inhalt je~; 4 , deren 

M• t l 1 ·• • d h J im ( ) i It e wert 3 t;;, 1st, a er ist = 113 , während M i = ; ist, daher 

2 
f=-==1,15. 

V3 

Hieraus kann man schließen, daß eine Kurve, deren Formfaktor 
größer als der der Sinuskurve (1,11) ist, sich mehr dem Dreieck 
nähert, d. h. spitzer ist als die Sinuskurve; ist der Formfaktor 
kleiner, so ist rlic Kurve flacher. 
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Das Verhältnis des Maximalwertes zum Effektivwert heißt 

Scheitelfaktor 

Es ist 

für die Sinuskurve a=V2=1,414, 

für das Rechteck 0=1,0, 

für das Dreieck a=VS=1,73. 

Ist eine Kurve gegeben, so kann der Effektivwert nach Fleming 

auch graphisch ermittelt werden. Man trägt die in rechtwinkligen 

I 

k--------<....·6-------~ 

Fig. 64a. Fig. 64b. 

Koordinaten Fig. 64a gegebene Kurve nach Fig. ß4 b in Polar

koordinaten auf. Die Fläche der Polarkurve ist 

'1' 

n 2 

Ji
2 

n J··• 2 d(wt)=T t"dt. 

0 0 

Bestimmt man nun einen Kreis von gleichem Flächeninhalt, so 

ist, wenn R sein Radius ist, 
T 

Für eine Sinuslinie ist die Polarkurve ein Kreis. 
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36. Mehrwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand, 
Selbstinduktion und Kapazität. 

Für einen solchen Stromkreis gilt nach Kap. II die Gleichung 

. di fidt p=~R-t-Ldt-t- -0. 

Bei einem mahrwelligen Strom 

i = i 1 ". sin ( w t + 1f'1 ) + i3 m sin (3 w t + 1p3) + i 5 sin ( 5 w t + 1p5) + ... 
bedingt jede Oberwelle i" des Stromes eine Oberwelle der Spannung 
von gleicher Periodenzahl, die aus den 3 Teilen besteht: 

i" R = R ixm sin (u wt+ 1p") 

L di" L. ( + ) -dt = U W t" m COS U W f 1f'x 

fi" d t i" m ( + ) --0 =- u~Ccos uwt 1p". 

Die u te Oberwelle der Spannung ist daher 

p" =Pxm sin(u wt+ 1f'x + q;"). 
Ihre Amplitude ist 

V ( 1 )~ 
Px m = i" m R2 + U W L - X W C . . . . (97) 

und die Phasenvoreilung gegen die entsprechende Stromwelle 

1 
uwL----

uwL 
tg rp" =- --- 11~- - . . . . . . (98) 

Die resultierende Spannung ist 

Ist umgekehrt die Spannung gegeben, so ergeben sich die 
Amplituden der einzelnen Harmonischen des Stromes und ihre Phase 
aus GI. 97 und 98. 

Jede Oberwelle der Spannung erzeugt eine Oberwelle des 
Stromes von gleicher PeriodenzahL Die einzelnen Harmonischen 
können unabhängig voneinander berechnet werden. Dies gilt frei
lich nur, solange R, L und C unabhängig von der Periodenzahl 
sind. Die Effektivwerte von Strom und Spannung sind nach Gl. 94 
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Strom und Spannung heben verschiedene Kurvenform, weil 

die resultierende Reaktanz (u w L-- --1-) von der Periodenzahl 
uwC 

sehr stark abhängt. Das Verhältnis der Amplituden der Strom
harmonischen ist daher ganz verschieden von dem der Spannungs
harmonischen und ebenso ist die Phasc>nvcrschicbung zwischen 
Strom und Spannungsoberwellen für die verschiedenen Perioden· 
zahlen ganz verschieden. 

1 
Ist uwL=---- so ist die ute Stromoberwelle mit ihrer 

uwC' 
Spannungswelle in Phase, es besteht Resonanz für die betr. Har
monische. Der Strom dieser Oberwelle erreicht sein Maximum 

Für mehrwellige Ströme gibt es daher so viele Resonanzmög
lichkeiten, wie Weilen von verschiedener Periodenzahl in der Strom
kurve vorkommen. 

Beispiel. In einem Stromkreis sei R = 10 Ohm, 0 = 5 Mfd., 
L=0,225 Henry. Resonanz für die ute Welle tritt ein, wenn 

1 103 

UC=-- -=----cc.-==-==150, 
2nVLC 2nV0:225·5 

also für die Grundwelle U= 1, bei C= 150 

" " 
dritte Oberwelle u= 3, 

" 
c=50 

" " 
fünfte 

" 
u=5, 

" 
c=30 

" " 
siebente 

" 
u= 7, 

" 
c= 21,4 

" " 
neunte 

" 
u= 9, 

" 
c=16,7 usf. 

Hat die Grundwelle 50 Perioden, so besteht Resonanz für die 
dritte Oberwelle, diese ist in der Stromkurve am stärksten aus
geprägt. 

Es sei die Spannung rechteckig und ihre Amplitude Pm= 100 Volt, 
so sind die Effektivwerte der einzelnen Spannungsharmonischen nach 
S. 77, GI. 83 

4 
P1 =--= 100 = 90 Volt 

nY2 

1 4 
P3 =3~1f2"100=30Volt 

1 4 
P =---=100= 18 Volt 

5 5 nV2 
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Die Effektivwerte der einzelnen Stromharmonischen sind dann 
für c=50 

J,.=V- --- -- -- ·--::--=·c-c-_c-_:_- __ 
1011 2 

102 + (x 314·0 225- ---) 
, "314·5 

P" 

J 1 = 0,159 Amp. 

J 3 =3,0 

J~=0,079 
" 
" 

Die Grundwelle des Stromes beträgt also nur 5,3°/0 von der 
dritten Oberwelle, die übrigen Oberwellen sind noch wesentlich 
kleiner. Vernachlässigt man diese und bildet den Effektivwert aus 
Grundwelle und dritter Oberwelle, so wird er 

Er weicht nur um 0,2°/0 von dem der dritten Oberwelle ab. 
Durch Veränderung von L und 0 bei konstanter Periodenzahl 

kann Resonanz für die verschiedenen Harmonischen hergestellt 
werden, man kann diese experimentell trennen. Ein hierauf be
ruhendes Verfahren ist von Armagnat (.Journal de physique 1902) 
angegeben. 

Praktisch werden Resonanzstromkreise zur Verstärkung be· 
stimmter Harmonischen, z. B. bei Hochfrequenzgeneratoren, für 
Funkentelegraphie angewendet. 

Man kann aber auch Resonanzkreise verwenden, um bestimmte 
Oberwellen zu unterdrücken. Bei Wechselstrommaschinen entstehen 
z. B. störende Oberwellen von hoher Periodenzahl durch die Nuten, 
in denen die Ankerwicklung liegt. Solche Oberwellen verursachen 
bei Fernleitungen oft Störungen in benachbarten Telephonleitungen. 
Zur Beseitigung schaltet man (s. Fig. 65) zwischen die Klemmen 

Fig. 65. 

der Wechselstrommaschine einen 
auf die betr. Oberschwingung ab
gestimmten Resonanzstromkreis, der 
aus einer Drosselspule und einem 
Kondensator besteht. In diesem 
Stromkreis entsteht dann ein Strom, 

der fast nur die betr. Oberschwingung enthält und die Ober
welle der Generatorspannung durch die Ankerrückwirkung herab
setzt. Die Oberschwingung in der Generatorspannung an den 
Klemmen ist dann nur noch gleich dem Ohmsehen Spannungsabfall 
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in dem abgestimmten Stromkreis, sie vermag im allgemeinen keinen 
nennenswerten Strom von dieser Frequenz mehr in die Leitung zu 
senden, außer wenn in dieser zufällig auch Rrsonanz für diese 
Frequenz besteht. In diesem !<'alle verhalten sich die 0 herströme 
in dem abgestimmten Stromkreis und in der Leitung umgekehrt 
wie die Ohmsehen Widerstände. Macht man den Widerstand des 
abgestimmten Stromkreises verschwindend klein, so können auch 
in diesem Falle die Oberströme aus der Leitung fast ganz beseitigt 
werden. 

Als Folge der ungleichen Kurvenformen von Strom und Span
nung gilt ferner, daß für einen Kondensator das Verhältnis der 

J 
Effektivwerte p kein direktes Maß für die Kapazität ist. 

Ist P= ·y}:P}, so ist der Ladestrom 

J = w CV Z (xP:)2, 
daher 

J v):C~Px)2 
p =c wC ~2:-Px2 • 

Der Wurzelausdruck ist für eine Sinuskurve gleich 1, für andere 
kann er stark davon abweichen. 

Für die dreieckige Spannungskurve war nach S. 90 der Lade· 
strom rechteckig. Hier ist also 

P= Pm_ 
V3' 

. 2 
J=t =--wCp m Jl m' 

daher 

J 2 Vif 
p =-n-wC= 1,10w0. 

Bei einer Induktivität (mit kleinem Ohmsehen Widerstand) ist 

daher 

Dieser Ausdruck weicht im allgemeinen wenig von 1 ab. Für 
das Dreieck war z. B. die Stromkurve aus 2 Parabelstücken zu
sammengesetzt (s. S. 90, Fig. 63). Hier erhält man 

FracHckel, \Veeh:-:elstri)m('. 7 
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P-J!'!!:: --v3 
p 2-,/i5 
y=wL n V s=1,006wL. 

Die Selbstinduktion kann daher wesentlich genauer gemessen 
werden. Um eine Kapazität durch Strom- und Spannungsmessung 
zu bestimmen, schaltet man sie mit einer veränderlichen Induktivität 
in Reihe und stellt auf Resonanz für die Grundwelle ein. Man 
hat dann 

1 
wO= wL' 

worin wL durch Strom- und Spannungsmessung genügend genau 
bestimmt werden kann. 

37. Graphische Darstellung von mehrwelligen Strömen. 

Die Verwendung der Vektordiagramme bietet bei den Wechsel
stromproblemen so viele Vorteile, daß man sie auch bei mehrwelligen 
Strömen verwendet. Es soll nun untersucht werden, welchen Fehler 
man hierbei begeht, und wann die graphische Darstellung genau ist. 

Auf S. 91 wurde gezeigt, daß für die Leistung eines mehr· 
welligen Stromes die Gleichung gilt 

W=ZP"J" coscp", 

worin P", J" die Effektivwerte von Strom und Spannung der ein
zelnen Harmonischen, q;" ihre Phasenverschiebung ist. Diese Leistung 
kann nicht direkt durch das Produkt der Effektivwerte von Strom 
und Spannung der resultierenden Kurven ausgedrückt werden. 

Ersetzt man die mehrwellige Spannung P durch eine einwellige 
Spannung von gleichem Effektivwert, und ebenso den mehrwelligen 
Strom J durch einen einwelligen vom gleichen Effektivwert, so 
kann die Leistung auch geschrieben werden 

W=PJcoscp. 

Hierin ist P die äquivalente Sinusspannung, J der äqui
valente Sinusstrom, cosq; der Leistungsfaktor. 

Mit diesen Größen rechnet man in der Praxis gewöhnlich und 
trägt J gegen P unter dem Winkel cp im Diagramm auf. 

Es ist dann 

p 
J = z die resultierende Impedanz, 
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W Pcoslf! 
J 2 = ~-J- = R der resultierende Widerstand, 

P sin I{! , 1 .• 
-J-~=yz2 -R2=X die resultierende Reaktanz. 

Diese Größen, die sich somit stets durch Messung der Effektiv
werte von Strom und Spannung und der Leistung ermitteln lassen, 
sind aber von der Kurvenform mehr oder weniger abhängig. 

Der effektive Widerstand weicht vom Ohmsehen Widerstand 
im allgemeinen ab, weil bei hohen Periodenzahlen der Strom sich 
ungleichmäßig über den Querschnitt verteilt, was einer Erhöhung 
des Widerstandes besonders für die Oberschwingungen von hoher 
Frequenz gleich kommt. 

Sieht man davon ab und betrachtet R als konstant, so ist 

Pcos qJ=RJ= RV2'Jx2 =V 2'Px2 -co82q;", 
und P sin I{! = V .l' P" 2 sin 2 ffJ"-. 

Psin I{! 
Die effektive Reaktanz X= --J-~ weicht stets von der Re-

aktanz für die Grundperiodenzahl mehr oder weniger ab, auch 
wenn R, L und C a.ls konstant betrachtet werden. 

Für einen induktiven Stromkreis sei Xi die Reaktanz wL für 
die Grundperiodenzahl, für die Periodenzahl xc ist 

Daher 

Dagegen ist 

daher 

X;"= xwL. 

J.,= P"sin l{ix 

ux, 

J =V .l'J} = ~- -v 2) (!:_" s~n lf!" r 
• 

Die Abweichung, die durch den Wurzelausdruck gegeben ist, 
ist meistens nicht groß. 

Bei einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazität ist dagegen 
der Fehler größer, es wird 

X=~ s~ lf! = x. -v ~~~~~In~~;2 ' 
1 

worin X =- die Reaktanz für die Grundperiodenzahl ist. 
• wO 7* 
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Analog definiert man 

~ = y =effektive Admittanz 

W Jcos cp 
p2 =~-p---=g= " 

Konduktanz 

" 
Suszeptanz. 

Während also nach der Definition des Leistungsfaktors 

P J COS cp = .J: Px Jx COS cp" 

ist, wird P J sin cp .::/= .J: P,. J,. sin cp" • 

Nimmt man wieder R als konstant an, so ist 

1 
J" = R P,. cos (/JY. 

und 

Dagegen war 
P sin cp = v'1'P,;28~2 7-pY. 

J = , lj; J 2 = 2_, I .J: p 2 COS 2m , 
y " R y " '" 

Man erhält daher 

ZPx J" sin q;,. = -~'J:>/ C5!~_f!Jx sin~cp-" ___ = F . (99) 
PJsinq; v'~(P:sinq;,.)2 v'Z(P"coscp")2 

Der Faktor F ist stets kleiner als 1 und wird Induktions
faktor genannt. 

Bei einem Stromkreis mit R und L ist 

daher 

F= ZxJ"~= ~!12 ±~Jll2 ±"f>!t± ·_:_· __ (99a) 
~J,.)Zv' ~J"2 JYJ12 + 9.J.~2 + 25~2 + ... 

Enthält der Stromkreis Kapazität und Widerstand, und setzt man 

p . J,.Xc 
" Sln (/Jx = --;;--, 

so erhält man analog 

F=-- ·112 +tJa2 ftJ5 2 + · · · 
Jv' Jl 2 + t .J.~ 2 + 'i'S J~ 2 + ... 

Daher ist F stets kleiner als 1. 

(99b) 
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Hiernach ergibt sich die Bedingung, wann die graphische 
Addition von Strömen und Spannungen im Diagramm richtig ist, 
wie folgt. 

Bei parallelgeschalteten Stromkreisen ist die Spannung P für 
alle dieselbe. Sind J', J" die Ströme, W', W" die Leistungen 
zweier paralleler Stromkreise, so ist die gesamte Leistung 

W = W' + W" = P(J' cos q/ + J" cos q/') = PJ cos cp, 
daher 

J' cos rp' +- J" cos cp" = J cos rp . 

Die Wattkomponente des gesamten äquivalenten Sinusstromes 
ist nach der Definition des Leistungsfaktors gleich der Summe der 
Wattkomponenten der äquivalenten Sinusteilströme. 

Die wattlosen Komponenten können dagegen nur unter Berück
~ichtigung ihrer Induktionsfaktoren addiert werden. 

FPJsin rp = P(F'J' sin cp' + F"J" sin rp") 

F J sin qJ = F' J' sin rp' + 1?" J" sin rp". 

Diese Gleichung ist aber im allgemeinen im Diagramm nicht 
erfüllt. Im Diagramm ist vielmehr 

J sin rp = J' sin cp' + J" sin rp". 

Multipliziert man diese Gleichung mit F und subtrahiert sie 
von der vorhergehenden, so ergibt sieh die Bedingung, unter der 
das Diagramm die Addition richtig darstellt: 

(F' ~ F) .7' sin rp' + (F"- - F) J" sin q/' = 0. 

Analog erhält man bei in Reihe geschalteten Stromkreisen 

(F'- F) P' sin rp' + (F" ~ F) P" sin rp" = 0. 

Die graphische Addition von Strömen und Spannungen ist 
hiernach stets richtig, wenn 

F'=F"=F 

ist. Dies gilt z. B. für Stromkreise, in denen das Verhältnis von R, 
L und C das gleiche ist, dann ist nämlich 

' " rp =rp =cp. 

Die graphische Addition ist ferner richtig, wenn alle Strom
kreise bis auf einen induktionsfrei sind. Dann ist nämlich die 
wattlose Komponente des gesamten Stromes gleich der des einen 
induktiven Stromkreises. 

daher 
J sin rp = J' sin rp', 

F=F'. 
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Bei Stromkreisen, bei denen die Kapazität keine Rolle spielt 
und bei denen, wie es häufig der Fall ist, die induktive Reaktanz 
der Periodenzahl proportional ist, weichen die Induktionsfaktoren 
auch für verschiedene Verhältnisse von R zu L nicht viel vonein
ander ab. Dann ist die graphische Addition sehr angenähert richtig. 

Beispiel. Die Spannungzweier paraHelgeschalteter Stromkreise 
sei wie folgt zusammengesetzt. 

pl = 100, P 3 =30, P5 =20. 

Im ersten Stromkreis ist 
im zweiten " " 

R'=5, 
R"=4, 

wL'=5, 
wL" = 8. 

Man erhält 
P=106,3 

J'= 14,29 

W'=1021 

J' cos cp' = 9,605 

.T' sin cp' = 10,57 

F'= 0,952 

J"=11,26 

W"=507 

J" cos cp" = 4, 770 

J" sin cp" = 10,20 

F"=0,965. 

Die beiden Induktionsfaktoren weichen also nur um 1,4°/0 von· 
einander ab. Der Gesamtstrom ist 

J = 25,22, J cos cp = 14,37 5, J sin cp = 20, 72, F= 0,961, 

während J'sincp'+J"sincp"=20,77 ergibt, also ein von Jsincp 
nur um 0,25°/0 abweichendes Resultat. 
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38. Die Mehi'phasensysteme. 

Auf dem Anker einer zweipoligen Maschine seien eine Anzahl 
voneinander isolierter Spulen auf dem Umfang verteilt angeordnet 
(s. Fig. 66). 

Bei der Drehung im magnetischen Felde 
entsteht in jeder Spule eine Wechselspannung, 
die als sinusförmig angenommen werden möge; 
alle Spannungen haben dieselbe Periodenzahl, 
sie sind aber in der Phase gegeneinander ver
schoben. 

Wenn die Spule 1 zur Zeit t= 0 den gan
zen Fluß umschlingt, kann die Spannung die-
ser Spule gesetzt werden Fig. 

p1 = p1 msin wt. 

In der Spule 2, die gegen die erste um den Winkel a12 zurück
liegt, ist dann 

p2 = p2 m sin ( (1) t - 1Xn) . 

Alle Vorgänge in der Spule 2 sind gegen jene der Spule 1 um 

eine Zeit a12 verspätet, die dem Winkel der räumlichen Verschiebung 
(J) 
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entspricht. In Spule 3, die um a2 3 gegen Spule 2, also um 
a13 = a12 + a2 3 gegen Spule 1 zurückliegt, ist 

p 3 = p 3 m sin ( w t - a1 3). 

Schließt man jede Spule über einen Stromkreis, so erhält man eine 
entsprechende Zahl von Strömen gleicher Periodenzahl, deren Größe 
von den Spannungen und den Impedanzen der Stromkreise ab· 
hängen, und deren Phasenwinkel durch die der Spannungen und 
die Phasenwinkel der Belastungen, d. h. durch das Verhältnis von 
Reaktanz zu Widerstand des betr. Stromkreises gegeben sind. 

Ein solches System, bei dem eine Anzahl gegeneinander phasen
versehe bener Spannungen von gleicher Frequenz gegeneinander 
phasenverschobene Wechselströme erzeugt, nennt man allgemein 
ein Mehrphasensystem. 

Für die einzelnen '!'eile des Mehrphasensystems, von denen 
jedes aus der Stromquelle (der Spule), der Leitung und der Be
lastung besteht, wird häufig die nicht ganz korrekte Bezeichnung 
"Phase" verwendet. 

Nach der Art des Aufbaus und der Wirkungsweise unter-
scheidet man bei den Mehrphasensystemen: 

1. symmetrische und unsymmetrische Systeme, 
2. abhängige oder verkettete und unverkettete Systeme, 
3. balancierte und unbalancierte Systeme. 

39. Symmetrische 1\Iehrphasensysteme. 

Unter einem symmetrischen Mehrphasensystem versteht man 
ein solches, bei dem alle Spannungen gleichgroß sind und bei 
dem je zwei aufeinanderfolgende Spannungen um den gleichen Phasen
winkel gegeneinander phasenverschoben sind. Ist also n die "Phasen
zahl", so ist jeweils die Spannung einer Spule gegen die der vor-

1 2n 
hergehenden um --tel der Periode, d. h. um - verzögert. 

n n 
Somit sind die n Spannungen eines symmetrischen "n-Phasen-

systems" 
p 1 =pmsinwt 1 

. ( 2n) p2 =Pm Sill wt-n-

Pa = p sin (w t- 2 · 2 n) . •n n 
(100) 
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Beispiele. l!'ür n= 1 ergibt sich nur eine Spannung, d. h. 
ein gewöhnliches Einphasensystem mit einer Hin- und einer Rück
leitung. 

n= 2 ergibt zwei um 180° gegeneinander verschobene, also 
gleichphasige aber einander entgegengerichtete Spannungen. Schaltet 
man die Spulen so hintereinander, daß die 
Spannungen untereinander gleichgerichtet sind, 
so kann man jede auf einen Stromkreis wirken 
lassen, s. Fig. 67, indem man von dem Verbin
dungspunkt 0 einen dritten Leiter zieht. In 
diesem Leiter fließt die Differenz der Ströme 
der beiden Außenleiter, sie ist bei gleicher Fig. 67. 

Belastung der beiden Stromkreise gleich Null, 
der dritte Leiter heißt daher Nulleiter, das ganze System das Ein
phasensystem mit Nulleiter. 

Für n= 3 erhält man drei um 120° gegeneinander phasen
verschobene Spannungen, das sog. Dreiphasensystem. Da n = 2 
noch gleichphasige Spannungen ergab, ist das Dreiphasensystem 
somit das erste eigentliche Mehrphasensystem, dem man in der 
Zahlenreihe für n begegnet und somit das von kleinster PhasenzahL 

n= 4 ergibt vier um 90° gegeneinander phasenverschobene 
Spannungen, das Vierphasensystem. Je zwei dieser Spannungen 
sind wieder um 180° gegeneinander phasenverschoben. Schaltet 
man die Spulen so, daß diese Spannungen untereinander gleich
gerichtet sind, so erhält man 2 Systeme mit 90° gegeneinander 
verschobenen Spannungen, also ein Zweiphasensystem, das aber 
unsymmetrisch ist (s. S. 123). 

40. Verkettete Mehrphasensysteme. 

Arbeitet jede Phase für sich auf einen Belastungsstromkreis, 
so sind für n Phasen zur Fortleitung des Stromes 2 n Leitungen 
erforderlich. Die Zahl der Leitungen kann bei symmetrischen 
Systemen auf n, bei unsymmetrischen auf (n + 1) herabgesetzt 
werden durch elektrische Verkettung der Phasen. 

Von den Verkettungen sind am wichtigsten die Sternschal
tungen und die Ringschaltungen. Auch Kombinationen von beiden 
kommen vor. 

1. Die Sternschaltung entsteht dadurch, daß die Anfänge 
aller Spulen zu einem Knotenpunkt, dem Sternpunkt oder neu
tralen Punkt zusammengelegt werden, während die Enden die 
Klemmen für die Fortleitung bilden. 

Ist das System unsymmetrisch, so ist zu den n Leitungen noch 
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eine weitere erforderlich. Fig. 68 zeigt ein unsymmetrisches Vier
phasensystem. Die Spulen sind um den Phasenverschiebungswinkel a 

zwischen den Spannungen benachbarter Spulen gegeneinander ver

O' -, 
I 

! 
I 

l 
I 

0 I '--------------------------J 
Fig. 68. 

schoben gezeichnet. Die Belastung 
wird durch vier gleichgroße Impe
danzen in analoger Schaltung ge
bildet, die Sternpunkte 0 und O' 
sind durch einen fünften Leiter ver
bunden. Wegen der Gleichheit der 
Spannungen und der Impedanzen 
sind die 4 Belastungsströme gleich-
groß und gegeneinander um den

selben Winkel a wie die Spannungen verschoben. Nach dem er
sten Kirchhoffschen Satz ist die Summe aller in einem Knotenpunkt 

zum 

zusammenfließenden Ströme in jedem Augen
blick gleich Null, daher ist der Strom im 
Verbindungsleiter der Sternpunkte 

io=- (il +i2 +ia +i4)' 

A er ist entgegengesetzt gleich der Summe der 
4 Belastungsströme. 

In dem Vektordiagramm Fig. 69 ist OA 
die geometrische Summe der 4 Ströme J 1 bis 
J 4 , und der Strom J0 ist somit die im Sinne 

Fig. 69. A 0 durchlaufene Schlußlinie des Strompoly-
gons. J0 ist dabei positiv vom Stromerzeuger 

Stromverbraucher gerechnet. 

Ist das System symmetrisch, d. h. sind je zwei Spannungen 

um 2 :n gegeneinander phasenverschoben, so haben bei symmetrischer 
n 

Belastung auch die Ströme. diese Phasenverschiebung untereinander, 
und da sie gleichgroß sind, schließt sich das Po
lygon der Ströme, wie Fig. 70 für n= 5 zeigt. 
Die Verbindungsleitung der Sternpunkte ist strom
los und kann fortgelassen werden. Weil sie bei 
einem symmetrisch belasteten symmetrischen Mehr
phasensystem stromlos ist, heißt die Verbindung 
der Sternpunkte Nulleiter oder neutraler Leiter. 

Fig. 70. Zur Fortleitung eines 'symmetrischen n-Phasen-
systems sind somit n Leitungen erforderlich. 

Phasenspannung und Linienspannung. Die Spannung 
zwischen dem Sternpunkt eines Sternsystems und dem Endpunkt 
einer Spule (Phase) heißt die 
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Phasenspannung. Alle Spulenenden haben gegen den Stern
punkt die gleiche effektive Spannung. Bei einem symmetrischen 
System ist er der Spannungsmittelpunkt des Systems. Die Spannung 
zwischen zwei benachbarten Spulenenden ist die Differenz der 
beiden Phasenspannungen dieser Spulen, sie heißt die Linien
spannung oder die verkettete Spannung. 

Nach Gl. 100 sind die Spannungen der xten und (x + 1)ten 
Phase 

p"=pmsin [ wt-(x-1) 2: J, 
P(x+1) = PmSin [ wt- X 

2: J' 
daher ist die Linienspannung 

Pz =p""-P<a:+tl = 2pm sin ~nn cos [ wt-(2x-1)~]. 
Der Effektivwert P 1 der Linienspannung berechnet 
dem der Phasenspannung P 

Pz = 2 P sin 2 :rc 
n 

sich daher aus 

. . (101) 

In dem Vektordiagramm Fig. 71 sind !?, 

OP1 bis OP6 die Phasenspannungen eines 
symmetrischen Fünfphasensystems, P12 bis Pz 
P51 die Linienspannungen. P12 ist die geo- Ps 
metrische Differenz von P1 und P 2 usf. 

Das Polygon der Linienspannungen 
schließt sich, die Summe der Linienspan
nungen ist Null. 

Dies gilt sowohl für die Effektivwerte von 
einwelligen Spannungen als auch für die Momentanwerte beliebiger 
Spannungen. Denn es ist 

P12=p1-P2 

P2a=P2 -Pa 

Pcn-l)n = P (n -1) -pn 

Pn1 =p.,-pl. 

Die Summe der linken Seiten ist die Summe 
aller momentanen Linienspannungen, die Summe 
der rechten Seiten wird identisch Null. 

2. Das Ringsystem entsteht dadurch, daß 
das Ende einer Spule mit dem Anfang der fol
genden verbunden wird, wie Fig. 72 für vier 

1tL 18 
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Phasen zeigt. Sind die Phasenspannungen einwellig, so ist ihre 
Summe bei einem symmetrischen System gleich Null. Im Vektor

diagramm ergibt die Summation der Effektivwe.rte 
R. ein geschlossenes Polygon (Fig. 73). In dem ge-0, schlosseneu Ring fließt daher zunächst kein Strom, 

P"_ 

3 

~ sondern erst dann, wenn an die Knotenpunkte 
Belastungswiderstände angeschlossen werden. 

Die Spannung zwischen zwei Leitungen, d. h. 
Fig. 73. die Linienspannung ist hier gleich der Phasen-

spannung. 
Dagegen sind hier zweierlei Ströme zu unterscheiden, die Ring

ströme i und die Linienströme il. 

Von jedem Knotenpunkt des Ringes geht eine Leitung fort, 
und es ist in jedem Augenblick die Summe der Ströme, die an 
einem solchen Knotenpunkt zusammentreffen, gleich Null. Es ist 
also z. B. für den Knotenpunkt der Phasen 1 und 2 (s. Fig. 72) 

Der Linienstrom ist die Differenz der beiden Phasenströme; Bei 
symmetrischer Belastung eines symmetrischen Systems ist 

. . . I t ( 1) 2 n] t.,=tmsm Lw - x- --; , 

daher 
. . . . 2n [ ( )2n] tl=t<.,+ 1l-t.,=-tm2sin----,;-cos wt- 2x-1 -n; 

daher gilt für die Effektivwerte 

J, =2Jsin 2 ~ 
n 

. (102) 

Berechnet man hier die Summe aller Linienströme, so kommt 
darin jeder Phasenstrom einmal mit dem positiven und einmal mit 
dem negativen Vorzeichen vor, wie auf S. 107 für die Linien
spannungen gezeigt war; die Summe wird ebenfalls Null. Beim 
Ringsystem ist also in jedem Augenblick die Summe aller Linien
ströme unabhängig von der Kurvenform gleich Null. 
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41. Balancierte und unhulaneierte Mehrphasensysteme. 

Die Leistung eines Mehrphasensystems ist gleich der Summe 
der Leistungen der einzelnen Phasen, es ist also 

x- n 
- ~ . w- ..,. P.,t_". 

X=l 

Die Leistung eines Wechselstromes pulsiert nach Kap. I S. 11 mit 
der doppelten l''requenz um den Mittelwert 

PJ cos cp, 
der Momentanwert ist 

l- cos (2wt- cp)J 
w=PJ [cos tp -cos (2wt -cp)] = W 1- -- - ----- . 

· coscp 

Bei einem symmetrischen und symmetrisch belasteten Mehrphasen
system sei für die xte Phase 

- [ 2.n] Px=V2Psin wt-(x-1)--;- , 

ix = v'i J Sin [ W t- (X - 1) 2n.n - qJ J 1 

w"=p,J" =PJ{ coscp-cos [2wt- 2 (x-1) 2-; -cp]}. 
Bildet man die Summe aller w" von x = 1 bis x = n, so wird 

und 

x=n [ 2.n J 
x~lcos _2wt-2(x-1)·---;,.·-cp =Ü 

... 
W=":BWx=nPJcos<p ..... 

1 
(103) 

Die momentane Leistung eines gleichmäßig belasteten symmetrischen 
Mehrphasensystems ist konstant gleich dem n-fachen Mittelwert der 
Leistung einer Phase. 

Je nachd-em bei einem Mehrphasensystem die Leistung kon
stant ist oder nicht, nennt man es ein balanciertes oder ein 
unbalanciertes System. 

Symmetrische Systeme sind, wie gezeigt, balanciert, wenn sie 
gleichmäßig belastet sind; bei ungleichmäßiger Belastung pulsiert 
die Leistung, das System ist dann unbalanciert. Auch unsymmetrische 
Systeme können bei gleichmäßiger Belastung balanciert sein, z. B. 
das Zweiphasen-Dreileitersystem (s. S. 123). 

Entsprechend der konstanten Leistung eines balancierten Mehr
phasensystems kann bei einem Motor, der mit einem solchen Strom-



110 Mehrphasenströme. 

system betrieben wird, eine konstante Zugkraft erhalten werden. 
Bei einem Motor, der mit Einphasenstrom gespeist wird, pulsiert 
dagegen die Zugkraft ebenso wie die Leistung mit der doppelten 
Frequenz des Stromes. 

Die praktisch wichtigsten Mehrphasensysteme sind das Drei
phasensystem und das Zweiphasen · Dreileitersystem, ferner die 
Scottsche Schaltung, die alle nur drei Leitungen benötigen. Sie 
sollen im folgenden näher besprochen werden. 

42. Das Dreiphasensystem. 

Das Dreiphasensystem hat drei um 120° gegeneinander phasen
verschobene Spannungen, die in Sternschaltung oder Ringschaltung 

.--.---.-~J verkettet werden. 
Bei der Sternschaltung Fig. 74 ist 

die Linienspannung 

2 :n; -
P1=2P sin s=V3P. (104) 

Der Linienstrom ist gleich_ dem Phasen
'--------~J strom 

Fig. 74. 

Fig. 75. 

(105) 

Bei gleicher Belastung der drei Phasen ist daher 
die Leistung 

W = 3PJ cos <p = V-3PJz cos <p (106) 

In der Ringschaltung (Dreieckschaltung) 
Fig. 7 5 ist 

P1=P .•..• (107) 

bei gleichmäßiger Belastung· 

2:n; -
Jz=2Jsin---V3J 

3 

W = 3PJcos<p=VSPziz cos <p 

(108) 

(109) 

43. Berechnung einer Sternschaltung. 

Bei gleicher Belastung der verschiedenen Phasen einer 
symmetrischen Sternschaltung kann jede Phase wie bei einem 
Einphasensystem behandelt werden. 

Bei Sternschaltung des Stromerzeugers und der Stromver
braucher nach Fig. 76 ist in jeder Phase die gleiche totale Impe· 

danz z = v' R2 + X 2 , daher ist der Strom jeder Phase 



Berechnung einer Sternschaltung. 111 

Die Leistung einer Phase 

PJ -p2 ____ R --cos cp - ----- ---. 
VR2+X2 

Hierbei setzt sich die Impedanz z in jeder Phase zusammen aus 
der Impedanz zb der Belastung und der Impedanz Zz der Leitung 
ev. einschließlich der Impedanz des Generators), s. Fig. 77. 

Trägt man die drei Phasen
spannungen Pv P2 , P 3 gleich OP1 , 

OP2 , OP3 auf, so sind die Linienspan· 
nungen am Generator P12 = P 2P1 , 

P23 = P3 P2 , P 31 = P1 P3 • Die drei 
Phasenströme J1 , J2 , J8 sind alle um 

Fig. 76. Fig. 77. 

denselben Winkel cp gegen ihre Phasenspannungen verzögert und gleich
groß. Subtrahiert man nun von den Phasenspannungen P1 P 2 Pa den 
SpannungsabfallJzz in jeder der drei Leitungen, so erhält man 0 P/, 0 P2 ' 

und 0 Pa' als die drei Phasem:pannungen an den KIE'mmen der Be
lastung, und das Dreieck der Linienspannungen an den Klemmen der 
Belastung ist P1' P,/ P 3'. Die Seiten des Dreiecks sind gegen P1 P2 , P2 P 3 

und P3 P1 im gleichen Verhältnis verkleinert und um den gleichen 
Winkel gedreht wie die Phasenspannungen OP/ gegen OP1 usf. 
Hieraus folgt, daß bei symme-

trischer Belastung das Spannungs 32:: ~ 
dreieck gleichseitig bleibt, und 

2 

' 1 o' 
daß der prozentuale Spannungs-
abfall bezogen auf die Linienspan-
nung gleich ist dem Spannungs-
abfall einer Phase. Man braucht Fig. 78. 
daher nur den Spannungsabfall 
wie bei einer Einphasenleitung nach Kap. IV für eine Phase der 
Sternschaltung zu berechnen. 

Ist die Belastung unsymmetrisch, so wird das Spannungsdreieck 
dagegen stark verzerrt. Nehmen wir z. B. an, zwei Phasen seien 
noeh gleich belastet, die dritte aber sei unterbrochen (z = oo ), s. 
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l<'ig. 78. Die Impedanzen der beiden anderen Phasen sind jetzt in 
Reihe an die Linienspannung angeschlossen, in beiden fließt der
selbe Strom wie bei einem Einphasensystem. Er ist aber jetzt nur 

p p --
noch _!:_, wlthrend er zuvor - war, und da P1 = V3P, ist er jetzt 

2z z 

v'3 
nur 2 = 0,866 von dem früheren Wert. Fig. 79 zeigt das 

Spannungsdiagramm. Die Linienspannung P12 = P2 P1 teilt sich 
zu gleichen Teilen P0 P2 = P0 P1 auf die beiden in Reihe ge

~'ig. 79. 

schalteten Impedanzen. Zwischen dem 
neutralen Punkt des Generators und dem 
der Belastung besteht die Spannung 0 P0 , 

und zwischen den Enden der unter
brochenen Leitung besteht die Spannung 
P;JP0 , die größer ist als die Phasenspan
nung 0 P.~ des Generators. Der Strom ist 
gp,gen die Linienspannung P12 = P2 P1 um 
cp verzögert; subtrahiert man den Span
nungsabfall Jz1 in den beiden stromführen
den Leitungen, so erhält man die Linien
spannung P2 ' P/ und das Spannungsdrei

eck P 1 ' P2' P.~ an den Klemmen der Belastung, das nun nicht mehr 
gleichseitig ist. Was hier für vollständige Unterbrechung einer Phase 
gezeigt wurde, gilt analog, wenn die Belastung einer Phase wesent
lich schwächer ist als die der beiden anderen: an der am schwäch
sten belasteten Phase tritt eine Erhöhung der Spannung auf, an den 
anderen eine Verkleinerung. 

Infolge dieser gegenseitigen Beeinflussung der Ströme der ver
schiedenen Phasen ist es im allgemeinen nicht möglich, Glühlampen 
in Stern zu schalten, weil beim Abschalten einzelner Lampen die 
Spannungen sich an den übrigen stark ändern. Wenn sie in Stern 
geschaltet werden, ist ein neutraler Leiter erforderlich. 

Analytische Berechnung der Stromverteilung einer Sterm;chaltung. 

Es soll nun die Aufgabe behandelt werden, bei beliebiger 
Belastung eines Sternsystems mit oder ohne neutralen Leiter die 
Stromverteilung zu berechnen. Gegeben seien die drei symmetri
schen Spannungen des Generators P1 , P2 , P 3 (s. F'ig. 80). 

Zwischen dem neutralen Punkt des Generators und dem der 
Belastung besteht bei ungleicher Belastung der Phasen stets eine 
Spannung, wie dies soeben für ein Beispiel gezeigt wurde, bei 
dem kein neutraler Leiter vorhanden war. Aber auch bei Vor-
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bandensein eines solchen ist diese Spannung vorhanden, da bei 
ungleicher Belastung der Nulleiter nicht stromlos ist und daher 
ein Spannungsabfall in ihm besteht. Die 
Größe und Phase dieser Spannung ist zu
nächst unbekannt, wir bezeichnen sie mit 
P0 , sie möge im Diagramm Fig. 80 durch 
die Strecke- OPQ dargestellt sein. Dann 
wirkt also auf jede Impedanz, die sich von Pt 
dem neutralen Punkt des Generators über 
eine Leitung und den Belastungswiderstand 
bis zum neutralen Punkt der Belastung 
erstreckt, die Differenz aus der betr. Pha
senspannung P" und der Spannung P0 . 

Diese drei Differenzen werden durch die ~'ig. 80. 
Vektoren P0 P 1 , P0 P2 , P0 P3 dargestellt. 
Sind daher Zv z2 , z3 die gesamten Impedanzen der drei Phasen vom 
neutralen Punkt des Generators bis zu dem der Belastung, z0 die 
Impedanz des neutralen Leiters, so gelten die Gleichungen 

und für den Nulleiter 

':1S1 -'+5o = ~1 Ö1 l 
1-ß2 - \ßo = ~2 &2 1 

':15,1 - '+5o = ~a &a J 

0 -\ßo = ~o&o· 

(110) 

Führt man an Stelle der Impedanzen z die Admittanzen y ein, so 
ist auch 

01 =('+51 - '+5o) ih 1 
02 = (1-ß·~ -\ßo) 1h l 
0,1 = ('+5a -\ßo) LJa J 
0o = - '+5o i)o 

Es ist nun die Summe aller vier Ströme gleich Null: 

01 + 02 + Sa +So= 0. 

Addiert man- daher die vier Gleichungen 110a, so wird 

und hieraus ermittelt sich zunächst 

(110a) 

(111) 

Durch Einsetzen dieses Wertes in GI. llOa ergeben sich die 
vier Ströme. 

Fracnekel, 'Veehse1ströme. 8 
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Ist kein neutraler Leiter vorhanden, so ist in den Gl. 110 und 
111 t)0 = 0 zu setzen. 

Graphische Ermittlung. Man kann die soeben abgeleitete 
Rechnung auch graphisch durchführen. Dividiert man Gl. 111 beider
seits durch l.ß1 , so wird 

.I 1.13" t)" 

~~(.I t)"+-l:Jo) 

Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion (Fig. 81). 

~ 

8 

Man trägt 

, ~ 

' ~ ,~ 

///A _______ --

Fig. 81. 

OA= ~1 t)1 , OB= \,ß2 t)2 , 00= ~3 t)3 

auf, und bildet die Summe 

Ist ferner 

• • (112) 

OA = \,ß1 t)p OB'= ~1 t)2 , 00' = 1.131 t)3 , OD' = 1.131 t)0 , 

so ist die Summe dieser vier Ströme 

OE= ~1 (.l't)" + l:Jo)· 

Nach GI. 112 verhält sich daher 

~0 OD 
~1 =oE· 

Macht man 
Ll OP0 D ""A OP1 E, 

so ist OP0 gleich P0 nach Größe und Phase. 
Eine andere graphische Ermittelung des Sternpunktes ergibt 

sich aus folgender Betrachtung. 
a) Es ist kein Nulleiter vorhanden. 
Nimmt man zunächst an, eine Phase z. B. 3 sei unterbrochen, 

so sind die beiden anderen 1 und 2 hintereinander an die Linien-
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spannung P12 angeschlossen, und diese verteilt sich auf die beiden 
Zweige nach Maßgabe ihrer Impedanzen oder im umgekehrten Ver
hältnis ihrer Admittanzen. 

Macht man daher in .F'ig. 82 a und b D 

P2Po': Po' P1 = 32:31 = l:J1: l:J2 = OA: AB, 

so ist OP0' die Spannung 
zwischen Sternpunkt des 
Generators und dem der 
Belastung bei unterbroche
ner Phase 3. Sie ist 
nach Gl. 111 für y3 = 0 
und y0 =0, 

43 '- ~1 t)1 _j- ~~2 
0- t)1 +t.J~ 

Die Spannung zwi- Pz 
sehen der Klemme der un-
terbrochenen Leitung und 

Fig. 82a. 

dem Sternpunkt der Belastung ist daher 

0 

Fig. 82b. 

P. p '= m _m '= ~3(t)l + l:J2)-(~1 l:J1 +~2 l:J2) (113) 
3 0 +'3 +'O t)1 + t)2 

c 

Ist nun die Admittanz der Phase 3 nicht Null sondern t)3 , so 
ist nach Gl. 111 

und 

~ _ ~1 l:J1 + ~2 t.l2 + ~_3 l:Js 
0 - l:J1 + t.l2 + l:Js 

~3 (t)l + t)2)- (~1 t)l + ~~ t)2) 

(l:Jl +tJ2 + l:Ja) 
. (113 a) 

Durch Division der Gl. 113 und 113 a erhält man daher 

~3 - ~0 t)1 + t)2 
~a-~o,=~-; +~=!--t.Js. 

Man trägt also P8 P0 so auf, daß 

dann ist OP0 die gesuchte Spannung des Sternpunktes. 

Haben die Admittanzen y1 und y2 den gleichen Phasenwinkel, 
d. h. ist in beiden Stromkreisen das Verhältnis von R zu X das
selbe, so liegt der Punkt P0' auf P1 P2 ; hat auch y3 denselben 
Phasenwinkel wie y1 und y2 , so liegt P0 auf der Geraden P 3 P0'. 

8* 
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b) Ist ein neutraler Leiter vorhanden, so setzt man das Ver
fahren wie folgt fort. Ohne neutralen Leiter war 

m = ~\!S,Jx 
+'o L: ~"' , 

mit neutralem Leiter ist dagegen 

\j5 L: \ßx ~x 
O(n) = (.f-~:-+ ~o)' 

also 
l.l3o (n) __ L: ~:r 

l.l3o (L: ~=+~;). 
Man trägt also die Strecke OPo(nl so auf, daß 

OPoCnl: OPo=(~l + 1)2 + ~s): (~o+~l + 1)2 + lJs)= OC: OD, 

dann ist OPo(nl die gesuchte Spannung des Sternpunktes. 

44. Dreieckschaltung. Die Beziehung der Phasenströme zu 
den Linienströmen. 

Ehe wir die analytische Berechnung der Dreieckschaltung durch
führen, soll auch hier zunächst an den Vektordiagrammen die Be

Fig. 83. 

ziehung zwischen den Pha
senströmen und den Linien
strömen erläutert werden. 
Hierbei nehmen wir eine 
Schaltung nach Fig. 83 an, 
bei der der Stromempfänger 
in Dreieck, der Stromerzeuger 

in Stern geschaltet ist, und legen vorerst, gleichviel ob die Belastungen 
des Dreiecks gleich sind oder nicht, gleichgroße Linienspannungen 

.lj zugrunde. 

Fig. ~4 

Es seien in I<'ig. 84 P1 , P2 , Pa 
die Phasenspannungen des Genera
tors, die Linienspannungen seien mit 
Pa, Pb, Pc bezeichnet, wobei die Nu
merierung so erfolgt, daß die Seite 
Pa des Spannungsdreiecks dem End-

li punkt P1 gegenüberliegt, und ebenso 
Pb gegenüber P2 , P" gegenüber P3 • 

J, Es ist daher 
Pa=p2-p3 

pb=pa-PI 

P" = P1 -zJ~ 
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Pa, Pb, Pc sind die Phasenspannungen des Dreiecks. 
Bei gleicher Belastung der drei Seiten des Dreiecks Ja, 

Jb, Je sind die gleichgroßen Phasenströme (Ringströme) um gleiche 
Winkel q; gegen die Spannungen Pa, Pb, Pc verzögert. 

Verlegt man die Vektoren der Ströme nach dem Mittelpunkt 0, 
so erhält man die Linienströme als Differenzen benachbarter Phasen-
ströme, also 

. . . . . . . (114) 

Man erhält die Vektoren dieser Ströme als die Seiten des Strom
dreiecks. Ihre Verschiebung nach dem Nullpunkt zeigt, daß sie 
gegen die Spannungen P1 , P2 , 

I'.q dieselbe Phasenverschiebung ~ 
haben, die zwischen den Span
nungen und den Strömen des Drei
ecks besteht. 

Anders ist es bei ungleicher 
Belastung der Dreieckseiten. :BJin 
Beispiel hierfür zeigt Fig. 85. Es 
sind die Phasenverschiebungen 
der Dreieckströme gegen ihre 
Spannungen VJa, q;b, fPe, die der 
Leitungsströme gegen ihre Span· 
nungen q;1 , q;2 , q;3 • Pz 

Es ergeben sich folgende Be- Fig. 85. 
ziehungen: J 1 ist gegen P1 um q;1 

verzögert. Da nach Gl. 114 J1 die geometrische Differenz von Je und 
J0 ist, die um VJc bzw. rpb gegen Pc bzw. Pb nacheilen, wobei Pc 
gegen P1 um 30° voreilt, während Pb gegen P1 um 150° nacheilt, 
-Pb also gegen P 1 um 30° nacheilt, wird 

J1 COS ({J1 =Je COS (q;e- 30°) + Jb COS (q;b + 30°)} 

J1 sin cp1 =Je sin (q;e- 30°) + Jb sin (rpb + 30°) 

und analog für die anderen Phasen 

endlich 

J2 COS cp2 =Ja COS (q;a- 30°) +Je COS (q;c + 30°)} 

J2 sin q;2 =Ja sin (q;a- 30°) +Je sin (rp0 + 30°) 

J.'l COS q;3 = Jb COS ( q;b - 30°) + Ja COS ( rp a + 30°) } 

J.'l sin cp3 = Jb sin ( q;b - 30°) + Ja sin ( rp a + 30°) 

Ändert sich der Strom in einer Seite des Dreiecks, so ändern 
sich nur die Linienströme an den beiden benachbarten Eckpunkten, 
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aber nicht der des gegenüberliegenden Eckpunktes. Wird z. B. der 

Strom einer Seite Null, etwa der Seite a, so ist J 2 =-Je und Ja= Jb, 

J 1 ist aber nicht Null, weil die Phasenverschiebungen der Ströme J2 

und J 3 gegen ihre Spannungen mit der Phasenverschiebung der 

Belastung nicht einfach zusammenhängen. 

Sind etwa zwei Seiten gleichstark und induktionsfrei belastet, 

die dritte unbelastet, also .Ta= 0, Jb =Je= J, q;b = 97e = 0, so wird 

J 1 cos cp1 = J cos (- 30°) + J cos 30° = rV3 } _ 
. J =Jv'3 

J 1 sin cp1 =Jsin (- 30°)+Jsm 30°=0 1 

J2 cos cp2 = J cos 30° = J ~3 } 
J2=J 

J2 sin cp2 = J sin 30° = ~ 

J. COS m. = J COS ( -. 30°) = J"_yS} 
3 ,,~ . 2 

Ja=J. 
( 

,. 0 -J 
J 3 sin cp3 =Jsin -_30 ) = -2 

Es ist also J 1 in Phase P 1 , dagegen ist ~ gegen P2 um 30° 

verzögert, während Ja gegen Pa um 30° voreilt (s. Fig. 86). Die 

in jeder der beiden belasteten Phasen verbrauchte Leistung ist 

J P1 = v'3 P J, insgesamt also 2 v'3 P J. Hiervon führt J 1 die Hälfte, 

die übrigen Ströme je ein Viertel zu. 
P. 

Fig. 86. Fig. 87. 

Sind dagegen bei einer unbelasteten Phase die beiden anderen 

induktiv und etwa wieder gleichstark belastet, also 

Ja=O, Jb='Jc=J, Cf!b=q;c=90°, 
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so ist J 1 cos T1 = 0, 

J'J cos T2 = ---./-b 

J 
Ja cos Ta = 2' 

J1 sin T1 = v'3 J 

J -
J2 sin T2 = 2 v'3 

J -
J3 sin Ta= 2 V3 . 

Hier führt also J.~ eine Leistung Pa J.'l cos q;3 = Pf zu, während 

J2 dieselbe Leistung wieder zurückgibt, denn die gesamte Leistung 
ist Null (s. Fig. 87). 

Ein Linienstrom wird bei der Dreieckschaltung Null, wenn die 
Ströme der beiden benachbarten Dreieckseiten gleichgroß sind und 
unter sich gleiche Phase haben. Ihre Phasenverschiebungen gegen 
ihre Spannungen unterscheiden sich dann um 120°. Ist z. B. Jb 
gegen Pb um 30° verzögert, während J" gegen Pc um 90° voreilt, 
so ist, wenn sie gleichgroß sind, ihre Differenz, d. h. der Linien
strom J1 = 0. 

45. Transfigurierung einer Dreieckschaltung in ehw Stern
schaltung. 

Bei den bisherigen Untersuchungen über die Dreieckschaltung 
waren die drei Spannungen des Dreiecks als symmetrisch ange
nommen worden. Dies trifft aber bei stark unsymmetrischer Be
lastung und großem Spannungsabfall in der Leitung nicht mehr 
zu. Die Aufstellung der Gleichungen für diesen Fall, der drei un
bekannte Spannungen und drei unbekannte Ströme enthält, wird 
dadurch kompliziert, daß die Linienströme jeweils die Differenz 
zweier Phasenströme sind. 

Wesentliche Vereinfachung der Berechnung bietet die An
wendung des zuerst von A. E. Kennelly bewiesenen Satzes, daß 
jede Dreieckschaltung durch eine in bezug auf den äußeren Strom
kreis äquivalente Sternschaltung ersetzt werden kann. Durch diese 
Transfigurierung wird die Berechnung einer Dreieckschaltung auf 
die einer Sternschaltung zurück
geführt. 

Es soll zunächst die Beziehung 
zwischen den Impedanzen des Drei
ecks und denen des ihm äquivalenten 
Sterns abgeleitet werden. Sind (s. 
Ji'ig. 88) za, zb, zc die Impedanzen des 
Dreiecks, z1 , z2 , z3 die des äquivalen
ten Sterns, so besteht Äquivalenz, 

C'[> ~ 
z,._ A z3~~11 

fZe 
8 8 

.Fig. 8H. 
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wenn die resultierende Impedanz zwischen je zwei Klemmen bei 
beiden Schaltungen gleichgroß ist. Zwischen den Klemmen AB 
liegen beim Stern die Impedanzen z1 und z2 in Reihe, beim Dreieck 
dagegen zc parallel zu der Reihenschaltung von za und zb, daher ist 

01 + 3~ = -Q~~3_a_± ,bb) ' 
ba + bb Tbc 

0 + 0 _ Oa (bb + Jg)_ 
2 a - Oa + Ob + Oe ' 

ebenso 

~ + ~ _ 01, (~cj- Oa) 
03 01- + + . Oa 3b- Oe 

Addiert man jeweils zwei dieser Gleichungen und subtrahiert 
davon die dritte, so erhält man 

0 = oboc __ 
1 3a + bb +Oe 

Oe ba 3,. = - - -- - - -- --
" Oa +Ob+ Oe 

. . . . . . (115) 

Oa bb 03 = ------------ -···--
Oa + 3b +Oe 

Sind die Impedanzen des Dreiecks gleichgroß 

Fig. 9. 

Oa = Ob = bc = 0 • 

0 so sind auch die des Sterns gleich· 
groß, und zwar ist 

3 
31 = 02 = 03 = 3. 

Man kann die Transfigurie
rung auch graphisch ausführen. 
Stellen in ~'ig. 89 die Vektoren 
OA, OB, 00 der Reihe nach die 
Impedanzen ba, Ob, ß'c nach Größe 

und Phase dar, und ist OD ihre Summe, so macht man 

LI OIC"' LI OBD , 
daher 

0 I= 0 C . C!_B = 3c 3b = 3 
OD ba + ob+Oc 11 

und analog für die anderen Phasen. 
Umgekehrt kann eine Sternschaltung in eine Dreieckschaltung 

transfiguriert werden; man v-erwendet hierbei zweckmäßig die Leit
fähigkciten. Die Äquivalenz der Schaltungen gilt unabhängig von 
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den Spannungen, die an ihnen bestehen. Ist z. B. die Spannung 
zwischen den beiden Klemmen A und B (Fig. 88) gleich Null, so 
können diese Punkte widerstandslos verbunden werden. Man hat 
dann beim Dreieck zwischen diesen beiden Klemmen und der dritten 
eine Parallelschaltung· der Admittanzen Ya und yb, beim Stern 
eine Reihenschaltung der Admittanz Ya mit den beiden parallelgeschal
teten y1 und y2 • Es wird daher 

analog 

1 
tJa + ~b= 1 1 -

-+---
~3 t)1 + t)2 

~a (t)l + tJ2) 
~1-+ tJ2 =t--tJa ' 

~b+~c=-~1(tJ2+J.l), 
~1 + tJ2 + tJa 

~ +11 =-J'J_it13 +t)J 
c 'Ia ~1 + t)2 + tJa ' 

und indem man wieder zwei Gleichungen addiert und davon die 
dritte subtrahiert 

~ = tJ2 tJa 
a tJ1 + tJ2 +~a 

~ - - ___!!~--~1 . 
b - ~l + tJ2 + tJa 

(116) 

t)1 t}2 
lJc=------ ------ --

t)l +tJ2 +tJa 
Diese Rechnung findet z. B. dann Anwendung, wenn mehrere 

unsymmetrische Sternschaltungen parallelgeschaltet sind, deren neu
trale Punkte nicht verbunden sind. Zwischen diesen neutralen 
Punkten besteht eine Spannung, es können daher die Impedanzen 
entsprechender Stromkreise nicht parallelgeschaltet werden. 

Man transfiguriert dann erst jede Sternschaltung in ein Dreieck, 
die entsprechenden Seiten der Dreiecke sind parallelgeschaltet. Das 
aus der Parallelschaltung resultierende Dreieck kann wieder in 
eine Sternschaltung transfiguriert werden, womit die den parallelge
schalteten Sternschaltungen äquivalente Sternschaltung gefunden ist. 

4(). Berechnung der Spannungserhöhung bei einem Mehr
phasensystem. 

In Kap. IV, S. 48 wurde gezeigt, wie bei einer Einphasenleitung 
die prozentuale Spannungserhöhung und damit der ihr nahezu gleich
große Spannungsabfall berechnet wird. Da bei einem Mehrphasen-
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system die Linienspannung von dem Spannungsabfall zweier Linien
ströme beeinfiußt wird, die bei ungleicher Belastung <icr Phasen 

sehr verschieden groß sein 
und ungleiche Phasenverschie-

--5 bungen gPgen ihre Span

Fig. 80. 

nungen haben können, erwei
tert sich diese Berechnung bei
spielsweise für ein Dreipha
sensystem in folgender Weise. 

In Fig. 90 sind die Linien
spannungen Pa. Pb, Pc an der 
Belastung in beliebigem Maß 
stab aufgetragen. 

Ja, Jb, Je seien die Ströme 
der in Dreieck geschalteten 
Belastung. Aus ihnen erhält 
man die Linienströme J 1 , J~, 
J.1 als geometrische Differen
zen nach GI. 114. 

Man trägt nun dieSpannungs-

abfälle in der Leitung ~ 100 

in Prozenten der sekundären Spannung (Sternspannung) unter dem 
X 

Winkel arctg R gegen J voreilend auf und beschreibt über diesen 

Strecken als Durchmesser einen Kreis. So ist z. B. A D1 = J~~ 100, 

BD = J2~ 100 Die Verlängerung von Pc schneidet die Kreise 2 p 0 

über AD1 und BD2 in G1 und G2 • 

Die Strecken AG 1 und G1 D1 seien in Prozenten der sekun
dären Spannung ac 1 und ßc 1 , ebenso BG2 = ac 2 , G2 D2 = ßc 2 , so ist 
unter Berücksichtigung von GI. 54, S. 48 

e o; = +a +a .• + _(fcl + ~c2_)_2 
c 0 - Cl- '·" 2UO 

und analog für die anderen Phasen. Hierbei erhalten die a das 
positive oder negative Vorzeichen, je nachdem sie in die Ver
längerung des Vektors der Linienspannung fallen oder in ihn selbst, 
die ß sind zu addieren oder zu subtrahieren, je nachdem sie ein
ander entgegen- oder gleichgerichtet sind. 
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47. Das Zweiphasen-Dreileitersystem. 

Dieses System hat zwei um 90° gegeneinander phasenver
schobene Spannungen und einen Nulleiter, es ist also ein unsym
metrisches System. 

Die Belastung wird zwischen 
je einen Außenleiter und den Null
leiter angeschlossen (s. Fig. 91 ). 

Bei gleichmäßiger Belastung ist 
die Summe 'ier momentanen Lei
stungen beider Phasen konstant, das 
System ist halanciert. Die Leistung ist 

w = 2 p J cos rp . 
Die Linienspannung ist 

Pl=PY2, 
der Strom des Nulleiters 

~1 =JV2, 
daher auch 

Ist der Spannungsabfall im Nulleiter vernachlässigbar klein, 
so bleiben bei gleicher Belastung der Phasen die Spannungen an 
den Klemmen der Belastung 
gleichgroß und um 90° gegen
einander phascnversehoben. Be
steht dagegen im Nulleiter ein 
Spannungsabfall, der gleich 
OP0 in Fig. 92 ist, so sind 
die Spannungen an der Bela
stung 1'0 P/ und P0 P2 ' auch bei 
gleichen Strömen verschieden 
und nicht mehr um 90° phasen
verschoben. 

Die Berechnung ergibt sich 
genau wie aufS. 112 fl' für 3 Pha

B'ig-. 92. 

sen. Sind y1 , y2 , y0 die Admittanzen vom neutralen Punkt des Gene
rators bis zu dem der Belastung, so erhält man 

~ - 351th_+ l.l52t'l2 
0 - ~l + l)2 + ~() 

~J = (~I - l.ßo) ~t 
;:'52 = (1+52 - l.ßo) ~'J 

~o = --l.ßo~o 

( 11 7) 
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Man kann hier ebenfalls graphisch verfahren. 
Denkt man sich zunächst eine Phase, z. B. 2 unterbrochen, so 

teilt sich die Spannung P 1 auf den Nulleiter und die Belastung 
der Phase 1 nach Maßgabe der Impedanzen. Es ist 

'lSo' = _jh_ __ = ~1 3o-
1 + t)o 3t + ßo 

t)l 

Ist sowohl die Belastung wie der Null
leiter induktionsfrei, so braucht man, wie in 
Fig. 93, nur den Vektor OP1 in OP0' und P0' P1 
so zu teilen, daß 

0 Po' : Po' Pt = Ro : Rt . 

~----=~-Pe Zwischen der Klemme der unterbrochenen 
Fig. 93. 

allgemeinen Fall 

Phase und dem Nullpunkt der Belastung be
steht dann die Spannung P0' P2 , sie ist im 

~ -~ '=~2(t)l ttJQ)-~& 
2 o t)t + tJo . 

Ist dagegen die Phase 2 belastet, so ergibt sich P0 aus GI. 117 und 
es wird 

also verhält sich 

1 +3o 
---- QL___ 

1 +3o +3o 
3t D2 

Nehmen wir z. B. an, es sei auch Phase 2 induktionsfrei belastet 
und ebenso wie 1, d. h. R1 = R2 = R, so wird 

~2- ~o R+Ro 
~2 ---~~~= R+2:R~· 

Man teilt in Fig. 93 P2 P0 ' so durch den Punkt P 0 , daß 

P2 P0 : P2 P0 ' =R+R0 :R+ 2R0 • 

Es werden also trotz gleicher Widerstände die Spannungen P0 P1 
und P0 P2 und die Ströme J1 und J2 , die diesen Spannungen pro
portional sind, ungleich groß. 

Das Zweiphasen-Dreileitersystem hat daher eine viel schlechtere 
Spannungsregulierung als das Dreiphasensystem bei Dreieckschaltung 
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oder bei Sternschaltung mit Nulleiter. Dies ist der Grund, weshalh 
es jetzt nur selten angewandt wird. 

48. Mehrwellige Ströme in MeltrJlltasensystemeu. 

Die Spannungskurven der verschiedenen Phasen eines sym
metrischen Mehrphasensystems haben alle dieselbe Form, da die 
verschiedenen Wicklungen einer Mehrphasenmaschine alle dieselben 
elektrischen und magnetischen Eigenschaften besitzen. Alle Ober
schwingungen kommen in den Kurven aller Phasen in gleicher Größe 
und Lage gegenüber der Grundwelle vor. 

Der Phasenwinkel der Grundwelle überträgt sich auf die Ober
wellen nach Maßgabe ihrer Ordnungszahl. 

Sind die Grundwellen zweier aufeinanderfolgender Span-

2:n . h h 0 nungen um --- gegenemander p asenversc oben, so sind die bcr-
n x2:n 

wellen der x fachen Frequenz um ihrer Wellenlänge gegen-
n 

einander phasenverschoben. 
X . 

Ist - eme ganze Zahl, so ist die Phasenverschiebung dieser 
n 

Oberwellen ein ganzes Vielfaches von 2 :n, d. h. die Oberwellen 
sind gleichphasig. 

Ist x = (xn --- 1), worin x eine ganze Zahl ist, so ist die Phasen
verschiebung dieser Oberwellen zweier aufeinander folgender Span-
nungen 

x2.n 2.n 
---=X 2:n -- -·--. 

n n 

Die Oberwellen bilden ein symmetrisches Mehrphasensystem mit 
vertauschter Reihenfolge der Phasen. 

Ist endlich x = (xn + 1), so ist 

x2.n +2:n --=x2:n --. 
n n 

Die Reihenfolge der Phasen ist wieder dieselbe wie für die 
Grund wellen. 

Bei einem Dreiphasensystem ist für alle Werte von x, die durch 

" 3 teilbar sind, - eine ganze Zahl, die dritten, neunten, fünfzehnten 
n 

usf. Oberwellen sind in allen drei Spannungen stets gleichgerichtet. 
Für x= 2, 4, ... wird 

(xn-1)=5, 11,17 .. . 

(xn-f--1)=7, 13, 19 .. . 
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Die Oberwellen der ersten Reihe bilden symmetrische Mehrphasen
systeme mit vertauschter Reihenfolge der Phasen, die der zweiten 
Reihe solche mit gleicher Reihenfolge wie bei den Grundwellen. 

Die Linienspannung ist bei Sternschaltung des Generators die 
Differenz zweier aufeinander folgender Phasenspannungen. 

Bei der Bildung der Differenz fallen alle jene Oberwellen fort, 
die gleichphasig sind. Bei einem Dreiphasensystem also alle Ober
wellen, deren Ordnung x durch 3 teilbar ist, die dritten, neunten usf. 
Für die fünften, siebenten, elften usf. Oberwellen ist wie für die 

Grundwellen die verkettete Spannung 2 sin :n =VS mal so groß wie 
n 

die unverkettete Spannung. 
Die Spannungskurve der verketteten Spannung eines Generators 

mit Sternschaltung hat daher eine ganz andere Kurvenform als die 
Kurve der unverketteten Spannung. Fig. 94 zeigt die Phasen
spannung und die Linienspannung eines Generators. 

Das Verhältnis der Effektivwerte der Linienspannung und der 
Phasenspannung ist 

Pz = v'3 V P1 2 + ~ij 2 + P7 2 + .. .:__ . 
P v' P1 2 + P.1 2 + P5 2 

Kommen Oberwellen von 3, 9 ... facher Periodenzahl in der 
Phasenspannung vor, so ist dieses Verhältnis kleiner als v'3. 

Durch die Sonderstellung, 
die die dritten 0 herwellen beim 
Dreiphasensystem einnehmen, sind 
eine Anzahl von praktisch wich
tigen Erscheinungen zu erklären. 
Da die dritten Oberwellen stets 
gleichgerichtet sind, können sie 
bei einem Generator mit Stern
schaltung ohne Nulleiter nicht zur 
Wirkung kommen, da sie, wie ge
zeigt, in der Linienspannung fort
fallen. Sind die Stromverbraucher 

Fig. 94. ebenfalls in Stern geschaltet, so 
besteht zwischen dem Nullpunkt 

des Generators und dem der Belastung auch bei vollständiger Sym
metrie eine Spannung von 3 facher Periodenzahl (und den ev. 
darüber gelagerten Oberwellen von 9 facher usw. Periodenzahl), die 
gleich der Summe dieser in den 3 Phasen gleichgerichteten Wellen ist. 

Ist daher der neutrale Punkt des Generators geerdet, der der 
Belastung nicht, so besteht zwischen diesem und Erde die Spannung 
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der dritten Oberwellen, die bei Hochspannungsgeneratoren groß. 
werden kann, so daß die Berührung des Nullpunktes gefährlich 
wird. Man erdet meist auch den Nullpunkt der Transformatoren. 
In diesr-m Fall und ebenso wenn ein neutraler Leiter zwischen 
Nullpunkt des Generators und des Stromempfängers geschaltet ist, 
fließt in dem Nulleiter stets ein Strom von 3 facher usw. Perioden
zahl, der Nulleiter ist also auch bei gleicher Belastung der Phasen 
nicht mehr stromlos. Man erdet daher über Drosselspulen oder 
über Wasserwiderstände. 

Bei Dreieckschaltung des Generators addieren sich die dritten 
Oberwellen und ihre Vielfachen zu einer Oberwelle von der drei
fachen Amplitude und ergeben einen Ausgleichstrom, der fast un
abhängig von der Belastung ist. Die Wicklung ist, auch wenn 
keine äußere Belastung angeschlossen ist, nicht stromlos. Öffnet 
man das Dreieck, so kann die Spannung der Oberwellen für sich 
gemessen werden. 

Die inneren Ströme von dreifacher Periodenzahl bedingen zu
sätzliche Verluste in der Wicklung und erhöhte Erwärmung, man 
schaltet daher Dreiphasengeneratoren selten in Dreieck. 

49. Messung der Leistung von Mehrphasenströmen. 

Bei gleicher Belastung aller Phasen eines symmetrischen Mehr
phasensystems genügt es, die Leistung einer Phase zu messen und 
diese Leistung mit der Phasenzahl zu multiplizieren. Fig. 95 zeigt. 
die Schaltung für eine Dreiphasensternschaltung. Die Stromspule des. 
Wattmeters ist in eine Leitung geschaltet, die Spannungsspule zwischen 
diese Leitung und den Sternpunkt. Ebenso kann man bei einer Dreieck-

Fig. 95. Fig. 96. 

schaltung die Stromspule in eine Dreieckseite und die Spannungs
spule zwischen die zugehörigen Knotenpunkte des Dreiecks schalten .. 
Man kann aber auch wie zuvor den Linienstrom messen und einen 
künstlichen Nullpunkt verwenden, wie Fig. 96 zeigt, wobei die 
Widerstände so abgeglichen sind, daß der Widerstand der Spannungs
spule mit ihrem Vorschaltwiderstand zusammen ebenso groß ist wie 
die Widerstände der beiden anderen Zweige. 

Bei beliebig verteilter Belastung brauchen allgemein nur (m-1), 
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Leistungsmesser verwendet zu werden, wenn m die Zahl der Lei
tungen ist. 

Bei einem Dreiphasensystem ohne Nulleiter genügen alw 
2 Leistungsmesser. Es ist 

W = P1 il + P2 i2 +Pa ia 
und 

daher auch 

---+--]-·:< 
Fig. 97. 

Bei dieser Leistungsmessung, 
die von Aron und von Bebn
Esehen burg angegeben ist, wer
den nach :B~ig. 97 die beiden 
Stromspulen in je eine Leitung ge
schaltet und die Spannungsspulen 
zwischen diese Leitung und die 

dritte. GI. 118 gilt für die Momentanwerte, sie gilt also ganz unab
hängig von der Kurvenform. 

Für die Effektivwerte einwelliger Ströme gilt das Vektordiagramm 

Fig. 98. 

Fig. 98 dieser Schaltung. 
J 1 und J 2 sind die g<

messeneu Ströme, die um 
cp1 bzw. cp2 gegen P1 und P 2 

verzögert seien. Die ge
messenen Linienspannungen 
sind Pb als Differenz von Pa 
und P 1 und Pa als Differenz 
von P 2 und P3 • Es eilt nun 
-Pb gegen J1 um (30°-cp1) 

nach, und Pa gegen J2 um 
(cp2 + 30°) vor. Daher zeigen die Leistungsmesser folgende Lei-
stungen an: 

WI =-Pb Jl cos (cpl- 30°) 

WII =Pa~ COS (cp2 + 30°), 

worin Pa= Pb= Ys P ist. 
Ist cp2 = 60°, so zeigt der zweite Leistungsmesser die Leistung 

Null an, sein Ausschlag kehrt sich um, wenn cp2 größer als 60° wird. 
Bei gleicher Belastung aller Phasen ist 

WI + WII = V3PJ[ cos (cp- 30°) + cos (cp + 30°)] 
= 3PJcoscp, 
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die Differenz der Leistungen ist dagegen 

WI- Wn = V3PJ2 sin rp sin 30° 

=Y3PJsinrp. 

Durch Division der beiden Gleichungen wird 

tg rp = V3 _rv r :-=_!"u: 
Wr+Wn 
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(119) 

Bei gleicher Belastung kann die Phasenvcrschie bung bei 
einwelligen Strömen direkt aus den Ausschlägen der Leistungs
messer ohne Strom und Spannungsmessung nach GI. 119 berechnet 
werden. 

Dreiphasensystem mit Nullei ter 1). Hier sind drei Leistungs
messer erforderlich. Es ist 

W = P1 il + P2 i2 + P:J ia +Po io 
und 

i1 + i,J + i 3 + i 0 = 0 . 

Setzt man i 0 aus der zweiten Gleichung in die erste ein, so 
erhält man 

(120) 

Hierin sind (p1 - p0), (p,J - p 0), (P:l - p0 ) die Spannungen der 
Außenleiter gegen den Nulleiter, die zur Abkürzung mit p 1 0 , p 2 0 , Pa 0 

bezeichnet werden mögen, so daß wir erhalten 

w=p10 i1 +p20 i 2 +p30 i 3 ••. 0 o (120a) 

Die meisten Zählerkonstruktionen für Dreiphasensysteme mit 
Nulleiter verwenden die Linienspannungen. Diese erhalten wir 
durch die Beziehung 

Pa=P2o -P3o) 

P" Pao=~JlO · 
Ji" -Plo P2o 

(121) 

Es ist aber die Summe p10 +p20 -j-p30 von Null verschieden, 
sowohl bei symmetrischer Belastung, weil bei Vorhandensein eines 
Nulleiters die Oberwellen von 3, 9 ... facher Periodenzahl fließen 
können, als auch beim Fehlen dieser Oberwellen bei unsymmetri
scher Belastung der Zweige. Es werde die Summe 

P1o + P2o + P:lo = 2:p · 

gesetzt, dann erhält man aus Gl. 121 und 122 

1) s, Orlich, ETZ 1907, S. 71. 

Fraenckel, 'Vechselstr(ime. 

(122) 

!) 
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P1o _ § (Pc -pb + Ip)} 
P2 0 - t (p a- P c + 2' P) 

Pao =t (Pb -pa+Ip) 

Setzt man in die Leistungsgleichung 120a 

il = -(i2 +ia +io)' 

. . . . (123) 

so wird 
W =(P2o-P1o) i2 + (Pao-P1o) ia -p1o io 

oder, wenn man die Linienspannungen nach GI. 121 einführt, 

W=pbi3 -p0 t:2 -p10 i0 • .•..• (124) 

Diese Gleichung, die durch zyklische Vertauschung zwei weitere 
analoge ergibt, bietet uoch keine Vorteile gegenüber der Messung 
nach Gl. 120, weil 3 Zählersysteme erforderlich sind, bei denen je 
eine Spannungsspule und eine Stromspule zusammenwirken. 

Die Zahl der Systeme läßt sich aber auf 2 reduzieren, wenn 
man bei jedem System mehrere Spannungsspulen oder auch mehrere 
Stromspulen zusammenwirken läßt. Dies ergibt die folgenden Mög
lichkeiten. 

Setzt man in Gl. 124 für p10 den Wert aus Gl. 123 ein, so wird 

W=pb(ia+1fi0)-p0 (i2 +-}i0)--~i0 .1:p .. (125) 

Addiert und subtrahiert man hierzu Pc i 3 , so erhält man 

w=(pb-Pc)(ia+tio)+Pc(ia-i2)-tio2'P · (126) 

Addiert man zu Gl. 124 die durch zyklische Vertauschung erhaltene 

W = P c il -Pa i3 - P2 0 io 

und setzt für p10 und p20 die Werte aus Gl. 123 ein, so ergibt sich 

2w=(pb-Pa)(i3 -ti0)+p.(i1-i2)-%i0 2'p. (127) 

Setzt man ferner die Werte aus Gl. 123 in GI. 120a ein, so wird 

3w= il (Pc- Pb)+ i2 (Pa-Pc) +ia (Pb -Pa) -io~P, 

oder nach Addition und Subtraktion von i 3 p 0 

3w=(i1-i3)(p0 -pb)+(i2-i3)(pa-Pc)-i02'p . (128) 

Fig. 99. 

Die Gl. 125-128 stellen, wenn 
man von dem Glied mit ~p absieht, 
Meßanordnungen mit 2 Systemen dar, 
bei denen je 1 oder 2 Spannungs
spulen mit 2 Stromspulen zusammen
wirken. 

Das Glied mit Ip gibt den 
Fehler an. Man kann ~p messen, 
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wenn man (nach Fig. 99) durch drei gleiche Widerstände e zwischen 
den Außenleitern einen künstlichen Nullpunkt herstellt und ihn 
durch einen Spannungsmesser vorn Widerstand f!g mit dem Null
punkt der Belastung verbindet. 

Sind j 1 , j 2 , j 3 die Ströme in den 3 Widerständen, j der Strom 
im Spannungsmesser, so ist 

daher 

P1o=id?+ieg 

P2 o = i2 e + i e g 

P3o=i3e+ieg, 

e+3eg 
Der. Ausschlag des Spannungsmessers ist daher mit 

zu multiplizieren, um die Spannung :Ep zu erhalten. 
Schaltet man in gleicher Weise die Spannungsspule eines 

Leistungsmessers, dessen Stromspule von i 0 durchflossen ist, so kann 
das Fehlerglied in Gl. 125-128 gemessen werden. 



Neuntes Kapitel. 

Stromkreise mit gegenseitiger Induktion. 

50. Gegenseitige Induktion zweier Stromkreise. - 51. Der Lufttransformator. 
- 52. Messung der gegenseitigen Induktion. - 53. Gegenseitige Induktion 
mehrphasiger Stromkreise. - 54. Die Stromverteilung in massiven Leitern. 

für 

50. Gegenseitige Induktion zweier Stromkreise. 

Liegen zwei Stromkreise einander nahe gegenüber, wie Fig. 100 
zwei Spulen zeigt, so ist der Induktionsfluß, den der Strom des 

einen Stromkreises erzeugt, z. T. 
auch mit dem zweiten verkettet. Bei 
Änderung des Stromes und des 
Flusses des einen Leiters entstehen 
daher nicht nur Induktionswirkungen 

.....:---- _ I[___ _ ____________ in ihm, sondern auch in dem anderen. 

Fig. 100. 

Diese Erscheinung nennt man 
gegenseitige Induktion. Die 
Kraftflußwindungen eines Strom
kreises für den selbsterzeugten Fluß, 
für die Einheit des Stromes wurden 
als Induktivität (Koeffizient der Selbst
induktion L) bezeichnet. Analog 

nennt man die Kraftflußwindungen eines Stromkreises für den Fluß 
des anderen Stromkreises, wenn in diesem die Einheit des Stromes 
fließt, Wechselinduktivität oder Koeffizient der gegenseitigen 
Induktion. 

Ist zunächst nur die eine Spule (1) vom Strome durchflossen, 
so denkt man sich ihr Feld wieder in Induktionsröhren zerlegt. 
Der Fluß einer Röhre, die mit w1" Windungen dieser Spule ver
kettet ist und deren magnetische!' Widerstand R", ist, wird nach 
Kap. I S. 13 
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Ist diese Röhre mit einem Teil der Windungen der Spule 2 ver
kettet, der mit w2., bezeichnet werde, so sind die Flußwindungen der 
Spule 2 für den Fluß dieser Röhre 

Die Summation über alle Induktionsröhren ergibt die gesamten 
Flußwindungen der Spule 2. Für den Strom i1 = 1 wird 

~ (~r-1v2 ") = 1.) (~!R~~~) = M12 • • • • (129) 
1 X 

M12 ist die Wechselinduktivität der Spule 1 auf die Spule 2. Ganz 
analog berechnet sich die Wechselinduktivität der Spule 2 auf die 
Spule 1 

(129 a) 

(130) 

M hat dieselbe Dimension wie die Induktivität L und wird eben
falls in Henry gemessen. Auch hier gilt, daß M nur dann als 
Konstante zu betrachten ist, wenn der magnetische Widerstand, 
d. h. die Permeabilität des Mediums, in dem der Fluß verläuft, 
konstant ist, also bei Abwesenheit von Eisen. 

Sind beide Spulen von Strom durchflossen, so erzeugt jede 
von ihnen einen Fluß, und der resultierende Fluß ergibt sich in 
einem Medium von konstanter Permeabilität durch Zusammen
setzung beider. 

Die Energie des magnetischen Feldes zweier stromdurch
flossener Stromkreise. 

Auf das gemeinsame Feld wirkt die Summe der Ampere
windungen beider Stromkreise, daher gilt für eine Induktions
röhre, die mit beiden verkettet ist, 

J ~"dl= 4:n: (i1 w1 ", + i2w2.,), 

der Fluß der Röhre ist konstant 

iP"= (ilwl.,ti2w2.,). 

"' 
Der Energiegehalt der ganzen Röhre ist 

u =J\8.,S)"dr = iP"'fS) dl=~ (ilwlx+i2w2.,)2. 
m 8:n: 8:n: "' 2 R., 



134 Stromkreise mit gegenseitiger Induktion. 

E'ür das ganze Feld ist daher 

Um= ~·i1 2 ~ ( ~~~) + i 1 i 2 ~ ( ~!_R w2 ~) + ~ i 2 2 ~ ( wi ~) 
X X X 

. . . . . • . • . (131) 

Die gesamte Energie setzt sich hiernach zusammen aus der Summe 
der Eigenenergien der Felder jeder Spule (t i 1 2 L1 und t i2 2 L2), die 
ebenso groß sind, wie wenn die andere Spule nicht vorhanden wäre, 
und aus der wechselseitigen Energie i 1 i 2 M. 

EMK der gegenseitigen Induktion. 

Ändern sich die Ströme i 1 und i2 , so ändert sich die Energie 
des Feldes. Betrachten wir L1 , L 2 und M als Konstante, sehen wir 
somit von einer Veränderung der gegenseitigen Lage und von einer 
Deformation der beiden Systeme ab, die eine Änderung von M bzw. L 
bedingen würde, so kann die Zu- oder Abnahme der Energie nur da
durch zustande kommen, daß elektrische Leistung den Stromkreisen 
zugeführt oder von ihnen abgegeben wird. Sie ist stets gleich dem 
Produkt aus dem Strom und einer Spannung. Nimmt die Energie in 
der Zeit dt um d Um zu, so ist die den Stromkreisen zugeführte Leistung 

=!!_Um=. (L di1 +Mdi2) +. (Mdi1 +L di2) 
w dt ~~ 1 dt dt ~2 dt 2 dt . 

Die in den Klammern stehenden Ausdrücke, mit denen die 
Ströme multipliziert werden, sind die zugeführten Spannungen, die 
den durch die Änderung des Flusses bedingten EMKen entgegen· 
gesetzt gleich sind. 

d' 
Zu der EMK der Selbstinduktion - L d; tritt in jedem Strom-

kreis die EMK der gegenseitigen Induktion - M:!, die im 

Stromkreis 1 von der Änderung des Stromes i 2 und umgekehrt 
herrührt. Für einen einwelligen Strom ist der Effektivwert von 

M~! gleich J w .J.lf und symbolisch durch J. S ro M dargestellt. 

Streuung. 

Die Änderung des Stromes in einem System, z. B. i1, bedingt 
di . di . 

in ihm selbst eine Spannung Ll a:' m dem zweiten M a:· Sie ver-

halten sich in jedem Augenblick wie L1 : M. Wären beide Systeme 
in gleicher Weise mit dem Fluß des Stromes i 1 verkettet, so 
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würden sich die Spannungen, die dieser Flußänderung entsprechen, 
wie die Windungszahlen w1 und w2 verhalten, d. h. es wäre 

L1 :M=w1 :w2 

und analog 
woraus folgen würde 

LtL2=M2. 

Eine derartige Anordnung ist aber nicht möglich. Da die beiden 
Systeme räumlich nicht zusammenliegen, ist stets von dem Fluß, 
den ein System erzeugt, nur ein Teil mit dem zweiten System ver
kettet, daher ist 

Man bezeichnet diese Erscheinung als Streuung. Setzt man 

L 1 =v1 Mw11 w2 

w 
L 2 =v2 M ___! 

w1 

. . . . . . . (132) 

worin v1 , v11 nach Hopkinson als Streukoeffizienten bezeichnet 
werden und größer als 1 sind, so wird 

L1 L2 = v1 v2 M 2 • • • • • • • (133) 

Ein Maß für den Grad der Kopplung beider Systeme ist das Ver-
hältnis 

1 

das als Kopplungsfaktor bezeichnet wird. Er ist für streuungsfreie 
Stromkreise gleich 1 und um so kleiner, je geringer der Grad der 
Verkettung ist. Man kann sich also vorstellen, daß von dem ganzen 
Fluß eines Stromkreises nur ein Teil mit dem anderen verkettet 
ist, die Differenz, d. h. der Teil, der nur mit der erzeugenden 
Wicklung verkettet ist, ist ihr Streufiuß. Diese Trennung ist z. T. 
nur eine fiktive. Danach kann man also die Induktivität L aus 
zwei Teilen zusammengesetzt denken, der eine entspricht dem 
beiden Stromkreisen gemeinsamen Fluß, der andere dem Streu
fluß. Man setzt 

L =Mw1 +S } 1 w 1 

L =Mw:+s 
2 wl 2 

(134) 

81 , S2 heißen die Streuinduktivitäten der beiden Stromkreise. Der 
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Zusammenhang zwischen ihnen und den Streukoeffizienten v1 und 
v2 ist nach Gl. 132 

Sn = M ~~ ( Vn - 1) 
" w2 " 

} • . . . • . (136) 

Endlich wird das Verhältnis 

M 2 1 
1----= 1- -=a ..... (136) 

LlL2 vl v2 

als resultierender Streufaktor bezeichnet. 
Beispiel. Auf einem Leitungsmast seien zwei Doppelleitungen 

befestigt (s. Fig. 101), die eine A-B mag eine Kraftleitung, die 

Fig. 101. 

AP gerichtet, ihre 

andere CD eine Telephonleitung sein. 
Es soll die gegenseitige Induktion der 
beiden Leitungen berechnet werden. 

Fließt durch den Leiter A die Ein
heit der Stromstärke, so ist die Feld
stärke in einem Punkt P der Ebene 
durch OD 

sie ist, da die Kraftlinien Kreise um 
A sind, senkrecht zur Verbindungslinie 

Komponente senkrecht zur Ebene OD ist daher 

. 2 sin a 
S)sma=---. 

e 
Der Fluß durch ein Flächenelement von der Länge 1 cm und der 
Breite dx ist 

. 2sina 
dfP= S) smadx=--- dx. 

e 
Der Verschiebung des Punktes P um dx entspricht eine Vergröße
rung von e auf e + de und von a auf a +da. Dabei ist 

daher 
dxsina=ce, 

dfP = ~de. 
e 

Der ganze Fluß durch die Längeneinheit der von den Leitern CD 
begrenzten Ebene wird somit 

2ln (~~). 
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Einen ebenso großen Fluß erzeugt der Strom 1 im Leiter B. Die 
Wechselinduktivität wird also für die Länge l cm 

M = 4lln (~) 10-9 Henry . . . . . (137) 

Mit den in Fig. 101 eingeschriebenen Zahlen. wird (>2 = 78, (>1 =54, 

M = 4lln G!) w- 9 = 1,47l·10- 9 Henry. Die Induktivität der 

Doppelleitung AB ist nach S. 16 L = 4l (In~+~)= 21,3l·10- 9 H. 

Laufen die Leitungen auf 10 km= 106 cm parallel, so induziert 
ein einwelliger Strom von 100 Amp. und 50 Perioden, der in 
der Hauptleitung fließt, in der anderen eine effektive Spannung 
Jw M = 100 · 314 ·1,4 7-10- 3 = 46 Volt. 

51. Der Lufttransformator. 

Ein Transformator dient zur Umsetzung von elektrischer Energie 
einer Spannung in solche einer anderen. Er besitzt zwei Spulen, die sich 
gegenseitig induzieren und die ruhend zueinander angeordnet sind. 
Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtechnik werden die 
Spulen zur Erzielung starker magnetischer Felder auf Eisenkerne 
gewickelt; in der Hochfrequenztechnik werden keine magnetischen 
Materialien verwendet. In diesem Falle sind L und M konstant. 
Wir beginnen daher mit dem Lnfttransformator. In dem Schema 
Fig. 102 sind die beiden Spulen mit 1 und 2 bezeichnet. Die eine 
(1) ist an eine Wechselspannung angeschlossen, sie heißt kurz die 
primäre Spule oder die Primärwick-

lung, die andere (2) wird als sekun- $~I DII ~ 
däre bezeichnet, sie ist über einen Be- ·"'-' ~ 
lastungswiderstand irgendwelcher Art 
geschlossen. Sind i1 und i 2 die Fig. 102. 
Ströme, R11 R2 die Widerstände, L1 , 

L2 die Induktivitäten der beiden Stromkreise, M die Wechselinduk
tivität, so gelten für die beiden Stromkreise die Differentialglei
chungen 

(138) 

O=R . +L di2 +M di1 
2t2 2dt dt (139) 

.Man sieht aus der zweiten Gleichung, daß wenn der eine Strom 
sich nach einer Sinusfunktion ändert, bei konstanten Werten von 
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L, M und R auch der andere einwellig ist. Man kann daher die 
Gleichungen syrn bolisch anschreiben 

~1 = ( R1 + j w L1 ) ~\ + j w M S2 

0 = (R2 + jwL2 ) 32 + jwMS1 

(138a) 

(139a) 

Aus der zweiten Gleichung folgt das Verhältnis der Ströme und 
deren Phasenverschiebung c5; es ist 

31 = _ R2 + jo!__~ = _ L2 + j !!:L . . . (140) 
32 jwM M wM 

daher das Verhältnis der Effektivwerte 

J1 V R2 2 + (wL2)2 (140a) J2 = -----~M-- . . . . . . 

tg c5 = - _!!'J_ . 
w L2 

Da tg c5 negativ ist, liegt 13 zwischen 90 und 180°. Setzt man den 
Wert für 32 aus Gl. 140 in GI. 138a ein, so wird 

~1 =S1 [R1 +R2 A2 +jw(L1 -L2 A 2)] •• (141) 

worin zur Abkürzung gesetzt ist 

A2=--------= -
(wM)2 (J2)2 

R2 2 + (wL2)2 J1 

Der sekundäre Stromkreis wirkt also so auf den primären zurück, 
als ob sein Widerstand um R2 A2 vergrößert und seine Induktivität 
um L 2 A2 verkleinert wäre. Die Phasenverschiebung zwischen pri
märer Spannung und Strom ist nach GI. 141 

w (L1 - L 2 A'3) ( ) 
tgcpl =-R-+RA2 --. . . . . . 142 

1 2 

Die Wattkomponente der primären Spannung ist 

P 1 cos tp1 = J1 (R1 + R2 A 2) • • • • • (143) 

daher die zugeführte Leistung 

W1 =P1 J 1 coscp1 =J1 2 (R1 + R2 A2) 

und da A2 =(7)2
, ist W1 =J1 2 R1 +J2 2 R 2 •••••• (144) 

1 

Der primäre Strom entnimmt also dem Netz eine Leistung, von dernur 
ein Teil in dem Stromkreis als Stromwärme verbraucht wird (J;_ 2 R1), 

der andere Teil wird in dem sekundären Stromkreis in Strom
wärme umgesetzt, sie wird von dem primären Stromkreis auf den 
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sekundären durch das gemeinsame magnetische Wechselfeld als 
Zwischenglied übertragen. 

Vektordiagramm. Die Gleichungen ermöglichen, für jede 
Belastung des sekundären Kreises (R2 L 2 ) die Ströme und ihre Phase 
für eine gegebene primäre Klemmenspannung zu berechnen. Über
sichtlich wird der Zusammenhang der verschiedenen Größen wieder 
durch das Vektordiagramm. Bevor wir dieses aufzeichnen, ist 
folgendes zu berücksichtigen. Die EMKe J 1 w M und J 1 w L 1 , von 
denen die erste im sekundären, die zweite im primären Stromkreis 
induziert wird, verhalten sich nach S. 135 GI. 132 wie 

also abgesehen vom Streufaktor v1 wie die Windungszahlen w2 

und w1 • Diese sind im allgemeinen sehr verschieden groß, da der 
Zweck des Transformators ja ist, die Spannung umzuformen. Um 
die primären und sekundären Spannungen direkt miteinander ver
gleichen zu können, denkt man sich alle sekundären Spannungen 
mit dem Verhältnis w1 : w2 multipliziert, d. h. auf die primäre Win
dungszahl reduziert. Damit die Leistung unverändert bleibt, ist 
der sekundäre Strom mit dem reziproken Verhältnis, nämlich w2 : w1 

zu multiplizieren. Die Größen R2 und w L2 , die das Verhältnis 
einer Spannung zum Strom ausdrücken, sind bei der Reduktion mit (::r zu multiplizieren, dagegen w M, die das Verhältnis einer 

sekundären Spannung zum primären Strom, oder einer primären 
Spannung zum sekundären Strom darstellt, mit w1 : w2 • Durch diese 
Reduktion ändert sich somit an den Erscheinungen nichts. Im 
folgenden werden stets die reduzierten Größen vorausgesetzt. 

In Fig. 103 ist 0A=R1 J1 in Phase mit J1 und AB=wLJ1 

um 90° dagegen vorcilend. 
Ferner ist OB= w M J1 , es 
ist daher 

AB=0Bv1 • 

Das über OB konstruierte 
rechtwinklige Dreieck B CD 
hat nun nach Gl. 139 die Sei
ten BD=wL2 J2 , DO=~R2 , 

J2 fällt daher in die Rich-
tung DO, und der Winkel Pig. 103. 
zwischen J1 und J 2 ist der 
berechnete Winkel d. Es ist BE=wMJ2 und daher OE als geo
metrische Summe von 0 A = J1 R1 , AB= w L1 J1 und BE= w M.J2 
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nach Gl. 138 die primäre Klemmenspannung P1 , die gegen J1 um 
cp1 voreilt. 

Da CB=wMJ1 und BE=wMJ2 , ist CB:BE=J1 :J.,.. 
Spannungsdiagramm für induktionsfreie Belastung. 

Das Spannungsdiagramm zeigt, wie die Klemmenspannung zu ver
ändern ist, wenn bei konstantem Strom die Belastung sich ändert. 
Bei induktionsfreier Belastung ist L2 lediglich die Induktivität der 
sekundären Wicklung, und es ist 

BD:BE=L2 :M=v2 : 1. 

Ändert sich nun R2 , so ändert sieh das rechtwinklige Dreieck 
BDC, dessen Seiten BD=J2 wL2 und DC=J2 R 2 waren, derart, 

BD 
daß D sich auf dem Halbkreis über CB bewegt. Da nun BE=--, 

v2 
also BD stets proportional ist, bewegt sich der Punkt E auf dem 
Kreis über BH, worin 

BH:BC=BE:BD=1:v2 

ist. Der Endpunkt des Vektors der primären Spannung bei kon
stantem Strom J1 bewegt sich also auf dem Kreis BE H. 

wL 
Es ist tg(EBH)=-R~. Ist R2 =oo, d. h. ist der sekun-

2 

däre Stromkreis unterbrochen, so liegt der Vektor der primären 
Spannung in OB. Dieser Zustand heißt der Leerlauf des Trans
formators, die primäre Spule verhält sich wie eine Drosselspule, 
die Leerlaufspannung ist 

pl 0 = Jl V Rl 2 + ( w Ll?. 

Ist der sekundäre Stromkreis kurzgeschlossen, so ist R2 nur 
gleich dem Eigenwiderstand der sekundären Spule. Hierbei liegt 
der Vektor der Klemmenspannung in OK, und es ist 

BK: KH=BF:FC=wL2 :R2 • 

OK ist die Klemmenspannung bei Kurzschluß. 
Das Diagramm zeigt die verschiedenen Streukoeffizienten. Es war 

daher ist 

ferner war 

endlieb ist 

CB:AB=M:L1 = 1 :v1 , 

AC:AB=(L1 -M):L1 =81 :L1 , 

BE:BD =BH:BC=M:L2 =1:v2 

HC:BC=(L2 -M):L2 =82 :L2 , 

AH HB OB HB M M 1 1 
-=1--=1---=1---=1---=CJ. 
AB AB A B C B L1 L2 v1 v2 
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Messung der gesamten Streuung. 

Hiernach läßt sich die Streuung mittels der beiden besonderen 
Punkte für Leerlauf und Kurzschluß wie folgt durch Messung 
ermitteln. 

Man mißt bei offenem sekundären Kreis den Strom J1 , die 
Spannung P1 0 und die Leistung W1 0 , und trägt den Vektor der 
Spannung P10 =OB unter dem Winkel q;0 gegen den Strom auf, 
worin 

w. 
eos fPo = - 1 o -

J1P1o 

ist, und fällt das Lot BA von B auf den Vektor des Stromes. Zweitens 
mißt man bei kurzgeschlossenen sekundären Klemmen den Strom J 1 , 

die Kurzschlußspannung P1 k und die Leistung ~k> und trägt 
Pn=OK unter dem Winkel q;k gegen J1 auf, wobei 

wlk cos q;k=----. 
plkJl 

Verbindet man B mit Kund zieht KH senkrecht zu BK bis 
zum Schnitt H mit AB, so hat man wie gezeigt 

AH:AB=a. 

Sind die Widerstände der beiden Wicklungen vernachlässigbar 
klein, so ist die Leerlaufspannung sehr nahe gleich AB und ebenso 
die Kurzschlußspannung gleich A H, daher 

,....., pl k 
a=-. 

plO 

Stromdiagramm für induktionsfreie Belastung. 

Das Stromdiagramm stellt die Veränderung des Stromes bei kon
stanter Klemmenspannung P1 

dar, es kann aus dem Span-~Pt 
nungsdiagramm durch Inver
sion abgeleitet werden (siehe 
Kap. III). In Fig. 104 ist das 
Spiegelbild des Kreises über 
BH aufgetragen und bei der 
Inversion kann der Maßstab B 

so gewählt werden, daß der 
inverse Kreis mit dem Aus- Fig. 104. 
gangskreis zusammenfällt. 

Inverse Punkte liegen auf dem Kreis auf einem Strahl durch 
das Inversionszentrum 0. 
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Dem Punkt B für Leerlauf entspricht der Leerlaufstrom 

J =OP = p 1 

lO o ~2+(wL1)2 

Dem Punkt K für Kurzschluß entspricht der Kurzschlußstrom 

Ja= OP.,.. 

Diese beiden Ströme können für die gegebene Spannung P 1 , 

wie zuvor gezeigt, durch Messung ermittelt werden. 
Trägt man sie unter den Phasenwinkeln q;0 bzw. rp.,. gegen 

die Spannung auf, so erhält man den Kreis wie folgt. Da P0 P.,. 
eine Sehne ist, liegt der Mittelpunkt M erstens auf dem Mittellot 
von P0 Pk. Da ferner 

1:: MP0 B = 1::: MBP0 = 90°- q;0 

ist, hat man diesen Winkel an die Verlängerung von OP0 anzu
tragen, um die Richtung P0 M zu erhalten. 

Ein beliebiger Vektor von 0 nach einem Kreispunkt P, der zu 
E invers ist, stellt einen Strom J1 nach Größe und Phase rp1 gegen
über der Klemmenspannung dar, für irgendeinen Wert von ~. 
der zwischen dem Eigenwiderstand der Wicklung und unendlich liegt. 

Der sekundäre Strom wird wie folgt gemessen. Aus der In
version folgt 

d. h. 

daher 

OP·OE=OP0 ·0B, 

6. OPP0 "' t:. OBE, 

BE 
PP0 =0P OB' 

Da 0 P= J 1 , BE= J 2 w M, 0 B = J1 Vll~-2-+-(wL1)2 war, wird 

PP =J. wM 
o 2 VR12+(wL1)2' 

d. h. abgesehen von Konstanten proportional J9 • Die Phasenver
schiebung zwischen J2 und J;_ war !5, und es war in Fig. 103 
EBH=180°-t5, daher ist in Fig.104 1:EPH=cl 

Die Verbindungslinie eines Punktes P mit Punkt H zeigt also 
die Richtung von J2 , während die Verbindungslinie mit P0 der 
Größe von J2 proportional ist. 

Ebenso findet man leicht eine Strecke, die der Spannung ~ R2 , 

also abgesehen vom Spannungsabfall in der sekundären Wicklung 
der sekundären Klemmenspannung proportional ist. 
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Der Punkt H des Spannungsdiagramms Fig. 10:-l entsprach R2 = 0, 

und da AH=J1 awL1 , ist 0H=J1 VR1 2 +(awL1 ) 2 • 

Der zu H inverse Punkt ist Q in Fig. 104, also 

Es ist 

folglich 

da hierin 

pl 
OQ=-==c-~=-=· 

V R1 2 + ( a w L1 ) 2 

6 OPQ"-' 6 OHE, 

Q P: OQ =HE: 0 E, 

M 
HE=J2 R2 L- und 0E=P1 ist 

2 

M 
QP=J2Rz- =--c-=;--=-='-____ z' 

L 2 V R1 + ( a w L1 ) 

also proportional J2 R 2 . 

Da QP proportional J2 R2 und P P 0 proportional J2 ist, ist das 

Verhältnis dieser beiden Strecken ein Maß für den gesamten sekun

dären Widerstand R 2 und das Produkt der Strecken ein Maß für 

die auf den sekundären Stromkreis übertragene Leistung J 2 2 R 2 • 

Den Widerstand R2 stellt man am einfachsten im Vergleich 

mit dem Widerstand der sekundären Wicklung dar, der beim Kurz

schluß allein vorhanden ist. Ist dieser mit R 2 ' bezeichnet, während 

Ra der Widerstand der äußeren Belastung ist, so ist 

R2=R2' +Ra. 

Für den Kurzschlußpunkt Pk it:;t somit 

_9Pk =R I 

POPk 2' 

während für einen beliebigen Punkt P 

QP =R '+R 
PoP 2 a> 

daher 
QP P0 Pk R2 ' +Ra 
-. --- === ~R-,-· 
PoP QkP z 

Fällt man ein Lot von P auf den Radius P0 M, das P 0 Q in S 

und P0 Pk in T schneidet, so ist (da der Kreis der Geraden PS in\ 

bezug auf P0 invers ist) 

daher 
6 P 0 SP"' 6 P0 PQ und 6 P0 ST"' 6 P0 Pk Q, 

und 
ST 
p S' 

0 
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daher 

und 
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PS P0 S _PS_ QP P0 Pk_ R,/ +Ra 
P0 S. ST -ST- P0P. QP~---]f;:--

PT Ra 
ST=R,. 

2 

Das Lot PS auf dem Radius wird also durch die Gerade P0 Pk 
im Verhältnis des Belastungswiderstandes zum Wicklungswiderstand 
geteilt. 

Das Produkt der Strecken P0 P und QP war der Leistung 
J2 2 (R2 ' +Ra) proportional, und da der Winkel P 0 PQ unddie Grundlinie 
des Dreiecks P0 PQ konstant sind, ist seine Höhe oder die ihr stets 
proportionale Strecke PS proportional J2 2 (R2 ' +Ra)· Somit ist PT 
proportional der an den Belastungswiderstand abgegebenen Nutz
leistung J2 2 Ra und TS proportional dem Verlust in der sekundären 
Wicklung J2 

2R2'. Der Abstand eines Punktes P von der Geraden 
P0 Pk ist also ein Maß für die sekundär abgegebene Nutzleistung. 
In den Punkten, in denen diese Gerade den Kreis schneidet, ist 
diese Leistung Null, nämlich in P 0 und Pk, d. h. bei Leerlauf und 
bei Kurzschluß. Im ersten Zustand ist J2 = 0, im zweiten ist der 
äußere Belastungswiderstand Ra= 0. 

Da das Dreieck P0 PQ proportional der ganzen auf den sekun
dären Stromkreis übertragenen Leistung J2 2 (R2 ' +Ra) ist, wird diese 
Leistung am größten, wenn die Seiten P0 P und Q P gleichgroß sind. Da 

wM 
PoP=J2 VR12+(wL1)2 

und 

QP-J. (R '+R) M 
- 2 2 a L2 VR12+(acvL1)2 

war, ist also die Bedingung für die größte sekundäre Leistung 

oder sehr angenähert, da R1 klein ist, 

R2' + Ra=aL2 • 

Das hier behandelte Diagramm gilt mit geringen Abweichungen 
auch für viele andere Wechselstromkreise, seine allgemeine Ab
leitung ist in Kap. XII eingehend behandelt. 
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52. Messung der gegenseitigen Induktion. 

1. Schaltet man zwei Spulen mit den Induktivitäten L 1 L 2 und 
der Wechselinduktivität M hintereinander, so daß die Felder beider 
Spulen sich addieren, so ist die resultierende Induktivität 

L'=L1 +L2 +2M. 

Kehrt man den Strom in der einen Spule um, so ist analog 

L" = L1 + L2 - 2 M1 , 

und hieraus erhält man 
M = i (L'- L"). 

2. In der Brücke· kann die Wechselinduktivität zweier Spulen 
mit der Induktivität der einen nach der Schaltung Fig. 105 ver
glichen werden. 

Damit das Galvanometer nicht 
ausschlägt, muß 

sein. Sind die Spulen so geschaltet, 
daß im Stromzweig 1 die EMK der 
gegenseitigen Induktion des unver
zweigten Stromes (i1 + i3) der E:\'IK 
der Selbstinduktion des Stromes i 1 

Fig. 105. 

entgegengerichtet ist, so sind die Bedingungen dafür, daß keine Span
nung am Galvanometer besteht: 

und 

Die erste Bedingung zerfällt in die beiden 'l'eile 

und 
L di1 _ Md(i1 +i3) 

dt-" ---a:e-
GI. 146 und 145a ergeben 

Rl 
R2 

wie für Gleichstrom, .dann ist 

Fra e n c k e I, Wechselströme. 

i3 _R1 _ R2 

~- R3 - R4-. 

(145) 

(146) 

. (145a) 

. (145 b) 

(147) 

10 
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Der Wert für i 3 in Gl. 145 b eingesetzt, gibt 

M R3 R4 

L = R~~R~ = .R~+ R4-
. . . . (148) 

53. Gegenseitige Induktion mehrphasiger Stromkreise. 

Sind die drei Stromkreise eines Dreiphasensystems magnetisch 
miteinander verkettet, und sind die Ströme i 1 , i 2 , i 3 , die Span· 
nungen p1 , p2 , p3 , so gelten die drei Gleichungen 

. dil + di2 + di3 P1 =tlRl +Ll (ft M21 dt Ms1 (ft 

. di2 + dil + di3 P2 =t2 R2 +L2 (ft M12 dt. Ms2 dt 

. di3 + dil + di2 
Ps = ts Rs + Ls (ft M1s dt M2 s dt 

worin nach Seite 133 Gl. 130 stets 

M12 =M21• 
a) Ist das System 

und ist die Bedingung 

M2s=Ms2• Ms1 =M1s· 
vollständig symmetrisch 

R1 =R2 =R3 =R 
L 1 =L2 =L3 =L 

M12=M2s=Ms1 =M, 

(149) 

i1 +i2 +i3 =0 
erfüllt, so wird aus Gl. 149 

. . . . . (150) 

p 1 =i1 R+(L-M) ~i: 

p 2 =i2 R+(L-M) ~; 

Ps =isR + (L-M) ddi: 

. . . . . (151) 

Die drei Stromkreise verhalten sich so, als ob jeder allein 
vorhanden wäre und eine Induktivität (L- M) hätte. Der resul
tierende magnetische Fluß, der jeden Stromkreis durchsetzt, ist mit 
dem Strom dieses Kreises phasengleich. Die Gleichungen gelten 
für die Momentanwerte, daher unabhängig von der Kurvenform 
des Stromes. 

Die Bedingung Gl. 150 ist bei einem symmetrischen Dreiphasen
system meist erfüllt, außer bei Anwesenheit eines Nulleiters. Dann ist 

i 1 + i 2 + i3 + i0 = 0 . 
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Bei symmetrischer Belastung und gleichen Werten von M ist 
der Strom i 0 im Nulleiter die Summe der Ströme dreifacher Perioden
zahl der drei Hauptleiter. Man erhält dann in jeder der drei 

Gleichungen (151) noch das zusätzliche Glied -M dio = 3Md_irri, 
dt dt 

wenn inr der Strom dreifacher Periodenzahl einer Phase ist. Da 
di 

dieser auch in dem Glied (L-M) dt vorkommt, ist die resultierende 

Induktivität einer Phase für die Ströme dreifacher Periodenzahl 

L-M+3M=L+2M 

Hieraus folgt, daß die gegenseitige Induktion der Leitungen 
eines symmetrischen Dreiphasensystems mit Nulleiter dazu beiträgt, 
die Ströme dreifacher Periodenzahl zu dämpfen, weil sie eben in 
den drei Leitern gleichgerichtet sind. 

b) Ist das System unsymmetrisch angeordnet, d. h. sind die M 
voneinander verschieden, so ist bei Abwesenheit eines Nulleiters 

i1 +i2 +i3 =0 

stets erfüllt. Dann ist aber der magnetische Fluß eines Stromkreises 
nicht mehr in Phase mit dem Strom dieses Kreises. Ist z. B. 

M12>M1a• 

so setzen wir 
M12=M1a+m. 

Die "Reaktanzspannung" des Stromes i 1 wird nach der ersten 
der drei Gl. 149 

L di1 +M d1"2 +M di3 =(L -M )di1 + ~i2 
1 dt 21 dt 31 dt 1 13 dt m dt · 

Bei einwelligen Strömen ist diese resultierende Reaktanzspannung 

nicht mehr um 90° gegen i1 verschoben, weil das Glied m ~i; hinzu

tritt, das um 90° gegen i2 voreilt, also gegen i1 um 30° verzögert 
ist. Die Spannung ist z. T. in Phase mit dem Strom, d. h. die 
Stromkreise übertragen eine Leistung aufeinander. Diese Erscheinung 
hat Blonde! als "schiefwinklige" Reaktanz bezeichnet und bei 
Wechselstromleitungen eingehend untersucht1). 

Betrachten wir eine Dreiphasenleitung, die kurz sei und deren 
Kapazität vernachlässigt werde. Die Leitung besteht aus 3 Drähten. 
Fügt man als vierten Leiter die Erde hinzu, so ist diese stromlos, 
wenn Gl. 150 erfüllt ist. Es sind dann 3 Schleifen vorhanden, die 
aus je einem Draht und Erde gebildet werden, deren Induktivitäten 

1) Ecl. electrique 1906. 
10* 
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L 1 , L2 , La, deren Widerstände R 1 , R2 , Ra und deren Weehsel
induktivitäten M12 , M1 a, M23 sind. Diese drei Schleifen super
ponieren wir. 

Die Spannungen am Anfang der Leitung sollen mit dem Index I, 
die am Ende mit II bezeichnet werden. 

Dann werden die Gl. 149 

( ) . + L di1 + di2 + M di3 
PII-Pllr =t1R1 1 dt Mn (jj" a1 aJ 

( ) 
0 + di2 + dil + di3 

p2I-PHr =t~~R~~ L~~ dt Mu dt Ma2 dt 

( ) . + L dia + di1 + di2 
Psr -Pan =taRs s -dt M1s dt Mu dt 

. (149a) 

Bei einwelligen Strömen können diese Gleichungen für beliebige 
Stromverteilung im Vektordiagramm dargestellt und daraus die 
Änderungen der Phasenspannungen ermittelt werden. Für den be
sonderen Fall der symmetrischen Stromverteilung einwelliger Ströme 
setzen wir symbolisch 

i1 = 31' i2 = 32 = 31 e-1"', ia = 3s = 31 e-1'", 

ferner sei 

so wird 

+ ·120° 
e-1 =cos12ü 0 +jsin120°=-~+itv'3, 

+·240° -
e __ J =cos24ü 0 +jsin240°=-t+jtv'3, 

(~ll-~lTI)= 31[ R+t V3w(M21- M31)] 
+ jw31 [Ll-i(M2l+Ms1)] 

(~~~ r-~2n)=Sl [ R+t VSw(M3 2 -M12)] 

+ jw3s [L~~-t(M12+Ms2)] 

(~ar-\ß3n)=33 [R-~ VSw (M2 a -M13)] 

+ j w 3s [La --t(Mls+ MI! s)J 

. (152) 

Die Reaktanzspannung ist durch die zweiten Glieder bestimmt. 
Die Widerstandsspannung jeder Phase enthält ein zusätzliches Glied, 
das von der gegenseitigen Induktion der beiden andern Schleifen 
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herrührt, und der Leistungsübertragung zwischen den Schleifen 
entspricht. Die Summe dieser Leistungen ist Null, die Leistung 
schwingt zwischen den 3 Leitungen, nach außen ist die Schwingung 
ausgeglichen. 

Bei Leitungen, die symmetrisch zu
einander liegen und sehr weit von Erde 
entfernt sind, sind die drei M einander 
gleich, dann gelten die Gl. 151. 

Fig. 106. 

Sind dagegen die 3 Leitungen in einer Ebene in gleichem .Ab
stand von Erde angeordnet (s. Fig. 106), so ist aus Symmetriegründen 

und 
L1 =L2=La 

Hiermit werden GI. 152 

(1.131I-1.)31II) =S1 [R + i V3w (11112 -Mls)J l 
+jw,S1[L1- ~ (Ml~ +Mt3)] 

(l.ß2I-\l32n)=,S2R+jw,S2 [L2 -~il'Il2] 1 
(l.ßsi-I.ßsd=Ss[R-t V3w (11123 -M13)] 

+jw.Ss[Ls -t(11113 +.M;s)J 

(153) 

Es ist (M12 -M13) der Fluß, den der Strom 1 im Leiter 1 
durch die aus den Leitern 2-3 gebildete Schleife sendet, analog 

(L1 -M12) der Fluß des Leiters 1 durch die Schleife 1-2 

(L1 -M13) " " " " " " " " 1-3 
usf. Nach S. 137 wird 

(M12 - M13) = (M32 -·M31) = 2lln 2 ·10- 4 Henry 

und nach S. 16 und 215 

(L1 -M12) = (L2 - M12)= (L3 -M32) = l ( 2ln ~ +ü,5) 10-4 Henry 

(L1 - M13) = (L3 - M13) = l ( 2ln 2 ~ + 0,5) 10- 4 Henry 

wenn l die Länge in km ist. 
Hiermit wird die resultierende Induktivität des inneren Leiters (2) 

Li=l(2ln ~ +o,5)10- 4 Henry 

und für die beiden äußeren Leiter (1 und 3) 

La=l(2ln ~ +In2+ü,5)10- 4 =l(2ln ~ +1,193)10- 4 Henry. 
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Die scheinbare Vergrößerung bzw. Verkleinerung des Ohmsehen 
Widerstandes in den beiden äußeren Leitern ist 

R = l V3w 2Zln 2-10- 4 = wl1,196 ·10- 4 Ohm. 
8 • -

Der Spannungsabfall in den drei Leitungen ist verschieden. 
Bilden die Spannungen am Anfang der Leitung ein symmetrisches 
Dreiphasensystem, so ist dies am Ende der Leitung nicht mehr 
der Fall. 

Beispiel. Es sei 

D= 100 cm, c~=0,5 cm, 

~; = (2ln 200 + 0,5) 10- 1 = 11,1·10- 4 Henry/km 

~t=(2ln2üü+ 1,193)=11,8·10- 4 Henry/km. 

Der Unterschied beträgt also ca. 6°/0 • 

Der Ohmsehe Widerstand eines Leiters ist 

R 1 1000 
-=-·----=0 224 Ohm/km 
l 57 :rr Q ' . ' 

-·10-
4 

der zusätzliche Widerstand der Außenleiter bei 50 Perioden 

~· =±314·1,196·10- 4 =±0,0375 Ohm/km, 

d. h. nahezu 17 °/0 des Ohmsehen Widerstandes. 

Die Tinsymmetrien können dadurch aufgehoben werden, daß 
man die Leitungen in gewissen Abständen verdrillt, um die äußeren 
Leiter mit dem inneren zu vertauschen. 

Besonders stark treten diese Unsymmetrien bei Bahnen auf, 
die mit Dreiphasenstrom betrieben werden und bei denen zwei 
Leitungen als Oberleitung (Fahrdrähte) verlegt sind, während die 
dritte durch die Schienen gebildet wird. 

Anmerkung-: Bei Aufstellung der Gl. 149 ist zu berücksichtigen, daß 
die M auch mit negativem Vorzeichen auftreten können, je nach der als positiv 
bezeichneten Stromrichtung. Als Regel gilt: Durchsetzt der vom positiven 
Strom eines Stromkreises erzeugte Fluß einen der anderen Stromkreise in dem· 
selben Sinne wie der vom positiven Strom in dies0m Kreise selbst erzeugte 
Fluß, so ist M positiv, im anderen Falle negativ. Der zweite Fall trifft bei 
Wicklungen von Mehrphasenmaschinen und Transformatoren zu, dann tritt in 
Gl. 151 an die Stelle der Differenz (L- M) die Summe (L + M). 
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54. Die Stromverteilung in massiven Leitern. 

Ein Gleichstrom verteilt sich im allgemeinen gleichmäßig über 
den Querschnitt des Leiters. Anders ist es bei Wechselstrom. Der 
Leiter gehört einem Stromsystem an, dessen magnetisches Wechsel
feld auch den Leiter selbst durchsetzt. 

Die inneren und äußeren Stromfäden eines Leiters sind nicht 
mit der gleichen Zahl Induktionslinien verkettet, in den inneren 
Stromfäden werden größere EMKe induziert als in den äußeren, so 
daß im allgemeinen die Stromdichte im Innern des Leiters geringer 
ist als gegen den Rand hin, und die Phase des Stromes ist im 
Innern eine andere als am Rande. Diese Erscheinung der Ver
drängung des Stromes nach der Oberfläche bezeichnet man als 
Hautwirkung (Skineffekt), sie bedingt eine Erhöhung des Strom
wärmeverlustes gegenüber der gleichmäßigen Stromverteilung über 
den Querschnitt. 

Ist di der Strom in einem Querschnittselement dq, so ist die 
Stromdichte in diesem Element 

di 
s.,=dq. 

Die Summierung aller Stromelemente di über den Querschnitt q 
ergibt den gesamten Strom 

i=fs.,dq. 
q 

In einem Volumenelement vom Querschnitt dq und der Länge 1 cm 
ist, wenn e der spez. Widerstand des Leiters ist, die Stromwärme 
in jedem Augenblick 

Für einen einwelligen Strom sei S., die effektive Stromdichte in 
dem betrachteten Element, dann ist die mittlere Stromwärme 

W.,=S.,2edq 

und für den ganzen Querschnitt 

W=efS.,2dq. 
q 

Bei gleichmäßiger Stromverteilung wäre der Effektivwert der mitt
leren räumlichen Stromdichte 

und der Verlust 

Daher ist 

S=J 
q 

Wg=eS2q. 

W _ 1 JS.,2 dq 
wa-q ~ 

q 

(154) 
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Drückt man in beiden Fällen den Verlust durch J2 R aus, so 
sind bei gleichem effektivem Gesamtstrom J verschiedene Wider
stände R einzusetzen. Man spricht daher von einem "effektiven" 
Wechselstromwiderstand Reff im Gegensatz zu dem mit Gleichstrom 
gemessenen Widerstand R. Es ist 

Die exakte Berechnung ist nur in wenigen Fällen ausführbar. 
Als Beispiel möge eine ebene Kupferplatte betrachtet werden, 

deren Fläche groß gegen ihre Dicke ist, und die von geraden 
parallelen Stromfäden durchflossen wird. Das zugehörige magne
tische Feld hat überall dieselbe Richtung senkrecht zur Richtung 
der Stromfäden. Im Außenraum sei das Feld auf der einen Seite 

z 

Fig. 107. 

homogen, auf der andern Null. 
Dieser Fall liegt ange-

nähert vor bei parallelen Sam
melschienen oder bei Trans
formatoren, die mit rechtecki
gen Kupferschienen bewickelt 
sind. 

Wir legen ein rechtwink
liges Koordinatensystem zu
grunde (I:~~ig. 107). Die Platten
fläche, an der das magnetische 
Feld Null ist, liege in der X Z
Ebene, die Richtung der Feld

stärke falle in die Z-Achse, der Strom in Richtung der X-Achse. 
Für ein unendlich schmales Rechteck ABCD mit den Seiten 

AB= CD= 1, AD= BC = dy, setzen wir das Linienintegral der 
magnetischen Feldstärke längs der Randkurve gleich dem 4n: fachen 
des umschlossenen Stromes. Ist @5 der Vektor der Stromdichte, so 
wird, da die Anteile der kurzen Seiten entgegengesetzt gleich sind, 

- ~ + ( ~ + ~~ dy) = 4n @5 dy, 

daher 0~ "" fJy =4n: itJ • (155) 

Für ein analoges Rechteck a bcd in der XY-Ebene mit den 
Seiten 1 und dy setzen wir das Linienintegral der elektrischen 
Feldstärke längs der Randkurve gleich der zeitlichen Abnahme 
des Induktionsflusses. In dem Leiter ist die elektrische Feld-
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stärke (f =Se, wenn e der spez. Widerstand ist. Da 6 und (f 

sich in der X-Richtung nicht ändern sollen, liefern die kurzen 
Seiten entgegengesetzt gleiche Anteile und es wird 

~-({f+~dy) =- o(~d 11) 
oy ot 

o@ o6 o~ 
ay-=e oy- = at· . . . . . . . (156) 

Für einen einwelligen Strom seien ~ und @3 die Effektivwerte. 
Wir schreiben daher für den Differentialquotienten von ~ nach der 
Zeit symbolisch jw~ 

• C', os 
JW4J=e oy . . . . . . . (156a) 

Differentiiert man GI. 156a nach oy und 

o2 @3 4nw 

setzt Gl. 155 ein, so wird 

oy2 =-e-jS (157) 

und ebenso ~~= 4nw j~ 
oy2 e (158) 

Setzt man 
2n w 

zur .Abkürzung --- = k 2 , 

e 
so wird GI. 158 

02~ =2k2"C', 
oy2 J•e~ • 

Diese Gleichung wird befriedigt durch den Ansatz 

~= 2(s-"Y, 

dann ist 
0~ 02 ~ 2 

. B?l=-a~. ay2=a ~-

Setzt man diesen Wert in Gl. 158a ein, so wird 

a2 =2k2j 

a=+k(1 +j). 

. (158a) 

Die allgemeine Lösung von GI. 158a besteht daher aus zwei Teilen 

~ = 2(1 ek(l+JiY + 2(2 s-k(l+jJy . . • . (159) 

Für y = 0 sollte ~ = 0 sein, daher wird 

~=-2!1 =2( 

. (159a) 
Aus GI. 155 folgt 

s =__!_ 0 ~ = 2!k(l + j) [sk(l+iiY + 8 -k(l+jJy] • (160) 
4n oy 4n 
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Der räumliche Mittelwert der effektiven Stromdichte, dessen Quadrat 
im Nenner von Gl.154 vorkommt, wird nun, wenn d die Dichte 

der Platte bezeichnet, 

il 

_l:_f®dy = -~ [ek(t+j)d_ 8-k(t+Jld] • , • (161) 
d 4nd 

0 

Hierin kann die rechte Seite auf die Form 

gebracht werden, das Quadrat des Effektivwertes ist dann 

a2 + IJ2 = (a+jb)(a-jb). 

Man hat also die rechte Seite von GI. 161 mit dem konjugierten 
Vektor zu multiplizieren, indem man + j durch - j ersetzt. Es wird: 

8 2 = _a2
_ (ek(t+.iJa _ ~::-k(t+Jld) (ek(t-J)<l_ 8 -k(t-j)d) 

16n'Jd2 

Hierin ist a der Modul von 2! und 

Ej2kd -j- E-j21cd 
- -~- .. -. -·-- - = cos 2 k d 2 , 

daher 
a2 

82 = Sn2 d2 (tiof2kd-cos 2kd) . . . (162) 

Im Zähler von GI. 154 steht der räumliche Mittelwert der 
Quadrate der effektiven Stromdichten. Das Quadrat des Effektiv
wertes der Stromdichte für einen Punkt im Abstand y von der 
XZ-Ebene berechnet sich analog mittels Gl. 160. 

Durch ähnliche Umformung wie oben wird 

1) Die hyperbolischen Kosinus und Sinus werden durch (Iof und Gin 
bezeichnet. Tafeln: Ligowski, Tafeln der Hyperbelfunktionen, ferner im 
"Taschenbuch der Hütte". 
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Der räumliche Mittelwert hiervon ist 
d 

1 I 4a2 k2 1 d sy 2 dy = -iß-;;2- 2kd (®in 2 kd + sin 2 kd) 

0 

Endlich erhalten wir 
il 

155 

(163) 

_!l!f[ = 2_JSy2_dy = kd E:>ht 2 kd + si!l2 kd (164) 
R d 82 ~of2kd--cos2kd 

0 

Für kleine Werte von 2kd=2dV2 ~~ = 4:ndV~ kann man die 

Hyperbel- und die Kreisfunktionen in Reihen entwickeln und erhält 
die Näherungsformel 

7 = 1 + q~~4 = 1 + ~~ :ni1- a_4. 
Setzt man für Kupfer e = 1700, so ist für c =50 Perioden 

~'!L= 1 + 0,12 d4 • 

Für eine Kupferplatte von 1 cm Dicke ist also die Erhöhung des 
Widerstandes 12 ° f 0 • 

Für große Werte von 2kd werden ®in und [of einander gleich 
und groß gegen die Kreisfunktionen, dann ist 

R;{=dV2~w· 
Der Widerstand wächst proportional der Wurzel ans der Frequenz. 

l<'ür zylindrische Leiter 1) ergibt die Rechnung Besselsche 
J<'unktionen. Angenähert ist, wenn d der Durchmesser ist, 

-i~= 1 + -}(" ~r 

(165) 

Ist der Drahtdurchmesser z. B. d = y2 cm, so wird für 50 Perioden 

Reff 
R=1,üü7. 

1) S. W. Thomson, Electrician London Bd. 25, 1890, S. 510. ETZ 1890, 
S. 661. Ste:fan, Wiedem. Annalen Bd. 41, S. 400ff. 
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Bei hohen Periodenzahlen wird dagegen 

l~t = k : =;~V: . 
Diese GI. 164-165 gelten nur, wenn keine Beeinflussung der 

Leiter durch benachbarte Felder erfolgt. 
Bei verseilten Kabeln 1) z. B. findet eine gegenseitige Beein

flussung statt, die größte Stromdichte tritt au den einander zu
gewandten Teilen auf. Eine einseitige Stromverdrängung tritt bei 
Stäben in Ankernuten 2) auf; am Nutengrund ist das Feld am 
schwächsten und die Stromfäden drängen sich nach der Nutöffnung. 

Liegen in der Nut n in Reihe geschaltete Stäbe übereinander, 
so ist nach Field und Emde 2) für die ganze Nut 

worin 

Reff ( ) + n2 
- 1 ( ) R= qJ X --3-'ljJ X' 

cp(x)=x ®i~_2:r:fsin 2x 
[of2x-cos 2x 

®inx-sin x 'tf(x)=2x--- --
[of x+ cos x 

x=h~/2n:~-~. 
h ist die Höhe eines Stabes, b die Nutenbreite, b' die Kupferbreite. 

1 ) G. Mie, Wiedemanus Annalen 1900, S. 201. 
Über die Stromverdrängung bei zwei parallelen Platten s. Cohn, Das 

elektromagnetische Feld, S. 465; bei parallelgeschalteten Platten Sehnmann 
E. u. M. 1913, Heft 30, 31; bei Spulen und Rollen, Sommerfeld, Annalen' 
d. Physik 1904 und 1907. 

2) s. A. B. Field, Proc. of the American Institution of E1ectrical Engineers 
Bd. 24, 1905, S. 659; F. Emde, Elektrotechnik und Maschinenbau 1908, S. 703. 
Rogowski, Archiv f. Elektrotechnik 1913, S. 81, weist auf eine kritische Höhe 
der Leiter in der Nut hin, die nicht überschritten werden darf und das Mini
mum der Verluste darstellt. 



Zehntes Kapitel. 

Wechselstromkreise mit Eisen. 

55. Der Erregerstrom. - 56. Eisenverluste. - 57. Vektordiagramme des 
Transformators. - 58. Das magnetische Feld einer Maschine mit verteiltem 
Eisen. - 59. Erzeugung eines Drehfeldes. - 60. Energieübertragung durch 

das Drehfeld. 

55. Der Erregerstrom. 

1. Magnetisierung mit Gleichstrom. 

In Kap. I, S. 13 wurde aus dem elektromagnetischen Grund-
gesetz 

J S) dl=0,4 :niw 

das "Ohmsche Gesetz des magnetischen Kreises" 

iw=iP R =tP l., 
X X X 0,4 :Tl/,(, qX 

abgeleitet, worin tP., der Fluß eines Induktionsrohres, lx seine Länge, 
q., der Querschnitt, p, die Permeabilität des Mediums ist. 

Verläuft der Fluß in Eisen, J& 

~ ~ 
1--

!&"'~ 

' / 
I ',V I 

a ~31/tM I 

' 

so ist p veränderlich. Fig. 108 1"'000 

zeigt die Magnetisierungskurve 12000 

m = f (S'J) und die Permeabilitäts- 1oooo 
kurve p = f (S)) für Eisenblech. 8000 

Der Verlauf der Induktions-
6000 

1/_ ' ' <" 
röhren ist nur in wenigen Fällen 
genau bestimmbar. 

Als einfaches Beispiel möge 8ooo 
der Eisenring nach Fig. 109 dienen, 
der mit einer gleichförmig aufge
wickelten Spule versehen ist, die 

I 
I 
I 

I I 
iJ 

8 

von einem konstanten Strom J durchflossen 

',, 
,, - 1000 --

I 

lf 6 8 10 18 1/f '15~ 

Fig. 108. 

ist. Hier verläuft fast 
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der ganze Induktionsfiuß im l~isen. Die Kraftlinien sind konzen
trische Kreise, für die S;) konstant ist. Es ist 

0 

0,4nJw 
S'dx= ---:r;-;;- · 

Trägt man zu jedem Radius x den zu 
d er Feldstärke S)x gehörigen Wert der 
Induktion )8x auf, so erhält man die 
Verteilung der Induktion über die 
Breite b des Ringes, die je nach der 
Stelle der Magnet.isierungskurve, an der 
man arbeitet, einen von der S;)-Kurve 
abweichenden Verlauf hat. Der Induk
tionsfluß im Eisenkern ist nun 

Ist die Breite b des Eisenringes klein 
gegen den Durchmesser D, so kann 
man die Induktion über die Breite als 

Fioo. 109. konstant annehmen, d. b. man betrachtet 
den ganzen Ring als ein Induktions

rohr. Die mittlere Länge ist l = nD und 

S) -~~nJw 
- l ) 

und für diesen Wert entnimmt man der Magnetisierungskurve den 
zugehörigen mittleren Wert der Induktion j8 und erhält den Fluß 

<P=mQ. 

Nach diesem angenäherten Verfahren rechnet man bei technischen 
magnetischen Kreisen z. B. bei Maschinen und Transformatoren ge
wöhnlich, indem man den mittleren magnetischen Kraftlinienweg 
zugrunde legt. Für die zugehörige mittlere Induktion entnimmt 
man die "Amperewindungen für 1 cm" 

Jw 1 
aw=- = --S;)=O 8 S;) 

l 0,4n ' 

der Magnetisierungskurve, bei der dann zweckmäßig als Abszissen 
nicht S;) sondern aw = 0,8 S) aufgetragen wird. 

Besitzt der magnetische Kreis mehrere Teile von ungleichem 
Querschnitt und verschiedener Permeabilität (s. Fig. 110), wobei 
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auch Lufträume vorhanden sein können, so berechnet man für 
einen gegebenen Fluß P die Induktionen 

usf. 

entnimmt hierfür die Amperewindungen pro cm aw1 , aw2 ••• (J<!r 
Magnetisierungskurve und erhält die gesamte magnetomotorische 
Kraft 

Jw=aw1 l1 + aw2 l2 + ... 
I-Herbei ist noch folgendes zu berück
sichtigen. 

Ist ein Luftraum vorhanden , so 
verbreitert sich der Kraftfluß an der 
Übertrittsstelle, wie bei c in :B'ig. 110 
angedeutet ist. Dies wirkt wie eine 
geringe Vergrößerung des Querschnittes. 
Ferner kann ein geringer Teil der In
duktionslinicn, wie bei a und b ange-

,--------iy--€~-- ----- -~, 

~~~·~~~~z,•,--------~c~c:~~,ß 

I ' 
I ' 

: __ q__ lzlez 
~6:e6 : 

I I 

deutet, sich um die Erregerspule 
schließen, ohne den ganzen magneti-
schen Kreis zu durchlaufen. Diesen Teil 
des Flusses nennt man Streufluß, er 

I : 
I, ./ 

........ ________ _ 
Fig. llü. 

bewirkt, daß der gesamte Fluß in jenen Teilen des magnetischen 
Kreises, auf denen die Erregerspule liegt, etwas größer ist als in 
den übrigen. 

2. Zyklische Magnetisierung. 

Wird das Eisen zyklisch magnetisiert, indem man die Feld
stärke S) allmählich zwischen zwei gleichgroßen Grenzwerten von 
entgegengesetzter Richtung + S)max verändert, 
so gehören zu jedem zwischen den Grenzen 
liegenden Wert von S) wegen der Remanenz 
des Eisens vet·schiedene Werte der Induk
tion j8, je nachdem der Wert von S) bei auf
steigender oder bei absteigender Magnetisie
rung erreicht wird. 

Der Zusammenhang zwischen 18 und S) 
für zyklische Magnetisierung wird durch die 
Hysteresisschleife (:B'ig. 111) dargestellt. 
Bei steigender Magnetisierung von - S)max bis 
-t- S)max wird sie längs ABGD, bei abnehmen
der liings DEPA durchlaufen. Dem Wert 

ll 

Fig. 111. 



160 Wechselstromkreise mit Eisen. 

S)=O entspricht eine Induktion OE=OB, die als Remanenz 
bezeichnet wird . Um die Induktion Null herzustellen, ist eine 
Feldstärke OC= OF erforderlich. Sie heißt Koerzitivkraft. Die 
Induktion ist daher keine eindeutige Funktion der Feldstärke, sie 
hängt von der Remanenz ab, die bei der vorhergehenden Magneti
sierung zurückgeblieben ist Die Magnetisierungskurve (Fig. 108), 
die für S) = 0 bei ~ = 0 beginnt, kann daher nur erbalten werden , 
wenn das Eisen zuvor vollständig entmagnetisiert war. Sie heißt 
die "jungfräuliche Magnetisierungskurve". 

Jedem Wert von SJmax entspricht eine andere Hysteresisschleife, 
und die Spitzen aller Hysteresisschleifen liegen auf der jungfräu
lichen Kurve. 

3. H y s t eresisar bei t. 

Einer Änderung der Induktion um d~ entspricht nach Max
well eine Zunahme der magnetischen Energie in der Volumenein-

heit um ~ S) d ~. Bei Medien mit konstanter Permeabilität f-l er · 
4n 

gibt sich hieraus der wiederholt verwendete Ausdruck für den 
Energiegehalt des Feldes (s. S. 17). Bei Eisen ist die Magnetisierungs
kurve zugrunde zu legen. 

Wächst die Feldstärke von S)1 bis S)2 , die Induktion von ~1 bis 
~2 , so ist die Energiezunahme für die Volumeneinheit 

1 

.v. 

41:n:IS)d~ . 
.v. 

Sie ist gleich dem ~fachen der Fläche 
4:n 

A1 ~1 ~2 A 2 in Fig. 112. Geht die Induktion 
von ~2 auf ~1 zurück, so verläuft die Magne
tisierung längs der Hysteresisschleife bis ~/. 
der die Feldstärke S)3 entspricht. Die zurück
gegebene Energie für die Volumeneinheit ist 

4 :n mal der Fläche A1 ~/~2 A2 , also um das schraffierte Stück 

kleiner als die zugeführte Energie. Dieser Teil bleibt zurück, er 
ist im Eisen in Wärme umgewandelt. Bei zyklischer Magnetisie
rung ist daher die in Wärme umgewandelte Energie bei jedem 

1 
Zyklus gleich dem 4 :n fach en der von der Hysteresisschleife um-

ah=~fS)d~ 
4n 

grenzten Fläche. 
. . . . . . (166) 

0 
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ist die Hysteresisarbeit für einen Zyklus in der Volumeneinheit. 
Sind ~ und )S in absoluten l~inheiten gemessen, so wird die Hysteresis
arbeit in Erg erhalten. 

4. Magnetisierung mit Wechselstrom. 

Wird die Spule des Eisenringes (Fig. 109) an eine Wechsel
spannung angeschlossen, so wird das I~isen durch den Wechsel
strom zyklisch unmagnetisiert. 

Während bei Gleichstrom die Spannung nur den Ohmsehen 
Spannungsabfall zu decken hat, ist bei Wechselstrom auch die EMK 
der Selbstinduktion zu überwinden. Da hier L keine Konstante ist, 
schreibt man die Spannungsgleichung in der Form 

d<l> 
Jl=·iR+w it p67) 

wobei der Zusammenhang zwischen <1> und ·i durch die Hysteresis
schleife gegeben ist. 

Ein angenähertes Bild über den Verlauf des Stromes erhält 
man, wenn man i R vernachlässigt, was in vielen Fällen zulässig 
ist. Dann ist 

Setzt man eine einwellige Spannung voraus, so ist 

p = pmsin wt 

<1> =fpdt =- _P_,_n_ cos wt =- tP cos wt 
W (JJUJ m ' 

worin 

die Amplitude des ebenfalls einwelligen Flusses ist. In l!~ig. 113 
ist die Welle des Flusses aufgetragen und zu jedem Wert von 
tP der Hysteresisschleife der zugehörige Strom i entnommen. Er 
hat bei sinusförmiger Spannung eine spitze, stark verzerrte Form. 
Er ist zut· Amplitude des "B'lusses nicht symmetrisch, und die Null
durchgänge der Stromkurve sind wegen der H.emanenz gegen die 
des Flusses voreilend. 

Würde die U mmagnetisierung ohne Hysteresis nach der mitt
leren punktierten Kurve OB in Fig. 113 verlaufen, so erhielte man 
die symmetrische Stromkurve i 1, (J<~ig. 114), die mit dem Fluß in 
Phase ist, die Hysteresis bedingt die um 90° dagegen voreilende 
Komponente ih. ih und i 1, ergeben zusammen die Stromkurve i 
in Fig. 113. 

Frarnrkel, \Vt~~hselströme. 11 



162 Wechselstromkreise mit Eisen. 

Der Magnetisierungsstrom kann also iu zwei Komponenten zer
legt gedacht werden, iP- ist gegen die Spannung um 90° verzögert, 

~~<'ig. 113. 

ih iu Phase mit der Spannung. Das Produkt aus Spannung und ih 
stellt den Leistungsverlust durch die Hysteresis dar. Bei c Um

Fig. 114. 

magnetisierungen in der Sekunde ist er 
für die Volumeneinheit 

wh = c ah = c _!_fs:;, d)S Erg/Sek -l. 
4:n: 

0 

Bei Ermittlung der Stromkurve waren wir 
d@ 

von einer sinusförmigen Spannung w Tt 
ausgegangen. Addiert man zu ihr den Ohm

sehen Spannungsabfall i R, der ebenso wie der Strom verzerrt ist, so ist 
die Klemmenspannung nicht mehr sinusförmig. Umgekehrt bewirkt 
der Ohmsehe Spannungsabfall bei sinusförmiger Klemmenspannung, 

d@ 
daß w dt und ([> nicht mehr sinusförmig sind. Es zeigt sich, daß 

d@ 
w dt spitzer wird, also einen größeren :B~ormfaktor hat als die 

Sinuskurve. Nun ist nach Kap. I, S. 10 die Amplitude des Flusses 

E108 
([> =--

m 4cwf' 

bei gegebener effektiver EMK Eist sie dem Formfaktor {umgekehrt 
proportional. @m wird also bei spitzerer Spannungskurve kleiner, 
und ebenso wird der Magnetisierungsstrom kleiner. 

Schaltet man vor die Spule einen Ohmsehen Widerstand, so 
zeigt sich, daß bei gleicher effektiver Spannung an der Spule der 
Magnetisierungsstrom kleiner geworden ist. Bei sehr hohen Sätti-



Der Erregerstrom. 

gungen, wie sie bei 'l'ransformatoren besonders für kleine Perioden
zahlen (15) verwendet werden, zeigt sich diese Erscheinung schon 
bei kleinen Vorschaltwiderständen (Strommesser und Wattmeter). 

5. Wirbelströme. 

Eine weitere Erscheinung bei der Ummagnetisicrung mit Wechsel
strom sind die Wirbelströme. Das Wechselfeld induziert ebenso 
wie in der Erregerspule auch im Eisenkern (Fig. 109) elektro
motorische Kräfte. Hierdurch werden Ströme im Eisen hervorgerufen, 
deren Bahnen im Eisenquerschnitt ähnlich verlaufen wie die Strom
bahn des Erregerstromes am Rande des Querschnitts. Durch diese 
Wirbelströme wird das Eisen erhitzt, und um sie klein zu halten, 
wird der Eisenquerschnitt aus Blechen zusammengesetzt, die durch 
Papierisolation voneinander getrennt sind. 

Für Dynamomaschinen und 'fransformatoren werden Bleche in 
Stärken von 0,5 bis 0,3 mm verwendet. Auch bei so feiner Unter
teilung werden die Wirbelströme nicht vollständig unterdrückt. 
Sie wirken auf den Erregerstrom zurück wie der sekundäre Strom 
eines Transformators auf den primären (s. Kap. IX) und bedingen 
daher eine Vergrößerung dieses Stromes. 

Nach den Versuchen von Gurulieh und Rose 1) ist ein Unter
schied zwischen der Magnetisierung mit Gleichstrom und der mit 
Wechselstrom, bei Periodenzahlen von 15 bis 50, nur bei Induk
tionen bis 12000 bis 15000 nachweisbar. Er zeigt sich darin, daß 
bei gleicher Feldstärke die Induktion bei Wechselstrom etwas 
kleiner ist als bei Gleichstrom. 

Die Unterschiede sind aber sehr klein und verschwinden bei 
höherer Sättigung ganz. Bei hohen Periodenzahlen äußert sich da
gegen die Rückwirkung der Wirbelströme in größerem Maße. 

6. Magnetisierung bei Mehrphasenströmen. 

Die spitze Kurve des Magnetisierungsstromes nach Fig. 113 
und 114 enthält eine sehr große dritte Oberwelle. Die Kurve i"" 
in Fig. 114 hat die Gleichung 

i= 100 sinx- 40sin3x+ 10,1 sin 5 x- 3,46 sin 7 x + ... 
Die Amplitude der dritten Oberwelle ist also 40°/0 von der 

Grundwelle, bei höheren Sättigungen kann sie noch größer werden. 
Schaltet man die Erregerspulen von drei magnetischen Kreisen 

in Sternschaltung an ein Dreiphasennetz (s. Fig. 115), so kann nach 
Kap. VIII die dritte Oberwelle des Stromes nicht fließen. Die Folge 
davon ist, daß der Fluß in jedem der drei magnetischen Kreise nicht 

1) ETZ 1905, S. !)03 ff. 
11* 
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mehr sinusförmig sein kann. Addiert man zu dem Strom bei ein
phasiger Erregung eine dritte Oberwelle, die entgegengesetzt gleich 

Fig-. llf>. 

ist der vorhandenen, so ergibt sich in erster An
näherung die Form des Stromes bei dreiphasiger 
Erregung. Dieser gedachte hinzugefügte Strom 
von dreifacher Periodenzahl erzeugt einen Fluß 
und eine Spannung von dreifacher Periodenzahl 
nebst Oberwellen. In den (verketteten) Linien
spannungen heben sich diese Spannungen von 
dreifacher Periodenzahl wieder heraus. 

Man kann sie getrennt erhalten, wenn man 
um die drei Kerne je eine Prüfspule a in Fig. 115 
legt und diese drei Spulen hintereinanderschal
tet. Die Grundwellen der Spannungen sind um 
120° phasenverschoben und ergeben als Summe 
Null, die Oberwellen von dreifacher Periodenzahl 
sind gleichphasig und addieren sich. 

Da sich die Effektivwerte der Oberwellen quadratisch addieren, 
werden die Effektivwerte der Grundwellen der Phasenspannung und 
des Flusses nur wenig kleiner als die Effektivwerte der resultieren
den Wellen; da nun zur Erzeugung dieses Flusses die von der 
dritten Oberwelle herrührende Spitze des Magnetisierungsstromes 
fehlt, muß die Grundwelle des flacheren Stromes entsprechend größer 
sein, d. h. der Effektivwert des Magnetisierungsstromes ist bei gleicher 
Induktion größer, wenn man die drei Kerne in Sternschaltung mit 

Fig. 116. Magnetisierungsstrom. 

a einphasig, b dreiphasig. 

Dreiphasenstrom erregt, als 
wenn man jeden für sich mit 
Einphasenstrom erregt. 

Die Oszillogramme (Fig. 
116) zeigen den spitzen ein
phasigen und den flachen 
dreiphasigen Erregerstrom, 
die an ein und demselben 
Induktionsmotor aufgenom
men wurden, der eine bei 
Anschluß aller drei Phasen 
an ein Dreiphasennetz, der 
andere bei Unterbrechung 

einer Phase, so daß die beiden übrigen in Reitenschaltung mit 
Einphasenstrom erregt waren. In beiden Fällen war die Sättigung 
gleichgroß; der Effektivwert des dreiphasigen Magnetisierungsstromes 
war aber um 30°/0 größer als der des einphasigen. 

Bei den dreiphasigen Induktionsmotoren und Transformatoren 
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sind die drei Flüsse der einzelnen Phasen nicht wie 
der Fig. 115 getrennt, sondern, wie Fig. 117 für einen 
transformator zeigt, durch die gemeinsamen J ochc 
J- J verkettet. Die Flüsse von dreifacher Perio
denzahl sind gleichphasig, d. h. in jedem Augen
blick in den drei Kernen gleichgerichtet; in den 
Jochen wären sie cinandt~r eutgegengl~Setzt gerich
tet, sie können sich also nicht d ur eh die Joche 
schließen, sondern sie treten aus den Kernen aus 
und schließen sich teils durch die Luft, teils 
durch benachharte Eisenteile des Gehäuses und 
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im Beispiel 
Dreiphasen-

~'ig. 117. 

verursachen hier und besonders dort, wo sie senkrecht zur Unter
teilung aus den Kernen austreten, zusätzliche Wirbelstromverluste. 

7. Berechnung des effektiven Erregerstromes. 

Für praktische Zwecke ist die Kenntnis des effektiven Erreger
stromes, z. B. eines Transformators oder Motors am wichtigsten, 
weil dieser gemessen wird. Ist aber schon die Form des Stromes 
unsicher zu bestimmen, so gilt dies ebenfalls von dem Effektivwert. 
Man erkennt aber aus den Oszillogrammen Fig. 116, daß bei ein
phasiger und dreiphasiger Erregung grundsätzlich \·erschieden ver
fahren werden muß. 

Bei einphasiger Erregung verwendet man am zweckmäßigsten 
eine dynamische Magnetisierungskurve, die den Effektivwert der 
Induktion als Funktion der effektiven Amperewindungen für 1 cm 
enthält und die an einem Probering, etwa nach Fig. 109, mit Wechsel
strom gemessen wird. 

Bei Dreiphasenstrom mit Sternschaltung nähert sich dagegen 
der Mag·netisierungsstrom viel mehr der Sinusform. Man geht 
dann besser von der Amplitude der Induktion aus und berechnet 
hierfür die Amperewindungen mittels einer mit Gleichstrom auf
genommenen Magnetisierungskurve. Den Effektivwert erhält man 

durch Division mit dem Scheitelfaktor der Sinuskurve, d. h. mit V2. 
Aus dem großen Einfluß, den die Form der Spannungskurve 

bei hohen Sättigungen auf den Magnetisierungsstrom hat, erkennt 
man aber, daß selten eine gute Übereinstimmung zwischen be
rechnetem und gemessenem Strom zu erwarten ist, ein Umstand, 
der häufig den Stoßfugen in den Blechen zugeschrieben wird, deren 
Wirkung aber gegen die hier erörterten Einflüsse meist verschwindet. 
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56. Eisenverluste. 

1. Berechnung der Hysteresis verl ustc. 

Die Leistung, die durch Hysteresis verloren wird, ist für 1 ccm 

wh =cah, 

worin ah die Hysteresisarbeit pro Zyklus ist (s. Gl. 166). 
Nach einem von Steinmetz aufgestellten empirischen Gesetz 

ist der Hysteresisverlust proportional der 1,6. Potenz der Amplitude 
der Induktion; für 1 ccm ist 

oder 

1a I - 1 ( ) wh = 1) cB;. Erg Sek . . . . . . 168 

l,ti -7 
wh = 1) cBm 10 Watt. 

Setzt man das Volumen in cdm ein, so wird für V cdm 

wh =YJ C~6) (1! 0Y'6v-10- 2 ·1000 1•6 watt. 

17-10- 2 ·10001•6 = 631 rJ, 

wird mit ah bezeichnet, dann ist 

Wh= a,. (i~o) (1!0r6 
V Watt . (169) 

Die Hysteresiskoeffizienten für Dynamoblech sind 

r; =0,001 bis 0,0015, 

oh=631·1)=0,631 bis 0,947. 

2. Wirbelstromverluste. 

Bei kleinen Periodenzahlen ist die Rückwirkung der Wirbel
ströme klein, und folgende angenäherte Rechnungen geben ein Bild 

~d-. ' 

Fig. 111'. 

über die Verluste. 
In einem runden Eisendraht (Fig. 118) sei die Rich

tung der Induktion senkrecht zum Querschnitt und 
überall gleich groß. 

Die Wirbelstromfäden verlaufen kreisförmig um 
die Achse. 

Ein Zylinder vom Radius x, der Höhe 1 cm und 
der Stärke dx hat einen Widerstand 

2nx 
R =o --

"' " dx ' 

worin (! der spez. Widerstand des Eisens ist. 
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Der Fluß in dem Zylinder ist 

Die EMK ist 

ex = 4 fc <Pm 10-8 = 4 ;n; c fx 2 Bm l0-- 8, 

daher der Verlust 

2 16 2 2 (2 4 B 2 
~ = ;n; c x "' dx 10-16 
Rx e·2:n:x 

8 :rc c2 [2 x 3 B 2 

=--------m dx l0-16, 
e 
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d 
Integriert man von x = 0 bis x = 2 und dividiert durch das 

;n; d2 
Volumen so erhält man den Verlust für 1 ccm 

4' 
1 c2 

w =--{2 d2 B 2 10- 16 Watt 
w 2 Q m . (170) 

Der Verlust ist proportional dem Quadrate der Periodenzahl, 
der Induktion, der Drahtdicke und des Formfaktors, dagegen dem 

spez. Widerstand umgekehrt proportional. 
Eine ähnliche Rechnung läßt sich für ein ebenes Blech (Fig. 119) 

anstellen. Die Wirbelstromfäden verlaufen bei gleichmäßiger In

duktionsverteilung parallel zu den Längsseiten symmetrisch zur 
Mittellinie. Ist die Plat
tendicke Ll klein und die 
Ausdehnung der Platte 
groß, so kann der Wider
stand des kurzen Stückes 
in Richtung der Blech
dicke vernachlässigt wer

Fig. 119. 

den. Eine rechteckige Schleife von 1 cm Länge, die von Strom

fäden im Abstand x symmetrisch zur Mittellinie begrenzt wird, um
schließt einen Fluß 

Die EMK ist 
e.,= 4fcBm 2 x 10- 8, 

der Widerstand für 1 cm Blechtiefe unter Vernäcblässigung der 
2(2 

kurzen Seiten R" = d;;-, daher der Verlust 

e2 16 J; =- ( 2 c2 B;:. 2 x 2 dx 10-16 Watt. 
" e 
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LI 
Integriert man von x = 0 bis x = 2 , und dividiert durch das 

Volumen .1, so erhält man für 1 ccm 

4 c2 
10 =--{2ß2,121Q-16Watt. 

w 3 (} m 
. . (171} 

Diese .B'ormel unterscheidet sich von der für den runden Draht 
nur durch den Faktor -h- statt t, und dadurch, daß die Blech
dicke .1 an Stelle der Drahtdicke d steht. 

Setzt man d und LI in mm, das Volumen V in cdm, so wird 
der Wirbelstromverlust für V cdm 

Ww=aw(.1 1 ~01!0 rYvwatt ..... (172) 

worin der Koeffizient 
1 4 1 

aw = 2e bzw. 3 e 10-5 ist. 

l<'ür Schmiedeeisen ist e"' l0-5 Ohm für 1 ccm, daher 

aw = 0,5 für runden Draht, 

aw = 1,33 für Bleche. 

Die neuerdings verwendeten siliziumhaltigen (2 bis 4°/0) sog. 
legierten Bleche haben einen spez. Widerstand von etwa 

e = 5 ·10- 5 Ohm für 1 ccm. 

Die Koeffizienten aw sind hierfür 5 mal so klein. Auch sind 
die Hysteresisverluste bei legierten Blechen etwas kleiner als bei 
gewöhnlichen Blechen. 

Die Permeabilität der legierten Bleche ist bei kleinen Induk
tionen etwas höher, bei großen niedriger als bei gewöhnlichen 
Blechen. 

Nach neueren Versuchen 1 ) scheint der Hysteresiskoeffizient um
gekehrt proportional der maximalen Permeabilität zu sein. 

Bei hohen Periodenzahlen bedingen die Wirbelströme eine Ver
drängung der Induktionslinien an den Rand des Bleches, eine 
analoge Erscheinung zu der Stromverdrängung in massiven Leitern. 
Nach J. J. Thomson 2) ist für eine ebene Platte von der Dicke LI cm, 
in der die Induktion senkrecht zur Blechdicke verläuft, im Ab
stand x von der Mittelebene, wenn B die Induktion am Blech
rand ist, 

1 ) Zickler, Elektrotechnik und Maschinenbau, 1913. 
2 ) The Electrician, Bd. 28, 1892, S. 599. 
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B" -y~of2kx+cos2kx ----- ------------------- .. 

B ~of k LI + cos k LI 
(173) 

worin 

ist. Die Permeabilität fl ist hierin konstant gesetzt. Für e = 10--a 
und fl = 2000 zeigt Fig. 120 die Vertellung der Induktion in einem 
Blech von 0,5 mm Dicke bei 100 und 
1000 Perioden i. d. Sek. Im ersten Fall ist 
die Abweichung in der Mitte nur 2°/0 von 
der maximalen, im zweiten Fall ist die 
Induktion in der Mitte nur 43°/0 von der 
am Rande. 

Auch bei kleinen Periodenzahlen sind 
die tatsächlichen Eisenverluste meist größer 
als die nach Formel 169 und 172 berechne
ten, erstens, weil die Induktion nicht gleich
mäßig über den Querschnitt des ganzen 
Blechpaketes verteilt ist, zweitens, weil 

1,0 

0,8 

o,z 

0 

B.x 
8 

\ 
_l 

I 

~~ 
10{J 

j i 
I 

['-.... ~"jfOl! _./ 
-----

I 

I 
; 
I 

Fig. 120. 

bei der Bearbeitung die Isolati'on zwischen den Blechen beschädigt 
wird und leitende Brücken hergestellt werden, endlich weil bei Stoß
fugen, Übergängen, ein Teil des Flusses senkrecht zur Lamellicrung 
aus den Blechen austritt, wodurch die Verluste wesentlich steigen. 
Auch die Streuflüsse, die in benachbarte massive Konstruktionsteile 
eintreten, verursachen Verluste, die man alle als zusätzliche Ver
luste bezeichnet. 

Verlustziffer. 

Man ist übereingekommen, die Qualität des Eisens durch eine 
Verlustziffer anzugeben, die den gesamten Verlust für 1 kg Eisen 
bei 50 Perioden und 30° C bei einer bestimmten Induktion angibt. 
Nach den Vorschriften des V. d. E. ist die Verlustziffer bei 
Bm = 10000 (V10) und bei Bm = 15 000 (V15) anzugeben. 

Das spez. Gewicht wird, wenn nicht besonders bestimmt, für ge
wöhnliche Bleche zu 7, 7, für legierte zu 7,5 angenommen. 

Mit den angegebenen Konstanten ah = 0,8, aw= 1,3 wird für 
Eisenblech von LI= 0,5 mm für Bm = 10000, c= 50 

V10 = 0,8·0,5 ·101•6 7\ +1,3·(0,5·0,5 ·1,11·10)2 7\ = 3,4 Watt/kg, 

' ' 
für ein legiertes Blech mit ah = 0,6, aw = 0,27 

V10 = 1,8 Watt/kg. 
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Untersuchung und Trennung der Eisen verluste. 

Von den verschiedenen Apparaten zur Untersuchung der Eisen
verluste in Blechen, die von Epstein 1), Möllinger 2), Richter 3) 

angegeben sind, ist der erste z. Z. am meisten verwendet. 

Hierbei werden vier Blechpakete aus Streifen von 50 cm Länge, 
3 cm Breite und 3 cm Pakethöhe zu einem quadratischen Rahmen 
zusammengesetzt und an den Ecken mit kräftigen Klammern zu
sammengestoßen, um eine möglichst geringe Wirkung der Stoßfugen 
zu erhalten. Jedes Paket ist mit einer Spule versehen, die an eine 
möglichst sinusförmige Spannung angeschlossen wird. Aus Span
nung P und Periodenzahl c bestimmt man die Amplitude der In
duktion 

B =}fiPlOs 
"' 2ncwQ · 

Schaltet man vor die Spule einen Leistungsmesser, so ist von 
der gemessenen Leistung zunächst der Stromwärmeverlust J2 R in 
der Enegerwieklung abzuziehen, um die Eisenverluste zu erhalten. 
Da diese Korrektur aber groß ist, wird die Messung genauer, wenn 
die Pakete eine zweite Wicklung von gleicher Windungszahl wie 
die Errt-gerwicklung erhalten. In beiden Wicklungen wird die
selbe EMK E induziert; an die zweite Wicklung wird nur die 
Spannung·sspule des Wattmeters (und event. das Voltmeter) ange
schlossen, während die Stromspule im Erregerstromkreis liegt. Die 
nun gemessene Leistung ist gleich den Eisenverlusten vermehrt um 
den kleinen Verlust in der Spannungsspule des Wattmeters und im 

E2 
Voltmeter, die sich aus R leicht berechnen und abziehen lassen. 

Trägt man die Eisenverluste fiir konstante Periodenzahl als 
Funktion der maximalen Induktion auf, so erhält man die nicht 

.ganz quadratisch ansteigende Kurve Fig. 121. 

Die Trennung der Verluste in Hysteresis- und Wirbelstrom
verluste beruht auf deren Abhängigkeit von der PeriodenzahL 

Ändert man Spannung und Periodenzahl in gleichem Maße, so 
bleibt die maximale Induktion konstant. Da die Hysteresisverluste der 
Periodenzahl c, die Wirbelstromverluste dem Quadrat von c pro
portional sind, ist der gesamte Verlust bei konstanter Induktion: 

W = W, + W = k c -t- k c2 
h 'W 1 2 • 

1) E'l'Z 1\JOO, S. 303, s. auch Gumlich u. Rogowski E'l'Z 1912. 
2 ) ETZ 1901, S. 379. 
3) ETZ 1902, S. 491. 
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Daher ist 
w w w 
-=-l!+~=k +k c. 
c c c 1 2 

w 
- stellt als Funktion der Periodenzahl eine gerade Linie 
c 

(Fig. 122) dar; ihr Schnitt mit der Ordinatenachse (c = 0) ergibt 
w 

die Ordinate k1 = -..!!. den Hysteresisverlust pro Periode. Der Ab-
c stand der Geraden von einer Paral-

o z ~ 6 a m 
Fig. 121. 

Ielen zur Abszissenachse durch den 
Schnittpunktmitder Ordinatenachse 

lV 
ist -..!!! 

c 
w c 

i I 
O,Oti - ·- -j-·---r ----t---c=l--"9--

j __ . 

0,0~ ·-;:::'"' -

I 
0,02 -~h, 

' I 
! ___._... c 

0 10 20 Jo •o so tiO 

Fig. 122. 

Die Gerade biegt bei höheren Periodenzahlen ab, was auf die 
Schirmwirkung der Wirbelströme zurückgeführt wird. 

57. Die Vektordiagramme des Transformators. 

Die technischen Transformatoren besitzen einen geschlossenen 
magnetischen Kreis aus Eisen, auf den die primäre und sekundäre 
Spule aufgewickelt sind. Fig. 123 und 124 zeigen die wichtigsten 

Fig. 123. Kerntransformator. Fig. 124. Manteltransformator. 

Typen der Einphasentransformatoren, die Kerntype und die 
Mantel type. 

Im Gegensatz zum Lufttransformator geht man hier nicht von 
den Koeffizienten L und M aus, die hier nicht konstant sind, 
sondern von dem Induktionsfl.uß. Der größte Teil des Flusses ver
läuft ganz im Eisen und ist daher mit den primären und seklm-
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dären Windungen in gleichem Maße verkettet. DiesPr Teil ist der 
Hauptfluß W. Er induziert in den Wicklungen die EMKe 

dW 1) 
--e =-w-

l 1 d t 

Ist die Sekundärwicklung offen, die primäre an das Netz an
geschlossen, so nimmt diese den Magnetisierungsstrom ia zur Er
regung des Hauptflusses auf. Da er nur einen sehr kleinen Spannungs
abfall hat, ist -- e1 sehr nahe gleich der primären Klemmenspannung, 
aber ihr entgegengcrichtet. 

Die EMKe verhalten sich wie die Winduugszahlen, 

. (174) 

Das Verhältnis der Spannungen bei offener Sekundärwicklung 
ist sehr nahe gleich dem Übersetzungsverhältnis. 

Ist die sekundäre Wicklung über einen Belastungswiderstand 
geschlossen, so muß, damit der Fluß bestehen bleibt, die Summe 
der primären und sekundären MMKe gleich den zur Erregung des 
Flusses erforderlichen Amperewindungen sein. Es ist 

und 
. w2 

i 1 = ia -- ~0 - • 

" wt 

Der primäre Strom i 1 setzt sich also zusammen aus dem Magneti
sierungsstrom ia und einem Strom, der entgegengesetzt gleich dem 
(auf die primäre Windungszahl reduzierten) Sekundärstrom i2 ist; 
er möge als primärer Belastungsstrom i 2 ' bezeichnet werden. 

. (175) 

Durch Multiplikation von Gl. 174 und Gl. 17 5 wird 

der sekundär abgegebenen Leistung - i2 e2 entspricht eine primär 
aufgenommene Leistung e1 i/. 

1 ) Wir b8zeichnen im Folgenden die induzierte EMK mit dem negativen 
Vorzeichen, sodaß die ihr entsprechende Komponente der primären Klemmen· 
spannung das positive Vorzeichen erhält. 
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Die Gleichungen gelten für die Momentanwerte also unabhängig 
von der Kurvenform. 

Außer dem Hauptfluß erzeugen primäre und sekundäre Ampere
windungen Streuflüsse, die nur zum 'l'eil oder gar nicht im ~~isen 

verlaufen und sich um die Spulen durch die Luft schließen. Sie 
sind teils nur mit primären oder sekundären Windungen verkettet, 
teils mit beiden. Auf die Streuflüsse der letzten Art wirkt die 
Summe der mit ihnen verketteten primären und sekundären Ampere
windungen, die einander entgegengerichtet sind. Je nachdem also 
primäre oder sekundäre Amperewindungen überwiegen, sind diese 
- als doppelt verkettete Streuflüsse - benannten Teile zu dem 
primären oder dem sekundären Streufluß zu rechnen. 

Da die Streuflüsse längere Luftstrecken durchlaufen, sind 
sie den Strömen proportional, und die von ihnen induzierten EM:Ke 
können durch Streuinduktivitäten 81 und 82 ausgedrückt werden. 
Es gelten daher die folgenden Gleichungen für den Transformator: 

. + d (jJ + f dil l Pt =ltRl- w, dt 81 -dt 

- , . R I • difJ+s rl_i2_J 0 - p~ T 1~ 2 T w2 d t 2 d t 

(1 76) 

Für einwellige Größen können diese Gleichungen durch ein 
Vektordiagramm der Effektivwerte dargestellt werden. 

Man ersetzt hierbei den verzerrten Mag
ndisierungsstrom durch seinen äquivalenten 
Sinusstrorn. 

In Fig. 12 5 ist <P der Vektor des 
Hauptflusses, E 1 um 90° dagegen voreilend 
ist die Komponente der primären Klem
menspannung, die der EMK - E 1 ent
gegengesetzt gleich ist. Die sekundäre EMK 
- E 2 ist gegen ifJ um 90 ° verzögert, bei Re
duktion auf die primäre Windungszahl ist 
sie numerisch gleich E 1 . 

Der äquivalente Magnetisierungsstrom 

Ja eilt gegen ifJ um (% - ·tp a) vor, gegen 

E1 um 1f' a nach. Seine Komponente Ja cos V' a 
cutspricht einer Leistung, es ist E1 Ja cos 1f' a 

Fig. 120. 

der Eisenverlust. Der auf die primäre Windungszahl reduzierte 
Sekundärstrom ist J 2 , und der primäre Strom J, ist die Summe 
aus Ja und (- J2 ) = J2 '. 

Subtrahiert man von --- E2 die Ohmsehen und induktiven 
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Spannungsabfälle J2 R2 und J2 wS2 =~X82 , so erhält man die 
sekundäre Klemmenspannung P 2 ; addit'rt man zu E 1 J;_ R1 und 
J1 w 81 = J 1 X 81 , so ergibt sich die primäre Klemmenspannung P1 • 

X. 1 und X. 2 sind die Streureaktanzen. 
Da 

und 

wird 

Dies ist die vom primären auf den sekundären Stromkreis über

Fig. 126. 

tragene Leistung. 
Dreht man das sekundäre Spannungsdrei

eck um Punkt 0 um 180°, so daß E 1 und -E2 

zusammenfallen, so erhält man Fig. 126, die ein 
anschauliches Bild von der Verschiebung und 
Abnahme des Spannungsvektors von P1 bis P~ 
gibt. Sie ist bedingt durch den Ohmsehen 
Spannungsabfall und die Streuung der beiden 
Wicklungen. 

Dieses Diagramm und die Gl. 176 gelten 
für eine große Anzahl von Wechselstromkreisen, z. B. auch für die 
Induktionsmotoren, bei denen an Stelle der elektrischen Belastung 
des Transformators eine mechanische Belastung tritt. 

Sie gelten auch für das Schema Fig. 127, wenn wir an den 
sekundären Klemmen mit der Spannung P2 den primären Belastungs-

Zz 

Fig. 127. 

strom fließend denken. Der Zweig mit der 
Impedanz za entspricht den vom Hanptfluß 
in Primär und Sekundärwicklung induzierten 
(bei Reduktion auf gleiche Windungszahl) 
gleichgroßen EMKen, er führt den Magneti
sierungsstrom Ja, der bei der analytischen Be-
rechnung proportional der Spannung E1 , also 

durch eine konstante Impedanz za auszudrücken ist, 

und 
z2 = v'R~ 2 + ~-8~)2 

sind die prrmare und sekundäre Impedanz. 
Fig. 127 ist der Ersatzstromkreis des Transformators. Er wird 

im Zusammenhang mit dem allgemeinen Wechselstromkreis in 
Kap. XII eingehend behandelt. 
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o8. Das magnetisdte Feld einet• Maschine mit verteiltem Eisen. 

Die Maschine besteht, s. Fig. 128, aus einem zylindrischen, um eine 
Welle drehbaren, Läufer L und einem Ständer S, die aus Blechen zu
sammengesetzt sind. Ständer und 
Läufer sind durch einen Luftraum von 
konstanter Länge getrennt. Auf dem 
Ständer ist eine Wicklung in Nuten 
eingebettet. Wird sie von einem kon· 
stanten Strom durchflossen, dessen 
Richtung durch Punkte und Kreuze an
gedeutet ist, so entsteht ein Induk
tionsfluß in der durch Pfeile bezeich
neten Richtung, er durchsetzt das 
Ständer- und Läufereisen und den 
Luftmum. vVo er aus dem Ständereisen 
austritt, bildet sich ein Nordpol, wo er 
eintritt, ein Südpol aus. Weil die Wick

~'ig. 1~8 . 

lung zwei Pole erzet:gt, heißt sie eine zweipolige Wicklung, und 
zwar ist sie eine zweipolige Trommelwicklung. 

Man bezeichnet den Teil des Umfangs, der einen Pol umfaßt, 
als eine Polteilung, hier ist es der halbe Umfang. 

Durch entsprechende Anordnung der Wicklung lasse n sich 
4, 6, 8 ... allgemein 2p Pole erzeugen, worin p die Polpaarzahl 
ist; die Wicklung heißt dann mehrpolig und die Polteilung ist der 
2p te Teil des Umfangs. 

Die Verteilung des Induktionsflusses ergibt sich wie folgt. In 
Fig. 129 ist der Umfang abgewickelt. 
Die Drähte einer Spule liegen gleich
mäßig verteilt symmetrisch zur Mit
tellinie der Polteilung r auf einem 
BogenS. Die Mittellinie ist die neu
trale Zone des Feldes. In Punkten 
gleichen Abstandes x zu beiden Sei
ten von ihr ist die Feldstärke gleich
groß, aber von entgegengesetzter 
Richtung. Für eine Induktionslinie, 
die den Luftraum im Abstand x zu 
beiden Seiten der neutralen Zone 
dmchsetzt, ist das Linienintegral der 

J<'ig. 129. 

Feldstärke, wenn der magnetische Widerstand des Eisens klein gege11 
den des Luftraums ist, 
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!Bx ist die Induktion im Luftraum im .Abstand x, b der Luftraum. 
Die mit diesem Induktionsrohr Yerketteten Windungen wx verhalten 
sich zu den gesamten Windungen w der Spule wie 2 x zu S. 

Es ist daher 
0,4nJw2x 

B 2Ö= 0 4nJw = -----x ) X s 
Jw x 

B = 0 4n -~ ---c~ 
X 1 Ö ,') 

8 
Dies gilt von x = 0 bis x = 2 . 
Ist 2x S, so ist wx=w und 

Jw 
B =0.4:n-. 

X , 2 Ö 

Trägt man Ex als Ordinate auf, so erhält man die Induktions
verteilung als ein Trapez, dessen Höhe 

Jw 
B=0,4:n-2X ....... (177) 

ist. 
Der Inhalt dieser Feldkurve ist der Induktionsfluß für 1 em 

Länge des Eisens. Ist die Länge l cm, so ist 

7 

rJ>=fBxldx. 
0 

Da die Grundlinien des Trapezes t und T- S sind, die Höhe 
B ist, wird 

( (:) ) (P=Blt 1- 2:;;- =BlTu., .... (178) 

s 
u. = 1 - -- heißt der Füllfaktor. Für konstante Induktionsverteilung, 2T 
d. h. für ein Rechteck wäre a = 1. 

Das Trapez nähert sich einer Sinuskurve am meisten, wenn 
ß T 2 

(s. Kap. VII Seite 78) -2 =~3 , oder S=gt ist. Die Grundwelle 

des Trapezes hat hierfür nach S. 79 die Gleichung 

s vif . x 
Bx 1 = --2 -Bsm -:n. 

:n r 
Die Amplitude ist also 
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der Fluß der Grund welle 

der des Trapezes 

2 12,; 
(/\ ~= B 1 rl = ---.-J- v 3 Brl, 

n n· 

2 
cp=sBTl. 

177 

18,;-
Es verhält sich also (P1 : tJ> = :.r:J v 3 = 1 ,005, sie unterscheiden 

sich also nur um 0,5 °/0 , so daß man häufig mit der sinusförmigen 
Grundwelle rechnet. 

Wird das Feld durch einen Wechselstrom erregt, so pulsiert 
die Induktion an jeder Stelle mit dem Strom. 

Bezeichnet B die räumliche Amplitude einer sinusförmig ver
teilten Feldkurve, Bm ihre zeitliche Amplitude, so ist die zeitliche 
Amplitude im Abstand x von der neutralen Zone 

und der Augenblickswert an der Stelle x für zeitlich sinusförmigc 
Pulsation 

Bx=B ,nsinwt=B'lnsin X nsinwt 
X T 

(179) 

59. Erzeugung eines Drehfeldes. 

Sind am Umfang der Maschine zwei um eine halbe Polteilung 
gegeneinander versetzte Spulen angebracht, so erzeugen sie zwei 
um ebensoviel g·egencinandcr verschobene Felder. Bei der zwei
poligen Anordnung steht die Verbindungslinie der Mitten des Nord
und Südpoles, der "Polachse" eines Feldes, senkrecht auf der des 

anderen; bei der mehrpoligen Maschine sind sie um ~Q Grade ver-
p 

schoben. Man spricht auch hier von einer Verschiebung um 90 °, 
und bezeichnet diese als "elektrische Grade", von denen die Pol
teilung 180° umfaßt. 

Sind die um 90° räumlich verschobenen Felder sinusförrnig 
verteilt und mit I und Il bezeichnet, so ist die räumliche Verteilung 
des ersten 

des zweiten 

B II x = B II sin (-~ n - _TC__) = - BIT cos ~ n . 
T 2 T 

Fraenl'kel, Wechselströmr_ I~ 
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:n 
Die positive räumliche Amplitude BI liegt also bei x = 2 , 

BII bei x =:n. 
Sind die .B'elder von Zweiphasenstrom erregt, und nehmen wir 

an, daß das zweite Feld 1- Periode später seine Amplitude erreicht, 
als das erste, so wird, wenn die zeitlichen Amplituden wieder mit 
dem Index m bezeichnet werden, 

B 1 =BI sin ~ :n sin w t 
x m T 

X ( :n) X B II X = - B II m cos T :n sin w t- -2 = B II m cos T :n cos w t . 

Sind die Amplituden gleichgroß, 

Bim=Bnm• 
so ist an einer Stelle x die von beiden Feldern resultierende In
duktion 

Bx=Bix+Bnx=Bm(sin: :nsinwt+cos: :ncoswt) 

= Bm cos (wt-: :n). . . . . , (180) 

Diese Gleichung stellt eine fortschreitende Welle dar. Nach 
einer Zeit dt ist die Induktion an einer Stelle (x + dx) 

Bmcos [ w(t+dt)-(x+dx) 7]. 
Sie hat wieder denselben Wert wie zur Zeit t an der Stelle x, wenn 

wdt=dx!:_ 
'( 

ist. Hieraus ergibt sich, daß die ganze Welle mit der konstanten 
Geschwindigkeit 

dx WT 2T 
dt :n T 

wandert, d. h. die Welle legt in einer Periode T die doppelte Pol
teilung zurück. Zwei zeitlich und räumlich um 90° gegeneinander 
verschobene Wechselfelder von sinusförmiger Verteilung setzen sich 
zu einem mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitenden sinus
förmigen Feld von gleicher Größe zusammen. Ein solches Feld 
heißt ein Drehfeld. 

Wir fanden die Geschwindigkeit dx positiv, d. h. das Drehfeld 
dt 

wandert in Richtung der positiven x. Dies ist die Richtung, in die 



Erzeugung eines Drehfeldes. 179 

wir von der positiven räumlichen Amplitude B1 zu der des zeitlich 
nacheilenden l<'eldes Bn gelangten. Hätte man Bn als das vor
eilende Feld bezeichnet, so hätte man das negative Vorzeichen 
gefunden. 

Das Drehfeld wandert also von dem zeitlich voreilenden zu 
dem zeitlich nacheilenden Feld. Durch Vertauschung der zeitlichen 
ReihPnfolge der Wechselfelder ändert sich die Drehrichtung. 

Stellt man die Felder als Vektoren in einem 
Zeitdiagramm dar, und soll die positive Richtung 
der Vektoren auch gleichzeitig die positive 
räumliche Richtung der Felder darstellen, so 
ist die Drehrichtung des Drehfeldes, das vom 
zeitlich voreilenden zum zeitlich nacheilenden 
Feld wandert, entgegengesetzt der Drehrichtung 
der Vektoren, also gleich der der Zeitlinie (s. 
Fig. 130). 

0 

~ 

Velrforen B:r 

/ 
~~ 

Fig. 130. 

G 2 31 . 1' h d I' h anz analog setzen sich n um - zmt 1c un räum 1c ver-
n 

schobene Wechselfelder von gleicher Größe zu einem Drehfeld zu
sammen. Die Summe lautet 

B.,=Blx + BIIx +' · 'B(n-1)x + Bnx 

[ X . (X 2 31) . ( 2.n) =B sin-31smwt+sin -.n -- sm wt--
m r, t n n 

( X 231) , ( 2.n) + sin ~n- 2 ·---;- sm wt-2·n 

+ sin (~.n- (n-1) 2t;) sin ( wt- (n-1) 2n31
) J. 

Durch Ausmultiplizieren bringt man jedes Glied auf die Form 

~ [ cos(~31-wt) -cos (~ 31 +wt- 2z· 2nn)J, 

wobei in der zweiten Kosinus-Funktion z der Reihe nach alle ganzen 
Zahlen von 0 bis (n -1) durchläuft. Die Summe dieser n Glieder 
ist Null; da die ersten Glieder alle gleichgroß sind, wird 

B =~B cos (~31-rot) 
"' 2 m 'l 

(181) 

Das durch Zusammensetzung von n Wechselfeldern entstehende 

Drehfeld ist ~mal so groß wie jedes Wechselfeld. 

12* 
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60. Energieübertragung durch das Drehfeld. 

Um durch ein Drehfeld Energie zu übertragen, wird eine 
Maschine nach Fig. 121 am Ständer und am Läufer mit je einf't" 
Mehrphasenwicklung versehen. Eine solche Maschine ist eine Dreh
feldmaschine. 

Nehmen wir an, die Ständerwicklungen seien an ein Mehr
pbasennetz mit n1 Phasen angeschlossen, der Läufer stehe still und 
die Läuferwicklung sei noch offen. Die Netzspannung bedingt in 
jeder Phase der Ständerwicklung einen Wechselfluß, und die 11 1 

2.n 
räumlich und zeitlich um - gegeneinander verschobenen Flüsse 

111 

setzen sieb zu einem Drehfeld zusammen, das in einer Periode T 
um zwei Polteilungen, d. h. um den p tcn Teil des Umfangs fort
schreitet, also 

1 r1 u = - =- ~ 

1 Tp p 
. . . . (182) 

Umläufe in der Sekunde macht, worin c1 die Periodenzahl det' 
Ständerspannung ist. Das Drehfeld induziert in den n1 Ständer-

wicklungen n1 um 2 n gegeneinander phasenverschobene EMKe, die 
n1 

bis auf den Spannungsabfall des Magnetisierungsstromes in jeder 
Wicklung der Phasenspannung entgegengesetzt gleich sind. Im 
stillstebenden Läufer werden EMKe von gleicher Periodenzahl in
duziert. Hat der Läufer ebenfalls n1 Phasen, so bilden die EMKe 
auch ein n1 Phasensystem. Die EMKe im Ständer und Läufer ver
halten sich wie die Windungszahlen, sie haben aber im allgemeinen 
verschiedene zeitliche Phasen, je nach der räumlieben Stellung ent
sprechender Wicklungen des Ständers und Läufers zueinander. 

Schließt man die Läuferwicklungen über Belastungswiderständc, 
die für alle Phasen gleichgroß sind, so entsteht im Läufer ein sym
metrisches 111-Phasenstromsystem, und die 111 Ströme erzeugen ein 
Drehfeld. Damit das der aufgedrückten Ständerspannung ent· 
sprechende Feld bestehen bleibt, nimmt der Ständer einen Strom 
auf, dessen Amperewindungen aller Phasen mit denen des Läufers 
zusammen die Amperewindungen des Magnetisierungsstromes er
geben, wie beim gewöhnlichen Transformator, von dem sich die 
Maschine JlUT dadurch unterscheidet, daß sie ein Drehfeld besitzt, 
wodurch primäre und sekundäre EMKe verschiedene zeitliche Phasen 
haben können. Dies ändert aber an der W,.irkungsweise nichts. 
Denken wir uns den Ständerstrom (Primärstrom) wieder zerlegt in 
den Magnetisierungsstrom ia und den primären Belastungsstrom i/, 
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der dieselbe .MMK besitzt wie der Läufer, so muß, da die u1 

Leistungen 
E 2 J2 cos 'lf'2 

vom Ständer auf den Läufer übertragen werden, 

sein. Nun sind die EMKe den Windungszahlen direkt, die Ströme 
ihnen umgekehrt proportional, d. h. es wird 

und 

der primäre Belastungsstrom hat gegen seine EMK dieselbe Phasen
verschiebung, wie der sekundäre gegen die seine. Wie also auch 
E2 gegen E 1 phasenverschoben sein mag, die Rückwirkung des 
sekundären Stromes auf den primären Stromkreis ist stets so, als 
ob sie glcichphasig wären, so daß man für ,iede Phase dasselbe 
Vektordiagramm wie für den gewöhnlichen Transformator erhält, 
das durch Streuung und Ohmsehen Widerstand der Wicklungen 
wie dort ergänzt wird. 

Hat der Läufer eine andere Phasenzahl als der Ständer, so 
ist es möglich, ihm einen symmetrischen n2 -Phasenstrom zu ent
nehmen. Da alle Phasen sich gleichmäßig an der Erzeugung des 
B'eldes beteiligen, ist die Rückwirkung auf die primäre Wicklung 
wieder dieselbe. Die Drehfeldmaschine kann also als Phasenzahl
umformer verwendet werden. 

Wichtiger ist ihre Anwendung als Periodenumformer. 
Dreht sich der Läufer mit u Umläufen i. d. Sek., so ist die 

Frequenz seiner EMK nicht mehr gleich der primären, c1 = pu1 , 

worin u1 die Umlaufzahl des Drehfeldes ist, sondern weil das 
Drehfeld relativ zum Läufer nur (u1 - u) Umläufe macht, ist die 
Periodenzahl 

(183) 

Hierin erhält u das positive Vorzeichen für gleichsinnige Drehung 
wie u1 , das negative für gegenläufige. 

Die effektiven EMKe im Ständer und Läufer verhalten sich wie 
die Produkte aus Windungszahl und Periodenzahl 

(184) 

Die Läuferströme, die beim Schließen über irgendwelche Wider
stände entstehen, haben nun auch die PNiodenznhl c". Das Dreh· 
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feld, das sie erzeugen, schreitet gegenüber der erzeugenden Läufer· 
wicklung mit 

~=u1 -u Uml.i.d.Sek. 
p 

fort, und da der Läufer sich mit u Umläufen dreht, ist die Um
laufzabl des Drehfeldes im Raum wieder 

u 1 - u + u = tt1 • 

Die Läuferströme wirken also auf den Ständer wie die einer 
ruhenden Wicklung zurück. Stator- und Läuferamperewindungen 
aller Phasen ergeben zusammen die Amperewindungen des Magneti
sierungsstromes. Zerlegt man J 1 wieder in den Magnetisierungs· 
strom Ja und den primären Belastungsstrom J 2', so ist 

n1 J/w1 ==n2 J2 w2 .•••.•• (185) 

J/ hat gegen E1 dieselbe Phasenverschiebung 1p2 wie E 2 gegen~' 
unabhängig von der relativen Phase von E2 gegen EP wie gezeigt. 

Daher wird aus GI. 18-! und 185 

n1 E 1 J~' cos 1p2 = Wa ist die vom Ständer (Primärwicklung) auf den 
Läufer übertragene Leistung. Die vom Läufer (Sekundärwicklung) 
erzeugte elektrische Leistung n2 E2 J2 cos 1p2 = w. verhält sich zu 
Wa wie die sekundäre Frequenz zur primären, oder wie die Relativ
geschwindigkeit zwischen Drehfeld und Läufer (u1 - u) zur Ge
schwindigkeit des Drehfeldes u1 • 

Es ist 
w = w (t--u_-) 

e a ul 
. . . . . . . (187) 

Die Differenz Wa- w. erscheint in einer anderen Energieform, und 
zwar als mechanische Leistung Wm, weil das Drehfeld auf die Läufer
ströme ein Drehmoment ausübt. 

Es ist 
W = W - W = W _u_ • • • • • . (188) 

m a e a ul 

Sie verhält sieb zu der vom Ständer auf den Läufer übertragenen 
Leistung, wie die Geschwindigkeit des Läufers zu der des Dreh
feldes. 

Die mechanische Leistung ist gleich dem Produkt aus Dreh
moment D und Winkelgeschwindigkeit des Läufers 2 :nu, 

w w 
D=~""-=-~_",_ __ 

2 nu 2nu1 ' 
daher 
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das Drehmoment ist also, da die Geschwindigkeit u1 des Dreh
feldes bei gegebener Periodenzahl konstant ist, proportional der 
vom Ständer auf den Läufer übertragenen Leistung. (Ist Wa in 
Watt angegeben, so erhält man das Drehmoment in mkg durch 
Division durch 9,81.) 

Während also die mechanische Leistung gleich Drehmoment 
mal Geschwindigkeit des Läufers ist, ist die elektrisch abgegebene 
Leistung gleich dem Produkt aus Drehmoment und Relativ
geschwindigkeit des Läufers zum Drehfeld. 

Das Verhältnis der Relativgeschwindigkeit u1 - u zur Dreh
feldgeschwindigkeit u1 heißt die Schlüpfung 

s=ul-'/,(,=1-~ 
u1 ul 

. . . . . . (189) 

Es ist daher die sekundäre Frequenz 

die elektrische Leistung 

die mechanische Leistung 
Wm=Wa(1-s). 

Es ergeben sieb folgende Fälle: 
Solange u positiv und kleiner als u1 ist, ist s positiv und 

kleiner als eins. Die elektrische Leistung W. ist kleiner als die auf 
den Läufer übertragene, und die mechanische Leistung ist positiv, 
das Drehmoment ist motorisch. 8 = 1, d. b. u = 0, ergibt den Fall 
des ruhenden Läufers, bei dem nur elektrische Leistung trans
formiert wird. 

Dreht sieb der Läufer ebenso schnell wie das Drehfeld und 
gleichsinnig, so ist u = u1 , 8 = 0, der Läufer dreht sich synchron 
mit dem Drehfeld, dann wird überhaupt keine EMK in ihm indu
ziert und keine Leistung übertragen. 

Ist u > u1 , d. h. ist die Geschwindigkeit des Läufers größer 
als die des Drehfeldes, so ist 8 negativ; das Drehmoment kehrt 
infolge der Umkehrung der Relativbewegung (u1 - u) seine Rich
tung um, die mechanische Leistung ist generatarisch und wird dem 
Läufer durch irgendeine Triebmaschine zugeführt, sie ist größer 
als Wa, es kehrt sich also der Sinn der Energieübertragung um, 
die Maschine ist ein Generator. 

Eine Drehfeldmaschine kann also zur Umsetzung der Spannung, 
der Phasenzahl, der Periodenzahl und zur Umsetzung von elek
trischer in mechanische Leistung und umgekehrt verwendet werden. 
Steinmetz bezeichnet sie daher als allgemeinen Transformator. 

Ihre häufigste Anwendung ist die des Induktionsmotors, bei 
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dem die Läuferwicklung in sich kurz geschlossen ist. Die in jeder 
Phase der Läuferwicklung erzeugte elektrische Leistung ist hier 

.J;~~R2, 

wenn R2 der Widerstand der Wicklung ist; sie ist gleich dem Strom
wärmeverlust in der Wicklung. Da sie 8 mal so groß wie die auf 
den Läufer übertragene Leistung ist, ist diese für eine Phase m w~J,'R. RatJ-1) a 8 ' 

P. ~ und die mechanische L~istung ist 

W = J: 2 R (!_- 1). 
Fig, 131. m 2 ll 8 

Da das Übersetzungsverhältnis der EMKe gleich dem Verhältnis 
der Produkte aus Windungszahl und Periodenzahl ist, fällt die 
sekundäre Periodenzahl bei der Reduktion auf die Primärwicklung 
in der Reaktanz heraus. Der Induktionsmotor verhält sich wie ein 
ruhender Transformator, bei dem die mechanische Belastung ersetzt 

ist durch einen Ohmsehen Widerstand R2 (~-1). Es gilt für ihn 

daher der Ersatzstromkreis Fig. 131. 



Elftes Kapitel. 

Leitungen ntit verteilte;r Selbstinduktion und 
Kapazitiit. 

61. Die Konstanten einer Leitung mit verteilter Selbstinduktion und Kapazität.--
6:l. Strom und Spannung~gleichungen. - 63. Verlustfreie Leitung. - 64. Leitung 
mit Verlusten. - 65. Ermittlung der Konstanten einer Leitung durch den 
Leerlauf und den Kurzschlußversuch. - 66. Über die Berechnung der Leitungs-

konstanten bei Mehrfachleitungen. 

61. Die Konstanten einer Leitung mit verteilter Selbstinduk
tion und Kapazität. 

Wir haben bei der Besprechung von Stromkreisen mit Kapa
zität bisher nur solche behandelt, bei denen ein Kondensator ein· 
geschaltet ist. 

Kapazitätswirkungen, d. h. Ladeströme, treten aber auch bei 
~olchen Leitergebilden auf, bei denen eine Anzahl Leiter, die eine 
Spannung gegeneinander besitzen, auf eine große Länge hin räum
lich einander nahe liegen, also bei Kabeln, langen Fernleitungen, 
Wicklungen von Maschinen und Transformatoren. Der Verschie
hungsstrom verläuft hier zwischen den Leitern und zwischen Leiter 
und Erde, er ist um so größer, je länger die Leitungen, d. h. je 
größer die Kapazität und je höher die Spannungen sind; die Kapa
zität spielt daher bei hohen Spannungen eine besondere Rolle. 

In dem Leiter setzt sich der Verschiebungsstrom als Ladestrom 
fort. Er führt dem elektrischen Felde, das sich zwischen den 
Leitern und zwischen Leiter und Erde bildet, Energie zu bzw. von 
ihm zurück; er besteht somit unabhängig davon, ob sonst noch 
Ströme durch den Leiter fortgeleitet werden. In ein Kabel fließt 
ein Ladestrom, auch wenn au das Ende des Kabels keine Strom
verbraucher angeschlossen sind, das Ende also unterbrochen ist. 
Sind Stromverbraucher an das Kabel angeschlossen, so wird dem 
Kabel neben dem Verbrauchsstrom noch der Ladestrom zugeführt. 
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Es tritt also hier die Erseheirrung auf, daß der Strom am Anfang 
des Kabels einen anderen Wert hat als am Ende. Der durch die Lei
tung fließende St1·om erzeugt ein magnetisches Feld, dem beständig 
mit dem Wechsel der Stromrichtung Enm·gie zugeführt oder von 
ihm zurückgegeben wird. Die von dem wechselnden magnetischen 
Ji'eld bedingten EMKe verursachen eine Änderung der Spannung 
längs der Leitung, und hierdurch wird wieder bedingt, daß der 
Ladestrom in den verschiedenen Teilen der Leitung verschiedene 
Werte besitzt. 

Während also das elektrische Feld eine Änderung des Stromes 
längs der Leitung verursacht, bedingt das magnetische Feld eine 
Änderung der Spannung, beide müssen sich zufolge der Wechsel
beziehung stetig ändern. 

Die Ausbildung der elektrischen und magnetischen Wechsel
felder bedingt bestimmte Verluste. 

Der Strom erzeugt Verluste durch Stromwärme im Leiter, und 
das vom Strom err<'gte magnetische Feld bedingt Verluste teils im 
Leiter -Skineffekt -, teils durch Ummagnetisierung magnetischer 
Medien. Das elektl'ische Feld verursacht Verluste im Dielektrikum, 
die von der Höhe der Spannung abhängen und als dielektrische 
Hysteresis bezeichnet werden. Von der Spannung bedingt wird 
auch der Verlust durch unvollkommene Isolation. Ferner entstehen 
bei F'reileitungen für hohe Spannungen Verluste durch Entladungen 
durch die Luft, die sich z. T. sichtbar als Glimmerscheinungen, die 
sog. Korona, äußern. Man bezeichnet alle diese Verluste als Ab
leitungsverluste. 

Für eine Leitung sind nun die folgenden charakteristischen 
Größen zu berücksichtigen. 

Die Energie des elektrischen Feldes ist 

u.=tp20, 

worin 0 die Kapazität der Leitung ist. 
Den Energieverlust in der Zeiteinheit durch Ableitung setzt man 

u.v=P2 A 

und bezeichnet A als Ableitung. 
Die Energie des magnetischen Feldes ist 

Um=ti2L, 

worin L die Induktivität ist. 
Der Strom bedingt einen Energieverlust in der Zeiteinheit durch 

Stromwärme 
Umv=i2R. 

R ist der (effektive) Widerstand der Leitung. 
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Man hat nun zur rechnerischen Verfolgung die Konstanten C, 
A, L, R als gleichmäßig über die Leitung verteilt zu denken, der
art, daß jedes Leitungselement den gleichen Anteil an den Kon
stanten besitzt, und bezieht diese Konstanten auf das Kilometer als 
Längeneinheit. Es ist also C die Kapazität pro km, L die Induk
tivität pro km usf. 

62. Strom- und Spannungsgleiclmngen. 

Wir betrachten zunächst eine Schleife, die 
Ieitung besteht (F'ig. 132). l sei die einfache 
einem Element der Schleife von 

aus Hin- und Rück
Leitungslängc. In 

der Länge dx im Abstand x vom 
Leitungsanfang fließe der Strom i. 

~ -- --- _____ ,., 

Im .Abstande x sei p die Span
nung zwischen den Leitern, im .Ab-

standex+dx ist sie P+~~dx. 

I 

I I I 

f.e----x~ 

Fig. 132. 

Die Induktivität des Elementes der Schleife ist Ldx, der Wider
stand Rdx. 

Für das Schleifenelement gilt daher nach dem Induktionsgesetz 

-Ldx :! =Rdxi+ (P+ :~ dx) -p, 

oder 

(190) 

Die zweite Gleichung liefert die Bedingung der Kontinuität 
des Stromes. Ist i der eintretende Strom, so tritt als Leitungs-

'+ oi a d d d strom 1 ox x ans; die Differenz des eintreten en un es aus-

op 
tretenden Stromes dient als .Ladestrom C dx at zur Aufladung des 

Elementes, teils als Ableitungsstrom A dx p zur Deckung der Ver
luste. Daher ist 

i= (i+:!ax)+Adxp + Cdx~~ 
oder 

oi op - -=Ap+C--ox ot (191) 

GI. 190 und 191 sind die Differentialgleichungen für die räum
liche und zeitliche Änderung des Stromes und der Spannung. 

Da im stationären Zustand eine einwellige Spannung bei kon-
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stauten Werten von L, R, A, 0 einen einwelligen Strom erzeugt, 
kann man die Differentialquotienten nach der Zeit durch Anwen
dung der symbolischen Schreibweise eliminieren und die Gleichungen 
für die Effektivwerte hinschreiben. 

Hierzu setzt man für ~: und ~~ nach Kap. 111, S. 34 j w ~ 
und j w 1.ß und erhält 

d l.ß . 
--=(R+JwL)S ...... (192) 

dx 

-~~=(A-f-jwC)\15 ...... (193) 

Differentiiert man die Gleichungen nochmals nach x, so wird 

(194) 

(195) 

und durch Einsetzen von Gl. 192 und 193 

d2 \lS 
dx2 =(R+jwL)(A+jwO)\.ß . ... (196) 

d2 Ö! 

dx~-= (R + j wL)(A+jwO) S (197) 

Die Gleichungen sind von gleicher Form, d. h. Strom- und 
Spannungsverteilung längs der Leitung sind gleichartig und unter
scheiden sich nur durch Konstante. 

Die GI. 196 wird befriedigt durch den Ansatz 

. . . (198) 

worin e die Basis der natürlichen Logarithmen und m: und v zu 
bestimmende Konstante sind. Durch zweimaliges Differentiieren 
erhält man aus dieser Gleichung 

. . . . . (199) 

Setzt man Gl. 199 in Gl. 196 ein, so wird 

v=+V(R+)~L)(A+jwO) .... (200) 

Entsprechend den beiden Werten von v besteht das Integral 
(Gl. 198) aus zwei Teilen; das vollständige Integral lautet: 

l.ß = m:1 e+vx + lll.ae-""' . . . . . . (201) 
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Die Integrationskonstanten 2(1 und 2(2 sind im allgemeinen 
komplexe Zahlen, sie stellen Spannungsvektoren dar und sind durch 
die Grenzbedingungen zu ermitteln. Der Exponent v ist ebenfalls 
im allgemeinen eine komplexe Zahl, es kann daher gesetzt werden 

P=a+ju. 

Um a und b zu ermitteln, setzt man für P den Wert aus 
Gl. 200 ein 

p 2 = (a + jb)2 =(R-t-J wL) (A + j wC), 

a2 -b2 + 2j ab=(RA- w 2 LC) + j w (AL+ RC). 

Indem man die reellen und die imaginären Teile auf beiden 
Seiten einander gleichsetzt, erhält man die beiden Gleichungen 

a2 -b2 =(RA-w2 LC)) 

2 ab= w(AL-t- RC) j (203) 

Durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen wird 

(a2 + b2)2 = (R2 + w2 V) (A'! +- w2 C2) 

a2 + b2 = V(Jl2 + w2 L'2) (A2 w2 C2)' 

und durch Vereinigung mit Gl. 203 

a =V§ [ RA--=-w~--Ec ~- V(R2 +- n~;;L2)(.42~+ ~2c2)J l 
b = V-§-[w2 Ec=- RA+ V(.R2 -r~,/! i2)(A2 +-oidi)l f 

Setzt man nun in Gl. 201 und 202 

worin nach dem Satz von Moivre, 

e ±Jbx = (cos bx -t_j sin bx) 
ist, so wird 

(204) 

l_ß = 2(1 ~ax (c~bx + j sin bx) + 2(,2 e-'""' ( cos bx- j sin bx) l 
~=V~!:~-~ [2f2 e -ax (cosbx-jsinbx)- 2(1 eax (cosbx+ j sin bx)Jj 

(205) 

Jede dieser Gleichungen besteht aus zwei Teilen, deren Be
deutung erst untersucht werden soll. Sieht man zunächst von dem 
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Faktor e±ax ab, indem etwa a = 0 gesetzt wird, so hat jeder Be
standteil die Form 

m (cos bx + j sin bx). 

Jeder Vektor m stellt eine einwellige Spannung dar, deren 
Amplitude Pam sei, und deren Augenblickswerte daher 

Pa= Pam sin (cot+ tp) 

sind. Ebenso stellt der Vektor j W., der ebenso groß wie W. ist 
und dagegen zeitlich um eine Viertelperiode voreilt, eine Spannung 
dar 

Pa'= Pam cos(cot+tp). 

Die Momentanwerte jedes der beiden Glieder der GI. 205 sind 
daher: 

Pa -Pa cos bx±pa' sin bx Pam[ sin (cot+tp) cos bx+cos (wt+ tp) sin bx] 

=Pamsin(cot+tp+bx) ..... (206) 

Diese Funktion stellt für einen gegebenen Augenblick, d. h. 
für t = konst. eine räumlich sinusförmige Spannungsverteilung längs 
der Leitung dar, und an einer bestimmten Stelle (x = konst.) eine 
zeitlich nach einer Sinusfunktion pulsierende Spannung. 

Schreitet der Winkel bx um 2 n fort, so hat man sich um 
eine ganze Wellenlänge der räumlichen Sinuswelle fortbewegt. Sie 
ist daher 

2n J.=T ......... (207) 

b ist der Wellenlängenfaktor. 
Nach einer Zeit dt sind die Werte der Funktion (206) an einer 

jeweils um dx weiter liegenden Stelle der Leitung 

Pamsin [w (t+ dt) +tp+b (x + dx)]. 

Diese Werte sind den früheren gleich, wenn 

w dt+ b dx=O 

ist. Dies bedeutet, daß die ganze Welle mit der konstanten Ge
schwindigkeit 

_dx co 
v=+~--=-

dt u . . . (208) 

längs der Leitung fortschreitet, wobei das positive Vorzeichen ein 
Fortschreiten im Sinne der Zunahme von x, d. h. nach dem Leitungs
ende, das negative nach dem Leitungsanfang bedeutet. Hiernach 
stellt sich also die Spannung längs der Leitung in GI. 205 als 
Summe, der Strom als Differenz von zwei räumlich sinusförmig 
verteilten Wellen dar, die mit konstanter Geschwindigkeit die eine 
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in Richtung nach dem Leitungse.nde, die andere nach dem Leitungs
anfang hin wandern. Die erste heißt die Hauptwelle, die zweite 
die reflektierte Welle. 

Die Faktoren c±ax bedeuten nun, daß die Wellen keine kon
stante Amplitude haben, sondern daß die Amplituden beim Fort
schreiten nach der + x- oder - x- Richtung gedämpft werden. a ist 
der Dämpfungsfaktor. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen ist nach GI. 208 
der Periodenzahl des Wechselstromes ( w) direkt proportional. Ist 
'I die Periodendauer, so ist unter Berücksichtigung von GI. 207 
und 208 

w 2n ..1. 
V=-=~-=·--

b 'l'b T 
(209) 

Die Wellen legen also in einer Periode eine Wellenlänge zurück. 

1/A+jwC 
Der Faktor V if+JwL mit dem die Spannungswellen zu 

multiplizieren sind, um die Stromwellen zu erhalten, hat die Di
mension eines Leitwertes. Sein reziproker Wert 

(210) 

hat die Dimension eines Widerstandes, man bezeichnet ihn als 
"Charakteristik" der Leitung oder als "Weilen widerstand". 

Bestimmung der Integrationskonstanten. 

Zur Ermittlung der Konstanten ~1 und ~2 geht man von den 
Grenzbedingungen aus. Am Anfang der Leitung ist x = 0; hier 
sei die Spannung ~1 , der Strom ,S:1 • Danach wird aus GI. 205 für 
x=O 

daher 

und 

~1 = 211 + ~2 
1 

s1 = 8 (212 -- ~1), 
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Rechnung der x vom Leitungsende. 

Htlufig gebt man bei Ermittlung der Konstanten ~1 und ~~ 
von den am Ende der Leitung bestehenden Spannungs- und Strom
werten aus. Dann ist es zweckmltßig, die Längen x statt vom 
Leitungsanfang vom Leitungsende an zu rechnen. Hierzu braucht 
man nur in GI. 201 + Y x und- Y x zu vertauschen, und in GI. 202 
statt dx - dx zu setzen. Dann sind die Gleichungen 

$ = lll2 ea"' (cos bx + j sin bx) + lll1 e «"' (cos bx --- j sin bx) ) 

1 0 0 0 0 (205 b) 3 = 3 [~2 e«x (cos bx + J sm bx) 9IL f- "" (cos bx -- J sm bx)J · 

Das Leitungsende ist jetzt x = 0; hier sei die die Spannung 
$~, der Strom 32 , somit erhält man 

daher 

$2 =~2 +~1 
1 

~2 = .3 (~ -- ~rl), 

ll{2 = 1 ($2 + 32 3) 
ll{l = -~- ($2 - 32 3) 

$ = -~ [($2 + 32 3) ea"' (cos bx +i sin bx) 

+ ($2 - 32 3) e-a"'(cos bx-j sin bx)] 

3 = ,}g [($2 + 32 3) ea"' (cos bx + j sin bx) 

-- ($2 ---- 32 3) e-ax (cos bx -- j sin bx)] 

(205 c) 

An Hand dieser Gleichungen mögen die Eigenschaften der 
Strom- und Spannungsverteilung an einigen Beispielen näher er
läutert werden. 

63. Verlustfreie Leitung. 

Nimmt man an, daß die Verluste vemachlässigbar klein sind, 
so gewinnen die Gleichungen eine wesentlich übersichtlichere Form, 
es möge daher dieser ideelle Fall zunächst betrachtet werden. 
Hierzu setzt man 

R=O, 

Nach GI. 204 werden dann 

A=O. 

a=O, b=wVLO. 

Die Faktoren e±""' werden gleich 1 und dies bedeutet, daß 
die Wellen räumlich konstante Amplitude besitzen. Die Wellen
länge ist dann nach Gl. 207 
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2:n: 1' 
A=-==--

w VcL VcL 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach Gl. 209 

Je 1 
V=T=VLC . .. 

193 

(209 a) 

Diese Geschwindigkeit ist für Freileitungen sehr angenähert 
gleich der Lichtgeschwindigkeit (300000 km i. d. Sek.). Bei den in 
der Starkstromtechnik gebräuchlichen Periodenzahlen ist die Wellen-

1 
länge sehr groß, z. B. für c = T. =50 i. d. Sek. 

A=vT~6000 km, 

die größten bisher gebauten Kraftübertragungen sind nur ein 
Bruchteil einer Wellenlänge. 

Bei Telephonströmen kann die Leitungslänge dagegen wohl 
eine Wellenlänge betragen, füt• 3000 Perioden i. d. Sek. ist 1 = 100 km. 

Die Charakteristik (GI. 210) hat bei der verlustfreien Leitung 
den Wert _ 

Z= V~· ........ (210a) 

Die GI. 205 c für Spannung und Strom vereinfachen sich für 

a=O in 

Diese Gleichungen kön
nen in einem Polardiagramm 
dargestellt werden, das ein 
anschauliches Bild von der 
Änderung der Größe und 
Phase der Effektivwerte bzw. 
der Amplituden von Strom 

(205 d) 

und Spannung ergibt. ~~~--~L-~~~~~~~--~~~ 
Ist in Fig. 133 OI'2 der 

Vektor der Klemmenspan
nung am Ende der Leitung, 
so ist die Projektion des um 
den Winkel bx = P 2 OA1 ge
drehten Vektors auf die Rieb· 
tung von OP2 

OB1 = P 2 cos bx. 
Fraenckel, Wechselströme. 

A9 

Fig. 133. 
13 
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Ist ferner OJ2 = J~ Z = 0 C1 , so ist die Projektion von 0 01 auf 
die zu 0 P2 senkrechte Richtung 

OD1 =J2 Zsin bx. 

Ist J2 gegen P2 um cp2 verzögert, so eilt J" 32 Z sin b x gegen J 2 

um 90, gegen P2 um (90- cp2 ) vor; man trägt also B 1 E 1 = 0 D1 senk
recht zu OJ2 an OB1 an. OE1 ist dann der Vektor der Spannung P 
im Abstand x vom Leitungsende. Ji'ührt man die Konstruktion 

'll 

durch (in Fig. 133 sind 12 Punkte im Abstand von bx = ß ge-

wählt), so erhält man als Ort für den Spannungsvektor der verlust
freien Leitung eine Ellipse. Die Momentanwerte erhält man in be
kannter Weise durch Projektion der Vektoren auf die Zeitlinie. 

Das Diagramm zeigt, daß die Amplitude der Spannung vom 
Leitungsende an zuerst wenig zu- und dann stark abnimmt, bis 

;n 'll A. 
bx =- also x =-=- ist. Bei etwas mehr als einem Viertel 

2 ' 2b 4 
der ·w ellenlänge ist sie um 90 ° in der Phase gegen P2 verschoben, 

sie nimmt dann wieder zu, erreicht in der Nähe von x = ~ wieder 

ein Maximum und hat dort 180° Phasenverschiebung gegen das 
W ellenende. 

Aus der Konstruktion folgt, daß für induktionsfreie Belastung, 
cp2 = 0, die beiden Hauptachsen der Ellipse P 2 und J 2 Z sind. 

Für den Strom kann das gleiche Diagramm verwendet werden, 
wenn man statt der Ströme die ihnen proportionalen Spannungs
vektoren J Z betrachtet. 

Setzt man in die Spannungsgleichung 205 d anstatt x den 

Wert (x- 2nb)' so erhält man, da cos(bx- ;)=sinbx und 

sin (bx- ;) =- cos bx ist, 

\lS(x- 2~) = ~2 sinx-jS2 Zcos bx. 

Für den Strom an der Stelle x folgt aber aus Gl. 205 d 

S(x) Z = 32 Z COS b X + j \l52 sin b X , 

daher ist 

3(x)Z=j\lS(x-~)' 

also ist der Vektor SZ an der Stelle x ebenso groß wie der Span
nungsvektor P an einer um 1 / 4 Wellenlänge zurückliegenden Stelle, 
aber um 90° dagegen in der Phase im Sinne der Voreilung ver
schoben. Man sieht hieraus, daß die größten Amplituden des 
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Stromes und der Spannung um 1 / 4 Wellenlänge auf der Leitung 
voneinander entfernt liegen. Die Phasenverschiebung zwischen 
Strom und Spannung ändert sich längs der Leitung. Am Ende ist 
sie cp2 • Da der Vektor P(x-~) um 90° gegen J(x)Z zurückliegt, 

bildet er mit dem Vektor P(x), der gegen J(x)Z um cp voreilt, den 

Winkel ( ~-+ cp) . 

Ist also der Winkel zwischen einem Spannungsvektor und 
dem um 1 / 4 Wellenlänge zurückliegenden stumpf, so ist cp positiv: 
P eilt gegen J vor, wie für 
die Punkte 12 und 9 ; ist er 
spitz, so ist cp negativ, P ist 
gegen J verzögert, wie für 
den Vektor bei 1 / 12 Wellen
länge 0 E1 , gegen den der 
um 1 / 4 Welle zurückliegende 
OE10 einen spitzen Winkel bil
det. Die Leistung ist aber 
an allen Punkten der Leitung 
konstant, weil wir die Verluste 
vernachlässigt haben. 

In Fig. 134 ist die Strom-
undSpannungsverteilung längs 
der Leitung für 6 Augenblicke 
im Abstand von 1 / 12 Periode 
dargestellt. 

Die Figur gilt für fol
gende Verhältnisse. 

Es werde eine Leistung 
von 1000 KW bei einem 
cos cp2 = 0,8 mit einer Span
nung von 50000 Volt über
tragen. Der Strom an den 
sekundären Klemmen ist 

1000000 
J2 = 0 8·50000 = 25 Amp. 

' 

t~6T ~,------_____o,....---------+---/---------/" 

Die Freileitung habe ein.en Fig. 134. 

Durchmesser von 1 cm, die 

Ende 

beiden Leitungen sind in einem Abstand von D = 100 cm auf
gehängt. 

Die Induktivität der Leitung pro km ist 
13* 
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L = ( 4ln ~ -t-1) 10- 4 H/km = 0,002 22 Iljkm. 

Die Kapazität ist 

1 10- 6 

C = ~-·- -- 1<'/km = 0 005 25 · 10- 11 F/km 
D 9 ' ' 

4ln --
a 

daher die Charakteristik 

z = VL_ =-. /ö,oö2 2-2-· ~o·i ~ 650 Ohm 
c V o,oo&25 

und J 2 Z= 16250 Volt, d. h. etwa 1 / 3 von P2 • 

Bei Kabeln ist wegen der höheren Dielektrizitätskonstante 
C größer, die Charakteristik Z ist kleiner und hat etwa den Wert 
60 bis 100 Ohm. Ebenso ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Wellen kleiner, sie ist angenähert der Quadratwurzel der Dielektri
zitätskonstanten umgekehrt proportional. 

Da die Wellenlänge für 50 Perioden nahezu 6000 km ist, so 
ist eine I<'reileitung von 100 km Litnge nur 1 / 60 der Wellenlänge, d. h. 
ihr entspricht in dem Diagramm ein Winkel von 6 ° vom Ende. 
Hier ist die Spannung am Leitungsanfang höher als am Ende. Da
gegen tritt bei offener Leitung, d. h. für J 2 = 0, stets eine Spannungs
erhöhung vom Anfang gegen das Ende ein, hierfür ist ja nach GI. 205 d 

\ß = \ß2 COS b X , 

Sie ist um so auffälliger, je größer b = w VLC ist, also bei Kabeln, 
bei denen die Wellenlänge annähernd der Wurzel aus der Dielek
trizitätskonstante umgekehrt proportional ist, stärker als bei Frei
leitungen. Die Spannungserhöhung im Kabel wurde zuerst von 
Ferranti beobachtet und wird deswegen als "Ferranti-Phänomen" 
bezeichnet. 

An Hand des Diagramms können nun noch folgende Spezial
fälle leicht übersehen werden. 

1. Ist J2 Z = P 2 und g;2 = 0, so geht die Ellipse in einen Kreis 
über: die Spannung ist längs der ganzen Leistung konstant, und 
ebenso der Strom. Hier besteht Resonanz zwischen den elektrischen 
und magnetischen Feldern; denn wenn man für Z seinen Wert 
einsetzt, wird 

Die Energien des elektrischen und des magnetischen Feldes der Lei
tung sind gleichgroß, die Felder laden sich gegenseitig. 

2. Von Wichtigkeit ist ferner der Fall, daß die Ellipse in eine 
gerade Linie übergeht, in diesem Falle haben Spannung und Strom 
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längs der ganzen Leitung gleiche Phase, sie ändern sich nur von 
Punkt zu Punkt der Größe nach und kehren ihre Richtung an be
stimmten Punkten um. Beim Richtungswechsel geben sie an be
stimmten Punkten durch Null hindurch, und dies bedeutet, daß die 
Strom- und Spannungswellen nicht mehr fortschreiten, sondern stehen. 

Stehende Wellen bestehen bei der verlustfreien Leitung zu
nächst bei offener Leitung, d. h. bei S2 = 0, bierfür ist 

1.13=1.132 cos bx 

';J Z = j l.l\2 sin b x . 
). 

Die Spannung hat ihre größten Werte bei x = 0, -2-, ). . . . und 

). 3 
ihren Nulldurchgang bei x = 4 , 4 ). . . . , der Strom eilt ihr 

um 1 / 4 Periode vor und hat seine größten Werte beim Nulldurch
gang der Spannung, und umgekehrt, Strom- und Spannungswellen 
sind um 1 / 4 Wellenlänge gegeneinander verschoben. 

Zweitens treten stehende Wellen auf, wenn die Leitung am 
Ende widerstandsfrei kurzgeschlossen ist, dann ist l.l\2 = 0 

1.13 =j 'J2 Z sin bx 

'J= ':;52 cos bx, 

und drittens erhält man stehende Wellen, wenn Strom und Spannung 
am Leitungsende um 90° gegeneinander phasenverschoben sind; 
denn dann fallen die Vektoren j S2 3 in Fig. 133 stets in die Rich
tung von l.l\2 • 

Die Bedingungen für stehende Wellen bei der verlustfreien 
Leitung sind daher J2 = 0 oder P 2 = 0 oder cp2 = 0, also für 
alle die Fälle, bei denen ein Faktor der an dem Ende abgegebenen 
Leistung 

p2 J2 cos q;2 

gleich Null ist, so daß sich als allgemeine Bedingung für stehende 
Wellen die ergibt, daß am Leitungsende keine Leistung abgegeben 
wird. Da die Leitung verlustfrei angenommen wurde, bedeutet 
dies also nur, daß keine Leistung in die Leitung geschickt wird; 
sowie eine Leistung abgegeben wird, müssen die Wellen fort
schreiten, also auch dann, wenn die Leitung Verluste besitzt. 

Spann ungsreso nanz. Ist an die Leitung nur eine Kapazität 00 

angeschlossen, so besteht nach Vorstehendem eine stehende Welle. 
Die Länge x, an der die Spannung Null wird, ergibt sich dann 
daraus, daß 

P2 cos bx=J2 Zsin bx 
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sein muß, oder, da J2 = P 2 w C0 ist, 
1 

tg(bx)=····~. 
ZwC0 

.F'ür kleine Winkel (bx), d. h. für eine im Verhältnis zur Wellen· 
länge kurze Leitung kann man setzen 

tg(bx)=bx. 
Es wird also 

Da 

1 
X=----. 

ZbwC0 

Z=-./L Vc· 
1 

ist, wird X = ----c~-.,.-

wL·W00 

1 
wLx= --0 . . . . . . . . . . (211) 

(0 0 
oder 

Hierbei ist die induktive Reaktanz des Leistungsstückes von der 
Länge x gleich der Kapazitätsreaktanz des angeschlossenen Kon
densators. Die Resonanzbedingung ist unabhängig von der Kapazität 
der Leitung, vorausgesetzt, daß diese klein ist gegen 00 • 

64. Leitung mit Verlusten. 

a) Verzerrungsfreie Leitung. 

Bei einer Leitung mit Verlusten ändern dieWeilen ihre Amplitude. 
Ehe der allgemeine Fall betrachtet werde, soll die sog. "verzerrungs
freie Leitung" untersucht werden (s. Kap. XIV), bei der Ableitung 
und Widerstand im gleichen Verhältnis stehen wie Kapazität und 
Induktivität; d. h. es ist 

R:L=A:C . ....... (212) 

Die Charakteristik wird somit 

VAR~JJ··r~CL = 1 /LC =Z I VJ V . . . . . (210b) 

ebenso wie bei der verlustfreien Leitung. 
Der Dämpfungsfaktor ist nach Gl. 204 

a = vt[RA=~2LC+ v'(R2+w2L2)(A2+w2C2)] 

= Y~ {RA+w 2 Lc[V(1+ :~2)(1+~1~2)-1]} 
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oder, da unter Berücksichtigung von Gl. 212 die zweite Wurzel 
rationell wird, ist 

a= YH~A+ f~2J =RV~=AV~ 
R 

a= Z =AZ ....... (204a) 

Der Dämpfungsfaktor ist bei der verzerrungsfreien Leitung das 
Verhältnis des Widerstandes zur Charakteristik. 

Durch analoge Umformung ergibt sich aus Gl. 204 

b=VLC. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Weilen ist ebenso groß wie 
bei der verlustfreien Leitung. 

Im früheren Beispiel ist der Widerstand von 1 km Hin- und 
Rückleitung 

R=0,450hm km- 1 , Z= 650 Ohm 

a=!!__=O 69·10- 3 km- 1 z ' . 
Während die Wellen bei der verlustfreien Leitung im Abstand 

von 1 / 2 Wellenlänge vom Leitungsende die gleiche Amplitude hatten 
wie dort, sind sie hier 

-.I c 
l n Ry L 

a--=a-=~-- _ 
2 b 2cVLC 

worin 

ist. Es ist mit R=0,45, L=0,00222, c=50 

!. 
s-"2 = e- 2•03 = 0,132. 

R 
2cL 

Dem Widerstand R = 0,45 Ohm km - 1 entspricht bei der ver
zerrungsfreien Leitung eine Ableitung 

R e 0,45·10~6 -6s· k -1 A= -=---- -- = 1 06 ·10 1emens m 
L 0,00222 ' 

oder ein Isolationswiderstand 

~-=945000 Ohm km- 1 • 



200 Leitungen mit verteilter Selbstinduktion und Kapazität. 

Darstellung im Polardiagramm. 

In den GI. 205 c ist jetzt 

~ =H(\ß2 +~2 Z)ca"'(cos bx+jsin bx) 

+ (~2 - 32 Z) cax (cos bx- j sin /Jx)J (213) 

,S:Z = ~ [(\ß2 + ~2 Z) cax (cos bx + j sin bx) 

-(\ß2 -,s'2 Z)cax(cosbx-jsinbx)] . (214) 

In l<'ig. 135 stellte OA0 den Vektor der Spannung P2 am 
Leitungsende dar, OA 1 den um den Winkel bx voreilenden Vektor 

\ß2 ( cos b x + j sin b x), 

OA11 den um bx nach· 
eilenden Vektor 

\ß2 ( cos bx- j sin bx). 

In der Figur ist wie· 
der der Kreis, der einer 
Wellenlänge entspricht, in 
zwölf Teile geteilt, ent· 
sprechend dem Fortschrei· 

n 
ten um bx = 6 . Die vor· 

eilenden Vektoren sind 
9 

Fig. 135. mit ~cax, die nacheilen· 
den mit ~ c-ax zu mul

tiplizieren; im ersten Fall erhält man die mit 001 bis 006 bezeich· 
neten, im zweiten Fall die mit OD1 bis OD6 bezeichneten Vek· 
toren, die eine logarithmische Spirale beschreiben. Die Konstruk· 
tion ist nur für sechs Punkte entsprechend einer halben Wellenlänge 
durchgeführt, außerdem ist die Periodenzahl gleich 100 angenommen, 

!. 

so daß im früheren Beispiel für eine halbe Wellenlänge ca2 = 2, 76 

ist, um die Figur nicht zu sehr zu verzerren. 

Addiert man zusammengehörige Vektoren 001 und OD1 , 002 

und OD2 , so ergeben sich die Vektoren OE1 bis OE6 , die zu· 
nächst die Spannungsverteilung für J 2 = 0, d. h. bei der offenen 
Leitung darstellen, denn hierfür ist Gl. 213 

\ß(J.=O) = ~ ~2 [eax (cos bx + j sin bx)+cax (cos bx-j sin bx)] (213a) 

Diesem Diagramm entsprach bei der verlustfreien Leitung die ge· 
rade Linie. 

Subtrahiert man zusammengehörige Vektoren 001 und OD1 usf., 
so erhält man die Vektoren OF1 bis OF6 • Diese stellen nach GI. 214 
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~z(J,=O) =~ ~2 [eax (cos bx + j sin bx)- e-ax cos (bx- j sin bx)] 
(213 b) 

die Stromverteilung bei offener Leitung (J2 = 0) dar. 
Wählt man als Ausgangsvektor OA0 nicht ~2 , sondern ~2 Z, 

so stellen die durch Summation zweier Vektoren erhaltenen 0 E1 

bh; OE6 in anderem Maßstab nach Gl. 214. 

~Z(P,=OJ = ~ ~2 Z[eax (cos bx +j sin bx) + e-ax (cos bx- j sin bx)] 
(214a) 

die Stromverteilung für P2 = 0, d. h. bei kurzgeschlossenem Leitungs
ende dar, während die durch Subtraktionzweier Vektoren erhaltenen 
OF1 bis OF6 entsprechend GI. 214 für P2 = 0 

~(P,=OJ = ~ ~2 Z[e""' (cos bx + j sin bx)- e-ax (cos bx- j sin bx)J 
(214 b) 

die Spannungsverteilung bei kurzgeschlossener Leitung abbilden. 
Nun zeigt sich durch Vergleich der Gl. 213a, b und 214a/h 

mit 213 und 214, daß man die Spannungs- und Stromvektoren bei 
Belastung erhält durch Addition der entsprechenden Vektoren der 
offenen zu denen der kurzgeschlossenen Leitung. 

Fig. 136. 

In Fig. 136 sind die Kurven E1 - E6 und F 1 - F6 noch
mals aufgetragen; der Vektor OA0 der Figur 135 ist mit OP2 be
zeichnet, da er die Spannung am Ende darstellt. Bei der Addition 
ist nun zu berücksichtigen, daß die Vektoren, sofern sie die dem 

J:Z 
Strom proportionale Spannung J2 Z darstellen, im Verhältnis J" 

2 

zu verkleinern und um den Winkel g;2 nach rückwärts zu drehen 

sind, um den J2 gegen P2 nacheilt. Macht man also E1 G1 = 1 Z X 0 F1 
2 

und um rp2 gegen OF1 zurückgedreht, so ist OG1 als Summe von 
OE1 und E1 G1 die Spannung im Abstand von 1 / 12 Wellenlänge 
vom Leitungsende. Ebenso sind die Punkte G2 bis G6 gewonnenr 
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die Vektoren OG., stellen die Spannungsverteilung dar. Analog 
erhält man die Vektoren OH1 bis OH6 der Stromverteilung, indem 

man an jedem Vektor OF., den im Verhältnis ~Z verkleinerten 
2 

und um <p2 gedrehten Vektor OE., gleich F.,Hx antriigt. Der erste 
Vektor ist OJ2 , der den Strom am Leitungsende dm·stcllt. 

Diese Diagramme für \13 und S treten an die Stelle der bei 
der verlustfreien Leitung gefundenen Ellipsen. 

Auch hier hat die Spannung ihre kleinste Amplitude im Ab
stand von etwa 1/ 4 Wellenlänge vom Leitungsende. 

Aus diesem Grunde hat Steinmetz vorgeschlagen, zur Über
tragung von Energie auf große Entfernungen Leitungen von 
1 / 4 Wellenlänge zu benutzen, weil hierbei nur das Ende für die 
höchste Spannung zu isolieren ist. 

Für bx = ~ erhält man nach Gl. 213 die Spannung am 

Anfang 

[ 
8~~- 8 -~~ er~ --1-8 -~~J 

~1 = j ~2 -"-2 ~-+ s2z ---'2 --

= j [ ~2 ®in(~~)+ s2z Q:of (E ~) r) . . .. (215) 

und den Strom 

s1 =~[ ~2 o:of(E~) +s2z6in [~~)] ..... (216) 

Für kleine Verluste ist ~ klein, ®in (~ ~) ist klein gegen Q:of (~ ~); 
daher ist die primäre Spannung hauptsächlich von uem Be
lastungsstrom J2 , der primäre Strom besonders von der sekun
dären Spannung P2 abhängig. Eine solche Anlage darf daher nie 
unterbrochen werden, z. B. durch Höchststromausschalter, denn dies 
würde bei gegebener primärer Spannung eine außerordentliche Ver
größerung der Spannung an den Enden und einen sehr großen pri
mären Strom bedeuten; dagegen wird bei kurzgeschlossenem Ende 
der primäre Strom sehr klein. 

b) Allgemeiner Fall. 

Gehen wil· nun zum allgemeinen Fall der Leitung mit Ver· 
lusten über, bei dem 

R A 
-~L C 

1 ) ®in und Q:of bezeiehnen den hyperbolischen Sinus und Kosinus. 
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ist, so ist zunächst die Charakteristik 

s= V~$}t~-
eine komplexe Zahl. Ihr Betrag 

Z= v~:f~:~~~ 
ist größer oder kleiner als der früher gefundene Wert V~, je 

nachdem R: L größer oder kleiner als A : C ist. 
Wir setzen 

worin 

d. h. C ist positiv und bedeutet eine Voreilung, oder negativ und 
A R 

bedeutet eine Nacheilung, je nachdem C ::Z -y; ist Hieraus folgt, 

daß in dem Diagramm der Vektor S'2 3 gegen \132 nicht mehr um 
rp~, sondern um rp2 +C nach- bzw. voreilt. C ist aber im all
gemeinen ein kleiner Winkel. 

Die Konstante b, die die Wellenlänge angibt, wird etwas größer 
R A . R A . 

als wVLC, wenn L > C, und etwas klemer, wenn L < -0 1st, 

d. h. die Wellenlänge ist im ersten Fall etwas geringer, im zweiten 
etwas größer als bei einer verlustfreien, bzw. bei der verzerrungs
freien Leitung. 

Der Dämpfungsfaktor a endlich, der bei der verzerrungsfreien 

Leitung gleich R Vi war, wird etwas kleiner, wenn ~ > ~~ ist, 

im andern Fall etwas größer. Das Verhalten ändert sich also nur 
in quantitativer Hinsicht von dem betrachteten E'all. 

Bei Kraftübertragungen spielt die Dämpfung keine sehr wesent
liche Rolle. Anders liegt es bei Telephonleitungen, erstens weil diese 
aus dünnen Drähten bestehen und einen hohen Widerstand besitzen, 
zweitens weil es sich hier um Schwingungen von hoher Perioden
zahl handelt, bei denen die Leitung eine oder mehrere Wellen
längen betragen kann. Die Wellen verschiedener Frequenzen, aus 
denen die Sprechströme bestehen, werden in verschiedener Weise 
gedämpft und dadurch die Klangfarbe geändert. Die Deutlichkeit 
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der Übermittlung der Sprache erfordert daher eine möglichst ge
ringe Dämpfung. Für hohe Periodenzahlen kann der Ausdruck 
für den Dämpfungsfaktor wie folgt vereinfacht werden. Es ist 

a = yf[ii=--;2 L c +-v(W+w2L2)(A2-f-~W2o2)] 

= V}lRA-w2 LC-f-w2 Lcy(1 + w~l2) (t+ ~~2)]. 
Multipliziert man das Produkt unter der zweiten Wurzel aus und 
entwickelt die Wurzel in eine Reihe, so wird unter Vernachlässigung 
der Glieder höherer Ordnung 

-. /-( -- R2 ·-) ( _____ R_)_ 1 ( R2 A 2 ) 

V 1 + w2 L 2 1 + w2 C2 = 1 + 2 w 2 L 2 + w2 L 2 + · ··· 
und biermit 

. . . . . (21 7) 

Bei Telephonkabeln ist die Ableitung klein, und der Dämpfungs
faktor wird hauptsächlich von dem ersten Glied bestimmt. Zur Ver
kleinerung der Dämpfung wird nach dem Vorschlag von Pupin die 
Selbstinduktion vergrößert durch Einschaltung von Drosselspulen; 
derselbe Zweck wird nach Krarup durch Umspinnung der Kabel 
mit Eisendraht erreicht. Beide Arten von Telephonkabeln sind 
heute in Verwendung. Ist die Ableitung nicht vernachlässigbar, so 
hat der Dämpfungsfaktor ein Minimum und wächst bei weiterer 

da 
Vergrößerung von L wieder, dieses Minimum liegt dort, wo dL = 0 
ist, d. h. wenn 

L=CR 
A 

ist. Dies ist der Fall der verzerrungsfreien Leitung. 
Dieses Minimum wird jedoch mit Pupin- und Krarupkabeln nicht 

erreicht. 

65. Ermittelung der Konstanten einer Leitung durch den 
Leerlauf und den Kurzschlußversuch. 

Es soll nun gezeigt werden, wie die Konstanten der Leitung 
durch Messung ermittelt werden können. Hierzu genügen Strom-, 
Spannungs- und Leistungsmessung erstens bei Leerlauf, d. b. bei 
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offenen sekundären Klemmen, und zweitens bei Kurzschluß, d. h. 
bei widerstandslos kurzgeschlossenen sekundären Klemmen .. 

1. Lee·rlau·f. Bei offenen sekundären Klemmen bestehe an 
diesen die Spannung ~2 , 32 ist Null. Am Anfang der Leitung, 
für den x = l ist, erhält man nach GI. 205 c unter Berücksichtigung 
von 200 und· 204· die Leerlaufspannung ~10 und den Leerlauf-
strom 310• 

e•Z+e-•·Z l 
~1 o = ~2 --2- = ~2 lli:of (vl) 

Ö! ~2 e•·Z_ e-•·1 ~2 , J 
~1o = S ---2-- = 3 6m(vl) 

(218) 

Das Verhältnis des Leerlaufstromes zur Leerlaufspannung ist 
die Leerlaufadmittanz y0• Es ist 

(219) 

Man kann den Betrag y0 als das Verhältnis des primären Stromes 
J10 zur Spannung P 10 durch Messung ermitteln, und wenn gleich
zeitig die Leerlaufleistung W0 gemessen wird, ergibt sich der 
Phasenwinkel cp0 aus 

wo 
COScp0 =py· 

10 10 

2. Kurzschluß. Bei kurzgeschlossenemLeitungsende istP2 =0. 
Schickt man durch die kurzgeschlossene Leitung den Strom J2 , so 
seien Spannung und Strom am Anfang P 1 k und J1 k; aus GI. 205c 
ergibt sich 

(220) 

Da.s Verhältnis dieser beiden Größen ist die Kurzschlußimpedanz 
zk. Es ist 

(221) 

Man erhält wieder den Betrag zk als Verhältnis von P1 k zu J1 k, 

die gemessen werden können, und durch Messung der Leistung 
bei Kurzschluß Wk 



206 Leitungen mit verteilter Selbstinduktion und Kapazität. 

und 

Aus den beiden Gl. 219 und 221 ergibt sich nun 

-- evl-e-vl 
V~ 5 = ------ = :tg (vl) • (222) 

0 k e•l +e-vl 

V-ik- 1 /(R+J~L) 
-ti~=2= V (A+j~C) •...• (223) 

Um aus Gleichung 222 

Y=(a+jb)=Y(R+jwL)(A+jwC) .. (224) 

zu ermitteln, multipliziert man Zähler und Nenner evl und erhält 

oder 

-- e2vl_1 

V~o Ök = ~:a;z-F, 

e2vl = 1 + v~3;, 
1- V~o Ök 

. . (222 a) 

woraus v ermittelt werden kann. Nach Gl. 223 und 224 ist dann 

und 
(R+jwL)=Yß} 

y • • . • • • • (225) 
(A+jwC)=s 

Zur Ausrechnung setze man 

_ _ ,('Po+'Pk) _( + + ) 
V~ 1J = Vy z eJ -2-- = Y y z cos T_Q___!E!i_ + j sin CfJo cpk 

Ok Ok Ok 2 2 ' 

daher nach Gl. 222a und 224 

1 + 2 .,;- · (CfJo+fPk) --- Yo zk J Y Yo zk sm -2-
---------- ---- ---- --------

1 + 2Y- CfJo+ cpk Yo zk- Yo zk cos ---- 2--
Nun ist auf der linken Seite 

e2vl = e2 (a+jb)l = e2 a 1(cos 2 bl + j sin 2 bl). 

Setzt man die reellen und die imaginären Teile auf beiden 
Seiten einander gleich, so wird durch Division 
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2Yy-z sin ~??o_+ TJ 
0 k 2 

tg 2 b l = ------····-· 
1 -·· Yo zk 

2 Vy~- sin ??o ± f{) 
1 0 k 2 

b = -2--l· arctg 
1- Yo zk 

(226) 

Ferner wird 

(227) 

Hiermit sind a und b und damit Y = (a + jb) bestimmt. Aus 

Gl. 223 ergibt sich ferner 

V3 v-z-· . cp"-rp. 2 =ZeH= ..J<.. = ..J<.. eJ --2-

iJo Yo 

und mittels der GI. 225 können nun R, A, L, C berechnet werden. 

Strom- und Spannungsgleichungen mit den bei Leerlauf 

und bei Kurzschluß gemessenen Konstanten. 

Es ist im Vorhergehenden gezeigt worden, daß der Zustand 

an den primären Klemmen bei Leerlauf und bei Kurzschluß ge

geben ist durch die Konstanten y0 und zk und die ihnen zugehörigen 

Phasenwinkel tp0 und rpk, die alle durch Messung ermittelt und aus 

denen die Konstanten C, A, R, L berechnet werden können. 

Bei der Konstruktion des Vektordiagramms war ferner auf 

Grund der GI. 213 und 214 aufS. 201 darauf hingewiesen worden, daß 

die Ströme und Spannungen bei Belastung sich jeweils durch Addition 

der entsprechenden Werte bei Leerlauf und bei Kurzschluß ergeben. 

Handelt es sich nun darum, für irgendeinen Belastungszustand an 

den sekundären Klemmen die Größen an den primären Klemmen 

zu kennen, ohne auf die Verteilung längs der ganzen Leitung ein

zugehen, so wird man von dieser Superposition unter Anwendung 

der direkt meßbaren Größen y0 , zk, tp0 , tpk Gebrauch machen. Die 

Gleichungen hierfür, wie sie von Franke und Brcisig entwickelt 

wurden, ergeben sich wie folgt: 
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Aus GI. 218 und 220, S. 205, geht hervor, daß das Verhältnis 
der primären Leerlaufspannung zur sekundären Spannung ebenso 
groß ist wie das Verhältnis des primären Kurzschlußstromes zum 
sekundären Strom; nämlich 

$1 o = ~1 ~ = ~of (Y l) = Ir. 
$2 .-s2 

Dieses Verhältnis, das mit ~ bezeichnet werden soll und das 
eine komplexe Zahl ist, läßt sich wie folgt durch die meßbaren 
Größen y0 und zk ausdrücken. 

Nach GI. 222 ist 
@5in2 ('v l) 

~o ~k = :tg2 l'~' l) = ~of2 (Y l) . 

Nun ist für die Hyperbelfunktionen: 

6in2 (Yl)- ~of2 (Yl) =- 1, 
daher 

oder 

~of2 (Yl) -1 1 
~o ~" = ~of2 (Y l) = 1 - lrof2-(y l) ' 

1 
~O~k= 1-(i;2 • 

Hiermit ist nun nach GI. 218 bzw. 220 

. . . . . . (228) 

bei Leerlauf 

bei Kurzschluß $a = Sa .8" = S2 ~ .!h, Slk = S2 Ir, 

und durch Addition gilt bei Belastung: 

m1 = $2 ~ + s2 ~ .s"} + .... (229) 
S1 = $2 Ir IDo S2 ~ 

Diese Gleichungen sind ein Spezialfall der Gleichungen des 
allgemeinen Wechselstromkreises, sie werden mit diesem in Kap. XII 
ausführlich diskutiert. 

66. Über die Berechnung der Leitungskonstanten bei 
Mehrfachleitungen. 

Die Berechnung der Erscheinungen auf Leitungen mit verteilter 
Selbstinduktion und Kapazität wurde auf die vier Größen C, A, 
L, R zurückgeführt, die man als "Betriebskonstanten" bezeichnet, 
und die Rechnung wurde an dem einfachen Beispiel einer Schleife, 
bestehend aus Hin- und Rückleitung, erläutert. 

Bei Vereinigung einer größeren Anzahl Leiter, wie bei Mehr-
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phasenleitungen, Telephonkabeln usf., die man als Mehrfachleitungs
systeme bezeichnet, und die aus einer Anzahl Leiter und eventuell 
einer leitenden Hülle oder auch der Erde als Wiekleitung bestehen, 
sind die in die Rechnung einzusetzenden Betriebskonstanten je nach 
der Betriebsart gewisse Kombinationen von anderen, den Funda
mentalkonstanten. 

Eine vollständige Erläuterung des Zusammenhanges dieser 
Größen ist von Emde und Diesselhorst, ETZ 1909, gegeben; es 
sei darauf verwiesen und hier daraus nur folgendes angegeben. 

a) Kapazität und Ableitung: Als Fundamentalkonstanten be
trachtet man die "Kapazität" C und die "Ableitung" A eines Leiters, 
die sich ergeben, wenn der betrachtete Leiter die Spannung p gegen 
i'~rde hat, während alle anderen einschließlich der Hülle keine 
Spannung gegen Erde haben. Die elektrische Energie des Systems 
ist dann 

U,=-}p2 C, 

der Energieverlust im Dielektrikum in der Zeiteinheit 

U,v=p2 A-

Die Ladung des Leiters ist 

q=Cp, 

der Ladungsverlust in der Zeiteinheit 

qv=Ap. 

Sind in einem System von n Leitern die Spannungen der Leiter 
gegen Erde pl' p~, ... p11 , so ist nach Maxwell die Ladung des 
f1 ten Leiters: 

und sein Ladungsverlust in der Zeiteinheit 

c",. und a,"v sind die Kapazitäts- bzw_ Ableitungskoeffizienten, und 
es ist 

Sie könn-en auf die zuyor bestimmte Kapazität und Ableitung 
eines Leiters durch folgende Messungen zurückgeführt werden. 

1. Sind alle Leiter außer dem betrachteten (tt) mit der Hülle 
(Erde) leitend verbunden, während er die Spannung P." gegen Erde 
hat, so ist 

q,~, = P,u C,u ,u • 

c."." ist die zuvor betrachtete Kapazität C" des Leiters !~,· 
Fr:!L'l1('kel, \Vech:-;Plstri)nt('. 14 
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2. Sind alle Leiter, außer zweien (p und v), mit der Hülle 
(Erde) verbunden und haben beide die Spannung p,_. =py=p, so 
ist die Summe ihrer Ladungen 

q1, + q,. = (c1, 1, + 2 c".. + cVY)p. 

0,,,. = c,_. 1, + 2 c,_.,. + Cvv 

ist die Kapazität der beiden vereinigten Leiter p, und v. Die sämt

lichen n (n t 1) Kapazitätskoeffizienten 

c1,". = C1, } 

c = ~ ~~=+- cy =- c,.. . . . . . (230) 
f'V 2 

können also aus ebenso viel meßbaren Kapazitäten gefunden werden. 
Analog gilt für die Ableitungskoeffizienten 

a".,_.=A". A,_.+A.-A,..J ..... (231) 
a".,.=~ 2 

Beispiele: Die Einphasenleitung mit symmetrischer 
Anordnung der Leiter. 

Ist p die Spannung zwischen beiden Leitern, die "Betriebs
spannung", so ist die Spannung des Hinleiters gegen Erde 

p 
Pt=2, 

die des Rückleiters 
p 

p2=-2. 
Wegen der Symmetrie ist 

Ct = 02 = C11 = c2 2 ' 
so ist 

c = _ cl +_(J~--= 012 =-(c _ c12) 
12 2 1 2 ' 

daher 
qt = ctt Pt + c12 P2 

= ( C11 - c12)% = [ C1 + ( C1 - C~ 2 ) J ~ 
=( Ct- 0~2 )p, 

ebenso 
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Die Betriebskapazität ist daher 

C=~= ( 01 ~ Qi2_) . . . . . . (232) 

Symmetrische Dreiphasenleitung bei symmetrischem 

Betrieb (bei großer Entfernung der Leiter gegen Erde). 

Für die Phasenspannungen ist 

P1 +P2+Pa=O 

Infolge der symmetrischen Anordnung ist 

cll = Cl = c2 2 = C.J = Ca 3 = Ca ' 
und 

daher 
ql = CuP1 + CnP2 + c13Pa 

= c11P1 + c12 (p2 + P3) 

= pl (cll - cl2) 

= P1 [cl + ( cl - ~~2_) J = P1 ( 2 C1 - c~ 2) . 
Die Betriebskapazität, bezogen auf die Phasenspannung als 

Betriebsspannung, ist 

C=2C ~ 012 
1 2 

(233) 

Bei einer atmosphärischen Entladung (s. Kap. XIV) erhalten 

die verschiedenen Leiter die gleiche Spannung gegen Erde. Bei 

einer Einphasenleitung wird hier die Betriebskapazität 

0= 012 ... 

Bei einer Dreiphasenleitung wird 

ql = Cc11 + cl2 + c23)p 

=(~~ cl + cl2)p. 

. (234) 

Die Ladung aller Leitungen ist 3 q1 , daher hierfür die Kapazität 

3 (-- C1 + C12) . . . . • • • • (235) 

b) Induktivität und Widerstand. Als Fundamentalkonstanten 

gelten "Induktivität" und Widerstand einer Schleife, die durch 

Verbinden der Enden zwei er Einzelleiter entsteht; fließt in dieser 
14* 
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Schleife der Strom i, während alle übrigen Schleifen stromlos sind, 

so ist die magnetische Energie des Systems 

Um={-Li2. 

Der Energieverlust, der sich in der Zeiteinheit in Wärme um

setzt, ist 
Umv=Ri2. 

Der Induktionsfluß der Schleife ist 

tP=Li, 

der induktive Spannungsabfall in der Schleife ist 

dtP di 
Xt=Ldt' 

der Ohmsehe Spannungsabfall in der Schleife ist 

x=Ri. 

Da die Spannungen von der Hülle aus gerechnet werden, ist 

es zweckmäßig, auch den Induktionsfluß von der Hülle aus zu 

rechnen. Kennt man die n Induktionsflüsse c'P,, 0 der n Schleifen, 

die aus Hülle und den n Einzelleitern gebildet werden, so berechnet 

sich der Induktionsfluß einer Schleife aus den Leitern !' und v als 

Differenz der Induktionsflüsse der Schleifen !' 0 und v 0 (wobei der 

Index 0 die Hülle bezeichnet) 

tP,, V = t]jf< Q --- tP,, 0 • 

Es kann nun gesetzt werden 

tP1, 0 = l1, 1 i 1 + l,~~. 2 i 2 + ... -t-l1,n in, 
wobei 

Die Induktionskoeffizienten l,.v können durch folgende Messungen 

ermittelt werden: 

1. Man bilde eine Schleife aus dem Leiter p, und der Hülle, 

während alle anderen Schleifen offen bleiben, dann sind alle i Null 

außer i,. = --- i0 • 

Es wird 

z, ... ,, ist die Induktivität der Schleife fl,- 0, sie werde mit L,.0 be-

7.eichnet. 
• 0 • • • • (236) 

2. Bildet man die Schleife p- v, während alle anderen Schleifen 

offen sind, so sind alle Ströme Null, außer i .... = -- i,. = i. 
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Es wird 
(_[Jp,v = (/JI'O- (/J" 0 = (l1,,, --- 2l1,,, ·+ l",.) i. 

Die Induktivität der Schleife wird daher 

L,, V= l_,.,,- 2l,,." + l"" (237) 

Aus GI. 236 und 237 wird 

(238) 

l_"v ist der gegenseitige Induktionskoeffizient der Schleifen ft- 0 
und v- 0. 

Die Widerstände lassen sich am einfachsten als Schleifenwider
stände R,.v bestimmen. Sind R1,, R" ... die Widerstände der Einzel
leiter, so ist 

und 

R1,v=R,.+Rv, R";.=R,. +R;_, 

R;.,. + R;."- R,." R;_ = ---~- ----2-- - usf. 

Der Ohmsehe Spannungsabfall einer Schleife ist 

Xtw = R,_. i,u - R" i". 
Setzt man 

Xt"' = X.uo - Xvo 

Xt•o = r,,l il + r,,2 i2 + · · · + r."n in' 
worin 

R1, 0 -f- R,.0 - R,.,. 
r,,"=-- 2 --

r,_.,_.=O 

ist, so hat man eine analoge Darstellung wie für die Induktivi
täten. Die Koeffizienten r,_.v können aus den Einzelwerten berechnet 
werden. 

Beispiele: Für die Einphasenleitung ist i 1 + i2 = 0. 

Der Fluß durch die Schleife ist 

Es ist 

(_[Jl'.J = (/JlO- (/J20 

= l11 il + l12 i2 - 12 2 i2 -- l'.J 1 il 

= il (Zu+ l22- 2l12). 

Z11 = Ll o = l'.J 2 = L2 o 

l =Llo+L2o~L!2 __ 2Llo-L12 
12 2 - 2 • 
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Die Betriebsinduktivität ist 

fP1 -J 2(2L10 -LB) ( ) L=-i=l11+l22-2l12=2Llo-- --2 =L12" 239 
1 

Für die symmetrische Dreiphasenleitung, die weit von der Erde 
entfernt ist, ist 

i1 + i~ + i:J = 0. 
Aus Symmetriegründen ist 

Nun ist 

111 = L1o = [22 = L,Jo = Za3 = Lao' 

2 L10 -LH 
112 = l2 3 = l:ll = - ---- --2 -

C/J1o = i1 z11 + i2 z12 + i,lzl 'l 

_. L + (. +.) (2L10 -- L 12 ) -t1 10 t2 1-3 ___ 2 ___ ' 
oder, da (i2 + i3) =- i 1 

Die Betriebsinduktivität für eine Phase ist daher 

L=Ll2 
2 . 

~D~ 

~~c$· E!t I 
lz, 

I 

~ 

. . (240) 

Fig. 137. Fig. 138. Fig. 139. 

Bei den durch atmosphärische Ladung entstehenden Wellen 
erhalten alle 3 Leitungen die gleiche Spannung und führen daher 
auch den gleichen Strom. Es wird i1 = i2 = i3 = i. Daher 

r;p1o = i (711 +-ZH l1a) 

=i[L10 +(2L10 --L12)] 

= i ~3 L1o- L12). 

Für diesen Fall ist also L = (3L10 -- L 12 ) die Betriebsinduk
tivität auf den Strom einer Leitung bezogen. 
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Wir geben in nachstehender Tabelle eine Zusammenstellung 

der Betriebskapazitäten und Induktivitäten der gebräuchlichsten 

Leiteranordnungen 1). 

Fig. 140. 

1 Draht, ErdealsRück
leitung (Fig. 137) 

Einphasenfreileitung 
(Fig. 138) 

rig. 141. 

C Mfd/km 

1 1 
----n·9 
4ln -· 

a 

lt'ig. 142. 

L Henry/km 

I 

__ /_ ~·~·~~ 0,5) =-
(4ln~+ 1) IQ - 4 

---------- ------------------1-- --------

Dgl. unter Berücksich
tigung der Erde 

Symmetrische Drei
phasenfreileitung pro 

Phase (Fig. 139J 

Einphasenkabel, Man
tel geerdet (Fig. 140) 

1 1 
- 15"9 
2ln 

a 
·- - ------1------------

e 1 

4ln (~f ~~+ ~) .9 

---------- ----- - ----------- --------------
Symmetrisches Drei
phasenkabel, Mantel 

geerdet (Fig. 141) 
(2 1n ~ + 0,5) IQ - 4 

- - -------·-----·- 1-----------1- --- -·----- ·· ------ -

Konzentrisches Kabel 
(Fig. 142) 

a) Betriebskapazität, 
wenn Außenleiter ge-

erdet. 

Bei geerdetem Mantel 
ist a) Kap. des inne
ren Leiters, b ) Kap. 
des äußeren Leiters 

a) 

b) 

1) S. B]reisig, ETZ 1898; Lichtenstein, ETZ 1904 ; Orlich, ETZ 19('8, 

S. 310; Orlich, Kapazität und Induktivität. 
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67. Leerlauf und Kurzschluß des allgemeinen 'V echse1strom
kreises. 

In Kap. IX Seite 141 ist für den Transformator, in Kap. XI 
Seite 201 für eine Fernleitung gezeigt worden, daß ihre Wir
kungsweise sich durch Größen darstellen läßt, die einem Leer
laufversuch und einem Kurzschlußversuch entnommen werden. 
J. L. la Cour1) hat diesen engen Zusammenhang für viele 
Stromkreise und elektromagnetische Maschinen nachgewiesen, und 
das Ergebnis ist, daß mit wenigen Ausnahmen für die meisten 
Wechselstromkreise dieselben Grundgleichungen aufgestellt werden 
können, deren Konstanten durch den Leerlauf- und den Kurzschluß
Versuch bestimmt werden; sie führen alle auf diesei ben Arbeits
diagramme, so daß man sie gemeinsam als "allgemeinen Wechsel
stromkreis" behandelt. 

Unter allgemeinem Wechselstromkreis versteht man hierbei An
ordnungen, bei denen elektrische Energie übertragen wird, gleich· 
viel ob es sich um die Übertragung durch eine Leitung oder um 
die Umwandlung von elektrischer Energie in einem Transformator 
oder um die Umformung von elektrischer Energie in mechanische 
oder umgekehrt handelt. Voraussetzung ist jedoch, daß die Kon
stanten des Systems - Widerstände und Reaktanzen - unverän
derlich sind. 

1) s. ,;Leerlauf nnd Kurzschluß" 1904. 
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Die in mechanische Energie umgewandelte elektrische Energie 
erscheint in den Gleichungen und Ersatzstromkreisen als in einem 
Ohmsehen Widerstand verbrauchte Leistung; ist dieser Widerstand 
negativ, so bedeutet dies, daß die der mechanischen Energie ent
sprechende elektrische Energie nicht vomNetz aufgenommen, sondern 
an dieses abgegeben wird, daß die Ma
schine daher ein Generator ist. 

Gehen wir von der Ersatzschaltung 
J<'ig. 143 des allgemeinen Wechselstrom
kreises aus. Zwischen den Klemmen 
B- B sei die Belastung eingeschaltet, 
während die Klemmen A- A an das Netz 

Fig. 143. 

angeschlossen sind. An den Klemmen A- A sei die primäre Span
nung p1 , an den Klemmen B- B die sekundäre Spannung p 2 • 

Leerlauf. Die sekundären Klemmen BB sind unterbrochen, 
die primäre Spannung werde so eingestellt, daß an den sekundären 
Klemmen die effektive Spannung P 2 besteht. In dem "Verlust-

p 
Stromkreis" mit der Impedanz za fließt der "Leerlaufstrom" .JlO = -~ 
der (s. Fig. 144) gegen P2 um Ta verzögert sei. Ad- za 
diert man zu P 2 den Spannungsabfall .!1 0 z1 , so er
hält man die primäre "Leerlaufspannung" P 10 . Das 
Verhiiltnis von P 10 zu P2 sei C0 , die Verzögerung 
von P1 0 gegen P" sei yO' 

(241) 

Es ist nun 

. . . (242) 

worin 

die "Leerlaufimpedanz" ist. J10 eilt gegen 1'10 um 

To =Ta- Yo 
nach. 

Kurzschlnß. Die sekundären 
Klemmen sind widerstandslos verbun
den, und die primäre. Spannung sei so 
eingestellt, daß über die sekundären 
Klemmen der Strom .!2 fließt. An der 
Impedanz z2 besteht die Spannung 
.!2 Z2 , die (s. Fig·. 145) gegen .!2 um 

Xo 

Fig. 144. 

(243) 

(244) 

X2 = arctg --"- voreilt. 
R2 Fig. 145. 
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In dem parallelgeschalteten Verluststromkreis fließt daher der 
Strom 

Die Summe aus J2 und J0 k ist der primäre Strom J 1 ,. bei Kurz
schluß. Addiert man zur Spannung J2 z2 die Spannung Jlkz1, die 

gegen J 1,. um z1 = arctg ~1 voreilt, so ergibt sich als Summe die 
1 

primäre "Kurzschlußspannung" P1 ,.. Das Verhältnis von J 1 ,. zu 
J 2 sei 0" , die Verzögerung von J1 ,. gegen J2 sei y 1,. 

Ja= c" J2 . . (245) 
' Pa eilt gegen Ja um rp,. vor, gegen J2 um rpk- Yk· Es sei 

Pa=J1 kzk •• (246) 

worin zk die "Kurzschlußimpedanz" ist, daher nach Gl. 245 

Plk = J2 Ckzk . . . . . . (247) 

68. Superposition von Leerlauf und Kurzschluß zum 
Belastungszustand. 

Bei Belastung besteht an den sekundären Klemmen die Span· 
nung P2 und der Strom J 2 , ihre Phasenverschiebung ist q;2 • P2 be
dingt primär eine Spannung P 10 und einen Strom J10 , J2 die Span· 
nung Pa und den Strom .!1 ", die durch Gl. 241, 242, 245 und 
247 bestimmt sind. Da die Gleichungen linear sind, ergeben sich 
Spannung und Strom an den primären Klemmen durch Addition der 

Fig· 146. 

entsprechenden Größen bei Leerlauf 
und bei Kurzschluß; es wird: 

~1 = \ß1o + \ßa = ~o ~2 + ([k32 3" (248) 

S1 = 31o + 3a = ~2 ~:- + 32 [,. (249) 

Das Vektordiagramm Fig. 146 zeigt 
diese Addition. P 1 k eilt gegen J1 ,. um 
rpk vor, J1 " ist gegen J 2 um Yk verzö
gert, also gegen P 2 um q;2 + Yk, und 
da P 2 gegen P 10 um y0 voreilt, eilt 
Plk gegen P 10 um 

a = 1Pk- cp2 + (ro - rk) . (250) 

vor. Bei konstanter Phasenverschie-
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bung q;2 ist dieser Winkel konstant. Ebenso eilt J11, gegen J 10 um 

(251) 

vor, der ebenfalls konstant ist, wenn es cp2 ist. 

Zwischen den vier Konstanten 00 , Dk, \I0 , [k in Gl. 248 und 249 

besteht eine weitere Beziehung, so daß aus drei Größen jeweils die 

vierte ermittelt werden kann. 
Es war bei Leerlauf 

~1o = ~2 + ~2 D1 = ~2 ( 1 + _&_) = 1.13-J [o, 
Ort Da 

daher 

und nach 243 
3o = (Io Da · • 

Ferner ist bei Kurzschluß 

daher [k= 1 + :: ..... . 

Da . ~a = Slkol + S2ii~ = slk (ii1 + ~J) = slkDk, 
k 

(252) 

(243a) 

. (253) 

ist 1lJ, = ij1 + : . . . . . . . (254) 
k 

.Aus Gl. 243a und 254 wird unter Berücksichtigung von 252 und 253 

~~ = ( iil + -~) [~ ~- = \I:1ii~- + [~&21, ia 
{I-1 [-1 1 

=--0--+-k--=1--~ 
[o [o (Ik (Io [,, 

(t-i;) ~O~k=l .... (255) 

Die Gl. 248, 249 und 255 sind die drei Hauptgleichungen des 

allgemeinen W echselstromkreises. 

69. Experimentelle Bestimmung der Konstanten. 

Nach GI. 255 ist 
1 

[O[k= ------ • 
1-}Jk 

DO 
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Multipliziert man Zähler und Nenner mit \l31 = 3", so wird 
~" 

0 

Differenz 
her wird 

\l31 

~O~k= ~l ~ ~1 ~k 
:Jk- So 

. . . . (255a) 

5,, 3o 

worin Jk der Kurzschlußstrom, J0 

der Leerlaufstrom bei der primären 
Spannung P 1 ist, die um 'Pk bzw. tp0 

JA. gegen P1 verzögert sind. Durch 
Strom·, Spannungs- und Leistungs
messung bei Kurzschluß und bei 
Leerlauf können J k, 'Pk und J 0 , 

tp0 gemessen werden. Trägt man 
J" und J0 unter q;k bzw. tp0 gegen 

J<'ig. 147. P1 in das Vektordiagramm Fig. 
147 auf, so ist die geometrische 

von J" und J 0 die dritte Seite des Dreiecks OJ0J,.. Da
nach GI. 255a der Betrag 

00 0" ~ -~--!!!_ __ ---- .... (255c) 
Jk - Jo cos ('Po- q;k) 

Der Winkel zwischen sk und S~c- ~0 ist 

(ro + r1J = -1: OJ"Jo 

( + ) _ J0 sin (tp0 - q;") 
tg Yo Yk - - ) Jk- J0 cos (g;0 - q;k 

. . . (256) 

Mit den beiden Gleichungen 255 b (oder c) und 256 kann das 
Produkt 00 0" und die Summe (y0 + y") berechnet werden. 

Die Einzelwerte können durch die Leerlauf- und die Kurz
schlußmessung von der Sekundärseite getrennt werden. 

Führt man den sekundären Klemmen die Spannung P20 bei 
offenen primären Klemmen zu, so ist der sekundäre Leerlaufstrom 

I'- ~20 
-020 = ------

Oa -l-o~ 
~20 

~a ( ~-+--E) 
\132 0 -,-
3o 

3o1 = Oa ( 1 + !~) 
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ist die sekundäre Leerlaufimpedanz und es wird nach Gl. 253 

öo'=öa~l<' 
daher nach GI. 243 a 

(257) 

Das Verhältnis der Beträge z0' und z0 gibt also das Verhältnis von 
()k und C0 , und es ist die Differenz der Phasenwinkel 

fPo'-rpo=rk-?'o· 

Da nun das Produkt ckcO und (rk + ?'o) bekannt sind' können 
Ck, C0 , ?'k und ?'o für sich berechnet werden. 

Schließt man andrerseits die primären Klemmen kurz, so erhält 
man bei der sekundären Kurzschlußspannung P2k den sekundären 
Kurzschlußstrom JH. Für Fig. 143 ist dann die sekundäre Kurz
schlußimpedanz 

Nach Gl. 254 war 

daher 
3a + 32 
o:-=+-~: 

(258) 

Hiernach kann ebenfalls das Verhältnis der Beträge 
C Z , 

k _k_ 

Uo zl, 
und 

rk-ro = cpk'- CfJo 

ermittelt werden. Zur vollständigen Bestimmung von C0 , Ck, ?'o, yk 
genügen drei. Messungen, die vierte kann zur Kontrolle dienen. 

Symmetrischer Stromkreis. Einen symmetrischen Strom
kreis nennt man einen solchen, bei dem 

daher 

und 
ro= yk=r 

ist. Bei der Leitung mit verteilter Selbstinduktion und Kapazität 
war (s. S. 208) 
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also ~0 = [" = [ gefunden, sie ist ein Beispiel für einen symme
trischen Stromkreis. Aber auch die meisten Transformatoren und In
duktionsmotoren können als symmetrische Stromkreise betrachtet 
werden. 

B 

0 

70. Spannungsänderung. 

Für einen symmetrischen Stromkreis wird GI. 248 

~1 -lU +C>I 0 
-~- +'2 ~2vk' 

die in dem Diagramm Fig. 148 dargestellt ist. 
Bei Leerlauf ist die primäre Spannung 

P1o=P2 C, 

bei Belastung ist sie P1 , die prozentuale Spannungs· 
änderung von Leerlauf bis Belastung ist daher 

p1 
-- -P 

P 1 -P10 C 2 OB- OA 
e=---~100= P

1 
= 013--100. 

c 
Fig. 148. Hierdurch ist die Spannungsänderung des allgemei-

nen Wechselstromkreises auf die einer Leitung mit 
Widerstand und Selbstinduktion zurückgeführt und kann wie dort 
berechnet werden (s. Kap. IV, S. 48). 

f8% 

D 

Fig. 149. 

Beispiel. Bei einem Einphasen
transformator für 200 KVA und 
10000 Volt primär bei 50 Perioden 
wurde gemessen 

Ja=20 Amp., Plk=366 Volt, 

W,. = 4200 Watt. 

Es ist daher bei normalem Strom 
die Widerstandsspannung bei Kurz
schluß 

wk 4200 
J1 ,.zkcos q;k = -J =---;----0 = 210 Volt, 

1k 2 
d. h. 2,1°/0 der Klemmenspannung, und die Reaktanzspannung 

Jlkzksintp"= V P 1\- (~k Y = V3662 - 2102 = 300 Volt 
lk 

oder 3 °/0 der Klemmenspannung. 
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In Fig. 149 ist das Dia· 
gramm nach Kap. IV Fig. 31 
aufgetragen. Für cos cp2 = 0,9 
erhält man aus der Figur 
a = 3,2o/o' ß = 1,8 o/o 

ß2 1,82 
e=a+ 200 = 3;2 +2oo 

= 3,216°10 • 

Fig. 150 zeigt die Span
nungserhöhung für nacheilen
den Strom von cos cp2 = 0 bis 1. 

71. Berechnung der maximalen abgegebenen Leistung. 

Die abgegebene Leistung ist 

W2 =P2 J2 cos cp2 • 

Bei konstanter primärer Spannung und für eine bestimmte Phasen
verschiebung cp2 nimmt mit steigendem Belastungsstrom J2 die 
Spannung P2 ab. Die Leistung W2 hat daher ein Maximum. 

In der GI. 248 

1+51 = ~2 Cfo + S2 Cfk ilk ' 

die durch das Spannungsdreieck Fig. 151 
dargestellt wird, bilden die beiden Spannungs
vektoren P 1 0 = P2 00 und P1 k = J2 Ck zk, wie 
auf S. 218 gezeigt wurde, den bei konstan
tem Wert von cp2 konstanten Winkel 

a = IPk- IP2 + (ro- Yk) · 

Das Produkt der beiden veränderlichen Span
nungsvektoren ist der abgegebenen Leistung 
W2 proportional und da ihre Summe konstant 
gleich P1 ist, wird das Produkt am größten, 
wenn sie gleich sind: die abgegebene Lei

B 

0 
Fig. 151. 

stung ist also am größten, wenn die Leerlaufspannung gleich der 
Kurzschlußspannung ist. 

In diesem Falle, den Dreieck OBC in Fig. 151 darstellt, ist 
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daher 
p12 cos fP2 

H'2 max=P·~mJ2 mcosrp.~= (( .. (259) 
4 2 c c cos -2 o kzk 

Setzt man 

2 cos2 ~ = 1 + cos a = 1 + cos (rpk- fP2 + 'Yo- rk) 

pl 
··-··=Jk, 
zk 

und nach GI. 255 c 

c c "" Jk 
o k ~ Jk- foc-os(rpo ~ fPk)' 

so wird 

W = ~l ~-Jo~OS (rp!L- fPk) -- cos rpc . (260) 
'Jmax 2 1+cos(rpk·-rp2+ro-rk) " 

Die maximale Leistung hängt von rp2 ab. Das absolute Maximum 
erhält man durch 

wenn 

oder 
- sin qJ2 [ 1 + cos a J = cos rp2 sin te , 

fP2 =- (f!Jk + Yo -- Yk) 

a=2(f!Jk+ro-rk)=-2fP2 · 

Da rp2 negativ wird, ergibt sich das absolute Maximum der 
Leistung bei Voreilung von J2 gegen P2 • 

72. Das Arbeitsdiagramm des allgemeinen Wechselstrom
kreises. 

Das Arbeitsdiagramm stellt für konstante primäre Spannung P1 

die primären und sekundären Ströme, die sekundäre Spannung, die 
aufgenommene und die abgegebene Leistung dar, wenn die Belastung 
des Stromkreises sich bei konstanter Phasenverschiebung rp2 änder-t. 

Die beiden Hauptgleichungen lauteten: 

l.ßt = l.ß2 ~0 + ~2 ~k 3k (248) 

~ -lU ~O+o, fC' 
~1 - -~2 ~ .\52 ~k (249) 

Setzt man aus der ersten Gleichung 

l.ß2 ~0 = l.ßt - ~2 ~k 3k 
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in die zweite ein, so wird 

~1 = ~t + ~2 ~k (1- Ok) , 
3o 3o 

oder, da nach der dritten Hauptgleichung 255 

3k 1 1--=--
3o ~o ~k 

ist, wird 

(249a) 

Diese Gleichung sagt, daß der primäre Strom J1 sich zusammen· 
p 

setzt aus dem Leerlaufstrom J0 = __ J und dem dem sekundären 
Zo 

Strom proportionalen ~ . Trägt man (s. Fig. 152) J0 = OP0 um 
0 

ro gegen P 1 verzögert auf u11d sei P 0 P ein beliebiger Wert von 

~2_, so ist 0 P der Primärstrom J 1 • 

'o 
J 

Für den Strom -i]- erhält 
0 

man aus der ersten Hauptglei-
chung durch beiderseitige Divi- ?, 

sion mit ~0 ~" 3k 

_!1- = _$2 + ~2 · • (248a) 
[0 [k 3k ~k iJk [0 • 

Nach S. 218 bilden ~2 [0 =~10 
und ~2 ~k 3k = $ 1 k den konstan
ten Winkel 

a= tpk-tp2 + ro-rk, 
daher bilden die ihnen propor-

tionalen Ströme 32__ und ~2 
~k3k ~0 

in GI. 248a ebenfalls diesen Winkel. 
Trägt man in Fig. 152 an 

J 
P0 P= 02_ unter Winkel a die 

0 

Fig. 152. 

p2 
Strecke P Pk = 0- an, so ist die Summe nach GI. 248a konstant 

kzk 

Fraenckel, Wechselströme. 15 



226 Die Gleichungen und Diagramme des allgemeinen Wechselstromkreises. 

Die Strecken OP0 und P0 Pk, und daher ihre Summe, sind 
konstante Ströme, es ist 

· OP"=OP0 +P0 P.,.=-$1 +-_J_!_= ~1 (~+-1-), 
3o [O[k3k 3k 3o [O[k 

und da nach Gl. 255 

wird 

_3k +-1-=1, 
3o [o[k 

Op - \131_~ k---.-sk 
3k 

der Kurzschlußstrom bei der Spannung P1 , er ist gegen P1 um q;k 

verzögert. 
Die Vektoren von den drei festen Punkten 0, P 0 und Pk nach 

~ p2 
dem Punkt P stellen also 0P=J1 , P0 P=-0 und PP"=-0 

o kzk 

dar. Da P0 P und PPk die konstante Summe P 0 Pk haben und den 
konstanten Winkel a bilden, bewegt sich der Punkt P bei ver
änderlicher Belastung auf dem Kreis' über P0 P.,. als Sehne, mit dem 
Zentriwinkel P0 MPk= 2 a. Jedem Punkt P des Kreises entspricht 
ein anderer Belastungszustand. 

Konstruktion des Kreises. 

Hat man durch Leerlauf- und Kurzschlußmessung J 0 , q;0 , Jk, q;k 

ermittelt, so trägt man J.,. = OPk unter q;k und J 0 = OP0 unter q;0 

gegen P1 auf. Der Mittelpunkt M des Kreises liegt zunächst auf 
der Mittelsenkrechten DM auf P0 Pk. Als zweiten Ort kann man 

~ 
den Radius P0 M wählen, der mit der Sehne P 0 Pk den Winkel--:- -a 
bildet. Nach S. 220 ist 2 

1:: OPkPo = Yo + Yk · 

P0 P.,. bildet daher mit der Richtung von P 1 , d. h. der Vertikalen 
in Fig. 152, den Winkel rp.,.- (r0 + rk) oder mit der Horizontalen 

.YP.,.P0S=; -q;k+ro+r.,.. 

Daher bildet der Radius P 0 M mit der Horizontalen den Winkel 
ß = MP0 S = PkP0 M- PkP0 S 

=; -a- [; -rpk+ro+ rk] =rpk-(ro +r")-a · 
Da 

ist, wird 
fl=p2 -2y0 .••••••• (261) 
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Für einen symmetrischen Stromkreis ist /'o = 1'1c, daher 

2ro=ro+rk=OP~cPo 

ß= Cf2 -(ro + l'k) = Cf2- OP1cPo • 

Bei induktionsfreier Belastung, cp2 = 0, wird 

ß=-2ro· 

P0 M liegt dann oberhalb P0 S und für den symmetrischen Strom
kreis wird 

Darstellung der Leistungen im Diagramm. 

Zugeführte Leistung. Der Vektor 0P=J1 bildet mit der 
Richtung der Klemmenspannung P 1 den primären Phasenverschie
bungswinkel cp1 . Die Ordinate PN = J 1 cos cp1 (Fig. 153) ist daher 

P, 

Fig. 153. 

bei konstanter Spannung P1 proportionel der zugeführten Leistung 
W1 = P1 J 1 cos cp1 • Der Abstand eines Kreispunktes von der Ab
szissenachse ist also ein Maß für die primär zugeführte Leistung. 
Ji,ür alle Kreispunkte, die unterhalb der Abszissenachse liegen, ist 
sie negativ, sie ist eine abgegebene Leistung, entsprechend einem 
generatorisehen Betriebszustand. 

Sekundär abgegebene Leistung. In dem Dreieck P 0 P Pk war 

J2 p2 
P 0 P=- und PP~c=~-, 

Co Okzk 
1!\* 
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daher ist der Inhalt des Dreiecks 

1 1 sincc 
P P PP . - J P ' o . . k Slll (( - -2- ~ . ~ ( ~- -" 

2 . 0 v"z" 
proportional der Leistung W~ = P2 J 2 cos cp~ 

Klemmen. Da die Grundlinie des Dreiecks 

ist die Höhe 
Jo P., sin f( H'., sin f( l>H=---·--· ~= · ~--

pl pl cos cp2 . 

Ein Lot PL von P auf den Radius P0 M bildet mit 1'0 Pk den 
Winkel P0 BL = 1' BH = cc. Daher ist 

p B = -~~f!_ =- 1V2_ 
sin a P1 cos ([!~ · 

Der Abstand eines Kreispunktes von der Geraden P0 Pk ist pro
portional der sekundären Leistung. 

Wirkungsgrad. Da der Radius 1'0 M mit der Abszissenachse 
den Winkel (IJ!2 - 2 y0 ) bildet, ist auch der Winkel zwischen PL 
und PN: 1:_LPN=(fP2 ~2y0). 

Es war 

daher 

und PB=-TJ'2 -

P1 cos cp2 ' 

PN W 1 

PQ= cos(cp2 -2y0) P1 cos(fP2 ---2-y~)' 
PB W2 cos (cp2 - 2 y0) cos (cp2 - 2 y0) ---= ---- = 1) 
P Q W1 cos T2 cos fP2 • 

Das Verhältnis der sekundären Leistung ~ zur primären 
Leistung W1 ist der Wirkungsgrad 1). Er wird, abgesehen von dem 

cos(1p -2y) 
Faktor 2 0 , durch das Verhältnis PB: PQ dargestellt. cos 1p2 

Da y0 ein kleiner Winkel ist, ist der Faktor sehr nahe gleich 1. 
Bequemer läßt sich der Wirkungsgrad noch in folgender Weise 

ablesen. Man verlängert P 0 Pk über P 0 und zieht durch ihren 
Schnitt S mit der Abszissenachse eine Parallele VV zu PL, also 
senkrecht zum Radius P 0 M. Eine Parallele lV V zur Abszissenachse 
bringt man mit der Verlängerung des Strahles PS zum Schnitt in A, 
dann ist 

LIAYS"'LJSQP 

L1 WV.)'"' L1 SQB, 



rlaher 

durch Division wird 

und 

Bei~piele. 

AV:VS=SQ:PQ 

WY:VS=SQ:BQ, 

AV 1'(1 
WV BQ 

WA_ WV-AV __ l'(J-B<i __ 1'B _W~ cos(q,~-2y0) 
j,rr"jr ___ WV_____ PQ- - PQ -lV

1 
- cos~2--

22n 

Der Strahl PA schneidet von der konstanten Strecke WY ein 
8tück W A ab, das, abgesehen von dem Korrektionsfaktor, die 
sekundäre Leistung in demselben Maßstab darstellt, indem WV die 
primäre Leistung darstellt. A Y ist in dem gleichen Maßstab der 
Verlust, als Differenz der primären und sekundären Leistungen. 
Der Abstand eines Punktes A und daher auch eines Kreispunktes P 
von der Geraden VV, die senkrecht auf dem Radius steht, ist somit 
dem Verlust proportional. 

73. Beispiele. 

l. Das Arbeitsdiagramm des 1\Iehrphasen-Induktionsmotors. 

In Kap. X S. 184 wurde gezeigt, daß das Verhalten des In
duktionsmotors bezüglich Stromaufnahme und Leistung gleich ist 
dem eines induktionsfrei belasteten Transformators. 

Von der auf die sekundäre Wicklung, dem Läufer, übertragenen 
Leistung, die mit Wa bezeichnet wurde, ist ein Teil, entsprechend 
der "Schlüpfung" s des Läufers gegen das Drehfeld der Strom
wärmeverlust in der Wicklung. Dieser ist bezogen auf eine Stator
phase 

und die pro Phase auf den Läufer übertragene Leistung 

w =J 2 !!:'A a 2 8 • 

Die Differenz ist die mechanische Leistung 

Wm=J2 2 R2 (~ -1), 
so daß der Transformator, durch den der Induktionsmotor ersetzt 
wird, an den sekundären Klemmen die Spannung 

P2 =Jo R,, (!._ -1) 
" " 8 
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und den Belastungswiderstand R2 (~- 1) besitzt (s. das Ersatz

schema Fig. 131 S. 184). 
Das Arbeitsdiagramm ist durch den Leerlaufstrom, den Kurz

schlußstrom und den Phasenverschiebungswinkel rp2 der Belastung 
bestimmt. Da die mechanische Belastung des Motors nur einer 
induktionsfreien elektrischen Belastung äquivalent ist, ist cp2 = 0. 

Den Kurzschlußzustand erhält man, wenn der Belastungs
widerstand 

R. (_!_ -1) =0 
2 :; 

ist, d. h. wenn 
s=l 

ist, also bei stillstehendem Läufer. 

Fig. 154. 

Den Leerlaufzustand erhält man, wenn der Belastungswider
stand unendlich groß, also wenn 

s=O 

ist, bei "synchron" mit dem Drehfeld rotierendem Läufer. Da 
hierbei kein Strom im Läufer entsteht, ist das Drehmoment Null. 
Die synchrone Geschwindigkeit ist die, der ein vollständig ent
lasteter Motor zustrebt. Wird er belastet, so schlüpft er um einen 
bestimmten Betrag, bei dem ein solcher Strom entsteht, daß das 
Drehmoment, das er mit dem Drehfeld bildet, dem Belastungs
moment das Gleichgewicht hält. 

Trägt man den Leerlaufstrom J0 und den Kurzschlußstrom Jk, 
die durch Messung ermittelt seien, in das Diagramm Fig. 154 ein, so 
liegt der Mittelpunkt M des Kreises zunächst auf der Mittelsenk-
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rechten auf P0 Pk. Als zweiten Ort könnte man den Winkel ß wie 
in Fig. 152 S. 225 antragen. Eine andere Konstruktion ist folgende. 
Wie an 1!-,ig. 152 gezeigt wurde, ist der Zentriwinkel 

P0 MPk=2a, 
worin allgemein 

a= cpk- cp2 + rk -- ro 

ist. Der Induktionsmotor ist meist ein symmetrischer Stromkreis, 
d. h. es ist rk = y0, und da cp2 = 0 ist, wird 

(( = cp,,. 
Man trägt also an P0 Pk den 

-1: PkP0 M = 90°- a == 90° -- cpk 
an. 

Das Arbeitsgebiet des Motors von "synchroner" Geschwindig
keit bis zum Stillstand ist der obere Bogen P0 P Pk des Kreises. 
Man entnimmt dem Diagramm die primären Ströme J1 = OP und 
deren Phasenverschiebungswinkel rp11 die primär zugeführte Leistung 
ist der Abstand der Punkte P von der Abszissenachse, die sekun
dät•e (die mechanische) Leistung ist der Abstand der Kreispunkte 
von der Leistungslinie P0 Pk, und das Verhältnis von abgPgebener 
zu zugeführter Leistung, den Wirkungsgrad 'YJ, zeigt die nach den 
aufS. 228 für Fig. 153 gegebenen Regeln eingetragene Wirkungsgrad
linie W- V. 

Bei dem Motor interessiert noch die Darstellung des Dreh
momentes und der Geschwindigkeit, die wir wie folgt im Dia
gramm ermitteln. 

Das Drehmoment ist proportional der auf den Läufer über
tragenen Leistung 

w -J~!l~ 
a-- 2 l)' · 

Allgemein ist im Diagramm der Vektor 

und 

also hier 

PPk=!2R2 (!_ -1). 
Ckzk 8 

Folglich ist, da für den symmetrischen Stromkreis 00 = C" ist, 

ppk = R2_ (.!__ _ 1) (262) 
P0 P zk 8 

Nehmen wir an, der Läufer werde mit unendlich großer Ge
schwindigkeit angetrieben (8 = co), so muß auch diesem ideellen 
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Zustand ein Kreispunkt entsprechen. Bei diesem Zustand ist lVa 
und das Drehmoment Null, weil bei unendlich großer Läufer
frequenz ~ genau um 90° gegen die EMK verzögert ist. Für 
s = oo ist die Leistung W m gleich -- J2 2 R 2 , das negative Vor
zeichen bedeutet, daß der Stromwärmeverlust dem Läufer mecha
nisch zugeführt wird. 

Sei P"' der Kreispunkt, der diesem Zustand entspricht, so 
ist für ihn nach GI. 262 

Poo PI, pkpOO R2 
-- 7_,0--P oo = PoP oo- = -;k-

und durch Division beider Gleichungen folgt 

~5\ -~:{: =(~ -1) 
P"' kann nicht experimentell aufgenommen 

gibt aber einen Anhalt für seine Konstruktion. 
Kurzschlußpunktes Pk ist 

PkQ = OPk cos cpk = OPk · !l__k, 
zk 

(263) 

(264) 

werden. GI. 263 
Die Ordinate des 

ein Maß für den Kurzschlußwiderstand Rk, wenn OPk die Kurz
schlußimpedanz zk darstellt. Diese Größen werden bei Kurzschluß 
gemessen. Ebenso kann der Läuferwiderstand R 2 gemessen oder 
berechnet werden. Trägt man ihn gleich P 1,R auf PkQ ab, so ist 

!J.R R2 

OPk zk 

Dieses Verhältnis soll nach GI. 263 zwischen PkPoo und P0 P00 

bestehen, und da P 0 P 00 P 1, = ((, OPkQ = 'Pk, und, wie gezeigt, 
hier (( = cpk ist, macht man 

indem man 
A P0 PkP oo ""11 OPkR, 

1:::: PkPOPOO = :r:_pk OR 

anträgt und findet P oo • 

Aus Gl. 264 findet man nun das Drehmoment und die Schlüpfung 
wie folgt. Fällt man von P ein Lot auf den Radius P 0 M, so bildet 
dieses mit der Geraden P0 Pk den Winkel P 0 N L = cc. 

Nun ist 

und 

daher ~-~~
l',;Poo 

A P 0 NL "'L1 P0 PooPk 

A P0 NP"' L1 P0 P Pk, 

PoN und ppk PN 
NL i{J5=~N' 
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und hiermit wird nach GI. 264 

Nun ist der Abstand l'N des Kreispunktes 1' von der Geraden 
P0 1',. ein Maß für die abgegebene Leistung 

J 2 R (~. 1) 
2 2 8 ' 

daher ist NL im gleichen Maßstab der Stromwärmeverlust 

J22R2 

und PL als Summe von beiden 

J2R2 
':! s 

die auf den Läufer übertragene Leistung und da~ Drehmoment. 
Der Abstand eines Kreispunktes von der Geraden P 0 1' oo ist ein 
Maß für das Drehmoment, die Gerade P 0 1'00 heißt die Drehmoment
linie. Ihre Schnittpunkte mit dem Kreis bestimmen die Zustände, 
bei denen das Drehmoment Null ist, nämlich bei Leerlauf (Syn
chronismus) und bei unendlicher Geschwindigkeit. 

Es verhält sich nun 

N L : P N: P L = 8 : ( 1 -- s) : 1. 

Bequemer ist folgende Darstellung: Zieht man eine Parallele 
TU zu P0 P 00 zwischen der Kreistangente P0T und der Geraden 
P0 Pk, und ist B der Schnitt des Vektors P0 P mit dieser Geraden 
TU, so folgt aus den ähnlichen Dreiecken 

1'0 TB"" 1' LP0 

und 
1'0 1'U"" P0 l~N 

TB NL s 

TU PI~ 1 

Der Abschnitt TB ist also proportional der Schlüpfung 8 und 
der Abschnitt BU der Geschwindigkeit (1- s). 

Das größte Drehmoment ergibt sich in D auf dem Lot MD 
auf der Drehmomentlinie. Punkt D teilt das Arbeitsgebiet des 
Motors in zwei Teile. Von P0 bis D entspricht einer vergrößerten 
Schlüpfung eine Zunahme des Drehmomentes, hier ist der Betrieb 
stabil, von D bis Pk entspricht einer Zunahme der Schlüpfung eine 
Abnahme des Drehmomentes, hier ist der Betrieb unstabil. D ist 
die Stabilitätsgrenze. 



234 Die Gleichungen und Diagramme des allgemeinen Wechselstromkreises. 

Ebenso wie man die mechanische Belastung des Motors durch 
eine gedachte elektrische ersetzt, kann man sie auch durch eine 
wirkliche elektrische ersetzen, ohne daß sich an der Stromaufnahme 
und dem Drehmoment etwas ändert. Hierzu schaltet man einen 

Vorschaltwiderstand in den Rotor. Ist er R 2 (~ - 1), so hat der 

Motor bei Stillstand dasselbe Drehmoment und denselben Strom, wie 
beim Lauf bei der Schlüpfung s, ohne Vorschaltwiderstand. Durch 
Abstufung der Widerstände kann man dem Motor alle Anlauf

1,0 
7J 

0,6 

I+CO. ", 
I 

1/ 

/I/ ,, 
I 
'1-

~t 

~ 

/ 

1--

/,/"' 
COS<p 

.J.. v 
,....... 

8 

q~ q6 

Fig. 155. 

/ 
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/ 

/ 

/ 
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1 

drehmomente geben, die er 
beim Lauf von Stillstand bis 
Synchronismus entwickelt. 

In Fig. 155 sind die ans 
dem Diagramm ermittelten 
Werte des Stromes J, des 
Leistungsfaktors cos q;, des 
Wirkungsgrades 'fJ und der 
Schlüpfung als Funktion der 
Belastung W m bis zur maxi
malen Leistung aufgetragen . 
Der Strom ist in Prozenten 
des Kurzschlußstromes dar
gestellt. 

Analog könnte man die 
Kurven für das unstabile Ge-

biet und ferner für die Arbeitsweise als Generator auftragen, der 
der Kreisbogen unterhalb der Abszissenachse entspricht. 

Das Kreisdiagramm des Induktionsmotors wurde zuerst von 
Heyland (ETZ 1~94) in vereinfachter Form, das hier abgeleitete 
exakte Diagramm von Ossanna (Zeitschrift für Elektrotechnik 1899) 
angegeben. 

2. Der Resonanztransformator 1). 

Ein Resonanztransformator ist ein Transformator, an dessen 
sekundäre Wicklung Kondensatoren angeschlossen sind. Er wird 
in der Funkentelegraphie zur Transformierung von Wechselströmen 
in solche von hoher Spannung verwendet. 

Die Kondensatoren sind an einen Schwingungskreis an
geschlossen, der eine Funkenstrecke enthält; sobald die Konden
satorspannung die Funkenstrecke überschlägt, entladet sich der 

1) s. Seiht, ETZ 1904, S. 276; Benischke, ETZ 1907, S. 25; Bethe
nod, Jahrb. f. drahtl. Telegraphie u. Telaphonie 1907, S. 534. 
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Kondensator in den Schwinkungskreis mit einer Frequenz, die 
von den Konstanten des Kreises abhängt. Beim Überschlagen der 
~'unkenstrecke istder Kon
densator fast kurzgeschlos· 
sen, und die sekundäre 
Klemmenspannung des 
Transformators geht auf 
einen kleinen Wert zurück. 
Sobald der Funke erlischt, 
steigt sie wieder auf den 
früheren Wert, die Reso
nanzspannung. Dieser 
kann durch passende Wahl 
der Verhältnisse ein Viel
faches der Leerlaufspan
nung des Transformators 
sein, und es wird durch 
die besondere Art der Er
zeugung dieser hohen Span
nung bezweckt, daß beim 
Überschlag des Funkens Fig. 15ö. 
die Lichtbogenbildung an 
der .l<'unkenstrecke vermieden wird. 

Wir wollen an Hand des Diagramms die Strom- und Spannungs
verhältnisse des Transformators untersuchen, wenn die sekundär 
angeschlossene Kapazität alle möglichen Werte von 0 bis oo an
nimmt. 

Leerlaufstrom und Kurzschlußstrom sind gegeben, C sei die 
variable Kapazität, dann ist an den sekundären Klemmen 

p =J2 
2 wC 

und 

Für Kapazitätsbelastung wird im Diagramm 

1:- a = fPk -- fP2 + Yo- Yk 

Da wir den Transformator als symmetrischen Stromkreis be
trachten können, ist r. = l'o> 

'Jl 

a=q;,,+2 

und -J::..P.P0 J.IIl =i -a=-q;k, s. Fig. 15ö. Das negative Vor-

c 
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zeichen sagt, daß dieser Winkel von P0 P1, nach oben aufzutragen 
ist. Da 

und 

p P=-[2_ 
0 c,, 

ist, wir·d 
) ) . ) )_ 1 . 1 1 1 .• 1 0 1 - ---0,. zk. 

• (J) 

Noch einfacher stellt sich die Kapazität C dar, wenn man durch 
1,0 die Gerade P0 C senkrecht zum Radius PkM zieht. Die Gerade 
P 1\ schneidet auf P0 C eine Strecke P0 B ab, für die infolge der 
Almlichkeit der Dreiecke P0 P Pk und BP0 Pk gilt 

1 1 
P0 B: P01\ = P0 P: 1\P=zk: -C = C: --

m wzk 

J>0 B ist also die Kapazität im gleichen Maßstab, in dem P0 Pk die 
1 

Konstante - - darstellt. 
wzk 

Wächst C von Null anfangend, so nimmt der primäre Strom 
erst ab und ist am kleinsten, wenn er in die Richtung OM fällt; 
er wächst dann, kommt in Phasengleichheit mit der Klemmen· 
spannung und dann in Voreilung. Die sekundäre Spannung PPk 
wächst mit steigender Kapazitätsbelastung von der Leerlaufspannung 
PkPo anfangend und erreicht ihren größten Wert in P m• wenn PmPk 
der Kreisdurchmesser ist. Hier ist Resonanz. Die Leerlauf· 
Rpannung ist 

und da p p = POPk 
II! 1' cos r'k 

ist, wird p _ _!_2Q 
2 max - COS r'k 

Je kleiner cos rpk, um so größer wird das Verhältnis der maxi· 
malen Spannung zur Leerlaufspannung; hierzu müssen die Wider· 
stände des Transformators möglichst klein sein. F'ür den widerstands· 
freien Transformator wäre die Erhöhung der Spannung wie beim 
einfachen Resonanzstromkreis unendlich groß. Für Pm ist 

~J!tpk 1 
P 0 P 111 sin rpk' 
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daher die Kapazität für die größte Spannung 

, _sin rp 1, 
0\Pem)- -;_;z , ,, 

sie wird um so kleiner, je größer die Kurzschlußimpudanz ist. Da 
die Widerstände möglichst klein sein sollen, muß die Kurzschlt& 
reaktanz, d. h. die Streuung, groß sein. 

Der sekundäre Strom bei Resonanz P0 Pm ist wesentlich größer 
als der bei Kurzschluß 1'0 l'd es ist 

J2k 
J.,(l'.,m) = tg ~~~ · 

Durch die große Streuung und den kleinen Kurzschlußstrom 
wird erreicht, daß bei überbrückter Funkenstrecke kein starker 
Strom aus dem Transformator 
nachfließen kann. 

Der größte Sekundärstrom 
ergibt sich, wenn P auf dem 
Durchmesser durch P 0 liegt; 
die größte Ladeenergie des 
Kondensators, die proportio
nal dem Produkt J2 P2 , also 
der Höhe des Dreiecks 1'0 1' Pk 
ist, wenn P senkrecht über der 
Mitte von P0 1\ liegt. Hier-

. 1 
bei 1st -;;c = z1,,. 

3,0 

1,0 

~-- f-- f-- --- ~--~J-v~ -?z/i -----~ \: 
--- --~ f-------

I --- ----~--

/ "' / "-.. 
/ 

V 1'---- .......... 

r-- r---- --r---

- __,_; [r,:z 
r,z O,lf 0,6 0,8 1,0 1,2 

Fig. lr>7. 
1,lf 1,5 1,8 2,0 

In Fig. 157 ist das Verhältnis der sekundären Spannung l',J 
1 

zur Leerlaufspannung 1'20 als Funktion von ~~(; : zk aufgetragen. 
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7 4. Ausgleichströme. 

In den vorhergehenden Kapiteln wurden die Gesetze des 
stationären Wechselstromes besprochen, der sich unter der Ein· 
wirkung einer gPgebenen Spannung in einem Stromkreis einstellt. 
Dieser Strom kann als die erzwungene Schwingung betrachtet 
werden, weil er im Takt der durch die Spannung eingeprägten 
Schwingungszahl schwingt. 

Ändern sich die Bedingungen des Stromkreises, sei es, daß 
die zugeführte Spannung oder die Konstanten des Stromkreises bei 
Schaltvorgängen oder Belastungsänderungen sich ändern, so geht 
der Strom aus einem stationären Zustand in einen anderen über. 
Der neue Endzustand stellt sich nicht sofort ein, weil die ihm ent· 
sprechenden Energien der magnetischen und elektrischen Felder 
des Stromkreises nicht vorhanden sind, die Felder zunächst ge
laden werden müssen. Dies erfordert eine gewisse Übergangszeit. 
Während dieser Zeit überlagert sich über den stationären Strom 
ein sog. Ausgleichstrom oder freier Strom, der für sich die Be
dingungen des Stromkreises erfüllt und der den stetigen Über· 
gang von einem stationären Zustand in den anderen vermittelt. 
Wir untersuchen zunächst Stromkreise, in denen Widerstand, In
duktivität und Kapazität als konzentriert betrachtet werden können~ 
d. h. solche, bei denen in Jedem Teil des Stromkreises der Strom 
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in jedem Augenblick den gleichen Wert hat und die wir als quasi· 
stationäre Stromkreise bezeichnen. 

Die Untersuchung vereinfacht sich, wenn die Konstanten des 
Stromkreises R, L, C innerhalb der Übergangszeit sich nicht ändern. 
Die Spannungsgleichung eines solchen Stromkreises ist von der 
Form 

di 
dt' J i dt) . . . . (265) 

worin q; eine lineare Funktion ist, deren Glieder teils den Strom i 
selbst in Verbindung mit Konstanten, teils den Differentialquotienten 
des Stromes nach der Zeit, teils das Zeitintegral des Stromes ent
halten. 

Während der Übergangszeit setzt sich der 
aus dem (erzwungenen) stationären Endstrom i. 
Ausgleichstrom if, es ist 

Strom zusammen 
und dem (freien) 

(266) 

und da Gl. 265 linear ist, kann sie zerlegt werden in 

dir 
dt' 

worin p die dem stationären Endzustand entspreehende Spannung 
ist. Nun erfüllt der stationäre Strom für sich die Bedingung 

daher ist für den Ausgleichstrom 

dir 
dt' 

(265 b) 

J ifdt) = 0 . . . . . (265c) 

Man erhält daher die Gleichung des Ausgleichstromes für sich, 
wenn man in der Differentialgleichung. des Stromes die Spannung 
gleich Null setzt. Der Verlauf dieses Stromes ist also nicht von 
der Art der zugeführten Spannung abhängig, daher bezeichnet man 
ihn als f1·eien. 

Nun sahen wir, daß der Ausgleichstrom den stetigen Über
gang vom Anfangszustand zum Endzustand vermittelt. Bei Beginn 
der Zustandsänderung, den wir hier als Anfang der Zeitrechnung, 
t = 0, ansehen, habe der Strom i einen Anfangswert ia(O). Be
zeichnen ie(O) und if(O) die Werte des stationären Endstromes und 
des freien Stromes für den Augenblick t=O, so ist nach GI. 266 

ia(O) = ie(O) + if(O) . • . • . • , (267) 
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75. Stromkreis mit konstaut('m Widerstand und konstanter 
Induktivität. 

Für einen solchen Stromkreis gilt nach Kap. II, S. 18 die 
Gleichung 

R'+Jrli p = t ~dt' 

Setzen wir hierin nach GI. 266 i=i.+i1 , 

R . + T di.e 1' = 1, J~ 
e tlt 

so wissen wir, daß für den stationären Strom die Gleichung 

1'. + J die p= 1·1·e ~dt 

für sich erfüllt ist. F'ür den freien Strom gilt daher 

Ri +L dir =0 
f dt 

Durch Trennung der Variabeln wird 

dir R 
-.,-·- =- --- dt. 
tr L 

(268) 

Integriert man diese Gleichung von den Anfangswerten t = 0, 
i1= if(O)' bis zu t bzw. 1:1, so wird 

In (i;~)=-~ t, 
R 

i1 =if(O)E-Lt (269) 

Dies ist die Helmh o I tz'sche Gleichung des freien Stromes, die aus
sagt, daß er von seinem Anfangswert if(O) an mit der Zeit nach der Ex-

-~~ R ponentialfunktion E L ausklingt. Die Größe L heißt Dämpfungs-
faktor, er ist der reziproke Wert einer Zeit. Für einen Zeitpunkt 

L 
t = R nach Beginn des Ausgleichsvorganges ist 

. -. -1_ 1 . 
t(f)- tf(O) E - 2-7iS tf(O)' , 

1 der Strom ist auf den - ten Teil seines Anfangswertes gesunken. 
E 

L 
R heißt die Zeitkonstante. 



Stromkreis mit konstantem Widerstand und konstanter Induktivität. 241 

Aus GI. 269 folgt, daß der freie Strom erst nach unendlich 
langer Zeit verschwindet; jedoch verlaufen die meisten Ausgleichs
vorgänge praktisch in sehr kurzer Zeit. 

Der Strom hat nur noch 1 / 100 seines Anfangswertes, wenn 

Rt 

f: L = 1/100 

ist, oder wenn 
L D 

t= R In 100=4,605 R. 

Ist z. B. R = 1 Ohm, L = 0,1 Henry, so ist die Zeitkonstante 
L' 
R =0,1 Sekunden, der Ausgleichstrom ist nach 0,46 Sekunden auf 

den 100. Teil seines Anfangswertes gesunken. Der Anfangswert 
if(O) ist nun entsprechend GI. 267 aus den besonderen Bedingungen 
zu ermitteln, die sich aus den stationären Anfangs- und End
zuständen ergeben, wie nun an einigen Beispielen gezeigt 
werden soll. 

a) Der freie Strom beim Aufhören des Wirkens der Spannung. 

Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn der Stromkreis nach Abstellung 
der Spannung in sich geschlossen bleibt, etwa bei der Magnet
wicklung einer Maschine, die nach dem Abschalten in sich oder 
über einen Widerstand kurzgeschlossen wird. Der stationäre End
strom ist hier wegen des FehJens der Spannung ie = 0. Der freie 
Strom ist daher für t= 0 nach GI. 267 

if(O) = ia 

gleich dem Wert, den der Strom vor dem Kurzschließen des Strom
kreises z. Z. t = 0 hatte. Der gesamte Strom ist also hier 

(270) 

In dem magnetischen Felde war ursprünglich eine Energie 
i 2L . 
....11..2 aufgespeichert. Die Abnahme der Energie ist~ Li di = i 2 R dt, 

sie ist die in der Zeit clt erzeugte Stromwärme. Nach Ablauf' des Vor
ganges ist die ganze ursprünglich vorhandene magnetische Energie 
in Stromwärme umgewandelt. 

Beispiel. In einem 6 poligen Gleichstrommotor ist der Fluß 
eines Poles <1>=7,0·106 , jeder Pol hat 1700 Windungen, der 
Erregerstrom ist 4 Amp., der Widerstand der Erregerwicklung 
R=lOO Ohm. 

Fraencke1, 'Vechselstriime. 16 
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Die Induktivität wird 

C/>w 7 · 10'1 • 6 ·1700 
L=i 108 = 4 . 108 =178,5Henry. 

Wird dieser Stromkreis sich überlassen, so klingt der Strom nach 
der Gleichnng ab 

i = 4 e~0,56tt. 

Die Zeitkonstante ist 1, 7 85 Sek.; nach dieser Zeit ist der Strom 
4 

auf den Wert -= 1,47 Amp. gefallen und auf 1 / 100 des Anfangs· 
e 

wertes nach 4,605·1,785"' 8,2 Sekunden. Der Vorgang ist in 
Fig. 158 dargestellt. 

b) Entstehen eines Gleichstromes. 

Wird der Stromkreis zur Zeit t= 0 an eine Gleichspannung P 

angeschlossen, so strebt der Strom dem stationären Endwert ie = ~ 
zu. Der Strom während der Übergangszeit ist 

R 
._ . . _P . -r,t 
t- t, -+· tr- R +tr(o)e 

4- Amp 

1 

~~-T=~.______::S.~ek;;. ~-2~~4 8 8 10 
Jek. 

z 4- 6 8 10 

Fig. 158. Fig. 159. 

Zur Ermittlung von if(O) setzen wir die Grenzbedingung ein: 
Zur Zeit t = 0 ist der Anfangswert des Stromes ia (O) = 0. In Gl. 26 7 
wird daher 

daher 

und 

ia(O) = ie(O) + if(O) = 0, 

p p ~!!t 
i=---e L 

R R 
(271) 
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Fig. 159 zeigt das Entstehen des Gleichstromes für das vor
hergehende Beispiel. Er ist die Differenz des stationären Stromes 
und des freien Stromes und steigt von dem Wert Null allmählich an. 

c) Belastungsänderung in einem Gleichstromkreis. 

Wird zur Zeit t = 0 in einem G Ieichstromkreis bei konstanter 
Spannung der Widerstand plötzlich von dem Wert Ra auf den Wert 

p 
R. geändert, so ist der Anfangswert des Stromes iaco> = R , der 

p a 

stationäre Endwert ie(O) = R, aus Gl. 267 wird daher 
e 

• • 0 p p 
1'((0) =ta(O) -- te(O) = R - R 

a e 

und der Strom während des Ausgleichsvorganges 

i=i.+it(O)e-~·~=; +[:- ;]e-~et (272) 
e a e 

Fig. 160 zeigt für das Beispiel L = 178,5 Henry den Strom
verlauf a) wenn bei 400 Volt der Widerstand von Ra= 200 auf 
R. = 100 verkleinert wird, b) wenn er von Ra= 100 auf R. = 200 
vergrößert wird. Tm zweiten 

'I 1/mp a. -----. 
Fall ist der Dämpfungsfaktor 
doppelt so groß als im er- 3 

sten, der Vorgang spielt sich 
viel schneller ab. Wir ha- 2 ______ _ 

ben dieses Beispiel gewählt, 
weil es zeigt, daß bei einem 
Stromkreis mit sehr hoher 
Selbstinduktion, wie ihn die 
Magnetwicklung einer Dyna
momaschine darstellt, der 

1 

z 
Sek. 

6 8 0 z '•' 
Fig. 160. 

Ausgleichsvorgang mehrere Sekunden dauern kann. Streng ge
nommen ist bei einer solchen Magnetwicklung L wegen der Eisen· 
sättigung keine Konstante. Wie hierbei zu rechnen ist, wird auf 
S. 24 7 gezeigt. 

d) Das Einschalten eines Wechselstromes. 

Wird der Stromkreis zur Zeit t = 0 an eine Wechselspannung 

p=pmsin(wt+'ljl) 

angeschlossen, so ist nach Kap. li S. 19 der stationäre Strom 

i. =im sin (wt +V'- ffJ), 
16* 
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worin wL 
tgrp=--~

R 
-~t 

ist. Der freie Strom ist wieder i1 = if(O) e L 

Da der Anfangsstrom ia = 0 ist, wird nach GI. 267 

if(O) = -- ie(O) =-im sin ('!fJ- q;) 

und der gesamte Strom während des Einschaltvorganges: 

-~t 
-i=i.-f-i1=imsin(wt+1jJ-rp)-imsin(v•-q;)s L (273) 

Die Größe des freien Stromes, der bei t = 0 den stationären 
Strom zu Null ergänzt, hängt von dem Augenblick des Einschal
tens ab. Wird in dem Augenblick eingeschaltet, in dem der 
stationäre Strom durch Null gehen würde, so ist auch if(O) = 0, 
und der Strom schwingt sich sofort auf den stationären einwelligen 
Strom ein. In jedem anderen Falle ist ein freier Strom vorhanden. 

-~---

Fig. 161. 

\ 
\ 

--\;--- --
_'\----~~~~ 
-~;=-

' ' ' ' ' ....... __ 

F'ig. 161 zeigt den Anfang des Einschaltvorganges für einen 
Stromkreis bei vier verschiedenen Einschaltmomenten, die auf der 
Zeitachse mit 1, 2, 3, 4 bezeichnet sind. i. ist die stationäre Strom
welle mit der Amplitude im, die beim Einschalten in dem mit 0 
bezeichneten Augenblick sofort entsteht, während für die Einschah
momente 1 bis 4 die freien Ströme i11 bis i14 entstehen. Sie er
geben zu i. addiert die resultierenden Ströme i 1 bis i 4 • 

Nach dem ersten Nullgang des stationären Stromes bei a hat 
er die gleiche Richtung wie i 11 bis i14 , die resultierenden Ströme 
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1 bis i4 werden größer als der stationäre Strom. ia erreicht die 
größte Amplitude, obwohl der Anfangswert von i13 kleiner ist als 
die Amplitude im. Der größte Stromstoß nach dem Einschalten 
hängt von dem Phasenwinkel 1p der Spannung ab. Die Bedingung 
dafür ist folgende. 

Da nach dem ersten Nulldurchgang des stationären Stromes 
der freie Strom mit ihm gleichgerichtet ist, ist die Summe beider 
in der folgenden Halbperiode um so größer, je größer i1 beim 
ersten Nulldurchgang des stationären Stromes nach dem Ein
schalten ist. 

Der stationäre Strom i", sin (wt + 1p- tp) wird nach dem Ein
schalten Null, wenn 

wt + 1p- tp = 0 oder :rr 

ist, je nach der Größe von 1p und tp. 1p kann zwischen 0 und :rr, 
:rr :n 

rp zwischen 0 und 2 liegen, 1p- tp also zwischen -- 2 und :rr, 

während wt für den ersten Nulldurchgang größer als Null 
sein muß. 

Also ist k:rr-('ljl- tp) t=------ --
w ' 

worin k = 0 oder 1 sein kann. 
Der freie Strom wird zu dieser Zeit 

_!lt 
i1=imsin(IJ-!-r:p)c L =imsin('ljl-·tp)c 

Er hat seinen größten Wert, wenn 

-~ir__=O 
d1jl 

ist. Dies ergibt: 
- k " --_("!_- _rl I!_ R 

im COS (lf! -- tp) c ''' L +im sin (lf! --- rp) ~L c 

oder 

Da 

ist, soll 

d. h. 

R 
cos (lfJ- r:p) = -- sin (v' -- rp) wE. 

wL 
--=tgrp 
R 

tang ( 1p - r:p) = -- tg rp , 

lp=Ü oder :rr 

k:r--::_ (1/'_- _ •r·l 
=0, 

sein und, dies bedeutet, daß die Spannung im Augenblick des Ein
schaltens gerade durch Null geht. 
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Ist R sehr klein gegen L, so fällt der Nulldurchgang der 
Spannung nahezu mit dem Maximalwert des stationären Stromes 
zusammen, und da bei kleinem R dt>r freie Strom sehr langsam 
abklingt, kann der gesamte Strom nach 1 / 2 Periode etwas weniger 
als die doppelte Amplitude des stationären Stromes haben. Dies 
ist der größte Wert des Stromstoßes, der bei konstantem L beim 
Einschalten im Nulldurchgang der Spannung auftreten kann. 

Fig. 162. 

Fig. 162 stellt das Einschwingen des Stromes dar, wenn beim 
Nulldurchgang der Spannung eingeschaltet wird und im stationären 
Zustand cos r:p = 0,18 ist. 

Bei einer plötzlichen Änderung einer der Konstanten R oder L 
des Stromkreises bei konstanter Spannung ist der Anfangswert des 
Übergangsstromes 

der Endwert sei 
ie = iem sin (wt+ 1p- cp.), 

der freie Strom im Augenblick der Belastungsänderung t=O nach 
GI. 267 

if(O) =ia(O)- ie(O) = iam sin (1!J- 'fla)- iem Sin (1Jl- 'fJ.). 

Er hängt also nicht nur von der Größe, sondern auch von der 
Phasenverschiebung Cf!a und Cf!e der stationären Anfangs- und End
ströme gegen die Spannung ab. 

76. Stromkreise mit Widerstand und veränderlicher 
Induktivität. 

Bei den eisenhaltigen Stromkreisen ist L in weiten Grenzen 
veränderlich, daher treffen die Grundlagen der bisherigen Rechnung 
nicht mehr zu, und es ist nicht mehr möglich, den freien Strom 
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von dem stationären rechnungsmäßig zu trennen. Hier ist die 
Differentialgleichung 

p=Ri+w dif> l0-8 
dt 

zu verwenden, worin r[J = f(i) durch die Magnetisierungskurve 
lß = f'(i) gegeben ist. 

1\:lan kann mit Hilfe der Magnetisierungskurve den Vorgang 
angenähPrt graphisch verfolgen, wenn man statt der unendlich 
kleinen Änderung d r[J eine endliche LI if> in der endlichen Zeit Llt 
betrachtet. Die Annäherung an den wirklichen Vorgang wird um 
so größer, je kleiner man die Größen wählt. 

a) Das Einschalten eines Gleichstromes. 

Hier ist p = konst. = P und es wird 

Llif> 
P=Ri+w Llt 10-8 • 

Fig. 163 stellt die Magnetisierungskurve dar, die zweckmäßig 
so aufgetragen wird, daß die Ordinaten die Flußwindungen w if>, 
die Abszissen den Ohmsehen Spannungsabfall iR darstellen. Dem 
stationären Strom J entspreche J R = P = 0 A und der stationäre 
verkettete Fluß w if> =AB. 

8 

Fig. 164. 

Greift man nun eine Flußänderung w L1 if> = DE heraus, bei der 
der Ohmsehe Spannungsahfall im Mittel iR = OC ist, so berechnet 
sich die zu dieser Flußänderung erforderliche Zeit beim Einschalten 

Llt=wLlif>lQ-BS k 
P-iR e . 
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Durch Einteilung der ganzen Flußänderung von 0 bis w C/J =AB 
in entsprechende Elemente LllP, die nicht gleichgroß zu sein brauchen, 
berechnen sich die zugehörigen Zeiten Llt und der ganze Einschalt
vorgang. Graphisch verfährt man wie folgt: 

Ist in Fig. 163 der Maßstab der Flußwindungen 

1 cm = m 10-f-8, 

so ist 
1cLJliJ 10-K = 1n JJFJ, 

der Spannungsmaßstab 
1 cm =~ u Volt, 

daher 
P- JR=nOA 

also ist 
wLJC/)l0- 8 mDE 

Jt=-P-iR--=·;; OA-Sek. 

m 
Macht man in Fig.164 OT=- Sek., TP=OA und dasDrei

n 
eck otp mit der Höhe tp = DE ähnlich dem Dreieck OTP, indem 
man op parallel OP zieht, so ist ot=Llt Sek. 

Hierdurch erhält man das Ansteigen des Flusses mit der Zeit 
als eine gebrochene Kurve, die sich der wirklichen um so mehr 
anschmiegt, je kleiner die Elemente L1 C/J gewählt werden. Aus der 
Magnetisierungskurve erhält man nun zu jedem Fluß den Strom 
und hiermit auch den zeltliehen Verlauf des Stromes i, der von 
dem des eisenlosen Stromkreises (Fig. 159) wesentlich abweicht. 

Ist remanenter Magnetismus vorhanden, so beginnt die Zu
nahme des Flusses nicht bei 0, sondern bei lP0 , die Magnetisierungs
kurve steigt, wie in Fig. 163 gestrichelt angedeutet, von C/J0 an. 
Der Einschaltvorgang wird hierbei entsprechend abgekürzt. 

b) Das Einschalten eines unbelasteten Transformators. 

Für einen leerlaufenden Transformator oder eine Drosselspule 
mit Eisen ist 

Ri+wdllP =p"'sin (wt+'IJ'). ( t 

Der Transformator werde zur Zeit t = 0 an das Netz ange
schlossen, llier ist i = 0, und lP = C/J0 sei der dem remanenten 
Magnetismus entsprechende Fluß. Durch Integration von 0 bis t 
wird 

t 

di. .-F. Pm ( 1- ) +Pm fRidt 'I'= 'P. - -- cos (1) t- '1/1 -- cos w - --
0 WW 0 OJW T W 

(274) 
0 
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Auf der rechten Seite haben wir vier Glieder, das erste ist, 
wie erwähnt, von der Remanenz bedingt und ist konstant. Das 
zweite Glied ist ein Wechselfluß mit der Amplitude 

w:,.=l!.,._ .. 
ww 

Dies ist jener stationäre Fluß, der sich einstellen würde, 
wenn der Ohmsehe Spannungsabfall in der Wicklung Null wäre. 
Bei modernen Transformatoren hat der Vollaststrom etwa 1°/0 Ohm
sehen Spannungsabfall, und der Leerlaufstrom beträgt durch
schnittlieh 10°/0 vom Vollaststrom. Daher ist sein Spannungsabfall 
nur etwa 0,1°/0 der Klemmenspannung, und dabei ist cp:,. sehr 
nahe gleich dem Fluß bei Leerlauf. Das dritte Glied ist konstant 
$:,. cos 1p und ergänzt den stationären Fluß im Augen blick t = 0 
zu Null. Das vierte Glied endlich stellt die durch den Ohmsehen 
Spannungsabfall bedingte Abnahme des Flusses dar. 

Mit großer Annäherung, d. h. bei Vernachlässigung des Ohm
sehen Spannungsabfalls des stationären Magnetisierungsstromes stellen 
also die vier Glieder der GI. 274 dar: das zweite den stationären 
l<'luß, das erste und dritte zusammen den Anfangswert des freien 
Flusses, das vierte die Dämpfung des freien Flusses. 

Nun ist bei eiuer Wechselspannung der Zusammenhang zwischen 
St1·om und Fluß durch die Hysteresisschleife gegeben. 

Beim Einschalten schwingt 
rJ> nicht um den Wert Null, son
dern um einen I<,luß, der seine 
Richtung beibehält, er ist zu 
Anfang $ 0 + cp;,. cos 1p und 
klingt mit der Zeit ab, so daß 
nicht die symmetrische Hyste
resisschleife beschrieben wird, 
sondern Schleifen, die, wie Fig. 
165 zeigt, unsymmetrisch zum 
Koordinatenanfangspunkt lie
gen 1), und deren Lage von dem 
Anfangswert abhängt. Da wir 
über diese Art der Hysteresis
schleifen nichts Näheres kennen, 
entzieht sich der Vorgang einer 
rechnerischen Untersuchung. 
Sieht man von der Dämpfung 

1) s. Hay, Electrician 1894. 
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in den ersten beiden Halbwellen ab, so ergibt sich, wie groß im 
ungünstigsten Falle dPr Fluß und der Stromstoß werden können. 
Der Teil <Jim cos 1p hat seinen größten Wert, wenn 1.fJ = 0 ist, d. h. 
wenn im Nulldurchgang der Spannung eingeschaltet wird. Ihm 
kann der remanente Fluß gleich- oder entgegengerichtet sein, so 
daß im ungünstigsten Falle der Anfangswert des freien Flusses 
if>0 + if>:,. ist. 

Der stationäre Fluß beginnt flir 1p = 0 mit - cJ>:,. und ist nach 
1 / 2 Periode+ <P:" geworden, so daß bei kleiner Dämpfung der Fluß 
nach 1 / 2 Periode tP0 + 2 if>:,. ist, also mehr als doppelt so groß wie 

ß 
170<11-

fli/JUO 

1$000-

140/JU -

zooo 

.JOOO , 

\ 
\ 
\ 
I 

Fig. 166. 
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die Amplitude des stationären 
Flusses, um so mehr, je größer die 
Remanenz ist. Die Induktion steigt 
nicht ganz proportional, weil 
bei den hohen Siittigungen ein 
größerer Teil des Flusses durch die 
Luft verläuft; immerhin kann bei 
modernen Transformatoren, bei 
denen die Amplitude der Induk
tion im stationären Zustand etwa 
Bmax=14000 ist, die Sättigung auf 
B = 30 000 und darüber steigen, 
und hierzu gehört ein Strom, 
der ein Vielfaches nicht nur des 
stationären Magnetisierungsstro
mes, sondern auch des Vollaststro
mes ist, er bedingt einen großen 
Spannungsabfall, so daß die folgen
de Welle schon abgeschwächt ist . 

.B'ig. 166 zeigt nach A. Hay (EI. rewiew 18!:!8) die mittels Joubert
scher Scheibe aufgenommenen Anfangsschwingungen des Stromes 

Fig. 167. 

und der Induktion, und Fig. 167 zeigt nach Linke (Arch. f. Elektr., 
Bd. I, S. 21) das Oszillogramm des Einschwingens des Stromes an 
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einem modernen Transformator. Zur Vermeidung der Stromstöße, 
die nicht nur für die Schalter und Meßinstrumente schädlich sind, 
sondern auch die Wicklung mechanisch stark 
beanspruchen, verwendet man einen Schalter mit 
Widerstandsvorstufe (Fig. 168). Da der Vorgang 
in wenigen Perioden abklingt, braucht man prak
tisch nicht auf der Vorstufe stehen zu bleiben, 
da die erforderliche Zeit nicht größer ist als die 
der Schalterbewegung entsprechende Zeit. Der 
Widerstand muß so bemessen sein, daß einer- l!'ig. 168. 
seits beim Einschalten, andererseits beim Kurz-
schließen des Widerstandes der Stromstoß ein zulässiges Maß nicht 
überschreitet. 

Eine angenäherte Berechnung hat Rogowski 1) unter Vernach
lässigung der Hysteresis und der vergrößerten Streuung durch
geführt, indem er die Magnetisierungskurve in drei Teile zerlegt 
und durch gerade Linien ersetzt. Danach genügt ein Widerstand, 
der ca. ö bis 10°/0 der vollen Klemmenspannung beim Vollast
strome aufnimmt. 

77. Stromkreise mit Widerstand und Kapazität. 

In einem Stromkreis, in dem ein Widerstand R in Reihe mit 
einem Kondensator 0 liegt, ist nach Kap. II, S. 26 

R ·+fidt p= t (f' 

In der Übergangszeit setzt sich i aus dem erzwungenen End
strom i. und dem freien Strom it zusammen, es ist i = i. + i1 und 

R . +J· dt+R. +J· dt P = t. t. c "'r "'r c . 
Der stationäre Strom erfüllt für sich die Bedingung 

R ·+J· dt p= "'· "'·o· 
daher ist für den freien Strom 

Ri1+ [ir~=O (275) 

Durch Differentiation und Trennung der Variabeln wird 

dir dt 
-=---
if RC 

1) Arch. f. Elektr., Bd. I, 8. 344. 
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und durch Integration von if = ir<ol und t = 0 bis if und t wird 

Iu (i:~J = -- ;c 
t 

. . iüJ 
~,=~f(O)e . (276) 

Der Dämpfungsfaktor 
1 

ist hier R C, die Zeitkonstante RC. 

Für die Ladung q des Kondensators ist ganz analog 

dq q 
v=R-at-+c-, 

daher für die freie Ladung 

Rdqr +q' =0 
dt c 

t 
n q ~--RC 
'1(= f(O)" . (277) 

und für die Kondensatorspannung 

a) Entladung eines Kondensators über einen Widerstand. 

Der Kondensator ist auf eine Spannung Pc geladen und besitzt 
daher die Anfangsladung 'la = Pc 0. Er wird zur Zeit t = 0 über 
einen Widerstand geschlossen und entladet sich; der Endzustand 
ist daher q. = 0, und 

'if(O) = 'la(O) - 'le(O) = qa = pc C 
t 

q= 'lt+ q. = qr= qae -Ra =PcC e 

Der Entladestrom ist 

t 
RC 

. dq 1 _ ____!__ p t 
't=- -= _ ---q e Ra=- _i!. 8 -Re 

dt RC a R 

. (278) 

. (279) 

Der Anfangswert des Stromes ist - ~c. • Der Kondensator 

hatte zu Anfang die Energie U = ~ P0 
2 C, diese ist während der 

Entladung in Stromwärme übergegangen, denn es ist 

t=-n f= 00 I Jp2 21 1 
i 2 Rrlt= --~- e -Ra Rdt=-P2C. 

R· 2 
t-=0 t=O 
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b) Ladung eines Kondensators über einen Witleri"\tand mit 
Gleichstrom. 

253 

Hier ist der ~ndzustand q" = P,. C. 'Var der Kondensator nu
geladen, so ist qa = 0, daher 

PU e 

+ }" C' (1 ,/e) q = qr q" = · c \ - c (2HO) 

. ilq 
Der Ladestrom ergibt sieh wieder aus t = 

dt 
p ___ ! 

·_· c lU' /.-- ··f. 
H 

(281) 

Er ist ebenso groß wie bei der Entladung, nur von umgekehrten Vor
zeichen. Daher wird auch während der Ladung in dem Wider
stand dieselbe Stromwärme erzeugt wie bei der Entladung; sie war 
! P0

2 C, und da bei der Ladung eine ebenso große Energie dem 
Kondensator zugeführt wird, wird während der L11dung dem ganzen 
Stromkreis das Doppelte der Energie zugeführt, die nachher im 
Kondensator aufgespeichert ist, ganz unabhängig davon, wie grol~ 

der Widerstand ist. 

Aus Gl. 281 folgt, daß der Strom im Augenblick des Ein-
p 

schaltens _Re_ ist, also sehr groß werden kann, wenn R klein ist. 

Dies ist der Fall, wenn ein unbelastetes Kabel an die Spannung 
angeschlossen wird. Der Stromstoß wird, wie später gezeigt wird, 
durch die Induktivität des Leiters gedämpft, bei konzentrischen 
Kabeln ist diese aber sehr klein, so daß für diesen Fall das Kabel 
fast als induktionsfrei betrachtet werden kann. Für ein kurzes 
Kabelstück kann man sich in erster Annäherung die Kapazität in 
der Mitte der Leistung zwischen Hin- und Rückleitung konzentriert 
denken, es ist ihm dann der halbe Widerstand der Leitung vor
geschaltet. 

Ein konzentrisches Kabel von 60 qmm Querschnitt, das normal 
100 Amp. führt, habe eine Kapazität von 0,5·10- 11 1<'/km. Der 
Widerstand beider Leiter ist für 1 km 0,585 Ohm. 

Ein Kabelstück von2 km hat also eine Kapazität von 1 Mikrofarad, 
die wir uns in der Mitte, also hinter einem Widerstand von 0,585 Ohm 
angebracht denke11. Würde das Kabel direkt an dieN etzspannung 
von 600 Volt angeschlossen, so wäre der Stromstoß bPim Einschalten 

600 unter Vernachlässigung der Induktivität - - --- = 1025 Amp.. also 
0,585 . 
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ca. 10 mal so groß wie der Betriebsstrom. Der Strom klingt nach 
der Gleichung 

p _t_ -~"-~ 
i =- c_ B RC = 1025 f 0,585 

R 

ab, d. h. er ist auf 1°/0 des Anfangswertes gefallen, wenn 

t=RCln 100,= 4,6 · 0,585 ·10- 6 = 2, 7 ·10- 6 Sek. 

Der Ausgleichsvorgang spielt sich also in außerordentlich kurzer 
Zeit ab, weil die Dämpfung sehr groß ist. Die Ladung ist 

q = CP" = 6 ·10- 4 Coulomb. 

Es folgt hieraus, daß es zweckmäßig ist, ein Kabel nicht 
direkt, sondern über einen besonderen Vorschaltwiderstand anzu
schließen, besonders wenn es sich um Hochspannungskabel handelt. 

c) Ladung eines Kondensators über einen Widerstand mit 
Wechselstrom. 

Wird der Stromkreis z. Z. t = 0 an eine Wechselspannung 

p =Pm sin (wt+1p) 

angeschlossen, so ist der stationäre Strom 

worin 
ie =im sin (wt+ 1p + T), 

· Pm 

tm= V R2-+ (:cY und 
1 

tg1p= wCR 

ist. Die stationäre Ladung des Kondensators ist 

worin 

q.= Ji.dt=q".sin(wt+1p+<p- ;), 

im q =-
m W 

ist. Die freie Ladung ist 
I 

- RC qr= qrco> e 
Die freie Kondensatorspannung 

t 

Prc = Ptc(O) e- Ra • 

War der Kondensator ungeladen, d. h. qa = 0, so ist 

qf(O) =- qe(O) =- qm sin ( 1f! + IP - ; ) 
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und während des Einschaltvorganges 

q =q.+ q1= qm sin ( wt+vJ+ cp-- ~)-qm sin ( 1p + cp- ~) e- ;c 
Der freie Strom ist (282) 

oder da 

· dqf qm - ____!___ 

Ir= 7fT= ~-7ü5 cos (11' + cp) e Re 

im 
qm=-~ 

. t 
l --

if =-- o)-RC cos (V'+ cp) e RC' 

der gesamte Strom 
• t 

i=i.+i1 =imsin(wt+lp+cp)-- w1'JR cos(lfl+cp)e- RC (283) 

Er ist im Einschaltmoment (t = 0) 

. . [ . cos (V'+ cp)] . sin V' 
l<ol=tm sm(lfJ+cp)-- RC- =1m---, 

w cos cp 

und wird daun am größten, wenn V'= 90 ° ist, d. h. wenn in dem 
Augenblick eingeschaltet wird, in dem die Spannung ihre Ampli-

. i p 
tude erreicht. Der größte Wert des Stromes 1st also _m_ = _R'!!. 

cos cp 
Da der freie Strom in dem Beispiel S. 253 in 2,7 ·10- 6 Sek. 

auf 1°/0 seines Anfangswertes gesunken ist, also bei 50 Perioden 
in dem 1,35 ·10- 4 ten Teil einer Periode, so ist der stationäre Zu
stand sehr schnell hergestellt. 

Das hier durchgeführte Beispiel fiteilt einen extremen Grenz
fall dar, der noch dadurch zu berichtigen wäre, daß der Wider
stand bei so schnellen Stromänderungen durch die Stromverdrängung 
(s. Kap. IX) wesentlich erhöht wird, und weil ferner die auch noch 
so kleine Induktivität dämpfend wirkt. Immerhin zeigt sie, daß 
beim Anschließen von Kabeln an das Netz große Stromstöße auf
treten können und die Verwendung von Vorschaltwiderständen oder 
allmähliche Ladung durch stufenweise Erhöhung der Maschinen
spannung nötig werden. 

78. Stromkreis mit Widerstand, Induktivität und Kapazität 
in Reihenschaltung. 

Für diesen Stromkreis ist nach Kap. II, S. 26 

p=Ri+L ~! + fi~t. 
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Während der Übergangszeit ist 

i =i,+i,, 
und da die Differentialgleichung von dem stationären Strom i, für 

sich erfüllt wird, gilt für den freien Strom 

. dir Jirdt 
Rzr+Ldt-f- c=O ..... (284) 

Durch Differentiation erhält mm hierans 

d2 ir R a,:, ir 
dt2 + L dt + :tc = 0 . . · .. (284 a) 

:S G 4 . dqr . f L 
etzt man in l. 28 tf = dt, so ergibt sich ür die adung des 

Kondensators qf die analoge Gleichung 

. . . . (285) 

Der Verlauf von Strom und Ladung ist also von gleicher Art, sie 

unterscheiden sich nur durch Konstante. 
Gl. 284a wird befriedigt durch den Ansatz 

. k yt 
tf = c 

:Setzt man diesen Wert und seine Ableitungen in GI. 284a ein, so ist 

r2 +{- r +ic=o. 

. . . . (286) 

Da hierin die Wurzel aus einer Differenz vorkommt, ist zu 

unterscheiden, ob R 2 größer, gleich oder kleiner als 4 ~ ist, d. h. ob 

> 1 /L 
R<2Vc· 

1. Ist R > 2 V~ , so sind y1 und y2 reell. Die vollständig·e 

Lösung des Integrals lautet 
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; =k "y,t -f-k El'•t (287) 'f 1 ~ ~ • • • • • • 

und die freie Ladung ist 

--J· lt- kl l'•!+ k~ y,t qf --- ~f( -- E - e 
r1 r2 

(288) 

k1 und k2 sind die aus den Anfangsbedingungen zu ermittelnden 
Konstanten. 

if und qf klingen nach zwei Exponentialfunktionen ab, bei 
R 

denen ein Dämpfungsfaktor größer als 2 L , der andere kleiner ist. 

R 1 /L . R 2 
2. Ist =2 V 0 , so 1st Y1 =r2=- 2 L=~ RC · 

]'ür gleiche Wurzeln lautet die Lösung der Differentialgleichung 
(für q1) 

R 2! 
--- t --~· 

qr=(k1 +tk2)e 2 L=(k1 +tk2 )e RO 

und 

dqf r 2 -1 ---~-
ir'=--at=lk2-- RC (kl +tk2) e Ra 

3. Ist R < 2 V~, so sind y 1 und y2 imaginär. 

so ist 

R 
2E=a, 

)\ =-(a- jß) 

r~ =- -(a + j ß), 
worin a und ß reell sind. Daher wird 

Setzt man 
IJr= kl e-ra-Jß)t + k2 E-(«+Jfl)t. 

+Jßt ßt+ .. ßt c- = cos __ J sm , 
so wird 

worin 

reell sind, da der Vorgang reell ist. 
Setzt man in Gl. 292 

A=vil+b2 , 
b 

i5 = arctg- , 
a 

so wird auch 
q1 = e-at A sin (ßt + i5) 

Fraencke1, \\rechselstrHmc. 

(289) 

(290) 

Setzt man 

(291) 

(292) 

. (292a) 
17 
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Der Strom wird 

i1 = (~~l_ = e-at [- aA sin (ßt + d) + ßA cos (ßt + d) (293) 

=ratA·Va2 +ß2 sin(ßt+b-arctg ~) .... (293a) 

Hier verlaufen also Strom und Ladung nach Sinusschwingungen 

mit gedämpfter Amplitude. Der Dämpfungsfaktor ist a = :L , die 

Periodenzahl ist 

Sie heißt die Eigenfrequenz des Stromkreises. Bei sehr kleinem 
Widerstand ist sie angenähert gleich der Periodenzahl der Rt•sonanz 
für den stationären Wechselstrom. Die Konstanten A und t} sind 
aus den Anfangsbedingungen zu ermitteln. Da in der GI. 293 a für 
i1 nach Gl. 291 

. . (291a) 

ist, und die Kondensatorspannung ~ ist, sieht man, daß man die 

Amplituden der Kondensatorspannung ans denen des Stromes erhält 

durch Multiplikation mit V~. Diese Größe, die die Dimension 

eines Widerstandes hat, wurde bei Leitungen mit verteilter Selbst
induktion und Kapazität als Charakteristik bezeichnet. Hier kann 
sie analog als charakteristischer Widerstand des Stromkreises be
zeichnet werden; ist er kleiner als der halbe Ohmsehe Widerstand 
oder ihm gleich Wall 1 und 2), so ist der Ausgleichsvorgang 
aperiodisch, andernfalls, wie wir sehen, oszillierend. Die Phasen
verschiebung zwischen Strom- und Kondensatorspannung bei oszil-

lierendem Vorgang ist, wie aus Gl. 292 a und 293 a folgt, arctg· /!_. 
a 

Beispiele. 

a) Entladung eines Kondensators. 

Der auf die Spannung P 0 geladene Kondensator wird z. Z. t = 0 
über den Widerstand R und die Induktivität L geschlossen und 
entladet sich. Wir haben also folgende Grenzbestimmungen: 

qa = pc C ' qe = 0 

i.=O. 
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Während der Entladung ist daher 

q=q.+q,=qr 

und die Anfangswerte 
i = i. + ·i, = -i, 

q q l"cC} . • . f(O) = a (0) -~ qe (0) = -·· 

if(O) = ia(O)- ie(O) = 0 

1. Für die aperiodische Entladung R > 2 V~ 

. (294) 

setzen wir 

GI. 294 in GI. 287 und GI. 288 für t = 0 ein. Es wird aus GI. 287 

daher 
kl +k2 =if(O)= 0' 

aus GI. 288 

kl + k2 =PcC 
Y1 Y2 

k, ~ k,~~:cr,;; ~V R~,-~~. 

Hiermit erhält man 

i=i1=-- - p"=--=co:(er't~ er•t) . .......• (295) 

V R2 --4~ 

q=qr= -V--~-c~~~z f(R+ VR2--4·~)ey,l 
2 R 2 --4-

C 

( R ---v~~:- ~ t-) er• ~-~ • (296) 

Fig. 169a und b zeigen Strom und Ladung für 

C= 10- 6 Fd., R=500 Ohm, L = 0,05 Henry. 

Beide sind die Differenz einer langsam (I) und einf'r schnell (II) 
abklingenden l<'unktion, beim Strom haben sie den gleichen Anfangs
wert, daher steigt er von Null an, um wieder zu fallen; bei der 
Ladung sind die Anfangswerte ungleich, ihre Differenz ist die 
Anfangsladung, sie nimmt erst langsam, dann schnell ab. Das 
negative Vorzeichen von i bezeichnet den Entladestrom. 

Sein Maximalwert, der bei Entladung über einen reinen Wider-

stand (s. S. 252) ~c ist und sofort nach dem Schließen auftritt, wird 

17* 
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hier durch die Induktivität verkleinert und verzögert. Es wird 

_!,!__ = 0 wenn (s. GI. 295) 
cl t ' 

ist, oder 
8(r,-r.)t= 1'2_ 

Yt 

1 1'2 t=---ln-. 
l't- 1'2 fl 

~I I 
II 
I\ 
I I I 
I\ 
I \ 
I \ T 

I{F \ 
I \ 
I \ 
I \ 
\ \ 

I 
\ 
I 
I 

t{ \ 

t V tr, 
\ 

I \ 
\ 

\ 
\ 

' ' ' ' ~""' 

I 

Fig. 169a. 

V! 
\ 
\ 

' ' 

' ' ::--
" " 

.............. ___ _ 

Fig. 169b. 

= (~)C~r.) (1_1'_1_) 
/'1 /'2 

. 2~ V c 
und in GI. 295 eingesetzt: (R + ~ / R

2 
_ 4 L)-( 2F4 ~ -+) 

tmax=- R+ V R2-4 ~ -;-=_ -v~~ 4 ~ (295a) 

In dem BeispielS. 253 wird i = pc während ohne Induk-p max 660' 
tivität imax = 500 , also 1,32 mal so groß war. 

2. Im Grenzfall R = 2 V~ erhält man durch Einsetzen von 

GI. 294 in 289 und 290 für f = 0 k = q ·cc= P C ' 1 f(O) c 
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und hiermit 
21 

RC (297) 

(298) 

3. Bei oszillierender Entladung endlich, R < 2 W , erh!Ut 

man in Gl. 292a und 293a für t=O 

A sin <5 = qf(O) = Pc C 

-aAsin 15 + ßA cos <5 = if(O) = 0. 

Aus der zweiten Gleichung folgt: 

<5 =arctgl, sin <5=-- ß --===ßVLO 
a Va2 +ß2 

und 

A = Pc_!!_ = pc "1 / Q 
sinb ß V L · 

Hiermit werden GI. 292a und 293a 

q=q1=cat !:/ V~sin (ßt+arctg~) 
. . , Pc . ß 
t=t1=e-a'(JL sm t 

(299) 

(300) 

d(e-a 1 sinßt) __ 0 Der größte Strom ergibt sich hier, wenn dt ist, 

also wenn tgß t=!}____ 
a 

oder t = !_ arctg I}_=_'!___ arctg {!___ 
ß a 2n rc 

ist, 

worin T die Periodendauer ist. Es wird 

0 0 ( ß) ß --' sm ß t = sm arctg - = ---=---:c-'"' = ß V L () 
a v?+ß2 

und 

Vc --~ aretg (t) · -P 2Lß a 
tmax- c L 8 ' • (301) 

Für einen widerstandsfreien Stromkreis wäre die Stromamplitude 
und ebenso die Ladungs- (bzw. Spannungs-) Amplitude ungedämpft 

imax = Pc V~ , sie tritt, da für R = 0, arctg ~ = ~ ist, zuerst 

1 i4 Periode nach dem Beginn der Entladung auf. Die ursprünglich 
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im Kondensator vorhandene Energie ~Pc2 0 entladet sich dann voll
ständig in das Feld der Induktivität und erscheint dort nach 
1 / 4 Periode als magnetische Energie ~ i;;, • ., L. Jetzt kann der Strom 
nicht mehr steigen, und da die Kondensatorspannung Null geworden 
ist, entladet sich die Induktivität in den Kondensator usf. 

Ist Widerstand vorhanden, so wird bei jeder Ladung ein Teil 
der Energie in Wärme umgesetzt, daher sind die Amplituden ge
dämpft, der Vorgang klingt aus und die während des ganzen Vor
gangs erzeugte Stromwärme ist gleich der ursprünglich im Konden
sator aufgespeicherten Energie. 

:Fig. 170. 

Fig. 170 zeigt den Stromverlauf für 

C = 10- 6 Fd., L = 0,5 Henry, 

Die Periodenzahl ist 

j___ = 224 
2n 

und der Strom hat die Gleichung 

i = ~Q_ e- 1001 sin 1400 t 
700 . 

R=lOO Ohm. 

Um mit einem derartigen Schwingungskreis Hochfrequenz
schwingungen zu erzeugen, sind kleine Induktivitäten und kleine 
Widerstände erforderlich. Die Leistung eines solchen Systems ist 
aber sehr begrenzt, man geht daher heutzutage in der Funkeu
telegraphie allgemein dazu über, hochfrequente Ströme durch Ma
schinen zu erzeugen. 

b) Ladung mit konstanter Spannung. 

Bei der Ladung mit konstanter Spannung sind die Grenz
bedingungen, wenn der Kondensator ungeladen war 
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qa=O 

q,=PC 

qf(O) = -- qe(O) =' 

q = q,+qr 

Z'U 

ia=O 

i,=O 

i{IO)=Ü 

i=ir. 

Diese Bedingungen unterscheiden sich von denen bei der Ent
ladung nur dadurch, daß die freie Ladung zur Zeit t = 0. das ent
gegengesetzte Vorzeichen hat wie dort, und daraus ergibt sich als 
gesamte Ladung nun die Differenz aus der Ladung des Endzustandes 
und der freien Ladung, die genau denselben Verlauf hat wie bei 
der Entladung, während der Ladestrom ebenfalls den gleichen Ver
lauf hat wie zuvor, jedoch das entgegengesetzte Vorzeichen. Bei 
oszillierender Ladung haben die freie Ladung und die Kondensator
spannung nach 1 / 2 Periode ihre größte Amplitude in entgegen
gesetztem Sinne wie zu Anfang und addieren sich zum stationären 

T n 
Wert. Da 2 ß , wird die maximale Kondensatorspannung 

( ""') Pcmax = P 1 -1-- e- T ' 

d. h. bei kleinem Widerstand, doppelt so groß wie die stationäre 
Spannung. 

Aus dem gleichen Verlauf des Ladestromes und des Entlade
stromes folgt wieder wie für den Stromkreis mit R und 0, daß die 
gesamte Stromwärme während der Ladung ebenso groß ist wie bei 
der Entladung, nämlich gleich der im Endzustand im Kondensator 
aufgespeicherten Energie ~ P 2 C. 

Dies gilt also auch bei Anwesenheit einer Induktivität und 
unabhängig davon, ob der Ladevorgang aperiodisch oder oszil
lierend ist. 

c) Aul'lgleichvorgänge bei sinusförmiger Spannung. 

Wirkt auf den Stromkreis eine Wechselspannung 

p =pm sin (m t + '!fJ), 
so ist der stationäre Strom nach Kap. II S. 26. 

i, =im sin (m t + lfJ + cp), 
worin 

1 
-mL 

wO 
und cp = arctg - ---e--

R 
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1 
ein Voreilungs- oder Verzögerungswinkel ist, je nachdem w C größer 

oder kleiner als w L ist. Die Ladung des Kondensators ist 

1 
q = _2t! cos ( w t + '!f' + 97). 

• (J) 

Wird der Stromkreis zur Zeit t= 0 eingeschaltet, so ist 

rza=O, 
Gehen wir gleich zu dem praktisch wichtigsten Fall des Oszilla

torischen Einschaltvorganges über, so ist nach GI. 292 a und 293 

i 
qf(O) =- qe(O) =-~ cos (V'+ 97) = A sln 0. (302) 

w 

if(O) =- i,(o) =-im sin (V'+ 97) =- aA sin 0 + ß A cos 0 (303) 

Setzt man den Wert von A sin o aus der ersten Gleichung in 
die zweite ein, so wird 

Acoso = -- lJ sin (t;' + rp) - 0tßim cos (V'+ 97). 

GI. 293, S. 258, für den freien Strom lautet nach Auflösung 
von sin(ßt-t-o) und cos(ßt+o) 

ir= e- at [A coso (ß cos ßt- a sin ßt)- A sin o (a cos ß t + ß sin ßt)]. 

Durch Einsetzen von A cos o und A sin o wird 

. --at[a"'+ß2im ( + ) . 1r=e -7i --;:ocos '!f' 97 sm ßt 

+ lJ sin (V'+ 97) (a sin ßt -- ß cosßt)l 

oder da a2 + ß2 = _2_ ist 
LO 

ir= c-at [ß o~LC cos ('!f' + rp) sin ß t 

+ß:~o sin('!fJ+97)sin(ßt-arctg~)J . (304) 

~7J = Pcm ist die stationäre Amplitude der K ondensatorspan

nung. Analog erhält man für die freie Ladung 

qr= e·-at [- ~'E. sin (V'+ rp) sin ß t 

- __ im -=.c cos ( '!f' + rp) sin (ß t + arctg !!.)] • (305) 
ßwYLO a 



Stromkreis mit Widerstand, Induktivität u. Kapazität in Reihenschaltung. ~t.i5 

und die der freien Ladung entsprechende Spannung am Konden
qf 

sator Per= 0 . 
Der freie Strom und die Ladung setzen sich aus je zwei Sinus

wellen mit gedämpften Amplituden von der Kreisfrequenz ß zu-

sammen, die gegeneinander um arctg f!_, d. h. bei einem schwach 
a 

gedämpften Stromkreis (a sehr klein) um fast 90° gegeneinander 
verschoben sind. 

Ihre Größe hängt Yon ('l.fJ + q;), d. h. von den Anfangswerten 

im Augenblick des Einschaltons ab. Da die Eigenfrequenz j!._ 
2n 

des Stromkreises meist sehr groß gegen die Netzfrequenz ist, ist es 
hier weniger wichtig, den größten Wert des gesamten Stromes und 
der gesamten Ladung bzw. Spannung des Kondensators zu unter
suchen, die sieb durch Addition der stationären Werte zu Gl. 304 
und 305 ergeben, sondern es genügt, die größten Werte des freien 
Stromes und der freien Ladung zu betrachten. 

Ist der Stromkreis schwach gedämpft, R klein, so ist die eigene 
Kreisfrequenz nach S. 258 sehr angenähert 

ß~v{c· 
daher wird in den zweiten Gliedern der GI. 304 und 305 im Nenner 

ß11L6~ 1. 

Diese Glieder können also nicht größer als die stationären Ampli
tuden werden. Dagegen wird die Amplitude des ersten Gliedes in 
der GI. 304 des Stromes, wenn cos ( 1fJ + q;) = + 1 wird, ange-

nähert im~, also soviel mal größer als die stationäre Stromampli-
w 

tude, wie die Eigenfrequenz größer ist als die Netzfrequenz. Dieser 
Wert kann also sehr groß werden. Die Bedingung dafür ist 

cos (V' + cp) = + 1' 

sie wird erfüllt, wenn beim Nulldurchgang des stationären Stromes 

oder bei einem schwach gedämpften Stromkreis (R klein, q; ""'~-) 
beim Maximalwert der Spannung eingeschaltet wird. 

Das erste Glied in der GI. 305 für die Ladung hat die größte 
i w 

Amplitude, wenn sin (1Jl + cp) = 1 ist, und wird p, also {i mal 

so groß wie die stationäre Amplitude der Ladung, d. h. um so kleiner, 
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je höher die Eigenfrequenz gegen die Netzfrequenz ist. Dieses 
Glied kann also keine wesentliche Erhöhung der Ladung bzw. Kon
densatorspannung verursachen, sondern nur das zweite Glied. Dieses 
kann höchstens ebenso groß werden wie die stationäre Ladung, so 
daß bei der Übereinanderlagerung beider Größen im Übergangs· 
zustand höchstens die doppelte Ladung und Spannung erreicht 
werden kann. 

Um die allgemeine Bedingung für die größten Amplituden des 

freien Stromes zu ermitteln, hat man die beiden um arctg (!__ phasen
a 

verschobenen Sinuswellen zu einer zusammenzufassen. Nach der 
Regel 

• , / ·I 2 + 'II 2 + 2 ·I •II ( I ")··· 
j, = t' ~ z ~ t cos 'fJ - 'fJ 

erhält man die Amplitude der resultierenden Welle 

_!_m 1 /1 + cos2 (V'+ g;) (-. 1- -1) + _.!.__ sin 2 (V'+ <p) (304a) ß VLC V w 2 LO wL 

Differentiiert man nach tp, so ergibt sieb als Bedingung für 
das Maximum 

-- sin 2 ('IJ! + g;) (-1--- 1) + ~- cos 2 (tp + cp) = 0 
w2 LC wL 

tg 2 (1p + cp) ~ - 1 _!___ = cotg cp = tg (; - <p) 
- -- wL 
wC 

1p+cp=~--~ 
4 2 

:7T 3<p 
1p=-4--2. . . (306) 

ll 
Man ersieht hieraus, daß für <p "'-2 , (tp + cp) = 0, also der 

Zeitpunkt des Nulldurchgangs des Stromes und der maximalen 
Spannung die größten Amplituden ergibt. 

Fig. 171 zeigt für einen Stromkreis mit 

C= 10-6 Fd., L= 0,5 Henry, R=30 Ohm 

das Einschwingen des Stromes, wenn beim Nulldurchgang des sta· 
tionären Stromes eingeschaltet wird, und Fig. 172, wenn beim Maxi
mum des stationären Stromes eingeschaltet wird. 

Dieser Fall liegt angenähert z. B. vor, wenn ein Transformator, 
an den ein unbelastetes Kabel angeschlossen ist, an der Nieder
spannungsseite an den Generator geschaltet wird. Hier ist die 
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Kapazität des offenen Kabels, die man sich in der Mitte des Kabel~ 

konzentriert denken kann, mit dem halben Widerstand der Leitung 

Fig. 171 und 172. 

und der Kurzschlußimpedanz des Transformators in Reihe geschaltet. 

Es können hier wieder große Stl'omstöße entstehen, während die 

Spannung bis auf fast den doppelten Wert steigen kann. 

79. Zusammengesetzte Stromkreise. 

Sind zwei Stromkreise parallel an eine Stromquelle geschaltet, 

deren Spannung unabhängig von dem entnommenen Strom ist, so 

wird jeder Ausgleichsvorgang in einem Stromkreis sich so abspielen, 

als ob der andere nicht vorhanden wäre, 

und dieser wird von den Vorgängen in jenem 

unbeeinflußt bleiben. Ist die Spannung des 

einen Stromkreises dagegen abhängig von den 

Vorgängen im anderen, wie es bei Zweigen 

zusammengesetzter Stromkreise der Fall ist, so 

wird ein Ausgleicht>vorgang in einem Zweige 

auch einen solchen in dem anderen bedingen. 
Fig. 173. 

Als Beispiel betrachten wir die Schaltung Fig. 173, bei der 

zwei Zweige mit den Widerständen B 1 , B 2 und den Induktivi· 

täten L11 L 2 in Reihe mit dem Zweig B, L geschaltet sind 1). 

1) s. Kuh l man n, Ar eh. f. Elektrotechnik Bd. I, 8 .. }:27. 
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Sind i, i1 , i.~ die drei Ströme, so gelten die folgenden Glei· 
chungen 

. + di , . . I di2 p=RI L dt--t-B~1~TL2 -Tt-
i= il + i2. 

Substituiert man Gl. 309 in 307 und 308, so wird 
l' d. 

p= (B -t--R1 ) i 1 -I- (L -t--L1) 
1
1/'t + Ri2 + L di: 

(307) 

(308) 

(309) 

(307a) 

Man eliminiert nun i 1 , indem man GI. 307a mit L und GI. 307b 
mit (L + L 1) multipliziert und subtrahiert: 

pL1 - i2 [RL1 + R.~ (L + L 1)] - ~~(L1 L.~ + LL2 -t--LL1) 
il = ----. ... .. (310) (RL 1 -H1 L) 

di1 
dt 

Durch Differentiation wird 

(310a) 
Schreibt man zur Abkürzung 

R1 R2 + R1 R + R 2 R = (! ) 

L1 L~-t--L1L+L2L=2 . (311) 
R(L1 -t--L2) + R 1 (L2 -t--L) +R2 (L1 + L) =Y 

so erhält man durch Einsetzen von GI. 310 und 310a in 307b 

R +L dp = i -L Ydi2_ +;. d2i2 
P 1 1 d t e 2 ' d t d t2 . . (307b) 

i 2 setzt sieb während der Übergangszeit aus dem stationären 
Endstrom i2 , und dem freien Strom i2 r zusammen. Für den freien 
Strom ist 

Die Lösung dieser Gleichung ist 

. . (312) 
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worin die Dämpfungsfaktoren a1 a2 die Wurzeln der Gleichung 

''+ y +(} H" I(( ;:=0 
sind, d. h. 

(313) 

Man überzeugt sich durch Gl. 311, daß der Ausdruck unter 
dem Wurzelzeichen positiv ist, daher beide Teile des Ausgleich
stromes aperiodisch verlaufen. Nur kann der eine Dämpfungs
faktor a1 , bei dem im Zähler die Differenz steht, viel kleiner sein 
als der andere, so daß der eine Teil sehr schwach gedämpft ist. 

Für den Stromkreis 1 erhält man genau die gleiche Rechnung, 
wenn in Gl. 310 und 310a die Indizes 1 und 2 vertauscht werden. 
Daher kann man setzen: 

i1r=k1
1 B"''t+k2

1 ea•t . .... (312a) 

Die Beziehung zwischen den Konstanten k1 , k/, k2 , k2 ' erhält 
man durch Einsetzen von GI. 312 in GI. 310 

k I= __ k !1-Ll + R. 2_v~1 t~)_± txl~ = __ k A 1 
1 t RL -R L t 1 

1 1 (314) 
k I=-- k RL1 +_~~ (J.~t + L) + a2~ =- k A 

2 2 .RJ,t -- Rl L 2 2 

Setzt man die Werte von a1 und a.2 aus GI. 313 und l aus 
Gl. 311 ein, so werden die Koeffizienten A 1 , A2 

Au=~(L1 -L2)±_~2~-!J~ +_L):-~1(L2 +~)_"!~2 __ E~~ (315) 
' ~(RL1 --R 1 L) 

Sind die parallelgeschalteten Stromzweige gleich, d. h. R 1 = R2 

und L 1 = L 2 , so ist 

d. h. 

VY2 -=.::.-4el 
A12=+ · ~ -- · =+1 . (315a) 

' · ·2 (RL1 - R 1 L) -

k/=-k1 l 
k21=+k2 J 

. (314a) 

In dem unverzweigten Stromkreis ist der freie Strom 

i1= i 11+i21 = (k1 + k/) e",t+ (k2 + k2
1) e"•' . (316) 
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Für gleiche Zweige wird nach Gl. 314a 

ir= 2 k2 ea•t (317) 
Der schwach gedämpfte Ausgleichstrom tritt hierbei in dem 

vorgeschalteten Zweig gar nicht auf, sondern er verläuft lediglich 
als ein Kreisstrom in den beiden parallelgeschalteten Zweigen. In 
dem unverzweigten Stromkreis tritt nur die Summe der beiden 
schnell abklingenden freien Ströme auf; hier kann also der Aus
gleichsvorgang schon längst abgelaufen sein, während er in den 
parallelen Zweigen fortbesteht. 

Zur Bestimmung der Konstanten dienen die Grenzbedingungen. 
Seien i 1 a(OJ und i 2 a(o) die stationären Anfangsströme zur Zeit t~O, 
und die ~ndwertc für t= 0 i 1 e(O) und i2 e(ol• so ist, s. GI. 312a u. 314 

ilf(O) '= - Al kl- A~ k~ -='il a(O) -l~l e(O) ,'j 
i~f(O) = kl -+ k~ = i~a(O)- i2e(O) • 

Hieraus erhält man 

k - il((O) + A.3 i2((0) l 1- -~---··- ·--

A2 --Al (318) 
il f(O) +Al i2f(O) J k2 = ---· --·· --· -----·-

Al-A2 
und für gleiche Stromzweige nach GI. 315a 

kl ~~=- ·it f_Jo2__2_~ycoJ 1 . (318a) 

k = il_f(O) -t~.t'S.QL 
2 2 

Wird z. B. der ganze Stromkreis eingeschaltet, so ist für gleiche 
Stromzweige 

und daher 

il ((0) = i2 f(O) 

k1 =0. 

Der langsam ausklingt:>nde Teil des freien Stromes, der nur in 
den parallelgeschalteten Zweigen auftritt, fällt hier fort, und es 
bleibt nur der schnell abklingende Teil. 

War dagegen der eine Stromzweig (1) eingeschaltet und wird 
der zweite dazu geschaltet, so ist für diesen 

i2a(o)=Ü, i2{(o)=-i2e(O)' 

Dann ist für gleiche Zweige 

k __ ila(O)-?:le(o)+i2e(O)_ ila(O) 
1 - ---- __ 2 ______ 2_ 

k = ilf>_(O)_:-i1~-i2e(O) __ ~~~-i 
2 2 - 2 ~e(O)" 
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Die Ströme während der Übergangszeit sind für diesen Fall 

· . . . ~la{O) a t 'tta(O) . " . r. J 
~1 = ~1 c + 't1 f = 11 e + --2- 8 ' + l--2 --- ---- 11 e (0) 8 • t 

Das schwach gedämpfte Glied des freien Stromes, das in beiden 
Zweigen entgegengesetztes Vorzeichen hat und in dem vorgeschalteten 
Zweig nicht auf, ritt, ist hier gleich dem halben Anfa.ngswert des 
Stromes, in dem nicht geschaltet wurde. Dieser Kreisstrom ent
spricht einer Ladung des l<'eldes des zugeschalteten Stromkreises 
durch den schon eingeschalteten; er fällt fort, wenn die vorgeschaltete 
Impedanz (R, L) gleich Null ist. 

Enthalt<m die Strornkt·ebe Eisen, wie z. B. wenn 1 und 2 zwei 
Transfor·matoren bezeichnen, die über eine lange Leitung mit großem 
Spannungsabfall gespeist werden, so können, wie auf S. 248 gezeigt 
wurde, durch Sättigung und Remanenz die Stromstöße beim Schalten 
sehr groß werden. 

Ku hlm an n 1) beobachtete beim Einschalten eines Transforma
tors, daß infolge des Stromstoßes nicht nur bei diesem, sondern auch 
bei einem benachbar·ten Transformator, der über die gleiche Fern
leitung gespeist wurde, der selbsttii.tige Überstromausschalter aus
löste. Wie ans der Ber<~chnung hervorgeht, ist dies d<~rn großen 
Spannungsabfall in der Leitung und der dadurch hervorgeruf<men 
gegPnsemgen Beeinflussung der Stromkreh;e zuzuschreiben ist. 
Durch Verwendung eines Schalters mit Wid<!rstandsvot·stufe läßt sich 
auch hier der Stromstoß in zulässigen Grenzen halteil. 

80. Stromkreise mit gegenseitiger huluktion. 

Die Gleichungen des Transformators 

(319) 

(320) 

Durch Differentiation der ersten Gleichung wird 

~:::=R1 ~it + L 1 ~:} + M~~~ (321) 

1) l. e. 



272 Ausgleichsvorgänge in quasistationären Stromkreisen. 

wAhrend aus der zweiten Gleichung ist 

. . (322) 

Setzt man GI. 322 in Gl. 321 ein, so wird 

d 2i'J ( 2) + di2 ( + L R ) + . R R - Mdp1 ( 3) (i(i" LtL2-M dt RtL2 t 2 ~2 t 2-- dt 32 

di d2 i 
Differentiiert man GI. 320 und setzt -d2 und -d J aus GI. 319 

t t" 
ein, so wird analog 

d2il( 2)+dil( + )+' + dpl( ) (i"j2 L 1 L 2 -M dt R 1 L 2 L 1R2 t1R1R 2=p1 R 2 L2 dt 324 

Die Gleichungen der freien Ströme erhält man, indem man die 
rechten Seiten in Gl. 323 und 324 Null setzt. Für den primären 
und den sekundären freien Strom gilt daher: 

~t~ (L1 L2 - M 2) + ~i; (.R1 L 2 +L1 R2) + i1 R1 R2 = 0 (325) 

ir=keat 

a2 (L1 L2 - M 2 ) +a(R1L2 +L1 R2 ) + R 1 R2 =0 

- R1L2 +L1R2 + V(~L;-=-L1R2f+4,~M2 ( ) 
a1,a-- 2 (L1 L2 

_ M2) ii26 

Die Wurzeln sind stets reell, die freien Ströme sind aperiodisch. 
Wir setzen: 

ifl = kl ea,t+k2 ea,t} • 

it2 = k/ Ba, t -+ k21 eao t 
. (327) 

und durch Einsetzen dieser Gleichungen in 320 erhält man die 
Beziehung: 

k 1 a1M l 1 =-kl :R~-=Fa1L2 
I ~M 

k2 =-k2 R~ +~L2 

. . (328) 

Als Beispiel möge das Einschalten des kurzgeschlossenen 
Transformators betrachtet werden. Hierfür kann man setzen 

R 1 =R2 =R 

L 1 =L2 =L. 
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Dann wird nach GI. 326 

RL-RM R 
a~=--j}~--M_2=- L+M (329) 

RL+RM R R 
a 2 =-L2 -=M2 =-- L__:_M=~s (330) 

worin S = (L - M) die Streuinduktivität ist. 
Der zweite Dämpfungsfaktor ist groß, weil S klein ist, der erste 

ist sehr klein. Da M nicht viel kleiner als L ist, ist a 1 etwa halb 
so groß wie a beim leerlaufenden Transformator. 

Es sei nun p 1 = p1 m sin (wt +V'). 
Der stationäre primäre Strom ist der Kurzschlußstrom i 1 k, der 

um cpk gegen p 1 verzögert ist: 

i10 =i1 kmsin (wt + 1p- q;k). 

Für f= 0 ist ila(O) =0 

il e(O) = ilkm sin (VJ- (/) k) = il k(O) 

ilf!O) = kl + k2 = ila(O)- il eiO) =----'i1k(0' (331) 

Der sekundäre stationäre Kurzschlußstrom i 2 k ist gegen ilk 
(s. Kap. XII S. 218) um n- 'Yk verzög·ert, es ist 

i 2 k= i2 kmsin [wt+"P- q;k-(n -y,J]. 
Aus Gl. 328 erhält man durch Gl. 329 und 330 

Hiermit sind die freien Ströme nach GI. 327 

} . (334) 

Die beiden Glieder haben folgende Bedeutung: Die ersten 
schwach gedämpften Teile sind primär und sekundär gleich
gerichtet und von der halben Summe der stationären Ströme, 
d. h. vom stationären Magnetisierungsstrom abhängig. Sie stellen 

Fraenckel, Wechselströme. 18 
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also die Teile der freien Ströme dar, die den beim Einschalten 
fehlenden Fluß erzeugen; jede Wicklung trägt die Hälfte dazu bei. 

Diese'r Teil kann durch Remanenz und Sättigung "·ieder sehr 
hohe Werte annehmen, jedoch kaum so hohe wie bei Leerlauf, 
erstens w.eil der Fluß bei Kurzschluß kleiner ist als bei Leerlauf, 
und zweitens, weil die Wicklungen sich unterstützen. 

Der zweite Teil des freien Stromes, der in beiden Wicklungen 
entgegengesetzt gPrichtet ist, hängt von der Differenz der beiden 
Kurzschlußströme ab, und da diese um fast 180° gegeneinander 
phasenverschoben sind, ist sein Anfangswert fast ebenso groß wie 
der Kurzschlußstrom jeder Wicklung· für t = 0. Dieser Teil klingt 

R 1 R w. . 
schnell ab. Nimmt man an, daß wS = 3 , also S = g Ist, so ISt 

RT :n: 

nach 1 / 2 Periode e 8 2 = e 3 = 0,35, so daß dieser Teil nach 
Umkehr der Richtung des stationären Kurzschlußstromes diesen 
nicht wesentlich verstärken kann. Der erste Teil hingegen, der 
länger andauert, kann durch Überlagerung über die stationären 
Kurzschlußströme sehr hohe Stromstöße und große mechanische Kräfte 
zwischen den Wicklungen hervorrufen. 

Analog stellt sich die Berechnung für einen Kurzschluß des 
belasteten Transformators. Hier sind die Anfangsströme i 1 a(O) und 
i 2 a(OJ durch die Belastung gegeben, man erhält 

il f(O) = kl + k2 = il a(O)- il k(O) 

i2 f(O) = kl- k2 = i2 a(O)- i2 k(O) • 

k = _[~l_a(())_j-~_«_(ü)]- [itk(O) + i2k(O)] 

1 2 

k _ [ila(o)-i2a(o)]-[ilk(o)-i~qoJ] 
2- ---~ ---- --2~ ---------

Der erste Faktor enthält hier die Differenz des Magnetisierungs
stromes bei Belastung und jenes bei Kurzschluß. Da der Fluß bei 
Belastung fast ebenso groß ist wie bei Leerlauf und der bei Kurz
schluß sehr klein ist, so nähern sich hier die Verhältnisse mehr 
denen be'im Einschalten des unbelasteten Transformators, so daß die 
Stromstöße bei Kurzschluß des belasteten oder leerlaufenden Trans
formators noch größer werden können als beim Einschalten des 
sekundär kurzgeschlossenen Transformators. 
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81. Dns Ausschalten eines induktiven Stromkreises. 

Wie betrachten das Ausschalten eines induktiven Stromkreises 
als Beispiel eines Ausgleichsvorganges mit veränderlichem Widee
stand. 

Beim Ausschalten eines Stromkreises muß die iu ihm aufge
speicherte magnetische und elektrische Energie in eine andere 
Energieform, z. R in Wärme, umgewandelt werden. Hierzu ist eine 
gewisse Zeit erforderlich. Der Strom verschwindet nicht augen
blicklich, sondern er bleibt zunächst über einen Licht hogen be
stehen, der sich zwischen den Schalterkontakten bildet. Je mehr 
die Kontakte sich voneinander entfernen, um so größer wird der 
Widerstand des Lichtbogens, um so mehr wird der Strom g('schwächt. 

Eine exakte Beschreibung des Vorgangs müßte also von den 
Erscheinungen im Lichtbogen sei bst ausgehen, die sich aber nicht 
analytisch ausdrücken lassen. Begnügt man sich aber, die Rück
wirkung des Vorgangs auf den Stromkreis zu untersuchen, so kann 
man eine bestimmte Annahme über den Widerstand des Lichtbogens 
machen. Zu Beginn des Vorgangs ist der Widerstand des Strom
kreises R, nach einer gewissen Zeit T, der Ausschaltezcit, ist er un
endlich groß. Man kann nun den Vorgang dadurch dar.stellen, 
daß man für den Widerstand in der Zwischenzeit nach Arons 1) 

den Ansatz macht 
R 

t 
1-

T 

(335) 

Für einen induktiven Stromkreis lautet hiermit die Gleichung 
während des Ausschaltens 

Setzt man 

so wird 
t=TX, dt=rdx, 

di RTi 
a,-x L"{i_::_:_-x) 

JIT 
L 

(336) 

. (336a) 

Die Lösung dieser linearen Differentialgleichung 1. Ordnung ist 

. -J_Il:_T__dx(f]JT J!~_-~dx ) 
t = e L 1 -x __ E. L 1-x + Q 

L 

1) Wiedem. Annale.n 1897, Bd. 63, S. 177; ETZ 1899, S. 601. 
18* 

(337) 
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Es ist 

daher 

IR -r R -----dx=--1ln(1-x) 
L 1-x L ' 

i=(l-x)~,[~J(l-x)-~-·dx+c] . . (338) 

Es ist nun zu unterscheiden, ob die Ausschaltezeit r verschieden 

von der Zeitkonstanten ~ des Stromkreises oder ihr gleich ist. 

Rr . 
Ist zunächst --·· ~ 1 so Wird L ~ , 

ll R 

J ( 1 - :r) - L' d x = - J ( 1 - x)- y;• d ( 1 - x) 

1 (t-R') 
=---R(1-x) L 

1---7: 
L 

L (t- R•) 
=Rr-L(l-x) L ' 

und mit diesem Wert wird Gl. 338 
Rr 

i=R:r L(1-x)+C(1-x)""L". 

F 0 . . . pr +C ür x = 1st t = t 0 = R-,; _ L , 

daher 

i=-P_!_ - (1-x)+(io- __!!__T_) (1-x)~· (339) 
Rt:-L Rt:-L 

Rr 
Ist zweitens L = 1, so wird GI. 338 

. [p 'I: I dx J , p 't l t = (1- x) L i _ x + C = (1 - x) L C - L ln (1- x) . 

Bestimmt man die Integrationskonstante wieder aus 

x=O, i=i0 =C, 
so wird 

i=(l-x)[io+~lni 1-xJ . (340) 

Für den Verlauf des Stromes ist das Verhältnis der Ausschalte
L 

zeit zur Zeitkonstante R maßgebend. Für einen induktionsfreien 
Rr 

Stromkreis ist L = 0 und daher L = oo. Für diesen Grenzfall 
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für den i 0 = ~ ist, erhält das zweite Glied in Gl. 339 die un

bestimmte Form 0 · oo, ihr Wert ist Null. Es bleibt das erste Glied 
und der Strom nimmt linear nach der Gleichung 

~. 
ab. Je größer die Selbstinduktion ist, 
um so langsamer verschwindet der Strom 
anfänglich, um so schneller muß er 
gegen Ende der Ausschaltezeit ver
schwinden. Fig. 174 zeigt den Verlauf 
des Stromes nach GI. 339 für das Ab
schalten eines Gleichstromes, für ver-

I "", ·, 
l?t: . 

I y=oo 

I 

! 

I 
l·--~-,-·-~--r:-

42 ll~ o,o da ·· r 
Fig. 174. 

schiedene Werte von ~r. 
Das schnelle Verschwinden des 

Stromes gegen Ende der Ausschaltezeit bedingt sehr hohe Selbst
induktionsspannungen und dadurch hohe Spannungen am Lichtbogen. 

Für einen Gleichstromkreis ist p = i 0 R, und die Widerstands
RT 

spannung ist nach Gl. 339 und 335 für L;e 1 

RT 
und für-= 1 

L 

L (R') 
(1-x)-- (1-x) L 

i R = p- ---- - !l!._ --·-
L 

1--
RT 

Der Widerstand des Lichtbogens ist 

Daher die 

und 

R Rx 
---R=--. 
1-x 1-x 

Lichtbogenspannung für die beiden Fälle 

L (R'-1) 
x--x(1-x) L 

'R X RT 
Pz=l 1--:.:c=P L 

l-
Rr 

Pz = p x (1 + R:_ ln __ ! -\. 
L 1-x) 
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Am Ende der Schaltzeit ist x ~-= 1, daher 

für 
RT -->1 L 

Rr 
und für-< 1 L= 

. . . . . . . (341) 

Diese Spannung ist außer für L = 0 stets größer als die 
Rr 

Spannung des Stromkreises, um so mehr, je kleiner L- ist. Die 

Rr 
Rechnung ergibt für L < 1 p 1 = oo. Praktisch ist dies nicht der 

Fall, sondern der Lichtbogen bleibt stehen und verlängert die Aus

schaltezeit, bis die Konstante größer als 1 geworden ist. Hieraus ist 

ersichtlich, daß die Ausschaltezeit praktisch keine Konstante für 

einen Schalter ist, sondern von der Selbstinduktion des Stromkreises 

abhängt. 
Die hohen Spannungen, die beim Ausschalten entstehen, können 

für die Isolation der Leitungen gefährlich werden. Magnetwicklungen 

von Dynamomaschinen, die eine sehr hohe Selbstinduktion besitzen, 

werden daher nicht direkt ausgeschaltet, sondern über einen Wider

stand kurzgeschlossen. 

Beim Ausschalten von Wechselströmen liegen die Verhältnisse 

wesentlich komplizierter, weil hier der Strom und die Spannung 

ihre Größe und Richtung ändern, und zwar je nach der Phasen

verschiebung des Stromkreises in verschiedenen Augenblicken. 

Ist der Stromkreis induktionsfrei, so wird der Strom beim 

Beginn des Schaltcns zunächst etwas verkleinert. Sobald der Augen

blick des ersten Richtungswechsels erreicht ist, erlischt der Licht

bogen, da der Strom durch Null hindurchgebt, und da in diesem 

Augenblick auch die Spannung durch Null geht und keine Selbst

induktionsspannungvorbanden ist, wird der Lichtbogen nicht wieder 

gezündet, vorausgesetzt, daß der Schalter sich schon so weit bewegt 

hat, daß während der folgenden Viertelperiode die steigende Netz

spannung ihn nicht mehr zu zünden vermag. 

Die Zündspannung hängt von dem Material, der Temperatur 

der Elektroden und von dem Medium ab. Sie ist in Öl viel größer 

als in Luft. Man verwendet daher für hohe Wechselspannungen 

meistens Ölschalter, bei denen das Öl die Elektroden kühlt und 

gut isoliert und das Entstehen großer Lichtbögen verhindert. 

Ölschalter unterbrechen den Strom bei induktionsfreier Be

lastung stets in dem Augenblick, in dem er nach Beginn des 

Ausschaltevorgangs seinen natürlichen Nulldurchgang bat. 
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Anders ist es bei induktiver Belastung. Beim Nulldurchgang 
des Stromes besteht zwischen den Schalterkontakten die momen
tane Netzspannung Pm sin cp, die bei stark induktiver Belastung 
fast gleich Pm sein kann. Diese Spannung vermag unter Um
ständen den Lichtbogen wieder zu zünden, so daß der Strom 
eine oder mehrere Perioden weiterschwingt, wobei jedesmal bei 
seinem Nulldurchgang die Spannung am Schalter steigt. Die Licht
bogenspannung wird um so größer, je größer die Phasenverschie
bung cp des Stromkreises ist, erstens weil dann Pm sin cp im Augen
blick des Nulldurchgangs groß ist und zweitens weil die Ausschalte-

R.,; kl .. konstante L em 1st. 

Bei Ölschaltern kann die Zündung der Lichtbögen durch 
Herausschleudern brennenden Öls oder durch Schalterexplosionen 
gefährlich werden, besonders wenn große Leistungen bei großer 
Phasenverschiebung unterbrochen werden, z. B. beim Ausschalten 
eines Generators bei Kurzschluß. 

Man sucht daher bei den Ölschalterkonstruktionen durch einen 
hohen Ölstand über dem Schalter zu erreichen, daß das Öl unter 
einem gewissen Druck in den von Gasen erfüllten Raum zwischen 
den Kontakten dringt und den Lichtbogen löscht, und verwendet 
hohe Schaltergeschwindigkeiten, um zu verhindern, daß der Licht
bogen nach dem ersten Nulldurchgang des Stromes wieder ge
zündet wird. 

Experimentelle Untersuchung über Ausschaltvorgänge siehe 
Philippi, Diss. Danzig; Gerstmeyer, EI. Kraftbetriebe und Bahnen 
1908; Marguerre, ETZ 1912. 
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82. Die Gleichungen der freien Schwingungen auf Leitungen. 

Wir haben im vorhergehenden Kapitel Zustandsänderungen 
in elektrischen Stromkreisen untersucht und die Untersuchung auf 
die :B~älle beschränkt, bei denen wir die elektrischen und magne
tischen Felder je für sich an bestimmte Teile des Stro.mkreises 
gebunden annehmen können oder, wie man sich auszudrücken 
pflegt, bei denen Induktivität und Kapazität in einzelnen Teilen des 
Stromkreises konzentriert sind. 

Diese Annahme schließt die Voraussetzung in sich, daß die Teile 
des Stromkreises so geringe Ausdehnung haben, daß in jedem Augen
blick an jedem ihrer Punkte der gleiche Zustand und die gleiche 
Zustandsänderung bestehen, oder mit anderen Worten, daß die 
Zeit für die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Störung über 
den ganzen betrachteten Teil des Stromkreises verschwindend klein 
ist gegen die Dauer der Zustandsänderung selbst. 

Im folgenden beschäftigen wir uns mit der wesentlich schneller 
verlaufenden Fortpflanzung einer Zustandsänderung von einem 
Punkt des Stromkreises zum nächsten, also mit Stromkreisen von 
großer Ausdehnung, bei denen der Zustand von Punkt zu Punkt 
sich ändert. Solche Stromkreise bezeichnen wir als nicht 
stationäre. 

Die :B'ortpflanzung einer elektromagnetischen Störung geht nach 



Die Gleichungen der freien Schwingungen auf Leitungen. 281 

der l\Iaxwellschen Theorie d('r Elektrizität durch elektromagnetische 
Wellen vor sich, die sich in allen Hichtungen im Raum ausbreiten. 
Sie werden einerseits in der Funkentelegraphie nutzbar gemacht, 
andererseits bieten sie für die Starkstromtecl111ik ('in h()Sondmcs 
Interesse, weil hier ttls l<'olgc ihres li;ntstehens eine Gruppe von Er
scheinungen auftritt, die zusammenfassend als "Überspannungcn" 
bezeichnet werden, und die in Hochspannungsanlagen durch ihre 
zerstörenden Wirkungen gefürchtet und bekämpft werden. 

Zur Untersuchung dieser Erscheinungen werden wir dal:Jer diP 
elektromagnetischen Wellen in einer für den Zweck angcpaßtcn, 
angcnäh('rten Form betrachten. 

Die Untersuchung beschränkt sich zunächst auf die Fortpflanzung 
ebener elektromagnetischer Wellen, d. h. solcher elektromagn. ·F'clder, 
hci denen die elektrischen und magnetischen Kraftlinien in einer 
ELcne liegen und deren l<'ortpfianzung, die senkrecht zu der l<Jbene 
des elektromagnetischen l<'eldes liegt, nur in einer Richtung erfolgt. 

Dieser Fall liegt z. B. vor bei einer Doppclleitung. Bei dieser 
umkreisen die magnetischen Kraftlinien die Leiter in Ebenen, die 
senkrecht zur Leiterachse liegen, und die elektrischen Kraftlinien 
spannen sich von einem Leiter zum anderen in denselben Ebenen. Din 
Fortpflanzung des elektromagnetischen Feldes hat daher die Richtung 
der Leiterachse. Sie ist die Richtung der Energicströrnung. Denn nach 
dem Poyn tingschen Satz ist der Vektor des Energieflusses gleich dem 

_!..._fachen des Produktes aus elektrischer und magnetischer l<~eld-
4n 
stiirke und dem Sinus des Winkels zwischen ihnen, und er steht 
senkrecht auf der von ihnen gebildeten Ebene. 

Freilich wäre die Annahme einer ebenen Welle auch für die 
Doppelleitung nur dann streng zutreffend, wenn Leitung und 
Dielektrikum verlustfrei wären, d. h. wenn die Leitung eine un
endlich große Leitfilhigkcit besäße und das Dielektrikum ein voll
kommener Isolator wäre. Treten dagegen Verluste auf, so strümt ein 
Teil der Energie in den Leiter ein, ein Teil bleibt im Dielektrikum, 
es wird daher besonders an der Oberfläche der Leiter die Ebene 
des Feldes nicht mehr genau senkrecht zur Leiterachse stehen. 

Man legt nun für die Rechnung gleichmäßig verteilte Induk
tivität, Kapazität, Widerstand und Ableitung zugrunde, ähnlich wie 
wir es in Kap. XI zur Untersuchung der Verteilung stationärer 
Ströme und Spannungen auf langen Leitungen voraussetzten. Es 
muß jedoch bemerkt werden, daß diese Grüßen, die von dem 
stationären Zustand abgeleitet sind, streng genommen auf den 
nicht stationären Zustand nicht ohne weiteres übertragen werden 
können. 
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Indessen zeigt die nähere Untersuchung, daß für den Fall der 
-ebenen Wellen auch hier die Anwendung der gleichmäßig ver
teilten Konstanten formal richtige Resultate ergibt. Wir be
trachten daher als Repräsentanten des Stromkreises, in dem ebene 
Wellen auftreten, die Doppelleitung und suchen fü1' die bei ihr 
geltenden Differentialgleichungen (s. Kap. XI, S. 187, GI. HJ l und 192) 
das allgemeine Integral. 

Esist _op=Ri+Loi (342) 
Ox Ot • . • . .. 

-~!=Ap+c?P (343) Ox Ot • • . ... 

Differentiiert man jede dieser Gleichungen nochmals nach x und 
setzt die andere ein, so wird 

'iPp op o2p 
ox2 =RAp+ (CR +LA) ai + LO 012 (344) 

rPi oi o2 i 
ox'J = RAi + (0 R +LA) ät + L C f3t 2 (345) 

Diese beiden Gleichungen haben dieselbe Form, wir brauchen 
-daher nur eine zu betrachten, z. B. die für die Spannung p. 

Sie läßt sich so umformen, daß der erste Differentialquotient 
nach der Zeit nicht mehr vorkommt, wenn man setzt: 

p = ucat ••. (346) 

worin U eine Funktion des Ortes und der Zeit ist. Hiernach wird 

?Pp- o2U -at ax2 - ox2 e 

~= oU e-at_aUe-at 
ot ot 
o2 o2 U ou ot~ = ai2 e-at- 2a at c"t + a2U e-ctt 

und nach Einsetzen dieser Werte in GI. 344 

::~= U[RA-a (CR+LA) + a 2 LCJ} 
• . (34 7) ou o2 U + at [CR +LA- 2aLCJ + i)i2 LC 

ou 
Hierin wird der Faktor von at Null, wenn 

a = ~ [ ~-+ ~ J . . . . . . . (348) 
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ist, der Faktor von U ist dann 

• 1 [ R A ]~ RA-a(CR+LA)+a·LC=-LC 4- 7:, - 0 =-L C(J~, 

worin 

(349) 

ist. GI. 34 7 erhält hiermit die Form 

(350) 

Da unsere Rechnung, wie auf S. 281 erwähnt, bezüglich der 
Verluste nur eine Annäherung ist, so beschränken wir uns von 
vornherein auf den für Starkstromleitungen übrigens nicht sehr 
von der Wirklichkeit abweichenden Fall, daß !5 = 0 ist, oder 
nach (349) 

(351) 

Dann lautet GI. 347 

oder wenn man zur Abkürzung 

LC=]:__ 
tJ2 

(352) 

einführt: 

(353) 

Die Lösung dieser Differentialgleichung ist von d'Alembert 
für die schwingende Saite angegeben, sie lautet allgemein 

U={1 (x-vt)+f2 (x+vt)1) .... (354) 

worin {1 und {2 vorläufig noch willkürliche Funktionen des Ortes 
und der Zeit sind, die noch näher zu bestimmen sind. 

1) Man kann die Richtigkeit der Lösung durch Differentiation jeder der 
beiden Funktionen verifizieren: 

Es ist z. B. für (1 

iPfl = o•f, (x- vt) = f II (z- vt) 
oz• i) (x- vt)2 1 

~·tl = o•f,(x-vt) (d(x---:::_!!_!l_V =v•f"(x-vt) 
ot• iJ(x-vt)2 ' dt ) 1 ' 

und analog für {2 • 
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Hiermit wird nach GI. 346 

p =l!-at [Ii (x -l't) + !2(x + vt)] . . (355) 

Setzen wir diesen Wert in Gl. 343 ein, so wird 

- :! = Aca1(f1 + {2)- aCcat(f1 + {2) +Ce-at [-V~~ +v O::CJ 

Da mit Rücksicht auf unsere Annahme (351) nunmehr nach 
GI. 348 R A 

a=- --= ---
L C 

ist, sind die ersten beiden Glieder auf der rechten Seite entgegen
gesetzt gleich und heben sich fort. Berücksichtigen wir, daß im 
dritten Glied nach GI. 352 

1 
V=-= 

YLC 
ist, so erhält man 

'i= -v~l!-at(ft(X-'I't)-f2(x+vt)l (356) 

Die beiden willkürlichen l<'unktionen {1 und {2 stellen zwei mit der 
konstanten Geschwindigkeit v fortschreitende Wellen von unver
änderter Gestalt dar. {1 wandert in Richtung der zunehmenden x, 
denn die l<'unktion hat nach einer Zeit dt an einer um dx = vdt 
entfernteren Stelle wieder die gleichen Werte wie z. B. t an der 
Stelle x, das gleiche gilt für {2 , wenn wir sie um -dx=vdtver
schieben. 

Es stellt sich also die Spannung nach Gl. 355 als Summe, der 
Strom nach GI. 356 als Differenz von zwei in entgegengesetzter 
Richtung mit konstanter Geschwindigkeit wandernden Wellen dar, 
die bei der Fortpflanzung ihre Gestalt nicht ändern, aber, wie der 
Faktor rat zeigt, mit der Zeit abklingen. Jede Welle des Stromes 
ist der im gleichen Sinne wandernden Spannungswelle proportional, 

sie ergibt sich aus ihr durch Multiplikation mit Vi. d. h. mit 

dem reziproken Wert der Charakteristik oder des Wellenwider
standes (s. S. 198) 

Jeder elektrische Vorgang auf der Leitung läßt sich durch 
zwei derartige Wellen darstellen; ihre Form ergibt sich aus den 
Grenzbedingungen des speziellen Problems. Die Fortpflanzungs
geschwindigkeit v ist für den leeren Raum und auch für in Luft 
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liegende Leiter die Lichtgeschwindigkeit, für Medien mit höherer 
Dielektrizitätskonstante (Kabel) ist sie der Quadratwurzel aus dieser 
umgekehrt proportional. 

Anmerkung. Es mag bemerkt sein, daß eine andere Lösung der Diffe· 
rentialgleichung 347, die auf D. Bernouilli zurückgeführt wird, sich in Form 
einer Fouriersehen Reihe von unendlich vielen Sinuswellen ergibt. Jede dieser 
Wellen läßt sich wieder durch zwei gegenläufig wandernde Sinuswellen dar· 
stellen mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

1 
V=---- I --:cc"--;)2 > 

fL-c Vl +fi" 
worin n die Kreisfrequenz der betreffenden Sinuswelle ist. Für unsere An
nahme (Gl. 351) Cl= 0 wird diese Geschwindigkeit für alle Wellen gleich. Ist 
dies nicht der Fall, so verschieben sich die Sinuswellen relativ zueinander 
und die resultierende Welle verändert ihre Gestalt. Aus diesem Grunde heißt 
eine Welle, für die Gl. 351 zutrifft, "verzerrungsfrei". 

Die Darstellung der Wellen durch Fouriersehe Reihen ist besonders in 
dem grundlegenden Buch von K. W. Wagner: "Elektromagnetische Ausgleichs· 
vorgänge in Freileitungen und Kabeln" (1908) eingehend behandelt worden. 

Wir können nun den Zustand auf der Leitung während eines 
Ausgleichsvorgangs ähnlich wie in Kap. XIII, S. 239 superpanieren 
aus den stationären Werten (P., 1:.) und den freien Schwingungen 
(p1, i1) von Strom und Spannung, die den Übergang von dem An
fangswert zum Endwert vermitteln. 

Es ist daher während des Übergangs 

P_=P_.+P_r} 
t= t. +~, 

(357) 

Wir rechnen die Zeit wieder von dem Augenblick der Zustands· 
änderung (t = 0). Sind für diesen Augenblick die stationären An· 
fangswerte Pa(O) und ia(o)• die stationären Endwerte Pe(O) und ie(O)• so 
erfordert der stetige Übergang für die freien Schwingungen Pr<o), if(O) 

P_a(O) = l~e(O) + l~f(O)} 
ta(O) = 1e(O) + ~f(O) 

(358) 

83. Freie Schwingungen bei offener oder bei kurzgeschlossener 
Leitung. 

1. Das Einschalten einer am Ende offenen Leitung 
mit Gleichstrom. 

Eine Leitung von der Länge l werde zur Zeit t = 0 an ihrem 
Anfang (x = 0) an eine Quelle konstanter Spannung P angeschlossen, 
während ihr Ende (x = l) offen ist. Wir sehen zunächst von der 
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Rückwirkung der Einschaltvorgänge auf die Stromquelle ab 1). Vor 
der Zeit t= 0 ist der Anfangszustand für die ganze Leitung 

Pa=O, 

der stationäre Endzustand ist 

p,=P, 

ia = 0 . . . . , . , (359) 

i,=O . ... • (360) 

Die Anfangsbedingungen für die freie Schwingung sind daher 

Pf(O) = Pa(O)- Pe(O) =- p 1 
if(O) = ia(O)- i,(O) = 0 J • • . (361) 

Diese Bedingungen setzen wir in die GI. 355 und 35ti 

P;= e- "1 [f1 (x- vt) + {2 (x + vt)] 
e-at 

i1=-z [f1 (x-vt)-f2 (x+vt)J 

für t = 0 ein, und es ergibt sich 

f1 (x) + f2 (x) =- P, f1 (x)-f~(x)=O 

daher 

Fig. 175 a. 

------~ 

l 
--x----l 

c ' 

.;; 

. (362) 

Die Wellen {1 (x) und {2 (x) sind ihrem Be
trag nach gleich groß, und haben zur Zeit 
t = 0 über die ganze Leitungslänge den 
konstanten Wert - ~ P (s. Fig. 175a). 

Welche Gestalt haben nun die Wellen 
in den folgenden Zeiten während ihres 
Fortschreitens? Hierüber gibt uns die Re
flexion an den Leitungsenden Aufschluß, 
die aus den dort herrschenden Bedingungen 
zu ermitteln ist. 

Fig. 175 b. a) Am Leitungsanfang soll nach Vor
aussetzung P = konst., d. h. Pr= 0 sein, 

also ist nach GI. 355 für x = 0 

{ 1 (0- vt) =-{2 (o + vt). 

Dies bedeutet: die vom Anfang abziehende Welle (f1) ist am Lei
tungsaufang ebenso groß wie die einfallende {2 , aber hat entgegen
gesetztes Vorzeichen. Man betrachtet die Fortsetzung der vom 
Anfang abziehenden Weile {1 als Reflexion der dort einfallenden 

1) Eine beliebige Stromquelle würde bei dem auftretenden Ladestrom 
ihre Spannung nicht halten, man kann sich aber vorstellen, daß durch große 
parallelgeschaltete Kondensatoren die Ladung abgegeben und die Spannung 
praktisch konstant gehalten wird (s. auch S. 319). 
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Welle (2 und drückt das Ergebnis in folgender Weise aus: Die 
einfallende Welle (2 wird am Leitungsanfang unter Umkehrung 
des Vorzeichens reflektiert. 

b) Das Leitungsende ist offen, also ist für x=l ir=O, und" 
nach GI. 356 wird für x = l 

f1 (l- V t) = {2 (l +V t), 
was wir wieder so ausrlrüeken können, daß die am offenen Ende ein
fallende Welle {1 mit gleichem Vorzeichen reflektiert wird. Fig. 175 b 
zeigt die beiden Weilen, nachdem sie um eine Strecke x, die 

X 
kleiner als l ist, in der Zeit t = -- gewandert sind, wobei von ihrer 

V 

Verkleinerung durch die Dämpfung vorerst abgesehen ist. Die 
Welle {1 zeigt an der Stelle x einen Sprung um die volle Span
nung P, der von der Reflexion derWelle {2 amAnfang herrührt. Unter 

"' -a-
Berücksichtigung der Dämpfung ist er Pe v 

h . b" z . l d Dieses Bild sc reitet nun IS zur :..eit t1 =- vorwärts, ann 
V 

hat der Spannungssprung der Weile {1 das Leitungsende erreicht, 
und da {1 hier mit gleichem Vorzeichen reflektiert wird, hat nun 
von hier ab auch (2 einen analogen Spannungssprung, der nach 

2l 
dem Leitungsanfang wandert und diesen zur Zeit t2 = -- erreicht. 

V 

Man ersieht hieraus, daß jede Welle ihr Vorzeichen nach einer Zeit 
umkehrt, die dem zweimaligen Durchlaufen der Leitungslänge ent
spricht. Die volle Periode des Vorgangs, die zwei entgegengesetzte 
Richtungswechsel in jeder Welle um faßt, ist doppelt so groß, nämlich 

4l 
-r=- ......... (363) 

V 

Die tatsächlich auf der Leitung vorhandenen Werte von Strom 
und Spannung ergeben sich nun durch Addition der stationären. 
und der freien Werte : 

p=P+Pr 
i=i,. 

In Fig. 176 ist der Vorgang für 8 Augenblicke im Abstand 
von 1 / 8 Periode unter Vernachlässigung der Dämpfung aufgetragen. 
In der ersten Viertelperiode wandert eine resultierende Spannungs-

welle von der Höhe P und ein Ladestrom i = ~ bis zum Ende 

der Leitung und speichern in dem elektromagnetischen Felde der· 
Leitung gleichgroße elektrische und magnetische Energien 

U.=~P2Cl= U.,. =~i2Ll 
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auf. Die Gleichheit folgt daraus, daß i = P v~- ist. Die Strom

p2 
-quelle führt die momentane Leistung w =Pi= Z zu. Am offenen 

Spannung. 

0 

t e -

Leitungsende kann der Strom 
nicht bestehen, die Strom
welle wandert in der zweiteu 
Viertelperiode zurück, wobei 
das magnetische Feld seine 
Energie in das elektrische 
l<'eld entladet, während gleich
zeitig die Stromquelle ihre 

...._ ______ _,• konstante Leistung weiter lie-

-=-, (OOr 
111 I 

MBiiMQ 

-=-Strom. 

fert. Diese wird nun aber 
nur in dem elektrischen Felde 
der Leitung aufgespeichert, 
wobei die Spannung der Lei-
tung zunächst am Ende und 
dann rückwärts schreitend 
bis zum Anfang auf den 
doppelten Betrag steigt, und 
am Ende der zweiten Viertel
periode ist in der Leitung 
die 4 fache elektrische Ener
gie aufgespeichert wie zuvor. 
Da am Leitungsanfang die 
Spannung konstant gehalten 
wird, entladet sich die Lei
tung in der dritten Viertel
periode in die Stromquelle 
zurück, der Entladestrom 
wandert vom Anfang der Lei
tung zum Ende unter Aus-

Fig. 176. 
bildung eines magnetischen 

Feldes von entgegengesetzter Richtung wie zu vor, dessen Energie 
ebenfalls aus dem elektrischen Felde kommt, wobei die Spannung 
auf P abnimmt. In der vierten Viertelperiode entladen sich die mag
netischen und elektrischen J<~elder der Leitung in die Stromquelle, 
und am Ende der Periode ist die Leitung strom- und spannungslos. 

Das Spiel wiederholt sich von neuern, nur tritt bei jeder Schwill
gung ein Verlust auf, durch den die Wellen gedämpft werden 
und ausklingen, bis schließlich die Leitung die konstante Span
nung P hat. 
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Der Einfluß der Dämpfung äußert sich nun zunächst darin, daß 
die größte Spannung, die zuerst am Leitungsende nach 1 / 4 Periode 

auftritt, nicht 2P sondern P(l+s-a+) ist. 

Quantitativ ist es unsicher, die Dämpfung einzuschätzen, erstens 
weil es fraglich ist, welcher Wert des Widerstandes für diese hohen 
Frequenzen einzusetzen ist, zweitens weil unsere Annahme der Ver
zerrungsfreiheit nicht immer zutrifft. Setzt man für R den G leieh
stromwiderstand ein, so findet man für Freileitungen den Wert 

a = ~ zwischen 150 und 250. Nehmen wir einen Mittelwert a = 200, 

so ist für eine Leitung von l = 15 km mit v = 3 ·105 km· sek-1 

l 
- a- - 0,01 "-" 

s v = s ~0,99. 

Bei Kabeln ist die Dämpfung größer, erstens ist a größer wegen 
der kleinen Induktivität, zweitens ist v kleiner wegen der höheren 
Dielektrizitätskonstante. Schätzen wir a 5 mal so groß und v halb 
so groß wie oben, so wird für ein ebenso langes Kabel 

l 
-a- -0,1 

e v = s = 0, 905. 

Die Spannung am Leitungsende wäre also in diesem Falle nach 
1/ 4 Periode 1,905 P; nach 3 / 4 Perioden fällt sie dort nicht auf 0, 

sondern auf P (1- s-a~J) = P (1- e -o,g) = 0,26 P nsf . 

.B'ig. 177 zeigt, wie unter Be-
rücksichtigung der Dämpfung die 
Spannung sich am Leitungsende 
einschwingt und ein analoges Bild 
läßt sich für jeden Punkt der 
Leitung konstruieren. 

Für die Isolation muß man mit 
der doppelten Betriebsspannung 0 

rechnen. 
zr 3r 

Fig. 177. 

2. Das Einschalten einer offenen Leitung mit Wechselstrom. 

Aus Kap. XI ist bekannt, daß im stationären Zustand sich eine 

Schwingung einstellt, die wir darstellen können durch 

P.ceJ _ ~rn(xl s.~n (w t + "Pcxl)} . . . (364) 
t(e)- tm(x) r:;m (wt -t- Cf!(x)) 

wobei Liie Amplituden Pm(x) und im(xl sowie die Phasenwinkel '!f1cxl 
und 'Pcx) Funktionen des Ortes sind, die aus dem Spiralendiagramm 

Fraenckel, Wechselströme. 19 
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Fig. 136 Seite 201 ermittelt werden können. Fig. 134 Seite 195 
stellte die Strom- und Spannungsverteilung· für eine verlustfreie 
Leitung dar. 

Schaltet man nun z. Z. t = 0 den Anfang der Leitung an eine 
Spannung 

p=pmsin(wt+1j!), 

so ist der Anfangszustand vor Beginn der Zeitrechnung 

Pa=O, 

der stationäre Endzustand für t = 0 wäre nach Gl. 364 

Pe(O) = Pm(x) sin 'lf1(x)' ie(O) =im (z) sin cp (x)' 

daher für die freie Schwingung für t = 0 

Pr<o) =- Pe(O) =- Pm(x) sin V'(x) = f1 (x) + f2 (x) 
1 

'if(O) =- ie(O) =- im(x) Sin cp(x) = Z- [{1 (x)- {2 (x)] 

und die beiden Wellen {1 (x) und f2 (x) sind z. Z. t=O 

{ 1 (x) =- ~ [Pm(x) sin 'l.fJ(x) + Zim(x) sin fP(x)J 

f2 (x) =- ~ [Pm(x) sin 'l.fJ(x)- Zim(x) sin fP(x)J. 

Die :B'orm der beiden Wellen {1 und (2 ergibt sich hiernach 
durch Addition bzw. Subtraktion der stationären Strom- und Span
nungsverteilung z. Z. t = 0. Praktisch erfolgt das Einschalten in 
dem Augenblick, in dem die Spannung durch ihren Höchstwert geht. 

Für die Reflexion der Wellen ergibt sich wieder bei der am 
Ende offenen Leitung 

für x=O, 
für x = l, 

Die erste Bedingung bedeutet wieder eine Reflexion der am 
Leitungsanfang eintreffenden Welle {2 unter Umkehr ihres Vor
zeichens, die zweite eine Reflexion der am Leitungsende eintreffen
den Welle {1 mit gleichem Vorzeichen. 

Das Bild des Einschaltvorganges hängt nun sehr von dem 
Verhältnis der erzwungenen Frequenz c zur Eigenfrequenz cei der 
Leitung ab. Diese ist nach Gl. 363 

daher 

1 V 

c.;=-r-=4-i' 
c 4cl 

Wir wählen zunächst ein extremes Beispiel für eine hohe 
Frequenz c und große Länge l. Es sei c = 300, l = 500 km. 
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Für eine Doppelleitung aus Drähten mit einem Durchmesser 
von 1 cm im Abstand von 120 cm ist 

C = 0,00525 Mfd. km-1 

L=0,00212 Henry·km-1 

R=0,51 Ohm·km-1 . 

Die Charakteristik ist Z =V~ = 635. 

Die Leitungslänge von 500 km ist bei 300 Perioden gleich der 
V 3 ·105 

halben Wellenlänge, da 2 = · = ··~3-~ km = 1000 km. Bei Leer-
e 00 

lauf sind daher die Spannungen am Anfang und Ende im statio
nären Zustand um 180° phasenverschoben. Der räumliche Dämp
fungsfaktor für die stationären Schwingungen iRt bei Verzerrungs
freiheit nach Kap. XI S. 199 

R 
a==-.z-=0,8·10- 3 km-1 • 

Der zeitliche Dämpfungsfaktor der freien Schwingungen 

R a=y = a· v = 240 sek-1 • 

Hier ist 
c 
·=2, 

cei 

und auf eine Periode der freien Weilen fallen zwei Perioden der 
stationären Schwingungen. Fig. 178 zeigt für 7 Augenblicke der ersten 
Halbperiode der freien Schwingungen die Spannungs- und Strom
verteilung. Die dünn ausgezogenen Linien sind die stationären 
Werte, die aus dem Spiralendiagramm Kap. XI ermittelt sind, die 
gestrichelten Linien sind die Welle {1 und die punktierten die 
Welle {2 • In diesem extremen Falle kann die DHmpfung nicht ver
nachlässigt werden, denn nach 1 / 2 Periode sind die Wellen schon 

2l 
-a- -0,8 

auf den Wert s v = e = 0,449 gedämpft, und sie sind in der 
l<'igur entsprechend verkleinert. 

Bei den meisten Starkstromanlagen nähern sich die Vor
gänge indessen wesentlich mehr denen einer Gleichstromleitung. 
Nehmen wir als Beispiel eine Freileitung von 30 km Länge und 
c =50 Perioden i. d. Sek. 

Hier ist die Leitungslänge 1 / 200 der Wellenlänge und daher ist 
die stationiire Spannung bei Leerlauf auf der ganzen Leitung in 
jedem Augenblick fast dieselbe 

1 !l * 
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Ferner ist c = 0,02 cei, d. h. die Eigenfrequenz ist 50 mal so 
groß wie die stationäre Frequenz. Wird z. B. bei der Amplitude 
der stationären Spannung eingeschaltet, so ist die stationäre Span· 

nuug nach 1 Periode der freien Schwingung Pm cos ~~ = 0,992 Pm, 

also praktisch unverändert. 

~ •• ....c ·-~ -
t=f~. L--- ~ L--...,.... · 

~ .. -·----~-- - ... J 

Spannung. Fig. 178. Strom. 

Nehmen wir dieselben Leitungskonstanten wie vorhin an, so 
sind die freien Schwingungen nach 1 Periode der stationären 
Schwingung (fo Sek.) nur noch e-4•8 = 0,0081, d. h. weniger als 1°/0 

ihres Anfangswertes, so daß der Ausgleichsvorgang praktisch ganz 
aufgehört hat 

Aus diesem Grunde legt man für die Einschaltvorgänge bei 
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Starkstromanlagen meist die Verhältnisse zugrunde, wie sie sich für 
eine Gleichstromleitung ergeben. 

3. Der Ausgleich einer beliebig verteilten Ladung auf 
einer offenen Leitung. 

Eine Leitung werde durch atmosphärische Entladung etwa 
durch einen Blitzschlag getroffen. Sie erhält eine Ladung, deren 
Verteilung über die Länge l ganz beliebig gegeben sein möge. 
Ist q(x) die Ladung für die Längeneinheit, die eine beliebige :B,unk· 
tion von x sein kann, so entspricht ihr die Spannungsverteilung 

q(x) 
Pa=p(x)=c 

und eine entsprechende Verteilung von elektrischer Energie. 
Die Spannung sucht sieb nun auf der Leitung auszugleichen. 

Da die Leitung an beiden Enden offen ist, kann die Energie an 
den Enden nicht abfließen, vielmehr wandert sie so lange auf der 
Leitung bin und her, bis sie in Verlusten verbraucht ist. Bei jeder 
Wanderung nimmt die ursprüngliche Ladung infolge der Ableitung 
ab. Dann ist Pe = 0. Der Strom ist zu Anfang und zu Ende des 
Vorgangs Null. Für die freien Schwingungen gilt daher 

Pt(O) =Pa(O) -pe(o)=p(x) 

if(Ol=Ü. 

Für die entstehenden Weilen gilt daher z. Z. t = 0 

'Prco) = f1 (x) + f2 (x) = p (x) 

if(O) = ~ [fl (x)- f2 (x)] = 0, 

und hieraus folgt 
(365) 

Die ursprünglich vorhandene, ganz willkürliebe Spannungs
verteilung zieht also in zwei Weilen von gleicher Form und je 
halber Größe nach den Enden der Leitung. Dort werden die 
Wellen, da die Enden offen sind, mit gleichem Vorzeichen reflektiert, 

weil die Ströme ~ und ~-, die bei der Bewegung entstehen, an 

den offenen Leitungsenden nicht bestehen können. Die Wellen 
wandern somit auf der Leitung hin und her, bis ihre Energie durch 
die Verluste aufgebraucht ist, sofern sie sich nicht schon vorher 
einen Weg zur Ableitung der Energie schaffen. Ist nämlich die 
durch atmosphärische Entladungen entstehende Spannung höher 
als die Isolation der Leitungen verträgt, so wird die Isolation durch-
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schlagen. Bei Freileitungen sind z. B. die Isolatoren die gefährde
ten Stellen, die bei atmosphärischen Überspannungen überschlagen 
werden. Zum Schutz verwendet man sog. Überspannungsableiter, 
die häufig aus einer Funkenstrecke (Hörnerableiter) oder einer An
zahl in Reihe geschalteter Funkenstrecken (Rollenableiter) bestehen 
und mit einem Widerstand zwischen Leitung und Erde geschaltet 
sind. Die Funkenstrecken werden so eingestellt, daß sie bei Über
schreitung der Betriebsspannung ansprechen. 

4. Die Ausgleichsvorgänge bei Unterbrechung eines 
Kurzschlusses. 

Eine unter Spannung stehende Leitung sei am Ende kurz
geschlossen. Irrfolge des auftretenden Kurzschlußstromes wird am 
Anfang die Leitung durch einen selbsttätigen Ausschalter oder 
durch eine Sicherung unterbrochen. 

Wir rechnen den Zeitpunkt des Abtrennens der Leitung von 
der Stromquelle als Anfangspunkt t = 0 der darauffolgenden Vor
gänge; es bestehe hierbei noch ein Strom 

'ia(O) =J, 
den wir etwa in der ganzen Leitung gleichgroß annehmen können. 
Die Spannung, die bei Kurzschluß auf der Leitung jedenfalls klein 
ist, möge vernachlässigt werden, so daß der Anfangswert sei 

Pa(o)=O. 

Es besteht also in der Leitung eine magnetische Energie 

~ J2 Ll, 

die auf der Leitung hin und her wandert, bis sie durch die Ver
luste vollständig in Wärme umgewandelt ist. Der Endzustand ist 
Pe = 0, i. = 0, daher ist für die freien Schwingungen 

Pt(O) = 0 ' if(O) = J. 

Setzt man diese Bedingungen in die GI. 355 und 356 für die 
Strom- und Spannungswellen ein, so gilt für diese z. Z. t = 0 

Prco) = ft(x) + f2(x)= 0 

irco)= ~[ft(x)-f2(x)]=J, 
somit 

{ 1 (x)= -f2 (x)=~JZ. 

Der Vorgang ist in I<'ig. 179 für einige Zeitmomente im Ab
stand von 1/ 8 Periode dargestellt. Zur Zeit t = 0 sind die beiden 
Wellen ~JZ und -~JZ; die zweite wird am offenen Leitungs-
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anfang, wo der Strom Null ist, mit gleichem Vorzeichen reflektiert, 
während (1 am kurzgeschlossenen Ende, wo die Spannung Null ist, 
mit entgegengesetztem Vorzeichen reflektiert wird. 

Der Strom verschwindet 
daher vom Anfang der Lei
tung anfangend, während er 
seine magnetische Energie in 
das elektrische Feld der Lei
tung entladet, so daß eine 
Spannungswelle von der Höhe 
- JZ über die Leitung wan-
dert. 

Erreicht sie das Ende der 
Leitung nach 1 / 4 Periode, so 
wird sie zurückgeworfen, da 
dort die Spannung Null sein 
muß. Das elektrische Feld 
entladet sich wieder unter Aus- Strom. Fig. 179. Spannung. 

bildung eines magnetischen 
Feldes, die Entladestromwelle von der Höhe - J wandert zum 
Anfang zurück, sie wird dort nach Ablauf der zweiten Viertel
periode zurückgeworfen, wobei das magnetische Feld sich wieder 
in das elektrische entladet, das aber nun ebenfalls die umgekehrte 
Richtung hat wie zuvor, und so geht der Wechsel der Energie fort, 
bis die ganze Energie in Verlusten aufgezehrt ist. 

Die größte Spannung, die z. Z. t= 0 am Leitungsanfang entsteht, 
ist JZ. Sie hängt von der Größe des Kurzschlußstromes ab und kann 
ein Vielfaches der Betriebsspannung betragen. Es ist nun allerdings 
schwer anzugeben, wie groß der Strom in dem Augenblick ist, 
den wir hier als Anfangspunkt unserer Betrachtung gewählt haben, 
d. h. nach dem Auslösen des Schalters. Durch den Öffnungslicht
bogen wird der Strom während des Untel'brechens gedämpft und 
ein Teil seiner magnetischen Energie in Wärme umgewandelt. 
Bei einem Schalter, der beim natürlichen Nulldurchgang des 
Stromes unterbricht, kann keine Spannungserhöhung auftreten, 
weil dann im Moment des Unterbrechens keine magnetische Energie 
mehr in der Leitung ist. Tut d er Schalter dies nicht, sondern 
reißt er den Lichtbogen ab, so kann eine sehr große Spannungs
erhöhung am Schalter auftreten, durch die die Überschläge an den 
Schaltern zu erklären sind. 

Nehmen wir eine Freileitung von 10 000 Volt an, durch die 
eine Leistung von 1000 kV A übertragen wird. Der normale Strom 
ist 100 Amp., der Kurzschlußstrom ist ein Vielfaches davon. Nimmt 
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man aber nn, daß er beim Unterbrechen des Schalters Ruf den nor
malen Strom gefallen ist, so ist die Spannung beim Unterbrechen, wrnn 
die Chllrakteristik Z~ßOO beträgt, JZ=100·600=60000 Volt. 

Ähnliche Vorgänge treten nicht nur bei Kurzschlüssen, sondern 
auch bei Belastungsänderungen auf. Ändert sich der Strom um Ll i, 
so entspricht diesem bei einer Leitung, die nur einen kleinen 
Spannungsabfall hat, nur ein kleiner Unterschied der stationären 
Spannungen zu Anfang und am Ende des Ausgleichsvorganges. 
Vernachlässigt man diese, so hat mnn wieder für t = 0 Pr= 0 
und i~= Lli, und die freien Wellen werden füt· t = 0 

{ 1 (x) =- { 2 (x) = ~ LliZ. 

84. Die Reflexion der Wellen an Widerstand, Induktivität 
nnd Kapazität. 

Bisher haben wir bei Verfolgung der Vorgänge auf Leitungen 
möglichst einfache Bedingungen gestellt, indem wir die Leitungs
enden entweder offen oder kurzgeschlossen oder an eine Strom
quelle von gegebener unveränderlicher Spannung angeschlossen vor· 
aussetzten. 

Wir erweitern nun die Betrachtung auf die Fälle, bei denen 
beliebige Apparate an die Leitung angeschlossen sind, und unter
suchen zunächst die Reflexion der Weilen an Widerständen, In
duktivitäten und Kapazitäten. 

Streng genommen können diese Größen bei nicht stationären 
Vorgängen nicht für sich betrachtet werden; wenn man es dennoch 
tut, so setzt man dabei Anordnungen von geringer Ausdehnung 
voraus, bei denen die eine Größe die anderen derart überwiegt, 
daß diese vernachlässigt werden können. 

Als reiner Widerstand kann z. B. ein Wasser- oder Kohle
widerstand angesehen werden, der in Verbindung mit Über
spannungsableitern, etwa einer Hörnerfunkenstrecke, verwendet 
wird. Er enthält auf eine Länge von einigen Zentimetern mehrere 
Hundert Ohm, während seine Induktivität und Kapazität dagegen 
vernachlässigbar sind. Vorwiegend Induktivität besitzen kurze 
Spulen, etwa Stromwandler, Auslösemagneten von Schaltern und 
Drosselspulen usf., während vorwiegend Kapazität in Samrnel
schienensystemen, Schutzkondensatoren u. dgl. angesammelt ist. 

Maschinen und Transformatorwicklungen , die Spulen von 
großer Ausdehnung sind, sind dagegen als Leitungen mit verteilter 
Induktivität und Kapazität zu betrachten, wenigstens wenn es sich 
darum handelt, die Vorgänge längs der Wicklung zu untersuchen. 
Beschränkt man sieb jedoch darauf, ein Bild von der Rückwirkung 
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einer solchen Wicklung auf die Wellenvorgänge in der Leitung zu 
gewinnen, so kann man sie im wesentlichen auch als lnduktivi· 
täten ansehen. 

Nehmen wir nun an, es seien R 0 , L 0 , C0 Widerstand, Induk
tivität und Kapazität, die am Leitungsende etwa in Reihe ge
schaltet sind. Es gilt dann für das Leitungsende (x = l) 

p = R i + L d~ + I~(l!_ 
o o dt • Co 

(366) 

Hierin ist p die Summe aus der stationären Endspannung p, 
und der freien Spannung Pr• i ebenso die Summe ans dem statio· 
nären Strom i. und der freien Schwingung if. Da die Gleichung 
linear ist, wird sie von den stationären und von den freien 
Strömen und Spannungen je für sich erfüllt, sie kann also in zwei 
Gleichungen geteilt werden, von denen die eine nur für die statio
nären, die andere nur für die freien Werte gilt, wie wir dies schon 
wiederholt getan haben. 

Wir betrachten hier die Gleichung der freien Schwingungen. 
Diese können für die ganze Leitung durch zwei Wellen dar
gestellt werden 

Pr=e-at[f1 (x-vt) + {2 (x + vt)] 
e-at 

ir= z·[fl (x-vt)- {2 (x +vt)]. 

Da es uns hier auf die Werte am Ende der Leitung (x = Z) 
ankommt, setzen wir zur Abkürzung 

worin cp und e nun nur noch von der Zeit abhängen, so daß man 
für x = l erhält 

(367) 

Setzt man diese Werte in die GI. 366 ein, so wird 

. (368) 

In dieser Gleichung ist die am Leitungsende einfallende Welle, 
d. h. cp, als bekannt vorauszusetzen, während die Werte e der 
reflektierten Welle durch Lösung der Gleichung zu ermitteln sind, 
wie nun an einigen Beispielen gezeigt werden soll. 
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a) Reflexion an einem Ohmsehen Widerstand. 

Ist an die Leitung nur ein Ohmscher Widerstand R0 ange
schlossen, so vereinfacht sich GI. 368 in 

und man erhält 

- - - . . (369) 

Die einfallende Weile cp wird am Ohmsehen Widerstand un
vollkommen reflektiert, sie erscheint nach der Reflexion im Ver
hältnis 

verkleinert. q nennt man den Reflexionsfaktor. Es werden 
daher die resultierende Spannung und der resultierende Strom am 
Leitungsende 

p=p.+ e-"t (cp + e)=P.+ c;-at cp (l + q) 

Die einfallende Weile führt in jedem Augen blick eine Leistung ., " c r ~- mit sich; die reflektierte die Leistung ~ = _q :}--"- . Die Difl'e-

renz ist die vom Widerstand absorbierte Leistung 

cp2 --z (1- q2). 

Ist R 0 = Z, so wird die reflektierte Welle Null, die ganze 
Leistung der ankommenden Welle wird vom Widerstand absorbiert. 
Ist R 0 ~ Z, so ist die vom Widerstand aufgenommene Leistung 
stets kleiner als die der einfallenden Welle. Für R > Z hat die 
reflektierte Welle das gleiche, für R < Z das entgegengesetzte Vor· 
zeichen der ankommenden. 

Die Grenzen sind: 1. R 0 = oo, d. b. die Leitung ist offen, es 
wird q = 1, die einfallende Welle wird in voller Größe reflektiert. 
2. R 0 = 0, die Leitung ist kurzgeschlossen, q =- 1, die Weile 
wird unter Umkehr des Vorzeichens reflektiert, wie früher gezeigt. 

Betrachten wir als Beispiel den Fall, daß eine am Anfang 
offene Leitung eine Ladung etwa durch atmosphärische Vorgänge 
erhält. Gegenüber dem auf S. 293 behandelten Fall sei am 
Leitungsende eine l!'unkenstrecke mit Erdungswiderstand R0 ange-
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schlossen. Wir betrachten also eine aus der Leitung und Erde ge
bildete Schleife, die am Anfang offen und am Ende beim Über
schlagen des Hörnerblitzableiters über den Widerstand R 0 ge
schlossen ist. 

Die zu Anfang beliebig verteilte 
Spannung p(x) teilt sich in zwei gleiche 
Wellen von halber Größe {1(x) und f~(x) 
(s. Fig. 180). Die erste wandert nach 
dem Leitungsende, bringt die Funken
strecke zum Ansprechen und wird, falls 
ll0 = Z erfüllt ist, ganz absorbiert; die t ~o 

andere wandert nach dem offenen Lei
tungsanfang, wird dort in voller Stärke 
reflektiert und geht dann nach dem 
Ende, um ebenfalls absorbiert zu wer
den. Bei unvollkommener Absorption 
dauert der Vorgang länger. Am Lei- t -lf L--....Ll= 

tungsende wird die einfallende Welle 
z . T. reflektiert und wandert zum An-

(X) 

fang zurück, wird beim zweiten Auftreffen auf das Leitungsende 
wiedet· geschwächt usf. 

Sieht man von den Verlusten in der Leitung ab, so ist am 
Ende des Vorgangs die ganze ursprünglich in der Leitung vor
handene elektrische Energie 

:cf p~(x)d x , 
in dem Widerstand R 0 in Wärme umgewandelt worden. 

b) Reflexion an einer Induktivität. 

Ist am Ende der Leitung eine Induktivität L 0 a11gesehlossen, 
so lautet GI. 368 für die freien Schwingungen 

13-"t( + )=Lorlc"t (rp-e) 
rp (! z dt 

= Lo 13-at [ - a ( rp- e) + ~l_re_- d_e_-l z dt dt 

-~e_ + e (~- a) = - rp (~ + a) + rlcp . . (370) 
dt L0 L 0 dt 

z 
Die Lösung dieser Gleichung ist, wenn y - § a 

0 

e =13 -(f. - a) t {k + fJt--a)t [- rp (~ + a) + t~~] dt} ((371) 
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z 
und wenn - = a ist 

Lo 

e=rp-J rp (~ +a)dt+k, 
worin k die Integrationskonstante ist. 

Wir betrachten als Beispiel 

die freien Schwingungen beim Ausschalten einer induktiv 
belasteten Leitung. 

Die Leitung werde z. Z. t = 0 am Anfang x = 0 unterbrochen. Zur 
Vereinfachung der Rechnung machen wir, da es uns nur um eine gene
relle Schilderung der Vorgänge zu tun ist, folgende vereinfachende 
Annahmen: der Strom habe auf der ganzen Leitung z. Z. t=O 
denselben Wert J, die Spannung auf der Leitung werde vernachlässigt. 
Diese Annahmen, die annähernd beim Unterbrechen eines Gleich
stromes zutreffen, würden auch für diesen bedingen, daß der 
Spannungsabfall in der Leitung und die Ableitung Null sind, und 
um die Rechnung mit diesen Annahmen nicht in Widerspruch zu 
bringen, müssen wir in Gl. 370 a vernachlässigen. Diese Annahme 

z 
würde somit zutreffen für den Fall, daß a klein gegen z-ist. Bei 

0 

einer Freileitung ist Z etwa 600, a etwa 200. Ist L 0 = 0,3 Henry, 

so wird a in der Tat nur 10 °/0 von f . 
0 

Die Vereinfachung trifft also für nicht zu große Induktivi-
täten zu. 

Als Grenzbedingungen haben wir nun 

Pa(O) = 0, ia(o)=J, 

Pe(O) = 0, ie{O) = 0, 

Pr<o) = f1 (x) + {2 (x) = 0, 

if(O) = ~ [fl(x)- f2(x)] = J 

und hieraus für t=O {1 (x)=~JZ, (2 (x)=-~JZ. 
Die Reflexionsbedingungen sind: am Leitungsanfang Reflexion 

mit gleichen Vorzeichen, am Leitungsende nach Maßgabe der 
Gl. 371, die sich auf Grund unserer Annahme vereinfacht in 

e=e-Pt[k+ fePt(-91ß + dd~)at] .. (371a) 

worin zur A ß --~ bkürzung gesetzt ist. 
Lo 
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Die Werte cp sind zunächst von t = 0 an durch die Welle 

f1 (x)=~JZ gegeben. Die Welle gebraucht eine Zeit t1 =.!___, um 
V 

sich über die Leitung zu verschieben, von t = 0 bis t = t1 ist 
daher fP=~JZ. 

In dieser Zeit wurde die nach dem Leitungsanfang wandernde 
Welle {2 (x)=-~JZ dort mit gleichem Vorzeichen reflektiert und 
gelangt während der folgenden Zeit von t = t1 bis t = 2 t1 an das 
Leitungsende; für dieses Zeitintervall ist daher fP = -! J Z. 

Man sieht, daß für die folgenden Zeiten jeder Wert cp der 
am Leitungsende einfallenden Weile gleich ist dem Wert e der 
um 2 t1 früher dort reflektierten Welle. 

Z . l 
Für die eit t=O bis t=t1 =- war nun 

V 

f[i(07t1) =~.TZ. 

Hiermit erhält man aus GI. 371 a: 

(!(o.:,-t,)=ke-ßt- ~JZ. 

Die Integrationskonstante bestimmen wir aus der Bedingung 
der Stetigkeit des Stromes der Drosselspule. Er ist z. Z. t = 0 

i=i +fP-~ = o+ _!_J-~+!_J=J • z 2 z 2 , 
daher 

k=O 
und 

(!(o.:,-t,,=- !JZ. 

Von t1 bis 2 t1 war wie gezeigt ({J(t, -7 2 1,, = - ~ J Z, ferner wird 
von 2 t1 bis 3 t1 

({J(2t1 -;-at1) = (!(0-7t1 ) =- iJZ. 

Daher insgesamt von t1 bis 3 t1 

f[i(t, -7- 3 t,) = - ~ J z 
und durch Einsetzen in GI. 371 a 

(}(t.-7-St,) = ke-ßt + ~ JZ. 
Für t= t1 ist 

iZ=(fP-e)=- JZ- ke-ß 1•=JZ, 
daher 

k =- 2 JZe+ßt, 

f!(t,-;-st,) = ~ JZ (1 - 4 e- ß(t- t,l). 

Von t = 3 t1 bis 5 t1 wird nun cp ebenso groß wie e von 
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f1 bis 3 t1 , es ist daher in der Formel dafür statt t zu setzen (t- 2 tJ 
Man erhält 

!f!tat, -7-5 t,) = ~ .JZ(1- 4 e-ß(t- 3 1») 
und durch Einsetzen in GI. i'l71a und Integration 

(>(3 t, -;-5t,>= ~JZ [ -- 1 - 4 e-fl(t,- 1•> + 8 ß (t- 3 tJ cfit1- 31,>J. 

Fährt man in dieser Weise fort, so erhält man für jedes 
folgende Intervall in dem Ausdruck für e je ein weiteres Glied, 
während das erste Glied in der Klammer abwechselnd + 1 und 
- 1 ist. Es wird 

flt5t,-;-7 t,> = etal,-;-5t,> + ~ J z{2- 4cfitt- 51•> [1- 2 ß (t- 5 t1) 

+ 2 ß2 (t- 5 tJ2]} 

(>(7t,-9t,) = (!(51,-7-71,)- ~ J z{ 2 -8 e-fi(l-7t,) [ 2 ß (t- 7 tl)- 2ß2(t-7t1)2 
+ ~ß:l (t-7 tl)B]} 

usf. 

Fig. 181. 

In Fig. 181 sind die Werte e als Funktion der Zeit von 0 aus 
nach rechts als gestrichelter Kurvenzug, die Werte cp von 0 aus 
nach links als ausgezogene Kurve aufgetragen. Verschiebt man 
diese Wellenzüge gegeneinander, und zwar den für e nach links, 
den für cp nach rechts, so erhält man als Ordinaten in 0 die 
Momentanwerte von q; und e zu einer Zeit t, um deren Betrag 
man die Wellen verschoben hat. 

In der Zeit t wandern die Wellen um die Strecke x=vi. 
Man kann daher die Abszissen als Längen betrachten, dann 

entspricht Punkt A im Abstand vt1 = l von 0 im Sinne der Wan
derung der am Ende reflektierten Welle dem Leitungsanfang. 

Man erhält somit auch das zeitliche Bild an jedem Punkt der 
Leitung und für einen gegebenen Augenblick das Bild der räum
lichen Verteilung der Wellen über die Leitung, und kann nun in 
üblicher Weise die resultierende Strom- und Spannungsverteilung 
ermitteln, indem man die Welle mit cat multipliziert und zu den 
freien Schwingungen die stationären Werte addiert, die in unserem 
Beispiele Null sind. 

Fig. 182 zeigt ohne Berücksichtigung der Dämpfung den zeit
lichen Strom- und Spannungsverlauf am Ende der Leitung und 
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Fig. 183 für einige Zeitpunkte die rünmliche Verteilung von Strom 
und Spannung längs der Leitung, aus denen wir folgendes cnt· 
nehmen. Da z. Z. t = 0 der Strom am Leitungsanfang unterbrochen 
ist, entladet sich das magnetische Feld der Leitung zunächst nm 
Anfang und dann biR zum Ende fortschreitend unter Ausbildung 
eines elektrischen Feldes, wodurch eine Spannungswelle - - J ~ nnch 
dem Leitungsende wandert, während der Leitungsstrom anf N uH 
fällt. Zur Zeit t1 gelangt sie an das 
Leitungsende und wird an der Drossel
spule zurückgeworfen. Diese beginnt 
sich zu entladen, jedoch sehr langsam. lffiWi11ll I 

t•q5t,-.k_.uJ[__J 

-sx 

-:Jx 

-1x 

Spannung-. 
Fig. 182. Fig. 18:1. 

Sie erhöht zunächst die elektrische Energie uuter Verdoppelung der 
Spannung auf 2 JZ, und mit dem Rückschreiten dieser Welle nach 
dem Anfang speichert sie durch den Ladestrom auch wieder magne
tische Energie im Felde der Leitung auf. Die mit dem Sprung J Z 
wandernde Spannungswelle behält aber nicht konstante Höhe, son
dern wird am Ende der Leitung wegen der allmählichen Entladung 
der Drosselspule kleiner. Am Anfang angekommen, muß die mag
netische Energie der Leitung sich dort wieder in elektrische Energie 
verwandeln. Die Spannungs- und Stromwellen laufen zurück. Ist 
nun die Energie der Drosselspule erschöpft, so können die an
kommenden Wellen die Drosselspule wieder laden, jedoch im ent
gegengesetzten Sinne wie sie ursprünglich geladen war, es bildet 
sich also eine langsame Schwingung zwischen Leitung und Drossel
spule aus, über die sich die Schwingungsvorgänge der Leitung 
lagern, wie aus der Fig. 182 ersichtlich ist. 
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Die Spannung springt in Intervallen von 2 t1 um 2 J Z. Es ist 
daher von Interesse, die größte mögliche Spannung an der Drossel
spule zu kennen. Um ein angenähertes Bild zu erhalten, nehmen 
wir als ungünstigsten Fall den an, daß bei der Entladung der 
Drosselspule auch das magnetische Feld der Leitung entladen ist. 
Sieht man von der Dämpfung ab, so ist dann im elektrischen 
Felde der Leitung die Energie so groß wie die ursprüngliche mag
netische Energie von Leitung und Drosselspule zusammen. Dann 
ist, wenn wir von der ungleichen Verteilung der Spannung und 
des Stromes längs der Leitung absehen, 

~p2 Cl=~J2 (Ll+L0) 

-. /.L +-L0 , -. /-+- L 0 
p=J V (J Ol-=JZ V 1 Lf' 

Dies ist ein Mittelwert, gegen den die Spannung an der Drossel
spule noch um den Sprung 2 J Z größer sein kann. Der ungünstigste 
Fall wäre daher 

Pmax=JZ(2+ V1+ ~~) • .... (372) 

der wegen der Dämpfung aoer nicht erreicht wird. Man sieht,. 
daß die Spannung um so größer wird, je größer die Induktivität L0 

gegen die der ganzen Leitung ist. Das Beispiel zeigt, wie sehr es 
bei Hochspannungsanlagen nötig ist, Schalter zu verwenden, die 
beim natürlichen Nulldurchgang des Stromes unterbrechen. 

c) Reflexion an einem Kondensator. 

Hier gilt für die freien Schwingungen nach GI. 368 

de- at (<p + e) e-- at 
Co dt =-z-(~P- e) 

d<p de 1 
-a(<p+e)+dt-+dt= c z (<p-e) .... (373) 

0 

Wir betrachten als Beispiel das Unterbrechen eines Kurz
schlusses, wenn parallel zum Schalter ein Kondensator 
liegt. 

Am Ende x = l sei die Leitung kurzgeschlossen, der Leitungs
anfang werde z. Z. t= 0 unterbrochen, es ist dort ein Konden
sator C0 zwischen die Leitung geschaltet, s. Fig. 184. 

~ x=O x=L 

-/f=..::....co ----"',, 
Fig. 184. 

Für den Leitungsanfang ist e der 
Wert der einfallenden Welle, <p der 
Wert der reflektierten Welle, es ist 
daher hier Gl. 373 nach <p zu lösen; 
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und da der Ladestrom des Kondensators ein Entladestrom der Leitung 
ist, haben wir ihn mit dem negativen Vorzeichen einzusetzen, d. h. 
auf der linken Seite de1· GI. 373 das Vorzeichen umzukehren. Dann 
lautet Gl. 373 geordnet: 

dcp ( 1 ) ( 1 ) d(! dt+ cz-(( cp=(! (j z+((- dt' 
0 0 

1 
Auch hier kann man meist a gegen CZ vernachlässigen, und wenn 

1 0 
wir zur Abkürzung C Z = y setzen, ist die Lösung der Gleichung 

0 

cp = crt r k+ f ( r!Y- ~-t )er 1 dt] . . . . (374) 

Für unser Beispiel nehmen wir wieder an, es sei 

Pa=O, ia=J, P.=O, 1:,=0, 
so wird wieder für t = 0 

f1 (x)=- {2 (x) = ~J Z. 

Für die Reflexion am Leitungsanfang gilt Gl. 374, am kurzge
schlossenen Leitungsende wird die einfallende Welle unter Umkehr 
des Vorzeichens reflektiert. 

Wir haben daher am Leitungsanfang einfallend (}(o 7-t,) =-! J Z, 
und da {1 (x - v t) = i J Z am Leitungsende mit umgekehrten Vor
zeichen reflektiert wird, ist e bis 2 t1 ebenso groß wie von 0 bis t1 

fl(07-2t,)=- !J z. 
Hiermit erhält man aus Gl. 374 

9J(0-72t1) = ke- rt-! J Z. 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dient die Bedingung 
der Stetigkeit der Ladung bzw. der Spannung des Kondensators. 
Für t= 0 ist 

daher 
Pe+ (T+e)=O+k- ~JZ-~JZ~O, 

k=JZ 
9J(07-2t,) =!J Z(- 1 + 2 e- r1). 

Während des folgenden Intervalls 2 f1 bis 4 t1 wird daher 

r!(2t,-;.-4t,)=-~JZ {- 1 + 2 e-r(t-2t,>} 

und durch Einsetzen in Gl. 374 und Integration 

IP(2t1 74t,> = !JZ {+ 1 + 2e-rt- [2 + 4y (t- 21J] e-r(t->lt,>} 

dann 
lp(4t1 76t,) =} JZ {-1 + 2e-rt- [2 + 4y (t- 2t1)] e-r (t-2t,) 

usf. + [2 + 4y2 (t- 4 t1)2] e-r(t-41'>} 
Fraenckel, Wechselströme. 20 
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Fig. 185 zeigt für einige Zeitmomente dag allmllhliche Ansteigen 
der Spannung längs der Leitung (ohne Berücksichtigung der Dämp
fung) und das damit verbundene Abfallen des Stromes. Die magne· 
tische Energie der Leitung entladet sieh in den Kondensator und 
in das elektrische Feld der Leitung, nur am kurzgeschlossenen 
Leitungsende bleibt die Spannung Null. Ist das magnetische Feld 
der Leitung entladen, so ist nur elektrische Energie im Kondensator 

Spannung. Strom. 

Fig. 185. 

und in der Leitung vorhanden, und diese 
laden wieder das magnetische Feld der 
Leitung in entgegengesetztem Sinn auf. 
Es bildet sich auch hier eine langsamere 
Schwingung aus, wie der zeitliche Ver
lauf der Spannung und des Stromes am 
Kondensator Fig. 186 zeigen, und die 
durch die Verluste gedämpft wird. Wäh
rend beim Unterbrechen ohne Konden
sator eine rechteckige Spannungswelle 

7t, 

Fig. 186. 

von der Höhe - JZ in die Leitung wandert (s. S. 2!J4), itit hier 
durch den Kondensator die resultierende Spannungswelle stark ab
geflacht, weil er eine plötzliche Spannungsänderung nicht zuläßt. 
Die einziehende Weile ist am Beginn 

(IP + 1!)<o-:-2t,) =- JZ (1- e- 0•
1
z 1

). 

Je größer 00 is.t, um so flacher bleibt die Weile. Die absolute 
Größe der am Leitungsanfang auftretenden Spannung kann aber 
nicht so sehr vermindert werden, wenn man nicht über sehr große 
Kondensatoren verfügt. Man kann diese Spannung wieder ange
nähert daraus berechnen, daß man die elektrische Energie im Kon
densator und der Leitung gleich der ursprünglichen magnetischen 
Energie der Leitung setzt. 

~P;,.ax (C0 +Cl) =!J2 Ll 

Pmax=JVcicz=JZ]I 1 Co. 
1+-ct 
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Dieser Wert ist etwas zu klein, weil die Leitung nicht auf 

der ganzen Länge die gleiche Spannung hat; ist 00 groß gegen 

die Kapazität der ganzen Leitung () l, so ist aber der Fehler sehr 

gering, andererseits verhindert die Dämpfung schon das Erreichen 

dieses Wertes. Um z. B. Pmax auf 1 /a des Wertes ohne Kondensator 
(JZ) zu reduzieren, muß 

-v~+ ~~-= 3' 

sein, der Schutzkondensator müßte achtmal soviel Kapazität haben wie 

die ganze Leitung·. Ist z. B. für eine Freileitung C = 5 ·10-11 Fd ·km-\ 

so braucht man für eine Leitung von 20 km Länge einen Kon-

densator 
0 0 = 8· 5- 20·10-9 Fd = 0,8 Mfd. 

Für Kabel wäre die Kapazität ein Vielfaches davon, und so 

große Kondensatoren lassen sich nicht wirtschaftlich bauen. Der 

Kondensator dient daher in erster Linie zur Abfiaclmng der W ellc; 

zu ihrer Verkleinerung ist ein Widerstand (Schalter mit Widerstands

stufe) viel wirksamer. 

d) Ein Schwingungskreis im Anschluß an eine Leitung. 

Ein weiterer Fall, bei dem unter Umständen hohe Spannungen 

auftreten können und auf den W. Peterscn 1) hingewiesen hat, ist 

der, daß am Ende einer Leitung eine Induktivität L 0 (etwa ein 

Stromwandler oder ein Schaltermagnet) und die Sammelschienen 

von der Kapazität C0 einen Schwingungskreis bilden. 
Hier gilt für die freien Schwingungen nach GI. 3H8 

(er+ e) e-at = ~o_~catir- e) + -a;x-Jcat(cp _ e) dt (375) 

Sieht man von der Dämpfung ab, d. h. setzt a = 0, so ergibt 

sich durch Differentiation dieser Gleichung und Ordnung nach e 

-~~g_ +. z_ rl_e + _g_ = 5E ____ -~der+ ~~T (376) 
dt'J L0 dt L0 C0 L 0 C0 L 0 dt dt2 

Nehmen wir an, der Stromkreis werde z. Z. t = 0 an eine 

Gleichspannung P angeschlossen. Dann ist 

Pa=O, 
p,=P, i.=O, 

PrcoJ =- P, ircoJ = 0, 
( 1 (x) = ( 2 (x) = -· ~ P, 

1 ) Archiv f. Elektrotechnik Bd. I, S. 2:J:J. 
20* 
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daher ist für das Leitungsende von t = 0 bis t = t1 qy =-i P, 
und es gilt nach GI. 376 für diese Zeit 

d2e + -~- ae_+ _e_=-~~ (a ) 
dt2 L 0 dt L0 C0 2 L 0 C0 • • • 77 

Die Lösung dieser Gleichung ergibt eine aperiodische oder eine 

Z 1/L 
oszillierende Ladung (s. Kap. XIII S. 257), je nachdem 2 :;e: V 0o 

0 
ist. Da die Kapazität von Sammelschienen klein ist, ist der zweite 
Fall der praktisch häufiger vorkommende, wir nehmen ihn an. 
Dann ist die allgemeine Lösung 

e=- ~P+ Asin(ßt+l5)e-t;t, 

worin A und !5 die noch zu bestimmenden Integrationskonstanten 
sind, ß ist die Kreisfrequenz des Schwingungskreises 

ß =V L 0
1
C0 - (2~J2 ' 

C der Dämpfungsfaktor 
z 

l;=2L-. 
0 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten haben wir hier 
die Bedingung der Stetigkeit des Stromes der Drosselspule und 
andererseits die der Spannung des Kondensators. 

Beide waren zu Beginn (t = 0) Null. Es ist für t = 0 

i = i + ( lfl ~ e) = 0- A sin !5 = 0 • z ' 
daher 

<5=0. 

Die Kondensatorspannung ist 

_ -L di _ + + _ L0 d(lfl-e) 
Pe-P o dt -P. fP (! z dt • 

Hier wird für t = 0 
ßA=O, 

daher auch A = 0 und 
e<o -;-t,) = -iP. 

Am Leitungsanfang ist die freie Spannung Null, weil dort die 
Spannung konstant P ist, die ursprünglich auf der Leitung vor
handene Welle {2 wird daher am Anfang unter Umkehr des Vor
zeichens reflektiert, es kommt zum Ende 

lfl(t,--;-2t1) = + ~ p 
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zurück, an diese schließt sich 

Cfi(2t1 -:- st,) =- !?(o -c t1 ) = + ~ P 

an, so daß von t1 bis 3 t1 

Cfi(t,-:-st,)=~P ist. 

Die Lösung der Gl. 377 kann daher mit diesem Werte gesetzt 
werden 

!?(t, -;-se,) = ~ P+ A sin [ß (t- tJ + "'] e-W-t,). 

Zur Zeit t = t1 waren i und die Kondensatorspannung noch 
Null, also ist 

Cfi(t,) - !?(t,) = 0 

+ + Lo d (fJJ(t,)- !?{t,l) 
P. fJJ(t,) 12(t,l--z dt o. 

Aus der ersten Bedingung folgt: 

Asin"'=O, 
aus der zweiten: 

2P=- Lo ßA z 
A=-2P~ 

ßLo 

!?(t,--:-st,)=~-2P ß~o e-W-t,lsinß(t-t1). 

Am Ende dieses Intervalls ist 

p p z -2't • ß 
!?es t,) = -2 - 2 ß Lo e '" ' sm 2 t1 , 

der Ladestrom 
. _(cp-e)_2P -nt. 2ßt 
~(st,) __ Z ___ ßLo e 'sm 1 • 

Er hat gerade eine halbe Schwingung ausgeführt, wenn 
2 ßt1 = :n; ist, oder 

}_=_1_=_y_-
2:n 4tl 4l . 

ß V 
ist die Eigenfrequenz des Schwingungskreises, die 

2:n 4l 
Eigenfrequenz der Leitung. Bei Gleichheit beider besteht Resonanz. 
Hierbei hat im angegebenen Moment die Kondensatorspannung ihren 
größten Wert. Es wird für (t = 3 t 1 ) 

Pc(st,)=2P{1- rL~ßsin2ßt1 -~(Csin2ßt1 -ßcos2ßt1)] e- 2 ct} 
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Für ßt1 = 2 n wird, wenn man ' vernachlässigt, 

Pc(3tJ "'4P. 

Für die Zeit 3 t1 bis 5 t1 wird nun 

p z 
fP(3t, -ö-5t,) =- e(t, :-at,) =- 2 + 2PlfLo e- .:(t-st,) sin ß (t- 3tl) 

und in analoger Weise wie früher, wenn wir uns auf den Fall der 
Resonanz beschränken: 

e(st, -75t,) =- ~ + 2 p ß~o (e--:-(t-t,) + 2cn1- 31•>) sin ß (t- 3 tJ, 
ferner 

p z ,., . = + __ 2P ___ [8 -nt-t,) + 2 8 -nt-3t1 l « (5 t -c 7 t,) 2 ß Lo 

usf. 
+ 3 cW- 5 t.l] sin ß (t- 5 t1) 

Fig. 187. 

In Fig. 187 sind für ein Beispiel L0 = 10-3 Henry, 00 = 10-9 I<'., 
für ein Kabel mit Z= 100 die Werte von e und cp als Funktion der 
Zeit aufgetragen. 

Hier ist ß"' 106 • Daher besteht Resonanz, wenn wir für das 
Kabel v = 2 ·105 km· sek- 1 annehmen, bei einer Leitungslänge 

0 

6P 

'1-P 

zp 

0 

n v n 2 ·10" 
l=--=-- --=0 314 km. 2 ß 2 10ß , 

Fig. 188 zeigt den zeitlichen Verlauf des Stromes und der Span

1~~t, 
/ 

I 

nungen am Kondensator und an 
der Drosselspule. Von 0 bis t1 

wandern die Spannung P und 

der Strom ~ zum Ende der Lei

tung; der Strom kann hier nicht 
plötzlich auf diesen Wert sprin
gen, die Spannungswelle wird 
auf den doppelten Wert reflek
tiert, und der Spannungssprung P 
wandert über die auf der Lei
tung schon vorhandene Span
nung P zurück. Währenddessen 
beginnt der Kondensator sich Fig. 188. 

! 
I 

I 
I 
I 

I 
I 

-t 
7t, 
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zu laden, die Spannung an der Drosselspule nimmt von 2 P ab. 
Der Spannungssprung P wird am Leitungsanfang wieder zurück
geworfen, da dort die Spannung konstant ist, und gelangt z. Z. 3 t1 

wieder an das Leitungsende. Ist die Zeit des Hin· und Herwanderns 
gerade die halbe Schwingungszeit des Schwingungskreises, d. h. be
steht Resonanz, so ist hier im Grenzfall (d. h. wenn e-Ct= 1 wäre) die 
Spannung an der Drosselspule - 2 P, am Kondensator 4 P. Der 
einfallende Sprung wird auf den doppelten Wert reflektiert, so daß 
die Spannung an der Drosselspule sich sprungweise auf - 4P 
ändert, und während der folgenden Halbperiode der Kondensator 
von 4P auf - 4P entladen wird, dann steigt die Drosselspulen· 
spannung wieder sprungweise um 2 P usf., so daß sie nach 5 t1 

ohne Dämpfung schon 6 P hat und sich ins Unbegrenzte steigern 
könnte, wenn die Dämpfung und Überschläge es nicht verhinderten, 

Dieser Fall, der bei den hohen Frequenzen solcher Schwingungs· 
kreise nur bei kurzen Leitungslängen auftritt, kann aber nach 
Pctersen bei Erdschlüssen, z. B. durch Isolatorüberschläge, be· 
sondere Bedeutung haben. Hierbei fällt an der betreffenden Stelle 
der Leitung die Spannung plötzlich auf Null und es wandert 
eine Entladewelle von der Höhe der Spannung, die zuvor bc· 
stand, über die Leitung und trifft nach der Reflexion wiederholt 
dort ein. Da die Erdschlußstelle in beliebiger Entfernung liegen 
kann, so ist eine Resonanzmöglichkeit stets vorhanden. 

Petersen empfiehlt zur Verhütung der Resonanz, die Drossel
spulen durch Widerstände zu überbrücken. Sind diese groß, so geht 
der Strom der Grundfrequenz zum größten Teil dennoch durch die 
Induktivität, während die freien Schwingungen ihren Weg durch 
den Widerstand nehmen. 

85. Reflexion an der Übergangsstelle zweier Leitungen von 
verschiedener Charakteristik. 

Im folgenden soll der Übergang der Wellen von einer Leitung 
zu einer anderen mit abweichender Charakteristik untersucht werden. 
Die erste Leitung erstrecke sich von x = 0 bis x = lz, die zweite 
schließe sich daran von x = l1 bis x = lu. Die Charakteristiken 
der Leitungen seien Z1 und Zu. 

Die Ausgleichsvorgänge auf jeder Leitung lassen sich durch 
zwei in entgegengesetzter Richtung wandernde Wellen, frt> (12 , 

fu 1 , ( 112 darstellen. 
So ist 

Prr=CaTI [fll(x-v1t)+f12 (x+v1t)] 
ifiZI = e-aTt [frl (x- Vrt)- fl2 (x + ~AJ 
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Prn = c"u t [fnl (:x:- vnt) + fn?. (x + vnt)] 

irnZn = c"n t [fn1 (x-vn t)- fn 2 (x + Vnt)] 

Wir untersuchen nun die Beziehungen, die zwischen den vier 
Wellen am Übergangspunkt x = l1 bestehen. Zur Abkürzung 
werden für x = l1 die Momentanwerte für die im Sinne der posi
tiven x wandernden Wellen mit cp, die im Sinne der negativen x 
wandernden mit e bezeichnet: 

für 

e-ait fll (li-vit)=cpi, cart fll2 (ZI-f-vit)=ei 
e-«nt flll (li- VII t) = Cf!n' E-ant fn2 (lii + Vnt) = (! II· 

Die Stetigkeit der Spannung und des Stromes verlangt, daß 
x=l1 , Pri=PrZI und iri=irn ist, daher 

fPI+ei=Tu+en } 
1 1 
z-(cpz-(!J)=-z (ru-en) 

l '-'II 

. (378) 

Betrachtet man die im Punkte x=li eintreffenden Wellen TI 
und en als gegeben, so ergeben sich die anderen aus Gl. 378 
durch die Beziehungen 

Zn-Z1 2ZI } 
el=fPI z +z +en z -+z 

"II "I T II ( . . . 379) 

Tn=e11 ~r+~I +Tr -z 2+Z'~-
I 11 I II 

Das in diesen Gleichungen enthaltene Reflexionsgesetz für die 
Übergangsstelle sagt folgendes aus. 

Von jeder der beiden auffallenden Wellen rp1 und en wird 
ein Teil auf die gleiche Leitung reflektiert, ein anderer Teil tritt 
in die andere Leitung über. 

Von TI wird auf Leitung I reflektiert 

Z 11 -Z1 
'PI_z ___ +--=T1q_ .• (379a) 

1 Zn 

q ist der Refiexionsfaktor. Von en wird auf Leitung II reflektiert 

ZI-ZII ( ) en z -+--z-=- enq . . . . . . 379 b 
"I II 

Der Reflexionsfaktor hat wegen der entgegengesetzten Rich
tung der Fortpflanzung das negative Vorzeichen, aber die gleiche 
Größe wie oben. 

Von TI tritt auf Leitung II über 

Tr z 2-Zf---Il:-_ = Tr [1- (- q)J • ... (379c) 
I II 
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Von en tritt auf Leitung I über 

2Z1 ( eiiz +ir =eu 1-q) ..... (379d) 
I II 

Somit kann man GI. 379 schreiben: 

worin 

el =rprq + f!n (1- q) } 

'fJn =- enq + Cf!r (1 + q) 

Zu-Zr 
q= 

Zr+Zn. 

(380) 

Ist Zn> Z1 , so ist q positiv. Dies ist z. B. der Fall, wenn 
Leitung II eine Freileitung, Leitung I ein Kabel ist. Die vom 
Kabel auf die Freileitung übertretende Welle ist im Verhältnis 
( 1 + q) vergrößert, die von der Freileitung in das Ka bcl ü her
tretende Welle ist im Verhältnis (1- q) verkleinert. 

Bei Verfolgung des Ausgleichsvorgangs ist zu berücksichtigen, 
daß die Wellen auf Leitungen mit verschiedenen Konstanten erstens 
ungleich stark gedämpft werden, und daß sie zweitens mit ungleicher 
Geschwindigkeit fortschreiten. Da ein bestimmter Zustand über 

l 
die Leitungslänge während einer Zeit t =-wandert, worin die 

V 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit v sich aus der im leeren Raum (und 
auch in Luft) als 

3·1010 -1 
v = ---==- cm · sek 

Ve,u 
ergibt, so kann man für alle Leitungen den Vorgang auf die 
gleiche Fortpflanzungsgeschwindigkeit (3 ·1010) zurückführen, wenn 
man statt der wirklichen Leitungslänge l die "reduzierte" Länge 

l'=lv'ep 
einführt. 

Für ein Kabel wäre daher l ve- einzusetzen. 

Beispiele. 

1. Das Laden einer am Ende offenen Freileitung über 
ein Kabel. 

Das Kabel wird am Anfang x = 0 z. Z. t = 0 an eine Strom
quelle von konstanter Spannung P und großer Kapazität ange
schlossen. Kabel und Freileitung sind zunächst strom- und 
spannungslos. Es ist für beide. 

Pa=O, 
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Am Ende der Ladung ist 

P.=P, i, = O, 
daher 

Pt(O) = - P, if(O) = 0 

und die Form der Wellen für beide Leitungen ist z. 7-. t = 0 

fll (x) = f~r~(x) = fn1(x) = fm (x) =- ~ P. 

Für die Reflexion gilt : 

a) bei x = 0 ist p = konst. = P; Pr = 0, daher Reflexion mit 
umgekehrtem Vorzeichen; 

b) bei x = l TI ist if = 0, daher Reflexion mit gleichem Vor
zeichen; 

c) bei x=l1 ist nach GI. 380 

Fig. 189. 

(h =qq;I+(l-q)en 
IPn = - qen + (l + q)rpr · 

Nimmt man z. B. für das Kabel Z1 = 60, 
für die Freileitung Zn= 600 an, so wird: 

600 - 60 
q = söo+ 60 = 0 •82 

er= 0,82 ~Pr + 0,18 en 
Tn= - 0,82 en + 1,82 q;1 

e I ist fast ebenso groß wie IPJ, am Ende 
des Kabels wird q;1 fast ebenso reflektiert 
als ob das Kabel offen wäre, weil die Frei
leitung große Induktivität hat. 

Die auf der Freileitung zum Anschluß
punkt des Kabels wandernde Welle en wird 
mit umgekehrtem Vorzeichen fast in voller 
Stärke reflektiert, da das Kabel, das eine 
große Kapazität besitzt, für die auf der 
Freileitung ankommende Weile nahezu einen 
Kurzschluß darstellt. 

Fig. 189 zeigt den Anfang des Lade
vorgangs unter Vernachlässigung der Dämp
fung. Eine resultierende Spannungswelle P 
wandert über das Kabel und erreicht den 

l I 

Anschlußpunkt z. Z. t1 = _.!._; nach dieser 
V 

Zeit ist (abgesehen von der Dämpfung) q;1 = ~ P, en = - ~ P, die 
resultierende Spannung am Ende des Kabels 
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P+ cp1 + (!J=P{1 +~ + ~ [q- (1- q)J} = 1,82 1' 

die Spannung wird also nahezu verdoppelt. 

In die Freileitung tritt eine resultierende Spannung von gleicher 
z'+z Höhe ein und gelangt an das Ende (lu) z. Z. tll=-'--__ll, 

V 

Hier wird die einfallende Welle mit gleichem Vorzeichen reflek
tiert, es wird also abgesehen von der Dämpfuug z. Z. f11 

flil (ln- vut) = fil 2 (ln+vt) = (/Jn = ~P( +ü,82 + 1,82) = 1,32 P, 
daher die resultierende Spannung 

P+tlil + fu2 = 3,64P, 

die Spannung wird nahezu auf den vierfachen Wert reflektiert. 

Diese Erscheinung ergibt sich jedesmal, wenn auf eine Leitung 
von kleiner Charakteristik eine solche mit viel größerer Charak
teristik folgt. Da die Leitung mit großer Charakteristik (große 
Induktivität) so auf die mit großer Kapazität wirkt als ob diese 
offen wäre, wird an der Übergangsstelle die Spannung nahezu ver
doppelt (den Wert 2 erhält man, wenn man Z1 gegen Zn ver
nachlässigt, dann wird q = 1 ). 

Man überträgt nun diese Beobachtung auf die Übergangsstellen 
von Leitungen in die Wicklungen von Maschinen und Transforma
toren. Diese Übertr.agung ist freilich nicht streng, da bei der
artigen Wicklungen die Wellen wahrscheinlich nicht eben bleiben, 
wie wir sie unserer Betrachtung zugrunde gelegt haben. Indessen 
ist bisher nichts Näheres über die Fortpflanzung der Wellen in 
Maschinen bekannt, so daß man zur Erklärung der Vorgänge diese 
Annahme verwendet. 

Nehmen wir an, die Leitung II sei eine Transformatorwick
lung. Der Bedingung, daß die Leitung am Ende offen sei, ent
spricht dann der Fall, daß der (z. B. einphasige) Transformator 
einpolig angeschlossen und ungeerdet ist. Hierbei kann, wie bei 
der offenen Leitung, nur ein Ladestrom der unter Spannung 
stehenden Teile der Wicklung bestehen, der durch den Anfang der 
Wicklung als Leitungsstrom fließt. 

Da die Charakteristik einer Transformatorwicklung viel größer 
ist als die eines Kabels oder einer l<'reileitung, winl die ein
treffende Spannungswelle zunächst wieder nahezu auf den doppelten 
Betrag reflektiert. 

An sich ist der Betrag von doppelter Größe nicht so gefähr
lich, da die Wicklung jedenfalls so isoliert sein muß, daß sie die 
doppelte Spannung z. B. gegen Erde für kurze Zeit aushalten 
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muß. Das Gefährliche ist vielmeht• die steile Wellenstirn der 
Welle, d. h. der Spanuungssprung. Dieser bedeutet, daß zwischen 
zwei benachbarten Punkten der Wicklung eine Spannung von dem 
Betrag dieses Sprungs besteht. Während im stationären Betrieb 
zwischen den einzelnen Windungen Spannungen von höchstens etwa 
100 Volt bestehen, wird die Isolation zwischen den Windungen 
beim einpoligen Einschalten mit doppelter Betriebsspannung be
ansprucht. (Bei Wechselstrom ist hierbei der doppelte Momentan
wert, im ungünstigsten Fall also die doppelte Amplitude zu ver
stehen.) Besonders die ersten Windungen sind gefährdet, da man 
annehmen kann, daß die Welle nach dem Eindringen in die Wick
lung gedämpft wird. Die hohe Beanspruchung führt, wenn keine 
besonderen Schutzmaßnahmen getroffen werden, zu Überschlägen 
von Windung zu Windung, zur Zerstörung der Isolation, Kurz
schluß und Ansbrennen der Windungen. Die ersten Windungen 
sind daher besonders stark zu isolieren. 

Die Reflexion der Spannung am Ende der offenen Leitung auf 
den nahezu vierfachen Betrag bedeutet, auf den einpolig ange· 
schlosseneu Transformator übertragen, zunächst eine hohe Be:m
spruchung der Wicklung gegen Erde, zweitens einen vom Ende 
der Wicklung zurücklaufenden Spannungssprung von der Höhe 
2 P, der zunächst die Windungen des Wicklungsendes sehr stark 
gegeneinander beansprucht. 

In der Tat beobachtet man beim einpoligen Einschalten Win
dungsüberschläge besonders häufig an dem nicht eingeschalteten Pol. 

Beim mehrpoligen Einschalten ist die Beanspruchung der Iso
lation zwischen den Windungen nur halb so groß. 

Bei einer Transformator- oder Motorwicklung verteilt sich die 
Spannung im stationären Zustand nahezu gleichmäßig über die 
Wicklung. Die Mitte der Wicklung ist der Symmetriepunkt, gegen 
den die Klemmen bei einphasiger Wicklung die Spannung + l p 
und - ~ p haben. Beim Einschalten wandert· daher auf jeder Zu
leitung eine Welle von halber Höhe der Betriebsspannung, die 
beim Eintreffen auf die Wicklung nahezu verdoppelt wird, so daß 
die ersten Windungen mit der vollen Betriebsspannung beansprucht 
werden können. Da bei einpoligem Einschalten die Beanspruchung 
fast doppelt so groß war, gilt es als praktische Regel, daß Wick
lungen stets allpolig eingeschaltet werden müssen. 

Nun erfolgt zwar das Einschalten aller Pole niemals so gleich
zeitig, daß man es gegenüber der hohen Fortpflanzungsgeschwindig
keit der Wellen tatsächlich als ,,gleichzeitig" bezeichnen kann. Es 
ist hierunter aber der Fall zu verstehen, daß beim Schließen des 
einen Kontaktes, der andere nur noch durch eine sehr kleine Luft-
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distanz unterbrochen ist, die durch die einziehende Spannungswelle 
ohne weiteres überbrückt wird. In diesem Sinne kann von einem 
mchrpoligen gleichzeitigen Einschalten gesprochen werden. 

Analog wie das Schalten am Anfang der Leitung· I ein Ein
dringen von fast doppelter Höhe in Leitung II von großer Charak
teristik bedingt, tritt dies auch bei anderen Vo1·giingen auf. Wird 
die Leitung I von einer atmosphärischen Ladung getrotl'en, so 
wandert (s. S. 293) je eine Welle von halber Höhe der anfäng
lichen Verteilung nach den Enden und wird an einer Maschinen
oder Transformatorwicklung auf den doppelten Betrag reflektiert. 
Ein Erdschluß auf Leitung I bedeutet ein plötzliches Sinken der 
Spannung gegen Erde an der betr. Stelle auf Null. 

Eine Spannungswelle von der Höhe der ursprünglichen Span
nung gegen Erde wandert über die Leitung und tritt unter Um
ständen mit sehr steiler Stirn in die Wicklungen ein. 

2. Als zweites Beispiel betrachten wir den Fall, daß der Schalter 
an der Verbindungsstelle der beiden Leitungen I und II liegt und 
z. Z. t = 0 geschlossen wird. Bei x = 0 ist die Leitung I an die 
Stromquelle angeschlossen, deren Spannung der Einfachheit halber 
wieder als konstant P angesehen werden soll. Leitung I ist also 
z. Z. t = 0 unter Spannung. 

Die Anfangsbedingungen sind daher 

für x=O bis l1 

Pa=P, 
für x = l1 bis l11 

Pa=O, 

Der Endzustand für beide Leitungen ist 

P.=P, 

Für die freien Schwingungen wird daher 

für x= 0 bis Z1 

P[l(O) = 0' ifl(O) = 0' 

Pri<oJ=-P, Pti<oJ=O. 

Daher ist für t = 0 

fll(x)=f12 (x)=0, 
flil(x) = {112 (x) =- ~ P, 

oder mit der früheren Bezeichnung an der Übergangsstelle 

TI=(}]= 0, 

fPn=en=-~P. 
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Nach dem Reflexionsgesetz GI. 380 ist dann unmittelbar nach 
dem Einschalten, da cp1 = 0 ist, 

r][=qcp1 +(1-q)en=-~P(1-q), 

lflu= (1 + q) Cf!I- q (}II =+ ~Pq · 
In die Leitung II wandert also die resultierende Welle 

Pn =P.+Prn = P+cpii+eu=P[1+Hq-1)] = Pz +Znz . 
I Jl 

In der Leitung I überlagert sich über die Spannung P eine 
"rückläufige Schaltwelle" 

1 ( ) ZI (}I=-2P 1-q =-P z +Z 
I II 

Der Strom ist 

P..LL~ eu 
zll 

p 

Ist Zn > Z1 , also z. B. wenn die zuzuscbaltende Leitung li 
eine Freileitung, I ein Kabel ist , so ist die resultierende in Lei
tung II einziehende Welle p II etwas kleiner als P, die rückläufige 
Schaltwelle (}1 ist klein; im Grenzfall, wenn Z1 als sehr klein gegen 
Zn vernachlässigt und q"' 1 gesetzt werden kann, ist Pu "'P 
und ei "'0. 

Ist dagegen Z1 > ZII, also wenn die zuzuschaltende Leitung II 
ein Kabel , die eingeschaltete I eine Freileitung ist, so ist die in 

zi z1I das Kabel einziehende Welle Pn klein (im 
""' Grenzfall, q"'-1, Pn =·O), die rück

l"reJ1eitun,; Kabel 
~ 

~l llllllllllllltL . 
~--...--..__, 

Fig. 190. 

läufige Schaltwelle ei ist dagegen groß (im 
Grenzfall gleich - P). Hier bringt das 
Kabel, das einen großen Ladestrom auf
nimmt, die Spannung am Ende der Frei
leitung, die nur geringe Kapazität besitzt, 
zum Abfall. Die beiden Pälle sind in 
Ji'ig. 190 dargestellt. 

Auch dieses Beispiel gestattet einige 
wichtige Schlußfolgerungen, auf die Rüden
berg1) und Linke~) hingewiesen haben. 

Denken wir uns Leitung I ersetzt durch einen Stromerzeuger, 
so liegt der zweite Pali vor, daß Z1 > Zu ist. Da die Spannung 
des Generators im stationären Zustand vom Spannungsmittelpunkt 
an längs der Wicklung ansteigt, kann der Anfangszustand etwa 

1) Elektrotechnik und Maschinenbau 1912, Heft 8. 
2) Archiv f. Elektrotechnik Bd. I, 1912, Heft 4. 
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durch die schräge Linie Fig. 191 dargestellt werden. P ist die 
Spannung des Endes der Wicklung gegen den Mittelpunkt, bei einem 
Einphasengenerator die halbe Betriebsspannung, bei einem Drei
phasengenerator die Phasenspannung (Sternspannung). 

Durch das Eindringen der rückläufigen 
Schaltwelle sinkt die Spannung an den Ge- ~~--
neratorklemmen zunächst nahezu auf Null 
und damit wandert ein Spannungssprung in 
die Wicklung, dessen Höhe fast gleich P ist, 
wobei die Isolation von Windung zu Win
dung stark beansprucht wird. 

Noch ungünstiger liegt der Fall, wenn 
man berücksichtigt, daß zwischen dem Gene
rator und dem Schalter meist ein Stück 
Freileitung liegt. Wird nun durch den Schal

Fig. 19l. 

ter ein Kabel angeschlossen, so wandert zunächst die rückläufige 
Schaltwelle vom Schalter in die Freileitung zurück. Gelangt sie 
an den Generator, so wird der Spannungssprung, wie auf S . 314 
gezeigt, durch Reflexion nahezu verdoppelt, so daß die Isolation 
der ersten Windungen hiermit beansprucht wird. 

Die beim Einschalten von Kabeln, besonders hinter einem Stück 
Freileitung, beobachteten Windungsüberschläge an Generatoren sind 
hierdurch zu erklären. 

Auch zeigt diese Betrachtung, daß man bei der Untersuchung 
des Einschaltvorgangs auf der Leitung die Vorgänge im Generator 
nicht ohne weiteres vernachlässigen darf. Bei den einfachen Bei
spielen S. 286 haben wir daher besonders hervorgehoben, daß die 
Stromquelle mit großer Kapazität versehen zu denken ist. 

Die Schaltwellen werden nun an den Enden der Leitung reflek
tiert und ergeben periodische, abklingende Impulse von der Eigen
frequenz der betreffenden Leitung, wie dies in den Beispielen S. 299 ff. 
der Fall war. Hierbei kann der Fall eintreten, daß ein anderes 
ferner gelegenes Leitungsstück mit diesen Impulsen in Resonanz 
kommt, nämlich dann, wenn die reduzierten Längen (s. S. ß13) der 
beiden Leitungen gleichgroß sind. Durch die Resonanz können 
in der zweiten Leitung sehr hohe Spannungen entstehen, ein ana
loger Fall zu dem auf S. 307 behandelten Beispiel, auf den eben
falls Petersen (a. a. 0.) hingewiesen hat. 
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86. Der Einfluß von Widerstand, Induktivität und 
Kapazität auf durchlaufende Weilen. 

1. Zwischen zwei Leitungen ist ein Ohmscher Widerstand R0 

geschaltet (s. Fig. 192). 

Wir bezeichen wie früher mit cp1 , ei' Cf!n, en die Momentan
werte der Wellen auf den Leitungen I und II an der Übergangs
stelle, so ist für die freien Schwingungen an dieser Stelle 

Fig. 192. 

ifl = ifii' 

Prr = Prn + i1Ro • 

Aus der ersten Gleichung folgt 

cpz- er 
Zr 

aus der zweiten 

+ + +cpn-en R 
'Pr er= Cf!n e11 z 0. 

11 

Betrachtet mau wieder cp1 und e11 als gegeben, so wird 

Zn-Z1 +Ro + 2Z1 l 
er= Cf!r z + z + R e11 z + z + R--

1 II 0 I II 0 (38l) 
Z1 -Zn+R0 + 2Zn 

cp11 =en z + z +R Cf!r z +z + R 
I II 0 I II 0 

{)der 

er= Cf!r ql + e11 (1 - qz) } 

cpll =- en qll + Cf!r(l + qll) 
(382) 

worin 

Der Reflexionsfaktor q1 der Leitung I ergibt sich also aus dem 
ohne Widerstand (s. GI. 379a und b), wenn statt Z 11 die Summe 
Zn+ R0 gesetzt wird, und - q11 für Leitung II, wenn Z1 + R0 

statt Z1 gesetzt wird. Der Widerstand wirkt bei der Reflexion an 
jeder Leitung so, als ob die Charakteristik der folgenden Leitung 
um R0 vergrößert wäre. 

Wenden wir dies auf das zweite Beispiel des vorigen Ab
schnitts an, bei dem der Schalter an der Verbindungsstelle liegt 
und Leitung I z. Z. t = 0 beim Schließen des Schalters schon unter 
.Spannung stand. Für die darauffolgende Zeit ist 

Cf!r=O, e11=-~P. 
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Die in Leitung II einziehende Spannungswelle ist 

Pn=P+ Tn + i!n=P [1- !(1- qn)J =P z-+- f_!r+ __ R 
-I 11 0 

und die in I zurücklaufende Schaltwelle 

I?J = !?11 (1 - qi) = -- p -Z· + :T + p , 
"I "IJ 10 

der Strom 
'Pn- Qn p 
------

Zn 

Die Schaltwellen werden, wie sich aus dem Vergleich mit den 
früheren Formeln S. 318 zeigt, um so kleiner, je größer R 0 ist, und 
ebenso wird der Strom verkleinert (s. Fig. 192). 

Man kann also die auftretenden Spannungssprünge durch Ver
wendung eines Schalters mit einer Widerstandsstufe beliebig herab· 
setzen. Beim Kurzschließen des Widerstandes würden aber bei zu 
großem Spannungsabfall im Widerstand neue Schaltwellen auftreten. 

Ist z. B. die Leitung li offen, so nimmt sie im stationären Zu
stand einen Ladestrom J0 auf, die kurzzuschließende Spannung ist 
bei dem zweiten Schaltvorgang J0 R 0 • Für sie wird die rückläufige 

z 
Schaltwelle - J R ----1 - Soll sie gleich der zuerst auftreten

o o ZI +Zn 
den sein, so wird 

-- p--~-=J R ---~I_ 
ZI+Zn+Ro o o ZI+Zn' 

woraus R0 berechnet werden kann 1 ). 

Handelt es sich nur darum, den Einfluß auf eine durchlaufende 
Welle zu untersuchen, wie z. B. der Ladewelle im ersten Beispiel 
auf S. 313, bei dem die Spannungswelle von der Höhe P zunächst 
über Leitung I wandert, dann am Übergangspunkt z. T. reflektiert 
wird und z. T. auf Leitung II übertritt, wobd nur das erste Auf· 
treffen der Welle ohne die darauffolgenden Reflexionen an den Enden 
berücksichtigt wird, so kann man auch von den resultierenden 
Wellen ausgehen. Sei PI die Spannung der auf der Leitung I an
kommenden Welle, Pci die am Übergangspunkt reflektierte, so ist 
PI+ Pn die resultierende Spannung, Pn sei die Spannung der in 

Leitung II übertretenden Welle und der Strom PIz ]Je_!. Der Strom 
I 

Pn auf Leitung II ist --- Die Kontinuität des Stromes erfordert Zn. 

· P1~Per Pn 
~= zi-= z-;;· 

1) s. Rüdenberg, E. u. M. 1912, Heft 8. 
Fraenckel, 'Vechselströme. 21 
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Da nun die Summe aus Pn und dem Spannungsabfall im Wider
stand i R0 gleich der Spannung auf Leitung I sein muß, ist 

PI +P(!] =Pn + 1ll R 0 • 
Il 

Multipliziert man die erste Gleichung mit ZI und addiert sie 
zur zweiten, so wird 

2 Zn 
Pn=Piz+- z ·+· R~' 

I 1I 0 

ZI Z 11 + R 0 - ZI 
Per= PI-Pn z = 1h ·z _+_z ___ + ii-' 

JI I 11 0 

· Pn 2pi 
I=--=---·~--------

Zll zi+zu+Ro. 

Diese Gleichungen geben an, wie die Welle durch den Wider
stand beeinfiußt wird. Macht man R0 = ZI +Zn, so ist die über
tretende Spannung Pn ebenso groß wie die reflektierte Per. 

2. Eine Induktivität L 0 in Reihe mit zwei Leitungen. 

Da die Induktivität ihre magnetische Energie nicht plötzlich 
ändern kann, verhindert sie das sprungweise Übertreten der auf 
einer Leitung ankommenden Welle in die zweite. Wir untersuchen 
wieder nur den Übergang einer durchlaufenden Welle.1 ) 

Es ist 

PI-Pei Pn 
ZI ZJI' 

+ + Lo dpn 
PI PH=Pn z ~· 

II 

Eliminiert man zunächst Pe 1 , so wird 

d:r + Pn ~I t~JI = 2pJ il . 
0 0 

Nehmen wir als ungünstigsten Fall an, daß die ankommende Welle 
rechteckig und von der Höhe p1 ist, so ist die Lösung dieser 
Gleichung 

2 z _ZI+Zn 
- l1 +k Lo t Pn-Piz +z e 

I II 

Z. Z. t = 0 muß der Strom EJL und auch Pn Null sein. 
ZII 

Daher wird 

1) s. Pfiffner, Elektrotechnik u. Maschinenbau 1912, Heft 47, 48, 49. 
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worin 

(385) 

ist. Der Strom ist 

i = Pn_ = --~ (1- s-i;t) (386) 
Zn ZI+Zn , ..... . 

die reflektierte Spannung 

p =p _zPTI=p -p __ E_~J-(1-s-!:t) (387) 
CI I I z I I z +Z 

II I I1 

Die Weilen wandern nun mit den Ge
schwindigkeiten vi und Vn auf den beiden 
Leitungen. Nach einer Zeit t ist Pu um 
-XI= vi t in die Leitung I zurückgewan
dert, Pn um xii=vnt in die Leitung II. 
Fig. 193 zeigt das räumliche Bild. Der 
charakteristische Einfluß der Drosselspule ist 
danach einerseits der allmähliche Übertritt 
der Weile in die Leitung II, dagegen eine 

Fig. 1\:13. 

Reflexion in voller Stärke auf die Leitung I, so daß der Span
nungssprung auf der Leitung zurückwandert. 

Das größte Spannungsgefälle in der Leitung II ergibt sich 
für t = 0. Es ist 

opli OPn dt 1 opJI 2pi Zn _ZrtZn t 
--- ::::::::= ---~- -·-=--- -- === ---- ---- e o 

ox ot dx VII ot VII Lo 

z 
Für t=O ist, da __J_J_=Ln die Induktivität der Leitung pro km ist, 

Vn 

(388) 

worin das Spannungsgefälle in Volt pro km erhalten wird. 

Eine Energieabsorption findet durch die Drosselspule natürlich 
nicht statt. Von der Leistung, die die einfallende Weile in jedem 
Augenblick mitführt, tritt ein Teil auf Leitung li über, ein Teil 
wird auf Leitung I reflektiert, ein weiterer Teil endlich dient zur 
Ladung des magnetischen Feldes der Drosselspule. Hört die Welle 
auf zu wirken, so entladet sich die Drosselspule in die beiden 
Leitungen und die Energie wird nur durch die Verluste in den 
Leitungen absorbiert. 

Eine Energieabsorption könnte z. B. dadurch erreicht werden, 
21* 
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daß man die Drosselspule durch einen größeren Widerstand über
brückt, durch den die freien Schwingungen im wesentlichen ver
laufen, während die langsamen stationären Schwingungen durch 
die Drosselspule leichter hindurchtreten. 

Seien iR und iL die Ströme in den parallelgeschalteten R0 
und L0 , so ist 

. L 0 diL 
"'R=Ifae· 

0 

Die Summe der Ströme ist gleich dem Strome auf den Leitungen. 
Nehmen wir wieder an, daß eine Welle PI auf Leitung I wandert 

und z. Z. t = 0 den Übergangspunkt trifft. 
Hier ist 

diL 
PI+Pn=Pn+Lodt 

PI-Pn =J!rL_=iL+iR=iL+ L 0 diL. 
ZI Zn R 0 dt 

Durch Elimination von Pn und Pn wird zunächst 

dh +. R0 ZI-1-Zn _ 2 R 0 
- ~L- - PI ---,-----"----,----,-
dt L0 R0 +ZI +Zn L0 (R0 + ZI +Zn)' 

deren Lösung 

. - 2pi +k -!;t 
%L- z +Z e ' 

I n 
worin 

1;- Ro Zl+Zn ( 8) 
- Lo Ro+ZJ+Zn. . . . . . 3 9 

Da für t= 0 iL = 0 ist, wird 

. - 2pi (1- -!;t) 
'tL- z +Z e 

I n 
(390) 

,;R = L 0 diL = 2 PI e-Ct ( ) 
• Ro dt Ro+ZI+Zn .......... 391 

-(" +" )Z -2 Zn (1 -1;1)+2 Zn -!;t Pn- "'L ~R n- Piz +z -e PIR +Z +Z e 
I n 0 I n 

(392) 

_ _ ZI _ -~IZI ( _ -Ct) 2piZI -c 
Prn-PI Pnz -PI z +z 1 e -R +z +Z e 

1I I 1I 0 I n 
(393) 

Für t=O wird 
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Im Augenblick des Eintreffens der Welle wirkt nur der Wider
stand und man erhält die gleichen Ausdrücke wie aufS. 322. Der 
Vorteil der Drosselspule geht hierbei verloren, daß die Spannung 
allmählich in die zweite Leitung übertritt. Dagegen ist der Sprung 
der reflektierten Welle gemildert, er kann gleich Null gemacht 
werden, wenn R 0 = Z1 - Zu ist. 

Für einen in umgekehrter Richtung von Leitung li nach I 
wandernden Spannungssprung würde dies aber ungünstig wirken, 
und für gleiche Leitungen erforderte es R0 = 0, d. h. einen Über
tritt des Spannungssprunges in voller Stärke. 

Die in dem Widerstand verbrauchte Leistung ist 

·2R -4 2 Ro -2!:t 
tR o- PI (Ro + ZI + Zu)2 e 

Sie ist im ersten Augenblick (t = 0) am größten. Man kann R0 

so wählen, daß die Energieabsorption im ersten Augenblick ein 
Maximum wird; dies ist der Fall, wenn 

Ro=ZI+Zn 
ist. Dann ist 

2 
i2R = __ P_1 __ 8-2!:t 
R 0 ZI+Zn ' 

worin nun der Dämpfungsfaktor 

C=ZI+Zn 
2L0 

halb so groß ist wie ohne Widerstand (s. S. 323, Gl. 385). 

3. Ein Kondensator 00 parallel zu den Leitungen. 

(Fig. 194.) 

Ein Kondensator gestattet keine sprungweise Änderung seiner 
Ladung und Spannung und verhindert daher ebenfalls einen plötz
lichen Übertritt des Spannungssprunges 
in die zweit.e Leitung. 

Ist wieder p1 die auf Leitung I 
ankommende Spannung, Pn die reflek
tierte, PI+ PH die resultierende, so ist ,-~ = 
diese gleich Pn 'f~ll'lr 

PI+Pei=Pn· Fig. 194. 

Der Strom in Leitung I ist 
. PI-pl?l 
~I= 

ZI 



326 Ausgleichsvorgänge in nicht stationären Stromkreisen. 

der Ladestrom des Kondensators 

i = C ~_Pc = C dp_!f_ 
c 0 d t 0 dt ' 

der in Leitung II übertretende Strom 

daher 

Substituiert man pl! 1 aus der ersten Gleichung in die zweite, so wird 

~En+ZI+Zn ~ 2pr at: c z-z~Pn~c x 
0 I I1 0 I 

- ~!L_( _ -i;t) ( ) Pn-Piz+z 1 s ......... 394 
I II 

worin 

~'= Zr+_~I..l ( ) 
" CoZIZII . . . . . . . . . . . . . . 395 

Pn = Pn- Pr=- Pr+ Prz 2+z1~ (1- s-l:t) . (396) 
I li 

Das Charakteristische der Wirkungsweise des Kondensators ist 
daher, daß er die Spannung in die zweite Leitung nur allmählich 
übertreten läßt, daß er aber den Spannungssprung in voller Stärke 
auf die erste Leitung, jedoch mit umgekehrtem Vorzeichen, zurück
wirft. Fig. 194 zeigt die entstehenden Spannungen. 

Das größte Spannungsgefälle auf der zweiten Leitung, ergibt 
sich am Anfang der einziehenden Welle. Es ist für t = 0 

opn opii 1 2 Pr 
ox (max) ot(t=O) Vn CoZivii. 

1 
Setzt man vn = -~--==== und multipliziert Zähler und Nenner 

VLIJC[J 

mit Z VLIT . = ---- - so wird 
I1 CII 

0 z c ;T1. = 2 Pr zri_ OCn Volt· km-1 ... (397) 
uX (max) c 1 0 

worin Cn in Farad pro km und 00 in Farad zu setzen ist. Ver
gleicht man diesen Ausdruck mit dem für eine Induktivität (S. 323, 
GI. 388) gefundenen, so ergibt sich, daß man in beiden Fällen 
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die gleiche Reduktion des 
ziehung besteht 

Spannungsgefälles erhält, wenn 

Lo 
c=ZIZII ..... . 

0 

die Be-

(398) 

Nimmt man an, daß eine der beiden Leitungen eine Freileitung, 
die andere ein Kabel ist, so ist ZIZrr'"'-'100·600=6·104• Ein 
Kondensator von 0,01 !\Ud= 10-8 Farad wirkt dann in bezug auf das 
Gefälle ebenso wie eine Drosselspule von 6 ·104 -10-~ = 6 · 10-4 Henry. 

Auch beim Kondensator findet eine Energieabsorption nicht 
statt, er wird von der einfallenden Welle geladen und gibt seine 
Ladung nach dem Aufhören des Bestehens der Welle an die beiden 
Leitungen zurück. Würde man, um eine Energieabsorption zu er
reichen, den Kondensator in Reihe mit einem Widerstand schalten, 
so hätte man (ganz analog wie bei der überbrückten Drosselspule), 
da der Kondensator im ersten Augenblick keine Spannung auf
nimmt, d. h. sich wie ein Kurzschluß verhält, einen Teil der 
einfallenden Spannung auf dem Widerstand und gleichzeitig auf 
der zweiten Leitung, der andere Teil wird reflektiert. Es wird 
also der V orteil des allmählichen Eintretens der Spannung in die 
zweite Leitung wieder aufgegeben, dagegen wird die Reflexion 
auf die erste Leitung gemildert. 

Es liegt nun der Gedanke nahe, ob nicht durch Kombination 
von Induktivität und Kapazität erreicht werden kann, daß einer
seits die Spannung allmählich in die zweite Leitung übertritt und 
andererseits keine Reflexion auf der ersten Leitung erfolgt, wenig
stens für den ersten Augenblick, so daß kein Spannungssprung in 
die Leitung zurückwandert. 

4. Kombination von Widerstand und Induktivität 
und Kapazität. 

Eine derartige Kombination, wie sie z. B. Fig. 195 darstellt, 
erfüllt die zuletzt gestellte Bedingung nicht; denn da die Konden
satorspannung für t = 0 Null ist, muß hier die 
reflektierte Spannung entgegengesetzt gleich 
der ankommenden sein. Eine von Leitung II 
eintreffende Welle würde hingegen die Drossel
spule zunächst in voller Stärke reflektieren. 

Fig. 195. 

Dagegen läßt sich durch Verbindung der Anordnung mit Wider
stand die Bedingung erfüllen 1). Der Widerstand kann wie früher 
die Drosselspule überbrücken oder in Reihe mit dem Kondensator 
liegen (Fig. 196). 

1) Nach Rüdenberg ETZ. 191:~ S. 571. 
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Betrachten wir zunächst eine auf Leitung I wandernde Welle pl' 
Für die Schaltung 196a mit Widerstand in Reihe zum Konden-
sator ist 

. - c r}__'f!_"_ 
10 - 0 dt , 

b) 
------'----

Fig. 196 a und b. 

i R =R C ~'!!_~ 
c 0 0 0 dt , 

• (398) 

Für t=O ist P.=O und Pu=O, da 
die Drosselspule den Eintritt in die zweite 
Leitung verhindert, daher wird für den 
ersten Augenblick 

Pr+ Po= Ro Co dd~c 
'l!I=Pn=o d'f!__"_ 

Zr 0 dt , 

und es wird Par=O, wenn R0 =Z1 ist. 

Analog haben wir bei der zweiten Schaltung (Fig. 196b) für 
eine auf Leitung I ankommende Welle PI 

!diL 
Pr+Par= Lodt+Pu 

Pr-PH . +. . + L0 diL 
----=tL tR=tL --. 

Zr R0 dt 

Für t=O ist p.=Pu=O, und iL=O, daher 

diL 
Pr+Par=LoTt 

Pr- Per Lo diL ----zr-- = Ro Tt, 
daher PH = 0, wenn R0 =Zr ist. 

Der Vorgang läßt sich nun wie folgt untersuchen, z. B. für 
Schaltung 196 a. 

Aus GI. 398 ergibt sich nach Pc geordnet 

d2 p. + dp. [Zu+ 1 + RoZr J I ~+ z.l.L_ 
dt2 dt L0 C0 (R0 +Zr) L0 (R0 +Zr) ""t-PcC0 L0 (R0 +Zr) 

_ 2 PrZr_r _ + '!__!_'f!L __ _!___ __ 

- C0 L0 (R0 +Zr) dt C0 (R0 + Z1) • 
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Setzen wir gleich den Wert R 0 = Z1 ein und betrachten eine 

Welle konstanter Höhe PI• für die d:t = 0 ist, so wird 

deren Lösung ist 
z 

P = 2 PI __ll__ + k eY• t + k er• t 
c z +z 1 2 , I II 

worin 

1 [Zn+ Z 1 + 1 ] r1' 2 =-2 T 2L 2 c-z 
0 0 0 I 

+ 1 I!_ [!11 + ZI_ + __ !_ __ ]2
- ZI + ZII. 

-V 4 L0 2 L 0 2 C0 ZI 2L0 C0 Z 1 

Sind die Wurzeln reell, so ist die Ladung aperiodisch, sind 
sie imaginär, so ist sie oszillierend. 

Im ersten Fall erhalten wir folgende Bestimmung der Kon· 
stanten. Für t = 0 ist Pc = 0, und irrfolge der gewählten Größe 
von R0 auch Pu= 0. Die erste Bedingung liefert 

+ Zn 
kl k2 =- 2 PIz + z . 

I "n 

Die zweite ergibt, da nach der ersten der beiden Gl. 398 

Pn=-pi+Pc+ RoCo ~~c 
O=-PI+CoZI(r1k1 +r2k2). 

Mithin 

k2 =- PI [-1- + _!!1 Zn J 
rl -r2 CoZI ZI+Zn 

k - PI I 1 + 2 r2 Zn J 
1-rl-~lcozi zi+Zn. 

Bei oszillierendem Übergang kann man setzen 

!_ r·!n + ZI_ + _1_] = a 
2 L L 0 2 L 0 2 C0 Z1 

1 ffr +Zn_!_ [Zn+ ZI + -~---l 2 
_ ß V 2L0 C0 Z1 4 L0 2L0 2C0 Z1 ~ • 

Pc=2p1 z +Znz +AsinCßt+d)e-at. 
I n 
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Hierin wird, da für t = 0 Pc = 0, 

A 0 .. ZTI 
~"1 sm u =- 2 Prz_+ ___ i-

I II 

und ferner für t = 0 R 0 C0 !!..Jt = p1 

·daher ist 

- a A sin b + ß A cos ä = _E_r_ 
COZI 

A cos ä =_PI __ + a Asin ä = __ p_!_- cc_ 2 p - z_II_ 
ß CoZJ ß ß CoZI ß 1 Zr+ Zn' 

A = Y(A cos 15)2 + (A sin ä)2 und 
Asinä ä = arctg --- -
Acosä 

bestimmt. 

Fig-. 1\!7. 

ZI /.." ZJI 
RoQoJI 

----~~~=v~~~~~~-
Lo 

Fig. l!J8. 

Jn B'ig. 197 ist der Verlauf der Spannungen für Z1 =Z!1 

=R0 =500 Ohm, 00 =0,01 Mfd=l0- 8 Farad, L=l0- 3 Henry 
aufgetragen. Der Vorgang ist dabei aperiodisch. 

Damit nun eine derartige Vorrichtung auch gegenüber Wellen 
wirkt, die in der umgekehrten Richtung wandern, d. h. von der 
zweiten Leitung kommen, ist sie sinngemäß symmetrisch anzu
ordnen, wie dies z. B. Fig. 198 zeigt. Jeder Widerstand soll gleich 
der Charakteristik der ihm benachbarten Leitung sein. 
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