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Vorrede zum vierten Bande.

Mit dem Bande IV, dessen ersten Teil ich hiermit dem Publikum
vorlege, beginnt gemiss dem Plan der Encyklopédie die Reihenfolge
der drei Binde, welche den Anwendungen der Mathematik auf Natwr-
wissenschaft und Technik gewidmet sein sollen, also der Mechanik, der
theoretischen Physik und der Geonomie und Astronomie. Wie Hr.
v. Dyck in seinem ,Einleitenden Bericht“ in Band I bereits ausein-
andergesetzt hat, will die Encyklopiddie in diesen Binden mehr sein
als eine blosse Zusammenstellung der fertig ausgearbeiteten mathe-
matischen Theorieen; sie mochte der ferneren mathematischen Ent-
wickelung der in Betracht kommenden wissenschaftlichen Disziplinen
allgemein die Wege ebnen, indem sie ihren Lesern neben den Resul-
taten auch die Amsditee zur Kenntnis bringt, mit denen die Fach-
verstindigen der verschiedenen Gebiete versucht haben, den ihnen
vorliegenden Bedingungen der Wirklichkeit mathematisch gerecht zu
werden.

Die Schwierigkeiten, welche sich der Durchfiihrung dieses Pro-
gramms sogleich bei der Inangriffnahme der Binde und dann Schritt
fiir Schritt bei der weiteren Arbeit entgegenstellten und fortgesetzt
entgegenstellen, sind in der Tat sehr bedeutende. Denn die Ent-
wickelung im 19. Jahrhundert ist im ganzen die gewesen, dass sich
die verschiedenen Gebiete der mathematischen Praxis von dem Betriebe
der reinen Mathematik immer mehr abgetrennt haben, so dass die
sachliche und namentlich auch die personliche Verbindung, welche
die notwendige Voraussetzung flir die Durchfilhrung unseres Planes
ist, von Fall zu Fall immer erst miihsam hergestellt werden muss.

Hr. v. Dyck hat in seinem ,BEinleitenden Bericht“ bereits des
niheren dargelegt, wie sich diesen Verhéltnissen gegeniiber der
Gedanke der Encyklopidie allmihlich durchgesetzt hat. Den Anfang
machte vor nun zehn Jahren eine allgemeine Orientierung nach der
personlichen Seite, unter direkter Bezugnahme mit hervorragenden
Vertretern der verschiedenen Gebiete im Inlande und Auslande, wofiir
die Akademieen in dankenswerter Weise die Mittel zur Verfiigung
gestellt hatten. Die Redaktion der Bénde V (Theoretische Physik)
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und VI (Geonomie und Astronomie) konnte bald hernach hervor-
ragenden jiingeren Kriften iibertragen werden. Die Bearbeitung von
Band IV aber (Mechanik) tibernahm ich selbst (Herbst 1899) und
dies um so lieber, als mir die Herstellung normaler Beziehungen
zwischen theoretischer und angewandter Mechanik nach dem Gange
meiner personlichen Entwickelung von je Herzenssache gewesen ist.

Ein besonderes Mittel, sich in Gebiete, die ihm ferner liegen, einzu-
arbeiten, ist fiir den deutschen Universititsdozenten, der in hohem Masse
iiber die besondere Richtung seiner Lehrtatigkeit frei verfiigen kann, die
Abhaltung geeigneter Vorlesungen und Ubungen. Ich habe von diesem
Mittel im Interesse meiner Titigkeit an Band IV der Encyklopidie
alle die Zeit hindurch vielseitigen Gebrauch gemacht. Insbesondere las
ich im Winter 1899—1900 iiber Hydrodynamik und verband damit
Seminariibungen tiber Schiffstheorie; — Vorlesung und Ubungen waren
nicht mehr als ein erster Versuch, aber sie haben mir denjenigen
Mitarbeiter zugefihrt, der mir fiir meine Aufgabe sehr bald die aller-
wesentlichste Hilfe werden sollte, Hrn. Conrad H. Miiller. Ich bezeichne
den Umfang seiner Mitwirkung am einfachsten, indem ich angebe,
dass er nur an den drei Referaten Voss, Schonflies-Griibler und
Abraham (IV 1, 3 und 14) nicht direkt mitgearbeitet hat; bei allen
anderen hat er durch eindringendes Sachstudium und sorgfiltigste
Kontrolle sowohl der allgemeinen Exposition als der bibliographischen
und drucktechnischen Einzelheiten zur Vollendung der endgiiltigen
Darstellung ausserordentlich viel beigetragen, was von siimtlichen be-
teiligten Verfassern gewiss mit Dankbarkeit bestiitigh werden diirfte.
Hr. Milller war, als unser Zusammenarbeiten begann, noch Student.
Er ist dann spiter zwei Jahre lang bei mir Assistent gewesen und
folgeweise in die Bibliothekarlaufbahn eingetreten. Ich habe der
Verwaltung der hiesigen Universitéitsbibliothek wie dem vorgesetzten
Ministerium meinen besten Dank dafiir auszusprechen, dass Hr.
Miiller seit dem 1.Juli 1906, wo er zum Hiilfsbibliothekar befordert
wurde, im Interesse seiner Arbeit an der Encyklopidie fiir lingere
Zeit beurlaubt worden ist. Seit Ende 1904 wird Hr. Miiller auf dem
Titel von Band IV neben mir ausdriicklich als Mitherausgeber genannt.

Was die Abgrensung der Mechanik gegen die Nachbargebiete
angeht, so ist diese dem Wesen der Sache nach in hohem Masse
willklirlich. Fir eine abstrakte Auffassung ist die Mechanik, wie sie
hier verstanden wird, nur ein Teil der theoretischen Physik und die
Lehre von der Bahnbestimmung der Gestirne hinwiederum nur eine
Anwendung der Mechanik. Fir den Umfang von Band IV glaubten
wir uns statt’ dessen im ganzen an das historische Herkommen halten
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zu sollen, wie es der Hauptsache nach durch Lagranges Mécanique
analytique festgelegt ist. Elastizitit und Akustik haben wir noch mit
zur Mechanik gerechnet, dagegen Kapillaritit und kinetische Gastheorie
nicht mehr, ebensowenig Thermodynamik. Die astronomischen Einzel-
heiten bleiben dem Bande VI vorbehalten. Auch treten hier diejenigen
Entwickelungen zuriick, deren Schwerpunkt nach seiten der reinen
Geometrie liegt; nach dem Plan der Encyklopidie gehGren sie in den
Band I

Innerhalb des so umgrenzten Bereiches haben wir dann gemiss
den oben genannten Grundsitzen nach moglichster Vielseitigkeit des
Inhaltes gestrebt. Neben der analytischen Formulierung kommt die
anschauungsmissige Behandlung zu ihrem Recht, neben Untersuchungen,
welche die hochsten Mittel der Analysis erfordern, die elementar ge-
haltene Darstellung. Insbesondere aber haben wir iiberall die besonderen
Ansitze und Approximationsmethoden zur Geltung gebracht, deren sich
die Physiker und Ingenieure zur Erledigung der ihnen entgegentreten-
den mechanischen Aufgaben bedienen. Auf diese Weise sind aus dem
urspriinglich einheitlich gedachten Band IV allmahlich vier Teilbénde,
jeder im Umfange von etwa 40 Bogen, geworden, die selbstindig
paginiert sind und auf den Titelblittern der einzeln ausgegebenen
Hefte als IV 1 (bezw. IV 1,1), TV 1,11, IV 2 (bezw. IV 2, 1) und IV 2, i1
unterschieden wurden.

Die Disposition des Gesamtstoffes wird sich erst ganz iiber-
sehen lassen, wenn die gesamten Teilbinde sémtlich vollendet vor-
liegen; ich behalte mir vor, in einem Schlussworte zu IV 2, 1 auf die
hierher gehérigen Fragen zuriickzukommen. Dort soll dann auch ein
alphabetisch geordnetes Register fiir den Gesamtband gegeben werden.
Vielleicht aber darf schon hier hervorgehoben werden, dass die Dis-
position trotz aller Verschiebungen, die sich im Laufe der Ausfiihrung
einstellten, einer gewissen Symmetrie nicht entbehrt. In der Tat
stehen zu Anfang und Ende Artikel, die sich mit der Frage nach der
philosophischen Begriindung der Mechanik befassen (der Artikel Voss
iiber die Prinzipien der rationellen Mechanik und der urspriinglich
von Boltzmann iibernommene Artikel iiber das Eingreifen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung in die Mechanik der aus sehr zahlreichen
diskreten Teile bestehenden Systeme), wihrend die zwischengelagerten
Artikel sich ziemlich zu gleichem Umfange auf die Mechanik der
Systeme von endlichem Freiheitsgrad und die Mechanik der Kontinua
verteilen.

Dies eine wird man uns jedenfalls zugestehen, dass eine ausser-
ordentliche Menge von Stoff kritisch durchgearbeitet und nach einem
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einheitlichen Plane geordnet worden ist. Dass dabei vieles noch un-
vollkommen und unvollstindig geblieben ist, ist niemandem besser
bewusst als der Redaktion. Aber immer sind die ersten wichtigen
Schritte auf das im Eingang dieser Vorrede bezeichnete Ziel hin getan.
Der Studierende, der sich eine Ubersicht iiber das Gesamtgebiet der
Mechanik verschaffen will, erfihrt doch zum mindesten von dem
Vorhandensein der verschiedenen, neben einander herlaufenden Unter-
suchungsrichtungen und der zugehdrigen Litteratur. Mogen unsere
Bibliotheken ein iibriges tun und dafiir sorgen, dass diese Litteratur
iiberall zuginglich sei. Mdgen namentlich auch die elementaren Lehr-
biicher ihre vielfach einseitig gehaltenen Darstellungen an der Fiille
des gebotenen Stoffes einer Revision unterziehen.

Wir meinen also, wenn erst Band IV vollendet vorliegt, etwas
Bestimmtes und Niitzliches geleistet zu haben. Aber freilich ist es,
vom hoheren Standpunkte, nur eine Vorbereitung. Mechanik, iiber-
haupt angewandte Mathematik, kann nur durch intensive Beschiftigung
mit den Dingen selbst gelernt werden; die Litteratur giebt nur eine
Beihilfe. Anleitung zum Beobachten mechanischer Vorgiinge von
friiher Jugend an, und auf hoéherer Stufe Verbindung des mathe-
matischen Nachdenkens mit der Arbeit im Laboratorium, das ist, was
behufs gesunder Weiterbildung der Mechanik daneben und vor allen
Dingen in die Wege geleitet werden muss. Die moderne Entwickelung
hat ja auch in dieser Hinsicht in vielversprechender Weise eingesetzt.
Moge die Wissenschaft der Mechanik, die eine Grunddisziplin aller
Naturwissenschaft ist, solcherweise einer neuen Bliite entgegengefiihrt
werden. Moge insbesondere auch das Wort Leonardo da Vincis sich
wieder bewahrheiten, dass die Mechanik das Paradies der Mathe-
matiker ist!

Es ertibrigt, dass ich allen Denen namens der Redaktion danke,
die uns mit hingebender Arbeit unterstiitzt haben oder weiter zu
unterstiitzen bereit sind. Zunichst unseren geehrten Referenten, deren
guten Willen wir vielfach auf eine harte Probe gestellt haben, indem
wir immer wieder genauere Darlegurgen oder vielseitigere Darstellung
verlangten. Dann aber nicht minder der Verlagsbuchhandlung, welche
die vielen weitgehenden Anderungen des Textes, die im Laufe der
Arbeit notwendig schienen, immer in entgegenkommendster Weise
aufgenommen und zur Ausfiihrung gebracht hat. Mogen sie alle die
Befriedigung empfinden, die aus dem Bewusstsein entsteht, an einer
guten Sache in hervorragender Weise mitgewirkt zu haben.

Gottingen, Weihnachten 1907 F. Klein.
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L Begriff und Aufgabe der Mechanik.

1. Einleitung. Die Erscheinung, dass die Resultate mathema-
tischer Lehrgebiude von grundlegender Wichtigkeit oft eine lange
Zeit hindurch ihrer strengen wissenschaftlichen Begriindung voraus-
geeilt sind, hat sich in weit hoherem Grade bei der Mechanik, wie
bei der Arithmetik oder der Infinitesimalrechnung wiederholt. Man
kann den Standpunkt, welchen die systematische Entwicklung der
Mechanik in ihrer gegenwirtigen Gestalt einnimmt, etwa mit dem
der Infinitesimalrechnung vor Cauchy vergleichen, auf den sich fast
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wortlich die Bemerkungen von Herfz') in seiner Einleitung zur
Mechanik anwenden lassen. Die folgende Darstellung, welche die
Prinzipien der Mechanil, wie sie sich im Laufe des 19. Jahrhunderts
entwickelt haben, darzulegen bemiiht ist, erhebt nicht den Anspruch
darauf, die vorliegenden logischen Schwierigkeiten iiberall zu beseiti-
gen, sie wiinscht vielmehr nur dazu beizufragen, dass eine befriedigende
Einigung tiber diese Prinzipien, die ein unabweisbares Bediirfnis ist,
allmahlich getroffen werden kénne?).

1) Siehe die Bemerkung von Hertz, Mechanik, p. 8, iiber das bei der Ex-
position der Grundlagen der Mechanik h#ufig hervortretende Bestreben, iiber
die Schwierigkeiten und Verlegenheiten in denselben moglichst bald hinaus und
zu konkreten Beispielen zu kommen.

Dass wir aus der neueren Zeit verschiedene vorziigliche Darstellungen der
Mechanik besitzen, soll hier keineswegs unterschiitzt werden; iiberbaupt liegt
dem ganzen Artikel eine polemische Tendenz villig fern. Ein Blick auf den
gegenwirtigen Zustand der Werke {iber Mechanik, soweit sich dieselben nicht
auf eine rein mathematische Behandlung, sondern auf die Entwicklung der
eigentlich mechanischen Vorstellungen beziehen, diirfte indes zeigen, dass unter
denselben, da wo es sich nicht um stereotype Wiederholung gewisser Wendungen
handelt, die grossten Verschiedenheiten hinsichtlich der Prinzipien bestehen.
Zur Gewinnung einer moglichst objektiven Priifung ist sowohl im Text, als
auch in den Fussnoten eine Ubersicht iiber zum Teil ganz verschiedene An-
sichten gegeben.

2) Die Forderung eines einzigen allgemein verbindlichen Lehrgebiudes soll
damit nicht bedingungslos erhoben werden. Ob sich dieselbe liberhaupt befrie-
digen lidsst, kann um so mehr zweifelhaft erscheinen, als auch in der reinen
Mathematik zur Zeit iiber grundlegende Fragen noch verschiedene theoretische
Auffassungen bestehen.

Dass eine Darlegung der Prinzipien der Mechanik eine allgemeine
Kenntnis der mechanischen Untersuchungen bereits voraussetzen muss, ist wohl
selbstverstiindlich. Die folgende Ausfiihrung bestrebt sich indessen, soviel wie
moglich, die direkte Ankniipfung an spezielle mathematische Theorieen zu ver-
meiden.

Die in den letzten dreissig Jahren entstandene umfangreiche Litteratur
2ur kritischen Betrachtumg der Mechanik ist bisher noch sehr wenig gesichtet.
Driihring’s kritische Geschichte der Mechanik enth#lt iiber die dlteren Perioden
viele interessante Bemerkungen, die sich in schlichterer und angemessenerer
Darstellung zum Teil auch schon in Whewell’s History of the inductive sciences
finden; eine eigentliche Kritik ist indessen in Diihring’s Werk nicht versucht;
auch fehlte dem Verfasser vollstindig das Verstindnis der mit Lagrange’s
Arbeiten beginnenden Entwicklung der Mechanik. Maxwell’s Matter and motion
erscheint nicht frei von schwer zu vereinigenden Widerspriichen und bezieht
sich vorzugsweise doch auf Gegenstinde der physikalischen Mechanik. Die
Mechanik von Mach, welche von einer einheitlichen Grundanschauung aus mit
dem feinsten Verstindnis der Entstehung der mechanischen Prinzipien nach-
geht, wird man in vielfacher Beziehung wohl als grundlegend ansehen diirfen.
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2. Prinzipe und Prinzipien der Mechanik, Der Ausdruck
Prinzipe oder Prinzipien wird in der Mechanik in sehr verschiedener
Weise angewendet. Unter Prinzipien versteht man in irgend einer
Wissenschaft, hier speziell der Mechanik, erstens Aussagen, die nicht
wieder auf andere demselben wissenschaftlichen Gtebiete angehdrige
Behauptungen zuriickgefiihrt, sondern als Ergebnis anderer Resultate
der Erkenntnis angesehen werden®), z. B. die Axiome oder Postulate*),
und die teils logischer oder methodologischer teils metaphysischer oder
physikalischer Art sein konnen; zweitens allgemeine aus den Grunmd-
vorstellungen der Mechanik gewonnene Sitze, die wenn auch in ihren
einfacheren Fillen auf Grund fritherer deduzierbar, doch in ihrem
weitesten Umfange thatsichlich nicht mehr vollstindig beweisbar
erscheinen (z. B. das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, das
d’'Alembert’sche resp. Gauss'sche Prinzip); drittens®) allgemeine rein

Auch hier ist aber — allerdings in Riicksicht auf den ganzen Plan des Werkes
— die Ausbildung der Mechanik im 19. Jahrhundert insbesondere in ihrem
Zusammenhang mit der gleichzeitigen Vertiefung der mathematischen Methoden
nur an wenigen Stellen bertihrt, wihrend der vorliegende Artikel den Versuch
macht, diese Epoche .in den Vordergrund zu riicken und mit Hiilfe der ge-
samten Litteratur historisch und kritisch dem allgemeinen Verstindnis naher
zu bringen. Hertz kritische Einleitung erscheint, auch wenn man von einzelnen
Missverstindnissen absicht, im ganzen doch zu einseitig bestimmt durch die in
ihrer nitheren Ausfiihrung leider unvollendet gebliebene Absicht, aus einem ein-
zigen Grundprinzip alles zu deduzieren. M. Cantor beriicksichtigt in seiner
Geschichte der Mathematik die Entwicklung der Mechanik nur bis zur Zeit von
Galilei. Ausgezeichnet sind durch die Klarheit der analytischen Darstellung
C. Neumanw’s iiber fast alle Gegenstinde der Mechanik und mathematischen
Physik sich erstreckende Arbeiten. Von grosser Bedeutung erscheinen fiir die
neuere Entwicklung der physikalischen Mechanik die zusammenfassenden Ge-
sichtspunkte von Duhem im Commentaire sur les principes de la thermodyna-
mique; besonddts beachtenswert sind auch die in ganz modernem Geiste ab-
gefassten Lectures on natural philosophy von Th. Youmg. Auf eine weitere
Darlegung der Vorarbeiten zur kritischen Untersuchung der Prinzipien der
Mechanik glauben wir hier nicht eingehen zu sollen.

8) Hertz, Mechanik, p. 4.

4) Uber den Unterschied zwischen Axiom und Postulat in physikalischer
Hinsicht vgl. P. Volkmann, Theor. Physik, p. 11.

5) Die methodologische Stellung der Prinzipien zweiter und dritter Art
zueinander wird sehr verschieden beurteilt. Auch wenn man beide, wie viel-
fach zu geschehen scheint, gleichsam als Beschworungsformeln ansieht, in denen
ein lange fortgesetzter Prozess induktiver Erkenntnis seinen Ausdruck gefunden
hat, besteht doch ein sehr wesentlicher Unterschied in dem Grade der Ab-
straktion, der in beiden Fillen eintritt. — Die im Texte getroffene Unterschei-
dung von Prinzipien verschiedemer Art kann tiberhaupt nur eine allgemeine
sein; an welcher Stelle jede einzelne der mannigfaltigen als ,Prinzipe* im Laufe
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mathematische Methoden fiir die Behandlung der mechanischen Probleme,
die an sich zunichst vollig auf Grund von Prinzipien der zweiten
Art erweisbar, zur rein deduktiven Behandlung ausgedehnter Teile
der Mechanik ausreichend sind, in ihrer weitesten Ausdehnung aller-
dings wieder einen heuristischen Charakter erhalten (Hamilton’sches
Prinzip, Prinzip der kleinsten Aktion), endlich nach C. G. J. Jacobi®)
analytische Methoden, Integralgleichungen der dynamischen Differen-
tialgleichungen zu gewinnen. Hinsichtlich der Prinzipe der letzteren
Art verweisen wir auf IV 11 a. Eine Ubersicht iiber den Hinfluss
der mathematischen Methodik auf die gegenwirtige Darstellung und
Behandlung der mechanischen Probleme gehort ihrem Wesen nach aller-
dings in die Lehre von den Prinzipien der Mechanik. Wir treten
indes hier auf eine solche Erdrterung nicht ein, da die speziellen
mathematischen Methoden in den folgenden Artikeln des vorliegenden
Bandes der Encyklopidie zum grossten Teil eine ausfihrliche Dar-
stellung erfahren.

3. Begriff und Aufgabe der Mechanik. Die Mechanik") ist die
Grundlage der gesamten physikalischen Wissenschaften, d. h. der Wissen-
schaften, die Vorginge in der Natur durch nach bestimmien Gesetzen
geordnete Zahlwerte®), deren Abhingigkeit durch das mathematische
Bild der Funktion dargestellt wird, beschreiben?). Seit Aristoteles )
ist die durch den metaphysischen Begriff der Identitit begriindete
Ansicht mehr oder weniger maassgebend gewesen, dass eine solche
Erklirung nur durch Zuriickfiihrung aller Erscheinungen auf Be-
wegungsvorginge riumlich unverinderlicher Substanzen geliefert wer-
den konnel). Diese Ansicht aber kann moglicherweise zu enge

der Zeit bezeichneten Aussagen einzuordnen ist, wird von den oft schwanken-
den Vorstellungen abh#ingen, die den Ausdruck Prinzip begleiten.

6) Jacobi, Dynamik, 1842, herausg. v. A. Clebsch, p. 2. Wir rechnen dahin
die analytische Verwendung des Satzes von der lebendigen Kraft, die Schwer-
punktsintegrale, das Prinzip der Flichen, des letzten Multiplikators, Hamilton’s
Prinzip der variierenden Wirkung, das Poisson-Jacobi’sche Prinzip, die mannig-
fachen Transformations- und Aquivalenzprinzipe ete. etc.

7) Das Wort Mechanik zuerst in den Aristoteles zugeschriebenen pnyevine
mooPirjpare (Brklirung einer Reihe sinnreicher Erfindungen), iibers. von F. Th.
Poselger, Berlin, Abhandlungen d. Akademie 1829, p. 56.

8) Vgl. J. C. Maxwell, On Faraday’s lines of force, 1855, Scientific
Papers 1, p. 155; auch Ostwald, K. B. Nr. 69.

9) E. du Bois-Reymond, Reden, zweite Folge 1848, p. 6, Leipzig 1887.

10) Vgl. W. Wundt, Physikal. Axiome, p. 6 f.; K. Lasswitz, Atomistik 1,
p. 89; 2, p. L.

11) So auch Wundt in seiner Logik, 2, p. 225 ff.; desgl. H. Petring,
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gefasst sein®); auch findet trotz der vielleicht entgegenstehenden
philosophischen Bedenken, die in dem Begriff der Substanz liegen,
die moderne physikalische Anschauung keine Schwierigkeit darin, von
verschiedenen nicht weiter zu erklirenden Zustinden einer Substanz %)
zu reden, deren funktionelle, auch in der Zeit veriinderliche, Beziehung
zu ermitteln lediglich eine Aufgabe der mathematischen Darstellung
ist; es sei hier nur ausser der ganzen durch Maxwell eingeleiteten
Forschungsrichtung an die Ausbildung einer chemischen Statik und
Dynamik erinnert, welche z. B. Losungs- und Reaktionsgeschwindig-
keiten mit Hiilfe von Formeln bestimmt.

Abgesehen von dieser sehr wesentlichen Erweiterung der Gesichts-
punkte handelt es sich aber in ersfer Linie bei den rein physikalischen
Wissenschaften um die Betrachtung derjenigen Vorginge, die durch
Vorstellung der Bewegung verstindlich gemacht werden. Insofern ist
dann die Mechanik die Lehre von der Bewegung, und ihre Aufgabe,
aus einem als gegeben vorausgesetzten Bewegungszustande alle seine
Folgen herzuleiten.

Da es sich lediglich um Zahlwerte handelt, ist die Mechanik
ebenso wie die analytische Geometrie angewandte Mathematik; sie wird
wie die Geometrie an gewisse Voraussetzungen gebunden sein. Wih-
rend aber diese in der Geometrie friiher in der begrifflichen Formulie-
rung a priori gewisser Aussagen gesucht wurden, sind dieselben in der
Mechanik von Anfang an ganz anderer Art gewesen. Die naive An-
sicht der fritheren Zeit wollte durch das Wirken der Dinge aufein-
ander den realen Verlauf der Erscheinungen begreifen und erkliren:
80 vermischen sich denn von Anfang an mit den rein mathematischen
Elementen der Bewegungslehre metaphysische Spekulationen. Das
Wirken der Dinge besteht hiernach darin, dass sie Krdfte aufeinander
ausiiben, d. h. Beschleunigungsursachen fiir einander sind).

Kritische Studien iiber die grundlegenden Prinzipien der Mechanik, Archiv fiir
system. Philosophie 1 (1895), p. 204.

12) E. Mach, Geschichte d. Satzes v. d. Erhaltung d. Arbeit, Prag 1872,
bemerkt, p. 23, dass keine Notwendigkeit vorliegt, sich alles Gedachte blos rium-
lich vorzustellen, so z. B. sei die Auffassung von fiinfatomigen isomeren Molekiilen,
die nur durch Beziehung zweier Punkte sich unterscheiden sollen, im dreidimen-
sionalen Raum unmdglich, ib. p. 29; desgl. Mach, Mechanik, p. 486: ,,Dass alle
physikalischen Vorgiinge mechanisch zu erkléiren seien, halten wir fiir ein Vor-
urteil.* Vgl. auch P. Beck, Der Substanzbegriff in d. Naturwissenschaften, Diss.
Leipzig 1896, p. 59.

13) P. Drude, Physik d. Athers, Stuttgart 1894, p. 10; bei W. Thomson
treten diese Ideen schon 1847 auf (Papers 1, p. 76); vgl. auch P. Duhem, Traité
élementaire de mécanique chimique, 4 vols., Paris 1897/99, Bd. 1, p. 29.

14) Diese bekannte Definition der Mechanik schon bei P. Varignon, Nou-
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Gewiss halten auch jetzt noch viele an diesem Kausalititsgedanken
fest, der alle Vorginge durch das Verhdltnis von Ursache und Wirkung
perkliren will. Aber immer mehr macht sich die Auffassung von
der Notwendigkeit und Eindeutigheit'®) des Naturgeschehens geltend:
das einzig thatsichlich Feststellbare liuft darauf hinaus, dass gewisse
vollkommen quantitativ bestimmte Erscheinungsklassen in unléslicher
und eindeutiger Verbindung mit anderen so verkniipft sind, dass die
eine als zeitliche Folge der anderen erscheint®®).

Lisst man die Voraussetzung einer metaphysischen Kausalitit
fallen'”), so bleibt als Aufgabe der reinen Mechanik einzig und allein
die, den gesetzmiissigen Verlauf der Bewegungen zu bestimmen, resp.
zu beschreiben'®). Diese durch Kirchhoff’s Autoritit fiir weite Kreise

velle mécanique (1687), 1725, Bd. 1, p.1: La mécanique en général est la science
du mouvement, de sa cause et de ses effets.

15) J. Petzold¢, Das Gesetz der Eindeutigkeit, Vierteljahrsschrift fiir wiss.
Philosophie 19 (1895), p. 257, in Ubereinstimmung mit H. ». Helmholtz, Wiss. Abh.
1, p. 13 u. 68: ,Ich habe mir erst spiter klar gemacht, dass das Prinzip der Kau-
salitit nichts anderes ist, als die Voraussetzung der Gesetzlichkeit.* Auch
P. Volkmann, Erkepntnistheor. Grundziige der Naturwiss., Leipzig 1896, desgl.
Theoretische Physik, p. 89, lebnt die Kausalititsidee grundsitzlich ab; nach
E. Mach, Die Prinzipien der Wirmelehre, Leipzig 1896, p. 433 ist der Kausali-
tatsgedanke nichts anderes, als Fletischismus; vgl. auch Mach, Das Prinzip der
Vergleichung in der Physik, Leipzig 1894, p. 12: ,Ich hoffe, dass die kiinftige
Naturwissenschaft die Begriffe Ursache und Wirkung ibrer formalen Unklarheit
wegen beseitigen wird.*

16) H. Weber, Uber Kausalitit in den Naturwissenschaften, Leipzig 1881,
will allerdings den philosophischen Begriff der Kausalitit festhalten, ihn aber
mit der Vorstellung, dass der notwendige Verlauf der Erscheinungen vom that-
siichlichen nicht verschieden sei, vereinigen.

17) So wie aber der Fortschritt der mathematischen Wissenschaften fast
unabhiingig von den allgemeinen Untersuchungen iiber die erkenntnistheoreti-
schen Grundbegriffe von der Zahl gewesen ist, so zeigt auch der geschichtliche
Verlauf, dass gerade besonders erfolgreiche Erweiterungen in der Erkenntnis der
Naturerscheinungen von solchen Minnern ausgegangen sind (z. B. Poncelet, Fa-
raday, R. Mayer, auch Maxwell und Helmholtz in ihren anfiinglichen Schriften),
die von besonders lebhaften und konkreten Kausalititsideen erfillt waren. Die
prinzipielle Unterdriickung derselben wiirde, wie es scheint, auch dem forschen-
den Physiker einen grossen Teil der lebendigen Anschauung rauben, welche
man z. B. in Kirchhoff’s abstrakten Darstellungen vermisst. Das Ideal der
‘Wissenschaft in ihrer vollkommensten Gestalt kann dabei ganz wohl in einer
Weise gefasst werden, welche dem jeweiligen Standpunkte der Erkenntnistheorie
besser zu entsprechen scheint; man wird aber stets zu beachten haben, dass
unsere abstrakten Begriffe in einer bestindigen Anpassung und Weiterbildung
durch die Anschauung und Beobachtung sich befinden miissen.

18) G. Kirchhoff, Mechanik, p. III u. 1—5. Uber Beschreibung und Er-
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maassgebend gewordene Auffassung mag noch weiterer erkenntnis-
theoretischer Erlduterung bediirfen, jedenfalls ist sie allgemein genug,
um in erweiterter Form auch noch der obigen allgemeinen Begriffs-
bestimmung der Mechanik sich anzupassen.

Sieht man von der naiven, durch Kont ein fiir allemal beseitigten
Auffassung ab, dass sich tiber das Wirken der Dinge an sich auf ein-
ander etwas erkennen lasse, so folgt, dass die metaphysische Erklirung
der Naturvorginge iiberhaupt keine Aufgabe der Naturwissenschaft
ist 1), sondern dass die Mechanik ebenso wie die Geometrie mit den
idealen durch Axiome der Anschauung definierten Raumvorstellungen
operiert, aber auf Grund bestimmter in Axiomen und Postulaten
formulierter Erfahrungsthatsachen ein Bild der Wirklichkeit *) zu
entwerfen sucht, dessen Brauchbarkeit durch die Erfahrung zu be-
stitigen, resp. weiter zu erproben bleibt. Selbstverstindlich kann sich
die Aufgabe, ein solches Bild zu entwerfen, nur insoweit losen lassen,
als die betreffenden Vorginge in ihren gegenseitigen quantitativen
Bezichungen bereits als hinreichend bekannt vorausgesetzt werden
diirfen. Ob dies in Bezug auf die Erscheinungen des organischen

Lebens in weiterem Umfange schon zutrifft, kann hier nicht unter-
sucht werden®#),

klirang vgl. Wundt, Logik 2, p. 282; Mach, Wirmelehre, p. 430 ff.; C. Neu-
mann, Prinzipien der Galilei’schen Theorie, p. 13 u. 22.

19) Vgl. H. Burkhardt, Mathematisches u. naturwissenschaftliches Denken,
Beilage Miinch, Allg. Zeitung 1897, Nr. 264.

20) Dies ist die wesentlich durch Mazwell, On Faraday’s lines of force,
Papers 1, p. 155 und On the math. classification of physical quantities, Lond.
Math. Soc. Proc. 8 (1871) — Scientific Papers 2, p. 267, eingeleitete Vorstellung ;
vgl. auch Mazwell, p. 68 in Ostwald’s K. B. Nr.69. Vgl. auch L. Boltzmann, Uber
die Entwicklung der theoret. Physik in neuerer Zeit, Deutsche Math.-Ver. 8
(1900), p. 71. Ahnlich auch C. Neumann, Prinzip. d. Galil. Theorie, 1870. Die
Existenz der Green’schen und #dhnlicher Funktionen, die Eindeutigkeit gewisser
Losungen in anderen Problemen hat man geradezu daraus geschlossen, dass in
der Wirklichkeit der durch jene Funktionen bezeichnete Zustand vorhanden sein
miisse. Dieser metaphysische Grund wird binfillig, wenn man die Theorieen
der Mechanik nur als Bilder ansieht, deren Ubereinstimmung mit den Erschei-
nungen keineswegs a prior: feststeht. Damit soll natiirlich der heuristische
Wert, solcher Vorstellungen nicht bestritten werden.

20% Vgl. J. Larmor, Aether and matter, p. 288, Hertz, Mechanik, p. 165. —
Gegeniiber der ganz abstrakten Auffassung moderner Theorieen mag hier noch
darauf hingewiesen werden, dass die Untersuchungen von G. G. Stokes, Helmholtz,
namentlich aber von W. Thomson doch im aligemeinen von der Voraussetzung
einer durch mechanische Konstruktionen begriindeten Einfilhrung der allgemei-
nen Koordinaten ausgehen, von der erst Maxwell in seiner Herleitung der Elek-
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Die Mechanik geht dabei allerdings zundchst von den korperlichen
Dingen aus, welche Eindruck auf unsere Sinne machen. Aber schon
die einfachsten Vorginge haben von jeher dazu gefiihrt, iiber dieses
rein sinnliche Erfahrungsgebiet hinaussugehen, von Atomen, Mole-
kiilen, materiellen Punkten zu reden, neben den ponderablen alsbald
auch imponderable Substanzen -einzufiihren. Sehen doch manche
gegenwiirtig das vollendete Bild der Naturwissenschaft in einer Lehre,
welche alle Vorginge als Zustandsinderungen des Athers auffassen will.

Als Gesichtspunkte, nach denen man den Wert der Darstellung
physikalischer Theorieen in diesem Sinne zu beurteilen hat, bezeichnet
Hertz®®) ,diese Bilder miissen so beschaffen sein, dass die denknot-
wendigen Folgen der Bilder stets wieder Bilder seien von den natur-
notwendigen Folgen der abgebildeten Gegenstinde®; sie miissen lo-
gisch zulissig, einfach und zweckmiissig und moglichst umfassend sein.

Diese Anschauung befreit uns zugleich von der Verpflichtung,
in der Mechanik selbst den psychologischen Ursprung dieser Bilder zu
entwickeln, so wichtig das auch in anderer Beziehung, z. B. bei einer
pidagogischen Behandlung sein mag?'). Denn eine innere Wahrheit
an sich, welche sich durch psychologische Analyse erweisen liesse,
besitzen dann diese Bilder iiberhaupt nicht; ihre einzige Berechtigung
liegt in ihrer Zweckmissigkeit. Und wir glauben daher hier die
Frage, woher diese besonderen Formen der mechanischen Grandvor-
stellungen stammen, dem Gebiet der philosophischen Analyse iiber-
lassen zu sollen, in demselben Sinne wie wir etwa in den Grundlehren
der Arithmetik darauf verzichten kdnnen, die primitiven Verkniipfungs-
gesetze des Zihlens selbst noch psychologisch besonders zu recht-
fertigen.

4, Verschiedene Zweige der Mechanik *%). Man pflegt theoretische,
reine, rationelle, allgemeine (mécanique générale, rationelle, theoretical

trizititsbewegung aus den Lagrange'schen Gleichungen den letzten Rest ab-
gestreift hat.

20%) Hertz, Mechanik, Einl. p. I; vgl. auch H. Kleinpeter, Entwicklung des
Raum- und Zeitbegriffs in der neueren Mathematik u. Mechanik und seine Be-
deutung fiir die Erkenntnistheorie, Archiv fiir system. Philosophie 4, p. 32 (1898).

21) Man vgl. in dieser Hinsicht Mach, Beitréige zur Analyse der Empfin-
dungen, Jena 1886; Wiirmelehre, p. 422 ff.; Foppl, Mechanik 1, p. 21; Klein u.
Sommerfeld, Theorie d. Kreisels, p. 70, Leipzig 1897; Budde, Mechanik 1,
p. 111; Lasswitz, Atomistik 2, p. 23.

21%) Vgl. Newton, Principia, praefatio ad lectorem: Mechanicam vero du-
plicem veteres constituerunt: rationalem, quae per demonstrationes accurate pro-
cedit, et practicam. Quo sensu mechanica rationalis erit scientia motuum qui ex
viribus quibuscunque resultant. Newton's mechanica practica ist indes Technik.
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mechanics) Mechanik von der angewandten zu unterscheiden und letztere
als astronomische Mechanik, mathematische Physik und angewandte Mecha-
ik (mécanique appliquée, applied mechanics) zu charakterisieren.

Eine vollig scharf definierte Grenze lésst sich zwischen diesen
Disziplinen nicht ziehen®"®). Von jeher sind einzelne Teile der
astronomischen Mechanik (z. B. Planetenbewegung) und mathematischen
Physik (z. B. Hydrodynamik, Elastizitdtstheorie) in den rein theo-
retischen Werken iiber Mechanik behandelt. Sieht man es als die
Aufgabe der Mechanik an, vollstindig klare Bilder der Erscheinungen
in mathematischer Darstellung zu liefern, so ist inshesondere der
Charakter der rationellen Mechanik durch die Forderung bestimmt.
dass diese Bilder ausschliesslich auf der Vorstellung reiner Bewegungs-
verhdltnisse beruhen sollen. Dem entspricht freilich die astronomische
Mechanik in hohem Maasse; wihrend aber die reine Mechanik ihre
Probleme selbst insoweit auswihlt, als die mathematische Bearbeitung
derselben mit den Mitteln der Analyse sich vollstindig wenigstens
im Prinzip durchfiihren lisst — wobei die Gewinnung numerischer End-
resultate oft als Nebensache erscheint — sah man sich in der Astro-
nomie bestimmten Aufgaben gegeniiber, die nur mit Hiilfe von Nahe-
rungsprozessen zu erledigen waren, deren Grenzen sich durch die sich
verfeinernde Beobachtungskunst stets wverschieben. — Anders liegen
wieder die Verhiltnisse in der mathematischen Physik; hier sind es
vorzugsweise eigentiimliche mathematische Methoden, die, mit der Poten-
tialtheorie beginnend, vermdge der Greew'schen Sitze sowie der voll-
stindig ausgesprochenen Verzichtleistung auf die Erkldrung der physi-
kalischen Erscheinungen im alten Sinne den Untersuchungen ihr be-
sonderes Gepriige verleihen.

Die angewandte Mechanik endlich hat im weitesten Sinne zur
Aufgabe die statische und dynamische Untersuchung der Baukon-
struktionen und Maschinen (siche IV 8 u. 23), sowie die Lehre von
den mechanischen Theorieen derjenigen physikalischen Vorginge, die bei
der Durchfithrung der Prizisionsmessungen in der Physik in Betracht
kommen (IV 7 u. 25). Da hier schon die aus der Erfahrung zu
entnehmenden Voraussetzungen vorzugsweise durch Mittelwerte aus-
gedriickt sind, welche durch die verdnderliche Natur der Materialien
bedingt sind, so hat die rein mathematische Durchfithrung, selbst
wenn sie moglich wire, tiberhaupt keinen eigentlichen Zweck mehr
und muss durch besondere, stets durch die Erfahrung zu kontrollierende

21%) Auch die folgenden Erdrterungen sind nur als ein Versuch zu be-
trachten, diese Gebiete in angemessener Weise gegen einander abzugrenzen.
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Mittelwertschitzungen ersetzt werden, durch welche zugleich eine Be-
wiltigung der mathematischen Schwierigkeiten tiberhaupt erst méglich
wird. Zudem verlangen die Aufgaben der angewandten Mechanik fast
immer die Beriicksichtigung solcher Erscheinungen, bei denen infolge
der unbekannten Natur der Krifte (insbesondere derjenigen der
Reibung, Zihigkeit und unvollkommenen Elasticitit) Energietinde-
rungen im dissipativen Sinme eintreten, fir die die ratiomelle Mecha-
nik nur die allgemeinen Schemata zu entwickeln pflegt (siehe IV 8).
Selbstverstindlich sind ihrem allgemeinen Ansatz nach auch hier die
Probleme im Sinne einer rein mathematischen Behandlung zu fassen.

In Riicksicht auf diese Erorterungen rechnen wir im folgenden
zur rationellen Mechanik alle Untersuchungen, welche bei der Zuriick-
fiihrung der Naturvorgiinge auf Bewegungen keine andern als mathe-
matisch scharf definierte Bilder verwenden und ohne Riicksicht auf
eine unmittelbare praktische Verwendung die Losung der Probleme
mit derjenigen Genauigkeit anstreben, welche der jeweilige Zustand
der mathematischen Analyse gestattet.

5. Historische Bemerkungen. Gualilei’s Untersuchungen in den
Discorsi und der Scienza meccanica enthalten neben der Dynamik der
fallenden Korper die Theorie der einfachen Maschinen, die Anfinge
der Festigkeitslehre etc. Varignon fasst in seiner Nouvelle mécani-
que die Mechanik als Statik, Euler in seiner Mechanica sive motus
scientia ausschliesslich als Dynamik auf. Newfon kann man als Be-
griinder, Laplace als eigentlichen Vollender der mit Clairaut, d’Alem-
bert, Lagrange und anderen beginnenden klassischen Epoche der astro-
nomischen Mechanik ansehen; Lagrange gab der rationellen Mechanik
ihre charakteristische Form in der Mécanique analytique. Daneben
entwickelt sich unter den Bernoulli auch die technische Mechanik sowie
die mathematische Physik als Hydrostatik und Hydrodynamik. Mit
Poncelet und Coriolis beginnt die eigentliche schopferische Zeit der
technischen Mechanik, allerdings mit vorwiegend dynamischer Férbung;
sie wird spiter durch Culmann namentlich in Riicksicht auf die sta-
tischen Fragen ausgebaut, wihrend die Ausbildung der mathematischen
Physik vorzugsweise durch Fourier, Cauchy, Poisson, Green, Gauss,
Lamé, B. de Saint-Venant, F. E. Neumann, Stokes, Maxwell, W. Thom-
son, Kirchhoff, v. Helmholtz und andere erfolgte.

Encyklop. d. math, Wissensch. IV 1. 2
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II. Die allgemeinen Prinzipien der Mechanik.
A) Philosophische Prinzipien,

6. Das Kausalititsprinzip und der Satz vom szureichenden
Grunde. Die allgemeinen, d. h. nicht erst auf dem speziellen Gebiete
der mathematischen Analyse entstandenen Prinzipien der Mechanik
kann man einteilen in philosophische, rein mathematische und mecha-
nisch-physikalische.

Von den philosophischen Prinzipien muss hier neben dem schon
oben erwihnten Kausalitdisprinzip der Satz vom sureichenden Grunde
hervorgehoben werden. Man schloss aus dem letzteren, dass der in
Bewegung unabhingig von allen anderen Dingen vorgestellte materielle
Punkt seine Richtung nicht #ndern konne??), wihrend ein Gleiches
auch von der Grisse der Geschwindigkeit zu behaupten erst durch
die dialektische Unterscheidung von Ursache und Wirkung moglich
wird, welehe die Ursache ausserhalb des Bewegten verlegt 2%). Auch
bei der Entwicklung des Kraftbegriffes, den Beweisen fiir das Paral-
lelogramm der Krifte, der Betrachtung der Fernewirkung zwischen
zwei materiellen Punkten etc., spielt dieser Satz eine historische
Rolle ).

Dass man aus bloss logischen Primissen keine Entscheidung iiber
reale Verhdltnisse treffen kann, wird gegenwirtig wohl nicht be-
zweifelt ).  Anders aber steht es, wenn der Satz vom zureichenden
Grunde in der Form eines logischen Schlusses auftritt, dessen Pri-
missen vollstindig als aus der Erfahrung bekannt vorausgeselzt werden.
Nimmt man z. B. an, dass die Resultante von auf einen materiellen

22) Euler, Mechanica, § 56, Theoria motus, § 83, auch Recherches sur I’origine
des forces, Berlin, Mém. de I'Acad. 1750, p. 419; Laplace, Méc. céleste (Oeuvres 1,
p. 15); desgl. S. D. Poisson, Mécanique, éd. 2 (ibers. v. Stern), p. 167. Siehe
auch Fussn. 142

23) So z. B. Wund¢, Axiome, p. 121.

24) Zu einer systematischen Deduktion der physikalischen Axiome benutzte
Wundt diese Uberlegungen (Axiome, p. 115 ff)

25) Treffend bemerkt Mach, Mechanik, p. 135, der Satz ,cessante causa
cessat effectus* sei ebenso richtig wie sein Gegenteil, jenachdem man ihn fiir
den Begriff der Geschwindigkeit oder Beschleunigung zur Anwendung bringt.
Abnlich Helmholtz, Erhaltung der Kraft, Ostwald, K. B. p. 58: ,Was viele als
Gipfel von Mayer’s Leistungen ansehen, niimlich die metaphysischen Schein-
beweise fiir die apriorische Notwendigkeit dieses Gesetzes, wird jedem an strenge
wissenschaftliche Methodik gewdhnten Naturforscher gerade als die schwichste
Seite seiner Anschauungen erscheinen.*



6. Das Kausalititsprinzip ete. 7. Teleologische Prinzipien. 19

Punkt wirkenden Kriiften eindeutig und vollstéindig durch die Lage
und Grésse der letzteren bestimmt sei, so folgt daraus, dass die Re-
sultante zweler entgegengesetzt gleicher Kriifte oder dreier gleicher
unter Neigungswinkeln von 120° gleich Null ist; unter der Voraus-
setzung, dass fiir das Gleichgewicht des Hebels allein die relative
Lage der Krifte zu demselben maassgebend ist, folgt, dass der beharr-
liche Ruhezustand der einzig mogliche fiir den in der ,Ruhelage®
gleichférmig belasteten gleicharmigen Hebel ist.

7. Teleologische Prinzipien. Von ganz wesentlichem Kinflusse
sind fiir die Entwicklung der Mechanik teleologische Prinzipien ge-
wesen. Das Prinzip der kleinsten Wirkung ist geradezu von Euler **)
aus einem solchen Gesichtspunkte abgeleitet; Gauss’ Prinzip des
kleinsten Zwanges, sowie gewisse Prinzipe der Elastizititstheorie ")
kniipfen ebenfalls an solche Vorstellungen an. — Die Frage, ob in
der Natur wirklich Thatsachen vorliegen, welche den Gedanken be-
stitigen, dass mit dem kleinsten Aufwande von Mitteln der grosste
Effekt erreicht werde, braucht man indessen hier micht zu beriihren.
Bei Uberlegungen dieser Art diirfte meistens ein sicheres Maass
weder der aufgewandten Mittel noch des erreichten Effektes zugrunde
gelegt sein, sodass die Behauptung einen klaren Sinn dberhaupt wicht
besitzt. Was aber die Anwendung desselben in der Mechanik be-
trifft, so sind diese teleologischen Gesichtspunkte im eigentlichen Sinne
schon um deswillen ganz unzutreffend ), weil keineswegs — weder
beim Prinzip der kleinsten Aktion, noch beim Gauss'schen Prinzip —
die wirkliche Bewegung durch eine Minimumeigenschaft vor allen
andern ebenfalls mdglichen ausgezeichnet ist, sondern nur gegeniiber
gewissen rein fingierten, im allgemeinen aber unmdiglichen Bewegungen.
Thatséichlich haben sich allerdings diese teleologischen Gesichtspunkte
fiir den Ausbau der Wissenschaft als sehr forderbich erwiesen, und

25%) Siehe Fussn. 257.

25P) Siehe Nr. 39 und Fussn. 224.

26) Vgl. O. Holder, Die Prinzipien von Hamilton und Maupertuis, Gott.
Nachr. 1896. Nach J. Petzoldt, Maxima, Minima und Okonomie (Diss. Got-
tingen, Altenburg 1891) beseitigen diese mechanischen Maximum-Minimum-Prin-
zipien gerade die teleologischen Vorurteile. Vgl. auch R. Henke, Uber den Zu-
sammenhang der Naturerscheinungen mit der Methode der kleinsten Quadrate
(Dresden 1868, 2. Aufl. Leipzig 1894).

Ahnliche Vorstellungen entwickelt in einer weit bestimmteren mathemati-
schen Form, welche als ganz speziellen Fall das Prinzip der kleinsten Wirkung
umfasst, W. Gosiewski in Prace mat. fis,, 3, Warschau 1892 (vgl. das Referat in
den Fortschr, d. Math. 24, p. 73 [1892]).

9 *
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es erscheint in mehrfacher Beziehung von Interesse, die allgemeinen
Griinde hierfiir aufzusuchen ¥7).

8. Mach’s formale Prinzipien. Mach *) hat dagegen auf andere
Prinzipien aufmerksam gemacht, welche aller Naturauffassung zu-
grunde liegen sollen, die der Okonomie und Einfachheit. Nach ihm
ist es das Ziel aller Wissenschaft, das Gebiet der einzelnen Er-
fahrungen durch zusammenfassende Beschreibung derart zu ersetzen,
dass durch den geringsten Aufwand an Gedankenarbeit dasselbe iiber-
sehen werden kann. Dies ist natiirlich nur dadurch moglich, dass
man die den einzelnen Erfahrungen zugrunde liegenden [Elemente
aufsucht und durch deren gesetzmissige Konstruktion eine Erklirung
der Vorgiinge liefert, fiir deren fortschreitende Ausbildung dann wieder
rein formale Prinzipien, wie das der Konmfinuitiit und Stetigkeit, — dem
Hankel'schen %) Prinzip der Permanenz der formalen Gesetze vergleich-
bar —, vor allem aber die Prinzipien der Analogic®), d. h. die Uber-
tragung gewisser Gedankenreihen, welche fiir ein Gebiet vollstindig
entwickelt sind, auf neue Gebiete, maassgebend werden.

B) Mathematische Prinzipien.

9. Mathematische Voraussetzungen iiber die Natur der Funk-
tionen. Insbesondere ergeben sich aus dem Prinzip der Einfachheit
gewisse allgemeine Gesichispunkte rein mathematischer Art. Solche liegen

27) Siehe Mach, Mechanik, p. 4438 . Auch Petzoldt sucht a. a. O. p. 11
einen logischen Grund fiir das hiufige Auftreten dieser Max.-Min.-Sitze
anzufithren; man vgl. das von W. Ostwald (Leipz. Ber. 45 (1898), p. 599; 47 (1895),
p. 37) spater ausgesprochene Prinzip des ausgezeichneten Falls, das allerdings in
seiner Allgemeinheit sehr unklar ausgedriickt zu sein scheint.

28) E. Mach, Almanach d. Wiener Akad. 1882, p.298, Mechanik, p. 471,
481, Wirmelehre, p. 872, 494; vgl. Petzold, Max., Min, u. Okonomie, p. 54; desgl.
auch Mach, Populiir-wiss. Vorlesungen, Leipzig 1896, p. 203 ff. Selbstverstind-
lich lassen sich hier noch viele Betrachtungen heranziehen, z. B. Newton’s
regulae philosophandi; in der klarsten Weise finden sich diese Ideen schon von
Galilei ausgesprochen; vgl. Wundt, Axiome, p. 38; P. Natorp, Galilei als Philo-
soph, Phil. Monatshefte 18, p. 193 (1882). Ahnliche Gesichtspunkte auch hiufig
in metaphysischem Sinne, z. B. P. de Fermat, Opera 1, Paris 1891, p. 173 (1662);
Naturam operari per modos faciliores et expeditiores .., non ut plerique: na-
turam per lineas brevissimas operari.

29) H. Hankel, Theorie d. komplexen Zahlensysteme, Leipzig 1867, p. 11.

30) Uber Prinzipien der Analogie vgl. Mach, Mechanik, p. 181, P. Volkmann,
Theoretische Physik, p. 82. Eine Aufzahlung der bemerkenswertesten Analo-
gien bei L. Boltzmann, Uber Faraday’s Kraftlinien, Ostwald K. B, Nr. 69; vgl.
auch W. Dyck, Uber die wechselseitigen Bezichungen zwischen der reinen u. an-
gewandten Mathematik, Minchen 1897, p. 25.
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vor, wenn wir den Bewegungsraum als Euklidischen mit seiner unend-
lichen Theilbarkeit®'), die Koordinaten der Bahnen der Punkte als
stetige, beliebig oft differentiierbare Funktionen der Zeit®?), wenigstens
insoweit von einzelnen singuliren Stellen abgesehen wird, ansehen,
wenn wir demgemiéss von den Grenzwerten §, $33) d. h. den Geschwin-
digkeiten und Beschleunigungen reden®), wenn wir voraussetzen, dass
das Verhiltnis von Masse zum Volum bei kontinuierlicher Raumer-
filllung bei stets abnehmender Grdsse des letzteren sich einem be-
stimmten, iiberdies wieder differentiierbarem Grenzwerte, der Dichtig-
keit nihere. Die Mathematik ist freilich gegenwiirtig so weit ent-
wickelt, dass auch bei Zugrundelegung des allgemeinen Begriffes der
stetigen Funktion noch bestimmte Aussagen moglich sind, doch hat
sich bisher kein Bediirfnis gezeigt, in die Mechanik diese von der
anschaulichen Form der Bewegungsvorgiinge weit abliegenden Abstrak-
tionen aufzunehmen®®). Man betrachtet es ferner als ein allgemeines
Prinzip, dass eine durch Kréfte definierte Bewegung durch ihren An-
fangszustand vollkommen bestimmt sei®®); ausreichend ist dafiir, die

31) Vgl. H. Hertz, Mechanik, p. 58. Die nicht-euklidische Auffassung ist
bereits in umfangreicher Weise und zahlreichen Arbeiten auch in die Kinematik,
Statik und Dynamik eingefithrt. Wir gehen hierauf nicht weiter ein, da sich
bisher keine Veranlassung gezeigt hat, durch die Erscheinungen einer nicht-
euklidischen Mechanik iiber die Moglichkeit eines von Null verschiedenen
Kriimmungsmaasses Aufschluss zu gewinnen. Man vgl. auch die Bemerkung von
0. Heaviside (Electromagnetic theory, 2 vols., London 1883/99, Bd. 1, p. 2): Now
the real object of true naturalists, when they employ mathematics to assist
them, is not to make mathematical exercises (through that may be necessary)
but to find out the connection of the phenomena.

82) Diese Voraussetzung bei Helmholtz, Dynamik, p. 7; ausfiihrlicher Boltz-
mann, Mechanik, p. 10.

33) Die Differentialquotienten nach der Zeit sollen hier der Kiirze halber
und in Riicksicht auf den historischen Charakter dieses Artikels nach Newton’s
(Tractatus de quadratura curvarum (1706), Opuscula, Lausannae 1744, Bd. 1, p. 203),
namentlich bei englischen Schriftstellern (Thomson und Tast) gebriuchlicher,

2
Schreibart durch & = %i: , = g}f

34) F. A. Miller, Das Problem der Kontinuitit in der Mathematik und
Mechanik, Diss. Marburg 1886, schreibt Leibniz (Mathem. Schriften 3, ed. Ger-
hardt, p. 5638 f£) das Prinzip der Kontinuitét von Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen zu.

84%) P. Appell u. Jannaud, Remarques sur l'introduction de fonctions con-
tinues n’ayant pas de dérivée dans les éléments de la dynamique, Paris C. R.
93 (1881), p. 1005; auch Archiv f Math. u. Physik 67 (1882), p. 160. — In Bezug
auf die Anwendung stetiger Funktionen in der Potentialtheorie vgl. 0. Hdlder,
Potentialtheorie, Diss. Tiibingen 1882.

35) Bei anderen Annahmen kann die Bewegung sehr wohl mehrdeutig

ete. bezeichnet werden.
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Krifte als eindeutige beliebig oft differentiierbare, insbesondere als
reguliire Funktionen der Koordinaten und Geschwindigkeiten voraus-
zusetzen.

Die hiermit beriihrte moderne Entwicklung der Mathematik nach
der kritischen Seite hin, welche F. Klein als Arithmetisierung der
Mathematik 3%) bezeichnet, insofern als einzige Grundlage derselben der
strenge Zahlbegriff erscheint, hat bisher nur in geringerem Grade
Einfluss auf die Mechanik gehabt; ja man kann in letzterer gegen-
wirtig hie und da ein geringeres Maass von Strenge und Systematik
bemerken, als friiher iiblich war. Trotzdem wird man nicht bezwei-
feln, dass die arithmetisierte Mathematik wenigstens als Ausgangspunkt
fiir alle Fragen der Anwendung festzuhalten sein wird. Zunichst
wiirde in der Mechanik die sorglose Verwendung der unendlich kleinen
Grossen wenigstens prinzipiell zu beseitigen sein, wie dies neuerdings
z. B. von Maggi®®) versucht ist; von Bedeutung erscheinen hier
ferner die Untersuchungen von Poincaré?®°) iiber die exakte Fest-
stellung der Konvergenz der Reiben in den Problemen der Astronomie,
sowie der ganze Kreis der Fragen, die sich um die Existenz der
Losungen von Systemen von Differentialgleichungen, namentlich mit
Bezug auf das Dirichlet’sche Prinzip drehen. Daneben treten aber
auch andere Fragen auf, welche sich auf die praktische Verwendung,
insbesondere Vereinfachung der mathematischen Methoden beziehen,
als deren letztes Ziel hier doch nicht die abstrakt formulierten Zahl-
grossen, sondern nur solche Abschétzungen derselben verlangt werden,
welche in Riicksicht auf die Ungenauigkeit aller durch die Erfahrung

werden, vgl. Poisson, J. éc. polyt., cah. 18, p. 63 u. 106 (1806); desgl. P. Painlevé,
Legons, p. 549 ff., der Poisson’s Beispiel % = k*x" , welches fir ¢ — 0, # = 0,
& = 0 die Losungen 2 = 0 und z = ¢t® hat, durch eine ganze Reihe kompli-
zierterer vermehrt. Auf die Betrachtungen von J. Boussinesq (Paris C. R. 74,
p. 362 [1877]), der so die Notwendigkeit eines principe directeur, das in die
mechanische Unbestimmtheit nach den Gesetzen der Freiheit eingreife, beweisen
und dadurch den absoluten Determinismus in einer sonst streng mechanistischen
Weltanschauung vermeiden will (vgl. J. Boussinesq, Conciliation du véritable
déterminisme mécanique avec l'existence de la vie et la liberté morale, Paris
1878), gehen wir hier nicht ein; iiber die mathematische Untersuchung solcher
singuldrer Lagen eines Systems siehe Painlevé, Lecgons, p. 562.

35%) F. Klein, Uber Arithmetisierung der Mathematik, Gott. Nachr. 1895, p. 82.

35%) G. A. Maggi in den Principii del movimento; in kinematischer Hin-
sicht vgl. man J. Tannery, Deux legons de cinématique, Ann. éc. norm. (3) 3
(1886), p. 43.

85%) H. Poincaré, Méthodes nouvelles de la mécanique céleste, 2 Bde., Paris
1892/93; sur les équations aux dérivées de la physique mathématique, Amer. J.
of math. 12 (1896), p. 220.
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kontrollierbarer Vorgiinge eine hinreichend begrenzte Genauigkeit be-
sitzen5?); Fragen, welche gegeniiber der gegenwirtigen Neigung der
mathematischen Analyse zu moglich abstraktester Vertiefung wichtig
genug sind, um eine besondere Behandlung zu verdienen, und in um-
fassender Weise bisher nicht erdrtert zu sein scheinen.

10. Das Homogeneititspringip. Hierher gehdrt auch das Homo-
genettiitsprinzip. Die Begriffe der Mechanik erfordern die Festsetzung
einer Reihe fundamentaler Finheiten (z.B. fiir Linge, Zeit, Masse in
der reinen Kinetik), aus denen weitere Begriffe (wie z. B. Geschwindig-
keit, Beschleunigung, Kraft etc.) abgeleitet werden. Es liegt nun in
der Natur der Sache, dass bei vielen Betrachtungen Beziehungen
ewischen diesen Begriffen von der Wahl dieser Grundeinheiten unab-
hiingig sein miissen. Solche Gleichungen bleiben daher invariant, wenn
die Fundamentaleinheiten der Maassbestimmung durch irgend welche
andere unabhiingig von einander ersetzt werden. In diesem Charakter
der Invarianz besteht das Prinzip der Homogeneitit3®); durch dasselbe
wird denjenigen Gleichungen der Mechanik, welche zur Beschreibung
von den gewihlten Einheiten unabhingiger Vorginge dienen sollen,
ein formeller Charakter zugeschrieben, der sich zur Priifung solcher
Gesetze selbst niitzlich erweist®?); siehe den Artikel Maass und Messen,
Band V. In einer etwas anderen ¥orm kommt das Prinzip bei der
Untersuchung dynamischer Verhiltnisse als Prinzip der Ahnlichkeit
(principe de similitude) zur Verwendung®#). — Endlich sei noch an das
Superpositionsprinzip, als einer unmittelbaren Folgerung aus den Eigen-
schaften der Losungen linearer homogener Differentialgleichungen, er-
innert.

359) Man vgl. das Gutachten der Philosoph. Fakultit zu Gottingen iber
die zur Erlangung des Beneke-Preises fiir 1898 eingelaufenen Arbeiten, Gott.
Nachr. 1901 und Math. Ann. 55 (1901), p. 143.

36) Die von J. B. Fourier, 1822 (Oeuvres 1, p. 187) stammende Lehre von
den Dimensionen hat Poisson zuerst in seinen traité aufgenommen (Mechanik 1,
p. 23); man sehe auch Maxwell, Elektricitdt u. Magnetismus 1, § 3; in W. Voigt’s
Kompendium in besonders ausfithrlicher physikalischer Durchfithrung.

37) Uber die Verwendung des Prinzipes in methodologischer Hinsicht
scheinen auch gegenwirtig noch Unklarheiten zu bestehen, vgl. z. B. die Artikel
von F'. Pietzker und anderen, Unterrichtsblitter f. Mathem. u. Naturwiss. 4 (1898),
p. 64 f£.; 5 (1899), p. 31.

37%) Dasselbe ist von Newton zuerst, Principia, p. 294, aufgestellt; man
vgl. J. Bertrand, J. éc. polyt., cah. 32 (1848), sowie F. Reech, Cours de méca-
nique, p. 266.
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C) Mechanisch-physikalische Prinzipien.

11. Das Kontinuitétsprinzip. In naher Beziehung stehen zu den
mathematischen Prinzipien die mechanisch-physikalischen, insbesondere die
Kontinuititshypothese, die man tiber die Materie3®), die bewegliche Sub-
stanz, zugrunde legt. HEs erscheint nicht angebracht, hier zu erirtern,
ob die Mechanik ein Interesse daran hat, den Begriff der Materie
neben dem fiir sie allein maassgebenden der Masse beizubehalten. Die
Mechanik geht zunéichst von dem Begriff des materiellen Punktes *°)
d. b. eines geometrischen aber vermdge seiner Masse unserer Beobach-
tung zuginglichen Punktes, dann von dem System # solcher Punkte
aus, und man wird geneigt sein, die Vorginge bei einem beliebig-
grossen 7, wenigstens soweit allgemeine Theoreme in Frage kommen,
hiernach zu beurteilen. Xs ist aber leicht zu sehen, dass man auf

38) Dieser nach K. Pearson, Grammar, p. 251, fiir die Naturwissenschaft
ganz nutzlose Begriff ist durch Descartes eingefiihrt (vgl. P. Beck, Substanz etc.
Fussn. 12, p. 25). Uber verschiedene Auffassungen des Begriffs der Materie vgl.
2. B. P. G- Tast, Properties of matter, Edinburgh 1885, deutsch von G. Siebert,
Wien 1888, p. 13 u. 288.

39) Lagrange kennt die Bezeichnung ,,materieller Punk{* noch nicht, sondern
gebraucht dafiir, wie Fuler, der in seiner Mechanica, dem ersten Lehrbuch der
analytischen Mechanik, den Punkt als Element aller dynamischen Betrachtungen
einfiihrt, und d’Alembert das Wort (petit) corps, das an die Korpuskulartheorieen
des 18. Jahrhunderts (Hobbes) erinnert; Laplace beginnt ohne nihere Angabe
die Mécanique céleste mit dem équilibre du point matériel. Mit Recht bemerkt
E. Bour (Mécanique 2, p. 6), dass die prinzipiellen Aussagen der Mechanik
einen deutlichen Sinn nur fir den geometrischen mit Masse behafteten Punkt
haben, den er als &tre de raison bezeichnet, so auch Th. Despeyrous, Mé-
canique 1, p. 5; daneben wird man natiirlich gern daran festhalten, dass in
Bezug auf mittlere Abschéitzungen auch kleine Systeme (Korper) als materielle
Punkte angesehen werden konnen, so lange es sich nicht um rotatorische Er-
scheinungen an denselben handelt (so z. B. F. Reech, Cours de mécanique, p. 39;
A. Foppl, Mechanik 1, p. 17). Bolizmann versteht unter materiellen Punkten
neinzelne aus einem Korper herausgegriffene Punkte® (Mechanik, p. 7); bei
Poisson (Mechanik 1, § 1), Kirchhoff (Mechanik, p. 2) ist der materielle Punkt
von unendlich kleiner Dimension (so auch C. Newmann, Leipz. Ber. 39 [1887],
p. 185), eine Bezeichnung, die nur dann Sinn zu haben scheint, wenn man das
Unendlich-kleine, das doch nur ein mathematischer Hiilfsbegriff ist, als existie-
rend ansieht. Bei H. Resal (Mécanique générale, 2. éd. 1, p. 71) heisst es: ,jon
regarde une molécule comme un point géométrique dit matériel. La matiere
étant indéstructible, elle ne peut se diviser indéfiniment, son dernier état de
division est la molécule.* Vollig einwurfsfrei ist die auf dem Begriffe der figura
materiale gegrindete Auffassung bei Maggi (Principii, p. 149), der auch Love
(Mechanics, p. 85) sich anschliesst,
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diesem Wege nicht unmittelbar zu der Vorstellung der Bewegung
eines kontinuierlich mit Masse erfiillllen Raumes kommt*).

Ubrigens ist es fiir die mechanische Auffassung nicht wesent-
lich, ob bei der Vorstellung der Kontinuitét die Masse so, wie die naive
Ansicht es sich von einer Fliissigkeit vorstellt, den Raum erfiillt,
sondern dass alle bewegungsbestimmenden Merkmale stetige Funktionen
des Ortes sind, wobei auch an beliebig vielen Stellen noch leere Riume
bleiben konnen*!). Die Mechanik der Kontinua??) beruht demnach
gegeniiber der Mechanik n-gliedriger Systeme auf weit engeren mathe-
matischen Voraussetzungen, wie z. B. erhellt, wenn man die Unter-
suchungen iiber das Problem der » Korper mit denen der Hydro-
dynamik vergleicht; sie werden im wesentlichen durch Euler'’s Kon-
tinuititsgleichung und durch den Ubergang von gewdhnlichen zu
partiellen Differentialgleichungen ausgedriickt.

Diese Kontinuititsfragen spielen auch eine wesentliche Rolle in
der Entwicklung der Elastizititstheorie*)) und der Kapillaritdt. Die
alte Theorie Navier’s erhielt fiir die Druckkomponenten sechsfache
Summen, die Nawvier durch Integrationen bestimmte**), hierbei wird
aber vorausgesetzt, dass die Wirkung unmittelbar benachbarter Teil-
chen ebenso verschwindet, wie ein iiber ein beliebig kleines Gebiet
erstrecktes (uneigentliches) Integral, eine Voraussetzung, die sich
wenigstens bisher nicht vollstindig hat rechtfertigen lassen®s).

40) Die Mathematik entwickelt nach Weierstrass in strenger Weise den
Begriff des Kontinuums; vgl. G. Cantor, Math. Ann. 21 (1883), p. 575, vgl. auch
1A 5, p. 201.

41) Uber die Frage, ob zur Beurteilung der Eigenschaften scheinbarer
Kontinua notwendig die Vorstellung der bis ins Unendliche gehenden Theilbar-
keit des idealen Raumes herangezogen werden miisse, vgl. Mach, Wirme-
lehre, p. 71.

42) Uber die Vorstellung des Kontinuums vgl. Pearson, Grammar, p. 171.
H. Poincaré zeigt (Amer. J. of math. 12 [1896], p. 283), wie sich beim Ubergang
vom molekularen zum kontinuierlichen Medium die gewghnlichen Differentialglei-
chungen in partielle verwandeln: ,,C’est par un véritable passage & la limite,
qu'on passe en suite de I'hypothése moléculaire 2 celle de la matidre continue.*

Unstetige Funktionen treten dann nur noch vermdge der Anfangszustinde
und Grenzbedingungen auf; vgl. Cauchy, Mémoire sur les fonctions discontinues,
Paris C. R. 28 (1849); p. 27 = Oeuvres (1) 9, p. 120.

43) Poincaré, Amer. J. of math. 12 (1896), p. 290.

44) C. L. Navier (1821), Paris, Mém. de I'Acad. 7 (1827), p. 381.

46) Siehe Cauchy, Exerc. 1828 = Qeuvres (2) 8, p. 236; Boltemann erhebt
denselben Einwand gegen Gauss’ Molekulartheorie der Kapillaritit, Ann. Phys.
Chem. 141 {1870), p. 582.



26 IV 1. A. Voss. Die Prinzipien der rationellen Mechanik.

12. Pernewirkung und Feldwirkung. Ausgehend von Galilei’s
einfacher Beschreibung der Fallbewegungen erweitert sich in Newton's
Prinzipien die Aufgabe dahin, verm&dge der beschleunigenden Krifte,
die das Gravitationsgesetz liefert, die Bewegungen der Himmelskorper
als notwendige Folge der allgemeinen Mechanik zu erkliren. Diese Me-
chanik der Fernkrdfte, die in Laplace’s Mécanique céleste sich geradezu
die Aufgabe stellt, alle Vorgiinge der Natur auf Wirkungen materieller
Punkte auf einander, wie sie nmach dem Schema des Gravitations-
gesetzes erfolgen, zuriickzufiihren®®), und deren mathematische Form
durch Lagrange ein einheitliches Gepriige erhalten hatte, das kaum
noch einer weiteren Vollendung zu bediirfen schien, feiert ihre grossten
Erfolge in den theoretischen Resultaten, welche bis in die fernsten
Zeiten den Lauf der himmlischen Krper, wie es scheint, voraussagen,
ja selbst die Entdeckung bisher unbekannter veranlassen.

Neue Impulse erhielt die Mechanik der Fernkriifte durch die er-
folgreiche Anwendung auf die Theorieen des Magnetismus und der
Elektrizitat, welche, durch Laplace und Poisson begonnen, zuletzt in
dem Weber'schen Gesetze®”) gipfeln, das alle Erscheinungen auf diesem
Gebiete durch eine fundamentale Formel begreifen will.

Es ist interessant, die Wandlungen zu verfolgen, welche die Vor-
stellung der Fernkrifte im Laufe der Zeit erfahren hat. Galilei steht
in seinen Anschauungen vollig auf dem Boden der Erkenntnislehre
Mazwell’s, welche tiberhaupt keine physikalischen Theorieen, sondern
nur eine Beschreibung der Vorginge auf Grund der notwendigen
mathematischen Relationen geben will*®). Die Theorie der Fernkrifte
fand zuerst lebhaften Widerspruch®?). Erst durch die Erfolge der

46) Laplace, Méc. cél. 1, p.1: ,Je me propose de présenter, sous un méme
point de vue ces théories, dont ’ensemble, embrassant tous les resultats de la
gravitation universelle sur ’équilibre et sur les mouvements des corps . . . forme
la mécanique céleste. Il importe extrémement d’en bannir tout empirique . . .*

47) W. Weber, Elektrodynamische Maassbestimmungen, Leipzig 1846. Werke,
6 Bde., Berlin 1891/94, Bd. 3, p. 132.

48) Galilei, 11 saggiatore (Opere 6, p. 232): La filosofia & scritta in questo
grandissimo libro, che continuamente ci sta aperto innanzi a gli occhi (jo
dico I'universo), mai non si puo intendere, se primo non s'impara a intender
la lingua & conoscer i caratteri, mei quali & scritto. Egli é seritto in lingua
matematica é 1 caratters sono triangoli cerchi ed altre figure matematiche.

49) Leibniz, Mathem. Schriften, ed. Gerhardt, 3, p. 964: Ita quidquid ex
naturis rerum inexplicabile est, quemadmodum attractio generalis materiae
Neutoniana aliaque hujus modi vel miraculosum est vel absurdum. Ubrigens
sagt Newton selbst in dem bekannten Brief an Bemtléy: Dass ein Korper aus
der Ferne durch ein Vakuum hindurch ... einen Korper beeinflussen kénne,
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astronomischen Mechanik gew&hnte sich das Denken an das bis iiber
die Mitte des 19. Jahrhunderts herrschende Dogma derselben ™).

Indessen ergab sich auch, dass keineswegs zur Untersuchung der
Verhiltnisse kontinuierlich ausgedehnter Korper émmer die Theorie der
punktuellen Fernkrifte erforderlich ist. Die Theorieen iiber das Gleich-
gewicht und die Bewegung der Fliissigkeiten sind kaum je durch solche
Vorstellungen beeinflusst worden; sie zeigen, dass hierbei derartige An-
sichten ganz tiberfliissig sind, und dass es sich nur um Differential-
gleichungen handelt, welche fiir die unmittelbar benachbarten Teilchen
die Verinderung der Lage charakterisieren. Allerdings verwendet die
Theorie der Fliissigkeiten den Begriff des inneren Druckes, iiber den
auch wohl oft solche Spekulationen angestellt werden, doch tritt der-
selbe schon bei Lagrange in Form des analytischen im Variations-
problem anzuwendenden Faktors 1 auf, der ein véllig abstraktes Ele-
ment der Beschreibung wird. Auch die Kapillarititserscheinungen,
welche von Laplace und Gauss®) nach dem Prinzip der Fernkraft-
wirkungen erklirt werden, lassen sich einfacher durch solche Diffe-
rentialformeln darstellen.

Von entscheidender Bedeutung aber wurde die Elastizitdtstheorie.
Freilich gewinnt auch hier Nawvier 51?) die Gleichungen der elastischen
Medien auf Grund von molekularen Anschauungen, aber Cauchy's
Arbeiten zeigen, dass es sich hier nur im Sinne Faraday's um Feld-
wirkungen handelt, durch welche die Vorginge in der Nihe eines
jeden Punktes ganz unabhingig von solchen Hypothesen beschrieben

ist fiir mich eine so grosse Absurditiit, dass ich glaubg, niemand, der in philo-
sophischen Dingen hinléingliche Denkfihigkeit besitzt, kann jemals daraunf
verfallen. (Vierter Brief an R. Bentley, 25. Febr. 1693, vgl. F. Rosenberger,
Newton, p. 267.) Uber die Lehre von der Fernewirkung in historischer Be-
ziehung vgl. auch J. C. F. Zollner, Wissenschaftliche Abhandlungen, 4 Bde.,
Leipzig 1878, insbes. Bd. 1, p. 16; 2, p. 1 u. 181.

50) E. du Bois-Reymond, Uber die Grenzen des Naturerkennens, Reden 1,
p. 105, bezeichnet noch 1872 als Erkenntnis der Natur die Auflésung aller Vor-
ginge in mit Zentralkriften begabte Atome, wie sie systematisch zuerst R.
G. Boscovich, Theoria philosophiae naturalis, Venet. 1758 gelehrt hatte (vgl.
auch G. Th. Fechner, die physikalische und philosophische Atomenlehre, Leipzig
1864, p. 153 u. 289). Von diesem Ideal des Laplace’schen Geistes (Essai philo-
sophique sur les probabilités 1814 = Oeuvres 7, p. VI) sind wir gegenwirtig
weiter entfernt, wie je zuvor. Vgl. J. Larmor, Aether and matter, p. 272.

51) Laplace, Théorie de Vaction capillaire, Méc. céleste 4; Gauss, Prin-
cipia generalia theoriae figurae fluidorum 1829 = Werke 5, p. 29. Vgl. Volkmann,
Theoret. Physik, p. 240; desgl. Fussn. 45.

51%) Siehe Fussn. 44, dann die Historical introduction der theory of
elasticity von Love, 1, p. 1—34; 2, p. 1—24.
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werden kénnen. So gewinnt Cauchy neben den Druckkomponenten,
die thatsichlich nur noch an das Vorhandensein eines schief zur Tren-
nungsfliche gerichteten Druckes5?) ankniipfen, und die gegenwirtig
als stress oder Spamnung bezeichnet werden, mittelst des Deformations-
ellipsoides die Komponenten der Deformation, des strain oder der
elastischen Forminderung. So wird die Mechanik der physikalischen
Korper zur Analysis von stress und strain %) bezw. der Beziehung
zwischen beiden Grissensystemen; damit gelang es auch, die irrtiim-
lichen Folgerungen der alten Nawier- Poisson’schen Theorie zu beseitigen
und eine viel allgemeinere und zutreffendere Ansicht iiber das Wesen
der elastischen Konstanten zu gewinnen4).

Der mathematisch physikalische Takt, der offenbar bei der Hand-
habung der Feldwirkung erforderlick wird, hat sich freilich an den
Leitmotiven der Molekulartheorieen herangebildet, und erscheint noch
weit mehr in Anspruch genommen bei den durch Foraday's ldeen
veranlassten Theorieen Maxwell's, die in den letzten 30 Jahren der
Lehre von der Feldwirkung®) die entscheidende Stellung, welche sie
gegenwirtig einnimmt, verliechen haben. In priignanter Weise kommt
diese Darstellung zum Ausdruck in der Mechanik der deformierbaren
Korper des Treatise von Thomson und Taif, sowie in der Hertz'schen®®)
Entwicklung von Maxwell’s Grundgleichungen.

Die allgemeinen Ansichten iiber den erkenninistheoretischen Wert
der atomistischen Vorstellung, die durch Fernkrifte verbundene mate-
rielle Punkte annimmt, und der phdnomenologischen Auffassung des Kon-
tinuums werden dadurch auch gegenwirtig nur mitlelbar beeinflusst. Es
ist hier nicht der Ort, auf diese zum Teil von der Individualitit des
einzelnen Forschers abhingigen Fragen einzugehen®’). Entscheidend

52) So Cauchy schon 1823 im Paris, Soc. Philom. Bull. = Oeuvres (2) 8
(noch nicht erschienen); vgl. Exercices 1827 — Oeuvres (2) 7, p. 61.

§3) Diese Bezeichnungen von Rankine (Cambr. and Dubl. Math. J. 1851 =
Misc. scientific papers, London 1881, p. 68; Lond. Roy. Soc. Proc. 1855, p. 119).

54) Poisson, Paris, Mém. de I'Acad. 18 (1842), p. 3, hat freilich allgemeinere
Annahmen gemacht, welche diese Mingel beseitigen sollen; durch W. Voigt's
Annahme von molekularen Drehungsmomenten wird dies allerdings erreicht,
Gott. Abh. 34 (1887), p. 11.

55) So Maxwell seit 1864 in der Dynamical theory of the electromagnetic
field = Papers 1, p. 256. W. Thomson, Phil. Mag. (4) 1 (1851), p. 179.

56) Hertz, Gott. Nachr. 1890, p. 106.

57) H. Poincaré, Electricité et optique, introd. p. VI: , Les anciennes
théories de la physique nous donnaient une satisfaction compldte; ils semblent
vouloir donner & chacune des branches de. la physique la méme précision, qu’a
la mécanique céleste.* Nach Boltzmann (Verhandl. deutscher Naturf., Leipzig
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wird diejenige Ansicht sein, welche die grossten Erfolge aufzuweisen
hat. Der Physiker wird nicht im Zweifel sein, wo dieselben liegen ; doch
ist zu bemerken, dass gerade fiir das klassische Beispiel der Ferne-
wirkung, die Gravitation, sich bisher keine allgemein befriedigende Ab-
leitung aus der Vorstellung einer kontinuierlich verbreiteten Materie er-
geben hat. Wer vermag tiberhaupt zu sagen, ob die phinomenologische
Auffassung sich nicht zu einer psychologischen umgestalten kann,
welche an Stelle scheinbar kontinuierlicher Vorginge Mittelwerte aus
diskontinwierlichen Prozessen setzt; Vorstellungen, welche in der mecha-
nischen Theorie der Gase bereits weitldufig ausgebildet vorliegen, und
auch in anderen allgemeinen Ideen der Gegenwart verbreitet er-
scheinen. Bei einer exakten Verfolgung derselben gewinnen die Unter-
suchungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine hervorragende Bedeu-
tung, die auch fiir die prinzipielle Auffassung der rationellen Mechanik
in Betracht kommen kann. Wir treten indes auf dieselben hier nicht
ein, da sie in systematischer Weise in der letzteren bisher nicht auf-
genommen sind, und verweisen auf IV 26, sowie auf Band V.

Auf die eigentlich energetische Phinomenologie hier schon niher
einzugehen, ist nicht unsere Absicht. Wihrend die alte Fernewirkung
auf Grund expliciter Kraftformeln, die meist mit Hilfe von dreifachen
Integralen gewonnen werden, die Bewegung der kleinsten Teilchen der
Materie zu erforschen sucht®), setzt die Feldwirkung an die Stelle
Relationen zwischen Differentialausdriicken, welche die Beziehungen
zwischen den benachbarten Teilchen regeln, ohne dass solche zu den
anderen Teilen des Raumes bekannt zu sein brauchen. Noch ein dritter

1900, p. 112) ist die ,alte* Mechanik die einzige, welche klare Vorstellungen
enthiilt; derselbe macht (Uber die Unentbehrlichkeit der Atomistik in der
Naturwissenschaft, Ann. Phys. Chem. (2) 60 [1897], p. 231) das Argument gel-
tend, dass die Beschreibung des kontinuierlichen Mediums durch Differential-
gleichungen einen Sinn nur vermotge des Gremziiberganges von atomistischen
Vorstellungen aus hat.

Das Entgegengesetate behauptet Volkmann (Uber die notwendige und nicht
notwendige Verwertung der Atomistik in den Naturwiss., Ann. Phys. Chem. (2) 61
(1897), p. 196), obwohl (Theor. Physik, p. 242) fiir gewisse physikalische Vor-
giinge atomistische Bilder bis jetzt moch wesentlich erscheinen.

Nach Mach, Wirmelehre, p. 428, ist der Atomismus der Versuch, die Sub-
stanzvorstellung in ihrer naivsten und rohesten Gestalt zur Grundlage der
Physik zu machen. Uber die gegenwirtigen, vielfach zwischen atomistischen
Vorstellungen und der Voraussetzung des Kontinuums schwankenden physika-
lischen Theorieen vgl. das Beneke-Preis Gutachten der Gottinger Philos. Fakultit,
Gott. Nachr. 1901 und Math. Ann. 55 (1901), p. 143.

58) Hertz, Mechanik, p. 16, beschreibt sehr anschaulich den nicht nur
mathematisch komplizierten Charakter dieser Anschauung.



30 IV 1. A. Voss. Die Prinzipien der rationellen Mechanik.

Standpunkt ist moglich: der, mit Hilfe von Infegralformeln die be-
stimmenden Verhiltnisse ganzer Systeme zu anderen auszudriicken,
ohne dabei auf die Zwischenzustinde achten zu miissen, welche dabei
jene Systeme durchlaufen haben. Dies ist die Richtung, nach der sich
die energetische Behamdlungsweise der Mechanik %*), wenigstens in ihrer
methodologischen Form, entwickelt hat.

ITI. Die Grundbegriffe der Mechanik.
A) Phoronomische Grundbegriffe.

13. Die Anschauungen von Raum und Zeit. Die Grundbegriffe
der Mechanik sind zun#chst rein phoronomischer Art, insoweit sie den
blossen Bewegungsvorgang®) in Raum und Zeit betreffen; man kann
es als ein Awiom ansehen, dass jede Ortsverinderung nur in der Zeit
vor sich geht®). Dass alle Bewegungen sfefige Ortsverinderungen
sind, denen stetig sich #ndernde Zeitwerte entsprechen, scheint zu
unseren fundamentalsten Anschauungen zu gehoren®®). Die Zeit er-
scheint dabei zunichst als eine stets wachsende Variabele, doch findet
die Betrachtung negativer Zeitgrossen, besonders in der Mechanik um-
kehrbarer Prozesse, fortwiihrend Anwendung ®%). Es lisst sich natiir-
lich eine reine Bewegungslehre denken, welche der Geometrie vollig an
die Seite zu stellen ist und mit dem abstrakten Raum, als dem Sub-
strat aller geometrischen Konstruktion und den abstrakten Zeitgrossen,
welche dann die Rolle einer vierten Variabeln spielen, operiert®). Aber

58%) Siehe Nr. 47.

59) Vgl. im folgenden namentlich L. Lange, Bewegungsbegriff, Leipzig 1886.

60) So schon Jak. Hermann in seiner Phoromomia, Amstelod. 1716, p. 1,
einer im Anschluss an Newton’s Principia abgefassten Dynamik der festen und
flissigen Kérper.

60%) W. K. Clifford entwickelt gelegentlich, Lectures and essays 1,
p. 112, auf Grund bekannter optisch-physiologischer Erscheinungen die Vor-
stellung, dass die Zeit aus diskreten Momenten besteht, denen ebenso diskrete
Positionen der ,bewegten* Kérper entsprechen,

60" Ubrigens kann auch die Anwendung tmagindrer Zeitgrossen als spe-
zieller Fall von projektiven Transformationen niitzlich werden, vgl. z. B. P. Appell,
Sur une interprétation des valeurs imaginaires du temps en mécanique, Paris C.
R. 87 (1878), p. 1074, auch L. Lecornu, ibid. 110, p. 1244; P. Painlevé, Legons
sur l'intégrat., p. 226. Die Einfiihrung imaginérer Zeiten wird vom rein mathe-
matischen Gesichtspunkt aus schon bei ganz einfachen Problemen nitig, wenn
man die Koordinaten als eindeutige analytische Funktionen allgemein darzustellen
wiinscht; vgl. z. B. F. Klein, The mathematical theory of the top, Princeton
lectures, New-York 1897, p. 33, 52.

61) Die Idee einer solchen Bewegungslehre (Phoronomie, Kinematik), welche
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dann fehlt der prinzipielle Zusammenhang mit der Mechanik der Wirk-
lichkeit, in der doch die Bewegungen ihrem zeitlichen Verlaufe nach
erkannt werden sollen®!®).

Newton sah sich daher veranlasst, sowohl dem Raume als der
Zeit eine allerdings transcendente Realitit beizulegen®). Der New-
fon’sche absolute Raum ist ein immaterielles Medium, an sich unbe-
weglich und unerkennbar®), das gleichwohl das feste Bezugsystem
fir alle Bewegungen abgeben soll, und die absolute Zeit ist einer
Normaluhr zu vergleichen, die alle Vorgiinge mit ihrem Pendelschlag
begleitet. Die in dieser Vorstellung liegenden Schwierigkeiten wurden
schon von Fuler sehr deutlich ausgesprochen, wihrend man sich spiter
daran gewdhnte, iiber sie als unvermeidliche hinwegzusehen; so wird
es zur stehenden Redensart in der Mechanik®) ,on ne définit ni le

man oft auf 4. M. Ampére, Essai sur la classification des sciences, 2 Bde., Paris
1834—43; 1, p. 50, zuriickfithrt, ist schon in Kant’s metaphysischen Anfangs-
griinden, 1786, ausgesprochen. — Vom Standpunkt des reinen Analysten sagt z. B.
Lagramge, Théorie des fonctions, éd. 2 (1813), p. 811: Ainsi on peut regarder la
mécanique comme une géométrie i quatre dimensions et l'analyse mécanique
comme une extension de l'analyse géométrique. Derartige Ansichten bestehen
auch noch gegenwirtig, vgl. z. B. O. Rausenberger, Analyt. Mechanik, p. 1.
Man kann natiirlich auch den Weg einschlagen, zuerst ein widerspruchsloses,
vollig abstraktes Bild der Erscheinungen vermoge der geometrisch-mechanischen
Fundamentalbegriffe zu entwickeln, und dann die weiteren Bestimmungsweisen
einzufiihren, welchen letztere in Riicksicht auf die Moglichkeit einer Beziehung
auf die Wirklichkeit unterworfen werden miissen; bei dieser Anordnung wiirde
die reine Bewegungslehre z. B. eine andere systematische Stellung einnehmen.
Dies ist die von Hertz, Mechanik, p. 53 und 157 scharf festgehaltene An-
schauung.

61%) Die Disziplin der Kinematik, vgl. IV 4, kann sich natiirlich auf diesen
abstrakten Zeitbegriff als methodisches Hiilfsmittel bei ihren Beweisen stiitzen.
Sie bildet einen wichtigen Teil der descriptiven Mechanik, die seit Poncelet’s
Vorlesungen (1836) sich zur graphischen Darstellung von Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen (in Bezug auf letztere bei R. Proell, Versuch einer graphi-
schen Dynamik, Leipzig 1874) und damit zu der Idee einer graphischen Dynamik
sich fortbildet, deren allgemeine Ziele freilich erst neuerdings durch K. Heun
skizziert sind (K. Heun, Die kinetischen Probleme der wissenschaftlichen Technik,
Deutsche Math.-Ver. 9 (1900), p. 112). A. Schonflies entwickelt den Begriff einer
reinen Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung, Leipzig 1886,
welche die Begriffe Geschwindigkeit und Beschleunigung in den Beweisen ver-
meidet.

62) Newtor, Principia, p. 5—7; vgl. Lange, p. 47—72; Laplace beginnt
die Mécanique cél. p. 4 mit den Worten: On s’'imagine un espace, sans bornes,
immobile et pénétrable pour la matiére, c’est aux partiees de cet espace réel
ou idéal que nous rapportons par la pensée la position des corps.

63) Newton, Princ. p. 7: Verum quoniam hae spatii partes videri nequeunt.

64) Newton, Princ. p. 5: Nam tempus spatium locum et motum ut omni-
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temps ni l'espace®; hochstens hielt man es fiir notig, den Begriff
gleicher Zeiten zu erdrtern.

Aber seit Kant%*) ist die Erkenntnis allgemein durchgedrungen,
dass Raum und Zeit Formen unserer Anschauung sind, denen nur
transcendentale Realitit zukommt, und an dieser Einsicht werden auch
alle tiefern psychologisch-physiologischen Erkenntnisse iiber den Pro-
zess der Entstehung und weiteren Ausbildung dieser Anschauungs-
formen nichts #indern®). Damit ist aber zugleich ausgesprochen, dass
man von Bewegung im mechanisch mathematischen Sinne nur reden
kann, wenn man ein Koordinatensystem angiebt, in Bezug auf das
die Lage des sich bewegenden Punktes definiert ist®¢).

Schon FEuler 6) spricht es vollkommen klar aus, dass alle Be-
wegung, d. h. Ortsveriinderung, nur relativ sei, freilich nicht ohne
hinzuzufiigen, dass man doch an der absoluten Bewegung festhalten

bus notissima non definio; Poisson, Mécanique 1, § 112: Duhamel, Mécanique 1,
p. 8: ,,La notion de temps est une de celles, qui ne sont pas susceptibles de
définition, mais ce qu'il faut définir, c’est I'égalité des temps.*

Allerdings ist es ein naives, des wissenschaftlichen Betriebes unkundiges
Verlangen, alles definieren zu wollen (Bolizmann, Wien. Ber. 106 (1897), p. 83).
Wenn es aber auch nicht die Aufgabe der einzelnen Wissenschaft ist, durch
psychologische Analyse ihre Begriffe vollstindig zu definieren, so muss sie doch
jedenfalls den ¢hr eigentiimlichen Sinn derselben genau bezeichmen.

64%) Die Ansicht, dass Raum und Zeit keine objektive Realitiit besitzen,
ist natiirlich weit #lter, als Kant’s Kritik der reinen Vernunft (1781). Schon
Euler polemisiert (Reflexions sur l'espace et le tems, Berlin, Mém. de I'Acad.
1748, p. 324), gegen die ,Metaphysiker, welche dieser Ansicht waren, die ihm
fir die Mechanik unannehmbar erschien. Nach dem auf Kant's Terminologie
zuriickgehenden Gebrauche bezeichnet man als tramscendent Gegenstinde, die
jenseits der Grenzen der Erfahrung liegen, dann auch Behauptungen, die sich
auf solche Gegenstinde beziehen. Tramscendental, d. h. die Voraussetzungen
der Erkenntnis betreffend, heissen dagegen Untersuchungen, die sich auf solche
Voraussetzungen beziehen, sowie diese letzteren selbst. Die Lehre von dem
Vorhandensein eines absoluten Raumes, einer absoluten Zeit, ist hiernach eine
transcendente; die Lehre von der Idealitit von Zeit und Raum eine transcen-
dentale.

65) Dagegen fillt mit der Beseitigung der Kant’schen Lehre von der Aprio-
ritdt des Raumes und der Zeit in dem Sinne, wie ihn Kant selbst gewollt
hat, auch das Dogma, dass in der Mechanik nur das als zeitlich und riumlich
Aufgefasste als objektiv wahr anzusehen sei; vgl. P. Beck, Diss. p. 37.

66) Vgl. Pearson, Grammar, p. 233. Die Frage nach dem transcendentalen
Charakter der Bewegung iiberhaupt (vgl. z. B. A. Hofler, Studien, p. 127, 133)
beriihren wir nicht; sie gehort nicht in dié Mechanik.

67) Euler, Theoria motus (1765); desgl. Reflexions sur l'espace et le tems,
Berlin, Mém. de I'Acad. 1748, p. 324 Uber Euler’s Ansichten vgl. Lange,
Bewegungsbegriff, p. 87—97.
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miisse®). Weit schirfer sagt Kant®): ,Der absolute Raum ist an sich
nichts und gar kein Objekt, ... sondern bedeutet nur einen jeden einzel-
nen relativen Raum ..., den ich mir tiber jeden gegebenen .. hinausriicke.
Ihn zum wirklichen Dinge zu machen .., heisst die Vernunft in ihrer Idee
massverstehen®, will aber gleichwohl die Rotationshewegung als etwas
Wirkliches ansehen. Obwohl sich von seiten der Mathematik die Lehre
von der relativen Bewegung ™) zu grosster Vollkommenheit aushildete,
blieb doch fiir die Mechanik die Voraussetzung des absolut festen Ko-
ordinatensystems ™) (sowie auch der absoluten Zeit, in die noch dazu
astronomische Erorterungen iiber das Maass der Zeit in unklarer Weise
eingemischt werden) bestehen.

Duhamel und C. Neumann haben™) in nachdriicklicher Weise auf
diese Méngel aufs neue aufmerksam gemacht. Nach Neumann ist das
Prinzip der Trigheit vollig unverstindlich™), wenn nicht hinzugefiigt
wird, in Bezug auf welches Koordinatensystem sich der ,sich selbst
iiberlassene“ materielle Punkt geradlinig bewegt und was gleichformige
Bewegung ist; man muss, um diese Aussagen verstehen zu kénnen,
einen hypostasierten unbeweglichen Raum™), ,den starren Kérper A¢

63) Theoria motus, § 81.

69) Kant, Metaph. Anfangsgriinde, Wiener Ausgabe, p. 16; bei Lange,
p. 97—108.

70) G. Coriolis, J. éc. polyt. cah. 24 (1835), p. 142.

71) So z. B. F. Minding, Mechanik, p. 1: ,Es ist klar, dass jedem Korper
eine absolute Bewegung zukommt.“ Dagegen kann man sich mit der Ausse-
rung von R. Hoppe (Archiv f. Math. (2) 16 [1898], p. 8) die Auffassung der Be-
wegung als absolute sei eine Bedingung der Erkenntnis, noch immer einver-
standen erkliren, auch wenn man die Relativitit der Bewegung villig zugiebt.

72) J. M. C. Duhamel, Sur les principes de la science des forces, Paris,
C. R. 89 (1869), p. 773 und ausfiihrlicher in den Méthodes 4 (1870), p. 454 sagt:
Le mouvement absolu généralement admis jusqu'ici est une pure chimére, fondée
sur une autre chimére, celle d’un espace éternel et absolu. Nous avons encore
3 combattre une conception aussi chimérique que celle de Vespace, qui fait du
temps un &tre réel nécessaire indépendant de toute création; vgl. auch daselbst
p. 224 und XVI im avant-propos. Die Ansichten Duhamel's scheinen weniger
beachtet zu sein. F. Reech, Cours de mécanique, Paris 1852, #ussert sich schon
frither folgendermassen: Cette loi d'inertie ne sera plus un principe ni un fait
d'expérience, mais une pure convention, und will die Statik begriinden, sans
quil jamais il faille invoquer ni T'hypothése de la rigidité des corps, ni celle
d’un état absolu de repos, ni celle d'un état absolu de mouvement rectiligne
uniforme dans l'espace. Ubrigens entwickelt Th. Youmg in seinen Lectures 1,
p. 18 und 2, p. 27 ausfiihrlich ganz #hnliche Gesichtspunkte wie Duhamel. —
C. Neumann, Die Prinzipien der Galilei- Newton’schen Theorie, Leipzig 1870.

73) Newmann, Prinzipien, p. 14.

74) Newmann, Prinzipien, p. 15.

Encyklop. 4. math. Wissensch. 1V 1. 3
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als existierend annehmen, dessen drei Haupttrigheitsaxen die Koordi-
natenaxen liefern. Dagegen schien ihm im Zusammenhange dieser
Auffassung eine neue Wendung fiir das Zeitmaass zu gelingen: Je zwes
sich selbst iiberlassene materielle Punkte bewegen sich so, dass gleichen
Wegstrecken des einen stets gleiche des anderen korrespondieren ).
Bezeichnet man dann die Zeiten, in denen der eine gleiche Strecken
zuriicklegt, als gleich, so spricht das Trigheitsgesetz die Behauptung
aus, dass jeder sich selbst iiberlassene Punkt gleichférmig und gerad-
linig fortschreitet ).

14. Die Zeitmessung. I’Alembert™) suchte eine metaphysische
Definition gleicher Zeiten zu gewinnen: Gleiche Zeiten sind solche, in
denen identische Korper identische Bewegungsvorginge unter identi-
schen Umstéinden ausfiihren. So anschaulich diese Definition zu sein
scheint — man denkt dabei etwa an ein mathematisches Pendel, das
in gleichen Elongationen schwingt —, so muss dabei doch schon die
erkennbare Identitit der Wirkungen worausgesetzt werden.

Diese Schwierigkeit héingt eng zusammen mit der Voraussetzung
des unbeeinflussten Bezugsystems, die sowohl der Neumann’schen, als auch
spateren Auffassungen (Lange, Streintz) zugrunde liegt, bezw. des
materiellen Punktes. Man wird vielleicht sagen, ein Punkt sei dann
unbeeinflusst, wenn er durch keine Lagenverinderung der ausser ihm
vorhandenen Korper irgend welche Anderungen seines Bewegungs-
zustandes erfihrt™). Aber der letztere kann doch schliesslich nur
durch das Fehlen von Unterschieden in den Koordinaten und Ge-
schwindigkeiten, d. h. durch zeitliche Bestimmungen erkannt werden,
setzt also schon das Zeitmaass voraus.

So scheint man sich in der That immer weiter in unaufldsliche
Widerspriiche zu verlieren. Ein Ausweg scheint hier nur méglich, wenn

75) Newmann, Prinzipien, p. 18.

76) Newmamn’s Zeitvorstellung auch bei Maxwell, Substanz und Be-
wegung, p. 3b.

77) & Alembert, Traité 2. éd. (1768); in der Ubers. v. 4. Korn, Ostwald
K. B., Nr. 106, findet sich diese Stelle nicht; ahnlich auch Poisson, Mécanique
2, § 111, von dessen Auffassung sich H. Streintz (Grundlagen, p. 85) befriedigt
erklirt. Euler sagt einfach, Theoria motus, §18: Was gleiche Zeiten sind, sieht
ein jeder ein, auch wenn vielleicht nie in beiden gleiche Anderungen eintreten,
aus denen auf jene Gleichheit geschlossen werden kénnte. Die d’Alembert'sche
Auffassung findet sich weit vollstéindiger schon von J. Locke (1690) entwickelt.

78) P. Duhem (Commentaire 1892, p. 274) spricht von dem Begriff un-
abhiingiger Systeme, falls die Parameter derselben unabhingig von den Para-
metern anderer Systeme sich #ndern kdnnen, wogegen sich vom abstrakten
Standpunkt aus nichts einwenden lisst.
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man enfweder von der ganz abstrakten Auffassung der Voraussetzung
des absoluten Determinismus ausgeht, bei der alle variabeln GrSssen,
welche die Natur der Korper bestimmen, nur von einer Grundvari-
abeln abhingen, die nun ¢ genannt wird™), oder, was der Riickkehr
su einer natiirlichen Auffassung mehr zu entsprechen scheint, sich durch
den praktischen Hinweis auf das thatsiichliche Zeitmaass befriedigt er-
klirt, welches durch die Dauer der Erdrotation resp. durch die besten
Chronometer, welche sich anfertigen lassen, gegeben wird®).

Dabei ist es denn unwesentlich, ob wegen der an einem Chrono-
meter von idealer Vollendung in lingeren Zeitriumen nachweisbaren
Ungleichformigkeit der Erdrotation das Zeitmaass etwa durch die
Schwingungsdauer des Lichtes einer bestimmten Farbe, etwa einer
der Natriumlinien®®), oder die durch Maxwell, Helmholiz u. a. vor-
geschlagene Umlaufszeit eines idealen Planeten um einen Central-
korper ersetzt wird.

15. Philosophische Ansichten der Gegenwart. Man sieht hier-
aus, dass eine allgemeine Einigung liber diese dem Grenzgebiet der
Philosophie und Mechanik angehdrenden Fragen bisher trotz mancher
Versuche nicht erreicht ist. Auch die philosophischen Ansichten gehen
noch diametral auseinander. Volkmann bezeichnet die Existenz einer
absolut gleichférmig dahinfliessenden Zeit als ein notwendiges Postu-
1at®?), ganz ebenso sussert sich auch Liebmanns?); andere geben riick-
haltlos die Relativitdt von Zeit und Raum zu. Alle diese Schwierig-
keiten sind schon ausfiihrlich von Locke hervorgehoben®), aber auch
in den neuesten Arbeiten nicht beseitigt.

J. Epstein®) will analog mit den Helmholtz’schen Axiomen der

79) Vermoge dieser Auffassung kommt man dann wieder zu Lagrange’s
Standpunkt, Fussn. 61.

80) So Hertz, Mechanik, p. 158; Boltzmann, Mechanik, p. 8; Love, Me-
chanies, p. 3 ff.

81) Thomson u. Tait, Treatise 1, part 1, p. 226. Fiir die Lingeneinheit
derartige Untersuchungen bei 4. A. Michelson, Les méthodes interférentielles
en métrologie, J. de phys. (8) 3 (1894), p. 1. — Die auf der gegenwdrtigen
Dauer der Erdrotation gegriindete Bestimmung der Zeitmessung steht mit der
Vorstellung, dass diese an ein und demselben idealen Chronometer gemessene
Dauer im Lauf der Zeit wechseln konne, nicht im Widerspruch.

82) Volkmann, Theor. Physik, p. 51 u. 71.

83) O. Liebmann, Zur Analysis der Wirklichkeit, p. 70 ff., 87, 93—95;
Wundt, Logik 1, p. 430, scheint der entgegengesetzten Ansicht zu sein.

84) J. Locke, An essay concerning human understanding, book 2, chapt. 14,
§ 8 (1690); vgl. die Ausg. Oxford 1894, vol. 1, p. 249; siche Fussn. 77.

85) J. Epstein, Die logischen Prinzipien der Zeitmessung, Diss. Leipzig
1887 (Berlin 1887).

3#
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(reometrie als Axiome der Zeitmessung ansehen, dass die Dauer eines
Vorgangs unabhiingig von der Zeit und dem Orte seines Stattfindens
ist®). Ob sich mit dieser Aussage ein klarer Sinn verbinden lisst,
mag dahinstehen; jedenfalls besteht ein Unferschied zwischen der
Raum- und Zeitanschauung, der eine so analoge Behandlung unmdg-
lich macht.

Dass wir in unserer Raumanschauung das Vermogen besitzen,
auf Grund der axiomatischen Aussagen vollig definierte Konstruk-
tionen vorzunehmen, insbesondere die Gleichheit zweier Strecken durch
»Aufeinanderlegen” definieren zu konnen, scheint ebenso unzweifelhaft,
als dass diese Konstruktionen sich auf unser rdumliches Bild von der
Wirklichkeit anwenden lassen. Aber von dieser Dogmatik grundver-
schieden ist die andere, welche ein #hnliches fiir die Vorstellung der
Zeit behaupten will. In uns finden wir zunfichst nur die Vorstellung
des Nacheinander, dann die der Dauer, welche aber sobald nicht gleich-
zeitige Ereignisse verglichen werden, sondern solche, von denen das eine
frither endet wie das andere, nur auf den unbestimmten Empfindungen
der Ermiidung und Erholung beruht®"). Auf keine Weise aber ktnnen
wir in unserer innern Anschanung zu verschiedenen Zeiten stattfindende
Ereignisse hinsichtlich ihrer Dauer vergleichen, was erforderlich ist,
wenn man mit Epstein eine auf Axiome der Anschauung gegriindete
Zeitmessung analog zu dem Verfahren der Geometrie einfiihren will®).

16. Das Bezugsystem der Mechanik. Hatte C. Newmann durch
die Forderung des existierenden Koérpers A drastisch das Fehlen eines
Bezugsystems bezeichnet, so suchte nun Streintz®) dasselbe zu liefern.
Absolute Translation ist thm selbstverstindlich etwas Unerkennbares;
die Aussage, dass das Bezugsystem keine absolute Translationsbeschleu-
nigung besitzen darf, ersetzt er daher durch die Forderung, dass das-
selbe wunbeeinflusst sein soll. Dagegen hilt Streintz fest an der Mog-
lichkeit einer absoluten Rotationshewegung®); diese kann dann natiir-

86) So auch Maxwell, Substanz und Bewegung, p. 15.

87) Dagegen behauptet O. Lodge, Phil. Mag. (5) 36 (1893), p. 8: ,The
conception of uniform motion is based on a simple primary muscular sensation.®

88) Unverstindlich bleibt es daher auch, wenn Hertz, Mechanik, p. 53,
einfach die Zeit als die ,junserer innern Anschauung definiert; desgleichen,
wenn man physiologisch offenbar erworbene Fahigkeiten, wie Ziblen im Takt
u. dgl., als primiire ansehen will.

89) H. Streintz, Die physikal. Grundlagen der Mechanik, Leipzig 1883.
Ahnliche Ideen zum Teil schon bei Mach in der Mechanik von 1883; siehe
dessen Kritik der Streintz’schen Betrachtungen, Mechanik, p. 232.

90) Diese direktionelle Ruhe nimmt auch Maxwell an, Substanz und Be-
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lich an den schembaren Eigenbewegungen eines gyroskopischen Kom-
passes, d. h. eines nach der Methode Cardani’scher Aufhingung um
eine freibewegliche Axe rotierenden Rotationskdrpers, eines Gyroskops
erkannt, und, wenn man die betreffenden Lehrsitze der Mechanik
kennt, auch verstanden werden. In praktischer Hinsicht ist zuzugeben,
dass man in den gyroskopischen Kompass ein Mittel besitzt, um Be-
zugskorper zu gewinnen, in Bezug auf die das Galilei’sche Prinzip
gilt®"); zu beanstanden aber bleibt hier die Annahme der absoluten
Rotation, die mit den gegenwirtigen erkenntnistheoretischen Grund-
sitzen schwer vereinbar ist, sowie in methodischer Hinsicht die Ein-
fithrung eines komplizierten Versuches als Voraussetzung der weiteren
Erkenntnis, dessen Verstindnis erst nach manchen Vorbereitungen in
der Dynamik gegeben werden kann.

L. Lange hat diese Liicke auszufiillen gesucht, indem er ein
System angab, welches wenigstens keinen logischen resp. methodo-
logischen Fehler besitzt und zugleich nicht, wie Neumann’s Korper A,
tramscendent real, sondern nur ideal ist®?). Es ist dies das folgende:

Schon W. Thomson %) hatte vorgeschlagen, als Bezugsystem die
Konfiguration von vier materiellen Punkten anzusehen, die gleichzeitig
von einem Orte aus geschleudert werden. Nach Lange ist jedes etwa
Descartes’sche Koordinatensystem, dessen als starre Driihte, auf denen

wegung, p. 95. B. u. J. Friedlinder, Absolute und relative Bewegung (Berlin
1896), wollen sogar durch Versuche diese Frage zu entscheiden suchen. Eine
allgemeine Einigung ftiber diese Frage (vgl. auch Kant, metaphys. Anfangs-
griinde, p. 96) ist bisher noch nicht erfolgt; man vgl. die Kritik der verschie-
denen Anschauungen bei Mach, Mechanik, p. 221—240. L. Lange (Bewegungs-
begriff, p. 63) bemerkt treffend, dass man aus den Kriiften, die doch nur Aussagen
iiber wahrgenommene Bewegung enthalten, keine Aufklidrung iiber die absolute
Natur der Bewegung gewinnen konne, wie dies das Newton’sche Rotations-
experiment, Principia, p. 9, will.

91) Das Gyroskop bestimmt Kérper, die nicht in Bezug auf ein Streintz-
sches Fundamentalsystem rotieren, keineswegs aber Korper, von denen sich das
Nichtvorhandensein einer absoluten Rotation aussagen liesse; letztere ist mach
Mach, Mechanik, p. 218, eine ganz iberfliissige metaphysische Vorstellung.

92) L. Lange, Uber das Beharrungsgesetz, Leipz. Ber, 37 (1885), p. 353; die
wissenschaftl. Fassung des Galilei’schen Beharrungsgesetzes, Phil. Studien 2,
p. 266, 539; vgl. auch das Referat von H. Seeliger, Vierteljahrsschr. d. astro-
nomischen Gesellsch. 22 (1887), p. 252.

93) Thomson u. Tast, Treatise 1, part 1, p. 242. Ein #hnliches Koordinaten-
system betrachtet J. Tilly, der iibrigens an den Vorstellungen der absoluten Be-
wegung festhiilt (Brux. Bull. de I’Acad. Roy. (3) 14 (1887)), schon 1878 in dem
Essai sur les principes fondamentaux de la géométrie et de la mécanique, Bor-
deaux, Mém. (2) 3 (1878), p. 1.
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jene Punkte wie glatte Kugeln gleiten konnen, vorgestellte Axen be-
stindig durch drei von einem Punkt aus (nach verschiedenen riumlichen
Richtungen) geschleuderte Punkte hindurchgehen, ein Galilei’sches
Bezugsystem; es ist dann leicht zu zeigen, dass jedes solche System
in Bezug auf ein anderes wieder den Charakter eines solchen hat.
In Bezug auf ein solches System wird nun die Bahn des sich selbst
iiberlassenen Punktes als Gerade definiert; wird der Zeitbegriff dann
nach Neumgnn eingefiihrt, so hat man die weitere Aussage, dass
jeder Punkt in Bezug auf ein Inertialsystem und eine Inertialseitskala
sich gleichférmig und gradlinig bewegt.

Eine allgemeine Konvention iiber diese Fragen ist bis jetzt noch
nicht erreicht, und aus der Thatsache, dass noch neuerdings die alten
Zweifel iiber absolute und relative Bewegung und iiber den Sinn der
Newtorn’schen Lehre ausfiihrlich Besprechung gefunden haben, muss
man wohl schliessen, dass diese fundamentalen Fragen noch immer
nicht véllig aufgeklirt und durchdacht sind %%).

Indessen ist darauf hinzuweisen, dass James Thomson®) schon
in #hnlicher Weise wie Lange auf die Notwendigkeit eines ,frame of
reference“®), etwa eines Thomson-Tait’schen Koordinatentetraeders,
hingewiesen hat; in mehr logischer Weise sucht Muirhead die dem
Newton- Galilei’schen System zugrunde liegenden Gesichtspunkte zu
skizzieren, wenn er sagt®):

,»t is possible to choose the masses of the solar system, the axes,
the chronometry .., so that the masses shall correspond with those of
astronomy and the forces shall be resolvable into such as will be
expressed by the law of universal gravitation ... Then true time, ab-
solute velocity and mass-measurement being defined from this system,
there would be a farther law of physics, that the forces of the various

98%) Vgl. das Referat iber eine in verschiedenen englischen Zeitschriften
zwischen Love, Mc Gregor, A. Basset, E. Dizon, Mc Aulay, A. Gray, O. Lodge
gefilhrte Diskussion iiber absolute und relative Bewegung von E. Lampe, Fort-
schritte d. Mathem. 256 (1897), p. 1318, sowie eine Reihe von Noten von E. Goedseels,
P. Mansion, Pasquier, E. Vicaire in den Bruxelles, Ann. Soc. Scientif. 16—21
(1890—1897).

94) J. Thomson, On the law of inertia, Edinb. Roy. Soc. Proc. 12 (1882/84),
p. 568, 730.

95) J. Thomson a. a. O.; P. G. Tast, Edinb. Roy. Soc. Proc. 12, p. 743.

96) F. Muirhead, The laws of motion, Phil. Mag. (5) 23 (1887), p. 473. Ahn-
lich auch Petrini, Fussn. 11, p. 281 ff.; desgl. Love, Mechanics, p. 92, sowie

auch J. Hadamard, Sur les principes fondamentaux de la mécanique, Bordeaux,
Ann. Soc. Phys. (1897).
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particles composing the members of the solar system and others are
expressed by our various physical laws or theories.”

Es liegt indessen nahe einen anderen weniger abstrakten Stand-
punkt zu wihlen, um die vorliegendén Schwierigkeiten zu heben.
Betrachtet man in Bezug auf érgend ein uns zur Verfiigung stehendes
Koordinatensystem die Beschleunigung als Maass der Kraft, welche diese
Bewegung ,hervorbringt®, so wird, falls letztere Null ist, fiir den be-
treffenden materiellen Punkt die gleichformige geradlinige Bewegung
entstehen. Auf Grund dieser Voraussefzung wird man zu bestimmten
Aussagen gelangen, welche entweder mit der Wirklichkeit in geniigen-
der Ubereinstimmung sind oder nicht. Im letzteren Falle wird man
das Bezugsytem als ungeeignet verwerfen?’); es ergiebt sich aber zu-
gleich die Thatsache, dass es bisher immer, wenigstens in der Mecha-
nik der ponderablen Korper, gelungen ist, dann ein anderes einzu-
fithren, welches den Erscheinungen der Wirklichkeit mit hinreichender
Anniherung sich anpasst. So geht man von den Erscheinungen des
Falles, der in Bezug auf irgend ein Bezugsystem auf der Erde betrachtet
wird, iiber zu einem geocentrischen System, welches an der Rotation
der Erde nicht teilnimmt; bei erweiterten ITragen iiber zu einem
System, dessen Anfang der Sonnenmittelpunkt, dessen Z-Achse die
Normale auf der invariabeln Ebene sind, resp. zu einem System, dessen
Achsen durch die Richtungen bestimmter Fixsterne bestimmt sind.
In diesem Falle bleibt der Zweifel, ob es wirklich ein fundamentales
Bezugsystem giebt, aber die Erwartung ist berechtigt, dass es auch
bei der Vertiefung in weitere Fragen immer gelingen werde, die An-
wendungsfihigkeit eines solchen erprobt zu sehen.

17, Neuere Theorieen. Dieser, neuerdings wieder mehrfach ver-
tretene, wenn auch sehr populire Standpunkt diirfte vorliufig, soweit es
die Mechanik ponderabler Korper betrifft, einen Vorzug verdienen vor

97) Die Wahl des ,frame of reference* steht in unserem Belieben; die
Beschreibung der Bewegungen wird aber verschieden je nach dieser Wahl aus-
fallen, vgl. Love, Mechanics, p. 8. Dies scheint auch der Standpunkt von Hertz,
Mechanik, p. 158, von A. Foppl, Mechanik 1, p. 1, zu sein. Vgl. auch P. Du-
hem, Commentaire 1892, p. 271: ,,Si nous regardons comme exacte une hypothdse
ou intervient la considération du mouvement absolu et si cette hypothése,
appliquée aux mouvements relatifs & un certain triedre, conduit & des resultats
inexacts, nous déclarons que ce triddre n’est pas absolument fixe*; desgl. Mack,
Mechanik, p. 236: ,Der natiirlichste Standpunkt bleibt der, das Trigheitsgesetz
zunichst als eine hinreichende Anniherung zu betrachten, dasselbe riumlich
auf den Fizsternhimmel, zeitlich auf die Rotation der Erde zu beziehen, und
die Korrektur von einer erweiterten Erfahrung zu erwarten.®
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denjenigen Betrachtungen, welche durch die Voraussetzung eines den
Raum erfiillenden Mediums, des Athers, den Newton'schen absoluten
Raum wieder — allerdings nur in gewissem Sinne — einfithren wollen.
Fir die sltere Auffassung, die durch Bewegungsverhiiltnisse des Athers die
Licht- und Wirmeerscheinungen beschreibt, ist diese Wendung allerdings
unmdglich. Anders steht es aber, wenn in der fortgebildeten Max-
well’schen Theorie der Ather als ein vorhandenes, in seiner geometri-
schen Konfiguration unveriinderliches Medium mit bestimmten wohl-
definierten Eigenschaften aufgefasst wird*®). Es ist hierbei nur daran
zu erinnern, dass die elektrischen und magnetischen Vorgiinge nicht
mehr als Bewegungen, sondern als Zustinde der Polarisation ete. auf-
gefasst werden, die man nun auch wieder unter dem Bilde einer Strd-
mung sich vorstellen kann. Gegen einen solchen Ather, welcher dann
das absolute Bezugsystem bildet, tiber dessen absolute Ruhe®) damit
freilich nichts ausgesagt werden kann und soll, und dessen Zusténde
durch beobachtbare Vorginge in einem Felde definierbar sind, lassen
sich dann auch Relativbewegungen'®) der ,ponderablen” Korper denken,
so lange man noch nicht dazu gelangt ist, alle Erscheinungen als Zu-
stinde des Athers iiberhaupt zu beschreiben. Vielleicht ist letzteres
die Tendenz einer elektrischen Weltanschauung, die gegenwirtig bei
manchen Physikern verbreitet ist; es wird vor allem darauf ankommen
inwieweit durch Versuche entschieden werden kann, ob die thatsich-
lichen Erscheinungen mit der Voraussetzung eines ruhenden Athers,
fir die die Aberration des Lichtes eine bekannte Stiitze bildet, in
Einklang sind oder micht. Die formalen Grundlagen der Mechanik
wiirden damit einen ganz anderen Charakier annehmen konmnen, als
bisher; doch scheint es verfriiht, hierauf weiter einzugehen.

In einer eigentiimlichen Weise hat neuerdings im Anschluss an
die Ideen von F. Reech, im Cours de mécanique 1852, Andrade'°t) ver-

98) Vgl. das Referat von W. Wien, Uber die Fragen, welche die translato-
rische Bewegung des Lichtithers betreffen, Beibl. Ann. Phys, Chem. (2) 65 (1898).

99) H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen
Erscheinungen in bewegten Korpern, Leiden 1895, p. 4; desgl. J. Larmor, Aether
and matter including a discussion of the influence of the earths motion in op-
tical phenomena, Cambridge 1900. Auch schon friher bei J. J. Thomson, An-
wendungen, p. 40.

100) Vgl. z. B. Volkmann, Theor. Physik, p. 54; E. Budde, Mechanik 1,
p. 112, 135; desgl. Mach, Mechanik, p. 225. Den Versuch, eine Mechanik in
diesem Sinne zu skizzieren, macht W. Wien, Uber die Moglichkeit einer elek-
tromagnetischen Begriindung der Mechanik, Livre Jubilaire dedié 4 H. A. Lorentz,
La Haye 1901, p. 96, auch Ann. Phys. Chem. (8) 5 (1901), p. 501.

101) F. Reech, Cours de mécanique, Paris 1852, p. 21; J. Andrade, Legons
de mécanique physique, Paris 1898,
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sucht, eine formale Mechanik zu begriinden, ohne iiber das Trigheits-
prinzip von vornherein zu entscheiden. Bei ihm werden die Krifte
statisch, durch Spannungen gemessen. Er unterscheidet dann bei
jedem materiellen Punkte eine Endbeschleunigung j (accélération finis-
sante) und eine Anfangsbeschleunigung (ace. commencante) J, 1°%) deren
vektorielle Differenz in Bezug auf irgend ein relatives Koordinaten-
system von der Beschaffenheit desselben nach den Coriolis’schen For-
meln®) iiber relative Bewegung unabhingig ist und setzt voraus,
dass in der Formel
F=mJ—jT
fiir die relative Kraft die Grosse 7' ein nur vom Zeitmaass abhingen-
der Faktor ist. Da beim Ubergang zu einem neuen Zeitmaasse ¢', das
mit dem alten ¢ durch die Gleichung ¢’ = f(¢) verbunden ist,
(J —j) at* = (J" —j’) ar’
wird, so folgt N
F=n—i) (%) T
man kann daher immer eine absolute Zeitskala einfithren, fiir die

dt’\?
(@) 7=1
ist. Allerdings muss die accélération finissante oder der Verlauf der
natiirlichen Bewegung bekannt sein, wenn diese Formeln eine prak-

tische Verwendung finden sollen.

B) Die Grundbegriffe der Statik.

18. Die Kriifte in der Statik. Wir gehen weiter auf die me-
chanischen Grundbegriffe ein. Die Mechanik hat sich durch die Be-
trachtung der einfachsten Maschinen, dann durch die geometrischen
Lehren des Archimedes iiber den Schwerpunkt entwickelt; sie tritt zu-
nichst als Statik auf, in der die Krifte direkt durch Zug- und Druck-
wirkungen, wie sie von menschlichen Héinden oder Gewichten an ge-
spannten Seilen ausgehen, also noch ganz anthropomorphistisch gefasst
werden'®). Es ist keinem Zweifel unterworfen, dass diese statischen

102) Andrade, Legons, p. 51 ff.

108) G. Coriolis, Mémoire sur les équations du mouvement relatif des systémes
de corps, J. éc. polyt. cah. 24 (tome 15) (1833), p. 142.

104) So z. B. bei Galilei in der Scienza della meccanica (1592), Opere 2;
bei Varignon in der Mécanique nouvelle u. s. w.; allmihlich verschwinden diese
handgreiflichen Illustrationen und gehen in die jetzt iibliche vektorielle Bezeich-
nung durch gerichtete Strecken (Vektoren) iiber. Auch C. Neumann spricht von
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Krifte durch bestimmte Gewichtseinheiten gemessen und in Zahlen durch
raumliche Vektoren ausgedriickt werden konnen. Auf diesem Wege
entwickelt sich namentlich durch Varignow's Einfluss die Statik der
starren Korper, die ihre Vollendung in der von Poinsot geschaffenen
Theorie der Kriftepaare (couples) zu erreichen schien, und in voll-
kommener Strenge, sobald man die mehr oder weniger scharf ausge-
sprochenen axiomatischen Grundlagen zugiebt, zu den Gleichgewichts-
bedingungen des starren Korpers hinleitet.

Zwei Krifte sind dann gleich, wenn sie in entgegengesetzter Rich-
tung angebracht sich im Gleichgewicht halten; nimmt man ferner an,
dass Krifte, in gleicher oder entgegengesetzter Richtung, sich durch
algebraische Summation vereinigen, so bleibt nur noch die Aufgabe,
die Zusammensetzung verschieden gerichteter Krifte an demselben
mathematischen Punkte vermdge der Regel des Parallelogramms zu
beweisen.

Der soeben bertihrte Begriff des starren Korpers ist ein von der
Statik selbst geschaffener, der urspriinglich nur die Vorstellung einer
ihrer geometrischen Konfiguration nach unveréinderlichen Substanz
enthilt, fiir deren Punkte die Verlegbarkeit der Krifte in der Rich-
tung ihrer Angriffslinie als Axiom, als Prinzip der Verlegung des An-
griffspunktes der Kraft in ihrer Richtung festgesetzt wird. Solche Vek-
toren werden passend von E. Budde (Mechanik 2, p.537) linienfliich-
tige im Gegensatze zu den freien (z. B. Kriftepaaren) genannt.

Diese Untersuchungen, in die im weiteren Verlaufe, namentlich
wo es sich um Wirkungen verschiedener starrer Kérper auf einander
beim Stoss und verwandten Fragen handelt, auch die Vorstellung
einer jedem starren Korper eigentiimlichen Masse (und damit die
ganze Lehre von der Geomelrie der Massen (siehe IV 3) in ihrer iiber
die barycentrischen Lehren des Archimedes weit hinausgehenden Aus-
fihrung mit Hiilfe der Infinitesimalmethoden) hineinbezogen wird,
stehen ihrem historischen Charakter nach ausser Zusammenhang mit

Befehlen, welche sich die Korper erteilen, Prinzipien, p. 5, auch Math. Ann. 1 (1869),
p. 317). Treffende Ausserungen dieser Art sind gewiss nicht wertlos. Dass die
abstrakte wissenschaftliche- Darstellung darnach strebt, die anthropomorphisti-
schen Anschauungen zu beseitigen, ist wohl selbstverstindlich; aber auch in
allgemeiner Beziehung kann es nur voreilig erscheinen, diese einem ganz be-
schrinkten Gebiet von Empfindungen entnommenen Vorstellungen als fir alle
Erscheinungen maassgebend anzusehen. In dieser Beziehung beachte man auch
die Bemerkung von Th. Young, Lectures 1, p. 28: We must not imagine, that
the idea of force is maturally connected with that of labour or difficulty, this
association is only derived from habit.
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der eigentlichen Dynamik. Ihr steht die dynamische Vorstellung des
starren Korpers gegeniiber, welche denselben von vornherein als Aggre-
gat von Massenteilchen auffasst, die durch Krifte, welche jede Ver-
dnderung der Konfiguration verhindern®#*), zu einem System verbunden
sind. Diese scheint in viel ungezwungener Weise zu der Idee eines
allgemeinen materiellen Systems hiniiberzuleiten, bei der die eigen-
tiimlichen Fille der statischen Unbestimmtheit (siehe IV 5 und 22)
nicht auftreten. Der grundlegende Wert der Statik beruht iibrigens
nicht so sehr auf dieser doch nur in sehr beschrinktem Maasse an die
Wirklichkeit angepassten Unveréinderlichkeit der Konfiguration, son-
dern in der Entwicklung der Lehre von der Aguivalenz der Krifte,
welche auch die dynamischen Anschauungen spiter bestindig begleitet;
auf den wertvollen methodischen Inhalt der Statik, wie er namentlich
in der Theorie der Momente auftritt, und den wichtigen Dualismus
zwischen Statik und Bewegungslehre, den die Theorie der Vekforen
und Schrauben darlegt, kann hier nur hingewiesen werden.

19. Das Parallelogramm der Krifte. Newton und Varignon®)
hatten diesen Fundamentalsatz, den Stevinus nach Canfor (Vorlesungen
2, p. 449), doch als solchen nicht ausdriicklich ausgesprochen hatte,
unmittelbar aus der Lehre von der Zusammensetzung der Bewegungen
entnommen. Fiir den strengen statischen Kraftbegriff, den man hier
im Auge haben muss, erscheint aber die Rekursion auf eine Bewegung,
die gar wicht zustande kommt %), nicht unmittelbar zuléssig. Aus dieser
Ansicht entspringen die mannigfachen Versuche, das Parallelogramm
der Krifte auf Grund an sich leichter zu iibersehender Axiome, d. h.
spezieller Fille des Satzes selbst, zu beweisen. Sie erscheinen auch

104 %) Die im Texte gewihlte abstraktere Fassung ersetzt man gewdhnlich
durch die Vorstellung, dass bei kleiner Verinderung der Konfiguration sehr
grosse entgegenwirkende Kriifte auftreten; das Gleichgewicht bezieht sich dann
auf diesen eigentlich doch unbekannten Deformationszustand.

105) Newton, Principia, p. 13: ,,Corpus viribus componentis diagonalem
parallelogrammi eodem tempore describere quo latera separatis.* Varignon,
Nouvelle mécanique, 1 (1725); dort zuerst die bekannte Regel iiber das Gleich-
gewicht zwischen drei an einem Punkt angreifenden Kriiften.

106) Joh. Bernoulli, Opera 4, p. 256: ,Peccant, qui compositionem virium
cum compositione motuum confundunt”; desgl. H. Lambert, Beitrige zum Ge-
brauche der Mathematik 2, Berlin 1770, p. 4561; F. Reech, Cours de mécanique,
p. 61: Nous rejetterons absolument toutes les préiendues démonstrations du
théoréme du parallélogramme des forces au moyen de la régle évidente du
parallélogramme des vitesses en géométrie*; E. Bowr, Mécanique 2, p. 16;
vgl. auch R. Heger, Schul-Programm Dresden, Nr. 498 (1887), p. XVIL. Thom-
son u. Tait, Treatise 1, part 1, p. 244, sind anderer Ansicht.
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gegenwirtig nicht wertlos, obwohl Mack bemerkt, dass bei vielen
dieser Beweise gerade eine schwierig zu erwerbende Induktion iiber
das Wesen der zu erwartenden Erscheinungen zugrunde liegt.

Von dem rein statischen Begriffe der Kraft ausgehend ver-
suchten zuerst Dan. Bernoulli %), spiter &’ Alembert®®) und andere, die
Resultante zweier Krifte zu bestimmen. Die von letzterem gefundene
Funktionalgleichung tritt in etwas anderer Form bei Poisson''®) auf;
bei dem Beweis rekurriert man auf die Zusammensetzung zweier
gleichgerichteter Kriifte durch algebraische Addition, unter der Vor-
ausetzung, dass die eindeutig bestimmbe Resultante B den mneren
Winkel 22 zweier gleicher Krifte P halbiert und der Grosse nach
durch die stefige Funktion

R—=P-9()
gegeben ist; dabei ist dann R = 2P fiir = 0, fiir # = 60° nach dem
Symmetrieprinzip B = P. Ersetzt man jede der Krifte P durch zwei
gleiche Kriifte @, die mit P den Winkel 2 bilden und setzt voraus,
dass dadurch die Resultante nicht gefindert wird, so muss ¢ der

Gleichung
@+ +o@—2)=9@) 96"

107) Mach, Mechanik, p. 45. — Es sei noch einmal betont, dass es sich
in der Ausfihrung des Textes nur um den statischen Kraftbegriff handelt.

108) D. Bernoulli, Commm. Aec. Sc. imp. Petrop. (1726), 1 (1728), p. 126.

109) & Alembert, Opusc. math. 1, Paris 1761, p. 269; vgl. auch D. de Foncener,
Mélanges de philosophie et mathématique, Turin 1760/61, p. 305; ferner d’ Alembert,
Berlin, Mém. de ’Acad. 1750, p. 350; in vereinfachter Form bei 4imé, J. de math.1
(1836), p.835. Uber die iltere Litteratur vgl. C. Jacobs, Praecipuorum inde a Newtone
conatuum compositionem virium demonstrandi recensio, Diss. Gottingae 1817.
Die kritische Besprechung der Beweise fiir das Parallelogramm durch 4. H. C.
Westphal (Diss. Gottingen 1868) ist weder vollstindig, noch in ihrem allzu
abstrakten Schematismus {ibersichtlich; eine bis in die neueste Zeit reichende
ausfiihrliche Darstellung ist trotz Mach’s geringschitzendem Urteil (Mechanik,
p. 48) tliber diese allerdings mehr methodologisch-mathematische Frage wohl
nicht tiberfliissig. In neuern Darstellungen der Mechanik treten die Beweise fiir
das Parallelogramm tiberhaupt nicht mehr auf. O. Heaviside (Electromagnetic
forces, 1, p. 147, London 1883) bemerkt: Is it not sufficient to recognise, that
a quantity is a vector, to know that it follows the laws of the geometrical
vector? Schirfer sagt A. E. H. Love (Mechanics, p. 89): We define the force
exerted upon the particle m to be a vector localised at a point. Man ver-
gleiche dazu die Bemerkung in Fussn. 61.

110) Poisson, Du parallélogramme des forces, Corresp. de I'éc. polyt. 1, 1804/8,
p. 357; Mécanique 1, p. 6 in d. Ausg. v. Stern.

111) Diese schon bei d’Alembert, Paris, Mém. de I’Acad. 1769, p. 278; eine
andere Funktionalgleichung bei d’Alembert, Opusc. math. 6 (1773), p. 360; ein-
facher bei 0. Schlomilch, Zeitschr. f. Math. Phys. 2 (1857), p. 85. — P. S. Laplace,
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geniigen, woraus wegen @ (0) = 2 cos 0, ¢ (7/3) = 2 cos x/3 folgt, dass
fiir alle rationalen Werte a

P ("3—”> = 2 cos (a?n),
mithin unter Ausdehnung auf das irrationale Gebiet
@(x)=2cosz
wird. Von dem Fall zweier gleichen Kriifte kann man dann mittelst
des Ubergangs zu rechtwinkligen Kriften durch die elementare Be-
trachtung von Bernowlli zum allgemeinen Fall iibergehen!'?).

Den von Bour*®) und Mach**) gemachten Einwand, dass die
Resultanten ausser den Bedingungen der Eindeutigkeit, Stetigkeit und
Differentiierbarkeit als ¢nnere Winkelhalbierende vorausgesetzt werden
miissen, suchte Boltzmann durch eine etwas andere Anordnung der
Poissow’schen Darstellung zu vermeiden!'®).

Ein gewisser Abschluss in der ganzen Frage ist durch Darboux
erreicht6), der bei der Zusammensetzung abweichend von den meisten
fritheren Autoren) rdumliche Betrachtungen hinzuzieht und so die
d’ Alembert’sche Funktionalgleichung vermeidet. Unter der Voraus-
setzung, dass die Resultante von n Vektoren P, P, .. P, erstens ein-
deutig bestimmt ist, sweitens sich nicht #ndert, wenn man beliebig
viele der P durch ihre Resultanten ersetzt, driffens von der Lage der
Vektoren gegen das Koordinatensystem unabhingig ist, ergiebt sich,
dass dieselbe der nach der Parallelogrammregel aus

P (Py), ¢(Py) ... 9(Pn),

Méc. céleste, p. 3—8, giebt einen Beweis, der zuerst die Grisse der Resultante
bei rechtwinkligen Komponenten bestimmt, ihre Richtwung aber mittelst wenig
iibersichtlicher Infinitesimalbetrachtungen findet; dhnlich Cauchy (Exerc. de math.,
1826, p. 29), doch wird die Richtung nur durch eine Funktionalgleichung ge-
funden; #hnlich wieder W. G. Imschenetzky, Charkow. Ges. (2) 2, p. 108. An-
dere Beweise von E. Brassinne, Nouv. ann. de math. (3) 1 (1882), p. 320; De-
legue, ibid. (2) 12 (1873), p. 495. Ausgezeichnet durch sorgfiltige Ausfiihrung
der Voraussetzungen ist die Darstellung von Mqbius, Statik 1, p. 22— 39 (vgl.
auch J. f. Math. 42 (1851), p. 179), sowie von Poinsot, Klémens de statique,
11, ed., p. 11—25.

112) D. Bernoulli Fussn. 108, p. 134, prop. III.

118) Bour, Mécanique 2, p. 45.

114) Mach, Mechanik, p. 48.

115) Boltzmann, Mechanik, p. 31.

116) G. Darbouz, Bull. scienc. math. 9 (1875), p. 281; anch als Note 1 in
Bd. 1 der Mécanique von Despeyrous, p. 371.

117) Zum Teil finden sich solche schon in dem von Andrade A. Morin zu-
geschriebenen Beweise, Mécanique, p. 357, den F. Siacci, Napoli, Rend. Accad. reale
1899 wieder aufgenommen hat.
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gebildete Vektor ist, falls ¢ eine willkiirliche Funktion bedeutet und
jedes @ (P;) bei positivem Werte auf der Richtung von P; abgetragen
wird. Unter der Voraussetung der Addition gleichgerichteter Vektoren

folgt nun
9 (P + Q) = 9(P)+ 9(@)

woraus ¢ (2) = A4 -z folgt, wenn man viertens entweder () als stetig
oder @(z) als positiv voraussetzt's),

C) Die Grundbegriffe der Dynamik.

20. Galilei und die Principia von Newton. Galilei erkannte
in dem Begriffe der Beschleunigung die Moglichkeit einer einfachen
Beschreibung der Naturerscheinungen!®). Es ist sehr merkwiirdig,
dass der Begriff der Geschwindigkeit dazu nicht ausreicht!®), sondern
die grossten Komplikationen herbeifiihren wiirde, und dass es anderer-
seits bisher nicht notwendig geworden ist, zu dem Begriff der Be-
schleunigung hoherer Ordnung iiberzugehen, der doch den Vorgang
der Bewegung auf eine viel allgemeinere Weise charakterisiert. Auf
Grund des Galiler’'schen Gedankens erhebt sich das Newton'sche Lehr-
gebiude, welches mit Hiilfe des Begriffes der Masse m als Wirkung
der Kraft K die Beschleunigung ¢ = K :m definiert.

Newton stellt an die Spitze seiner Principia vier Definitiones und
drei Awiomata sive leges motus:

1) Definitiones®)
1) Quantitas materiae est mensura ejusdem orta ex illius densitate
et magnitudine conjunctim;
2) Quantitas motus est mensura ejusdem orta ex velocitate et
quantitate materiae conjunctim;

118) Noch allgemeiner zeigt Darboua, Math. Ann. 17 (1880), p. 56, dass
die Gleichung ¢(x) = 4 -z schon dann folgt, wenn an Stelle der Voraus-
setzungen 4) des Textes nur angenommen wird, dass @(z) in irgend einem end-
lichen Intervall nur positive oder negative Werte annimmt, deren absoluter Be-
trag unter einer endlichen Grenze liegt.

119) Galilei, Opere 2, vgl. namentlich p. 261 de motu accelerato mit der
Definition der Beschleunigung.

120) Dies ist natiirlich in Riicksicht auf die thatséichliche Entwicklung
der Mechanik zu verstehen, welche die Bewegungen durch Differentialgleichungen
der Bahnkurven der Punkte definiert. Die energetischen Vorstellungen, welche
~— vielleicht mit Recht — auf so detaillierte Bilder verzichten, wiirden aller-
dings auch eine andere Beschreibung der Vorginge als demkbar erscheinen
lassen.

121) Principia, p. 1.
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3) Materiae vis insita est potentia resistendi, qua corpus unum
quodque quantum in se est, perseverat in statu suo vel quiescendi vel
movendi uniformiter in directum;.

4) Vis impressa est actio in corpus exercita, ad mutandum ejus
statum vel quiescendi vel movendi uniformiter in directum.

2) Axiomata sive leges motus'®).

1) Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi
uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur
statum illum mutare;

2) Mutationem motus proportionalem esse viri motrici impressae
et fieri secundum lineam rectam, qua vis illa imprimitur;

3) Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem, sive
corporum duorum actiones in se mutuo semper esse aequales et in
partes contrarias dirigi.

21, Die dypamische Bewegungslehre. Auf Grund der vor-
stehenden allgemeinen Principien hat sich allmihlich im Anschluss
an eine durchgebildete Phoronomie das System der klassischen Mecha-
nik des 19. Jahrhunderts entwickelt, bei dessen Darlegung wir die an
die Vorstellung von Raum und Zeit ankniipfenden Fragen nun nicht
weiter beriihren.

Die reine Bewegungslehre, welche die Lage des Punktes durch
seine drei als Funktionen der Zeit ¢ gegebenen Koordinaten z, y, #
beschreibt, geht davon aus, dass bei der Bewegung auf beliebiger Bahn

lim 30 fir t=1,
in Bezug auf den durchlaufenen Weg s —s,=As und das zugehorige
Zeitintervall ¢ — ¢ ==A¢ einen vollig bestimmten Grenzwert, die Ge-
schwindigkeit v des Punktes, darstellt. Wird die Bewegung auf irgend
eine Axe X, etwa durch Parallelprojektion, projiziert, so ist die Ge-
schwindigkeit der projizierten Bewegung gleich der Projektion von v.
Durch die Projektion auf drei am bequemsten zu einander rechtwinklige
Koordinatenaxen z, y, # gilt die Bewegung als vollkommen bestimmt, und

. dx
x=d_t=f1(x; Y, %, t)

. d
?/=d—?:=ﬂz(x: Y, 2, %)

. d
& == a‘%=ﬁ(x7 Y52, 1)
gind die drei Differentialgleichungen erster Ordnung, welche bei ge-

122) Principia, p. 12.
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gebener Anfangslage (2, o, %, ;) die Koordinaten z,y,z als ein-
deutige Funktionen von ¢ bestimmen.

Bei der selbstindigen Stellung, welche jede der Geschwindig-
keiten, z. B. & fiir einen Beobachter, der die Projektionsbewegung in
der YZ-Ebene mitmacht, besitzen, nennt man diese die Komponenten;
ihre Resultante ist der Vekfor v. Durch diese Betrachtung, welche
jeder Bewegung ihre orthogonalen oder auch allgemeinen Parallel-
projektionen auf irgend welche Axen zuordnet, werden die diberfliissigen
Untersuchungen iiber Zusammensetzung und Zerlegung der Geschwindig-
keiten vermieden, wihrend zugleich die Vorstellung, welche einem
Punkte gleichzeitig mehrere Bewegungen zuschreibt, als eine rein
logische, allerdings durch die Anschauung vermittelte, Abstraktion
hervortritt, der ein reales Verhalten gar nicht entspricht.

Bei konstanten #, y, z ist die Bahn eine gerade Linie, die gleich-
formig durchlaufen wird. In jedem andern Falle kommt zum Vektor »
ein unendlich kleiner Vektor dv in der Zeit d¢ hinein, der als Maass
der Geschwindighkeitsinderung angesehen wird; auch hier betrachten
wir diese Beschleunigung als einen nach Richtung und Grisse voll-
kommen bestimmten Grenzwert. Bei dieser Auffassung ist es selbst-
versténdlich, dass sich die Beschleunigungen ebenfalls nach dem
Parallelogrammgesetze zusammensetzen; insbesondere erhellt dies durch
Hamiltow's Begriff des Hodographen'***). Und umgekehrt definieren
die Gleichungen

%_‘:fl(‘x;y;zy‘.w;g;‘é’t)

i;/.___‘fz(x;y)z;x:?'/)z‘,t)
g=fs(x;?/>z)$7g>é7t)

bei gegebenem Anfangszustande (z,, 4y, 2y, %o, %o, 2o, ) Wieder unter
geeigneter Beschrinkung der Funktionen die Bewegung vollstindig.
Der hierdurch eingeleitete Prozess der phoronomischen Begriffshildung
ist damit noch nicht abgeschlossen, doch hat die Dynamik keine Ver-
anlassung, von den hoheren Beschleunigungen Gebrauch zu machen 122?),

122%) W. R. Hamilton, Dublin, Trans. 3 (1846), p. 345; Elements of Quater-
nions, London 1866, p. 100, 718, 2. ed., 2 vols., London 1899/1901; der Begriff des
Hodographen indess schon 1843 bei Mobius, Mechanik des Himmels = Werke 4,
Leipzig 1887, p. 36 u. 47.

122%) Schon C. G. J. Jacobi weist 1825 (Werke 3, p. 44) auf die Theorie
der hoheren Beschleunigungen hin, deren allgemeinen Begriff Mobius, J. f. Math.
36 (1838), p. 91, verwendet. A. Tramson, Note sur les principes de la méca-
nique, J. de math. (1) 20 (1843), p. 320, filhrt neben mi geradezu mif als
virtualité motrice ein, wihrend H. Resal (Traité de cinématique pure, Paris
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22. Das System der klassischen Dynemik!®®). Den Ubergang
zur Dynamik des materiellen Punktes gewinnt man nun in den ge-
briuchlichen Darstellungen durch die folgenden!®*) als Abstraktionen
aus der Erfahrung anzusehenden Grundsitze:

1) So oft ein materieller Punkt sich nicht gleichférmig und
geradlinig bewegt, sind immer andere Korper vorhanden, deren Lage
und Bewegungszustand als bestimmende Bedingungen fiir diese Ab-
weichung von der Triigheitsbahn erscheinen; man sagt, dass wirkende
Krifte vorhanden sind, welche die betreffende Beschleunigung er-
teilen 1%),

2) Masse ist diejenige Eigenschaft der materiellen Punkte, unter
gleichen Bedingungen dieser Art skalar verschieden grosse Beschleuni-
gungen zu erhalten; die Finheit der Masse ist willkiirlich wihlbar.

3) Einheit der Kraft ist diejenige, welche der Einheit der Masse
die Beschleunigung Eins erteilt. Jede Masse, die ,vermdge® der Kraft
Eins die Beschleunigung Eins erhilt, repriisentiert die Masseneinheit.

4) Wird die Masseneinheit von mehreren Krafteinheiten sugleich
ergriffen, so wirkt jede einzelne genau so, als ob die tibrigen gar nicht
vorhanden wiren. Man gewinnt so die Vorstellung der Kraft n,
welche der Masseneinheit die Beschleunigung # erteilt.

5) Ein materieller Punkt, der unter dem Einfluss der Kraft »
die Beschleunigungseinheit erhilt, besitzt die Masse n. Ein materieller

1862) eine systematische Theorie der Beschleunigungen erster und zweiter Ord-
nung liefert, die seitdem von anderen noch viel weiter ausgefiihrt wurde.

123) Wir verstehen darunter etwa die Lehren, welche durch den Einfluss
der franzosischen Mathematiker in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts ziem-
lich allgemeine Geltung erlangt haben.

124) Diese Grundlagen der Dynamik erscheinen meistens mit metaphysi-
schen Ideen iiber Trigheit, Ursache etc. verbunden (vgl. z. B. die Darstellung
bei E. Bour, Mechanik 2, p. 5, Duhamel und anderen); der hier gewithlte Text
beabsichtigt, soweit wie mdglich, sich bereits neueren Vorstellungen anzupassen.
Vgl. z. B. Streintz, Grundlagen, p. 99ff. Es ist daher auch das Trigheits-
prinzip durch die Aussage Nr.1 ersetzt. Der Zusammenhang dieser axiomati-
schen Grundsiitze mit der Erfahrung wird nicht selten durch Berufung auf ganz
unkontrollierbare Beobachtungen in iibertrichener Weise dargestellt; so z. B.
von Coriolis, Mécanique, p. 5: si la force F varie pendant la durée du mouvement,
Vobservation fait voir que le rapport ¢ (Beschleunigung) varie de la méme
manidre; c’'est & dire que les valeurs de ¢ demeurent proportionelles aux valeurs
de F.

125) Selbst Kirchhoff und Mach sprechen von wirkenden Kriften. Nach
A. Hifler, Studien, p. 56 ist Wirken eine besondere Art der Relation, nimlich
eine Notwendigkeitsbeziehung von Realititen gewisser Art, deren Vorstellung
anthropomorphistische Elemente gar nicht enthilt.

Encyklop. d. math. Wissensch. IV 1. 4
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Punkt mit der Masse m erhdlt daher durch die Kraft F = mn die
Beschleunigung ¢ = #; mithin wird
F=meg.
6) Bei den ponderablen materiellen Punkten kann die Proportio-

nalitat von Masse und Gewicht durch Versuche, in ihrer einfachsten
Form z. B. durch die Afwood’sche Fallmaschine, bestitigt werden!®).

23. Kritische Bemerkungen iiber das System der Dynamik.
Dass die Definitiones von Newton zum Teil im Ausdrucke recht sorg-
los gewihlt sind, z. B. quantitas materiae durch densitas, vis durch
actio erkliren, etc. ist oft bemerkt worden'®”). Noch weniger passend
scheint es zu sein, von einer vis inertiae'?) zu reden; es ist hier

126) Dahin gehdren auch die Resultate von F. Bessel's Arbeit ,,Versuche
tber die Kraft, mit welcher die Erde Koérper von verschiedener Beschaffenheit
anzieht®, Berlin, Abhand. d. Akad. 1830, p. 41, auch Ann. Phys. Chem. 25
(1882), p. 401. Bessel’s Untersuchungen sind neuerdings mit noch feineren Hiilfs-
mitteln wieder aufgenommen durch R. v. Eitvis, Uber die Anziehung der Erde
auf verschiedene Substanzen, Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte
aus Ungarn 8 (1891), p. 65; vgl. auch Ann. Phys. Chem. (2) 59 (1896), p. 354.

127) Diese Ansicht wird nicht von allen geteilt. Thomson und Tait sagen
(Treatise (1) 1, p. 279): the introduction to the principia contains in a most lucid
form the general foundations of dynamics. Ahnlich Hussert sich auch Volk-
mann, Theor. Physik, p. 70. Es ist namentlich in England iiblich, aus New-
ton’s kurzen Sitzen viel weitergehende Konzeptionen, z. B. das d Alembert’sche
Prinzip, die Erhaltung der Energie, u. s. w. herauszulesen. Wir lassen diese
— tibrigens auch in England keineswegs allgemein vertretenen — Ansichten
dahingestellt. Beachtet man indess die Thatsache, dass trotz der mangelhaften
dusseren Form aus Newfon’s Prinzipien sich die ganze Dynamik entwickelt hat,
ohne dass man bis in die neuere Zeit es fiir unerliisslich fand, die Anzahl der
axiomatischen Aussagen wesentlich zu vermehren, so wird man geneigt sein,
sich ebenso sehr zu hiiten, in Newton's Gedanken zu wenig hineinzulegen. Dass
ibrigens die Newton'schen leges, welche den Bediirfnissen der astronomischen
Mechamik vollstindig angepasst sind, fiir die Deduktion der Mechanik bedingter
materieller Systeme allgemeiner Art nicht ausreichen, diirfte gegenwiirtig kaum
bezweifelt werden.

128) Die wvis tnertiae, das sogen. Beharrungsvermigen, kann als ein ganz
iiberfliissiger scholastischer Begriff erscheinen; schon Euler weist ihn in den
Reflexions sur Vespace auf's entschiedenste zurtick. A. M. Ampére entwickelt
bei Gelegenheit seines ganz niitzlichen Deviationsbegriffes der Bewegung des
materiellen Punktes sogar die Vorstellung, dass die force d’inertie der wirken-
den Kraft bestindig entgegengesetzt gleich sei (J. de math. 1 (1836), p. 211),
Die damit zusammenhiingende Unterscheidung der Krifte in bewegende und be-
schleunigende oder forces d'inertie (als solche treten noch gegenwirtig im d’Alem-
bert'schen Prinzip die — mX, — m¥y, — m% auf) scheint ebenfalls nicht sehr
glicklich. Hierauf beruhen auch die falschen Auiffassungen tber die Centrifugal-
kraft, in denen Hertz sogar einen wesentlichen Mangel der iiblichen Mechanik
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nicht der Ort, diese formellen Fragen zu behandeln; unerlisslich er-
scheint aber eine kurze sachliche Besprechung der Axiome.

1) Die Unabhingigkeit der Axiome. Weit grosser sind die
Schwierigkeiten, welche sich dem Verstindnis der Newton’schen Axiome
entgegenstellen; sie haben eine ausgedehnte Litteratur hervorgerufen,
von der hier indes nur das Wesentlichste angefiihrt werden kann.
Wir erwihnen zunichst die Fragen, welche sich auf die gegenseitige
Unabhingigkeit der Aussagen beziehen. Dass z B. das erste Ge-
setz in dem zweiten enthalten ist, wird wohl allgemein anerkannt.
Offenbar konnen diese Fragen durch eine rein logisch-mathematische
Untersuchung entschieden werden, in welche wir indessen hier nicht
eintreten. Auch scheint es noch zweifelhafi, ob die bisherigen Be-
strebungen, welche namentlich in der englischen Litteratur auftreten*),
bereits zu einem wirklich abschliessenden Ergebnis gelangt sind. Es
sei dabei an die Schwierigkeiten erinnert, welche analoge Unter-
suchungen in dem viel durchsichtigeren geometrischen Gebiete zeigen,
und die erst in der neuesten Zeit durch Hdbert eine entscheidende
Forderung erhalten habeni?).

2) Der Begriff der Masse. Newton und Poisson erkliren Masse
als Quantitit der Materie's'). Hertz bezeichnet’®®) ein Massenteilchen
als ein Merkmal, durch das man einen geometrischen Punkt von einem
anderen unterscheiden kann, und geht zur Gewinnung eines rein pho-
ronomischen Massenbegriffs auf die Zihlung hypothetischer Atome in
einer bestimmten Volumeinheit zuriick, wihrend er in der Dynamik
pgreifbare’ (ponderable) Massen dem Gewichte proportional setzt.
Franzosische Mathematiker '*) definieren Masse durch das Verhiltnis der

zu erblicken glaubte (Mechanik, p. 6); man vgl. dariiber Boltzmann, Mechanik,
p. 45.

129) Vgl. namentlich J. Me. Gregor, On the fundamental hypotheses of
abstract dynamics, Canada, R. Soc. Trans. 3 (1892); desgl. Phil. Mag. (5) 36
(1892), p. 184; 36 (1893), p. 243, sowie Canada, R. Soc. Trans. 6 (1895), p. 95.

130) D. Hilbert, Uber die Grundlagen der Geometrie, Festschrift zur Ent-
hiilllung des Gauss-Weber-Denkmals zu Gottingen, Leipzig 1899; auch franz.:
Les principes fondamentaux de la géométrie, trad. L. Laugel, Paris 1900,

181) So auch Kant, Metaphysische Anfangsgriinde, p. 95; diese Ausdrucks-
weise auch noch gegenwirtig bei Physikern, z. B. W. Voigt, Kompendium 1,
p. 14; sie hat nur dann Sinn, wenn man von einer abstrakten Materie redet,
welche sich superponieren kann und dadurch fabig wird, Zustinde verschiedener
Dichtigkeit anzunehmen. L. N. M. Carnot (Principes 1803) definiert Masse iiber-
haupt nicht.

132) Hertz, Mechanik, p. 54. Abnlich auch Schell, Mechanik 1, p. 2, 72.

133) So z. B. Duhamel, Mécanique 1, p. 93; P. Appell, Mécanique 1, p. 86;
H Resal, Mécanigue 1, p. 132,

4#
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Kraft zur Beschleunigung; selbstverstindlich muss dann zuvor die Kraft
definirt sein, was dann nur im statischen Sinne durch Gewichte ge-
schehen kann. Bei Kirchhoff ***) erscheint die Masse einfach als ein
in den Differentialgleichungen der Bewegung von Systemen eingefiihrter
Zahlenkoeffizient, durch den die Moglichkeit einer eindeutigen Be-
schreibung der Bewegung nicht aufgehoben wird, bleibt also vollig un-
definiert. Nach Andrade'®) lisst sich aus den Erscheinungen des
Stosses von zwei materiellen Punkten ein Massenbegriff konstruieren,
der von der Vorausselzung eines bestimmien Koordinatensystems und
einem bereits gewdihlten Zeitmass ganz unabhdngig ist. Andere begniigen
sich mit blossen Nominaldefinitionen, so z B. wenn Masse als Be-
schleunigungskapazitit bezeichnet wird?!®).

Am eingehendsten hat sich Mach **") mit dem Massenbegriff be-
schiftigt. Nach ihm sind Korper gleicher Masse solche, die auf ein-
ander wirkend sich gleiche entgegengesetzte Beschleunigungen erteilen.
Diese Aussage schliesst natiirlich die mit der Erfahrung iiberein-
stimmende und von Mach noch weiter begriindete!®®) Voraussetzung

134) Kirchhoff, Mechanik, p. 13—21; #hnlich auch wohl C. Neumann, Grund-
ziige der analytischen Mechanik, Leipz. Ber. 39 (1887), p. 155. Dass Kirchhoff’s
einleitende Betrachtungen in einem auffallenden Gegensatz zu der sorgfiltigen
analytischen Darstellung der spiiteren Teile stehen, welche sich nur an wenigen
Stellen beanstanden lassen, wird gegenwiirtig wohl nicht bezweifelt werden.

135) Andrade, Mécanique, p. 54. Die Erscheinungen des Stosses an und
fir sich sind natiirlich schon viel frilher herangezogen; in Beziehung auf ex-
perimentelle . Priifung vgl. man z B. W. M. Hicks, Elementary dynamics of
solids and fluids, London 1890.

136) So z. B. A. Hofler, Studien, p. 70. Ch. Freycinet vergleicht (Essais
sur la philosophie des sciences, Paris 1896, p. 177), die Masse als capacité dy-
namique mit der spezifischen Wirme. Bei Fuler ist Masse die Grosse der
Trégheit (Theoria motus § 183); Volkmann, Theoret. Physik, bezeichnet den Be-
griff der Masse als einer sich beim Wechsel der Erscheinungen erhaltenden
Grosse als ein Postulat; dies wird man natiirlich bei jeder Erérterung iiber
diesen Gegenstand im Auge zu behalten haben. Die Mechanik der Punkte mit
verdnderlicher Masse, auf welche Jacobi (Dynamik, Ausg. A. Clebsch, p. 57) hin-
zudeuten scheint, wird man zunfichst als eine ganz abstrakte Erweiterung der
Differentialgleichungen der Dynamik ansehen. Sie kann indessen bei gewissen
Fragen (z. B. allméhliche Anderung der Masse der Himmelskdrper durch Auf-
nahme kosmischer Massen) Anwendung finden; doch handelt es sich dann
eigentlich nicht um jene Abstraktion, sondern um eine Untersuchung von Stoss-
erscheinungen; man vgl. J. Mestschersky, Dynamik des Punktes mit verinderlicher
Masse, Referat in den Fortschr. d. Mathematik 28 (1897), p. 645.

137) Mach, Mechanik, p. 210.

138) Mach, Mechanik, p. 213. In Verbindung dieses Massenbegriffs mit der
Erfahrungsthateache, dass die Beschleunigungen, welche mehrere Korper 4,
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ein, dass zwei Korper 4, und 4,, welche im Vergleich mit einem
Einheitskérper A gleiche Masse haben, auch in Bezug auf jeden
anderen Vergleichskdrper B sich so verhalten. Diese Fassung, welche
den neuesten Darstellungen®®) zugrunde liegt und dem Vorschlage
von Andrade nahe kommt, scheint sich ebenso sehr wie dieser
letztere zu empfehlen; eine allgemeine Einigung ist bis jetzt nicht
erfolgt.

Es scheint tibrigens kein Hindernis zu bestehen, auf den ganz popu-
liren Standpunkt zurtickzugreifen und einfach die Masse der ponde-
rablen Korper zunéchst dem Gewichte proportional zu setzen4?) mit
Berufung auf bestimmte Erfahrungsthatsachen tiber die Abhingigkeit
derselben von Ort, Zeit und sonstigen physikalischen Zustinden, als-
dann die Einfiihrung anderer Massen der Analogie vorzubehalten,
welche bei der Betrachtung verborgener Massen wie bei Herfz ohne-
dies eintreten muss. In diesem Sinne hat man iibrigens von jeher
die Einfiihrung nicht gravitierender (elektrischer, magnetischer etec. ...
positiver und negativer) Massens!) vorgenommen, indem man die
Einheit derselben auf die bereits gewonnene Einheit der Kraft zuriick-
fihrte; dies ist auch notwendig, wenn der Begriff der Arbeit einen
allgemeinen Sinn erhalten soll.

3) Das Trdgheitsprinzip. Das erste Axiom von Newton ist unter
dem Namen des Galilei'schen Trigheitsprinzips bekannt: der sich
selbst tiberlassene unabhingig von allen anderen K&rpern vorgestellte
Punkt bewegt sich gleichformig und geradlinig™?). Abgesehen von
den schon oben besprochenen Schwierigkeiten, welche in der Vor-
stellung des unbeeinflussten Punktes liegen, erscheint dieses Axiom

A,, A, an einem Korper 4 bestimmen, von einander unabhiingig sind (siehe
Alinea 4 des Textes) gelangt Mach, Mechanik, p. 242 zu einem System von
Aussagen, welche geeignet erscheinen, die Fassung in Nr. 22 zu ersetzen.

139) Siehe Love, Mechanics, p. 87; Magg:, Principii, p. 150; Boltzmann,
Mechanik, p. 22.

140) Die Einwénde gegen diese Ansicht, vgl. z. B. G. A. Greenhill, On
weigth, Nabure 46 (1892), p. 247; ibid. 51 (1894), p. 105, sind bekannt; sie
scheinen aber bei genauer Abwiigung schliesslich nicht grésser als die Schwierig-
keiten, welche bei der Definition einer physikalischen Lingeneinheit vorliegen.

141) A. Coulomb, Paris, Mém. de I’Acad. 1745, p. 569, Ostwald, K. B. Nr. 13;
C. F. Gauss, Intensitas vis magneticae terrestris etc. 1838 = Werke 5, p. 79.

142) Galiles, Discorsi, dritter und vierter Tag, Ostwald, K. B. Nr. 24, p. 57, 81.
Nach E. Wohlwill, Zeitschr. . Volkerpsychologie u. Sprachwissenschaft 15 (1883/84),
p. 104 hat Galilei, bei dem eine apriorische Begriindung des Triigheitsprinzips
im Sinne von Fussn. 22 sich iberhaupt nicht zu finden scheint, iibrigens seine
Aussage auf die Vorginge an der Erdoberfliche beschriinkt; die Erweiterung
auf die Mechanik des Himmels riihrt von Newton her.
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iiberhaupt dberfliissig. Uberdies ist es eine Tiuschung %), wenn man
glaubt, dass sich in der Erfahrung dasselbe nachweisen lasse. Aller-
dings ldsst sich erkennen, dass die Abweichungen von der Triigheits-
bahn kleiner und kleiner werden, je mehr man gewisse die Bewegung
beeinflussende ,,Umstéinde® beseitigt; dass aber, wenn der Punkt sich
gleichformig und geradlinig bewegt, solche Umstiinde nicht mehr vor-
handen sind, wird schon vorausgesetzt und liegt jenseits aller mog-
lichen Erfahrung*). Einen wirklichen, dann aber auch #nur meta-
physischen Sinn hat das Trigheitsprinzip allein dann, wenn man neben
Newton’s realem Raum, in dem die Bewegung des einzelnen Punktes
betrachtet werden kann, auch ein reales absolutes Zeitmass annimmt.

4) Der Kraftbegriff. Die rein dynamische Definition der Kraft
als einer bloss abkiirzenden Bezeichnung fiir die Thatsache, dass ein
Massenteilchen eine gewisse Beschleunigungskomponente besitzt, steht aller-
dings in keinem Zusammenhang mit dem statischen Kraftbegriff Man
wird sich aber um so eher entschliessen, den letzteren aufzugeben,
und damit den schon von Gauss®) geriigten Dualismus zwischen

148) Uber die logischen Schwierigkeiten, die im Tragheitsgesetz liegen,
und zum grossen Teil durch Missverstindnisse selbst geschaffen sind, vgl.
F. Poske, Der empirische Ursprung von der Allgemeingiiltigkeit des Beharrungs-
gesetzes, Vierteljahrsschr. f. wiss. Philosophie 8 (1884), p. 385, mit Zusatz von
W. Wunds, p. 405; desgl. L. Weber, Uber das Galilei’sche Prinzip, Kiel 1891;
P. Johammesson, Uber das Beharrungsgesetz, Schul-Programm, Berlin 1896, Nr. 98.

144) Man kann sich daher sehr wohl eine Mechanik denken, bei der die
Bewegung des unbeeinflussten Punktes eine ganz andere wiire, so z. F. Reech im
Cours de mécanique, vgl. Fussn. 72; dann J. Andrade, Mécanique physique;
dhnlich dussern sich auch H. Poincaré und P. Painlevé [Revue de métaphys. 8)
5 (1900), p. 557]; auch schon weit frither Jacobi in seiner Vorlesung 1847/48, p. 1.

145) Gauss, J. f. Math. 4 (1829), p. 233: S0 fordert doch der Geist den
umgekehrten Gang, wobei die ganze Statik als ein besonderer Fall der Dynamik
erscheint; Laplace, Méc. cél., p. 16 will noch die Proportionalitit von Kraft und
Beschleunigung beweisen, so auch Poisson, Mécanique, 2. éd., 1, § 116.

Eine allgemeine Einigung tber diese beiden Auffassungen des Kraft-
begriffs ist bisher nicht erzielt. Wahrend die abstrakte Dynamik, fir die die
Statik nur ein Grenzfall ist, den Begriff mo als ausreichend betrachtet, gehen
die auf die Anwendungen gerichteten Darstellungen der Mechanik zun#ichst von
den statischen Erscheinungen (als den scheinbar einfacheren) aus, d. h. von der
Messung der Krifte durch Gewichte, resp. durch die Forminderungen elastischer
Systeme (Federwagen, Dynamometer). Vgl. die ausfiihrliche Darlegung bei Ch. Frey-
cinet, Escais sur la philosophie, Paris 1896, p. 153 ff. 4. Ritter, Lehrbuch der
analytischen Mechanik, 2. Aufl. Leipzig 1883, p. 66, dessen Anschauung gewiss
von vielen geteilt wird, definiert zwar Kraft durch mq, will aber die Masse
selbst nur durch die Kriifte messen. ,Es muss vielmehr vorausgesetzt werden,
dass es erfahrungsmiesig noch ein anderes Kriterium giebt, um die Gleichheit
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Statik und Dynamik zu beseitigen, als eine befriedigende Darstellung
der statischen Vorginge als solcher, bei denen die Beschleunigung
Null ist, nicht allein gelingt, sondern damit zugleich weitere Voraus-
setzungen entbehrlich zu werden scheinen. Das Unabhdngigkeits-
prinzip ), das nach Ansicht mancher englischer Autoren in Newfon's
lex secunda enthalten ist, und auf das sich der Parallelogrammsatz
griindet, ist erst spiter in der franzosischen Schule mit besonderem
Nachdrucke hervorgehoben. Dasselbe scheint tiberfliissig zu werden,
wenn man die Lehre von der Zusammensetzung der Beschleunigungen
einfach als Forderung auf die Beschreibung der Erscheinungen durch
den Krafthegriff wbertragt*’). Als Ausdruck der dynamischen Grund-
vorstellungen gelten nun die Bewegungsgleichungen des freien materiellen
Punktes

mi =X
mj =Y
ms =7,

in denen die X, Y,Z als die durch Beobachtung der Beschleuni-
gungen und Massen resp. der statischen Wirkungen, je nach dem zu-
grunde gelegten Kraftbegriff, zu gewinnenden Werte der Kraftkom-
ponenten aufzufassen sind8).

zweier Krifte zu erkenmen‘, niimlich die Identitit der Forminderungen am
Dynamometer; dhnlich auch bei A. Ritter, Lehrbuch der technischen Mechanik,
7. Aufl. Leipzig 1896, p. 42; vgl. auch E. Budde, Mechanik 1, p. 111,

146) Siehe dessen Fassung bei Duhamel, Mechanik 1, p. 338; E. Bour,
Mécanique 2, p. 7. Von D. Bernowlli (Comm. Ac. Petrop. 1728, p. 126) ist das-
selbe zuerst ausgesprochen. Poisson legt es seiner Mechanik von 1811 (p.277)
gugrunde; in der 2. éd., 1, p. 172 sucht er dasselbe durch eine Betrachtung zu
beseitigen, auf deren Haltlosigkeit schon der Ubersetzer M. A4. Stern aufmerk-
gam macht. Der willkiirliche, aber einer bequemen Beschreibung der Be-
wegungsvorginge angemessene Charakter des Unabhéngigkeitsprinzips ist wohl
selten bezweifelt worden. Poincaré (vgl. Fussn. 144) bemerkt neuerdings, dass
das Verhalten magnetischer Massen mit dem Gesetze nicht unmittelbar in Ein-
klang stehe; vgl. dazu die Bemerkung von Painlevé ,Les principes de la méca-
nique sont des conventions que ’expérience ne pourra jamais mettre en defaut‘.

147) So z. B. Tait, Encycl. Brit., 9. ed. (1881), Art. Mechanics, p. 701;
Mec. Grregor, On the hypotheses, Fussn. 129; F. Muirhead, On the laws of motion,
Phil. Mag. (5) 23 (1887), p. 489.

148) Es besteht kein Hindernis, diese Werte der X, Y, Z als abhingig
vom Bewegungszustande, d. h. den x, ¥, 2, &, y, # anzusehen; enthalten sie
auch die %, ¥, #, so ergiebt sich durch Auflssung nach denselben ein analoges
Problem. Ein ganz anderes Verhalten aber tritt ein, wenn die Krifte von noch
hoheren Derivierten abhiingen, da nun der Anfangszustand (im gewdhnlichen
Sinne) iiberhaupt nicht mehr zur Bestimmung hinreicht; dies wird nicht immer
bervorgehoben.
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5) Das Gesetz der Aktion und Reaktion, Newlon’s lex tertia, wel-
ches in Nr. 22 nicht unter die Lehren der klassischen Dynamik auf-
genommen wurde, ist fiir die akademischen Beispiele der Bewegung
freier Punkte nicht erforderlich, enthilt aber fiir die Betrachtung von
materiellen Systemen gerade den wichtigsten Teil der Newton’schen
Mechanik. Nach Herfz, der dasselbe fiir die Wirkungen zwischen
Teilsystemen als eine Folge seines Grundgesetzes beweist*?), ist das-
selbe in seiner Ausdehnung iiber diesen Fall hinaus eine unerweis-
bare, vielleicht nicht einmal richtige Behauptung; fiberdies sind in
der Elektrodynamik und Elastizititstheorie allgemeinere Formen dieses
Gresetzes aufgetreten'®). Es erscheint nicht unrichtig, wenn Pefrini ')
in dem Gesetz eine — im Interesse der Einfachheit niitzliche — Me-
thode zur angemessenen Begrenzung der Untersuchungen sieht.

24, Die momentanen Krifte, Stosse oder Impulses®). Da jede
Kraft K in der Zeit d¢ in ihrer Richtung nur die geradlinige Ab-

weichung oder Deviation %)

1K,

dagegen die unendlich kleine Geschwindigkeit
E at
m

hervorbringt, so ist die abstrakte Mechanik zunfichst nicht im stande,
die scheinbar plotzlichen Anderungen des Bewegungszustandes zu er-
kldren, welche man beim Stosse wahrzunehmen glaubt. Ohne auf die
frithere Behandlung dieser Fragen durch Huygens'™) und andere ein-
zugehen, sei nur bemerkt, dass sich gegen die Vorstellung °+*) nichts

149) Hertz, Mechanik, p. 215.

150) Erweiterung desselben bei Volkmann, Theoretische Physik, p. 131;
nach anderer Richtung bei Voigt, Kompendium 1, p. 79.

151) H. Petrini; Fussn. 11, p. 221.

152) Die Bezeichnung ist an sich natiirlich gleichgiiltig; der Ausdruck Im -
puls (nach Thomson und Tait (Treatise (1) 1, p. 288) gewihlt, obwohl dies
auch nichts anderes als Stoss bedeutet), z. B. bei E. Budde, Mechanik 1, p. 411,
scheint allgemeiner in Gebrauch zu kommen. Vgl. Klein u. Sommerfeld, Theorie
des Kreisels, p. 69 ff.

153) Diese Formel zuerst bei Fuler, Découverte d’'un nouveau principe de
mécanique, Berlin, Mém. de I'Acad. 1760 (1752), p. 185; Theoria motus, § 169.

154) Uber Huygens und seine Vorginger vgl. z. B. Mach, Mechanik, p. 300
—3826; desgl. Galilet's Untersuchungen iiber den Stoss, Ostwald, K. B. Nr. 25, p. 37.

154%) In der Mechanik von Heris, p. 288, ist die Vorstellung gerade wm-
gekehrt; es handelt sich um wahre Unstetigkeiten der Bewegung, welche ver-
moge der existierenden Zeitintegrale der Beschleunigungen beschrichen werden.
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einwenden zu lassen scheint, dass es sich hierbei um Vorginge kon-
tinuierlicher Art handelt, die in so kurzer Zeit ablaufen®), dass eine
scheinbare Diskontinuitit entsteht. Wenn in der Formel

mzi = X
t
oder m (& — @) = [ Xdt = P
to

X als sehr gross angesehen wird, kann selbst in einem ausserordent-
lich kleinen Zeitintervall ¢— ¢, die rechte Seite einen unter einer end-
lichen Grenze liegenden mit den gewdhnlichen Grossenordnungen ver-
gleichbaren Wert P annehmen, den man nun als Infensitit des Stosses
oder Impulses bezeichnet; links steht der Zuwachs an Bewegungsgrisse
(quantité de mouvement, momentum). Die momentanen Krifte oder
Impulse werden daher durch den vektoriellen Zuwachs an Bewegungs-
grosse gemessen, welche sie in einem ausserordentlich kleinen Zeitraum
erzeugen. Da gleichzeitig

x——x0=ftc‘cdt
t

ist, so erféhrt der materielle Punkt m bei einer Lageninderung von
der Ordnung ¢-— £, einen Geschwindigkeitszuwachs & —#,.1%%) In
erster Anniherung gestattet man sich,von einer plotelichen Geschwin-
digkeitsiinderung bei unverdnderter Lage des Punkfes und von dem
Integralwert bei gegen Null konvergierendem ¢ —#, zu reden. So
unbefriedigend diese Auffassung in mancher Hinsicht ist, deren Inhalt-
losigkeit nur formal durch die benutzten Integralzeichen!®”) verdeckt
wird, so hat sich doch gegen diese in der franzosischen Schule be-
sonders nachdriicklich ausgebildete Vorstellung, die mit den Beobach-
tungen in geniigender Ubereinstimmung zu sein scheint, ein Wider-
spruch bislang nicht erhoben.

Die Vorstellung; dass die Bewegungsgrosse mv eines materiellen

155) Dies ist die Stosszest, time of impact der englischen Schriftsteller,
vgl. Thomson und Tast, Treatise (1) 1, p. 274.

156) Theoretisch sind natiirlich ganz andere Fille denkbar, da es sich um
die Gwrenswerte handelt, gegen welche die Integrale konvergieren sollen; so z. B.
der, wo ohne Geschwindigkeitsinderung noch eine endliche Verschiebung bei
gegen Null konvergierender Zeit erfolgt; Beispiele dieser Art bei G. Darbou,
Bull. sciences math. (2) 4 (1880), p. 128.

157) Diese Integrale in Poisson’s Mécanique, bei Duhamel, Mechanik 2,
p. 81. Insbesondere vgl. man G. Darboux, Etude géométrique sur la percussion
et le choc les corps, Paris C. R.78 (1874) und Bull. sciences math. (2) 4 (1880,
p. 126; dort auch momentane Reibungsimpulse.
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Punktes mit der Masse m einem Impulse P = mv &quivalent ist, der
dem ruhenden Punkte plotzlich die Geschwindigkeit » mitteilt, ist
iibrigens keine nur nebensichliche; dies zeigt sich insbesondere, wenn
man die generalisierten Impulse p, = %’ , vgl. Nr. 26, als solche

3

betrachtet, die den generalisierten Koordinaten g, die Geschwindig-
keiten ¢, erteilen. Sie tritt sogar von vornherein als gleichberechtigt
neben die der kontinuierlichen Krifte. Ubrigens handelt es sich dabei
nicht eigentlich um eine diskontinuierliche Auffassung, da die Impulse
doch selbst wieder als stetig wechselnd im allgemeinen angesehen
werden. d’Alembert scheint auf sein Prinzip urspriinglich durch Be-
trachtung von Impulsen gekommen zu sein’®"*); auch Lagrange be-
riicksichtigt in seiner Mécanique gleichmissig beide Vorstellungen, die
spiter besonders in Poinsot’s synthetisch-dynamischer Theorie der
Bewegung des starren Korpers hervortreten '57).

Diese verallgemeinerte Auffassung des Impulsbegriffes, auf die
Mazxwell seine allerdings bestrittene Herleitung der dynamischen
Differentialgleichungen griindete, sowie der reiche Inhalt der verschie-
denen Theoreme, welche Thomson und Tait in Verfolgung der Car-
not’schen und Bertrand’schen Sitze's¢) entwickeln, kommt in der
deutschen Litteratur neuerdings in methodisch entwickelter Form zur
Geltung in Klein und Sommerfeld’s Theorie des Kreisels'™?).

25. Druck wund Oberflichenkrifte; verallgemeinerter Kraft-
begriff. Bei der Annahme einer kontinuierlichen Massenverteilung
hat man sich genétigt gesehen, neben den direkt gegebenen Kriften,
die dann gewdhnlich auf die Masseneinheit bezogen durch X, ¥, Z
bezeichnet werden, also fiir die Masse odr gleich Xpdr, Yodr,
Zodr sind, noch Oberflichenkrifte und Druckkrifte einzufiihren.
Dynamisch bildet die Vorstellung einer iiber eine Oberfliche ver-
breiteten Druckkraft gewisse Schwierigkeiten, da diese Krifte .iiber-
haupt nicht mehr an den Massenteilchen haften, sondern nur als

157%) Siehe die Dynamik von d’Alembert, Ostwald, XK. B. Nr. 106, p. 138.

157%) L. Poinsot, Théorie nouvelle de la rotation, Paris 1834, dann J. de
math. (1) 6 (1851), p. 9 u. 289; Sur la percussion des corps, ibid. (2) 2 (1857),
P- 281 und (2) 4 (1859), p. 421; vgl. auch Schell, Theorie d. Bewegung 2, p. 352 ff.

157°) Vgl. Thomson u. Tast, Treatise (1) 1, p. 284; E. J. Routh, Dynamik 1,
p. 336, 350, sowie die dort gegebene Litteratur; hierher gehort auch die der
englischen Litteratur eigentiimliche Betrachtung der Anfangsbewegungen (initial
motions) z. B. bei Routh, Dynamik 1, p. 420.

1579 F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, Leipzig 1897,
p. 69 ff,, 93, etc.
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statische Resultanten auftreten, welche zwischen starren masselosen
Trennungsflichen nach den Gesetzen des Gleichgewichts auftreten.
In dieser Weise ist namentlich durch Couchy %) die Vorstellung
eines inneren Druckes bei kontinuierlicher Massenverteilung begriindet;
manche Ausserungen anderer Autoren deuten darauf hin, dass dieselbe
noch keineswegs villig entwickelt ist 159),

Wir schliessen hieran noch einen kurzen Hinweis auf weitere
Verallgemeinerungen des Kraftbegriffs. Dass die Mechanik geneigt
scheint, nicht nur von bewegenden, sondern schliesslich ganz allge-
mein von zustandséindernden Kriften zu handeln, wurde schon in Nr. 3
bemerkt. Aber auch die im Sinne der ersteren gefassten Gesetze
werden mannigfach erweitert. Schon das Weber'sche Gesetz fiithrt zu
von den Beschleunigungen abhiingigen Kriften, die C. Neumann1®®*)
durch die Unterscheidung eines emissiven und receptiven Potentials,
d. h. einer zeitlichen Fortpflanzung der Fernewirkung den gewohnlichen
Voraussetzungen wieder unterordnete; die mannigfachen Spekulationen
iber die mit der Gravitationslehre in Zusammenhang stehenden Fern-
kraftgesetze begrenzt derselbe passend durch die Forderung, stabile
Gleichgewichtszustinde elektrischer Massen hervorrufen zu konnen.
Rein mathematischer Natur, aber fiir die Methodik der Dynamik
wichtig, sind die umfangreichen seit 1896 fortgesetzten Untersuchungen
von Koenigsberger5°®) tiber die Analogieen, welche unter Voraussetzung
von kinetischen Potentialen allgemeinster Art bei dem Gebrauch des
Hamilton'schen Prinzips hervortreten.

158) Cauchy, Exerc. de math. 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 60; 1828 (Oeuvres
(2) 8, p- 253 f.); 1829 (Oeuvres (2) 9, p. 41); desgl. Poisson, Sur les équations
générales de 1'équilibre . . des corps solides elastiques et fluides, J. éc. polyt.
20 (1831), p. 1; ganz abstrakt ist die Darstellung bei Kirchhoff, Mechanik, p. 110,
der die Begriffsbestimmungen des inneren Druckes mittelst Green's partieller
Integration gewinnt.

159) Duhem, Le potentiel thermodynamique, Ann. éc. norm. (3) 10 (1893),
p- 186, 213. Vgl auch J. Larmor, Aether and matter, p. 270.

159%) C. Neumann, Die Prinzipien der Elektrodynamik, Tibingen 1868; die
Vorstellung einer zeitlichen Fortpflanzung tritt schon 1845 bei Gauss auf (Brief
an Weber), Werke 5, p. 269. — C. Neumann, Allgemeine Untersuchungen iiber
das Newton’sche Potential, Leipzig 1896, p. 227; vgl. H. Seeliger, Uber das
Newton’sche Gravitationsgesetz, Miinch. Ber. 26 (1896), p. 373.

159%) L. Koenigsberger, Die Prinzipien der Mechanik, Leipzig 1901. Hier
wird p. 127 die in Fussn. 159* erwihnte Newmann’sche Vorstellung auf eine
ganz andere Weise, ndmlich durch Zuziehung verborgener Bewegungen, wieder
den gewdhnlichen untergeordnet.
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D) Die rein kinetischen Theorieen.

26. Die Elimination der Kraft in der Kinetik von W.Thomson
(Lord Kelvin). Wir gehen endlich zu einigen neueren Fortbildungen
der Mechanik iiber. Durch die Lagrange’schen Differentialgleichungen
der Bewegung !®) in allgemeinen Koordinaten (vgl. Nr. 37)

wird man veranlasst, die @, als Kraftkomponente genommen nach der
Koordinate g,, als generalisierte Kraft, zu bezeichnen, was auch in dem
bei beliebigen Transformationen der ¢, in andere unabhingige Varia-
bele r, invarianten Ausdruck fiir die Arbeit

=9Q.4q,

seine Begriindung findet; eine &hnliche Verallgemeinerung tritt ein
in Bezug auf die generalisierten Impuiskoordinaten

aT

o4’
welche bei vielen Problemen eine besonders anschauliche Bedeutung
besitzen 61).

Weit wichtiger erscheinen aber die Gedankenginge, welche auf
die wvollstindige Elimination des Kraftbegriffs, als des einzigen, der
von metaphysischen Ideen iiber das Wirken der Dinge aufeinander
schon infolge unserer gewohnten Ausdrucksweise sich schwer los-
15st, abzielen.

Inshesondere hat W. Thomson sich mit Vorliebe immer aufs
neue der Absicht zugewandt, durch bis ins einzelne ausgefiihrte
Bilder und Modelle die allgemeine Moglichkeit einer rein Kinetischen
Dynamik zu erliutern, deren Erfolge auf dem speziellen Gebiet der
kinetischen Theorie der Gase bereits erkannt waren.

Ein erster Ansatz dazu wurde von Thomson 1876 mit Hiilfe der
von Helmholtz 1858 entdeckten Eigenschaften der Wirbelbewegung 16?)
— beziiglich deren auf Band IV 16, 3b hier verwiesen werden moge —
auf das Verhalten der Wirbelringe, als in gewissem Sinne unzer-

160) Es muss hier vorgreifend die Bekanntschaft mit den Lagrange’schen
Gleichungen der Dynamik vorausgesetzt werden, welche in Nr. 87 herge-
leitet werden.,

161) Vgl. namentlich F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie d. Kreisels.

162) Helmholtz, Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, J. f. Math. 55
(1858), p. 25; bei Cauchy (Oeuvres (1) 1, p. 39) schon 1815.
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storbaren %) Gebilden in einer idealen Fliissigkeit, und den scheinbaren
Kriiften, welche dieselben aufeinander ausiiben, gegriindet; Thomson
bezeichnet sie geradezu als die Atome des ,Seienden“®). Eine wirk-
lich allgemeine Ausfithrung hat er indessen ebenso wenig von diesem
kiihnen Apercu gegeben!®), wie von der etwas spiter von ihm be-
griindeten, durch seine Schiiler weiter behandelten Theorie der Gyro-
staten, welche geradezu die Kraftwirkungen der elastischen Materie
zu erkliren bestimmt sind. Ein solcher Gyrostat besteht in seiner
einfachsten Form aus einem um eine Achse rotierenden Rotationskdrper
(Schwungrad). Nachdem ZThomson zuerst das Gleichgewicht eines
durch masselose starre Verbindungen von Gyrostaten angeordneten
Systems dieser Art untersucht hatte %), dehnt er diese Vorstellung
auch auf die elastischen Schwingungen eines Systems um seine Gleich-
gewichtslage aus 7).

27. Die kinetische Theorie der Kraft von J. J. Thomson.
Von dieser auf die Theorie der Gyrostaten begriindeten Fkinetischen
Theorie der Kraft ist nur noch ein Schritt zu der ganz abstrakten
und vollig neuen Wendung, welche J. J. Thomson eingeschlagen
hat%). Wenn nidmlich bei den Gleichungen eines kriftelosen ma-
teriellen Systems (Nr. 26)

163) Namentlich bleibt der Zusammenhang geschlossener Wirbelringe im
Sinne der Analysis situs unverinderlich.

164) W. Thomson, On vortex atoms, Phil. Mag. (4) 34 (1867), p. 15; Edinb.
Roy. Soe. Proc. 6 (1869), p. 44; Edinb. Roy. Soc. Trans. 25 (1869), p. 217. Letz-
tere beginnt so: Diese Arbeit wurde unternommen, um zu zeigen, dass durch die
Hypothese, der Raum sei erfiillt mit einer inkompressibelen Flissigkeit, auf die
keine Ausseren Krafte wirken, alle materiellen Phinomene erklirt werden kénnen ;
vgl. ferner Edinb. Roy. Soc. Proc. 7 (1872), p. 576, vgl. auch 4. E. H. Love, On
recent English researches in Vortex motion, Math. Ann. 30 (1887), p. 326.

165) The possibility of forming a theory of elastic solids and liquids may
be anticipated Phil. Mag. (4) 34 (1867), p. 15; Maxwell bemerkt indes dazu
(Encycl. Brit., 9. ed. 3, p. 45): ,The difficulties of this method are enormous, but
the glory of surmounting them would be unique*; vgl. auch: W. Thomson,
On vortex statics, Phil. Mag. (5) 10 (1880), p. 97; J. J. Thomson, On the motion
of vortex rings, London 1883.

166) On oscillations and waves in an adynamic gyrostatic system, Edinb.
Roy. Soc. Proc. 12 (1883).

167) Steps towards a kinetic theory of matter, Brit. Assoc. Rep. (Montreal
1884), p. 613, London 18856; desgl. On a gyrostatic adynamic constitution for
ether (1889); Math. and Phys. Papers 3, p. 366; J. Larmor, On the propagation
of a disturbance in a gyrostatically loaded medium, Lond. Math. Soc. Proc.
23 (1891), p. 127.

168) J. J. Thomson, Lond. Phil. Trans. 176 (1885), p. 307; On some appli-
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d /o T
@ at(53) — 7,
in der lebendigen Kraft 7 gewisse generalisierfe Koordinaten ¢; nur
durch ihre ¢; enthalten sind, und auch keine Produkte ¢,; vor-

kommen, falls die tbrigen Koordinaten durch ¢; bezeichnet werden,
so hat man aus 1) fir s =1

d /oT orT
@) @ (o1,) = o=
und fiir s =4 ;
T
3 - == Cj.
®) =

Geht nun durch Elimination der ¢; %) vermdge (3) T in (T')

tiber, so ist
d (T oI @ 2 )
dt (Tq@) T 0g, g, (@),

wo rechter Hand vermdge (3) nun alles als Funktion der g; dar-
gestellt werden kann. Fasst man die rechte Seite als Kriiftefunktion
U auf, so hat man die von J.J. Thomson "°) namentlich im Sinne der
allgemeinen dynamischen Theorie Maxwell’s ausgefihrte Moglichkeit,
mit Hiilfe der kinosthenischen Koordinaten g; das Auftreten von Kriifte-
funktionen rein kinetisch zu deuten und so die potentielle Energie
auf kinetische Energie ,ignorierter Massen zuriickzufiihren.

28. Die Mechanik von H. Hertz. Diese Auffassung ist von
Hertz in seiner Mechanik zu dem Ideal einer villig kriftelosen Dy-
namik ausgebildet. Hertz kennt nur Systeme von materiellen Punkten,
die durch Bedingungen verbunden sind, und deren Bewegung durch
das Gauss'sche Prinzip des kleinsten Zwanges geregelt ist, welches
er in einer an Newton'’s lex prima erinnernden Ausdrucksweise als
Grundgesetz der Bewegung in geradester Bahn') bezeichnet. Der

cations of dymamical principles to physical phenomena, London 1888; auch
deutsch: Anwendungen der Dynamik auf Physik und Chemie, Leipzig 1890.

169) Dieser wichtige Schritt ist zuerst von Z. J. Routh, Essay on stability
of motion (1877), p. 61, gemacht. Diese Koordinaten q. heissen bei J. J. Thomson
kinosthenische, bei Thomson u. Tait (Treatise (1) 1, p. 318) ignored coordinates;
diese Vorgiinge sind spiter von Helmholiz als verborgene Bewegungen bezeichnet
(. f. Math. 100 [1887), p. 147).

170) J. J. Thomson, Anwendungen (Fussn. 169) p. 16, 23—97.

171) Hertz, Mechanik, p. 162: Systema omne liberum perseverare in statu
suo quiescendi vel movendi uniformiter in directissimam. Uber Hertz, Mechanik

vgl. Mach, Mechanik, 4. Aufl. p. 269; J. Larmor, Brit. Assoc. Rep., London
1900, p. 620.
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materielle Punkt als FEinzelobjekt ist bei dieser Auffassung eine in
gewissem Sinne dberfliissige Fiktion, sodass zugleich die rein mathe-
matischen Beispiele der Bewegung einzelner Punkte, welche die ana-
lytische Mechanik der friiheren Zeit mit Vorliebe pflegte und auch
als Mittel zur Fortbildung und Erweiterung der analytischen Theo-
rieen nicht entbehren kann, aus den eigentlich mechanischen aus-
scheiden.

Allerdings redet auch Hertz von Kriften, sie bestehen aber nun
wirklich #ur in den Beschleunigungswerten, welche jeder Zeil eines
Systems auf jeden anderen ausiibt. Diese systematische Konstruktion
der Kriifte auf Grund einer rein Finetischen Theorie™™®), welche nur
in ganz allgemeinen Ziigen von J. J. Thomson skizziert war, im Ein-
zelnen vollig ausgefiihrt zu haben, ist das eime Hauptverdienst der
Hertz'schen Mechanik ¥®). Denn die Einfilhrung des Grundgesetzes,
auf welches er die Entwicklung seiner Dynamik zuriickfiihrt, ist schon
vorher von J. J. Thomson in einer ganz dhnlichen auf die Vorstellung
der brachistochronischen Bewegung in einer n-fachen Mannigfaltigkeit
bezogenen Form ausgesprochen. Allerdings wird Hertz dabei ge-
notigt, jedes System als Teilsystem anderer aufzufassen, d. h. neben
den sichtbaren Massen noch werborgene mit den ersten durch Be-
dingungen gekoppelte anzunehmen. FEine weitere Ausfiihrung dieser
allgemeinen Ideen auf die Behandlung bestimmter Fragen liegt nicht
vor, und die zerstreuten Bemerkungen, welche von anderen Seiten in
dieser Richtung hinzugefiigt sind '), lassen nicht erwarten, dass

172) Hertz, Mechanik, p. 207—235.

173) Das andere besteht in der ausserordentlich anschaulichen Form, in
der Hertz die Geometrie der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit fiir seine spe-
ziellen Zwecke gedeutet hat, sowie in dem von jhm eingefiibrten konsequenten
System von Begriffen. Charakteristisch ist dabei der Begriff der Grisse s der
Verriickung von Massenteilchen m,; aus der Lage mit den Koordinaten «;, in die
Lage z;:

Ms?* = Zm, (v, —x)*; 3 M=2Zm,;
sowie des Winkels (s6) von zwes Verrickungen eines Systems

Mso cos (s6) = Zm, (x,— =) Y, — ¥2)»
welche den durch z;, x; y,, ¥; bezeichneten Koordinaten entsprechen. Ubri-
gens definiert schon Duwhem im Commentaire 1892, p. 269, Kraft und Arbeit
genau in dem Sinne von Hertz.

174) J. J. Thomson, Anwendungen, p.17; schon von Jacobi wurden 1847 die
dynamischen Probleme als brachistochronische betrachtet. In anderer Weise
zeigt R. Liouville, Sur les équations de la dynamique, Paris C. R. 114 (1892),
p. 1171, wie jedes dynamische Problem im alten Sinne auf das der geoditischen
Linien reduziert werden kann.

175) Nach Mach, Mechanik, p. 2563, kann die gleichférmige Bewegung
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Hertz's Gtedankengang in der nichsten Zeit eine wesentliche Vervoll-
kommnung nach dieser Richtung hin finden wird.

Eine besondere Schwierigkeit bereitet hier der Umstand, dass zu
einer passend begrenzten Behandlung der Frage, wie einem gegebenen
System andere verborgene Massen zu adjungieren sind, keinerlei Vor-
schriften vorhanden sind, vielmehr unendlich viele Losungen dieser
Aufgabe sich angeben lassen ')

So hat sich die Mechanik, ausgehend von der bedingungslosen
Fernewirkungstheorie, allméhlich zur kriftelosen Dynamik von Lord
Kelvin, J. J. Thomson und Hertz entwickelt. In der Mitte steht noch
immer das System der klassischen Mechanik, das in der padagogischen
Litteratur wahrscheinlich auch zunichst den Vorrang behaupten wird,
welches mit Kriften und Bedingungen operiert. Als Vertreter der
bedingungslosen Mechanik kann man gegenwirtig in Deutschland
Boltzmann und C. Newmann, in Frankreich oJ. Boussinesq ansehen;
doch scheinen die gesteigerten Anforderungen der mathematischen
Physik und die Eigenartigkeit ihrer Probleme allméhlich dahin zu
dringen, die Vorstellung reiner von der Entfernung abhingiger
Fernkrifte als zu enge auch in der theoretischen Mechanik durch
allgemeinere Bilder zu ersetzen.

IIT. Die speziellen Prinzipien der rationellen Mechanik.

A) Elementare Variations- oder Differentialprinzipe.

«. Die Statik.

29, Begriff des Gleichgewichts. Die elementare Statik suchte
schon frith an den einfachen Maschinern zu ermitteln, wann an einem
ruhenden materiellen System unter Kinfluss gegebener Kriifte keine
Bewegung hervorgerufen wird, den Fall des Gleichgewichis. Erst mit

eines materiellen Punktes im Kreise » durch Koppelung mit einer verborgenen
Masse im Abstande 27 ersetzt werden; siche auch A. Brill: Uber die Mechanik
von Hertz, Mitth. d. math. Vereins in Wiirttemberg, Stuttgart 1899; desgl.: Uber
ein Beispiel des Herrn Boltzmann zur Mechanik von Hertz, Deutsche Math.-V. 8
(1900), p. 200.

176) So bemerkt Poincaré (Electricité et optique, préface p. XII), dass nach
Maxwell alle physikalische Erklirung darauf beruht, die beiden Teile T und V
der in irgendwelchen Parametern g bei einem dynamischen Problem (nach P.
Stickel’s Bezeichnung J. f. Math. 107 (1891), p. 319) ausgedriickten Energie durch
ein System von 4% Grossen zu befriedigen, welche aus den #» Massen und den
3n Koordinaten bestehen, wobei n beliebig gross sein kann.
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Varignon ') beginnt aber die Zuriickfiihrung aller Gleichgewichtsprobleme
auf die Zusammensetzung der Krifte am einzelnen materiellen Punkte.
Bei einem solchen handelt es sich indes nicht um die Frage der rela-
tiven Ruhe gegen ein Koordinatensystem, sondern um den Fall, wo
unter Einwirkung der Krifte keine dnderung des Bewegungszustandes,
d. h. keine Beschleunigung entsteht. Fiir die Statik allein reicht es
allerdings aus, nur den Fall der relativen Ruhe gegen das Bezugs-
system anzunehmen; fiir die Anwendungen derselben auf die Dynamik
aber ist es erforderlich, den Begriff des Gleichgewichts in der an-
gedeuteten Weise zu erweitern.

In Riicksicht auf diese Betrachtung ergiebt sich auch der Begriff
des Gleichgewichis eines materiellen Systems, d. h. einer Vereinigung
beliebig vieler materiellen Punkte, welche durch teils geometrische
Bedingungen der Konfiguration, teils durch innere Kraftwirkungen mit
einander verkniipft sind: unter der axiomatischen Annahme!™), dass
die Bedingungen ebenfalls durch Kréfte ersefzt werden konnen, wird
Gleichgewicht bestehen, wenn die Beschleunigung eines jeden, jetzt
als vollig frei zu betrachtenden Punktes Null ist. Selbstverstindlich
kann man diese Definition mit Boltzmann '"?) auch auf den Fall aus-
dehnen, dass an einem in beschleunigter Bewegung befindlichen
Systeme unter Einwirkung irgend einer Gruppe von Kriften Gleich-
gewicht besteht, wenn keine Verfinderung dieses Bewegungszustandes
durch diese Gruppe hervorgerufen wird.

Trigt man indessen Bedenken, den Begriff des (leichgewichtes
von vornherein so zu erweitern, so muss man, inshesondere wegen
der Anwendung auf das d’Alemberfsche Prinzip, folgendes Axiom
(oder ein #hnliches) aussprechen:

Befindet sich ein materielles System A zur Zeit ¢ in irgend einem
Bewegungszustande, so kann man ihm stets ein zweites mit ihm im
Momente ¢ zusammenfallendes System B adjungieren, dessen simtliche
Punkte vermége der mdmlichen geometrischen Bedingungen mit den-
selben (teschwindigkeiten wihrend der Zeit ¢ bis ¢ -+ d¢ sich bewegen,

177) P. Varignon, Préface im tome 1 der Nouvelle mécanique: ,,Enfin je
m’appliquai & chercher ’équilibre lui méme dans sa source, ou pour mieux dire,
dans sa génération.*

178) Giebt man zu, dass jede Beschleunigung durch geeignete Krifte auch
gehindert werden kénne, so lisst sich diese Annahme auch weiter verfolgen;
vgl. A. L. Cauchy, Exerc. de math. 1826 (Oeuvres (2) 7, p. 11); freilich nur unter
Zuhiilfenahme eines weiteren Axioms.

179) Boltzmann, Mechanik, p. 233; vgl. auch Deutsche Math.-V. 6 (1898),
p. 142.

Encyklop. d. math. Wiesensch. IV 1. b
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wie A, und diesem ein drittes im Momente ¢ ebenso beschaffenes C,
das wihrend dieser Zeit in relativer Ruhe gegen das Koordinaten-
system verharrt'™®). Das System 4 ist dann und nur dann unter dem
Einfluss der wirkenden Kriifte im Gleichgewicht, wenn dies bei dem
System C unter dem Kinfluss der bei A vorhandenen Reaktionen, die
durch die Verbindungen hervorgerufen werden, und der wirkenden
Krifte der Fall ist.

30. Das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten. Dass das
Gleichgewicht nicht auf besonderen, nur auf jeden einzelnen Fall an-
wendbaren Bedingungen beruht, ward bei den einfachen Maschinen
schon von Stevin, Galilei und anderen erkannt®®) bei Joh. Bernoulli *5Y)
tritt ohne Beweis vermdge einer genialen Induktion die allgemeine
Regel auf, welche unter dem Namen des Prinzips der virtuellen Ge-
schwindigkeiten oder der wvirtuellen Verschiebungen (Verriickungen)

179%) Das System C, welches mit B im Momente ¢ zusammenfillt und
dessen Punkte wabrend der Zeit ¢ bis ¢ -} d¢ ruhen, was bei B micht der Fall
ist, kann vielleicht entbehrlich erscheinen. Die Einfiihrung eines derartigen
Axioms (dessen Fassung im Texte als ein vorldufiger Versuch betrachtet sein
moge) wird indes notig, weil eine iibersichtliche Entwicklung der Gleich-
gewichtsbedingungen nur zu gelingen scheint, wenn das betreffende System in
(relativer) Ruhe gegen das Koordinatensystem oder frame of referemce sich be-
findet (wie dies nun bei C der Fall ist). Sobald dies nicht mehr zutrifft, sondern
die Punkte des Systems sich in beliebigem Bewegungszustande befinden, lisst
sich die Frage, wann eine in dem betreffenden Momente eingefiihrte neue Kraft-
gruppe keine Anderung dieses Zustandes bewirkt, nicht mehr unmittelbar auf
den friiheren Fall zuriickfiihren; vgl. Fussn. 208.

180) Bei S. Stevin (Hypomnemata mathematica 4, lib. 8, p. 172, Leiden 1608)
heisst es: ,,Ut spatium agentis ad spatium patientis, sic potentia patientis ad
potentiam patientis; Galiles (Opere 2, p. 183 ff): Quanto si guadagna di forza,
tanto perdersi in velocitd (p. 172); erste Anfiinge einer Regel schon bei G. Ubaldo
(Cantor, Geschichte der Mathem. 2, p. 524), nach Cantor lassen sich schon in Ari-
stoteles’ Mechanik solche Ideen indes erkennen (daselbst 1, p. 219). Whewell, Hist.
of induct. sciences 2, p. 31, schreibt dem Tractatus de motu von Varro (1584)
die erste bestimmte Fassung zu. Galiles bat das Prinzip schon im discorso in-
torno alle cose che stanno in acqua (Opere 4, p. 8), dann in der scienza mec-
canica (ed. Mersenne, Leiden 1634, Opere 2, p. 152) auf das Gleichgewicht von
Flissigkeiten angewandt; so auch schon B. Pascal, vgl. Mach, Mechanik, p. 52,
86, 96, sowie F. Montucla, Histoire 3, p. 609.

181) Varignon, Nouv. méc. 2, p. 174, Brief von Joh. Bernoulls v. 26. Jan.
1717: ,En tout équilibre de forces quelconques en quelque manidre qu'elles
soient appliquées les unes sur les autres ou immédiatement ou médiatement, la
somme des énergies affirmatives sera égale & la somme des énergies negatives
prises affirmativement. Diese Energie ist Pp cos (pP), und p cos (pP) heisst
dort die wvirtuelle Geschwindigkest.
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bekannt ist. Aber erst Lagrange schuf daraus das analytische Grund-
prinzip der Mechanik, die er damit zur analytischen erhob,

Wir betrachten zundchst nur Systeme, deren materielle Punkte
durch Bedingungsgleichungen mit einander verbunden sind, und von
irgend welchen gegebenen Kriften P ergriffen werden.

Ist P, die Kraft, welche auf den Punkt mit den Koordinaten
Z;, ¥Y;, #, wirkt, dessen unendlich kleine Verschiebungen d&'s, die Pro-
jektionen dz;, 0y;, 0z, haben, so ist zum Gleichgewicht notwendig und
hinreichend, dass

> P, cos (P, 8s) 0s;, = (X, 0w; + ¥, 0y, + Z,0s) =0
ist, falls die 0x;, 0y;, 02, zuldssige virtuelle, fakultative®®) Verschie-

bungen bedeuten, d. h. solche, die den Bedingungen der Beweglichkeit
des Systems

1) 2 (@i 82, 4 by, 8y, + ¢, 02) = 0

k=1, 2,...,7)
gentigen; kurz es muss die Summe der virtuellen Arbeiten'®) fiir alle
zuldissigen Verschicbungen verschwinden.

31. Der Boweis des Prinzips der virtuellen Ges¢hwindigkeiten.
Hier erhebt sich nun die Frage nach dem Beweise des Prinzipes,
wobei es nach den Erirterungen in Nr. 29 geniigt, denselben unter
Voraussetzung relativer Ruhe gegen das Koordinatensystem zu fithren.
Giebt man zu, dass jedes System von Bedingungen ((1) Nr. 30) durch
geeignete Reaktionskrdfte mit den Komponenten =, H,, Z, ersetzt
werden kann, so miissen fiir jeden Punkt die (leichungen

182) So Gawuss im Brief an Mobius 1837 (C. Newmann, Leipz. Ber. 31
(1879), p. 61).

183) Vgl. iiber diesen von G. Coriolis eingefiihrten Ausdruck: Mém. sur la
manidre d'établir les différents principes de la mécanique, J. éc. polyt. 15 (1834),
p- 95. In der Mechanik spricht man gegenwirtig noch fast allgemein von un-
endlich kleinen Verschiebungen, als ob diese bestimmie sehr kleine Strecken
bezeichnen konnten. Die &ltere Auffassung suchte dies durch den Begriff der
virtuellen Geschwindigkeiten, der den Fluxionen Newton’s entnommen ist, zu ver-
meiden. Man kann die strengen Begriffe der Differentialrechnung in der Me-
chanik (ebenso wie in der Geometrie) festhalten, wenn man zunichst von vir-
tuellen endlichen Bewegungen ausgehend, die Geschwindigkeiten derselben
einfijhrt; natiirlich muss dann auch die virtuelle Arbeit als eine Intensitiits-

#nderung, also nicht als Z(Xﬁac + Yédy + Zd2), sondern als
ox oy 0z
2 (XGF+Yat+23)

gefasst werden. Im Texte schien es schon der Kiirze wegen (aber auch aus
anderen Griinden) geboten, die jetzt noch {bliche Ausdrucksweise beizubehalten.

5*
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Xi+Ei=O7
(1) Yi+Hi=O7
Zi+zi=0

bestehen. Multipliziert man dieselben mit den willkiirlichen Variationen
0z;, 0y;, 02, so folgt
> (Xox + Yoy + Z02) + S (Zx 4 Hoy 4+ Zdz) = 0

oder
2 04+ dA=0.

Verschwindet (2) bei allen Variationen, so erhdlt man (1) wieder:
dann ist also sicher Gleichgewicht vorhanden. Statt dessen ist aber
auch schon notwendig und hinreichend, wenn (2) bei allen zuldssigen
Verschiebungen wverschwindet. Wire dies nicht der Fall, so wiirde
man an jedem der als vollig frei zu betrachtenden Punkte die ent-
stehende Beschleunigung ¢, durch eine geeignete Kraft — m,q, auf-
heben konnen, daher ist jefzf nach (2)

©) 04 + oA — Sm;g, 8s; cos (95, @) = 0,

welche Gleichung, da der letzte Teil fiir ein &s; von der Richtung
des @, unter der Summe nur positive Glieder enthilt, nach (2) er-
fordert, dass alle @, = O sind?®),

Bis so weit beruht der Beweis auf rein logischer Basis, brauchbar
aber wird das Princip erst dann, wenn man zeigt, dass 0A bei allen
zuldissigen Verschicbungen fiir sich verschwindet. Dieser wesentliche
Teil des Beweises, den Laplace'®) fir unndtig gehalten zu haben
scheint, erfordert ein genaueres Eingehen auf die Natur der aus den
Bedingungen entspringenden Reaktionen (Spannungen).

Betrachtet man das starre System als gebildet aus Punkten, die
in unverénderlicher Entfernung durch entgegengesetzt gleiche in den
Richtungen der Verbindungslinien von je zwei Punkten wirkende
Kriifte gehalten werden, so ist diese Arbeit offenbar Null, dasselbe
findet auch statt, wenn Punkte des Systems ausserdem auf vollig
glatten Kurven oder Flichen!®*) gezwungen sind zu bleiben, resp. Teile

184) Dieser Schluss schon bei Laplace, Méc. cél. 1, p. 46; s. auch Fourier,
Fussn. 186; vgl. Poisson, Mécanique, § 336.

185) Méc. cél. 1, p. 43; L. Poinsot, Sur une certaine démonstration du
principe des vitesses virtuelles, J. de math. 3 (1838), p. 244, macht darauf auf-
merksam, dass mit dA = 0 eo ipso auch 84 — 0 bewiesen wire. Fiir eine
Mechanik, die Bedingungen ausschliesst, kommen die weiteren Uberlegungen
nicht in Betracht, so z. B. in Boltzmann’s Mechanik.

185%) Eine Kurve (Fliche) heisst vollig glatt, wenn durch dieselbe die Be-
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solcher Systeme mit vollig glatten Oberflichen sich beriihren ete.
Ohne Zweifel kann man in der Schilderung solcher Verhiltnisse weiter
gehen; in allen derartigen Féllen ldsst sich dann das Prinzip erweisen.
Ein allgemeiner Beweis kann natiirlich auf diesem Wege, den zuerst
Fourier eingeschlagen hat 1%6), nicht erbracht werden, und man wird
so gendtigt, das Prinzip fiir den Fall ganz unbestimmt gelassener
Bedingungsgleichungen als eine Regel anzusehen, deren Folgen that-
siichlich mit der Erfahrung in Einklang sind.

32. Die Beweise von Lagrange, Poinsot und anderen. Andere
Beweise suchen diese Mingel zum Teil zu beseitigen. Lagrange selbst
hat zwei Beweise geliefert, die beide auf der axiomatischen Vorstellung
unausdehnsamer Feiden 1®7), in denen iiberall dieselbe Spannung herrscht,
dem Principe des poulies oder des Flaschenzugs beruhen.

In dem ersten Beweise *®) von Lagrange werden die Krifte als
kommensurable, d. h. als ganzzahlige Vielfache m¢ einer Kraft 2p
angenommen *#9),

Ordnet man npun jedem Punkte A; des Systems einen festen
Punkt B, zu, indem man einen Faden von B, nach A4, und zuriick
in m, maliger Wiederholung fithrt'®), sodann weiter in derselben
Weise bei 4,, B, ..., 4,, B, verfihrt, so kann man das ganze

weglichkeit ¢n ihr ebenso wenig beschrinkt wird, wie ihre Koordinaten durch
die sie darstellenden Gleichungen; die Reaktionen sind dann stets normal zur
Kurve (Fliche).

186) J. B. Fourier, J. éc. polyt., cah. 5 (1798), p. 20 (Oeuvres 2, p. 477,
insbes. p. 489); daselbst auch der Flaschenzugbeweis von Lagrange (p. 115), so-
wie ein Beweis von R. Prony (p. 191).

187) Ahnliche Gesichtspunkte entwickelt gleichzeitig, aber vor Lagrange
J. B. Fourier, Oeuvres 2, p. 500, der auf L. N. M. Carnot (Essai sur les machines
en général [1783]) verweist, mit der Bemerkung: Il est naturel de penser, que
Jean Bernoulli connaissait quelque construction analogue.

188) Siehe Fussn. 187; sodann in der Mécanique analytique von 1811
(Oeuvres complétes 11, p. 23) mit der Bemerkung: Quant & la nature du principe
des vitesses virtuelles (das in der éd. von 1788 als Axiom benutzt war) il faut
convenir, qu'il n'est pas assez évident par lui méme pour pouvoir &tre érigé en
principe primitif; dhnlich auch E. Mathieu, Dynamique analytique (1878), p. 2.

189) Die Beseitigung dieser Annahme soll dann nach den Euklidischen
Methoden der Verhiltnislehre erfolgen; aber diese Prozesse lassen sich streng
genommen nur mit den idealen geometrischen Konstruktionen, mit einem idealen
mechanischen System nur dann vornehmen, wenn man demselben in jeder Hin-
sicht die Eigenschaften derselben beilegt.

190) Dazu hat man sich in jedem der Punkte A, B einen vollkommen
glatten Ring (resp. eine Rolle) von beliebig kleiner Dimension zu denken, durch
den der Faden gefiihrt wird.
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System der Kriifte durch eine einzige an dem freien Ende des Fadens
wirkende Kraft, etwa ein Gewicht p, darstellen. Sicher wird im
Gleichgewichisfall dieses Gewicht wicht sinken, und bei einer wvirtuellen
Verschiebung der Systempunkie wird die virtuelle Arbeit simtlicher
Kriifte gleich der mit p multiplizierten Gesamtverlingerung des Fadens.
Hieraus folgt aber keineswegs, dass bei jeder zuldssigen Verschiebung
des Systems diese Arbeit Null sein miisse, weil ¥?), ,wenn diese Arbeit
nicht Null wiire, die entsprechende Fadenverlingerung durch das Gewicht,
das immer die Tendenz hat zu sinken, hervorgebracht werden wiirde“
Denn beim Gleichgewicht sinkt das Gewicht iiberhaupt nicht, und die
nur in der Vorstellung bestchende virtuelle Verschicbung steht mit dieser
Thatsache in keiner Verbindung. Man darf daher auch nicht an-
nehmen, dass das Gewicht sinke: diese formal unzulissige Schluss-
weise, auf der gleichwohl die bis in die neueste Zeit geriihmte Evi-
denz des Lagrange'schen Flaschenzugbeweises beruht, hat schon Jacobi 192)
geriigt; andere **®) haben dagegen als Mangel dieses Schlussverfahrens
bezeichnet, dass das Gewicht nur um eine unendlich kleine Grsse
erster Ordnung dabei wicht sinken darf, sowie die auf der Einfith-
rung gespannter Fiden und Rollen beruhende Vorstellung.

Von diesen Mingeln ist Lagrange’s zweiter 1%), weit weniger be-
kannter, Beweis frei, der die aus den Bedingungen entspringenden
Krifte durch eine &#hnliche Fadenkonstruktion ersetzt. Es gentigt,
die Idee desselben fiir Punkte P,,..., P,, zwischen denen eine Be-
dingungsgleichung %)

(1) f(xn Yir %05 Zas Yas %25 * "3 Ly Yo zn)=0
besteht, zu erldutern. Setzt man voraus, dass

V<%>2+(%)2+<%€>2= 2m,p; (G=1,---n)

191) Méc. anal. = Oeuvres completes 11, p. 24.

192) Jacobi, Heft von Scheibner, p. 17 ff., insbes. p. 21; man vgl. die fol-
gende Fussnote iiber Fowrier.

193) Siehe die Note von J. Bertrand, Méc. anal. 1, p. 24; Jacobs, Fussn. 192,
p- 21; Mach, Mechanik, p. 64; Boltzmann, Mechanik, p. 133; E. J. Routh, Trea-
tise on analytical statics, 2. ed., Cambridge 1896, 1 p. 182.

In Fourier's Mémoire sur la statique (Oeuvres 2, p. 500) wird dagegen ganz
richtig gesagt: Wenn die Summe der Momente bei einer Verschiebung Null ist,
kann durch die wirkenden Krifte diese Verschiebung nicht entstehen, mag nun
Gleichgewicht vorhanden sein oder nicht.

194) Lagrange, Théorie des fonctions, 2. éd., Paris 1813, p. 350.

195) Ohne wesentliche Anderung kann diese Gleichung durch die allge-
meinere Nr. 80 (1) ersetat werden; vgl. 4. Voss, Uber die Differentialgleichungen
der Mechanik, Math. Ann. 25 (1885), p. 258.
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ist, wo die m, wieder ganze positive Zahlen sind, so kann man

g;fi == 2m; p cos o,
or
By, — 2m; p cos f;
of
75, — 2m; p cosy;

setzen und dem Punkte P; die durch ihn gehende Richtung cos «;, cos 3;,
cos p; zuordnen, welche einen um /; von P, entfernten festen Punkt @,,
dessen Koordinaten a;, b,, ¢; sind, enthidlt. Fithrt man nun wie vorhin
in m;maliger Wiederholung einen Faden von @, nach P; und suriick
und so fort, bis man am letzten Punkte ¢, anlangt, wo der Faden
wieder befestigt wird, so bestehen nur noch diejenigen Bewegungs-
moglichkeiten, bei denen

2m b, + 2myly 4 - - - + 2m,l, = const.
oder
i >2m, (cos a; d; -+ cos B; dy; -+ cosy;dz) =0

1
5 af =0

ist. Macht man die, allerdings von Lagrange nicht besonders erwihnte
Voraussetzung, dass der Kinfluss der Bedingungsgleichungen nur von
den ersten Differentialquotienten der Bedingungsgleichung (1) abhéingt,
oder dass Bedingungsgleichungen, welche dieselben zuldssigen Verschiebungen
gestatten, mechanisch dquivalent sind, so darf man dieselben hier durch
die Bedingung der Unverinderlichkeit der Fadenlinge ersetzen, bei
welcher die in dem Faden entstandene Spannung in der That bei
jeder zuldssigen Verschiebung keine Arbeit leistet. Dieser Beweis
zeigt zugleich, dass der Einfluss jeder beliebigen Bedingungsgleichung
durch das System der Kriifte

of\? of\? or\?
VL (2
mit den Richtungscosinus cos «;, cos f§;, cos y; ersetzt werden kann.

Andere Beweise suchen die Lagrange’schen Voraussetzungen durch
zum Teil weniger abstrakt scheinende zu ersetzen. Jedenfalls beruht
das Gleichgewicht eines Bedingungen unterworfenen Systems darauf,
dass vermdge derselben die Beschleunigungen in allen mdglichen Be-
wegungsrichtungen aufgehoben werden. So gelangt man zu der axioma-
tischen Voraussetzung, dass das Gleichgewicht wicht gestort wird, wenn
man zu den bestehenden Bedingungen nocl, beliebig viel neue, den alten
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nicht widersprechende hinzufiigt'®). Man kann nun so viele hinzufiigen,
dass, wie bei einer idealen Maschine, die Verschiebung eines einzelnen
Punktes die aller anderen eindeutig bestimmt, oder das System zwang-
limfig wird; diese Verschiebung stellt dann eine ganz willkiirliche
virtuelle des urspriinglichen Systems vor. Diesen zuerst in dieser
Allgemeinheit von Ampére betretenen Weg'") hat Duhamel zu einem
besonders iibersichtlichen Beweise benutzt; &hnliche Vorstellungen
finden sich ibrigens auch bei Poinsot'®), dessen Beweis fast un-
geindert von Minding reproduziert ist%).

Jedenfalls kann man unter den angegebenen Voraussetzungen zu
einem Beweise des Prinzipes fiir ein System diskreter Punkte gelangen.
Auch fiir Fiden mit kontinuierlicher Massenverteilung werden diese
Beweise noch anwendbar sein, weil die Vorstellung von den inneren
Spannungen, welche den #usseren Kriiften Gleichgewicht halten, noch
eine vollig bestimmte bleibt. Dagegen ist die dariiber hinausgehende
Anwendung, welche Lagrange von dem Prinzipe auf zwei- oder drei-
dimensionale Systeme mit kontinuierlicher Massenverteilung (Flichen
und elastische Systeme) macht, offenbar nicht mehr durch die Méglich-
keit gestiitzt, die geometrische Konstruktion des Flaschenzuges oder
irgend eine andere festzuhalten. Man wird auch hier zu der Forde-
rung gedvingt, die iiber die frither erwibmten Fille hinausreichende
Griltighest des Prinzips als ein mit der Erfahrung in seinen Folgerungen
iibereinstimmendes Axiom anzusehen; insbesondere wird diese Auf-
fassung durch die Uberlegung notwendig, dass alle Beweise doch
immer von der Voraussetzung diskreter Systeme mit einer endlichen
Anzahl von Freiheitsgraden ausgehen, withrend der Satz selbst auch
fiir Systeme mit unendlich vielen Graden der Beweglichkeit zur An-

196) So Poinsot, De 1'équilibre et du mouvement des systémes, J. éc. polyt.
cah. 12, an 12, p. 206; Poinsot wendet indes ein spezielleres Prinzip an: ,l'un
des prémiers élémens de la théorie générale de I'équilibre est cet awiome, que si
des forces se font actuellement équilibre sur un systéme quelconque variable,
P'équilibre ne cessera point en supposant que la systdme soit rendu tout & coup
invariable.* Vgl. auch C. Newmann, Uber eine einfache Methode zur Begriin-
dung des Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeiten, Leipz. Ber. 38 (1886), p. 70.

197) 4. M. Ampére, Démonstration générale du principe des vitesses vir-
tuelles, J. éc. polyt. cab. 13 (1806), p. 247; Ch. Duhamel, Mécanique, 3. éd.
1862, deutsch von H. Eggers, Leipzig 1853, 1, p. 114, 119; dieser Beweis auch
bei Th. Despeyrous, Mécanique 2, p. 305; vgl. auch F. Moigno, Lecons de
mécanique, Paris 1868, p. 281 ff.

198) Poinsot, Théorie générale de I'équilibre, J. éc. polyt. cah. 13 (1806),
p. 208.

199) F. Minding, Handbuch 2 (1838), p. 165.
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wendung gebracht wird, und in dieser Form schon von Lagrange in
seiner Herleitung der Gleichgewichtsbedingungen der Fliissigkeiten
benutzt wurde.

33. Zusammenfassung. Die einzelnen Beweise erscheinen darum
nicht wertlos. Denn woher stammt die Uberzeugung von der un-
beschriinkten Giiltigkeit des Prinzips? Zum Teil doch gewiss aus
der unzihligemal gepriiften Ubereinstimmung mit der Erfahrung und
der Moglichkeit, durch weitere Detaillierung der konstruktiven Be-
weismethode die Frage auch bei allgemeineren Voraussetzungen er-
ledigen zu konnen, sowie aus der Gleichférmigkeit der Resultate
bei ganz verschiedenen Ansitzen!%*®). Zum anderen Teil aber beruht
diese Uberzeugung wohl auf dem in Verbindung mit dem Prinzipe
von der Erhaltung des Gleichgewichts bei Einfiihrung neuer Ver-
bindungen benutzten energetischen Gedanken, dass wenn die Kriifte
jene zwangliufige Verschiebung mit einer gewissen Geschwindigkeit
hervorbriichten, derselben eine Vermehrung der Energie ohne Arbeits-
leistung entspriiche, falls das virtuelle Moment der Krifte Null ist.
Auf diesen Standpunkt stellen sich auch Thomson und Tait bei ihrer
Darlegung des principle of virtual velocities).

34. Das Fourier'sche Prinzip; materiolle Systeme allgemei-
nerer Art. Die vorhergehenden Betrachtungen gehen iiberall von der
ganz abstrakten Voraussetzung aus, dass die Bedingungen durch Glei-
chungen (entweder explicite Gleichungen zwischen den Koordinaten oder
totale Differentialgleichungen zwischen ibren Differentialen) ausgedriickt
sind. Solche geniigen der Forderung, dass neben jeder virtuellen Ver-
schiebung auch die entgegengesetzte zulidssig sei. Bereits Fourier 1)
hat indessen ganz allgemein auch einseitige Bedingungen, welche durch
Ungleichungen zwischen diesen Elementen ausgedriickt werden, in
seiner Untersuchung herangezogen und dem Prinzipe der virtuellen
Geschwindigkeit die Form gegeben, dass

199#) Eine kritische Ubersicht tiber die Beweise des Prinzips der virtuellen Ge-
schwindigkeiten fehlt bisher noch vollstindig.

200) Thomson u. Tait, Treatise (1) 1, p. 265. Es sei hier zugleich an
Stevin’s beriihmte Bemerkung tiber das Gleichgewicht der homogenen Kette
auf der schiefen Ebene erinnert; finde es nicht statt, ce mouvement n’aurait
aucun fin, ce qui est absurde; Werke (éd. A. Girard, Leiden 163%), 2, p. 448.

201) Fourier, Oeuvres 2, p. 488. Fourier definiert indes das Moment der
virtuellen Arbeit als Fluxion, d. h. mit dem entgegengesetzten Zeichen, wie jetzt
iblich, p. 479. Die von Lagrange allein betrachteten Bedingungen (allgemeiner
die in Nr.30, 1), heissen auch wohl doppelseitige, conditions bilatérales, so
P. Duhem im Commentaire.
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S(Xdox 4 Yoy + Zo2) 20

die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Gleichgewicht ist.
Auf diesen von Lagrange nicht beriicksichtigten Fall hat unabhingig
von Fourier erst wieder Gauss®?), dann Ostrogradsky **®) hingewiesen.

Die von Fourier im Mémoire sur la statique®*) erdachte Hebel-
konstruktion ist von C. Neumann®®®) in einer sehr anschaulichen
Weise fiir diesen Fall zur Verwendung gekommen. Ein in sich
zuriicklaufender nicht ausdehnbarer Faden, der sich nur nach einer
(positiven) Richtung hin in sich selbst verschieben kann, ist offenbar
im Gleichgewicht, wenn die in der Richtung des Fadens wirkenden
Kraftkomponenten X; der Bedingung gentigen, dass bei allen vir-
tuellen Verschiebungen d's

0s 22X, 20

ist, denn entweder ist dann 3'X null oder negativ. Denkt man sich
nun das System einseitig zwangliufig gemacht, so kann man durch
ein System von Hebelvorrichtungen bewirken, dass an Stelle jedes
wirklichen Punktes P, des Systems, dessen virtuelle Verschiebung
0's, ist, ein anderer P, tritt, wobei nun alle P, dieselbe Verschie-
bungsgriofse d’s bei ungednderter Richtung besitzen. Bezeichnet man
die in Richtung der zwangliufigen Verschiebung von P, wirkende
Komponente mit X, die entsprechende, nach dem Hebelgesetz ihr
dquivalente bei P, mit X, so ist

also
22X/ 0's= 3X,0520
die notwendige und hinreichende Bedingung.

Im vorigen sind nur die traditionell eingefiihrten Fille von Be-
dingungen behandelt. An und fiir sich liegt kein Grund vor, nicht

202) Gauss, 1829, Werke 5, p. 27.

203) M. Ostrogradsky, Considérations générales sur les momens, 1834, Petersb.
Mém, de I'Acad. (6) 1 (1838), p. 129; daher heisst in Russland das Prinzip von
Fourier auch wohl das von Ostrogradsky. In Frankreich ist Fourier's Prinzip
nicht so unbeachtet geblieben; A. A. Cournot entwickelt schon 1827 die Glei-
chungen von Ostrogradsky; siehe dessen Extension du principe des vitesses vir-
tuelles au cas ou les conditions de liaison du systéme sont exprimées par des
inégalités, Bull. sciences math. de Ferussac, 8 (1827), p. 165.

204) Fourter, Oeuvres 2, p. 495.

205) C. Neumann, Uber das Prinzip der virtuellen oder fakultativen Ver-
riickungen, Leipz. Ber. 31 (1879), p. 53.
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auch homogene quadratische, resp. hihere, Gleichungen zwischen den
virtuellen Verschiebungen vorauszusetzen. Wir gehen darauf nicht
ein, da abgesehen von speziellen einfachen Fillen Bedingungen dieser
singuldiren Art bisher kaum allgemeiner untersucht sind.

Weit wesentlicher ist die folgende Erweiterung. Die Bedingungen
fiir die Beweglichkeit eines Systems kénnen im allgemeinen iiberhaupt
nicht auf die Voraussetzung von Relationen zwischen den virtuellen
Verschiebungen beschrinkt werden. Dies tritt schon dann ein, wenn
die Vorginge der Reibung betrachtet werden sollen; in noch weiterem
Umfange — obwohl man hier auch von anderen Anschauungen aus-
gehen kann — wenn das System in einer von seinem urspriinglichen
Zustande verschiedenen Deformation (strain) betrachtet wird, in wel-
cher es unter Einwirkung gegebener (dusserer) Krifte sich im Gleich-
gewicht befindet. In allen diesen Fillen muss man selbstverstindlich
die Krifte, welche den Kinfluss der Reibung, des stress, etc. vertreten,
den in Nr. 30 allein betrachteten Kriiften P hinzufiigen, wenn man
das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten anwenden will.

Materielle Systeme von endlichem Freiheitsgrad, d. h. solche,
deren virtuelle Verschiebungen durch eine endliche Zahl von unab-
hingigen Parametern bestimmt sind, kann man nach Painlevé iiber-
haupt als Systeme mit und ohne Reibung (frottement) charakterisieren.
Denn welche Vorstellung man sich auch iiber die Natur der Reak-
tionskrifte B bilden mag, die an den Punkten des Systems angreifen,
man wird stets die Gruppe R auf eine einzige Art in zwei Gruppen
R,, R, so zerlegen konnen, dass die virtuelle Arbeit der Reaktionen
R bei allen zuldssigen Verschiebungen gleich der der Gruppe R, ist,
und zugleich das Vektorensystem der R, einer virtuellen Verschiebung
entspricht?%%). Die Gruppe R, stellt dann ,die aus den Bedingungs-
gleichungen entspringenden Reaktionen®, die Gruppe R, die , Reibungs-
widerstinde“ vor.

3b. Die Gleichgewichtsbedingungen. Da die Gleichungen
Nr. 30 (1) jedenfalls von einander unabhingig sein miissen, also nicht
alle r-reihigen Determinanten der a;,, b, c;, verschwinden diirfen,
erhilt man durch Lagrange’s Methode der Multiplikatoren die Gleich-
gewichtsbedingungen in der Form )

206%) P. Painlevé, Legons sur l'intégration, p. 54 ff. Uber ihnliche Zer-
legungen vgl. auch J. Konig: Tber eine neue Interpretation der Fundamental-
gleichungen der Dynamik, Math. Ann. 31 (1888), p. 1.

206) So zuerst bei Lagrange in der Méc. anal. von 1788.
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X, = Zlkailn
@ Yi=2}~kbik;
Zy= 2hcy -

Sind dagegen Ungleichungen gegeben®"), also etwa

2 (@02, 4 b, 0y, -+ ¢, 02) = &,
k=12 ... 1),
wo o
§<0,
so erhilt man jedenfalls wieder, wenn die Bedingungen den Fall
& == 0 einschliessen, die Gleichungen (1). Da nun aus ihnen folgt

= (X 0z, + Y, 8y, + Z8z) = Dz,

so ergiebt sich, dass die samtlichen Koeffizienten 2, positiv sein
miissen, wenn das Moment bei negativen Werten der willkiirlichen
beliebig kleinen ¢, nie positiv werden darf; ihre Vorzeichen bleiben
eben nur dann willkiirlich, wenn das zugehorige & ausschliesslich
auf den Wert Null beschrinkt ist. Bedingungen, bei denen der
Fall ¢, = O iiberhaupt nicht eingeschlossen ist, sind selbstverstindlich
fortzulassen.

Die rechten Seiten der Gleichungen (1) stellen die aus den Be-
dingungen entspringenden Reakfionen vor; man sieht nun, wie jeder
Bedingung eine bestimmte dem A, zugehorige Komponente dieser Art
entspricht. Die Bedingungen fiir die gegebenen Krifte X, Y, Z,
selbst erhdlt man, wenn man die aus 7 der passend auszuwihlenden
Gleichungen (1) berechneten Werte der 4 in die iibrigen einsetzt.

B. Die Dynamik.

36. Das d’Alembert’sche Prinzip®7®). Hat man sich einmal
iiber die Auffassung des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten ge-
einigt, so besteht kein weiteres Hindernis mehr, nach o Alembert’s
fundamentaler Betrachtung zu den allgemeinen Gleichungen der Dynamilk
zu gelangen %),

207) So bei Cournot und Ostrogradsky, Fussn. 203; bei letzterem auch mit
Beispielen (Seilpolygon, inkompressible Fliissigkeiten, etc.); ausser den gebréiuch-
lichen Lehrbiichern vgl. auch L. Henneberg, J. f. Math. 113 (1894), p. 179.

207%) Nach F. Moniucla, Histoire 3, p. 44 u. 627 hat A. Fontaine schon
1739 ein #hnliches Prinzip ausgesprochen.

208) Nach der Ansicht vieler beruht das d’Alembert’sche Prinzip auf einem
neuen Axiom, insofern die Gleichungen des Gleichgewichts auf den Fall eines
bereits in Bewegung begriffenen Systems iibertragen werden, so z. B. Jacob:
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Ein System materieller Punkte mit den Massen m, befinde sich
zur Zeit ¢ unter dem Einfluss der an m, angreifenden Kraftkompo-
nenten X, Y;, Z; in beliebigem Bewegungszustande; die Koordinaten

seien z;, ¥;, 2. Sind dieselben ausserdem beliebigen Bedingungs-
gleichungen

f1=0)ﬂ!=0?"'7fk=0

unterworfen, welche zunfichst ¢ nicht enthalten mdgen, so werden in-
folge dieser Verbindungen die Beschleunigungen Z, 4, Z;
gemeinen so beschaffen sein, dass die

X, — mi, ¥,—mj, Z

T [t t 1

im all-

— 1,3,

nicht verschwinden. Diese Kriifte werden also vermdge der Be-
dingungen aufgehoben, also sind sie ,in Riicksicht auf die letzteren®
im Gleichgewicht; wire dies nicht der Fall, so wiirden sie dem Sy-
steme ausser den vorausgesetzten Beschleunigungen &;, #;, %, noch

t

andere mitteilen — gegen die Voraussetzung. In dieser Gestalt ist
das d’Alembert'sche Prinzip?) eine rein logische Uberlegung, welche

(Dynamik, ed. Clebsch, p. 631L); C. Neumann (Leipz.Ber.31 (1879), p. 61). Ich kann
darin nur eine zu enge Begriffsfassung des Gleichgewichts sehen, sodass die
hier vorhandene Schwierigkeit, vgl. Nr. 29, schon das Prinzip der virtuellen Ge-
schwindzigkeiten selbst trifft.

209) J. d’ Alembert’s (Traité de dynamique, Paris 1743) urspriingliche Be-
trachtung ist hiervon nicht wesentlich verschieden (vgl. Poisson, Mécanique, § 350).
@’ Alembert’s eigene Worte lauten: Soient 4, B, C, ... les corps qui composent
le systéme, et supposons qu'on leur ait imprimé les mouvemens a, b, ¢, ..,
qu’ils soient forcés, & cause de leur action mutuelle, de changer dans les mou-
vemens «, ff, 9, ... Il est clair qu'on peut regarder le mouvement ¢ imprimé
au corps A comme composé du mouvement &, qu’il a pris, et d’'un autre mouve-
ment o' ; qu'on peut de méme regarder les mouvemens b, ¢, ... comme com-
posés du mouvement 8, ;5 7,9, ..., d'oit il s'ensuit que le mouvement des
corps 4, B, C, .. .. entr'eux auroit été le méme, si au lieu de leur donner les
impulsions a, b, ¢ on leur eGt donné & la fois les doubles impulsions «, &’; 8, f,. ..
Or par la supposition les corps 4, B, C' ont pris d’eux mémes les mouvemens
a, B,7,...; donc les mouvemens o, f’, 4’,... doivent &tre tels qu'ils ne dé-
rangent rien dans les mouvemens «, f, y,..., c'est & dire que si les corps
n’avoient regu que les mouvemens o', §’, 7,...; ces mouvemens auroient dd se
détruire inutuellement et le systdme demeurer en repos. De la resulte le prin-
cipe suivant... Décomposez les mouvemens @, b, ¢, . .. chacun en deux autres
o, o ; B, B’y... qui soient tels que gi I'on n’eit imprimé aux corps que les
mouvemens «, f, 7,... ils eussent pu conserver les mouvemens sans se nuire
réciproquement; et que si on ne leur edt imprimé que les mouvemens o', 7,
¥, ... le systéme fit demeuré en repos; il est clair, que «, §, ,... soient les
mouvemens que les corps prendront en vertu de leur action. Ce qu'il falloit
trouver.
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man nach Lagrange nur mit dem Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten zu verbinden hat, um zur Grundformel der Dynamik
22X — mi) oz + (Y — mij) 0y 4 (Z — m3) 8] =0

zu gelangen, welche man auch in der kurzen Fassung: die virtuelle
Arbeit der verlorenen Krifte muss verschwinden, ausdriicken kann.

Die fast iiberall gebrauchte Wendung ,in Riicksicht auf die Be-
dingungen“ muss freilich genau priizisiert werden. Hine vollstindig
klare Einsicht, welche sich auf die Grundlagen der Mechanik stiitzt,
kann nur entstehen, wenn man jeden Punkt des Systems durch Zu-
fiigung der Reaktionen =, H;, Z, wieder in einen véllig freien ver-
wandelt; diese letzteren sind es, welche an dem System sich nach der
eben dargelegten Uberlegung im Gleichgewicht halten. Dabei kann
man nun auch an Stelle von Gleichungen, welche von ¢ unabhingig
sind, mit der Zeit veréinderliche Bedingungen einfithren, falls nur jene
Anderung in stetiger Weise geschieht. Vermoge des Axioms Nr. 29
tiber die Ausdehnung der Gleichgewichtszustinde auf bewegte Systeme
nimlich ergiebt sich dann sofort, dass das Gleichgewicht nun auf die
Grenzgestalt der Bedingungsgleichungen zur Zeit ¢ oder, wie man ge-
wohnlich sagt, auf die virtuellen Verschicbungen unabhéingig von der
Zeit t zur Anwendung zu bringen ist. Bei den allgemeineren in
Nr. 34 betrachteten materiellen Systemen sind natiirlich die aus den
anderweitigen Voraussetzungen entspringenden Reaktionen den Kriften
X, Y, Z hinzuzufiigen.

37. Die Lagrange’schen Gleichungen. Die Einfithrung von
Differentialgleichungen

¢)) 2 (@, dz; 4 b, dy, + ¢ de) =0
oder allgemeiner
@ Z(aikdxi + b dy; + ¢, dz) + qdt =0

wo die Koeffizienten Funktionen der z,y, £, ¢ sein kinnen, an Stelle
endlicher Bedingungsgleichungen ist ausfithrlich im Zusammenhange
mit den Prinzipien der Mechanik zuerst von Voss®©) dargestellt.

Auch spiitere Schriftsteller haben keine wesentliche Anderung an dem Aus-
druck des Prinzips herbeigefiihrt. Ziemlich iberfliissig erscheint die Termino-
logie der verlorenen Krifte, der forces d’inertie, der effets dynamiques (Ostro-
gradsky); keineswegs klarer die Ausdrucksweise G. B. Airy’s (E. J. Routh, Dy-
namics 1, p. 52); wie an manchen anderen Stellen der Mechanik zeigt sich auch
hier in der Litteratur eine Neigung zu stereotypen Ausdrucksweisen.

210) A. Voss, Math. Ann. 25 (1884), p. 258.
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Derartige Félle sind jedoch bei Problemen iiber rollende Bewegung
schon weit frither vereinzelt aufgetreten und auch von anderen be-
reits allgemein vorausgesetzt worden?®''). Herfz, welcher infolge einer
zu speziellen Auffassung des Hamilton'schen Prinzips die Voraussetzung
nicht integrabeler Differentialrelationen als wesentlich verschieden von
dem Fall expliciter Bedingungsgleichungen ansah??), hat die Be-
dingungen hiernach als wicht-holonome und holonome unterschieden?'®).

Aus dem & Alemberfschen Prinzip erhilt man nun durch La-

grange’s Multiplikatorenmethode die Gleichungen der Bewegung so-
fort in der Gestalt®4)

mz, = X; 4 Zlk“m
3 my; = Y; + Zlkbik)
m;Z; = Z; + Zlkcik)

welche zuerst Lagramge gegeben hat, da d’Alembert nur in synthe-
tischer Weise?®) sein Prinzip zur Losung einzelner Aufgaben be-
nutzte. Dass iibrigens die Gleichungen, welche das d'Alembert’sche
Prinzip liefert, auch hinreichend zur vollstindigen Bestimmung der
x,y, z sind, hat &’ Alembert nicht fiir notig gehalten zu beweisen.
Dieser Beweis, der auf der Unabhiingigkeit der Bedingungsgleichungen
beruht, ist mit Bezug auf die Gleichungen (3) von Jacobi gegeben®);
bei Lagrange erscheint derselbe erst als Konsequenz aus der Einfiih-
rung unabhingiger Koordinaten. Die Bestimmung der Reaktionskom-
ponenten (der Summengrossen in den Gleichungen (3)) erfolgt tibrigens
dadurch, dass man in den Gleichungen (2) nach der Differentiation
in Bezug auf die unabhingige Variabele ¢ die Ausdriicke fiir die Be-
schleunigungen aus (3) eintrigt und aus den entstehenden fiir die 1

211) So bei M. Ostrogradsky, Petersb. Mém. de 'Acad. (6) 1 (1858), p. 565;
N.M. Ferrers, Quart. J. of math. 12 (1873), p. 1; auch F. Minding, Dorpater Gra-
tulationsschr. 1864 (vgl. A. Kneser, Zeitschr. f. Math. Phys. 45 (1900), literar.
histor. Abt., p. 118),

212) Hertz, Mechanik, p. 23. Vgl hieriiber namentlich 0. Holder, Gott.
Nachr. 1896, p. 122.

213) Hertz, Mechanik, p. 91. Der eigentiimliche Unterschied zwischen holo-
nomen und nichtholonomen Bedingungen ist p. 96 scharf prézisiert.

214) Bei expliciten Bedingungsgleichungen f; = 0 sind natiirlich die a,;,
b1+ ¢ durch die Differentialquotienten der f; nach x;, y;, #; zu ersetzen.

215) Die Gleichungen der Dynamik in Bezug auf drei rechtwinklige Axen
in der heute tiblichen Form sind erst von C. Maclaurin (A complete treatise
on fluxions, Edinburgh 1742) eingefiihrt.

216) Jacobs, Dynamik, ed. Clebsch, p. 133,
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linearen Relationen die Werte derselben, welche alsdann Funktionen
zweiten Grades der Gteschwindigkeitskomponenten werden, berechnet.
Man erhilt daher bei Bedingungen immer Gleichungen, welche die
zweiten Differentialquotienten durch Funktionen zweiten Grades der
ersten ausdriicken. Durch Lagrange’s Einfiihrung unabhingiger Ko-
ordinaten, zu der wir nunmehr ibergehen, gelingt die Herstellung
dieser Gleichungen auf eine viel iibersichtlichere Weise.

Sind nur % Bedingungsgleichungen

i=0,f=0,..,%(=0

in expliciter Form zwischen den 3# Koordinaten gegeben, so kann
man auf unendlich viele Arten die letzteren als Funktionen von ¢
und 3% — k unabhdngigen Porametern

9 9o & (r=23n—Fk)
(Lagrange’'sche oder allgemeine, generalisierte, Koordinaten®")) auf-
fassen. Vermdge der jetzt bestehenden Identitéten

of, 0z, | 0f, 0y, = f 0%
(a) 2(3.70 aq,+3y 3Q,+-9_55‘Z)=0
erhilt man aus (3)

0Y; . 0%
2 ( aq +yzaq + Zi?&;)=Qci

2( ’3q+ ‘221_*_ '84) z

gesetzt wird. Setzt man ferner

. ox; o,
xi=2~'—Q:+W)

falls

. oY, . 2y,
(®) =2 et t 57
. 102;, %
zi=2'a—q:qc+7t—’
und
©) T— 5 2 m(@ + 5 + &),

so wird nach (b)

2’”( 7%, +”'ayt+"aq)

dt(aq) = @, +2 ( aq,dt+y' é;’z;,t_’_ 'aaqv;t)

217) Nach Thomson und Tast, Treatise (1) 1, p. 286, generalized co-ordinates.
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mithin wegen

oT < . Oz, . 0%y, . 0
7 = > m, (:v,- dq.di + f’/iaq‘d“t + % 8Tdt)
d /8T 0T _ o
@ #(63,) — 5, = @™

In diesen allgemeinen Grumdgleichungen der Dynamik bedeutet T', die
lebendige Kraft oder kinetische Energie®®®) des Systems, eine bestindig
positive ganze rationale Funktion zweiten Grades der allgemeinen Ge-
schwindigkeiten §,, welche fiir den von Lagrange®?) ausschliesslich
behandelten Fall, wo die Bedingungsgleichungen von ¢ wunabhingig
sind, eine homogene definite positive Form sweiten Grades der ¢, ist.

Die Wichtigkeit dieser Gleichungen beruht darauf: dass nun-
mehr ols einzige Grissen, von denen die dynamischen Probleme ab-
hiingen, T und die Q, auftreten, wobei zugleich die Anzahl der Varia-
belen auf die kleinste, resp. eine je nach der Form der Aufgabe ge-
eignete kleinere Zahl zuriickgefithrt ist®%).

Die Gesamtheit der Gleichungen (4) ist invariant bei beliebigen

218) In ausgefithrter Gestalt lauten diese Gleichungen bei festen Verbin-
dungen, d. h. solchen, die explicite von ¢ unabhfingig sind,

Za“qi +2airs éi qr= Q,s

5 da;, 0Oa,, Oa
o:i”=a—qr-+7_

Ore _ T lir
4 o4,
das Christoffel’'sche Symbol bezeichnet.

218%) Die in Deutschland und Frankreich iibliche Bezeichnung: lebendige
Kraft, force vive, vgl. Fussn. 295, so wenig passend sie auch erscheinen mag,
schien hier beibehalten werden zu miissen.

219) Erst durch J. Vieille, J. de math. 14 (1849), p. 201 wurden die Formeln
unter der erweiterten Voraussetzung hergeleitet; in deutschen Lehrbiichern wird
dieselbe nicht beriicksichtigt, daher die ausfiibrliche Darstellung im Texte.

220) Es ist in Deutschland, neuverdings auch in Iialien iiblich geworden,
die Gleichungen (3) und (4) als Lagranmge’sche Gleichungen erster und zweiter
Art zu unterscheiden. Lagrange selbst machte diese Unterscheidung nicht und
liess es iiberdies frei, auch nur eine teilweise Einfiihrung unabhingiger Para-
meter vorzunehmen (Mécanique, Oeuvres 11, p. 325 u. 336), ein Gedanke, den
Routh spiter weiter ausgefiihrt hat (Stability of motion 1877, Dynamik 1, p. 875).
Jacobi (Heft von Scheibner, p. 166) spricht in seiner Vorlesung von 1847 aller-
dings von einer ersten Form der Lagrange’schen Gleichungen; erst in der von
Clebsch 1866 besorgten Ausgabe der Dynamik tritt diese Bezeichnung ge-
druckt auf (Dynamik, p. 63 u. 141; auch im Inhaltsverzeichnis), die sich vielleicht
schon frither durch Jacobi’s und seiner Schiiler Einfluss verbreitet hatte. An
und fiir sich ist die Unterscheidung nicht unzweckmissig.

Encyklop. d. math. Wiseensch. IV 1. [
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Transformationen der ¢ in ebenso viel neue Variabele k¥ vermdge der

Gleichung

2<dt aq,,)dq =2<’;¥(sz) ak)dk

Bei der Einfiihrung der allgemeinen Koordinaten wird — namentlich
in rein theoretischen Werken — die Bestimmung der Reaktionen dann
oft weiter nicht mehr beriicksichtigt; sie geschieht iibrigens am ein-
fachsten, indem man wieder zu den rechtwinkligen Koordinaten zuriick-
kehrt. Fiir die Anwendungen kann unter Umstéinden die Bestimmung
dieser Krifte ebenso wichtig sein, wie die Ermittelung der Bewegung
selbst. Dies ist iibrigens schon dann der Fall, wenn die Bedingungen
von einseitigem Charakter sind, also die Grossen 1 in den Glei-
chungen (3), vgl. Nr. 35, bestimmie Vorzeichen haben miissen, und
der ganze Ansatz iiber eine Stelle hinaus, an der einige der 1 beim
Durchgang durch Null ihr Zeichen wechseln, seine Giiltigkeit verliert;
man vergleiche die bekannten Beispiele der Bewegung des schweren
Punktes im vertikalen Kreise, auf der Kugelfliche, die Bewegung des
schweren Stabes, dessen Enden auf gegebenen Flichen oder Kurven
bleiben, u. s. w.

38. Nicht-holonome Systeme. Die Transformation ist dagegen
auf den Fall holonomer Bedingungen beschrinkt. Um bei nicht-holo-
nomen eine formale Transformation ausfilhren zn konnen, betrachtet
Appell 1) an Stelle von T' die Grosse

1 - o o
8= Ezmi @2+ 92+ 29,

welche bei der partiellen Differentiation nach den Grdssen § die
Gleichungen der Mechanik in der Form

28

o7, ~ %
liefert; es ist jedoch zu bemerken, dass gerade der Vorteil, welcher
in der Hinfihrung des nur von den ersten Differentialquotienten ab-
hingigen T’ liegt, damit grisstenteils verloren geht. Die Gestalt der
dynamischen Gleichungen im mnicht-holonomen Falle ist {ibrigens
folgende:

Hat man an Stelle der Variabeln z, y, # irgendwelche neue Para-
meter ¢ ...q, eingefiihrt, zwischen deren Variationen noch die ! Be-
dingungen

209, =0

221) P. Appell, Paris C. R. 129 (1899), p. 317, 423, 459; J.f Math. 121 (1900),
p.1; J. de math. (5) 6 (1900), p. 5; ibid. (5) 7 (1901), p. 5.
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bestehen, so kann man simtliche 0z, 0y, 02 von k — I unabhingigen
Variationen d¢, (s=1,2,..., k — ) abhiingig machen, so dass
oo, = Sa,0q,
8y, =2b, 04,
8z, = 2c,dg,
wird. Die Gleichungen der Bewegung sind dann, wenn

2 ;”+Yb“+ZC”——Q,

gesetzt wird,

Q Z(aIC l + b‘ld yt + c'a’ ‘) m
= EZ(%«@ + b, 9+ ¢,2)m — R,,
X . db“1 . dci,
B = Dm ('dt + i+ a )
ist. Aus den Gleichungen

o, 0 _, 9%
aq‘ is) ('3_1_1‘— "_“‘c

wobel

i8) aq 8
folgt nun
oT

d
i W.) —R,=¢,,
aber R, ist selbst dann noch nicht glelch TR wenn die im allge-

meinen von allen Variabelen ¢,,...,q, abhangenden Koeffizienten a;

i8)
b,,, ¢, nur von den Variabelen ¢,,...,q,_, abhingig sind, was bei

i8) is

vielen Fragen, namentlich den einfachen Problemen rollender Bewe-
gung von Korpern zutrifft. Dies ist nicht immer beachtet worden,
vielmehr hat man wiederholt gerade in dem letzteren Falle 7' mit
Hiilfe der Ausdriicke fiir die ;, ¥;, #, von den scheinbar iiberzihligen
Koordinaten ¢ befreit, und auf den so entstehenden Ausdruck 7, den
C. Neumann die nicht legitime Form der lebendigen Kraft nennt, die
Lagrange'schen Gleichungen angewandt, was natiirlich zu unrichtigen
Resultaten fiihrt '),

221%) Vgl. dariiber 4. Vierkandt, Uber gleitende und rollende Bewegung,
Monatsh. f Math. Phys. 8 (1892), p. 31; J. Hadamard, Sur les mouvements de
roulement, Bordeaux, Mém. (4) 5 (1895); O. Hilder, Die Prinzipien von Hamilton
und Maupertuis, Gott. Nachr. 1896, § 11; D. J. Korteweg, Uber eine ziem-
lich verbreitete unrichtige Behandlung eines Problems der rollenden Bewegung,
Nieuw Archief voor Wiskunde (2) 4 (1899); P. Appell, Les mouvements de rou-
lement en dynamique, Sammlung Scientia, Phys. math. Nr. 4, Paris 1899.

6'
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39. Das Prinzip des kleinsten Zwanges von Gauss. Dasselbe
lautet in Gauss’ eigenen Worten???): Die Bewegung eines Systems
materieller, auf was immer fiir eine Art unter sich verkniipfter Punkte,
deren Bewegungen zugleich an was immer fiir 4ussere Beschrinkungen
gebunden sind, geschieht in jedem Augenblick in mdglich grosster
Ubereinstimmung mit der freien Bewegung oder unter moglich klein-
stem Zwange, indem man als Maass des Zwanges, den das ganze
System in jedem Zeitteilchen erleidet, die Summe der Produkte aus
dem Quadrate der ,Ablenkung jedes Punktes von seiner freien Be-
wegung“?®) in seine Masse betrachtet.

Wird die Lage des Punktes m,; zur Zeit ¢ -} 2dt mit

@+ 24,dt 4 5%,

dagegen die Lage, welche er vermdge der wirkenden Krifte ein-
nehmen wiirde, wenn er vollig frei wire, durch

X,

x; + 2&,dt + 5~

i

di?

(und entsprechend fiir die {ibrigen Koordinaten) bezeichnet, so ist der
Zwoang Z gegeben durch )

222) J. f. Math. 4 (1829) = Werke 5, p. 23.

228) Von E. Schering sind, Gott. Abh. 18 (1873), p. 3, 11, diese Worte so
interpretiert worden, dass es sich dabei um eine ganz willkiirliche freie Be-
wegung handeln konne. Dem entgegen macht R. Lipschitz (J. f. Math. 82 (1877),
p. 321) darauf aufmerksam, dass bei der Ablenkung im Gauss'schen Prinzip
weder & noch i, sondern nur die Beschleunigungen % variiert werden diirfen.

224) Bei Lipschitz (J. f. Math. 82 (1877), p. 316) erscheint Z als Covariante
bei beliebigen Transformationen der als unabhingig zu betrachtenden Variabeln
z, ¥y, z; vgl. auch A. Wassmuth, Ann. Phys. Chem. (2) 54 (1895), p. 164; siehe
iibrigens A. Voss, Bemerkungen iiber die Prinzipien der Mechanik, Miinch. Ber.
1901, p. 167. Das Gauss'sche Prinzip kann auch als Prinzip der kleinsten Arbeit
der verlorenen Krifte formuliert werden: vgl. Rachmaninoff, Zeitschr, f. Math.
Phys. 25 (1879), p. 206. Hiermit hiingt auch das Principle of least resistance
von Moseley (Rankine, A manual of applied mechanics, London 1864, ed. 3, p.215)
sowie das Ménabréa- Castigliano’sche Minimumprinzip, L. F. Ménabréa, Rom,
Rend. dell’ Acc. dei Lincei (2) 2 (1869), p. 201, zusammen; siche auch A. Casti-
gliano, Théorie de I'équilibre des systémes élastiques et ses applications, Turin
1879, deutsch von E. Hauff, Wien 1886; A. F. B. Miiller-Breslau, Die neueren
Methoden der Festigkeitslebre, Leipzig 1886; sowie: Uber die Elasticitét der Defor-
mationsarbeit, Civilingenieur (2) 32 (1886), p. 553, und das Referat von F. Kitter,
Fortschritte d. Math. 18 (1886), p. 950; von anderen, namentlich 0. Mokr, Civil-
ingenieur (2) 32 (1886), p. 395 wird indes die diesem Prinzipe gegebene Ausdrucks-
weise bestritten. — Vgl. endlich C. Neumann, Das Ostwald’sche Axiom des
Energieumsatzes, Leipz. Ber. 44 (1892), p. 185.
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Z = ST [(X— miE) 4 (L — mi)* + (Z, — mz)1).
Wird nun irgend eine nach Gauss variierte Lage durch
&, + 20,0t + 5 (i, + 0&) dt?

ausgedriickt, so muss in Riicksicht auf die Bedingungen, mégen die-
selben nun holonome oder nicht-holonome sein,

2 (@0%; + b, 05; + ¢;,0%) = 0
werden. Multipliziert man daher die Lagrange’schen Gleichungen (3)
mit den 0%, 0%;, 0%, und addiert, so ergiebt sich

(1) 2 (X — mity) 0%, 4 (¥, — my3i) 0F; + (Z; — m%) 02] = 0
und dies ist die Bedingung dafiir, dass Z in Riicksicht auf alle
variierten Lagen ein Minimum ist.

Das Prinzip von Gauss ist daher in diesem Falle vollig dgtiiva-
lent mit dem d Alembert’schen, welches letztere nun auch in der
Form (1) geschrieben werden kann®®), die ihm zuerst durch Gibbs
erteilt wurde. Derselbe bemerkt zugleich, dass fiir den Fall von
Bedingungsungleichungen diese Form des d’Alembert’'schen Prinzips
eine direkte Entscheidung iiber den wirklichen Verlauf der Be-
wegungen gestatte??),

Dass man umgekehrt aus dem Gauss’schen oder d’Alembert'schen
Prinzip den ganzen Inhalt der Mechanik, insbesondere auch die
Lehren der Statik (Satz vom Parallelogramm der Krifte etc.) her-
leiten kann, hat zuerst Ritfer®") in seiner noch von Gauss selbst
begutachteten Dissertation gezeigt; in etwas anderer Ausdrucksweise
hat Hertz das Gauss’sche Prinzip als Grundgesetz seiner kriftelosen
Dynamik ausgesprochen ),

40. Die Differentialgleichungen der Bewegung bei Ungleichungs-
bedingungen. Betrachtet man die Variationen, welche im Prinzip

225) Es kommt daher auf dasselbe hinaus, bestimmte Aufgaben dieser Art
durch das Gauss’sche oder das d’dAlembert’sche Prinzip zu losen. Uber Anwen-
dungen des ersteren in diesem Sinne auf Beispiele der Statik und Dynamik vgl.
K. Hollefreund, Schul-Programm Berlin 1897, Nr. 97.

226) J. W. Gibbs, On the fundamental formulae of dynamics, Amer. J. of
math. 2 (1897), p. 49; vgl. auch Boltzmann, Mechanik, p. 230 u. 223.

227) A. Ritter, Uber das Prinzip des kleinsten Zwanges, Diss. Gottingen 1853;
C. G. Reuschle, Uber das Prinzip des kleinsten Zwanges, Archiv f. Math. Phys.
6 (1845), p. 2388; H. Scheffler, Uber das Gauss'sche Grundgesetz d. Mechanik,
Zeitschr. f. Math. Phys. 3 (1858), p. 197; A. Buckendahl, Uber das Prinzip des
kleinsten Zwanges, Diss. Gottingen 1873,

228) Hertz, Mechanik, p. 185.
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der virtuellen Geschwindigkeiten auftreten, als gleichbedeutend mit
den Variationen der Beschleunigungen bei ungeénderten «; und #;, so
kann man die Fourier'sche Erweiterung des genannten Prinzips auch
auf den Fall der beschleunigten Bewegung ausdehnen und erhilt so
die allgemeinste Form des Gauss’schen Prinzips?®)
1) X — mi) 0%, + (¥, — m§) 8§, + (£, — mz) 051 Z 0.
Schon Gauss bemerkte, dass sein Prinzip auch auf die Statik
Anwendung findet. Man erreicht dies dadurch, dass man die Z;, ¥;, 2
gleich Null voraussetzt. Mobius*@) hat diesem Gedanken eine andere
Wendung gegeben. Bezeichnet man die Koordinaten des auf jeder
Kraftrichtung um die Intensitit der Kraft vom Angriffspunkte x;y, 2
entfernten Punktes durch a,b;¢;, so ist

174

Xi=a,—2z, Y,=b—y, Z;=c—az,

k3

2 (X 0u, + Y0y, + Z0z)
= (@, — 2)da; 4 &; — ypdy; + (¢; — 2)92) Z 0
die Bedingung fiir das Gleichgewicht, welche nun ausdriickt, dass
2(@— o+ 06—y + ¢ — 2

i Riicksicht auf olle zulissigen Verschicbungen ein Minimum ist.

In Riicksicht auf die dynamischen Probleme erhebt sich hier
nun die zuerst von Ostrogradsky ') aufgeworfene, aber nicht voll-
stindig beantwortete Frage, inwieweit durch Gleichung (1) die Be-
wegung iberhaupt bestimmt wird. A. Mayer hat dieselbe neuerdings
wieder aufgenommen?2) und unter Anwendung des Gauss’schen Prin-
zips einen einfachen, allerdings auch nicht direkten Weg zur Losung
gezeigt, welcher geeignet ist, alle unbrauchbaren Losungen mit Sicher-

also .

229) In dieser Allgemeinheit leitet W. Schell (Mechanik 2, p. 502) den Satz
her, doch ist dabei tibersehen, dafs aus dem Vorzeichen einer Summe nicht auf
die Vorzeichen der Summanden geschlossen werden kann. Auch in Boltzmann’s
Darstellung (Mechanik, p. 217) wird dem Begriff der virtuellen Verschiebungen
eine andere als die urspriingliche Bedeutung gegeben. Diesen Bedenken gegen-
iiber scheint es angemessen, das Gauss’'sche Prinzip in seiner erwesterten Form
als em aus den friheren Prinzipien strenge nicht beweisbares Grundprinzip an-
zusehen; so auch fiir den (im Texte nicht behandelten) Fall, wo die Bedingungs-
gleichungen die z, y, 2z; &, ¥, 4 ganz willkiirlich enthalten.

230) Mobius, Statik 1, p. 330 ff., vgl. indes Euler, Berlin, Mém. de 'Acad.
1752, .p. 246.

231) M. Ostrogradsky, Sur les déplacements instantanées, Petersb. Mém. de
I'Acad. (6) 1 (1838), p. 565.

232) A. Mayer, Uber die Aufstellung der Differentialgleichungen der Be-
wegung reibungsloser Punktsysteme, Leipz. Ber. 51 (1899), p. 224 u. 245.
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heit awuszuschliessen. Dass aber iiberhaupt eine bestimmte Losung vor-
handen ist, hat Mayer nur in dem Falle von ein und zwei Bewegungs-
freiheiten erwiesen; von Zermelo %) ist indessen diese Liicke gerade
auf dem Wege, den Jacobi?*) schon in seinen Vorlesungen andeutet,
némlich durch Berufung auf die besondere Natur des hier vorliegenden
Minimums?®), welches die Existenz mehrerer Minima ausschliesst,
vollstéandig ausgefiillt.

41. Das d’Alembert’sche Prinzip fiir Impulse. Integriert man
die Gleichung
2 (mi,— X) 0w, - - =0
nach Multiplikation mit d¢ iiber einen beliebig kleinen Zeitraum O bis 7,
wihrend dessen die &;..., X, stets von demselben Zeichen sind **¢),

I

go kann man, falls in Riicksicht auf die Impulse
T T T
indt='Pi7 indt=Qi7 fZidt=Ri
0 ° 0

gesetzt wird, nach dem ersten Mittelwertsatze der Differentialrechnung
2(\miéci|; 07;+ | my; l; 0y, + | m;z; lf, Bzi) =2(Pi6§:"i+ Q,09,-+ B,0%;)
setzen; unter 0%, .. werden Mittelwerte der virtuellen Verschiebungen
verstanden. Unter Voraussetzung eines gegen Null konvergierenden ,
bei der zugleich alle diese Mittelwerte in die Verschiebungen zur
Zeit O iibergehen, erhilt man so die Gleichung

2'[m; (& — @)o) — P]0z; +--- =0
zur Bestimmung der plétzlichen Geschwindigkeitsinderungen vermdoge
der Impulsvektoren P, ¢, B. Man kann dieselbe auch direkt erhalten,
wenn man die d’Alembert'sche Uberlegung anstatt auf die durch kon-
tinuierliche Kriifte erzeugten Beschleunigungen auf die durch Impulse

erzeugten Geschwindigkeiten anwendet?").
Diese Betrachtung lésst sich auch auf den Fall anwenden, wo

233) E. Zermelo, Gott. Nachr. 1899, p. 306 benutzt tbrigens an der ent-
scheidenden Stelle eine wohl von D. Hilbert herriihrende Betrachtung.

234) Jacobi, Heft v. Scheibner, p. 83 ff.

285) Schon A. Ritter behandelt in seiner Diss. (1853) diesen Fall, allerdings
in nicht ganz strenger Darstellung, mit den Methoden der Mannigfaltigkeitslehre.

236) Dies ist hier als Voraussetzung eingefiihrt, obwohl eine von 0 bis =
stetige Funktion, die eine bestimmte Zahl von Derivierten daselbst hat, fiir hin-
reichend kleine positive ¢ immer von konstantem Zeichen ist, auch wenn sie fiir
t = 0 verschwindet , falls nur nicht alle diese Derivierten verschwinden.

237) So zuerst Lagrange in der Mécanique 1, Oeuvres 11, p. 272; dann
Duhamel, Note sur divers points de mécanique, J. éc. polyt. 15 (1832), p. 1.
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die Bedingungen des Systems plotslich durch andere ersetzt werden.
Treten etwa an Stelle der bisherigen Gleichungen

i=0, f,=0,...,f=0
vom Zeitpunkt O an die neuen

op=0,...,¢=0

ein, so erhilt man auf dhnliche Weise

2m & — (£} 02, 4 =0,
wobei die Verschiebungen den ¢ =0 zu geniigen haben®S). Selbst-
verstindlich lassen sich diese Formeln auch fiir allgemeine Koordinaten

g entwickeln®?). Aus den Gleichungen Nr. 37, 4) folgt nimlich unter
den vorhin angegebenen Voraussetzungen

z
6 - () —fen—r.

Enthilt nun 7 keine in den ¢, linearen Glieder, so wird, falls zur

Zeit O alle ¢ verschwinden )
T

8@18
wie schon in Nr. 24 bemerkt wurde.

=P,

87

B) Eigentliche Variations-(isoperimetrische)Prinzipe.

42, Das Hamilton’sche Prinzip. Die im vorstehenden behan-
delten Prinzipe kann man in Riicksicht auf ihre gebriuchliche Form
als elementare Variations- oder Differentialprinzipe bezeichnen; formal
handelt es sich bei ihnen um einen Variationsausdruck. Sie bilden in ihrem
direkten Zusammenhange mit den Vorstellungen iiber Krifte und Be-
schleunigungen die eigentliche Grundlage der Mechanik der materiellen
Systeme. Von diesen unterscheiden wir die eigentlichen Variations-
oder isoperimetrischen Prinzipe®®), deren Evidenz nicht mehr auf einer

238) Vgl. Ch. Sturm, Paris C. R. 13 (1841), p. 1046, auch Mécanique, p. 353,
sowie die zusammenfassende Darstellung bei Routh (Dynamik 1, p. 335).

239) So schon Lagrange in der Mécanique 2, Oeuvres 12, p. 173, dann
W. D. Niven, Mess. of math. 4 (1867); J. Routh, Dynamik 1, p. 361; P. Appell,
J. de math. 12 (1896), p. 5. Uber die Lagrange’schen Gleichungen fiir den
Fall der Reibung vgl. P. Appell, Paris C. R. 114 (1892), p. 331.

240) Ubrigens sind diese Prinzipe, im weiteren Sinne genommen, keine
wirklich isoperimetrischen mehr, da es sich um einen ganz andern Variations-
begriff handelt; vgl. A. Voss, Uber die Differentialgleichungen der Mechanik,
Math, Ann, 25 (1885), p. 264.
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unmittelbaren Verwendung mechanischer Begriffe, sondern erst auf
dem Nachweis beruht, dass sich mit ihrer Hiilfe cbenfalls die Glei-
chungen der Dynamik ergeben®!). Wihrend die bei den Differential-
prinzipen auftretenden Ausdriicke nur die Eigenschaft von Kovarianten
(siehe Nr. 37 am Ende) besitzen, ergeben sich bei den eigentlichen
Variationsprinzipen invariante Formen, die yweil sie nur erste Diffe-
rentialquotienten (unter den gewdhnlichen Annahmen iiber die Natur
der Krifte) enthalten, sich von hervorragendem Nutzen in Bezug auf
Transformationen der Koordinaten erweisen. Dagegen findet insofern
eine Beschrinkung statt, als bei der analytischen Behandlung Be-
dingungsgleichungen vorausgesetzt werden. Eine dritte Klasse, von
der erst weiterhin, Nr. 45, die Rede sein wird, bilden die eigentlichen
Integralprinzipe.

Wir betrachten nun zunichst unter der Voraussetzung, dass
X,, Y, Z; partielle Differentialquotienten einer Funktion 4 nach den
Koordinaten z;,y;, #; sind, welche auch ¢ enthalten kann, die Grosse

A=f2’(Xx+ Yy 4 Z7) ot

und bilden ihre Variation bei ungeéindertem £ So wird
04 =|3(Xox + Yoy + Z02) |, ,
also wenn simtliche 0z, ... bei £, verschwinden:
04 =3 (Xox 4 Yoy + Zdz). )
Bei beliebigem X, Y, Z definiere man statt dessen
04 = S (Xdx + Yoy + Zds)

d. h. als virtuelle Arbeit®**). Nimmt man nun auch die Variationen
der x,... bei ¢, gleich Null an, so ergiebt sich fiir

4 4
8H=20[Tdt+ [éAat
% f
die folgende Form:

Y
s [ (x4 E 1) aat ).
b

241) Dadurch wird nicht ausgeschlossen, dass diese Prinzipe von einem
anderen Standpunkte aus wieder als primiire angesehen werden kdnnen.

242) Dies ist der einzige Fall, wo unter den angegebenen Voraussetzungen
die Variation der Arbeit zugleich die virtuelle Arbeit darstellt.

242%) Uber den Begriff der Arbeit siehe Nr. 46.
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Die Aussage
0H=0

ist demmach villig dgquivalent mit den Differentialgleichungen der Me-
chanik, sie heisst das Hamiltow'sche Prinzip. Man wird durch dieselbe
vollig unabhingig von der besonderen Form, in der die Koordinaten
und die Bedingungen auftreten, und kann insbesondere bei holonomen
Systemen mit den allgemeinen unabhingigen Koordinaten g,

SH = [ OT+ 3Qb0)dt =0

setzen.

Wenn wieder, wie Hamilton %) annahm, X, Y, Z partielle Diffe-
rentialquotienten einer Krdiftefunktion U sind, so kann man das so-
genannte Hamslton’sche Integral

H=f(1’ + 0)dt

einfithren; das Prinzip verlangt nach wie vor, dass 0 H = 0 sei. Zu-

gleich wird:
oT 0 (T + U)
7i(75) = + > a,

oder bei unabhingigen allgemeinen Koordinaten und holonomen
Systemen

d (9 2(T 4 1)

dt(af) T og;
woraus weiter folgt:

. 0T 0
(St — T+ D) + 5T+ Dyar=0.
Ist T4 U explicite unabhiingig von £, so wird

243) W. R. Hamilton, Lond. Phil. Trans. 1834 ging zuerst vom Prinzip der
kleinsten Wirkung aus, das im Text in der folgenden Nummer ausfiihrlich be-
sprochen wird. Erst auf p. 307 fihrte er das seinen Untersuchungen in Lond.
Phil. Trans. 1835, p. 95 zu Grunde liegende Integral H ein, ohne tibrigens den ihm
eigentiimlichen Variationsprozess, den man in Lagrange’s Mécanique eigentlich
schon vollstindig vorgebildet sehen kann, besonders hervorzuheben. Jacobi hat
(Dynamik, Werke, Suppl. p. 58) dasselbe als Hamilton’sches Integral, das Varia-
tionsprinzip als Hamalton’sches Prinzip bezeichnet. In England scheint diese
Bezeichnung nicht gebriiuchlich; auch wiirde es weit angemessener sein, Hamil-
ton’s eigentliche Entdeckumg, das Prinzip der variierenden Wirkung, so zu be-
zeichnen (Lond. Phil. Trans. 1835, p. 99); H heisst dabei die Prinzipalfunktion,
U 4 T nach Routh (Dynamik 1, p. 375) die Lagrange'sche Funktion, bei Helm-~
holtz das kinetische Potential. Uber den Ausdruck Kriftefunktion vgl. Fussn. 295.
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. 0T
Zq,ﬁ- — (I' + U) = const.,
also, wenn T eine homogene Funktion zweiten Grades der g, ist,
T — U = const.

Dieser wichtige Satz, der Unabhingigkeit der DBedingungen und der
Kriftefunktionen von der Zeit voraussetzt, heisst das Prinzip der leben-
digen Kraft®*); von seiner Bedeutung wird in Nr. 48 ausfiihrlich
gehandelt.

Die an das Weber'sche Gesetz sich anschliessenden Untersuchungen
haben veranlasst, auch solche Kriftefunktionen zu betrachten, welche
von den Geschwindigkeiten und hoheren Differentialquotienten der
Koordinaten abhingig sind, d. h. solche Werte der X, Y, Z 2u suchen,
fiir die unfer diesen erweiterten Umstinden

2 (Xdx 4+ Ydy + Zdz)
das vollstindige Differential einer einwertigen (vgl. iibrigens Fussn. %°)
Funktion wird. Diese durch Riemann %) und C. Neumann *¢) be-
gonnene Untersuchung ist von Schering®") in allgemeinster Weise
ausgefiihrt worden; bei Kriftefunktionen dieser Art ldsst sich dann
auch eine Form des Hamillon'schen Prinzips angeben, bei der eine
wirkliche Variation unter dem Integral stattfindet #5).

Bei den meisten Untersuchungen wird sich das Hamilfon'sche
Prinzip wegen seiner Einfachheit mit grossem Vorteile zugrunde legen
lassen ). Insbesondere kann man sich nun auch auf den Standpunkt
stellen, dasselbe ohne vorherige deduktive Begriindung mit Hiilfe von
nach gewissen Analogieen gebildeten Kriiftefunktionen zur Ableitung
der Gleichungen fiir Systeme, diber deren wirkende Krifte noch keine
explicite Vorstellung vorliegt, zu verwenden®°). So gewinnt man mittelst

244) Genaueres siehe Nr. 45.

245) B. Riemann, Schwere, Elektrizitit und Magnetismus, herausg. v.
K. Hattendorff, Hannover 1880.

246) C. Neumann, Die Prinzipien der Elektrodynamik, Tibingen 1868
= Math. Ann. 17 (1880), p. 200; auch Math. Ann. 1 (1869), p. 317.

247) E. Schering, Hamilton-Jacobi’sche Theorie der Kriifte, deren Maass
von der Bewegung der Korper abhingt, Gott. Abh. 18 (1873), p. 32; vgl. W. Voigt,
Kompendium 1, p. 24; sowie L. Koenigsberger, Die Prinzipien der Mechanik,
Leipzig 1901.

248) Ausser den genannten Arbeiten vgl. G. Holemsiller, Zeitschr. f. Math.
Phys. 15 (1870), p. 69; C. Neumann, Allgemeine Untersuchungen iiber das
Newton’sche Prinzip, Leipzig 1896, p. 227 ff.; E. Budde, Mechanik 1, p. 339 u. 372,

249) So fiir die Untersuchung der relativen Bewegung, vgl. z. B. C. Neu-
mann, Leipz. Ber. 51 (1899), p. 371.

250) Ausser den bekannten Arbeiten von W. Thomson (Edinb. Roy. Soc.
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derselben die Grundgleichungen der Elastizitit, der Hydrodynamik
(vgl. Band IV 15), die Maxwell'schen Gleichungen der Elektrodynamik;
man sehe die speziellen Untersuchungen.

Dass das Hamilton’sche Prinzip unter den angegebenen Voraus-
setzungen vollig dquivalent mit dem d’Alembert’schen ist, geht aus
der obigen Darstellung unmittelbar hervor. Allerdings muss man bei
nicht-holonomen Bedingungen genau auf den virtuellen Charakter der
Variationen achten. Indem Heriz dies nicht beachtete, kam er in
geiner Mechanik 1894 zu der Anschauung, dass fiir Systeme dieser
Art das Hamilton'sche Integral nicht zur Anwendung gebracht werden
konne, obwohl Voss schon 1884 auf die Art hingewiesen hatte, wie
dasselbe in Riicksicht auf die virtuellen Variationen zur Anwendung
gebracht werden muss?®?),

43. Das Prinzip der kleinsten Aktion®?). Weit mehr Schwie-
rigkeiten hat das richtige Verstéindnis des Prinzips der kleinsten Wir-
kung, oder wie man eigentlich sagen sollte, der kleinsten Aktion, be-
reitet, da es sich hier um einen Variationsbegriff handelt, der bei
den eigentlichen isoperimetrischen Problemen nicht zur Anwendung
kommt.

Bei einem System, dessen Anfangs- und Endlage, denen die Zeiten
t, und ?, zugehoren, festgehalten werden, besteht eine Variation der

Trans. 1863, Math. and Phys. Papers 3, p. 386; Kirchhoff, Mechanik, p. 57, 118)
vgl. man u. a.: 4. Walther, Hamiltow’s Methode und die Grundgleichungen
der Elastizitdt, Diss. Berlin 1868; Boltzmann, Uber das Prinzip v. Hamilton,
J. f. Math. 73 (1871), p. 111, mit der Berilicksichtigung von mehrfach gusammen-
héingenden mit Fliissigkeit erfiillten Riumen; C. Neumann, Beitrige zur mathe-
matischen Physik, Leipzig 1893, p. 1983ff.; desgl. Die elektrischen Krifte 2, p. 847;
W. Wien, Hydrodynamik, p. 47, Leipzig 1900; H.v. Helmholtz, Das Prinzip der
kleinsten Wirkung in der Elektrodynamik, Berl. Ber. 1892, p. 459; desgl. Uber
die physikalische Bedeutung des Prinzips der kleinsten Wirkung, J.f Math. 100
(1887), mit der Bemerkung p. 143: ,Jedenfalls scheint mir die Allgemeingiiltig-
keit des Prinzips so weit gesichert, dass es als ein heuristisches Prinzip und
als Leitfaden fiir das Bestreben die (esetze neuer Klassen von Erscheinungen
zu formulieren, einen hohen Wert in Anspruch nehmen kann* So bezeichnet
auch schon C. Neumann (Ann. di mat. (2) 2 (1868), p. 2) das Prinzip als forma
suprema et sacrosancta, nullis exceptionibus obvia.

2561) A. Voss, Math. Ann. 25 (1885), p. 263; vgl. O. Hilder, Uber die Prin-
zipien von Hamilton und Maupertuis, Gott. Nachr. 1896.

252) Die mehr politisch-soziale Vorgeschichte dieses Prinzips, die sich an
den Namen Maupertuis kniipft, ist im Texte nicht in Betracht gezogen; siehe
ausser Montucla, Histoire 3, p. 645: A. Mayer, Zur Geschichte des Prinzips der
kleinsten Aktion, Leipzig 1877; E. du Bois-Reymond, Maupertuis, Berl. Ber. 1892,
p. 393; desgl. M. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte d. Mathematik 3, p. 579.
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wirklichen Bewegung darin, dass in der variierten Bahn etwa mit der
Zeit t, beginnend jedem Punkt P der urspriinglichen ein Punkt
P+ 0P zugeordnet wird. Dabei tritt nicht nur eine Variation der
Koordinaten dz, 0y, 02 ein, sondern auch eine solche der Zeit, nim-
lich der Unterschied der Zeiten in den Systemlagen P und P46 P.
Ist ferner (PP))==ds, (P4 0P, P, + 0P,) =ds+ dds, so ist
dt+ ddt die zur Durchlaufung des variierten Bahnelementes durch-

laufene Zeit, also
ds +dds
dt + adt

die variierte Gteschwindigkeit, welche fiir einer Punkt des Systems
willkiirlich festgesetzt, allgemeiner willkiirlich einer Bedingung unter-
worfen werden kann. Man kann sie daher insbesondere so wihlen,
dass die Variation der totalen Energie

0T —oU
Null ist, wobei unter ¢'U der Ausdruck
S (Xox 4+ Yoy + Zoz)

verstanden wird.
Aus der identischen Gleichung
#
J@Tdst+ 0T + o' U)dt

fo

=f2[(X—ma’é)6x+ (Y — my) 0y + (Z — m32)dz]dt

folgt, wenn die Zeit nicht variiert wird, d. h. fiir d¢ =0, wieder das
Hamiltow'sche Prinzip. Wird dagegen iiber 8¢ mittelst der nach der
obigen Bemerkung zuldssigen Bedingung

0T=9d0U
verfiigt, so ergiebt sich

JQdet—-——fZ[(X—mib)d‘x + .. ]dt=0.

Dies ist das Prinzip der kleinsten Wirkung, dessen vollkommene Aqui-
valenz mit dem d’Alembertschen Prinzip bei dieser Ableitung evident
ist. HEs ist dies aber eine erweilerte Form desselben, welche weder
bei den Kriften eine von ¢ explicite freie Kriiftefunktion noch bei
den holonomen oder nicht-holonomen Bedingungen Unabhingigkeit
von der Zeit voraussetzt, wihrend allerdings die Variationen dz, dy, 02
ohne Riicksicht auf die Zeit zu behandeln sind, also im allgemeinen
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einer Lagenéinderung entsprechen, welche mit den Bedingungen der
wirklich erfolgenden Bewegung in gar keinem Zusammenhang steht 25%).
Das Prinzip der kleinsten Aktion lautet daher®™*):
Die Variation des Integrals
3
JSTas
7

ist in Bezug auf alle virtuellen Variationen der wirklich erfolgenden
Bahn des Systems, welche neben der Grenzbedingung der fiir das
d Alembertsche Prinzip erforderlichen Variationsbedingung geniigen,
und bei denen die Variation der totalen Energie in jedem Augenblicke
Null ist, selbst gleich Null, und umgekehrt lisst sich aus dieser For-
derung auch wieder das d’Alemberfsche Prinzip, d. h. iiberhaupt das
System der Differentialgleichungen der Dynamik herleiten.
Ist insbesondere eine Kriftefunktion U vorhanden, so wird
’U=0U,

ist U ferner unabhingig von ¢ und findet dies auch fiir die Be-
dingungen statt, so hat man das Prinzip der kleinsten Aktion in der
von Lagrange ausgesprochenen Form.

Bei der Einfithrung des allgemeinsten Variationsbegriffs, der ge-
radezu seine bestimmte Gestalt erst durch die Absicht gewinnt, die
Differentialgleichungen der Bewegung zu erhalten, wird indes die be-
sondere Form des unter dem Integral aufzunehmenden Ausdruckes
vollig gleichgiiltig. Man kann, wie Voss bemerkt, an Stelle desselben
schliesslich eine ganz willkirliche Funktion der Koordinaten und Ge-
schwindigkeiten setzen, obwohl die historischen Formen 7 + U und 7
durch Einfachheit und Allgemeinheit selbstverstindlich ausgezeichnet
sind %),

253) Diese virtuellen Bahnen sind hier also — wie das ibrigens ¢mmer im
Charakter allgemeiner virtueller Verriickungen liegt — im allgemeinen wnmdg-
liche, was im direkten Gegensatze zum Ostwald’schen Prinzip des ausgezeichneten
Falls steht, vgl. Fussn. 27.

254) So bei 4. Mayer mit in Bezug auf das Variationsproblem véllig
korrekter Ausdrucksweige: ,,Gehorcht die Bewegung eines Systems . . dem Prin-
zipe der lebendigen Kraft, und sind die Positionen zur Zeit ¢, und zu einer un-
bekannten Zeit ¢, gegeben, so fillt die Aufgabe, die Bewegung des Systems zu
bestimmen, mit der zusammen, diejenigen Werte der Koordinaten und den Wert
¢, zu bestimmen, welche der Differentialgleichung

T=U++h

geniigen und welche & f Tdt = 0 machen; Leipz. Ber. 38 (1886), p. 354.

256) A. Voss, Bemerkungen tiber die Prinzipe der Mechanik, Miinch. Ber.
1901, p. 167.
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44. Historisches iiber das Prinzip der kleinsten Aktion. Euler
hat das in ganz unklarer und unrichtiger Weise von Maupertuis®®)
ausgesprochene Prinzip zuerst aus teleologischen Gesichtspunkten 7)
hergeleitet und insbesondere auf Centralkriifte®®) angewandt; erst
Lagrange®™®) bewies dasselbe allgemein unter der Voraussetzung einer
Kriftefunktion und von der Zeit unabhingiger Bedingungen. Da aber
Lagrange den von ihm benutzten Variationsprozess nicht genauer de-
finiert hatte, entstanden bald Missverstindnisse tiber die Moglichkeit,
aus dem Lagrange'schen Integral die Differentialgleichungen der Be-
wegung zu gewinnen. Insofern némlich die Variation bei konstanter
Energie ausgefiihrt wurde, wihrend die Variation der Zeit nicht ex-
plicite in Betracht gezogen wird, schienen die 0z, 0y, d2 nicht mehr
von einander unabhingig zu sein®°). Allerdings hat schon Rodrigues 1)
in vollig zutreffender Weise im Lagrange'schen Integral auch die Zeit
variiert und so mit Hilfe der Multiplikatorenmethode die Differen-
tialgleichungen der Bewegung gewonnen; aber diese Arbeit ist un-
beachtet geblieben.

Jacobi #*), der ebenfalls von der Voraussetzung ausging, dass die

258) Moreaw de Maupertuis (Fussn. 262) zuerst in den Mém. de I'Acad. de
Paris 1740, dann in der Arbeit: Des lois de mouvement et de repos deduites
d’un principe métaphysique, Berlin, Mém. de ’Acad. 1745, p. 276, insbes. 286.

257) Euler im additamentum II de motu projectorum p. 309 der ,,methodus
inveniendi, Lausannae 1744: Quoniam omnes naturae effectus sequuntur quandam
maximi minimive legem, dubium est nullum, quin in lineis curvis, quas corpora
projecta describunt si a viribus gquibuscunque sollicitantur, quaepiam maximi
minimive proprietas locum habeat.

258) Ibid., jedoch mit der Bemerkung: Tam late ergo hoc principium patet,
ut solus motus a resistentia medii perturbantis excipiendus videatur.

259) Lagrange, Misc. Taur. 2 (1760/61), Application de la méthode des
maxima et minima & la resolution de différents probléemes de la dynamique,
Oeuvres 1, p. 353, Das Prinzip der kleinsten Aktion nimmt iibrigens in La-
grange’s Mécanique eine nur nebensichliche Stelle ein, obwohl es ZLagrange
vielleicht urspriinglich nidher gelegen hatte, dasselbe analog zum Prinzip der
virtuellen Geschwindigkeiten in der Statik als ein (allerdings nicht ganz all-
gemeines) Grundprinzip der Dynamik anzusehen. Spater schenkte man ihm
noch weniger Beachtung; Poisson sagt bei der Anwendung von Hamilton’s
Prinzip der variierenden Wirkung, J. de math. 2 (183%), p. 333: ,,Ce principe
de la moindre action, qui n’est qu'une régle inutile aujourd’hui.

260) Siehe 4. Mayer, Leipz. Ber. 38 (1886), p. 343.

261) Olinde Rodrigues, Correspond. sur I'éc. polyt. 3, p. 159, Paris 1815.

262) Jacobi, Werke, Suppl. p. 44: ,Das Prinzip wird in fast allen Lehr-
biichern so dargestellt, dass es nach meiner Ansicht nicht zu verstehen ist. Es
wird zwar gesagt, dieser Satz gelte nur, so lange der Satz der lebendigen Kraft
gelte, aber es wird zu sagen vergessen, dass man durch den Satz der lebendigen
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Zeit nicht variiert werden solle, gab der Frage daher eine ganz
neue Wendung, indem er mit Hiilfe des Prinzips der lebendigen Kraft
die Zeit vollstindig unter dem Integral eliminierte. Ks entsteht so
ein sozusagen neues Variationsprinzip, das man etwa als Jacobi’sches
bezeichnen kann; bei ihm treten unter dem Integral nur noch die
geometrischen Elemente der Bahn auf®®®). Wird nun das Integral so
variiert, dass die Koordinaten Variationen erhalten, die wegen der
Unabhingigkeit der Bedingungen von der Zeit samtlich auch mog-
lichen Bahniinderungen entsprechen, so ergeben sich in der That die
Gleichungen der Dynamik.

Man hat némlich aus

IT— U==nh,
wenn zur Abkiirzung
1
gesetzt wird,
S
=V

Dadurch wird
J=[Tas = VBT 0;

und in der That liefert
UFh %y, oUy/ 8
2‘”__[2 _1/ 2 Ern dg, dgx + ?Tq;VUJrh}afli

wenn zur Abkﬁrzung wieder
S
ait=) 515
eingefiihrt wird, die aus den Lagrange'schen durch Elimination der
Zeit entspringenden Gleichungen.
M. Ostrogradsky dagegen, der ebenfalls mit Nachdruck die unrich-

tige Begriindung des Prinzips hervorhob, gelangte zu der Ansicht, dass
das Lagrange'sche Minimumprinzip bei richtiger Behandlung im Sinne

Kraft die Zeit aus obigem Integral eliminieren und alles auf Raumelemente redu-
zieren miisse.* Dabei ist aber gerade der Umstand nicht erwithnt, welcher dem
damaligen Verstindnis entgegen war. Dass die Variation des Integrals vermige
der Gleichungen der Bewegung verschwindet, wurde nie bezweifelt; es handelt
sich nur um die Umkehrung des Satzes (Lagrange, Méc. anal. 1, p. 211).

263) Das Jacobi'sche Prinzip ist daher von ganz speziellem Charakter; auch
ist nur der Form nach eine neue Aussage darin enthalten. Siehe Fussn. 174.
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des Hamalton’schen zu fassen sei®®). Erst Sloudsky %) betonte wieder,
auf Rodrigues zurtickgehend, dass das letztere vom Prinzip der kleinsten
Aktion wesentlich verschieden sei; sodann gab 4. Mayer 2) im An-
schluss an diese Arbeiten den wahren Sachverhalt, der iibrigens in
England durch Routh®") z. B. lingst bekannt war. Helmholtz *%%) lenkte
von neuem das Interesse auf das Prinzip; erst Holder hat alle Zweifel,
welche dasselbe betrafen, véllig beseitigt und das Prinzip in seinem
weitesten Umfange ausgesprochen 7).

Nach dem Prinzip der kleinsten Wirkung in seiner urspriinglichen
Form ist f Tdt =0, also die Maximum-Minimum-Bedingung fiir das
Integral erfiillt. Die Untersuchung nach dem Vorzeichen der zweiten
Variation *™), d. h. den Nachweis, dass es sich hier in der That um
ein Minimum fiir hinlinglich kleine Intervalle handelt, beriihren wir
hier nicht, da sie vorzugsweise dem rein mathematischen Gebiet an-
gehort.

C) Eigentliche Integralprinzipe.

45. Das Prinzip der lebendigen Kraft. Aus den Fundamental-
gleichungen der Dynamik Nr. 37, 3)

mE; = X, —}—El,a,.,, ete.

264) M. Ostrogradsky, Equations différentielles dans le probléme des isopéri-
meétres, Pétersb. Mém. de I'Acad. (6) 4 (1850), p. 385; vgl. besonders p. 415 f.

265) Th. Sloudsky, Nouv. ann. de math. (2) 18 (1866), p. 198.

266) A. Mayer, Die beiden allgemeinen Sitze der Variationsrechnung,
welche den beiden Formen des Prinzips der kleinsten Wirkung entsprechen,
Leipz. Ber. 38 (1886), p. 343.

267) E.J. Routh (Dynamics of a system of rigid bodies, 4. ed. 2, p. 244) be-
nutzt wie Rodrigues die Multiplikatormethode; ohne dieselbe leitet K. Ucker-
mann, Diss. Marburg 1893, das Prinzip her.

268) H. v. Helmholtz, Das Prinzip d. kleinsten Aktion, Berl. Ber. 1887,
p. 225. Gegen seine Darstellung sind mauche Einwendungen zu machen, vgl.
Holder's Arbeit, Fussn. 269.

269) 0. Holder, Uber die Prinzipien von Hamilton u. Maupertuis, Gott. Nachr.
1896, p. 150. Man sehe ferner E. Mathieu, Dynamique analytique, 1877, p. 42;
G. Sabinine, Sur le principe de la moindre action, Ann. di mat. (2) 12 (1883),
p. 237; Sur le minimum d’une intégrale, ibid. 14 (1887), p. 13; Sur les cousi-
dérations d’Ostrogradsky et de Jacobi relatives au principe de la moindre action,
ibid. 15 (1888), p. 27; M. Réthy, Uber das Prinzip der kleinsten Wirkung und
das Hamilton'sche Prinzip, Math. Ann. 48 (1897), p. 514; A. Voss, Gétt. Nachr. 1900,

270) Siehe J. A. Serret, Paris C. R. 72 (1871), p. 697 oder Bull. sciences
math. 2 (1871), p. 97; desgl. G. Darboux, Legons sur la théorie générale des
surfaces, Bd. 2, p. 480, Paris 1896; 1. Bobylew, Petersb. Abh. d. Akad. 59 (1889);
G. Kobb, Sur le principe de la moindre action, Toul. Ann. 5 (1891), p. 1—3,

Encyklop. d. math. Wissensch. IV 1. 7
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und den Bedingungsgleichungen, daselbst 2)
2 (@ + b+ ¢,8) + ¢, =0

erhidlt man durch Multiplikation mit den 2, %, 4, und Summation
vermige der Einfithrung der lebendigen Kraft oder kinetischen Energie
T die Gleichung

%’ = Z(szz + Yy + Z4)— lecsr
in der unter den X;, Y, Z, simtliche Kriifte mit Ausnahme der aus den

Bedingungsgleichungen hervorgehenden zu verstehen sind. Sind ins-
besondere die ¢, alle gleich Null, so folgt durch Integration:

4
T — T, =3[ (Xde, + Yidy, + Zde,).
to

Dieser allgemeine Satz der lebendigen Kraft oder der kinetischen
Energie®™): Die Zunahme der lebendigen Kraft oder kinetischen Energie
ist gleich der von den sdmtlichen Kriften in der sugehdrigen Zeit ge-
leisteten Arbeit, gilt daher bei allen auch nicht-holonomen Bedingungen,
falls nur die ¢, = 0 sind®*"®); bei durch endliche Gleichungen vertre-
tenen Bedingungen

fi=0...f,=0

also jedenfalls dann, wenn dieselben von ¢ explicite unabhingig sind.
Denkt man sich die X, Y}, Z, in die Bestandteile

X, =X+ X",

Y,= ¥, + ¥/,

Z,=7 + 7
zerlegt, von denen die ersteren eine von der Zeit explicite unabhingige
Kriftefunktion U besitzen, so wird unter denselben Voraussetzungen

T—Ty=U— U, + [ 3(X"d + Y"dy + Z"d2),
oder, wenn man an Stelle von U die Funktion

Ve=—TU
einfiihrt:

T+ V=T, 4V, +[ (X dz + Y'dy + Z"ds).

271) Einfacher erbiilt man diese Gleichung direkt aus dem d'Alembert-
schen Prinzip unter der Voraussetzung, dass die wirklichen Bahnelemente
dx;, dy;, dg; unter den virtuellen enthalten sind, wobei der holonome oder
nicht holonome Charakter vollig gleichgiltig ist.

272) So wohl zuerst bei A. Voss, Uber die Differentialgleichungen der
Mechanik, Math. Aon, 25 (1885), p. 266.
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Ist insbesondere das Arbeitsintegral rechter Hand gleich Null, so er-
hilt man
T4+ V=T,+7%,.

Dieser letztere Satz, der wieder das Prinzip der Erhaltung der leben-
digen Kroft oder der kinetischen Energie ausspricht, liefert fiir alle
mechanischen Systeme mit einem Freiheitsgrad, bei denen nur konser-
vative, d. h. aus einer von f explicite unabhingigen Kriiftefunktion
entspringende, Krifte wirken und bei den vorhin angegebenen Voraus-
getzungen iiber die Bedingungen, die Losung durch Quadraturen, und
ist iiberhaupt das Fundamentaltheorem, an das sich die weitere Dis-
kussion jedes mechanischen Problems zunfichst anschliesst.

Weit wichtiger fiir die gesamte mechanische Anschauung ist
indessen die, wie es scheint, durch Helmholfz*®) zuerst eingefiihrte
Umformung, welche die negative Kriftefunktion als potentielle, T als
kinetische, T -+ V als totale Energie auffasst, womit der Satz von der
lebendigen Kraft zum Energieprinzip, d. h. zur Lehre von der Erhal-
tung der Energie hiniiberleitet.

Die Betrachtung der Emergic in rein mathematischer Hinsicht
bietet Vorteile, welche besonders deutlich bei den Stabilititsfragen
hervortreten. Wir erwdhnen hier nur die weitreichenden Verallge-
meinerungen, welche Routh®™) in das Lagrange’sche, zuerst von Di-
richlet #%) vollstindig bewiesene, Stabilititskriterium eingefithrt hat.

Andererseits stehen hiermit in enger Verbindung alle die Ge-
sichtspunkte, welche mit der Fortbildung der analytischen Geometrie
zur mehr-dimensionalen Raumauffassung hervortreten. Vor allem sei
hier an die Untersuchungen iiber das Linienclement?®'®), das als Quadrat-
wurzel aus dem Differential der (doppelten) kinetischen Energie auf-
tritt, an die Theorie der quadratischen Formen im Problem der kleinen

278) Helmholtz, Erhaltung der Kraft, Ostwald, K. B. Nr. 1, p.11; auch von
Clausius wird die Auffassung, die im einzelnen vielleicht schon friiher bestanden
hat, in ihrer allgemeinen Form auf Helmholtz zuriickgefiihrt (Ann. Phys. Chem.
150 (1873), p. 109).

274) Routh, Essay on stability of motion; Dynamik 2, p. 75f.

275) P. G. Lejeune- Dirichlet, Uber die Stabilitat des Gleichgewichts, J.
f. Math. 32 (1846), p. 85; 4. Liapounoff, Sur l'instabilité de l'équilibre dans
certains cas ou la fonction de forces n'est pas maximum, J. de math. (5) 3
(1897), p. 8§1; J. Hadamard, Sur certaines propriétés des trajectoires en dynamique,
ibid. p. 364.

276) Sie beginnen mit J. Liouwille’s Abhandlung: Expression remarquable
de la quantité qui est un minimum en vertu du principe de la moindre action,
J. de math. (2) 1 (1856), p. 297.

7‘
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Schwingungen®7), an die Lehre von der Aquivalenz der mechanischen
Probleme®), sowie an die Vorstellungen der Gruppen- und Tramsfor-
mationstheorie®™) erinnert.

Von prinzipieller Wichtigkeit ist endlich das Auftreten der to-
talen Energie E==T -4V in der Poisson-Hamilton’schen Transforma-
tion der Lagramge'schen Gleichungen, Nr. 37, (4). Zerlegt man die
Variabelen ¢,, s=1,2,...,r in zwei Gruppen ¢, und r, 5, =1,
2,..,l; 6=1,2,..,U; 14 1"=7r und setzt

oT

5‘4‘; == Psy s
so folgt fir 7" = (T) —2'psqs,, falls (T) der aus T durch die Sub-
stitution der p, an Stelle der ¢, entstehende Wert ist, sodass 7"
eine Funktion der g¢,, p,, 74, 7, Wird,

p, T

at — 7q, -+ @)
da, __oT
¢ —  9p,’°

apTy T
dt(ah,) — or, Yo
oder, wenn die Gruppen ¢, und g, zusammenfallen,
i, _or

t EZ + Q\??
dg, 31
at T 9p,
In dem besonderen Falle, wo T’ eine homogene quadratische Funktion
der ¢, ist (Nr. 37), wird 7" = — (T'); setzt man nun auch
oV
Q: = a_q‘
voraus, so entsteht fiir
E=T)+7V
die kanonische Gestalt der Differentialgleichungen der Mechanik:
dq, oE
T — T
dp,  9E
dat —  9g.’

277) Siehe namentlich E. J. Routh, Dynamics of a system rigid bodies, vol.
1u 2

218) P. Stiickel, J. f. Math. 107 (1891), p. 819.

279) Ausser den Gesamtarbeiten von S. Lie vgl. die Untersuchungen von
P. Painlevé, P. Stickel u. a., sowie die Artikel 11—14 von Bd. 1V.



46. Historische Bemerkungen tiber Arbeit, lebendige Kraft, Energie. 101

wodurch das ganze Problem nur von der Energiefunktion E ab-

hiingt29%),

46. Historische Bemerkungen tiiber Arbeit, lebendige Kraft,
Energie. Der Satz der lebendigen Kraft findet sich in seiner ein-
fachsten Form schon bei Galilei **°), dem bekannt war, dass die End-
geschwindigkeit des auf der schiefen Ebene fallenden Korpers nur
von der Hohe abhingt; in weit prinzipiellerer Form aber tritt das
Prinzip der Erhaltung der lebendigen Krdifte bei Huygens *') als Aziom
auf. Joh. Bernoulli *?) spricht bereits von der conservatio virtum vi-
varum, von der Fahigkeit der lebendigen Kraft, in verschiedenen
Formen Arbeit zu leisten.

In seiner eigentlichen, der analytischen Mechanik angehérigen
Form, findet sich der Satz aber zuerst bei Dan. Bernoulli, der ihn
bereits fiir die Probleme der himmlischen Mechanik entwickelt?®?); bei
Lagrange **) entstand dann der Begriff der Potentialfunktion fiir dis-
krete, bei Laplace®®) fiir kontinuierliche Massen.

279%) Diese kanonische Form der Differentialgleichungen der Dynamik, in
welche nach Ostrogradsky, Petersb. Mém. de I’Acad. (6) 4 (1850), p. 403, jedes
isoperimetrische Problem gebracht werden kann, findet sich schon in einer un-
verdffentlichten Arbeit von Cauchy in Turin, Mém. (1831); vergleiche A. Cayley,
Brit. Assoc. Rep. 1862, London 1863, p. 184; tiber das Auftreten der kanonischen
Gleichungen bei Lagrange, Poisson, Hamdlton, Routh vgl. Artikel 11* von Bd. IV.

280) Vgl. Mach, Mechanik, p. 342. Ahnliche Betrachtungen bei P. Varignon,
Propriétés communes aux chutes rectilignes dans le vuide, Paris, Mém. de
T'Acad. 1720, p. 107 (Paris 1722).

281) Ch. Huygens im horologium oscillatorium, Paris 1673. Vgl. ausser
Lagrange, Mécanique 1, p. 249, Mack, Mechanik, p. 180: ,Wir hoffen dieses
Prinzip (des Schwingungsmittelpunkts) als identisch mit dem Satze der leben-
digen Krifte hier in das richtige Licht gestellt zu haben.* Zur genaueren
Untersuchung vgl. die grundlegenden Arbeiten von Jacob Bernoulli, Demonstra-
tion générale du centre de balancement, Paris, Mém. de I'Acad. 1703, p. 78;
Opera, 2 Bde. Genevae 1744, Bd. 1, p. 930; Démonstration du principe de M.
Huyghens, Paris, Mém. de I'Acad. 1704, p. 136; Opera 1, p. 947.

282) Joh. Bernoulli, Comm. Ac. Petrop. 2 (1729), p. 200, Theoremata selecta
pro conservatione virium vivarum; desgl. Opera 3, p. 243 (aus den Acta erud.
Lips. 1785), de vera notione virium vivarum, mit der merkwirdigen Bemerkung
p. 246: ,Hinc patet, vim vivam quae aptius vocatur facultas agendi esse aliquid
reale et substantiale quod per se substitit et quantum in se est, non dependet
ab alio.*

283) D. Bernoulli, Remarques sur le principe de la conservation des forces
vives pris dans son sens général, Berlin, Mém. de 'Acad. 1748, p. 356; daselbst
fiir das Problem der n Korper p. 363.

284) Lagrange, Berlin, Mém. de I'Acad. 1777, p. 155. Der Name Poten-
tialfunktion stammt bekanmtlich von G. Green (An essay of the application of
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Aus der speziellen Formel mv? = 2ghm ist nun auch die ganze
Lehre von der Energie entsprungen. Urspriinglich galt als Ausdruck
fir die lebendige Kraft die Grosse mv®. Ein ebenso primitiver Be-
griff ist ferner der einer gewissen Leistung Ph, welche stattfindet,
wenn ein Gewicht P die Niveauinderung h erfihrt; er wurde all-
mihlich auf alle durch Gewichte ausdriickbare (zunichst konstante)
Krifte iibertragen.

Diese Grosse wird bald als Effekt der Kraft, als puissance méca-
nique®®), als moment dactivité®7), als effet dynamique, als quantité
d’action 2®) (Coulomb); von andern (Ch. Dupin ), Hachette**), Prony**))
jedoch auch schon als Arbest, travail, labour, bezeichnet.

Aber erst durch Poncelet’s Einfluss hat sich der von Coriolis 2%%)
vollkommen scharf definierte Begriff der Arbeit, work, travadl, lavoro,
einer verdnderlichen Kraft bei beliebiger Bahn vollstindig eingebiirgert.
Diese beiden franzosischen Forscher, deren Ideen sich vielfach beriih-
ren, zum Teil auch wohl durch gegenseitige Beeinflussung sich modi-
fiziert haben, wenden den Satz der lebendigen Kraft in voller Allge-
meinheit auf die zwangldufige Bewegung der Maschinen an®*%): so
entsteht die Coriolis-Poncelet'sche Formel

1
1 Dm@*— o) = Tn— T.— T,— T,

wo die Grossen rechter Hand die Arbeiten der bewegenden Krifte
und der verschiedenen Widerstéinde resp. Stosse bezeichnen.

math. analysis, Nottingham 1828), ausser in den Math. Papers auch abgedruckt
J. £ Math. 89, 44, 47 (1850/54); deutsch herausg. v. A. Wangerin, Ostwald, K. B.
Nr. 61.

285) Laplace, Paris, Mém. de 'Acad. 1782, p. 119.

286) So z. B. schon J. Smeaton in Lond. Phil. Trans. 66 (1776), p. 450 als
mechanical power.

287) Carnot, Principes fondamentaux.

288) So G. Monge und J. P. Hachette.

289) Ch. Dupin, Géométrie et mécanique des arts, 3 (1826), p. 477.

290) J. P. Hachette, Traité élémentaire des machines, 4. éd. 1828, p. 19,

291) R. Prony, Annales des mines 1826, p. 33; vgl. die Angaben von
Poncelet im Cours de mécanique, § 6.

292) @G. Coriolis sagt in der Vorrede zur 1. éd. des Traité de la mécanique
des corps solides et du calcul de Peffet des machines 1829, éd. 2 (1844): ,Je
désigne par le mom de travail la quantité quon appelle assez communément
puissance mécanique** etc. ... Daselbst auch, sowie bei Poncelet der grund-
legende Satz von der Arbeit der Resultamten.

293) Nach C. L. Navier, Details historiques sur I’emploi du principe des forces
vives dans la théorie des machines (Ann. de chimie 9 (1818), p. 146), hat indessen
schon L. N. Carnot in seinem Essai sur les machines en général (1783), mit
dieser Ausdehnung begonnen.
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Erst von 8. Carnot®*) wurde diese Gleichung auch auf in da-
maligem Sinne nicht mechanische Vorginge, thermodynamische
Probleme, angewandt, und damit der Grund zu der heutigen Lehre
von der Energie gelegt, wihrend namentlich durch Green’s Arbeiten
und Hamilton’s allgemeinen Begriff der Kriftefunktion (force function)2)
auch die mathematische Formulierung sich weiter entwickelte.

Die noch auf die rein mechanischen Vorginge des Stosses von
bewegten Massen ete. beschrinkte Vorstellung von Th. Young **¢), den
Korpern Energie zuzuschreiben, vermdge deren sie Arbeit leisten
konnen, die schon bei L. N. Carnot als force vive virtuelle (die jetzige
potentielle Energie) neben der force vive zum Ausdruck gekommen
war, bildet sich unter Coriolis*") und Poncelet**®) zu dem Prinzipe
de la transmission du travail, d. h. der Lehre von dem Umsatz der
Arbeitsgrésse in den Maschinen, aus.

Unter R. Mayer's®®) kithner und ginzlich origineller Gedanken-

294) Sadi Carmot, 1824; abgedruckt Ann. éc. norm. (2) 1 (1872), p. 393,

295) W. R. Hamilton, On a general method in dynamics, Lond. Phil. Trans.
1884, p. 249. Der Name Kriiftefunktion ist durch Jacob: 1836, J. f. Math. 17 (1838).
p- 97, eingefiihrt. Die priignante Bezeichnung als Ergal durch Clausius, Ann, Phys.
Chem, 150 (1873), p. 136, neuerdings wieder bei E. Budde, Mechanik 1, p. 430.

296) Th. Young, A course of lectures of natural philosophy, Bd. 1, p. 78;
Bd. 2, p. b1; dort auch p. 79 die Bemerkung ,The labowr expended in produ-
cing any motion is proportional not to the momentum, but to the energy, which
is obtained Emnergie bewegter Koérper indes schon bei d’Alembert, Encyclo-
pédie (4 Bde., 2. éd. Paris 1785) Bd. 2, p. 82, Art. Mathématiques.

297) Coriolis, Traité éd. 1844, p.89 u. 114. Von Coriolis riihrt auch (aver-
tissem. zur éd. 1, ,,je me suis encore permis une légére innovation, en appelant force
vive le produit du poids par la hauteur) die jetzige Definition der lebendigen Kraft
her, welche gerade diese Aquivalenz von Arbeit und lebendiger Kraft ausdriickt;
diese scheinbar nur formale Anderung ist ebenso wichtig, wie die in Helmholts'
Erhaltung der Kraft durch Umkehrung des Zeichens der Potentialfunktion ge-
wonnene Erkenntnis, dass die totale Energie konstant ist. Erst sehr langsam
ist der Ausdruck mo? aufgegeben; auch gegenwiirtig besteht derselbe noch viel-
fach, so z. B. W. Schell, Theorie d. Bewegung 2, p. 530; namentlich bei franzos.
Autoren, z. B. H. Resal, Mécanique 2, p. 235; E. Liouville, Paris C. R. 114 (1892),
p. 1171; P. Appell, J. de math. 12 (1896), p. 5; J. Boussinesq unterscheidet die
énergie actuelle von der force vive de Leibniz (Acta erudit. Lips., 1695); fast
durchgiingig noch in der englischen Litteratur, siehe die Bemerkung von Routh,
Dynamik 1, p. 316.

298) J. V. Poncelet, Cours de mécanique, p. 17: ,La somme des travaux
élémentaires développés tant par les différentes forces qui produisent la modi-
fication du mouvement que par les forces d’inertie qui naissent de cette modi-
fication, est constamment égale & zéro.”

299) R. Mayer, Manuscr. von 1841 fiir Ann., Phys. Chem. in: R. Mayer,
kleinere Schriften u. Briefe, herausg. von J. Weyrauch, Stutigart 1893.
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entwicklung fithrt dies zu einer ganz allgemeinen Konzeption, vermoge
der alle Erscheinungen unter dem einheitlichen Bilde mechanisch
dquivalenter Arbeiten, die sich ineinander transformieren, aufgefasst
werden. In mathematisch genauerer Form und unabhingig von R. Mayer
wurden diese Ideen von Helmholtz®®), der an Stelle der negativen
Potentialfunktion die Vorstellung der Spannkraft V einfiihrte®!), in
dem allgemeinen Gesetz der Erhaltung der Energic

% ZMN ~+ V= const.

ausgesprochen und zugleich mit den weitgehendsten Anwendungen
auf Thermodynamik, Elektrodynamik ete. bereichert.

Begrifflich wurden diese Ideen vor allem durch Rankine und
W. Thomson weiter entwickelt, deren Terminologie schliesslich zu
allgemeiner Geltung gekommen ist.

Nach Rankine®?) steht aktuelle oder sensible Energie. (vis viva
‘Wiirme, Licht, elektrische Bewegung ete. . .), bald darauf von W. Thomson
dynamische oder kinetische Energie genannt, der potentiellen (latenten)
Energie (Molekularkréfte, Gravitation, chemische Affinitst, elektrische
Ladung ete...) gegeniiber; alle Erscheinungen beruhen in einer fort-
wihrenden Transformation dieser beiden Energieformen ineinander,
deren Gesamtgrosse sich erhdlt, und es ist die Aufgabe der physika-
lischen Mechanik, die Gtesetze zu finden, nach denen diese Verwand-
lungen erfolgen. Uber die Weiterbildung dieser Ideen durch Ostwald
siche Nr. 49.

47. Das Energieprinzip. Der Satz von der Erhaltung der Energie
im alten Sinne, Nr. 42, ist ein rein dynamischer. Ganz anders steht
es aber®®) mit dem Energieprinzip der modernen Physik, dass als ein
auf eine umfangreiche Induktion gegriindetes Axiom anzusehen ist.

Die Energie eines materiellen Systems®*) ist der in mechanischen

300) H. v. Helmholtz, Uber die Erhaltung der Kraft, Berlin, 28. Juli 1847
= Wiss. Abh. 1, p. 12--75; auch Ostwald, K. B. Nr. 1.

301) Ostwald, K. B. Nr. 1, p. 12.

302) W. J. M. Rankine, On the general law of the transformation of energy,
Glasgow, Phil. Soc. Proc. 3 (1858) = Papers 1881, p- 203; Outlines of the science
of emergetics; ibid. 1865 = Papers, p. 209 mit der Bemerkung: ,,Any kind of
energy may be made by the means of performing any kind of work®, p. 218;
desgl. W. Thomson, On the origin and transformations of motive power, 1856
= Papers 2, p. 182.

303) Vgl. z. B. P. Duhem, Traité élementaire de mécanique chimique, Paris
1897, p. 25.

804) W. Thomson 1851 Phil. Mag. (4) 9 (1855), p. 523: »The total mechanical
Energy of a body might be defined as the mechanical value of all the effect it
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Arbeitseinheiten gemessene Betrag aller Wirkungen, die ,,ausserhalb® des
Systems hervorgerufen werden, wenn dasselbe aus seinem Zustande 34*)
auf irgend eine Weise in einen gewissen Normalzustand ibergeht;
dieser Betrag ist von der Art des Uberganges vollig unabhiingig.

Wir nehmen an, dass ein materielles System, an dessen Teilchen
ausser den dynamischen Erscheinungen noch verschiedene Zustinde,
thermische, elastische, magnetische, chemische Affinitiiten ... hervor-
treten, hinsichtlich dieses Gesamtzustandes durch eine Reihe von Para-
metern ¢y, ¢, .. . ¢ und den Geschwindigkeiten derselben §,, 4, --- ¢x
definiert sei. Geht nun das System aus irgend einem Normalzustand
Zy (g, ) in irgend einen neuen Zustand Z(g,, ¢,) tiber, so wird ein
gewisser Betrag mechanischer Arbeit®®) 4 ausserhalb des Systems her-
vorgerufen, wobei allerdings vorausgesetzt wird, dass es mdglich sei,
diese Wirkungen simmtlich durch Aquivalente mechanischer Arbeit zu
messen. Wiirde nun die Arbeit auf einem ersten Wege W von Z,
nach Z gleich 4,, auf einem zweiten Wege W, gleich 4, sein, und
entspricht dem Wege W, von Z nach Z, die Arbeit 4;, so hat man
zwei geschlossene Wege

Wi+ W, und W, + W,
denen die Arbeiten 4, + 44, 4, 4 4, entsprechen. Macht man nun
die Voraussetzung der Unmdiglichkeit des Perpetuum mobile, dass nimlich

die Arbeit auf einem geschlossenen Wege immer gleich Null ist®),
so folgt hieraus

4, = 4,,
d. h. die totale Arbeit ist eine Funktion der Parameter, die nur vom
Anfangs- und Endzustande abhingig ist, also

4= F(qa; é* , qsoy qso) .

would produce in heat omitted and in resistances overcome, if it were cooled to
the utmost. But . . it is convenient, to choose a certain state as standard. Desgl.
Quart. J. of math. 1 (1857), p. 57. Vgl M. Planck, Energie, p. 99; G. Helm,
Grundziige d. math. Chemie, Leipzig 1894, p. 1; Planck, Vorlesungen iber
Thermodynamik, Leipzig 1897, p. 34 ff.

304%) Uber die hier nach Planck gewihlte Ausdrucksweise vgl. Planck,
Prinzip der Erhaltung der Energie, p. 93.

305) Dasselbe wird von P. Duhem, Commentaire aux principes de la thermo-
dynamique, J. de math. (4) 8 (1892), p. 290 als Oeuvre bezeichnet.

306) Natiirlich kommen hier, sobald es sich um allgemeine Mannigfaltig-
keiten handelt, die Sitze der Analysis situs in Betracht, welche E. Betti, Sopra
gli spazii d’'un numero qualunque di dimensioni, Ann. di mat (2) 4 (1870/71),
p. 140, desgl. E. Lemmi, Sur les cas d’exception du théoréme des forces vives,
J. de math. (38) 2 (1876), p. 233 entwickeln. Vgl. Mazwell, Elektrizitit und
Magnetismus 1, p. 19.
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Da ferner bei Einschaltung eines Zustandes Z(g,, g,) auch
A=F (g 0|9° 9%+ F (@ &%) &)

sein muss, so wird man allgemein haben

4 =2, 4)+ T )
oder, wenn man bedenkt, dass

0= ")+ ¥ @’ ¢,

A =% q) — 22’ ¢°)-
Nimmt man nun an, dass @ in zwei Teile zerfillt, von denen der

eine nur die ¢, enthilt, der andere eine homogene quadratische Funk-
tion der ¢, ist, deren Koeffizienten von den ¢, abhiingen koénnen,

so wird '
— 0=V (g)+ T(g &),

— A=V —V,+T—1,,
wobei A durch ein gewdhnliches Arbeitsintegral oder durch eine Summe
von in mechanischem Masse ausdriickbaren thermischen, elektrischen,
chemischen, - - - Arbeiten auszudriicken sein wird. So wird denn

—dA=dV + dT%)
oder, wenn man die linke Seite, die kein vollstindiges Differential
in Bezug auf die ¢, zu sein braucht, durch

m k
D' Pdg+ D) B Qdg,
1

m--1
bezeichnet, (der erste Teil bezieht sich auf die mechanischen Krifte,
der zweite auf die mit geeigneten Aquivalentzahlen ausgedriickten
anderen Betrige)

av + dT—Zm:PS dg, — Zk’E,Q,dq,= 0
1

m-+1
der Ausdruck des allgemeinen Satzes von der Erhaltung der Energie.
Definiert man nun

also 1st

0P — 3 P,oq
0Q = 2 @ Esa%}

so kann man endlich als Grundformel fiir alle mechanischen Vorginge
das erweiterte Hamilton'sche Prinzip

af(T_V+P+Q)dt=o

ansehen.

307) Diese zweckmissige Bezeichnung unvollstindiger Differentiale C. Neu-
manw's (Leipz. Ber. 46 (1894), p. 1) auch bei W. Voigt, Kompendium 1, p. 22.
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Es ist im Vorigen versucht worden®®), mit Hiilfe des Axioms
von der Unmioglichkeit des perpetuum mobile die allgemeinen Ge-
sichtspunkte der Energetik darzustellen. Diesen Weg hat Helmholtz®"?)
bereits 1847 in seiner bekannten Abhandlung betreten, mit der Be-
merkung, dass das Energieprinzip mit dem Satze von der Erhaltung
der lebendigen Kraft zusammenfillt, wenn man alle Vorginge auf
reine Fernkrifte zuriickfiihrt31°),

48. Das Virial und der zweite Hauptsatz der Thermodynamik.
Aus den Gleichungen von Lagrange Nr. 37 erhilt man durch Mul-
tiplikation mit z, y, # und Summation fiir ein freies System (d. h. ein
solches, in dem alle Bedingungen durch Krifte ersetzt sind) und fiir »
als Entfernung der Punkte vom Anfang der Koordinaten

M — 1A D =14 § D (X + Yy + 22).

Nimmt man nun an, dass nach Ablauf der Zeit #, bis ¢ die linke Seite
ungeiindert geblieben ist, so wird
T—T,=V—V,

wenn man mit
1 2

das Virial der Krifte bezeichnet®!). Dieser sehr spezielle Satz ldsst

308) Man vgl. P. Duhem, Commentaire aux principes de la thermodynamique,
J. de math. (4) 8, p. 269; 9, p. 293; 10, p. 207 (1892/94); desgl. Traité de mécanique
chimique 1, p. 25; desgleichen in Betreff einer schirferen Anwendung des Per-
petuum mobile-Axioms als bei Helmholtz, M. Planck, Energie, p. 140; L. Natanson,
Uber die Gesetze nicht umkehrbarer Vorgiinge, Zeitschr. f. phys. Chemie 21 (1896),
p- 193.

309) Dasselbe Argument benutzt tibrigens schon 1837 G. Green in der Ab-
handlung tiber die Arbeit der elastischen Krifte: ,,Indeed if d¢ were not an exact
differential a perpetual motion would be possible and we have every reason to
think, that the forces of nature are so disposed, as to render this an natural
imp-ssibility* (Green, Papers, p. 248).

310) In dieser, von Clausius, Ann. Phys. Chem. 91 (1854), p.604 bereits bestrit-
tenen, von Planck (Energie, p. 137) als misslich bezeichneten, gegenwirtig wohl
ziemlich allgemein aufgegebenen dogmatischen Weise formuliert z. B. H. Klein
die ,,Deduktion des Satzes von der Erhaltung der Kraft*, Schul-Progr. Dresden
1889, Nr. 508.

311) R. Clausius, Ann. Phys. Chem. 141 (1870), p. 124; Jubelband 1874, p. 411;
Y. Villarceau, Sur un nouveau principe de mécanique, Paris C. R. 75 (1872),
p. 232, 377. Uber das Virial in Jacobi’s Dynamik, p. 22, vgl R. Lipschitz, Bull.
sciences math. 8 (1872), p. 349; in der Statik tritt das Virial schon 1#37 bei
Mobius als Sicherheitsfunktion auf (Statik 1, p. 230); spiter bei F. Schweins, J. f.
Math. 38 (1849), p. 77 u. 47 (1854), p. 238, als Flichmoment in Avalogie zu den
gewdhnlichen Momenten.
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sich nach Clausius verallgemeinern, wenn man (1) nach der Zeit
integriert,

R—R, =det —%f%dt,

woraus, wenn die linke Seite in verhdltnismissig engen Grenzen
schwankt, bei hinreichend grossem ¢, — ¢, fiir die Mittelwerte T),, Vy,
von T,V folgt

Tn="Nn,
d. h. die mittlere lebendige Kraft ist gleich dem (mittlern) Virial.

Das Virial riickt die Betrachtung mittlerer Zustinde eines Systems
in den Vordergrund, wie sie namentlich in der kinetischen Theorie
der Gase und den sich anschliessenden Untersuchungen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung iiber die periodische Wiederkehr gewisser Zu-
stinde zum Ausdruck kommen. Wir verfolgen dieselben hier nur so-
weit, als sie mit dem zweifen Hauptsatz der Thermodynamik in seiner
einfachsten Form in Verbindung stehen.

Setzt man bei allgemeinen Koordinaten ¢,

T+ U=H,
8o ist

2%
6fHdt - ‘H&t + > g—g-l(aqs— 4, 01)
%

i

t
b oU
to—{-fzé—c;&ckdt,
A
falls auch die Parameter der potentiellen Energie, welche beim Ha-
milton’schen Integral nicht variiert werden, eine durch d¢ bezeichnete

Anderung erfahren. Bezeichnet man das letzte Integral durch W, so
wird fir die Gesamtenergie 7 — U==FE bei von der Zeit unab-

hingigen Bedingungen
4 0H
25

4 t
6f2Tdt= 6fEdt—|Edt
% %

wenn T’ eine homogene Funktion zweiten Grades der ¢, ist. Ist nun
das System in einer solchen Bewegung, dass zur Zeit ¢, und ¢, die
Punkte dieselben Lagen und Geschwindigkeiten annehmens?), so wird

j‘+W,

812) Die sehr speziellen Annahmen des Textes in erweiterter Form bei
Clausius, Uber die Zuriickfiihrung des zweiten Hauptsatzes der mechanischen
Wiarmetheorie auf allgemeine mechanische Prinzipien, Ann. Phys. Chem. 142
(1871), p. 433; Suppl. 7 (1876), p. 215; iiber einen neuen mechanischen Satz,
Ann. Phys. Chem. 160 (1873), p. 106; diber den Zusammenhang des zweiten Haupt-
satzes .. mit dem Hamilton'schen Prinzip, Ann. Phys. Chem. 146 (1872), p. 585
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tl
8 [2Tdt— (4 — 1) 0E+ W,
tO

also, wenn man das Integral durch seinen Wert 2 T, (f, — ¢,) ersetzt:
20 (L (t, — )] = (b — 1) O + V.
Insbesondere folgt fir W =0
20[T, (t, —1t,)] JE
T,6—t) T,
Wird daher eine Reihe von Bewegungszustéinden durchlaufen, die
einen vollkommenen Kreisprozess bilden, so dass schliesslich der ur-
spriingliche Bewegungszustand wieder entsteht, so wird
‘0F
[r,=0
was dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik fiir vollkommene
Kreisprozesse entspricht, wenn 7, durch die absolute Temperatur 7,
0 E durch die zugefiihrte Wirmemenge d@ ersetzt wird®?%).
Fiir die Energie E und die Entropie S

d
8= f g8
gelten nun auch die beiden, dem Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten nachgebildeten Fundamentalsitze von Gibbs3'):
Zum Gleichgewicht eines materiellen von #usseren Einfliissen ab-
gesonderten Systems ist notwendig und hinreichend, dass fiir alle
moglichen Anderungen in seinem Zustande, die seine Energie un-
gedndert lassen, die Anderung der Entropie
0520,

sowie dass bei ungeindertem S die Anderung der Energie
dES O

seil.

Auf die weitere Fortbildung des Energie- und Entropiebegriffes,
z. B. die Unterscheidung zwischen freier und gebundener Energie, kann
hier nur hingewiesen werden; man sehe dariiber Band V.

49. Die Lokalisierung der Energie. Es liegt nahe, die Energie
eines Systems als eine primitive Qualitit desselben anzusehen, welche

vgl. auch C. Szsly, Das dynamische Prinzip von Hamalton in der Thermodynamik,
Ann. Phys. Chem. 149 (1873), p. 74.

313) Boltzmann, Uber die mechanische Bedeutung des zweiten Hauptsatzes
in der Wirmetheorie, Wien. Ber. 53 (1866), p. 195.

314) J. W. Gibbs, Thermodynamische Studien, p. 66.
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ausser den Raum- und Zeitgrissen allein den mechanischen Arbeits-
wert des Systems ausdriickt. Die hierauf beziiglichen Ideen Rankine’s
hat Ostwald®®) zu einem System der Energetik entwickelt, dessen Auf-
gabe darin besteht, die verschiedenen Formen der Energie nach ihren
,JKapazitits“- und , Intensitéts“-faktoren zu unterscheiden und zugleich die
Grundregeln ihrer Umwandlungen anzugeben. Die Menge der Energie
in einem unabhingigen System ist unverinderlich, und von allen
Umwandlungen soll diejenige eintreten, die in dem grossten Umsatze
an potentieller Energie in einer gegebenen Zeit besteht.

Diese Ideen, welche durch interessante, zum Teil allerdings auch
mehr formale Analogieen eine Menge verschiedener Erscheinungen
unter allgemeine Gesichtspunkte subsumieren, werden zwar gegenwir-
tig von verschiedenen Seiten vielfach bestritten3!®), erscheinen aber doch
in ihrer Gesamtheit von nicht zu unterschitzendem induktiven Werte,
und diirften noch manche weiteren Aufschliisse iiber den inneren
Zusammenhang der gegenwirtigen Naturerkenntnis gewihren®7).
Als einen Beleg hierfiir wollen wir nur diejenige Vorstellung hervor-
heben, welche sich auf die Wanderung der Energie bezieht.

In einem kontinuierlichen Medium, in dem irgendwelche Prozesse
stattfinden, wird in jedem Augenblicke an jeder Stelle ein gewisses
von z,¥, 2,t abhingiges®®) Energiequantum vorhanden sein. Man
kann dann auch von einer Anderung der Energie in dem Sinne
handeln, der den Fuler’schen Differentialgleichungen der Hydrodyna-

315) W. Ostwald, Die Energie und ihre Wandlungen, Leipz. Antrittsrede
1888; Studien zur Energetik, Leipz. Ber. 43 (1891), p. 271; 44 (1892), p. 211;
desgl. Lehrbuch der allgemeinen Chemie, Leipzig 1893, 2%, p. 1—39.

816) L. Boltzmann, Uber d. Entwicklung der Methoden d. theoretischen
Physik, Deutsche Math.-Ver. 8 (1900), p. 71, insb. p. 87; Ein Wort der Mathe-
matik an die Energetik, Ann. Phys. Chem. (2) 57 (1896), p. 39; M. Planck, Gegen
d. neuere Energetik, Ann. Phys. Chem. (2) 57 (1896), p. 72; L. Dressel, Zur
Orientierung in der Energielehre, Natur und Offenbarung 39, Miinster 1893;
p. 321, 390, 449

817) Vgl. ausser Ostwald, Lehrbuch der allgemeinen Chemie, der Mécanique
chimique von Duhem, J. H. van’'t Hoff’s Vorlesungen iiber theoretische und
physikalische Chemie, Braunschweig 1898/99 (auch franzdsisch von Corvisy,
8 Bde., Paris 1899/1900), auch die Energetik von Helm. Das in der deutschen
Litteratur hervortretende Bestreben (vgl. z. B. H Januschke, Das Prinzip d. Er-
baltung d. Energie, Leipzig 1897), an Stelle der klaren Einsicht, welche die
exakte Mechanik gewihrt, eine summarische Behandlung moglichst vielseitiger
Fragen durch Anwendung des Energiebegriffes treten zu lassen, scheint zur Zeit
noch verfriiht.
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