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{'ber die Diophantische Gleichung aoat - b2y + cyt = ez2,
Von
Hans Reichardt in Leipzig *).

Einleitung.

Im Laufe der Zeit ist eine ganze Reihe von speziellen Diophantischen
Gleichungen der Form
1) axt + ba2y? 4+ cyt = e22

vollstandig geldst worden. Bisher ist es jedoch weder gelungen, ein Verfahren
anzugeben, das bei einer beliebig vorgegebenen Gleichung dieser Art die
Entscheidung iiber Losbarkeit oder Unlosbarkeit in endlich vielen Schritten
ermoéglicht, noch ein Verfahren anzugeben, das im Falle der Losbarkeit die
genaue Kenntnis der Struktur der Gesamtheit der Losungen vermittelt, das
also insbesondere dariiber Auskunft gibt, ob die Gleichung endlich oder
unendlich viele Losungen besitzt. Einen gewissen Einblick erhilt man da-
durch, daB3 die Losungen hinsichtlich einer Verkniipfung, die wir als Addition
bezeichnen, eine Gruppe bilden. Zu dieser Addition kommt man, indem
man entweder fiir die zur Gleichung
abt 4 b&2 4 ¢ = en?

gehorigen elliptischen Funktionen das Additionstheorem aufstellt oder indem
man rein algebraisch der Multiplikation der Divisorenklassen des durch diese
Gleichung definierten algebraischen Funktionenkérpers eine Additions-
vorschrift fiir die Losungen entnimmt!). Von diesem Modul der Losungen
hat nun Mordell 2) gezeigt, dal} er eine endliche Basis besitzt, und A. Weil 3)
hat folgende Verallgemeinerung bewiesen: Die Gruppe der Divisorenklassen
eines beliebigen algebraischen Funktionenkérpers iiber einem algebraischen
Zahlkorper besitzt eine endliche Basis. Es handelt sich hierbei jedoch um
reine Existenzsitze; den Beweisen kann man nicht entnehmen, wie eine solche
Basis in endlich vielen Schritten konstruiert werden kann.

*) Eingereicht zur Erlangung des Grades eines Dr. phil. habil. an der Philo-
sophischen Fakultat der Universitit Leipzig.

1) Fiir alle hier gebrauchten Begriffe und Sitze iiber Funktionenkérper s. H. Hasse,
Zur Theorie der abstrakten elliptischen Funktionenkérper I, II, I1I, Journ. f. d. r. u.
angew. Math. 175 (1936), S. 55— 62, 69— 88, 193—208, vor allem I und II, sowie die
dort angegebene Literatur.

2) On the rational solutions of the indeterminate equations of the third and
fourth degrees, Proc. Cambr. Phil. Soc. 21 (1922).

8) L’arithmétique sur les courbes algébriques, Acta math. 52 (1929).
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36 H. Reichards.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Zusammenhang zwischen
den folgenden drei noch ungelosten Problemen aufzudecken:

1. Uber die Lésbarkeit zu entscheiden und im Falle der Lisbarkeit eine
Losung anzugeben.

2. Eine Basis des Moduls der Lisungen emer losbaren Gleichung an-
zugeben.

3. Alle Qleichungen der gegebenen Form zu bestimmen, die sich birational
m die Gleichung

24+ bay? + oyt = 2
transformieren lassen.

Wir werden sehen, daBl diese drei Probleme in folgendem Sinne véllig
gleichwertig sind:

1. Zur Aufstellung des Moduls und zur Entscheidung ither die birationale
Aquivalenz geniigt es, von gewissen endlich vielen Gleichungen die Losbarkeit
zu entscheiden und fiir die 16sbaren je eine Lésung anzugeben.

2. Um die Losbarkeit von (1) zu entscheiden und eine Losung anzugeben,
geniigt es, eine Basis aller Losungen der 16sbaren Gleichung

2t -+ bea?y? 4 ace2yt = 22
aufzustellen. Mit Hilfe dieser Basis kann man weiter alle mit dieser Gleichung
birational iquivalenten Gleichungen der gegebenen Form angeben.

3. Zur Entscheidung der Losbarkeit und zur Angabe aller Losungen

mittels einer Basis geniigh es, alle zu einer gewissen Gleichung
7t + ba2y? + cyt = 22
birational dquivalenten anzugeben.

Da die spiteren Ausfithrungen stellenweise von lingeren Rechnungen
durchsetzt sind, gebe ich vorweg eine kurze Darstellung der einzelnen Er-
gebnisse.

In Abschnitt I finden sich vorbereitende Bemerkungen dariiber, daB
Gleichungen und Liosungen, die durch gewisse triviale Transformationen
ineinander iibergefiihrt werden konnen, nicht als wesentlich verschieden
anzusehen sind (z. B. konnen wir im folgenden stets ¢ = 1 nehmen), sowie
iiber den Zusammenhang der Losungen dec Gleichung mit den Primdivisoren
ersten Grades des zugehirigen Funktionenkorpers. Mit Hilfe einer ,,p-adischen
descente infinie’ wird ferner gezeigt, daB unter den Gleichungen

) r(arat + braty? + cyt) = 2,

die spiter eine Rolle spielen werden, nur endlich viele wesentlich verschiedene
losbare workommen.
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Abschnitt IT gibt ein Verfahren an, nach dem jede Losung der gegebenen
Gleichung (1) zuriickgefithrt wird auf eine Losung einer der Gleichungen

(3) s(@'t — 2bsa'2y'2 4 2dy'4) =22 (d=02—4ac),

vorausgesetzt, dal eine Losung von (1) bekannt ist, und jede Ldsung einer
jeden losbaren dieser Gleichungen liefert auch wirklich eine Lésung von (1).
Wendet man das gleiche Verfahren auf alle diese Gleichungen (3) an, so
kommt man auf die lésbaren unter den Gleichungen

(4) SI (aslz fE”4 + bsl x”z yu2 + Cy”4) — Z”Z’

unter denen die Gleichung (1) als Spezialfall enthalten i1st. Wendet man das
gleiche Verfahren wieder auf diese Gleichungen (4) an, so kommt man nur
auf die Gleichungen (3) und auf keine weiteren Gleichungen. Man kann nun
zeigen, daf} sich fast immer, d. h. bis auf endlich viele Ausnahmen, die sich
wirklich angeben lassen, bei jedem Schritte dieses Verfahrens das Maximum
der absoluten Betrige von = und y erniedrigt. Damit hat man eine Methode,
alle Losungen der Gleichungen (3) und (4) aus endlich vielen unter ihnen schritt-
weise herzuleilen und insbesondere zu entscheiden, ob dve Zahl der Losungen
endlich oder unendlich ist. Vorausselzung fir die Duwrchfiihrbarkeit dieses
Verfahrens ist, dafl man von den Gleichungen (3) und (4), von denen nach 1 nur
endlich viele losbar sind, entschieden hat, welche wirklich lésbar sind, und je
eine Lisung angegeben hat. Die zu dieser ,,descente wnfinie nach dem absoluten
Betrag* notigen Abschitzungen fithren wir jedoch hier nicht durch, weil
sie durch eine spitere Abschidtzung iiberfliissig gemacht werden.

In Abschnitt III werden wir zeigen, daB der Ubergang von der Ausgangs-
gleichung (1) zu ewner der Gleichungen (3) aufgefafit werden kann als Hinbettung
des zu (1) gehirigen Funktionenkorpers in eine quadratische Erweiterung, die
gerade der zu dieser Gleichung (3) gehirige Funktionenkérper ist. Bei dieser
Gelegenheit ergibt sich verhiltnismaBig einfach eine birationale Transformation
von (1) in die zugehirige Wezerstrafische Normalform, aus der man dann ab-
lesen. kann, welche Gleichungen der gegebenen Form birational dquivalent mit

o+ baZy? + oyt = 22
sind (Satz 1), wieder vorausgesetzt, dafp man die Lisbarkeit gewisser Gleichungen,
deren Anzahl auf Grund von 1 endlich ist, entscheiden und je eine Losung angeben
kann. Speziell zeigt sich dabei, daB die ldsbaren unter den Gleichungen (3)
untereinander birational dquivalent sind. Umgekehrt sind natiirlich birational
dquivalente Gleichungen gleichzeitig losbar oder unlosbar, so daB in der
Tat die Probleme 1. und 2. gleichwertig sind.

Ebenso wie der zu (1) gehorige Funktionenkorper in einen quadratischen
Erweiterungskérper, der zu einer losbaren Gleichung (3) gehdrt, eingebettet
worden ist, kann man diesen Erweiterungskorper seinerseits wieder in einen

Mathematische Annalen. 117. 16



238 H. Reichardt.

quadratischen Erweiterungskérper einbetten, der zu einer losbaren Gleichung
(4) gehort. Nach Satz 1 sind nun diese Gleichungen (4) mit (1) birational
aquivalent, daher folgt: Der Ubergang von der losbaren Gleichung (1) iiber
die Gleichungen (3) zu den Gleichungen (4) bedeutet eine Einbettung des zu (1)
gehirigen Funktionenkiorpers wn einen Hrweiterungskirper vom Grad 4, der
1somorph zum ewngebetteten Korper ist. Wir haben also einen Meromorphismus
der Norm 4 vor uns.

Eine weitere Folgerung aus der birationalen Aquivalenz der losbaren
Gleichungen (3) ist die, dal die Gruppen ihrer Losungen isomorph sind;
denn jede von ihnen ist isomorph mit der Gruppe der Divisorenklassen des
Grades 0 des zugehorigen Funktionenkérpers, und wegen der birationalen
Aquivalenz ihrer erzeugenden Gleichungen sind diese Funktionenkérper alle
miteinander 1somorph, also gilt das gleiche fiir thre — birational invariant
definierte — Divisorenklassengruppe. Hs geniigt daher, die Gruppe der
Losungen fiir eine spezielle dieser Gleichungen aufzustellen, und zwar nehmen
wir dazu die Gleichung

ot + ba?y? + oyt = 22,
weil bei dieser die Additionsformeln noch verhiltnismiBig einfach ausfallen.
Das geschieht in Abschnitt 1V, in dem auch noch eine geometrische Deutung
dieser Addition gegeben wird.

In II wurde gemafl (3) jeder Losung p der Ausgangsgleichung (1) eine
Zahl s zugeordnet. Diese Zuordnung liefert, wie in Abschnitt V gezeigt wird,
folgende homomorphe Abbildung der Gruppe der Losungen p auf eine endliche
Gruppe von Quadratklassen: Sind pq, ps, ps drei Losungen und gehdren dazu
die Zahlen s, 55, s3, so gilt, wenn py + py = pg ist, $155 5 3. d. h. 5189
und ss unterscheiden sich um einen von Null verschiedenen Faktor, der eine
Quadratzahl ist (Satz 2). Daraus kénnen wir eine wichtige Folgerung ziehen:
Die endlich wielen losbaren Gleichungen (2) met @ = 1 bilden wn folgendem
Sinme eine Gruppe: Ist (2) fiir r 5 ry und fiir v g vy losbar, so auch fiir
T &y 1 Te (Satz 3).

Neben der Zahl s ist jeder Losung p gemaB (4) noch eine Zahl s’ zuge-
ordnet, die hinsichtlich der Addition der Losungen ein dhnliches Verhalten
wie s aufweist (Satz 4). Andererseits kann man zeigen, dal durch Angabe
der Quadratklassen der beiden Zahlen s und s’ die Restklasse von p nach
derjenigen Untergruppe aller Losungen festgelegt ist, die aus den Elementen
2 q = q -+ q besteht, indem man die Sitze 3 und 4 sowie den Satz b an-
wendet, der aussagt, dall p dann und nur dann dieser Untergruppe angehért, .
wenn s und s’ oder c¢s’ Quadratzahlen sind. Daraus ergibt sich jetzt, dafl
die Faktorgruppe aller p nach der Untergruppe der 2 p eine endliche Ordnung
hat und daf} diese Ordnung bestimmt werden kann, wenn man weil3, wie viele
der Gleichungen (3) und (4) 16sbar sind (Satz 6).
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Um den hier gegebenen Rahmen nicht zu verlassen, ziehen wir nicht
die Satze von Mordell und Weil heran, sondern beweisen mit Hilfe einer
descente nach dem absoluten Betrag, dal} die Gruppe der Lisungen eine end-
liche Basts besitzt (Satz 7). Bel diesem Beweis wird nur fiir die Konstruktion
der Basis Gebrauch von der Voraussetzung gemacht, dal man je eine Lésung
der 16sbaren unter den Gleichungen (3) und (4) kennt, wihrend man zum
reinen Existenzbeweis fiir die Basis bereits mit der in I bewiesenen Tatsache
auskommt, dafl von diesen Gleichungen nur endlich viele lésbar sind. Da.
man ihre Anzahl leicht abschdtzen kann (s. den Beweis in I), bekommt man
auch sofort eine Abschdtzung fiir die Linge dieser Basis. — Umgekehrt entnimmt:
man aber auch leicht dem Beweis des Satzes 7 und den vorangehenden Be-
weisen, dafl man, wenn man eine Basis der Liésungen von

2t bazy? ooyt = 22
bereits kennt, entscheiden kann, welche unter den Gleichungen
r(r2at + bra2y? + cyt) = 22

lésbar sind. Da man nun durch eine einfache Transformation jede Gleichung
(1) auf diese Form bringen kann, ergibt sich, dal} die Entscheidung iiber die
Losbarkeit einer gewissen endlichen Anzahl vorgelegter Gleichungen véllig
gleichbedeutend ist mit der Angabe einer Basis aller Losungen von (5), womit
nunmehr alle drei zu Anfang genannten Probleme als gleichwertig erkannt sind.

Kombination der Sitze 6 und 7 liefert die Anzahl o der unabhingigen
Erzeugenden unendlicher Ordnung der Gruppe der Lésungen: Nach Satz 3
sind die Anzahlen der 16sbaren Gleichungen (3) und (4) Potenzen von 2; sie
selen 2¢t und 2%2. Dann ist 0 = g1 + ps — 2 (Satz 8).

Zum Schluf von Abschnitt V wird noch gezeigt, wie man aus einer be-
liebigen Basis der Gruppe der Losungen eine unabhingige Basis gewinnen kann.

Bisher war stillschweigend vorausgesetzt, dal die Koeffizienten der
Gleichungen sowie die Losungen aus rationalen Zahlen bestehen. Fast alle
hier durchgefithrten Betrachtungen iibertragen sich aber wortlich, wenn man
an Stelle des Korpers der rationalen Zahlen einen beliebigen algebraischen
Zahlkdrper endlichen Grades zuldBt; lediglich im Beweis von Satz 7 und in
der darauffolgenden Abschiitzung hat man alle Archimedischen Be-
wertungen des Konstantenkorpers gleichzeitig heranzuziehen. Zu dieser
Verallgemeinerung braucht man an Sitzen iiber algebraische Zahlkérper nur
den Satz von der Endlichkeit der Gruppe der Idealklassen und den Satz,
daB die Gruppe der Einheiten eine endliche Basis besitzt, sowie die Tat-
sache, dall es in einem algebraischen Zahlkérper nur endlich viele ganze
Zahlen gibt, die zugleich mit ihren konjugierten unterhalb einer beliebig
gegebenen Grenze liegen.

16*



240 H. Reichardt.

Wenn man sich nun einmal von der Beschrinkung auf den rationalen
Zahlkdrper frei gemacht hat, so kann man jeden elliptischen Funktionen-
korper, dessen Konstantenkdrper ein algebraischer Zahlkorper ist, nach einer
geeigneten endlichen Erweiterung des Konstantenkdrpers durch eine Gleichung
der hier betrachteten Form erzeugen, was in Abschnitt VI geschieht. Zum
SchluB dieses Abschnittes wird ein Verfahren angegeben, wie man aus einer
Basis der Gruppe der Primdivisoren ersten Grades aus dem erweiterten
Korper die entsprechende Basis fiir den urspriinglichen Korper gewinnen
kann. Damit haben wir erkannt, dafl man dee Hauptprobleme iiber elliptische
Funktionenkirper diber einem algebraischen Zahlkirper erledigen kann, wenn
nur eines der zu Anfang genannten drev Probleme fiir Gleichungen der Form (1)
diber ernem beliebigen algebraischen Zahlkorper gelost ist.

Damit die vorgelegte Gleichung
1) azt 4 ba2y? + cyt = ez?

nicht degeneriert, miissen wir voraussetzen, dafl weder die Koeffizienten
a, ¢, e noch die Diskriminante

d=102—14ac

Null sind. Weiter wollen wir annehmen, daf} die Koeffizienten ganze rationale
Zahlen sind und wollen nur die rationalen Losungen bestimmen; wenn man
némlich einen umfangreicheren algebraischen Zahlkérper zulaBt, so verlaufen
die Betrachtungen im wesentlichen auch nicht anders, werden aber durch
das Auftreten von Idealklassen und Einheiten nur belastet.

Mit x, y, 2 ist auch tx, ty, {22 eine (nicht notwendig ganzzahlige) Losung
und soll als nicht wesentlich verschieden von der Losung x, y, 2 aufgefal3t
werden, wobeil wir fiir ¢ beliebige rationale Zahlen == 0 zulassen. Aus einer
solchen Menge von gleichen Lésungen kann man durch geeignete Normierungs-
vorschriften eindeutig einen Repriisentanten herausheben, z. B. durch die
Forderung, dal z, y, z ganz sind, daB} (z, y) moglichst klein und schlieBlich
x>0 oder z =0 und y > 0 ist. (Die triviale Losung z = y = 0 wird
natiirlich weggelassen.)

Von dem willkiirlichen Faktor kann man sich auch ohne Normierungs-
vorschriften frei machen, indem man die ganze Gleichung durch y* dividiert,

falls y <= 0 1st:
oy rolgfre=el3)
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Man erhilt so eine rationale Losung der Gleichung
akt + b&2 + ¢ = en2,

Ist umgekehrt &, # eine rationale Losung dieser Gleichung, so lassen sich aus
&= %, n= y% Zahlen z, y, z bestimmen, die dann in unserem Sinne gleiche
Lésungen von (1) liefern. — Nun entspricht jeder Losung von (2) in bekannter
Weise eindeutig ein Primdivisor ersten Grades des durch (2) definierten
Funktionenkdrpers, wobei also & und # jetzt Unbestimmte bedeuten, die
durch (2) miteinander verbunden sind. Daher erhalten wir aus gleichen
Lésungen von (1) mit ¥ == 0 genau einen Primdivisor ersten Grades, wihrend
verschiedene Losungen auf verschiedene Primdivisoren fithren. Man erhilt
so auch alle Primdivisoren ersten Grades bis auf die, die im Nenner von &
aufgehen. Diese entsprechen aber den Lésungen von (1) mit ¥ == 0: Solche

Losungen kann es niamlich nur geben, wenn eﬁ eine Quadratzahl ist, und diese
Lésungen sind dann ¢, 0, - ¢ Vﬁ, und zu diesen beiden Losungen gehdren die
4 p;

beiden Primdivisoren ersten Grades, die in diesem Falle im Nenner von &
aufgehen. Ist dagegen % keine Quadratzahl, so besitzt (1) keine Losung
mit y = 0, wihrend der Nennerdivisor von & offenbar Primdivisor im Kérper
P (¢, ) bleibt. Damit haben wir also gesehen, dafl die Primdivisoren p ersten
Grades von P (&, ) eineindeutig den verschiedenen Losungen von (1) ent-
sprechen. Daher werden wir gelegentlich kurz von dem Primdivisor z, y, 2
oder der Losung p sprechen, wenn p der zur Lésung z, y, z gehdrige Prim-
divisor ist.

Multipliziert man alle Koeffizienten von (1) mit demselben Faktor, so
entsteht keine wesentlich neue Gleichung. Setzt man
x=ap, y=ygq, z=2r
mit festen rationalen, von Null verschiedenen Zahlen p, g, 7, so geht die ge-
gebene Gleichung iiber in
a/x74+b/xl2y72+6/y/4:61272
mit
a =apt, b =bp2¢?, o =cqt € = er?
und auch diese Gleichung soll nicht als wesentlich verschieden von der ur-
spriinglichen aufgefalt werden. In diesem Sinne sind z. B. die Gleichungen
r (@@t 4 bra2y? 4 cyt) = ez?,

Flardt Lbia2gR L) = el?
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nicht verschieden, wenn nur r und # derselben Quadratklasse angehéren,
d.h. wenn 7 = k2 mit rationalem % == 0; denn dann lautet die zweite
Gleichung

rk2(ar2kt ot + brk? 22 42 + ¢ yt) = e 22,

und diese geht iiber in die erste, wenn wir
A xr A N
T= 7, =1 z=rz

setzen. — Ahnlich kann man erreichen, da e = 1 wird, wihrend @, b, ¢
ganz bleiben: Es ist ja

aext + bealy? + ceyt = (e2)2

Wir wollen daher, um einen Buchstaben zu sparen, immer ¢ = 1 annehmen.
Dann ist fiir die normierten Losungen (2, y) = 1; denn setzen wir (z, y) = ¢,
so folgt aus

axt+ ba2y? + cyt = 22

t4 ] 22, und daher ist =, < 2. eine ganzzahlige Losung mit ( ud

T T
daraus folgt nach der Normierungsvorschrift ¢ = 1.

%) = 1, und

Gleichungen, die nicht wesentlich voneinander verschieden sind, sind
entweder alle losbar oder alle unldsbar, daher kommt es z. B., wie wir oben
gesehen haben, bei der Frage, fiir welche r die Gleichung
(3) T (@r2at + braZy? + cyt) = 22
losbar ist, nur auf den quadratischen Kern von r an, d. h. auf die Quadrat-
klasse von r. Wir wollen nun zeigen, daf (3) nur fiir endlich viele Werte des
Kernes von r 16sbar ist. Diese Behauptung ergibt sich daraus, dal wir be-
weisen: Enthilt der quadratische Kern von 7 eine Primzahl p, die nicht
in ac aufgeht, so ist (3) unlésbar; denn wenn das gezeigt ist, ergibt sich, dafl
im Falle der Lésbarkeit im Kern von 7 nur die endlich vielen Primteiler
von ac aufgehen kénnen. Schreiben wir die Gleichung (3) so:

ardzt + br2a2y? + cryt = 22,

so lesen wir ohne weiteres daraus ab: Zunichst ist p | 22, also p | 2. Jetzt folgt
P2 | ryt, also p | y wegen p2+ r, wie wir von vornherein annehmen diirfen, da es
ja nur auf den Kern von r ankommt. Nun folgt p3 | 22, also p? | 2, und schlieB3-
lich folgt p |  wegen p* | ar3x* und pt+ar3. Wire daher z,y,z eine ganzzahlige
Lésung von (3), so wire %, -Z-, % auch eine. Nochmalige Anwendung dieser

Ty oz
p?’ p¥ pt

wire usw. Da aber z und y nicht beide Null sind, geht in ithrem gréfiten
gemeinsamen Teiler nur eine beschriinkte Potenz von p auf.

SchluBweise ergébe, dall auch eine ganzzahlige Losung von (3)
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I1.
Wir wollen nun annehmen, dal wir eine Losung o, %o.2¢ von
1) axt 4+ ba2y? + cyt = 22

bereits kennen. Ist weiter z, ¥, z eine beliebige Lisung von (1) und setzen
wir X =22, Y = 92, Z = 2, so ist X, Y,Z eine Losung von

@) aX2 4+ bXY +cY2 = 72

Xo = 2¢, Yy = y&, Zy = 7, ist eine feste ganzzahlige Losung von (2), und
daraus entspringt in bekannter Weise eine rationale Parameterdarstellung
von X, Y,Z. Man erhiilt sie etwa, indem man X, Y, Z als homogene Koor-
dinaten auffaBt und die Richtung der Verbindungsgeraden mit X, Y, Z,
die den Kegelschnitt (2) ja nur in diesen beiden Punkten schneidet, als Para-
meter nimmt. Man erhilt so

sX = Q1 (u,v),
®3) sY = Q3 (u,v),
SZ = Q3 (u5 IU);

wobel @y, Q., Qs ganzzahlige quadratische Formen in u, v sind und fiir , »
ganze teilerfremde Zahlen einzusetzen sind. Die Zahl s nimmt nur endlich
viele ganzzahlige Werte an.

Wir miissen die Fille mit %oy 2 = 0 und %yo2, = O getrennt be-
handeln. Zunichst nehmen wir zy%2o == 0. Die Parameterdarstellung (3)
hat dann folgende Gestalt:

sX = Xou2 + 2 (X + 2¢Yo) uv + d X202,

sY = You2 — 2 (2aX, + bYy) uv+ d Y02,
SZ = Z0u2 — dZO’UZ.

Setzen wir nun hierin X = a2, ¥ = 42, Z =2z und X, = #§, Yo = ¥3,
Zy = 7y ein, so erhalten wir
Iswz = z2u? + 2 (bag + 2 cyd) uv + dxgo?,

sy? = y2u2 — 2 (2axg + byd) wv + dyge?,
sz = zou? — dzyv2.

(4)

Eine Einschrinkung von s auf endlich viele Werte erhalten wir folgender-
maflen: Nach (4) ist
5 Js(wz (2axg + byg) + y2 (bag + 2cy) + 2220) = 42502
©) Ls (e (2axg + byg) + y2 (bxg + 2cyg) — 222)) = 4dzdv?.
Wegen (u, ») = 1 ergibt sich daraus s | 4 dz;. Also hat man das Gleichungs-

system (4) nur fiir diese endlich vielen Werte zu betrachten. Man konnte
nun etwa fiir die Losungen der ersten Gleichung von (4), die ja eine qua-
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dratische Diophantische Gleichung fiir w, u, » darstellt, eine Parameter-
darstellung angeben und diese in die zweite Gleichung einsetzen. Empfehlens-
werter ist es jedoch, eine der beiden ersten Gleichungen von (4) zu ersetzen
durch die Gleichung

s(2Py§ — y?*2g) = 2 2axg + 20x3y2 + 2 cyf) uvw,
die wir auch so schreiben konnen:
s (xyo + yxo) (xyo — Yxo) = 4 2% uv.
Fiir deren Losungen hat man die bekannte Parameterdarstellung
s = afy 422 = ade

(6) LYo + Yyro= Oxl u = fBru .

TYo — YTo= EUY v =yiv
Die Parameter sind hier #, 4, u, v, wihrend o, 8,7, 6, ¢ nur endlich viele,
von Null verschiedene Werte annehmen. Setzt man nun den hieraus sich
ergebenden Ausdruck fiir z sowie die Ausdriicke fiir u, v in die erste Gleichung
von (4) ein, so erhdlt man

On A 2 )
s( % 2—;081“_,”,) = xgﬁzzE/ﬂ—l—Q(bwg—I—20y§)ﬂy%l‘u,v+dx(;yzlz,,z,

oder auch
(T) 2 (50272 — & Fy2fun) + 2wy - A (s0e — 4 bagygby — 8 cydBy)

+ v2 (se2u? — 4 dag ygy2A2) = 0.
Diese Gleichung kénnen wir als quadratische Gleichung fiir » : » auffassen.
Well sie eine rationale Lésung hat, mufl ihre Diskriminante eine Quadrat-
zahl sein:
(8) (sde — 4 bagygBy — 8 cyiByPizut — (82 — 4 agygfeu?) (setsd

— 4dagypr ) = ¢
Eine einfache Umformung dieser Gleichung unter Beriicksichtigung der ersten
Zeile von (6) fiihrt auf
4 s2BY2 (dy2 0224 — 2bfydeA2u2 + f2e2ut) = o2.

Setzen wir hierin

Y _x 2%y
(9) h=-5 P=%48 2= 48

ein, so erhalten wir, wieder unter Anwendung von (6),
s(ds2x't — 2bsa'2y'2 4 y'4) = 2’2,

Zu dem gleichen Krgebnis kommen wir im Falle agy,29 — 0. Hier betrachten
wir die Mdglichkeiten a1, == 0 und 2y — 0 getrennt. Zuniichst sei zo g, = 0,
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etwa 4o = 0, also azj = zZ. An Stelle der Gleichungen (4) treten hier die
Gleichungen

‘.9902 = xgu? — 2bxguv + dage?
(10) sy = daziuv

]sz = Zyu? — dzgv2.

Genau wie oben schlieBt man hier, da s | 4 d22. Fiir die Losungen der zweiten
Gleichung von (10) gibt es nun folgende ganze rationale Parameterdarstellung:

s = afy daz? = odel?

(11) y = delxi % =[x
v = pei2

wobei », 4 die Parameter sind, wihrend «, 8,9, 9, ¢,  nur endlich viele, von
Null verschiedene Werte annehmen. Dies in die erste Gleichung von (10)
eingesetzt, gibt

afya? = v3f2022%* 4 2baFfyden2 A2 + dwgy2e2 L.
Mit
(12) L v—— L —_

smyaf el?’ 22,8’ @y e
finden wir dann
s(ds2a’t — 2bsa'2y'2 + y'4) = 2’2,
Genau so gehen wir natiirlich vor, wenn z, = 0 ist. Es bleibt also nur noch
der Fall 2o = O tibrig. Hier tritt an Stelle von (4)
Jsxz = a3u? + d (azg + byg) v,
sy? = ygu® — adygo?,
§z = dyguv.

(13)

Hieraus ergibt sich

{s (2292 — y22g) = d (2axg + byg) y3o2,

(14) s(2ayda? + (axg + byd) y?) = (2 axg + byg) ydu2.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt zunichst s|d (2 axd + byl) yZ, und
dabet ist dieser Ausdruck nicht Null, denn sonst wire, wie man ohne weiteres
sieht, 29 = 9o == 0. Fiir die Losungen der ersten Gleichung von (14) hat
man folgende Parameterdarstellung

(d2axf +byd) yE = afy s = adel?
(15) \ v = delnl Byo + yxo = BOx2
l LYo — Yxo = YA

mit den Parametern », A. Dies setzen wir in die erste Gleichung von (13) ein:

aéa@(%ﬁff — g2u? - d(aa? +by?) 22022 2,
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Auch von hier aus kommen wir auf die Gleichung

s(ds2a't— 2bsa'2y’2 4 y'4) = 22,
wenn wir namlich

’

L - ¥
= Sszoyenf ¥ T wpol’

1=

Va y3
setzen. ( ]/(i ist ja rational, weil az? + bz + ¢ = 0 wegenz, = 0 eine rationale
Losung hat.)

Wir haben also nun in jedem Falle gesehen, daB, wenn eine Losung von
(1) bekannt ist, jede threr Losungen auf eine Lisung einer der Gleichungen

(17) s(ds?a’t — 2bsa'2y’2 4 y'4) = 2’2
fiihrt. Wie ein Blick auf das eben angegebene Verfahren lehrt, liefert aber
auch jede Lisung von (17) rickwdirts eine Lisung von (1).

Wir wenden nun das gleiche Verfahren auf die Gleichung (17) an. Der
Koeffizient von 2’2 y'2 ist — 2 bs2, die Diskriminante ist 16 acs?; jede Losung
von (17) fithrt also auf eine Losung von

s (16acsts’2a4 +4bs2s" a'2y""2 4+ y'4) = 2’2,

(16) %

und diese Gleichung ist nicht wesentlich verschieden von
(18) S’ (acslz w’/4 + bsl w//z y’/2 + y/l4) — z//2,

Unter diesen Gleichungen kommt die Ausgangsgleichung (1) vor; wir brauchen
nur " = ¢ zu setzen und erhalten so

ac4 wll4 + bc2 xll2 '?//I2 + Cy//4 — Z”27

und diese Gleichung ist in der Tat nicht wesentlich von (1) verschieden.
Nun wenden wir dieses Verfahren wieder auf (18) an. Wir kommen dann
auf die Gleichungen

sN (d8’43”2 7}/”4 . 26812 S” 7}/”2 yll/2 + ylll4) — Z”/2’

die aber nicht wesentlich von den Gleichungen (17) verschieden sind. Der
Kreis schliefit sich also, und man konnte zunichst glauben, dafl man sich
wirklich nur im Kreise gedreht habe. Das ist aber nicht der Fall: Man kann
namlich zeigen, dafl fast immer, d. h. bis auf endlich viele auszunehmende
Liésungen, das Maximum der absoluten Betrige von z und y bei diesem Ver-
fahren kleiner wird. Diese Ausnahmelésungen kann man wirklich angeben,
wenn man nur je eine Losung der I6sbaren unter den Gleichungen (17) und
(18) hat, von denen wir ja schon wissen, dafl nur endlich viele verschiedene
von ihnen losbar sind. Geht man also von einer beliebigen Losung einer
der Gleichungen (17) oder (18) aus und wendet auf sie das Verfahren geniigend
oft an, so kommt man auf eine der Ausnahmeldsungen. Damit ist dann die



Die Diophantische Gleichung ax* + ba?y® - cy* = ez 247

Bestimmunyg aller Losungen der Ausgangsgleichung darauf zuriickgefiibrt 2u
untersuchen, welche der nach 1 endlich vielen, méglicherweise losbaren Gleichwigen
(17) und (18) wirklich losbar sind, und eine Losung einer jeden solchen Gleichung
anzugeben ; denn wenn diese Lésungen bekannt sind, kann man die Ausnahme-
lésungen aufstellen und auf diese unser Verfahren riickwirts anwenden.
Erhdlt man dabei keine neuen Losungen von (17) und (18), so sind die Aus-
nahmel6sungen bereits alle Losungen. Treten jedoch neue Lisungen auf, so
wende man auf diese wieder das Verfahren riickwirts an, und so fahre man
immer weiter fort. Ich mdchte jedoch darauf verzichten zu zeigen, wie man
die Ausnahmeldsungen bestimmen kann, weil spiiter ein anderes Verfahren
angegeben wird, das alle Losungen der Ausgangsgleichung liefert, wenn man
iiber die Losbarkeit entscheiden kann, und das einen besseren Uberblick iiber
die Gesamtheit aller Lésungen gewihrt.

1I.

Verfolgen wir noch einmal den Weg, der von einer Losung der
Gleichung IT (17) riicckwérts zu einer Losung der Ausgangsgleichung fiihrt,
so erkennen wir, daf es dabei gar nicht darauf ankommt, dafl 2, ¥, 2’ ganze
Zahlen sind, sondern da8 wir #’, ¢', 2’ auch als Unbestimmte nehmen kénnen,
die durch die Gleichung II (17) miteinander verbunden sind. Dabei ist es

’

jedoch zweckméBiger, & = ;ﬁ:, 7 = 5,2 zu setzen und den nun durch
(1) s(ds2 &t — 2bsE2 4+ 1) = 7p'2

definierten Funktionenkérper P (&',%’) in Zusammenhang mit P (¢, 7) zu
bringen. Wir haben dazu wieder die drei Fille wie in IT zu unterscheiden.
Nehmen wir zunichst zgyoz9 == 0. Nach II (9) ist dann

g ®_ 0k afde
Sy T 2 T T T 2wy, dag

also P (¢, %) =P (%, !—%) Weiter ist nach II (7) und II (8)
g 4
i

b

(—sdet+4bxdyiPy+ 8cysBy)

==

» 2
Y S(SE*(—A-) — 423 y§ p?
u

also ist P ( -,
\ e

El

%) =P (i —:7) Nach IT (6) ist nun

A ox v %
P2 2) = P (e v oo
W’y P TYy— Y%~ xyo—yxo)

uv u
= Pl g w0y’
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Nach II (4) st weiter
s (@ ys — y* ;) = 425 u,
s@Rawga® + b (xgy® + y5 ab) + 2cy; ¥° + 2202) = 42547,

also ist

uv u )
\zyy— y20)?’ wyo— Yy

_ p(Lyoj;ggg Vs(2a ag 22+ b (@3 y* + 9§ =H + 2c 9] y2+2zoz)‘)
T Yo Y o’ Yo — Y %o /

/

Vs(2a &3 82 + b (&3 + 52>+0+27mo))

E—5

=P(s

und somit

@ PE.7)=P(&n VsQal& b (E+ )+ 2¢+ 2nn,)).

Wir sehen also, dal P (&, %) ein Erweiterungskérper von P (&, %) ist, und
zwar hochstens ein quadratischer. Dasselbe wollen wir nun auch noch fiir
die beiden anderen Fille beweisen. Sei also jetzt y, = 0. Hier ist nach
IT (12) und IT (11)

P& o) =P(Z, Z)=P(£, 2)

<
<
0

Nun ist nach IT (10)
s(2axga® +bxfy® + 2202) = 4270
also konnen wir auch hier wieder schreiben
P&, 7)=P(&n VsQa& & +bE5 +2m0m).
SchlieBlich ist im Falle zy = 0 nach II (16), II (15) und II (14)

P&,

(7 23) =Pz 5) = Pyt ;
¥yt (7%1 - xoy+yox’%y+yox)

Il

( . uv L)
2oy + Yo 2)*° 2oy + Yo

~P( 2 Vd(zazHby&)s(xﬂy&w?zﬁ))
\ (T Y -+ 5o %)2° Zo Y+ Yo

II

( §+t 2’ Vd(ZaxOZ -4~ byg)sélgz)

P (&7 V (20£24-b)s fjr )

H
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Wir wollen nun noch zeigen, daB es sich in allen drei Féllen um Erweite-
rungen genau vom Grad 2 handelt. Wire das nicht der Fall, so wire bei
70 Yo 20 == O nach (2)

s 8(2a83E2 L b LY 204 2000)
7 (& + &)

das Quadrat eines Elementes aus P (£, ). ( verhilt sich bei & = oo regulir,
wie man erkennt, wenn man Zihler und Nenner durch £2 dividiert und dann &

gegen oo gehen 1at. Daherist & ~ pa%i’ wobei po und py, die beiden in & +- &,
0 (4]

aufgehenden Primdivisoren sind und a ein ganzer Divisor ist. — Es ist
Slerar=20824 06+ 8) 420+ 200y
= —a (& — £+ (7 -+ m)
Ist ‘daher pj der Primdivisor — &, — 7, so folgt jetzt

£ (& + &2 =0 (mod ),

also § ~ prb, mit ganzem Divisor b. Wire daher £ = 92 mit ¢ < P (&, n),
0

so enthielte P (&, #) ein Element ¢, das nur eine Nullstelle hat, und wire
daher vom Geschlecht 0, was nicht der Fall ist. — In ganz &hnlicher Weise
zeigt man auch bel xp iy 2o = 0, dall P (£, 1’) ein quadratischer Erweiterungs-

kérper von P (&, ) ist. — Ubrigens kann man genau. wie pj2|a bewiesen
wurde, zeigen, dall b = q2, wobei gy der Primdivisor &, — #, ist. Daher ist

{~ g‘z, und daraus folgt wegen P (&', %') = P (&, 7, ]/E) nach dem Dedekind-
0

schen Diskriminantensatz, dall P (&', #') unverzweigt tiber P (&, n) ist, d. h. die
Relativdiskriminante 1 hat. Entsprechende Betrachtungen gelten natiirlich
auch wieder bei xy 952y = O.

Das in 11 dargestellte Verfahren bedeutet also fiir den durch

abt+b&+c=n?

definverten Funktionenkorper P (&, n) im Falle der Liosbarkeit, d. k. wm Falle
der Ewistenz mindestens eines Primdivisors ersten Grades, die Einbeitung
i einen unverzweigten quadratischen, durch (1) erzeugbaren Erweiterungs-
kérper P (&,7'), der ebenfalls mindestens einen Primdivisor ersten Grades
besitzt.

Da das oben definierte Element ¢ von P (&, ) vom Grade 2 ist, d. h. zwei
Nullstellen und zwei Pole besitzt, ist P (£, %) vom Grad 2 iiber P (£). Es mul3
daher in P (£, %) ein Element w geben, fiir das w2 ein Polynom in £ ist, und
zwar ein Polynom vom Grad 3 oder 4, weil P (&,7) vom Geschlecht 1 ist.
Man kénnte nun, um dieses Polynom zu finden, die Bedingungen fiir seine
Koeffizienten aufstellen, die dieses Polynom ein Quadrat in P (&, ) werden
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lassen. Dieser Weg ist aber recht mithsam, einfacher kommt man folgender-
maBen zum Ziel: Zunichst der Fall xy yo 2o == 0. Hier ist

H2=s(ds2&*— 2bs &2+ 1),
und nach IT (9) und II (6)

512 —_ —aiﬂ — (52 /ﬂl — (x Yo 'F Yy "1"0)2
R ey 423 u?
(2 yo -+ y )? 1

T S2aria F bl Yt yd a4 2eyiyt | 2207) <
also

Esist nun P (€, ') = P (&9, Y2) D P (& n, 7). Weil weiter 52 in P (&, )
liegt, so folgt, daB entweder #'2 5; 1 oder #'2 5  in P (&, ) 1st. Im ersten
Falle wire 7’2 = 92 mit 9 < P (£, %), also

92 = s(dsi%— Qbs-%—l—l),

und daraus wiirde P (&, {) = P (£, n) folgen, weil P (£, ) vom Grad 2 iiber
P ({) ist und @ nicht in P ({) liegt. P (9, {) hat aber das Geschlecht 0. Daher
bleibt nur die Méglichkeit %% &5 £ in P (&, %); das heillt aber, es ist

(3) sC(ds?2 —2bsl + 2) = w2
und.

P (57 7]) =P (Ca (1)),

und das bedeutet, daBl &, » und {, @ sich birational mit rationalen Koeffi-
zienten ineinander transformieren lassen. Wir wollen dafiir auch sagen, die
Gleichungen, die & mit # und { mit @ verbinden, lassen sich birational in-
einander transformieren. Zum gleichen Ergebnis, insbesondere zu derselben
Gleichung (3) kommt man bei #; 4y 2o = 0. — Wir konnen nun leicht ent-
scheiden, welche Gleichungen

@ &4 EE =2
birational dquivalent sind der als losbar vorausgesetzten Gleichung:
Satz 1. Die der losbaren Gleichuny
abt + 08 + ¢ = P

birational dquivalenten Gleichungen der hier betrachteten Art sind, falls ac keine
Quadratzahl ist, die losbaren unter den Gleichungen

r(arz &4 4+ br &2+ ¢) = n'2.
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Ist dagegen ac eine Quadratzahl, so kommen zu diesen Gleichungen mnoch die
losbaren wunter den folgenden Gleichungen hinzu:
13(2Vac+b)&t+ 212 (6 Vac— b)&2 + 7 (2 Vac + b) = 52,
r3(—2Vac+ b)&4+ 212 (— 6Vac —b)&2+7(— 2 Vac+b) = 2
Beweis. Die gegebene Gleichung ist birational dquivalent mit
sC (ds? — 2bsl + 02) = w2

Setzen wir

{= 4S(C~ + —z—), o= 4820,
so geht diese Gleichung iiber in ihre Weierstrafische Normalform

@ =40 — gy L — g
mit
b b3
g2 = ac + 12, 93 —u—ﬁg-

Da die gesuchten Gleichungen

a’ El4+bl 5/2+Cl :nlz
birational dquivalent der gegebenen sein sollen, miissen sie auch l6shar sein
und lassen sich daher birational auf die Form

gl
mit
ve  ,  ale b3

§o=10¢+ 35, 935~ ¢ ~ 378
bringen. Nun sind diese beiden Normalformen dann und nur dann birational

dquivalent, wenn
g = ktgs, g5 =F8g;s (k£ rational, == 0)

ist. a’, b, ¢’ miissen daher den Gleichungen geniigen
% 2
r ! R 4 2
a'd + 33 =k (ac% 12)’

ﬂb;, b’'3 16 abc b3\
6 216 ( m)

Elimination von a’c’ gibt
— bkt (9ac -+ -—) -+ ks (9abc — X} = 0.
Dies konnen wir als Gleichung fiir ]I: > nehmen. Eine Losung dieser Gleichung
ist % = b; denn die Ausgangsgleichung ist sich selbst birational dquivalent.
Die beiden anderen Losungen berechnet man nun leicht zu
b’ b

B iSVac—«—z»,



2592 H. Reichardt.

und diese Losungen sind dann und nur dann rational, wenn ac¢ eine Quadrat-
zahl ist. Fiir die erste Losung ergibt sich nun

b =bk2, o' ¢ = ackt,
also etwa

o =tak? ¢ = tikz,

und fiir die zweite und dritte Losung

! - b 7 7 k4 A
b :(j:3Vac~—§)k2, a’c _——E(iZVac—{—b)z,
also etwa

/ 2 — / K? s
a :tz—(:}:ZVac—Fb), c:ﬂ(j&2\ac~l—b).

Die zugehérigen Gleichungen stimmen nun aber im wesentlichen mit den in
der Behauptung angefiihrten iiberein.

Satz 1 sagt insbesondere aus, dal die losbaren unter den Gleichungen

4) r(ar2 & 4 bré2 4 ¢) = 52
(wobel also wie immer a, b, ¢ fest sind und 7 Parameter ist) untereinander
birational dquivalent sind. Eine dieser Gleichungen ist

c(ac2 &4 4 bek2 4 ¢) = 2
mit der Losung & = 0, # = ¢, die im wesentlichen mit
(5) acét +b&2 41 =2
iibereinstimmt. Umgekehrt ist natiirlich jede der Gleichungen (4), die mit
(b) birational dquivalent ist, lésbar. Damit haben wir also erkannt, daf
die Frage nach den losbaren unter den Qleichungen (4) villig gleichbedeutend

mit der Frage nach den der Gleichung (5) birational dquivalenten unter den
Gleichungen (4) 1ist.

Wir haben oben gesehen, daB das in II dargestellte Verfahren fiir P (&, %)
die Einbettung in einen unverzweigten quadratischen Erweiterungskérper
P (£, 7n') bedeutet, falls P (£ #) einen Primdivisor ersten Grades besitzt.
Definierende Gleichungen der beiden Kérper sind

abt 4+ b& ¢ =2
und
s (ds2 &4 —2bs&'2 4+ 1) = 7’2,
und P (&, n') besitzt ebenfalls einen Primdivisor ersten Grades. Wir kénnen
daher P (&,7’) seinerseits wieder in einen unverzweigten quadratischen
Erweiterungskorper P (&7, %) einbetten mit der definierenden Gleichung

Sl (acslz 5//4 _+_ bsl 5112 + 1) — 17//2
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(vgl. den Ubergang von II (17) zu II (18)). Ersetzen wir s’ durch ¢s’ und
&’ durch %, so geht die definierende Gleichung iiber in
s (as’2 &'t L bs" E72 +¢) = 5’2,
und diese Gleichung kénnen wir nach Satz 1 birational in
a4 L BEY o=

iiberfithren. Damit haben wir also P (§,7m) vn einen isomorphen Kérper P (&7 ,n'"")
eingebettet, der unverzweigt und vom Grad 4 iber P (&, i) vst; das ist ein Mero-
morphismus der Norm 4. In der Sprache der elliptischen Funktionen haben
wir den Ubergang vom urspriinglichen Periodengitter zu dem vor uns, das
man durch Verdoppelung aller Perioden erhilt.

IV.

In P (£, %) definieren wir in bekannter Weise eine Addition der Prim-
dwisoren: o sei ein fester Primdivisor ersten Grades, C' eine Divisorenklasse
des Grades 0. Es gibt dann nach dem Riemann-Rochschen Satz genau einen
Primdivisor p ersten Grades, so daB % zu C gehort. Ist nun C; 0y = Cy

und gehort in diesem Sinne p; zu C;, so setzt man p; 4+ ps = p3. Damit
ist also je zwei Losungen der erzeugenden Gleichung

abt +b&% 4 ¢ = n?
eine dritte Losung als Summe zugeordnet, und die Losungen bilden bei dieser
Summendefinition einen Modul. Um nun den Zusammenhang zwischen zwei

Lésungen und ihrer Summe moglichst einfach darstellen zu kdnnen, beriick-
sichtigen wir, dafl die erzeugende Gleichung birational in die Gleichung

£+ b&2 +ac = n?
transformiert werden kann; sie ist ndmlich birational &quivalent mit allen
lésbaren Gleichungen

r(ar2 &4 4 br&2 4 ¢) = 72,

und hier brauchen wir nur noch r = a zu nehmen und & durch ->- zu ersetzen.

g]\frr

P (£, ) denken wir uns also nun von vornherein durch

(1) 44 b8 4 ¢ = 2

erzeugt. Entwickeln wir # nach fallenden Potenzen von &, so erhalten wir
die beiden Zweige

ﬁ=@@+%&um¢
In=—e(+ye2+..).

Mathematisehe Annalen. 117. 17

(2)
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Als Bezugsprimdivisor o nehmen wir den im Nenner von £ aufgehenden Prim-
divisor, der zur ersten Potenzreihe gehort. Den anderen, zur zweiten Potenz-
reihe gehdrigen, nennen wir o’. o und o’ sind beziiglich P (&) konjugiert, und
ganz allgemein bezeichnen wir den Ubergang zum konjugierten beziiglich
P (&) durch Hinzufiigung eines ,,"*".

Was bedeutet nun p; + p; = pg fiir die zu den p, gehérigen Losungen
& =&, n=mn;7 Nach Definition ist

|3
ol®
old

und daraus folgt

PPy Py ,
212200 py ps.

Nun ist p3 p; ein rationaler Divisor 1. Grades, d. h. ein Divisor 1. Grades von
P (£). In P (&) sind aber alle Divisoren 1.Grades miteinander dquivalent,
also st z. B. auch

P3Py ~p 0/,
und das gibt

PPy Py
T b

oder auch, indem wir zur konjugierten Aquivalenz iibergehen,

Py Py D5 1
Too T

Wir haben also bei gegebenen p;, p, ein Element des Korpers P (&, ) an-

zugeben, das ein Multiplum von b% ist, d. h. das den Divisor L%i mit ganzem

a besitzt, und wobei p}pj in a aufgeht. Dann ist p; — p_'ab_" Nach dem
172

Riemann-Rochschen Satz bilden die Multipla von einen P-Modul vom

D p’?

Rang 3, d. h. man kann jedes Multiplum als Linearkombination dreier fester
unter ihnen mit rationalen Koeffizienten darstellen. Eine solche Basis ist
z.B. 1, § n — &2; denn 1 hat den Nenner 1, £ hat den Nenner o o’, der von
&2 ist 02 0’2, also ist o 0’¢ der Nenner von & und damit nach (1) auch von

72, so dall 7 den Nenner 02 0’2 hat. Daher ist zunichst y — &2 ~ 07%,3, wobel
¢ ein ganzer Divisor vom Grad 4 ist. Andererseits geht aber o nicht im Nenner
von 7 — &% auf; denn nach (2) besitzt 1 — &2 eine regulire Potenzreihen-
entwicklung nach dem Primelement £~1 von p. Also hat 7 — & héchstens

den Nenner 0’2, und somit sind in der Tat 1, &,  — &2 lauter Multipla von

~= und da sie offenbar linear unabhiingig sind, bilden sie eine Basis aller

. 1
Multipla von oo
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Wir erledigen zunéichst die Sonderfille. Ist etwa p; = o, so sind wir
fertig; denn es ist 0 + p = p. Es sei nun p; = p, = o’. Fiir p; gilt dann

D Pg
73~ 1L

Nun hat, wie wir schon sahen, n — &2 hochstens den Nenner p'2, also gilt
dasselbe fiir n — &2 — % Der Nenner kann aber nicht vom Grad 1 sein,
weil ja sonst P (£, %) vom Geschlecht 0 wire; also ist er genau p’2. Nach

(2) hat n — & — % filr o eine frithestens mit £-2 beginnende Potenzreihen-

entwicklung, also geht 02 im Zihler von #n — &2 — % auf, und daraus folgt
nun, weil dieser Zahler vom gleichen Grade wie der Nenner ist,

b 0

2
n — 52"7.’\—’@,

02 . . ., D .
also o ™ 1. Vergleichen wir das mit ?2—3 ~1, so erhalten wir p; = o, also
20" =0 4+ 0 =o.

Der néchste Sonderfall ist: p; von o und o’ verschieden und p, = o’.
Fiir p; haben wir dann
PiPs 4

0’2 ’
und jedes Multiplum von ol'ﬂ hat die Form
& =k4+1(&—p)

mit rationalen %k, [. Nun soll sein

k4 1(&F + n1) = 0,

also ist
& =1(= & —m + & — ).
Die beiden Nullstellen von ¢ sind & = -+ &, 5 = — #,, also gehért
p3 =P +0
zu — &y, — ;. Gehen wir von &, % zu z, ¥, 2 zuriick, so konnen wir das auch

so ausdriicken
(3) T3 = — T1, Ys= Y1, F"3= — 21,
und in dieser Gestalt gilt die Formel offenbar auch noch, wenn p; = o
oder p’ ist.
Nun seien p; und p, von p und o’ verschieden, aber es sei p; = p,. Dann

muf} sein

PaPs Py ~1
po’? )

17*
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Nun ist aber, wie schon erwihnt, p, p; ~ 0 o', also p; = o', d. h.:
p+p =0
Jetzt seien p, und p, gleich, aber wieder von p und o’ verschieden. Dann

mul} sein

das heifit, der Nenner von
P=k+1&5+m (&2 —1n)
ist durch p}? teilbar. Nun ist 7= & — &; Primelement fiir p; und p}, auBler
wenn #; = 0 ist. Setzen wir £ = v + &; in (1) ein, so erhalten wir
n2=c+ b2+ 2bE T+ EA+4EPT+ 2( )
=nf +20& +2EH T+ ..,

also
bE L2 |
n=+(m+ A—%—f‘ T+,
und daraus folgt, weil = — #; (mod p}) ist, fiir p]
b¢ 2&3
n = —171—~——L;l[: —5‘ T4 ...

Danach lautet die Entwicklung von #:
D = k-{—lfl+lr+m§12+2m§1r+m771—}—m———r+‘7m~r+
Nun wird verlangt & =0 (mod p}?), also
kA4-1& +mé2 4+ mn =0,
bE, g
l—|—2m51—|—m——]——~~ m— = 0.
Das gibt
l:m<_251_ﬁi_ﬁ)’

T T

bé& | 2¢&¢

k:m(ff—l—————l— —m).

ps ist der dritte im Nenner von ¢ aufgehende Primdivisor, also ist
2 l k
Ny = &3 -{—%53—}“;;-

Setzen wir das in (1) ein, so erhalten wir
2 k' l

Bpbepe =gt o By Bl P | Pl
also
it (et o ) T e g =
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Das ist eine kubische Gleichung fiir &3; weil aber p,? p; im Nenner von &
aufgeht, sind &;, doppelt geziahlt, und &; ihre Losungen, also, wenn auch
noch &; = 0,

& cm? — k2
Sq = ~——z " —
3 m- 21 &2

J'E _ E%—C
g = S

nt —d

TR
Diese Gleichungen kionnen wir auch so schreiben:

[903 = zf — cyi,
(4) Ys = 2 &1 Y121,

I; 23 = 2f — daf yi
mit 2 = &, ?% = 7;. In dieser Form gelten sie, wie man sich leicht iiber-
zeugtl, auch fiilr die bisher ausgeschlossenen Fille mit z; 4; 2y = 0. Die

Gleichungen (4) liefern also stets die ,,Verdoppelung® p; = p; +p1 = 2y
fiir jede Losung p;.

SchlieBlich kommen wir zum allgemeinen Fall, wo p; und p, voneinander
und von o und o’ verschieden und nicht konjugiert sind. = Setzen wir wieder

D =k+1&E+ m(2—n),

so haben wir k, I, m so zu bestimmen, daf p} und p} Nullstellen von & sind,
daBl also

) [k + 1& + m (£ + m) = 0,
|k + 1&; + m (62 + n2).= 0.

Dabei ist m == 0; denn sonst wire & = &,, also p; == py oder pj,. Die dritte
Nullstelle von ¢ ist dann pg, also

B4 1&g + m (EF — 1) = 0.

Setzen wir den hieraus sich ergebenden Wert

g2y ¢ , K
(6) Ny = 53 e ;n“‘fa o
in (1) ein, so erhalten wir
; 12 k? 20 ., , 2k 2k1
Ef+bE F o=+ E2 4 o+ &+ =&+ s
also
21 P2k 20k | B —cm?

= 0.

g ,mz.

FE (o ) F &y
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Das ist wieder eine kubische Gleichung fiir &;. Zwei ihrer Wurzeln sind &
und £,, weil der Nenner von ¢ durch pj p} teilbar ist, und daher ist &; die

dritte Wurzel:
—k+cm?
2IméE &

& =

Nun geniigen £, [, m den Gleichungen (5); eine Lésung davon ist

k=8 & — & EE+ & my — &y,
1:512*522‘4—771—7725
ngz‘sl-

Nach einfacher Rechnung erhilt man jetzt

Ei =& & Tm)(EE—& &+ ny)— & § 0854 - ¢
(Eg—&)EE— &+ — m) )

Wir gehen wieder zu x, y, z zuriick:

£ =

T3 = (21 Yo — @1 T2 Y1+ Yo 1) (2F Y1 — 31 T Yy + Y122) — Y1y2 (x5
(7) + bwy x5 44 Y2 + cyE y3),
Ys = (B2 Y1 — @1 Yo) (27 y§ — 2f yP + yiz — Y71 2s).

Man kénnte nun z3 = 73 yZ nach (6) berechnen, was aber etwas miihsam
1st. Fiir spéter brauchen wir nur den Ausdruck fiir z; — 22, und dieser ergibt
sich nach einfacher Rechnung zu

8) 25— af = (¢f yi — wF yi + Y5 e — yP 2)? (— o af — bay vy 41 v
— eyt ys + 21 29).
Bei der Ableitung dieser Formeln hatten wir vorausgesetzt, daf p;
und p, voneinander und von o und o’ verschieden und nicht konjugiert sind.
Wie man sich aber nachtriiglich leicht iiberzeugt, gelten die Formeln auch
noch, wenn nur p; und p, voneinander und von o’ verschieden sind.
Wir kénnen das ganze Additionstheorem folgendermaBen zusammenfassen:

1. Sind p, und p2 voneinander und von ' verschieden, so wird ps = p, + p,
durch (7) und (8) gegeben.

2. Die Verdoppelung ps = 2 py wird immer durch (4) gegeben.

3. pg = p1 + 0" wird stets durch (3) gegeben.

Es sei noch bemerkt, daB man das Additionstheorem folgendermaBen
geometrisch beschreiben kann: Wir betrachten

4+ b8t c= 2
als Kurve in ‘der £--Ebene. Die uneigentliche Gerade trifft die Kurve
nur in einem einzigen Punkt, und zwar ist dieser ein Berithrungsknoten mit
der uneigentlichen Geraden als Tangente, d. h. die beiden zu o und o’ gehorigen
Zweige berithren sich in dem einzigen uneigentlichen Punkte der Kurve und
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die uneigentliche Gerade ist die gemeinsame Tangente. Nun haben alle zu
n = &2 parallelen Parabeln (unter die wir auch die aus der uneigentlichen
Geraden und einer zur #-Achse parallelen Geraden bestehenden Kegelschnitte
sowie die doppelt gezéhlte uneigentliche Gerade aufnehmen miissen) mit dem
Zweig o’ einen doppelten und mit dem Zweig o einen dreifachen Schnitt-
punkt. Sind dann p;, ps, p3 die drei iibrigen Schnittpunkte der Parabel mit
der Kurve, soist p; + py + p3 = 0. Addieren wir auf beiden Seiten p} + pj,
so erhalten wir nach (3) und wegen 20" = o

P3 = Pi + Py
Will man also

g3 = 01 1 G2

konstruieren, so lege man, wenn g, die Punkte &;, , der Kurve sind, durch
die zu q; und go konjugierten Punkte &, — 5, und &;, — #, die zu n = &2
parallele Parabel. Die acht Schnittpunkte sind dann o, o, 0, o', 0, g}, a5
und der gesuchte Punkt ;. Ganz dhnlich erhélt man allgemeiner eine Addition
der Punkte auf der Kurve

adt + b8 +c =2

bei der die Summe zweier rationaler Punkte wieder ein rationaler Punkt ist,
wenn o ein beliebiger rationaler Punkt der Kurve ist. Um g3 = ¢; + g2 zu
bestimmen, lege man durch o, g}, g5 die Parabel, deren Achse parallel zur
n-Achse ist. Sie schneidet die Kurve in ihrem Beriihrungsknoten vierfach,
und der letzte iibrighleibende Schnittpunkt ist dann gs.

Fiir spiter wollen wir jetzt feststellen, wie viele Losungen
2p =0>p
hat. Nach (4) 1st dann und nur dann 2 p = o, wenn

xyz = 0,
(2t — cyt)? = 24 — datyt .

Ist zundchst y = 0, so ist #* = 22. Fiir die dazugehorigen Losungen p = o
und p = o’ ist in der Tat 2p = o. Ist weiter z = 0, so ist cy* = 22. Das
ist nur 16sbar, wenn ¢ eine Quadratzahl ist, und die beiden Losungen sind
dann z =0,y =1,z = 4+ V/c—, und fiir diese beiden Losungen gilt ebenfalls,
wie man sich leicht iiberzeugt, 2p = 2 p" = 0. Da nun bei algebraisch ab-
geschlossenem Konstantenkérper 2 p = o genau vier Ldsungen hat, so folgt
jetzt:p = 20 hat vier Losungen, wenn c etne Quadratzahl vst, und sonst nur zwes.
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Y.

Wie wir in II gesehen haben, entspricht dem Primdivisor p, der zur
Lésung =, y, 2 gehort, eine Zahl s vermége der Gleichungen

Jsxz = u? — 2buv + do?
(1) sY? = 4uv

lsz = yu? — dv?,

[In II (10) haben wir ndmlich ¢ = 1 zu setzen und kénnen z = 1, y = 0,
z = 1 nehmen.] s ist bis auf einen quadratischen Faktor durch p eindeutig
bestimmt. Wir zeigen nun, da diese Zuordnung ein Homomorphismus ist:

Satz 2. Ist p; + ps = ps und gehort s; zu p;, so st s; S, @ 53, das heufit
8189 und s3 unterscheiden sich wur um einen quadratischen, von Null wver-
schiedenen Faktor.

Beweis. Nach (1) ist
(2) $; Qaf + by — 22,) = 4dv? (+=1, 2, 3).

Ist zundchst p; = o, so ist v, = 0, 8327 = uf, also s; 5 1. Fiir diesen Fall
wie fiir p, = o ist damit der Beweis wegen p, = p3 schon erbracht. Nun
sel pg = 0, also p; + ps = 0. Daraus folgt py = p} + o’. p} ist die Losung
%1, Y1, — %1, also ist p} 4 o’ die Loésung — zy, y,, 2;. Daherist zy = — z,,
Y2 = Y1, %2 = 21, und daraus folgt nach (2) s; = s;, also sy 5 1 & Ss-
Sind jetzt alle p, von o verschieden, so ist »; 4= 0. Nach (2), IV (7) und

IV (8) ist nun, wenn p; und p, voneinander und von o’ verschieden sind,
4dv2 s .
R E Ny L

= (@ yd — w3yl +yi Y (2a] 25 4 20w wyy, 9,

+2ey7ys — 22 5+ b(ny; — 119))

2afaf +baly; +bajyl +2cytyl — 222

1 s 9
= @(2(%2 — 2bu vy + dof) (uf — 2buy v, + dol)
+ b (uf — 2bu, v, + dvl) - 4uyo,

+b(uy — 2buyv, + dvd)-duy v,
+2¢-du v, duyv, — 2 (uf — dol) (ui — dof))
4d 9

= E(ul Vy — Uy D)

=ds, s,
@ 17

also s; sy Z Sa-
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Ist weiter p; = py, aber p, + P, &= 0, so haben wir zu zeigen s3 5 1.
Nach (2) und IV (4) ist
s3 3 42z 4 byf — 225)
= d2(@f —cyf) + 4balylz] — 228 + 2daf yh)
— 42 yg
3 1

SchlieBlich haben wir die Behauptung noch fiir p; = o’ zu beweisen. Hier
st nach (2)
Simzd2+2)5d,

also haben wir ds, 5 s3 zu zeigen. Nun ist nach (2)

[s2 5 (225 + by, — 22,),
| s3 AL xl + byZ — 22z,).

Nach IV (3) ist @3 = — @y, Y3 = ¥ys, 23 = — 24, also
$283 Zr @ (22F + byf — 225) Qaf + byi + 22,)
= dy3
(2) d,

was noch zu beweisen war.
Satz 3. Die Quadratklassen derjenigen v, fur die
r(r2zt + bra2 y? -+ cyt) = 22
losbar ist, bilden eine abelsche Gruppe vom Typ (2,2, . . ., 2) und von endlicher
Ordnung 2¢1.
Beweis. Wir gehen aus von der losbaren Gleichung
xt — 2ba? y2 + dyt = 22.
Thre Diskriminante ist 462 — 4d = 16 ¢. Analog zu (1) haben wir dann
tx2 = u2 + 4 buv + 16 co?
VYR = 4 uv
| te = w2 — 16 co2.
Satz 2 konnen wir nun auch so aussprechen: Die Quadratklassen der ¢,
fir die dieses Gleichungssystem losbar ist, bilden eine abelsche Gruppe,
deren Elemente alle die Ordnung 2 haben. Andererseits stimmen nach IT
diese ¢ iiberein mit den ¢, fiir die die Gleichung
t(16ct2 o'+ + 4bta’'2y'2 + y'4) = 22

l6sbar ist. Daraus folgt aber die Behauptung, wenn wir noch 22" = y,
y = 2,72 = z und ¢ = r setzen und beriicksichtigen, dafl, wie in I gezeigt
wurde, diese Gleichung nur fiir endlich viele Quadratklassen von 7 l6sbar ist.
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Wir fithren jetzt das in II geschilderte Verfahren, angewandt auf die

Gleichung
xt bazy? - cyt = 22,
der besseren Ubersicht wegen hier noch einmal kurz durch, wobei wir aber
jetzt nicht mehr auf Ganzzahligkeit, sondern nur noch auf Rationalitit Wert
legen. Als Ausgangslosung nehmen wir ©p = 1, %o = 0, zp = 1 und kommen
80 zZu
Isaﬂ = 42 — 2buv + do?
{3) sy? = 4uv
l 8z = u? — do?
wobeil man festsetzen kann, daBl die hier auftretenden s lauter verschiedenen
Quadratklassen angehoren. Weiter ist dann
n [s(222+by? +22) = 4u?
{ s (222 + by? — 22) = 4de2.
Den Quadratkern von s kann man also aus einer der beiden Gleichungen
8'(7‘2"72:102—{—63/2—% 2z,
ds 5 222 4+ by? — 22

bestimmen. Aus der zweiten Gleichung von (3) folgt nun
. s = af, U = ox?, |
®) {y:QxZ, v = 2. |

Das wird in die erste Gleichung von (3) eingesetzt:
sx2 = aZxt — 2 bsxn? A2 4- df2 24,
Setzen wir nun
(6) n = CC/, A=
so erhalten wir
s3a't— 265202 y'2 - dsy't 22,

Es sei nun zj, yg, 7, eine feste Losung dieser Gleichung. (Diese Losung hingt
natiirlich von s ab; ist speziell s 5 1, so konnen wir s = 1 festsetzen und
zy =1, yy = 0, z; = 1 nehmen.) Dann gilt, falls 2, = 0,

l a2 = wfPu'? 4 (— bsal? + dy)?) w4+ es2 w22,
: ( 2

{7) =yt w'2 + (— 2 + bsyl?)wv - cs?y, 'z"2

l = zyu'2 — stz
und, falls z; = 0, was hochstens bei ¢ ;3 1 moglich ist.

2
s'x'? = x) u’2 + (sazo“ — 2byy?) 1’2,

(7o) Sy — yRwn— sy'2 'z,

ls’z’ =4 ]/csyo
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Daraus folgt bei 2z, == 0

o' (3 2 "2 __ b2 2 4’2 B2 '2 ’ ’ ’ N ' ’
®) Jsl (3 a2z bs? yi2 x'2 — bs y2+(lsy02y2~,—zoz):2z02u2,
3 2 pf2 4 1o
| s" (s3 22 @ bs? y2 2’2 — b2 @3 y'2 4+ dsy2 y'2 —2)7) — 2 2220’2,

und bei zj = 0

@) Uy 20y = 2 i — by
|8 (4 ' — 2 y'®) = 2y (sag? — by’
Diese Gleichungen geben also an, wie sich der Quadratkern von s’ aus
2, y', 2" bestimmt. Jedoch ist er, wie wir gleich sehen werden, durch , Y, 2
im allgemeinen noch nicht eindeutig bestimmt, und zwar ist die Vieldeutigkeit

die: An Stelle der Quadratklasse von s’ kann auch die von ¢s’ treten.
Beweis. Nach (6) ist

¥ =un y =pi 2 =sfx,
also ist nach (5) und (4) fir ¥’ =0

& Y Y Y
y ~ pr 2w
] V»— 2 x2- %byﬁ—‘)z)
" z sx sx 2sx
I T T pae T T, T T
Yy B2 v
V-;—(2m2—}—by2—2z)

wobei fiir die Wurzel beide Male das gleiche Vorzeichen zu nehmen ist. Dar-
aus erkennt man, daBl auch, wenn =z, y, z durch tx, ¢y, 122 ersetzt werden,
& und %' entweder ungeiindert bleiben oder gleichzeitig das Vorzeichen
wechseln. Das gleiche gilt auch, wie man sich ohne weiteres iiberzeugt, wenn
4 = 0 ist. Jede Losung z, y, z fithrt also auf die beiden verschiedenen
Losungen #',%y',2 und — ', 4, —2'. Nach (8) bedeutet der Ubergang
von ', ¢y, 2 zu — ', 4y — 2’ den Ubergang von der Quadratklasse von s’
zu der von ¢s’. Dasselbe gilt bei (8), weil in diesem Falle ¢ 55 1 ist.

Satz 4. Ist py + pa = p3 und ist s; = sa, so gilt, wenn s, zu p; gehort,
Sy 84 gy 85 oder csy.

Beweis. Nach Satz 2 ist s3 55 5182 = 87 ; 1, also nach unserer Fest-
setzung s; = 1. Daher ist nach (8) und wegen der Zweideutigkeit von s’

- < 2 ’2 ’
5 3 2 (@ — by £ %)

oder genauer
[ 55 (w52 — bys? +-2) = 2ug?,
[5 (42 — by — z) = 2 ey
Nach (6) und (5) ist
72 = fyug, Yyt = Pavs, 2= Ps x3,
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also
©) sy B (ug — by + x3) = 2%21
Vb By (ug — bug — x3) = 2 cvis.
Wir beweisen nun die Behauptung der Reihe nach fiir die drei Fille
aus dem Additionstheorem und haben dabei gegebenenfalls noch zu unter-

scheiden, ob 2 = 0 oder z; &= 0 ist.
Wir beginnen mit dem allgemeinsten Falle, wo also p; und p, voneinander
und von o’ verschieden sind. Nach (4) ist

4dv? =2a2 + byl — 22,
Nach IV (7) und IV (8) erhalten wir

4dv? = (xly; — xly? + yin — yiw)? (2 xias + 20yrys — 2212
+ bxiy? + balyy).

Nun ist
[sx?_u — 2 buw; + dv?
V8YE = 4 u;v, =1, 2).
| 52, = o} — dv?

Jetzt erhalten wir nach leichter Rechnung
8
Vg = -5 U1 Uz (4102 — ug 1)

Nach (3) und IV (7) ergibt sich dann weiter

Ug = — U Up (1 Y2 — @ y1)%
Fiir uy 4y — 0 ist die Behauptung ohne weiteres direkt zu beweisen.
Ist dagegen u; uy =F O, so sind, was im folgenden des 6fteren stillschweigend
gebraucht wird, 43 und v3 nicht beide Null; denn sonst wiren, wie man sofort

sieht, zy, ¥1, 21 und z,, ¥,, 25 nicht wesentlich voneinander verschieden.
Nach (5) und (6) ist

. Y2
[ui f— “‘8—937:2, ,Ui = 73—1— l
) i A
oy = 2apy; = b 2)1’
Yo = sp;’ Yi = Bi

also
w0 0= gt i s
l”S = pR % @Y — ety
Driicken wir auch noch x3 durch «}, y/, 2, aus, indem wir in IV (7) die obigen
Ausdriicke fiir z;, y; einsetzen sowie folgenden Ausdruck fiir z

1
Z., == —
4 S

(w2 — dv?) = ;;}? (sPzt —dy?) (t=1, 2),
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so erhalten wir
82 it ST o 1 ro e P
Ty = 8}9—"—;5,; (2@, 0,y y, (P2 x? —bs? a2y — bs?x 2y +dsy2y?)

—z 2, (B 29,2 + @2 y\?).
Jetzt folgt

'2

ug — by + 23 = Ssz?ls%?*(w Yy 4 T, Y )2 (S B2 — bsPay?
—bs2a2y?tdsyy,? — 2 2,),

Yo — Dow o e = OE TR 12472 p 222

Us Vg — Ty = s B B2 (x1 Yy — 2?/1) (s @, 9:2 sz 2y,
( —bsta 2y ? +dsyly,? 4z 2,).

Nun setzen wir die Ausdriicke fiir 22, y;2, 2} aus (7) bzw. (7,) hier ein. Nach
einfacher Rechnung erhélt man bei 2 == 0

8 z? xy? 208"z" "
u3 - bv;g _1(" x( — g })l.s /3% ( 1:’/2 & yl) i = ( ] v])23
(1) i )
b 8 x)? xy? ' e 20 9 no
U3 — 003 — I3 = 8/}"/32 ("E ?J) xz ?/1) .81 (u —C$ ’Ul ’02) H
und bei z, = 0
82 my? ne 8es? yn 5
(11o) u3_bvgi$3—‘8‘gﬁ—ﬁ§- T Yy & Tyy)? 5ol (2] v, F ulv))

Die beiden Zahlen u; — bv; 4 x; sind nicht beide gleichzeitig Null,

weil sonst 23 = 0 und ug = bvg, also

1% = b2wg — 2020F + dv§ = — 4cv3
und somit auch noch 4z = vz = 0 wire. Wegen

s 1oy 2 B3 (ug — boy - xy)

folgt also jetzt nach (11) bzw. (11,)
(12) s 2PssP1Pasisy oder 2fycsP1fa st
Nun ist nach (10)

us = 25 B2 4%, vy = 2sp, 2 B2
Andererseits st nach ()

U = o, %2 = fi, (%:)2, v =, A2

Daraus folgt nun aber 3 5 2 s f; fz, und damit ist nach (12) die Behauptung

bewiesen:
$5 @ S18z oder s} sh.
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Wir kommen nun zur Verdoppelung ps = 2p;. Zu zeigen haben wir

hier sj 55 1 oder c. Es ist

1963 = of — cyd,

Ys = 2 21 Y1 21,

2 — 26— aut yt,

also ist
4dvg = 223+ bys — 22
=2 (xft —cyf)2 + b Loy y121)* — 2 (2 — duat yi)

= 4datyt,
also etwa
vy = zf yi,
und wegen y3 = 4 us v
ug = 2}
Nach (5) ist daher etwa
foag =1, x3=12;, |

|Bs =1, 3=z |
und nach (6)

ry=21, Yy=1my1, 2% =zf—cyt
Daher ist nach (8)
837 2 (23 — bys? + )
= 4 z# oder 4 cyf,
also in der Tat s35; 1 oder c.

Beim dritten Falle des Additionstheorems handelt es sich um p + o/,
und hier macht die Verifikation der Behauptung nur eine kleine Rechen-
arbeit, die wir hier weglassen wollen. Damit ist dann Satz 4 bewiesen.

Satz 5. Dann und nur dann ist p = 2 q, wenn fiir die zu p gehérigen
Zahlen s und s" qilt s 551 und s" 55 1 oder c.

Beweis. Ist p = 2q, so folgt die Behauptung unmittelbar aus den
Sitzen 2 und 4.

Zum Beweis der Umkehrung kénnen wir ohne wesentliche Einschriinkung

annehmen s = 1 und s’ = 1. Nach den obigen Formeln ist dann
1 z'? y'?
xL = —, n = —, V== S,
, B B B _
_z 22y Xt dy't
190_/3’ y= 5 z—'"ﬂ*’"'J

Dabei ist
't —2ba'2y'2 4 dy't =22,
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Wegen s" = 1 konnen wir nun auf #', ¢, 2’ die gleiche SchluBweise anwenden

und erhalten so

, 2 . 22" y” , z"*— 16 ¢ ynl4
F‘) ?/ - "7T9 = 7‘73?3‘*"",
und dabel ist

x//4 + 4bxll2 yflz + 160y/14 — z//2.
Setzen wir also
33" = x,, yu — i/}_ z// = 2,

so erhalten wir

1
{x = B n](xiL “c?/f);

I B

1
Yy = BET 27y 4121,

1 )
l zZ = 3’2737; (zf — dxf y‘l‘)

mit
4 2,2 4 __ 2.
T+ bt yi +ey) = 24

die Losung @, yi, 2, liefert also eine Lésung q von p = 24.

Nach Satz 3 bilden die Quadratklassen derjenigen 7, fiir die

v (r2 2% 4 bra? y? + cyt) = 22
losbar ist, eine Gruppe der Ordnung 2°1. Entsprechend sei 2¢> die Ordnung
der Gruppe der Quadratklassen derjenigen 7, fiir die
7 (r'2xt— 200 22 y'2 + dy't) = 2’2

losbar ist. Dann gilt

Satz 6. Die Faktorgruppe p/2 p, d. h. die Faktorgruppe aller Losungen p
nach der Untergruppe, die aus den Losungen 2 p besteht, ist endlich und hat

die Ordnung 29142 wenn ¢ eine Quadratzahl ist, und sonst die Ordnung
901 +og—1
Beweis. Jede Losung z, ,2 von
2t bRy + oyt = 22,
zu der die Zahlen s und s’ gehéren, liBt sich, wie wir aus IT wissen, aus einer
Losung @, y', 2" der Gleichung
s(s2a't— 2bsa'2y'2 L dy'd) = 2’2
r

gewinnen, und diese wieder erhilt man aus einer Lésung z'/, %', 2" von

8/ (812 .96"’4 +b81 xl!z yIIQ + Cy/l4) —_ 2112‘



268 H. Reichardt.

Geht man umgekehrt bei gegebenen s und s von einer Losung der dritten
Gleichung aus, so erhilt man daraus eine Losung der zweiten Gleichung und
daraus dann wieder eine der ersten, der dann die Zahlen s und s’ zugeordnet
sind. Nun gibt es 2¢1 T ¢ Quadratklassen-Paare s, s’. Wie wir oben gesehen
haben, ist die Quadratklasse von s eindeutig der Losung w, y, z zugeordnet,
wihrend die von s’ auch durch die von c¢s’ ersetzt werden kann. Zu jedem
Paar s, s" wihlen wir eine feste Losung q;, und zwar nehmen wir fiir die Paare
s, s und s,cs’ den gleichen Reprisentanten. Die Anzahl der g; ist dann
et te: wenn ¢ Z 1, und 2% te2—1 gongt; denn die Quadratklassen
der s stimmen mit denen der ' und die Quadratklassen der s’ mit denen
der r iiberein. Zwei verschiedene solche g; gehéren nun verschiedenen Neben-
klassen nach der Gruppe der 2p an; denn ist q, = g + 2p, so haben
die zu g; und q; gehorigen s nach Satz 2 die gleiche Quadratklasse, und nach
Satz 4 folgt nun, daB sich die Quadratklassen der zugehdrigen s” hdchstens
um ¢ unterscheiden, also folgt ¢ = k auf Grund der Auswahl der q;. Diese
g, reprisentieren nun aber auch die ganze Faktorgruppe p/2 p; denn gehoren
zu einer beliebigen Losung p die Zahlen s und s’, so nehmen wir den Représen-
tanten g;, der zum Zahlenpaar s, s’ oder s, ¢s’ gehért. Fiir die zu p + q;
gehérigen Zahlen s und s’ gilt dann nach Satz 2 und Satz 455 1 und s’ 5 1
oder ¢. Daraus folgt aber nach Satz 5, daBl p -+ q; = 2 q 16sbar ist, daBl also
P =q; +2(q — q;). Die Ordnung der Faktorgruppe p/2 p ist daher gleich
der oben bestimmten Zahl der g;, und das gibt die Behauptung.

Satz 7. Die Gruppe der Losungen p besitzt eine endliche Basis, d. h. es
qibt endlich viele Losungen py, . . ., p,, so daf jede Losung p ausgedriickt werden
kann als

P=¢g1P1+ ...+ by
mat ganzen rationalen g,.

Beweis. Im Beweis von Satz 6 haben wir gesehen, daf es endlich viele
Lésungen g3, . . ., q, gibt, so daB man zu beliebigem p ein q; angeben kann
mitp = q; + 2 q, wobei q héchstens vierdeutig bestimmt ist. Ist p die Losung
z, Y, 2, wobel wir jetzt z, ¥, z wieder als ganze Zahlen nehmen und (z, ) = 1
vorschreiben, so sei M (p) das Maximum der absoluten Betrige von z und .
Wir werden nun zeigen, daB fiir ein solches q fast immer M (p) > M (q) ist,

das heiBt, daB es nur endlich vielet;, .. ., t, gibt, fiir die M (t,) < M ( b ;‘b’)

ist, und daBl wir diese Ausnahmelésungen auch wirklich angeben kénnen,
wenn von den losbaren unter den Gleichungen

r(r2at 4+ bra2y? + cyt) = 22

und
(2t —2br 22 y'2 4 dy't) = 22
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je eine Losung bekannt ist. Wenn das gezeigt ist, folgt, daBl die g1, .. ., .
zusammen mit den t; eine Basis bilden; denn: HEsist p = q;, + 211 Ist ry
ein p,,, so haben wir p bereits durch die behauptete Basis dargestellt. Ist das
noch nicht der Fall, so ist M (r1) < M (p) und v; = q;, + 2712 Ist 1y ein I
so ist r; und damit auch p durch die Basis dargestellt. Ist das nicht der
Fall, so ist M (r5) < M (t1) und 1y = q;, + 213. Dieses Verfahren bricht
nach weniger als M (p) solchen Schritten ab; denn M (p), M (r), ... sind
natiirliche Zahlen, also
| 1< M) =M@ -1
Es gibt daher ein I <M (p), so daB v, = q;, + 1, ist, und daraus ergibt
sich riickwérts, dal p eine ganzzahlige Linearkombination der 14, . . ., ty 1,
.o Qm 1st.
Es bleibt also jetzt zu zeigen, dafl, wenn p = g, + 2 g ist, fast immer

M (p) > M (q) ist.

Wir beweisen zunichst: Ist 2x = r bei gegebenem t losbar, so ist fiir
eines dieser ¥
M (x) >C1 M (x)*
mit konstantem C;. Es sei ndmlich v die Losung z, y, 2. Wegen
22 = gt + ba2 y? + oyt
ist zundchst in der Landauschen Bezeichnungsweise
22 = 0 (M (v)%),
also
z =0 (M (r)?).
(Hier und im folgenden kann man stets die in jedem O steckende Konstante
angeben, z. B. ist hier |z| < V1 + 16| +|¢| M (x)2.) Nun sind %2 und +2
linear mit konstanten Koeffizienten durch 22, 42, z darstellbar, also ist
[u =0 (M (r)),
| v =0 ().

Wie im Bewels von Satz D ist

2'2 '
U = 757, V= —F,

wobel f nur endlich viele Werte annimmt. Daher ist
Z = 0 (1)),
{y’ = 0(M ()},

Genau so erhilt man
#'2 = 0 (Max (2’|, |y/]) = O
Uy’2 = 0 (Max ('}, |y')) = 0

Mathematische Annalen. 117. 18
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144

eine Losung ® von 2x = r, also ist in der Tat
M(x) = 0 (M (v)}),
und das wollten wir gerade zeigen.
Wir beweisen nun weiter: Ist r eine feste Losung, p eine beliebige, so ist
M(p+1) =0 (M (p)?).
Ist ndmlich p von r und o’ verschieden, so lehrt ein Blick auf das Additions-
theorem IV (7), daB diese Behauptung richtig ist, wobei wir noch einmal zu
beriicksichtigen haben, da@
z = 0 (Max (| #|2, |y|?)).
Damit die behauptete Abschitzung auch fiir die beiden Sonderfille gilt,
brauchen wir nur die in O steckende Konstante geniigend grofl zu wihlen.
Diese beiden Abschitzungen wenden wir nun auf p = g; + 2 g an, wo
also q die Rolle des obigen x spielt. Danach ist
Cy M (a)t <M (2q) =M (p —q:) <C; M (p).

¢ durchlduft nur endlich viele Werte; ist daher O, das Maximum der (Y,
so gilt

Nun st 27, y", 2

Ci M (q)t < Co M (p)3.

Die Ausnahmeldsungen waren nun durch
M) < M (a)
charakterisiert. Das gibt aber
C 1

M 2 M (p)3 )%

M(p) < (g M (P )3,
also

: Cy
M(p)<(71.

Nach der Definition von M (p) bedeutet das, daB || und |y| kleiner als

% sind. Dafiir gibt es aber nur endlich viele Moglichkeiten, also gibt es erst
1
recht nur endlich viele Ausnahmelésungen t;, ..., t,, und fiir alle anderen

Loésungen ist, wie zu zeigen war, M (p) > M (q).

Nach Satz 7 bilden die Losungen p einen Modul 9%, dessen Koeffizienten-
bereich aus den ganzen rationalen Zahlen besteht, und der eine endliche Basis
besitzt. Daher ist 9 bekanntlich direkte Summe eines endlichen Moduls 9,
und eines Moduls 9, , dessen Klemente auBer dem Nullelement keine endliche
Ordnung haben.

Wir wenden uns zunéchst der Bestimmung von 9, zu und verschirfen
zu diesem Zwecke die erste der obigen Abschitzungen zu v

M2yp)>CM (p)4
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Wir haben némlich oben gesehen, daf} fiir ein geeignetes x mit 2p = 2x gilt
M (2p) >0, M ()%

Nun ist ¥ = p + 1, wobel y eine der Losungen von 2 y = p ist, also zu einer
der Losungen x = 1, y =0, z= 41 oder auch, falls ¢ & L,ozu z =0,
y =1, 2 = 4 Ve gehort. Ist daher p die Losung z, 9, z, so gehoren die
zwel bzw. vier Primdivisoren p + 1 zu den Losungen z, y, z oder — z, y, — 2
oder auch, falls ¢ 55 1, zu Vey, x, — V’cz oder — Vc Y, &, ch, wie ohne weilteres
aus dem’ Additionstheorem folgt. Die beiden letzten Losungen werden im
allgemeinen noch nicht normiert sein, lassen sich aber wegen (z, y) = 1 durch

Division mit einem beschrankten, nimlich in Ve aufgehenden Faktor normieren.
Daraus folgt nun
M (x) = Oy M (p)
und damit, wie behauptet,
M @2p) = C M (py.

Ist nun p von endlicher Ordnung, so durchliuft £p nur endlich viele
Primdivisoren, also bleibt insbesondere M (27p) bei j — o beschrinkt.
Durch wiederholte Anwendung der obigen Abschitzung erhilt man aber

M@2ip)>Cl+t+... +47 -1 (0)¥
— o3 (ch M)
Soll also p endliche Ordnung haben, so muf}
Mp) =03

sein. Um daher alle Elemente von M, zu bestimmen, kénnen wir folgender-

maflen vorgehen: Wir bestimmen alle p mit M (p) < o3 (deren Anzahl
ist endlich) und bilden fiir diese p der Reiha nach 2p, 3p, 4 p, .. .. Dies tun

wir so lange, bis wir entweder kp = o oder M (k p) > O~ % erhalten. Im
ersten Falle hat p eine endliche Ordnung, im zweiten aber nicht, weil dann
kp nicht von endlicher Ordnung ist. Es sei noch bemerkt, daf in dieses C
nur b und ¢ eingehen, wie ein Blick auf die Herleitung der Abschitzung lehrt.
Zur Bestimmung der Liosungen endlicher Ordnung von

x4+bm2y2+cy4 — 22

braucht man daher keine Gleichung auf thre Lisbarkeit hin zu untersuchen.
Wir wollen jetzt noch zeigen, dafl 9, hochstens zwei Erzeugende besitzt.
Bei algebraisch abgeschlossenem Konstantenkorper der Charakteristik O
bilden némlich die Losungen der Gleichung px = p fiir jede Primzahl p eine
Gruppe der Ordnung p2. Daher hat in unserem Falle die Gruppe der Lésungen
dieser Gleichung eine der Ordnungen 1, p oder p2, und daraus folgt nach dem
Fundamentalsatz iiber endliche abelsche Gruppen die Behauptung.
18%
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Wesentlicher ist nun die Bestimmung einer unabhingigen Basis von 9, ,
insbesondere ihrer Linge, des sogenannten ,,Ranges‘ von M, den man auch
als den Rang von I bezeichnet.

Satz 8. Der Rang des Moduls M der Lisungen von

2t bay? -+ oyt = 22
st 0 = 01+ 02 — 2. (Vgl. Satz 6.)

Beweis. Nach Satz 6 hat die Faktorgruppe von p nach der Gruppe
der 2p die Ordnung 2¢: +¢2 wenn ¢ eine Quadratzahl ist, und sonst die
Ordnung 2% * ¢2—' Andererseits ist aber die Ordnung dieser Faktorgruppe
20T ¢, wenn g, die Zahl der geraden Invarianten von 9, ist, wenn also
2p = o genau 2% Losungen hat. Wie in IV gezeigt wurde, ist gy = 2, wenn
¢ 1, und gp =1 sonst. Ist also ¢z 1, so ist p + 2 = p; + 05, und
sonst ist 0 + 1 = p; + 0o — 1, also in beiden Fillen ¢ = o, + 05 — 2.

Wir gehen jetzt daran, aus einer beliebigen Basis von 9 eine unabhingige
Basis zu konstruieren. Wie schon gezeigt, kénnen wir alle Elemente von 9,
angeben und kénnen daher auch eine aus héchstens zwei Elementen e, bestehende
Basis von My bestimmen. Sind also p;, . . ., p, die Elemente der gegebenen
Basis, die keine endliche Ordnung haben, so bilden py, ..., p, zusammen
mit der Basis von 9, eine Basis von M. Wir beweisen nun folgenden

Hilfssatz. Die Elementep, , e, bilden dann und nur dann eine unabhingige
Basts, wenn aus

29p, =20 (modMy), ¢, =0 oder 1,
g, = 0 folgt.

Beweis. Im Falle einer unabhingigen Basis sind die ¢, eindeutig durch
q bestimmt; ist also q= Y%, p, (mod My), so ist g, = 24, also ¢, = 0.

Es mége nun umgekehrt eine Abhingigkeit bestehen:
Zpl'pr + Zczex = O:
wobei die ¢, nur mod Ordnung von e, zu nehmen sind, so sind wegen der
Unabhingigkeit der e, die p, nicht alle Null. Thr groBter gemeinsamer Teiler
sel t. Dann ist auch X gfl p, noch ein Element endlicher Ordnung; denn

sein {-faches liegt in 9. Es gibt dann also eine Beziehung
2 qp.=0 (mod My), (@1, -5 ga) = 1.

Setzen wir nun
g, =9¢,+2r, mit g =0 oder I,
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so sind die ¢, nicht alle Null, und es ist
Zg.rp.r = 22 (—7.p,) (mod My),

womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Wollen wir also die gegebene Basis p,, e, auf ihre Abhingigkeit unter-
suchen, so rechnen wir fiir alle Primdivisoren 2 g.p, + 20 ¢, mtg, =0

oder 1 und e, = 0 oder 1 die zugehérigen Z ahlen s und s’ aus und kénnen
dann nach Satz 5 entscheiden, welche von diesen Primdivisoren die Form
2 q haben. Ist das nur fiir die Lésungen mit g, = 0 der Fall, so ist die Basis
unabhingig, sonst aber abhéngig. Im Falle der Abhéngigkeit gibt es also eine
Kongruenz

2 gl' pr = 2 q (mOd SD'tO);

wobei die g, = 0 oder 1, aber nicht alle Null sind. Aus
2a=2gp+2ee

konnen wir q bestimmen, wie es im Beweis von Satz 5 geschah, und dann g
durch die Basis ausdriicken, was wie im Beweis von Satz 7 in endlich vielen

Schritten geht:
q= X h, v, (mod My).

Dann 1ist
(g — 2h,)p, = 0(mod My),

wobel die Koeffizienten g, — 2 A, nicht alle Null sind, weil unter ihnen
mindestens ein ungerader vorkommt. Ist dann ¢ ihr gréBter gemeinsamer
Teiler, so setzen wir

g, — 2h, =tk
und erhalten in 2’ k.. p, wieder ein Element endlicher Ordnung mit teiler-

fremden Koeff1z1enten

(13) Zklr vaO (mOdEUtO)i (kII; '-'Jkln) =1
Wir kénnen nun weitere ganze Zahlen k,, (v =2,...,n; v=1,...,n)
bestimmen, so daB die Determinante |k, ,| = 1ist. Die Matrix (k, )"t = ({,,)
ist dann ganzzahlig. Setzen wir also

Zk;:r'pl‘:CJgL (/A:L...,n),
so ist

P = ery q‘u;

"

d. h. die q,, e, bilden auch eine Basis von M. Nach (13) konnen wir aber
q, durch die e, ausdriicken, so daB schon g, ..., q, und die e, eine Basis
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von I bilden, und diese Basis st kiirzer als die gegebene. Nach endlich
vielen Wiederholungen dieses Prozesses erhalten wir daher eine unabhingige
Basis von .

VI.
Der hier untersuchte, durch

1) 4+ 08 4 c=n?

definierte Funktionenkérper P (£, #7) ist ein spezieller Korper vom Ge-
schlecht 1. Es laft sich jedoch zeigen, daB jeder Funktionenkorper K vom Ge-
schlecht 1 nach geeigneter Erweiterung des Konstantenkirpers durch eine solche
Gleichung definiert werden kanmn: Zunichst konnen wir durch eine geeignete
Erweiterung des Grundkérpers erreichen, dall der so erweiterte Funktionen-
kérper Primdivisoren ersten Grades besitzt, oder, was im wesentlichen auf
dasselbe hinauskommt, daB seine definierende Gleichung im neuen Grund-
kérper Losungen besitzt. Ein Korper vom Geschlecht 1, der einen Primdivisor
ersten Grades besitzt, kann nun stets durch eine Gleichung der Form

@ =403 — gy 0 —gs

erzeugt werden. Adjungieren wir nun dem Grundkérper noch eine Nullstelle
von 4 {3 — g, { — g3, so konnen wir {, w nach III birational in &, % trans-
formieren, wobei &, 5 durch die Gleichung (1) miteinander verbunden sind.
Fiir spéter ist es zweckmaBig, den Konstantenkérper gleich noch zu seinem
Normalkdrper iiber dem urspriinglichen Konstantenkérper zu erweitern.

Diesen neuen Funktionenkérper, der also durch eine Erweiterung des
Konstantenkorpers aus K hervorgegangen ist und der iiber dem neuen Kon-
stantenkérper N durch (1) erzeugt werden kann, bezeichnen wir mit K*.
Die Hauptaufgabe ist nun, aus den Primdivisoren p* ersten Grades von K*,
fiir die wir eine Basis als bekannt voraussetzen, riickwirts eine Ubersicht tiber
die Primdwisoren p ersten Grades von K zu erhalten.

Es sei also p ein Primdivisor ersten Grades von K. Seine Primzerlegung
i K* hat die Form

p=7p...pk
wobei die p} alle voneinander verschieden sind, weil bei einer Erweiterung
des Konstantenkdrpers keine Verzweigung auftritt. Ist / der Grad von p*
itber dem alten Grundkorper P, so ist
fg =m =[N:P].
Nun umfaBt der Restklassenkérper mod p¥* den Korper N, also ist f = m,

und das gibt f = m, ¢ = 1, d. h. p bleibt unzerlegt in K* und ist, aufgefaft
als Primdivisor von K* mit dem Konstantenkorper N, vom Grade 1 ;nq
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auBerdem stimmt p mit seinen konjugierten iiberein. Ist umgekehrt p* ein
Primdivisor ersten Grades von K*, der invariant gegeniiber den Automor-
phismen von K*/K bleibt, und p der zugehérige Primdivisor von K, so folgt
durch Umkehrung dieser Schluiweise p* = p. Die Frage nach den Primdivi-
soren ersten Grades von K kommt also darauf hinaus, die fiic K* /K invarianten
Primdivisoren ersten Grades von K* zu bestimmen.

p¥, ..., p¥ sel eine unabhiingige Basis der Primdivisoren ersten Grades
von K*, und es sei
(2) pr =2 g P
Weiter sei o ein Automorphismus von K*/K, und dabei sei
’n?“’ = XAk,

(3) ] 0*0 — 2’ ]c(l::) p:}:’

wobei 0* der Bezugsprimdivisor der Addition ist. Die Gleichung (2) bedeutet

P pf oy
0¥~ l](?) ‘

»

Auf diese Aquivalenz wenden wir ¢ an:

*G (.
p*u p,' 9y
—_—~ N
p*¢ PO Iy

p*n D*“ ” pf" gy 0*4»\‘”91'
o T A (D*) (D*)m ’

)

also

und das heifit
pr® = 0*% 4 Xg, (pF" — 0%%).

Daraus folgt nach (3)
(4) p* = X (K + X, (B — kD)) vl

Nun soll p* invariant fiir K¥/K sein, also p*” = p* fiir jeden Automorphismus ¢
von K*/K. Nach (2) und (4) bedeutet das wegen der Unabhingigkeit der Basis

®) 0, = KO+ Xg, (0 = k),

wobei g« die Zahlen von 1 bis #» und o die Galoissche Gruppe von K*/K durch-
laufen, und wobei die den Basiselementen endlicher Ordnung entsprechenden
Gleichungen nur als Kongruenzen nach der jeweiligen Ordnung zu lesen sind.
Fiir die gesuchten g, haben wir also ein lineares Gleichungs- und Kongruenzen-
system gefunden. Seine allgemeine Lésung liefert die gewiinschte Ubersicht
iiber die Primdivisoren p ersten Grades von K: Ist z. B. (5) unlosbar, so heif3t
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das, es gibt keine Primdivisoren ersten Grades in K. Ist (5) aber losbar, so
werden die invarianten p*, die wir auch einfach als Primdivisoren p von K
bezeichnen kénnen, gegeben durch

p=2yg,p¥

wobei die g, eben die Lésungen von (5) sind. Das bedeutet offenbar, dafl
die p eine Nebenklasse nach einer gewissen Untergruppe von IN* bilden, die
durch das zu (5) gehirige homogene Gleichungs- und Kongruenzensystem definiert
1st. Ist p ein fester Primdivisor unter diesen p, so konnen wir die Elemente
dieser Untergruppe eineindeutig auf die Differenzen p — o abbilden. Der
Addition in dieser Untergruppe entspringt nun eine neue Addition der p, die
wir so definieren: Wir setzen p @ q = t, wenn (p — 0) 4+ (9 — 0) =1r—0
ist. Die Gruppeneigenschaft dieser Addition ist nach der Herleitung klar;
was wir zeigen wollen, ist natiirlich, dafl diese Addition mit der alten Addition
der Primdivisoren ersten Grades von K mit o als Bezugsdivisor iibereinstimmt.

P@®q=r1 bedeutet p +qg =1t + o, d. h. :ig— ist Hauptdivisor in K*. Dar-

aus folgt nun aber, dafl g Hauptdivisor schon in K ist; denn: In der Klasse

von 2% in K gibt es genau einen Primdivisor t ersten Grades, so dafl oEp ~t

)
ist. Daraus folgt natiirlich erst recht g;q ~ t in K*. Andererseits ist in K*

Pa nh PO
0

schon S~ wobei v dure eindeutig bestimmt ist, also ist ¢ =1,

d. h. %g ~ 1in K. Schreiben wir dies als % . »g. ~ "5’ so sehen wir nunmehr,

daBl die oben definierte Addition p @ q iibereinstimmt mit der alten Addition
p +qm K, die o als Bezugsdivisor hat.

Wir bekommen daher eine Basis des Moduls der p in K, indem wir eine
Basis der obenerwidhnten Untergruppe von 9U* bestimmen, und das kommt,
wie man ohne weiteres sieht, genau darauf hinaus, da man ein System
unabhéngiger Losungen des zu (5) gehérigen homogenen Gleichungs- und
Kongruenzsystems bestimmt.

(Eingegangen am 31. 3. 1939.)





