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(Verotfentlichung der Universitits-Sternwarte Gottingen Nr. 64.)

Der EinfluB eines widerstehenden Mittels
in der Dynamik dichter Sternsysteme?*).

Von Walter Fricke, Gottingen.
Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 6. Marz 1940.)

Im ersten Teil werden die Wirkungen dichter interstellarer Materie auf Einzel-
sterne untersucht im Hinblick auf eine zu entwickelnde dynamisch-statistische
Theorie von Sternsystemen, die diffuse Materie enthalten. Im zweiten Teil wird
eine vorldufige Theorie mit Mitteln der BoLTZMANNschen Statistik entwickelt
und fiir kugelsymmetrische Sternsysteme durchgefiihrt. Die Sterndichte wird
als so grofl vorausgesetzt, daB die Wechselwirkungen zwischen den Sternen,
trotz der Energiezerstreuung im widerstehenden Mittel, hinreichen, um statisti-
sche Stationaritat dauernd aufrechtzuerhalten.

A. Ewmleitung.

In den zur Zeit vorliegenden Untersuchungen iber die Dynamik von
Sternsystemen ist in Anlehnung an die statistische Mechanik immer voraus-
gesetzt worden, daB die Systeme konservativer Nutur seien. Der konser-
vative Charakter macht die in der statistischen Mcchanik vorzugsweise
behandelten Gleichgewichtszustinde moglich, die wegen ihrer Einfachheit
in der astronomischen Literatur vorzugsweise zur Beschreibung von Stern-
systemen herangezogen wurden.

Die Gesetze der konservativen Mechanik konnen jedoch nicht auf
solche Sternsysteme angewandt werden, in denen dichte interstellare
Materie vorhanden ist, die nicht allein zum Gesamtpotential der Systeme
beitragt, sondern auch zu einer Massenaufsammlung der Sterne und zu
Widerstandskriaften AnlaB gibt. Aufler der Wirkung widerstehender
Materie sind noch andere , Effekte’ denkbar, welche die Anwendbarkeit
der konservativen Mechanik einschrinken. In dieser Arbeit soll jedoch
nur die Wirkung eines geniigend dichten Substrats in der.Dynamik eines
Systems studiert werden.

Nehmen wir an, daf die Wirkung eines widerstehenden Mediums die
Energiedissipation

dE

— = —2F 1)

hervorruft, wobei F' eine quadratische Funktion in den Gesehwindigkeiten

*) D 11.
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EinfluB eines widerstehenden Mittels in der Dynamik dichter Sternsysteme. 305

sein solll), so lauten die Bewegungsgleichungen der Sterne?2)

. OE
» = apx,
%x=1,...,8n )]
. 0F oF
Py = —a—qx—a—q.%,

Die Mannigfaltigkeit aller den Gleichungen (2) gehorchenden mechanischen
Systeme denken wir uns als eine virtuelle Gesamtheit mit der Dichte 7
im Phasenraum verteilt. Dann geniigt 7 der Kontinuitétsgleichung

o S e+ i) =0 ®)
= ap/ %) ql , )
oder
ilaf )y %{am o g
P T o -
/—1 QZ I z=1 apr 0‘]7
Fir konservative Systeme ist die sogenannte Inkompressibilititshedingung

(00x | O} _
= lop, Tag) =° @

erfallt, und die Dichte v gehorcht dem Liouvirreschen Theorem

D+

Dt
d.h. in Falle konservativer Systeme bleibt die Dichte der Phasenpunkte
im Verlauf der Bewegung ungeindert.

Dagegen erzeugt die durch die Gleichungen (2) im Phasenraum fest-
gelegte Stromung eine kontinuierliche Punkttransformation, die nicht
mehr jedes 6 n-dimensionale Gebiet in ein volumengleiches iiberfithrt. Fs
gilt vielmehr

=0, (5)

3n
e 00 _ g
xgl laP/ t aQy xgl apzaq;t'

und die virtuelle Phasendichte nimmt nach

D 3 0F
=D =y
Dt x=10P. 04,
im Verlauf der Bewegung zu, denn F ist bei Energiezerstreuung eine stindig
positive Funktion. In dem Spezialfall, daB die Koeffizienten der quadra-

tischen Form fiir iber alle Grenzen wachsendes ¢ beliebig klein werden,

(6)

1) In §10 wird gezeigt, unter welchen Bedingungen diese Annahme streng gilt.
— %) Vgl. J. H. JEaNSs, Dynamische Theorie der Gase, 1926, S. 88.
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306 WALTER FRICKE,

konvergiert die Dichte der Phasenpunkte gegen eine Konstante, d. h. die
virtuelle Gesamtheit konvergiert gegen eine LiovvirLEsche. In allen
anderen Fillen konvergiert die Phasendichte gegen unendlich. Man kann
demnach nicht, wie im Falle konservativer mechanischer Systeme, der
Behandlung von Nichtgleichgewichtszustdnden einfach ausweichen, sondern
ist solange gezwungen sich mit ithnen zu beschéftigen, wie noch keine
LiouviLLEsche Gesamtheit erreicht ist.

Somit bleibt von allen statistischen Methoden zur Krmittlung der
Geschwindigkeitsverteilung und der Dichte in einem nichtkonservativen
mechanischen System allein die BorrzmanNsche Gleichung, denn alle
anderen Methoden setzen in irgendeiner Form die Gialtigkeit des LiouviLLe-
schen Theorems voraus.

Doch ehe wir auf die Diskussion der Boltzmann-Formel eingehen, mul
untersucht werden, welche dynamischen Wirkungen von der im Stern-
system enthaltenen Materie auf Einzelsterne ausgeiiht werden. Zu diesem
Zweck wird im Abschnitt B zuerst die Frage nach der Massenaufsainmlung
eines BSternes bel vorgegebener Materiedichte und Sterngeschwindigkeit
beantwortet (Abschnitt 1) und in Abschnitt 2 die durch die Stofe auf-
treffender Teilchen bewirkte Widerstandskraft berechnet. In Abschnitt 3
wird untersucht, welche Verteilung der Materie im Potentialfeld eines
Sternes eintritt und wie groB der dynamische Einflufl der in der Stern-
umgebung mitgefiithrten Materie ist. In Abschnitt 4 wird die gemeinsaime
Wirkung von Gravitation und Strahlungsdruck m der Sternumgebung
abgeschéatzt und in Abschnitt 5 festgestellt, wie grofl die Dichte eines inter-
stellaren Mediums sein mull, um die Ausstrahlung einzelner Sterne zu
kompensieren. Abschnitt 6 wendet sich dann der Frage zu, welche Ver-
teilung der Materie in einem Sternhaufen unter der gemeinsamen Wirkung
von Gravitation und Strahlungsdruck zu erwarten ist, und in Abschnitt 7
wird eine Zusammenfassung der bis dahin erzielten Ergebnisse gegeben;
ferner werden Folgerungen fur die Statistik eines Sternsystems im wider-
stehenden Mittel gezogen. Wenn wir uns oft mit Abschitzungen begnigen
missen, so liegt das an der Natur des Problems.

Der zweite Teil der Arbeit ist der Diskussion und Lisung der Boltz-
mann-Formel in dem durch das Substrat bedingten nichtstationdren Fall
gewidmet. Abschnitt 8 enthélt die Diskussion der allgemeinen BoLTzmMaNN-
schen Gleichung, Abschnitt 9 die Ableitung dieser Gleichung fir ein Stern-
system 1m widerstehenden Mittel und Abschnitt 10 Anséitze zu ihrer Losung.
In Abschnitt 11 werden die statistischen Ergebnisse kurz zusaminen-
gefafit. Wir werden finden, daf unter bestimmten Bedingungen dichte
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EinfluB eines widerstehenden Mittels in der Dynamik dichter Sternsysteme. 307

diffuse Materie eine Folge von langsain auseinander hervorgehenden Gleich-
gewichtszustinden in dem System herbeizufithren vermag.

B. Einzelstern und widerstehendes Mittel.

1. Die Massenaufsammlung eines Sternes. Zuniichst soll festgestellt
werden, wie grof die Massenaufsammlung d 9t/d¢ eines Sternes mit der
Masse 9t und dem Radius R in der Zeiteinheit ist, wenn sich der Stern
mit der Geschwindigkeit vy durch diffuse
Materie bewegt, deren Dichte o sein soll. Die g
Geschwindigkeit eines Teilchens sei p und
seine Relativgeschwindigkeit zum Stern

wW=0—D

mit dem Absolutbetrage o = |w]|.
Alle Teilchen, die mit der Geschwindig-
keit w aunf den Stern stoBen, kommen

1. aus einem Zylinder, dessen Basis der
Querschnitt 7t 12 des Sternes ist. Das sind alle
Teilchen, die auch dann auftreffen warden, wenn

der Stern keine Gravitationswirkung hétte,

2. aus einer Zylinderschale, deren dullere Begrenzung von den Asym-
ptoten derjenigen Partikelbahnen gebildet wird, die auf Grund der Gra-
vitationswirkung gerade noch auf den Stern fithren.

Der Radius der neuen Zylinderbasis R’ ist der senkrechte Abstand
der Grenzasymptoten vom Sternmittelpunkt. Wenn mit a die groe Halb-
achse der relativen Grenzhyperbel bezeichnet wird, so ist (vgl. Abb. 1)

R'2=R24 2aR.

.

Die Halbachse @ der Grenzhyperbel wird durch die Geschwindigkeit w
bestimmt, die als asymptotische Geschwindigkeit in der Hyperbel aunfzn-
fagsen ist und demnach den Betrag hat

o= L—”ﬁ

[1

Dann ist der Massengewinn pro Zeiteinheit aus Partikeln der Geschwindig-
keit w

aR2wéc = nR2wdo + 27z%%§ o0,
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308 WALTER FRICKE.

wobei do die Dichte dieser Teilchen bedeutet. Dic gesamte Massenauf-
sammlung aus allen Partikeln erhalten wir durch Integration iber alle
moglichen Geschwindigkeiten p. Besteht in dem Materiesubstrat cine

MaxweLLsche Geschwindigkeitsverteilung
P2

o - .

202 v i

f(v) (27_5) 2d3e ) v = !Dl

mit der wahrscheinlichsten Teilchengeschwindigkeit®) o ¥2, so ist

oo =f@)e2dvdysing dg
und die Massenaufsammlung betrigt in der Zeiteinheit

w 7 27
R
C%E = ( ( j <nR2w+275%5[](2’—)>f(v)1~2dvsin(p(?(pdw.

00 0
Es empfiehlt sich, die Polarkoordinaten o zu orientieren. daly ¢ von der
¢
Bewegungsrichtung des Sternes aus gezihlt wird. Dann gilt fur die Relativ-
la] O tel
geschwindigkeit @ eines Teilchens zum Stern

w? =%+ 1'02 — 2717, c08 ¢

und die Massenaufsammlung ist

am
- = I 1-7 ].
dt 1t L M
mit - -
2 ke ; v
I = Vna Jj1v‘+10 21,"00005(})6 2 g2 desin g de,
@iy
© 7 L
I _4an§m jj 22 dvsingd g
: (ocv2)3 Vo? L UO—Qu)Ocosq)
Die Integrationen Werden zweckmaﬁlg nach der Substitution cos p = — z,
dz = sin p dg durchgefithrt. Dann liefern die Integrationen nach z

+1

J Vo = o + 2evpzde =

229 (82 + wg) fir v > vy,
Qv (2% + 8¢g) fir v < ry;

+1 — fur v > ¢
0
‘" dz v ’
J V2 F o+ 20mz 2
—1 y + g + 0 — far v < 7.
Lo
Die Integration iiber v wird in eine solche {ther 0 < v < vy und in eine

1) Der Ausdruck ,,wahrscheinlichste” (ieschwindigkeit bezieht sich auf dag
Verteilungsgesetz der Geschwindigkeitsbetrige.
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EinfluB eines widerstehenden Mittels in der Dynamik dichter Sternsysteme. 309

zweilte iber 1y =< v = oo aufgespalten und liefert
vg

IIIQV;"Rz{C_m(\zmQ#g VZ) M (7>< wﬁ)g)}’

Vo

I, = AﬂVSUtRO'@( ‘/2>v1
)

wobei @ das Fehlerintegral

a )2

D = /1_ f e du
Vo,

bedeutet.

Das Integral I; stellt denjenigen Anteil an der Materieaufsammlung
dar, der durch die auffegende Wirkung des Sternquerschnittes zustande
kommt, wahrend I, die durch die Gravitationswirkung eingefangene Materie
bedeutet. Wie eine Abschitzung zeigt, ist im allgemeinen I; <& Io, es
se1 denn, dall es sich um Riesensterne mit einigen hundert Sonnenradien
handelt. Beispielsweise ergibt das Verhiltnis /I, unter der Annahme
o/ Y2 = 0,5 und vy = 2 - 108 cm sec

1. fiir die Sonne mit
M, = 21038 g,
/1, = 1/100:
RO = T7-1010¢m,
2. far den roten Riesen 5 And mit
11, = 1/14.
R =45 RQ,
Deshalb kann in guter Néherung I; gegen den durch die Gravitations-

wirkung eingefangenen Materieanteil I, vernachldssigt werden, und wir
erhalten dann als Massenaufsammlung eines Sternes in der Zeiteinheit

d 1
D 2 mxMEs q)(-—) ©
dat o V.‘Z 770
In dem Falle, da3 die Teilchen der diffusen Materie ruhen (« V,‘—Z = 0), ist1)
1
M u MR~ 3)
dt Vo

1) Vgl. A. S. EDDINGTON, Der innere Aufbau der Sterne, 1928, S. 494.
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310 WALTER FRICKE,

und im Falle o < o V2

S T P \'
= = 4tn%9RR0;i/§ (1 3 (oc 2> I’ ®

I

d.h. ist die Sterngeschwindigkeit klein gegen die wahrseheinlichste G-
schwindigkeit in der Materie, so hingt die Massenaufsammlung nur von
hoherer Ordnung von der Sterngeschwindigkeit ab.

SchlieBlich gilt fir vy > a Y2

— — 9 (Ray /9,2

= gemned i L)
Dies ist bis auf Glieder hoherer Ordnung die Gleichung (8)1).

2. Die durch die Stofe auftreffender Teilchen bewirkte Widerstundskraft.
Die Stérung, die ein Stern durch die Stofie auftreffender Materieteilehen
erfahrt, kann nach SEELIGERZ) aus folgender Uberlegung berechnet
werden: Zwei Massen 9%y und IM; mogen sich mit den Geschwindigkeiten
0 (49, Vo, wo) und vy (uy, vy, 20;) relativ zu einem fest gewihlten, recht-

winkligen Koordinatensystem bewegen und einen unelastischen Zusammen-
stof erleiden. Dann soll die Geschwindigkeit der nach dem 8toB vereinten
Masse v (u, v, w) sein; ihre Komponenten wu, ¢, sind nach demn Impuls-
erhaltungssatz bestimmt

(imo -+ wtl) U = 9)?0 U -+ S[Rl Uy
(Do + W) (1w — ug) = My (1 — 1)

und analog fir die beiden abrigen Koordinaten. Werden die Komponenten
der Relativgeschwindigkeit von I; in bezug anf My mit

oder

Wy == Uy — Uy, Oy = U1 — T, M, = Wy — U

bezeichnet, so gilt

(Do + M) (1 — uo) = My v,
Mo + My) (0 — vo) = My o,
- (Mg + M) (10 — 105) = My 00

1) Die Tatsache, daB wir es mit einem kompressiblen Medium und méglichier-
weise Uberschallgeschwindigkeiten zu tun haben, vermag an den durchgefiihrten
Uberlegungen nichts zu s#indern. Der grundsitzliche Unterschied zwischen den
iiblichen gasdynamischen Problemen und dem der Bewegung eines Sternes durch
ein widerstehendes Mittel besteht darin, daB es sich im ersten Falle um Relativ-
bewegungen zwischen festen Korpern und kompressiblen aber elastisch stoBenden
Mitteln handelt, wéhrend im zweiten Falle die den Stern treffenden Teilchen
unelastische StoBe ausfiihren, die keine Stérung in der Dichte des umgebenden
Substrats hervorrufen koénnen. — 2) H. SEELIGER, ZusammenstoBe und
Teilungen planetarischer Massen. Abhandl. d. bayr. Akad. d. Wissensch.,
II. K1., XVTI, Bd. IT, 1891.
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Einflul eines widerstehenden Mittels in der Dynamik dichter Sternsysteme. 311

Nun moge auf M, e kontinuierlicher Materiestrom treffen, o daB an Stelle
9N, eine Folge von Elementarbetrigen d I tritt. Dann ist die Geschwindig-
keitsanderung, die I, in der z-Richtung durch d 9% erleidet, bestimmt durch

o+ dIM) du = w, dM.

Danach verursacht die mit der Relativgeschwindigkeit w(w,,®,,w,) auf
den Stern treffende Materie eine Beschleunigung

du L(dﬂﬁ
at - m\a )w’
dv 1 /dM
7= (), ©)
do_, L
at ~ *m\ar >a,'
<H> ist die mit der Geschwindigkeit @ = |w| einstromende Materie.

Wird nur der durch die Gravitationswirkung eingefangene Materieanteil
beriicksichtigt, so ist nach Abschnitt 1

() o

77 (v) do,

und die Beschleunigung (X, Y,Z), die der Stern durch sémtliche StioBe
erfihrt, ist

(%
X = 27:4.Rj;f(n)dn,
Y =2anjﬂf(n)dn,
w

Z=2anj&f(n)dn.
w

Die Integrationen erstrecken sich iiber alle Teilchengeschwindigkeiten v
und werden zweckméBig nach Einfithrung von Polarkoordinaten durch-
gefithrt. In Polarkoordinaten sind die Komponenten der Relativgeschwin-
digkeit eines Teilchens zum Stern

0, = D COS § COS 9 — g COS o COS Py,
Wy = ¥ COS (p Sin 9 — To COS g Sin Yy,
w, = Vsin p — v 8in gy,

und der Absolutbetrag der Relativgeschwindigkeit ist

w = Vw?—i—wﬁ—kw?.
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312 WALTER FRICKE,

Unter der Annahme, daB in dem Substrat eine MaxwELLsche Geschwindig-
keitsverteilung vorliegt, ist das Ergebnis der Integration iiber alle Rich-
tungen

X (vg,v) = p fv) v2dv [v1(vy, v) — 1o J (tg, )] cos g cos g, )
Y (vg,v) =y f) v2dv[vI(vg, r) — vgJ (g, )] cos posin g, ¢ (
Z (vg,v) =y fv)r2de [v1(rg, r) — vgJ (g, »)]sin gp. [

Darin ist abkiirzend geschrieben worden

T

)

2
R S -
7} —Qn’tRi f(l) —'13(275)3/2 5
4 v
27 = — fur v < vy,

O fir v > Uo,
2

1w 1) :_j'j'co%qysmgud do — 3
' 00 l—

1
Tws 47— fur v > v,
in v
J(vo,@):“j("/’ q’]

0 1m— fir v < vy
v,
Da fur beliebige v
vI(vg,v) — vgd (g, v) <O
erfilllt ist, geht aus den Gleichungen (7) hervor, dal} der Stern eine Ver-
zogerung in der Bewegungsrichtung erfahrt. Der Betrag der Verzogerung ist

_ 9 — o .
a}2 -5, V7 <10 ( a}2 2)]

o AR dj 9 <A . . 8
Py W) )| ®
In dem Falle, daB die Teilchen der Materiewolke rnhen, wird die Ver-

zogerung, die der Stern erleidet, von »y unabhiingig: es gilt dann

W) = — 2mxo L. (9)

W(v) = —2VnxoR

Ist aber die Geschwindigkeit des Sternes klein gegen die wahrscheinlichste
Geschwindigkeit in dem Medium, so erhalten wir

W () = — ,8,‘;;”‘, R li(}z [U"OQ <1] (10)

. . . L "o 1 .
Diese Niherungsformel ist hinreichend fir alle T; <5 der Fehler in
[ 4 T 2

"
W (vg) erreicht fur —-

1 r
‘*2 =75 rund 10%;. Fir - 0 > 1 konvergiert die

7.\2
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EinfluB eines widerstehenden Mittels in der Dynamik dichter Sternsysteme. 313

eckige Klammer in Gleichung (8) schnell gegen }x und damit die Ver-
zOgerung gegen den konstanten Wert von Gleichung (9).

?
Dal die durch Stofle bedingte Verzdgerung des Sternes firr % >1
o

unabhéngig von der Sterngeschwindigkeit wird, mag zunichst @iberraschen,
beachten wir jedoch, dall nach den Gleichungen (6)

am
W (vo) ~ o ar

gilt und nach Gleichung (3) fir « V§ =0
dM  const
a T wy
ist, so erkldrt sich das Ergebnis auf einfache Weise. Allerdings muB ferner
beachtet werden, dafl nur StoBe solcher Teilchen beriicksichtigt worden
sind, die durch Gravitationswirkung auf den Stern gefithrt werden.
Die durch auffegende Wirkung gewonnene Materiemengeist fiir o VQ =0
<@—> = R20 v,
dt geom
und die Beschleunigung nach den Gleichungen (6)
nh2g
m
so dall wir strenggenommen fir die gesamte Beschleunigung im Falle

x Y2 =

W_t] (UO) = -

vg,

R
VV_(]—{»d (Uo) = - Z/TRO'<2H + @’U?) (].].)'

erhalten. Die Abhingigkeit der Widerstandskraft von v, besteht in diesem
Falle allemn in dem Anteil der StoBe, die von ,,direkt‘‘ auftreffenden Teilchen
ansgefithrt werden. Im allgemeinen ist jedoch

% 02 L 2.
Nur fiir Riesensterne und sehr hohe Sterngeschwindigkeiten werden beide
Summanden in der Klammer vergleichbar.
Fir eine Abschatzung der widerstehenden Wirkung moge Gleichung (10)
zugrunde gelegt werden; Gleichung (8) oder (9) wiirden zu #hnlichen Er-
gebnissen fithren, denn in den Grenzen, in denen das Verhdltnis von Stern-

geschwindigkeit zu Teilchengeschwindigkeit liegen kann, ist die Grofen-
ordnung von W(vy) die gleiche. Aus Gleichung (10) folgt

do 8Vm xoR
-5 = — lnr == - —
dt aV2
Zeitschrift fiir Astrophysik. Bd. 19. 29
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314 WALTER FRICKE,

und danach klingt der Betrag der Sterngeschwindigkeit mit

o= rge M

ab, so daf nach Ablauf einer Zeit t = 1/4 die Geschwindigkeit vou ¢ = v
auf v = vofe abgesunken ist. Denken wir uns einen Stern wie a Bootis
in einem Substrat mit der Dichte o = 2 - 10719 g - cin=3 und der Teilchen-
geschwindigkeit o« }2 = 8 - 106 em sec~1, so wiirde seine Geschwindigkeit
in{ = 5 - 101 Jahren auf die Hélfte abgesunken sein. Erfillte das Medium
eine homogene Kugel der angegebenen Dichte und beschriebe der Stern
in ihr eine Kreisbahn, so wiirde der Bahnradius proportional der Geschwin-
digkeit kleiner werden, in der angegebenen Zeit also auf die Hilfte sinken.

3. Uber die Materieverteilung im Potentialfeld eines Sternes. Die Ver-
teilung diffuser Materie im Felde eines einzelnen Sternes und im Felde eines
Sternhaufens ist von LAMBRECHT und SIEDENTOPF 1) und kiirzlich von
Kvunn 2) eingehend untersucht worden. An dieser Stelle soll nur die Frage
erdrtert werden, ob die durch das Kraftfeld eines Sternes bedingte Materie-
verteilung in der Sternumgebung von wesentlichemn EinfluB auf die Be-
wegung eines Sternes sein kann. Entsteht nimlich in der Sternumgebung eine
Materieansammlung, so werden auch solche Teilchen, die in einer hypet-
bolischen Bahn um den Stern fliegen wiirden, durch wiederholte unelastische
StoBe aufgehalten werden und so zu einer erhohten Massenansammlung
und Widerstandskraft Anlall geben.

In einer Materiewolke, die sich durch eigene Gravitation aufrecht-
erhilt, fithren die elastischen StéBe der Teilchen in verhdltnisméaBig kurzer
Zeit einen statistisch stationdren Zustand herbei. Sind u, v, 10 die Kom-
ponenten der Teilchengeschwindigkeit, so bezeichnet MAXWELL3) die Zeit,
die notwendig ist, damit sich bei vorhandener Abweichung aus dem Gleich-
gewichtszustande wwv, w2 — ¢2, ... auf das 1/e-fache der urspriinglichen
Werte reduzieren, als Relaxationszeit. JEANS rechnet aus, dall diese
Zeit von der GroBenordnung der mittleren freien Wegzeit eines Partikels

1
T = - ==z

\ Nadv

ist. Die Anwendung dieser Formel auf eine interstellure Staubwolke leistet

1) H. LAMBRECHT u. H. SIEDENTOPF, Die Verteilung diffuser Materie im
Felde eines Sternhaufens. AN. 257, 233, 1935. — 2) W. KvrmN, Uber die Ver-
teilung diffuser Materie in verschiedenen Kraftfeldern. AN. 269, 17, 1939. —
%) Die MAXWELL sche Definition der Relaxationszeit unterscheidet sich von der
RossELANDschen, auf die wir in § 10 zurickkommen werden.
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Einfluf} eines widerstehenden Mittels in der Dynamik dichter Sternsysteme. 315

nicht mehr als eine rohe Abschétzung; doch genfigt sie, um zu zeigen,
daB die Relaxationszeit in einer Materiewolke verschwindend klein gegen
die entsprechende Zeit in einem bei kontinuierlicher Verschmierung gleich
dichten Sternsystem ist. Die zentrale Sterndichte in einem konzentrierten
Kugelsternhaufen liegt bei 1019 g - ¢cm—3, und die Relaxationszeiten der
Haufen sind rund 1019 Jahre. Nehmen wir fiir die Dichte in einer Staub-
wolke ebenfalls ¢ = 10-19 g - crn—3 an, so ist die freie Wegzeit Tder Teilchen
rund 103 Jahre (fir d = 10~%em, v = 3 - 106 cin - sec—1).

Auch in der Umgebung eines Sternes, in der unter allen Umstiinden
das Selbstpotential der Materie gegen das des Sternes wesentlich zuriick-
tritt, wird schnell ein isothermes Gleichgewicht erreicht sein, so daB der

Dichteverlauf durch
1 [V 2 M

Tl 5

0 = Qo€

beschrieben werden kann. ¥ ist das Selbstpotential der Materie, I die
Sternmasse und ¢ ein durch den Strahlungsdruck bedingter Schwachungs-
faktor (vgl. Abschnitt 4). Der Strahlungsdruck ruft betréichtliche Unter-
schiede 1m Dichteverlauf verschieden groBer Teilchen hervor.

Um nun eine numerische Abschitzung des Dichteverlaufs vorzu-
nehmen, rechnen wir mit nur einer Massengruppe unter den Teilchen und
vernachlissigen deren Selbstpotential V7. Ferner moge angenommen
werden, dal die Materiedichte an der Sternoberfliche die Dichte der Chromo-
sphiire nicht itbersteigt und sich fiir r — oo der mittleren Dichte des Materie-
feldes nahert. Als Beispiele mdgen ein G-Zwerg und ein G-Riese gewahlt
und go und o, . vorgegeben werden. Dann ist die wahrscheinlichste
Teilchengeschwindigkeit o 1@ in der Sternumgebung und der Dichte-
verlauf o(r) vollkommen bestimmt.

| 0p \ Or > oo o V§ | o(r)

\ g-cm~3 em-sec1 | g-em—3
G-Zwerg . . . l 10-11 10-20 0,96 107 l\ 10— 20+ 9
G-Riese . . . . 10-13 10-20 | 0,24-107 | 10-20F7r

r wird von der Sternoberfliche an gezihlt und in Kinheiten des Stern-
radius gemessen. Wir sehen dann, daBl der Dichteabfall in beiden Féllen
sehr steil ist und daB fir » = 10 Sternradien schon praktisch die Dichte
des Feldes erreicht wird. Deshalb konnen trotz der #uBerst hohen Feld-
dichte nur solche Teilchen in der Sternumgebung aufgehalten werden, die
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der Sternoberfliche sehr nahe kommen. Da nach dem ersten Beispiel
die freie Wegldnge eines Teilchens bereits in einem Abstand r = 3/, vom
Sternmittelpunkt A = 0,6 Sternradien betrigt und in einem Abstand
r = 2 auf das Zehnfache angewachsen ist, dirfte die cffektive VergroBerung

des Sternradius durch die Materichiille den Faktor 2 nicht iiberschreiten.

4. Uber die gemeinsame Wirkung ron Gravitation und Strahlungsdruclk
wn der Sternumgebung. Auf ein Materieteilchen, das sich im Gravitations-
feld eines Sternes bewegt, wirkt aufier der Schwerkraft Z(7) der Strahlungs-
druck S(r) des Strahlungsfeldes.

Die resultierende Kraft ist
K0) = G(r) — S (12)

Da sowohl G(r) als auch S(r) mit 172 abnimmt, ist es zweckmidlbig, die
auf die Masseneinheit wirkende Kraft an der Oberfliche des Sternes an-
zugeben

K(I) = G(R) — S(I?)

und dann die Kraft in einem beliebigen Punkte des Feldes in Einheiten

der an der Sternoberfliche bestinunten zu messen: dementsprechend ist
G(R)y — S(R) =M

_ G —S(R) xR -

r2

hN

Der Koeffizient

hingt von den Zustandsgroben des Sternes und der Massenteilchen ab.
Vom Stern ist die Kenntnis der Masse 9t des Radins I? und der effektiven
Temperatur T, erforderlich. Handelt es sich umn geniigend grobe Teilchen,
so gentigt von diesen die Kenntnis thres Querschnittes und des spezifischen
Gewichtes s. Sind aber die Teilchen klein gegen die Wellenlange der auf-
fallenden Strahlung oder mit ihr vergleichbar, so kann der Strahlungs-
druck nur mit Beriicksichtigung der Beugungserscheinung am Teilchen
bestimmt werden. Die Beugungstheoric erfordert aber die Kenntnis von
elektrischer Leitfiahigkeit, Permeabilitdt und der Dielektrizititskonstanten
des Massenteilchens; die Theorie ist dann durchfithrbar fiir kugelformige,
elliptische und zylindrische Teilchen. Wihrend der Strahinngsdruck, der
von monochromatischer Strahlung mit der Dichte u; auf cinen genigend
groBen kreisrunden Querschnitt ausgeiibt wird, durch

s,

2
Y, TE TR
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gegeben ist, gilt fir sehr kleine Teilchen bei Beriicksichtigung der Beugung?)
2 )
S, =ma2u, @ <_Z;ﬁ> . (14)

2na
Die Funktion ¢ <7*> konvergiert fir « >> 4 gegen @ = 1. Der Grenz-

wert der Funktion ¢ fir ¢ <& A ist unter der Annahme totalreflektierender
Partikeln von ScHWARZSCHILD berechnet worden; es ist

(p(%}f“) — ?(2%034 fir a <L A.

2ma
Den vollsténdigen Verlauf von ¢ (**) hat DEBYE fir totalreflektierende

A
und totalabsorbierende Partikeln ausgerechnet. Die unten bendtigten
Werte von ¢ sind seiner Arbeitl) entnommen worden.
Nach Gleichung (14) ist der Strahlungsdruck bei der Dichte u; das
Integral iber alle Wellenldngen

S = ma? u1(p<—2—%ﬁ da,
/

¢

0
und weun die Strahlungsdichte durch das Praxcksche Gesetz gegeben
ist, so liefert die Substitution 2 7 - ¢/A = o*

oo

. cy aF -

S, 1) = g ;;fag j @ (o*) a*3<eﬁ27 — 1> "dar, (15)
0

wobel T' die effektive Temperatur des Sternes bedeutet.

Nachdem der Strahlungsdruck bekannt ist, muB zur Bestimmung
vou ¢ noch die auf das Teilchen an der Sternoberfliche wirkende Schwer-
kraft G(r) berechnet werden. Wenn ¢ die Schwerebeschleunigung an der
Sternoberfliche 1st, also

B\ -
1= tog (F)> to=2m610gens,
so gilt
47
G (R) = — a3sy. (16)

3

Wie verhilt sich nun bei vorgegebenen Zustandsgrofen IR, R und T,
eines Sternes der Quotient aus Strahlungsdruck zu Gravitation? Nach

1) P. DEBYE, Der Lichtdruck auf XKugeln von belebigem Material. Ann.
d. Phys., 4. Folge, 30, 57, 1909.
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den Gleichungen (15) und (16) ergibt sich ein Anwachsen von S/G nnt
abnehmendem Partikelradius. Fir Teilchen, deren Radien « < 10~4em
sind, unterscheidet sich aber der Wert von S/G fir reflektierende Teilchen
wesentlich von dem fir absorbierende. Um das Verhalten von Strahlungs-
druck und Gravitation bei verschiedenen M, I und T, zu studieren, ist
S/G in Abhingigkeit von « fir eine Reihe von Sternen herechnet worden.
Tabelle 1 enthilt die ausgewéhlten Sterne mit Angaben, die zur Berechnung
von S/G notwendig sind.

Tabelle 1.
Spekt. H T, m I Stern
|

B1 i 28 000 19,2 7,6 V Puppis A

A0 : 11 000 2,4 1,6 o Can. maj. A
gFoO 7400 3,3 5,0 o Aur. B
gGO | 5600 1.2 11,0 x Aur. A
gKo0 4200 8,0 30,0 « Bootis
gMoO \ 3400 6,0 45.0 # And.
dF5 | 7000 1,1 1,8 % Can. min. A
dGo } 6000 1,0 1.0 0
dKo | 4500 1,2 0.8 (vergl. Anm. 1.)
dMoO i 3000 0,34 0.56 (M i = + 11,0)

P und R sind in Embheiten der Sonnendaten angegeben.

Abb. 2 stellt fur die Sterne der Tabelle den Verlauf von S/G mit
dem Teilchenhalbmesser « dar. Zur Berechnung der Kurven ist als spezi-
fisches Gewicht der Teilchen s = 7,8 (Hisen) angenommen worden.

kN

=
&
1

) _ - = = = 3
7 Vi v’ 0 A Vad Pad

Abb. 2. Strahlungsdruck/Gravitation als Funktion der Teilchenhalbmesser
an Sternen verschiedener Spektraltypen. (— absorbierende Teilchen,
. . . totalreflektierende Teilchen.)

1) Von SCHALEN, [Z.f. Astrophys. 17, 260, 1939] angenommene Zustands-
groBen.

(244)



Einfluf} eines widerstehenden Mittels in der Dynamik dichter Sternsysteme. 319

Wie die Abbildung zeigt, itherwiegt bei B-Sternen der Strahlungsdruck
die Gravitationswirkung an allen Teilchen, deren Radien kleiner als
@~ 10-2 cm sind. Fur Riesensterne der Spektraltypen A0 bis MO wird
der Strahlungsdruck im Intervall 7 - 1075 cm <« <5 - 1073 cin gleich der
Gravitation. Die Kurven fir die K- und M-Zwerge sind von SCHALEND)
berechnet worden und zeigen, dafi die Gravitationswirkung dieser Sterne
selbst an den kleinsten Teilchen noch die der Strahlung iiberwiegen kann,
wobel aber der wesentliche Unterschied im Verhalten der absorbierenden
und reflektierenden Materie hervortritt. Dieser Unterschied 1st bei groberer
Materie und demnach bei allen iibrigen” Kurven nicht vorhanden.

Der Verlauf der Kurvewn ist nur bis S/G = 2 verfolgt worden, denn
die Abbildung hat nur den Sinn, eine Ubersicht iiber die GroBen derjenigen
Teilchen zu geben, an denen die Gravitationswirkung noch den Strahlungs-
druck der verschiedenen Sterne iiberwiegt und die deshalb eingefangen
werden konnen.

a. Der Massenverlust der Sterne durch Ausstrahlung. Der Massenverlust,
den die Sterne durch Ausstrahlung erleiden, ist so groB3, daf iin Zusammen-
hang der Untersuchungen dieses Abschnittes die Irage gerechtfertigt
erscheint, wie dicht wohl ein interstellares Medium sein miilte, damit die
Ausstrahlung der Sterne durch eingefangene Materie kompensiert werden
konnte. Die Ausstrahlung der Sonne ist einem Massenverlust

%9.772 = c—f = 42-.1012g.sec™1
dquivalent. Denken wir uns einen Stern wie die Soiune in einer Staubwolke,
in der die wahrscheinlichste Teilchengeschwindigkeit o y’é =38-108cm-sec?
sel. Ist die Sterngeschwindigkeit etwa um einen Faktor zwei kleiner, so
betrigt die Massenaufsammlung nach Gleichung (4)

am _ 4Yx xMRo L

dt @2

und zur Deckung der Ausstrahlung muf} die Substratdichte 0 ~10-19g - cm~3
sein.  In Tabelle 2 ist die Ausstrahlung FE/cz fir die in der ersten
Tabelle enthaltenen Sterne angegeben und die Materiedichte o berechnet
worden, die notwendig wire, nm den Massenverlust durch Ausstrahlung
zu decken. Wir finden so extrem hohe Dichten, wie sie nur in einzelnen
Wolken oder in den dichtesten Sternsystemen angenommen werden konnen.

1) (. ScHALEN, Uber die Bedeutung des Strahlungsdruckes und der Gravita-
tion fiir die Verteilung interstellarer Materie. Z. f. Astrophys. 17, 260, 1939.

(245)



320 WALTER FRICKE,

Tabelle 2.

Spekt. Ejc? o (g em™3) Spekt. Ejc? o (g em—3)
B1 6900 8,6.10-18 dF5H 5.4 4,9.10-1°
A0 26 1,2-10-18 dGo 1,0 1,8-10-1°

gFoO 80 7,9.10-19 dKO0 0,35 6,6 -10-20

gGo 150 5,8.10-1¢ dMO 0.003 32.10~2

gKo0 100 7,6-10-20

gMoO 66 4.4.10-20

E/e? ist in Einheiten der Sonnenstrahlung angegeben worden.

6. Dic Verteilung diffuser Materie in einem Sternhaufen. s soll allge-
mein die Frage beantwortet werden, welche Verteilung diffuser Materie
im Felde eines Sternhaufens zu erwarten ist, wenn eine bestimmte Zentral-
dichte der Materie vorgegeben wird. LAMBRECHT und SIEDENTOPFI)
haben eine numerische Durchrechnung des Problems an einem speziellen
isothermen Haufenmodell vorgenonuuen. Eine solehe Rechnung ist sehr
mithevoll und gelingt auBerdem nur unter speziellen Annahmen.  Qualita-
tive Krgebnisse konnen aber weitgehend ohne numerische Rechnungen
erzielt werden.

Die Sterne eines Haufens mogen sich in n Gruppen mit den Zustands-
groflen

W, By, T Ma, Bo, Tor ooy M, R,.T,
einordnen lassen. Die Sterndichte soll in jeder Gruppe kugelsymmetrisch
sein und mit g,(r), 1 = 1, . .., n, bezeichnet werden. Dann ist die Schwere-
beschleunigung, die von der i-ten Gruppe it Abstand » vom Haufenzentrum

hervorgerufen wird,
,

47w
= T 22 dr
i = —5 | d
0
und die auf die Masseneinheit wirkende Kraft, insofern sie von allen Sternen

hervorgerufen wird
n

K =3 e an
Die Koeffizienten ¢; bedeuten wie in Gleichung (13)
D(R,) .
=1 — —== =1,....n).
& S(&) (v )]

Ihre Zahlenwerte konnen der Abb. 2 entnommen werden.

1) H. LAMBRECHT u. H. SIEDENTOPF, Die Verteilung diffuser Materie i
Felde eines Sternhaufens. AN. 257, 332, 1935.
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Wir fragen nun nach der Kraft, die in dem Abstand r vom Haufen-
zentrum auf ein Teilchen mit dem Halbmesser o wirkt. Zuniéchst betrachten
wir den Fall, daB fir das Teilchen alle Koeffizienten & = 0 sind. Dann
bewegt es sich entweder frei im Felde des Haufens oder es wird aus dem
Haufen herausgeblasen. Der Fall tritt fiir alle Partikeln ein, deren Halb-
messer ¢ << 1075cm ist, wenn keine M- und K-Zwerge im Haufen vor-
handen sind. Ferner werden solche Teilchen existieren, fiir die alle ¢, = 0
sind. Das sind alle Partikeln mit Halbmessern groBer als 10-3 bis 102 em,
je nach dem Vorhandensein effektiv heifler Sterne. Da fiir sie die Gra-
vitationswirkung tiberwiegt, erreicht ihre Dichte im Haufenzentrum ein
Maximum. SchlieBlich wird fiir Teilchen, deren Halbmesser kleiner als
103 c¢m sind, 1m allgemeinen

< fir 1=1,...,k,
8i:0 , i::k—{—l,...,l,
> ,, t=l+1,...,m

gelten; d. h. es sind im Haufen k Sterngruppen vorhanden, die auf Grund
ihrer heiflen Sterne dem Teilchen eine vom Haufenzentrum fortgerichtete
Beschleunigung erteilen, ferner gibt es | — k Sterngruppen, in deren Feld
sich das Teilchen frei bewegt und n — I Gruppen mit Sternen niedriger
Temperatur, die dem Partikel eine auf das Haufenzentrum zu gerichtete

Beschleunigung erteilen. Die von allen Sterngruppen resultierende Kraft
1st dann

K(r)=—(el'gl—i—gz'gz—{—...—|—e,;g,‘)—{—e,Hng—{—...—{—e,,gn,

wobel s; = |g|, t =1, ..., k bedeutet, und es gibt sicher einen Abstand
7 =1y, in dem K(r) verschwindet, wihrend die Kraft fir r <7y nach

innen und fiir » > 7, nach auBen gerichtet ist. Die Bestimmungsgleichung
fir vy lautet

> (&g — Emgm) = O. (18)
f b

Sie ist nach 7y auflosbar, wenn die Dichteverteilung g,(r) der Sterne be-
kannt ist. An der Stelle 7 = 74 tritt ein Maximum des Potentials

D =§K(r,a)d7‘
0

fiar Teilchen mit dem Halbmesser a ein und damit ein Maximum in der
Dichte 7(r, a) dieser Partikeln, wenn angenommen wird, daf die Teilchen

22%
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mit dem Radius a emen 1sothermen Dichteverlauf zeigen (4ur Rechtfertigung
dieser Annahme vgl. Abschnitt 3)

L

T == 7o62¢?

Die Materieverteilung kann danach folgendermabien beschrieben werden:
Alle Teilchen mit Halbmessern kleiner als 10~3 c1i, die sich im Felde mehrerer
verschiedenartiger Sterngruppen befinden, héufen sich in konzentrischen
Kugelschalen um den Mittelpunkt des Sternhaunfens. Die Radien der Kugel-
schalen sind um so groBer, je kleiner die Teilchen sind; beim Vorhanden-
sein vieler heiffer Sterne umschliefen sie den ganzen Sternhaunfen, und
vom Haufenzentrum bis weit iiber die Haufengrenze hinaus tritt cine
Sedimentation der Materie ein. Damit wire bei geniigend hoher Materie-
dichte eine mogliche Erklarung fiir das Auftreten von Sternleeren win einigen
Sternhaufen gegeben. '

Bei Teilchen, die sowohl sehr kleine Radien als auch kleine spezifische
(Gewichte haben, ist noch folgendes zu Dedenken: Die Geschwindigkeits-
streuung nimmt mit abnehmender Teilechenmasse zu: daraus folgt offenbar
eine Abnahme des Gradienten m der Dichteverteilung mit abnehmender
Teilchenmasse. Das heilit mit anderen Worten, dal die Dichteverteilung
der Materie bei sehr hohen Teilchengeschwindigkeiten weitgehend von
den Koeffizienten e; unabhingig wird.

Der Einfluf des Strahlungsdruckes aut die Verteilung der Materie
im Sternhaufen verliert an Bedeutung, wenn die Gesamtinasse der diffusen
Materie mit der Gesamtmasse der Haufensterne vergleichbar oder grofer
ist. Dann wirkt sowohl das Selbstpotential der Materie, das im Ansatz (17)
vernachldssigt worden ist, wie die Schwichung des Strahlungsdruckes
durch Lichtabsorption und Streunng bei geniigend hoher Materiedichte
zugunsten emer stirkeren Materiekonzentration zum Haufenzentrum hin.

7. Zusammenfassung und Folgerungen fiir die Statistik cines Sternsystems
om wederstehenden Mittel. Die bisherigen Ergebnisse kimnen kurz folgender-
mafen zusammengefalit werden:

1. Bei der Bewegung eines Sternes durch ein Substrat kommt durch
Gravitationswirkung eine Massenaufsamnlung (vel. (leichung 2)

AM
dt

= aniﬂtRa@(M%é)%

zustande. Die durch aunffegende Wirkung des geometrischen Sternquer-
schnittes angesammelte Materiemenge ist dagegen vernachlissigbar klein.
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2. Der kontinuierliche Materiestrom auf den Stern wirkt in Richtung
der Sterngeschwindigkeit als eine Widerstandskraft, deren Betrag

\ - )2 _La_z Vo ./ o\ (. o )22
W) = ——2%1401?[76 2 +?¢\m><2_<7>)l

1st. Die in der Sternumgebung vorhandene Materiewolke zeichnet sich im
isothermen Gleichgewicht durch einen schnellen Dichteabfall aus, so daB
sie die GroBenordnung der Massenaufsammlung und Widerstandskraft nicht
andert. Eine Abschitzung zeigt, daBl die Geschwindigkeit eines Sternes
in einem Substrat mit der Dichte 6 =2-10"19g-cm=3 in t = 5 - 1011
Jahren auf die Halfte absinkt.

3. Wahrend das Substrat sowohl im Potentialfeld eines einzelnen
als auch mehrerer Sterne in kurzer Zeit in statistisches Gleichgewicht
kommt, bewirkt der Strahlungsdruck ein unterschiedliches Verhalten von
Teilchen verschiedener Grofle, so dall der isotherme Dichteverlauf von
der Teilchengrofie abhéngt.

4. Der durch Ausstrahlung der Sterne bedingte Massenverlust kann
dureh eine Aufsammlung kompensiert werden, wenn die Substratdichte
10719 — 10-21 g - ein~3 betragt.

Als Folgerungen fiir die dynamische Theorie eines Sternsystemns iny
widerstehenden Mittel halten wir fest:

Die widerstehende Wirkung eines Substrats hingt auBer von Massc
und Radius des Sternes noch von dessen Temperatur ab, denn der Strah-
lungsdruck verringert mit steigender effektiver Temperatur die ,effektive’
Dichte der auftreffenden Materie, da das Einfangen kleinerer Teilchen
verhindert wird. Das unterschiedliche Verhalten der Sterne zwingt uns,
in den statistischen Uberlegungen des nichsten Abschnittes die Sterne in
Gruppen einzuteilen, von denen jede nur Sterne mit gleicher Masse, Tem-
peratur und gleichem Radius enthélt. Dann werden die Bewegungen in
einer Gruppe durch die Gleichung

— = W) —grad U (19)

beschrieben, worin U das sowoh! von den Sternen als auch von der Materie
des Gesamtsystems herrithrende Potential bedeutet. Der ZweckmaBigkeit
halber soll W (p) durch eine Néherung ersetzt werden, die die Eigenschaft
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hat, in den beiden Grenzfillen v < o 2 und v > « yé streng mit (8) iher-
einzustimmen. Diese Forderung wird durch die Niherung

- D
PO == 4+ Bl o 20

erfilllt, die fir 4 (z;,t) =0 oder B (z;,#) =0 n (9) bzw. (10} iibergeht.

C. Sternsysteme vm widerstehenden Mattel.

8. Die allgemeine Boltzmann-Formel. Ist f(z;,w;, 1) die Verteilungs-
funktion der Koordinaten und Geschwindigkeitenl) im Sternsystem, so
lautet die allgemeine Borrzmanxsche Integro-Differentialgleichung

%S (o )+ 5 (i)] = 101, )

Die Gleichung entsteht durch die Bilanz an einem Volumenelement
dodw = dz; dxs dxz duy dus dug

und sagt aus, daB die Anderung der Sternzahl in dem Element wihrend
der Zeit dt
of

(,Hdodwdt

erstens durch stetig ein- und ausstromende Sterne hervorgerufen wird,
deren Anzahl
3 (0
— ¢ t
S |5z wh + 51 (ukf)}dodwd
ist und zweitens durch solche Sterne, die durch nahe Voriitberginge mehr
oder weniger plotzlich hinein- oder herausgeworfen werden. Ihre Anzahl ist

I, Y dodo dt.

Der Wechselwirkungsterm I(f, fV) ist von CHARLIERZ) fir Sternsysteme
hergeleitet worden. Wir verzichten auf eine Reproduktion dieser Ableitung.
doch scheint eine Diskussion des Wechselwirkungsterms einmal wegen der
fundamentalen Bedeutung der Gleichung (1), zum andern aber auch deshalb

1) Es soll hdufig abkiirzend f (z, 2, 5, 4y u, us, t) = f (2, , u;, t) geschrieben
werden. — 2) C. V. L. CHARLIER, Statistical mechanics based on the law of
NEwTON. Lund Meddelanden, Ser. IT, 16.

(250)



EinfluB eines widerstehenden Mittels in der Dynamik dichter Sternsysteme. 325

notig zu sein, weil diese Gleichung auf ein nichtkonservatives System
angewandt werden soll. Ausfithrlich geschrieben gilt
g0 22 +oc

(f, f) = j g '[ j S FIY — [ b dbdy dud dud dud, (@)
0

— @

f = (212273, uugus, t),

1V = f(z, 7y 35, uPuPud, 1),
f = f(z, 2974, uluzug, t),

Y = fzy 2y T3, uf '“(21),“:(31)" 0,

2 2 2 2
zul—i—uz—f—us.

Uy, Ug, g sind die Geschwindigkeitskomponenten eines Sternes aus dem
' ’ ’ .

Element do dew und u;, uy, u; die Komponenten desselben Sternes nach

dem Vorithergang an einem anderen, der dem Element

dodo® = dx, dz, dz, dul duld dulP
angehort und der durch den gleichen Voritbergang in das Element
dodow™ = dz, dz, dzy duld dul duf>’

geworfen wird. Definitionsgemif findet dann ein Voriibergang statt,
wenn die kleinste Distanz b zweier Sterne, die sie ohne Wechselwirkung
erreichen wiirden, kleiner als § ¢ ist, wobei ¢ den mittleren Abstand der
Sterne in dem betrachteten System bedeutet.

Die Giiltigkeit der Boltzmann-Formel setzt zunéchst voraus, dafl das
Volumenelement do d o zwar sehr klein ist, aber dennoch viele Sterne ent-
hilt. Ferner mufl auch das Zeitelement dt zwar sehr klein, aber grofl gegen-
ither der Z-itdauer der Wechselwirkung zweier Sterne sein. Wire diese
Bedingung nicht erfillt, so konnte kaum entschieden werden, zu welchem
Zeitelement diejenigen Voritberginge zu rechnen sind, die gerade zu Beginn
oder am Ende von dt stattfinden.

Wahrscheinlich sind die genannten Voraussetzungen in dichten Stern-
systemen erfillt. Die Giultigkeit des Wechselwirkungsterms ist dariiber
hinaus noch an besondere Bedingungen gekniipft 1): Obwohl auf das Potential-
feld aller Sterne des Systems, soweit es sich durch Verwischung kontinuierlich
darstellen lift, in der linken Seite der Gleichung (1) in den Termen mit uy
Riicksicht genommen worden ist, wird doch der Einflufs dieses Feldes auf den

1) Vgl. Die Kritik des Wechselwirkungsterms durch H. JEHLE; Z. f. Astro-
phys. 19, 132 u. 225, 1939.
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Prozefs des Voriberganges insofern vernachlissigt, als ungenommen wivd,
daf zwer sich begegnende Sterne ungestorte hyperbolische Bahnen wm ilyren
gemeinsamen Schwerpunkt beschweiben. Dariiber hinaus besteht die Frage,
wie bei der Giiltigkeit des Nrwroxschen (resetzes die nichsten Sterne
den Vorgang der Begegnung beeinflussen, da die schwache Abnahme der
Wechselwirkungskrifte mit der Entfernung durch das Anwachsen der
Sternzahl kompensiert werden kann.

So kann der Einfluff der Vernachlissigungen auf die Verteilungs-
funktion kaum itbersehen werden. Dennoch soll der Wechselwirkungsterin
als eine gute Niaherung im folgenden beibehalten werden ; seine Verbesseruny
mull aber als ein erstrebungswertes Ziel weiterer Arbeit gelten.

Bisher ist stillschweigend vorausgesetzt worden, daf alle Sterne gleiche
Massen haben. Wird mit dem Vorhandensein von n Massengruppen ge-
rechnet und die Verteilungsfunktion der »-ten Gruppe nit

flag, u,m,, t) =1, (x;, u;,
bezeichnet, so gilt fir jedes f, eine Boltzmann-Fonnel, auf deren rechter
Seite n Wechselwirkungsterme auftreten, die dadurch entstehen, dal die
Sterne der v-ten Gruppe Voriibergéinge aneinander und an den Sternen
aller abrigen Gruppen haben. Es gilt demnach ein Systemn von n (Glei-
chungen

6f’ + 2 { - (u) + um 2 L) 8)

fur die Verteilungsfunktionen fq,...,f,.

9. Anwendung der Boltzmann-Formel auf ein Sternsystem dm wider-
stehenden Mittel. Die allgemeine Boltzmann-Formel soll den durch ein
Materiesubstrat bedingten nichtstationiiven Zustand in einem  dichten
Sterngystem beschreiben.

Nach Abschnitt B, 7 gilt fir einen Stern, der sich durch diffuse Materie
bewegt

— = W (o) — grad U, (4)

wobei U das sowohl von den Sternen als auch von der Materie herrithrende
Gesamtpotential des Systems bedeutet und die Widerstandskraft nach
Gleichung (B, 20) niherungsweise durch

gegeben ist. A4 und B sind Funktionen der Zeit nnd des Ortes.

<
Rt
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Wollte man nun die Gleichungen (4) und (5) der Bewegung einer
statistischen Gesamtheit von Sternen zugrunde legen, so wire damit die
Voraussetzung eingefithrt, dafl die widerstehende Materie abgesehen von
der Schwarmbewegung der Teilchen in dem einmal gew#hlten Koordinaten-
system ruht. Die eigentliche Aufgabe mull aber sein, das Substrat und
die Sterne als ein gemeinsames System zu behandeln, in dem auch das
Substrat eine Massenstromung besitzen kann. Dann ist die in dem Wider-
standsgesetz (5) eingehende Geschwindigkeit des Sternes nicht relativ
zum Koordinatensystem, sondern relativ zu dem umgebenden, strémenden
Substrat zu nehmen. Bezeichnen wir mit w (x,,7) die Strémungsgeschwin-
digkeit des Substrats, so ist

W) = — A_—T:Ecb ’ (6)
mit w = 2 (uy — wy)?
k=1

Die Aufgabe besteht nun darin, die Verteilungsfunktion einer Gruppe
von Sternen zu ermitteln, deren Bewegung durch die Gleichungen (4) und (6)
bestimmt ist, Sehen wir zundchst von Wechselwirkungen ab, so gilt fir

f((b;,ll/i,t) 3
+ 2 {5}; (uxf) + m(dkf)\‘ =0

E=1
oder

Dadurch daf in konservativen Systemen die Inkompressibilitatsbedingung
3 (Buy 01y,
= {?’E O
erfillt ist, entsteht aus Gleichung (7) die in vielen fritheren Arbeiten ge-
bréuchliche Differentialgleichung.
Steht dagegen die Bewegung der Sterne unter dem Einfluf} der Wider-
standskraft W (v), so ist nach Gleichung (6)

3 .
Ow,  0Ouy _ 1 Bw
Eﬁﬁﬁ*iﬁﬁm¢®

und damit die Boltzmann-Formel

Uy, — Wy, oU af
+2{w:ﬂm“mm|

=0

k=1
f Bw .
+A+Bm<A+Bw—3>’O' ®)
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In einem dichten Sternsystem sind aber die Wechselwirkungen nicht
zu vernachldssigen. Im vorhergehenden Abschnitt ist bereits eingehend
diskutiert worden, daB der iibliche Wechselwirkangsterm I (f, fV) auch fir
ein konservatives System nur eine Niherung darstellt. Neben den schon
vernachldssigten Effekten bewirkt die auf die Sterne stromende Materie
beim Voritbergang eine Abweichung aus der hyperbolischen Bahn. Nach
der Abschidtzung in Abschnitt B, 2 ist aber diese Abweichung so klein,
daB sis kaum in Betracht zu ziehen ist. Den von vornherein nur genihert
gilltigen Wechselwirkungsterm wegen der kleinen Reibungswirkung ver-
bessern zu wollen, wiire vollig unangemessen. Wir lassen also I(f, V)
ungeéindert und versuchen, die Verteilungsfunktion der Sterne aus der

Gleichung
of 3 Uy — Wy, oU of
7+ gt~ e = g o]
f _Bo — )
+A+BO)<A+B(0 >_I(f’f ) )

zu ermitteln.

10. Ansitze zwr Losung der Boltzmann-Gleichung. — Die Verteslung
der Sterne in etnem homogenen Substrat. Da wir bereits wissen, daB ein
widerstehendes Substrat bei Dichten von der GroBenordnung der mittleren
Dichte der Sternverteilung nur langsame Zustandsinderungen im Stern-
system hervorrufen kann, ist es zunéchst sinnvoll festzustellen, in welcher
Zeit die Wechselwirkungen einen Gleichgewichtszustand in einem konser-
vativen System herbeifithren konnen. Benutzt man die RossELAND schel)
Definition der Relaxationszeit als derjenigen Zeit, die notwendig ist, damit
der Energicumsatz eines Sternes durch Voriibergiinge gleich der mittleren
kinetischen Energie in dem System wird, so findet man als Relaxations-
zeiten von Kugelsternhaufen rund 1019 Jahre?). Dann zeigt ein Vergleich
mit der Abschétzung im Abschnitt (B, 2), dali die Wechselwirkungen in
einem dichten Sternsystem immer noch einen statistisch stationdren Zu-
stand in solchen Zeiten herbeizufithren streben, die klein gegen diejenigen
sind, in denen die widerstehende Wirkung der Materie merklich wird.
Sollten wir danach mit einer Folge auseinander hervorgehender (ileich-
gewichtszustdnde rechnen konnen, so mifite mit hoher Anniherung

I =0 (10)

1) 8. ROSSELAND, On the Time of relaxation of closed stellar systems.
M. N. 88, 208, 1928. 2) Vgl. O. HECKMANN u. H. SIEDENTOPF, Zur Dy-
namik kugelférmiger Sternhaufen. Z. £ Astrophs. 1, 67, 1930; Gottinger
Veroffentl. 13.
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sein, Die notwendige und hinreichende Bedingung far das Verschwinden
des Wechselwirkungsterms lautet!)

f: eQ(a'i,ui,t)’ ]
3 3
Qziupt) = —a X uf + > bew + ¢ !
k=1 k=1 (11)
3 Y 1 3 X
= ‘akgl@'k—%) +4_ak§1bk+0;

wobei a, by, und ¢ Funktionen von z;, s, 3,1t sein konnen; « miBt die
Streuung in den Geschwindigkeiten der Schwarmbewegung, und b,/2 a
(k =1,2,8) sind die Stromungskomponenten im Sternsystem.

Da wegen der widerstehenden Wirkung der Materie von vornherein
nur mit einem geniiherten Verschwinden des Terms I (f, /) gerechnet
werden kann, ist auch nicht mehr als eine gendherte Giultigkeit der Fx-
ponentialfunktion (11) als Losung zu erwarten. Der Ansatz

f=e(1+® (2, 1), (12)

im dem @ eine von erster Ordnung kleine GroBe ist, sollte zu einer ange-
messenen Losung fithren.

In diesem Abschnitt soll jedoch die strenge Giiltigkeit von I(f, f¥) = 0
vorausgesetzt und damit die Tragweite der Losung (11) in dem vorliegenden
Problem erprobt werden.

Zunichst muB die Frage beantwortet werden, ob iberhaupt oder
unter welchen Bedingungen der Exponentialansatz die Boltzmann-Formel
lost. Wie man durch Einsetzen der Exponentialfunktion in Gleichung (9}
und durch Koeffizientenvergleich der verschiedenen Polynome in uy fest-
stellt, liefert er tatsichlich keine Liosung, wenn in der Widerstandskraft
heide Funktionen 4 (z;,t) und B (2;,t) von Null verschieden sind. Auch
fir A = 0 und B == 0, also dann, wenn die wahrscheinlichste Geschwindig-
keit der Materieteilchen klein gegen die Sterngeschwindigkeiten ist, liefert
(11) keine Losung.

1) Vgl. L. BoL1ZMANYN, Uber die Aufstellung und Integration der Glei-
chungen, welche die Molekularbewegung in Gasen bestimmen. Wiener Ber.
74, 503, 1876; Wiss. Abhandl. II, 55, siehe insbes. Kap. III. Vgl. auBerdem:
Vorlesungen iiber Gastheorie I, Leipzig 1923.

Zelitschrift fiir Astrophysik. Bd.19. 23
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Danach bleibt allein der Fall abrig, in dem die wahrscheinlichste
Teilchengeschwindigkeit grol gegeniiber der Sterngeschwindigkeit ist.
Dann gilt ein lineares Widerstandsgesetzl)

W) = — Az, t) 0 — ) (13)
mit
A= 10’0' (af,', t),
8VxxR 1

R T

Darin bedeutet o(z;,t) die Dichte des Substrats. Dem Vorhandensein
eines endlichen, wenn auch kleinen Anteils von Sternen hoher Geschwindig-
keit wird allerdings durch das Gesetz (18) nicht Rechnung getragen.

Wenn nun f = ¢? eine Lésung der Boltzmann-Formel

oU of) \
+k§1{ 6mk T 0, 0wl l
of (14)

3
— 84 (1) f — A(xy, B) 2 “"_“’“)auk 0,
I(f,{) =0

sein soll, so haben wir zunéchst die Funktionen «, by und ¢ zu ermitteln.
Ferner ist das Potential U des Gesamtsystems so zu bestimmen, dall es
der PorssoNschen Differentialgleichung

AU =47 [0z, 1) + oz, 1)] (15)

gentigt. In ihr bedeutet o(x;,t) die Dichte der Sternverteilung. Man
erhilt o(x;,t) durch Integration der Verteilungstunktion (11) iber alle
(reschwindigkeiten

ol{zy ) = j f (i, ug t) duy dug du;;]
e (16)

1 J e [

— nilaqg—3l2e T kgl’k '

Wird nun die Verteilungsfunktion (11) in die Boltzmann-Formel (14) ein-
gesetzt, so ergibt ein Koeffizientenvergleich der verschicdenen Polynome

1) In diesem Falle ist die Energiezerstreuung d F/dt eine quadratische
Funktion in den Geschwindigkeiten.
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in u; das folgende System von partiellen Differentialgleichungen fir «, by
und ¢

o

t—gw%—ma =0,

35: g—Z > (17)
%+%+2a§£—zbk—2zawk =0,
%—;%Dk—wﬁém =0

Aus der ersten Gleichung des Systems geht hervor, daB « und damit die
mittlere kinetische Energie der Schwarmbewegung im Sternsystem — die
relativ zu einem mitstromenden Beobachter definiert ist — nicht von den
Koordinaten abhéngt. Es ist

a = a(). (18)

Aus der dritten Gleichung folgt, dal die b, lineare Funktionen der Koordi-
naten sind. Die Gleichung bedeutet Scherungsfreiheit des betrachteten
Sternsystems; ihre allgemeinste Losung ist

by = agzy — aazg + fr2; + 71,
by = oy T3 — a3 @) + Pa&z + Ve, ] (18 a)

by = otp ) — o Tz + B3 x3 + V3,
wobel o, 5, und y;, noch Funktionen von ¢ sein konnen. Da b /2 a (k =1, 2, 3)
Stromungskomponenten im Sternsystem sind, umfaBt die allgemeinste
Losung eine Rotation des Gesamtsystems und eine radiale Dilatation, der
die Schwarmbewegung der Sterne iiberlagert ist. Setzen wir nun die
Losungen (18) und (18a) in die zweite der partiellen Differentialgleichungen

ein, so folgt aus ihr

pr=PF:=ps =pl) =a—212a (19)
A darf danach nur eine reine Zeitfunktion sein. Man sieht also, dal} die
Exponentialfunktion (11) die Moglichkeiten der Verteilung des Medinms
stark einschrinkt, derart, dal3 wir fiir das weitere ein homogenes Substrat mit
A= lAyot) (20)

anzunehmen haben.
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Nach dem Ansatz (11) sind /2 ¢ (k = 1, 2, 8) Strommugskomponenten
im Sternsystem, die sich fiir #; = 2, = x3 = 0 aunf

71 V2 V3

24’ 24’ 2a

reduzieren; d.h. das ganze Sternsystem hat fiir p;,92,y3 =+ 0 In dem
benutzten Koordinatensystem eme Stromung. Ls bedentet keine Ein-
schrankung der Allgemeinheit, cine Koordinatentransformation so durch-
zufithren, dafl die p;, verschwinden. Dariiber hinaus soll eine Beschrinkung
auf den Fall eines kugelsymmetrischen Sternsystems vorgenommen werden.
Da es zunichst darauf ankomnt, den prinzipiellen Charakter der Wirkung
eines widerstehenden Mittels in der Dynamik eines Sternsystems zu er-
mitteln, liegt die Spezialisierung auf Kugelsymmetrie nahe. Bei Kngel-
symmetrie lauten die Stromungskomponenten
2[’—’; = %zk k=12 8. 21)
Eine Losung der letzten beiden Differentialgleichungen des Systems (17)
setzt die Kenntnis der Stromungen wy (x;,#) des Substrats voraus. Die
Entwicklungen dieses Abschnittes liefern jedoch keine zwingende Aus-
sage dariiber, wie die Materiestromung verlaufen muf. Indem nédmlich
an die Spitze der vorliegenden Untersuchung eine Boltzinanu-Formel fir
die Verteilungsfunktion der Sterne allein gestellt worden ist, war dies mit
einem Verzicht auf eine gleichzeitige Untersuchung des statistischen Ver-
haltens der Materie verbunden. Wir hétten jetzt eigentlich eine parallel
laufende Untersuchung iiber die Statistik des Substrats durchzufithren,
um die Unterbestimmtheit des Problems zu beseitigen. Das coll spéiteren
Arbeiten vorbehalten werden. An dieser Stelle missen wir uns mit An-
nahmen begniigen. Wollte man jedoch der Tinfachheit halber ein im Mittel
im Koordinatensystem ruhendes Substrat (w, = 0) annchmen, so wirde
diese Annahme zu untragbaren Folgernngen fithren. Wir wollen deshalb
im folgenden die Vorstellung zugrunde legen. dall in dem Substrat cine
der Bternstromung #hnliche Stromung herrscht und dementsprechend den
Ansatz machen
W =y () 2. k= 1.2.3. (22)

Dann folgt aus der vierten Differentialgleichung des Systemws (17)

0 .
5—(0 +2aU0) =(— B+ A +24ay)z, k=123
Ly
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und nach deren Losung fir das Gesamtpotential
1 ‘ 1
U=g[- oo+ g—f+28+20amn +00] @9

Wird aus der letzten Differentialgleichung des Systems (17), die beir Kugel-
symmetrie

B~ G BT+ (012 — 8L =

lautet, das Potential nach (23) eliminiert, so entsteht eine Gleichung
fiir ¢ allein
2a de de¢ 6a
—_— 7‘ —_— e ————
c 0t + ar B

Ihre allgemeinste Losung ist

A— (B —B)r2 = 0. ©4)

¢=C(t— &+ 3jzdt + %9—2(’—5). ( e22ane _gigar (29)
mit ’

T —

lna—jldt,

L]

(25 a)

—
=]

E:

(' (r — &) bedeutet darin eine willkiirliche Funktion des Arguments.

r.

Nunmehr sind alle Aussagen des Systems partieller Differential-
gleichungen fiir a, b, und ¢ erschopft, und wir haben als allgemeinste kugel-
symmetrische Losung der Boltzmann-Formel (14) erhalten

a = a(t),

by = B (¢) T B(t) =d—24a,
a

o= O(r—§)+3jldt—|—4

a

(26)

r2.

AuBerdem ist das Potential U von der Form

1
U= %[—O(r—f)—?)jldt
1 . 2
+§<_ﬂ+lﬁ-}-f—a—{—Qla)})’rz—i‘co(t)]x 27)
wobel €' (v — &) durch die PoissoNsche Gleichung
02U 290U
aa T 57:475%[@(7’,15)-!-0'@)] 28)
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bestimmt wird. Die Dichte im Sternsystem ist nach (16) und (26)

L,2
, = YbE
o(r,t) = a’ra—"2e *a 7 '

. . (29)
e+ S C’(r—§)+3Jldz‘.,

I

Nach (27) und (29) geht die Poissoxsche Gleichung in eine Bestimmunges-
gleichung fur C (v — &) tber

ﬁz

2a

~Cr =8+ e = 8 ommeosae g4

8mx o2z al W
b4 (T—5H—-20 \)+2]na+‘\/.di (30)

. «
ao] =: 87 2xe ,

+2aldy —

in der Striche Ableitungen nach 7 — & bedeuten.

Eine Losung dieser Gleichung kann entweder fir (' (t — &) = const
oder C (1t — &) == const diskutiert werden. Betrachten wir erstens den
Fall ¢ (v — &) == const. Wenn in diesem Falle eine Lisung vorhanden
sein soll, dirfen in der Differentialgleichung (30) nur Funktionen des Argu-
ments 7 — & auftreten. Demnach bedingt die Existenz einer Losung

—%—lna—{-jldt = const (81)
und
. ﬂZ o 8 o
Aus Gleichung (81) folgt
0 — aoe—”ldt’ (33)

und wenn man aus (32) @ und f eliminiert, so geht diese Differentialgleichung
in eine Beziehung zwischen Dichte ¢ und Stromung p i Substrat iber,
so daB die zeitliche Anderung der Materiedichte hestimmt ist, sobald man
die Stromung im Substrat kennt.
Mit (81) und (382) lautet die Differentialgleichung fir C (7 — &)
C"(t— &+ C(v— & = —8alaygellt—9+20-9 (84)
Ferner erhalten wir fir das Potential U nach Gleichung (27) fiir €' == const

1

~ 2a

4713 '
[— Cle—§+5 aor — 3J Adt + ¢ (t)], (35)
woraus hervorgeht, daf sich U aus cinem von dem Sternsystem her-

1
rithrenden Potentialanteil P C (t — &) und dem vom homogenen Substrat
a
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herrithrenden Potential zusaminensetzt. Nach (25a) und (83) ist

. r
(=& 1
e (z—9) a0|2.E =y

s0 dal Gleichung (34) in
2C 2
@C 240 g0 (84a)
dyr ~ y dy

ibergeht. Danach ist C das Potential einer isothermen Gaskugel, deren

Dichteverlauf nach (29) und (38) durch

T
o) = oo’ (5) (36)
beschrieben wird.

Wir kommen damit zu folgendemn Ergebnis:

In einem kugelsymmetrischen Sternsystem, das so dicht ist, daf die
Wechselwwrkungen allevn 2w statistischer Stationaritdt fihren wiirden, st
beim. Vorhandensewn eines widerstehenden homogenen Substrats eine Folge
auseinander hervorgehender isothermer Gleichgewichiszustinde maglich, die
mit einer Konlrakiion des Systems verbunden ist.

In dem Falle € (r — &) = const entartet die Porssonsche Gleichung
sofort in eine Differentialgleichung zwischen a und 2
ﬁ — a4 2ia? +la<d+2ay—-8—7fﬁa) = Coa‘/2e3j;"d',

2 820
die durch die Substitution
5 — a1/ze*“dt

auf die ubersichtlichere Form

é'—{-lz—}—A(t)lz-l—OZ’—g:O (87)
. 4 7
gebracht werden kann. Darin bedeutet A (f) = — p () + 37 und Cy
0
eine Konstante. Da Gleichung (87) fix A = 0 die bekannte Losung
Cy 1 .
z2=——"—(1-—cosp), t = -m— (p— sinP) (88)

hat und nur solche Fille einen physikalischen Sinn haben konnen, in denen
A(t) klein ist, so kann man sich eine Losung von (87) durch Entwicklung
nach Potenzen von A verschaffen. Da die Dichte der Sternverteilung in
diesem Falle

o(t) = @2 Cy 3 (39)
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ist und demnach nicht mehr von den Koordinaten abhiingt, kénnen wir
das Ergebnis fir C (t — &) = const folgendermalen formulieren:

Unier statistischen Gesamtheiten von Stermen, die sich in einem wider-
stehenden Substrat bewegen und deren Wechselwirkungskrifte so grofi sind,
daff sie allein zu statistischer Stationaritit fihren wiirden, gibt es gleich-
formig den Roum erfilllende Systeme, die aufer einer langsamen Zustands-
dnderung durch die Materie entweder sich ausdehnen oder sich zusammenziehen.

Erinnern wir uns noch einmal des Weges, auf dem wir zu den beiden
nichtstationdren Lésungen gekommen sind. Aus dem starren Festhalten
an dem Exponentialansatz (11) fir die Sternverteilung hat sich die Homo-
genitdt der Substratdichte zwangslaufig ergeben. Sie bedeutet eine uner-
wiinschte Einschrankung der Substrateigenschaften. Soll diese vermieden
werden, so hat man nach einer allgemeineren Ligsung der BorTzmanyschen
Gleichung zu suchen. Andererseits 148t die Kleinheit der widerstehenden
Wirkung im Vergleich zu der Wechselwirkung der Sterne nur eine Losung
in der Nihe der statistisch stationdiren erwarten, so daf} der Ansatz

f =e? (1 + @ (wi! gy {)>

mit D (z;, u;,t) als einer von erster Ordnung kleinen GriBe angemessen
sein mitfte. Insofern also ist unsere Losung zu speziell gewesen und muf
verallgemeinert werden.

AuBerdem sind wir in dieser Arbeit bei statistischen Aussagen iiber
das Verhalten der Gesamtheit von Sternen stehen geblieben und haben
von dem Substrat angenommen, daf in ihm eine der Sternstrémung dhnliche
Stromung herrscht. Es wéren auch andere Annahmen zulissig gewesen,
solange nicht ergdnzende Bedingungen aufgestellt werden, welche die
statistischen bzw. hydrodynamischen FEigenschaften des Substrats fest-
legen. Tine Verallgemeinerung der Losung fir die Verteilungsfunktion
der Sterne und eine gleichzeitige Hydrodynamik des Substrats sollen
weiterer Arbeit vorbehalten werden.

Da die Entwicklungen dieses Abschnittes auch eine Antwort auf die
Frage nach der Verteilung der Sterne fiir den Fall enthalten missen, daBl
kein Materiesubstrat vorhanden ist, so empfiehlt es sich, die Losung fir
/4 = 0 naher zu betrachten.

Fir 2 = 0 lauten die Gleichungen (26)

a4 = a(t), ]
by = ax,, k= 1,?;8, (40)
@
— - 4 2
¢ =C(r— &+ ol
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mit
Yy
a'l2
T—&F=1In—.
r

Das Potential des Sternsystems ist nach Gleichung (27)
1 —2
U= — _o<i>+‘1,,5_‘lﬂ ) <>

2a r2

und die Porssonsche Gleichung lautet
4 2 1/ ( 2)
( >+C< >+3r2<2—(—1—a>——8n 2xxq Har2Ze N1 (41)

Ist C < > == const, so bedingt die Existenz einer Losung dieser Gleichung
a = const,
woraus fir C (f) folgt, daB es das Potential eines Sternsystems im iso-
thermen Gleichgewicht darstellt.
Andererseits folgt fur C <§2> = const aus Gleichung (41)

. 16 =/
@ —%ai = Ga'l, <= 7;2%>, (42)

deren Lisung nach der Substitution ¢ = 22 durch Gleichung (38) gegeben
wird. Das Ergebnis konnen wir danach folgendermaBen formulieren:

Steht eine Gesamtheit von Sternen allein unter dem Einfluf3 des eigenen
Gravitationsfeldes und sind die Wechselwirkungen so grof3, daff sie zu einem
statistischen Gleichgewicht des Systems fahren, so ist die allgemeinste kugel-
symmetrische Losung fir die Vertetlung in der Gesamtheit entweder eine
isotherme Verteilung oder aber eine homogene Verteilung der Sterne dber den
Raum, bei der sich das System entweder ausdehnt oder zusammenziehtl).

11. Zusammenfassung der statistischen Untersuchungen. Das statistische
Verhalten einer Gesamtheit von Sternen, deren Bewegung unter dem
EinfluB eines widerstehenden Substrats steht, wird durch eine Boltzmann-
formel beschrieben, die den Wechselwirkungen der Sterne unter sich und
der Wirkung von Widerstandskriften Rechnung trigt. Da sich in Ab-
schnitt 10 herausstellte, dafl ein widerstehendes Substrat im Vergleich zu
den Wechselwirkungen der Sterne auch bei hohen Dichten nur langsame

1) Die nichtstationdire homogene Lésung ist mir durch Einblick in ein
Manuskript des Herrn Prof. Dr. HECKMANN {iber Kosmologie bekannt geworden.
Vgl. dessen Mitteilung in Trans. Intern. Astron. Union Vol. VI, 289, 1938.

23*
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Zustandséinderungen hervorrufen kann, so wird eine Losung gesucht, die
aussagt, daf das Sternsystem durch die Wechselwirkungen eine statistische
Quasistationaritit erreicht, welche die durch Widerstandskrifte bedingten
zeitlichen Anderungen beschreibt. Da statistische Stationaritit in kos-
mologisch sinnvollen Zeiten nur in dichtesten Sternsystemen, wie Kugel-
sternhaufen, kugelférmigen und elliptischen Nebeln und den Zentren der
Spiralnebel eintreten kann, sind die Untersuchungen dieser Arbeit allein
fir diese Systeme von Bedeutung.

Wie aus der Diskussion der Boltzmann-Formel hervorgeht, kann
unter der Voraussetzung hoher Teilchengeschwindigkeiten in dem Substrat
die Verteilung der Sterne durch die Exponentialfunktion (B, 11)

f= eQ i, ug. t)

beschrieben werden. Diese Losung erfordert Homogenitat des widerstehenden
Substrats und sagt iber das Sternsystem aus

1. daB wihrend einer langsamen Kontraktion eine Folge auseinander
hervorgehender Gleichgewichtszustinde moglich ist und

2. 1aBt die Losung ein gleichformig den Raum erfiillendes System zu,
das entweder eine — durch das Substrat verzigerte -- Kxpansion oder
beschleunigte Kontraktion durchfiihrt.

Zum SchluB wird gezeigt, dafi die BorrzmMaxnsche und Porsson-
sche Gleichung ohne Reibung im kugelsymmetrischen Falle genau zwei
Losungen zulassen, fiir welche der Wechselwirkungsterm identisch ver-
schwindet: Erstens die bekannte statische isotherme Gaskugel, zweitens
ein nichtstatisches, homogenes und ins Unendliche ausgedehntes Stern-
system, das trotz einer gleichférmigen Expansion oder Kontraktion stets
im statistischen Gleichgewicht ist.

Herrn Prof. HEckMANN danke ich fir viele Anregungen und die
Forderung dieser Arbeit, ebenso den Herren Prof. TEN BruGGENCATE und
GuraNick fir die Forderung meiner bisherigen astronomischen Arbeiten.
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