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(Veröffentlichung der Universitäts-Steruwarh• Göt tingt•n Nr. 64.) 

Der Einfluß eines widerstehenden Mittels 
in der Dynamik dichter Sternsysteme*). 

Von Walter Fricke, Göttingen . 

. Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 6. März 1940.) 

Im ersten Teil werden die Wirkungen dichter interstellarer Materie auf Einzel­
sterne untersucht im Hinblick auf eine zu entwickelnde dynamisch-statistische 
Theorie von Sternsystemen, die diffuse Materie enthalten. Im zweiten Teil wird 
eine vorläufige Theorie mit Mitteln der BoLTZMANNschen Statistik entwickelt 
und für kugelsymmetrische Sternsysteme durchgeführt. Die Sterndichte wird 
als so groß vorausgesetzt, daß die Wechselwirkungen zwischen den Sternen, 
trotz der Energiezerstreuung im widerstehenden Mittel, hinreichen, um statisti-

sche Stationarität dauernd aufrechtzuerhalten. 

A. Einleit·ung. 

In den zur Zeit vorliegenden Untorsuclmngf~ll üb(·r die Dynamik von 
Sternsystemen ist in Anlehnung an die statistische Mechanik immer voraus­
gesetzt worden, daß die Systeme konservativer Natur seien. Der konser­
vative Charakter macht die in der statistischen Mechanik vorzugsweise 
behandelten Gleichgewichtszustände möglich, die wegen ihrer Einfachheit 
in der astronomischen Literatur vorzugsweise zur Deschreilmng von Stern­
systemen herangezogen wurden. 

Die Gesetze der konservativen Mechanik können jedoch nicht auf 
solche Sternsysteme angewandt werden, in denen dichte interstellare 
Materie vorhanden ist, die nicht allein zum Gesamtpotential der Systeme 
beiträgt, sondern auch zu einer Massenaufsamrnhmg der Sterne und zu 
Widerstandskräften Anlaß gibt. Außer der Wirkung widerstehender 
Materie sind noch andere "Effekte" denkbar, welche die Anwendbarkeit 
der konservativen Mechanik einschränken. In diesor Arbeit soll jedoch 
nur die Wirkung eines genügend dichten Substrats in der .Dynamik eines 
Systems studiert werden. 

Nehmen wir an, daß die Wirkung Pines widerstehenden Mediums die 
Energiedissipation 

dE =- 2F 
dt 

(1) 

hervorruft, wobei F eine quadratische Funktion in den Geschwindigkeiten 

"') D 11. 
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sein solll), so lantt>n die Bt>wegnngsgleichungrn der Sterne 2) 

:~. } 
- f)E- f)F x = 1, ... ,3n. 

Px = f) q" f) rlx ' 

(2) 

Die Mannigfaltigkeit aller den Gleichungen (2) gehorchenden mechanischen 
Systeme denken wir uns als eine virtuelle Gesamtheit mit der Dichte T 

im Phasenraum verteilt. Dann gt>nügt T der Kontinuitätsgleichung 

(3) 

oder 
a 3n f) a 3n a 0 f) 0 

_!_ + :8 1 ___2:_ 1ix + __ :_ q) + T :8 J ~ + - q"} = 0. 
Ol x=l tßpr. . ßqx ·j x=l )f)p" ßq" 

Für konservative Systeme ist die sogt>nannte Inkompressibilitätsbedingung 

<'rfüllt, und die Dichte T gehorcht dt>m LiülJVILLE sehen TheorPm 

DT =Ü 
Dt ' 

(4) 

(5) 

d. h. im Falle konservativer Systeme bleibt die Dichte der Phasenpunkte 
im Verlauf der Bewegung nngeändert. 

Dagegen erzeugt die durch die Gleichungen (2) im Phasenraum fest­
gelegte Strömung eine kontinuierliche Punkttransformation, die nicht 
mehr jedes 6 n-dimensionale Gebit>t in ein volumengleiches überführt. Es 
gilt vielmehr 

3n 0 . 0 . 3n f)2F 
2.j J p" + q"} = - 2.j --
x;:ll&px ßqx x=lßpxßq"' 

und die Yirtuelle Phasendichte nimmt nach 

DT 3 n ß2F 
-=Tz.j--. 
Dt x= 1 ßp"ßq" 

(6) 

im Verlauf der Bewegung zu, denn Fist bei Energiezerstreuung eine ständig 
positive Funktion. In dem Spezialfall, daß die Koeffizienten der quadra­
tischen Form für über alle Grenzen wachsendes t beliebig klein werden, 

1 ) In§ 10 wird gezeigt, unter welchen Bedingungen diese Annahme streng gilt. 
2) Vgl. J. H. JEANS, Dynamische Theorie der Gase, 1926, S. 88. 

21 * 
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konvergiert die Dichte der Phasenpunkte gegen eüw Koustantr, rl. h. dit, 
virtuelle Gesamtheit konvergiert gegen eine LIOUVILLE sehe. In allen 
anderen Fällen konvergiert die Phasendichte gegen unendlich. Man kann 
demnach nicht, wie im Falle konservativer mechanischer Systeme, der 
Behandlung von Nichtgleichgewichtszuständen einfach ausweichen, sondern 
ist solange gezwungen sich mit ihnen zu beschäftigen, wiH noch keine 
LIOUVILLEsche Gesamtheit erreicht ist. 

Somit bleibt von allen statistischen Methoden zur Ermittlung der 
Geschwindigkeitsverteilung und der Dichte in einem nichtkonservativen 
mechanischen System allein die BoLTZMANN sehe Gleichung, denn alle 
anderen Methoden setzen in irgendeiner Form die Gültigkeit des LIOUVILLE­
schen Theorems voraus. 

Doch ehe wir auf die Diskussion der Boltzmam1-Formel (~iugehen, muß. 
untersucht werden, welche dynamischen Wirkungen von der im Stern­
system enthaltenen Materie auf Einzelsterne ausgeübt werden. Zu diesmn 
Zweck wird im Abschnitt B zuerst die Frage nach der Massenaufsammlung 
eines Sternes bei vorgegebener Materiedichte und Sterngrschwindigkeit 
beantwortet (Abschnitt 1) und in Abschnitt 2 die durch die Stöße auf­
treffender Teilchen bewirkte Widerstandskraft berechnet. In Abschnitt 3 
wird untersucht, welche Verteilung der Materie im Potentialfeld eines 
Sternes eintritt und wie groß der dynamische Einfluß der in der Stern­
umgebung mitgeführten Materie ist. In Abschnitt 4 wird die gemeinsame 
Wirkung von Gravitation und Strahlungsdruck in der Sternumgebung 
abgeschätzt und in Abschnitt 5 festgestellt, wie groß die Dichte eines intrr­
stellaren Mediums sein muß, um d-ie Ausstrahlung einzelner Sterne zu 
kompensieren. Abschnitt 6 wendet sich dann der Frage zu, welche Ver­
teilung der Materie in einem Sternhaufen unter der gemeinsamen Wirkung 
von Gravitation und Strahlungsdruck zu erwarten ist, und in Abschnitt 7 
wird eine Zusammenfassung der bis dahin erzielten Ergebnisse gegeben; 
ferner werden Folgerungen für die Statistik eines Sternsystems im widm­
stehenden Mittel gezogen. Wenn wir uns oft mit Abschätzungen begnügen 
müssen, so liegt das an der Natur des Problems. 

Der zweite Teil der Arbeit ist der Diskussion und Lösung der Boltz­
mann-Formel in dem durch das Substrat bedingten nichtstationäreil Fall 
gewidmet. Abschnitt 8 enthält die Diskussion der allgemeinen BoLTZMANN­
schen Gleichung, Abschnitt 9 die Ableitung dieser Gleichung für ein Stern­
system im widerstehenden Mittel und Abschnitt 10 Ansätze zu ihrer Lösung. 
In Abschnitt 11 werden die statistischen Ergebnisse kurz zusammen­
gefaßt. Wir werden finden, daß unter bestimmten Bedingungen dichte 
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diffuse ::\Iaterie eine Folge von langsam auseinander hervorgehenden Gleich­
gewichtszuständen in dem System herbeizuführen vermag. 

B. Einzel.stem und wider.stehencle.s 2\J.ittel. 

1. Die Jla.s.senauf.sammlung eilw.s Sternes. Zunächst soll festgestellt 

werden, wie groß die ~Iassenaufsammlung d IJJljdt eines Sternes mit der 
}lasse 9Jl und dem Radius R in der Zeiteinheit ist, wenn sich der Stern 
mit der Geschwindigkeit llo durch diffuse 
::\Iaterie bewegt, deren Dichte a sein soll. Die 
Geschwindigkeit eines Teilchens sei u und 
seme Relativgeschwindigkeit zum Stern 

Ul=tl-llo 

mit dem Absolutbetrage oJ = I wj. 
Alle Teilchen, die mit der Geschwindig­

keit Ul auf den Stern stoßen, kommen 
1. aus einem Zylinder, dessen Basis der 

Querschnitt :n; R2 des Sternes ist. Das sind alle 

Teilchen, die auch dann auftreffen würden, wenn 
der Stern keine Gravitationswirkung hätte, 

Abb. 1. AB= JIU= a, 
UD=R=a(e-I), AJJ=R'. 

2. aus einer Zylinderschale, deren äußere Begrenzung von dem Asym­
ptoten derjenigen Partikelbahnen gebildet wird, die auf Grund der Gra­

Yitationswirkung gerade noch auf den Stern führen. 
Der Radius der neuen Zylinderbasis R' ist der senkrechtH Abstand 

der Grenzasymptoten vom Stermnittelpunkt. Wenn mit a die große Halb­
achse dAr relativen Grenzhyperbel bezeichnet wird, so ist (vgl. Abb. 1) 

R'2 = R2+ 2aR. 

Die Halbachse a der Grenzhyperbel wird durch die Geschwindigkeit Ul 

bestimmt, die als asymptotische Geschwindigkeit in der Hyperbel aufzu­

fassen ist und demnach den Betrag hat 

w =V"~-. 
Dann ist der ::\Iassengewinn pro Zeiteinheit aus Partikeln der Geschwindig­

keit Ul 
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308 W ALTER FRICKE. 

wobei ba die Dichte dieser Teilchen bedeutt't. Diu ge~amte l\IasKeuauf­
:sammlung aus allen Partikeln erhaltrn wir durch Integration übpr alk· 
möglichen Geschwindigkeiten o. Besteht in dt-m l\Iatt-riesuhstmt Pine 
MAXWELLsehe Geschwindigkeitsverteilung 

a -~ 
f(v) = (2n)3f2~e 2a2, v = [o[ 

mit der wahrscheinlichsten Teilchengeschwindigkeitl) rx l2. so ist 

tJa = f(v) v2 dv d1p sin rp drp 

und die Massenaufsammlung beträgt in der Zt>iteinht-it 
oo n 2n 

dd~ = J J J (nR2w + 2nu ~~R)f(v)v2dvsin rpdrpd1p. 
0 0 0 

Es empfiehlt sich, die Polarkoordinaten so zn orientit-reu. dalJ rp nm dt'r 
Bewegungsrichtung des Sternes aus gezählt wird. Dmm gilt für die Rt>latiY­
geschwindigkeit w eines Teilchens zum Stem 

w2 = r2 + r5 - 2 r r0 cus g 

und die Massenaufsammlung ist 

~9Jl = 11 + 1Q 
dt -

mit 
2 y;aR2 JocJn , - ~ 

11 = (otV2)3 Vv2 + v6- 2vvocos rpe 2 " 2 'z:2dvsin pdp, 
0 0 

co n v2 

12 = 4 y;" 9Jl Ra J J e- 2ä2 v2 ~ v sin p d p . 

(ot Y2)3 Vv2 + vJ- 2 vv0 cos p 
0 0 

(1) 

Die Integrationen werden zweckmäßig nach dPr Substitution cos p = - x, 
d x = sin p d p durchgeführt. Dann li!:'fern di!:' Integratimwn nach ;r 

+1 

V v2 + v6 + 2 1' v0 x d x = j. {2v0 (3v2 + v6) Eür v > v0, 

2v (r2 + 3v6) für v < r0 ; 
-1 

+J1 d x t ~ für v > r 0, 

V v2 + v6 + 2vvo x = 2 f·· 
-1 - ur v < r0 . 

t'o 

Die Integration über v wird in eine solche über 0 ~ T ~ r0 und in eme 

1 ) Der Ausdruck "wahrscheinlichste" Geschwindigkeit bezieht sirh auf das 
Verteilungsgesetz der Geschwindigkeitsbeträge. 
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zwrite über 110 ~ v ~ oo aufgespalten und liefert 

11 = 2 Y~ a R2(e -2"!2 ( 2 ocvt2 + Soc V2) + l~~ (j) (v;2) (vo + (~Yv:)s)}, 
19 = 2:n:u9RRac]>( vo_)_!_, 
- oc )12 Vo 

wobAi (j) das Fehlerintegral 

Iw den tet. 
Das Integral 11 stellt denjenigen Anteil an der Materieaufsammlung 

dar, der durch die auffegende Wirkung des Sternquerschnittes zustande 
kommt, während 12 die durch die Gravitationswirkung eingefangene Materie 
bedeutet. Wie eine Abschätzung zeigt, ist im allgemeinen 11 <; 12 , es 
sei denn, daß es sich um Riesensterne mit einigen hundert Sonnenradien 
handelt. Beispielsweise ergibt das Verhältnis 11 /12 unter der Annahme 
v0 foc y2 = 0,5 und v0 = 2 · 1()6 cmfsec 

1. für die Sonne mit 

m0 = 2 · 1oss g, 

R0 = 7 · 1010 cm, 

2. für den roten Riesen ß And mit 

m = 69Ro, 

R = 45 R0 , 

Deshalb kann in guter )l"äherung 11 gegen den durch die Gravitations­
wirkung eingefangenen Materieanteil 12 vernachlässigt werden, und wir 
erhalten dann als Massenaufsammlung eines Sternes in der Zeiteinheit 

d9R = 2:n:u9RRac]>( v1~=)_!_· 
dt ocy2 ~ 

(2) 

In dem Falle, daß die Teilchen der diffusen :Materie ruhen (oc y2 = 0), istl) 

d9R 1 - = 2:n:u9RRa- (3) 
dt ~ 

1 ) Vgl. A. S. EDDINGTON, Der innere Aufbau der Sterne, 1928, S. 494. 
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und 1m Falle r 0 < rt. y2 
d9R = 4f;x9RRa~!,~(l- _!__( r~-)2\, 
dt rt.t2 3 rt.V2 I (4) 

d. h. ist die Sterngeschwindigkeit kl!•iu gegen die wahrscheinlichste (;.,._ 
schwindigkeit in der Materie, so hängt dü· l\IassellalÜHallunlung nur Yoll 
höherer Ordnung von der Sterngeschwindigkeit ab. 

Schließlich gilt für z•0 :> rt. y2 
d9R 1~ 1 I ,- rx V2 

2lnu9J1Ra-) Vn- -- c 
d t vo l ro 

(5) 

Dies ist bis auf Glieder höht>n•r Ordnung die Glt>ichung (3) 1 J. 
2. Die durch die Stöße auft-reffender Teilchen bezcirkte Tridurstundskmft. 

Die Störu11g, die ein Stern durch dit> Stöße anftrpffpndc>r MatPriPtPilchl'll 
erfährt, kann nach SEELIGER 2) aus folgender rlwrlPgnug h(•rechnet 
werden: Zwei Massen 9Ro und ml mögen sich mit dc•n GPschwindigkPiten 
tlo (u0 , v0 , w0) und u1 (u1 , rb zr1) relativ zn Piiwm fPsl w·wählten, recht­
winkligen Koordinatensystem bewpgen und einen mwla:;tisehPll Znsamnwn­
stoß erleiden. Dann soll die Geschwindigkeit dt>r wwh dt>m Stoß n•reintPll 
Masse u (u, v, w) sein: ihrP KomponentPn 11, r. u· f'iwl mwh dt·m Intpuk 
erhaltungssatz bestimmt 

(9Ro + 9Rl) u = 9Ro uo +Wh 111 
oder 

(9.Jlo + 9.Jll) (n- 11o) = 9.Jll (lll- Ho) 

und analog für die beiden übrigen Koordinaten. \\"erde11 diP KompouPultll 
der Relativgeschwindigkeit von 9R1 i11 lwzug anf 9Jl0 mit 

bezeichnet, so gilt 
(9Ro + ml) (n- 1lo) = ml (')_,., 
(9Ro + 9Rl) (r - ro) = Wh w,,, 

(9J10 + 9R1) (zr- 1r0) = 9111 {l)z. 

1 ) Die Tatsache, daß wir es mit einem kompressiblen :VIediurn und ruöglieht>r­
weise Überschallgeschwindigkeiten zu tun haben, vermag an den durchgefiihrtPn 
Überlegungen nichts zu ändern. Der grundsätzliche L nterschied zwischen den 
üblichen gasdynamischen Problemen und dem der Bewegung eines Sternes durch 
ein widerstehendes Mittel besteht darin, daß es sich im ersten Falle um Relath·· 
bewegungenzwischen festen Körpern und kompressiblen aber elastisch stoßenden 
Mitteln handelt, während im zweiten Falle die den Stern treffenden Teilchen 
unelastische Stöße ausführen, die keine Störung in der Dichte des umgebenden 
Substrats hervorrufen können. 2 ) H. SEELIGER, 7,u~arnmenstöße und 
Teilungen planetarischer Massen. Abhandl. d. bayr. Akad. d. vVissPnsrh., 
II. Kl., XVII, Bd. II, 1891. 
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Nun möge auf 9Jl0 ein kontinuierlicher Materiestrom treffen, w daß an Stelle 
9Jl1 eine Folge von Elementarbeträgen d 9Jl tritt. Dann ist die Geschwindig­
keitsänderung, die 9Jl0 in der x-Richtung durch d 9Jl erleidet, bestimmt durch 

(9Jl0 + d 9Jl) du = w" d 9Jl. 

Danach verursacht die mit der Relativgeschwindigkeit w(wx, Wy, wz) auf 
den Stern treffende Materie eine Beschleunigung 

du _ ~ (d9Jl) ) 
d t - Wa; 9Jl . d t lj) ' I 
dv 1 (d9Jl) 1 

~: = Wy~ (d~;,u'J 
Jt = w. 9Jl dt t 0 

(6) 

(da~) w ist die mit der Geschwindigkeit w = J UJ I einströmende Materie. 

Wird nur der durch die Gravitationswirkung eingefangene Materieanteil 
berücksichtigt, so ist nach Abschnitt 1 

( d9Jl) 9JlR dt w = 2 n"--;- f (u) du, 

und die Beschleunigung (X, Y, Z), die der Stern durch sämtliche Stöße 
erfährt, ist 

X= 2nxRJw"' f(u)du, 
(!) 

Y = 2nxR J':; f(u)du, 

Z = 2 n x R J :: f (ll) ~ u. 

Die Integrationen erstrecken sich über alle Teilchengeschwindigkeiten u 
und werden zweckmäßig nach Einführung von Polarkoordinaten durch­
geführt. In Polarkoordinaten sind die Komponenten der Relativgeschwin­
digkeit eines Teilchens zum Stern 

w., = v cos rp cos "P - 1:0 cos rp0 cos "Po, 

Wy = v cos rp sin "P - T0 cos rp0 sin tpo, 

Wz = v sin rp - v0 sin rp0 , 

und der Absolutbetrag der Relativgeschwindigkeit ist 

w = V w~ + w~ + w:. 
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312 WALTER FRICKB, 

Unter der Annahme, daß in dem Substrat eint> )[AXWELLscht> Geschwindig­

keitsverteilung vorliegt, ist das Ergebnis der Integration über alle Rich­
tungen 

X ( Vo , V) = y f (V) V2 d V [V I ( L'o , ll) - r0 J ( L'o, r)) COS tpo COR 'ljJo, l 
Y (l'o, v) = y f(v) v2 dv [D I(v0, r)- l'o J(e0, n)] cos tpo sin1p0, f (7) 

Z (Do, v) = y f (D) v2 d v [ D I (r0, r) - t'o J (1,0, v)] sin rp0. 

Darin ist abkürzend geschrieb<>n wordPn 

r = 2:rr:xR, f (v) 

J
J:rr; V 

2 n n . - - für v < r0, 
COS tp Sill qJ 3 t•J 

I (t•0, v) = J J --- d1pdtp = 1 . w 4:rr: vo 
o o - - für v > r0 • 3 1'2 . 

1 
2 n :; . 4 :rr; - für v > v0, 

J j d 1p sm rp r 
J(v0, v) = ~ ~ -drp = 

()) 1 
o o 4 :rr: - für r < t'o· 

r 0 

Da für beliebige v 

v I ( t'o , t') - l'o J ( l'o, 1') < 0 

erfüllt ist, geht aus dt>n Gleichungen (7) hervor, daß der Stern eine V er­

zögerung in der Bewegungsrichtung erfährt. DPr Bt>tra.g der Verzögerung ist 

11- [ot v2 - vN y; ( Vo ) ( (ot V2)2)] W(v0) = -2y:rr:xaR -;;;-e 2 «2 +2:(/J otY2 ,2- "V;; .(8) 

In dem Falle, daß die Teilchen der ::\Iateriewolh rnheu, wird die Ver­

zögerung, die der Stern rrleidet, von 110 mmhhängig: rs gilt dann 

W(v0) =- 2 :rr:xa R. (9) 

Ist aber die Geschwindigkeit des Stt>rnes klPin gt>gr·n die wahrschPinlichste 

Geschwindigkeit in dem )Jedium, so erhaltt>u wir 
;-

Sl :rr:" l'o W (v0) = - ·---aR --
3 ot v2 · l. ro ] 

-~<1. 
o.:l2 

(10) 

r0 1 
Diese Näherungsfornwl ist hinrrichend für al!P -~ < - · der Fehler in 

o: y2 2 • 
~ 1 r 

W (v0) erreicht für --1-' = - rund 10%- Für - 0~ > 1 konvergiert die 
O.:l2 2 :xpr 
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eckige Klammer in Gleichung (8) schnell gegen fn und damit die Ver­
zögPrung gPgen den konstanten Wert von Gleichung (9). 

Daß die durch Stöße bedingte Verzögerung des Sternes für :~- > 1 
~r2 

unabhängig von der Sterngeschwindigkeit wird, mag zunächst überraschen, 
beachten wir jedoch, daß nach den Gleichungen (6) 

d\ln 
W (v0) .-...;v0 -

dt 
gilt und nach Gleichung (3) für ~ y2 = 0 

d9R const 

dt v0 

ist, so erklärt sich das Ergebnis auf einfache Weise. Allerdings muß ferner 
beachtet werden, daß nur Stöße solcher Teilchen berücksichtigt worden 
sind, die durch Gravitationswirkung auf den Stern geführt werden. 

Die durch auffegende Wirkung gewonnene Materiemenge ist für~ )12 = 0 

(d\m) = nR2 av0 
d t geom 

und die Beschleunigung nach den Gleichungen (6) 

nR2 a 
Wg (v0) = - ---wr-v~, 

so daß w1r strenggenommen für die gesamte Beschleunigung un Falle 
rx y2 = 0 

W9+d(v0) = -nRa(2i! + ~ v~) (11} 

erhalten. Die Abhängigkeit der Widerstandskraft von v0 besteht in diesem 
Falle allein in dem Anteil der Stöße, die von "direkt" auftreffenden Teilchen 
au,geführt werden. Im allgemeinen ist jedoch 

R 2-""'2· Wl Vo < /!, 

::-Im für HiPsensterne und sehr hohe Sterngeschwindigkeiten werden beide 
Summanden in der Klammer vergleichbar. 

Für eine Abschätzung der widerstehenden Wirkung möge Gleichung (10} 
zugrunde gelegt werden; Gleichung (8) oder (9) würden zu ähnlichen Er­
gelmissen führen, denn in den Grenzen, in denen das Verhältnis von Stern­
geschwindigkeit zu Teilchengeschwindigkeit liegen kann, ist die Größen­
ordnung von W (v0) die gleiche. Aus Gleichung (10) folgt 

du , __ ~V~ it_a !!_, 
-=-AIJ IL 

clt • ~v2 
Zeitschrift für Astrophysik. Bd. 19. 22 
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314 WALTER FRICKE, 

und danach klingt der Betrag der Sterngeschwindigkeit mit 

r = roe-l.t 

ab, so daß nach Ablauf einer Zeit t = 1/A. die Geschwindighit .-ou r = r0 

auf v = v0 je abgesunkt>n ist. Denken wir un~ einen Steru wie IX BootiH 
in einem Substrat mit der Dichte a = 2 · 10-19 g · cm-3 und der TeilchPn­
geschwindigkeit IX V2 = 3 · 106 cm sec-1, so würde seinP GeschwindigkPit 
in t = 5 · 1011 Jahren auf die Hälfte abgesunken sein. Erfüllte das Medium 
€ine homogene Kugel der angegebenen Dichte und beschriebt> der Stt>ru 
in ihr eine Kreisbahn, so würde der Bahnradius proportional der Geschwin­
digkeit kleiner werden, in der angt>gebenen Zeit also auf die Hälfte sinkt>u. 

3.. Ober die Materieverteilung im Potentialfeld eines Stenzes. Dit> Yt•r­
teilung diffuser Materif' im Felde f'inf's einzelnen Sternes und im Fddf' t>Üws 
Sternhaufens ist von LAMBRECHT und SIEDENTOPF 1) und kürzlich von 
KtlHN 2) eingehend untersucht worden. An dieser Stelle soll nur die Fragt> 
erörtert werden, ob die durch das Kraftfeld eines Sternes bedingte :MatPriP­
verteilung in der Sternumgebung von wesentlichem Einfluß auf die Bt>­
wegung eines Sternes sein kann. Entsteht nämlich in der Sternumgebung Piue 
Materieansammlung, so werden auch solche Teilchen, die in einer hyper­
bolischen Bahn um den Stern fliegen würden, durch wiederholte unelastische 
Stöße aufgehalten werden und so zu einer (•rhöhten Massenansammlung 
und Widerstandskraft Anlaß gebt>n. 

In einer Materiewolke, die sich durch PigPue Gravitation aufrecht­
erhält, führen die elastischen Stöße dt>r TPilchen in verhältnismäßig kurzer 
Zeit einen statistisch stationärt>n Zustand herbei. Sind tt, v, 10 die Kom­
ponenten der Teilchengeschwindigkeit, so bezeichnet MAXWELL 3) die Zeit, 
die notwendig ist, damit sich bei vorhandener AbwPichung aus dem Gleich-

gewichtszustande uv, u2- r2, ... auf das 1/e-facho der ursprünglichen 
Werte reduzieren, als RelaxationszE>it. .TEANS rechnet aus, daß diese 
Zeit von der Größenordnung der mittleren frpien ""pgzeit eines Partikel;; 

1 
T = - - --~ -~ 

1 4 Nnd2v 

ist. Die Anwendung dieRer Formel auf t>ÜW interstellare Staubwolke leist<•t 

1) H. LAMBRECHT u. H. SIEDENTOPF, Die Verteilung diffuser Materie im 
Felde eines Sternhaufens. AN. 257, 233, 1935. - 2) W. KtlHN, Über die Ver­
teilung diffuser Materie in verschiedenen Kraftfeldern. AN. 269, 17, 1939. -
3 ) Die MAXWELL sehe Definition der Relaxationszeit unterscheidet sieh von der 
RossEJ,ANDschen, auf die wir in § 10 zurückkommen werden. 
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nicht mehr als eine rohe Abschätzung; doch genügt sie, um zu zeigen, 
daß die Relaxationszeit in. einer Materiewolke verschwindend klein gegen 
die entsprechende Zeit in einem bei kontinuierlicher Verschmierung gleich 
dichten Sternsystem ist. Die zentrale Sterndichte in einem konzentrierten 
Kugelsternhaufen liegt bei 10-19 g · cm-3, und die Relaxationszeiten der 
Haufen sind rund 1()10 Jahre. Nehmen wir für die Dichte in einer Staub­
wolke ebenfalls a = 10-19 g · cm-3 an, so ist die freie Wegzeitrder Teilchen 
rund 103 Jahre (für d = 10-4 cm, v = 3 · 106 cm · sec-1). 

Auch in der Umgebung eines Sternes, in der unter allen l.Imständen 
das Selbstpotential der :Materie gegen das des Sternes wesentlich zurück­
tritt, wird schnell ein isothermes Gleichgewicht erreicht sein, so daß der 
Dichteverlauf durch 

beschrieben werden kann. V ist das Selbstpotential der l\!aterie, rol die 
Sternmasse und e ein durch den Strahlungsdruck bedingter Schwächungs­
faktor (vgl. Abschnitt 4). Der Strahlungsdruck ruft beträchtliche Unter­
schiede im Dichteverlauf verschieden großer Teilchen hervor .. 

Um nun eine numerische Abschätzung des Dichteverlaufs vorzu­
nehmen, rechnen wir mit nur einer Massengruppe unter den Teilchen und 
vernachlässigen deren Selbstpotential V. Ferner möge angenommen 
werden, daß die Materiedichte an der Sternoberfläche die Dichte der Chromo­
sphäre nicht übersteigt und sich für r ~ oo der mittleren Dichte des Materie­
feldes nähert. Als Beispiele mögen ein G-Zwerg und ein G-Riese gewählt 
und g0 und e,~ = vorgegeben werden. Dann ist die wahrscheinlichste 
Teilchengeschwindigkeit oc. V2 in der Sternumgebung und der Dichte­
vPrlauf e (r) vollkommen bestimmt. 

Qo (1r_. oo a\'2 (!(T) 

g·cm-3 cm· sec-t g·cm-3 

G-Zwerg 10-11 10-20 0,96. 107 w-20+9/r 

G-Riese . 10-13 10-20 0,24 ·107 10- 20 + 1/r 

r wird von der Sternoberfläche an gezählt und in Einheiten des Stern­
radius gemessen. Wir sBhen dann, daß der Dichteabfall in beiden Fällen 
sehr steil ist und daß für r = 10 Sternradien schon praktisch die Dichte 
des Feldes erreicht wird. Deshalb können trotz der äußerst hohen Feld­
dichtt> nur solche Teilchen in der Sternumgebung aufgehalten werden, die 
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der Sternoberfläche sehr nahe konmwn. Da nach dem ersten Beispit>l 
die freie Weglänge eines Teilch;ms bereits in eüwm Abstand r = 3j2 vom 
Sternmittelpunkt A. = 0,6 Sternradien beträgt und in Hinem Abstand 
r = 2 auf das Zehnfache angewachsen ist, dürftr die dfektive Vergrößenmg 
des Sternradius durch die MateriPhüll<" dm1 Faktor 2 nicht überschrriten. 

4. Über die gemeinsame TYirkttny mn GraPi.fation nnä Stmhlnnqsär'uck 

in der Sternurngebuny. Auf ein Materieteilchen, das sich im Gravitations­
feld eines Sternes bewegt, wirkt außer der Sclnverkmft U (r) der Strahlungs­
druck S (r) des Strahlungsfeld<·~. 

Die resultif'rrnde Kraft ist 

I1.(r) = G(r) -- S(r). (12) 

Da sowohl G(1·) als auch S('r) mit ljr2 abnimmt, ist es zweckmäßig, <lie 
auf die Masseneinhrit wirkende Kraft an der Üb<>rfläche des Sternes au­
zugeben 

K(R) = O(R)- S(R) 

und dann die Kraft in t>inem beliebigrn Punkte drs Feld<eS in Einheiten 
der an der· Sternoberfläche bestimmten zu messen; demeiltsprechend ist 

Der Koeffizient 

G (R)- S(R) "IDl K (r) = -----~· ~ 
G (R) r2 • 

S(R) 
8 = 1-----

G (R} 

(13) 

hängt von den Zustandsgrößen des Sterups und der ~Iassenteilchen ab. 
Vom Stern ist die Kenntnis der Masse IDl des Radius R und der effektiven 
Temperatur T. erforderlich. Handt>lt es sich um genügend großf' Teilchen, 
so genügt von diesen die Kenntnis ihres Querschnittes und des spezifischen 
Gewichtes s. Sind aber die Teilchen klein gegen die Wellenlänge der auf­
fallenden Strahlung oder mit ihr vergleichbar, so kann der Strahlungs­
druck nur mit Berücksichtigung der Beugungserscheinung am Teilchen 
bestimmt werden. Die Beugungstheori<, prfordert alwr diP Ke1mtnio von 
elektrischer Leitfähigkeit, Permeabilität nnd der Dielrktrizitätskonstanten 
des Massenteilchens; die Theorie iRt dann durchführbar für kugt>lförmige, 
elliptische und zylindrische Tt>ilchPn. WährPnd der Stmhinngsdruck, clpr 
von monochromatischer Strahlung mit der Dichte 'Ux auf f'illen gPuilgmHl 

großen krflisrunden Querschnitt ausgPüht wird, durch 
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gegeben ist, gilt für sehr kleine Teilchen bei Berücksichtigung der Beugungl) 

(2:na) sl = :na2ul qJ -;.- • (14) 

Die Funktion rp (2 7 a) konvergiert für a ::>;. gegen rp = 1. Der Grenz­

wert der Funktion rp für a <;. ist unter der Annahme totalreflektierender 
Partikeln von SCHWARZSCHILD berechnet worden; es ist 

(2:na) 14 (2:na)4 rp -f - = s -;.- für a < ?.. 

Den vollständigen Verlauf von rp ( 2 ; a) hat DEBYE für totalreflektierende 

und totalabsorbierende Partikeln ausgerechnet. Die unten benötigten 
vVerte von rp sind seiner Arbeitl) entnommen worden. 

Nach Gleichung (14) ist der Strahlungsdruck bei der Dichte 1t1 das 
Integral über alle Wellenlängen 

s = :na2J ulrpC~a)a;., 
0 

und wenn die Strahlungsdichte durch das PLANCKsche Gesetz gegeben 
ist, so liefert die Substitution 2 :n · aj?. = oc* 

S (a, T) = ff~ha2 f f/J (oc*) oc*3 (eac~ ;: - 1 r 1 d oc*, (15) 

0 

wobei T die effektive Temperatur des Sternes bedeutet. 
Nachdem der Strahlungsdruck bekannt ist, muß zur Bestimmung 

von s noch die auf das Teilchen an der Sternoberfläche wirkende Schwer­
kraft G(r) berechnet werden. Wenn g die Schwerebeschleunigung an der 
Sternoberfläche ist, also 

g0 = 2,736 · 104 g cm-2, 

so gilt 

(16) 

Wie verhält sich nun bei vorgegebenen Zustandsgrößen 9Jl, R und T. 
eines Sternes der Quotient aus Strahlungsdruck zu Gravitation? Nach 

1 ) P. DEBYE, Der Lichtdruck auf Kugeln von beliebigem Material. Ann. 
d. Phys., 4. Folge, 30, 57, 1909. 
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den Gleichungen (15) und (16) ergibt sich ein AnwachsPu vou 8 jU mit 
abnehmendem Partikelradius. Für Teilchen, deren Radien a < 10- 4 cm 
sind, unterscheidet sich aber der Wert von 8/U für reflektierende Teileheu 
wesentlich von dem für absorbierende. l:m das Verhalten von Strahlungs­
druck und Gravitation bei verschiedenen Wl, H und T. zu studieren, iHt 
S JG in Abhängigkeit von a für eine Reihe Yon Sterneu berechnPt worden. 
Tabelle 1 enthält die ausgewählten Sterne mit Angaben, die znr Berechnung 
von S JG notwendig sind. 

Tabelle 1. 

Spekt. Te R Stern 

B1 28000 19,2 7,6 V Puppis A 
AO 11000 2,4 1,6 IX Can. maj. A 

gFO 7400 3,3 5,5 IX Aur. B 
gGO 5600 4,2 11,0 IX Aur. A 
gKO 4200 8,0 30,0 IX Bootis 
gMO 3400 6,0 45.0 (1 And. 

d F5 7000 1,1 1,8 IX Can. min. A 
dGO 6000 1,0 1.0 0 
dKO 4500 1,2 0,8 (vergl. Anm. 1.) 
dMO 3000 0,34 0.5G (Jf,,ix = + 11,0) 

IDl und R sind in Einheiten der Sonneudateu ang<'g<'lwn. 
Abb. 2 stellt für din Sterne der Tabelle d<•u V er lauf von 8 JG mit 

dem Teilchenhalbmesser a dar. Zur Berechnung der Kurven ist als spezi­
fisches Gewicht der Teilchen s = 7,8 (Eis<m) angPnmtnlJell wordt>n. 

~ 
z,o 
1,8 s, 
1,1 

", 
1,8 

s 
"G ~o 

48 
46 
4' 
4Z 

01 

a- cm. 

Abb. 2. Strahlungsdruck/Gravitation als Funktion der Teilchenhalbmesser 
an Sternen verschiedener Spektraltypen. (- absorbierende Teilchen, 

... totalreflektierende Teilchen.) 

1) Von SCHAL:EN, [Z. f. Astrophys. 17,260, 1939] angenommene Zmtands­
größen. 
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Wie dit> Abbildung zeigt, überwiegt bei B-Sternen der Strahlungsdruck 

die Gravitationswirkung an allen Teilchen, deren Radien kleiner als 

n ~ 10-2 cm sind. Für Riesensterne dt-r Spektraltypen A 0 bis M 0 wird 

der Strahlungsdruck im Intervall 7 · I0-5 cm < n < 5 · I0-3 cm gleich der 

Uravitation. Die Kurven für die K- und :\I-Zwerge sind von ScHAL:ENl) 

berechnet worden und zeigen, daß die Gravitationswirkung dieser Sterne 

selbst an den kleinsten Teilchen noch die der Strahlung überwiegen kann, 

wobei aber der wesentliche Unterschied im Verhalten der absorbierenden 

und reflektierenden :Materie hervortritt. Dieser Unterschied ist bei gröberer 

:\Iaterie und demnach bei allen übrigen· Kurven nicht vorhanden. 

Der Verlauf der Kurvrn ist nur bis 8jG = 2 verfolgt worden, denn 

die Abbildung hat nur den Sinn, eine tbersicht über die Größen derjenigen 

Teilchen zu geben, an denen die Gravitationswirkung noch den Strahlungs­

druck der verschiedenen StPrne überwiegt und die deshalb eingefangen 

werd('ll können. 

5. JJ~r Jlassencerlnst der Sterne durch Ansstrahluny. Der Massenverlust, 

den die StPrne durch Ausstrahlung erleiden, ist so groß, daß im Zusammen­

hang der Cntersuchungen dieses Abschnittes die Frage gerechtfertigt 

erscheint, wie dicht wohl ein interstellares :Medium sein müßte, damit die 

_\usstrahlung der Sterne durch eingefangene :Materie kompensiert werden 

kiinnte. Di(" Ausstrahlung der Sonne ist einem )fassenverlust 

am 
dt 

E 
- 2 = 4,2-1012 g. sec-1 c . 

üqniYalrut. Dc•uken wir uns einen Stern wie die Sonne in einer Staubwolke, 

in der die wahrscheinlichste Teilchengeschwindigkeit oc y2 = 3 · 106 cm · sec-1 

sei. Ist die Sterngeschwindigkeit etwa um einen Faktor zwei kleiner, so 

beträgt die :\Iassrnaufsammlung nach Gleichung (4) 

am .- 1 -a = 4 Vn x9J1Ra-__ 
t oc 1'2 

und zur Deckung der Ausstrahlung muß die Substratdichte a "-' 10-19g · cm-3 

sem. In Ta belle 2 ist die Ausstrahlung E jc2 für die in der ersten 

1'abelle enthaltenen Sterne angegeben und die :\Iateriedichte a berechnet 

worden, die notwendig wäre, um den l\Iassenverlust durch Ausstrahlung 

zu decken. Wir finden so extrem hohe Dichten, wie sie nur in einzelnen 

Wolken oder in den dichtesten Sternsystemen angenommen werden können. 

1 ) C. SCHALEX, ÜberdieBedeutung des Strahlungsdruckes und der Gravita­
tion für die Verteilung interstellarer Materie. Z. f. Astrophys. 17,260,1939. 
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'l'abelle 2. 

Spekt. E/c2 "(g cm-3) Spekt. Ejc2 a (g cm-3) 

Bl 6900 8,5 ' 10- 18 dF5 5.4 4,9 .1Q-19 

AO 26 1,2. 10- 18 dGO 1,0 1,8. 10-19 

gFO 80 7,9. 10- 111 dKO 0,35 6,6 . 10 20 

gGO 150 5,8 . 10-l!' dMO 0.003 3,2. 10-21 
gKO 100 7,5. 10-20 
gMO 66 4,4. 10-20 

E jc2 ist in Einheiten der Sonnenstrahlung angegPben worden. 

6. Die Verteilung diffuser Mate1·ie in eine·m Sternhaufen. Es soll allgt•­

mein die Frage beantwortet werdPn, wt>lclw Yerteilung diffuser .i\bterie 

im Felde eines Sternhaufens zu erwarteu ist, we•m1 t•iue bestimmte Z1•ntml­

dichte der Materie vorgegeben "·inl. LAMBHECHT und SrEDE.'iTOl'F 1 ) 

haben eine numerische Durchrechnung d1•s Problems an einem speziPllPu 

isothermen Haufenmodell vorgenmnnWJL Eine Holclw H1~chmmg ist f'Phr 

mühevoll und gelingt anßt>rdem nur nntPr speziellen Annahmen. Qnalit<t­

tive ErgebnissE' können alwr weitgPhend ohnP nmnerischP HPchmmgen 

erzielt werden. 

Die Sterne eines Haufens mögPn sich in 11. CfruppPn mit den Znsh1nds­

größen 

einordnen lasseiL Die Sterndichte ROll in jeder Gruppe kugelsymmetrisch 

sein und mit ei (r), i = 1, ... , n, bezeich1wt werden. Dann ist die Schwi•re­

beschleunigung, diE' von der i-ten GrnppP i111 Ahsta!lll r vom HaufenzPJÜrum 

hervorgeruft>n wird, 

g; = ~::r~ r 0; 1'2 rl r 
r2 J ~ 

() 

und die auf die Masseneinheit wirkend1· Kraft. insofpm ;.;jp nm allen Stt>ruen 

hervorgerufen wird 

" 
I{ (r) = 2: e; rf;. (17) 

i = 1 

Die Koeffizienten ei bedeutPn wiP in Gleiehnug (13) 

. _ l _ D (R;) 
e,- S(R;) (i = 1, ... ,n). 

Ihre Zahlenwerte können der Abb. 2 Pntnoumu•n werdt-n. 

1 ) H. LAMBRECHT u. H. SIEDENTOPF, Die ·Verteilung diffuser Materie im 
Felde eines Sternhaufens. AN. 257, 332, 1H35. 
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Wir fragen nun nach der Kraft, die in dem Abstand r vom Haufen­

zentrum auf ein Teilchen mit dem Halbmesser a wirkt. Zunächst betrachten 

wir den Fall, daß für das Teilchen alle Koeffizienten e; ~ 0 sind. Dann 

bewegt es sich entweder frei im Felde des Haufens oder es wird aus dem 

Haufen herausgeblasen. Der Fall tritt für alle Partikeln ein, deren Halb­

messer a < lQ-5 cm ist, wenn keine M- und K-Zwerge im Haufen vor­

handen sind. Ferner werden solche Teilchen existieren, für die alle e; ~ 0 

sind. Das sind alle Partikeln mit Halbmessern größer als lQ-3 bis 10-2 cm, 

je nach dem Vorhandensein effektiv heißer Sterne. Da für sie die Gra­

vitationswirkung überwiegt, erreicht ihre Dichte im Haufenzentrum ein 

Maximum. Schließlich wird für Teilchen, deren Halbmesser kleiner als 

10-3 cm sind, im allgemeinen 

< für ~= 1, ... , k, 
e; = 0 " i == k + 1, ... , l, 

> " ~ '= l + 1, ... , rn 

gelten; d. h. es sind im Haufen k Sterngruppen vorhanden, die auf Grund 

ihrer heißen Sterne dem Teilchen eine vom Haufenzentrum fortgerichtete 

Beschleunigung erteilen, ferner gibt es l - k Sterngruppen, in deren Feld 

sich das Teilchen frei bewegt und n - l Gruppen mit Sternen niedriger 

Temperatur, die dem Partikel eine auf das Haufenzentrum zu gerichtete 

Beschleunigung erteilen. Die von allen Sterngruppen resultierende Kraft 

ist dann 

K( ' , ' 
r) =- (slgl + 8292 + · · · + 8kgk) + 81+1 9t+1 + · · · + s,.g,., 

wobei s; = I e;l, i = 1, ... , k bedeutet, und es gibt sicher einen Abstand 

r = r0 , in dem K (r) verschwindet, während die Kraft für r < r0 nach 

innen und für r > r0 nach außen gerichtet ist. Die Bestimmungsgleichung 

für r0 lautet 

::::8 ( e; !}; - s:U !Jm) = 0. (18) 
i=l+l, ... ,n 
m= l, ... ,k 

.Sie ist nach r0 auflösbar, wenn die Dichteverteilung (};(r) der Sterne be­

kannt ist. An der Stelle r = r0 tritt ein Maximum des Potentials 

r 

(/J = J K (r, a) dr 

0 

für Teilchen mit dem Halbmesser a ein und damit ein Maximum in der 

Dichte r(r, a) dieser Partikeln, wenn angenommen wird, daß die Teilchen 

22* 
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mit dem Radius a einen isothermen Dichteverlauf zeigen (zur Rechtfertigung 
dieser Annahme vgl. Abschnitt 3) 

"' -</• 
T = -roe2a2 • 

Die Materieverteilung kann danach folgendermaßen beschrie bt-n werden: 
Alle Teilchen mit Halbmessern kleiner als 10-3 cm, die sich im FPlde mehrPn'r 
verschiedenartiger Sterngruppen befinden, häufen sich in konzentrischen 
Kugelschalen um den Mittelpunkt des Sternhaufens. Die Radien der Kugel­
schalen sind um so größer, je kleiner die Teilchen sind; beim Vorhanden­
sein vieler heißer Sterne umschließen sie den ganzen Stt-rnhaufen, und 
vom Haufenzentrum bis weit über die Haufengrenze hinaus tritt eine 
Sedimentation der :Materie ein. Damit wäre bei genügend hoht>r Materie­
dichte eine mögliche Erklärung für das Auftreten von Sternleeren um einig;;n 
Sternhaufen gegeben. 

Bei Teilchen, die sowohl sehr klPine Radien als auch kleine spezifische 
Gewichte haben, ist noch folgendes zn lwdPnhn: Die Geschwindigkeits­
streuung nimmt mit abnehmendf'r TPilchPmmtsse zn: daraus folgt offenbar 
eine Abnahme des Gradienten in der DichtevPrtPilung mit abnehmender 
Teilchemnasse. Das heißt mit anderPn W ortt-n, daß die Dichteverteilung 
der Materie bei sehr hohen Teilcht-ngeschwindigkeiten weitgehend von 
den Koeffizienten ei unabhängig wird. 

Der Einfluß des Strahlungsdruckes auf die Verteilung der Materio 
im Sternhaufen verliert an Bedeutung, wenn die Uesamtmasse der diffnRen 
Materie mit der Gesamtmasse der Haufensterne vergleichbar oder größer 
ist. Dann wirkt sowohl das Selbstpotential der ~laterie, das im Ansatz (17) 
vernachlässigt worden ist, wie die Schwächung des Strahlungsdruckes 
durch Lichtabsorption und Streuung lwi genügend hoher ::\iateriedichte 
zugunsten einer stärkeren MateriekoNzentration zum Haufenzentrum hin. 

7. Zusammenfassung und Folgerungen f1ir die Statistik eines Sternsystems 
im widerstehenden Mittel. Die bisherigen Ergf'hnisse können kurz folgender­
maßen zusammengeiaßt werden: 

1. Bei der Bewegung eines Sternes durch Pin Substrat kommt durch 
Gravitationswirkung l'iue ~Iassenaufsammlung (vgl. (+l;;ichung 2) 

- = 2n x IDlRacJ> ------= -d9Jl ( I' ) 1 
dt ocl2 L' 

zustande. Die durch auffegende Wirkung des gPometrischen Sternquer­
schnittes angesammelte ~iateriemeuge ist dagegen vernachlässigbar klein. 
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2. Der kontinuierliche Materiestrom auf den Stern wirkt in Richtung 
der Sterngeschwindigkeit als eine Widerstandskraft, deren Betrag 

ist. Die in der Sternumgebung vorhandene Materiewolke zeichnet sich im 
isothermen Gleichgewicht durch einen schnellen Dichteabfall aus, so daß 
sie die Größenordnung der Massenaufsammlung und Widerstandskraft nicht 
ändert. Eine Abschätzung zeigt, daß die Geschwindigkeit eines Sternes 
in einem Substrat mit der Dichte a = 2 · 10-19 g · cm-3 in t = 5 · 1011 
Jahren auf die Hälfte absinkt. 

3. Während das Substrat sowohl im Potentialfeld emes einzelnen 
als auch mehrerer Sterne in kurzer Z?it in statistisches Gleichgewicht 
kommt, bewirkt der Strahlungsdruck ein unterschiedliches Verhalten von 
Teilchen verschiedener Größe, so daß der isotherme Dichteverlauf von 
der 'reilchE>ngröße abhängt. 

4. Der durch Ausstrahlung dE>r Sterne bedingte :\Iassenv:-rlust kann 
dnrch t>int> Aufsammlung kompensiert werdrn, wenn die Substratdichte 
lQ-19- 10-21 g · cnc3 beträgt. 

Als Polgerungen für die dynamische Theorie emes Sternsystems m1 

widersteht>nden Mittel halten wir fest: 

Die widerstehende Wirkung t>ines Substrats hängt außer von l\Iasse 
und Radius des Sternes noch von dessen Temperatur ab, denn der Strah­
lungsdruck verringert mit steigender effektiver Temperatur die "effektive" 
Dichte der auftreffenden Materie, da das Einfangen kleinerer Teilchen 
verhindert wird. Das unterschiedliche Verhalten der Sterne zwingt uns, 
in dPn statistischen Überlegungen des nächsten Abschnittes die Sterne in 
Gruppen einzuteilen, von denen jede nur Sterne mit gleicher :Masse, Tem­
peratur und gleichem Radius enthält. Dann werden die Bewegungen in 
einer Gruppe durch die Gleichung 

du = W(o)- grad U 
dt 

(19) 

beschrieben, worin U das sowohl von den Sternen als auch von der Materie 
des Gesamtsystems herrührende Potential bedeutet. Der Zweckmäßigkeit 
halber soll W (o) durch eine Näherung ersetzt werden, die die Eigenschaft 
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hat, in den beiden Grenzfällen 1' < oc V2 und 1' > oc )'2 strt>ng mit (8) üht>r­
einzustimmen. Diese Forderung wird durch dit> Näherung 

0 W {o) = - --- - ------- -
A (x1, t) + B(x;, t) r 

(20) 

erfüllt, die für A (x;, t) = 0 oder B (x;, t) = 0 in (9) bzw. (10) übergeht. 

C. Sternsysteme im widerstehenden Mittel. 

8. Die allgemeine Boltzmann-Formel. Ist f (x;, n;, t) diE' Yerteilungf'­
funktion der Koordinaten und Geschwindigkeiten!) im Sternsystem, so 
lautet die allgemeine BoLTZMANNsche Integro-Differentialgleichung 

(1) 

Die Gleichung entsteht durch die Bilanz an einem Volumenelement 

und sagt aus, daß die Änderung der Sternzahl in dem Element währE>nd 
der Zeit dt 

:~dodwdt 

erstens durch stetig em- und ausströmendE' Sterne hervorgerufen wird, 
deren Anzahl 

ist und zweitens durch solche Sterne, die durch nahe Vorübergänge mehr 
oder wenige:t: plötzlich hinein- oder herausgeworfen werden. Ihre Anzahl ist 

l(f, t<1>) do dw dt. 

Der Wechselwirkungsterm I (f, j<1') ist von CHARLIER2) für Sternsystemt> 
hergeleitet worden. Wir verzichten auf eine Reproduktion dieser Ableitung. 
doch scheint eine Diskussion des Wechselwirkungsterms einmal wegen der 
fundamentalen Bedeutung der Gleichung (1), zum andern aber auch deshalb 

1) Es soll häufig abkürzend f (x1 x2 x3 , u 1 u 2 u 3, t) = f (x;, ui, t) geschrieben 
werden. - 2) C. V. L. CHARLIER, Statistical merhanirs based on the law of 
NEWTON. Lund Meddelanden, Ser. II, 16. 
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ni">tig zn sein, weil diese Gleichung auf ein nichtkonservatives System 

angewandt werden soll. Ausführlich geschrieben gilt 

lf2a 27l +oc 

1 (f, f<1l) = J J J H (f' f<1l' - f f<1l) b w d b d 'IJ' d u\1> d uk1) du~1>, (2) 

0 0 

f = f ( x1 x2 x3 , u11t2 n 3 , t), 

f<1> = f ( x1 x2 x3, 1ti1> 1t~1 > u~1>, t), 

f' = f (x1 x2 x3 , 1t~ u~u~, t), 

fm' = f ( x1 x2 x3 , ui1>' u~1 l' u~l)', t), 

o} = 1ti + u~ + u;. 

11 1 , 1t2 , u3 sind die Geschwindigkeitskomponenten eines Sternes aus dem 

Element do dw und u~, u~, u~ die Komponenten desselben Sternes nach 

dem Vorübergang an einem anderen, der dem Element 

do dwü> = dx1 dx2 dx3 du~1> du~1> du~1> 

angehört und der durch den gleichen Vorübergang in das Element 

do dwn>'- dx dx dx du<I>' du{l)' du<1>' -12312 3 

geworfen wird. Definitionsgemäß findet dann ein Vorübergang statt, 

wenn die kleinste Distanz b zweier Sterne, die sie ohne Wechselwirkung 

t>rreichen würden, kleiner als t a ist, wobei a den mittleren Abstand der 

Sterne in dem betrachteten System bedeutet. 

Die Gültigkeit der Boltzmann-Formel setzt zunächst voraus, daß das 

Vohnnent>h'mrnt do d w zwar sehr klein ist, aber dennoch viele Sterne ent­

hält. Fernrr muß auch das Zeitelement dt zwar sehr klein, aber groß gegen­

über der Z·.•itdauer der Wechselwirkung zweier Sterne sein. Wäre diese 

Bedingung nicht erfüllt, so könnte kaum entschieden werden, zu welchem 

Zt,it<>lement diejenigen Vorübergänge zu rechnen sind, die gerade zu Beginn 

oder am Ende von dt stattfinden. 

\Vahrscheinlich sind die genannten Voraussetzungen in dichten Stern­

,;ystemen erfüllt. Die Gültigkeit des Wechselwirkungsterms ist darüber 

hinaus noch an besondere Bedingungen geknüpft 1): Obwohl auf das Potential­

feld aller Sterne des Systems, soweit es sich durch Verwisch1mg kontinuierlich 
rlarstellen läßt, in der linken Seite de1· Gleichung (1) in den Termen mit uk 
Rücksicht genommen worden ist, wi1·d doch der Einfluß dieses Feldes auf den 

1 ) V gl. Die Kritik des Wechselwirkungsterms durch H. JEHLE, Z. f. Astro­
phys. 19, 132 u. 225, 1939. 
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Prozeß des V m·überganges insofern rernachlässirJt, als IIII!JIJ'IIOI/6'/IWII 11'ird, 
daß zwei sich begegnende Stm·ne ungestö1·te hyperbolisuhc Bahnen ttm ihreu 
gemeinsarnen Schwerpunkt beschreiben. Darüber hinaus besteht die Fragf•, 
wie bei der Gültigkeit des NEWTONsehen Gesetzes die nächsten SternP 
den Vorgang der Begegnung beeinflussen, da dit> schwach" Ahnahme dt>r 
Wechselwirkungskräfte mit der Entfernung durch das Anwaehst>n dt>r 
Sternzahl kompensiert werden kann. 

So kann der Einfluß der Vernachlässigungen auf die Verteilung~­

funktion kaum übersehen werden. Dennoch soll der W eehselwirkungstt>nll 
als eine gute Näherung im folgenden beibehalten werden; seine Verbesserung 
muß aber als ein erstrebungswertes Ziel weiterer Arbeit gelten. 

Bisher ist stillschweigend vorausgesetzt worden, daß alle Stenw gleiche 
Massen haben. Wird mit dem Vorhandensein von n Massengruppen gP­
rechnet und die Verteilungsfunktion der v-ten Gruppe mit 

f (X;, ui, m,., t) = f,. (X;, 1ti, t) 

bezeichnet, so gilt für jedes f. eine Boltzmann-Formel, auf deren rechter 
Seite n Wechselwirkungsterme auftreten, die dadurch t>ntstt>heu, daß die 
Sterne der v-ten Gruppe Vorübergänge aneinander und an den Stenwn 
aller übrigen Gruppen haben. Es gilt demnach t>in System von n Glei­
chungen 

f) t. ...; { f) f) 0 1 
""i:l + ~ ~ (ukf,.) + ~ (nkf,.)f 
ut k=l uxk u1lk 

für die Verteilungsfunktionen f 1 , ... , fn-

n 

:S I (f,. ~~1J) (3) 
i= 1 

9. Anwendung der Boltzrnann-Fonnel rmf e~n Sternsystem im ·ll"ider­
stehenden Mittel. Die allgemeine Boltzmann-Formel soll den durch ein 
Materiesubstrat bedingten uichtstationären Zustand in einem dichten 
Sternsystem beschreiben. 

Nach Abschnitt B, 7 gilt für einen Stern, der sich durch diffuse MateriP 
bewegt 

du 
dt = W(u)- grad U, (4) 

wobei U das sowohl von den Sternen als auch von der Materie herrührPmlt> 
Gesamtpotential des Systems bedeutet und die WiderHt.andskmft nach 
Gleichung (B, 20) näherungsweise durch 

tl 
w (u) = - A +-trt: (5) 

gegeben ist. A und B sind Funktionen der ZPit nwl dt·s Ortr•s. 
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Wollte man nun die Gleichungen (4) und (5) der Bewegung einer 
statistischen Gesamtheit von Sternen zugrunde legen, so wäre damit die 
Voraussetzung eingeführt, daß die widerstehende Materie abgesehen von 
der Schwarmbewegung der Teilchen in dem einmal gewählten Koordinaten­
system ruht. Die eigentliche Aufgabe muß aber sein, das Substrat und 
die Sterne als ein gemeinsames System zu behandeln, in dem auch das 
Substrat eine Massenströmung besitzen kann. Dann ist die in dem Wider­
standsgesetz (5) eingehende Geschwindigkeit des Sternes nicht relativ 
zum Koordinatensystem, sondern relativ zu dem umgebenden, strömenden 
Substrat zu nehmen. Bezeichnen wir mit U1 (xk, t) die Strömungsgeschwin­
digkeit des Substrats, so ist 

(6) 

mit 

Die Aufgabe besteht nun darin, die Verteilungsfunktion einer Gruppe 
von Sternen zu ermitteln, deren Bewegung durch die Gleichungen (4) und (6) 
bestimmt ist. 

f(xi, ui, t) 

Sehen wir zunächst von Wechselwirkungen ab, so gilt für 

oder 

at 3 
{ a a . \ 

.il + :S ;,- (1tkf) + ::;--- (ud) I = 0 
ut k=l u Xk uuk 

(7) 

Dadurch daß in konservativen Systemen die Inkompressibilitätsbedingung 

± {auk+ auk\ = 0 
k=1 iJxk aukl 

erfüllt ist, entsteht aus Gleichung (7) die in vielen früheren Arbeiten ge­
bräuchliche Differentialgleichung. 

Steht dagegen die Bewegung der Sterne unter dem Einfluß der Wider­
standskraft W (n), so ist nach Gleichung (6) 

± {auk + auk\ = -~1 (_____!!_cv. _ s) 
k = 1 a xk a 'Uk I A + B w A + B w 

und damit die Boltzmann-Formel 

iJf ±{ iJf uk-wk iJUiJf\ 
iJ t + k = 1 uk iJ xk - A + B w - f{xk a uk I 

+ A--: B w c ! ~ w - 3) = o. (8) 
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In einem dichten Sternsystem sind aber die Wechselwirkungen nicht 
zu vernachlässigen. Im vorhergehenden Abschnitt ist bereits eingehend 
diskutiert worden, daß der übliche Wechselwirkungsterm I (f, j<ll) auch für 
ein konservatives System nur eine NähPrung darstellt. Neben den schon 
vernachlässigten Effekten bewirkt die auf die Sterne strömende Materie 
beim Vorübergang eine Abweichung aus der hyperbolischen Bahn. Nach 
der Abschätzung in Abschnitt B, 2 ist aber diese Abweichung so klein, 
daß sie kaum in Betracht zu ziehen ist. Den von vornherein nur genähert 
gültigen Wechselwirkungsterm wegen der kleinen Reibungswirkung ver­
bessern zu wollen, wäre völlig unangemPssen. \Vir lassen also I (f, j<1l) 

ungeändert und versuchen, die V Prteilungsfunktion der StPrne aus der 
Gleichung 

(9) 

zu ermitteln. 
10. Ansätze zur Löswng der Boltzmann-Oleichung . . - Die Verteilung 

der Sterne in einem homogenen Sttbstrat. Da wir bereits wissen, daß ein 
widerstehendes Substrat bei Dichten von der Größenordnung der mittleren 
Dichte der Sternverteilung nur langsame Zustandsänderungen im Stern­
system hervorrufen kann, ist es zunächst sinnvoll festzustellen, in welcher 
Zeit die Wechselwirkungen einen Gleichgewichtszustand in einem konser­
vativen System herbeiführen können. Benutzt man die RossELAND sche 1) 

Definition der Relaxationszeit als derjenigen Zeit, die notwendig ist, damit 
der Energieumsatz eines Sternes durch Vorübergänge gleich der mittleren 
kinetischen Energie in dem System wird, so findet man als RelaxationK­
zeiten von Kugelsternhaufen rund 1010 .Jahre 2). Dann zeigt ein Vergleich 
mit der Abschätzung im Abschnitt (B, 2), daß die \Vechselwirkungen in 
einem dichten Sternsystem immer noch eiuen statistisch stationären Zu­
stand in solchen Zeiten herbeizuführen streben, die klein gegen diejenigen 
sind, in denen die widerstehende Wirkung der Materie merklieh wird. 
Sollten wir danach mit einer Folge auseinander hervorgehender Gleich­
gewichtszustände rechnen können, so müßtP mit hohPr Annäherung 

(10) 

. 1) S. ROSSELAND, On the 'l'ime of relaxation of closeu stellar systems. 
M. N. 88, 208, 1928. - 2) Vgl. 0. HECKMA~N u. H. SIEDENTOPF, Zur Dy­
namik kugelförmiger Sternhaufen. Z. f. \strophs. 1, 67, 1930; Uiittinger 
Veröffentl. 13. 
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sein. Die notwendige und hinreichende Bedingung für das Verschwinden 

des Wechselwirkungsterms lautet 1) 

(11} 

wo bei a, bk und c Funktionen von x1 , x2 , x3 , t sein können; a mißt die 

Streuung in den Geschwindigkeiten der Schwarmbewegung, und bk/2 a 

(k = 1, 2, 3) sind die Strömungskomponenten im Sternsystem. 

Da wegen der widerstehenden Wirkung der Materie von vornherein 

nur mit einem genäherten Verschwinden des Terms I (f, f<1)) gerechnet 

WPrden kann, ist auch nicht mehr als eine genäherte Gültigkeit der Ex­

ponentialfunktion (11) als Lösung zu erwarten. Der Ansatz 

(12) 

m dem (/> eine von erster Ordnung kleine Größe ist, sollte zn einer ange­

uwssenen Lösung führen. 

In diesem Abschnitt soll jedoch die strenge Gültigkeit von I (f, f<1)) = 0 

vorausgesetzt und damit die Tragweite der Lösung (11) in dem vorliegenden 

Problem erprobt werden. 

Zunächst muß die Frage beantwortet werdPn, ob überhaupt oder 

untpr welchen Bedingungen der Exponentialansatz die Boltzmann-Formel 

löst. Wie man durch Einsetzen der Exponentialfunktion in Gleichung (9) 

und durch Koeffizientenvergleich der verschiedenen Polynome in uk fest­

stellt, liefert er tatsächlich keine Lösung, wenn in der Widerstandskraft 

heide Funktionen A (xi, t) und B (xi, t) von Null verschieden sind. Auch 

für A = 0 und B =j= 0, also dann, wenn die wahrscheinlichste Geschwindig­

kPit der Materieteilchen klein gegen die Sterngeschwindigkeiten ist, liefert 

(11) keine Lösung. 

1 ) Vgl. L. BOLTZMAl\N, Über die Aufstellung und Integration der Glei­
chungen, welche die Molekularbewegung in Gasen bestimmen. Wiener Ber. 
74, 503, 1876; Wiss. Abhandl. II, 55, siehe insbes. Kap. III. Vgl. außerdem: 
Vorlesungen über Gastheorie I, Leipzig 1923. 

Zeitschrift für Astrophysik. Bd. 19. 23 

(255) 



330 \VALn~R PRICKE, 

Danach bleibt allein der Fall übrig, in dem die 'nthn:cheinlichste 
Teilchengeschwindigkeit groß gegenüber dE>r StPrngHschwindigkeit isL 
Dann gilt ein lineares Widerstandsgesetzl) 

mit 
W(o) =- }.(x;, t) (n- m) 

}. = A0 • a (x;, t), 

s VnxR 1 Ao = ----- . -~- . 
s oc V2 

(13) 

Darin bedeutet a (xi, t) die Dichte des Sn bstrats. Dem Vorhandensein 
eines endlichen, wenn auch kleinen Anteils von Sternen hoher Gpschwindig­
keit wird allerdings durch das Gesetz (13) nicht Bechnung getragen. 

Wenn nun f = eQ eine Lösung der Boltzmann-Formel 

of ± { of au &f1 l 
0 t + k = 1 uk a X~c - a xk a 1t;; I I 

3 _ a 1 (14) 
-3it(x;,t)f-it(x;,t) ::2 (uk-tck)~ =Ü,J 

k=l un,. 

I (f, f<lJ) = 0 

sein soll, so haben wir zunächst die Funktionen a, hk und c zu ermittl'ln. 
Ferner ist das Potential U des Gesamtsystems so zu bestimnwu. daß t'S 

der PoiSSON sehen Differentialgleichung 

LI U = 4 n% [ g ( xi , t) + a ( xi , t)] (15) 

genügt. In ihr bedeutet {! (x;, t) die Dichte der Stt~rnwrteilung. ~Ian 

erhält e (x;. t) durch Integration der V ertPilungsfunktion (11) über allP 
Geschwindigkeiten 

e (x;, t) 

(16) 

Wird nun die Verteilungsfunktion (11) in die Boltzmann-Fornwl (14) ein­
gesetzt, so ergibt ein Koeffizientenvergleich dPr verschiedew'n Polynome 

1) In diesem Falle ist die Energiezerstreuung d.Efdt eine quadratische 
Funktion in den Geschwindigkeiten. 
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in uk das folgende System von partiellen Differentialgleichungen für a, bk 
und c 

_aa _ 0 
oxk- ' 

ti- obk - 2 ~ a = 0 
0Xk. II ' 

obk + obi = o, 
a xk oxi 

obk oc au _ - + - + 2 a- - Ä bk - 2). a u·k = 0, ot a xk a xk 

ac 3 au 3 _ 
?:l- :;8 ~bk- 3). + Ä :;8 n·kbk = 0. 
ut k=lUXk k=l 

(17) 

Aus der ersten Gleichung des Systems geht hervor, daß a und damit die 
mittlere kinetische Energie der Schwarmbewegung im Sternsystem - die 
relativ zu einem mitströmenden Beobachter definiert ist - nicht von den 
Koordinaten abhängt. Es ist 

a = a(t). (18) 

Aus der dritten Gleichung folgt, daß die bk lineare Funktionen der Koordi­
naten sind. Die Gleichung bedeutet Scherungsfreiheit des betrachteten 
Sternsystems; ihre allgemeinste Lösung ist 

b1 = oc3x2- oc2X3 + fJ1x1 + Yv l 
b2 = oc1x3- oc3X1 + fJ2x2 + Y2• 

b3 = oc2x1- oc1x2 + {J3x3 + Y3• 

(18 a) 

wobei ock,ßk und yknoch Funktionen von t sein können. Da bk/2 a (k = 1, 2, 3) 
Strömungskomponenten im Sternsystem sind, umfaßt die allgemeinste 
Lösung eine Rotation des Gesamtsystems und eine radiale Dilatation, der 
die Schwarmbewegung der Sterne überlagert ist. Setzen wir nun die 
Lösungen (18) und (18 a) in die zweite der partiellen Differentialgleichungen 
ein, so folgt ans ihr 

fJl = {J2 = {J3 = {J (t) = ä - 2 Aa. (19) 

A darf danach nur eine reine Zeitfunktion sein. Man sieht also, daß die 
Exponentialfunktion (11) die Möglichkeiten der Verteilung des Mediums 
stark einschränkt, derart, daß wir für das weitere ein homogenes Substrat mit 

(20) 
anzunehmen haben. 

(257) 



332 \VALTER .F'RICKE, 

~ach dem Ansatz (11) sind bki2 a (k = ] , 2, 3) Striinnmg'ikomponeuten 
m1 Sternsystem, die sich für x1 = x~ = x3 = 0 auf 

Y1 
2a' 

Y3 
2a 

reduzieren; d. h. das ganze Stern:o;ysüem hat für y1 , y2 , y3 i= 0 in <km 
benutzten Koordinatensystem eine Strömung. Es bedeutet keim· Bin­
schränkung der Allgemeinheit, eine KoordinatPHtrausfonnation so durch­
zuführen, daß die Yk verschwinden. Darüber hinaus soll eine Beschränkung 
auf den Fall eines kugelsymmetrischen Sternsystems vorg<·nommen werden. 
Da es zunächst darauf ankommt, den prinzipiP!len Charakter der ~Wirknug 
eines widerstehenden }littels in dt-r Dynamik eüws StPrmyst<oms zu c•r­

mitteln, liegt die Spezialisierung auf Kugelsymnwtrit- nahe. Ht>i Kng('l­
symmetrie lauten die Strömungskomponelltl•n 

k = 1, 2, 3. (21} 

Eine Lösung der letzten bt-iden DiffenmtialgleichungPu dus 1:3ystems (17} 
setzt die Kenntnis der Strömungen wk (xi, t) des Substrat~ voraus. Di11 
Entwicklungen dieses Abschnittes liefern jedoch kt•iue zwingende Aus­
sage daruber, wie die Materieströmung verlaufen mnß. Indem nämlich 
an die Spitze der vorliegenden Pntrrsuchung eine Boltzmann-Formel für 
die Verteilungsfunktion der SternP allein gestellt \\·ord('n ist, war dieR mit 
einem Verzicht auf eine glrichzeitige entt•rRnchnng des Rtatisti;ochrn Yer­
haltens der Materie verlmnden. Wir hättPn jetzt t>ig<>ntlich eine paralle-l 
laufende Untersuchung über die Statistik des Su bstmts durchzuführen, 
um die Unterbestimmtheit des Problems zu besritigc>rl. DaR wll spätt>n•n 
Arbeiten vorbehalten werden. An dieser Stelle müssP!l wir nnö mit An­
nahmen begnügen. Wollte man jedoch der Einfachlwit hallwr ein im :\litte! 
im Koordinatensystem ruhendes Snbctrat (wk = 0) amwhmrn. so wünle 
diese Annahme zu untragbaren Folgrrungen fühn•JJ. \Yir "-ollen deslmlb 
im folgenden die Vorstellung zugrunde legm. daß in dt>m Substrat 1,iJw 
der Sternströmung ähnliche Strömung herrscht mul di•J1l<>ntsprPchPnd d<'Jl 

Ansatz machen 

(:22} 

Dann folgt aus der vierten Diffrrentialgl1•ichung di'S S~·stems (11) 

a 
-- (c + 2 a U) = ( - ß + ). ß + 2 A a y) x1., k = 1, 2, 3 a xk 

(258) 
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und nach deren Lösung für das Geeamtpotential 

1 [ 1 . ] U= 2a -c(r,t)+ 2 (-f3+J.f3+2A.ay)r2+c0 (t). (23) 

Wird aus der letzten Differentialgleichung des Systems (17), die bei Kugel­
symmetrie 

f)c au 
--- {3 (t) r + ).{J(t) ·y (t) · r2- 3A. == 0 
fJt 8 r 

lautet, das Potential nach (23) eliminiert, so entsteht eine Gleichung 
für c allein 

2a fJc fJc 6a · c ot +r or- ß).- (A.{J -{J)r2 == o. (24) 

Ihre allgemeinste Lösung ist 

c = C(1:- ~) + 3 J ).dt+ ~ e- 2 (.--e>. J e- 2 J'-d1[Ä{J -ß]ßdt (25) 

mit 

1: = ! In a - J A. dt, } 
- (25 a) 

e = lnr. 

C (-,;- e) bedeutet darin eine willkürliche Funktion des Arguments. 

Nunmehr sind alle Aussagen des Systems partieller Differential­
gleichungen für a, bk und c erschöpft, und wir haben als allgemeinste kugel­
symmetrische Lösung der Boltzmann-Formel (14) erhalten 

a = a (t), } 
bk = {3 (t) x,., {3 (t) = d - 2 Äa, 

c = c (-r- e) + 8 J). dt + :: r2. 

(26) 

Außerdem ist das Potential U von der Form 

u = L [- c < 1: - e) - 8 J ;, a t 

+ ~ (-ß+J.ß+fa+2A.ay)r2 +c0 (t)], (27) 

wobei c (r- e) durch die PmssoNsche Gleichung 

a2u 2 au 
or2 +,- fJr =4:n::ae[e(r,t)+a(t)] {28) 
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bestimmt wird. Die Dichte im SternsystPUl ist nach (16) nnd (26) 

(29) 

Nach (27) und (29) geht die l'mssoxsche GlPiclnmg in Pine Bt->stimnnmg~­
gleichung für C (-r - $) über 

- C" (-r- $) + C' (-r- ~) + c-zu tJ -3ae-zJidt[J..ß- /J + ß2 

2a 

2 ~ S:nx ] B 5: l,'(r-.'J-2<r--.'J+{lnn+fi.dt a IL y - -- a a =, :n · 2 x e - . , 
3 -

m der Striche Ableitungt·n nach -r - !; bednüen. 

(30) 

Eine Lösung dieser Gleichung kann Pntweder für C (-r -- L=) = const 
oder C (-r - !;) $ const diskutiert werden. Betrachüm \Yir Prstens den 
Fall C (-r - !;) $ const. -wenn in diewm Falle Pine Lösmtg vorhanden 
sein soll, dürfen in der Differentialgleichung (30) uur Fnnktiom•11 dPs Argu­
ments -r - !; auftn~tPn. Demnach lwdingt clie ExistPn?: Pillur Lösung 

t In a + J A d t = con:;t (31) 

und 
. pz S:nr.:. 

).ß-ß+:-+2aJ..y- -- ·/,a=U. 
2 a 3 },0 

(32) 

Aus G-leichung (31) folgt 
-2 r 2 dt a = a0 e · , (33) 

und wenn man aus (32) a und ß Pliminiert, so gPllt diPse Diff<•re11tialgleiclmng 
in eine Beziehung zwischen Dichte a und Strömung y im Substrat über, 
so daß die zeitliche Änderung der :\Iateriedichte heötimmt ist, sobald mall 
die Strömung im Substrat kennt. 

Mit (31) und (32) lautet die DiffemJtialgleichnng für (} (-r- !;) 

C" (i - !;) + C' ( i - !;) = - 8 :n'/2;:: eC(r- ~) + 2(r <l. (34) 

Ferner erhalten wir für das Potential U nach Gleichung (27) für C $ const 

U=- -C(-r-$)+ ---aar2-3 J..dt+c0 (t), 1 [ 4:nx j' J 
2 a 3 

(35) 

woraus hervorgeht, daß sich U aus uinem von dem Sternsystem her-
1 

rührenden Potentialanteil 2 a C (-r- !;) und dem vom homogenen Substrat 
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herrührenden Potential zusammensetzt. Nach (25a) und (33) ist 

so daß Gleichung (34) in 

d20 2 dC 
-~ +-- = - 8n5l2xec 
dy2 y dy 

(3! a} 

übergeht. Danach ist 0 das Potential einer isothermen Gaskugel, deren 
Dichteverlauf nach (29) und (33) durch 

c(') e (r, t) = eoe a (36} 

beschrieben wird. 
Wir kommen damit zu folgendem Ergebnis: 

In einem kugelsymmetrischen Sternsystern, das so dicht ist, daß die 
lrechselwirkungen allein zu statistischer Stationarität führen würden, ist 
beim Vorhandensein eines widerstehenden homogenen Substrats eine Folge 
rmseinander hervorgehender isothermer Gleichgewichtszustände möglich, die 
mit einer Kontraktion des Systerns verbunden ist. 

In dem Falle 0 (T- ~) = const entartet die PoiSSONsche Gleichung 
sofort in eine Differentialgleichung zwischen a und A. 

li2 ~ ( • 8 n x ) 3 S 1 dt --äa+2Aa2+A.a a+2ay---a = C0 a1l2e , 
2 3~ 

die durch die Substitution 

auf die übersichtlichere Form 

z + A. z + A (t) A. z + C~ = 0 
z 

(37) 

4nx 
gebracht werden kann. Darin bedeutet A (t) = - y (t) + 3 A.o und Co 

eine Konstante. Da Gleichung (37) für A. = 0 die bekannte Lösung 

Co 
z = 21 Oll (1 - cos 'P), (38} 

hat und nur solche Fälle einen physikalischen Sinn haben können, in denen 
A. (t) klein ist, so kann man sich eine Lösung von (37) durch Entwicklung 
nach Potenzen von A. verschaffen. Da die Dichte der Sternverteilung in 
diesem Falle 

(39} 
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ist und demnach nicht mehr von dt'n Koordinaten abhängt, könnrn \nr 
das Ergebnis für C (r - ~) = const folgendermaßpn formulieren: 

Unter statistischen Gesarntheiten von Sternen, die sich ÜL einem wirler­
~tehenden Substrat bewegen und deren Wechselwirkttngskräfte so grojJ sind, 
daß sie allein zu statistischer Stationarität führen würden, gibt es gleich­
förmig den Raum erfüllende Systeme, die aujJer einer langsamen Z1tstands­
.änderung durch die Materie entweder sich ausdehnen oder sich zusmnmenziehen. 

Erinnern wir uns noch einmal des vVeges, auf dem wir zu den beiden 
nichtstationären Lösungen gekommen sind. Aus dem starren Festhalten 
an dem Exponentialansatz (11) für die Sternverteilung hat sich die Homo­
genität der Substratdichte zwangsläufig ergeben. Sie bedeutet eine uner­
wünschte Einschränkung der SubstrateigenschaftPIL Soll diPse vermieden 
werden, so hat man nach einer allgemeineren Lösung der BoLTZMANNschen 
Gleichung zu suchen. Andererseits läßt die Kleinheit der widerstehenden 
Wirkung im Vergleich zu der Wechselwirkung der Sterne nur eine Lösung 
in der Nähe der statistisch stationären erwartrn. so daß der Ansatz 

mit (/J (X;, U;, t) als einer von erster Ordnung kleinen Größp angemessen 
sein müßte. Insofern also ist unsere Lösung zu speziell gewesen und muß 
verallgemeinert werden. 

Außerdem sind wir in dieser Arbeit lwi statistischen Aussagen über 
das Verhalten der Gesamtheit von Sternen stehen geblieben und haben 
von dem Substrat angenommen, daß in ihm eine der Sternströmung ähnliche 
Strömung herrscht. Es wä.ren auch andere Annahmen zulässig gewesen, 
solange nicht ergänzende Bedingungen aufgestellt werden, welche die 
:Statistischen bzw. hydrodynamischen Eigenschaften des Substrats fest­
legen. Eine Verallgemeinerung der Lösung für die Verteilungsfunktion 
d.er Sterne und eine gleichzeitige Hydrodynamik des Substrats sollen 
weiterer Arbeit vorbehalten werden. 

Da die Entwicklungen dieses Abschnittes auch eine Antwort auf diP 
Frage nach der Verteilung der Sterne für den Fall enthalten müssen, daß 
kein Materiesubstrat vorhand8n ist, so empfiehlt es sich, die Lösung für 
Ä = 0 näher zu betrachten. 

Für A = 0 lauten die Gleichungen (26) 

(262) 

a = a (t), 1 
bk = (i, xk, k = 1, 2, 3, 

c = C (T- ~) + ä2 r2 J 
4a 

(40) 
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mit 

Das Potential des Sternsystems ist nach Gleichung (27) 

U = - _2._ C (!!_) + ~2----~ ä a r2 + Co (t) 
2 a r2 8 a2 2 a ' 

und die PmssoNsche Gleichung lautet 

- C" (~) + C' (:2) + 3r2(2ä:- ä) = 8 n 5l2xa- 1 /2 r2 ec(~). (41) 

Ist C (;) $ const, so bedingt die Existenz einer Lösung dieser Gleichung 

a = const, 

woraus für C (;) folgt, daß es das Potential eines Sternsystems im iso­

thermen Gleichgewicht darstellt. 

Andererseits folgt für C (:) =: const aus Gleichung (41) 
r , 

ä- 2aä = Ga1i2, (G = 16 ~512 ")· (42) 

deren Lösung nach der Substitution a = z2 durch Gleichung (38) gegeben 

wird. Das Ergebnis können wir danach folgendermaßen formulieren: 

Steht eine Gesamtheit von Sternen allein unter dem Einfluß des eigenen 

Gravitationsfeldes und sind die Wechselwirkungen so groß, daß sie zu einem 

statistischen Gleichgewicht des Systems führen, so ist die allgemeinste kugel­

symmetrische Lösung für die Verteilung in der Gesamtheit entweder eine 

isotherme Verteilung oder aber eine homogene Verteilung der Sterne über den 

Raum, bei der sich das System entweder ausdehnt oder zusammenziehtl). 

11. Zusammenfassung der statistischen Untersuchungen. Das statistische 

Verhalten einer Gesamtheit von Sternen, deren Bewegung unter dem 

Einfluß eines widerstehenden Substrats steht, wird durch eine Boltzmann­

formel beschrieben, die den Wechselwirkungen der Sterne unter sich und 

der Wirkung von Widerstandskräften Rechnung trägt. Da sich in Ab­

schnitt 10 herausstellte, daß ein widerstehendes Substrat im Vergleich zu 
den Wechselwirkungen der Sterne auch bei hohen Dichten nur langsame 

1) Die nichtstationäre homogene Lösung ist mir durch Einblick in ein 
Manuskript des Herrn Prof. Dr. HECKMANN über Kosmologie bekannt geworden. 
Vgl. dessen Mitteilung in Trans. Intern. Astron. Union Vol. VI, 289, 1938. 

23* 
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Zustandsänderungen hervorrufen kann, so wird eine Lösung gt>sucht, die 
aussagt, daß das Sternsystem durch die Wechselwirkungen eine statistische 
Quasistationarität erreicht, welche die durch Widerstandskräfte bedingten 
zeitlichen Änderungen beschreibt. Da statistische Stationarität in kos­
mologisch sinnvollen Zeiten nur in diebtesten SternsystPnwn, wie Kugel­
sternhaufen, kugelförmigen und elliptischen Nebeln und den Zentn1n der 
Spiralnebel eintreten kann, sind die Untersuchungen dit>sHr Arbeit all11in 
für diese Systeme von Bedeutung. 

Wie aus der Diskussion der Boltzmann-Formel hervorgeht, kann 
unter der Voraussetzung hoher Teilchengeschwindigkeiten in dHm Substrat 
die Verteilung der Sterne durch die Exponentialfunktion (B, 11) 

f = eQ(:r;,u;,t) 

beschrieben werden. Diese Lösnng erfordert Homogenität drs widrrstPhendon 
Substrats und sagt über das Sternsystem aus 

1. daß während einer langsamen Kontraktion Hine Folge amwinandrr 
hervorgehender Gleichgewichtszustände möglich ist und 

2. läßt die Lösung ein gleichförmig den Raum erfüllHndes System zu, 
das entweder eine - durch das Substrat verzögertH - - Expansion odHr 
beschleunigte Kontraktion durchführt. 

Zum Schluß wird gezeigt, daß die BoLTZMANNsche und PmssoN­
sche Gleichung ohne Reibung im kugelsymmetrischen Falle genan zwei 
Lösungen zulassen, für welche der Wechselwirkungsterm identisch ver­
schwindet: Erstens die bekannte statische isotherme Gaskugel, zweitens 
ein nichtstatisches, homogenes und ins Unendliche ausgedehntes Stern­
system, das trotz einer gleichförmig{m Expansion oder Kontraktion stl1ts 
im statistischen Gleichgewicht ist. 

Herrn Prof. HECKMANN danke ich für vit>le Anregungen nnd die 
Förderung dieser Arbeit, ebenso den Herren Prof. TEN BRUGGENCATE nwl 
GUTHNICK für die Förderung meiner bisherigen astronomischen Arbeiten. 
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