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Vorwort zur ersten Auflage.

Wenige Forscher sind sowohl in der reinen als in
der angewandten Mathematik mit gleichem Erfolge
schopferisch titig gewesen, wie der Verfasser des vor-
liegenden Werkes. Niemand war daher mehr als er be-
rufen, sich iiber das Wesen der mathematischen SchluB-
weisen und den erkenntnistheoretischen Wert der mathe-
matischen Physik im Zusammenhange zu duflern. Und
wenn auch in diesen Gebieten die Ansichten des ein-
zelnen zum Teil von subjektiver Beanlagung und Er-
fahrung abhingen, werden doch die Entwicklungen des
Verfassers iiberall ernste und volle Beachtung finden,
um so mehr, alssich derselbe bemiiht, auch einem weiteren,
nicht ausschlieBlich mathematischen Leserkreise verstind-
lich zu werden, und ihm dies durch passende und
glinzend durchgefithrte Beispiele in hohem Male gelingt.

Die Erorterungen erstrecken sich auf die Grundlagen
der Arithmetik, die Grundbegriffe der Geometrie, die
Hypothesen und Definitionen der Mechanik und der
ganzen theoretischen Physik sowohl in ihrer klassischen
Form als in ihrer neuesten Entwicklung.

In betreff der gewonnenen Resultate mull auf das
Werk selbst verwiesen werden. Um den Standpunkt des
Verfassers zu bezeichnen, wird es geniigen, einige charakte-
ristische Sdtze herauszugreifen, deren Gehalt man aller-
dings nur im Zusammenhange des Ganzen erfassen wird:

,,Der Verstand hat von dieser Macht (d. i. der Geistes-
kraft, welche iiberzeugt ist, sich die unendliche Wieder-
holung eines und desselben Schrittes vorstellen zu konnen)
eine direkte Anschauung, und die Erfahrung kann fiir
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ihn nur eine Gelegenheit sein, sich derselben zu bedienen
und dadurch derselben bewuBt zu werden‘ (S. 13).

,,Die geometrischen Axiome sind weder syntetische
Urteile a priori noch experimentelle Tatsachen; es sind
auf Ubereinkommen beruhende Festsetzungen bez. ver-
kleidete Definitionen. Die Geometrie ist keine Erfahrungs-
wissenschaft; aber die Erfahrung leitet uns bei Aufstel-
lung der Axiome; sie 1d8t uns nicht erkennen, welche
Geometrie die richtige ist, wohl aber, welche die be-
quemste ist, Es ist ebenso unverniinftig zu untersuchen,
ob die fundamentalen Sitze der Geometrie richtig oder
falsch sind, wie es unverniinftig wire zu fragen, ob das
metrische System richtig oder falsch ist* (S. 51, 73 u. 138).

»Das Trigheitsgesetz, das in einigen besonderen
Fillen erfahrungsmiBig bewiesen ist, kann ohne Furcht
auf die allgemeinsten Fille ausgedehnt werden, weil wir
wissen, daB in diesen Fillen die Erfahrung das Gesetz
weder bekriftigen noch entkriften kann“ (S. gg).

»,Das Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegen-
wirkung darf nicht als ein experimentelles Gesetz, sondern
muB als eine Definition angesehen werden* (S. 102).

»Die Erfahrung kann den Prinzipien der Mechanik
als Grundlage dienen und wird ihnen dennoch niemals
widersprechen (S. 107).

»Die Prinzipien der Mechanik sind Ubereinkommen
und verkleidete Definitionen. Sie sind von experimen-
tellen Gesetzen abgeleitet; diese Gesetze sind sozusagen
als Prinzipe hingestellt, denen unser Verstand absolute
Giiltigkeit beilegt (S. 140).

»Wenn man das Prinzip von der Erhaltung der
Energie in seiner ganzen Allgemeinheit aussprechen und
auf das Universum anwenden will, so sieht man es sich
sozusagen verfliichtigen, und es bleibt nichts iibrig als der
Satz: Es gibt ein Etwas, das konstant bleibt* (S. 134).

»Das Experiment ist die einzige Quelle der Wahr-



Vorwort v

heit; die mathematische Physik hat die Aufgabe, die
Verallgemeinerung so zu leiten, daB der Nutzeffekt der
Wissenschaft vermehrt wird (S. 146).

»Jede Verallgemeinerung setzt bis zu einem gewissen
Grade den Glauben an die Einheit und die Einfach-
heit der Natur voraus. Es ist nicht sicher, dafB8 die
Natur einfach ist* (S. 147).

»Die mathematische Wissenschaft hat nicht den Zweck,
uns iiber die wahre Natur der Dinge aufzukliren. Ihr
einziges Ziel ist, die physikalischen Gesetze miteinander
zu verbinden, welche die Erfahrung uns zwar erkennen
lieB, die wir aber ohne mathematische Hilfe nicht aus-
sprechen koénnen* (S. 212).

Es kiimmert uns wenig, ob der Ather wirklich
existiert; wesentlich ist nur, daB alles sich abspielt, als
wenn er existierte, und daB die Hypothese fiir die Er-
klarung der Erscheinungen bequem ist* (ibid.).

»Was die Wissenschaft erreichen kann, sind nicht
die Dinge selbst, sondern es sind einzig die Beziehungen
zwischen den Dingen; auBerhalb dieser Beziehungen
gibt es keine erkennbare Wirklichkeit** (S. XV).

Man wird bemerken, daB wir damit wieder auf Kants
Ausspruch zuriickkommen, wonach der Verstand die Ge-
setze nicht aus der Natur schopft, sondern sie dieser
vorschreibt und die oberste Gesetzgebung der Natur in
uns selbst, d. h. in unserem Verstande liegt, oder auf
Goethes Wort: ,,Alles Vergingliche ist nur ein Gleich-
nis**, das man auf den gleichen Gedanken beziehen wird,
wenn man sich die Relativitit aller Erkenntnisse zum Be-
wuBtsein bringt. Solchen allgemeinen Ausspriichen kommt
eine hohe subjektive Bedeutung zu, denn sie befriedigen
.n gewissem Sinne unser Bediirfnis nach einem Abschlusse
der Forschung und Erkenntnis. Fiir den empirischen
Forscher aber gibt es keinen derartigen AbschluB; jeder
allgemeine Ausspruch bedarf fiir ihn der stindigen Priifung
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an der Hand der Erfahrung und hat fiir ihn nur so lange
Giiltigkeit, als er sich in Ubereinstimmung mit der Er-
fahrung befindet, mag es sich um eine allgemeine Denk-
notwendigkeit unseres Geistes oder um einen speziellen
Lehrsatz der exakten Wissenschaft handeln. Denn fiir
solche Erfahrung sind nicht nur die eigentlichen Be-
obachtungen der Natur maBgebend, sondern auch die
inneren Erfahrungen des menschlichen Verstandes. Nichts
zeigt klarer, wie sehr der letztere der Ausbildung, der
Verfeinerung und der Vervollkommnung fihig ist, als die
Geschichte der Mathematik im letzten Jahrhundert. Die
eigenen Schopfungen des menschlichen Verstandes geben
hier wieder das Erfahrungsmaterial, auf dem sich weitere
Forschungen aufbauen; manche Wahrheit, die fiir alle
Zeiten sicher begriindet schien, wird heute in ihrer Giiltig-
keit beschrinkt oder auf neue ,,einwandfreie Weise er-
schlossen; und wir sind nicht sicher, daB nicht neue Zweifel
und neue Einwinde unsere Nachkommen zu erneuten An-
strengungen in gleicher Richtung veranlassen werden.

Auch wer sich nicht auf diesen rein empirischen
Standpunkt stellt, wird das Bediirfnis empfinden, die
leitenden Grundgedanken auf den oft verschlungenen
Wegen der exakten Wissenschaften zu verfolgen, und er
wird sich gern der Fiihrung des Verfassers anvertrauen,
um die iippig wuchernden Ranken beiseite zu biegen,
die sich zwischen den festen Stimmen unserer Erkenntnis
verbindend ausbreiten, und um sich dadurch den freien
Ausblick zu wahren. Die scheinbar spielende Leichtigkeit,
mit welcher dies Ziel durch den Verfasser meist erreicht
wird, war es, wodurch wenigstens mein Interesse an dem
Werke besonders geweckt wurde.

Nicht so sehr auf die gewonnenen Resultate ist im
vorliegenden Werke das Hauptgewicht zu legen, sondern
auf die Methode der Behandlung; und die vom Ver-
fasser befolgte Methode ist dieselbe, welche bei Er-
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forschungen der Grundlagen der Geometrie und Arith-
metik in den letzten Dezennien zu so reichen und vor-
laufig befriedigenden Ergebnissen gefiihrt hat. Sie besteht
darin, daB man eine erfahrungsmaBig zuldssige Hypothese,
deren Zusammenhang mit anderen Voraussetzungen zu
untersuchen ist, durch eine Annahme ersetzt, die zwar
auch unser logisches Denken befriedigt, aber nicht mit der
Erfahrung in Einklang steht, und daB man dadurch die
gegenseitige Abhingigkeit verschiedener Hypothesen oder
Axiome zu evidenter Anschauung bringt.

Dem Fachmann ist ein groBer Teil der Entwicklungen
(zumal der spateren Kapitel) aus anderen Schriften des Ver-
fassers bekannt, aber auch ihm wird eine zusammenfassende
Darstellung willkommen sein. Ganz besonders gebe ich
mich der Hoffnung hin, daB in einer Zeit, wo so leicht der
Sinn fiir den Zusammenhang unserer Erkenntnis unter der
Hingabe an die Einzelforschung leidet, die nachfolgenden
Darlegungen fiir die studierende Jugend erneut Veran-
lassung bieten mégen, sich dem Studium der Grundlagen
und der Grundbegriffe unserer Wissenschaft zu widmen.

Zur Erreichung dieses Zieles habe ich der deutschen
Ausgabe zahlreiche Anmerkungen hinzugefiigt, die teils ein-
zelne Stellen des Werkes nédher erldutern, teils durch lite-
rarische Nachweisungen dem Leser die Mittel zu weiterem
Studium der besprochenen Fragen an die Hand geben.
Auf irgendwelche systematische Vollstdndigkeit kam es da-
bei nicht an. Besonders dort konnten diese Bemerkungen
kiirzer gehalten werden, wo ich wegen weiterer Ausfiih-
rungen auf andere Werke des Verfassers verweisen konnte.

Wenn es gelungen sein sollte, der oft bilderreichen
Sprache des Verfassers auch bei der Ubertragung ins
Deutsche gerecht zu werden, so hat daran meine Frau
einen wesentlichen Anteil, indem sie die eigentlich tech-
nische Arbeit der Ubersetzung durchgefiihrt hat.

Miinchen, im Januar 1904. F. Lindemann.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Auf Grund der siebenten Auflage der franz6sischen
Ausgabe sind einige unbedeutende Anderungen im Texte
vorgenommen worden, bez. Sitze eingeschoben (besonders
Seite go); auBerdem sind Ubersetzung und Anmerkungen
griindlich revidiert und an manchen Stellen verbessert.

Miinchen, Januar 1go6.
F. L.

Vorwort zur dritten Auflage.

Entsprechend den neueren Auflagen der franzdsischen
Ausgabe wurde ein Zusatz iiber die sogenannte nicht-
Archimedische Geometrie (S. 49) eingefiigt und der Schlu3
durch Hinzufiigen eines Abschnittes ,,Uber das Ende der
Materie* erweitert, der sich auf die neueren Vorstellungen
iiber die Natur der Atome und Elektronen bezieht. Wih-
rend der Verfasser in den friiheren Auflagen der Ent-
wicklung dieser Vorstellungen mit einer gewissen Zuriick-
haltung gegeniiberstand, hilt er die Grundlagen der neue-
ren Lorentzschen Theorie fiir soweit gefestigt, daB ein
Hinweis darauf und auf die wichtigen Kaufmannschen
Experimente nicht mehr fehlen durfte. Ausfithrlicher be-
schiftigt sich Poincaré mit diesen Fragen in dem Werke
»ocience et Méthode (Seite 181ff. der Deutschen Aus-
gabe). Fir die Ubersetzung wurden Text und hinzuge-
fiigte Anmerkungen einer sorgfiltigen Durchsicht unter-
zogen.
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Die drei Werke ,,Science et Hypothése®, ,,.La Valeur
de la Science und ,,Science et Méthode** sind ein un-
vergleichlich wertvolles Vermichtnis, das Poincaré uns
hinterlassen hat; sie sind von wesentlichem Einflu auf
unsere Vorstellungen tiber die Grundlagen aller exakten
Erkenntnis gewesen; mogen auch die deutschen Ausgaben
ferner zur weiteren Verbreitung der Ideen des Verfassers
beitragen.

Besonders das vorliegende Werk hat den Verfasser
fast populdr gemacht. Waren seine rein abstrakten mathe-
matischen Arbeiten fiir die Entwicklung der Wissenschaft
von vielleicht gréBerer Bedeutung, so hat doch gerade
dieses Werk den Namen Poincaré iber die Grenzen
seiner engeren Wissenschaft hinausgetragen und dadurch
wieder indirekt den EinfluB seiner rein fachwissenschaft-
lichen Arbeiten auf die Bestrebungen der Zeitgenossen
in segensreicher Weise vertieft.

Ich kann nicht schlieBen, ohne hier auf die von
G. Darboux gegebene Darstellung des wissenschaftlichen
Lebens von Poincaré zu verweisen: Eloge historique
d’Henri Poincaré, lu dans la Séance publique annuelle du
15 Décembre 1913 (Académie des Sciences).

Miinchen, im Mirz 1914.
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Einleitung.

Fiir einen oberflichlichen Beobachter ist die wissen-
schaftliche Wahrheit iiber jeden Zweifel erhaben: die
wissenschaftliche Logik ist unfehlbar, und wenn die Ge-
lehrten sich hie und da tduschen, so geschieht es nur,
weil sie die Regeln der Logik verkannten.

,,Die mathematischen Wahrheiten werden durch eine
Kette untriiglicher Schliisse aus einer kleinen Anzahl
evidenter Sitze abgeleitet; sie dringen sich nicht nur
uns, sondern der ganzen Natur auf. Sie fesseln sozu-
sagen den Schopfer und gestatten ihm nur zwischen
einigen verhiltnismiBig wenig zahlreichen Losungen zu
wihlen. Einige Experimente werden dann geniigen, um
zu erfahren, welche Wahl er getroffen hat. Aus jedem
Experimente koénnen durch eine Reihe mathematischer
Deduktionen eine Menge Folgerungen hervorgehen, und
auf diese Weise 148t uns jedes Experiment einen Winkel
des Weltalls erkennen.*

So ungefidhr denken sich viele Leute, besonders die
Schiiler, welche die ersten physikalischen Begriffe kennen
lernen, den Ursprung der wissenschaftlichen GewiB8heit.
So fassen sie die Rolle des Experimentes und der Mathe-
matik auf. Und dieselbe Auffassung hatten vor hundert
Jahren viele Gelehrte, welche in ihren Triumen die
Welt konstruieren und dabei der Erfahrung moglichst
wenige Materialien entlehnen wollten.

Als man ein wenig mehr nachdachte, bemerkte man,
ein wie groBer Platz der Hypothese eingerdiumt war; man
sah, wie der Mathematiker ihrer nicht entraten kann und
wie der Experimentator sie noch weniger missen kann.
Darauf fragte man sich, ob wohl dieses Gebiude solid
genug wire, und man glaubte, daB ein Hauch es stiirzen
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konnte. Derartig skeptisch urteilen, hieBe oberflichlich
sein. Entweder alles anzweifeln oder alles glauben,
das sind zwei gleich bequeme Losungen; die eine wie
die andere erspart uns das Denken.

Anstatt eine summarische Verurteilung auszusprechen,
miissen wir mit Sorgfalt die Rolle der Hyphothese priifen;
wir werden dann erkennen, daB sie notwendig und
ihrem Inhalte nach berechtigt ist. Wir werden dann auch
sehen, daBl es mehrere Arten von Hypothesen gibt, da3
die einen verifizierbar sind und, einmal vom Experimente
bestdtigt, zu fruchtbringenden Wahrheiten werden; daf3
die anderen, ohne uns irrezufiithren, uns niitzlich werden
konnen, indem sie unseren Gedanken eine feste Stiitze
geben; daB schlieBlich noch andere nur scheinbare Hy-
pothesen sind und sich auf Definitionen oder verkleidete
Ubereinkommen und Festsetzungen zuriickfithren lassen.

Diese letzteren finden wir hauptsichlich in der Mathe-
matik und in den ihr verwandten Wissenschaften. Ge-
rade hieraus schopfen diese Wissenschaften ihre Strenge;
diese Ubereinkommen sind das Werk der freien Tatig-
keit unseres Verstandes, der in diesem Gebiete kein
Hindernis kennt. Hier kann unser Verstand behaupten,
welil er befiehlt; aber verstehen wir uns recht: diese Be-
fehle beziehen sich auf unsere Wissenschaft, welche
ohne dieselben unméglich wire; sie beziehen sich nicht
auf die Natur. Sind diese Befehle nun willkiirlich?
Nein, denn sonst wiirden sie unfruchtbar sein. Das
Experiment 148t uns freie Wahl, aber es leitet diese
Wabhl, indem es uns hilft, den bequemsten Weg einzu-
schlagen. Unsere Befehle werden also gleich denen
eines absoluten, aber weisen Fiirsten sein, der zuerst
seinen Staatsrat befragt.

Manche sind dariiber verwundert, daB man gewissen
fundamentalen Prinzipien der Wissenschaft den Charakter
freier konventioneller Festsetzungen beilegen soll. Sie
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haben iiberm#Big verallgemeinern wollen und dabei ver-
gessen, daf} Freiheit nicht Willkiir ist. Sie gelangten so
zu dem sogenannten , Nominalismus‘* und sie fragten sich,
ob der Gelehrte sich nicht durch seine Definitionen be-
triigen 148t und ob die Welt, die er zu entdecken glaubt,
nicht einfach nur durch die Willkiir seiner Laune geschaffen
ist.¥) Bei diesem Standpunkte wire die Wissenschaft
sicher begriindet, aber sie wire ihrer Tragweite beraubt.

Wenn dem so wire, so wire die Wissenschaft- ohn-
michtig. Nun haben wir aber jeden Tag ihren Einflul
vor Augen. Das konnte nicht der Fall sein, wenn sie
uns nicht etwas Reelles erkennen lieBe; aber was sie
erreichen kann, sind nicht die Dinge selbst, wie die
naiven Dogmatiker meinen, sondern es sind einzig die
Beziehungen zwischen den Dingen; auBerhalb dieser Be-
ziehungen gibt es keine erkennbare Wirklichkeit.

Zu dieser Erkenntnis werden wir gelangen, aber bis
wir so weit sind, miissen wir die Reihe der Wissen-
schaften, von der Arithmetik und der Geometrie an bis
zur Mechanik und experimentellen Physik, durchgehen.

Welcher Art ist die Natur der mathematischen SchluB3-
weise? Ist sie, wie man gewdhnlich glaubt, wirklich
deduktiv? Eine tiefergehende Analyse zeigt uns, daB
sie es nicht ist, daB sie in gewissem Grade an der
Natur der induktiven SchluBweise Anteil hat und gerade
dadurch so fruchtbringend ist. Sie bewahrt deshalb
nicht weniger ihren Charakter absoluter Genauigkeit; das
haben wir zuerst zu zeigen.

Nachdem wir jetzt eines der Hilfsmittel genauer kennen,
welches die Mathematik dem Forscher an die Hand
gibt, haben wir einen anderen fundamentalen Begriff zu
analysieren, nimlich denjenigen der mathematischen
GroBe. Finden wir sie in der Natur vor oder sind wir

¥) Vergl. Le Roy, Science et Philosophie (Revue de Méta-
physique et de Morale 1901).
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es, die sie in die Natur hineinlegen? Riskieren wir
nicht im letzteren Falle, alles zu verderben? Wenn wir
die grob organisierten Angaben unserer Sinne mit dieser
auBerordentlich komplizierten und feinen Vorstellung ver-
gleichen, welche die Mathematiker als Gré8e bezeichnen, so
miissen wir gezwungenermaflen einen Unterschied bemer-
ken; diesen Rahmen, in welchen wir alles einfiigen wollen,
haben wir selbst hergestellt; aber wir haben ihn nicht auf
gut-Gliick gemacht, wir haben ihn sozusagen nach Maf}
angefertigt und darum koénnen wir die Tatsachen hinein-
bringen, ohne ihrer Natur das Wesentliche zu nehmen.

Ein anderer Rahmen, den wir der Welt anpassen,
ist der Raum. Woher stammen die ersten Grundlagen
der Geometrie? Sind sie uns durch die Logik auferlegt?
Lobatschewsky hat das Gegenteil bewiesen, indem er
die nicht-Euklidische Geometrie schuf. Ist der Raum
uns durch unsere Sinne offenbart? Ebenfalls nicht, denn
der Raum, den uns unsere Sinne zeigen konnen, unter-
scheidet sich absolut von dem geometrischen Raume.
Hat die Geometrie ihren Ursprung in der Erfahrung?
Eine griindlichere Erorterung zeigt uns, da8 dies nicht
der Fall ist. Wir schluBfolgern also, daB die Grund-
lagen nur Ubereinkommen sind; aber diese Uberein-
kommen sind nicht willkiirlich, und wenn wir in eine
andere Welt versetzt wiirden, welche ich die nicht-
Euklidische Welt nenne und die ich mir vorzustellen ver-
suche, so miifiten wir zu anderen Ubereinkommen gelangen.

In der Mechanik werden wir zu analogen SchluB-
sdtzen gefiihrt und wir sehen, daB die Prinzipe dieser
Wissenschaft, obgleich sie sich direkt auf das Experiment
stiitzen, ebenfalls an dem konventionellen Charakter der
geometrischen Postulate beteiligtsind. Bishier triumphiert
der Nominalismus, aber wir kommen zu den eigentlichen
physikalischen Wissenschaften. Da #ndert sich das
Schauspiel; wir treffen eine andere Art von Hypothesen
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und wir sehen deren ganze Fruchtbarkeit. Ohne Zweifel
erscheinen uns zuerst die Theorien hinfillig, und die Ge-
schichte der Wissenschaft beweist uns, daB sie vergidng-
lich sind: sie sind aber dennoch nicht ganz vergangen,
von jeder ist etwas iibriggeblieben. Dieses Etwas muf
man sich bemiithen herauszusuchen, weil nur dieses und
dieses allein der Wirklichkeit wahrhaft entspricht.

Die Methode der physikalischen Wissenschaften be-
ruht auf der Induktion, welche uns die Wiederholung
einer Erscheinung erwarten 148t, wenn die Umstidnde
sich wiederholen, unter welchen sie sich das erste Mal
darbot. Wenn alle diese Umstidnde sich auf einmal
wiederholen koénnten, so konnte dieses Prinzip ohne Ge-
fahr angewendet werden: aber das wird niemals vor-
kommen; einige dieser Umstdnde werden immer fehlen.
Sind wir absolut sicher, daB sie ohne Wichtigkeit sind?
GewiB nicht. Das kann wahrscheinlich sein, es kann
aber nicht wirklich gewiB sein. Darum spielt der Be-
griff der Wahrscheinlichkeit eine bedeutende Rolle in
den physikalischen Wissenschaften. Die Wahrscheinlich-
keitsrechnung ist also nicht nur ein Zeitvertreib oder ein
Fithrer fiir die Baccaratspieler, und wir miissen ver-
suchen, ihre Prinzipe fester zu begriinden. In dieser
Beziehung kann ich nur unvollkommene Resultate geben;
so sehr widerstrebt der unbestimmte Instinkt, welcher uns
den Begriff der Wahrscheinlichkeit fassen 148t, der Analyse.

Nachdem wir die Bedingungen, unter welchen der
Physiker arbeitet, studiert haben, hielt ich es fiir richtig,
ihn dem Leser bei der Arbeit zu zeigen. Dazu nahm
ich einige Beispiele aus der Geschichte der Optik und
derjenigen der Elektrizitdit. Wir werden sehen, von wo
die Ideen Fresnels und diejenigen Maxwells ausgegangen
sind, und welche unbewuBten Hypothesen Ampére und
die anderen Begriinder der Elektrodynamik machten.

H. P.



Erster Teil.
Zahl und GroBe.

Erstes Kapitel.

Uber die Natur der mathematischen SchluBweisen.

I.

Die Moglichkeit der Existenz einer mathematischen
Wissenschaft scheint ein unldsbarer Widerspruch in sich
zusein. Wenn diese Wissenschaft nur scheinbar deduktiv
ist, wie kommt sie dann zu dieser vollkommenen Un-
widerlegbarkeit, welche niemand anzuzweifeln wagt?
Wenn im Gegenteil alle Behauptungen, welche sie auf-
stellt, sich auseinander durch die formale Logik ab-
leiten lassen, warum besteht die Mathematik dann nicht
in einer ungeheuern Tautologie? Der logische SchluB
kann uns nichts wesentlich Neues lehren, und wenn alles
vom Prinzipe der Identitdt ausgehen soll, so miiite auch
alles darauf zuriickzufiihren sein. Dann miiite man also
zugeben, daf alle diese Lehrsdtze, welche so viele Binde
filllen, nichts anderes lehren, als auf Umwegen zu
sagen, daBl 4 gleich 4 ist.

Man kann ohne Zweifel bis auf die Axiome zuriick-
gehen, welche an der Quelle aller dieser Betrachtungen
stehen. Wenn man meint, sie nicht auf das Prinzip
des Widerspruches zuriickfithren zu kénnen, wenn man
noch weniger in ihnen erfahrungsmiBige Tatsachen sehen
will, welche an der mathematischen Notwendigkeit keinen

Anteil haben, so hat man doch noch immer den Aus-
Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Aufl. 1
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weg, sie den synthetischen Urteilen a priori einzureihen.
Das heiBt aber nicht, die Schwierigkeit lésen, sondern
ihr nur einen Namen geben; und wenn selbst die Natur
der synthetischen Urteile fiir uns kein Geheimnis wire,
so wire der Widerspruch nicht gelost, er wiirde uns viel-
mehr an einer andern Stelle wieder begegnen; die syllo-
gistische Beweisfiihrung bleibt unfihig, den gegebenen Vor-
aussetzungen irgend etwas hinzuzufiigen: diese Voraus-
setzungen reduzieren sich auf einige Axiome, und man
koénnte in den Folgerungen nichts anderes wiederfinden.

Kein Lehrsatz wiirde neu sein, bei dessen Beweis
nicht eii. neues Axiom in Frage kime. Die logische
Durchfithrung kénnte uns nur die unmittelbar evidenten
Wahrheiten geben, welche der direkten Anschauung ent-
lehnt sind. Sie wire nichts anderes als ein iiberfliissiges
Zwischenglied der Betrachtung; und wiirde man auf diese
Weise nicht dahin kommen sich zu fragen, ob dieser
ganz' syllogistische Apparat nur dazu dient, um zu ver-
schleiern, inwieweit wir der Anschauung etwas entlehnt
haben?

Der Widerspruch wird uns noch mehr auffallen, wenn
wir irgend ein mathematisches Buch aufschlagen; auf
jeder Seite wird der Verfasser die Absicht ankiindigen,
einen schon bekannten Satz zu verallgemeinern. Kommt
dieses nun daher, daB die mathematische Methode vom
Besonderen zum Allgemeinen fortschreitet, und wie kann
man sie dann deduktiv nennen?

Wenn endlich die Wissenschaft der Zahl rein ana-
lytisch wire, oder wenn sie von einer kleinen Anzahl
synthetischer Urteile nach analytischer Methode ausgehen
konnte, so vermochte ein hinreichend starker Verstand
mit einem Blicke scheinbar alle Wahrheiten zu iiber-
sehen; was sage ich! man kénnte sogar hoffen, eines
Tages eine hinreichend einfache Sprache zu erfinden.
um sie so auszudriicken, daB sie auch einem gewsShn-
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lichen Verstandesvermogen ebenso unmittelbar ein-
leuchten.

Wenn man es ablehnt, diese Folgerungen zuzulassen,
so muB man doch zugeben, daB die mathematische
Uberlegung an sich eine Art schopferischer Kraft ent-
hdlt und sich dadurch von der syllogistischen SchluB-
weise unterscheidet.

Der Unterschied muB sogar tiefgehend sein. Wir
werden zum Beispiel den Schliissel zu dem Geheimnisse
nicht etwa in dem Ofteren Gebrauche des Gesetzes
finden, nach welchem eine und dieselbe eindeutige, auf
zwei gleiche Zahlen angewandte Operation zu gleichen
Resultaten fiihrt.

Alle diese SchluBweisen, mogen sie nun auf den
eigentlichen Syllogismus zuriickfiihrbar sein oder nicht,
bewahren den analytischen Charakter und sind ebenda-
durch ohnmichtig.

II.

Der Streit ist alt; schon Leibniz suchte zu beweisen,
daB 2 und 2 gleich 4 ist; wir wollen seine Darlegungen
ein wenig untersuchen.

Ich setze voraus, daf3 man die Zahl 1 definiert habe,
und ebenso die Operation x-}- I, welche darin besteht,
einer gegebenen Zahl x die Einheit hinzuzufiigen.

Diese Definitionen kommen, wie sie auch beschaffen
sein mogen, fiir die folgende Betrachtung nicht in Frage.

Ich definiere hierauf die Zahlen 2, 3 und 4 durch
die Gleichungen:

(z) 1+1=2,
(2) 24+1=3,
3 3-+1=4.

Ich definiere ebenso die Operation x-}-2 durch die

Beziehung:
¥
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(4) ttz=(x+41)+41
Dieses vorausgesetzt, haben wir:
242=(2-41)41 (Definition 4),
(2+1)+1=3 +1 (Definition 2),
3 +1=4 (Definition 3),
also:
24+2=4, w. z. b. w.

Man wird nicht ableugnen konnen, daBl diese Be-
weisfilhrung eine rein analytische ist. Fragt man jedoch
irgend einen Mathematiker, so wird er sagen: ,,Das ist
keine eigentliche Beweisfithrung, sondern eine Verifi-
kation®. Man hat sich darauf beschrinkt, zwei rein
konventionelle Definitionen neben einander zu stellen und
hat ihre Identitdt konstatiert; man hat nichts Neues ge-
lernt. Die Verifikation unterscheidet sich genau vom
wirklichen Beweise, weil sie rein analytisch und unfrucht-
bar ist. Sie ist unfruchtbar, weil die SchluBfolgerung nur
die Ubersetzung der Voraussetzungen in eine andere
Sprache ist. Der wirkliche Beweis dagegen ist frucht-
bar, weil die SchluBfolgerung einen allgemeineren Inhalt
hat, als die Voraussetzungen.

Die Gleichung 2 -}-2==4 ist nur deshalb einer sol-
chen Verifikation fdhig, weil sie einen besonderen Cha-
rakter hat. Jede besondere Aussage in der Mathematik
kann auf solche Weise wverifiziert werden. Aber wenn
die Mathematik sich auf eine Reihe von dhnlichen Veri-
fikationen zuriickfithren lieBe, so wire sie keine Wissen-
schaft. So erschafft zum Beispiel ein Schachspieler keine
Wissenschaft, indem er eine Partie gewinnt. Eine
Wissenschaft kann sich nur auf allgemeine Wahrheiten
beziehen.

Man kann sogar sagen, dal gerade die exakten
Wissenschaften die Aufgabe haben, uns von diesen
direkten Verifikationen zu entlasten.
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I11.

Wir wollen jetzt den Mathematiker bei der Arbeit
beobachten und versuchen, einen Einblick in seine
Denkweise zu gewinnen.

Der Versuch ist nicht ohne Schwierigkeit; es geniigt
nicht, ein Werk auf gut Gliick aufzuschlagen und darin
den nichstbesten Beweis zu zergliedern.

Wir miissen zuerst die Geometrie ausschlieBen, denn
hier wird die Frage durch die schwer zuginglichen
Probleme verwickelt, welche sich auf das Wesen der
Postulate, auf die Natur und den Ursprung der Raum-
vorstellung beziehen. Aus analogen Griinden konnen
wir uns nicht an die Infinitesimal-Rechnung wenden.
Wir miissen den mathematischen Gedanken da suchen,
wo er rein geblieben ist, das ist in der Arithmetik.

Auch dabei muB man noch auswihlen; in den hoch-
sten Gebieten der Zahlentheorie haben die mathemati-
schen Elementarbegriffe bereits eine solche Entwicklung
durchgemacht, dal es schwer fillt, dieselben zu analy-
sieren.

Nur in den Anfangsgriinden der Arithmetik diirfen wir
daher die gesuchte Erklirung zu finden erwarten, aber
gerade in den Beweisen der allerelementarsten Lehrsitze
kommt es vor, daB die Verfasser der klassischen Lehr-
biicher das geringste MaB von Genauigkeit und Schirfe
anwenden. Man kann ihnen daraus keinen Vorwurf
machen; sie gehorchen einer Notwendigeit; die Anfinger
sind nicht fiir die wirkliche mathematische Strenge vor-
bereitet; sie wiirden darin nur unniitze und langweilige
Spitzfindigkeiten sehen; man wiirde seine Zeit verlieren,
wenn man sie zu friih anspruchsvoller machen.wollte; sie
miissen denselben Weg schnell durchlaufen, welchen die
Begriinder der Wissenschaft langsam durchmessen haben,
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aber immer dabei die schon zuriickgelegten Strecken im
Auge behalten.

Warum ist eine so lange Vorbereitung notwendig,
um sich an diese vollkommene Strenge zu gewdhnen,
welche, wie man glauben méchte, alle gut veranlagten
Kopfe sich selbst auferlegen sollten? Darin liegt ein
logisches und psychologisches Problem, das wohl des
Nachdenkens wert ist.?)

Wir kénnen uns dabei nicht aufhalten, es liegt unse-
rem Gegenstande fern; alles, was ich hervorheben méchte,
ist, daB wir, um unser Ziel nicht zu verfehlen, die Be-
weise der elementarsten Lehrsitze von Anfang an durch-
gehen miissen und jhnen nicht die grobe Form lassen,
welche man ihnen gibt, um die Anfinger nicht zu er-
miiden, sondern diejenige, welche einen geiibten Mathe-
matiker befriedigen kann.?)

Definition der Addition. — Ich setze voraus,
daB man zuvor die Operation x -} 1, welche darin be-
steht, daB man die Zahl 1 einer gegebenen Zahl x hin-
zufiigt, definiert hat.

Diese Definition, welcher Art sie auch sei, wird in
der Fortsetzung unserer Entwicklungen keine Rolle
spielen.

Es handelt sich jetzt darum, die Operation x -} a zu
definieren, welche darin besteht, die Zahl ¢ zu einer ge-
gebenen Zahl x hinzuzufiigen.

Setzen wir voraus, man hitte die Operation:

54 @—1)
definiert, so wird die Operation %+ a durch die Glei-
chung:
(1) xta=[x+(a—1)]41
definiert sein.

Wir werden also wissen, was x -« bedeutet, wenn
wir wissen, was % -} (¢ — 1) bedeutet, und da ich am
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Anfang vorausgesetzt habe, man wisse, was x -1 be-
deute, so wird man successive und ,,durch rekurrierendes
Verfahren* die Operationen x -} 2, x - 3 etc. definieren
konnen.

Diese Definition verdient fiir einen Augenblick unsere
Aufmerksamkeit, denn sie unterscheidet sich durch ihre
besondere Natur von der rein logischen Definition, und
derartig besondere Definitionen werden uns noch oft be-
gegrien. Die Gleichung (1) enthdlt tatsichlich eine un-
endliche Anzahl von verschiedenen Definitionen, deren
jede nur einen Sinn. hat, wenn man die vorhergehende
kennt.

Eigenschaften der Addition. — Associatives Ge-
setz. — Ich behaupte, daB:

a4 b+ 0= (a+b) +-e.
In der Tat, der Lehrsatz ist richtig fiir c==1x; er
heilt dann:
a4 (®+D=—(@+b+1,
und das ist nichts anderes, abgesehen vom Unterschiede
in der Bezeichnungsweise, als die Gleichung (1), durch
welche ich soeben die Addition definiert habe.
Nehmen wir an, daBl der Lehrsatz richtig sei fiir
¢=17, so behaupte ich, daB er fiir c=y -1 auch rich-
tig ist. Sei in der Tat:

(a0 +y=a+ @G+
so wird man daraus ableiten, daB3:
[e+b)+y]1+1=[a+ O+ nN]+1
oder infolge der Definition (1):
@+b)+@+=a+0C+r+1 =+ ¢+
Das beweist, durch eine Reihe von rein analytischen
Schliissen, daB der Lehrsatz fiir y -4 1 richtig ist.

Ist er also richtig fiir ¢==1, so wiirde man so suc-
cessive einsehen, daB3 er richtig ist fiir ¢ =2, fiir ¢ = 3 etc.
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Commutatives Gesefz. — 1. Ich behaupte, daB3:
a+1=1-4a.

Der Satz ist evident fiir 4==1; man kénnte durch rein
analytische Schliisse verifizieren, da8 er fiir @ = y richtig
ist; er ist dann auch fiir ¢ =1y -1 richtig; er gilt nun
fiir a==1, also auch fiir a=2, fir a=3 etc.; das
meint man, wenn man sagt, daB der ausgesprochene
Satz durch rekurrierendes Verfahren bewiesen wird.

2. Ich behaupte, daB:

at+b=0b-4a.

Der Satz ist soeben fiir & = 1 bewiesen; man kann durch
analytische Schliisse verifizieren, daB er auch fiir
b=p-+1 gilt, wenn er fiir b=, richtig ist.

Der Inhalt der Behauptung ist folglich durch rekur-
rierendes Verfahren sicher gestellt.

Definition der Multiplikation. — Wir definieren
die Multiplikation durch die Gleichungen:

ax<I=a,
(2) a><b=[a><(b—1)]+a.

Die Gleichung (2) umfaBt wie die Gleichung (1) eine un-
endliche Anzahl von Definitionen; wenn sie a><1 de-
finiert hat, so erlaubt sie successive a><2, a><3 etc.
zu definieren.

Eigenschaften der Multiplikation. — Distrs-
butives Gesetz. — Ich behaupte, daB:

(@a4b)><c=(a><c)+ (b><c).
Man verifiziert durch analytische SchluBweise, daB die
Gleichung richtig ist fiir c=1; sodann, daB der Satz
fiir c==y -} 1 richtig ist, wenn er fiir c=y richtig ist.
Die Behauptung wird wiederum durch rekurrierendes
Verfahren bewiesen.
Commutatives Gesetz. — I. Ich behaupte, daB:
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axXI=1IXa.

Der Satz ist evident fiir a=1.

Man verifiziert analytisch, daB er fiir =g -1
richtig ist, wenn er fiir a =g¢ gilt.

2. Ich behaupte, daB:

a>Xb=0b>xa.

Der Satz ist soeben fiir 4 ==1 bewiesen. Man wird ana-
lytisch beweisen, daf er fiir &= §-}- 1 richtig ist, wenn
er fiir b= g richtig ist.

Iv.

Ich halte jetzt mit dieser einférmigen Aufeinander-
folge von Entwicklungen inne. Aber gerade diese Ein-
férmigkeit lieB das Verfahren besser zur Geltung kommen,
das seiner Natur nach einférmig ist und dem man bei jedem
Schritte wieder begegnet.

Dieses Verfahren ist der Beweis durch die rekur-
rierende SchluBweise. Man stellt zuerst den Lehrsatz
fiir #==1 auf; man beweist darauf, daB er fiir » richtig
ist, wenn er fiir # — 1 stimmt, und man schluBfolgert
daraus, daB} er fiir alle ganzen Zahlen gilt.

Wir haben soeben gesehen, wie man sich dieses Ver-
fahrens bedienen kann, um die Regeln der Addition und
Multiplikation zu beweisen, d. h. die Regeln der alge-
braischen Rechnung; diese Rechnung ist ein Werkzeug,
das sich in weit umfassenderem MaBe zu Umformungen
eignet als der einfache logische Schluf; aber sie ist
noch ein rein analytisches Werkzeug und nicht fihig,
uns etwas Neues zu lehren. Wenn die Mathematik kein
anderes hitte, so wiirde sie alsbald in ihrem Vorwirts-
kommen aufgehalten werden; aber sie findet neue Hilfs-
quellen in demselben Verfahren, d. h. in der rekurrieren-
den SchluBweise, und so kann sie weiter vorwirtsschreiten.
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Bei nidherer Priifung findet man auf Schritt und Tritt
diese Art der SchluBweise, sei es in der einfachen Ge-
stalt, welche wir ihr soeben gaben, sei es in einer mehr
oder weniger verdnderten Gestalt.

Hier haben wir die mathematische SchluBweise in
ihrer reinsten Form, und es ist fiir uns notwendig, sie
niher zu priifen.

V.

Die Haupteigenschaft des rekurrierenden Verfahrens
besteht darin, daf es, sozusagen in einer einzigen Formel
zusammengedringt, eine unendliche Anzahl von Syllogis-
men enthilt.

Um dies klarer zu machen, will ich die Syllo-
gismen der Reihe nach aussprechen; sie folgen aui-
einander — man gestatte mir dieses Bild — wie
Kaskaden.

Es sind, wohlverstanden, hypothetische Syllogismen.

Der Lehrsatz gilt fiir die Zahl x.

Ist er richtig fiir 1, so ist er auch richtig fiir 2.
Er gilt also fiir 2.

Ist er richtig fiir 2, so gilt er auch fiir 3.

Er gilt also fiir 3, und so weiter.

Man sieht, daB die SchluBfolgerung eines jeden Syl-
logismus dem folgenden als Unterlage dient.

Ja, noch mehr: die Folgesitze aller unserer Syl-
logismen konnen auf eine einzige Formel zuriickgefiihrt
werden:

Wenn der Lehrsatz fiir n — 1 gilt, so gilt er auch fiir #.

Man sieht also, daB man sich bei dem rekurrieren-
den Verfahren darauf beschrinkt, die Unterlage des ersten
Syllogismus und die allgemeine Formel darzulegen, welche
alle Folgesitze als besondere Fille enthilt.

Diese Reihe von Syllogismen, welche niemals enden
wiirde, wird so auf einen Satz von wenigen Linien reduziert.
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Es ist jetzt leicht verstdndlich, warum jede besondere
Folgerung eines Lehrsatzes, wie ich es oben dargelegt
habe, durch rein analytisches Verfahren verifiziert werden
kann (vergl. S. 4).

Wenn wir, anstatt zu zeigen, daB unser Lehrsatz fiir
alle Zahlen gilt, nur vor Augen filthren wollen, daB er
z. B. fiir die Zahl 6 gilt, so wird es geniigen, die fiinf
ersten Syllogismen unserer Kaskade aufzustellen; wir
wiirden neun brauchen, wenn wir den Lehrsatz fiir die
Zahl 10 beweisen wollten; fiir eine groBere Zahl wiirden
wir noch mehr benéthigen; aber wie grofl auch diese Zahl
sei, wir wiirden sie schlieBlich immer erreichen, und die
analytische Verifikation wiirde moglich sein.

Und wenn wir auch noch so weit in dieser Weise
fortschreiten wiirden, so k6nnten wir uns doch niemals
bis zu dem allgemeinen Lehrsatze erheben, der fiir alle
Zahlen anwendbar bleibt und welcher allein Gegenstand
der Wissenschaft ist. Um dahin zu gelangen, bediirfte
es einer unendlichen Anzahl von Syllogismen; es miifite
ein Abgrund ibersprungen werden, welchen die Geduld
des Analysten, der auf die formale Logik als einzige
Quelle beschrinkt ist, niemals ausfiillen konnte.

Ich fragte zu Anfang (vgl. S. 2), weshalb man sich
nicht einen Verstand vorstellen kénnte, der stark genug
wire, mit einem Blicke die Gesamtheit der mathemati-
schen Wahrheiten zu erfassen.

Die Antwort ist jetzt erleichtert; ein Schachspieler
kann vier Ziige im voraus berechnen, vielleicht auch
finf, aber wenn man ihm auch AuBerordentliches zu-
traut, so wird er sich immer nur eine endliche Anzahl zu-
rechtlegen kénnen; wenn er seine Fahigkeiten auf die
Arithmetik anwendet, so wird er nicht im stande sein,
sich deren allgemeine Wahrheiten mit einer einzigen
direkten Anschauung zum BewuBtsein zu bringen; um
zu dem Kleinsten Lehrsatze zu gelangen, kann er nicht
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das rekurrierende Verfahren entbehren, weil dies ein
Werkzeug ist, welches uns gestattet, vom Endlichen zum
Unendlichen fortzuschreiten.

Dieses Werkzeug ist immer niitzlich, denn es erlaubt
uns, mit einem Satze beliebig viele Stationen zu iiber-
springen, und erspart uns dadurch lange, ermiidende
und einférmige Verifikationen, welche sich bald als
undurchfithrbar erweisen wiirden. Aber dieses Werk-
zeug wird unentbehrlich, wenn man den allgemeinen
Lehrsatz im Auge hat, dem wir uns durch analytische
Verifikationen unaufhérlich ndhern, ohne ihn jemals zu
erreichen.

In diesem Gebiete der Arithmetik kann man meinen,
von der Infinitesimal-Rechnung weit entfernt zu sein;
und dennoch spielt, wie wir soeben gesehen haben, die
Idee des mathematischen Unendlich schon eine hervor-
ragende Rolle, und ohne sie wiirde es keine Wissen-
schaft geben, weil es michts Allgemeines geben wiirde.

VI.

Das Urteil, auf welchem die Entwicklung durch das
rekurrierende Verfahren beruht, kann in andere Formen
gesetzt werden; man kann z. B. sagen, daB es in einer
unendlichen Menge von verschiedenen ganzen Zahlen
immer eine gibt, welche kleiner ist als alle {ibrigen.

Man ikann leicht von einer Aussage zur anderen
iibergehen und sich so der Einbildung hingeben, als
hitte man die Legitimitdt des rekurrierenden Verfahrens
bewiesen. Aber man wird immer auf ein Hindernis
stoflen, man wird immer zu einem unbeweisbaren Axiom
gelangen, welches im Grunde nichts weiter ist als der
zu beweisende Satz, in eine andere Sprache iibersetzt.

Man kann sich daher der SchluBfolgerung nicht ent-
zichen, daB das Gesetz des rekurrierenden Verfahrens
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nicht auf das Prinzip des Widerspruchs zuriickfiihr-
bar ist.

Zu diesem Gesetze konnen wir nicht durch die Er-
fahrung gelangen; die Erfahrung kénnte uns z. B lehren,
daB das Gesetz fiir die zehn, fiir die hundert ersten
Zahlen richtig ist, sie kann nicht die unendliche Folge
der Zahlen erreichen, sondern nur einen gréBeren oder
kleineren, aber immer einen begrenzten Teil dieser
Zahlenfolge.

Wenn es sich jedoch nur darum handelte, so wiirde das
Prinzip des Widerspruchs geniigen; es wiirde uns immer
gestatten, so viele logische Schliisse zu entwickeln, als wir
wollen; nur wenn es darauf ankommt, eine unendliche
Anzahl solcher Schliisse in eine einzige Formel zusammen-
zufassen, nur vor dem Unendlichen versagt dieses Prinzip,
und genau an diesem Punkte wird auch die Erfahrung
machtlos. Dieses Gesetz, welches dem analytischen Be-
weise ebenso unzuginglich ist. wie der Erfahrung, gibt
den eigentlichen Typus des synthetischen Urteils a priori.
Man kann andrerseits darin nicht bloBes Ubereinkommen
sehen wollen, wie bei einigen Postulaten der Geometrie.

Warum dringt sich uns dieses Urteil mit einer un-
widerstehlichen Gewalt auf? Das kommt daher, weil es
nur die Bestitigung der Geisteskraft ist, welche die Uber-
zeugung hat, sich die unendliche Wiederholung eines und
desselben Schrittes vorstellen zu konnen, sobald dieser
Schritt einmal als méglich erkannt ist. Der Verstand
hat von dieser Macht eine direkte Anschauung, und die
Erfahrung kann fiir ihn nur eine Gelegenheit sein, sich
derselben zu bedienen und dadurch derselben bewulBt
zu werden.

Aber, wird man einwenden, wenn auch die unmittel-
bare rohe Erfahrung das rekurrierende Verfahren nicht
rechtfertigen kann, ist es deshalb ebenso, wenn die Induk-
tion der Erfahrung zu Hilfe kommt? Wir sehen succes-
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sive, daB ein Lehrsatz richtig ist fiir die Zahl 1, fiir die
Zahl 2, fir die Zahl 3 u.s.w.; das Gesetz ist evi-
dent, so sagen wir; und es ist das ebenso berechtigt
wie bei jedem physikalischen Gesetze, das sich auf Be-
obachtungen stiitzt, deren Zahl zwar sehr groB, aber
immer endlich ist.

Man kann nicht verkennen, daB hier eine auffillige
Analogie mit den gebrduchlichen Verfahrungsweisen der
Induktion vorhanden ist. Aber es besteht ein wesent-
licher Unterschied. Die Induktion bleibt in ihrer An-
wendung auf die physikalischen Wissenschaften immer
unsicher, weil sie auf dem Glauben an eine allgemeine
GesetzmiBigkeit des Universums beruht, und diese Ge-
setzmiBigkeit liegt auBerhalb von uns selbst. Die mathe-
matische Induktion dagegen, d. h. der Beweis durch
rekurrierendes Verfahren, zwingt sich uns mit Notwendig-
keit auf, weil er nur die Betitigung einer Eigenschaft
unseres eigenen Verstandes ist.?)

VII.

Wie ich schon erwihnt habe (S. 2), bemiihen sich die
Mathematiker stets, die Sdtze, welche sie aufgestellt
haben, weiter zu verallgemeinern; so (um nicht andere
Beispiele zu suchen) haben wir eben die Gleichung:

at+1=1-4a
bewiesen; und wir bedienten uns derselben, um daraus
die Gleichung:
a+t+b=b-4a
abzuleiten, welche offenbar allgemeiner ist.
Die Mathematik kann daher, wie die anderen Wissen-
schaften, vom Besonderen zum Allgemeinen fortschreiten.
Hierin liegt eine Tatsache, die uns am Anfang dieser
Darlegung unverstdndlich erschienen wire, aber welche
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jetzt fiir uns nichts Geheimnisvolles hat, nach- dem
wir die Analogie zwischen dem rekurrierenden Beweise
und der gewdhnlichen Induktion festgestellt haben.

Ohne Zweifel, die mathematisch-rekurrierende SchluB-
weise und die physikalisch-induktive SchluBweise beruhen
auf verschiedenen Grundlagen, aber ihre Wege laufen
parallel; sie schreiten in demselben Sinne fort, d. h. vom
Besonderen zum Allgemeinen. }

Gehen wir darauf noch etwas nidher ein. Um die
Gleichung:

(1) at2=2-a
zu beweisen, geniigt es, zweimal die Regel:
(2) at+1=1-4a

anzuwenden und zu schreiben:

atz=a+4+1}+1=1+}a+t1=1+414a=2-+}a.

Die Gleichung (1) ist so auf rein analytischem Wege
aus der Gleichung (2) abgeleitet; sie ist aber deshalb nicht
ein bloBer Spezialfall derselben; sie ist etwas anderes.

Man kann daher nicht sagen, daBl man im eigentlich
analytischen und deduktiven Teile der mathematischen
Entwicklungen im gewohnlichen Sinne des Wortes vom
Aligemeinen zum Besonderen iibergeht. Die beiden
Seiten der Gleichung (1) sind nur verwickeltere Kom-
binationen als die beiden Seiten der Gleichung (2), und
die Analyse dient nur dazu, die Elemente, welche in
diese Kombinationen eingehen, zu trennen und ihre gegen-
seitigen Beziehungen zu studieren.

Die Mathematik kommt also ,,durch Konstruktionen®
vorwirts, sie ,konstruiert immer verwickeltere Kom-
binationen. Indem sie dann durch die Analyse dieser
Kombinationen, die man als selbstindige Gesamtheiten
bezeichnen konnte, zu ihren urspriinglichen Elementen
zuriickkehrt, wird sie sich der gegenseitigen Beziehungen
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dieser Elemente bewuft und leitet daraus die Beziehungen
zwischen diesen Gesamtheiten selbst ab.

Das ist ein rein analytisches Vorgehen, aber nicht
ein Vorgehen vom Allgemeinen zum Besonderen, denn
die Gesamtheiten konnen offenbar nicht so angesehen
werden, als wiren sie von speziellerer Natur wie ihre
Elemente.

Man hat mit Recht diesem Prozesse der Konstruktion
eine groBe Wichtigkeit beigelegt, und man hat darin die
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Fort-
schritte der exakten Wissenschaften erkennen wollen.

Notwendig? ohne Zweifel; aber hinreichend? mnein!

Damit eine Konstruktion niitzlich sein kann, damit
sie nicht nur eine iiberfliissige Anstrengung des Ver-
standes darstellt, damit sie jedem als Sprungbrett dienen
kann, der sich hoher erheben will, muB sie vor allem
eine Art Einheit besitzen, welche erlaubt, darin etwas
anderes zu sehen als die bloBe Anhdufung von Ele-
menten.

Oder genauer: man muB einen Vorteil darin erkennen,
daB man lieber die Konstruktion als die einzelnen Ele-
mente betrachtet.

Welcher Art kann dieser Vorteil sein?

Warum z. B. soll man sich lieber mit einem Polygon
beschiftigen, das doch stets in Dreiecke zerlegbar ist,
als mit diesen Elementar-Dreiecken ?

Offenbar, weil es Eigenschaften gibt, die den Poly-
gonen mit einer beliebigen Anzahl von Seiten zukommen
und die man unmittelbar auf irgend ein besonderes
Polygon anwenden kann.

Meistens dagegen wiirde man sie nur um den Preis
sehr langwieriger Bemiihungen wiedetfinden, wenn man
direkt die Beziehungen der Elementar-Dreiecke studieren
wollte,

Wenn das Viereck etwas anderes ist als zwei an-
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einandergelegte Dreiecke, so liegt dies daran, daB das
Viereck zur Klasse der Polygone gehort.

Eine Konstruktion wird nur interessant, wenn man
sie an andere, dhnliche Konstruktionen anreihen kann,
so daf3 alle zu einer gemeinsamen Klasse gehoren.

Uberdies muB man die Eigenschaften dieser Klasse
ableiten kénnen, ohne sie einzeln nacheinander fiir jedes
Individuum der Klasse aufzustellen.

Um dahin zu gelangen, muf3 man notwendigerweise
vom Besonderen zum Allgemeinen aufsteigen, indem man
eine oder mehrere Stufen weiterklimmt.

Das analytische Verfahren,,durch Konstruktion* notigt
uns nicht wieder herabzusteigen, sondern es 1d8t uns auf
demselben Niveau.

Wir konnen uns nur durch die mathematische In-
duktion erheben, denn sie allein kann uns etwas Neues
lehren. Ohne die Hilfe dieser Induktion, welche in ge-
wissem Sinne von der physikalischen Induktion verschie-
den, aber fruchtbar wie diese ist, wiirde die Konstruk-
tion nicht im stande sein, eine Wissenschaft aufzubauen.

SchlieBlich wollen wir bemerken, dafl diese Induktion
nur moglich ist, wenn eine und dieselbe Operation un-
endlich oft wiederholt werden kann. Deshalb wird die
Theorie des Schachspiels niemals eine Wissenschaft werden
kénnen, denn die verschiedenen Ziige einer und derselben
Partie haben keine Ahnlichkeit untereinander.

Zweites Kapitel.
Die mathematische GréBe und die Erfahrung.

Wenn man wissen will, was die Mathematiker unter
einem Kontinuum verstehen, muB man nicht bei der
Geometrie anfragen; der Geometer sucht sich immer die

Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Auil. 2
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von ihm studierten Figuren mehr oder weniger darzu-
stellen, aber seine Darstellungen sind fiir ihn nur Hilfs-
mittel. Er macht Geometrie mit Linien, die er sich im
Raum frei vorstellt ebenso gut wie mit der Kreide auf der
Tafel; auch muB man sich hiiten, Zufiilligkeiten, welche
oft ebenso unwichtig sind wie die Farbe der Kreide, all-
zuviel Bedeutung beizulegen.

Der reine Analytiker hat diese Klippe nicht zu fiirch-
ten. Er hat die mathematische Wissenschaft aller fremden
Elemente entkleidet und er kann auf die Frage ant-
worten: was ist eigentlich dieses Kontinuum, mit dem
die Mathematiker arbeiten? Viele von ihnen, welche
iiber ihre Kunst nachdenken, haben bereits geantwortet,
z. B. Herr Tannery in seiner ,,Introduction & la théorie
des fonctions d'une variable.*

Gehen wir von der Stufenleiter der ganzen Zahlen
aus; zwischen zwei aufeinanderfolgende Stufen schieben
wir eine oder mehrere Zwischenstufen ein, dann zwischen
diese neuen Stufen wieder andere und so fort ohne
Ende. Wir haben so eine unbegrenzte Anzahl von
Gliedern; das sind die Zahlen, welche man als Briiche
oder als rationale, bezw. kommensurable Zahlen be-
zeichnet. Aber dies ist nicht alles; zwischen diese
Glieder, welche doch schon in unendlicher Anzahl vor-
handen sind, muB man noch wieder andere einschalten,
welche man als irrationale oder inkommensurable Zahlen
bezeichnet.

Bevor wir weiter gehen, schicken wir folgende Be-
merkung voraus. Das so aufgefaBte Kontinuum ist nur eine
Ansammlung von Individuen, die in eine gewisse Ord-
nung gebracht sind; allerdings ist ihre Anzahl unendlich
groB3, aber sie sind doch voneinander getrennt.
Das ist nicht die gewdhnliche Vorstellung, bei der man
zwischen den Elementen des Kontinuums eine Art inniger
Verbindung voraussetzt, welche daraus ein Ganzes macht
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und wo der Punkt nicht friiher als die Linie existiert,
aber wohl die Linie frither als der Punkt. Von der be-
rithmten .Formulierung ,,das Kontinuum ist die Einheit
in der Vielheit bleibt nur die Vielheit iibrig, die Ein-
heit ist verschwunden. Die Analytiker haben deshalb
nicht weniger Recht, ihr Kontinuum so zu definieren,
wie sie es tun, denn nur mit dem so definierten Kon-
tinuum arbeiten sie, wenn sie die hdchste Strenge ihrer
Beweise erreichen wollen. Aber das ist genug, um vor-
liufig einzusehen, daB das eigentliche mathematische
Kontinuum etwas ganz anderes ist als das Kontinuum
der Physiker oder dasjenige der Metaphysiker.

Man wird vielleicht sagen, daB sich die Mathematiker,
welche sich mit dieser Definition begniigen, durch Worte
betriigen lassen, daB man in einer knappen Form aus-
driicken miilte, was jede dieser dazwischen liegenden
Stufen bedeute, daB man erkliren miiBte, wie man sie
einzuschalten hat, und beweisen miifite, daBl es méglich
ist diese Einschaltung auszufiihren. Aber das wiirde
unbillig sein; die einzige Eigenschaft dieser Stufen,
welche bei ihren Uberlegungen®) benutzt wird, ist die-
jenige, daf jede sich vor oder hinter einer anderen befin-
det; diese Eigenschaft allein darf deshalb bei Defini-
tion der Stufe benutzt werden.

Also braucht man sich nicht tiber die Art und Weise
zu beunruhigen, wie man diese Zwischenglieder einzu-
schalten hat; andererseits wird niemand daran zweifeln,
daB diese Operation mdglich ist, es sei denn, er vergife,
daB dieses letztere Wort?*) in der Sprache der Mathematik
einfach so viel bedeutet als ,,frei von Widerspriichen.*

Unsere Definition ist gleichwohl noch nicht vollstindig,

*) Hier sind diejenigen Uberlegungen eingeschlossen, welche
in den gewdhnlichen Festsetzungen implicite enthalten sind, die
zur Definition der Addition dienen und auf die wir spater zuriick-
kommen.

2%
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und nach dieser allzulangen Abschweifung komme ich
jetzt darauf zuriick.

Definition der inkommensurablen Zahlen. — Die
Mathematiker der Berliner Schule, besonders L. Kronecker,
haben mit Vorliebe den Gedanken vertreten, daB man
diese kontinuierliche Stufenleiter der gebrochenen und
irrationalen Zahlen aufbauen konne, ohne sich anderer
Bausteine zu bedienen als ganzer Zahlen. Bei dieser
Anschauungsweise wiirde das mathematische Kontinuum
nur eine Schopfung des Verstandes sein, mit der die
Erfahrung nichts zu tun hat.%)

Der Begriff der rationalen Zahl schien ihnen keine
Schwierigkeit zu bereiten, sie haben sich hauptsichlich
bemiiht, die inkommensurable Zahl zu definieren. Aber
ehe ich eine entsprechende Definition gebe, muB ich
eine Bemerkung einflechten, um dem Erstaunen zuvor-
zukommen, das sie unfehlbar bei solchen Lesern hervor-
rufen wiirde, welche mit den Gewohnheiten der Mathe-
matiker wenig vertraut sind.

Die Mathematiker studieren nicht Objekte, sondern
Beziehungen zwischen den Objekten; es kommt ihnen
deshalb nicht darauf an, diese Objekte durch andere zu
ersetzen, wenn dabei’ nur die Beziehungen ungeindert
bleiben. Der Gegenstand ist fiir sie gleichgiiltig, die
Form allein hat ihr Interesse. Wenn man dieses nicht
im Auge hitte, wiirde es unverstindlich bleiben, wie
man nach Dedekind mit dem Namen einer inkommen-
surablen Zahl ein bloBes Symbol bezeichnet, d. h.
etwas, das gdnzlich verschieden von der Idee ist, welche
man mit dem Begriffe einer GréSe glaubt verbinden zu
miissen, die doch meBbar und greifbar sein sollte.

Die gemeinte Definition Dedekinds kann etwa in fol-
gender Weise gefaft werden?):

Man kann auf unendlich viele Weisen die kommen-
surablen Zahlen derart in zwei Klassen einteilen, da8
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irgend eine Zahl der ersten Klasse grofler ist als irgend
eine Zahl der zweiten Klasse.

Es kann eintreten, daB unter den Zahlen der ersten
Klasse eine vorkommt, welche kleiner ist als alle ande-
ren; wenn man z. B. in die erste Klasse alle Zahlen
einreiht, die gréBer als 2 sind, und 2 selbst, in die zweite
Klasse aber alle Zahlen, die kleiner als 2 sind, so ist
es klar, daB 2 die kleinste Zahl unter allen in der ersten
Klasse ist. Die Zahl 2 wird dann als Symbol dieser
Einteilungsart gewdhlt werden kénnen.

Im Gegensatze hierzu kann es vorkommen, dafl unter
den Zahlen der zweiten Klasse eine auftritt, die gré8er
ist als alle anderen; das ist z. B. der Fall, wenn die
erste Klasse alle Zahlen umfaBt, die groBer als 2 sind,
und die zweite alle Zahlen, die kleiner als 2 sind, und
2 selbst. Auch hier kann die Zahl 2 als Symbol dieser
Einteilungsart gelten.

Aber es kann ebenso gut vorkommen, dafl man weder
in der ersten Klasse eine Zahl kleiner als alle anderen,
noch in der zweiten eine Zahl groBer als alle anderen
finden kann. Nehmen wir z. B. an, daBl man in die
erste Klasse alle kommensurablen Zahlen stellt, deren
Quadrat groBer als 2 ist, und in die zweite alle, deren
Quadrat kleiner als 2 ist. Man weiB, dafl es keine Zahl
gibt, deren Quadrat genau gleich 2 ist. Es gibt dann
offenbar in der ersten Klasse keine Zahl kleiner als alle
anderen, denn wie nahe das Quadrat einer Zahl auch
der 2 komme, man wird immer eine kommensurable
Zahl finden konnen, deren Quadrat der Zahl 2 noch
niher kommt.

Bei dieser Betrachtungsweise ist die inkommensurable
Zahl

Va

nichts anderes als das Symbol dieser besonderen Ein-
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teilung der kommensurablen Zahlen; und jeder Eintei-
lungsart entspricht so entweder eine kommensurable Zahl,
welche ihr als Symbol dient, oder es entspricht ihr keine
kommensurable Zahl.

Aber wenn man sich hiermit begniigen wollte, so
wiirde man zu sehr den Ursprung dieser Symbole ver-
gessen; es bleibt unaufgeklirt, wie man dazu gekommen
ist, ihnen eine Art konkreter Existenz zuzusprechen; und
beginnt andererseits die Schwierigkeit nicht ebenso schon
bei den gebrochenen Zahlen selbst? Wiirden wir den
Begriff dieser Zahlen haben®), wenn wir nicht im voraus
einen Gegenstand kennen wiirden, den wir uns als bis
ins Unendliche teilbar, d. h. als ein Kontinuum vor-
stellen?

Das physikalische Kontinuum. — Man kommt
so dazu, sich zu fragen, ob der Begriff des mathemati-
schen Kontinuums nicht einfach der Erfahrung ent-
nommen ist. Wenn dem so wire, so wiirden die rohen
Angaben der Erfahrung, die eben unsere Empfindungen
sind, der Messung zuginglich sein. Wir kénnten ver-
sucht sein zu glauben, daB es wirklich so ist, denn man
hat in neuerer Zeit versucht, sie zu messen, und sogar
ein Gesetz formuliert, das unter dem Namen des Fechner-
schen Gesetzes bekannt ist, nach welchem die Emp-
findung proportional dem Logarithmus des Reizes
sein soll.?)

Aber wenn man die Experimente genauer priift,
durch welche man dieses Gesetz zu begriinden suchte,
wird man zu einer ganz entgegengesetzten Folgerung ge-
fithrt. Man bhat z. B. beobachtet, daB ein Gewicht 4
von zehn Gramm und ein Gewicht B von elf Gramm
identische Empfindungen hervorriefen, daB das Gewicht
B ebensowenig von einem zwolf Gramm schweren Ge-
wichte C unterschieden werden konnte, daB man aber
leicht das Gewicht A vom Gewichte C auseinanderhielt.
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Die groben Erfahrungsresultate lassen sich also durch
folgende Beziehungen ausdriicken:

A=B, B=C, A<C,

und diese koénnen als Formulierung des physikalischen
Kontinuums betrachtet werden.

Das ist aber absolut unvertriglich mit dem Prinzipe
des Widerspruchs, und die Notwendigkeit, diesen MiB3-
klang zu beseitigen, hat uns dazu gefiihrt, das mathe-
matische Kontinuum zu erfinden. Man wird also zu
dem Schlusse genétigt, daB dieser Begriff in allen seinen
Teilen durch den Verstand geschaffen ist, aber daf} die
Erfahrung uns dazu Veranlassung gegeben hat.

Wir kénnen nicht glauben, daB zwei Gréflen, welche
einer und derselben dritten gleich sind, nicht unterein-
ander gleich sein sollen, und dadurch werden wir dazu
gebracht vorauszusetzen, da3 A sowohl von B als von
C verschieden sei, daB aber die Unvollkommenheit unserer
Sinne uns nicht erlaubte, sie auseinanderzuhalten.

Die Schopfung des mathematischen Kontinuums.
— Erstes Stadium. — Um uns iiber die Tatsachen
Rechenschaft zu geben, konnten wir uns bisher damit
begniigen, zwischen A und B eine kleine Anzahl von
Gliedern einzuschalten, deren jedes fiir sich blieb.
Was geschieht nun, wenn wir irgend ein Werkzeug zu
Hilfe nehmen, um der Schwiche unserer Sinne nachzu-
helfen, wenn wir uns z. B. eines Mikroskopes bedienen?
Glieder, welche wir nicht voneinander unterscheiden
konnten, wie soeben A und B, erscheinen uns jetzt voll-
kommen getrennt, aber zwischen 4 und B, die jetzt von-
einander getrennt sind, 1Bt sich ein neues Glied D ein-
schalten, das wir weder von A noch von B unterscheiden
konnen. Trotz der Anwendung der vollkommensten
Methoden werden die groben Resultate unserer Erfahrung
immer. den Charakter des physikalischen Kontinuums an
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sich tragen mit dem Widerspruche, der davon unzer-
trennlich ist Wir werden dem nur entgehen, indem
wir ohne Aufhéren neue Glieder zwischen die schon
unterschiedenen hineinschieben, und diese Operation muf3
bis ins Unendliche fortgesetzt werden. Wir wiirden nur
begreifen konnen, daB man dabei irgendwo aufhéren
miisse, wenn wir uns ein Werkzeug ausdenken, das hin-
reichend michtig wire, um das physikalische Kontinuum
in diskrete Elemente zu zerlegen, wie das Teleskop die
MilchstraBe in einzelne Sterne auflést. Aber das konnen
wir uns nicht vorstellen; in der Tat, nur durch Ver-
mittlung unserer Sinne bedienen wir uns unserer Werk-
zeuge. Mit dem Auge beobachten wir das durch das
Mikroskop vergroferte Bild, und folglich mufB3 dieses
Bild immer den Charakter der Gesichtsempfindung be-
halten und folglich auch denjenigen des physikalischen
Kontinuums.

Nichts unterscheidet eine direkt beobachtete Linge
von der Hilfte dieser Linge, wenn letztere durch das
Mikroskop verdoppelt wird. Das Ganze ist dem Teile
homogen; dadurch entsteht ein neuer Widerspruch oder,
besser gesagt, es wiirde ein solcher entstehen, wenn die
Anzahl der Glieder als endlich vorausgesetzt wire; es
ist in der Tat klar, daB der Teil, welcher doch weniger
Glieder enthilt als das Ganze, dem Ganzen nicht #hn-
lich sein kann.

Der Widerspruch hort auf, sobald die Anzahl der
Glieder als unbegrenzt angesehen wird; nichts verhindert
uns, z. B. die Gesamtheit der ganzen Zahlen als #hnlich
der Gesamtheit der geraden Zahlen anzusehen, welche
doch nur einen Teil der ersteren bilden, und wirklich
gehdrt zu jeder ganzen Zahl eine gerade Zahl, welche
das Doppelte der ersteren betrigt.

Aber nicht bloB, um dem Widerspruche zu ent-
gehen, welcher in den Erfahrungstatsachen enthalten ist,
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wird der Verstand dazu gefiihrt, den Begriff eines Kon-
tinuums zu schaffen, welches durch eine unbegrenzte An-
zahl von Gliedern gebildet wird.

Es wvollzieht sich alles wie in der Folge der
ganzen Zahlen. Wir haben die Féhigkeit zu begreifen,
daB eine Einheit einer gegebenen Menge von Einzel-
heiten hinzugefiigt werden kann; dank der Erfahrung
haben wir Gelegenheit, diese Fahigkeit zu {iben und
uns dieselbe zum Bewufitsein zu bringen: aber von die-
sem Moment ab fithlen wir, da8 unsere Macht keine
Grenze hat und daB wir endlos weiter zdhlen kénnten,
obgleich wir niemals eine unbegrenzte Anzahl von Dingen
zu zdhlen hatten.

Ebenso empfinden wir, sobald wir dazu gefiihrt sind,
Mittelglieder zwischen die unmittelbar aufeinanderfolgen-
den Glieder einer Reihe einzuschalten, daB diese Opera-
tion iiber jede Grenze hinaus fortgesetzt werden kann
und daB es sozusagen keinen triftigen Grund dafiir gibt
aufzuhéren.

Man erlaube mir, um mich kiirzer zu fassen, als
mathematisches Kontinuum erster Ordnung jede Gesamt-
heit von Gliedern zu bezeichnen, die nach demselben
Gesetze gebildet werden, wie die Stufenleiter der kom-
mensurablen Zahlen. Wenn wir dann weiter nach dem
Bildungsgesetze der inkommensurablen Zahlen neue Stufen
einschalten, so werden wir das erhalten, was wir ein
Kontinuum der zweiten Ordnung nennen wollen.

Zweites Stadium. — Wir haben bis jetzt nur den
ersten Schritt getan; wir haben den Ursprung des Kon-
tinuums erster Ordnung erkldrt; aber wir miissen jetzt
sehen, warum das noch nicht geniigt und warum es not-
wendig ist, die inkommensurable Zahl zu ersinnen.

Wenn man sich eine Linie vorstellen will, so wire
es nur moglich mit den Merkmalen des physikalischen
Kontinuums, das heiBt, man kann sie sich nur in einer
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gewissen Breite vorstellen. Zwei Linien wiirden uns als-
dann in der Gestalt von zwei engen Streifen erscheinen,
und wenn man sich mit dieser groben Vorstellung be-
gniigt, so ist es klar, daB diese beiden Linien, wenn
sie sich schneiden, einen Teil gemeinsam haben.$)

Aber der reine Mathematiker geht einen Schritt weiter:
ohne ganz auf die Hilfsmittel seiner Sinne zu verzichten,
will er den Begriff der Linie ohne Breite erlangen und
denjenigen des Punktes ohne Ausdehnung. Er kann
dazu nur kommen, indem er die Linie als die Grenze
betrachtet, welcher sich ein immer schmaler werdender
Streifen unbegrenzt nihert, und den Punkt als die Grenze,
welcher sich ein immer kleiner werdendes Flichenstiick
beliebig ndhert. Dann werden unsere beiden Streifen,
so schmal sie auch sein mogen, immer ein Flichenstiick
gemeinsam haben, welches desto kleiner sein wird, je
weniger breit die Streifen sind, und deren Grenze das
sein wird, was der reine Mathematiker einen Punkt nennt.

Von diesem Standpunkte aus sagt man, daB zwei
Linien, welche sich schneiden, einen Punkt gemeinsam
haben, und in solchem Sinne erscheint diese Wahrheit
einleuchtend.

Aber sie wiirde einen Widerspruch enthalten, wenn
man die Linien als Kontinua erster Ordnung betrachten
wiirde, d.h.wenn auf den vom Mathematiker gezogenen
Linien sich nur Punkte befinden sollten, welche rationale
Zahlen zu Koordinaten haben. Der Widerspruch wird
offenbar, sobald man zum Beispiel die Existenz von
Geraden und Kreisen zuliBt.

In der Tat ist folgendes klar: wenn nur die Punkte
mit kommensurablen Koordinaten als wirklich betrachtet
wiirden, so wiirden die Diagonale eines Quadrates und
der diesem Quadrate eingeschriebene Kreis sich nicht
schneiden, denn die Koordinaten des Schnittpunktes be-
rechnen sich als inkommensurable Zahlen.®)
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Das wiirde nicht geniigen, denn man wiirde auf diese
Weise nur gewisse inkommensurable Zahlen und Keines-
wegs alle diese Zahlen .erhalten.

Stellen wir uns eine gerade Linie vor, welche in
zwei Halbstrahlen geteilt ist. Jeder dieser Halbstrahlen
wird unserer Einbildungskraft als ein Streifen von einer
gewissen Breite erscheinen; diese Streifen werden iiber-
einander greifen, weil es zwischen ihnen keinen Zwischen-
raum geben soll. Der gemeinsame Teil wird uns wie
ein Punkt erscheinen, welcher immer bestehen bleibt,
wenn wir unsere Streifen in der Vorstellung diinner und
diinner werden lassen, und so werden wir es als eine
anschaunungsmifBige Wahrheit zulassen, daBl die gemein-
same Grenze zweier Halbstrahlen, in welche eine Gerade
geteilt wird, ein Punkt ist; hier werden wir an die oben
erdrterte Vorstellung (S. 211.) erinnert, nach welcher eine
inkommensurable Zahl als die gemeinsame Grenze zweier
Klassen von rationalen Zahlen betrachtet wurde.

Auf solche Weise entsteht das Kontinuum zweiter
Ordnung, welches mit dem eigentlichen mathematischen
Kontinuum identisch ist.

Zusammenfassung. — Wir haben also folgendes
erkannt: Der Verstand hat die Fihigkeit, Symbole zu
schaffen, und dadurch konstruiert er das mathematische
Kontinuum, welches nichts anderes ist als ein beson-
deres System von Symbolen. Seine Macht wird nur be-
grenzt durch die Notwendigkeit, Widerspriiche zu ver-
meiden; aber der Verstand macht von dieser Fihigkeit
nur Gebrauch, wenn die Erfahrung ihm dazu Veran-
lassung gibt.

In unserem Falle liegt diese Veranlassung in der
Vorstellung des physikalischen Kontinuums, wie sie aus
den groben Erfahrungen der Sinne abgeleitet wird. ~Aber
diese Vorstellung fiihrt zu einer Reihe von Widerspriichen,
die man schrittweise beseitigen mufl. Dadurch werden
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wir genétigt, ein System von Symbolen zu ersinnen, das
immer verwickelter wird. Dasjenige, mit welchem wir
uns zufrieden geben, ist nicht nur frei von inneren Wider-
spriichen (das galt schon fiir alle einzelnen Abschnitte
des von uns zuriickgelegten Weges), sondern es steht
auch nicht im Widerspruche mit den verschiedenen
Sitzen, die wir als anschauungsmiBige bezeichnen und
welche aus mehr oder weniger durchgearbeiteten, er-
fahrungsméBigen Vorstellungen abgeleitet werden.

Die meBbare Grofe. — Die GroBen, welche wir
bis jetzt studiert haben, sind nicht meBbar; wir kénnen
wohl sagen, ob die eine dieser GroBen groBer ist als
eine bestimmte andere, aber nicht, ob sie zwei- oder
dreimal so groB ist.

Ich habe mich in der Tat bis jetzt nur mit der Ord-
nung beschiftigt, in welcher unsere Glieder aufeinander
folgen. Aber fiir die meisten Anwendungen ist das
nicht geniigend. Wir miissen lernen, die Intervalle zu
vergleichen, welche die aufeinanderfolgenden Glieder
irgend zweier Paare von Gliedern voneinander trennen.
Nur unter dieser Bedingung wird das Kontinuum eine
meBbare GréBe und kann man auf dasselbe die Opera-
tionen der Arithmetik anwenden.

Das kann nur mit Hilfe einer neuen und besonderen
Ubereinkunft geschehen. Man wird also dahin iiber-
einkommen, daB in einem gewissen bestimmten Falle
das Intervall zwischen den Gliedern 4 und B gleich ist
dem Intervalle, welches C von D trennt. Beim Beginn
unserer Arbeit sind wir z. B. von der Stufenleiter -der
ganzen Zahlen ausgegangen, und wir haben vorausge-
setzt, daB man zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stufen
n Zwischenstufen einschalte; wenn dem so ist, so sollen
die neuen Stufen durch Ubereinkunft als #quidistant
betrachtet werden.

Auf diese Weise kann man die Addition zweier
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GroBen definieren; denn wenn das Intervall 4 B nach
der Definition gleich dem Intervalle CD ist, so ist nach
der Definition auch das Intervall 4D gleich der Summe
der Intervalle 4 B und 4C.

1 (] () [}
1 ) L} )

A B C D

Voraus. 4B=CD, Behaup. AD=AB-+ AC
Bew. AD=AB-} BC+4CD
=AB-+4(BC-}A4B)
=AB- AC.

Diese Definition ist in sehr weitem Umfange, jedoch
nicht ganz willkiirlich. Sie ist gewissen Bedingungen
unterworfen, z. B. den Gesetzen der Kommutativitit und
der Associativitit der Addition (vgl. oben S.#{.). Aber
wenn nur die gewihlte Definition diesen Regeln geniigt,
so steht die Wahl sonst frei, und es ist iiberfliissig, sie
niher zu pricisieren.

Verschiedene Bemerkungen. — Wir kénnen uns
mehrere wichtige Fragen vorlegen:

1. Ist die schaffende Kraft des Verstandes mit der
Erschaffung des mathematischen Kontinuums erschopft?

Nein: die Arbeiten von P. du Bois-Reymond zeigen
es in schlagender Weise.?)

Man weil, daB die Mathematiker unendlich kleine
GréBen verschiedener Ordnung unterscheiden und daB
diejenigen zweiter Ordnung unendlich klein sind, nicht
nur in absolutem Sinne, sondern sogar in Bezug auf
diejenigen erster Ordnung. Es ist nicht schwer, sich
unendlich kleine GréBen gebrochener oder sogar irratio-
naler Ordnung auszudenken, und wir finden hier die
Stufenleiter des mathematischen Kontinuums wieder, mit
welcher wir uns auf den vorhergehenden Seiten be-
schiftigt haben.
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Noch mehr: es existieren unendlich kleine GroéBen,
welche unendlich klein im Verhiltnis zu denjenigen
erster Ordnung, dagegen unendlich groB im Verhiltnis
zu denjenigen der Ordnung 1 - ¢ sind, und das gilt, so
klein auch ¢ sein mag.!) Da haben wir also neue Glieder
in unsere Reihe eingeschaltet, und wenn man mir er-
lauben will, zu der schon eben angedeuteten Ausdrucks-
weise zuriickzukehren, welche sehr bequem, wenn auch
nicht durch den Gebrauch geheiligt ist, so konnte ich
sagen, daB man auf diese Weise eine Art von Kontinuum
dritter Ordnung geschaffen hat (vgl. unter S. 49 f.).

Es wiirde leicht sein weiter zu gehen, aber es wiirde
ein leeres Spiel des Verstandes werden; man wiirde sich
Symbole ausdenken ohne jede Mboglichkeit der Anwen-
dung, und niemand wird sich darum kiimmern. Das
Kontinuum dritter Ordnung, zu dem die Betrachtung
der verschiedenen Ordnungen unendlich kleiner GréBen
fithrt, bietet selbst zu wenig Vorteile, um sich das Biirger-
recht zu erwerben, und die Mathematiker betrachten es
nur als eine Merkwiirdigkeit. Der Verstand bedient sich
seiner schopferischen Kraft nur, wenn die Erfahrung ihn
dazu notigt (vergl. S. 27).

2. Hat man sich einmal den Begriff des mathemati-
schen Kontinuums verschafft, ist man dann gegen die-
jenigen Widerspriiche gesichert, welche zur Konstruktion
des Kontinuums Veranlassung gaben?

Nein; ich will es durch ein Beispiel erliutern:

Man muB schon sehr weit in der Mathematik vorge-
schritten sein, um es nicht fiir selbstverstindlich zu
halten, daB jede Kurve eine Tangente hat: und in der
Tat, wenn man sich diese Kurve und eine gerade Linie
als zwei schmale Streifen vorstellt, so wird man sie
immer in eine solche Lage bringen konnen, daB sie ein
Flachenstlick gemeinsam haben, ohne sich zu schneiden.
Man stelle sich weiter vor, daB die Breite dieser beiden
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Streifen unbegrenzt abnimmt, so wird dieses gemeinsame
Stiick immer erhalten bleiben, und beim Verfolgen des
Grenziiberganges wird man sagen konnen, dafBl die beiden
Linien einen Punkt gemeinsam haben, ohne sich zu
schneiden, d. h. daB3 sie sich beriihren.

Der Mathematiker, welcher (bewufit oder unbewuflt)
auf diese Weise seine Schliisse machen wollte, wiirde
nichts anderes tun, als was wir oben (vgl. S. 26) getan
haben, um zu beweisen, daB zwei Linien, welche sich
schneiden, einen Punkt gemeinsam haben, und seine
Anschauung konnte als ebenso berechtigt erscheinen.

Sie wiirde ihn jedoch in diesem Falle tduschen. Man
kann beweisen, daB es Kurven gibt, welche keine Tan-
gente haben, wenn eine solche Kurve als ein analytisches
Kontinuum zweiter Ordnung definiert wird.!®%)

Ohne Zweifel hitte irgend ein Kunstgriff, dhnlich den-
jenigen, welche wir oben studiert haben, geniigt, um
diesen Widerspruch aufzuheben; aber da letzterer nur
ganz ausnahmsweise vorkommt, so hat man sich damit
weiter keine Miihe gegeben. Anstatt zu versuchen, die
Anschauung mit der Analysis in Ubereinstimmung zu
bringen, hat man sich damit begniigt, die eine der beiden
zu opfern, und da die Analysis unfehlbar bleiben muB,
so hat man natiirlich der Anschauung Unrecht gegeben.

Das physikalische Kontinuum von mehreren
Dimensionen. — Ich habe weiter oben das physi-
kalische Kontinuum durchgenommen, so wie es aus den
unmittelbaren Beobachtungen unserer Sinne hervorgeht,
oder wenn man will, aus den groben Resultaten der
Versuche von Fechner (vgl. S. 221.); ich habe gezeigt,
daB diese Erfahrungen in den sich gegenseitig wider-
sprechenden Formeln zusammengefa8t sind:

A—B, B=C, A<C.

Wir wollen jetzt sehen, wie diese Vorstellung sich
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verallgemeinern 148t und wie daraus der Begriff des
Kontinuums von mehreren Dimensionen hervorgehen
kann.

Betrachten wir irgend zwei Gesamtheiten von Emp-
findungen. Entweder wir konnen sie voneinander unter-
scheiden, oder wir kénnen es nicht, ebenso wie sich in
den Untersuchungen Fechners ein Gewicht von 10 Gramm
wohl von einem Gewichte von 12 Gramm unterscheiden
lieB, nicht aber von einem Gewichte von 1T Gramm. Ich
brauche nichts weiter, um das Kontinuum von mehreren
Dimensionen zu konstruieren.

Wiz wollen eine dieser Gesamtheiten von Empfindun-
gen ein Element nennen. Dasselbe wird dem mathe-
matischen Punkt ungefihr analog aber doch nicht
ganz dasselbe sein. Wir konnen nicht sagen, daB unser
Element ohne Ausdehnung sei, weil wir es nicht von
benachbarten Elementen unterscheiden kénnen und weil
es auch von einer Art undurchsichtiger Schicht umgeben
ist. Wenn man mir diesen astronomischen Vergleich
gestatten will, so wiirden sich unsere ,,Elemente* wie
Nebelflecke verhalten, wihrend die mathematischen Punkte
sich wie Sterne verhalten.

Wenn wir an dieser Vorstellung festhalten, so wird
ein System von Elementen ein Kontinuum bilden, wenn
man von irgend einem Elemente zu irgend einem ande-
ren durch eine Reihe von aufeinander folgenden Elementen
hindurch iibergehen kann, unter denen keines sich vom
vorhergehenden unterscheiden 14B8t. Diese lineare Reihe
verhdlt sich zur Linie des Mathematikers wie ein ein-
zelnes Element sich zum Punkte verhilt.

Ehe wir weiter gehen, muB ich erbrtern, was ein
Querschnitt ist. Fassen wir ein Kontinuum C ins
Auge und entnehmen ihm gewisse seiner Elemente, welche
wir fiir einen Augenblick als nicht zu diesem Kontinuum
zugehorig betrachten. Die so entnommene Gesamtheit



Mehrere Dimensionen

33

von Elementen wird man einen Querschnitt nennen. Ver-
mittelst dieses Querschnittes 148t es sich bewerkstelligen,
dal C in mehrere getrennte Kontinua zerlegt wird, und
zwar dann, wenn die Gesamtheit der zuriickbleibenden
Elemente aufhort ein einziges Kontinuum zu bilden.

Alsdann sind auf C zwei Elemente, 4 und B, so an-
gebbar, dall man sie als zu den beiden getrennten Kon-
tinuis gehorig betrachten muB; und zwar wird man dies
dann tun, wenn es unmoglich ist, eine lineare Reihe
(eine Kette) aufeinander folgender Elemente von C zu
finden, unter denen keines vom vorhergehenden zu unter-
scheiden ist und von denen das erste Element mit 4,
das letzte mit B zusammenfillt, ohne dafB eines unter
den Elementen dieser Kette von einem Elemente
des Querschnittes nicht unterschieden werden
kann (d.h. dem Querschnitte angehért).

Es kann aber auch vorkommen, daf der gemachte
Querschnitt nicht gentigt um das Kontinuum C zu zer-
legen. Um die physikalischen Kontinua einzuteilen,
werden wir genau priifen, welches diejenigen Querschnitte

sind, die man notwendig braucht, um die Zerlegung
durchzufiihren.

Wenn man ein physikalisches Kontinuum C durch
einen Querschnitt zerlegen kann, welcher sich auf eine
endliche Anzahl von gegeneinander abgegrenzten Ele-
menten reduziert und welcher folglich weder ein Kon-
tinuum noch mehrere Kontinua bildet, so werden wir C
ein Kontinuum von einer Dimension nennen.!?)

Wenn im Gegenteil C nur durch Querschnitte zer-
legt werden konnte, welche selbst Kontinua sind, so
werden wir sagen, daB C mehrere Dimensionen hat.
Wenn es geniigt, Querschnitte zu benutzen, welche Kon-
tinua von einer Dimension sind, so werden wir sagen,
daB C zwei Dimensionen hat; wenn zweidimensionale

Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Aufl. 3
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Querschnitte geniigen, so werden wir sagen, daB C drei
Dimensionen hat, und so weiter.

So ldBt sich der Begriff des physikalischen Kon-
tinuums von mehreren Dimensionen definieren, dank der
einfachen Tatsache, dafl zwei Gesamtheiten von Emp-
findungen entweder voneinander unterscheidbar oder
nicht voneinander unterscheidbar sind.

Das mathematische Kontinuum von mehreren
Dimensionen. — Der Begriff des mathematischen Kon-
tinuums von # Dimensionen ist daraus ganz natiirlich
durch einen ProzeB hervorgegangen, ganz dhnlich dem-
jenigen, den wir am Anfang dieses Kapitels behandelt
haben. Ein Punkt eines derartigen Kontinuums erscheint
uns, wie man weil, als definiert durch ein System von #
verschiedenen GroBen, welche man seine Koordinaten
nennt,

Es ist nicht immer notwendig, daB diese GroBen
meBbar sind, und es gibt z. B. einen Zweig der Mathe-
matik, in welchem man von der Messung dieser GréBen
Abstand nimmt und wo man sich ausschlieflich damit
beschiftigt, zu erfahren, ob z. B. auf einer Kurve
A — B—C der Punkt B zwischen den Punkten 4 und
C liegt, und nicht damit, zu erfahren, ob der Bogen
AB gleich dem Bogen BC oder ob er etwa zweimal
so grof ist. Diesen Zweig der Geometrie nennt man
Analysis situs.')

Das ist ein Lehrgebdude fiir sich, welches die Auf-
merksamkeit der groBesten Mathematiker auf sich ge-
lenkt hat und bei welchem man eine Reihe bemerkens-
werter Lehrsitze auseinander hervorgehen sieht. Diese
Lehrsitze sind von denjenigen der gewShnlichen Geome-
trie dadurch unterschieden, daB sie rein qualitativ sind
und daB sie wahr bleiben, auch wenn die Figuren
durch einen ungeschickten Zeichner kopiert wiirden,
welcher dabei ihre Proportionen in plumper Weise ver-
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dndert und die geraden Linien durch mehr oder minder
krumme Ziige ersetzt.

Dadurch, daB man sich anschickte, das MaB3 in das
von uns soeben definierte Kontinuum einzufiihren, ist
dieses Kontinuum zum Raume geworden und ist die
Geometrie geboren. Aber das ndhere Studium dieser Ver-
hiltnisse behalte ich mir fiir den zweiten Teil vor.



Zweiter Teil.
Der Raum.

Drittes Kapitel.

Die nicht-Euklidische Geometrie.

Jede SchluBfolgerung stiitzt sich auf Voraussetzungen;
diese Voraussetzungen selbst sind entweder an sich evi-
dent und bediirfen keines Beweises oder sie konnen nur
dadurch gesichert werden, daB man sich auf andere
Sdtze stiitzt; und weil man so nicht ins Unendliche fort-
fahren kann, so beruht jede deduktive Wissenschaft und
besonders die Geometrie auf einer gewissen Anzahl von
unbeweisbaren Axiomen. Alle Lehrbiicher der Geometrie
beginnen daher mit der Aufzihlung dieser Axiome.
Aber man muB einen Unterschied zwischen letzteren
machen: einige, wie z. B.: ,,Zwei GréBen, die einer und
derselben dritten gleich sind, sind untereinander gleich®,
sind nicht Behauptungen der Geometrie, sondern analy-
tische Sitze. Ich betrachte sie als analytische Urteile
a priori und beschdftige mich nicht weiter mit ihnen.®)

Aber ich muB mich auf andere Axiome berufen,
welche der Geometrie eigentiimlich sind. Die meisten
Lehrbiicher geben drei solche an:

1. Durch zwei Punkte kann nur eine Gerade gehen:

2. Die gerade Linie ist der kiirzeste Weg von einem
Punkte zu einem andern Punkte;

3. Durch einen Punkt kann man nur eine Gerade
gehen lassen, welche zu einer gegebenen Geraden par-
allel ist.
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Obgleich man sich im allgemeinen nicht die Miihe
gibt, das zweite Axiom zu beweisen, wiirde es doch
moglich sein?), es aus den beiden anderen und aus den
viel zahlreicheren Axiomen abzuleiten, welche man (wie
ich weiterhin darlegen werde) implicite 2uldBt, ohne sie
auszusprechen.

Man hat lange vergeblich versucht, das dritte Axiom
ebenfalls zu beweisen, welches unter dem Namen des
Euklidischen Postulates bekannt ist. Was man in
dieser unerfiillbaren Hoffnung an Kriften verschwendet
hat, ist wirklich unvorstellbar. Endlich stellten im An-
fange des Jahrhunderts und ungefihr zu der gleichen
Zeit zwei Gelehrte, ein Russe und ein Ungar, Loba-
tschewsky und Bolyai unwiderlegbar fest, daf3 dieser
Beweis unmoglich sei; sie haben uns so ziemlich von den
Erfindern, welche unsere elementare Geometrie ohne das
Euklidische Postulat aufstellen wollten, befreit; seitdem
erhilt die Académie des Sciences nur noch ein oder
zwel solche Beweise im Jahr.'?)

Die Frage war noch nicht erschépft; aber sie machte
bald einen groSlen Schritt vorwirts durch die Publikation
der beriihmten Abhandlung von Riemann, betitelt: Uber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen. Diese Schrift hat die meisten neueren Arbeiten
beeinfluBt, von welchen ich weiterhin sprechen werde, und
unter denen man diejenigen von Beltrami und von Helm-
holtz erwidhnen muB.®)

Die Geometrie von Lobatschewsky. — Wenn es
moglich wire, das Euklidische Postulat auf andere Axiome
zuriickzufithren, so wiirde man offenbar bei Verneinung
dieses Postulates, und bei Zulassung der anderen Axiome
auf widerstreitende Folgerungen stoBBen; es wiirde also un-
moglich sein, auf solche Voraussetzungen eine zusammen-
hingende Geometrie zu stiitzen.
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Genau das hat Lobatschewsky durchgefiihrt. Er setzt
zu Anfang voraus:

,,Man kann durch einen Punkt mehrere Paral-
lelen zu einer gegebenen Geraden ziehen.”

Und er behdlt andererseits alle anderen Axiome
Euklids bei. Aus diesen Hypothesen leitet er eine
Reihe von Lehrsitzen ab, zwischen denen keinerlei
Widerspruch besteht, und er konstruiert eine Geometrie,
deren unfehlbare Logik in nichts derjenigen der Eukli-
dischen Geometrie nachsteht.

Die Lehrsitze sind, wohl verstanden, sehr verschieden
von denjenigen, an welche wir gewdhnt sind, und sie
machen anfangs etwas stutzig.

»90 ist die Summe der Winkel eines Dreiecks
immer kleiner als zwei Rechte, und die Differenz
zwischen dieser Summe und zwei Rechten ist dem
Flicheninhalte des Dreiecks proportional.*

»Bs ist unmoglich, zu einer gegebenen Figur eine
dhnliche Figur in gréBeren oder kleineren Dimensionen
zu zeichnen.*

»Wenn man einen Kreis in # gleiche Teile teilt und
wenn man Tangenten in den Teilpunkten zieht, so
werden diese # Tangenten ein Polygon bilden, wenn
der Halbmesser des Kreises klein genug ist, aber wenn
der Halbmesser hinreichend groB ist, so werden sie sich
gegenseitig nicht schneiden.*

Es ist unniitz, diese Beispiele zu vermehren; die
Sdtze Lobatschewskys sind von ganz anderer Art als
diejenigen Euklids, aber sie sind nicht weniger streng
logisch untereinander verbunden.

Die Geometrie von Riemann. — Wir wollen uns
eine eigenartige Welt vorstellen, welche mit Wesen be-
volkert ist, die keine Dicke (oder Hohe) haben, und wir
wollen ferner voraussetzen, daB diese »-ganzlich flachen*
Lebewesen alle in derselben Ebene sich befinden und
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nicht aus ihr heraus konnen. Wir nehmen auBerdem
an, daBl diese Welt weit genug von den anderen Welten
entfernt sei, so daBl sie deren Einflusse entzogen ist.
Wenn wir einmal dabei sind, Hypothesen aufzustellen,
so kostet es uns weiter keine Miihe, diese Wesen 'mit
Vernunft auszustatten und sie fiir fihig zu halten, Geome-
trie zu treiben. In diesem Falle werden sie dem Raume
gewiBl nur zwei Dimensionen zuerkennen.?)

Aber wir wollen jetzt voraussetzen, dafB diese einge-
bildeten Lebewesen, indem sie. zwar ohne Dicke (resp.
Hohe) bleiben, eine kugelférmig gewdélbte Gestalt haben
und nicht eine flache Gestalt, und daB sie alle auf der-
selben Kugel wiren, ohne die Macht zu haben, sich von
ihr zu entfernen. Welche Geometrie wiirden sie kon-
struieren? Es ist klar, daB sie vor allem dem Raume
nur zwei Dimensionen zusprechen wiirden; was wiirde
nun fiir sie die Rolle der geraden Linie spielen? Offen-
bar der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten auf der
Kugel, d. h. ein Bogen eines groBesten Kreises; mit einem
Worte: ihre Geometrie wiirde die Geometrie der Kugel
sein (Sphirische, Geometrie).

Was sie den Raum nennen wiirden, wird diese Kugel
sein, von welcher sie nicht fort kénnen und auf welcher
sich alle Ereignisse abspielen, von denen sie Kenntnis
haben kénnen. Ihr Raum wird also ohne Grenzen
sein, weil man auf einer Kugel stets vorwérts schreiten
kann, ohne jemals aufgehalten zu werden, und dennoch
wird er endlich sein; man wird niemals ans Ende kommen,
aber man wird bei stetigem Fortschreiten in gleicher
Richtung zum Ausgangspunkte zuriickkehren.

In gleichem Sinne ist die Geometrie von Riemann
identisch mit der sphirischen Geometrie, wenn man
letztere auf drei Dimensionen ausdehnt. Um sie zu
konstruieren, mufte der deutsche Mathematiker nicht nur
das Euklidische Postulat iiber Bord werfen, sondern auch
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das erste Axiom: durch zwei Punkte kann man
nur eine Gerade gehen lassen.

Auf einer Kugel kann man durch zwei gegebene
Punkte im allgemeinen nur einen grofiten Kreis legen
(der wie wir soeben gesehen haben, fiir unsere einge-
bildeten Lebewesen die Rolle der geraden Linie spielen
wiirde); aber es gibt eine Ausnahme: Wenn die beiden
gegebenen Punkte einander diametral gegeniiber liegen,
kann man durch sie eine unendliche Anzahl von gréSten
Kreisen hindurch legen. Ebenso wird man in der
Riemannschen Geometrie (wenigstens bei einer der fiir
sie moglichen Formen) durch zwei Punkte im allgemeinen
nur eine gerade Linie legen konnen; aber es gibt Aus-
nahmefille, wo durch zwei Punkte unendlich viele gerade
Linien hindurchgehen.20)

Es besteht eine Art Gegensatz zwischen der Riemann-
schen und der Lobatschewskyschen Geometrie. So ist
die Summe der Winkel eines Dreiecks

gleich zwei Rechten in der Euklidischen Geometrie,
kleiner als zwei Rechte bei Lobatschewsky,
groBer als zwei Rechte bei Riemann.

Die Zahl der Linien, welche man parallel zu einer
gegebenen Linie durch einen gegebenen Punkt ziehen
kann, ist:

gleich eins in der Euklidischen Geometrie,
gleich Null bei Riemann,
unendlich groB bei Lobatschewsky.?!)

Wir wollen noch hervorheben, daB der Riemannsche
Raum endlich, jedoch unbegrenzt ist, wenn man diese
Worte in dem oben festgesetzten Sinne versteht.

Die Fliachen konstanten KriimmungsmafBes., —
Ein Einwurf blicbe indessen méglich. Die Lehrsitze
von Lobatschewsky und von Riemann enthalten keinen
Widerspruch; aber wie zahlreich auch die Folgerungen
sein mogen, welche diese beiden Mathematiker aus ihren



Flichen konstanter Kriimmung 41

Hypothesen gezogen haben, sie haben stehen bleiben
milssen, bevor sie alle erschopft hatten, denn die An-
zahl dieser Folgerungen wiirde unendlich sein; wer sagt
uns aber, da8 sie nicht doch auf irgend einen Wider-
spruch gestoBen wiren, wenn sie ihre Ausfithrungen weiter
verfolgt hitten?

Diese Schwierigkeit existiert fiir die Riemannsche
Geometrie nicht, vorausgesetzt, daB man sich auf zwei
Dimensionen beschrinkt; die Riemannsche Geometrie
von zwei Dimensionen unterscheidet sich in der Tat,
wie wir schon gesehen haben, nicht von der sphérischen
Geometrie, welche nur ein Zweig der gewbhnlichen
Geometrie ist und welche dadurch auBerhalb jeder Dis-
kussion steht.

Beltrami hat ebenso gezeigt, daB die Lobatschewsky-
sche Geometrie von zwei Dimensionen nichts anderes
ist als ein Zweig der gewdhnlichen Geometrie und da-
durch ebenfalls jeden Einwand entkrédftet, den man gegen
dieselbe machen kdnnte.

Ich will versuchen klar zu machen, wie er dazu ge-
kommen ist. Fassen wir auf einer Oberfldche irgend eine
Figur ins Auge. Wir wollen uns vorstellen, diese Figur wire
auf eine biegsame und unausdehnbare Leinwand gezeich-
net, welche so iiber diese Oberfliche gespannt ist, daBl die
verschiedenen Linien ihre Gestalt, aber nicht ihre Linge
indern koénnen, wenn die Leinwand verschoben und ver-
bogen wird. Im allgemeinen kann diese biegsame und un-
ausdehnbare Figur nicht von ihrem Platze verschoben
werden, ohne die Oberfliche zu verlassen; aber es gibt
gewisse besondere Oberflichen, bei welchen eine solche
Bewegung méglich wird: das sind die Oberflichen kon-
stanten Kriimmungsma@es.

Wenn wir den Vergleich aufnehmen, welchen wir
weiter oben machten, wenn wir uns Wesen ohne Dicke
(bezw. Hohe) vorstellen, welche auf einer dieser Ober-
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flichen leben, so wiirden dieselben die Bewegung einer
Figur, deren Linien eine konstante Linge bewahren,
fiir moglich halten. Eine #hnliche Bewegung wiirde fiir
Wesen ohne Dicke (resp. Hohe), welche auf einer Ober-
fliche mit variabler Kriimmung (d. h. einer Fliche, deren
Kriimmung nicht an jeder Stelle denselben Wert hat)
leben, unmoglich sein.

Diese Oberflichen mit konstanter Kriimmung lassen
sich in zwei Arten einteilen:

Die einen sind von positiver Krimmung wund
koénnen ihre Gestalt so verdndern, daB sie sich auf eine
Kugel abwickeln lassen (ohne dafB dabei die Lingen der
auf der Fliche gezeichneten Linien geéindert wiirden).
Die Geometrie dieser Oberflichen reduziert. sich also auf
die sphirische Geometrie, welche mit derjenigen Riemanns
identisch ist.

Die anderen sind von negativer Kriimmung.
Beltrami hat gezeigt, daB die Geometrie dieser Ober-
flichen keine andere wie diejenige Lobatschewskys ist.
Die zwei-dimensionalen Geometrien von Riemann und
von Lobatschewsky lassen sich also wiederum zur Eukli-
dischen Geometrie in Beziehung setzen.

Veranschaulichung der nicht-Euklidischen Geo-
metrien. — So erledigt sich der obige Einwurf, inso-
fern er die Geometrie von zwei Dimensionen betrifft.

Es wire leicht, die Entwicklung Beltramis auf die
Geometrien von drei Dimensionen auszudehnen. Wer
sich durch den Raum von vier Dimensionen nicht ab-
schrecken 14Bt, wiirde darin keine Schwierigkeit sehen,
aber das wird nur fiir .wenige gelten. Ich ziehe es vor,
in anderer Weise vorzugehen.

Wir wollen eine gewisse Ebene betrachten, welche
ich als Fundamental-Ebene bezeichnen will, und wir
wollen eine Art von Worterbuch herstellen, indem wir
mit einer doppelten Reihe von Gliedern, welche in zwei
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Kolonnen aufgeschrieben sind, in derselben Art wie in
den gewohnlichen Worterbiichern die Worte zweier
Sprachen, die denselben Sinn haben, einander korres-
pondieren lassen:??)

Raum — — — — Teil des Raumes oberhalb der
Fundamentalebene.

Ebene — — — — Kugel, welche die Fundamental-
ebene rechtwinklig schneidet.

Gerade — — — — Kreis, welcher die Fundamental-
ebene rechtwinklig schneidet.

Kugel — — — — Kugel.

Kreis — — — — Kreis.

Winkel — — — — Winkel.

Gegenseitige Entfernung

zweier Punkte. — Logarithmus des Doppel-Verhilt-

nisses, welches diese beiden
Punkte mit zwei anderen Punk-
ten bilden, wenn letztere als
Schnittpunkte der Fundamen-
talebene mit einem Kreise de-
finiert werden, der durch diese
beiden Punkte hindurchgeht
und die Fundamentalebene
rechtwinklig schneidet.
etc. — — — — — etc.

Wir nehmen jetzt die Lehrsitze von Lobatschewsky
und iibersetzen sie mit Hilfe dieses Worterbuches, wie
wir einen deutschen Text mit Hilfe eines deutsch-franzosi-
schen Worterbuches iibersetzen wiirden. Wir werden
so Lehrsitze der gewdhnlichen Geometrie er-
halten.

Nehmen wir z. B. folgenden Satz von Lobatschewsky:
,,die Summe der Winkel eines Dreiecks ist kleiner wie
zwei Rechte®; seine Ubersetzung lautet folgendermaBen:
,Wenn ein krummliniges Dreieck Kreisbégen zu Seiten
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hat, deren Verldngerungen die Fundamentalebene recht-
winklig schneiden wiirden, so ist die Summe der Winkel
dieses rechtwinkligen Dreiecks kleiner als zwei Rechte.<
Auf diese Weise wird man niemals, soweit man auch
die Folgerungen der Hypothesen von Lobatschewsky treibt,
auf einen Widerspruch stoBen. In der Tat, wenn zwei
Lehrsdtze von Lobatschewsky einander widersprechen
wiirden, so wiirde dasselbe der Fall sein mit den Uber-
setzungen dieser beiden Lehrsitze, welche mit Hilfe
unseres Worterbuches gemacht sind, aber diese Uber-
setzungen sind Lehrsitze der gewthnlichen Geometrie,
und niemand zweifelt daran, daB die gewdhnliche Geo-
metrie von Widerspriichen frei ist. Woher kommt uns
diese GewiBheit und ist sie gerechtfertigt? Darin liegt
eine Frage, welche ich hier nicht zu behandeln weiB,
welche aber sehr interessant ist, und die ich nicht fiir
unlésbar halte. Es bleibt also nichts von dem Einwurfe
iibrig, den ich weiter oben formuliert habe.

Das ist nicht alles. Die Geometrie von Loba-
tschewsky, welche einer konkreten Veranschaulichung fihig
ist, hort auf, ein leeres Spiel des Verstandes zu sein, und
kann Anwendungen erhalten; ich habe nicht Zeit, hier
von diesen Anwendungen zu sprechen, noch von dem
Vorteil, den Klein und ich daraus fiir die Integration
linearer Differentialgleichungen gezogen haben.?3)

Diese Veranschaulichung ist nicht die einzig mog-
liche, und man koénnte mehrere Worterbiicher herstellen,
analog dem obigen, welche alle erlauben wiirden, durch
eine einfache,, Ubersetzung* die Lehrsitze Lobatschewskys
in solche der gewthnlichen Geometrie zu verwandeln.?4)

Die impliziten Axiome. — Sind die Axiome, welche
in den Lehrbiichern ausdriicklich aufgezihlt werden, die
einzige Grundlage der Geometrie? Man kann vom
Gegenteil versichert sein, wenn man sieht, daB sie nach-
einander aufgegeben werden kénnen, und daB dennoch
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einige Lehrsdtze bestehen bleiben, die den Theorien
Euklids, Lobatschewskys und Riemanns gemeinsam sind.
Diese Lehrsitze miissen auf Voraussetzungen beruhen,
welche die Mathematiker zu Hilfe nehmen, ohne sie aus-
driicklich auszusprechen. Es ist interessant zu versuchen,
sie von den klassischen Beweisen abzulGsen.

Stuart-Mill hat behauptet, daB jede Definition ein
Axiom enthilt, denn wenn man eine Definition aus-
spricht, so behauptet man implizite die Existenz des de-
finierten Objektes. Aber das ist zu weit gegangen; es
ist selten, daB man in der Mathematik eine Definition
gibt, ohne den Beweis von der Existenz des definierten
Objektes darauf folgen zu lassen, und wenn man dies
unterldBt, so geschieht es in der Regel nur, weil der
Leser leicht selbst die Liicke ausfiillen kann; man muB
auch nicht vergessen, daB das Wort ,,Existenz*‘, wenn
es sich um ein mathematisches Objekt handelt, nicht
denselben Sinn hat, als wenn ein materieller Gegenstand
in Frage kommt. Ein mathematisches Objekt existiert,
sobald nur seine Definition weder mit sich selbst noch
mit den vorher schon bewiesenen Sitzen in Widerspruch
steht (vgl. S. 271.).

Aber wenn auch die Bemerkung Stuart-Mills sich
nicht auf alle Definitionen anwenden 1iBt, so ist sie
doch um so mehr fiir einige unter ihnen richtig. Man
definiert manchmal die Ebene in folgender Weise:

Die Ebene ist eine solche Oberfliche, daB die ge-
rade Linie, welche irgend zwei ihrer Punkte verbindet,
ganz in dieser Oberfliche liegt.

Diese Definition verbirgt offenbar in sich ein neues
Axiom; man konnte sie allerdings abédndern, und das
wiirde vorteilhaft sein, wenn man nur gleichzeitig das
betreffende Axiom explizite ausspriche.

Andere Definitionen kénnen zu nicht weniger wichtigen
Uberlegungen Veranlassung geben.?)
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So ist es z. B. mit der Definition der Gleichheit
zweier Figuren: zwei Figuren sind gleich, wenn man sie
aufeinander legen kann; um sie aufeinander zu legen,
mufl man die eine von ihnen so weit verschieben, bis
sie mit der anderen zusammenfillt; aber wie soll man
diese Verschiebung ausfilhren? Wenn wir so fragen,
wird man uns zweifellos antworten, daB man es tun
muf, ohne die Figur zu deformieren, d. h. so, wie man
einen festen Koérper im Raume bewegt. Der circulus
vitiosus wird dadurch evident.

In Wirklichkeit definiert diese Definition gar nichts;
sie hdtte gar keinen Sinn fiir ein Wesen, das eine Welt
bewohnt, in der es nichts anderes als Flissigkeiten gibt.
Wenn sie uns klar erscheint, so liegt das daran, daB
wir durch Gewohnheit mit den Eigenschaften der natiir-
lichen Korper vertraut sind, welche sich nicht wesentlich
von den Eigenschaften solcher idealen Kérper unter-
scheiden, deren simtliche Dimensionen unverinderlich
sind.

Diese Definition ist nicht nur unvollstindig, sondern
sie enthdlt auch ein nicht ausgesprochenes Axiom.

Die Moglichkeit der Bewegung einer unverinderlichen
Figur ist an sich keine evidente Wahrheit, oder sie ist es
wenigstens nur in demselben Sinne wie das Euklidische
Postulat und nicht in dem Sinne, wie es von einem
analytischen Urteile a priori gelten wiirde.

Studiert man andererseits die Definitionen und Be-
weise der Geometrie, so wird klar, daB man nicht nur
die Moglichkeit dieser Bewegung, sondern auch einige
ibrer Eigenschaften zulassen muB, ohne sie zu beweisen.

Dieses geht vor allem aus der Definition der geraden
Linie hervor. Man hat viele mangelhafte Definitionen
gegeben, aber die wahre ist diejenige, welche bei allen
Beweisen, in denen die gerade Linie vorkommt, still-
schweigend vorausgesetzt wird:
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»Es kann eintreten, daB3 die Bewegung einer unver-
dnderlichen Figur dergestalt ist, daB alle Punkte einer
Linie, welche zu dieser Figur gehéren, unbeweglich
bleiben, wihrend alle Punkte, welche auBerhalb dieser
Linie liegen, sich bewegen. Eine solche Linie wird
man eine gerade Linie nennen.“ Wir haben absicht-
lich in dieser Angabe die Definition von dem Axiom,
welches sie enthilt, getrennt.2®)

Viele Beweise, wie diejenigen fiir die verschiedenen
Kongruenz-Sitze beim Dreieck oder fiir die Moglichkeit
eine Senkrechte von einem Punkte auf eine Gerade zu
fillen, beruhen auf Sétzen, deren besondere Erwidhnung
man sich erspart, weil sie ndmlich dazu né6tigen vor-
auszusetzen, daf es méglich ist, eine Figur im Raume
zu verschieben.??)

Die vierte Geometrie. — Unter diesen .impliziten
Axiomen ist eines, welches einige Aufmerksamkeit zu
verdienen scheint, weil man unter Fortlassung desselben
eine vierte Geometrie konstruieren kann, die ebenso in
sich zusammenhingend ist wie diejenige von Euklid,
von Lobatschewsky und von Riemann.

Um zu beweisen, daB man in einem Punkte 4 stets
eine Senkrechte auf einer Geraden A B errichten kann,
betrachtet man eine Gerade AC als um den Punkt 4
beweglich und anfinglich mit der festen Geraden 4 B
zusammenfallend; man lidBt sie sich um den Punkt 4 so
lange drehen, bis sie in die Verlingerung von 4B fillt.

Man setzt hierbei zwei Behauptungen voraus: zuerst,
daB eine solche Umdrehung méglich ist %), und dann, daB
sie fortgesetzt werden kann, bis jede der beiden Geraden
in die Verlingerung der anderen fillt.

Wenn man den ersten Punkt zuldBt und den zweiten
verwirft, so wird man zu einer Reihe von Lehrsitzen
gefithrt, welche noch fremdartiger sind wie diejenigen
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von Lobatschewsky und Riemann, aber ebenso frei von
Widerspriichen.??)

Ich werde nur einen dieser Lehrsitze anfithren und
ich wahle nicht einmal den seltsamsten: eine reelle
Gerade kann senkrecht zu sich selbst sein.

Der Lehrsatz von Lie. — Die Anzahl der Axiome,
welche implizite in den klassischen Beweisen benutzt
werden, ist groBer, als es notig wire, man war deshalb
bemiiht, sie auf ein Minimum zuriickzufithren. Man
muB sich zuerst fragen, ob diese Reduktion méglich ist,
und ob die Anzahl der notwendigen Axiome und die-
jenige der denkbaren Geometrien nicht unendlich ist.

Ein Lehrsatz von Sophus Lie beherrscht diese ganze
Diskussion.?®) Man kann ihn folgendermaBen aussprechen:

»Wir setzen voraus, dafl man die folgenden Vorder-
sdatze zuldBt:

I. Der Raum hat # Dimensionen;

2. Die Bewegung einer unverdnderlichen Figur ist
moglich;

3. Man braucht p Bedingungen, um die Lage dieser
Figur im Raume zu bestimmen.

Die Anzahl der mit diesen Vordersidtzen ver-
triglichen Geometrien ist begrenzt.”

Ich kann sogar hinzufiigen, daB man, wenn = ge-
geben ist, fiir  eine obere Grenze angeben kann.

Wenn man also die Méglichkeit der Bewegung zu-
gibt, so braucht man nur eine endliche (sogar ziemlich
beschrinkte) Anzahl von dreidimensionalen Geometrien
in Gedanken zu schaffen.

Die Geometrien von Riemann. — Dieses Resultat
widerspricht scheinbar dem Riemannschen, denn dieser
Gelehrte konstruiert eine unendliche Anzahl von ver-
schiedenen Geometrien, und diejenige, welcher man
gewohnlich seinen Namen gibt, ist nur ein besonde-
rer Fall.
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Alles hingt, wie er sagt, von der Art ab, in
welcher man die Linge einer Kurve definiert. Es gibt
eine unendliche Anzahl von Moglichkeiten, diese Linge
zu definieren, und jede von ihnen kann der Ausgangs-
punkt einer neuen Geometrie werden.

Das stimmt vollkommen, aber die meisten dieser
Definitionen sind unvertrdglich mit der Bewegung einer
unverinderlichen Figur, welche man in dem Lehrsatze
von Lie als moglich voraussetzt. Diese Riemannschen
Geometrien, so interessant sie unter verschiedenen Ge-
sichtspunkten sind, kénnen demnach niemals anders als
rein analytisch sein und lassen sich nicht zu Beweisen
verwenden, welche denjenigen Euklids analog sind.?!)

Die Geometrien von Hilbert. — Veronese wund
Hilbert endlich haben neue noch fremdartigere Geo-
metrien ersonnen, die sie als nicht-Archimedisch be-
zeichnen. Sie erhalten dieselben, indem sie das Archi-
medische Axiom nicht annehmen, nach welchem eine
jede gegebene Linge so mit einer ganzen Zahl multipli-
ziert werden kann, daB die so vergroéBerte Linge schlie3-
lich jede beliebig groBe andere Linge ibertrifft. Auf
einer nicht-Archimedischen Geraden gibt es alle Punkte
unserer gewdohnlichen Geometrie, auBerdem aber eine
unendliche Menge anderer Punkte, die sich zwischen
erstere derartig einordnen, daB man zwischen zwei Seg-
mente, die ein Mathematiker alter Schule als aneinander
benachbart betrachten wiirde, noch unendlich viele dieser
neuen Punkte einschalten kann. Oder kurz gesagt, wenn
ich mich der Ausdrucksweise des vorhergehenden Kapitels
bediene (vgl. S. 27): der nicht-Archimedische Raum ist
nicht mehr ein Kontinuum zweiter, sondern ein Kon-
tinuum dritter Ordnung.®*?)

Von der Natur der Axiome. — Die meisten Mathe-
matiker betrachten die Lobatschewskysche Theorie nur als

eine einfache logische Merkwiirdigkeit; einige von ihnen
Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Aufl. 4
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sind allerdings weiter gegangen. Ist es gewi3, dall unsere
Geometrie die rechte ist, denn es sind doch mehrere
Geometrien moglich? Die Erfahrung lehrt uns ohne
Zweifel, daB die Summe der Winkel eines Dreiecks gleich
zwei Rechten ist; aber das ist nur der Fall, wenn wir
mit zu kleinen Dreiecken operieren; nach Lobatschewsky
ist der Unterschied von zwei Rechten der Oberfliche
des Dreiecks proportional: kann diese Differenz nicht
wahrnehmbar werden, wenn wir mit gré8eren Dreiecken
operieren und wenn unsere Messungen genauer werden?
Die Euklidische Geometrie wiirde fiir uns damit nur
eine vorldufig richtige Geometrie sein.

Um diese Ansicht zu priifen, miissen wir uns vor allem
fragen: Welches ist die Natur der geometrischen Axiome?

Sind es synthetische Urteile a priori, wie Kant sie nennt ?

Sie dringen sich uns mit einer solchen Macht auf,
daB wir die gegensitzliche Behauptung weder begreifen,
noch auf ihr als Grundlage ein theoretisches Gebidude
errichten konnen. Darnach wiirde es keine nicht-Eukli-
dische Geometrie geben.

Man nehme, um sich davon zu iiberzeugen, ein wirk-
liches synthetisches Urteil a priori, z. B. dasjenige, dessen
hervorragende Wichtigkeit wir im ersten Kapitel aner-
kannt haben:

Wenn ein Lehrsatz fiir die Zahl 1 wahr ist,
und wenn man bewiesen hat, daB er fiir w41
wahr ist, vorausgesetzt daB- er fiir » gilt, so wird
er fiir alle ganzen, positiven Zahlen gelten.

Man versuche diesen Schlufl beiseite zu lassen und
eine falsche Arithmetik zu konstruieren, analog der nicht-
Euklidischen Geometrie — das wird man nie durch-
fithren konnen; man wiirde sogar versucht sein, diese
Urteile fiir analytisch zu halten.

Wir wollen andererseits die Vorstellung von Lebe-
wesen ohne Dicke (resp. Hohe) wieder aufnehmen (vgl.
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S. 411.); wir konnen wohl kaum annehmen, da8 sich diese
Wesen, wenn sie einen Verstand gleich dem unsrigen
hitten, die FEuklidische Geometrie aneignen wiirden,
welche allen ihren Erfahrungen widerspriche.

Sollen wir nun daraus schlieBen, daB die geometri-
schen Axiome erfahrungsmiBige Wahrheiten sind? Man
experimentiert doch nicht mit idealen geraden Linien
oder Kreisen; man kann dazu nur wirkliche Gegenstdnde
brauchen. Worauf begriindet sich also die Erfahrung,
welche als Fundament in.- der Geometrie dienen soll?
Die Antwort ist leicht.

Wir haben weiter oben gesehen (vgl. S. 46), daB
man bei allen Schliissen so verfihrt, als ob die geome-
trischen Figuren sich ebenso verhielten wie feste Korper.
Was die Geometrie von der Erfahrung entlehnt, sind
die Eigenschaften dieser Korper.

Die Eigenschaften des Lichtes und seine geradlinige
Fortpflanzung haben ebenfalls Veranlassung zu einigen
Sitzen der Geometrie gegeben, besonders zu denjenigen
der projektiven Geometrie, und zwar derart, daB man
von diesem Gesichtspunkte aus versucht sein kénnte zu
behaupten, da8 die metrische Geometrie das Studium
der festen Korper ist und daB die projektive Geometrie
sich mit dem Studium des Lichtes beschiftigt.3?)

Aber es besteht eine Schwierigkeit, welche uniiber-
windlich ist. Wenn die Geometrie eine Experimental-
Wissenschaft wire, so wiirde sie aufhoren, eine exakte
Wissenschaft zu sein, sie wiirde also einer bestdndigen
Revision zu unterwerfen sein. Noch mehr, sie wiirde
von jetzt ab dem Irrtum verfallen sein, weil wir wissen,
daB es keine streng unverdnderlichen Korper gibt.

Die geometrischen Axiome sind also weder
synthetische Urteile a priori noch experimentelle
Tatsachen.

Es sind auf Ubereinkommen beruhende Fest-

*

4*
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setzungen; unter allen moglichen Festsetzungen wird
unsere Wahl von experimentellen Tatsachen geleitet;
aber sie bleibt frei und ist nur durch die Notwendigkeit
begrenzt, jeden Widerspruch zu vermeiden (vgl. S. 45). In
dieser Weise kénnen auch die Postulate streng richtig blei-
ben, selbst wenn die erfahrungsméBigen Gesetze, welche ihre
Annahme bewirkt haben, nur annihernd richtig sein sollten.

Mit anderen Worten: die geometrischen Axiome
(ich spreche nicht von den arithmetischen) sind nur
verkleidete Definitionen.

Was soll man dann aber von der folgenden Frage
denken: Ist die Euklidische Geometrie richtig?

Die Frage hat keinen Sinn.

Ebenso kénnte man fragen, ob das metrische System
richtig ist und die &dlteren MaB-Systeme falsch sind, ob
die Cartesiusschen Koordinaten richtig sind und die Polar-
Koordinaten falsch. Eine Geometrie kann nicht richtiger
sein wie eine andere; sie kann nur bequemer sein.

Und die Euklidische Geometrie ist die bequemste
und wird es immer bleiben:

I. weil sie die einfachste ist, und das ist sie nicht nur in-
folge der Gewohnheiten unseres Verstandes oder infolge
irgend welcher direkten Anschauung, sondern sie ist die ein-
fachste insich, gleichwie einPolynom ersten Grades einfacher
ist als ein Polynom zweiten Grades; die Formeln der ebenen
Trigonometrie sind eben einfacher als diejenigen der sphéri-
schen Trigonometrie, und so wiirden sie auch einem Mathe-
matiker erscheinen, der ihre geometrische Bedeutung nicht
kennt, indem er eine solche nur der sphirischen Trigonome-
trie (in der nicht-Euklidischen Geometrie) unterzulegen weil;

2. weil sie sich hinreichend gut den Eigenschaften
der natiirlichen, festen Korper anpaft, dieser Kérper,
welche uns durch unsere Glieder und unsere Augen zum
BewuBtsein kommen und aus denen wir unsere MeB-
instrumente herstellen (vgl. unten S. 54 ff und S. 62 f1).
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Viertes Kapitel.

Der Raum und die Geometrie.

Beginnen wir mit einem kleinen Paradoxon!

Wesen, deren Verstand und Sinne wie die unsrigen
gebildet sind, welche aber noch keinerlei Erziehung ge-
nossen haben, wiirden von einer passend gewidhlten
AuBlenwelt solche Eindriicke empfangen, dafl sie dazu
gefiilhrt werden, eine andere Geometrie als die Euklidi-
sche zu konstruieren und die Erscheinungen dieser Auflen-
welt in einem nicht-Euklidischen Raume oder gar in
einem Raume von vier Dimensionen zu lokalisieren.

Fiir uns, deren Erziehung durch unsere tatsichliche
Welt bewerkstelligt ist, wiirde es keine Schwierigkeit
haben, in diese neue Welt die Phinomene unseres Euklidi-
schen Raumes zu iibertragen, wenn wir plétzlich dahin-
ein versetzt wiirden. (Denn die Eigenschaften der nicht-
Euklidischen und der mehrdimensionalen Geometrie sind
uns durch die im vorhergehenden erwidhnten mathe-
matischen Spekulationen hinreichend bekannt.) Wenn
umgekehrt diese Wesen zu uns gebracht wiirden, so
wiirden sie die bei uns beobachteten Erscheinungen auf
den ihnen geldufigen nicht-Euklidischen Raum beziehen.

Ja mit einem geringen Aufwande von Anstrengung
konnten wir das ebenfalls tun. Wenn jemand seine
Existenz dieser Sache widmen wollte, so konnte er sogar
dahin gelangen, sich die vierte Dimension vorzustellen.?3)

Der geometrische Raum und der Vorstellungs-
Raum. — Man sagt oft, daB die Bilder der duBeren
Gegenstinde im Raume lokalisiert sind, und sogar, dal3
solche Bilder sich nur unter dieser Bedingung bilden
kénnen. Man sagt auch, daB dieser Raum, welcher somit
als ein zu unseren Gefithlen und Vorstellungen vollkommen
passender Rahmen dient, identisch ist mit dem Raume
der Geometrie, dessen simtliche Eigenschaften er besitzt.

Mancher tiichtige Denker wird diese Auffassung teilen,
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und ihm muB der obige Ausspruch ganz auBlergewShn-
lich erscheinen. Sehen wir indessen nach, ob er nicht
irgend einer Tduschung unterliegt, welche eine griindliche
Analyse verscheuchen koénnte.

Welches sind vor allem, kurz gefaBt, die Eigen-
schaften des Raumes? Ich meine die Eigenschaften des-
jenigen Raumes, welcher den Gegenstand der Geometrie
ausmacht, und den ich den geometrischen Raum
nennen will. Einige seiner hauptsdchlichsten Eigen-
schaften sind die folgenden:

I. Er ist ein Kontinuum;

2. Er ist unendlich;

3. Er hat drei Dimensionen;

4. Er ist homogen, d. h. alle seine Punkte sind unter-
einander identisch;

5. Er ist isotrop, d. h., alle Geraden, welche durch
denselben Punkt gehen, sind untereinander identisch.%*)

Vergleichen wir ihn nun mit dem Rahmen unserer
Vorstellungen und unserer Empfindungen, welchen ich
den Vorstellungs-Raum nennen will. Derselbe er-
scheint uns in drei verschiedenen Formen:

Der Gesichts-Raum. — Wir wollen vorerst eine
reine Gesichts-Empfindung betrachten, die durch ein Bild
hervorgerufen wird, welches sich auf dem Grunde der
Netzhaut bildet.

Eine summarische Analyse zeigt uns dieses Bild als
ein Kontinuum, welches zwei Dimensionen besitzt; das
unterscheidet bereits den geometrischen Raum von dem-
jenigen Raume, welchen wir als reinen Gesichts-
Raum bezeichnen.?)

Ferner ist dieses Bild in einen begrenzten Rahmen
eingeschlossen.

Endlich besteht noch ein anderer, nicht minder
wichtiger Unterschied: Dieser reine Gesichts-Raum
ist nicht homogen. Sehen wir von den Bildern ab,
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die auf der Netzhaut entstehen koénnen, so spielen nicht
alle Punkte der letzteren dieselbe Rolle. Der gelbe
Fleck kann unter keiner Bedingung als gleichwertig mit
einem Punkte des Randes der Netzhaut betrachtet werden.
In der Tat, dasselbe Objekt ruft nicht nur an dieser Stelle
weit lebhaftere Eindriicke hervor, sondern es kann iiber-
haupt in jedem begrenzten Rahmen der Punkt, welcher
die Mitte des Rahmens einnimmt, niemals mit einem
Punkte gleichwertig erscheinen, der nahe am Rande liegt.

Eine griindlichereAnalysewiirde uns ohne Zweifel zeigen,
daB3 diese Kontinuitit des' Gesichts-Raumes und seine
zwei Dimensionen auch nur auf Tduschung beruhen, sie
wiirde diesen Raum also sich noch mehr vom geome-
trischen Raume unterscheiden lassen, aber wir wollen
iiber diese Bemerkung hinweggehen, denn die aus ihr zu
ziehenden Folgerungen wurden im zweiten Kapitel schon
hinreichend besprochen.

Das Sehen erlaubt uns indessen, die Entfernungen
abzuschitzen und folglich eine dritte Dimension wahrzu-
nehmen. Aber jeder weiB, daBl diese Wahrnehmung der
dritten Dimension sich auf die Empfindung einer An-
strengung bei der zu machenden Accomodation des
Auges reduziert und auf die Empfindung der konver-
genten Richtung, welche beide Augen annehmen miissen,
um einen bestimmten Gegenstand deutlich wahrzunehmen.

Das sind Muskelempfindungen, und diese sind génzlich
von den Gesichtsempfindungen verschieden, welche uns
die Vorstellung der beiden ersten Dimensionen gegeben
haben. Die dritte Dimension wird uns also nicht so er-
scheinen, als ob sie dieselbe Rolle wie die beiden anderen
spiele. Was man den vollstindigen Gesichts-Raum
nennen kann, wird also micht ein isotroper Raum sein.

Er hat zwar genau drei Dimensionen; das will heilen:
die Elemente (vgl. S. 32) unserer Gesichts-Empfindung
(wenigstens diejenigen, welche zur Ausbildung der Raum-
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vorstellung beitragen) werden vollstindig definiert sein,
wenn man drei von ihnen kennt; oder, um die mathe-
matische Sprachweise anzuwenden: die Gesichtsemp-
findungen sind Funktionen von drei Variabeln.

Wir wollen die Sache noch etwas niher priifen. Die
dritte Dimension wird uns auf zwei verschiedene Arten
offenbart: durch die Anstrengung beim Accomodieren
und durch die Konvergenz der Augen.

Ohne Zweifel stimmen diese beiden Indikationen
immer iiberein; es gibt unter ihnen eine konstante Be-
ziehung, oder mathematisch ausgedriickt: die beiden
Variabeln, welche diese beiden Muskelempfindungen
messen, erscheinen uns nicht als voneinander unabhingig,
oder noch besser: wir kénnen, um eine Berufung auf
schon ziemlich raffinierte mathematische Begriffe zu ver-
meiden, zur Sprache des vorhergehenden Kapitels zu-
riickkehren und dieselbe Tatsache folgendermaBen aus-
sprechen: Wenn zwei Konvergenz-Empfindungen 4 und
B ununterscheidbar sind, so werden die beiden Acco-
modations- Empfindungen A4’ und B’, welche sie bezw.
begleiten, gleichfalls ununterscheidbar sein.

Wir stehen hier sozusagen vor einer experimentellen
Tatsache; nichts verhindert uns, a priori das Gegenteil
vorauszusetzen, und wenn das Gegenteil stattfindet, wenn
diese beiden Muskelempfindungen sich unabhingig von-
einander verdndern, so haben wir mit einer unabhingigen
Variabeln mehr zu rechnen, und der ,»vollstindige Gesichts-
raum‘ wird -uns als ein physikalisches Kontinuum von
vier Dimensionen erscheinen.

Das ist sogar, wie ich hinzufiigen will, eine Tatsache
der duBeren Erfahrung. Nichts verhindert uns voraus-
zusetzen, daB ein Wesen, welches einen Verstand hat,
der ebenso ausgebildet ist wie der unsrige, und welches
dieselben Sinnesorgane wie wir hat, in eine Welt gestellt
werde, wo das Licht nur dann zu ihm gelangt, nachdem
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es brechende Medien komplizierter Form durchdrungen hat.
Die beiden Indikationen, welche uns dazu dienen, die
Entfernungen abzuschitzen, wiirden dann aufhoren, durch
eine konstante Beziehung verbunden zu sein. Ein Wesen,
welches in einer solchen Welt die Erziehung seiner Sinne
bewerkstelligt, wiirde ohne Zweifel dem vollstindigen
Gesichts-Raume vier Dimensionen beilegen.®®)

Der Tast-Raum und der Bewegungs-Raum. —
Der ,,Tast-Raum* ist noch komplizierter als der Gesichts-
Raum und unterscheidet sich noch mehr vom geometri-
schen Raume. Es ist iiberfliissig, fiir das Tasten die-
jenige Erdrterung zu wiederholen, welche ich fiir das
Sehen durchgefiihrt habe.??)

Abgesehen von den Wahrnehmungen, die uns durch
das Gesicht und durch den Tastsinn vermittelt werden,
gibt es noch andere Empfindungen, welche ebenso oder
noch mehr zur Entstehung der Raum-Vorstellung bei-
tragen. Dieselben sind allgemein bekannt, sie begleiten
alle unsere Bewegungen, und man nennt sie gewShnlich
Muskel-Empfindungen.

Den entsprechenden Rahmen kann man als Be-
wegungs-Raum bezeichnen.

Jeder Muskel gibt zu einer besonderen Empfindung
Veranlassung, welche fdhig ist zu wachsen oder abzu-
nehmen, so daB die Gesamtheit unserer Muskel-Emp-
findungen von so vielen Veridnderlichen abhidngt, wie die
Zahl unserer Muskeln angibt. Unter diesem Gesichts-
punkte wiirde die Anzahl der Dimensionen des
Bewegungsraumes gleich der Anzahl unserer
Muskeln sein.

Hierauf wird man sicher folgendes erwidern: Wenn
die Muskel-Empfindungen zur Bildung unserer Raum-
Vorstellung beitragen, so beruht dies darauf, daB wir
das Gefithl der Richtung einer jeden Bewegung be-
sitzen und daB dieses einen integrierenden Bestandteil
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der Empfindung bildet. Wenn dem so wire, wenn eine
Muskel-Empfindung nur in Begleitung dieses geometri-
schen Richtungsgefiihles entstehen kénnte, so wiirde in
der Tat der geometrische Raum eine unserer Gefiihls-
welt auferlegte Form sein.

Aber davon bemerke ich durchaus nichts, wenn ich
meine eigenen Empfindungen analysiere.

Ich sehe nur, daB die Empfindungen, welche Bewegun-
gen gleicher Richtung entsprechen, in meinem Geiste durch
eine einfache Ideen-Association verkniipft sind. Auf
diese Association 148t sich das zuriickfiihren, was wir das
,»Richtungsgefiihl“ nennen. Bei einer einzelnen Empfin-
dung kann man also von diesem Gefiihle nicht sprechen.

Diese Association ist auBerordentlich mannigfaltig,
denn die Kontraktion eines und desselben Muskels kann,
je nach der Stellung, Bewegungen von ganz verschiedener
Richtung entsprechen.

Sie ist iibrigens offenbar erworben; sie ist wie alle
Ideen-Associationen das Resultat einer Gewohnheit;
diese Gewohnheit ihrerseits resultiert aus sehr zahlreichen
Erfahrungen; wenn die Erziehung unserer Sinne sich
in anderer Umgebung vollzogen hidtte, wo wir anderen
Eindriicken unterworfen wiren, so wiirden sich ohne
Zweifel ganz entgegengesetzte Gewohnheiten ausgebildet
haben, und unsere Muskel-Empfindungen wiirden sich
nach anderen Gesetzen associiert haben.

Charaktere des Vorstellungs-Raumes. — Der Vor-
stellungs-Raum (vgl. S. 54) ist hiernach in seiner drei-
fachen Form als Gesichts-, Tast- und Bewegungs-Raum
wesentlich vom geometrischen Raume verschieden.

Er ist weder homogen noch isotrop; man kann nicht
einmal behaupten, daB er drei Dimensionen habe.

Man sagt oft, daB wir die Objekte unserer duBeren
Wahrnehmung in den geometrischen Raum ,,projizieren®,
daB3 wir sie dort ,lokalisieren®.
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Hat dies eine Bedeutung, und welch’ eine Bedeutung?

Soll dies heiflen, dafl wir uns die duBeren Objekte
im geometrischen Raume vorstellen?

Unsere Vorstellungen sind nur die Reproduktion
unserer Empfindungen; sie kénnen also nur in denselben
Rahmen wie diese eingeordnet werden, d. h. in den Vor-
stellungs-Raum.

Es ist uns ebenso unmoglich, uns die dulere Kérper-
welt im geometrischen Raume vorzustellen, wie es einem
Maler unmdglich ist, die Objekte mit ihren drei Dimen-
sionen auf eine ebene Leinwand zu malen. Der Vor-
stellungsraum ist nur ein Bild des geometrischen Raumes,
und zwar ein durch eine Art von Perspektive deformiertes
Bild, und wir kénnen uns die Objekte nur vorstellen,
indem wir sie den Gesetzen dieser Perspektive anpassen.

Wir stellen uns also die duBlere Korperwelt nicht
im geometrischen Raume vor, sondern wir machen
unsere Erwigungen iber diese Korper, als wenn sie
sich im geometrischen Raume befidnden.

Was soll es aber bedeuten, wenn man nun sagt, dafl
wir ein bestimmtes Objekt an einem bestimmten Punkte
des Raumes ,,lokalisieren?*

Das bedeutet einfach, daB wir uns die Be-
wegungen vorstellen, welche man ausfithrenmu8,
um zu diesem Objekte zu gelangen; man sage nicht,
daB man diese Bewegungen selbst in den Raum projizieren
muB, um sie sich vorzustellen, und daB folglich der
Raum-Begriff priexistieren muf.

Wenn ich sage, daB wir uns diese Bewegungen vor-
stellen, so meine ich damit nur, daB wir uns die Muskel-
Empfindungen vorstellen, welche sie begleiten und welche
keinerlei geometrischen Charakter haben, welche folglich auf
keinen Fall die Priexistenz des Raum-Begriffes implizieren.

Zustands- und Orts-Verdnderungen. — Man wird
jedoch fragen: wie konnte die Idee des geometrischen
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Raumes entstehen, wenn sie sich nicht von selbst unserem
Verstande aufzwingt und wenn auch keine unserer Emp-
findungen sie uns zu liefern vermag?

Wir wollen das jetzt genau priifen ; es wird uns einige
Zeit kosten, aber ich kann schon jetzt den Inhalt der ver-
suchten Erklirung in einigen Worten zusammenfassen:

Keine unserer Empfindungen wiirde fiir sich
allein uns zur Idee des Raumes fiithren kénnen;
wir sind zu derselben nur durch das Studium
der Gesetze gekommen, nach welchen diese Emp-
findungen aufeinander folgen.

Zuerst sehen wir, daB3 unsere Eindriicke der Verinde-
rung unterworfen sind; aber nach kurzer Zeit werden
wir dazu gefiihrt, zwischen diesen von uns konstatierten
Verdnderungen zu unterscheiden.

Bald sagen wir, daB die Objekte, welche unsere Ein-
driicke verursachen, ihren Zustand verdndert haben, bald,
daB sie ihre Stellung verdndert haben, daB sie im Raume
nur verschoben sind.

Moge ein Objekt nur seinen Zustand oder nur seine
Stellung verdndern, fiir uns macht sich das immer in
gleicher Weise geltend, nidmlich durch eine Anderung
in einer gewissen Gesamtheit von Eindriicken.

Wie konnten wir denn dazu gefithrt werden, sie zu
unterscheiden? Wenn es sich nur um eine Ortsverinde-
rung gehandelt hat, so kénnen wir die urspriingliche
Gesamtheit von Eindriicken wieder herstellen, indem wir
Bewegungen ausfithren, welche uns gegeniiber dem be-
wegten Objekte in die urspriingliche relative Stellung
zuriickbringen. Wir korrigieren so die Veridnderung,
welche sich vollzogen hatte, und wir stellen den Anfangs-
Zustand durch eine umgekehrte Verdnderung wieder her.:

Wenn es sich z. B. um das Sehen handelt, und wenn
ein Objekt sich vor unserem Auge verschiebt, so kénnen
wir ihm ,,mit dem Auge folgen* und durch angemessene
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Bewegungen des Augapfels sein Bild stets an derselben
Stelle der Netzhaut festhalten.

Diese Bewegungen kommen uns zum BewuBtsein,
weil sie willkiirlich sind und weil sie von Muskel-Emp-
findungen begleitet werden, aber damitistdurchausnichtge-
sagt, daB wir sie uns im geometrischen Raume vorstellen.

Die Orts-Verdanderung ist also dadurch charakterisiert
und unterscheidet sich dadurch von der Zustandsdnderung
daB siesichimmer durch das erwahnteMittel korrigierenlaBt.

Es kann demnach eintreten, da3 man von einer Ge-
samtheit 4 von Vorstellungen zu einer Gesamtheit B auf
zwei verschiedene Weisen gelangt: 1. unwillkiirlich und
ohne Muskel-Empfindungen zu haben, (das tritt ein, wenn
das Objekt sich bewegt); 2. willkiirlich und mit Muskel-
Empfindungen, (das tritt ein, wenn das Objekt unbeweglich
bleibt, wir aber unsere Stellung soverindern, daB dasObjekt
im Verhiltnisse zu uns eine relative Bewegung ausfiihrt).

Wenn dem so ist, so bedeutet der Ubergang von
einer Gesamtheit A zu einer Gesamtheit B von Emp-
findungen nur eine Ortsverinderung.

Es folgt daraus, daB Gesichts- und Tast-Sinn uns
ohne die Hilfe des ,,Muskel-Sinnes“ den Raum-Begriff
nicht geben konmnen.

Und zwar kann dieser Begriff nicht aus einer ein-
zelnen Empfindung, wohl aber aus einer Folge von
Empfindungen abgeleitet werden; ein unbewegliches
Wesen jedoch konnte niemals zu ihm gelangen, denn
es konnte durch seine Bewegungen nicht die Wirkungen
der Ortsverinderung duBlerer Objekte korrigieren und
hiitte also keinerlei Grund, sie von den Zustands-Ande-
rungen zu unterscheiden. Ebensowenig konnte es diesen
Begriff erlangen, wenn seine Bewegungen nicht willkiirlich
wiren oder wenn sie nicht von irgend welchen Emp-
findungen begleitet wiirden.

Bedingungen der Kompensation. — Wie ist eine
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solche Kompensation moglich, wenn sie bewirken soll,
daB zwei Verdnderungen, die dibrigens unabhingig von-
einander sind, sich gegenseitig korrigieren?

Ein Verstand, der schon Geometrie gelernt hat,
wiirde in folgender Weise schlieBen:

Damit die Kompensation stattfindet, miissen offenbar
die verschiedenen Teile des duBeren Objektes einerseits,
die verschiedenen Organe unserer Sinne andererseits sich
nach der doppelten Verinderung in derselben relativen
Stellung befinden. Uberdies miissen die verschiedenen
Teile des duBeren Objektes dabei dieselbe relative Stel-
lung gegeneinander bewahrt haben, und das Gleiche
muBl fiir die verschiedenen Teile unseres Kérpers in
ihrem gegenseitigen Verhidltnisse Geltung haben.

Mit anderen Worten: bei der ersten Bewegung muB
sich das duBere Objekt so verschieben, wie ein unver-
dnderlicher Korper, und das Gleiche muB fiir die Ge-
samtheit unseres Korpers bei der zweiten Bewegung
gelten, welche die erste korrigiert.

Unter diesen Bedingungen kann sich die Kompen-
sation vollziehen.

Aber wir haben noch keine Geometrie ge-
lernt, denn fiir uns soll der Raum-Begriff noch nicht
ausgebildet sein; wir kénnen also die erwihnten Schliisse
nicht machen, und wir kénnen deshalb nicht a priori
voraussehen, ob die Kompensation moglichist. Jedoch die
Erfahrung lehrt uns, daB sie hin und wieder eintritt, und von
dieser Erfahrungstatsache gehen wir aus, um die Zustands-
dnderungen von den Ortsverinderungen zu unterscheiden.

Die festen Kérper und die Geometrie. — Unter
den Objekten, welche uns umgeben, gibt es einige, die
hédufig solche Ortsverinderungen erleiden, daB sie durch
eine entsprechende Bewegung unseres Korpers . korri-
giert werden konnen; dies sind die festen Koérper.

Die anderen Objekte, deren Gestalt verinderlich ist,
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unterliegen nur ausnahmsweise derartigen Verschiebungen
(Ortsverdnderungen ohne Verinderung der Form). Wenn
ein Korper sich verschiebt und sich zugleich deformiert,
so konnen wir durch geeignete Bewegungen unsere Sinnes-
organe nicht mehr in dieselbe relative Lage in Bezug
auf diesen Korper zuriickfiihren. Wir kénnen folglich
die urspriingliche Gesamtheit von Eindriicken nicht mehr
wiederherstellen.

Wir lernen erst spéter und infolge neuer Erfahrungen
die Ko6rper von verinderlicher Gestalt in kleinere Ele-
mente zerlegen, so daB jedes von ihnen sich so ziemlich
nach denselben Gesetzen verschiebt wie die festen Korper.
Wir unterscheiden also die ,,Deformation‘ von den anderen
Zustandsidnderungen; bei diesen Deformationen erleidet
jedes Element eine einfache Ortsverdnderung, welche korri-
giert werden kann, aber die Verdnderung, welche die Ge-
samtheit der Elemente erleidet, geht tiefer und kann nicht
mehr durch eine entsprechende Bewegung korrigiert werden.

Eine solche Vorstellung ist schon sehr kompliziert
und hat nur relativ spidt sich geltend machen koénnen;
sie hédtte iiberhaupt nicht entstehen kénnen, wenn uns
nicht die Beobachtung der festen Korper gelehrt hitte,
die Ortsverdnderungen von den iibrigen Verdnderungen
zu unterscheiden.

Wenn es also keine festen Korper in der Na-
tur geben wiirde, so hidtten wir keine Geometrie.

Eine andere Bemerkung verdient ebenfalls einen
Augenblick unsere Aufmerksamkeit. Nehmen wir an, ein
fester Ko6rper habe zuerst die Stellung a und gehe von
dort in die Stellung g iber; in seiner ersten Stellung
wird er uns eine Gesamtheit 4 von Eindriicken verur-
sachen und in seiner zweiten Stellung eine Gesamtheit
B von Eindriicken. Es werde auflerdem ein zweiter
fester Korper betrachtet, dessen Eigenschaften von denen
des erstén ginzlich verschieden sind; er sei z. B. von
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verschiedener Farbe. Nehmen wir an, daB er ebenfalls
von der Stellung a, wo er auf uns die Gesamtheit A4’
von Eindriicken ausiibt, in die Stellung f iibergehe, wo
er uns die Gesamtheit B' von Eindriicken verursacht.

Im allgemeinen wird weder die Gesamtheit 4 mit
der Gesamtheit 4’, noch die Gesamtheit B mit der Ge-
samtheit B’ etwas Gemeinsames haben. Der Ubergang
von der Gesamtheit 4 zu der Gesamtheit B und der
Ubergang von der Gesamtheit A" zu der Gesamtheit B’
besteht also in zwei Veridnderungen, welche an sich im
allgemeinen nichts Gemeinsames haben.

Und dennoch sehen wir diese beiden Verdnderungen
eine wie die andere als Verschiebungen an, noch mehr,
wir betrachten sie als die gleiche Verschiebung. Wie
ist das méglich?

Das geschieht einfach dadurch, daB die eine wie die
andere durch die gleiche entsprechende Bewegung
unseres Korpers korrigiert werden kann.

Die ,,entsprechende Bewegung* ist es also, welche das
einzige Bindeglied zwischen zwei Erscheinungen bildet,
die einander zu nihern uns sonst nie eingefallen wire.

Andererseits kann unser Kérper eine Menge von ver-
schiedenen Bewegungen ausfithren, dank der Amnzahl
seiner Gliederungen und Muskeln; aber es sind nicht
alle fdhig, eine Verinderung der &HuBeren Objekte zu
,.Korrigieren“; nur diejenigen sind dazu fihig, bei denen
unser ganzer Korper oder wenigstens alle unsere Sinnes-
organe, welche in Betracht kommen, sich als ein Ganzes
verschieben, d. h. ihren Ort verindern, ohne daB ihre
relativen Stellungen sich #ndern, sich also verhalten wie
ein fester Korper.

Fassen wir zusammen:

I. Wir werden dazu gefiihrt, vor allem zwei Kate-
gorien von Erscheinungen zu unterscheiden

Die einen, welche unwillkiirlich und nicht von Muskel-
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Empfindungen begleitet sind, werden von uns den dufleren
Objekten zugeteilt; das sind die AuBeren Veranderungen.

Die anderen, denen entgegengesetzte Charaktere zu-
kommen, schreiben wir den Ortsverdnderungen unseres
eigenen Korpers zu; das sind die inneren Verdnderungen.

2. Wir bemerken, daB3 gewisse Verdnderungen aus jeder
dieser Kategorien durch eine entsprechende Verdnderung
der anderen Kategorie korrigiert werden konnen.

3. Wir unterscheiden unter den duBeren Verdnderungen
diejenigen, denen eine entsprechende Verdnderung in der
anderen Kategorie gegeniibersteht; diese nennen wir Be-
wegungen. Und ebenso unterscheiden wir unter den inneren
Verinderungen diejenigen, denen eine entsprechende Ver-
inderung in der ersten Kategorie gegeniibersteht.

Dank dieses gegenseitigen Verhidltnisses ist eine be-
sondere Klasse von Erscheinungen definiert, welche wir
Orts-Verinderungen nennen. Die Gesetze dieser Er-
scheinungen bilden den Gegenstand der Geo-
metrie.

Das Gesetz der Homogenitit. — Das erste dieser
Gesetze ist das der Homogenitit.

Setzen wir voraus, daB wir durch eine duBere Ver-
inderung o von der Gesamtheit 4 der Empfindungen
zu der Gesamtheit B gelangen, ferner, dafl diese Ver-
inderung o durch eine entsprechende willkiirliche Be-
wegung S korrigiert wird, und daB8 wir auf diese Art zur
Gesamtheit A zuriickgefithrt wiren.

Setzen wir weiter voraus, daB eine andere &duBere
Veridnderung ¢ uns nochmals von der Gesamtheit 4 zu
der Gesamtheit B kommen laBt.

Die Erfahrung lehrt uns dann, daB diese Verinde-
rung o ebenso wie o fihig ist, durch eine entsprechende
willkiirliche Bewegung 8’ korrigiert zu werden, und daB
diese Bewegung f' zu denselben Muskel-Empfindungen

gehort wie die Bewegung f, welche « korrigierte.
Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Aufl, 5
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Dieser Tatsache trigt man gewohnlich Rechnung,
wenn man sagt, dal der Raum homogen und iso-
trop ist.

Man kann auch sagen, daB eine einmal hervorge-
brachte Bewegung zum zweitenmal, zum drittenmal
und so weiter sich wiederholen kann, ohne daB3 ihre
Eigenschaften sich veridndern.

Im ersten Kapitel, in welchem wir die Natur der
mathematischen SchluBweise studiert haben, sahen wir
die Wichtigkeit, welche man der Moglichkeit zuerteilt,
eine und dieselbe Operation unendlich oft zu wiederholen.

Aus dieser Wiederholung entnimmt die mathematische
SchluBweise ihre Stirke; dank dem Gesetze der Homogeni-
tdt hat sie sich die geometrischen Tatsachen unterworfen.

Um vollstindig zu sein, miite man den Gesetzen
der Homogenitit eine Menge anderer analoger Gesetze
anfiigen, auf deren Einzelheiten ich nicht eingehen will;
dieselben werden von den Mathematikern in einem Worte
zusammengefaBt, wenn sie davon sprechen, daB die Be-
wegungen ,eine Gruppe® bilden (d. h. daB zwei
aufeinanderfolgende Bewegungen immer durch eine ein-
zige Bewegung ersetzt werden konnen).

Die nicht-Euklidische Welt. — Wenn der geome-
trische Raum ein Rahmen wire, in den jede unserer
Vorstellungen fiir sich allein betrachtet hineingepaft
werden kann, so wire es unméglich, sich ein Bild ohne
diesen Rahmen vorzustellen, und wir kénnten an unserer
Geometrie nichts dndern.

Aber dem ist nicht so; die Geometrie ist nur die
Zusammenfassung der Gesetze, nach welchen diese Bilder
aufeinanderfolgen. Nichts hindert uns daran, eine
Reihe von Vorstellungen auszudenken, welche in allem
unseren gewohnlichen Vorstellungen vollkommen #hnlich
sind, aber welche nach Gesetzen aufeinanderfolgen, die
von den uns vertrauten Gesetzen verschieden sind
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Man begreift demnach, daB Wesen, deren Erziehung
sich in einer Umgebung vollzieht, in der diese Gesetze
vollig umgestiirzt sind, eine von der unserigen sehr ver-
schiedene Geometrie haben konnen.

Wir wollen uns z. B. eine in eine groBe Kugel ein-
geschlossene Welt denken, welche folgenden Gesetzen unter-
worfen ist:

Die Temperatur ist darin nicht gleichmiBig; sie ist
im Mittelpunkte am hochsten und vermindert sich in
dem MaBe, als man sich von ihm entfernt, um auf den
absoluten Nullpunkt herabzusinken, wenn man die Kugel
erreicht, in der diese Welt eingeschlossen ist.

Ich bestimme das Gesetz, nach welchem diese Tempe-
ratur sich verindern soll, noch genauer. Sei R der
Halbmesser der begrenzenden Kugel, sei » die Ent-
fernung des betrachteten Punktes vom Mittelpunkte dieser
Kugel, dann soll die absolute Temperatur proportional
zu R2—r? sein.

Ich setze weiter voraus, daB in dieser Welt alle
Korper denselben Ausdehnungs-Koeffizienten haben, so
daB die Linge irgend eines Lineals seiner absoluten
Temperatur proportional sei.

Endlich setze ich voraus, da8 ein Objekt, welches
von einem Punkte nach einem anderen mit verschiedener
Temperatur iibertragen wird, sich sofort ins Wirme-
Gleichgewicht mit seiner neuen Umgebung setzt.

Nichts ist in dieser Hypothese widerspruchsvoll oder
undenkbar.

Ein bewegliches Objekt wird also immer kleiner in
dem MaBle, wie es sich der begrenzenden Kugel ndhert.

Beachten wir vor allem, daB diese Welt ihren Ein-
wohnern unbegrenzt erscheinen wird, wenn sie auch vom
Gesichtspunkte unserer gewdhnlichen Geometrie aus als
begrenzt gilt.

Wenn diese Einwohner sich in der Tat der be-

e
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grenzenden Kugel nihern wollen, kiihlen sie ab wund
werden immer kleiner. Die Schritte, welche sie machen,
sind also auch immer kleiner, so daB sie niemals die be-
grenzende Kugel erreichen kodnnen.

Wenn fiir uns die Geometrie nur das Studium der
Gesetze ist, nach welchen die festen, unveridnderlichen
Korper sich bewegen, so wird sie fiir diese hypothetischen
Wesen das Studium der Gesetze sein, nach denen sich
die (fiir jene Einwohner scheinbar festen) Korper be-
wegen, welche durch die soeben besprochenen
Temperatur-Differenzen deformiert werden.

Ohne Zweifel erfahren in wunserer Welt die natiir-
lichen festen Korper gleicherweise Schwankungen an
Gestalt und Volumen, welche durch Erwirmung oder
Abkiihlung entstehen. Wir vernachlissigen diese Schwan-
kungen, wihrend wir die Grundlagen der Geometrie fest-
legen; denn, abgesehen von dem Umstande, daB sie
sehr gering sind, so sind sie vor allem unregelmiBig
und erscheinen uns folglich als zufillig.

In dieser hypothetischen Welt wiirde dem nicht so
sein, und solche Verinderungen wiirden nach regel-
miBigen und sehr einfachen Gesetzen erfolgen.

Andererseits wiirden die verschiedenen festen Bestand-
teile, aus denen sich die Kérper dieser Einwohner zu-
sammensetzen, denselben Schwankungen in Gestalt und
Volumen unterworfen sein.

Ich werde noch eine andere Hypothese aufstellen:
ich setze voraus, daB das Licht verschieden brechende
Medien durchdringt, und zwar so, daB der Brechungs-
Index zu R?—#® umgekehrt proportional sei. Es ist
leicht zu ersehen, daB die Licht-Strahlen unter diesen
Bedingungen nicht geradlinig, sondern kreisférmig sein
werden. %)

Um das, was vorausgeht, zu rechtfertigen, muB ich
beweisen, daB gewisse Ortsverinderungen, welche die



Nicht-Euklidische Bewegungen. 69

duBeren Objekte erlitten haben, durch entsprechende Be-
wegungen der fithlenden Wesen, welche diese einge-
bildete Welt bewohnen, korrigiert werden kénnen, und
zwar so, daB sich die urspriingliche Gesamtheit von Ein-
driicken, denen diese fithlenden Wesen unterworfen sind,
wiederherstellt.

Setzen wir in der Tat voraus, daB ein Objekt sich
von der Stelle bewegt, indem es sich deformiert, aber
nicht wie ein unveridnderlicher Korper, sondern wie ein
Korper, der ungleichmiBige Dilatationen genau nach den
eben angenommenen Temperaturgesetzen erleidet. Man
moége mir erlauben, eine solche Bewegung — um die
Sprache abzukiirzen — nicht-Euklidische Orts-Ver-
inderung zu nennen.*)

Wenn ein fiihlendes Wesen sich in der Nachbarschaft
befindet, so werden seine Eindriicke durch das Fort-
riicken des Objektes verdindert, aber es kann sie wieder
herstellen, wenn es sich selbst in passender Weise be-
wegt. Schlieflich miissen nur das Objekt und das
fithlende Wesen, beide zusammen (d. h. als ein einziger
Korper betrachtet), eine dieser besonderen Orts-Ver-
inderungen erlitten haben, welche ich soeben die nicht-
Euklidischen genannt habe. Das ist mdglich, wenn man
voraussetzt, daB die Glieder dieser Wesen sich nach
demselben Gesetze ausdehnen wie die anderen Korper
der von ihnen bewohnten Welt.

Wenngleich sich unter dem Gesichtspunkte unserer
gewohnlichen Geometrie die Korper bei dieser Ortsver-
inderung deformiert haben und wenngleich sich ihre ver-
schiedenen Teile nicht mehr in derselben relativen Stellung
wiederfinden, so werden wir doch sehen, daB3 die Eindriicke
des fithlenden Wesens wieder dieselben geworden sind.

In der Tat, wenn die gegenseitigen Entfernungen
der verschiedenen Teile verindert werden konnten, so
sind nichtsdestoweniger die urspriinglich sich beriihrenden
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Teile auch nachher wieder in Beriihrung. Die Eindriicke
des Tast-Sinnes haben sich nicht geéndert.

Wenn man andererseits der oben in Bezug auf
die Brechung und die Kriimmung der Lichtstrahlen ge-
machten Hypothese Rechnung trigt, so werden auch die
Gesichts-Eindriicke dieselben geblieben sein.

Diese hypothetischen Wesen werden also wie wir dazu
gefithrt, die Erscheinungen, deren Zeugen sie sind, ein-
zuteilen und unter ihnen die ,,Orts-Verinderungen zu
unterscheiden, welche durch eine willkiirliche ent-
sprechende Bewegung korrigiert werden konnen.

Wenn sie eine Geometrie begriinden, so wird diese
nicht wie die unserige das Studium der Bewegungen
unserer festen Korper sein; es wird vielmehr das Studium
derjenigen Orts-Verinderungen sein, welche sie so von
den iibrigen unterschieden haben und welche keine anderen
als die ,,nicht-Euklidischen Orts-Verinderungen“ sind,
es wird die nicht-Euklidische Geometrie sein.

So werden uns dhnliche Wesen, deren Erziehung in
einer solchen Welt bewerkstelligt wire, nicht dieselbe
Geometrie wie wir haben.

Die vierdimensionale Welt. — Eine vierdimen-
sionale Welt kann man sich ebenso gut vorstellen, wie
eine nicht-Euklidische Welt.

Der Gesichts-Sinn, selbst mit einem Auge, verbunden
mit Muskel-Empfindungen, die sich auf die Bewegungen
des Augapfels beziehen, wiirde geniigen, um den drei-
dimensionalen Raum kennen zu lernen.

Die Bilder der #duBeren Objekte malen sich auf der
Netzhaut, welche ein zweidimensionales Gemilde dar-
stellt; das sind die Perspektiven.

Da aber die Objekte beweglich sind und dasselbe fiir
unser Auge gilt, so sehen wir nacheinander verschiedene
Perspektiven eines und desselben Korpers, von mehreren
verschiedenen Gesichtspunkten aus aufgenommen.
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Wir konstatieren zugleich, da8 der Ubergang von
einer Perspektive zur anderen oft von Muskel-Emp-
findungen begleitet ist.

Wenn der Ubergang der Perspektive 4 zur Perspek-
tive B und derjenige der Perspektive A’ zur Perspek-
tive B’ von denselben Muskel-Empfindungen begleitet
ist, so machen sie uns den Eindruck gleichartiger Ope-
rationen, die wir zueinander in Beziehung setzen konnen.

‘Wenn wir darauf die Gesetze studieren, nach welchen
sich diese Operationen zusammensetzen, so bemerken
wir, daB sie eine Gruppe bilden, welche dieselbe Struktur
hat wie die Gruppe der Bewegungen von festen Korpern.

Wir haben nun gesehen (vgl. S. 66), dafl wir gerade aus
den Eigenschaften dieser Gruppe den Begriff des geometri-
schen und des dreidimensionalen Raumes abgeleitet haben.

Wir verstehen somit, wie der Begriff eines drei-
dimensionalen Raumes aus dem Schauspiel dieser Per-
spektiven entstehen konnte, wenngleich jede von ihnen
nur zwei Dimensionen hat; denn sie folgen aufein-
ander nach gewissen Gesetzen.

Also gut; so wie man auf einer Leinwand die Per-
spektive einer dreidimensionalen Figur zeichnen kann,
so kann man auch die Perspektive einer vierdimen-
sionalen Figur auf eine drei- (oder zwei-) dimensionale
Leinwand zeichnen. Das ist fiir den Mathematiker nur
leichtes Spiel.

Man kann sogar von derselben Figur verschiedene
Perspektiven von verschiedenen Gesichtspunkten aus ent-
werfen.*0)

Wir konnen uns diese Perspektiven leicht vorstellen,
weil sie nur drei Dimensionen haben.

Wir wollen uns denken, die verschiedenen Perspek-
tiven eines und desselben Objektes folgten aufeinander
und der Ubergang von einer zur anderen wire von
Muskel-Empfindungen begleitet.
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Man wird, wohlverstanden, zwei dieser Uberginge
als zwei Operationen gleicher Natur betrachten, wenn sie
mit den gleichen Muskel-Empfindungen verbunden sind.

Nichts hindert dann daran, sich zu denken, daf3 diese
Operationen sich nach einem Gesetze, wie wir es haben
wollen, zusammensetzen, z. B. derart, daB sie eine Gruppe
bilden, welche dieselbe Struktur hat wie diejenige der
Bewegungen eines vierdimensionalen festen Koérpers.

Da gibt es nichts, was man sich nicht vorstellen
kénnte, und dennoch sind diese Empfindungen genau
dieselben, denen ein mit einer zweidimensionalen Netz-
haut versehenes Wesen unterworfen wire, welches sich
im vierdimensionalen Raume bewegen kénnte.

In diesem Sinne ist es erlaubt zu sagen, daB man
sich die vierte Dimension vorstellen konne.

Es wiirde nicht moglich sein, sich in dieser Weise den
Hilbertschen Raum vorzustellen, von dem wir im vorher-
gehenden Kapitel gesprochen haben (S. 49), denn dieser
Raum ist nicht mehr ein Kontinuum zweiter Ordnung.
Er unterscheidet sich dadurch zu wesentlich von unserem
gewohnlichen Raum.

Zusammenfassung. — Man sieht, daf} die Erfahrung
eine unumgénglich notwendige Rolle in der Genesis der
Geometrie spielt; aber es wiirde ein Irrtum sein, daraus
zu schlieBen, daB die Geometrie — wenn auch nur teil-
weise — eine Erfahrungswissenschaft sei. .

Wenn sie erfahrungsmiBig wire, so wiirde sie nur
anndhernd richtig und provisorisch sein. Und von welch’
grober Anndherung!

Die Geometrie wiirde nur das Studium der Be-
wegungen von festen Korpern sein; aber sie beschiftigt
sich in Wirklichkeit nicht mit natiirlichen Kérpern, sie
hat gewisse ideale, durchaus unverdnderliche Kérper zum
Gegenstand, welche nur ein vereinfachtes und wenig
genaues Bild der natiirlichen Kérper geben.
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Der Begriff dieser idealen Korper ist aus den verschie-
denen Gebieten unserer Verstandes-Tétigkeit hervorge-
gangen, und die Erfahrung ist nur eine Gelegenheit,
welche uns antreibt, sie daraus hervorgehen zu lassen.

Das Objekt der Geometrie ist das Studium einer be-
sonderen ,,Gruppe*; aber der allgemeine Gruppen-Be-
griff priexistiert in unserem Verstande, zum mindesten
die Moglichkeit zur Bildung desselben; er dringt sich
uns auf, nicht als eine Form unseres Empfindungs-Ver-
mogens, sondern als eine Form unserer Erkenntnis.

Unter den moglichen Gruppen mufl man nur die-
jenige auswihlen, welche sozusagen das NormalmaB sein
wird, auf das wir die Erscheinungen der Natur beziehen.

Die Erfahrung leitet uns in dieser Wahl, zwingt sie uns
aber nicht auf; sie 148t uns nicht erkennen, welche Geometrie
die richtigste ist, wohl aber, welche die bequemste ist.

Man wird bemerken, daB ich die phantastischen
Welten, welche ich oben erdachte, beschreiben konnte,
ohne aufzuhéren, die Sprache der gewohnlichen
Geometrie anzuwenden.

Und wirklich, wir brauchten diese nicht zu wechseln,
wenn wir in jene Welten versetzt wiirden.

Wesen, welche dort ihre Erziehung durchmachen,
wiirden es ohne Zweifel bequemer finden, sich eine von der
unserigen verschiedene Geometrie zu schaffen, welche sich
ihren Eindriicken besser anpalBte. Was uns betrifft, so ist
es gewiB, daB wir angesichts derselben Eindriicke es be-
quemer finden wiirden, unsere Gewohnheiten nicht zu
dndern.

Fiinftes Kapitel

Die Erfahrung und die Geometrie.

1. In den vorhergehenden Zeilen habe ich bereits
verschiedene Male zu beweisen versucht, daB die Prin-
zipien der Geometrie keine Erfahrungs-Tatsachen sind,
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und daB insbesondere das Euklidische Postulat nicht
durch Erfahrung bewiesen werden kann.

So entscheidend mir auch die bereits dargelegten
Griinde erscheinen mogen, so glaube ich doch hierbei
besonders verweilen zu missen, weil in vielen Kopfen
eine hierauf beziigliche falsche Idee tief eingewurzelt ist.

2. Man stelle sich einen materiellen Kreis her, messe
dessen Halbmesser und Umfang und versuche zu sehen,
ob das Verhidltnis dieser beiden Lingen gleich = ist;
was hat man damit getan? Man wird ein Experiment
gemacht haben iiber die Eigenschaften der Materie, aus
welcher man diesen Kreis gefertigt hat, und derjenigen
Materie, aus welcher man das zum Messen benutzte
MetermaBl gefertigt hat, nicht aber ein Experiment iiber
die Eigenschaften des Raumes.

3. Geometrie und Astronomie. — Man hat die
Frage noch auf andere Weise gestellt. Wenn die Lo-
batschewskysche Geometrie wahr ist, so ist die Paral-
laxe eines sehr entfernten Sternes endlich; wenn die Rie-
mannsche Geometrie wahr ist, so wird sie negativ
sein. Damit haben wir Resultate, welche der Erfahrung
zuginglich sind, und man hoffte, daB die astronomischen
Beobachtungen erlauben wiirden, zwischen den drei Geo-
metrien zu entscheiden.*?)

Aber was man in der Astronomie die gerade Linie
nennt, ist einfach die Bahn des Lichtstrahles. Wenn
man also, was allerdings unméglich ist, negative Parallaxen
entdecken konnte oder beweisen konnte, daB alle Paral-
laxen oberhalb einer gewissen Grenze liegen, so hitte
man die Wahl zwischen zwei SchluBfolgerungen: wir
konnten der Euklidischen Geometrie entsagen oder die
Gesetze der Optik abindern und zulassen, daB das
Licht sich nicht genau in gerader Linie fortpflanzt.

Es ist unniitz hinzuzufiigen, daB jedermann diese
letztere Losung als die vorteilhaftere ansehen wiirde.
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Die Euklidische Geometrie hat also von neuen Er-
fahrungen nichts zu fiirchten.

4. Kann man behaupten, dafB gewisse Erscheinungen,
welche im Euklidischen Raume méglich sind, im nicht-
Euklidischen Raume unmdglich wiren, und zwar so, daf3
die Erfahrung, indem sie diese Erscheinungen bestitigt,
der nicht-Euklidischen Hypothese direkt widersprechen
wiirde? Meiner Meinung nach kann eine derartige Frage
nicht gestellt werden. Ich wiirde sie fiir gleichbe-
deutend mit der folgenden halten, deren Abgeschmackt-
heit allen in die Augen springt: ,,Gibt es Lingen, welche
man in Metern und Zentimetern angeben kann, aber
welche man nicht in Klafter, FuB8 und Zoll abmessen
kann, und koénnte das Experiment, durch welches man
die Existenz dieser Lingen bestitigt, zugleich der Hypo-
these widersprechen, daB es in sechs FuBl eingeteilte
Klafter gibt?“

Priifen wir die Frage ndher. Ich setze voraus, daf§
die gerade Linie im Euklidischen Raume zwei beliebige
Eigenschaften besitzt, welche ich 4 und B nennen werde;
wir nehmen an, daB3 diese gerade Linie im nicht-Eukli-
dischen Raume noch die Eigenschaft 4, aber nicht mehr
die Eigenschaft B besitzt; schlieBlich setze ich voraus,
daB die gerade Linie sowohl im Euklidischen, wie im
nicht-Euklidischen Raume die einzige Linie sei, welche
die Eigenschaft 4 besitzt.

Wenn dem so wire, so wiirde die Erfahrung geeignet
sein, zwischen der Euklidischen Hypothese und der
Lobatschewskyschen zu entscheiden. Man wiirde fest-
stellen, daB ein bestimmtes konkretes und dem Experi-
mente zugingliches Objekt, wie z. B. ein Biindel von
Lichtstrahlen, die Eigenschaft 4 besitzt; man wiirde
daraus schlieBen, daB es geradlinig ist, und man wiirde
daraufhin untersuchen, ob es die Eigenschaft B besitzt
oder nicht.
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Aber dem ist nicht so, es existiert keine Eigen-
schaft, welche wie diese Eigenschaft 4 ein absolutes
Kriterium sein kdnnte, um die gerade Linie als solche
zu erkennen und sie von jeder andern Linie zu unter-
scheiden.

Vielleicht wird man einwerfen (vgl. oben S. 47):
»,Diese Eigenschaft ist doch die folgende: die gerade
Linie ist eine derartige Linie, daB eine Figur, deren
Teil diese Linie ist, sich bewegen kann, ohne daB die
gegenseitigen Entfernungen ihrer Punkte sich verdndern,
und daB somit alle Punkte dieser Linie fest bleiben.*

Da hitten wir tatsédchlich eine Eigenschaft, welche,
sei es'nun im Euklidischen oder sei es im nicht-Eukli-
dischen Raume, der Geraden zukommt und nur ibr zu-
kommt. Aber wie erkennt man durch die Erfahrung,
ob sie diesem oder jenem konkreten Objekte zugehort?
Man muB Entfernungen messen, und wie wird man wissen
kénnen, daB eine gewisse konkrete GréBe, welche ich
mit meinem materiellen Instrument gemessen habe, die
abstrakte Entfernung richtig angibt?

Man hat die Schwierigkeit nur weiter hinausge-
schoben.

In Wirklichkeit ist die Eigenschaft, von der ich so-
eben sprach, nicht nur eine Eigenschaft der geraden
Linie allein, es ist eine Eigenschaft der geraden Linie
und der Entfernung. Wenn sie als absolutes Kriterium
dienen soll, so miiBte man nicht nur feststellen, daB sie
der Entfernung und keiner andern Linie als der geraden
Linie eigentiimlich ist, sondern auch daB sie keiner
andern Linie als der geraden Linie zukommt wund
keiner andern Gr68e als der Entfernung. Aber das
ist nicht richtig.

Es ist also unmdglich, ein konkretes Experiment
zu erdenken, das im Euklidischen Systeme der Geometrie
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interpretiert werden konnte, nicht aber im Lobatschews-
kyschen Systeme; demnach darf ich schlieBen:

Keine Erfahrung wird jemals mit dem Euklidischen
Postulate im Widerspruche sein; ebenso aber anderer-
seits: keine Erfahrung wird jemals im Widerspruche mit
dem Lobatschewskyschen Postulate sein.

5. Aber es geniigt nicht, daf die Euklidische (oder
nicht-Euklidische) Geometrie niemals durch die Erfah-
rung direkt widerlegt werden kann. Konnte es nicht
eintreten, dafl die Geometrie sich mit der Erfahrung
nur in Ubereinstimmung bringen 148t, wenn man das
Prinzip des zureichenden Grundes oder das Prinzip der
Relativitit des Raumes verletzt?

Ich will dies niher ausfiithren: Betrachten wir irgend
ein materielles System; wir werden einerseits den ,,Zu-
stand** der verschiedenen Korper dieses Systems ins
Auge fassen miissen (z. B. ihre Temperatur, ihr elektri-
sches Potential u. s. w.), und andererseits ihre Stellung
im Raume; und unter den Angaben, welche zur Defini-
tion dieser Stellung dienen, werden wir noch die gegen-
seitigen Entfernungen dieser Korper (die ihre relativen
Stellungen bestimmen)von den Bedingungen unterscheiden,
welche den absoluten Ort des Systems und seine absolute
Orientierung im Raume festlegen.

Die Gesetze der Erscheinungen, welche sich in diesem
Systeme abspielen, werden von dem Zustande dieser
Korper und von ihren gegenseitigen Entfernungen ab-
hingen; aber wegen der Relativitit und wegen der
Passivitit des Raumes werden sie nicht vom absoluten
Orte und von der absoluten Orientierung des Systems
abhingen.

Mit anderen Worten: der Zustand der Korper und
ihre gegenseitigen Entfernungen in irgend einem Zeit-
punkte hingen allein vom Zustande dieser selben Kérper
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und von ihren gegenseitigen Entfernungen zur Anfangs-
zeit ab, aber sie hingen niemals vom absoluten anfing-
lichen Orte des Systems ab oder von seiner absoluten
anfinglichen Orientierung. Um die Ausdrucksweise ab-
zukiirzen, werde ich dies als das Gesetz der Rela-
tivitdt bezeichnen.

Bis jetzt habe ich wie ein Euklidischer Mathematiker
gesprochen. Wie ich schon gesagt habe, gestattet jede
beliebige Erfahrungstatsache eine Interpretation in der
Euklidischen Hypothese; aber sie gestattet eine solche
gleichfalls in der nicht-Euklidischen Hypothese. Nehmen
wir also an, wir hitten eine Reihe von Experimenten
gemacht; wir hétten sie in der Euklidischen Hypothese
interpretiert und wir hitten erkannt, daB diese so inter-
pretierten Experimente unser ,,Gesetz der , Relativitdt
nicht verletzen.

Jetzt interpretieren wir sie in der nicht-Euklidischen
Hypothese: das ist immer méglich; nur werden die nicht-
Euklidischen Entfernungen unserer verschiedenen Kérper
bei dieser neuen Interpretation im allgemeinen nicht die-
selben sein wie die Euklidischen Entfernungen bei der
fritheren Interpretation.

Werden nun unsere Experimente, wenn sie auf diese
neue Weise interpretiert werden, auch noch im Einklang
mit unserem ,,Gesetze der Relativitit* stehen? Und
wenn eine solche Ubereinstimmung nicht stattfindet, wiirde
man dann nicht auch das Recht haben zu sagen, daB
die Erfahrung die Falschheit der nicht-Euklidischen Geo-
metrie bewiesen hat?

Man erkennt leicht, daB diese Befiirchtung ohrie Grund
ist; in der Tat, um das Gesetz der Relativitit in aller
Strenge anwenden zu kénnen, muB man es auf das
ganze Universum anwenden. Denn wenn man nur einen
Teil dieses Universums betrachtet, und wenn der absolute
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Ort dieses Teiles sich zu verdndern beginnt, so werden
sich die Entfernungen von den iibrigen Korpern des
Universums gleichfalls dndern; ihr Einflul auf den gerade
betrachteten Teil des Universums wiirde sich folglich
vermehren oder vermindern, und das konnte die Gesetze
der beobachteten Erscheinungen beeinflussen.

Aber wenn unser System das ganze Universum um-
faBt, so ist die Erfahrung nicht im stande, uns iiber seinen
absoluten Ort und seine absolute Orientierung zu unter-
richten. Alles was unsere Instrumente, wenn sie auch
noch so vollkommen sind, uns lehren konnen, ist der
Zustand der verschiedenen Teile des Universums und
die gegenseitigen Entfernungen dieser Teile.

Man konnte also unser Gesetz der Relativitit so
aussprechen: :

Die Ablesungen, welche wir in einem beliebigen Zeit-
punkte an unseren Instrumenten machen koénnen, werden
einzig von den Ablesungen abhidngen, welche wir an
denselben Instrumenten in der Anfangszeit machen
koénnen.

Eine solche Aussage ist unabhingig von jeder Inter-
pretation der Erfahrungstatsachen. Wenn das Gesetz in
der Euklidischen Interpretation wahr ist, so wird es auch
in der nicht-Euklidischen Interpretation wahr sein.

Man gestatte mir in bezug hierauf eine kleine Ab-
schweifung. Ich habe weiter oben von den Angaben
gesprochen, welche die Stellung der verschiedenen Kérper
des Systems definieren; ich hitte gleicherweise von den-
jenigen sprechen sollen, welche ihre Geschwindigkeiten
definieren; ich hitte dann einzeln die Geschwindigkeiten
angeben sollen, mit welchen die gegenseitigen Entfernungen
der verschiedenen Korper sich verdndern; und anderer-
seits hitte ich die Geschwindigkeiten der Translation
und der Rotation des Systems unterscheiden sollen, d. h.
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die Geschwindigkeiten, mit welchen ihr absoluter Ort
und ihre absolute Orientierung sich &ndern.

Damit der Verstand ganz befriedigt wird, hitte man
das Gesetz der Relativitit folgendermaBen ausdriicken
miissen:

Der Zustand der Kérper und ihre gegenseitigen Ent-
fernungen in irgend einem Zeitpunkte, sowie die Ge-
schwindigkeiten, mit denen diese Entfernungen sich in
dem Zeitpunkte &ndern, hidngen allein von dem Zu-
stande dieser Korper und von ihren gegenseitigen Ent-
fernungen in der Anfangszeit ab, ebenso von den Ge-
schwindigkeiten, mit welchen diese Entfernungen in der
Anfangszeit sich verindern, aber sie hingen weder von
dem absoluten anfinglichen Orte des Systems, noch
von seiner absoluten Orientierung ab, noch wvon den
Geschwindigkeiten, mit welchen sich dieser absolute Ort
und diese absolute Orientierung zur Anfangszeit dndern.

Ungliicklicherweise steht das so ausgesprochene Gesetz
mit den Erfahrungen nicht im Einklang, wenigstens nicht,
wenn man die letzteren in der gewdhnlichen Weise
interpretiert.

Man nehme an, daB ein Mensch auf einen Planeten
versetzt sei, dessen Himmel bestindig mit einer dicken
Wolkenschicht bedeckt wire, und zwar derart, da8 man
niemals die anderen Gestirne bemerken kénnte; auf
diesem Planeten wiirde man leben, als ob derselbe im
Raume isoliert widre. Dieser Mensch koénnte indessen
bemerken, daB sich der Planet dreht, . entweder indem
er die Abplattung nachmiBt (was man gewdhnlich mit
Hilfe astronomischer Beobachtungen bewerkstelligt, was
man aber auch mit rein geoditischen Hilfsmitteln aus-
filhren kann), oder, indem er das Experiment des
Foucaultschen Pendels wiederholt. Die absolute Rotation
dieses Planeten wiirde also vollig klar gestellt werden.

Das ist eine Tatsache, welche bei den Philo-
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sophen AnstoB erregt, welche aber der Physiker aner-
kennen muB.

Man weiB, daB Newton aus dieser Tatsache die Existenz
des absoluten Raumes geschlossen hat; ich kann diese An-
schauungsweise durchaus nicht teilen, im dritten Teile
werde ich erkliren, warum??). Fiir jetzt méchte ich mich
nicht auf die Erérterung dieser Schwierigkeit einlassen.

Von Wichtigkeit ist hauptsichlich die Folgerung: Die
Erfahrung kann nicht zwischen Euklid und Lobat-
schewsky unterscheiden.

Ich habe mich bei der Formulierung des Gesetzes
der Relativitit begniigen miissen, alle Arten von Ge-
schwindigkeiten unter die Angaben einzuschlieBen, welche
den Zustand der Koérper definieren.

Wie dem auch sei, diese Schwierigkeit ist dieselbe fiir
die Euklidische und fiir die Lobatschewskysche Geometrie;
ich brauche mich also deshalb nicht weiter zu beunruhigen
und ich habe nur beildufig davon sprechen wollen.

Wie man sich auch drehen und wenden moge, es
bleibt unmoglich, mit dem Empirismus in der Geometrie
einen verniinftigen Sinn zu verbinden.

6. Die Erfahrungstatsachen lassen uns nur die
gegenseitigen Beziehungen der Korper erkennen; keine
von ihnen bezieht sich (oder kann sich auch nur be-
ziehen) auf die Beziehungen der Korper zum Raume
oder auf die wechselseitigen Beziehungen der verschie-
denen Raumteile.

»Ja*, werden Sie darauf antworten, ,ein einziges
Experiment ist ungeniigend, weil es nur eine einzige
Gleichung mit mehreren Unbekannten gibt; aber wenn
ich hinreichend viele Experimente gemacht habe, so
werde ich auch eine hinreichende Anzahl von Gleichungen
haben, um alle meine Unbekannten zu berechnen.*

Die Hohe des Topmastes zu kennen, ist nicht ge-

niigend, um das Alter des Kapiténs zu berechnen. Wenn
Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Aufl. 6
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Sie alle Holzstiicke des Schiffes gemessen haben, so
haben Sie viele Gleichungen, aber das Alter des Kapitdns
kennen Sie deshalb doch nicht. Alle Ihre Messungen
beziehen sich auf Thre Holzstiicke und kdnnen Ihnen
deshalb nur Dinge offenbaren, die mit diesen Holzstiicken
zusammenhidngen. Ebenso haben Ihre Experimente, so
zahlreich sie auch sein mogen, nur mit den wechsel-
seitigen. Beziehungen der Korper zu tun und werden
uns deshalb nichts iiber die wechselseitigen Beziehungen
der verschiedenen Raumteile offenbaren.

7. Sie werden behaupten, daB die Experimente sich
doch mindestens auf die geometrischen Eigenschaften
der Korper beziehen, wenn sie iiberhaupt mit Kérpern
zu tun haben.

Aber was verstehen Sie denn unter geometrischen
Eigenschaften der Kérper? Ich nehme an, es handelt
sich um Bezichungen der Kérper zum Raume; diese
Eigenschaften sind also fiir Experimente unzuginglich,
welche nur mit gegenseitigen Beziehungen der Kérper zu
tun haben. Das allein wiirde geniigen, um zu beweisen,
daBl von diesen Eigenschaften keine Rede sein kann.

Fangen wir immerhin damit an, uns iiber den Sinn
dieser Worte zu verstindigen: geometrische Eigenschaften
der Korper. Wenn ich behaupte, daB ein Kérper sich
aus mehreren Teilen zusammensetzt, so setze ich voraus,
daB ich damit keine geometrische Eigenschaft aussage;
und das wird wahr bleiben, auch wenn ich jetzt den
kleinsten Teilen, die ich ins Auge fasse, den unrichtigen
Namen Punkte beilege.

Wenn ich sage, daB ein bestimmter Teil eines be-
stimmten Korpers in Beriihrung mit einem bestimmten
Teile eines bestimmten anderen Koérpers ist, so spreche
ich eine Behauptung aus, welche die gegenseitigen Be-
ziehungen dieser beiden Korper zueinander und nicht
ihre Beziehungen zum Raume betrifft.
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Ich nehme an, Sie werden mir darin beistimmen,
dal das keine geometrischen Eigenschaften sind; ich
bin wenigstens sicher, Sie werden mir zugeben, da diese
Eigenschaften von jeder Bekanntschaft mit der metrischen
Geometrie unabhéngig sind.

Dies vorausgesetzt, denke ich mir einen festen Koérper,
gebildet von diinnen Eisenstiben 04, OB, OC, 0D,
OE, OF, OG, OH, welchen allen der eine Endpunkt O
gemeinsam ist. Wir haben andererseits einen zweiten
festen Korper, z. B. ein Holzstiick, das man mit drei
kleinen Tintenflecken zeichnen moge, welche ich o, 8,
nennen will. Ich nehme ferner an, man habe sich iiber-
zeugt, daB man a, f, y mit 4, G, O in Berithrung bringen
kann (ich will damit sagen: a mit A4, zu gleicher Zeit
B mit G und y mit O), ferner, daB man nach und nach
afy mit BGO, CGO, DGO, EGO, FGO in Beriih-
rung bringen kann, dann mit AHO, BHO, CHO, DHO,
EHO, FHO; endlich ay nacheinander mit 4 B, BC,
CD, DE, EF, FA.

Damit haben wir Feststellungen, welche man ohne
irgend eine vorhergehende Vorstellung von der Form
oder von den metrischen Eigenschaften des Raumes
machen kann. Sie haben durchaus nichts mit den
,,geometrischen Eigenschaften der Korper* zu tun. Diese
Feststellungen sind nicht moglich, wenn die Kérper, mit
welchen man experimentiert hat, sich geméf einer Gruppe
(vgl. S. 66) bewegen, deren Struktur mit der Struktur der
Lobatschewskyschen Gruppe tibereinstimmt (ich will sagen,
wenn sie sich nach demselben Gesetze bewegen, wie die
festen Korper in der Lobatschewskyschen Geometrie).
Sie geniigen aber, um zu zeigen, daB diese Kdrper sich
gemdB der Euklidischen Gruppe oder wenigstens nicht
gemiB der Lobatschewskyschen Gruppe bewegen.

Es ist leicht zu sehen, daB sie mit der Euklidischen
Gruppe vertrdglich sind.

6%



84 11, 5. Erfahrung und Geometrie

Denn man kdnnte diese Feststellungen machen, wenn
der Korper afy ein fester, unveridnderlicher Korper
unserer gewohnlichen Geometrie wire, welcher die Gestalt
eines geradlinigen Dreiecks hat, und wenn die Punkte
ABCDEFGH die Scheitelpunkte eines Polyeders wiren,
das von zwei hexagonalen regelmiBigen Pyramiden unserer
gewShnlichen Geometrie gebildet ist, welche zur gemein-
samen Basis das Sechseck 4 BCDE F und als Spitzen
die eine den Punkt G und die andere den Punkt H
haben.

Setzen wir nun voraus, man beobachte an Stelle der
vorhergehenden Feststellungen, daB man, wie soeben,
afy nacheinander zur Deckung bringen kann mit 4 GO,
BGO, CGO, DGO, EGO, FGO, AHO, BHO, CHO,
DHO, EHO, FHO, dazu, daB man af (aber nicht
mehr ¢y) nacheinander auf A B, BC, CD, DE, EF und
F 4 legen kann.*3) '

Das sind Feststellungen, welche man machen kénnte,
wenn die nicht-Euklidische Geometrie wahr wire, wenn
die Kérper afy und O A BCDE FGH feste unverinder-
liche Kérper wiren, und wenn der erste ein geradliniges
Dreieck und der zweite eine doppelte, hexagonale, regel-
miBige Pyramide von passenden Dimensionen wire.

Diese neuen Feststellungen sind also nicht mdglich,
wenn die Kérper sich gemdB der Euklidischen Gruppe
bewegen; aber sie werden méglich sein, wenn man vor-
aussetzt, daB die Korper sich gemiB der Lobatschewsky-
schen Gruppe bewegen. Sie wiirden geniigen (wenn
man sie ausfithrte), um zu beweisen, daB die fraglichen
Kérper sich nicht gemidB der Euklidischen Gruppe be-
wegen.

Somit habe ich, ohne irgend eine Hypothese iiber
die Gestalt, iiber die Natur des Raumes, iiber die Be-
ziehungen der Kérper zum Raume zu machen, ohne
den Korpern irgend eine geometrische Eigenschaft bei-
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zulegen, Feststellungen gemacht, welche mir erlaubt
haben darzulegen, in dem einen Falle, daB die zum
Experiment benutzten Kérper sich einer Gruppe gemif
bewegen, deren Struktur die Euklidische ist, und im
anderen Falle, daB} sie sich einer Gruppe gemif3 bewegen,
deren Struktur die Lobatschewskysche ist.

Man sage nicht, daB3 die erste Gesamtheit von Fest-
stellungen eine Erfahrung darstellen wiirde, welche be-
weist, daB der Raum ein Euklidischer ist und daB die
zweite Gesamtheit eine Erfahrung darstellen wiirde,
welche beweist, daB der Raum ein nicht-Euklidischer ist.

Man koénnte sich in der Tat Kérper vorstellen (ich
sage vorstellen), welche sich derart bewegen, daB sie
die zweite Reihe der Feststellungen ermdglichten. Der
Beweis dafiir ist, daBB der erste beste Mechaniker solche
Korper konstruieren kann, wenn er sich die Miihe geben
und die Kosten daran wenden wollte. Trotzdem werden
Sie daraus nicht schluBfolgern, daB der Raum ein nicht-
Euklidischer ist.

Und da die gewdhnlichen festen Korper nicht
aufhéren wiirden zu existieren, wenn der Mechaniker
die sonderbaren Korper, von denen ich soeben sprach,
konstruiert hitte, so miiBte man sogar schliefen, daf
der Raum zugleich Euklidisch und nicht-Euklidisch ist.

Setzen wir z. B. voraus, daB wir eine grofe Kugel
vom Halbmesser R hitten und daB die Temperatur vom
Mittelpunkte nach der Oberfliche dieser Kugel zu nach
dem Gesetze sinken wiirde, von dem ich sprach, als ich
die nicht-Euklidische Welt beschrieb (vgl. S. 67).

Wir kénnten so Koérper vor uns haben, deren Dila-
tation zu vernachldssigen ist und welche sich wie ge-
wohnliche feste Korper verhalten, und andererseits sehr
stark ausdehnbare Korper, welche sich wie nicht-Eukli-
dische feste Korper verhalten. Wir konnten z. B. zwei
Doppelpyramiden OA BCDEFGH und 0'A'B'C'D'E’
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F'G'H' und zwei Dreiecke afy und «'f'y’ haben. Die
erste Doppelpyramide moge geradlinig und die zweite
krummlinig sein; das Dreieck a fy sei aus unausdehn-
barem Materiale hergestellt und das andere Dreieck aus
sehr stark ausdehnbarem Materiale.

Man konnte dann die ersten Feststellungen mit der
Doppelpyramide 04 ...H und dem Dreiecke afy
machen und die zweite Klasse von Feststellungen mit
der Doppelpyramide O' A'...H' und dem Dreiecke
o« f'y. Und dann wiirde das Experiment beweisen
erstens, dafl die Euklidische Geometrie richtig ist, zwei-
tens, daB sie falsch ist.

Die Experimente beziehen sich folglich nicht
auf den Raum,sondern auf die Kérper.

Anhang.

8. Um vollstindig zu sein, miiBte ich noch eine
delikate Frage besprechen, welche lange Entwickelungen
erfordern wiirde; ich werde mich darauf beschrinken,
hier zusammenfassend wiederzugeben, was ich in der
Revue de Métaphysique et de Morale und in der Zejt-
schrift The Monist*) dargelegt habe. Was verstehen wir
darunter, wenn wir sagen, daB der Raum drei Dimen-
sionen hat?

Wir haben die Wichtigkeit derjenigen ,,inneren Ver-
dnderungen‘‘ kennen gelernt, welche uns durch unsere
Muskelempfindungen zum BewuBtsein kommen (vgl. S. 57£.).
Sie konnen dazu dienen, die verschiedenen Haltungen
unseres Korpers zu charakterisieren. Nehmen wir irgend
eine willkiirlich gewéhlte Kérperhaltung A zum Ausgangs-
punkte. Wenn wir von dieser Anfangshaltung zu irgend

*) On the foundation of Geometry, The Monist, edited by
P. Carus, vol. 9, Chicago 1898.
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einer anderen Haltung B iibergehen, so erleiden wir
eine Reihe S von Muskelempfindungen und diese Reihe
S wird B definieren. Bemerken wir indessen, daB wir
oft zwei Reihen S und S’ ansehen, als ob sie eine und
dieselbe Haltung B definieren (weil die Anfangshaltung
A und die Endhaltung B dieselben bleiben kénnen,
wihrend die Zwischenhaltungen und die begleitenden
Empfindungen verschieden sind). Wie konnen wir diese
beiden Reihen als &dquivalent nachweisen? Weil sie
dazu dienen konnen, eine und dieselbe &duBere Ver-
dnderung zu kompensieren, oder allgemeiner, weil eine
dieser Reihen durch die andere ersetzt werden kann,
wenn es sich um die XKompensation einer dufleren Ver-
dnderung handelt.

Unter diesen Reihen haben wir diejenigen hervor-
gehoben, welche fiir sich allein eine d4uflere Verinderung
kompensieren und welche wir ,,Ortsverdnderungen* (vgl.
S. 60) genannt haben. Da wir zwei Ortsverdnderungen,
welche einander zu benachbart sind, nicht unterscheiden
konnen, so besitzt die Gesamtheit dieser Ortsverdnde-
rungen die Charaktere eines physikalischen Kontinuums;
die Erfahrung lehrt uns*%), daB es die Charaktere eines
sechsdimensionalen physikalischen Kontinuums sind; aber
wir wissen noch nicht, wieviele Dimensionen der Raum
selbst hat, wir miissen zuerst eine andere Frage l6sen.

Was ist ein Punkt im Raume? Jedermann glaubt
es zu wissen, aber das beruht auf einer Tduschung. Was
wir sehen, wenn wir versuchen, uns einen Punkt im
Raume vorzustellen, ist ein schwarzer Fleck auf weiflem
Papier oder ein Kreidefleck auf einer schwarzen Tafel,
es ist immer ein Gegenstand. Die Frage muB also
folgendermaBen verstanden werden:

Was will ich damit ausdriicken, wenn ich sage,
daB der Gegenstand B sich an demselben Punkte be-
findet, in welchem soeben der Gegenstand 4 war? Und
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weiter, welches Kriterium wird es mir ermbdglichen, dies
zu erkennen?

Ich will sagen, daB mein erster Finger, der soeben
den Gegenstand 4 beriihrte, jetzt den Gegenstand B
beriihrt, obgleich ich mich nicht von der Stelle
rithre (was mir meine Muskelempfindung anzeigt). Ich
konnte mich anderer Kriterien bedienen, z. B. eines
andern Fingers oder des Gesichtssinnes. Aber das erste
Kriterium ist gentigend; wenn dieses mit ,,Ja‘* antwortet,
so weiB ich, daB alle anderen Kriterien dieselbe Antwort
geben werden. Ich weiB es aus Erfahrung, ich kann
es nicht a priori wissen. Darum sage ich auch, daB
das Beriihren nicht aus der Entfernung moglich ist, und
das ist eine andere Art, die gleiche experimentelle Tat-
sache auszusprechen. Wenn ich aber im Gegensatz dazu
sage, daB das Sehen aus der Entfernung méglich ist, so
will das heilen, daB das durch den Gesichtssinn ge-
lieferte Kriterium bejahen kann, wihrend die anderen
Kriterien verneinen.

Der Gegenstand kann nemlich, obgleich er sich von
uns entfernt, doch sein Bild auf denselben Punkt der
Netzhaut werfen. Dann antwortet der Gesichtssinn: ja,
der Gegenstand ist an demselben Punkte geblieben; der
Tastsinn dagegen antwortet: nein, denn mein Finger,
der doch soeben den Gegenstand beriihrte, berithrt ihn
jetzt nicht mehr. Wenn die Erfahrung uns gelehrt
hitte, daB ein Finger mit ja, ein anderer zugleich mit
nein antworten kann, so wiirden wir ebenso sagen, das
Tasten sei aus der Entfernung méglich.

Kurz, mein erster Finger wird fiir jede Haltung
meines Korpers einen Punkt bestimmen, und das ist es,
und nur das allein, was einen Punkt im Raume definiert.

Mit jeder Haltung korrespondiert also ein Punkt;
aber es kommt 6fters vor, daB der gleiche Punkt mit
verschiedenen Haltungen korrespondiert (in solchem Falle
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sagen wir, dafB unser Finger sich nicht bewegt hat, wohl
aber der iibrige Teil des Korpers). Wir unterscheiden
also unter den Haltungsverdnderungen solche, bei denen
der Finger sich nicht bewegt. Wie sind wir dazu ge-
kommen? Weil wir oft bemerken, daB in diesen Ver-
dnderungen der Gegenstand, welcher mit dem Finger in
Beriihrung kommt, diese Berithrung nicht aufgibt.

Wir wollen also in ein und dieselbe Abteilung alle
Haltungen einreihen, welche sich auseinander mittelst
einer der Verdnderungen ableiten, die wir so gekennzeichnet
haben. Mit allen Haltungen derselben Abteilung wird
derselbe Punkt im Raume korrespondieren. So wird
also mit jeder Abteilung ein Punkt korrespondieren und
mit jedem Punkte eine Abteilung. Aber man kann sagen:
die Erfahrung bezieht sich nicht auf den Punkt, sondern
auf diese Abteilung von Verdnderungen, oder besser ge-
sagt, auf die entsprechende Abteilung von Muskel-
empfindungen.

Wennwir dann vom dreidimensionalen Raume sprechen,
so wollen wir damit einfach sagen, daBl die Gesamtheit
dieser Abteilungen uns wie die Charaktere eines physi-
kalischen, dreidimensionalen Kontinuums erscheint.

Wenn ich mich, anstatt die Punkte im Raume mit
Hilfe des ersten Fingers zu definieren, z. B. eines anderen
Fingers bedient hédtte, wiirden dann die Resultate die
gleichen sein? Das ist keineswegs a priori sicher, aber
die Erfahrung zeigt uns, wie wir gesehen haben, da8
alle Kriterien iibereinstimmen; darum konnen wir mit
»Ja‘ antworten.

Wenn wir zu dem zuriickkehren, was wir Ortsver-
inderungen nannten, deren Gesamtheit, wie wir schon
bemerkten (S. 66), eine Gruppe bildet, so werden wir
dazu gefiihrt, von den {iibrigen Ortsverinderungen die-
jenigen zu unterscheiden, bei denen ein Finger sich nicht
bewegt; nach dem Vorhergegangenen charakterisieren also
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diese Ortsverinderungen einen Punkt im Raume und ihre
Gesamtheit wird eine Untergruppe unserer Gruppe sein.*?)

Man wird versucht sein zu schluBfolgern, daBl es die
Erfahrung ist, welche uns lehrt, wieviele Dimensionen der
Raum hat. Aber in Wahrheit haben wiederum unsere
Erfahrungen nichts mit dem Raume zu tun, sondern mit
unserem Korper und seinen Beziehungen zu den benachbar-
ten Gegenstinden. Uberdies sind sie aufierordentlich grob

In unserem Verstande priexistierte die latente Idee
einer gewissen Anzahl von Gruppen; es sind diejenigen,
deren Theorie Lie entwickelt hat (vgl. S. 48). Welche
sollen wir widhlen, um daraus eine Art NormalmalBl zu
fertigen, mit dem wir die natiirlichen Erscheinungen
vergleichen kénnten? Und welches ist von dieser aus-
gewihlten Gruppe diejenige Untergruppe, die wir brauchen
konnen, um einen Punkt im Raume zu charakterisieren?
Die Erfahrung leitete uns, als sie uns zeigte, welche
Wabhl sich am besten den Eigenschaften unseres Korpers
anpassen wiirde. Aber damit ist ihre Rolle ausgespielt.

Die Erfahrung unserer Vorfahren.

Man sagt oft, daf die individuelle Erfahrung des
Einzelnen zwar niemals die Geometrie schaffen konnte,
dafl aber die Erfahrungen unserer Vorfahren dazu wohl
imstande waren. Was meint man damit? Will man da-
mit behaupten, da man das Euklidische Postulat zwar
nicht experimentell priifen kénne, daB aber unsere Vor-
fahren es gekonnt haben? Nichts weniger als dieses; man
will vielmehr sagen, daBl unser Verstand sich durch
natiirliche Zuchtwahl den Bedingungen der duBeren Welt
angepaflt hat, daB er diejenige Geometrie angenommen
hat, welche fiir die Gattung am vorteilhaftesten war,
oder mit anderen Worten: die am bequemsten war.
Das ist mit unseren obigen SchluBfolgerungen durch-
aus im Einklang; unsere Geometrie ist nicht wahr,
sondern sie ist vorteilhaft,



Dritter Teil.
Die Kraft.

Sechstes Kapitel

Die klassische Mechanik.

Die Englinder lehren die Mechanik wie eine experi-
mentelle Wissenschaft; auf dem Kontinent stellt man sie
stets als eine mehr oder weniger deduktive Wissenschaft
und als eine Wissenschaft a priori dar. Die Englinder
haben zweifelsohne recht, aber wie konnte man so lange
in solchen Irrtiimern beharren? Warum konnten die
Gelehrten auf dem Kontinente, welche die Gewohnheiten
ihrer Vorginger zu meiden suchten, sich meist nicht voll-
stindig von diesen Irrtiimern befreien?

Wenn andererseits die Prinzipien der Mechanik keine
andere Quelle haben als die Erfahrung, sind sie dann
nicht nur anndhernd und nur provisorisch richtig? Kénn-
ten uns neue Erfahrungen nicht eines Tages dazu fiihren,
diese Prinzipien abzudndern oder sie sogar aufzugeben?

Solche Fragen drdngen sich natiirlicherweise auf, und
die Schwierigkeit der Losung stammt hauptsichlich da-
her, daB die mechanischen Lehrbiicher nicht klar unter-
scheiden, was Ubereinkommen und was Hypothese ist.
Das ist nicht alles:

1. Es gibt keinen absoluten Raum, und wir begreifen
nur relative Bewegungen; trotzdem spricht man die
mechanischen Tatsachen ofters so aus, als ob es einen
absoluten Raum gibe, auf den man sie beziehen kénnte
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2. Es gibt keine absolute Zeit; wenn man sagt, daB
zwei Zeiten gleich sind, so ist das eine Behauptung,
welche an sich keinen Sinn hat und welche einen solchen
nur durch Ubereinkommen erhalten kann.

3. Wir haben nicht nur keinerlei direkte Anschauung
von der Gleichheit zweier Zeiten, sondern wir haben
nicht einmal diejenige von der Gleichzeitigkeit zweier
Ereignisse, welche auf verschiedenen Schauplitzen vor
sich gehen; das habe ich in einem Aufsatze unter dem
Titel: la Mesure du temps¥*) dargelegt. %)

4. Endlich ist unsere Euklidische Geometrie selbst
nur eine Art von Ubereinkommen fiir unsere Ausdrucks-
weise; wir konnten die mechanischen Tatsachen aus-
sprechen, indem wir sie auf einen nicht-Euklidischen
Raum {ibertragen; das wdre zwar ein wenig bequemes,
aber doch ein ebenso berechtigtes Werkzeug wie unser
gewbhnlicher Raum; die Darstellung wiirde dann viel kom-
plizierter werden, aber sie bliebe méglich.*?)

So sind weder der absolute Raum, noch die absolute
Zeit, noch sogar die Geometrie Voraussetzungen, die fiir
die Mechanik absolut notwendig wiren; alle diese Dinge
bestanden nicht vor der Mechanik, so wie logischerweise
die franz6sische Sprache nicht vor den Wahrheiten be-
stand, welche man in dieser Sprache ausdriickt.

Man kann versuchen die fundamentalen Gesetze der
Mechanik in einer Sprache auszudriicken, welche von
allen diesen Ubereinkommen unabhingig ist; man wiirde
sich so ohne Zweifel besser von dem Rechenschaft geben
kénnen, was diese Gesetze in sich bedeuten; das hat
Andrade in seinen Legons de Mécanique physique
(Paris 1898), wenigstens teilweise, versucht klar zu stellen.

Die Darlegung dieser Gesetze wiirde, wohlverstanden,

*) Revue de Métaphysique et de Morale, t. VI p. 1—13
(janvier 1898).
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viel schwieriger werden, weil alle diese Ubereinkommen
ausdriicklich ersonnen waren, um diese Darlegung abzu-
kiirzen und zu vereinfachen.

Was mich betrifit, so werde ich alle diese Schwierig-
keiten beiseite lassen, ausgenommen diejenige, welche
sich auf den absoluten Raum bezieht; nicht, daB ich
diese Schwierigkeiten verkenne, davon bin ich weit ent-
fernt; aber wir haben sie zur Geniige in ‘den beiden
ersten Teilen durchgenommen. Vorldufig will ich also
die absolute Zeit und die Euklidische Geometrie zu-
lassen.

Das Prinzip der Trigheit. — Ein Korper, welcher
keiner Kraft unterworfen ist, kann nur eine geradlinige
und gleichformige Bewegung haben.

Liegt darin eine Wahrheit, welche sich dem Ver-
stande a priori aufdringt? Wenn dem so wire, wie
konnten die Griechen sie dann verkennen? Wie hitten
sie glauben konnen, daB die Bewegung in dem Augen-
blicke anhilt, in dem die Ursache, welche die Be-
wegung entstehen lieB, aufhért? Oder wie konnten sie
sogar glauben, daB jeder Korper, sobald ihm nichts in
den Weg kommt, eine kreisformige Bewegung machen
wiirde, welche die angeblich vornehmste aller Bewegungen
sein sollte?

Wenn man sagt, daB sich die Geschwindigkeit eines
Koérpers nicht dndern kann, ohne daf ein Grund dazu vor-
liegt, koénnte man dann nicht ebenso gut behaupten, daf8
die Stellung dieses Korpers sich nicht dndern kann oder
daB die Kriimmung seiner Bahn sich nicht dndern kann,
es sei denn, daB eine duBlere Ursache abdndernd ein-
wirkt?

Ist also das Prinzip der Trigheit, welches doch keine
Wahrheit a priori enthilt, eine experimentelle Tatsache?
Aber hat man jemals mit Korpern experimentiert, welche
der Wirkung jeder Kraft entzogen waren, und wenn man
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es getan hat, wie konnte man dann wissen, daB diese
Korper keiner Kraft unterworfen waren? Man citiert
gewdhnlich das Beispiel einer Kugel, welche eine sehr
lange Zeit hindurch auf einem Marmortische rollt; aber
wie koénnen wir behaupten, daB sie keiner Kraft unter-
worfen ist?  Vielleicht, weil sie von allen anderen
Korpern zu weit entfernt ist, um von ihnen merklich
beeinflult zu werden? Aber sie ist doch von der Erde
nicht weiter entfernt, als wenn man sie frei in die Luft
wiirfe; und jeder weiB, daB sie in diesem Falle dem
Einflusse der Schwerkraft unterworfen ist, welche auf der
Anziehungskraft der Erde beruht.

Die Lehrer der Mechanik haben die Gewohnheit,
iiber das Beispiel der Kugel schnell hinwegzugehen;
aber sie fiigen hinzu, daB das Prinzip der Trigheit in-
direkt durch seine Folgerungen bestitigt wird. Dabei
driicken sie sich nicht richtig aus; sie wollen offenbar
sagen, daB man verschiedene Folgerungen eines allge-
meineren Prinzipes, von dem das Prinzip der Trégheit
nur ein besonderer Fall ist, durch die Erfahrung be-
stitigen kann.

Ich schlage vor, dies allgemeine Prinzip in folgender
Weise auszusprechen:

DieBeschleunigungeines Kérpershingt nurab
von dem Orte dieses Kérpers und der ihm benach-
barten Kérper und vonihren Geschwindigkeiten.

Die Mathematiker wiirden statt dessen sagen®®): Die
Bewegungen aller materiellen Molekiile des Universums
hingen von Differential-Gleichungen zweiter Ordnung ab.

Um verstdndlich zu machen, daB dies wirklich die
natiirliche Verallgemeinerung des Trigheitsgesetzes ist,
erlaube man mir eine fingierte Annahme. Das Trig-
heitsgesetz dringt sich uns nicht a priori auf, wie ich
schon oben erwihnt habe; andere Gesetze wiirden eben-
so mit dem Prinzipe des zureichenden Grundes vertrig-



Verallgemeinertes Trigheitsgesetz 95

lich sein. Anstatt vorauszusetzen, daB die Geschwindig-
keit eines Korpers sich nicht &ndert, wenn derselbe
keiner Kraft unterworfen ist, kénnte man voraussetzen,
daBl seine Lage, oder auch dafl seine Beschleunigung
sich nicht dndern kann.

Denken wir uns fiir einen Augenblick, daB das eine
dieser beiden hypothetischen Gesetze mit demjenigen
der Natur identisch sei und unser Trigheitsgesetz er-
setze. Was wiirde dann dessen natiirliche Verallge-
meinerung sein? Eine Minute Uberlegung wird uns die
Antwort geben.

Im ersten Falle miilte man annehmen, daf die Ge-
schwindigkeit eines Korpers nur von seiner Lage und
von der Lage des Nachbarkorpers abhingt; im zweiten
Falle, daB die Anderung der Beschleunigung eines
Korpers nur von der Lage dieses Korpers und seiner
Nachbarkorper, von ihren Geschwindigkeiten und von
ihren Beschleunigungen abhéngt.

Oder, wenn wir es mathematisch ausdriicken: Die
Differential - Gleichungen der Bewegungen wiirden im
ersten Falle von der ersten Ordnung, im zweiten Falle
von der dritten Ordnung sein.%?)

Andern wir unsere fingierte Annahme etwas ab. Ich
setze eine unserem Sonnensysteme analoge Welt voraus,
in welcher aber, durch besonderen Zufall, die Bahnen
aller Planeten ohne Exzentrizitit und ohne Neigung gegen
die Ekliptik sein sollen. Ich.setze weiter voraus, dal
die Massen dieser Planeten zu schwach wiren, um die
gegenseitigen Stérungen der Planeten sichtbar werden zu
lassen. Die Astronomen, welche einen dieser Planeten
bewohnen, wiirden nicht verfehlen zu schluBfolgern, daB
die Bahn eines Gestirns nur kreisf6rmig und einer ge-
wissen Ebene parallel sein kann;. die Stellung eines Ge-
stirnes in einem gegebenen Augenblicke wiirde also ge-
niigen, um seine Geschwindigkeit und seine ganze Bahn



96 III, 6. Die klassische Mechanik

zu bestimmen. Das Trigheitsgesetz, welches sie an-
nehmen wiirden, wire das erste der beiden hypothetischen
Gesetze, von denen ich soeben sprach.?)

Denken wir uns, dafBl dieses System eines Tages mit
groBer Schnelligkeit von einem groB - massigen Korper
durchschnitten wiirde, der von einem entfernten Stern-
bilde herkommt. Alle Planetenbahnen wiirden griindlich
gestort werden. Unsere hypothetischen Astronomen
wiirden nicht einmal sehr verwundert sein, sie wiirden
wohl erraten, daB dieses neue Gestirn allein an all dem
Unheil schuld ist. Sie wiirden sagen: ,,Die Ordnung
wird sich von selbst wiederherstellen, wenn der Stéren-
fried wieder fort ist; ohne Zweifel werden die Ent-
fernungen der Planeten von der Sonne nicht wieder die-
selben werden, welche sie vor der Katastrophe waren;
aber wenn der Storenfried nicht mehr da ist, so werden
die Planetenbahnen wieder kreisformig sein.*

Nur dann werden diese Astronomen ihres Irrtums
gewahr werden und die Notwendigkeit erkennen, ihre
ganze Mechanik zu erneuern, wenn der stérende Korper
sich weit entfernt hdtte und wenn dennoch die Planeten-
bahnen anstatt kreisférmig elliptisch geworden wiren.

Ich habe mich bei dieser Hypothese etwas aufge-
halten, denn es scheint mir, da man nur gut verstehen
kann, was unser verallgemeinertes Trigheitsgesetz be-
deutet, wenn man es einer entgegengesetzten Hypothese
gegeniiberstellt.

Nun gut; ist dieses verallgemeinerte Trigheitsgesetz
durch die Erfahrung bewahrheitet oder kann es in Zu-
kunft bewahrheitet werden? AlsNewton die,,Principia*
schrieb, betrachtete er diese Wahrheit als gesichert und
durch Experimente bewiesen. Sie war es-auch in seinen
Augen nicht nur durch die anthropomorphenVorstellungen,
von denen wir weiterhin sprechen werden, sondern auch
durch die Arbeiten Galileis. Sie war iiberdies gesichert
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durch die Kepplerschen Gesetze; nach diesen Gesetzen
ist in der Tat die Bahn eines Planeten vollkommen
durch seine Anfangs-Lage und seine Anfangs-Geschwindig-
keit bestimmt; gerade das verlangt ja unser verallge-
meinertes Trigheits-Prinzip.

Wenn dieses Prinzip nur scheinbar richtig sein soll,
wenn man zu befiirchten hat, dasselbe eines Tages z. B.
durch eines der analogen Prinzipien ersetzen zu miissen,
welche ich ihm soeben gegeniiberstellte, so miilten wir
durch einen ganz ungewdhnlichen Zufall getduscht worden
sein, durch einen solchen Zufall, wie er unsere hypothe-
tischen Astronomen unter den oben fingierten Umsténden
irregefiihrt hatte.

Eine solche Hypothese ist zu unwahrscheinlich, als
daB man sich mit ihr aufzuhalten brauchte. Niemand
wird glauben, daB solche Zufilligkeiten stattfinden kdnnen;
zweifelsohne ist die Wahrscheinlichkeit dafiir (bis auf
die Beobachtungsfehler), daB zwei Exzentrizititen beide
zugleich gleich Null seien, nicht kleiner wie die Wahr-
scheinlichkeit dafiir da die eine z. B. (bis auf die
Beobachtungsfehler) genau gleich 0,1 und die andere
gleich 0,2 sei. Die Wahrscheinlichkeit eines einfachen
Ereignisses ist nicht geringer als die Wahrscheinlichkeit
eines zusarumengesetzten Ereignisses; und dennoch werden
wir, wenn das einfache Ereignis eintritt, es nicht dem
Zufall zuschreiben wollen; wir kénnen nicht glauben, daB3
das Naturereignis nur eintrat, um uns zu tduschen.
Nachdem die Méglichkeit eines derartigen Irrtums fiir
uns erledigt ist, kénnen wir also zugeben, daB unser
Gesetz durch die Erfahrung bestdtigt sei, wenigstens so-
weit es die Astronomie betrifft.

Aber die Astronomie ist nicht die ganze Physik.

Sollte man nicht fiirchten, daB irgend ein neues
Experiment eines Tages das Gesetz in irgend einem Ge-

biete der Physik zu nicht macht? Ein experimentelles
Poincaré, Wissenschaft und Hypothese 3. Autl, 7
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Gesetz ist immer der Kontrolle unterworfen; man muf
immer gewirtig sein, es durch ein anderes, genaueres
Gesetz ersetzt zu sehen.

Niemand denkt indessen ernstlich daran, daB3 das
Gesetz, von dem wir sprechen, jemals aufgegeben oder
verbessert werden konnte. Warum? Einfach deshalb,
weil man es niemals einer entsprechenden Probe unter-
werfen kann.

Um eine wirklich vollstindige Probe zu machen,
miifte man zuerst alle Korper des Universums nach ge-
wisser Zeit mit ihreh Anfangs-Geschwindigkeiten in ihre
Anfangs-Lagen zuriickkehren lassen. Man wird dann
von diesem Momente ausgehen und sehen, ob sie die
Bahnen, welche sie bereits einmal verfolgten, wieder
durchlaufen.

Aber diese Probe ist unmoglich; man kann sie nur
teilweise ausfithren, und wenn man es auch noch so gut
machte, so wird es doch immer einige Kérper geben,
welche nicht zu ihrer Anfangs-Lage zuriickkehren; so
findet jede Abweichung vom Gesetze in leichter Weise
ihre Erkldrung.

Das geniigt noch nicht: in der Astronomie sehen
wir die Korper, deren Bewegungen wir studieren, und
wir nehmen meistens an, daB sie nicht der Einwirkung
anderer, unsichtbarer Korper unterliegen. Unter solchen
Bedingungen mufB} unser Gesetz sich bewahrheiten oder
sich nicht bewahrheiten.

Aber in der Physik ist es nicht ebenso: wenn die
physikalischen Erscheinungen. aus Bewegungen hervor-
gehen, so sind es die Bewegungen der Molekiile, und
die kénnen wir nicht sehen. Wenn uns nun die Be-
schleunigung eines der Kérper, welche wir sehen, von
einem anderen Ding abhingig erscheint als von Lagen
oder Geschwindigkeiten der anderen, sichtbaren Korper
oder der unsichtbaren Molekiile (deren Existenz wir
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schon vorhin zugelassen haben), so wird uns nichts daran
hindern vorauszusetzen, da8 dieses andere Ding durch
die Lage oder die Geschwindigkeit anderer Molekiile
gegeben wird, deren Anwesenheit wir bis dahin nicht
geahnt haben. Das Gesetz wire damit gerettet.

Man gestatte mir fiir einen Augenblick, die mathe-
matische Ausdrucksweise anzuwenden, um denselben Ge-
danken in anderer Form darzulegen. Ich setze voraus,
daB wir #» Molekiile beobachten und daB nach unseren
Feststellungen ihre 3# Koordinaten ein System von 3#
Differential-Gleichungen vierter Ordnung befriedigen (und
nicht zweiter Ordnung, wie es das Trégheits-Gesetz er-
fordern wiirde). Wir wissen, daB ein System von 3#
Gleichungen vierter Ordnung durch Einfiihrung von 3#
Hilfs-Variabeln auf ein System von 6 # Gleichungen
zweiter Ordnung zuriickgefiihrt werden kann. Wenn wir
also voraussetzen, daB diese 3 # Hilfs-Variabeln die
Koordinaten von # unsichtbaren Molekiilen darstellen,
so ist das Resultat wiederum mit dem Trédgheits-Gesetze
in Ubereinstimmung.

Kurz, dieses Gesetz, das in einigen besonderen Fillen
erfahrungsmiBig bewiesen ist, kann ohne Furcht auf die
allgemeinsten Fille ausgedehnt werden, weil wir wissen,
daB in diesen allgemeinsten Fillen die Erfahrung dieses
Gesetz weder bekriiftigen noch entkriften kann.

Das Gesetz der Beschleunigung. — Die Beschleu-
nigung eines Korpers ist gleich der Kraft, welche auf
ihn wirkt, dividiert durch seine Masse.

Kann dieses Gesetz durch die Erfahrung bewiesen
werden? Dazu miiBte man die drei Gréfen messen,
welche in dem eben ausgesprochenen Satze vorkommen:
Beschleunigung, Kraft und Masse.

Ich nehme an, daB man die Beschleunigung messen
kann, denn ich sehe von der Schwierigkeit ab, welche
im ZeitmaBe liegt (vgl. S. 93). Aber wie soll man die

7*
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Kraft oder die Masse messen? Wir wissen nicht ein-
mal, was diese Worte bedeuten.

Was ist Masse? Esist, sagt Newton, das Produkt
des Volumens in die Dichte. — Man sollte besser
sagen, so meinen Thomson und Tait, daB die Dichtig-
keit der Quotient der Masse durch das Volumen ist. —
Was ist Kraft? Es ist, sagt Lagrange, eine Ursache,
welche die Bewegung eines Korpers hervorbringt oder
welche sie hervorzubringen bestrebt ist. — Kirchhoff
wird sagen, es ist das Produkt der Masse in die Be-
schleunigung?®). Aber warum sagt man dann nicht,
daB3 die Masse der Quotient der Kraft durch die Be-
schleunigung ist?

Diese Schwierigkeiten sind unentwirrbar.

Wenn man sagt, dafBl die Kraft die Ursache einer
Bewegung sei, so macht man Metaphysik, und diese
Definition wiirde, wenn man sich mit ihr begniigte, vollig
unfruchtbar sein. Wenn eine Definition zu irgend etwas
niitzlich sein soll, muB sie uns lehren, die Kraft zu
messen; das geniigt andererseits; es ist keineswegs
nétig, daB sie uns lehrt, was die Kraft an sich ist, noch
ob sie die Ursache oder die Wirkung der Bewegung ist.

Man muB also zuerst die Gleichheit von zwei Kriften
definieren. Wann wird man sagen, daB zwei Krifte
gleich sind? Das ist der Fall, erwidert man, wenn sie,
auf dieselbe Masse angewandt, ihr eine gleiche Be-
schleunigung auferlegen, oder wenn sie, einander direkt
entgegenwirkend, sich das Gleichgewicht halten. Diese
Definition ist nur eine Augentiuschung. Man kann eine
an einen Korper angreifende Kraft nicht loshaken, um
sie einem anderen Korper anzuhaken, wie man eine
Lokomotive loshakt, um sie an einem anderen Zuge zu
befestigen. Es ist also unméglich zu erfahren, welche
Beschleunigung eine bestimmte Kraft, die an einem be-
stimmten Ko6rper angreift, einem bestimmten anderen
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Korper erteilen wiirde, wenn sie an letzterem angriffe.
Es ist unmdoglich zu wissen, wie sich zwei Krifte ver-
halten wiirden, welche nicht einander direkt entgegen-
wirken, wenn sie dazu gebracht werden, einander direkt
entgegenzuwirken.

Diese Definition versucht man, sozusagen, zu ma-
terialisieren, wenn man eine Kraft mit einem Dynamo-
meter miBt oder sie durch Gewichte dquilibriert. Zwei
Krifte F und F’, welche ich der Einfachheit wegen als
vertikal und von unten nach oben gerichtet voraussetze,
werden bezw. an zwei Korper C und C’ angebracht;
ich befestige einen und denselben schweren Korper P
zuerst an dem Koérper C, dann an dem Korper C';
wenn in beiden Fillen Gleichgewicht stattfindet, so
schlieBe ich, da8 die beiden Krifte F und F’ einander
gleich sind, denn sie sind beide gleich dem Gewichte
des Korpers P. :

Aber bin ich gewil, dal der Korper P dasselbe
Gewicht behalten hat, wihrend ich ihn vom ersten Korper
zum zweiten iibertragen habe? Weit gefehlt; ich bin
vom Gegenteil iiberzeugt; ich wei, daB die Inten-
sitit der Schwere sich von einem Punkte zum anderen
4ndert und daB sie z. B. am Pole stdrker ist als am
Aquator. Ohne Zweifel ist der Unterschied sehr gering
und, ins Praktische iibersetzt, mochte ich damit nicht
rechnen; eine gute Definition soll indessen von mathe-
matischer Strenge sein; diese Strenge vermissen wir.
Was ich vom Gewichte sage, lieBe sich offenbar auf
die Kraft der Feder eines Dynamometers anwenden,
welche die Temperatur und eine Menge von Neben-
umstinden verdndern kénnen.

Noch nicht genug; man kann nicht sagen, daB das
Gewicht des Kérpers P auf den Korper C iibertragen
werde und direkt die Kraft F dquilibriere. Was an
den Korper C angreift, das ist die Wirkung 4 des
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Korpers P auf den Korper C; der Korper P seiner-
seits ist einesteils seinem Gewichte, andernteils der
Gegenwirkung R des Korpers C auf P unterworfen.
SchlieBlich ist die Kraft F gleich der Kraft 4, weil sie
ihr das Gleichgewicht hilt; die Kraft 4 ist gleich R
vermoge des Prinzipes der Gleichheit der Wirkung und
Gegenwirkung (actio und reactio), endlich ist die Kraft
R gleich dem Gewichte von P, weil sie ihm das Gleich-
gewicht halt. Aus diesen drei Gleichungen leiten wir
als Folgerung die Gleichheit der Kraft F mit dem Ge-
wichte des Korpers P ab.?®?)

Wir sind demnach gendtigt, in die Definition der
Gleichheit dieser beiden Krifte das Prinzip der Gleich-
heit der Wirkung und der Gegenwirkung eirgehen zu
lassen; demzufolge darf dieses Prinzip nicht mehr
als ein experimentelles Gesetz, sondern als eine
Definition angesehen werden.

Um die Gleichheit zweier Krifte zu erkennen, sind
wir also jetzt im Besitze zweier Regeln: Gleichheit zweier
Krifte, die sich dquilibrieren; Gleichheit von Wirkung
und Gegenwirkung. Aber wir haben weiter oben ge-
sehen, daBl diese zwei Regeln ungeniigend sind; wir
sind dazu gezwungen, eine dritte Regel zu Hilfe zu
nehmen und zuzulassen, daB gewisse Krifte, wie z. B.
das Gewicht eines Kérpers, nach GroBe und Richtung
konstant sind. Diese dritte Regel ist, wie erwihnt, ein
erfahrungsmifBiges Gesetz; sie ist nur annihernd richtig;
sie ist eine schlechte Definition.

Wir werden also zu der Definition Kirchhoffs ge-
fithrt: Die Kraft ist gleich der Masse, multipliziert
mit der Beschleunigung. Dieses ,Newtonsche Ge-
setz”* hort seinerseits auf, als erfahrungsmiBiges Gesetz
betrachtet zu werden; es ist nichts als eine Definition.
Aber auch diese Definition ist noch ungeniigend, weil
wir nicht wissen, was Masse ist. Sie erlaubt uns ohne
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Zweifel das Verhiltnis zweier Krifte zu berechnen, die
an demselben Korper zu verschiedenen Zeiten angreifen;
sie lehrt uns nichts iiber das Verhidltnis zweier Krifte,
die an zwei verschiedenen Korpern angreifen.

Um sie zu vervollstindigen, miissen wir wieder das
dritte Newtonsche Gesetz (Gleichheit der Wirkung und
Gegenwirkung) zu Hilfe nehmen und es nicht als ein
erfahrungsmiBiges Gesetz ansehen, sondern als eine Defini-
tion. Zwei Korper A und B wirken aufeinander; die
Beschleunigung von 4, multipliziert in die Masse von 4,
ist gleich der Wirkung von B auf A4; ebenso ist das
Produkt der Beschleunigung von B in seine Masse gleich
der Gegenwirkung von 4 auf B. Da nach der Definition
die Wirkung gleich der Gegenwirkung ist, so verhalten
sich die Massen von 4 und B umgekehrt wie die Be-
schleunigungen dieser beiden Kérper. Damit haben wir
das Verhdltnis dieser beiden Massen definiert, und es ist
Sache des Experimentes zu bestdtigen, dal dieses Ver-
hiltnis unverinderlich ist.

Das wire moglich, wenn die beiden Kérper 4 und
B allein gegenwirtig und der Einwirkung der iibrigen
Welt entzogen wiren. Dem ist nicht so; die Beschleu-
nigung von 4 wird nicht nur durch die Wirkung von B
hervorgebracht, sondern durch die Wirkung einer Menge
von anderen KoérpernC, D, .. .. Um die vorhergehende
Regel anzuwenden, muB man die Beschleunigung des
Korpers A in verschiedene Komponenten zerlegen und
unterscheiden, welche von diesen Komponenten der Ein-
wirkung von B zuzuschreiben ist.

Diese Zerlegung wird stets moglich sein, wenn wir
zulassen, daB die Wirkung von C auf 4 einfach zu
derjenigen von B auf 4 hinzuzuzdhlen ist, ohne daB die
Gegenwart des Korpers C die Wirkung von B auf 4
beeintrichtigt, oder daB die Gegenwart von B die Wir-
kung von C auf 4 beeintrachtigt; wenn wir folglich zu-
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lassen, daB irgend welche zwei Korper sich anziehen, daB
die Richtung ihrer gegenseitigen Einwirkung mit ihrer
Verbindungslinie zusammenfillt und daB diese Einwirkung
nur von ihrer Entfernung abhidngt; wenn wir, kurz ge-
sagt,die Hypothese vonZentral-Kridften zulassen.

Man weiB, daB man sich um die Massen der Himmels-
korper zu bestimmen, eines ganz verschiedenen Prinzipes
bedient. Das Gravitationsgesetz lehrt uns, daB die An-
ziehung zweier Korper ihren Massen proportional ist;
wenn 7 ihre Entfernung ist, m und ' ihre Massen, k
eine Konstante, dann wird ihre Anziehung

kmm'
12

sein.

Was man dabei mif3t, ist nicht die Masse, das Ver-
hdltnis der Kraft zur Beschleunigung, es ist die an-
ziehende Masse; es ist nicht die Trigheit des Kérpers,
sondern seine anziehende Kraft.

Wir haben damit ein indirektes Verfahren, dessen
Anwendung theoretisch nicht unumginglich notwendig
ist. Man koénnte z. B. annehmen, daB die Anziehung
dem Quadrate der Entfernung entgegengesetzt propor-
tional wire, ohne dem Produkte der Massen proportional
zu sein; daB sie also gleich:

f
r‘l
ist, aber ohne daB:
) f=kmm
wire,

Wenn dem so ist, so kdnnte man nichtsdestoweniger
die Massen dieser Kérper durch Beobachtung der rela-
tiven Bewegungen der Himmels-Korper messen.53).

Aber haben wir das Recht, die Hypothese von Zentral-
Kriften zuzulassen? Ist diese Hypothese streng exakt?
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Ist es gewiB, daB sie durch die Erfahrung niemals wider-
legt wird? Wer wagte das zu bejahen? Und doch,
wenn wir diese Hypothese aufgeben, so stiirzt das so
miihsam aufgerichtete Gebdude zusammen.

Wir haben nicht mehr das Recht, von der Komponente
der Beschleunigung von 4, welche der Einwirkung von
B zuzuschreiben ist, zu reden. Wir haben keine Mittel,
sie von derjenigen zu unterscheiden, welche der Ein-
wirkung von C oder von einem anderen Koérper zuzu-
schreiben ist. Die Regel fiir das Messen der Massen
wird nicht anzuwenden sein.

Was bleibt dann vom Prinzipe der Gleichheit von
Wirkung und Gegenwirkung? Wenn die Hypothese von
Zentral-Kriften verworfen wird, so miissen wir dieses
Prinzip offenbar folgendermaBen aussprechen: Die geo-
metrische Resultante aller Kriafte, die an den verschie-
denen Korpern eines jeder &dufleren Einwirkung ent-
zogenen Systems angreifen, ist gleich Null. Oder in
anderen Worten: Die Bewegung des Schwerpunktes
dieses Systems ist geradlinig und gleichformig.

Darin scheint eine Moglichkeit zu liegen, die Masse
zu definieren; die Lage des Massenmittelpunktes (Schwer-
punktes) hingt augenscheinlich von den den Massen
beigelegten Werten ab; man mulBl diese Werte in der
Art verteilen, daB die Bewegung des Massenmittelpunktes
geradlinig und gleichférmig ist; das wird stets moglich
sein, wenn das dritte Gesetz von Newton richtig ist, und
das wird im allgemeinen nur auf eine Art mdglich sein.

Aber es existiert kein System, das von jeder duBeren
Einwirkung frei ist; alle Teile des Universums unterliegen
in mehr oder weniger ausgeprigter Weise der Einwirkung
aller anderen Teile. Das Gesetz der Bewegung
des Massenmittelpunktes ist streng genommen
nur richtig, wenn man es auf das ganze Univer-
sum anwendet.
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Aber dann miiBte man, um daraus die Massenwerte
zu berechnen, die Bewegung des Massenmittelpunktes
des Universums beobachten. Das Absurde in dieser
Forderung ist offenbar; wir kennen nur relative Be-
wegungen; die Bewegung des Massenmittelpunktes des
Universums wird fiir uns ewig unbekannt bleiben.

Wir haben also nichts erreicht, und unsere Anstren-
gungen sind vergeblich gewesen; wir miissen gezwungener-
maBen zur folgenden Definition zuriickkehren, welche
nur ein Gestdndnis unserer Ohnmacht ist: Die Massen
sind Koéffizienten, welche man zur gr68eren Be-
quemlichkeit in die Rechnungen einfiihrt.

Wir konnten die ganze Mechanik neu aufbauen, wenn
wir allen Massen andere Werte zuerteilten. Diese neue
Mechanik wiirde weder mit der Erfahrung, noch mit
den allgemeinen Prinzipien der Dynamik in Widerspruch
sein (Trdgheits-Prinzip, Proportionalitit der Krifte zu
den Massen und Beschleunigungen, Gleichheit der
Wirkung und der Gegenwirkung, geradlinige und gleich-
formige Bewegung des Schwerpunktes, Prinzip der
Fldchen).

Nur wiirden die Gleichungen dieser neuen Mechanik
weniger einfach sein. Verstehen wir uns recht: nur
die ersten Glieder wiirden weniger einfach sein, d. h.
diejenigen, welche die Erfahrung uns bereits erkennen
lieB; vielleicht kénnte man die Massen um kleine Quan-
titdten dndern, ohne daB die vollstindigen Gleichungen
an Einfachheit gewinnen oder verlieren.

Hertz hat die Frage aufgeworfen®), ob die Prinzipien
der Mechanik streng genommen richtig sind; er sagt:
»In der Meinung vieler Physiker gilt es als undenk-
bar, daB die spiteste Erfahrung jemals etwas an den
feststehenden Grundsidtzen der Mechanik indern kénnte;
und dennoch, was aus der Erfahrung stammt, kann
auch immer durch die Erfahrung vernichtet werden.*
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Nach dem, was wir gesagt haben, erscheint diese
Furcht iiberfliissig. Die Prinzipien der Dynamik er-
scheinen uns zuerst als experimentelle Wahrheiten; aber
wir haben sie wie Definitionen verwenden miissen.
Nach Definition ist die Kraft gleich dem Produkte
der Masse in die Beschleunigung; das ist ein Prinzip,
welches in Zukunft auBer dem Bereiche jeder weiteren
Erfahrung liegt. Ebenso ist nach Definition die Wir-
kung gleich der Gegenwirkung.

Aber dann sind, wird man einwerfen, diese unveri-
fizierbaren Prinzipien jeder Bedeutung absolut bar; die
Erfahrung kann ihnen nicht widersprechen; aber sie
kénnen uns nichts Niitzliches lehren, wozu soll man dann
die Dynamik studieren?

Dieses voreilige Urteil wiirde ungerecht sein. Es
gibt in der Natur kein vollkommen isoliertes System,
das zugleich vollkommen frei von jeder #duBeren Ein-
wirkung ist; aber es gibt nahezu isolierte Systeme,

Wenn man ein solches System beobachtet, so kann
man nicht nur die relative Bewegung seiner verschiedenen
Teile gegeneinander studieren, sondern auch die Be
wegungen seines Schwerpunktes in Bezug auf die ande-
ren Teile des Universums. Man stellt dann fest, daB
die Bewegung dieses Schwerpunktes nahezu geradlinig
und gleichférmig ist, gem&dB dem dritten Gesetze von
Newton.

Das ist eine experimentelle Wahrheit, welche durch
die Erfahrung nicht entkriftigt werden kann; was kénnte
uns in der Tat noch genauere Erfahrung lehren? Sie
wiirde uns lehren, daB das Gesetz nur nahezu richtig
ist, aber das wissen wir bereits.

Es erklidrt sich jetzt, warum die Erfahrung
den Prinzipien der Mechanik als Grundlage die-
nen konnte und dennoch ihnen niemals wird
widersprechen konnen,
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Die anthropomorphe Mechanik. — Man konnte
einwerfen: ,,da} Kirchhoff nur dem Hange der meisten
Mathematiker zum Nominalismus gehuldigt hat; seine
physikalische Geschicklichkeit hat ihn nicht davor be-
wahrt. Er hat Wert daraaf gelegt, eine Definition der
Kraft zu haben, und er hat dafiir den ersten besten
Lehrsatz genommen; aber wir brauchen keine Definition
der Kraft: die Idee der Kraft ist ein urspriinglicher,
vollig selbstindiger und undefinierbarer Begriff; wir wissen
alle, was Kraft ist; wir haben ja eine direkte Anschauung
davon. Diese direkte Anschauung entsteht aus dem
Begriffe der Anstrengung, der uns von Kindheit an ver-
traut ist.

Vorerst jedoch wird diese direkte Anschauung, selbst
wenn sie uns die wahre Natur der Kraft in sich er-
kennen lieBe, ungeniigend sein, um die Mechanik zu be-
griinden; sie wird andererseits génzlich unniitz sein. Es
kommt nicht darauf an, zu wissen, was Kraft ist, sondern
zu wissen, wie man sie miBt.

Was nicht zum Messen der Kraft dient, ist fiir den
Mechaniker ebenso unniitz, wie es z. B. der subjektive
Begriff von Wédrme und Kilte fiir den Physiker ist, der
die Warme studiert. Dieser subjektive Begriff 1Bt sich
nicht in Zahlen iibersetzen, also ist er unniitz. Ein
Gelehrter, dessen Haut ein absolut schlechter Wirme-
leiter ist und welcher folglich niemals weder Kilte- noch
Wirme-Empfindungen gespiirt hat, kénnte dennoch ein
Thermometer ebenso gut wie ein anderer betrachten,
und das wiirde ihm geniigen, um die ganze Wirme-
Theorie zu konstruieren.

Der unmittelbare Begriff einer Anstrengung kann uns
nicht dazu dienen, die Kraft zu messen; es ist z. B. klar,
daB ich beim Heben eines Gewichtes von fiinfzig Kilo
mehr Ermiidung empfinde als ein Mensch, der daran
gewthnt_ist, Lasten_zu tragen.
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Aber noch mehr: dieser Begriff der Anstrengung
1Bt uns nicht die wahre Natur der Kraft erkennen; er
reduziert sich eigentlich auf eine Erinnerung an Muskel-
Empfindungen, und man wird nicht behaupten, daf die
Sonne eine Muskel-Empfindung hat, wenn sie die Erde
anzieht.%%)

Alles, was man aus diesen Empfindungen gewinnen
kann, ist ein noch ungenaueres und unbequemeres Symbol,
als es die Pfeile sind, deren sich die Mathematiker be-
dienen, um die Richtung von Kriften zu bezeichnen;
diese Pfeile sind ebensoweit von der Wirklichkeit ent-
fernt als unser Symbol.

Der Anthropomorphismus hat in der Genesis der
Mechanik eine betridchtliche historische Rolle gespielt;
vielleicht liefert er noch ofters ein Symbol, das manchem
als bequem erscheinen wird; aber er kann nichts begriin-
den, was einen wissenschaftlichen oder wahrhaft philoso-
phischen Charakter hitte.

,,Die Schule des Fadens®. — Andrade hat in seinen
Legons de Mécanique physique (vergl. oben S. g2) die
anthropomorphe Mechanik verjiingt. Der Schule der
Mechaniker, zu denen Kirchhoff gehért, stellt er eine
andere Schule gegeniiber, welcher er den bizarren Namen
,»Schule des Fadens* gegeben hat.

Diese Schule versucht, ,,alles auf die Betrachtung
gewisser materieller Systeme von sehr geringer Masse
zuriickzufiihren, die sich im Zustande der Spannung be-
finden und fdhig sind, betrichtliche Kraft-AuBerungen
auf entfernte Korper zu iibertragen, also Systeme, deren
idealer Typus der masselose Faden ist.*

Ein Faden, welcher irgend eine Kraft iibertrigt,
verlingert sich leicht unter der Einwirkung dieser Kraft;
die Richtung des Fadens 1i8t uns die Richtung der
Kraft erkennen, deren Gré8e durch die Verlingerung
des Fadens gemessen wird.
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Man kann also folgendes Experiment ausfithren. Ein
Korper A ist an einem Faden befestigt; am anderen
Ende des Fadens soll irgend eine Kraft wirken, welche
man variieren 148t, bis der Faden eine Verlingerung o
annimmt; man merkt sich die Beschleunigung des Kor-
pers 4; man 19st 4 los und befestigt den Koérper B an
demselben Faden, man 148t wiederum dieselbe Kraft
oder eine andere Kraft wirken und man 148t sie variieren,
bis der Faden die Verlingerung a wieder annimmt; man
merkt sich die Beschleunigung des Koérpers B. Man
wiederholt das Experiment sowohl mit dem Korper 4
als mit dem Korper B, aber derart, daB der Faden die
Verlingerung # annimmt. Die vier beobachteten Be-
schleunigungen miissen einander proportional sein. Man
hat somit eine experimentelle Priifung des weiter oben
besprochenen Beschleunigungsgesetzes.

Oder noch besser: man unterwirft einen Koérper der
gleichzeitigen Einwirkung von mehreren identischen,
gleichmiBig gespannten Fdden, und man sucht durch
das Experiment festzustellen, bei welcher Lage aller
dieser Fiden der Korper im Gleichgewicht bleibt. Man
hat dann eine experimentelle Priifung der Regel von der
Zusammensetzung der Krifte.5%)

Was haben wir nun in Summa getan? Wir haben
die Kraft definiert, welcher der Faden durch die von
ihm erlittene Deformation unterworfen ist; das ist hin-
reichend einleuchtend; wir haben ferner angenommen,
daf3 die Kraft, welche auf einen an diesem Faden be-
festigten Korper durch diesen Faden iibertragen wird,
zugleich die Wirkung ist, welche dieser Korper auf
diesen Faden ausiibt; schlieBlich haben wir uns also
des Prinzips der Gleichheit von Wirkung und Gegen-
wirkung bedient, indem wir es nicht als experimen-
telle Wahrheit, sondern als die Definition der Kraft selbst
ansehen.
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Diese Definition ist ebenso konventionell wie die-
jenige von Kirchhoff, aber sie ist weniger allgemein.

Es sind nicht alle Krifte durch Fiden iibertragbar
(iberdies miifiten alle Krifte durch identische Fiden
iibertragen werden, damit man sie vergleichen kann).
Selbst wenn man annehmen wiirde, daB die Erde durch
irgend einen unsichtbaren Faden an der Sonne befestigt
sei, so wiirde man zum mindesten zugeben, da man
keine Mittel hat, die Verlingerung eines solchen Fadens
zZu messen.

Folglich wird, in neun von zehn Fillen, unsere De-
finition versagen; man konnte ihr keinen Sinn bei-
legen, und wir miilten zu derjenigen von Kirchhoff
zuriickkehren.

Wozu also diesen Umweg machen? Als Ausgangs-
punkt nehmen Sie eine gewisse Definition der Kraft,
welche nur fiir gewisse besondere Fille Sinn hat. In
diesen Fillen bestitigen Sie durch das Experiment, da8
diese Definition zum Gesetze der Beschleunigung fiihrt.
Auf dieses Experiment gestiitzt, nehmen Sie sodann
das Gesetz der Beschleunigung als Definition der Kraft
in allen anderen Fillen an.

Wiirde es nicht viel einfacher sein, das Gesetz der
Beschleunigung als eine Definition in allen Fillen zu
betrachten und die in Frage kommenden Experimente
nicht als Priifungen dieses Gesetzes anzusehen, sondern
als Priifungen des Prinzips der Gegenwirkung oder als
Beweismittel dafiir, daB die Deformation eines elastischen
Koérpers nur von den Kridften abhingt, denen dieser
Korper unterworfen ist?

Dabei haben wir noch gar nicht beriicksichtigt, dafl
die Bedingungen, unter welchen Ihre Definition ange-
nommen werden konnte, nie anders als unvollkommen
ausfithrbar sind, daB ein Faden nie ohne Masse sein
kann, daB auf ihn auBer der Reaktion des an seinen
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Enden befestigten Korpers immer noch andere Krifte
einwirken.

Die Ideen Andrades sind deshalb nicht weniger
interessant; wenn sie auch unser logisches Bediirfnis
nicht befriedigen, so lassen sie uns doch die historische
Genesis der fundamentalen mechanischen Begriffe besser
verstehen. Die Uberlegungen, zu welchen sie uns ver-
anlassen, zeigen, wie der menschliche Verstand sich von
einem naiven Anthropomorphismus zu wirklichen, wissen-
schaftlichen Gedanken erhebt.

Wir sehen beim Beginne unseres Weges ein sehr
spezielles und ziemlich rohes Experiment, am Ende aber
ein ganz allgemeines und vollkommen genaues Gezetz,
das wir fiir absolut gewiB halten. Diese GewiBheit
haben einzig und allein wir demselben sozusagen frei-
willig beigelegt, indem wir es als durch Ubereinkommen
festgelegt ansehen.

Beruhen demnach das Gesetz der Beschleunigung
und die Regel fiir die Zusammensetzung der Krifte nur
auf willkiirlichem Ubereinkommen? Auf Ubereinkommen?
Ja; aber auf willkiirlichem? Nein. Die Gesetze wiren
willkiirlich, wenn man die Experimente aus den Augen
verlére, welche die Begriinder der Wissenschaft zu ihrer
Annahme bewogen und welche trotz ihrer Unvollkommen-
heit geniigen, um sie zu rechtfertigen. Esist gut, dem
experimentellen Ursprunge dieser konventionellen Fest-
setzungen hin und wieder unsere Aufmerksamkeit zu
schenken.
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Siebentes Kapitel.
Relative und Absolute Bewegung.

Das Prinzip der relativen Bewegung. Man hat
manchmal versucht das Gesetz der Beschleunigung mit
einem allgemeinen Prinzipe in Verbindung zu bringen.
Die Bewegung irgend eines Systems muf3 denselben Ge-
setzen geniigen, einerlei ob man sie auf feste Achsen
bezieht oder auf bewegliche Achsen, die eine gerad-
linige und gleichformige Bewegung ausfithren. Darin
besteht das Prinzip der relativen Bewegung, welches sich
uns aus zwei Griinden aufdringt: erstens bestitigt es
die tagtigliche Erfahrung, und zweitens wiirde eine ent-
gegengesetzte Hypothese unserem Verstande auflerordent-
lich widerstreben.

Nehmen wir dieses Prinzip also an und betrachten
einen Korper, welcher einer Kraft unterworfen ist; der
Beobachter bewege sich mit einer gleichférmigen Ge-
schwindigkeit, welche gleich der Anfangsgeschwindigkeit
des Korpers ist; die relative Bewegung des letzteren
inbezug auf den Beobachter mufl dann ebenso verlaufen,
wie seine absolute Bewegung verlaufen wiirde, wenn ‘die
Anfangsgeschwindigkeit gleich Null wire (der Korper
also die Bewegung aus der Ruhelage begtnne) Man
schlieBt daraus, daB seine Beschleunigung nicht von
seiner absoluten Geschwindigkeit abhingen kann und
man bemiiht sich daraus das vollstindige Gesetz der
Beschleunigung abzuleiten.

Spuren solcher Beweise hat man lange in den Auf-
gaben der Baccalaureats- Priifungen bemerken konnen.
Offenbar muB dieser Versuch erfolglos bleiben Die
Schwierigkeit, welche urs verhindert das Beschleunigungs-

gesetz zu beweisen, liegt darin, daB wir keine Definition
Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Aufl. 8
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der Kraft haben; und diese Schwierigkeit bleibt ihrem
ganzen Umfange nach bestehen, denn das zu Hilfe ge-
nommene Prinzip hat uns die fehlende Definition nicht
geliefert.

Das Prinzip der relativen Bewegung ist darum nicht
weniger interessant und verdient um seiner selbst willen
studiert zu werden. Versuchen wir zunichst, es in pri-
ciser Fassung auszusprechen.

Wir haben oben gesagt, daB die Beschleunigungen
der verschiedenen Korper, welche Teile eines isolierten
Systems sind, nur von ihren relativen Geschwindigkeiten
und ihren relativen Lagen abhéngen und nicht von ihren
absoluten Geschwindigkeiten und ihren absoluten Lagen,
vorausgesetzt, daf8 die beweglichen Achsen, auf welche
die relative Bewegung bezogen wird, geradlinig und
gleichférmig im Raume fortriicken. Oder, wenn man
lieber will, ihre Beschleunigungen hidngen nur von den
Differenzen ihrer Koordinaten und Geschwindigkeiten ab
und nicht von den absoluten Werten dieser Koordinaten
und Geschwindigkeiten.

Wenn dieses Prinzip fiir die relativen Beschleuni-
gungen, oder besser fiir die Beschleunigungsdifferenzen
richtig ist, so kann man es mit dem Gesetze der Wir-
kung und Gegenwirkung kombinieren und kommt so zu
dem Schlusse, daB es auch fiir die absoluten Beschleu-
nigungen richtig ist.

Es bleibt uns also noch iibrig nachzusehen, wie man
beweisen kann, daf die Differenzen der Beschleunigungen
nur von den Differenzen der Geschwindigkeiten und der
Koordinaten abhingen oder, um die mathematische Aus-
drucksweise zu gebrauchen, daB diese Koordinatendiffe-
renzen ein System von Differentialgleichungen zweiter
Ordnung befriedigen.

Kann dieser Beweis durch Experimente oder durch
Uberlegungen a priori erbracht werden?
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Der Leser wird sich selbst die Antwort geben, wenn
er sich dessen erinnert, was wir oben dargelegt haben.

In der Tat gleicht das Prinzip der relativen Bewe-
gung, wie wir es ausgesprochen haben, auBerordentlich
dem Prinzipe, welches ich oben als das verallgemeinerte
Prinzip der Trigheit bezeichnet habe (vgl. S. 94); es ist
aber nicht damit identisch, denn jetzt handelt es sich
um die Differenzen der Koordinaten und nicht um die
Koordinaten selbst. Das neue Prinzip lehrt uns also
etwas mehr als das alte, aber es lassen sich auf das-
selbe die gleichen Erorterungen anwenden, und diese
fiilhren dann zu den gleichen Schliissen; es ist deshalb
nicht nétig darauf zuriickzukommen,

Die SchluBweise Newtons. — Hier kommen wir
auf einen sehr wichtigen und zuerst sogar stérend er-
scheinenden Einwurf. Ich habe erwihnt, daf das Prinzip
der relativen Bewegung fiir uns nicht nur ein Resultat
der Erfahrung ist, und daB jede entgegengesetzte Hypo-
these a priori dem Verstande widerstreben wiirde.

Aber warum ist dann das Prinzip nur richtig, wenn
die Bewegung der beweglichen Achsen geradlinig und
gleichférmig ist? Es scheint, daB dieses Prinzip sich
uns mit derselben Macht aufdringen mii3te, wenn diese
Bewegung ungleichférmig ist, oder wenigstens wenn sie
sich auf eine gleichférmige Rotation reduziert. In diesen
zwei Fillen ist das Prinzip aber nicht richtig.

Ich verweile nicht lange bei dem Falle, in welchem
die Bewegung der Achsen geradlinig ist ohne gleich-
férmig zu sein; das darin enthaltene Paradoxon kann
einer griindlichen Priifung nicht standhalten. Wenn ich
im Eisenbahnwaggon bin und wenn der Zug auf irgend
ein Hindernis st6B8t und dann pl6tzlich anhilt, so
werde ich auf den gegeniiberliegenden Sitz geschleudert,
obgleich ich nicht direkt irgend einer Kraft unterworfen
bin. Darin liegt nichts Rétselhaftes; wenn ich nicht der

8*
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Einwirkung einer duBeren Kraft unterlegen bin, so hat
doch der Zug an sich selbst eine duBere Erschiitterung
erfahren. Wenn die relative Bewegung zweier Korper
von dem Momente ab gestért wird, wo die Bewegung
des einen von ihnen durch eine duBere Ursache gedndert
wird, so liegt darin nichts Paradoxes.

Ich werde mich linger bei dem Fall der relativen
Bewegungen aufhalten, welche auf Achsen bezogen sind,
die eine gleichformige Rotation ausfithren. Wenn der
Himmel unaufhorlich mit Wolken bedeckt wire, wenn
wir kein Mittel hitten die Gestirne zu beobachten, so
kénnten wir nichtsdestoweniger schluBfolgern, daB die
Erde sich dreht; wir hidtten durch ihre Abplattung davon
Kenntnis oder auch durch den Foucaultschen Pendel-
versuch (vgl. S. 8o).

Und hitte es trotzdem in diesem Falle einen Sinn
zu behaupten, daB die Erde sich dreht? Wenn es
keinen absoluten Raum gibt, kann man da eine Drehung
erkennern, ohne daB diese Drehung auf irgend etwas
zu beziehen wire? und andererseits, wie kdénnte man
die SchluBfolgerung Newtons annehmen und an den ab-
soluten Raum glauben?

Aber es geniigt nicht zu konstatieren, daB alle die
moglichen Losungen uns gleicherweise befremden; man
muB fiir jede von ihnen die Vernunftgriinde fiir unser
Widerstreben analysieren, um nach Erkenntnis der Ur-
sache unsere Wahl zu treffen. Man mége also die lange
Erdrterung, welche ich folgen lasse, entschuldigen.

Versetzen wir uns wieder in unsere fingierte Welt:
dichtes Gewolk verbirgt die Gestirne den Menschen,
welche sie nicht beobachten und sogar von ihrer Exi-
stenz nichts wissen kénnen; wie erfahren diese Menschen,
daB die Erde sich dreht? Mehr noch wie unsere Vor-
fahren wiirden sie den Boden, welcher sie trigt, als fest
und unerschiitterlich betrachten; sie wiirden viel spiter
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die Ankunft eines Coppernicus zu erwarten haben. Aber
schlieBlich wiirde dieser Coppernicus doch kommen; wie
wiirde er kommen?

Die Mechaniker dieser fingierten Welt wiirden sich
vorerst nicht durch eine SchluBfolgerung beunruhigen
lassen, die nach unserer Auffassung einen absoluten
Widerspruch enthélt. In der Theorie der relativen Be-
wegung faBt man, abgesehen von den wirklichen Kriften,
zwei fingierte Krifte ins Auge, welche man die gewdhn-
liche Zentrifugalkraft und die zusammengesetzte Zentri-
fugalkraft nennt.5?) Unsere fingierten Gelehrten konnten
also alles erkliren, indem sie diese zwei Krifte als wirk-
liche ansehen und sie wiirden dabei keinen Widerspruch
mit dem verallgemeinerten Prinzipe der Trégheit bemerken,
denn von diesen Kriften wiirde die eine von den rela-
tiven Stellungen der verschiedenen Teile des Systems
abhingen (wie bei den wirklichen Anziehungen der Fall
ist), die andere von ihren relativen Geschwindigkeiten
(wie es bei den wirklichen Reibungen der Fall ist).

Indessen wiirden bald noch mehr Schwierigkeiten
ihre Aufmerksamkeit in Anspruch nehmen; wenn es ihnen
gelingen wiirde ein isoliertes System darzustellen, so
wiirde der Schwerpunkt dieses Systems nicht eine nahezu
geradlinige Bahn haben. Sie miiten, um diese Tat-
sache zu erkliren, die Zentrifugalkrifte zu Hilfe nehmen,
welche sie als wirkliche betrachten und welche sie zweifel-
los den gegenseitigen Wirkungen der Kérper zuschreiben.
Nur wiirden sie diese Krifte bei groSen Entfernungen,
d. h. in dem MaBe, wie die Isolierung immer mehr ver-
wirklicht wiirde, nicht kleiner und kleiner werden sehen;
weit gefehlt: die Zentrifugalkraft wichst mit der Ent-
fernung ins Unendliche.

Diese Schwierigkeit wiirde ihnen bereits ziemlich
groB erscheinen; aber dennoch wiirde dieselbe sie nicht
lange aufhalten; sie wiirden sich bald irgend ein sehr
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fein geartetes Medium ausdenken, das unserem Ather
analog wire, in welchem alle Korper schwimmen und
welches auf die Korper eine abstoBende Wirkung aus-
tiben wiirde.

Dieses ist noch nicht alles. Der Raum ist symme-
trisch und dennoch wiirden die Gesetze der Bewegung
keine Symmetrie aufweisen; sie miifiten zwischen rechts
und links unterscheiden. Man wiirde z. B. sehen, daB
die Wirbelstiirme sich immer in demselben Sinne drehen,
wihrend gemdB den Griinden der Symmetrie diese Er-
scheinungen sich ebensowohl in dem einen wie im anderen
Sinne abspielen miiten. Wenn unsere Gelehrten ver-
moge ihrer Arbeit dahin gelangt wiren, ihr Universum
vollig symmetrisch zu gestalten, so wiirde diese Symme-
trie mit derartigen Erscheinungen nicht vertriglich sein,
obgleich es keinen verniinftigen Grund zu geben scheint,
warum sie in dem einen Sinne mehr als im anderen
gestort werden sollte.

Sie wiirden sich ohne Zweifel schon zu helfen wissen,
sie wiirden irgend ein Ding erfinden, das nicht auBer-
ordentlicher wire als die glisernen Sphiren des Ptolo-
mius, und man wiirde so die Schwierigkeiten anhiufen,
bis der erwartete Coppernicus sie alle mit einem einzigen
Schlage beseitigen wiirde, indem er sagt: Es ist viel ein-
facher anzunehmen, da die Erde sich dreht.

Und ebenso wie unser Coppernicus uns sagte: Es
ist bequemer vorauszusetzen, daB die Erde sich dreht,
weil man damit die astronomischen Gesetze in einer
viel einfacheren Sprache ausdriickt, so wiirde auch dieser
Coppernicus sagen: Es ist bequemer vorauszusetzen, daB
die Erde sich dreht, weil man damit die Gesetze der
Mechanik in einer viel einfacheren Sprache ausdriickt.

Das verhindert nicht, daB der absolute Raum, d. h.
das Hilfsmittel, auf welches man- die Erde bezichen
miiBte, um zu wissen, ob sie sich wirklich dreht, keine
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objektive Existenz hat. Daher hat die Behauptung: ,,Die
Erde dreht sich® keinen Sinn, denn sie 148t sich durch
keine Erfahrung verifizieren; ja- es konnte eine ent-
sprechende Erfahrung nicht nur nicht verwirklicht, sondern
nicht einmal vom kiihnsten Jules Verne ertridumt, noch
ohne Widerspruch begriffen werden; also diese beiden
Sédtze: ,,Die Erde dreht sich* und ,,Es ist bequemer
vorauszusetzen, dafl die Erde sich dreht* haben ein und
denselben Sinn; es liegt in dem einen nicht mehr wie
im anderen.%®)

Vielleicht wiirde. man sich damit noch nicht be-
gniigen und man wiirde es immer noch befremdlich
finden, daB unter allen Hypothesen oder vielmehr unter
allen Festsetzungen, welche wir auf diesem Gebiete
machen konnen, eine besteht, welche bequemer als die
anderen ist.

Aber warum sollte das, was man sorglos zulieB, als
es sich um die astronomischen Gesetze handelte, im
Gebiete der Mechanik befremdlich sein?

Wir haben gesehen, daB die Koordinaten der Korper
durch Differentialgleichungen zweiter Ordnung bestimmt
werden, und daB mit den Differenzen dieser Koordi-
naten dasselbe der Fall ist. Dieser Satz sprach den
Inhalt des verallgemeinerten Trégheitsprinzips (vgl. S. 94)
und des Prinzips der relativen Bewegung (vgl. S. 114) aus.
Wenn die Entfernungen dieser Ko6rper ebenso durch
Gleichungen zweiter Ordnung bestimmt wéren, so scheint
es, daB der Verstand vollkommen befriedigt sein miifte.
Bis zu welchem Grade erhilt der Verstand diese Befrie-
digung und warum begniigt er sich nicht damit?

Um uns davon Rechenschaft zu geben, ist es besser
ein einfaches Beispiel zu wihlen. Ich setze ein unserem
Sonnensysteme analoges System voraus, von welchem aus
man diesem Systeme fremde Fixsterne nicht bemerken
kann, und zwar derart, daB die Astronomen nur die
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gegenseitigen Entfernungen der Planeten und der Sonne
und nicht die absoluten Léngen (d. h. Stellungen in ihrer
Bahn) der Planeten beobachten koénnten. Wenn wir
direkt aus dem Newtonschen Gesetze die Differential-
gleichungen ableiten wollten, welche die Verdnderung
dieser Entfernungen definieren, so werden diese Glei-
chungen nicht zweiter Ordnung sein. Ich will damit
folgendes ausdriicken: wenn man, abgesehen vom Newton-
schen Gesetze, die Anfangswerte dieser Entfernungen
und ihre Differentialquotienten inbezug auf die Zeit (d. h.
die Geschwindigkeiten, mit denen sich die Entfernungen
dndern) kennen wiirde, so wiirde das nicht geniigen, um
die Werte dieser selben Entfernungen in einem spiteren
Zeitpunkte zu bestimmen.’?) Es wiirde noch eine (der
Erfahrung zu entnehmende) Angabe fehlen, und diese
Angabe konnte z. B. in dem gefunden werden, was die
Astronomen Konstante des Flichensatzes nennen (vgl. das
zweite Kepplersche Gesetz).

Hier kann man zwei verschiedene Standpunkte ein-
nehmen; wir konnen zwei Arten von Konstanten unter-
scheiden. In den Augen der Physiker reduziert sich
die Welt auf eine Reihe von Naturerscheinungen, welche
einzig und allein einerseits von den Anfangszustinden
abhédngen, andererseits von den Gesetzen, welche die
folgenden Zustinde jeweils mit den vorhergehenden ver-
binden. Wenn dann die Beobachtung uns lehrt, daB
eine gewisse Grofe eine Konstante ist, so werden wir
zwischen zwei Auffassungsweisen die Wahl haben.

Entweder wir nehmen an, daB es ein Gesetz gibt,
welches vorschreibt, daB3 diese GroBe sich nicht dndern
kann, daB sie aber nur zufillig dazu gekommen ist, seit
Jahrhunderten gerade diesen bestimmten Wert lieber als
jeden anderen anzunehmen, den sie nun seitdem be-
halten muB. Diese GroBe konnte man dann eine zu-
fdllige Konstante nennen.
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Oder wir nehmen das Gegenteil an, ndmlich, daB
es ein Naturgesetz gibe, welches dieser GroBe gerade
diesen bestimmten Wert und keinen anderen zuerteilt.
Wir werden dann eine GroéBe haben, die man eine
wesentliche Konstante nennen kann.

Zum Beispiel ist infolge der Newtonschen Gesetze
die Dauer der Umdrehung der Erde konstant. Wenn
sie aber 366 Sterntage und etwas dariiber betrigt und
nicht 300 oder 400 Tage, so beruht dies auf irgend
welchem unbekannten, anfinglichen Zufalle, Dies ist eine
zufdllige Konstante. Wenn dagegen die Potenz der
Entfernung, welche in dem Ausdrucke fiir das Attraktions-
gesetz vorkommt, gleich — 2 ist und nicht gleich — 3,
so ist das kein Zufall, sondern es ist so, weil das
Newtonsche Gesetz es so verlangt. Dies ist eine wesent-
liche Konstante.

Ich weiB nicht, ob es in sich gerechtfertigt ist, den
Zufall in solcher Weise in die Erscheinungen eingreifen
zu lassen, und ob die gemachte Unterscheidung nicht
etwas kiinstlich ist; jedenfalls steht so viel fest, daB die-
selbe in ihrer Anwendung sehr willkiirlich und immer
miBlich bleibt, solange die Natur noch Geheimnisse
besitzt.

Was die Konstante des Fliachensatzes betrifft, so be-
trachten wir dieselbe gewohnlich als zufillig. Sind wir
gewiB, daB unsere fingierten Astronomen es ebenso
machen wiirden? Wenn sie zwei verschiedene Sonnen-
systeme miteinander hitten vergleichen konnen, so wiir-
den sie die Idee haben, daBl dieser Konstanten ver-
schiedene Werte zukommen Kkonnen; aber ich habe
gerade am Beginne dieser Betrachtung vorausgesetzt, daf
ihnen ihr System als ein isoliertes erscheine, und daB
sie keinen Stern beobachten koénnen, der nicht dazu
gehort. Unter diesen Bedingungen wiirden sie nur eine
einzige Konstante wahrnehmen konnen, deren Wert ab-
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solut fest und unverdnderlich wire; sie wiirden ohne
Zweifel dazu kommen, dieselbe fiir eine wesentliche
Konstante zu halten..

Um einem méglichen Einwurfe zu begegnen, schalte
ich hier die folgende Bemerkung ein: Die Bewohner
dieser fingierten Welt wiirden die Flichenkonstante weder
so beobachten noch so definieren k&nnen, wie wir.es
tun, denn es fehlen ihnen dazu die absoluten Lingen
der Planeten; das wiirde sie aber nicht hindern, sehr
bald zu bemerken, daB sich eine gewisse Konstante in
ihre Gleichungen naturgemiB einfithren 148t, und diese
Konstante wiirde genau diejenige sein, die wir als die
Konstante des Flichensatzes bezeichnen.

Aber nun wiirden unsere Astronomen folgendermaBen
weiterschlieBen! Wenn die Fldchenkonstante als eine
wesentliche (d. h. als bestimmt durch ein Naturgesetz)
betrachtet wird, so geniigt es, die Anfangswerte der
Entfernungen der Planeten und die Anfangswerte der
ersten Differentialquotienten dieser Entfernungen zu ken-
nen, um daraus fiir irgend einen Zeitpunkt die Ent-
fernungen zu berechnen. Unter diesem neuen Gesichts-
punkte werden sich dann die Entfernungen wieder
durch Differentialgleichungen zweiter Ordnung bestim-
men lassen.

Wird sich indessen damit der Verstand unserer fin-
gierten Astronomen vollkommen zufrieden geben? Ich
glaube es nicht; sie wiirden es bald bemerken, daB ihre
Differentialgleichungen viel einfacher werden, wenn sie
dieselben differentiieren und dadurch ihre Ordnung er-
héhen. Vor allem aber wiirden sie iiber die Schwierig-
keit betroffen sein, welche in den Symmetrieverhiltnissen
liegt. Je nachdem die Gesamtheit der Planeten die
Figur eines Polyeders oder des dazu symmetrischen
Polyeders bilden, wiirden sie verschiedene Gesetze auf-
stellen miissen, und sie wiirden sich dieser Folgerung
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nur dadurch entziehen kénnen, daB sie die Flichen-
konstante als eine zufillige betrachten.

Ich habe ein sehr spezielles Beispiel gew#hlt, indem
ich voraussetzte, daB3 unsere Astronomen sich durchaus
nicht mit der irdischen Mechanik beschiftigten, und daB
ihr Beobachtungsgebiet auf das Sonnensystem beschrinkt
sei, aber unsere Schlufifolgerungen sind auf alle analogen
Félle anwendbar. Unser Universum ist ausgedehnter als
das ihrige, denn wir haben Fixsterne, aber es ist den-
noch ebenfalls begrenzt, und deshalb kénnten wir inbezug
auf unser gesamtes Universum dieselben Uberlegungen
anstellen und dieselben Schliisse ziehen wie jene fingierten
Astronomen inbezug auf ihr Sonnensystem.

Wie man hieraus sieht, wiirde man endlich zu dem
Schlusse kommen, daB die zur Bestimmung der Entfer-
nungen dienenden Differentialgleichungen von héoherer
als der zweiten Ordnung sind. Weshalb sollte uns das
befremden? Weshalb finden wir es ganz natiirlich, da8
die Folge der Erscheinungen von den Anfangswerten
der ersten Differentialquotienten abhingen, wihrend wir
zbgern anzunehmen, daB sie von den Anfangswerten der
zweiten Differentialquotienten abhingen konnen? Das
kann nur eine Folge der Gewohnheiten unseres Verstandes
sein, die durch das bestindige Studium des verallgemei-
nerten Trigheitsprinzips und seiner Folgerungen sich in
uns entwickelt haben.

Die Werte der gegenseitigen Entfernungen zu irgend
einem Zeitpunkte hingen von ihren Anfangswerten ab,
von den Anfangswerten ihrer ersten Differentialquotienten
und von noch etwas anderem. Was ist dieses
andere?

Wenn man nicht zugibt, daB es einfach einer der
zweiten Differentialquotienten sei, so hat man nur die
Wahl zwischen zwei Hypothesen. Entweder muf man
annehmen (wie man es gewdhnlich tut), daB dieses
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andere durch die absolute Orientierung des Universums
im Raume gegeben ist und durch die Schnelligkeit, mit
welcher diese Orientierung sich dndert; das kann rich-
tig sein, jedenfalls ist es fiir den Mathematiker die be-
quemste Losung: sie ist aber nicht die befriedigendste
fiir den Philosophen, denn eine solche absolute Orien-
tierung gibt es nicht.

Oder man mufl annehmen, daB dieses andere durch
die Stellung und die Geschwindigkeit irgend eines un-
sichtbaren Korpers gegeben ist: zu dieser Annahme haben
sich manche bereits entschlossen: sie haben diesem Kor-
per sogar den Namen Alpha beigelegt, obgleich wir dazu
bestimmt sind, von diesem Kérper in aller Zukunft nie-
mals mehr als seinen Namen zu wissen.®®) Dieser Kunst-
griff ist ganz analog demjenigen, von welchem ich am
Schlusse meiner Betrachtungen iiber das Trigheitsprinzip
gesprochen habe (vgl. S. g81.).

Aber auch die Schwierigkeit im ganzen ist eine kiinst-
liche. Wenn nur die kiinftigen Ablesungen unserer In-
strumente allein von den Ablesungen abhingen kénnen,
welche wir frither gemacht haben oder welche wir in
Zukunft machen werden, so brauchen wir nichts weiter
(vgl. S. 79). Und inbezug hierauf kénnen wir beruhigt sein.

Achtes Kapitel.
Energie und Thermodynamik.

Das energetische System. — Die Schwierigkeiten,
welche der klassischen Mechanik anhaften, haben manche
dazu gefiihrt ein neues System zu bevorzugen, das sie
das energetische System nennen. Das energetische
System ist durch die Entdeckung des Prinzips von der
Erhaltung der Energie (welchem Helmholtz seine defini-
tive Form gegeben hat) ermdglicht worden.®?)
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Zuerst miissen wir zwei GroBen definieren, welche
in dieser Theorie eine fundamentale Rolle spielen. Diese
GroBen sind: erstens die kinetische Energie oder
lebendige Kraft, zweitens die potentielle Energie.

Alle Verdnderungen, welche die Korper in der Natur
erleiden, werden durch die folgenden beiden erfahrungs-
miBigen Gesetze bestimmt:

1. Die Summe der kinetischen und der potentiellen
Energie ist konstant. Darin liegt das Prinzip von der
Erhaltung der Energie.

2. Wenn ein System von Korpern sich zur Zeit £,
in der Lage 4 und zur Zeit ¢, in der Lage B befindet,
so bewegt es sich immer von der ersten Lage zur zweiten
auf einem solchen Wege, da8 in dem Intervalle zwischen
den Zeiten f, und ¢, der mittlere Wert der Differenz
beider Arten von Energie moglichst klein ist.

So lautet das Hamiltonsche Prinzip; dasselbe ist eine
der Formen, unter denen man das Prinzip der kleinsten
Wirkung aussprechen kann.®?)

Die energetische Theorie hat vor der klassischen
Theorie folgende Vorziige voraus:

1. Sie ist weniger unvollstindig, d. h. das Prinzip
der Erhaltung der Energie und dasjenige Hamiltons
lehren uns mehr als die fundamentalen Prinzipien der
klassischen Theorie und schlieBen gewisse Bewegungen
aus, welche die Natur nicht verwirklicht, die hingegen
mit der klassischen Theorie vereinbar ‘wiren.

2. Sie macht fiir uns die Annahme von Atomen
iiberfliissig, wihrend diese Annahme bei der klassischen
Theorie kaum zu vermeiden ist.

Aber sie erhebt ihrerseits neue Schwierigkeiten:

Die Definitionen der beiden Arten von Energie wiirden
fast ebenso groBe Schwierigkeiten bereiten wie diejenigen,
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welche im ersten Systeme durch die Begriffe von Kraft
und Masse entstanden. Man kann sich dabei indessen
leichter helfen, wenigstens in den einfachsten Féllen.

Setzen wir ein isoliertes System voraus, daB von
einer gewissen Anzahl materieller Punkte gebildet wird;
setzen wir weiter voraus, daB diese Punkte Kriften unter-
worfen sind, welche nur von ihrer relativen Stellung und
ihren gegenseitigen Entfernungen abhingen, von ihren
Geschwindigkeiten aber unabhingig sind. Vermoge des
Prinzips der Erhaltung der Energie miiite dann eine
Kriftefunktion existieren.

In diesem einfachen Falle ist die Aussage des Prin-
zips von der Erhaltung der Energie von auBerordent-
licher Einfachheit. Eine bestimmte Grofle, welche dem
Experimente zuginglich ist, soll konstant bleiben. Diese
GroBe ist die Summe von zwei Gliedern; das erste
héingt nur von der Stellung der materiellen Punkte ab
und ist von ihren Geschwindigkeiten unabhingig; das
zweite ist dem Quadrate dieser Geschwindigkeiten pro-
portional. Diese Zerlegung 148t sich nur auf eine ein-
zige Art machen.

Das erste dieser Glieder, welches ich U nennen will,
soll die potentielle Energie sein; das zweite, welches
ich T nennen will, soll die kinetische Energie sein.%?)

Wenn U - T eine Konstante ist, so wird zwar das-
selbe mit irgend einer Funktion von U -7 der Fall
sein:

@ (U - T) = konstant,

aber diese Funktion ¢ (U -} T) wird nicht die Summe
von zwei Gliedern sein, deren eines unabhingig von den
Geschwindigkeiten ist, deren anderes dem Quadrate
dieser Geschwindigkeiten proportional ist. Unter den
Funktionen, welche konstant bleiben, gibt es nur eine,
welche diese Eigenschaft: besitzt; diese ist U 4+ T (oder



Definition der Energie 127

eine lineare Funktion von U -7, was auf dasselbe
hinauskommt, denn diese lineare Funktion kann immer
durch eine Anderung der MaBeinheit und des Anfangs-
punktes auf die Funktion U -~ T zuriickgefiihrt werden).
Das also nennen wir Energie; das erste Glied wollen
wir potentielle Energie nennen und das zweite soll die
kinetische Energie heifien. Die Definition der beiden
Arten von Energie kann ohne jede Mehrdeutigkeit in
allen Fillen durchgefithrt werden

Dasselbe ist mit der Definition der Massen der Fall.
Die kinetische Energie oder lebendige Kraft driickt sich
sehr einfach mit Hilfe der Massen und relativen Ge-
schwindigkeiten aller materiellen Punkte aus, wenn diese
Geschwindigkeiten auf einen dieser Punkte bezogen
werden. Diese relativen Geschwindigkeiten sind der
Beobachtung zuginglich und, wenn wir den Ausdruck
der kinetischen Energie in Funktion dieser relativen
Geschwindigkeiten kennen, so geben uns die Koeifizienten
dieses Ausdrucks die Massen.

So kann man in diesem einfachen Falle die fun-
damentalen Begriffe ohne Schwierigkeit definieren. Aber
die Schwierigkeiten tauchen in den komplizierteren Fallen
wieder auf, z. B. wenn die Krifte, anstatt nur von Ent-
fernungen abzuhidngen, auch von Geschwindigkeiten ab-
hingen. Weber setzt z. B. voraus, daf} die gegenseitige
Einwirkung von zwei elektrischen Molekiilen nicht nur
von ihrer Entfernung abhingt, sondern von ihrer Ent-
fernung und von ihrer Geschwindigkeit. Wenn die
materiellen Punkte sich einem analogen Gesetze gemilB
anzogen, so wiirde U von der Geschwindigkeit abhidngen
und konnte ein dem Quadrate der Geschwindigkeit
proportionales Glied enthalten.%)

Wie kann man unter den Gliedern, welche den Qua-
draten der Geschwindigkeit proportional sind, die von
T abstammenden und die von U abstammenden von-
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einander unterscheiden? Und wie kann man folglich
die beiden einzelnen Teile der Energie trennen?

Aber noch mehr: wie kann man die Energie selbst
definieren? Wir haben keinen Grund, T -+ U als Defi-
nition lieber anzunehmen, als irgend eine andere Funk-
tion von T - U, wenn der Ausdruck T - U die fiir
ihn charakteristische Eigenschaft verloren hat, die Summe
zweier Glieder bestimmter Form zu sein.

Das ist nicht alles: man muB nicht nur die eigent-
liche mechanische Energie beriicksichtigen, sondern auch
die anderen Formen der Energie, die Wirme, die che-
mische Energie, die elektrische Energie u. s. w. Das
Prinzip der Erhaltung der Energie ist:

T 4 U - Q =konst.,
wo T die wahrnehmbare kinetische Energie, U die po-
tentielle Energie der Stellung (welche nur von der Stel-
lung der Koérper abhéngt) reprisentiert und Q die innere
molekulare Energie, moge es sich dabei um Wirme,
chemische Verwandtschaft oder Elektrizitit handeln.

Alles wire in Ordnung, wenn diese drei Glieder
absolut voneinander zu unterscheiden wiren, wenn die
einzelnen Glieder von T" den Quadraten der Geschwindig-
keiten proportional wiren, wenn U von diesen Geschwin-
digkeiten und von dem Zustande der Kérper unabhingig,
Q unabhingig von den Geschwindigkeiten und Stellungen
der Korper und allein abhingig von ihrem inneren Zu-
stande wire.

Der Ausdruck der Energie lieBe sich dann nur auf
eine einzige Art in drei Glieder der verlangten Form
zerlegen.

Das geht jedoch nicht; betrachten wir elektrisierte
Korper: die elektrostatische, durch ihre gegenseitige Ein-
wirkung entstandene Energie wird offenbar von ihrer
Ladung, d. h. von ihrem Zustande abhingen; aber sie
wird gleichzeitig von ihrer Lage abhingen. Wenn diese
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Koérper in Bewegung sind, so werden sie aufeinander
elektrodynamisch einwirken, und die elektrodynamische
Energie wird nicht nur von ihrem Zustande und ihrer
Lage, sondern auch von ihren Geschwindigkeiten ab
hangen.

Wir haben also kein Mittel mehr, um zwischen den
Gliedern, welche zu T, zu U und zu Q einen Beitrag
liefern sollen, eine Auswahl zu treffen und die drei Teile
der Energie zu trennen.

Wenn (T + U - Q) konstant ist, so wird dasselbe
mit irgend einer Funktion von T - U - Q der Fall sein:

@ (T -+ U+ Q) = konst.

Wenn T + U -+ Q die besondere Form hitte, welche
ich weiter oben ins Auge faBte, so wiirde daraus keine
Mehrdeutigkeit hervorgehen; unter den Funktionen

P (TH+U+0Q),

welche konstant bleiben, widre nur eine von dieser be-
sonderen Form, und wir wiirden uns dahin einigen, diese
eine Funktion als Energie zu bezeichnen.

Ich habe bereits gesagt, daB es streng genommen
nicht so ist; unter den Funktionen, welche konstant
bleiben, gibt es keine solchen, welche sich streng dieser
besonderen Form fiigen; wie soll man dann aber unter
ihnen diejenige auswihlen, welche Energie genannt
werden soll? Wir haben keinen Anhaltspunkt mehr, der
uns bei dieser Auswahl leiten konnte.

Es bleibt uns nur noch ein Ausdruck fiir'das Prinzip
der Erhaltung der Energie iibrig: es gibt ein Etwas,
das konstant bleibt. Unter dieser Form entzieht es
sich wieder dem Bereiche der Erfahrung und reduziert
sich auf eine Art Tautologie. Es ist klar, daB, wenn
die Welt von Gesetzen regiert wird, es offenbar GréBen

geben muB, welche konstant bleiben. Wie die Prinzipien
Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Aufl, 9
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Newtons (und aus einem analogen Grunde, vgl. S. 98f.)
wiirde das Prinzip von der Erhaltung der Energie, das
doch durch die Erfahrung begriindet ist, durch diese
niemals entkridftet werden koénnen.

Diese Erorterung beweist, daB3 es einen Fortschritt
bedeutet, wenn man vom klassischen Systeme zum ener-
getischen Systeme iibergeht; aber sie beweist zu gleicher
Zeit, daB dieser Fortschritt ungeniigend ist.

Ein anderer Einwurf scheint mir noch gewichtiger:
das Prinzip der kleinsten Wirkung ist auf umkehrbare
Naturerscheinungen anwendbar, aber es ist keineswegs
befriedigend in seiner Anwendung auf nicht umkehrbare
Vorginge; der Versuch von Helmholtz, es auf diese Art
von Erscheinungen auszudehnen, ist nicht gelungen und
kann nicht gelingen: in dieser Beziehung bleibt noch
alles zu tun iibrig.%?)

Der Inhalt des Prinzips der kleinsten Wirkung hat
an sich fiir den Verstand etwas Befremdliches. Um sich
von einem Punkte zu einem anderen zu begeben, wird
ein materielles Molekiil, welches der Einwirkung jeder
Kraft entzogen ist, aber daran gebunden ist, sich auf
einer Oberfliche zu bewegen, die geoditische Linie be-
schreiben, d. h. den kiirzesten Weg.

Dieses Molekiil scheint den Punkt zu kennen, zu
dem man es hinfithren will; es scheint die Zeit voraus-
zusehen, welche es braucht, um ihn zu erreichen; indem
es diesen und jenen Weg verfolgt und darauf den pas-
sendsten Weg wihlt. Die Aussage des Prinzips stellt
es uns sozusagen als ein lebendiges und freies Wesen
dar. Es ist klar, daB man sie durch eine weniger be-
fremdende Aussage ersetzen miiBte, bei welcher der
Schein vermieden wird, als ob, wie die Philosophen
sagen, die Endziele an Stelle der wirkenden Ursachen
gesetzt sind.
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Thermodynamik.*) — Die Rolle der beiden funda-
mentalen Prinzipien der Thermodynamik wird in allen
Zweigen der Naturphilosophie von Tag zu Tag wichtiger.
Indem wir die ehrgeizigen, mit molekularen Hypothesen
iiberladenen Theorien aufgeben, welche man vor vierzig
Jahren hatte, versuchen wir heute allein aus der Thermo-
dynamik heraus das ganze Gebdude der mathematischen
Physik zu errichten. Werden die beiden Prinzipien von
Mayer und von Clausius®) diesem Gebdude geniigend
solide Grundmauern sichern, damit es sich einige Zeit
halten kann? Niemand zweifelt daran; aber woher
kommt uns dieses Vertrauen?

Ein berithmter Physiker sagte mir eines Tages inbezug
auf das Fehlergesetz: ,,Jedermann glaubt fest daran, weil
die Mathematiker sich einbilden, daB fes eine Beob-
achtungstatsache sei, und die Beobachter glauben, daBl
es ein mathematischer Lehrsatz sei.“ So war es auch
lange mit dem Prinzipe von der Erhaltung der Energie.
Heute ist es nicht mehr so; niemand bezweifelt, daB
dies eine experimentelle Tatsache ist.

Aber wer gibt uns dann das Recht, dem Prinzipe
selbst eine gréBere Allgemeinheit und gréBere Genauig-
keit beizulegen als den Experimenten, welche zum Be-
weise desselben gedient haben? Das wiirde auf die
Frage hinauskommen, ob es berechtigt ist, die Ergebnisse
der Erfahrung so zu verallgemeinern, wie man es tig-
lich tut; ich werde nicht so anmaBend sein diese Frage
zu erértern, nachdem so viele Philosophen sich vergeb-
lich bemiiht haben sie zu l6sen. Eines ist gewiB: wenn
diese -Gabe zur Verallgemeinerung uns versagt wire, so
wiirde die Wissenschaft aufhéren zu existieren, oder sie
wiirde sich wenigstens darauf beschrinken eine Art von

*) Die folgenden Zeilen sind eine teilweise Reproduktion des
Vorwortes .zu meinem Werke Thermodynamique, Paris 1892,
2. Aufl. 1908 (deutsch von Jiger und Gumlich, Berlin 1893).

9*
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Inventar anzulegen, in dem vereinzelte Tatsachen ver-
zeichnet werden, und sie wiirde damit fiir uns jeden
Wert verlieren, denn sie kénnte unser Bediirfnis nach
Ordnung und Harmonie nicht befriedigen und sie wiirde
zugleich unfihig sein, Zukiinftiges vorauszubestimmen.
Da die Umstdnde, unter welchen irgend eine Tatsache
eintritt, sich wahrscheinlich niemals gleichzeitig wieder-
holen werden, so ist schon eine erste Verallgemeinerung
notwendig, um vorauszusehen, ob diese Tatsache sich
noch wiederholen wird, wenn in den genannten Um-
stinden auch nur die geringste Anderung eintritt.

Aber jeder Satz kann auf unendlich viele Arten ver-
allgemeinert werden. Unter allen moglichen Verallge-
meinerungen miissen wir eine Auswahl treffen, und da
konnen wir nur die einfachste Verallgemeinerung wihlen.
Dadurch wird es verstindlich, daB wir so handeln, als
ob ein einfaches Gesetz unter iibrigens gleichen Um-
stdnden mehr Wahrscheinlichkeit fiir sich habe wie ein
kompliziertes Gesetz.%?)

Vor einem halben Jahrhundert bekannte man sich
offen zu dem Satze, daB die Natur die Einfachheit liebt;
aber seitdem haben wir zu viele entgegenstehende Er-
fahrungen gemacht. Heute erkennt man diesen Satz nicht
mehr an, oder wenigstens nur insoweit, als er unvermeid-
lich ist, wenn die Wissenschaft moglich bleiben soll.

Wenn wir, auf Grund einer verhéltnismiBig geringen
Anzahl von Experimenten, die auch unter sich nicht voll-
kommen {ibereinstimmen, ein allgemeines, einfaches und
genaues Gesetz formulieren, so gehorchen wir dabei einer
inneren Notwendigkeit, der sich der menschliche Ver-
stand nicht entziehen kann.

Aber es handelt sich um noch mehr, und deshalb
verweile ich bei dieser Frage.

Niemand bezweifelt, daB das Mayersche Prinzip dazu
berufen ist, alle besonderen Gesetze, aus denen man es
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abgeleitet hat, ebenso zu iiberleben, wie das Newtonsche
Gesetz die Kepplerschen Sitze iiberlebt hat, aus denen
es hervorgegangen war, und welche nur anndhernd richtig
sind, sobald man die Stérungen beriicksichtigt.

Weshalb nimmt nun dieses Prinzip eine so bevor-
zugte Stellung unter allen physikalischen Gesetzen ein?
Dafiir gibt es viele kleine Ursachen.

Vor allem glaubt man, daB wir es nicht verwerfen
oder auch nur seine absolute Strenge anzweifeln kénnen,
ohne die Moglichkeit des perpetuum mobile zuzulassen;
die Aussicht auf eine solche Folgerung macht uns natiir-
lich miBtrauisch, und so glauben wir weniger kithn zu
handeln, wenn wir das Prinzip annehmen, als wenn wir
es leugnen.

Vielleicht ist diese Vorstellung nicht ganz richtig; denn
nur fiir die umkehrbaren Prozesse zieht die Unmdglich-
keit des perpetuum mobile das Prinzip von der Erhaltung
der Energie nach sich.

Die iiberraschende Einfachheit des Mayerschen Prin-
zips trigt ebenfalls dazu bei, uns im Glauben an das-
selbe zu bestirken. Bei einem Gesetze, das unmittelbar
aus der Erfahrung abgeleitet wird, z. B. beim Mariotte-
schen Gesetze, wiirde solche Einfachheit uns eher Grund
zum MiBtrauen geben: aber hier ist es anders; Elemente,
die auf den ersten Blick scheinbar nichts miteinander
zu tun haben, reihen sich vor unseren Augen in uner-
warteter Ordnung aneinander und bilden ein harmoni-
sches Ganzes; und wir kénnen unméglich glauben, daB
diese unvorhergesehene Harmonie nur durch ein Spie
des Zufalls zu stande komme. Unsere Errungenschaft
scheint uns um so wertvoller und lieber zu sein, je mehr
Anstrengungen sie uns gekostet hat, und es scheint uns
um so sicherer, daB wir der Natur ihr wahres Geheimnis
entrissen haben, je eifersiichtiger dieselbe bemiiht war,
es uns zu verbergen.
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Aber das sind nur die kleinen Ursachen; um das
Mayersche Gesetz zu einem absoluten Prinzipe zu erheben,
bedarf es einer tiefergehenden Erdrterung. Aber wenn
man versucht eine solche vorzunehmen, so bemerkt man,
daf dieses absolute Prinzip nicht leicht auszusprechen ist.

In jedem besonderen Falle sieht man wohl, was
Energie ist, und man kann eine zum mindesten provi-
sorische Definition derselben geben; aber es ist unmog-
lich eine allgemeine Definition zu finden.

Wenn man das Prinzip in seiner ganzen Allgemein-
heit aussprechen und auf das Universum anwenden will,
so sieht man es sozusagen sich verflichtigen, und es
bleibt nichts zuriick als der Satz: Es gibt ein Etwas,
das konstant bleibt.

Aber hat selbst dieser einen Sinn? Unter dem Namen
der deterministischen Hypothese fasse ich die folgenden
Voraussetzungen zusammen: ,,Der Zustand des Universums
ist durch eine auBerordentlich groBe Zahl # von Para-
metern bestimmt, welche ich x,, %,, ..., %, nennen will.
Sobald man in irgend einem Augenblicke die Werte dieser
»n Parameter kennt, so kennt man gleichzeitig ihre Ab-
leitungen inbezug auf die Zeit, und man kann folglich
die Werte dieser selben Parameter fiir einen vorher-
gehenden oder kiinftigen Zeitpunkt berechnen. Mit
anderen Worten : Diese # Parameter geniigen » Differential-
gleichungen erster Ordnung.*

Diese Gleichungen lassen #—1 Integrale zu und
daraus ergeben sich # — 1 Funktionen von x,, %,, ..., %,,
welche konstant bleiben. Wenn wir also sagen, daB es
ein Etwas gibt, das konstant bleibt, so sprechen
wir nur eine Tautologie aus. Man wird sogar in Ver-
legenheit sein zu sagen, welches unter allen unseren
Integralen den Namen.Energie erhalten soll.%8).

Ubrigens versteht man das Mayersche Prinzip nicht
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in diesem Sinne, wenn man es auf ein begrenztes System
anwendet.

Man 148t dann zu, daB  von unseren # Parametern
unabhéngig von den anderen variieren, so daB wir nur
n—p (im allgemeinen lineare) Relationen zwischen unseren
»n Parametern und ihren Differentialquotienten haben.

Setzen wir, um die Aussage zu vereinfachen, voraus,
daB3 die Summe der Arbeit der #uBeren Krifte gleich
Null sei, und daB ebenso die Summe der Wirmemengen,
welche nach auBlen abgegeben werden, verschwinde.
Dann wird die Bedeutung unseres Prinzips folgende
sein:

Man kann aus unseren #—¢ Relationen eine
neue Gleichung ableiten, deren linke Seite ein
exaktes Differential ist, wahrend dierechte Seite
infolge unserer n—p Relationen gleich Null ist.
Das Integral dieses Differentials ist eine Konstante und
dieses Integral nennt man Energie.

Aber wie kann es moglich sein, daBl es mehrere
Parameter gibt, die selbstdndig variieren ? - Das kann nur
unter dem Einflusse der duBeren Krifte stattfinden (ob-
gleich wir zur Vereinfachung voraussetzten, daB die
algebraische Summe der Arbeiten dieser Krifte gleich
Null sei). Wenn das System in der Tat jeder duBeren
Einwirkung vollig entzogen ist, so wiirden die Werte
unserer # Parameter in einem gegebenen Augenblicke
geniigen, um den Zustand des Systems in irgend einem
kiinftigen Augenblicke zu bestimmen, vorausgesetzt, daB
wir in der deterministischen Hypothese verbleiben; wir
wiirden also auf dieselbe Schwierigkeit, wie vorhin,
stoBen.

Wenn der kiinftige Zustand des Systems durch seinen
gegenwartigen Zustand nicht vollkommen bestimmt ist, so
liegt dies daran, daB er auerdem vom Zustande der K&rper
abhingt, die dem Systeme fremd sind. Aber ist es dann
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wahrscheinlich, daBl es zwischen den Parametern x, welche
den Zustand des Systems definieren, Gleichungen gibt,
die unabhingig von diesem Zustande der fremden Korper
sind? und wenn wir in gewissen Fillen glauben, solche
finden zu koénnen, beruht dieser Glaube dann nicht nur
auf unserer Unwissenheit und auf der Tatsache, daB3 der
EinfluB dieser Kérper zu schwach ist, um sich unseren
Beobachtungen bemerkbar zu machen?

Wenn das System nicht als vollkommen isoliert be-
trachtet wird, so ist es wahrscheinlich, da8 der streng
exakte Ausdruck fiir seine innere Energie vom Zustande
der auBerhalb stehenden Korper abhidngt. Ich habe
weiter oben vorausgesetzt, da die Summe der “uBeren
Arbeiten gleich Null ist, und wenn man sich von dieser
etwas kiinstlichen Einschrinkung befreien will, so wird
es noch schwieriger, das Prinzip auszusprechen.

Um das Mayersche Prinzip in absolutem Sinne zu
formulieren, muB man es auf das ganze Universum aus-
dehnen, und dann wieder findet man sich dieser sel-
ben Schwierigkeit gegeniiber, welche man zu vermeiden
suchte.

Alles zusammengefaBt und nicht mathematisch aus-
gedriickt, kann das Gesetz von der Erhaltung der Energie
nur eine Bedeutung haben, ndmlich die, daB es eine
allen Moglichkeiten gemeinsame Eigenschaft gibt; aber
in der deterministischen Hypothese gibt es nur eine
Moglichkeit, und dann hat das Gesetz keine Bedeu-
tung mehr.

In der indeterministischen Hypothese wiirde es im
Gegenteil eine Bedeutung erhalten, sogar wenn man es
in absolutem Sinne verstehen wollte; das Gesetz wiirde
dann als eine unserer Freiheit gezogene Grenze er-
scheinen.

Aber dieses Wort erinnert mich daran, daB ich zu
weit gehe und daBich im Begriffe bin, das mathematische
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und das physikalische Gebiet zu verlassen. Ich stehe
davon ab und will von dieser ganzen Erérterung nur
das eine betonen, nidmlich, daB das Mayersche Gesetz
uns ein hinreichend dehnbares GefiB darstellt, um in
dasselbe alles Mdogliche hineinzubringen. Ich will damit
weder sagen, daf8 das Gesetz keiner objektiven Wirk-
lichkeit entspricht, noch daB es sich auf eine einfache
Tautologie zuriickfilhren 148t, denn es hat in jedem
besonderen Falle, und vorausgesetzt, da man es nicht
hartnickig bis zum Absoluten verfolgt, einen vollkommen
klaren Sinn.

Diese Dehnbahrkeit veranlaBt uns an eine lange Dauer
des Gesetzes zu glauben; und da dasselbe andererseits
nur verschwinden wird, um sich in eine héhere Har-
monie aufzulésen, so kénnen wir mit Vertrauen weiter
arbeiten, indem wir uns auf dies Gesetz stiitzen; und
wir sind im voraus gewi3, daB unsere Arbeit keine ver-
lorene sein wird.

Fast alles, was ich soeben sagte, paBt auch auf das
Clausiussche Prinzip; der Unterschied ist, dal letzteres
sich durch eine Ungleichheit ausdriickt. Man wird viel-
leicht behaupten, daB dieses in allen physikalischen Ge-
setzen der Fall ist, weil ihre Genauigkeit immer durch
Beobachtungsfehler beschrinkt ist. Aber die physikali-
schen Gesetze beanspruchen wenigstens erste Annihe-
rungen darzustellen, und man hat die Hoffnung, sie
nach und nach durch genauere Gesetze zu ersetzen.
Wenn im Gegenteil das Clausiussche Prinzip sich durch
eine Ungleichheit ausdriickt, so ist nicht die Unvoll-
kommenheit unserer Beobachtungsmittel daran schuld,son-
dern die Natur der Frage selbst.
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Allgemeine Ubersicht des dritten Teiles.

Die Prinzipien der Mechanik stellen sich uns unter
zwei verschiedenen Gesichtspunkten dar. Einesteils haben
wir auf Erfahrungen begriindete Wahrheiten, die in sehr
angendherter Weise verifiziert sind, wenigstens soweit es
sich um nahezu isolierte Systeme handelt. Anderenteils
haben wir Postulate, welche auf die Gesamtheit des Uni-
versums anwendbar sind und als streng richtig betrachtet
werden.

Wenn diese Postulate eine Allgemeinheit und eine
Zuverldssigkeit besitzen, welche den experimentellen Wahr-
heiten abgeht, aus denen man sie ableitete, so liegt dies
daran, daf} sie sich in letzter Instanz auf ein einfaches
Ubereinkommen reduzieren, welches wir mit Recht ein-
gehen, da wir im voraus wissen, daBl keine Erfahrung
ihm widersprechen kann.

Dieses Ubereinkommen ist jedoch nicht absolut will-
kiirlich; es entspringt nicht unserer Laune; wir nehmen
es an, weil gewisse Experimente uns bewiesen haben,
dafl es bequem ist.

Man erkldrt sich so, wie das Experiment die Prin-
zipien der Mechanik aufbauen konnte und warum es sie
niemals umstoBen kann.

Wir wollen einen Vergleich mit der Geometrie zichen.
Die fundamentalen Sitze der Geometrie, wie z. B. das
Euklidische Postulat, sind nichts anderes als Uberein-
kommen, und es ist ebenso unverniinftig zu untersuchen,
ob sie richtig oder falsch sind, wie es unverniinftig wire
zu fragen, ob das metrische System richtig oder falsch
ist (vgl. S. s1f.).

Diese Ubereinkommen sind jedoch bequem, und das
lehren uns bestimmte Erfahrungen.

Auf den ersten Blick ist die Analogie vollstindig;
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die Rolle der Erfahrung scheint dieselbe zu sein. Man
wird demnach versucht zu sagen: Entweder wird die
Mechanik als eine experimentelle Wissenschaft angesehen,
und dann muf} dasselbe fiir die Geometrie gelten, oder
die Geometrie ist im Gegensatze dazu eine deduktive
Wissenschaft, und dann muf3 dasselbe fiir die Mechanik
gelten.

Eine solche SchluBifolgerung wiirde unberechtigt sein.
Die Erfahrungen, welche uns dazu fithrten, die funda-
mentalen Ubereinkommen der Geometrie als bequemer
anzunehmen, beziehen sich auf Gegenstdnde, welche mit
denjenigen, die der Mathematiker studiert, nichts ge-
meinsam haben; sie beziehen sich auf Eigenschaften der
festen Korper, auf die geradlinige Fortpflanzung des
Lichtes. Es sind mechanische und optische Experimente;
man kann sie unter keinem Gesichtspunkte als geome-
trische Experimente ansehen. Und der Hauptgrund, wes-
halb unsere Geometrie uns bequem erscheint, liegt darin,
daB die verschiedenen Teile unseres Korpers, unser
Auge, unsere Glieder, gewisse Eigenschaften fester Kor-
per besitzen. So angesehen sind unsere fundamentalen
Experimente vor allem physiologische Experimente, welche
sich nicht auf den Raum als das vom Mathematiker
studierte Objekt beziehen, sondern auf seinen Korper,
d. h. auf das Werkzeug, dessen er sich zu diesem Stu-
dium bedient.

Im Gegensatze dazu beziehen sich die fundamentalen
Ubereinkommen der Mechanik und die Experimente,
welche uns beweisen, daBl sie bequem sind, entweder
auf dieselben Gegenstinde oder auf analoge Gegen-
stinde. Die nach Ubereinkommen festgesetzten und all-
gemeinen Prinzipien sind die natiirliche und direkte Ver-
allgemeinerung der experimentellen und besonderen Prin-
zipien.

Man sage mir nicht, daB ich damit kiinstliche Grenzen
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zwischen den Wissenschaften ziehe; daB ich zwischen
der experimentellen Mechanik und der gebrduchlichen
Mechanik der allgemeinen Prinzipien eine Schranke er-
richten konnte, wie ich die eigentliche Geometrie vom
Studium der festen K&rper durch eine Schranke getrennt
habe. In der Tat, wer sieht nicht, daB ich beide Zweige
der Mechanik verstiimmele, indem ich sie voneinander
trenne, daB von der allgemeinen Mechanik nur sehr
wenig iibrig bleibt, wenn sie isoliert wird, und daB dieses
wenige keineswegs mit dem herrlichen Lehrgebdude, das
man Geometrie nennt, verglichen werden kann?

Man versteht jetzt, warum der Unterricht in der
Mechanik experimentell bleiben muB.

Nur so kann man die Genesis der Wissenschaft ver-
stehen lernen, und das ist fiir das vollkommene Ver-
stdndnis der Wissenschaft selbst unerldBlich.

Andererseits studiert man die Mechanik, um sie an-
zuwenden, und man kann sie nur anwenden, wenn sie
objektiv bleibt. Wie wir gesehen haben, verlieren die
Prinzipien an Objektivitdt, was sie an Allgemeinheit und
Zuverldssigkeit gewinnen. Man muB sich also hauptsich-
lich mit der objektiven Seite der Prinzipien rechtzeitig
bekannt machen, und man kann dieses nur bewerkstel-
ligen, wennman vom Besonderen zum Allgemeinen schreitet,
anstatt den umgekehrten Weg einzuschlagen.

Die Prinzipien sind Ubereinkommen und verkleidete
Definitionen (vgl. S. 102z u. S. 112). Sie sind indessen
von experimentellen Gesetzen abgeleitet, diese Gesetze
sind sozusagen als Prinzipe hingestellt, denen unser Ver-
stand absolute Giiltigkeit beilegt.

Manche Philosophen haben zu viel verallgemeinert; sie
glaubten, die Prinzipien wiren die ganze Wissenschaft,
und hielten folglich die ganze Wissenschaft fiir konven-
tionell.
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Diese paradoxe Lehre, welche man den Nominalis-
mus nennt, ist nicht stichhaltig.

Wie kann aus einem Gesetze ein Prinzip werden?
Es driickte eine Beziehung zwischen zwei realen Gliedern
4 und B aus. Aber es war nicht streng genommen
richtig, es war nur anndhernd richtig. Wir fithren will-
kiirlich ein dazwischen liegendes Glied C, das mehr oder
weniger fingiert ist, ein, und C ist durch Definition
dasjenige Ding, welches zu A genau in der Beziehung
steht, die in dem Gesetze annihernd zum Ausdrucke
kommt.

So hat sich unser Gesetz in ein absolutes und strenges
Prinzip zerlegt, welches die Beziehung zwischen 4 zu C
ausdriickt, und in ein experimentelles, anndhernd rich-
tiges Gesetz, welches der Verbesserung fihig ist und
die Beziehung von C zu B ausdriickt. Es ist klar, daB
immer Gesetze iibrig bleiben, soweit man auch diese
Zerlegung verfolgt.

Wir gehen jetzt zu dem Gebiete der sogenannten
eigentlichen Gesetze iiber.



Vierter Teil.
Die Natur.

Neuntes Kapitel

Die Hypothesen in der Physik.

Die Rolle des Experimentes und der Verallge-
meinerung. — Das Experiment ist die einzige Quelle
der Wahrheit; dieses allein kann uns etwas Neues lehren;
dieses allein kann uns GewiBheit geben. Das sind
zwei Punkte, die durch nichts bestritten werden koénnen.

Wenn aber das Experiment alles ist, welcher Platz
bleibt dann fiir die mathematische Physik iibrig? Was
hat die Experimental-Physik mit einem solchen Hilfs-
mittel zu schaffen, das unniitz und wohl gar gefdhrlich
zu sein scheint?

Und dennoch existiert die mathematische Physik;
sie hat unleugbare Dienste geleistet; darin liegt eine
Tatsache, die notwendigerweise erklirt werden muB.

Es gentigt nicht allein, zu beobachten, man muB
seine Beobachtungen auch ausnutzen und zu diesem
Zwecke verallgemeinern. Das hat man jederzeit getan;
da jedoch die Erinnernng an die Fehler der Vergangen-
heit den Menschen immer vorsichtiger machte, Leobachtete
man immer mehr und verallgemeinerte immer weniger.

Jedes Jahrhundert machte sich iiber das vorhergehende
lustig, indem es das letztere beschuldigte, zu schnell und
zu unbefangen verallgemeinert zu haben. Descartes be-
lachelte die Ionier, wir ldcheln iiber Descartes; ohne
Zweifel werden unsere Sthne iiber uns lacheln.
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Aber konnen wir nicht gleich bis ans Endziel gehen?
Ist das nicht das Mittel, um diesen Spdttereien, die wir
voraussehen, zu entgehen? Konnen wir uns nicht mit
dem vollig nackten Experimente begniigen?

Nein, das ist nicht moglich; das hieBe den wahren
Charakter der Wissenschaft vollig verkennen. Der Ge-
lehrte soll anordnen; man stellt die Wissenschaft aus
Tatsachen her, wie man ein Haus aus Steinen baut;
aber eine Anhdufung von Tatsachen ist so wenig eine
Wissenschaft, wie ein Steinhaufen ein Haus ist.

Und vor allem: der Forscher soll voraussehen.
Carlyle hat irgendwo folgendes geschrieben: ,Nur die
Tatsache hat Bedeutung; Johann ohne Land ist hier
vorbeigegangen; das ist bemerkenswert, das ist eine
tatsdchliche Wahrheit, fiir die ich alle Theorien der
Welt hergeben wiirde.* Carlyle war ein Landsmann von
Bacon; wie der letztere, so legte auch Carlyle Gewicht
darauf, seinen Kultus ,,for the God of Things as they
are* zu betonen; aber doch wiirde Bacon dergleichen
nicht gesagt haben. Das ist die Sprache des Historikers.
Der Physiker wiirde vielleicht sagen: ,,Johann ohne Land
ist hier vorbeigegangen; das ist mir sehr gleichgiiltig, weil
er nicht wieder vorbeikommt.*

Wir wissen, daB es gute und daB es schlechte Expe-
rimente gibt. Die letzteren hdufen sich nutzlos; wenn
man hundert oder gar tausend solche macht, so wiirde
doch die einzige Arbeit eines wirklichen Meisters, wie
z. B. Pasteur, geniigen, um sie der Vergangenheit anheim-
fallen zu lassen. Bacon wiirde das wohl verstanden
haben; er ist es, der das Wort experimentum crucis er-
funden hat. Aber Carlyle hitte es nicht verstanden.
Eine Tatsache ist eine Tatsache; ein Schiiler hat eine
gewisse Zahl an seinem Thermometer abgelesen, er
braucht dazu keine Kenntnisse; aber gleichviel, er hat
die Zahl abgelesen, und wenn es nur auf die Tatsache
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ankommt, so ist dies ebensogut eine tatsichliche Wahr-
heit, wie das Vorbeipassieren des Konigs Johann ohne
Land. Was ist denn ein gutes Experiment? Es ist ein
solches, welches uns etwas anderes als eine isolierte
Tatsache erkennen 14Bt; es ist ein solches, welches uns
voraussehen 148t, d. h. ein solches, welches uns erlaubt
zu verallgemeinern.

Denn ohne Verallgemeinerung ist das Voraussehen
unmoglich. Die Umstidnde, unter welchen man operiert
hat, werden sich niemals zugleich wieder einstellen. Die
beobachtete Tatsache wird sich nicht noch einmal ab-
spielen; das einzige, was man festhalten kann, ist, daf
unter analogen Umstidnden eine analoge Tatsache ein-
treten wird. Um vorauszusehen, muB3 man zum mindesten
die Analogie zu Hilfe nehmen, und das heit wiederum:
verallgemeinern.

So vorsichtig man auch sein mag, so mu man doch
interpolieren; das Experiment gibt uns nur eine gewisse
Anzahl von isolierten Punkten, man muB sie durch einen
kontinuierlichen Linienzug verbinden, damit haben wir
eine wirkliche Verallgemeinerung. Aber man geht weiter,
die Kurve, welche man zieht, geht zwischen den beobach-
teten Punkten durch und nahe bei diesen Punkten vor-
bei; sie geht nicht durch diese Punkte selbst. Somit
beschrinkt man sich nicht darauf, das Experiment zu
verallgemeinern, man verbessert es; und der Physiker,
welcher sich dieser Verbesserungen enthalten und sich
tatsdchlich mit dem vollig nackten Experimente begniigen
wollte, wire gezwungen, ganz merkwiirdige Gesetze aus-
zusprechen.

Die ganz nackten Tatsachen kénnen uns also nicht
geniigen; darum brauchen wir eine geordnete, oder viel-
mehr organisierte Wissenschaft.

Man sagt oft, daB man ohne vorgefaBte Meinung
experimentieren soll. Das ist nicht méglich; dadurch
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wiirde nicht nur jedes Experiment unfruchtbar gemacht,
sondern man wiirde sich etwas vornehmen, das man
nicht ausfithren kann. Jeder tridgt in sich seine Welt-
anschauung, von der er sich nicht so leicht loslésen
kann. Wir miissen uns z. B. der Sprache bedienen, und
unsere Sprache ist von lauter vorgefaBten Meinungen
durchdrungen, und es kann nicht anders sein. Es sind
unbewufite vorgefalBte Meinungen, die tausendmal gefdhr-
licher als die anderen sind.

Behaupten wir nun, daB wir das Ubel nur ver-
schlimmern, wenn wir andere vorgefaite Meinungen mit
vollem BewuBtsein zulassen? Ich glaube es nicht; ich
meine vielmehr, daB dieselben sich gegenseitig das Gleich-
gewicht halten werden, daB sie wie Gegengifte wirken;
sie werden sich im allgemeinen schlecht miteinander
vertragen; sie werden miteinander in Konflikt geraten
und uns dadurch zwingen, die Dinge unter verschiedenen
Gesichtspunkten zu betrachten. Das ist hinreichend, um
uns frei zu machen; man ist kein Sklave mehr, wenn
man sich seinen Herrn wihlen kann.

Dank der Verallgemeinerung li8t uns so jede be-
obachtete Tatsache eine gro8e Anzahl anderer voraus-
sehen; nur diirfen wir nicht vergessen, daB die erste
allein gewiB ist, die anderen alle nur wahrscheinlich
sind. So fest auch eine Voraussage begriindet erscheinen
mag, so sind wir doch niemals absolut sicher, daB das
Experiment sie auch bestitigen wird, wenn wir eine
Priifung vornehmen. Aber die Wahrscheinlichkeit ist
oft so groB, daB wir uns in der Praxis mit ihr zufrieden
geben konnen. Es ist besser, ohne absolute GewiBheit
vorauszusagen als gar nichts vorauszusagen.

Man darf daher niemals eine Priifung von der Hand
weisen, wenn sich Gelegenheit zu einer solchen bietet.
Aber jedes Experiment ist langwierig und schwierig, die

wissenschaftlichen Arbeiter sind wenig zahlreich, und die
Poincaré, Wissenschaft und Hypothese. 3. Aufl. 10
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Anzahl der Tatsachen, welche wir im voraus bestimmen
sollen, ist ungeheuer grof}; im Verhiltnis zu dieser Menge
wird die Anzahl der direkten Priifungen, welche wir
vornehmen konnen, immer verschwindend klein bleiben.

Das wenige, was wir direkt erreichen kénnen, miissen
wir uns moglichst zu Nutze machen; jedes Experiment
muB so eingerichtet sein, daB es uns erlaubt, die groBt-
mogliche Anzahl von Tatsachen mit dem héchstméglichen
Grade von Wahrscheinlichkeit vorauszusehen. Diese
Aufgabe besteht sozusagen darin, den Nutzeffekt der
wissenschaftlichen Maschine méglichst zu erhéhen.

Man gestatte mir, die Wissenschaft mit einer Bibliothek
zu vergleichen, welche unaufhérlich wachsen soll; der
Bibliothekar verfiigt fiir seine Ankdufe nur iiber unge-
niigende Mittel; er muB sich bemiihen, dieselben nicht
zu vergeuden.

Die Experimental-Physik spielt die Rolle des Biblio-
thekars; sie ist mit den Ank#ufen beauftragt; sie allein
kann also die Bibliothek bereichern.

Was die mathematische Physik betrifft, so hat sie
die Mission, den Katalog herzustellen. Wenn dieser
Katalog gut gemacht ist, so wird die Bibliothek deshalb
nicht reicher; aber der Katalog ist fiir den Leser not-
wendig, um sich die Reichtiimer der Bibliothek zu Nutze
zu machen.

Indem der Katalog ferner den Bibliothekar auf die
Licken seiner Sammlungen aufmerksam macht, setzt er
ihn in den Stand, von seinen Mitteln einen verniinftigen
Gebrauch zu machen; und das ist um so wichtiger, als
diese Mittel génzlich ungeniigend sind.

Das ist also die Rolle der mathematischen Physik,
sie muB die Verallgemeinerung in dem Sinne leiten, daB
sie, wie ich mich soeben ausdriickte, den Nutzeffekt der
Wissenschaft erh¢ht. Durch welche Mittel ihr dies
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gelingt und wie sie es ohne Schaden durchfiihren kann,
haben wir noch ndher zu priifen.

Die Einheit der Natur. — Vor allem miissen wir
beachten, daB jede Verallgemeinerung bis zu einem ge-
wissen Grade den Glauben an die Einheit und die Ein-
fachheit der Natur voraussetzt. In Betreff der Einheit
ist keine Schwierigkeit vorhanden. Wenn die verschiede-
nen Teile des Universums sich nicht wie die Organe
eines und desselben Kérpers verhielten, so konnten sie
nicht aufeinander wirken, sie wiirden sich gegenseitig
nicht kennen, und wir insbesondere, wir wiirden nur
eines dieser Organe kennen. Wir brauchen deshalb
nicht weiter zu fragen, ob die Natur einheitlich ist, son-
dern nur, wie diese Einheit zu stande kommt.

Was den zweiten Punkt angeht, so ist die Sache
nicht ebenso leicht. Es ist nicht sicher, daf3 die Natur
einfach ist. Konnen wir ohne Gefahr fiir uns so handeln,
als ob sie einfach wire?

Es-gab eine Zeit, in der die Einfachheit des Gesetzes
von Mariotte ein oft zu Gunsten der Genauigkeit dieses
Gesetzes angerufenes Argument war, eine Zeit, in der
Fresnel selbst, nachdem er in einer Unterredung mit
Laplace geduBert hatte, daB die Natur sich aus analy-
tischen Schwierigkeiten nichts mache, sich verpflichtet
fiihlte, Erkldrungen zu geben, um die herrschende An-
schauung nicht zu sehr zu verletzen.

Heute haben sich die Meinungen dariiber sehr ge-
indert; und dennoch sind diejenigen, welche nicht daran
glauben, daB die natiirlichen Gesetze einfach sein miissen,
gendtigt, sich wenigstens so zu stellen, als ob sie es
glaubten. Sie konnen sich dieser Notwendigkeit nicht
ganz entziehen, ohne jede Verallgemeinerung als un-
moglich und folglich auch jede Wissenschaft als unmog-
lich hinzustellen. :

Es ist klar, daB eine Tatsache, welche es auch immer

10*
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sein mag, auf unendlich viele Arten verallgemeinert
werden kann, und es handelt sich darum, zu wihlen;
die Wahl kann nur durch Betrachtungen iiber die Ein-
fachheit geleitet werden. Nehmen wir den allergewOhn-
lichsten Fall, den der Interpolation. Die Punkte, welche
unsere Beobachtungen darstellen, verbinden wir durch
eine kontinuierliche, moglichst regelm#Bige Linie. Warum
vermeiden wir dabei scharfe Ecken und zu plotzliche
Wendungen? Weshalb lassen wir nicht die Kurve nach
freier Laune Zickzacklinien beschreiben? Wir tun es
nicht, weil wir im voraus wissen, oder zu wissen glauben,
daB das auszudriickende Gesetz nicht so kompliziert sein
kann, um dergleichen zu rechtfertigen.

Man kann die Masse des Jupiter entweder aus den
Bewegungen seiner Trabanten berechnen oder aus den
Storungen der groBen Planeten oder aus denjenigen der
kleinen Planeten. Wenn man das Mittel aus den Resul-
taten dieser drei Methoden nimmt, so findet man drei
sehr benachbarte, aber doch verschiedene Zahlen. Man
konnte dieses Resultat erkldren, indem man voraussetzt,
daB der Koéffizient der Schwerkraft in den drei Féllen
nicht derselbe ist; die Beobachtungen wiren dadurch
viel besser dargestellt. Warum verwerfen wir diese Inter-
pretation? Wir tun es, nicht, weil sie téricht ist, son-
dern weil sie unniitz kompliziert ist. Man wird sie nur
dann annehmen, wenn sie sich uns aufzwingt, und sie
zwingt sich uns bis jetzt noch nicht auf.

Alles zusammengefaBt, wird meist jedes Gesetz fiir
einfach gehalten, bis das Gegenteil bewiesen ist.

Diese Gewohnheit dringt sich ‘den Physikern aus
Griinden auf, welche ich soeben erklirt habe; aber wie
soll man diese Gewohnheit rechtfertigen im Hinblick auf
Entdeckungen, welche uns tiglich neue, immer reichere
und immer zusammengesetztere Einzelheiten zeigen? Wie
soll man sie mit eben der Empfindung von der Einheit
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in der Natur vereinbaren? Denn wenn alles von ein-
ander abhingt, kénnen Beziehungen, an denen so viele
Objekte teilnehmen, nicht einfacher Natur sein.

Wenn wir die Geschichte der Wissenschaft studieren,
treten zwei Erscheinungen auf, welche sozusagen ein-
ander entgegengesetzt sind: bald versteckt sich die Ein-
fachheit unter komplizierten Erscheinungen, bald ist im
Gegensatze dazu die Einfachheit sichtbar und verbirgt
auBerordentlich komplizierte wirkliche Vorginge.

Was gibt es Komplizierteres als die gestorten Be-
wegungen der Planeten, und was gibt es Einfacheres als
das Newtonsche Gesetz? Hier verhéhnt die Natur, wie
Fresnel sagt, unsere analytischen Schwierigkeiten, wendet
nur einfache Mittel an und erzeugt durch ihre Ver-
bindung, ich weiB nicht, welch’ ein unlésliches Gewirre.
Hier ist die Einfachheit versteckt und wir miissen sie
erst entdecken.

Die Beispiele des Gegenteils sind im Uberflule vor-
handen. In der kinetischen Theorie der Gase faBt man
Molekiile, die mit groen Geschwindigkeiten begabt sind,
ins Auge, deren Bahnen durch unaufhérliche Stofle ver-
indert, die seltsamsten Gestalten zeigen und den Raum
nach allen Richtungen hin durchschneiden. Das Be-
obachtungsresultat ist das einfache Gezetz von Mariotte;
jede einzelne Tatsache war kompliziert; das Gesetz der
groBen Zahlen hat die Einfachheit im Durchschnitte
wiederhergestellt. Hier ist die Einfachheit nur schein-
bar, und die grobe Beschaffenheit unserer Sinne verhindert
uns, die Kompliziertheit zu bemerken.%?)

Viele Erscheinungen gehorchen einem Gesetze der
Proportionalitit: warum tun sie dieses? Weil es in
diesen Erscheinungen ein Etwas gibt, das sehr klein
ist. Das einfache Erfahrungsgesetz ist dann nichts anderes
als eine Ubertragung dieser allgemeinen analytischen
Regel, nach welcher das unendlich kleine Anwachsen
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einer Funktion dem wunendlich kleinen Anwachsen der
Variabeln proportional ist. Da in Wirklichkeit diese
Zunahme nicht unendlich klein, sondern nur sehr klein ist,
so ist das Gesetz der Proportionalitit nur annihernd
und die Einfachheit nur scheinbar. Was ich soeben aus-
spreche, betrifft die Regel der Superposition kleiner Be-
wegungen, deren Anwendung so fruchtbringend ist und
welche die Grundlage der Optik bildet.™)

Und wie steht es mit dem Newtonschen Gesetze
selbst? Seine so lang verborgene Einfachheit ist vielleicht
nur scheinbar, Wer kann wissen, ob sie nicht aus irgend
einem komplizierten Mechanismus entsteht, aus dem StoBe
irgend einer feinen, unregelmiBig bewegten Materie, und
ob sie nicht nur durch das Spiel der Mittelwerte und
groBen Zahlen einfach wurde? Auf jeden Fall ist es
schwierig, nicht vorauszusetzen, daB das wirkliche Gesetz
ergidnzende Glieder enthilt, welche fiir kleine Entfernungen
merkbar werden kénnten. Wenn diese weiteren Glieder
gegeniiber dem ersten Gliede (das dem Newtonschen
Gesetze entspricht) in der Astronomie vernachlissigt
werden, so ist das nur eine Folge der ungeheuren GréSe
der kosmischen Entfernungen.?)

Wenn unsere Forschungsmittel immer schirfer werden,
so werden wir ohne Zweifel das Einfache unter dem
Komplizierten, dann das Komplizierte unter dem Ein-
fachen entdecken, dann wieder von neuem das Einfache
unter dem Komplizierten und so fort, ohne daB wir
voraussehen konnen, womit diese Kette schlieBen wird

Man muB irgendwo aufhéren, und damit die Wissen-
schaft moglich sei, muB3 man aufhéren, wenn man die
Einfachheit gefunden hat. Das ist der einzige Boden,
auf welchem wir das Gebdude unserer Verallgemeine-
rungen errichten kénnen. Aber wird dieser Boden solide
genug sein, wenn diese Einfachheit nur scheinbar ist?
Das miissen wir noch untersuchen.
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Um das zu konnen, wollen wir sehen, welche Rolle
der Glaube an die Einfachheit in unseren Verallgemeine-
rungen spielt. Wir haben ein einfaches Gesetz in einer
ziemlich groBSen Anzahl von besonderen Fillen verifiziert;
wir konnen unmoglich zulassen, dafB3 diese so oft wieder-
holte Bestdtigung ein bloBer Gliickszufall sei, und wir
schlieBen daraus, daBl das Gesetz im allgemeinen Falle
wahr sein muf.

Keppler bemerkt, daf die von Tycho beobachteten
Orte eines Planeten sich alle auf einer und derselben
Ellipse befinden. Er kommt nicht einen Augenblick auf
die Idee, daB Tycho infolge eines seltsamen Zufalls den
Himmel immer nur in dem Moment betrachtet hitte, in
welchem die wirkliche Bahn des Planeten im Begriffe
war, diese Ellipse zu schneiden.

Was ist uns daran gelegen, ob die Einfachheit der
Wirklichkeit entspricht, oder ob sie eine komplizierte
Wahrheit verdeckt? Moge sie nun dem Einflusse der
groBen Zahlen, welche die individuellen Verschiedenheiten
ausgleicht, zu verdanken sein, oder moge sie der GroBe,
bezw. der Kleinheit gewisser GréBen, welche gestattet,
gewisse Glieder zu vernachldssigen, zu verdanken sein,
auf keinen Fall ist sie dem Zufalle zu verdanken.
Diese Einfachheit, ob sie nun wirklich oder scheinbar
ist, hat immer eine Ursache. Wir kénnen also immer
dieselbe Uberlegung machen, und wenn ein einfaches
Gesetz in verschiedenen besonderen Fiéllen beobachtet
ist, so koénnen wir mit Recht voraussetzen, daB es auch
in den analogen Fillen noch wahr sein wird. Wenn
wir diese SchluBfolgerung ablehnen, so hieBe das dem
Zufalle eine unstatthafte Rolle zuerteilen.

Es besteht indessen ein Unterschied. Wenn die Ein-
fachheit wirklich und tiefgehend wire, so wiirde sie der
anwachsenden Genauigkeit unserer MeBinstrumente Wider-
stand leisten; wenn wir also glauben, daB die Natur im
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tiefsten Grunde einfach sei, so miissen wir aus einer an-
gendherten Einfachheit auf eine strenge Einfachheit
schlieBen. Das hat man frither getan; wir haben nicht
mehr das Recht, so zu handeln.

Die Einfachheit der Kepplerschen Gesetze ist z. B.
aur scheinbar. Das verhindert nicht, daB sie sich fast
auf alle analogen Systeme des Sonnensystems anwenden
lassen, aber es verhindert, daB sie streng genommen ge-
nau sind.

Die Rolle der Hypothese. — Jede Verallgemeine-
rung ist eine Hypothese; der Hypothese kommt also
eine notwendige Rolle zu, welche niemand je bestritten
hat. Allein sie muB immer sobald als moglich und so
oft als moglich der Verifikation unterworfen werden; es
ist selbstverstdndlich, daBl man sie ohne Hintergedanken
aufgeben muB, sobald sie diese Priifung nicht besteht.
Man macht es tatsichlich so, aber manchmal verdrieBt
es uns, so handeln zu miissen.

Diese verdrieBliche Stimmung ist nicht gerechtfertigt;
der Physiker, welcher im Begriff ist, auf eine seiner
Hypothesen zu verzichten, sollte im Gegenteil froh sein,
denn er findet eine unverhoffte Gelegenheit zu einer
Entdeckung. Ich setze natiirlich voraus, daB er seine
Hypothese nicht leichtsinnig angenommen hatte, und daB
letztere allen bekannten Faktoren standhielt, welche
moglicherweise auf die beobachtete Erscheinung einen
EinfluB iiben konnten. Wenn die Verifikation nicht
moglich ist, so liegt es daran, daB irgend etwas Uner-
wartetes, AuBergewShnliches vorliegt; man muB also Un-
bekanntes und Neues entdecken.

Ist nun die so umgestoBene Hypothese unfruchtbar?
Weit gefehlt, man kann sagen, daB sie mehr Dienste
geleistet hat wie eine richtige Hypothese; sie hat nicht
nur Gelegenheit zu dem entscheidenden Experimente
gegeben, sondern man wiirde sogar dieses Experiment
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zufillig gemacht haben, und keinerlei Schliisse daraus
gezogen haben, wenn man die Hypothese nicht gemacht
hdtte; man wiirde darin nichts AuBerordentliches gesehen
haben, man hitte nur eine Tatsache mehr festgestellt,
ohne daraus die geringsten Folgerungen abzuleiten.

Unter welcher Bedingung ist dann die Benutzung der
Hypothese ohne Schaden?

Der feste Vorsatz, sich dem Experimente unterzu-
ordnen, geniigt nicht; es gibt trotzdem geféhrliche Hypo-
thesen; das sind vorerst und hauptsichlich diejenigen,
welche stillschweigend und unbewufBt gemacht werden.
Weil wir solche Hypothesen benutzen, ohne es zu wissen,
sind wir unfihig, sie aufzugeben. In diesem Falle kann
uns die mathematische Physik einen Dienst erweisen.
Durch die Genauigkeit, welche ihr eigentiimlich ist,
zwingt sie uns, alle Hypothesen zu formulieren, welche
wir ohne die Mathematik unbewuBt benutzt hitten.

Wir wollen andererseits bemerken, dafl es wichtig
ist, die Hypothesen nicht {iberméBig zu vervielfdltigen und
sie einzeln nacheinander aufzustellen. Wenn wir eine,
auf vielfache Hypothesen gegriindete Theorie bilden,
welche unter unsern Primissen mufl dann notwendiger-
weise gedndert werden, wenn das Experiment die Theorie
widerlegt? Das zu wissen ist unmdglich. Und umge-
kehrt, wenn das Experiment gelingt, wird man dann
glauben alle Hypothesen auf einmal verifiziert zu haben?
Wird man glauben, mit einer einzigen Gleichung mehrere
Unbekannte bestimmt zu haben?

Man muBl Sorge tragen, unter den verschiedenen
Arten von Hypothesen zu unterscheiden. Es gibt vor-
erst solche, welehe ganz natiirlich sind, und denen man
sich kaum entzichen kann. Es ist schwer, nicht voraus-
znsetzen: daB der EinfluB sehr entfernter Korper ganz
und gar zu vernachlissigen ist, daB die kleinen Be-
wegungen einem linearen Gesetze gehorchen, dafl die
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Wirkung eine stetige Funktion ihrer Ursache ist. Das-
selbe gilt von den durch die Symmetrie uns auferlegten
Bedingungen. Alle diese Hypothesen bilden sozusagen
die gemeinsame Grundlage aller Theorien der mathe-
matischen Physik. Sie wiren die letzten, die man auf-
geben kénnte. ,

Es gibt eine zweite Kategorie von Hypothesen; welche
ich als indifferente bezeichnen méchte. In den meisten
Fragen setzt der Analytiker im Anfange seiner Berech-
nung entweder voraus, daf die Materie kontinuierlich ist
oder daB sie aus Atomen zusammengesetzt sei. Er
kdnnte das Umgekehrte tun, und seine Resultate wiirden
sich deshalb nicht #ndern; er wiirde nur mehr Miihe
haben, sie zu erreichen, das wire alles. Wenn also das
Experiment seine SchluBfolgerungen bestitigt, wird er
dann z. B. glauben, die wirkliche Existenz der Atome
bewiesen zu haben?

In den optischen Theorien fithrt man zwei Vektoren
ein, von denen der eine als Geschwindigkeit, der andere
als Wirbel betrachtet wird. Das ist wieder eine indiffe-
rente Hypothese, weil man zu denselben SchluBfolge-
rungen gelangt, wenn man genau das Gegenteil tut. Der
Erfolg  des Experimentes kann also nicht beweisen, da8
der erste Vektor wirklich eine Geschwindigkeit ist; er
beweist nur, daB er ein Vektor ist; das ist die einzige
Hypothese, welche man tatsichlich in die Voraussetzungen
eingefilhrt hat. Um dem Vektor die konkrete Bedeu-
tung zu geben, welc<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>