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Yorwort.

Auf Wunsch der Fachprofessoren der Maschinenbauabteilung un-
serer Hochschule halte ich seit einigen Jahren besondere Vorlesungen
iiber die Berechnung mehrfach gelagerter und gekropfter Kurbelwellen.
Der eingehenderen Beschéftigung mit diesem Sondergebiet der Festig-
keitslehre verdankt das vorliegende Biichlein, das vor allem dem
schaffenden Ingenieur der Praxis dienen will, seine Entstehung. Fiir
die Unterstiitzung bei der Druckfehlerberichtigung bin ich meinem
Kollegen Professor K. Kérner und meinem Assistenten Ingenieur
W. Zeidler ebenso zu Dank verpflichtet wie dem Verlag fiir die
treffliche Ausstattung, die er meiner Arbeit gegeben hat.

Prag, im November 1925.
A. Gessner.
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Einleitung.

Die vorliegende Arbeit soll vor allem dem schaffenden Ingenieur
der Praxis bei der Berechnung von mehrfach gelagerten Kurbel-
wellen wechselnden Durchmessers, sowie von gekropften Kurbelwellen
an die Hand gehen. Kurbelwellen mit mehreren Krépfungen werden
heute im Bau von Dampfmaschinen und Verbrennungsmotoren aller
Art in so weitgehendem MaBe angewendet, dall sie zweifellos zu den
wichtigsten Bauteilen des Maschinenbaues gehdren. Da von der
richtigen Wahl ihrer Abmessungen sehr viel abhingt, so mufl es
eigentlich wundernehmen, daf ihre statische Berechnung bisher
sehr im argen liegt. Zumeist begniigt man sich damit, wenn eine
Berechnung iiberhaupt angestellt wird, die mehrfach gelagerte Welle
ohne Riicksicht darauf, daB ihre Lagerung statisch unbestimmt ist,
in Teilwellen zu zerlegen, die dann als frei aufliegende Triger be-
handelt werden. Im Schrifttum findet sich verstreut wohl eine Reihe
von Arbeiten?), die sich mit der richtigen Berechnung derartiger
Wellen befassen. Am bekanntesten diirften aber die diesem Gegen-
stande besonders gewidmeten Schriften von EnBlin (,Mehrmals ge-
lagerte Kurbelwellen mit einfacher und doppelter Kropfung, Stutt-
gart: Arnold Bergstrisser 1902) und Gompertz (,Uber abgesetzte
und gekropfte Wellen“, Berlin: Leonhard Simion Nchf. 1913) ge-
worden sein. EnBlin behandelt indes in seiner Arbeit nur einige
besondere Fille von drei- und vierfach gelagerten, einfach oder dop-
pelt gekrpften Wellen in einer Berechnungsweise, die auflerordentlich
umsténdlich ist und sich auf andere Félle nur schwer iibertragen
laft. Gompertz versucht zwar eine allgemeine Losung, doch sind
auch seine Formeln so verwickelt und uniibersichtlich, daB es be-
greiflich erscheint, wenn sie keine weitere Verbreitung finden konnten;
iberdies enthélt die letztgenannte Arbeit auch verschiedene, nicht
unbedenkliche Irrtiimer und Unrichtigkeiten.

Ein fiir die Praxis brauchbares Verfahren mufl vor allem iiber-
sichtlich und tunlichst einfach sein, damit der praktische Ingenieur
nicht gleich von Anfang vor dem Anblick endloser Formeln zuriick-

1) Siehe u. a.: Duffing: Beitrag zur Bestimmung der Formverinderung
gekropfter Kurbelwellen. — Holzer: Drehschwingungen. 8. 6. Berlin: Julius
Springer 1921. — Heidebroek: Berechnung von mehrfach gekrépften schnell-
laufenden Wellen, Maschinenbau, Gestaltung, H. 4. 1922.

Gesgsner, Kurbelwellen. 1



2 Einleitung.

schreckt. Bei theoretisch moglichst einwandfreier Behandlung miissen
die gewonnenen Ansétze allgemein und fiir die verschiedensten Wellen-
formen und alle Kurbelstellungen anwendbar sein. Die notwendigen
Entwicklungen sollen auch fiir den Durchschnittsfachmann, dem
tieferes Eindringen in die Elastizitits- und Festigkeitslehre nicht
moglich ist, leicht verstindlich sein. Vor allem aber muBte auf eine
iibersichtliche Bezeichnung der gréBte Wert gelegt werden, damit die
Anwendung der entwickelten Formeln auch dann noch ohne Irrtiimer
moglich ist, wenn auch ihre Entwicklung nicht voll erfafit wird; mit
anderen Worten, der ganze Rechnungsgang sollte weitgehend mecha-
nisiert werden.

In der folgenden Arbeit glaubt der Verfasser diesen Anspriichen
gerecht geworden zu sein. Zur statischen Losung mehrfach gelagerter
und abgesetzter, gekropfter oder nicht gekropfter Wellen werden
EinfluBzahlen verwendet. Die Gleichungen zur Berechnung dieser
EinfluBzahlen aus den Abmessungen der Wellen sind verhéltnisméBig
sehr einfach; die gefundenen EinfluBzahlen gestatten die Berechnung
nicht nur der statisch unbestimmten Stiitzenwiderstinde, sondern auch
der Neigungswinkel der Welle in den Lagern fiir alle méglichen Kurbel-
stellungen. Auch die Berechnung der Durchbiegungen nicht gekropfter
Wellenteile ist leicht durchfiihrbar. Die beziiglichen Gleichungen fiir
die Berechnung der statisch unbestimmten GréBen werden durch
Verwendung der EinfluBzahlen sehr iibersichtlich und verstdndlich.

Zu einer leicht faBlichen Entwicklung der Formeln fiir die Ein-
fluBzahlen konnte mit einfachsten Mitteln das Auslangen gefunden
werden, wobei es sich noch herausstellte, daB es unter Verwendung
einiger bekannter Lehrsitze aus der Festigkeitslehre gar nicht notig
ist, von der einseitig eingespannten Welle auszugehen, wie das in
‘den frither genannten Arbeiten geschehen ist. Es ergaben sich weiters
sehr einfache Zusammenhinge zwischen den Forménderungen einer
Kropfung in der Krépfungsebene und senkrecht zu dieser, die- dann
in den Formeln fiir die beziiglichen EinfluBzahlen zum Ausdruck
kommen und bisher anscheinend noch nicht klar erkannt worden sind.

Zum besseren Verstindnisse der theoretischen Entwicklungen, die
mit zahlreichen Abbildungen versehen wurden, war es aber unerlaSlich,
die Anwendung des Rechnungsverfahrens an einigen praktischen Bei-
spielen zu zeigen. Von den 9 durchgerechneten Beispielen sind mit
Absicht die Beispiele 1, 2 und 5 den vorgenannten Arbeiten von
EnBlin und Gompertz entnommen, um die wesentliche Vereinfachung
des neuen Verfahrens klarzulegen®).

1y Alle Zahlenrechnungen in den Beispielen sind nur unter Verwendung
eines Rechenschiebers von 50 em Lénge durchgefiilhrt worden.



Einleitung. 3

Bei mehr als fiinffach gelagerten Kurbelwellen, deren Kropfungen
nicht in einer Ebene liegen oder unter 90° versetzt sind, kommt
man allerdings bei der Berechnung der statisch unbestimmten GroBen
zu sehr langen Gleichungsgruppen, deren Auflosung im allgemeinen
zu umstindlich ist. Doch wird es sich nach Ansicht des Verfassers
immer empfehlen, zunichst die richtigen Ansétze anzuschreiben und
dann erst zu Vereinfachungen durch Vernachlissicungen zu greifen,
deren EinfluB auf das Ergebnis dann viel klarer erkannt wird. Der
iibliche Vorgang der Berechnung solcher Wellen durch Zerlegung in
frei aufliegende Teilwellen ist unter allen Umstéinden zu verwerfen,
weil die Ergebnisse desto unrichtiger und unsinniger werden, je héher
der Grad der statischen Unbestimmtheit der Welle und je grofer
deren Beanspruchung ist.

Die Durchrechnung der Beispiele ist im allgemeinen nur bis zur
Ermittlung der statisch unbestimmten Stiitzenwiderstinde durchgefiihrt
worden; in den Ausdriicken fiir deren Werte treten die angreifenden
Krifte als allgemeine Grofen P, P,,... auf. Die zahlenméBige Er-
mittlung dieser Kréafte aus den Dampf- oder Gasdriicken unter Be-
riicksichtigung der Beschleunigungsdriicke usw. fiir verschiedene
Kurbelstellungen und die Bestimmung der ungiinstigsten Kurbel-
stellung muBl dem Konstrukteur iiberlassen bleiben, da eine beziig-
liche Entwicklung den Rahmen dieser Schrift weitaus iiberschreiten
wiirde. Ist die statische Losung der Aufgabe gelungen, so bereitet die
Berechnung der auftretenden Spannungen in den einzelnen Wellen-
teilen aus den Biegungs- und Drehmomenten zwecks Vergleich mit
der zuldssigen Anstrengung des Baustoffes der Welle keine Schwierig-
keiten mehr. Man kommt bei der Durchrechnung ausgefiihrter Wellen
zu der Erkenntnis, dall diese zumeist reichliche Abmessungen auf-
weisen und ein Bruch durch Uberschreitung der zulidssigen Inanspruch-
nahme meist nicht zu befiirchten ist.

Weit wichtiger ist die nur auf Grund einer statisch einwandfreien
Loésung mogliche Bestimmung der Lagerdriicke und der Neigungs-
winkel der Wellen in den Lagern, durch die eine Schrigstellung der
Wellenachse bedingt wird. Bei Uberschreitung der zulissigen Werte
droht in beiden Fillen nicht nur ein Warmlaufen der Welle, sondern
auch eine iiberm#Bige Abniitzung in den Lagerschalen, die zu einer
Verschiebung in der Lagerung fiihren mufl. Welche einschneidende
Verinderung in den Stiitzendriicken und damit in der Beanspruchung
der Welle bei Senkung oder Hebung eines Lagers eintreten miissen,
ist im letzten Abschnitt gezeigt. Wellenbriiche werden daher wohl
in der Regel nicht auf zu hohe Spannungswerte infolge ungeniigender
Abmessungen der Welle, als vielmehr auf die Folgen der Forménde-
rungen der Welle zuriickzufiihren sein.

1*



4 Einleitung.

SchlieBlich soll noch dem Einwand begegnet werden, dafl eine
genaue, statisch richtige Berechnung ohnedies in vielen Fillen zweck-
los sei, weil eine dynamische Beanspruchung der Wellen vorliege.
Dieser Einwand kann nur fiir abnorme Beanspruchungen gelten, die
stoB- oder schlagweise erfolgen, keinesfalls aber bei ruhigem Lauf
der Maschinen. Da der Stabl die Fahigkeit besitzt, in Tausendsteln
von Sekunden betréchtliche bleibende Forménderungen auszubilden,
so erfolgt die Fortpflanzung elastischer Impulse und das Anwachsen
der hierdurch erzeugten Spannungen jedenfalls mit auBerordentlicher
Schnelligkeit. Man wird also von einer allméhlich anwachsenden,
daher statischen Belastung auch dann noch sprechen kénnen, wenn
dieses Anwachsen von Null auf den Hochstwert bei Motoren mit
htheren Umdrehungszahlen innerhalb sehr kurzer Zeitrdume erfolgt.
Etwas anderes sind natiirlich die durch Gleichgewichtsstérungen ein-
tretenden kritischen Biegungs- oder Drehungsschwingungen, deren
Untersuchung bei mehrfach gelagerten Wellen aber wieder erst er-
folgen kann, wenn die Welle durch Anbringung der richtigen Stiitzen-
widerstinde ins freie Gleichgewicht gebracht wurde.



A. Mehrfach gelagerte Wellen ohne Kropfung.

1. Bestimmung der Stiitzenwiderstinde mehrfach

gelagerter Wellen.

Eine Welle mit wechselnden Abmessungen des Durchmessers sei

in kPunkten gelagert (Abb. 1).

Gerade bildet.

mit a, b...: bezeichnet.

Die Lagerpunkte liegen durchwegs
in gleicher Hohe, so dal die Wellenachse, wenn vom HEigengewicht
der Welle abgesehen wird, im unbelasteten Zustand eine wagrechte

Die Wellenldngen zwischen den Lagerpunkten sind
Zwischen je zwei Lagerstellen modge eine

der Lasten P,, P,...P; lotrecht nach abwirts wirken, eine Be-

b Pa: Ga o 75 e—flp —rt Qo4 e

A By AT Ky WM R WUW . HIM Ay K

- - t— - =il

Ral a Ry Re ¢ R, Ry ; Ry
Abb. 1.

schrankung, die sowchl hinsichtlich der Richtung wie auch der An-
zahl der wirkenden Krifte spéter fallen gelassen werden kann. Die
Stiitzenwiderstinde in den Lagerpunkten R, R, . . . R;, R, sind gleich-
falls lotrecht gerichtet und liegen in einer Ebene mit den Lasten P,
so daB die #uBeren Krifte, unter deren Wirkung die Welle steht,
eine ebene Kriftegruppe bilden.

Die drei Gleichgewichtsbedingungen der Statik fiir ebene Krifte-
gruppen reichen zur Bestimmung der % unbekannten Stiitzenwider-

stinde R nicht aus.

Wenn die Welle, wie dies in der Wirklichkeit

stets der Fall ist, kleine Verschiebungen in ihrer Achsenrichtung
erfahren kann, dann ist sie (k — 2)-fach statisch unbestimmt.

Man denke sich nun die Welle durch lotrechte Querschnitte iiber
den Mittellagern in lauter Teilwellen zerlegt, die man zunéchst als

in ihren Endpunkten frei aufliegende Tréger ansehen kann.

In

Abb. 2 sind die beiden benachbarten Teilwellen ¢ und b dargestellt.
Die Stiitzenwiderstande dieser frei aufliegenden Teilwellen lassen sich

sofort angeben.

In Hinkunft sollen alle zu einer Teilwelle gehérigen GréBen
die Bezeichnung der Stitzweite dieser Teilwelle als Zeiger
erhalten, also alle zur Teilwelle a gehorigen den Zeiger a,



6 Mehrfach gelagerte Wellen ohne Kropfung.

die zur Teilwelle b gehdrigen den Zeiger b usw. Ferner sollen
alle AuflagergréBen am linken Ende einer Teilwelle mit dem Zeiger 1,
am rechten Ende mit dem Zeiger 2 versehen werden. Die Stiitzen-
widerstinde der frei aufliegenden Teilwellen a und b sind dem-
entsprechend mit R, ;, und R, , bzw. E, ;, und R, , zu bezeichnen.

' | ’ ¢
/ N b \
y; Fa. Ta \\"I }G/—Pb % \\
1/
.1 / Pa N2 o 1 7} N2
SN~ 527" (o \“\1%1.-2\*%@’/
R‘l,f NS m——— - a,2 Rb’q < Rb,z
a ‘ b
Abb. 2.

Setzt man weiters fest, daB iiblicherweise die Stiitzenwider-
stinde mit - -Vorzeichen versehen werden, wenn sie nach
aufwirts gerichtet sind, so erhélt man die Gleichungen:

90 P
Ra,lzpa';’ Ra,‘zzpa';a

. p (1)
Rb Pb bb’ Rb,‘z:Pb'f

Zur Ermittlung der Stitzenwidersténde R, R, ... R, R, der un-
geteilten Welle geniigt es aber nicht, die so berechneten Stiitzen-
widerstinde der frei aufliegend gedachten Teilwellen entsprechend
zu summieren. Wiren die Teilwellen @ und b tatséchlich von ein-
ander unabhingig, so miiBte sich der Endquerschnitt der Welle a
iiber deren rechtem Auflager unter Wirkung der Last P, um .den
Winkel ¢, , gegen seine urspriinglich lotrechte Lage neigen, wéhrend
die Endtangente an die elastische Linie gegen die unverformte wag-
rechte Wellenachse denselben Winkel ¢, , bilden miilite (Abb. 2);

ebenso miifite s1ch der Endquerschnitt der

A e Teilwelle b iiber deren linkem Auflager um
/M?X'{ <y \ einen Winkel ¢, , neigen und die Endtan-

¢ ;\ s gente mit der Wagrechten den Winkel ¢, ,
2 I ] einschlieBen. Tatséchlich hingen aber beide
-7 \ ’ Teilwellen zusammen; ihr gemeinsamer End-
——a.-———><—\'\———b— querschnitt wird daher, sofern nicht ein
~teny . Bruch der Welle eintreten soll, eine be-

Abb. 3. stimmte Neigung gegen seine urspriingliche

Lage haben, so daB die Endtangenten der
elastischen Linien beider Teilwellen im gemelnsamen Auflager in
eine Gerade fallen (Abb. 3).



Bestimmung der Stiitzenwiderstinde mehrfach gelagerter Wellen. 7

Trifft man beziiglich der Vorzeichen fiir die Winkel der
Endtangenten gegen die zugehérige Verbindungsstrecke 1, 2 der Lager-
punkte die Bestimmung, daB sie 4+ zu bezeichnen sind, wenn
die Neigung der Endtangente an die elastische Linie durch
eine Drehung nach unten, dagegen —, wenn sie durch eine Dre-
hung nach oben entstanden ist, so folgt die Bedingungsgleichung:
Po, 2= — P, 1 (1a)

,

Um die durch Gl (1a) ausgesprochene Bedingung zu erfiillen, ist
es notwendig, am rechten Ende der Teilwelle ¢ und am linken Ende
der Teilwelle b je ein Biegungsmoment M, anzubringen, durch das
die Endquerschnitte, die unter Wirkung der Lasten P, und P, ver-
schiedene Neigung annehmen wiirden, so lange zuriickgedreht werden,
bis sie in eine gemeinsame Ebene fallen, bzw. bis die Endtangenten
an die elastischen Linien der Teilwellen in eine gemeinsame Gerade
kommen. Da an den inneren Lagern der Welle niemals &uflere
Krifte iibertragen werden, so miissen beide Biegungsmomente M,
aus Gleichgewichtsgriinden an GroBe einander gleich und dem Dreh-
sinn nach entgegengesetzt gerichtet sein; sie sollen Lagermomente
genannt werden.

Solche Lagermomente 2, M, ... M, sind nun auch an allen
tibrigen Schnittstellen der Welle anzubringen (Abb. 1). An den
AuBlenlagern der Welle werden von der Lagerung herriihrende Mo-
mente nicht auftreten. Wohl aber konnen hier Momente M, und M,
durch #uBere Kréfte erzeugt werden; der Vollstindigkeit halber
wurden auch diese Momente angebracht, sie sind aber von vornherein
alsbekannt anzusehen. Wenn sie

nicht vorhanden sind, dann hat S
. . yJ)
man sie gleich Null zu setzen. 7J/ p
Wirkt auf den rechten End- - )
querschnitt eines Triigers von der ’ @ z

Stiutzweite @ ein Moment M, so Abb. 4.

miissen diesem Moment Stiitzen-

widersténde D das Gleichgewicht halten, die ein Drehmoment gleicher
GroBe, aber entgegengesetzten Drehsinnes ergeben (Abb. 4). Unter
Beachtung der Festsetzung iiber das Vorzeichen der Stiitzenwider-
sténde ergibt sich

M M
Dl-_—‘—"g, D2=+’E

Wirken nun an beiden Enden der Teilwellen ¢ und b Momente
(Abb. 1), so ergeben sich fiir die von ihnen erzeugten Stiitzenwider-
stinde die Werte:
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p MM MM,

a,1 a 2 a,? a (lb)
M —M M, — M
Db,I:_ch’ Db,az'——b"*“b

So erhdlt man schlieBlich die wirklichen Stiitzenwiderstéinde R, im
AuBenlager 4 und R, im Lager B zwischen den Teilwellen ¢ und b
(Abb. 1) als Summe der Stiitzenwiderstinde, herrithrend von den
Lasten P, und P, und der Stiitzenwiderstéinde, herrithrend von den
Lagermomenten mit

Ra=Ru,1+Du,1
Rb=Ru,2 +Rb,1+‘Da,‘z +Db,1
und mit den Werten aus den Gl (1) und (1b)
R,=P,- . _M,— M,
a. a
Mb - Mu _ Mc - Mb
a b

Pa q
Rb=Pa'7+Pb'?b+

Damit ergibt sich fiir siimtliche Stiitzenwiderstinde R, bis R,

—p.% M M,
R,=F, a+ a a
—p.Payp. B _ N atb M,
By=F, a-{—P” b a + 4, ab b
2)
Pt My, ybre M
»RC_P” b+P° c b e be c
_p. b M M
Ro=F i i + P

In diesen Gleichungen sind zunichst die (k — 2) Lagermomente
M, ... M, unbekannt. Zu ihrer Bestimmung dient die Bedingung
der paarweisen Gleichheit der Neigungswinkel der Querschnitte iiber
allen inneren Lagern, die durch GL (l1a) ausgesprochen ist; man
erhilt daher in den Ausdriicken

2

Pa,0a ™ — Pp,1
Py 2= —(pc,l
Pe,a = — Pa,s A (3)

Pr,e = — Pia

>
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(k — 2) Bedingungsgleichungen, die zur Ermittlung der unbekannten
Lagermomente dienen.

Folgt nun der Baustoff der Welle, dessen ElastizititsmaB mit &
bezeichnet sein moge, dem Proportionsgesetz, so lassen sich fiir die
Neigungswinkel folgende Werte anschreiben:

Pa,1 =% (Pa' Ya,1 —M,- P M, B, 1)

=
N
|
N
K
[
=
oo

(4)

Py, 0 = 7, Vo0 — My ey o — M, - B, 5)
1

‘Pi,l'—““"(Pi' Yio1— M- "‘1’,1“M1c'/31',1)
1

qgi,e:‘E"(Pi'?’i,e”‘%‘ o — M, - :31,,)

Die Bedeutung der Koeffizienten ist leicht zu erkennen. L#Bt
man z. B. an der Teilwelle a (Abb. 1) die Momente M, und M, ver-
schwinden und setzt die Last P,=1kg, so ergibt smh aus der
obigen Gleichung fiir ¢, ,

1

‘pa,1=”E" Va1 (42)

Der Koeffizient y, .1 geteilt durch das Elastlzmatsmaﬁ E stellt daher
die GroBe des Neigungswinkels des linken Endquerschnittes 1 der
frei aufliegenden Teilwelle @ dar, wenn die Welle mit der Last von
1 kg an der Angriffsstelle von P, belastet ist. Ebenso wird fiir
Py=0, M, =0 und M, =1 cmkg aus der dritten Gleichung unter 4

1

P17 — 7 % (4D)

Der Koefhzient «, ; geteilt durch E stellt daher die GroBe der
Neigung dar, die der linke Endquerschmtt 1 der freiaufliegenden
Teilwelle b durch die Wirkung eines Lagermomentes M, — 1 cmkg
erfihrt, das am linken Wellenende wirkt. Die Beitrélge, die die
Lagermomente M zu den Neigungswinkeln liefern, sind mit — -Vor-
zeichen eingesetzt, weil die Momente durch Zuriickdrehen die GroBe
der Neigung der Endquerschnitte vermindern, die bei voneinander
unabhiingigen Teilwellen unter Wirkung der Lasten P entstehen wiirde.
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Die GroBen «, §, y sind daher sogenannte EinfluBzahlen. Der
EinfluB der Lasten P ist stets mit y bezeichnet; die Zeiger
geben an, auf welchen Lagerquerschnitt sich die Einflu$3-
zahl bezieht, z. B. Ya, auf den rechten Endquerschnitt der
Teilwelle a.

Die EinfluBzahlen der Momente sind mit « und S be-
zeichnet. Wirkt ein Moment beziiglich einer Teilwelle an deren
linkem Ende, so werden seine EinfluBzahlen fiir diese Teil-
welle mit o bezeichnet und erhalten iiberdies noch die Zeiger 1

! x 1 & >
A I M, M
S iz, 2=
4 B \ [
! XLaf g 2 ! \b & !
E %i >/@\%,ZE e b,r/< b2 _ ’»4’
L Bar Bz 1 B S|

Abb. 5

oder 2, je nachdem sie zum linken oder rechten Lager dieser Teil-
welle gehoren. Wirkt das Moment dagegen beziiglich einer Teilwelle
an deren rechtem Lager, so erhalten seine EinfluBzahlen die
Bezeichnung 3. So liefert z. B. das Moment M, (Abb. 5), das
beziiglich der Teilwelle @ an deren rechtem Ende wirkt, fiir diese
Welle die EinfluBzahlen B,, und B, o, dagegen fiir die Teilwelle b
die Einflufzahlen ¢, , und ocb - Das Schema der Bezeichnung geht
aus Abb. 5 Klar hervor.

Fihrt man die Ausdriicke fiir die Winkel ¢ aus den Gl (4) in
die Bedingungsgleichungen GI. (3) ein, so erhdlt man mit

P, vae+ Py Vb1 T Ma'“a,Q:Mb(ﬁa,a“}““b,1)+Mc'ﬂb,1
P,- 7b,‘z+P 7’c1—M""bz“*‘M(ﬁbn‘i‘“m)‘f‘M'lgcl
Pc'?’c,eﬁ‘ 7d1"‘M “M"{’M(ﬂ +°‘d1)+M Igan (5)

Ph'Vh,s’f“Pi'Vm M,- :311—M wh°+M(lBh°+‘x¢1)

eine Gruppe von (k — 2) linearen Gleichungen, aus denen man, da
M, und M, als bekannt anzusehen sind, die unbekannten Lager-
momente M, ... M, berechnen kann. Durch Einsetzen der gefundenen
Werte in die Gl (2) erhdlt man schliefllich die gesuchten Stiitzen-
widerstéinde R, ... R,, womit die Aufgabe statisch gelost ist. Die
Losung bedingt natiirlich die Kenntnis der EinfluBzahlen, die aber
nicht von der Gr6Be der Lasten und Lagermomente, sondern lediglich
von den Abmessungen der Welle und der Stellung der Lasten gegen
die Lager abhingen.
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Wirken z. B. auf eine Teilwelle b statt einer Last P, zwei Lasten
P, ; und P, , (Abb. 6) mit den Lagerab-

standen Dy15 Q1 Und py,, ¢, ., 80 dndern  <p,, Tv,1
sich in den Gleichungsgruppen 2, 4 und 5 - Py s T2
nur jene Glieder, in denen die Last P, vor- 1 i 42 5
kommt. So werden die Gl. fiir R, und R, i )
unter Gl (2) nunmehr lauten Abb. 6.
p 5,1 Bo M, a+b M,
o= Po gt H Byt P o = 0 I =
(6a)
. pb 1 pb 2 M, btc M,
B, = + 5 + P ¢ b X, “be ¢

Bezeichnet man die EinfluBzahlen fiir P, ; mit Yo, 91 und 7 4y, und
jene fiir P, , mit g 5, und V6,92 5O andern sich die linken Seiten
der Gleichungen unter Gl (5), in welchen P, vorkommt in

Pa‘?’a,g + Pb,l'y(b,l);_{_ Pb,e'?’(b,‘z)] =
Pb,1‘7’(b,1)2 + Pb,z‘?’(b,?)e + Pc'Vn,1 =

Wirken die Lasten P,, P, ... P, nicht lotrecht, so lege man durch
die Wellenachse eine wagrechte und eine lotrechte Belastungs-
ebene und zerlege alle Krifte P in ihre wagrechten Seitenkrifte
P,y Py Y und in ihre lotrechten Seitenkrifte Pa v Loy Py
Die - Rechnung ist dann fiir beide Kriftegruppen in ganz glelcher
Weise durchzufiiliren, wobei die ermittelten EinfluBzahlen o, B,y
fiir beide Belastungsebenen unverindert beniitzt werden.
Man erhilt dann die Lagermomente M, ., M, , .. M, ,, und Stiitzen-
widersténde B, ,, R, , .. . B, ,, die in der Wagrechten und die Lager-
momente 2, , oo -+ M, und Stiitzen-

widerstdnde Ra s R,, T A die in der lot- 'T‘*‘
rechten Belastungsebene wirken; die Seiten-
krafte der Stutzenvvlderstande R,,mdR, ,

R, ; und R, <R, und E, smd dann nach
GroBe und Richtung zu den resultierenden + =
Stiitzenwiderstinden R, R, ... R, zusammen-
zusetzen.

Fir die Stiitzenwiderstéthde in der wag- \L_

rechten Belastungsebene soll festgesetzt wer- Abb. 7.
den, daB sie - zu zihlen sind, wenn sie
nach links gerichtet sind; damit ergibt sich unter Beachtung der fritheren
Festsetzung fiir die Kréfte in' der lotrechten Belastungsebene der in
Abb. 7 festgelegte Richtungssinn der Stiitzenwiderstinde,
der im folgenden unverindert beibehalten werden soll. Auf welcher

(6Db)
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Stirnseite der Welle der Beobachter seinen Standpunkt wahlt, ist
gleichgiiltig, nur muf dieser dann fiir die ganze Rechnung beibe-
halten werden. Die Seitenkrédfte der angreifenden Kréfte
P, ,P,...P, sind mit -Vorzeichen einzufiithren, wenn sie in
ihrer Belastungsebene - gerichtete Stitzenwiderstéinde
erzeugen.

2. Bestimmung der EinfluBzahlen ¢ und p fiir die
Lagermomente.

Eine Teilwelle ¢ habe die in Abb. 8a dargestellte Form; die den
verschiedenen Durchmessern entsprechenden Trigheitsmomente seien
Jy, Jy, J;. Die freiaufliegende Teilwelle sei zunéchst nur durch das
Moment M, =1 cmkg, wirkend am linken Lagerquerschnitt 1, be-
lastet (Abb. 8¢). Zwei im Abstand dx unendlich benachbarte Wellen-
querschnitte in der Entfernung # vom linken Auflager werden sich
dann nach den Regeln der Biegungslehre um den Winkel

M-dex
Y=gy

gegeneinander neigen, wenn M das Biegungsmoment und J das Trig-
heitsmoment im Querschnitt # bezeichnet. Der Winkel ¢, (Abb. 8b),
um den sich der linke Lagerquerschnitt 1 gegen den rechten Lager-
querschnitt 2 neigt, gleichzeitig der Winkel zwischen den Endtangenten
an die elastische Linie, ergibt sich durch Integration iiber die ganze
Wellenldnge a mit

my My a
B, = Jl.fde -+ Jifde + }fde.
1 2 3
0 my Mg

Die Integrale f Mdzx stellen die Fldacheninhalte der Biegungs-
momentenfliche dar, die unter Wirkung des angreifenden Momentes
M, entsteht; diese Momentenfliche ist ein Dreieck iiber der Grund-
linie @, das man erhédlt, wenn man tiber dem Lager 1 das Moment
M, =1 cmkg antrigt (Abb. 8c). Die Momentenfliche teile man in
Teilflichen F, 1, F, 2, F, 35, die sich iiber die Wellenteile gleichen
Tragheitsmomentes erstrecken. HEs ist dann

F, a,l F, o, 2 F, ,3
Bopg="202 1 Z%®2 L T%3
¥ 7, + 7, + A
Bei der Verformung der Welle wird sich der linke Endquerschnitt
der Welle iiber dem Lager 1 gegen seine urspriinglich lotrechte Lage
um den Winkel ®,, 1, der rechte Endquerschnitt um ¢, , neigen
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(Abb. 8b). Die Summe beider Neigungswinkel muB natiirlich ¢, er-
geben, daher ist

Setzt man nun

Fa,l Fa,g Fa,B
ﬁx,l_' J1 ) fa,2_‘ J2 ) fa,S“" J3’

so wird

a
E"Pa':E"Pa,l "{"E"pa.g =fa,1+fa,2+fa,3= %‘fa'
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Nun ist aber entsprechend Gl (4b) der Wert E.¢, , nichts anderes
als die Einflufizahl &, , und ebenso E.@,, = ¢, ,, daher ist

a
‘xa,lq}—‘xa,‘l:%’fa' (73})

Die GL (7a) reicht aber zur Bestimmung der beiden EinfluBzahlen
Oy und Uy o noch nicht aus, da man nicht weiB, wie sich die Ge-
°amtnelgung @, auf die beiden Lagerquerschnitte verteilt. Um dies
zu ermitteln, braucht man aber nur die Flichengrofen f, 1, fa,2, fa,s
als lotrechte Lasten in den Schwerpunkten s, i, 84,2, 8,5 der Mo-
mentenflichen F, 1, F, ¢, F, 3 wirken zu lassen (Abb. 8¢). Die durch
diese Belastung in den Lagern der Welle a erzeugten Stiitzen-
widerstinde stellen bereits die EinfluBzahlen «, 1 und «,,
dar, die man in iiblicher Weise leicht berechnen kann Zur Auf-
stellung der Momentengleichung wéhle man aus spéter zu erérternden
Griinden stets jenen Auflagerpunkt als Drehpunkt, auf den
die Spitze des Momentendreiecks fallt, im vorliegenden Fall
also 2. Dann ist, wenn die Schwerpunktsabstinde von 2 mit x, i,
Ty 2, ¥q,3 bezeichnet werden,

‘xa,l = fa,l'xa,l + fa,2'xa,2 + fa,B'xa,Ei .
Setzt man noch
Smz:(,lzfon,l'xm,l’ 21)/Em,‘z::](‘¢J:,2""vot,2’ %a,3=fa,3’xa,3>

so ist
a
1
1=E'2 M, . (7b)
0

Die Gl (7a) liefert dann sofort die zweite EinfluBzahl

a
aa,‘z:%}fa——aa 1° (7C>

Um die EinfluBzahlen 8, und 8, , der Teilwelle a zu finden, 1aBt

man im rechten Lagerquerschnitt 2 das Moment M, = 1 cmkg

wirken (Abb. 8d). Die Zerlegung der Momentenfliche in Teilflichen

erfolgt in #hnlicher Weise. Nur hat man jetzt als Drehpunkt fiir

die Aufstellung der Momentengleichung zur Bestimmung der EinfluB-
zahlen B, , und g, , als Stiitzenwiderstéinde der mit
F, Fps

fp1= i fﬂ,2:"j;‘: fp,s = js

belasteten Welle den Lagerpunkt 1 zu wéhlen, auf den die Spitze des Mo-
mentendreiecks fillt. Es ist mit Mg 1 = fz,1-%p,1, Mps,2 = fp,2-Tp,2. .+
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a
1
Bojg =5 My (74)
0
Da natiirlich wieder
ﬁa,l—'}—ﬁa,?:%’fﬂ (73)

ist, so erscheint auch f,, bestimmt.

Nach dem bekannten Satz von Maxwell iiber die Gegenseitig-
keit der Forménderungen muB aber der Einfluf} «, Y den das im
Lagerquerschnitt 1 wirkende Moment M, = 1 cmkg im Lagerquer-
schnitt 2 erzeugt, ebenso grof sein, wie der EinfluB g, ,, den das
im Lagerquerschnitt 2 wirkende Moment M, = 1 cmkg im Lager 1
erzeugt, so dafl die EinfluBzahlen auch noeh durch die Gleichung
2,2 l6 a,1 (8>

s

o

miteinander verbunden sind.

Wirken die Lagermomente M, = M, = 1 cmkg gleichzeitig, so
wird die Biegungsmomentenfliche ein Rechteck (Abb. 8e). Werden
ihre Teilflichen mit 7, F, und F, bezeichnet und setzt man

P L NP
fy J,’ fa J,’ fa J,’
so gilt
Dfa+2f=21, (9)
0 0 0

denn die rechteckige Momentenfliche ist die EinfluBfliche fiir den
ganzen Neigungswinkel der Endquerschnitte unter Wirkung beider
Momente.

Besteht eine Teilwelle nur aus zylindrischen Teilen verschiedenen
Durchmessers, so gestaltet sich die Berechnung der Gréfien f, f., fz,
Mo, M sehr einfach, denn die Teilflichen der Biegungsmomenten-
flachen sind ja einfache geometrische Gebilde wie Rechtecke, Trapeze
und Dreiecke. '

Wirkt auf die Welle a eine Einzellast P, so empfiehlt es
sich fiir die spitere Berechnung der EinfluBzahlen Va1 und
749 dieser Last jenes Wellenstiick gleichen Durchmessers, auf
das die Kraft P, einwirkt, nochmals durch die Kraftrich-
tung von P, zu untertellen Damit ergeben sich z. B. in Abb. 9
je 5 Momententeilflichen. Mit den Bezeichnungen dieser Abbildung
erhdlt man dann: , :
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Fiir die GréBen f der rechteckigen Momentenfléche
(Abb. 9b):
fﬁF1_1‘(“-”)1) 904.07 M
A ndt o d,*
64
f_17'_2__1-(n:l ni) _ 904 ny — My
J, mdyt B d,*
64
Ny — N,
fo = =2O,4:-~—30l34 g
n, — M
fi= = 20,4- 3d44_4
n
f, = = 20,44
d.*
3
< Pa = ot
! S
S 4\
T T S !
— - - > - o - ——
BN ~
7L ¥ v | k* ¥ 12
[ | a
- m ! 1 :
- i om < nz—
| | 1729
L 1 ms ;n I I’ZJ 7,
i [ (i i | “
UG R i A i A i 2 T ]
] ]
¥!l )
t e P P 7
n 6‘"*5 fuz | ' | | |
S @ o2 | A i 1
?,, w3 T Sl |
Ko, 1
OCaI, - X, a2
; 1 Ko 4>
Foc %c,z #,3 )‘49#\ @#‘xa,%
Abb. 9.

Fiir die GroBen f, und M, der dreieckigen Momentenfliche fiir das
Moment M, = 1 cmkg iiber dem linken Auflager 1 (Abb. 9c) ergibt

sich:
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F, 1 a®—n? a* — n,*?
= 102~ 1
fa J,  ad* 2 ’ d,*
64
1 n?—n,?
g = =10,2.—. 2 2
fau 107 a d24
1 n2?—an,? 11
p - :10,2.5.% (11)
1 n?2—n?
= —1092.—..8 4
fa4 107 a d44
1 n
fo,5= :102';'075%
1 a®*—n’ a®—nb
EIYEoz,l—fo:.l"'l:on: dl—; "773a'L 678* - d14—1‘
64
1 n’—n?
o = . = 6.8.—. 1 2
Tha,s T a dyt
3__ .8
M, 5 — ’ :6,3.l.@7;"_3 (12)
, p A
1 n%—nS’
Mo,a = :6,8-;~ 3 d44 4
1 »npB
9j(‘:a,f):: ’ :698';‘a—42

Ebenso erhilt man fiir die GroBen f; und 9t (Moment M, = 1 cmkg
iitber dem rechten Auflager 2):

1 2
=102. — . L
fp.1 @ dt
1 m?—m?
29 =102 .~ . 2 1
ff.u 10’ a de4
1 m3
- 68. —.
Mp. 1 a4
1 m?2—m?
Mpo— 68. —. 2 M
Ws, o a R

Sehr hiufig kommen in Wellen auch Stiicke von Kegelstutzform

(konische Ubergiéinge) vor (Abb. 10a). Das Trigheitsmoment ist dann

fir die dem konischen Teil entsprechende Biegungsmomententeil-
Gessner, Kurbelwellen. 2
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flichen nicht mehr gleichbleibend. Der Durchmesser an einer be-
liebigen Stelle des kegelférmigen Stiickes sei d, das zugehorige
Tragheitsmoment J,. Mit den Bezeichnungen der Abb. 10a, b und ¢

|
7 2
- - 43— - o - a)
f i
! ‘a \!
< | | j
35 m S ; >}
< i My —t e ny %-f .
AR
X ®
Vg x | lzi b)
-—'\\\ o ] Lol
E T | ode Ve | '
"8 \\\\\\ | "
; T
xoc, !
Foo4
Abb, 10.

ermitteln sich dann fiir die GroBen f, fo und M, der dem konischen
Wellenstiick entsprechenden Momententeilflichen folgende Ausdriicke :

g ng
. 1-dx’_64 1.da
A=) ==) &
Ny U2
. . Ny — Ny d> +dydy 4 d?
fy =204 3 dy? - d.® (14)
ferner
g Ny
[ M-dY 64 [1-2-dd
fa""‘—_ J, T T a-dt
Ny
g — T n,
fa =102 =250 Lzs <2+ ) Faa 3<2+ )} (15)
und endlich
ng Ny
M-2-dx 64 1.-2'%. daf
Ma,a="fo,a- ““’—Jﬂ =4 f"'a—T
Ty Mg
Tog — N n, T M, n,
9)?0:,4 = 678 .2 a ¢ (d‘;s?: d5 o dggzi (;59 _}— d3 '4d g) (16)
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Diese Werte gehen mit d;= d, = d, sofort in die Ausdriicke fiir
einen zylindrischen Wellenteil vom gleichbleibenden Durchmesser
d, entsprechend den Gl (10) bis (12) iiber; da sie symmetrisch
gebaut sind, so kann man auch die Werte fiir fz,4 und s . sofort

a:nSClllelben :
' 3 a ’ d d ( > < d )

(17)
|

: <d ‘Tt ar d"+d32d>

Diese Ausdriicke gelten, glelchgultlg ob d; >d, ist oder um-
gekehrt, nur hat man genau auf die Bezeichnung der Abb. 10 zu
achten; fallt der konische Teil nicht, wie angenommen, in die
4. Momententeilfliche, sondern z. B. in die 2., so sind alle Zeiger
entsprechend zu dndern: an Stelle von 4 tritt 2, wihrend die Zeiger
3 und 5 durch 1 und 3 zu ersetzen sind. Die Ausdriicke fiir 9%, 4
und Mz 4 haben aber nur Giiltigkeit als Glieder der Momenten-
gleichungen (7b) und (7d), fiir deren Aufstellung bekanntlich jener
Auflagerpunkt als Drehpunkt verwendet wurde, auf den die
Spitze der beziiglichen dreieckigen Momentenfldche fillt.
Im anderen Falle ergeben sich wesentlich verwickeltere Ausdriicke.

Hat man die Werte fiir die f, f, und 9, unter Verwendung der
Gl (10), (11) und (12) bzw. (14), (15), (16) gefunden und deren
Summen iiber die ganze Teilwellenlinge gebildet, so kann man die
gesuchten EinfluBzahlen sofort angeben:

m,

m4—
Mg 4= 6,8 ”

es ist nach GL (7D) = _;_ .Zsma
0
nach Gl (7c) u.(8) | «,,=48,, :Zfa —a,,
0
nach Gl (9) Da=2r=t.
0 0 0

nach Gl (7e) Be :Zf,; — B
0

(18)

Die Berechnung der Werte f; und s mit Hilfe der Gl (13) bzw.
(17) ist also im allgemeinen iiberfliissig und braucht héchstens
zur Uberpriifung der Rechnung mittels der Gl (7d, e) durchgefiihrt
zu werden.

A
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Dagegen bilde man fiir die Berechnung der EinfluBzahlen y, ,
und y,, der Kraft P,, die im folgenden Abschnitt besprochen
werden wird, noch folgende Teilsummen, die dem linken Wellenteil
vom Auflager 1 bis zum Angriffspunkt der Last P,, daher von
0 bis p, entsprechen, also z B. im Falle der Abb. 9:

pa
Dt =fitfath
0

pa

Dl =futFfastfus

0
! (19)

D M= M1+ M + Mas
0

?, P, P,
Dts =)=
0 1 0

Hat die Teilwelle o zylindrische Form mit unveréinderlichem
Durchmesser d auf die ganze Linge @, dann vereinfachen sich die
Werte fiir die EinfluBzahlen auBerordentlich. Es wird

a
Uy 2 = ﬂa,l =34 - d*
(20)

a
g1 ™ Boo=20, =638 - pr!

3. Bestimmung der EinfluBzahlen y fiir die Lasten P.

Wirkt auf die Teilwelle @ (Abb. 11a) eine Last P, =1 kg in der
Entfernung p, vom linken Auflager 1 und ¢, vom rech’oen Auflager 2,
so ist die Blegungsmomentenﬂache ein Dreieck mit der groBten

V.[omentenordlnate p“ Pa’ 9o gher der Angriffstelle von P, (Abb. 11b).

Zerlegt man die Momenbenﬂache wieder entsprechend den wechseln-
den Durchmessern bzw. Trigheitsmomenten und der Lage von P,
in Teilflichen F, ;... F, 5, die dann dieselben Breiten haben wie
die Teilflichen der Momentenﬁachen fur die Lagermomen’ce in Abb. 9
und 148t in den Schwerpunkten dieser Teilflichen s, y...s, s die
Grofien
F, _F
f 7,15 1 f .5 T }’5

1 5
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als Krifte wirken, so stellen die sich ergebenden Stiitzenwiderstinde
Va1 und y,, bereits die gesuchten Einflufizahlen dar. Verlingert
man die Momentenlinie iiber dem rechten Wellenteil ¢, bis zur
Auflagerlotrechten durch 1, so wird auf dieser der Abschnitt p, ab-
getrennt. Die Momentordinaten der Momentenfliche fir P, = 1 kg
sind daher einfach p, mal so grof als die Ordinaten der Momenten-

fliche iiber demselben Wellenteil fiir das Lagermoment M, =1,
wirkend im Lagerquerschnitt 1 (Abb. 11¢); ebenso sind die Momenten-
ordinaten fiir P, =1 iiber dem linken Wellenteil p, das g, fache
der Ordinaten der Momentenfliche fiir das Lagermoment M, =1
in 2 (Abb. 11d). Damit ergibt sich aber sofort

a », a
Va,1 -+ Va2 ”_‘207707 =2f¢ +‘Zf7

ya,1+?’a‘3 /P ,_/fﬂ_!_pa, Zfa (21)

Bezeichnet man nun jenen Teil der ElnﬂuBzahlen , o und o, o, der
dem Wellenteil ¢, entspricht, mit e, D, und ¢, q, und ebenso die

dem Wellenteil p, entsprechenden Telle der EinfluBzahlen £, , w
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Ba,2 mit B, 4 2, und B, 4 » 5 erhédlt man die gesuchten Einflul-
zahlen y,, und y,, mit:
Va1 =494" ﬁ(a, Dy, TP C, g,
Va2 = 9a" ﬂ(a,%)pa + P, “(a,ﬁ)qa'
Nun kann aber nach Gl. (8) ﬂ(a,l)pa = €0y, gesetzt werden; damit

erhilt man
Va1 = P “(a, 2p, + Py - “(a, Dgq, —}_ P, (x(a,l)pa —Pg- u(a, Uy,

Va1 =9a" ‘x(a,‘-‘)Pa -+ Py Gy s

s s

— Py ‘x(a, Hp,*

pa
Nun ist nach Gl (7¢) ¢, Ma:%’f“ — G, 1), daher

P,

Ya,1 = Py * “a,l—!-qaéovfa* (pa+ qa) ' a(a,l)l’a

1 a
und schlieflich mit p,+¢,=@a und «, ,,, = o E N,
“ 0

nach Gl (7b)

?, v,
=p, €+ qa'OZfa—“Ao‘J%a (22)

wofiir man auch schreiben kann
a a
ya,1SQa‘aa,2——Qa2f‘a+Zgﬁa (223’)
v, Dy
Ahnlich erhélt man

P, D, P,
ya,‘Z:pu.wa,‘z—l—qa'%fﬁ_a%fa-{_ggﬁa (23)
oder auch
Voo =4a" Bao— qquﬁ+a2fa (23a)
Pa

Ubrigens folgt y, ,, auch aus Gl (21) wenn y, , berechnet worden ist.

Sind daher die EinfluBzahlen e, 1 und ¢, , der Lagermomente

pll a
bekannt und bei deren Berechnung die SummengroBlen 3'f,, >'fs
[ 0

P,
und ' M, entsprechend den G (19) bestimmt worden, so ist die
0
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Ermittlung der Einfluzahlen y,, und y,, fir P, auBerordentlich
einfach.

Hat die Teilwelle auf die ganze Linge a gleichbleibenden Durch-
messer d, so ergeben sich die Einflufzahlen zu

204 p,-q . 204 p,-4q,
}’alzj‘l{“'ﬁ(l’a+39a), ya,’2:_d_4v—'W(2pa+qtz) (24)

s

Greift die Last iiberdies in der Wellenmitte an, so wird mit

a

Pp=4q,= 9

204 o® 2040

T —— =T e T 25
/fa, 1 /a,‘z d4 16 <2d)4 ( )

Wirken mehrere Lasten P,,, P ,... auf die Teilwelle a, so
hat man zur Bestimmung der EinfluBzahlen Yo, 1 Und ¥, 4y fir
P, 1s V2 wnd ¥, 4, fir P, , nur bei Ermittlung der Einfluzahlen
o und B der Lagermomente auf eine entsprechende weitere Unter-
teilung der Momentenflichen zu achten und gem#f den Gl (19) fiir
jede Last die Teilsummen vom linken Auflager bis zur Angriffsstelle
der Last zu bilden. Durch Einsetzung dieser Summengrofien in die
Gl (22) und (23) erhidlt man die gesuchten EinfluBzahlen fiir jede
Last (siehe die Teiiwelle b im Beispiel 2).

Fiir die Berechnung von Wellen in jenen Abmessungen, wie sie
in der Praxis am h#ufigsten vorkommen, empfiehlt es sich, alle
EinfluBzahlen mit 1000 zu multiziplizieren. Bei Berechnung
der Lagermomente mittels der Bedingungsgleichungen unter Gl. (5)
kénnen die so gefundenen Werte der EinfluBzahlen ohne weiteres
verwendet werden, weil sich ja der Faktor 1000 auf beiden
Seiten der Gleichungen weghebt. Dagegen ist bei Verwendung
der EinfluBzahlen zur Berechnung der Winkelgrolen nach Gl. (4)
oder der Durchbiegungen, die im folgenden Abschnitt 4 gezeigt wird,
wohl zu beachten, daB die EinfluBzahlen dann 1000 mal
grofer sind als ihre wirklichen Werte, daher durch 10% geteilt
werden miissen.

4. Berechnung der Durchbiegungen.

Die Durchbiegungen einer belasteten Einzelwelle a ermittelt man
am einfachsten nach dem bekannten Satz von Mohr unter Ver-
wendung von EinfluBzahlen. Um die Durchbiegung fiir einen be-
liebigen Querschnitt der Welle links von der Kraft P, im Abstand =
vom linken und «’ vom rechten Auflager bei Belastung der Welle durch
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die Momente M, = 1 cmkg, M, = 1 cmkg und die Last P, = 1kg
zu finden (Abb. 12a), hat man nur die GroBen f,, fs und f, als Be-
lastungen anzusehen und die Biegungsmomente fiir diese Belastungen
beziiglich des Querschnittes x zu berechnen. Die so gefundenen Aus-

i’ FPa /ﬁ’ Ga =1
! .
2
b)
'\2
f‘:a.,z
L
e
v
[,

e Jp—==1,
&

R
)

Abb. 12.

driicke geteilt durch das ElastizititsmaB E geben bereits die gesuchten
EinfluBzahlen fiir die Durchbiegung; dabei kann eine ganze Reihe
von Werten, die bei der Berechnung der EinfluBzahlen ermittelt
wurden, Verwendung finden. Zunéchst berechne man noch die Werte
fiir die schraffierten Stiicke der Momentenfliche zwischen den Ab-
szissen n, und @' (Abb. 12b, ¢, d) nach Gl (10), (11) und (12):

]

Ny — &
f”:20’4'2T34“
1 n,?— 22
fop=102 .= 2% (26a)
@ L% a d34
1 3 __ 38
Moy = 6,8 — 2t "
a t‘i;:d3
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und bilde unter Beniitzung der frither gefundenen Werte die Summen
nach Gl (19)

8

S =h+ L+,

jfa = fa,l + fo,,? "{" fa,x

&c[

s ©b

(26b)

Eg [4

0

&OL

z
DIMo = Yo T = Ma,1 + Moo + Mo,q
0

0

Die Durchbiegung unter Wirkung des Momentes M, =1 iiber
dem linken Auflager ist nun durch das Biegungsmoment der durch
die Momentenfliche von M, erzeugten Belastung beziiglich des Quer-
schnittes # gegeben; dabei sind aber die durch diese Belastung er-
zeugben Stiitzenwiderstiinde in Gestalt der EinfluBzahlen ¢, und &, ,
schon bekannt (Abb.12b); daher ist das gesuchte Biegungsmoment

z @ @
Gy y ®— (e —2)=2 - 05,,,1’}"75’27005’* M, .
0 0 0

Ebenso erhdlt man fiir die Durchbiegung unter Wirkung des
Momentes M, = 1 {iber dem rechten Auflager (Abb. 12¢)

\

bor o= Shple—ap) = B = St SMa=a -, +
+x’-$fﬂ—a~%€fﬁ+2:§mﬁ.

Nun ist aber nach GI (8) Ba1=¢,; Weiters gilt unter Beachtung
der Gl (7b, ¢, d, e) allgemein

aZfa~29Jta=a2f,g—2§m,g, (260)
so dafl man setzen kann:

o @ @ x (4
aXfy—22Mp=a Sfo— SNy
0 0 0 0
Damit erhilt man fiir die Durchbiegung durch das Moment M, = 1
z T k4
x'“u,‘z +x/%jfﬂ - a'OZ"fa + %/’%a-

Endlich erhilt man fiir die Durchbiegung, erzeugt von der Last
P,=1kg (Abb.124d) mit f, =g, f;

z z
x'?’u,l - %’qaf/g(x - xﬂ) :x'ya,l - ga%’fﬁ(x - xlg) = x'}’a,l +

+q, (x’ozxfﬁ —a Oéfa + 0291&)
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Sind dann die Lagermomente M, und M, aus der Berechnung der
Stiitzenwiderstinde bekannt, so erhilt man fiir die gegebene Last P,
die Durchbiegung Af, im Querschnitt =

BAf,=Pyfo pap+ 0@ 35 —a St S - }
— M, (-, + w’é’fa - Zém) - , (27)

— Mb(x-oca’a—}—x’OZ’flg——a%?ﬁfa —1~%’x§)ﬁa)

Die Beitriige, die die Lagermomente zum Wert der Durchbiegung
liefern, miissen mit — -Vorzeichen eingesetzt werden, weil diese
Momente die Welle nach aufwirts biegen und so vermindernd auf
die durch Last P, erzeugte Durchsenkung einwirken.

Besonders einfach gestaltet sich aber die Berechnung
der Durchbiegung 4f, unter der wirkenden Last P,, um
die es sich in der Praxis zumeist handeln wird.

Mit ¢ =p,, @’ =g, wird unter Beachtung der Gl (22) und (23)

P, D,
pa.‘xa,l_lL qaZfll - T)Ewtl: Va1
v

Py v, »,
und pa'“a,e+9a%fﬂwa%’fa+%’%’ca:ya,2'

Damit ergibt sich die Durchbiegung unter P,

E‘Afa=Pa(pa'yn,1+qa'7a,2 _pa‘qa'“a,‘z)_- Ma.'}’a,l—- Mb'}’a,‘z (28)

In dieser Gleichung kommen'ﬁberhaupt nur die bereits be-
kannten EinfluBzahlen vor.
Liegt der Querschnitt x rechts von der Kraft P, so bilde

a a a
man die Summenwerte Jf,, 3f; und YM,; die Durchbiegung
x @ @z

ergibt sich dann zu

EAfx = Pa' [x" Va2 — pu(w,éfa - é’ﬂna)] -

— Ma'(x,"xa,‘u"_x,'zalfa_l—ﬁma)'_ (28&)

a @ o
— My (@B, 0 — @ S+ adfe— IMa).
z z z

Selbstverstindlich geht dieser Ausdruck fiir z = p,, ¥ =g, wieder
in den Wert in Gl (28) iiber, wovon man sich unter Beachtung
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der Gl (22a) und (23a) leicht iiberzeugen kann. Wirken auf die
Teilwelle zwei Lasten ein, so kann man die Durchbiegung unter jeder
dieser Lasten durch sinngemifBe Anwendung der Gleichungen (27),
(28) und (28a) gleichfalls leicht finden (siehe Beispiel 6, S. 88).

1. Beispiel: Berechnung der Welle eines 150-PS-Elektromotors (Abb. 13).

Dieses Beispiel ist aus ,Gompertz: Uber abgesetzte und gekropfte Wellen“
entnommen; doch soll der Riemenzug nicht wie dort lotrecht, sondern wagrecht

B, y=Ankergewicht P,y =Gewicht
des Llektromotors der Kiemenscheibe
850 i/ 650 <800 500—>
i S
— 8 [
7 t
2 1500 o 1000 :
—|150 <430 Y — ot 380 — om0 400 — TS0 150
Teilwelle a Teilwelle b
Abb 13.

gerichtet sein, um den praktisch hiufig vorkommenden Fall durchzurechnen,
bei dem nicht alle angreifenden Krifte in einer Ebene liegen.

Wie. im Abschn. 8 erwidhnt, sollen
alle EinfluBzahlen in diesem wie in den
folgenden Beispielen mit 1000 multipli- P %@_ ;}___,t%#

ziert werden. 2
a
et +-77 {
: D S A Ey—
a) Berechnung der Einflufzahlen. My Ty—smt
Teilwelle a (Abb. 14). Abb. 14.
a=150cm,
my = 15, n, =185, _d,=1lcm,
my = 58, n,= 92,
Pa=my= 85, Ge=mn5= 63, d;=d,=170m, ’
my =112, n,= 38, dy =18 cm.

Es ist fiir die zylindrischen Teile nach GI. (10) und fiir den konischen Teil
nach Gl. (14)

fi=204.% d"l 20400 - 15-01—%1—35= = 20,9
1
oy My At dydy 135 —92 1124 11.17 4 172
fo=204 15 g = 20400 = g = 26,7
_904." M _ &ﬁi _
f, =204 d?} 20400 - = = = 6,59
B ny — 65— 88 _ 3
f,=204- 744— = 20400 - 2= = 6,59
38
£,=204. d4 = 20400 5o = = 97,15
a
> f=187,93
0

pd
2f=fitltf=>5419
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, P, v,
Die Werte 3 f, X fa; 3 Mo, die man nach den Gl (19) fiir die Be-
0 0 0

rechnung der Einflufzahlen fiir die Last P, braucht, werden am besten gleich
bei der Summierung der errechneten Einzelwerte f, fo und M. gebildet.

Ferner ist nach Gl (11) und (15)

102 a®—n2 10200 150°—135°
a dt 150 1 114

fa, 2*1'(,)72'%%'[(1301 (2+d> 'd g <2+d>}

fa 1= = 19,36

10200 135~92[ 185 ( 11> 92 ( 17)
S T R S R ER TGRS L R T IS TG T) | = 2125
10,2 n?—ng? 10200 928 — 652 ~
fos= g =m0 1 = = 34

10,2 m,? —m® 10200 65— 382

fat= =" 2 =55 1m = 227
102 n2 10200 38
fas=—" @i~ 150 T3~ = 344
a
3 fu= 50,27
(0]

P,
%;'fa=fa,1+fa,2+fa,3=44,56

und endlich nach Gl (12) und (16)

6,8 a?—n®_ 6800 150° 1858

Mot =2 =g = Tp5 " 108 = 2832
%““’:"6?;?8'("1;”2) (dn;; tasata d‘3>

NG I T
g;ramg:%.gi.”?géﬁf:%.%%ﬁf’f: = 2736
%AZ%?.E&S&W:E%O.@%E“: ~ 1193

68 m® 6800 38
%“'G"T.Q_Rﬁ'ﬁ_ = 87,1

37 9y = 5880,0
0

pll
P Mo = Sﬁa,l‘f‘%a,.‘%”}‘maﬂ = 5673,6
0
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Mit den gefundenen Werten erhdlt man nun aus den GI. (18) die EinfluB-
zahlen fiir die Momente:

d 5880

1
“a,1=;%9ﬁa=—15—0—= =—'39,2

a
Ca,2 = B“;l = 2 fa—" Cg,y = 50127 - 39y2 = 11’07
0

a

Sfs=3f— 3 fa= 87,93 — 50,27 = 37,66
0 0

*
2

<

a
Ba,2= 3 ff — fu, = 37,66 — 11,07 = 26,59
0
und mit dem Wert nach Gl. (19)
pﬂ pﬂ pu
S fp=3[—3 fo="5419 — 44,56 = 9,63
0 0 0

aus den Gl (22) und (23) die EinfluBzahlen fiir die Last P,:
pa pﬂ
Ya,1 = Pg a1+ o 3 fo— 3 Ma=85-39,2 + 65.44,56 — 5673,6 = 556,4
0 0

P, P P,
Va,2 =pa'“a,z+(la%'fﬂ*a§fa+%: Mo
=85-11,07 + 65.9,63 — 150-44,56 4 5673,6 = 560,0 ,

womit alle EinfluBzahlen der Teilweﬂe o gefunden sind.
In gleicher Weise berechnet man nun die EinfluBzahlen der Teilwelle b;
dann ergibt sich folgende

Zusammenstellung der EinfluBzahlen.

. = 89,20 Ba.y = 11,07 Va4 = 56,4
T l u ‘xa,l > > a,1 ’ ’ a,1
eilwelle o g0 = 11,07, Bao = 26,59, Ya.0 = 560,0
. = 20,59 Bs1= 9,69 = 324,2
Teilwelle b %s,1 995 21 69, Vo1 )
erwetle Goo= 9,69, Ba.e = 30,09, Yoo = 358,4

b) Berechnung des Lagermomentes M.

Da die Welle nur dreifach gelagert ist, so ist nur das unbekannte Lager-
moment M, zu bestimmen.
Einwirkende Krifte:

Wagrechte Belastungsebene: P, ;, =6, Riemenzug P ;, = 1530 kg,
Lotrechte Belastungsebene: Ankergewicht P, ,=1500kg,
Gewicht der Riemenscheibe: Pj , =125 kg.

Da die AuBenmomente M, = M, =6 sind, so hat man zur Berechnung von
M, nach der 1. GL unter (5)

Pova,o + Py-ys,, = My (ﬁa,g + &p,4)
560 P, 4 824,2 P, = M, (26,59 -+ 20,59)
M, =1187 P,+ 6,87 P,,
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daher fiir das Moment M, , in der wagrechten Belastungsebene
M, = 6,87 P, ;= 6,87-1530 = 10510 cmkg
und fiir das Moment in der lotrechten Belastungsebene
M, ,=1187P, ,+ 6,87 P, , = 11,87-1500 - 6,87-125 = 18660 cmkg.

c) Berechnung der Stiitzenwiderstidnde.

Fiir die Stiitzenwidersténde erhdlt man aus Gl (2) mit ¢=150, p,=285,
. =65, b=100, p, =¢, = 50 cm

_Pa‘q:z Mb_65 M,
Re= =207 % T is0te ~ 150
= 0,433 P, — 0,0067 M,
_ P, D Pz,-qz, a+b _ 85 50 250
By= ==t =50t o0 Dt 500 o @
= 0,567 P, 40,5 P, + 0,0167 M,
_Pb'pb Mb_50 ' Mb
Bo==%— ~% =100 Ln ~ 150

=0,5P,— 0,01 M,.

Setzt man in diese Gleichungen die entsprechenden Werte fiir die angreifenden
Krifte und Lagermomente ein, so ergeben sich die Stiitzenwiderstinde in
der wagrechten Belastungsebene:

R, ,=—0,0067 M, , = —0,0067.10510 = =—"T0kg

R, =0,5P, 40,0167 M, ;, = 0,5-1580 -+ 0,0167-10510 = 940 kg

R, =05P,,—001M,, =05-1530—0,01-10510 = 660kg

und die Stiitzungswiderstinde in der lotrechten Belastungsebene:
R, ,= 0,433 P, ,—0,0067 34, , =0,438-1500 — 0,0067-18660 = 525kg

Ry, , = 0,567 P, ,+0,5 P, ,+0,0167 M, ,= 0,567 -1500 4 0,5-125 -+ 0,0167.18660
= 1224 kg
R, ,=05P, —001M,, =0,5-125 — 0,01-18660 = — 124 kg.
+ Damit erhdlt man schliellich die resultierenden
T Ra Stiitzenwiderstinde:

R,=)70°+525% = 530 kg
B, = J9402 - 12242 = 1544 kg
— R, =1660°4+ 124> = 672 kg,

% die’ nach Richtung und Lage in Abb. 15 dargestellt
¢ sind.

Abb, 15. e) Berechnung der Neigungswinkel.

Zur Berechnung der Neigungswinkel der Wellen-
achse in den Lagern dienen die Gl (4). Mit M, = M. =0 ist

1

Pa,1 = E'(Pa'}’ad*‘Mb'ﬁa,l)
1

Pa, o = E'(Pa'?’a,z‘“Ml{‘ﬂa.z) =@,
1

#o,0= g Po- 10,0 = M- ,0) -
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Zu beachten ist; dal man jetzt alle EinfluBzahlen durch 1000 zu dividieren

hat. Mit E=2,1-10% kg/em® ergeben sich die Neigungswinkel in der wag-
rechten Belastungsebene:

1
10° @111 = 575" (— MovnBays) = 2100 (11,07-10510) = — 55

1
10%- @, 90 = —10% @5, 1y = TOO.(‘ My, Ba,2) = 0 +(26,59-10510) = —133

210
1
10% 90,00 = 755" Pous 0,0 — Mg, e i, o) = 2100 -(358,4.1530 — 9,69-10510) = 212

und in der lotrechten Belastungsebene:

1
108 94,10 = :"21—00’(Pa,v'7a,1—Mb,v'/9a,1)

2100 -(556,4-1500 — 11,07-18660) = 299

1
10%- 94,0y p = — 106'?7(b,1)v = 21—06'(Pa,v'7a,2 —Mp, - fa,s)

= 2100 -(560 -1500 — 26,59-18660) = 164

1
1059, 9)0 =ﬁm'(Pb,u'}’b,z_Mb.u'%.z)

2100 -(358,4. 125— 9,69.18660) = — 65,

daher die resultierenden Neigungswinkel:
108. ¢, , = J5524-299° =304
108. g, , = 18324 1642 — 211
108. ¢, , = Y2122 652 =222,

f) Berechnung der Durchbiegungen,

Um endlich die groBten, unter dem Ankergewicht und der Riemenscheibe
auftretenden Durchbiegungen zu finden, verwende man die Gl (28); es ist fiir
die Welle a

1
Afe= ‘E"[Pa‘(pa‘?’a.l + 8o Va2 = Pa*Ga %a,9) — M 74,0] ,
daher fiir die wagrechte Belastungsebene (Pa »=0, M, ,=10510 crﬁkg)

1094 fu = ore-(— My, 4 7a.0) = -560-10510 = — 2820

2100 2100

und fiir die lotrechte Belasbungsebene (Pa,» = 1500 kg, M, , = 18660 cmkg)
1

1084 fo,, = 'gm [Pa,v ®Pa*Vays + 92" Vayo—PaGa* Caye) — M, 0"V, 0]

2100 -[1500 (85-556,4 -+ 65-560 —85-65-11,07) —560-18660] =11100.
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Damit ergibt sich die gesamte Durchbiegung 4 f, unter dem Ankergewicht
Af, = 1—10—6-;/ 98202 + 11100 = 0,0115 cm = 0,115 mm .

Ebenso erhilt man fir die Durchbiegung A f, der Welle b unter der Riemen-
scheibe bei Verwendung der Gleichung (28)

1
4 fb:E [Py (o 70,1+ Qo 78,0~ P05 0,0) — M -¥5,4]

108.4 f, , = — 2581, 108.4 £, , = 5400
4f = 0,006 cm = 0,06 mm .

Durch Riemenscheiben, Schwungrader, Anker u. dgl., die auf einer
Teilwelle aufgekeilt sind, kann die Welle ortlich versteift werden.
Die Forminderungen der entsprechenden Wellenteile werden durch
die Versteifung vermindert, was eine Anderung der EinfluBzahlen zur
Folge haben muB. Bei gekropften Kurbelwellen (Abb. 16) wird eine
solche Versteifung der zylindrischen Wellenteile durch den Ansatz
der Wellen- und Kurbelzapfan an die Kurbelarme bewirkt. Nach
Versuchen von Eugen Meyer (Z. V.d. I. 1909, S. 294f) kann man
diese Versteifung beriicksichtigen, indem man die Wellen- und den
Kurbelzapfen von der Mitte jedes Kurbelarms an auf ein Drittel der
Kurbelarmdicke als vollkommen starr ansieht.

Will man bei der Berechnung der EinfluBzahlen ¢, f und y auf
die Versteifung einzelner Wellenteile Riicksicht nehmen, so hat man
nach Abb. 9b und ¢ die Momentenflichen entsprechend den ver-
steiften Stiicken der Wellenachse durch weitere Teilflichen zu unter-
teilen. Bei Berechnung der Werte £, f, und 9%, dieser Teilflichen
nach den GI. (10), (t1), (12) ist statt des wirklichen Wellendurch-
messers ein geschitzter, groBerer Wert einzufithren, Wird das ver-
steifte Stiick als’' starr angesehen, was einem unendlich groBen Trig-
heitsmoment entspricht, so bleibt bei Bildung der Summen nach
Gl (18) die beziigliche Teilfliiche iiberhaupt unberiicksichtigt.

In den Rechenbeispielen wurde die Wirkung der Versteifung
zylindrischer Wellenteile nicht beachtet, weil nach Ansicht des Ver-
fassers zur Zeit mangels hinreichender Versuchsgrundlagen der mit
der Erschwerung des Rechnungsganges verbundene Aufwand in keinem
Verhéltnis zum Ergebnis steht. Ubrigens miifte, da die Wellen ja
nicht in Punkten aufliegen, streng genommen auch der Wirkung der
Lagerschalen Rechnung getragen werden, die gleichfalls eine Ver-
minderung der Forménderung bewirken muB.



B. Mehrfach gelagerte Wellen mit Kropfungen.
5. Einfluzahlen fir die zylindrischen Wellenteile.

Enthalt eine Teilwelle ¢ zwischen zwei Lagern eine Kropfung
(Abb. 16), deren Mitte von den Auflagern 1 und 2 die Abstinde a,
und @, hat, so sind zuniichst fiir die beiden Wellenteile (a, — 1) bzw.
(a, —1) von den Lagern bis zu den Mitten der Kurbelarme und
fir den Kurbelzapfen
von der Lénge 217, also ; | i
fir die ganze Wellen- ! 'I)L ! i
linge a die EinfluB- l»—-——
zahlen ¢, § und y unter ‘
Beriicksichtigung  der
Abmessungen genau so ;e
zu ermitteln, als wenn \
keine Kréopfung vor- S ‘
handen wéare. Die 74 ‘]/ :
Berechnung dieser Ein- !
fluBzahlen erfolgt nach a1
den Formeln unter 2. %/
und 3.; da man in der ;
Wirklichkeit  zumeist z
den Zapfendurchmesser /
gleich dem Wellendurche '
messer macht, so er- Abb. 16.
geben hdufig die zylin-
drischen Teile eine Welle gleichbleibenden Durchmessers d, fiir deren
EinfluBzahlen die einfachen Werte der Gl. (20), (24) oder (25) gelten.

Die Forminderungen, die die zylindrischen Wellenteile unter
Wirkung der Belastung erfahren, sind in den EinfluBzahlen «, § und
y beriicksichtigt, so daB diese Wellenteile in der Folge als starr
angesehen werden konnen. Durch die Schubstangenkraft, die Lager-
momente und andere Belastungen werden aber auch die Kurbelarme
namhafte Forminderungen erfahren, die die Neigung der Lagerquer-
schnitte der Welle vergioBern. Der Einflul dieser Forminderung
der Kurbelarme mufl durch weitere Einfluzahlen beriicksichtigt
werden, die den EinfluBzahlen «, 8, y fiir die zylindrische
Welle ohne Krépfung hinzuzufiigen sind.

Gessner, Kurbelwellen. 3

Mitte Lager
Mitte Lager

9
N
|
L
&
N
d—

S
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Da sich die Forménderung der Kurbelarme ganz verschieden ge-
staltet, je nachdem die angreifenden AuBeren Kréifte und Momente
in die Kropfungsebene fallen oder senkrecht zu dieser wirken,
so sollen beide Félle im folgenden getrennt behandelt werden; dabei
werden nach Abb. 16 stets die Absténde von den Lagermitten bis
Mitte Kroépfung mit a, bzw. a,, die Linge des Kurbelzapfens mit
21, der Kurbelhalbmesser mit r und die Haupttrigheitsmomente

des Rechteckquerschnittes der Kurbelarme mit J, und J,, bezeichnet
bR . . . .
werden. Unter J =Ty ist stets das Tridgheitsmoment der in die

Kropfungsebene fallenden Querschnittshauptachse zu verstehen,

das in der Regel zahlenmdBig grofer ist als das Haupttréigheits-
*h
moment J,I:bv— dessen Achse zur Krépfungsebene senkrecht

12°
steht.

6. EinfluBzahlen fiir die Kropfung bei Wirkung von Momenten
und Kriften in der Kropfungsebene.

a) EinfluBzahlen fiir die Lagermomente.

Wirkt auf die Teilwelle a (Abb. 17a) ein Lagermoment M = 1 cmkg,
dessen Wirkungsebene in die Kropfungsebene fillt, am linken Lager-
querschnitt 1, so werden die Kurbelarme eine Verbiegnng erleiden
(Abb. 17b). Allerdings werden sich die Kurbelarme nicht auf die
ganze Linge r des Kurbelhalbmessers verbiegen konnen, da sie durch
den Ansatz an die Welle und den Kurbelzapfen eine Eckenversteifung
erfahren. Bezeichnet d den Wellen- und d, den Zapfendurchmesser,
so ist <r — % — %) die freie Liénge des Kurbelarmes.

Fir die Linge 7, jenes Teiles von r, der an der Verbie-
gung teilnimmt, kann dann gesetzt werden

d  d, : :
7'0:7'—%<"§+§>, (29)
oder bei gleichem Wellen- und Zapfendurchmesser d
To=1—xd. (29a)

Fiir % kann nach "E. Meyer (siehe S.32) bei normalen Ausfiih-
rungen der Wert x = 0,25 eingesetzt werden. In der Literatur
finden sich allerdings auch Angaben (z. B. EnBlin), auf Grund deren
% bis '0,8 ansteigt: mit so hohen Werten von x erscheint aber der
versteifende Einflul - der Zapfenansitze offenbar iiberschétzt, wenn
nicht eine besonders kriftige, gedrungene Bauart der Kurbel verliegt.
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Jeder Kurbelarm wird nun auf die Liénge r, durch je ein gleich-
bleibendes Biegungsmoment beansprucht, dessen GroBe sich sofort
aus den Momentenordinaten der dreieckférmigen Biegungsmomenten-

a)

(G

[ﬁ‘\
]\\
\ b)
{"‘1
T‘d
X
ks | F R
' 75 a7+l Vo> /'La.
1 A
K i /1’/ o zl_> b
+
ar‘lzy | @%._2 =
4 " 7 ' v lzy 9
— g‘l = rs—173 =
Y2 — 3 Ca, +1; ’ M,z
a, a,
Abb. 17.

fliche fiir M, = 1 cmkg ergibt, die in die Mitten der Kurbelarme

a1 _
fallen (Abb. 17¢). Ihre GroBen sind % 0" : und 22 - l“’, womit sich

die gezeichneten, rechteckigen Momentenflichen ergeben. Die EinfluB3-
zahlen, die der Anderung der Neigungswinkel der Lagerquerschnitte
infolge Verbiegung der Kurbelarme unter Wirkung des Lagermomentes
M, =1 cmkg entsprechen, sind wieder gegeben durch die GroBe der
Stiitzenwiderstiinde, die die schraffierten Momentenflichen erzeugen,
wenn man diese nach Teilung durch das mafigebende Trigheitsmoment
des Kurbelarmquerschnittes als Belastungen ansieht. Im Sinne der
Festsetzungen unter 1. sollen sie fiir ein am linken Lager der Teil-
welle ¢ wirkendes Moment M, mit A,; fiir das linke Auf-
lager 1 und mit ;. fiir das rechte Auflager 2 bezeichnet
werden; dagegen erhalten die EinfluBzahlen des Lagermomentes M,
am rechten Lager der Teilwelle ¢ die Bezeichnung u;; und ug -
(Abb. 17d).’
3*
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Da fiir die vorliegende Verbiegung der Kurbelarme die Quer-
schnittshauptachse des Trigheitsmomentes J,, zur Nullinie wird, so
ergibt sich mit 2 als Drehpunkt aus Abb. 17c

A

i
a=ro e T (30a)

Ebenso erhdlt man fiir 4, mit 1 als Drehpunkt

2r a, a,— 1?2
ro %% M%7 30b
,2 J ae ( )

1

Fir die EinfluBzahlen des Lagermomentes M, am rechten
Lager erhilt man in gleicher Weise aus Abb. 17d

’ 27'0 “1“2—l22 ’
Ha 1=g g = Ag,2 :

1 o 0
, 2r, a,> -+ 17 (30¢)
#a.‘z:J—”‘ TR

b) EinfluBzahlen fiir die Lasten P,.

Wirkt eine Last P, = 1kg links von der Krépfung im Ab-
stand p, ,, vom linken Auﬂager 1, so ergibt sich die in Abb. 18 dar.

1
4; T e
N P
VAl Rk 2
i .
‘ —t a r’
T\ gy e Ta, a,z
Abb. 18.

gestellte Biegungsmomentenfliche. Die Momentenlinie fiir den Wellen-
teil rechts von P,, der die Kropfung enthilt, schneidet auf der Auf-
lagerlotrechten durch 1 die GroBe p,, ab. Die Biegungsmomente,
die die Kurbelarme verbiegen, sind daher p, ,~mal so grofBl als die
Biegungsmomente, erzeugt durch das Lagermoment M, = 1 im Lager-
querschnitt 1. Man erhilt daher die P, , entspreohenden EinfluB-
zahlen, die mit »,  und »; » bezeichnet werden sollen, indem man
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einfach die M, entsprechenden EinfluBzahlen p, , mal vergroBert.
Es ist '

’}C;J:pa,w'lt;,l? V;,Zzpa,w'j';:z (313’:)
Wirkt die Kraft P, , hingegen auf dem Wellenteil rechts von der
Krépfung im Abstand g, ,, vom rechten Auflager 2, so ist

”4,1=9a,w‘m§,1> ”é,zzqa,w‘lléz (31b)

¢) EinfluBzahlen fiir die Schubstangenkriifte.

Wirkt auf den Kurbelzapfen eine Kraft P, — 1kg, so ergibt sich
die in Abb. 19b gezeichnete Biegungsmomentenfliche mit der grofiten

) a - a
Momentenordinate 1.1 —2

unter P,. Die Berechnung der P, ent-

a
sprechenden EinfluBzahlen, die mit {; ; und ;s bezeichnet werden

%
|
|
|
?
{ a,)
7 <——Zz—>:@lz-——>
[ a—+ 1 ]
= a, < a,—>i
- 7-@1'a2
a ——
_ath 2 =V h@a-) b
7 ! 7; 77, av z
; Ty —> o> ,
(a/T (,12+Z Iéaz- = (alz
Abb. 19.

sollen, deckt sich mit der Berechnungsart fiir die EinfluBzahlen der
Lagermomente. Fiir die EinfluBzahl {; ; als Stiitzenwiderstand der
durch. die schraffierten Momentenflichen dargestellten Belastung ergibt
sich mit 2 als Drehpunkt

. 1 1]ja . a
Lo =j;; [f(“l —1)-1o-(ay - 1) + El(a'z — 1) 7 (@, — lz)j}

Z&,1=i-g§[2a1a2~—a-lg—< —ﬂ>lf] (32a)
7 o 2

, Y, @ a,
mz:;fi-&% [2a1a2—-a‘lz——(1—~‘—z:> lf] (32b)
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Bei vielen Ausfithrungen liegt die Kropfung symmetrisch zu den
Lagern; dann vereinfachen sich die Ausdriicke fiir die EinfluBzahlen

. a .
mit a,1=a,2=§ in

, , 2r0[ I\?
o= =20 025 1 (%)
a,1 a J” H P
=i =2 025 — ()

y = — 270025 (2= 3
Z.a._‘ Ug,1 J” 1:0,25 a (3 )
Gan=Cho= 70 [a—21]

@, a,2 4']11 2

7. EinfluBzahlen fir die Kropfung bei Wirkung von Momenten
und Kriften senkrecht zur Kropfungsebene.

a) EinfluBzahlen fiir die Lagermomente.

Die EinfluBlzahlen scllen mit denselben Buchstaben wie bei Wir-
kung von Kriften und Momenten in der Kropfungsebene bezeichnet,
jedoch doppelt gestrichelt werden (i1, Ma,2, Cat---)-

Wirkt auf die Teil-

i welle ¢ das Moment

_ ~<Lro<ty o> M, =1 cmkg am lin-

i °z ) . ) ken Auflager 1 senk-

%‘lz L recht zur Kropfungs-

- v a - ebene (Abb. 20), so wird
& ay Xz e, die Neigung der Lager-
“rj”af Tcmkg EL::»:\ 71/~ querschnitte vor allem
i ,,i—"":‘*;"“\;‘c\JLN / durch eine Verdre-
=== ? ef —==f2 hung der Kurbelarme
Abb. 20. beeinflufit: die Lager—

querschnitte werdensich
um die Winkel &, und ¢, gegen die Lotrechte neigen. Die auf die Kurbel-
arme wirkenden Drehmomente sind den Biegungsmomenten
gleich, die bei Wirkung des gleichen Lagermomentes in der Krépfungs-
ebene auftreten. Wird die freie Lange der Kurbelarme, auf die sie
sich verdrehen konnen, wieder mit r, angenommen, so lassen sich die
Winkel &, und ¢, sofort angeben, wenn man beachtet, daB der Ver-
drehungswinkel eines rechteckigen Querschnittes unter Wirkung eines
Drehmomentes M, in der Festigkeitslehre allgemein mit

03 /1 1
o= (3,4 5) e

T 17
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berechnet wird. Der Wert des Neigungswinkels iiber 1 bei Ver-
biegung der Welle durch M, = 1 in der Kropfungsebene ergibt sich
aus der beziiglichen Einfluzahl 4; ; (Gl. 30a) entsprechend Gl (4b) mit

1 2r »
=l 1,

Um daher den Wert des Nelgungswinkels bei Verdrehung der Kurbel-
0,3 (1 + 1)
E. J ag \J, J,

1

arme zu finden, hat man nur
einzufiihren und erhilt

03 (1 , 1) 2r, g_(__ i). L
ﬁ=ﬂ%z+7)w(‘“> @ \7, T 7,) Tt

11 I

=os g(1+7) 5

Fiir das Verhaltnis des ElastizitiitsmaBes £ zum Gleitma G' kann
man iiblicherweise den Wert

E
Z 9
G -6
einfithren; damit wird 0,3 a= 0,78 und mit dem Festwert
J
C=0,78(1-+24 (34)
JI
ergibt sich
- (34a)

Ebenso erhilt man unter Beachtung der Gl (30b) fiir 4z

Lo, 34b)
Die Kurbelarme werden aber auBler der Verdrehung noch andere
Forménderungen erfahren, die neben einer gleichfalls erfolgenden
Verdrehung des Kurbelzapfens nicht ohne EinfluB auf die Neigung
der Lagerquerschnitte bleiben. Man denke sich einmal das linke
Wellenende im Lagerquerschnitt 1 festgehalten, wihrend das rechte
Wellenende bei 2 frei sei; auf letzteres wirkt dann (siehe Abb. 4)

1
der vom Lagermoment M, = 1 erzeugte Stiitzenwiderstand " nach
abwirts (Abb. 21a).
. . 1 . .
Unter Wirkung der Last - werden sich die Kurbelarme ver-

drehen und verbiegen. Der Einflu der Verdrehung wurde bereits



40

Mehrfach gelagerte Wellen mit Kropfungen.

oben behandelt. Durch die Verbiegung wird sich der Endpunkt d des
Kurbelarmes ¢, d um eine Strecke y, senken; diese Senkung wird
durch den Wellenstummel d, 2 unverandert auf das freie Wellenende

72

Abb. 21.

bei 2 iibertragen (Abb. 21b). Da die Wellenstummel und der Kurbel-
zapfen als biegungssteif anzusehen sind, so ergibt sich fiir die bei a

1 ryr 3771 17

am Wellenstummel eingespannten und bei
d mit der Last% belasteten Kurbelarme

die in (Abb. 22a) dargestellte Verfor-
mung. Die entsprechende Biegungsmo-
mentenfliche ist in Abb. 22b verzeichnet;
da sich die Kurbelarme nur auf die
Lénge r, verbiegen konnen, so ergibt sich
die Senkung des Punktes d gegen den
festbleibenden Punkt @ durch das Moment
der schraffierten trapezférmigen Mo-

oot
mentenfliche vom Inhalt —9(;— um den

Punkt d nach Teilung durch das fiir diese
Verbiegung maBgebende Triagheitsmo-
ment J,. Es ist

-2 (372 4 1y?).

6r  E-J, 6a

. 1
Weiters wirkt noch auf den Kurbelzapfen ein Drehmoment patd



EinfluBzahlen fiir die Kropfung senkrecht zur Kropfungsebene. 41

(Abb. 21 ¢); bezeichnet man die freie Linge des Kurbelzapfens zwischen
den Kurbelarmen, auf die er sich verdrehen kann, nach Abb. 16 u. 20
mit I, , und dessen dquatoriales Trégheitsmoment mit J,, so ist der
sich ergebende Verdrehungswinkel nach einer bekannten Formel der
Festigkeitslehre
(s — i” " 2 lz,()
z G-J,

und mit dem polaren Trégheitsmoment J, = 2.J, fiir den Kreisquer-
schnitt des Zapfens

1 ol
= G—Jk a

Diese Verdrehung des Kurbelzapfens wird, durch den Kurbelarm

0

c,d=r
auf den Wellenstummel d, 2 iibertragen, eine Senkung
1 f'lz.o
f6d, a

des freien Wellenendes zur Folge haben (Abb. 21c). Die gesamte

Durchsenkung 4, der bei 1 festgehaltenen, bei 2 mit der Last %
belasteten Welle ergibt sich daher zu

Yy =Y, +7-6,.
Mit den gefundenen Werten erhdlt man

1 7 . N r2.1, 4
=g sa o Tt g T,
. E
und mit dem Wert a= 2,6
R S Lo J
= .. +2,6. 2292,
y? B a {GJ,(?)T ”I_Ir()) ‘ ’ Jz (35)

Bei der eben geschilderten Forménderung wird allerdings der End-
punkt 2 der Welle sich nicht blof lotrecht um den Betrag y, senken,
er wird auch aus der lotrechten durch die Wellenachse gelegten
Ebene heraustreten. Diese wagrechte Verschiebung ist indes so gering,
daB von ihr abgesehen werden kann. Dagegen werden die beobach-
teten Forminderungen keine Anderung der Neigung des Lagerquer-
schnittes der Welle bei 2 hervorrufen; vielmehr wird dieser Quer-
schnitt bei der Senkung um y, seine lotrechte Lage beibehalten.
Nun denke man sich die Welle bereits durch die Verdrehung
der Kurbelarme nach Abb. 20 verformt, wobei die Lagerquerschnitte
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sich um die Winkel ¢, und ¢, neigen (Abb. 23a). Dann erst werde
der Lagerquerschnitt bei 1 in seiner Lage festgehalten, der Quer-

. . . . . 1
schnitt bei 2 hingegen freigemacht und mit der Last " belastet.

Es treten dann die oben geschilderten Forménderungen der Kurbel-
arme und des Kurbelzapfens ein, wobei sich der Lagerquerschnitt

des freien Wellenendes nach dem Gesagten stets derart verschiebt,
daB die einzelnen Lagen untereinander parallel bleiben. Auch die
Endlage 2’ nach erfolgter Senkung um y, wird zur Anfangslage, die
gegen die Lotrechte um ¢, geneigt ist, parallel bleiben. Der Neigungs-
winkel ¢ = ¢, -+ ¢, beider Lagerquerschnitte bleibt daher ungesndert.

In Wirklichkeit wird sich das rechte Wellenende natiirlich nicht
von 2 nach 2’ senken konnen, da ja das linke Wellenende bei 1
nicht eingespannt und das rechte Wellenende durch das Lager 2
gestiitzt ist; vielmehr miissen die Punkte 1 und 2 ihre urspriingliche
Lage auf der wagrechten Wellenachse beibehalten. Um daher die
verformte Welle in ihre wahre Lage zu bringen, muB man sie (ihnlich
wie beim Verzeichnen des Williotschen Verschiebungsplanes eines
Fachwerkes) um den Punkt 1 so lange zuriickdrehen, bis das frei ge-
dachte, rechte Wellenende von 2" wieder nach 2 gelangt ist (Abb. 23b).
Der Winkel 7, um den diese Riickdrehung zu erfolgen hat, ergibt
sich mit Riicksicht auf seine Kleinheit sofort zu

=Y _ ll[ 2 Lo, e} D
n="_"=7 EGJ(?’T —{—r0)+26J vs 7 (35a)
wenn
1 17 2 1 g2 Lo o '
DZE‘E‘ Ej(ST i ”'0)—"!—2,6:’4'7' (36)
1 z

gesetzt wird. Bei dieser Riickdrehung bleibt der Neigungswinkel e
der Lagerquerschnitte gegeneinander unverdndert. Wohl aber werden
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sich die Neigungswinkel der Lagerquerschnitte gegen die Lotrechten
dndern. Diese Winkel v, und vy, aber sind es, die zur Bestimmung
der Einflufzahlen ermittelt werden muBten. Nach Abb. 23b ist

Yy =8 11, Yo =126 —17.
Damit ergibt sich endlich (unter Beachtung der Gl. (4b)) fir die ge-
suchten EinfluBzahlen 1), = E-y, und 17, = E-v,, gehdrig zum
Lagermoment M, in 1 mit den gefundenen Werten fiir ¢,, &, und y
aus Gl (34a, b) und (35a)

Wi=C-df 4D

. (37a)
l&,’g = C'l&yg - D

Die Werte fiir die EinfluBzahlen u.; und u, . lassen sich sofort
anschreiben. Es ist

”

Mg 1 =24 9="C-ug1— D

37b
e = =C-ug2+ D (870)

b) EinfluBzahlen fiir die Lasten P,.

Wirkt eine Last P, = 1 kg links bzw. rechts von der Krépfung
senkrecht zur Kropfungsebene auf die Welle, so erhdlt man wie
unter 6.b) gezeigt, die beziiglichen EinfluBzahlen »;; und »; s so-
fort aus:

P, , links von der Kropfung

” ”
Ve,1 = Py " 4a,1
" o __ “r b4 (383’)
Ya,2 = Py o 4a,2
P, , rechts von der Kropfung
” ”
Ya,1 =4, o Ma,1
n _— R 14 (38b)
Vo, 2 = qa,w';ua,Z

¢) EinfluBzahlen fiir die Schubstangenkriifte P.

Wirkt die Schubstangenkraft P, = 1 kg in der Mitte des Kurbel-
zapfens senkrecht zur Kropfungsebene, so wird sich zundchst wieder
eine Verdrehung der Kurbelarme ergeben, in deren Folge sich die
Lagerquerschnitte um die Winkel ¢, , und &, , gegen die Lotrechte
neigen (Abb. 24a). Die Grofle dieser Winkel ergibt sich ebenso wie
bei der Belastung der Welle durch ein Lagermoment aus den Einflu}-
zahlen {;  und Z, o fir die in der Kropfungsebene wirkende Schub-
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stangenkraft, wobei C den durch Gl (34) gegebenen Wert hat:

C C
81,225'%,17 GQ,ZZ“E;[&,:)- (39&)

Abb. 24,

Die Schubstangenkraft wird nun in den Lagern 1 und 2 Stiitzen-
% bzw. 1-%1 erzeugen (Abb. 25). Es
ist aber klar, daB3 auch das von der
Schubstangenkraft erzeugte Dreh-
moment M, = 1-r durch ein ge-
gensinnig drehendes Moment glei-
cher Gréfe aufgehoben werden
mull, wenn die Welle in der ge-
zeichneten Lage im Gleichgewicht
bleiben soll. Tatsichlich wird nun
bei Kraftmaschinen dieses Dreh-
moment iiber das linke oder das
rechte Auflager hinaus zum
Schwungrad oder zum Rotor eines
Elektromotors abgeleitet und von
diesem in der Regel zur Ginze
aufgenommen. Mitunter erfolgt
aber die Abnahme des erzeugten
Drehmomentes M, auch so, daB
Abb. 25. ein Teil M, , iiber das linke, ein
Teil M,, iiber das rechte Auf-
lager abgeleitet wird. Dieser allgemeinere Fall soll zundchst be-
handelt werden.
Setzt man

widerstinde in der GroBle 1-

M, =19, und M, ,=1-r,,
80 ist
M=M M ,=7r +r,~=r, (39Db)
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Man denke sich nun die Welle wieder bei 1 festgehalten, wihrend
das Wellenende bei 2 freigemacht wird. Die Forminderung, die die
Welle durch die bei 2 wirkende Stiitzkraft erfihrt, wurde bereits
fiir den Fall der Wirkung eines Lagermomentes M, = 1 untersucht

(siehe Abb. 21ab). Allerdings wirkte dort bei 2 eine Stiitzkraft —i— nach

abwirts, die eine Senkung y, (Gl. (35)) nach abwirts ergab. Da hier

%

eine Kraft 1. nach aufwirts wirkt, so wird sich eine Hebung
‘ a

— a, -y, ergeben.

Die Stangenkraft P, = 1 wird nur eine Verbiegung des Kurbel-

armes a, b zur Folge haben (Abb. 26a), die auf 2 iibertragen wird.

Die GroBe der Verschiebung y, , des Punktes d gegen a ergibt sich
aus Abb. 26b zu '

1 ry-r 307 —r?

heTET e 6r

1 7
Yoo =g g,

Da der Wellenendpunkt bei 2 durch die Verbiegung des Kurbel-
armes eine Hebung erfdhrt, so wird y, , gleichfalls mit negativem
Vorzeichen einzufiithren sein.

(377 —r,7).

~7

=1 |
I 73/30)
p—=l

Abb. 27.

Das bei 2 wirkende Drehmoment M, , = 1-r, wird ebenfalls eine
Verbiegung der Kurbelarme a, b und ¢, d zur Folge haben (Abb. 27 a);
dabei werden allerdings die Verbiegungen beider Kurbelarme gleich
groB und entgegengesetzt gerichtet sein, so daB sie sich aufheben.
Infolge der Anderung der Neigung des Kurbelarmquerschnittes des
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Armes a,b bei b wird sich aber doch eine Senkungy, von d gegen
a ergeben, die auf 2 iibertragen wird. Thre GroBe folgt aus
Abb. 27b mit
1 T 1 7rg-re7y
YIn = Fg e T T,
Endlich wird das Drehmoment M, , durch Verdrehung des Kurbel-
zapfens um den Winkel ’

27, (39¢)

1.7,
= q. J
eine Senkung von 2 um den Betrag r-ém erzeugen. Die gesamte

Verschiebung y, , von 2 nach abwirts in die Lage 2’ (Abb. 24D) ist
daher

P (39d)

y‘..’,z= — 01Y, ~yb,z+ym +’r6m'

Mit dem Wert fiir y, aus Gl (35) und den eben gefundenen Werten
erhélt man

_ 1a1[ 2 2y Lo 2} - 0 2 2
Yo =~ G w2 6J(3T +ro)—}—26J *E-12J(3r~—ro)
77

1 rorry 1 E
E T, Eaq J

_ 1 1fryfa,—a, o 30 +ay
y?,z__E'Elijl< 12 —T 4 r +T 7'2(1;)
—}—2,6—'~J~’—(rza——ra1)]

Nach Abb. 24b hat man nun wieder die Welle um den Winkel

= y—:—z zuriickzudrehen und erhdlt dann die Neigungswinkel

4

W:l,z:‘c“l,z—nz’ wﬂ,z:£2,z+nz'

Setzt man
1{ry fag—a, , 3a,+a,,
A gt e
rl
-+ 2,6 zo(r a—ral)}, (40)
so ist D,
ﬁz—f

und man erhdlt mit den Werten fir ¢, , und &, . nach GL (39a) die
gesuchten EinfluBzahlen (1= K- Vi, und lro=E- Yo . mit

a,l_ C Ca,i"“D

: (a1
Ct,z 2 = C'é.a,a _i—Dz
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Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl man bei Festhalten der
Welle bei 2 fiir die Verschiebung des Punktes 1 denselben Wert
wie fiir y, , erhilt, nur ist das Vorzeichen entgegengesetzt.

Wird das Drehmoment zur Gédnze iiber das Auflager 1
nach links abgeleitet, so wird in Gl. (39b) M, , =1-r, =M, = 1.r
und M, , =1.r,=0. Mit r, =0 iibergeht Gl (40) in

1 ro<a1——a 3a, —|—a‘, ) ™l ]
m— e —— . — — . 2‘
Dz,l a® [JI 12 0 + + 2 6 J (4 a’)

Wird dagegen das Drehmoment zur Ginze nach rechts iiber
das Auflager 2 abgeleitet, so wird mit r, =0, r, =7

o (2= CESTIN ]
[JI( 5Tl +2,6 ]| (42D)

1
—
pe]

Fir die Bestimmung der EinfluBzahlen sind dann in Gl (41) jeweils
fir D, die Werte aus Gl (42a) bzw. (42b) einzufiihren. Liegt die
Kropfung symmetrisch zu den Lagern, so vereinfachen sich die Aus-

driicke fiir D, bzw. Dz,1 und Dm mit @, = a, = % in

— "o L, o ,
D, = Y ( + 2,6 > 2r,— 1) (43)
und
. . 72 7'0 lz,0>
D,o=—D,,~4- <J] +267%5°) | (44)

d) EinfluBzahlen fiir ein Drehmoment, das durch die Krépfung
hindurchgeleitet wird.

Die EinfluBzahlen, die zur Berechnung der Stiitzenwiderstande
senkrecht zur Kropfungsebene dienen sollen, bediirfen noch der
Ergénzung. Bei Wellen mit mehr als einer Kropfung muB hiufig
das von der Stangenkraft an einer Kurbel erzeugte Drehmoment
durch die Nachbarkrépfungen zum Schwungrad, Rotor, Propeller usw.
abgeleitet werden. Beim Durchgang solcher Drehmomente, deren
Wirkungsebene zur Wellenachse senkrecht steht, entstehen durch die
Verbiegung der Kurbelarme und die Verdrehung des Kurbelzapfens
Forménderungen, die auf die GroBe der Stiitzenwiderstinde
senkrecht zur Krépfungsebene nicht ohne Einfluf bleiben. Die
solchen Drehmomenten entsprechenden EinfluBzahlen, die mit w,
und W o bezeichnet werden sollen, lassen sich leicht ermitteln.
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Wird durch die Kropfung der Teilwelle ¢ ein Drehmoment
M, , = 1 cmkg nach der rechten Nachbarwelle b abgeleitet, so soll
dieses Drehmoment positiv bezeichnet werden, wenn es, von der
linken Stirnseite der Welle aus gesehen, den Sinn der Drehung
des Uhrzeigers hat (Abb. 28a). Der Beobachter blickt daher nach

, Al
, A

jener Richtung, nach welcher das Drehmoment abgeleitet wird. Denkt
man sich den Lagerquerschnitt 2 festgehalten, so wird der freie
Lagerquerschnitt bei 1 infolge der Verformung der Welle eine Sen-
kung um den Betrag y, erfahren (Abb. 28Db), dessen GroBe sich nach
dem Gesagten leicht ermitteln lift. Man hat nur in den Gl (39c¢)
und (39d) statt des Drehmomentes M,,= 1.r, das Drehmoment

M, , =1 cmkg einzusetzen und erhilt die Senkung y,, sofort mit
_ Tt ko _1(54 l__)
Y=g, TG B\, T )
Dreht man die Welle in ihre wahre Lage um den Winkel
Y
N = “a

zuriick, so ergeben sich Neigungen der Lagerquerschnitte, denen die
EinfluBzahlen

wale N s wa,2: — B Nws
=TT %g
wa,l"' wa,i’._ a <J[+276 Jz (45)

entsprechen.
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EinigermaBen verwickelt erscheint nur die richtige Wahl des Vor-
zeichens der ihrem Zahlenwert nach gleichen EinfluBzahlen @,
und @, 5.

Die Vorzeichen in der Gl (45) gelten nur dann, wenn fiir die
angenommene Kurbelstellung die positive Achsenrichtung fiir die zur
Kropfungsebene senkrechten Stiitzenwiderstinde nach aufwirts weist;
denn nur dann wird zur Hebung des durch die Verformung gesenkten
freien Lagerquerschnittes ein positiv nach aufwirts gerichteter, zur
Senkung hingegen ein negativer Stiitzenwiderstand erforderlich sein
(Abb. 28c).

Steht z. B. die Kurbel bei gleichen positiven Richtungen der Achsen
fir die Stiitzenwiderstinde, die iibrigens unter 1. ein fiir allemal
festgelegt wurden, in der lotrechten Belastungs-
ebene (Abb. 29), so erkennt man sofort aus der
Verformung der Kropfung, namentlich infolge der
Verdrehung des Kurbelzapfens, dall jetzt
durch ein positiv drehendes Moment M, , das freie
Wellenende bei 1 nach links verschoben wird,
Zur Riickfiihrung des verschobenen freien Wellen- I~ =&
endes nach dem Auflagerpunkt ist also ein ne- -
gativ gerichteter Stiitzenwiderstand erforderlich Abb. 29.
und die EinfluBzahl o, , wird daher in Gl (45)
das negative, w,, das positive Vorzeichen zu erhalten haben.

Das Drehmoment M, , ist selbstverstéindlich mit negativem Wert
(— M, ,) einzufiihren, wenn es den entgegengesetzten Drehsinn hat,
also von der ]1nken Stirnseite der Welle aus gesehen, dem
Uhrzeigersinn entgegen dreht.

Wird ein Drehmoment M, , von der Nachbarwelle b durch die
Teilwelle @ von rechts nach links abgeleitet, so iiberzeugt man
sich leicht, daf die Einfluzahlen ihre Vorzeichen behalten, sofern
nur der Beobachter wieder in Richtung der Ableitung des Dreh-
momentes, also jetzt von der rechten Stirnseite der Welle aus
nach links blickt. Das Drehmoment J/, , hat man wieder mit
positivem Vorzeichen einzufiihren, wenn es in dieser Richtung ge-
sehen im Sinne des Uhrzeigers dreht.

8. Berechnung der Stiitzenwiderstinde mehrfach gelagerter
und gekropfter Wellen.

a) Kurbeln unter 0° 90° oder 180°.
Hat man fiir simtliche Teilwellen einer mehrfach gelagerten
Welle alle EinfluBzahlen ¢, 8 und y fir die zylindrischen Wellen-
teile und fiir jene Teilwellen, die Kropfungen enthalten, die EinfluB3-

Gessner, Kurbelwellen, 4
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zahlen A, u/, »' und ', bzw. 1", 4", " und " ermittelt, so gestaltet
sich die Berechnung der Stiitzenwiderstinde verhéltnisméfBig einfach.
Die Hauptgleichungen unter Gl. (2) fiir deren Berechnung bleiben
ebenso in Geltung wie die Gl (4) fiir die Neigungswinkel und die
Bedingungsgleichungen (3) und (5) fiir die Berechnung der Lager-
momente. Nur sind in allen Gleichungen, in denen Einflufizahlen
vorkommen, die zu gekropften Teilwellen gehérigen EinfluBzahlen
entsprechend zu ergénzen, indem man den EinfluBzahlen fir die
zylindrischen Wellenteile jene der Kropfung entsprechenden EinflufB3-
zahlen hinzufiigt, die zu ersteren gehoren und denselben Zeiger tragen.
So gehdren z. B. zur EinfluBzahl ¢, 2 die Werte 4, oder
a2, zur EinfluBzahl g, , die Werte uh.s oder ta' e, zur Bin-
fluBzahl y,,, wenn dlese zu einer Stangenkraft gehort, die
Werte £, 2 oder {’s. Die einfach gestrichelten Werte sind zu
wahlen, wenn es sich fiir die betreffende Teilwelle um Krifte oder
Momente handelt, die in der Kropfungsebene wirken, die doppelt
gestrichelten gelten bei Wirkung von Kriften und Momenten in
einer Ebene senkrecht zur Kropfungsebene der Welle.

Bei gekropften Wellen wird man die Rechnung im allgemeinen
stets fiir zwei zueinander senkrechte Belastungs- (Momenten-)
ebenen durchzufiithren haben. Diese Belastungsebenen 148t man am
besten mit den Krépfungsebenen zusammenfallen, was allerdings
nicht mehr méglich ist, wenn die Kropfungsebenen andere Winkel
als 0° 90° oder 180° miteinander einschlieBen. Soll nun die Wir-
kung der belastenden Kréfte fiir verschiedene Kurbelstellungen unter-
sucht werden, so miilte man die Belastungsebenen mit den Kurbeln
um die Wellenachse drehen. Weit vorteilhafter ist es, wenn man
die Kurbeln mit den Belastungsebenen in einer bestimmten
Stellung festhélt und die Maschine, oder besser gesagt, die an
der Welle und den Kurbelzapfen angreifenden Krédfte ent-
gegen dem wirklichen Umlaufsinn der Maschine um die
festliegende Welle dreht, wie das ja auch anderweitig iiblich ist.

Im folgenden soll stets eine Belastungsebene wagrecht, die
andere lotrecht liegen. Alle Krifte und Momente, deren Wirkungs-
geraden oder Wirkungsebenen zur wagrechten Belastungsebene
parallel sind, erhalten wieder den Zeiger h, jene, die zur lotrechten
Belastungsebene parallel sind, den Zeiger v.

Jede angreifende Kraft, z. B. P, ist in zwei Seitenkrifte P,
und P, ~zu zerlegen, die zu den Belastungsebenen parallel smd
iber 1hren Richtungssinn gilt das auf S. 12, iiber den Sinn von Dreh-
momenten, die durch Krépfungen hindurchgeleitet werden, das auf
S. 49 Gesagte. Die Rechnung ist fiir beide Belastungsebenen durch-
zufithren. Fiir die richtige Wahl der EinfluBzahlen ist streng zu
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beachten, ob die Kropfung einer Teilwelle in die Belastungsebene
fillt, fiir die man die Rechnung durchfiihrt, oder ob sie zu dieser
Belastungsebene senkrecht steht. Im ersten Fall sind die einfach,
im andern Fall die doppelt gestrichelten Werte der EinfluBzahlen
4y, uy » und { einzusetzen. Der Fall, dafl die Kropfungen nicht in
die Belastungsebenen fallen, wird spiter erdrtert werden.

Bei dreifach gelagerten Wellen sind nur die Seitenmomente
eines unbekannten Lagermomentes M, im Mittellager zu berechnen.
Hat die Welle zwei Kropfungen an beiden Teilwellen und wirken
an diesen die Stangenkridfte P, und P,, ferner die AuBenmomente
M, und M,, so ergibt sich nach der ersten Gleichung unter 5. als
Bestimmungsgleichung fiir das unbekannte Lagermoment

Pa' (ya,‘.! + é-a,‘.’.) + Pb (yb,l + é—b,l) - MJ (“a,-z + Aa,‘z) - Mc (ﬂb,l + /u‘b,l)
= My (B2t toat 1+ ) (46)
Aus dieser Gleichung hat man nun unter Verwendung der richtigen
EinfluBzahlen 1, x4 und ¢ fir die Kropfungen durch Einfiihrung der
Werte P, , s Py s M, 5 und M, n zunichst das Seitenmomoent Mb n
des Lagermomentss in der Waﬂrechten dann durch Einsetzung von
P, Py, M, und M, , das Scitenmoment M, , in der lotrechten
Belastungsebene zu berechnen
Fir die Berechnung der Stiitzenwiderstinde gelten nach der
Gleichungsgruppe (2) die Gleichungen:

_p M, M,
R“_P"a +a a
pa #_% at+b M,
R,=P,"*+ P, o M~ = (47)
_ Py _M M,
R”* P”b b +b

In diese Gleichungen hat man fir die Kridfte und Momente zunichst
die mit dem Zeiger & versehenen Werte einzusetzen und erhélt damit
die in der wagrechten Belastungsebene wirkenden Stiitzenwiderstinde
R, By, und B ;5 ebenso erhédlt man durch Einsetzung der Werte
mit dem Zeiger v die Stiitzenwiderstinde R,, R, , und R, , in der
lotrechten Belastungsebene. Die gesamten Stiitzenwiderstinde ergeben

sich dann aus
R,=VRZ,+RZ,, R,=VRE4+R¥,, R,=VRZ+R:,. (48)

Bei vierfach gelagerten Wellen sind die Seitenmomente zweier
unbekannter Lagermomente M, und M, der beiden Mittellager zu
berechnen. Sind z. B. bei einer vierfach gelagerten Welle die beiden
ersten Teilwellen a und b gekropft, die Teilwelle ¢ nicht gekropft

4*
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und wirken an den gekropften Teilwellen nur die Stangenkrifte P,
und P,, an der Teilwelle ¢ die Last P,, wihrend die Aulenmomente

M,= M, =0 sind, so lauten die Gl (5) fiir die Lagermomente all-
gemein:
P, (Va,e + Ca,,e) + P, (?’b,1 + é‘b,l) = M, (ﬂa,z—l_lua,? + o, +lb,1)
+ M, (ﬂb,1 + My, 1) ’
Pb(Vb,z+Cb,2)+Pa'Vc,1 :Mb("‘b,e‘{‘lb,z)
+ Mn(ﬁb,? + lub,‘z—{—‘xc,l)'
Durch Einsetzung der entsprechenden Werte und Auflésung der
Gleichungen hat man zundchst die Lagermomente , , und M, , in
der wagrechten, dann M, , und M, in der lotrechten Belastungs-

ebene zu berechnen. Fiihrt man die zusammengehdrigen Werte in
die aus Gl (2) folgenden Gleichungen

(49)

N _m
B,—=pYeyp +Mb£‘_:;_32’_M,b_c,

‘ 50
R,= Pb.%+pc.%_%+Mc%¥’ (50)
R, = Pc'%‘ ‘ _J,‘f_e'

ein, so ergeben sich die gesuchten Stiitzenwiderstinde in der wag-
rechten bzw. lotrechten Belastungsebene.

Wird bei einer Welle mit mehr als einer Kropfung das an einer
Kurbel erzeugte Drehmoment ganz oder zum Teil durch die Nachbar-
kurbel hindurchgeleitet, so dndern sich in der senkrecht zu dieser
Kurbel stehenden Belastungsebene die Stiitzenwiderstinde. Den
rechten Seiten der Gleichungen zur Berechnung der Lagermo-
mente in dieser Belastungsebene sind dann noch Glieder
M, und w,-M, hinzuzufiigen. Das Vorzeichen der zahlenmiBig
gleichen Werte w, und w, héngt nach 7. d von der Stellung der
Kurbel, durch die das Drehmoment hindurchgeht, gegen jene Be-
lastungsebene ab, in der hierdurch Anderungen der Stiitzenwider-
stinde bewirkt werden. Wird z. B. bei einer vierfach gelagerten,
zweifach gekrépften Welle mit den Kurbeln ¢ und b in einer Ebene
diese Kropfungsebene in der lotrechten Belastungsebene in der
Stellung der Abb. 29 festgehalten und das an der Teilwelle a er-
zeugte Drehmoment 1/, , durch die Kurbel b hindurch nach rechts
zur Teilwelle ¢ abgeleitet, so lauten die Gleichungen (49) fiir die Lager-
momente in der wagrechten Belastungsebene:
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Pa,h(7a°+§”>"_ (7b1+cb1>——wb1Mtb
—Mbh(ﬂa"—{_luaﬂ_l—“bl_}__lbl)—l_ h(ﬂbl—l_lu'

Pb,h(7b,2 + &) + Pc,h Ve,1 + wb,l ,
:Mb h(‘xb s T4, )+Mc h(ﬁb 2‘[‘/"1;,2+“c -

Die Gleichungen zur Berechnung von M, , und M, , und die
Gl (50) fir die Berechnung der Stiitzenwiderstinde bleiben unver-
andert.

Wirkt z. B. neben der Stangenkraft P, mit den Einflulzahlen
V5,15 V5,00 Co,15 Lo und &f 9, (s an der gekropiten Teilwelle b neben
der Kropfung auf die Welle noch eine Kraft P, ” mit den EinfluB-
zahlen Yo, w1 Vo, wras Vo, w1 Yo,wm1 und v e, v(b,w)g, so lauten die
rechten Seiten der Gl (49)

P (Va s T Ca o)+ P (J’b,z + Cb,?) + Pb,w(7(b,w>1 + ”(b,w)1) = } (52)

( —I_ Cb ") + b, w (y(b,w)2 —{- V(b,w}ﬁ') MIQ Pc'yc,l =
Selbstverstandhch sind dann auch in die zweite und dritte der Gl. (50)
gb—’”f bzw. P, wpz) 2
hinzuzufiigen, wenn mit Dy, und g, ,, die Abstande der Last P
vom linken bzw. rechten Auflager bezeichnet werden.

In dhnlicher Weise lassen sich die Gleichungen fiir die Bestim-
mung der Lagermomente und Stiitzenwiderstinde aus den GL (5)
und (2) auch fiir mehr als zweifach gekrdpfte und vierfach gelagerte
Wellen fiir die verschiedensten Bauarten sinngem&fB ableiten, sofern
nur die Kropfungen in einer Ebene liegen oder unter 90° versetzt
sind. Auch die Berechnung der Neigungswinkel der Wellenachse in
den Lagern nach Gl (4) bereitet keine Schwierigkeiten. Die Durch-
fiilhrung der Berechnung wird wohl am besten aus den folgenden
Beispielen zu erkennen sein.

(51)

fir die Stitzenwiderstinde noch die Glieder P, ,,

2. Beispiel: Berechnung der dreifach gelagerten, einfach gekripften
Kurbelwelle eines stehenden Dieselmotors von 30 PS. (Abb. 30.)

Dieses Beispiel ist aus »EnBlin, Mehrmals gelagerte Kurbelwellen mit
einfacher und doppelter Kropfung®, 8. 45—82, entnommen.

20,5 132 7325;51 2075
(25
-_A' gb | ) ] | Ve ~
n._.+ X JT@‘ B F.2 200]58 73
- L ] [E—— ]
o | esk8% )5k | i i ~ o] 3
R | N VI
r 1 — H ) L]
A 680— =B 7380 C
=340 —l<— 340—Ae— 560—+<—320 500
Tellwelle a Terlwelle b

Abb. 30.
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a) Berechnung der EinfluBzahlen.
Teilwelle a (Abb. 31)
a=68, 1,=1325, I,,=9, r=23cm,

wd* .
d=16 cm, Jz—ﬁ~—3217cm

.908 2.8 53
8’51220 =5670, Jy= Q# = 1024 cm*.
Die Wirkung der versteiften Ecken der Kropfung erachtet EnBlin als
0z sehr betrdchtlich; um zu é&hnlichen Ergebnissen wie
T YR) T bei seiner Rechnung zu gelangen, muB man fiir die Ermitt-
LS lung des durch den Zapfen- und Wellenansatz versteiften
I_ﬁ_‘ AR Teiles der Kwbelarme, der an der Verformung nicht

Jr=

|
% g 3 teilnimmt, in die Gl. (29a) der Wert » = 0,8 einfiihren,
11-*— -1- 2 was aber nach Ansicht des Veifassers einen zu kleinen
%{——> f}‘——>1 Wert fiir », liefert.
->|85!<—
Q To=7—xd=28—-0,8.16 =10 cm.
b 1. Zylindrische Wellenteile: Da Kurbel und
Wellenzapfen gleichen Durchmesser haben und die Stan-
Abb_ 31. genkraft P, in der Wellermilte wirkt, so kénnen die

vereinfachten Gl. (20) und (25) Verwendung finden.” Alle
EinfluBzablen collen wicder mit 1600 multipliziert werden. Es ist nach Gl (20)

68
Cajg=Pay =34 20 2 _ 3400.- Tai =353
Cay=Poo=200y = = 7,06
und nach GL (25)
682
Ya1= =20,4- (Zd?* = 20400 -, 3 =90.

2, Einflufizahlen in der Krépfungsebene: Da die Krépfung zu den
Lagein symmetrisch liegt, so ist nach den vereinfachten Gl.(33)

a1 = pgz= 2ry [0,25+ (l-” . 2000-10 [0,25 4 (@3” = 5,62

J][ 1024 \ 68
YT 0,25 (L> = =4,14
»a,2—!‘a,1~JH —\Z = =%,
i ' 7, 1000-10
Cu,l = :c,_,—— A’i-‘i‘[‘ i:a*—2l;] —m [:68—2 . 13,25] = 101,3

3. Einflufzahlen senkrecht zur Kropfungsebene: Mit dem Festwert C
nach Gl. (34)

_ Ju> _ ( 1024) _
dem Festwert D nach GL (36)

D=l-[ c(Br2 412+ 2,6 - J }:

a?

_1000[ 10 . 9 ..
=5 [6 5670 (3728109426 557728
D= 0937
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und, da die Ableitung des an der Kurbel @& erzeugten Drehmomentes nach
rechts erfolgt, mit dem Festwert D, , nach Gl (44)

N (ro lz,o)_ 1000-_2{( 10 9 )_
52 =5, \7 T 287 ) =565 \5670 T %6 3017) = 350

erhilt man die gesuchten EinfluBzahlen nach Gl (37) und (41)
Wy =upe=0Cl41+D =0921-562 0,987 = 6,112
lgz=pag1=Clg2a—D =0921-414 —0,937 =2875
twr=  =C-la1—D;,=0,921-101,3 — 35,05 =583
toe=  =0-las+ D, ,=0921-10L3 485,05 =1283
Teilwelle b (Abb.32): Von der geringen Verschwichung der Welle am
rechten Lagerzapfen kann abgesehen werden; dann hat die Welle gleichbleiben-
den Durchmesser und es konnen die

einfachen Gl. (20) und (24) Verwendung ) A
finden, wobei zu beachten ist, daf b1 b2

die Welle zwei Einzellasten P, , und 3 v |
- ) ~ i r -
P, , trigt. 1 ¥ | 1 2
b=138 cm, s —] : —>
- - b P31 —>k< g3, >
pb,1—56) 95,1 82 cm, < 25,2 } T2
p62:88) qb_2=50 cm,
" 4=16 cm. Abb. 32.
b 138
Olb’e = ﬂb,l = 3,4'712 = 3400'1@ = 7,16
Gy = fon=2e, = = 14,32
204 Pp -4 20400 56-82
Yo v1="gr ‘“LGEE“I “(Po,1+ 20 1) = —W—-m(56+2~82) =380
20,4 .
Yene =g ?L%'bql’“l ‘2Pt ) = =335
204 Py 5-4 20400 88-50
Vo= g gy (PoaF 200 = e gygg (88+2:50) =311
20,4 9
Ye,m2 = "gr fﬂé_bqélg : (ZPb,e'*'Qb,s) = =374
Zusammenstellung der EinfluBzahlen.
Teil- | Zylindrische Wellen- In der Kropfungs- Senkrecht
welle teile ebene zur Kripfungsebene
@, = F, =106 M=l e=562 | A =ul,  =6112
a %, g :,3”'1 = 3,58 by o=ty =414 Ayla=uyy = 2,875
ya 1: ;/a 2:90 ‘;’1= &’2=101,3 C&:1=58)3, ngz 128’3

¢ =B, 4= 1432

b o =B =116
=380

=311

335
374

Ye,m1 Yo, 12=

7,21 'Y aye™
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b) Berechnung der Lagermomente Mb,;, und Mb,,,.

Die Kurbel a soll in der lotrechten Belastungsebene festgehalten werden
(Abb. 83). Die Gl (46) zur Berechnung der Seitenmomente des Lagermomentes
M, nimmt, da die AuBenmomente M,= M, =0 sind, nur die Teilwelle ¢ eine
Kropfung hat, dagegen auf die Teilwelle b zwei Lasten wirken, Gl (6b), die
Form an

P, (7a,§ +5a,2) + Pb,1‘ Yo, 01 + Pb,e' Yo,291 =
=Mb(ﬂa,2+lu'a,2 + “b,1)’

daher fiir das Moment ), , in der wagrechten Belastungsebene (senkrecht
zur Krépfung) ’

Pa,h(?’u,e + Lae) + P(b,l)h * Yo, 01 + P(b,%)h *Vo,n1 =
= Mb, % (ﬂa,? + U2+ Oy, 1)
Pa,h(90 -+ 128,3) + 380- P 4y;,+ 311-Fy gy =
= Mb,h(7,06 -+ 6,11 - 14,32)
Mb.h = 7,94 Pa,h -}- 13,83 P(b, nr+ 11,32 P(b’ 0

und fiir das Moment in der lotrechten Belastungsebene (in der Kropfungs-

ebene)
Pa,v (}’a,z + a0 + P(b,l)v'y(b,l)l + P(b,z)v'i’(b,z)l =
= Mb,n (ﬂa,% -+ pa,2 + “b,l)
Pa’”(QO -+ 101,3) + 380 P(b’ e 311P(b’2)1J =
= Mb,v(7,06 - 5,62 - 14,32)
Mb,v = 7,09 Pa,v -+ 14,07 P(b’])v + 11,52 P(b,%)v .

¢) Berechnung der Stiitzenwiderstidnde,
Aus den Gl (47) unter Beachtung von Gl (6a)

B, Falda My
a a
_ Pupa Pb,1'9b_1 Pyo e a+b
‘Rb“ a + b ’l“ b +Mb'——b
Py oy, PooPre Mo
Be=—m=+—% —%

erhilt man mit den Werten Pens Poun und P g2 bzw. P,,, Py y, und
P(b_m nach Einsetzung der Werte fiir die Momente M, , bzw. M, , die Stiitzen-
widerstinde in der wagrechten

R i,
Ra,h ”‘ég'Pa.h - 68’* .
34 82 50 684-188
B 5 =@'Pa h+@‘P(b 1)h+T3§'P(b’2)h+m' My,n,
56 88 M,
Ren = 138 Lo 1)h+m‘P(b,2)h_l—§'8£,

Ra, h = 0,383 Pa,h - 0,203 P(b’1)h - 0,166 P(b,g)). 3
Ry 5= 0,675 P, 3+ 0,897 Po 1+ 0,610 Py yn»
R, =—0,058 Pa’h + 0,306 P 1y + 0,556 P o)n > l



Berechnung der Stiitzenwiderstinde. 2. Beispiel. 57

und die Stiitzenwiderstinde in der lotrechten Belastungsebene:

34 -Mbu
-Rav:G;SPa’v - 68 ’
34 82 50 68+188 . -
Bo,o =g Pov T 180, 1“’+138 Po,o0+ 5138 Moo
56 Mbv
Rcv: 138P(b 1)°+158P(b 2)v 138_'

B, , =039 F, , — 0,207 Py 1y»— 0,169 Py v »
Rb,v = 0,656 Pa’v + 0,903 Plb,l) vt 0,615 P(b,z)v '
R, ,=—0,052 P, , 40,304 Py 1)»+ 0,554 Py 90
Es sollen nun nach EnBlin die Stiitzenwiderstinde berechnet werden:
1. fiir die Stellung der Kurbel im Totpunkt,
2. »n » » ” » unter 35° nach der Totpunktlage.

1. Kurbel im Totpunkt: Alle Krifte und Momente fallen in die lot-
rechte Belastungsebene; die Gl fiir R, ,, Ry v, R, , geben daher bereits die
gesamten Stiitzenwiderstinde R,, R,, R,. Mit den Werten fiir die Stangen-
kraft P, = 21200, das Schwungradgewicht P, ; = 1600 und das Riemenscheiben-
gewicht P; o = 500 kg ergibt sich

Ra= 7979 kg zhrichfg' dEF/I/aJC'
— 15659 ,, T TN
Re=—338 ,, \ Rap\ Rep

2. Kurbel 35° nach Uberschreitung der Tot- N\
punktlage. Dreht man die Maschinenachse um 35° \ fayp
gegen die in der lotrechten Belastungsebene fest-

gehaltene Kurbel, so ergibt sich Abb. 33. Alle AN
angreifenden Krifte sind in ihre Seitenkrifte parallel + Ren N\ Prg, Dh =
zu den Belastungsebenen zu zerlegen. Es ist Ro.n Ron
P, =12200k ; A
P,— 18400 kg " g PV N3
NP, , =14000 » | %
Py 920 e %
= » X
Py, = 1600 » < @,0n e
P(b'1)u = 1300 » “%
Py on= 285 N
Pyo= 500 » S ” Abb. 83.

Py o= 410 »

die simtlich mit +--Vorzeichen einzufiihren sind, da sie durchwegs Stiitzen-
widerstéinde erzeugen, die die Richtung der 4--Achsen haben. Man erhilt

R, n=4439, R,,= 9234, R,,=—268kg,
R, ,=5206, R,,=10610, R, ,=—106 »
und damit die gesamten Stiitzenwiderstande nach Gl (48)
Ra=)44392 5206° = 6840 kg
Rp = /92342 - 10610° = 14070 ,,
Re =268+ 106:= 288 ,,

d) Berechnung der Neigungswinkel.

Die Neigungswinkel der Wellenachse in den Lagern ergeben sich fiir die
Totpunktlage grofier als fiir die Stellung der Kurbel unter 85°; daher sollen
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sie fiir die Totlage gerechnet werden, wobei nicht zu iibersehen ist, da man
wieder die EinfluBzahlen durch 1000 zu teilen hat, Es ist nach Erginzung
durch die Einflulzahlen der Krépfung nach Gl (4)

E- Pa,1 = Pa'(ya,l + 4-a’hl) - Mb(ﬂa,l + Auf;»l)
E'(pa,‘.’. = Pa.'(ya,ﬂ + Cl;ﬂ) - Mb(ﬁa,‘z + Aul;,?) = E'(pb,l
B, ,= 51" Yo, na T Pb,z'?’(b,e)s - Mb'“b,e .
Da alle angreifenden Krifte in der Krépfungsebene liegen, so ist die
elastische Linie der Wellenachse eine ebene Kurve. Man erhilt mit den Werten

der angreifenden Krifte fiir die Totlage aus der Gleichung fiir M , fiir das
Lagermoment

My = 7,09-21200 + 14,07-1600 + 11,52.500 = 178580 cmkg
und fiir die Neigungswinkel mit £ = 2,1.108
1

10% ¢y , = = 5100 [21200 (90 -+ 101,3) — 178580 (3,53 + 4,14)] = 1279
10% @y o = — 1089, , ——16-6 {21200 (90 + 101,3) — 178580 (7,06 - 5,62)] = 853
10%- 9 o = = Q_IOTO [885-1600 + 374-500 — 178580-7,16] = — 264..

3. Beispiel: Berechnung der dreifach gelagerten, doppelt gekrépften
Kurbelwelle eines Yerbundlokomobils (325/600 mm Bohrung, 550 mm Hub)
mit unter 180° versetzten Kurbeln (Abb. 34).

e 15— 800— 50»%35091&7660——%&#15——2—{

‘ N .

1 ] ,

N
%

Y l @
v £ it
’é,ml Ll Bl P l’%m 2 X
4*__ E ] i I %
JE r ) 'r—';da 730} 7}0 130 ! S >
X < R <1805
N]E) §J: 150 J]\ E e
§i§ 3 t Teilwelle a ::] §|§
s 2 S S
I S s
— a) Berechnung der Einflu3zahlen.
| Teilwelle & (Abb. 85):
;T [ a=115¢cm,
12U ok a, =p, =80, @y =g, =385 em,
T i L =155 Z,=9 cm,
7 ' Y
L ”—1: r=275, d=18 em.
; a, Fiir die freie Liinge r, des Kurbelarms
A goll hier nach Gl (29a)
8 x = 0,25
3
73 e gesetzt werden. Dann ist

Abb. 35. to=r—x-d=27,5-0,25-18 = 23 om.
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Ferner ist
13.223 22.1338
JI=——12——=11536, Jy= B = 4028 cm?,
184
= = 5 3 4 .
J, 64 153 cm

1. Einfluzahlen fiir die zylindrischen Wellenteile: Da diese Wellenteile
durchwegs gleichen Durchmesser d haben, so erfolgt die Berechnung der Ein-
fluBzahlen « und B wie bei der Teilwelle @ im 2. Beispiel nach den einfachen
Gl (20).

Es ergibt sich

%g 2 zﬂa'1 = 3:72 )

a1 = lga'Z =17,44.
Dagegen sind, weil die Kibpfungsmitte nicht symmetrisch zu den Lagermitten
liegt, fiir die Bezechnung der EinfluBzahlen y der Stangenkraft P, die Gl (24)
in Anwendung zu bringen.

_ 20,4 p,qa 20400 80-35
yﬁ’l— d4 * 6a (a+2 a) 184 6 115(80+2 35)~——1182
20,4 Pu-da .
Ya,a = i p q 2 Pa+q4) = =153,7.

2, EinfluBzahlen in der Kropfungsebene. Nach den Gl (30a, b, c) ist
¢ 2ry ag+ 17 2000-23 351552

R U R Fo il
—12
iay =M¢;,1=?fjf'ala2agi = =221
[y =2l G LT -
Ha,2 = T P I = 5,74

und nach GL (32a, b)

ro_To @ - _ __,__) 2 | —
Ca,1-—JH aﬁ L?alaf, a-l, ( 2 l. 1~'

~1000-23 35 [ < 80) KR
="2028 11 2.80-35—115-15,5— —5 .15’5J =623
To

! = 0 gl[ _._< __Z%) 2}:
C,,,g_JH 2 2a,0,—a-l.— (1 a I 127,6 .

3. Einfluizahlen senkrecht zur Kropfungsebene. Nach Gl (34) ist

J,,> ( -4028> o
und nach Gl. (36) .
1 . z,o ]
=5 (—3‘—]—(37‘ +7‘0)+26 J:
MLO_O(_) 23 2 2 9 21
= 1758 L6_11536 (8-27,5%+287)+ 2,6 zog 27,5} =0,338.

Bei Berechnung des Festwertes D, fiir die Ermittlung der EinfluBzahlen
C’Z , und Za,,,2 der Stangenkraft P, ist darauf Riicksicht zu nehmen, wie das von
dieser Kraft an der Kurbel erzeugte Drehmoment zu den Schwungridern ab-
geleitet wird. Es soll angenommen werden, dall das Drehmoment an der Nieder-
druckkurbel (Teilwelle @) zur Génze vom linken, das Drehmoment an der Hoch-
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druckkurbel (Teilwelle b) vom rechten Schwungrad abgenommen wird. Die GI.(40)
erméglicht iibrigens auch die Annahme, dal etwa nur ein Teil des Drehmomentes
an der Niederdruckkurbel vom linken, der andere Teil aber vom rechten
Schwungrad abgenommen wird; dann ist aber zu beriicksichtigen, daB der
letztgenannte Teil durch die Hochdruckkurbel hindurchgeleitet werden muB, was
auf die Stiitzenwiderstinde senkrecht zur Kropfungsebene von Einflufl ist und
durch Verwendung der Einflufzahlen o (Gl. 45) zu beriicksichtigen ist. Die
Art, wie diese EinfluBzahlen zu verwenden sind, geht aus den Beispielen 4
und 5 hervor.

Wird das Drehmoment an der Teilwelle @ zur Génze nach link s abgenommen,
so folgt der Festwert aus Gl (42a)

-Dz’1:"‘l ‘:ﬁ <a11_2a2‘702+3a1:_a272>+26 2.0 .02.q -‘_

a? LJ;
~ i [t (P + HEE R o) a0 o050
D, ,=—29,2.
Mit diesen Festwerten erhilt man nun aus Gl (37a,b) und (41)
W= =C.d1+D=1,052-127+0,333 = 1,67
o= pa1=C-lg2—D=1052-2,21 —0,333 = 1,99
pdls=  =C-upo+D=1,052-574+ 0,333 = 6,37
ti=  =C-le1—D,,=1052. 62,3+29,2 =947
tae=  =C-les+D.,=1052.127,6 —29,2=1050.
Teilwelle b (Abb. 36):
f:—” zz,ezzj by b=101cm, |
] i by =p,=38b, b, =¢q, =66cm.
, i“Z;;zz,a —i.:? Die tibrigen Werte wie bei Teilwelle a.
13 ! 2 1. Zylindrische Wellenteile: Nach GI. (20)
L db’2=ﬂ51:3,27,

lx,,yl = ,35 2 = 6,54 .

Abb. 36
Nach GL (24)
20,4
Vo1 = 7 pb6 & - (pe+24q,) =123,7,
20,4 ps-g
Ve o = d4 b6b 2 (zpb“}' qb) = 100)7 -

2. EinfluBzahlen in der Kripfungsebene: Nach Gl (30a, b, c)
21y b2l

b, 1= T, = 5,15
D) -
1117,,23,”1;,1:!]—/'.0 b—b—bzif—ZSZ
jig ‘
27y b2+ 1.2
e = P 164,
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Nach GIL (32 a, b)
! = e e —= . —_—D L, — .___..bl) 2:[—
Cb' t Jr b [2 bl b2 bl (1 b2 L 108’7

Co2 = %Zg : [2b1b2—b-lz—( —%)J,*} = 64,0.

1

3. Einflufzahlen senkrecht zur Krépfungsebene. Der Wert
C=0,78 (l + ﬁ) = 1,052
Jr

wie bei Teilwelle a.

Nach Gl. (36)

1

== Mo (g0 LX) 2}‘
D i [GJI(&' + 7,2 + 2,6 A ¥ =0,432.

Da das an der Teilwelle b erzeugte Drehmoment nach der Annahme zur
Ginze nach rechts abgeleitet werden soll, so ist der Festwert D, , nach
Gl. (42b) zu verwenden, der -+-Vorzeichen hat.

2 LJr \ 12

Nach Gl (37a, b) und (41)

D, 2:_1_‘ . [To (be—b)_ 'Toz’i‘ b)_-f;gbz 1‘2>+2,6 _%,Q,Tz,be] :+31’1 .

1= =C-dp1+D =585,
e =ph1=Clp2—D =201
Me2—  =C-upa+D =216
fh1=  =C-lp1—D, ,=1,052.108,7—31,1 = 83,2
the=  =C-lha+D, ,=1052. 64,0+31,1=984.

Zusammenstellung der EinfluBzahlen.

Teil- | Zylindrische Wellen- In der Kropfungs- Senkrecht
welle teile ebene zur Krépfungsebene

oy =Ba s =T44 Tg1=127 a1 =167

o o= a1 =372 a2 = pg.1= 2,21 A=l =1,99
@ Vaq=118,2 Ka,2 = 5,74 iy = 6,37
¥a o =153, Ca1=62,3 a1 = 94,7
L2 =127,6 Caz=105
oy 1= P o = 6,54 75,1=515 1p1=585

s o= P51 = 3,27 19 = ps,1 =232 e =g = 2,01
b 7, = 128,7 ho=1,64 he = 2,16
78,5 = 100,7 Zh,1=108,7 Ch1=832
Zh,2 = 64,0 Zo2 = 98,4
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b) Berechnung der LLagermomente M.

Fiir die weitere Berechnung sollen die Kurbeln in der wagrechten Be-
lastungsebene festgehalten werden (Abb. 37). Man erhdlt dann aus Gl (46)
durch Einsetzen der entsprechenden Werte fiir die EinfluBzahlen der Krépfungen
folgende Gleichungen zur Berechnung der Seitenmomente M, ; und Mb’,, und
des Lagermomentes M, : ) ’

Pa,h(Va,z + Cae) + Pb,h<7b,1 + G.1) — Ma,h(“a,e + la.2) —
- Mc,h(ﬁb'l + 1“'1;,1) = Mb,h (/31,2 + Ua,2 + &y 4 + 7y, 1)
Pa,n(?’a,e + Care) + Pb,v (71:,1 +51) — Ma,v("‘a,e +4a's) —
- Mc,v(ﬂb,l + pp1) = Mb,v(ﬂa,2 + e+ e, + Ayt
und nach Einsetzung der beziiglichen Werte der EinfluBzahlen
M, =11,32 P, 5+ 9,85 Py » — 0,238 M, 5 — 0,225 M, ,,

M, ,= 987P, ,+790 P, ,— 0218 M, ,—0,202 M, , (®)

¢) Berechnung der Stiitzenwiderstinde.

Auf die Welle wirken (Abb. 34) neben den Stangenkriften P, und P, an
den Kurbeln noch an den

+ Wellenstummeln auBerbalb

) e der beiden AuBlenlager die
prehrichtun, e Gewichte der fliegenden
/_I_* Ve Schwungrider und die Rie-

menziige. Bringt man zu
jeder dieser letztgenannten
Krifte P, , bzw. Py, in der
Mittelebene des ihr benach-

Fifirerstand P,
- 2 barten AuBenlagers zwei

+ . gleich groBe, aber entgegen-
(- it I ) , gesetzt gerichtete Krifte an,

253 . . . .
o« yd <2\ so duflert sich die Wirkung
Y\‘%“e ‘ N jeder AuBenkraft in einem
B I 2\ AuBenmoment M, bzw. M,
EAN und in einer gleich groBen,
._l - gleichgerichteten Kraft, die
durch den Auflagerpunkt hin-
Abb. 37. durchgeht. Letztere ist auf

die Verformung der Welle
ohne Einflu@, bleibt aber bei der Berechnung der Stiitzenwiderstinde selbstver-
stindlich zu beriicksichtigen. Man erhilt fiir letztere allgemein nach Gl (47)

Ra=Pa,m+Pa'gq _sr%_%,
a a a
_ Pe @ M, at+b M,
Bo= Pl By = M = ®)
b M,
Rcsz,,,, +Pb"pgb —*l—;é —]‘T

Durch eine dem wirklichen Umlaufsinn entgegengesetzte Drehung bringt
man die Maschine in die gewiinschte Lage gegen die Welle (Abb. 37) und zer-
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legt alle angreifenden Kriifte in ihre Seitenkrifte parallel zu den Belastungs-
ebenen; die wagrechten Seitenkrifte der Stangenkrifte P, und P, sind mit
P, und P, ,, die lotrechten mit P, , und P, , zu bezeichnen. Die Summen
der wagrechten Seitenkrifte der Schwungradgewichte und Riemenziige sind mit
P, myn und Py, zy;, die von ihnen erzeugten AuBlenmomente mit M, ; und I, ,
zu bezeichnen, wihrend die Kréfte und Momente beziiglich der lotrechten Be-
lastungsebene mit Py, »)p und Py n)p, M,,, und M, , zu bezeichnen sind.

Man erhdlt nun die Stiitzenwiderstinde R, », R;, und R, , in der wag-
rechten Belastungsebene (Ebene der Kropfungen), indem man mittels der Werte

i

X

Riemenzug
Ala,mjp =

sk
>
g
X
=
x

Schwungradgewrcht = )
=Ramh =Fiomn Ren

>

+
,3)
&
&,“D
S
S B
Q.

s'-:°

< §\°
&

(Z Pa

o
P:O
<
30
<
A

| Achse der
Maschire

<

Abb. 38.

Pons Po,n» M, und M, , zunichst das Lagermoment M, , aus Gl. (a) berechnet
und dieses mit den zugehdrigen Werten in die Gl (b) fiir die Stiitzenwider-
stinde einsetzt. In gleicher Weise erhélt man nach Berechnung des Wertes M, ,,
die Stiitzenwiderstéinde R, ,, R , und R, , in der lotrechten Belastungsebene.

Bei Einsetzung der Werte fiir die angreifenden Krifte und Momente ist
unter Beachtung der Regeln unter Abschn. 1 bzw. 8 auf die Vorzeichen streng
zu achten. ’

Die Rechnung soll nun fiir jene Kurbelstellung durchgefiihrt werden, bei
der die Kurbelebene gegen die Totlage um 90° verdreht ist (Abb. 88). Bei
einer Dampfspannung von 10 Atm. bei Einstromen im Hochdruckzylinder wurden
die Stangenkrifte aus dem Tangentialdruckdiagramm zu P, =4080 kg an der
Schubstange des Niederdruck- und P, = 5920 kg an der Schubstange des Hoch-
druckzylinders ermittelt. Unter Beachtung der Vorzeichenregel, wonach die
angreifenden Krifte 4 zu bezeichnen sind, wenn sie Stiitzenwiderstinde er-
zeugen, die die Richtung der ---Achsen nach links bzw. aufwirts haben, erhilt
man die Seitenkriifte von P, und P, zu

Pon=— 820 kg, P.,= 5800 kg,
Py =—1185 kg, Py, =—4000 kg.

Das Gewicht jedes Schwungrades betrigt 2000 kg. Der Riemenzug ermittelt
sich aus der groBten Leistung von 850 PS bei 164 Umdr./min gleich der drei
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fachen Umfangskraft an jedem Schwungrad zu 1800 kg. Bei der vorliegenden
Kurbelstellung fallen die Schwungradgewichte zur Génze in die wagrechte, die
Riemenziige in die lotrechte Belastungsebene. Ks ist daher

Po,wmyn = P, mn= 2000 kg,
P, myv = P, m»=— 1800 kg.

Da der Abstand von Schwungradmitte bis Mitte AuBenlager 41,5 cm betrégt,
so ist schlieBlich
M, =M, ,= 2000.43= 83000 cmkg,

M, ,=M,,=—1800-43 = — 74700 cmkg.

Mit diesen Werten erhilt man fiir die Lagermo-

\ 2 mente aus Gl. (a)
g L _NTZ M,,,=—11,32- 820—19,35-1185
ooe — (0,238 +0,225)-83000 = — 58790 emkg,

100 éf My,,=  9,87-5800 — 7,90-4000
o { Q| — (0,218 -+ 0,202)- (— 74700) = 55690 cmkg
;*_T und durch Einsetzung in die Gl. (b) fiir die Stiitzen-
Jor s widerstande mit a=115, b=101, p, =80,
i ‘ - ¢a=Ps =35, ¢,=066cm
S
S 35 83000 58790
S Run= 2000 — {75 820 +—q== +-9ig =
§ " I 1s = + 2984 kg,
v S 0 66 83000
2 || %3 - _80 g0 86 118583000
§ ' 3 By 715 820 — o1 1185~ 75
115+ 101 83000
<0827 S [ —
% 8 . 150158790 — oy 3983 kg,
R | & 35 58790 83000
8 l -y | 2 Royp= 2000 — oo 1185 + =i 4+ == =
| = =+ 2994 kg,
>
35 74700 55690
o b% Rapy = — 1800 + 575+5800 — o= — Zns =
i 052 i =—1170kg,
S , - <
g = _ 80 o0 56000 4 74T
=B 153 Ba,o = + 1159800 — 1o7 4000+ 5=+
T SRg 115+ 101 74700
7 i
o § | 3 35 55690 74700
& I L% Re,y=—1800 = 1574000 — =57~ —~1p1 =
g ] + 8|3 = —4476 kg.
&ggi i 3 S ZE o s ol . . . .
g 2 §8% SchlieBlich erhilt man die resultierenden Stiitzen-
Troee B8 77X widerstinde nach Gl. (48)
3 TP IR
s el E Ra — 29842 1 1170° = 3205 kg,
<otz 8 — V30855 T 3846% —
J[oszL s Ry = /39837 1 3846° = 5536 kg,

L

R. = 29942 + 44767 = 6245 kg.
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. 4. Beispiel: Berechnung der vierfach gelagerten, doppelt gekripften
Kurbelwelle eines Viertakt-Dieselmotors (Abb. 39).

a) Berechnung der Einflu8zahlen.

Teilwelle a: Die Berechnung der Einfluzahlen dieser Welle, deren Krop-
fungsmitte zu den Lagermitten symmetrisch liegt, erfolgt in genau gleicher
Weise wie bei der Teilwelle @ in Beispiel 2. Die freie Linge r, des Kurbel-
armes r = 80 cm wurde mit Riicksicht auf die sehr kraftigen Wellen- und Kurbel-
zapfen mit 7y = 10 cm angesetzt.

Teilwelle b: Die Berechnung der EinfluBzahlen dieser zu den Lagern
nicht symmetrischen Welle erfolgt in gleicher Weise wie bei der Teilwelle b im
Beispiel 3.

Da das an der Teilwelle ¢ erzeugte Drehmoment durch die Krépfung der
Teilwelle b hindurchgeleitet wird, so sind nach Gl. (45) noch die EinfluBzahlen c,

zu ermitteln. Es ist mit
11.808
r=30, 7o =10, b =103, l,,=15cm, Jr= 19 = 24750 cm*,
. 4
Jyr= 33275 cmt, J, =" 6245 = 19175 cm?,
) ’) - ._32(_10_ .JL) -
@=E3 (J,+2’6 7 ) = £ 1000550 \gpmeg + 26- 19175 = £ 0.710.

Teilwelle ¢: Diese Teilwelle besteht nur aus zylindrischen Teilen. Die
Berechnung der EinfluBzahlen ist in &hnlicher Weise durchzufiihren wie bei der
Teilwelle @ in Beispiel 1, gestaltet sich aber wesentlich einfacher, weil der ko-
nische Teil entfillt.

Nach Ermittlung sémtlicher EinfluBzahlen ergibt sich folgende

Zusammenstellung der Einfluf3zahlen.

g‘:]i;l,; Zylindr. Wellenteile |in der Kropfungsebene senkgzg élstek?:rfe Krép-
g1 =g, 2= 1498 Toa=pg2= 1,843 | Ag1=pae=1904
. tgo=Pq1= 0,749 1,%,2 =pg1= 1,168 | 14 e=p41=0756
Va,1=7a2=2418 | l41=Cla,2=38380 ta1=17,15
Ca2 = 42,67
h1=Ppa= 1794 i31= 2,278 1= 2,206
a0 =F51= 0897 | X,2=up,1=1224 e =uf1 =0,3893
b V6,1= 75,2 = 34,63 Kh,2= 1,286 whe = 1,328
th,1=49,78 Cor1 = 81,80
Zh,e = 39,12 Lo = 46,89
wy = £ 0,710
o 1 = 3,291
G 5=y 1= 1,581
o Boa= 5376
7e,1 = 116,8
Va9 = 1419

Gessner, Kurbelwellen.
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b) Berechnung der Lagermomente.

Die Kurbeln sollen in der lotrechten Belastungsebene festgehalten werden
(Abb. 40). Die vorliegende Anordnung stimmt vollstindig mit dem Fall iiberein,
der bei der Entwicklung der Gl. (51) angenommen wurde. In die Gleichungen fiir
die Momente in der lotrechien Belastungsebene, die mit der Kropfungsebene
beider Kurbeln zusammenféllt, sind selbstverstindlich die einfach gestrichelten
Werte fiir die EinfluBzahlen der Kripfungen einzufiihren, wihrend die Glieder
mit w, entfallen. Man erhélt daher nach Gl (51)

a) fiir die Momente in der wagrechten Belastungsebene (senkrecht zur
Krépfung)

Pa,h (Va,z + Lale) + Pb,h (71;,1 + &8,1) — wb,l'Mt,b
=M,, (ﬂa,? + pae+ 1+ A1) + Mc,h<ﬁb,1 + 1),
Pb,h(7b,2 + {oe) + Pc,h'?’c,l + o, - M,y
= Mb,h(“b,z -+ 25.2) + M, , (ﬂb,z + upe + e, )
und nach Einfithrung der Einflufizahlen
66,8 P,a+ 66,43 Py, — 0,71 M, , =7,402 M, ,+1,79 M, ,,
81,52 Py 41168 P, 5+ 0,71 M, =1,79 M, ,+ 6413 M, ,
durch Auflssung nach M, , und M, ,
My = 968P, 5+ 633PF,,— 472P,;,—0,132 M, ,,
M, n=—270P,,+10,94 P, , +19,53 P, 5 + 0,148 M, ,, } ®)
b) fiir die Momente in der lotrechten Belastungsebene (Kropfungsebene)

Pa,v(yuﬂ + Ctl,:?) + Pb,v (yb,l + Cb’ﬂ) = Mb,’v (ﬂa,‘z + lu‘l;,z + ab,l + /’{b”l)
+ Mc_v(ﬂb,l -+ /ub,,l)’
Pb,u(?’b,z+cés2>+Pc,u'7c,1 =Mb,v(ub’2+lb,,2)
+ M, , (/31;,2 + up,2 + “c,l)a
57,93 P, ,+ 8441 P, ,=T418 M, , 42,121 M, ,,,
78,15 Py, +116,8 P, , = 2,121'M, , -+ 6,371 M, ,,,
Mo~ 862P,,+893P,,~ 580P,,, | "
M, ,=—288P, ,+861P,,+20,26P,,. |

c) Berechnung der Stiitzenwiderstinde.
Fihrt man die Werte a =286, p,=¢,=43, b=103, p, =43, ¢ = 60,

c=230, p, =125, ¢, =105 cm in die GL (50) fiir die Stiitzenwiderstinde ein,
80 erhdlt man

Ro=pP, 3o o _ ~05P, — 001163 M,
a a

Rb:Pa-%uB,,-q—ngi‘gbl’Mb—%@:o&Pa 40,583 P, -+ 0,02134 M,
—0,00971 M,, ©

_p . P 9 My  b+c ..

Ro= P, B P Je 204 D00 b, — 0,417 P, + 0,457 P, — 0,00971 I,
+0,01406 21,

Ro=p,. P Mo _ = 0,543 P, —0,00435 1, .

C c
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Mit P, , Pp,» und P, , und den Werten fiir M, , und M, , aus den obigen
Gleichungen ergibt sich fiir die Stiitzenwiderstinde in der wagrechten Be-
lastungsebene
R,n= 0387P,;— 0,074 P, ;+ 0,056 P, ,+0,00154 M, ,,
Ry = 0,783P, ;+ 0,612 P, 5 — 0,291 P, , —0,00426 I/, ;,
R, =—0,182 P, 5+ 0,510 Py , + 0,775 P, , + 0,00336 1,5 ,
Ryn= 0,012P,;— 0,048 P, ;0,460 P, , — 0,00064 M, ,
und mit P, ,, P, ,, P,, und den Werten fiir M, , und M, , aus den obigen
Gleichungen fiir die Stiitzenwiderstéinde in der lotrechten Belastungsebene
R, ,= 0399 P, ,—0,104 P, ,+0,067F,,,
Ry ,= 0,712P, ,+ 0,690 P, ,— 0,821 P, ,,
R, ,=—0,124 P, ,+ 0,451 Py, + 0,799 P, ,,
R,;,= 0,018P,,—0037P, ,+0455P, ,.
Diese Gleichungen gestatten die Berechnung der Stiitzenwiderstinde in
beiden Belastungsebenen fiir jede beliebige Kurbelstellung.

i.q. i p= 5=1030 y
ny_l
ororitited i, it
\ | £5-
\ Zo haw 8
N
A % 3
[37] S
AN 8 / >% §,
YN ASR
\%u Rev, ﬁd,u S “ng‘
N
+ N 2r & - %
<____/?bh B th Ran E S } -
Ren,Ran g
2 QS < & Q
N § / S §
Yéxx 3y O W § g S
| 5305 NN R N
l{ =z X T 5§ S X
— Cu
Z: Mom-MaBstab: %5cm =100000 cmkg
=Y
. Abb. 40. Abb. 41.

Die Stiitzenwiderstinde sollen nun fiir die Kurbelstellung unter & =380°
nach dem oberen Totpunkt, Arbeitshub der Kurbel b, berechnet werden, Mit
einem Rotorgewicht von P, =10000kg ergeben sich unter Beachtung der Be-
schleunigungsdriicke folgende Seitenkrifte in den beiden Belastungsebenen
(Abb. 40):

Pa,hz_ 3700, Pb.h:22600; Pc‘h:SOOOkg,
P, ,=—11600, P, ,=24700, P, ,=8700 kg,
ferner das Drehmoment
M =P, -1 =—238700.30 = — 111000 cmkg .
Fiihrt man diese Werte in die obigen Gl ein, so erhilt man:

R, ,=— 2996 kg, R, ,=— 6615 kg,
By, = 10187 kg, R, ,= 5990 kg,
R,,= 15517 kg, R, ,= 19585 kg,
Ry ,= 1242 kg, R;,= 2890 kg.

5*
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Damit ergeben sich die Gesamtwiderstdnde:

BR,=VB: h+Riy= 7273 kg,

Ry = = 11780 kg,
R,= = 24970 kg,
R,= = 3438 kg.

Es sollen nun noch die Beanspruchungen an der zweiten, offenbar héher
beanspruchten Kurbel (Teilwelle b) ermittelt werden; man kann entweder mit
Hilfe der Gl. (a und b) oder aus den angreifenden Kriften und den nunmehr be-
kannten Stiitzenwiderstinden die Momente in den Lagern B und C der Teilwelle
berechnen. Die Momente in den Mitten der Kurbelarme und des Kurbelzapfens
erhilt man am einfachsten auf zeichnerischem Wege, wie dies in Abb. 41 fiir
die Momente in der lotrechten Belastungsebene gezeigt ist. Man hat nur noch
den Wert fiir das Biegungsmoment unter der Last P, , = 24700 kg der frei-
aufliegend gedachten Welle mit

by-by 43.60
b

=24 700'_ﬁg_ = 618700 cmkg

zu berechnen. Trigt man diesen Wert auf der Kraftrichtung von P, ,, die
Lagermomente 3, , und M, , auf den Auflagerlotrechten an, so ergibt sich die
schraffierte Momentenfliche, an deren Ordinaten man nun die gesuchten Mo-
mente abgreifen kann. In gleicher Weise hat man fiir die wagrechte Belastungs-
ebene zu verfahren; damit erhilt man folgende Zusammenstellung der Momente
(unter Weglassung der Vorzeichen): .

Pb.v

Resultierend
Wagrechte Be- | Lotrechte Be- Bie;ﬁﬁgsﬁggeite
lastungsebene | lastungsebene ‘
M = Y3+ I
Mitte linkes Lager B My = 98300 | M, ,= 70100 121000
» linker Kurbelarm 146000 177000
»  Kurbelzapfen 368000 402000 545000
» rechter Kurbelarm 127000 119000
»  rechtes Lager C M, ,=338500 | M, ,= 422300 541000

Fiir die Berechnung der Spannungen sollen die auf der Hypothese der
Bruchgefahr von Mohr beruhenden, mit den Versuchen weit besser als die
alten Ansitze iibereinstimmenden Formeln beniitzt werden; danach ist fiir einen
kreisformigen Querschnitt, wenn M das auf diesen Querschnitt wirkende Bie-
gungsmoment, M, das Drehmoment bezeichnet, das ideelle Biegungsmoment

M= VI

Auf die Mittelquerschnitte der beiden Lager- und des Kurbelzapfens wirken
biegend die in obiger Zahlentafel angeschriebenen resultierenden Biegungs-
momente; ferner drehend die Momente:

Linker Lagerzapfen: P, ;-r=—3700.30 = = —111000 emkg,
Kurbelzapfen : (Rayn+ By p)-r=(—2996 +10137)-30 = 214000 cmkg,
Rechter Lagerzapfen: (P, 3+ Pp )7 = (— 37004 22600)-30 = 567000 cmkg.
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Die Anstrengung o des Baustoffes der Welle ergibt sich mit dem &quatorialen

Widerstandsmoment W =J, : %d zu

L
=3
Da alle drei Zapfen gleichen Durchmesser haben, so ist fiir alle
19175

— 8
W= 25 1538 cm?.

Damit erhdlt man
Linker Lagerzapfen:

M, = 103. J1212 4 1112 = 164000, = 16;452)30 = 107 kg/ecm?,
Kurbelzapfen:

M, = 10°. J545° 4 214% = 586 000, a=%=382 kg/em?,
Rechter Lagerzapfen:

M, = 108. 5412 - 5672 = 784000, 6=2814ng-0-=511 kg/em?.

Auf die Kurbelarme wirken von den oben angeschriebenen Momenten die
Momente in der lotrechten Belastungsebene biegend, die Momente in der wag-
rechten Belastungsebene hingegen verdrehend ein; erstere erzeugen Normal-
spannungen, die ihren GroBtwert an der langseitigen Begrenzungsfliche der
rechteckigen Kurbelarmquerschnitte erreichen, wihrend die Drehmomente Schub-
spannungen erzeugen, die ihre GroBtwerte in der Mitte der Langseiten haben.
Das ideelle Biegungsmoment hat nach dem Ansatz von Mohr fiir Rechteck-
querschnitte den Wert Ak P

g Zr '
M=]/M2+(—2— m)".
&8

Zur Berechnung der grofiten Anstrengung in der Mitte der g&"‘f S
d

Langseite des Kurbelarms hat man fiir das Widerstands- L R
moment den Wert
1 § a4

W=Jp:z-11=33215:55 = 605 om® ]
PARS
zu verwenden. Damit erhdlt man aus o = M;: W Y3 FRa,n
Linker Kurbelarm: Abb. 42.

T /8 \2
M= 103-1/1772 + (—g 146> = 282000, o= 38520%(19 = 466 kg/em?,
Rechter Kurbelarm:
T 79 \e
M; = 10"*-]/1192 + (—g— 127) = 225000, o= %09599 =372 kg/om? .
Weiters werden durch die Kréfte in der wagrechten Belastungsebene Biegungs-
momente erzeugt, die die Kurbelarme aus der Krdpfungsebene herauszubiegen
versuchen und Biegungsnormalspannungen erzeugen, die ihre Gréftwerte an
den Schmalseiten der Kurbelarme erreichen. Da angenommen wurde, dafl sich
die Kurbelarme nur auf die Linge r, verbiegen kénnen, so ergibt sich z. B.
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fiir den Querschnitt ss’ beim Wellenansatz des rechten Kurbelarms (Abb. 42)
ein Biegungsmoment mit » =30 em, 7, =10 cm

r—7 77
(Bayn+ By 5)+ 5 O & (Pan+Po,n) —{2_ 0

= (— 2996 4 10187).10 + (— 8700 -+ 22600) - 20 = 449 000 cmkg.

Das mafBigebende Widerstandsmoment ist

W= JI:%-E’.O =24750: 15 = 1650 cm?.

Das obige Biegungsmoment ergibt einerseits mit dem Drehmoment von
127000 cmkg am rechten Kurbelarm ein ideelles Moment

T /a9 N2
M= 108.]/4492 + (% 127) = 488000 omkg

und damit eine Anstrengung von
o = 488000 : 1650 = 296 kg/cm?
in der Mitte der Schmalseite, andrerseits eine Biegungsrandspannung
= 449000 : 1650 = 272 kgfcm?,

Da nun das Biegungsmoment von 119000 emkg der Kréfte in der lotrechten
Belastungsebene an der Langseite des Kurbelarms eine Biegungsrandspannung
von 119000 : 605 = 197 kg/cm? hervorruft, so treten in den Ecken des Kurbel-
armquerschnittes Normalspannungen

972 + 197 = 469 kg/om?

auf, die aber auch nicht nennenswert groBer sind als die vorhin am linken
Kurbelarm gefundene groBte Anstrengung.

Die Anstrengung des Baustoffes der Welle, die beifderen reichlichen Ab-
messungen im vorliegenden Fall die zuldssigen Werte nicht iiberschreitet, er-
reicht also ihren GréBtwert mit 511 kg/em? im Lagerzapfen des Lagers C, daher
an einer ganz anderen Stelle, als man bei der hdufig verwendeten
Rechnungsart unter Vernachlissigung der statisch unbestimmten
Lagerung vermuten wiirde; sieht man ndmlich die Teilwelle b als freiaui-
liegend an, so ergibt sich im Lager C natiirlich gar kein Biegungsmoment und
man erhilt fiir die Anstrengung an dieser Stelle nur eine reine Drehungsspan-
nung von 185 kgjem?.

5. Beispiel: Berechnung der vierfach gelagerten, doppelt gekriopften
Kurbelwelle einer liegenden Verbund-Dampfmaschine mit unter 90°
versetzten Kurbeln.

Dieses Beispiel ist aus ,EnBlin%, 8. 105—154 entnommen (Abb. 43). Die
kleine Unstimmigkeit in den Mafen der Teilwellen ¢ und b wurde aus der
genannten Quelle (Fig. 50, 8. 106) iibernommen, ist aber fiir die Berechnung
ohne Bedeutung.

a) Berechnung der EinfluBzahlen.
Teilwelle a. 1. Zylindrische Wellenteile (Abb. 44):

a =162 ecm,
m, = 22,5, n, = 139,5 em,
my = 87,5, n, = 74,5 cm,

my = p, = 108,5, ng = ¢, = 53,5 em,
d,=26, dy=381, dy=d,=26cm.
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Die Berechnung der EinfluBzahlen

Cg,1y Ua,9 = ,ga,p ﬂa,z
erfolgt unter Anwendung der Gl. (10), (11), (12)

und (18), jene der EinfluBzahlen y, , und y,,,
nach Gl (19), (22) und (28).

'
3l
S
<=
Y L)
T kS NS
138
1 v . 12
23 a
= g — el 7z
'3 <P 3=da
Abb. 44

2. Einflufizahlen fiir die Kropfung.

Da die Kropfungsmitte von den Lager-
mitten ungleiche Abstinde hat und die Ab-
leitung des an der Teilwelle ¢ durch die Stan-
genkraft erzeugten Drehmomentes nach rechts
erfolgt, so stimmt die Berechnung der Einflu3-
zahlen 1,, u, und {, mit jener der Teilwelle b
des Beispiels 3 iiberein. Die freie Linge des
Kurbelarmes r=40cm muBite zwecks Ver-
gleiches mit der EnBlinschen Rechnung wie
im 2. Beispiel nach Gl. (29a) mit dem Wert
» =0,75 zu

ry=17—%-d =40 —0,75-26 = 20 cm
eingesetzt werden.

o
A
T T l
i P ' = L__
N J, = & ’i@
& y y ¥4
m, n ¢
1727 "
e Mg =Pc Tz 13=qc 7%
—
ki mg el
Abb. 45.

Teilwelle b. Diese Teilwelle liegt sym-
metrisch zur Teilwelle a beziiglich der Mittel-
ebene durch das Lager B zwischen beiden
Wellen, Die Einfluizahlen «;, 85, y5, %, s und
¢ erhilt man daher aus den EinfluBzahlen «,,
Bay Vas Aas tas Lo der Teilwelle ¢, indem man
sie entsprechend vertauscht.

Da das an der Hochdruckkurbel erzeugte
Drehmoment durch die Niederdruckkurbel hin-
durch zum Schwungrad abgeleitet wird, so ist
fiir w; nach Gl. (45) mit
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r=40, r, =20,

. 3
Jr= 17’?235— = 62526,

— _r_ T _l,z,'o) (
==+ (J1+2’6 7 ) =+1000 355 (o505 + 26

Die Berechnung der EinfluBzahlen dieser nicht gekrépften

Teilwelle c.

Mehrfach gelagerte Wellen mit Kropfungen.

b=162, I, ,=1225cm,
.9p4
7267 _ 99439 oms,

64
20 12,25
22439

J, =

): + 0,43,

Teilwelle soll noch einmal im einzelnen vorgefiinrt werden (Abb. 45).

¢ =229 cm,
my = 22,6,
my= 82,

my = P, =130,

my =178,
ms =198,

d, =2, dy= 82,

n, = 206,5 cm,
ny = 147 cm,

Ng = Q¢ = 99 cm,
n, = 51 cm,

ns =81 cm,

dy=d, =40,  dy=30cm.,

Es ist nach Gl (10) fiir die zylindrischen Teile und nach Gl (14) fiir den ko-

nischen Teil:

f, =20,4.% ;l"f‘l - = 20400-32—9—2_—642%’—5— =1,005
fa=204 d]‘ P =204oo-ﬁ’—5§2‘4—14?: =1,157
f,=204."2 d;"**_ = 20400- y‘%&ﬂ = = 0,382
fo=204- ’i*d_jﬂ = = 20400- %13—451 = = 0,382
fo =204 1" 98 +dd3 ‘; EA _ 90400. 21271 AT BT o001
fo= 20’4'52% = = 20400.3%} = = 0,781
f 3,998
Zf f1+f2+fs = 2,544
Ferner nach Gl (11) bzw. (15)
for = 1(1,2 _ f_;lflz _ B 1(;;30 2292 ;6306,52 _ 0956
fa,2 = 12’2 . ”12d_24n£ - - %22,39 . ?iﬁ_%# ~0,893
2 __
fa,s = % ﬁzzd;”ag = = 1%22-3—0- 147 i = 0,205
2__
fars = 1(:’2 . ”824”4_2 - - %339 . ﬁ’_wﬂ. ~0,125
f“’5='1%‘2' gt [df*d (2+ 6) dﬁz}(“%ﬂ _
00 st (et + a0 (1 0)| =00
o= 122 g:; - S 0,058
2 fa = 2,282

Za‘fa—fa 1+ fa, 2+fa 3 = 2,054
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Endlich nach Gl. (12) bzw. (16)

%a,1=6—;§-%~——1;£= =%999.2§%E=207,8
S nlad—;4n23 _ ~ %)gg) ' 206,5;2—4- P
P, = 20 ﬁzsd;"“s = :%%)-E%ﬁ — 9248
Tea,5 = %8' (s = n5) (d?:lﬁ d?. ZZZ + dﬁiJ

= %99 (51— 31) (40581;0 + 45012'-232 + 40§1;03> = 20

L4
X Ma = 406,6
0
?,
2 Ma =Ma, 1+ Ma,2 + Ma, 3 = 398,8
0

Nun ist nach GI. (18)

[
1 406,6
o1 =— ~%79]Ea = 359" =1,776,

c
o, = Bo,L = 3 fa—ap, = 2,282 — 1,776 = 0,506,
0
14 4 [
Sfp=3f—3fa=3998—2282=1,716,
0 0 0
Bes2 = 3 f5— fos = 1,716 — 0,506 = 1,210 .
0
Ferner nach GI. (19)
D, », D,
S fs=23f—3 fa=2544 — 2,054 = 0,490
V] 0 0

und mit
P, =180, 9. =99 cm
nach Gl (22)
D

(4 p0
Yo,1=Pc e,y + e * X fa— 3 Mo =180-1,776 + 99-2,054 — 393,8 = 40,4
0 0
nach Gl (23)

», P, D,
Yes2 =Dyt g+ 4o 3 3 —¢ 3 fat 3 Ma=130-0,506-+99-0,490—229- 2,054
0 ¢ 43938 =37,7.



74

Mehrfach gelagerte Wellen mit Krépfungen.

Zusammenstellung der EinfluBzahlen.

3":{};3 Zylindr. Wellenteile |in der Kropfungsebene i;r'ili];frlfncggzbzelrlli
o1 = 1,752 a1 =0,322 ha1=0,411
Ggo=Pa1=0895 | laz=pa,1=052 | I4o=ug1=0413
a Baa= 2,223 a2 = 1,192 a2 = 1,259
Va1 =410 a1 =196 Co1=13,26
Va,2 = 61,8 Ca,2 =896 Zare = 44,45
wp 1 = 2,228 M,1=1,192 g1 =1,259
o, 9 =Fp,1 = 0,895 2,2 =up,1=0,523 Mo =up1=0413
, By 2= 1,752 up,2 = 0,322 pae = 0,411
7s,1 =618 £5,1=389,6 Con = 44,45
75,2 =410 2 =196 tors =18,26
wy = - 0,43
o 1= 1,776
o5 = Fy 1= 0,506
o Boo= 1210
Ye,1 = 40,4
Ve, 2 = 37,7

b) Berechnung der Lagermomente.

Fiir die Berechnung der Lagermomente und der Stiitzenwiderstinde soll
die Hochdruckkurbel (Teilwelle @) in der lotrechten Belastungsebene festge-
halten werden; die Niederdruckkurbel (Teilwelle ) kommt dann in die wag-
rechte Belastungsebene zu stehen (Abb. 46). Das von der Hochdruckkurbel durch
die Niederdruckkurbel gehende Drehmoment M, , liefert Stiitzenwiderstinde, die
senkrecht zur Ebene der Niederdruckkurbel gerichtet sind, also in die lotrechte
Belastungsebene fallen; die beziiglichen Glieder treten daher hier in den Glei-
chungen fiir die Momente M; , und M, , in dieser Ebene auf. Ferner sind in
diesen Gleichungen fiir alle EinfluBzahlen, die sich auf die senkrecht zur lot-
rechten Belastungsebene stehende Krépfung der Teilwelle b (Niederdruckkurbel)
beziehen, die doppelt gestrichelten Werte u;”, 7,” ... usw. einzufiihren. Um-
gekehrt treten dann in den Gleichungen fiir die Momente M, , und M, , die
Werte 1/, 4;/. .. auf.

Da die Stellung der Niederdruckkurbel b mit der in Abb. 28¢ dargestellten
Lage iibereinstimmt, so ist w; , mit positivem, w;, , mit negativem Vorzeichen
einzusetzen. Damit ergeben sich nach Gl. (49) fiir die Bestimmung der Lager-
momente folgende Gleichungen:
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1. Momente in der wagrechten Belastungsebene.
Pa,h(?’a,a +lae) + Pb,h(?’b,1 +L5,1) = Mb,h(ﬂa,z + taye + o+ 23,1)
+ Mc,h (ﬁb,1 + 15,1)
Pb,h(?’b,z+Cb’,2>+Pc,h'7’e,1 *_—Mb,h(“b,g’f‘ll;,%)
+ Mc,h(ﬁb,2 + ,ub',2 —{_ ac,l) .
Nach Einfiihrung der obigen EinfluBzahlen erhilt man
106,3 P, , + 101,4 Py, , = 6,897 M, , + 1,418 M, 5,
70,6 Py + 404 P, ,=1418M, ,+3.85 M, ,
und nach Auflosung dieser Gleichungen
My,,= 1667P, ,+11,82P, ,~ 233 P, ,,
M, n=— 614P, ,+13,98P, ,+ 1136 P, ;.

2. Momente in der lotrechten Belastungsebene.
Pa,v(ya,2 + Ca2) + Pb,u(?’b,1 + &ooy) + wy - M,
= Mb,v (ﬂa,2 + Hé,g + ‘xb,l + lb"ﬂ) + Mc,v(ﬁb,l + 1”(;:1> 4
Pb,v(yb,‘z+CI;:2)+P0,1;'?0,1 - wb,2'Mt,b
= Mb,v((xbﬁ + 15’:2) + Mc,'v (ﬁb,% + /41;:2 + “r-,l)’
1014 P, ,+ 106,38 Py, , + 0,43 M, , = 6,897 M, , 1,308 I, ,
54,3 Py, + 40,4 P, ,— 043 M, ,=1,308 M, , 3,939 M, ,
M, , = 15,68 P, ,+ 18,65 P, , — 2,08 P, ,+ 0,0887 M,,,
M, ,=—521P,,+ 924 P, ,+ 10,94 P, , — 0,1387 If; ,

¢) Berechnung der Stiitzenwidersténde.

In die allgemeinen Gl. 50 (@ = b =162, p, = 108,5 = ¢;, ¢, = 58,5=1p,, ¢=229,
pe =180, ¢, =99 cm)

B=20p, 2
Ry= o0 P, — e

sind fiir die Bestimmung der Stiitzenwiderstinde R, ;, Bj ... in der wag-
rechten Belastungsebene die Werte P, s, Py 5, Pe,n und My ,, M, ,, fir die
Stiitzenwiderstédnde R, ,, B; ,... in der lotrechten Belastungsebene die Werte
P,y Py, Pep und M, ,, M, , einzufiihren, Damit erhélt man

Ron= 0221P, ,—0078 P, 440,014 P, ,,

Ryn= 0914P, ,+0,130 P, ,— 0,099 P, ,,

R, p=— 0,168 P, ;- 0,404 P, , + 0,566 P,

Ryn= 0,027P,;—0,061 P+ 0,519 P, 5,

R, ,= 0233P,,—0084P,,+0013 P, ,—0,000547 M, ,,

Ry, = 0,896 P, ,+ 0,781 P, ,— 0,093 P, , 4 0,001951 M, ,,

R, ,=—0,152 P, ,+ 0,343 P, , -+ 0,560 P, , — 0,002009 X, ,,

Ry ,= 0023 P, ,— 0,040 P, ,+ 0520 P, , + 0,000605 M, ;.
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Die Stiitzenwidersténde lassen sich nun fiir jede Kurbelstellung berechnen.
Nach EnBlin tritt die ungiinstigste Beanspruchung der Welle fiir jene Kurbel-
stellung ein, bei der die Hochdruckkurbel die hintere Totpunktlage der Ma-
schine um 40° iiberschritten hat. Fiir diese Stellung hat EnBlin folgende
Seitenkrifte der Schubstangenkrifte P, und P, und des Schwungradgewichtes
P, ermittelt (Abb. 46).

P,,»=11600kg,
P,,,=10900kg,

Py, 5 =— 5500 kg,
Py,, = — 9400 kg,

Py, =— 19900 kg,
P,,= 16700kg.
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Abb. 46.

Das Drehmoment an der Hochdruckkurbel @, das durch die Niederdruckkurbel b
hindurchgeht, ergibt sich zu M, =P, ;- r=11600-40 =464 000 cmkg mit +-Dreh-

sinn. Mit diesen Werten erhilt man
R,,= 2755kg, R, ,=3293 kg,
Byn— 8558kg, Ry, = 1777 kg,

R, ,=— 15431 kg,
Rd.h: — 9682 kg,

R, ,=3540kg,
Ry,p=9590 kg.

Damit ergeben sich die resultierenden Stiitzenwidersténde?)

B, =VRIR+R:,= 4290 kg,
Ry = - 8740 kg,
R, = = 15830 kg,
R, = ~ 13630 kg.

1) EnBlin findet auf Grund seiner sehr umstindlichen Rechnung folgende
Werte, die von den nach der obigen Rechnung gefundenen um die eingeklam-
merten Hundertteile abweichen:

R,= 4220kg (—1,6°),
R,= 8624kg (—13°),
R, =15535 kg (—1,9%,),
R, =13720kg (+0,7°/)).

(I
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b) Kurbeln unter beliebigem Winkel.

Die Kurbel der Teilwelle ¢ stehe unter dem Winkel o, gegen die
wagrechte Belastungsebene, wobei der Winkel von der wagrechten,
positiven, nach links weisenden Achse gezihlt wird (Abb. 47). Die
an der Kurbel angreifende Stangenkraft P ist in ihre zu den Be-

oo
Ma,v Moy
Pz —
/ 7\%/51,2)0
17 /! e 2 .
Ra.,v a Rb,ll

lastungsebenen parallelen Seitenkrifte P, , und
P, zerlegt. Ebenso sind auch die Lagermo-

a,v

mente M, und M, in je zwei Seitenmomente
M,,, M,, wnd M, ,, M, zerlegt, deren Wir-
kungsebenen mit der wagrechten (Zeiger h) bzw.

lotrechten Belastungsebene (Zeiger v) zusammen-

fallen.
Infolge der Verformung der Welle ¢ werden 3
deren Endquerschnitte iiber den Lagern eine _‘19 3

Lagen#inderung erfahren und mit den urspriing-
lichen Lagen die Neigungswinkel ®,,, am linken
Lager 1 und ¢, , am rechten Lager 2 einschlieBen.
Die Winkel der neuen Lagen der Endquerschnitte
gegen die Belastungsebenen sollen mit ¢, .,
P, WA @ 051 Pra., bezeichnet werden.
Denkt man sich nur Krifte und Momente 3
in der Ebene der Kropfung wirkend, so wer- =
den die Endquerschnitte gewisse Neigungen ¢ ,
und @, erfahren, wobei ihre Ebenen zur Abb.
Kropfungsebene senkrecht bleiben. Wirken
dagegen nur Krifte und Momente senkrecht zur Kropfungsebene,
so werden die Endquerschnitte mit der Normalen zur Kropfungsebene
in den Lagern die Winkel ¢} und ¢4, einschlieBen. Zwischen
diesen Winkeln und den Winkeln gegen die Belastungsebenen besteht
z. B. fiir das rechte Lager 2 die einfache Beziehung

~.

J a,)h

~

fﬂ Ra,,h

— 4 ” .
Pa,2n = Pa,2°CO8 0, - @, 9-8in o,

: 53
Pla, 2y = Pa2 80 Q, — @45-cos g, (55)
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Die Winkel ¢, 2 und ¢} » lassen sich nun unter Beachtung der
Gl (4) mit Hilfe der EinfluBzahlen leicht angeben. Die Stangen-
kraft P, liefert eine in die Kropfungsebene fallende Seitenkraft, die,
in den Seitenkriften P, ,und P, ausgedriickt, den Wert (P, ;- cos 0,
+ P, ,-sin 0,) hat: ferner erglbt s1eh herriihrend vom LagermomentM
ein Moment (M, ,-cos0, + M ,+8ing,) und vom Lagermoment M,
ein Moment (M, ,-cos g, + M "sin 0,) in der Kropfungsebene. Damlt
erhiilt man den Winkel

E-@40 = (P, 77008 0, + P, o Sin Qa)(Va,e + Ca,2)
— (M, ,,-cosg, + M, ,-sing,) (e, 3 + 44,2)
(Mb,h cos g, + b,v'Sin Qa) (/ga,e —}—,u,;” 2)'

In der Richtung senkrecht zur Kropfungsebene wirkt die Kraft
(P, ,-sing, — P, ,-cos 0,), herriihrend von der Stangenkraft P, und die
Momente (M, ;- “sin 0,— M, ,-coso,) und (M, ,-sing, — M, ,-cosg,),
herrithrend von den Lagermomenten M, und’ M,. Geht dann noch
durch die Teilwelle a ein Drehmoment M naeh rechts durch, dann
kommt noch der Wert w, ,- M, , hinzu, so daB sich fiir den Winkel ¢y,
der Wert ergibt: ’ ’

B-@qs = (Pa,h'sm@a - Pa’v-cos Qa)'(?’a,e + lal2) +w, M, ,—
- (Ma,h'Sin 0, — M, - cos Qa)'(“a,‘z + Aa2) —
— (M, -sin g, — M, ,-cos0,) (B, o+ Ha2)-
Fiihrt man diese Werte in die Gl (53) ein, so erhdlt man
B9 00 = Py 1 (740 1 Loz 0080, + {gp-sin®o,) +
—I_Pa,'v sin o, €08 0, (a2 — La)2) + @, o sing, M, , —
(¢, 0+ Ag,2-cos® o, + 452 -sin” 0 ) —
—_ M -sin g, - €08 0, (g, 2 — Ag 2) —
- Mb,h(ﬂa,z -+ /"a,2’0082 0, - Ha,2-sin’ o) —
— M, ,-sing,-cos 0, (a2 — a2
E-94 00 =P -sin o,-cos g, ({2 — La/2) +
+ P, (7o 1 Lae-sin® o, -+ Lga-cos®0,) —

— wa’z cos @, ]llt’a —
— M, ,sing,-cos 0, (s o — Aq2) —
— M, (¢, o+ Ag2-sin® o, + 252+ c0s" @,) —
- Mb,h'Sin 0, €08 0, (Ha,2 — Hara) —
— M, (B, + Ha2-cos® 0, + pga-sin o).
Zur Vereinfachung sollen folgende Bezeichnungen der Einflu-
werte eingefiihrt werden.
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144

Yan = Va2 T Lg2:008% 0, 4 L4la-sin? o,
Coo = (Ca,2 — Lal2)-sinp,-cos g,

Y20 ="Yq2 T Caz-sin®o, + ;s cos?p,

Cla,2yn = g2 T g 2-c08% 0 - A4/9-sin? g,
Ao o= (Aa2 — 4q 9)-sin g, -cos g,

g 2y0 = Oy 9+ Ag2+8i0% 0, + 45/5-cos? g,

Ba,oyn=Bo a1 a2 c08% 0, 4 uy's-sin o,
Mg 2 = (ﬂé,? - ,u;,'z)-sin 0,°COS 0,

Ba,2y0 = Bo o + Ha2-sin? 0, 4 ug/s-cos? o,

Do, 2y = Dg 9" SN Q0 (g, 27y = W 5" COS 0,

(54)

Mit diesen Werten erhilt man

E"p(a,e)h =Pa,h'7(a,2)h + Pa,v'za,2 + Mt,a'w(a,z)h -
— Ma,h'lx(aﬂ)h - Ma,v'za,2 - Mb,h.ﬁ(a,‘z)h - Mb,'u‘l“a,?
E.(p(aﬂ)v = a,h.éa,Q —I— Pa,v‘?’(a,?)v - ‘Zl[t,a'w(aﬂ)v -

- Ma,h'la,2 - Ma,v'a(a,mv - Mb,h‘l‘"a,? - Mb,u'ﬁ(aﬂ)v

(55)

Schlieft die der Teilwelle a rechts benachbarte Welle b mit der
wagrechten Belastungsebene den Winkel g, ein, so erhilt man die
Einflufzahlen dieser Welle fiir das linke (1) und rechte (2) Lager,
wenn man in die Gl (54) iberall fir den Zeiger (a,2) die Zeiger
(b,1) bzw. (b,2) und fiir den Winkel ¢, den Winkel g, einsetzt.

Linkes Lager 1
!/ .
Yo, 8 = 1,1 T {s,1-c08? @, - {71 -sin? g,
8,1 = (ls,1 — {y/1)-sin g, - cos g,
’ 3 7
Y@,10 = V3,1 Cb,1-8In% 0, - {71+ cos? o,
%g 1y = %1 T 43,1+ c08% 0, + Ag/1-sin? g,
Ay 3 = (45,1 — 43/1)-sin g, - cos o, (564)
: ’ 2
Cp 1yp = O 1+ 45,1807 g, 4 451 - cos? g,

/ 2 ” .
ﬂ(b.l)h = /31),1 ~+ py,1-€08% 0, + 1y 1 -sin® g,
’ 7 .
My 1 = (:“b, 17— Up, 1) - 81N Qg - COS O,

ﬂ(b,l)v = ﬂb,1 + wp,1-8in® @, - pigl1-cos® g, .
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Rechtes Lager 2
’ .
Yo, 0 = Vo2 T Ly, 2+ cos® g, + Cp 2-sin® o,
Cy,0=(Ch,2 — C4y2)-sin g, - cos g,
’ 3 7
Yo, 20 = Vb2 -+ &y 2-sin? g, + (72 cos? o,
Cp oy = %0 T 24,2+ cos? o, + 13/ 5-8in? g,
Ay o = (4,2 — A5,2)-sin g, cos @, (56D)
— ’ . ’ a
iy 0yy = % 5 + Ap,2-8I0% @ + {2+ cos? g,

B, oyn = Po2 + Up 2+ cos? o, —+ ujls-sin® g,
My 0 = (,“I;, 2 — ﬂblfg) -sin g, - cos g,
ﬁ(b,em = /31;,2 + /11;,2-Sin2 Oy |- ,uz{fg- cos? 0
Wird durch die Kurbel b das Drehmoment M, , hindurch nach
rechts durchgeleitet, so kommen noch folgende EinfluBzahlen hinzu:

W, 1yn = Wp,1° 8N Qs D gy == Dy 9SOy

(57)

O, 1y = Dp, 17 COS Q5 W 5y, = Wy 9" COS

Damit ergeben sich entsprechend Gl. (55) fiir die Neigungswinkel
des Lagerquerschnittes der Teilwelle b iiber dem linken Auflager 1:
E"P(b,l)h =L 070,00 + Pb,v'Cb,1 - Mt,b"w(b,l)h -

— My % 1y Mb,v'lb,l - Mc,h'/g(b,l)h - Mc,v'lu’b,l
E“P(b,nv = b,h'cb,l + Pb,u'?’(b,nv + M,b'w(b,l)v -

- Mb,h'j’b,l - Mb,v'“(b,nv - Mc,h‘/‘b,1 - Mc,u'ﬁ(b,nv

Nun miissen fiir das erste Mittellager B der ganzen Welle als
durchlaufender Triger die Bedingungsgleichungen unter Gl. (3) gelten

(68)

Punn™ " Po,vn
Pa, v — Po,00v"
Setzt man die fiir die Winkel gefundenen Werte aus den Gl. (55)
und (58) ein, so erhélt man
Pa,h‘?’(a,z)h’l‘Pa,v":a,e‘f‘ Pb,h'y(b,l)h+Pb,v'Zb,1+
+ Mt,a'w(a,e)h - Mt,b'w(b,nh =M, % nn +
+ M, At Mb,h'(ﬁ(a,?)h + g yn) T+
+Mb,v'(:ua,2_[_lb,l)—!_Mc,h'ﬂ(b,l)h—l_Mc,v'l"Lb,l
Pa,h'ca,‘z + Pa,v'?’(a,z)v + Pb,h'Cb,l + Pb,u'?’(b,l)v -
- Mt,a'w(a,e)v + Mt,b'w(b,l)'u = a,h'la,‘z +
+ M, % 2y + Mh,h'(.“a,e + lb,l) +
‘I'Mb,u'(ﬂ(a,‘z)v+“(b,1w>+Mc,h'P’b,1‘I'Mc,u'/g(b,nv

(89)
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Damit ist die allgemeinste Form der Bestimmungs-
gleichungen zur Berechnung der unbekannten Seiten-
momente der Lagermomente gefunden; fiir jedes Mittellager
ergeben sich zwei Bestimmungsgleichungen.

So ergeben sich z. B. fiir eine fiinffach gelagerte Welle mit
drei gekropften Teilwellen a, b, ¢ und einer nicht gekropften Teil-
welle d, an der keine AuBenmomente M, und M, wirken, bei Ab-
leitung der Drehmomente zu einem auf der Welle d sitzenden Schwung-
rad oder Rotor (M, ,=0) folgende 6 Gleichungen.
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