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VORWORT 

Das vorliegende Buch will diejenigen Kenntnisse der analytischen Geo
metrie vermitteln, die der Studierende sich in seinen ersten Semestern zum 
Verständnis der übrigen mathematischen und physikalischen Vorlesungen an
eignen muß. Es hat daher durchaus elementaren Charakter und setzt den 
Inhalt keiner andern Vorlesung voraus. Seinem Umfange nach entspricht es 
im wesentlichen einer Vorlesung, die ich seit bald dreißig Jahren an der Uni
versität Zürich für erste Semester halte. Wie in allen meinen Vorlesungen 
versuche ich auch in dieser, das Gedankliche der Mathematik in den Vorder
grund zu stellen und demgegenüber das Formal-Technische zurücktreten zu 
lassen. Gerade dem angehenden Studierenden gegenüber ist es wichtig, das 
universell Gültige und für unsere Erkenntnis Wertvolle der mathematischen 
Denkweise hervorzuheben. Die analytische Geometrie eignet sich hierfür aus
gezeichnet; sie wirkt um so anregender, je mehr Ausblicke auf allgemeine Fra
gen sie gestattet. 

Methodisch behandle ich Ebene und Raum nicht nacheinander, sondern 
nebeneinander. Eine langjährige Erfahrung zeigte mir, daß dies zweckmäßig ist. 

Mein Kollege PAUL FINSLER hat große Partien des Manuskriptes und der 
Korrekturen durchgesehen und mir durch seine ausgezeichneten Ratschläge ge
holfen, manche Verbesserung anzubringen. Ich spreche ihm dafür meinen aufrich
tigen Dank aus. Ebenso danke ich meinem Assistenten, Herrn Dr. H. HÄFELI, 
für die Ausführung der Zeichnungen und die Durchsicht der Korrekturbogen. 

Zürich, im März 1945. Run. FuETER 
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EINLEITUNG 

Die analytische Geometrie ist ein Teilgebiet der Geometrie und nicht der Ana
lysis. Sie will geometrische Erkenntnisse vermitteln; das Schwergewicht ihres 
Namens liegt im Worte Geometrie. Die Analysis oder Algebra ist ihr nur ein 
methodisches Hilfsmittel. Die Einsicht, daß man geometrische Gebilde durch 
analytische Gleichungen festlegen kann, oder genauer ausgedrückt, daß man 
Punkte durch analytische Gleichungen, durch sogenannte ((Ortsbedingungenn, 
an rein geometrisch gegebene Vorstellungen fesseln kann, ist eine der tiefsten 
und weitreichendsten Ideen der Neuzeit gewesen. Die ersten, die diese Erkennt
nisklarausgesprochen haben, sind RENE DESCARTEs1) in seiner Geometrie (1637) 
undPIERREDE FERMAT (1636) 2) in seinem Brief an RoBERVAL gewesen. Die 
Möglichkeit der Verbindung von zwei so heterogenen Gebieten wie Geometrie 
und Analysis ist keineswegs selbstverständlich, sondern eine der schwierigsten 
und schwierigst zu beweisenden Beziehungen 3). Sie greift tief in die Grund
lagen jenes Denkens ein, wie es durch EuKLIDS Elemente der Geometrie über
mittelt wurde. 

Da wir in den folgenden elementaren Ausführungen nur geometrische Ge
bilde betrachten werden, die auf algebraische Gleichungen führen, so werden 
wir von der Analysis nur das Teilgebiet Algebra methodisch zu benutzen haben. 
Es ist eine in unserer Geistesstruktur verankerte Erscheinung, daß sich eines
teils die einfachsten und wichtigsten geometrischen Gebilde (wie sie schon die 
Griechen ohne Analysis betrachteten) und andernteils die einfachsten alge
braischen Ausdrücke entsprechen. In der Geometrie sind es Punkte und Gera
den, wozu im Raume noch die Ebenen kommen, in der Algebra die Gleichungen 
ersten Grades in den Veränderlichen. Wir werden so vorgehen, daß wir im ersten 
Kapitel diese Gebilde in der Ebene, im zweiten im Raume behandeln werden. 
Erst im dritten gehen wir einen Schritt weiter zu den nächstfolgenden ebenen 
Kurven, wie zum Beispiel den Kreisen, um im vierten den entsprechenden 
Schritt im Raume zu machen. 

1) RENEDEsCARTEs: LaGeometrie, Nouvelleedition, Paris, J.Hermann, 1927. 
2) OEUVRES DE FERMAT: Tome 2, Paris, 1894, p. 71. 
3) Siehe R. DEDEKIND: Was sind und was sollen die Zahlen? Gesammelte ma

thematische Werke, Bd. III, p. 335, Braunschweig, 1932. 
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Kapitel I 

PUNKT UND GERADE IN DER EBENE 

§ 1. Ebene Koordinaten 

Daß zwischen zwei so vollkommen verschiedenen Dingen wie Punlden und 
Zahlen eine umkehrbar eindeutige Beziehung hergestellt werden kann, ist eine 
bemerkenswerte Tatsache, deren schwieriger Beweis tief in erkenntnistheore
tische Fragen hineinführt. Als Punkte wählt man alle Punkte einer Geraden, 
als Zahlen alle reellen Zahlen und fragt nach ihrem Zusammenhang. Dies ist das 
uralte Problem des uMessens». Daß seine Lösung von Anbeginn der mathema
tischen Forschung im Vordergrund stand, sagt schon die Bedeutung des Wortes 
Geometrie, nämlich Erdmessung. Um messen zu können, bedürfen wir eines 
Maßstabes, den wir jetzt herstellen müssen. 

Dazu nehmen wir eine Gerade und wählen auf ihr einen beliebigen Punkt 0, 
den Anfangspunkt (Origo). Wir denken uns die Gerade für den Beschauer von 
links nach rechts gehend und wählen rechts von 0 einen zweiten von 0 ver
schiedenen PunktE, den Einheitspunkt. Die Strecke OE heiße die Einheits
strecke. Jetzt nehmen wir die Strecke OE in den Zirkel und tragen sie von E aus 
nach rechts nochmals ab; von dem so erhaltenen neuen Punkt tragen wir sie 
wieder ab und so fort. Wir erhalten so auf der Halbgeraden von 0 aus nach 
rechts beliebig viele Punkte. Jedem dieser Punkte ordnen wir eindeutig eine 
Maßzahl zu, nämlich dem Anfangspunkt 0 die Zahl 0, demEinheitspunktE 
die Zahlt, und dem nach n-maligem Abtragen erhaltenen Punkt P die Zahl n, 
wo n eine natürliche Zahl sein muß. n heißt die Maßzahl oder die Länge der 
Strecke 0 P. Sie wird in Figur 1 den Punkten in Klammer beigefügt. Da Strecken, 

0 E p 

(0) (1) (2) ( 3) (n) (n+tJ 

Fig.1. 

die sich einmal zur Deckung bringen lassen, immer dieselbe Maßzahl behalten 
sollen, so muß offenbar die Maßzahl bei der Bewegung im Raume ungeändert 
bleiben, eine Euklidische Hypothese, die in der Relativitätstheorie der Physik 
nicht mehr anerkannt wird. Wir setzen sie hier stets voraus. Die Länge von 
OP enthält n-mal die Länge 1 und ist nur von der Wahl der Einheitsstrecke 
abhängig. 
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Durch dieses Verfahren haben wir den ersten primitiven Maßstab erhalten. 
In der Tat können wir eine beliebig gegebene Strecke so in unsere Gerade legen, 
daß ihr linker Endpunkt mit 0 zusammenfällt. Nach dem Archimedischen 
Axiom muß es dann stets eine natürliche Zahl n geben, so daß ihr rechter End
punkt entweder in P oder zwischen P und Q fällt, wo P und Q die Maßzahlen 
n und n + 1 zugeordnet sind. Man definiert dann die Länge der Strecke ~ n und 
< n+ 1 und erhält damit eine Approximation derselben. 

Die von den Griechen ersonnene Proportionslehre der Strecken zeigte ihnen, 
daß es noch weitere Strecken gibt, deren Längen man nicht nur approximativ, 
sondern genau angeben kann. Wir drehen die Gerade um 0 und um einen be
liebigen spitzen Winkel (Figur 2). Bei der Drehung bleiben die Längen der 
Strecken erhalten. Sind p und q zwei natürliche Zahlen, und haben OP und 

Fig. 2. 

Q* 

' ' ' . 
• 
' \Q 

(q) 

OQ die Längen p und q, so haben OP* und OQ* dieselben Längen, wenn P bei 
der Drehung in P*, Q in Q* übergeht. Nach der Proportionslehre ist das Ver
hältnis der Längen von OE* und OQ* dasselbe wie dasjenige der Längen von 
OX und OP, falls XE* parallel zu PQ* ist. Die Maßzahl x der Strecke OX be
rechnet sich somit aus der Formel: 

1 : q = x: p oder x = p_ = a . 
q 

Wir ordnen dem Punkt X der Geraden die rationale positive Zahl a fest zu. 
Da p, q ganz beliebige natürliche Zahlen sind, ist jeder rationalen Zahl a ein 
Punkt der Geraden zugeordnet. Man nennt die letztem rationale Punkte. Die 
Zuordnung ist geordnet. Darunter versteht man folgendes: Sind a und b zwei 
verschiedene rationale positive Zahlen, und entsprechen ihnen die Punkte A 
und B, so ist entweder a > b oder b > a. Tritt zum Beispiel das erste ein, so 
heißt die Zuordnung geordnet, wenn B zwischen 0 und A liegt. Dies sagt aus, 
daß den weiter von 0 entfernten Punkten die größern Zahlen entsprechen, oder 
daß die Zahlen wachsen, wenn man die rationalen Punkte von 0 aus nach 
rechts durchläuft. 

Für die praktische Mathematik ist durch die Definition der rationalen Punkte 
der Maßstab vollendet. Denn die Arithmetik zeigt, daß die rationalen Punkte 
überall dicht liegen; das heißt, daß in einem beliebig kleinen Intervall, in dessen 
Mitte der gegebene Punkt liegt, noch rationale Punkte auftreten. Daher kann 
jede beliebige Strecke auch beliebig genau mit unserm Maßstab gemessen wer
den. Jeder Dezimalbruch ist eine positive rationale Zahl, und man kann jede 
Strecke approximativ auf beliebig aber endlich viele Dezimalstellen so messen, 
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daß der Fehler weniger als die letzte Stelle ausmacht. Mehr verlangt die prak
tische Mathematik nicht. 

Die reine Mathematik hingegen erfordert für jede Strecke die genaue De
finition ihrer Maßzahl. Daß man durch die rationalen Punkte nicht alle Punkte 
der Halbgeraden erhält, sahen schon die Griechen ein. Den einfachsten «irra
tionalen» Punkt erhält man durch Drehung der Diagonale des über OE er-

richteten Quadrates um : (siehe Figur 2). Nach dem Pythagoräischen Lehr

satz ist die Länge der Diagonale des Quadrates mit der Seitenlänge 1 gleich 
y2, also nicht rational. Um der Schwierigkeit Herr zu werden, läßt man den ir
rationalen positiven Zahlen irrationale Punkte entsprechen. Bei ihrer Ein
führung treten dieselben Schwierigkeiten logischer Natur auf, die für die 
Grundlegung der irrationalen Zahlen vorhanden sind. Je nachdem man die 
Theorie der letztem auf den DEDEKINDschen Schnitt4) oder auf die CANTORschen 
Fundamentalreihen5) basiert, wird die Theorie der irrationalen Punkte eine 
andere. Es soll an dieser Stelle nur auf die gewaltigen Probleme aufmerksam 
gemacht werden, die es dabei zu entwirren gilt, ohne auf sie einzugehen; denn 
dazu müßte eine vollständige Theorie der reellen Zahlen entwickelt werden6). 

Das Hauptresultat ist, daß jeder reellen positiven Zahl ein bestimmter Punkt 
der Halbgeraden entspricht. Noch wichtiger ist die Tatsache, daß jetzt auch 
die Umkehrung gilt: Jedem Punkt der Halbgeraden entspricht eindeutig eine 
reelle positive Zahl Es teilt nämlich jeder Punkt P der Halbgeraden alle 
rationalen Punkte in zwei Klassen; die erstere enthält alle Punkte links von P 
(und P selbst, wenn P rational ist), die zweite umfaßt alle Punkte rechts von 
P. Die rationalen Zahlen, die den Punkten der ersten Klasse, und diejenigen, 
die den Punkten der zweiten Klasse zugeordnet sind, legen einen DEDEKIND
schen Schnitt fest, der seinerseits eine reelle positive Zahl definiert. Damit ist 
der grundlegende Satz erhalten: 

1. Satz: Jeder positiven reellen Zahl entspricht nachWahlder Einheitsstrecke 
eindeutig ein Punkt der Halbgeraden und umgekehrt entspricht jedem Punkt der 
Halbgeraden eindeutig eine positive reelle Zahl. 

Damit ist der schwierigste Teil der analytischen Geometrie durchgeführt: 
Der Zusammenhang zwischen den abstrakten Gedankendingen der reellen 
Zahlen und den anschaulichen Punkten einer Geraden ist geschaffen. Die um
kehrbar eindeutige Kopplung der beiden Dinge ist die Grundlage alles Weiteren. 
Sie allein erlaubt es, die Analysis zur Behandlung geometrischer Probleme 
heranzuziehen. 

Aus methodischen Gründen ist es praktisch, auch den Punkten der Ge
raden links von 0 reelle Zahlen zuzuordnen. Dies geschieht unter Zuhilfenahme 

4) R. DEDEKIND: Stetigkeit und irrationale Zahlen, Gesammelte mathema
tische Werke, Bd. III, p. 315, Braunschweig, 1932. 

5) G. CANTOR: Ober unendliche lineare Punktmanigfaltigkeiten, § g, Gesam
melte Abhandlungen, Berlin, 1932, p. 183 u. ff. 

8) Der Leser findet eine solche in dem Buche: v. MANGOLDT-KNOPP: Ein
führung in die höhere Mathematik, Erster Band, IV. Abschnitt, Leipzig, 1931, 5. 
und 6. Auflage, p. 173 u. ff. Der DEDEKINDsche Schnitt wird in§ 88, p. 193, be
trachtet. 
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der negativen reellen Zahlen. Ist P irgend ein Punkt rechts von 0 und x die Länge 
von 0 P, so bezeichnet man denjenigen Punkt P* links von 0 als den Spiegelpunkt 
von P in bezugauf den Ursprung 0, für den OP* mit OP zur Deckung gebracht 
werden kann, oder der auf dem Kreis um 0 mit dem Radius x liegt (Figur 3}. 
Dem Spiegelpunkt P* von P teilen wir die negative Zahl - x zu. Damit ist 
jedem Punkt der ganzen Geraden umkehrbar eindeutig eine positive oder ne
gative reelle Zahl zugeordnet. Die Zuordnung ist wieder geordnet; durchläuft 
man die Gerade im Sinne 0-+E, so wachsen die den Punkten zugeordneten 
Zahlen. Die Gerade hat somit eine Richtung, die von der Wahl von 0, E ab
hängt. Daraus folgt der 

I. Hauptsatz:] edem Punkt der Geraden entspricht nach Wahl der Einheits
strecke eindeutig eine reelle Zahl, und umgekehrt entspricht jeder reellen Zahl ein
deutig ein Punkt der Geraden. 

' I 

I 

I 
I 

-------........... 
',, 

' \ 

' ' I 
p•· 0 E :P 
~(-~~--------~W~)~ff~)------(~~~x 

Fig. 3. 

Dieser Satz erlaubt es, die Punkte und reellen Zahlen zu identifizieren. In 
den exakten Wissenschaften definiert man direkt: Ein Punkt der Geraden ist 
eine reelle Zahl. Entsprechend bezeichnet man die Punkte durch die ihnen 
zugeordneten reellen Zahlen. 

Den so erhaltenen idealen Maßstab nennt man eine Axe. Diese ist eine ge
richtete Gerade mit zwei auf ihr festgegebenen Punkten 0, E, wobei die Rich
tung 0-+E mit der Richtung der Axe zusammenfällt. Jedem ihrer Punkte 
ist eine bestimmte reelle Zahl zugeordnet, die die Koordinate des Punktes heißt. 
Wird die Koordinate des allgemeinen Punktes P mit x bezeichnet, so nennt 
man die Axe die x-A xe. Alle Punkte mit positiver Koordinate bilden die positive 
x-Axe, diejenigen mit negativer Koordinate die negative x-Axe. Liegt P auf 
der positiven x-Axe, so definiert seine Koordinate x die Maßzahl oder Länge 
der Strecke OP. Hat der Spiegelpunkt P* von P in bezugauf den Ursprung die 
Koordinate x*, so liegt x* auf der negativen x-Achse, und es muß nach De
finition x* =- x sein. Die Maßzahl von OP* ist dann- x* = x. 

Will man eine beliebige Strecke messen, so legt man sie in die Axe und ver
schiebt sie in ihr so, daß ihr linker Endpunkt in 0 fällt. Die Koordinate des 
rechten Endpunktes ist dann ihre Länge. Im allgemeinen wird aber diese Ver
schiebung nicht vorgenommen, sondern die Strecke kann ganz beliebig auf der 
Axe liegen. Wir haben in den Koordinaten ihrer beiden Endpunkte ein Mittel, 
um ihre Lage anzugeben. Es sei P1 mit der Koordinate x1 ihr linker, P8 mit 
der Koordinate x2 ihr rechter Endpunkt. Wegen der geordneten Zuordnung 
von Punkten und reellen Zahlen, und weil wir die Gerade stets von links nach 
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rechts gerichtet annehmen, muß x2 > x1 sein. Die Richtung P1 +P1 fällt in die 
Richtung der Axe. Welches ist die Maßzahl x der Strecke P1 P 2 ? Zur Beant
wortung dieser Frage verwenden wir folgendes wichtige Prinzip: Die Maßzahl 
einer Strecke ist die arithmetische Summe der Maßzahlen ihrer Teilstücke, in die 
man sie zerlegen kann. Dasselbe Prinzip gilt auch, wenn man die Maßzahl einer 
Strecke durch den Inhalt eines Ebenenstückes oder Raumteiles ersetzt. Wir 
unterscheiden folgende Fälle: 
l.Fall: x2 >x1 ~0 (Figur 4). 

x1 und x2 sind die Längen von OP1 und OP2• OP2 wird durch P 1 in die bei
den Teile 0 P 1 und P 1 P 2 geteilt. Wegen des ausgesprochenen Prinzipes ist daher 
x2=x1 +x, x die gesuchte Maßzahl von P 1 P 2• Also: 

2. Fall: x2 > 0 > x1 (Figur 5). 

P, -----------------------r 0 p, 0 p2 
----------------~----~X 

Fig. 4. Fig.5. 

Die Länge von OP2 ist x2, diejenige von OP1 ist - x1• P 1 P 2 wird durch 
0 in diese zwei Teile geteilt; also: 

3. Fall: 0 ~ x2 > .x1 (Figur 6). 
Die Längen von OP2 und OP1 sind - x2 und - x1• OP1 wird durch P 2 in 

P 1 P 2 und 0 P 2 geteilt; somit ist: 

In allen drei Fällen gilt dieselbe Formel 

so lange die Richtung P1 +P2 in die Richtung der Axe fällt, ist sie unabhängig 
von der Lage der Punkte innerhalb der Axe. Zum ersten Male machen wir 
die Erfahrung, daß die Formel alle Fälle umschließt, während wir immer nur 
eine konkrete Figur zeichnen können, worin ein gewaltiger Vorteil der analy
tischen Geometrie besteht. 

p, p2 0 -------------------------x 
X] 

Fig.6. 

p2 P, 
--~~--------~------~x x, 

Fig. 7. 

2. Satz: Sind x2 und x1 die Koordinaten der Punkte P 2 und P 1, und ist 
x2 > xv so ist die Länge der Strecke P1 P 2 gleich x2 - x1 • 

Wir wollen uns jetzt noch von der Bedingung x2 > .x1 befreien. Dazu haben 
wir nur zu untersuchen, was x2 - x1 im Falle x2 < x1 bedeutet. Ist aber x2 < x1, 
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so ist x1 -x2 die Länge von P1 P2• Aus x2-x1 =-(x1-x2) folgt, daß x2-x1 

die negativ genommene Länge von P 1 P 2 ist. Somit ist x2 - x1 die positive oder 
negative Länge von P 1 P 2 , je nachdem x2 größer oder kleiner als x1 ist. Ander
seits ist geometrisch (Figur 7) im Falle x2 < x1 die Richtung P 1 + P 2 die ent
gegengesetzte Richtung der Axe. Es liegt daher nahe, der Strecke eine Richtung 
zu geben. Eine gerichtete Strecke heißt ein Vektor. Ein solcher wird mit deut
schen Buchstaben bezeichnet. Die gerichtete Strecke mit dem Anfangspunkt P 1 

und dem Endpunkt P 2 wird mit F;'P2 abgekürzt und gleich dem Vektor I 
gesetzt. Die Maßzahl der Strecke heißt die Länge jij des Vektors. Wir können 
jetzt sagen: x2-x1 stellt die positive oder negative Länge des Vektors I dar, 
je nachdem die Richtung von I in die Richtung der Axe oder in die entgegen
gesetzte Richtung fällt. Durch x2-x1 ist Länge und Richtung des Vektors I 
eindeutig bestimmt, dagegen nicht die Lage des Anfangspunktes P 1. Setzt man 
alle Vektoren mit derselben Länge und derselben Richtung einander gleich, 
so darf man 

schreiben. Es ist jetzt jij=jx2 -x1 j, wo rechts das Zeichen des absoluten 
Betrages steht, die Länge von I, und die Richtung ist diejenige der Axe oder 
die entgegengesetzte, je nachdem x2 - x1 positiv oder negativ ist. 

Im einfachsten Fall x1 =0, x2 =x ist 0P=I=X. Somit ist jede Koordinate 
ein Vektor, eine Auffassung, die uns noch große Dienste tun wird. Der Einheits
punkt E mit der Koordinate 1 legt den Einheitsvektor e fest. Nach der Pro
portionslehre ist die Koordinate x des allgemeinen Punktes P das Verhältnis 
von OP zu OE. Man setzt daher I= xe, und nennt dies die skalareM uttiptikation 
des Vektors e mit x. 

Für die Vektoren definiert man eine Grundoperation, nämlich die Vektor
addition. Dies kann auf zwei verschiedene Weisen geschehen. Es seien in leicht
verständlicher Weise zwei Vektoren gegeben: 

1. Geometrische Definition der Vektoraddition (Figur 8): 
Da Vektoren mit gleicher Länge und gleicher Richtung gleich sein sollen, 

nehmen wir den Vektor I" in den Zirkel und tragen ihn seiner Richtung ent
sprechend vom Endpunkt P; ab. Sein neuer Endpunkt sei P;". Der Vektor 

P.;Jif' heißt die Summe I= I'+ I" der beiden Vektoren. 

P' 1 P' 2 P;/" Pf' P" 2 
Jt 

P' 1 P*" 1 P' 2 P" 2 P" 1 
Jt 

Fig. 8. 

2. Arithmetische Definition der Vektoraddition: 
Man bildet die arithmetische Summe der Zahlen x2- x~ und x2' - xr. Sie 

bestimmt einen Vektor I, der die Summe der Vektoren I' und I" heißt: 
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r=r'+r". 

Dabei lassen wir auch den «Nullvekton zu, dessen Länge 0 und dessen Rich
tung unbestimmt ist. 

Den elementaren Beweis, der Übereinstimmung der beiden Definitionen 
zu führen, überlassen wir dem Leser. Aus der zweiten folgt, daß für die Addi
tion das kommutative und assoziative Gesetz gilt: 

r' + r" = r" + r', r' + (r" + r"') = (r' + r") + r"'. 

Denn sie ergibt die Definition der Addition für eine beliebige, aber endliche 
Zahl von Summanden: Er=E(x2 -x1). 

Bisher haben wir das «Messen» auf einer Geraden, das heißt einer ein
dimensionalen Mannigfaltigkeit, mittels der Axe behandelt. Es ist ein leichtes, 
daraus das «Messen» in der Ebene herzuleiten. Man nimmt zwei Axen, eine 
x-und eine y-Axe. Sie sollen nicht parallel sein, sonst aber beliebig in der Ebene 
liegen. Ihren Schnittpunkt wählen wir auf beiden Axen als Nullpunkt. Ihre 
Einheitsstrecke soll gleich lang sein, das heißt, es sollen die Einheitspunkte 
auf einem Kreis um 0 liegen. Die beiden Axen bilden ein Axenkreuz oder 
ein Koordinatensystem. Es gibt grundsätzlich zwei verschiedene Arten von 
Axenkreuzen (Figur 9). Für einen Beschauer der Ebene nennt man die Drehung 
in ihr entgegengesetzt zur Uhrzeigerdrehung die positive Drehung. Dreht man 
also die positive x-Axe positiv um 0 so lange, bis sie zum ersten Male in die 
y-Axe fällt, so kann sie in die positive oder negative y-Axe fallen. Diese beiden 
Fälle sind deshalb grundsätzlich verschieden, weil man das eine System nie
mals durch Bewegung innerhalb der Ebene mit einem des an dem so zur Deckung 
bringen kann, daß beide positiven Haihaxen mit den entsprechenden andern 
positiven Axen zusammenfallen. Dies ist nur durch Umklappung möglich. Wir 
werden im folgenden stets voraussetzen, daß wir ein System der ersten Art 
vor uns haben, in dem bei der genannten Drehung die positive x-Axe in die 
positive y-Axe übergeht. 

y 

f-· 
y 

Fig. 9. 

y ' I /p 
------ ---- _____ _j_ _____ _ 

b : 

0 ,' 
-~-f------,,'------• X 

,' a 

Fig:10. 

Mit Hilfe eines Axenkreuzes können wir jeden beliebigen Punkt P der 
Ebene «messen», \Vir legen durch ihn die Parallelen zu den Axen. Da letztere 
nicht parallel sind, muß jede Parallele die andere Axe in einem und nur einem 
Punkte schneiden. Nach dem Prinzip der Axen ist dem Punkt auf der x-Axe 
eindeutig eine reelle Zahl a, demjenigen auf der y-Axe eine reelle Zahl b zu
geordnet (Figur 10). Wir schreiben: 

2 
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x=a, 
y=b, 

und nennen dies die Gleichungen des Punktes. Jeder Punkt besitzt daher ein
deutig zwei Gleichungen; a und b heißen seine Koordinaten. Umgekehrt ge
hört zu zwei Gleichungen: 

X=a, 
y=b, 

ein und nur ein Punkt P, so daß sie diejenigen von P sind. Um dies zu be
weisen, betrachten wir die beiden Gleichungen gesondert und fragen zunächst 
nach allen Punkten, die als erste Gleichung x= a besitzen? Da es durch einen 
Punkt nur eine Parallele zu einer festen Geraden gibt, so müssen offenbar alle 
diese Punkte auf der Parallelen zur y-Axe durch den Punkt X=a der x-Axe 
liegen, was wir so formulieren: Alle Punkte, für dze die erste ihrer Gleichungen 
x= a lautet, liegen auf der Geraden durch den Punkt a der x-Axe parallel zur 
y-Axe. Durch x=a haben wir somit eine «Ortsbedingung» gefunden, indem alle 
Punkte an eine Gerade gefesselt werden. Entsprechend zeigen wir, daß alle 
Punkte, die die zweite Gleichung y = b besitzen, auf einer Geraden durch den 
Punkt b auf der y-Axe parallel zur x-Axe liegen. Sämtliche Punkte, die beide 
Gleichungen x=a, y= b besitzen, müssen somit aufbeiden Geraden liegen, und 
da sich zwei Geraden nur in einem Punkte schneiden, kann nur dieser die bei
den Gleichungen besitzen. Der Schnittpunkt existiert aber, da die beiden 
Geraden als Parallele zu den Axen nicht zueinander parallel sein können. Daher 
gehört zu den beiden Gleichungen ein und nur ein Punkt. 

II. Hauptsatz: jeder Punkt der Ebene besitzt ein Paar von Gleichungen: 

x=a, 
y=b, 

und umgekehrt entspricht jedem Wertepaar a, b ein und nur ein Punkt der Ebene, 
dessen Gleichungen 

x=a, 
y=b, 

sind. 
Dieser Satz sagt aus, daß zwischen den Punkten einer Ebene und den 

Zahlenpaaren eine umkehrbar eindeutige Beziehung besteht. Die exakten Wis
senschaften identifizieren daher erkenntnistheoretisch beides, indem sie de
finieren: Der Punkt ist ein Wertepaar a, b. Aus dem Beweise sieht man, daß 
nicht der Punkt, sondern die Gerade dasjenige ursprüngliche Element der ana
lytischen Geometrie ist, aus dem sich der Punkt ableitet. Letzterer wird prin
zipiell als Schnitt zweier Geraden aufgefaßt. 

In der Regel nimmt man die beiden Axen senkrecht aufeinander an. Das 
Axenkreuz heißt dann rechtwinklig. Wir werden dies stets stillschweigend vor
aussetzen, wenn wir nicht ausdrücklich das Gegenteil annehmen. Die x-Axe 
wird Abszissenaxe, die y-Axe Ordinatenaxe und die beiden entsprechenden 
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Koordinaten Abszisse und Ordinate genannt. Nur für die Punkte einer Axe 
ist eine der beiden Koordinaten null. Sindbeidevon null verschieden, so liegt 
der Punkt in einem der vier kongruenten Teile, in die die Ebene durch das 
Axenkreuz eingeteilt wird. Diese werden Quadranten genannt und von I bis IV 
abgezählt, wobei man den Nullpunkt positiv umläuft und die Abzählung bei 
dem Quadranten beginnt, der von den beiden positiven Halbaxen begrenzt ist 
(Figur 11). Das Vorzeichen der Koordinaten bestimmt allein schon den Qua
dranten, in dem der betreffende Punkt liegt. Der dritte Quadrant, der von den 
beiden negativen Halbaxen begrenzt ist, enthält alle Punkte mit zwei nega
tiven Koordinaten. Aus der folgenden Tabelle kann man die Vorzeichen der 
Koordinaten für die Punkte jedes Quadranten ablesen: 

I X I y 

J + I + 
ll -

I 
+ 

III - -

u + I -

Zum praktischen Zeichnen benutzt man Millimeterpapier, auf dem die Paral
lelen zu den Axen eingezeichnet sind. Man hat die Punkte nur auszustechen. 
Dieses Papier bringt die Auffassung der analytischen Geometrie, im Punkt den 
Schnitt von zwei Geraden zu sehen, klar zum Ausdruck. 

II I y 

Q p 
--------

X 

I) 

/II IV 0 
" 

Fig.11. Fig.12. 

Um einen festen Punkt P mit den Gleichungen x=a, y= b rasch zu finden, 
erinnern wir uns, daß a und b Vektoren sind. Wir legen in der x-Axe den Vektor 
X=a von 0 aus, und im Endpunkt von x den Vektor t) = b senkrecht zur x-Axe 
in der entsprechenden Richtung. Der Endpunkt ist der gesuchte Punkt 
(Figur 12). Die Koordinaten des allgemeinen Punktes P werden wir im folgen
den stets mit x, y selbst bezeichnen, da für ihn a, b jedes reelle Zahlenpaar 
sein kann. 
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Jeder von 0 verschiedene Punkt P legt den Vektor t=OP mit den 
Komponenten x, y fest. Seine Länge bezeichnen wir mit J t J. Liegt P in der 
x-Axe, so ist t=I, liegt er in der y-Axe t=l). Auch für alle diese von 0 als An
fangspunkt ausgehenden Vektoren wird die Vektoraddition definiert, die die 
frühere Definition mit einschließt. Dies geschieht wieder auf zwei Weisen: 
Sind r' und t" zwei Vektoren mit den Endpunkten P' und P": 

P' ' P" ' {X= X' {X= X" 

y=y', y=y", 
so unterscheiden wir: 
1. Geometrische Definition der Vektoraddition: 

Wir bilden mit r' und r" das Parallelogramm (oder den Streckenzug) 
OP' PP" (Figur 13), wo FP gleich lang und gleichgerichtet zu M" ist. Der 
Diagonalvektor r=OP heißt die geometrische Summe r=r' +r". Die Definition 
enthält die frühere für die Summe von in derselben Axe liegenden Vektoren. 
Nimmt man speziell r'=I, r"=l), so ist t=I+l). Daraus folgt: 

g p 

Fig.13. 

3. Satz: ] eder Vektor t = i.fP ist die geometrische Summe seiner beiden Kom
ponenten x und 1). 

2. Arithmetische Definition der Vektoraddition: 
Wir haben die Vektoren, die in einer bestimmten Geraden liegen, mit einer 

mit einem Vorzeichen versehenen Zahl identifiziert. So waren I'= x' und 
x" = x" zwei in der x-Axe liegende Vektoren, für die die Summe I= x' + x" = 
= x' + x" als arithmetische Summe definiert wurde. Ebenso der Vektor 
l) = l)' + l)" = y' + y" in der y-Axe. Bei der Summe von nicht in einer Geraden 
liegenden Vektoren kann diese Gleichsetzung nicht mehr vorgenommen wer
den; sie gilt nur für die Summe ihrer in die gleiche Axe fallenden Komponenten. 
Man definiert demgemäß die Summe r = r' + r' I als den Vektor r = oP, wo p 
durch die Gleichungen: 

{ 
x=x'+x" 

p ' 
y=y'+y", 

gegeben ist. Die Komponenten von t sind dann die Vektoren I= I'+ x" und 
l) = l)' + l)'' und daher arithmetische Summen. 
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4. Satz: Die Komponenten der Summezweier Vektoren sind die Summe der 
entsprechenden Komponenten der Summanden. 

Figur 13 zeigt die Übereinstimmung der beiden Definitionen, wenn man 
beachtet, daß die beiden schraffierten Dreiecke kongruent sind. Wegen der 
arithmetischen Definition gelten für die Vektoraddition das kommutative und 
assoziative Gesetz: 

r' + r" = r" + r', r' + (r" + r'") = (r' + r") + r"'. 
Jeder Vektor ist durch Länge und Richtung bestimmt. Bisher kennen wir 

von r nur die Komponenten. Um Länge und Richtung von r zu berechnen, 
führt man neue Koordinaten ein, die sogenannten Polarkoordinaten, bei denen 
eine neue Auffassung des Punktes zum Ausdruck kommt. Das Polarkoordinaten
system besteht aus einem festen Punkt, dem Pol 0, und einer von ihm aus
gehenden festen Richtung, der sogenannten Anfangsrichtung. Um einen be
liebigen Punkt P in bezug auf dieses System festzulegen, ziehen wir vom Pol 

: r-rp 
·., Pol 
'. r 
' 

p 

Fig. 14. 

aus den Vektor r = OP und messen seine Länge Ir I= r, die der Radius vektor 
heißt. r ist als Länge eine positive Zahl und nur null, wenn P = 0 ist. Durch 
r ist P nicht bestimmt; denn alle Punkte des Kreises um 0 mit dem Radius r 
besitzen denselben Radius vektor (Figur 14). Um zu wissen, welcher Punkt 
des Kreises P ist, müssen wir noch einen Winkel kennen. Dazu drehen wir die 
gegebene Anfangsrichtung in positivem Sinne so lange um den Pol, bis sie 
durch P geht. Den bestrichenen Winkel rp nennen wir den Winkel oder das 
Azimut von P. Liegt P auf der Anfangsrichtung, so sei der Winkel null. Er 
kann wachsen bis zum Bogenmaß 2n, das nicht erreicht wird. Alle Punkte mit 
demselben Winkel rp liegen auf einem Strahl vom Pol aus. Die beiden Zahlen 
r, cp heißen die Polarkoordinaten von P. Sie sind eindeutig durch P gegeben, 
außer im Falle, daß P mit dem Pol zusammenfällt, in welchem Falle kein 
Winkel existiert. rund rp genügen den beiden Bedingungen: 

r~O, O~rp<2n. 

Für r=O ist rp beliebig. Hat man umgekehrt zwei bestimmte Werte: 
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gegeben, so gibt es einen und nur einen Punkt P, dessen Polarkoordinaten 
r0 , q;0 sind. Denn der Strahl, der dem Winkel q;0 entspricht, sticht aus dem 
Kreis um 0 mit dem Radius r 0 einen und nur einen Punkt heraus. Wir erkennen 
daraus, daß jetzt der Punkt nicht als Schnitt von zwei Geraden, sondern als 
Schnitt eines Strahls mit einem Kreis um den Anfangspunkt des Strahles auf
gefaßt wird (Figur 15). Ausall dem folgt, daß {eder Punkt (mit Ausnahme des 
Poles) zwei Polarkoordinaten besitzt, und umgekehrt zu zwei Polarkoordinaten 
ein und nur ein Punkt gehört. Zugleich ist durch die Polarkoordinaten eines 
Punktes P:j: 0 Länge und Richtung des Vektors t=OP gegeben. 

Kehren wir zu unserem im rechtwinkligen System gegebenen Vektor r 
zurück, so sehen wir, daß auch hier Länge und Richtung von r gegeben ist, 
falls wir ein Polarkoordinatensystem zu Hilfe nehmen, dessen Pol im Ursprung 

y 

g 
p 

--T-+-+-+-+-x 

Fig.15. Fig.16. 

0 des rechtwinkligen Systems liegt, und dessen Anfangsrichtung etwa die Rich
tung der positiven x-Axe ist. Kennen wir den Zusammenhang zwischen den 
beiden Koordinatensystemen, so ist unsere Aufgabe gelöst. Sind zunächst 
die Polarkoordinaten r, q; von P bekannt, so folgt aus der Definition der 
trigonometrischen Funktionen für allgemeine Winkel (Figur 16): 

x=r cos q;, y=r sin q;, 

womit seine rechtwinkligen Koordinaten gefunden sind. Umgekehrt ergibt 
sich, wenn die rechtwinkligen Koordinaten x, y von P gegeben sind, aus dem 
Pythagoräischen Lehrsatz: 

wobei die Wurzel positiv zu nehmen ist, dar nach Definition positiv ist. Jetzt 
ergeben die beiden vorigen Gleichungen: 

cosm = x sinm = y , also tgm= ~. 
r -\1 z2 + y2 ' r V z2+ y2 r ~ 

Eine dieser drei Gleichungen legt q; nicht eindeutig innerhalb seiner Grenzen 0 
und 2:n fest, da die cos-, sin- und tg-Funktion jeden Wert in diesem Intervall 
zweimal annimmt. Dagegen bestimmen je zwei der drei Gleichungen q; im Inter
vall 0 ~ q; < 2:n eindeutig. Kennen wir daher die Komponenten x, y eines Vek-
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tors r, so ergebenrund rp Länge und Richtung desselben gemäß den eben ge
fundenen Gleichungen. 

Wir lösen jetzt Probleme, die sich an zwei gegebene Punkte anschließen. 
In der analytischen Geometrie heißt ein Punkt gegeben, wenn seine Gleichungen 
bekannt sind. Die beiden Punkte P 1 und P 2 sollen durch: 

gegeben sein. Durch P 1 und P 2 ist die Strecke P 1 P 2, oder besser der Vektor 

r = P 1 P 2 gegeben, falls man die Reihenfolge der beiden Punkte beachtet und 
P 1 den Anfangs-, P 2 den Endpunkt nennt. Das Problem lautet, Länge und 
Richtung von r zu berechnen. Wie stets in der Mathematik sucht man die Auf
gabe auf bereits früher gelöste zurückzuführen. Wir machen folgende grund
sätzliche Überlegung: Länge und Richtung eines Vektors sind unabhängig von 
der \Vahl des Koordinatensystems; man bezeichnet sie als geometrische Eigen
schaften des Vektors 7). Im Gegensatze dazu ist zum Beispiel das Vorzeichen 
der Koordinaten eines Punktes zufällig und hängt von der Wahl des Koordina
tensystems ab, die willkürlich ist. Wählen wir ein anderes Koordinatensystem, 
so ändern sich die Vorzeichen der Koordinaten, dagegen bleibt Richtung und 
Länge des Vektors erhalten. Wählt man ein anderes System, dessen Ursprung 
0' mit P 1 zusammenfällt, so ist das Problem das frühere, also gelöst. Die neue 
x-und y-Axe können wir noch beliebig in 0' annehmen. Wir wählen sie parallel 
und gleichgerichtet zu den entsprechenden alten Axen und bezeichnen sie mit 
x' und y'. Die Einführung des neuen x'y'-Koordinatensystems nennt man eine 
Koordinatentransformation. Das neue System ist wieder rechtwinklig und von 
derselben Art wie das alte. Man kann es aus dem alten dadurch entstanden 
denken, daß man das ursprüngliche als beweglich annimmt und es durch Be
wegung innerhalb der Ebene stetig so in die neue Lage überführt, daß es in je
dem Augenblick parallel und gleichgerichtet zur vorhergehenden Lage ist. 
Eine solche Verschiebung nennt man Translation oder Parallelverschiebung. 
Dieselbe ist ein Spezialfall der allgemeinen Koordinatentransformation, von 
der wir später sprechen werden. Kennen wir die gegenseitige Lage der beiden 
Koordinatensysteme, so müssen sich die Koordinaten des neuen Systems aus 
denjenigen des alten berechnen lassen und umgekehrt. Die betreffenden Glei
chungen nennt man die Transformationsgleichungen. Bei der Translation genügt 
es, wenn man die Koordinaten des Anfangspunktes 0' kennt. 0' sei gegeben 
durch 

0' ' { 
x =a 

y=b. 

Die Transformationsgleichungen erhält man aus der Vektoraddition. P habe 
in bezug auf das alte Koordinatensystem die Koordinaten x, y, in bezug auf 

7) Diese Auffassung ist zum ersten Male systematisch durchgeführt worden 
in dem berühmten Erlanger Programm von F. KLEIN. Siehe F. KLEIN: Gesam
melte mathematische Abhandlungen, Bd. I, Berlin, 1921, p. 460. 
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das neue die Koordinaten x', y'. Setzt man in Richtung der x-Axe in 0 den 
Vektor a an und im Endpunkt von a den Vektor x', so muß die Summe offen
bar x sein (Figur 17) : 

x=a+x'. 

Ebenso ergibt in Richtung der y-Axe die Summe von b und y' den Vektor y: 

y=b+y'. 

Daraus ergeben sich die beiden Systeme von Transformationsgleichungen: 

x=a+x', 
y=b+y', 

oder umgekehrt: 
x'=x-a, 
y'=y-b. 

Die ersten geben die alten Koordinaten aus den neuen, die zweiten die neuen 
aus den alten. 

g' 
g 

g 

0 
x' 

b b 
Q 

0 X 

Fig.17. 

p 

x' 
g 
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!f 
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Pr 

y' 
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;u2 
-----r--~x~,-------,~~2-----+x 

Fig.18. 

Dies verwenden wir zur Lösung des Vektorproblemes. Wir wählen als 0' den 
Anfangspunkt Pv setzen also a=Xv b=y1• Die Transformationsgleichungen 
für die neuen Koordinaten lauten jetzt: 

x'=x-xv 
y'=y-yl. 

Hat speziell P 2 die neuen Koordinaten x2' und y2', so muß: 

x2' =X2-xv 

Y2'=y2-Y1 

sein. Die Gleichungen auf Seite 22 ergeben für die Länge und Richtung von 
--~ 
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tg tp 

Der Winkel tp genügt der Ungleichung: 0 ~ tp < 2n. Er entsteht durch 
Drehung der positiven x' -Axe in positivem Sinne um 0' = P v bis sie zum ersten 
Male in r fällt (Figur 18). 

Durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte P v P 2, P 3 ist ein Dreieck 
gegeben. Seine Seiten können wir als Vektoren auffassen, indem wir etwa die 
Richtungen P 1 -+ P 2 -+ P 3-+ P 1 vorschreiben. Aus den Koordinaten der Punkte 
lassen sich dann Länge und Richtung aller drei Vektoren berechnen (Figur 19). 
Aus je zwei Richtungswinkel erhält man die Winkel des Dreiecks. Diese Auf
gaben sind alle gelöst. Dagegen erhält man im Flächeninhalt LI des Dreiecks 
eine neue Aufgabe. Wir wollen sie zuerst für eine spezielle Lage des Dreiecks 
m bezug auf das Koordinatensystem lösen und nachher den allgemeinen 

y 

I 

j 

Fig.l9. Fig. 20. 

Fall auf den speziellen zurückführen: P 1 liege in 0, P 2 auf der positiven x-Axe 
(Figur 20). Die drei Punkte sind dann durch Gleichungen folgender Form ge
geben: 

p ' {
X=O 

1 y=O, 
p { X=X2, 

2 y=O, 

wo nach Annahme x2 > 0, y3 :j: 0 sein muß. Das Dreieck hat die Grundlinie 

P 1 P 2 =x2 und die Höhe ±y3, wo das obere Vorzeichen für positives y3, das 
untere für negatives y3 zu nehmen ist. Durchlaufen wir das Dreieck in dem vor
ausgesetzten Sinne P 1 -+ P 2 -+ P 3 , so ist der Umlaufsinn im ersten Fall positiv, 
das heißt entgegen dem Uhrzeigersinn, im zweiten negativ, das heißt mit dem 
Uhrzeigersinn. Daher ist: 
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wobei das obere oder untere Vorzeichen zu wählen ist, je nachdem der Umlauf
sinn des Dreiecks positiv oder negativ ist. Das Problem ist gelöst. 

Den allgemeinen Fall können wir wieder durch eine Koordinatentransfor
mation auf den eben gelösten zurückführen. Denn auch der Flächeninhalt eines 
Dreiecks ist eine geometrische Eigenschaft, also invariant bei Koordinatentrans
formationen. Allein, hier genügt die Translation nicht mehr; denn durch diese 
können wir nur 0 in einen der Punkte, zum Beispiel P 1 legen, aber nicht mehr 
den zweiten P 2 stets auf die positive neue x-Axe fallen machen. Dazu ist eine 
Drehung des Koordinatensystems um den Nullpunkt notwendig. Wir betrach
ten eine solche zuerst allgemein. 

y' y y' 
y 

_'Iu 

Fig. 21. Fig. 22. 

Wir drehen das gegebene System um 0 in positivem Sinne um den Winkel q;. 
q; wird dieselben Grenzen haben wie bei den Polarkoordinaten: 

0 ~ q; < 2.n. 

Die Axen des gedrehten Koordinatensystems sollen mit x', y' bezeichnet wer
den. Wir entnehmen Figur 21, in der q; spitz und der allgemeine Punkt P im 
ersten Quadranten beider Systeme liegt, die Beziehungen: 

x' =0Q+QP" = x cos q;+ y sin q;, 

y' =RP-RP" = y cos q;- x sin q;, 

womit die neuen Koordinaten aus den alten gegeben sind. Wir werden im näch
sten Paragraphen beweisen, daß die Formeln auch bei allgemeiner Lage der 
Systeme und des Punktes gelten. Erweitert man die erste Gleichung mit cos q;, 
die zweite mit - sin q; und addiert sie, so folgt: 

und entsprechend: 
X= x' cos q;- y' sin q;, 

y=x' sin q;+y' cosq;, 

womit die alten aus den neuen Koordinaten berechnet sind. 
Auf Grund dieser Gleichungen können wir Translation und Drehung nach

einander ausführen. Es sei 0' (Figur 22) : 

0' I {
x=a 

y=b, 
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der neue Kourdinatenanfangspunkt. Die neuen Axen, die wir durch Translation 
erhalten, seien x', y'. Dann gilt nach früherem für jeden Punkt P: 

x'=x-a X=a+x', 
, b' und b , 

Y =y- , y= +Y. 

Drehen wir das x' y'-Koordinatensystem um den oben definierten Winkel rp, 

so entsteht das neue System mit den Axen x", y", und es muß: 

x" = x' cos rp + y' sin rp, x' = x" cos rp- y" sin rp, 
" , . , und , " . " 

y = - x sm rp + y cos rp, y = x sm rp + y cos rp, 

sem. Durch Kombination der beiden Gleichungssysteme erhält man die all

gemeinen Transformationsformeln: 

x"= (x-a)cosrp+(y-b)sinrp, X=a+x"cosrp-y"sinrp, 
und 

y"=-(x-a)sincp+(y-b)cosr, y=b+x"sincp+y"coscp. 

Die ersten ergeben die neuen Koordinaten aus den ursprünglichen, die zwei
ten die ursprünglichen aus den neuen. In der Natur des Problemes liegt die be
merkenswerte Tatsache, daß beide Gleichungssysteme in den Variablen vom 
ersten Grade sind. Das neue Koordinatensystem ist wie das ursprüngliche von 
erster Art. Man erhält durch die beiden Operationen der Translation und Drehung 

jedes andere Koordinatensystem erster Art der Ebene. 

y 

Fig. 23. 

Die gefundenen Formeln wenden wir auf das Problem des Dreieckinhaltes 
an. 0' falle mit P 1 zusammen (Figur 23), das heißt, man setze a=x1 , 

b= Yi· Die positive x"-Axe falle in den Vektor fi;P 2 ; cp ist dann der Richtungs
winkel cp des Vektors, dessen cosinus undsinusauf Seite 24/5 berechnet wurden. 
Im x" y" -Koordinatensystem habe P 2 die Koordinaten x'~, 0 und P 3 die Ko-
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ordinaten x~', y~'. Das Dreieck hat die spezielle Lage, wie wir sie zuerst ange
nommen hatten. Der Inhalt LI ist daher: 

1 " " ±LI=2XzYs· 

x~' ist die Länge I P 1 P 2 I des Vektors: 

x; = {/(xz- xl)2 + (Yz- Y1) 2. 

y~' erhält man aus der Transformationsgleichung: 

oder wenn man die Werte von cos q; und sin q; einsetzt: 

Für den Inhalt LI folgt somit : 

1 
±LI = 2(- (xa- xl) (Yz- YI) + (Ya- Yl) (xz- xl))= 

= ! (x1Y2 + X2Ys + XaY1- X2Y1- XaY2- XIYa)· 

Mit Hilfe eines algebraischen Symbols, das uns noch oft gute Dienste leisten 
wird, kann man diesen Ausdruck elegant darstellen. Man nennt für 9 be
liebige Zahlen a, b, c den Ausdruck 

al bl cl 
a2 b2 c2 = alb2ca+aabtcz+a2bact-aab2cl-atbac2-a2btca 
aa ba Ca 

eine Determinante, die Zahlen an, bn, cn für jedes der n=1,2,3 eine Zeile und 
ava2,a3 , respektive bvb2,b3 , respektive cvc2,c3 eine Kolonne oder Spalte der 
Determinante. Um sich die Definition der Determinante mnemotechnisch leicht 
merken zu können, schreibt man die beiden ersten Spalten nochmals rechts 
neben die Determinante hin: 

Die drei Diagonalen von oben nach unten ergeben die drei positiven Pro
dukte, die drei von unten nach oben die negativen Produkte der Determinante. 
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Durch Ausrechnung findet man sofort, daß der Klammerausdruck von LI eine 
Determinante ist: 

1 X1 Y1 

1 X2 Y2 
1 Xa Ya 

Das Vorzeichen ist früher festgesetzt worden und hängt von dem Umlaufsinn 
des Dreiecks ab. 

5. Satz: Haben die Ecken P 1, P 2, P 3 eines Dreiecks die Gleichungen: 

wobei sie so abgezählt sind, daß der Umlaufsinn P 1 -+ P 2 -+ P 3 positiv ist, so erhält 
man den Flächeninhalt LI des Dreiecks aus: 

1 1 xl Yl 
Ll = 2 1 x2 Y2 

1 Xa Ya 

Wir denken unsjetzt den Punkt P 3 variabel, lassen also überall den Index drei 
weg. Nur P 1 und P 2 seien fest gegeben. Wirlegendurch siedie Gerade (Figur24). 

g 

Fig. 24. 

Für alle Punkte P der einen Seite der Geraden wird der Umlaufsinn P 1 -+P2 

-+P positiv, für die andere negativ sein. Stellen wir uns vor, daß wir in P 1 nach 
P 2 blicken, so wird für alle P links die Determinante von Satz 5 einen positiven, 
rechts einen negativen Wert haben. Liegt P auf der Geraden, so muß die De
terminante offenbar den Wert null besitzen, da dann das Dreieck ausartet. 
Daher ist: 

1 
2 1 X2 Y2 ~ 0, 

1 X y 

je nachdem der Punkt P links, auf, oder rechts von der Geraden liegt. Die Be
dingung ergibt ausgerechnet : 
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A, B, C sind feste, nur von Pv P 2 abhängige Zahlen; x, y sind die Ko
ordinaten eines beliebigen Punktes der Ebene. Setzen wir: 

so kann diese Bedingung nur erfüllt sem, wenn P auf der Geraden durch P 1 , P 2 

liegt. Der Punkt ist durch sie an die Gerade gefesselt. Die Gleichung stellt somit 
eine Ortsbedingung für die Punkte einer Geraden dar. Dies führt uns zum näch
sten Paragraphen, in dem wir diese Frage allgemein untersuchen werden. 

§ 2. Die Gerade 

Wir haben eben eine Ortsbedingung für die Punkte einer Geraden kennen
gelernt. Was versteht man allgemein unter einer solchen? Nehmen wir an, 
eine stetige Funktion f (x, y) der Koordinaten x, y eines Punktes sei gegeben. 
f(x,y) soll nicht identisch null sein. Wir setzen: 

f(x,y)=O. 

Alle Zahlenpaare, die dieser Bedingung genügen, legen Punkte in der Ebene 
fest, deren Gesamtheit eine Kurve bilden. Umgekehrt kann eine Kurve geome
trisch gegeben sein, und die Koordinaten ihrer Punkte können der funktionalen 
Beziehung: 

f(x,y)=O 

genügen. Wenn zwischen einer geometrisch gegebenen Kurve und einer Funk
tion f(x,y) diese Beziehung besteht, nämlich daß: 

1. alle Lösungen x, y der Bedingungsgleichung: 

f(x,y)=O 

Koordinaten eines Kurvenpunktes sind; 
2. die Koordinaten x, y jedes Kurvenpunktes der Bedingung 

f(x,y)=O 

genügen, so ist f (x, y) = 0 eine Ortsbedingung für die gegebene Kurve. Man nennt 
sie kurz «die Gleichung der Kurven. Zwischen den Punkten der Kurve und den 
Lösungspaaren der Gleichung findet eine umkehrbar eindeutige Beziehung 
statt. Der Punkt x, y kann nicht beliebig liegen, sondern er wird durch die 
Gleichung an die Kurve gebunden. 

Wir fragen speziell, ob die Gerade eine Gleichung besitzt und welches die
selbe ist? Nach den angestellten Überlegungen lautet die Definition der Glei
chung der Geraden so: 

Definition: Existiert eine Funktion f(x,y), so daß: 
1. alle Wertepaare x, y, für die f (x, y) = 0 ist, Punkte einer Geraden sind; 

und daß: 
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2. die Koordinaten x, y jedes Punktes jener Geraden der Bedingung f (x, y) = 0 

genügen, 
so heißt f ( x, y) = 0 die Gleichung der Geraden. 

Um zu entscheiden, ob jede Gerade eine Gleichung besitzt, muß man die 
Lage der Geraden in bezugauf das Koordinatensystem kennen. Dies kann auf 
verschiedene Weisen geschehen. Am dienlichsten ist folgender Weg: Man nimmt 
ein Polarkoordinatensystem zu Hilfe, dessen Pol im Ursprung 0 des recht
winkligen Systems liegt, und dessen Anfangsrichtung in diepositive x-Axe fällt. 
Jeder Punkt hat jetzt die rechtwinkligen Koordinaten x, y und die Polar
koordinaten r, cp, zwischen denen die Beziehungen gelten: 

x = r cos cp, y = r sin cp. 
y 

y 
d~O 

p_ 

I 

I 
ty 
I 

lf 
X 

X 

Fig. 25. 

Wir fällen von 0 aus das Lot auf die gegebene Gerade. Der Fußpunkt seiD. 
Ist D von 0 verschieden, das heißt, geht die Gerade nicht durch den Punkt 0, 
so hat D die eindeutigen Polarkoordinaten: d als Radiusvektor, IX als Winkel. 
Ist D = 0, das heißt, geht die Gerade durch den Nullpunkt, so setzt man d = 0, 
und wählt als willkürlich festzulegenden Winkel IX denjenigen Winkel, den einer 
der beiden auf der Geraden in 0 senkrechten Strahlen mit der positiven x-Axe 
(Anfangsrichtung) bildet. Die Richtung dieser Strahlen legt eine bestimmte 
Richtung der Senkrechten auf der Geraden fest. Wir behaupten, daß in beiden 
Fällen durch d,IX die Gerade in bezugauf das rechtwinklige Koordinatensystem ein
(leutig festgelegt ist. Ist nämlich d :j: 0, so gibt es einen und nur einen Punkt D, 
dessen Polarkoordinaten d,rx sind. In diesem gibt es nur eine Gerade, die auf 

dem Vektor b = OD senkrecht steht. Ist dagegen d = 0, so geht die Gerade durch 
den Nullpunkt, und es gibt wieder nur eine Gerade, die auf dem durch IX be
stimmten Strahl senkrecht steht (Figur 25). 

IstPein beliebiger Punkt der Geraden, so ist im Falle d:j:O das Dreieck ODP 
in D rechtwinklig. Ist P nicht auf der Geraden, so ist dagegen das Dreieck ODP 

sicherlich nicht rechtwinklig in D. Die Normalprojektion von r=OP auf OD 

ist daher dann und nur dann gleich OD, wenn der Punkt auf der Geraden liegt. 
Der analytische Ausdruck hierfür ist: 

d = r cos (IX - cp) • 
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Denn rcos (oc-rp) ist die Projektion vonrauf den Vektor b=OD, und diese 
ist größer als d für Punkte der einen Seite der Geraden (P* in Figur 25) und 
kleiner für die Punkte der andern Seite der Geraden (P** in Figur 25). Nur für 
die Punkte der Geraden kann das Gleichheitszeichen stattfinden. Daher sind 
beide Bedingungen der Definition der'' Gleichung>> erfüllt und 

d = r cos ( oc- rp) 

ist die Gleichung der Geraden. Entwickelt man cos (oc- rp) nach dem Additions
theorem, so folgt wegen der Beziehung zwischen x, y und r, rp: 

d= r cos rp cos oc+r sin rp sin oc= x cos oc+ y sin oc. 

Die gesuchte Funktion f (x, y) der Gleichung der Geraden hat somit die Gestalt 

I (x, y) = x cos oc + y sin oc- d = 0. 

Man nennt sie die HESSEsehe Normalform der Gleichung der Geraden 8). Ist jetzt 
d = 0, so muß offenbar oc- rp für alle Punkte der Geraden und nur für diese ein 
rechter Winkel sein oder sich um n von einem solchen unterscheiden. In beiden 
Fällen ist: 

cos (oc- rp) = 0 oder r cos (oc- rp) = x cos oc+ y sin oc= 0. 

Diese Bedingung ist wieder die HESSEsehe N ormalform, die somit auch für 
d=O gilt. 

Umgekehrt ist durch die HESSEsehe Normalform die Lage der Geraden be
züglich des rechtwinkligen Koordinatensystems eindeutig bestimmt. Denn 
kennt man d, cos oc, sin oc, also auch d und oc wegen 0 ~oc < 2n, so ist die Gerade 
eindeutig nach dem Frühern festgelegt. 

6. Satz: Jede Gerade der Ebene besitzt als Gleichung eine HESSEseheN ormal
jorm und durch letztere ist die Gerade eindeutig festgelegt. 

Es fragt sich, ob es noch andere Funktionen I ( x, y) gibt, die eine Gleichung 
der Geraden bestimmen? Die Beantwortung führt auf eine rein analytische 
Untersuchung. Denn es handelt sich darum, zu entscheiden, ob es andere Funk
tionen f ( x, y) gibt, die für alle und nur die Lösungen der Gleichung x cos oc + 
+ y sin oc- d = 0 verschwinden. In dieser Allgemeinheit ist die Frage sinnlos. 
Denn jede FunktionF (t), die den Wert null nurfür eine reelle Zahl, etwa t=O 
annimmt, wie et- 1, gibt eine Lösung: F ( x cos oc + y sin oc- d) = 0. Beschränkt 
man sich aber aufdie Funktionen ersten Grades in x, y, so kann man sagen: Ist: 

Ax+By+C=O 

Gleichung einer Geraden, und ist f (x, y) =0 die HESSEsehe Normalform der Gera
den, so muß identisch: 

Ax+ By+ C = Äf (x, y) 

8) Nach dem deutschen Mathematiker ÜTTO HESSE (1811-1874), der die 
Normalform zur Grundlage seiner Theorie der Geraden machte in seinen: "Vor
lesungen aus der analytischen Geometrie der geraden Linie, des Punktes und des 
Kreises in der Ebene (4. Auflage, Leipzig, 1906). 



Die Gerade 33 

sein, wo .A. ein konstanter Faktor :j:O ist. Umgekehrt ist jede Beziehung .A.f (x, y) = 0 
eine Gleichung der Geraden. Man nennt sie die allgemeine Gleichung der Ge
raden. Aus der vorigen Identität folgen die Gleichungen: 

A = .A. cos IX, B = .A. sin IX, C =- .A.d, 

woraus sich durch Quadrieren und Addieren der beiden ersten ergibt: 

A2+ß2=.A.2. 

Da .it :f 0 sein soll, so dürfen A und B nicht beide null sein. 
Bisher haben wir die Gerade als gegeben angenommen und nach ihrer Glei

chung gefragt. Umgekehrt können wir jetzt von einer Gleichung: 

Ax+By+C=O, wo A 2+B2:j:O ist, 

ausgehen und fragen, ob sie Gleichung einer Geraden ist? Wegen Satz 6 brau
chen wir nur zu zeigen, daß sie stets aus einer HESSEsehen Normalform mittels 
eines Faktors .it entspringt. Wir nehmen somit jetzt A,B,C als gegeben an 
und fragen nach den Unbekannten J.,d,IX in den drei Gleichungen: 

;. cos IX=A, 
.A.sin IX=B, 

Ad=-C. 

Wie oben findet man .A. 2 =A 2+ B 2, oder .A.= ±v'A 2+ ß2 . .A. ist wegen der An
nahme:j:O; es hat abernoch zweimögliche Werte. Im Falle C:j:O kann man aus 
der dritten Gleichung das Vorzeichen von .A. bestimmen. Denn d muß als Radius 
vektor positiv sein, also: 

und .A. muß das entgegengesetzte Vorzeichen von C haben. Dann ist durch die 
beiden ersten Gleichungen der Winkel IX eindeutig innerhalb der Grenzen 
0 ~IX< 2n gegeben. Ist aberC = 0, so ist d = 0, und man läßt das Vorzeichen von 
.A. unbestimmt. Die beiden ersten Gleichungen ergeben jetzt für IX zwei Lösungen 
innerhalb der vorgeschriebenen Grenzen; beide Lösungen unterscheiden sich 
um n. Wir bekommen in jedem Fall eine HESSEsehe Normalform. Denn im 
Falle d = 0 darf man jede derbeidenN ormalenrichtungen, also jeden der beiden 
Werte von IX wählen. Daher kann man jede allgemeine Gleichung 

aus einer HESSEsehen Normalform dadurch entsprungen denken, daß man 
letztere mit einem Faktor .A.:j:O multipliziert. Somit gehört auch zu jeder all
gemeinen Gleichung eine und nur eine Gerade, deren Gleichung sie ist. Die zu
gehörige HEssEsehe Normalform erhält man, indem man die allgemeine Glei
chung durch .A. dividiert. Hierfür sagt man kurz: «Man bringt die allgemeine 
Gleichung auf die HEsSEsehe N ormalform.» 

3 
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7. Satz: Man bringt die allgemeine Gleichung: 

Ax+By+C=O, A 2 +B2 ::f::O, 

auf die HESSEsehe Normalform, indem man alle ihre Koeffizienten durch Ä= 
±v'A 2+ ß2 dividiert. Im Falle C::f::O hat man für Ä das entgegengesetzte Zeichen 

von C zu wählen. [m Falle C = 0 ist die Wahl des Vorzeichens willkürlich. 
Aus den drei Gleichungen zwischen A,B,C einerseits und Ä,d,oc anderseits 

folgt die von Ä unabhängige Doppelproportion: 

A :B:C=cos oc:sin oc:-d. 

Die linken Verhältnisse sind somit für jede Gerade fest gegeben. Andere Werte 
der Verhältnisse ändern auch die Gerade. Es liegt daher nahe, Gleichungen, für 
die A: B: C denselben Wert hat, als gleich aufzufassen. Statt zu sagen, daß 
eine Gerade unendlich viele Gleichungen hat, die sich um konstante Faktoren 
unterscheiden, nimmt man sie als eine einzige Gleichung, in der nur die Ver
hältnisse A : B: G maßgebend sind. Dadurch kommt man zu einer umkehrbar 
eindeutigen Beziehung zwischen den Geraden und ihren Gleichungen. 

111. Hauptsatz: Jede Gerade besitzt in bezugauf das Axenkreuz eine Glei
chung: 

die nur vom Verhältnis A : B: C abhängt,· umgekehrt gehört zu jedem Ausdruck: 
Ax+By+C, A 2 +B2 ::f::O, eine und nur eine Gerade, deren Gleichung 

ist. 

Die linke Seite der allgemeinen Gleichung ist eine Funktion vom ersten 
Grade in x,y. Nach dem III. Hauptsatz besteht zwischen den Funktionen 
ersten Grades in x, y und den Geraden eine umkehrbar eindeutige Beziehung. 
Man identifiziert aus diesem Grunde diese Funktionen mit den Geraden, indem 
man sie in der Analysis «Lineare Funktionen», das heißt «Geraden/unktionen» 
(wegen «linea», lateinisch Gerade) nennt. 

Bevor wir die Gleichung der Geraden diskutieren, wollen wir noch eine 
wichtige Anwendung der Theorie der HESSEsehen Normalform machen. Es sei 
eine Gerade gegeben, worunter wir jetzt stets verstehen, daß ihre Gleichung 
bekannt ist. Wir dürfen sie in der HESSEsehen Normalform: 

x cos oc + y sin oc - d = 0 

voraussetzen, da wir nach Satz 7 jede andere auf diese Form bringen können. 
Die Aufgabe, die wir lösen wollen, lautet: Es sei der Normalabstand eines be
liebigen Punktes P 0 von der Geraden zu berechnen. P 0 sei durch seine Glei
chungen: 

Po { X=Xo, 
Y=Yo 



Die Gerade 35 

gegeben. Der Fußpunkt des Lotes von P 0 auf die Gerade sei Q. Wir geben dem 

Normalabstand n=QP0 von vornherein eine Richtung und damitnein Vor
zeichen. Durch den Winkel IX in der HESSEsehen Normalform der Geraden 
ist ~I_!.e Richtung der Senkrechten der Geraden ausgezeichnet. Der Vektor 

n=QP0 =n sei positiv, wenn er diese Richtung der Senkrechten hat, sonst 
negativ. Um n zu berechnen, legen wir durch P 0 eine Parallele zur Geraden 
und fragen nach der HESSEsehen Normalform dieser Hilfsgeraden. Wir unter
scheiden die beiden Fälle: 

a) Die Hilfsgerade schneide den Vektor 'o=OD oder dessen Verlängerung 
(Figur 26}. Nach der Vektorrechnung sind d+n, IX die Polarkoordinaten des 
Fußpunktes des Lotes von 0 auf die Hilfsgerade (wenn sie durch 0 geht, neh
men wir IX als Winkel ihrer Normalen an). Die HESSEsehe Normalform der 
Hilfsgeraden ist: 

x cos IX+ y sin oc- (d+n) =0. 

Da der Punkt P 0 auf der Geraden liegen soll, muß: 

x0 cos oc+ y0 sin oc-d- n= 0 
sein, das heißt: 

n= x0 cos oc+ y0 sin IX-d. 

Fig. 26. 

b) Die H ilfsgerade schneide die Rückwärtsverlängerung des Vektors b =Ob 
(Fall von P 0* in Figur 26). n ist sicherlich negativ. DiePolarkoordinaten des 
Fußpunktes des Lotes von 0 auf die Hilfsgerade sind -n-d, oc±n; ihre 
HESSEsehe Normalform wird: 

-x cos IX- y sin oc+n+d=O. 

Da sie wieder durch P 0 geht, müssen x0,)'o sie befriedigen, was wie vorhin 
ausgerechnet ergibt: 

n=x0 cos IX+ y0 sin oc-d. 
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8. Satz: Der Normalabstand eines Punktes von einer gegebenen Geraden ist 
gleich dem Werte der linken Seite der HESSEsehen Normalform der Geraden, be
rechnet für die Koordinaten des Punktes. Er besitzt das positive oder negative Vor
zeichen, fe nachdem der Punkt auf der Seite der positiven oder negativen Richtung 
derNormalen der Geraden, wie sie durch die HESSEseheN ormalform festgelegt ist, 
liegt. 

Geht die Gerade nicht durch den Nullpunkt, so kann die Bedingung des 
Vorzeichens des Normalabstandes einfach so ausgedrückt werden: n ist positiv 
oder negativ, je nachdem der Punkt auf der entgegengesetzten oder gleichen 
Seite der Geraden wie der Nullpunkt liegt. 

Satz 8 ergibt den Beweis der Transformationsgleichungen im Falle der 
Drehung um den Winkel q;, wie wir sie früher für eine spezielle Lage herge
leitet hatten. DasgedrehteKoordinatensystem werde mit x',y'bezeichnet. Wir 
fragen nach der HESSEsehen Normalform der Gleichungen der x'- und y' -Axen. 
Da diese durch 0 gehen, ist für beide d = 0, und wir dürfen die Richtung der 
Normalen willkürlich vorschreiben. Wir bestimmen die+ y'-Axe als Normal
richtung der x'-Axe, und die +x'-Axe als Normalrichtung der y'-Axe. Daher 
ist IX in der HESSEsehen Normalform der y'-Axe der Drehwinkel q;, und in der 

HESSEsehen Normalform der x'-Axe derWinkelq;+;, oderq;- 32n. Die HEs

SEsehen Normalgleichungen sind: 

Für die x'-Axe : x cos ( q; + ; ) + y sin ( q; + ; ) = 0 oder - x sin q; + y cos q; = 0, 

für die y' -Axe: x cos q; + y sin q; = 0. 
Nun ist aber x' der Normalabstand eines allgemeinen Punktes von der 

y' -Axe, und zwar positiv auf der Seite der + x' -Axe, negativ auf der Seite der 
-x'-Axe, somit nach Satz 8: 

x' = x cos q;+ y sin q;, 
und ebenso: 

y' =- x sin q;+ y cos q;, 

womit die beiden Formeln allgemein bewiesen sind. 
Zur Diskussion der allgemeinen Geradengleichung: 

Ax+By+C=O, A 2+B2:j:O, 

unterscheiden wir folgende Fälle: 
1. A = 0. Entspringt die Gleichung aus der HESSEsehen Normalform: 

X COS IX+ y sin IX-d= 0, 

so muß dann auch cos IX= 0, also IX=; oder= 32n: sein. Die Gerade steht senk

recht auf der y-Axe oder ist parallel zur x-Axe (Figur 27). 

2. B = 0. Entsprechend ist sin IX = 0, also IX = 0 oder = :n;. Die Gerade ist 
parallel zur y-Axe (Figur 27). 

3. C=O. Dann ist d=O und die Gerade geht durch den Nullpunkt. 
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4. C:j:O. Die Gerade geht nicht durch den Nullpunkt und schneidet die 
Axen in den beiden von 0 verschiedenen Punkten Pa und Pb, wobei einer dieser 
Punkte auch ins Unendliche fallen kann, wenn die Gerade zur betreffenden 
Axe parallel ist. Man nennt die Abszisse a von Pa und die Ordinate b von Pb 
die Axenabschnitte der Geraden. Ist die Gerade parallel zur x-Axe, das heißt 
A = 0 (Fall1), so sei a =oo; ist sie parallel zur y-Axe, das heißt B = 0 (Fall 2), 

y y 
B-0 

--------~-L--------x ----~--~~------•X 

Fig. 27. 

so sei b=oo. Um a und b zu berechnen, bedenken wir, daß die (endlichen) 
Punkte Pa und Pb die Gleichungen haben: 

daß somit: 

sein muß, woraus: 

folgt. Diese Formeln gelten auch, falls A oder B=O ist, da dann wegen C:j:O 
für a oder b unendlich erhalten wird, wie vorgeschrieben. Hieraus ergibt sich: 

c 
A=---

a ' 
c B=---. 
b ' 

setzt man diese Werte in der Geradengleichung ein und kürzt durch -C:j:O, 
so ergibt sich: 

X :Y 
a-+/J-1= 0. 

Man nennt diese Gleichung die A xengleichung der Geraden. 
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5. B:j:O. Die Gerade ist nicht parallel zur y-Axe. Man darf ihre Gleichung 
nach y auflösen: 

A c. 
wo n = - B, p = - B 1st. 

Diese Gleichung heißt die explizite Form der Geradengleichung. Trotzdem alle 
zur y-Axe parallelen Geraden ausgeschlossen sind, ist sie darum besonders 
zweckmäßig, weil die Koeffizienten n und p eine einfache geometrische Be
deutung haben. Für x = 0 wird y = p; also ist p der vorhin definierte Axen
abschnitt auf der y-Axe. Um n geometrisch zu deuten, schalten wir folgende 
wichtige Betrachtung ein. Durch jede Gerade wird eine Richtung gegeben. 
Im Gegensatz zur Theorie der HESSEsehen Normalform, in der die Senkrechte 
zur Geraden eine gerichtete Gerade war, wollen wir jetzt nicht zwischen ihrer 
positiven undnegativen Richtung unterscheiden. Um ihre Richtung festzulegen, 
definieren wir : 

Definition des Richtungswinkels: Die zur x-A xe parallelen Geraden haben 
den Richtungswinkel null. Sind die Geraden nicht zur x-Axe parallel, so versteht 
man unter ihrem Richtungswinkel mit der positiven x-Axe den Winkel, den die 
letztere bestreicht, falls man sie um ihren Schnittpunkt mit der Geraden in positivem 
Sinne so lange dreht, bis sie zum ersten Male in die Gerade fällt. 

Aus der Definition folgt, daß parallele Geraden denselben Richtungswinkel 
haben, und daß jeder Richtungswinkel rp zwischen den Grenzen liegt (Figur 28): 

0 ~ rp <n. 
y y 

Fig. 28. 

Er ist nicht zu verwechseln mit dem Winkel der Polarkoordinatensysteme. 
Es ergibt sich die Aufgabe, den Richtungswinkel rp einer Geraden aus ihrer 
Gleichung zu berechnen. Wegen der Grenzen von rp können wir als trigonome
trische Funktion die Tangensfunktion wählen, da diese innerhalb der Grenzen 
von rp alle reellen Zahlen durchläuft und jeden Wert nur einmal annimmt. Aller-

dings wird sie für rp = ; unendlich. Dann ist die Gerade parallel zur y-Axe 

(Fall 2). Ist die Gerade durch die HESSEsehe Normalform gegeben: 

x cos a + y sin a - d = 0, 

so erkennt man aus den vier Fällen von Figur 29, daß: 

:n: d 3:n: rp = a ± 2 o er = a - 2 
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sein muß, also: 

tgq?=tg(oc--~} = -tg(.:::..-oc) = -cotgiX 
2 2 

wird. Da in der allgemeinen Gleichung Ax+ By+ C= 0 für Ä :j:O:A = Ä cos IX, 

B = Ä sin IX sein muß, so ist: 
A 

tgq?=-s· 

Diese Formel behält ihre Gültigkeit, wenn 9? = ; ist, das heißt, wenn die Gerade 

parallel zur y-Axe ist, da dann B = 0, A :j: 0 sein muß. 

Fig. 29. 

'I 

t 

Wenden wir dieses Resultat jetzt auf den Fall 5 der expliziten Form der 
Geradengleichung y=nx+P an, so ist: 

n=tg q?, 

womit die geometrische Deutung erreicht ist. Man nennt n den Richtungs
koeffizienten der Geraden. 

9. Satz: Jede Gerade, die nicht parallel zur y-A xe ist, besitzt eine explizite 
Form ihrer Gleichung: 

y=nx+P. 

wo p der Axenabschnitt auf der y-Axe ist, und der Richtungskoeffizient n=tgq? 
den Richtungswinkel 9? der Geraden bestimmt. 

Wir können jetzt die beiden grundlegenden Probleme lösen: 
1. Problem: Von einer Geraden kenne man einen Punkt P 1 und den Richtungs

winkel 9?· Man berechne die Gleichung der Geraden. Da durch einen Punkt und 
den Richtungswinkel die Gerade bestimmt ist, gibt es nur eine Lösung des 
Problems. 

P 1 besitze die Gleichungen: 

p { X=X1 , 

1 Y= Yl; 

der gegebene Richtungswinkel genügt der Bedingung 0 ~ 9? < n. Wir unter
scheiden die beiden Fälle: 
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a) q; = ; . Da die Gerade parallel zur y-Axe sein muß, ist in ihrer allgemeinen 

Gleichung B=O, A:j:O. Sie hat somit die Gestalt: 

Ax+C=O, 

und da P 1 auf ihr liegt, muß: 

sein, woraus wegen A:j:O: 

die gesuchte Gleichung ist. 

b) q; :j:;. Die Gerade ist nicht parallel zur y-Axe, besitzt also nach Satz 9 

eine explizite Form der Gleichung: 

y=nx+P, 

wo n= tgq; sein muß. Da P1 auf ihr liegt, ist: 

Y1 =nxl+P· 

Subtrahiert man diese Gleichung von der vorigen, so ist p eliminiert: 

y- y1 =n (x- x1) = tgq;(x- x1), 

womit die Aufgabe gelöst ist. Schreibt man für tgq; den Quotienten sinq;fcosq;, 
so läßt sich die Gleichung so schreiben: 

y-yl x-xl 
sin rp = cos rp • 

Kürzt man den Quotienten mit t ab, so läßt sich die Gleichung durch zwei 
ersetzen: 

X= x1 +t cos q;, 
y=y1 +tsin q;, 

worin jetzt ein Parameter t auftritt. Eliminiert man ihn aus den beiden Glei
chungen, so entsteht wieder die ursprüngliche Gleichung der Geraden. Die neue 
Darstellung hat den großen Vorteil, daß beide Fälle a) und b) in ihr enthalten 

sind. Denn für q; = ; ist cos q; = 0 und die erste der beiden Gleichungen ist die 

Gleichung der Geraden. Ebenso gelten sie für q; = 0, wo sin q; = 0, y = y1 wird. 
Nun zeigt die Analysis, daß man eine ebene Kurve durch zwei Gleichungen: 

X= qJ (t), y = 'fl (t) 

mit Hilfe eines Parameters t geben kann. Man nennt die Darstellung uniformi
siert. Im Falle der Geraden zeigt unsere Lösung, daß man in der uniformisierten 
Darstellung q; (t) und 'P (t) als lineare Funktionen von t annehmen darf. Sie er
gibt uns auch eine sehr einfache geometrische Deutung von t. Ist P ein be
liebiger Punkt der Geraden, so fällt für t = 0 P mit P 1 zusammen. In allen 
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übrigen Fällen ist t die positive oder negative Länge der Strecke P 1 P (Figur 30), 
und zwar tritt das positive Zeichen auf für alle Punkte der einen Halbgeraden 
von P 1 an, das negative für diejenigen der andern Halbgeraden. Man gibt daher 
der Geraden eine Richtung und faßt sie als t-Axe auf mit dem Nullpunkt in P1 

und derselben Einheitsstrecke wie das gegebene System. Die Richtung ist für 
Gerade, die parallel zur .x-Axe sind, gleich wie die der x-Axe; für die übrigen Fälle 
geht sie vom Schnittpunkt mit der x-Axe in den 1. oder 2. Quadranten. Jeder 
Punkt der Geraden ist jetzt eindeutig durch den Vektor t = t festgelegt, der die 
Komponenten t cos rp und t sin rp besitzt. Legen andererseits die Punkte P und P 1 

die Vektoren t=OP,t1 =0P1 fest mit den Komponenten I=X,l)=y, respek
tive 1 1 = Xv 1)1 = Yv so muß nach der Definition der Vektoraddition (Figur 30): 

t=t1+t 

sein, und da die Komponenten links die arithmetische Summe der Komponenten 
rechts sein müssen, ist 

X= .X1 + t COS rp, 
y=y1 +tsinrp, 

was die ursprünglichen Gleichungen sind. Die Vektorgleichung enthält die
selben somit. 

g g 

Fig. 30. 

2. Problem: Von einerGeraden kenne man zwei Punkte P1 und P 2• Man be
rechne Ihre Gleichung. Da die Gerade durch zwei Punkte eindeutig festgelegt ist, 
gibt es nur eine Lösung. 

Die Punkte haben die Gleichungen: 

Wir unterscheiden: 
a) .x1 = .x2• Die Gerade muß offenbar parallel zur y-Axe sein. In ihrer all

gemeinen Gleichung ist B=O,A:j::O. Sie lautet: 

Ax+C=O, 

und da sie durch P 1 und P 2 geht, muß wegen x1 = .x2 nur: 

Ax1+C=0 
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werden, was wieder auf 

x-x1 =0, respektive x-x2=0 
führt. 

b) x1 :j: x2• Die Gerade ist nicht parallel zur y-Axe und besitzt die explizite 
Form der Gleichung: 

y=nx+p. 

Zunächst geht die Gerade durch P1 ; somit wird: 

Yt =nxt +P, 

woraus durch Subtraktion p eliminiert wird: 

y- y1 =n (x- x1). 

Da die Gerade auch durch P 2 geht, muß: 

Y2- Yt =n (x2- xl), 

was für den Richtungskoeffizienten ergibt: 

Wird dieser Wert eingesetzt, so findet man die gesuchte Gleichung: 

Y2- Yi. ( ) y-yt=-- x-xl. 
x2- Xt 

Schreibt man die Gleichung in der Form: 

y-yl = x-xt 
Y2-Y1 x2-xt 

und kürzt den Quotienten mit t ab, so erhält man die uniformisierte Darstellung: 

x=x1 + (x2- x1)t= (1- t) x1 +tx2, 

Y= Yt + (y2- Yt)t= (1-t) Yt +tY2· 
y y 

Fig. 31. 

Sie hat wieder den Vorteil, für beide Fälle a) und b) zu gelten. Durchläuft t alle 
reellen Zahlen, so erhält man alle Punkte der Geraden. Für t = 0 erhält man 

Pv für t= 1 P 2• Gibt man der Geraden die Richtung des Vektors P1 P2 und 
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faßt man sie als t-Axe auf, so hat sie den Nullpunkt P 1 und die Einheitsstrecke 
P 1 P 2• Jedem ihrer Punkte entspricht der in dieser Einheit gemessene Vektor 
t= t (Figur 31). Für alle t zwischen 0 und 1: 

O~t~1 

erhält man die Punkte der Strecke P 1 P 2, für t = ~ ihren Mittelpunkt M: 

M l X= X1 +x2 
2 ' 

Y = Y1+Y2 
2 . 

10. Satz: Die Koordinaten des Mittelpunktes einer Strecke sind die arith
metischenMittel der entsprechenden Koordinaten der Endpunkte. 

Führt man wieder die Vektoren r1 =0P1 und t=OP ein, wo Pein allge
meiner Punkt der Geraden ist, so muß: 

t=tl+t 

sein, und die Komponenten dieser Vektorgleichung ergeben wieder die uni
formisierte Darstellung. 

Ist umgekehrt eine uniformisierte Darstellung der Gestalt : 

x=a+bt, 
y=c+dt 

gegeben, woa, b, c, d, b2 + d2 :j: 0, Konstanten sind, so ist die zugehörige Kurve 
stets eine Gerade. Denn für t = 0 und t = 1 erhält man zwei Punkte: 

aus denen 

X=a=Xv 

y=c = Y1• 

a=Xv 
C= Yv 

b = x2 - Xv 
d= Y2- Yv 

folgt. Setzt man dies in den beiden Gleichungen ein, so findet man genau die 
Gleichungen der Geraden durch die Punkte P 1 und P 2 :j: P 1 • 

Die für den Richtungskoeffizienten n im Falle b) gefundene Gleichung: 

gibt eine Methode, um mittels des charakteristischen Dreiecks rasch die Gerade 
y=nx+P zu zeichnen. Man sucht durch Probieren zuerst einen Punkt P 1 zu 
erhalten, der auf das vorgelegte Stück Papier mit seinem gegebenen Koordina
tensystem fällt. Von ihm geht man nach rechts (das heißt im Sinne der+ x
Axe) um die Einheitsstrecke zum Punkt Q mit den Koordinaten x1 + 1, y1 

(Figur 32). Von Q trägt man den Vektor n seinem Vorzeichen gemäß nach oben 
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oder unten ab; der Endpunkt von n ist P 2 (für n = 0 ist schon Q = P 2). Dieser 
besitzt die Gleichungen: 

X=X1 +1 =X2, 

Y=Y1+n=Y2· 

Daher hat die Gerade durch P 1 und P 2 den Richtungskoeffizienten n = 

(y2 - y1)/ (x2 - x1). Das Dreieck P 1 QP2 heißt das charakteristische Dreieck, da es 
an jedem Punkt P 1 angesetzt werden kann. 

r 

--------~~~--~-----x x, 

Fig. 32. 

Sind zwei voneinander verschiedene Geraden gegeben: 

A 1x+B1y+C1=0, 
A 2x+B2y+C2=0, 

( dienurgleich wären, wenn A1 :A 2 = B1 : B2 =C1 :C2 = A ist), so fragen wirzuerst 
nach ihrem Schnittpunkt. Seine Koordinaten müssen beide Gleichungen be
friedigen. Das algebraische Problem, zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekann
ten zu lösen, ist also identisch mit dem geometrischen Problem, den Schnittzweier 
Geraden zu bestimmen, eine Bemerkung, die klar den Zusammenhang der bei
den Gebiete beleuchtet. Die algebraische Methode der Auflösung ist die Eli
minationsmethode. Man findet: 

(A 1 B2 -A2 B1) x+ (C1 B2 - C2 B1) = 0, 
(A1 B 2 -A 2 B1) y+ (C2A1 -C1 A2)=0. 

Ist A 1 B2-A 2 B1 :f0, so ergibt sich eine einzige Lösung x,y, also auch ein und 
nur ein Schnittpunkt. Die Bedingung schreibt man als (zweigliedrige) Deter
minante: 

Ist die Determinante null, und sind die beiden Geraden voneinander ver
schieden, so gibt es keine gemeinsame Lösung; daher müssen die Geraden 
parallel sein. Somit ist 

I Al Bl I 
A2 B2 =AlB2-A2Bl=O 

die Bedingung der Parallelität der beiden Geraden. 
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Außer dem Schnittpunkt sind bei zwei Geraden die Winkel, die sie mit
einander bilden, zu berechnen. Ist rp einer derselben, so sind die übrigen = rp 
oder =:n; -rp. ±tgrp bestimmt daher das Problem völlig. Sind rp1 und rp2 die 
Richtungswinkel der beiden Geraden, so zeigt Figur 33, daß rp= ±(rp2 -rp1) 

stets einer der Winkel der beiden Geraden ist. Ist keine der beiden Geraden zur 

y-Axe parallel, das heißt rp1 und rp2 von ; verschieden, so muß nach Seite 39 

sein, und es wird: 

tgrp= ±tg(rp2 -rp1)= ± tgtp2-tgtpt _ ±A1B2-A 2B1' 
l+tgtp1 tgtp2 - A 1A 2+B1B 2 • 

Diese Formel gilt, wie man sich sofort überzeugt, auch für den Fall, daß eine 
oder beide Geraden zur y-Axe parallel sind. Denn dann gilt für die betreffenden 
A,B:B=O, A:j: 0. Ist rp=O oder :n;, so erhält man als Bedingung für parallele 

Geraden wieder A 1 B 2-A 2 B1 =0. Ist dagegen rp=;, dasheißt tgrp=oo, so 

muß A1 A2 +B1 B2 =0 sein. 
11. Satz: Die durch die Gleichungen: 

A 1 x+B1 y+C1 =0, A 2 x+B2 y+C2 =0 

gegebenen Geraden sind zueinander parallel, wenn A 1 B 2-A 2 B1 =0, senkrecht 
aufeinander, wenn A1 A 2+ B1 B 2 = 0 ist. 

( 2) g (1) 

Fig. 33. 

Sind die Richtungskoeffizienten endlich, so kann man gemäß den obigen 
Gleichungen die Bedingung, daß die Geraden senkrecht aufeinander sind, auch 
so schreiben : 

Die zweite Form gilt auch für n1 =oo, da dann n2 =0 sein muß. 
12. Satz: Zwei Geraden sind aufeinander senkrecht, wenn das Produkt ihrer 

Richtungskoelfizienten - 1 ist. 
Drei Geraden legen in der Ebene ein Dreieck fest, falls keine zwei zuein

ander parallel sind. Seiten, Winkel und Inhalt eines solchen haben wir schon 
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im ersten Paragraphen berechnet. Degeneriert das Dreieck zu einem Punkte, 
so sagt man, die drei Geraden gehören demselben Geradenbüschel an. Ein solches 
ist durch den gemeinsamen Punkt gegeben, oder durch zwei sich in ihm schnei
dende Geraden: 

(1) = Atx+Bty+Ct=O, 
(2) = A 2 x+B2 y+C2 =0, 

wobei (1) und (2) die Abkürzungen der linken Seiten der Gleichungen bedeuten. 
Wie erhält man die Gleichungen aller Geraden des Geradenbüschels? Wir 
multiplizieren die gegebenen Gleichungen mit den von 0 verschiedenen Kon
stanten Av respektive A2 und addieren sie: 

At (1} + A2 (2} = o. 
Diese Relation ist wieder eine lineare Gleichung: Ax+By+C=O, wo A2+ 
+B2 :j:O sein muß. Denn sonst wäre: 

A =At At+ A2 A2 =0, 
B= AtBt + A2 B 2= 0, 

woraus, da At:j:O, )..2:j:O ist, die Beziehung AtB2 -A2 Bt=0 folgen würde. Nach 
Satz 11 wären die beiden Geraden parallel, gegen Annahme, daß sie sich in 
einem Punkte schneiden. Daher ist At (1} + Ä2 (2} = 0 die Gleichung einer Ge
raden. Diese muß durch den Schnittpunkt der beiden gegebenen Geraden gehen, 

f2) y 

Fig. 34. 

für den ja (1} = 0 und (2} = 0 sein muß, gehört also dem Geradenbüschel an. Wir 
behaupten, daß wir in dieser Form alle übrigen Geraden des Büschels erhal
ten, wenn wir nur At, ).2 alle möglichen Werte geben. Um dies zu beweisen, 
gehen wir vom Gegenteil aus und setzen voraus, es gäbe eine dritte Gerade, de
ren Gleichung nicht erhalten werde. Auf ihr liege ein nicht mit dem Schnitt
punkt der ersten Geraden zusammenfallender Punkt P 1 mit den Gleichungen: 

(Figur 34). Wir setzen: 
nt =Alxt + BtYl +Cv 
n2=A2x1 + B2Yt + C2, 
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dann sind nt und n2 nicht null, da P 1 auf keiner der ersten Geraden liegen soll. 
Wählen wir jetzt At= n2, A2 =-nv so ist: 

n2(1)-nt(2)=0 

eine Gerade des Büschels, die durch den Punkt Pt geht; sie fällt also mit der 
angenommenen Geraden zusammen, die darum gegen Annahme ebenfalls die 
gewünschte Darstellung besitzt. Damit erhalten wir durch At (1) + A2 (2) = 0 alle 
Geraden des Büschels. Wenn also: 

(3) = A 3 x+B3 y+C3 =0 

mit (1) = 0 und (2) = 0 demselben Geradenbüschel angehört, so muß die Glei
chung identisch sein mit einer der Gleichungen A1 (1) + A2 (2) = 0. Es muß daher 
einen Faktor - Aa geben, so daß identisch: 

- A3 (3) =At (1) + A2 (2) oder Ad1) + A2 (2) + A3 (3) = 0 

sein muß. Das Identitätszeichen sagt aus, daß alle drei Koeffizienten links und 
rechts dieselben sind; die Identität fordert also drei Bedingungsgleichungen. 

13. Satz: Damit drei voneinander verschiedene nicht parallele Geraden 
(1) =0, (z) =0, (3) =0 demselben Geradenbüschel angehören, ist notwendig und 
hinreichend, daß es drei von null verschiedene Konstanten Av A2 , A3 gibt, so daß 
identisch: 

ist. 
( II' 
: {//) 

(/) 

\ 

' i 
i3 

I ' 
J ' ~ 

lflfl - / 
- -,f ~ (2) 

Fig. 35. 

Setzt man in der Identität von Satz 13 für (1), (2), (3) die linken Seiten der 
Gleichungen ein, so sind die Koeffizienten von x und y, sowie das konstante 
Glied null, das heißt: 

A1A1 +A2A2+ AaAa= 0, 
Bt At+ B2A2+ BaAa= 0, 
CtAt+ C2A2+ CaAa=O. 

Eine einfache algebraische Rechnung ergibt hieraus, da alle A :f:O sind, daß die 
beterminante: 

AtA2Aa 
Bt B 2 B 3 =0 
Ct C2 Ca 

sein muß. Dies ist die algebraische Bedingung für die Existenz der drei A. 
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Als einfache Anwendung nehmen wir drei nicht demselben Geradenbüschel 
angehörendeGeraden: (1)=0, (2)=0, (3)=0,vondenenkeinezweizueinander 
parallel sein sollen. Sie bilden ein Dreieck. Die Gleichungen seien auf die 
HEssEsehe Normalform gebracht. Die beiden Winkelhalbierenden von (1) und 
(2) werden durch: 

(1)±(2)=0 

gegeben. Denn diese Geraden gehen durch den Schnittpunkt von (1) und (2), 
und jeder ihrer Punkte hat von den beiden Geraden nach Satz 8 absolut gleiche 
Normalabstände, sie sind also wirklich die Halbierenden. Ebenso bilden wir 
die Gleichungen der Winkelhalbierenden von (1) und (3) und von (2) und (3) 
(Figur 35): (3) ±(1)=0, 

(2) ± (3)=0. 

Dann gehören sowohl die drei Geraden: 

als auch: 

(I)= (1)- (2) = 0, 
(II) = (2)- (3) = 0, 

(I II) = (3)- (1) = 0, 

(I)'= (1) + (2) = 0, 
(II)' = (2) + (3) = 0, 

(III)' = (3)- (1) = 0, 

demselben Geradenbüschel an. Denn es ist identisch: 

(I) + (II) + (III) =0, 
(I)'- (II)' + (III)' =0. 

Damit sind die bekannten Sätze bewiesen, daß die Winkelhalbierenden des 
Dreiecks sowie zwei Winkelhalbierende von Außenwinkeln und die Halbierende 
des nicht zu diesen Außenwinkeln gehörenden Dreieckwinkels sich in einem 
Punkte schneiden. 

Die Theorie des Geradenbüschels läßt uns die Eliminationstheorie bei der 
Lösung von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten verstehen. Soll 
aus: 

A 1 x+B1 y+C1 =0, A 2 x+B2 y+C2 =0, A 1 B 2-A 2 B1 :f0, 

x und y berechnet werden, so besteht das Eliminationsverfahren darin, daß 
man diejenigen Geraden des durch die beiden Gleichungen gegebenen Ge
radenbüschels sucht, die zu je einer Axe parallel sind, und die deshalb die Glei
chungen des Schnittpunktes sind. 

In der höhern Mathematik benutzt man allgemeinere Koordinaten als die 
bisherigen. Wir hatten gesehen, daß die Koordinaten aller Punkte P einer 
Axe nicht absolute Zahlen sind, sondern positiv oder negativ genommene Ver
hältniszahlen zwischen der Strecke OP und der festgewählten Einheitsstrecke. 
Würden wir die Einheitsstrecke in einer beliebigen andern Einheit messen, und 
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entsprechend die Strecke OP, so bliebe das Verhältnis der neuen Maßzahlen 
gleich. Hat die Einheitsstrecke in einer andern Einheit gemessen die Maßzahl t, 
und die Strecke in derselben Einheit gemessen die zugeordnete Zahl x, so ist 
das alte x nichts anderes als das Verhältnis x: t. Ebenso kann man das alte y 
durch y:t ersetzen. Man nennt x:y:t die homogenen Koordinaten des Punktes. 
Der Punkt wird jetzt nicht mehr durch feste Wertezweier Größen, sondern 
durch die beiden Verhältnisse gegeben: 

x:y:t, 

wobei nur der Fall, daß alle x, y, t null sind, ausgeschlossen wird. Für homogene 
Koordinaten lautet die Gleichung der Geraden: 

Ax+By+Ct=O; 

sie ist ebenfalls nur von den Verhältnissen: 

A:B:C 

abhängig. Alle Gleichungen, für die A: B: C dieselben Werte haben, ergeben 
dieselbe Gerade; genau wie alle Werte von x, y, t, für die x: y: t dieselben Werte 
besitzen, denselben Punkt ergeben. Nun treten x, y,t und A, B,C symmetrisch 
in der Gleichung der Geraden auf, da xA + yB + t C = 0 dasselbe bedeutet. Man 
kann somit ebensogut sagen, daß A : B: C einen Punkt und x: y: t eine Gerade 
festlegt. Nehmen wir zwei Ebenen, eine erste mit den homogenen Punkt
koordinaten x: y : t und eine zweite mit den homogenen Punktkoordinaten 
A:B:C, so entspricht jedem Punkt der ersten eine Gerade der zweiten und 
jedem Punkt der zweiten eine Gerade der ersten; und umgekehrtjeder Geraden 
der ersten ein Punkt der zweiten und jeder Geraden der zweiten ein Punkt der 
ersten. Das eine Mal wird x: y: t festgehalten, und es werden alle Lösungen 
A:B:C von Ax+By+Ct=O gesucht; das andere Mal wird A:B:C festge
halten und alle Lösungen x: y: t der Gleichung gesucht. Wenn daher ein Theorem, 
in dem nur das Schneiden und V erbinden von Geraden und Punkten vorkommt, 
bewiesen ist, so behält es seine Gültigkeit, wenn man in ihm die Worte Punkt 
und Gerade vertauscht. Dabei muß man allerdings bei parallelen Geraden immer 
den unendlich fernen Punkt als uneigentliches Element einführen, wie dies in 
der proiektiven Geometrie geschieht, die uns hier nicht beschäftigen soll. Man 
nennt in ihr das ausgesprochene Gesetz das Prinzip der Dualität. Zum Beispiel 
ist durch zwei Punkte eine Gerade gegeben und durch zwei Gerade ein Punkt, 
nämlich ihr Schnittpunkt (bei parallelen Geraden ihr unendlich ferner Punkt). 

Zu weiteren Koordinatensystemen kommt man, wenn man drei beliebige 
Geraden in der Ebene wählt, die nicht demselben Geradenbüschel angehören, 
und von denen nicht je zwei parallel sind. Sie bilden ein Dreieck ABC mit 
den Seiten a,b,c (Figur 36). In bezugauf ein beliebiges, aber festgewähltes 
Koordinatensystem mit homogenen Koordinaten x,y,t seien: 

A 1 x+B1 y+C1t=O, 
A 2 x+B2 y+C2t=0, 
A 3 x+ B 3 y+ C3 t= 0, 

4 
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die festgegebenen Gleichungen der Geraden. Für einen allgemeinen Punkt P 
der Ebene mit den homogenen Koordinaten x,y,t berechnen wir die Größen: 

n 1 =A1x+ B 1y+ C1t, 
n 2 =A 2 x+B2 y+C2 t, 
n3 =A 3 x+ B 3 y+ C3 t, 

und nennen die Verhältnisse n1 :n2 :n3 die Dreieckskoordinaten von P. Ist ein n 
null, so liegt der Punkt auf der betreffenden Dreiecksgeraden. Sind zwei n null, 
so ist der Punkt ein Eckpunkt des Dreiecks. Alle drein können nicht null sein, 

(I) ( 2) 

-+-

(3) 

-++ --+ 

Fig. 36. 

da die Geraden nicht durch einen Punkt gehen. Nun sind die homogenen Ko
ordinaten x,y,t eines Punktes nur bis auf einen gemeinsamen Faktor Ä. be
stimmt. Setzen wir aber in den Gleichungen für nvn2,n3 an Stelle von x,y,t 
die Werte Ä.x, Ä.y, Ä.t, so gehen dien über in Ä.n1, Ä.n2, Ä.n3 , die Verhältnisse der 
drei Zahlen, oder die Dreieckskoordinaten bleiben aber dieselben für alle Ä.. 
Daher besitzt ein Punkt ein und nur ein Paar von Verhältnissen n1 :n2 :n3, das 
heißt, seine Dreieckskoordinaten sind eindeutig bestimmt. Es fragt sich, ob um
gekehrt zu gegebenen Dreieckskoordinaten ein und nur ein Punkt gehört? Da 
die drei Geraden nicht demselben Geradenbüschel angehören, ist nach Seite 47 

A1A2Aa 
D = B1 B2 Ba :j: 0. 

Cl C2 Ca 

Man kann daher algebraisch umgekehrt x, y, t aus nv n2, na ausrechnen und findet 
Ausdrücke der Gestalt: 

Dx=P1n1 +P2n2+Pana, 
Dy= qlnl + q2n2+ qana, 
Dt = r1 n1 + r2n2+ r3 n3, 

wo die p,q,r nur von den A, B,C abhängen. Auch die n1,n2,n3 sind nur bis auf 
einen Faktor Ä. bestimmt. Nimmt man die Werte Ä.nvÄ.n2,Ä.n3 , so sieht man 
daß auch die homogenen Koordinaten x,y,t den Faktor Ä. erhalten, ihr Ver
hältnis x: y: t somit dasselbe bleibt. Daher gehört zu den Werten der Dreiecks-
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koordinaten ein und nur ein Punkt der Ebene. Wie finden wir diesen Punkt? 
Wir wollen diese Frage nur für den Fall beantworten, daß die drei Geraden 
durch ihre HESSEsehen Normalformen gegeben sind, also: 

n1 = x cos IX1 + y sin IX1 - dv 
n2 = x cos 1X2 + y sin IX2 - d2, 

n3 = x cos IX3 + y sin IX3 - d3, 

wird, wobei wir zugleich in den homogenen Koordinaten t = 1 gesetzt haben. 
Nehmen wir weiter an, daß der Ursprung des Koordinatensystems im Innern 
des Dreiecks liegt, so stellt jedes n nach Satz 8 den positiven oder negativen 
Normalabstand eines Punktes von der betreffenden Dreiecksseite dar. In un
serm Falle sind alle Normalen ins Innere des Dreiecks negativ, für die Punkte 
in diesem Innern sind somit allen negativ. Jeder der 7 Teile, in die die Geraden 
die Ebene einteilen, werden bestimmte Vorzeichen für die drei n ergeben 
(siehe Figur 36). Wir bestimmen jetzt die Punkte P 1 und P 2, die von den Seiten 
die gerichteten Normalabstände n2,n3 , respektive nvn3 haben. Die Geraden 
AP1 und BP2 schneiden sich im Punkte P, dessen Normalabstände von den 
drei Seiten sich verhalten wie n1 : n2 : n3 • Für die Koordinaten dieses Punktes 
gibt es also ein Ä, so daß Ä nv Ä n2, Ä n3 die Werte der linken Seite der HESSEsehen 
Normalgleichungen sind. Somit sind n1 :n2 :n3 die Dreieckskoordinaten von P. 
Sind dien selbst diese Normalabstände (Ä= 1), so können sie nicht voneinander 
unabhängig sein. Denn ist LI der Inhalt des Dreiecks, so zerfällt es in drei Teil
dreiecke mit den Grundlinien a,b,c und den Höhen nvn2,n3 ; daher ist: 

2LI =- an1 - bn2 - cn3• 

Ist Ax+ By+ Ct= 0 die allgemeine Gleichung einer Geraden, so erhält man 
die Gleichung der Geraden in Dreieckskoordinaten, wenn man für x,y,t die obi
gen Ausdrücke in den n einsetzt. Man findet: 

N1 n1 +N2n2 +N3 n3 = 0, 

wo dieN nur von A,B,C,p,q,r abhängen. Dies ist wieder eine Gleichung der
selben Form wie für homogene Koordinaten. 



52 Kapitel II · Punkt, Ebene und Gerade im Raume 

Kapitel II 

PUNKT, EBENE UND GERADE IM RAUME 

§ 1. Koordinaten des Punktes im Raume 

Wir werden im folgenden ständig einige Sätze der Stereometrie benutzen, 
die wir zum leichtem Verständnis ohne Beweise zusammenstellen wollen: 

1. Wenn eine Gerade auf einer Ebene senkrecht steht, so steht sie senkrecht 
auf jeder Geraden der Ebene, die durch ihre Spur geht. 

2. Wenn eine Gerade eine Ebene schneidet und auf zwei durch ihre Spur 
gehenden Geraden der Ebene senkrecht steht, so steht sie auf der Ebene senk
recht. 

3. Wenn eine Gerade auf einer Ebene senkrecht steht, so steht jede durch 
sie hindurchgehende Ebene senkrecht auf der ersten Ebene. 

4. Wenn zwei Ebenen auf einer dritten Ebene senkrecht stehen, so steht 
ihre Schnittkante auf der dritten Ebene senkrecht. 

Wir werden die Anwendung dieser Sätze im folgenden durch einen in 
Klammer hinzugefügten Hinweis auf die Nummer 1, 2, 3, 4 des betreffenden 
Satzes markieren. 

Um einen Punkt im Raume festzulegen, denken wir uns eine Ebene fest 
gegeben. Es ist praktisch, die Ebene für den Beschauer zu orientieren. Dazu 
nehmen wir sie vor uns in horizontaler Lage (senkrecht zur Richtung der 
Schwerkraft) an. Um den Ort des RaumpunktesPin bezugauf die Ebene zu 
fixieren, projizieren wir P normal auf die Ebene. Der Fußpunkt sei P'; er kann 
durch ein rechtwinkliges Koordinatensystem in der Ebene gemessen werden. 
Wir nehmen die x-Axe in der horizontalen Ebene auf den Beschauer zu, also von 
hinten nach vom, die y-Axe von links nach rechts gerichtet an. P' ist dann 
durch zwei Gleichungen: 

P' , { 
X=a 

y=b, 

gegeben. P selbst ist damit nicht bestimmt, sondern kann irgend ein Punkt 
der in P' auf der Ebene senkrechten Geraden sein. Um P ebenfalls zu fixieren, 
legen wir eine dritte Axe, die z-Axe, durch den Ursprung des xy-Koordinaten
systemes senkrecht zur gegebenen Ebene. Man kann dies auf zwei Weisen ma
chen, und je nachdem haben wir ein System erster oder zweiter Art: Man nimmt 
entweder die positive z-Axe gegen den Zenith, das heißt nach oben, oder 
gegen den Nadir, das heißt nach unten gerichtet an. Die beiden Systeme sind 
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wesentlich verschieden, da man sie durch Bewegung im Raume nicht zur 
Deckung bringen kann. Wir werden stets ein System erster Art benutzen, bei 
dem somit die z-Axe nach oben gerichtet ist. Von der positiven z-Axe aus sieht 
das xy-Axenkreuz so aus, wie es im I. Kapitel angenommen wurde. Gibt man 
dem Daumen der linken Hand die Richtung der x-Axe, dem Mittelfinger die
jenige der y-Axe, so wird der Zeigfinger die positive Richtung der z-Axe mar
kieren. Wir nennen das System erster Art ein Dreibein. Seine z-Axe besitzt als 
Nullpunkt den Ursprung 0 des xy-Axenkreuzes und dieselbe Einheitsstrecke 
wie letzteres. Die drei Axen bilden das Raumkoordinatensystem oder das räum
liche Axenkreuz. Um mit seiner Hilfe P zu bestimmen, tragen wir den Vektor 

p 

Fig. 37. 

P' P von 0 aus (Figur 37) in der betreffenden Richtung auf der z-Axe ab und 
lesen die zum Endpunkt gehörende Zahl c ab. Diese gibt die dritte Gleichung: 
z=c. Jeder Punkt P besitzt daher eindeutig drei Gleichungen: 

f x=a, 
p l y=b, 

Z =C. 

Man nennt a,b,c die Koordinaten von P. Der allgemeine Punkt hat die Ko
ordinaten x,y,z. Es fragt sich, ob umgekehrt durch das Zahlentripel a,b,c ein 
Punkt eindeutig festgelegt ist? Um diese Frage zu beantworten, müssen wir das 
Koordinatensystem weiter ausbauen. Bisher besteht es nur aus drei Axen. Jede 
steht senkrecht auf den beiden andern (1). Wir legen durch je zwei Axen die 
Ebenen; sie heißen die Koordinatenebenen. Man bezeichnet sie durch die Buch
staben der beiden Axen, durch die sie gehen, als xy-, xz- und yz-Ebenen. Jede 
Axe steht senkrecht auf der Koordinatenebene, in der sie nicht liegt (2). Jede 
Koordinatenebene steht senkrecht auf den beiden andern (3). Die drei Ko
ordinatenebenen teilen den Raum in 8 kongruente Dreikant, die man Oktanten 
nennt. Für das gegen den Beschauer orientierte Axenkreuz kann man die 
Oktanten durch je ein Wort aus den drei Gruppen: 

hinten, vorn; links, rechts; unten, oben 

charakterisieren, und sie folgendermaßen abzählen: Der I. Oktant liegt vorn, 
rechts, oben; der I I. Oktant liegt hinten, rechts, oben; der III. Oktant liegt 
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hinten, links, oben; der IV. Oktant liegt vorn, links, oben; der V., VI., VII. 
und VIII. Oktant liegt unter dem I., II., III. und IV. Oktanten. 

Noch ein Wort über die Art der Zeichnung. Da wir im Raume operieren, 
kann nur eine Projektion des wirklichen Gebildes auf dem Papier entworfen 
werden. Die Zeichnung stellt nicht mehr die wirklichen Größen dar, sondern 
will nur helfen, sich alles räumlich vorzustellen. Die Figur hat daher nur Sinn, 
wenn sie klar und einfach ist. Wir werden aus diesem Grunde trotz der All
gemeinheit der Annahmen die geometrischen Gebilde stets im I. Oktanten 
zeichnen, wobei der Blick des Beschauers in den ersten Oktanten fällt (Figur 38). 
Die benutzte Projektion ist die schiefe Axonometrie, die folgendes verlangt: 
Parallele Geraden werden parallel gezeichnet und die Maßeinheit auf parallelen 
Geraden ist gleich groß zu zeichnen, dagegen wird sie auf andern Geraden ent-

z 

X 

Fig. 38. 

sprechend verkürzt oder verlängert. Die Ebene des Papieres ist in unsern Zeich
nungen stets als y z-Ebene angenommen, so daß auf ihr richtig, ohne Projektion 
gezeichnet werden kann. Die x-Axe, die gegen uns gerichtet ist, hat eine ver
kürzte Maßeinheit. 

Mittels des ausgebauten Koordinatensystems suchen wir nach einer allge
meinen Definition der Koordinaten x,y,z des Punktes P. Bisher waren x,y 
die Koordinaten des Fußpunktes P' des Lotes von P auf die x y-Ebene, und z die 
positive oder negative Länge des Vektors P' P. Wir fällen jetzt von P auch 
die Lote P" P und P'" P auf die x z- und y z-Ebene. Durch je zwei der Lote 
legen wir eine Ebene. Die Ebene durch P' P und P" P steht senkrecht auf der 
xy- und xz-Ebene (3), also auch auf der x-Axe (4). Ist Q die Spur der x-Axe 
auf ihr, so müssen die Vektoren OQ und QP' die Koordinaten x, y von P' sein. 
Q P' PP" muß ein Rechteck und daher der Vektor P" P ebenfalls = y sein. 
Genauso beweist man, daß P"'P=x ist. Daraus folgt: 

14. Satz: Die drei Koordinaten eines Punktes sind seine positiv oder negativ 
genommenen Normalabstände von den drei Koordinatenebenen, tmd zwar positiv, 
wenn der Punkt auf derfenigen Seite der Ebene liegt, in die die zumNormalabstand 
parallele Axe weist; negativ auf der andern Seite. 
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Es gibt noch eine zweite Definition der Koordinaten eines Punktes. Die 
eingeführten Ebenen durch je zwei Normalabstände mögen die Axen in Q,R,S 

schneiden; es ist OQ=x,OR=y,OS=z. Verbinden wir Q,R,S mit P, so steht 
QP auf der x-Axe, RP auf der y-Axe und SP auf der z-Axe senkrecht (1). 
Somit treffen die Lote aus P auf die drei Axen diese in den Punkten, die auf 
den Axen durch die Koordinaten x,y,z gegeben sind. 

15. Satz: Die Koordinaten eines Punktes P sind die Axenkoordinaten der 
Fußpunkte der drei Lote von P auf die Koordinatenaxen. 

Jetzt ist es leicht, die anfangs gestellte Frage zu beantworten: Gehört zu 
einem Zahlentripel a,b,c eindeutig ein Punkt P? Durch a,b,c sind drei Glei
chungen gegeben: 

X=a, 
'V=b - ' 
Z=C, 

und wir fragen nach allen Raumpunkten, die die erste Gleichung x=a be
sitzen? Nach Satz 15 müssen sie auf den Normalen liegen, die man im ein
deutig bestimmten Punkt x=a der x-Axe auf ihr errichten kann. Diese Nor
malen bilden die auf der x-Axe in x=a senkrecht stehende, eindeutig fixierte 
Ebene. Umgekehrt haben alle Punkte dieser Ebene die erste Gleichung x=a, 
und x=a ist eine Ortsbedingung, die die Raumpunkte an diese Ebene fesselt: 
Ein Punkt besitzt dann und nur dann die erste Gleichung x = a, wenn er auf der zur 
x-Axe in x= a senkrechten Ebene liegt. Genauso beweist man, daß alle Punkte, 
die die zweite Gleichung y = b besitzen, auf der in y = b zur y-Axe senkrechten 
Ebene liegen, und diejenigen, die die dritte Gleichung z = c besitzen, auf der in 
Z= c auf der z-Axe senkrechten Ebene liegen. Alle Punkte, die zwei Gleichungen, 
etwa x = a, y = b gemein haben, müssen auf den beiden entsprechenden Ebenen, 
also in ihrer Schnittkante liegen. Zwei Gleichungen sind daher Ortsbedingungen 
für eine Gerade. Die Punkte, die alle drei Gleichungen besitzen, liegen auf allen 
drei Ebenen. Da je zwei der letztem aufeinander senkrecht stehen, können sich 
die drei Ebenen nur in einem Punkte schneiden. Daher gibt es nur einen Punkt, 
der alle drei Gleichungen besitzt. 

IV. Hauptsatz: ] eder Punkt P des Raumes besitzt ein Tripel von Glei
ch~tngen: 

p f ;:~: 
1 Z =C, 

und umgekehrt entspricht jedem Wertetripel a,b,c ein und nur ein Punkt des 
Raumes, dessen Gleichungen: 

X=a, 
y=b, 
Z=C, 

sind. 
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Zwischen den Zahlentripein und den Punkten des Raumes besteht daher 
eine umkehrbar eindeutige Beziehung. Die exakten Wissenschaften identifi
zieren erkenntnistheoretisch beides, indem sie den Raumpunkt als Zahlen
tripel definieren. 

Die drei Ebenen, die durch je zwei der Lote P' P, P" P, P"' P hindurch
gehen (Figur 38), bilden, falls P nicht auf einer Koordinatenebene liegt, mit den 
drei Koordinatenebenen ein aufrechtes Parallelepipedon oder ein Quader. In 
demselben treten die Koordinaten als Gegenseiten in Rechtecken je viermal auf. 
Das Quader liegt in demjenigen Oktant, in dem der Punkt liegt, und dieser 
Oktant ist seinerseits durch die Vorzeichen der Koordinaten a,b,c bestimmt. 
Gemäß der Abzählung der Oktanten ergibt sich die Tabelle: 

I X y z I X y z I 
I + + + V + + -

II - + + VI - + -
III - - + VII - - -

IV + - I + VIII + - -

Liegt P auf einer Koordinatenebene, so ist eine Koordinate null. 
Jeder Punkt P:j: 0 legt den Vektor OP = :r fest. Seine Länge I :r I ist die Maß

zahl der Strecke OP. Um seine Richtung festzulegen, führen wir Richtungs
winkel ein. Wir denken uns auf den drei Axen die Einheitsvektoren e.", e11 , ez 
gezeichnet. Wir legen durch sie und :r die Ebenen (ausgenommen, wenn :r in 
einen Einheitsvektor selbst fällt). Von den beiden Winkeln, die der Einheits-
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Fig. 39. 

vektor in dieser Ebene mit OP bildet, messen wir den eindeutig bestimmten 
kleinem und bezeichnen ihn als RichtungswinkeL LiegtOP in einer Axe, so 
ist der betreffende Richtungswinkel 0 oder n, je nachdem OP in die positive 
oder negative Axe fällt. Die Richtungswinkel mit e.", e11 und ez seien ~. ß, y; 
sie genügen den Bedingungen (Figur 39): 

o~ ~~n, O~ßsn, O~y~n-. 
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Ist rx spitz, so kann P nur im 1., IV., V. oder VIII. Oktanten, das heißt 

vorn liegen; denn alle OP mit einem spitzen Richtungswinkel rx liegen auf einem 

Kreiskegel um die x-Axe mit der Öffnung rx. Istrx=;, so liegt P in der yz-Ebene 

und für stumpfes rx liegt P hinten. Entsprechend ist für spitzes ß der Punkt P 

rechts, für ß = ; auf der x z-Ebene und für stumpfes ß links; für spitzes y ist P 

oben,füry = ; auf der x y-Ebene und für stumpfes y unten. Die Richtungswinkel 

werden durch die Kosinusse berechnet, die sie innerhalb der Grenzen eindeutig 

festlegen und praktischer als die Tangens sind, die für ; unendlich werden. Die 

Sinusse kommen nicht in Betracht, weil sie im Intervall 0, n jeden ihrer Werte 
zweimal annehmen. Die Kosinusse: 

~ = cos rx, 'YJ = cos ß, C = cos y 

heißen die Richtungskosinusse des Vektors r. Sie legen rx,ß,y eindeutig fest, be
stimmen somit auch die Richtung von r eindeutig. Da die ~,'YJ,C positiv, null 

oder negativ sind, je nachdem die betreffenden Winkel spitz, ; oder stumpf sind, 

so ist der Oktant, in dem P liegen muß, durch die Vorzeichen der ~,'YJ,C be
stimmt. Aus den bisherigen Ausführungen ergibt sich die Tabelle: 

I ; I 1] I ' I 
I ; I 1] I ' I 

I 

~ 
+ I + V + + -

II + 

H= 
VI - + -

III - VII - - -

I IV - VIII + - -

Sie stimmt genau mit der Tabelle der Vorzeichen von x,y,z überein; daher 
haben ~.'YJ,C genau die Vorzeichen von x,y,z. Für die Punkte der Koordinaten
ebenen ist je ein Richtungskosinus null. Um Ir I und~. 'YJ, C aus den Koordinaten 

s P"' 

Fig. 40. 

von P zu berechnen, entnehmen wir der Figur 40 in Anwendung des Pytha
goräischen Lehrsatzes: 
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OQ2+QP'2= OP'2 oder OP'2= x2+ y2. 

Da das Dreieck OP' P bei P' rechtwinklig ist, wird ebenso: 

OP2=0P'2+ P' P 2=0P'2+Z2, 

oder, falls man für OP' 2 den Wert einsetzt: 

0Pa=x2+y2+z2. 

Daher erhält man für die Länge von r: 

ltl= [0P[=r={!x2+y2+z2. 

r heißt der Radiusvektor von P. Die Dreiecke OQP, ORP, OSP sind je bei den 
Ecken Q,R,S rechtwinklig (1). Somit ist: 

~= 
X X 

V x2 + y2 +z2 ltl' 

'Yj= y y 

V x2 + y2 +z2 lti' 

C= 
z z 

V x2 +y2 +z2 lti" 

Da die ~.'Y),C dieselben Vorzeichen wie x,y,z haben, gelten die Formeln all
gemein für jeden Oktanten. Aus ihnen folgt: 

~2+ 'Y)2+ '2 = 1. 

Die Richtungskosinusse sind daher nicht voneinander unabhängig. Durch zwei, 
zum Beispiel ~ und 'Y), ist der dritte C zweiwertig gegeben: 

c = ±y1-~2-'Y)2· 

Dabei darf man ~. 'Y) nur so wählen, daß die Wurzel reell wird. Geometrisch 
durchschaut man diese Verhältnisse, wenn man die durch die Richtungswinkel 
rx,ß gegebenen Kreiskegel um die x-, respektive y-Axe zu Hilfe nimmt. Diese 
können sich in zwei Erzeugenden schneiden, sich berühren oder nur die Spitze 
gemein haben. Im ersten Falle ergibt die Wurzel für C zwei verschiedene reelle 
Zahlen, im zweiten wird die Wurzel null, im dritten ist der Radikand negativ, 
C imaginär. Es wäre daher unpraktisch, einen der Richtungskosinusse elimi
nieren zu wollen. Sondern man behält die drei Richtungskosinusse, bedenkt 
aber stets, daß für sie der Satz gilt: 

16. Satz: Die Summe der Quadrate der Richtungskosinusse eines Vektors 

r=OP (P:;fO) ist gleich eins. 

Umgekehrt sind drei beliebige reelle Zahlen~. 'Yj. C. für die ~ 2 + 'Y) 2 + C2 = 1 ist, 
stets die Richtungskosinusse eines bestimmten Vektors r, falls man seine 
Länge r = [r [ als bekannt voraussetzt, da sein Endpunkt P die Koordinaten 
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r~,rr;,rC hat. Ist r= 1, so heißt der Vektor ein Einheitsvektor e: I el = 1. ~.r;,C 
sind dann die Koordinaten des Endpunktes des Vektors e, und dieser hat die 
Gleichungen: 

Die Endpunkte aller Vektoren mit denselben Richtungskosinussen liegen 
auf demselben Strahl von 0 aus. Gibt man allen drei Richtungskosinussen von 

t=OP das umgekehrte Vorzeichen, läßt aber I rl ungeändert, so müssen die 
Koordinaten x,y,z des Endpunktes in -x,-y,-z übergehen. Dies sind aber die 
Koordinaten des in bezug auf den Nullpunkt diametral gegenüberliegenden 
Punktes von P. Der neue Vektor hat dieselbe Länge, aber entgegengesetzte 
Richtung. 

17. Satz: Gibt man den Richtungskosinussen eines Vektors die entgegen
gesetzten Vorzeichen, behält aber seine Länge bei, so wechselt der Vektor seine 
Richtung. 

z 

p 

X X 

Fig. 41. Fig. 42. 

Auch die Koordinaten eines Punktes P sind Vektoren. Man darf sie, so lange 
man nur innerhalb einer Axe operiert, den Koordinaten direkt gleichsetzen: 

I=X, l) = y, a=z. Man nennt die Vektoren I, l), 3 die Komponenten von t=OP. 
Sind zwei Vektoren r' und r" mit den Komponenten I', l)', 3', und I", l)", a" 
gegeben, so definiert man wieder auf zwei Weisen die Vektoraddition. Legt man 
durch r' und r" eine Ebene, so kann man in ihr wie früher geometrisch die 
Summe r' + r" als Diagonale des Vektorparallelogrammes definieren. Arith
metisch kann man innerhalb jeder Axe durch Addition die Komponenten: 

I=I' +I"=x' +x", l)=l)' +l)" =y' +y", 3=3' +3"= z' +z" 

bilden. t= r' + r" hat dann die Komponenten I, l), 3· Die Übereinstimmung der 
beiden Definitionen zeigt Figur 41, da nach dem für die Ebene bewiesenen 
Satz die Projektion r* vonrauf die xy-Ebene die Summe I+l) ist und außer
dem 3 = 3' + 3" ist. Für die Vektoraddition gilt das kommutative und assoziative 
Gesetz (siehe Seite 17). Für jeden Vektor ist speziell (Figur 42): 

t= t*+3=I+l)+3, 
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wobei aber hier die Vektoren I,l),3 nicht mehr mit ihren Zahlen identifiziert 
werden dürfen: ] eder Vektor ist die geometrische Summe seiner Komponenten. 

Bisher war der Anfangspunkt aller Vektoren 0. Wir wollen jetzt einen be
liebigen Anfangspunkt P 1 und einen beliebigen Endpunkt P 2 :j:P1 mit den 
Gleichungen: 

annehmen. Welches ist Länge und Richtung des Vektors r = ~ ? Da wir die 
Aufgabe für P 1 =0 gelöst haben, suchen wir den allgemeinen Fall durch eine 
Koordinatentransformation auf den frühem zurückzuführen. Denn Länge 
und Richtung eines Vektors sind geometrische Eigenschaften, hängen daher 
nicht von der Wahl des Koordinatensystemes ab. Es genügt zur Lösung un
seres Problemes, die einfachste Transformation, die Translation oder die Pa
rallelverschiebung, heranzuziehen. \Vir denken uns das gegebene Koordinaten
system im Raume so bewegt, daß seine Axen zu ihren vorhergehenden Lagen 
parallel und gleichgerichtet bleiben. Wir führen diese Bewegung so lange aus, 
bis der Ursprung 0 in einen durch seine Gleichungen gegebenen Punkt 0': 

I x=a, 
0' y=b, 

lz=c 
fällt. Das neue System habe die Axen x', y', z', die in 0' parallel und gleich
gerichtet zu den alten Axen sind. Auch die neue x'y'-Ebene ist parallel zur 
alten xy-Ebene. Der Normalabstand der beiden Ebenen ist c, und seine Rieb-
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Fig. 43. 

tung geht von der xy-Ebene aus. Das entsprechende gilt für die x'z'- und 
y'z'-Ebene, die zu den alten xz- und yz-Ebenen parallel sind. b und a sind 
ihre, von den alten Ebenen aus gerichteten N ormalabstände. Ein allgemeiner 
Punkt P habe die alten Koordinaten x,y, z und die neuen Koordinaten x',y',z'. 
Um ihren Zusammenhang abzuleiten, wenden wir Satz 14 an (Figur 43). Der 
Normalabstand x von P, von der yz-Ebene aus gerechnet, entsteht, wenn man 
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zuerst um a zur y' z'-Ebene und dann um x' zu P geht, da letzterer ja der von 
der y' z'-Ebene aus gerichtete Normalabstand ist. Also muß: 

X=a+x', 
und entsprechend: 

y=b+y', 
Z=C +z' 

sein. Damit sind die alten Koordinaten aus den neuen berechnet. Umge
kehrt ist: 

x'=x-a, 
y'=y-b, 
z'=z-c. 

Fig. 44. 

Dies sind die Translationsgleichungen. Auf unser Problem angewandt (Figur 44), 
ist für 0' der Punkt P 1 zu wählen, also a = Xv b = Yv c = z1 zu setzen. Die 
Translationsgleichungen lauten: 

x'=x-x1 , 

y'=Y-Yv 
z'=z -z1 , 

und für die neuen Koordinaten x~,y~,z~ von P 2 findet man: 

I 
X2=X2-Xv 
Y~=y2-Yv 
z~= z2-z1 • 

Im neuen Koordinatensystem können wir aber Länge und Richtung des 
Vektors r berechnen, da jetzt der Anfangspunkt mit dem Ursprung überein
stimmt. Es gelten die Formeln: 

-----+ 

Ir I= I pl P21 = {! x? + y~2 + z~2' 
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Setzt man für x~,y~,z~ die gefundenen Werte ein, so folgt: 

Ir I= I P1 P; I = V (x2- xl) 2 + (Y2- Y1) 2 + (z2- zl) 2' 

,;= Y x2-x, -
(x2- Xt) 2 + (y2- Yt) 2 + (z2- zJ) 2' 

Y2- Yt 
'Y} = j-j ' 

V (x2- Xt) 2 + (Yz- Yt) 2 + (z2- zt) 2 

c- z2-zl 

- V(x2- xt) 2 + (Yz- Yt) 2 + (z2- Zt) 2 ' 

,;2 + 'Y} 2 + '2 = 1. 

,;,YJ,C heißen die Richtungskosinusse des allgemeinen Vektors r=P1~. Sie sind 
die Kosinusse der Winkel, die derVektormit den positiven x'-, y '- ,z'-Axen bildet, 
oder der Richtungswinkel des Vektors von 0 aus, der parallel, gleichgerichtet 
und gleichlang wie r ist. 

Fig. 45. 

Wir werden im nächsten Paragraphen eine Formel benutzen, die wir am 
besten hier herleiten. Es seien e1 und e2 zwei Einheitsvektoren mit dem An
fangspunkt 0 und den Endpunkten PvP2 ; sind 

die Gleichungen der Endpunkte, so sind die Koordinaten zugleich die Rich
tungskosinusse von e1 und e2, und es muß: 

sein. OQ1P~P1 (Figur 45) ist ein windschiefes Viereck. Wir projizieren seine 
Eckpunkte normal auf den Vektor e2• DieFußpunkte seien O,R,S, T. Wirdurch
laufen das Viereck in dem Sinne 0-+Pc~-P~ -+Qc~-0 und geben den Projek
tionen der Seiten 0~, P1 P~, P~Q1 undQ10 die entsprechende Richtung, also 
OR,RS,ST, ro. Da e2 ein Vektor ist, so haben wir diese Projektionen mit 
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positivem oder negativem Vorzeichen zu messen, je nachdem ihre Richtung 
mit derjenigen von e2 zusammenfällt oder entgegengesetzt ist, Dann ist: 

OR+RS+ST+TO=o. 

Ist rp derjenige Winkel zwischen e1 und e2, für den 0 ~ rp ~ n ist,- so ist 

wegen jOfi;.j =1: -OR=cos rp, 

und das Vorzeichen stimmt. R S ist die Projektion von P 1 Pt= - C 1 auf e2. 
Der Kosinus des Winkels zwischen dem nach oben gerichteten P~ P,1 und e2 
ist derjenige des Winkels zwischen der z-Axe und e2, also= C2 ; es muß daher: 

RS=-C1C2 sein; denn bei gleichem Vor~~chen von C1 und C2 sind beide nach 
oben oder beide nach unten gerichtet, und R S hat die entgegengesetzte Richtung 
von e2 und ist negativ, also =-C1C2. Sind C1 und C2 von verschiedenem Zei-
chen, so ist ein Vektorenach oben, der andere nach unten gerichtet, RS fällt 
somit in Richtung von e2 und ist positiv, also= - C 1 C 2. Ebenso findet man: 

sf=-1h'YJ2• ro=-;1;2. 

Setzt man diese Werte oben ein, so folgt: 

cos rp = ;1;2+'YJ1'YJ2+C1C2· 

Man nennt cos rp das innere oder skalare Produkt der Vektoren e1 1md e2 und 
schreibt: 

e1.e2=COS rp=;1;2+'YJI'YJ2+C1C2· 

Nehmen wir zwei beliebige Vektoren r1 =~, r2=0P2, deren Endpunkte 
die Gleichungen: 

besitzen, und bilden dieselben miteinander den Winkel rp, wo 0 ~ rp :-;::;;, n ist, 
so erhält man für ihre Richtungskosinusse: 

von P1: 

Die letztem legen Einheitsvektoren fest, die in die Richtung von r1 und ta 
fallen, und es muß: 
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werden. Definiert man t1· t 2 = I t1ll r 2 1 cos cp als das innere oder skalare Produkt 
der beiden Vektoren t 1 und t 2 , so wird: 

r1 · r2 = I r1l I r2l cos rp = I r1l ~1 I r2l ~2 + I r1l111l r2l112 + I r1l c 1l r2l c 2 , 

und setzt man hier die Werte für die Richtungskosinusse ein, so folgt: 

t1· t2= X1 x2+ Y1Y2+z1z2 · 

Das innere Produkt ist kein Vektor, sondern eine skalare Größe. Geometrisch 
ist es der positive oder negative Inhalt eines Rechtecks, dessen eine Seite der 
erste Vektor, dessen andere Seite die Projektion des zweiten Vektors auf den 
ersten ist. Das Vorzeichen ist positiv, wenn der Winkel der beiden Vektoren 
spitz ist; negativ, wenn er stumpf ist. Das innere Produkt wird nur dann null, 
wenn der Winkel ein rechter ist. Wir können sagen: Zwei Vektoren stehen dann 
und nur dann aufeinander senkrecht, wenn ihr inneres Produkt null ist: 

t1· t2= x1x2+ Y1Y2+z1z2= 0. 

Für das innere Produkt gilt das kommutative Gesetz: t1· t 2= t2· t1. 

§ 2. Die Ebene 

Jede Ebene bildet mit den drei Koordinatenebenen im allgemeinen ein 
Tetraeder. Nur wenn die Ebene zu einer der drei Axen parallel ist, artet das 
Tetraeder in ein Prisma aus. Ist sie zu zwei Axen parallel, so artet das Prisma 
seinerseits in den Raumteil zwischen zwei parallelen Ebenen aus. Geht die 

X 
X X 

Fig. 46. Fig. 47. 

Ebene durch den Nullpunkt, so degeneriert das Tetraeder in einen Punkt. 
Zeichnerisch werden wir die Ebene im allgemeinen Falle durch die Angabe des 
Tetraeders fixieren, indem wir die Schnittkanten mit den Koordinatenebenen 
markieren (Figur 46). Nach der im letzten Paragraphen gemachten Bemerkung 
wird das Tetraeder in der Zeichnung immer im I. Oktanten angenommen. In 
gleicher Weise zeichnen wir, im Falle die Ebene zu einer oder zwei Axen parallel 
ist, ihre Schnittkanten mit den Koordinatenebenen (Figur 47); sie wird da-
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durch stets anschaulich mit dem Koordinatensystem verknüpft werden können. 
Nur im Falle die Ebene durch den Nullpunkt geht, ist dies nicht der Fall. Wir 
werden später zeigen, wie man hier die Lage der Ebene anschaulich festlegen 
kann. 

Um die Ebenen analytisch in bezugauf das Koordinatensystem zu fixieren, 
fällen wir von 0 die Senkrechte auf die Ebene (Figur 46). Wir geben ihr eine 
feste Richtung, und zwar von 0 aus gegen ihre Spur D auf der Ebene, wenn die 
Ebene nicht durch 0 geht, und eine witl~ürliche Richtung, falls sie durch 0 geht. 

Im ersten Falle habe der Vektor 'o=OD die Richtungskosinusse ~0,1J0,C0 und 
die Länge /'o/=d, im zweiten Falle ist d=O und ~0,1J0,C0 sind die Richtungs
kosinusse eines Vektors, der die positive Normalenrichtung hat. Durch 

/'o / =d, ~o•'YJo,Co, 
wo ~~+'YJ~+C~=1 sein muß, 

ist die Lage der Ebene eindeutig in bezugauf das Koordinatensystem gegeben. 
Denn durch ~0,1J0,C0 ist eindeutig eine Richtung in 0, und durchdein Punkt 
auf dieser Richtung gegeben. In einem Punkt gibt es aber nur eine Ebene, die 
auf einer gegebenen Richtung senkrecht steht. 

Wir fragen nach der «Gleichung)) der Ebene. Die Ausführungen von Seite 30 
über den Begriff der Gleichung gelten auch im Raum; nur muß die Funktion 
jetzt eine solche der drei Koordinaten f(x,y,z) sein. Wir definieren somit die 
Gleichung einer Ebene folgendermaßen: Die nicht identisch verschwindende 
funktionale Beziehung 

f(x,y,z)=O 

heißt die Gleichung einer Ebene, wenn die Koordinaten x, y,z aller Punkte der 
Ebene sie erfüllen, und wenn umgekehrt fedes Zahlentripel x, y, z, für das die 
funktionale Beziehung erfüllt ist, Koordinaten eines Punktes der Ebene sind. 

Um die Gleichung der durch d,~0,1J0,~0 gegebenen Ebene zu finden, nehmen 
wir einen allgemeinen Punkt P der Ebene mit den Koordinaten x, y,z. r sei 

die Länge des Vektors r=OP; ~,'YJ,C seine Richtungskosinusse. Es muß: 

r = J- I x2 + y2 + z2 ~ = _!__ 'YJ = 1'._ C = _!_ 
·y ' r' r' r 

sein. Im Falle DtO ist das DreieckODP beiDrechtwinklig (1). Ja, wir können 
sagen, damit P auf der Ebene liegt, ist notwendig und hinreichend, daß ODP 
beiDrechtwinklig ist. Ist q; der Winkel zwischen d und r, so muß nach dem 
Resultat von Seite 63 

cos q;=~0~+1Jo'YJ+C0 C, O~q;<~ 

werden. Die Eigenschaft, daß ODP bei D rechtwinklig ist, drückt sich jetzt 
analytisch durch r cos q; = d aus. Denn wenn P auf der Ebene liegt, ist die 
Relation jedenfalls erfüllt. Ist aber P nicht auf der Ebene, so ist ODP bei D 
nicht rechtwinklig, und es muß d:f:.r cos q; sein. Daher ist 

r cos q;=d 
5 
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die Gleichung der Ebene. Setzt man für cos q;,~, fj, C die gefundenen Werte ein, 
so folgt: 

~ox+ fJoY+ Coz-d= 0. 

Ist D=O, d= 0, geht also die Ebene durch den Nullpunkt, so liegt P dann und 
nur dann auf der Ebene, wenn der Vektor r=OP auf der Normalrichtung der 
Ebene senkrecht steht. Der durch ~0 , 1)0 , Co gegebene Einheitsvekor muß also 
auf r senkrecht stehen, was nach Seite 64 nur möglich ist, wenn das innere Pro
dukt der beiden Vektoren null ist: 

Setzt man für~' r;, C die frühem Werte ein und erweitert die Gleichung mit r, 
so folgt: 

also wieder dieselbe Bedingung wie im Falle Dt-0. Die Gleichung gilt somit 
allgemein. Man nennt sie die HESSEsehe Normalform der Gleichung der Ebene: 

~oX+fJoY+ Coz-d= 0, 

wo ~5+rJ5+C5=1 ist. 

Jede Ebene besitzt eine solche. Im Falle d= 0 kann die Richtung der Normalen 
auf der Ebene beliebig gewählt werden. Die Gleichung ist aber in jedem der bei
den möglichen Fälle bis auf das Vorzeichen dieselbe. Umgekehrt gehört zu 
jeder HESSEsehen Normalform eine und nur eine Ebene, da durch ~0,1)0,Ca 
eindeutig eine Richtung von 0 aus festgelegt wird und durch d ein Punkt auf 
derselben. Durch diesen gibt es aber nur eine Ebene, senkrecht auf der Rich
tung. 

18. Satz: Jede Ebene im Raume besitzt die HEssEseheN ormalform als Glei
chung; und umgekehrt ist durch die HESSEsehe Normalform eine Ebene eindeutig 
festgelegt. 

Aus der HESSEsehen Normalform erhält man die allgemeine Gleichung der 
Ebene, wenn man sie mit einem beliebigen Faktor Jt-0 erweitert: 

Ax+By+Cz+D=O, 
wo: 

ist. Aus der Bedingung Jt-0 folgt wegen ~5+r;5+C6=1 für A,B,C: 

das heißt, es dürfen niemals alle Koeffizienten A,B,C zugleich null sein. Wäre 
A = B = C = 0, so würde die Gleichung D = 0 lauten, das heißt, alle Koeffizienten 
müßten null sein; es wäre keine Bedingungsgleichung, sondern eine Identität 
gegeben, die nichts aussagt. 
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Umgekehrt fragt es sich, ob jede allgemeine Gleichung: 

Ax+By+Cz+D=O, A 2+B2+C2:j:O, 

eine Ebene festlegt, deren <<Gleichung» sie ist? Um dies zu untersuchen, brau
chen wir wegen des Satzes 18 nur zu zeigen, daß die allgemeine Gleichung stets 
aus einer HESSEsehen Normalform durch Multiplikation mit einem Faktor 
entspringt. Es ist also bloß zu beweisen, daß es zu jedem gegebenen Werte
system A,B,C,D, deren drei erste nicht sämtlich null sind, fünf andere Größen 
d,~0 ,'YJ0 ,C0,A existieren, für die 

und: 

ist. Quadrieren wir die drei ersten Gleichungen und addieren-sie, so folgt wegen 
der weiteren Bedingungen: 

).2=A2+ß2+C2, A= ± yA2+ß2+C2. 

Also ist sicherlich A:j:O. Dagegen ist es zweiwertig. Im Falle D:j:O folgt aus der 
vierten Gleichung: 

D 
d=-->O 

Ä ' 

daß). das umgekehrte Zeichen von D haben muß. Es ist daher bestimmt. Im 
Falle D = 0 folgt d = 0, und wir geben ). willkürlich eines der Vorzeichen. Damit 
ist aber auch die Richtung bestimmt: 

da nach der Bemerkung Seite 58/9 durch ~0, r;0 , Co eine Richtung eindeutig fest
gelegt ist. Hätte man im Falle d = 0 für ). das andere Vorzeichen gewählt, so 
wäre die Richtung der Normalen nach Satz 17 die entgegengesetzte. Da wir im 
Falle d= 0 die Richtung der Normalen beliebig wählen dürfen, so erhalten wir 
beide Male dieselbe Ebene. Somit gehört zu jeder allgemeinen Gleichung eine 
HESSEsehe N ormalform, aus der sie durch Multiplikation mit ). entsteht; und 
da zu letzterer eine und nur eine Ebene gehört, so legt jede allgemeine Gleichung 
eine Ebene eindeutig fest. Für die Berechnung der zu einer allgemeinen Glei
chung gehörenden HESSEsehen Normalform sagt man: ((Man bringt die all
gemeine Gleichung auf die HESSEsehe N ormalform.» 

19. Satz: Man bringt die allgemeine Gleichung: 

Ax+By+Cz+D=O 

auf die HESSEsehe N ormalform, indem man alle ihre Koeffizienten durch ). = 

=±yA2+ß2+C2 dividiert. Im Falle D:j:O hat). das entgegengesetzte Zeichen 
von D; im Falle D = 0 ist die Wahl des Vorzeichens willkürlich. 
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Für die allgemeine Gleichung jeder Ebene gelten somit die Proportionen: 

A :B:C:D=$0 :1)0 :/;0 : -d. 

Für d = 0 ist die rechte Seite der Proportionen für beide Vorzeichen von Ä die
selbe. Für jede Ebene ist daher A : B: C: D fest vorgegeben. Man faßt somit 
zwei allgemeine Gleichungen nur dann als verschieden auf, wenn diese V er
hältnisse andere sind. Jede Ebene besitzt dann nur eine Gleichung, und man 
erhält den Satz: 

V. Hauptsatz: Jede Ebene im Raume besitzt in bezugauf ein gegebenes Ko
ordinatensystem eine Gleichung: 

Ax+By+Cz+D=O, A2+B2+C2::j:O, 

die nur von den Verhältnissen A : B: C: D abhängt; umgekehrt gehört zu jeder sol
chen Bedingung eine und nur eine Ebene, deren Gleichung sie ist. 

Ist ein beliebiger Raumpunkt P 0 durch seine Gleichungen gegeben: 

so soll sein Normalabstand n von einer beliebigen Ebene mit der HESSEsehen 
Normalform: 

$oX+1JoY+ /;0 z-d=0 

berechnet werden. Wir geben dem Normalabstand eine Richtung, n also ein 
Vorzeichen (Figur 48). Ist Q der Fußpunkt des Lotes von P 0 auf die Ebene, so 
habe n die Richtung n=QP0, und sei positiv, wenn QP0 gleichgerichtet, 
negativ, wenn QP0 entgegengesetzt gerichtet ist zur Normalrichtung auf der 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 

I 
I 

X 

Fig. 48. 

Ebene, wie sie durch die HESSEsehe Normalform festgelegt ist. Um den Vektor 
n zu berechnen, legen wir durch P0 die HUfsebene parallel zur gegebenen Ebene. 
Wir unterscheiden die beiden Fälle: 
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a) Die Hilfsebene schneidet den positiven von 0 ausgehenden Normalvektor 
der Ebene. Dann sind nach der Vektorrechnung d+n, ~0 , 1]0 , Co Länge und 
Richtung des auf der Hilfsebene senkrecht stehenden Vektors von 0 aus bis 
zum Fußpunkt auf der Hilfsebene. Daher ist: 

~ox+ 1JoY+ C0z- (d+n) =0 

die HESSEsehe Normalform der Gleichung der Hilfsebene. Da sie durch P 0 

gehen soll, muß: 

sein. Daraus folgt: 
n= ~oXo+ 1JoYo+ Cozo-d. 

Diese Gleichung gilt auch im Falle, daß die Hilfsebene durch 0 geht (d+n=O). 
b) Die Hilfsebene schneidet den negativen von 0 ausgehenden Normalvektor 

der Ebene (Fall P({ in Figur 48). Da jetzt n negativ sein muß, ist - n- d der posi
tive Normalabstand der Hilfsebene von 0 und - ~0 , -170,- Co sind die Rich
tungskosinusse derNormalen auf der Hilfsebene (Satz 17). Daher ist die HESSE
sehe Normalform der Gleichung der Hilfsebene: 

-~oX-1]0 Y- Coz+ (n+d) = 0; 

da sie durch P 0 geht, müssen die Koordinaten von P 0 die Gleichung befriedigen, 
woraus wie oben folgt: 

n =~oXo+ lloYo+ Cozo- d. 

Diese Formel gilt in beiden Fällen a) und b). 
20. Satz: Der Normalabstand eines Punktes von einer Ebene ist gleich dem 

Wert der linken Seite der HESSEsehen Normalform der Gleichung der Ebene, 
berechnet für die Koordinaten des Punktes. Er ist positiv oder negativ, fe nachdem 
der Punkt auf der Seite der positiven oder negativen Normalenrichtung auf der 
Ebene liegt, wie sie durch die HESSEsehe Normalform festgelegt wird. 

z' 

Fig. 49. 

Geht die Ebene nicht durch 0, so ist daher n positiv oder negativ, je nach
dem der Punkt P0 auf der entgegengesetzten oder gleichen Seite der Ebene 
wie der Nullpunkt liegt. 
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Als Anwendung von Satz 20 wollen wir die Formeln der allgemeinen Ko
ordinatentransformation aufstellen. Jede Bewegung eines Koordinatensystems 
im Raume kann man zerlegen in eine Translation und in eine Drehung. Da wir 
die Translation schon betrachtet haben, handelt es sich zunächst um die 
Drehung des Koordinatensystems um 0, der als Drehpunkt fest bleibt. Die 
x-,y-,z-Axe sollen in die x'-,y'-,z'-Axe übergehen (Figur 49). Wie legen wir sie 
in bezug auf das ursprüngliche System fest? Die positive x' -Axe legt eine 
Vektorrichtung fest, die durch drei Richtungskosinusse ~vrJvC1 gegeben sei. 
Ebenso sollen die positive y' -Axe durch ~2, rJ2, C2, die positive z' -Axe durch 
~3,fJ3,/;3 gegeben sein. Wir schreiben dies in folgender Tabelle auf: 

I X I y I z 

x' ~1 

I 

'111 ~1 
y' ~2 '112 ~2 

z' ~3 I '113 ~3 

Die neun eingeführten Richtungskosinusse sind nicht voneinander unab
hängig. Einmal ist: 

~i+ ni+ Cr= 1, 
~~+n~+C~=1, 
~~+ n~+ C~= 1. 

Des weiteren soll doch das neue x' y' z'-Koordinatensystem wieder rechtwink
lig sein. Daher ist das innere Produkt von je zweien der Vektoren (Seite 64) null: 

~1~2+ 'f/1 'f/2+ C1C2= o, 
~1~a+'f/1'f/a+ C1Ca=O, 
~2~a+ 'f/2'f/a+ C2Ca= 0. 

Nun ist die Operation der Drehung reversibel, das heißt, man kann sie rückwärts 
ausführen und erhält aus dem neuen das alte System. Gehen wir also vom 
neuen System aus, so ist die alte x-Axe ein durch ~v ~2 , ~3 , die alte y-Axe ein 
durch 'f/vfJ2,fJ3 , die alte z-Axe ein durch CvC2,C3 gegebener Vektor, da dies 
für das neue System Richtungskosinusse sind. (Es sind die Kolonnen der obi
gen Tabelle.) Also muß: 

~~+~~+~~= 1, 
n~+17~+n~=1, 
Ci+C~+C~=1 

sein, und da auch das alte System rechtwinklig ist, wird: 

~1 'f/1 + ~2'f/2+ ~a'f/a= 0, 
~1C1 + ~2C2+ ~aCa=O, 
'f/1C1 +n2C2+naCa=O. 

Diese neuen sechs Gleichungen sind nicht unabhängig von den ersten, sondern 
können aus ihnen entnommen werden. Es ist praktisch, alle neun Richtungs-



Die Ebene 71 

kosinusse beizubehalten, dabei aber stets zu bedenken, daß zwischen ihnen die 
hergeleiteten 12 Relationen bestehen. Es wäre analytisch unrichtig, etwa sechs 
unter ihnen eliminieren zu wollen. Man nennt die drei ersten Gleichungen jeder 
Gruppe von Bedingungsgleichungen der Richtungskosinusse die Normierungs
bedingungen, die zweiten die Orthogonalitätsbedingungen. 

Wir erhalten die Drehformeln, wenn wir nach den HESSEsehen Normal
formen der Gleichungen der drei neuen Koordinatenebenen fragen. Da dieselben 
durch 0 gehen, dürfen wir die Normalrichtung auf ihnen beliebig festlegen. 
Wir bestimmen, daß die positive x' -Axe dieN ormalrichtung auf der y' z' -Ebene, 
die positive y' -Axe diejenige auf der x' z'-Ebene und die positive z' -Axe die
jenige auf der x' y' -Ebene sei. Dann sind die HESSEsehen Normalformen der 
drei neuen Koordinatenebenen: 

y' z'-Ebene: ~1x+ 1]1Y+ C1 z= 0, 
x' z'-Ebene: ~2x+172 y+ C2z=0, 
x'y'-Ebene: ~3 x+17aY+C3z=0. 

Anderseits ist, falls ein allgemeiner Punkt P mit den alten Koordinaten 
x,y,z und den neuen x',y',z' gegeben ist, x' nach Satz 14 der Normalabstand 
des Punktes von der y' z'-Ebene, und zwar positiv genommen auf der Seite der 
positiven x' -Axe, negativ auf der Seite der negativen x' -Axe. Daher ist nach 
Satz 20: 

und ebenso: 
y' =~2x+ 112Y+ C2z, 
z' =~3x+173Y+ C3z. 

Damit sind die neuen Koordinaten aus den alten berechnet. Will man um
gekehrt die alten aus den neuen berechnen, so hat man bloß die drei Glei
chungen nach x, y,z aufzulösen. Dies geschieht, unter Berücksichtigung der 
Bedingungsgleichungen der Richtungskosinusse, indem man zum Beispiel die 
erste Gleichung mit ~v die zweite mit ~2 , die dritte mit ~3 erweitert und alle drei 
addiert. Wegen der Orthogonalitätsbedingungen werden die Koeffizienten von 
y und z null, und es folgt: 

und entsprechend: 
Y = 111 x' + 112 y' + 173z'' 
z= C1 x' + C2 y' + C3z'. 

Die allgemeinste Transformation erhält man durch Zusammensetzung von 
Translation und Drehung. Führt man zuerst eine Translation von 0 nach 0' 
aus, wobei x', y', z' die neuen Koordinatenaxen seien, so ist (Seite 61): 

X=a+x', 
y=b+y', 
z =c +z', 

oder: 
x'=x-a, 
y'=y-b, 
z' =z -c, 
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wo a,b,c die alten Koordinaten von 0' sind. Jetzt drehen wir das x' y' z'-Ko

ordinatensystem um 0' so in das neue x" y" z" -Koordinatensystem, daß die 
neuen Axen gegenüber den alten durch die Richtungskosinusse der Tabelle von 
Seite 70 gegeben werden. Dann muß: 

x' = ~lx" + ~2Y" + ~az", 
y' = r;1x" + r;2 y" + r;3 z", oder: 

z' = Clx" + C2y" + Caz", 

x" =~1x' + 'YJ1Y' + C1z', 

y" =~2x' + 'YJ2Y' + C2z', 
z" = ~3 x' + r;3 y' + C3 z' 

sein. Setzt man beide Gleichungssysteme zusammen, so folgen die allgemeinsten 

Transformationsgleichungen bei Bewegung im Raume: 

X=a+ ~1 x" + ~2 y" + ~3z", 
y=b+r;1x"+r;2 y"+r;3 z", oder: 
z=c+ C1x"+C2 y"+C3 z", 

X X 

x" = ~1 (x-a) +171 (y- b) + C1 (z-c), 
y" =~2 (x--a) + r;2 (y- b) + C2 (z- c), 
z" =~3 (x- a) + r;3 (y- b) + C3 (z- c). 

B=V C=O 

X 

Fig. 50. 

Algebraisch heißt dies eine lineare Substitution von drei Variablen. Durch un
sere Formeln wird stets ein Koordinatensystem in ein solches derselben Art 
ü hergeführt. 

Nach diesen Anwendungen der HESSEsehen Normalform gehen wir zur 
Diskussion der allgemeinen Gleichung der Ebene: 

Ax+By+Cz+D=O, 

über. Wir unterscheiden die Fälle: 
1. A = 0. In der zugehörigen HESSEsehen Normalform ist ~0 = 0; der Winkel 

zwischen der Normalen in 0 auf der Ebene und der x-Axe ist ein rechter. Die 
Normale muß daher in die yz-Ebene fallen, und die Ebene ist parallelzur x-Axe 
(Figur 50). 

2. B=O. Es wird r;0 =0. Die Normale in 0 auf der Ebene fällt in die 
xz-Ebene, und die Ebene ist parallel zur y-Axe (Figur 50). 

3. C=O. Es wird C0 =0. DieNormale in 0 auf der Ebene fällt in die xy
Ebene, und die Ebene ist parallel zur z-Axe (Figur 50). 

Wir fassen die drei Fälle durch den Satz zusammen: 
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21. Satz: Tritt eine Koordinate in der allgemeinen Gleickttng der Ebene nicht 
auf, so ist die Ebene parallel zu der betreffenden Axe. 

Ist dieEbene zu zwei Axen parallel, so ist sie zu der betreffenden Koordina
tenebene parallel. Es sind dann zwei der Größen A, B, C null. 

4. D = 0. Die Ebene geht durch den Nullpunkt. 
5. D:j: 0. Die Ebene geht nicht durch 0 und schneidet die Axen in den drei 

von 0 verschiedenen Punkten P a• P 0 und P 0 , wobei einer oder zwei dieser 
Punkte auch ins Unendliche fallen können. Dies trifft dann ein, wenn die 
Ebene zu der betreffenden Axe oder Koordinatenebene parallel ist. Ist a die 
X-Koordinate von P a• b die y-Koordinate von P 0 und c die z-Koordinate von 
Pc, so heißen a, b, c die Axenabscknitte der Ebene. Durch sie ist die Ebene be
stimmt (Figur 51). Dies gelte auch, wenn die Ebene zu einer Axe parallel ist. 

y 

Fig. 51. 

Der zugehörige Axenabschnitt ist dann unendlich groß. Zum Beispiel ist die 
Ebene mit den Axenabschnitten oo, oo, c parallel zur xy-Ebene. Um die Axen
abschnitte aus der allgemeinen Gleichung der Ebene zu berechnen, bedenken 
wir, daß a, 0, 0 die Koordinaten von Pa, 0, b, 0 diejenigen von P 0 und 0, 0, 
c diejenigen von Pc sind (falls a, b, c endlich sind). Somit muß: 

sein, woraus folgt: 
Aa+D=O, Bb+D=O, Cc+D=O, 

D 
a=-A' 

D 
b=--B' 

D 
C=-y· 

Diese Formeln gelten auch, falls eine oder zwei der Größen A,B,C null sind 
(alle drei können wegen A 2 +B2+C2 :j:O nicht null sein). Denn wegen des 
Satzes 21 muß dann die Ebene parallel zu der betreffenden Axe sein, der zuge
hörige Axenabschnitt also unendlich werden. Umgekehrt ist: 

D D D 
A =-- B=-- C=--· 

a ' b ' c ' 

setzt man dies in die allgemeine Gleichung der Ebene ein und kürzt durch 
-D:j: 0, so folgt die Axengleickung der Ebene: 

~+1'_+~- 1 = 0. 
a b c 
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6. C :j: 0. Die Ebene ist nicht parallel zur z-Axe. Man darf ihre Gleichung 
nach z auflösen: 

z=ax+by+c. 

Diese Gleichung heißt die explizite Form der Ebenengleichung. z ist eine 
lineare Funktion der Variablen x,y. Eigentlich müßte man <<Planarn statt 
«linear» sagen. Ist B oder A :j:O, die Ebene also zur y- oder x-Axe nicht parallel, 
so kann man die allgemeine Gleichung auch nach y oder x auflösen. 

Die Art, wie die Ebene in der HESSEsehen Normalform geometrisch ge
geben ist, ist theoretisch am zweckmäßigsten, praktisch aber nicht verwertbar. 

X 

Fig. 52. 

Hier stellt sich die Aufgabe gewöhnlich so, daß die Ebene geometrisch durch 
drei nicht in einer Geraden liegende Punkte gegeben ist, und man daraus ihre 
Gleichung zu berechnen hat. Die Gleichungen der Punkte seien (Figur 52): 

Hat die gesuchte Ebene die Gleichung: 

l X=X3, 
p31 y=y3, 

z = z3. 

Ax+By+Cz+D=O, A 2+B2+C2:j:O, 

so wird sie durch die Koordinaten der Punkte, da dieselben auf der Ebene 
liegen sollen, befriedigt, was die drei Bedingungsgleichungen ergibt: 

Ax1 +By1 +Cz1 +D=O, 

Ax2+By2 +Cz2+D=0, 

Ax3+By3+Cz3+D=0. 

Hieraus hat man die drei Verhältnisse A : B: C: D zu berechnen und in die 
Gleichung einzusetzen. Eleganter kommt man zum Ziele, wenn man zuerst 
D mit Hilfe der ersten Bedingungsgleichung eliminiert: 

A (x- x1) + B (y- y1) + C (z-z1) = 0, 
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so daß jetzt nur noch zwei Verhältnisse A : B: C zu berechnen sind. Subtrahiert 
man von der 2. und 3. Bedingungsgleichung die erste, so folgt: 

A (x2 - x1) + B (y2 - y1) + C (z2 -z1) = 0, 

A (x3 -x1) +B (y3 - y1) +C (z3 -z1) =0. 

Aus den so erhaltenen drei Gleichungen eliminiert man zuerst etwa das 
Verhältnis A : C, und findet zwei Gleichungen mit A : B und durch Elimination 
von A : B eine Bedingungsgleichung, die kein unbekanntes Verhältnis mehr 
enthält, und die eine lineare Gleichung in x, y,z ist. Sie ist die gesuchte Ebenen
gleichung. Das Resultat der Rechnung kann man mit Hilfe der Determinante 
sehr einfach so schreiben: 

z -z1 

z2 -z1 = 0. 
z3-zl 

Rechnen wir diese Determinante nach dem auf Seite 28 angegebenen Sche
ma aus, und ordnen wir sie nach den dreiFaktoren (x-x1), (y-y1), (z-z1), 

so folgt: 

[ (y2- Y1) (z3- zl)- (Ya- Y1) (z2- zl)] (x- xl) 

+[ (z2- zl) (x3- xl) -- (z3 -- zl) (x2- xl)] (y- Y1) 

+[(x2-xl) (y3- Y1)- (x3-xl) (y2- Y1)] (z -zl) =0. 

Dies ist stets die Gleichung einer Ebene, wenn nicht alle Koeffizienten von 
x,y,z null sind. Sehen wir, was geometrisch die Nullsetzung des Koeffizienten 
vonz: 

(x2- xl) (y3- Y1)- (x3- xl) (y2- Y1) =0 

bedeutet. Ausgerechnet erhält man die Gleichung: 

X1Y2+ X2Y3+ X3Yl- X2Yl- X3Y2- X1Y3= 0. 

Nach Satz 5 ist dies die Bedingung dafür, daß der doppelte Inhalt des Dreiecks 
P{ P~ P~, wo P{,P~,Pf die Projektionen von PvP2, P3 auf die xy-Ebene sind, 
null ist, daß somit die drei Punkte P{, P~, P~ in einer Geraden liegen. Letzteres 
ist nur möglich, wenn die drei Punkte P v P 2, P 3 selbst in einer Ebene liegen, die 
zur z-Axe parallel ist. Ist umgekehrt diese geometrische Bedingung erfüllt, so 
ist der Dreiecksinhalt null, also der Koeffizient von z null. Genauso sieht man 
ein, daß, wenn der Koeffizient von y null ist, die drei Punkte in einer Ebene 
parallel zur y-Axe liegen müssen. Sind beide Koeffizienten null, so müssen die 
Punkte in einer zur z-Axe und in einer zur y-Axe, also in einer zur yz-Ebene 
parallelen Ebene liegen, da sie nicht in einer Geraden liegen sollen. Wäre nun 
auch noch der Koeffizient von x null, so müßten die drei Punkte entsprechend 
auch noch in einer zur xz-Ebene parallelen Ebene, also im Schnitt von zwei 
aufeinander senkrechten Ebenen, das heißt auf einer Geraden liegen, gegen 
Annahme. Damit ist der Satz bewiesen: 
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22. Satz: Sind drei nicht in einer Geraden liegende Punkte durch ihre Glei
chungen gegeben: 

I X=X2, 
P2l Y=Y2• 

z = z2 , 

so besitzt die durch die drei Punkte gehende Ebene die Gleichung: 

z -z1 

z2-z1 = 0. 
Za-Z1 

Wir wenden diesen Satz an für den Fall, daß P 1 in 0, und P 2 und P 3 in die 
Endpunkte E 1 und E 2 der Einheitsvektoren e1 und e2 (:j: ± e1) fallen. Die Rich
tungskosinusse ;v 'YJv C 1 von e1 und ; 2, rJ2, C 2 von e2 sind zugleich die Koordi-

Fig. 53. 

naten von E 1 und E 2• Nach Satz 22 lautet die Gleichung der Ebene durch 
0, Ev E 2 und somit durch e1 und e2 (Figur 53), falls 0, E 10 E 2 nicht in einer Ge
raden liegen : 

X y Z 

;1 t71 '1 = 0. 
;2 t72 '2 

Rechnet man die Determinante aus, so wird: 

(111 C2- rJ2C1)x+ (Cd2- C2 ;1) y+ (;1 r;2-;2r;l)z= 0. 

Sind E~ und E~ die Projektionen von E 1 und E 2 auf die xy-Ebene, so ist 
nach Satz 5, wie wir schon sahen, ; 1 r;2-;2 rJ1 der doppelte Inhalt des Dreiecks 
0 E~ E~. und zwar positiv oder negativ genommen, je nachdem der Umlaufsinn 
O+E;+E~ von der positiven z-Axe, das heißt von oben gesehen positiv oder 
negativ ist. Entsprechend sind die Koeffizienten von y und x die positiv oder 
negativ genommenen doppelten Dreiecksinhalte der Projektionen in die xz-, 
respektive yz-Ebene. Statt der doppelten Dreiecksinhalte nimmt man besser 
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die Inhalte der betreffenden Parallelogramme. Dieselben erhält man, indem 
man das Parallelogramm 0 E1 E a E 2 in der Ebene der Vektoren e1 und e2 normal 
auf die x y-, x z- und y z-Ebene projiziert. Die Inhalte dieser Projektionen können 
wir auch direkt durch Rechnung erhalten, wenn wir den Satz anwenden, daß 
der positive Inhalt der normalen Projektion eines Ebenenteiles auf eine andere 
Ebene gleich ist dem positiven Inhalt des Ebenenteiles selbst, multipliziert mit 
dem Kosinus des spitzen Winkels zwischen den beiden Ebenen. Ist rp der Winkel 
zwischen e1 und e2, wo 0 < rp < n sein muß, so ist der positive Inhalt des Paral
lelogrammes OE1 E 3 E 2 gleich sin rp. Der Neigungswinkel der Ebene des Pa
rallelogrammes mit den Koordinatenebenen ist gleich dem Winkel ihrer N or
malen. Zu seiner Bestimmung führen wir einen weiteren Punkt Pa: 

I X= 171 C2- 'YJ2 Cv 
Pa y=Cd2-C2~v 

Z= ~1 'YJ2- ~2 'YJv 

ein. Die Richtungskosinusse des Vektors u=OPa sind: 

~ _ 1Jtf;2-7J2Ct _ t;t~cC2~1 t; _ ~11J2-~2'fJt 
a - I u I ' rJa - I u I ' 3 - I u I ' 

wo 

Iu! = V(rJIC2- 'YJ2C1) 2 + (!;1~2- C2~1) 2 + (~1'YJ2- ~2'YJ1l 2 

die Länge des Vektors u ist. Nach Satz 19 ist 

~ax+ rJaY+ Caz= 0 

die HESSEsehe Normalform der Ebene durch e1 und e2. Daher muß u auf dieser 
Ebene senkrecht stehen, und ~3,rJ3,!;3 sind die Kosinusse der Winkel zwischen 
der Normalen auf derEbene und der x-,y-,z-Axe, dasheißt auch die Kosinusse 
der Winkel zwischen der Ebene selbst und der yz-, xz-, xy-Ebene. Somit muß 
nach dem oben angeführten Satze: 

~a sin rp = 'YJ1 C2- 'YJ2 Cv 
'Y)a sinrp= C1 ~2- C2~v 
Ca sinrp= ~1'YJ2- ~2'YJ1 

sein. Denn sin rp ist stets positiv und die Größen ~3, rJ 3, Ca müssen die Vorzeichen 
der rechten Seiten haben. Hieraus folgt sin rp = I uj, womit die geometrische 
Bedeutung der Länge von u gefunden ist. Dies ergibt die wichtige Formel: 

sin2rp = (rJl c2- 'YJ2 Cl) 2+ (Cl ~2- t;2 ~1) 2+ (~l'YJ2- ~2'YJI) 2 . 

Wir haben jetzt noch zu entscheiden, welche Richtung u in bezug auf die 
beiden Vektoren e1 und e2 hat. Bis jetzt wissen wir nur, daß u auf der Ebene 
der beiden Vektoren senkrecht steht, aber nicht nach welcher Seite seine 
Länge sin rp von 0 aus abzutragen ist. Da die Ebene durch den Nullpunkt geht, 
gibt uns die Theorie der HESSEsehen Normalform über diese Frage keinen Auf
schluß; denn in diesem Falle ist die Normalrichtung willkürlich. Nun haben 
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aber ~a.'fJaJ:a dasselbe Vorzeichen wie 1J1 C2 -1]2 CvC1~2 -C2 ~v~1 1]2 -~2 1Jv und 
letztere Größen sind nach Satz 5 positiv oder negativ, je nach dem Umlaufsinn der 
Projektion von OE1E 3 E 2 auf die Koordinatenebenen, falls das Parallelogramm 
im Sinne0-+E1 -+Ea-+E2 durchlaufenwird, unddie Projektion von vorn, rechts 
oder oben betrachtet wird. Ist etwa Ca positiv, das heißt ll nach oben gerichtet, so 
ist der Umlaufsinn 0 -+E~ -+E~ -+E2 von oben gesehen positiv (entgegengesetzt 
dem Uhrzeiger); ist Ca negativ, das heißt ll nach unten gerichtet, so ist der Um
laufsinn von oben gesehen negativ und von unten gesehen positiv. Der Umlauf
sinn 0-+E~ -+E~-+E2 istdaher für Ca :j: 0 immer positiv von Pa aus gesehen. Das 
(im allgemeinen nicht rechtwinklige) Vektorensystem OE;_,oi;.,u ist in dieser 
Reihenfolge ein Dreibein; also auch ev e2,u. Denn Pa kann nicht in dem spitzen 
Winkelraum zwischen der Ebene durch eve2 und der xy-Ebene liegen, da t> 
auf e1 und e2 senkrecht steht und die Winkel zwischen ev e2 und ihren Pro
jektionen auf die xy-Ebene spitz sind. Die drei Vektoren ev e2, u sind somit 
von der Art der positiven Koordinatenaxen x,y,z, wobei nur der Winkel zwi
schen e1 und e2 jetzt kein rechter mehr zu sein braucht, sondern ein Winkel <p 
zwischen 0 und n ist. 

Ist Ca= 0, so nimmt man ~a oder 1Ja, die wegen <p:j:O und :j:n nicht beide null 
sein können, und betrachtet die betreffende Projektion. Die Lage des Vektors 
u ist damit eindeutig festgelegt. Repräsentiert man e1 durch den Daumen der 
linken Hand, e2 durch den Mittelfinger, so ergibt der Zeigfinger die Richtung 
von u. Wenn wir e1 und e2 vertauschen, so ändern die Komponenten von ll das 
Vorzeichen und ll geht in die entgegengesetzte Richtung über. Man nennt ll das 
äußere oder vektorielle Produkt von e1 und e2 und schreibt: 

Bezeichnet man den entgegengesetzt gerichteten, aber gleichlangen Vektor von 
ll mit -ll, so ist nach dem ausgeführten: 

Das kommutative Gesetz gilt für die neue Multiplikation nicht mehr. Wenn die 
drei Punkte 0, E v E 2 in einer Geraden liegen, so ist <p = 0 oder = n, je nachdem 
e1 und e2 gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind. Alle Komponenten von u 
sind dann null. Bezeichnet man diesen Vektor mit 0, so ist das vektorielle Pro
dukt von e1 und e2 dann und nur dann null, wenn die beiden Vektoren gleiche oder 
entgegengesetzte Richtung haben. 

Wir wollen jetzt diese Definition auf zwei allgemeine Vektoren r1 und r~ 
ausdehnen, die durch ihre von 0 verschiedenen Endpunkte PvP2 : 

gegeben sind. r1 und r2 haben die Richtungskosinusse: 
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die als Koordinaten von zwei Punkten E 1 und E 2 zugleich zwei Einheitsvek
toren e1 und e2 festlegen. Man schreibt mit Hilfe der sogenannten skalaren 
Multiplikation: 

r1 = I r1l e1, r2 = I r2l e2, 

und definiert das äußere oder vektorielle Produkt durch: 

o = r1 x r2 = I r1l I r2l e1 x e2. 

Dasselbe hat folgende Eigenschaften: 
a) u ist ein Vektor mit derselben Richtung wie e1 x e2• Er steht somit senk

recht auf der durch r1 und r2 gehenden Ebene, und rv r2, tJ bilden ein Dreibein. 
Sind r1 und r2, also auch e1 und e2 gleich oder entgegengesetzt gerichtet, so ist 
tJ=Ü. 

b) Seine Länge ist I tJ I = I r1 1 I r2 1 sin cp, falls cp der Winkel zwischen e1 und 
e2, also auch zwischen r1 und r2 ist, wobei 0 ~ cp::::;; n ist. Geometrisch bE>deutet 
die Länge den Flächeninhalt des durch r1 und r2 erzeugten Parallelogrammes. 

c) Die Komponenten von tJ sind: 

lr1llr21 (n1C2-n2C1)=ylz2-Y2Zv 
lr~llr21 (Cd2-C2~1l=z1x2-z2xv 
lr1llr2l (~1172-~21Jl)=xly2-x2yl. 

23. Satz: Sind zwei Punkte mit den Gleichungen: 

gegeben, so ist das äußere oder vektorielle Produkt tJ = r1 x r2 der beiden Vektoren 

r1 = OPv t 2=0P2 der Nullvektor, falls r1 und r2 gleich oder entgegengesetzt ge
richtet sind. Im andern Falle ist tJ ein Vektor, dessen Länge gleich dem Inhalt des 
durch r1 und r2 gebildeten Vektorparallelogrammes ist, und dessen Richtung so 
in die Senkrechte auf die Ebene des Parallelogrammes fällt, daß rv r2, tJ ein Drei
bein bilden. Die Komponenten von u sind: 

Y1Z2-Y2Zv Z1X2-z2xv X1Y2-X2Y1· 

Unter den Problemenzweier Ebenen, zu denen wir jetzt übergehen, wollen 
wir nur die Berechnung ihres Neigungswinkels behandeln, da allgemein durch 
zwei Ebenen eine Gerade gegeben ist, und wir diesen Fall im nächsten Para
graphen ausführlich betrachten werden. Kennen wir die beiden Ebenen durch 
ihre Gleichungen: 
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so sind damit auch die Richtungskosinusse ihrer Normalen bekannt (Satz 19): 

~1 =-~:' ~2 = ~:. 
"12= i 2

, A2 = yA~+ B~+ C~. 
2 

~ Cl r C2 
t;,1 = -x; • S2 =----;:;- • 

Die vier Raumwinkel, die die beiden Ebenen miteinander bilden, und von denen 
je zwei gleich, die andern supplementär sind, können durch die Winkel be
rechnet werden, die ihre Normalen miteinander bilden. Auch diese sind gleich 
oder supplementär. Die Kosinusse sind daher nur bis auf das Vorzeichen ge
geben, und es muß, falls einer der Raumwinkel mit cp bezeichnet wird: 

1 
coscp = ± (~1~2+ "11"12+ C1C2) = ± IT (A1A2+ B1B2+ C1C2), 

1 2 

sin2rp = ("11 C2- "12C1l 2 + (C1~2- C2~1l 2 + (~1"12- ~2"11l 2 = 
1 

= J.2;.• ((B1C2-B2C1)2+(C1A2-C2A1)2+(A1B2-A2B1)2) 
1 2 

werden. sin cp ist stets die positive WurzeL Sind die Ebenen parallel, so ist 
sin cp = 0, also 

Al:A2= B1: B2=Cl:C2-

Sind die Ebenen senkrecht, so ist cos cp = 0, also: 

A1 A2 +B1 B 2 +C1C2 =0. 

24. Satz: Damit zwei durch ihre Gleichungen: 

A 1 x+B1 y+C1 z+D1 =0, A 2 x+B2 y+C2 z+D2=0 

gegebene Ebenen zueinander parallel sind, ist notwendig und hinreichend, daß 
A1 :A2=B1 :B2=C1 :C2 ist. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß sie aufeinander senkrecht stehen, lautet: 

A1 A2+ B1 B2 + C1 C2=0. 

Bei drei durch ihre Gleichungen: 

(1)=0, (2)=0, (3)=0, 

gegebenen verschiedenen Ebenen, wobei die Abkürzungen (1), (2), (3) die linken 
Seiten der allgemeinen Gleichung der Ebene bedeuten, deren Koeffizienten 
je mit den Indizes 1, 2, 3 versehen sind, stellt sich das Problem, alle Raumpunkte 
zu bestimmen, die auf allen drei Ebenen liegen. Dieses geometrische Problem ist 
identisch mit dem algebraischen, alle gemeinsamen Lösungen von drei linearen 
Gleichungen mit den drei Unbekannten x,y,z zu finden. Die Algebra löst diese 
Aufgabe durch das Eliminationsverfahren. Man eliminiert zuerst aus je zwei 
Gleichungen eine der Unbekannten und erhält zwei lineare Gleichungen mit 
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zwei Unbekannten, aus denen man durch Elimination einer weiteren Unbe
kannten eine Gleichung mit einer Unbekannten erhält. Macht man dies für 
alle drei Größen x,y,z, so wird: 

Dx=R, Dy=S, Dz= T, 

wobei D stets dasselbe ist und so als Determinante geschrieben werden kann: 

A 1 B 1 C1 

D= A 2 B 2 C2 

Aa Ba Ca 
Wir unterscheiden deshalb: 
I. Fall: D:j:O. Die drei oben gefundenen Gleichungen ergeben eine und nur 

eine Lösung, und die drei Ebenen schneiden sich in einem und nur einem Punkte. 

Fig. 54. 

II. Fall: D = 0. Welche Lagen können die Ebenen zueinander besitzen, da
mit diese Bedingung erfüllt ist? Um dies bequem zu untersuchen, denken wir 
uns die dritte Ebene als die xy-Ebene mit der Gleichung: (3) =z= 0. Diese An
nahme ist keine Einschränkung, da wir sie stets durch eine Koordinatentrans
formation (bei der D = 0 bleibt) erfüllen können. Die Determinante kann jetzt 
leicht ausgerechnet werden und ergibt die Bedingung: 

D=A 1 B 2 -A 2 B1 =0. 

Es bleibt noch zu entscheiden, wie die beiden Ebenen 

(1) =A 1 x+B1 y+C1 z+D1 =0, 
(2) =A 2 x+ B 2 y+ C2z+D2 = 0 

unter dieser Voraussetzung in bezug auf die x y-Ebene liegen können. Wir eli
minieren aus den Gleichungen x; dann folgt wegen der Bedingungsgleichung: 

(C1 A2 - C2A1)z+ (D1 A2 -D2A1) = 0. 

Alle z derjenigen Punkte, die auf beiden Ebenen liegen, genügen dieser 
Bedingung. Hier treten folgende Möglichkeiten ein: 

a) C1 A2 -C2A1 :j:O, D 1A2 -D2A1 :j:O. Die Koordinate z ist eindeutig be
stimmt und :j: 0. Alle Schnittpunkte der beiden Ebenen haben gleiches z, die 
Schnittkante ist parallel zur x y-Ebene (Figur 54). Die drei Ebenen schneiden 
sich in drei parallelen Geraden und haben keine Punkte gemein. 

6 
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b) C1 A2-C2A1:f0, D1 A2-D2A1 =0. Jetzt muß z=O sein. Alle Schnitt
punkte der beiden Ebenen liegen in der xy-Ebene. Die drei Ebenen gehören 
demselben Ebenenbüschel an (Figur 54) und haben unendlich viele gemeinsame 
Punkte. 

c) C1 A2-C2A1 =0, D1 A2-D2A1:f0. Hier muß A1 :A2=B1 :B2=C1 :C2 
sein, das heißt die beiden Ebenen sind wegen Satz 24 zueinander parallel 
(Figur 55). Da sie verschieden sein sollen, haben sie unter sich keine Punkte 
gemein. Sind sie auch zur xy-Ebene parallel, so erhält man als Spezialfall drei 
parallele Ebenen (Figur 56). Es ist dann A1 =A2=B1 =B2=0. 

Ein weiterer Fall kann nicht eintreten, da, wenn beide Koeffizienten null 
wären, 

Al:Bl:Cl:Dl =A2: B2:C2:D2 

sein müßte, das heißt beide Ebenen fielen zusammen, gegen Annahme. Daher 
haben im Falle II die drei Ebenen keine Punkte gemein außer im Falle, daß sie 
demselben Ebenenbüschel angehören, wo sie unendlich viele Punkte gemein haben. 

Fig. 55. Fig. 56. 

Dies führt uns zur Behandlung des Ebenenbüschels. Ein solches ist durch 
zwei sich schneidende Ebenen gegeben: 

(1) :=A1 x+B1 y+C1 z+D1=0, (2) :=A 2x+B2 y+C2z+D2 =0. 

Wie erhalten wir alle Ebenen des Büschels ? Wir diskutieren für zwei beliebige 
von null verschiedene konstante Faktoren Ä1 und Ä2 die Gleichung: 

Äd1) + Ä2(2) =0, 

wo (1) und (2) die linken Seiten der beiden Gleichungen bedeuten. Die Be
dingung ist in x,y,z vom 1. Grade, also die Gleichung einer Ebene. Denn in 
ihr sind die Koeffizienten der drei Variablen nicht alle null, weil aus: 

Ä.1 A1 +Ä.2A2 =0, Ä.1 B1 +Ä.2 B2=0, Ä.1 C1 +Ä.2 C2 =0 

die Doppelproportion A1 :A2=B1 :B2=C1 :C2 folgen würde, die nach Satz 24 
aussagt, daß die beiden Ebenen zueinander parallel sind, gegen Annahme. 
Die durch die Gleichung dargestellte Ebene gehört außerdem dem Ebenen
büschel an, weil für alle Punkte der Schnittgeraden der beiden Ebenen (1) = 0 
und (2) = 0 sein muß. Damit haben wir unendlich viele Ebenen des Ebenen
büschels erhalten, und es fragt sich nur noch, ob es alle sind? Nehmen wir das 



Die Ebene 83 

Gegenteil an, daß es nämlich eine Ebene des Ebenenbüschels gebe, die nicht 
in der Gestalt Ä.1 (1) + Ä2 (2) = 0 darstellbar sei, und es sei P1 mit den Koordina
ten Xv YvZ1 ein Punkt dieser Ebene, der nicht auf der Schnittgeraden und 
auch auf keiner der beiden Ebenen liegt. Wir setzen: 

nl =Atxt + BtYl + Ctzt +Dv n2=A2xl + B2Yt + C2 zt+D2; 

nv n2 sind wegen unserer Annahme beide von null verschieden. Wir wählen 
Ä1 = n2, Ä2 =- n1• Die Gleichung: 

n2 (1)-n1 (2)=0 

ergibt eine Ebene des Ebenenbüschels, die durch P 1 geht. Es gibt aber nur eine 
Ebene des Ebenenbüschels, die durch P1 geht; die Gleichung ist daher die 
Gleichung der Ebene, von der wir ausgingen, die keine Gleichung dieser Gestalt 
besitzen sollte. Der Widerspruch zeigt, daß in dieser Form alle Ebenen des 
Ebenenbüschels (außer (1) und (2)) erhalten werden. 

Diese Theorie des Ebenenbüschels enthält als Spezialfall die algebraische 
Eliminationstheorie und gibt ihr die geometrische Deutung. Wenn wir zum Bei
spiel x eliminieren wollen und dazu Ä1 = A 2, Ä2 = - A 1 setzen, so ist: 

A 2 (1) -A1 (2) = 0 

die Gleichung derjenigen Ebene des Büschels, die x nicht enthält, also parallel 
zur x-Axe ist. 

Aus dem Bewiesenen geht hervor, daß, wenn eine von beiden Ebenen ver
schiedene Ebene mit der Gleichung: 

(3) =A 3 x+B3 y+C3 z+D3 =0 

gegeben ist, diese dann und nur dann dem Ebenenbüschel angehört, wenn sie 
auch eine Gleichung der Form: 

Ä1 (1)+Ä2 (2)=0, Ä1 :j:O, Ä2:j:O, 

besitzt. Daraus folgt wegen des V. Hauptsatzes, daß es eine Konstante Ä.3 :j: 0 
geben muß, so daß identisch: 

Ä1 (1)+ Ä2 (2)+ Ä3 (3) =0 

sein muß. Diese Bedingung sagt aus, daß alle vier Koeffizienten links null sind, 
daß also vier Bedingungsgleichungen erfüllt sein müssen. 

25. Satz: Damit drei voneinander verschiedene Ebenen: 

(1)=0, (2)=0, (3)=0, 

demselben Ebenenbüschel angehören, ist notwendig und hinreichend, daß es drei 
von null verschiedene Konstanten ÄvÄ2,Ä.3 gibt, für die identisch in x,y,z: 

Ä1 (1)+Ä2 (2)+ Ä3 (3) =0 
verschwindet. 

Als Anwendung fragen wir nach den beiden Ebenen, die die Winkel von 
zwei gegebenen, sich schneidenden Ebenen halbieren. Nehmen wir an, die 
letzteren seien durch ihre HESSEsehen Normalformen gegeben, so ergeben ihre 
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linken Seiten nach Satz 20 den positiven oder negativen Normalabstand von 
ihnen. Für die Punkte der Winkelhalbierenden Ebenen sind diese Abstände 
gleich; daher müssen: 

(1) ±(2)=0 

die gesuchten Gleichungen sein. 
Wir betrachten jetzt drei Ebenen durch 0, die nicht demselben Ebenen

büschel angehören. Wie zeichnen wir sie? Wir haben diese Frage noch offen 
gelassen und wollen ihre Beantwortung nun nachholen. Wir legen um 0 eine 
Kugel mit beliebigem Radius; zum Beispiel die EinheitskugeL Jede Ebene 

z 

\ I I / 
\ ,t / 

--~-.r--
x 

Fig. 57. 

I 
I 

I 
/ 

durch 0 schneidet die Kugel in einem Großkreis. Wir zeichnen von der Ebene 
nur diesen Großkreis. Bei drei durch 0 gehenden Ebenen, die nicht demselben 
Ebenenbüschel angehören, haben wir deshalb drei Großkreise zu zeichnen, die 
ein sphärisches Dreieck bilden (Figur 57). Eigentlich entstehen 8 solche Drei
ecke. Wir können hier nicht auf den komplizierten Begriff des sphärischen 
Dreiecks eingehen, sondern bemerken nur, daß wir das von EuLER als gewöhn
liches Dreieck bezeichnete herausgreifen 9). Würden die drei Ebenen demselben 
Ebenenbüschel angehören, so reduzierte sich das Dreieck auf einen Punkt. Sind: 

(1)=0, (2)=0, (3)=0 

die HESSEsehen Normalformen der Gleichungen unserer drei nicht demselben 
Ebenenbüschel angehörenden Ebenen, so sind: 

(1)=(1)-(2)=0, 

(II) = (2)- (3) = 0, 

(III) = (3)- (1) = 0 

die Gleichungen von drei durch 0 gehenden Ebenen, die die Winkel zwischen 
der ersten und zweiten, zweiten und dritten, dritten und ersten Ebene hal
bieren. Da identisch in x, y, z : 

(I)+ (II) + (III) = 0 

9) Siehe die Ausführungen in WEBER-WELLSTEIN- ]AKOBSTHAL: Encyklopädie 
der elementaren Geometrie, 2. Auflage, Leipzig, 1907, Sechster Abschnitt, p. 339 
u. ff. (Band II der Encyklopädie der Elementar-Mathematik). 
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verschwindet, so gehören die drei Ebenen nach Satz 25 demselben Ebenen
büschel an. Ihre Großkreise schneiden sich somit in einem Punkte. Genau 
ebenso gehören die drei Ebenen: 

wegen: 

(I)'=: (1) + (2) = 0, 

(II)' = (2) + (3) = 0, 
(111) = (3)- (1) = 0, 

(I)'- (II)' + (111) = 0 

demselben Ebenenbüschel an. Auch hier schneiden sich die betreffenden Groß
kreise in einem Punkte (Figur 58). Für die sphärischen Dreiecke gelten somit 
die gleichen Sätze wie für die ebenen Dreiecke. 

Fig. 58. 

Auch im Raume führt man mit der gleichen Überlegung wie in der Ebene 
homogene Koordinaten ein, indem man x,y,z ersetzt durch die Verhältnisse 
x: t, y: t, z: t, wobeinichtalle vier Größen nullsein dürfen. JederPunktist durch: 

x:y:z:t, t:j:O, 

eindeutig festgelegt. Die Gleichung der Ebene in homogenen Koordinaten lautet 
entsprechend: 

Ax+By+Cz+Dt=O. 

Da sie nur von den Verhältnissen A : B: C: D abhängt, und die Verhältnisse 
x:y:z:t mit ihnen symmetrisch auftreten, kann man wieder, nach Einführung 
uneigentlicher Elemente mit t=O, wie in der Ebene das Dualitätprinzip im 
Raume aussprechen, in dem es sich jetzt aber um die Vertauschung der Worte 
Punkt und Ebene handelt. 

§ 3. Die Gerade im Raume 

Die Gerade im Raume wird in der analytischen Geometrie als Trägerin 
eines Ebenenbüschels aufgefaßt. Sie ist daher analytisch durch die Gleichungen 
von zwei Ebenen des Büschels, deren Schnitt sie ist, gegeben: 

(1) :=A1 x+B1 y+C1z+D1 =0, 

(2) :::A 2 x+B2 y+C2z+D2 =0. 
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Man nennt sie die Gleichungen der Geraden. Es ist völlig gleichgültig, welche zwei 
Ebenen des Büschels man auswählt. Rechnerisch werden die Resultate am ein
fachsten, wenn man Normalebenen zu den Koordinatenebenen, sogenannte proji
zierende Ebenen nimmt. Diese sind zu einer Axe parallel; es muß somit in ihren 
Gleichungen einer der Koeffizienten A, B, C null sein. Wie wir bei der Betrach
tung des Ebenenbüschels im letzten Paragraphen sahen, erreichen wir aus der 
allgemeinen Gleichung des Büschels: 

für A.1 = A 2 , A.2 =- A1 die Elimination von x, das heißt eine Gleichung, in der 
der Koeffizient von x null ist. Die Ebene ist parallel zur x-Axe oder senkrecht 
auf der yz-Ebene. Entsprechend erhält man für A.1 = B 2, A.2=- B1 die Ebene 
des Büschels, die zur y-Axe parallel und senkrecht zur xz-Ebene ist, und für 
A.1 = C2, A.2=- C1 diejenige parallel zur z-Axe und senkrecht zur xy-Ebene. 

z 
I 

I 
----- ---/] 

// I 
/ 

X 

Fig. 59. 

Damit sind die drei projizierenden Ebenen gefunden. Ist die gegebene Gerade 
parallel zu einer der Koordinatenebenen, so sind die projizierenden Ebenen 
auf die beiden andern Koordinatenebenen identisch, aber verschieden von der
jenigen, die auf der zur Geraden parallelen Koordinatenebene senkrecht steht. 
Jede Gerade besitzt somit zwei verschiedene projizierende Ebenen, die siede
finieren. Ist die Gerade nicht parallel zur yz-Ebene, so kann man ihre Glei
chungen so annehmen: 

ax+by+c=O, 
dx+ez +/=0, 

wo b und e nicht null sind. Denn wegen unserer Annahme darf keine Ebene 
x=konstans dem Büschel angehören. Die beiden Gleichungen ergeben die Pro
jektionen auf die xy- und xz-Ebene und sind gleichzeitig deren Gleichungen in 
diesen Ebenen. Wäre die Gerade parallel zur yz-Ebene, so müßte man zwei 
andere Projektionen kombinieren. Wegen b:j:O, e:j:O können wir die beiden 
Gleichungen auf die explizite Form bringen: 

y=nx+P, 
z =mx+q, 
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wo die n, p in der x y-Ebene, die m, q in der x z-Ebene die einfache geometrische 
Deutung besitzen, wie sie im I. Kapitel auseinandergesetzt wurde. Wir werden 
die Projektion auf die xy-Ebene den Grundriß, diejenige auf die xz-Ebene den 
Seitenriß und diejenige auf die yz-Ebene den Aufriß nennen. Eine nicht zur 
y z-Ebene paralleleGerade ist somit durchGrundriß und Seitenriß gegeben (Figur 59). 

Für eine solche Gerade wollen wir das wichtige Problem lösen, ihre Rich
tungskosinusse ~' 'YJ, C zu berechnen. Diese sind nur dann eindeutig bestimmt, 
wenn die Gerade gerichtet ist. Wir denken uns daher willkürlich eine feste 
Richtung der Geraden gegeben. Kehren wir dieselbe um, so wechseln alle 
Richtungskosinusse ihr Zeichen (Satz 17). Um unsere Aufgabe zu lösen, fragen 
wir nach einer durch 0 gehenden Hilfsebene, auf der die Gerade senkrecht steht. 
Ihre Gleichung sei: 

Ax+By+Cz=O, A2+ß2+C2:j:O. 

Sie steht zu jeder Ebene des Büschels senkrecht (3), somit auch auf den pro
jizierenden Ebenen: 

y-nx -P=O, 
z-mx-q =0. 

Nach Satz 24 muß hierzu: 

-An +B=O, oder B=An, 
-Am+C =0, oder C =Am, 

sein. Daher muss A :j: 0 sein. Setzt man die Werte in die Gleichung der Ebene 
ein und kürzt durch A, so folgt: 

x+ny+mz=O; 

dies ist die Gleichung der Hilfsebene. Bringt man sie auf die HESSEseheN ormal
form, so sind ihre Koeffizienten die Richtungskosinusse einer Normalrichtung 
auf der Ebene, also auch die der Geraden, wobei das Vorzeichen der Quadrat
wurzel beliebig ist: 

1 
~ = ---:r===:=====yl+n2+m2 ' 

n 
'YJ = -y===;;===;;c

Vl+n2+m2 ' 

C = ----r=m==~ 
yl+n2+m2 

26. Satz: Die Richtungskosinusse einer nicht zur y z- Ebene parallelen Geraden 
mit den Gleichungen: 

sind: 

y=nx +P, 
z=mx+q, 

fe nachdem man in diesen Ausdrücken der Quadratwurzel des Nenners das eine 
oder andere Zeichen gibt, erhält man die eine oder andere Richtung der Geraden. 
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Wir nehmen jetzt umgekehrt an, von einer Geraden kennen wir einen 
Punkt: 

und ihre Richtungskosinusse ~' 1), C; man berechne ihre Gleichungen. Wir unter
scheiden die Fälle: 

a) ~= 0. Die Gerade ist parallel zur yz-Ebene und X= xi ist die projizierende 
Ebene auf die xy- und xz-Ebene. Wir müssen den Aufriß zu Hilfe nehmen, zu 
dem die Gerade parallel sein muß. Er geht durch den Punkt y= Yv z=zi der 
yz-Ebene hindurch, hat also nach Seite 40 die Gleichung: 

z-z1 y- y, 
-,-=-1}-

resp. y = yi, wenn 1) = 0, und z = z1, wenn C = 0 ist. Diese Gleichung und X= xi 
sind die Gleichungen der Geraden. 

b) ~:j:O. Die Gerade ist nicht parallel zur yz-Ebene, besitzt somit Glei
chungen der Gestalt: 

y=nx +P, 
z=mx+q. 

Um die Unbekannten n,m,p, q zu berechnen, bedenken wir, daß die Koordina
ten von PI sie befriedigen müssen : 

YI =nxi+P, 
zi =mxi +q; 

durch Subtraktion kann man p,q eliminieren: 

y-yi=n (x-xi), 
z- zi=m(x-xi). 

Wegen des Satzes 26 ist aber 1)=n~, C =m~, also wird: 

Y- YI =% (x- xl), 

c z - z1 = ~ ( x - xi). 

Man kann diese beiden Gleichungen als Doppelgleichung schreiben: 

x-x1 _y-y1 _z-z1 
-1:-- --- -,.-, 

., fJ .. 

womit auch der Aufriß der Geraden erhalten wird. Kürzt man den Quotienten 
mit t ab, so erhält man die uniformisierte Darstellung durch die drei Gleichungen: 

X=XI+~t, 

Y=YI+1Jt, 
z=zi+Ct. 
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Dieselbe hat den großen Vorteil, daß die beiden Fälle a) und b) in ihr vereinigt 
sind. Denn für ~ = 0 wird x = x1 und die Elimination von t aus der zweiten 
und dritten Gleichung ergibt die Gleichung des Aufrisses in der unter a) ge
fundenen Form. Wir wollen jetzt der Geraden von P 1 aus die Richtung des 
durch die Richtungskosinusse festgelegten Vektors geben und sie als t-Axe 
auffassen mit dem Nullpunkt in P 1 und derselben Einheit wie beim Axensystem. --In der Tat gilt für einen beliebigen Punkt P der Geraden: t = P 1 P = t; also ist t 
die positive oder negative Länge des Vektors, je nachdem P auf der positiven 
oder negativen Seite der t-Axe liegt (Figur 60). Denn x- Xv y- Yv z-z1 sind 

z 

I 

X -----------...! y 

X 

Fig. 60. 

die drei Komponenten von t, somit die Größen ~t, YJt, Ct. Aus der geometrischen 

Definition der Vektoraddition folgt für r1 =0Pv r=OP: 

Die uniformisierten Gleichungen der Geraden sind die Zerlegung in die Kom
ponenten dieser Vektorgleichung. 

Kennen wir zwei verschiedene Punkte von einer Geraden: 

so erhalten wir ihre Gleichungen folgendermaßen. Wir unterscheiden die bei
den Fälle: 

a) x1 = x2. Die Gerade liegt in der zur yz-Ebene parallelen Ebene X= x1 = x2• 

Ihr Aufriß geht durch die beiden Punkte 

p" { Y= Yv 
1 Z= Zv 

der yz-Ebene, hat also nach Seite 42 die Gleichung: 

y-yl z-z1 
Y2-Yl z2-zl' 
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b) x1:f:x2• Die Gerade kann nicht parallel zur yz-Ebene sein, muß also zwei 
Gleichungen der Gestalt: 

yr=nx +P. 
z=mx+q, 

besitzen. Um sie zu finden, bedenkt man, daß der Grundriß nicht parallel zur 
y-Axe sein kann und durch die Punkte (Figur 61): 

p' { X= Xv und p' {X= X2, 
1 Y=Yv 2 Y=Y2• 

Fig. 61. 

in der xy-Ebene geht, somit nach Seite 42 die Gleichung: 

x-xl = y-yl 
x2-xl Y2-Yl 

besitzt. Ebenso erhält man für den Seitenriß: 

x-x1 z-z1 
x2-x1 z2-z1 

Beide Gleichungen kann man als eine Doppelgleichung: 

x-x1 = y-y1 = z-z1 
x2-xl Y2-Yl z2-zl 

schreiben; kürzt man den Quotienten mit t ab, so erhält man wieder die 
unijormisierte Darstellung der Gleichungen der Geraden: 

X= x1 + (x2 - x1) t= x1 (1-t) + x2 t, 
Y= Y1 + (y2- Y1)t= Y1 (1- t) + Y2 t, 
z= z1 + (z2 - z1)t= z1 (1-t) + z2 t, 

die für beide Fälle a) und b) gilt. 
Geometrisch hat t folgende Bedeutung: Für t=O und t=1 erhält man die 

gegebenen Punkte P 1 und P 2• Man gibt der Geraden die Richtung des Vektors 
e=~ und faßt sie als t-Axe mit dem Nullpunkt P 1 und dem Einheits
vektor e auf. Für den allgemeinen Punkt P der Geraden ist dann t = P 1 P = t. 



Die Gerade im Raume 91 

Wie in der Ebene gilt auch im Raume die Umkehrung, daß durch drei lineare 
Gleichungen eines Parameters t: 

x=a1 +b1 t, 
y=a2+b2t, b~+bi+bhO, 
z=a3 +b3 t, 

stets eine Gerade gegeben ist. Denn setzt man: 

xl=av 
Y1=a2, 
zl =a3, 

X2=al+bv 
Y2=a2+b2, 
z2=a3+ ba, 

so sind unsere Gleichungen identisch mit den Gleichungen der Geraden durch 
die Punkte P 1 und P 2:j: P1, die die Koordinaten Xv YvZv respektive x2, y2,z2 be
sitzen. 

Sind zwei nicht zur yz-Ebene parallele Geraden gegeben, und sollen sich 
dieselben schneiden, so müssen die Koeffizienten der Gleichungen der beiden 
Geraden: 

(1): y= nlx+Pv 
z=m1x+ q1 . 

(2): y= n2x+p2, 
z=m2x+ q2, 

einer Bedingung genügen. Denn die Koordinaten x,y,z des Schnittpunktes 
müssen allen vier Gleichungen genügen. Subtrahiert man die beiden ersten 
und ebenso die beiden zweiten Gleichungen, so erhält man für x zwei Werte, 
die gleich sein müssen: 

womit die Bedingung gefunden ist. Sie ist, wie man sofort sieht, auch hinreichend 
für den Schnitt der beiden Geraden. 

Soll die Ebene: 

durch die Gerade: 
y= nx+P, 
z=mx+q 

hindurchgehen, so gehört sie dem Ebenenbüschel der beiden projizierenden 
Ebenen an. Nach Satz 25 muß es zwei Konstante .41 und .42 geben, so daß 
identisch: 

also: 
A=-.A1n-.A2m, 
B=.Av 
C=.A2, 
D=-.A1p-.A2q, 
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ist. Die beiden mittlern Bedingungen ergeben A.1 und A.2 ; diese Werte in der 
ersten und letzten eingesetzt, führen zu den Beziehungen: 

A +Bn+Cm=O, 
BP+Cq +D =0. 

Dies hilft uns die Aufgabe lösen, die Gleichung einer Ebene zu berechnen, die 
durch eine gegebene Gerade: 

y=nx +P, 
z=mx+q, 

und einen nicht auf der Geraden liegenden gegebenen Punkt: 

geht. Ist die Gleichung der gesuchten Ebene: 

Ax+By+Cz+D=O, A 2+B2+C2=!=0, 

so muß, da die Ebene durch P 1 gehen soll: 

A x1 + B y1 + C z1 + D = 0 

sein; anderseits geht sie durch die Gerade, also muß: 

A +Bn+Cm=O, 
BP+Cq +D =0 

sein. Damit haben wir drei lineare Gleichungen für die unbekannten Verhält
nisse A :B:C:D gefunden. Das Eliminationsverfahren ergibt die Lösung: 

A:B:C:D 
=my1 -nz1 +qn-mp:z1 -mx1 -q:- y1 +nx1 +P: (pm-qn)x1 +qy1 -pz1 . 

Da derPunktnicht auf derGeraden liegt, könnenz1 -mx1 -qund- y1 +nx1 +P 
nicht beide null sein; es können daher auch nicht Bund C null sein, und es ist 
A 2 +B2+C 2 =!=0. 

Die nächste Aufgabe, eine Ebene durch zwei sich schneidende Geraden zu 
legen, lösen wir in folgender Weise: Wir berechnen zuerst den Schnittpunkt P 1 

der beiden Geraden: 

und dann die Richtungskosinusse ;v 'Y/I• C1 der ersten und diejenigen ; 2, 'Yj 2 , C 2 der 
zweiten Geraden. Diese legen für jede Gerade eine Richtung fest, und außerdem 
zwei Einheitsvektoren e1 und e2, deren Komponenten sie sind. Wir tragen die 
Einheitsvektoren e1 und e2 auf ihren Geraden von P 1 aus in positiver Richtung 
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ab und kommen zu den Punkten P 2 und P 3, die nach Konstruktion offenbar 
die Gleichungen besitzen: 

r X=Xt+~v 
P21 Y=Yt+'YJv 

Z= z1+ Cv 

Die gesuchte Ebene muß dann durch P v P 2, P 3 gehen; diese Punkte liegen 
nicht in einer Geraden, weil die beiden gegebenen Geraden voneinander ver
schieden sein müssen. Daher ist die Gleichung der Ebene nach Satz 22: 

I x-xl y-yl z-zl I 
I ~1 'YJI Cl I = 0, 

~2 'YJ2 c2 
oder: 

Die Koeffizienten von x,y,z sind nicht alle drei null, weil das vektorielle Pro
dukt von e1 und e2 nicht null ist, das heißt ihr Winkel nicht 0 oder :n sein darf. 

a Pz 

Fig. 62. 

Als letztes Problem lösen wir die Aufgabe, den kürzesten Abstand d zweier 
windschiefen Geraden (1) und (2) zu berechnen (Figur 62). Wir wählen auf jeder 
Geraden willkürlich einen festen Punkt: 

Außerdem berechnen wir die Richtungskosinusse ~vr;1, C1 der ersten und die 
Richtungskosinusse ~2.r;2,C2 der zweiten Geraden. Durch deren Wahl erhält 
jede der beiden Geraden eine feste Richtung. Durch P 1 legen wir die zur Ge
raden (2) parallele und gleichgerichtete Gerade (2)'. Die oben erhaltene Glei
chung ist diejenige einer Hilfsebene durch (1) und (2)'. Die Gerade (2) ist paral
lel zu dieser Hilfsebene, und derNormalabstand des Punktes P 2 von dieser Hilfs-
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ebene ist der gesuchte kürzeste Abstand d der beiden windschiefen Geraden. 
Zu dessen Berechnung bringen wir die Gleichung der Hilfsebene auf die HESSE
sehe Normalform, wozu wir ihre Koeffizienten durch: 

± sin rp = ±y (171C2- 112 Ct) 2+ (Cl ~2- C2 ~~) 2 + (~1172-~2171) 2 

dividieren. rp ist einerder Winkel zwischen (1) und (2)'. Nach Satz 20 ist jetzt: 

d = ± 81!1P((17tC2-172Cl)(x2-xl)+(Cl~2-C2~l)(y2-Yt)+(~1172-~2171)(z2-zl) ). 
Das Vorzeichen ist so zu wählen, daß d positiv wird. 
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Kapitel III 

KURVEN ZWEITEN GRADES IN DER EBENE 

(Kegelschnitte) 

95 

Wir kehren jetzt zu ebenen Problemen zurück. Im Kapitel I hatten wir ge
sehen, daß zwischen den Geraden und den linearen Gleichungenzweier Variablen 
eineumkehrbar eindeutige Beziehung besteht. Es liegt nahe, zu fragen, welches 
die Kurven sind, die mit den nächst komplizierteren Gleichungen, den quadra
tischen mit zwei Variablen: 

in ebensolcher Beziehung stehen? Es war ein wesentlicher und merkwürdiger 
Erfolg der analytischen Geometrie, daß die Antwort auf diese Frage ebenfalls 
längst bekannte, viel behandelte und wichtige Kurven wie den Kreis, die 
Ellipse und andere mehr, die man zusammenfassend als Kegelschnitte be
zeichnet, ergab, so daß den geometrisch einfachen auch die algebraisch einfachen 
Gleichungen entsprachen. Das Ziel dieses Kapitels ist, diesen Zusammenhang 
zu beweisen. Zu diesem Zwecke werden in den ersten Paragraphen diejenigen 
Kurven geometrisch eingeführt und betrachtet, die algebraisch auf spezielle Glei
chungen zweiten Grades führen. Der letzte und wichtigste Paragraph wird be
weisen, daß die allgemeinste Gleichung zweiten Grades keine weiteren Kurven 
mehr ergibt. 

§ 1. Der Kreis 

Alle Punkte der Ebene, die gleich weit von einem festen Punkt, dem Mittel
punkt oder Zentrum, entfernt sind, liegen auf einem Kreise. Die feste Entfernung 
R> 0 heißt der Radius des Kreises. Jede Gerade durch den Mittelpunkt heißt 
Zentrale und ist eine Symmetrieaxe des Kreises. Darunter versteht man folgen
des: Eine Gerade heißt Symmetrieaxe einer Kurve, wenn letztere bei der 
Umklappung der Ebene um die Gerade in sich übergeht. Statt den Raum zu 
Hilfe zu nehmen, kann man auch durch Spiegelung innerhalb der Ebene selbst 
die Symmetrieaxe definieren, indem man von jedem Kurvenpunkt aus die 
Senkrechte auf die Gerade fällt und den Normalabstand des Punktes von ihr 
nach der entgegengesetzten Seite abträgt; der so erhaltene Punkt heißt der 
Spiegelpunkt des Kurvenpunktes in bezugauf die Gerade. Ist derselbe stets wieder 
ein Kurvenpunkt, so ist die Axe Symmetrieaxe der Kurve. Da bei der Um-



96 Kapitel III • Kurven zweiten Grades in der Ebene 

klappung respektive Spiegelung Längen erhalten bleiben, muß jede Zentrale 
des Kreises Symmetrieaxe sein. Legt man in den Mittelpunkt des Kreises als 
Pol ein Polarkoordinatensystem mit beliebiger Anfangsrichtung, und sind 
r,rp, wo r~O, O~rp<2n sein muß, die Polarkoordinaten eines allgemeinen 
Punktes, so ist: 

r=R 

die <<Gleichung» des Kreises in Polarkoordinaten. Führt man ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem ein, mit dem Nullpunkt im Pol und der positiven x-Axe 
in der Anfangsrichtung (Figur 63), so gilt für die rechtwinkligen Koordinaten 
eines Punktes: 

und für die Kreispunkte wird: 

X=rcosrp, 
y=r sin rp, 

x2+y2=r2=R2, oder x2+y2-R2=0. 

y y 

Fig. 63. 

Diese Gleichung ist dann und nur dann erfüllt, wenn der Punkt auf dem Kreise 
liegt, und ist somit die "Gleichung" des Kreises in rechtwinkligen Koordinaten. 
Denn aus r2 = R 2 folgt wegen r ~ 0, R > 0 auch r= R. Alle Punkte, für die 
r >Rist, bilden das Äußere, alle Punkte für die r <Rist, daß Innere des Krei
ses. Man darf daher sagen: 

27. Satz: Ein Punkt liegt außerhalb, auf oder innerhalb des Kreises um 0 
mit dem Radius R, je nachdem: 

x2+ y2- R2 ~ 0 
ist. 

Man nennt d= x 2+ y 2- R 2=r2- R 2= (r+ R) (r- R) die Potenz des allge
meinen PunktesPinbezug auf den Kreis. Die Gerade durch 0 und P schneide 
den Kreis in P 1 und P 2, wobei die beiden Punkte so abgezählt werden, daß die 
Richtung des Vektors P 1 P2 in die Richtung von OP fällt. Dann haben die 
Vektoren P 1 P=r+ R, P 2P=r- R positives oder negatives Zeichen, je nach
dem ihre Richtung mit derjenigen von OP übereinstimmt oder nicht, und es ist 
d=P1 P.P2P. 
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Sind mehrere nicht konzentrische Kreise gegeben, so kann bloß ein Mittel
punkt nach 0 gelegt werden. Wir müssen daher auch nach der Kreisgleichung 
fragen, falls der Mittelpunkt M ein beliebiger Punkt: 

M { x=a, 
y=b, 

ist. Wir führen diesen Fall durch die folgende Translation auf den frühem 
zurück: 

x'=x-a, 
y'=y-b, 

y' 

Fig. 64. 

wo M der neue Koordinatenanfangspunkt, und x',y' die neuen Axen sind 
(Figur 64). Die Potenz des allgemeinen PunktesPinbezug auf den Kreis ist 
jetzt: 

d= x'2+ y'2-R2= (x-a)2+ (y- b)2-R2. 

Daher folgt nach Satz 27, daß P außerhalb, auf oder innerhalb des Kreises 
liegt, je nachdem 

ist, und 
(x-a) 2+ (y-b) 2-R2~0 

(x-a) 2+ (y- b) 2 -R2 =0 

ist die allgemeine Gleichung des Kreises. Algebraisch hat sie die Form: 

x 2+ y 2 -2ax-2by+ (a 2+ b2 -R2) =0, 

oder, wenn man sie mit einem Faktor .Ä. :j: 0 erweitert: 

wo 

gesetzt ist. 
Umgekehrt stellt jede solche Gleichung stets einen Kreis dar, was man mit

tels der Methode der quadratischen Ergänzung zeigt. Man dividiert zuerst durch 
. . ( A )2 ( B )2 . .?.:j:O und addiert hnks und rechts 2 Ä + 2 Ä • Dann wrrd: 

7 
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( A )2 ( B )2 C ( A )2 ( B )2 
x+2J. + Y+n +x== 2J. + 2J. . 

Setzt man: 

a=- :A' b=- ~' R= V(~Ar + (~r- ~' 
so erhält man die allgemeine Kreisgleichung mit dem Mittelpunkt a, bunddem 
Radius R. Dabei setzt man allerdings voraus, daß R reell, der Radikand von 
R also positiv ist. Die Umkehrung gilt somit nur, wenn eine Realitätsbedingung 
erfüllt ist. Die höhere Geometrie führt imaginäre Punkte oder Kreise als gleich
berechtigt ein, was die Umkehrung allgemein aussprechen läßt. Die Realitäts
bedingung spielt dann erst bei der zeichnerischen Darstellung eine Rolle. 

28. Satz: Jede Beziehung: 

.A.(x2+y2)+Ax+By+C=0, A:j:O, 

ist die Gleichung eines Kreises. Der Satz gilt nur allgemein, wenn auch Kreise mit 
imaginären Punkten zugelassen werden. 

y y 

P" 

l.l/o 
I 
I 

~x 
Xo 

Fig. 65. 

Die geometrische Grundaufgabe für jede Kurve ist, ihre Beziehung zu der 
Geraden festzulegen. Letztere sei durch einen Punkt P 0 : 

p { X=X0, 
0 Y= Yo· 

und ihren Richtungswinkel q; gegeben. Die uniformisierte Geradengleichung 
lautet dann (Seite 40): 

X= x0+ t COS lp, 

y=y0 +t sin q;, 

und t ist der positive oder negative Abstand des allgemeinen Geradenpunktes 
P von P0 (Figur 65). Soll die Gerade mit dem Kreis: 

x2+y2- R2=0 

Punkte gemein haben, so muß es wenigstens eint geben, so daß: 

(x0 +t cos q;) 2 + (y0 +t sin q;) 2 - R 2 =0 
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wird. Umgekehrt gehört zu jeder Wurzel t dieser Gleichung ein Punkt, der 
zugleich auf der Geraden und dem Kreise liegt. Die Ausrechnung der Gleichung 
ergibt: 

wo d0 die Potenz von P 0 in bezug auf den Kreis ist. Damit haben wir für t eine 
quadratische Gleichung gefunden, die uns erlaubt, die algebraische Theorie der 
letztem zu verwenden. Hiervon kommen zwei grundlegende Resultate in Frage: 

a) Ist ax2+bx+c=O, a:j:O, eine quadratische Gleichung mit den beiden 
Wurzeln x1 und x 2, so ist: 

b c 
xl + x2 = ---;;, xl x2 = a. 

Daraus ergibt sich für die Diskriminante D der quadratischen Gleichung: 

D=a 2 (x1 - x2) 2 = b2 -4ac. 

b) Sind alle Koeffizienten der unter a) angegebenen Gleichung reell, so sind 
die beiden Wurzeln reell und verschieden, reell und gleich oder kony"ugiert komplex, 

y"e nachdem D~ 0 ist. 
Wenden wir diese Sätze auf die quadratische Gleichung von t an, und sind 

tvt2 die beiden Wurzeln, so muß nach a): 

tlt2=do, 

also unabhängig von q; sein. Dies heißt ins Geometrische übersetzt folgendes: 
Sind t1 und t2 reell und voneinander verschieden, so erhält man auch zwei ver
schiedene Punkte P 1,P2, die Schnittpunkte der Geraden mit dem Kreis sind. 

Nun ist t1 = P 0 P v t2 = P 0 P 2• Somit muß das Produkt dieser beiden Vektoren 
für alle Geraden denselben Wert d0 haben; wir haben schon früher gesehen, daß 
d0 als Potenz von P 0 in bezug auf den Kreis ein solches Produkt ist. Es folgt 
jetzt allgemein: 

29. Satz: Für alle Geraden des Geradenbüschels durch P 0 , die den Kreis in 

zwei Punkten P 1 und P 2 schneiden, ist das Produkt der Vektoren P 0 P1 und P 0 P 2 

konstant und gleich der Potenz von P 0 in bezugauf den Kreis. 
Um b) anzuwenden, berechnen wir die Diskriminante D der Gleichung von t: 

D =4( (x0 cos ,T+ Yo sin q;) 2 -d0). 

Das Vorzeichen von D bestimmt, ob die Wurzeln reell oder komplex sind, und 
damit auch, ob es Schnittpunkte gibt oder nicht. Ist D > 0, so spricht man von 
zwei verschiedenen reellen Schnittpunkten, für D < 0 von zwei konjugierten 
imaginären Schnittpunkten. Im ersten Falle schneidet die Gerade den Kreis 
in zwei verschiedenen Punkten, im zweiten liegt sie ganz außerhalb des Kreises. 
Im Falle D = 0 hat die Gleichung eine DoppelwurzeL Man nennt die Gerade dann 
eine Tangente, die den Kreis nicht schneidet, sondern berührt. Der Schnittpunkt 
P 1 = P 2 heißt Berührungspunkt. Man beachte, daß wir die Tangente nicht durch 
einen Grenzprozeß, sondern rein algebraisch definieren. 
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30. Satz: Eine Gerade schneidet den Kreis in zwei verschiedenen reellen Punk

ten, berührt ihn oder schneidet ihn in zwei imaginären Punkten, je nachdem D~ 0 
ist. 

Wir betrachten den Fall der Tangente noch näher und wählen dazu P0 als 
einen Kreispunkt P 1 : 

P 1 { x:xv wo xi+Yi-R2 =0 ist. 
Y-Yv 

Da die Potenz von P1 null ist, lautet die quadratische Gleichung für t: 

t 2 + 2 (x1 cos cp+ y1 sin cp) t= 0, 

und jeder Geradenpunkt ist gegeben durch: 

X= XI+ t COS (jJ, 

y=y1 +tsincp, 

(Figur 65). Die beiden Wurzeln sind jetzt stets reell: 

t1 = 0, t2=- 2 (x1 cos cp+ y1 sin cp). 

Somit erhalten wir in der Geraden dann und nur dann eine Tangente, wenn 
auch: 

t2 = 0, oder x1 cos cp+ y1 sin cp= 0 

ist. Multipliziert man somit in den Gleichungen der Geraden die erste mit Xv 
die zweite mit y1 und addiert die beiden Gleichungen, so folgt im Falle der 
Tangente: 

X1 x+y1 y=xi+Yi=R2 oder x1 x+y 1 y-R2 =0. 

31. Satz: Ist: 

p { X=Xv 
1 Y = Yv 

ein Punkt des Kreises x 2 +y2 -R2 =0, so ist: 

x1 x+y1 y-R2 =0 

die Gleichung der Tangente im Berührungspunkte P 1• 

Der Richtungskoeffizient der Tangente in P 1 ist n=-x1 (Satz 9) (y1:j:O). 
Y1 

Anderseits hat der Vektor OP1 den Richtungskoeffizienten n*=Y1 • Wegen 
-- xt --

nn*= -1 steht nach Satz 12 OP1 senkrecht auf der Tangente. Nennt manOP1 

den Berührungsradius der Tangente, so steht somit die Tangente senkrecht auf dem 
Berührungsradius, womit eine einfache Konstruktion gegeben ist. 

Wählen wir P 0 jetzt wieder ganz beliebig, aber :j: 0, so läßt sich leicht die 
Frage beantworten, wieviele Tangenten man von P0 aus an den Kreis legen 
kann. Ist P 1 mit Xv y1 als Koordinaten der Berührungspunkt einer Tangente 
von P 0 aus, somit: 
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die Gleichung der Tangente, so muß offenbar die Bedingung: 

X1Xo+ YIYo-R2=0 

erfüllt sein. Außerdem liegt P 1 auf dem Kreise, also muß: 

x~+y~-R2=0 

sein. Das Wertepaar XvY1 ist daher ein Lösungspaar der beiden Gleichungen: 

XoX+YoY-R2=0, 
x2+y2-R2=0, 

und umgekehrt ergeben alle Lösungspaare dieser beiden Gleichungen die Ko
ordinaten der Berührungspunkte von Tangenten aus P 0 an den Kreis. Die erste 
Gleichung ist in x,y linear, also wegen P 0 :j:O die Gleichung einer Geraden, die 
die Polare von P 0 als Pol heißt. Sie schneidet den Kreis in den gesuchten Be
rührungspunkten. Ihre HESSEsehe Normalform ist, falls r0 =0P0=V x~+Y~ 
der Radius vektor von P 0 ist: 

Xo Yo R R -x+-y- ·-=0. 
ro ro ro 

Somit muß sie senkrecht auf dem Radiusvektor r 0 stehen und hat denN ormal

abstand R_!!._ von 0, der =><Rist, je nachdem r0 ~Rist. Die Polare schneidet 
ro 

somit den Kreis in zwei reellen, zusammenfallenden oder imaginären Punkten, 
je nachdem der Punkt P 0 außerhalb, auf oder innerhalb des Kreises liegt; 
daher gibt es von jedem Punkt außerhalb des Kreises zwei, von jedem Punkt 
im Innern keine Tangente an den Kreis. Liegt der Punkt auf dem Kreis, so 
ist seine Tangente an den Kreis die Polare. 

Es seien zwei nicht konzentrische Kreise K 1 und K 2 mit den allgemeinen 
Gleichungen: 

gegeben. Welches sind ihre Schnittpunkte? Die Koordinaten der gemeinsamen 
Punkte müssen beide Gleichungen, also auch die beiden Gleichungen: 

(K1) =0, {K1)- (K2) =0, 

befriedigen, und umgekehrt sind alle gemeinsamen Lösungen dieser Gleichungen 
Schnittpunkte der beiden Kreise. Die zweite der Gleichungen ist aber linear: 

{K1)- {K2) :=2 (a2 -a1) x+2{b2 -b1) y+a~-a~+b~- b~-R~+R~=O. 

Da die Koeffizienten von x und y hier nur null sind, wenn a1 = a2, b1 = b2 ist, 
das heißt, wenn die Kreise konzentrisch sind, was ausgeschlossen wurde, so stellt 
uns die Gleichung stets eine Gerade dar, die die Potenzaxe der beiden Kreise 
heißt. Alle ihre Punkte haben gleiche Potenz in bezug auf beide Kreise wegen 
{K1) = {K2). Die Schnittpunkte der beiden Kreise sind identisch mit den Schnitt-
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punkten der Potenzaxe mit einem der Kreise, und da nach Satz 30 eine Gerade 
einen Kreis in zwei reellen, zusammenfallenden oder imaginären Punkten trifft, 
können auch zwei Kreise sich nur in zwei Punkten schneiden, sich berühren 
oder keine gemeinsamen Punkte haben. Im ersten Falle geht die Potenzaxe 
durch die beiden reellen Schnittpunkte (Figur 66). Zwei verschiedene konzen
trische Kreise haben keine gemeinsamen Punkte und keine Potenzaxe. Die 
projektive Geometrie sagt mit Hilfe der uneigentlichen Elemente, daß die un
endlich ferne Gerade die Potenzaxe zweierkonzentrischer Kreise sei. 

-----

Fig. 66. 

' ' \ 
\ 

Sind die Kreise nicht konzentrisch, und M 1 und M 2 ihre Mittelpunkte, 
so steht die Potenzaxe senkrecht auf der Zentralen durch M1 und M 2• Denn 
der Richtungskoeffizient der Potenzaxe ist wegen ihrer obigen Gleichung: 

und derjenige der Zentralen: 

woraus wegen n n* = -1 die Behauptung folgt. 
Drei nicht konzentrische Kreise: 

besitzen drei Potenzaxen: 

(K1)- (K2) = 0, (K2)- (K3) = 0, (K3)- (K1) = 0. 

Nach Satz 13 gehören sie, falls sie nicht parallel sind, demselben Geraden
büschel an, da 

((Kl)- (Ks))+((K2)- (K3))+((K3)- (K1)) :::0 

identisch verschwindet. Den Schnittpunkt der drei Potenzaxen nennt man das 
Potenzzentrum der drei Kreise, da dieser Punkt in bezug auf alle drei Kreise 
gleiche Potenz hat. 
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32. Satz: Die Potenzaxen dreier nicht konzentrischer Kreise schneiden sich in 
einem Punkte, dem Potenzzentrum, falls sie nicht gleiche Richtung haben. 

Mit Hilfe dieses Satzes kann man die Potenzaxe zweier Kreise, die sich 
nicht schneiden, konstruieren. Man nimmt einen beliebigen dritten Kreis, dessen 
Zentrum nicht auf der Zentralen durch M 1, M 2 liegt und der beide in je zwei 
reellen Punkten schneidet (Figur 66). Dann gehen zwei der drei Potenzaxen 
durch diese Schnittpunkte und schneiden sich im Potenzzentrum; die dritte 
geht durch das Potenzzentrum und steht senkrecht auf der Geraden durch die 
Mittelpunkte der gegebenen Kreise. 

§ 2. Die Ellipse 

Alle Punkte der Ebene, für die die Summe ihrer Entfernungen von zwei festen 
Punkten, den Brennpunkten, konstant ist, liegen auf einer Ellipse. Die Ver
bindungen eines Punktes P mit den BrennpunktenF1 undF2 (F Anfangsbuch
stabe von Focus) nennt man seine Brennstrahlen: r1=F1 P, und r2=F2 P. 
Die Entfernung 2 c > 0 der beiden Brennpunkte muß bekannt sein. Außerdem 
muß die konstante Summe r1 +r2 =2a>o gegeben sein. Wenn eine Ellipse 
existieren soll, können a und c nicht beliebig angenommen werden. Denn ist P 
ein Punkt der Ellipse, so bildet F 1F 2 P ein Dreieck, in dem die Summe von 
zwei Seiten größer als die dritte sein muß: 

F 1F 2 <F1 P+F2 P, das heißt 2c< 2a. 

Man nennt s=cfa die Exzentrizität der Ellipse. Der Name kommt daher, daß 
für e=O auch c=O ist. Die beiden Brennpunkte fallen zusammen und es ist: 
r1 =r2 =a; das heißt, diePunkte liegen auf einem Kreis vomRadiusa. Man darf 
somit den Kreis als Ausartung der Ellipse auffassen, bei der die beiden Erenn

P 

p• 
Fig.67. 

punkte zusammenfallen. e gibt in diesem Sinne ein Maß für die Abweichung 
der Ellipse vom Kreis. Für die Ellipse ist stets: 

o<s<L 

Denn auch e= 1 muß ausgeschlossen werden, da dann nur die Punkte der 
Strecke F 1F 2 der Ellipsenbedingung genügen würden. 

Wir fragen zuerst nach den Symmetrieeigenschaften der Ellipse. Ist P ein 
Punkt der Ellipse (Figur 67), und klappen wir die Ebene um die Gerade durch 
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F 1,F2 um, so geht der Punkt in seinen Spiegelpunkt P* über. Da dieser gleich 
lange Brennstrahlen wie P hat, muß er wieder ein Punkt der Ellipse sein. Un
sere Gerade ist somit Symmetrieaxe. Bei der Umklappung bleiben die Brenn
punkte unverändert. Errichten wir jetzt in der Mitte der Strecke F 1F 2, der soge
nannten Brennweite, ihre Senkrechte, so vertauschen sich bei Spiegelung um 
diese die beiden Brennpunkte und ebenso ihre Brennstrahlen. Geht P in den 
Spiegelpunkt P** über, so muß dieser wieder ein Ellipsenpunkt sein. Auch 
diese zweite Gerade muß daher Symmetrieaxe sein. 

33. Satz: Die Ellipse besitzt zwei Symmetrieaxen; die erste geht durch die 
beiden Brennpunkte, die zweite steht senkrecht zur Brennweite in ihrem Mittel
punkt. Ihr Schnittpunkt ist Symmetriemittelpunkt. 

~~------ ~-
/ r~"A~, 

,' F Jdr;: ____:st_2, 
I ·T- I 
\ I 

' I .... _ .,../ 

Fig. 68. 

Um die <<Gleichung» der Ellipse zu erhalten, müssen wir die geometrische 
Definition für die Koordinaten eines allgemeinen Punktes mittels den ge
gebenen Größen a,c ins Analytische übertragen. Am einfachsten nimmt man 
Polarkoordinaten r,cp, bei denen der Pol in einem Brennpunkt, etwa F 11 liegt, 
und die Anfangsrichtung in die Symmetrierichtung F 1 +F2 fällt. r1 =r, cp seien 
die Polarkoordinaten des allgemeinen Ellipsenpunktes P (Figur 68). Im Drei
eckF1F2P ist jede Seite bezeichnet. Außerdem ist der Winkel beiF1 entweder cp 
oder 2n-cp. Nach dem Kosinussatz der Trigonometrie muß: 

r~= (2c) 2 +r2 - 2 (2 c) r cos cp 

sein. IstPein Ellipsenpunkt, so ist r1 +r2 =2a oder r2=2a-r, woraus: 

r2 -4ar+ (2a) 2 =4c2 +r2 -4cr cos cp 

folgt. Hier hebt sich r 2 weg, und es kann durch 4 gekürzt werden: 

a2 -ar=c2 -crcos cp. 

Diese Gleichung nach r aufgelöst ergibt: 

r p 
1- e cos qJ' 

wo 
c a2-cB 

E=a' P=-a-

ist. Wegen a> c ist a 2-c2 und somit p positiv. Der Nenner kann niemals null 
werden, sondern ist wegen 1-e cos cp 2 1- e > 0 stets positiv (0 < e < 1). 
Zu jedem cp, -wo 0 ~ cp < 2 n sein muß, gehört ein und nur ein positives r, also 
ein und nur ein Ellipsenpunkt. Die Ellipse ist daher eine geschlossene, endliche 
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Kurve um F 1, und daher auch um F 2 (wegen der Symmetrieeigenschaft). Die 
gefundene Gleichung ist dann und nur dann erfüllt, wenn (2a-r1) 2 =r~, das 
heißt, auch r1 +r2 = 2a ist, da die Brennstrahlen stets positiv sind, und r1 < 2a 
ist. Dann ist aber Pein Ellipsenpunkt. r hat den größten Wert für q;=O, den 
kleinsten für q;=n. 

34. Satz: Die Gleichung der Ellipse in Polarkoordinaten lautet: 

r = 1 p , p, e positive Konstanten, 0 < e < 1, 
- s cos cp 

wo der Pol in einem Brennpunkt liegt, und die Anfangsrichtung von diesem Brenn
punkt zum andern geht. 

y 

Fig. 69. 

Will man statt der Polarkoordinaten rechtwinklige einführen, so wählt 
man zweckmäßig Symmetrieaxen als Koordinatenaxen. Denn wäre die Glei
chung der Ellipse von der Form: 

Ax2 +2Bxy+Cx2 +2Dx+2Ey+F=0, 

und 0 Symmetriemittelpunkt, so muß der Spiegelpunkt des allgemeinen Punktes 
P bezüglich 0, nämlich der diametral gegenüberliegende Punkt P* mit den 
Koordinaten- x,-ywiederein Ellipsenpunkt sein. Daher müssen auch- x,-y 
die Gleichung befriedigen, was für alle Ellipsenpunkte nur möglich ist, wenn 
D = 0, E = 0 ist. Die Gleichung enthält keine linearen Glieder, ist also verein
facht. Ist die x-Axe Symmetrieaxe, so darf sich die Gleichung bei Vertauschung 
von y mit -y nicht ändern, und es muß B= 0, E = 0 sein. Ist die y-Axe Sym
metrieaxe, so ist B= 0, D= 0. Sind daher wie oben die x-und y-Axe Symmetrie
axen, so erhält man die einfache Gleichung: 

Ax2 +Cy2+F=0. 

Dies gilt für alle Kurven mit quadratischer Gleichung und zwei Symmetrie
axen als Koordinatenaxen. 

Aus diesen Gründen wählen wir als x-Axe die Gerade durch FvF2, positiv 
gerichtet von F 1 gegen F 2 • Die y-Axe ist die zweite Symmetrieaxe (Figur 69). 
F 1 und F 2 haben die Abszissen -c und +c, und es muß für den allgemeinen 
Ellipsenpunkt P: 

r cos q; = c+x 
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sein. Setzt man dies in der oben gefundenen Gleichung: 

ein, so folgt für r= r1 : 

Man kann somit die beiden Brennstrahlen allein aus der Abszisse des Ellipsen
punktes berechnen. Nach dem Pythagoräischen Lehrsatz wird ferner: 

r~= (c+ x) 2+ y 2, 

also wegen des Wertes von ar1 : 

(a r1)2=a2(c+x) 2+ a2y2 = (a2+cx)2. 

Dies ist die Gleichung der Ellipse, da sie nur noch x,y enthält. Ausgerechnet 
kann man sie so schreiben: 

sie ist wirklich quadratisch und hat die oben vorausgesagte einfache Gestalt. 
Wir kürzen den immer positiven Ausdruck a2-c2 mit b2 ab, wob die positive 
Wurzel aus a2- c2 ist. Dann lautet die Gleichung: 

x2 yz 
b2x2 + a2y2-a 2 b2 = 0 oder~+ bl -1 = 0. 

Statt a,c treten jetzt die Konstanten a,b auf. Man kann b aus a,c und umge
kehrt c aus a,b leicht konstruieren (Figur 70), indem man um F 1 oder F 2 mit 
dem Radius a den Kreis schlägt, der die Punkte b und - b auf der y-Axe aus
schneidet; oder indem man umgekehrt aus dem Punkt b der y-Axe den Kreis 
mit dem Radius a schlägt, der auf der x-Axe die Brennpunkte ausschneidet. 

g 

Fig. 70. 

Denn b ist Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypothenuse a und 
der andern Kathete c. Als solche ist b kleiner als a. Die geometrische Bedeutung 
von a und b findet man, wenn man die Schnittpunkte der Ellipse mit den 
Koordinatenaxen berechnet. Für die x-Axe ist y=O, also genügt die Abszisse 
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des Schnittpunktes der Ellipse mit der x-Axe der Bedingung b2x2 -a2 b2 =0, 
woraus X= ±a folgt. Entsprechend ist für den Schnittpunkt mit der y-Axe 
x=O, a 2 y 2-a2 b2 =0 oder y= ±b. Somit sind ±a, ±b die Axenabschnitte 
der Ellipse. Man nennt 2a die große, 2b die kleine Axe und a die große, b die 
kleine Halbaxe der Ellipse. 

Zu jedem x kann man das zugehörige y ausrechnen. Man findet zwei Werte 

Y= ± :-va2-x2 ' 

was der Symmetrieeigenschaft der x-Axe entspricht. Damit y reell wird, muß 
x zwischen - a und + a liegen. Man kann das positive y konstruieren (Figur 71), 
indem man um 0 die Kreise mit den Radien a und b schlägt. Die zu x gehörende 

/ 
/ 

y 

'--h--
1 

Fig. 71. 

Ordinate P' R des Kreises mit dem Radiusaist ~- Diese verkürzt man 
im Verhältnis b:a, indem man den Schnittpunkt Q von OR mit dem Kreise 
vom Radius b parallel zur x-Axe verschiebt, bis er in die Ordinate von x fällt. 

Die Behandlung des Grundproblemes: Gerade und Ellipse beginnen wir mit 
dem Fall der zur y-Axe parallelen Geraden. Ist x=q deren Gleichung, so wird, 
wie wir eben sahen, 

y = ±! ya2 _ q2 

die Ordinaten der beiden Schnittpunkte ergeben, die reell sind, wenn 
- a < q < + a, zusammenfallend, wenn q= ± a, und konjugiert komplex, wenn 
q> +a oder< -a ist. Im mittleren Falle heißt die Gerade Tangente. Siebe
rührt die Ellipse in den Punkten ± a und steht senkrecht auf der x-Axe. Wir 
beschränken uns von jetzt an auf den Fall, daß die Gerade nicht parallel zur 
y-Axe ist; wir können dann die explizite Form der Gleichung der Geraden: 

y=nx+P 

für sie benutzen. Um die gemeinsamen Punkte der Ellipse mit dieser Geraden 
zu finden, setzen wir y = nx + p in der Ellipsengleichung ein: 
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oder aufgelöst und geordnet: 

(b2+n2a 2) x2+ 2np a2x+a2(p 2-b2) =0. 

Diese Gleichung ist stets quadratisch, da b 2+n2a 2 ~b2>0 ist. Darum darf 
man die Sätze a) und b) auf sie anwenden (Seite 99). Die Diskriminante D 
d~r Gleichung wird: 

D= 4( n2p2a4- (b2+ n2a2) a2 (p2- b2)) = 4a2b2 (b2+ n2a2 _ p2). 

Die Gleichung hat zwei Wurzeln Xv x2, die reell und verschieden, reell und 

gleich oder konjugiert imaginär sind, je nachdem D~ 0 ist. Für die zugehörigen 
Ordinaten wird: 

Y1 =nxl +P, Y2=nx2+P. 

Daher entsprechen den FällenD~ 0 zwei reelle, zwei zusammenfallende oder 
zwei imaginäre Schnittpunkte P 1 und P 2• Nimmt man den Fall der zur y-Axe 
parallelen Geraden hinzu, so folgt allgemein: 

35. Satz: Eine Gerade schneidet eine Ellipse stets in zwei reellen, in zwei zu
sammenfallenden oder in zwei imaginären Punkten. 

Im Falle D = 0 heißt die Gerade Tangente und der Schnittpunkt Berührungs
punkt. Sie schneidet nicht, sondern betührt. Eine Gerade y = nx +P ist also stets 
Tangente, wenn b2+n2a 2-P2=0 ist. Hat ihr Berührungspunkt P 1 = P 2 die 
Gleichungen: 

p J X=Xv 

1 I Y=Yv 

so hat x1 als Doppelwurzel der quadratischen Gleichung den Wert: 

npa2 
xl =- bZ+naaa ' 

Also wird: 
ps-naaa b2 

Y1=nx1+P= p =-:p· 

Die Relation b2+n2a 2-P2=0 hat keine einfache geometrische Bedeutung. 
Man führt daher besser statt n,p, die Koordinaten XvY1 des Berührungs
punktes ein, von denen man weiß, daß sie der Ellipsengleichung 

genügen müssen. Man kann nämlich umgekehrt aus den Ausdrücken für 
XvJileicht n,p berechnen. Es wird: 

b2 px b2x 
p = ~' also: n = - aal = - a2y~ . 
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Die Tangentenbedingung lautet jetzt in XvY1 so: 

ist also in der Tat die Ellipsengleichung für P 1• Ersetzt man n und p in der 
Tangentengleichung y = nx + P durch die erhaltenen Werte in xv Yv so folgt: 

oder mit ytfb2 erweitert und alles nach links genommen: 

Nach Definition ist dies stets eine Tangente mit dem Berührungspunkt P 1, falls 

ist. 

36. Satz: Ist P 1 mit den Koordinaten xv y1 ein Ellipsenpunkt, so ist: 

xlx + Yl)::' - 1 = 0 
a2 b2 

die Gleichung der Tangente im Berührungspunkte P 1 . 

Dieser Satz gilt auch für die beiden zur y-Axe parallelen Tangenten X= ±a, 
mit den Berührungspunkten x1 = ± a, y1 = 0. 

Im Falle D > 0 haben wir zwei reelle Schnittpunkte P 1 und P 2, deren Ab
szissen die beiden Wurzeln Xv x2 der quadratischen Gleichung sind und deren 
Ordinaten Y1 =nx1 +P,y2 =nx2 +P sind. Nach Satz a) (Seite 99) ist: 

Für die Koordinaten $,1] der Mitte M der Sehne P 1 P 2 erhält man somit nach 
Satz 10: 

$ = x1 +x2 = _ npa2 
2 b2+n2a2 ' 

n2 p a2 p b2 
1J=n$+P= -b2+n2a2 +P=b2+n2a2· 

Daraus folgt, daß das Verhältnis: 

von p unabhängig ist. Halten wir aber n fest und geben p alle möglichen Werte, 
so verschieben wir die Gerade parallel; für alle diese Geraden wird das Ver
hältnis n:$ dasselbe sein. Alle Punkte, deren Koordinaten $,1] dasselbe Ver
hältnis 'YJ: $ besitzen, liegen auf einer Geraden durch 0 mit diesem Verhältnis 
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als Richtungskoeffizient (Figur 72). Derjenige Teil einer Geraden durch 0, der 
im Innern der Ellipse liegt, heißt ein Durchmesser, die Strecke P 1 P 2 eine Sehne 
der Ellipse. Man darf daher sagen, daß die Mitten paralleler Sehnen auf einem 
Durchmesser liegen müssen. Dieser Durchmesser hat den Richtungskoeffizient: 

b2 
n*=-na2 · 

37. Satz: Die Mitten paralleler Sehnen einer Ellipse liegen auf einem Durch
messer. 

Man nennt die durch den Durchmesser festgelegte Richtung zu derjenigen 
der Geraden y = nx + p konjugiert. Gehen wir von einer Geraden mit der kon-

g 

Fig. 72. 

jugierten Richtung, also mit dem Richtungskoeffizienten n* aus, so ist ihre 
konjugierte Richtung: 

b2 
n**= ---=n 

n*a2 ' 

also wieder die ursprüngliche Richtung; das heißt: die Mitten paralleler Sehnen 
mit dem Richtungskoeffizienten n* liegen auf einem Durchmesser mit dem 
Richtungskoeffizienten n. Zu jedem Durchmesser gehört also ein zweiter mit 
der konjugierten Richtung, und er selbst hat die konjugierte Richtung zum 
zweiten. Ein Paar solcher Durchmesser heißt konjugiert. Nach dem bewiesenen 
Satz folgt: 

38. Satz: Sind zwei Durchmesser konjugiert, so halbiert jeder die zum andern 
parallelen Sehnen. 

Aus der Symmetriebetrachtung folgt, daß die große und kleine Axe eben
falls konjugierte Durchmesser sind. Für sie ist etwa n=O, n*=oo. Sie sind 
die einzigen konjugierten Durchmesser, die aufeinander senkrecht stehen. 

Denn aus nn*=-1 (Satz 12) folgt - b: =-1 oder a=b, was nur für c=O, 
a 

das heißt den Kreis, möglich ist. 
Die Tangente im Ellipsenpunkte P 1 hat die Gleichung: 

xlx + :Y!:Y - 1 = 0 
aa bB ' 
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also den Richtungskoeffizienten (y1 :j: 0) : 

b2x n= -~-1 
a2yl· 

Anderseits hat der Durchmesser durch P1 den Richtungskoeffizienten: 

Daher ist: 
b2 b2 

nn* = - ~ oder n* = -- . 
a 2 ' na 2 

Somit haben Tangente und Durchmesser konjugierte Richtung. 
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39. Satz: Die Tangente im Endpunkte eines Durchmessers hat die zum Durch
messer konjugierte Richtung. 

y 
y 

Fig. 73. Fig. 74. 

Die Tangenten in den Endpunkten von zwei konjugierten Durchmessern 
bilden ein Parallelogramm, dessen Seiten die Ellipse berühren und zu den 
konjugierten Durchmessern parallel sind (Figur 73). Man konstruiert zu einem 
gegebenen Durchmesser seinen konjugierten, indem man eine parallele Sehne 
zieht und dieselbe halbiert. Der konjugierte Durchmesser geht dann durch 
diese Mitte. 

Wir wollen jetzt noch eine Eigenschaft der Tangente im Ellipsenpunkt P 1 

mit den Koordinaten Xv y1 herleiten, die uns erklären wird, warum F 1 und F 2 

Brennpunkte heißen. Wir bringen die Gleichung der Tangente in P 1 : 

xlx + Y1Y _ 1 = 0 
a2 b2 

auf die HESSEsehe Normalform, indem wir sie durch 

dividieren : 

und berechnen nach Satz 8 die positiven Normalabstände d1 und d2 der Brenn
punkte F 1 und F 2 von ihr (Figur 74). Wegen der Koordinaten x = ±c. V= 0 
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der beiden Brennpunkte wird, da der Nullpunkt auf derselben Seite der Tan
gente wie die Brennpunkte liegt: 

d x 1 c 1 d _ cx1 +a 2 

- 1 = --.-- oder 1- wa2 wa• w' 

x 1 c 1 d d -cx1 +a 2 

-wa-2- w' 0 er 2 = --w-.0-a-;:-2-

Nun hatten wir aber für die beiden Brennstrahlen r1 und r2 von P 1 gefunden: 

Daher folgt aus den beiden Gleichungen für d1 und d2 die Proportion: 

Sind RundS die Fußpunkte der Lote von F 1 und F 2 auf die Tangente, so sind 
die Dreiecke F 1RP1 und F 2SP1 rechtwinklig bei R, respektive 5. r1 und r2 

sind ihre Hypothenusen, d1,d2 Katheten. Wegen der hergeleiteten Proportion 
müssen die Dreiecke ähnlich sein, also in allen entsprechenden Winkeln über
einstimmen. Die Tangente bildet somit mit den beiden Brennstrahlen dieselben 
Winkel oder sie halbiert den Winkel zwischen jedem Brennstrahl und der Ver
längerung des andem. 

40. Satz: Die Tangente in einem Punkt der Ellipse halbiert den Winkel, den 
der eine Brennstrahl des Punktes mit der Verlängerung des andern bildet. 

Die Senkrechte im Berührungspunkt P 1 der Tangente heißt die Normale 
der Ellipse in P 1 . Wegen Satz 40 halbiert sie den Winkel der Brennstrahlen von 
P 1 . Daraus folgt eine einfache Konstruktion von Tangente oder Normalen. 

41. Satz: Die Normale in einem Ellipsenpunkte halbiert den Winkel der bei
den Brennstrahlen des Punktes. 

Denkt man sich in einem der Brennpunkte eine Wärme- oder Lichtquelle, 
die nach allen Seiten Wärme- oder Lichtstrahlen geradlinig aussendet, und wer
den diese Strahlen in den Punkten der Ellipse vollkommen, das heißt nach dem 
physikalischen Gesetz reflektiert, so daß Einfall- und Ausfallwinkel gleich sind, 
so müssen sie sich gemäß Satz 41 im andem Brennpunkt wieder sammeln, 
da die Einfall- und Ausfallwinkel gerade bezüglich derNormalen gemessen wer
den. Dies gab Anlaß zur Wahl des Namens <<Brennpunkt». 

Wir wollen jetzt noch das Problem lösen, von einem gegebenen Punkte P 0 : 

die Tangenten an die Ellipse zu ziehen. Nehmen wir die Existenz einer solchen 
an; ihre Gleichung sei: 
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wo P 1 mit den Koordinaten XvY! ihr Berührungspunkt ist. Da sie durch P 0 

gehen soll, gilt : 

Außerdem genügt x1 , y1 der Ellipsengleichung: 

2 2 

~+.!!.-1=0 a2 b2 . 

Alle Wertepaare xv y1 sind Lösungen der beiden Gleichungen: 

Xo x + Yo y - 1 = 0 
a2 b2 ' 
x2 y2 
{l2 + b2 - 1 = 0, 

und umgekehrt müssen alle Lösungen Berührungspunkte von Tangenten aus 
P0 an die Ellipse ergeben (Satz 36). Die erste Gleichung ist linear und somit die 

Fig. 75. 

Gleichung einer Geraden, wenn P 0:j:O ist. Man nennt sie die Polare des Punktes 
P 0 , und P 0 den Pol der betreffenden Geraden. Jeder Punkt der Ebene mit Aus
nahme von 0 ist Pol einer Polare. Ist P 0 auf der Ellipse, so ist seine Polare die 
Tangente in P 0• Ist P 0 nicht auf der Ellipse, so schneidet sie die Ellipse in den 
beiden (reellen oder komplexen) Berührungspunkten der Tangenten von P0 

an die Ellipse (Figur 75). Das Problem ist damit wieder auf das Problem 
Ellipse und Gerade zurückgeführt. Für Punkte im Äußern der Ellipse wird die 
Polare die Ellipse in zwei reellen, für Punkte im Innern der Ellipse in zwei ima
ginären Punkten schneiden. Im ersten Falle gibt es zwei Tangenten, im zweiten 
keine reelle Tangente an die Ellipse. Die Polare ist aber auch im zweiten Fall 
eine reelle Gerade. Um sie zu bestimmen, nehmen wir auf der Polaren einen be
liebigen Punkt Pt an: 

p* { X=X~, 
0 y=y~, 

für den somit die Bedingung erfüllt sein muß: 

8 
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Die Polare von P~ hat die Gleichung: 

sie muß durch P 0 gehen, weil die Bedingung dafür identisch ist mit der eben 
hergeleiteten Bedingung für die Annahme, daß P~ auf der ersten Polaren liegt. 
Daraus folgt, da jede Gerade, die nicht durch 0 geht, Polare eines Pols ist: 

42. Satz: Bewegt sich ein Punkt auf einer nicht durch denNullpunktgehenden 
Geraden, so dreht sich seine Polare um den Pol der Geraden. 

y 

\ 
\ 

Fig. 76. 

Um also die Polare zu einem Punkt P 0 ::j:O im Innern der Ellipse zu zeichnen, 
zieht man durch ihn zwei Sehnen und konstruiert in deren Endpunkten die 
Tangenten, die sich in den Polen der betreffenden Sehne schneiden. Die 
Polare geht dann durch die beiden Pole. In der hökern Geometrie hat auch 0 
eine Polare, nämlich die unendlich ferne Gerade der Ebene, und jede Gerade 
durch 0 einen Pol, nämlich einen Punkt der unendlich fernen Geraden. 

Die Polaren der Brennpunkte nennt man Leitlinien oder Directrix der 
Ellipse. Für die Brennpunkte ist x0 = ±c, y0 =0 zu setzen; somit erhält man 
für ihre Polaren die Gleichungen: 

cx a2 
±-- 1 = 0 oder x = ±-. as ' c 

Um etwa die Leitlinie von F 2 zu konstruieren (Figur 76), schlägt man um 0 
den Kreis mit dem Radiusaund errichtet in F 2 die Ordinate bis zum Kreis. 
Die Tangente an den Kreis in diesem Punkte schneidet auf der x-Axe den 
Punkt x = a 2 f c aus. DerNormalabstand n eines allgemeinen Ellipsenpunktes P 
von dieser Leitlinie ist: 

a2 -cx+a2 
n=--x=----. 

c c 

Anderseits fanden wir für seinen Brennstrahl r 2 : 

ar2 = -cx+a2• 
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Daher ist die Proportion erfüllt: 

r2:n=c:a=s:1, o< s< 1. 

Das Verhältnis r2 : n ist also für jeden Ellipsenpunkt dasselbe, nämlich gleich 
der Exzentrizität der Ellipse. 

43. Satz: Das Verhältnis der Entfernungen aller Ellipsenpunkte von einem 
festen Punkt, dem Brennpunkt, und einer festen Geraden, der Leitlinie, ist konstant 
und kleiner als eins. 

Man kann beweisen, daß durch diese Eigenschaft die Ellipse umgekehrt 
definiert werden kann. 

Zum Schlusse machen wir noch auf das affine Verhältnis zwischen Kreis 
und Ellipse aufmerksam. Nimmt man die x-Axe als Affinitätsaxe, und wählt 
man als Affinitätsverhältnis die Größe bfa, so geht bei der normal-affinen Ab
bildung jeder Punkt x,y in den Punkt: 

J x' = x, 
P' , b 

IY =a-Y 

über. Nur die Punkte der x-Axe gehen hierbei in sich über. Dagegen gehen 
Gerade wieder in Gerade, Kurven in Kurven und Tangenten an eine Kurve 
wieder in Tangenten an die Bildkurve über, wobei die Berührungspunkte sich 
entsprechen. Die Gleichung des Kreises um 0 mit dem Radius a geht über in: 

a2 
x2 + y2 _ a2 = 0 ~ x'2 + b2 y'2 _ a2 = o. 

Dies ist aber die Ellipsengleichung mit den Haihaxen a, b. 
y 

Fig. 77. 

44. Satz: Die Ellipse ist das affine Bild eines Kreises mit einem Durchmesser 
als Affinitätsaxe. 

Da wir an den Kreis in jedem Punkt mit Zirkel und Lineal die Tangente 
konstruieren können, läßt sie sich auch im Bildpunkt P' der Ellipse ziehen, 
da beide durch denselben Punkt der x-Axe gehen müssen (Figur 77). 

Bei der affinen Abbildung ändern sich Flächeninhalte im Affinitätsverhält
nis. Da der Kreis mit dem Radius a den Inhalt na 2 hat, muß die Ellipse den 

Flächeninhalt _IJ__na 2=nab besitzen. 
a 
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§ 3. Die Hyperbel 

Alle Punkte der Ebene, für die die Differenz ihrer Entfernungen von zwei festen 
Punkten, den Brennpunkten, konstant ist, liegen auf einer Hyperbel. Die Ver
bindungen eines Punktes P mit den Brennpunkten F 1 undF 2 nennt man wieder 
seine Brennstrahlen r1 =F;_P, r2 =F2 P. Die Entfernung F;_F2 = 2c > 0 heißt die 
Brennweite, und die konstante Differenz der Brennstrahlen sei 2a> 0, so daß 
für Hyperbelpunkte 

r 1-r2 = ±2a 

sein muß, wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem r1~r2 ist. Er
richtet man in der Mitte der Brennweite die Senkrechte, so liegen auf der
jenigen Seite von ihr, auf der F 2 liegt, die Hyperbelpunkte mit r1>r2, auf der 
Seite von F 1 diejenigen mit r2>r1• Man erkennt daraus, daß die Hyperbel-

Fig. 78. 

punkte durch die Mittelsenkrechte getrennt werden, IstPein Hyperbelpunkt 
auf der Seite von F 2 (Figur 78), so muß im Dreieck F1 F;P: 

F1 P<F;.F;+F;P, oder r1<r2+ 2c 

sein. Da aber für unsere Punkte r 1 - r2 = + 2a ist, folgt a< c. Entsprechend 
ist für die Punkte der Seite von F 1 : 

F2 P<F;_F2+F1 P oder r2<r1 +2c, 

und da jetzt r 2-r1 =+2a ist, so gilt wieder a<c. Daher gibt es nur dann 
Punkte der Hyperbel beiderseits der Senkrechten, wenn die Exzentrizität 
s=cJa>1 ist. 

Die Symmetrieverhältnisse der Hyperbel sind genau dieselben wie bei der 
Ellipse, was man genau wie im letzten Paragraphen zeigt: 

45. Satz: Die Hyperbel besitzt zwei Symmetrieaxen; die erste geht durch die 
beiden Brennpunkte, die zweite steht senkrecht zur Brennweite in ihrem Mittel
punkt. Ihr Schnittpunkt ist Symmetriemittelpunkt. 

Die Gleichung der Hyperbel ist der Ausdruck 

r 1-r2 = ±2a, 
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falls man r1 und r2 durch die Koordinaten des allgemeinen Punktes darstellt. 
Wir legen den Pol eines Polarkoordinatensystems in den Brennpunkt Fv die 
Anfangsrichtung in die Richtung F 1 ~F2. r= r1 und rp sind die Polarkoordinaten 
des allgemeinen Hyperbelpunktes P (Figur 78). Der Kosinussatz der Trigono
metrie ergibt für das Dreieck ~F2P: 

r:= (2c) 2 +r2-2 (2c)r cos rp. 

Nun ist r-r2= ±2a oder r2=r=f 2a für jeden Hyperbelpunkt, was ein
gesetzt die Bedingung ergibt: 

r2 =f 4ar+ (2a) 2 =4c2 +r2 -4rc cos rp, 

in der sich r2 weghebt. Durch 4 gekürzt folgt: 

oder nach raufgelöst: 

r= ± p ' 
1 =f eCOS rp 

c a 2 -c2 • 
WOB= -,P=--Ist. 

a a 
Wegen der Symmetrieeigenschaften der Hyperbel (Satz 45) genügt es, wenn 
wir diese Gleichung für das obere Vorzeichen und sogar für die Punkte im 
ersten Quadranten diskutieren. Da c>a, e>1 ist, ist p stets negativ; der 
Nenner muß somit ebenfalls negativ sein, damit r gemäß seiner Definition po
sitiv wird. Für rp=O ist 1-e cos rp=1-e negativ. Läßtman rp wachsen, so 
nimmt cos rp ab; der Nenner bleibt zunächst negativ und wird für den spitzen 
Winkel IX, für den cos IX= t = -f ist, zu null. Man nennt die durch IX fest
gelegte Richtung asymptotisch und sagt, daß alle zu ihr parallelen Geraden 
asymptotische Richtung haben. Wenn rp von 0 bis IX wächst, so wächst r von 
a + c bis oo. Die Hyperbel hat somit im ersten Quadranten einen sich ins Un
endliche erstreckenden Ast. Wächst rp noch weiter als oc: bis zu f, so wird der 
Nenner positiv, also r negativ; das heißt, es liegen keine Hyperbelpunkte auf 
den zugehörigen Strahlen. Wegen der Symmetrieverhältnisse gilt dasselbe für 
die andern Quadranten. Die Hyperbel muß daher aus zwei getrennten Zwei
gen bestehen, die sich viermal ins Unendliche erstrecken. Außer IX legen auch 
n-IX, n +IX und 2 n-IX asymptotische Richtungen fest. 

46. Satz: Die Gleichung der Hyperbel in Polarkoordinaten lautet: 

r= ±P 
1 =f e cos rp' 

wo der Pol in einem Brennpunkt liegt, und die Anfangsrichtung von diesem Brenn
punkt zum andern geht; rp darf für das obere Vorzeichen die Werte zwischen 0 und IX 
oder 2 n-IX bis 2 n, für das untere Vorzeichen die Werte zwischen 0 und n- IX oder 
n+ IX und 2n durchlaufen, wo für den spitzen WinkeliXdieBeziehung: COSIX= %gilt. 

Aus denselben Gründen wie bei der Ellipse wählen wir als rechtwinklige 
Koordinatenaxen die beiden Symmetrieaxen: durch F 1 und F2 im Sinne 
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F 1 +F2 die x-Axe (Figur 79), durch die Mitte von ~F2 die y-Axe. Es folgt: 

r cos cp=c+x, 
was in der Gleichung: 

a 2=t= ar=c2 -cr cos cp 

eingesetzt, für r=r1 die Gleichung: 

±ar1 =a2 +cx, 

und entsprechend wegen r1 =r2 ±2a für r2 : 

±ar2=-a2 +cx 

ergibt. Man kann die Brennstrahlen eines Hyperbelpunktes daher wieder aus 

Fig. 79. 

x allein berechnen. Aus dem Dreieck F 1 P' P ergibt sich nach dem Pythago
räischen Satze: 

r~=(c+x) 2+y2 • 

Setzt man dies in a2 r~= (a 2+cx) 2 ein, so erhält man wie früher bei der Ellipse: 

(c2-a2) x2- a2y2-a2(c2- a2) = 0. 

Dies ist formal genau die mit -1 multiplizierte Ellipsengleichung. Wegen c > a 
ist aber jetzt c2 - a 2 positiv und gleich b2 zu setzen, wo b die positive Wurzel 
sei. Dann lautet die Hyperbelgleichung: 

x• y• 
b2x2- a2y2- a2b2 = 0, oder aa- b2- 1 = 0. 

bist die Kathete eines rechtwinkligen :Dreiecks, dessen Hypothenuse c und dessen 
andere Kathete a ist. Es kann daher b ~ a sein. Für b = a nennt man die Hyper
bel gleichseitig. Im Schnittpunkt der Hyperbel mit der x-Axe ist y=O, also 

b2 x2-a2 b2=0 oder X= ±a. 

Im Schnittpunkt mit der y-Axe ist X= 0, 

-a2y2-a2b2= 0 oder y= ±ib, i die imaginäre Einheit. 
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Man nennt daher 2a die reelle, 2b die imaginäreAxe, a die reelle, b die imaginäre 
Halbaxe der Hyperbel. Umbaus a und c zu konstruieren, errichtet man im 
Punkt A der x-Axe mit der Abszisse a die Senkrechte und schlägt um 0 im 
I. Quadranten den Kreisbogen mit dem Radius c bis zum Schnitt B mit dieser 
Senkrechten. Die Ordinate vonBist b. Das Dreieck OAB hat die Hypothenuse 
c, die Katheten a, b und bei 0 den Winkel oc, der eine der asymptotischen Rich
tungen bestimmt; es wird: 

a . b b 
COS OC = - Slll OC = - tg OC = - . 

c ' c ' a 

Im Grundproblem: Gerade und Hyperbel betrachten wir wieder zuerst die 
zur y-Axe parallelen Geraden x=q. Aus der Hyperbelgleichung ergibt sich für 
die Schnittpunkte: 

y = ± : V q2 _ a2. 

Die Schnittpunkte sind imaginär für - a< q< + a, zusammenfallend für 
q= ±a, und reell für q>a oder < -a. Im ganzen Ebenenteil zwischen den 
Geraden X= ±a liegen daher keine reellen Hyperbelpunkte. Die Geraden 
X= ±a sind Tangenten an die Hyperbel. 

Ist dagegen die Gerade nicht parallel zur y-Axe, so besitzt sie die explizite 
Gleichung: 

y=nx+p. 

Um ihre Schnittpunkte mit der Hyperbel zu finden, setzen wir y=nx+P in 
die Hyperbelgleichung ein: 

b2 x2 - a 2 (nx+P) 2 - a2 b2 = 0, 

oder ausgerechnet und geordnet: 

(b 2 -n2a 2) x 2-2a2 np x- a 2 (b2 +P2) = 0. 

Wir unterscheiden folgende Fälle: 

1. b2 - n 2 a 2 = 0. Die Gleichung reduziert sich auf eine solche ersten Grades. 
Es ist: 

b 
n= ±-a; 

der Richtungswinkel der Geraden ist oc oder :n:- oc, und die Gerade hat asympto
tische Richtung. Die Gleichung ersten Grades für die Schnittpunkte lautet: 

~2abpx-a2 (b 2 +P2)=0, oder ± 2bPx+a(b2 +P 2)=0. 

Ist P=O, so bleibt ab 2 =0, was unmöglich ist. Also haben die beiden Geraden: 

b 
y= ±-ax 

überhaupt keine Schnittpunkte mit der Hyperbel. Man nennt sie die beiden 
Asymptoten der Hyperbel. Sie gehen durch den Nullpunkt und haben eine der 
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beiden asymptotischen Richtungen. Ist dagegen P-JrO, so haben die Geraden 
mit asymptotischer Richtung genau einen reellen Schnittpunkt P 1 mit der 
Hyperbel, dessen Abszisse die Wurzel der Gleichung für x ist (Figur 79); es 
sind: 

die Gleichungen von P 1. Sie zeigen, daß xv y1 absolut um so größer werden, je 
kleiner p ist. Je näher somit die Gerad.e, und damit auch der Schnittpunkt mit 
der Hyperbel an eine der Asymptoten herankommt, um so weiter entfernt er 
sich von 0. Daraus erkennt mcrn die Eigenschaft der Asymptoten, daß sich ihr die 
Hyperbeläste immer mehr nähern, ohne sie je zu erreichen. 

2. b2-n 2a 2 -Jr0. Die Gerade hat nicht asymptotische Richtung, und die 
Gleichung für x ist quadratisch. Wir wenden daher die Sätze a) und b) an 
(Seite 99). Die Diskriminante D hat den Wert: 

und die Gerade schneidet die Hyperbel in zwei voneinander verschiedenen 
reellen Punkten, berührt sie und ist Tangente, oder schneidet sie in zwei ima-

ginären Punkten, je nachdem n?Ji. 0 ist. Somit gilt, und zwar auch für den Fall 
der zur y-Axe parallelen Geraden der 

47. Satz: Eine Gerade hat keine Punkte mit einer Hyperbel gemein, wenn sie 
eine der beiden Asymptoten ist. Sie hat einen Schnittpunkt, wenn sie asymp
totische Richtung hat, aber nicht durch den Nullpunkt geht. Hat sie nicht asymp
totische Richtung, so schneidet sie die Hyperbel in zwei verschiedenen reellen Punk
ten, berührt sie, oder schneidet sie in zwei imaginären Punkten. 

In der höhem Geometrie, die die ~meigentlichen Elemente einführt, berühren 
die Asymptoten die Hyperbel in je einem Punkte der unendlich fernen Geraden, 
und die Geraden mit asymptotischer Richtung schneiden die Hyperbel außer 
in dem endlichen Punkt noch in einem Punkte der unendlich fernen Geraden. 

Für die Geraden, die nicht asymptotische Richtung haben, wollen wir den 
Fall der Tangente noch näher betrachten. Aus der quadratischen Gleichung 
erhält man für die Koordinaten des Berührungspunktes P v da D = 0 oder 
b2 -n 2 a 2 +P 2 =0 ist: 

Wie bei der Ellipse berechnen wir aus diesen beiden Gleichungen umgekehrt 
n,p: 
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Die Bedingung für die Tangente lautet dann: 

b2 b2 _ n2a2 + p2 = ___ (b2x2 _ a2y2 _ a2b2) = 0 
a2y~ 1 1 , 
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ist somit die Bedingung dafür, daß P 1 auf der Hyperbel liegt. Die Tangenten
gleichung hat jetzt, falls man für n,p die Werte in XvY1 einsetzt, die Gestalt: 

b2 x b 2 

y = a2 y~ X - Y! , 

oder, wenn man mit y1 jb 2 erweitert, alles nach rechts nimmt und die Seiten 
vertauscht: 

Fig. 80. 

48. Satz: Ist P 1 mit den Koordinaten x1, y1 ein Hyperbelpunkt, so ist: 

die Gleichung der Tangente im Berührungspunkt P 1• 

Dieser Satz gilt auch für die beiden zur y-Axe parallelen Tangenten X= ±a. 
Im Falle D > 0 haben wir bei Geraden ohne asymptotische Richtung zwei 

verschiedene Schnittpunkte P 1 und P 2, deren Abszissen x1 und x2 die Wurzeln 
der quadratischen Gleichung sind, und deren Ordinaten durch y1 = nx1 + p und 
y2 =nx2+P gegeben sind. Nach Satz a) (Seite 99) ist: 

2a2 np 
xl + x2= b2-n2a2. 

Die Koordinaten~,?) des Mittelpunktes M der Sehne P 1 P 2 sind nach Satz 10: 

~= x1 +x2 = a2 np 
2 b 2 -n2 a 2 ' 

a2n2p p b2 
rJ=n~+P= b2-n2a2 +P= b2-n2a2. 

Daraus folgt, daß das Verhältnis: 
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von p unabhängig ist. Alle Punkte ~.r;, für die das Verhältnis r;/~ dasselbe ist, 
liegen auf einer Geraden durch 0 mit dem Richtungskoeffizient r;/~ (Figur 80). 
Eine solche heißt ein Durchmesser der Hyperbel, wobei wir zwischen reellen und 
imaginären Durchmessern unterscheiden. Die erstem liegen in denjenigen 
Ebenenteilen zwischen den Asymptoten, die die Brennpunkte enthalten, und 
schneiden die Hyperbel in zwei reellen Punkten. Der eigentliche reelle Durch
messer wird dann nur durch die Punkte zwischen den beiden Schnittpunkten 
gebildet. Die imaginären Durchmesser liegen in den beiden übrigen Ebenen
teilen zwischen den Asymptoten und haben keine reellen Schnittpunkte mit der 
Hyperbel. Halten wir n fest, lassen aberp variieren, so wird die Gerade parallel 
verschoben. Ihre Mitte M bleibt aber immer auf dem Durchmesser mit dem 
Richtungskoeffizient: 

b2 
n*=-na2 · 

49. Satz: DieMitten paralleler Sehnen derHyperbelliegen auf einem Durch
messer. 

Man nennt die Richtung des Durchmessers konJ"ugiert zur Richtung der Ge
raden. Gehen wir von einer Geraden mit der konjugierten Richtung aus, also 
mit dem Richtungskoeffizienten n*, so hat ihre konjugierte Richtung den 
Koeffizienten: 

b2 
n**=--=n 

n*a2 · 

Die konjugierte Richtung der konjugierten ist daher wieder die ursprüngliche 
Richtung, das heißt, die Mitten paralleler Sehnen mit dem Richtungskoeffi
zienten n* liegen auf einem Durchmesser mit dem Richtungskoeffizienten n. 
Zu jedem Durchmesser gehört also ein zweiter mit der konjugierten Richtung, 
wobei er selbst zum zweiten konjugiert ist. Ein Paar solcher Durchmesser 
heißen konjugiert. Aus Satz 49 folgt: 

50. Satz: Sind zwei Durchmesser konjugiert, so halbiert jeder die zum andern 
parallelen Sehnen. 

Auch die beiden Symmetrieaxen sind konjugierte Durchmesser, und zwar 
die einzigen, die aufeinander senkrecht stehen, wie man sofort sieht. Von zwei 
konjugierten Durchmessern ist stets der eine reell, der andere imaginär. Die 
Asymptoten liegen also zwischen ihnen. Denn, ist derjenige mit dem Rich
tungskoeffizient n reell, so ist nach Definition: 

b b b2 --<n< +- oder n 2 <-· a a' as 
Dann muß aber: 

sein, was die Bedingung für den imaginären Durchmesser ist. 
Die Tangente im Hyperbelpunkt P 1 hat die Gleichung: 

xlx_ Yd'-1=0 
as bs ' 



also den Richtungskoeffizienten: 

Die Hyperbel 

b1 x1 n--- a•yl. 
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Anderseits hat der (reelle) Durchmesser durch P1 den Richtungskoeffizienten: 

n*= 1!.. 
Somit ist: 

xl 

b2 b2 
nn* =- oder n* = --. 

a2 ' n a• 

Das heißt, die Tangente hat die konjugierte Richtung zum Durchmesser. 

51. Satz: Die Tangente im Endpunkt eines reellen Durchmessers hat die zum 
Durchmesser konjugierte Richtung. 

Fig. 81. 

Um die Bedeutung des Namens «Brennpunkt» zu erläutern, wollen wir über 
die Tangente im Hyperbelpunkt P 1 mit den Koordinaten XvY1 noch einen 
wichtigen Satz beweisen. Wir fällen von F 1 und F 2 die Lote mit den positiven 
Längen F 1R=d1 und F 2S=d2 auf die Tangente (Figur 81). Um diese nach 
Satz 8 zu berechnen, bringen wir die Gleichung der Tangente in P 1 : 

durch Division mit 

Vx• y• w = ___!_ + ____! 
a4 b' 

auf die HESSEsehe Normalform: 

Da F 1 die Koordinaten -c,O, F 2 die Koordinaten c,O hat, wird somit: 
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wobei das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn P 1 auf der Seite von F 2, das 
untere, wenn P 1 auf der Seite von F 1 liegt. Anderseits fanden wir für die Brenn
strahlen von P 1 : 

±ar1 = a2 +cx1 , 

±ar2=-a2+cx1 ; 

somit ergeben die Werte von d1 und d2 die Proportion: 

d1: d2=r1:r2. 

Man schließt daraus wie im Falle der Ellipse, daß die beiden Dreiecke~ RP1 

undF2SP1 ähnlich sind. Die Winkel bei P 1 sind in beiden Dreiecken gleich, und 
die Tangente halbiert den Winkel der beiden Brennstrahlen von P 1 . 

52. Satz: Die Tangente in einem Hyperbelpunkte halbiert den Winkel der 
beiden Brennstrahlen des Punktes. 

Daraus ergibt sich eine einfache Konstruktion der Tangente. Die Normale 
in P 1 halbiert den Winkel zwischen einem Brennstrahl und der Verlängerung 
des andern. Denkt man sich in einem Brennpunkt, etwa F 2, eine Licht- oder 
Wärmequelle, die nach allen Seiten geradlinige Licht- oder Wärmestrahlen 
aussendet, und werden diese Strahlen von der Hyperbel vollkommen, das heißt 
gemäß dem physikalischen Gesetz reflektiert, so daß Ein- und Ausfallwinkel 
gleich sind, so treffen sich die Rückwärtsverlängerungen der Strahlen im an
dem Brennpunkt F 1 . 

Um das Problem zu lösen, von dem gegebenen Punkt: 

p { X=X0, 
0 Y= Yo, 

die Tangenten an die Hyperbel zu legen, nehmen wir die Existenz einer solchen 
Tangente mit dem Berührungspunkt P 1 an. Ihre Gleichung ist: 

Da sie durch P0 geht, muß die Bedingung erfüllt sein: 

Außerdem muß P 1 ein Hyperbelpunkt sein: 

Alle Wertepaare xvy1 sind gemeinsame Lösungen der beiden Gleichungen: 

XoX YoY 1 _ 0 fi2---v- - ' 
x2 y2 
{i2 -/)2 -1=0, 

und umgekehrt müssen alle Lösungen dieser Gleichungen Koordinaten der 
Berührungspunkte von Tangenten an die Hyperbel von P0 aus ergeben. Die 
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erste Gleichung ist für P 0 :j:O linear, also die Gleichung einer Geraden, die die 
Polare zum Pol P0 heißt. Jeder Punkt P0:j:O besitzt eine Polare. In der höhern 
Geometrie sagt man, der Pol 0 hat als Polare die unendlich ferne Gerade. Ist 
P0 auf der Hyperbel, so ist seine Polare die Tangente in P0• Das Problem ist 
damit auf dasjenige des Schnittes der Polaren mit der Hyperbel zurückgeführt, 
das wir durch Satz 47 gelöst haben. Denn die Schnittpunkte müssen die Be
rührungspunkte der Tangenten von P0 aus sein. Die Polare hat asymptotische 

Richtung, wenn ihr Richtungskoeffizient = ±l_ ist, das heißt, wenn: 
a 

ist. Dann liegt aber P0 auf einer der Asymptoten. In diesem und nur in diesem 
Falle haben wir nur einen einfachen Schnittpunkt der Polaren mit der Hyperbel. 
In allen andern Fällen haben wir zwei reelle, zwei zusammenfallende oder zwei 

Fig. 82. 

imaginäre Schnittpunkte (Figur 82). Im ersten Falle können wir zwei reelle Tan
genten an die Hyperbel von P0 aus legen, mit den Berührungspunkten P 1 und 
P 2• Ist Pt mit den Koordinaten xt,y6 ein beliebiger Punkt der Polaren, also: 

so geht offenbar die Polare von P6: 
* .. XoX_YoY_l=Ü 
a2 b2 ' 

durch den Pol P0 , da die Bedingungsgleichung identisch ist mit der vorigen. 
Daraus folgt, da jede Gerade, die kein Durchmesser ist, Polare eines Pols ist: 

53. Satz: Bewegt sich ein Punkt auf einer nicht durch den Nullpunkt gehenden 
Geraden, so dreht sich seine Polare um den Pol der Geraden. 

In der höhern Geometrie hat jeder Durchmesser als Pol einen Punkt der un
endlich fernen Geraden. 
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Die Polaren der Brennpunkte heißen die Leitlinien oder Directrix der Hyper
bel. Für die Brennpunkte ist x0 = ±c, y0 =0. Die Gleichungen der Leitlinien 
sind deshalb: 

cx a 2 

± -- 1 = 0 oder x = ± -. 
a 2 ' c 

Um sie zu konstruieren (Figur 83), schlägt man um 0 den Kreis mit dem Ra
dius a, der die Asymptoten in den Punkten trifft, durch die die Leitlinien gehen. 

Fig. 83. 

Der positive Normalabstand n eines allgemeinen Hyperbelpunktes von einer 

der Leitlinien, etwa derjenigen für das obere Zeichen X=~. ist 
c 

as 
±n=x-- · 

c ' 

anderseits fanden wir für den Brennstrahl r 2 von P: 

wo beidemal das obere Zeichen für Punkte P der Seite von F 2, das untere für 
diejenigen der Seite von F 1 zu wählen ist. Aus den gefundenen Ausdrücken folgt: 

Das Verhältnis ist somit für alle Hyperbelpunkte dasselbe, nämlich gleich der 
Exzentrizität der Hyperbel. 

54. Satz: Das Verhältnis der Entfernungen der Hyperbelpunkte von einem 
festen Punkt, dem Brennpunkt, und einer festen Geraden, der Leitlinie, ist konstant 
und größer als eins. 

Man kann beweisen, daß durch diese Eigenschaft die Hyperbel definiert 
werden kann. 

Zum Schlusse fragen wir nach der Gleichung der Hyperbel, falls wir die 
Asymptoten als Koordinatenaxen wählen. Sie bilden ein im allgemeinen schief
winkliges System. Wir wählen die Asymptote im IV. Quadranten als positive 
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x'-Axe, und diejenige im I. Quadranten als positive y'-Axe. Sie bilden den 
Winkel 2oc miteinander, wo: 

a . b b l . 2ab cosoc = -c , s1noc = -c , tgoc =- a so sm2 oc = --
a' c2 

wird. Nur bei gleichseitigen Hyperbeln a=b ist 2oc ein rechter Winkel. Aus 
Figur 84 entnimmt man: 

x = OQ + QP' = (y' + x') cosoc = (y'+ x'): , 

y = RP- RP' = (y'- x') sin oc = (y'- x') ~ . 

g 
g' 

~ 
p 

/1 
/ I 

/ IY 
/ I 

/"'y' :p· X 

r X 

/ x' 

Fig. 84. Fig. 85. 

Man überzeugt sich, daß die Gleichungen allgemein gelten, und nicht nur für 
P im ersten Quadranten. Setzt man die Werte in der Hyperbelgleichung ein, 
so folgt: 

a2 b2 
b2 (y' + x') 2 C2- a 2 (y'- x') 2 ""CI- a 2 b2 = 0, 

oder durch 4a2 b2/c2 gekürzt und ausgerechnet: 
c2 

x'y'=-4' 

Diese Gleichung läßt sich einfach geometrisch deuten (Figur 85). Der Flä
cheninhalt des Parallelogrammes 0 P' PP" ist 

, , . 2ab , , 
x y sm2oc =~x y. 

Da aber für die Hyperbelpunkte x' y' = c2 /4 ist, so muß der Flächeninhalt für 
jeden Hyperbelpunkt denselben Wert ! ab haben. 

55. Satz: Der Flächeninhalt des Parallelogrammes zwischen den Asymptoten 
und den Parallelen durch einen Hyperbelpunkt zu den Asymptoten hat für jeden 
Hyperbelpunkt denselben Wert. 

Um die Tangentengleichung in den neuen Koordinaten zu finden, nehmen 
wir einen Hyperbelpunkt Pv dessen neue und alte Gleichungen: 

I I 
X =X1 , 

y'=y~, 
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sind. Zwischen ihnen finden die Relationen statt: 

Ersetzt man die alten Koordinaten in der Tangentengleichung: 

durch die neuen, so folgt: 

c12 ((y; + x~) ( Y1 + X 1
) - ( y~ - x~) (Y1 

- X 1
))- 1 = 0, 

oder: 

I I c2 • 
wo x1 y1 = 4 1st. 

Dies ist die Gleichung der Tangente in den neuen Koordinaten. In ihren 
Schnittpunkten Q und R mit den Asymptoten ist Y1 =0, respektive X 1 =0. 
Daher erhält man für die Axenabschnitte auf den Asymptoten (Figur 85): 

Der Flächeninhalt] des Dreiecks OQR ist: 

1- - . c1 ab 
] =-2 OQ · 0Rsm2oc = 4-,---,. 

XlYl 

Berücksichtigt man hier die Bedingung für P 1 als Hyperbelpunkt, so wird: 

]=ab. 

56. Satz: Der Flächeninhalt des Dreiecks, das die Tangente in einem Hyperbel
punkt mit den Asymptoten bildet, ist für jeden H yperbelp1mkt derselbe, nämlich 
gleich dem Produkt aus der reellen und imaginären Halbaxe der Hyperbel. 

In der Analysis nennt man deshalb die Hyperbel die Enveloppe aller Ge
raden, die mit zwei festen, sich schneidenden Geraden inhaltsgleiche Dreiecke 
bilden. 

§ 4. Die Parabel 

Wir haben in den bisherigen Paragraphen gesehen, daß die betrachteten 
Kurven eine gemeinsame Gleichung in Polarkoordinaten: 

r= p 
1- ecos rp 

besitzen. Sie stellt für e= 0 einen Kreis, für O< e< 1 eine Ellipse und für 1< e 
einen Hyperbelast dar. Es fehlt der Falle= 1, und wir fragen, welches die Kurve 
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ist, für die s= 1 gilt? Um sie zu definieren, nehmen wir die in den Sätzen 43 
und 54 erhaltenen Eigenschaften der Ellipse und Hyperbel zu Hilfe und über
tragen sie auf den Falls= 1. Man definiert die neue Kurve, die Parabel, dann so: 
Alle Punkte der Ebene, für die die Entfernungen von einem festen Punkt, dem 
Brennpunkt, und einer festen Geraden, der Leitlinie, gleich sind, liegen auf einer 
Parabel. Die Verbindung eines Punktes P mit dem Brennpunkt heißt sein 
Brennstrahl. Wir werden sehen, daß die Parabel nur eine Symmetrieaxe besitzt. 
Denn es gibt nur eine einzige Umklappung der Ebene, die den Brennpunkt und 
die Leitlinie in sich überführt, nämlich diejenige um die Senkrechte auf der Leit
linie durch den Brennpunkt. In der Tat bleiben bei dieser die Längen der 
Brennstrahlen und derNormalabstände von der Leitlinie erhalten, die Parabel 
geht also in sich über. 

Ql--------;p 

L P' F 

Fig. 86. 

Um die Gleichung der Parabel zu finden, führen wir Polarkoordinaten r, rp 
ein (Figur 86), wobei wir den Pol in den BrennpunktFund die Anfangsrichtung 
in die Symmetrieaxe, aber von der Leitlinie wegzeigend legen. Die Entfernung 
des Brennpunktes von der Leitlinie muß bekannt sein; wir bezeichnen sie mit 
P>O. Dann ist für den allgemeinen Parabelpunkt P: 

FP=QP, 

falls Q der Fußpunkt des Lotes von P auf die Leitlinie ist. F P ist der Radius --vektorr, und es istQP=LP' =P+FP'=P+r cos rp für jedes rp, das der Be-
dingung 0 < rp < 2 n genügt. Daher folgt: 

p 
r = p + r cos rp, oder r = 1 _ cos cp 

Damit ist die Gleichung der Parabel gefunden, die in der Tat die Form der 
Gleichung der Ellipse oder Hyperbel hat fürs= 1. 

57. Satz: Die Gleichung der Parabel in Polarkoordinaten lautet: 

p 
r = 1 , p > 0, 

- CUS f{J 

wo der Pol im Brennpunkt liegt und die Anfangsrichtttng in die entgegengesetzte 
Richtung des Lotes auf die Leitlinie fällt. 

9 
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Der Nenner vonristnur null für tp=O, das heißt für die Anfangsrichtung. 
Für alle übrigen Winkel ist der Nenner stets positiv; daher gibt es, da auch p 
eine (positive) Länge ist, zu jedem tp:j: 0 ein bestimmtes r. Die Parabel muß so
mit eine um den Brennpunkt herumgehende Kurve sein, die nach der Anfangs
richtung hin offen ist, das heißt sich mit zwei Armen ins Unendliche erstreckt. 

Ihre Konstruktion ist einfach, da auf jedem Kreis mit dem Radius R > ~ 
um F zwei Parabelpunkte liegen, die auf ihm durch die Parallele zur Leitlinie 
im Abstand R herausgeschnitten werden. Kennt man von einer Parabel geo
metrisch die Leitlinie, die Symmetrieaxe und außerdem die Länge p, so gibt es 
je zwei Brennpunkte mit dem Normalabstand p von der Leitlinie, die bezüglich 
der letztem symmetrisch liegen. Geht für den Beschauer die Leitlinie von unten 
nach oben, so beschränken wir uns in der Zeichnung stets auf den Fall, daß 
der Brennpunkt rechts liegt. Die beiden Fälle kann man, außer durch Um
klappung, auch durch Bewegung innerhalb der Ebene ineinander überführen. 

Gehen wir jetzt zu rechtwinkligen Koordinaten über, so legen wir die 
x-Axe in die Symmetrieaxe, mit derselben Richtung wie die Anfangsrichtung 
des Polarkoordinatensystems. Damit werden in der allgemeinen Gleichung 
zweiten Grades: 

Ax2+ 2Bxy+ Cy2+ 2Dx+ 2Ey+F = 0 

schon B=O, E=O. Dagegen kann jetzt allgemein nicht mehr D zu null ge
macht werden. Um dafür F = 0 zu machen, legen wir den Nullpunkt nicht in 
den Fußpunkt L des Lotes von F auf die Leitlinie, sondern in die Mitte dieses 
Lotes. Da dieser Punkt gleichweit von F und der Leitlinie entfernt ist, ist er 

g 

Fig. 87. 

der Schnitt der Parabel mit der x-Axe. Da x=O, y=O jetzt ein Punkt der 
Parabel ist, wird wirklich F = 0. Der gewählte Punkt 0 heißt der Scheitet der 

Parabel. Der Brennpunkt hat die Koordinaten t• 0. Für den allgemeinen Para

belpunkt Pwirdnach der Vektorrechnung rcos tp= x- ~(Figur 87). Setzt man 

dies in r = p + r cos tp ein, so folgt: 

r= ~ + x. 
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Den Brennstrahl können wir durch x allein berechnen. Jetzt muß noch r durch 
x, y ausgedrückt werden. Der Pythagoräische Lehrsatz ergibt für das Dreieck 
FP'P: 

also muß: 

oder ausgerechnet: 
y2=2Px 

sein, womit die Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten gefunden ist. Man 
sieht, daß in der allgemeinen Gleichung zweiten Grades nicht nur B, E, F, son
dern auch A null ist. 

Die Durchführung des Grundproblemes: Gerade und Parabel beginnen wir 
wieder mit den Parallelen zur y-Axe: x=q. Für ihre Schnittpunkte mit der 
Parabel muß: 

sein. Wir erhalten zwei reelle verschiedene Schnittpunkte für q > 0, die Tan
gente in 0 für q=O und zwei imaginäre Schnittpunkte für q<O. 

Ist die Gerade nicht parallel zur y-Axe, so darf man ihre Gleichung in der 
expliziten Form : 

y=nx+q 

annehmen, wo jetzt der Axenabschnitt auf der y-Axe mit q bezeichnet wird, 
da über p schon verfügt ist. Für die Schnittpunkte P mit der Parabel gilt 
die Bedingungsgleichung: 

(nx+q) 2=2px, oder n 2 x 2 -2(p-nq)x+q2 =0. 

Wir unterscheiden die Fälle: 
1. n=O. Die Gerade ist parallel zur x-Axe, das heißt zur Symmetrieaxe; 

die Bedingungsgleichung lautet: 
2px-q2=0, 

2 

woraus sich, dap:j::Oist, eine und nur eine Wurzel x=x1 = ip ergibt. Man sagt, 

alle Geraden mit dem Richtungskoeffizient n= 0 haben asymptotische Richtung. 
Sie besitzen einen einzigen Schnittpunkt P 1 : 

mit der Parabel. 
2. n:j::O. Die Gerade hat nicht asymptotische Richtung, und die Bedingungs

gleichung für x ist quadratisch. Ihre Diskriminante D hat den Wert: 

D=4 ((p-n q)2-n2 q2) = 4p (p- 2nq). 
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Im Falle D > 0 haben wir zwei reelle Schnittpunkte P 1 und P 2• Für D = 0 ist 
die Gerade Tangente an die Parabel, und ihr Schnittpunkt heißt der Berührungs
punkt P1 . Eine Gerade ist also stets Tangente, wenn p-2nq=0 ist. Im Falle 
D < 0 sind beide Schnittpunkte imaginär. Somit gilt, und zwar auch im Falle 
der zur y-Axe parallelen Geraden, der: 

58. Satz: Eine Gerade schneidet die Parabel in einem Punkte, wenn sie asymp
totische Richtung hat. Hat sie nicht asymptotische Richtung, so schneidet sie die 
Parabel in zwei verschiedenen reellen Punkten, berührt sie oder schneidet sie in 
zwei im(.lginären Punkten. 

In der hökern Geometrie, die die uneigentlichen Elemente einführt, sagt man, 
daß die Geraden mit asymptotischer Richtung die Parabel noch in ihrem 
Schnittpunkt mit der unendlich fernen Geraden schneiden. 

Ist die Gerade Tangente, also p = 2 n q, und P 1 mit den Koordinaten x1, y1 

ihr Berührungspunkt, so ergibt die quadratische Gleichung für x1 die Doppel
wurzel: 

somit: 

p-nq q 
xl = --ri2 =n:· 

Yl =nx1 +q=2q. 

Wie früher berechnen wir umgekehrt n, q aus Xv y1 : 

Die Bedingung p = 2 n q lautet jetzt: 
2 

P = 2Y' oder y~ = 2p Xv 
xl 

ist also die Parabelgleichung für P 1 . Die Gleichung der Tangente wird: 

oder mit y1 erweitert und 2Px1 für yf gesetzt: 

59. Satz: Ist P 1 mit den Koordinaten xv y1 ein Parabelpunkt, so ist: 

die Gleichung der Tangente im Berührungspunkt P 1• 

Dieser Satz gilt auch für die zur y-Axe parallele Tangente X= 0 im Scheitel 
als Berührungspunkt. Man kann die Tangente leicht konstruieren; denn ihr 
Axenabschnitt auf der x-Axe ist: x=-x1 (für y=O). Spiegelt mansomit x1 
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an 0, so erhält man den Schnittpunkt der x-Axe mit der Tangente in P1 

(Figur 88). Der Axenabschnitt auf der y-Axe ist q= ~~. kann also ebenfalls so
fort konstruiert werden. 

Im Falle D > 0, n:fO, haben wir die beiden verschiedenen reellen Schnitt
punkte: 

p { X=X1 , 
1 Y= Y1, 

p { X=X2 , 
2 Y= Y2 • 

und xv x2 sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

n 2 x 2 -2(p-nq)x+q2 =0, n:fO; 

Fig. 88. 

daher muß nach Satz a) (Seite 99): 

+ 2(p-nq) 
xl x2= na 

sein. Sind ;,'fJ die Koordinaten des Mittelpunktes M der Sehne P 1 P 2, so ist 
nach Satz 10: 

'fJ ist von q unabhängig. Verschiebt man somit die Gerade parallel, so bleibt 
n und daher auch 'fJ unverändert. M kann sich nur auf einer Parallelen zur 
x-Axe bewegen. Wir wollen den Teil dieser Geraden von ihrem Schnittpunkt 
mit der Parabel nach rechts (das heißt nach der Richtung der x-Axe) einen 
Durchmesser der Parabel nennen. Ein Durchmesser hat somit stets asympto
tischeRichtung. Dies gilt auch für 'f/=0, n=oo, das heißt für die Parallelen 
zur y-Axe: 

60. Satz: Die Mitten parallelerSehnen einer Parabelliegen auf einem Durck
messer. 

Ist umgekehrt y= 'fJ= ~ :fO die Gleichung eines Durchmessers, dessen (ein-

ziger) Schnittpunkt mit der Parabel die Abszisse x* hat, so ist: 

'fJY=P(x+x*), 'fJ=F 0, 
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die Gleichung der Tangente an die Parabel in diesem Punkte. Ihr Richtungs

koeffizient istE=n, somit der gleiche wie derjenige der Sehnen, die von dem 
1] 

Durchmesser halbiert werden. Die Tangente ist also parallel zu diesen Sehnen. 

61. Satz: Die Tangente im Endpunkt eines Durchmessers ist parallel zu den 
Sehnen, die er halbiert. 

Auch dieser Satz gilt im Falle 1]= 0. 
Da man die Tangente in dem Endpunkte eines Durchmessers konstruieren 

kann, kann man auch zu jedem gegebenen Durchmesser die Sehnen konstru
ieren, die er halbiert. 

y 

I 
I 
I 
I 
1Y1 
I 

~~-T~~~~~'~----~X 

Fig. 89. 

Ohne Rechnung, allein aus Figur 89, läßt sich über die Tangente ein wich
tiger Satz beweisen. Ist P 1 mit den Koordinaten Xv y1 ein allgemeiner Parabel
punkt, so ist nach Definition r=FP1 =QPv das Dreieck FP1 Q also gleich
schenklig. Seine Basis FQ trifft die y-Axe im Punkte R mit der Ordinate 
y1 f2, da OR:LQ=OF:LF= 1:2 ist. Ebenso ist RF: QF= 1: 2; daher ist R die 
Mitte von FQ. Da die Tangente in P 1 ebenfalls durch den Punkt R mit der 
Ordinate y1 /2 gehen muß, fällt RP1 mit ihr zusammen. Nun ist RP1 im gleich
schenkligen Dreieck F P1 Q die Verbindungsstrecke der Mitte der Basis mit der 
Spitze, steht somit senkrecht auf der Basis FQ und halbiert den Winkel an der 
Spitze P 1. Letzteres gibt den 

62. Satz: Die Tangente in einem Parabelpunkte P 1 halbiert den Winkel, den 
der Brennstrahl von P 1 mit dessen Normalabstand von der Leitlinie bildet. 

Die Normale in P 1 halbiert daher den Winkel, den der Brennstrahl von 
P 1 mit dem Durchmesser in P 1 bildet. Liegt somit in Feine Licht- oder Wärme
quelle, die nach allen Seiten geradlinige Strahlen aussendet, und ist die Parabel 
vollkommen, das heißt nach den physikalischen Gesetzen reflektierend, so daß 
Ein- und Ausfallwinkel gleich sind, so werden sämtliche Strahlen durch die 
Parabel in parallele Strahlen reflektiert. Umgekehrt, wenn zur Symmetrieaxe 
parallele einfallende Licht- oder Wärmestrahlen durch die Parabel vollkommen 
reflektiert werden, so sammeln sie sich im Brennpunkt. 
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p { X=X0 , 
0 Y=Yo• 
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gegeben, und sucht man alle Tangenten, die man von P 0 an die Parabellegen 
kann, so nehmen wir an, es existiere eine solche mit dem Berührungspunkt: 

Die Gleichung der Tangente ist: 

Y1Y=P(x+x1), 

und da sie durch P 0 geht, muß: 

Y1Yo=P (xo+ xl) 

erfüllt sein. Außerdem liegt P 1 auf der Parabel, woraus: 

Y~=2Pxl 

folgt. Die Koordinaten xl> y1 sind daher eine gemeinsame Lösung der beiden 
Gleichungen: 

YoY=P(x+x0), 

y2 =2px. 

Umgekehrt ergibt jedes Lösungspaar der beiden Bedingungsgleichungen die 
Koordinaten des Berührungspunktes einer Tangente von P 0 aus. Die erste Be
dingungsgleichung ist linear, also die Gleichung einer Geraden, die man die 
Polare zum Pol P 0 nennt. Auf ihr liegen alle Berühnmgspunkte (Figur 90). 

I 

Fig. 90. 

Damit ist das Problem auf das schon gelöste zurückgeführt, den Schnitt der 
Polaren mit der Parabel zu bestimmen. Ist P 0 ein Parabelpunkt, so ist seine 
Polare die Tangente in P 0• Die Polare hat für keinen Punkt asymptotische 
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Richtung. Also schneidet sie die Parabel stets in zwei verschiedenen reellen 
Punkten, berührt sie, oder schneidet sie in zwei imaginären Punkten. Man 
überzeugt sich leicht, daß der erste Fall eintritt, \\enn P0 im Äußern der 
Parabel liegt, das heißt in dem Ebenen teil, der F nicht enthält; der letzte tritt 
für die Punkte im Innern der Parabel ein, das heißt in dem Ebenenteil, der 
F enthält. Ist Pt ein Punkt der Polaren von P 0 , also: 

YoYS =P (x<f + Xo), 

wo x~ yt die Koordinaten von Pt sind, so ist: 

die Gleichung der Polaren von P~. Diese geht aber durch P0 , da die Bedingung 
hierfür identisch ist mit der Bedingung, daß Pt auf der Polaren von P 0 liegt. 
Daraus folgt: 

63. Satz: Durchläuft ein Punkt eine zur S ymmetrieaxe der Parabel nicht 
parallele Gerade, so dreht sich seine Polare um den Pol der Geraden. 

In der Tat sieht man sofort, daß jede nicht zur x-Axe parallele Gerade 
Polare eines bestimmten Punktes als Pol ist. In der höhern Geometrie haben die 
zur x-Axe parallelen Geraden einen Punkt der unendlich fernen Geraden als Pol. 

§ 5. Die all~emeine Gleichun~ zweiten Grades 

Wir können jetzt das Hauptproblem dieses Kapitels lösen: Welches sind alte 
Kurven, die durch die allgemeine Gleichung: 

dargestellt werden? Nach den bisherigen Resultaten müssen sich unter ihnen 
jedenfalls Kreise, Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln finden. Das Ziel ist, zu 
beweisen, daß es keine weiteren mehr gibt. 

Die Methode zum Beweise dieses Satzes findet sich in der Berücksichtigung 
der Tatsache, daß die Gleichungen der genannten Kurven bisher stets auf 
Symmetrieaxen als Koordinatenaxen bezogen wurden. Hätten wir ein be
liebiges Koordinatensystem zu Grunde gelegt, so wären die Gleichungen auch 
viel komplizierter ausgefallen. Irgend zwei Koordinatensysteme hängen mit
einander durch die Koordinatentransformationsgleichungen zusammen. Falls 
unser Satz richtig ist, müssen wir daher umgekehrt aus der allgemeinen Glei
chung durch Anwendung von Transformationsgleichungen rückwärts die ein
faehern Gleichungen, die auf Symmetrieaxen bezogen sind, finden können. Dies 
haben wir im einzelnen durchzuführen. 

Wir haben früher gesehen, daß der Nullpunkt dann und nur dann Sym
metriemittelpunkt ist, wenn bei Vertauschung von x, y mit - x,- y die Glei-
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chung der Kurve ungeändert bleibt, wenn also D = E = 0 ist. Wir versuchen da
her, ob wir nicht durch eine passende Translation: 

x'=x-a, . x=x'+a, 
, b respektive 

)' =)'- ' y=y'+b, 

wobei a,b, die Koordinaten des neuen Nullpunktes 0', noch zu wählen sind, 
erreichen können, daß die Koeffizienten von x', y' in der neuen Gleichung null 
sind. Nun wird: 

f(x,y) =f(x' +a,y' +b) =A (x' +a) 2+2B(x' +a)(y' +b) +C(y' +b) 2 + 

+2D(x' +a) +2E(y' +b)+F=O, 
oder geordnet : 

f(x,y) =:=Ax' 2+2Bx' y' +Cy' 2+2(Aa+ Bb+D) x' +2(Ba+Cb+E) y' + 
+ f(a,b) =0. 

Soll somit 0' Symmetriemittelpunkt sein, so muß: 

Aa+Bb+D=O, 

Ba+Cb+E=O, 

werden. Wir müssen die beiden Fälle unterscheiden: 

I. AC- B 2:j:O. Die Größe AC- B 2 ist algebraisch die Determinante LI: 

des Systems der beiden linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten a,b. Eli
miniert man b respektive a aus den Gleichungen, so folgt: 

Lla= EB-DC, 

Llb=-EA+DB. 

Wir erhalten somit im Falle LI :j:O eine und nur eine Lösung a, b, für die die 
Gleichung der Kurve im neuen Koordinatensystem lautet: 

Ax' 2+2Bx' y' + Cy' 2 =L, L=-f(a,b). 

Wir nennen sie die Mittelpunktsgleichttng der Kurve, da 0' jetzt ihr Sym
metriemittelpunkt ist. Im Falle I besitzt die Kurve somit stets einen solchen. 
Ist B=O, so sind auch die x'- und y'-Axe Symmetrieaxen. Ist B:j:O, so ver
suchen wir, ob durch Drehung des Koordinatensystems um den Winkel cp, wo 
0 < cp < 2 n sein muß, nicht erreicht werden kann, daß in der Gleichung be
züglich des gedrehten Systems B= 0 wird. Sind x", y" die neuen Axen, so lau
ten die Transformationsgleichungen der Drehung um cp (Figur 91): 

x" = x' cos cp+ y' sin cp, k . x' = x"cos cp- y" sin cp, 
respe tlve 

y" =- x' sin cp+ y' coscp, y' = x" sin cp + y" coscp. 
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Die Mittelpunktsgleichung hat für x", y" die Gestalt: 

wo: 
A' x" 2 + 2 B' x" y" + C' y" 2=L, 

A'= A cos2 tp+2Bcostp sintp+Csin2 tp, 

B' =- A cos tp sin tp + B (cos2 tp- sin 2 tp) + C cos tp sin tp, 

C' = A sin 2 tp- 2B costp sin tp+ C cos2 tp 

y g" 
y' 

Fig. 91. 

ist. Damit B' = 0 wird, muß daher tp so gewählt werden, daß: 

-(A-C) costp sin tp+ B (cos2 tp- sin 2 tp) = 0 

wird. Um tp hieraus zu berechnen, erweitern wir mit 2 und führen den doppelten 
Winkel 2 tp ein: 

-(A-C) sin 2tp+ 2B cos 2tp=O, 
woraus: 

2B 
tg 2 tp= A-C 

folgt. Diese Formelgilt auch für A=C, da dann cos 2tp=O sein muß. In jedem 

Fall ist, da B:j:O ist, 2tp zwischen 0 und n, also tp zwischen 0 und i bestimmt. 

Die Gleichung der Kurve, bezogen auf das x" y"-Koordinatensystem, lautet 
jetzt: 

Nun gilt, wie eine elementare Ausrechnung zeigt, für einen beliebigen Winkel tp 

die Identität: 

Speziell wird für den Winkel tp, der B' = 0 bewirkt: 

A'C'=AC-B2 :j:O. 

Daher sind A' und C' nicht nullfür den betreffenden Winkel tp. Dieses Resultat 
ergibt für die Diskussion nur folgende Unterfälle: 
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1. L = 0. Die Gleichung der Kurve lautet: 

woraus sich zwei Lösungen: 

Y"- ± -v A' " - - C'x , 

ergeben, die die Gleichungen von zwei durch 0 1 gehenden Geraden sind. Sie 
sind dann und nur dann reell, wenn A 1 C'<O ist (Figur 92). Unsere Kurve be
steht somit aus zwei sich schneidenden Geraden, die im Falle A 1 C' < 0 reell, im 
Falle A 1 C1> 0 konjugiert imaginär sind. In letzterm Falle gibt es nur den 
einen reellen Punkt x" = 0, y" = 0, der die Kurvengleichung befriedigt. 

y" y' 

"' y I 
I 
I 

Fig, 92. 

y" 
y ~ 

I 
\ 

2. L:j:O. Man schreibt die Gleichung in der Form: 

AI x"2 C' y"2 
-L-+-L--1=0. 

Ist: 

y' 

Fig. 93. 

x" 
~" 

a) A 1 C'>O, so besitzen A 1 und C1 gleiches Vorzeichen. Haben beide das 
entgegengesetzte Vorzeichen von L, so gibt es keine reellen Punkte, die der 
Gleichung genügen. Haben aber beide das Vorzeichen von L, so erhält man 
eine Ellipsengleichung, deren Halbaxen a,b durch: 

A' 1 C' 1 

gegeben sind (Figur 93). Im speziellen kann die Gleichung, wenn a = b ist, 
eine Kreisgleichung sein. Faßt man die erste Möglichkeit als eine imaginäre 
Ellipse oder einen imaginären Kreis auf, so kann man sagen, daß im Falle 
A 1 C'> 0 die Kurve stets eine Ellipse (inklusive Kreis) ist. Ist aber 

b) A 1 C1<0, so besitzen A 1 und C' verschiedenesVorzeichen. Man setzt: 
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wobei das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn A 1 und L gleiches Vorzeichen 
haben, das untere, wenn sie verschiedenes Vorzeichen haben. Dann lautet die 
Gleichung der Kurve: 

x'1 2 y"2 
±7=r=v-1=o. 

Sie stellt uns stets eine Hyperbel dar mit den Haihaxen a,b. a ist die reelle 
Haihaxe bei dem obem, und die imaginäre Haihaxe bei dem untern Vorzeichen. 

Damit sind alle Möglichkeiten erschöpft, und wir sehen zusammenfassend, 
daß im Fall I fürA 1 C1 =AC-B2>0 als reelleKurven eine Ellipse (inklusive 
Kreis), für A 1 C1 =AC-B2<0 eine Hyperbel (inklusive zwei sich schneidende 
Geraden) erhalten werden. 

II. AC-B2 =0. In diesem Falle lassen sich a,b nicht eindeutig aus den 
beiden Gleichungen berechnen. Die Kurve hat keinen oder unendlich viele 
Symmetriemittelpunkte. Wir versuchen jetzt, falls B:fO ist, statt durch Trans
lation, durch Drehung des xy-Koordinatensystems die allgemeine Gleichung 
zweiten Grades zu vereinfachen. Setzen wir die Transformationsgleichungen 
der Drehung um ({!: 

X= X1 cos ({!- Y1 sin ({!, 
y= X1 sin ({!+ Y1 cos ({!, 

in der allgemeinen Gleichung ein, so nimmt sie die Gestalt an: 

f(x,y) =:A 1 X12+2B1 X1 Y1 +C1y12+2D1 X1 +2E1 y 1 +F=O, 

wo A 1,B1,C' genau die Abkürzungen des Falles I (Seite 138) und: 

D 1 = D cos ({J+E sin ({!, 
E 1 = -D sin ({J+E cos ({!, 

sind. Wir fragen, ob wir({! nicht so wählen können, daß B 1 = 0 wird? Dies hat den 
Vorteil, daß wegen unserer frühem Identität: 

A 1 C1 -B12 =:A C -B2 

auch A 1 C1 - B 12, also A 1 oder C' null sein müssen, so daß unsere allgemeine 
Gleichung bedeutend vereinfacht wird. Die Gleichung B 1 = 0 oder: 

-(A-C) COS({J sin({J+B {cos2 ({J-sin 2 ({!) =0 

dividieren wir durch cos2 ({! und erhalten: 

-(A-C) tg ({! +B{1-tg2 ({!)=0, oder B tg2 ({!+(A-C) tg ({J-B=O. 

Die Diskriminante LI der quadratischen Gleichung in tg ({! ist, da AC= B 2 sein 
muß: 

Somit erhalten wir die beiden Wurzeln: 

t _- (A -C)±(A +C) 
g({J- 2B ' 
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das heisst: 
A C 

tg rp = - Bund tg rp = B , B :j: 0. 

Nehmen wir etwa die erste Wurzel, setzen also: 

A 
tg rp = - B , B :j: 0, 

so ist damit ein fester Winkel rp gegeben, der den Bedingungen O< rp <n und 

rp :j: ; genügt. Für denselben wird auch A' = 0, da wegen AC= B 2 : 

A' = A cos2 rp+ 2 B cos rp sin rp+ C sin2 rp= cos2rp (A + 2B tg rp+ C tg2rp) 

= cos 2 rp ( A - 2 B ~ + C ~ :) = 0 

wird. Die allgemeine Gleichung in bezugauf das gedrehte x' y'-System lautet 
jetzt: 

C' y' 2 +2D' x' +2E' y' +F=O. 

Ist schon B = 0, so ist A oder C null. Im ersten Fall hat die Gleichung dasselbe 
Aussehen in bezug auf das xy-Koordinatensystem. Im zweiten Fall muß die 
Rolle von x und y vertauscht werden. Wir dürfen daher in jedem Falle die Glei
chung in der erhaltenen Form annehmen. Die Diskussion ergibt die Unterfälle: 

1. C' = 0. Die Gleichung ist linear und stellt eine Gerade dar. Wir schließen 
diesen Fall aus. 

2. C' :j:O. Wir dividieren die Gleichung durch C' und schreiben: 

y' 2 + 2 dx' + 2e y' + f=O. 

Dies ergibt folgende Unterfälle: 
a) d=O. Die Gleichung enthält x' nicht und ergibt für y' zwei Wurzeln: 

y' =- e ±ye2 - f. 
y 

Fig. 94. 

Sind beide reell und verschieden, so stellen uns die beiden Gleichungen zwei 
zur x'-Axe parallele Geraden dar (Figur 94). Sind die Wurzeln gleich, also 
e2 = f, so erhalten wir eine zur x'-Axe parallele und doppelt zu zählende Gerade. 
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Sind die beiden Wurzeln konjugiert komplex, so erhalten wir zwei konjugiert 
imaginäre Geraden. 

b) d:j:O. Wir machen die Translation (Figur 95): 

" , e2-f x'-x"+ez-1 
X =X-2fi, - 2d, 

y" = y' + e, y' = y"- e. 

Fig. 95. 

Der neue Koordinatenanfangspunkt 0' hat die Gleichungen: 

O' I x: = e;~t, 
y =-e, 

und die Gleichung der Kurve in bezug auf das x" y" -Axensystem lautet: 

y"2=-2dx", d:j:O. 

Dies ist eine Parabel mit dem Parameter P=-d. Je nachdem d negativ oder 
positiv ist, liegt die Parabel auf der Seite der positiven oder negativen x"-Axe. 

Damit sind alle Möglichkeiten erschöpft, und wir erhalten im Falle II stets 
eine Parabel oder zwei parallele (oder zusammenfallende) Geraden. Letztere 
besitzen unendlich viele Symmetriemittelpunkte, nämlich alle Punkte, die 
entgegengesetzt gleichen Abstand von den beiden Geraden haben und somit 
selbst auf einer Geraden liegen. 

Wir fassen die beiden Fälle durch den Hauptsatz zusammen: 
VI. Hauptsatz: Die allgemeine quadratische Gleichung: 

f(x,y) ::Ax2+2B xy+Cy2+2Dx+2Ey+F=O 

stellt eine Ellipse (inklusive Kreis) dar, falls AC- B 2> 0 ist; eine Parabel, wenn 
AC- B 2 =0 ist, und eine Hyperbel, wennA C -B2<0 ist. Dabei kann die Parabel 
in zwei parallele oder zusammenfallende Geraden, die Hyperbel in zwei sich 
schneidende reelle oder konjugiert imaginäre Geraden ausarten, und außerdem sind 
imaginäre Ellipsen oder Kreise und imaginäre parallele Geraden möglich. 

Bekanntlich bezeichnet man die im VI. Hauptsatz genannten Kurven als 
Kegelschnitte und ihre A usartungen. Zwischen diesen und den Gleichungen zwei
ten Grades besteht daher eine umkehrbar eindeutige Beziehung. Damit ist das 
Ziel dieses Kapitels erreicht. 
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Kapitel IV. 

DIE RAUMFLÄCHEN ZWEITEN GRADES 

Die Fragestellung, die wir im III. Kapitel in der Ebene behandelt haben, 
wollen wir in diesem Kapitel auf den Raum übertragen. Im II. Kapitel sahen 
wir, daß zwischen den linearen Gleichungen von drei Variablen und den Ebenen 
im Raum eine umkehrbar eindeutige Beziehung besteht. Welches sind alle 
Raumflächen, die durch die nächst kompliziertere Gleichung, nämlich die 
quadratische Gleichung von drei Variablen: 

f(x,y,z) :=Ax2 + By2 +Cz2 +2Dxy+ 2Exz+ 2Fyz+ 2Gx+2Hy+ 2fz+K =0 

dargestellt werden? In den nächsten Paragraphen werden wir Typen von sol
chen Flächen besprechen, die eine quadratische Gleichung besitzen. Das Ziel 
ist, zu beweisen, daß damit alle Flächen zweiten Grades erhalten sind. Wir 
werden diese Umkehrung allerdings wegen der vielen auftretenden Unterfälle 
nicht mehr beweisen, sondern nur noch aussprechen. Man führt den Beweis mit 
denselben Methoden wie im ebenen Falle, indem man durch Koordinatentrans
formation die allgemeine Gleichung auf diejenigen einfachen Fälle zurückführt, 
bei denen Koordinatenebenen zu Symmetrieebenen werden. 

§ 1. Die Zylinderfläche zweiten Grades 

Wir stellen die Zylinderflächen an die Spitze, weil wir über sie einen Satz 
beweisen werden, den wir in den folgenden Paragraphen ständig benutzen 
müssen. Wir nehmen an, in der allgemeinen quadratischen Gleichung von drei 
Variablen fehle die eine Variable, etwa z. Sie hat somit die gleiche Gestalt wie 
die im letzten Paragraphen des III. Kapitels betrachtete Gleichung: 

f(x,y) :=Ax2 +2Bxy+Cy2 +2Dx+2Ey+F=O, 

und stellt nach Hauptsatz VI. in der xy-Koordinatenebene unseres Raum
koordinatensystems einen Kegelschnitt oder dessen Ausartungen dar (Figur 96). 
Errichten wir in jedem seiner Punkte die Gerade parallel zur z-Axe oder senk
recht auf der xy-Ebene, so besitzen alle Punkte dieser Senkrechten einen Punkt 
des Kegelschnittes als Normalprojektion auf die xy-Ebene. Darum befriedigen 
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die Koordinaten dieser Punkte die Gleichung f (x, y) = 0. Andere Punkte des 
Raumes können dagegen die Gleichung nicht befriedigen; denn ihre Projek
tionen auf die xy-Ebenewürden nicht in den Kegelschnitt fallen. Daraus er
kennen wir, daß sich die Zylinderfläche aus einer unendlichen Schar von Ge
raden zusammensetzt, die alle parallel sind und auf einer zu ihnen senkrechten 
Ebene einen Kegelschnitt (oder die Ausartung eines solchen) ausschneiden. 
Man sagt, die Fläche entsteht durch Parallelverschiebung einer Geraden. 
Sie ist eine Regelfläche, und zwar eine spezielle Regelfläche, weil die Be
wegung nicht allgemein ist, sondern die Gerade stets parallel zu der vorher
gehenden Lage bleibt. Jede durch Parallelverschiebung einer Geraden erhal
tene Regelfläche heißt eine Zylinderfläche. Wegen der zweiten Eigenschaft, 
daß die Geraden auf einer zu den Geraden senkrechten Ebene einen Kegel
schnitt herausstechen, nennt man unsere Zylinderfläche vom zweiten Grade. 

/ p 
' 

z 

Fig. 96. 

Die Geraden der Zylinderfläche heißen die Erzeugenden des Zylinders. Jede zu 
den Erzeugenden senkrechte Ebene ist Symmetrieebene des Zylinders. Neben 
diesen unendlich vielen Symmetrieebenen besitzt die Zylinderfläche noch 
Symmetrieebenen, die durch die Symmetrien des Kegelschnittes bedingt sind. 
Zum Beispiel nennt man die Fläche: 

einen Kreiszylinder, und alle durch die z-Axe gehenden Ebenen sind hier Sym
metrieebenen. 

Um allgemein Flächen zu studieren, werden wir sie mit Ebenen schneiden, 
die parallel zu einer Koordinatenebene sind, und hierauf die Schnittkurven 
diskutieren. Aus letztem kann man die Fläche wieder zusammensetzen. Bei den 
Zylinderflächen kommen in erster Linie die Schnitte parallel zur xy-Ebene in 
Frage. Alle diese Schnittkurven müssen mit dem Kegelschnitt in der xy-Ebene 
kongruent sein; sie sind nur parallel verschoben. Wir haben daher den 

64. Satz: Die Zylinderflächen zweiten Grades werden von allen auf ihren Er
zeugenden senkrechten Ebenen in kongruenten Kegelschnitten geschnitten. 
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Die ebenen Schnitte parallel zur y z-Ebene werden durch X= a gegeben, wo 
a eine feste Zahl ist. Wir erhalten den zu x = a gehörenden Schnitt, indem wir 
denjenigen derGeraden x=a mit dem Kegelschnitt f(x,y) = 0 in der xy-Ebene 
bestimmen. Dieses Problem ist im letzten Kapitel völlig gelöst worden. Nehmen 
wir an, es existiere ein reeller Schnittpunkt: 

P { ~=~: f(a,b) =0, 

so liegen auch alle Punkte der Erzeugenden in P sowohl auf der Ebene x=a 
wie auf dem Zylinder. Daher schneidet jede Ebene X= a die Zylinderfläche 
entweder in keinen reellen Punkten oder in Erzeugenden. Ist die Gerade x = a 
Tangente an den Kegelschnitt, so heißt die Ebene x= a Tangentialebene. Sie 
berührt die Zylinderfläche längs der ganzen Erzeugenden durch P. 

Von besonderer Bedeutung ist der oben definierte Kreiszylinder. Denn die 
Gerade, deren Bewegung parallel zur z-Axe den Kreiszylinder erzeugt, behält 
ihren Normalabstand zur z-Axe. Man kann den Kreiszylinder somit durch 
Rotation einer Geraden um eine zu ihr parallele zweite Gerade erhalten denken. 
Eine Fläche, die durch Rotation einer ebenen Kurve um eine Gerade in ihrer 
Ebene erzeugt wird, heißt eine Rotationsfläche. Der Kreiszylinder ist daher ein 
Rotationszylinder, und zwar der einzige seiner Art. 

§ 2. Die Kugel 

Die Kugel ist die einzige Fläche zweiten Grades, die wir geometrisch und 
nicht analytisch definieren wollen: Alle Punkte des Raumes, die von einem festen 
Punkt, dem Mittelpunkt oder Zentrum, gleichen Abstand haben, liegen auf einer 
Kugel. Der feste Abstand heißt der Radius R > 0 der Kugel. Aus der Definition 
ergibt sich, daß der Mittelpunkt Symmetriemittelpunkt, und daß alle Ebenen 
durch ihn Symmetrieebenen sein müssen. Letztere schneiden die Kugel in 
einem Kreis mit dem Radius R, weil auf ihr die Definition der Kreispunkte vom 
ersten Paragraphen des letzten Kapitels mit der Definition der Kugelpunkte 
übereinstimmt. Da durch jeden Raumpunkt P:j:O ein Vektor t=OP gegeben 
ist, wo 0 das Zentrum der Kugel sei, so hat für alle Kugelpunkte der Vektor r 
dieselbe Länge I r I= R; für die Punkte des .ifußern der Kugel ist Ir I > R, für 
diejenigen des Innem Ir I < R. Man kann daher sagen, daß ein allgemeiner 
Punkt P außerhalb, auf oder innerhalb der Kugel liegt, je nachdem: 

lri~R 
ist, wo r=OP bedeutet. Legt man in 0 ein rechtwinkliges Koordinatensystem, 
so ist aber: 

10 
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Daraus folgt : 

65. Satz: Ein Punkt P mit den Koordinaten x, y, z liegt außerhalb, auf oder 
innerhalb einer Kugel um den Nullpunkt des Koordinatensystems, fe nachdem: 

x2+ y2+z2- R2 ~ 0 

ist, wo R der Radius der Kugel ist. 
Die Größe d= x2+ y 2+z2- R 2 heißt die Potenz des PunktesPinbezug auf 

die Kugel. Aus Satz 65 folgt, daß d=O oder: 

x2+ y2+z2- R2= 0 

die Gleichung der Kugel ist. Sie ist wirklich vom zweiten Grade in x, y,z. 
Da z=c die Gleichung einer Ebene parallel zur xy-Ebene ist, erhalten wir 

die Bedingung für die ebenen Schnitte parallel zur xy-Ebene, wenn wir z=c 
in die Gleichung der Kugel einsetzen: 

x2+ y2- (R2-c2) =0. 

Dies ist die Gleichung der Normalprojektion des Schnittes auf die xy-Ebene. 

z 

\ 

' ' 

X 

' ' ' '-:;,_7, __ ..... 

Fig. 97. 

Da aber alle Projizierenden einen Zylinder, dessen Erzeugenden parallel zur 
z-Axe sind, bilden, muß diese Projektion kongruent sein mit dem Schnitt selbst 
(Satz 64). Wir dürfen daher sagen, daß x2+ y2- (R2- c2) = 0 die Gleichung des 
Schnittes selbst ist. Wir unterscheiden die drei Fälle (Figur 97) : 

1. -R<c<R, oder c2<R2. Dann ist R*=yR2-c2 reell und: 

x2+y2-R*2=0 

die Gleichung eines Kreises mit dem Radius R*. Für c=O ist R*=R, für 
c::j:O ist O< R*< R. Man nennt Kreise auf der Kugel mit dem Radius R 
Großkreise. Alle Ebenen schneiden somit die Kugel in Kreisen, die nur im Falle, 
daß die Ebenen durch den Mittelpunkt gehen, Großkreise sind. 

2. c= ±R oder c2=R2. Die Gleichung lautet: 

x2+y2=0 
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und besitzt nur einen reellen Lösungspunkt x = 0, y = 0. Man nennt die beiden 
Ebenen Tangentialebenen an die Kugel, die die Kugel in x=O, y=O, z= ±R 
berühren; der Radius des Berührungspunktes heißt Berührungsradius. Da 
derselbe in die z-Axe fällt, steht jede der Ebenen auf ihm senkrecht. 

3. c> R oder c <- R, das heißt c2 > R 2• Jetzt ist R*= Vc 2-R2 reell und 

x2+y2+R*2=0 

die Gleichung des Schnittes. Sie hat keine reellen Lösungen, da R* > 0 ist. 
Die Ebene verläuft ganz außerhalb der Kugel. 

Zusammenfassend können wir sagen, eine Ebene schneidet eine Kugel 
in einem Kreise, berührt sie in einem Punkte oder verläuft ganz außerhalb 
von ihr, je nachdem das Quadrat ihres Normalabstandes jcj vom Mittelpunkt 
~ R 2 ist. Diese Resultate haben wir nur für die zur xy-Ebene parallelen Schnitte 
bewiesen; wir können sie aber sofort auf eine beliebige Ebene ausdehnen. Denn 
sind ~3,1J3,C3 die Richtungskosinusse der Normalen z' der Ebene gemäß ihrer 
HESSEsehen N ormalform, so können wir in der durch 0 gehenden Parallelebene 
ein rechtwinkliges x' y'-Koordinatenkreuz so wählen, daß x',y',z' ein Dreibein 
bilden. Sind ~v17vC1 die Richtungskosinusse der neuen x'-Axe, ~2,1J2,C 2 die
jenigen der neuen y'-Axe, so lauten nach den Formeln von Seite 71 die Trans
formationsformeln so : 

X= ~~x' + ~2Y' + ~3z', 
Y=rJtX' + I'J2Y' +173z', 
z= C1 x' + C2 y' + C3z', 

und die Gleichung der Kugel behält wegen der zwischen den~' 17, C bestehenden 
Beziehungen (S. 70) die Form: 

x'2+ y'2+z'2-R2=0. 

Jetzt können wir wie oben die Parallelschnitte zur x'y'-Ebene untersuchen 
und finden für jede Ebene den Satz: 

66. Satz: Eine Ebene schneidet eine Kugel vom Radius R in einem Kreis, 
berührt sie in einem Punkte oder verlättft außerhalb von ihr, 1·e nachdem ihr Nor-

malabstand von dem Zentrum der Kugel~ Rist. 
Im mittlem Falle heißt die Ebene Tangentialebene. Für sie gilt der 
67. Satz: Die Tangentialebene in einem Punkt der Kugel steht senkrecht auf 

dem Beruhrungsradius. 
Mit Hilfe dieses Satzes kann man leicht die Gleichung der Tangentialebene 

im Kugelpunkt: 

als Berührungspunkt herleiten. Denn der Vektor OP1 hat die LängeR und die 
Rich tungskosinusse: 

Yl C= -zl 
'l'l=-
"l R' R. 
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Wegen Satz 67 ist er der Normalvektor auf der Tangentialebene in P1• Die 
HEssEsehe Normalform der letztem muß somit: 

X y Z _!_x+ __!_ y+ _!_z- R = 0 
R R R 

sein. Erweitert man sie mit R, so ergibt: 

x1x+ Y1Y+z1z-R 2=0, 
wo: 

xi+ Yi+zi-R2=0 

sein muß, die Gleichung der Tangentialebene in P1• 

Ist: 

ein beliebiger von 0 verschiedener Punkt, so kann man nach allen Tangential
ebenen fragen, die man durch ihn an die Kugellegen kann. Existiert eine solche 
mit dem Berührungspunkt: 

so ist: 
x1x+y1y+z1z-R2=0 

die Gleichung der Tangentialebene, und da sie durch P 0 gehen soll, muß: 

X1Xo+ Y1Yo+z1zo-R 2=0 

sein. Da außerdem x1,y1,z1 der Kugelgleichung genügen, so müssen diese Ko
ordinaten gemeinsame Lösungen der beiden Gleichungen: 

Xox+ YoY+ZoZ- R2= 0, 
x2+y2+z2-R2=0 

sein. Umgekehrt ergibt jede gemeinsame Lösung den Berührungspunkt einer 
Tangentialebene durch P 0 an die Kugel. Die erste Gleichung ist linear, also 
wegen P 0:j:O die Gleichung einer Ebene, die die Polarebene zum Pol P 0 heißt. 
Das Problem ist zurückgeführt auf dasjenige des Schnittes der Polarebene mit 
der Kugel, das in Satz 66 gelöst wurde. Um die Lage der Polarebene fest
zulegen, bringen wir ihre Gleichung auf die HESSEsehe Normalform, indem wir 
sie durch r 0 = y x~ + y~ + z~ dividieren: 

Xo Yo Zo R R 0 --x+-y+-z-- = . 
ro ro ro ro 

r0 ist die Länge des Vektors t 0 =0P0 ; seine Richtungskosinusse sind: 

~o = Xo 'I'Jo = Yo' Co= Zo • 
ro' ro ro 
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Dies sind die ersten dreiKoeffizientender HESSEschenN onnalfonn der Ebene; da
her muß t 0 auf der Ebene senkrecht stehen, und die Polarebene muß denN onnal

R 
abstand -R vom Nullpunkt haben. Ist P 0 außerhalb der Kugel, also r0 > R, 

ro 

so ist R R < R; ist r 0 = R, so ist R R = R, und ist P 0 innerhalb der Kugel, also 
ro ro 

r0 < R, so ist R R> R. Somit ergibt Satz 66 den 
ro 

68. Satz: Die Polarebene steht senkrecht auf dem Radiusvektor des Poles. Sie 
schneidet die Kugel in einem Kreis, berührt sie oder liegt ganz außerhalb der Kugel, 
fe nachdem der Pol außerhalb, auf oder innerhalb der Kugel liegt. 

Liegt P 0 außerhalb der Kugel, so erhalten wir einen reellen Schnittkreis 
mit der Kugel. Jeder Punkt desselben ist Berührungspunkt einer Tangential
ebene durch P0 an die Kugel. Verbinden wir alle seine Punkte mit P0 , so er
halten wir einen aufrechten Kreiskegel (Figur 98), da der Schnittpunkt von t 0 mit 
der Polarebene den Mittelpunkt des Kreises ergibt. Dieser Kreiskegel ist die 
Enveloppe aller Tangentialebenen durch P 0 an die Kugel. Die Erzeugenden des 
Kreiskegels sind Tangenten an die Kugel. 

z 

' >Z 
I o 

' 

Xo ---------------'~::JP; 
Yo 

X 

Fig. 98. Fig. 99. 

Betrachtet man mehrere nicht konzentrische Kugeln, so kann der Null
punkt nicht in jedem Mittelpunkt liegen. Wir müssen deshalb auch die allge
meine Gleichung der Kugel herleiten, deren Mittelpunkt ein beliebiger Punkt 
(Figu:r 99): 

ist. Dieser Fall wird zurückgeführt auf den frühem, indem man die Trans
lation: 

x'=x-a, 
y'=y-b, 
z'= z-c, 

x=x'+a, 
oder y=y' +b, 

Z= z'+c 
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mit dem neuen Koordinatenanfangspunkt Mund den neuen Axen x', y', z' aus
führt. Im neuen System lautet die Kugelgleichung: 

oder, wenn man hier die alten Koordinaten wieder einführt: 

(x- a)2+ (y- b) 2+ (z- c) 2- R2= 0, 

welches die allgemeine Kugelgleichung ist. Löst man die Quadrate auf, ordnet 
und erweitert mit .A.:j:O, so kommt: 

wo: 

gesetzt ist. Algebraisch ist sie vom zweiten Grade in x, y,z, wobei die Quadrate 
der drei Variablen denselben Koeffizienten haben, und die Glieder xy, xz, yz 
nicht auftreten. Umgekehrt stellt eine Gleichung mit diesen algebraischen 
Eigenschaften stets eine Kugel dar, was wieder mittels derMethodeder quadra
tischen Ergänzung bewiesen wird. Denn dividiert man die Gleichung durch .A.:j:O 
und addiert und subtrahiert die Größe: 

so folgt: 

falls man: 

A 
a=--

2A.' 

Aa Ba ca 
(2.1)2 + (2A.)" + (2.1)2' 

B C -i/(A\:(A)2 (B)2 (C)2 D 
b =- 2A' c =- 2},' R =V \21} + 2A. + ,2). - T 

setzt. Dies ist aber eine Kugelgleichung mit den Koordinaten a,b,c des Mittel
punktes und dem Radius R. Damit die Umkehrung allgemein gültig ist, muß 
man imaginäre Kugeln zulassen, deren Radius null oder imaginär sein kann. 

Sind zwei nicht konzentrische Kugeln K 1 und K 2 mit den Gleichungen: 

(K1) = (x-a1) 2+ (y- b1) 2+ (z- c1) 2 - Ri= 0, 

(K2) = (x-a2) 2+ (y- b2) 2+ (z- c2) 2- R~= 0 

gegeben, und fragt man nach ihrem Schnitt, das heißt ihren gemeinsamen 
Punkten, so müssen diese auch die beiden Gleichungen: 

befriedigen, und umgekehrt sind alle Lösungen der letztem auch solche der 
erstem. Die Gleichung: 

(K1)- (K2) = 2 (a2 - a1) x+ 2 ( b2 - b1) y+ 2 (c2 -c1)z+ ai-a~+ bi- b~+ ci-c~

-Ri+R~=O 
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ist, da die Kugeln nicht konzentrisch sind, die Gleichung einer Ebene, der 
Potenzebene der beiden Kugeln. Alle ihre Punkte haben gleiche Potenz in bezug 
auf beide Kugeln. Das Problem ist damit auf das Problem zurückgeführt, den 
Schnitt der Potenzebene mit der Kugel zu bestimmen; dieses ist durch Satz 66 
völlig gelöst, und man erhält den 

69. Satz: Zwei nicht konzentrische Kugeln schneiden sich in einem Kreis, 

berühren sich oder haben keine reellen Punkte gemein. 
Wie im Falle des Kreises kann man beweisen, daß die Potenzebenen von 

drei nicht konzentrischen Kugeln, die nicht gleiche Richtung haben, demsel
ben Ebenenbüschel angehören. 

§ 3. Die Kegel zweiten Grades 

Alle dt{rch eine Gleichung der Form: 

f(x,y,z) =:Ax2 + By 2 +Cz2 +2Dxy+2Exz+2Fyz=0 

gegebenen Flächen heißen Kegel zweiten Grades. In der Gleichung fehlen die 
linearen Glieder und das konstante Glied. Algebraisch nennt man eine solche 
Funktion f(x,y,z) eine quadratische Form. Sie ist ganz und rational in x,y,z, 

und jedes Glied der Summe hat in den Variablen dieselbe Dimension 2. Dies 
bedeutet, daß man bei Ersetzung von x, y,z durch tx,ty,tz, wo teinbeliebiger 
Parameter ist, in jedem Glied den Faktor t 2 herausheben kann. Es ist also iden

tisch in t: 
f(tx,ty,tz) =:t2 j(x,y,z). 

' ' ,z, 
I 

~----~',-----~y 

X 

Fig. 100. 

Da man drei Variable hat, spricht man von einer ternären qHadratischen Form. 
Was sagen diese algebraischen Eigenschaften geometrisch aus? Da das konstante 
Glied null ist, ist sicherlich der Nullpunkt ein Punkt des Kegels. Nehmen wir an, 
es gebe noch einen zweiten von 0 verschiedenen Punkt P 1 des Kegels (Figur 100): 
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dann muß: 

sein. Durch 0 und P 1 :j: 0 ist eine Gerade gegeben, deren Gleichungen wir in der 
uniformisierten Form: 

x=txv 
y=tYv 
z=tz1 

annehmen dürfen, wo t alle reellen Zahlen durchläuft. Für einen beliebigen 
Punkt dieser Geraden wird: 

I (x, y,z) =I (txv tyvtz1) = t21 (x1, YvZ1) = 0, 

das heißt alle Punkte der Geraden liegen auf dem Kegel. Man nennt sie eine 
Erzeugende des Kegels; sie geht durch den Nullpunkt, der die Spitze des Kegels 
heißt. Jeder Punkt des Kegels liegt auf einer Erzeugenden, und der Kegel ist wie
der eine Regellläche, deren Erzeugenden alle durch die Spitze gehen. Wir 
untersuchen zuerst die ebenen Schnitte des Kegels parallel zur xy-Ebene, also 
mit den Ebenen z= c. Die Gleichung: 

l(x,y,c)=O 

ist die Gleichung der Projektion auf die xy-Ebene, also auch des Schnittes 
selbst (Satz 64). Sie ist eine allgemeine Gleichung zweiten Grades in x, y, die 
nach dem VI. Hauptsatze des letzten Kapitels einen Kegelschnitt oder dessen 
Ausartungen darstellt, und zwar haben wir eine Ellipse (inklusive Kreise), eine 
Parabel oder Hyperbel, je nachdem: 

AB-D2~0 

ist. Legt man umgekehrt für c:j:O durch 0 und jeden Punkt dieses Kegel
schnittes die Erzeugenden, so erhält man den Kegel. Die Ausartungen ergeben 
zwei verschiedene oder zusammenfallende Ebenen durch 0, können also außer 
acht gelassen werden. In den übrigen Fällen kann man durch die Methode der 
Transformation des Koordinatensystems beweisen, daß der Kegel zwei auf
einander senkrechte Symmetrieebenen besitzen muß, die man als xz- und 
yz-Ebene wählen kann. Da dann sowohl die Vertauschung von x in - x, als 
diejenige von y in - y die Gleichung des Kegels nicht ändert, so müssen in ihr 
D,E,F null sein. Die Gleichung hat dann die Gestalt: 

Ax2+By2 +Cz2=0. 

Es ist somit auch die xy-Ebene Symmetrieebene. Da wir die Ausartungen aus
geschlossen haben, können A,B,C nicht null sein. Sie können auch nicht alle 
drei dasselbe Vorzeichen besitzen, da wir sonst keine reellen Punkte außer der 
Spitze erhalten würden. Wir setzen voraus, daß etwa 

A>o, B>o, C<o 
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sei. Dividieren wir die Gleichung durch - C und setzen: 

a=H, 
1+;-

b=v-~· 
so erhält die Gleichung die Gestalt: 

x2 y2 
-;i2 + b2- z2 = 0. 

a,b sind reell und positiv. Die Schnittkurven mit den Ebenen Z=e haben die 
Gleichungen (Satz 64): 

;r2 y2 

(ca)2 + (cb)2- 1 = 0, 

sind somit Ellipsen mit den Halbaxen [e[ a und Iei b, oder Kreise, falls a= bist. 
Das Verhältnis der beiden Halbaxen ist stets gleich a:b, also für alle Ellipsen, 
respektive Kreise gleich. Man nennt Kegelschnitte, für die das Verhältnis der 
Axen dasselbe ist, ähnlich. Kreise sind stets zueinander ähnlich. Wir haben da
her den 

70. Satz: Die zur xy-Ebene parallelen Ebenen schneiden den Kegel: 
;r2 y2 -+-- z2 =0 a2 b2 

für a:j:b in ähnlichen Ellipsen, und für a =bin Kreisen. 
z 

X 

Fig. 101. 

Im Falle a=b nennt man den Kegel einen Rotationskegel oder Kreiskegel. 
Man kann ihn dann durch Rotation einer durch 0 gehenden Geraden der xz
Ebene um die z-Axe als Rotationsaxe entstanden denken. Ist w der Winkel, 
den die Gerade in der xz-Ebene durch 0 mit der z-Axe bildet, wo 0 < w <~sei, 

und ist P der allgemeine Punkt der Rotationsfläche, so bildet auch OP mit 
der± z-Axe den Winkel w (Figur 101). Es muß dann: 

sein, also: 

z z 
cosw = [OP[ ={lx2+y2+z2 

z2 
cotg2 w = x 2 + Y2 , 
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und daraus folgt die Gleichung: 

cotg2 w (x2+ y2) -z2 = 0, 

also wirklich die Gleichung des Kegels mit a=b=tgw. 

Wir betrachten jetzt die ebenen Parallelschnitte zur yz-Ebene, setzen somit 
x=c; dann wird für c=FO: 

~-...::_+1=0 b*=b/c/ c*=~ 
b* 2 c* 2 ' a ' a ' 

die Gleichung der Schnittkurve (Satz 64). Dies sind lauter Hyperbeln mit den 
reellen Haihaxen c* und den imaginären Haihaxen b*. Da b*: c* = b: 1 von c un
abhängig ist, müssen alle Hyperbeln ähnlich sein, somit auch dieselben Asymp
toten besitzen, da ja die letztem durch das Verhältnis der Haihaxen bestimmt 
sind. Für c=O, das heißt für die yz-Ebene selbst, artet die Hyperbel in diese 
Asymptoten aus und wird zu zwei Erzeugenden des Kegels. 

Von dem Grundproblem: Ebene und Kegel, wollen wir nur den Fall aus
führen, daß die Ebene durch die Spitze des Kegels, aber nicht durch die 
z-Axe geht. Ihre Gleichung hat dann die explizite Form: 

z=rx+sy, 

und der Schnitt mit dem Kegel wird durch: 

::+ b•2 - (rx+sy) 2 =0, oder(r2 - :.)x2 +2rsxy+(s2 - : 2 )y2 =0 

analytisch festgelegt. Diese Bedingung ist die Gleichung der Projektion des 
Schnittes in die xy-Ebene. Wir unterscheiden die Fälle: 

2 1 1. s - --z;.- :f 0. Die Gleichung ist in dem Verhältnis Ä = y: x quadratisch; 

ihre Diskriminante ist: 

D=4(r2s2-(r2 - ~2 )(s 2 - :.))=4(~: + ::- a;b2). 

Ist D > 0, so erhält man zwei verschiedene reelle Wurzeln Äv Ä.2, und die Pro
jektion der Schnittkurve sind zwei Gerade y= Ä.1 x, y= Ä.2x. Da die Schnitt
kurve in der gegebenen, nicht projizierenden Ebene liegt, muß sie selbst aus 
zwei Geraden bestehen. Ist D < 0, so sind außer 0 keine reellen Schnittpunkte 
vorhanden. Ist D=O, so heißt die Ebene Tangentialebene. Sie berührt denKe
gel längs einer Erzeugenden, deren Projektion in die xy-Ebene die Gleichung 
y= Ä.x besitzt, wo Ä die Doppelwurzel der quadratischen Gleichung ist, also 
wegen D=O den Wert: 

Ä r s b2 s 
=- -2-1 = a•r 

s -{} 



Die Kegel zweiten Grades 155 

besitzt. Wählen wir auf dieser Erzeugenden einen beliebigen Punkt P1=F0 
mit den Gleichungen: 

so müssen seine Koordinaten die Kegelgleichung, die Ebenengleichung und die 
Bedingungsgleichung y1 = A.x1 erfüllen, das heißt, es muß: 

x~ Yr • _ 
a2 + b"- zr-0, 

zl = r xl + s YI' 
a 2ry1 =b 2 sx1 

sein. Aus ihnen rechnen wir umgekehrt r,s aus. Die zweite und dritte Gleichung 
ergeben unter Berücksichtigung der ersten mittels der Eliminationsmethode: 

Setzt man diese Werte in die Gleichung der Ebene ein und erweitert sie mit 
zv so wird: 

Die Bedingung D=O lautet, wenn man in ihr ebenfalls r,s durch die gefun
denen Werte ersetzt: 

D = 4 (~: + =:- a;b2) = a2:2zf ( :! + ;! - zi) = 0, 

ist also die Kegelgleichung für P 1 . Letztere ist daher die notwendige und hin
reichende Bedingung dafür, daß die Gleichung: 

eine Tangentialebene ist. 

-2 2._- 1 2. s - b" -0, s = ± b. Die quadratische Gleichung hat stets zwei reelle 

Lösungen: 

x = 0 und 2 r s y = - (r 2 - 2.-) x ' a2 , 

die nur dann zusammenfallen, wenn r= 0 ist. Im allgemeinen Fall haben wir 
somit wie unter 1. zwei reelle Erzeugende als Schnittkurve; für r=O ist jede 

der beiden Ebenen z = sy = ± 1; y Tangentialebene an den Kegel und berührt ihn 

ineinerderErzeugendenx=O,z= ±~Y· Ist P 1:f0wieder ein beliebiger Punkt 

dieser Erzeugenden, so ist x1 = 0, z1 = ± -l;y1 ; alsowird z1z=Y~? erfüllt sein. Die 

vorhin gefundene Gleichung der Tangentialebene gilt daher auch im Falle 2. 
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§ 4. Das Ellipsoid 

Alle Punkte des Raumes, deren Koordinaten die Gleichung erfüllen: 
xa ya z2 
lii + b2 +Ci- 1 = 0, 

liegen auf einem Ellipsoid. Da die Gleichung bei der Vertauschung von x mit 
- x, und entsprechend bei derjenigen von y mit - y oder z mit - z ungeändert 
bleibt, sind alle Koordinatenebenen Symmetrieebenen des Ellipsoides, und 
daher die Koordinatenaxen Symmetrieaxen und der Nullpunkt Symmetrie
mittelpunkt. Die positiven Zahlen a,b,c heißen die Haihaxen des Ellipsoides. 
Sind alle drei voneinander verschieden, wobei sie etwa so angeordnet seien, daß 
a > b > c ist, so heißt das Ellipsoid dreiaxig. Sind alle Haihaxen gleich, so ist 
das Ellipsoid eine Kugel mit dem Radius a = b = c. Man erhält das Ellipsoid 
durch eine dreimalige normale affine Abbildung aus der Einheitskugel: 

x2+y2+z2-1=0, 

wenn man die Koordinatenebenen als Affinitätsebenen nimmt. Ist zuerst die 
yz-Ebene die Affinitätsebene, und setzt man: 

x'=ax, 

läßt also y,z gleich und verändert nur die X-Koordinate im Verhältnis a:1, 
so geht die Einheitskugel in die Fläche: 

über. Nimmt man entsprechend die xz-Ebene als Affinitätsebene, setzt 

y'=by 

und läßt x', z ungeändert, so geht die letztere Fläche in: 
x'a y'a 
ti2 + 7)2 + z2 - 1 = 0 

über; schließlich erhält man durch Wahl der xy-Ebene als Affinitätsebene und 

das Ellipsoid: z'=cz 

x'2 y'2 z'2 
-+-+--1-0 a2 b2 c2 - • 

Daraus schließt man, daß das Ellipsoid eine geschlossene, ganz im Endlichen 
gelegene Fläche ist, die topalogisch der Kugel hornamorph ist. Bei der drei
fachen affinen Abbildung gehen Ebenen in Ebenen und Tangentialebenen wie
der in solche an die neue Fläche über, wobei die Berührungspunkte sich ent
sprechen. Ist: 
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ein allgemeiner Punkt der Einheitskugel, und geht er durch die drei affinen 
Abbildungen in P{ über, so hat P{ die Gleichungen: 

Die Gleichung der Tangentialebene an die Einheitskugel in P1 ist nach 
Seite 148: 

x1x+ y1y+z1z-1 = 0. 

Führt man in ihr mittels der Gleichungen: 

z' 
Z=

c ' 

X~ 
xl=-a· 

y~ 
Y1=1}, 

z~ 
zl=-c 

die neuen Koordinaten ein, so erhält man die Gleichung der Tangentialebene: 

im Punkte P~ an das Ellipsoid. Da P~ ein Punkt des Ellipsoides sein muß, be
friedigen seine Koordinaten die Gleichung des letztem. Wir lassen die Striche 
in der Bezeichnung wieder weg und erhalten den 

71. Satz: Die Tangentialebene im Punkte P 1 mit den Koordinaten x1, y11 z1 

an das Ellipsoid: 

hat die Gleichung: 

falls P1 ein Punkt des Ellipsoides ist, also: 

erfüllt ist. 

Von dem Grundproblem: Ebene und Ellipsoid betrachten wir wieder nur 
die ebenen Parallelschnitte parallel zu den Koordinatenebenen. Die zur xy
Ebene parallelen Ebenen: 

ergeben als Gleichung des Schnittes (Satz 64): 
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Wir unterscheiden: 

1. -c< C < +c oder C2 < c2• Es ist 1- C2
2 > 0, somit 

c 

Ä=M 

eine reelle positive Größe ~ 1, und wir können die Gleichung des Schnittes 
so schreiben: 

wo a* = Äa, b* = Äb ist. Sie ergibt wegen a*:b*=a:b lauterähnliche Ellipsen, 
mit den Haihaxen a*,b*. Da 2<1 sein muß, sind a,b die größten Halbaxen; 
sie werden immer kleiner, wenn C2 gegen c2 wächst. Ist a=b, so ist auch 
a* = b*, und wir erhalten lauter Kreise. 

2. C=+c oder C=-c, das heißt C2 =c2• Die Gleichung des Schnittes 

lautet: 

sie hat nur die eine reelle Lösung X= 0, y= 0. Die Ebene ist in jedem der beiden 
Punkte x=O, y=O, Z= ±c Tangentialebene, wie aus Satz 71 hervorgeht. 

3. C> c oder C< -c, das heißt C2 > c2• Wegen C2
2 -1 > 0 ist: c 

Ä= --1>0 Vc~ 
c2 

reell und positiv, und die Gleichung der Schnittkurve: 

x2 +~+Ä2=0 
a2 b2 

hat keine reellen Lösungen. Die Ebene verläuft ganz außerhalb des Ellipsoides. 
Im Falle a = b (:j: c) erhalten wir für C2 < c2 lauter Kreise als Schnittkurven. 

Man nennt das Ellipsoid dann ein Rotationsellipsoid. Der Schnitt des Ellipsoides 
mit der xz-Ebene ist die Ellipse: 

x2 z2 
-+--1=0. a2 c2 

Läßt man sie um die z-Axe rotieren, so beschreibt jeder Punkt einen Kreis, der 
in einer zur z-Axe senkrechten Ebene liegt. Die Fläche ist somit das betrach
tete Ellipsoid mit a = b. Ist a > c, so ist a die große, c die kleine Haihaxe der 
Ellipse. Sie rotiert daher um die kleine Axe. Man nennt dieses Ellipsoid speziell 
ein abgeplattetes Rotationsellipsoid. Ist a =C, so ist das Ellipsoid eine Kugel. 
Ist a < c, so ist c die große, a die kleine Halbaxe, und die Rotation findet um 
die große Axe statt. Man nennt dieses Ellipsoid ein verlängertes Rotationsellip
soid. 

Die Parallelschnitte zu den übrigen beiden Koordinatenebenen ergeben 
das entsprechende Resultat, da x,y,z in der Gleichung gleich auftreten. Wir 
übergehen daher diese Ausführungen. 
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§ 5. Das einschalige Hyperboloid 

In diesem und dem nächsten Paragraphen werden wir die weiteren mög
lichen Flächen zweiten Grades betrachten, für die die Koordinatenebenen Sym
metrieebenen sind. Wir nehmen in der Gleichung einen der Koeffizienten, etwa 
denjenigen von z2 als negativ an: Alle Punkte des Raumes, deren Koordinaten 
der Gleichung: x2 y2 z2 

a2 + 7)2 - c2- 1 = 0 

genügen, liegen attf einem einschaligen Hyperboloid. Seine Symmetrieverhält
nisse sind dieselben wie beim Ellipsoid. Um seine Gestalt zu untersuchen, 
diskutieren wir zuerst die ebenen Parallelschnitte zur x y-Ebene. Ist z = C eine 
solche Ebene, so ist: 

die Gleichung des Schnittes mit dem Hyperboloid (Satz 64). Setzt man: 
+----A=-;;c•_j_1 V c:!. I ' 

so ist A ~ 1 und nimmt den kleinsten Wert nur für C = 0, das heißt für die 
xy-Ebene selbst an. Wir schreiben die Gleichung des Schnittes so: 

x2 y2 
a*2 + b*2- 1 = 0, 

z 

Fig. 102. 

wo a* = .l.a, b* =Ab ist, und sehen, daß wirwegen a*:b*=a:b lauter ähnliche 
Ellipsen erhalten, deren kleinste die Halbaxen a, b besitzt. Je größer C2 wird, um 
so größer werdena* undb*. Die Fläche muß daher nach beiden Richtungen der 
z-Axe ins Unendliche gehen (Figur 102). Aus den Schnittellipsen kann man an
schaulich die Fläche zusammensetzen. 
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Ist a=b, also auch a*=b*, so sind alle Ellipsen Kreise, und man erhält 
das einschalige Rotationshyperboloid. Es entsteht, wenn man den Schnitt des 
Hyperboloides mit der xz-Ebene, das heißt die Hyperbel: 

z2 z2 
----1=0 a2 c2 

um die z-Axe rotieren läßt. Letztere ist die imaginäre Axe der Hyperbel. Das 
einschalige Rotationshyperboloid entsteht somit durch Rotation einer Hyperbel um 
ihre imaginäre Axe. 

Die ebenen Parallelschnitte zu einer der beiden übrigen Koordinaten
ebenen müssen etwas Neues ergeben, da die z-Axe durch das negative Vorzei
chen des Koeffizienten von z2 in der Gleichung des Hyperboloides ausgezeichnet 
ist. Betrachten wir die Ebenen x=A, die parallel zur yz-Ebene sind, so lautet 
die Gleichung ihrer Schnitte (Satz 64): 

Wir unterscheiden: 

y2 - z2 - (1 - A2) - 0 
b2 c2 a2 - • 

1. -a<A<+a oderA 2 <a2• Da 1-~;>o ist, wird: a 

-t~ A=v1-(i2 

eine reelle positive Größe ~ 1 sein, und die Gleichung des Schnittes kann in 
der Form: 

y2 z2 
b*2- cu- 1 = 0, 

wob*= Ab, c* =Ac ist, geschrieben werden. Sie stellt wegen b*: c*=b:c ähn
liche Hyperbeln mit den reellen Haihaxen b* und den imaginären Haihaxen c* 

dar, deren Asymptoten die Richtungskoeffizienten ±% haben. b,c sind die 

Fig. 103. 

größten Werte der Haihaxen; sie entsprechen A = 0, das heißt der y z-Ebene 
als Schnittebene. Mit wachsendem A 2 wird b* und c* immer kleiner und beide 
nähern sich der Null. Figur 103 gibt die Projektion aller Hyperbeln auf die yz
Ebene. 
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2. A=+a oder A=-a, das heißt A 2=a2• Die Gleichung des Schnittes 
lautet: 

y2 z2 c 
b'i- c" = 0, oder z = ± b y. 

Dies sind die Gleichungen der beiden Asymptoten der Schnitthyperbeln unter 1. 
Man nennt die Ebenen X= ±a, die das Hyperboloid in je zwei Geraden schnei
den, Tangentialebenen an das Hyperboloid in den Berührungspunkten X= ±a, 
y= 0, z= 0. Letztere sind die Schnittpunkte der betreffenden beiden Geraden. 

A2 
3. A > +a oder A < -a, das heißt A 2> a 2• Wegen 2 -1 > 0 ist: 

a 

eine reelle positive Zahl, und die Gleichung des Schnittes hat die Form: 

wo b* = Ä b, c* = Ä c ist. Sie stellt wegen b*: c* = b: c ähnliche Hyperbeln mit 
den reellen Halbaxen c* und den imaginären Halbaxen b* dar, deren Asym-

ptoten wieder die Richtungskoeffizienten ± i besitzen. Die Brennpunkte liegen 

jetzt nicht auf der y-, sondern auf der z-Axe. b* und c* wachsen mit A 2 ins 
Unendliche. Figur 103 zeigt die Projektion dieser Hyperbeln in die yz-Ebene 
ebenfalls. 

Alle Parallelschnitte zur yz-Ebene schneiden somit das Hyperboloid in 
Hyperbeln, mit Ausnahme der beiden Tangentialebenen, die dasselbe in zwei 
Geraden schneiden. Für die Schnitte parallel zur xz-Ebene findet man die ent
sprechenden Resultate. 

Die Tatsache, daß es Ebenen gibt, die das Hyperboloid in zwei Geraden 
schneiden, kann sehr weitgehend verallgemeinert werden. Um dies einzusehen, 
schreiben wir die Gleichung des Hyperboloides so: 

- - - = 1 - ----;- oder: - + - - - - = 1 + - 1 - -y2 z2 x2 (y z)(y z) ( x)( x) 
b2 c2 a" ' b c b c a a ' 

und ersetzen sie mit Hilfe eines Parameters t1 durch die beiden Gleichungen: 

~ + ~ = tl ( 1 + ~) ' 
~ _ ~ = t~l ( 1- ~). (I) 

Für jede reelle Zahl t1 ergeben die Lösungen x, y, z der beiden Gleichungen 
Punkte des Hyperboloides. Umgekehrt bestimmt jeder Punkt x, y,z des Hyper
boloides ein tv so daß die beiden Gleichungen bei Wahl dieses t1 durch die 
Koordinaten des betreffenden Punktes erfüllt sind. Denn setzen wir die be
treffenden Koordinaten ein, so wird die eine der beiden Gleichungen t1 ein
deutig festlegen, und die andere muß dann wegen der Gleichung des einschali-

u 
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genHyperboloidesvon selbst erfüllt sein. Auch die Werte t1 = 0 und t1 =oo sind 

miteingeschlossen, da für t1 = 0 die erste Gleichung z=- i y, das heißt eine der 

beiden Asymptoten, die wir oben betrachteten, ergibt. Die zweite ist dann 

X=a. Ebenso ist für t1 =oo wegen der zweiten Gleichung z= +i y, und wegen 

derersten X=-a. 

Wenn aber t1 festgehalten wird, so stellt jede der beiden Gleichungen (I) 
eine Ebene, beide zusammen daher eine Gerade dar. Alle diese Geraden müssen 
auf dem einschaligen Hyperboloid liegen. Da t1 alle reellen Zahlen durchläuft, 
erhalten wir eine einfach unendliche Schar von Geraden, die alle auf dem ein
schaligen Hyperboloid liegen; durch jeden Punkt desselben geht eine Gerade der 
Schar. 

Hätten wir durch Einführung eines Parameters t2 die Zerlegung vorge
nommen: 

y Z (' X) -+-=t2 1--
b c a ' 

Y Z -1 ( X) IJ--c=tz 1+--a, 
(II) 

so hätten wir durch genau dieselbe Überlegung eine zweite einfach unendliche 
Schar von Geraden gefunden, die auf dem einschaligen Hyperboloide liegt, wobei 
durch jeden Punkt des letztern eine Gerade der Schar geht. 

Daher ist jeder Punkt des einschaligen Hyperboloides Schnittpunkt einer 
Geraden der Schar (I) und einer Geraden der Schar (II). Durch ihn ist daher 
ein Wertepaar tv t2 festgelegt. Umgekehrt entspricht jedem Wertepaar t1, t2::j:- t1 

eindeutig ein Punkt des einschaligen Hyperboloides. Um dies einzusehen, be
denken wir, daß die Koordinaten x, y,z eines Punktes des einschaligen Hyper
boloides und die zugehörigen tvt2 den vier Gleichungen (I) und (II) genügen 
müssen. Durch Subtraktion der beiden ersten Gleichungen von (I) und (II) 
folgt: 

0 = t1 ( 1 + :) - t2 ( 1 - : ) oder : = :: ~ :~ . 
Durch Addition, respektive Subtraktion der beiden Gleichungen (I) und Ein
setzen des gefundenen Wertes von xja wird: 

y tl t2 +1 
b = t2+tl ' 
z tl t2-1 
c = t2+tl . 

Setzen wir die Werte von x,y,z in der Gleichung des einschaligen Hyper
boloides ein, so verschwindet die Gleichung identisch in tvt2 : 

( t2-t1)2 + (tlt2+1)2- (tlt2-l)2 = 1. 
t2+tl t2+tl t2+tl 

Es gibt keinen endlichen Punkt des einschaligen Hyperboloides, dessen Werte
paar t1 und t2=- t1 ist. Die zu diesen Werten gehörenden Geraden der beiden 
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Scharen sind parallel. Die drei Gleichungen, die x,y,z als Funktionen von 
ti>t2 ausdrücken, ergeben eine Uniformisierung der Gleichung des einschaligen 
Hyperboloides, und zwar eine besonders einfache, da die Funktionen rational 
in tl>t2 sind. Damit ist bewiesen, daß auch das einschalige Hyperboloid eine 
Regelfläche ist, deren Geraden man Erzeugende des Hyperboloides nennt. 

Ist ein allgemeiner Punkt P 1 : 

des einschaligen Hyperboloides gegeben, so nennt man die Ebene, die durch 
die beiden sich in P 1 schneidenden Erzeugenden geht, die Tangentialebene im 
Berührungspunkte P 1. Da P 1 auf dem Hyperboloid liegt, muß es ein t=t1 und 
t = t2 geben, so daß für tl> t2 und xl> Yt>Z1 die Gleichungen (I) und (II) erfüllt sind. 
Wir schreiben diese Bedingungsgleichungen zusammenfassend so: 

Y1 + Z1 = t ( 1 ± X1) 
b c \ a ' 

(III)' 
Yl- zl = t-1 (1 =f xl) 
b c a ' 

wo für t=t1 das obere, für t=t2 das untere Vorzeichen zu nehmen ist. Die Glei
chungen der beiden Erzeugenden durch P 1 sind dann: 

y Z ( X) -+-=t 1±-
b c a ' 

y Z ( X) --- = t-1 1 =r= -
b c a ' 

(III) 

wo bei t = t1 für das obere Vorzeichen die erste, t = t2 für das untere Vorzeichen 
die zweite Erzeugende ergibt. Aus (III) und (III)' eliminieren wir t, indem wir 
die erste Gleichung (III) mit der zweiten von (III)' und die zweite von (III) 
mit der ersten von (III)' multiplizieren. t fällt weg und man erhält: 

Für das obere Vorzeichen erhält man die erste, für das untere die zweite Er
zeugende in P 1. Addiert man die beiden Gleichungen und kürzt durch 2, so 
findet man die Gleichung einer Ebene: 

die für das obere Vorzeichen dem Ebenenbüschel der ersten, für das untere Vor
zeichen dem Ebenenbüschel der zweiten Erzeugenden angehört. Da aber das 
doppelte Vorzeichen in ihr nicht mehr auftritt, ist sie die Gleichung einer 
Ebene, die beiden Ebenenbüschel angehört, also durch beide Erzeugende hin-
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durchgeht. Sie muß nach Definition die Gleichung der Tangentialebene in P1 

sein: 

wobei XvYvZ1 der Gleichung des einschaligen Hyperboloides genügen müssen. 

72. Satz: Die Tangentialebene im Berührungspunkte P 1 mit den Koordinaten 
x1, y1, z1 an das einschalige Hyperboloid: 

xz yz z2 
-+----1=0 
a2 b c2 

hat die Gleichung: 

wo: 

sein muß. 

§ 6. Das zweischalige Hyperboloid 

Alle Punkte des Raumes, deren Koordinaten die Gleichung erfüllen: 

xz y2 z2 
------1=0 
a 2 b2 c• ' 

liegen auf einem zweischaligen Hyperboloid. 
Damit ist die letzte Möglichkeit derjenigen Flächen ers~höpft, die alle drei 

Koordinatenebenen als Symmetrieebenen besitzen und weder ein Kegel noch 
ein Zylinder sind. Denn alle drei Koeffizienten der Koordinatenquadrate kön
nen nicht negativ sein, wenn eine reelle Lösung vorhanden sein soll. Wir dis
kutieren wieder zuerst die ebenen Parallelschnitte zur xy-Ebene, deren all
gemeine Gleichung z = C ist. Die Gleichung des Schnittes lautet (Satz 64): 

oder, wenn man: 

setzt: 

woa*=Ä.a, b*=Ä.bist.Diessinddie Gleichungen vonähnlichen Hyperbeln (wegen 
a*: b* = a: b) mit den reellen Haihaxen a* und den imaginären Halbaxen b*. Da 
.A. ~ 1 ist, sind a*, b* größer als a, b, und nur für C = 0 sind sie denselben gleich. 
Dann ist die Schnittebene die xy-Ebene selbst. Figur 104 gibt die Projektion 
aller Hyperbeln auf die xy-Ebene. Die gemeinsamen Asymptoten haben die 
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Richtungskoeffizienten ± !!... Die Fläche besteht aus zwei getrennten Schalen, 
a 

die sich beide ins Unendliche erstrecken. 
Die Parallelschnitte zur yz-Ebene erhält man, wenn man die Gleichung 

x=A einer zur yz-Ebene parallelen Ebene in die Gleichung einsetzt: 

y2 z2 (A2 ) 
2+2- 2-1 =0. 

Wir unterscheiden: a c a 

1. -a<A<+a oder AZ<a2• Da 1--'\2 >0 ist, ist 
a 

Ä=R 
eine reelle positive Zahl, und die Gleichung des Schnittes wird: 

y2 z2 
b2 + c2 + Ä2 = 0, 

hat also wegen Ä > 0 keine reellen Lösungen. Die Schnittebenen verlaufen 
außerhalb des zweischaligen Hyperboloides. 

y 

Fig. 104. 

2. A = ±a oder A 2 =a2• Die Gleichung des Schnittes lautet: 

y2 z2 

b2 + c-z= 0, 

und besitzt nur die eine reelle Lösung y= 0, Z= 0. Jede der beiden Ebenen 
x = ± a ist eine Tangentialebene mit den betreffenden Berührungspunkten 
X= ±a, y=O, Z=O. 

3. A > +a oder A < -a, das heißt A 2> a2• Da A: -1 > 0 ist, ist: a 

reell und positiv, und die Gleichung des Schnittes lautet: 
y2 z2 
bU + cn-1=0, 
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wo b* = J.. b, c* = J.. c ist. Sie stellt wegen b*: c* = b: c ähnliche Ellipsen mit den 
Halbaxen b*,c* dar, die mit A 2 ins Unendliche anwachsen. Aus ihnen kann 
man die Fläche leicht zusammensetzen. 

Ist b= c, so ist auch b* = c*, und alle Schnittkurven sind Kreise. Die Fläche 
heißt ein zweischaliges Rotationshyperboloid. Man erhält dasselbe, wenn man 
die Schnitthyperbel mit der xy-Ebene: 

um die x-Axe, das heißt ihre reelle Axe rotieren läßt. Während man somit 
das einschalige Rotationshyperboloid durch Rotation einer Hyperbel um die 
imaginäre Axe erhielt, entsteht das zweischalige Rotationshyperboloid durch 
Rotation einer Hyperbel um ihre reelle Axe. 

§ 7. Das elliptische Paraboloid 

Wir haben noch die Flächen zweiten Grades zu besprechen, die nur zwei 
Symmetrieebenen, also nur noch eine Symmetrieaxe besitzen. Alle Punkte des 
Raumes, deren Koordinaten die Gleichung: 

x2 y2 
a2 + b2 = 2 z 

befriedigen, liegen auf einem elliptischen Paraboloid. Während die Gleichung 
bei Vertauschung von x in - x und ebenso bei Vertauschung von y in - y 
ungeändert bleibt, läßt sie die Vertauschung von z in -z rticht mehr zu. Daher 
sind wohl die xz- und yz-Ebenen Symmetrieebenen, dagegen nicht mehr die 
xy-Ebene, und von den drei Axen ist nur noch die z-Axe Symmetrieaxe. Die 
Fläche liegt ganz "über" der xy-Ebene, da z ~ 0 sein muß. Wenn wir also die 
Parallelschnitte zur xy-Ebene: z=C betrachten, so kann C nur Werte ~0 
annehmen. wenn wir reelle Schnittpunkte erhalten wollen. Für C = 0 erhält 
man nur den einen Punkt x=O, y=O. Man nennt den Nullpunkt den Scheitel 

des elliptischen Paraboloides, und die Ebene z = 0 ist Tangentialebene mit dem 

Scheitel als Berührungspunkt. Ist C > 0, und setzt man J.. =V 2 C, so wird: 

x2 y2 
au + b*2- 1 = 0, 

wo a* = J..a, b* = J..b ist, die Gleichung der Schnittkurve (Satz 64). Sie stellt 
uns wegen a*: b* =a: b ähnliche Ellipsen dar mit den Halbaxen a*,b*, die mit 
C ins Unendliche anwachsen. Dadurch erklärt sich der Name elliptisches Para
boloid. Aus den Ellipsen kann man die ganze Fläche leicht zusammensetzen. 

Ist a=b, also auch a*=b*, so sind alle Schnitte Kreise und die Fläche 
heißt ein elliptisches Rotationsparaboloid. Sie entsteht, wenn man die Schnitt
parabel mit der xz-Ebene: 

xz 
- = 2 z oder x2 = 2 a2 z az 
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um die z-Axe, also um ihre einzige Symmetrieaxe rotieren Hißt. 
Betrachten wie die ebenen Schnitte parallel zur yz-Ebene, so haben wir die 

Gleichung x=A einer solchen Ebene in die Gleichung des elliptischen Para
boloides einzusetzen. Die Gleichung der Schnittkurve (Satz 64) ist dann 

y2 A2 
b2= 2z- ~· 

Macht man die Translation des Raumkoordinatensystems: 

x'=x-A, 
y'=y, 

A2 
z' = z- 2a2, 

wo der neue Koordinatenanfangspunkt 0' die alten Koordinaten A,O,A 2 f2a 2 

hat, so wird die Gleichung der Schnittkurve die Gestalt: 

annehmen. Dies sind die Gleichungen von kongruenten Parabeln mit dem 
Scheitel in 0'. Während sich 0' mit wachsendem A 2 immer mehr von der xy
Ebene entfernt, bleibt die Schnittkurve stets dieselbe Parabel mit dem Para
meter b2• Übrigens wandert der Scheitel 0' auf der Schnittparabel des ellip
tischen Paraboloides mit der xz-Ebene: 

x2 
2 =2z. 
a 

§ 8. Das hyperbolische Paraboloid 

Alte Punkte des Raumes, deren Koordinaten der Gleichung genügen: 

liegen auf einem hyperbolischen Paraboloid. Die Gleichung, in der gegenüber 
derjenigen des elliptischen Paraboloides das zweite Glied links das Minus- statt 
des Pluszeichens hat, zeigt, daß die Fläche genan dieselben Symmetrien 
hat wie das elliptische Paraboloid. Allein z kann jetzt positive und negative 
Werte annehmen. Betrachten wir wieder zuerst die ebenen Parallelschnitte zur 
xy-Ebene, so ist z= C zu setzen, und die Schnittkurve hat die Gleichung 
(Satz 64): 

Wir unterscheiden: 
1. C > 0. Setzt man Ä =v 2 C, so ist Ä reell und positiv, und die Gleichung 

des Schnittes lautet: 
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wo a* = Ä a, b* = Ä b ist. Dies sind wegen a*: b* = a: b die Gleichungen von ähn
lichen Hyperbeln mit den reellen Halbaxen a* und den imaginären Halbaxen b*. 
Die Brennpunkte liegen auf der x-Axe. Figur 105 zeigt die Projektion aller Hy
perbeln auf die xy-Ebene. 

Fig. 105. 

2. C=O. z=O stellt die xy-Ebene selbst dar. Als Schnittkurve ergeben 
sich die beiden Geraden: 

b 
y= ±ax, 

die die Asymptoten der unter 1. gefundenen Hyperbeln sind (Figur 105). Die 
xy-Ebene ist Tangentialebene an das hyperbolische Paraboloid mit dem Null
punkt als Berührungspunkt. Sie schneidet das Paraboloid in zwei Geraden. 

3. C < 0. Setzt man Ä =-\i'=2C, so ist Ä reell und positiv, und die Gleichung 
des Schnittes lautet: 

wo a* = Ä a, b* = Ä b ist; sie stellt wegen a*: b* = a: b ähnliche Hyperbeln mit 
den reellen Halbaxen b* und den imaginären Halbaxen a* dar. Die Brenn
punkte liegen auf der y-Axe. Figur 105 stellt die Projektionen der Hyperbeln 
auf die xy-Ebene dar. Die Asymptoten sind dieselben wie unter 1. 

Baut man das hyperbolische Paraboloid aus den Schnitthyperbeln auf, 
so sieht man, daß die Fläche im. Nullpunkt einen sogenannten Sattelpunkt be
sitzt (Figur 106). Denn läßt man C von negativen zu positiven Zahlen über
gehen, so liegen die Schnitthyperbeln zuerst auf Seite der y-Axe zwischen den 
Asymptoten, nachher auf Seite der x-Axe zwischen den Asymptoten. Zeigt 
somit die z-Axe wieder gegen den Zenith, so senkt sich die Fläche von 0 aus in 
Richtung der ± y-Axe, hebt sich aber in Richtung der ± x-Axe. 
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Die Parallelschnitte zur yz-Ebene: x=A ergeben, wenn man wie im Falle 
des elliptischen Paraboloides die Translation: 

ausübt, die Gleichung: 

x'=x-A, 
y'=y, 

Az 
' z =Z-2a2' 

Fig. 106. 

somit kongruente Parabeln, die nach <cunten» gerichtet sind. Die Scheitel wan
dern auf der Parabel x2=2a2z in der xz-Ebene. Die Parallelschnitte parallel 
zur xz-Ebene ergeben entsprechende Resultate. 

Die Tatsache, daß die Ebene z= 0 das hyperbolische Paraboloid in zwei 
Geraden schneidet, kann wieder weitgehend verallgemeinert werden. Wir 
schreiben die Gleichung des Paraboloides so: 

(~+Z)(~-1'_)=2z a b a b ' 

und ersetzen sie mittels der Einführung eines Parameters t1 durch die beiden 
Gleichungen: 

(I) 

Für jede reelle Zahl t1 ergeben die Lösungen x, y,z der beiden Gleichungen 
Punkte des Paraboloides. Umgekehrt bestimmt jeder Punkt x, y,z des Para
boloides ein t11 so daß (I) bei Wahl dieses t1 durch die Koordinaten des Punktes 

erfüllt ist. Der Wert t1 = 0 ergibt die Schnittgerade y = -~ x der xy-Ebene z = 0 

mit dem Paraboloid. Wird t1 festgehalten, so stellen die Gleichungen (I) für 
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jedes t1 eine Gerade dar. Somit gibt es eine einfach unendliche Schar von Geraden 
a1tf dem hyperbolischen Paraboloid, und durch feden seiner Punkte geht eine 
Gerade der Schar. 

Setzen wir: 

(II) 

so zeigt dieselbe Überlegung, daß es eine zweite einfach unendliche Schar von 
Geraden gibt, die auf dem hyperbolischen Paraboloid liegen, wobei dttrch jeden 
seiner Punkte eine Gerade der Schar geht. Wir fassen die Gleichungen (I) und (II) 
wieder in der Form zusammen: 

(III) 

wobei für das obere Zeichen t=tv für das untere t=t2 zu setzen ist. Jeder Punkt 
P des hyperbolischen Paraboloides ist Schnittpunkt einer Geraden der ersten 
und einer Geraden der zweiten Schar. Denn durch den Punkt wird das Werte
paar t1,t2 festgelegt, und x,y,z,tl>t2 müssen alle vier Gleichungen (III) erfüllen. 
Aus der Summe und Differenz der zwei ersten folgt nach Kürzung durch 2: 

X 
a-=tl+t2, 

i;=tl-t2, 

und diese Werte in eine der zweiten eingesetzt ergeben: 

z = 2 tlt2. 

Setzen wir die Werte von x,y,z in der Gleichung des hyperbolischen Parabo
loides ein, so verschwindet die Gleichung identisch: 

(tl + t2) 2- (tl- t2) 2- 4 tlt2 = 0. 

Die drei Funktionen von t1,t2 ergeben die einfachste Uniformisierung der Glei
chung des hyperbolischen Paraboloides, nämlich durch ganze rationale Funk
tionen zweiten Grades in tvt2• Die Geraden der beiden Scharen nennt man die 
Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloides. 

Ist der allgemeine Punkt des hyperbolischen Paraboloides durch seine Glei
chungen: 

gegeben, so ist die Ebene durch die beiden in P 1 sich schneidenden Erzeugenden 
die Tangentialebene an das Paraboloid mit dem Berührungspunkt P 1. Da P 1 auf 
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dem Paraboloid liegt, muß es ein t=t1 und ein t=t2 geben, so daß: 

~ ± ~1 = 2 t. 

xl =f Yl = t-lz 
a b 1 

(111)' 

ist, wobei wieder für das obere Zeichen t=tv für das untere t=t2 zu setzen ist. 
Um die Gleichungen der beiden Erzeugenden in P1 zu erhalten, eliminieren wir 
t aus (III) und (III)', indem wir die beiden ersten Gleichungen von (III) mit 
den zweiten von (III)', und die zweiten von (III) mit den ersten Gleichungen 
von (III)' multiplizieren. Es folgt: 

Für das obere Vorzeichen stellen die Gleichungen die eine Erzeugende durch 
P1 dar, für das untere die andere. Addieren wir die beiden Gleichungen, und 
kürzen durch 2, so wird: 

die Gleichung der gesuchten Tangentialebene; denn sie enthält kein doppeltes 
Vorzeichen mehr, gehört somit dem Ebenenbüschel beider Erzeugenden an. 

73. Satz: Die Tangentialebene im Berührungspunkte P 1 mit den Koor
dinaten Xv y1, z1 an das hyperbolische Paraboloid: 

hat die Gleichung: 

wo: 

sein muß. 

Damit sind alle durch eine quadratische Gleichung von drei Variablen dar
gestellten Flächen besprochen. Den Beweis, daß wirklich keine weiteren Flä
chen erhalten werden können als Zylinder, Kugeln, Kegel, Ellipsoide, ein- und 
zweischalige Hyperboloide, elliptische und hyperbolische Paraboloide werden 
wir nicht mehr erbringen. Wir sprechen nur noch das Resultat aus: 
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VII. Hauptsatz: Die allgemeine quadratische Gleichung: 

f(x,y,z) :=Ax2 +By2+Cz2+2Dxy+2Exz+2Fyz+2Gx+2Hy+2]z+K=0 

stellt ein Ellipsoid (inklusive Kugel), ein ein- oder zweischaliges Hyperboloid, ein 
elliptisches oder hyperbolisches Paraboloid, eine Zylinder- oder Kegelfläche dar, 
die auch in zwei sich schneidende, parallele oder zusammenfallende reelle oder 
konjugiert imaginäre Ebenen ausarten kann. 
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Pol 21 
Polare in bezug auf eine Ellipse 113 

- - - -eine Hyperbel 125 
- - - - einen Kreis 101 
- - - -eine Parabel 135 

Polarebene in bezug auf eine Kugel 
148, 149 

Polarkoordinaten 21, 22 
- System 21 

Potenz eines Punktes in bezug auf 
einen Kreis 96, 99 

- - - - - -eine Kugel 146 
Potenzachsezweier Kreise 101, 103 
Potenzebenezweier Kugeln 151 
Potenzzentrum dreier Kreise 102 
Prinzip der Dualität 49, 85 
Prisma 64 
Projektive Geometrie 49 
Projizierende Ebene 86 
Proportionslehre der Strecken 12 
Punkte, rationale 12 
- irrationale 13 

Quader 56 
Quadranten 19 
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Quadratische Ergänzung 97, 150 
- Form (ternäre) 151 
- Gleichung 99, allgemein 142 
- Gleichung mit zwei Variabeln 95 
- Gleichung mit drei Variabeln 143 
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Radius eines Kreises 95 
- einer Kugel 145 

Radiusvektor, eben 21 
- räumlich 58 

Raumpunkt 68 
Realitätsbedingung 98 
RechtwinkligesAxenkreuz 18 
Regelfläche 144, 152 
Richtung eines Vektors 56 
Richtungscosinusse einer räumlichen 

Geraden 87 
- eines räumlichen Vektors 57, 58, 

62 
Richtungskoeffizient einer Geraden in 

der Ebene 39, 42 
Richtungswinkel, eben 38, 39 
- räumlich 56 

ROBERVAL 9 
Rotations-Ellipsoid (abgeplattetes, 

verlängertes) 158 
- -Fläche 145 

Rotation einer Geraden 145, 153 
Rotations-Hyperboloid, einschaliges 

160 
- - zweischaliges 166 

Rotations- oder Kreis-Kegel 153 
Rotationsparaboloid, elliptisches 166 
Rotations-Zylinder 145 

s 
Sattelpunkt 168 
Scheitel der Parabel 130 
- des elliptischen Paraboloids 166 

Schiefwinkliges Koordinatensystem 
126 

Schnitt dreier Ebenen 81, 82 
- zweier Geraden in der Ebene 44 

Schnitt zweier Raum-Geraden 91 
- - Großkreise 85 
- - nichtkonzentrischen Kugeln 

150, 151 

Schnittpunkte eines Geradenbüschels 
mit einem Kreis 99 

- zweierKreise 101 
Sehnen einer Ellipse 110 
- - Hyperbel 122 
- -Parabel 133 

Seitenriß 87 
Senkrechte Ebenen 80 
- Geraden 45 
- Vektoren 64 

Skalare Größe 64 

- Multiplikation eines Vektors 
16, 79 

Skalares Produkt zweier Vektoren 63, 
64 

Sphärisches Dreieck 84 
Spiegelpunkt in bezug auf den Ur

sprung 18 

- - - - eine Gerade 95 
- eines Ellipsenpunktes 104 

Spiegelung 95 
Spitze eines Kegels 152 
Stereometrische Sätze 52 
Symmetrieaxe der Ellipse 104, 105 
- der Hyperbel 116 
- des Kreises 95 
- der Parabel 129 

Symmetrieebenen des Ellipsoids 156 

- des zweischaligen Hyperboloids 
164 

Symmetrieeigenschaften der Ellipse 
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- der Parabel 129 
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- der Kugel 145 
- der Kegel 152 
- des Ellipsoides 156 
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des hyperbolischen Paraboloids 
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- der Hyperbel 116 
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Tangente an eine Ellipse 107, 108, 

109, 111, 112 

- an eine Hyperbel 119, 121, 123, 

124, 127 

- an einen Kreis 100 

an eine Parabel 131, 132, 134 

Tangentialebene an ein Ellipsoid 157, 

158 
- - - einschaliges Hyperboloid 161, 
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- - - zweischaliges Hyperboloid 

165 
- -einen Kegel 154, 155 

- -eine Kugel 147, 148 

- -ein elliptisches Paraboloid 166 

- - ein hyperbolisches Paraboloid 

168, 170 

- -einen Zylinder 145 

Tetraeder 64 

Transformation, allgemeinste 71 

Transformationsgleichungen in der 

Ebene 23, 27 

-im Raum 72 

Translation, ebene 23, 27 

- räumliche 60, 70, 97 

Translationsgleichungen 61 
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Überall dicht 12 

Uneigentliche Elemente in der Ebene 

49 

- - im Raum 85, 102, 120, 132 

Uniformisierte Darstellung 40, 42, 43, 

88, 90 

Uniformisierte Gleichung des einscha

ligen Hyperboloids 163 

- des hyperbolischen Parabo

loides 170 
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Vektor, ebener 16, 20, 23, 41 

- räumlicher 56, 60 

Vektorgleichung 89 

Vektorielles Produkt 78, 79 

WEBER 84 

Wertetripel 55 

WELLSTEIN 84 

Winkel 21 
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- zweier Brennstrahlen einer Ellipse 

112 
- - - - Hyperbel 124 

- zweier Ebenen 79 

- zweier Geraden 44 

- zwei er räumlicher Vektoren 63, 77 

Winkelhalbierende am Dreieck 48 
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Zentrale 95 

Zentrum einer Kugel 145 
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