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VORWORT

Das vorliegende Buch will diejenigen Kenntnisse der analytischen Geo-
metrie vermitteln, die der Studierende sich in seinen ersten Semestern zum
Verstindnis der iibrigen mathematischen und physikalischen Vorlesungen an-
eignen muB. Es hat daher durchaus elementaren Charakter und setzt den
Inhalt keiner andern Vorlesung voraus. Seinem Umfange nach entspricht es
im wesentlichen einer Vorlesung, die ich seit bald dreiBig Jahren an der Uni-
versitidt Zirich fiir erste Semester halte. Wie in allen meinen Vorlesungen
versuche ich auch in dieser, das Gedankliche der Mathematik in den Vorder-
grund zu stellen und demgegentiber das Formal-Technische zuriicktreten zu
lassen. Gerade dem angehenden Studierenden gegeniiber ist es wichtig, das
universell Giiltige und fiir unsere Erkenntnis Wertvolle der mathematischen
Denkweise hervorzuheben. Die analytische Geometrie eignet sich hierfiir aus-
gezeichnet ; sie wirkt um so anregender, je mehr Ausblicke auf allgemeine Fra-
gen sie gestattet.

Methodisch behandle ich Ebene und Raum nicht nacheinander, sondern
nebeneinander. Eine langjahrige Erfahrung zeigte mir, daB dies zweckmiBig ist.

Mein Kollege PAuL FINSLER hat groBe Partien des Manuskriptes und der
Korrekturen durchgesehen und mir durch seine ausgezeichneten Ratschlige ge-
holfen, mancheVerbesserung anzubringen. Ich spreche ihm dafiir meinen aufrich-
tigen Dank aus. Ebenso danke ich meinem Assistenten, Herrn Dr. H. HAFELI,
fiir die Ausfithrung der Zeichnungen und die Durchsicht der Korrekturbogen.

Ziirich, im Mirz 1945. Rup. FUETER
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EINLEITUNG

Die analytische Geometrie ist ein Teilgebiet der Geometrie und nicht der Ana-
lysts. Sie will geometrische Erkenntnisse vermitteln; das Schwergewicht ihres
Namens liegt im Worte Geometrie. Die Analysis oder Algebra ist ihr nur ein
methodisches Hilfsmittel. Die Einsicht, daB man geometrische Gebilde durch
analytische Gleichungen festlegen kann, oder genauer ausgedriickt, dafl man
Punkte durch analytische Gleichungen, durch sogenannte «Ortsbedingungen>,
an rein geometrisch gegebene Vorstellungen fesseln kann, ist eine der tiefsten
und weitreichendsten Ideen der Neuzeit gewesen. Die ersten, die diese Erkennt-
nisklarausgesprochen haben, sind RENE DESCARTESY) in seiner Géomeétrie (1637)
und PIERRE DE FERMAT (1636)2) in seinem Brief an ROBERVAL gewesen. Die
Méglichkeit der Verbindung von zwei so heterogenen Gebieten wie Geometrie
und Analysis ist keineswegs selbstverstiandlich, sondern eine der schwierigsten
und schwierigst zu beweisenden Beziehungen?). Sie greift tief in die Grund-
lagen jenes Denkens ein, wie es durch EUKLIDS Elemente der Geometrie {iber-
mittelt wurde.

Da wir in den folgenden elementaren Ausfithrungen nur geometrische Ge-
bilde betrachten werden, die auf algebraische Gleichungen fiihren, so werden
wir von der Analysis nur das Teilgebiet Algebra methodisch zu benutzen haben.
Es ist eine in unserer Geistesstruktur verankerte Erscheinung, daB sich eines-
teils die einfachsten und wichtigsten geometrischen Gebilde (wie sie schon die
Griechen ohne Analysis betrachteten) und andernteils die einfachsten alge-
braischen Ausdriicke entsprechen. In der Geometrie sind es Punkte und Gera-
den, wozu im Raume noch die Ebenen kommen, in der Algebra die Gleichungen
ersten Gradesin den Verinderlichen. Wir werden so vorgehen, da3 wir im ersten
Kapitel diese Gebilde in der Ebene, im zweiten im Raume behandeln werden.
Erst im dritten gehen wir einen Schritt weiter zu den nichstfolgenden ebenen
Kurven, wie zum Beispiel den Kreisen, um im vierten den entsprechenden
Schritt im Raume zu machen.

1) RENE DEscARTES: La Géométrie, Nouvelle édition, Paris, J. Hermann, 1927.

?) OEuvrEs DE FERMAT: Tome 2, Paris, 1894, p. 71.

3) Siehe R. DEDEKIND: Was sind und was sollen die Zahlen? Gesammelte ma-
thematische Werke, Bd. I1I, p. 335, Braunschweig, 1932.
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Kapitel 1
PUNKT UND GERADE IN DER EBENE

§ 1. Ebene Koordinaten

DaB zwischen zwei so vollkommen verschiedenen Dingen wie Punkten und
Zahlen eine umkehrbar eindeutige Beziehung hergestellt werden kann, ist eine
bemerkenswerte Tatsache, deren schwieriger Beweis tief in erkenntnistheore-
tische Fragen hineinfiihrt. Als Punkte wihlt man alle Punkte einer Geraden,
als Zahlen alle reellen Zahlen und fragt nach ihrem Zusammenhang. Dies ist das
uralte Problem des «Messens». Daf3 seine Lésung von Anbeginn der mathema-
tischen Forschung im Vordergrund stand, sagt schon die Bedeutung des Wortes
Geometrie, nimlich Erdmessung. Um messen zu kénnen, bediirfen wir eines
MapBstabes, den wir jetzt herstellen miissen.

Dazu nehmen wir eine Gerade und wihlen auf ihr einen beliebigen Punkt O,
den Anfangspunkt (Origo). Wir denken uns die Gerade fiir den Beschauer von
links nach rechts gehend und wihlen rechts von O einen zweiten von O ver-
schiedenen Punkt E, den Einheitspunkt. Die Strecke OF heiBe die Einheits-
strecke. Jetzt nehmen wir die Strecke OF in den Zirkel und tragen sie von E aus
nach rechts nochmals ab; von dem so erhaltenen neuen Punkt tragen wir sie
wieder ab und so fort. Wir erhalten so auf der Halbgeraden von O aus nach
rechts beliebig viele Punkte. Jedem dieser Punkte ordnen wir eindeutig eine
Mapzahl zu, namlich dem Anfangspunkt O die Zahl 0, dem Einheitspunkt E
die Zahl 1, und dem nach #-maligem Abtragen erhaltenen Punkt P die Zahl#,
wo # eine natiirliche Zahl sein mu8. » heiBt die Magzahl oder die Linge der
Strecke OP. Siewird in Figur 1 den Punkten in Klammer beigefiigt. Da Strecken,

0O E P
© (1)(2) (3 {n) (n+1)

Fig. 1.

die sich einmal zur Deckung bringen lassen, immer dieselbe MaBzahl behalten
sollen, so muB offenbar die MaBzahl bei der Bewegung im Raume ungeidndert
bleiben, eine Euklidische Hypothese, die in der Relativitdtstheorie der Physik
nicht mehr anerkannt wird. Wir setzen sie hier stets voraus. Die Linge von
OP enthilt #n-mal die Linge 1 und ist nur von der Wahl der Einheitsstrecke
abhingig.
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Durch dieses Verfahren haben wir den ersten primitiven MaBstab erhalten.
In der Tat kdnnen wir eine beliebig gegebene Strecke so in unsere Gerade legen,
daB ihr linker Endpunkt mit O zusammenfillt. Nach dem Archimedischen
Axiom muf es dann stets eine natiirliche Zahl # geben, so da8 ihr rechter End-
punkt entweder in P oder zwischen P und @ fillt, wo P und @ die MaBzahlen
#n und # + 1 zugeordnet sind. Man definiert dann die Linge der Strecke =# und
<741 und erhilt damit eine Approximation derselben.

Die von den Griechen ersonnene Proportionslehre der Strecken zeigte ihnen,
daB es noch weitere Strecken gibt, deren Lingen man nicht nur approximativ,
sondern genau angeben kann. Wir drehen die Gerade um O und um einen be-
liebigen spitzen Winkel (Figur 2). Bei der Drehung bleiben die Lingen der
Strecken erhalten. Sind p und ¢ zwei natiirliche Zahlen, und haben OP und

£~

x)((vV2)  (p) (q)

Fig. 2.

0Q die Lingen p und ¢, so haben OP* und OQ* dieselben Lingen, wenn P bei
der Drehung in P*, Q in Q* iibergeht. Nach der Proportionslehre ist das Ver-
hiltnis der Langen von OE* und 0Q* dasselbe wie dasjenige der Lingen von
OX und OP, falls XE* parallel zu PQ* ist. Die MaBzahl x der Strecke OX be-
rechnet sich somit aus der Formel:

l:g==x:9p oder x=§

=a,

Wir ordnen dem Punkt X der Geraden die rationale positive Zahl a fest zu.
Da p, ¢ ganz beliebige natiirliche Zahlen sind, ist jeder rationalen Zahl 2 ein
Punkt der Geraden zugeordnet. Man nennt die letztern rationale Punkte. Die
Zuordnung ist geordnet. Darunter versteht man folgendes: Sind 2 und b zwei
verschiedene rationale positive Zahlen, und entsprechen ihnen die Punkte 4
und B, so ist entweder @ > b oder & > a. Tritt zum Beispiel das erste ein, so
heiflt die Zuordnung geordnet, wenn B zwischen O und A liegt. Dies sagt aus,
daf3 den weiter von O entfernten Punkten die gréBern Zahlen entsprechen, oder
dafB} die Zahlen wachsen, wenn man die rationalen Punkte von O aus nach
rechts durchlauft.

Fiir die praktische Mathematik ist durch die Definition der rationalen Punkte
der MaBstab vollendet. Denn die Arithmetik zeigt, da3 die rationalen Punkte
tiberall dicht liegen ; das heiBit, daB in einem beliebig kleinen Intervall, in dessen
Mitte der gegebene Punkt liegt, noch rationale Punkte auftreten. Daher kann
jede beliebige Strecke auch beliebig genau mit unserm MaBstab gemessen wer-
den. Jeder Dezimalbruch ist eine positive rationale Zahl, und man kann jede
Strecke approximativ auf beliebig aber endlich viele Dezimalstellen so messen,
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daB der Fehler weniger als die letzte Stelle ausmacht. Mehr verlangt die prak-
tische Mathematik nicht.

Die reine Mathematik hingegen erfordert fiir jede Strecke die genaue De-
finition ihrer MaBzahl. Dal man durch die rationalen Punkte nicht alle Punkte
der Halbgeraden erhilt, sahen schon die Griechen ein. Den einfachsten «irra-
tionalen» Punkt erbilt man durch Drehung der Diagonale des iiber OF er-
richteten Quadrates um % (siehe Figur 2). Nach dem Pythagordischen Lehr-
satz ist die Linge der Diagonale des Quadrates mit der Seitenlinge 1 gleich
4/2, also nicht rational. Um der Schwierigkeit Herr zu werden, 148t man den ir-
rationalen positiven Zahlen irrationale Punkte entsprechen. Bei ihrer Ein-
filhrung treten dieselben Schwierigkeiten logischer Natur auf, die fir die
Grundlegung der irrationalen Zahlen vorhanden sind. Je nachdem man die
Theorie der letztern auf den DEDEKINDschen Schniti4) oder auf die CANTORSchen
Fundamentalreihen®) basiert, wird die Theorie der irrationalen Punkte eine
andere. Es soll an dieser Stelle nur auf die gewaltigen Probleme aufmerksam
gemacht werden, die es dabei zu entwirren gilt, ohne auf sie einzugehen; denn
dazu miiBte eine vollstindige Theorie der reellen Zahlen entwickelt werden®).
Das Hauptresultat ist, daB jeder reellen positiven Zahl ein bestimmter Punkt
der Halbgeraden entspricht. Noch wichtiger ist die Tatsache, daB jetzt auch
die Umkehrung gilt: Jedem Punkt der Halbgeraden entspricht eindeutig eine
reelle positive Zahl Es teilt ndmlich jeder Punkt P der Halbgeraden alle
rationalen Punkte in zwei Klassen ; die erstere enthilt alle Punkte links von P
{und P selbst, wenn P rational ist), die zweite umfaBt alle Punkte rechts von
P. Die rationalen Zahlen, die den Punkten der ersten Klasse, und diejenigen,
die den Punkten der zweiten Klasse zugeordnet sind, legen einen DEDEKIND-
schen Schnitt fest, der seinerseits eine reelle positive Zahl definiert. Damit ist
der grundlegende Satz erhalten:

1. Satz: Jeder positiven reellen Zahl entspricht nach Wahl der Einheitsstrecke
eindeutrg ein Punkt der Halbgeradem und wmgekehrt entspricht jedem Pumkt der
Halbgeraden eindeutig eine positive reelle Zahl.

Damit ist der schwierigste Teil der analytischen Geometrie durchgefiihrt:
Der Zusammenhang zwischen den abstrakten Gedankendingen der reellen
Zahlen und den anschaulichen Punkten einer Geraden ist geschaffen. Die um-
kehrbar eindeutige Kopplung der beiden Dinge ist die Grundlage alles Weiteren.
Sie allein erlaubt es, die Analysis zur Behandlung geometrischer Probleme
heranzuziehen.

Aus methodischen Griinden ist es praktisch, auch den Punkten der Ge-
raden links von O reelle Zahlen zuzuordnen. Dies geschieht unter Zuhilfenahme

4) R. DEDEKIND: Stetigkeit und irvationale Zahlen, Gesammelte mathema-
tische Werke, Bd. I1I, p. 315, Braunschweig, 1932.

%) G. CaNTOR: Uber unendliche lineave Punktmanigfaltigkeiten, § 9, Gesam-
melte Abhandlungen, Berlin, 1932, p. 183 u. ff.

8) Der Leser findet eine solche in dem Buche: v. MANGOLDT-KNoOPP: Ein-
flihrung in die hoheve Mathematik, Erster Band, IV. Abschnitt, Leipzig, 1931, 5.

und 6. Auflage, p. 173 u. ff. Der DEDEKINDsche Schnitt wird in § 88, p. 193, be-
trachtet.
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der negativen reellen Zahlen. Ist Pirgend ein Punkt 7echts von O und x die Linge
von OP, so bezeichnet man denjenigen Punkt P* links von O als den Spiegelpunkt
von P in bezug auf den Ursprung O, fiir den O P* mit OP zur Deckung gebracht
werden kann, oder der auf dem Kreis um O mit dem Radius x liegt (Figur 3).
Dem Spiegelpunkt P* von P teilen wir die negative Zahl — x zu. Damit ist
jedem Punkt der ganzen Geraden umkehrbar eindeutig eine positive oder ne-
gative reelle Zahl zugeordnet. Die Zuordnung ist wieder geordnet; durchliuft
man die Gerade im Sinne 0 >E, so wachsen die den Punkten zugeordneten
Zahlen. Die Gerade hat somit eine Richtung, die von der Wahl von O, E ab-
hingt. Daraus folgt der

1. Hauptsatz: Jedem Punkt der Geraden entspricht nach Wahl der Einheits-
strecke eindeutig eine reelle Zahl, und wmgekehrt enispricht jeder reellen Zahl ein-
deutig ein Punkt der Geraden.

P~ 0 E P
(—x) ) 1} (x)

Fig. 3.

Dieser Satz erlaubt es, die Punkte und reellen Zahlen zu identifizieren. In
den exakten Wissenschaften definiert man direkt: Etn Punkt der Geraden ist
etne reelle Zahl. Entsprechend bezeichnet man die Punkte durch die ihnen
zugeordneten reellen Zahlen.

Den so erhaltenen idealen MaBstab nennt man eine 4xe. Diese ist eine ge-
richtete Gerade mit zwei auf ihr festgegebenen Punkten O, E, wobei die Rich-
tung O —>F mit der Richtung der Axe zusammenfillt. Jedem ihrer Punkte
ist eine bestimmte reelle Zahl zugeordnet, die die Koordinate des Punkies heiBt.
Wird die Koordinate des allgemeinen Punktes P mit x bezeichnet, so nennt
man die Axe die x-Axe. Alle Punkte mit positiver Koordinate bilden die positive
x-Axe, diejenigen mit negativer Koordinate die negative x-Axe. Liegt P auf
der positiven x-Axe, so definiert seine Koordinate x die Magzahi oder Linge
der Strecke OP. Hat der Spiegelpunkt P* von P in bezug auf den Ursprung die
Koordinate x*, so liegt x* auf der negativen x-Achse, und es muB nach De-
finition x* = — x sein. Die MapBzahl von OP* ist dann — x* = x.

Will man eine beliebige Strecke messen, so legt man sie in die Axe und ver-
schiebt sie in ihr so, daB ihr linker Endpunkt in O filit. Die Koordinate des
rechten Endpunktes ist dann ihre Linge. Im allgemeinen wird aber diese Ver-
schiebung nicht vorgenommen, sondern die Strecke kann ganz beliebig auf der
Axe liegen. Wir haben in den Koordinaten ihrer beiden Endpunkte ein Mittel,
um ihre Lage anzugeben. Es sei P; mit der Koordinate #, ihr linker, P, mit
der Koordinate x, ihr rechter Endpunkt. Wegen der geordneten Zuordnung
von Punkten und reellen Zahlen, und weil wir die Gerade stets von links nach
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rechts gerichtet annehmen, muB x, > %, sein. Die Richtung P, - P, fillt in die
Richtung der Axe. Welches ist die MaBzahl x der Strecke P; P,? Zur Beant-
wortung dieser Frage verwenden wir folgendes wichtige Prinzip: Die Mapzahl
einer Strecke ist die avithmetische Summe der MapBzahlen ihrer Teilstiicke, in die
man sie zerlegen kann. Dasselbe Prinzip gilt auch, wenn man die MaBzahl einer
Strecke durch den Inhalt eines Ebenenstiickes oder Raumteiles ersetzt. Wir
unterscheiden folgende Félle:
1.Fall: x,> %, =0 (Figur 4).

%, und ¥, sind die Lingen von OP, und OP,. OP, wird durch P, in die bei-
den Teile O P, und P, P, geteilt. Wegen des ausgesprochenen Prinzipes ist daher
%s= %, + %, % die gesuchte MaBzahl von P, P,. Also:

X = x2 hand xl.
2 Fall: x,> 0> %, (Figur 5).
0 P, P, Py (0] P,
x X
x7 X2 Xz XZ
Fig. 4. Fig. 5.

Die Linge von OP, ist x,, diejenige von OP, ist —x;. P, P, wird durch
O in diese zwei Teile geteilt; also:
X = xz i xl.
3. Fall: 0 = x,> %, (Figur 6).
Die Lingen von OP, und 0P, sind — x, und — xy. OP; wird durch P, in
P, P, und OP, geteilt; somit ist:

— % =%—%, oder x=2x,—%,.
In allen drei Fillen gilt dieselbe Formel
X=Xo— %y, %g> Xy;

so lange die Richtung P; - P, in die Richtung der Axe fillt, ist sie unabhingig
von der Lage der Punkte innerhalb der Axe. Zum ersten Male machen wir
die Erfahrung, daB die Formel alle Fille umschlieBt, wihrend wir immer nur
etne konkrete Figur zeichnen konnen, worin ein gewaltiger Vorteil der analy-
tischen Geometrie besteht.

P; P 0 P, 7
x < x
X7 x2 x2 X1
Fig. 6. Fig. 7.

2. Satz: Sind x, und x; die Koordinaten der Punkte Py, und Py, und ist
%> %y, SO 45t die Linge der Strecke P, P, gleich x,— x,.

Wir wollen uns jetzt noch von der Bedingung ¥, > x, befreien. Dazu haben
wir nur zu untersuchen, was %, — %, im Falle x, < %, bedeutet. Ist aber x, < #,,
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so ist x;— x, die Linge von P; P,. Aus x,— %y =— (x;— x,) folgt, daBl x,—x;
die negativ genommene Linge von P; P, ist. Somit ist x,— 2, die positive oder
negative Linge von P, P,, je nachdem x, gréBer oder kleiner als x, ist. Ander-
seits ist geometrisch (Figur 7) im Falle x, < x; die Richtung P; > P, die ent-
gegengesetzte Richtung der Axe. Esliegt daher nahe, der Strecke eine Richtung
zu geben. Eine gerichtete Strecke heiB3t ein Vektor. Ein solcher wird mit deut-
schen Buchstaben bezeichnet. Die gerichiete Strecke mit dem Anfangspunkt P,
und dem Endpunkt P, wird mit f’;?’z abgekiirzt und gleich dem Vektor %
gesetzt. Die MaBzahl der Strecke heiBt die Linge |x] des Vektors. Wir konnen
jetzt sagen: x,— %, stellt die positive oder negative Linge desVektors x dar,
je nachdem die Richtung von % in die Richtung der Axe oder in die entgegen-
gesetzte Richtung fillt. Durch x,— #, ist Linge und Richtung des Vektors x
eindeutig bestimmt, dagegen nicht die Lage des Anfangspunktes P,. Setzt man
alle Vektoren mit derselben Linge und derselben Richtung einander gleich,
so darf man
X=Xy~ Xy

schreiben. Es ist jetzt |x|=|x,— x|, wo rechts das Zeichen des absoluten
Betrages steht, die Linge von %, und die Richtung ist diejenige der Axe oder
die entgegengesetzte, je nachdem x,— x, positiv oder negativ ist.

Im einfachsten Fall x;=0, x,=x ist OP=x=x. Somit ist jede Koordinate
ein Vektor, eine Auffassung, die uns noch groBe Dienste tun wird. Der Einheits-
punkt E mit der Koordinate 1 legt den Einheitsvektor e fest. Nach der Pro-
portionslehre ist die Koordinate x des allgemeinen Punktes P das Verhiltnis
von OP zu OF. Man setzt daher x — xe, und nennt dies die skalare Multiplikation
des Vektors ¢ mit x.

Fiir die Vektoren definiert man eine Grundoperation, nidmlich die Vekfor-
addition. Dies kann auf zwei verschiedene Weisen geschehen. Es seien in leicht-
verstandlicher Weise zwei Vektoren gegeben:

PiPy=¥=x-5, P/P/=x'=of~a.
1. Geometrische Definition der Vektoraddition (Figur 8):

Da Vektoren mit gleicher Linge und gleicher Richtung gleich sein sollen,
nehmen wir den Vektor '’ in den Zirkel und tragen ihn seiner Richtung ent-
sprechend vom Endpunkt P ab. Sein neuer Endpunkt sei P3"’. Der Vektor
P, P} heiBt die Summe x=1'+ x"’ der beiden Vektoren.

P; Py PPT Py P
x
P, Pt P Py Py
x
Fig. 8.

2. Avithmetische Definition der Vekioraddition:
Man bildet die arithmetische Summe der Zahlen x3— x; und x3"— %;’. Sie
bestimmt einen Vektor %, der die Summe der Vektoren ¥’ und z’’ heiBt:
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x — xl + xll-

Dabei lassen wir auch den «Nullvektor» zu, dessen Linge 0 und dessen Rich-
tung unbestimmt ist.

Den elementaren Beweis, der Ubereinstimmung der beiden Definitionen
zu fithren, iiberlassen wir dem Leser. Aus der zweiten folgt, daB fiir die Addi-
tion das kommutative und assoziative Gesetz gilt:

xl+xf1=xll+xf’ xl+(xlf_‘_xlll):(xl_‘_xlf)_‘_xlfl.

Denn sie ergibt die Definition der Addition fiir eine beliebige, aber endliche
Zahl von Summanden: Xx=2"(x,— x,).

Bisher haben wir das «Messen» auf einer Geraden, das heiBt einer ein-
dimensionalen Mannigfaltigkeit, mittels der Axe behandelt. Es ist ein leichtes,
daraus das «Messen» in der Ebene herzuleiten. Man nimmt zwei Axen, eine
%-und eine y-Axe. Sie sollen nicht parallel sein, sonst aber beliebig in der Ebene
liegen. Thren Schnittpunkt wihlen wir auf beiden Axen als Nullpunkt. Thre
Einheitsstrecke soll gleich lang sein, das heiBt, es sollen die Einheitspunkte
auf einem Kreis um O liegen. Die beiden Axen bilden ein Axenkreuz oder
ein Koordinatensystem. Es gibt grundsitzlich zwei verschiedene Arten von
Axenkreuzen (Figur 9). Fiir einen Beschauer der Ebene nennt man die Drehung
in ihr entgegengesetzt zur Uhrzeigerdrehung die positive Drehung. Dreht man
also die positive x-Axe positiv um O so lange, bis sie zum ersten Male in die
y-Axe fillt, so kann sie in die positive oder negative y-Axe fallen. Diese beiden
Fille sind deshalb grundsitzlich verschieden, weil man das eine System nie-
mals durch Bewegung innerhalb der Ebene mit einem desandern so zur Deckung
bringen kann, daB beide positiven Halbaxen mit den entsprechenden andern
positiven Axen zusammenfallen. Dies ist nur durch Umklappung moglich. Wir
werden im folgenden stets voraussetzen, daB wir ein System der ersten Art
vor uns haben, in dem bei der genannten Drehung die positive x-Axe in die
positive y-Axe {ibergeht.

Fig. 9. Fig.'10.

Mit Hilfe eines Axenkreuzes kénnen wir jeden beliebigen Punkt P der
Ebene «messen». Wir legen durch ihn die Parallelen zu den Axen. Da letztere
nicht parallel sind, muB jede Parallele die andere Axe in einem und nur einem
Punkte schneiden. Nach dem Prinzip der Axen ist dem Punkt auf der x-Axe
eindeutig eine reelle Zahl a, demjenigen auf der y-Axe eine reelle Zahl & zu-

geordnet (Figur 10). Wir schreiben:
2
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x=a,
y:bJ

und nennen dies die Gleichungen des Punktes. Jeder Punkt besitzt daher ein-
deutig zwei Gleichungen; a und b heilen seine Koordinaten. Umgekehrt ge-
hort zu zwei Gleichungen:

x=a,

y:b:

ein und nur ein Punkt P, so daB sie diejenigen von P sind. Um dies zu be-
weisen, betrachten wir die beiden Gleichungen gesondert und fragen zunichst
nach allen Punkten, die als erste Gleichung x=a besitzen ? Da es durch einen
Punkt nur eine Parallele zu einer festen Geraden gibt, so miissen offenbar alle
diese Punkte auf der Parallelen zur y-Axe durch den Punkt x=a der x-Axe
liegen, was wir so formulieren: Alle Punkte, fiir die die erste threr Gleichungen
x=a lautet, liegen auf der Geraden durch den Punkt a der x-Azxe parallel zur
y-Axe. Durch x=a haben wir somit eine «Ortsbedingung» gefunden, indem alle
Punkte an eine Gerade gefesselt werden. Entsprechend zeigen wir, daB alle
Punkte, die die zweite Gleichung y= b besitzen, auf einer Geraden durch den
Punkt b auf der y-Axe parallel zur x-Axe liegen. Samtliche Punkte, die beide
Gleichungen x = a, y = b besitzen, miissen somit auf beiden Geraden liegen, und
da sich zweil Geraden nur in einem Punkte schneiden, kann nur dieser die bei-
den Gleichungen besitzen. Der Schnittpunkt existiert aber, da die beiden
Geraden als Parallele zu den Axen nicht zueinander parallel sein kénnen. Daher
gehort zu den beiden Gleichungen ein und nur ein Punkt.

11. Hauptsatz: Jeder Punkt der Ebene besitzt ein Paar von Gleichungen:

x=a,
y:b,

und umgekehrt entspricht jedem Wertepaar a, b ein und nur ein Punkt der Ebene,
dessen Gleichungen

x=a,

y="b,
sind.

Dieser Satz sagt aus, da zwischen den Punkten einer Ebene und den
Zahlenpaaren eine umkehrbar eindeutige Beziehung besteht. Die exakten Wis-
senschaften identifizieren daher erkenntnistheoretisch beides, indem sie de-
finieren: Der Punkt ist ein Wertepaar a, b. Aus dem Beweise sicht man, da3
nicht der Punkt, sondern die Gerade dasjenige urspriingliche Element der ana-
lytischen Geometrie ist, aus dem sich der Punkt ableitet. Letzterer wird prin-
zipiell als Schnitt zweier Geraden aufgefafit.

In der Regel nimmt man die beiden Axen senkrecht aufeinander an. Das
Axenkreuz heiBit dann rechtwinklig. Wir werden dies stets stillschweigend vor-
aussetzen, wenn wir nicht ausdriicklich das Gegenteil annehmen. Die x-Axe
wird Abszissenaxe, die y-Axe Ordinatenaxe und die beiden entsprechenden
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Koordinaten Abszisse und Ordinate genannt. Nur fiir die Punkte einer Axe
ist eine der beiden Koordinaten null. Sind beide von null verschieden, so liegt
der Punkt in einem der vier kongruenten Teile, in die die Ebene durch das
Axenkreuz eingeteilt wird. Diese werden Quadranten genannt und von I bis IV
abgezihlt, wobei man den Nullpunkt positiv umliuft und die Abzéhlung bei
dem Quadranten beginnt, der von den beiden positiven Halbaxen begrenzt ist
(Figur 11). Das Vorzeichen der Koordinaten bestimmt allein schon den Qua-
dranten, in dem der betreffende Punkt liegt. Der dritte Quadrant, der von den
beiden negativen Halbaxen begrenzt ist, enthilt alle Punkte mit zwei nega-
tiven Koordinaten. Aus der folgenden Tabelle kann man die Vorzeichen der
Koordinaten fiir die Punkte jedes Quadranten ablesen:

27 ¥y

I + +
11 - -+
III - -
v -+ -

Zum praktischen Zeichnen benutzt man Millimeterpapier,auf dem die Paral-
lelen zu den Axen eingezeichnet sind. Man hat die Punkte nur auszustechen.
Dieses Papier bringt die Auffassung der analytischen Geometrie, im Punkt den
Schnitt von zwei Geraden zu sehen, klar zum Ausdruck.

y

7

i v 0]

Fig. 11. Fig. 12.

Um einen festen Punkt P mit den Gleichungen x=a, y=b rasch zu finden,
erinnern wir uns, daf3 2 und 4 Vektoren sind. Wir legen in der x-Axe den Vektor
x¥=a von O aus, und im Endpunkt von z den Vektor y=> senkrecht zur x-Axe
in der entsprechenden Richtung. Der Endpunkt ist der gesuchte Punkt
(Figur 12). Die Koordinaten des allgemeinen Punktes P werden wir im folgen-
den stets mit x, y selbst bezeichnen, da fiir ihn a, b jedes reelle Zahlenpaar
sein kann.
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Jeder von O verschiedene Punkt P legt den Vektor t=0P mit den
Komponenten %,y fest. Seine Linge bezeichnen wir mit |t|. Liegt P in der
x-Axe, so ist r=1x, liegt er in der y-Axe r=1. Auch fiir alle diese von O als An-
fangspunkt ausgehenden Vektoren wird die Vektoraddition definiert, die die
frithere Definition mit einschlieBt. Dies geschieht wieder auf zwei Weisen:
Sind 1’ und "’ zwei Vektoren mit den Endpunkten P’ und P"':

x=x x=x"
Pl { , P// { .
y=v, y=y,
so unterscheiden wir:
1. Geometrische Definition der Vektoraddition:

Wir bilden mit ' und ¢’ das Parallelogramm (oder den Streckenzug)
OP’'PP" (Figur 13), wo P'P gleich lang und gleichgerichtet zu OP" ist. Der
Diagonalvektor v=02P heillt die geometrische Summe v=1'+1"". Die Definition
enthilt die frithere fiir die Summe von in derselben Axe liegenden Vektoren.
Nimmt man speziell t'= %, t'' =1, so ist r=x-+1). Daraus folgt:

Fig. 13.

3.Satz: Jeder Vekior r=515 ist die geometvische Summe seiner beiden Kom-
ponenten x und 1).

2. Arithmetische Definition der Vektoraddition:

Wir haben die Vektoren, die in einer bestimmten Geraden liegen, mit einer
mit einem Vorzeichen versehenen Zahl identifiziert. So waren ¥’ =" und
%"/ =x"" zwel in der x-Axe liegende Vektoren, fiir die die Summe x=x"+%"=
=x'4+x"" als arithmetische Summe definiert wurde. Ebenso der Vektor
yp=19'+1p”=9"+ 9" in der y-Axe. Bei der Summe von nicht in einer Geraden
liegenden Vektoren kann diese Gleichsetzung nicht mehr vorgenommen wer-
den; sie gilt nur fiir die Summe ihrer in die gleiche Axe fallenden Komponenten.
Man definiert demgemi8 die Summe r=1'-+1"" als den Vektor t=0P, wo P
durch die Gleichungen: .,

x=x"+2x",
y=y"+y"
gegeben ist. Die Komponenten von t sind dann die Vektoren x=x"+zx" und
y=1"+19" und daher arithmetische Summen.
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4. Satz: Die Komponenten der Summe zweicr Vektoren sind die Summe der
entsprechenden Komponenten der Summanden.

Figur 13 zeigt die Ubereinstimmung der beiden Definitionen, wenn man
beachtet, daB3 die beiden schraffierten Dreiecke kongruent sind. Wegen der
arithmetischen Definition gelten fiir die Vektoraddition das kommutative und
assoztative Gesetz:

r/+r”:rfl+rl’ l"-i—(r”—l—rm):(lf/—I—r”)-’r-1‘”’.

Jeder Vektor ist durch Lange und Richtung bestimmt. Bisher kennen wir
von t nur die Komponenten. Um Linge und Richtung von t zu berechnen,
fiihrt man neue Koordinaten ein, die sogenannten Polarkoordinaten, bei denen
eine neue Auffassung des Punktes zum Ausdruck kommt. Das Polarkoordinaten-
system besteht aus einem festen Punkt, dem Pol O, und einer von ihm aus-
gehenden festen Richtung, der sogenannten Anfangsrichtung. Um einen be-
liebigen Punkt P in bezug auf dieses System festzulegen, ziehen wir vom Pol

Fig. 14.

aus den Vektor r—0P und messen seine Linge |v|=7, die der Radius vektor
hei3t. 7 ist als Lange eine positive Zahl und nur null, wenn P=0 ist. Durch
7 ist P nicht bestimmt; denn alle Punkte des Kreises um O mit dem Radius #
besitzen denselben Radius vektor (Figur 14). Um zu wissen, welcher Punkt
des Kreises P ist, miissen wir noch einen Winkel kennen. Dazu drehen wir die
gegebene Anfangsrichtung in positivem Sinne so lange um den Pol, bis sie
durch P geht. Den bestrichenen Winkel ¢ nennen wir den Winkel oder das
Azimut von P. Liegt P auf der Anfangsrichtung, so sei der Winkel null. Er
kann wachsen bis zum BogenmaB 27, das nicht erreicht wird. Alle Punkte mit
demselben Winkel ¢ liegen auf einem Strahl vom Pol aus. Die beiden Zahlen
7, @ heiBen die Polarkoordinaten von P. Sie sind eindeutig durch P gegeben,
auller im Falle, daB P mit dem Pol zusammenfillt, in welchem Falle kein
Winkel existiert. » und ¢ geniigen den beiden Bedingungen:

r=0, 0=Z9<2m.
Fiir »=0 ist @ beliebig. Hat man umgekehrt zwei bestimmte Werte:

r=1,,

9= Pg,
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gegeben, so gibt es einen und nur einen Punkt P, dessen Polarkoordinaten
79, @o sind. Denn der Strahl, der dem Winkel ¢, entspricht, sticht aus dem
Kreis um O mit dem Radius 7, einen und nur einen Punkt heraus. Wir erkennen
daraus, daB jetzt der Punkt nicht als Schnitt von zwei Geraden, sondern als
Schnitt eines Strahls mit einem Kreis um den Anfangspunkt des Strahles auf-
gefaBt wird (Figur 15). Aus all dem folgt, daB jeder Punkt (mit Ausnahme des
Poles) zwei Polarkoordinaten besitzt, und uwmgekehrt zu zwei Polarkoordinaten
etn und nur ein Punkt gehort. Zugleich ist durch die Polarkoordinaten eines

Punktes P+ 0O Linge und Richtung des Vektors r=0P gegeben.

Kehren wir zu unserem im rechtwinkligen System gegebenen Vektor r
zuriick, so sehen wir, daB auch hier Linge und Richtung von r gegeben ist,
falls wir ein Polarkoordinatensystem zu Hilfe nehmen, dessen Pol im Ursprung

y
v
P
!
y T
s A .
x O=|Pol
Fig. 15. Fig. 16.

O des rechtwinkligen Systems liegt, und dessen Anfangsrichtung etwa die Rich-
tung der positiven x-Axe ist. Kennen wir den Zusammenhang zwischen den
beiden Koordinatensystemen, so ist unsere Aufgabe gelost. Sind zunichst
die Polarkoordinaten 7, ¢ von P bekannt, so folgt aus der Definition der
trigonometrischen Funktionen fiir allgemeine Winkel (Figur 16):

x=7cosg, y=7sin @,

womit seine rechtwinkligen Koordinaten gefunden sind. Umgekehrt ergibt
sich, wenn die rechtwinkligen Koordinaten x, y von P gegeben sind, aus dem
Pythagoriischen Lehrsatz:

T

wobei die Wurzel positiv zu nehmen ist, da » nach Definition positiv ist. Jetzt
ergeben die beiden vorigen Gleichungen:

_ ¥ y _ ¥
cosg ~———~W , sin ¢ M_—W’ also tge= -
Eine dieser drei Gleichungen legt ¢ nicht eindeutig innerhalb seiner Grenzen 0
und 27 fest, da die cos-, sin- und tg-Funktion jeden Wert in diesem Intervall
zweimal annimmt. Dagegen bestimmen je zwet der drei Gleichungen ¢ im Inter-
vall 0 < ¢ <27 eindeutig. Kennen wir daher die Komponenten x, y eines Vek-
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tors 1, so ergeben 7 und ¢ Linge und Richtung desselben gemall den eben ge-
fundenen Gleichungen.

Wir 16sen jetzt Probleme, die sich an zwes gegebene Punkte anschiieBen.
Inderanalytischen Geometrie heiB3t ein Punkt gegeben, wenn seine Gleichungen
bekannt sind. Die beiden Punkte P; und P, sollen durch:

%= %, X = %,,
1 P,
¥y =1, Yy ="Ys,
gegeben sein. Durch P, und P, ist die Strecke P; P,, oder besser der Vektor

1= P, P, gegeben, falls man die Reihenfolge der beiden Punkte beachtet und
P, den Anfangs-, P, den Endpunkt nennt. Das Problem lautet, Linge und
Richtung von r zu berechnen. Wie stets in der Mathematik sucht man die Auf-
gabe auf bereits frither geloste zuriickzufithren. Wir machen folgende grund-
sitzliche Uberlegung : Linge und Richtung eines Vektors sind unabhingig von
der Wahl des Koordinatensystems; man bezeichnet sie als geometrische Eigen-
schaften des Vektors”). Im Gegensatze dazu ist zum Beispiel das Vorzeichen
der Koordinaten eines Punktes zufillig und hingt von der Wahl des Koordina-
tensystems ab, die willkiirlich ist. Wihlen wir ein anderes Koordinatensystem,
so dndern sich die Vorzeichen der Koordinaten, dagegen bleibt Richtung und
Linge des Vektors erhalten. Wihlt man ein anderes System, dessen Ursprung
O’ mit P, zusammenfillt, so ist das Problem das frithere, also gelést. Die neue
%- und y-Axe kénnen wir noch beliebig in 0" annehmen. Wir wihlen sie parallel
und gleichgerichtet zu den entsprechenden alten Axen und bezeichnen sie mit
%" und 9’. Die Einfithrung des neuen »'y’-Koordinatensystems nennt man eine
Koordinatentransformation. Das neue System ist wieder rechtwinklig und von
derselben Art wie das alte. Man kann es aus dem alten dadurch entstanden
denken, dafl man das urspriingliche als beweglich annimmt und es durch Be-
wegung innerhalb der Ebene stetig so in die neue Lage iiberfiihrt, daB es in je-
dem Augenblick parallel und gleichgerichtet zur vorhergehenden Lage ist.
Eine solche Verschiebung nennt man Translation oder Parallelverschiebung.
Dieselbe ist ein Spezialfall der allgemeinen Koordinatentransformation, von
der wir spiter sprechen werden. Kennen wir die gegenseitige Lage der beiden
Koordinatensysteme, so miissen sich die Koordinaten des neuen Systems aus
denjenigen des alten berechnen lassen und umgekehrt. Die betreffenden Glei-
chungen nennt man die Transformationsgleichungen. Bei der Translation geniigt
es, wenn man die Koordinaten des Anfangspunktes O’ kennt. O’ sei gegeben
durch

P

o 1=
y=20.

Die Transformationsgleichungen erhilt man aus der Vektoraddition. P habe
in bezug auf das alte Koordinatensystem die Koordinaten «, ¥, in bezug auf
7} Diese Auffassung ist zum ersten Male systematisch durchgefiihrt worden

in dem beriihmten Evlanger Programm von F. KLEIN. Siehe F. KLEIN: Gesam-
melte mathematische Abhandiungen, Bd. I, Berlin, 1921, p. 460.
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das neue die Koordinaten #’, ¥’. Setzt man in Richtung der x-Axe in O den
Vektor @ an und im Endpunkt von 4 den Vektor x’, so muBl die Summe offen-
bar x sein (Figur 17):

r=a+x'.

Ebenso ergibt in Richtung der y-Axe die Summe von 4 und 9’ den Vektor v:

y=b+y"
Daraus ergeben sich die beiden Systeme von Transformationsgleichungen:
r=at x', oder umgekehrt: x'= e

Die ersten geben die alten Koordinaten aus den neuen, die zweiten die neuen
aus den alten.

Yy
g
P y
y 4
0 X x’ P;
b y VA X
a x ¢\ T P2
[e] X 4, t
192
Xy .‘Xz x
Fig. 17. Fig. 18.

Diesverwenden wir zur Losung des Vektorproblemes. Wir wihlen als O’ den
Anfangspunkt P;, setzen also a=x,, b=y,. Die Transformationsgleichungen
fiir die neuen Koordinaten lauten jetzt:

2 =x—%,
Y'=y—91
Hat speziell P, die neuen Koordinaten #,’ und y,’, so muB:
Xy =Xy — %y,
Yo' =Ya— 1
sein. Die Gleichungen auf Seite 22 ergeben fiir die Lange und Richtung von

—

t=P,P,:

lt] =22+ = \7(7‘2“7‘1)2‘*‘ (v2—y1)%,

7
KXo Xo— Xy
COSp = e = — ,

+ 7. 7
\/x22+y22 \/(”2‘x1)2+(3’2‘3’1)2
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’

. Va Ye—=¥1
Sln(p = + 7 7 = +/7 ’
‘\/x22+y22 '\/(xz_xl)2+(y2—y1)2
" Ve Vo= 1
¢ = —F == .
X Xy— X4

Der Winkel ¢ geniigt der Ungleichung: 0 <¢ <2zn. Er entsteht durch
Drehung der positiven x’-Axe in positivem Sinne um O’ = P, bis sie zum ersten
Male in r fallt (Figur 18).

Durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte P;, P,, P, ist ein Dreieck
gegeben. Seine Seiten konnen wir als Vektoren auffassen, indem wir etwa die
Richtungen P, > P, > P;—> P, vorschreiben. Aus den Koordinaten der Punkte
lassen sich dann Linge und Richtung aller drei Vektoren berechnen (Figur 19).
Aus je zwei Richtungswinkel erhilt man die Winkel des Dreiecks. Diese Auf-
gaben sind alle gel6st. Dagegen erhilt man im Flicheninhalt A des Dreiecks
eine neue Aufgabe. Wir wollen sie zuerst fiir eine spezielle Lage des Dreiecks
in bezug auf das Koordinatensystem l6sen und nachher den allgemeinen

¥
4 X
P, 5
" 4
: W
i
! x P,-0) : .
PZ
Fig. 19. Fig. 20.

Fall auf den speziellen zuriickfithren: P, liege in O, P, auf der positiven x-Axe
(Figur 20). Die drei Punkte sind dann durch Gleichungen folgender Form ge-
geben:
P {x:O, {x:xz, P ]x:xs,
! y=0, 2 y=0, 31y:y3»

wo nach Annahme x,>> 0, y;+0 sein muB. Das Dreieck hat die Grundlinie
P, P,=x, und die Hohe <+ y;, wo das obere Vorzeichen fiir positives y;, das
untere fiir negatives ¥, zu nehmen ist. Durchlaufen wir das Dreieck in dem vor-
ausgesetzten Sinne P, P,->P;, so ist der Umlaufsinn im ersten Fall positiv,
das heiBt entgegen dem Uhrzeigersinn, im zweiten negativ, das hei3t mit dem
Uhrzeigersinn. Daher ist:

1
:l:AZEx?%:
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wobei das obere oder untere Vorzeichen zu wihlen ist, je nachdem der Umlauf-
sinn des Dreiecks positiv oder negativ ist. Das Problem ist geldst.

Den allgemeinen Fall kénnen wir wieder durch eine Koordinatentransfor-
mation auf den eben geldsten zuriickfiihren. Denn auch der Flacheninhalt eines
Dreiecks ist eine geometrische Eigenschaft, also invariant bei Koordinatentrans-
formationen. Allein, hier geniigt die Translation nicht mehr; denn durch diese
konnen wir nur O in einen der Punkte, zum Beispiel P, legen, aber nicht mehr
den zweiten P, stets auf die positive neue x-Axe fallen machen. Dazu ist eine
Drehung des Koordinatensystems um den Nullpunkt notwendig. Wir betrach-
ten eine solche zuerst allgemein.

Y u
P /
l\ A

N

V”

Fig. 21. Fig. 22.

Wir drehen das gegebene System um O in positivem Sinne um den Winkel ¢.
@ wird dieselben Grenzen haben wie bei den Polarkoordinaten:

0=¢p<2nm.

Die Axen des gedrehten Koordinatensystems sollen mit %', 9’ bezeichnet wer-
den. Wir entnehmen Figur 21, in der ¢ spitz und der allgemeine Punkt P im
ersten Quadranten beider Systeme liegt, die Beziehungen:

x'=0Q+QP" =xcosg+ysin g,
y'=RP—RP" =y cosg—xsin g,

womit die neuen Koordinaten aus den alten gegeben sind. Wir werden im né4ch-
sten Paragraphen beweisen, dafl die Formeln auch bei allgemeiner Lage der
Systeme und des Punktes gelten. Erweitert man die erste Gleichung mit cos ¢,
die zweite mit — sin ¢ und addiert sie, so folgt:
und entsprechend: rmrcosgmy s e,
y=x'sin ¢+ y’ cos ¢,

womit die alten aus den neuen Koordinaten berechnet sind.

Auf Grund dieser Gleichungen kénnen wir Translation und Drehung nach-
einander ausfithren. Es sei O’ (Figur 22):

x=a,

0 y=b,
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der neue Koordinatenanfangspunkt. Die neuen Axen, die wir durch Translation
erhalten, seien z’, ¥’. Dann gilt nach fritherem fiir jeden Punkt P:

X' =x—a, x=a+x',
, und ,
y'=y=b y=b+y".

Drehen wir das x’ y’-Koordinatensystem um den oben definierten Winkel ¢,
so entsteht das neue System mit den Axen x”', y"', und es muB:

i

x""= x"cosgp+y sin g, x¥'=x"cosp—y" sin ¢,
. n .
y''=—x"sin g+ cos g, y'=x""sin ¢+ y" cos ¢,

sein. Durch Kombination der beiden Gleichungssysteme erhilt man die all-
gemeinen Transformationsformeln:

%"= (x—a)cos g+ (y—0b)sin g, x=a+x" cosp—v" sin g,
y''=—(x—a)sin g+ (y—b) cos ¢, M y=basin gty cos g.

Die ersten ergeben die neuen Koordinaten aus den urspriinglichen, die zwei-
ten die urspriinglichen aus den neuen. In der Natur des Problemes liegt die be-
merkenswerte Tatsache, daB beide Gleichungssysteme in den Variablen vom
ersten Grade sind. Das neue Koordinatensystem ist wie das urspriingliche von
erster Avt. Man erhilt durch die beiden Operationen der Translation und Drehung
jedes andeve Koordinalensystem erster Avl der Ebene.

"/

Y3

Fig. 23.

Die gefundenen Formeln wenden wir auf das Problem des Dreieckinhaltes
an. O’ falle mit P, zusammen (Figur 23), das heiBt, man setze a=ux,,
b=1v,. Die positive x’'-Axe falle in den Vektor }Tﬁg ; @ ist dann der Richtungs-
winkel @ des Vektors, dessen cosinus und sinus auf Seite 24/5 berechnet wurden.
Im %" y"-Koordinatensystem habe P, die Koordinaten x'g',O und P, die Ko-
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ordinaten x:,'.’, y5'. Das Dreieck hat die spezielle Lage, wie wir sie zuerst ange-
nommen hatten. Der Inhalt A ist daher:

oo

1
:1:Az~2—x2y3.

%y ist die Linge | P, P, | des Vektors:

’”

+
Ko = A/ (#p— %2 + (¥, — 9) 2.
ys erhdlt man aus der Transformationsgleichung:
¥s'= = (%3 — #1) sing + (y3—¥y) cosg,
oder wenn man die Werte von cos ¢ und sin ¢ einsetzt:

1
W = e (G 5 (e 3+ (0= 91) (ra = ).

Fiir den Inhalt A folgt somit:

1
+4= ‘2‘(“‘ (%3 — %) (2 — 31) + (¥3— 1) (%2~ xl))z
1
=35 (%172 + %oy5 -+ X3y — XYy — %3V — %1Y3).

Mit Hilfe eines algebraischen Symbols, das uns noch oft gute Dienste leisten
wird, kann man diesen Ausdruck elegant darstellen. Man nennt fiir 9 be-
liebige Zahlen a, b, ¢ den Ausdruck

a, bycy
a5 by ¢y
a3 bycy

=a,0y034 a3b cotagbscy—azbycy— a1b505—aybycq

eine Determinante, die Zahlen a,, b, ¢, fiir jedes der n=1,2,3 eine Zeile und
a,,d,,a5, respektive b,,b,,b,, respektive c¢q,¢,,¢5 eine Kolonne oder Spalte der
Determinante. Um sich die Definition der Determinante mnemotechnisch leicht
merken zu konnen, schreibt man die beiden ersten Spalten nochmals rechts
neben die Determinante hin:

3 b7 ¢ £ 3

/NN

Die drei Diagonalen von oben nach unten ergeben die drei positiven Pro-
dukte, die drei von unten nach oben die negativen Produkte der Determinante.
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Durch Ausrechnung findet man sofort, dafl der Klammerausdruck von 4 eine
Determinante ist:

1 1 %9,
:EA:? 1 %5 9,
1 %595

Das Vorzeichen ist frither festgesetzt worden und hingt von dem Umlaufsinn
des Dreiecks ab.

5. Satz: Haben die Ecken P, P,, P, eines Dretecks die Gleichungen:
{x:xl, {x:xz, l X=X,
Hy=y  “Fly=y. “*ly=v,

wobes sie so abgezdhlt sind, dap der Umlaufsinn P, > P,-> P, positiv ist, so erhilt
man den Flicheninhalt A des Dreiecks aus:

1'1x1y1
A:? 1x2y2
’1963)13

Wir denken uns jetzt den Punkt Pgvariabel, lassenalso iberallden Indexdrei
weg. Nur P, und P, seien fest gegeben. Wir legen durch sie die Gerade (Figur24).
y

O;
p*o P

2

Fig. 24.

Fiir alle Punkte P der einen Seite der Geraden wird der Umlaufsinn P, > P,
- P positiv, fiir die andere negativ sein. Stellen wir uns vor, da3 wir in P; nach
P, blicken, so wird fiir alle P /inks die Determinante von Satz 5 einen positiven,
rechts einen negativen Wert haben. Liegt P auf der Geraden, so muf} die De-
terminante offenbar den Wert null besitzen, da dann das Dreieck ausartet.
Daher ist:

je nachdem der Punkt P links, auf, oder rechts von der Geraden liegt. Die Be-
dingung ergibt ausgerechnet:

Ax+By+CZ0,
falls man abkiirzt:

1
A=(y1—9), B=

(%3—%q), C=E(x1y2—x2y1)'

b | -t
[
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A, B, C sind feste, nur von P;, P, abhingige Zahlen; x, y sind die Ko-
ordinaten eines beliebigen Punktes der Ebene. Setzen wir:

Ax+ By+C=0,

so kann diese Bedingung nur erfiillt sem, wenn P auf der Geraden durch Py, P,
liegt. Der Punkt ist durch sie an die Gerade gefesselt. Die Gleichung stellt somit
eine Ortsbedingung fiir die Punkte einer Geraden dar. Dies fiihrt uns zum néich-
sten Paragraphen, in dem wir diese Frage allgemein untersuchen werden.

§ 2. Die Gerade

Wir haben eben eine Ortsbedingung fiir die Punkte einer Geraden kennen-
gelernt. Was versteht man allgemein unter einer solchen? Nehmen wir an,
eine stetige Funktion f(x,y) der Koordinaten x,y eines Punktes sei gegeben.
f(x,y) soll nicht identisch null sein. Wir setzen:

f(x,y)=0.

Alle Zahlenpaare, die dieser Bedingung geniigen, legen Punkte in der Ebene
fest, deren Gesamtheit eine Kurve bilden. Umgekehrt kann eine Kurve geome-
trisch gegeben sein, und die Koordinaten ihrer Punkte kénnen der funktionalen
Beziehung:

f(x,9)=0

geniigen. Wenn zwischen einer geometrisch gegebenen Kurve und einer Funk-
tion f(x,y) diese Beziehung besteht, nimlich daB:
1. alle Losungen «x,y der Bedingungsgleichung:

H(%,y)=0
Koordinaten eines Kurvenpunktes sind;
2. die Koordinaten x,y jedes Kurvenpunktes der Bedingung

f(x,9)=0

geniigen, soist f («, y) = 0 eine Ortsbedingung fiir die gegebene Kurve. Man nennt
sie kurz «die Gleichung der Kurve». Zwischen den Punkten der Kurve und den
Losungspaaren der Gleichung findet eine umkehrbar eindeutige Beziehung
statt. Der Punkt #,y kann nicht beliebig liegen, sondern er wird durch die
Gleichung an die Kurve gebunden.

Wir fragen speziell, ob die Gerade eine Gleichung besitzt und welches die-
selbe ist ? Nach den angestellten Uberlegungen lautet die Definition der Glei-
chung der Geraden so:

Definition: Existiert eine Funktion {(x,y), so daB:

1. alle Wertepaare x, vy, fiir die f (%, y) = 0 ist, Punkte einer Geraden sind;
und dap:
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2. die Koordinaten x,vy jedes Punkies jener Gevaden dey Bedingung f(x,y)=0
gentigen,

50 heift [ (%,y) =0 die Gleichung dev Geraden.

Um zu entscheiden, ob jede Gerade eine Gleichung besitzt, muB3 man die
Lage der Geraden in bezug auf das Koordinatensystem kennen. Dies kann auf
verschiedene Weisen geschehen. Am dienlichsten ist folgender Weg: Man nimmt
ein Polarkoordinatensystem zu Hilfe, dessen Pol im Ursprung O des recht-
winkligen Systems liegt, und dessen Anfangsrichtung in die positive x-Axe fallt.
Jeder Punkt hat jetzt die rechtwinkligen Koordinaten x,y und die Polar-
koordinaten 7, ¢, zwischen denen die Beziehungen gelten:

X=7COS ¢, y=7sin ¢.

y
y
d+0 Fop d-0
///I N
i ! L P
N //' J) /qy
N | A i
\ ! P 7/ |y
N 4 }
\D /%/ // : i
g il | [v4 )
]
e (4 , .
X
(0] x °
Fig. 25.

Wir fillen von O aus das Lot auf die gegebene Gerade. Der FuBpunkt sei D.
Ist D von O verschieden, das heiBit, geht die Gerade #nicht durch den Punkt O,
so hat D die eindeutigen Polarkoordinaten: 4 als Radius vektor, « als Winkel.
Ist D=0, das heiBt, geht die Gerade durch den Nullpunkt, so setzt man d=0,
und wihlt als willkiirlich festzulegenden Winkel o denjenigen Winkel, den einer
der beiden auf der Geraden in O senkrechten Strahlen mit der positiven x-Axe
(Anfangsrichtung) bildet. Die Richtung dieser Strahlen legt eine bestimmte
Richtung der Senkrechten auf der Geraden fest. Wir behaupten, daB in beiden
Fillen durch d o die Gerade tn bezug auf das rechtwinklige Koordinatensystem ein-
deutig festgelegt ist. Ist ndmlich 440, so gibt es einen und nur einen Punkt D,
dessen Polarkoordinaten 4,« sind. In diesem gibt es nur eine Gerade, die auf
dem Vektor b= OD senkrecht steht. Tst dagegen d =0, so geht die Gerade durch
den Nullpunkt, und es gibt wieder nur eine Gerade, die auf dem durch « be-

stimmten Strahl senkrecht steht (Figur 25).
Ist P ein beliebiger Punkt der Geraden, soist im Falle 4+ 0 das Dreieck 0D P
in D rechtwinklig. Ist P nichi auf der Geraden, so ist dagegen das Dreieck ODP

sicherlich #nicht rechtwinklig in D. Die Normalprojektion von #=O0P auf OD
ist daher dann und nur dann gleich 0D, wenn der Punkt auf der Geraden liegt.
Der analytische Ausdruck hierfiir ist:

d=7cos (a—¢).
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Denn 7 cos (x— ¢) ist die Projektion von 7 auf den Vektor b:o’f), und diese
ist groBer als 4 fiir Punkte der einen Seite der Geraden (P* in Figur 25) und
kleiner fiir die Punkte der andern Seite der Geraden (P** in Figur 25). Nur fiir
die Punkte der Geraden kann das Gleichheitszeichen stattfinden. Daher sind
beide Bedingungen der Definition der « Gleichung» erfiillt und

d=r7cos (a—¢)

ist die Gleichung der Geraden. Entwickelt man cos (¢ — ¢) nach dem Additions-
theorem, so folgt wegen der Beziehung zwischen %,y und 7,¢:

d=7cos ¢ coso+7sin ¢ sin o=x cos a+ ¥ sin a.
Die gesuchte Funktion f(x, y) der Gleichung der Geraden hat somit die Gestalt
fx,9)=xcosa+ysina—d=0.

Man nennt sie die HessEsche Normalform der Gleichung dev Geraden8). Ist jetzt
d=0, so muB offenbar « — g fiir alle Punkte der Geraden und nur fiir diese ein
rechter Winkel sein oder sich um 7 von einem solchen unterscheiden. In beiden
Fillen ist:

cos (x— @) =0 oder 7 cos (o« — @)= cos a+ ¥ sin a=0.

Diese Bedingung ist wieder die HEssEsche Normalform, die somit auch fiir
d=0 gilt.

Umgekehrt ist durch die HEssEsche Normalform die Lage der Geraden be-
ziiglich, des rechtwinkligen Koordinatensystems eindeutig bestimmt. Denn
kennt man d, cos «, sin «, also auch 4 und « wegen 0 <a < 27, so ist die Gerade
eindeutig nach dem Friihern festgelegt.

6. Satz: Jede Gerade der Ebene besitzt als Gleichung eine HESSEsche Normal-
form und durch letztere ist die Gerade eindeutig festgelegt.

Es fragt sich, ob es noch andere Funktionen f (%, ) gibt, die eine Gleichung
der Geraden bestimmen ? Die Beantwortung fiihrt auf eine rein analytische
Untersuchung. Denn es handelt sich darum, zu entscheiden, ob es andere Funk-
tionen f(«, y) gibt, die fiir alle und nur die Lésungen der Gleichung x cos e+
~+ysin «—d=0 verschwinden. In dieser Allgemeinheit ist die Frage sinnlos.
Denn jede Funktion F (f), die den Wert null nur fiir eine reelle Zahl, etwa ¢=0
annimmt, wie e?— 1, gibt eine Losung: F (x cos a+ ¥ sin « —d) = 0. Beschrinkt
man sich aber auf die Funktionen ersten Gradesin #,y, sokann man sagen: Ist:

Ax+By+C=0

Gleichung einer Geraden, und ist [ (x,y) =0 die HEsSEsche Normalform der Gera-
den, so mup identisch:

Ax+ By+C=Af(x,y)

8) Nach dem deutschen Mathematiker OtrTo HEssE (1811--1874), der die
Normalform zur Grundlage seiner Theorie der Geraden machte in seinen: ,,Vor-
lesungen aus dev analytischen Geometrie der gevaden Linie, des Punktes und des
Kreises in der Ebene (4. Auflage, Leipzig, 1906).
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sein, wo A ein konstanter Faktor £0 ist. Umgekehrt ist jede Beziehung Af(x,y)=0
eine Gleichung der Geraden. Man nennt sie die allgemeine Gleichung der Ge-
raden. Aus der vorigen Identitit folgen die Gleichungen:

A=2Adcosa, B=Asina, C=—7d,
woraus sich durch Quadrieren und Addieren der beiden ersten ergibt:
A2+ B2=)2

Da 4 + 0 sein soll, so diirfen 4 und B nicht beide null sein.
Bisher haben wir die Gerade als gegeben angenommen und nach ihrer Glei-
chung gefragt. Umgekehrt kdnnen wir jetzt von einer Gleichung:

Ax+By+C=0, wo A%+ B?40 ist,

ausgehen und fragen, ob sie Gleichung einer Geraden ist ? Wegen Satz 6 brau-
chen wir nur zu zeigen, daB sie stets aus einer HEsseEschen Normalform mittels
eines Faktors A entspringt. Wir nehmen somit jetzt 4,B,C als gegeben an
und fragen nach den Unbekannten 4,4, « in den drei Gleichungen:

Acosa=A,
Asin a= B,
Ad=—C.

Wie oben findet man A2=A42+ B2, oder A= +4+/A42+ B2. A ist wegen der An-
nahme 4 0; es hat aber noch zwei mogliche Werte. Im Falle C+0 kann man aus
der dritten Gleichung das Vorzeichen von 4 bestimmen. Denn 4 mu8 als Radius
vektor positiv sein, also:

C
d=—7>0;

und A muB das entgegengesetzte Vorzeichen von C haben. Dann ist durch die
beiden ersten Gleichungen der Winkel « eindeutig innerhalb der Grenzen
0 < a < 2mgegeben. Ist aberC =0, so ist 4 =0, und man 148t dasVorzeichen von
Aunbestimmt. Die beiden ersten Gleichungen ergeben jetzt fiir « zwei Losungen
innerhalb der vorgeschriebenen Grenzen; beide Lisungen unterscheiden sich
um 7z. Wir bekommen in jedem Fall eine HesseEsche Normalform. Denn im
Falle =0 darf man jede der beiden Normalenrichtungen, also jeden der beiden
Werte von « wihlen. Daher kann man jede allgemeine Gleichung

Ax+By+C=0, A2+ B240,

aus einer HEssEschen Normalform dadurch entsprungen denken, daBl man
letztere mit einem Faktor A+0 multipliziert. Somit gehort auch zu jeder all-
gemeinen Gleichung eine und nur etne Gerade, deren Gleichung sie ist. Die zu-
gehorige HEssEsche Normalform erhilt man, indem man die allgemeine Glei-
chung durch A dividiert. Hierfiir sagt man kurz: «Man bringt die allgemeine
Gleichung auf die HEssEsche Normalform.»

3
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7. Satz: Man bringt die allgemeine Gleichung:
Ax+By+C=0, A2+ B2+0,

auf die HEssEsche Normalform, indem man alle thre Koeffizienten durch A=
+4/A2+ B2 dividiert. Im Falle C+0 hat man fiir A das entgegengesetziec Zeichen
von C zu wihlen. Im Falle C=0 ist die Wahl des Vorzeschens willksirlich.

Aus den drei Gleichungen zwischen A4, B,C einerseits und 4,d,« anderseits
folgt die von A unabhingige Doppelproportion:

A:B:C=cosa:sina:—d.

Die linken Verhiltnisse sind somit fiir jede Gerade fest gegeben. Andere Werte
der Verhiltnisse 4ndern auch die Gerade. Es liegt daher nahe, Gleichungen, fiir
die A:B:C denselben Wert hat, als gleich aufzufassen. Statt zu sagen, da8
eine Gerade unendlich viele Gleichungen hat, die sich um konstante Faktoren
unterscheiden, nimmt man sie als eine einzige Gleichung, in der nur die Ver-
hiltnisse A4 : B:G maBgebend sind. Dadurch kommt man zu einer umkehrbar
eindeutigen Beziehung zwischen den Geraden und ihren Gleichungen.

III. Hauptsatz: Jede Gerade besitzt in bezug auf das Axenkreuz eine Glei-

chung:
Ax+ By+C=0, A%+ B0,

die nuy vom Verhiltmis A:B:C abhingt; wumgekehrt gehort zu jedem Ausdruck:
Ax+ By+C, A%+ B2+0, eine und nur eine Gerade, deven Gleichung

. Ax+ By+C=0
182.

Die linke Seite der allgemeinen Gleichung ist eine Funktion vom ersten
Grade in x,y. Nach dem III. Hauptsatz besteht zwischen den Funktionen
ersten Grades in x,y und den Geraden eine umkehrbar eindeutige Beziehung.
Man identifiziert aus diesem Grunde diese Funktionen mit den Geraden, indem
man sie in der Analysis «Lineare Funktionen», das heiBt «Geradenfunktionen»
(wegen «linea», lateinisch Gerade) nennt.

Bevor wir die Gleichung der Geraden diskutieren, wollen wir noch eine
wichtige Anwendung der Theorie der HessEschen Normalform machen. Es sei
eine Gerade gegeben, worunter wir jetzt stets verstehen, daB ihre Gleichung
bekannt ist. Wir diirfen sie in der HeEsseschen Normalform:

xcosatysina—d=0

voraussetzen, da wir nach Satz 7 jede andere auf diese Form bringen kénnen.
Die Aufgabe, die wir 16sen wollen, lautet: Es sei der Normalabstand eines be-
liebigen Punktes P, von der Geraden zu berechnen. P, sei durch seine Glei-
chungen:

2= %,

¢ Y="%
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gegeben. Der FuBpunkt des Lotes von P, auf die Gerade sei Q. Wir geben dem

Normalabstand #=Q P, von vornherein eine Richtung und damit # ein Vor-
zeichen. Durch den Winkel a in der HEssEschen Normalform der Geraden
ist eine Richtung der Senkrechten der Geraden ausgezeichnet. Der Vektor
n:QZS0=n sei positiv, wenn er diese Richtung der Senkrechten hat, sonst
negativ. Um # zu berechnen, legen wir durch P, eine Parallele zur Geraden
und fragen nach der HEssEschen Normalform dieser Hilfsgeraden. Wir unter-
scheiden die beiden Fille:

a) Die Hilfsgerade schneide den Vektor 9=0D oder dessen Verlingerung
(Figur 26). Nach der Vektorrechnung sind d+#,« die Polarkoordinaten des
FuBpunktes des Lotes von O auf die Hilfsgerade (wenn sie durch O geht, neh-
men wir « als Winkel ihrer Normalen an). Die HEssEsche Normalform der
Hilfsgeraden ist:

xcosatysina—(d+n)=0.

Da der Punkt P, auf der Geraden liegen soll, muB:

Xgcos o+ yosina—d—n=0
sein, das heiB3t:
7= %4 COS &+ ¥, Sin & —d.

Fig. 26.

b) Dic Hilfsgerade schneide die Riickwirtsverlingerung des Vektors 2=0D
(Fall von Py* in Figur 26). » ist sicherlich negativ. Die Polarkoordinaten des
FuBlpunktes des Lotes von O auf die Hilfsgerade sind —#» —d, o +m; ihre
Hessesche Normalform wird:

—xcosa—ysina+n+d=0,

Da sie wieder durch P, geht, miissen %,,y, sie befriedigen, was wie vorhin
ausgerechnet ergibt:
=% COS X+ ¥ sin a—d,
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8. Satz: Der Normalabstand eines Punkies von einer gegebemen Geraden ist
gleich dem Werte der linken Seite der HESSEschen Normalform der Geraden, be-
rechnet fiir die Koordinaten des Punkies. Ev besitzt das positive oder negative Vor-
zeichen, je nachdem der Punkt auf der Seite der positiven oder negativen Richiung
der Normalen der Geraden, wie sie durch die HESSEsche Normalform festgelegt ist,
liegt.

Geht die Gerade nicht durch den Nullpunkt, so kann die Bedingung des
Vorzeichens des Normalabstandes einfach so ausgedriickt werden: # ist positiv
oder negativ, je nachdem der Punkt auf der entgegengesetzten oder gleichen
Seite der Geraden wie der Nullpunkt liegt.

Satz 8 ergibt den Beweis der Transformationsgleichungen im Falle der
Drehung um den Winkel ¢, wie wir sie frither fiir eine spezielle Lage herge-
leitet hatten. Dasgedrehte Koordinatensystem werde mit x', 9’ bezeichnet. Wir
fragen nach der HEssEschen Normalform der Gleichungen der x’- und 9’-Axen.
Da diese durch O gehen, ist fiir beide 4= 0, und wir diirfen die Richtung der
Normalen willkiirlich vorschreiben. Wir bestimmen die + y’-Axe als Normal-
richtung der x’-Axe, und die + x’-Axe als Normalrichtung der y’-Axe. Daher
ist « in der HEssEschen Normalform der y’-Axe der Drehwinkel ¢, und in der

Hesseschen Normalform der x’-Axe der Winkel ¢ + %, odergp— 3Tn Die HEs-
sEschen Normalgleichungen sind:
Fiir die x"-Axe: x cos ((p-}—%) + ysin (¢p+%) =0 oder —x sinp+y cos p=0,
fir die y’-Axe: xcosg +ysin @ =0.

Nun ist aber x#’ der Normalabstand eines allgemeinen Punktes von der

9’'-Axe, und zwar positiv auf der Seite der + x"-Axe, negativ auf der Seite der
— x'-Axe, somit nach Satz 8:

x'=2x cos g+ sin ¢,
und ebenso:
y'=—2xsin ¢+ 1y cos ¢,
womit die beiden Formeln allgemein bewiesen sind.
Zur Diskussion der allgemeinen Geradengleichung:

Ax+ By+C=0, A2+ B2+0,

unterscheiden wir folgende Fille:
1. A=0. Entspringt die Gleichung aus der HEssEschen Normalform:

xcoso+ysina—d=0,

3 . .
so muB dann auch cos =0, also a = —g— oder = —}sem. Die Gerade steht senk-

recht auf der y-Axe oder ist parallel zur x-Axe (Figur 27).
2. B=0. Entsprechend ist sin «=0, also «=0 oder =x. Die Gerade ist
parallel zur y-Axe (Figur 27).

3. C=0. Dann ist 4=0 und die Gerade geht durch den Nullpunkt.
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4. C+0. Die Gerade geht nicht durch den Nullpunkt und schneidet die
Axen in den beiden von O verschiedenen Punkten P, und P,, wobei einer dieser
Punkte auch ins Unendliche fallen kann, wenn die Gerade zur betreffenden
Axe parallel ist. Man nennt die Abszisse 2 von P, und die Ordinate 4 von P,
die Axenabschnitte der Geraden. Ist die Gerade parallel zur x-Axe, das heilt
A =0 (Fall 1), so sei a=o00; ist sie parallel zur y-Axe, das heilt B=0 (Fall 2),

Y -0 4 B=0
o
A\ . Fan\ N
4
y C=0 y C+0
P
b b
o x Fe x
a\

Fig. 27.

so sei b=oo. Um a und b zu berechnen, bedenken wir, daB die (endlichen)
Punkte P, und P, die Gleichungen haben:

p x=a, P x=0,
a y=0, b y:b,

daB somit:
Aa+C=0, Bb+C=0
sein mufl, woraus:
a=-—— b=— <
4 B
folgt. Diese Formeln gelten auch, falls 4 oder B=0 ist, da dann wegen C+0
fiir @ oder b unendlich erhalten wird, wie vorgeschrieben. Hieraus ergibt sich:

4--<,  p=_C

a R
setzt man diese Werte in der Geradengleichung ein und kiirzt durch —C+0,
so ergibt sich:

YYo=

Man nennt diese Gleichung die A xengleichung der Geraden.
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5. B+0. Die Gerade ist nicht parallel zur y-Axe. Man darf ihre Gleichung

nach y auflésen:

A C .
y=nx+p, Won =— &, ;b:—flst.

Diese Gleichung heiBt die explizite Form der Geradengleichung. Trotzdem alle
zur y-Axe parallelen Geraden ausgeschlossen sind, ist sie darum besonders
zweckmiBig, weil die Koeffizienten # und p eine einfache geometrische Be-
deutung haben. Fiir x=0 wird y=p$; also ist p der vorhin definierte Axen-
abschnitt auf der y-Axe. Um » geometrisch zu deuten, schalten wir folgende
wichtige Betrachtung ein. Durch jede Gerade wird eine Richtung gegeben.
Im Gegensatz zur Theorie der HEssEschen Normalform, in der die Senkrechte
zur Geraden eine gerichtete Gerade war, wollen wir jetzt nicht zwischen ihrer
positiven und negativen Richtung unterscheiden. Umihre Richtung festzulegen,
definieren wir:

Definition des Richtungswinkels: Die zur x-A xe parallelen Geraden haben
den Richtungswinkel null. Sind die Geraden nicht zur x-Axe parallel, so versteht
man unter threm Richtungswinkel mit der positiven x-Axe den Winkel, den die
Letztere bestreicht, falls man sie wm thren Schnittpunki mit der Geraden in positivem
Sinne so lange dreht, bis sie zum ersten Male in die Gerade fallt.

Aus der Definition folgt, daB parallele Geraden denselben Richtungswinkel
haben, und daB jeder Richtungswinkel g zwischen den Grenzen liegt (Figur 28):

0<p<am.

g y

N

v . x

| 78

Fig. 28.

Er ist nicht zu verwechseln mit dem Winkel der Polarkoordinatensysteme.
Es ergibt sich die Aufgabe, den Richtungswinkel ¢ einer Geraden aus ihrer
Gleichung zu berechnen. Wegen der Grenzen von ¢ kénnen wir als trigonome-
trische Funktion die Tangensfunktion wéhlen, da diese innerhalb der Grenzen
von ¢ alle reellen Zahlen durchliuft und jeden Wert nur einmal annimmt. Aller-

dings wird sie fiir (p:% unendlich. Dann ist die Gerade parallel zur y-Axe
(Fall 2). Ist die Gerade durch die HEssesche Normalform gegeben:
xcoso+ysina—d=0,

so erkennt man aus den vier Fillen von Figur 29, daf3:

4 _ ., 3=
<p-«oc:]:-2—oder—a 5
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sein muB, also:
tgp=1tg (x— 721) = —tg(-;l— o) = — cotga

wird. Da in der allgemeinen Gleichung Ax+ By+C=0 fir 1+0:4=24cos a,

B=]sin & sein muB, so ist:
A
tggp =— B

T

Diese Formel behilt ihre Giiltigkeit, wenn ¢ =3 ist, das heilt, wenn die Gerade
parallel zur y-Axe ist, da dann B=0, 4+0 sein muB.

Fig. 29.

Wenden wir dieses Resultat jetzt auf den Fall 5 der expliziten Form der
Geradengleichung y=nx+$ an, so ist:

n=tg g,

womit die geometrische Deutung erreicht ist. Man nennt » den Richtungs-
koeffizienten der Geraden.
9. Satz: Jede Gerade, die nicht parallel zur y-Axe ist, besitzt eine explizite
Form ihrer Gleichung:
y=nx+7p,

wo p der Axenabschnitt auf der y-Axe ist, und der Richtungskoeffizient n=tge
den Richtungswinkel ¢ der Geraden bestimmd.

Wir kénnen jetzt die beiden grundlegenden Probleme 16sen:

1. Problem: Von einer Geraden kenne man einen Punkt P, und den Richtungs-
winkel p. Man berechne die Gleichung dey Geraden. Da durch einen Punkt und
den Richtungswinkel die Gerade bestimmt ist, gibt es nur eine Losung des
Problems.

P, besitze die Gleichungen:

{ x=1%,
Pl .
Y=Y

der gegebene Richtungswinkel geniigt der Bedingung 0 < ¢ <z. Wir unter-
scheiden die beiden Fille:
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a) p= % Da die Gerade parallel zur y-Axe seinmuB8, istinihrerallgemeinen
Gleichung B=0, A+0. Sie hat somit die Gestalt:

Ax+C=0,
und da P, auf ihr liegt, muB:
Ax,+C=0
sein, woraus wegen A+0:
X—%,=0

die gesuchte Gleichung ist.
b) ¢ #%. Die Gerade ist nicht parallel zur y-Axe, besitzt also nach Satz 9
eine explizite Form der Gleichung:
y=nx+ p’
wo n=tgg sein muB. Da P, auf ihr liegt, ist:
y1="n%+p.
Subtrahiert man diese Gleichung von der vorigen, so ist $ eliminiert:
y—yn=n(x—x)=tgp(r—x),

womit die Aufgabe geldst ist. Schreibt man fiir tge den Quotienten sing/cose,
so 148t sich die Gleichung so schreiben:

Y=V _ ¥~ hN

sing = cose

Kiirzt man den Quotienten mit ¢ ab, so 14Bt sich die Gleichung durch zwei
ersetzen:

X=%,+1cos g,

y=y1+isin g,

worin jetzt ein Parameter ¢ auftritt. Eliminiert man ihn aus den beiden Glei-
chungen, so entsteht wieder die urspriingliche Gleichung der Geraden. Die neue
Darstellung hat den groBen Vorteil, daB beide Fille a) und b) in ihr enthalten

sind. Denn fiir ¢=g~ ist cos =0 und die erste der beiden Gleichungen ist die

Gleichung der Geraden. Ebenso gelten sie fiir ¢=0, wo sin p=0, y=1y, wird.
Nun zeigt die Analysis, daB man eine ebene Kurve durch zwei Gleichungen:

x=¢(t), y=9()

mit Hilfe eines Parameters ¢ geben kann. Man nennt die Darstellung unzformi-
stert. Im Falle der Geraden zeigt unsere Lsung, daB man in der uniformisierten
Darstellung ¢ () und ¢ (¢) als lineare Funktionen von ¢ annehmen darf. Sie er-
gibt uns auch eine sehr einfache geometrische Deutung von ¢. Ist P ein be-
liebiger Punkt der Geraden, so fillt fiir =0 P mit P, zusammen. In allen
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iibrigen Fillen ist ¢ die positive oder negative Linge der Strecke P, P (Figur 30),
und zwar tritt das positive Zeichen auf fiir alle Punkte der einen Halbgeraden
von P, an, das negative fiir diejenigen der andern Halbgeraden. Man gibt daher
der Geraden eine Richtung und faBt sie als #-Axe auf mit dem Nullpunkt in P,
und derselben Einheitsstrecke wie das gegebene System. Die Richtung ist fiir
Gerade, die parallel zur x-Axe sind, gleich wie die der x-Axe; fiir die ibrigen Fille
geht sie vom Schnittpunkt mit der #-Axe in den 1. oder 2. Quadranten. Jeder
Punkt der Geraden ist jetzt eindeutig durch den Vekior t=: festgelegt, der die
Komponenten t cos ¢ und ¢ sin ¢ besitzt. Legen andererseits die Punkte Pund P,
die Vektoren r=5§3,r1 =0—131 fest mit den Komponenten x=x,=1y, respek-
tive ¥; = x;,1, = ¥,, so muB nach der Definition der Vektoraddition (Figur 30):

1=1,+t

sein, und da die Komponenten links die arithmetische Summe der Komponenten
rechts sein miissen, ist

x=2%+1cos g,

y=19,+1sin g,

was die urspriinglichen Gleichungen sind. Die Vektorgleichung enthilt die-
selben somit.

¥ ‘ t g
t i
P, 1Q t t
! )
77
4 : ! :y QI“‘r -F- r
¥ i X
A | ! 1Y
t ! x ! ] x
x x x x
P o ’ 0
Fig. 30.

2. Problem: Von einer Geraden kenne man zwei Punkte P, und P, Man be-
rechne IThre Gleichung. Da die Gerade durch zwei Punkte eindeutig festgelegt ist,
gibt es nur eine Losung.

Die Punkte haben die Gleichungen:

%= 1%, X = %Xy,
Y=, ¥y="9,.
Wir unterscheiden:
a) x,=1x, Die Gerade muB offenbar parallel zur y-Axe sein. In ihrer all-

gemeinen Gleichung ist B=0,4+0. Sie lautet:
Ax+C=0,
und da sie durch P, und P, geht, muB wegen x, =%, nur:

Ax+C=0
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werden, was wieder auf

x—x,=0, respektive x—x,=0
fiihrt.
b) x,%x,. Die Gerade ist nicht parallel zur y-Axe und besitzt die explizite
Form der Gleichung:
y=nx+p.

Zunichst geht die Gerade durch P,; somit wird:
y1=n%+p,
woraus durch Subtraktion ¢ eliminiert wird:
y—y1=n(x—2).
Da die Gerade auch durch P, geht, muB3:
Yo— Y1="n (%3 — %),
was fiir den Richtungskoeffizienten ergibt:

"= 3’2—3’1.
Xe— X

Wird dieser Wert eingesetzt, so findet man die gesuchte Gleichung:

Y2— M
y—y1=ﬁ(x—x1).

Schreibt man die Gleichung in der Form:

Y=Y _ %

Ya— V1 Y= X
und kiirzt den Quotienten mit ¢ ab, so erhilt man die uniformisierte Darstellung :
=%+ (Xg— X))t = (1 —8) %, + ¢ %y,
y=91+ 0= y)i= (1) y1+ 1y

v P ? f y
P
2 X P2
t { [
r ) ¥ 1 NP
P, 1y, ! p]
_____ R i S | | t/hy
T i ] H i t
gy 1 : ) ol x;
4'\‘ x A’ x ix ' ! x
Y 2 C2L Y TR,
£
Fig. 31.

Sie hat wieder den Vorteil, fiir beide Fille a) und b) zu gelten. Durchliuft ¢ alle
reellen Zahlen, so erhilt man alle Punkte der Geraden. Fiir £=0 erhilt man

P, fiir =1 P,. Gibt man der Geraden die Richtung des Vektors ﬁ; ﬁz und
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faBt man sie als -Axe auf, so hat sie den Nullpunkt P, und die Einheitsstrecke
P, P,. Jedem ihrer Punkte entspricht der in dieser Einheit gemessene Vektor
t=¢ (Figur 31). Fiir alle ¢ zwischen 0 und 1:

0=si<1

erhilt man die Punkte der Strecke P, P,, fiir t=% ihren Mittelpunkt M :

x:"ﬁ;‘xz,
M Yity
_ 71 2

10. Satz: Die Koordinaten des Mittelpunkies einer Strecke sind die avith-
metischen Mattel der entsprechenden Koordinaten der Endpunkie.

Fiihrt man wieder die Vektoren 1:1=O—ﬁ1 und t=0P ein, wo P ein allge-
meiner Punkt der Geraden ist, so muf3:

r=1,+t

sein, und die Komponenten dieser Vektorgleichung ergeben wieder die uni-
formisierte Darstellung.
Ist umgekehrt eine uniformisierte Darstellung der Gestalt:

x=a-bt,
y=c+dt

gegeben,woa, b, ¢, d, b2+ d%+ 0, Konstanten sind, so ist die zugehorige Kurve
stets eine Gerade. Denn fiir #=0 und £=1 erhilt man zwei Punkte:

X=a=x, x=a+b=2x,,
P, ! P, 2
y=c=yy, y=c+d=y,,
aus denen
a=x, b=1x,—x,,

=Y d=1Yy— Y1,

folgt. Setzt man dies in den beiden Gleichungen ein, so findet man genau die
Gleichungen der Geraden durch die Punkte P; und Py+ P,.
Die fiir den Richtungskoeffizienten » im Falle b) gefundene Gleichung:

_ Y= N
Xy— Xy

n

gibt eine Methode, um mittels des charakteristischen Dretecks rasch die Gerade
y=nx+p zu zeichnen. Man sucht durch Probieren zuerst einen Punkt P, zu
erhalten, der auf das vorgelegte Stiick Papier mit seinem gegebenen Koordina-
tensystem fillt. Von ihm geht man nach rechts (das heiBt im Sinne der + x-
Axe) um die Einheitsstrecke zum Punkt ¢ mit den Koordinaten x;+1,y;
{Figur 32). Von Q trigt man den Vektor # seinem Vorzeichen gemiB nach oben
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oder unten ab; der Endpunkt von # ist P, (fiir =0 ist schon Q= P,). Dieser

besitzt die Gleichungen: Nt — %y,

Y=Yi+n=y,.
Daher hat die Gerade durch P, und P, den Richtungskoeffizienten # =

(¥2— ¥1)/ (%3~ %;). Das Dreieck P, Q P, heillt das charakteristische Dreieck, da es
an jedem Punkt P, angesetzt werden kann.

Fig. 32.

Sind zwei voneinander verschiedene Geraden gegeben:

A,x+ B,y+C,=0,
Ayx+ Byy+Cy=0,

(die nur gleich wiren, wenn A,: 4,= B,: B,=C,:C,= Aist), so fragen wir zuerst
nach ihrem Schnittpunkt. Seine Koordinaten miissen beide Gleichungen be-
friedigen. Das algebraische Problem, zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekann-
ten zu losen, ist also identisch mit dem geometrischen Problem, den Schnitt zweier
Geraden zu bestimmen, eine Bemerkung, die klar den Zusammenhang der bei-
den Gebiete beleuchtet. Die algebraische Methode der Auflgsung ist die Eli-
minationsmethode. Man findet:

(A, By— Ay By) x+ (€1 By— Cy By) == 0,
(A1 By~ A4,B,)y+(C4,—C,4,)=0.

Ist A, B,— A, B,+0, so ergibt sich eine einzige Losung %, ¥, also auch ein und

nur ein Schnittpunkt. Die Bedingung schreibt man als (zweigliedrige) Deter-
minante:

IAI B, s,

A4, B,

Ist die Determinante null, und sind die beiden Geraden voneinander ver-
schieden, so gibt es keine gemeinsame Losung; daher miissen die Geraden
parallel sein. Somit is¢

} A4, B

4, B, =4,B,—A,B,=0

die Bedingung der Parallelitiit der beiden Geraden.
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AuBler dem Schnittpunkt sind bei zwei Geraden die Winkel, die sie mit-
einander bilden, zu berechnen. Ist ¢ einer derselben, so sind die {ibrigen =¢
oder =7 —¢. +tge bestimmt daher das Problem véllig. Sind ¢, und ¢, die
Richtungswinkel der beiden Geraden, so zeigt Figur 33, dall ¢= 4 (¢,—¢,)

stets einer der Winkel der beiden Geraden ist. Ist keine der beiden Geraden zur

y-Axe parallel, das heifit ¢, und ¢, von % verschieden, so muB nach Seite 39

A 4
tgp=—% . t8e=-F
sein, und es wird:
- _ o t8e—tgey | AiBy—4,By
tgo=tt8(P2— 9= = T 50159, ~ T 4,4,75.5, -

Diese Formel gilt, wie man sich sofort iiberzeugt, auch fiir den Fall, daB eine
oder beide Geraden zur y-Axe parallel sind. Denn dann gilt fiir die betreffenden
A,B:B=0, A+0. Ist ¢ =0 oder 7, so erhilt man als Bedingung fiir parallele
Geraden wieder 4, B,—A4,B,=0. Ist dagegen ¢= % dasheiBt tgp=00, so
mull A;A,+ B, B,=0 sein.
11. Satz: Die durch die Gleichungen:
Aix+By+Ci=0, Ayx+ By,y+Cy=0

gegebenen Geraden sind zueinander parallel, wenn A,B,— A, B, =0, senkrecht
aufeinander, wenn A, A,+ B, By=0 ist.

(2) 9 (1)

N
e

Fig. 33.

Sind die Richtungskoeffizienten endlich, so kann man gemiB den obigen
Gleichungen die Bedingung, daB die Geraden senkrecht aufeinander sind, auch

so schreiben :
1

Ay +-1=0, odern2=—n—1.

Die zweite Form gilt auch fiir #, =o0, da dann #,=0 sein muB.
12. Satz: Zwei Geraden sind aufeinander senkvecht, wenn das Produkt ihrer

Richtungskoeffizienten — 1 1st.
Drei Geraden legen in der Ebene ein Dreieck fest, falls keine zwei zuein-
ander parallel sind. Seiten, Winkel und Inhalt eines solchen haben wir schon
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im ersten Paragraphen berechnet. Degeneriert das Dreieck zu einem Punkte,
so sagt man, die drei Geraden gehoren demselben Geradentdischel an. Ein solches
ist durch den gemeinsamen Punkt gegeben, oder durch zwei sich in ihm schnei-
dende Geraden:

(1) = 4,2+ B,y+C,=0,

(2)=Ay,x+ Byy+Cy=0,
wobei (1) und (2) die Abkiirzungen der linken Seiten der Gleichungen bedeuten.
Wie erhilt man die Gleichungen aller Geraden des Geradenbiischels? Wir

multiplizieren die gegebenen Gleichungen mit den von 0 verschiedenen Kon-
stanten A, respektive A, und addieren sie:

A (1) + 25(2)=0.

Diese Relation ist wieder eine lineare Gleichung: Ax+ By+C=0, wo A%+
+ B2+0 sein mufB. Denn sonst wire:

A=A+ A, 4,=0,
B=1,B,+ 2, B,=0,

woraus, da 4,40, 4,40 ist, die Beziehung 4, B,— 4, B, = 0 folgen wiirde. Nach
Satz 11 wiren die beiden Geraden parallel, gegen Annahme, daB sie sich in
einem Punkte schneiden. Daher ist 4, (1)+ 4,(2)=0 die Gleichung einer Ge-
raden. Diese muB} durch den Schnittpunkt der beiden gegebenen Geraden gehen,

2) v

(1)

\

Fig. 34.

fiir den ja (1) =0 und (2) = 0 sein muB, gehort also dem Geradenbiischel an. Wir
behaupten, daB wir in dieser Form alle iibrigen Geraden des Biischels erhal-
ten, wenn wir nur A,, 4, alle moglichen Werte geben. Um dies zu beweisen,
gehen wir vom Gegenteil aus und setzen voraus, es gibe eine dritte Gerade, de-
ren Gleichung nicht erhalten werde. Auf ihr liege ein nicht mit dem Schnitt-
punkt der ersten Geraden zusammenfallender Punkt P; mit den Gleichungen:

X =2,
y=
(Figur 34). Wir setzen:
ny=A1%,+ By, +Cy,
ng= A%+ By ¥+ C,
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dann sind 7, und #, nicht null, da P, auf keiner der ersten Geraden liegen soll.
Wihlen wir jetzt A, =n,, 4,=—n,, so ist:

ny(1) — 1y (2) =0
eine Gerade des Biischels, die durch den Punkt P, geht; sie fallt also mit der
angenommenen Geraden zusammen, die darum gegen Annahme ebenfalls die
gewiinschte Darstellung besitzt. Damit erhalten wir durch 4, (1) + 4,(2) =0 alle
Geraden des Biischels. Wenn also:

(3) = A3x+ Byy+C3=0
mit (1) =0 und (2) =0 demselben Geradenbiischel angehort, so muB3 die Glei-

chung identisch sein mit einer der Gleichungen 1, (1) + 4;(2) =0. Es muB3 daher
einen Faktor — A; geben, so daB identisch:

—23(3)= A4, (1) + 4,(2) oder 4;,(1)+ 45(2)+ 45(3) =0
sein muB. Das Identititszeichen sagt aus, daB alle drei Koeffizienten links und

rechts dieselben sind; die Identitit fordert also drei Bedingungsgleichungen.
13. Satz: Damit drei voneinander verschiedeme nicht parallele Geraden

(1) =0, (2)=0, (3) =0 demselben Geradenbiischel angehdren, ist notwendig und

hinveichend, daB es drei von null verschiedene Konstanten Ay, 2y, 25 gibt, so dap

identisch.: Ay (1) + A, (2) + 25(3) =0

ist.

Setzt man in der Identitit von Satz 13 fiir (1), (2), (3) die linken Seiten der
Gleichungen ein, so sind die Koeffizienten von % und y, sowie das konstante
Glied null, dasheiBt: A Ayt Ay dgt Ay de=0,

Blll-l_ lez-"Baz.s:O,
CiA+ Cahy+ C323=0.
Eine einfache algebraische Rechnung ergibt hieraus, da alle 440 sind, daB die
Determinante: A, A, A,
B, By;B; | =0
€1 Cy Cy

sein muB. Dies ist die algebraische Bedingung fiir die Existenz der drei 4.
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Als einfache Anwendung nehmen wir drei nicht demselben Geradenbiischel
angehérende Geraden: (1)=0, (2)=0, (3) =0, von denen keine zwei zueinander
parallel sein sollen. Sie bilden ein Dreieck. Die Gleichungen seien auf die
Hessesche Normalform gebracht. Die beiden Winkelhalbierenden von (1) und
(2) werden durch: (1) + (2)=0

gegeben. Denn diese Geraden gehen durch den Schnittpunkt von (1) und (2),
und jeder ihrer Punkte hat von den beiden Geraden nach Satz 8 absolut gleiche
Normalabstinde, sie sind also wirklich die Halbierenden. Ebenso bilden wir
die Gleichungen der Winkelhalbierenden von (1) und (3) und von (2) und (3)
(Figur 35):

3) £(1)=0,
(2) £(3)=0.
Dann gehoren sowohl die drei Geraden:

I=(1)—(2)=0,
(II)=(2) - (3)=0,
als auch: (D) =(3)—(1)=0,
I)=(1)+(2)=0,
(II) =(2) +(3)=0,
(II1) = (3) - (1) =0,

demselben Geradenbiischel an. Denn es ist identisch:

(I) + (IT) + (III) =0,
(1) — (IT)’ + (III)’ =0.

Damit sind die bekannten Sitze bewiesen, daB die Winkelhalbierenden des
Dreiecks sowie zwei Winkelhalbierende von AuBlenwinkeln und die Halbierende
des nicht zu diesen AuBenwinkeln gehérenden Dreieckwinkels sich in einem
Punkte schneiden.

Die Theorie des Geradenbiischels 148t uns die Eliminationstheorie bei der
Losung von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten verstehen. Soll
aus:

A2+ Byy+Ci=0, Apgx+ Byy+Cy=0, 4, B;—A4,B,+0,

x und ¥ berechnet werden, so besteht das Eliminationsverfahren darin, daf3
man diejenigen Geraden des durch die beiden Gleichungen gegebenen Ge-
radenbiischels sucht, die zu je einer Axe parallel sind, und die deshalb die Glei-
chungen des Schnittpunktes sind.

In der héhern Mathematik benutzt man allgemeinere Koordinaten als die
bisherigen. Wir hatten gesehen, daB die Koordinaten aller Punkte P einer
Axe nicht absolute Zahlen sind, sondern positiv oder negativ genommene Ver-
hiltniszahlen zwischen der Strecke OP und der festgewdhlten Einheitsstrecke.
Wiirden wir die Einheitsstrecke in einer beliebigen andern Einheit messen, und
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entsprechend die Strecke OP, so bliebe das Verhidltnis der neuen MafBzahlen
gleich. Hat die Einheitsstrecke in einer andern Einheit gemessen die MaBzahl 7,
und die Strecke in derselben Einheit gemessen die zugeordnete Zahl #, so ist
das alte x nichts anderes als das Verhiltnis x:f. Ebenso kann man das alte y
durch y:f ersetzen. Man nennt x:y:¢ die homogenen Koordinaten des Punktes.
Der Punkt wird jetzt nicht mehr durch feste Werte zweier GroBen, sondern
durch die beiden Verhiltnisse gegeben:

X1y,

wobei nur der Fall, daB alle x, y,# null sind, ausgeschlossen wird. Fiir homogene
Koordinaten lautet die Gleichung der Geraden.:
Ax+By+Ct=0;
sie ist ebenfalls nur von den Verhiltnissen:
A:B:C

abhingig. Alle Gleichungen, fiir die 4:B:C dieselben Werte haben, ergeben
dieselbe Gerade; genau wie alle Werte von #, y,¢, fiir die x: y:f dieselben Werte
besitzen, denselben Punkt ergeben. Nun treten #, v, und 4, B,C symmetrisch
in der Gleichung der Geraden auf, da x4 + yB+¢C =0 dasselbe bedeutet. Man
kann somit ebensogut sagen, daB 4:B:C einen Punkt und x:y:¢ eine Gerade
festlegt. Nehmen wir zwei Ebenen, eine erste mit den homogenen Punkt-
koordinaten x -y :f und eine zweite mit den homogenen Punktkoordinaten
A:B:C, so entspricht jedem Punkt der ersten eine Gerade der zweiten und
jedem Punkt der zweiten eine Gerade der ersten ; und umgekehrt jeder Geraden
der ersten ein Punkt der zweiten und jeder Geraden der zweiten ein Punkt der
ersten. Das eine Mal wird x:vy:¢ festgehalten, und es werden alle Lésungen
A:B:C von Ax+ By+ Ct=0 gesucht; das andere Mal wird 4:B:C festge-
halten undalle Lésungen »: y:¢der Gleichung gesucht. Wenn daher ein Theorem,
in dem nur das Schneiden und Verbinden von Geraden und Punkten vorkommt,
bewiesen ist, so behilt es seine Giiltigkeit, wenn man in ihm die Worte Punkt
und Gerade vertauscht. Dabei mu8 man allerdings bei parallelen Geradenimmer
den unendlich fernen Punkt als uneigentliches Element einfithren, wie dies in
der projektiven Geometrie geschieht, die uns hier nicht beschiftigen soll. Man
nennt in ihr das ausgesprochene Gesetz das Prinzip der Dualitit. Zum Beispiel
ist durch zwei Punkte eine Gerade gegeben und durch zwei Gerade ein Punkt,
nimlich ihr Schnittpunkt (bei parallelen Geraden ihr unendlich ferner Punkt).

Zu weiteren Koordinatensystemen kommt man, wenn man drei beliebige
Geraden in der Ebene wihlt, die nicht demselben Geradenbiischel angehéren,
und von denen nicht je zwei parallel sind. Sie bilden ein Dreieck 4 BC mit
den Seiten a,b,¢ (Figur 36). In bezug auf ein beliebiges, aber festgewihltes
Koordinatensystem mit homogenen Koordinaten x,y, seien:

A, x+By+C,t=0,
Ayx+ Byy+Cyt=0,
Asx+ Byy+ Cyt=0,
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die festgegebenen Gleichungen der Geraden. Fiir einen allgemeinen Punkt P
der Ebene mit den homogenen Koordinaten x,y,¢ berechnen wir die GréBen :

ny=A,x+ Byy+Cyt,
ny=Ayx+ Byy+ Cyt,
ng=Agx+ Byy+ Cst,

und nennen die Verhiltnisse n,:#,:%, die Dreieckskoordinaten von P. Ist ein n
null, so liegt der Punkt auf der betreffenden Dreiecksgeraden. Sind zwei »# null,
so ist der Punkt ein Eckpunkt des Dreiecks. Alle drei # kénnen nicht null sein,

Fig. 36.

da die Geraden nicht durch einen Punkt gehen. Nun sind die homogenen Ko-
ordinaten x,v,t eines Punktes nur bis auf einen gemeinsamen Faktor 4 be-
stimmt. Setzen wir aber in den Gleichungen fiir #,,#%,,7%, an Stelle von x,¥,¢
die Werte Ax, 4y, ¢, so gehen die # iiber in Anq, An,, Ang, die Verhiltnisse der
drei Zahlen, oder die Dreieckskoordinaten bleiben aber dieselben fiir alle A.
Daher besitzt ein Punkt ein und nur ein Paar von Verhiltnissen ny:ny:n,, das
heiBt, seine Dreieckskoordinaten sind eindeutig bestimmi. Es fragt sich, ob um-
gekehrt zu gegebenen Dreieckskoordinaten ein und nur ein Punkt gehort? Da
die drei Geraden nicht demselben Geradenbiischel angehdren, ist nach Seite 47

Ay Ay Ay
D=|B,ByB; | +0.
Cy €y Cy

Man kann daher algebraisch umgekehrt x, y, t aus n,,,, %5 ausrechnen und findet
Ausdriicke der Gestalt:

Dx=pyny+pany+pans,

Dy=qyny+ gany+ gsns,

Dt =ryny+ vony+ 74mg,
wo die $,¢,7 nur von den 4, B,C abhingen. Auch die #,,#,,#5 sind nur bis auf
einen Faktor A bestimmt. Nimmt man die Werte An,, An,, An,, so sieht man
daB auch die homogenen Koordinaten x,,# den Faktor 4 erhalten, ihr Ver-
hiltnis x:y:¢ somit dasselbe bleibt. Daher gehort zu den Werten der Dreiecks-
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koordinaten ein und nur ein Punkt der Ebene. Wie finden wir diesen Punkt ?
Wir wollen diese Frage nur fiir den Fall beantworten, daB die drei Geraden
durch ihre HEssEschen Normalformen gegeben sind, also:

fy=% COS &y + ¥ sin o; — d;,
Ny =% COS Wy + Y SIn 0ty — d,
Ng=2% COS g+ ¥ sin o3 — d,

wird, wobei wir zugleich in den homogenen Koordinaten =1 gesetzt haben.
Nehmen wir weiter an, daB der Ursprung des Koordinatensystems im Innern
des Dreiecks liegt, so stellt jedes # nach Satz 8 den positiven oder negativen
Normalabstand eines Punktes von der betreffenden Dreiecksseite dar. In un-
serm Falle sind alle Normalen ins Innere des Dreiecks negativ, fiir die Punkte
in diesem Innern sind somit alle #» negativ. Jeder der 7 Teile, in die die Geraden
die Ebene einteilen, werden bestimmte Vorzeichen fiir die drei » ergeben
(siehe Figur 36). Wir bestimmen jetzt die Punkte P; und P,, die von den Seiten
die gerichteten Normalabstinde n,,#n,, respektive n,,7#; haben. Die Geraden
AP, und BP, schneiden sich im Punkte P, dessen Normalabstdnde von den
drei Seiten sich verhalten wie #,:#n,:%5. Fiir die Koordinaten dieses Punktes
gibt esalso ein 4, so daB An,, An,, Any die Werte der linken Seite der HESSEschen
Normalgleichungen sind. Somit sind #,:#,:#, die Dreieckskoordinaten von P.
Sind die # selbst diese Normalabstinde (4=1), so kénnen sie nicht voneinander
unabhingig sein. Denn ist A der Inhalt des Dreiecks, so zerfillt es in drei Teil-
dreiecke mit den Grundlinien «,b,¢ und den Héhen #,,#,,%,; daher ist:

24=—an,—bny—cn,.

Ist Ax+ By 4 Ct=0 die allgemeine Gleichung einer Geraden, so erhilt man
die Gleichung der Geraden tn Dreieckskoordinaten, wenn man fiir x,y,? die obi-
gen Ausdriicke in den # einsetzt. Man findet:

Ny#y+ Nong+ Nong=0,

wo die N nur von 4, B,C,p,q,7 abhingen. Dies ist wieder eine Gleichung der-
selben Form wie fir homogene Koordinaten.
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Kapitel 11
PUNKT, EBENE UND GERADE IM RAUME

§ 1. Koordinaten des Punktes im Raume

Wir werden im folgenden stindig einige Sitze der Stereometrie benutzen,
die wir zum leichtern Verstindnis ohne Beweise zusammenstellen wollen:

1. Wenn eine Gerade auf einer Ebene senkrecht steht, so steht sie senkrecht
auf jeder Geraden der Ebene, die durch ihre Spur geht.

2. Wenn eine Gerade eine Ebene schneidet und auf zwei durch ihre Spur
gehenden Geraden der Ebene senkrecht steht, so steht sie auf der Ebene senk-
recht.

3. Wenn eine Gerade auf einer Ebene senkrecht steht, so steht jede durch
sie hindurchgehende Ebene senkrecht auf der ersten Ebene.

4. Wenn zwei Ebenen auf einer dritten Ebene senkrecht stehen, so steht
ihre Schnittkante auf der dritten Ebene senkrecht.

Wir werden die Anwendung dieser Sitze im folgenden durch einen in
Klammer hinzugefiigten Hinweis auf die Nummer 1, 2, 3, 4 des betreffenden
Satzes markieren.

Um einen Punkt im Raume festzulegen, denken wir uns eine Ebene fest
gegeben. Es ist praktisch, die Ebene fiir den Beschauer zu orientieren. Dazu
nehmen wir sie vor uns in horizontaler Lage (senkrecht zur Richtung der
Schwerkraft) an. Um den Ort des Raumpunktes P in bezug auf die Ebene zu
fixieren, projizieren wir P normal auf die Ebene. Der FuBpunkt sei P’; er kann
durch ein rechtwinkliges Koordinatensystem in der Ebene gemessen werden.
Wir nehmen die x-Axe in der horizontalen Ebene auf den Beschauer zu, alsovon
hinten nach vorn, die y-Axe von links nach rechts gerichtet an. P’ ist dann
durch zwei Gleichungen:

, [ x=a,

F y=2,
gegeben. P selbst ist damit nicht bestimmt, sondern kann irgend ein Punkt
der in P’ auf der Ebene senkrechten Geraden sein. Um P ebenfalls zu fixieren,
legen wir eine dritte Axe, die 2-Axe, durch den Ursprung des x y-Koordinaten-
systemes senkrecht zur gegebenen Ebene. Man kann dies auf zwei Weisen ma-
chen, und je nachdem haben wir ein System erster oder zweiter Avt: Man nimmt
entweder die positive z-Axe gegen den Zenith, das heiBit nach oben, oder
gegen den Nadir, das heit nach unten gerichtet an. Die beiden Systeme sind
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wesentlich, verschieden, da man sie durch Bewegung im Raume nicht zur
Deckung bringen kann. Wir werden stets ein System erséer Art benutzen, bei
dem somit die z-Axe nach, oben gerichtet ist. Von der positiven z-Axe aus sieht
das xy-Axenkreuz so aus, wie es im I. Kapitel angenommen wurde. Gibt man
dem Daumen der linken Hand die Richtung der x-Axe, dem Mittelfinger die-
jenige der y-Axe, so wird der Zeigfinger die positive Richtung der z-Axe mar-
kieren. Wir nennen das System erster Art ein Dreibern. Seine z-Axe besitzt als
Nullpunkt den Ursprung O des xy-Axenkreuzes und dieselbe Einheitsstrecke
wie letzteres. Die drei Axen bilden das Raumkoordinatensystem oder das rium-
liche Axenkrenz. Um mit seiner Hilfe P zu bestimmen, tragen wir den Vektor

z

a : ¥
i _Il_{’____ P /

Fig. 37.

P'P von 0 aus (Figur 37) in der betreffenden Richtung auf der z-Axe ab und
lesen die zum Endpunkt gehérende Zahl ¢ ab. Diese gibt die dritte Gleichung:
z=c. Jeder Punkt P besitzt daher eindeutig drei Gleichungen:

S ol
lzzc.

Man nennt a,b,c¢ die Koordinaten von P. Der allgemeine Punkt hat die Ko-
ordinaten %, v,z. Es fragt sich, ob umgekehrt durch das Zahlentripel a,5,¢ ein
Punkt eindeutig festgelegt ist ? Um diese Frage zu beantworten, miissen wir das
Koordinatensystem weiter ausbauen. Bisher besteht es nur aus drei Axen. Jede
steht senkrecht auf den beiden andern (1). Wir legen durch je zwei Axen die
Ebenen; sie heiBen die Koordinatenebenen. Man bezeichnet sie durch die Buch-
staben der beiden Axen, durch die sie gehen, als xy-, #z- und yz-Ebenen. Jede
Axe steht senkrecht auf der Koordinatenebene, in der sie nicht liegt (2). Jede
Koordinatenebene steht senkrecht auf den beiden andern (3). Die drei Ko-
ordinatenebenen teilen den Raum in 8 kongruente Dreikant, die man Oktanten
nennt. Fiir das gegen den Beschauer orientierte Axenkreuz kann man die
Oktanten durch je ein Wort aus den drei Gruppen:

hinten, vorn,; links, rechis; unten, oben

charakterisieren, und sie folgendermaBen abzihlen: Der I. Oktant liegt vorn,
rechts, oben; der II. Oktant liegt hinten, rechts, oben; der III. Oktant liegt
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hinten, links, oben; der IV. Oktant liegt vorn, links, oben; der V., VI., VII.
und VIII. Oktant liegt unter dem I., II., ITI. und IV. Oktanten.

Noch ein Wort iiber die Art der Zeichnung. Da wir im Raume operieren,
kann nur eine Projekiion des wirklichen Gebildes auf dem Papier entworfen
werden. Die Zeichnung stellt nicht mehr die wirklichen GréBen dar, sondern
will nur Aelfen, sich alles riumlich vorzustellen. Die Figur hat daher nur Sinn,
wenn sie klar und einfach ist. Wir werden aus diesem Grunde trotz der All-
gemeinheit der Annahmen die geometrischen Gebilde stets im I. Oktanten
zeichnen, wobei der Blick des Beschauers in den ersten Oktanten fillt (Figur 38).
Die benutzte Projektion ist die schiefe Axonometrie, die folgendes verlangt:
Parallele Geraden werden parallel gezeichnet und die MaBeinheit auf parallelen
Geraden ist gleich groB zu zeichnen, dagegen wird sie auf andern Geraden ent-

s g P
x,
P z P x|z
g
z o z R
Yy
x g
x
< vy P
x
Fig. 38.

sprechend verkiirzt oder verlingert. Die Ebene des Papieres ist in unsern Zeich-
nungen stets als yz-Ebene angenommen, sodaB auf ihr richtig, ohne Projektion
gezeichnet werden kann. Die x-Axe, die gegen uns gerichtet ist, hat eine ver-
kiirzte MaBeinheit.

Mittels des ausgebauten Koordinatensystems suchen wir nach einer allge-
meinen Definition der Koordinaten #,y,z des Punktes P. Bisher waren x,y
die Koordinaten des FuBpunktes P’ desLotes von P auf die x y-Ebene, und z die
positive oder negative Linge des Vektors P’ P. Wir fillen jetzt von P auch
die Lote PP und P'"'P auf dic x2- und yz-Ebene. Durch je zwei der Lote
legen wir eine Ebene. Die Ebene durch P’ P und P’’ P steht senkrecht auf der
%y-und xz-Ebene (3), also auch auf der x-Axe (4). Ist Q die Spur der x-Axe
auf ihr, so miissen die Vektoren 0—@ und éﬁ’ die Koordinaten %,y von P’ sein.
QP'PP" muB ein Rechteck und daher der Vektor P'" P ebenfalls — Y sein.
Genau so beweist man, daB P'"". P—=x ist. Daraus folgt:

14. Satz: Die drei Koordinaten eines Punktes sind seine positiv oder negativ
genommenen Normalabstinde von den drei Koordinatenebenen, und zwar positiv,
wenn der Punkt auf derjenigen Seite der Ebene liegt, in die die zumt Normalabstand
parallele Axe weist; negativ auf der andern Seite.
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Es gibt noch eine zweite Definition der Koordinaten eines Punktes. Die
eingefiithrten Ebenen durch je zwei Normalabstinde mégen die Axen in Q,R, S
schneiden; es ist 0—§= x,é'ﬁ: y,53=z. Verbinden wir ¢, R, S mit P, so steht
QP auf der x-Axe, RP auf der y-Axe und SP auf der z-Axe senkrecht (1).
Somit treffen die Lote aus P auf die drei Axen diese in den Punkten, die auf
den Axen durch die Koordinaten #,y,z gegeben sind.

15. Satz: Die Koordinaten eines Punkies P sind die A xenkoovdinaten der
FupBpunkte der drei Lote von P auf die Koordinatenaxen.

Jetzt ist es leicht, die anfangs gestellte Frage zu beantworten: Gehért zu
einem Zahlentripel a,56,¢ eindeutig ein Punkt P? Durch a,b,¢ sind drei Glei-
chungen gegeben:

und wir fragen nach allen Raumpunkten, die die erste Gleichung x=a be-
sitzen ? Nach Satz 15 miissen sie auf den Normalen liegen, die man im ein-
deutig bestimmten Punkt x=a der x-Axe auf ihr errichten kann. Diese Nor-
malen bilden die auf der x-Axe in ¥ =a senkrecht stehende, eindeutig fixierte
Ebene. Umgekehrt haben alle Punkte dieser Ebene die erste Gleichung x=a,
und x=a ist eine Ortsbedingung, die die Raumpunkte an diese Ebene fesselt:
Ein Punkt besttzt dann und nur dann die erste Gleichung x = a, wenn ey auf dey zur
x-Axe tn x=a senkrechien Ebene liegt. Genau so beweist man, daB alle Punkte,
die die zweite Gleichung y=b besitzen, auf der in y= b zur y-Axe senkrechten
Ebene liegen, und diejenigen, die die dritte Gleichung z= ¢ besitzen, auf der in
z=c auf der z-Axe senkrechten Ebene liegen. Alle Punkte, die zwei Gleichungen,
etwa x =a, y=">0 gemein haben, miissen auf den beiden entsprechenden Ebenen,
also in ihrer Schnittkante liegen. Zwei Gleichungen sind daher Ortsbedingungen
fiir eine Gerade. Die Punkte, die alle drei Gleichungen besitzen, liegen auf allen
drei Ebenen. Da je zwei der letztern aufeinander senkrecht stehen, kénnen sich
die drei Ebenen nur in einem Punkte schneiden. Daher gibt es nur einen Punkt,
der alle drei Gleichungen besitzt.

IV. Hauptsatz: Jeder Punkt P des Rawmes besitzt ein Tripel von Glei-
chungen:

X==a,
P y=b,
z=c,

und umgekehrt entspricht jedem Wertetripel a,b,c ein und nur ein Punkt des
Raumes, dessen Gleichungen:

x=a,
y=b,
z2=cC,

sind.
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Zwischen den Zahlentripeln und den Punkten des Raumes besteht daher
eine umkehrbar eindeutige Beziehung. Die exakten Wissenschaften identifi-
zieren erkenntnistheoretisch beides, indem sie den Raumpunkt als Zahlen-
tripel definieren.

Die drei Ebenen, die durch je zwei der Lote P’ P, P’ P, P’"' P hindurch-
gehen (Figur 38), bilden, falls P nicht auf einer Koordinatenebene liegt, mit den
drei Koordinatenebenen ein aufrechtes Parallelepipedon oder ein Quader. In
demselben treten die Koordinaten als Gegenseiten in Rechtecken je viermal auf.
Das Quader liegt in demjenigen Oktant, in dem der Punkt liegt, und dieser
Oktant ist seinerseits durch die Vorzeichen der Koordinaten a,b,c bestimmt.
GemiB der Abzihlung der Oktanten ergibt sich die Tabelle:

X vy z x Y 4

1 + + + v + + -
1T - + + VI - + -
ITI - - + VII - - -
v + - + VIII + - -

Liegt P auf einer Koordinatenebene, so ist eine Koordinate null.

Jeder Punkt P+0 legt den Vektor OP = r fest. Seine Linge |r| ist die MaB-
zahl der Strecke OP. Um seine Richtung festzulegen, fithren wir Richtungs-
winkel ein. Wir denken uns auf den drei Axen die Einheitsvektoren e,, ¢,, €,
gezeichnet. Wir legen durch sie und r die Ebenen (ausgenommen, wenn t in
einen Einheitsvektor selbst fillt). Von den beiden Winkeln, die der Einheits-

z
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Fig. 39.
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vektor in dieser Ebene mit 5?3 bildet, messen wir den eindeutig bestimmten
kleinern und bezeichnen ihn als Richtungswinkel. Liegt OP in einer Axe, so

ist der betreffende Richtungswinkel 0 oder s, je nachdem OP in die positive
oder negative Axe fillt. Die Richtungswinkel mit e,, ¢, und e, seien «, §, y;
sie geniigen den Bedingungen (Figur 39):

0=e=7n 0sf=n 0Sy=nm.
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Ist « spitz, so kann P nur im I., IV., V. oder VIII. Oktanten, das heiBt

vorn liegen ; denn alle OP mit einem spitzen Richtungswinkel o liegen auf einem

T

Kreiskegel um die x-Axe mit derOffnung «.. Ist x = -9 »so liegt P in der yz-Ebene

und fiir stumpfes « liegt P hinten. Entsprechend ist fiir spitzes § der Punkt P
vechts, fiir B =% auf der xz-Ebene und fiir stumpfes g links; fiir spitzesy ist P

oben, fiiry = g—auf der x y-Ebene und fiir stumpfesy unten. Die Richtungswinkel

werden durch die Kosinusse berechnet, die sie innerhalb der Grenzen eindeutig
festlegen und praktischer als die Tangens sind, die fﬁr;—unendlich werden. Die

Sinusse kommen nicht in Betracht, weil sie im Intervall 0, 7z jeden ihrer Werte
zweimal annehmen. Die Kosinusse:

E=cosa, n=cos B, {=cosy
heiBen die Richtungskosinusse des Vektors t. Sie legen a, 8,y eindeutig fest, be-
stimmen somit auch die Richtung von v eindeutig. Da die &,#,{ positiv, null
oder negativ sind, je nachdem die betreffenden Winkel spitz, % oder stumpfsind,

so ist der Oktant, in dem P liegen muB, durch die Vorzeichen der &,7, be-
stimmt. Aus den bisherigen Ausfithrungen ergibt sich die Tabelle:

& 7 ¢ § 7 4

I + + + v + + -
I - + + VI - + -
111 - - + VII - - -
v + - + VIII + - -

Sie stimmt genau mit der Tabelle der Vorzeichen von x,y,z iiberein; daher
haben &7, genau die Vorzeichen von x,y,z. Fiir die Punkte der Koordinaten-
ebenen ist je ein Richtungskosinus null. Um [r| und &,7, { aus den Koordinaten

z

Ky P

Fig. 40.

von P zu berechnen, entnehmen wir der Figur 40 in Anwendung des Pytha-
gordischen Lehrsatzes:
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0Q*+(P* = 0P oder 5" =+
Da das Dreieck OP’ P bei P’ rechtwinklig ist, wird ebenso:

OP'=0P*+ P P'=0pP"+7%
oder, falls man fiir OP’2 den Wert einsetzt:
OP = %24 y2-+ 22
Daher erhilt man fiir die Linge von t:
[t = 0P| =r=3/x"+ y*+ 2.

7 heiBt der Radius vektor von P. Die Dreiecke OQP, ORP, O SP sind je bei den
Ecken Q,R, S rechtwinklig (1). Somit ist:

fmp =
Vx2+y2+zz e’
y y
n:T—i =~—’,
VERE R [e!

4

é‘: TM_ = i .
VvV +y 422 It
Da die &,#,( dieselben Vorzeichen wie x,v,z haben, gelten die Formeln all-
gemein fiir jeden Oktanten. Aus ihnen folgt:

62_,_7]2_*_:2:1.

Die Richtungskosinusse sind daher nicht voneinander unabhingig. Durch zwei,
zum Beispiel & und 7, ist der dritte { zweiwertig gegeben:

f= /T E

Dabei darf man &7 nur so wihlen, daB die Wurzel reell wird. Geometrisch
durchschaut man diese Verhiltnisse, wenn man die durch die Richtungswinkel
«, B gegebenen Kreiskegel um die x-, respektive y-Axe zu Hilfe nimmt. Diese
kénnen sich in zwei Erzeugenden schneiden, sich beriihren oder nur die Spitze
gemein haben. Im ersten Falle ergibt die Wurzel fiir { zwei verschiedene reelle
Zahlen, im zweiten wird die Wurzel null, im dritten ist der Radikand negativ,
¢ imaginir. Es wire daher unpraktisch, einen der Richtungskosinusse elimi-
nieren zu wollen. Sondern man behilt die drei Richtungskosinusse, bedenkt
aber stets, dafB} fiir sie der Satz gilt:

16. Satz: Die Summe der Quadrate der Richtungskosinusse eines Vektors
t=0P (P+0) st gleich eins.

Umgekehrt sind drei beliebige reelle Zahlen &, 7, , fir die £2+ %24 {2==11ist,
stets die Richtungskosinusse eines bestimmten Vektors ¢, falls man seine
Linge » = [t als bekannt voraussetzt, da sein Endpunkt P die Koordinaten
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7&7n,7{ hat. Ist#=1, so heiBt der Vektor ein Einheitsvektor e: |e|=1. &9,
sind dann die Koordinaten des Endpunktes des Vektors ¢, und dieser hat die
Gleichungen:

x:§)
y=mn,
2=_.

Die Endpunkte aller Vektoren mit denselben Richtungskosinussen liegen
auf demselben Strahl von O aus. Gibt man allen drei Richtungskosinussen von

r=5j’ das umgekehrte Vorzeichen, 148t aber ]r[ ungedndert, so miissen die
Koordinaten «,y,z des Endpunktes in -x,-y,-z iibergehen. Dies sind aber die
Koordinaten des in bezug auf den Nullpunkt diametral gegeniiberliegenden
Punktes von P. Der neue Vektor hat dieselbe Linge, aber entgegengesetzte
Richtung.

17, Satz: Gibt man den Richtungskosinussen eines Vektors die enigegen-

gesetzten Vorzeichen, behilt aber seime Linge bet, so wechselt der Vektor seine
Richtung.

P
o r
A2 ;
i ~42i2 .
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Fig. 41. Fig. 42.

Auch die Koordinaten eines Punktes P sind Vektoren. Man darf sie, so lange
man nur innerhalb einer Axe operiert, den Koordinaten direkt gleichsetzen:
$=x, )=1%, 3=2. Man nennt die Vektoren ¥,1),3 die Komponenten von t=0P.
Sind zwei Vektoren t’ und t’”’ mit den Komponenten ',9’,3’, und ', 9", 3"
gegeben, so definiert man wieder auf zwei Weisen die Vektoraddition. Legt man
durch t’ und t”’ eine Ebene, so kann man in ihr wie frither geometrisch die
Summe t’'+1t’" als Diagonale des Vektorparallelogrammes definieren. Arith-
metisch kann man innerhalb jeder Axe durch Addition die Komponenten:

x=x1+xII:xl+x//, I)ZI)’—*—I)',:y/“{—y”, 3:31+3II: zl+zll
bilden. r=1'+1’’ hat dann die Komponenten %,1,3. Die Ubereinstimmung der
beiden Definitionen zeigt Figur 41, da nach dem fiir die Ebene bewiesenen
Satz die Projektion t* von r auf die xy-Ebene die Summe z+1) ist und auBer-

dem 3=3"+3"' ist. Fur die Vektoraddition gilt das kommutative und assoziative
Gesetz (siehe Seite 17). Fiir jeden Vektor ist speziell (Figur 42):

t=1*+3=x+9+3,
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wobei aber hier die Vektoren ¥,1),3 nicht mehr mit ihren Zahlen identifiziert
werden diirfen: Jeder Vektor ist die geometrische Summe seiner Komponenten.

Bisher war der Anfangspunkt aller Vektoren 0. Wir wollen jetzt einen be-
liebigen Anfangspunkt P, und einen beliebigen Endpunkt P,+P; mit den
Gleichungen:

( X =2, X =Xy,
Py y=y1, Py v=y,,
lz=z1, 2= 2y,

annehmen. Welches ist Linge und Richtung des Vektors rzﬁl—ﬁz ? Da wir die
Aufgabe fiir P,=0 gel6st haben, suchen wir den allgemeinen Fall durch eine
Koordinatentransformation auf den frithern zuriickzufithren. Denn Linge
und Richtung eines Vektors sind geometrische Eigenschaften, hingen daher
nicht von der Wahl des Koordinatensystemes ab. Es geniigt zur Lésung un-
seres Problemes, die einfachste Transformation, die Translation oder die Pa-
rallelverschiebung, heranzuziehen. Wir denken uns das gegebene Koordinaten-
system im Raume so bewegt, daB seine Axen zu ihren vorhergehenden Lagen
parallel und gleichgerichtet bleiben. Wir fithren diese Bewegung so lange aus,
bis der Ursprung O in einen durch seine Gleichungen gegebenen Punkt O’:

lx:a,
0! y=b,
122

fallt. Das neue System habe die Axen x’,’,2’, die in O’ parallel und gleich-
gerichtet zu den alten Axen sind. Auch die neue x'y’-Ebene ist parallel zur
alten xy-Ebene. Der Normalabstand der beiden Ebenen ist ¢, und seine Rich-

Fig. 43.

tung geht von der xy-Ebene aus. Das entsprechende gilt fiir die x'z’- und
y’z'-Ebene, die zu den alten xz- und yz-Ebenen parallel sind.  und a sind
ihre, von den alten Ebenen aus gerichteten Normalabstinde. Ein allgemeiner
Punkt P habe die alten Koordinaten x,y, z und die neuen Koordinaten x’,y’,2’.
Um ihren Zusammenhang abzuleiten, wenden wir Satz 14 an (Figur 43). Der
Normalabstand # von P, von der yz-Ebene aus gerechnet, entsteht, wenn man
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zuerst um a zur y’'z’-Ebene und dann um %’ zu P geht, da letzterer ja der von
der y’'z’-Ebene aus gerichtete Normalabstand ist. Also muf3:

x=a+x',
und entsprechend:

y=b+y',

2=c+2

sein. Damit sind die alten Koordinaten aus den neuen berechnet. Umge-
kehrt ist:

¥ =%x—a,
y'=y—b,
d=z—c.
5/
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Fig. 44

Dies sind die Translationsgleichungen. Auf unser Problem angewandt (Figur 44),
ist fiir O’ der Punkt P; zu wihlen, also a=x,, b=1v,, c=2, zu setzen. Die
Translationsgleichungen lauten:

X =x— %,
’

y=y—%
F=5—2

und fiir die neuen Koordinaten x3,v3,25 von P, findet man:

Xp=%y— %y,
4

Yo=Y2— V1,
’

2y= 29— 2.

Im neuen Koordinatensystem kénnen wir aber Linge und Richtung des
Vektors t berechnen, da jetzt der Anfangspunkt mit dem Ursprung iiberein-
stimmt. Es gelten die Formeln:

‘r|_IP1P2|—'\//x02+yé2+~2 »

. Z
= |r['7 |r1’g T
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Setzt man fiir x,, V3,2, die gefundenen Werte ein, so folgt:

{tlzlﬁ;] =V (% — )2+ (12— 71) 2+ (25— 277,

Xo— X4

- ,
V (s = 2)+ (o= 9 + (72— 2,)°
n= Yo — W1
- +
\/(xz—xl)z'*‘(3’2"3’1)2“'(22—21)2

¢ 29— 24
- + ’
\/(xz—xl)2+ (¥2— ¥1)2 + (22— 2)?
4?4+ lt=1.

&,m,¢ heiBen die Richtungskosinusse des allgemeinen Vektors t= P, P;. Sie sind
die Kosinusse der Winkel, die der Vektor mit den positiven x’-, y’-,2’-Axen bildet,
oder der Richtungswinkel des Vektors von O aus, der parallel, gleichgerichtet
und gleichlang wie t ist.

>y

Wir werden im nichsten Paragraphen eine Formel benutzen, die wir am
besten hier herleiten. Es seien ¢, und ¢, zwei Einheitsvektoren mit dem An-
fangspunkt O und den Endpunkten P, P,; sind

x:EI; x:§21
Py y=mn, Py y=ns,
lz:Cp lzzé-z;

die Gleichungen der Endpunkte, so sind die Koordinaten zugleich die Rich-
tungskosinusse von ¢, und e,, und es muB:

E4p+3=1, &S+ni+ii=1

sein. 0Q, P; P, (Figur 45) ist ein windschiefes Viereck. Wir projizieren seine
Eckpunkte normal auf den Vektor ¢,. Die FuBpunkte seien O, R, S, T'. Wir durch-
laufen das Viereck in dem Sinne 0->P; - P;-(Q,—>0 und geben den Projek-
tionen der Seiten 0~P’1, IBI—P;, P—{él und Q—;O die entsprechende Richtung, also
OR, I€§,§f , T0. Da ¢, ein Vektor ist, so haben wit diese Projektionen mit
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positivem oder negativem Vorzeichen zu messen, je nachdem ihre Richtung
mit derjenigen von ¢, zusammenfillt oder entgegengesetzt ist, Dann ist:

OR+ RS+ST+T0=o.
Ist @ derjenige Winkel zwischen e; und e,, fiir den 0 <@ <=z ist, so ist

wegen ]O_ITI[=1: N
OR=cos ¢,

und das Vorzeichen stimmt. RS ist die Projektion von EPZz—Cl auf e,.
Der Kosinus des Winkels zwischen dem nach oben gerichteten P; P, und e,
ist derjenige des Winkels zwischen der z-Axe und e,, also=_{,; es muB daher:

RS=—¢,, sein; denn bei gleichem Vorzeichen von {; und {, sind beide nach

oben oder beide nach unten gerichtet, und RS hat die entgegengesetzte Richtung
von e, und ist negativ, also =—{,{,. Sind {, und {, von verschiedenem Zei-

chen, so ist ein Vektor e nach oben, der andere nach unten gerichtet, RS fallt
somit in Richtung von e, und ist positiv, also=—{;,. Ebenso findet man:

§f: — N1 M2 Ta: — &b
Setzt man diese Werte oben ein, so folgt:

cos @ = &1 &+ 1+ L1 8o

Man nennt cos ¢ das snnere oder skalare Produkt der Vektoren ¢, und e, und
schreibt:
er.eg=C08 =E£1&5+ My 7p+ {1 L

Nehmen wir zwei beliebige Vektoren r1=0—ﬁl, r2=0_1;2, deren Endpunkte
die Gleichungen:

X =%, ] X=X,,
Py y=y, Py ¥y=19,,
l 2=2, l 2= 2,

besitzen, und bilden dieselben miteinander den Winkel ¢, wo 0 < ¢ < 7 ist,
so erhdlt man fiir ihre Richtungskosinusse:

=% — %

f1= tA %2 [rel 7
. y . ¥

von P;: 771=!—rll—!, von P,: 7]2=Ir—:|,
=7 o P

S b= oy

Die letztern legen Einheitsvektoren fest, die in die Richtung von r; und r,
fallen, und es muB3:
cos @ = &gt mne+Gils
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werden. Definiert man r,- t,=|1,| | t,| cos @ als das innere oder skalare Produkt
der betden Vektoren 1, und t,, so wird:

1 t=1] 1] cosg=[1s| & |va| &t [t talmet [ 11| L[ e[ Lo,
und setzt man hier die Werte fiir die Richtungskosinusse ein, so folgt:
T Y= %1 X+ V1 Vat %1%

Das innere Produkt ist kein Vektor, sondern eine skalare Grofe. Geometrisch
ist es der positive oder negative Inhalt eines Rechtecks, dessen eine Seite der
erste Vektor, dessen andere Seite die Projektion des zweiten Vektors auf den
ersten ist. Das Vorzeichen ist positiv, wenn der Winkel der beiden Vektoren
spitz ist ; negativ, wenn er stumpf ist. Das innere Produkt wird nur dann null,
wenn der Winkel ein rechter ist. Wir kénnen sagen: Zwe: Vektoren stehen dann
und nur dann aufeinander senkrecht, wenn ihr inneres Produkt null ist:

Iy L= X+ Y1 Ya+212.=0.

Fiir das innere Produkt gilt das kommutative Gesetz: 1;-t,=151;.

§ 2. Die Ebene

Jede Ebene bildet mit den drei Koordinatenebenen im allgemeinen ein
Tetraeder. Nur wenn die Ebene zu einer der drei Axen parallel ist, artet das
Tetraeder in ein Prisma aus. Ist sie zu zwei Axen parallel, so artet das Prisma
seinerseits in den Raumteil zwischen zwei parallelen Ebenen aus. Geht die

X X

Fig. 46. Fig. 47.

Ebene durch den Nullpunkt, so degeneriert das Tetraeder in einen Punkt.
Zeichnerisch werden wir die Ebene im allgemeinen Falle durch die Angabe des
Tetraeders fixieren, indem wir die Schnittkanten mit den Koordinatenebenen
markieren (Figur 46). Nach der im letzten Paragraphen gemachten Bemerkung
wird das Tetraeder in der Zeichnung immer im I. Oktanten angenommen. In
gleicher Weise zeichnen wir, im Falle die Ebene zu einer oder zwei Axen parallel
ist, ihre Schnittkanten mit den Koordinatenebenen (Figur 47); sie wird da-
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durch stets anschaulich mit dem Koordinatensystem verkniipft werden kénnen.
Nur im Falle die Ebene durch den Nullpunkt geht, ist dies nicht der Fall. Wir
werden spiter zeigen, wie man hier die Lage der Ebene anschaulich festlegen
kann.

Um die Ebenen analytisch in bezug auf das Koordinatensystem zu fixieren,
fillen wir von O die Senkrechte auf die Ebene (Figur 46). Wir geben ihr eine
feste Richtung, und zwar von O aus gegen ihre Spur D auf der Ebene, wenn die
Ebene nicht durch O geht, und eine willkdirliche Richtung, falls sie durch O geht.

Im ersten Falle habe der Vektor d=0D die Richtungskosinusse &, #,,, und
die Linge |d| =4, im zweiten Falle ist =0 und &,,7,,{, sind die Richtungs-
kosinusse eines Vektors, der die positive Normalenrichtung hat. Durch

Iblsz 501770::07
wo &24-724-{2=1 sein muB,

ist die Lage der Ebene eindeutig in bezug auf das Koordinatensystem gegeben.
Denn durch &;,7,,{, ist eindeutig eine Richtung in O, und durch 4 ein Punkt
auf dieser Richtung gegeben. In einem Punkt gibt es aber nur eine Ebene, die
auf einer gegebenen Richtung senkrecht steht.

Wir fragen nach der «Gleichung» der Ebene. Die Ausfithrungen von Seite 30
iiber den Begriff der Gleichung gelten auch im Raum; nur muB die Funktion
jetzt eine solche der drei Koordinaten f(x,y,z) sein. Wir definieren somit die
Gleichung einer Ebene folgendermaBen: Die nicht identisch verschwindende
funktionale Beziehung

f(%,9,2)=0

heipt die Gleichung einer Ebene, wenn die Koovdinaten x,y,z aller Punkte dev
Ebene sie erfiillen, und wenn wmgekehrt jedes Zahlentripel x,v, 2z, fiir das die
funktionale Beziehung erfiillt ist, Koordinaten eines Punktes der Ebene sind.
Um die Gleichung der durch 4,&,, 7., &, gegebenen Ebene zu finden, nehmen
wir einen allgemeinen Punkt P der Ebene mit den Koordinaten x,y,z. 7 sei
die Linge des Vektors r=5ﬁ ; £,m,¢ seine Richtungskosinusse. Es muf3:
N S S NG X v z
r=A/x2+yita? E=" =", [=—
sein. Im Falle D+0 ist das Dreieck OD P bei D rechtwinklig (1). Ja, wir kénnen
sagen, damit P auf der Ebene liegt, ist notwendig und hinrveichend, daB ODP
bei D rechtwinklig ist. Ist ¢ der Winkel zwischen 4 und 7, so muB8 nach dem
Resultat von Seite 63

cos @=Eof + 7o +ol, 0=S@<T
werden. Die Eigenschaft, da3 ODP bei D rechtwinklig ist, driickt sich jetzt
analytisch durch 7 cos ¢ =d aus. Denn wenn P auf der Ebene liegt, ist die

Relation jedenfalls erfiillt. Ist aber P nicht auf der Ebene, so ist ODP bei D
nicht rechtwinklig, und es muB 4+ cos ¢ sein. Daher ist

7 cos p=d

[
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die Gleichung der Ebene. Setzt man fiir cos ¢,£, 7,{ die gefundenen Werte ein,
so folgt:
Eox+mey +Lox—d=0.

Ist D=0, d=0, geht also die Ebene durch den Nullpunkt, so liegt P dann und
nur dann auf der Ebene, wenn der Vektor r=<713 auf der Normalrichtung der
Ebene senkrecht steht. Der durch &,,7,,(, gegebene Einheitsvekor muf3 also
auf r senkrecht stehen, was nach Seite 64 nur moglich ist, wenn das innere Pro-
dukt der beiden Vektoren null ist:

Eo&+men+ Lol =0.

Setzt man fiir £,7, die frithern Werte ein und erweitert die Gleichung mit 7,
so folgt:
Sox+ 1Y+ Loz=0,

also wieder dieselbe Bedingung wie im Falle D+0. Die Gleichung gilt somit
allgemein. Man nennt sie die HEssEsche Normalform der Gleichung der Ebene:

SoX+ Mgy + Lz —d=0,
wo £+ 2+ CE=1 ist.

Jede Ebene besitzt eine solche. Im Falle =0 kann die Richtung der Normalen
auf der Ebene beliebig gewihlt werden. Die Gleichung ist aber in jedem der bei-
den mdglichen Fille bis auf das Vorzeichen dieselbe. Umgekehrt gehért zu
jeder HessEschen Normalform eine und nur eine Ebene, da durch &g,,,C,
eindeutig eine Richtung von O aus festgelegt wird und durch 4 ein Punkt auf
derselben. Durch diesen gibt es aber nur eine Ebene, senkrecht auf der Rich-
tung.

18. Satz: Jede Ebene im Rawme besitzt die HESSEsche Normalform als Glei-
chung; und umgekehrt ist durch die HESSEsche Normalform eine Ebene eindeutig
festgelegt.

Aus der Hesseschen Normalform erhilt man die allgemeine Gleichung der
Ebene, wenn man sie mit einem beliebigen Faktor 140 erweitert:

Ax+By+Cz+D=0,
wo:
A=1&, B=2Any, C=210y, D=~ 2d

ist. Aus der Bedingung A+0 folgt wegen &+ 53+ (3=1 fiir A4,B,C:
A2+ B2 C%= 1240,

das heif}t, es diirfen niemals alle Koeffizienten 4, B,C zugleich null sein. Wire
A =B=C=0, sowtirde die Gleichung D =0 lauten, das heiBt, alle Koeffizienten
miiten null sein; es wire keine Bedingungsgleichung, sondern eine Identitit
gegeben, die nichts aussagt.
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Umgekehrt fragt es sich, ob jede allgemeine Gleichung:
Ax+ By+Cz+ D=0, A%+ B2+ (C2+0,

eine Ebene festlegt, deren « Gleichung» sie ist ? Um dies zu untersuchen, brau-
chen wir wegen des Satzes 18 nur zu zeigen, daB die allgemeine Gleichung stets
aus einer HESsEschen Normalform durch Multiplikation mit einem Faktor
entspringt. Es ist also bloB zu beweisen, daB es zu jedem gegebenen Werte-
system A4, B,C,D, deren drei erste nicht simtlich null sind, fiinf andere GroBen
d,&4,79, o, A existieren, fir die

2éy=A, Ayjg=B, Af,=C, Ad=—D,
und:
B4+ 3=1,d=0, A+0

ist. Quadrieren wir die drei ersten Gleichungen und addieren sie, so folgt wegen
der weiteren Bedingungen:

2=A*+ B*+C? A=+ +/A%+ B+ C2

Also ist sicherlich A+0. Dagegen ist es zweiwertig. Im Falle D40 folgt aus der
vierten Gleichung:

D
d:—7‘>0,

daB 4 das umgekehrte Zeichen von D haben muB. Es ist daher bestimmt. Im
Falle D=0 folgt d=0, und wir geben A willkiirlich eines der Vorzeichen. Damit
ist aber auch die Richtung bestimmt:

A B

50:71 770:7’ C(): 5%"’773‘!‘:(%:1,

C
7 )
da nach der Bemerkung Seite 58/9 durch &,,7,,{, eine Richtung eindeutig fest-
gelegt ist. Hitte man im Falle =0 fiir A das andere Vorzeichen gewahlt, so
wire die Richtung der Normalen nach Satz 17 die entgegengesetzte. Da wir im
Falle d=0 die Richtung der Normalen beliebig wihlen diirfen, so erhalten wir
beide Male dieselbe Ebene. Somit gehért zu jeder allgemeinen Gleichung eine
Hessesche Normalform, aus der sie durch Multiplikation mit 2 entsteht; und
da zu letzterer eine und nur eine Ebene gehort, so legt jede allgemeine Gleichung
eine Ebene eindeutig fest. Fiir die Berechnung der zu einer allgemeinen Glei-
chung gehorenden HEssEschen Normalform sagt man: «Man bringt die all-
gemeine Gleichung auf die HESSEsche Normalform.»

19. Satz: Man bringt die allgemeine Gleichung:
Ax+ By+Cz+D=0

auf die HESSEsche Normalform, indem man alle thre Koeffizienten durch A=
=+4+/A2+ B2+ C? diwidiert. Im Falle D+0 hat A das entgegengesetzte Zeichen
von D, im Falle D=0 ist die Wahl des Vorzeichens willkiirlich.
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Fiir die allgemeine Gleichung jeder Ebene gelten somit die Proportionen:
A:B:C:D=£y:1y:8y:—
Fiir d=0 ist die rechte Seite der Proportionen fiir beide Vorzeichen von J die-
selbe. Fiir jede Ebene ist daher A:B:C:D fest vorgegeben. Man faBit somit
zwei allgemeine Gleichungen nur dann als verschieden auf, wenn diese Ver-
hiltnisse andere sind. Jede Ebene besitzt dann nur eine Gleichung, und man
erhilt den Satz:

V. Hauptsatz: Jede Ebene im Raume besitzt in bezug aunf ein gegebenes Ko-
ordinatensystem eine Gleichung:

Ax+ By+Cz+D=0, A2+ B*4-C240,

die nur von den Verhiltnissen A:B:C:D abhdngt; umgekehrt gehort zu jeder sol-
chen Bedingung eine und nur eine Ebene, deven Gleichung sie ist.
Ist ein beliebiger Raumpunkt P, durch seine Gleichungen gegeben:

xX=%,,
Pyt y=1y,
z2 =2,

so soll sein Normalabstand # von einer beliebigen Ebene mit der HEssEschen
Normalform:

So¥+ 1Y+ Loz —d=0
berechnet werden. Wir geben dem Normalabstand eine Richtung, # also ein
Vorzeichen (Figur 48). Ist Q der FuBpunkt des Lotes von P, auf die Ebene, so
habe #n die Rlchtung n= QPO, und sei positiv, wenn (])P0 gleichgerichtet,
negativ, wenn QP entgegengesetzt gerichtet ist zur Normalrichtung auf der

Ebene, wie sie durch die Hessesche Normalform festgelegt ist. Um den Vektor
» zu berechnen, legen wir durch P, die Hilfsebene parallel zur gegebenen Ebene.
Wir unterscheiden die beiden Fille:
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a) Die Hilfsebene schneidet den positiven von O ausgehenden Normalvekior
der Ebene. Dann sind nach der Vektorrechnung d+#, &, 1,, {, Linge und
Richtung des auf der Hilfsebene senkrecht stehenden Vektors von O aus bis
zum FuBpunkt auf der Hilfsebene. Daher ist:

Eox 419y + Loz —(d+n)=0

die Hessesche Normalform der Gleichung der Hilfsebene. Da sie durch P,
gehen soll, muB:
£o%o+10Yo+ Lo2o—d—n=0
sein. Daraus folgt:
n=EgXo+NoYo+ LoZo—4d.

Diese Gleichung gilt auch im Falle, daB die Hilfsebene durch O geht (d + #=0).

b) Die Hilfsebene schneidet den negativen von O ausgehenden Normalvektor
der Ebene (Fall Py in Figur 48). Da jetzt # negativ sein muB, ist —# —d der posi-
tive Normalabstand der Hilfsebene von O und —&;, —#,,— £, sind die Rich-
tungskosinusse der Normalen auf der Hilfsebene (Satz 17). Daher ist die HESSE-
sche Normalform der Gleichung der Hilfsebene:

—&ox—ngy— Lozt (n+d)=0;

da sie durch P, geht, miissen die Koordinaten von P, die Gleichung befriedigen,
woraus wie oben folgt:
n=EgXg+ 1o Yo+ LoZ—d.

Diese Formel gilt in beiden Fillen a) und b).

20. Satz: Der Normalabstand eines Punktes von einer Ebene ist gleich dem
Wert der linken Seite der HuSSEschen Normalform der Gleichung der Ebene,
berechnet fitr die Koordinaten des Punkies. Ev ist positiv oder negativ, je nachdem
der Punkt auf der Seite der positiven oder negativen Normalenvichiung auf der
Ebene liegt, wie sie durch die HESSEsche Normalform festgelegt wird.

Fig. 49.

Geht die Ebene nicht durch O, so ist daher # positiv oder negativ, je nach-
dem der Punkt P, auf der entgegengesetzten oder gleichen Seite der Ebene
wie der Nullpunkt liegt.



70 Kapitel IT - Punkt, Ebene und Gerade im Raume

Als Anwendung von Satz 20 wollen wir die Formeln der allgemeinen Ko-
ordinatentransformation aufstellen. Jede Bewegung eines Koordinatensystems
im Raume kann man zevlegen in eine Translation und tn eine Drehung. Da wir
die Translation schon betrachtet haben, handelt es sich zunichst um die
Drehung des Koordinatensystems um O, der als Drehpunkt fest bleibt. Die
x-,9-,2-Axe sollen in die x'-,y'-,z’-Axe iibergehen (Figur 49). Wie legen wir sie
in bezug auf das urspriingliche System fest? Die positive x'-Axe legt eine
Vektorrichtung fest, die durch drei Richtungskosinusse &;,%,,{; gegeben sei.
Ebenso sollen die positive y’-Axe durch &,,1,,{,, die positive z’-Axe durch
&, 7m3,C5 gegeben sein. Wir schreiben dies in folgender Tabelle auf:

x y z
% & T &
v’ & N2 o
2 & L/ s

Die neun eingefithrten Richtungskosinusse sind nicht voneinander unab-
hingig. Einmal ist:

E+ni+ii=1,

E+np+(i=1,

E4ni+i3=1.

[,

Des weiteren soll doch das neue x’y’z’-Koordinatensystem wieder rechtwink-
lig sein. Daher ist das innere Produkt von je zweien der Vektoren (Seite 64) null:

&1&atmma+$18,=0,

§183+mms+ 185=0,

Eyég+ Ne¥s+ £ol3=0.
Nun ist die Operation der Drehung reversibel, das heiBt, man kann sie riickwirts
ausfithren und erhilt aus dem neuen das alte System. Gehen wir also vom
neuen System aus, so ist die alte x-Axe ein durch &, &,, &,, die alte ¥-Axe ein
durch #y,7,,7;, die alte z-Axe ein durch (,,{,,{; gegebener Vektor, da dies

fiir das neue System Richtungskosinusse sind. (Es sind die Kolonnen der obi-
gen Tabelle.) Also muB:

THE+E=1,
it tr=1,
G+i+=1
sein, und da auch das alte System rechtwinklig ist, wird:
E1mt &amat E3ms=0,
&8+ &0+ E30,=0,
T C1+77252+773 £3=0.

Diese neuen sechs Gleichungen sind nicht unabhingig von den ersten, sondern
kénnen aus ihnen entnommen werden. Es ist praktisch, alle neun Richtungs-
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kosinusse beizubehalten, dabei aber stets zu bedenken, da zwischen ihnen die
hergeleiteten 12 Relationen bestehen. Es wire analytisch unrichtig, etwa sechs
unter ihnen eliminieren zu wollen. Man nennt die drei ersten Gleichungen jeder
Gruppe von Bedingungsgleichungen der Richtungskosinusse die Normierungs-
bedingungen, die zweiten die Orthogonalitiitsbedingungen.

Wir erhalten die Drehformeln, wenn wir nach den HesseEschen Normal-
formen der Gleichungen der drei neuen Koordinatenebenen fragen. Da dieselben
durch O gehen, diirfen wir die Normalrichtung auf ihnen beliebig festlegen.
Wir bestimmen, daf} die positive x'-Axe die Normalrichtung auf der 4’ z’-Ebene,
die positive y’-Axe diejenige auf der x'z’-Ebene und die positive z’-Axe die-
jenige auf der x"y’-Ebene sei. Dann sind die HEssEschen Normalformen der
drei neuen Koordinatenebenen:

y'%'-Ebene: & x4, y+£5,2=0,
¥'z-Ebene: & x+ 1,9+ p2=0,
x'y"-Ebene: &gx+n;y+ {32=0.

Anderseits ist, falls ein allgemeiner Punkt P mit den alten Koordinaten
%,9,z2 und den neuen #x',v’, 2’ gegeben ist, " nach Satz 14 der Normalabstand
des Punktes von der y’2"-Ebene, und zwar positiv genommen auf der Seite der
positiven x’-Axe, negativ auf der Seite der negativen x’-Axe. Daher ist nach
Satz 20:

' =&x+my+G2,
und ebenso:

Y =&x+my+0,7,

2 =Ex+ngy+ (a2

Damit sind die neuen Koordinaten aus den alten berechnet. Will man um-
gekehrt die alten aus den neuen berechnen, so hat man blo8 die drei Glei-
chungen nach x,y,z aufzulésen. Dies geschieht, unter Berticksichtigung der
Bedingungsgleichungen der Richtungskosinusse, indem man zum Beispiel die
erste Gleichung mit &, die zweite mit &,, die dritte mit &, erweitert und alle drei
addiert. Wegen der Orthogonalitdtsbedingungen werden die Koeffizienten von
vy und z null, und es folgt:

=58+ &Y'+ &7,
und entsprechend:

y=m* +ny"+ 17,

z=0%"+ 0y + Gl

Die allgemeinste Transformation erhidlt man durch Zusammensetzung von
Translation und Drehung. Fithrt man zuerst eine Translation von O nach 0’
aus, wobei ', y’, 2" die neuen Koordinatenaxen seien, so ist (Seite 61):

x=a-+x, ¥'=%x—a,

y=>b+y’, oder: y'=y-—b,
Z=c+2z, d=z—c,
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wo a,b,c die alten Koordinaten von O’ sind. Jetzt drehen wir das x'y’2’-Ko-
ordinatensystem um O’ so in das neue x''y"'z"’-Koordinatensystem, daf3 die
neuen Axen gegeniiber den alten durch die Richtungskosinusse der Tabelle von

Seite 70 gegeben werden. Dann muB:

xlzélxll_'_ Ezyll-*— §3z1/’ xI’=§1x1+771yl+C1zl,
Yy =mx"+n.y" +n32", oder: y'=&5x"+n,y"+ (7,
zIICIx,,+C2y1’+C3zI” zl/=§3xl+n3y/+C3ZI

sein. Setzt man beide Gleichungssysteme zusammen, so folgen die allgemeinsten
Transformationsgleichungen bei Bewegung tm Raume.

x=a+& x4 &y "+ &2, #'=&(x—a)+n (y—0)+{1(z—0),
y=b+m " +n.y" + 132", oder: y'=E& (x—a)+n,(y—b)+La(z—c),
z=c+ §x"+ 5y + (527, ' =& (x—a)+ny(y—b)+L3(z—c).
' A=0 i B=0 1 C=0
D D,
y L—————‘——"’y Yy
X X X
Fig. 50.

Algebraisch heiBt dies eine lineare Substitution von drei Variablen. Durch un-
sere Formeln wird stets ein Koordinatensystem in ein solches derselben Art
ibergefiihrt.

Nach diesen Anwendungen der HEssEschen Normalform gehen wir zur
Diskussion der allgemeinen Gleichung der Ebene:

Ax+By+Cz+ D=0,

iiber. Wir unterscheiden die Falle:

1. A=0. In der zugehérigen Hesseschen Normalform ist §,= 0; der Winkel
zwischen der Normalen in O auf der Ebene und der x-Axe ist ein rechter. Die
Normale muB daher in die y z-Ebene fallen, und die Ebene ist parallel zur x-Axe
(Figur 50).

2. B=0. Es wird 7,=0. Die Normale in O auf der Ebene fillt in die
x2-Ebene, und die Ebene ist parallel zur y-Axe (Figur 50).

3. C=0. Es wird {,=0. Die Normale in O auf der Ebene fallt in die xy-
Ebene, und die Ebene ist parallel zur z-Axe (Figur 50).

Wir fassen die drei Fille durch den Satz zusammen:
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21. Satz: T'ritt eine Koordinate in der allgemeinen Gleichung der Ebene nicht
auf, so ist die Ebene parallel zu der betreffenden Axe.

Ist die Ebene zu zwei Axen parallel, so ist sie zu der betreffenden Koordina-
tenebene parallel. Es sind dann zwes der GréBen A, B, C null.

4. D = 0. Die Ebene geht durch den Nullpunkt,

5. D=£0. Die Ebene geht nicht durch O und schneidet die Axen in den drei
von O verschiedenen Punkten P,, P, und P,, wobei einer oder zwei dieser
Punkte auch ins Unendliche fallen kénnen. Dies trifft dann ein, wenn die
Ebene zu der betreffenden Axe oder Koordinatenebene parallel ist. Ist a die
x-Koordinate von P,, b die y-Koordinate von P, und ¢ die z-Koordinate von
P, so heiBen a, b, ¢ die Axenabschnitte der Ebene. Durch sie ist die Ebene be-
stimmt (Figur 51). Dies gelte auch, wenn die Ebene zu einer Axe parallel ist.

z D+0

Fig. 51.

Der zugehorige Axenabschnitt ist dann unendlich gro3. Zum Beispiel ist die
Ebene mit den Axenabschnitten oo, co, ¢ parallel zur xy-Ebene. Um die Axen-
abschnitte aus der allgemeinen Gleichung der Ebene zu berechnen, bedenken
wir, daB a, 0, 0 die Koordinaten von P,, 0, b, 0 diejenigen von P, und 0, 0,
¢ diejenigen von P, sind (falls a, b, ¢ endlich sind). Somit muB:

Aa+D=0, Bb+D=0, Cc+D=0,
sein, woraus folgt:

__ D ,__D __ D
a=—= b=—75, c=—%

Diese Formeln gelten auch, falls eine oder zwei der GréBen A4, B,C null sind
(alle drei konnen wegen A%+ B2+ C2?+0 nicht null sein). Denn wegen des
Satzes 21 muB dann die Ebene parallel zu der betreffenden Axe sein, der zuge-

horige Axenabschnitt also unendlich werden. Umgekehrt ist:

4-_D p__D D

a b’ ¢
setzt man dies in die allgemeine Gleichung der Ebene ein und kiirzt durch
— D+ 0, so folgt die Axengleichung der Ebene:

LA AL
Tty —1=0.
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6. C+0. Die Ebene ist nicht parallel zur z-Axe. Man darf ihre Gleichung
nach z auflésen:
z=ax+by+c.

Diese Gleichung heit die explizite Form der Ebenengleichung. z ist eine
lineare Funktion der Variablen x,y. Eigentlich miiite man «planar» statt
«linear» sagen. Ist B oder 440, die Ebene also zur y- oder #-Axe nicht parallel,
so kann man die allgemeine Gleichung auch nach y oder x aufldsen.

Die Art, wie die Ebene in der HEsseschen Normalform geometrisch ge-
geben ist, ist theoretisch am zweckmaBigsten, praktisch aber nicht verwertbar.

R

Hier stellt sich die Aufgabe gewthnlich so, daf die Ebene geometrisch durch
drei nicht in einer Geraden liegende Punkte gegeben ist, und man daraus ihre
Gleichung zu berechnen hat. Die Gleichungen der Punkte seien (Figur 52):

X =%, X = %X,, X=X,
Py {y=y1, Py i y=1y,, Py y=1ys,
z=2, 2 = 2,, |z:z3.

Hat die gesuchte Ebene die Gleichung:
Ax+By+Cz+D=0, A2+ B2+C?%+0,

so wird sie durch die Koordinaten der Punkte, da dieselben auf der Ebene
liegen sollen, befriedigt, was die drei Bedingungsgleichungen ergibt:
Ax,+By;+Cz+ D=0,
Axy+ By,+Cz+ D=0,
Axg+ Bys+Cz3+D=0.
Hieraus hat man die drei Verhiltnisse A4:B:C:D zu berechnen und in die

Gleichung einzusetzen. Eleganter kommt man zum Ziele, wenn man zuerst
D mit Hilfe der ersten Bedingungsgleichung eliminiert:

Ax—2)+B(y—y)+C(z—2)=0,



Die Ebene 75

so daB jetzt nur noch zwei Verhiltnisse A : B:C zu berechnen sind. Subtrahiert
man von der 2. und 3. Bedingungsgleichung die erste, so folgt:

A (%3—2)+ B (y3— 1)+ C (35— 2,) =0,
A (%3—2,) + B (¥3—y1) +C (23— 2,)=0.

Aus den so erhaltenen drei Gleichungen eliminiert man zuerst etwa das
Verhiltnis 4 :C, und findet zwei Gleichungen mit 4 : B und durch Elimination
von A:B eine Bedingungsgleichung, die kein unbekanntes Verhéltnis mehr
enthalt, und die eine lineare Gleichung in x,y,z ist. Sie ist die gesuchte Ebenen-
gleichung. Das Resultat der Rechnung kann man mit Hilfe der Determinante
sehr einfach so schreiben:

X —x Yy =¥ 2 —%
Xo— X Yo—W1 Z3—2; | =0.
X3— X% Ys—W 32

Rechnen wir diese Determinante nach dem auf Seite 28 angegebenen Sche-
ma aus, und ordnen wir sie nach den drei Faktoren (x—x,), (y—y,), (¢—2),
so folgt:

[(ya— 1) (23— 21) = (V53— 1) (25— z) ] (x —x)
H (za— 7)) (%3 — %) — (23 21) (%, — )] (Y — 1)
H (2 — 21) (V53— ¥1) — (% — %) (Ya—y1)] (2 —2)=0.

Dies ist stets die Gleichung einer Ebene, wenn nicht alle Koeffizienten von
%,%,%z null sind. Sehen wir, was geometrisch die Nullsetzung des Koeffizienten
von z:

(Fa—21) (53— 1) — (X~ 1) (ya—9)=0
bedeutet. Ausgerechnet erhdlt man die Gleichung:

X1 Yot Xa Y3+ XgY1— X V1 — X3 Vo — %1 ¥3=0.

Nach Satz 5 ist dies die Bedingung dafiir, daB der doppelte Inhalt des Dreiecks
P P; P;, wo P{, Py, P; die Projektionen von Py, P,, Py auf die xy-Ebene sind,
null ist, daB3 somit die drei Punkte P, P;, P} in einer Geraden liegen. Letzteres
ist nur méglich, wenn die drei Punkte P,, P,, P, selbst in einer Ebene liegen, die
zur z-Axe parallel ist. Ist umgekehrt diese geometrische Bedingung erfiillt, so
ist der Dreiecksinhalt null, also der Koeffizient von z null. Genau so sieht man
ein, daB, wenn der Koeffizient von y null ist, die drei Punkte in einer Ebene
parallel zur y-Axe liegen miissen. Sind beide Koeffizienten null, so miissen die
Punkte in einer zur z-Axe und in einer zur y-Axe, also in einer zur yz-Ebene
parallelen Ebene liegen, da sie nicht in einer Geraden liegen sollen. Wire nun
auch noch der Koeffizient von « null, so miiBten die drei Punkte entsprechend
auch noch in einer zur xz-Ebene parallelen Ebene, also im Schnitt von zwei
aufeinander senkrechten Ebenen, das heit auf einer Geraden liegen, gegen
Annahme. Damit ist der Satz bewiesen:
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22. Satz: Sind drei nicht in einer Geraden liegende Punkte durch ihre Glei-
chungen gegeben :

X= 2%, X=Xy, X=X,
Py y=m, Py y=1,, Py y=ys,
2 =2 |z=zz, Z =2y,

so besitzt die durch die drei Punkte gehende Ebene die Gleichung:

X =% Y —=h 24
Xo— Xy Yo— W1 Zy—2 | =0.
X3— X Vs— V1 3—%

Wir wenden diesen Satz an fiir den Fall, daB P, in O, und P, und P, in die
Endpunkte E, und E, der Einheitsvektoren e, und e, (+ +¢,) fallen. Die Rich-
tungskosinusse &, 7;,¢, von ¢; und &,,,,{, von e, sind zugleich die Koordi-

x £}
Fig. 53.

naten von E;, und E,. Nach Satz 22 lautet die Gleichung der Ebene durch
0, E,, E;und somit durch ¢, und e, (Figur 53), falls 0, E,, E, nicht in einer Ge-
raden liegen:

[ XY Z
1110
E212 o

=0.

Rechnet man die Determinante aus, so wird:

(mle—nal)x+ (E1 8= Co &) y+ (Eame—E&ami) 2=0.

Sind E{ und Ej die Projektionen von E, und E, auf die xy-Ebene, so ist
nach Satz 5, wie wir schon sahen, & 7, —&,%, der doppelte Inhalt des Dreiecks
OE{E;, und zwar positiv oder negativ genommen, je nachdem der Umlaufsinn
O0—>E,—>E, von der positiven z-Axe, das heiBt von oben gesehen positiv oder
negativ ist. Entsprechend sind die Koeffizienten von y und x die positiv oder
negativ genommenen doppelten Dreiecksinhalte der Projektionen in die xz-,
respektive yz-Ebene. Statt der doppelten Dreiecksinhalte nimmt man besser
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die Inhalte der betreffenden Parallelogramme. Dieselben erhilt man, indem
man das Parallelogramm OE, E; E, in der Ebene der Vektoren e, und ¢, normal
aufdie x y-, ¥2- und yz-Ebene projiziert. Die Inhalte dieser Projektionen kénnen
wir auch direkt durch Rechnung erhalten, wenn wir den Satz anwenden, da8
der positive Inhalt der normalen Projektion eines Ebenenteiles auf eine andere
Ebene gleich ist dem positiven Inhalt des Ebenenteiles selbst, multipliziert mit
dem Kosinus des spitzen Winkels zwischen den beiden Ebenen. Ist ¢ der Winkel
zwischen e; und e,, wo 0 < ¢ <z sein muB, so ist der positive Inhalt des Paral-
lelogrammes OE,E; E, gleich sin ¢. Der Neigungswinkel der Ebene des Pa-
rallelogrammes mit den Koordinatenebenen ist gleich dem Winkel ihrer Nor-
malen. Zu seiner Bestimmung fithren wir einen weiteren Punkt P;:

x=1n18— 281,
Pyl y=018—06,
I z=§ ne—Eamy,
ein. Die Richtungskosinusse des Vektors v 25—133 sind:
_ mbe—ml _ §0&6-04 _éﬁ?z;’:'_z_@_
A T TR e T

WO

}DI = \+/(771€z — 782+ (C16p — Cab0) % + (Exma— &ama)?
die Linge des Vektors p ist. Nach Satz 19 ist
E3x+ 13y + f32=0

die Hessesche Normalform der Ebene durch e, und e,. Daker mup v auf dieser
Ebene senkrecht stehen, und &3,13, (5 sind die Kosinusse der Winkel zwischen
der Normalen auf der Ebene und der x-,y-,2-Axe, das heilt auch die Kosinusse
der Winkel zwischen der Ebene selbst und der yz-,x2-, xy-Ebene. Somit muB3
nach dem oben angefiihrten Satze:

&, S%H‘P’;?hé‘z—??z {1
UE] S{n(p= Cl 52_ Cz‘fp
Casing=4&1m,— Eamy

sein. Denn sin ¢ ist stets positiv und die GroBen &3, 73, {5 miissen die Vorzeichen
der rechten Seiten haben. Hieraus folgt sing=|v|, womit die geometrische
Bedeutung der Linge von v gefunden ist. Dies ergibt die wichtige Formel:

sin?@ = (8o — 12 1) 2+ (L1 §2— Lo 60) 2+ (E1m2—&am0) 2

Wir haben jetzt noch zu entscheiden, welche Richtung v in bezug auf die
beiden Vektoren e, und e, hat. Bis jetzt wissen wir nur, da8 v auf der Ebene
der beiden Vektoren senkrecht steht, aber nicht nach welcher Seite seine
Liange sin ¢ von O aus abzutragen ist. Da die Ebene durch den Nullpunkt geht,
gibt uns die Theorie der HessEschen Normalform iiber diese Frage keinen Auf-
schluB; denn in diesem Falle ist die Normalrichtung willkiirlich. Nun haben
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aber &3,73, {5 dasselbe Vorzeichen wie 7, {o— 0504, (16— (561,612 — &%y, und
letztere GroBen sind nach Satz 5 positiv oder negativ, je nach dem Umlaufsinn der
Projektion von O E, E;E, auf die Koordinatenebenen, falls das Parallelogramm
im Sinne 0 > E, > E; > E, durchlaufen wird, und dic Projektion von vorn, rechts
oder oben betrachtet wird. Ist etwa £, positiv, das heiBt v nach oben gerichtet, so
ist der Umlaufsinn O - E; —E ;- E} von oben gesehen positiv (entgegengesetzt
dem Uhrzeiger) ; ist {3 negativ, das heit v nach unten gerichtet, so ist der Um-
laufsinn von oben gesehen negativ und von unten gesehen positiv. Der Umlauf-
sinn O ->E; —>E3->Eg ist daher fiir {3+ 0 immer positiv von Py aus gesehen. Das

(im allgemeinen nicht rechtwinklige) Vektorensystem OEl, OE;,D ist in dieser
Reihenfolge ein Dretbein,; also auch e, ¢,,0. Denn P, kann nicht in dem spitzen
Winkelraum zwischen der Ebene durch e;,¢, und der xy-Ebene liegen, da p
auf ¢; und e, senkrecht steht und die Winkel zwischen ¢,,¢, und ihren Pro-
jektionen auf die xy-Ebene spitz sind. Die drei Vektoren e,,e, v sind somit
von der Art der positiven Koordinatenaxen #,¥,z, wobei nur der Winkel zwi-
schen ¢, und e, jetzt kein rechter mehr zu sein braucht, sondern ein Winkel ¢
zwischen 0 und 7 ist.

Ist {3=0, so nimmt man &; oder %3, die wegen ¢+0 und + 7 nicht beide null
sein k6nnen, und betrachtet die betreffende Projektion. Die Lage des Vektors
v ist damit eindeutig festgelegt. Reprisentiert man ¢, durch den Daumen der
linken Hand, e, durch den Mittelfinger, so ergibt der Zeigfinger die Richtung
von p. Wenn wir e, und e, vertauschen, so indern die Komponenten von v das
Vorzeichen und v geht in die entgegengesetzte Richtung iiber. Man nennt v das
dufere oder vektorielle Produkt von ¢; und e, und schreibt:

U:QI Xez.

Bezeichnet man den entgegengesetzt gerichteten, aber gleichlangen Vektor von
» mit —v, so ist nach dem ausgefiihrten:

—D:€2 X(’.l.

Das kommutative Gesetz gilt fiir die neue Multiplikation nichi mehr. Wenn die
drei Punkte O, E,, E, in einer Geraden liegen, so ist ¢=0 oder =z, je nachdem
¢; und e, gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind. Alle Komponenten von v
sind dann null. Bezeichnet man diesen Vektor mit 0, so ist das vektorielle Pro-
dukt von ey und ¢, dann und nur dann null, wenn die beiden Vektoren gleiche oder
entgegengesetzte Richtung haben.

Wir wollen jetzt diese Definition auf zwei allgemeine Vektoren r, und r,
ausdehnen, die durch ihre von O verschiedenen Endpunkte P,, P,:

X=X, X=Xy,
Py y=m, Py ) y=1y,,
2= 2y, 2= 2,

gegeben sind. t; und v, haben die Richtungskosinusse:
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- ot
Tyl =T
_n _
Pry th= [te]’ Py e Ita ]’
_n _n
b= [’ = [ta]’

die als Koordinaten von zwei Punkten £, und E, zugleich zwei Einheitsvek-
toren ¢, und e, festlegen. Man schreibt mit Hilfe der sogenannten skalaven
Multiplikation:

n={nle;, L=[nle,

und definiert das dupBere oder vektorielle Produkt durch:
D=1y X =1y [Ta]eg X e,

Dasselbe hat folgende Eigenschaften:

a) v ist ein Vektor mit derselben Richtung wie ¢; x ¢,. Er steht somit senk-
recht auf der durch r, und r, gehenden Ebene, und r,, 1,, v bilden ein Dreibein.
Sind 1, und 1, also auch e, und e, gleich oder entgegengesetzt gerichtet, so ist
p=0.

b) Seine Linge ist [v|=|1,| |1,| sing, falls ¢ der Winkel zwischen ¢; und
¢y, also auch zwischen r; und v, ist, wobei 0 = ¢ < 7 ist. Geometrisch bedeutet
die Lange den Flicheninhalt des durch r, und v, erzeugten Parallelogrammes.

c) Die Komponenten von v sind:

kA {r2‘ (M 8e—1281) =1 22— Y2 2,

[t1] [to] (C1&a— o) = 2% — 224y,

[ta] [ 2] (E1ma— &amy) = %1 ¥2— %21
23. Satz: Sind zwei Punkte mit den Gleichungen:

i

x:xl, x=x2,
Py y=9, Py v=19,,
2:21, 8= ZZ,

gegeben, so ist das dupfere oder vektorielle Produkt v=1, X t, der beiden Vektoren
= 51?‘1,r2:0—ﬁz der Nullvektor, falls v, und 1, gleich oder entgegengesetzt ge-
richtet sind. Im andern Falle ist v ein Vektor, dessen Linge gleich dem Inhalt des
durch 1, und 1, gebildeten Vektorparallelogrammes ist, und dessen Richtung so
i die Senkrechte auf die Ebene des Pavallelogrammes [dllt, dap t,,1,,0 ein Drei-
bein bilden. Die Komponenten von v sind:
Y1Ze— Yo 21, 31X — 2%y, X1Y2— X2)1-

Unter den Problemen zweier Ebenen, zu denen wir jetzt iibergehen, wollen
wir nur die Berechnung ihres Neigungswinkels behandeln, da allgemein durch
zwei Ebenen eine Gerade gegeben ist, und wir diesen Fall im nichsten Para-

graphen ausfiihrlich betrachten werden. Kennen wir die beiden Ebenen durch
ihre Gleichungen:
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A2+ B;y+Ciz+D;=0, und A,x+ By,y+Cyz2+ D=0,

so sind damit auch die Richtungskosinusse ihrer Normalen bekannt (Satz 19):

_ _ A
51—'71—, 52— /12 »

B s B T
m=7 b =442+ B2+ C2, M= A=+ 45+ Bi+C}.
. C C
leTi”: CZZ l: »

Die vier Raumwinkel, die die beiden Ebenen miteinander bilden, und von denen
je zwei gleich, die andern supplementir sind, kénnen durch die Winkel be-
rechnet werden, die ihre Normalen miteinander bilden. Auch diese sind gleich
oder supplementir. Die Kosinusse sind daher nur bis auf das Vorzeichen ge-
geben, und es muB, falls einer der Raumwinkel mit ¢ bezeichnet wird:

cosg = = (§463+ M+ Ga80) = & 1 (4 Ay + By Byt G Co),
sin?@ = (17,0a—~ 1280)2 + (L2162 — Ca&)) 2+ (Eyme— Eamy) 2 =
= ﬁlg ((B1C2“ ByCp)2+ (C1A,— Cody)2+ (4, By — AeB1)2)
werden. sin ¢ ist stets die positive Wurzel. Sind die Ebenen parallel, so ist

sin ¢ =0, also
A,:Ay=B,:B,=C,:C,.

Sind die Ebenen senkrecht, so ist cos ¢ =0, also:
A,4,+ B, By+C,Cy=0.
24. Satz: Damit zwet durch thre Gleichungen:
Aix+ Byy+Ci24+D;=0, Ayx+ Byy+Cyz+Dy=0

gegebene Ebenen zueinander parallel sind, ist notwendig und hinveichend, dapf
A,:A,=B,:B,=C,:C, ist. Die notwendige und hinveichende Bedingung dafiir,
daB sie aufeinander senkrecht stehen, lautet:

A,Ay+ BBy +C,Cy=0.
Bei drei durch ihre Gleichungen:
(1)=0, (2)=0, (3)=0,

gegebenen verschiedenen Ebenen, wobei die Abkiirzungen (1), (2}, (3) die linken
Seiten der allgemeinen Gleichung der Ebene bedeuten, deren Koeffizienten
je mit den Indizes 1,2, 3 versehen sind, stellt sich das Problem, alle Raumpunkte
zu bestimmen, die auf allen drei Ebenen liegen. Dieses geometrische Problem ist
identisch mit dem algebraischen, alle gemeinsamen Lésungen von drei linearen
Gleichungen mit den drei Unbekannten x, v,z zu finden. Die Algebra 16st diese
Aufgabe durch das Eliminationsverfahren. Man eliminiert zuerst aus je zwei
Gleichungen eine der Unbekannten und erhilt zwei lineare Gleichungen mit
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zwei Unbekannten, aus denen man durch Elimination einer weiteren Unbe-
kannten eine Gleichung mit einer Unbekannten erhélt. Macht man dies fiir
alle drei GroBen x,v,z, so wird:

Dx=R, Dy=S, Dz=T,
wobei D stets dasselbe ist und so als Determinante geschrieben werden kann:
4,B,C,
D=|4,B,C, |-
A3 B,y Cy
Wir unterscheiden deshalb:

I. Fall: D+0. Die drei oben gefundenen Gleichungen ergeben eine und nur
eine Losung, und die drei Ebenen schuneiden sich in einem und nur einem Punkte.

Fig. 54.

II. Fall: D=0. Welche Lagen kénnen die Ebenen zueinander besitzen, da-
mit diese Bedingung erfiillt ist ? Um dies bequem zu untersuchen, denken wir
uns die dritte Ebene als die x y-Ebene mit der Gleichung: (3) =2=0. Diese An-
nahme ist keine Einschrdnkung, da wir sie stets durch eine Koordinatentrans-
formation (bei der D= 0 bleibt) erfiillen konnen. Die Determinante kann jetzt
leicht ausgerechnet werden und ergibt die Bedingung:

D=A4,B,—A,B;=0.
Es bleibt noch zu entscheiden, wie die beiden Ebenen
(1)=4,2+ B;y+Ci2+D;=0,
(2)=Ayx+ Byy+ Coz+Dy=0
unter dieser Voraussetzung in bezug auf die xy-Ebene liegen kénnen. Wir eli-
minieren aus den Gleichungen x; dann folgt wegen der Bedingungsgleichung:

(C143—Cy4y) 2+ (D Ay—DyA,)=0.

Alle z derjenigen Punkte, die auf beiden Ebenen liegen, geniigen dieser
Bedingung. Hier treten folgende Méglichkeiten ein:

a) C;4,—C, 4,40, DiA,— Dy A,+0. Die Koordinate z ist eindeutig be-
stimmt und 0. Alle Schnittpunkte der beiden Ebenen haben gleiches z, die
Schnittkante ist parallel zur xy-Ebene (Figur 54). Die drei Ebenen schneiden
sich in drei parallelen Geraden und haben keine Punkte gemein.

6
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b) C;A,—CyA4,+0, D;A;— Dy, A,=0. Jetzt muBl 2=0 sein. Alle Schnitt-
punkte der beiden Ebenen liegen in der xy-Ebene. Die drei Ebenen gehéren
demselben Ebenenbiischel an (Figur 54) und haben unendlich viele gemeinsame
Punkte.

c) C;4,—C,4,=0, D;A,—D,A,+0. Hier muBB A4,:4,=B,:B,=C,:C,
sein, das heiBt die beiden Ebenen sind wegen Satz 24 zueinander parallel
(Figur 55). Da sie verschieden sein sollen, haben sie unter sich keine Punkie
gemein. Sind sie auch zur x y-Ebene parallel, so erhilt man als Spezialfall drei
parallele Ebenen (Figur 56). Es ist dann 4,=A4,= B,=B,=0.

Ein weiterer Fall kann nicht eintreten, da, wenn beide Koeffizienten null
wiren,

A,:B,:Cy:Dy=A4,:B,:C,:D,

sein miilte, das hei3t beide Ebenen fielen zusammen, gegen Annahme. Daher
haben im Falle II die dvei Ebenen keine Punkte gemein aufer im Falle, daf sie
demselben Ebenenbiischel angehioren, wo sie unendlich viele Punkte gemein haben.

Fig. 55. Fig. 56.

Dies fithrt uns zur Behandlung des Ebenenbiischels. Ein solches ist durch
zwel sich schneidende Ebenen gegeben:

(1)=A4,2+B,y+Cy2+D,;=0, (2)=4,2+ Byy+ Co2+D,=0.

Wie erhalten wir alle Ebenen des Biischels ? Wir diskutieren fiir zwei beliebige
von null verschiedene konstante Faktoren 4, und 4, die Gleichung:

A1)+ 25(2)=0,

wo (1) und (2) die linken Seiten der beiden Gleichungen bedeuten. Die Be-
dingung ist in x,y,2z vom 1. Grade, also die Gleichung einer Ebene. Denn in
ihr sind die Koeffizienten der drei Variablen nicht alle null, weil aus:

AAi+ A Ay=0, 3B+ 2,B,=0, ,C;+ 4,C,=0

die Doppelproportion 4,:4,=B,: B,=C,:C, folgen wiirde, die nach Satz 24
aussagt, daB die beiden Ebenen zueinander parallel sind, gegen Annahme.
Die durch die Gleichung dargestellte Ebene gehért auBerdem dem Ebenen-
biischel an, weil fiir alle Punkte der Schnittgeraden der beiden Ebenen (1)=0
und (2)=0 sein muB. Damit haben wir unendlich viele Ebenen des Ebenen-
biischels erhalten, und es fragt sich nur noch, ob es alle sind ? Nehmen wir das
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Gegenteil an, daB es nidmlich eine Ebene des Ebenenbiischels gebe, die nicht
in der Gestalt 4; (1) + 4,(2) =0 darstellbar sei, und es sei P, mit den Koordina-
ten #%;,9,,2, ein Punkt dieser Ebene, der nicht auf der Schnittgeraden und
auch auf keiner der beiden Ebenen liegt. Wir setzen:

=A%+ Byy1+Ci21+ Dy, #g=A,%,+ By Y1+ Cp 2+ Dy;
n,,My sind wegen unserer Annahme beide von null verschieden. Wir wihlen
A=y, Ay=—mn,. Die Gleichung:
73 (1) =1, (2)=0

ergibt eine Ebene des Ebenenbiischels, die durch P, geht. Es gibt aber nur eine
Ebene des Ebenenbiischels, die durch P; geht; die Gleichung ist daher die
Gleichung der Ebene, von der wir ausgingen, die keine Gleichung dieser Gestalt
besitzen sollte. Der Widerspruch zeigt, daB in dieser Form alle Ebenen des
Ebenenbiischels (auBer (1) und (2)) erhalten werden.

Diese Theorie des Ebenenbiischels enthilt als Spezialfall die algebraische
Eliminationstheorie und gibt ihr die geometrische Deutung. Wenn wir zum Bei-
spiel x eliminieren wollen und dazu A,=A4,, 4,=— A, setzen, so ist:

Ay(1)—4,(2)=0

die Gleichung derjenigen Ebene des Biischels, die x nicht enthilt, also parallel
zur x-Axe ist.

Aus dem Bewiesenen geht hervor, daB3, wenn eine von beiden Ebenen ver-
schiedene Ebene mit der Gleichung:

(8) =432+ B3y+Cy2+D3=0

gegeben ist, diese dann und nur dann dem Ebenenbiischel angehdrt, wenn sie
auch eine Gleichung der Form:

A1)+ 43(2)=0, 11#:0: A9%0,
besitzt. Daraus folgt wegen des V. Hauptsatzes, daB es eine Konstante 340
geben muB, so daB identisch:
(1) + 242(2)+ 245(3) =0
sein muB. Diese Bedingung sagt aus, daB alle vier Koeffizienten links null sind,
daB also vier Bedingungsgleichungen erfiillt sein miissen.
25. Satz: Damit drei voneinander verschiedene Ebenen.:

(1)=0, (2)=0, (3)=0,

demselben Ebenenbiischel angehoren, ist notwendig und hinreichend, dap es drei
von null verschiedene Konstanten Ay, Ay, Ay gibt, fir die identisch in x,y,2:
(1) + 22(2)+ 45(3) =0
verschwindet.
Als Anwendung fragen wir nach den beiden Ebenen, die die Winkel von
zwei gegebenen, sich schneidenden Ebenen halbieren. Nehmen wir an, die
letzteren seien durch ihre HEssEschen Normalformen gegeben, so ergeben ihre
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linken Seiten nach Satz 20 den positiven oder negativen Normalabstand von

ihnen. Fiir die Punkte der winkelhalbierenden Ebenen sind diese Abstinde
leich; daher miissen:

s (1) +(2)=0

die gesuchten Gleichungen sein.

Wir betrachten jetzt drei Ebenen durch O, die nicht demselben Ebenen-
biischel angehoren. Wie zeichnen wir sie? Wir haben diese Frage noch offen
gelassen und wollen ihre Beantwortung nun nachholen. Wir legen um O eine
Kugel mit beliebigem Radius; zum Beispiel die Einheitskugel. Jede Ebene

"}f’”l[’lh,.

7

Fig. 57.

durch O schneidet die Kugel in einem GroBkreis. Wir zeichnen von der Ebene
nur diesen GroBkreis. Bei drei durch, O gehenden Ebenen, die nicht demselben
Ebenenbiischel angehéren, haben wir deshalb drei GroBkreise zu zeichnen, die
ein sphdrisches Dreieck bilden (Figur 57). Eigentlich entstehen 8 solche Drei-
ecke. Wir konnen hier nicht auf den komplizierten Begriff des sphirischen
Dreiecks eingehen, sondern bemerken nur, daB wir das von EULER als gewdhn-
liches Dreieck bezeichnete herausgreifen®). Wiirden die drei Ebenen demselben
Ebenenbiischel angehoren, so reduzierte sich das Dreieck auf einen Punkt. Sind:

(1)=0, (2)=0, (3)=0

die HessEschen Normalformen der Gleichungen unserer drei nicht demselben
Ebenenbiischel angehérenden Ebenen, so sind:

0=(1)—(2)
(1) =(2) - (3)
(I11) = (3) — (1)

die Gleichungen von drei durch O gehenden Ebenen, die die Winkel zwischen
der ersten und zweiten, zweiten und dritten, dritten und ersten Ebene hal-
bieren. Da identisch in %, v,z:
(I)+ (IT) 4+ (ITII) =0
%) Siehe die Ausfithrungen in WEBER-WELLSTEIN- JAKOBSTHAL: Encyklopddie

der elementaven Geometrie, 2. Auflage, Leipzig, 1907, Sechster Abschnitt, p. 339
u. ff. (Band II der Encyklopddie der Elementar-Mathematik).

Il

0:
0,
0
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verschwindet, so gehéren die drei Ebenen nach Satz 25 demselben Ebenen-
biischel an. Ihre GroBkreise schneiden sich somit in einem Punkte. Genau
ebenso gehoren die drei Ebenen:
D'=1)+@)=
(D) =(2)+(
(IIT) =(3)—(1)=

I)' — (II) + (IIT) =0

demselben Ebenenbiischel an. Auch hier schneiden sich die betreffenden Grof3-
kreise in einem Punkte (Figur 58). Fir die spharischen Dreiecke gelten somit
die gleichen Sitze wie fiir die ebenen Dreiecke.

wegen:

Fig. 58.

Auch im Raume fiihrt man mit der gleichen Uberlegung wie in der Ebene
homogene Koordinaten ein, indem man x,y,z ersetzt durch die Verhiltnisse
x:%, v, z: ¢, wobeinichtalle vier Gré68en null sein diirfen. Jeder Punkt ist durch:

x:y:2:8, 1F0,

eindeutig festgelegt. Die Gleichung der Ebene in homogenen Koordinaten lautet

entsprechend:
Ax+ By+Cz+Dt=0.

Da sie nur von den Verhiltnissen A:B:C:D abhingt, und die Verhiltnisse
x:y:z:¢ mit ihnen symmetrisch auftreten, kann man wieder, nach Einfilhrung
unetgentlicher Elemente mit =0, wie in der Ebene das Dualititprinzip im
Raume aussprechen, in dem es sich jetzt aber um die Vertauschung der Worte
Punkt und Ebene handelt.

§ 3. Die Gerade im Raume

Die Gerade im Raume wird in der analytischen Geometrie als Trdgerin
eines Ebenenbiischels aufgefaBt. Sie ist daher analytisch durch die Gleichungen
von zwei Ebenen des Biischels, deren Schnitt sie ist, gegeben:

(1)=4,x+ B;y+Cy2+D,=0,
(2)=4,x2+ Byy+Co2+ Dy=0.
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Man nennt sie die Gleichungen der Geraden. Es ist vollig gleichgiiltig, welche zwei
Ebenen des Biischels man auswihlt. Rechnerisch werden die Resultate am ein-
fachsten, wenn man Normalebenen zu den Koordinatenebenen, sogenannte progi-
zierende Ebenen nimmt. Diese sind zu einer Axe parallel; es mu83 somit in ihren
Gleichungen einer der Koeffizienten 4, B,C null sein. Wie wir bei der Betrach-
tung des Ebenenbiischels im letzten Paragraphen sahen, erreichen wir aus der
allgemeinen Gleichung des Biischels:

21(1)"‘ }*2(2) =0,

fiir ,=A4,, A,=—A4, die Elimination von x, das heilt eine Gleichung, in der
der Koeffizient von x null ist. Die Ebene ist parallel zur x-Axe oder senkrecht
auf der yz-Ebene. Entsprechend erhidlt man fiir A,=B,, 4,=— B; die Ebene
des Biischels, die zur y-Axe parallel und senkrecht zur xz-Ebene ist, und fiir
M =C,, Ay=—C,; diejenige parallel zur z-Axe und senkrecht zur xy-Ebene.

Fig. 59.

Damit sind die drei projizierenden Ebenen gefunden. Ist die gegebene Gerade
parallel zu einer der Koordinatenebenen, so sind die projizierenden Ebenen
auf die beiden andern Koordinatenebenen identisch, aber verschieden von der-
jenigen, die auf der zur Geraden parallelen Koordinatenebene senkrecht steht.
Jede Gerade besitzt somit zwei verschiedene projizierende Ebenen, die sie de-
finieren. Ist die Gerade nicht parallel zur yz-Ebene, so kann man ihre Glei-
chungen so annehmen:

ax+by+c=0,

dx+ez +f=0,

wo b und e nicht null sind. Denn wegen unserer Annahme darf keine Ebene
x=Kkonstans dem Biischel angehéren. Die beiden Gleichungen ergeben die Pro-
jektionen auf die xy- und xz-Ebene und sind gleichzeitig deren Gleichungen in
diesen Ebenen. Wire die Gerade parallel zur yz-Ebene, so miite man zwei
andere Projektionen kombinieren. Wegen 40, ¢+0 konnen wir die beiden
Gleichungen auf die explizite Form bringen:

y=nx+p,
z=mzx+yq,
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wo die #,p in der x y-Ebene, die m,q in der x 2-Ebene die einfache geometrische
Deutung besitzen, wie sie im I. Kapitel auseinandergesetzt wurde. Wir werden
die Projektion auf die x y-Ebene den Grundrip, diejenige auf die x2-Ebene den
Seitenvif und diejenige auf die yz-Ebene den Aufrif nennen. Etne nicht zur
y z-Ebene parallele Gerade ist somit durch Grundri und Seitenri gegeben (Figur 59).

Fiir eine solche Gerade wollen wir das wichtige Problem losen, ihre Rich-
tungskosinusse &,7,{ zu berechnen. Diese sind nur dann eindeutig bestimmt,
wenn die Gerade gerichtet ist. Wir denken uns daher willkiirlich eine feste
Richtung der Geraden gegeben. Kehren wir dieselbe um, so wechseln alle
Richtungskosinusse ihr Zeichen (Satz 17). Um unsere Aufgabe zu 16sen, fragen
wir nach einer durch O gehenden Hilfsebene, auf der die Gerade senkrecht steht.
Ihre Gleichung sei:

Ax+ By+Cz=0, A%+ B2+ C240.

Sie steht zu jeder Ebene des Biischels senkrecht (3), somit auch auf den pro-
jizierenden Ebenen:

Nach Satz 24 muB hierzu:

—An+B=0, oder B=Amn,
—Am~+C =0, oder C=Am,

sein. Daher muss 4+0 sein. Setzt man die Werte in die Gleichung der Ebene
ein und kiirzt durch 4, so folgt:
x+ny+mz=0;

dies ist die Gleichung der Hilfsebene. Bringt man sie auf die HEssEsche Normal-
form, so sind ihre Koeffizienten die Richtungskosinusse einer Normalrichtung
auf der Ebene, also auch die der Geraden, wobei das Vorzeichen der Quadrat-
wurzel beliebig ist:

1
e,
V1+n2+m?
. 2
K Visntrme
m
(=
V1+n2+m?

26. Satz: Die Richtungskosinusse einer nicht zur y z- Ebene parallelen Gevaden
mit den Gleichungen:

Y=nx +p,
z=mx+yq,
sind.:
1 n m

= ] = ] C: H

d V1+n24m? K V1+n2+m? Vitntyme '’
je nachdem man tn diesen Ausdriicken der Quadratwurzel des Nenners das eine
oder andere Zeichen gibt, erhilt man die eine oder andere Richtung der Geraden.
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Wir nehmen jetzt umgekehrt an, von einer Geraden kennen wir einen
Punkt:

X=%,
P, iy=y,
2= 2,

und ihre Richtungskosinusse £,#, {; man berechne ihre Gleichungen. Wir unter-
scheiden die Fille:

a) £=0. Die Geradeist parallel zur yz-Ebene und x = x, ist die projizierende
Ebene auf die xy- und x2-Ebene. Wir miissen den Aufril zu Hilfe nehmen, zu
dem die Gerade parallel sein muB. Er geht durch den Punkt y=1v,, 2=z, der
yz-Ebene hindurch, hat also nach Seite 40 die Gleichung:

resp. ¥ =y, wenn 7= 0, und 2= z,, wenn = 0 ist. Diese Gleichung und x= x,
sind die Gleichungen der Geraden.
b) £+0. Die Gerade ist nicht parallel zur yz-Ebene, besitzt somit Glei-
chungen der Gestalt:
y=nx+p,
Z=mx+q.

Um die Unbekannten #,m,$, ¢ zu berechnen, bedenken wir, da} die Koordina-
ten von P, sie befriedigen miissen:

Yi=mn%+p,
y=mx+q,;

durch Subtraktion kann man $, g eliminieren:

Y=y1=n (¥—%y),
2— zy=m(x—x;).

Wegen des Satzes 26 ist aber y=n&, { =m{, also wird:

Y= y1="% (¥ — %),

2= 2= % (% — %q).

e[ e

Man kann diese beiden Gleichungen als Doppelgleichung schreiben:

& 7 [
womit auch der Aufri der Geraden erhalten wird. Kiirzt man den Quotienten
mit ¢ ab, so erhilt man dre uniformisierte Darstellung durch die dves Gleichungen:
=%+ ¢,

y:y1+7]tr
=2+t
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Dieselbe hat den groBen Vorteil, daB die beiden Fille a) und b) in ihr vereinigt
sind. Denn fiir §=0 wird x=x,; und die Elimination von ¢ aus der zweiten
und dritten Gleichung ergibt die Gleichung des Aufrisses in der unter a) ge-
fundenen Form. Wir wollen jetzt der Geraden von P, aus die Richtung des
durch die Richtungskosinusse festgelegten Vektors geben und sie als #-Axe
auffassen mit dem Nullpunkt in P; und derselben Einheit wie beim Axensystem.
In der Tat gilt fiir einen beliebigen Punkt P der Geraden: = 7’;?’= t; also ist ¢
die positive oder negative Linge des Vektors, je nachdem P auf der positiven
oder negativen Seite der #-Axe liegt (Figur 60). Denn x— x;, ¥— y,, 2 —2; sind

Fig. 60.

die drei Komponenten von 1, somit die GréBen f t,mt,Ct. Aus der geometrischen
Definition der Vektoraddition folgt fiir r1~0P1, t=0P:

r:r1+t

Die uniformisierten Gleichungen der Geraden sind die Zerlegung in die Kom-
ponenten dieser Vektorgleichung.
Kennen wir zwei verschiedene Punkte von einer Geraden:

X =%y, X=Xy,
Py y=y4, P, y=1y,,
Z= 2, 2= 2,

so erhalten wir ihre Gleichungen folgendermaBen. Wir unterscheiden die bei-
den Fille:

a) x;=x,. Die Gerade liegt in der zur y z-Ebene parallelen Ebene x = x, = %,.
Ihr AufriB3 geht durch die beiden Punkte

P]/_,{ Yy="5Y1 Pé’ Y="Ya,

2=z, Z= 2y,
der yz-Ebene, hat also nach Seite 42 die Gleichung:

y—y1: i—%4
Vo= Y1 Fa—3%

resp. y =¥, wenn, ¥,= ¥, und z=z;, wenn z,= z; ist.
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b) x,+%,. Die Gerade kann nicht parallel zur yz-Ebene sein, muB also zwei
Gleichungen der Gestalt:
y=nx +p,
2=mx+q,

besitzen. Um sie zu finden, bedenkt man, daB der GrundriB nicht parallel zur
y-Axe sein kann und durch die Punkte (Figur 61):

P { ¥=%1und P} { X=Xy
Y=%1 =19,
z Pz”

/ |

/ |

[ S R,

Fig. 61.

in der xy-Ebene geht, somit nach Seite 42 die Gleichung:

ot W i 41
Xo— ¥y Y2— W1

besitzt. Ebenso erhilt man fiir den Seitenrif3:

X —x -2
Xo— Xy  Zp—2y

Beide Gleichungen kann man als eine Doppelgleichung:

=% _ Y=V E—%
Fo—H¥1  Va—UV1 22

schreiben; kiirzt man den Quotienten mit ¢ ab, so erhilt man wieder die
uniformisierte Davstellung der Gleichungen der Geraden:

=%+ (Xg— %)t =2, (1 — 1) + %5 £,

Y=+ Y= y)t=91(1—1)+ 21,

=214 (25— 20)t= 2z, (1 —t) + 2, ¢,
die fiir beide Fille a) und b) gilt.

Geometrisch hat ¢ folgende Bedeutung: Fiir /=0 und #=1 erhilt man die
gegebenen Punkte P, und P,. Man gibt der Geraden die Richtung des Vektors

e=P, P, und faBt sie als ~Axe mit dem Nullpunkt P, und dem Einheits-
vektor e auf. Fiir den allgemeinen Punkt P der Geraden ist dann t=P113=t.
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Wie in der Ebene gilt auch im Raume die Umkehrung, daB durch drei lineare
Gleichungen eines Parameters t:

x=a;+b,¢,
y=aytbyt, Bi4b3+B30,
2=ay-+ bgt,
stets eine Gerade gegeben ist. Denn setzt man:
Xy =4a,, Xg=a,+ by,
Y1=4ay, Yo=ay+ by,
2 =as, zg=ag+bs,

so sind unsere Gleichungen identisch mit den Gleichungen der Geraden durch
die Punkte P, und P,+ P,, die die Koordinaten x,,y;,2;, respektive x,, ¥, z, be-
sitzen.

Sind zwei nicht zur yz-Ebene parallele Geraden gegeben, und sollen sich
dieselben schneiden, so miissen die Koeffizienten der Gleichungen der beiden
Geraden:
y=mx+p,, ) y=ny%+p,,

(1): Z=m %+ qq. T 2=myX+ s,

einer Bedingung geniigen. Denn die Koordinaten ¥,%,z des Schnittpunktes
miissen allen vier Gleichungen geniigen. Subtrahiert man die beiden ersten
und ebenso die beiden zweiten Gleichungen, so erhilt man fiir x zwei Werte,
die gleich sein miissen:

_Pz"P1= e

K= >
Ny — 1y Mg — My

womit die Bedingung gefunden ist. Sie ist, wie man sofort sieht, auch hinreichend
fiir den Schnitt der beiden Geraden.
Soll die Ebene:
Ax+By+Cz+D, A*+ B24+C2+0,
durch die Gerade:

y=mnx+p,
2=mx+q

hindurchgehen, so gehort sie dem Ebenenbiischel der beiden projizierenden
Ebenen an. Nach Satz 25 muB es zwei Konstante 4, und A, geben, so daB
identisch:

Ax+By+Cz+D=A(y—nx—p)+ Az—mx—gq), 22+23+0,

also:
A=—Aiyn—Aym,
B=14,,
C=1,,

D=—I1p— 29,
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ist. Die beiden mittlern Bedingungen ergeben A, und A,; diese Werte in der
ersten und letzten eingesetzt, fithren zu den Beziehungen:

A +Bn+Cm=0,
Bp+Cqg+D =o0.

Dies hilft uns die Aufgabe 16sen, die Gleichung einer Ebene zu berechnen, die
durch eine gegebene Gerade:

y=nx +p,

2=mx+q,

und einen nicht auf der Geraden liegenden gegebenen Punkt:

X=X,
Pl Y=y
2= &,

geht. Ist die Gleichung der gesuchten Ebene:
Ax+By+Cz+D=0, A%+ B2+ (C2+0,
so muB, da die Ebene durch P, gehen soll:
Axy+ By, +Cz+D=0
sein; anderseits geht sie durch die Gerade, also muB:

A +Bn+Cm=0,
Bp+Cqg+D =0

sein. Damit haben wir drei lineare Gleichungen fiir die unbekannten Verhilt-
nisse 4:B:C:D gefunden. Das Eliminationsverfahren ergibt die Lé&sung:

A:B:C:D
zmyl—nzl_{_qn_mp:zl—mxl—q:—y1+nx1+ﬁ:(ﬁm—qn)xl_}_qyl_pzl'

Da der Punkt nicht auf der Geraden liegt, kénnen z, —mx, —qund — vy, +#nx, +p
nicht beide null sein; es kénnen daher auch nicht B und C null sein, und es ist
A2+ B2+ C2? 0.

Die nachste Aufgabe, eine Ebene durch zwei sich schneidende Geraden zu
legen, l6sen wir in folgender Weise: Wir berechnen zuerst den Schnittpunkt P,
der beiden Geraden:

xX=%,
Pl Yy="%1
2= 2,

und dann die Richtungskosinusse &, 7;, {; der ersten und diejenigen &,,%,,{, der
zweiten Geraden. Diese legen fiir jede Gerade eine Richtung fest, und auBerdem
zwei Einheitsvektoren e, und e,, deren Komponenten sie sind. Wir tragen die
Einheitsvektoren e; und e, auf ihren Geraden von P, aus in positiver Richtung
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ab und kommen zu den Punkten P, und P;, die nach Konstruktion offenbar
die Gleichungen besitzen:

x=x1+§1, xX=%+ 52:
Pyl y=y1+n, Py y=y91+17,,
l z= 2+, 2= 2+ L.

Die gesuchte Ebene mufl dann durch Py, P,, P; gehen; diese Punkte liegen
nicht in einer Geraden, weil die beiden gegebenen Geraden voneinander ver-
schieden sein miissen. Daher ist die Gleichung der Ebene nach Satz 22:

‘ X—% Y=Y 2—%
& m {1 [ =0,
’ &, N2 o 1

oder:
(1 8e— 1280 (X —%1) + ({1&a— L2 ED (Y — y0) + (E1ma—Eam) (2—2) =0.

Die Koeffizienten von «, v,z sind nicht alle drei null, weil das vektorielle Pro-
dukt von ¢, und e, nicht null ist, das heiBt ihr Winkel nicht 0 oder 7 sein darf.

*

d P

Fig. 62.

Als letztes Problem l6sen wir die Aufgabe, den kiirzesten Abstand 4 zweier
windschiefen Geraden (1) und (2) zu berechnen (Figur 62). Wir wihlen auf jeder
Geraden willkiirlich einen festen Punkt:

=%, %= %y,
Py auf (1) {y=y1, Pyauf (2) | y=9,,
2=z, 2= 2,

AuBlerdem berechnen wir die Richtungskosinusse &;,%,,{; der ersten und die
Richtungskosinusse &,,1,,{, der zweiten Geraden. Durch deren Wahl erhilt
jede der beiden Geraden eine feste Richtung. Durch P, legen wir die zur Ge-
raden (2) parallele und gleichgerichtete Gerade (2)’. Die oben erhaltene Glei-
chung ist diejenige einer Hilfsebene durch (1) und (2)’. Die Gerade (2) ist paral-
lel zu dieser Hilfsebene, und der Normalabstand des Punktes P, von dieser Hilfs-



94 Kapitel IT - Punkt, Ebene und Gerade im Raume

ebene ist der gesuchte kiirzeste Abstand 4 der beiden windschiefen Geraden.
Zu dessen Berechnung bringen wir die Gleichung der Hilfsebene auf die HESSE-
sche Normalform, wozu wir ihre Koeffizienten durch:

L sin g = i\/(méz —12l0)?+ (Laéa—La &)+ (Eame—Eamy)?
dividieren. g ist einer der Winkel zwischen (1) und (2)’. Nach Satz 20 ist jetzt:

1
s @

d==+

((77152_77251)(7‘2"51)4‘@1 £y szl)(yz—yl)—%—(51172-—52171)(Z2—21)>.

Das Vorzeichen ist so zu wihlen, daB 4 positiv wird.
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Kapitel 111

KURVEN ZWEITEN GRADES IN DER EBENE
(Kegelschnitte)

Wir kehren jetzt zu ebenen Problemen zuriick. Im Kapitel I hatten wir ge-
sehen, daB3 zwischen den Geraden und den linearen Gleichungen zweier Variablen
eine umkehrbar eindeutige Beziehung besteht. Es liegt nahe, zu fragen, welches
die Kurven sind, die mit den nichst komplizierteren Gleichungen, den quadra-
tischen mit zwei Variablen:

f(x,v)=Ax*4+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0

in ebensolcher Beziehung stehen? Es war ein wesentlicher und merkwiirdiger
Erfolg der analytischen Geometrie, daB die Antwort auf diese Frage ebenfalls
lingst bekannte, viel behandelte und wichtige Kurven wie den Kreis, die
Ellipse und andere mehr, die man zusammenfassend als Kegelschnitte be-
zeichnet, ergab, so daB den geometrisch einfachen auch die algebraisch einfachen
Gleichungen entsprachen. Das Ziel dieses Kapitels ist, diesen Zusammenhang
zu beweisen. Zu diesem Zwecke werden in den ersten Paragraphen diejenigen
Kurven geometrisch eingefiihrt und betrachtet, die algebraisch auf spezielle Glei-
chungen zweiten Grades fithren. Der letzte und wichtigste Paragraph wird be-
weisen, daB3 die allgemeinste Gleichung zweiten Grades keine weiteren Kurven
mehr ergibt.

§ 1. Der Kreis

Alle Punkte der Ebene, die gleich weit von einem festen Punkt, dem Mittel-
punkt oder Zentrum, entfernt sind, liegen auf einem Kreise. Die feste Entfernung
R> 0 heiBt der Radius des Kreises. Jede Gerade durch den Mittelpunkt heiBt
Zentrale und ist eine Symmetrieaxe des Kreises. Darunter versteht man folgen-
des: Eine Gerade heiBt Symmetrieaxe einer Kurve, wenn letztere bei der
Umklappung der Ebene um die Gerade in sich {ibergeht. Statt den Raum zu
Hilfe zu nehmen, kann man auch durch Spregelung innerhalb der Ebene selbst
die Symmetrieaxe definieren, indem man von jedem Kurvenpunkt aus die
Senkrechte auf die Gerade fillt und den Normalabstand des Punktes von ihr
nach der entgegengesetzten Seite abtrigt; der so erhaltene Punkt heift der
Spiegelpunkt des Kurvenpunktes in bezug auf die Gerade. Ist derselbe stets wieder
ein Kurvenpunkt, so ist die Axe Symmetrieaxe der Kurve. Da bei der Um-
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klappung respektive Spiegelung Lingen erhalten bleiben, muBl jede Zentrale
des Kreises Symmetrieaxe sein. Legt man in den Mittelpunkt des Kreises als
Pol ein Polarkoordinatensystem mit beliebiger Anfangsrichtung, und sind
7,, wo ¥ =20, 0 <@ <2z sein mub, die Polarkoordinaten eines allgemeinen

Punktes, so ist:
r=R

die «Gleichung» des Kreises in Polarkoordinaten. Fiihrt man ein rechtwinkliges
Koordinatensystem ein, mit dem Nullpunkt im Pol und der positiven x-Axe
in der Anfangsrichtung (Figur 63), so gilt fiir die rechtwinkligen Koordinaten
eines Punktes:

x=7cos g,

y=7sin g,
und fiir die Kreispunkte wird:

2%+ y¥=7%= R?, oder x2+y2%— R?=0.

y ¥

P P r
R; D
oLe 1Y . 2 O\?’ .

Diese Gleichung ist dann und nur dann erfiillt, wenn der Punkt auf dem Kreise
liegt, und ist somit die ,,Gleichung‘‘ des Kreises in rechtwinkligen Koordinaten.
Denn aus 72= R? folgt wegen » =0, R>0 auch = R. Alle Punkte, fiir die
7> R ist, bilden das AuBere, alle Punkte fiir die » <R ist, daB Innere des Krei-
ses. Man darf daher sagen:

27. Satz: Ein Punkt liegt auBerhalb, auf oder innerhalb des Kreises um O
mit dem Radius R, je nachdem:

=
x2+y2—R2-<-0

Fig. 63.

1st.

Man nennt d=2x%4 92 — R?=¢2— R%*=(r+ R) (r— R) die Potenz des allge-
meinen Punktes P in bezug auf den Kreis. Die Gerade durch O und P schneide
den Kreis in P, und P,, wobei die beiden Punkte so abgezihlt werden, daB die
Richtung des Vektors P, ﬁz in die Richtung von OP fallt. Dann haben die
Vektoren ﬁ; P=r+ R, I-—’g_Z; =7— R positives oder negatives Zeichen, je nach-
dem ihre Richtung mit derjenigen von 0D iibereinstimmt oder nicht, und es ist

—

d=P,P.P,p.
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Sind mehrere nicht konzentrische Kreise gegeben, so kann bloB ein Mittel-
punkt nach O gelegt werden. Wir miissen daher auch nach der Kreisgleichung
fragen, falls der Mittelpunkt M ein beliebiger Punkt:

x=a,
y=b:

ist. Wir fiihren diesen Fall durch die folgende Translation auf den frithern
zuriick:

|

Fig. 64.

wo M der neue Koordinatenanfangspunkt, und x’,y" die neuen Axen sind
(Figur 64). Die Potenz des allgemeinen Punktes P in bezug auf den Kreis ist
jetzt:
d=x"24+y'2—R?*=(x—a)?+ (y—b)2—R>2,

Daher folgt nach Satz 27, daB P auBerhalb, auf oder innerhalb des Kreises
liegt, je nachdem

(x—a)2+ (y=b)2~R*Z0
ist, und

(x—a)?+ (y—b)?—R*=0
ist die allgemeine Gleichung des Kreises. Algebraisch hat sie die Form:

22+ y2—2ax—2by+ (a4 52—R%) =0,

oder, wenn man sie mit einem Faktor 4 + 0 erweitert:

Ax2+y2)+ Ax+ By+C=0, 410,
wo
A= —2%a, B=—23b, C=1(a%+5%2—R?)
gesetzt ist.
Umgekehrt stellt jede solche Gleichung stets einen Kreis dar, was man mit-
tels der Methode der quadratischen Evginzung zeigt. Man dividiert zuerst durch

A+0 und addiert links und rechts (%)2—}—(%)2 Dann wird:
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(i) ¢ rean) 2= )"+ (aa)”

A B t/74\2 [(B\2 C
a= —ﬂ’ b: —-ﬂ, R=V<ﬂ) +<ﬂ) - I:
so erhilt man die allgemeine Kreisgleichung mit dem Mittelpunkt @, b und dem
Radius R. Dabei setzt man allerdings voraus, daB3 R reell, der Radikand von
R also positiv ist. Die Umkehrung gilt somit nur, wenn eine Realitdtsbedingung
erfiillt ist. Die hohere Geometrie fithrt imaginire Punkte oder Kreise als gleich-
berechtigt ein, was die Umkehrung allgemein aussprechen laf3t. Die Realitats-
bedingung spielt dann erst bei der zeichnerischen Darstellung eine Rolle.

28. Satz: Jede Beziehung:

Setzt man:

A(x?4+y*)+Ax+ By+C=0, 240,

ist die Gleichung eines Kreises. Der Satz gilt nur allgemein, wenn auch Kreise mit
imagindren Punkten zugelassen werden.

]
L]

Fig. 65.
Die geometrische Grundaufgabe fiir jede Kurve ist, ihre Beziehung zu der
Geraden festzulegen. Letztere sei durch einen Punkt P,:

PO { X=Xy,
y:yo:

und ihren Richtungswinkel ¢ gegeben. Die uniformisierte Geradengleichung
lautet dann (Seite 40):

x=%y+1 cos @,

y="Yo+1sin g,

und ¢ ist der positive oder negative Abstand des allgemeinen Geradenpunktes
P von P, (Figur 65). Soll die Gerade mit dem Kreis:

2?4 y2— R2=0
Punkte gemein haben, so muB es wenigstens ein ¢ geben, so daB:

(%ot cos )2+ (yo+1sin g)2— R2=0
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wird. Umgekehrt gehort zu jeder Wurzel ¢ dieser Gleichung ein Punkt, der
zugleich auf der Geraden und dem Kreise liegt. Die Ausrechnung der Gleichung
ergibt:

£242 (%9 COS @+ Vo sin @) i+dy=0,

wo d, die Potenz von P, in bezug auf den Kreis ist. Damit haben wir fiir ¢ eine
quadratische Gleichung gefunden, die uns erlaubt, die algebraische Theorie der
letztern zu verwenden. Hiervon kommen zwei grundlegende Resultate in Frage:

a) Ist ax?+bx+c=0, a+0, eine quadratische Gleichung mit den beiden
Wurzeln x, und x4, so tst:

b
x1+x2="‘7, x1x2=—

Daraus ergibt sich fiir die Diskriminante D der quadratischen Gleichung:
D=a?%(x,— x5)2=0b%—4ac.

b) Sind alle Koeffizienten der unter a) angegebenen Gleichung reell, so sind
die beiden Wurzeln veell und verschieden, veell und gleich oder Ronjugiert Romplex,
je nachdem D%O 7st.

Wenden wir diese Sitze auf die quadratische Gleichung von ¢ an, und sind
4;,t, die beiden Wurzeln, so muB nach a):

tl tZ = dO)

also unabhingig von ¢ sein. Dies heilt ins Geometrische iibersetzt folgendes:
Sind #; und ¢, reell und voneinander verschieden, so erhdlt man auch zwei ver-
schiedene Punkte P, P,, die Schnittpunkte der Geraden mit dem Kreis sind.
Nun ist tl—PoPl,tz——Pon Somit muf das Produkt dieser beiden Vektoren
fiir alle Geraden denselben Wert dy haben ; wir haben schon frither gesehen, daf3
dy als Potenz von Py in bezug auf den Kreis ein solches Produkt ist. Es folgt
jetzt allgemein:

29. Satz: Fiir alle Geraden des Geradenbiischels durch Py, die den Kreis in

zwer Punkien Py und P, schneiden, ist das Produkt der Vektoven P, . 131 und Py P,
konstant und gleich der Potenz von Py in bezug auf den Kreis.
Um b) anzuwenden, berechnen wir die Diskriminante D der Gleichung von ¢:

D=4((, cos g+ y, sin ¢)2—d,).

Das Vorzeichen von D bestimmt, ob die Wurzeln reell oder komplex sind, und
damit auch, ob es Schnittpunkte gibt oder nicht. Ist D > 0, so spricht man von
zwel verschiedenen reellen Schuitipunkien, fir D <0 von zwei konjugierten
imagindren Schnittpunkien. Im ersten Falle schneidet die Gerade den Kreis
in zwei verschiedenen Punkten, im zweiten liegt sie ganz auBerbalb des Kreises.
Im Falle D =0 hat die Gleichung eine Doppelwurzel. Man nennt die Gerade dann
eine Tangente, die den Kreis nicht schneidet, sondern berdthrt. Der Schnittpunkt
P, = P, heiBt Beriihrungspunkt. Man beachte, daB wir die Tangente nicht durch
einen GrenzprozeB, sondern rein algebraisch definieren.
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30. Satz: Eine Gerade schneidet den Kreis in zwes verschiedenen veellen Punk-

ten, beriihrt ihn oder schneidet thn tn zwei tmagindren Punkten, je nachdem D% 0
ist.

Wir betrachten den Fall der Tangente noch niher und wihlen dazu P, als
einen Kreispunkt P;:

=%, .
P, yoy,, WO x2+ 92— R?=0 ist.

Da die Potenz von P, null ist, lautet die quadratische Gleichung fiir ¢:
$242 (%, cos ¢+, sin ¢)¢=0,
und jeder Geradenpunkt ist gegeben durch:
x=2%,+1cos @,
y=9,+1sin ¢,
(Figur 65). Die beiden Wurzeln sind jetzt stets reell:
4=0, t,=—2(x, cos g+ ¥, sin ¢).

Somit erhalten wir in der Geraden dann und nur dann eine Tangente, wenn
auch:
t,=0, oder x, cos ¢+, sin p=0

ist. Multipliziert man somit in den Gleichungen der Geraden die erste mit x,,
die zweite mit y, und addiert die beiden Gleichungen, so folgt im Falle der
Tangente:
X%+ Y, y=25+92=R? oder x,x+y,y—R*=0.
31. Satz: Ist:
x=1x,
Yy="5%Yu

etn Punkt des Kreises x*4-y*—R?*=0, so ist.

P,

%145+ y,y—R2=0
die Gleichung der Tangente im Bevithyungspunkte P,.
Der Richtungskoeffizient der Tangente in P, ist nz—ﬁ (Satz 9) (y,+0).

Anderseits hat der Vektor OP den R1chtungskoeff1z1enten n*—y 1 Wegen

nn*=—1 steht nach Satz12 OP1 senkrecht auf der Tangente. Nennt man OP1
den Bersihrungsradius der Tangente, so steht somit die Tangente senkrecht auf dem
Bertihrungsradius, womit eine einfache Konstruktion gegeben ist.

Wihlen wir P, jetzt wieder ganz beliebig, aber +0, so 1Bt sich leicht die
Frage beantworten, wieviele Tangenten man von P, aus an den Kreis legen
kann. Ist P; mit x,,y, als Koordinaten der Beriihrungspunkt einer Tangente
von P, aus, somit:

% x+9y,y—R%=0
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die Gleichung der Tangente, so muB offenbar die Bedingung:
X1 X9+ Y1 Yp—R2=0
erfiillt sein. AuBerdem liegt P, auf dem Kreise, also muB:
224+ y2—R?=0
sein. Das Wertepaar x,,y, ist daher ein Losungspaar der beiden Gleichungen:
XoX+ Yoy —R2=0,
x2 + y2 - R2 = 0»
und umgekehrt ergeben alle Losungspaare dieser beiden Gleichungen die Ko-
ordinaten der Berithrungspunkte von Tangenten aus Py an den Kreis. Die erste
Gleichung ist in #, v linear, also wegen P,+0 die Gleichung einer Geraden, die
die Polare von Py als Pol heift. Sie schneidet den Kreis in den gesuchten Be-

rithrungspunkten. Thre Hessesche Normalform ist, falls 7,=0P,= 4/ 23+ y2
der Radius vektor von P, ist:

R
)

oot Yo _R.R_
Tox—f—yoy R 0.

Somit muB sie senkrecht auf dem Radius vektor 7, stehen und hat den Normal-
abstand R7£ von O, der %R ist, je nachdem 7, %R ist. Die Polare schneidet
0

somit den Kreis in zwei reellen, zusammenfallenden oder imaginiren Punkten,
je nachdem der Punkt P, auBerhalb, auf oder innerhalb des Kreises liegt;
daher gibt es von jedem Punkt auflerhalb des Kreises zwei, von jedem Punkt
im Innern keine Tangente an den Kreis. Liegt der Punkt auf dem Kreis, so
ist seine Tangente an den Kreis die Polare.

Es seien zwei nicht konzentrische Kreise K; und K, mit den allgemeinen
Gleichungen:

(Ky) = (35— ay)2+ (y—by) 2~ RE=0, (Ky) = (v —ag)*+ (y—bg)*— R0
gegeben. Welches sind ihre Schnittpunkte? Die Koordinaten der gemeinsamen
Punkte miissen beide Gleichungen, also auch die beiden Gleichungen:

(K1) =0, (Ky)—(K3)=0,

befriedigen, und umgekehrt sind alle gemeinsamen Losungen dieser Gleichungen
Schnittpunkte der beiden Kreise. Die zweite der Gleichungen ist aber linear:

(Ky) — (Kp) =2 (ay—ay) £+ 2 (by— b)) y+ a2 — a2+ b2 — b2— R24- R2=0.

Da die Koeffizienten von x und y hier nur null sind, wenn a,=a,, b,=b, ist,
das heiBt, wenn die Kreise konzentrisch sind, was ausgeschlossen wurde, so stellt
uns die Gleichung stets eine Gerade dar, die die Potenzaxe der beiden Kreise
heiBt. Alle ihre Punkte haben gleiche Potenz in bezug auf beide Kreise wegen
(K,) = (K,). Die Schnittpunkte der beiden Kreise sind identisch mit den Schnitt-
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punkten der Potenzaxe mit einem der Kreise, und da nach Satz 30 eine Gerade
einen Kreis in zwei reellen, zusammenfallenden oder imaginiren Punkten trifft,
kénnen auch zwei Kreise sich nur in zwei Punkten schneiden, sich beriihren
oder keine gemeinsamen Punkte haben. Im ersten Falle geht die Potenzaxe
durch die beiden reellen Schnittpunkte (Figur 66). Zwei verschiedene konzen-
trische Kreise haben keine gemeinsamen Punkte und keine Potenzaxe. Die
projektive Geometrie sagt mit Hilfe der uneigentlichen Elemente, daBl die un-
endlich ferne Gerade die Potenzaxe zweier konzentrischer Kreise sei.

M,

Fig. 66.

Sind die Kreise nicht konzentrisch, und M; und M, ihre Mittelpunkte,
so steht die Potenzaxe senkrecht auf der Zentralen durch M; und M,. Denn
der Richtungskoeffizient der Potenzaxe ist wegen ihrer obigen Gleichung:

G
TR
und derjenige der Zentralen:
n* — bZ—bl
a,—a,’
woraus wegen # n*=—1 die Behauptung folgt.

Drei nicht konzentrische Kreise:
(Kl) =0, (Kz) =0, (K3) =0,
besitzen drei Potenzaxen:
(K1) - (Kz) =0, (Kz) - (Ks) =0, (Ka) - (K1) =0.

Nach Satz 13 gehéren sie, falls sie nicht parallel sind, demselben Geraden-
biischel an, da

(K1) — (Kp)) +((Ky) — (K3)) +((K5) — (Ky)) =0

identisch verschwindet. Den Schnittpunkt der drei Potenzaxen nennt man das
Potenzzentrum der drei Kreise, da dieser Punkt in bezug auf alle drei Kreise
gleiche Potenz hat.
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32. Satz: Die Potenzaxen dreier nicht konzentrischer Kreise schnetiden sich in
einem Punkte, dem Potenzzemtrum, falls sie nicht gleiche Richiung haben.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man die Potenzaxe zweier Kreise, die sich
nicht schneiden, konstruieren. Man nimmt einen beliebigen dritten Kreis, dessen
Zentrum nicht auf der Zentralen durch M,, M, liegt und der beide in je zwei
reellen Punkten schneidet (Figur 66). Dann gehen zwei der drei Potenzaxen
durch diese Schnittpunkte und schneiden sich im Potenzzentrum; die dritte
geht durch das Potenzzentrum und steht senkrecht auf der Geraden durch die
Mittelpunkte der gegebenen Kreise.

§ 2. Die Ellipse

Alle Punkte der Ebene, fiir die die Summe ihrer Entfernungen von zwes festen
Punkien, den Brennpunkien, kRonstant ist, liegen auf einer Ellipse. Die Ver-
bindungen eines Punktes P mit den Brennpunkten F; und F, (F Anfangsbuch-
stabe von Focus) nennt man seine Brennstrahlen: r,=F, P, und r,—F,P.
Die Entfernung 2¢ > 0 der beiden Brennpunkte muB bekannt sein. AuBerdem
muB die konstante Summe 7, +7,=2a>> 0 gegeben sein. Wenn eine Ellipse
existieren soll, konnen a und ¢ nicht beliebig angenommen werden. Denn ist P
ein Punkt der Ellipse, so bildet F;F, P ein Dreieck, in dem die Summe von
zwei Seiten grofer als die dritte sein muB:

F,F,<F,P+F,P, das heiBt 2¢<2a.

Man nennt e=c/a die Exzentrizitit der Ellipse. Der Name kommt daher, daB3
fiir e=0 auch ¢==0 ist. Die beiden Brennpunkte fallen zusammen und es ist:
71=7,=a; dasheif}t, die Punkte liegen auf einem Kreis vom Radius 4. Man darf
somit den Kreis als Ausartung der Ellipse auffassen, bei der die beiden Brenn-

pre P

]
!
!
|
}
| F,
|
!
|

RV

P*

8]

Fig. 67.

punkte zusammenfallen. ¢ gibt in diesem Sinne ein MaB fiir die Abweichung
der Ellipse vom Kreis. Fiir die Ellipse ist stets:

0<e<1.

Denn auch ¢=1 muB ausgeschlossen werden, da dann nur die Punkte der
Strecke F,F, der Ellipsenbedingung gentigen wiirden.

Wir fragen zuerst nach den Symmetrieeigenschaften der Ellipse. Ist P ein
Punkt der Ellipse (Figur 67), und klappen wir die Ebene um die Gerade durch
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F,,F, um, so geht der Punkt in seinen Spiegelpunkt P* iiber. Da dieser gleich
lange Brennstrahlen wie P hat, muB er wieder ein Punkt der Ellipse sein. Un-
sere Gerade ist somit Symmetrieaxe. Bei der Umklappung bleiben die Brenn-
punkte unverindert. Errichten wir jetzt in der Mitte der Strecke F, F,, der soge-
nannten Bremnweite, ihre Senkrechte, so vertauschen sich bei Spiegelung um
diese die beiden Brennpunkte und ebenso ihre Brennstrahlen. Geht P in den
Spiegelpunkt P** iiber, so mul3 dieser wieder ein Ellipsenpunkt sein. Auch
diese zweite Gerade mull daher Symmetrieaxe sein.

33. Satz: Die Ellipse besitzt zwei Symmetrieaxen; die erste geht durch die
beiden Bremnpunkie, die zweite steht senkrecht zur Bremnweite in thvem Mittel-
punkt. Thr Schwittpunkt ist Symmetriemittelpunks.

P

g A \\
/}: Z 1 r \\
/

k /w{ &)
/ 2
\\ ;
/
~ 7
~ .
- -

-
!

\,

Fig. 68.

Um die «Gleichung» der Ellipse zu erhalten, miissen wir die geometrische
Definition fiir die Koordinaten eines allgemeinen Punktes mittels den ge-
gebenen GroBen a,c ins Analytische iibertragen. Am einfachsten nimmt man
Polarkoordinaten 7, ¢, bei denen der Pol in einem Brennpunkt, etwa Fy, liegt,
und die Anfangsrichtung in die Symmetrierichtung F; >F, fillt. r,=7, @ seien
die Polarkoordinaten des allgemeinen Ellipsenpunktes P (Figur 68). Im Drei-
eck I', F, P ist jede Seite bezeichnet. AuBerdem ist der Winkel bei I/} entweder ¢
oder 2z —¢. Nach dem Kosinussatz der Trigonometrie muB:

r2=(20)2+72—2(2c)7 cos ¢
sein. Ist P ein Ellipsenpunkt, so ist 7, +#,=2a oder 7,=2a—v, woraus:
r2—dar+(2a)?=4ct+72—4crvcosg
folgt. Hier hebt sich #2 weg, und es kann durch 4 gekiirzt werden:

a®—ar=c®—crcosg.

Diese Gleichung nach 7 aufgeltst ergibt:

_ P
l—ecos ¢’
WO
c a?—c?
£ = — =
a’ 4 a

ist. Wegen a > cist 42— ¢? und somit p positiv. Der Nenner kann niemals null
werden, sondern ist wegen 1—e&cosp=1—¢e>0 stets positiv (0<e<1).
Zu jedem @, wo 0 < ¢ <2z sein muB, gehort ein und nur ein positives 7, also
ein und nur ein Ellipsenpunkt. Die Ellipse ist daher eine geschlossene, endliche



Die Ellipse 105

Kurve um F;, und daher auch um F, (wegen der Symmetrieeigenschaft). Die
gefundene Gleichung ist dann und nur dann erfiillt, wenn (2a—7,)2=72, das
heiBt, auch 7, +7,=2a ist, da die Brennstrahlen stets positiv sind, und #», < 24
ist. Dann ist aber P ein Ellipsenpunkt. » hat den gréBten Wert fiir ¢ =0, den
kleinsten fiir g =a.

34. Satz: Die Gleichung der Ellipse in Polarkoordinaten lautet:

__ v .
" ={"7cos o P, € positive Konstanlen, 0 <e <1,

wo der Pol in einem Brennpunkt liegt, und die Anfangsrichtung von diesem Brenn-
punkt zum andern geht.

g
P
AR i r
* I\
F V4 P\
—c X ¢
Fig. 69.

Will man statt der Polarkoordinaten rechtwinklige einfithren, so wihlt
man zweckmiBig Symmetrieaxen als Koordinatenaxen. Denn wire die Glei-
chung der Ellipse von der Form:

Ax*+2Bxy+Cx%+2Dx+2Ey+F=0,

und O Symmetriemittelpunkt, so muB der Spiegelpunkt des allgemeinen Punktes
P beziiglich O, namlich der diametral gegeniiberliegende Punkt P* mit den
Koordinaten — «, —y wieder ein Ellipsenpunkt sein. Daher miissen auch — x, —y
die Gleichung befriedigen, was fiir alle Ellipsenpunkte nur méglich ist, wenn
D=0, E=0 ist. Die Gleichung enthilt keine linearen Glieder, ist also verein-
facht. Ist die x-Axe Symmetrieaxe, so darf sich die Gleichung bei Vertauschung
von y mit —¢y nicht dndern, und es muB8 B=0, £=0 sein. Ist die y-Axe Sym-
metrieaxe, so ist B=0, D=0. Sind daher wie oben die - und y-Axe Symmetrie-
axen, so erhilt man die einfache Gleichung:

Ax?+Cy*+F=0.

Dies gilt fiir alle Kurven mit quadratischer Gleichung und zwei Symmetrie-
axen als Koordinatenaxen.

Aus diesen Griinden wihlen wir als x-Axe die Gerade durch F,,F,, positiv
gerichtet von F, gegen F,. Die y-Axe ist die zweite Symmetrieaxe (Figur 69).
F; und F, haben die Abszissen —c und +¢, und es muB fiir den allgemeinen
Ellipsenpunkt P:

rcosp=c+x



106 Kapitel III - Kurven zweiten Grades in der Ebene
sein, Setzt man dies in der oben gefundenen Gleichung:

at—ar=c?—crcos g
ein, so folgt fiir r=7,:
ary=a?+cx,
und fiir 7,=2a—7;:
ary=a’—cx.

Man kann somit die beiden Brennstrahlen allein aus der Abszisse des Ellipsen-
punktes berechnen. Nach dem Pythagordischen Lehrsatz wird ferner:

=+ 4%
also wegen des Wertes von a7;:
(ar))2=a?(c+x)2+a2y?=(a%+cx)2

Dies ist die Gleichung der Ellipse, da sie nur noch x,y enthilt. Ausgerechnet
kann man sie so schreiben:

(d2—02) x2+a2y2—a2(a2—02)=0;

sie ist wirklich quadratisch und hat die oben vorausgesagte einfache Gestalt.
Wir kiirzen den immer positiven Ausdruck a2—c2 mit 6% ab, wo b die positive
Wurzel aus a2—c? ist. Dann lautet die Gleichung:

2 2
02x%2+a2y2—a2b2=0 oder%+£}—2—1=0.

Statt a,c treten jetzt die Konstanten 4,5 auf. Man kann b aus 4,c und umge-
kehrt ¢ aus a,b leicht konstruieren (Figur 70), indem man um F; oder F, mit
dem Radius @ den Kreis schligt, der die Punkte b und — & auf der y-Axe aus-
schneidet; oder indem man umgekehrt aus dem Punkt 4 der y-Axe den Kreis
mit dem Radius a schligt, der auf der x-Axe die Brennpunkte ausschneidet.

Fig. 70.

Denn b ist Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypothenuse a4 und
der andern Kathete c. Als solche ist & kleiner als a. Die geometrische Bedeutung
von a und b findet man, wenn man die Schnittpunkte der Ellipse mit den
Koordinatenaxen berechnet. Fiir die x-Axe ist y=0, also geniigt die Abszisse
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des Schnittpunktes der Ellipse mit der x-Axe der Bedingung 5%x2—a25%2=0,
woraus ¥= +a folgt. Entsprechend ist fiir den Schnittpunkt mit der y-Axe
=0, a%2y2—42p%2=0 oder y= 4 b. Somit sind +a, +b die Axenabschnitte
der Ellipse. Man nennt 2a die grofe, 2b die kleine Axe und a die grope, b die
Rleine Halbaxe der Ellipse.

Zu jedem x kann man das zugehdrige y ausrechnen. Man findet zwei Werte

y= :I:%l/az—x2 ,

was der Symmetrieeigenschaft der x-Axe entspricht. Damit y reell wird, muf
x zwischen — a und + « liegen. Man kann das positive y konstruieren (Figur 71),
indem man um O die Kreise mit den Radien a und b schligt. Die zu x gehdrende

Fig. 71.

Ordinate P'R des Kreises mit dem Radius « ist ,\+/ a?— x2. Diese verkiirzt man
im Verhéltnis 4:4, indem man den Schnittpunkt Q von OR mit dem Kreise
vom Radius b parallel zur x-Axe verschiebt, bis er in die Ordinate von x fallt.

Die Behandlung des Grundproblemes: Gerade und Ellipse beginnen wir mit
dem Fall der zur y-Axe parallelen Geraden. Ist ¥=g¢ deren Gleichung, so wird,

wie wir eben sahen,
b
= +27/a2_ g2
y= g e*—¢

die Ordinaten der beiden Schnittpunkte ergeben, die reell sind, wenn
—a< g<+4a, zusammenfallend, wenn ¢= 4 4, und konjugiert komplex, wenn
¢> +a oder < —a ist. Im mittleren Falle heiBt die Gerade Tangente. Sie be-
riihrt die Ellipse in den Punkten 4-a und steht senkrecht auf der #-Axe. Wir
beschrianken uns von jetzt an auf den Fall, dal die Gerade nicht parallel zur
y-Axe ist; wir kénnen dann die explizite Form der Gleichung der Geraden:

y=nitp

fiir sie benutzen. Um die gemeinsamen Punkte der Ellipse mit dieser Geraden
zu finden, setzen wir y=nx+$ in der Ellipsengleichung ein:

b2x2+4a?(nx+9)2—a?b?=0,
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oder aufgeldst und geordnet:
(b2 +n2a?)x2+2npax+a?(p2—5%)=0.
Diese Gleichung ist stets quadratisch, da 624+#n2a%2=5%2> 0 ist. Darum darf

man die Sitze a) und b) auf sie anwenden (Seite 99). Die Diskriminante D
der Gleichung wird:

D=4(n?p2at— (b2+n%a?) a? (p2—b?)) = 4a2b? (B2 n2a?— p2).

Die Gleichung hat zwei Wurzeln x,%,, die reell und verschieden, reell und

gleich oder kgnjugiert imaginér sind, je nachdem D% 0 ist. Fiir die zugehdérigen
Ordinaten wird:

Vi=n%+p, Yo="n%+p.

Daher entsprechen den Féllen D% 0 zwei reelle, zwei zusammenfallende oder
zwei imagindre Schnittpunkte P, und P,. Nimmt man den Fall der zur y-Axe
parallelen Geraden hinzu, so folgt allgemein:

35. Satz: Eine Gerade schneidet eine Ellipse stets in zwei reellen, in 2wei zu-
sammenfallenden oder tn zwei imagindrzn Punkten.

Im Falle D=0heilBt die Gerade Tangente und der Schnittpunkt Bersihrungs-
punkt. Sie schneidet nicht, sondern berithrt. Eine Gerade y=mnx-p ist also stets
Tangente, wenn b2+ n2a%—p%=0 ¢st. Hat ihr Berithrungspunkt P,= P, die
Gleichungen:

X=1%y,

P
y=9.

so hat x; als Doppelwurzel der quadratischen Gleichung den Wert:

npa?
M= T
oder wegen b2+ n2a2=p2:
na?
M=
Also wird:
pi-n2a? b2
=n = =
Y1 x1+? ) P

Die Relation 524 #n2a2—$2=0 hat keine einfache geometrische Bedeutung.
Man fithrt daher besser statt #,p, die Koordinaten x,,y,; des Beriihrungs-
punktes ein, von denen man weiB, daB sie der Ellipsengleichung

2 2
At R-1=0
geniigen miissen. Man kann n#dmlich umgekehrt aus den Ausdriicken fiir
%,,v; leicht #n,p berechnen. Es wird:

b2 . Px b2x,
}5—-‘3:,3.150.”—-—72‘— ;@‘I
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Die Tangentenbedingung lautet jetzt in x;,y, so:

b4x2 b4 b4 x2 y2
2,2 — ph2 1.2 — =
et = gt B Gt = = S 3 1) =0

ist also in der Tat die Ellipsengleichung fiir P,. Ersetzt man # und $ in der
Tangentengleichung y=#x-$ durch die erhaltenen Werte in x,,y,, so folgt:

b2x,
a*y,

bZ
P X -
y + 7

oder mit y,/b* erweitert und alles nach links genommen:

5t —1=0.

Nach Definition ist dies stets eine Tangente mit dem Berithrungspunkt P;, falls

ist.
36. Satz: Ist P, mit den Koordinaten x,, y; ein Ellipsenpumki, so ist:

A 1=0
die Gleichung der Tangente im Beviihrungspunkte P,.
Dieser Satz gilt auch fiir die beiden zur y-Axe parallelen Tangenten x= 4-aq,
mit den Berithrungspunkten x;= +4,y;=0.
Im Falle D > 0 haben wir zwei reelle Schnittpunkte P; und P,, deren Ab-
szissen die beiden Wurzeln x,, %, der quadratischen Gleichung sind und deren
Ordinaten y;=nx,+4p, v,=nx,+$ sind. Nach Satz a) (Seite 99) ist:

2npa?

X Xg == — 15— .
1+ 2 b2 +n2q?

Fiir die Koordinaten &, der Mitte M der Sehne P, P, erhilt man somit nach
Satz 10:

5_;«714-952_~ npa?
T2 bE4uae?
n2pa? p b?
n=né+p= T b +nial +?=b2+n2a2'

Daraus folgt, daB das Verhdltnis:
7 b2

& na?

von p unabhingig tst. Halten wir aber # fest und geben p alle moglichen Werte,
so verschieben wir die Gerade parallel; fiir alle diese Geraden wird das Ver-
héltnis #:£ dasselbe sein. Alle Punkte, deren Koordinaten &,7 dasselbe Ver-
haltnis 7:& besitzen, liegen auf einer Geraden durch O mit diesem Verhiltnis
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als Richtungskoeffizient (Figur 72). Derjenige Teil einer Geraden durch O, der
im Innern der Ellipse liegt, heiBt ein Durchmesser, die Strecke P, P, eine Sehne
der Ellipse. Man darf daher sagen, daB die Mitten paralleler Sehnen auf einem
Durchmesser liegen miissen. Dieser Durchmesser hat den Richtungskoeffizient:

b2

*
NN = —— .
na?

37. Satz: Die Mitten paralleler Sehnen einer Ellipse liegen auf etnem Durch-

messer.
Man nennt die durch den Durchmesser festgelegte Richtung zu derjenigen
der Geraden y=mnx-p konjugiert. Gehen wir von einer Geraden mit der kon-

y

&

N
\ %

Fig. 72.

X

jugierten Richtung, also mit dem Richtungskoeffizienten n* aus, so ist ihre
konjugierte Richtung:
b2

*%k _ —
= T

J— n’

alsowieder die urspriingliche Richtung; das heiBt: die Mitten paralleler Sehnen
mit dem Richtungskoeffizienten n* liegen auf einem Durchmesser mit dem
Richtungskoeffizienten #. Zu jedem Durchmesser gehort also ein zweiter mit
der konjugierten Richtung, und er selbst hat die konjugierte Richtung zum
zweiten. Ein Paar solcher Durchmesser heiBit konjugiers. Nach dem bewiesenen
Satz folgt:

38. Satz: Sind zwei Durchmesser konjugiert, so halbiert jeder die zum andern
parallelen Sehnen.

Aus der Symmetriebetrachtung folgt, daB die groBe und kleine Axe eben-
falls konjugierte Durchmesser sind. Fiir sie ist etwa #=0, n*=o00. Sie sind
die einzigen konjugierten Durchmesser, die aufeinander senkrecht stehen.

2
Denn aus #n*=-—1 (Satz 12) folgt —%:——1 oder a=b, was nur fiir c=0,

das heiBt den Kreis, moglich ist.
Die Tangente im Ellipsenpunkte P; hat die Gleichung:

XX Y1y
“E T 3s —1=0,
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also den Richtungskoeffizienten (y,+0):
b2x,
B Y1

Anderseits hat der Durchmesser durch P, den Richtungskoeffizienten:

n =

n*zll_
%y
Daher ist:
b2 b2
«_ _ 0" -2
= ——5, oder n* = wat

Somit haben Tangente und Durchmesser konjugierte Richtung.

39. Satz: Die Tangente im Endpunkte eines Durchmessers hat die zum Durch-
messer konjugierte Richtung.

y

Fig. 73. Fig. 74.

Die Tangenten in den Endpunkten von zwei konjugierten Durchmessern
bilden ein Parallelogramm, dessen Seiten die Ellipse beriihren und zu den
konjugierten Durchmessern parallel sind (Figur 73). Man konstruiert zu einem
gegebenen Durchmesser seinen konjugierten, indem man eine parallele Sehne
zieht und dieselbe halbiert. Der konjugierte Durchmesser geht dann durch
diese Mitte.

Wir wollen jetzt noch eine Eigenschaft der Tangente im Ellipsenpunkt P,
mit den Koordinaten x,,y, herleiten, die uns erkliren wird, warum F; und F,
Brennpunkte heien. Wir bringen die Gleichung der Tangente in Py:

g1
auf die HEssEsche Normalform, indem wir sie durch
+/ 2 2
X y
w= | wt e
dividieren:
FF Y 1 0

wa? ' wb?:  w

und berechnen nach Satz 8 die positiven Normalabstinde 4, und d, der Brenn-
punkte F; und F, von ihr (Figur 74). Wegen der Koordinaten ¥ = 4+¢,y=10
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der beiden Brennpunkte wird, da der Nullpunkt auf derselben Seite der Tan-
gente wie die Brennpunkte liegt:

_ x€ 1 cx,+a?
Fl' —dl——W—E,oder dl— wa? '
X c 1 _ —cx+a?
Far  —dy= gy oder dy=—

Nun hatten wir aber fiir die beiden Brennstrahlen 7, und 7, von P, gefunden:
ary=cxy+a?, ary=—cx,+a>
Dabher folgt aus den beiden Gleichungen fiir d; und 4, die Proportion:
dy:dy=r,:7,.

Sind R und S die FuBpunkte der Lote von F, und F, auf die Tangente, so sind
die Dreiecke F;RP, und F,SP, rechtwinklig bei R, respektive S. 7, und 7,
sind ihre Hypothenusen, d,,d, Katheten. Wegen der hergeleiteten Proportion
miissen die Dreiecke dhnlich sein, also in allen entsprechenden Winkeln iiber-
einstimmen. Die Tangente bildet somit mit den beiden Brennstrahlen dieselben
Winkel oder sie halbiert den Winkel zwischen jedem Brennstrahl und der Ver-
lingerung des andern.

40. Satz: Die Tangente in einem Punkt dev Ellipse halbiert den Winkel, den
der eine Brennstrahl des Punktes mit der Verlingerung des andern bildet.

Die Senkrechte im Beriihrungspunkt P, der Tangente heiBt die Normale
deyr Ellipse in P,. Wegen Satz 40 halbiert sie den Winkel der Brennstrahlen von
P,. Daraus folgt eine einfache Konstruktion von Tangente oder Normalen.

41. Satz: Die Normale in einem Ellipsenpunkie halbiert den Winkel der bei-
den Bremmstrahlen des Punkies.

Denkt man sich in einem der Brennpunkte eine Wirme- oder Lichtquelle,
die nach allen Seiten Warme- oder Lichtstrahlen geradlinig aussendet, und wer-
den diese Strahlen in den Punkten der Ellipse vollkommen, das heiBt nach dem
physikalischen Gesetz reflektiert, so daB Einfall- und Ausfallwinkel gleich sind,
so miissen sie sich gemdBl Satz 41 im andern Brennpunkt wieder sammeln,
da die Einfall- und Ausfallwinkel gerade beziiglich der Normalen gemessen wer-
den. Dies gab Anlaf3 zur Wahl des Namens «Brennpunkt».

Wir wollen jetzt noch das Problem 16sen, von einem gegebenen Punkte P,:

{x——.xo,
0 y="2%o

die Tangenten an die Ellipse zu ziehen. Nehmen wir die Existenz einer solchen
an; ihre Gleichung sei:
or T —1=0

’
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wo P, mit den Koordinaten #,,y, ihr Beriihrungspunkt ist. Da sie durch P,
gehen soll, gilt:

Brey ey _g
AuBerdem geniigt x,,y; der Ellipsengleichung:
2 2
ZrA—1=0
Alle Wertepaare #,,y; sind Losungen der beiden Gleichungen:

HoX | YoV
Wrp 2k 1=,

x2 yZ

T 1=0
und umgekehrt miissen alle Losungen Beriihrungspunkte von Tangenten aus
P, an die Ellipse ergeben (Satz 36). Die erste Gleichung ist linear und somit die

— _\Pglare von P ‘Po
—.anry

Fig. 75.

Gleichung einer Geraden, wenn Py+0 ist. Man nennt sie die Polare des Punkies
P,, und P, den Pol der betreffenden Geraden. Jeder Punkt der Ebene mit Aus-
nahme von O ist Pol einer Polare. Ist P, auf der Ellipse, so ist seine Polare die
Tangente in P,. Ist Py nicht auf der Ellipse, so schneidet sie die Ellipse in den
beiden (reellen oder komplexen) Berithrungspunkten der Tangenten von P,
an die Ellipse (Figur 75). Das Problem ist damit wieder auf das Problem
Ellipse und Gerade zuriickgefiihrt. Fiir Punkte im AuBern der Ellipse wird die
Polare die Ellipse in zwei reellen, fiir Punkte im Innern der Ellipse in zwei ima-
giniren Punkten schneiden. Im ersten Falle gibt es zwei Tangenten, im zweiten
keine reelle Tangente an die Ellipse. Die Polare ist aber auch im zweiten Fall
eine reelle Gerade. Um sie zu bestimmen, nehmen wir auf der Polaren einen be-
liebigen Punkt P§ an: .
pr { x=x3,
¢ Ly=y,
fiir den somit die Bedingung erfiillt sein muf3:

* *
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Die Polare von P§ hat die Gleichung:

%
x%x
a?

y8y :
+ boz —1=0 ’
sie muB durch P, gehen, weil die Bedingung dafiir identisch ist mit der eben
hergeleiteten Bedingung fiir die Annahme, daB P§ auf der ersten Polaren liegt.
Daraus folgt, da jede Gerade, die nicht durch O geht, Polare eines Pols ist:

42. Satz: Bewegt sich ein Punkt auf einer nicht durch den Nullpunkt gehenden
Geraden, so dreht sich seine Polare um den Pol dey Geraden.

y
AY
\
/,——'~\\\\
/ ~N
’ P\LQ
/ \\
\)
i ZRc AN
F, LR T
\ // c
\\ /I
\\\ //
Fig. 76.

Um also die Polare zu einem Punkt P,40 im Innern der Ellipse zu zeichnen,
zieht man durch ihn zwei Sehnen und konstruiert in deren Endpunkten die
Tangenten, die sich in den Polen der betreffenden Sehne schneiden. Die
Polare geht dann durch die beiden Pole. In der Zdékern Geometrie hat auch O
eine Polare, ndmlich die unendlich ferne Gerade der Ebene, und jede Gerade
durch O einen Pol, nimlich einen Punkt der unendlich fernen Geraden.

Die Polaren der Brennpunkte nennt man Lestlinien oder Directriz der
Ellipse. Fiir die Brennpunkte ist xy= +¢, y,=0 zu setzen; somit erhdlt man
fiir ihre Polaren die Gleichungen:

cx a?
j:ﬁ—1=0, oder X=t-—.

Um etwa die Leitlinie von F, zu konstruieren (Figur 76}, schligt man um O
den Kreis mit dem Radius 4 und errichtet in F, die Ordinate bis zum Kreis.
Die Tangente an den Kreis in diesem Punkte schneidet auf der x-Axe den
Punkt x=a2/c aus. Der Normalabstand # eines allgemeinen Ellipsenpunktes P
von dieser Leitlinie ist:

a? —cx+a?

x= .
4 c

Anderseits fanden wir fiir seinen Brennstrahl 7,:

ary=—cx+a’
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Daher ist die Proportion erfiillt:
rpn=cia=¢g:1, 0<e<1,

Das Verhiltnis 7,:# ist also fiir jeden Ellipsenpunkt dasselbe, namlich gleich
der Exzentrizitit der Ellipse.

43. Satz: Das Verhiltnis der Entfernungen aller Ellipsenpunkte von einem
festen Punkt, dem Brennpunkt, und einer festen Geraden, der Leitlinie, ist konstant
und kleiner als eins.

Man kann beweisen, daB durch diese Eigenschaft die Ellipse umgekehrt
definiert werden kann.

Zum Schlusse machen wir noch auf das affine Verhiltnis zwischen Kreis
und Ellipse aufmerksam. Nimmt man die x-Axe als Affinititsaxe, und wihlt
man als Affinitdtsverhiltnis die GroBe b/a, so geht bei der normal-affinen Ab-
bildung jeder Punkt %,y in den Punkt:

] % = x,
Py . _ b
l y=27
tiber. Nur die Punkte der x-Axe gehen hierbei in sich iiber. Dagegen gehen
Gerade wieder in Gerade, Kurven in Kurven und Tangenten an eine Kurve
wieder in Tangenten an die Bildkurve iiber, wobei die Beriihrungspunkte sich
entsprechen. Die Gleichung des Kreises um O mit dem Radius a geht tiber in:

2
B4y - =0 —> ¥ty a2=0,

Dies ist aber die Ellipsengleichung mit den Halbaxen a,.

y
o P
~ :Pr
Y [ h
1y
L x
Fig. 77.

44. Satz: Die Ellipse ist das affine Bild eines Kreises mit einem Durchmesser
als Affinititsaxe.

Da wir an den Kreis in jedem Punkt mit Zirkel und Lineal die Tangente
konstruieren kénnen, l4Bt sie sich auch im Bildpunkt P’ der Ellipse ziehen,
da beide durch denselben Punkt der x-Axe gehen miissen (Figur 77).

Bei der affinen Abbildung 4ndern sich Flicheninhalte im Affinititsverhilt-
nis. Da der Kreis mit dem Radius « den Inhalt za? hat, muB die Ellipse den

Flicheninhalt —Z—ﬂ a?=gmab besitzen.
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§ 3. Die Hyperbel

Alle Punkte der Ebene, fiir die die Differenz ihrer Entfernungen von zwes festen
Punkten, den Bremnpunkten, konstant ist, liegen auf einer Hyperbel. Die Ver-
bindungen eines Punktes P mit den Brennpunkten F, und F, nennt man wieder
seine Brennstrahlen v,=F,P, v,=F, P. Die Entfernung FI—I’; = 2¢ > 0 heilt die
Brennweite, und die konstante Differenz der Brennstrahlen sei 24> 0, so daB
fiir Hyperbelpunkte

r—7y= -2a
sein muB, wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem 7,2 7, ist. Er-
richtet man in der Mitte der Brennweite die Senkrechte, so liegen auf der-
jenigen Seite von ihr, auf der F, liegt, die Hyperbelpunkte mit 7, >7,, auf der
Seite von F; diejenigen mit #,>7,. Man erkennt daraus, daB die Hyperbel-

Fig. 78.

punkte durch die Mittelsenkrechte getrennt werden, Ist P ein Hyperbelpunkt
auf der Seite von F, (Figur 78), so muB im Dreieck F, F, P:

Fl—P<F1—Fz+FZ_P, oder 7, <7y,+2¢

sein. Da aber fiir unsere Punkte 7, —7,=+2a ist, folgt a<c. Entsprechend
ist fiir die Punkte der Seite von F:

EP<EF+FP oder 7,<r+2c,

und da jetzt »,—7 =+ 2a ist, so gilt wieder a<c¢. Daher gibt es nur dann
Punkte der Hyperbel beiderseits der Senkrechten, wenn die Exzentrizitit
e=cla>1 ist.

Die Symmetrieverhiltnisse der Hyperbel sind genau dieselben wie bei der
Ellipse, was man genau wie im letzten Paragraphen zeigt:

45. Satz: Die Hyperbel besitzt zwei Symmetricaxen; die erste geht durch die
beiden Bremmpunkie, die zweite steht senkrecht zur Brenwweite in threm Mittel-
punkt. Thr Schwittpunkt ist Symmetriemittelpunkt.

Die Gleichung der Hyperbel ist der Ausdruck

r1—ty= +2a,
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falls man 7, und 7, durch die Koordinaten des allgemeinen Punktes darstellt.
Wir legen den Pol eines Polarkoordinatensystems in den Brennpunkt F,, die
Anfangsrichtung in die Richtung F;y - F,. =7, und ¢ sind die Polarkoordinaten
des allgemeinen Hyperbelpunktes P (Figur 78). Der Kosinussatz der Trigono-
metrie ergibt fiir das Dreieck K, F, P:

r3=(2¢)%+72—2(2¢)7 cos ¢.

Nun ist r—7,= +2a oder 7,—=77F 24 fiir jeden Hyperbelpunkt, was ein-
gesetzt die Bedingung ergibt:

2 Fdar+(2a)2=4c2472—4rc cos g,
in der sich 72 weghebt. Durch 4 gekiirzt folgt:

a*F ar=c%—cr cos g,
oder nach 7 aufgelost:
pm TP
1Fscosg’
a?—c?
a

Wegen der Symmetrieeigenschaften der Hyperbel (Satz 45) geniigt es, wenn
wir diese Gleichung fiir das obere Vorzeichen und sogar fiir die Punkte im
ersten Quadranten diskutieren. Da c>a, £>1 ist, ist p stets negativ; der
Nenner muf somit ebenfalls negativ sein, damit » gemiB seiner Definition po-
sitiv wird. Fiir ¢=0 ist 1—¢ cos ¢=1—¢ negativ. LiBt man ¢ wachsen, so
nimmt cos ¢ ab; der Nenner bleibt zunichst negativ und wird fiir den spitzen
Winkel «, fiir den cos ocz% =?“ ist, zu null. Man nennt die durch « fest-
gelegte Richtung asymptotisch und sagt, daB alle zu ihr parallelen Geraden
asynplotische Richtung haben. Wenn ¢ von 0 bis o wichst, so wichst 7 von
a+ ¢ bis co. Die Hyperbel hat somit im ersten Quadranten einen sich ins Un-
endliche erstreckenden Ast. Wichst ¢ noch weiter als « bis zu -2, so wird der
Nenner positiv, also # negativ; das heift, es liegen keine Hyperbelpunkte auf
den zugehérigen Strahlen. Wegen der Symmetrieverhéltnisse gilt dasselbe fiir
die andern Quadranten. Die Hyperbel mufl daher aus zwei getrennten Zwei-
gen bestehen, die sich viermal ins Unendliche erstrecken. Aufler « legen auch
n—o, w+o und 27— o asymptotische Richtungen fest.

46. Satz: Die Gleichung der Hyperbel in Polarkoordinaten lautet:

4 .
wos=7‘—,;‘>= 1st.

t2

r= 1Fecos g’

wo der Pol in einem Brennpunkt liegt, und dic Anfangsvichtung von diesem Brenn-
punkt zum andern geht; @ darf fiiv das obere Vorzeichen die Werie zwischen 0 und o
oder 27w —o bis 27, fiir das uniere Vorzeichen die Werte zwischen 0 und 7w — o oder
7+ aund 27 durchlaufen, wo fiir den spitzen Winkel o die Beziehung : coso= 2 gilt.

Aus denselben Griinden wie bei der Ellipse wihlen wir als rechtwinklige
Koordinatenaxen die beiden Symmetrieaxen: durch F; und F, im Sinne
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F,>F, die x-Axe (Figur 79), durch die Mitte von F F, die y-Axe. Es folgt:

rcosp=c+x,
was in der Gleichung:
a*F ar=c%?—cr cos ¢

eingesetzt, fiir =7, die Gleichung:
+ar,=a%+cx,

und entsprechend wegen 7, =7, +2a fiir 7,:
+ary=—a?+cx

ergibt. Man kann die Brennstrahlen eines Hyperbelpunktes daher wieder aus

y
P
1
I
P ﬁ\ I
7 b \ 1
o A%l Y P
F, e aFF
» —b
Fig. 79.

% allein berechnen. Aus dem Dreieck F, P’ P ergibt sich nach dem Pythago-
rdischen Satze:
r=(c+x)2+y2

Setzt man dies in @272 = (a2+ ¢cx)? ein, so erhélt man wie frither bei der Ellipse:
(c2—a?)x%2—a2y?—q?(c?—a?)=0.

Dies ist formal genau die mit — 1 multiplizierte Ellipsengleichung. Wegen ¢ >a
ist aber jetzt c¢2—a? positiv und gleich 4% zu setzen, wo b die positive Wurzel

sei. Dann lautet die Hyperbelgleichung:
2 2
b2x%2—a2y2— q2p2=0, oder Z—z - Eyg —1=0.

bistdie Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypothenuse ¢ und dessen

andere Kathete a ist. Es kann daher & % a sein. Fiir =a nennt man die Hyper-
bel gletchseitig. Im Schnittpunkt der Hyperbel mit der x-Axe ist y=0, also

b2x2—a2p2=0 oder x= +a.
Im Schnittpunkt mit der y-Axe ist ¥=0,

—a?y2—qa2p?=0 oder y= +1b, ¢ die imaginire Einheit.
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Man nennt daher 2a die reelle, 25 die imagindre Ax e, a diereelle, b die imagindre
Halbaxe der Hyperbel. Um b aus a und ¢ zu konstruieren, errichtet man im
Punkt A der x-Axe mit der Abszisse ¢ die Senkrechte und schligt um O im
I. Quadranten den Kreisbogen mit dem Radius ¢ bis zum Schnitt B mit dieser
Senkrechten. Die Ordinate von B ist b. Das Dreieck OA B hat die Hypothenuse
¢, die Katheten a,b und bei O den Winkel «, der eine der asymptotischen Rich-
tungen bestimmt; es wird:

a . b
cosa=—,slna =—, tga =—.
c c a
Im Grundproblem: Gerade und Hyperbel betrachten wir wieder zuerst die
zur y-Axe parallelen Geraden x=g. Aus der Hyperbelgleichung ergibt sich fiir
die Schnittpunkte:

y=x L/ ar.

Die Schnittpunkte sind imaginir fiir —a<¢<-+a, zusammenfallend fiir
¢= +a, und reell fiir ¢>a oder < —a. Im ganzen Ebenenteil zwischen den
Geraden x= d4-a liegen daher keine reellen Hyperbelpunkte. Die Geraden
x= +a sind Tangenten an die Hyperbel.
Ist dagegen die Gerade nicht parallel zur y-Axe, so besitzt sie die explizite
Gleichung:
y=nx+p.

Um ihre Schnittpunkte mit der Hyperbel zu finden, setzen wir y=nx4$ in
die Hyperbelgleichung ein:
b2x?—a?(nx+p)2—a?b2=0,
oder ausgerechnet und geordnet:
(b2 —n2a®) x2—2a%npx—a?(b2+ %) =0.
Wir unterscheiden folgende Fille:

1. b2—n? a?=0. Die Gleichung reduziert sich auf eine solche ersten Grades.

Es ist:

n::i:i;

a

der Richtungswinkel der Geraden ist & oder 7z— o, und die Gerade hat asympto-
tische Richtung. Die Gleichung ersten Grades fiir die Schnittpunkte lautet:

F2abpx—a%(b2+4p2)=0, oder 4 2bpx+a(b2+p2)=0.
Ist p=0, so bleibt 452=0, was unmoglich ist. Also haben die beiden Geraden:
b

tiberhaupt keine Schnittpunkte mit der Hyperbel. Man nennt sie die beiden
Asymptoten der Hyperbel. Sie gehen durch den Nullpunkt und haben eine der
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beiden asymptotischen Richtungen. Ist dagegen $40, so haben die Geraden
mit asymptotischer Richtung genau einen reellen Schnittpunkt P, mit der
Hyperbel, dessen Abszisse die Wurzel der Gleichung fiir x ist (Figur 79); es
sind:
2 2
e A
P 1 b pz —p2
yzyl—__i;xl—{_p: 2

die Gleichungen von P;. Sie zeigen, daf} x, y; absolut um so gréBer werden, je
kleiner p ist. Je niher somit die Gerade, und damit auch der Schnittpunkt mit
der Hyperbel an eine der Asymptoten herankommt, um so weiter entfernt er
sich von O. Daraus erkennt man die Eigenschaft der Asymptoten, dap sich thr die
Hyperbeliste immer mehy nihern, ohne sie je zu erreichen.

2. b2—n22+0. Die Gerade hat nicht asymptotische Richtung, und die
Gleichung fiir x ist quadratisch. Wir wenden daher die Sitze a) und b) an
(Seite 99). Die Diskriminante D hat den Wert:

D=4<n2p2a4+a2(b2—n2a2)(bz+ﬁ2))=4a2bz(bz—n2a2+152),

und die Gerade schneidet die Hyperbel in zwei voneinander verschiedenen
reellen Punkten, beriihrt sie und ist Tangente, oder schneidet sie in zwei ima-

gindren Punkten, je nachdem D% 0 ist. Somit gilt, und zwar auch fiir den Fall
der zur y-Axe parallelen Geraden der

47. Satz: Eine Gerade hat keine Punkte mit einer Hyperbel gemein, wenn sie
etne der beiden Asymptoten ist. Sie hat einen Schnittpunkt, wenn sie asymp-
totische Richtung hat, aber nicht durch den Nullpunkt geht. Hat sie wicht asymp-
totische Richtung, so schneidet sie die Hyperbel in zwei verschiedenen reellen Punk-
ten, berdihrt sie, oder schneidet sie in zwei imagindren Punkten.

In der héhern Geometrie, die die uneigentlichen Elemente einfiithrt, beriihren
die Asymptoten die Hyperbel in je einem Punkte der unendlich fernen Geraden,
und die Geraden mit asymptotischer Richtung schneiden die Hyperbel auBer
in dem endlichen Punkt noch in einem Punkte der unendlich fernen Geraden.

Fiir die Geraden, die nicht asymptotische Richtung haben, wollen wir den
Fall der Tangente noch niher betrachten. Aus der quadratischen Gleichung
erhilt man fiir die Koordinaten des Berithrungspunktes P,, da D=0 oder
02 —n2a%4p2=0 ist:

atnp azn

X= 2= BT gagT = s
P, ok ”
y=n=nhtp=—— tb=—"7-.

Wie bei der Ellipse berechnen wir aus diesen beiden Gleichungen umgekehrt

n,p:
b2 ﬁxl ble
;b—_—ﬁyl,n_—— T
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Die Bedingung fiir die Tangente lautet dann:

b2
a*yi
ist somit die Bedingung dafiir, da3 P, auf der Hyperbel liegt. Die Tangenten-
gleichung hat jetzt, falls man fiir #,$ die Werte in x,, v, einsetzt, die Gestalt:
b2z, b
aty,” ¥’
oder, wenn man mit y,/b% erweitert, alles nach rechts nimmt und die Seiten
vertauscht:

b2 —n2al 4 p2= — (bzxf—azyf—azbz)=o,

a? b2
Yy
\P2
)
| ~\W
|
;yz :’} ",DI
t / : . v,
{ ¥ Yy
| | A x
T F L& 7
Fig. 80.

48. Satz: Ist Py mit den Koordinaten x,, v, ein Hyperbelpunkt, so ist:

ME Yy
Tt e —1=0

die Gleichung der Tangente im Beriihrungspunkt P,.

Dieser Satz gilt auch fiir die beiden zur y-Axe parallelen Tangenten x= +a.

Im Falle D> 0 haben wir bei Geraden ohne asymptotische Richtung zwei
verschiedene Schnittpunkte P, und P,, deren Abszissen x; und x, die Wurzeln
der quadratischen Gleichung sind, und deren Ordinaten durch y; =#%x,+ ¢ und
Ya=nx,-+p gegeben sind. Nach Satz a) (Seite 99) ist:

2a?np

bE-mntat

Die Koordinaten &,7 des Mittelpunktes M der Sehne P, P, sind nach Satz 10:

X1+ %=

é_.__xl—l—xz_« atnp
T2 T be_pn2g?’
a®n? p b2
7i=”5+75= b2 _peg? +p= p2-nZge "

Daraus folgt, da3 das Verhdiltnis:
b2

na?

\fn-}d
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von P unabhingig ist. Alle Punkte £,#, fiir die das Verhiltnis #/& dasselbe ist,
liegen auf einer Geraden durch O mit dem Richtungskoeffizient %/¢ (Figur 80).
Eine solche heiBt ein Durchmesser der Hyperbel, wobel wir zwischen reellen und
imagindren Durchmessern unterscheiden. Die erstern liegen in denjenigen
Ebenenteilen zwischen den Asymptoten, die die Brennpunkte enthalten, und
schneiden die Hyperbel in zwei reellen Punkten. Der eigentliche reelle Durch-
messer wird dann nur durch die Punkte zwischen den beiden Schnittpunkten
gebildet. Die imagindren Durchmesser liegen in den beiden iibrigen Ebenen-
teilen zwischen den Asymptoten und haben keine reellen Schnittpunkte mit der
Hyperbel. Halten wir # fest, lassen aber $ variieren, so wird die Gerade parallel
verschoben. Thre Mitte M bleibt aber immer auf dem Durchmesser mit dem
Richtungskoeffizient:

2
n* = b .
n a?

49. Satz: Die Matten paralleler Sehnen der Hyperbel liegen auf esnem Durch-
messer.

Man nennt die Richtung des Durchmessers konjugiert zur Richtung der Ge-
raden. Gehen wir von einer Geraden mit der konjugierten Richtung aus, also
mit dem Richtungskoeffizienten #*, so hat ihre konjugierte Richtung den
Koeffizienten:

b2
n¥* — —

n*a*
Die konjugierte Richtung der konjugierten ist daher wieder die urspriingliche
Richtung, das heiBt, die Mitten paralleler Sehnen mit dem Richtungskoeffi-
zienten #* liegen auf einem Durchmesser mit dem Richtungskoeffizienten #.
Zu jedem Durchmesser gehdrt also ein zweiter mit der konjugierten Richtung,
wobei er selbst zum zweiten konjugiert ist. Ein Paar solcher Durchmesser
heiBen konjugiert. Aus Satz 49 folgt:

50. Satz: Sind zwei Durchmesser konjugiert, so halbiert jeder die zum andern
parallelen Sehnen.

Auch die beiden Symmetrieaxen sind konjugierte Durchmesser, und zwar
die einzigen, die aufeinander senkrecht stehen, wie man sofort sieht. Von zwei
konjugierten Durchmessern ist stets der eine reell, der andere imaginir. Die
Asymptoten liegen also zwischen ihnen. Denn, ist derjenige mit dem Rich-
tungskoeffizient # reell, so ist nach Definition:

b b b?
—2 2 2 -2
a<%<+ u,odern <z
Dann mul} aber: be b2
2= 9~ 9
n2at” a?
sein, was die Bedingung fiir den imaginiren Durchmesser ist.
Die Tangente im Hyperbelpunkt P; hat die Gleichung:
MY Y 1=0,

a? b2
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also den Richtungskoeffizienten:

bty

aty;’

Anderseits hat der (reelle) Durchmesser durch P, den Richtungskoeffizienten:

n*=2
1
Somit ist:
b2
nn* = — oder n* =—;.
a na

Das heiBt, die Tangente hat die konjugierte Richtung zum Durchmesser.

51. Satz: Die Tangente im Endpunkt eines reellen Durchmessers hat die zum
Durchmesser konjugierte Richtung.

Fig. 81.

Um die Bedeutung des Namens «Brennpunkt» zu erliutern, wollen wir iiber
die Tangente im Hyperbelpunkt P; mit den Koordinaten x,,y; noch einen
wichtigen Satz beweisen. Wir fillen von F, und F, die Lote mit den positiven
Langen FR=d, und F,S=d, auf die Tangente (Figur 81). Um diese nach
Satz 8 zu berechnen, bringen wir die Gleichung der Tangente in P;:

Mx Ny
l2 b12 1=0
durch Division mit
. x3 y 3

auf die Hessesche Normalform:

Da F, die Koordinaten —¢,0, F, die Koordinaten ¢,0 hat, wird somit:

_ oxme 1 _ al+cx
$d—‘w72—5' oder + d;= wa? ’
xc 1 _ —a’tex
Eh= ar o oder b=,
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wobei das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn P, auf der Seite von F 4, das
untere, wenn P, auf der Seite von F, liegt. Anderseits fanden wir fiir die Brenn-
strahlen von P;:

+ary= a%+cx,,

tary=—a%+cx, ;

somit ergeben die Werte von 4, und d, die Proportion:
dyidy=vy:7,.

Man schlieBt daraus wie im Falle der Ellipse, daB die beiden Dreiecke F RP,
und F, S P, dhnlich sind. Die Winkel bei P, sind in beiden Dreiecken gleich, und
die Tangente halbiert den Winkel der beiden Brennstrahlen von P;.

52. Satz: Die Tangente in einem Hyperbelpunkie halbiert den Winkel der
beiden Bremnstrahlen des Punkies.

Daraus ergibt sich eine einfache Konstruktion der Tangente. Die Normale
in P; halbiert den Winkel zwischen einem Brennstrahl und der Verlingerung
des andern. Denkt man sich in einem Brennpunkt, etwa F,, eine Licht- oder
Wirmequelle, die nach allen Seiten geradlinige Licht- oder Wirmestrahlen
aussendet, und werden diese Strahlen von der Hyperbel vollkommen, das heiBt
gemiB dem physikalischen Gesetz reflektiert, so daB Ein- und Ausfallwinkel
gleich sind, so treffen sich die Riickwirtsverlingerungen der Strahlen im an-
dern Brennpunkt F;.

Um das Problem zu 16sen, von dem gegebenen Punkt:

X =%,
Y="Yo

die Tangenten an die Hyperbel zu legen, nehmen wir die Existenz einer solchen
Tangente mit dem Berithrungspunkt P, an. Thre Gleichung ist:

A

a? b2

¥ Y1y_1=0

Da sie durch P, geht, muB die Bedingung erfiilit sein:

X1%o Y10 .
o _ Moy,

Auflerdem muB P, ein Hyperbelpunkt sein:

Alle Wertepaare x,,y; sind gemeinsame Lésungen der beiden Gleichungen:

a? b?
x2 y2
@ Ty T1=0

und umgekehrt miissen alle Losungen dieser Gleichungen Koordinaten der
Beriihrungspunkte von Tangenten an die Hyperbel von P, aus ergeben. Die
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erste Gleichung ist fiir Py+0 linear, also die Gleichung einer Geraden, die die
Polare zum Pol PyheiBt. Jeder Punkt Py£0 besitzt eine Polare. In der hdhern
Geometrie sagt man, der Pol O hat als Polare die unendlich ferne Gerade. Ist
P, auf der Hyperbel, so ist seine Polare die Tangente in F,. Das Problem ist
damit auf dasjenige des Schnittes der Polaren mit der Hyperbel zuriickgefiihrt,
das wir durch Satz 47 gelost haben. Denn die Schnittpunkte miissen die Be-
rithrungspunkte der Tangenten von F, aus sein. Die Polare hat asymptotische

Richtung, wenn ihr Richtungskoeffizient = :i:—Z— ist, das heiB}t, wenn:

b2 x4
a*y,

_ i Yo _ b
=+ a,oderx—o—:l:a

ist. Dann liegt aber F, auf einer der Asymptoten. In diesem und nur in diesem
Falle haben wir nur einen einfachen Schnittpunkt der Polaren mit der Hyperbel.
In allen andern Fillen haben wir zwel reelle, zwei zusammenfallende oder zwei

Fig. 82.

imaginire Schnittpunkte (Figur 82). Im ersten Falle kénnen wir zwei reelle Tan-
genten an die Hyperbel von P, aus legen, mit den Berithrungspunkten P; und
P,. Ist P¥ mit den Koordinaten x§,y¥ ein beliebiger Punkt der Polaren, also:

Fo¥s _ Yeo¥o
e

so geht offenbar die Polare von P§:

2x_ VY4

a? b2

=0,

durch, den Pol P,, da die Bedingungsgleichung identisch ist mit der vorigen.
Daraus folgt, da jede Gerade, die kein Durchmesser ist, Polare eines Pols ist:

53. Satz: Bewegt sich ein Punkt auf einer nicht durch den Nullpunkt gehenden
Geraden, so dreht sich setne Polare um den Pol der Geraden.

In der hdohern Geometrie hat jeder Durchmesser als Pol einen Punkt der un-
endlich fernen Geraden.
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Die Polaren der Brennpunkte heillen die Leitlinien oder Divectrix dev Hyper-
bel. Fiir die Brennpunkte ist xy= +c¢, ¥,=0. Die Gleichungen der Leitlinien
sind deshalb:

cx a®
iﬁ—1=0, oder x=:i:7.

Um sie zu konstruieren (Figur 83), schligt man um O den Kreis mit dem Ra-
dius a, der die Asymptoten in den Punkten trifft, durch die die Leitlinien gehen.

Fig. 83.

Der positive Normalabstand » eines allgemeinen Hyperbelpunktes von einer
der Leitlinien, etwa derjenigen fiir das obere Zeichen x:%z, ist
a?

anderseits fanden wir fiir den Brennstrahl 7, von P:
tar,=—a?+cx,

wo beidemal das obere Zeichen fiir Punkte P der Seite von F,, das untere fiir
diejenigen der Seite von Fy zu wihlen ist. Aus den gefundenen Ausdriicken folgt:

rpim=cia=¢g:1, e>1.

Das Verhiltnis ist somit fiir alle Hyperbelpunkte dasselbe, nimlich gleich der
Exzentrizitit der Hyperbel.

54. Satz: Das Verhilinis der Entfernungen der Hyperbelpunkte von einem
festen Punkt, dem Brennpunkt, und esner festen Geraden, der Leitlinie, ist konstant
und grofer als eins.

Man kann beweisen, daB durch diese Eigenschaft die Hyperbel definiert
werden kann.

Zum Schlusse fragen wir nach, der Gleichung der Hyperbel, falls wir die
Asymptoten als Koordinatenaxen wihlen. Sie bilden ein im allgemeinen schief-
winkliges System. Wir wihlen die Asymptote im IV. Quadranten als positive
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x’-Axe, und diejenige im I. Quadranten als positive y’-Axe. Sie bilden den
Winkel 2« miteinander, wo:

b . 2ab
—, also sin2a = a2
a c

b
c

h]@

cosa =—, sinaa=—, tgoa =

wird. Nur bei gleichseitigen Hyperbeln a=»5 ist 2o ein rechter Winkel. Aus
Figur 84 entnimmt man:

%= 0Q+QP =(y' + x)cosa = (y'+ ¥))
y=RP—RP =(y'— x')sinaa = (y'—%')

’

oloe|a

N
Fig. 84. Fig. 85.

Man iiberzeugt sich, daB die Gleichungen allgemein gelten, und nicht nur fiir
P im ersten Quadranten. Setzt man die Werte in der Hyperbelgleichung ein,
so folgt:

a2
(52

b2y + #') 2

2
—a2(y’—x’)2f—2—a2b2=0,

oder durch 4a2b2%/c? gekiirzt und ausgerechnet:

Diese Gleichung 148t sich einfach geometrisch deuten (Figur 85). Der Fli-
cheninhalt des Parallelogrammes OP’'PP’ ist

L 2ab
%'y’ sin2a = ; x'y

Da aber fiir die Hyperbelpunkte x'y"=c2/4 ist, so muB3 der Flicheninhalt fiir
jeden Hyperbelpunkt denselben Wert 1 ab haben.
55.8Satz: Der Flicheninhalt des Parallelogrammes zwischen den Asymptoten
und den Parallelen durch einen Hyperbelpunks zu den Asymptoten hat fiir jeden
Hyperbelpunkt denselben Wert.
Um die Tangentengleichung in den neuen Koordinaten zu finden, nehmen
wir einen Hyperbelpunkt P;, dessen neue und alte Gleichungen:
Pl{x=x1, x:=x'},
Y="Y¥1 Yy =%
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sind. Zwischen ihnen finden die Relationen statt:

X = (y1’+ x;)’

m|e~ a|&

y1=— (v — %).

Ersetzt man die alten Koordinaten in der Tangentengleichung:
N

durch die neuen, so folgt:

1 ’ ’ ’ ’ ’ ’ , ,
S+ ) (¥ + o) — (¥ = %) (¥ = 7)) —1=0,

oder:
[ r 7 c?
nx +xy =5,
, c? .
wo 7y = 7 ist.

Dies ist die Gleichung der Tangente in den neuen Koordinaten. In ihren
Schnittpunkten Q und R mit den Asymptoten ist y’' =0, respektive x'=0.
Daher erhilt man fiir die Axenabschnitte auf den Asymptoten (Figur 85):

— c? c2
OQ == E"—y],. > OR = E—}V{ .
Der Fliacheninhalt J des Dreiecks OQR ist:
c2ab

J=300-ORsin2a=1"7"

1
Beriicksichtigt man hier die Bedingung fiir P, als Hyperbelpunkt, so wird:

J=ab.

56. Satz: Der Flicheninhalt des Dreiecks, das die Tangente in einem Hyperbel-
punkt mit den Asymptoten bildet, ist fiir jeden Hyperbelpunkt devselbe, ndmlich
gleich dem Produkt aus der reellen und imagindven Halbaxe der Hyperbel.

In der Analysis nennt man deshalb die Hyperbel die Enveloppe aller Ge-
raden, die mit zwei festen, sich schneidenden Geraden inhaltsgleiche Dreiecke
bilden.

§ 4. Die Parabel

Wir haben in den bisherigen Paragraphen gesehen, daB die betrachteten
Kurven eine gemeinsame Gleichung in Polarkoordinaten:

P

r=1—ecos<p

besitzen. Sie stellt fiir =0 einen Kreis, fiir 0<C e<1 eine Ellipse und fiir 1< ¢
einen Hyperbelast dar. Es fehlt der Fall e=1, und wir fragen, welches die Kurve
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ist, fiir die e=1 gilt? Um sie zu definieren, nehmen wir die in den Sitzen 43
und 54 erhaltenen Eigenschaften der Ellipse und Hyperbel zu Hilfe und iiber-
tragen sie auf den Fall ¢=1. Man definiert die neue Kurve, die Parabel, dann so:
Alle Punkte der Ebene, fiir die die Entfernungen von einem festen Punkt, dem
Brennpunkt, und einer festen Geraden, dev Leitlinie, gleich sind, liegen auf einer
Parabel. Die Verbindung eines Punktes P mit dem Brennpunkt heiBit sein
Brennstrahl. Wir werden sehen, daf die Parabel nur eine Symmetrieaxe besitzt.
Denn es gibt nur eine einzige Umklappung der Ebene, die den Brennpunkt und
die Leitlinie in sich iiberfiihrt, nimlich diejenige um die Senkrechte auf der Leit-
linie durch den Brennpunkt. In der Tat bleiben bei dieser die Lingen der
Brennstrahlen und der Normalabstinde von der Leitlinie erhalten, die Parabel
geht also in sich tiber.

Fig. 86.

Um die Gleichung der Parabel zu finden, fithren wir Polarkoordinaten 7,
ein (Figur 86), wobei wir den Pol in den Brennpunkt F und die Anfangsrichtung
in die Symmetrieaxe, aber von der Leitlinie wegzeigend legen. Die Entfernung
des Brennpunktes von der Leitlinie mu3 bekannt sein; wir bezeichnen sie mit
$>>0. Dann ist fiir den allgemeinen Parabelpunkt P:

FP-0B,
falls Q der FuBpunkt des Lotes von P auf die Leitlinie ist. FP ist der Radius
vektorz, und esistQP=LP" =p+FP'=p-+7r cos ¢ fiir jedes p, das der Be-
dingung 0 < ¢ <27 geniigt. Daher folgt:

p

7=p+7COS(p, oder 7’=’*1qu).

Damit ist die Gleichung der Parabel gefunden, die in der Tat die Form der
Gleichung der Ellipse oder Hyperbel hat fiir e=1.

57. Satz: Die Gleichung der Parabel in Polarkoordinaten lautet:

r=—"P s>,

1-cousg

wo der Pol im Bremnpunkt liegt und die Anfangsrichtung in die entgegengesetzte
Richtung des Lotes auf die Leitlinie fillt.
9
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Der Nenner von 7 ist nur null fiir ¢ =0, das heit fiir die Anfangsrichtung.
Fiir alle iibrigen Winkel ist der Nenner stets positiv; daher gibt es, da auch ¢
eine (positive) Lange ist, zu jedem ¢+0 ein bestimmtes ». Die Parabel muB so-
mit eine um den Brennpunkt herumgehende Kurve sein, die nach der Anfangs-
richtung hin offen ist, das hei3t sich mit zwei Armen ins Unendliche erstreckt.

Ihre Konstruktion ist einfach, da auf jedem Kreis mit dem Radius R >€—

um F zwei Parabelpunkte liegen, die auf ihm durch die Parallele zur Leitlinie
im Abstand R herausgeschnitten werden. Kennt man von einer Parabel geo-
metrisch die Leitlinie, die Symmetrieaxe und auBerdem die Linge $, so gibt es
je zwei Brennpunkte mit dem Normalabstand p von der Leitlinie, die beziiglich
der letztern symmetrisch liegen. Geht fiir den Beschauer die Leitlinie von unten
nach oben, so beschrinken wir uns in der Zeichnung stets auf den Fall, daf
der Brennpunkt rechis liegt. Die beiden Fille kann man, auBer durch Um-
klappung, auch durch Bewegung innerhalb der Ebene ineinander iiberfiihren.

Gehen wir jetzt zu rechtwinkligen Koordinaten iiber, so legen wir die
x-Axe in die Symmetrieaxe, mit derselben Richtung wie die Anfangsrichtung
des Polarkoordinatensystems. Damit werden in der allgemeinen Gleichung
zweiten Grades:

Ax24-2Bxy+ Cy2+2Dx+2Ey+F=0

schon B=0, E=0. Dagegen kann jetzt allgemein nicht mehr D zu null ge-
macht werden. Um dafiir F =0 zu machen, legen wir den Nullpunkt nicht in
den FuBpunkt L des Lotes von F auf die Leitlinie, sondern in die Mitte dieses
Lotes. Da dieser Punkt gleichweit von F und der Leitlinie entfernt ist, ist er

'
Q ¢
|
o 19
]
F r@i pr
Ll i
Ll O x

Fig. 87.

der Schnitt der Parabel mit der x-Axe. Da x=0, y=0 jetzt ein Punkt der
Parabel ist, wird wirklich F=0. Der gewahlte Punkt O heiBt der Schestel der

Parabel. Der Brennpunkt hat die Koordinaten g, 0. Fiir den allgemeinen Para-
belpunkt P wird nach der Vektorrechnung » cos ¢ =x— g (Figur 87). Setzt man

dies in # =27 cos ¢ ein, so folgt:

r=~§—+ X.



Die Parabel 131

Den Brennstrahl kénnen wir durch x allein berechnen. Jetzt muf3 noch » durch
%,y ausgedriickt werden. Der Pythagoriische Lehrsatz ergibt fiir das Dreieck
Fp'P:

73— (x— _,;_>2+ v,

(=g s = (g

yi=2px

sein, womit die Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten gefunden ist. Man
sieht, daB in der allgemeinen Gleichung zweiten Grades nicht nur B, E, F, son-
dern auch A4 null ist.

Die Durchfithrung des Grundproblemes: Gerade und Parabel beginnen wir
wieder mit den Parallelen zur y-Axe: x=gq. Fiir ihre Schnittpunkte mit der
Parabel muB3:

also muB:

oder ausgerechnet :

y=+v2pq

sein. Wir erhalten zwei reelle verschiedene Schnittpunkte fiir ¢ >0, die Tan-
gente in O fiir ¢=0 und zwei imaginire Schnittpunkte fiir ¢ < 0.
Ist die Gerade nicht parallel zur y-Axe, so darf man ihre Gleichung in der
expliziten Form:
y=nx-+q

annehmen, wo jetzt der Axenabschnitt auf der y-Axe mit ¢ bezeichnet wird,
da iiber p schon verfiigt ist. Fiir die Schnittpunkte P mit der Parabel gilt
die Bedingungsgleichung:

(nx+q)?=2px, oder n?x2—-2(p—ng)x+g2=0.

Wir unterscheiden die Fille:

1. n=0. Die Gerade ist parallel zur x-Axe, das heiit zur Symmetrieaxe;
die Bedingungsgleichung lautet:
2px—q2=0,

2
woraus sich, da $+0 ist, eine und nur eine Wurzel x=x,= 215 ergibt. Man sagt,

alle Geraden mit dem Richtungskoeffizient »= 0 haben asymptotische Richiung.
Sie besitzen einen einzigen Schnittpunkt P, :

-
P T2
Y=g

mit der Parabel.

2. n£0. Die Gerade hat #niché asymptotische Richtung, und die Bedingungs-
gleichung fiir x ist quadratisch. Ihre Diskriminante D hat den Wert:

D=4((p—ng)—n?g?)=4p(p—2ng).
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Im Falle D >0 haben wir zwei reelle Schnittpunkte P, und P,. Fiir D=0 ist
die Gerade Tangente an die Parabel, und ihr Schnittpunkt hei8t der Berithrungs-
punkt P,. Eine Gerade ist also stets Tangente, wenn p—2xng=0 ist. Im Falle
D <0 sind beide Schnittpunkte imaginir. Somit gilt, und zwar auch im Falle
der zur y-Axe parallelen Geraden, der:

58. Satz: Eine Gerade schneidet die Pavabel in einem Punkte, wenn sie asymp-
totische Richtung hat. Hat sie nicht asymptotische Richtung, so schneidet sie die
Parabel in zwei verschiedenen reellen Punkten, beriihrt sie oder schnetdetl sie in
zwet tmagindren Punkten.

In der hdhern Geometrie, die die uneigentlichen Elemente einfithrt, sagt man,
daB die Geraden mit asymptotischer Richtung die Parabel noch in ihrem
Schnittpunkt mit der unendlich fernen Geraden schneiden.

Ist die Gerade Tangente, also p=2ng, und P; mit den Koordinaten x,,y,
ihr Beriihrungspunkt, so ergibt die quadratische Gleichung fiir , die Doppel-
wurzel:
somit :

Y1=nx+g=2q.

Wie frither berechnen wir umgekehrt »,q aus #,,y,:

Yy
=5,

Die Bedingung p=2ngq lautet jetzt:
p= eal oder ¥2=2px
2x, b6l 1

ist also die Parabelgleichung fiir P,. Die Gleichung der Tangente wird:

Y1
2 M

y=L

T2

x+
oder mit y, erweitert und 24x, fiir y2 gesetzt:

1y =p(x+%,).

59. Satz: Ist P, mit den Koovdinaten x,, y, ein Parabelpunkt, so ist:

y1y=»{(x+ %)

die Gleichung der T angente im Beviihrungspunkt P,.

Dieser Satz gilt auch fiir die zur y-Axe parallele Tangente x=0im Scheitel
als Berithrungspunkt. Man kann die Tangente leicht konstruieren; denn ihr
Axenabschnitt auf der x-Axe ist: x=— x, (fiir y=0). Spiegelt man somit x,;
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an O, so erhilt man den Schnittpunkt der x-Axe mit der Tangente in P,

%l, kann also ebenfalls so-

(Figur 88). Der Axenabschnitt auf der y-Axe ist g=
fort konstruiert werden.

Im Falle D >0, #+0, haben wir die beiden verschiedenen reellen Schnitt-
punkte:
X=12x, X=2%,,

P
y=m, 2l y="9s,

und x,, %, sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung:

n2x:—2(p-—nq)x+49%=0, n+0;

Fig. 88.

daher muB nach Satz a) (Seite 99):

2 (pH—
Xy 4 xy— (ﬁnznq)

sein. Sind &,# die Koordinaten des Mittelpunktes M der Sehne P;P,, so ist
nach Satz 10:

&= ity _p-ng
2 ne ’

n=n§+q=w+q=£

n n

7 ist von ¢ unabhingig. Verschiebt man somit die Gerade parallel, so bleibt
»n und daher auch # unveridndert. M kann sich nur auf einer Parallelen zur
x-Axe bewegen. Wir wollen den Teil dieser Geraden von ihrem Schnittpunkt
mit der Parabel nach rechts (das heit nach der Richtung der x-Axe) einen
Durchmesser der Parabel nennen. Ein Durchmesser hat somit stets asympto-
tische Richtung. Dies gilt auch, fiir #=0, #=oc, das heiBt fiir die Parallelen
zur y-Axe:

60. Satz: Die Mitten paralleler Sehmen einer Parabel liegen auf esnem Duyck-
messer.
Ist umgekehrt y=19 :5—#0 die Gleichung eines Durchmessers, dessen (ein-

ziger) Schnittpunkt mit der Parabel die Abszisse x* hat, so ist:
ny=p(*+x*), n+0,



134 Kapitel III - Kurven zweiten Grades in der Ebene
die Gleichung der Tangente an die Parabel in diesem Punkte. Ihr Richtungs-

koeffizient ist %:n, somit der gleiche wie derjenige der Sehnen, die von dem

Durchmesser halbiert werden. Die Tangente ist also parallel zu diesen Sehnen.

61. Satz: Die Tangente im Endpunkt eines Durchmessers ist parallel zu den
Sehnen, die ev halbiert.

Auch dieser Satz gilt im Falle n=0.

Da man die Tangente in dem Endpunkte eines Durchmessers konstruieren
kann, kann man auch zu jedem gegebenen Durchmesser die Sehnen konstru-
ieren, die er halbiert.

Q 7
|
R )
t
|

Edl 'Yy

L 2o \JF_| «

~x, X;

Fig. 89.

Ohne Rechnung, allein aus Figur 89, 148t sich iiber die Tangente ein wich-
tiger Satz beweisen. Ist P; mit den Koordinaten x,, v, ein allgemeiner Parabel-
punkt, so ist nach Definition »=FP,=QP,, das Dreieck FP,Q also gleich-
schenklig. Seine Basis FQ trifft die y-Axe im Punkte R mit der Ordinate
¥/2,da OR:LQ=0F:LF=1:2ist. Ebenso ist RF:QF=1:2; daherist R die
Mitte von FQ. Da die Tangente in P, ebenfalls durch den Punkt R mit der
Ordinate y,/2 gehen muB, fallt RP, mit ihr zusammen. Nun ist RP; im gleich-
schenkligen Dreieck FP,Q die Verbindungsstrecke der Mitte der Basis mit der
Spitze, steht somit senkrecht auf der Basis FQ und halbiert den Winkel an der
Spitze P;. Letzteres gibt den

62. Satz: Die Tangente in einem Parabelpunkie P, halbiert den Winkel, den
der Brennstrahl von Py mit dessen Normalabstand von der Leitlinie bildet.

Die Normale in P, halbiert daher den Winkel, den der Brennstrahl von
P, mit dem Durchmesser in P, bildet. Liegt somit in F eine Licht- oder Warme-
quelle, die nach allen Seiten geradlinige Strahlen aussendet, und ist die Parabel
vollkommen, das heiBt nach den physikalischen Gesetzen reflektierend, so da
Ein- und Ausfallwinkel gleich sind, so werden simtliche Strahlen durch die
Parabel in parallele Strahlen reflektiert. Umgekehrt, wenn zur Symmetrieaxe
parallele einfallende Licht- oder Warmestrahlen durch die Parabel vollkommen
reflektiert werden, so sammeln sie sich im Brennpunkt,
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Ist ein beliebiger Punkt Py:

P, { x=1x,,
¥y=>%0,

gegeben, und sucht man alle Tangenten, die man von P, an die Parabel legen
kann, so nehmen wir an, es existiere eine solche mit dem Berithrungspunkt:

=1,

P
%y=h-

Die Gleichung der Tangente ist:

Nny=p*x+x),
und da sie durch P, geht, muB:

Y1Yo=2 (%o+ %)
erfiillt sein. AuBerdem liegt P; auf der Parabel, woraus:
yi=2px%

folgt. Die Koordinaten x,,y, sind daher eine gemeinsame Lésung der beiden
Gleichungen:
Yoy =1 (*+ %),
y2=2px.

Umgekehrt ergibt jedes Losungspaar der beiden Bedingungsgleichungen die
Koordinaten des Beriihrungspunktes einer Tangente von P, aus. Die erste Be-
dingungsgleichung ist linear, also die Gleichung einer Geraden, die man die
Polare zum Pol P, nennt. Auf ihr liegen alle Berithrungspunkte (Figur 90).

Fig. 90.

Damit ist das Problem auf das schon gelste zuriickgefiihrt, den Schnitt der
Polaren mit der Parabel zu bestimmen. Ist Py ein Parabelpunkt, so ist seine
Polare die Tangente in P, Die Polare hat fiir keinen Punkt asymptotische
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Richtung. Also schneidet sie die Parabel stets in zwei verschiedenen reellen
Punkten, beriihrt sie, oder schneidet sie in zwei imaginiren Punkten. Man
iiberzeugt sich leicht, daB der erste Fall eintritt, wenn P, im AuBern der
Parabel liegt, das heiBt in dem Ebenenteil, der F nicht enthilt; der letzte tritt
fiir die Punkte im Innern der Parabel ein, das hei3t in dem Ebenenteil, der
F enthilt. Ist P§ ein Punkt der Polaren von P, also:

Yo¥s =1 (%5 + %),
wo %% y¥ die Koordinaten von P§ sind, so ist:
Yo y="»(x+x3)

die Gleichung der Polaren von P§¥. Diese geht aber durch P,, da die Bedingung
hierfiir identisch ist mit der Bedingung, daB P§ auf der Polaren von P, liegt.
Daraus folgt:

63. Satz: Durchliuft ein Punki eine zur Symmetricaxe der Parabel nicht
parallele Gerade, so dreht sich seine Polare um den Pol der Geraden.

In der Tat sieht man sofort, daB jede nicht zur x-Axe parallele Gerade
Polare eines bestimmten Punktes als Pol ist. In der Adhern Geometrie haben die
zur x-Axe parallelen Geraden einen Punkt der unendlich fernen Geraden als Pol.

§ 5. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades

Wir kénnen jetzt das Hauptproblem dieses Kapitels 16sen: Welches sind alle
Kurven, die durch die allgemeine Gleichung:

f(x,v) =Ax24+2Bxy+Cy*+2Dx+2Ey+F=0

dargestellt werden? Nach den bisherigen Resultaten miissen sich unter ihnen
jedenfalls Kreise, Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln finden. Das Ziel ist, zu
beweisen, daB es keine weiteren mehr gibt.

Die Methode zum Beweise dieses Satzes findet sich in der Berticksichtigung
der Tatsache, daB die Gleichungen der genannten Kurven bisher stets auf
Symmetrieaxen als Koordinatenaxen bezogen wurden. Hitten wir ein be-
liebiges Koordinatensystem zu Grunde gelegt, so wiren die Gleichungen auch
viel komplizierter ausgefallen. Irgend zwei Koordinatensysteme hingen mit-
einander durch die Koordinatentransformationsgleichungen zusammen. Falls
unser Satz richtig ist, miissen wir daher umgekehrt aus der allgemeinen Glei-
chung durch Anwendung von Transformationsgleichungen riickwirts die ein-
fachern Gleichungen, die auf Symmetrieaxen bezogen sind, finden kénnen. Dies
haben wir im einzelnen durchzufiihren.

Wir haben frither gesehen, daB3 der Nullpunkt dann und nur dann Sym-
metriemittelpunkt ist, wenn bei Vertauschung von x,y mit —x,—y die Glei-
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chung der Kurve ungeindert bleibt, wenn also D=E =0 ist. Wir versuchen da-
her, ob wir nicht durch eine passende Translation:

¥ =x—a, Kt x=x"+a,
y'=y—b, respektive y:y’+b,

wobei 4,b, die Koordinaten des neuen Nullpunktes 0’, noch zu wihlen sind,
erreichen kénnen, daB die Koeffizienten von #’, ¥’ in der neuen Gleichung null
sind. Nun wird:

fxy) =/ +ay+b)=4(x'+a)*+2B(x' +a)(y' + )+ C(y' +0)*+
+2D(x'+a)+2E (¥ +b)+F=0,
oder geordnet:

J(x,y)=Ax'2+-2Bx'y' +Cy'*4+2(da+ Bb+D)x'+2(Ba+Cb+E)y' +

+/(a,b)=0.

Soll somit 0’ Symmetriemittelpunkt sein, so muf:
Aa+Bb+D=0,
Ba+Cb+E=0,

werden. Wir miissen die beiden Fille unterscheiden:
I. AC— B2%0. Die GroBe AC — B2 ist algebraisch die Determinante A:

A B

A - l
des Systems der beiden linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten a,b. Eli-
miniert man b respektive 4 aus den Gleichungen, so folgt:

Aa= EB—-DC,
Ab=—FEA+DB.

Wir erhalten somit im Falle 4+0 eine und nur eine Lésung 4,5, fiir die die
Gleichung der Kurve im neuen Koordinatensystem lautet:

Ax'2+2Bx'y' +Cy'2 =L, L=—f(a,b).

Wir nennen sie die Mittelpunkisgleichung der Kurve, da O’ jetzt ihr Sym-
metriemittelpunkt ist. Im Falle I besitzt die Kurve somit stets einen solchen.
Ist B=0, so sind auch die x’- und y’-Axe Symmetrieaxen. Ist B+0, so ver-
suchen wir, ob durch Drehung des Koordinatensystems um den Winkel ¢, wo
0<@<2x sein muB, nicht erreicht werden kann, daB in der Gleichung be-
ziiglich des gedrehten Systems B=0 wird. Sind x”’, ¥’ die neuen Axen, so lau-
ten die Transformationsgleichungen der Drehung um ¢ (Figur 91):

17 ’ ’ . ’ 7 1 I
X=X COS@-+¥ sin . x'=x"cos@g—7y sin
gy sme, respektive L #

y"'=—x"singp+y’ cose, y'=x"sing +y" coseg.
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Die Mittelpunktsgleichung hat fiir x"’, y’* die Gestalt:
Alx112+2 lelly’I+C’yl’2=L,
wo:
A'= A cos? p+2B cosg sing+C sin? g,
B’'=— A4 cos g sin p+ B{(cos? ¢ —sin? ¢)4-C cosg sin g,
C'= Asin®p—2Bcospsing+C cos? g

" y
y ¥

/OI&

a \ >X

ol \

Fig. 91.

ist. Damit B’ =0 wird, muB daher ¢ so gewihlt werden, daB:
—~(A—C) cosg sin g+ B(cos? ¢ —sin? ¢) =0

wird. Um ¢ hieraus zu berechnen, erweitern wir mit 2 und fiithren den doppelten
Winkel 2 ¢ ein:

—(A—C)sin 2¢+2B cos 2¢=0,
woraus:

2B
tg2¢=7—¢

folgt. Diese Formel gilt auch fiir 4 =C, da dann cos 2¢=0 sein muB. In jedem
Fall ist, da B+0 ist, 2¢ zwischen 0 und 7, also ¢ zwischen 0 und —273 bestimmt.

1L

Die Gleichung der Kurve, bezogen auf das %"’ y"-Koordinatensystem, lautet

jetzt:
A'x”2—l— Cly’lzzL‘

Nun gilt, wie eine elementare Ausrechnung zeigt, fiir einen beliebigen Winkel ¢
die Identitit:
A'C'—B'*=AC—- B

Speziell wird fiir den Winkel ¢, der B’=0 bewirkt:
A'C'=A4C— B%+0.

Daher sind A" und C' nicht null fiir den betreffenden Winkel ¢. Dieses Resultat
ergibt fiir die Diskussion nur folgende Unterfille:
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1. L=0. Die Gleichung der Kurve lautet:

Alx112+ Cly112= O,

" __ l/ A,
y _'i —?x)

ergeben, die die Gleichungen von zwei durch O’ gehenden Geraden sind. Sie
sind dann und nur dann reell, wenn A’ C'<0 ist (Figur 92). Unsere Kurve be-
steht somit aus zwei sich schneidenden Geraden, die im Falle A'C'< 0 reell, 1m
Falle A'C'>0 konjugiert imagindr sind. In letzterm Falle gibt es nur den
einen reellen Punkt x"'=0, ¥” =0, der die Kurvengleichung befriedigt.

woraus sich zwei Losungen:

Fig. 92.

2. L40. Man schreibt die Gleichung in der Form:

Alx//z Cl 72
I +—5——1=0.

Ist:

a) A'C'>0, so besitzen A’ und C’ gleiches Vorzeichen. Haben beide das
entgegengesetzte Vorzeichen von L, so gibt es keine reellen Punkte, die der
Gleichung gentigen. Haben aber beide das Vorzeichen von L, so erhilt man
eine Ellipsengleichung, deren Halbaxen a,b durch:

gegeben sind (Figur 93). Im speziellen kann die Gleichung, wenn a=1b ist,
eine Kreisgleichung sein. FaBt man die erste Moglichkeit als eine imaginire
Ellipse oder einen imaginiren Kreis auf, so kann man sagen, daBl im Falle
A4’C">0 die Kurve stets eine Ellipse (inklusive Kireis) ist. Ist aber

b) A’'C’<0, so besitzen A’ und C’ verschiedenes Vorzeichen. Man setzt:

A’ 1 C’ 1
7 —i—a—g, TZ:FF’
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wobei das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn A’ und L gleiches Vorzeichen
haben, das untere, wenn sie verschiedenes Vorzeichen haben. Dann lautet die
Gleichung der Kurve:

772 2
+i o F i —1=0
Sie stellt uns stets eine Hyperbel dar mit den Halbaxen a,b. a ist die reelle
Halbaxe bei dem obern, und die imaginire Halbaxe bei dem untern Vorzeichen.

Damit sind alle Moglichkeiten erschopft, und wir sehen zusammenfassend,
daB sm Fall I fiir A'C'=AC— B%*>0 als reelle Kurven eine Ellipse (inklusive
Kreis), fiir A'C'=AC— B2<0 eine Hyperbel (inklusive zwei sich schneidende
Geraden) erhalten werden.

II. AC— B2=0. In diesem Falle lassen sich «,b nicht eindeutig aus den
beiden Gleichungen berechnen. Die Kurve hat keinen oder unendlich viele
Symmetriemittelpunkte. Wir versuchen jetzt, falls B40 ist, statt durch Trans-
lation, durch Drehung des xy-Koordinatensystems die allgemeine Gleichung
zweiten Grades zu vereinfachen. Setzen wir die Transformationsgleichungen
der Drehung um ¢:

x=2x"cos p—y'sin g,
y=2x"singp+ 9y’ cos g,

in der allgemeinen Gleichung ein, so nimmt sie die Gestalt an:
flx,v)=A"x"2+2B' %2’y +C'y'242D'x'+2E'y' + F =0,
wo A’, B’,C’ genau die Abkiirzungen des Falles I (Seite 138) und:

D'= Dcosg+Esing,
E'=—Dsing+E cos g,

sind. Wir fragen, ob wir g nicht sowdhlen kénnen, dal B’ =0 wird ? Dies hat den
Vorteil, daB wegen unserer frithern Identitit:

A'C'—B?2=AC—-B?

auch A’C’— B2, also A’ oder C’ null sein miissen, so dal unsere allgemeine
Gleichung bedeutend vereinfacht wird. Die Gleichung B'=0 oder:

—(A—C) cosg singp+ B(cos? p—sinZ ¢)=0
dividieren wir durch cos?¢ und erhalten:
—(A-C)tgp +B(1—tg2¢)=0, oder Btg2¢p+(4—C)tgep—B=0.

Die Diskriminante 4 der quadratischen Gleichung in tg ¢ ist, da AC = B? sein
muB:

A=(A—-C)2+4B2=(A4—C)?+44C=(4+C)2
Somit erhalten wir die beiden Wurzeln:

—A4-C)f4+C
- —U=ggura
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das heisst:

tg<p=—%und tg<p=%,B:k0.

Nehmen wir etwa die erste Wurzel, setzen also:

A
thQ: —’E, B#O,

s0 ist damit ein fester Winkel ¢ gegeben, der den Bedingungen 0< ¢ <z und
QF % geniigt. Fiir denselben wird auch A’=0, da wegen AC = B2:

A'=A costp+2B cos g sin ¢+ C sin?p=cos?p(4+2B tg ¢+ C tg2¢)
= cos? (A—2B£+C£)=O
- 4 B B2

wird. Die allgemeine Gleichung in bezug auf das gedrehte x’y’-System lautet
jetzt:
C'y'24+2D'x'+2E'y' +F=0.

Ist schon B=0, so ist A oder C null. Im ersten Fall hat die Gleichung dasselbe
Aussehen in bezug auf das xy-Koordinatensystem. Im zweiten Fall muf3 die
Rolle von x und y vertauscht werden. Wir diirfen daher in jedem Falle die Glei-
chung in der erhaltenen Form annehmen. Die Diskussion ergibt die Unterfalle:
1. C'=0. Die Gleichung ist linear und stellt eine Gerade dar. Wir schlieBen
diesen Fall aus.
2. C’+0. Wir dividieren die Gleichung durch C’ und schreiben:

y'24+2dx'+2ey +f=0.

Dies ergibt folgende Unterfélle:
a) d=0. Die Gleichung enthilt x’ nicht und ergibt fiir y’ zwei Wurzeln:

y'=—e 1A/ T,
Yy

Fig. 94.

Sind beide reell und verschieden, so stellen uns die beiden Gleichungen zwei
zur x'-Axe parallele Geraden dar (Figur 94). Sind die Wurzeln gleich, also
e2=}, so erhalten wir eine zur x’-Axe parallele und doppelt zu zihlende Gerade.
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Sind die beiden Wurzeln konjugiert komplex, so erhalten wir zwei konjugiert
imaginire Geraden.
b) d+0. Wir machen die Translation (Figur 95):

r__ 52_‘/
¥=xt g

y1= y// —e.

Fig. 95.

Der neue Koordinatenanfangspunkt O’ hat die Gleichungen:
et—f

24’
—e,

ol*=

y'=

und die Gleichung der Kurve in bezug auf das x"y’’-Axensystem lautet:
Y= 24x", d+0.

Dies ist eine Parabel mit dem Parameter p=—d. Je nachdem & negativ oder
positiv ist, liegt die Parabel auf der Seite der positiven oder negativen x’’-Axe.

Damit sind alle Méglichkeiten erschopft, und wir erhalten im Falle IT stets
eine Parabel oder zwei parallele (oder zusammenfallende) Geraden. Letztere
besitzen unendlich viele Symmetriemittelpunkte, nidmlich alle Punkte, die
entgegengesetzt gleichen Abstand von den beiden Geraden haben und somit
selbst auf einer Geraden liegen.

Wir fassen die beiden Fille durch den Hauptsatz zusammen:

VI. Hauptsatz: Die¢ allgemeine quadratische Gleichung:

f(x,v)=Ax24+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0

stellt eine Ellipse (tnklusive Kreis) dar, falls A C— B> 0 ist; eine Parabel, wenn
A C— B2=01st, und eine Hyperbel, wenn A C — B2 0 ist. Dabei kann die Parabel
in zwei paraliele oder zusammenfallende Geraden, die Hyperbel in zwei sich
schneidende reelle oder konjugiert imagindre Geraden ausarten, und auPerdem sind
imagindre Ellipsen oder Kreise und imagindre parallele Geraden moglich.

Bekanntlich bezeichnet man die im VI. Hauptsatz genannten Kurven als
Kegelschnitte und ihre Ausartungen. Zwischen diesen und den Gleichungen zwei-
ten Grades besteht daher eine umkehrbar eindeutige Beziehung. Damit ist das
Ziel dieses Kapitels erreicht.
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Kapitel IV.

DIE RAUMFLACHEN ZWEITEN GRADES

Die Fragestellung, die wir im III. Kapitel in der Ebene behandelt haben,
wollen wir in diesem Kapitel auf den Raum iibertragen. Im II. Kapitel sahen
wir, daB zwischen den linearen Gleichungen von drei Variablen und den Ebenen
im Raum eine umkehrbar eindeutige Beziehung besteht. Welches sind alle
Raumflichen, die durch die ndchst kompliziertere Gleichung, nimlich die
quadratische Gleichung von drei Variablen:

f(%,v,38) =Ax*+ By*+ Cz24-2Dxy+ 2Ex2+2Fy2+2Gx+2Hy+2]z4+ K=0

dargestellt werden? In den nichsten Paragraphen werden wir Typen von sol-
chen Fliachen besprechen, die eine quadratische Gleichung besitzen. Das Ziel
ist, zu beweisen, daB damit alle Flichen zweiten Grades erhalten sind. Wir
werden diese Umkehrung allerdings wegen der vielen auftretenden Unterfille
nicht mehr beweisen, sondern nur noch aussprechen. Man fithrt den Beweis mit
denselben Methoden wie im ebenen Falle, indem man durch Koordinatentrans-
formation die allgemeine Gleichung auf diejenigen einfachen Fille zuriickfiihrt,
bei denen Koordinatenebenen zu Symmetrieebenen werden.

§ 1. Die Zylinderfldche zweiten Grades

Wir stellen die Zylinderflichen an die Spitze, weil wir iiber sie einen Satz
beweisen werden, den wir in den folgenden Paragraphen stindig benutzen
miissen. Wir nehmen an, in der allgemeinen quadratischen Gleichung von drei
Variablen fehle die eine Variable, etwa z. Sie hat somit die gleiche Gestalt wie
die im letzten Paragraphen des III. Kapitels betrachtete Gleichung:

f(x,9) =Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+ F=0,

und stellt nach Hauptsatz VI. in der xy-Koordinatenebene unseres Raum-
koordinatensystems einen Kegelschnitt oder dessen Ausartungen dar (Figur 96).
Errichten wir in jedem seiner Punkte die Gerade parallel zur z-Axe oder senk-
recht auf der x y-Ebene, so besitzen alle Punkte dieser Senkrechten einen Punkt
des Kegelschnittes als Normalprojektion auf die x y-Ebene. Darum befriedigen



144 Kapitel IV - Die Raumflichen zweiten Grades

die Koordinaten dieser Punkte die Gleichung f(x,y)=0. Andere Punkte des
Raumes kénnen dagegen die Gleichung nicht befriedigen; denn ihre Projek-
tionen auf die xy-Ebene wiirden nicht in den Kegelschnitt fallen. Daraus er-
kennen wir, daB sich die Zylinderfliche aus einer unendlichen Schar von Ge-
raden zusammensetzt, die alle parallel sind und auf einer zu ihnen senkrechten
Ebene einen Kegelschnitt (oder die Ausartung eines solchen) ausschneiden.
Man sagt, die Fliche entsteht durch Parallelverschiebung einer Geraden.
Sie ist eine Regelfliche, und zwar eine spezielle Regelfliche, weil die Be-
wegung nicht allgemein ist, sondern die Gerade stets parallel zu der vorher-
gehenden Lage bleibt. Jede durch Parallelverschiebung einer Geraden erhal-
tene Regelfliche heiBt eine Zylinderfliche. Wegen der zweiten Eigenschaft,
da die Geraden auf einer zu den Geraden senkrechten Ebene einen Kegel-
schnitt herausstechen, nennt man unsere Zylinderfliche vom zweiten Grade.

Fig. 96.

Die Geraden der Zylinderfliche heiBen die Evzeugenden des Zylinders. Jede zu
den Erzeugenden senkrechte Ebene ist Symmetrieebene des Zylinders. Neben
diesen unendlich vielen Symmetrieebenen besitzt die Zylinderfliche noch
Symmetrieebenen, die durch die Symmetrien des Kegelschnittes bedingt sind.
Zum Beispiel nennt man die Fliche:

x2_|_ yZ_R2:0

einen Kreiszylinder, und alle durch die z-Axe gehenden Ebenen sind hier Sym-
metrieebenen.

Um allgemein Fliachen zu studieren, werden wir sie mit Ebenen schneiden,
die parallel zu einer Koordinatenebene sind, und hierauf die Schnittkurven
diskutieren. Aus letztern kann man die Flidche wieder zusammensetzen. Beiden
Zylinderflichen kommen in erster Linie die Schnitte parallel zur xy-Ebene in
Frage. Alle diese Schnittkurven miissen mit dem Kegelschnitt in der xy-Ebene
kongruent sein; sie sind nur parallel verschoben. Wir haben daher den

64.8atz: Die Zylinderflichen zweiten Grades werden von allen auf ihven Ev-
zeugenden senkrechten Ebenen tn kongruenten Kegelschnilien geschnitien.
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Die ebenen Schnitte parallel zur yz-Ebene werden durch x=a gegeben, wo
a eine feste Zahl ist. Wir erhalten den zu x=a gehorenden Schnitt, indem wir
denjenigen der Geraden x=a mit dem Kegelschnitt f(x,¥) =0 in der xy-Ebene
bestimmen. Dieses Problem ist im letzten Kapitel véllig gelost worden. Nehmen
Wwir an, es existiere ein reeller Schnittpunkt:

x=a, .
P { vy Hab=0,
so liegen auch alle Punkte der Erzeugenden in P sowohl auf der Ebene x=a
wie auf dem Zylinder. Daher schneidet jede Ebene x=a die Zylinderfliche
entweder in keinen reellen Punkten oder in Erzeugenden. Ist die Gerade x=a
Tangente an den Kegelschnitt, so hei3t die Ebene x=a Tangentialebene. Sie

berdihrt die Zylinderfliche lings der ganzen Erzeugenden durch P.

Von besonderer Bedeutung ist der oben definierte Kreiszylinder. Denn die
Gerade, deren Bewegung parallel zur z-Axe den Kreiszylinder erzeugt, behilt
ihren Normalabstand zur z-Axe. Man kann den Kreiszylinder somit durch
Rotation einer Geraden um eine zu ihr parallele zweite Gerade erhalten denken.
Eine Fliche, die durch Rotation einer ebenen Kurve um eine Gerade in ihrer
Ebene erzeugt wird, heiBt eine Rotationsfliche. Der Kreiszylinder ist daher ein
Rotationszylinder, und zwar der einzige seiner Art.

§ 2. Die Kugel

Die Kugel ist die einzige Fliche zweiten Grades, die wir geometrisch und
nicht analytisch definieren wollen: Alle Punkie des Raumes, die von einem festen
Punkt, dem Mittelpunkt oder Zenirum, gleichen Abstand haben, liegen auf einer
Kugel. Der feste Abstand heiBt der Radius R > 0 der Kugel. Aus der Definition
ergibt sich, daB der Mittelpunkt Symmetriemittelpunkt, und daB alle Ebenen
durch ihn Symmetrieebenen sein miissen. Letztere schneiden die Kugel in
einem Kreis mit dem Radius R, weil auf ihr die Definition der Kreispunkte vom
ersten Paragraphen des letzten Kapitels mit der Definition der Kugelpunkte
tibereinstimmt. Da durch jeden Raumpunkt P+0 ein Vektor r=0P gegeben
ist, wo O das Zentrum der Kugel sei, so hat fiir alle Kugelpunkte der Vektor ¢
dieselbe Lange |r|=R; fiir die Punkte des Aupern der Kugel ist |t|> R, fiir
diejenigen des Innern |r|<R. Man kann daher sagen, daB ein allgemeiner
Punkt P auBerhalb, auf oder innerhalb der Kugel liegt, je nachdem:

>
[t|I=R

ist, wo r=0P bedeutet. Legt man in O ein rechtwinkliges Koordinatensystem,
so ist aber:
|v|2=x2+y2+4 22
10
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Daraus folgt:
65. Satz: Ein Punkt P mit den Koovdinaten x, vy, z liegt auferhalb, auf oder
innerhalb einer Kugel um den Nullpunkt des Koordinatensystems, je nachdem:
x24 y24 22— R? % 0

ist, wo R der Radius der Kugel ist.
Die GroBe d=x%+ y2+ 22— R? heiBt die Pofenz des Punktes P in bezug auf
die Kugel. Aus Satz 65 folgt, daBB d=0 oder:

x2+y2+22__R2:0

die Gleichung der Kugel ist. Sie ist wirklich vom zweiten Grade in x,v,z.

Da z=c¢ die Gleichung einer Ebene parallel zur x y-Ebene ist, erhalten wir
die Bedingung fiir die ebenen Schnitte parallel zur x y-Ebene, wenn wir z=¢
in die Gleichung der Kugel einsetzen:

224 92— (R%2—c%)=0.
Dies ist die Gleichung der Normalprojektion des Schnittes auf die xy-Ebene.

Fig. 97.

Da aber alle Projizierenden einen Zylinder, dessen Erzeugenden parallel zur
z-Axe sind, bilden, muB diese Projektion kongruent sein mit dem Schnitt selbst
(Satz 64). Wir déirfen daher sagen, dap x2+ y?— (R2—c%) =0 die Gleichung des
Schnittes selbst ist. Wir unterscheiden die drei Fille (Figur 97):

1. —R<c¢<R, oder ¢2< R?. Dann ist R*=+/R?—c? reell und:
224 y2— R¥2=0

die Gleichung eines Kreises mit dem Radius R*. Fiir ¢=0 ist R*=R, fiir
¢$0 ist 0< R*<< R. Man nennt Kreise auf der Kugel mit dem Radius R
Gropkreise. Alle Ebenen schneiden somit die Kugelin Kreisen, die nur im Falle,
daB die Ebenen durch den Mittelpunkt gehen, GroBkreise sind.

2. ¢c= } R oder ¢?= R?. Die Gleichung lautet:
x2+ y2=0
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und besitzt nur einen reellen Lésungspunkt =0, y=0. Man nennt die beiden
Ebenen Tangentialebenen an die Kugel, die die Kugel in x=0, y=0, 2= + R
berdihren; der Radius des Berithrungspunktes heiBit Berdhrungsradius. Da
derselbe in die z-Axe fillt, steht jede der Ebenen auf ihm senkrecht.

3.¢> Roder c< — R, das heiit c2>> R2. Jetzt ist R*= 3/c2— R? reell und

x2+ y2+ R*2—=0

die Gleichung des Schnittes. Sie hat keine reellen Lésungen, da R*>> 0 ist.
Die Ebene verlduft ganz auBerhalb der Kugel.

Zusammenfassend kénnen wir sagen, eine Ebene schneidet eine Kugel
in einem Kreise, beriihrt sie in einem Punkte oder verliuft ganz auBerhalb
von ihr, je nachdem das Quadrat ihres Normalabstandes |¢| vom Mittelpunkt
% R2%ist. Diese Resultate haben wir nur fiir die zur x y-Ebene parallelen Schnitte
bewiesen; wir kénnen sie aber sofort auf eine beliebige Ebene ausdehnen. Denn
sind &;,7;,{5 die Richtungskosinusse der Normalen z’ der Ebene gemi8 ihrer
HzssEschen Normalform, so kénnen wir in der durch O gehenden Parallelebene
ein rechtwinkliges x’y’-Koordinatenkreuz so wihlen, daB3 «’,y’,2’ ein Dreibein
bilden. Sind &;,%,,{; die Richtungskosinusse der neuen x’-Axe, &,,75,,{, die-
jenigen der neuen y’-Axe, so lauten nach den Formeln von Seite 71 die Trans-
formationsformeln so:

x=& X+ &y + &2,
Y=+ 1y + 057,
z=012"4+ 5oy + (37,

und die Gleichung der Kugel behilt wegen der zwischen den &,7, { bestehenden
Beziehungen (S. 70) die Form:

22492 2 R2=0.
Jetzt kénnen wir wie oben die Parallelschnitte zur x’y’-Ebene untersuchen
und finden fiir jede Ebene den Satz:

66. Satz: Eine Ebene schneidet eine Kugel vom Radius R in einem Kreis,
beriihrt sie in einem Punkie oder verliuft auBerhalb von ihr, je nachdem ihr Noy-
malabstand von dem Zentrum der Kugel é R ist.

Im mittlern Falle heiit die Ebene Tangentialebene. Fiir sie gilt der

67. Satz: Die Tangentialebene in einem Punkt der Kugel steht senkrecht auf
dem Beriihrungsradius.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man leicht die Gleichung der Tangentialebene
im Kugelpunkt:

x=2%,
P iy=y,
z=12

als Beriihrungspunkt herleiten. Denn der Vektor 0-§1 hat die Linge R und die
Richtungskosinusse:
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Wegen Satz 67 ist er der Normalvektor auf der Tangentialebene in P;. Die
HEesskEsche Normalform der letztern muB somit:
il Y Eel A, R=
A Ay R=0
sein. Erweitert man sie mit R, so ergibt:

2,8+ y,v+ 22— R?2=0,
wo:
#i+yi+a-R*=0

sein muB, die Gleichung der Tangentialebene in P;.

Ist:
X=1x,,
Py y=19,,
2= 2,

ein beliebiger von O verschiedener Punkt, so kann man nach allen Tangential-
ebenen fragen, die man durch ihn an die Kugel legen kann. Existiert eine solche
mit dem Berithrungspunkt:

x=12%,
Py y=y1,
2=z,

so ist:
x4+ Y1y +2.2— R*=0

die Gleichung der Tangentialebene, und da sie durch P, gehen soll, muf3:

%1 X0+ Y1 Yo+ 21Z0— R?=0
sein. Da auBerdem x,,y,,2; der Kugelgleichung geniigen, so miissen diese Ko-
ordinaten gemeinsame Losungen der beiden Gleichungen:

XoX+ Yoy +202— R2=0,
x2+ y2+22—-R2=0

sein. Umgekehrt ergibt jede gemeinsame Losung den Berithrungspunkt einer
Tangentialebene durch P, an die Kugel. Die erste Gleichung ist linear, also
wegen Py+0 die Gleichung einer Ebene, die die Polarebene zum Pol P, heiBt.
Das Problem ist zuriickgefithrt auf dasjenige des Schnittes der Polarebene mit
der Kugel, das in Satz 66 gelost wurde. Um die Lage der Polarebene fest-

zulegen, bringen wir ihre Gleichung auf die HEssEsche Normalform, indem wir
sie durch 7y=1/ a2+ y2+ 22 dividieren:

Fogp Yoy o, Rp_
70x+70y+702 1’oR 0.
7o ist die Liange des Vektors r0=0_ﬁ0; seine Richtungskosinusse sind:

_ %0 _ Yo _ %
& 70:770 70:50 Yo
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Dies sind die ersten drei Koeffizientender HEsseschen Normalform der Ebene ;da-
her muB r,auf der Ebene senkrecht stehen, und die Polarebene muB den Normal-

abstand 7£R vom Nullpunkt haben. Ist Py auBerhalb der Kugel, also 7,> R,
0
so ist rER < R;ist 7=R, so ist ?Rz R,und ist P, innerhalb der Kugel, also
0 0
7o < R, so ist 7£R> R. Somit ergibt Satz 66 den
)

68. Satz: Die Polarebene steht senkyecht auf dem Radiusvektor des Poles. Ste
schneidet die Kugel in einem Kreis, beriihrt sie oder liegt ganz auBerhalb der Kugel,
je nachdem der Pol aupBerhalb, auf oder innerhalb der Kugel liegs.

Liegt P, auBerhalb der Kugel, so erhalten wir einen reellen Schnittkreis
mit der Kugel. Jeder Punkt desselben ist Beriihrungspunkt einer Tangential-
ebene durch P, an die Kugel. Verbinden wir alle seine Punkte mit Py, so er-
halten wir einen aufrechten Kreiskegel (Figur 98), da der Schnittpunkt von r,mit
der Polarebene den Mittelpunkt des Kreises ergibt. Dieser Kreiskegel ist die
Enveloppe aller Tangentialebenen durch Py an die Kugel. Die Erzeugenden des
Kreiskegels sind Tangenten an die Kugel.

Betrachtet man mehrere nicht konzentrische Kugeln, so kann der Null-
punkt nicht in jedem Mittelpunkt liegen. Wir miissen deshalb auch die allge-
meine Gleichung der Kugel herleiten, deren Mittelpunkt ein beliebiger Punkt
(Figur 99):

x=a,

M ' y="0,

z2=c

ist. Dieser Fall wird zuriickgefithrt auf den frithern, indem man die Trans-

lation:

X =x—a, x=x"+a,
y'=y—b, oder y=1v'+b,
2'=z—c, 2=z +c
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mit dem neuen Koordinatenanfangspunkt M/ und den neuen Axen x',y’,2" aus-
fithrt. Im neuen System lautet die Kugelgleichung:

'3+ y'24+ 22— R2=0,
oder, wenn man hier die alten Koordinaten wieder einfiihrt:
(5—a)*+ (y—b)2+ (2—)2— R2=0),

welches die allgemeine Kugelgleichung ist. 1.ost man die Quadrate auf, ordnet
und erweitert mit 4A+0, so kommt:

Alx2+ 92428+ Ax+ By+C2+ D=0, 240,
WO
A=-2%a, B=~22b, C=—24¢c, D= 2(a2+b%+c2— R?

gesetzt ist. Algebraisch ist sie vom zweiten Grade in x, v, 2, wobei die Quadrate
der drei Variablen denselben Koeffizienten haben, und die Glieder xy,xz,yz
nicht auftreten. Umgekehrt stellt eine Gleichung mit diesen algebraischen
Eigenschaften stets eine Kugel dar, was wieder mittels der Methode der quadra-
tischen Evginzung bewiesen wird. Denn dividiert man die Gleichung durch 4+0
und addiert und subtrahiert die GréBe:

A2 BZ CZ
(24 (24 + @32
so folgt:
(v—a)*+ (y— )2+ (- )*— R*=0,
falls man:

_ B _ C __+ ANz B2 C\z D
a=—357 b-“ﬂ, c=—5 R_]/<2_A) +(—21) +(—2—};) -7

setzt. Dies ist aber eine Kugelgleichung mit den Koordinaten a,b,c des Mittel-
punktes und dem Radius R. Damit die Umkehrung allgemein giiltig ist, muf3
man imaginire Kugeln zulassen, deren Radius null oder imaginir sein kann.

Sind zwei nicht konzentrische Kugeln K, und K, mit den Gleichungen:

(Ky)
(K2)

it

(% —ay)?+ (y—by) 2+ (2— 1) * — RI=0,
(¥ —ag) 2+ (y —by) 2+ (z—¢y) *— RE=0

gegeben, und fragt man nach ihrem Schnitt, das heiBt ihren gemeinsamen
Punkten, so miissen diese auch die beiden Gleichungen:

(K1) =0, (K;)—(K5)=0
befriedigen, und umgekehrt sind alle Losungen der letztern auch solche der

erstern. Die Gleichung:

(Ky) — (K») 52(“2*”1)"+2(bz_b1)y+2(02-01)24'“%—‘“g‘}‘b%‘bg'f'cg_cg_
_Ri_[, R‘é:
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ist, da die Kugeln nicht konzentrisch sind, die Gleichung einer Ebene, der
Potenzebene der beiden Kugeln. Alle ihre Punkte haben gleiche Potenz in bezug
auf beide Kugeln. Das Problem ist damit auf das Problem zuriickgefiihrt, den
Schnitt der Potenzebene mit der Kugel zu bestimmen ; dieses ist durch Satz 66
vollig geldst, und man erhilt den

69. Satz: Zwei nicht konzentrische Kugeln schmeiden sich in esmem Krets,
beriihven sich oder haben keine reellen Punkte gemein.

Wie im Falle des Kreises kann man beweisen, daf3 die Potenzebenen von
drei nicht konzentrischen Kugeln, die nicht gleiche Richtung haben, demsel-
ben Ebenenbiischel angehéren.

§ 3. Die Kegel zweiten Grades

Alle durch eine Gleichung der Form:
f(x,9,2)=Ax24+ By?+C22+2Dxy+2Ex2+2Fyz=0

gegebenen Flichen heifen Kegel zweiten Grades. In der Gleichung fehlen die
linearen Glieder und das konstante Glied. Algebraisch nennt man eine solche
Funktion f(x,y,2) eine quadratische Form. Sie ist ganz und rational in %,y,z,
und jedes Glied der Summe hat in den Variablen dieselbe Dimension 2. Dies
bedeutet, daB man bei Ersetzung von #,y,z durch #x,¢y,tz, wo ¢ ein beliebiger
Parameter ist, in jedem Glied den Faktor ¢2 herausheben kann. Es ist also iden-
tisch in ¢:
[(tx,tv,t2) =13f (%,9,2).

z

Fig. 100.

Da man drei Variable hat, spricht man von einer ferniren quadratischen Form.
Was sagen diese algebraischen Eigenschaften geometrisch aus? Da das konstante
Glied nullist, ist sicherlich der Nullpunkt ein Punkt des Kegels. Nehmen wir an,
es gebe noch einen zweiten von O verschiedenen Punkt P, desKegels (Figur 100):

x=1%,
Py iy=y,,

2= 2;
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dann muB:
f(*,y12)=0

sein. Durch O und P,+0 ist eine Gerade gegeben, deren Gleichungen wir in der
uniformisierten Form:

x=1%y,
y=tyu
2=12

annehmen diirfen, wo ¢ alle reellen Zahlen durchliuft. Fiir einen beliebigen
Punkt dieser Geraden wird:

f(x,y,2)=F (2, y1,82) =3f (%1, 51,20 =0,

das heiBt alle Punkte der Geraden liegen auf dem Kegel. Man nennt sie eine
Erzeugende des Kegels, sie geht durch den Nullpunkt, der die Spitze des Kegels
heiflt. Jeder Punkt des Kegelsliegt auf einer Erzeugenden, und der Kegel ist wie-
der eine Regelfliche, deren Erzeugenden alle durch die Spitze gehen. Wir
untersuchen zuerst die ebenen Schnitte des Kegels parallel zur xy-Ebene, also
mit den Ebenen z=c. Die Gleichung:

H#,y,0)=0

ist die Gleichung der Projektion auf die xy-Ebene, also auch des Schnittes
selbst (Satz 64). Sie ist eine allgemeine Gleichung zweiten Grades in x,y, die
nach dem VI. Hauptsatze des letzten Kapitels einen Kegelschnitt oder dessen
Ausartungen darstellt, und zwar haben wir eine Ellipse (inklusive Kreise), eine
Parabel oder Hyperbel, je nachdem:

=
AB-D?*Z0

ist. Legt man umgekehrt fiir ¢+0 durch O und jeden Punkt dieses Kegel-
schnittes die Erzeugenden, so erhilt man den Kegel. Die Ausartungen ergeben
zwei verschiedene oder zusammenfallende Ebenen durch O, kénnen also auller
acht gelassen werden. In den iibrigen Fallen kann man durch die Methode der
Transformation des Koordinatensystems beweisen, dal der Kegel zwei auf-
einander senkrechte Symmetrieebenen besitzen muB, die man als xz- und
yz-Ebene wihlen kann. Da dann sowohl die Vertauschung von x in — %, als
diejenige von v in — y die Gleichung des Kegels nicht dndert, so miissen in ihr
D,E,F null sein. Die Gleichung hat dann die Gestalt:

Ax?+ By?2+ Cz?=0.

Es ist somit auch, die xy-Ebene Symmetrieebene. Da wir die Ausartungen aus-
geschlossen haben, kénnen A4, B,C nicht null sein. Sie kénnen auch nicht alle
drei dasselbe Vorzeichen besitzen, da wir sonst keine reellen Punkte auller der
Spitze erhalten wiirden. Wir setzen voraus, daBl etwa

A>0, B>0, C<0
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sei. Dividieren wir die Gleichung durch —C und setzen:

—+ C + C
e

so erhiilt die Gleichung die Gestalt:

xZ yZ
?4‘?—22:0.

a,b sind reell und positiv. Die Schnittkurven mit den Ebenen z—=c haben die
Gleichungen (Satz 64):

_* + ¥ 41—

(ca)® "~ (cb)® ’
sind somit Ellipsen mit den Halbaxen |c|a und |c|d, oder Kreise, falls a=b ist.
Das Verhiltnis der beiden Halbaxen ist stets gleich a:b, also fiir alle Ellipsen,
respektive Kreise gleich. Man nennt Kegelschnitte, fiir die das Verhiltnis der
Axen dasselbe ist, dhnlich. Kreise sind stets zueinander dhnlich. Wir haben da-

her den
70. Satz: Die zur xy- Ebene parallelen Ebenen schneiden den Kegel:

x2 y2
wTpE—#=0

fir atb in dhnlichen Ellipsen, und fir a=> in Kreisen.

Fig. 101,

Im Falle =0 nennt man den Kegel einen Rofationskegel oder Kreiskegel.
Man kann ihn dann durch Rotation einer durch O gehenden Geraden der x2-
Ebene um die z-Axe als Rotationsaxe entstanden denken. Ist @ der Winkel,

den die Gerade in der xz-Ebene durch O mit der z-Axe bildet, wo 0 < & <i2' sei,
und ist P der allgemeine Punkt der Rotationsfliche, so bildet auch OP mit
der 4 z-Axe den Winkel o (Figur 101). Es muf} dann:

z z

COSO=1TB] ~ X/atryr+a2

sein, also:
2

Z
cotg?w = Py
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und daraus folgt die Gleichung:
cotg?w (¥%2+ y?) —22=0,

also wirklich die Gleichung des Kegels mit a=b=tgw.

Wir betrachten jetzt die ebenen Parallelschnitte zur yz-Ebene, setzen somit
x=c; dann wird fiir c+0:
2 2
PP T 7
die Gleichung der Schnittkurve (Satz 64). Dies sind lauter Hyperbeln mit den
reellen Halbaxen ¢* und den imaginiren Halbaxen b*. Da b*:c*=5:1 von ¢ un-
abhingig ist, miissen alle Hyperbeln dhnlich sein, somit auch dieselben Asymp-
toten besitzen, da ja die letztern durch das Verhiltnis der Halbaxen bestimmt
sind. Fiir ¢=0, das heiBt fir die yz-Ebene selbst, artet die Hyperbel in diese
Asymptoten aus und wird zu zwei Erzeugenden des Kegels.
Von dem Grundproblem: Ebene und Kegel, wollen wir nur den Fall aus-
fithren, daB die Ebene durch die Spitze des Kegels, aber nicht durch die
z-Axe geht. Thre Gleichung hat dann die explizite Form:

Z=rx+SYy,

und der Schnitt mit dem Kegel wird durch:

iz+—y—2—(m—l—s 20, oder (r?— -5 %24+ 27sxy + I P

a? bz y) — a? xy b2 ye=
analytisch festgelegt. Diese Bedingung ist die Gleichung der Projektion des
Schnittes in die xy-Ebene. Wir unterscheiden die Fille:

1 . . c . . .
1. s2— 3z $0. Die Gleichung ist in dem Verhiltnis A=1y:x quadratisch;

ihre Diskriminante ist:

1 1 2 2 1
D=4<72s2—<72—?> <32—F>>=4<%+%—W).

Ist D> 0, so erhilt man zwei verschiedene reelle Wurzeln 4,, 4,, und die Pro-
jektion der Schnittkurve sind zwei Gerade y=A,x, y= A,x. Da die Schnitt-
kurve in der gegebenen, nicht projizierenden Ebene liegt, muB sie selbst aus
zwei Geraden bestehen. Ist D <0, so sind auBler O keine reellen Schnittpunkte
vorhanden. Ist D=0, so heiBt die Ebene Tangentialebene. Sie beriihrt den Ke-
gel lings einer Erzeugenden, deren Projektion in die xy-Ebene die Gleichung
y=Ax besitzt, wo A die Doppelwurzel der quadratischen Gleichung ist, also
wegen D=0 den Wert:
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besitzt. Wihlen wir auf dieser Erzeugenden einen beliebigen Punkt P,+0
mit den Gleichungen:

X=2x,
P iy=m,
2=z,

so miissen seine Koordinaten die Kegelgleichung, die Ebenengleichung und die
Bedingungsgleichung y,= Ax, erfiilllen, das heiBt, es muB:

x2
@ty A0
21=¥X%+SY,,
a¥ry,=b%sx,
sein. Aus ihnen rechnen wir umgekehrt 7,s aus. Die zweite und dritte Gleichung
ergeben unter Beriicksichtigung der ersten mittels der Eliminationsmethode:
Y1 %1

S=g5—,7= .
b2z’ atz

Setzt man diese Werte in die Gleichung der Ebene ein und erweitert sie mit
2y, so wird:

X Y1y
a2 + 12

b —22=0.

Die Bedingung D=0 lautet, wenn man in ihr ebenfalls #,s durch die gefun-
denen Werte ersetzt:

2 2
D=4+ 5= mg) = sl a+ H - ) =0,

b2 ' at  a%b? atb?z2\ a?

ist also die Kegelgleichung fiir P,. Letztere ist daher die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, daBl die Gleichung:

x;;v -+ yg2y —22=0
eine Tangentialebene ist.
1 1 . . . .
2. 52“7;7 =0, s= -+ 3 Die quadratische Gleichung hat stets zwei reelle

Lésungen:
1
x=0, und 27sy =— (72—?>x,
die nur dann zusammenfallen, wenn =0 ist. Im allgemeinen Fall haben wir
somit wie unter 1. zwei reelle Erzeugende als Schnittkurve; fiir =0 ist jede

der beiden Ebenen z=sy= 4+ % y Tangentialebenean den Kegel und beriihrt ihn

ineiner der Erzeugenden x=0,z= -+ -;—y. Ist P,+0 wieder ein beliebiger Punkt

dieser Erzeugenden, soist #,=0, 2, = £ 3 ¥1; alsowird zg:% erfiillt sein. Die

vorhin gefundene Gleichung der Tangentialebene gilt daher auch im Falle 2.
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§ 4. Das Ellipsoid

Alle Punkie des Raumes, deven Koordinaten die Gleichung erfitllen:

xZ y2 22

2 + ¥5l + i 1=0,
liegen auf einem Ellipsoid. Da die Gleichung bei der Vertauschung von x mit
— #, und entsprechend bei derjenigen von ¥ mit —y oder z mit —z ungeindert
bleibt, sind alle Koordinatenebenen Symmetrieebenen des Ellipsoides, und
daher die Koordinatenaxen Symmetrieaxen und der Nullpunkt Symmetrie-
mittelpunkt. Die positiven Zahlen «,b,c heiBen die Halbaxen des Ellipsoides.
Sind alle drei voneinander verschieden, wobei sie etwa so angeordnet seien, daf3
a>b>>c ist, so heiBlt das Ellipsoid dreiaxig. Sind alle Halbaxen gleich, so ist

das Ellipsoid eine Kugel mit dem Radius a=b=c¢. Man erhilt das Ellipsoid
durch eine dreimalige normale affine Abbildung aus der Einheitskugel:

%24 y2 422 —1=0,
wenn man die Koordinatenebenen als Affinititsebenen nimmt. Ist zuerst die
yz-Ebene die Affinititsebene, und setzt man:

x'=ax,

148t also y,z gleich und verindert nur die x-Koordinate im Verhiltnis a:1,
so geht die Einheitskugel in die Fliche:

x'2

aZ

+y2422—-1=0

iiber. Nimmt man entsprechend die xz-Ebene als Affinititsebene, setzt
y'=by

und 1aBt x',z ungeindert, so geht die letztere Fliche in:

PR
ﬁ+ Bt +22—1=0

tiber; schlieBlich erhilt man durch Wahl der xy-Ebene als Affinititsebene und

das Ellipsoid: Z'=cz
ATyt R
e + P 1=0.

Daraus schliet man, daB das Ellipsoid eine geschlossene, ganz im Endlichen
gelegene Fliche ist, die topologisch der Kugel homomorph ist. Bei der drei-
fachen affinen Abbildung gehen Ebenen in Ebenen und Tangentialebenen wie-
der in solche an die neue Fliche iiber, wobei die Berithrungspunkte sich ent-

sprechen. Ist:
x=2x,
Pl { Yy="5%,

2=z
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ein allgemeiner Punkt der Einheitskugel, und geht er durch die drei affinen
Abbildungen in Py iiber, so hat P; die Gleichungen:
2=x{=ax,
Py yy'=yi=by,
=zi=c2z.

Die Gleichung der Tangentialebene an die Einheitskugel in P, ist nach

Seite 148:

XX+ 9,y+2,2—1=0.

Fiihrt man in ihr mittels der Gleichungen:

N

x %1
T AT
y’ 91
1
Y=%: N=%>
’ ’
2 27
== 5H=—
c’ 17 ¢

die neuen Koordinaten ein, so erhélt man die Gleichung der Tangentialebene:

7, zl/
+8X LA -0

x 2
a2

im Punkte P; an das Ellipsoid. Da P; ein Punkt des Ellipsoides sein muB, be-
friedigen seine Koordinaten die Gleichung des letztern. Wir lassen die Striche
in der Bezeichnung wieder weg und erhalten den

71. Satz: Die Tangentialebene im Punkte P, mit den Koordinaten %y, y,, Z;
an das Ellipsoid:
xZ y2 22
PH + 7 + i 1=0
hat die Gleichung:

Xy X
a2

falls P, ein Punkt des Ellipsoides ist, also:
2 2 2
Apl+s-1=0
erfillt ist.
Von dem Grundproblem: Ebene und Ellipsoid betrachten wir wieder nur

die ebenen Parallelschnitte parallel zu den Koordinatenebenen. Die zur xy-

Ebene parallelen Ebenen:
z=C

ergeben als Gleichung des Schnittes (Satz 64):
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Wir unterscheiden:
2
1. —c<C<+c oder C*< 2 Es ist 1~ >0, somit

+
A=1/1-— g
c?
eine reelle positive GroBe = 1, und wir kénnen die Gleichung des Schnittes
so schreiben:

y?
Tt

D*z 1=0,

wo a* = Aa, b¥ = Ab ist. Sie ergibt wegen a*:b*=a:b lauter dhnliche Ellipsen,
mit den Halbaxen a*,b*. Da 1=1 sein muB, sind 4,5 die gr6Bten Halbaxen;
sie werden immer kleiner, wenn C? gegen ¢2? wichst. Ist a=b, so ist auch
a*=b*, und wir erhalten lauter Kresse.

2. C=+4c¢ oder C=—c¢, das heilt C?=c2, Die Gleichung des Schnittes

lautet: PLENPY
T

sie hat nur die eine reelle Losung x= 0, y=0. Die Ebene ist in jedem der beiden
Punkte x=0, y=0, 2= 4 Tangentialebene, wie aus Satz 71 hervorgeht.

3. C>c oder €< —c, das heit C2>c2, Wegen— 1> 0 ist:

A—V “1>0

reell und positiv, und die Gleichung der Schnittkurve:
x2 2
rEl + %2— +12=0

hat keine reellen Ldsungen. Die Ebene verlduft ganz auBerhalb des Ellipsoides.
Im Falle a=b (£ ¢) erhalten wir fiir C2<c¢2 lauter Kreise als Schnittkurven.
Man nennt das Ellipsoid dann ein Rotationsellipsoid. Der Schnitt des Ellipsoides
mit der xz-Ebene ist die Ellipse:
x| 22
Pl + i 1=0.
L4Bt man sie um die 2-Axe rotieren, so beschreibt jeder Punkt einen Kreis, der
in einer zur z-Axe senkrechten Ebene liegt. Die Flache ist somit das betrach-
tete Ellipsoid mit a=b6. Ist 4> ¢, so ist a die groBe, ¢ die kleine Halbaxe der
Ellipse. Sie rotiert daher um die kleine Axe. Man nennt dieses Ellipsoid speziell
ein abgeplattetes Rotationsellipsoid. Ist a=c, so ist das Ellipsoid eine Kugel.
Ist a<c, so ist ¢ die groBe, a die kleine Halbaxe, und die Rotation findet um
die groBe Axe statt. Man nennt dieses Ellipsoid ein verlingertes Rotationsellip-
sotd.
Die Parallelschnitte zu den iibrigen beiden Koordinatenebenen ergeben
das entsprechende Resultat, da #,v,z in der Gleichung gleich auftreten. Wir
tibergehen daher diese Ausfithrungen.
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§ 5. Das einschalige Hyperboloid

In diesem und dem néchsten Paragraphen werden wir die weiteren mog-
lichen Flichen zweiten Grades betrachten, fiir die die Koordinatenebenen Sym-
metrieebenen sind. Wir nehmen in der Gleichung einen der Koeffizienten, etwa
denjenigen von 22 als negativ an: Alle Punkte des Raumes, deren Koordinaten
der Gleichung: ¥y g2

@ Em1=0
gentigen, liegen auf einem einschaligen Hyperboloid. Seine Symmetrieverhilt-
nisse sind dieselben wie beim Ellipsoid. Um seine Gestalt zu untersuchen,
diskutieren wir zuerst die ebenen Parallelschnitte zur % y-Ebene. Ist z=C eine
N 2 2 2
solche Ebene, so ist: oyt (% +1 ): 0

a? b?

die Gleichung des Schnittes mit dem Hyperboloid (Satz 64). Setzt man:

A= ]+/—C— +1,
c
so ist A=1 und nimmt den kleinsten Wert nur fiir C=0, das heiBt fiir die
xy-Ebene selbst an. Wir schreiben die Gleichung des Schnittes so:
x2 y2
P -+ X Th 1=0,

<7
P EN

Fig. 102.

wo a* = Aa, b* = Ab ist, und sehen, daB wir wegen a*:b* =a:b lauter dhnliche
Ellipsen erhalten, deren kleinste die Halbaxen a, b besitzt. JegroBer C2wird, um
so groBer werden a* und b*. Die Fliche muB daber nach beiden Richtungen der
z-Axe ins Unendliche gehen (Figur 102). Aus den Schnittellipsen kann man an-
schaulich die Fliche zusammensetzen.
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Ist a=b, also auch a*=>%, so sind alle Ellipsen Kreise, und man erhilt
das einschalige Rotationshyperboloid. Es entsteht, wenn man den Schnitt des
Hyperboloides mit der xz-Ebene, das heilt die Hyperbel:

x: 22

ar e
um die z-Axe rotieren liBt. Letztere ist die imaginire Axe der Hyperbel. Das
einschalige Rotationshyperboloid entsteht somit durch Rotation einer Hyperbel um
thre imagindre Azxe.

Die ebenen Parallelschnitte zu einer der beiden iibrigen Koordinaten-
ebenen miissen etwas Neues ergeben, da die 2-Axe durch das negative Vorzei-
chen desKoeffizienten von z2in der Gleichung des Hyperboloides ausgezeichnet
ist. Betrachten wir die Ebenen x=A4, die parallel zur yz-Ebene sind, so lautet
die Gleichung ihrer Schnitte (Satz 64):

yZ 22 AZ
e ( —2) =0
Wir unterscheiden:

2
1. —a<A<+4a oder 42< a2 Da 1-—§E>O ist, wird:

A='|+/1—£;
a

eine reelle positive GréBe = 1 sein, und die Gleichung des Schnittes kann in
der Form:

—-

y? 22
i m 1=0,

wo b*=4b, c* = Ac ist, geschrieben werden. Sie stellt wegen b*: c*=b:¢ ihn-
liche Hyperbeln mit den reellen Halbaxen b* und den imaginiren Halbaxen c*

dar, deren Asymptoten die Richtungskoeffizienten j:% haben. b,c sind die

y —\

Fig. 103.

\

/

groBten Werte der Halbaxen; sie entsprechen A4 =0, das heiBt der yz-Ebene
als Schnittebene. Mit wachsendem A2 wird * und ¢* immer kleiner und beide
nihern sich der Null. Figur 103 gibt die Projektion aller Hyperbeln auf die yz-
Ebene.
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2. A=+a oder A=—a, das heilt A2=42 Die Gleichung des Schnittes

lautet:

y2 z? c

F——C—Z=O, oder z= :t—l;y.
Dies sind die Gleichungen der beiden Asymptoten der Schnitthyperbeln unter 1.
Man nennt die Ebenen x#= 4-a, die das Hyperboloid in je zwei Geraden schnei-
den, Tangentialebenen an das Hyperboloid in den Bertihrungspunkien x= +a,
y=0, 2=0. Letztere sind die Schnittpunkte der betreffenden beiden Geraden.

2

3. 4> +a oder 4<—a, das heiBt 42> a%. Wegen 1> 0 ist:

;s.: Y, Az

= -
eine reelle positive Zahl, und die Gleichung des Schnittes hat die Form:

y2 z2
—m T 1=0,

wo b* = b, c* = Ac ist. Sie stellt wegen b*:c*=b:c dhnliche Hyperbeln mit
den reellen Halbaxen ¢* und den imaginiren Halbaxen 6* dar, deren Asym-

ptotenwieder die Richtungskoeffizienten + %besitzen. Die Brennpunkte liegen

jetzt micht auf der y-, sondern auf der z-Axe. b* und ¢* wachsen mit 42%ins
Unendliche. Figur 103 zeigt die Projektion dieser Hyperbeln in die yz-Ebene
ebenfalls.

Alle Parallelschnitte zur yz-Ebene schneiden somit das Hyperboloid in
Hyperbeln, mit Ausnahme der beiden Tangentialebenen, die dasselbe in zwei
Geraden schneiden. Fiir die Schnitte parallel zur xz-Ebene findet man die ent-
sprechenden Resultate.

Die Tatsache, daBl es Ebenen gibt, die das Hyperboloid in zwei Geraden
schneiden, kann sehr weitgehend verallgemeinert werden. Um dies einzusehen,
schreiben wir die Gleichung des Hyperboloides so:

y? 22 22 e ANy 2\ _ X x
ﬁ_FZI_F’Oder'(F+?)<b E>—<1+a)(1w>’

und ersetzen sie mit Hilfe eines Parameters ¢, durch die beiden Gleichungen:

y | & ¥
?+;_¢1(1+Q), .
l_i =fl<1_i>_

b c 1 a

Fiir jede reelle Zahl ¢, ergeben die Losungen x,y,z der beiden Gleichungen
Punkte des Hyperboloides. Umgekehrt bestimmt jeder Punkt x,y,z des Hyper-
boloides ein #;, so daB die beiden Gleichungen bei Wahl dieses £, durch die
Koordinaten des betreffenden Punktes erfiillt sind. Denn setzen wir die be-
treffenden Koordinaten ein, so wird die eine der beiden Gleichungen #, ein-
deutig festlegen, und die andere muf3 dann wegen der Gleichung des einschali-

11
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gen Hyperboloides von selbst erfiillt sein. Auch die Werte #; = 0 und ¢, =00 sind
miteingeschlossen, da fiir ¢, =0 die erste Gleichung z=— % v, das heiBt eine der
beiden Asymptoten, die wir oben betrachteten, ergibt. Die zweite ist dann
x=a. Ebenso ist fiir #, =00 wegen der zweiten Gleichung z= +%y, und wegen
der ersten x=—a.

Wenn aber #, festgehalten wird, so stellt jede der beiden Gleichungen (I)
eine Ebene, beide zusammen daher eine Gerade dar. Alle diese Geraden miissen
auf dem einschaligen Hyperboloid liegen. Da #, alle reellen Zahlen durchlauft,
erhalten wiv eine einfach unendliche Schar von Geraden, die alle auf dem ein-
schaligen Hyperboloid liegen; durch jeden Punkt desselben geht eine Gerade der
Schar.

Hitten wir durch Einfihrung eines Parameters 4, die Zerlegung vorge-
nommen :

X
-4 (1-7).
=t§1(1+—2—>,

so hitten wir durch genau dieselbe Uberlegung eine zweite esnfach unendliche
Schar von Geraden gefunden, die auf dem einschaligen Hyperboloide liegt, wobes
durch jeden Punkt des letztern eine Gerade der Schar geht.

Daher ist jeder Punkt des einschaligen Hyperboloides Schnittpunkt einer
Geraden der Schar (I) und einer Geraden der Schar (II). Durch ihn ist daher
ein Wertepaar #,, 2, festgelegt. Umgekehrt entspricht jedem Wertepaar #,,%,3+—#;
eindeutig ein Punkt des einschaligen Hyperboloides. Um dies einzusehen, be-
denken wir, daB die Koordinaten x, v,z eines Punktes des einschaligen Hyper-
boloides und die zugehdrigen #,,2, den vier Gleichungen (I) und (II) geniigen
miissen. Durch Subtraktion der beiden ersten Gleichungen von (I) und (IT)
folgt:

+
(I1)

ol o<

ofn O

— x * ¥ _bh-h
O_t1<1+ a)_t2<1— a) oder PRI

Durch Addition, respektive Subtraktion der beiden Gleichungen (I) und Ein-
setzen des gefundenen Wertes von x/a wird:

y _ hit+1
bttty
2 hity—1
¢ttt

Setzen wir die Werte von #,7,z in der Gleichung des einschaligen Hyper-
boloides ein, so verschwindet die Gleichung identisch in #;,2,:

(t2-t1)z N (t1t2+1)2 (t1 12-1)2
tytty batty)  \tath

Es gibt keinen endlichen Punkt des einschaligen Hyperboloides, dessen Werte-
paar #; und £,=—{, ist. Die zu diesen Werten gehérenden Geraden der beiden

1.
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Scharen sind parallel. Die drei Gleichungen, die x,y,z als Funktionen von

t,,t, ausdriicken, ergeben eine Uniformisierung der Gleichung des einschaligen

Hyperboloides, und zwar eine besonders einfache, da die Funktionen rational

in #;,%, sind. Damit ist bewiesen, daB auch das einschalige Hyperboloid eine

Regelfliche ist, deren Geraden man Erzeugende des Hyperboloides nennt.
Ist ein allgemeiner Punkt P;:

x=2,
Py y=y,,
2=z

des einschaligen Hyperboloides gegeben, so nennt man die Ebene, die durch
die beiden sich in P, schneidenden Erzeugenden geht, die Tangentialebene im
Berdihrungspunkte P;. Da P, auf dem Hyperboloid liegt, muB es ein ¢#=¢, und
t=1,geben, so daB fiir ¢;,4, und %, ¥,,2, die Gleichungen (I) und (II) erfiillt sind.
Wir schreiben diese Bedingungsgleichungen zusammenfassend so:

AT B PR
b+cﬂt(1i a)’

Vi 4, 1 (III)’
F-t-rm(157),

wo fiir =1, das obere, fiir =14, das untere Vorzeichen zu nehmen ist. Die Glei-
chungen der beiden Erzeugenden durch P, sind dann:

Y z _ X
T4l (1 + a) ,
i =¢1 (1 F i) ,
c a
wobei =1, fiir das obere Vorzeichen die erste, =1, fiir das untere Vorzeichen
die zweite Erzeugende ergibt. Aus (III) und (III)" eliminieren wir ¢, indem wir

die erste Gleichung (III) mit der zweiten von (III)’ und die zweite von (III)
mit der ersten von (III)" multiplizieren. # fillt weg und man erhilt:

y (I1I)
b

Ny _ AE L NETEY 4 _AF (XA
+ =1 a? j:(a a)’

b2 c* bc
Ny _ AE_NEmHY _y MFL (XA
b2 c? be - a? a a

Fiir das obere Vorzeichen erhilt man die erste, fiir das untere die zweite Er-
zeugende in P,. Addiert man die beiden Gleichungen und kiirzt durch 2, so
findet man die Gleichung einer Ebene:

Ny %1% N

b2 62__a2:

die fiir das obere Vorzeichen dem Ebenenbiischel der ersten, fiir das untere Vor-
zeichen dem Ebenenbiischel der zweiten Erzeugenden angehort. Da aber das
doppelte Vorzeichen in ihr nicht mehr auftritt, ist sie die Gleichung einer
Ebene, die beiden Ebenenbiischel angehért, also durch beide Erzeugende hin-
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durchgeht. Sie muB nach Definition die Gleichung der Tangentialebene in P,
sein:
;2'1_2.'

Hnx | Yy
_éih—kfzhﬂ'-— o —1=0,
wobei %y, y,,2, der Gleichung des einschaligen Hyperboloides geniigen miissen.

72. Satz: Die Tangentialebene im Beriihrungspunkte P, mit den Koordinaien
%y, Yy, 2, an das einschalige Hyperboloid:

x2 y2 22

atTy - 1=0
hat die Gleichung:

MEx . Ny 5z

R
wo.

A TR G G

az-,_b2 02—1_0
sein mup.

§ 6. Das zweischalige Hyperboloid

Alle Punkte des Raumes, deren Koovdinaten die Gleichung erfiillen.

xZ y2 2'2

liegen auf einem zweischaligen Hyperboloid.

Damit ist die letzte Moglichkeit derjenigen Flichen erschépft, die alle drei
Koordinatenebenen als Symmetrieebenen besitzen und weder ein Kegel noch
ein Zylinder sind. Denn alle drei Koeffizienten der Koordinatenquadrate kén-
nen nicht negativ sein, wenn eine reelle Losung vorhanden sein soll. Wir dis-
kutieren wieder zuerst die ebenen Parallelschnitte zur xy-Ebene, deren all-
gemeine Gleichung z=C ist. Die Gleichung des Schnittes lautet (Satz 64):

2 2 2
”——y—.—(—c,—+1)=0,

oder, wenn man:

+C2
A= ]/?_4-1
setzt:
x2 y?
i e 1=0,

woa*=Ja, b*=Abist. Dies sind die Gleichungen von dhnlichen Hyperbeln (wegen
a*:b*=a:b) mit den reellen Halbaxen a* und den imaginiren Halbaxen &*. Da
A=11ist, sind a*, b* groBer als 4,5, und nur fiir C =0 sind sie denselben gleich.
Dann ist die Schnittebene die xy-Ebene selbst. Figur 104 gibt die Projektion
aller Hyperbeln auf die xy-Ebene. Die gemeinsamen Asymptoten haben die



Das zweischalige Hyperboloid 165

Richtungskoeffizienten + %, Die Fliche besteht aus zwei getrennten Schalen,

die sich beide ins Unendliche erstrecken.
Die Parallelschnitte zur yz-Ebene erhilt man, wenn man die Gleichung
x=2A einer zur yz-Ebene parallelen Ebene in die Gleichung einsetzt:

2 2 Az
. . Lt G- (1) =0
Wir unterscheiden:

1. —a<A<+a oder 42< a?. Da 1—%>0 ist, ist
3
A 14

eine reelle positive Zahl, und die Gleichung des Schnittes wird:
2 22
ptati=o

hat also wegen A >0 keine reellen Losungen. Die Schnittebenen verlaufen
auBerhalb des zweischaligen Hyperboloides.

y

; [ x

////" \

Fig. 104.

2. A= +a oder A%=a?. Die Gleichung des Schnittes lautet:
2 2
Gt a0

und besitzt nur die eine reelle Losung y=0, 2=0. Jede der beiden Ebenen
x=ta ist eine Tangentialebene mit den betreffenden Bershrungspunkien
x=4a, y=0,2=0.

2
3. A> +aoder A< —a, das heiBt 42> a2 Da %—1>0 ist, ist:

+
l=]/§f§—1

reell und positiv, und die Gleichung des Schnittes lautet:

y? 22
W-i—?—z—l:O,
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wo b* = Ab, c* = Ac ist. Sie stellt wegen b*:c*=b:c dhnliche Ellipsen mit den
Halbaxen b*,c* dar, die mit A2 ins Unendliche anwachsen. Aus ihnen kann
man die Fliche leicht zusammensetzen.

Ist b=c, so ist auch b*=c*, und alle Schnittkurven sind Kresse. Die Fliche
heilt ein zweischaliges Rotationshyperboloid. Man erhilt dasselbe, wenn man
die Schnitthyperbel mit der xy-Ebene:

2 2
@10
um die x-Axe, das heiBt ihre reelle Axe rotieren liBt. Wihrend man somit
das einschalige Rotationshyperboloid durch Rotation einer Hyperbel um die
imaginidre Axe erhielt, emisteht das zweischalige Rotationshyperboloid durch
Rotation einer Hyperbel um ihre reelle Axe.

§ 7. Das elliptische Paraboloid

Wir haben noch die Flichen zweiten Grades zu besprechen, die nur zwes
Symmetrieebenen, also nur noch esme Symmetrieaxe besitzen. Alle Punkte des
Raumes, deren Koordinaten die Gleichung:

2 2
% + %—2 =2z
befriedigen, liegen auf einem elliptischen Paraboloid. Wihrend die Gleichung
bei Vertauschung von x in —x und ebenso bei Vertauschung von y in —y
ungeindert bleibt, 148t sie die Vertauschung von z in — z nicht mehr zu. Daher
sind wohl die xz- und yz-Ebenen Symmetrieebenen, dagegen nicht mehr die
xy-Ebene, und von den drei Axen ist nur noch die z-Axe Symmetrieaxe. Die
Fliche liegt ganz ,,iiber* der xy-Ebene, da z=0 sein muB. Wenn wir also die
Parallelschnitte zur xy-Ebene: z=C betrachten, so kann C nur Werte =0
annehmen. wenn wir reelle Schnittpunkte erhalten wollen. Fiir C=0 erhilt
man nur den einen Punkt x=0, y=0. Man nennt den Nullpunkt den Scheitel
des elliptischen Paraboloides, und die Ebene 2=0 ist Tangentialebene mit dem
Scheitel als Beriithrungspunkt. Ist C> 0, und setzt man l=\+/ 2C, so wird:
2 2
it m—1=0,

wo a* = la, b* = b ist, die Gleichung der Schnittkurve (Satz 64). Sie stellt
uns wegen a*:b*=a:b dhnliche Ellipsen dar mit den Halbaxen a*,b*, die mit
C ins Unendliche anwachsen. Dadurch erklirt sich der Name elliptisches Para-
boloid. Aus den Ellipsen kann man die ganze Fliche leicht zusammensetzen.

Ist =0, also auch a*=>5%, so sind alle Schnitte Kreise und die Fliache
heiBt ein elliptisches Rotationsparaboloid. Sie entsteht, wenn man die Schnitt-
parabel mit der xz-Ebene:

x2
ﬁ=2z oder x2=2a%z
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um die 2-Axe, also um ihre einzige Symmetrieaxe rotieren 148t.

Betrachten wie die ebenen Schnitte parallel zur yz-Ebene, so haben wir die
Gleichung x=A einer solchen Ebene in die Gleichung des elliptischen Para-
boloides einzusetzen. Die Gleichung der Schnittkurve (Satz 64) ist dann

y2 AZ

3‘2'—22—;.

Macht man die Translation des Raumkoordinatensystems:

x'=x—A,
ylzyr

S
S P

wo der neue Koordinatenanfangspunkt 0’ die alten Koordinaten 4,0,42/2a2
hat, so wird die Gleichung der Schnittkurve die Gestalt:

y'2=2p22

annehmen. Dies sind die Gleichungen von kongruenten Parabeln mit dem
Scheitel in O’. Wahrend sich O’ mit wachsendem A2 immer mehr von der xy-
Ebene entfernt, bleibt die Schnittkurve stets dieselbe Parabel mit dem Para-
meter b2 Ubrigens wandert der Scheitel O’ auf der Schnittparabel des ellip-
tischen Paraboloides mit der xz-Ebene:

-—2=22’.

§ 8. Das hyperbolische Paraboloid

Alle Punkte des Raumes, deren Koordinaten der Gleichung gendigen:

x2 y2
ar b

22z,

liegen auf einem hyperbolischen Paraboloid. Die Gleichung, in der gegeniiber
derjenigen des elliptischen Paraboloides das zweite Glied links das Minus- statt
des Pluszeichens hat, zeigt, daB die Fliche genau dieselben Symmetrien
hat wie das elliptische Paraboloid. Allein z kann jetzt positive und negative
Werte annehmen. Betrachten wir wieder zuerst die ebenen Paralielschnitte zur
xy-Ebene, so ist z=C zu setzen, und die Schnittkurve hat die Gleichung
(Satz 64):
2 2
5-%=2C

Wir unterscheiden:

1. C>0. Setzt man A=4/ 2C, so ist A reell und positiv, und die Gleichung

des Schnittes lautet:
x2 y2
a*r prE

1=0,
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wo a* = Aa, b* = Ab ist. Dies sind wegen a*:0*=a:b die Gleichungen von dhn-
lichen Hyperbeln mit den reellen Halbaxen a* und den imaginaren Halbaxen b*.
Die Brennpunkte liegen auf der x-Axe. Figur 105 zeigt die Projektion aller Hy-
perbeln auf die xy-Ebene.

Fig. 105.

2. C=0. z=0 stellt die xy-Ebene selbst dar. Als Schnittkurve ergeben
sich die beiden Geraden:

b
y= :l:;x:

die die Asymptoten der unter 1. gefundenen Hyperbeln sind (Figur 105). Die
xy-Ebene ist Tangentialebene an das hyperbolische Paraboloid mit dem Null-
punkt als Bersihrungspunkt. Sie schneidet das Paraboloid in zwei Geraden.

3. €<0. Setzt man l='\+/ — 2C, soist Areell und positiv, und die Gleichung
des Schnittes lautet:

22 2
——(—172+m—1=0,

wo a* = Aa, b* = Ab ist; sie stellt wegen a*:b*=a:b dhnliche Hyperbeln mit
den reellen Halbaxen &* und den imaginiren Halbaxen a* dar. Die Brenn-
punkte liegen auf der y-Axe. Figur 105 stellt die Projektionen der Hyperbeln
auf die xy-Ebene dar. Die Asymptoten sind dieselben wie unter 1.

Baut man das hyperbolische Paraboloid aus den Schnitthyperbeln auf,
so sieht man, daB3 die Fliche im Nullpunkt einen sogenannten Sattelpunkt be-
sitzt (Figur 106). Denn liBt man C von negativen zu positiven Zahlen iiber-
gehen, so liegen die Schnitthyperbeln zuerst auf Seite der y-Axe zwischen den
Asymptoten, nachher auf Seite der x-Axe zwischen den Asymptoten. Zeigt
somit die z-Axe wieder gegen den Zenith, so senkt sich die Fliche von O aus in
Richtung der 4+ y-Axe, hebt sich aber in Richtung der 4 x-Axe.
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Die Parallelschnitte zur yz-Ebene: x=A ergeben, wenn man wie im Falle
des elliptischen Paraboloides die Translation:

ausiibt, die Gleichung:

y'i=—2b27,

somit kongruente Parabeln, die nach «unten» gerichtet sind. Die Scheitel wan-
dern auf der Parabel x2=242z in der xz-Ebene. Die Parallelschnitte parallel
zur xz-Ebene ergeben entsprechende Resultate.

Die Tatsache, daB die Ebene z=0 das hyperbolische Paraboloid in zwei
Geraden schneidet, kann wieder weitgehend verallgemeinert werden. Wir
schreiben die Gleichung des Paraboloides so:

() (522

und ersetzen sie mittels der Einfithrung eines Parameters #, durch die beiden
Gleichungen:

Fiir jede reelle Zahl ¢, ergeben die Losungen x,¥,z der beiden Gleichungen
Punkte des Paraboloides. Umgekehrt bestimmt jeder Punkt x,y,z des Para-
boloides ein #,, so da3 (I} bei Wahl dieses #; durch die Koordinaten des Punktes

erfiillt ist. Der Wert ¢, =0 ergibt die Schnittgerade y= ——Zx der xy-Ebene z=0
mit dem Paraboloid. Wird #, festgehalten, so stellen die Gleichungen (I) fiir
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jedes t, eine Gerade dar. Somit gibt es eine einfach unendliche Schar von Geraden
auf dem hyperbolischen Paraboloid, und durch jeden seiner Punkie geht eine
Gerade der Schar.
Setzen wir:
¥ _ Y
Z~Z=2at,
© 0w
aty=hia

so zeigt dieselbe Uberlegung, daB es eine zweite einfach unendliche Schar von
Geraden gibt, die auf dem hyperbolischen Paraboloid liegen, wobei durch jeden
seiner Punkte etne Gerade der Schar geht. Wir fassen die Gleichungen (I) und (II)
wieder in der Form zusammen:

+ =21,

% 2lx
< o

(L)
PR AL

wobeli fiir das obere Zeichen ¢=1,, fiir das untere {=/#, zu setzen ist. Jeder Punkt
P des hyperbolischen Paraboloides ist Schnittpunkt einer Geraden der ersten
und einer Geraden der zweiten Schar. Denn durch den Punkt wird das Werte-
paar t,,¢, festgelegt, und «,v,2,4,,4, miissen alle vier Gleichungen (III) erfiillen.
Aus der Summe und Differenz der zwei ersten folgt nach Kiirzung durch 2:

]

_=t1+t21

tl—t2r

e 8

und diese Werte in eine der zweiten eingesetzt ergeben:
2=21t,.

Setzen wir die Werte von «,9,z in der Gleichung des hyperbolischen Parabo-
loides ein, so verschwindet die Gleichung identisch:

(8, +10)2— (b, —25)2—4 1,2, =0.

Die drei Funktionen von #,,7, ergeben die einfachste Uniformisierung der Glei-
chung des hyperbolischen Paraboloides, namlich durch ganze rationale Funk-
tionen zweiten Grades in #;,%,. Die Geraden der beiden Scharen nennt man die
Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloides.

Ist der allgemeine Punkt des hyperbolischen Paraboloides durch seine Glei-
chungen:

X=1x,
P iy=wy,
z=2

gegeben, so ist die Ebene durch die beiden in P; sich schneidenden Erzeugenden
die Tangentialebene an das Paraboloid mit dem Bersihrungspunkt Py. Da P; auf
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dem Paraboloid liegt, muB es ein #=¢; und ein {=¢, geben, so daB:

AN _oy
‘ ;’ (I11)’
1 1__ 4—
2Tt

ist, wobei wieder fiir das obere Zeichen ¢=t,, fiir das untere =%, zu setzen ist.
Um die Gleichungen der beiden Erzeugenden in P, zu erhalten, eliminieren wir
¢ aus (III) und (III)’, indem wir die beiden ersten Gleichungen von (III) mit
den zweiten von (III)’, und die zweiten von (III) mit den ersten Gleichungen
von (III)" multiplizieren. Es folgt:

BE_ DY MY-nE

a? b? ab =24
PE NV HmY=NE
a? b2 + ab =2z.

Fiir das obere Vorzeichen stellen die Gleichungen die eine Erzeugende durch
P, dar, fiir das untere die andere. Addieren wir die beiden Gleichungen, und
kiirzen durch 2, so wird:
fnE Ny

T TAtA

die Gleichung dev gesuchten Tangentialebene; denn sie enthilt kein doppeltes
Vorzeichen mehr, gehért somit dem Ebenenbiischel beider Erzeugenden an.

73. Satz: Die Tangentialebene im Berithrungspunkie P; mit den Koor-
dinaten %y,y;, 2, an das hyperbolische Paraboloid.

x2 y2

@ T2
hat die Gleichung:

X1 X

w0

x2 y2

gl
sein mup.

Damit sind alle durch eine quadratische Gleichung von drei Variablen dar-
gestellten Flichen besprochen. Den Beweis, dal wirklich keine weiteren Fli-
chen erhalten werden kénnen als Zylinder, Kugeln, Kegel, Ellipsoide, ein- und
zweischalige Hyperboloide, elliptische und hyperbolische Paraboloide werden
wir nicht mehr erbringen. Wir sprechen nur noch das Resultat aus:
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VII. Hauptsatz: Die allgemeine quadratische Gleichung:
f(x,9,2) =Ax2+ By*4+Cz2+2Dxy+2Exz+2Fy2z+2Gx+2Hy+2Jz+ K=0

stellt ein Ellipsoid (inklusive Kugel), ein ein- oder zweischaliges Hyperboloid, ein
elliptisches oder hyperbolisches Paraboloid, eine Zylinder- oder Kegelfliche dar,
die auch tn zwei sich schneidende, parallele oder zusammengfallende reelle oder
konjugiert imagindre Ebenen ausarten kann.
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Symmetrieeigenschaften der Ellipse
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Vektor, ebener 16, 20, 23, 41
— rdumlicher 56, 60
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WELLSTEIN 84
Winkel 21
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