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Yorwort.

Das vorliegende Buch verdankt sein Entstehen den Lehrerfahrungen
an einer hoheren technischen Lehranstalt (Staatl. Gewerbe-Akademie
zu Chemnitz) und soll der theoretischen Ausbildung des Praktikers
(Ingenieur, Naturwissenschaftler usw.) dienen. Daraus erklart sich die
Stoffwahl und die Behandlungsweise des Gegenstandes: Ankniipfung
der theoretischen Erérterungen an praktische Aufgaben und umgekehrt
unmittelbare Anwendung der entwickelten allgemeinen Theorie auf
spezielle physikalische, chemische und besonders technische
Probleme, die zum Teil ausfiihrlich behandelt werden; moglichste
Heranziehung der Anschauung auch bei der Ableitung abstrakter mathe-
mathischer Ergebnisse. Mit Riicksicht darauf, daf das Buch auBler
Differentialrechnung, Integralrechnung, Differentialglei-
chungen und der Lehre von den Reihen die Grundlagen der analy-
tischen Geometrie und der Nomographie sowie viele ausfiihrlich
durchgearbeitete Beispiele und Anwendungen enthilt, dirfte der
Umfang des Buches nicht als zu grofl erscheinen, zumal an die Vor-
kenntnisse nur sehr geringe Anforderungen gestellt werden.

Im einzelnen sei zur Erliuterung des Voranstehenden noch das
Folgende hinzugefiigt: Der Abschnitt Differentialrechnung be-
ginnt aus dem oben erwihnten Grunde nicht mit dem Begriffe ,,Funk-
tion®, sondern mit einem Beispiele; der Differentialquotient wird nicht
abstrakt formell eingefiithrt, sondern an Hand des Steigungsbegriffes
(Leibniz: Tangentenkonstruktion) sowie des Begriffes der Geschwin-
digkeit (Newton: Fluxion). Im zweiten Abschnitte, Integration,
ist ebenso eine praktische Aufgabe vorangestellt, die auf die Notwendig-
keit des Integrierens hinfithrt, wobei das Verfahren selbst (Umkehrung
der Differentiation) sich aus dem Sachverhalte ergibt. — Besonders ist
der Abschnitt der Analytischen Geometrie der Ebene von dem
angefithrten allgemeinen Gesichtspunkte beeinflut: Nur die notwen-
digen Grundlagen der reinen analytischen Geometrie sind entwickelt
(ausfiihrliche Behandlung von Gerade und Kreis). Hieran schlieft sich
sofort die Verwendung des Gewonnenen fiir die Kurvenuntersuchung
mit Mitteln der Differentialrechnung: Tangente, Normale, Differential-
quotienten hoherer Ordnung und Kriimmung, Evolute. Unmittelbar
angeschlossen finden sich dann im gleichen Abschnitte die Parameter-
darstellung und die Polarkoordinatenform der Kurve mit ihren Fol-
gerungen aus der Anwendung der Differential- und Integralrechnung. —



v Vorwort.

In ahnlichem Gedankengang finden sich in dem Abschnitte Analy-
tische Geometrie des Raumes nur die notwendigen Grundlagen
dieser selbst, um sofort fiir die Flichentheorie, die Lehre von den Funk-
tionen mit mehreren Verinderlichen, die Integration, die Theorie der
impliziten Funktionen ausgewertet zu werden. Uberdies sind die drei
rdiumlichen Koordinatensysteme vorangestellt, um je nach dem gréBeren
Vorteile verwendet zu werden, den jedes gegebenenfalls bieten kann. —
Die Tangentialebenen und Normalen wiederum erscheinen erst im Ab-
schnitte Unendliche Reihen mit mehreren Veranderlichen, wo ihre
Gleichungen sich besonders bequem entwickeln lassen, zusammen mit
den Extremwerten von Funktionen mehrerer /Veranderlichen, deren
Theorie sich durch Betrachtung der Entwicklung in unendliche Reihen
ohne Schwierigkeiten ergibt. Endlich ist die Nomographie unmittelbar
aus der Entwicklung von Beispielen aufgebaut unter Beiseitelassung
aller allgemeinen Theorien (Abbildungstheorie usw.).

Die sich hieraus ergebende Stoffolge, mag sie vielleicht auch hier
und da von dem sonst iiblichen Schema abweichen, diirfte mithin das
volle Verstandnis aller derjenigen finden, welche in der mathematischen
Lehrpraxis stehen; tiberdies wird das am Ende des zweiten Bandes
befindliche ausfiihrliche Sachverzeichnis ein rasches Auffinden eines
gewiinschten Gegenstandes ermdglichen. —

So geht das Buch nirgends auf Betonung systematischer Reinheit
und AusschlieBlichkeit aus, sondern auf vielseitige Ausnutzung aller
mathematischen Mittel zur Bewdiltigung praktischer Aufgaben. Viel-
leicht kann das Buch aber gerade aus diesem Grunde auch dem Mathe-
matikstudierenden manche Anregung bieten, zumal durch die zahl-
reich gestellten und gel6sten Aufgaben; sie kénnen ihn durch ihre Ver-
schiedenartigkeit zu einer gewissen Beweglichkeit und Schlagfertigkeit
in der Handhabung der Theorie erziehen helfen. —

SchlieBlich dréngt es mich, allen meinen verehrten Amtsgenossen,
die mir ihre hochst wertvolle Unterstiitzung zuteil werden lieBen, unter
ihnen ganz besonders Herrn Prof. Dr. phil. Erich Miiller, der mir in
allen Stadien der Entstehung des Buches mit Rat und Tat zur Seite stand,
zu danken.

Chemnitz, im August 1927. . .
Fritz Wicke.
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Erster Abschnitt.
Das Differenzieren.

§ 1. Ein Beispiel.

(1) Es moge die Aufgabe gestellt sein, aus einer Temperaturangabe
nach der Celsius-Skala die Angabe der gleichen Temperatur in der
Fahrenheit-Skala zu berechnen. Die gegebene Celsius-Temperatur-
angabe sei O, die dieser entsprechende Fahrenheit-Angabe F. Nun
ist bekannt, daB Celsius das Temperaturintervall zwischen dem Gefrier-
punkt des Wassers und dessen Siedepunkt in 100 gleiche Teile, Fahren-
heit das ndmliche Intervall in 180 gleiche Teile teilt, so daB also je
5 Celsiusgraden 9 Fahrenheitgrade entsprechen; ferner daf
Celsius den Gefrierpunkt des Wassers mit 0° bezeichnet, Fahren-
heit dagegen dieser Temperatur die Zahl 32° zuteilt. Um also zu einer
Celsius-Temperatur C' die zugehérige Fahrenheit-Temperatur F' zu
berechnen, mul man zu 32° noch die C entsprechenden Fahrenheit-
Einheiten, d. h. 4 C hinzufiigen. Es ist also

F=3244C. 1)

Mit dieser Formel ist die anfangs gestellte Aufgabe geldst; denn
mit jhrer Hilfe kann man nun zu jeder beliebigen Celsius-Temperatur
die zugehoérige Fahrenheit-Temperatur berechnen. So entspricht
beispielsweise einer Celsius-Temperatur von 15° eine Fahrenheit-
Temperatur F = 32 + %15 = 59°. Man berechne ebenso F fiir
¢ =—15° 50° 100° (Siedepunkt des Wassers), —273° (absoluter
Nullpunkt); fiir welche Temperaturen zeigen beide Skalen a) gleiche,
b) entgegengesetzt gleiche Angaben ?

[a) C=F=—40°; b) F=-—-C=11%.]

Die Formel 1) teilt den beiden Gréfien C und F verschiedene
Rollen zu. Gemeinsam ist ithnen, daB sie — im Gegensatz zu den in
Formel 1) auftretenden ZahlengroBen 32 und 4 — verschiedene Werte
annehmen koénnen, daB sie veranderlich sind. Man bezeichnet sie
daher als Verdnderliche (Variable) und nennt im Gegensatz zu
ihnen die unverinderlichen GréBen (32; £) Konstante. Formel 1)

‘Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 1



2 Das Differenzieren. (2)

lehrt nun, zu jedem C das zugehdrige F zu finden. Wiahrend man
also C willkiirlich wahlen kann, ist F' durch dieses willkiirlich gew#hlte
C bestimmt; F ist von C abhingig. F heilit daher die abhéngige
Veranderliche, C die unabhingige Verdnderliche. Man nennt
F auch eine Funktion von C. Ganz allgemein kann man eine
Funktion definieren als den Ausdruck fiir das Gesetz der Ab-
hangigkeit einer GréBe von einer oder mehreren unabhéin-
gigen GréBen. Die Mathematik hat es ausschlieBlich mit solchen
Funktionen zu tun, deren Gesetz sich durch eine mathematische Formel
darstellen 1aBt. Dies ist durchaus nicht immer mdglich, so ist bei-
spielsweise die Tagestemperatur wohl abhingig von der Tagesstunde,
indessen diirtte sich diese Abhéngigkeit kaum durch eine mathematische
Formel ausdriicken lassen.

In unserem Beispiele ist nun F eine ganz besonders einfache Funktion
von C; der Ausdruck der rechten Seite von 1) ist néamlich in C vom
1. Grade; sie heiBt daher auch eine Funktion ersten Grades von C
oder auch eine lineare Funktion von C, ein Ausdruck, der schon in
den nichsten Zeilen (S.9) seine Begriindung finden wird.

Im AnschluB an das Obige sei schon hier bemerkt, daf} die Ver-
teilung der Rollen der unabhéngigen und der abhéngigen Ver-
anderlichen im allgemeinen nur bedingten Wert hat und durch den
jeweiligen praktischen Fall bestimmt wird. Loést man namlich Glei-
chung 1) nach C auf, so erhdlt man einen neuen Funktionsausdruck

C=5F—-17},
in welchem F die Rolle der unabhingigen und C diejenige der abhéngigen
Veranderlichen iibernommen hat; diese Funktion wiirde praktische
Bedeutung haben, wenn die Aufgabe gestellt wire, aus der Fahrenheit-
Angabe die Celsius-Angabe zu errechnen. Auf die gegenseitigen Be-

ziehungen zweier derartig miteinander verbundenen Funktionen wird
spater niher einzugehen sein (S. 80).

(28) Wir wollen uns nun nach Verfahren umsehen, die es uns ermdog-
lichen, den durch Gleichung 1) ausgedriickten mathematischen Zu-
sammenhang zwischen Celsius- und Fahrenheit-Temperatur an-
schaulich und praktisch verwertbar darzustellen. Das, wenn auch nicht
gerade schwierige, auf die Dauer aber doch ermiidende Ausrechnen
des F aus dem C mit Hilfe von Formel 1) eriibrigt sich, wenn man
eine Tabelle benutzt, die sofort das zu C gehorige F aufzuschlagen
gestattet, ahnlich den Tafeln fiir die Logarithmen der Zahlen, oder
fir die Funktionen der Winkel. Der Vorteil einer solchen Tafel
besteht einmal, wie schon erwahnt, darin, daB man jeglicher Rechen-
miihe enthoben ist, zum anderen darin, daB man die Genauigkeit
der Ablesung bis zu jedem gewiinschten Grade treiben kann, wenn



(3) . Ein Beispiel. 3
man nur eine Tafel mit der dazu nétigen Genauigkeit verwendet (man
denke nur an die drei-, vier-, fiinf-, siebenstelligen Logarithmentafeln!).
Indessen liegt hierin zugleich ein grofier Nachteil derartiger Tafeln;
je genauer sie sind, um so unhandlicher und uniibersichtlicher sind
sie auch, und der Forderung der Anschaulichkeit wird eine Tafel
iiberhaupt nicht gerecht.

Da verrichtet nun die Zeichnung die besten Dienste. Allerdings
sind die zeichnerischen (graphischen) Methoden so mannigfaltig, daf3
es unmoglich ist, sie hier auch nur zu einem geringen Teile ol F
zu behandeln. Fiir unser Beispiel diirfte sich u. a. diejenige +150J +300
empfehlen, die wir an den Thermometern selbst angewendet wusf ,
finden. Ein Thermometer, das sowohl Fahrenheit- als auch 730
Celsius-Temperaturen abzulesen gestattet, enthilt zwei Lei- ]
tern (Skalen), die mit ihrer Achse zusammengefiigt sind, viel- -
leicht so, daBl auf der linken Seite sich die Celsius-, auf +wp
der rechten die Fahrenheit-Einteilung befindet (Abb. 1). s
An die Stelle der C-Skala, auf welche das Ende des Queck- -
silberfadens bei der Schmelztemperatur des Eises weist, wird 71
die Zahl 0°, gegeniiber auf der F-Skala dagegen die Zahl 32°
geschrieben; an die Stelle, auf welche das Ende des Queck- +50
silberfadens bei der Siedetemperatur des Wassers zeigt, links 4
100°, rechts 212°. Das Intervall der C-Skala wird daraufhin 30
zwischen diesen beiden Punkten in 100, das der F-Skala in
180 gleiche Teile geteilt und fortlaufend beziffert, links von0 = w
bis 100, rechts von 32 bis 212. Doch nicht genug! Durch die %0+
Fortsetzung dieser Einteilung (fortgesetztes Antragen der w1 “
Celsius- bzw. Fahrenheit-Einheiten) nach oben und unten 2 10
ist man in der Lage, auch solche C- und F-Ablesungen mit- %1 #
einander zu vergleichen, die auflerhalb dieses Intervalls liegen. -#1-#
Das notigt allerdings dazu, die unter dem Nullpunkt beider app. 1.
Skalen gelegenen Teilpunkte von den dariibergelegenen zu unter-
scheiden; man tut dies, indem man vor diese ein Minuszeichen setzt.
— Das Verfahren der Aneinanderfiigung und Zuordnung solcher
Leitern ist in der Nomographie ausgebaut worden, auf die an spéterer
Stelle (s. S. 584—613) niher eingegangen werden soll.
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(3) Zu einer mathematisch und technisch fruchtbareren Darstellung
der Abhangigkeit des F von dem C gelangt man auf folgendem Wege:
Man wéhlt in der Ebene einen beliebigen Punkt, der mit O bezeichnet
werde (Abb. 2); er moge der Koordinatenanfangspunkt, Anfangspunkt,
Nullpunkt genannt werden. Durch ihn zieht man zwei beliebige, auf-
einander senkrecht stehende Geraden; meist liegt die eine wagerecht,
die andere also lotrecht. Erstere heit die Abszissenachse, letztere
die Ordinatenachse. Jene wird zum Trager der unabhingigen Ver-
1*
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anderlichen, diese zum Triger der abhingigen Veréinderlichen gewihlt.
Weil nun in unserem Beispiele die unabhingige Verinderliche C, die
abhingige F ist, wollen wir an die Abszissenachse den Buchstaben C, an
die Ordinatenachse F schreiben und erstere auch die C-Achse, letztere
die F-Achse nennen. — Die beiden Achsen, Abszissenachse und Ordinaten-
achse, haben auch den gemeinsamen Namen Koordinatenachsen, und
das ganze Gebilde wird als ein Koordinatensystem, und zwar, weil die
F beiden Achsen aufein-
ander senkrecht stehen,
Toss als ein rechtwinkliges
Koordinatensystem be-
zeichnet.
Lo Nun wahlen wir auf
] der C-Achseeine Strecke,
] die der Einheit des
e C-MaS8es, also 1° C, ent-
13 sprechen soll: dadurch
T , ’ ' erhalten wir auf der
o -5 YWizsvs w5 C-Achse eine Celsius-
Leiter, und wenn wir
15 uns dafiir entscheiden,
1 daB der Punkt O zu-
o 1 T gleich der Nullpunkt der-
] selben sein, und von die-
sem nach rechts die Lei-
ter mit positiver Tempe-
raturangabe, nach links
die mit negativer ge-
richtet sein soll, eine Skala, die alle Temperaturangaben von —oo
bis +oco umfaBt. Dasselbe wollen wir mit der F-Achse vornehmen;
auch hier wahlen wir eine Strecke, die 1° ¥ entspricht, eine sog.
,,Einheitsstrecke*; diese kann an sich beliebig lang sein, sie soll aber
in unserem Falle dieselbe Linge haben wie diejenige, welche 1° C ent-
sprechen soll. Wahlen wir hier die nach oben gerichtete als die ,,posi-
tive‘‘, die nach unten gerichtete als die ,,negative‘ F-Achse, so kénnen
wir auch auf der F-Achse, wenn wir von unten nach oben gehen, alle
Temperaturen — oo << F°<C + oo unterbringen. Die beiden Koordinaten-
achsen teilen die Ebene in vier Quadranten, von denen man den
von der positiven C- und der positiven F-Achse begrenzten als ersten
und die iibrigen, im Gegenzeigersinne umlaufend, als zweiten, dritten,
vierten bezeichnet (s. Abb.2: I, II, III, IV).
Nun wissen wir, daB nach dem durch die Formel 1) ausgedriickten
Gesetze beispielsweise einer Temperatur von 15°C eine solche von

aQ

ioss
Abb. 2.
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59° F entspricht; jetzt fiihren wir folgendes aus: In Abb. 3, die im
MaBstab 1:10 gegeniiber Abb. 2 verkiirzt ist, suchen wir auf der
O-Achse denjenigen Punkt C, der 15° C entspricht, und auf der F'-Achse
den 59°F entsprechenden Punkt F. Ferner ziehen wir durch O zur
F-Achse und durch F zur C-Achse die beiden Parallelen, die sich in
A schneiden mogen. Dieser Punkt 4 soll nun derjenige Punkt sein,
der dem Wertepaare 15° C|59° F ent-

spricht. Da FA =0C und CA=0F f
ist, hitte man zu A4 auch gelangen kon- ]
nen, wenn man durch C die Parallele zur ra0

F-Achse gezogen und auf ihr CA =0F
abgetragen hatte. Man nennt 0 C=15°C I

die Abszisse und €4 =59° F die Ordi- [+
nate und beide zusammen die Koordi-
naten des Punktes A. Zugleich erkennt
man, daf jeder Punkt in der Ebene

+100

eine und nur eine Abszisse und ebenso [ 8

eine und nur eine Ordinate hat, und Fro A

daB zu jedem Wertepaare C und F ein

und nur ein einziger Punkt gehort, C+U

tiir den C die Abszisse und F die Ordi- ++—+2 oy g

nate ist. Der Punkt 4 ist also da-
durch gefunden worden, dal man zu 1
den Koordinatenachsen Parallele ge- %
zogen hat; das Koordinatensystem
tragt aus diesem Grunde auch den
Namen Parallelkoordinatensystem.

Es ist ohne weiteres klar, daB nicht
jeder Punkt der Ebene die Eigenschaft hat, daB seine Koordinaten die
Gleichung F=$C+32 1)
erfilllen; sie kommt nur gewissen Punkten zu, wenn deren Anzahl
auch an sich unendlich groB ist. Einer dieser Punkte ist, wie wir ge-
funden haben, A, ein anderer, wie man sich leicht iiberzeugt, B
(25° C|77° F), withrend beispielsweise der Punkt U (25° C|12° F) diese
Eigenschaft nicht aufweist. Es empfiehlt sich, zur Forderung des Ver-
standnisses eine gréBere Anzahl solcher Punkte zu bestimmen, indem
man in Gleichung 1) fiir C eine Reihe von Werten einsetzt und das
zugehorige F' berechnet. So gehoren zu den Werten

C=—8 —60 —40 —20 + 0 420 4 40 4 60 4 80
die Werte F =-—112 —76 —40 — 4 +32 468 4104 +140 4176

1-100

Abb. 3.

(In Abb. 4 sind die zugehérigen Punkte eingetragen.) In dieser Tabelle
wachsen die Werte von ¢ um je 20°; man kann selbstverstindlich
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die Intervalle noch dichter wihlen, 1° oder 0,1° oder 0,01°...: das
wiirde, wie man sich leicht iiberzeugt, zur Folge haben, daf zwischen je
zwei der obigen Tabelle entsprechende aufeinanderfolgende Punkte noch
19 oder 199 oder 1999 . . . weitere Punkte einzuschalten wiren. Die Punkte
folgen dichter und dichter aufeinander; sie erfiillen schlieBlich eine Linie,
die man als das Schaubild oder Diagramm der Gleichung 1) bezeichnet.

Schon Abb. 4 148t vermuten, daB diese Linie eine Gerade ist;
denn die Tabelle lehrt, daB der Unter-
schied je zweier aufeinanderfolgenden
Werte von F bestindig derselbe, nim-
lich 36 ist, daB also zu einer kon-
stanten Differenz von C, namlich der
Differenz 20, die konstante Differenz 36
von F gehort. Was bedeutet dies aber
geometrisch ? Zieht man in Abb. 4 bei-
spielsweise durch P,, die Parallele zur

A C-Achse und durch P,, die Parallele zur
+20 F-Achse, die sich in @,, schneiden mégen,
#6770 b | ez eaiay agy SO bildet sich ein rechtwinkliges Dreieck
1-20 Pyy@yo Py, indem die Kathete P,y Q,,= 20,
4-4 der Differenz der C, und die Kathete
1ogg Q40 Py =36, der Differenz der F, ist.
L_g Dann ist aber das Dreieck P,; Qo Py in
L Abb. 4 deckungsgleich mit diesem, folg-
lich ist auch
+-120
=m0 F Pyo Pog Quo = 5 Py Py Qoo = 3
Abb. 4.

und zwar ist tgx = 4§ = £. Da nun die
beiden Schenkel P,y @, bzw. P,y Qg parallel der C-Achse, also auch
untereinander parallel sind, miissen auch die beiden Schenkel P,,P,,
und P,y Py untereinander parallel sein; weil sie fernerhin den
Punkt P,; gemeinsam haben, miissen sie sogar auf die nimliche Ge-
rade fallen. Das heiit aber nichts anderes, als daB Py, auf der
Geraden P, P,, liegen muBl. Damit ist bewiesen, daf die Punkte der
Abb. 4 auf einer Geraden liegen, und zwar bildet diese Gerade mit der
C-Achse einen Winkel o, fiir welchen tgo = £ ist, der also &~ 61°
ist. Man bezeichnet tga = A als den Richtungsfaktor der Ge-
raden.

So bleibt nur noch der Nachweis iibrig, daB jeder der Punkte,
deren Koordinaten die Gleichung 1) erfiillen, sich dieser Geraden
einfiigt. Wir wollen uns zu diesem Zwecke unter C' einen ganz be-
liebigen, aber bestimmten Wert vorstellen; zu ihm gehort vermoge

Gleichung 1) ein bestimmter Wert F'= £ 0 4 32; beiden Koordinaten
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entspricht (Abb. 5) ein bestimmter Punkt P. Diesen wollen wir durch
eine Gerade mit P,, verbinden. Ferner wollen wir durch Py, die Parallele
zgur C-Achse und durch P die Parallele zur F-Achse ziehen; beider
Schnittpunkt sei . Dann-ist P, @ gleich der Differenz der zu P,
und zu P gehorigen Abszissen, also gleich ¢ — 20, ebenso ist QP
gleich der Differenz der Ordinaten dieser Punkte, also gleich

20+32—-68=2C—36;
folglich ist
' 9036

tg PPy Q =555 — 5 = tg&.
Die Gerade P,, P hat demnach dieselbe Richtung
wie die Gerade P,y P,, der Abb. 4; demnach fallen
beide aufeinander, d. h. der Punkt P ist ein Punkt
dieser Geraden. Damit ist der Beweis erbracht.

(4) Wir sind am Ende unserer Betrachtungen tiber
das eingangs dieses Paragraphen eingefiihrte Bei-
spiel; fassen wir daher das Wesentlichste unserer
Erérterungen nochmals zusammen:

Die Gleichung 1) F = ¢ C -+ 32 lehrt, zu einer
beliebigen Celsius-Temperatur ¢ die zugehorige
Fahrenheit-Temperatur F zu finden. Die ab-
hingige Verinderliche F ist eine lineare Funktion
von €, deshalb linear genannt, weil ihr Schaubild
im rechtwinkligen Parallelkoordinatensystem eine
gerade Linie ist. Bildet man die Differenz irgend
zweier Werte von O, ebenso die Differenz der zu
ihnen gehorigen beiden Werte von F und dividiert
letztere Differenz durch erstere, d.h. bildet man den Quotienten aus
der Differenz irgend zweier Werte der abhéingigen Veranderlichen und
der Differenz der zugehérigen unabhéngigen Veranderlichen, den sog.
Differenzenquotient, so ist dieser fiir unsere lineare Funktion konstant,
d.h. ganzlich unabhiingig von den zufillig gewéhlten Werten von C. Er
hat in unserem Falle den Wert £, ist also identisch mit dem Richtungs-
faktor der Geraden. Man sieht fernerhin, daB der Differenzenquotient
identisch mit dem Faktor von C in Gleichung 1) ist. Damit hat dieser
einen geometrischen Sinn erhalten. Aber auch die andere konstante Grofe
in Gleichung 1), das Absolutglied 32, 146t eine geometrische Deutung
zu; es ist namlich gleich dem Stiicke, das die Bildgerade auf der
F-Achse, der Ordinatenachse, abschneidet, wie man sich leicht iiber-
zeugt, und wie schon aus der Tabelle (S.5) ersichtlich ist.

Was hat uns dieses Schaubild praktisch zu sagen? In Abb. 6 ist
es noch einmal wiedergegeben unter Fortlassung aller konstruktiven

Abb. 5.
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und fir die Beweise notwendigen Einzelheiten der vorangehenden
Abbildungen. Wir kénnen mit Hilfe des Schaubildes zu einer beliebigen
Celsius-Temperatur ¢ die Fahrenheit-Temperatur F finden und
umgekehrt, und zwar auf folgendem Wege: Wir lesen auf der C-Achse
das gegebene C ab, gehen von diesem Punkte auf der Parallelen zur
F-Achse bis zum Punkte P der Geraden und von diesem auf der Par-

F : allelen zur C-Achse bis zum Schnitt-
punkte F der F'- Achse ; dieser liefert
die gesuchte Fahrenheit-Tem-
peratur. — Es lassen sich zeich-
nerisch noch eine groBe Fiille an-
derer Aufgaben losen. So macht
beispielsweise die Beantwortung
der in (1) 8.1, gestellten Frage
nach der Temperatur, fiir welche
F und C gleiche Angaben haben,
keine Miihe; man braucht bloB zu
bedenken, daB die Halbierende w,
“des Winkels zwischen der posi-
c tiven C- und der positiven #-Achse

7/
+20”
e
4 r . R R
-80 -60 -#0 -0 /| +20 +40 +60 +80 +mo+r20 - und seines Scheitelwinkels der Ort

1-20 fiir jeden Punkt ist, dessen Abszisse

-40 gleich der Ordinate ist, um im

-60 Schnittpunkte G mit der Geraden
1-80 von der Gleichung 1) den Punkt
Lomo zu finden, fiir welchen F = C ist;
- ‘ das Bild 1aBt deutlich erkennen,
Lews daf} fiir ihn F = C = —40° ist.

(Wie findet man zeichnerisch die
Temperaturen, fiir welche F und ¢
entgegengesetzt gleiche Angaben liefern ? Fiir welche ist die F-Angabe
um 100° hoher als die C-Angabe ? usw.)

Es empfiehlt sich, einer ganz entsprechenden Betrachtung auch
die Beziehung zwischen Celsius und Réaumur und zwischen
Fahrenheit und Réaumur zu unterziehen und diese Unter-
suchungen in allen den Richtungen zu vertiefen, wie es in diesem
Paragraphen fiir Fahrenheit-Celsius geschehen ist. Doch sei dies
dem Leser iiberlassen.

Haben wir uns mit den Ausfithrungen dieses Paragraphen voll
vertraut gemacht, so diirfte die Behandlung der allgemeinen linearen
Funktion, mit der wir uns im folgenden Paragraphen befassen wollen,
keine Schwierigkeit bereiten.

Abb. 6.
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§ 2. Die lineare Funktion.

(6) Man ist iibereingekommen, solange keine anderweitigen Griinde,
wie praktische Erwagungen usw., es erfordern, die Verdnderlichen mit
den letzten Buchstaben des (lateinischen, griechischen, deutschen)
Alphabets, die Unverdnderlichen dagegen mit den ersten Buchstaben
zu bezeichnen. Handelt es sich also um eine Funktionsbeziehung
zwischen nur zwei Verinderlichen, so wihlt man die Buchstaben z
und g, ersteren fiir die unabhiingige, letzteren fiir die abhingige Ver-
dnderliche. Die allgemeinste Form der linearen Funktion wird dem-
nach durch die Gleichung

y=Az+b 2)

wiedergegeben. Die Konstante A heile der Beiwert (Ioeffizient) der
unabhingigen Verinderlichen, die Konstante b das Absolutglied; im
Gegensatz hierzu heifle das Glied Az das lineare Glied der Funktion.

Setzt man in 2) x =0, so ergibt sich ¥y = b; das Absolutglied
ist also derjenige Wert, den die abhéngige Verdnderliche
annimmt, wenn man der unabhédngigen Veréanderlichen den
Wert Null erteilt. Auch der Grofe A kann man eine funktionale
Bedeutung beimessen; wir kommen zu ihr durch folgende Uber-
legungen:

Wir nehmen einen beliebigen, aber bestimmten Wert fiir « an; zu
ithm gehort vermoge 2) ein bestimmter Wert y = Az -+ b. Nun er-
teilen wir der unabhingigen Verinderlichen einen zweiten beliebigen,
aber bestimmten Wert, er mdge ax; sein; ihm entspricht ein anderer
Wert y, der abhingigen Verinderlichen, so dall y; = Ax; -+ b ist.
Jetzt bilden wir die Differenz der beiden Werte der unabhingigen
Veréinderlichen, sie ist x; — x; ebenso die Differenz der beiden Werte
der abh#ingigen Veriinderlichen, diese ist y; — y = A (x; — «). SchlieB-
lich dividieren wir diese Differenz durch die erste; wir bilden den
Differenzenquotienten:

oY A 3)
_ x —a

Formel 3) sagt uns zweierlei: Erstens: Fir jede lineare Funk-
tion ist der Differenzenquotient konstant, welche beiden Werte
man auch fiir die unabhiingige Veranderliche wihlen mége. Und
zweitens: Der Beiwert der unabhéngigen Verdnderlichen ist
fiir jede lineare Funktion gleich ihrem Differenzenquo-
tienten.

Eine im Grunde vollig gleiche, nur in der duBeren Form und der
Ausdrucksweise etwas abweichende Ableitung derselben Ergebnisse ist
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die folgende: Man gibt der Unabhingigen einen bestimmten Wert z;
der zugehoérige Wert der Abhingigen ist

y=Ax+b. 2)
Nun erteilt man dem gewahlten z einen Zuwachs, der mit 4z be-
zeichnet wird, so daB der neue Wert der unabhingigen Verinder-
lichen x 4+ 4z lautet; zu ihm gehort auch ein anderer Wert der
abhingigen Veranderlichen, der sich von dem vorherigen um den Zu-
wachs 4y unterscheiden mége, so daB also die Gleichung besteht:

y+Ay=~A@@+42) +5b. 2))

(Es sei, um MiBverstindnissen vorzubeugen, ausdriicklich betont, daf}
die Bezeichnungen Az bzw. 4y nicht etwa Produkte aus 4 und =z
bzw. y sind, sondern Abkiirzungen fiir ,,Differenz der x bzw. y*¢, dhnlich
wie sinz nicht das Produkt aus den beiden Faktoren sin und z dar-
stellt, sondern ,,Sinus des Winkels 2 zu lesen ist; 4z und 4y sind also
gleichbedeutend mit den Ausdriicken, die oben als 2, — = baw. ¥, — ¥y
bezeichnet worden sind.) Subtrahiert man die Gleichungen 2) und 2)
voneinander, so erhilt man die GréBe des Zuwachses dy = A. dz
und hieraus den Quotienten der beiden Zuwiichse bzw. Differenzen,
also den Differenzenquotienten in Ubereinstimmung mit oben:
A:l/ ’
iy = A. 3
Es ist also gleichgiiltig, welche der beiden Betrachtungsweisen man
zugrunde legt; wir werden im folgenden bald diese, bald jene wihlen,
je nachdem ob wir mehr den Begriff der Differenz oder den des Zu-
wachses betonen wollen. Im iibrigen ist es nicht nétig, daB 4z und dy
stets einen Zuwachs im eigentlichen Sinne bedeuten; Az kann auch
negativ gewiahlt werden, also nach dem gewdhnlichen Sprachgebrauch
eigentlich eine Abnahme darstellen; ebenso gibt es, wie die folgenden
Beispiele zeigen, Fille, in denen Ay negativ wird.

(6) Wir kommen nun zum Schaubild der allgemeinen linearen Funk-
tion im rechtwinkligen Parallelkoordinatensystem. Da wir die un-
abhiingige Verinderliche mit- # bezeichnet haben, so heifit ihr Triger,
die Abszissenachse, auch die X-Achse, und entsprechend die Ordinaten-
achse die Y-Achse. Wir wahlen auf beiden Achsen eine MaBeinheit,
die, soweit keine ZweckmiBigkeitsgriinde dagegen sprechen, fiir beide
Achsen dieselbe sein moége. Der Punkt P (Abb.7) habe die Eigen-
schaft, daB seine Koordinaten O X = x und X P = y die Gleichung 2)

erfiillen y=Az+b;

dasselbe moge von den Koordinaten OX; = ; und X, P, = y; des
Punktes P, gelten: y; = Az, + b. Jetzt ziehen wir durch P die Parallele
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zur x-Achse, die X;P; in ¢, schneiden mége. Nun ist aber

PQ,=XX,=0X,—0X =2, —a=Aux,
also gleich der Differenz bzw. Zunahme der unabhingigen Verinder-
lichen, und

QP =X, P, — X,0, =X, P, — XP=y, —y=4dy,

d. h. gleich der Differenz bzw. Zunahme der abhéngigen Verénderlichen.
Folglich ist p

tgPPQ, =tga = 21— ¥ — ¥ _ A [s.3) bzw. 3)].

z —x  dx

Wenn man also irgend zwei Punkte,
deren Koordinaten Gleichung 2) er-
fiilllen, miteinander durch eine Gerade
verbindet, so schlieBt diese mit der
X-Achse einen Winkel & ein, dessen
Tangensfunktion gleich dem Beiwert A /
des linearen Gliedes, -also konstant ist. ad
Das ist aber nur dann moéglich, wenn

alle diese Punkte auf einer Geraden g¢

liegen, deren Richtungsfaktor gleich

dem Beiwert A ist. Das Schaubild

der linearen Funktion ist also

eine Gerade. Es geniigt, von dieser AbD, 7.

Geraden irgendeinen Punkt zu be-

stimmen und durch diesen die Gerade mit dem Richtungsfaktor A
zu legen. Da tga = A ist, so ist. man imstande, den Winkel & selbst
zu berechnen; Voraussetzung hierzu ist allerdings, daB man fiir beide
Koordinatenachsen die gleiche Strecke als MaBeinheit gewihlt hat:
im Falle des §1 ist also o = 60°56"44"", Aus 3) bzw. 3') ergibt sich
ferner: Ist A positiv, so steigt die Gerade bei wachsender Abszisse,
ist A negativ, so fallt sie.

Einen besonderen Punkt B erhilt man, wenn man z = 0 setzt;
fiir ihn ergibt sich y = b; es ist der Schnittpunkt der Geraden g mit
der y-Achse. Damit hat auch das Absolutglied von Gleichung 2)
seine geometrische Deutung erhalten; es liefert den Abschnitt, den
die Bildgerade der linearen Funktion auf der Ordinatenachse bildet:
b = O B. Ist also b positiv, so schneidet die Gerade die y-Achse in ithrem
positiven Teil, im anderen Falle in ihrer negativen Halfte.

Das Ergebnis unserer Untersuchungen ist also das folgende:

Das Schaubild der linearen Funktion ist im rechtwinkligen Parallel-
koordinatensystem stets eine Gerade; der Beiwert des linearen Gliedes
bestimmt die Richtung dieser Geraden, derart, daB bei fiir beide Achsen
gleicher Mafeinheit dieser Beiwert gleich dem Tangens desjenigen
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Winkels ist, den die Gerade mit der positiven Abszissenachse einschlief3t;
das Absolutglied bestimmt nach Gréfle und Vorzeichen den Abschnitt,
den die Gerade auf der Ordinatenachse bildet.

(7) Wir wollen diesen Paragraphen nicht schlieBen, ohne noch einiger
Anwendungen der linearen Funktion, denen technische Bedeutung zu-
kommt, zu gedenken. An erster Stelle sollen zwei Beispiele aus der
Bewegungslehre stehen, in denen, in Vorbereitung spiter folgender
Paragraphen, der Differenzenquotient eine wichtige Deutung erféhrt.
Das eine ist die gleichformige Bewegung; man versteht unter ihr eine
solche, bei welcher der bewegte Massenpunkt in gleichen Zeiten gleiche
Wege zuriicklegt. Bedeutet ¢ die Zeit in einer Mafleinheit (Sekunde,
Minute, Stunde, . ..), die seit dem Beginn der Zeitmessung verflossen
ist, und s die Lange des Weges in der zugrunde gelegten Lingenein-
heit (em, m, km, ...) von seinem Anfangspunkte aus gemessen, so be-
steht fiir die gleichférmige Bewegung zwischen Weg und Zeit die
Gleichung

§=8,+c-t, t 4)

wobei ¢ die unabhiingige, s die abhéangige Verinderliche, s, und ¢ Kon-
stanten sind. DaB Gleichung 4) wirklich die gleichférmige Bewegung
beschreibt, sehen wir an folgendem: Gibt man der Verinderlichen ¢
irgendeinen Zuwachs 4¢, so daB seit Beginn der Zeitmessung die Gesamt-
zeit t - A¢ verflossen ist, so ist der Massenpunkt um eine Lange s - 4s
von dem Anfangspunkte seiner Bewegung entfernt, wobei

s+ Ads =s, -+ c(t + 4i) 4"

sein mull. Hieraus berechnet sich durch Subtraktion von 4) und
4"y As = ¢+ 4t. Das heiBt aber nichts anderes, als daB in gleichen
Zeitraumen 4¢ auch die gleichen Wegstrecken 4s = ¢ - 4¢ durchlaufen

werden, worin eben das Wesen der gleichférmigen Bewegung beruht.

Der Differenzenquotient dieser linearen Funktion ist% =¢; ¢ ist also

der Quotient aus der durchlaufenen Strecke wund der hierzu be-
nétigten Zeit, der als Geschwindigkeit bezeichnet wird. Wir haben
also gefunden, daBl bei der gleichférmigen Bewegung die Geschwindig-
keit wahrend der ganzen Bewegung konstant ist; sie ist der Beiwert
des linearen Gliedes. — Setzt man in 4) ¢ = 0, so ergibt sich s = s,.
Hiermit ist auch die andere Konstante der Gleichung 4) gedeutet;
sie gibt an, welche Entfernung vom Anfangspunkte seiner Bahn der
bewegte Punkt im Augenblicke des Beginns der Zeitmessung hat.

Das Schaubild der Gleichung 4) liefert natiirlich wieder eine
Gerade. In Abb.8 ist die gleichférmige Bewegung

s=258m — fyms -4
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dargestellt; hierbei sind fiir die Zeiteinheit und die Langeneinheit
verschieden lange Strecken gewahit worden, da sonst das Bild, wie
man sich leicht tberzeugt, zu wenig ausdrucksvoll geworden wire.
Selbstverstandlich sagt die Gerade — dessen muB sich besonders der
Anfanger bewul3t sein — nichts iiber s
die Gestalt der Bahn des Massen-
punktes aus. Die Bahn braucht durch-
aus keine Gerade zu sein ; ein an einem '
Faden befestigter Stein, der im Kreise
geschleudert wird, kann sehr wohl eine
gleichformige Bewegung beschreiben, \
L + + ¥ 4;>t
Tw 50 08

-

AN LR

der das obige Diagramm zukommt;
das Schaubild gibt einzig den gesetz-
miBigen Zusammenhang zwischen
Weg und Zeit. i
Noch klarer werden diese Ver- 57
héltnisse durch Abb. 9 werden, die ]
einen Teil des graphischen Eisenbahn-
fahrplanes der Strecke Freiberg— 1]
Chemnitz gibt. Sie zeigt, daB die Ge-
radenziige, von denen ein jeder das
Schaubild eines auf dieser Strecke verkehrenden Eisenbahnzuges ist,
verschiedene Richtung haben. Im tibrigen diirfte das Bild so klar ver-
standlich sein, daB sich ein weiteres Wort der Erklarung eriibrigt.

Abb. 8.

(8) Auch die gleichmiiflig - veriinderte Bewegung bietet eine An-
wendung der linearen Funktion, da bei ihr die Geschwindigkeit v sich
in gleichen Zeiten um gleiche Betrige dndert. Die Geschwindigkeits-
Zeit-Beziehung ist also hier gegeben durch eine Gleichung von der Form

v=1v,+ b1, 5)
wobei v, die Geschwindigkeit des bewegten Massenpunktes im Zeit-
Nullpunkt ist und 6 = iT“t} die Beschleunigung heifit, die also bei

der gleichférmig-veranderlichen Bewegung konstant ist; ist sie negativ,
50 heift sie auch Verzégerung. Ein Beispiel hierfiir ist der senkrecht
nach oben gerichtete Wurf im luftleeren Raume; fiir ihn ist, falls
die Bewegungsrichtung nach aufwirts als die positive angesehen wird,
b=—g=—98Im-s-2. KEs sei vy,=40ms"'; dann lautet die
Gleichung

v=40ms 1 — 9,81 ms~2.¢. 5

Abb. 10 gibt die Kurve wieder. Bis ¢ = 4,08% ist v positiv, wird aber
mit wachsendem ¢ immer kleiner. Fiir ¢ = 4,08 ist v = 0; der be-
wegte Massenpunkt hat seine hochste Stelle erreicht; er kehrt um
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und bewegt sich in umgekehrter Richtung; » wird negativ. — Die
Geschwindigkeits-Zeit-Gleichung fiir den freien Fall lautet, falls die
Bewegungsrichtung nach unten als positiv gelten soll, » = ¢ - ¢, wenn
der Fall gerade zum Zeit-Nullpunkt beginnt. Der Entwurf des Schau-
bildes sei dem Leser iiberlassen.

(9) Der Hydrostatik entnommen ist das folgende Beispiel: In
einem GefiBe befinde sich eine Fliissigkeit vom spezifischen Gewichte y;
der Oberflichenspiegel habe den Abstand %2 vom Boden des GefalBes.

ms\v

s

60 x

50 H

w

» \

2 %

0 ¢

¢ X
PR 2D (D TR B AN

-0
-2 i Y 0
3 G
Abb. 10. Abb. 11.

Die Flissigkeit tibt auf die Wandung einen Druck aus, der in ver-
schiedenen Hohen verschieden ist, da die dariiberlagernde Fliissigkeits-
siule um so mehr wiegt, je hoher sie ist, und zwar ist der Druck
proportional der Hohe der dariiberlagernden Flissigkeitsschicht. In
der Hoéhe % iiber dem Boden ist der Druck Null; der Boden trigt das
Fliissigkeitsgewicht f - & - ¥, wenn f die Flache des Bodens ist; folglich
ist der Druck am Boden gleich
Gewicht der Flissigkeit n
Grundfliche =y

Um den Druck D in der Hohe « iiber dem Boden zu finden, verwende
man die Proportion

D:i(h-y)=(h—2x):h;

hieraus folgt:
D=yl —x). 6)
D ist also eine lineare Funktion von z; der Differenzenquotient
ist —y. Da die unabhingige Verinderliche x in diesem Beispiele
eine Hohe ist, also lotrechte Richtung hat, empfiehlt es sich, fiir das
Schaubild, abweichend von der sonstigen Gepflogenheit, die x-Achse
auch lotrecht, die D-Achse dagegen wagerecht zu wihlen; das Schau-
bild gestattet dann, sofort fiir jede beliebige Hohe den Druck abzu-
lesen. Erwshnt sei ferner noch, daf Gleichung 6) zwar von den
Koordinaten aller Punkte der unendlich langen Geraden GH erfiillt
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wird, daf aber fiir das gestellte Problem nur die Strecke GH Wert
hat, da «x praktisch ja nur zwischen den endlichen Werten 0 und A
variieren kann.

(10) Ein elektrischer Stromerzeuger habe eine elektromotorische
Kraft e und einen inneren Widerstand w;; wie dndert sich die Klemmen-
spannung e, mit der Verbraucherstromstérke ¢? Ist w, der Widerstand
des Verbraucherstromkreises, der duBere Widerstand, und e; das Span-
nungsgefille im Innern der Stromgquelle, so ist nach dem Ohmschen
Gesetze
) i=—a
2 w; + Wy ’
ferner -
b) e=e+ e,
und nach dem Kirchhoffschen Gesetze
C) eie, = Wiiwg.
Eliminiert man aus diesen Gleichungen e; und w,, so ergibt sich:
ey =¢€— w;t. 7)
Die Klemmenspannung ist also eine lineare Funktion der Verbraucher-
stromstarke. Da e, praktisch nur zwischen den Grenzen 0 und e variieren
kann, gelten fiir das Schaubild dieselben Bemerkungen wie in (9).
. AuBerdem erkennt man, dafl der Hochst-
A wert, der fiir ¢ aus unserer Stromquelle her-
n 1 . .
ausgeholt werden kann, fiir e, =0 eintritt;
er betragt

0005 1 e

Tmax = e
k2
5 4>+  SchlieBlich sei noch an das Gesetz aus
der Wiarmelehre erinnert, nach dem im
9995} allgemeinen die Ausdehnung eines Korpers
innerhalb gewisser Grenzen der Tempera-
Abb. 12, turerhchung proportional ist:

Lt == LO(]' + at) .

(L, die Lange bei 0°C, L, die Lange bei {°C, o der Ausdehnurgs-
koeffizient.) Da & im allgemeinen sehr klein ist, empfiehlt es sich,
um iiberhaupt ein handliches Schaubild zu erhalten, die Bezifferung
der L-Achse nicht mit 0, sondern mit einem héheren Werte, etwa L,
zu beginnen. So gibt Abb. 12 das Schaubild fiir die lineare Ausdehnung
des Messings (¢ = 0,000019).

Wir sind am Ziele unserer Betrachtungen iiber die lineare Funktion
und haben zuletzt an Beispielen ihr mannigfaches Auftreten kennen-
gelernt; wir haben die praktische Bedeutung der auftretenden GrdfBen,

1000
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insbesondere des Differenzenquotienten, erkannt und gesehen, wie
man beim Entwurf des Schaubildes bisweilen zweckméfBigerweise von
der iiblichen Form in der einen oder anderen Richtung abweicht,
und so gelernt, das Wesentliche der Darstellung vom Unwesentlichen
zu unterscheiden. Wir sind damit reif geworden zur Behandlung von
weniger einfachen Problemen; wir gehen einen Schritt weiter und
wollen uns im folgenden Paragraphen in das Wesen der quadra-
tischen Funktion vertiefen.

§ 3. Die quadratische Funktion.

(11) Die allgemeinste Form der quadratischen Funktion ist

y=az*+bx+tc, 8)
d. h. also, daBl — zum Unterschied von der linearen Funktion — y auch
noch von der zweiten Potenz (dem Quadrat) von z abhingig ist.
Ehe wir jedoch zu ihrer Untersuchung iibergehen, wollen wir vorerst
den einfachsten Sonderfall betrachten; wir erhalten ihn, indem wir der
Konstanten ¢ den Wert 1, den Konstanten b und ¢ den Wert 0 erteilen.
Es ergibt sich die rein quadratische Funktion von der Form

y=2a%; 9)
sie liefert also zu jeder Zahl x die zugehérige Quadratzahl, und jede
Tabelle der Quadratzahlen ist eine tabellarische Darstellung dieser
Funktion. Wenden wir uns ihrem N4
Schaubilde zu! Es ist nach obigem 4
eine Linie, die alle Punkte umfaft, \

fiir welche der Zahlenwert der Ordi-
nate das Quadrat des Zahlenwertes

3
der Abszisse ist; auf ihr liegen also
beispielsweise die Punkte (0]0), (1]1),
(214), (3]9) .. .; diese Bezeichnungs- Z
weise wird gern verwendet, die erste \
Zahl in der Klammer gibt die Ab-
szisse, die zweite die Ordinate des 7
Punktes. Schon hieraus erkennt man, \

daB die Linie keine Gerade sein kann. X

Durch Einschalten weiterer Punkte -2 -7 ” 7 2
tritt die Art der Kurve noch deut- ABD. 13.

licher hervor, um so deutlicher, je dichter die Punkte gewihlt werden;
in Abb. 13 sind noch die Punkte (}|+%), (3]4), (3|+%) ... ein-
gezeichnet. Das Schaubild der rein quadratischen Funktion ist die
Parabel, nach der Geraden wohl die wichtigste Kurve der Technik.
Die Gleichung y = 22 mége fiir uns die Definitionsgleichung der Parabel

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 2
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sein. Aus ihr lassen sich sofort einige wichtige Eigenschaften dieser
Kurve finden. Ziehen wir, was bisher nicht geschehen ist, auch negative
Abszissen in den Bereich unserer Betrachtungen ein, und beriicksichtigen
wir, dafl die Quadrate entgegengesetzt gleicher Zahlen einander gleich
sind, so finden wir, da zu entgegengesetzt gleichen Abszissen Punkte
von gleicher Ordinate gehéren [z.B. P(3|23) und P'(—%4[%%)]. Da
diese Punktepaare spiegelbildlich (symmetrisch) zur Ordinatenachse
liegen, so muB die Kurve selbst aus zwei Teilen bestehen, von denen
der eine das Spiegelbild des anderen beziiglich der Ordinatenachse ist.
Diese hat daher eine ganz besondere Bedeutung fiir die Parabel; sie
heiflt die Achse der Parabel. Der Punkt, in welchem beide Teile zu-
sammenstofen — in unserem Falle der Koordinatenanfangspunkt —,
hat ebenfalls eine besondere Bedeutung; er heilt der Scheitel der
Parabel. Unter dem Scheitel der Parabel versteht man also ihren
Schnittpunkt mit ihrer Achse. — Da das Quadrat einer reellen GroSe
stets positiv ist, so folgt weiter, daB die Ordinate eines jeden
Punktes unserer Parabel positiv sein mufl, daB also die Parabel in
ihrem ganzen Verlaufe oberhalb der z-Achse, d.h. in demjenigen Teile
der Ebene lauft, welcher durch die positive Halfte der y-Achse be-
stimmt ist.

(12) Wir wahlen jetzt fiir die unabhingige Veréinderliche einen neuen
Wert @;; zu ihm gehort auch ein neuer Wert der abhingigen Ver-
anderlichen 3, = 2}. Die Differenz beider Werte der abhingigen
Verdnderlichen ist also y; — y = 2] — 22; dividiert man diese durch
die Differenz der beiden Werte der unabhingigen Verinderlichen, also
durch x; — x, so ergibt sich der Differenzenquotient:
. 2 .2

%_%:%t%zml—}—m. 10)
Hier ist nun eine Tatsache besonders bemerkenswert; der Differenzen-
quotient ist nidmlich nicht, wie bei der linearen Funktion, eine kon-
stante Grofle; er ist im Gegenteile, da er gleich der Summe der beiden
Werte der unabhangigen Veranderlichen ist, abhingig sowohl von x
als auch von x;, also von zwei Bestimmungsstiicken. Dies lehrt auch
der andere Weg zur Bestimmung des Differenzenquotienten [s. (5)].
Gibt man namlich der Verinderlichen 2 den Zuwachs Az, so da8 der
neue Wert der unabhingigen Verinderlichen z 4 Az ist, so erhalt
die Abh#ingige y einen Zuwachs Ay, und der zu x 4 dx gehérige
Wert derselben, y + 4y, ist durch die Gleichung

y+dy = (z + da) 11)

bestimmt. Durch Subtraktion der beiden Gleichungen 9) und 11)

folgt fiir Ay Ay =2z -Ax + (A=),
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und hieraus fiir den Differenzenquotienten
Ay

-H:Qx—}-dx; “12)

auch in dieéer Form erkennt man seine Abhingigkeit von der Wahl

zweier GréBen, von x und dx. Der Zusammenhang zwischen den
Formeln 10) und 12) wird durch die Gleichungen

de=un, —x, Ady=y,—y bzw. x=a2+dx, y, =y-+dy
hergestellt. ‘

Zwecks geometrisch anschaulicher Darstellung des Differenzen-
quotienten sei P (Abb. 14) der Punkt mit den Koordinaten O X = «,
XP =y, wobei y = x? ist; P; habe v
die Koordinaten OX,=xz,, X, P;=1,
so daB also s

XX,=Azx, QP,=X,P,— XP=dy

ist. PP, ist also eine durch den 7 z
Punkt P gehende Sekante s der Pa- PN\ 7.
rabel, deren Richtung gegen die x-Achse ! b
gerade durch den Differenzenquotienten \ i [ ‘4

l i
n=v % wiedergegeben wird [s. (6) 1. ' *

durch P unendlich viele Parabelsekan-
ten legen lassen, da man noch den
Punkt P, willkiirlich wéhlen kann;
dieser Umstand ist das geometrische Gegenstiick zu der oben abgelei-
teten Eigenschaft, daBl der Differenzenquotient von der Wahl von x,
bzw. Az abhiangig ist.

P
- ¥
7~ @ . : T, x
Nun erkennt man weiter, dafl sich
i
&

Abb. 14.

(13) Die bemerkenswerteste der unendlich vielen durch P gehenden
Parabelsekanten ist nun die in P an die Parabel gelegte Tangente;
sie ergibt sich, wenn der Punkt P; auf der Parabel wandert, bis er in
unmittelbare Nachbarschaft von P gelangt, bis er zum Nachbarpunkt
von P auf der Parabel wird. Da entsteht sofort die Frage: Wie driickt
sich dieser Grenziibergang, wie wir den soeben beschriebenen geo-
metrischen Vorgang nennen wollen, analytisch, d. h. rechnerisch, aus?
Da brauchen wir nur im Auge zu behalten, daB dem Umstande, daB
P, sich P nahert, rechnerisch die Tatsache entspricht, daf die Differenz
ihrer Abszissen, also %, — x = Az, immer kleiner wird oder, wie
man sich ausdriickt, ,,sich der Grenze Null nihert*, ,,unter jeden
noch so kleinen Wert fallt*, oder ,,gegen Null konvergiert. Man
schreibt dies in folgender Form:

lim (z; — 2) = limAx

Ty > T Adz~>0

2*
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(sprich limes Adx; limes = Grenzwert). Nun ergibt sich aber fiir diesen
Grenzwert des Differenzenquotienten der rein quadratischen Funktion

lim =Y im 4Y — 2, 13)
xléxxl_m Ax—)OAx
wie aus Formel 10) und 12) iibereinstimmend folgt.
Far
tim 0= Y — tim 47
s>zl —% Ax»OAx

hat man einen besonderen Ausdruck gepragt; man bezeichnet den
Grenzwert des Differenzenquotienten als Differentialquotient und

schreibt ihn in der Form 43/4 und liest ihn mit den Worten ,,dy nach

dx
dz. Also ist der Differentialquotient der rein quadratischen Funktion
dy _

d.h. der Differentialquotient der rein quadratischen Funktion
ist fiir einen bestimmten Wert der unabhédngigen Verdnder-
lichen gleich ihrem doppelten Betrage.

Der Differenzenquotient lieferte uns die Richtung der Sekante;
folglich gibt der Differentialquotient uns die Richtung der
Tangente; d. h. bezeichnet man in Abb. 14 den Winkel, den die in
P an die Parabel gelegte Tangente mit der x-Achse bildet, mit ¢,
so ist

dy

Iy = gy =2x. 15)

Voraussetzung ist allerdings, daB Abszisse und Ordinate mit derselben
Einheit gemessen sind. Dieses Ergebnis bietet uns also ein Mittel,
um in einem bestimmten Punkte P an die Parabel die Tangente zu
legen. Man braucht zu diesem Zwecke nur von P in Richtung der
positiven z-Achse um die Léangeneinheit bis zum Punkte R und von
diesem in Richtung der y-Achse um die Linge RT = 2z zu gehen;
der Endpunkt 7 ist ein Punkt der in P an die Parabel gelegten Tangente;

denn es ist RT 2

tgo=3p=7= 2%

Ist 2 negativ, d.h. liegt der Parabelpunkt links der Achse, so muf
selbstverstandlich die Strecke 2 im Sinne der negativen Achse gezogen
werden (s. Abb. 14, Punkt P’). Wir sind also imstande, von der Parabel
nicht nur Punkte in beliebiger Zahl anzugeben, sondern vermittelst
des Differentialquotienten in diesen Punkten auch die Tangenten
zu zeichnen, die Parabel also mit einem ziemlich hohen Grade der Ge-
nauigkeit' zu entwerfen. Es sei nun dem Leser als lehrreiche Ubung
anheimgestellt, diese Konstruktion auch wirklich durchzufiihren.
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(14) Erteilt man in Gleichung 8) der Gréfie a einen beliebigen,
vorlaufig positiven Wert, wihrend die GréBen b und ¢ auch noch weiter-
hin gleich Null sein mégen, so kommt man zu der allgemeineren qua-
dratischen Funktion

Y= axr’. 16)
Da a > 0 sein soll, so ist auch y > 0; also lauft die zugehoérige Kurve
ebenfalls ganz auf der positiven Seite der y-Achse. Sie unterscheidet
sich von der bisherigen Parabel y = x?
einfach nur dadurch, daB die Ordi-
naten ihrer Punkte das afache der zu
derselben Abszisse gehorigen Punkte
der fritheren sind. In Abb. 15 sind
die Kurven fiir verschiedene Werte
von a eingezeichnet; man erhilt, wie
man aus ihr erkennt, beispielsweise
die Kurve fiir @ =4 aus derjenigen
fiir @ =1 einfach dadurch, daBl man
die Ordinaten der letzteren vervier-
facht. Ist @ >1, so ergibt sich die
entsprechende Kurve gewissermafen
dadurch aus der urspriinglichen Pa-
rabel, daB3 man diese in Richtung der
y-Achse dehnt, fir a< 1 umgekehrt
dadurch, dal man sie zusammen-
driickt. Fiir a < 0 ist y stets negativ; die zugehérige Kurve verlauft
also ganz auf der zur negativen Hilfte der y-Achse gehorigen Halb-
ebene; es bedarf wohl keines Beweises dafiir, daB man sie aus der
zu dem entgegengesetzt gleichen Werte von a gehérigen Kurve dadurch
erhalt, daB man diese an der z-Achse spiegelt (s. Abb. 15).

Die durch die Gleichung y = a2 definierte Kurve ist eine
Parabel. Beweis: Nach 8) verstehen wir unter einer Parabel eine
Kurve, deren Gleichung im rechtwinkligen Koordinatensystem y = 2
lautet. Nun ist aber die Gestalt der Parabel wesentlich abhingig
von der Wahl der Lingeneinheit des Koordinatensystems. So ist
beispielsweise in Abb. 16a als Léngeneinheit 1 cm, in Abb.16b 2 cm
gew#hlt, in letzterer zum Vergleiche nochmals die Parabel von 16a,
und zwar gestrichelt, eingezeichnet. Abb. 17 sei das Bild der Funktion
y = ax?, wobei eine bestimmte Léngeneinheit e zugrunde gelegt sei,
so daB also die Strecken 0X z und X P y = ax? dieser Langeneinheiten
umfassen. Messen wir nun aber die Strecken mit einer anderen Léngen-
einheit ¢ von der Art, daB ¢ = efa bzw. e = ae’ ist, so enthalt OX
E=ax und XP 5 =a-ax?= a?2? solcher Léngeneinheiten; es ist
also 77 = £2 die Gleichung der nimlichen Kurve unter Zugrundelegung

a=¢ a=2 a=7

Abb. 15.
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Abb. 16a.
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Abb. 16b.

der Léngeneinheit e, womit der Beweis erbracht ist. (In Abb. 17 ist
@ = §, also die neue Einheit das 4fache der urspriinglichen; man priife
an einzelnen Punkten der Kurve die Zusammenhinge der Koordinaten-
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paare nach; ist fiir P beispielsweise » = e, y = 3}e, so ist £ =3¢,
n = 4%€, und in der Tat y = £2.) Man erhilt also: Jede Gleichung
von der Form y = ax? ist die Gleichung einer Parabel, deren
Achse die y-Achse, deren Scheitel der Koordinatenanfangs-
punkt und deren Scheiteltangente die xz-Achse ist. Sie ist
fir positive Werte von o im Sinne der posi-
tiven y-Achse, fiir negative Werte von a im
Sinne der negativen y-Achse geéffnet.

Da, wie schon gezeigt, die Parabel y = ax?
aus der Parabel y = 22 dadurch hervorgeht,
dafl man die Ordinaten mit e multipliziert,
so verzerrt sich auch die Tangentenrichtung b ,
in dem MafBle, daB der Richtungsfaktor irgend- Abb. 17"3'
einer Tangente der Parabel y = a x2 das afache
des Richtungsfaktors der entsprechenden Tangente an die Parabel
y = a2 ist; es ist also nach Formel 15) tgp = 2ax. — Zu diesem
Ergebnis gelangen wir aber auch auf Grund #hnlicher Betrachtungen,
wie sie oben [s. (13)] durchgefiibrt worden sind. Auch hier ist, wie dort
und wie tiberhaupt ganz allgemein, die Tangente an die Parabel y = ax?
im Punkte P die Gerade, in welche irgendeine durch P gehende Sekante
iibergeht, wenn ihr zweiter Schnittpunkt P; mit der Parabel sich dem
Punkte P unbegrenzt nihert. Rechnerisch 148t sich dies ganz wie
oben durchfithren: P habe die Abszisse z, also die Ordinate y = ax?;
P, habe die Abszisse xz + Az, also die Ordinate y - dy = a(x + d=z)2,
wobei 4z und 4y wieder die Zuwiichse sind, die man den Koordinaten
von P erteilen mufl, um diejenigen von P; zu erhalten. Es ist daher,
wie man durch einfache Subtraktion findet,

Ay = a(x + 4x)2 — ax? oder Ay =2az Az + (dx)?,

daher der Differenzenquotient

P
|
|
I
1
|
1

X

t
e

Ay _ .
ﬂ—2aw—§—dw,

geometrisch ist dieser Ausdruck (s. Abb. 14) nichts weiter als der
Richtungsfaktor der Sekante P P,. Nahert sich nun P, auf der Parabel
dem Punkte P, so heiBt dies analytisch, daB Ax dem Grenzwert Null

zustrebt und % in den Differentialquotienten iibergeht; man erh#lt

also fiir diesen P
Y
H=2aw=tgtp, 17)
wie oben.
Der Leser tut gut, auf Grund dieser Formel 17), etwa in Anlehnung
an Abb. 15, an verschiedene Parabeln in mehreren Punkten die Tan-

genten tatséichlich zu zeichnen; empfehlenswert ist es ferner, wie auch
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sonst im folgenden, das Problem umzukehren und nach demjenigen
Punkte einer bestimmten Parabel zu fragen, in welchem die Tangente
eine verlangte Richtung hat. (So muB beispielsweise derjenige Punk?
der Parabel y = a2, dessen Tangente mit der x-Achse den Winkel 60°
einschlieBt, eine Abszisse haben, welche sich aus der Gleichung be-
stimmt 2 = ]/5, also x = %]/g; hieraus folgt weiter y = 4*.) In
welchem Punkte schlieBt insbesondere die Tangente an die Parabel
y = ax? mit der x-Achse den Winkel 45° ein? Welches ist bei ver-

anderlichem @ der Ort aller dieser Punkte ? (Die Gerade y = % )

(15) Wenden wir uns nun der allgemeinen quadratischen Funktion

y=ax*+bx+c 8)
zu. Auf Grund der bisher erworbenen Kenntnisse sind wir in der
Lage, uns die zugehorige Kurve zu entwerfen; wir brauchen ja bloB
zu einem gegebenen x mit Hilfe der Gleichung 8) das zugehdrige y
zu berechnen und den Punkt in der Ebene zu suchen, der die
soeben ermittelten Koordinaten x und y hat; er ist ein Punkt der
Kurve. Durch Wahl weiterer Werte von z gelangen wir zu anderen
Punkten des Schaubildes von Gleichung 8). So gehéren zur Funktion

2
y = %- — % x4 %:75 die Wertepaare:

1|42

z=—4 |—3 |—-2|-1} 0O +3 |+4{+5 |+6/4+7/+8 |+9 |+10{+11
y =420 [F4 R O =33 = =Sl R R A A
¥y 7 5 Abb. 18 gibt die zu dieser Funktion

o1 gehorige Schaukurve aa.

Setzt man y,=aa? und y,=bx+c,

s0 ist ¥ = y; + ¥, Nun hat nach (14)
y,= e x2 zum Schaubild eine Parabel bb,
deren Scheitel in O und deren Achse
die y-Achse ist, wihrend das Schau-
bild von y, =bx+ ¢ nach (6) eine Ge-
rade cc von der Richtung b und dem
g% Abschnitt ¢ auf der y-Achse ist. Wir
’ 5 kénnen unsere Kurve aa also auch
erhalten, indem wir (s. Abb. 18) die

Parabel bb und die Gerade cc zeichnen

¢ und die zu einer beliebigen Abszisse x
Abb. 18, gehorigen Ordinaten beider Kurven
addieren; ihre Summe gibt uns die zu

diesem z gehorige Ordinate der Kurve aa. Hiermit ist die der Glei-
chung 8) entsprechende Kurve in einfacher Weise auf bekannte Kurven
zuriickgefiihrt. Ja, wir kénnen noch einen Schritt weiter gehen; es kann
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niamlich bewiesen werden, dafl diese Kurve nichts anderes ist als die
uns aus (14) bekannte Parabel, und dafl in Abb.18 die Kurve aa
kongruent ist der Kurve bb. Doch zuvor soll der Differential-
quotient der quadratischen Funktion 8) gebildet werden.

‘Wir wissen nun schon, wie wir zu diesem Zwecke zu verfahren haben:
Wir erteilen der unabhingigen Veranderlichen z einen Zuwachs du;
dadurch erhalt auch y von selbst einen Zuwachs Ay, der sich durch
die Gleichung bestimmt:

y—I—Ay:a(x—}-Ax)z-{—b(x—{;Ax)—{—c. 18)

Durch Subtraktion von Gleichung 8) folgt
Ay=aRx-Adx + (dxR) +b-dz = Ax[a (22 + Az) + b], 18)
und hieraus durch Division mit dx fiir den Differenzenquotienten

Ay .

ﬂ—a(2x+Ax)+b 19)
und hieraus wiederum durch den Grenziibergang limAxz — 0 fiir den
Differentialquotienten:

d

Auch hier gelten fiir die geometrische Deutung des Differentialquotienten
die gleichen Schliisse wie in (13) und (14). Sind namlich x|y die Koordi-
naten des Punktes P der Kurve, so sind @ + dz|y + 4y nach 18) die

Koordinaten eines anderen Punktes P; dieser Kurve, und % ist der

%:2am+b. ’ 20)

Richtungsfaktor der durch P und P; bestimmten Sekante; er er-
rechnet sich aus 19). Wird limdx — 0, so heilt das geometrisch,
daB P; auf der Kurve bis in unmittelbare Nahe von P wandert; die
Sekante wird also zur Tangente, deren Richtung demnach durch den
Differentialquotienten ermittelt wird. Fiir das Beispiel in Abb. 18 er-
geben sich in Erginzung der Tabelle auf S.24 aus 20) die Richtungs-
faktoren der Tangenten fiir

=—4 |[-3|—-2|-1]|0|+1 +3 |+4 |+5+6 |4+7 |+8 |49 |+10j+11

—_2 4 2 186 22 28 34 8
5|t R 18 15|18 35 +HE |18

+2

—_ 4 -3
1

5 1

s

32l __26| 4| _14
15 Tg 3 15

oy

8
15

In Abb. 18 ist fiir den Punkt P (5| —%) die Konstruktion der Tangenten-
richtung angedeutet (PQ =3, Q7 = 2, PT Tangente). Der Leser
moge zur Ubung die Tangenten fiir weitere Kurvenpunkte und ebenso
fiir andere Kurven von der Gleichung ¥ = a2? + bx -+ ¢ konstruieren.

Damit ist eigentlich auch die umgekehrte Aufgabe schon gelost,
némlich die Frage nach demjenigen Punkte der Kurve, in welchem
diese eine vorgeschriebene Richtung A hat; da 2ax + b = A sein

zu
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muB, so folgt fiir die Abszisse des betreffenden Punktes x — Agja—b.

Um beispielsweise fiir den Fall der Abb.18 denjenigen Punkt zu finden,

in dem die Tangente unter 45° gegen die x-Achse geneigt ist, setzen
wir 2596 —% =1, woraus folgt =« 2365 und daher ¥ :——gig In
der Folge wird uns nun bei einer Kurve besonders derjenige Punkt
beschaftigen, in welchem die Tangente parallel der z-Achse, der zu-

gehorige Richtungswinkel ¢ =0 und daher auch der Richtungsfaktor
% =1tgp =0 ist. Wollen wir also den Punkt von dieser Eigenschaft
auf der Kurve von unserer Gleichung 8) suchen, so miissen wir setzen
[s. Formel 20)]: ‘

262 +b=0.

Die Abszisse dieses Punktes S ist demnach

x3=—%, 21a)

und also nach Formel 8) die Ordinate

b2
ys=—4~a+c. 21Db)

(Im Falle der Abb.18 ist, wie man sich leicht iiberzeugt, z, — 10
Ys =—11.

Nun wollen wir einmal diesen Punkt § als Nullpunkt eines Koordi-
natensystems wihlen, dessen Achsen parallel zu den Achsen des ur-
spriinglichen Systems liegen sollen; die Abszissenachse moge &-Achse,
die Ordinatenachse #-Achse, und also die Abszisse eines beliebigen
Punktes dieses neuen Systems &, die Ordinate % heifen. Wir fragen:
Wie heit die Gleichung der Kurve im £7-System, deren Gleichung
im alten xy-System y = aa? + bx + ¢ lautet ? Man bezeichnet einen

y Vo, solchen Ubergang aus einem Koordinaten-

! f system in ein anderes als eine Umfor-

I ! mung (Transformation) des Koordi-

| I natensystems, und in unserem Sonder-

—————————— 3:F~—~ w———>£ fall, wo die Koordinatenachsen des neuen

| = Systems parallel zu den entsprechenden
¢ SE X * des alten Systems sind, als eine Par-
AbbJ19 allelverschiebung des Koordinaten-

systems [s. (110)]. Damit wir diese vor-
nehmen konnen, miissen wir natiirlich den Zusammenhang beider
Systeme kennen; er ist (Abb. 19) im Falle der Parallelverschiebung
véllig bestimmt, wenn wir die Koordinaten 0.8, = z, und S8 =y,
des neuen Anfangspunktes im alten System kennen. P sei nun ein
beliebiger Punkt der Ebene; seine Koordinaten im alten Systeme seien
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OX =2 und XP =y, die im neuen SE=& und ZP =%, und es ist
aus Abb. 19 chne weiteres ersichtlich, daB O0X=08,4+ §,X=08,4-85,

also

x=ux+ & 223a)
ummd XP=XEZ+ EP=8,8+ ZP, also
Y=+ 22b)

ist. Setzt man also fiir x und y die in 22) gefundenen Werte in Glei-
chung 8) ein, wobei sich x; und ¥y, aus Gleichung 21) bestimmen,
so erhilt man die Gleichung derselben Kurve, jetzt aber im & #-System ;
sie lautet

ys+n:a(xs+§)2+b(ws+§)+c

oder
b? b \2 b
n—gg Fe=o(f— g+ b(E— o) +e
oder b2 b2 B2
77-E+C=a§2—b5+‘4a’+b5—5&“{”0

oder nach Zusammenfassung der Glieder:

n=af. 23)
Es ist also in der Tat die Gleichung einer Parabel. Damit ist der Beweis
erbracht dafiir, dafl das Bild der allgemeinsten quadratischen Funktion
im rechtwinkligen Koordinatensystem die in (13) definierte Parabel
ist. Wir fassen das Ergebnis in dem Satze zusammen:

Das Bild der allgemeinsten quadratischen Funktion
y=oax?+bxr -+ c ist im rechtwinkligen Koordinatensystem
eine Parabel, deren Achse parallel der y-Achse ist; sie ist
in Richtung der positiven y-Achse geéffnet, wenn o >0
ist, und in Richtung der negativen y-Achse geéffnet, wenn
a< 0 ist. —

(16) Derjenige Wert der unabhéngigen Veréinderlichen w, fiir welchen
der Differentialquotient gleich Null ist, gibt uns, wie wir gesehen
haben, die Abszisse, der zugehdrige Wert der abhiingigen Verander-
lichen die Ordinate des Parabelscheitels. Wir sehen weiter, daB
der Scheitel zugleich derjenige Punkt ist, fiir welchen die Ordinate
unter allen zur Parabel gehérigen die kleinste ist fiir ¢ >0 und
die grofte fiir @ << 0; denn im ersten Falle geht die Kurve in diesem
Punkte aus dem Fallen ins Steigen, im anderen aus dem Steigen ins
Fallen iiber. Abstrahieren wir vom Bilde, so kénnen wir also sagen:
Fiir denjenigen Wert der unabhéngigen Veranderlichen, fiir
welchen der Differentialquotient verschwindet, besitzt die
quadratische Funktion einen Kleinstwert (Minimum) (fir
a >0) oder einen GréBtwert (Maximum) (fiir ¢ << 0).
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Der Satz wird nun besonders wertvoll durch seine Umkehrung,
die sich in der Aufgabe ausdriickt, den Kleinst- bzw. GréBtwert einer
gegebenen quadratischen Funktion zu ermitteln. Man braucht, um
sie zu l6sen, nur den Differentialquotienten der Funktion gleich Null
zu setzen; dadurch erhalt man eine Bestimmungsgleichung fiir die
unabhéngige Verdnderliche, die fiir die quadratische Funktion, wie
wir gesehen haben, stets linear sein muB. Man 16st sie auf, setzt
den gefundenen Wert in die Funktionsgleichung ein und erhilt
schlieBlich den gesuchten Funktionswert, der ein Minimum ist, wenn
der Beiwert des quadratischen Gliedes positiv ist, und ein Maximum,
wenn er negativ ist. Ein einfaches Beispiel moge dies erlautern.

Sind die beiden Seiten eines Rechtecks @ und b, so betrigt sein Um-
fang v = 2 (@ + b). Ist nun umgekehrt eine Strecke u gegeben, so lassen
sich unendlich viele Rechtecke finden, fiir welche der Umfang gleich »
ist. Eine Seite a eines solchen Rechtecks kann man beliebig wihlen,

[

a) b (7] dj €) £) & )
Abb. 20a -k,

wenn sie nur, um negative Strecken zu vermeiden, die Bedingung
erfiillt: 0 <a =< }u. Durch Wahl dieser Seite ist aber das Rechteck
auch v6llig bestimmt; denn die andere Seite b findet sich aus der obigen
Gleichung zu b = fu — a.

Abb. 20a—k zeigen eine Anzahl von Rechtecken, die in ihrem Um-
fange u iibereinstimmen, und zwar ist « = 22 Léngeneinheiten gewihlt.
Kennt man die Seiten eines Rechtecks, so findet man den Inhalt aus
ihrem Produkte

F=a-b=a-<%—— ) oder =—a2+%a.

Der Inhalt ist also eine quadratische Funktion der Seite a. (Im
obigen Beispiele sind die Inhalte der Reihe nach 10, 18, 24, 28, 30,
30, 28, 24, 18, 10 Flacheneinheiten.)

Abb. 21 gibt die zu dieser Funktion gehérige Parabel fiir obiges
Beispiel. Praktischen Wert hat allerdings von der Parabel nur der
dick ausgezogene, oberhalb der a-Achse verlaufende Bogen, da fiir den
anderen Teil die Ordinaten, das heiBt die Inhalte der entsprechenden
Rechtecke, negativ sind. Schon aus der Zahlenreihe der fiir die Recht-
ecke der Abb.20 angefithrten Inhalte sieht man, daB diese anfangs
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zunehmen und spéter wieder abnehmen. Es gibt also unter allen diesen
Rechtecken eines, das den gréBten Inhalt hat. Dies wird bestéatigt durch
die Parabel der Abb. 21; denn sie hat in der F
Tat einen Punkt, der eine grofite Ordinate
hat. Wir wissen nach dem Obigen nun auch,
wie wir diesen Punkt und damit auch das A
Rechteck vom gréBten Inhalte finden. Wir A

bilden namlich den Differentialquotienten von %

7))
40

F nach a, setzen ihn gleich Null und l6sen 24 %
die so gefundene Bestimmungsgleichung nach

auf. Dieser Wert liefert uns die eine Seite des /
Rechtecks, aus der wir dann mit Hilfe des Abb. 21.
gegebenen Umfanges die andere Seite und

den Inhalt berechnen kénnen. Nun ist, wie man entweder unmittelbar
aus 20) oder durch Bilden des Grenziiberganges findet,

dF u
Ta = 20+ 5s

LN\

L1

die Gleichung —2a % =0 liefert den gewiinschten Wert a = Z ; folg-
lich ist auch b = % Unter allen Rechtecken, die den gegebenen Um-
fang w haben, hat daher das Quadrat den gréBten Flicheninhalt, und

2
dieser ist F . 2—% . (Ist, wie im obigen Beispiele, u = 22 Liangen-

einheiten, so ist also F',. = 1} Flicheneinheiten.)
Zur Einiibung des Vorstehenden moége der Leser die verwandte Auf-
gabe behandeln: In Anlehnung an eine Mauer MM (Abb. 22) soll ein

rechteckiges Flachenstick 4 BCD so eingeziunt werden, i

daB der Zaun AB 4 BC -+ CD eine gegebene Linge I hat.

Wie mufl man das Rechteck wihlen, damit sein Inhalt mdg- A 4

lichst groB wird ? (AB —cp=1; Bo= %)

(17) Wir wenden uns jetzt einigen mechanischen An-

wendungen zu, und beginnen mit dem freien Fall im luft- 7; by

leeren Raume; er wird durch die Formel i
s=14g? 24) Abb. 22.

beschrieben. Hierbei ist g = 9,81 ms~2? die Erdbeschleunigung, ¢ die
Zeit in Sekunden, gerechnet von dem Augenblick an, wo der Kdérper
zu fallen beginnt, und s der von ihm in dieser Zeit durchfallene Weg.
s ist nach 24) eine quadratische Funktion von ¢, das Weg-Zeit-Diagramm
demnach eine Parabel, deren Scheitel im Schnittpunkte der Weg-
und der Zeitachse liegt. Zu einem Zeitpunkte ¢ ist die durchfallene
Wegstrecke s = }¢12, zu einem anderen Zeitpunkte ¢, > ¢ aber s, =3¢ ;
folglich hat der Korper in der Zwischenzeit i, — ¢ die Strecke
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8y — 8 = %g(# — %) zuriickgelegt. Wiirde sich der Korper in dieser
Zeit gleichformig bewegt haben, so wiirde seine Geschwindigkeit

=P =59+ 25)
betragen haben; v, heifit die durchschnittliche oder mittlere
Geschwindigkeit innerhalb des Zeitraumes ¢, — ¢. In Wirklichkeit
hat er sich aber am Anfange des betrachteten Zeitintervalles langsamer,
am Ende desselben schneller bewegt. LaBt man nun das betrachtete
Zeitintervall ¢, — ¢ immer kleiner werden (1%, 0,15, 0,015 ...), so wird
auch die durchfallene Wegstrecke immer kleiner, der Quotient vy,
nahert sich dabei nach 25) mehr und mehr dem Werte

g-C+t)=4%g-20=gt,
ein Wert, der wirklich erreicht wird, wenn lim¢, -~ ¢, was zur Folge
hat, dafl auch lims, - s ist. Dann ist aber nach den Betrachtungen

. — d . e e
von (13) lim :1 : = ﬁ% , und aus der mittleren Geschwindigkeit wird
L>t" T

nun die augenblickliche Geschwindigkeit v. Es ist also fiir
den freien Fall:

v="22—y1. 26)
Die Geschwindigkeit des freien Falles ist also der Differential-
quotient des Weges nach der Zeit. Dall dieser Satz fiir jede
AN S, ., beliebige Bewegung gilt, wird im nichsten
27 N\ Paragraphen dargetan werden. DaB hier bei
der Ableitung des Differentialquotienten das
Verfahren lim¢; > ¢ und nicht das Verfahren
limAt— 0 verwendet worden ist [s. (13)], ge-
schah nur, um dem Leser auch dieses wieder
4 vor Augen zu fithren; er mdge die gleichen Be-
trachtungen fiir das letzte selbst durchdenken.
— Der Unterschied zwischen mittlerer und
augenblicklicher Geschwindigkeit zeigt sich recht
klar im Weg-Zeit-Diagramm (Abb. 23), in welchem die s-Achse nicht,
wie gewdhnlich die positive Ordinatenachse, nach oben, sondern — ein
iibliches Zugestandnis an die Fallrichtung — nach unten gezeichnet ist.
Solange ¢, — ¢ endlich ist, gehoren zu den beiden Zeitpunkten ¢ und ¢,
zwei getrennte Punkte Pund P; , deren Verbindungsgerade, eine Sekante &
der Parabel, einen Richtungsfaktor hat, welcher gleich der diesem Zeit-
intervalle zukommenden mittleren Geschwindigkeit ist; ist aber
limé¢, — ¢, so wird P; unmittelbarer Nachbarpunkt von P, und die
Sekante wird zur Tangente ¢ in P, deren Richtungsfaktor entsprechend
die augenblickliche Geschwindigkeit zur Zeit ¢ liefert.

700

b
200

sY

Abb. 23.
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Eine weitere Anwendung ist der senkrecht aufwartsgerlchtete
Wurf im luftleeren Raume. Ein Koérper mége zur Zeit £ = 0
mit einer Anfangsgeschwindigkeit v, senkrecht nach oben geworfen
werden; dann hat er (vom Anfangspunkt der Bewegung aus gerechnet)
zur Zeit ¢ eine Hohe erreicht, die sich aus der Formel errechnet:

s=vyt— gt 27)
Auch hier ist s eine quadratische Funktion von ¢, das Schaubild also
ebenfalls eine Parabel; sie geht zwar, da fiir £ = 0 auch s = 0 ist, eben-
falls durch O; dieser Punkt ist aber hier nicht der
Scheitel der Parabel (Abb. 24). AuBlerdem soll an
dieser Stelle nochmals vor einem Irrtum gewarnt
werden, der hier fiir den Anfinger naheliegt, daf3 7
namlich diese Parabel die Bahn darstelle, die der
Korper wirklich beschreibt (denn diese ist eine 7
vertikale Gerade), sondern einzig den Zusammen-
hang verbildlichen soll, der zwischen der Wurfzeit /

)

LA~

o~

und der Wurfhéhe besteht. — Zu einer bestimmten 7 o5 %S
Zeit ¢ hat der Korper also eine Héhe s =wv,t —}gt?
erreicht, nach einem weiteren Zeitintervalle 4¢,
nachdem also vom Anfang der Bewegung die Ge-
samtzeit £ At verstrichen ist, dagegen die Héhe

s+ Ads=wy( + 48) — 39 + 4t)2;
demnach ist er in diesem Zeitintervalle 4¢ um
Ads =vodt —gt- At — Lg - (41)?

gestiegen. (Ergibt sich 4s< 0, so bedeutet dies, wie ohne weiteres
einleuchtet, ein Fallen.) Folglich ist die mittlere Geschwmdlgkelt
wihrend dieser Zeit

Abb. 24.

ds
vonzﬂzvo—g't__z_g'At'
Durch den Grenziibergang limAt— 0 errechnet sich, wie im vorigen
Beispiele, die augenblickliche Geschwindigkeit zur Zeit ¢ fiir den Fali
vertikal aufwirts zu

. ds
v = lim v, = =+

=, ~gt; . 28
At>0 dt 0 d )

sie ist auch hier der Differentialquotient des Weges nach der Zeit. Die
Geschwindigkeit #ndert sich demnach von Zeitpunkt zu Zeltpunkt
und zwar gibt es einmal einen Augenblick, in dem sie-gleich Null ist
in dem also der Korper frei im Raume schwebt; fiir ihn ist

vV=——=9,—gt=20,
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d. h. er tritt ein zur Zeit { = % Der Korper erreicht dort seine
groBte Hohe; sie errechnet sich aus 27) zu

v3 1 93 1 4§

9 29 2g°

Fiir die Zeit t>%°— ist die Geschwindigkeit negativ, d.h. nach unten

Smax =

gerichtet: der Korper fallt. Diese Betrachtungen stehen vollig im Ein-
klange mit den Ergebnissen von (16), nach denen eine Funktion ihr
Maximum erreicht, wenn der Differentialquotient verschwindet. Ver-
folgen wir den Korper weiter in seiner Bahn! Es wird einmal ein Augen-
blick kommen, in welchem er wieder an der Ausgangsstelle anlangt,
fiir den also s = 0 ist. Dann muB aber vy¢ — 4g#2 = 0 sein; diese
quadratische Gleichung hat aufier der Wurzel ¢ = 0, die selbstversténd-

lich ist, noch die Wurzel ¢ =2 - %; also braucht der Korper doppelt

soviel Zeit, um wieder an der Ausgangsstelle anzukommen, wie um die
héchste Stelle zu erreichen; die Fallzeit ist gleich der Steigzeit. Die
Geschwindigkeit, mit der er unten wieder anlangt, ergibt sich aus 28)
zu v = —v,; d. h. er trifft auf dem Boden mit der gleichen, aber ent-
gegengesetzten Geschwindigkeit wieder auf, mit der er ihn verlassen
hat. DafB dies iibrigens allgemein gilt, d.h. daB der Koérper ein und
dieselbe Stelle sowohl beim Steigen als auch beim Fallen mit gleicher,
wenn auch entgegengesetzt gerichteter Geschwindigkeit durchlauft, daf3
er auch die gleiche Zeit braucht, um von ihr aus die hochste Stelle
seiner Bahn zu erreichen, wie um von dieser wieder bis zu ihr zu fallen,
dies nachzuweisen, sei dem Leser iiberlassen. — Ist der Korper in
der Lage, noch iiber die Ausgangsstelle hinaus zu fallen (etwa wenn
der Versuch in einem Schachte stattfindet), so ergibt sich die Steighche

fir ¢ > 2% als negativ; denn nach 27) ist s = %t— (2% — t) . Dies

steht vollig im Einklange mit unseren Betrachtungen; denn da wir
die Richtung nach oben positiv eingefithrt haben, ist die nach unten
negativ zu rechnen. — Den geometrischen Ausdruck findet die
jeweilige Geschwindigkeit ebenso wie im vorangehenden Beispiele in
der Richtung, die die Parabeltangente im entsprechenden Parabel-
punkte hat.

Mit den folgenden beiden Beispielen moge sich der Leser selbst
befassen. ‘

1. Zwischen der Umlaufzahl » und der Leistung N einer Turbine
besteht die Beziehung N = —0,0010344 n2 + 0,45543 » ; hierbei ist =
die Zahl der minutlichen Umdrehungen, und N in Pferdestirken ge-
messen. Es ist das Schaubild zu zeichnen und anzugeben, bei welcher
Umdrehungszahl die Hochstleistung erzielt wird, und wie grol diese
ist. (n =220, N, = 50,13.)
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2. Zwischen der Temperatur ¢ und der spezifischen Warme ¢ des
Wassers ist die folgende Gleichung aufgestellt worden [s. (216) S.731]:

¢ = 0,0000105884 2 — 0,000599201 ¢ - 1,006 60562 .

Wie sieht das Schaubild aus? Bei welcher Temperatur hat sie den
kleinsten Wert, und wie grof ist dieser ?

Uberschauen wir nochmals den Inhalt dieses Paragraphen, so hat
uns die Betrachtung der quadratischen Funktion in folgerichtiger
Weiterspinnung der linearen Funktion eine Reihe neuer Vorstellungen
und Begriffe gebracht. Der Differenzenquotient des § 2 fithrte uns
hier zum Differentialquotienten; wihrend jener bei der linearen
Funktion konstant war, hiangt der Differentialquotient der quadra-
tischen Funktion von der Verinderlichen ab; er ist selbst eine
Funktion von ihr. Das Bild der allgemeinsten quadratischen Funktion
ist eine krumme Linie, Parabel genannt; ihre Achse ist parallel
der Ordinatenachse; alle diese Parabeln sind untereinander #&hnlich
und dhnlich gelegen. Wir haben gelernt, an eine Parabel die Tangenten
in beliebigen Punkten zu legen, da ihr Richtungsfaktor gleich dem
Differentialquotienten fiir denjenigen Wert der unabhingigen Ver-
snderlichen ist, der gleich der Abszisse des Berithrungspunktes ist.
Auch eine physikalische Deutung haben wir fiir den Differential-
quotienten gefunden: Ist niamlich bei der Bewegung eines Punktes
die zuriickgelegte Bahn eine quadratische Funktion der Zeit, so liefert
ihr Differentialquotient nach dieser die augenblickliche Geschwindig-
keit. Weiterhin konnten wir dadurch, dal wir den Differentialquotienten
gleich Null setzten, den Hdochst- oder Tiefstwert der quadratischen
Funktion bestimmen. Alle diese Ergebnisse haben wir gewonnen
durch eine Reihe von SchluBfolgerungen, die der niederen Mathematik
durchaus fremd sind, die im Gegenteil der sog. h6heren Mathematik
das Geprige geben, durch den Grenziibergang: wir lieBen eine
GroBe sich einer gegebenen GroBe unbegrenzt nihern und studierten
die Verinderung, welche der Differenzenquotient bei diesem Vor-
gange erfuhr, insbesondere den Wert, den dieser annahm, wenn die
betreffende GroéBe der gegebenen, wie wir sagten, unendlich nahe-
gekommen war, und dies fithrte uns zum Differentialquotienten.
Es sei noch besonders hervorgehoben, dal wir absichtlich die Worte
gebrauchten ,,sich unendlich nahern®; der Anfinger kénnte ver-
muten, daB wir statt der anscheinend geschraubten Ausdrucksweise
kurz hitten sagen konnen: die betreffende GréBe nimmt den Wert
der gegebenen Grofe an. Doch zwischen beiden Ausdrucksweisen be-
steht ein wesentlicher Unterschied, den wir uns am besten geometrisch
klarmachen: Wenn sich ein Punkt auf einer Kurve bewegt und sich
dabei einem anderen fest zu denkenden Kurvenpunkte unbegrenzt

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. -3
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ndhert, so nimmt die Verbindungssekante beider Punkte bei dieser
Bewegung eine ganz bestimmte Grenzlage an, die wir als Tangente
bezeichnen. Wenn dagegen der bewegliche Punkt mit dem festen zu-
sammenfallt, so sind in Wirklichkeit nicht mehr zwei getrennte Punkte,
sondern es ist nur noch ein einziger Punkt vorhanden, und durch
diesen lassen sich unendlich viele Geraden legen; das ganze Problem ist
damit vollig unbestimmt geworden. Erklarlicherweise bieten derartige
Grenziiberginge, besonders dem Anfinger, mannigfaltige Schwierig-
keiten; man mufl daher ganz besondere Sorgfalt auf sie verwenden. —
Wir haben es also in der hoheren Mathematik zum Unterschiede
von der niederen mit ,,unendlich kleinen Gré8en‘, die indessen noch
verschieden von Null zu denken sind, zu tun; aus dieser Tatsache
leitet sich der andere Name dieser mathematischen Disziplin, der Name
Infinitesimalrechnung, ab.

Ehe wir nun nach der Betrachtung der Funktionen ersten und
zweiten Grades zu denen héheren Grades iibergehen, ist es nétig, den
durch Behandlung der quadratischen Funktion gewonnenen Begriff
des Differentialquotienten zu vertiefen und seine Anwendbarkeit auf
jede beliebige Funktion zu zeigen. Dieser Untersuchung ist der nichste
Paragraph gewidmet.

§ 4. Der Differentialquotient.
Die einfachsten Ditferentiationsregeln.

(18) Die bisher behandelten Funktionen, die lineare und die qua-
dratische, sind die einfachsten Formen der Abhingigkeit einer GroBe
von einer anderen. Es ist ohne weiteres verstidndlich, dafl die Ab-
hangigkeit unendlich mannigfaltig sein kann. Wenn wir alle nur
erdenklichen Abhangigkeiten ins Auge fassen wollen, so ist es in
erster Linie notig, ein mathematisches Symbol zu schaffen, unter dem
wir uns irgendeine dieser Abh#ngigkeiten vorstellen kénnen. Ist =z
die unabh#ngige, y die abhingige Veridnderliche, so driickt man dies
dadurch aus, dafl man sagt, ,,y ist eine Funktion von «*; man schreibt
hierfiir die Gleichung — (@), 29)

die man liest: ,,y ist gleich f von 2. Statt des Buchstabens f, der an
das Wort ,,Funktion® erinnern soll, kann man aus gleichem Grunde
auch F oder ¢, @ oder auch jeden beliebigen Buchstaben wihlen.
Die quadratische Funktion hat uns gelehrt, wie der Differential-
quotient zu bilden ist; wir haben dort zwei Wege kennengelernt,
die sich wohl duBerlich unterscheiden, in Wirklichkeit jedoch den gleichen
Gedankengang wiedergeben. Wir wollen beide Wege auch fiir die

alloemeine Funktion # = f(x) einschlagen.
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Beim ersten Wege geben wir der unabhiéingigen Veréinderlichen x
den Zuwachs A, so daB der neue Wert der unabhingigen Verinder-
lichen % + Az ist; zu diesem gehort nach 29) auch ein anderer Wert
der abhingigen Veréinderlichen, der sich von dem urspriinglichen um
den Zuwachs Ay unterscheiden mége; er ist also y 4+ Ay und ergibt

sich zu
y+ Ay = flx + 4w), 30)

hieraus berechnet sich durch Subtrahieren von 29) und 30) der Zu-
wachs Ay zu

dy = f(x + dx) — f(2) . 31)

Ehe wir den Weg zum Differentialquotienten fortsetzen, wollen wir
an Gleichung 31) noch eine kurze, fiir die Folge aber sehr wichtige
Betrachtung ankniipfen.

Nahert sich Az dem Grenzwerte Null, imAx — 0, so haben wir
bei der quadratischen Funktion gesehen, da auch 4y sich dem Grenz-
werte Null nghert, also auch limAdy— 0 ist. Eine Funktion von
der Eigenschaft, daB fiir ein bestimmtes z zugleich mit
limdz— 0 auch limdy—>0 wird, heiBt fir diesen Wert von z
stetig, im anderen Falle heiBt sie unstetig fiir den betref-
fenden Wert von z. Die quadratische Funktion ist nun fir alle
moglichen Werte von  stetig, sie ist eine iiberall stetige Funktion,
sie hat fiir endliche Werte von « nirgends eine Unstetigkeitsstelle.
DaB es aber wirklich Funktionen mit Unstetigkeitsstellen gibt, werden
wir bald erkennen. — Wir nehmen nun die unterbrochene Entwicklung
wieder auf!

Wir wollen voraussetzen, daB fiir den betrachteten Wert von =z
y = f(x) stetig ist, d. h. daB limA4y— 0 ist. Dividiert man beide
Seiten der Gleichung 31) durch 4z, so ergibt sich der Differenzen-
quotient

Ay _ [+ d2) —f(2) 32)
TLassen wir nun dz dem Grenzwerte Null zustreben, so nihert sich
der Differenzenquotient einem bestimmten endlichen Werte, dem
Differentialquotienten

dy . Ay . x4 Adz) — f(z d (f(x)
Iz =00 Fy :Al;’fof( - 16) _ 20,
In der Formel 33) ist der ganze Gang der Bildung des Differential-
quotienten in eine knappe mathematische Form gebracht; sie sagt
aus: Gib dem z den Zuwachs Az, bilde den zu = -+ 4z gehodrigen
Funktionswert; ziche von ihm den zu x gehérigen Funktionswert ab;
dividiere die Differenz durch 4z, erteile dem Zuwachs 4« den Wert O;
das Ergebnis ist der Differentialquotient.

33)

x>0

J*
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Der zweite Weg sagt aus: Erteile der unabhangigen Verinderlichen
einen zweiten Wert x;; der zugehérige Funktionswert ist y, = f(zy).
Bilde die Ditferenz beider Funktionswerte y, — v = f(xz;) — f(=).
Dividiere diese durch die Differenz der beiden Werte, die die unabhéngige
Verénderliche erhielt; das Ergebnis ist der Differenzenquotient

h—y _ fe) —f@)

x —x z —

Lasse nun z; sich unbegrenzt dem Werte = nihern; der Grenzwert
ist der Differentialquotient

W i Y i (@) = f@) _ a@) 5

de % — X — dx

>z

Bei diesem Wege driickt sich die Stetigkeit dadurch aus, daB

lim (y, — ) =0 oder limy; = y ist. Da im allgemeinen der Differential-
>z T, >

ﬂé;i)) = ZZ— wiederum eine Funktion von z ist, so schreibt

man zur Abkiirzung fiir ihn auch f'(x) oder y' und liest dies ,,f-Strich
von z‘‘ bzw. ,,y-Strich*.

Welche der beiden Vorschriften, ob Formel 33) oder 34), man
verwendet, ist fir das Endergebnis ohne Belang. Wir wollen jetzt
ein Beispiel behandeln, dessen Ergebnis uns bald die besten Dienste
leisten wird; wir werden Formel 34) verwenden, weil durch sie der
Differentialquotient sich in einfacher, leicht verstindlicher Weise
errechnet. Es betrifft die Funktion y = 2™, wobei n eine natiirliche
(d. h. ganze positive) Zahl sein soll. Wir geben der unabhingigen
Verénderlichen den Wert x;; dann ist die zugehérige abhéingige
Veranderliche g, = a?; die Differenz der beiden Funktionswerte ist
also y; — y = a — a"; es wird also lim(y; — ) =0, d. h. y = a®

T >
ist eine fiir alle endlichen Werte von x stetige Funktion.

Fir den Differenzenquotienten ergibt sich weiter ;il~;—i = %:%,
1 1
dieser Quotient 148t sich aber, da % eine natiirliche Zahl ist, nach einer

bekannten Regel der Arithmetik restlos ausdividieren; man erhilt

quotient

Bd —q b te e e et el
Setzt man hier x, = z, so nimmt jedes der n Glieder der rechten
Seite den Wert 2"~ an, und sie ergibt einfach n-:a""!; es ist also
der Differentialquotient von y = a™

dy _ al@) _
de ~  dx

na" 1L, 35)
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Sonderfille:
_1. 4@ _ 4.
n=1: N = 1;
9 d (x?) B o e .

n=2: —t= 2z [in Ubereinstimmung mit 14)];
3 1 .

n=3 fi—gf;—)~:3902; n=4: d(x):tlx?’...
x dx

(19) Wir kommen nun zur geometrischen Deutung der durch
Gleichung 29) gegebenen Beziehung. Fassen wir die unabhéngige Ver-
anderliche als Abszisse, die abhingige als Ordinate eines Punktes im
rechtwinkligen Koordinatensystem auf, so gibt uns ein durch 29)
vermitteltes Wertepaar z|y einen bestimmten Punkt der Ebene. LaBt
man x beliebig viele Werte annehmen, so héufen sich die Punkte. Ist

die Funktion stetig, d. h. ist fiir ein beliebiges z limAdy = 0, so liegt
dz>0

dem zu x gehérigen Punkte der niichste Punkt unendlich nahe; die
Punkte schlieBen sich also zu einer Kurve zusammen. Ist dagegen

tiir ein bestimmtes x lim4 y 4 0, so erleidet der
Ax—>0

Kurvenzug an dieser Stelle eine Unterbrechung.
Wir werden fiir dieses Verhalten spaterhin eine
Reihe von Belegen finden.

Abb. 25 stelle ein Stiick der durch die Glei-
chung 29) definierten Kurve dar; P sei der zu
einem gegebenen x gehorige Kurvenpunkt, der
Endpunkt der zugehorigen Abszisse sei X ; die
Funktion sei fir dieses xz stetig, die Kurve Abb. 25.
also in P zusammenhéngend. x erfahre einen
Zuwachs 4 z; die diesem entsprechende Abszisse ende in X,, so daB
XX, = Az ist. Zum Werte x; = x -+ 4z der unabhingigen Verinder-
lichen gehort nach 29) der Funktionswert y, =y -} dy=f(x -} dx);
diesem Wertepaare 2,|v,, bzw. x + Jdz|y 4+ Ay sei der Punkt P, der
Kurve zugeordnet. Die Parallele zur x-Achse schneide X; P, in @,
und es ist

Y S

&

PRQ=XX,=dz=2 —=x
und
QP =XP— X0, =X, P, —~XP=y, —y=4dy.

Zeichnen wir nun die durch die beiden Kurvenpunkte P und P; be-
stimmte Sekante s, so schlieBt diese mit der z-Achse einen Winkel ¢,
ein, der (s. Dreieck P@, P;) durch die Gleichung bestimmt ist:

_Q1P1__?/1“?/__ A?/,
tg s = PQ, —wm—az Az’
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d. h. der Differenzenquotient liefert die Richtung der Sekante. Dies
alles bleibt erhalten, wie groB, oder vielmehr wie klein auch Az gewéhlt
wird, wie nahe also auch P; auf der Kurve an P heranriickt; es gilt
also auch noch, wenn Az sich der Grenze Null oder , sich dem
Werte x nahert. In diesem Falle nimmt aber die Sekante — Stetig-
keit vorausgesetzt — eine ganz bestimmte Grenzlage an; sie ist die Ver-
bindungsgerade zweier unendlich benachbarter Punkte der Kurve, die man
als Tangente ¢ bezeichnet. Schliefit sie mit der x-Achse den Winkel @ ein,
so mul} sein:

tgp = lim NV lim Ay _ dy _ df(x) 36)

g T — & dz>o 4% da de

Wir kommen also zu dem folgenden Ergebnis:

Die Tangente an eine Kurve, deren Gleichung im recht-
winkligen Koordinatensystem lautet y = f(x), schliefit mit
der xz-Achse einen Winkel ein, dessen Tangenswert gleich
dem Differentialquotienten dieser Funktion ist.

Diesen Satz haben wir schon bei der quadratischen Funktion und
der zu ihr gehdrigen Parabel bestitigt gefunden; jetzt haben wir be-
wiesen, daB er ganz allgemeine Giiltigkeit hat.

Aus der geometrischen Deutung der Funktion und ihres Differential-
quotienten folgt zwanglos ein weiterer Vorteil, den wir auch schon
bei der quadratischen Funktion kennengelernt haben. Ist namlich die
Tangente horizontal, d. h. parallel der x-Achse, also der Differential-
quotient gleich Null, so wird im allgemeinen die Kurve entweder aus
dem Steigen ins Fallen oder aus dem Fallen ins Steigen iibergehen
(eine weitere Moglichkeit soll jetzt iibergangen werden); im ersten
Falle hat die Kurve ihren héchsten Punkt erreicht, die Funktion also
ihren gréBten Wert, im letzten hat die Kurve ihren tiefsten Punkt
erreicht, die Funktion also ihren kleinsten Wert. Wenn man um-
gekehrt den Héchst- oder Tiefstwert einer Funktion er-
mitteln will, so muB man ihren Differentialquotienten
bilden und diesen gleich Null setzen; man erhidlt da-
durch eine Bestimmungsgleichung fir diejenigen Werte
der unabhingigen Veridnderlichen, fiir welche allein die
Funktion einen Héchst- oder Tiefstwert annehmen kann;
16st man die Gleichung auf und setzt man den gefun-
denen Wert in die Funktion ein, so bekommt man den
Hochst- oder Tiefstwert selbst. Ob dieser Funktionswert ein
Hochstwert oder ein Tiefstwert (oder keines von beiden) ist, konnen
wir allerdings mit unseren bisherigen Mitteln im allgemeinen mnicht
entscheiden; dazu gehdren Untersuchungen, die erst spater angestellt
werden konnen; doch 148t sich in den Anwendungen haufig ohne
weiteres erkennen, welcher Fall in Frage kommt.
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(20) Im Anschlusse an die geometrische Deutung wollen wir auf die
wesentlichsten Verwendungen des Differentialquotienten in der Mecha-
nik zukommen. Driickt die Gleichung

s=1() 37)
die Abhangigkeit des Weges s eines materiellen Punktes von
der dazu bendtigten Zeit ¢ aus [s.auch (17)!], so ist der Punkt
nach einem weiteren Zeitverlauf A¢ um ein Wegstiick 4s vorwérts
gekommen, wobei nach 37) s - As = f(t + At) sein muB. Die Weg-
zunahme As berechnet sich also zu Ads = f(t + 4t) — f(t). Wiirde
der Punkt sich in dem Zeitraume A¢ gleichmifig bewegt haben, so

wiirde der Quotient fii nach (7) die Geschwindigkeit dieser Be-
wegung sein. Da aber im allgemeinen die Bewegung ungleichméBig

sein wird, so bezeichnet man % als die mittlere oder durch-

gschnittliche Geschwindigkeit wahrend des Zeitintervalles At

j—‘: ist niamlich die konstante Geschwindigkeit, mit der sich der

Punkt vom Augenblicke ¢ bis zum Augenblicke ¢ -+ At bewegen
miiBte, um die Strecke 4s zuriickzulegen. Wahlt man den Zeit-
raum At immer kleiner und kleiner, so wird bei stetigem Zusammen-
hange zwischen s und ¢ auch 4s sich dem Werte 0 niahern, wahrend

A4 . . .
Ti einem bestimmten Grenzwerte zustreben wird:

. ds . fE+ At —f@)  ds
lim —+ = lim e = o,
At—)()At At>0 4t de

Man nennt diesen Grenzwert der mittleren Geschwindigkeit die augen-
blickliche Geschwindigkeit des Massenpunktes oder auch kurz-
weg seine Geschwindigkeit im Zeitpunkte ¢; und wir erkennen,
dafB diese einfach der Differentialquotient des Weges nach der
Zeit ist
ds  dft)y
p=22 =0y, 38)

In Verbindung mit der geometrischen Darstellung der Weg - Zeit-
Bezichung als Kurve (Weg-Zeit-Diagramm) finden wir weiter, daf die
Geschwindigkeit hier als die Richtung der Tangente an die Weg-
Zeit-Kurve zu deuten ist.

Weiter sei die Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Zeit
behandelt: Ein Massenpunkt bewege sich so, dal zwischen seiner Ge-
schwindigkeit » und dem zugehorigen Zeitpunkte ¢ die Gleichung besteht

v = f(f). 39)
In einem anderen Augenblicke ¢, hat der Kérper im allgemeinen eine
andere Geschwindigkeit v;, die sich aus der Gleichung v, = f(¢,) ergibt.
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Im Zeitraume #, —¢ hat also die Geschwindigkeit um den Wert
v, — v = f(f) — f(t) zugenommen. Das Verhiltnis der Geschwindig-
keitszunahme zur Zeitzunahme ist demnach

v =2 _ () —f@) .

t— ¢ t— ¢

Wire dieser Quotient unabhéngig von der Wahl von ¢, , also konstant,
so hitten wir nach (8) die gleichmaBig beschleunigte Bewegung vor
uns, und der Quotient wiirde die — konstante - Beschleunigung

sein. Im allgemeinen trifft dies aber nicht zu, und man bezeichnet

%E——;—) als die durchschnittliche oder mittlere Beschleuni-
1

gung des Massenpunktes wihrend der Frist ¢, —¢; es ist die Be-
schleunigung, die dem Punkte erteilt werden miiBte, wenn er, sich gleich-
formig bewegend, seine Geschwindigkeit vom Werte v zur Zeit ¢ bis
zum Werte v, zur Zeit ¢, steigern wollte. Wahlt man das Zeitintervall
t; — t kleiner und kleiner, d. h. 148t man #; nach ¢ konvergieren, so
konvergiert — wiederum stetige Beziehungen zwischen » und ¢ vor-
ausgesetzt — auch v, gegen v, die mittlere Beschleunigung aber gegen
einen Grenzwert, den man als die augenblickliche Beschleuni-
gung oder auch kurzweg als die Beschleunigung b des Massen-
punktes im Augenblicke ¢ bezeichnet. Es ist also

- - dv  dw
belim2 "% = f/ W =0 o Av _dv
t}»mttl_t tll?t tl“‘t AtEOAt dt f,() )

Die Beschleunigung einer Bewegung ist der Differential-
quotient der Geschwindigkeit nach der Zeit. — In der Ge-
schwindigkeits-Zeit-Kurve gibt demnach die Richtung der
Tangente ein Maf} fiir die jeweilige Beschleunigung.

(21) Wir haben nun nach verschiedenen Richtungen hin Wert und
Bedeutung des Differentialquotienten einer Funktion erkannt. Um
zu ihm zu gelangen, ist, wie wir gesehen haben, stets ein Grenz-
iibergang notig. Es ist nun das Verdienst des groBen deutschen
Gelehrten Leibniz, dem wir auch die Bezeichnungsweise des Diffe-
rentialquotienten verdanken, durch Aufstellung einiger weniger Satze
die Differentiation zusammengesetzter Funktionen auf die von wenigen
einfachen Funktionen zuriickgefiihrt zu haben, so daf wir nur an
diesen die Grenziiberginge wirklich vorzunehmen brauchen. Drei
von diesen Satzen sollen jetzt abgeleitet werden.

I. Es sei f(z) eine fiir den zu betrachtenden Wert von x stetige
Funktion, also Alxjino (@ + d2) — f@) = 0; 41)
dabei kann es sehr wohl eine endliche Anzahl von Werten z geben,
fir die f(x) unstetig ist, also Formel 41) nicht erfiillt ist; diese sollen
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auch fiir ein bestimmtes xz zu dem gleichen Ax fiir die zweite Kurve
ein 4y, das amal so groB wie bei der ersten Kurve ist, wie man durch
elementare geometrische Betrachtungen zeigen kann. Dann ist aber
der Richtungsfaktor der zugehérigen Sekante der
zweiten Kurve auch das afache desjenigen der
Sekante der ersten. Folglich ist auch im Grenz-
falle Az — 0 der Richtungsfaktor der zugehérigen
Tangente der zweiten Kurve das afache desjenigen
der Tangente der ersten.

=1z Anwendung: a) Nach Formel 35) ist fiir

jedes positive ganzzahlige n

d(ax")_ 1
P =gqgna"1, 44)

a
/;— 4 b) Ist ¥y =a, also die Funktion eine von z
' v unabhingige Konstante, so ist auch 3, = a, also

¥ — y = 0 und mithin

y=a-fzj

Abb.26. - noy Ay
X — Az ’
daher auch p p
Y—tim2=Y =0  oder Z%—o.
dz z> gl — dx

Der Differentialquotient einer Konstanten ist Null. (Geo-
metrischer Beweis!)

II. Es sei y=u+v; = @(x) und v = y(x) seien zwei Funk-
tionen von ®, die beide fiir die Werte von x, die wir der folgenden
Betrachtung zugrunde legen wollen, stetig sind. [Da wir jetzt mehrere
Funktionen benétigen, so reicht die bisherige alleinige Verwendung
der Bezeichnung f fiir die Funktion nicht mehr aus; daher haben wir
oben die griechischen Buchstaben ¢ und v, und ebenso % und » an
Stelle von y herangezogen; s. a. (18).] Dann ist

y=u+v=¢@k+ @ =f()
als die Summe beider Funktionen wieder eine Funktion von z. Erteilen

wir 2 den Zuwachs Az, so erhilt » einen Zuwachs Adu und v einen Zu-
wachs Av, und zwar ist

u+Adu=g@@+ dz) und v+ dv=y(x + dz).

Zugleich erhalt aber auch die Summe y beider Funktionen einen Zu-
wachs Ay, und es muB sein

yt+dy=u+Adu+v+ dv=g@+ dz) + p@+ dz) = f(x + A=) ;
demnach ist
Ay =Adu 4 Av = p(x + dz) — ¢(x) + w(x + Adx) — w(2)
= f(x + dz) — f(x) .



(21)  Der Differentialquotient. Die einfachsten Differentiationsregeln. 43

Da fiir das betrachtete x limAdw =0 und limAdv =0 sein soll, so -
Adz—>0 Adz>0

ist auch limAdy = 0; das heit aber:

Ag—>0
Die Summe zweier stetigen Funktionen ist wieder eine
stetige Funktion.
Dividieren wir nun 4y durch 4z, so erhalten wir weiter

Ay _ e+ 4z) —f(=) Ju_l_Av p(x+ dz) — 97(95)_!_1/1(904‘1'90)_1#(%).
Az Az dz ' Az Ax Adx ’

und da

lim 4¥ =%
x>0 A% dx’

Au _du
Az~ dz’

Av dv

lim Y

Az >0

lim
Adz—>0

ist, so wird fiir den Grenzfall 4z — 0

d , / ’
dy d: -+ dx oder f(x) = ¢ (x) + v (%),

oder auch

d(u - d d d

o) _du do g dp@v@)_dve) | v g
In Worten:

DieSumme zweier stetigen Funktionen wird differenziert,
indem man die Differentialquotienten der Summanden
addiert (Summenregel, Regel von der gliedweisen Differentiation).

Diese Regel ist iibrigens, wie leicht zu erweisen ist, nicht auf zwei
Summanden beschrinkt, sondern gilt fiir jede Summe mit einer end-
lichen Anzahl von Gliedern.

Wenden wir diesen Satz auf die quadratische Funktion

y=ax®+bx+4c

an, so erhalten wir

d{az® + bz + ¢) d(az?%) d(bx) .
iz T dx T +~»-w2a9¢—|—b+0,
in Ubereinstimmung mit Formel 20) in y=7tx)
(15). Auch eine geometrische Be-
statigung wollen wir uns suchen: Wir vy i)

zeichnen die beiden Kurven u = ¢ (z)
und v = y(z) (Abb.27), und finden
durch Addition der zu einem bestimm- 4y

ten Werte von = gehdrigen Ordinaten Z [211,

w=XU und v=XV die zu diesem z | f w=g(x)
gehorige Ordinate y = XY. Erhalt « i Ay

den Zuwachs X X, =4z, so erhalt « den y.

Zuwachs NWU; = du, v den Zuwachs Abb. 27.
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RV, = 4v und y den Zuwachs ¥, =4y, wobei die Punkte U,,V,, ¥,
selbstverstindlich auf den zugehérigen Kurven liegen miissen. Da nun
die Summe der Ordinaten der beiden Kurven » und » fiir jedes =, also
auch fiir 4 Az gleich der entsprechenden Ordinate von y sein muB,
so ist y + dy =u + du + v+ Adv, also dy=Adu 4 Av, d. h.
PY; =UU, + BV,. Dann ist aber auch

Ay Adu Aw

Ao = Az T Az
d. h. der Richtungsfaktor der Sekante an die Kurve y ist gleich der
Summe der Richtungsfaktoren der Sekanten an die Kurven % und v,
wie klein auch 4z gewéhlt werden mége; folglich auch noch in dem
Falle limAdz = 0. Dies ergibt aber, daB fiir ein bestimmtes z der
Richtungsfaktor der Tangente an die Kurve y gleich der Summe
der Richtungsfaktoren der Tangenten an die Kurven % und v sein muB:

dy  du dv

dz ~ daz de

III. Es seien wiederum % = @ (x) und » = v () zwei Funktionen,

die fiir die zu betrachtenden Werte von z stetig sind und endliche
Werte haben. Dann ist auch ihr Produkt y = u-v = g (2)-y () = f(z)
eine Funktion von =z, deren Eigenschaften wir nun untersuchen
wollen. Erteilt man dem x den Zuwachs Az, so vermehrt sich u
um Au, » um dv und y um Ay, und es ist

y+4dy = (u+A4u) - (v 4 4v),
y+Ady=uv+u-dv+v-du -+ Adu-Av;

also Ay=wu-Advo+v.-Adu+ Au-Av.

Da nun limduw =0 und limdv =0 sein soll, so ist auch
Az—>0 Az—>0

limAy =0, d.h.:

Az—>0

Das Produkt zweier stetigen Funktionen ist wieder eine
stetige Funktion.

Dividieren wir durch 4z, so ergibt sich

%=u~%+v-%+du-%.
Gehen wir hier zur Grenze limA4x = 0 iiber, so nehmen die beiden
ersten Glieder der rechten Seite die Werte w - (‘% bzw. v - % an,
wahrend das letzte Glied

lim(Au-%> :0-—%=0
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wird. Wir erhalten die Gleichung

dy dv du
de =" TV d
oder d(uv) dv du
dx =u-%+v-%,
Mol v — @) . y/(@) + y(a) - ¢'(@) -

46)

Das Produkt zweier stetigen Funktionen wird diffe-
renziert, indem man zum Produkte aus dem ersten Faktor

und dem Differentialquotienten des

zweiten Faktors das Produkt aus 4v

dem zweiten Faktor und dem Diffe-
rentialquotienten des ersten Fak-
tors addiert (Produktregel). v
Eine geometrische Deutung dieses Satzes
auf Grund der zu den Funktionen u = ¢ (%),

v =y(x) und y = f(z) gehorigen Kurven
ist nicht recht angingig. Wenn wir indessen

w-Av Au- A0
w-v vldu
72 au
Abb. 28.

» und v als Strecken deuten, dann entspricht dem Ausdruck y = u-v
“der Inhalt des Rechtecks mit den Seiten w und v (Abb. 28). Erhalt u
den Zuwachs Au und v den Zuwachs 4dv, so hat das neue Rechteck

den Inhalt

y+Ady=(u+du) - (v 4+ 4v) =uv+u-dv+ov-Adu+ du-dv;

die Inhaltszunahme ist also
Ay=wu-dv+v-du- Adu-Adv.

Sie ist gleich der Summe dreier Rechtecke mit den Seiten % und 4v bzw.
v und du bzw. Au und Awv. Nahert sich nun 4z, und damit auch 4
und dv, dem Grenzwert Null, so werden auch die Inhalte dieser drei
Rechtecke unendlich klein; doch nimmt der Inhalt des letzten unend-
lich viel schneller ab als derjenige der beiden ersten, weil bei ihm beide
Seiten sich dem Grenzwerte Null nahern. (Beispiel: % = 10 cm,
v=8cm; du=0,1 mm, dv=0,2 mm; udv =20 mm?, v4% = Smm?,
dagegen AuAdv=0,02mm?; wihlt man 4% =0,001mm, 4»=0,002mm,

so wird wdv=0,2mm?, vAdu=0,08mm?,

dagegen

Au dv

= 0,000002 mm?.) Daher fallt der Inhalt 4% - 4v um so weniger dem
Inhalte der beiden anderen Rechtecke gegeniiber ins Gewicht, je

mehr sich 44 und 4v der Null nihern.

Die Produktregel gestattet auch eine Erweiterung auf ein Produkt
aus mehr als zwei Faktoren. Ist nimlich ¥ = u - v -w, so wollen wir
vorerst v-w = z setzen; dann ist y = u 2, also nach der Produkt-

regel dy dz du
dr =% a3 TP a
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Da nun aber z = v - w, folglich (ebenfalls nach der Produktregel)
dz dw dv
G TV de T

ist, so erhalten wir

dy  d(uvw) dw dv | du
Ao = dw T W0y Tuw gy trvwa.
So kann man fortfahren; man wiirde beispielsweise erhalten:
d(wowt) d du
e = —l—u'vt —l—u —]—thd7.

Man erkennt ohne weiteres die Rlchtlgkelt des Satzes:

Um ein Produkt von » Funktionen zu differenzieren,
bildet man die n mdglichen Produkte aus (n — 1) dieser
Funktionen und dem Differentialquotienten der iibrig-
bleibenden Funktion und addiert alle diese Produkte.

Daher ist

de ~ dz  dw

und jedes Glied der Summe ist z"~1-1 = z"~!; da die Summe aus =

derartigen Gliedern besteht, so wird déa;l =n- 2" in Ubereinstim-

mung mit (18) Formel 35).

(22) Vor einer irrtiimlichen Auffassung §9f noch gewarnt! KEs kénnte
scheinen, als ob der leferentlalquot)mlt x ein wirklicher Quotient

oder Bruch im Sinne der Arlthmeﬁk sei, daB sich also auf ihn un-
beschrinkt die Regeln der Bgutzflrechnung anwenden lieflen. Die Kon-
stantenregel und die Summenregel scheinen diese Auffassung zu be-
statigen. Doch schonxdié Produktregel steht mit dieser Auffassung
in Widerspruch. Um: die irrtiimliche Auffassung zu widerlegen, miissen
wir uns den ganzen Gedankengang, der uns zum Differentialquotienten
gefiihrt hat, notﬁlmalﬁ; vergegenwirtigen. Wir haben erst die Differenz
der abhanglgén Verianderlichen, also Ay, gebildet und sie dann durch
die Differenz der unabhingigen Veranderlichen Az dividiert. Diese
Division 148t sich wirklich ausfiihren, wie die bisher angefiihrten
Beispiele bestitigen, so daB, wenn auch die linke Seite noch in Form
eines Quotienten geschrieben wird, die rechte Seite in Wirklichkeit
iiberhaupt kein Quotient mehr ist. Daher kann auch dem Grenzwert
der linken Seite, dem Differentialquotienten, nicht die Bedeutung eines
Quotienten zukommen; und es ist sehr wohl méglich, wie ja die
Produktregel bestatigt, daB die Regeln der Bruchrechnung keine
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Anwendung beim Rechnen mit Differentialquotienten mehr finden.

Die Schreibweise g—g— und die Ausdrucksweise Differentialquotient

haben also rein symbolischen Wert; sie erklaren sich einfach aus

der Entstehungsweise. Trotzdem macht man von dieser Schreibweise

. . dy . .
ab und zu Gebrauch und operiert mit dem Symbole 5= wie mit

einem Quotienten, selbstverstandlich nur solange, als man nicht in
Widerspruch mit den Gesetzen der Differentialrechnung geréit. Aus

der Gleichung % = f'(z), wenn y == f(x) ist, erhdlt man durch for-

males Multiplizieren mit dx die Gleichung
dy = f(x) - dx. 47)

Man bezeichnet hierin dz, das den Grenzwert der Differenz Az dar-

stellt, limdx = dz, als das Differential der unabhéngigen Ver-
Az—>0

anderlichen, und ebenso dy = limAdy als das Differential der
Ag>0

abhingigen Veranderlichen, und die Gleichung 47) sagt uns,

in welchem GréBenverhidltnis beide Differentiale stehen. Und der
dy

Quotient der beiden Differentiale > heifit unter Weiterfithrung der

symbolischen Ausdrucksweise der Differentialquotient, eine uns
schon seit § 2 vertraute Bezeichnung, die, wie auch die Schreib-

weise %, durch die obigen Ausfiihrungen ihre formale Begriindung

und Berechtigung erhalt. Wenn wir auf die bisher gewonnenen
Differentiationsregeln die Schreibweise der Differentiale anwenden,
so nehmen die zugehorigen Formeln die folgenden Gestalten an:

Konstantenregel:

y=a-fx), dy=a-f(x)-dz oder dla-f@®)]=a-f(x)-dx. 43

Summenregel:
y=9¢@) +y@, dy=I[¢&+y@]de
oder Ao @) + »(@)] = [¢/ (@ + /(@) da 45')

bzw. y=u+tv, dy=du-t+dv oder d(u-+v)=du-dv.
Produktregel:

y=e@@ - -y, dy=I[pk) - -y@ + ¢ - yp)lde
oder  dip@) -y ()] =[p@) () + ¢'®) - p@)]dx
bzw.

46")

y=wu-v, dy=u-dv+v-du oder d(u-v)=u-dv+v-du.
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Dividiert man die vorletzte Formel durch y = u - v, so nimmt die
Produktregel die besonders einfache Gestalt an:
dy  du dv
Y T T
oder, wenn y das Produkt von n Funktionen y = ¥,, ¥, ... ¥, ist:
dy _dys | Ay, Y
v o Tw T
Eine praktische Anwendung findet diese als rein formale Aus-
drucksweise berechtigte Einfithrung der Differentiale bei den sog.
Fehlerabschitzungen: Folgt aus einer durch Beobachtung oder Mes-
sung zu findenden GriéBe x eine andere Gréfle y durch die Beziehung

y=f(x), 29)

und ist z mit einem Beobachtungsfehler 4z behaftet, so also, daB
man an Stelle des wirklichen Wertes z eine GroBe = + dx an dem
MeBinstrument abgelesen hat, so wird natiirlich auch die Formel 29)
nicht den bei einwandfreier Messung zu erwartenden Wert y ergeben,
sondern einen Wert, der mit dem Fehler 4y behaftet ist, so daB
y + Ay = f(x + Ax) ist. Der Fehler 4y errechnet sich zu

Ay = fla + Az) — ja) = TETAD=T@ 4

Nimmt man nun an, daB 4z sehr klein ist, so wird — bei Stetigkeit

der Funktion — auch Ay sehr klein sein, und man erhalt fiir die
Fehlerfortpflanzung die Gleichung
dy = {(z) - dz. 48)

Beispiel: Uber einem Kreise vom Halbmesser a ist ein Kegel-
stumpf von der Hoéhe % errichtet; der obere Grundkreis hat den
Halbmessers b. Welchen EinfluB hat eine fehlerhafte Messung von b
auf den Inhalt des Kegelstumpfes ?

Fir den Inhalt des Kegelstumpfes gilt die Formel

V==%5h(@+ab+12).

Hat man beim Messen des Halbmessers b den Fehler db begangen, so
haftet dem daraus errechneten Rauminhalt V ein Fehler d V an, der
sich nach 48) ergibt zu

dV = g h(a+ 2b)db.

Sind beispielsweise @ = 10 cm, » = 15 cm gegeben und b = 7 cm ge-
messen, wobei der verwendete MaBstab auf hochstens 1 mm genau
abzulesen gestattet, so ist V = 3440 cm3. Nun ist der beim Messen
mogliche Fehler hochstens 1/, mm, eine Gréfle, die gegeniiber den in
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diesem Beispiele sonst in Betracht kommenden sehr klein ist, die wir also
praktisch gleich dem Differential db setzen konnen; db = 0,05 cm. Dann

ergibt sich dV = % 15- (10 + 14)- 0,05 cm3 = 18,8 cm3. Um diesen

Betrag ist also infolge der Unzuverlissigkeit der Messung das berechnete

Volumen unsicher. Der sog. relative Fehler, d. h. der Quotient

d7 betriigt in diesem Falle PZ—VK — 0,0055 = 5,5 /.

(23) Es eriibrigt noch, die in (21) gewonnenen Differentiationsregeln
an einigen einfachen Beispielen zu erldutern; ihre Handhabung, ebenso
die der folgenden Regeln, muB durch Ubungen an zahlreichen Bei-
spielen so gelaufig werden, daB sie dem Rechnenden iiberhaupt
keine Schwierigkeiten mehr bieten, sie sind das Einmaleins der Diffe-
rentialrechnung. Es gibt zahlreiche Aufgabensammlungen, auf die
hinzuweisen hier geniigt.

Die einzige Elementarfunktion, deren Differentialquotienten wir
bisher haben ableiten konnen, ist die Funktion y = x", wobei n eine
positive ganze Zahl ist; wir haben gefunden, daf
ist. Nun sind wir aber durch unsere Differentiationsregeln imstande,
jede Funktion zu differenzieren, die sich aus dieser durch Addieren
und Multiplizieren bilden 14Bt.

a) Es ist der Differentialquotient der Funktion

y=%42"—0,62+ax+x
zu bilden. Nach der Summenregel ist
dy _ d(3a")  d(0,629) d(a,x)

35)

de =~ d=z dw + dx ;
wenden wir jetzt die Konstantenregel an, so erhalten wir
dy 1 da”

da? dx
ﬂzfﬁ&’moﬁﬁ_}—aﬁ_l—o’
also auf Grund von Formel (35)

dy _ 7 2
Iy — 5% 1822 4+ a.

b) y=22(528 — Tz + 1)(x — 3) ist von der Form y =u-v-w,
wobei w = x2, v =523 — Tz -+ 1, w = x — 3ist. Nach der Produkt-
regel ist d d d

B o B
also in unserem Falle

W (505 — T+ 1)1+ (5% — To+ 1) (w — 3) - 20

+ a2(x — 3) (1622 — 7);
Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 4
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die Ausrechnung ergibt

AV _ 3045 — 750t — 280 + 6622 — 6.
Zu demselben Ergebnis gelangen wir, wenn wir die Funktion von

vornherein ausmultiplizieren :

y=>5ax8 — 1525 — Tat 4 224% — 322,
nach der Summenregel ist dann wie oben

o =302 — T52* — 2823 4 6622 — 6x.

Uberschauen wir zusammenfassend diesen Paragraphen, so erscheinen
die Ergebnisse der vorigen Paragraphen jetzt als Sonderfille einer
viel umfassenderen Lehre. Er bringt uns den allgemeinen Begriff der
Funktion und die allgemeine Definition des Differentialquotienten.
Diese neu gewonnenen Vorstellungen sollen nun der Reihe nach auf
die uns bekannten Funktionen angewendet werden. Wir gelangen
dadurch zugleich zu einer Einteilung der Funktionen und bringen
in ihre Fiille eine gewisse Ordnung. Wir beginnen mit der ganzen
rationalen Funktion.

§ 5. Die ganze rationale Funktion.

(24) Wir wollen uns eine Verénderliche «, aulerdem eine Anzahl kon-
stanter Grofen denken. Diese wollen wir untereinander einzig durch
die beiden Rechnungsarten der Addition (einschlieBlich Subtraktion)
und Multiplikation verbinden. Wir erhalten dadurch einen Ausdruck,
der von z abhingig, also eine Funktion von z ist. Eine solche Funk-
tion soll eine ganze rationale Funktion heiflen. Sind beispiels-
weise die zu verwendenden Konstanten 2, %, 7, —}—]/3_, a, so liefe
sich u. a. durch Anwendung der Addition und Multiplikation die
Funktion bilden:

y=nl@—2)(@—2) + 32— (a-a-w-2+a2) (23— })| + 2220 — §=.
Fiihrt man die Multiplikationen aus, faBt die Glieder mit gleicher
Potenz von z zusammen und ordnet diese nach fallenden Potenzen
von %, so muB sich ein Ausdruck ergeben von der Form
Y=, 2"+ ty_ 2" g2 e a2t ayxta,, 49)

wobei # eine natiirliche Zahl ist und die Beiwerte a,, a,_;, ... @, @
sich durch Addition und Multiplikation aus den gegebenen Kon-
stanten zusammensetzen. Im Falle des obigen Beispiels ist:

y=—nal}3-xt— %nax3+(n—n2]/§—[— 2az— (Ipntind)ae+fn,
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also
n=4, a,=—nal3, ag=—3}ma, ay=u—na2Y3+2,
a, = —(gxn + 7%, a, =12m.
Gleichung 49) stellt die allgemeinste ganze rationale Funktion in
geordneter Form dar. Die Zahl n, den hiochsten Exponenten, den z

hat, nennt man den Grad der Funktion. Unser Beispiel ergibt
also eine ganze rationale Funktion vierten Grades.

Sonderfille :

n =0, y = a,; die ganze rationale Funktion nullten Grades ist eine
Konstante;

n =1, y =a,x 4 a,; die ganze rationale Funktion ersten Grades ist
die lineare Funktion;
n=2, y=aday,2®+ a;& + a,; die ganze rationale Funktion zweiten

Grades ist die quadratische Funktion.

Da nun {s. (18)] 2" fiir endliche Werte von z eine stetige Funktion
von x ist, nach der Konstantenregel und der Summenregel also auch
49) eine stetige Funktion von « ergibt, so erhdlt man den

Lehrsatz: Jede ganze rationale Funktion von « ist fir
jeden endlichen Wert von « eine stetige Funktion.

Das Bild der ganzen rationalen Funktion nten Grades im recht-
winkligen Koordinatensystem ist eine Kurve; man nennt sie eine
Parabel nter Ordnung. Das Bild der linearen Funktion, die Gerade,
wiirde also eine Parabel erster Ordnung sein, und das Bild der quadra-
tischen Funktion, das wir oben als Parabel schlechthin bezeichnet
haben, miiiten wir nun genauer Parabel zweiter Ordnung be-
nennen; sie ist gemeint, wenn man von Parabel (ohne Beisatz)
spricht. Man nennt sie auch Apollonische Parabel. Aus der Tat-
sache, dafl die ganze rationale Funktion stetig ist, folgt sofort, daf
die Parabel nter Ordnurig eine iiberall stetige Kurve, also nirgends
unterbrochen ist, ferner daB sie fiir endliche Werte der Abszisse
im Endlichen verlauft.

Da. d «*

T koot 35)

ist, so ist der Differentialquotient der ganzen rationalen Funktion
nten Grades ’

y,: na,a"t+ (n = 1)a, 12" 4 - + 2a,2 4+ ay,
und es ergibt sich der
Lehrsatz: Der Differentialquotient einer ganzen ratio-

nalen Funktion nten Grades ist eine ganze rationale Funk-
tion (n — 1)ten Grades. .

4%
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Aus der Gleichung der Parabel nter Ordnung lassen sich fiir ihren
Verlauf einige allgemeine Schliisse ziehen; wir schreiben zu diesem
Zwecke Gleichung 49) in der Form

y=afa, P B g B B )
Wahlen wir fiir = einen positiven Wert, so wird der erste Faktor der
rechten Seite von 50) x" ebenfalls positiv; der zweite Faktor wird
um so weniger vom ersten Gliede a, abweichen, je gréBer wir « wihlen,
da die iibrigen Glieder bei Wachsen des z immer kleiner werden. Also
mul} es einen endlichen gentigend groflen Wert x, geben, fiir welchen
das zweite und erst recht die weiteren Glieder und ebenso auch ihre
Summe ohne Einflu} sind auf das Vorzeichen der Klammer; dies gilt
dann fiir jedes x > z, natiirlich um so mehr. Dadurch wird ihr Vor-
zeichen und damit auch das von y identisch mit demjenigen von a,.
Wir erhalten also fiir die ganze rationale Funktion die Eigenschaft,
dafl von einem bestimmten Werte x, >0 an fiir jedes z= z, das
Vorzeichen des Funktionswertes mit demjenigen des Beiwertes des
hdchsten Gliedes iibereinstimmt, und zwar so, daB der Funktionswert
mit x iiber alle Grenzen hinauswichst. — Wahlen wir dagegen x<< 0,
so wird der erste Faktor von 50), der Faktor 2", positiv, wenn % eine
gerade Zahl, dagegen negativ, wenn n eine ungerade Zahl ist; fiir den
zweiten Faktor gelten dieselben Betrachtungen wie oben (fiir posi-
tives ). Von einem bestimmten Werte ;<< 0 an hat also der Wert
einer ganzen rationalen Funktion fiir jedes x<C z, das gleiche Vor-
zeichen wie der Beiwert des hochsten Gliedes von x, wenn n gerade
ist, fiir ungerades n aber das entgegengesetzte. Auch fiir z<C 0 wichst
y mit x iber alle Grenzen hinaus.

Ist also a, > 0, so muf} die Parabel fiir gerades n aus dem zweiten
Quadranten kommen und im ersten Quadranten die Bildebene wieder
verlassen. Fiir ungerades » aber tritt die Parabel im dritten Quadranten
in die Bildebene ein und verlaBt sie im ersten Quadranten. Fiir negatives
a, bekommt man den Verlauf der Parabel durch Spiegelung der obigen
Ergebnisse an der 2-Achse: also bei geradem n kommt die Parabel
aus dem dritten Quadranten, bei ungeradem 7 aus dem zweiten Qua-
dranten, um beide Male im vierten Quadranten zu verschwinden. Abb.29
gibt den typischen Verlauf der betreffenden Parabeln an. Fiir n =1
und n = 2 haben wir in den §§ 1—3 die Bestitigungen schon gefunden.

Da die Parabeln nter Ordnung einen stetigen, d. h. ununter-
brochenen Linienzug darstellen, so folgt hieraus weiter, da die z-Achse
von jeder Parabel gerader Ordnung in einer geraden Anzahl von
Punkten, von jeder Parabel ungerader Ordnung dagegen in einer
ungeraden Anzahl von Punkten geschnitten wird. Im ersten Falle ist
unter Umsténden kein reeller Schnittpunkt vorhanden; dagegen muf}

Ay 2
22
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jede Parabel ungerader Ordnung die x-Achse sicherlich wenigstens
einmal schneiden. Diese Tatsachen werden wichtig,”, wenn es sich
darum handelt, eine allgemeine Gleichung nten Grades zu losen.

a,, >0 ¥
n=2v
/4
a, <0
n=2v+71
@, <0
n=2v ap <0
ay >0 n=2v
n=2v+7 o fia @ <0
n=2v+7
Abb. 29,

(25) Wir wollen alle diese Fragen an der allgemeinen Funktion
dritten Grades, der kubischen Funktion, und der allgemeinen Parabel
dritter Ordnung, der kubischen Parabel, naher erdrtern: Thre Gleichung

lautet: Y =023 + a, 2% + a, % + . 51)

Wir untersuchen die Funktion auf Maxima und bilden zu diesem
Zwecke den Differentialquotienten:

dy

1=
Setzen wir ihn gleich Null und l6sen wir die quadratische Gleichung
nach z auf, so erhalten wir

3asa? + 2a,2 + a, .

. _l& Jai — 3a,aq
t=773 ag + 3a, :

Je nachdem aj — 3a,a; =0 ist, sind die beiden Wurzeln reell oder
imagindr; d. h. die Parabel dritter Ordnung hat entweder zwei Punkte,
in denen die Tangenten parallel zur z-Achse sind, oder keinen solchen
Punkt. Sind es zwei, so muBl infolge des zusammenhéngenden Ver-
laufes der eine Punkt ein Hochst-, der andere ein Tiefstpunkt sein.
Ehe wir diese indessen bestimmen, wollen wir denjenigen Punkt P,
der Parabel betrachten, dessen Abszisse das arithmetische Mittel aus

den Abszissen dieser beiden Punkte ist, fiir den also. z, = —% %2,
demnach stets reell ist; die zugehdrige Ordinate ergibt sich zu i
2 a 1 a,a,
YW=%w "3 q +a

Diesen Punkt wollen wir als neuen Koordinatenanfangspunkt wéhlen;
d. h. wir wollen das Achsenkreuz so verschieben, dafi P, der neue
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Anfangspunkt £ ist und die neuen Achsen & und # parallel zu
den alten 2 und y sind; s.a. (110) S.296f. Ein beliebiger Punkt P
der Ebene habe im alten System
die Koordinaten zund 7/, im neuen
die Koordinaten & und #, und
zwischen diesen mufl (Abb. 30)
die Beziehung bestehen:

r=E8+x, Yy=1n+Y.
Fiithrt man dies in Gleichung 51)
unter gleichzeitiger Einsetzung
der fiir z, und y, gefundenen
Werte ein, so erhidlt man die
Gleichung

17:a3§3+(a1—3‘%;>5. 52)

Aus der bemerkenswerten Tatsache, daf die Parabel dritter Ordnung

im &7-System eine Gleichung hat, in der nur noch Glieder mit

ungeraden Potenzen von & auftreten, folgt

p*  ohne weiteres, daf zu entgegengesetzt glei-

_chen Werten von & auch entgegengesetzt

g gleiche Werte von 5 gehéren; zwei Punkte

¢ P’ und P, deren Koordinaten diese Eigen-

B schaft haben (s. Abb. 31), miissen aber

symmetrisch zum Koordinatenan-

Abb. 31. fangspunkt liegen, d. h. ihre Verbindungs-

strecke mufl durch diesen Punkt hindurch-

gehen und von ihm halbiert werden. Das sagt also aus: Alle durch

diesen Punkt £2 gehenden Sehnen (Verbindungsstrecken zweier Kurven-

punkte) der kubischen Parabel werden von £ halbiert. Einen Punkt

aber, der alle durch ihn gehenden Sehnen einer Kurve halbiert, be-
zeichnet man als einen Mittelpunkt der Kurve.

Die kubische Parabel ist also eine Mittelpunktskurve;
sie besteht aus zwei in ihrem Mittelpunkte zusammen-
stoBenden kongruenten Hilften, die man dadurch zur
Deckung bringen kann, daB man die eine in der Ebene um
den Mittelpunkt um einen Winkel von 180° dreht.

Nehmen wir jetzt an, daB in Gleichung 52) a, > 0 ist, und setzen
wir zur Abkiirzung unter Einfiihrung einer neuen Konstanten &,

’ = —3a3b,,

7

2
a?

a Ju—
. 3as

so geht 52) iiber in die einfachere Form
77:“3(53‘_31)15)- 53}
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Bilden wir den Differentialquotienten, so erhalten wir

d
TF = 30(E —b);

also ergeben sich ausgezeichnete Werte fiir &, = :|:1/51. Reelle Werte
fiir & ergeben sich aber nur, wenn b, >0 ist; nur in diesem Falle hat
die kubische Parabel also Hoéchst- und Tiefstpunkte, und
zwar im ganzen zwei, namlich 7, = +2b, a; b, fir & = —}/b; und
Ny = —2bya5)/b, fiir & = +1/b,. Dabei ist 7, >0, also ein Hochst-
wert, 1, << 0, also ein Tiefstwert; der Hochstpunkt liegt im zweiten,
der Tiefstpunkt im vierten Quadranten des & -Achsenkreuzes. Da nun
die Parabel im dritten Quadranten in die Zeichenebene eintritt [s. (24)],
durch den zweiten Quadranten, den

Nullpunkt, den vierten Quadranten Y 7 b0
. . . o0

in den ersten geht, um in diesem

die Bildebene wieder zu verlassen,
so muB sie die Abszissenachse noch
in zwei weiteren Punkten schnei-
den. Dies ergibt sich auch aus Glei-
chung 53); denn # nimmt den Wert
Null an, auBer fir £ =0, auch fiir
die beiden Abszissen & = —}/35,

b7>0

\
;3 U

und & = +]/§b_1, die ebenfalls reell N4
sind, solange b, >0 ist. — Ist ,=0,
so fallen der Tiefst- und der Héchst-
punkt und ebenso die beiden Schnitt-
punkte mit der Abszissenachse alle b0 Abb. 32,

mit dem Koordinatenanfangspunkt
zusammen; dieser, in welchem die
Kurve horizontal verlauft, da seine Tangente mit der Abszissen-
achse zusammenfallt, ist ein sog. Terrassenpunkt. Fiir b, << 0 hat
die kubische Parabel weder einen Hochst- noch einen Tiefstpunkt,
auch keinen weiteren Schnittpunkt mit der Abszissenachse, auBer dem
Nullpunkt; sie steigt bestéindig (s. hieriiber Abb. 32). Die Glei-
chung 53) geht fiir den Fall b; = 0 iiber in die Gleichung 5 = a; &;
diese Funktion heifit die rein kubische Funktion; ihre Kurve die
rein kubische Parabel.

Ist schlieBlich a3 << 0, so erhélt man Kurven, die sich aus denjenigen
der Abb. 32 durch Spiegelung an der Abszissenachse ergeben.

(26) Im AnschluB hieran soll jetzt die reduzierte kubische Gleichung
untersucht werden. Sie mdge in der Form geschrieben werden:

2 —3ax—2b=0, 54)



56 Das Differenzieren. (26)

wobei a und b irgendwelche positiven oder negativen Zahlen sein
kénnen. Wir setzen
2 —3ax —2b =1y, 54°)

erhalten damit eine kubische Funktion, in der das quadratische Glied
fehlt, eine sog. reduzierte kubische Funktion; ihr Bild ist eine kubische
Parabel. Von dieser kommen jetzt in erster Linie die Schnittpunkte
mit der z-Achse in Frage; denn fiir diese ist y = 0, demnach die
Gleichung 54) erfiillt. Die Abszissen der Schnittpunkte der Parabel
mit der z-Achse sind also die reellen Wurzeln der Gleichung 54). Es
handelt sich nun fiir uns darum, zu untersuchen, wie oft die Parabel
die 2-Achse schneidet, da die Zahl der Schnittpunkte mit der Zahl
der reellen Wurzeln von 54) iibereinstimmen mufl. Aus den in (24) an-
gestellten Erorterungen folgt, dafl Gleichung 54) eine ungerade Anzahl
von reellen Wurzeln haben muB, also entweder eine oder drei. Welcher
von beiden Féllen eintritt, hingt — wie das Schaubild lehrt — von
der Lage der beiden ausgezeichneten Werte ab. Um sie zu bestimmen,
setzen wir den Differentialquotient gleich Null und erhalten

%:3:”2_3@:0, also x=ﬂ:]/7‘;-

Ist a negativ, so werden die Abszissen der Héchst- und Tiefst-
stelle imaginér; die Parabel hat keine solchen Punkte; folglich hat
sie die in Abb.32 fir b, << 0 skizzierte Gestalt, d. h. nur einen
Schnittpunkt mit der x-Achse, und wir bekommen als erstes Ergebnis:

Die Gleichung 54) hat fiir @ << 0 eine und nur eine reelle Wurzel.

Ist dagegen @ >0, so sind beide Werte = 4 a reell; die Parabel
hat demnach ein Maximum und ein Minimum (Abb. 32, b, > 0). Da
die Parabel nach den Erérterungen von (24) im dritten Quadranten
in die Bildebene eintritt und diese im ersten Quadranten wieder
verlaft, so folgt, daB sie erst ansteigen, dann wieder fallen muB,
um schlieflich wieder zu steigen; das heiBt aber, daB fir z = —]/?i
das Maximum, fir v = —H/ @ das Minimum erreicht wird. Aus Glei-
chung 54’) ergibt sich fiir das erstere

Ymax = +2a}a—2b und fiir das letatere Ypin = —2a)a—2b.  55)

Damit nun die Parabel drei Schnittpunkte mit der z-Achse hat, muB
der Hochstpunkt iiber der x-Achse, der Tiefstpunkt unter der x-Achse
liegen, d. h. .. >0, y,., <0 sein. Haben beide gleiches Vor-
zeichen, so kann die Parabel nur einen Schnittpunkt mit der z-Achse,
Gleichung 54) also nur eine reelle Wurzel haben. Damit nun y,,, >0,
Ymin << 0 wird, muB a]/c; gréfer sein als der absolute Betrag von b,
a}/cz >|b|, wie sich aus den Gleichungen 55) durch einfache Uber-
legung ergibt, oder a® > b2 Ist dagegen a® < b2 also aja<<|b|,
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so sind bei b >0 im ersten Falle y, .. und y,. beide negativ, bei
b << 0 positiv, im zweiten beide positiv; die Parabel hat nur einen
Schnittpunkt mit der xz-Achse, Gleichung 54) nur eine reelle Wurzel.

Wir haben also gefunden: Ist 62 — a3 >0, so hat die Gleichung
stets nur eine reelle Wurzel; hierin ist auch der Fall eingeschlossen,
daB @ < 0ist, da dann diese Bedingung stets erfiillt ist (Abb. 33, Kurve 1,
2 und 3). Ist dagegen b2 — a3 << 0, so hat die Gleichung stets drei
reelle Wurzeln (Abb. 33, Kurve 4). Diese Ergebnisse stimmen véllig

mit den in der Algebra gewonnenen 2
Losungen der Gleichung 54) iiberein. P
Denn ist b2 — a® >0, so ist die Car- 7

danische L6ésung anzuwenden, die die
drei Wurzeln liefert

e ———— e i —
w=clb+ o —a + Vb —yor — a2,
wobei &8 = 1 ist. Ist dagegen b2 — a3 << 0,
so verwendet man am besten die gonio- /

z

metrische Lésung, die die drei reellen
Wurzeln liefert
z=2Yacos(p+£-120°, k=0,1,2,
wobei cos3¢p = b st

aVa 3
(27) Wir haben in den vorangehenden
Abschnitten mehrere Male erwihnt, daB
ein Schnittpunkt einer stetigen Kurve mit der Abszissenachse dadurch
gekennzeichnet ist, daB fiir ihn die Ordinate den Wert Null hat. Die
Ordinaten der linken Nachbarpunkte haben also ein anderes Vor-
zeichen als die der rechten Nachbarpunkte. Durchliuft mithin ein
Punkt die Kurve, so tritt im allgemeinen beim Durchgang durch
eine solche Nullstelle fiir seine Ordinate ein Vorzeichenwechsel ein.
Ubertragen wir diese Ergebnisse auf die stetige Funktion y = f(2),
deren Bild diese Kurve ist, so finden wir die folgende Eigenschaft:
Suchen wir einen Wert von «, fiir welchen y gleich Null ist, so heiBt
dies nichts anderes, als daB wir eine Losung (Wurzel) der Gleichung
f(x) =0 suchen. Wir kénnen als erstes Ergebnis buchen, daB eine
solche Gleichung ebenso viele Wurzeln hat, als ihre Kurve
Schnittpunkte mit der Abszissenachse besitzt. Weiterhin
wird der Funktionswert fiir Nachbarwerte einer solchen Wurzel, die
kleiner sind als diese, ein anderes Vorzeichen haben als derjenige fiir
Nachbarwerte, die grofer als diese sind. Tritt also, wenn z eine Reihe
von Werten durchlauft, fiir f(x) ein Zeichenwechsel ein, so heift dies,
daB in dem von = durchlaufenen Intervall eine Wurzel der Glei-
chung f(z) = 0 liegt. Diese Tatsache 1aBt sich ausnutzen zur nihe-

7
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rungsweisen Auflosung einer Gleichung j(z) = 0. Man wird namlich
zwei Werte  (durch Probieren) suchen, fiir welche f(x) entgegengesetzte
Vorzeichen hat; zwischen diesen Werten muB eine Wurzel der Gleichung
liegen. Durch systematisches Einengen dieser Grenzen kann man dann
die Wurzel bis zu jedem beliebigen Grade der Genauigkeit berechnen.
Dieses hier nur in groben Strichen angedeutete Verfahren 148t sich
stets anwenden, welcher Art auch die Gleichung f(z) = 0 sei, was
fir eine Funktion also y = f(x) auch sein moge. Das Naherungs-
verfahren der Losung von Gleichungen soll aber schon in diesem
Paragraphen, der die ganzen rationalen Funktionen behandelt, bespro-
chen werden, weil die mit ihr aufs engste verwandte algebraische
Gleichung nten Grades das Naherungsverfahren am einfachsten an-
wenden und am klarsten durchschauen 148t. In spateren Abschnitten
werden sich gelegentlich auch Nihe-
rungslosungen fiir andere Gleichungen
finden. Wir erliutern das Niherungs-
verfahren am besten an einem
Beispiel: Im Schubkurbel-
getriebe (Abb.34) bewegt sich bei
Abb, 84, gleichférmigem Umlaufe des Kurbel-
zapfens Z der Kreuzkopf K gerad-
linig, aber mit wechselnder Geschwindigkeit. Derjenige Winkel
zwischen Kurbel und Kreuzkopfbahn, fiir welchen die Geschwindigkeit
von K ihren gréfiten Wert erreicht, bestimmt sich aus der Gleichung

sin®d — 22gint® — A4sin2d 4+ 12 = 0. a)
wobei A = ;l; das Verhaltnis der Pleuelstangenléinge zur Kurbellinge

angibt. Fir den sehr gebriuchlichen Fall, da 1 = 5 ist, erhalt man
hieraus durch die Substitution

sin?¢ = 12z b)

die kubische Gleichung

f@)=a2>—a22—2-+-004=0. c)
Da f(0) = 40,04 und f(1) = —0,96 ist, also zwischen 0 und -1 ein
Zeichenwechsel stattfindet, muf} eine Wurzel dieser Gleichung zwischen
=0 und x=1 liegen, und zwar besonders nahe an x =0, da -+ 0,04
wesentlich naher an Null liegt als — 0,96. Wir probieren deshalb weiter
mit  =0,1; es ist f(0,1) = —0,069. Der Zeichenwechsel liegt zwischen
=0 und x=0,1, folglich ist auch die Wurzel unserer Gleichung
zwischen diesen beiden Grenzen gelegen. Nun kénnten wir der Reihe
nach fiir die Werte x = 0,01, 0,02, . .. 0,09 die zugehorigen Funktions-
werte berechnen, den Ort des Zeichenwechsels bestimmen und hitten so
dieWurzel auf zwei Dezimalen gefunden. Dann kénnten wir durch weiteres
Teilen des Intervalls, in dem der Zeichenwechsel stattfindet, eine dritte
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Dezimale bestimmen usw. Doch 1aBt sich dieses immerhin miihsame
Verfahren wesentlich vereinfachen. Wie das geschehen kann, soll an
den zwei gebrauchlichsten Methoden, der Regula falsi und der Newton-
schen Methode auseinandergesetzt werden.

Die Regula falsi beruht auf folgenden Erwagungen: Wir zeich-
nen (Abb. 35a) in einem zweckm#Bigen MaBstabe diejenigen Punkte
P, (y]y;) und P,(x,|y,) der Kurve y = f(2) = 2® — a® — x 40,04,
zwischen denen der Schnittpunkt mit der x-Achse liegt. Wir wissen
zwar nichts iiber den Verlauf der Kurve zwischen diesen Punkten,
kénnen aber in erster Annédherung annehmen, daB sie sich nicht allzu
weit vom geradlinigen Verlaufe P, P, entfernen wird. Der Schnittpunkt X
dieser Strecke mit der z-Achse wird also in unmittelbarer Nachbarschaft
des Schnittpunktes der Kurve mit der z-Achse liegen. Da die beiden
Dreiecke P;P'P, (P,P’ || y-Achse, P'P, || z-Achse) und P, X, X ahn-
lich sind, so ergibt sich fiir die Abszisse 2 von X die Proportion

(2 — ay) (@ — 2y) =y (W — Y2) >

I
+004%

X X;
zli X a7 +0009187
&
i -0,069
3 a0 a0
; g j0%

. N I D\ i Nog01536

Abb. 35a. Abb. 35b.

in unserem Beispiele also, da #; =0, &, ==0,1, y; = 0,04, y, = —0,069 ist,

(x — 0): (0,1 — 0) = 0,04: (0,04 4 0,069)
oder & — 0 =0,004:0,109 ~ 0,04 .
Wir bekommen demnach als neuen Niherungswert x = 0,04; hierzu
gehort £(0,04) = —0,001536. Da f(0,04) negativ ist, so ist nach Abb.35a
x = 0,04 zu groB; wir probieren daher mit 2 = 0,03 und erhalten
£(0,03) = 1-0,009181. Also findet zwischen 2 = 0,03 und x = 0,04
Zeichenwechsel statt. Wir erhalten aus Abb. 35Db, die entsprechend
der Abb. 35a entworfen ist, durch eine erneute Proportion einen
besseren Naherungswert. Es ist némlich

(x — 0,03) : 0,01 = 0,009181 : (0,009181 + 0,001536) = 0,857 ;
z = 0,0386 .
Da  £(0,0386) = —0,000032447,  f(0,0385) = +0,000074817
ist, so erhalt man fiir einen weiteren Naherungswert die Proportion
{x — 0,0385) : 0,0001 = 0,00007482 :0,00010726 = 0,6976

und daraus x = 0,03856976.
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So kommt man schrittweise zu immer besseren Naherungswerten.
Die aufgestellte Proportion wird einen um so genaueren Wert liefern,
je weniger die Sehne von dem Kurvenbogen abweicht, und das trifft
um so mehr zu, je kleiner das Intervall ist. Das hat aber zur Folge,
daB wir durch die Proportion um so mehr neue Dezimalstellen ge-
winnen kénnen, je genauer der zugrunde gelegte Naherungswert schon
ist. Aus diesem Grunde haben wir auch oben durch die erste Pro-
portion nur eine Dezimale, durch die zweite aber schon zwei und
durch die dritte sogar vier neue Dezimalen gewonnen. — Der Um-
stand, dal wir in diesem Verfahren die Kurve durch die Sehne er-
setzen, also die aufgestellte Proportion eigentlich nicht richtig ist, hat
diesem Verfahren seinen Namen: Regula falsi (die Regel vom fal-
schen Ansatz) erteilt. — ,

Die Newtonsche Methode verfihrt folgendermaBen: Man legt an
die durch die Funktion y = f(x) bestimmte Kurve in einem Punkte
Py(x/y,) die Tangente; diese weicht verhiltnisméBig wenig von der
Kurve ab. Daher wird auch ihr Schnitt-
punkt X, mit der x-Achse in der Nihe des
gesuchten Schnittpunktes X der Kurve mit
der w-Achse liegen (Abb. 36), und zwar be-
rechnet sich, da

Yo d
i tg Py X Xy = tg, = <—hdi)x=zo
i ist, die Strecke X; X, = %, durch die Glei-
149 1
! a
X X Xo chung
Tl 1 H !
—x; - o ! Y% - Yo
Lr—— . hy = - oder A, = Tdg\
Abb. 36. Az )2,

Um diesen Betrag vermindere man z,, um die Abszisse von X,
zu erhalten. Fiir unser Beispiel ist y =23 — 22 — x -+ 0,04, also

Y .0 N
H—«&v 2x 1.

Der erste Naherungswert sei z, = 0,1; dann ist

—0,069

by = 117

=006, also =z, =0,04.

Nun bestimme man zu dieser Abszisse den zur Kurve y = /() gehdrigen
Punkt Py, der im allgemeinen wesentlich niher am gesuchten Schnitt-
punkte X liegen wird als P,; in unserem Falle ist y, = —0,001536.
Jetzt legt man in P, an die Kurve die Tangente und sucht ihren Schnitt-
punkt X,*mitder x-Achse, dessen Abszisse einen weiteren besseren
Néherungswert fiir die Wurzel der gegebenen Gleichung liefert usf.
Unser Beispiel wird sich also folgendermaBen fortsetzen:
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—0,001536

hy = "y = 0,0014, , = 0,0386 ;
By = %ﬁzﬂ =0,00003025, 2, — 0,03856975.

Damit sind wir zu derselben Genauigkeit gelangt wie nach der Regula
falsi. Der Leser moge sich selbst ein Urteil iiber die Vorziige und
Nachteile der beiden Verfahren bilden.

Aus Gleichung b) erhilt man fiir x = 0,03856975

sin?d = 0,964 244 ,
also I =179°6"0",

Da y =23 — 22 — z -+ 0,4 fiir x = —1 den Wert — 0,6 hat, liegt
eine zweite Wurzel der Gleichung 3 — 22 — x - 0,4 = 0 zwischen 0
und —1, und da y fir x = +2 den Wert +2,4 hat, eine dritte
zwischen 1 und 2. Doch kommen diese fiir unsere urspriingliche
Aufgabe deshalb nicht in Betracht,

weil beide fir sin?d unmégliche
Werte ergeben.

(®8) Von den technischen An-
wendungen der ganzen ratio-
nalen Funktion und damit der
Parabel nter Ordnung seien be-
sonders die Gebiete der Momenten-
linie und der elastischen Linie er-
wahnt. Hier moge der Fall heraus-
gegriffen und eingehender behandelt werdenl): Ein an einem Ende B
wagerecht eingeklemmter Stab von der Linge I trigt eine stetig ver-
teilte Last (Sand u. #.) derart, daB deren auf die Langeneinheit be-
zogenes Gewicht von dem Werte ¢ in B gleichmaBig bis zum Werte
Null im freien Ende 4 abnimmt; die Strecke AC in Abb. 37 soll die
Belastung veranschaulichen. Der Stab hat eine Momentenlinie, deren
Gleichung P 2\3

.

lautet; und er biegt sich durch nach einer Linie von der Gleichung

PR [[=x\2 z\3 1 /xz\e 1 [x\5
v=sms |7/~ () + 3 (7 - (7]
Hierbei ist als Koordinatenanfangspunkt der Punkt B gewdhlt, in

welchem der Stab aus dem Mauerwerk heraustritt; ferner ist die
Abszissenachse fiir beide Kurven in Abb. 37 nach links und die Ordinaten-

achse nach unten gerichtet gew#hlt. Sodann ist P = %q das Eigen-

1) Siehe Freytags Hilfsbuch, 7. Aufl., S. 232{f. Berlin: Julius Springer 1924.
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gewicht des Stabes, F das ElastizititsmaBl des Stabes und J das
auf die Schwerachse bezogene axiale Trigheitsmoment seines Quer-
schnittes. Die Momentenlinie ist also eine rein kubische Parabel,
deren Mittelpunkt in A4 liegt, und die vom Stabe in diesem Punkte
berithrt wird; praktische Bedeutung hat naturgemaf nur das zur

Lange I gehorige Stiick 4D der Parabel, und zwar ist das zu dem

Endpunkte B gehérige Moment BD = Mp = f?)—l . Die elastische

Linie dagegen, nach der sich der Stab durchbiegt, ist eine Parabel
fiinfter Ordnung; sie geht durch den Endpunkt B und verliuft hier

wagerecht, da
dy P2 x\2 z\2 x\3 1 /x\4
25 =3 (25 - 5 (7)
fir x =0 ebenfalls gleich Null wird. TIhre Durchbiegung 44’ = f

dz ~ 6EJ
o PP
am Ende 4 (2 =1) betrigt f:u’)—EJ'

einen Zusammenhang zwischen der meBbaren GréBe f und der Elasti-
zitdtszahl E; es 148t sich also £ aus dieser Durchbiegung berechnen:
PpB
B=q557-
so wird diese Gleichung:

5 z\2 x\3 1 /z\4 1 /2\5
v= [T (T + 2 () = wli)]
die den Vorzug hat, dafl sie die Gestalt der elastischen Linie einzig
durch die Lange ! und die Durchbiegung f am freien Ende des Stabes

bestimmt. Der Neigungswinkel & am freien Ende a3t sich zeichnerisch
dadurch finden, daB
}x:l::

toe = ()= {3 127 (32 () - 36

sein mufl. Man erhilt also die Gestalt der elastischen Linie des
Stabes mit sehr groBer Genauigkeit, indem man 4B in fiinf gleiche
Teile teilt und den dem Punkte B zunéchstliegenden Teilpunkt 7' mit 4’
verbindet; diese Gerade ist die Tangente an die elastische Linie in A’.
Beriicksichtigt man weiter, daB3 die Tangente in B in die Gerade AB
fallt, so laBit sich die Durchbiegung des Stabes bequem einzeichnen
(Abb. 37). Fiir das Problem der elastischen Durchbiegung des Stabes
kommt praktisch nur der Bogen AB in Frage. Will man sich ein
Bild vom ganzen Verlaufe der Parabel machen, so kann man dies auf
Grund der folgenden leicht nachzuweisenden Tabelle tun. Es ist fiir

Diese Gleichung gibt u. a.

Fiithrt man f in die Gleichung der elastischen Linie ein,

1
l

N

dz 1 1 1

\
x=|— 31 - 21 |1 0+l 2l+3l + 41 | + 51
y =|+252f + 58 |+ 65f 0 — 45f | — 56f | —250f

v _| _s1g750 —100f 1875 0 125%‘ 0 |—18751 | —1002L _318,75§
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In Abb. 38 ist die Parabel gezeichnet; das der Abb. 37 entsprechende
Stiick A'B ist durch stirkeren Strich hervorgehoben.

Aufgabe: Die Tragfahigkeit 7 eines Balkens von recht-
eckigem Querschnitt mit der Breite b und der Hiohe A ist durch die
Formel gegeben 7' = cbh?, wobei ¢ ein durch den Werkstoff des Bal-
kens usw. bedingter Beiwert ist. Welche Breite und Hohe hat der
Balken von grofter Tragfahigkeit, den man aus einem Stamme von
kreisformigem Querschnitte heraus-

schneiden kann ?
A B
T AN , = g
! s
3 7
Abb. 38.
Y Abb. 39.

Ist (Abb. 39) 7 der Radius des Kreises, so besteht zwischen b und %
die Gleichung %% = 47% — b2; setzt man dies in die Formel fiir 7' ein,
so erhilt man 7' =cb (472 — b2%). T ist also eine ganze rationale Funktion

dritten Grades von b. Damit 7' ein Maximum werde, muf % =0

sein; wir erhalten demnach zur Bestimmung des zugehorigen b die
Gleichung ¢(472 — 3b%) =0 . Hieraus folgt b = %r 1/5; also h = f;;n/@
und T = 3 er3y3.

Aufgabe: Der Rauminhalt v einer Wassermenge, die bei

der Temperatur 0° C den Rauminhalt 1 hat, ist fiir die Temperatur
t° C angenahert durch die Gleichung gegeben:

v =1—0,000061045¢ 4 0,0000077183 2 — 0,000000037 34 3.

Bei welcher Temperatur ist der Rauminhalt am kleinsten, und wie
groB} ist er dann? (¢t = 4,08°C, v,;, = 0,9998769).

Wir sind damit am Ende dieser Betrachtungen iiber die ganze
rationale Funktion angelangt. Ehe wir nun zu der nichsten Funk-
tionengruppe iibergehen konnen, zu den gebrochenen rationalen
Funktionen, miissen wir erst unsere Differentiationsregeln um eine
neue, die Quotienten- oder Bruchregel, vermehren; ihre Ab-
leitung und die Behandlung der gebrochenen rationalen Funk-
tion sollen den Inhalt des niichsten Paragraphen bilden.
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§ 6. Die Quotientenregel.
Die gebrochene rationale Funktion.

(%9) Es seien u = f(x) und v = @ (z) zwei stetige Funktionen von z;
dann ist auch ihr Quotient "

v

eine Funktion von z; iiber ihre Stetigkeit sind allerdings erst Unter-
suchungen anzustellen. Geben wir zu diesem Zwecke der unabhingigen
Verianderlichen z einen Zuwachs 4 2, so erhalten « und v die Zunahmen
Ay und Av; und zwar ist

ut+du=fx+dz) und ov+dv=gp@+ dz).
Zugleich #sndert sich auch y um einen Wert 4y, wobei

_u+Adu  flx+ dx)
y+dy = v+ dv T g(z+ dz)

ist. Der Zuwachs, den y erfahrt, ist also

w4 Adu w _ v(u+ du)—u-(v+ dv)  vdu—udv
Ay = v+ dv v v(v + 4v) T oo(v+ dv) 51)

Da % und v stetige Funktionen von z sind, d. h. limAdy =0 und

dz>0

limdv = 0 ist, so nahert sich der Zahler von 57) fir limdx =0
Az>0

auch dem Werte Null; der Nenner nihert sich dagegen dem Werte v2

Es ist also limAdy = %)2— . Solange demnach z nur Werte hat, fir
Az—>0
welche v + 0 ist, ist auch lim Ay = 0; dies gilt jedoch nicht mehr

Ag>0

ohne weiteres fiir solche Werte von x, fiir welche v = 0 ist. Wir kommen
demnach zu dem iiberaus bemerkenswerten

Lehrsatz: Der Quotient zweier stetiger Funktionen ist
wieder eine stetige Funktion fiir solche Werte der unab-
hangigen Veranderlichen, fir welche die Divisorfunktion
von Null verschieden ist.

Wir gehen nun iiber zur Ableitung des Differentialquotienten.

Wir bilden Au Av
dy " ds T "' dm
Az~ w(o+ dv)
und erkennen, daB
A O ) d ﬁ) du _ 40
iy«—lim Az Ax_v de " dx d v *vdw—udx
da = 450 v+ dv) T v? oder de o2 ’
u v —uv
yzja y,: 2 58)
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Lehrsatz: Der Differentialquotient eines Bruches ist
wieder ein Bruch; sein Nenner ist das Quadrat des urspriing-
lichen Nenners; den Zihler erh#lt man, indem man vom
Produkt aus dem urspriinglichen Nenner und dem Diffe-
rentialquotienten des urspriinglichen Zahlers das Produkt
aus dem urspriinglichen Zihler und dem Differentialquo-
tienten des urspriinglichen Nenners abzieht (Quotientenregel,
Bruchregel).

Diese anscheinend z1emheh verwickelte Regel 148t sich auch aus
der Produktregel ableiten: Bedienen wir uns namlich der Schreibweise
in Differentialen, so a8t sich die Bruchregel auch in folgender Gestalt

wiedergeben :
d(ﬁ) _ vdu —udv

v 2

Ist y = %—, so ist u = vy, also nach (22) S. 48

d d d
du _dv 4y qer ¥ 4w _ dv

% v y y % v

Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit y = .%, so wird

vdu udv
d d —ud d de  dz .
dy = _b_zg_uvzv _ vdu vz-ju Y, also Tg: da po =% wie oben.
L 1— 22 9 2 2
Beispiele: a) y=-5 xz;u:1~2x,v=2—~x,also
du dv
au _ v 9
dz ST Fe %
du (2 —2%)(—42) — (1 — 22%)(—22) -6z
dx (2 — a?)? T2 —ay?”

b) Die Funktion y = %—% wird gebrochene lineare Funktion

genannt; ihr Differentialquotient ist
dy (e +p)-a—"(axz+ba_ af—«b
de (o - )2 T (xx o+ B2
der Ziahler ist also eine Konstante.
Man iibe die Quotientenregel an einer groBen Anzahl weiterer Bei-
spiele, da ihre griindliche Beherrschung ein unbedingtes Erfordernis ist.
Setzen wir w =1, v = 2", so wird

T
du dv 1 " "0 —n.2*"1.1 —-n
gy =0 go=mna"", also —== T =7

Differenzieren wir andererseits y = 2~" nach Formel 35), so er-
halten wir

‘Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 5
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also das gleiche Ergebnis wie oben; damit ist gezeigt, dafll Formel 35),
die wir frither nur fiir natiirliche Exponenten abgeleitet hatten,
auch fiir solche Exponenten richtig ist, die negative ganze Zahlen
sind :
Lehrsatz: Die Formel
da

-1
=n-z"
dx

gilt fiir jeden ganzzahligen Exponenten.

. . 1 d 3
Beispiel: a) y= 5, d_Z:_xT;

3\3 27 27
b)y:(x—:ca) =m3—9+;3-—~—,

a x8
2
%:3x2—%+1§=3<x—%) (1+%).

(30) Wir gehen nun zur Behandlung der gebrochenen rationalen
Funktion iiber: Wenden wir in beliebiger Folge auf die Veranderliche a
und eine Anzahl von Konstanten auBler der Addition, der Subtraktion
und der Multiplikation [s. (24)] auch noch die Division an, so erhalten
wir eine Funktion von z, die als gebrochene rationale Funktion

bezeichnet wird. Sind beispielsweise die Konstanten 2, £, V??, 7, a,
so 1aBt sich auf die angegebene Weise u. a. die Funktion bilden:

amr — —

9% — a Fp — 2z

M
x4+
Vs _3

x 4

y:

Ja
T+ —xx
V3

Eine auf diese Weise gewonnene Funktion a8t selbstverstandlich noch
wesentliche Vereinfachungen zu; so kann man zuerst einmal alle
Doppelbriiche beseitigen, so daf y sich als eine Summe von Briichen
darstellt; im obigen Beispiele: '

—62% + 30z + 82)3—4a)3  —82°)3 — 6a4)3 + 4072}/3 — 83
—3a% + 422Y3 + da dmat +423)3 + 3x a3 + 3a2)3

y:

SchlieBlich lassen sich die einzelnen Briiche noch auf einen Haupt-
nenner bringen; Zahler und Nenner kénnen ausmultipliziert und nach
fallenden Potenzen von z geordnet werden. Man erkennt dadurch,
daB sich eine gebrochene rationale Funktion stets als Quotient zweier
ganzen rationalen Funktionen schreiben 148t; ja man kann sogar
die gebrochenen rationalen Funktionen als Quotienten
zweier ganzen rationalen Funktionen definieren. So wiirde
unser oben ganz willkiirlich gewihltes Beispiel einer gebrochenen ratio-
nalen Funktion der Quotient zweier ganzen rationalen Funktionen
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werden, von denen der Dividend eine ganze rationale Funktion sie-
benten Grades, der Divisor eine solche sechsten Grades ist, es wiirde
sich also die Form ergeben:
@, 27 + agx® + a5 x® + a2t + agx® + a2t + ayx + ay

T T bga® + byad & byat + bya® + byat 4 byw + by
wobei sich die Beiwerte a,, . . ., @, und b, . .., b, durch die vier Grund-
rechnungsarten aus den Konstanten 2, £, V§, 7, a zusammensetzen ;
ihre Berechnung sei dem Leser iiberlassen.

Die allgemeinste Form der gebrochenen rationalen Funktion ist also

G X G a2 e a2 a2+ gy

Y 3w b, o 1 b, @ "+ o b+ bz + by’
wobei Zahler und Nenner zueinander relativ prim sein, d.h. keinen
gemeinsamen Faktor haben sollen. Ist der Grad des Zahlers kleiner
als derjenige des Nenners, also r < s, so nennt man die Funktion eine
echt gebrochene Funktion, fir r=s dagegen eine unecht
gebrochene rationale Funktion. Unser obiges Beispiel stellt
demnach eine unecht gebrochene rationale Funktion dar.

Dividiert man in einer unecht gebrochenen rationalen Funktion
den Zihler durch den- Nenuner, so wird im allgemeinen die Division
nicht aufgehen, sondern es wird ein Rest bleiben, den man nur noch
formell durch den Nenner dividieren kann. Da fiir diesen Bruch der
Grad des Zahlers notwendig niedriger ist als der des Nenners (sonst
lieBe sich ja die Division noch weiter durchfithren), stellt er eine
echt gebrochene rationale Funktion dar, wihrend der erste Teil eine
ganze rationale Funktion ist.

Beispiel:
Tab—22219x—5
a3 +2a% — 22 — 1

59)

= (72"~ 222492 —5): (*+ 222 — 20— 1) =Ta2 — 142z | 42
—142* 41428+ BH224+ 9z — 5
+ 4223 — 2322 — Bx— 5
~ 10722+ 79z - 37

Also ist
725 — 2224+ 92 -5 , 10722 — 792 — 37
23 4+ 222 — 2 — 1 =Ta% — 14x+42—x3+2x2—2x-1'
Hier ist 722 — 142 -+ 42 eine ganze rationale Funktion und
10722 — 792 — 37
2+ 222 — 22— 1
eine echt gebrochene rationale Funktion. Wir erhalten demnach den
Lehrsatz: Jede unecht gebrochene rationale Funktion
148t sich in eineSumme aus einer ganzen rationalenFunktion
und einer echt gebrochenen rationalen Funktion zerlegen.
Solange die unabhiéngige Veranderliche z solche endliche Werte
annimmt, fiir welche der Nenner b,2® + bs_;2°~' 4 ... 4 b, von Null

5%
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verschieden ist, muB die Funktion 59) einen endlichen Wert haben.
Das wird aber anders, wenn x eine Wurzel der Gleichung

byx® + byt .- + b, =0

ist; denn ‘dann wird der Nenner gleich Null, der Zahler dagegen nicht,
da nach Voraussetzung Zshler und Nenner zueinander relativ prim
sein sollen. Der Zahler wird also endlich und von Null verschieden sein,
demnach 3 selbst unendlich groB werden. Wir treffen damit
zum ersten Male auf den Fall, daB der Funktionswert fiir einen end-
lichen Wert der unabhingigen Verinderlichen unendlich gro8 wird.
Die Funktion selbst muf an einer solchen Stelle nach den Ableitungen
von (29) unstetig werden. Was dies bedeutet, wird uns erst vollig
klar werden, wenn wir die zu einer solchen gebrochenen rationalen
Funktion gehorige Kurve untersuchen. Doch wollen wir vorher ein
Beispiel durchfiihren.

N y .
% Bla/y) //,«’/g’ (31) Die Veinfachste gebrochene rationale
Funktion ist
T A y==%- 60)
> x
Pk Man kann Gleichung 60) auch in der Form
gt schreiben
zy=1. 60a)
e Aus 60) und 60a) kann man iiber den Ver-
Abb. 40. lauf der zugehorigen Kurve einige Schliisse

ziehen: 60a) ist in # und y symmetrisch
gebaut; d. h. eine Vertauschung von x und y fithrt 60a) in sich selbst
iiber. Kennen wir also ein Wertepaar « = a und y — b, das Gleichung 60 a)
befriedigt, so muf auch das Wertepaar =25 und y=a Gleichung 60a)
befriedigen. Die zugehdrigen Punkte P, und P, (Abb. 40) liegen aber
symmetrisch zueinander beziiglich derjenigen durch O gehenden
Geraden ¢,, welche beide Achsen unter 45° schneidet, also den Winkel
zwischen der positiven z- und der positiven y-Achse und ebenso den
Winkel zwischen der negativen z- und der negativen y-Achse halbiert;
wir wollen diese Gerade kiinftig kurz als die 45°-Linie bezeichnen.
Unsere Kurve ist also symmetrisch beziiglich der 45°-Linie.
Diese Eigenschaft kommt iibrigens nach der obigen Ableitung allen
Kurven zu, deren Gleichung symmetrisch in z und y gebaut ist. —
Weiterhin folgt aus 60 a), daB auch das Wertepaar x = —b und y=—a
die Gleichung 60a) erfiillen muB; der Punkt Py muf} also auch auf der
Kurve liegen. P; (a|b) und P, (—b| —a) liegen aber zueinander sym-
metrisch beziiglich einer Geraden g,, die gegen die positive z-Achse
unter 135° geneigt ist, die sog. 135 °-Linie; also ist auch die 135 °-Linie
eine Symmetrieachse der Kurve. — Schliefilich erfiillt auch das
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Wertepaar = —a und y = —b die Gleichung; die beiden Punkte
P, (¢|b) und P, (—a| —b) liegen [(25) Abb. 31] symmetrisch zu 0. Die
Kurve hat demnach den Punkt O zum Mittelpunkt, eine notwendige
Folge der beiden ersten Eigenschaften. Da x und y stets dasselbe
Vorzeichen haben, verliuft die Kurve nur im ersten und dritten
Quadranten. Abb. 41 zeigt ihren Verlauf. Die Kurve ist die gleich-
seitige Hyperbel. Da auf Grund von Gleichung 60) fiir wachsendes z
der Wert von y immer kleiner wird,

und limy = 0 ist, so schmiegt sich
2 -» 00

die Hyperbel mit wachsender Ab-
szisse immer néher an die x-Achse
an, ohne sie jedoch im Endlichen
zu erreichen; gleiches gilt, wenn z
die negativen Werte durchliuft.
Eine Gerade, der sich eine Kurve
bestandig nédhert, die von ihr aber
erst im Unendlichen erreicht wird,
heilt eine Asymptote der Kurve. Die
x-Achse ist demnach eine Asymptote
der gleichseitigen Hyperbel von der

Abb. 41.

Gleichung y :i . Nach den Auseinandersetzungen von (30) ist, da

der Nenner der gebrochenen Funktion fir x = 0 verschwindet, die
Funktion fiir diesen Wert von = unstetig. Wir finden dies bestiatigt;
denn fiir x =0 ist y =oco. Je niher also # >0 dem Werte Null kommt,
um so gréfere Werte nimmt y an, und je mehr sich < 0 der Null
nihert, um so mehr nihert sich ¥ dem Werte —oo. Auf Grund unserer
obigen Betrachtungen ist daher die y-Achse eine Asymptote der
gleichseitigen Hyperbel y = 913 Der Nullstelle des Nenners einer ge-
brochenen rationalen Funktion entspricht also bei der Kurve eine
parallel zur y-Achse verlaufende Asymptote. Weil die beiden
Asymptoten der gleichseitigen Hyperbel mit den Koordinatenachsen
zusammenfallen, nennt man die Gleichung y = i die Asym-
ptotengleichung der gleichseitigen Hyperbel. Da fir z =1
auch y =1 und fir = —1 auch y=—1 ist, sind die beiden
Punkte 4, (1|1) und 4, (—1| —1) der Hyperbel deren Schnittpunkte mit
der 45°-Linje, also der einen Symmetrieachse. 4, und 4, heiflen
die Scheitel der Hyperbel, die Gerade 4,4, die reelle Achse,
die Strecke 4,4, =272 die Lange der reellen Achse und die
Strecke 04, = Vi die Liange der reellen Halbachse der Hyperbel.
Die 135°-Linie hat dagegen keinen Punkt mit der gleichseitigen
Hyperbel gemeinsam; sie ist die imaginére Achse der Hyperbel.
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Um Tangenten an die gleichseitige Hyperbel zu konstruieren,

miissen wir den Differentialquotienten der Funktion ¥ :% bilden;
es ist

de T T B

Der Richtungsfaktor ist daher stets negativ; d.h. die gleichseitige
Hyperbel y=;16— fallt bestdndig. Man kann schreiben:

1 y
tgtpz—?:xz—;;

dies gibt eine iiberaus einfache Tangentenkonstruktion (Abb. 41): Man
trage auf der x-Achse der Strecke OT = 20X = 2« ab und verbinde
T mit P; PT ist dann die in P an die Hyperbel gelegte Tangente.
(DaB iibrigens 07" = 2y ist, wenn 7" der Schnittpunkt der Tangente
mit der y-Achse ist, ist leicht einzusehen ; der Leser mag sich dies selbst
beweisen.)

Fiir den allgemeineren Fall der gleichseitigen Hyperbel lautet
die Gleichung

y=4> 61)

ist ¢ >0, so verlduft die Hyperbel im ersten und dritten, ist ¢<C 0,
im zweiten und vierten Quadranten, da im ersten Falle « und y stets
gleiche, im letzten stets verschiedene Vorzeichen haben. Als Bild
kann wieder Abb. 4l gelten, wenn man nur die Koordinaten des
Scheitels 4, 0X; = +Jc und X;4, = +yc (oder fir c<< 0 +}—c
bzw. —y':_c) wahlt. — Da das Rechteck O X PY die Seiten x und y
und folglich den von der Wahl des Punktes P unabhingigen Inhalt
x -y = ¢ hat, ist die gleichseitige Hyperbel der geometrische Ort der
vierten Eckpunkte aller Rechtecke von gleichem Inhalte ¢, von denen
ein Eckpunkt in einem festen Punkte O liegt, wihrend die beiden
diesem benachbarten Eckpunkte sich auf zwei durch O gehenden und
aufeinander rechtwinkligen Geraden bewegen.

Die gleichseitige Hyperbel wird in der Technik vielfach verwendet.
Als Beispiel diene das Boyle-Mariottesche Gesetz, nach dem das
Produkt aus Volumen » und Druck p eines vollkommenen Gases bei
gleichbleibender Temperatur konstant ist: »-p = C. Je nachdem
man p oder v als die unabhiingige Verinderliche betrachtet, erhilt
man die beiden Gleichungen

C c
V= oder p=
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Der Leser zeichne sich unter Zugrundelegung einer der Volumeneinheit
und der Druckeinheit entsprechenden Léngeneinheit die zu verschiedenen
Werten von O gehérigen gleichseitigen Hyperbeln [s. (184) S. 584].

(32) Kehren wir nun zur allgemeinsten gebrochenen rationalen Funk-
tion zuriick! Wir wollen sie in der Form schreiben
f(®)
= 2
Y= 9@ 62)

wobei f(x) und ¢ (z) zwei ganze rationale Funktionen sein mégen, die
zueinander relativ prim sind, also etwa [s. 59)]

f($)=ar90'+---—l-ao, (p(x)-_—bsxs—]-...+b0.

Fiir alle reellen Werte von x, welche Wurzeln der Gleichung ¢ (z) = 0
sind, wird 4 = oo; sie sind also Unstetigkeitsstellen der Funktion.
DaB nicht jede gebrochene rationale Funktion solche Unstetigkeits-
stellen zu haben braucht, leuchtet ohne weiteres ein, wenn man be-
denkt, daB nicht jede Gleichung @(z) = 0 reelle Wurzeln hat. Bei-

spielsweise hat die Funktion y = xzf (i) 7 keine solchen Unstetigkeits-
stellen. Die der Funktion 62) entsprechende Kurve hat an diesen
Unstetigkeitsstellen Asymptoten, welche der y-Achse parallel sind. —
Um weiterhin den Verlauf der Kurve fiir wachsendes z zu unter-
suchen, wollen wir uns die gebrochene rationale Funktion als Summe
einer ganzen rationalen und einer echt gebrochenen rationalen Funk-
tion geschrieben denken: Ist also r<C s, so wollen wir die rechte Seite
von Gleichung 59) mit 2* kiirzen; wir erhalten dann:

a, A, _q ay @y
. xs—r+xs—r+1 +”'+xs—1+ xs 63
y_b+bs~1__|_bx—2_l_ + bl +b0. )
=

Wird nun z sehr grof3, so wird % sich immer mehr der Null nihern,

in noch viel héherem MaBe aber die Potenzen von é; der Zahler der

rechten Seite von 63) nihert sich immer mehr dem Werte Null, wih-
rend der Nenner sich unbegrenzt dem Werte b, ndhert; also wird y
sich der Null nahern. Wichst schlieBlich z iiber alle Grenzen hinaus,
so erhilt ¥ den Wert Null: limy = 0. Die Kurve schmiegt sich dem-

Z > oo
nach immer enger an die x-Achse an, erreicht sie aber erst fiir eine
unendlich groBe Abszisse. Die x-Achse ist also Asymptote
der Kurve. [Vgl. (31), gleichseitige Hyperbel.] Im Falle der unecht
gebrochenen rationalen Funktion kommt zu dem Ausdrucke in 63)
noch eine ganze rationale Funktion hinzu; von ihr wissen wir aber
aus (24), daB sie mit wachsendem =z iiber alle Grenzen hinauswéichst.
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Folglich verhélt sich eine unecht gebrochene rationale Funk-
tion fiir ein unbegrenzt wachsendes z wie die zu ihr ge-
horige . ganze rationale Funktion. Insbesondere hat die der

Funktion I
a ¢ “ee a
T b L +bf (r=>s)
entsprechende Kurve die Gerade y = —Zi , also eine Parallele zur
x-Achse zur Asymptote, ebenso ist fir die der Funktion

T e o
Y=oy =s+1)

entsprechende Kurve eine Gerade vom Richtungsfaktor @%ﬂ Asym-
ptote. (Ausdividieren!) )

(33) Einige Anwendungen aus der Technik mégen das Verstdndnis
tir die gebrochene rationale Funktion vertiefen. Wir beginnen mit
dem folgenden Problem:

A. In einem Punkte 4 einer Geraden befinde sich die Elektri-
zitdtsmenge &, in einem um die Strecke ¢ von A entfernten
Punkte B die Elektrizitaitsmenge —2¢. Eine punktférmige Elektrizi-
titsmenge ¢’ werde auf der Strecke 4 B bewegt. Wie groB ist die
jeweilige Kraft, die in irgendeinem Punkte X durch die beiden Elektri-
zitdtsmengen +& und —2¢ auf die Elektrizitditsmenge --¢’ aus-
geiibt wird ?

Wir wihlen 4 ‘als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Achsen-
kreuzes und AB als z-Achse. Der Punkt X, in dem sich die Elek-
trizititsmenge & augenblicklich befinden mdoge, habe die Ab-
szisse x, von A4 also den Abstand z und von B den Abstand e — x.

Auf ¢ wird demnach ausgeiibt von 4 die AbstoBung -J%j-z'i und
von B die Anziehung i LA Solange sich, wie angenommen, X zwi-

(e — =)?
schen 4 und B befindet, wirken beide Krafte in gleichem Sinne,
nimlich in Richtung der positiven x-Achse; sie summieren sich also,
und die auf X ausgeiibte Gesamtkraft ist
S 1 2
K:é‘é‘ (:1?_2_]_(—6—-%)2)' t

K ist eine echt gebrochene rationale Funktion des Ortes X. Fiir x =0

und x=e wird K =oco; fiir Zwischenwerte von z nimmt K endliche
e e 3

i3 e entsprechend

ge

1{:19,562—?, 1257, 3378°7

Werte an; so ist fir x =

wie man durch einfache Rechnung findet. Man kann sich den Verlauf
der Kraft anschaulich machen, wenn man K als Ordinate in dem
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jeweiligen Punkte X auftrigt; es ergibt sich eine Kurve, die in 4 und B .
ins Unendliche geht und dort Asymptoten parallel der K-Achse hat.
Ferner erkennt man miihelos, dal es einen Punkt X, gibt, in welchem
auf die Elektrizititsmenge --¢ die geringste Kraft ausgeiibt wird; ihn
wollen wir jetzt ermitteln. Fiir

ihn muB C”f =0 sein, also er-

halten wir zur Bestimmung seiner
Abszisse die Gleichung

4
BGRECEE

NS
Q
R
Nl%
N
-
.

RN
E)

und daraus Abb, 42.
Kpin = (1 + V2)3 ad ~ 11,5420 -

Verfolgen wir die Kurve von der Gleichung

K=edlat o2ap)

weiter, also fiir z > e und x << 0, so ergibt sich der in Abb. 42 gestrichelt
angegebene Verlauf

(Z.B.: x=—e, K—:ifg' r=2e, K= Z Zz)
Doch gibt die Funktion

fiir die Werte von =z, die auBerhalb des Bereiches 0 <C x <C e liegen,
die wirklichen Kraftverhiltnisse unseres Beispiels gar nicht wieder.
Ist namlich x < 0, befindet sich also die Elektrizitatsmenge &' auBer-
halb 4 B auf der zu A gehérigen Seite, so wirkt die durch 4 hervor-
gerufene AbstoBung im Sinne der negativen x-Achse, schwicht also die
durch B hervorgerufene Anziehung, und der Kraftverlauf wird durch

die Gleichung 1 5
E=sf (=5 + =)
beschrieben. Die Kraft K ist anfangs negativ; in der Entfernung

- +~—- ~ —24l4e
g



74 Das Differenzieren. (33)

heben Anziehung und AbstoBung einander auf, da hier K = 0 wird,
und fiir noch weitere Entfernung von 4 iiberwiegt die Anziehung
die Abstofung. Ist dagegen z >>e, befindet sich die Elektrizitits-
menge jenseits des Punktes B, so wirkt die von B ausgeiibte Anziehung
im Sinne der negativen z-Achse, und der Kraftverlauf wird in diesem
Falle durch die Gleichung
1 2
K =ed( - o2a)

wiedergegeben; jetzt ist die Kraft fiir jeden Wert x > e nach 4 bzw. B
hin gerichtet. Abb. 42 enthilt die zugehérigen Kurven. — Es diirfte
sich empfehlen, zur ijung auch den Fall zu behandeln, bei dem A
und B Trager gleichnamiger Elektrizititsmengen sind, sowie den
Fall, bei welchem mehr als zwei punktférmige Elektrizitdatsmengen
auf einer Geraden verteilt sind.

B. Ein weiteres Beispiel ist folgendes: Gegeben seien n Ele-
mente von der gleichen elektromotorischen Kraft e und
dem gleichen inneren Widerstande w;; sie mégen zu je x in
Reihen, und diese Reihen parallel geschaltet sein. Der Stromkreis sei
geschlossen, der &ullere Widerstand sei w,; wie gro8 ist die Strom-
stirke ? — Die Gesamtspannung einer Reihe betragt ez, ihr innerer
Widerstand w; z; solche Reihen lassen sich insgesamt % bilden. Da
sie parallel geschaltet sind, ist der innere Gesamtwiderstand des Systems
w; & :% = % x?, wahrend die Gesamtspannung ez bleibt. Zum in-
neren Widerstande L;—:l x? kommt noch der duBere Widerstand w,
des Stromkreises hinzu, so daB der vom Strome zu iiberwindende

Gesamtwiderstand w = % 2% + w, ist. Dann berechnet sich die Strom-

starke 7 zu
ex

i-—:w .
(]
T T

Zwar kann praktisch x als Anzahl der in Reihen geschalteten Elemente
nur eine in 7 als Faktor enthaltene natiirliche Zahl sein; doch wollen
wir einmal von dieser Beschrinkung absehen und die Funktion

ex

=

w; ,
4w
o W

rein mathematisch behandeln, also annehmen, daB 2 irgendeine, also
auch eine gebrochene oder irrationale positive oder negative Zahl sein
kann. DaB diese Annahme keine abstrakt mathematische Betrach-
tung ist, sondern sehr wohl praktischen Nutzen zeitigt, wird die fol-
gende Hochstwertuntersuchung lehren. Wir erkennen, daB unsere
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Funktion eine echt’ gebrochene rationale Funktion ist; da unter der
praktisch einzig moglichen Annahme, dafB die Konstanten e, w;, w,,

absolute GroBen sind, die Gleichung y)n—‘ x22 + w, =0 keine reellen Wur-

zeln hat, wird ¢ auch fiir keinen reellen Wert von x unendlich groB.
AuBerdem ist fiir « >0 auch ¢ >0. Die zugehtrige Kurve hat also
die x-Achse zur Asymptote, sonst aber keine weiteren Asymptoten.
Ferner geht sie, wie man sich leicht tiberzeugt, durch den Nullpunkt;
schlieBlich hat sie den Nullpunkt
zum Mittelpunkt, da zu entgegen-
gesetzt gleichen Werten von z auch
entgegengesetzt gleiche Werte von ¢
gehoren [s. (28) S. 54]. Sie hat
demnach den in Abb. 43 angedeu- x
teten Verlauf. Aus ihm erkennt man,
daB fir kleine positive « auch ¢ klein
ist, dal mit wachsendem z auch ¢
anfangs wichst, bis es einen Hochst- Abb. 43,

wert erreicht hat, um von da an all-

mihlich bis zum Betrage Null abzunehmen. Derjenige Wert von z,
fir den ¢ am gréBten ist, hat nun besondere Bedeutung; denn er gibt
uns jene Schaltweise, durch welche wir mit den vorhandenen Mitteln
die gréf3tmogliche Stromstérke erzielen. Zur rechnerischen Ermittlung
bilden wir den Differentialquotienten

i

Wi g2 ) —ex.22 _ M

di <nx —l—wule ernx elw, nx

dx w; 5 2 w; o, 2’
<——n 2% wa) <_n %+ wa)

Dami g% gleich Null wird, muf3 der Zahler verschwinden; es ist also

wa-——%xz =0 oder x:+]//n-

W
w; .

(Warum nur +y %) Die hochste zu erzielende Stromstérke ist

b — £/
max — 2] wyw,

Ist beispielsweise » =12, w, = 3w;, so schaltet man am zweck-
mafigsten die Elemente zu je sechs in zwei Reihen, um als groBtmog-

lichen Wert der Stromstarke % zu erhalten.
C. Die Unkosten, die die Anlage einer elektrischen
Leitung verursacht, setzen sich im wesentlichen aus zwei Teilen

zusammen, den Anlagekosten und den durch Energieverlust hervor-
gerufenen Kosten. Beide sind vorwiegend bestimmt durch den Quer-
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schnitt ¢ des Leitungsdrahtes. Der Preis fiir 1 m Draht ist im all-
gemeinen proportional dem Querschnitt, also K -¢. Der Energie-
verlust auf 1 m Draht ist um so gréBer, je kleiner der Querschnitt
ist; er moge umgekehrt proportional zu diesem angenommen werden,

also gleich % . Dabei sind K und £ Konstanten, die von wirtschaft-

lichen und sonstigen Verhiltnissen bestimmt sind. Die Gesamtkosten
fiir 1 m sind also

U:K@+§.

U ist demnach eine unecht gebrochene rationale Funktion von g¢.
Nach den Ableitungen von (32) mufl die zugehérige Kurve die Ge-
stalt der Abb. 44 haben, wobei K = tga
ist. Es sei dem Leser iiberlassen, das
Beispiel weiter durchzufiihren, insbeson-
dere festzustellen, mit welchem Quer-
schnitte man am wirtschaftlichsten ar-
beitet.

573 —
<q =% U= 2VEK) .

Die gebrochene rationale Funktion
unterscheidet sich wesentlich von den
bisher betrachteten Funktionen dadurch,
dall sie uns zwingt, auch den Begriff
der Unstetigkeit, allerdings noch ver-
bunden mit dem Begriffe des Unendlichen, in unsere Betrachtungen
hereinzuziehen. Im nichsten Paragraphen werden uns wieder neue
Begriffe entgegentreten, wenn wir uns mit den inversen Funk-
tionen befassen. Da zu ihrem Verstéindnis die sogenannte Ketten-
regel erforderlich ist, soll sie am Anfange der folgenden Betrach-
tungen stehen.:

Abb. 44.

§ 7. Die Kettenregel. Die inversen Funktionen.

(34) Wenn wir den Differentialquotienten einer ganzen rationalen
Funktion, etwa von der Gestalt y = (e¢x? + bx + ¢)4, bilden wollen,
so haben wir nach unseren bisher erworbenen Kenntnissen zuerst die
Potenz auszumultiplizieren — wir bekommen in unserem Beispiele
eine Funktion achten Grades — und dann gliedweise zu differenzieren.
Einen einfacheren Weg erdffnet uns die Kettenregel, zu deren Ablei-
tung wir nunmehr schreiten wollen.

Wir fithren statt axz2 + bx + ¢ eine neue GréBe z ein; dann ist
y =12 wobei z=ax? -+ bx-+c ist. Ganz allgemein mége sein
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y = f(2), wobei z = q@(x) ist; y ist gewissermaBen nicht direkt,
- sondern durch Vermittlung einer Zwischenverinderlichen z von z ab-
hingig. Man sagt, ,,y ist eine Funktion von einer Funktion
von z oder ,,y ist eine mittelbare Funktion von z*. Die ver-
mittelnde GroBe z spielt eine doppelte Rolle; beziiglich x ist es die
abhdngige, beziiglich y die unabhéngige Verinderliche.

Erteilt man der GréBe z einen Zuwachs Az, so erhilt auch wegen
der Bezichung z = @ (z) die GroBe z einen Zuwachs Az und daher
infolge der Beziehung y = f(z) auch y einen Zuwachs 4y; mit anderen
Worten: der Zuwachs 4z hat einen Zuwachs 4y zur Folge. Fiir den
der Betrachtung zugrunde gelegten Wert von x moge z = @ (x) stetig
sein, also lim4dz = 0, und fiir den sich aus z ergebenden Wert von 2

dx>0 .
mége auch y = f(z) stetig, also lim4dy = 0 sein. Das heiBt aber, daB
Adz>0
auch lim 4 y = 0 ist, und man erhilt den Satz: Die stetige Funktion
Az->0

einer stetigen Funktion einer Veranderlichen ist ebenfalls
eine stetige Funktion dieser Veridnderlichen. In unserem
obigen Beispiel ist y = 2* eine stetige Funktion von z (als ganze
rationale Funktion von z) und z = ax2 4 bx + ¢ eine solche von «
(aus demselben Grunde); daher ist auch y = (a2® 4 bx + c¢)* eine
stetige Funktion von z.

Wir bilden nun den Differentialquotienten W Wir gehen vom

Differenzenquotienten gz aus; diesen konnen v;l:; schreiben:

4y _ay 4

dx = Az Az
Wird nun 4z unendlich klein, so nahert sich —j-% dem Differential-
quotienten % und j—g dem Differentialquotienten g%; zugleich wird
aber auch 4z unendlich klein, und % nahert sich dem Differential-
quotienten %Z Wir erhalten demnach die Gleichung

(o 64

Lehrsatz: Ist y = f(2) eine stetige Funktion von z, wobei z = ¢ ()
eine stetige Funktion von x ist, so ist auch y = f(p(x)) eine stetige
Funktion von x; ihren Differentialquotienten nach # erhilt man, indem
man den Differentialquotienten von f(z) nach z mit dem Differential-
quotienten von ¢ (x) nach x multipliziert.

Im obigen Beispiele ist

dy dz

—d;=4z3:4(ax2+bx+c)3 und %=2ax—|-b;

also ist 2 4
‘ M‘_f);:4(ax2+bw+0)3'(2“x+b)'

dx
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Diese Differentiationsregel gestattet noch eine Erweiterung: Ist
namlich z nicht direkt eine Funktion von z, sondern eine Funktion -
einer anderen Verinderlichen u: z = @(u), und % eine Funktion
von x: u = y(x), so ist nach der eben abgeleiteten Regel

dz dz du
de  du dz’

dy _dy dz du

de = dz duw  dx°

demnach

Die drei Faktoren der rechten Seite folgen derart aufeinander, daB
der formale Nenner des ersten Faktors zugleich der formale Zahler
des zweiten Faktors ist usw.; es wird eine Art von Kette gebildet,
die das Anfangsglied dy derselben durch Zwischenglieder mit dem
Endgliede dz verkniipft. Aus diesem rein duflerlichen Grunde nennt
man die obige Regel auch die Kettenregel. Einige Beispiele folgen. Auch
diese Regel ist gut einzuiiben.

3
1. :(iﬁi;)=z3, wobei z =

Grundformel 35)

ax +b
cxt+g

dy 2= ax -+ b\2
T—S 3<cx+g)

und nach der Quotientenregel

ist. Nun ist nach der

dz _ ag—bec
=7
also ist o et
am+b>3 :
(e _g(Lehl) ag—be _Sleg—batert
dz cx+g) N (cz + g)F :

2. y=@Bx2—Tx+ 6B - (x+5)2=wu-v, wobei u= (322 —T7x-}6)3
und v = (x4 5)2 ist. Nach der Produktregel ist

dy dv du
PRl R P

Wir miissen demnach zuerst bllden es ist v =122, wobel 2 =2z-+5

ist, also ist nach der Kettenregel

dv dv dz

T = dr dw 22 1=20+95).
Ferner ist g;‘ zu ermitteln; es ist w=w3, wobei w=3x2—Tx -+ 6
ist; also ist

d d d
d: ﬁ %-3@02-(690—7) =332 — Tz + 62 (6z—1T).

Setzen wir dies oben ein, so erhalten wir

Zy (3% — Ta -+ 6)-2(x + 5) + (x + 5)2-3- (322 — T + 6)2(62 — 7).
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Dieser Ausdruck 148t sich noch zusammenfassen in

29— (3a2 — Tw + 62z + 5)[2(822 — Ta + 6) + 3(x + 5) (6 + )]

= (322 — Tz + 6)%(x + 5)(24a2 + 55z — 93).

3. yz((—;:z—g_-l%;z Zv, wobei u =(xz—1)® und v=(x2-+1)2 ist. Nach
der Bruchregel ist du dv
dy iz T % dm
dx ®

Hierbei sind % und % wieder nach der Kettenregel zu berechnen:

u =23, wobel z=a—1 ist; also %:322-1=3(x—1)2. v=u?,

wobeli w =22+ 1 ist; also % =2w.2x =4z (x2 -+ 1). Demnach
erhalten wir:
dy (@128 (@ — 1) — (& — 1) - da(e? + 1)
dx (@2 + 1)*
@—12B@Er 1) —4de(@—1)]  (z—12@+ 4z —?)
- (x2 + 1)3 - (xZ -+ 1)3 .

Ein anderer hiufig zu empfehlender Weg fir die Differentiation
eines Bruches ist der, den Bruch in Produktform zu schreiben und
damit dieses Beispiel auf die Form des Beispieles 2 zuriickzufiihren:
y=(x—18 (22 +1)"2 =u v, wobein = (z — 13 undv = (x2+1)"2
ist. Jetzt ist

B o 92 4 1)-5. 20 = —da(a? + 1)°3,

dx

wahrend wie oben % = 3(x — 1)? ist. Dann ist aber nach der
Produktregel

B (@ — 1 [—da@® + )]+ @+ )73 — 1)
(=128 1) —4x(@—1)] (z-— 1)@ + 4z —2?)
- (@* + 1) o (@®+ 1)
Man vermeidet auf diesem Wege eine iiberfliissiz hohe Potenz des
urspriinglichen Nenners im Differentialquotienten.

/ 12 3 2
4. y:[((xz—l——;)—l—b)—l—a]; y =22, wobei z=u*+a,
% = %2+ b und v:xz—{—%ist. Es ist
d 1\2 3
%:2z :2{((932—{—»;)%—1))—{—&],

A 3((x2 + T:;‘>2+ b)z,

du / 1
- = — 2 i
7o = 2v ——2(96 —i—x),
dv 1
=g
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Demnach ist
Iy 2[((932 i %)2+ b)3+ a} .3 ((zﬁ +2)' b)2-2(x2 +2)- (20— )

1\2, )3 1\2 )2 1)/, 1
= 12[((x2+—x—) + b) +a]-(<x2+—;) —}—b) (x2+;) (290—7).
Diese Beispiele mogen gentigen; aus ihnen kann man — und
zwar, wie sich im Laufe der weiteren Entwicklung herausstellen wird,

mit Recht — vermuten, daB man mit Hilfe der Kettenregel stets
imstande ist, die Differentiation einer auch noch so verwickelten

Funktion auf die Differentiation von -Elementarfunktionen — in
unseren Beispielen der Elementarfunktion y = z", der einzigen, die
wir bis jetzt differenzieren kénnen — zuriickzufiihren.

(35) Uberaus wertvoll erweist sich die Kettenregel in ihrer Anwendung
auf die inversen Funktionen, denen wir uns jetzt zuwenden wollen.
Es ist, wie schon in (1) angedeutet worden ist, héufig nicht von vorn-
herein zu entscheiden, welche der beiden Veranderlichen man als die
unabhéngige, welche man als die abhidngige anzusehen hat; zu-
weilen wird man die eine, dann wieder die andere Anschauung vor-
ziehen. So wird im Beispiele (1) die Beziehung F = %0 -+ 32 zu
wihlen sein, wenn man aus gegebener Celsiusangabe die Fah-
renheitangabe errechnen will; umgekehrt wird man. zur Formel
C=3F — 17 greifen, wenn man die entgegengesetzte Aufgabe
16sen muB. Die beiden Funktionen # =3 (¢ -+32 und C=3F —17]
gehdren eng zusammen; man nennt die eine die Umkehrfunktion oder
die inverse Funktion zur anderen; dabei ist es gleichgiiltig, welche von
beiden man als die urspriingliche und welche man als die abgeleitete
Funktion ansehen will.

Wie erhilt man nun die inverse Funktion zu einer gegebenen
Funktion? Ist y = f(x) die gegebene Funktion, so 16se man diese
Gleichung nach der Grofie x auf. Man erhilt dadurch einen Ausdruck
von der Form x = @(y). Da wir aber gewdhnt sind, die unabhin-
gige Verdnderliche mit «, die abhingige dagegen mit y zu bezeichnen,
80 ist y = @ () die zu y = f(z) inverse Funktion. Ist also y =3 z - 32
die urspriingliche Funktion, so erhalten wir durch Auflésung nach =z
die Gleichung z = }y — ¥ und durch Vertauschen von x und y
Y= 42— 5. Also sind die beiden Funktionen y == gx 4+ 32 und

= 5« — 1 zueinander invers. Noch einfacher wird die Uberleitung
aus einer Funktion in die andere, wenn man in der urspriinglichen
Funktionsgleichung = und y miteinander vertauscht; so ist zu
y=1{(x) die inverse Funktion z = f(y). Allerdings verzichtet man
hierbei darauf, die letzte Gleichung nach der abhingigen Verinder-
lichen aufzuldsen.
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Beispiel: y=22 + 32 und z = §y + 32.
Desgleichen ist die zur quadratischen Funktion y = a2+ bx+-c in-
verse Funktion x=ay?+-by+c oder nach der abhingigen Verénder-

lichen aufgeldst: b 1 —_
y=——2—a—|—%]lbz—4a(c-——x).

Woran erkennt man nun, daB zwei gegebene Funktionen y = f(z)
und y = @(x) zueinander invers sind? Diese Frage ist nach den
obigen Ausfithrungen nicht mehr so schwer zu entscheiden. In einer
der beiden Gleichungen, beispielsweise in der letzteren, vertausche man
xz und y, so daf sich ergibt « = @ (y); diesen Wert setze man in die
erste Gleichung fiir x ein. Der Ausdruck y= f(¢(y)) muB eine iden-
tische Gleichung ergeben; d.h. die rechte Seite muf sich dann so
umformen lassen, dafl nur noch y stehenbleibt Beispiel: Es seien
wiederum y =32 + 32 und y =22 — & gegeben 1n der letzteren
vertauschen wir « und y, um zu erhalten x =y — 5; diesen Wert
setzen wir in die rechte Seite der ersten Gleichung ein:

te+32=3@y—1§)+32=y—32+32=y.
Damit ist gezeigt, dafl die beiden Funktionen zueinander invers sind.
Zeige, daB dies auch fiir die beiden Funktionen

y=ax*+bx+c und y——( b+ b —da(c — x))
gilt!

SchlieBlich soll noch die Frage beantwortet werden: Welche Be-
ziehung besteht zwischen den beiden Schaubildern, die zu zwei in-
versen Funktionen gehéren? Erfiillt
das Wertepaar x=a, y=> die Glei-
chung y = f(x), so liegt der Punkt
P, (a|b) auf der zu dieser Gleichung ge-
horigen Kurve. Dann mufl aber das
Wertepaar x = b, y = a die zur vorigen
inverse Gleichung x= f(y) erfiillen, d.h.
der Punkt P,(b|a) auf der zu dieser ge-
hérigen Kurve liegen. Nun sind aber die
beiden Punkte P, und P, zueinander
spiegelbildlich beziiglich der 45°-Linie
{s.a. (31)]. Demnach miissen die beiden
Kurven selbst zueinander beziiglich
dieser Linie symmetrisch liegen. Man

Abb. 45
zeige dies an den zu den Funktionen
=32z -+ 32 und y =454z — 182
baW. e f b4 ¢ und y—zi( + Y6 — da(c — x)

gehorigen Bildern.

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 6
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Zwischen zwei inversen Funktionen bestehen also die denkbar
innigsten Beziehungen; diese miissen sich auch auf deren Differential- -
quotienten erstrecken, die wir nun bilden wollen. Den Schliissel hierzu
liefert uns die Kettenregel: Es sei y = f(xz) die gegebene Funktion,
die nach z aufgeldst, die Form haben mége @ = ¢ (y) so daB f(p(¥)) =y

ist und demnach f(z) und ¢(y) zueinander invers sind. Da nun
Z—Z =1 [s. (18)] ist, so muBl auch M{%@—) =1 sein. Nun ist aber nach

der Kettenregel:

di@) _ df() dz _df(@@) dol) _ » /
Ay = de -WZW-%—:*f(x)-qo(y).

Folglich ist
f(x)-¢'(y) =1. 65)

Die Differentialquotienten zweier zueinander inversen
Funktionen sind zueinander reziprok. Dieses iiberaus wichtige
Ergebnis kénnen wir auch aus Abb. 45 ablesen: Sind #; die in P; und ?,
die in P, an die inversen Kurven gelegten Tangenten und ¢; bzw. ¢,
ihre Richtungswinkel, so muB infolge der Symmetrie beziiglich der
45°-Linie @, -+ @, = 90°, also tg@, » tg@, = 1, oder da tg@; = f(%)s=q
und tg@, = @ (X)p=p ist, [(X)e=a: @' (X)2=p = 1 sein — in Uberein-
stimmung mit dem obigen Ergebnis.

Die in den vorangehenden Zeilen entwickelte Lehre von den Umkehr-
funktionen gibt uns in Verbindung mit der Kettenregel den Schliissel,
eine neue Gruppe von Funktionen, die bei weitem umfangreicher als
die bisherige ist, zu untersuchen. Die Funktionen, die wir bisher be-
handelt haben: die ganze und die gebrochene rationale Funktion, werden
unter dem Begriffe der rationalen Funktionen zusammengefalt. Wir
erinnern uns daran, daB sie entstehen, wenn man auf die Verdnder-
liche und eine Anzahl von Konstanten die vier elementaren Rechnungs-
arten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division anwendet.
Die Multiplikation schlieBt dabei von selbst auch das Potenzieren mit
natiirlichem Exponenten ein. Ehe wir unsjedoch mitdenirrationalen
Funktionen befassen, sei noch der binomisehe Satz abgeleitet, da
wir ihn bald benttigen werden.

(36) Es ist, wie sich leicht durch fortschreitendes Ausmultiplizieren
bestatigen 1a8t:

14+22=1+2x+ a2,

1+ 2@=1+3x+ 322+ 23,

1+ 2xp=1-+4x+ 6224 4234 af,
(14 25=1-+5z+10x% + 1028 52 4 5.

66)
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Der binomische Satz befafit sich nun mit der Entwicklung
des Ausdruckes (1 + )" nach steigenden Potenzen von « fiir
beliebige Werte von n. Wir beschranken uns hier auf den Fall, daB =»
eine natiirliche Zahl ist. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daB wir
in diesem Falle beim Ausmultiplizieren von (1 4+ z)* eine Summe von
n + 1 Gliedern erhalten. Das erste Glied heiBt 1, die iibrigen sind
nach steigenden Potenzen von x geordnet, das letzte Glied ist z";
die iibrigen Potenzen von  sind mit je einem Faktor multipliziert;
diese Faktoren heilen die Binomialkoeffizienten. Um sie zu
ermitteln, setzen wir an:

= G B (e G
e O

die Binomialkoeffizienten sind also der Reihe nach mit

W Gl GG L) )

bezeichnet worden; man liest n) als ,,n iiber & und nennt <n> den

67)

kten Binomialkoeffizienten der nten Reihe. Z ist nur von n
und % abhingig, muf} sich also durch diese beiden Zahlen ausdriicken

. - . . n
lassen. Fiir besondere Werte von # und % kénnen wir () schon angeben :

man erkennt aus 67) sofort, daf3 (g) o (:) = 1 ist. 66) lehrt ferner, daf

f=2 (=2 Qs ()=s G=o (=2

R

Kennt man alle Binomialkoeffizienten der (n — 1)ten Reihe, so
kann man leicht diejenigen der mten Reihe bilden, da man (14 z)*
aus (14 x)"~! dadurch erhilt, daB man (1 + z)*~! mit (1 + x) multi-
pliziert. In der Reihe (I + z)"~! kommt nun ein Glied vor mit der
Potenz z*¥ und eines mit der Potenz z*-!; ersteres hat den Bino-

mialkoeffizienten (n—];1>, letzteres den Binomialkoeffizienten (Z:})

Multipliziert man (1 4 #)"~! mit 1 + z, so muB auch u.a. das Glied

n;1 ¥ mit 1 und das Glied <Z“ i) 2*-1 mit & multipliziert werden;

beide Multiplikationen ergeben die kte Potenz von z. Es sind dies
aber auch die einzigen Glieder von (1 + x)"~!, die bei der Multipli-
kation mit 1 4 z Glieder von (1 4+ 2)® mit der Potenz 2* liefern;

6*
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also lautet dieses Glied [(Z:}) + (n;l)] x*. Da dieses aber den

Binomialkoeffizienten (Z) hat, so muB

n n—1 n—1

B)=E5)+ (%) o)
sein. Wir sehen diese Formel in den Gleichungen 66) bestatigt. Mit
Hilfe von Formel 68) kénnen wir also aus den Binomialkoeffizienten
der (n—1)ten Reihe die der nten Reihe ableiten. Um dieses recht iiber-
sichtlich zu gestalten, machen wir von den beiden selbstverstindlichen
Gleichungen Gebrauch (1 +z)°=1 und (1 4-2)!=1-+ 2, aus denen
folgt (g) =1, (é) =1, (i) =1. Wir schreiben die Binomialkoeffizienten
einer bestimmten Reihe in eine Zeile, und zwar so, wie das folgende
Schema es zeigt:

69)

1 5 10 10 5 1

Man nennt es das Pascalsehe Dreieck. Nach Formel 68) mufl nun
jedes Glied gleich der Summe derjenigen beiden Glieder der voran-
gehenden Zeile sein, unter deren Liicke es steht; wir iiberzeugen uns,
daB dies der Fall ist. Wir konnen auf Grund dieser Eigenschaft mit
Leichtigkeit, ohne weiteres Ausmultiplizieren, die Binomialkoeffizienten
der sechsten Reihe aufstellen; sie miissen lauten:

1 6 15 20 15 6 1
und ebenso die der folgenden Reihen
1 7 21 3 35 21 7 1

Dieses Verfahren, die Binomialkoeffizienten zu ermitteln, hat den
Nachteil, daBl man zwei Binomialkoeffizienten der vorangehenden
(n — 1)ten Reihe schon kennen oder selbst erst ableiten muB, um
einen der nten Reihe zu berechnen. Befriedigend ist die Aufgabe erst

dann geldst, wenn wir eine Formel gefunden haben, die Z’ unmittelbar

durch # und % ausdriickt. Zu ihrer Ableitung gehen wir von der Glei-
chung 67) aus; sie stellt eine Identitdt dar; d.h. sie soll fiir jeden



(36) Die Kettenregel. Die inversen Funktionen. 85

beliebigen Wert von z erfiillt sein. Dann muB auch der Differential-
quotient der linken Seite identisch gleich dem Differentialquotienten
der rechten Seite sein. Den Differentialquotienten der linken Seite
bilden wir unter Zuhilfenahme der Kettenregel: Wir setzen y = 2",
z2=1-4 x; es ist

dy __ -1 -1 dz _
W——-?’LG —n(l—!—m)” N dx——]..
Also ist
aQ +ap o
e —nrd -+

Die rechte Seite differenzieren wir gliedweise unter wiederholter Be-
nutzung der Formel 35). Setzen wir beide Differentialquotienten ein-
ander gleich, so erhalten wir:

n( +x)n—1=1-(’1‘)+2-(;‘>x+3.(’3‘)m2+ +’°'(Z)”"'1+

+(n— 1).<nﬁ1)mn_z+n.(z>mn_1_

Dieses Verfahren setzen wir fort; d. h. wir bilden fortgesetzt die Diffe-
rentialquotienten beider Seiten und setzen diese einander gleich; wir
erhalten so die weiteren identischen Gleichungen:

nin — 1)(1 + z)r-2 ~
:1.2.@+2.3.(’;)95_;_3.4.@xz_l_..._g_(k_l).p(:)xk—2+...
+(n—2)(n—1)<nf1)x"~3+(n—l)n(’;)xn—‘ﬁ,

nin — 1)@ — 2)(1 -+ a)r-*
— 1-2-3.(§>+2-3.4@x+ ...+(k—2)(k—1)k<’,:)xfc~3+---

67a)

+ 0= —2—1)(," o+ (1 —2) (0 — D)o,

nm—1)(n—2) - (n — k4 1)(1 + x)r-* 67b)

= 12k<7]:) _]_...+(n_k)...(n_2)(n_1)(nﬁl)xn—1—k
A 1—B) e (=D (y) 2",

nm—1)n—2)--21+a)=1.2... (n—3)(’n—2)(n"1)<njb_1>
+2.3...(n_2)(n—1)n(:)x,

n(n—l)(n—z)...2.1=1-2-3..-(n—2)(n—1)n-(")‘

nl
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Nun setzen wir in den Gleichungen 67), 67a), 67b) fiir x den Wert Null
ein; wir bekommen dadurch der Reihe nach die Gleichungen:

T N |

n(n—l)(n—2):1-2.3.<’§),...,

nm—1) .- (n—k+1):1-2---k(z>,...,
=D —2) - 2=1-2 =P —2w—1-(," ),
nm—1)(n—2) .- 2:1=1-2.3... (n—2)(n~1)n-(:).

Diese konnen wir nach den Binomialkoeffizienten auflosen, firr die
sich die Werte ergeben:

b=t (=1 (=" ()=""5%2

(’n)_n(n—l)(n—2)-.-(n—k+1)

k) 1-2.3...% LR

( n )__n(n—~1)(n—2)---2

n—1/" 1.2.3...(n—1) °
(n)_n(n~1)(n—2)---2-l
n)~ 1.2.3...(n—1Dn

70)

=1.

Damit ist unsere Aufgabe in der gewiinschten Form gelsst. Wir kénnen
den Ausdruck fiir Z) noch etwas einfacher gestalten, indem wir das
Produkt aller ganzen Zahlen von 1 bis %k, also den Ausdruck

1.2.3...(k —2)(k — 1)k kurz in der Form %! schreiben und k!

als ,,k ausgerufen‘‘ lesen. Macht man hiervon Gebrauch, so kann man
schreiben :

(Z) _ n(n — 1)~-]-c(!n—k—{— 1)'

Erweitern wir mit (» — k)!, so wird

(n)__n(n—1)(7L—2)...(n—k+1)-(n~k)(n~k~«1)--~3-2-1
k) 1.2.3..k-1.2-3...(n—h)

oder, da der Zihler gleich n! ist,

() == 70a)

Zwischen den Binomialkoeffizienten besteht nun eine Fiille von
Beziehungen, auf die einzugehen hier nicht der Ort ist. Erwahnt
seien nur die folgenden: Gleichung 68) stellt eine solche dar; und
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aus Gleichung 70a) folgt sofort eine andere: Nach ihr ist namlich, wenn
wir statt & den Wert n — k setzen:

(nﬁk>:(n—k)!(nn!- (n—k))!:’(n—nl!c)!k!’ also (;:):(nilr)

Nun steht aber in der Entwicklung (1 + x)* das Glied mit dem Koeffi-

zienten (n f k) ebenso weit vom Ende entfernt wie das Glied mit dem

Koeffizienten Z) vom Anfange; also sind die Binomialkoeffizienten
jeder Reihe symmetrisch angeordnet, eine Eigenschaft, die man schon
aus den Formeln 69) vermuten konnte, die hiermit fiir jedes n streng
bewiesen ist.

Wir wollen schlieBlich die gewonnenen Ergebnisse auf ein Beispiel
anwenden; wir wahlen hierzu den Ausdruck (e -+ b)°. Wir kénnen
schreiben: ‘

@+ P = @14 o =ar@+ a2,
wenn ©- — & gesetzt wird. Es ist
R R

RN
und wir finden nach 70)
T R
usf. Demnach ist
Cabp—a (1+92+36(o) +s84(5) +126 (o) + 126(5 )

b\6 b\7 b\8 b\9
+84(E) +36(5 [ +9(q) +(;))
oder
(@ 4 b)? =a®+ 9a%b + 36a7b* 4 84a‘?b3 -+ 126 a5b* - 126205
+ 844365 + 360207 + 9 b® 4 b°.

§ 8. Die irrationalen Funktionen.

(87) Wendet man auf eine Veréinderliche « und eine Anzahl von Kon-
stanten auBer den Grundrechnungsarten -auch noch das Wurzelziehen
an, so erhilt man die irrationalen Funktionen; sie unterscheiden sich
rein duBerlich von der bisher betrachteten rationalen Funktion
durch das Auftreten des Wurzelzeichens.
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Der einfachste Fall der irrationalen Funktion ist natiirlich die
Funktion

y=T=. 71)

Sie ist nach (35) die zu y = 2? inverse Funktion. Doch hier
begegnen wir einer neuen Sachlage: Die Quadratwurzel aus einer
Zahl ist nur dann reell, wenn der Radikand x positiv ist. Wir lernen
demnach in 71) eine Funktion kennen, die nicht fiir jeden Wert von
z einen — fiir uns allein in Betracht kommenden — reellen Wert hat,
sondern nur fiir x = 0, ein Verhalten, das bei den rationalen Funktionen
vollig ausgeschlossen war. Ferner wissen wir aus der Algebra, daf die
Quadratwurzel aus einer positiven Zahl stets zwei entgegengesetzt
gleiche Werte hat. Die Funktion y = 1/55— ist eine zweideutige
Funktion. Um den Differentialquotienten von y = ]/gc zu bilden,
benutzen wir den in (35) gewonnenen Satz: Wir lgsen nach z auf und
erhalten z = y2 . Daher ist % = 2y, also % = glg , oder % = 2]%;
demnach ist % = 511/—5 Wir sehen, daB auch der Differentialquo-
tient nur fiir =0 reell ist und ebenfalls zwei entgegengesetzt gleiche
Werte hat. Besonders hervorzuheben ist aber der Wert x =0; fir
ihn hat y den Wert 0, ist also — im Gegensatz zu allen anderen Werten
von ]/5 — eindeutig. Dagegen ist der Differentialquotient an dieser

Stelle gleich oo; es kann also fiir %—Z— der Wert co auch an Stellen ein-

treten, an denen der Funktionswert y selbst endlich ist.

Das Schaubild der Funktion y = /= bestatigt die Ergebnisse der
Rechnung. Es hat folgende Eigenschaften: Da sich nur fiir positive z
reelle y ergeben, verlauft die Kurve nur auf derjenigen Halbebene, welche
die positive x-Achse enthélt, und da zu jedem positiven x zwei entgegen-
gesetzt gleiche y gehoren, ist die x-Achse Symmetrieachse der Kurve,
Ferner geht die Kurve durch den Anfangspunkt und beriihrt in diesem
die y-Achse (s. Abb. 46); man findet am bequemsten und raschesten die
Punkte

010, +1[+1, +4[+2, +9|43, +{[+1,
£t F20 g

V=

Da uns auch der Differentialquotient = ;}1/—_: bekannt ist, sind
x x

wir in der Lage, in den einzelnen Punkten an die Kurve die Tangenten
zu legen, wobei nur zu beachten ist, daB das Vorzeichen der Wurzel
mit dem jeweiligen Vorzeichen von y iibereinzustimmen hat. So hat die
Tangente im Punkte P (+3 |-+ 3) die Richtung +3, dagegen im
Kurvenpunkte P’ (43| — ) die Richtung —3%. Auch das Verhalten
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der Funktion y = ]/E fiir « = 0 erhellt aus der Kurve; denn da diese
in O die y-Achse zur Tangente hat, so nihert sich 4y wesentlich

langsamer dem Werte Null als 4x; und das Verhaltnis % wichst

mit abnehmendem A iiber alle Grenzen hinaus. In Abb.46a ist der
Kurventeil in der Scheitelnahe vergrofert gezeichnet; es ist fiir

dz=% & ¢ v -+ 0,
dy=% § & A& o 0
Ay__

Te = 8 16 ... 00,

Da nach (35) die Bilder zweier zueinander inversen Funktionen
zueinander beziiglich der 45°-Linie symmetrisch sind, so mu dies auch

“
|+
+J =
24
]
» L1 /
— 1
/
2 J 4 X
P
B
~{7
<1
2 =~
4] =
117 Fi
256 64 76 4
Abb. 46. Abb. 46a.

fiir die Bilder der Funktionen y = ]/55 und y = x? gelten. Hiernach

ist das Bild der Funktion y = ]/;c eine Parabel, deren Scheitel in O
liegt, deren Achse die positive z-Achse und deren Scheiteltangente die
y-Achse ist.

(38) Am hiufigsten tritt die einfachste irrationale Funktion in der
etwas allgemeineren Form auf

y=72px oder y2=2px; 72)
aus ihr ergibt sich Gleichung 71), wenn man 2p = 1 setzt. Die inverse

Funktion ist y = ;6—2; die zu ihr gehorige Kurve ist nach (16) eine

Parabel, deren Scheitel in O liegt, deren Achse die y-Achse und deren
Scheiteltangente die x-Achse ist. Daher ist die zu 72) gehérige Kurve
ebenfalls eine Parabel, deren Scheitel in O liegt, deren Achse aber die
x-Achse und deren Scheiteltangente die y-Achse ist. Die hier auftretende
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Konstante p, welche die Gestalt der Parabel bestimmt, heil3t der Para-
meter der Parabel, die Gleichung y = Vm bzw. y2=2px heit die
Scheitelgleichung der Parabel; diese Form wird den Parabel-
untersuchungen zumeist zugrunde gelegt. Wir wollen aus ihr einige
weitere Bigenschaften der Parabel ableiten:
Fiir p > 0 ist die positive z-Achse, fiir p<< 0 die negative x-Achse
die Parabelachse (warum ?).
Zur Konstruktion der Parabel verfahrt man zweckmaBig derart,
dall man die AbSZISsen der Punkte als Vielfache von p darstellt; dann
ergeben sich auch die Ordinaten

y / nach 72) als Vielfache von p:
9
P +p X = g Zp gp 8 D -
+3p
7/ y==4p £2p £3p L4p -
{272 £ & Besondere Bedeutung hat der
N —2p Punkt F auf der Parabelachse, des-
—jp _y, Sen Abszisse gleich%ist, er heifit
der Brennpunkt der Parabel; der
\ zu ihm gehorende Parabelpunkt £
Abb. 47, hat eine Ordinate, die gerade gleich

dem Parameter p ist (Abb. 47).
Zur Konstruktion der Tangenten an die Parabel bilden wir den

Differentialquotienten von 72). Esist z = 2p R also & dy %und nach (35)
%ﬂzﬁ oder d2pz _ _p =Vz
dz Y dx V2pe 2z

Demnach sind die Tangentenrichtungen in den Punkten

9
|9, 2p|+£2p. Sp +3p, Sp|tdp,...
-1, +4, +1, +4,...

Wir merken uns hiervon, daB in dem zum Brennpunkte F ge-
horigen Parabelpunkte E die Tangente gerade unter 45°
geneigt ist. Ferner folgt aus dem Dreieck TXP (Abb. 47)

TX:XP= - oder TX:y=Y, TXx=L_20%_g,
g 4 P Y4
Da OX = z ist, muB also auch 70 = ¢ sein. Dann muf aber infolge
der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke 7'0S co TXP die Proportion

gelten: OS:XP =TO0:TX oder OS:y= z:2x, woraus OS =
folgt. Das heifit aber:
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" Jede Parabeltangente schneidet auf der Parabelachse
ein Stick T0 ab, das gleich des Abszisse des Beriihrungs-
punktes, und auf der Scheiteltangente ein Stiick O8 ab, das
gleich der halben Ordinate des Berihrungspunktes ist.
Um also die zu P gehorige Parabeltangente zu konstruieren, brauchen
wir nur auf der Achse einen Punkt 7' derart zu suchen, dal O der
Mittelpunkt von 7'X ist, oder auf der Scheiteltangente vom Scheitel O
aus die Strecke OS gleich der halben Ordinate von P aufzutragen
und 7' bzw. S8 mit P zu verbinden [s. a. (114) S. 311].

(39) Wir gehen nach diesen Sonderbetrachtungen jetzt zur all-
gemeinen irrationalen Funktion iiber; vorher aber wollen wir

die Funktion y = %/ZE differenzieren, wobei n eine ganze Zahl sein soll.
Ihren Differentialquotienten gewinnen wir auf folgende Weise: Es ist

_ dx . a1 dy 1 | T
x = y", also Ty =" y"~ ', demnach ds = g1 und da y_]/x
ist, so wird

dVz 1
L LA 73)
x n_—l/xn—l

Mittels der Kettenregel 148t sich nun auch der Differentialquotient der
Funktion y = i/g bilden, wobei r und s ganze Zahlen sein sollen.

Wir setzen y =}z, z =—a'; es ist nach 73)

1 .
— = und  —— = sat—t
z r.}/z’—l z
Also wird
dy s @t s @7
dx r ;rl'zr—l r "l—/xs(r—l)

. 1
Bei Einfithrung der Bruchexponenten (h x=z ’“) geht der Differential-
quotient iber in

dy s xl s X~ s —-1
-4 = . —— =2
dz r ey r r

: o

8§
§—-0-
r

Da wir aber auch y in der Form y = x+ schreiben kénnen, so erhalten
wir schlieflich die Formel

s - -1

= x . 74)

3

u

x
dx

. . . S . .
Setzen wir in ihr =M, S0 kommen wir auf die Grundformel

iz = p.gt-1, 35)
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Die Formel %:nx"“l gilt daher fiir jeden beliebigen
rationalen Exponenten %.

Es wird sich spiter zeigen, daf die Formel 35) auch fiir Werte
von #» gilt, die nicht rational sind.

Nun sind wir in der Lage, jede beliebige irrationale Funktion zu
differenzieren; an einer Reihe von Beispielen soll das Verfahren
erliutert werden (Ubungen!). Wir beginnen mit der Einiibung der
Formel 35) fiir gebrochene Werte von n:

— 1 dyz 1 1 1
f— : = —_— = %‘"1:_
1.y ]/x, n=s, also dn 5% pyel 21/_5’
5, —
5 9 j® 9 , ., 9 95
2.y=1@; "=z, also iz —35% ——-3 gl/a?,
5 3 dyj=® 3 3 3
— a3 _9 =2 3.1 .2 -2 __
3. y=74%; n=x, also —— g Tl=paTi= =
1 s 3
4 Yy=—=2x"3%; n:—-z:
Va?
also 1
gy
dl/xaz——ix"x_lz i “%:—— ,?_.
x 4 4 4.1/:1;7

Durch Anwendung der Fundamentalformel 35) auf gebrochene
Exponenten gestaltet sich demnach die Differentiation dieser Funk-
tionen sehr einfach. Auch fiir die Funktion y = 1/2?7 ergibt sich
leicht, wenn wir 2p« =z und daher y = Vz =2 setzen,

dy _ dy dz_“l, _1 P P

dz Eﬂ 5% '223:1%: 55 wie oben.

Weitere Beispiele:

5. y= af;/g ; nach der Konstantenregel ist:

dy s 2
. = 7‘ — r
e =0, sz

3 3 dy 7
G.yzxz']/;:]/—x;, Hz*g‘ﬁ:§‘$ﬁ.
Man differenziere unter Zuhilfenahme der Summenregel die Funktion

Yy =2a% — -——x]/x +3]/x —5
und iiberzeuge sich, daB der Differentialquotient lautet:

ZZ (2 o - le )2'
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7. y:i/3—2x. Man setze y =2}, z =3 — 2x; dann ist

dy _ 1, -5 1
dz — 3 3.V@—2a)?

dz 2
i -2, also

dy _ 2
da 3.7@ =227

1

% =zt 2=2ax—a?
y V2ax — a? Y
dy 1 . 1 dz
L= l=—— = =2a—2%x;
dz 2 2Y2ax — 2?2 4%
dy _ 1:-2(a—2x) zx—a
dx 2V@az — 2 J(2aw — O

9. y = x}a? — a?. Verwendung der Produktregel: y =u-v, wobei
w=u1a und v=7Ja2—a® ist. Esist do _ 1 yndg W __ 2

dx dx ]/ 2 __ 2
(v=1r! und 2z = a2 — 2?). Also ist T
dy —x % —x2+ a2 —22 a?— 222
Tl pre— az'—‘xz‘].: o = .
dx }/az—x2 +V Vaz_ ) ]/a2—x2

Beweise unter Verwendung der Produktregel, daf der Differential-

quotient von y = (5+3) Y6« — 5 lautet: Z—Z = }[6_2;_%; ebenso dafl
der von

y:(%—2x+x2)}:/(5+2_x~)~3 lautet %=7x2-}/5—{—2x.

2 2
10. y = /%1%,

e Kettenregel:
a? -+ ? dy 1 1 q/a%— a2
=i =i Eeger=g)ara
Nach der Quotientenregel ist weiter
dz _ (@*—a?) 22— (a® +2?%).(—22) 4’z
dx - (a2 —_— ﬂ’}2)2 - (a2 — x2)2 4

also ist

dy 1 Va®—a®-4a?zx 2a%x

e " 2 Y@t E@—a (@—e)fa—at

+Vz  w . - 3
11.y=a =—, wobei u=a-+Yx, v=0 z; Quo-
bile 4 +V=; Q

Limndmcnmnenl .
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also
z 1 - 1 b 1 a 1
(b+%x)' —~(a+]/x)._: T e e
dy = 2Yx 3 %"xz . 2Vx 9 i}/x 3 ?’/552 N
dx &+ ]3/};)2 oL i’/g)z

_3b-z —2a+Va
6- 9% (b +)"

s
12. y:Vx+Vx2+a2; Kettenregel: y =2z} z=2+ v, v=ut,
u = 2% 4 a2,

dy 1 s 1 dz dv
el A e e — =14 =,
2 e
dv 1 1 du
_— = — _“}: — _— ==
du 2% Y ra  dw 2z,
@_ z ﬁ_ @ _x—l—[/xz—l—c?'
Az yp? £ g2 dx Vo £ a2 Va* + a2
also ist

—— 3

dy x + V2* + a2 _Vfl?-l-l/xz—l—az

R RN e N A I
(40) Anwendung der irrationalen Funktion: Das Ponceletsche
Theorem, das dem rechnenden Techniker ein praktisches Mittel in die
Hand gibt, um anniherungsweise Quadratwurzeln zu
ziehen. Sind z. B. P und @ (Abb. 48) zwei aufeinander
senkrecht stehende auf denselben Massenpunkt wir-
kende Krifte, so ist ihre Mittelkraft B = ]/P2 + Q2.
Wir wollen B méglichst bequem — unter Umgehung
des Wurzelzeichens — berechnen. Es sei @ die kleinere

Abb. 48.

der beiden gegebenen Krifte, wir wollen den echten Bruch -jQD— gleich =

setzen. Dann ist R=P- Vl + 22. Am bequemsten wire R zu ermit-
teln, wenn es sich als lineare Funktion von z ausdriicken lieBe, etwa
in der Form R = P - (u + vx). Gegeniiber dem richtigen Werte
P-y1+ a2 ist der absolute Fehler, den wir begehen, wenn wir
R = P(u+ vax)setzen, F = P-}/1+ a2 — P-(u+ vz), und demnach der
relative Fehler (Quotient aus dem absoluten Fehler und dem wahren
Werte)

F V142 —pu—va

R T+ a2

Die Frage ist nun: Welche Werte haben wir den GréBen w und » zu

oder y=1—-—
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ir untersuchen zur Beantwortung der Frage die Funktion

“F7T i dem uns allein angehenden Bereiche 0 = x < 1.

T
=0 wird yy =1 — p; fiir x = 1 wird ylzl—ﬁr—g_f.Damity:O’
muB 1 —“F"% _ () sein oder 1:M oder

) 1+ a2
1 —2»)a® —2uve + (1 — u?) =0.

©Hsungen dieser quadratischen Gleichung sind

py —Yu2 +2 —1 v+ Yur 42 —1
1= I ) —, Ty = T — 2 :

wenn nur u? -+ v2 > 1 ist, gibt es stets zwei Schnittpunkte mit
.Achse. Da ferner die Funktion y und also auch die Kurve stetig
> muBl zwischen diesen beiden 0
ten ein Maximum bzw. Minimum
unktion liegen. Wenn wir weiter

ssetzen, daB die Ungleichungen %o
1—u>0, < 4
s i A 7
1-4T> g
V2
0<o <a,<<1
. . S
t sind — Voraussetzungen, die Abb. 40,

. die spiteren Werte von u und »
r Tat erfilllt werden —, so hat die Kurve den in Abb. 49 an-
enen Verlauf, wobei

=1 —u= = —1 Aty
AO=1—pu=y,, AB=1, BP 75 Yi»

AK =2,, AN =u,

n diesem Falle besitzt die Kurve zwischen K und N ein Minimum,
lurch die Strecke COS dargestellt wird. Um CS8 zu ermitteln,

1 wir
dy  (1+2%)y—(p+ra)z

z VT o
der Differentialquotient gleich Null werden, so muf}

Ql+28)y— (u+rax)z=0, d.h. x:AO:%

hierzu gehért ”
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1ach obigen Voraussetzungen. Folglich ist der absolute Betrag

|OS| =Y+ —1.

Poncelet legt nun seiner Fehlerfunktion

utre

YT+ at

lie Bedingung auf, daB die absoluten Betrige von A0, BP und CS
inander gleich sein, d. h. also, da8 die beiden gréBten positiven Fehler
ind ebenso der groBte negative Fehler denselben Betrag haben sollen.
ir setzt demnach

y=1—

,u—i—v

l—p=1— w2 — 1,
Iz I

Tierdurch erhilt er zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten u
ind », die wir nun auflésen wollen: Wir bekommen

v:‘u(}/g—l) und 2 — p =TYu?+ »%,
Wso

2 —u=puf1+2—2y2+1; ,
rieraus folgt
2

p=———=0,960
14+Y4—2y2
ind weiter ¥ = 0,398. Man iiberzeuge sich, daB in der Tat
b-y:QM0>o,1-“%T=QM0>0,ML+ﬁ=L%0>1,
2 =012 <1, x, = 0,79 <1 ist.

Hiernach ist der relative Fehler, den wir begehen, wenn wir statt
les Ausdruckes P2 + @2 den Ausdruck

P {0,960 4 0,398x) = 0,960 P + 0,398¢Q
setzen,
0,960 1 0,398

Y1+ 22
Dieser ist hochstens 0,04. D. h. die Ponceletsche Formel
VPz + @2 = 0,960 P + 0,398Q

iefert uns einen Wert, der vom wirklichen Werte um héchstens 49,
vbweicht.
Falls man nicht von vornherein weil3, welche von beiden Kriften

F EPRE T DR NS P am mmden ammmen AT L0 e f1 1 N Tamd amanan Aam

y=1—
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te positive Fehler gleich dem groBten nega-
hler sein soll, so ergibt sich u = 0,828, also
2 = 0,828(P + @), der grofBite Fehler betrigt
. Die Durchrechnung nehme der Leser selbst vor.
so sei ihm iiberlassen, nachzuweisen, dafl der
ur ungefshr 29, betrégt, wenn man fiir z > 0,2

VP2 4+ @2 ~ 0,888 P + 0,490Q

d wenn man fiir = 0,2 einfach

lytechnische Mitteilungen Bd. 1).

ir fassen in einem Uberblick die bisher behan-
ruppen von Funktionen kurz zusammen: Wir
egonnen mit der linearen Funktion, daran
iend die quadratische Funktion untersucht;
d Sonderfille der allgemeinen ganzen ratio-
unktion, die wir dann behandelt haben. In
. Gegensatze hierzu stehen die gebrochenen
len Funktionen, die wir in die echt ge-
ienund die unecht gebrochenen rationalen
1en eingeteilt haben. Beide, die ganzen und
ichenen rationalen Funktionen, bilden die zwei
truppen der rationalen Funktionen. Thnen
geniiber die irrationalen Funktionen. Alle
ehandelten Funktionen lassen sich auf al-
lem Wege aus einer Verdnderlichen und einer
von Konstanten bilden; man bezeichnet sie
s algebraische Funktionen.
nit ist jedoch das grofie Gebiet der Funktionen
em noch nicht erschépft; wir kénnen uns
1en denken, die eine Abhingigkeit ausdriicken,
icht durch algebraische Operationen aus einer
lichen und aus Konstanten entsteht; man
n die Sinus-, die Logarithmenfunktion usw.
e Funktionen, die nicht algebraisch sind, wer-
transzendente Funktionen bezeichnet.
sen sind uns aus der niederen Mathematik
:ntare Funktionen bekannt die goniometri-
funktionen (Sinus. Kosinus. Tangsens.

Funktionen

transzendente F.

algebraische F.

logarithmische F.

Sin-F., Cosin-F. Tang-F. Cotgs-F.

goniometrische F.
unecht gebrochene rationale F.

F.
gebrochene rationale F.

irrationale

F.

rationale

ganze rationale F.

echt gebrochene rationale F,

. F. nten Grades

F. quadratische F...
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Umkehrfunktionen noch dazunehmen, so haben wir alle in der niederen
Mathematik wichtigen transzendenten Funktionen aufgezahlt. Wir
kénnen durch Verbindung dieser Funktionen untereinander und mit
algebraischen Funktionen eine unendliche Fiille zusammengesetzter Funk-
tionen schaffen. Und da auch hiermit die gesamte Menge der transzen-
denten Funktionen noch nicht erschopft ist, lassen sich weitere Funk-
tionen in beliebiger Zahl mathematisch definieren. Doch davon spéater!
In den nichsten Paragraphen wollen wir die aus der elementaren
Mathematik bekannten transzendenten Funktionen im Sinne der In-
finitesimalrechnung behandeln und damit vorlaufig die Lehre von den
Funktionen und die Differentialrechnung abschlieBen. Die umstehende
Ubersicht (s. S. 97) stellt die Funktionen schematisch zusammen.

§ 9. Die goniometrischen Funktionen.

(42) AnschlieBend an die elementare Mathematik definieren wir die

goniometrischen Funktionen sinz, cosz, tgx, ctgx als Funktionen

eines Winkels x, wobei wir allerdings jetzt den Grundbegriffen der

Goniometrie hier und da eine andere Fassung zu geben haben. So haben

wir in der Elementarmathematik den rechten Winkel in 90 gleiche Teile

geteilt, einen solchen Teil als 1 Grad (1°) bezeichnet, weiter 1 Grad

in 60 Minuten (1°=60") und 1 Minute in 60 Sekunden (1’ = 60")

geteilt. In der Wahl dieser Winkeleinheiten liegt

nun aber eine im Wesen des Winkels durchaus

¢  nicht begriindete, wenn- auch fiir die Elementar-

A mathematik praktisch recht wertvolle Willkiir.

Andererseits wiirde die Ubernahme dieser Art von

Winkelmessungindie Infinitesimalrechnung

die Behandlung der Winkelfunktionen iiberaus

Abb, 50. schwerfillig gestalten. Nun 148t sich aber leicht

ein WinkelmaB finden, das die GréBe des Winkels

einzig aus seiner Eigenschaft heraus definiert, das alsoéin natiirliches
Winkelmafl darstellt; es ist dies das Bogenmal} des Winkels.

Schlagen wir ndmlich (Abb. 50) um den Scheitel O eines Winkels x

einen Kreis mit beliebigem Radius r, dessen zwischen den Schenkeln von

x liegender Bogen die Linge b habe, so hat das Verhaltnis —f; einen
nur von der GréBe des Winkels x abhingigen Wert. Man nennt%
das BogenmafBl von z, und wir werden spaterhin einfach schreiben

x = g In diesem Abschnitte (4%) indessen, der die Beziehungen

zwriecchan dam nan pu1 wihlandon 11md dam hicharican WinkalmaR ane.
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dius # =1 den Einheitskreis; mit seiner Hilfe kann man das

all etwas anschaulicher auch dadurch definieren, dal man sagt:
Bogenmal} eines Winkels ist der zu ihm als Mittel-

iwinkel gehorige Bogen im Einheitskreise.

the Beziehung besteht zwischen der MaBzahl eines Winkels im

B und derjenigen im Bogenmaf ? Wir stellen die Proportion auf:

=2°:360°, um zu erhalten:

_i_gﬂ,,"f:___”_ -0
arcx r 360° 180° v
— T 0 o_ 180°, .
ATCT = yga5 &7, & o rarex. 75)

ng 75) sagt aus, daf wir die Gradangabe eines Winkels mit
| multiplizieren haben, um das Bogenmaf zu erhalten, und
> umgekehrt aus diesem das GradmaB durch Multiplikation
° bekommen.

st beispielsweise das Bogenmal zu x=112°32' 54" =112°, 548
arcx = 112,548 . VIZOA = 112,548 . 0,0174533 = 1,964 33;
s GradmaB zu arcx = 2,34567,

x=2° 34567 »1%0 = 2°,34567:0,0174533 = 134°, 397
= 134°23"49".
er Praxis bedarf es dieser Rechnung nicht, da jedes Ingenieur-
buch?) diesbeziigliche Umrechnungstabellen enthalt. Im folgenden
+ Zusammenstellung der wichtigsten Winkel in Gradmaf und
all gegeben:

° o

x arcae x arca

30° —’é— = 0,52360 150° 5 = 2,61799

45° % = 0,78540 180° z = 3,14159

60° 135 = 1,04720 225° Gz = 3,92699

90° % = 1,57080 240° 4= 4,18879
120° | 2z = 2,09440 270° S = 4,71239
135° | 2z = 2,35620 360° 27 = 6,28319

57°17/447,8 1
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(43) Um die Funktionen eines Winkels x zu definieren, withlen

wir, wie aus der elementaren Mathematik bekannt ist, seinen Scheitel O

: als Anfangspunkt eines rechtwinkligen

g Koordinatensystems und legen die z-Achse

i in die Richtung seines Anfangsschenkels.

i Wir wiahlen ferner auf dem freien

x : Schenkel einen beliebigen Punkt P;

_________ OP =1 heiBe der Leitstrahl des

Punktes P [s. a. (105)], und bestimmen

die Abszisse und die Ordinate von P,
man definiert

Ordinate _ QP Abszisse 0@

Abb. 51.

SINE = 7 oistrabl 0P “%%% = Teitstranl  OP’
_ Ordinate QP _ Abgzisse 0@
tge = Abszisse  0Q° ctgr = Ordinate ~ QP’

'(sec __ Leitstrahl _ OP _ Leitstrahl _ OP
= "Abszisse 0Q°’ COSECT = "Grdinate ~ QP)°

Unter Benutzung des BogenmaBes ist also beispielsweise:

sing = = 0,50000, cos 7 = 5 /3 = 0,86603,
tgr = 513 = 057735, ctg & = V3 =1,7321;

.3 1 3 .
sinp v = & 12 = 0,70711, oSy = —5 /2 = —0,70711,
tg%n:—l, ctg%n:—l;

. 4 | 4 1
sing @ = —5 |3 = —0,86603, cosy=—7=—050000,

tg g m=+713 = +1,7321, ctg = ++ 13 = +0,57785,

sin2x =0, cos2nx=-+1, tg2a=0, otg2n=co.
Die Periodizitit der Winkelfunktionen spricht sich in den Formeln aus:
sin(x + 2k n) = sinz, cos(x + 2kn) = cosz,
tg(z + ka) = tgz, ctg(x + ko) = ctga,
wobei k eine ganze Zahl ist.
Unter Benutzung des BogenmaBes gelten ferner u. a. die Formeln:
sinx = —l—cos(% — x) = —cos(‘g— - x) = —l—cos(x — %)
= +sin(m — @) = —sin(w + 2) = —sin(x — 7)
/2 \ 3\ / 3
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cosx = -+sin ? ) +s1n< +x>=—sin(x—%)

= —cos( — &) = —cos(n + &) = —cos(x — n)
—oc>:—sin<%n—}~oc>=—|—sin<ac—~2L )
=+cos(2n—.— x) = +cos(2x + x) = Fcos(x — 2m);

tgxz—[—ctg(%—) ctg( —l—x) ——ctg(m—%)

= —tg(n — ) = +tgw + ) = + tg(x — =)

__}_ctg( n—a,) —ctg( n—[—x) —ctg(z——%n)

= —tg(2n —2) = +tg(2n + 2) = + tg(x — 27);

s = (5= =l === 3

= — ctg(n — x) = + otg(n + z) = + ctg(z — =)
= —}—tg( T — x) ——tg( 7+ x) —tg(x — %n)
= —ctg(27n — ) = +etg(@m + x)= + ctg(x — 2 7).

(44) Wir wenden uns nun zunichst der Sinusfunktion zu. Wenn
wir uns ein moglichst anschauliches Bild von ihrem Verlaufe bei ver-
anderlichem Winkel = verschaffen wollen, so tun wir gut, auf dem
freien Schenkel von x den Punkt P (Abb. 52)
so zu wihlen, dall sein Leitstrahl gleich der
Langeneinheit wird: » =OP =1; dann ist nach
der obigen Definition in (43) einfach sinz =QP,
d. h. die Ordinate. Andert sich der Winkel #, so
beschreibt P den um O geschlagenen KEinheits-
kreis, und die Ordinaten seiner Punkte liefern die
Sinuswerte der zugeordneten Winkel. Wir lesen
so aus Abb. 52 ohne weiteres die folgenden
Eigenschaften der Sinusfunktion ab: Wachst der Winkel von 0 bis L =
so wichst sein Sinus von 0 bis 1; wichst der Winkel von 4 7 bis 7, so
fallt sein Sinus von 1 bis 0; wichst der Winkel von # bis §7, so fallt
sein Sinus von 0 bis — 1; wichst der Winkel von $7 bis 27, so wichst
sein Sinus von —1 bis 0. Nun wiederholen sich die Werte fiir jeden
Umlauf. Hierbei ist der freie Schenkel so zu bewegen, wie es die Pfeil-
richtung in Abb. 52 andeutet, also in dem dem Uhrzeiger entgegen-
gesetzten Drehsinn, im Gegenzeigersinne, den man den positiven
Drehsinn nennt. Die Drehung im Uhrzeigersinne heilt dann ent-
sprechend negativer Drehsinn; die in diesem Sinne beschriebenen
Winkel sind negative Winkel. Fiir zwei entgegengesetzt gleiche

w}w

S ——sm(
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Winkel liegen die zugehorigen Punkte P und P’ des Einheitskreises
symmetrisch zur Abszissenachse; ihre Ordinaten und damit ihre Sinus-
werte sind folglich entgegengesetzt gleich; d.h. es ist

sing = —sin (— z).

Um das Schaubild der Funktion y = sinz zu erhalten, tragen wir
auf der Abszissenachse die Winkel z im Bogenmafl ab. Da r=1
ist, ist der zu einem Winkel z gehorige Bogen des Einheitskreises be-
reits die Abszisse . Im Endpunkte ¢ der Abszisse tragen wir sodann

als Ordinate QP den Sinuswert von z ab, den wir wiederum aus
Abb. 52 entnehmen kénnen. In Abb. 53 ist die Konstruktion durch-

Yy
7 B2 g
1 p
A
|
VAR N N TR N S S S
& &2 7‘7L & @ 05 alk F s Zn
A
- P D,
7 yl (]

Abb. 53.

gefithrt; sic stellt den Bereich des ersten Umlaufes dar. Will man das
Schaubild fir noch gréfere Winkel und fir negative Winkel her-
stellen, so braucht man nur den in Abb. 53 gefundenen Linienzug
wiederholt nach rechts und nach links anzusetzen; Abb. 54 gibt das

7 % /
2 7 VAR ; 2 _k
i) 7509 0 780° oo Slge 720°

Abb. 54.

entsprechende Bild in verkleinertem Ma@stabe; zugleich sind die Winkel
auch im Gradmal} angegeben. Das Bild der Sinusfunktion ist also eine
Wellenlinie; sie heift die Sinuslinie.

Wenn wir den Differentialquotienten der Sinusfunktion
y = sinz bilden wollen, so benutzen wir die in § 4 gegebene Vor-
schrift: Wir erteilen der unabhéngigen Verinderlichen x einen Zuwachs
Az, so daB der neue Wert der unabhingigen Verinderlichen x - 4z
ist; der zugehorige Funktionswert ist dann von dem urspriinglichen
um die GréBe 4y verschieden, so daB die Gleichung besteht:

Y+ dy = sin(x + dz) .
Hieraus ergibt sich fiir den Zuwachs der abhingigen Verdnderlichen:
Ay = sin(x + dx) — sinz .



(44) Die goniometrischen Funktionen. 103

Da at+pB . a—p
g S5

ist, so erhalten wir fiir 4y den Ausdruck

sina — sinf = 2cos

Ay=2cos(w+£12£>sin%.

Daraus ergibt sich der Differenzenquotient

Ax\ . A=z
dy 2cos (x -+ —vzf) sm—z—
Az~ Az :

Der Differenzenquotient geht in den Differentialquotient iiber, wenn
Az sich dem Werte Null unbegrenzt nahert. Um

den Grenziibergang vorzunehmen, schreiben wir: o
8
sin ——
Ay Az 2 7 N
ﬂ—cos(awi— 27)@ . 76) -§ I
2 o
Lassen wir nun 4 z beliebig klein werden, so nahert ‘Zﬁ 55 aA

sich der erste Faktor dem Werte cosz, d. h.

lim cos(x + dx) = cosz. Der zweite Faktor dagegen strebt mit ab-
Az>0

nehmendem 4z einem Grenzwerte zu, den wir folgendermaBen be-
stimmen konnen.

Ist (Abb. 55) &« irgendein spitzer Winkel, so wollen wir um seinen
Scheitel O den Einheitskreis schlagen; der zu « gehérige Bogen 4B
hat dann die Lénge 4B = & und der Kreisausschnitt A0B den Inhalt

1= %06, Fallen wir von B auf 04 das Lot BC, so ist BC = sinx
und OC = cos&, also der Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks OCB
Jy=+4sinacosa. Errichten wir schlieBlich in 4 auf 04 das Lot,
das OB in D schneiden moge, so ist OAD ein rechtwinkliges Dreieck,
dessen Kathete 04 = 1 und dessen Kathete AD = tgx, dessen Inhalt

also J; = L tga ist. Da nun fiir jeden beliebigen spitzen Winkel stets
CJy< Jy < J; sein muB, so besteht die Ungleichung

dsing cosa < Lo <itgo;
£
sie bleibt bestehen, wenn jeder der drei Ausdriicke mit demselben
Faktor é—i%—“ multipliziert wird; es ist also

1
* <

sino cosx

coso <

D. h. der Quotient ﬁ?ﬁx ist fiir spitze Winkel & stets in die Grenzen

cosa und coss ©ingeschlossen, so klein auch & sein moge. Nun
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néhert sich aber, wenn & sich dem Werte Null nihert, sowohl cosa

1 . .
als auch “osa dem Werte 1; die Grenzen, zwischen denen

sino
liegt, werden demnach immer enger und fallen schlieBlich fiir lima& =0

zusammen in den Wert 1. Folglich muB dann auch ?if%x diesen
Wert annehmen. Wir haben damit die wichtige Formel gewonnen:

&
sin o

=1. 77)

x>0
o sino . . .
Da nun sing und - zueinander reziprok sind, mufl auch
. sinw
lim

x>0

=1 77)

sein, und das ist gerade der Grenzwert, den wir suchten. Setzen wir

niamlich & = 4z , 8o erhalten wir

2
. dzx . dx
sm —— 8111—2—
lim — e = 1 oder auch lim —— =1.
dz az Adz>0 ﬂ
?—)0 2 2
Aus 76) folgt dann:
sin 4z
d . . A4 . 2
?jg = lim —Z{‘% = lim cos (x—l— Tx> lim Y = cosx -1 = cosz
T pga0 dz>0 1z>0 A%
oder
dsinx cosa 78)
de :

Da der Differentialquotient gleich der Richtung der an das Schau-
bild gelegten Tangente ist, sind wir in der Lage, an die Sinuslinie
Tangenten zu konstatieren. Fiir z =0 ist

. dsinz
sine =0 und —dg = e0s® = 1;

folglich schneidet die Sinuslinie die Abszissenachse im Nullpunkte wie _
iiberhaupt in den Punkten x = 2 k= unter 45°. Fiir & = 7 ist
dsinx —-_1-

ga —cosz=—1;

die Sinuslinie schneidet die Abszissenachse in den Punkten x — 2k+1)m
unter 135°. Man bestimme die Tangentenrichtungen fiir

T 2
:?: ?ﬂa"'

ginx =0 und

_TZ
=%

Da cosz =0 ist fiir # = {x + kx, so hat die Sinuslinie und die
Sinusfunktion fiir diese Werte Hochst- und Tiefstwerte, und zwar
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entsprechen den Stellen z = {x + 2 k7 Hochstpunkte (y =1) und
den Stellen z = $ 7 4 2 kx Tiefstpunkte (y =—1). Will man mit
wenigen Punkten eine Sinuslinie méglichst genau zeichnen, so geniigt es,
die Punkte :

0o, %—I%]@w(},%ﬁ, CAT I =

2 v

und im ersten Punkte die Tangente
unter 45° und im letzten die Tangente Va
horizontal zu zeichnen; aus diesen An-
gaben liBt sich das erste Viertel der
Sinuslinie mit einer Genauigkeit zeich-
nen, die in den meisten Fallen aus- & 7
reicht (Abb. 56). ADb. 56.

ol
Nl
5]

(45) Bei den iibrigen Funktionen koénnen wir uns wesentlich kiirzer
fassen. Da der Kosinus das Verhiltnis der Abszisse zum Leitstrahl
ist, so ist (s. Abb. 52) der Kosinus gleich der Abszisse des zugeordneten
Punktes auf dem Einheitskreise. Fiir den Verlauf der Kosinusfunktion
ergibt sich hieraus folgendes Gesetz:

Wichst der Winkel von 0 bis 17, so fallt sein Kosinusvon +1bis 0;

93 3 9 2] "%n 5 Ty 5 33 33 33 R} 0 i) "'"]-;

3 EY] 3 3 [ 2EY) '2'”; LX) ‘va’ChSt’ 3 3 99 _‘1 iR} 0:
3

3] 33 9 9 7;17[ 3] 27[7 9 %) ER) 2] 9 0 9 +1

Dariiber hinaus wiederholt sich der Verlauf. Abb. 57 zeigt dieKosinus-
linie; sie ist kongruent der Sinuslinie und um die Strecke 4 7 nach
link s verschoben. Man V]

sagt: Die Kosinus-

funktion eilt der

Sinusfunktion um

+7 voraus. —Z 7 Z 7z Gn 27 g,zx
Da die Tangens-

f 1.1nkt10n c.iasVerhalt— Abb. 57,

nis von Ordinate zu Ab-

szisse ist, erhalten wir am schnellsten einen Einblick in ihren Verlauf, wenn
wir die Abszisse des auf dem freien Schenkel von z liegenden Punktes
P gleich der Langeneinheit wéhlen; dann ist die Ordinate gleich dem
Tangenswert von z. Abb. 58 erlautert die Verhaltnisse. Fiir Winkel,
deren freie Schenkel die Senkrechte im Punkte K, nicht schneiden, muf3
man den Schenkel riickwirts verlingern (s. z, und x5 in Abb. 58). Uber
den Verlauf der Tangensfunktion ergibt sich hieraus folgendes:
Wachst 2 von 0 bis 47, so wichst sein Tangens von 0 bis + o0,

1 — 00
2y T 53T, T, 5 » 39 HH tH s 0:
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worauf sich der Vorgang wiederholt. Das Bild der Tangensfunktion
zeigh Abb. 59. Die Tangenslinie hat unendlich viele Asymptoten; es
sind die in den Punkten & =} = +kx auf der

B Abszissenachse errichteten Lote.
J Um zur Darstellung der Kotangensfunk-
tion zu gelangen, wihle man den Punkt P auf
12 Pan
I+
-z B
2z ///--7 2
& 5 AA
7 7
/
as?
\\\ 7 £, - 7 *g %4 Hr 27 :27_;1 “V 3
N -7
g
Ko 4’7 -2
z & M
g T2 -
Abb. 58, Abb. 59,

dem freien Schenkel oder seiner Verlingerung so, daB3 seine Ordinate
gleich 1 ist; die Abszisse gibt dann den Kotangens des betreffenden
Winkels. Es gilt fiir den
Verlauf der Kotangens-
51 funktion:

Wichst der Winkel von
21 0 bis 7, so fallt sein Ko-
tangens von 4+ oo bis 0,
wichst der Winkel von n
& bis 7, so fallt sein Ko-
q * tangensvon 0 bis —cousw.
17 Abb. 60 zeigt die Ko-
tangenslinie.

Zur Bildung des Dif-
=3 ferentialquotienten
der Funktion y = cosa

Abb, 60, kénnen wir verschiedene
Wege einschlagen.
Erstens kénnen wir dhnlich verfahren wie bei der Funktion y=sinz.
Wir geben x einen Zuwachs Ax; dann erhilt y einen Zuwachs Ay,
so daB y -+ Ay = cos(x + dx), also
dx

Ay = cos (x + Adx) — cosx = —2sin(x+ %)smﬁ

4

)
|

2
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ist. Dann ist

2 sin <a, <+ éﬁ) sinéﬁ sinA—:)(i
Ay 2 2 _ o (e 42 2
Az = Az B L A )
2
und
i sin Az
d . . 2 . .
(Ty = — lim sin (x -+ ﬂf) lim —— = —sinz - 1 = —sinx.
z Az>0 2/ pg>o0 Az
. 2
LT — —sinac. 79)
Zweitens koénnen wir schreiben:
. 4 . . T .
y:cosx:sm(»g — ) = ginz, wobei 2= — ist.
. dy . (n ) o dz
Es ist 5, = Cosz=cos |5 — &) =sinx, —1,
also
dz dcosx

— = ——— " = —gjnx wie oben.
dx dx
Drittens kénnen wir schreiben:

= cosx = J1 — sin?x = 2%, wobei z=1—u?2 und wu =sinz ist.
b

Es ist
dy 1 ., 1 1 dz i .
—dﬁz = 2‘2 = 5‘# T:?;Tx— = gcbg'x, E’[Z = 2u = 2sinx
und du
d‘ﬂ? = COSX.
Also ist
dy dcosx 1 . .
5= da = Jeosz (—2sinz) - cosx = —sinz, Ww.o.

Aus dem Differentialquotienten der Kosinusfunktion Tangentenkon-
struktionen fiir die Kosinuslinie abzuleiten, sei dem Leser iiberlassen.
Um die Funktion y = tga zu differenzieren, verfahren wir wie
oben. Es ist
y+ Ay =tg(x + da),
__sin(z+Adx)cosz—cos(z+Ax)sina sindx

Ay =tga+Adx) —tgr= cos (z + Ax) - cosw " cos(x+Ax)cosx’

dy 1 sindx
Az~ cos(x + Ax)-cosx Az’

fir limAdz =0 wird cos(x + 4%) = cosx und nach 77)

sin Az dy 1
dx 1, also dz ~ costz
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oder dtge 1
dx ~ cosix °

80)

Ein anderer Weg ist der folgende: Es ist tgx = Si)isf} nach der Quo-
tientenregel ist:

dtgx COSZ - cOsx — sinx - (—sinx) cos®z -} sin?x 1
dw cosZx - cos?x " cos?z’

Ww. O.

Man iiberzeuge sich, daB auch die Tangenslinie die xz-Achse unter
45° schneidet; ferner bestimme man fiir
T JT T J

=% 3 3 2

die Richtung der Tangente. Warum muB die Tangenslinie besténdig
dtgz — 1

dx cos?x > O')
Zum Differentialquotienten der Funktion y — ctg wollen wir durch

steigen ? (

die Beziehung ctgx = % gelangen: Es ist

dotgx  sinax.(—sinz) — cosw-cosz  —sin?zx — cos?x 1
dz sin®x - sin%x ~ sin?z”
detgx 1 81)
dx ~  sintz

Der Leser suche andere Wege, um d(:;gx zu bilden (ctgx gl ) und

fiihre fiir die Kotangenslinie die gleichen Betrachtungen durch wie
oben.

Es blieben noch die weniger wichtigen goniometrischen Funktionen
y == secwx und y = cosecx zu behandeln; der Leser versuche sich selb-
stdndig an ihnen, stelle ihren Verlauf fest, zeichne ihre Kurven und
beweise mit Hilfe der Formeln

1
secx = und  cosecx = ——,
cosz sinx
daf3
dsecx sina d cosecx cosx .
=— und = ———— ist.
dzx cos?x dx sin?x

Fir die Differentiation zusammengesetzter Funktionen sollen nun
einige Musterbeispiele folgen :

a) y =cos(px 4 q); Kettenregel: y = cosz, 2= px+q;
d . . d d .
% = —sinz = —sin(pzx + ¢, ﬁ:p; also %:—psm(px—{—q).

b) y = a®sinz; Produktregel: ;l_;: = z®cosz + 3x%sinx.
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d
c) y=ctg"z; y=2" z=ctgx; l:nz”*:n-ctgx”‘lx;

dz
dz 1 dy netgr~lx
do = " mz’  dw - smis O Ta(1 + ctg?x).
d) y=tgx + ltg?’oz;' Summenregel: dy _ _1
’ dx ~ costwm
+ 5 Stgtes costz cos,2 (I + tg*a) = cos4

e) y = sinz - cos(o — x);

d . .
E‘Z-: = cosx - cos (& — z) + sinz - sin (& — x) = cos(x — 2x)

oder _ isina + sin@e — a)];
ZZ g 00822 — &)+ 2 = cos(2x — &) = cos (& — 2x) . o.

(46) Anwendungen der goniomefrischen Funktionen: a) Ein Massen-
punkt @ bewege sich mit gleichformiger Geschwindigkeit auf einem
Kreise vom Halbmesser ¢ und Mittelpunkt O; er brauche zu einem

Umlaufe, d. h. zum Wege 27 a, die Zeit T%*¢. Dann ist seine Geschwin-
2za c 27

digkeit ¢ ==~ und die Winkelgeschwindigkeit w—;—' e

Da er in 7%%¢ einen Umlauf macht, legt er in 1%¢n = —T~ Umlaufe
zuriick; n ist die Umlaufszahl oder Frequenz. Da T = -25)73 ist, so
ist n= % . Der Massenpunkt ¢ beginne seine Bewegung an der
Stelle A (Abb. 61); nach Verlauf von #° hat er A

einen Bogen AQ beschrieben, der sich aus der
Proportion ergibt: o
F

AQ:2na=1t:T, sodaB AQ= ““t

ist. Der zugehirige Mittelpunktswinkel @ ergibt M
sich zu '

9=29 _ 27 4 0t Abb. 61.
a T

Wir wollen uns nun mit @ durch irgendeine mechanische Vorrichtung
einen Punkt P auf folgende Weise verbunden denken: P bewege sich
auf dem zu OA senkrechten Durchmesser EF, und P@ sei parallel
zu OA, also senkrecht zu diesem Durchmesser. Dann beschreibt P,
wahrend @ gleichférmig auf dem Kreise lauft, eine hin- und hergehende
Bewegung, die man als harmonische Bewegung bezeichnet, und
zwar ist OP = s = asin®d.

)
ok
“©

. 2z .
s:asm7t=asma)t

ist die Gleichung der harmenischen Bewegung; sie gibt uns
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an, welchen Abstand s der Punkt P zur Zeit { vom Mittelpunkte O
hat. Nach 7' Sekunden kehrt der Bewegungszustand wieder; 7T heif3t
die Periode der harmonischen Bewegung. Die harmonische Bewegung
wird also mathematisch durch eine Sinusfunktion beschrieben: Fiir
t = 0 geht P durch den Mittelpunkt O; fiir ¢ = 1 T ist s = @, P hat
seine duBerste rechte Lage E erreicht und kehrt um; fir t=17T
ist s =0, P geht wieder durch O, aber in der entgegengesetzten
Richtung wie zur Zeit ¢ = 0; fiir t = 47 ist s = —a, P hat seine
duBerste linke Lage F erreicht und kehrt nun um; fiir ¢ = 7T ist wieder-
um s=a, P befindet sich wieder in O, worauf sich der Vorgang wieder-
holt. — Wir wollen nun die Weg-Zeit-Kurve entwerfen (Abb. 62).

Up
s
2 ]
v
27, ST
b Y/ T
3 ]
Vi A 2. 7 7
-a:w 4
_ai

Abb. 62,

Sie ist eine Sinuslinie, allerdings nicht in dem strengen in (44) ent-
wickelten Sinne; denn die reine Sinuslinie muB ja die Abszissenachse
in O unter 45° schneiden. Das wird jetzt im allgemeinen nicht der
Fall sein, da wir den Mafistab fiir 7' willkiirlich wahlen kénnen, und
infolgedessen die Kurve in O steil oder flach verlaufen kann. Um in

. . . . ds . .
O den Neigungswinkel » zu berechnen, miissen wir 5 bilden; es ist

dt
ds 27 T
T = T ecos g t,
also, da in O ¢t = 0 ist, tgv = %?a,. Nun ist in Abb. 62 @ = 5 Langen-
einheiten und 7' = 24 Léangeneinheiten gew#hlt; also ist fiir diesen Fall
27 .5
tg"’ == T Y 1,31 s

woraus folgt v &~ 53°.

Der Punkt P bewegt sich mit wechselnder Geschwindigkeit v;
um ihre Abhingigkeit von der Zeit zu erhalten, miissen wir uns erinnern,
dafl v = Zf ist. Es ergibt sich

v—zﬂﬁ 2nt— t
= €St =aw-coswi.
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Zur Zeit t = 0, zu der sich P in O befindet, ist v = a w am groBten;
dann nimmt v ab, bis es zur Zeit ¢ = 1 T (P an der Stelle E) den Wert
Null erreicht; nun wird » negativ, d. h. die Bewegung erfolgt in ent-
gegengesetzter Richtung, und fir¢ =4 7' (P wiederin O) wird v = —aw;
weiterhin verlangsamt sich die Bewegung wieder, und fir &= 37
(P in F) wird wiederum v = 0, die Bewegung kehrt in die urspriingliche
Richtung um, und fiir t =T (P in O) erreicht v wieder den Wert a w.
In Abb. 62 ist zugleich das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm ein-
gezeichnet.

Zur Beschleunigung-Zeit-Beziehung gelangen wir dadurch, dafl wir

dv also

die Geschwindigkeit nach der Zeit differenzieren; es ist p =" d

in unserem Falle

2m\2 2x
—_ — e | — in=—z¢ =— — 2 o — — 2
P a (T) Sll’lT t aw?sinwt wes.

Fiir die harmonische Bewegung ist also die Beschleunigung und damit
auch die sie verursachende Kraft, in jedem Augenblick proportional
dem Ausschlage s aus der Ruhelage O, und zwar
ist p stets nach O hin gerichtet (Beschleunigung-
Zeit-Kurve s. Abb. 62).

Da p =-—w?2s ist, ist die Beschleunigung-
Weg-Kurve eine durch O (Abb. 63) und durch ;- P s
den zweiten und vierten Quadranten gehende
Gerade, von der hier allerdings nur das zwischen
¢ =—a und s = +}a liegende Streckenstiick prak-
tische Bedeutung hat. Den grofiten Betrag hat
die Beschleunigung fiir s =+ a, wenn also P den grofiten Ausschlag
hat; es ist dann

Y2

Abb. 63.

Pmin == :Fa w?.

max

Wir kénnen auch die Beziehungen zwichen Geschwindigkeit und
Weg und zwischen Beschleunigung und Geschwindigkeit aufstellen.
Da niémlich s = asinwt, v =aw coswt und p = aw?sinwi ist, so
folgt unter Benutzung der Formel
LA
2 1 (a (0)2

sin?o 4 cos?ax =1, p
fiir die Geschwindigkeit-Weg-Beziehung und

22 p2 .
o t ot ~
fiir die Beschleunigung-Geschwindigkeits-Beziehung. Die zugehérigen

Diagramme sind in beiden Fillen Ellipsen [s. (136) S. 374]. Im iibrigen
vgl. (235) S. 835f.
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b) Die vorangehenden Abschnitte, insbesondere (44) und S. 109,
zeigen : Wir kénnen die Funktion y = a sin « auf doppelte Art zeichnerisch
darstellen: Entweder im rechtwinkligen Koordinatensystem; dann ist

das Bild eine Sinuslinie mit dem gréBten Ausschlage a (fiir & = %

+2kxn) bzw. —a (fire =47 + 2k n); man nennt a die Amplitude
der Sinuslinie oder in Anlehnung an die Entwicklungen v.S.109 die
p Schwingungsweite; die Periode ist 2. Oder man
o/ zeichnet (Abb. 64) einfach einen Pfeil OP = a, der mit
i einem durch O gehenden festen Strahle ¢ den Winkel 2
=47 einschlieBt; das von P auf g gefillte Lot QP gibt dann die
Abb. 64 GréBe y =asinz. Denkt man sich den Pfeil OP umlaufend,
so erhalt man zu jedem Winkel « das zugehérige y. OP ist eine ge-
richtete GrofBe; d. h. zu ihrer vélligen Bestimmung muBl man auBer
ihrer Lange OP = a auch ihre Richtung, die durch den Winkel z
festgelegt ist, kennen; eine solche GréBe heift ein Vektor. Man kann
sich in diesem Sinne also die Funktion y = asinz durch Umlauf des
Vektors a veranschaulichen; der jeweilige Winkel z, den ¢ mit dem
Anfangsstrahle g einschlieft, wird die Phase genannt. Diese
tiberaus einfache Darstellung findet in der Elektrotechnik weitgehende
Anwendung.
Wir wollen uns zwei Sinusfunktionen denken ¥, = asinx und
Y = bsin(x — ¢). Beide haben die gleiche Periode 2 ; dagegen hat y,
die Amplitude @, wihrend y, die Amplitude b hat. Auch haben beide
nicht zu gleicher Zeit dieselbe Phase; die Phase von y, ist ndmlich
stets um die konstanten Winkel ¢ kleiner als die von y; . Der Vektor OP,
eilt dem Vektor OP,
um diesen Winkel ¢
voraus (Abb. 65a);
@ heilit die Phasen-
differenz der bei-
den Sinusfunktionen.
Abb. 65D zeigt die zu-
gehorigen beiden Si-
nuslinien, die in ein-
Abb. 652 und b. fachem Zusammen-
hang mit Abb. 65a
stehen. Denkt man sich namlich die beiden Vektoren so umlaufend,
dafl sie stets den Winkel ¢ miteinander einschlieBen, so geben sie
bei einer bestimmten, durch den Winkel « zwischen OP, und g ge-
kennzeichneten Stellung ein %; und ein y,, die wir nur in Abb. 65b iiber
der zugehorigen Abszisse  abzutragen haben, um je einen Punkt der
beiden Sinuslinien zu erhalten.

Y \Yr
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Nun bilden wir durch Summieren beider Sinusfunktionen eine neue
Funktion:

Yy=19 + 9y =asinz + bsin(x — ).
Von der Funktion y kénnen wir jetzt schon aussagen, daB sie ebenfalls
periodisch ist und die Periode 2s haben muB, da dies von den
Summanden gilt. Wir gewinnen in Abb. 65b Punkte dieser Kurve, indem
wir die zu einem bestimmten x gehorigen Werte von y; und y, addieren;
XP=XP, 4+ XP,.

Um uns iber die Art der Kurve y = asinz -+ b sin(x — @) klarzu-
werden, nehmen wir einige Umformungen vor. Es ist némlich aus der
Periodizitit und ihrem Bilde in Abb. 65b zu vermuten, daB die Summen-
kurve wieder eine Sinuslinie ist; als solche miifite sie eine Gleichung
von der Form haben

y = csin(z — 9J),
wobei die Amplitude ¢ und die Phasendifferenz 4 sich durch die GroBen a,
b, @ ausdriicken lassen miissen. Unter Anwendung der Formel
sin{(x¢ — f) = sinx cosff — cosa sinf
kénnen wir fiir ¥ schreiben
asinz + bsinx cosep — b coszsing = (@ + b cosg) - sinw — b sing cosz ;
andererseits ist:

y =csin(x — §) = ccosd - sinx — csind - cosx.

Sollen beide Ausdriicke fiir jedes beliebige  denselben Wert ergeben,
also identisch gleich sein, so miissen die Beiwerte von sinz und eben-
so die von cosxz iibereinstimmen; d.h. es miissen die beiden Glei-
chungen bestehen:

ccosd =a + bcosp und ¢sind = bsing.

Damit haben wir aber zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten ¢
und 6 erhalten, die wir noch aufzulésen haben: Wir quadrieren und
addieren sie und bekommen unter Verwendung der Formel

sin?x + cos?x =1
das Ergebnis
¢® (sin%d + c0s?0) = (a + beosp)? + (bsing)? = a® + 2abcos
+ b2 (cos? @ + sin2p);
a) ¢ =a?® + 2abcosp + b2;
andererseits ist
sin & b
D einp =

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 8
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Die beiden Formeln a) und b) lassen nun eine sehr einfache
geometrische Deutung zu (Abb. 65a). ¢ ist nimlich (Kosinussatz) gleich
der Mittelkraft OP aus den Vektoren a und b, die den Winkel ¢ mit-
einander bilden; ¢ ist (Sinussatz) der Winkel POP, zwischen ¢ und a.

Durch Ubereinanderlagerung zweier Sinuslinien (Summierung zweier
Sinusfunktionen) von gleicher Periode erhdlt man also wieder eine
Sinuslinie (Sinusfunktion), von derselben Periode. Ferner bekommt
man die Schwingungsweite ¢ der Summenlinie, wenn man die Schwin-
gungsweiten @ und b der Elementarfunktionen geometrisch addiert,
d.h. nach GréBe und Richtung aneinandersetzt, und der Phasen-
unterschied 6 der Summenschwingung gegen die erste Schwingung
ist der Winkel, den der Vektor ¢ mit dem Vektor a einschlieBt. Mit
anderen Worten: Sinusschwingungen von gleicher Periode
lassen sich geometrisch addieren.

¢) Die Theorie des elektrischen Wechselstromes lehrt, dal die
Stromstérke ¢ und die elektromotorische Kraft » Funktionen von gleicher
Periode sind. Befolgen beide das reine Sinusgesetz, so ist

=3 -sine und p= Psin(z + ¢),

wobei @ den Voreilungswinkel (Phasenunterschied) der elektro-
motorischen Kraft gegen die Stromstirke bedeutet. Abb. 66 zeigt die

Y4 l

O

entsprechenden Kurven. Ferner lehrt die Theorie, daB die Augenblicks-
leistung des Wechselstromes sich durch die Gleichung I = p be-
rechnet. Wir wollen die Abhangigkeit der Leistung I von der Grifle
x und das Schaubild dieser Beziehung ermitteln. Zu diesem Zwecke
schreiben wir unter Verwendung der Formel

Abb. 66.

sina sinf = %[cos (o — ) — cos (& + B)],
l=8-PB-sinz-sin(zx + ¢) = “ig—g—[oosqa — cos (22 + ¢)]

am oy
= “522'3 cosQp — % cos (2x + ¢).
. I . .
Das erste Glied 5 cos @ ist eine Konstante, das zweite Glied
(oY (%
15—25£ -cos(2x + @) ist das Produkt aus der Konstanten ‘—5? und der

Kosinusfunktion cos (22 + ¢). Man erhilt also die Leistung, indem



(47) Die goniometrischen Funktionen. 115

o
man von dem konstanten Werte 15—2—§§ cos@ jedesmal den Wert der
sB cos (2x 4 ¢) subtrahiert. Die Leistungskurve selbst
ergibt sich dadurch, daB man die Sinuslinie y = 1 3P cos (22 + @)

um die 2z-Achse umlegt und die so erhaltene Kurve um das Stiick

«5‘13

Sinusfunktion >

cos @ im Sinne der positiven y-Achse verschiebt. Hervorzuheben

1st, daBl die Periode der Leistungsfunktion nicht dieselbe ist wie die
von Stromstirke und elektromotorischer Kraft, sondern nur halb
so groB, bei uns also = n, da infolge des Faktors 2 vor z sich der
Vorgang schon nach einer Vermehrung von # um = wiederholt.
Die Frequenz der Leistungskurve ist also das Doppelte der Strom- |
bzw. Spannungsfrequenz. — Fiir die Konstruktion der Kurve sei noch
bemerkt, daf3 sie durch die Schnittpunkte sowohl der i- als auch der
p-Kurve mit der x-Achse gehen muB, da je ein Produkt verschwindet,
wenn wenigstens ein Faktor gleich Null wird.

(47) d) Eine Walze von 0,5m Halbmesser, 2 m
Lange und 1t Gewicht schwimmt so auf Was-
ser, dal ihre Achse wagerecht liegt; wie tief
taucht sie ein? Abb. 67 stelle den Querschnitt
der Walze dar, a mdge die Wasserober-
flache andeuten. Die Eintauchtiefe % ist durch
den Mittelpunktswinkel x des eintauchenden Kreisabschnittes be-

stimmt; denn es ist A = 0,5(1 cos—) Wir werden daher erst =

bestimmen. Nach dem Archimedischen Prinzip ist das Gewicht des
schwimmenden Kérpers gleich dem Gewichte der verdringten Wasser-
menge; letztere ist aber ein zylindrischer Kérper, dessen Hohe 2m und
dessen Grundfliche ein Kreisabschnitt vom Halbmesser 0,5 m und dem

Mittelpunktswinkel x ist. Die Grundfliche hat also unter Benutzung
(0 5)*

des BogenmafBes fir z den Inhalt (x — sin xz) m?, demnach ist

das Volumen des verdringten Wassers
2. (05 (x — sinz) m® = 0,25 (x — sinx) m3,

und folglich das Gewmht 0,25(x — sinx)t. Zur Bestimmung von z
erhalten wir nun die Gleichung

0,26(x —sinz) =1 oder «—sinz=4.
Das ist eine transzendente Gleichung, die keine exakte Auf-
16sung zulaBt; wir miissen ein Annsherungsverfahren einschlagen. Zu-
vor wollen wir uns indes einen Uberschlagswert der Losung z ver-

schaffen; wir schreiben zu diesem Zwecke die obige Gleichung in der
Form sinz=x —4. Wir setzen y, =sinz und y, = 2 — 4 und suchen

8*
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denjenigen Wert von z, fiir den y, =y, ist; das Bild der ersten

Funktion ist die Sinuslinie, das der zweiten eine unter 45° geneigte

Gerade, die auf der y-Achse das Stiick —4 abschneidet (Abb. 67a).

Beide Kurven schneiden sich im Punkte Y,

%  also ist seine Abszisse ungefihr 3,5, oder im

GradmafB 200°. Zur Durchfiilhrung der Re-

N /’% 2z gula falsi (87), die wir zuerst verwenden
30° wollen, formen wir die Gleichung um in

flay=a —sine —4=0.
Setzen wir
2, = 200° = 3,491,
so ergibt sich
flx) = 3,491 4 0,342 — 4 = —0,167.
Da f(z) an dieser Stelle mit wachsendem » wachsen mufl (weshalb?),
setzen wir weiter

Abb. 67 a.

%y = 210° = 3,665
und bekommen

f(25) = 3,665 4 0,500 — 4 = 0,165.
Wiahrend 2, zu grol} ist, ist a; zu klein, und zwar sind in unserem
Falle die Abweichungen der Werte f(z) von O ihrem absoluten Be-
trage nach fast gleich. Wir wahlen daher alsneues z x, = 205° = 3,57793;
hieraus folgt:
flxs) = 3,57793 4 0,42262 — 4 = +0,00055.
Zwar ist z; zu groB; aber die Abweichung ist tiberaus gering. Fiir
2y = 204° = 3,56047
ergibt sich
flx,) = 3,56047 + 0,40674 — 4 = —0,03279 .
Nach der Regula falsi bekommen wir die Verbesserung durch Ansetzen
der Proportion
4:1°=0,03279:0,03334 = 0,975,
also
d = 0,975° = 59°.
Versuchen wir jetzt mit

xs = 204° 59" = 3,57764,
so bekommen wir

flas) = 3,57764 + 0,42236 — 4 = 0,00000. \
Demnach ist der mit fiinfstelligen Tafeln zu erreichende genaueste Wert
x = 204° 59
und die zugehérige Eintauchtiefe
h=0,769m.
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Nach der Newtonschen Methode (27) gestaltet sich die Losung
folgendermafen: Wir gehen von dem Werte z, = 200° = 3,491 aus;
die abzuziehende Korrektur ist:

o M) _ m—sing—d4 3491103424 0167 _
17 Plm) 1 —cosm 1+ 0,940 0,940
Wir wahlen demnach

@y = 3,57200 = 204°40’;

—0,081.

hierzu gehort
L 3572004 041734 —4 001066 _
2 1 -+ 0,90875 T 1,90875 T
und hieraus x; = 3,57761 = 204° 59’ wie oben.
e) Als weiteres Beispiel wollen wir die Bewegung des Kreuzkopfes
beim zentrischen Schubkurbelgetriebe behandeln (Abb. 68). O sei die
linke Totlage, so daB also OM =147
ist, wobei » der Kurbelradius und !
die Lange der Schubstange ist. Der
Kurbelradius bewegt sich mit Jkon-
stanter Winkelgeschwindigkeit @, so —g .
daB der Kurbelwinkel ¢ = w - ¢ ist, wo- 0;; i
bei die Zeit ¢+ vom Augenblicke der
linken Totlage an gemessen ist. Zur
Zeit ¢t betragt die Entfernung des
Kreuzkopfes K von O:

s=0A4 4+ AM — KX — XM =1+ r — lcosep — rcosd,

wobei ¢ der Winkel ist, den in diesem Augenblicke die Pleuelstange KZ
mit OM bildet. Er ist von ¥ abhiingig, und zwar ist, da

—0,00561

h = XZ =lsinp = rsin?® ist, sing = %sin'ﬁ.
Der Weg, den der Kreuzkopf in der Zeit ¢ zuriickgelegt hat, ist also

s =r(1 — cos?) + l(l — 1 1— (%)2 sin%‘)
= Z[q(l —cos?h + 1 — VT:quTn_zT?],
worin ZT = ¢ und & = wt ist. Die Bewegung des Kreuzkopfes ist natur-

gemiB eine ungleichformige; sie ist wie die harmonische Bewegung
[Beispiel a)] eine hin und her gehende Bewegung; der Kreuzkopf be-
wegt sich zwischen den beiden Totlagen O (s = 0) und O’ (s = 2r).

Auch die Geschwindigkeit des Kreuzkopfes ist dauernd verander-
ds

lich; wir finden sie, indem wir v = bilden,
_ds d? dad ds —1tlosing — —2¢*sindcosd|
v=gstdarc  at P s Y T s i gemee |
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also he(l+r—¢)

v = - |rsind
nd + §—s

7. rsinﬁcosﬂ] .
J

—_—— | = |k
V12 — 72sin%9 @ [L T
wenn zur Abkirzung OX = s’ gesetzt wird. Da der Klammeraus-

druck = %ﬁ ist, wird schlieBlich

=l =k,
wobei & = MG (Abb. 68) ist; letzteres folgt aus der Proportion
Eth=KM:EX=(1+r—3g):( —5s).

Wir koénnen somit auf sehr einfache Weise uns ein Geschwindigkeit-
Weg-Diagramm entwerfen: Wir brauchen nur in K auf 00’ das
Lot KV = MG = ¢ abzutragen; dann ist V ein Punkt dieser Kurve.
Die Geschwindigkeit erreicht nach ihr einmal ein Maximum; es tritt

ein, wenn die Beschleunigung p = %ﬂ = (0 wird. Aus

v = wlq|sind 4 -qsmﬁcosi]

V1 = ¢%sin?d
folgt durch Differenzieren

r i — 2t 29 __ ain2
p = w?lq|cosd —gq sind cosP(—2¢%*sindcosd) | ¢(cos?P — sin 19)]

271 — ¢%sin?9° VT = ¢®sin?9
¢*sin?$ cos?P 4 (1 — ¢%sin? ) (cos? P — sin?d)
VT = Fomtd® }
g%sin*d + cos?P — sin2Y
V= g sn2d®

= w?lq —cosﬂ +q

= w?lyq [cosd +q

Die Beschleunigung p wird gleich Null, wenn [ ] verschwindet; das
ergibt:

cosP = —

¢®sin*® — 2¢sin?$ + ¢
JT—fsin®d® -

Durch Quadrieren erhilt man
(1 — sin?9) (1 — ¢%sin?P)® = (g®sin?d — 2¢sin2H + ¢)2,

1 — 3¢*sin?d + 3¢*sin*d — ¢®sin®d — sin2d 4 3¢?sintd — 3 ¢sin®d

—+ ¢%sin®
= ¢8sindd — 4¢*sin®P 4 2¢*sin?P + 4¢?sintd — 4¢%sin2d + ¢2

und durch Zusammenfassen

g* (1 — ¢?) sin®d — ¢*(1 — ¢?) sin®¥ — (1 — ¢?) sin29 + (1 — ¢?) =0
oder ¢* sin®d — ¢?sintd — sin?d + 1 =0.

s.a. 8. 58, Gleichung a); 4 =% .
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f) Auf einer schiefen Ebene E vom Neigungswinkel « liegt eine
Last @; sie soll durch eine Kraft K aufwirts bewegt werden, welche
mit der Normalen zu E einen Winkel § einschlieBt. Wie grof muf K
mindestens sein, damit eine Bewegung stattfindet, wenn der Reibungs-
faktor langs der schiefen Ebene = ist?
Wie muB man f wahlen, damit K mog-
lichst klein wird 2 (Abb. 69.)

Wiire keine Reibung vorhanden, so miiBte
K so beschaffen sein, daf} seine Komponente
in der schiefen Ebene entgegengesetzt ge-
richtet und mindestens gleich ist der Kom-
ponente von @ in der schiefen Ebene, also
Ksinf = @sin&. Infolge der Reibung muB
aber K noch einen Widerstand iiberwinden,
der proportional ist dem Normaldruck, den
das Kraftesystem (QK) auf die Ebene ausiibt. Der Normaldruck von ¢
auf die Ebene ist @ - cosx; er muB indessen vermindert werden um
einen Betrag, der gleich der Normalkomponente von K zur Ebene
ist, also um Kcosf, so daB der wirkliche Normaldruck des Krifte-
systems auf die Ebene Qcosx — Kcosf betrigt. Diese GroBe ergibt,
mit dem Reibungsfaktor p multipliziert, die Reibungskraft

R = u(Qcosow — Kcosf).

Damit eine Aufwartsbewegung stattfindet, mufl demnach K min-
destens gleich dem Werte sein, der sich aus der Gleichung ergibt:

K-.sinff = @Q-sin& 4 u(Qcosax — K cosf)
oder
K=o0 sine + @ cosa

~ sinB+uweosp’ a)

Damit ist der erste Teil der Aufgabe gelost. Um die Frage nach dem
giinstigsten Winkel g zu beantworten, wollen wir bedenken, daf
K am Kkleinsten wird, wenn der Nenner in (a) moglichst grof wird
[f kommt nur im Nenner vor]. Damit nun aber der Ausdruck
sinf 4+ p cosf ein Maximum wird, muf} sein Differentialquotient nach
f verschwinden; zur Bestimmung des giinstigsten Winkels g erhalten
wir demnach die Gleichung
cosff — psinf = 0;
aus ihr folgt

etgl = u. b)

1 "

——, oS = ——,
Y1+ 2 p Y1+ u?

Aus (b) ergibt sich

sinff =




120 Das Differenzieren. (47)

und demnach durch Einsetzen in (a):

Ko —0. sino - ucoso

mn = @ LIRS
Fiihrt man den Reibungswinkel g ein, der durch die Gleichung
= tgo definiert ist, so gestaltet sich die Entwicklung wesentlich

durchsichtiger; auflerdem liefert sie eine einfache Konstruktion fiir K.

Es wird dann KE—g. sinx + tgp cosx

sinf -+ tgo cosf ’
woraus man durch Erweitern mit cosp erhilt:

sin o cos cos o sin
K=¢. o+ 0

sinf cosp 4+ cosf sing
oder

sin (« + ¢)

K=0GG6re"
Nun 148t sich K sehr bequem zeichnerisch ermitteln. Dreht man nimlich
das rechtwinklige Kreuz'en in Abb.69 um den Winkel g in die Lage ¢'n’
und fallt vom Endpunkt von @ das Lot auf ¢, so schneidet es die Ver-
langerung des freien Schenkels von f in einem Punkte, dessen Ab-
stand von O die Kraft K liefert, denn @ schlieBt mit n’ den Winkel & -+ o
und K mit »’ den Winkel f + ¢ ein, woraus sich mit Leichtigkeit
die Beziehung (a’) ergibt. Ohne daB wir zu differenzieren brauchten,
laBt dieser Ausdruck erkennen, daf sein Kleinstwert eintritt, wenn

a’)

f+o= —721 ist. Also wird K am kleinsten, wenn § = igt-— o ist,

wenn also K in die Richtung ¢’ fillt, und zwar ist der Minimalwert
Kyn=Q- Sin(“ + 9) ° b)

Die Anordnung ist also am giinstigsten, wenn die bewegende
Kraft mit der schiefen Ebene den Reibungswinkel ein-
schlieBt.

Die Reibung hat auf die Aufwirtsbewegung denselben Einfluf,
als ob die Ebene um den Reibungswinkel stirker geneigt wiire.

Zur selbstindigen Behandlung seien die folgenden Fragen vor-
geschlagen: Wie gro muBl K mindestens sein, damit @ unter Uber-
windung der Reibung sich auf der schiefen Ebene abwarts bewegt ?
Welches ist hier der giinstigste Winkel £ ?

Wie sind die entsprechenden Verhiltnisse auf der horizontalen
Ebene ? Zahlenbeispiel: Beim langsamen Schleifen von GuBeisen auf
nasser Eichenholzunterlage ist 4 = 0,65. Fiir Fuhrwerke auf schlechten
Strafen sei g = 0,07; unter welchem Winkel ist die Wagendeichsel
zu neigen ?

g) Eine flachgiingige Schraube habe den Neigungswinkel o;
auf ihr moge eine Last @ befordert werden; wie gro muf} die in @
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angreifende, die Schraube drehende Kraft K mindestens sein, wenn
eine Aufwirtsbewegung von @ stattfinden soll ¢ Der Reibungsfaktor sei x.

Der Normaldruck des Systems ist @ cosa 4 K sina, folglich ist die
Reibung u(@Qcos& -+ Ksina), und es ist bei der Aufwirtshewegung eine

}(—N\?‘%

]

N

Abb. 70a. Abb. 70b.

CGesamtkraft @ sino -+ p(Qcoss + Ksina) zu liberwinden. Anderer-
seits betriigt die in die Schraubenfliche fallende Komponente von K
Kcosa; diese muB bei Gleichgewicht gleich der obigen Gesamtkraft
sein. Wir erhalten also die Gleichung

Kcosax = @Qsina + u(Q cosx 4+ Ksina),
aus welcher sich ergibt
K=

sine + @ coso
coso — usine

Fiihren wir wieder den Reibungswinkel ¢ durch die Gleichung tgo = p
ein, so erhalten wir

sino 4 tgp cosx sino cosp -+ coso sing sin(o + o

K=q- coso — tggg sine Qcoszx cosp — sina sing =¢ cos(ox + Q;

= Qtg(x + o).
Also auch bei der Schraube hat die Reibung die Wirkung, als ob der
Neigungswinkel der Schraube um den Reibungswinkel vergrofert
worden ware.

Bei einer vollen Umdrehung hat die Kraft K den Weg 2 wwr zuriick-
gelegt, wobei r der mittlere Schraubenradius ist, es ist also die Arbeit
2nr K aufgewendet worden. Dabei ist @ um die Ganghthe » =27rtgx
gehoben, also die Arbeit @ - h = 27r @ tg& verbraucht worden. Folg-
lich ist der Wirkungsgrad

gewonnene Arbeit h-Q 2artgo - @

= aufgewendete Arbeit 27K  2ar- Qtg(x + o)

oder
n=tgu-ctg(x+0).

Der Wirkungsgrad wird um so giinstiger, je grofer n ist. Ist ¢ =0,
ist also keine Reibung vorhanden, so ist 4 = 1, d. h. es wird ebensoviel
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Arbeit gewonnen, als aufgewendet worden ist. Bei Vorhandensein der
Reibung ist die Frage von Bedeutung: Wie hat man den Neigungs-
winkel « der Schraube zu wihlen, damit der Wirkungsgrad 5 mog-
lichst groB wird, und wie groB ist # im giinstigsten Falle? Um diese
Fragen zu beantworten, bilden wir den Differentialquotienten

dy __ ctg(x+o) tgo
da —  cos?a  sin®(x + o)
und setzen ihn gleich Null. Wir erhalten
ctg (o + tg o .
gc(oszo; 2. sin2(§ +o) 0, ctg(x + o) sin®(x + o) = tgxcos?a ,

sin (& + o) cos (¢ + @) = sind& cosov , sin2(x 4 g) = sin2« .
Es ist also entweder
2(6 + o) =2« oder 2(& 4+ o) =7 — 2.

Der erste Fall widerspricht der Voraussetzung, da er ¢ = 0 zur Folge
hat. Im zweiten Falle ergibt sich die Losung

“ i Q@
X = T —_ ? .
Fiir diesen Neigungswinkel & ist also der Wirkungsgrad am groBten;
er berechnet sich zu

e =105~ 4) (3 + ) =0 (F- ).

(48) h) In einem kiinstlichen Wasserlaufe (Graben) flieBe das Wasser
allenthalben mit konstanter Geschwindigkeit ¢; der Wasserquer-

schnitt F = % ist dann ebenfalls konstant; @ ist hierbei die in

der Zeiteinheit durch den Querschnitt flieBende Wassermenge;
der Wasserspiegel ist der Grabensohle parallel.

Das Wasserspiegel- (Sohlen-) Gefille ist abhiingig von dem
Bewegungs- (Reibungs-) Widerstand w, der berechnet wird
mittels der Beziehung

w=0 v L Ly
F 7 2g°
hierin bedeuten:
U den benetzten Querschnittsumfang,
F den Wasserquerschnitt,
L die Lange der Wasserfithrung,
¢ die mittlere Wassergeschwindigkeit,
0 eine von den Abmessungen, der Geschwindigkeit und ins-
besondere von der Rauhigkeit der umfassenden Wandungen abhiingige
ErfahrungsgroBe.
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Falls @ und ¢ gegeben sind, folgen fir F = —Qc— unzshlig viele Lo-

sungen; bei Wasserzufithrungen fiir Kraftanlagen sind jene Quer-
schnittsabmessungen die giinstigsten, fiir die das Transportgefalle w
(das Gefalle, das einzig dazu aufgebraucht wird, um den Widerstand
zu iiberwinden) ein Minimum wird. Wird die an sich geringe Ab-
hingigkeit der Reibungszahl ¢ von den Querschnittsabmessungen
vernachléssigt, so tritt der Kleinstwert von w ein, wenn U ein Kleinst-
wert ist.

Wir wollen unter diesem Gesichtspunkte einige Querschnittsformen
néher untersuchen:

a) Rechteckquerschnitt: Es ist U =56 -+ 2¢{, wenn b die
Breite und t die Tiefe bedeuten, wobei b-¢ = F ist. Damit wird

U=0b+ %E ein Minimum, wenn

U 2F — /F
d—b—:].——"bTZO, also b=V21’ und 21*2—
ist. Also

b=2t; Upy=2}2F.
- b) Trapezquerschnitt (im Abtrag oder Auftrag liegend):

21
Daher 7 iy
U:T —letga + = —.
dUu F 2 1/ Fsina
T T E e s =0 =Y e s
also

Y
b= 2‘/mm (1 —_ COSOC) .

e
Unin = 2|/ P 250202,

sin o

Abb. 71a. Abb. 71b.
o) Teilweise gefiillter Kreisquerschnitt vom Halbmesser 7:
&

2
U=r-p, F=5%(p—sng),

o9 2
r:]/—?f—, U=]2F. L.
¢ —sing @ —sng

also
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2

U wird ein Minimum, wenn EMLSm(; ein Minimum wird; wir kommen

durch Differenzieren zu der Gleichung

(p —sing) - 2¢ — ¢?(1 — cosgp) = 0.

@ = 0 scheidet aus; also muB sein ¢@(1 + cosp) = 2sing. Setzt
man ¢ = 2y, so geht die Gleichung iiber in die folgende

cosy (y — siny) =0,

aus der sich als einzig brauchbare Lésung cosy =0, v = %,

@ =7 ergibt. Der Halbkreis ist demnach der giinstigste Kreis-
querschnitt; fiir ihn ist

2 S
7= //TF , Umpin = ]/ZnF.

Wir gehen iiber zur Bestimmung des Transportgefialles w, und
zwar moge sein Q =4 m3s~!, L =500m, ¢ = 1,25 ms~*.

Der Kanal habe Rechtecksquerschmtt und sei in Backstein-

mauerwerk ausgefiihrt; in diesem Falle gilt nach der alteren Bazinschen
Formel:

2 _ 0,00024 - 0,0006 % .

In unserem Zahlenbeispiele ist

F=9%_32m—2¢, dommach ¢=}L6m = 1,265 m,

b=2530m und 2 = 8 0670 — 0,000335 .
Damit wird
5 060
w = 0,000335 - 2% . 500 . 1,252 & 0,414 m.

Bei einem Gesamtgefille von 4m wiirde also das Transportgefille
10,4%, ausmachen; das ist verhaltnismalig viel. Werden hochstens
5%, zugelassen, so folgt aus

e b+2¢ 4\2 _g K
005-4= 2.1 -500.<,;—£> -2 ot 500 - 15,
mit dem Schatzungswmte 5- = 0,000335,
= Q00325004 _ 60y 46m, b —293m. F—4,28me,
0,05 - 4
5,
Die Kontrolle liefert % = Z—Sg = 1,37, gegeniiber 302~ = 1,68 vorher

und

299' = 0,00024 -+ 0,00006 - 1,37 = 0,000322 ,
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0,000335 — 0,00032 , .
also 0 0’800;)350 22 _ 0,039 oder 3,99, weniger, so dafl genauer
folgt :
$#=0961-67=644 wnd ¢=145m, b=290m.
Ist die mittlere Geschwindigkeit nicht gegeben, so ist auch F un-

bekannt; die Auflésung nach ¢ liefert

wobei i = % dasrelative Transportgefalle, und

R = den hydraulischen Radius

bezeichnet. Hieran anschlieBend wollen wir nun die

Aufgabe 16sen: Fir welchen Mittelpunktswinkel ¢ wird bei be-

kanntem i:lz die Geschwindigkeit ¢ am groBten ?

Der Grofitwert von ¢ tritt ein, wenn R = r ein Maximum ist. Nun

[
2 (0 _ s
ist R :..’,_(%_ sing)
T
kommen damit zu der Gleichung

.. sin . . .
am grofiten, wenn 1 — ~q)—(ﬂ Maximum ist; wir

peosp —sing =0 oder lgo=¢, flp)=tge— ¢ =0,
einer transzendenten Gleichung, die sich nur durch Ann#dherung 16sen
laBt. Wir wollen die Regula falsi (27) anwenden. Da ¢ = 0 und
@ > 360 praktisch nicht in Betracht kommen kénnen, liegt die Losung

zwischen 180° und 270° (s. Abb. 71¢). Als ersten An-
naherungswert wéhlen wir ¢, = 260°, arc ¢, = 4,5379,
tg @, = 5,6713; also ist f(e,) = +1,1334; ¢, ist zu groB;
Py = 257°;  f(p,) = —0,1539;
@y = 258°;  f(ps) = +0,2017;
u°:1° = 0,1539:0,3556 = 0,433, » = 27,

I=lgy

04

@, = 257°27"; f(p,) = —0,0012;
@5 = 257°28'; f(p,) = 10,0043, ¢ =257°2713".

Conaxe = V%’ 7i-0,781.

Dagegen wird -die DurchfluBmenge ein Maximum,
wenn

ke 800 270°

Abb. 71ec.

(p — sing)?

d. h. also, wenn e ein Maximum wird. Durch Differenzieren

erhélt man fiir den zugehérigen Winkel ¢ die Gleichung
P-3(p — sin@)*- (1 — cos ) — (¢ — sin @)* =

0.
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Die Losung ¢ = 0 scheidet aus
praktischen Griinden wiederum
aus; es mul} sein

3¢(1—cosp) — (p —sing) =0
oder
290 —3q@cosp 4 sing = 0.

Wir setzen zur Auflésung

P 740° 210° 360° f(p)=2¢— B¢ cosgtsing =0

und

Yy, =2¢ + sing,

Yo =3 @ cosg.
Abb. 71d zeigt beide Kurven
und 148t erkennen, daf sie sich

ungefahr bei ¢ = 310° iiberschneiden; diesen Wert beniitzen wir als
ersten Naherungswert. Es ist

Abb. 71d.

arc @ \log arc o tlog cos @ | log(3 armpcoszp){ 2arce ‘ sing ‘3arcqooosqv£ ()

1 5,41052 | 0,73324 l 9,808 07 1,01843 ’ 10,821 04 %0,766 04| 10,4335 ‘ -0,3785 L,
5,39307 | 0,73184 | 9,79887 1,007 83 10,78614 \—0,777 15/ 10,1819 |-0,1729 }u :
5,375 62 [0,730 43 | 9,78984 0,996 89 110,75124 :—0,788 01!  9,9286 | +0,0346|f ,, =10’
5,37853 10,730 66 ; 9,79095 0,998 73 ‘ 10,757 06 ,—0,786 22 9,9708 |+£0,0000

Der genaue Wert von ¢ ist demnach 308°10'0"'; also

QOmax = 2,33392 )/ 207

§ 10. Die zyklometrischen Funktionen.

(49) Vertauschen wir in y =sinz « und ¥, so erhalten wir x = siny;
Losen wir diese Gleichung nach der Abhingigen y auf, so heiBt dies
wir suchen denjenigen Winkely (in BogenmaB8) dessen Sinus
den gegebenen Wert x hat. Wir schreiben dies folgendermafBien:

y = arcsinx ) 82)

und sprechen ,,y ist gleich Arkussinus von z*, d. h. y ist derjenige
Winkel im Bogenmafl, dessen Sinus gleich x ist. Einige Bei-
spiele mégen dies erlautern:

1. Wir wollen arcsin} berechnen. Nach dem Obigen suchen wir
das Bogenmafl desjenigen Winkels, dessen Sinus gleich } ist; es ist

der Winkel arc 30° = % Folglich ist arcsin 4 = % . Nun gibt es aber

=346:2075
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noch mehr Winkel, deren Sinus gleich 1 ist; ndmlich ein jeder, der

sich von g (=arc 30°) um ganze Vielfache von 27 (= arc 360°) unter-

scheidet. Folglich ist ganz allgemein arcsin é— = Jﬁt + 2kn, wobeik

irgendeine ganze Zahl bedeutet. Aber auch damit ist die Menge der
Winkel arcsin § nicht erschépft; denn da auch sin £7(=sin150°) = {

ist, so bekommen wir unter Beriicksichtigung
der Periodizitat als eine zweite Winkelgruppe
arcsiny =%n + 2k7.

2. Es ist zu zeigen, daB

arcsin(— 5 }/5) =4n+ 2kn
bzw.
=1Tm 4+ 2knm ist.

3. Wie grof sind

arcsin(— %), arcsin(—l— i ﬁ) , aresind ]/g,
arcsin(— ¥ ]/5) , arcsinQ, arcsinl?

4. Wir wollen noch arcsin 0,7 berechnen. Zu
diesem Zwecke suchen wir erst einmal den
spitzen Winkel in Gradmafl auf, dessen Sinus
gleich 0,7 ist. Wir finden in der Tabelle
44°25' 37" ; sein Bogenmaf ist 0,77539. Folg-
lich ist einerseits arcsin 0,7 = 0,77539 + 2kmx.
Da aber sin(z — 0,77539) =sin 2,36620 eben-
falls gleich 0,7 ist, so ist vollstéindig arcsin 0,7
=0,77539 + 2k x bzw. = 2,36620 4 2k =.

Wir erkennen also: Die Arkussinusfunk-
tion ist eine unendlich vieldeutige Funk-
tion, da sie, wenn ihr iiberhaupt ein Wert zu-
kommt, unendlich viele Werte annehmen kann.
Damit sie reelle Werte hat, mufl die
unabhingige Verdnderliche x zwischen
den Grenzen —l<z=< 41 liegen. [VgL
hierzu die Verhéltnisse bei der Funktion y = ]/x
(37) S.871f] ‘

Um zur Arkussinuskurve zu gelangen, machen
wir von dem Satze Gebrauch, daf die Bilder
inverser Funktionen zueinander beziiglich der

ST - |
\%
|
/53
Ll !
T l
|
(370 }
S5
|
274 2P
|
& [
.
<3
K I
S
|
2 arc =3
0/2'6. >
§
< |
K
54
!
[ ‘5_7
<27 |
Abb. 72.

45°-Linie symmetrisch sind, wonach die Kurve y = arcsinz also das
Spiegelbild zur Kurve y =sinz beziiglich dieser Linie ist. Abb. 72
zeigt die Arkussinuslinie. Wir sehen, dafl zu einem bestimmten x von
der Eigenschaft —1 < # < -+1 unendlich viele Kurvenpunkte gehéren;
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die Ordinaten der Punkte ... 8 _;, S;, 8,, ... und ebenso die Ordinaten
der Punkte ...S” ;, S, S, ... unterscheiden sich um je 27. Zu Werten
von x, deren absoluter Betrag >>1 ist, gehoren keine Kurvenpunkte.
Die Vieldeutigkeit der Arkussinusfunktion kann zu Unklarheiten fiihren.
Man hat sich daher, um Eindeutigkeit zu erzielen, geeinigt, denjenigen

Funktionswert als Hauptwert zu wahlen, der zwischen — % und

-+ 72[ liegt, falls nicht besondere Umstéinde zu einer anderen Festsetzung

zwingen. Man nennt diesen Bereich den Bereich der Hauptwerte
der Arkussinusfunktion.

Nach den Erérterungen iiber y = arcsinz diirften die Ausdriicke
y = arccosx, y = arctgx und y = arcctgx (gesprochen ,,Arkus-
kosinus von 2, ,, Arkustangens von z%, ,,Arkuskotangens von z
ohne weiteres verstindlich sein. Wir kénnen uns daher kurz fassen
und sagen:

Unter y = arccosx, y = arctgx, y = arcctgz versteht man
das Bogenmal desjenigen Winkels y, dessen Kosinus bzw.
Tangens bzw. Kotangens den Wert z hat. Wegen der Periodizitat
der goniometrischen Funktionen y = cosz, y =tgx, y = ctgx sind diese
Funktionen unendlich vieldeutig. Wahrend aber zur Arkuskosinusfunktion
(ebenso wie zur Arkussinusfunktion) nur fiir Werte « von der Eigenschaft
—1 <2< 41 reelle Funktionswerte gehoren, sind bei der Arkustangens-
und bei der Arkuskotangensfunktion jedem beliebigen x Funktionswerte

zugeordnet. Die folgenden Beispiele wird der Leser hiernach ohne
Miihe nachpriifen konnen:

1. arccos%]/?,‘:i—}—?kn bzw. :»1 w2k,
2. arctg(—1) = 4n + k=,
3. arcctg2 = 0,46365 4 k.

Die Bilder der Arkuskosinus-, Arkustangens- und Arkuskotangens-
funktion sind mit dem der Arkussinusfunktion in Abb. 72 vereinigt.

Die Hauptwerte liegen bei der Arkustangensfunktion zwischen —%

und +% , bei der Arkuskosinus- und bei der Arkuskotangensfunktion

dagegen zwischen 0 und 7.

(50) Die Differentialquotienten der zyklometrischen Funktionen
werden auf folgendem Wege gefunden:
Wenn y = arcsinz, so ist & = siny, also

Z; = cosy = J1 — sin?y = J1 — a2,
demnach ist
dy 1
de T —o’
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oder

daresinx 1
ax i 83)
Wenn y = arccosz, so ist z = cosy, also
g—'; = —siny = —}1 — cos?y = —J1 — a?;
demnach
darceose 1 84)
dx  ~  Yi—at
Wenn y = arctgx, so ist = tgy, also
de 1 A 2.
@_coszy_l_‘_tg y=1-4 22
demnach
darctge 1 85)
de = 14a?°
Wenn y = arcetgz, so ist x = ctgy, also
dx 1 o N 2\ .
dy = sy = (Lt ctg y) = —(1+ 2?);
demnach a ¢ {
arectger
de = 1422 86)

Die Formeln 83) bis 86) sind in mehrfacher Hinsicht eigentiim-
lich; auffallig ist zunichst, daf zwar die Funktionen transzendent,
ihre Differentialquotienten aber algebraische Funktionen von =z
sind, und zwar die Differentialquotienten von aresinz und arccosz
irrationale, die Differentialquotienten von arctgx und arcctgx sogar
rationale Funktionen. Bisher muBiten wir den Eindruck gewinnen,
als ob die algebraischen und die transzendenten Funktionen zwei groBe
Gruppen bildeten, zwischen denen keine Verbindung und kein Ubergang
bestiinde; und das ist auch so, solange wir uns auf das Gebiet der ele-
mentaren Mathematik beschrinken. Die Infinitesimalrechnung da-
gegen reilt in gewissem Sinne diese Schranke nieder und gliedert die
zyklometrischen und dadurch mittelbar auch die goniometrischen Funk-
tionen an die algebraischen Funktionen an; wir werden bald sehen,
daB Ahnliches auch fiir die logarithmische Funktion zutrifft.

Eine zweite Eigentiimlichkeit besteht darin, daB die Arkussinus-
und die Arkuskosinusfunktion zwei Differentialquotienten haben, die
einander entgegengesetzt gleich sind, d.h. daB

darcsing | darccosx

dx + dx =0.

ist, und dafl das Gleiche firr die Arkustangens- und die Arkuskotangens-
funktion gilt: '

darctgx | darcetgx 0

dx dx :

‘Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 9
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Diese Merkwiirdigkeit erklért sich aber sofort, wenn wir bedenken,
daBl — bei Beschrinkung auf die Hauptwerte — fiir ein bestimmtes x
die Beziehungen bestehen:

arcsinx -} arccosx = % bzw. arctgx 4 arcctgx = % . 87)

Sie folgen aus Abb. 72; man kann sie aber auch aus den goniometrischen
Formeln

sino = cos(—;L — oc‘) und tga = ctg(% — oc)
ableiten.

Differenziert man die Gleichungen 87) nach z, so erhilt man unter
Beachtung des Umstandes, daB die rechten Seiten Konstanten sind,
die obigen Gleichungen

darcsing | darccosx 1+ daretgx | darcctgxe
. dxA+ B =0, Daw. T dx + dx_—o’
siehe oben.

Einige Beispiele als Anleitung fiir Differentiation verwickelterer
Funktionen:

.o . x
1. y = aresin--; Kettenregel: y = arcsinz, z = =
a

dy 11 dz _ 1
dz 1 =22 -/ Tz’ da a4’
a
also
dy __ 1 . 1
de = /7 iz J@é—a
RIS SCE
a
2. y = arctg 2 auf gleichem Wege erhilt man dy _ o .
: a’ dx 22 -+ a?
. br—2 . bx—2
3. y = arcsin —g— = arcsinz, 2= g
dy _ 1 _ 1 8 dz 5.
dz T — 22 l/l _ (5z— 2 |5+ 20z — 2522’ dz 37
also ’ 9
dy /58
dx l/ 1+ 490 — Ba?”
1 1
4. y = arccos — = arccosz, 2= —;
@ z
dy -1 1 . x dz 1
dz T —m . T Ve —1  dx.
Y1 — 2 |/ 1— 1 Ja 1
also
dy 1

H"mygvz—:‘l"
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5. y = x-arcsinz + ],/ 1 —22; durch Verwendung der Summen-,
Produkt- und Kettenregel erhalt man:

dy _ arcsinz - % % _ arcsinz
dx MT—a2 Jl—a® ) ’
x4+ 2 x4+ 2
6. y= arctg —5— = aretgz, 2= -—5—;
dy _ 1 _ 9 gz _ 1
dz (x+2>2_x2+4x+13’ de ~ 38°
1 (55—
also ’
dy _ 8

dx ~ 24z + 13"

Die technische Bedeutung der zyklometrischen Funktionen tritt
besonders in der Integralrechnung zutage; wir werden uns daher
dort noch mit ihnen zu beschéftigen haben.

Erwihnt sei noch, dafl man die goniometrischen und die zyklometri-
schen Funktionen unter dem gemeinsamen Namen Kreisfunktionenzu-
sammenfaf3t.

§ 11. Die logarithmische Funktion.

(51) Aus der elementaren Mathematik wissen wir, dafl man unter
dem a-Logarithmus von x diejenige Zahl y versteht, mit der
man a potenzieren mull, um z zu erhalten, in Formeln
“logx =y, wenn a¥ =2z 88)
ist. @ heil3t hierbei die Grundzahl (Basis), und alle Logarithmen, die
auf dieselbe Grundzahl bezogen sind, bilden ein Logarithmensystem;
ferner ist « der Logarithmand oder Numerus und y der Logarith-

mus. Bei gegebener Grundzahl ist also der Logarithmus 4 eine Funktion
des Numerus .

Beispiele:
2]og 128 =17 denn 27 =128,
tlog128 = 3; . 4 =(a) =128,
2log 2 =1; ' 21 =2,
2log 1 =0; . 20 =1,
210gﬁll = —6; I 2-8 :%zﬁli,
og 16 =45 2 =2=]l6,
10]og1000 = 3; » 108 = 1000,
00]pg 1000 = $; » 100¢ = 1000,
1°logﬁ = —4; ” 10-4 —17)%@,
W]og 10 =1; ' 100 =10,
log1 =0; ) 100 =

10]og i/ 10000 = %;
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Die Logarithmen mit der Grundzahl 10 heiflen die gemeinen oder
Briggsschen Logarithmen; sie finden im praktischen Rechnen wegen
ihrer hierfiir besonders giinstigen Eigenschaften ausschlieBlich Verwen-
dung. Man schreibt sie unter Weglassung der Grundzahl 10 kurzweg
logx statt ©logx.

Um die Beziehungen zwischen den Logarithmen zweier Systeme
aufzudecken, wollen wir folgenden Weg einschlagen: Es sei a die Grund-
zahl des einen, b die des anderen Systems, so dafl y,=‘“logz und
y, = Ylogz die Logarithmen desselben Numerus ¢ in diesen beiden
Systemen sind. Nach Definition ist dann

ave =2 und W =uwa, also a¥e=20¥.

Nehmen wir erst von beiden Seiten den a-Logarithmus, so erhalten wir
als neue Gleichung (unter Verwendung der Regel vom Logarithmus
einer Potenz ‘logu™ = n  ‘logu)

Yo = Yp* dogh  oder “logz = "logz - “logh ; 89a)
nehmen wir ferner von beiden Seiten den b-Logarithmus, so erhalten wir
yo-Yloga =1y, oder “ogz-’loga = "logx. 89b)
Durch Verbindung dieser beiden Gleichungen bekommen wir
Yo = Yo - “logb = bl(:;/gba s

also die neue Beziehung “ogb-%loga =1. Wir konnen unsere
Ergebnisse in den Satz zusammenfassen:

Um aus dem a-Logarithmus einer Zahl ihren b-Logarith-
mus zu berechnen, muB man den a-Logarithmus dieser Zahl
entweder mit dem b-Logarithmus von « multiplizieren oder
durch den a-Logarithmus von b dividieren; der a-Logarith-
mus von b und der b-Logarithmus von @ sind zueinander
reziprok. Die Loga-
rithmen zweier Systeme
sind zueinander propor-
tional.

Beispiel: Es ist
1010100 = 2; folglich ist
2log 100 = 2 - 2log10
=2:10og2 =2:0,30103
=2.3,32193=06,64386.

Abb. 73 zeigt die zu
y="logx und y=>logx
gehérigen Kurven; sie
haben beide die negative y-Achse zu Asymptoten (warum?) und ver-
laufen ginzlich rechts von der y-Achse (warum?).

Abb. 73.
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(32) Zur Bildung des Differentialquotienten der Funktion
y = “logx geben wir x einen Zuwachs 4z, so daBl y einen Zuwachs
Ay erhilt, und zwar besteht die Gleichung y + 4y = “log (x + dx).
Demnach ist 4y = “og (x + dx) — “ogz, und mit Hilfe der Formel

“Jog u — “logv = “log hd
konnen wir schreiben: v

Ay:“logw——%‘d—ﬁ:“logO—}—%).

Ist & + 0, so nahert sich mit unbegrenzt abnehmendem A x die Klammer
dem Werte 1, also die rechte Seite und damit auch 4y dem Werte Null.
Wir bekommen demnach den Satz:

Die Logarithmenfunktion ist fiir jeden Wert der unab-
hangigen Veranderlichen mit Ausnahme von z =0 eine
stetige Funktion. ‘

Durch Dividieren mit A 2 bekommen wir den Differenzenquotienten

R )

Die rechte Seite formen wir in folgender Weise um:

%:}i% .alog(l-{—fj;) Z}yg'“log{(l—{—i—x)%};

die Richtigkeit dieses Schrittes folgt aus der Formel - ¢log z = “log (".).
Nehmen wir den Grenziibergang fiir 42— 0 vor, so bleibt der erste

1 .
Faktor o davon unberiihrt. Was wird aber aus dem Faktor

xz
Ax\ds
‘log [(1 +3) }"
Diese Frage wird sich beantworten lassen, wenn wir den Grenzwert
A =z
. LAWEY
tim (1+ )

bestimmt haben dw>0

Wenn wir setzen g =M 80 wird limn = oo, und die Betrachtung
‘ Az >0

1\~
lauft hinaus auf die Untersuchung des Ausdruckes lim (1 + 7@)7. Fiir

7 > o
bestimmte endliche Werte von # nimmt (1 -+ %) bestimmte endliche
Werte an, wie die folgende Tabelle zeigt.

" -1 2 3 4 5
=2 () -2 (5) 2) (2)

IV, [(3) 4V AN 6) _ 948832
(1+ =2 (3) =225 (5) = 287087 ( o) —2aa1a1 | (3 488
n ~ 10 100 1000
(1 + %): 2,504 | 2,705 2,72
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Die letzten drei Werte sind mit Hilfe fiinfstelliger Logarithmen be-
rechnet worden, so genau, als es auf diesem Wege moglich ist. Die

fur (14 1y gefundenen Zahlen zeigen das Bestreben, sich einer
n

Zahl zu nahern, die ungefihr bei 2,7 liegt. Wahrend namlich die
ersten Zahlen verhaltnism#Big rasch zunehmen, findet von n =25
bis » = 10 nur eine Zunahme von 0,106, fiir das grofe Intervall
von n = 10 bis #n = 100 nur eine Zunahme von 0,101, und fir das
noch wesentlich grofere Intervall von n = 100 bis n = 1000 sogar nur
eine Zunahme von héchstens 0,02 statt. Eine mathematisch gegriindete
Untersuchung von lim (1 + %)n wollen wir nun vornehmen.
7> oo

Wir entwickeln — unter der Annahme, da3 » eine natiirliche Zahl
sel — <1 + 71[)” nach dem binomischen Satze (36):

1\ 1 (n—1) (1\2 nm—1)(n—2) (1)
()= 2 G e 2 ()
(n—1) (= 2)(n—(n—1) (1}
o 1-;-..(2—1)-2 : (n)

Dag allgemeine Glied der rechten Seite ist

n(n—l)---(n~k+1).(1>";

1.2k n

der Zahler enthilt & Faktoren, ( i)k desgleichen ; wir kénnen demnach,

ohne den Wert des Gliedes zu dndern, jeden Faktor des Zahlers durch n
dividieren, und kommen fiir das kte Glied somit auf die Form

L

2 = gl a2

a2 ),

Wenn jetzt n iiber alle Grenzen hinauswichst, so niahert sich % , WO-

Also ist

bei r <<n irgendeine feste endliche Zahl ist, immer mehr dem Werte

Null, also der Ausdruck 1 — —:L— immer mehr dem Werte 1, und es wird

. 1\~ 1 1

N> oo

Um die unendliche Summe

1 1 1
ER TR T TR
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[

wirklich zu berechnen, bilden wir

1=1,0000000, | - =00416667, | o =0, 0000248
=1, 0000000, 5, =00083333, | . =0, oooioozs
5 = 0,5000000, | 4 =00013889, | 1. =0, 0000003
5 = 0,1666667, | 7, = 0,0001984,
also ist
L o b e o qop = 2718282

ein genauerer Wert ist
e =2, 718281 828;459

Man bezeichnet diese Zahl, die in de1 hoéheren Mathematik eine
hervorragende Rolle spielt, mit dem Buchstaben e; ¢ ist eine transzen-
dente Zahl, d. h. es gibt keine algebraische Gleichung mit rationalen
Koeffizienten, welche ¢ als Losung hat; in dieser Beziehung gleicht
sie der uns aus der Elementarmathematik bekannten Ludolphschen
Zahl 7 = 3,14159.

Jetzt kehren wir zur Ableitung des Differentialquotienten der
Funktion y = %logx zuriick. Wir hatten (8. 133) gefunden, daB

Jli ~‘ -+ “log Kl + 71@—)"} ist; folglich ist % = % - “loge,
oder
d%ogx _ 1 .
T =" loge. 91)

BEs ist also beispielsweise fiir den gemeinen Logarithmus, da

loge = log 2,71828 = 0,434294 ist,

1087 _ 1 loge = 0434204
x x &x

und entsprechend

d?logz 1 1 loge 1 0434294 1
Tde T @ loge = z 'log2 ~ = 0301030 1,44269 z "

Diese beiden Formeln kénnen wir benutzen, um an die Kurven
in Abb. 73 die Tangenten zu legen; so hat z. B. im Punkte 1/0 die Kurve
y = logx die Neigung 0,434294, die Kurve y = Zogx dagegen die
Neigung 1,442 69.

(53) Wihltman die obige Zahleals Grundzahl eines Logarithmensystems,

so wird, da “loge = 1 (weil ! = e) ist, d ‘llo:fx = wodurch sich die
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Gleichung 91) wesentlich vereinfacht. Aus diesem Grunde bezeichnet
man das Logarithmensystem mit der Grundzahl e = 2,7182818 ...
als das natirlichen Logarithmensystem und nennt ‘logz den
natiirlichen Logarithmus von x, kurz geschrieben lga oder Inz
(logarithmus naturalis); es ist also

Inz =lgx ="‘logx 92)
und ferner
dinx 1
dw  x’ 93)

in Worten: Der Differentialquotient der Funktion y = Ina ist einfach
der reziproke Wert der unabhingigen Veriinderlichen.

Will man zu einer gegebenen Zahl den natiirlichen Logarithmus
bestimmen, so kann man etwa von den gemeinen Logarithmen aus-
gehen, von denen uns ja Tafeln zur Verfiigung stehen, und nach 89)
setzen:

Inx =logx:loge oder Inzx—=logx:0,434294

Inz = 2,30259 - logz

oder 94a)

Andererseits ist fiir den Ubergang von den natiirlichen zu den gemeinen
Logarithmen

logz =Inxz-loge =Ina:In10  oder logx = 0,434294-Inxz. 94Db)

Beispiele: 1. Es soll der natiirliche Logarithmus von 7 be-
rechnet werden:

In7 = 2,30259 - log7 = 2,30259 - 0,84510 = 1,94591,

2. Inz = 2,30259 - logn = 2,30259 - 0,49715 == 1,14473,

3. lnx = 3,45926, logx = 3,45926-0,434294 — 1,50234, 2 = 31,794.
Uberdies enthalten die Ingenieurhilfsbiicher und -taschenbiicher zumeist
auch Tafeln der natiirlichen Logarithmen (s.u.a. Freytag, Hilfs-
buch fiir den Maschinenbau, 7. Aufl.).

Abb. 73 enthdlt auch die Kurve der Funktion y=Inxz; be-
merkenswert ist an ihr, dafl die Tangentenrichtung in jedem Punkte

reziprok zum Zahlenwert seiner Abszisse ist, daB also insbesondere im
Punkte (1/0) die Tangente genau unter 45° geneigt ist.

(54) Zur Einfilhrung in das Differenzieren mit Logarithmenfunk-
tionen mégen die folgenden Beispiele dienen:

. y=In@® 4 aa®+0): y=Inz, z2=2a3+ aa®-+b;
dy 1 _ 1 dz
dz "~ 2z B +ax+b’ dx
dy  32% 4+ 2ax

also iz — Pt a1 b

= 32% + 2ax;
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2.y=1n(x+}'21,2+x2), y=Inz, z=z+ Yo+ 22;

dy 1 1 dz z __:v—{—]/a—Z—{—xZ.
dz ~ =z x+ Va2 + a* dx Va2+x2_ Va2 + 2
a2 L 22
also Y — G S

dz (w + Va2 + @?)Yad+ a2 Va2 + a2
3. y=In xZ; man forme erst um: y = In(a?® 4+ 2?) — In(a?® — a?),
dy _ 5 2v _ _4dtw

dx a2+x2'+ a? — a2 = a*—at’

4. g/:lni/a,z—{—bac—l—ac24 = f;rln(az + bz + 2?);
dy 4 b+2x
dz 3 &®+ bz + 2"

5. y=zazlhe—=z =lnx—}—93-710——1:1nx.

dy
dz
6. y = x-arcctgx + anT:i:xZ
dy 2
Twarcctgw 1+x2+ 2 1T a2
7. y=In(2® 4 4x + 5) — 8arctg(z -+ 2);
dy = 2x+4 _3 1 . 2z—4
de ~ a2+ 4z+5 @+ 22PF+1 P Afdz+5b
Hier ist die Gelegenheit, um auch die letzte Differentiationsregel, die
Regel des logarithmischen Differenzierens, zu behandeln. Man
benutzt sie, um Funktionen von der Form % = %”, wobei » und v
ihrerseits Funktionen von « sind, nach z zu differenzieren. Um den

Differentialquotienten Z—Z zu bilden, helfen wir uns folgendermafBen:

= arcctgx .

Wir logarithmieren beiderseits und erhalten Iny = »-Inu, wodurch
auch Iny als Funktion von z eingefithrt ist. Wir differenzieren beide
Ausdriicke nach x. Der erste ergibt (Kettenregel)

diny dlny dy 1 dy.
dx ~ dy d= y da’
der zweite (Produktregel)

d(v-lnu) dlnu _dlnu du
dw + nu x_v' du d »»———{—ln dz

1 du
:U‘Z°d?+1llib j—

Setzen wir die beiden Differentialquotienten einander gleich, so be-
kommen wir :
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also dy v du
de = Y° {Z ; +Inu
oder
d(w) v['v du dv
de " lw dm+lu dx 95)
Regel von der logarithmischen Differentiation.
Beispiel:
du dv
— JE— p— _— = e —
Yy=2a% u=x, v=2=u dw“l dz 1

also

d{@)

e = 2°[1 + Inx]. )

. . . du [v 1

y = (sinz)aet€s o = sinz, v = arctgz, dw = OO8T =y
also

d(sing)wretes L arctg arctgx 1

T = (sin x)?retes cosz -+ Insinzx - EIT
— (i )arctg s arc-tgx In sina
(sinx) “ter —|—$2_I_1 ,

Aus der Regel von der logarithmischen Differentiation wollen wir
noch einen Satz ableiten. Setzen wir nimlich in Formel 95)

=2 und ov=mn,

wobei n irgendeine ganz beliebige Zahl ist, so ist

%:1 und %:0 und %:x”rg-l—l—lnowo
oder
0:;5 =n-x"1,
Lehrsatz: Die Formel
%L =p.g"!

gilt fiir jeden beliebigen konstanten Exponenten n. [Vgl. (18),
S. 36, u. (39), S. 921]

In Erginzung zu dem am Ende des vorigen Paragraphen Gesagten
sei noch hervorgehoben, daf die transzendente Funktion y — "log x
und ibr Sonderfall ¥ = In durch ihre Differentialquotienten

dlog 1 p dlnz 1
de  zlhna =z loge  baw. de ~ =z

3

— die einfachste echt gebrochene rationale Funktion von  (s. § 7) — -
aufs engste mit den algebraischen Funktionen verkniipft sind. Mittelbar
gilt dies dann auch fiir ihre inverse Funktion, die Exponential-
funktion, zu deren Behandlung wir nunmehr iibergehen wollen.
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§ 12. Die Exponentialfunktion.

(55) Aus der zu Beginn von § 11 gegebenen Definition von y= “logx
folgt ohne weiteres, dafl die Funktion y = a” die zur logarithmischen
Funktion inverse ist. Die unabhingige Verinderliche tritt hier also
im Exponenten auf; daher nennt man die Funktion y = a” die
Exponentialfunktion. Je nach der Wahl der Grundzahl a va-
rilert die Exponentialfunktion. Thr Bild erhdlt man aus dem der
Logarithmenfunktion durch Spiegelung an der 45°-Linie; man erhalt
also Kurven wie die
in Abb.74 dargestell-
ten; sie heilen Expo-
nentialkurven. Alle
haben die w-Achse
zur Asymptote und
schneiden von der
y-Achse die Langen-
einheit ab.

Die fiir die hohere
Mathematik wichtig-
ste Exponentialfunk-
tion ist — wie nach
den  Ausfithrungen
des vorigen Paragra-
phen  verstindlich
ist — die Funktion
y=-e¢%. Auf sie lassen sich alle iibrigen Exponentialfunktionen leicht
zuriickfithren. Es ist némlich

Abb. 74.

a® = (elna):c — eth;

d. h. die Funktion ¢® hat fir * den gleichen Wert wie ¢ fiir « - Ina.
Die erste Kurve hat also fiir die Abszisse dieselbe Ordinate wie die
letztere fiir die Abszisse 2 -Ilne. Wenn man demnach die Abszissen
der Kurve von der Gleichung e® im Verhsltnis 1:1Ina verkiirzt, unter
Beibehaltung der Ordinaten, so stellt die neue Kurve das Bild der
Gleichung y = a” dar.

Eine weitere geometrische Eigenschaft der Exponentialkurve ist
die folgende: Wir legen der Betrachtung die allgemeinere Gleichung
y = ¢+ a® zugrunde, wobei b und ¢ irgendwelche Konstanten sind;
ist dabei b << 0, so fallt die Kurve bestdndig und hat die positive x-Achse
zur Asymptote. Es sei y; = ca®®™ der zu z, gehorige Funktionswert;
vermehrt man x; um die Grofe d, so ergibt sich als zu #, -+ d gehoriger
Funktionswert :

Yy = ca’@tD = cabd.g?%  oder y, =1y, a’%
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Das heilit aber: Eine fortgesetzte Vermehrung der unabhingigen Ver-
dnderlichen um einen konstanten Summanden d hat eine fortgesetzte
Multiplikation der abhéngigen Verinderlichen mit einem konstanten
Faktor a’? zur Folge. Anders ausgedriickt:

Durchlauft die unabhingige Veranderliche eine arith-
metische Reihe, so durchlauft die Exponentialfunktion eine
geometrische Reihe.

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich aus zwei gegebenen Punkten
der Exponentialkurve beliebig viele durch einfache geometrische Kon-
struktion finden. Es seien in Abb.75 P, (@1|y1) und Py (x,|y,) zwei
Punkte der Exponentialkurve; man ziehe P,Y,||z-Achse und durch
Y, eine Gerade unter einem beliebigen Winkel o (in Abb. a= 45°)
gegen die y-Achse, welche P,Y,||z-Achse in @, schneiden mége. Nun

Y ziche man O @,. Durch Y, ziehe
S man Y, 0, Y10, (@5 auf 0Q,)
¥\, und die Gerade @,Y,| -

Achse, welche die durch

X3 (X Xy = X; Xp) zur y-

Achse gezogene Parallele in P,

5 2 schneiden mdége. Dann ist P,

Y, 3 ein weiterer Punkt der Ex-

& ik NG g ponentialkurve. Aus P, und

g, X, X5 Xg Xe P; erhilt man durch ent-

sprechende Konstruktion P,

usw. Es ist zu beachten, daB

X X, =X, X, =X,X,="+-- ist und daB die Dreiecke Y10,Y,,
Y,Q,Y;, Y;Q,Y,- - dhnlich sind. Da namlich

0Y,:0Y, = 00,:0Q; =0Y,:0Y, = 0Q,:0Q, = 0Y,:0Y, . - .,
also 0Y,:0Y, = 0Y,:0Y; = 0Y,:0Y, = - - - ist, bilden die Ordinaten
$h =0Yy, y,=0Y,, y, =0Y,, y,=0%Y,, ...

Ve

Abb. 75.

eine geometrische Reihe, wiahrend nach Konstruktion die Abszissen

%, = 0X,, », =0X,, v, =0X,, 2, =0X,, ... eine arithmetische
Reihe bilden, womit der Beweis erbracht ist, daB die Punkte P,
P,, P, P,, ... auf der namlichen Exponentialkurve liegen.

Diese technisch haufig verwendete Punktkonstruktion hat den
Vorzug, daB sie die Exponentialkurve iiber die gegebenen Punkte hinaus
zu verlingern gestattet; damit ist aber der Nachteil verkniipft, daB
eine Ungenauigkeit in der Bestimmung eines Punktes notwendig auch
Ungenauigkeiten in der Konstruktion der folgenden Punkte nach sich
zieht, so daB infolge dieser Fehler die konstruierte Kurve immer stérker
von der idealen abweicht. Dazu kommt, daB durch die angefiihrte
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Methode keine Zwischenpunkte gefunden werden kénnen. Aus diesen
beiden Griinden empfiehlt sich die folgende Konstruktion: Sind P,(x,|y,)
und P, (,|y,) (Abb.76) zwei Punkte, und sollen Zwischenpunkte ge-
zeichnet werden, so ermittelt

\y
man zuerst den Punkt P;, G
: Tt
dessen Abszisse x; = o v A
fir den also X;X; = X;X, Y, A

ist, und zwar in folgender
Weise: Es muB} y;: 95 =939,
also y; die mittlere Propor-
tionale zu g, und ¥, sein: Man
schlage iiber OY; den Halb- X
kreis, der von P,Y, in Z, ge- TXr Xy X X X
schnitten werden mdége; dann Abb. 76,

ist y,=0Y,=0Z,. Verfahrt

man mit den beiden Punkten P; und P, ebenso wie mit P, und P,, so
erhilt man einen weiteren Punkt P,, und durch Verwendung von
P, und P, einen Punkt P usf.

A

SN
7
o

b

v

(56) Wir kommen nun zur Bildung des Differentialquotienten
der Exponentialfunktion: Wenn y = a* ist, so ist = “logy und
folglich

de 1 _ ‘oge,

dy — yha — y
daher ist

dy oy

de — Y100 = geg
Wir erhalten als Ergebnis

x 2

%=a’”-lna=ﬁgge 96)
und als Sonderfall

de* o /

d_w‘ = €. 96 )

Die Exponentialfunktion hat demnach die Eigentiimlichkeit, dafl sie
mit ihrem Differentialquotienten identisch ist.

. . . . d :
Beispiele: 1. y = a¥i"%; y = o*, 2 = sinx; d%/ = ¢’Ilna = a*"%Ina,
X

2 dy, .
Js = cosw; also ﬁ = g8 %cosz Ina,

2 y=enet— ot L)

Produktregel : % = e2*(2x — 1) + 262:”(322 —x+ %) = 2a%e2%.
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(7) Anwendungen.

a) Die Strahlungsenergie J einer radioaktiven Substanz
klingt nach einem Gesetze ab, das durch die Formel J = J e *t be-
schrieben wird; hierbei ist J, die Energie zur Zeit ¢t = 0 und 1 eine
Konstante, die der Substanz eigentiimlich ist. Man mift sie durch
die Zeit T', in der die Energie J, auf den halben Wert sinkt; 7 heiBt
die Halbierungskonstante oder die Halbwertszeit. Um die Be-
ziehung zwischen 1 und 7' zu finden, gehen wir von der Formel aus:

'129=Joe*“' oder 7T =2,
Durch beiderseitiges Logarithmieren folgt hieraus:
IT=n2=0,6931, ako 2=""8P1

Fiir Radiumemanation ist
T =4Tage=4D, also A=2%31p-1_01733D-1,
so daB die Abklingungsformel fiir Radiumemanation lautet
J — J06A0,173t ,

wobei ¢ in Tagen anzugeben ist. Das Schaubild ist zu entwerfen.

b) Wird ein Gleichstrom fithrender Kreis von der elektromotorischen
Kraft £ und dem Widerstande R plotzlich geschlossen, so steigt die
Stromstirke infolge der Selbstinduktion des Kreises nicht sofort auf

B

) R’
. . E By . .

sondern schwillt an nach der Formel 7 — R (1 —e L ), wobei t die

Zeit und L der Selbstinduktionskoeffizient (Induktivitat) ist.
Ist beispielsweise £ =100V, R=12 und L = 0,1 Henry, so ist

die nach dem Ohmschen Gesetze zu erwartende Stromstirke 7 =

i
7004, i —
L] ]
.1
I e
w4/
0 075 02° g3°% 945 ¢
Abb. 77.

©=100(1 — e~'%) Ampere (Abb.77). Die folgende Tabelle gibt die
Werte fiir die Stromstirke zu verschiedenen Zeiten:

£=001 002 005 0069 0,1 0115 0,2 0,3 0,4

1=19,52 18,1 39,3 50,0 63,2 77,7 86,5 950 98,1 Amp.
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Wird der Stromkreis, der einen Gleichstrom fithrt, plotzlich unter-
brochen, so sinkt die Stromstirke nach dem Gesetze

dieser Fall ist entsprechend zu untersuchen [vgl. (225) S. 776].
¢) SchlieBt man plétzlich einen Stromkreis, dessen elektromotorische
Kraft sich nach dem Sinusgesetz

. 2
E ZE‘)Sln?,-t

andert, so flielt in ihm nicht sofort ein reiner Wechselstrom, sondern
ein Strom, dessen Stiarke sich nach dem Gesetze andert:

i = Ae_gt—{— Bsin (371 — ¢),

wobei
2a By L
A=——""""__
4 2L2 ?
s 437
/R2 4 4a®L?
/ TZ
und
2a L
tge = %y

ist, und L, R dieselben Bedeutungen wie in b) haben (s.a.S. 776£.). Die

=t
Stromstérke 7 ist also die Summe aus einer Exponentialfunktion Ade %

und einer Sinusfunktion B sin(gTﬁt — <p> .

d) Ein Massenpunkt, der in einem widerstandsfreien Mittel eine
harmonische Bewegung [s. (46), S.109] beschreiben wiirde, fiihrt in einem
Mittel, das ihm einen geniigend grofen Widerstand bietet, eine Bewegung
aus, deren Gesetz durch die Formel wiedergegeben wird: s = v,te~*;
hierbei bedeutet s die Entfernung aus der Gleichgewichtslage zur Zeit ¢,
v, die Geschwindigkeit zur Zeit ¢ = 0 und 1 eine durch die physikalische
Beschaffenheit des Mittels bestimmte Konstante. (Beispiel: Gewicht
an einer Spiralfeder befestigt, sich in einer Fliissigkeit von bestimmtem
Widerstand bewegend. Aperiodische gedampfte Schwingung.)
Abb. 78 zeigt die Weg-Zeit-Kurve fiir die Werte

A=0,2sec™!, v,=5msec .

Da fiir positive Werte von ¢ s = v te~** stets positiv ist, kann der
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Massenpunkt fiir endliche Werte von ¢ niemals wieder in die Ruhelage
zuriickkehren. Er wird sich bei Beginn der Bewegung von ihr entfernen,
einen grioften Ausschlag s,,. erreichen und dann wieder nach der
Ruhelage zuriickstreben, der er sich asymptotisch nshert. Um den

S
0™ I
N
/
/ N
5771 /
N
/ N
i
0 705 205 ¢
Abb. 78.

groBten Ausschlag s, ,. zu bestimmen, bedenken wir, dafl fiir ihn

die Geschwindigkeit v = % gleich Null sein muf}. Nun ist
v=1w,e 4 (1 — At).
Der zugehorige Zeitpunkt ist also ¢ = ~]1~, und demnach

Yy

_ Yo
Smax = Te 1=

el’
(Fir unser Zahlenbeispiel ist ¢t = 5 sec, sy, = 9,197 m.)

e) Ist der Widerstand des Mittels weniger gro8, so fithrt der Massen-
punkt (an der Spiralfeder) eine schwingende Bewegung aus, deren
Ausschlage aber allmahlich abnehmen; diese Bewegung wird als ge-

dampfte Schwingung bezeichnet. Sie geht vor sich nach der Formel

2a

7 b a)

s =ae *gin

hierbei bedeutet s die Entfernung, die der Massenpunkt von der Ruhelage
zur Zeit ¢ hat, wihrend 4 und die Periode 7' durch die physi-
kalische Beschaffenheit des Systems (Spiralfeder, Massenpunkt) und
den Widerstand des Mittels bestimmt sind. « ist eine Konstante,
die sich, wie wir sehen werden, aus der Anfangsgeschwindigkeit v,
ergibt, welche man dem Massenpunkte bei der Bewegung aus der
Ruhelage erteilt. Wir wollen die gedampfte Schwingung naher
untersuchen. .

s wird gleich Null, wenn sinz—j“:—[ t=0,alsot==F% % ist; der Punkt
geht unendlich oft durch die Ruhelage, und zwar nach gleichen Zeitraumen,

die gleich der halben Periode sind. Ist zur Zeit ¢, s, = ae *h singj:ft, 80
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ist nach einem weiteren Verlaufe der Periode 7', also zur Zeit ¢, 4 T

.2 . 2
8y = we"*(“‘T)sm—;—(1‘,1 + T) = ge~*he-4T sm%tl,
oder i
8y = 8,677,

Das heift aber: wenn man den Ausschlag zu einer bestimmten Zeit
kennt, so erhilt man denjenigen nach Verlauf einer Periode 7' durch
Multiplikation mit dem konstanten Faktor % = ¢ *7; man nennt %
das Dampfungsverhéltnis. Die Ausschlige, deren Zeiten sich um
eine Periode unterscheiden, bilden demnach eine geometrische Reihe.
Inh =—A7T ist das logarithmische Dekrement der gedampften
Schwingung. Sind s, s, und s, drei Ausschlige, die zu den Zeiten ¢,
t+7T,t+ 2T gehoren, so daB also

Sy =8¢ T=nhs und s =s,¢ T =hs,=hts
ist, so ist

83— Sy =hs(h—1) und s — s =s50kH—1),
also

h—58"9%
8o — 81
Wenn sich also die drei Ausschlige s,, 5, 83 bequem und mit geniigender
Genauigkeit beobachten lassen, so kann man mit Hilfe der Formel

j, = S5

Sy 81
durch einfache Rechnung das Dampfungsverhiltnis ermitteln. ‘Am
besten sind der Beobachtung: zuginglich drei aufeinanderfolgende
groBte Ausschlige. Um die groBten Ausschlige der Hin- und Her-
bewegung des Massenpunktes rechnerisch zu erhalten, mufl man be-
denken, daB fiir sie die Bewegung umkehrt, d. h. die Geschwindig-

keit v = g: gleich Null sein mufl. Wir haben also die Funktion
s=ae sinf%I t zu differenzieren und erhalten:

_ds 4, 2= 27 it 2m
v= s =ae -?cos?t—-ale sin7yt. b)

Soll v = 0 sein, so muf}

2n 27 . 2z 2x 2x
TCOS’th_lSIDFt:O oder tg—T—t——ﬁ
oder
T 2z
b= 5,8y

sein. Dann erhalten wir als den grofiten Ausschlag mittels der

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 10
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Formel

sing = —=——— tgx sin2—nt— 27 =
Y1+ tg2a’ T ViET? L da?’
~£Zamt02—7E 2
Smax =@ e 27 AT i

VTR At
Weil arctg ?—Z;, unendlich vieldeutig ist [s. (49) S. 128], so erhilt man un-

endlich viele Werte fiir s, ., deren Zeiten sich je um % unterscheiden.

Wir wollen die Formel b) fiir die Geschwindigkeit benutzen,
um das Gesetz von v zu untersuchen. Da die Anfangsgeschwindigkeit v,
sein soll, so erhalten wir, wenn wir ¢ = 0 setzen

_ 2= d _r
v =77a oder a=g—w,
und damit ist der oben schon angedeutete Zusammenhang der Kon-
stanten ¢ mit v, gefunden. Gleichung a) geht nun iiber in:

T . 27
s::?-y—[voe““sm—%t. a’)

Die Gleichung b) gestattet noch eine Vereinfachung. Setzen wir

2 2 .2
—al :vleos??t] und a-—;zvlsm —Tftl,
so bestimmen sich die beiden neuen konstanten Grofien », und ¢, aus
diesen Gleiehungen Zu

27
272 2 _—
=al/2 +4 o = VBT + 422 und to-T 1= =77 ©
Durch Einfiithren von »; und ¢, geht b) tiber in
v=uve '“[smu- tcos Tty - cos2 ¢ smz;t
oder .
v = e MsinTr (I +t). b)

Der Winkel 2% tl muB, da sein Sinus positiv und sein Kosmus negativ

:‘2 und £ 5 liegen. Der

Vergleich von b’) mit a) bzw. a’) zeigt, daB v das gleiche Gesetz
befolgt, wie s; insbesondere ist v ebenso wie s eine periodische Funktion
von der Periode 7T, v hat ferner das gleiche Dampfungsverhéltnis
I =e *T, wie man sich leicht {iberzeugt. Nur erreicht » stets um
die Zeitspanne ¢, frither den entsprechenden Zustand; die Geschwindig-
keit v eilt also um diese Zeitspanne dem Ausschlage voraus.

So hat beispielsweise v zur Zelt t=—1% +k den Wert Null, wihrend s

ihn erst zur Zeit t =k - errelcht glelches gilt natiirlich auch von

ist, im zwelten Quadranten, #, also zwischen

den Ho6chstwerten von v, d1e zu bestimmen dem Leser iiberlassen sei.
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Wir gehen noch einen Schritt weiter und suchen das Gesetz der

Beschleunigung p. Es ist p = % Das Differenzieren von » nach ¢

und das weitere Umformen lassen sich genau so ausfiihren wie oben;
daher gelten auch hier die dort gezogenen Schliisse. Insbesondere ist
auch p eine periodische Funktion von ¢ von der Periode T und dem

s v r
(m)bns Nms2)
i
i\
I\
70 [ \
\ /
AN\
NS | :
/1
SN i) \
I 7O AT A 5
I ! i =1 \ -
7 I 7 ] N \
\ IAYEEY 7 P
1 AR &EA AREN I
/ I \ i \ JINRE
[ I 7 X bs
VT \ v
s DR N X
) i 7
|
g W,
1
-70 \
\ A
Abb. 79.

Démpfungsverhiltnis = e¢~*7; ferner eilt die Beschleunigung der
Geschwindigkeit um die Zeit ¢,, dem Wege also um die Zeit 2¢, voraus.

In Formeln
27

p= ple‘“sinv]T t + 2¢,), d)
wobei sich p bestimmt zu:

Py = 2ZOT(/12 T2 + 472),

Zahlenbeispiel: Es sei T' = 10sec, 4 = 0,04 sec™!, v, = 10m sec—1;
dann ist das logarithmische Dekrement —0,4, das Dampfungsverhiltnis
h = 0,670,

t, = 10 . aretg-__g% sec = 1,591 - 1,635 sec = 2,60 sec,

2x
v; = 10,02msec~1, p, =6,308msec-2, a=15915m,
Smax, = 14,43 m zur Zeit 2,40sec, sy, = — 11,81 m zur Zeit 7,40 sec,

Smax, = 9,67m zur Zeit 12,40 msec. . .;
10*
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die Gleichungen lauten:
s = 15,92 - e~ 004t §in0,6283 ¢ m
v = 10,02 - ¢~0:04t. 4in 0,6283 ({ - 2,60) msec~1,
p = 6,308 - e~ 0:041.4in(0,6283 (f + 5,20) msec—2.

Abb. 79 zeigt fiir unser Zahlenbeispiel die Kurven fiir Weg, Geschwin-
digkeit und Beschleunigung in Abhéngigkeit von der Zeit.

§ 13. 'Die hyperbolischen Funktionen.

(58) Es hat sich als zweckmiBig erwiesen, fiir gewisse Funktionen,
die sich in bestimmter Weise aus Exponentialfunktionen zusammen-
setzen, besondere Bezeichnungen einzufithren. Man hat ihnen die
Namen hyperbolische Funktionen gegeben. Man unterscheidet
im wesentlichen vier verschiedene: den Sinus hyperbolicus (hyper-
bolischen Sinus), den Cosinus hyperbolicus (hyperbolischen
Kosinus),den Tangens hyperbolicus (hyperbolischen Tangens)
und den Kotangens hyperbolicus (hyperbolischen Kotangens).
Wir wollen uns zunéchst mit dem hyper-
bolischen Sinus einer Verénderlichen z
oder, wie man abgekiirzt schreibt, der
Funktion y = Ginz (oder auch y =sha)
beschaftigen ; Sin x ist definiert durch die
Gleichung

T __ g%

Ginx = -LQ : 97)

es ist also beispielsweise
e —e®  20,085—0,050

Ging = - F— = 5
= 10,018 ;
insbesondere ist
Abb. 80. .
CGin0=0. 98)
Ferner gilt die Formel - )
Gin(—x) = —Ginx, 99)

wie leicht aus Gleichung 97) folgt. Das Bild der. Funktion erhilt

man am bequemsten, indem man die beiden Kurven y; = ¢* und

Yy, = e~ % zeichnet und die Differenz der zu einer bestimmten Abszisse x

gehorigen beiden Ordinaten halbiert; y = % ist dann die Ordinate

des fiir dieses x zur Kurve y = Gina gehérigen Punktes (Abb. 80).

Die drei anderen Funktionen werden durch die Gleichungen definiert:
ez+e—x ez e——-ﬁ' ex+7e~—x

Coje = —%—-, Tgx = e Ctge = # w0 97)
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statt Cofz, Tgz, Cigx werden auch die Bezeichnungen chz, tghwz,
ctgha benutzt. Man erkennt sofort, daB die Gleichungen gelten:

Coj0=1, Fg0 =0, . Ctg0 = o0, 98")
ferner '
Coj(—2) = Cojz, Tg(—e) = —Zgz, Otg(—a) = —Ctge. 99)

Die Eoj-Kurve ergibt sich durch Halbieren der Summe der entsprechen-
den Ordinaten der beiden Kurven y = ¢ und y = ¢~%; diese und die
Fg- und die Ctg-Kurve sind ebenfalls in Abb. 80 eingezeichnet. Wir
sehen aus ihr, wie sich auch durch Rechnung bestéitigen la8t, daB
die ©oj-Kurve zur Ordinatenachse symmetrisch verlduft und mit
wachsendem |x| vom Werte 1 (z = 0) iiber alle Grenzen hinaus wéchst;
ferner wichst die Sin-Funktion fiir positive # von Null (z = 0) mit
wachsendem = ebenfalls iiber alle Grenzen hinaus. Die g-Funktion
néhert sich von Null (x = 0) fiir wachsende x asymptotisch dem Werte 1
wachsend, die Ctg-Funktion dagegen von oo (fir x = 0) fallend
dem Werte 1 asymptotisch. Wir sehen ferner, da8 fiir sehr groBe positive

Werte von z, da e~% dann sehr klein wird, Cojz~ Ginz ~ —‘z’; wird.
So ist beispielsweise

6
@M6~6m6~%¢:%Lﬂ.

Die Ingenieur-Hilfs- und -Taschenbiicher (siche u. a. Freytag,
Hilfsbuch fiir den Maschinenbau, Berlin: Julius Springer) enthalten zu-
meist Tafeln der hyperbolischen Funktionen und ihrer Logarithmen.
Aus diesen Tabellen kann man leicht die Werte der Exponentialfunk-
tion finden; denn es ist nach den Formeln 97) und 97'):

¢ = Gojx + Ginzx, e~ = Cojx — Ginx.
Da beispielsweise
Cof 1,64 = 2,6746, ©inl,64 = 2,4806,

S0 ist
b8 = 5,1552 , e~ 10 =0,1940.

Die Benennung der hyperbolischen Funktionen 148t schon auf eine
innere Verwandtschaft mit den goniometrischen schliefen. Nun fehlt
allerdings den hyperbolischen Funktionen das hervorstechendste Merk-
mal der goniometrischen, die Periodizitdt, wenigstens fiir reelle Werte
der unabhiingigen Verdnderlichen. Indessen erinnern schon die
Formeln 98), 98"), 99), 99') an die gleichlautenden Beziehungen
zwischen den goniometrischen Funktionen; weitere sollen jetzt ab-
geleitet werden.

Da die hyperbolischen Funktionen in gesetzmaBiger Weise von der
Exponentialfunktion abhéngen, miissen zwischen ihnen selbst be-
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stimmte Zusammenhéinge bestehen. Zundchst erkennen wir ohne
weiteres aus den Formeln 97) und 97’), daf

Tgz = %‘D“iﬁ “und  Tgw- Glgw — 1 100)
ist. Da ferner
Cojtx = a2t er 24+ Y wd Gmte=2 _—-——24+ e
ist, so folgt weiter:
Coffx — GinZx = 1. 100)

Die Formeln 100) entsprechen genau den bekannten goniometrischen,
nur steht in 100’) statt der Summe die Differenz.

Auch die hyperbolischen Funktionen haben Additionstheoreme.
Es ist

ety — =Y g " e/ eV € e e¥—e¥
T2 =—% T§ Ttz 7o
wovon man sich durch Ausrechnen leicht iiberzeugen kann; folglich ist
Gin(x + y) = Ginx Cofy + Cofx Siny. 101)
Ferner ist
ex+y+ef(x+:/)_— e-e~% e fe¥ er— e~V eU~—e“’/'
2 T2 T 2 2
also
Cof (z + y) = Cojz Cojy + Ginx Giny. 101)

Setzt man y = «, so folgen die weiteren Formeln:
Gin2x = 26inxCojx, @oi2x=(&ofzx+@in2x} 102)
(vgl. cos2x = cos?®x — sin?z).
Aus letzterer ergibt sich in Verbindung mit Formel 100):
Coj2x =14 2Gin2xr und Gof2x = 2¢of2x — 1,

also fir z = %,

LU Cofu — 1 m Cofu + 1
@mf — 52 _ > und @:fo :V 12 —  usw. 103)

Man beachte bei allen diesen Formeln die Ahnlichkeit mit den
entsprechenden der goniometrischen Funktionen, aber auch den Vor-
zeichenunterschied in gewissen Formeln; beides setzt sich auch in die
Differentialrechnung hinein fort, wie nun gezeigt werden soll.

Es ist

, &€ —e* dGinxe €+ e-*
Ginx = e

g also Te = 3 ‘:(&ofx,

dBofx e—e~"
de ~— 2

ferner

= Ginzx.
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Weiter ist nach der Quotientenregel

Ginx
d¥gx _ Cofx  Coffw — Ginz 1 dGtgae 1
dx —  dx Cof2x T Gt und ebenso —7 = = — Gz’
Wir stellen diese Formeln nochmals zusammen:
d Gi dGojx ,
ST Gofa, S _ Gine,
dx dx 104)
d%gz 1 dGige 1
dx ~ GofPx’ de ~—  Gintz’

(59) Die inversen Funktionen zu den hyperbolischen Funk-
tionen sind die sog. Area-Funktionen. Man versteht unter Area-
Sinus von x eine Zahl y, deren hyperbolischer Sinus den Wert x hat,
in Formeln

y=WCinx, .wenn Giny ==z 105)
ist; ebenso ist
y = WCojz, wenn Cofy =« ist;
y =Wz, wenn gy =« ist; 105)
y = WCtgx, wenn Ctgy = = ist.

Zum Aufschlagen der Werte der Areafunktionen fiir ein bestimmtes x
dienen dieselben Tabellen wie zum Aufschlagen der hyperbolischen
Funktionen; nur sind jetzt abhingige und unabhingige Verdnderliche
zu vertauschen (vgl. trigonometrische Funktionen und Winkel ; Numerus
und Logarithmus).

Theoretisch sind weder die hyperbolischen Funktionen noch ihre
Umkehrfunktionen nétig; wie jene sich durch die Exponentialfunktion

ausdriicken lassen, so diese durch die natiirlichen Logarithmen.

Da namlich hach Definition y=%rCinz ist, wenn z=Giny = e—et

ist, so muf} die Gleichung bestehen

2

& — eV =2x
oder nach Multiplizieren mit e¥
(2 —2xe¢? —1=0.
Die Losung dieser in ¢’ quadratischen Gleichung ist
da ¢/ > 0 sein muB, gilt nur das obere Vorzeichen. Es ist also
e =g+ }/xT—T——l , hieraus Yy = ln(m -+ ]/xT—ﬁ) s
also 1aBt sich ArSinx ersetzen durch

WGinz =In(x 4 Y22 + 1). 106)
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Ebenso 148t sich zeigen, daB

WGofzr = In(x 4 Y22 — 1) 106')
ist.  Da weiter y = tZga ist, wenn

eV — -V

e=TY = o

ist, so ist nach Erweitern mit e’

2y — 1 29, 99 1 +5'
zz_yi—lzx’ ¥Vl —2)=1+4u=, e‘J=1__;,
_ 1+ - 1 1+ax
2y—_lnl—a:’ y——2—lnl—x’
1 1+ - 77
ATge = 5 In . 106”)
Ebenso ergibt sich
o 1 x+1 111
%r@tga,~§lnm_1-. 106™)
Ist y = ArCine, also = GSiny, so folgt
d . ——
—d2=@ofy=V@1ttzy+ 1=7pa2 1.
Daher ist
dy 1 oder dGine 1
dx Y2+ 1 dax 21
Ebenso findet man, daB fiir y = ArCojz :ll: = VZT—I:T ist.

— — de 1 T2y — 1 — o2
y =Wz, == gy, Ty—m—l——ggy~l z?,
also
dy 1 dWTge 1
dx — 1— a2’ de  ~— 1—a%"

Das gleiche Ergebnis erhdlt man auch fir y = rGtgx.
Wir haben sonach die Formeln gefunden:

dAGine 1 dWeCofz 1
dx R ’ de Y71’
x?+ 1 ]/x 1 107)
dUrTgxr _ dWACigr 1
de — dx <~ T1—a2°

Dafi die unmittelbare Differentiation der Formeln 106) zum gleichen
Ziele fiihrt, davon mége sich der Leser selbst tiberzeugen. Vergleiche
hierzu auch (54), Differentiationsbeispiel 2). Man beachte auch hier
die enge Verwandtschaft der Formeln 107) mit den Formeln fiir die

Differentialquotienten der zyklometrischen Funktionen [Formeln 83)
bis 86)].
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(60) Ein Beispiel aus der Bewegungslehre mdge dazu beitragen, das
Versténdnis fiir die hyperbolischen Funktionen zu vertiefen: der Fall
im lufterfiillten Raume. Wird der Luftwiderstand proportional
dem Quadrate der Geschwindigkeit angenommen, so wird die Ab-
hingigkeit des durchfallenen Weges s von der dazu bendtigten Zeit ¢
durch die Formel wiedergegeben:

szﬁi.ln@ofﬁ; a)
g U

hierbei ist v, die sog. stationdre Geschwindigkeit und g=9,81ms~?
die Schwerebeschleunigung. Beispielsweise ist fiir eine guBeiserne Kugel
vom Halbmesser 10 cm »; = 171,3 ms~! und demnach

s = 2990™ . InG{0,0572¢ = 6894 ™ - log €] 0,0572¢ .

(Ubergang von den natiirlichen Logarithmen zu den gemeinen Loga-
rithmen.) Benutzt man die Tafeln der gemeinen Logarithmen des
hyperbolischen Kosinus, so erhidlt man

fir 1=0 1 2 3 4 5 sec
die Werte s =10 4,83 19,31 43,44 77,90 120,7 m
fir ¢=10 20 30 40 50 100 sec

die Werte s=465,2 1639 3158 4806 6498 15049 m.

Fiur hohere Werte von ¢ kénnen wir von der S. 149 abgeleiteten Formel

ro| %

Cojrry

Gebrauch machen; Gleichung a) geht dann iiber in

2 v, 2
R 2)
[ 2 q 51

Also wird fiir unser Zahlenbeispiel
§ = 2990™ . (0,0572¢ — 0,6931) oder s = 171,3¢ — 2072,
demnach fiir
t= 100 200 300 400 500 600 sec
s =15060 32190 49320 66450 83580 100710m.

Um andererseits die Zeit zu ermitteln, die der Kérper braucht, um
eine bestimmte Hohe s zu durchfallen, muB man Gleichung a) nach ¢
auflosen. Man erhdlt nacheinander:
g g
9t _9 g st 9t _ P
In@of o 2% Eof . = evt . = ArCoj et

g
also ‘ t = % - ArCof evt ’ b)
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Fiir unser Zahlenbeispiel wird also ¢ = 17,46 . YrCof '35 gec und
bei sehr groBen Werten von s ¢~ 17,46 - (0,000334 s + In2) oder
t ~ (0,00584 s 4- 12,09) sec. Eine Hohe, wie sie die Zugspitze hat,
wiirde — gleichen Luftwiderstand in allen Schichten vorausgesetzt —
von unserer Kugel in der Zeit

t = 17,46 - ArEpj 0000384 - 2960 ~ 17 46 . YrCpje8? v 17,46 - ArE0{2,69

A 17,46 - 1,65 &~ 29 sec
durchfallen, eine Héhe von 20 km in
t ~ 0,00584 - 20000 + 12,09 ~ 116,8 + 12,1 ~ 129 sec.

Abb. 81 zeigt die Zeit-Weg-Kurve unseres Zahlenbeispiels nach Formel a)
(Kurve s) und Formel a’) (Kurve s,); s, ist eine Gerade, an die sich s
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Abb. 81.

asymptotisch anschmiegt. Zugleich ist die Weg-Zeit-Kurve s’ ein-
gezeichnet fiir den Fall im luftleeren Raume; die Differenz der Ordinaten
von s und s, gibt die Strecke, um welche die Kugel infolge des Luft-
widerstandes zuriickbleibt.

Um den gesetzmaBigen Zusammenhang zwischen der Geschwindig-
keit v und der Zeit ¢t beim Falle im lufterfilllten Raume zu finden,

2
miissen wir § = % - InCoj %t nach ¢ differenzieren. Wir setzen:
1

2
8=ﬁ-lnu, %=(§;sz, z:ﬂg;
g d 2 1 42 vl
es ist %i:ﬁ'ﬁz—b]”_’
g gGof L ¢
1
du , . g dz g
75~@mz—@m;1t, T =
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also d s
E;: -4 _. @in%t'%:vl-igg—t;
g'@:Df;)g-t 1 1 1
1
v v
v:vl-Igv%t und tz?‘-MrigE. c)

Jetzt kénnen wir auch die Grofie v, deuten; wichst namlich ¢ tiber alle
Grenzen hinaus, so wird auch gt unendlich groB, und damit néhert
1

sich Ig—g-t dem Grenzwerte 1, » also der Grenze v,:
1

lim v = v, .

t > oo
Die Geschwindigkeit ndhert sich also einem bestimmten Grenzwerte,
eben der stationdren Geschwindigkeit, und zwar kommt sie schon
in verhéltnismiBig kurzer Zeit dieser sehr nahe, wie der Verlauf der
Tg-Funktion lehrt. Praktisch geht demnach der Fall im lufterfiillten
Raume sehr bald in die gleichférmige Bewegung tiber. In unserem
Zahlenbeispiele ist

v =171,3-3¢0,0572¢ msec~!;
und hieraus ergeben sich mit Hilfe einer Tabelle der Tg-Funktion
firt=0 5 10 20 30 40 50 60 sec
die Werte v =0 47,7 88,5 139,8 160,6 167,8 170,2 170,9msec—*

(Abb. 81: v-Kurve, im Vergleich dazu v"-Kurve fiir den Fall im luft-
leeren Raume.)
Die Beschleunigung-Zeit-Beziehung stellt sich folgender-

mafen dar: Esist die Beschleunigung p = %; also nach der Kettenregel

1 g

E LD v

p 1 @oiz g ¢ [

21
oder
p=—9 und tzﬁ%r@nﬂ/—i. d)
@of? 9 g p
U1

Die Beschleunigung nihert sich demnach sehr rasch dem Werte Null.
In unserem Zahlenbeispiele ist
9,81
P = &op0,05721
fir t=20 5 10 20 30 40 50 60 70 80 sec
wird p = 9,81 9,05 7,19 3,28 1,19 0,396 0,128 0,041 0,013 0,004 msec—2.

msec~?;

(Abb. 81: p-Kurve, im Vergleich dazu p’-Kurve im luftleeren Raume.)
Zur Abrundung des Beispieles wollen wir noch kurz auf die Weg-
Geschwindigkeits-, Weg-Beschleunigungs- und Geschwindigkeits-Be-
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schleunigungs-Beziehungen und ihre Schaubilder eingehen. Aus a) folgt

t L
(Sof‘q— = et ;
Z1
da nun

Igu = g;:l: = '@0 =71 — Gof 2z
ist, so ist

,/ qs
g0t =|/1— Gof- qt—~ 1—¢ "ot
U

also mit Hilfe von c)

: A
v =1 Vl—e vt oder az% 1 uﬁéu“ e)
und mit Hilfe von d)
v
g A B
p=g-e ¢ oder $ =35, 1np. f)

SchlieBlich folgt durch Verbindung der beiden Formeln ¢) und d)
die Geschwindigkeit-Beschleunigungs-Beziehung

: P:9(1—~392%t),
also N

B 2 1/ P
[)~g(1~v~.§) oder v—v1|/1—g. g)
Formel g) bestétigt die anfangs iiber den Fall im lufterfiillten Raume
gemachte Annahme, daf3 der Luftwiderstand proportional dem Quadrate
der Geschwindigkeit sein soll; denn es ist p=g— —3 v%, d. h. die
Schwerebeschleumgung g wird in jedem Augenblicke vermlndert um
eine GroBe 2 = v?; diese Verzogerung ist in der Tat dem Quadrate der
augenbhckhchen Geschwindigkeit proportional. Fiir unser Zahlen-
beispiel gestalten sich die Formeln folgendermafBen:

v=171,3 -Vl — ¢~ 0,0006685 yy) go 0 -1
oder
s =1405-In o280 m — 32 10g M0 1 (o AL, 82),
p = 9,81 - ¢~ 0.0006685 1) coc 2
oder

s = 1495 -m?’;—l (s. Abb. 82),

p=981. msec 2

(s950)
29340
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oder

v=171,3. ] 1 msec™? (5. Abb.83).

981

Folgende Fragen mégen zur rechnerischen Einiibung im Gebrauche
der hyperbolischen Funktionen beantwortet* werden:

a) Wie groB sind nach 8, 35, 100 Sekunden die Beschleunigung, die
Geschwindigkeit und die Fallhthe ? (p = 8,011; 0,6930; 0,0004 msec™ 2.
v="75,84; 165,2; 141,3 msec™'. s = 303,4; 3967; 1,5049 m.)

b) Wann hat der Kérper eine Strecke von 10, 100, 1000, 10000 m
durchfallen und wie grofl sind die zu diesen Strecken gehérigen Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen? (& = 1,414; 4,532; 15,07;
70,41 sec. v=13,97; 43,54; 119,6; 171,2msec™ . p = 9,745; 9,176;
5,030; 0,012 msec™2.)

[ms 7 [hnr?l J/
1V} Ims)
200r7c— e T S SO N A A 10T
AL A
\7 ||
\
05 5 F
4
{1\ \
\
P L_T
S000m 70000 w000 0 sy
Abb. 82. ADb. 83.

Wir sind hiermit ans Ende des ersten Abschnittes gelangt. Die
bisherigen Erérterungen galten der Klarlegung des Begriffes der Funk-
tion, ihrer rechnerischen Untersuchung und zeichnerischen Darstellung,
insbesondere der Entwicklung ihres (ersten) Differentialquotienten und
der mit ihm zusammenhéngenden Eigenschaften (Kurventangente,
Hochst- und Tiefstwerte usw.) der Funktion bzw. Kurve. Theorie
und Praxis fithren aber auf zahlreiche Aufgaben, die nicht durch die
Differentiation, sondern nur durch die Umkehroperation — die sog.
Integration — geldst werden konnen. Begriff, Verfahren und An-
wendung dieser neuen Rechenoperation sind der wesentliche Inhalt
des folgenden Abschnittes.



Zweiter Abschnitt.
Das Integrieren.

§ 1. Das Problem und die Grundformeln.

(61) Wir beginnen mit einem Beispiele: Ein in voller Fahrt befindlicher
Wagen habe eine Geschwindigkeit ¢ (= 20 msec ~!); infolge der Reibung
und anderer Einfliisse vermindere sich diese von einem Augenblicke { =0
an in jeder Sekunde um p (= 0,2 msec~2), so daB sie nach ¢ Sekunden
noch

v=c¢—pt (v=(20 — 0,2¢) msec™!) 1)

betriagt. Welchen Weg hat der Wagen bis zu diesem Zeitpunkte zuriick-
gelegt ?

Es ist nach dem Wege s gefragt, den der Wagen zuriickgelegt hat;
unsere fritheren Betrachtungen lehren uns nun, daB der Differential-
quotient des Weges nach der Zeit die Geschwindigkeit ergibt; folglich

besteht die Gleichung g? = ¢ — pt. Es ist selbstverstindlich, daBl s

ebenfalls eine Funktion von ¢ sein mufl. Allerdings kennen wir sie
noch nicht, wohl aber ihren Differentialquotienten ; die Aufgabe lauft also

darauf hinaus, s so als Funktion von ¢ zu bestimmen, da8 %—i— =c—pt

wird. Wenn wir auf Grund der in der Differentialrechnung gewonnenen
Ergebnisse diese Funktion aufstellen wollen, so kénnen wir so vorgehen:
¢ — pt ist eine algebraische Summe ; demnach muf die gesuchte Funktion,
deren Differentialquotient ja diese Summe sein soll, ebenfalls eine
Summe sein (Summenregel!). Das erste Glied der gesuchten Summe
muBl ¢-¢ heien; denn nur dann ergibt sich als Differentialquotient
nach ¢ die Konstante ¢. Ebenso sieht man leicht, besonders wenn

man pt in der Form g - 2¢ schreibt, daB das zweite Glied der gesuchten
Summe nur % - 12 heiflen kann; denn g - 12 gibt nach t differenziert
% -2t =p-.t. Die gesuchte Funktion muB} also sicher die beiden

Glieder ¢t — gﬁ t2 enthalten. Es fragt sich nun weiter, ob sie vielleicht
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noch andere Glieder enthalten kann. Dafl sie keine weiteren Glieder
zu enthalten braucht, sehen wir daran, da8

d(ct— —gﬁ)

dt

also gleich der gegebenen Funktion ist. Hieraus ergibt sich aber sofort,
daB3 die Funktion hochstens noch Glieder enthalten kann, die, nach ¢
differenziert, verschwinden. Solche Glieder sind aber nur Konstante,
die man natiirlich in eine zusammenzieht. Fiigen wir demnach zu
dem obigen Ausdrucke noch irgendein von ¢ unabhingiges Glied C
hinzu, so erhalten wir die allgemeinste Funktion, deren Differential-
quotient gleich ¢ — p¢ ist; sie heit s = C 4 ¢t — $pt2. Man nennt
s das Integral der Funktion ¢ — pt und schreibt
s= [(c—pt)-dt = C + ct — }pt2.

Die Konstante C heiflit Integrationskonstante; iiber sie ist dabei
nichts Néheres ausgesagt; sie kann beliebige Werte haben. Insofern

liegt in dem Integrale noch eine Unbestimmtheit, und man nennt
daher ein solches Integral ein unbestimmtes Integral. Die Auf-

=c¢ — pt,

gabe, s aus % zu finden, hat hiernach zunichst unendlich viele Lo-

sungen. Ks ist also festzustellen, welche von ihnen die tatsichliche Be-
wegung des Wagens darstellt.
Wir haben gefunden, daf} der Wagen bis zum Zeitpunkte ¢ den Weg

s =C + ¢t — $pt? 2)

zuriickgelegt hat. Die Frage nach dem Weg des Wagens hat aber
nur dann einen bestimmten Sinn, wenn der Anfangspunkt des Weges
gegeben ist. Da die Bremswirkung im Augenblicke ¢ = O einsetzt, der
Wagen sich aber schon vorher mit der Geschwindigkeit ¢ bewegte,
so hat er bereits einen bekannten Weg zuriickgelegt, fiir den aus der
Formel 2) der Betrag (¢ = 0) s = C folgt. Damit hat die Integrations-
konstante in unserem Beispiele eine bestimmte Bedeutung gewonnen:
sie ist gleichbedeutend mit dem Wege, den der Wagen vor Beginn der
Verzogerung schon zuriickgelegt hatte, oder auch die Entfernung des
Ausgangspunktes seiner Bahn von dem Punkte, wo die Bremswirkung
anhebt. Man sieht auch leicht ein, daBl die Kenntnis der Geschwindig-
keit allein nicht ausreichen kann, um die Bewegung vollstindig zu be-
schreiben. Will man insbesondere durch-die Formeln nur den Weg
darstellen, auf dem die Bremsung wirkt, so hat man C = 0 zu setzen,
und die Formel lautet dann s = ¢t — }p#?, in unserem Zahlenbeispiele
s =(20¢{ — 0,1¢2) m. Nach ihr ist
nach =0 1 2 3 4 5 6 7 sec
s=0 199 396 59,1 784 975 1164 1351 m.
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Da die Geschwindigkeit immer kleiner wird, muf} sie schlieBlich = 0
werden. Nach 1) tritt dies ein zur Zeit ¢ = 10sec. Also betrigt
der Weg, den der Wagen zuriicklegt, um von der Geschwindigkeit
a = 20 msec~! bis zum Stillstand zu kommen, der Bremsweg

s = (20100 — 0,1 - 100%) m = (2000 — 1000) m = 1 km.

Ware uns bekannt, dafl der Wagen bis zum Beginne des Bremsens
schon 17 km gefahren ist, so konnten wir jetzt die ganze Wegstrecke
des Wagens bis zum Stillstande angeben: sie betriige 18 km.

(62) Wir wollen nun verallgemeinern: Ist uns irgendeine Funktion
von z f(x) gegeben, so nennen wir diejenige Funktion F (x), von welcher
f(z) der Differentialquotient nach der Verinderlichen x ist, das In-
tegral von f(x) iber die Verdnderliche x und schreiben

F(z) = [f(2)-da 3)

(gesprochen: ,,GroB3 F von z ist gleich Integral iiber klein f von 2 mal dz*°).
Der Sinn dieser Ausdrucksweise und der Grund fiir diese Schreibweise
wird uns im weiteren Verlaufe klar werden; jetzt sei nur gesagt, dall
das Zeichen / , das Integralzeichen, aus einem gestreckten grofen
lateinischen S entstanden ist. Die Verénderliche x heilt Integrations-
veranderliche (Integrationsvariable), die Funktion f(x) der
Integrand, die Funktion F(x) das Integral. Die Probe darauf,
ob F (x) wirklich das Integral von f(z) ist, besteht naturgema3 darin, daf3

dF(z)

ist; durch Einsetzen von 3) in 4) folgt die identische Gleichung:
' af/f@)da] _
] 5)

Es ist leicht einzusehen, dafl auch jetzt, wenn F (x) ein Integral von f(x)
ist, jede Funktion F (z) + C, wobei C irgendeine von der Integrations-
verdnderlichen 2 unabhingige Grofle, eine Integrationskonstante
ist, ebenfalls ein Integral von f(x) ist. Folglich hat f(z) unendlich
viele Integrale. Daf sie auBler den in dem Ausdrucke F(z) + C ent-
haltenen keine weiteren Integrale haben kann, wollen wir nun be-
weisen.

Sind namlich zwei Funktionen F(z) und G (z) Integrale von f(x),
so daB also d—%% = f(x) und C%y(f—) = f(z) ist, so mull die Glei-
chung gelten

16() _ dF@) _

dz dx
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nach der Summenregel ist aber

dG(z) dF(x) _ d[G(z) — F(x)]
de ~ da dx )

Also muB} auch
diG(z) — F(2)] _

dx 0

sein, d.h. der Differentialquotient der neuen Funktion G(z) — F(x)
mufl den Wert Null haben. Nun gibt es aber keine Funktion von z,
deren Differentialquotient fiir jeden Wert von x gleich Null ist; dies
trifft nur fiir eine von x unabhéingige, fiir eine konstante GréBe zu.
Also muBl G(z) — F(x) = C sein oder G(x) = F(x) + C; d.h. alle
Integrale desselben Integranten unterscheiden sich nur um
eine Integrationskonstante. Damit ist der Beweis erbracht.

Wir konnen uns diesen Satz auch geo-
metrisch veranschaulichen: Sind nimlich F (x)
und G(x) zwei Funktionen, die fiir jedes be-
liebige a denselben Differentialquotienten 6
haben, so miissen ihre Kurven fiir gleiche
Abszissen x auch stets die gleiche Tangenten- g
richtung besitzen. -

Das ist, wie die Anschauung lehrt, nur z
dann moglich, wenn die Differenz C der zu Abb. 84.
einer und derselben Abszisse gehorigen Ordi-
naten stets die gleiche, d.h. G(x) — F(x) = C oder G(z) = F(x) + C
ist. Die Kurve y = G'(x) geht aus der Kurve y = F(z) dadurch her-
vor, daBl man diese um das Stiick C' im Sinne der y-Achse verschiebt.

(63) Kennt man demnach ein Integral einer Funktion, so kann man
aus ihm beliebig viele neue zu der gleichen Funktion gehérige Integrale
bilden, indem man beliebige Konstanten hinzufiigt.

Die Kernfrage der Integration lautet daher: Wie findet man irgend-
ein Integral der gegebenen Funktion ? Offenbar ist diese Aufgabe fiir
alle die Funktionen bereits geldst, die als Differentialquotienten beim
Differenzieren entstanden sind. Wie die anderen Umkehroperationen
(Dividieren, Radizieren usw.) setzt also das Integrieren eine véllige
Sicherheit und Gewandtheit in der Ausgangsoperation, hier also im Diffe-
renzieren, voraus, insbesondere ist unbedingt eine sichere Kenntnis der
Differentialquotienten der einfachen Funktionen notwendig. Ferner
liegt es nahe zu versuchen, Integrationsregeln durch Umkehrung der
Differentiationsregeln abzuleiten.

Aber die so gefundenen Verfahren geniigen nicht, um jede beliebige
Funktion zu integrieren, sondern es bleiben noch unzéhlig viele Funk-
tionen {ibrig, die wir nicht integrieren kénnen. Dabei ist mit dem

Wicke, Ingenieur-Mathematik T. 11
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Ausdrucke ,,eine Funktion nicht integrieren kénnen* gemeint, da@ sich
keine der uns bisher gelédufigen, im 1. Abschnitt behandelten Funktionen
und keine Verkniipfung aus ihnen finden 148t, deren Differentialquotient
die gegebene Funktion ist. Da der einfachste Weg zur Gewinnung
von Integralen der ist, Gleichungen, die durch Differenzieren ent-
standen sind, umzukehren, so beginnen wir mit einer Zusammen-
stellung der Grundformeln der Differentiation.

Die Differentiation der algebraischen Funktion lief sich stets auf
die Grundformel

— n_xn—l

zuriickfithren, wobei n eine beliebige Zahl sein kann. Die Differentiation
der goniometrischen Funktionen lieferte die Grundformeln

dsinx o dcosx i
gy = Cos¥, g — —sinw,
dtge 1 detgx 1
dx ~ cos’z’ de ~  sin’z

und die der zyklometrischen Funktionen die Grundformeln

darcsinz 1 darccosx 1 -

Tde T Y1 de Y1 —a2’
darctgz 1 darcetgz 1

de 14 a?’ dx 14 a?t

Die logarithmische Funktion fithrte zu der Formel

dlogz 1, 1 . dinz 1
T T loge = —— insbes. = _,
und die Exponentialfunktion zu der Formel
da® der
E; = ‘Ina bzw. —d; = e”.

SchlieBlich erhielten wir aus den hyperbolischen und den dazu inversen
Funktionen die Formeln:

dGinx . . dbojz __ .
- = G, - =Gma,
d¥gz 1 dGtge 1
dz ~ Gof*z’ de ~  Ginz’
dASine 1 dWCojz 1
de Y1’ dz 1’
dWZTgz 1 dWCige 1

de = 1—a?’ dx T 1—at
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Durch Umkehrung dieser Formeln erhalten wir die grundlegenden

Integralformeln. Da (fzf;:n-x”"l ist, so ist nach Definition

[n-a"'dx=a". Der Integrand ist n-z" . Wir kénnen ihn ein-
facher gestalten; es ist ndmlich
d (—1~ "
n

) 1
-1 n-1 — n
B TR xn R also /.’L‘ dx = Py .

Setzen wir hierin # 4 1 statt n, so folgt als erste Grundformel
" d prtl O
/ Treax = ntl + C, 6)
wobei C die stets hinzuzufiigende bzw. zu erginzende Integrations-
konstante ist. Formel 6) gilt fiir jedes beliebige n, 6b es nun positiv,
negativ, rational oder irrational ist, mit der einzigen Ausnahme

n = —1! Denn fiir diesen Fall wiirde sich aus Formel 6) der unsinnige
Ausdruck ergeben:

‘dx :l)o 1 Y
/?Z*&JFO:O*JFO:""JFC'

Die Frage nach f @~ 'dax wird durch Formel 93) S. 136 beantwortet,

nach welcher 916 = ddh;f ist, und aus der sich ergibt:
dax
- = Inz 4 C. 6a)

Man versdume nicht, zur Einiibung von Formel 6) geniigend Ubungs-
beispiele zu bilden. So ist

fodxz%‘l—}—O, @:?+O:_%+O’ ﬁ=—&L—+G

x? 1 xr (n—1)an—1
[man setze in 6) —n statt n!],

»

/ﬁ/ﬁm:?-i@@ro, 2 3.z +0, /i’iz— P 4o,

Ja? JvE 2y

Auch die iibrigen Formeln lassen sich leicht umkehren. Aus den
Formeln 78) bis 81) S.104ff. erhalten wir

fcosxdxzsinx—}— c, /sinxdx: —cosx + O,

dz d

sin? x

11*
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Aus den Formeln 83) bis 86) S. 129

dx

h g — arcsinz -+ ¢ = —arccosx + €,
—

/ xzd_i ;- = arctge + O = —arcctg + C.

[Warum widersprechen die beiden letzten Gleichungen nicht dem oben
bewiesenen Satze, daB alle Integrale derselben Funktion sich nur um
eine Konstante unterscheiden? Vgl. (50) S.129.]

Weiter folgen aus den Formeln 96) S. 141 die Formeln

/a”dx:%—i—o, ]e’”dx:ez—i—o
und aus den Formeln 104) S. 151 und 107) S. 152 die folgenden:
[Gojzde = Ginz + C,  [Gmwdz =Cofz + 0,

d " d
[da —sgero,  [sm——Gge+0
d ) NE—
V}CT%Zﬂrélnx—FO:]n(x—l—]/xz—}—l)—l—C,
ﬁ=ﬁr(§01m—l— =nw+]/x——1 +C,
/l_of—x—wT: QIrigx—i—O:—;lniiz—{—C fﬁr]x]<1,
f—xz—dé-l—=——‘2[r@tgx+0=%1nzli—}—0 fir || >1.

In den letzten vier Formeln sind zugleich die Logarithmenfunktionen mit
angegeben, durch welche sich nach (59) S.151f. die Areafunktionen
ersetzen lassen.

Zur besseren Ubersicht wollen wir die jetzt aufgestellten Grund-
formeln und die spateren Formeln in gewisse Gruppen einteilen. MaB-
gebend fiir diese Einteilung kann nur der Integrand sein; denn dieser
ist das Gegebene. Es ergeben sich ungezwungen drei groBe Gruppen,
je nachdem der Integrand I) eine rationale, II) eine irrationale
oder III) eine transzendente Funktion ist. So wissen wir jederzeit,
in welcher Gruppe wir ein Integral zu suchen haben. Unter diesem
Qesichtspunkte wollen wir die Grundintegrale (unter Weglassung der
jedesmal zu ergénzenden Integrationskonstanten) nochmals zusammen-
stellen:
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n xn-{—l . .
I a)/x de =77, n+ —1;
b)jéﬁ:lnx;
x

d
c) /E%—l = arctgx = —arcetge ;

. 1,1
d) f%=%x$gx=5mliz ;
; A e
B e R T
II. ) jlx = arcsinz = — arccos ;.
V1 — 22
o) / Vx:d%[ — W Gine = In(w 4 a2 + 1); 7)
) (2% — 9 Gofr =In(x + a2 — 1);
Jyar—1

III. i) /sinxdxz——cosx; k)]cosxdw:—{—sinx;

dx dx
) fsinzx = —otgz; m) fzgsz—x = tgx;

n) [@inxdx:@ofx; 0) /(S,ofx dx = Cinx;

dx dx ~
P) fm:—@tgx; q) /@[,ngg=lgx;
1) /a’”dx:h%; 8) fexdx:e".

Man gewdhne sich von Anfang an daran, die Differential- und
die Integralformeln scharf auseinanderzuhalten! So beachte man,

dsinz . .
daB zwar “da =4cosx, aber f sinz dx = —cosx ist usw., und dafl

wir zwar tgx differenzieren konnen, dall aber f tgxdz unter den
Grundformeln nicht zu finden ist. [Uber dieses s. (66) S.170.]

Die Formelgruppe 7) bildet den Ausgang fiir alle Integrationen;
die Kunst des Integrierens besteht einzig darin, den Integranden nach
Moglichkeit so umzuformen, daf man nur noch die Formeln 7) anzu-
wenden braucht. Ist eine solche Umformung nicht moglich, so ist dies
ein Zeichen dafiir, daB das Integral eine bisher unbekannte Funktion ist.

Im nichsten Paragraphen wollen wir die wichtigsten Integrations-
regeln aufstellen, die in erster Linie geeignet sind, ein Integral auf ein
Grundintegral zuriickzufiihren.
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§ 2. Die wichtigsten Integrationsregeln.

(64) Wir gehen von den Differentiationsregeln aus. Die erste war
die Konstantenregel (s. S.41); nach ihr ist

dlaF ()] —0- dF (x) -

dax dx
Die entsprechende Formel -der Integralrechnung lautet
[a-f(z)-de =a- [f(x)da; 8)

in Worten: Ein konstanter Faktor des Integranden kann vor
das Integralzeichen gesetzt werden (Konstantenregel). Be-
weis: Differenziert man die linke Seite von 8) nach z, so erhdlt man
den Integranden a - f(x); die rechte Seite ergibt, nach z differenziert,

. ) df(x)da
nach der Konstantenregel der Differentialrechnung @ -, also
_ebenfalls a - f(x).
Beispiel:

~ . 2
/2nx-dx:2n/xdx=2n-—9;—:nx2.

Eine weitere Differentiationsregel ist die Summenregel [s. (21)
S. 43], nach der

d(F, () + Fy(x) dFl(z) dF (z
dz +
ist. Die entsprechende Integrationsformel lautet:
/[fl )+ fa@)]- dx_[fl dx—}—ffz(x cdx. 9)
e S iner endlichen Anzahl von Funktlonen

st et s

wird ghedwelse 1ntegrlert (Summenregel)

Bewels Ditferenzieren wir die linke Séité"¥on 9), so erhalten wir
f1(x) + fa(x); wenden wir auf die rechte Seite die Summenregel der
Differentiation an, so erhalten wir ebenfalls f, (z) 4 f,(2

Beispiel:

f(asinx—l—bcosx)dx:—acosx—[—bsinx—}—O.
21, [t 22% 41 2 1

23

23 1

(65) Zum leichteren Verstdndnis der nichsten Regel wollen wir zuvor
ein Beispiel behandeln. Es soll das Integral f (¢ + bx)"dx ausgewertet
werden. Ist 7 eine natiirliche Zahl, so kénnte man sich dadurch helfen,
daf man (@ + bx)*nach dem binomischen Satze [s. (36) S. 82 ff.)] nach
steigenden Potenzen von x entwickelt und dann gliedweise integriert.
Doch fithrt dieses Verfahren bei nur einigermaflen gréferen Werten
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von n praktisch zu Schwierigkeiten und ist fiir Werte von n, die keine
natiirlichen Zahlen sind, tiberhaupt undurchfiihrbar. Wir greifen hier
auf die Kettenregel der Differentialrechnung zuriick. Setzen wir nim-
lich @ + ba = z, indem wir also statt x die neue Verdnderliche z ein-
fithren, so konnen wir schreiben

f(a +bx)"dx =fz”d:1:.
Nun darf aber, damit wir die Grundformel 7) Ia anwenden kénnen,

nur eine Veriinderliche unter dem Integrale auftreten. Aus z =a x + b

folgt aber

z—a dzx 1 dz
b daher F i o dx—?.

Setzen wir dies oben ein, so erhalten wir:

/(a + ba)"dx :/z”d—z = —l—fz”dz
Z"+1 ( + b’L)"+1

_/ —}~bx”dx—3 n—1—1+0_ RIES))

Durch Differenzieren kénnen wir uns leicht von der Richtigkeit der
Integration iiberzeugen. Der Weg der Integration ist genau entgegen-
gesetzt zu dem bei der Differentiation eingeschlagenen. Wir haben
— und das ist der Kern der Methode — durch Einfithrung (Substitution)
einer neuen Integrationsverinderlichen das urspriingliche Integral auf
ein Grundintegral zuriickgefithrt. Das Verfahren, von dem wir hier
ein Beispiel durchgefiihrt haben, heiBt daher die Substitutions-

xr =

+C.

Lmethode: sie soll jetzt allgemein entwickelt werden,
Ist ein Integral / f(z)dx gegeben und wollen wir durch die Gleichung
x = @(z) eine neue Integrationsverinderliche z einfithren, so missen
wir bedenken, daf$} g?w = @'(2), also dx = @'(2) - dz ist. Wir erhalten
also:
ff (x)dx =ff(<p(z)) -¢'(2)-dz, Substitutionsregel. 10)

Beweis: Differenziert man die linke Seite nach x, so erhilt man f(x).
Die rechte Seite ist eine Funktion von z; um sie nach z zu differenzieren,
verwenden wir die Kettenregel. Die Differentiation nach z ergibt
fl@):9'(2). Da = @(z) ist, so ist

da dz 1

dz—qo(z) also 12 =70
[s.(38)]; mit diesem Ausdrucke muBl man f(@(z)) - ¢’(z) nach der Ketten-
regel noch multiplizieren, um die rechte Seite auch nach z zu differen-
zieren. Der Differentialquotient der rechten Seite nach x ist demnach

Ho@) - 9@ 75 = 1o @) = @),

also gleich dem oben fiir die linke Seite erhaltenen.
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Man lasse sich durch die dem Anscheine nach verwickelte Gestalt
der Formel 10) nicht tduschen. Man wendet dieses Verfahren eben
nur dort an, wo die Einfiihrung einer neuen Integrationsverinderlichen
auf ein Grundintegral fiihrt. Allerdings lassen sich allgemeingiiltige
Vorschriften iiber die Wahl der Funktion 2 = ¢ (2), durch welche das
gegebene Integral eine moglichst giinstige Form annimmt, nicht geben.
Oft werden mehrere Wege gangbar sein. Erfahrung und Ubung miissen
hier viel tun. Die folgenden Erérterungen sollen zeigen, wie man die
bekanntesten Fille behandelt. Dabei werden wir einige wichtige neue
Integrationsformeln gewinnen. Am Ende des Buches sind die héufig
vorkommenden Integralformen zusammengestellt, und zwar eingeteilt
nach der Art des Integranden in die drei oben (S.164) angegebenen
Gruppen I, IT, ITII. Auf diese Tafel werden wir uns kiinftig héufig be-
ziehen miissen; das wird abkiirzend geschehen durch einen Hinweis,

z. B. TII3, der ohne weiteres verstindlich sein diirfte.

a) J =f(3x + 7)2dx; wir setzen 3x +7 =2z oder z :—g— — —73—,
also dx = +dz und erhalten

J=fzz-l3»dz lfz*dz— B3 =LBx+ 7).
Es ist demnach
[Bax+ 73dx = L3z 4 7).
Ein anderer Weg, um dieses Integral auszuwerten, ist folgender:
[Ba 4+ T2de=[(92% + 422 + 49)de = 32° + 212 + 494.

(Zeige, daB beide Ergebnisse sich nur um die konstante Grofe 342
unterscheiden!)

dx

2 b 1
b) =lazip> 9rTtb=z, w=_—_, do=—dz;
7=t 1 —_llnz=%1n(aw+b);
L /d“ 1 b T16
also aw b= gnlex+0). [TI6]
o) J— arcsin dz—ﬁ dx—]/l—xz dz;
VI T a2 Y=
J =/]/1—_;2-]/r¥x2dz= 2dz :%Zzé(arcsinx)z,
also afi—Si——ﬂ x = 1 (arcsin z)?.
]/1—%2 2
Q) J=[sin@z+b)dz, aztb=z, z=2-2 do=Llas;

. 1 1/. 1 1
J =lsinz.--dz = —/smzdz =——cosz=——cos(azxz + b);
a a, a a
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also fsin(ax—i— b)dm=—?‘1;cos(ax+b).
e) J= Eras Wir setzen hier x =az, dx=a-dz;
adz 1/ dz 1 1 &
7=t = 3t = otz = Jarte ]
also /x;{sa? L aretg—z—. [TI7]
fy J =/-—2£l—x-2~; die gleiche Substitution wie e) fithrt zu
JrT—a
r* x 1
1] dz 1. 2-1_ 1. a a
Jzﬁjm:ﬂmmzédlnz — g
A |
a
1 1
oder J =—_ACtgz =— ArGrg—;
. dx 1 z—a 1 x
also ist /‘mzé—alnw_’_a:—gmr@tgg. [TIS]
g) J= da ; wir setzen wieder x = az, dx = @ - dz und erhalten
l/a2 2
adz dz arcsin z = aresin =,
= Va2 — a2 YI=22 H. a’
also 22 _ grosin . [TTI4]
VaZ___xZ a .
hy J= ; mit der gleichen Substitution wie in g) ergibt sich

1/—
J [Vazzzd_z_az —[1/22—1 —ﬁr@oh:mrgoig
-_:ln(g“i‘l/% —1)=M(x+Vm>; [T I 5]

letztere Formel, wenn man zur Integrationskonstanten Ina addiert.
Probe durch Differenzieren. Leite auf gleichem Wege ab:

———QIr@mw In(z +Va? 4+ a?). TII6
o (@ +Ya? + a2) [TII6]
Beide Formeln lassen sich auch vereinigen in der Formel
2% o (z YR+ a); [TII7]
Va2 L a

aus ihr ergibt sich [T II5] fiir @ > 0 und [T II6] fiir o < 0.

(66) Eine besonders wertvolle Formel entsteht, wenn der Integrand
ein Bruch ist, dessen Ziahler der Differentialquotient des Nenners ist,
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df(x)

wenn also der Nenner f(x) und der Zihler f(x)= ist. Das
Integral lautet dann f f@) -dx. Setzen wir hier f(x) =2z, dann ist

f(x) = dz » also {'(x) - dx = dz, und das urspriingliche Integral geht
iiber in

(=) dz _ .
@) cdx 7—lnz_lnf(x),
also ist
(aa) ——=dx = Inf(x). )

Ist der Integrand ein Bruch, dessen Zihler der Differential-
quotient des Nenners ist, so ist das Integral der natiirliche
Logarithmus des Nenners.

Von diesem Satze sollen ebenfalls einige Anwendungen folgen, die
sich spiter als wertvoll erweisen werden.

] 1
a) /axd-i- 5 kann geschrieben werden —=— / P dz;in dieser Form ist
der Zahler @ der Differentialquotient des Nenners ax + b. Folglich ist

d 1 X
ﬁm:b In(az + b) [TI16]
in Ubereinstimmung mit Beispiel (65) b).
b) J = /tgm de = Sinx = —j Smx ; da —sinz der Differen-
OSx cosS ¥
tialquotient von cosz ist, folgt J = —lncosx also
* [tgzde = —Incosz. [TIIT 11]
Leite ab:
[etgx da = Insina! [TIII12]

Dieses Integral bildet den Ausgangspunkt einer Reihe anderer Integrale,
von denen anschliefiend die wesentlichsten abgeleitet werden mogen.
Es ist unter Verwendung der geometrischen Formeln:

sin o cos &

ctga =

12 2 D e
sin?o 4+ cos?x =1 tgR = -
+ ’ g coso ’ sing ’

sin2x = 2sinx cosz, cosx = sm( -+ x)

S dx sin?z + cos?z
jsinx cosz = | T ginwcosw dx ———ﬁtgx + otga]lda

——;ftgxdx —[—fctgacdx = — Incosz + Insinz = Intgz,
also

dz
/M)sx Intge. [TII113]
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Folglich ist

de dx _ 1 dx lnt
sin2z  J2sinwcosz 2 sinzcosz 2 gx-

Hieraus berechnet sich J = ix— mit Hilfe der Substitutin z = 2z
sinz
dx = 2dz:
2dz dz 1 x
also :v sin2z:2fsin2z=2'71ntgz:lntg7’
dx T
/ e In tg—z—. [T IIT 14]

Aus diesem folgt weiter

dz
cosz | . (= > ’
sm(? +x

. T
wenn wir setzen -5 + =z, de =dz:

J = dz lntg lntg(% -+ %),

SlIlZ
also p
T X
|2 ——mtg( §>. [T IIT 15]
x+a 1 2x 4+ 2a
c) J ]x2+2az+b = 224+ 2ax+0b
=3In(@?®+ 2ax +b). [TI9]

Dieses Integral wird uns unten (67) gute Dienste leisten.

(67) Nachdem wir bisher nur Einzelfille behandelt haben, wollen
wir jetzt das Integrationsverfahren fiir zwei grofie Gruppen von Funk-
tionen herleiten: fiir die rationalen gebrochenen Funktionen mit line-
rem bzw. mit quadratischem Nenner. Wir befassen uns zunéchst mit
der Integration einer beliebigen gebrochenen rationalen
Funktion, deren Nenner vom ersten Grade ist. Der Integrand
moge die Gestalt haben:

" + @y 2”1 4 —i—a2x2+alx+a0
F:
blx—{—bo

Nun wissen wir aus (30), daB sich jede unecht gebrochene rationale
Funktion als Summe einer ganzen rationalen Funktion und einer echt
gebrochenen rationalen Funktion schreiben 1a8t, indem man den Zéhler
durch den Nenner dividiert. Der Integrand 148t sich also in der Form
schreiben:

k
F =cn_1x”‘1 + cn_zw”“'2 + o v +sz2+ Gz + CO+ m.



172 Das Integrieren. (67)

Unter Verwendung der Summen- und der Konstantenregel werden
die einzelnen Glieder nach [TI1] integriert, wihrend das letzte Glied
nach Formel [T I6] ergibt:

k

Wir erhalten also den Satz: Jede gebrochene rationale Funktion,
deren Nenner vom ersten Grade ist, ldBt sich integrieren,
d.h. ibr Integral laBt sich aus uns bekannten Funktionen, ndmlich
einer ganzen rationalen Funktion und einer logarithmischen Funktion,
zusammensetzen.

Ein Beispiel moge das Verfahren erlautern: Es sei
auszuwerten. Wir schreiben

2 _
22 - x 3dx

_ w7, 238 1

5

so dafl das Integral die Form ;annimmt:
x 7 23 1 9
/(?+Z+Z'2x——5)dx'
Durch gliedweise Integration ergibt sich

22 7 23 =\ .
T 7% +§ln(2x — 5);

es ist also

+ax—3 7 23 .
fo” Zdx —I-Zx+~8—-ln(2$——o).

Wir gehen nun zu dem Falle iiber, daBl der Integrand eine be-
liebige gebrochene rationale Funktion ist, deren Nenner
vom zweiten Grade ist; er hat also die Gestalt

F:anx”—i—an—,lx"‘l—l— +a2x2—]—a1x+ao
byx? 4+ by + b,
Man kann ihn — wiederum durch Division — verwandeln in eine Summe
aus einer ganzen rationalen Funktion und einer echt gebrochenen
rationalen Funktion, deren Nenner vom zweiten Grade ist. Die erstere
186t sich wieder gliedweise unter Verwendung der Konstantenregel (64)
in Verbindung mit Formel [TI1] integrieren; wir brauchen uns also
nur mit der echt gebrochenen Funktion zu befassen, die die allgemeine

. x4 ¢
Form hat: P .
héchste Glied des Nenners den Beiwert -1 erbalt; dann nimmt der
Bruch die Gestalt an:

Wir kiirzen den Bruch mit b,, damit das

)
w28+ By
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wenn man
¢y Co b

1 by _
b—zzfxly bgﬁa’o: 52‘_2/31! Z;;_ﬂO
setzt. Zum besseren Verstindnisse moége ein Zahlenbeispiel die all-

gemeine Entwicklung begleiten. Der Integrand sei durch

23

222 4+ 52 —3°

x 5 3laz — 15

7 - Y + mz . Den letzten

f .15

Bruch schreiben wir: %’iﬁ . Der Zihler enthilt zwei Glieder,
ein lineares Glied &,z und ein Absolutglied &,. Wir formen nun den
Integranden so um, dafl wir einen Teil von ihm nach Formel 11)
behandeln konnen. Der Differentialquotient des Nenners ist nimlich

2% + 2p;; schreiben wir also den Zihler

oy % + &g Z%I(QW + 28) + (% — 1 B1)

80 konnen wir den Integranden spalten in zwei Briiche:

Ausdividieren geht er iiber in

T+ g oy 2z 426, og — 01 B

2+2fc+ B, 2 F+2fa+h | B +2Ba+h
Das Integral tiber den ersten Bruch ist nach 11)

Fn (2 + 28,2+ Bo);

es bleibt demnach nur noch das Integral auszuwerten

&

&y — o1 fq _ N _ dw
fﬂ T 2R+ Rt (%o “lﬁl)/xz 260+ B’
also ein Integral, dessen Zihler eine Konstante, die Zahl 1 ist. In
unserem Zahlenbeispiele wiirde sich die Umformung so gestalten: Es ist

e — I §5 2z 4 §) + (= 4 — 1P
22+ 32— 3 ot +ja— 3
81 2w 215 1

T16 P rix—3 82 2tiw—3°’

Boo X g By e ) W[ de
/xu-gm—gd’”—m Inie*+g2—5)— g ) wrse—s"
Um nun noch das Integral

J:

also

dz
422+ By
;auszuwerten, erginzen wir die ersten beiden Glieder des Nenners des
Integranden zu einem vollstindigen Quadrat, formen also den Nenner

um in 2 26,3+ Py = (& + B — L + o

Nun miissen wir die beiden Fille 8, > f, und p% < f, getrennt be-
handeln.
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a) Ist 1> f,, so ist % — B, positiv; man kann also setzen
B — Bo = 7, wobei y eine reelle GroBe ist ; das Integral geht dann

tiber in
J— / dx _ dx
J 4280+ 6y (x4 B1)? — %~
Setzen wir jetzt x 4 f; =z, dx = dz, so ergibt sich weiter:

mi=r 1 eth—y
S = /z“'—y 12+?_2ylnw+ﬂ1+7’

also

= p AT . 2
A 2ylnx+ﬂ1+}’ [s. Formel T 18] 12)

Unser Zahlenbeispiel ist von dieser Art; denn es ist

/. dz :/ dx 777:/’ dz 1 i d 2 eti—d
Jettie—3 et PSP 27 et T et iid
=E—ln2x_1
7 2+ 6"

Das betrachtete Zahlenbeispiel ergibt also vollstindig ausgewertet

f dx 1 x+p,—y

_ 2 e 5 31 (.. 5 3
J —-/;zxz;Lsx_édx =~ go+ghle+ a2
215, 2zx—1
1127 2zt 6°
b) Ist A7 << fly, so ist By — f} = 2 positiv (7 eine reelle GroBe),
und das Integral geht {iber in

J = / dz
x2+2ﬁ’1x+ﬁ0 (@ + B2+ 92

die Substitution x 4 f; =z, dx = dz leitet iiber zu

J = /22 arctg——-— ]/ arctgx+‘81,
also
dz2 1 z+ f -
TR arctg — [s. Formel TI7]. 13)
Zahlenbeispiel:

/ do _” dw ——/ dz —iarcti
Preti Jer @ JErarE T 18y
= 2arctg2z = 2 arctg(2z + 1) .

¢) Den Ubergang zwischen den beiden Fillen a) und b) bildet der
Fall, daB 7 = fp, ist; dann gestaltet sich die Integration sehr einfach.

Es wird némlich J = / (xhj—xﬂﬁ)z » und die Substitution z -+, =z,
1
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dx = dz fihrt zu
dz 1 1
T=) === "ava"
also /~ e 1 ”
J(x+p1)? x+fy "

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Jede gebrochene rationale
Funktion, deren Nenner vom zweiten Grade ist, 14Bt sich
integrieren, d. h. ihr Integral 146t sich aus uns bekannten Funktionen,
und zwar rationalen Funktionen, der logarithmischen und der Arkus-
tangensfunktion, zusammensetzen. Die dabei einzuschlagenden Schritte
sind :

Erstens verwandelt man die Funktion, falls sie unecht gebrochen
ist, in die Summe aus einer ganzen rationalen Funktion und einer echt
gebrochenen rationalen Funktion.

Zweitens zerlegt man das Integral iiber die echt gebrochene rationale
Funktion, deren Zihler linear ist, in die Summe zweier Integrale,
von denen der Zahler des ersten Integranden — von einem konstanten
Faktor abgesehen — der Differentialquotient des Nenners ist, wihrend
der Zahler des zweiten Integranden eine Konstante ist. Das erste
Integral 148t sich leicht auswerten.

Drittens bringt man das zweite Integral durch quadratische Er-
ginzung im Nenner des Integranden und durch geeignete Substitutionen
auf eine der drei Formen

" dz [ dz ‘dz
/zz_},w /z2+;,27 _/;E:
die nach den Formeln [TI8], [TI7], [TI1] auszuwerten sind.
Zur FErliuterung des Verfahrens moge noch das Beispiel durch-

gefiihrt werden:
2z —1
J = _/ 3% -+ x 2

Der Integrand ist hier schon echt gebrochen; wir schreiben also sofort:

2 1 1 4
3% 3 s r5) -5
=]— " _dx = S
962+*+3 2% 4 +2
. 373 3
1 B
Y Bt Ty B
—‘3 zz 71*2 v 9 2+£+£
T3ty 313
L (e ® Q_i dz
3ln(”+3+3 9|, = 2
+3+3
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Weiter wird das Integral

s dx . dx dx
z 27 1 23 1\ (y23\*
[Erees [Pt o v

6 x4+ 1 6 6z +1
=—arct $ — — aret, —
V23 & V23 1f2—3 & V23
6

Wir erhalten also schlieBlich

2¢ — 1 1 2 z 2 6x 41
/3x2+x+2dm“§m(m +§+ 3) 3V23 arctg V—

fiigen wir noch die konstante Grofie 1In3 hinzu, so kommen wir zu
dem etwas einfacheren Ergebnis

2z — 1 2 6x+1
/mz —111(3%-[—&'—!—2) 3V__ I‘Cg‘/_. N

von dessen Richtigkeit man sich durch nachtrigliches Differenzieren
tiberzeuge.
Ubungen!
(68) Wir wollen die Anwendung der Substitutionsregel nicht ab-
schliefen, ohne auch die wichtigsten und einfachsten Integrale mit
irrationalem Integranden fiir spéitere Verwendung abgeleitet zu haben.
Es soll jetzt gezeigt werden, daB wir mit unseren bisherigen Mitteln
jedes Integral von der Form
GZT+ay
Vm

auswerten kénnen. Wir fithren zuerst die Substitution

z2=bya? +-byw 4 by, dz= 2byx- b)dz
~aus, indem wir schreiben:

_m 2byx - b ay b, dx

Y ot e ) [

. dz

T 20, ]/_?“_!" %~ 2b2 /]/bx2+bx+bo
Das erste Integral ist nach [T I1]

é‘%-zﬂ:%Vbzxz—l—blw—}—bo.
2 2

Das zweite Integral unterscheidet sich von J dadurch, daB der Zshler
des Integranden nicht wie dort eine lineare Funktion, sondern eine

Konstante ist. Es handelt sich also jetzt darum, ein Integral von

der Forin da

! —~. ]/b2:172 + b,z 4 b,
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auszuwerten. Hier sind wieder zwei Fille zu unterscheiden: a) b, > 0
und b) b, < 0.
a) Ist b, > 0, so schreiben wir

1

V5, foz + 2ﬂ1x + Ao’

" wobei ]/E reell ist und zur Abkiirzung 2f, = b—’ und Sy = T: ge-
2

setzt sind. Nun erfolgt wiederum die quadratische Erginzung:

J.o— L x _ 1 /‘ dx
VRVt B+ A B Vo) Vet Al o
wobei zur Abkirzung ¢ = f, — f; gesetzt ist. Die Substitution
x4 f; =z, de = dz fiihrt dieses Integral weiterhin iiber in

N e LICRR G b 4
oder 2 z
/ﬁjﬁ:m(wﬁlwﬁuﬁlwﬁl)- 15)
1

Ist die GréBe ¢ = iy — fi > 0, so 1aBt sich nach Formel [TII6] statt
der Logarithmenfunktion auch die Areasinusfunktion, fiir ¢ <~ 0 nach
Formel [TII5] die Areakosinusfunktion verwenden.

b) Ist b, << 0, so schreiben wir

_ 1 x
' V—_bzfl/ﬂ+2ﬂ1w~x2’

wobei }J—b, reell ist und zur Abkirzung 24, =—3> und f, ——-%

2

gesetzt sind. Die quadratische Erginzung ergibt mlt der Abkiirzung
= f+ Bo

1
gy = = | —,
' 1/_52/ Ve — (@ — B,
woraus mit Hilfe der Substitution a — /31 =z, dx =dz weiter folgt:
1 dz

. J, = =5 V_—_zz — arcsm [T II1]
oder
. . ox—p .
[Vﬂo = 2,6’190 — = arcsm,m/m . 16)

¢) Im Falle b, = 0 ist der Radikand nur eine lineare Funktion,

und das Integral da
! :/ Yoz + by
wird durch die Substitution blx + by = z iibergefiihrt in das Integral
dz 2
Jl =3 ]/G bl V;

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 12
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oder

dx A
— =) bo - 17
/]’/—_‘blx ¥ b, bll/ 1%+ by )
Hiermit ist gezeigt, daB wir in der Tat jedes Integral von
der Form Gz tay
/Vbzrm-{— bix + b

auswerten kénnen. Eine Anzahl von Beispielen soll das Verfahren
erlautern.

a) J = / 22 ; Substitution 2% 4 a =z, 2zdx =dz, also

Va?
" zdx ——
J = 7‘—]/2—]/962—1-“ sz__l_a=1/x2+a. [TII8]
Zeige auf gleichem Wege, daB
fV ——Ya—a st [TII 9]
a — &

by I = f]2rx—x2 ]]/rz x—r)z;

Substitution z —r =z, dx = dz:

T = ] 1/—:'12—‘2 = arcsin; [TII4] = arcsin"—
72—z
also © da — aresin® =" (T 10]
/ Vm r
Leite ebenso ab:
/ﬁ — WeGof = =(wkr + )22 £ 2re) . [TIILI]
1/3—23:_952 ]/3—2x—x2 (x+])2

im ersten Integrale setzen wir 3 — 22 — 22 = #z, also (—2 — 2 x)dm =dz,
und erhalten

—2 — 22

= Z% = [ 22 = — _ 2.
==y 2Yz2=278 — 2z —«

im zweiten Integrale setzen wir « + 1 = z, also dx = dz, und erhalten:

dz .2 x4 1
= = aresin — = arcsin
/],4—(x+1)2 y2r — 22 2 2
Daher ist

2x — 3 — . 1
]/5—962“‘_2 =——2|/3——2x——x2—5arcsm%
— 2z — & 2

1) Der Zihler ist der Differentialquotient des Radikanden.
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Q) J= 52 —4 6x—2 do — 7[ dac
/]/3x2—2x+1 /]/3902 2z +1 ]/3x~—2x+l

das erste Integral ergibt vermittelst der Substitution 322 —2x 1=z,
(6x — 2)dx = dz:

d2 _ o om T,
fﬁzzyzzﬂsxz—zwﬂ,

im zweiten Integrale heben wir im Nenner den Faktor 3 aus, den wir

als V% vor das Integral setzen, und bekommen

dx _i dx
/]/3x2~2 ﬁ—l/gf}w x-i—‘ ],’ y

X
Wir setzen z — } =z, dx = dz, dann wird

—_— ) 1 . 3w —
V3x2—2xT' V /l/zz [27 *9{1@1111/—2 V?Qlt@m 7

Demnach ist

1

PEL e S
/ V3 a* — 2z + 1

(69) Die letzte der wichtigen Integrationsregeln ist die Regel von
der teilweisen (partiellen) Integration. Wir kniipfen zu ibrer
Ableitung an den Produktsatz der Differentialrechnung [s. (21)] an,
nach ihm ist

w\ >

7 3x —
302 — 22+ 1 — - - WGir
13« x 33 Ar&in 73

d(uv) dv du
de % dx TV
oder kiirzer
d(uv)

=u-vFv-u.

dx

Integriert man beide Seiten der Gleichung nach x, so erhilt man unter

Verwendung der Summenregel

wy = /uv' cdx -+ /v cwdx

oder
fu-v'-dw=u-v—fv-u'dac, 18)

Formel der teilweisen (partiellen) Integration.
Scheinbar ist mit Formel 18) nichts gebessert, da ein Integral-
zeichen durch ein anderes ersetzt wird, wihrend wir doch bestrebt
" sein miissen, das Integralzeichen ganz zu beseitigen. In der Tat hat
die Umformung auch nur dann Wert, wenn das neue Integral einfacher
ist bzw. bereits bekannt ist. Dies aber hangt von der Art ab, wie man
den urspriinglichen Integranden in Faktoren zerlegt. Auch hierfiir
lassen sich keine allgemeine Vorschriften geben; Beispiele mégen das
Verfahren erldutern.

12*
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a) J = flnxdx wir setzen Inz =Inz-1, und zwar v =Inz,

v'=1; dannist u' = %, v —/1 dx = z; fiithren wir dies in Formel 18)

ein, so erhalten wir

J:flnx-l.dlenx.x—fx%dx=x1nx—fdx=x1nx—x,

also [lnzds=zlnz—x. (Probe!) [T ITI 16]
b) J = fxm-hw.x-dx; =z, V=2,
d h , 1 xm-}—l
emnach %4 = =’ V= m—l .
xm-}—l xm+1 1
J=m+1-lnx—/m+1-;dx
xm-}—l xm-}—l xm+1
m+1 *-/’”dx— lx—(m+1)2.
Also
f Mnxdx = ( 2[(m + Dlnz —17. [TIII17]
c) J = farcsinx dx: u=arcsing, o =1, demnach
, 1
wW=-—, ov==x.
V1 —at
J = x - arcsinz —/]—1/% dx;
unter Benutzung der Formel [T I 9] ergibt sich
f arcsinz dx = x arcsina 4 J1 — a?. [TIIT18]
Beweise :
farccosxdx — garccosx — |1 — a?. [TIII19]
) ’ [ 1 —
d) J=/arctgmdx, w=arctgx, v =1, u =13z V=2

1
J = xarctgx —/ﬁdw = zarctge — 7111(1 + 2?), [s.TI9]

farctgx dxz = zarctge — Fin(l + a?). [T ITI 20]
Beweise:
farcetgx dx = xarcetge + 1+ In(1 4 «?). [T III 21]
, 2%

) J=[In(l+adda; u=In(l+a?). v =1, ¥ =1

J=zln(l +932)—/%dxlen(l—{—xz)——fz/(l___l_:xz)dx

1+ 2? __2/dx—{—2/1+x2,
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also [In(l + a® de = xin(l + 2?) — 22 + 2arctga.

f)y 8= fsinzxdx. Wirsetzensina = u, v’ = sinx; dannist 4’ = cosz

und v = —cosx, und wir erhalten
S = —sinzcosx + [cos?x da
oder :
S = —sinz cosx —l—f(l — sin2x) dx = —sinx cosx + —fsinzxdx.

Hier tritt rechts das gesuchte Integral mit auf; es ist
S = —sinzcosx +x — S

diese Gleichung fiir S kénnen wir auflésen:

28 = x — sinx cosx, S=%—« ;—sinxcosx.
Daher
]sin% dx = —g — 5 sinz cosx. [T III 22}

(Probe!) Beweise die Formel

/coszxdx = % -+ %sinx COoSZ . [T III 23}

[T III 22] 146t sich auch ohne teilweise Integration auf folgendem Wege
finden. Es ist sin?z = % (1 — cos2x), also

S:%/(l —cos2x)dx = ;f~—;—/cos2xdx;
in diesem Integral setzen wir 22 = z, da = 5 dz und erhalten

fcos2xdx = —}Ifcosz dz = tsinz = L sin2x = sinz cosx,

und es ergibt sich wie oben
[ 2 _x 1.
jsm xdx = 5 5 Sinz cosz .
g) Setzen wir zur Abkiirzung
S = fe‘”‘sinbxdw, C = fe‘”cosbxdx,

so erhalten wir, wenn wir im ersten Integrale einfiihren

. 1
u=e"¥, o =sinbx, also u = age'®, v=—-cosbx;

S = —-%e‘”cosbx + %/e“cosbxdx

oder als erste Gleichung

bS — aC = —e*®cosbx. a)y
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Fiihren wir im zweiten Integrale ein

w=e"®, o =cosbx, also u =ae®, v sinbx,

=%
so erhalten wir
C = e sinbx — ? e*®sinbx

oder als zweite Gleichung
aS + bC = e*®sinbe. b)

Aus den beiden linearen Gleichungen a) und b) lassen sich die beiden
Unbekannten S und C berechnen.
Es ergibt sich schlielich

e**(asinbx — bceosbx)

a® 4 OF

S :/e‘””sinbxdx = [TIII 24]

e**(acosbx + bsinbx)

— az J—
C=[e*"cosbxdr = e

o

h) Es sei
2 —_—
leiﬁﬁg%igdx und Jzzi/Vﬁ-—xzdx.

Wir schreiben
Jl = [x . '/_L—_dx
J =

, x
U=, V =
]/az——xz

dann ist #'=1 und nach Formel [TII9] v :—]/;2——— x2, Wir er-
halten demnach

(Probe!) [T III25]

und setzen

Jy = —z}a® —a® + /]/az —xtdx
oder als erste Gleichung

Jy — Jy = —xYa® —a?. a)
Wir schreiben weiter

aZ _ Z'Z d
f e f Ja—ai / Jar—a "

und mit Verwendung von Formel [TII4] J, = azarcsin—g— —J5;
daraus folgt die zweite Gleichung

Ji + Jy = a? arcsin-z— . b)
Aus a) und b) folgt:
J = /Fmdx -——arcsm— — —]/az— 22 [TII12]
und Probe!

J2=/]/a2——xzdngarcsin%—{—%]/az—xz. [TII13]
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i) Es sei

x2 e
Jl'—_. ﬁd%, qzszx2+adx.

Wir verfahren entsprechend Beispiel h) und setzen

; x
U =x, v = W 5
also »'=1 und nach [TII8] v =} «2®+ a. Wir erhalten demnach:

Jy =2l +a— [Ja + ada

oder
JoJ, = o Fa. 2)
Ferner ist
22+ a 22
= | ——dr = |-
T2 Vet +a N f]/xz—l— vt Vm2+a

=J, + aln(x + Va2 + a), nach [TII7],

also

Jz—lealn(x—‘er?—}jz). b)

Durch Addition und Subtraktion von a) und b) bekommen wir
schlie3lich

2J; = :c]/x2 +a—aln (x —I—]/xzi-l——;i)

und
1 2J2=x}/x2+a+aln(x—l—|/x2—l—a>
oder
fm_z_ de =2 T a—tn(o +7e T a), - [TII 14]
robe!
Jye +ade= a2 ¥ at 2o +ya?+a). [TII 15]
Ist a eine positive GréBe, ¢ = b2, so kann man auch schreiben:
2 O — b2 .
/ﬁ%ﬁ = N 10— S WGin g, [TII14]
2
fy# e = Y16+ Lamen . [TII 15]
Ist @ negativ, ¢ = —b2, so erhilt man:
> 2 N 2
/ Vx_f__m — Iy = el 7, [TII 14”]
2
/ Ja =B = Ty — 5 — L ol . [TII15]

In diesem Paragraphen haben wir die Hauptregeln fiir die Integration
behandelt: die Konstantenregel, die Summenregel, die Substitutions-
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regel und die Regel der teilweisen Integration. Gleichzeitig haben
wir uns die fiir den Ingenieur wichtigsten Integralformeln abgeleitet
und zusammengestellt. Ehe wir uns mit den Anwendungen und den
damit zusammenhéngenden bestimmten Integralen befassen, sollen noch
einige schwierigere Integrationsverfahren behandelt werden, die der
Anfinger zunichst ruhig iiberschlagen darf.

§ 3. Integration der gebrochenen rationalen Funktion.
(70) Die Aufgabe lautet, das Integral
J = /a,x’ +a,_ 4 a2 ta +%d9[:
J b, x" + b,,:lx”“l + b+ b2+ by
auszuwerten, d.h. eine Funktion von z zu finden, die sich aus den

uns geldufigen Funktionen zusammensetzt, und deren Differential-
quotient die allgemeine gebrochene rationale Funktion

19)

ist.

B T R Y A
A N N Y R N )
Ohne die Allgemeinheit des Problems einzuschrinken, kénnen wir
stets annehmen, daBl » <<n ist, d.h. daB der Integrand eine echt
gebrochene rationale Funktion ist; im anderen Falle 148t er sich
[s. (30) 8. 67] darstellen als die Summe einer ganzen rationalen und einer
echt gebrochenen rationalen Funktion, die nach der Summenregel
einzeln integriert werden konnen. Ferner bedeutet es keine Einschrin-
kung der Allgemeinheit, wenn wir von vornherein b, = 1 setzten;
durch Kiirzen von f(x) mit b, 1aBt sich das stets erreichen. Unser
Integral lautet demmach:

‘an-ﬁ”"_l F 2" gt a o, da
a4 b, jar 1l . + b2+ b+ b, )

19))

Der Zihler des Integranden kann héchstens vom Grade (n — 1) sein.

Die Auswertung soll aufgebaut werden auf dem Verfahren der
Teilbruchzerlegung (Partialbruchzerlegung). Ein einfaches
Beispiel mége den allgemeinen Fall vorbereiten. Wir wollen

222 — 1
/ p
auswerten. Der Integrand ist 532;6—12—_71@, der Nenner 3 4+ 22 — 6z
148t sich in wunserem Beispiele leicht in Faktoren zerlegen:
a® + 22 — 6x = z(z + 3)(x — 2); also kann der Integrand geschrieben
222 — 1 . CTa . .
T EENE=9) Wir fragen: LBt sich dieser Bruch so als
Summe dreier Briiche schreiben, daB ihre Nenner der Reihe nach z,
x4+ 3, x— 2, und daB ihre Zihler Konstante 4, B, C sind, und

werden:
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,wie bestimmt man diese Konstanten? Gelingt diese Zerlegung, dann
besteht fiir jeden beliebigen Wert von z die Gleichung:
222 — 1 A B ¢
z(x+ 3)(x —2) +x+3+5’_ﬁ'

z
Das Integral kann dann als Summe dreier Integrale von der Form

j ;—% leicht berechnet werden. Eine solche Zerlegung des Inte-
0

granden nennt man Teilbruchzerlegung und die einzelnen Briiche
die Teilbriiche. Wir fithren diese Teilbruchzerlegung fiir unser Bei-
spiel durch. Es handelt sich dabei nur um Anwendung bekannter
Regeln der Arithmetik. Es ist

é‘i‘ B + C  A@+3)(x—2)+ Bx(x—2)+Cx(x+3)

z 'x+3 " -2 z(z -+ 3)(z — 2)

_(A4+B+0)a24-(4—-2B+30)x —64
z(x + 3)(x — 2) ’

Der letzte Bruch mull nun identisch gleich dem Integranden sein;
da die Nenner iibereinstimmen, gilt das auch fiir die Zahler. Die Zahler
kénnen aber nur dann identisch gleich sein, wenn die Beiwerte gleich
hoher Potenzen von x einander gleich sind. Durch die Gleichsetzung
dieser Beiwerte [Beiwerte- (Koeffizienten-) Vergleichung] gelangen
wir in unserem Beispiele zu den drei Gleichungen

A+B+C=2, A—2B+3C=0, —64=—1.

Wir stellen zunichst fest, daB wir eben soviele Gleichungen erhalten,
als unbekannte Beiwerte 4, B, C zu berechnen sind ; die Unbekannten
konnen demnach wirklich berechnet werden. Zweitens zeigt sich, dafl
die drei Gleichungen linear sind; die Losungen sind also eindeutig.
In unserem Beispiele 148t sich demnach die Teilbruchentwicklung
wirklich durchfithren, und zwar nur auf eine einzige Weise; die Teil-
bruchentwicklung ist eindeutig. Wir erhalten

— 1 — 17 7
A=1, B=1l, CO=,5.

Es ist also
222—1 1 1 17 1 71
Frs_6s 6 % T x13 10 z2-2
und folglich
To2a2—1 1 17 7
/—————dmzKInx—l—Eln(x—l—I%)—i—mln(x—Q).

x® -+ 22 — 6z

Wir erkennen an diesem Beispiele, daf fiir das Integrieren selbst
keinerlei Schwierigkeiten bestehen, wenn uns die Verwandlung des
Integranden in Teilbriiche gelingt. Zu diesem Zwecke miissen wir aber
den Nenner des Integranden in Faktoren zerlegt haben. Die Kern-
frage lautet also: Ist es stets moglich, eine ganze rationale Funktion
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nten Grades in Faktoren zu zerlegen, und wie wird die Zerlegung aus-
gefilhrt ¢ Die Antwort auf diese rein algebraische Frage ist: Die ganze
rationale Funktion #*" Grades

2t 4 by x4 e e+ bya? 4 bz + b
1aBt sich stets in » lineare Faktoren (x — z;)(x — ) ... (x — z,)

zerlegen; hierbei sind die Konstanten z;, ,, ... z, die Loésungen
der Gleichung nten Grades
a4 by x4 by + b+ by =0.

Wie wir nun die algebraische Schwierigkeit tiberwinden, eine Glei-
chung nten Grades aufzuldsen, ist nicht Sache der Infinitesimalrechnung.
Hier seien nur noch einige fiir unsere Zwecke wichtige Eigenschaften
der Losungen einer Gleichung nten Grades hervorgehoben. Wir setzen
selbstverstdndlich voraus, daB3 die Beiwerte by 1> by 5y ooy by, by, By
samtlich reelle Zahlen sind; die Gleichung nten Grades hat dann
stets » Losungen x;, ®,, ..., %, (Grundsatz der Algebra). Es kann
aber der Fall eintreten, daf} einige von den n Losungen z;, %, ..., z,
einander gleich sind; man spricht dann von einer mehrfachen (zwei-
fachen, dreifachen, ...) Losung der Gleichung. Es kann ferner vor-
kommen, dafl eine dieser Losungen eine komplexe Zahl ist; nun
kénnen aber komplexe Zahlen, also Zahlen von der Form p + g,
(22 = —1), wie die Algebra weiter lehrt, als Losungen immer nur paar-
weise auftreten, und zwar als konjugiert komplexe Zahlen » + 7¢ und
p — tq. Durch Multiplizieren der beiden zugehérigen Faktoren x — p — iq
und 2 — p + 19 146t sich die imagindre Einheit leicht beseitigen.
Dadurch entsteht der quadratische Faktor (x — p)2 4 ¢2, der ein
Ersatz fiir zwei lineare Faktoren ist. Auch solche Paare von komplexen
Losungen kénnen mehrfach auftreten. Es ergeben sich demnach vier
verschiedene Gruppen, die getrennt voneinander behandelt werden
sollen.

L. Die Gleichung nten Grades, die man durch Nullsetzen des Nenners
des Integranden erhilt, hat nur reelle Losungen;

a) diese Losungen sind alle voneinander verschieden,

b) einige dieser Ldsungen sind einander gleich.

II. Die Gleichung hat konjugiert komplexe Lésungen;

a) diese sind alle voneinander verschieden,

b) einige von ihnen sind einander gleich.

Unser oben durchgefiihrtes Beispiel gehort der Gruppe Ia) an, deren
allgemeinen Fall wir nun betrachten.

(71) Ia) Die Gleichung
2" byt s b+ b+ b, =0

hat » voneinander verschiedene reelleLésungenz,, 2,, ..., 2y;
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es ist also
" 4 bn—1xn‘1 o F b F b+ b= — @) (B — X)) e (X —Ty)

wobei jeder Faktor nur einmal auftritt. Wir setzen fiir den Integranden
die Teilbruchentwicklung an:

T s S M Tl e . P + B ]
(x — 2) (& — @) -+~ (¥ — ) Ty T — Ty } 20)
c N
+ x—x3+ et x—xn'l

SchlieBlich bringen wir die Teilbriiche wieder auf einen Nenner und
ordnen den Zihler nach fallenden Potenzen von x; die héchste Potenz
ist 2"~ 1. Der so gewonnene Bruch mull mit dem Integranden identisch
sein; da die Nenner gleich sind, muf3 dies auch fiir die Zahler gelten;
d. h. die Beiwerte gleich hoher Potenzen von x miissen einander gleich
sein. Durch die Beiwerte-Vergleichung erhalten wir nunmehr »
lineare Gleichungen mit den # Unbekannten 4,, 4,, ..., 4,. Es sind
in der Tat » Gleichungen, da jeder der beiden Zahler n Glieder mit
den Potenzen z"-1, a"-2%, ..., x2, 21, 20 hat. Damit ist gezeigt, daB
die notige Anzahl von Gleichungen zur Bestimmung der n GréBen
4, B, ..., N wirklich vorhanden ist. Da diese Gleichungen linear
sind (warum ?), ergibt sich fiir jede GroBe stets ein und nur ein Wert,
d.h. die Teilbruchzerlegung ist eindeutig. Es sind "demnach nur

Integrale von der Form f;% = In(x — wx;) auszuwerten; der Fall Ia)
— Yk
fithrt also einzig auf logarithmische Funktionen.

Beispiel: J= f dx. Der Integrand ist eine unecht

28
X —~Ba+ 4
gebrochene rationale Funktion; wir dividieren aus und erhalten:

s 2122 — 20
— A2 /=4 e
prry ey Rl i M alr sy e

Der Nenner 148t sich in das Produkt verwandeln
2t — 52+ 4=+ 1(e— D+ 2)(—2);

wir haben demnach den Bruch

212 — 20
@+ 1)@—=1)@=+2)(@=—-2)

in Teilbriiche zu zerlegen. Wir setzen an

2122 — 20 A B c D
C+e—L@+@—2 a+1 teiTarz iz
_ (A+B+C+D)ad4(—A+B—2C+2D)a?+(—4A—4B—C—D)x +(4A—4B+2C—2D)
B @+ DE—D@E+2)(—2)
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Die Vergleichung der Beiwerte ergibt die vier Gleichungen
A4+ B+ C+ D =0, —A4A+4+ B—20+2D =21,
—44 —4B—-C—-D=0, 44— 4B+ 2C —2D = —20,
woraus die Losungen folgen:
A=+4%, B=-—41, (O=-—26, D=425,
Hiernach ist

6 41
/96—4_5—2@—4 = —{—5x—{——ln(x+1)—-~ln(x—1)

——1n(x +2) + *In(x —9)

x4 1\# jx — 2\52
AT P ln] ( =k (53)

Hierher gehéren ubrlgens die als Sonderfall in § 2, Formel 12
betrachteten Beispiele, in denen der Nenner des Integranden eine
Funktion zweiten Grades ist, die sich in zwei reelle lineare Faktoren
zerlegen laft. Das dort angefithrte Zahlenbeispiel 1autete von dem
unwesentlichen Faktor { abgesehen (s. S.173): [ 23 }{_x — dx; wir
wollen es jetzt durch Teilbruchzerlegung behandeln. Wir setzen

3lx — 15 _ 3lz—15 E,.v.i{,_l_ B (A4 B)yz+ (34 — 1B)
@rir—i @ HE+3) s—1 13 @—dE+Id °

A+B=3l, 34—}B=-15; A=1, B=72¢,

1

x -+ 2

Demnach ist

31x — 15 4 1
Dal} dieses Ergebms dem auf S.174 angefiihrten
31 3 215, x — 1

In(af + §o—g) = famig

nicht Widerspricht, ist leicht zu zeigen. Da nimlich

2t ir—i=@—1) (@+3
5 3) 215 i ( 1)

31
) 2 P R It il
lﬁln(x t3%—3 112h1x+3 16In 2

?’—lln<x+3>—ml =2+ m w3

[(217 215)In (w — 3] + (217 + 215) In (o + 3)1

ist, so ist

112

112
:51.6{111 (e — 1) +2161n(x+3)]

in Ubereinstimmung mit oben.

[2 In (2 — )+432-1n(x+3)]
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(72) 1Ib) Die Gleichung
a4 by a4 - byt bt b =0
habe wieder nur reelle Losungen, aber einige von ihnen mégen
untereinander gleich sein; so moge beispielsweise die Losung z =,
xmal auftreten. Wir setzen in diesem Falle die folgende Teilbruch-
entwicklung an:
@yt~ 4 o tay
&+ b, @14 e £ b &b,
Ku12* '+ Ky-2a0* 2+ ... + Kyz+ K

(z — o)

21)

-+ °+...

Es sind » Teilbriiche von der Form z

2 in Fortfall gekommen,
-

und an ihre Stelle ist in 21) eine echt gebrochene rationale Funktion,
deren Nenner vom Grade x ist, getreten. Dadurch sind zwar auch
» Zahler L verlorengegangen; diese haben aber Ersatz gefunden durch
die % zu bestimmenden Beiwerte K,._,, K. s, ..., K;, K,, so daB
auch jetzt durch Beiwerte-Vergleichung » lineare Gleichungen mit » Un-
bekannten erhalten werden, aus denen sich diese stets eindeutig be-
stimmen lassen. [Die Punkte vor und hinter dem Bruche in Gleichung 21)
sollen andeuten, daB auBerdem noch andere Teilbriiche auftreten

. . .. L .
koénnen, die von der fritheren Form o gind oder von der Form

t
des obenstehenden, je nach der Art des urspriinglichen Nenners.] Zu-
sammengefaBt 146t sich sagen, daB sich der Integrand, dessen Nenner
nur lineare Faktoren in irgendwelcher Potenz enthilt, stets in Teil-
briiche zerlegen 14Bt, deren Nenner betr. Potenz des entsprechenden
linearen Faktors ist.
Wir haben es also mit Integralen von der Form

/Kz—lfc"'l o+ Ko+ Ky g

(w — ax)*

zu tun. Die Integration geschieht nach der Methode der Integration
durch Differentiation, indem man ansetzt:

/Kz-lx"'l +ot+ Ko+ Ko g

(z — @)=

- _ 22)
_ Ku=22* P 4 Kusa™ P 4 o + Kyt Kot g _de

(0 — xp)-1 T — g

Differenziert man beide Seiten und bringt danach die rechte Seite auf
den Hauptnenner (x — 2z)*, so erhdlt man beiderseits eine echt ge-
brochene rationale Funktion, deren Nenner (x — z;)* ist. Da beide
Funktionen einander identisch gleich sein sollen, so gilt dies fiir ihre
Zihler; d. h. die Beiwerte gleich hoher Potenzen von « miissen einander
gleich sein. Wir wenden demnach nochmals die Beiwerte-Verglei-
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shung an und erhalten dadurch » lineare Gleichungen zur Bestimmung
ler » GroBen K, o, K,_5, ..., K;, K;, &
Beispiele:

2+ 1
a) J = /x+2)2(x—1)3d"“

lFeilbruchentwicklung nach 21)
zt+1 _A1x+AU+Bzw2+Blw+BO_
@+ 2F@—1p  (@+2p @—1p
'+(4g-84;+B; +4 B,)a?+(-3 A, +3 A+ By+4 B, +4 B,) a2+ (34, - A, +4By+4B;) v+ (- 4,+4B,

(* + 2)* (@ — 1)°
Vergleichung der Beiwerte: Fiinf lineare Gleichungen fiir 4,,
4y, By, B, By:
A, +By,=1, A,—34,+ B,+4B,=0,

— 34,4+ 34,4+ By+4B, + 4B, =0, 3A4,— A, +4B,+4B,=0,

—4,+4B,=1.
Hieraus
4, =%, 4,=1%%, By=4%, Bi=—4%%, By=1}.
Es ist demnach
xr+1 ____1_{1590—}—13 12902—1690—1—10}
(@ F22@—1p 27l (x + 2 @ — 1y

1 13
Es sind also zwei Integrale auszuwerten. Das erste ist / (ix ++2)2 dx;
wir setzen an: ) 13
5x + .
f(w—l—_Z)de w—|—2+91x—|—2’
wir differenzieren beide Seiten und erhalten

15w—|—13_ + A Az (2A— A |
(x+2F — (x+2)2 c+2° " (@ioe

durch Vergleichung der Beiwerte folgt:

A=15, 2 — A, =13; hieraus 9 =15, A, =11.
Also ist

152 413 17 17
(w+2)2dx- 2+10/w+2 +2—}—15ln(x—}—2).

Das zweite Integral ist

1222 — 162 + 10 B + B d
/ Gop = 1>2°+$8/ Y

differenzieren:

1222 — 162 +10 B, 2(B,z + B,) B
(x — 1) Te—1p T T (x—1p +x~1
_ By —1) — 2(Byx + By) + Bz — 1)2 .
o (x—1p ’
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Vergleichung der Beiwerte:

B =12, —B,—2%=-—16, —B;—2B,+%=10;
hieraus B =12, B,=-—8, By=5.
1222 — 162 + 10 — 8z +
f x(x_f)g do =" o "’+121n(x—1)
Wir erhalten demnach:
S 1[ 17 _ 82—5_ 5

1 22— b5x -+

T3+ 1)2+ ln[(m+ ) (@ —1)4.

dx .

Tellbruchentwmklung:
1 4 B Gz 40y
x(x + 1)(x—2)2“'5£+x+1 + w3 (®— 2%
Az + 1)(xz —2)2 + Ba(z — 2)* + (G4 x—!—OO)x(x—{—l)

z(x + 1)(x — 2)
Vergleichung der Beiwerte gleich hoher Potenzen des Zihlers:
A+B+0C, =0, ~—34—4B+C,+Cy=0,4B+Cy;=0,44=1;
hieraus
4=1, B=—4, Cr=—+%, Co=1%.
Demnach ist

1 1
z(x + 1) (x — 2)? = 36 1 (x — 2]

Nun kann man mittels der Summenregel integrieren; unser Augen-
merk richtet sich auf das Integral

B — 16 dx )
pr— ]

Integration durch Differentiation:

50 —16 T 4 &  GE—2)-T,

@x—22 " (@—22'"2x—2" (zx—22
Vergleichung der Beiwerte:
& =5, —2@ — [, =—16; hieraus & =5, [p=26.
Folglich

‘5x— 16 6 .
/<x_2)2dx:x_2+5ln(x—2).
Wir erhalten also:

dx 1 1
fx(x+ T@—2F — 6@ 3 T selone —4ln(z+1) — 5lnfe —2)].
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(78) IIa) Die Gleichung
Ty + byt o byt 4 byx + by =0

habe konjugiert komplexe Lésungen; diese mogen aber alle
voneinander verschieden sein. Sind %, und #; zwei zueinander
konjugiert komplexe Losungen, so ist das Produkt

(x — i) (z —af) =2+ px + g,
eine rationale Funktion, in der p und ¢ reelle GroBen sind, und der
Integrand 148t sich in Teilbriiche zerlegen nach der Form:

Gy @1 oo gyt q e .. g Px+@ + ... 23)
@ £ by @ b+ by @+ potg .

Die Punkte in 23) sollen wiederum andeuten, daB auBlerdem noch andere
Teilbriiche vorhanden sind, deren Nenner entweder Potenzen linearer
Funktionen von x oder, beim Auftreten weiterer konjugiert komplexer
Px+Q
a? +px + ¢
fir zwei Teilbriiche mit linearem Nenner steht, so treten fiir deren

Zshler die beiden neuen Konstanten P und Q auf, und daher ist die
Anzahl der zu bestimmenden Konstanten wie vorher gleich n. Fiir
ihre Ermittlung stehen auch wieder # lineare Gleichungen zur Ver-
fiigung. Die GréBen P und @ lassen sich also stets, und zwar eindeutig
berechnen. Das in dieser Entwicklung neu auftretende Integral

Losungen, ebenfalls quadratisch sind. Da der Bruch

_Pzt+@ .o
2+ px 4 g
ist aber schon in (67) behandelt worden.
Beispiele:
2 -|— 1

Tellbruchzerlegung des Integranden:
e +1 2t + 1 4 Pz +Q
P—1" @—1)(*+z+ 1) —x~1+x2+w+l
_A@+o+ )+ (Pot Q—1)
(x—1)(2* 4+ 2+ 1)
Beiwerte-Vergleichung: 4+ P=1, 4 — P4 Q = 0, A—Q=1,
hieraus

a4=3,  P=}, Q@=-},
also '
241 1] 2 z—1
23— 1 —g[x—l_l—x?—}—x-l—l
Da
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x—1 1 22+ 1 3 dx
SR ES A N o ra N A ua oy
(“"z“)“L(?

In(a? + z + 1) — 13 arctg %;1

ro| —

ist, so ist schlieBlich

/‘ﬁ—ﬂ_—ld ]n(x—l)—}—%ln(xz—[—x—}— 1)~—Viarctg2iy;__—1.

— 2z
) J :,/(Z2+4)(x2~4x+5)

3 — 22 Pz 40 P270+Q2
(2 + 4) (2> —dx + 5) a2 + 4 + 2> —4x 45
_ (Prz+ @) (@ — 42 4 5) + (Pox 4 @) (2% 1 4)
- (a? + 4) (2 — 42 + b) :
P+ P,=1, —4P, +Q,+Q,=0, 5P, —4Q, +4P,=—2,

5Q1+4Q2:O;
hieraus
Pi=—ds,  P=3f, Q=i @G——1f,
also ist
23— 2x 1 6x -+ 96 712z — 120
(z2—|—4)(x2—4z+5)h65[x2—|—4 o 4x+5_l'
Da .
6x+96 _3
/ e ’
:—31n(x2+4)—}—483rctg§
und
71z — 120 71 2:v
F_ds 150 =73 4x+5dx+22/(x 2)2+12

:~21—1n(yc2 — 4z + 5) 4+ 22 arctg (@ — 2)
ist, so wird

— 2
/(z2+4)<x2—4z+5) 130[71111( 4+ 5) — 6ln (2 + 4)
+ 44 arctg (v — 2) + 96 arctg o

(v4) TIIb) Ein Paar konjugiert komplexer Lésungen der
Gleichung

& 4+ by g2+ o + b+ b, =0,
trete mehrmals auf ; dann mufl der Nenner des Integranden den
zu diesem Paare konjugiert komplexer Lésungen gehérigen quadra-

‘Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 13
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tischen Faktor x2 4+ px + g auch mehrmals haben. Wir zerlegen den
Integranden in eine Summe von Teilbriichen:

Gy 1 o Fa x4 ay

e RPN S S/
:____!_Rzr 1 BT Ry @R +Rz2+R1z+R
(@ + pz + g

Der auf der rechten Seite von 24) angefiihrte Teilbruch steht fiir 27 Teil-
briiche in 20), deren Nenner linear sind ; die 27 Beiwerte Ry,—1, .. ., B,
treten demnach fiir die zu diesen gehorigen konstanten 2r Zéhler ein,
5o daB sich durch Beiwerte-Vergleichung auch hier = lineare Gleichungen
fiir die » unbekannten Beiwerte ergeben, und Eindeutigkeit gesichert
ist. Als neu treten dann nur noch Integrale auf von der Form

fRZ, e —{—R2x2+Rz+Rod
(& +pz+q)
fiir die wir den Ansatz machen

/Rz, L2l Ry +Rlx—|—Rod

24)

+

(@* 4+ px+q) 25)
_ Porg@® 2Py, g2 +P2"” +P175+Po+ sE‘”‘I"D‘dx
@+ pa+qy- a?+prtgqg 7

Die 27 Beiwerte Por_s, Par_as - - -5 Pas P1» Po> B, O werden wie in Ib

mittelst der Methode der Integration durch Differentiation
bestimmt; differenziert man namlich beide Seiten von 25) nach =z,
und bringt man die rechte Seite auf einen Hauptnenner, der sich wie
links zu (22 - px - q)" ergibt, so erhilt man beiderseits einen Zihler
vom (2r — l)ten Grade in z. Hierdurch werden 2r Beiwerte-Ver-
gleichungen fiir die 2r gesuchten Beiwerte ermdglicht; wir erhalten
demnach 2r lineare Gleichungen und aus ihnen wiederum fir jeden
gesuchten Beiwert Pa,_3, ..., Py, Py, B, O stets einen, aber auch
nur einen Wert. Das dann auftretende Integral ist das gleiche wie in I1a.

+1
Beispiele: a) J = /3;-2‘7*_-1;)3(%24_4)

z-+1 . 5x5+A4x4—{—A3x3—|—A2z2—|—Alx—{—Ao+Blz+Bo

@E P+ 4 @ 1) o+ 4
. (A 25+ Ayat - Agad -+ Aya? + Az + Ag) (2 + 4) + (Byw - By) (22 + 1)%
@+ 1P@ + 4 ’

hieraus durch Beiwerte-Vergleichung:
A, + B, =0, A,+ B,=0, 44,4+ 4;,+3B,=0,
44,4+ A4, +3B,=0, 44;+ 4,+3B,=0,
44, + Ay +3B,=0, 44, + B, =1, 44,+ B,=1;
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folglich:

A'—A ?T: A3:A2:B1:Bo:—1’7‘ A1:Ao: i
Demnach ist

4 1 1 x5+x4—x3-w2+7w+7_x-’r1}
@+ 1P@ET e 27 (@ 1P S

Wir setzen an:

/zﬁ+w4—x3—x2+7x+7 do — Pe® + A+ Az A +/§Ex+®‘

@+ 1y = (@ T 1) arf1 Y%
4ot —at—at+ T+ 7
(2?4 1)
_ (BA322A 2+ A) (@2 4-1) —4x (Aga®+Aya® + Ay o+Ag) +(Ba+0) (@2 -+ 1)
n @2+ 1) '
Vergleichung der Beiwerte ergibt die Gleichungen
P=1, —A;+0 =1, —2A,+2P=-1

3A; —3A +20=—1, 2A,—4A +B=7, A+0=T7,
deren Losungen sind

A3:J§5_’ A2:%7 A1:3,8_3,, A():——g" S‘le’ Q’:
Daher ist

(S

3-

y
|

fx5+w4—x3—x2—l—7x+7

@+ 1) dw
l ]ox3+1‘)z2+33%—6 890—{—23
8 @ 4 1) T
1 15 3 2
= [P ifi ;233“ L 41n(2® 1) + 23 aretgx]
Da weiter x4 1

1
. 4dx = - vln(xz + 4) + Earetg%
ist, so ergibt sich schlieBlich:

/ x4+ 1
(@ + 1) (2® + 4:)

1528 4-1222% + 33 6
216{ z +(x2x _1;)2 vt +ln[(x2+4)(x2+1)]4—|—23arctgx+4aretg%}.

322 442+ 2
b) J = (@ +1)2@® a1 1)
322 4422 A+ A Bya® 4 Bya? + B,z + B,
@rIF@fet P (@tip @+ 2 1)
_ (A e+ Ag) (@ +2 +1)24 (B 23+ Bya?+ By o+ B,) (v +1)2
@+ 1@ o+ 1P '
A+ By =0, 24,4+ 4,+2B; + B, =0,
34, +24,+B;+2B,+B;=0, 24,+34,+B,+2B,+ B,=3,
A4, +24,+ B, + 2B, =1, Ay + By, = 2;
13*

dz .
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hieraus
4,=0, 4,=1, B;=0, B, =—1, B, =0, By,=1.
Es ist also
x?:}— 4+ 2 . 1 _ 22 —1
(wF1P@+a+ 12 (e+12 (@++ 1)
Nach Ib) ist

dx 1

Je+1p T el

Fiir das zweite Integral setzen wir an:

a1 _ Bm+B, P+ O ,

_/(:ﬁ—i—x—i—l)z x_xz—l—x+1+ xz—}—x—l—ldx’
x2— 1 . By (@ +a+1)— (Byx+Bg)(2x+1)+ (BPar+ L)@ +x+1),
(@ + o+ 1)2 (@2 2+ 1)2 ’

$=0, —B,+B+0=1, —2B,+$+0=0, Bi—B,+2=—1.
Hieraus
Blz_l, B():O, %—”:0, O =0;
also ist
JeE et 2 T T2 re T 1’

und wir erhalten

f 3a*t+4at2 1 x _ 222+ 2241
@+ 1)2@ + o+ 1) T=" oIl #tatl @rD@tfa+l)

§ 4. Die wichtigsten Integrale mit irrationalem oder
transzendentem Integranden.

(75) Da die Integration irrationaler Funktionen in voller Allgemeinheit
undurchfithrbar ist, seien hier nur einige wichtige integrable Sonder-
fille behandelt.

Als ersten wollen wir den Fall herausgreifen, daf der Integrand
von der Form ist

n .
f(ac,]/aac+b); 26)
hierbei soll f eine rationale Funktion der beiden Grofien x und

7]L/ax b sein. Die Irrationalitat tritt also nur als mte Wurzel aus
einer linearen Funktion der Integrationsveridnderlichen auf. Das
hiermit gebildete Integral 26) laft sich stets mit unseren Hilfsmitteln
auswerten. Wir verwenden die Einsetzungsmethode und setzen

n/ N 7 b 7 -1
Vax +b=2, ax-+b=2" T=—— dx:;z‘(lz,
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also _/f z‘——b et gy

Der neue Integrand
n .y 2" —b
Ezn ! ( a z)

ist eine rationale Funktion von z, und damit ist die Aufgabe auf
die im vorigen Paragraphen behandelte zuruckgefuhrt
Beispiele.

a) J =|;——dxz. Wir setzen
}/x—i—a,
]/x+a=z, T+ a=23, dx = 3z22dz

und erhalten

J:/zg;‘f-?)zzdz — 3/kz4— az)dz — 3("% —a2) =3 2@~ 50
2 10

(2(90—{—0&)—50&)]/( a)? = O(2x—3a)](x+a)2
also

/3}/1, do — % @z — 3a)|(x + a)?. Probe!
X a

b)J_/zan+5dx Vz+5=2, x=22—5, dv=_2zdz,

Yz +5
" (2 —2)22 3z — 10
J=sr 102 z_/(_l‘i'zy—z—lo)d
5 1

‘f’“le* 2t 2 18.zT:'")dz

:ﬂz—#*ln(z—l—?) In(2z — 5)
oder

_Vx+5dx——~}/x+5—l———ln<]/x+ 54 2)— 1n(2V§ff5—5).

2 —Yx+ 5

x—1

o) J — /V?}—_1+2dx; Jo—1=2, o=2+1, do=065dz.

o/

J:/(fg—i—i)——'ﬁiadz=6/(z6—i—2z3)dz=%z7 34

oder

MV — 3 e ; -
/"”.i/ llfﬁdx:-g(x—1)i/x—1+3*(x—1)2. Probe!
=

Hierher gehéren auch die Integrale von der Form

) | Jax+ b ’
s =[1(e | atg) o )
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ist. Sie wer-

b
wobei f eine rationale Funktion von z und ‘/ -+

x4+ p
den durch die Substitution Vg—— =z in Integrale mit rationalem

ax+f b -
Integranden iibergefiihrt; denn es ist 2% +~ 5= = 2" oder

n o s b n—1
Bz b’ da — 'n(ﬂa ab)z 2
azt —a (2™ — a)?

—/f az“-—b z>.n([)’a—sz)z"‘1dz

2" —a (02" — a)?

x=—

also

Beispiel:
1/ =z 22 2az
/ - — — doe = _=2%°

J = / ‘/a—m_z’ T=0a L

22
J = / +1)_ =2a,fmdz=a(—z2+l»+arctgz>

also

y/‘ ]/ a—i-;c dx = aarctg Va%x — Ya(a — ). Probe!
(76) Auch die Integrale
J=ff(w,]/aw2+2bm+c)dac, 27)

in welchen
f(w, ]/ai’ﬁ -+ 2bx 4 c)

eine rationale Funktion von z und Jaa? + 2ba + ¢ ist, lassen
sich sdmtlich mit den bisherigen Mitteln auswerten. Wir unterscheiden
zwei Falle:

a) Es sei a = ¢2 > 0; dann 148t sich die Wurzel
w = Jox® + 2bx —FE

w=aly+ 28 Qﬁx-l—xz

in der Form schreiben

wobei zur Abkiirzung y = % und f= 7 gesetzt sind. Jetzt setzen wir

w=o—2x)=aly+ 2z + o, 28)
woraus sich ergibt

2 .
22— 2zx -+ a2 =y + 2fx 4 a?, w:; r,
, (z+B) 28')
d‘x_z_ﬂfij‘?’d
2(z + B)*
wiahrend die Wurzel
n 22—y A+ 2824y ”
w=ale— gy = g = 28
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wird. Das Integral geht hierdurch iiber in:
zz——y 2428249\ 2+282+ 7y
T=[ili T s ) e e W

Sein Integrand ist eine rationale Funktion von z; das Integral 148t sich
also nach den Methoden von § 3 auswerten. Zuletzt hat man noch die
Verdnderliche z durch x zu ersetzen durch die aus 28) sich ergebende
Gleichung:

z=x—[-g oder z=ux-+ - Vy+2/3x+x2
oder 30)

2= x+'}/&§i2bx+ c.
b) Es sei —a == ®2> 0, d. h. a negativ. Man kann jetzt schreiben
w = (x]/y + 282 — a2,

wobei zur Abkiirzung

y:m% und ﬂ:—c-
gesetzt sind. Sind nun @, und 2, die Losungen der quadratischen
ile::fung @ —2fx—y=0,

w? = a?(w, — x) (x — ) . 31)
Man setze b (e a2
dann folgt

w? = &% (®, — ) (v — ¥y) = (X — 2,)%22,

Xy — X = (2 — _ Tyt a2t 2z(x; — ) 31)
"U2 x_(x xl)zz’ x_—i—{—z2 ) d(lf—- (1+22)_2 dZ
wihrend s — )
W=« (x - .’1}1) 2= 72172?2] 31//)
wird. Das Integral geht hierdurch iiber in
x2 + 22 (xz — %)z (2, — @y)2
_/f T2 Y1y )'2 0+ 2 dz. 32)

Sein Integrand ist wiederum eine rationale Funktion von z. Am Schlusse
hat man noch z durch

/ xZ —-— X
&= ]" z—x
zu ersetzen. :
Beispiele:
da . SR
a) J=[—— ; wir setzen Va2 a2 =z —x, also
) I = Ja? + , alsc

22— g2 22 4 2 — 224 g2
e — 2 2~ ' 7.
x 5 > de = O dz, ]/w + a? = PR
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6)

demnach
. (22 + a®) 22 22 _L/ dz 1. z—a,
J = 2z2(z2—a2)-(z2+a2)dz—‘ 22 —a? a]nz+a’
nun ist
| . 2=+ J2? + a2,
also wir
/_dw _lpe—atiEia " Drobe!
Va? + a2 ¢ gyatyVEra
z2+a2
2 g2 — —_ = .
J = /xl/x2—a2 V& a z—x, x 95
22— g2 — 22
— 2 __ 2
de =" 5z 4%, ]/x 0=,

J = Hfzzc_l:az 2 are’og% = %aretg(% - ]/ (5)2—:)

1 i
= —-arceos — -+ 5—.
a Cosx+2a

c) J _f ——; man setze a?—x?=(a—x)(x+a)=(r+a)?2?
zla® = a?

also
1 —22 —4z

w:amz, dwzamdz.
Nun wird
a2
Va x 2a1+z2,
daher
. zdz 122 1422 2 dz _ 1. 1—z
J_—4f(1+22)2'1—z2. 2az Efl—zz_alnz+1’
da nun
zz]//a—x
a4tz

ist, so ergibt sich
—l—ln Ja 4+ x —Va — 2

J: /—-
a Ja+ 2« + Yo —2

Hiermit ist gezeigt, daB und auf welchem Wege sich alle rationalen
Funktionen einer Veriinderlichen x und der Quadratwurzel aus einer
quadratischen Funktion von z integrieren lassen; zuweilen 148t sich
eine bestimmte Funktion dieser Art auf einem anderen Wege bequemer
integrieren. So 148t sich beispielsweise das unter b) angefiihrte Integral

dx
J = [ ———=— viel leichter mit der Substitution
x"/zz —a?
a a a asinz
— =co8z2, *x=-—0, 2 = arccos— , de =+ —-dz
x COo8z2 x COo8“2
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auswerten; wir erhalten dadurch:

) asinz - cosz 1 1 1 a
J = —————dz = [ dz = — 2z = — arccos — .
pr a @ @ x
cos?z . a —a?

cos?z

(77) Eine besondere Hervorhebung verdient das Integral

J a, "+ a, X" a2 ta e+ a,
- Vaax®+2bx+¢
das hiufig in der Praxis vorkommt und eine bemerkenswert einfache
Auswertung gestattet. Wir machen den Ansatz:
/'a,,a:” 2 g a gy
Vaa® +2bz +c
= (O 12" L Xy 22 oo g+ &) ax? + 2bx o 34)
dax
_I__ 13 N
Jax? + 2bx 4 ¢
Die Aufgabe 1iBt sich hierdurch zuriicktithren auf die Auswertung des
dz . J— .
Integrals f WT%TWT——G , das sich aber mit Hilfe der in TIL ange-
fithrten Formeln, besonders T II 4, 5, 6, 7, mittels .einer linearen
Substitution leicht erledigen 1aBt. Differenzieren wir nidmlich beide

Seiten von 34) und multiplizieren dann mit Yaa? 4 2bx + ¢, so er-
halten wir:

O™ Q214 - a2 a g
= ((n—1) oy 1 2" 2+ (n—2) &, 2" "3+ - + &;) (@2 +2bz+0)
+ (O @y @2 e o 2+ o) (az+b) .
Sollen die beiden ganzen rationalen Funktionen nten Grades links
und rechts identisch gleich sein, so miissen die Beiwerte gleich hoher

Potenzen von z beiderseits gleich sein; hieraus ergeben sich aber n + 1
Gleichungen zur Bestimmung der n -+ 1 Beiwerte &,_,,..., &, B.

. . xa .
Beispiele: a) J"/m”z'?dx' Wir setzen an

3 e
ff-————mdx: (0g® + g+ o) Y1 + & — 2a2 +ﬂjV——-1_g*_2—xé;
jetzt differenzieren wir beiderseits und erhalten nach Multiplikation
mit 1 T — 243

2¥ = 20y + ) (1 + & — 22%) + (%322 + & @ + &) (3 — 22) + f.

Die Vergleichung der Beiwerte gleich hoher Potenzen von x ergibt
die vier Gleichungen

—6a,=1, $oa,—40,=0, 2&,+3x, —2x,=0,
%+ $oy + f=0;

dz, 33)

dz
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aus ihnen folgt:

Also ist

28 p— 1 2 5 2
fm+w—2ﬁd““(—3“’_ié mJVL+“—2x

+ 128 _/ V1+z— 24t
Weiter ist

Jretn b b

4 —1

— L aresint ;= arcsin
i l/(4)—z2 T

Y

unter Verwendung der Substitution x — 1 '=2z. So ist schlieBlich

i —_—
fﬁ;d% = *L 5 (822% + 202 + 47) Y1 + & — 22?

+ 2256 72 arcsin 22 Probe!

b) J = f @ — p?)Va? 4 p*da. Um den Integranden auf die

Form 33) zu bringen, erweitern wir ihn mit 1/'2 -+ p?; wir erhalten
dann

22 — m2 $2 2 x4 — mk
/( Vg;—)-l(-p+p)dx L ———x2+7;)2dx
[ dx
= (0g2® + o 2% 4 oy + &g) Va2 + p® + /3/ g
Differenzieren und Multiplizieren mit Vm ergibt
at — pt = (Baza? + 2a, 2 + &) (@2 + p?)
+ (%32 + apa? + oy + &) cx + 8.

Vergleichung der Beiwerte liefert die Gleichungen

doag=1, 3o, =0, Ba;p®+20 =0, 2x,p2+x,=0,

o p* + f=—p'
hieraus folgt:

1 —3p2
0€3=Z, & =0, o= Sp’

5
oy =0, ﬁ=‘§p4

Da nun [ V_;ix = er@m [s. TII6] ist, so ergibt sich
X

[@2 — p2)ya? + p2 dm~—~ (227 — 3p)yx2—l—p2—*8-p491r@in%.
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Dieses und das folgende Integral stehen in enger Beziehung zur
Parabel. rEr:
c) J= / i i + pd?: Wir bringen das Integral auf die Form

33) durch E1we1tern des Integranden mit 1/29; + 2p; es wird dann

J = T 2224 2p2
/14x2+6px+2p2

Verfahren wir weiter wie oben, so erhalten wir schlieflich
2z 42 ‘2 B 4z + 3
/wl/ —2%1 ppdx = Vlv6(4x — p)Y22% 4+ 3px + p? — gépzﬂlr(ioi—w—_;—?.

(V8) Noch weniger als im Falle des irrationalen Integranden lassen
sich, wenn der Integrand eine transzendente Funktion ist, allgemeine
Gesichtspunkte angeben, wie beim Auswerten des Integrals zu ver-
fahren ist. Auch hier miissen wir uns auf einige integrable Sonder-
falle beschrinken, die die wichtigsten Integrale mit transzendenten
Integranden darstellen.

I. J=fm”e‘””da:. Wir wenden die Methode der teilweisen
Integration an und setzen 2" = u, €*® = v'; dann ist ¥’ = na"?

er® . .
und v = 456 ergibt sich also:

o

/x"e‘”dw=-‘t—x"ea‘”—%/x"’1e““dw. [TIII26] 35)

Hiermit ist, wenn » eine natiirliche Zahl ist, das urspriingliche Integral
auf ein anderes zuriickgefiihrt, in dessen Integranden x nur noch in
der (n — 1l)ten Potenz auftritt. Durch wiederholte Anwendung der
Formel 35) gelangen wir schlieBlich zu dem Integral f edx, das
nach [TIII10] gleich

eex

et dx =

a

ist. Eine Formel wie 35), die zwar die gestellte Aufgabe nicht sofort
16st, aber auf eine einfachere zuriickfithrt und durch fortgesetzte An-
wendung die Losung bringt, heift eine Reduktionsformel oder
Rekursionsformel.

Ist bespielsweise fxf’ e“*dx auszuwerten, so erhilt man mittels 35)

5,0 b e 5 4 0%
25T du == panietill KAl dx

und ebenso weiter

. x4enz 4 ‘ .
/x"e‘”‘dx: —E/xse“”dx.

a
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Setzt man dies ein und fahrt so fort, so ergibt sich:

x5ea$dx :xseaz—ér x4eu.v—i waeu:c—i ngaz_z(ﬂi_}_ﬁ))l
a a a a a a a a a a a I

:eaz{_;__dex_l_ x3—— 2.;_120 120} Probe!

ab

Formel 35) laBit sich nach dem Integrale auf der rechten Seite
auflsen :

ﬁ xn—leuxdx:_l_xneax_ e d g .
@ @ ’
ersetzt man hier n — 1 durch —v», so erhalt man

,,__1 er® e e
y hd [ dx 2—‘*—/‘;_1d$.
a xv asxv-1 xv

v

Schreibt man schlieBlich wieder n statt v, so erhilt man die Formel

L2 o ——j‘;—w—ﬁ—ﬁ rrrrr V‘L/ifdx. [TIII27]  35)

a (n—1)«a"~ n—1)a1

Diese Rekursionsformel vermindert den Exponenten der diesmal im
Nenner stehenden Potenz von x wiederum um 1. Durch ihre wieder-

holte- Anwendung gelangt man schliefllich zu dem Integrale / —dx,
das man durch die Substitution

1 dz
e =z, x=-—Inz, dr=-—
a az

iiberfithren kann in das Integral
/ Cir=a dz .

Weder / - dx noch / s lassen sich mit unseren bisherigen Mitteln

auswerten; durch diese beiden Integrale sind vielmehr neue Funk-
tionen definiert [s. (201) S. 661].

Beispiel:
eax eux a eax a ed@ a ed@
J=/;rd“f=—§ﬁ+?{*’z—xz+'z‘[—7+ 1f dw]}
'ea; 1 a a2 ad 'eaz
/x4 :‘“ew<3_w“3+6—52+6—5> _F/x dx. Probe!

II. S,,= ] sin®x dx. Wir benutzen wieder die Methode der teil-
weisen Integration

w=sin""lx, o =sinz, % = (n— 1)sin" 2xcosx, ©v= —COST
und erhalten

S, = —sin" " lxcosx + (n — l)fsin”‘%v cos?xdx.
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Nun ersetzen wir cos?x durch 1 — sin?z; dann wird
S, = —sin" " lzcosz + (n — 1)f(sin”‘2x — sin"x) dx
= —sin" "tz cosx + (n — l)fsin"‘2xdx — (n — l)fsin”x dx.
Kiirzt man f sin® 2z dx ab durch S, _,, so ergibt sich
S, = —sin*~1zcosx + (n — 1)8,_, — (n —1)S,

oder durch Aufldsen nach S,

1 . n -1
S, = — —=sin""lxcosx + — Sn_s,
also n

! [sm"“zxdx . [TIIL28] 36)

[sin”x de = — % sin"~ 1z cosx - ——
Ist » eine natiirliche Zahl, so stellt Formel 36) eine Rekursionsformel
dar, durch deren wiederholte Anwendung man schliellich bei ungeradem
n auf das Grundintegral f sinz dx = — cosx oder bei geradem n auf
das Integral f dx = x gelangt. Das urspriingliche Integral 146t sich
demnach vollstdndig auswerten. '

Beispiele: _
a) f51n5x dz = — Lsin*zcosx - 4 fs1n3x dx = — Lsin*zcosx
+ 4 (— Lsin?zcosx + % fsmz dax),
fsin%* dx = — Lsintzcosx — 5 sinx cosx — 1% cosz . Probe!
) fsin“x dx = — §sinfxcosx _
+ #{— }sin®zcosx + § [ — §sinzcoszx + z]},
fsin"’x dx = — LsinSzcosx

— Sfrsindz cosw — P sinz cosx + 5. Probe!

Setzt man in 36) # — 2 = —», also » = 2 — v, so erhdlt man

de 1 cos & +v—1ndx
sin¥ ~%2x = v — 2sinv-la ' v — 2/ sinva’
Ersetzen wir » durch » und losen nach dem Integrale der rechten
Seite auf, so erhalten wir die neue Rekursionsformel

[.dx _ 1 cos® +n——2‘/aldf . [TTII 29]

J sin"x n—1sin»~z ' n—1) sin"~2x

Wir gelangen bei wiederholter Anwendung dieser Formel (ganzzahliges
positives n vorausgesetzt) schlieBlich entweder zu dem Integral

dx
ey (wen:

(wenn = eine ungerade Zahl ist). Da nun nach [T III 3]

d dx
sin®z
sich /

= In tg ? ist, so lafit

w, Stets vollstindig auswerten.
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Beispiele:
L Rt —RUIEEE e T
0 AR LAl

e e 2intga.

Es sei ferner €, = f cos"® dax. Auf ganz entsprechendem Wege
wie oben lassen sich hierfiir die beiden Rekursionsformeln finden

/cos"x dx = % cos" lx sinx r= 1/cos’“2x dx [T I1I 30]
und
dx 1 sinz n—2 dx
/cos"x T an—1cos g +n~1/cos”‘2x' (TIII31]
(79) III. Das Integral
T = [f(tgx) da, 37)

wobei f(tgx) eine rationale Funktion von tgz sein soll, wird durch
die Substitution

tgx =2z, x = arctgz, dx = 1——1272
iibergefithrt in das Integral
1(z)

Hier ist der Integrand —f(-)— eine rationale Funktion von 2z, kann also

nach den Methoden des §3 behandelt werden.
Beispiele:

a)/tg“mdw:/ +22dz~fz2—l—|— 2+1)dz
=—3~——z—[—a,rctgz——tgx—~tgx+l

dz 1 dz dz
b)f1~tg x:——/(zz +0E=-1) “?f(szfi z2+1)

1 1
=5 In z+1+ arctgz—il tgz + 1

4 “tgr 1 +’§“d
X
_—?”*‘Zl’”g(er“)-

IV. Wir sind nun auch imstande, jedes Integral von der Form

J = [sin"xcosx da 38)

auszuwerten, in welchem r und s irgendwelche ganze Zahlen sind.
Wir wollen zum Nachweise mehrere Fille gesondert betrachten.
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a) Eine der beiden Zahlen r und s sei ungerade. Ist r ungerade,
so fithrt die Substitution cosz =z den Integranden in eine rationale
Funktion von z iiber; ist dagegen s ungerade, so hat die Substitution
sinz = z den gleichen Erfolg.

b) Beide Expomenten sind gerade Zahlen r =20, s=20. In
diesem Falle ersetzt man die gegebenen Funktionen am bequemsten

durch die Tangensfunktion mit Hilfe der Formeln sin?x = T%%E und
cos?y = 1—4—_1,0?95 , wodurch dieser Fall auf den Fall ITT zuriickgefiihrt wird.

Beispiele:
sinx . . ol .
a) J = cos%dx. Wir setzen sinz = z, damit ist coszdx = dz,

und es wird

sin*z cosx dx 2t 222 — -1
5= [rteeein _ [ 2 e = [+ E )
Nun ist

222 — 1 dz

Eoipdr=— (z2—1)+ 217
daher ist
2 3, z2— ginz 3. 1—sinz
J:z“2(z2;T)+Zlnz+l sinx +2cos2 +Zn1+sinx
oder )
sinx sinz 3 (Jl z ) \
oz dx = sinx -+ Yoot a + —2~1ntg T 2). Probe!

b) J = [sin%cos“xdx. Wir setzen

. tg2x 1
2, 2. o
SIn*x = 7 und cos?x 1T tats
und erhalten
J = f tgan
1+ tg w)“
und durch die Substitution
tga = do—_2%
gx =2z, X —1 + ZE
J— f 1 152° + 7027 + 12825 — 702° — 152 "
@E 1 = 1280 @+ 1y + 256 256 arctgz ,

fsin‘ixcos“xdx = sj%_;%s_z(w sin®z -+ 70sinéx cos?x - 128 sintx costx
— 70sin2z cosbx — 15 cos8x) —{—5:;—691:

V. Sp=fa"singxdxr und C,=fa"cosaxdx.
Wir wenden die Methode der Integration nach Teilen an 2" = u,

. cosax N
singx =1, v =na" ! v= - und erhalten fiir S,

1 n 1 n
Snz—-;x"comx +— x*lcosardx = ———a—x”cosax + —JO,,_.I;
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ebenso erhalten wir fiir C,, wenn wir setzen

sina x
" =u, cosaxr=1, w =mna""1 = -

a ]

1 . 7 . 1 . n
C,= —atsinax — —|2" tsinax dox = —a"sinaxr — —S,_;.
a a, a a
Hieraus ergeben sich die beiden Rekursionsformeln:

. 1
/x”smaw dx = —~—a~x" cosax - % 2" leosaxdex,
. ) N [TIIT 32] 39)
fx”cosawdm :;x”sinaw —%/x”‘lsinaxdx.

Sie filhren — positives ganzzahliges n vorausgesetzt — schlieBlich auf

- 1. . 1
eosaxdx:;smax oder smaxdx:—;cosax;

S, und C, lassen sich also stets auswerten.

Beispiel:
J = /t:”sm%t di = — 27—t?‘cos t—]— QT[T 2 in%[t
— 5 (= gabeos i g grein )|
= — ~T—t3 0032;}: + 3(_21’_”) 12 sin%i + 6(2—ﬂ)3tcos2%[t
— 6(%>4sin2;t.
Beweise die Rekursionsformeln:
/sinaxdx: —LM——J—fmdm
und " n—1a~1 n—1J a1
[ ae = - R [

Durch sie werden die Integrale
[e%as wma [0 g
zuriickgefiihrt auf die beiden Integrale

sinax cosax
/ 0sa g,

X

deren Auswertung mit elementaren Hilfsmitteln nicht mdglich ist.
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§ 5. Die geometrische Deutung des Integrals.

Das bestimmte Integral.

(80) Das geometrische Bild der Funktion y = f(r) ist, wie wir im
Abschnitt T erfahren haben, in einem rechtwinkligen Koordinaten-
system eine Kurve; wir nennen y = f(x) die Gleichung dieser Kurve.
Es ist zu erwarten, daB das Bild der Funktion F'(x) = f f(x)dx einen
dhnlich engen Zusammenhang mit dem Bilde von f(z) haben wird,
wie ihn die beiden Funktionen selbst aufweisen.

Wir wollen nun zeigen, dafl F(x ff Ydx als eine Flache
gedeutet werden kann (s. Abb. 85) und zwar stellt es die
Flache dar, die begrenzt wird von y

der z-Achse, der Kurve y = f(x) und
zwei Ordinaten, der zu einer be-
liebigen, aberkonstanten Abszissec
gehorigen und der zur verédnder-
lichen Abszisse x gehdorigen.

Mit der Anderung von z andert sich
auch der Inhalt F des betrachteten Abb. 85.
Flachenstiickes, d. h. der Flacheninhalt
ist eine Funktion der Endabszisse z. Es bleibt nun noch nachzu-
weisen, daf der Differentialquotient dieser Funktion fiir jedes beliebige x
gleich f(x) ist. Zu diesem Zwecke erinnern wir uns der Definition des
Differentialquotienten [vgl. Abschnitt I (18) S.35]. Wir erteilen x
einen Zuwachs Ax; dadurch nimmt F (Abb. 85) um einen Flichenstreifen
AF zu, der sich zusammensetzt aus einem Rechteck mit den Seiten Az
und y = f(x) und einem rechtwinkligen Dreieck mit den beiden Katheten
Az und Ay, dessen Hypotenuse allerdings nicht geradlinig, sondern
ein Stiick der Kurve y = f(x) ist. Wir kénnen aber 4F um so besser
durch das Rechteck ersetzen, je kleiner wir Az wihlen; denn dann wird
zwar der Inhalt des Rechtecks sich der Null nihern, da eine seiner
Seiten es tut, in héherem Grade aber der des rechtwinkligen Dreiecks,
da dessen beide Katheten gegen Null konvergieren, so daB wir seinen
Inhalt gegen denjenigen des Rechtecks vernachlissigen kénnen. Wihlen
wir also dx klein genug, so kénnen wir setzen AF ~ f(z)- Az, und
zwar um so unbedenklicher, je kleiner wir 4z nehmen. Der Differenzen-

quotient ist also % & f(x), und kommt dem Werte f(x) um so

niher, je mehr sich 42 dem Werte Null nidhert; das Zeichen ~~ laft
sich durch das Zeichen = ersetzen fiir limAdx = 0. Dann wird aber

aus ‘24% der Differentialquotient %, und wir haben damit gezeigt,

dr .
daB Ie = f(x) ist.

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 14 .
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Wihlen wir statt der Anfangsabszisse ¢ irgendeine andere c¢’, so
ist der bis zu der verdinderlichen Endordinate y reichende Flichen-
inhalt G wieder eine Funktion von z, deren Differentialquotient eben-
falls f(x) ist, da fiir sie der obige Beweis genau ebenso gilt. Die beiden
Flichen F und G sind aber nicht dieselben, sie unterscheiden sich viel-
mehr um ein Flichenstiick ¢, das von der Abszissenachse, der Kurve
y = f(x) und den zu den Abszissen ¢ und ¢’ gehdrigen Ordinaten be-
grenzt wird, so daf also F(z) = G(z) -+ C ist. Da C von der Verinder-
lichen @ unabhingig ist, so finden wir in C die geometrische Deutung
der Integrationskonstanten wieder.

Wie man die Eigenschaft, daB ] fx)dx
einen Flicheninhalt darstellt, zur Ermittlung
des Inhaltes einer Fliche benutzen kann, sei
an einem einfachen Beispiele gezeigt. In
Abb. 86 ist die Parabel von der Gleichung
y = 2 dargestellt, und es sei die Aufgabe ge-
stellt, den Inhalt der Fliche zu ermitteln, die
von der x-Achse, der Parabel und den zu
=1 und z = 2,5 gehorigen Ordinaten be-
grenzt W1rd Nach obigen Erorterungen stellt

[ 2da = & —J,— C die Fliache dar, die bis zu
der einem verinderlichen =z zug(,horlgen Endordinate reicht. C er-

gibt sich aus der willkiirlich gewihlten Anfangsordinate y,. Nimmt
man als Endordinate die zu x = 2,5 gehdorige, so wird die Fliche

2,58
F2’5: T+0:5,208+0,
dagegen diejenige, die bis zu der zu x = 1 gehérigen Ordinate reicht:
13
F1:—§+C:O,333—|—0.

(In Abb. 86 ist die wagerecht schraffierte Fliche gleich 25, die senk-
recht schraffierte dagegen F1.) Da als Anfangsordinate in beiden
Fillen dieselbe Ordinate y, gewéhlt worden ist, hat auch C in beiden
Fillen den gleichen Wert. Andererseits stellt dann die Differenz F25 — F'
den Inhalt des gesuchten Flichenstiickes dar; sie betrigt

F25 = F25 — F' = (5,208 + C) — (0,333 + () = 4,875.

Das Bemerkenswerte an dem Ergebnisse ist, daB durch die Differenz-
bildung die Integrationskonstante weggefallen ist; das Integral hat
jetzt seine Unbestimmtheit verloren, es ist ein bestimmtes Integral
geworden.
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Ganz allgemein versteht man unter dem bestimmten Integrale
b .

/ f(x)dx einen Ausdruck, zu dem man auf folgendem Wege gelangt:
J
Man ermittelt zunéchst das unbestimmte Integral

[H@)dz = Fa),

bildet dann durch Einsetzen der bestimmten Werte o und b

fiir die Verdanderliche » die beiden Werte F(a) und F(b) und

subtrahiertschlieBlich F(a) von F (b). Der Ausdruck F(b) — F(a)
b

ist das gesuchte bestimmte Integral f}‘(x)dx. a heillt die

a
untere, b die obere Grenze des bestimmten Integrals. Aus dieser
Definition folgt sofort die Gleichung ‘

b a b a
[t@de+ [t@)de=0,  [t@)de=—[t@de,  40)
a b a b

d.h. eine Vertauschung der Grenzen fiihrt ein Integral in
den entgegengesetzten Wert iiber.
Ferner ist
F () — F(a) =F(b) —F(c) + F(c) — Fla),

also
I_) [ b
/f(x)dxsz(x)dx~}—f]‘(x)dx. 40))

Einige bestimmte Integrale sollen ermittelt werden:

b
b
b) /flx—xz [nz] =Inb—Ina=In",
. a
a

a

dx . X |a . . 7 7
c) / e = {arcsm i] = arcsinl — aresin0 = = — 0 = R
; Vaz T @ g 2 2

a
dx 1 x (¢ 1 1
d) faz T2 [; arctg ;]0 = - arctg 1— - aretg 0
0

14*
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1 1 = 1 = 7
e)v/a2+x2—-—aretgoo——~aretgl——“—-f——u—-z——ﬁ,
z
2 T
f)fsinxdxz[— eosx]o2 =—cos—g—+eos():0+1:1.

0
Weise die Richtigkeit der folgenden bestimmten Integrale nach:

12

4 o0 5
jx]/;dx — 124, /“;—f =05, ]/;lj:l —In5=1,6094,
X
0

3

/cosxdm = 0,2072 .

7T

6

(81) Mit Hilfe der in (80) erworbenen Kenntnisse konnen wir jetzt
auch dem bestimmten Integrale eine geometrische Deutung geben.
Es ist namlich

b
F=[{@ax 41)

die Fliche, welche von der x-Achse, der Kurve y = f(x)
und den zu den Abszissen x =« und & = b gehorigen Ordi-
naten begrenzt wird; eines

R B DGy Beweises bedarf es nicht mehr.

s Aber gerade diese geometrische
T Deutung erdffnet uns einen
%% mnoch tieferen Blick in das We-
sen des bestimmten Integrals.

G Wir kénnen (Abb. 87) den In-
o halt dieser Fliache auch auf fol-
= gendem Wege ermitteln. Wir
i setzen zuniichst voraus, dafB
& AsxEB y = f(x) zwischen x =a und
x = b stetig verlaufe und be-

stindig wachse. Nun teilen

wir das Stiick der Abszissenachse von « = a bis x = b in n gleiche
a

Teile, so daB jedes Teilstiick die Liange dx = E;— hat. Ferner
ziehen wir durch diese Teilpunkte X, X, X,, ..., X,_;, X, die Or-
dinaten X, Py = 9,, X1 P1 =19, XoPy=9s..., Xy 1Pn1 = ¥u_1,
X, P, = y,. Dadurch wird die Fliche F in n Parallelstreifen zerlegt.

Abb. 87.
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Jetzt wollen wir durch die Kurvenpunkte Py, P;, P,, ..., P,_; die
Parallelen zur Abszissenachse ziehen, welche die jeweils folgenden
Nachbarordinaten in @, @y, @5, - . ., @, schneiden mégen. Es entsteht

dann eine Anzahl von Rechtecken, deren jedes infolge der obigen
Annahme, dafl die Kurve nirgends fallen soll, kleiner ist als der
zugehorige Streifen; folglich ist auch die Summe dieser Rechtecke
kleiner als ¥. Die Inhalte der Rechtecke sind aber der Reihe nach

Yordx, yy-da, yy-da, ..., y,_, dx; wir erhalten also, wenn wir fiir
das Summenzeichen den Buchstaben S wéhlen, die Ungleichung

n—1

S yp-dx < F.

k=0

Ziehen wir dagegen durch P,, P,, ..., P,_;, P, die Parallelen zur
Abszissenachse, welche die jeweils vorangehenden Ordinaten in R,

Ry, ..., R,_,, R,_; schneiden méogen, so erhalten wir wiederum eine
Anzahl von Rechtecken, deren jedes infolge der oben angefiihrten
Voraussetzung iiber y = f(x) groBer ist als die zugehorige Lamelle

von F', so daf also

Syk‘Ax>F
B=1

n

ist. Nun haben aber beide Summen die gleichen Glieder, ausgenommen
das Glied y, 4z, das nicht in der ersten Summe, und das Glied y,- 4z,
das nicht in der letzten Summe vorkommt; folglich ist ihr Unterschied:

n-1

n
Syk'Aw~Syk-dwzyn-Aw—yo-Aw= (¥n — ¥o) - Az
k=1 k=0

Wir finden dies auch in Abb. 87 bestétigt: dort ist auf der Abszissen-
achse die Strecke AB = Az abgetragen, in den Punkten 4 und B
sind Parallelen zur Ordinatenachse gezogen, und der dadurch ent-
standene Streifen ist durch die Verlingerungen von R, @, By @,, . . ..
R, ,Q,, R, {P, in Rechtecke

D,C,C,D, = P,Q, P;R,, D, C,C;Dy=PQ;P, Ry, ...
. D, 10,10, D, =P, Q. Pp@Qy 1
zerlegt worden, deren Inhalt also gleich der Differenz der Inhalte je
zweier entsprechender Rechtecke der beiden Summen

n n—1
Syk Az und SykAm
k=1 k=0

ist. Somit hat der Streifen D,C,E, D, einen Inhalt, der gleich der Dif-
ferenz der beiden Summen ist. Da nun DyD, = C,C, =y, — ¥, ist,
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so betragt diese Differenz wie oben

(Yn — Yo) - A

Jetzt wollen wir die Anzahl n der Streifen, in die wir F zerlegt
haben, vermehren. Hiervon unberiihrt bleibt die Tatsache, daB

n—1 n
SykAx<F<SykAx
k=0

k=1

ist. Andererseits wird aber Az = b—

% sich in dem MaBe dem Grenz-

werte Null ndhern, als die Zahl » selbst iiber alle Grenzen hinaus wichst.
Das Rechteck DyC,C, D, behilt zwar seine Héhe Dy D, = y, — v,,
die von der Wahl der GréBe n unabhingig ist, unverindert bei; aber
die Breite 42 und damit der Flicheninhalt konvergiert mit 4 gegen
Null. Das heiBit aber, dal die Differenz der beiden Summen

n—1 n
Sykdx und SykAx
k=0 E=1

sich mit wachsendem 7 der Null nihert, daB also die beiden Summen
mehr und mehr einander gleich werden:

lim SykAm— lim SykAx

n-» oo I n—>o0o
dz>0 1x—>0

Weil aber der Wert von F stets zwischen diesen beiden Werten liegt,
ist der gemeinsame Grenzwert dieser beiden Summen gleich F':
n-1

lim Syk dx=F

dz>0 Py
Wir kénnen uns nun auch von der oben gemachten Annahme, daB f(x)
von ¢ bis b nicht abnehmen solle, freimachen. Wiirde namlich f(x)
in diesem Intervalle abnehmen, so wiirden die gleichen Schliisse wie
oben gelten, nur daB jetzt

n-1 7
SykAx>F>SykAx
k=0 k=1

wire. Wiirde dagegen ein abwechselndes Steigen und Fallen von f(z)

im betrachteten Intervalle stattfinden, so brauchte man nur dieses

so in kleinere Intervalle zu teilen, daB in jedem f(z) entweder nur

steigt oder nur fillt, und auf jedes dieser Intervalle die angefiihrte

Schlulfolgerung anzuwenden. Wir konnen das bestimmte Integral
b

F = f f(x)dz, wenn wir von der geometrischen Betrachtung abstra-
a
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hieren, auch folgendermaBen deuten. Man teilt das Intervall von
£ = a bis x =5 in eine endliche Anzahl n gleicher Teile, deren
b—

jeder den Wert dx :~—n£ hat, und multipliziert dieses 4z

mit dem zu dem betreffenden x gehérigen Funktionswerte
y = f(x). Alle diese Produkte werden addiert. Von dieser
Summe bestimmt man den Grenzwert fiir den Fall, dafl »
iiber alle Grenzen hinaus wichst, oder — was dasselbe ist —
daB 4z sich dem Grenzwerte Null ndhert. Durch diesen Grenz-
tibergang wird zwar die Anzahl der Summanden unendlich groB, dafiir
aber jeder einzelne Summand unendlich klein, in der Weise, daf} die
Summe selbst endlich wird. Man driickt diese Tatsache gern kurz,
wenn auch unscharf, dadurch aus, daB man sagt: , Ein bestimmtes
Integral kann aufgefaBt werden als eine Summe unendlich vieler unend-
lich kleiner GréBen.‘

Ein paar Worte noch iiber die Bezeichnung. Bedenken wir, dafl

in der Summe
n-1
S Yi A.’l]
k=0

die unabhiéingige Verdnderliche x fiir & = 0 den Wert a, fiir kb =n
den Wert b annimmt, fiir & = n — 1 einen Wert, der um so niher
dem Werte b kommt, je kleiner Az ist, und dal} die abhéngige Verénder-
liche y = f(«) ist, so kénnen wir diese Summe auch schreiben

b
Sf(w)Aw;

driicken wir schlie8lich den Grenziibergang dadurch aus, dafl wir statt
Az schreiben dz, und daB wir das Summenzeichen 8 zum Integral-
zeichen f strecken, so ergibt sich fiir den Grenzwert der Summe die
Schreibweise

b
ff(x) do;

die Schreibweise, die wir in § 1 fiir das Integral kennengelernt haben,
findet hierdurch ihre Begriindung. /

Fassen wir nochmals das Wesentlichste zusammen. Wir haben
zwei ganz verschiedene Deutungen fiir das Symbol

b
[t @) dw

gefunden. Einmal gelangen wir zu ihm, indem wir die Funktion F(x)
suchen, deren Differentialquotient f(x) ist, ferner F (b) und F(a) und
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schlieBlich die Differenz F (b) — F(a) bilden:
b

]f(x) dz = F(b) — F(a) .

a
Der andere Weg ist der: Wir teilen das Intervall x = a bis = b in
eine Anzahl gleicher Teile, multiplizieren den zu einem bestimmten x
gehorigen Funktionswert f(x) mit dem zugehérigen Teilintervalle Ax
und addieren alle diese Produkte; schlieflich lassen wir Az sich dem
Werte Null ndhern, wodurch sich zwar jedes Produkt ebenfalls der Null
nihert, die Anzahl der Produkte jedoch iiber alle Grenzen wichst; der
Grenzwert dieser ,,Summe unendlich vieler unendlich kleiner GroBen‘ ist
derselbe Wert wie vorher. Hiufig wird man vor die Aufgabe gestellt,
eine solche ,,Summe unendlich vieler unendlich kleiner GréBen‘ zu
bilden, eine schon in den einfachsten Fillen recht schwierige und ver-
wickelte Aufgabe, die aber sehr vereinfacht wird, wenn man den anderen
Weg einschligt. Zwei Beispiele mégen dies erldutern:

b

1. Es soll F = f 22 dz ermittelt werden. Wir teilen das Intervall
a

von z =@ bis # = b in n gleiche Teile Az = Z—)—-%@' die unabhéngige

Verénderliche erhédlt der Reihe nach die Werte
a, o+ Adx, a+24x, a-+3dxz,...,a+m—1dx=0»b,
also die abhingige Verdnderliche die Werte
a@?, (a4 42, (a+242)?%, (@+342, ..., (a+ (00— 1) da).
Diese sind mit 4z zu multiplizieren, und iiber die Produkte ist zu sum-
mieren. Es ergibt sich:
b
szzlx =a@?dx + (a + dx)2dx + (a + 24z)2 Az
a + (@ +3dx)2dx 4 - + (@ + (n — 1) dx)2 dx.
Wir heben A aus, filhren die Quadrate aus und fassen zusammen;
wir erhalten
b

Sx2Ax: Az[na® + 20421 4+2+3+ - + (n— 1))

z 4 (AP (12 4 28 4 3 4 oo (0 — D).
Aus der elementaren Mathematik ist bekannt, daB
14248+ (@—1 =100

und

12204 3 (D= (2 RER D)
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ist. Hierdurch wird

b
Sx2Ax—Ax[na2+n(n—1)an—|— 1)'n(2n

a

]
und, wenn wir Az = b—a einsetzen,
b

b— —Da(®— — —1(b — a)?
szsz—ng{naﬂ’—]—"(" ?na(z @) , (n 1)n(2gn2 1)( a)]

a

=6—a)|e+(1— 1)@ —a

-2 G -5 +%7)]
=b—a [az/l +2n+6n2)
b (5 = g) + 0 (3~ g0+ gl |-
Wichst n iiber alle Grenzen hinaus, so bekommen wir
b

/xzdac:(b—a)

a

Das gleiche Ergebnis erhalten wir auf wesentlich kiirzerem Wege, wenn

b3 — g3

a®  ab b2
TrEtg="5"

. . 3 . x3 . . .
wir unbestimmt integrieren / ?dx = ?’ hierin die obere Grenze b

und die untere Grenze a setzen - bzw und beide Werte voneinander

3 3
abziehen:
b

b3_a3
270
/x dx = 5~

a

J;
2. F = / cosxdz. Wir teilen in gleicher Weise ein wie vorhin

*x
und erhalten als Summe
f

Scosxdm = cosa - Az + cos(o + Ax) - Ax -+ cos(& +24x) - Az -+
* + cos(® + (n — 1) Ax) - Az

= Adx[cosax + cos(x 4 Ax) 4 cos(o + 24 )

4 cos(x 4+ 84x) + -+- + cos(o + (n — 1) dx)],
f—u

, ist. Da nun nach einer goniometrischen Formel
coso + cos(& + Ax) + coé(oc + 24z) + cos(a + 34x) + ---
sin—g- Az .« cos (oc -+ nT—l Aw)

wobei dx =

4+ cos(x + (n — 1) da)] =
: sin—-;
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ist, so ist
B sinﬁ;acos(zx#—tza—é;)
ScosxAx:Ax- P
-2 sin?
. f—u f+o 495)
B sin 2 cos mz 2
= -
sm?
Az
2
Gehen wir zur Grenze Ax — 0 iiber, so wird
#
/cosxdx — 25in® ; acosﬂ;a: sinff — sine .

[2.2
Wesentlich einfacher ist der zweite Weg:
B
fcosxdx =sinz, also fcosx dx = [sinz)f = sinf — sina.
o
Wir sind am Ende unserer theoretischen Betrachtungen iiber das

bestimmte Integral und kénnen nun dazu iibergehen, das bestimmte
Integral zur Lésung vor Aufgaben zu verwenden.

§ 6. Berechnung des Inhaltes ebener Figuren (Quadratur);
Nidherungsformeln.

(82) Wir beginnen damit, das bestimmte Integral auf die Ermittlung

des Inhaltes ebener Flichen anzuwenden. Zuerst wollen wir uns

mit solchen ebenen Fléichen befassen, deren Begrenzungskurve durch

eine Gleichung im rechtwinkligen Koordinatensysteme gegeben ist.
Gegeben sei die Kurve von der Gleichung

deren- Verlauf Abb. 88 zeigt. Das Integral

2
x? a? 3
/(To - ?x)d”
gibt uns nach dem vorigen Paragraphen den Inhalt des Flichenstiickes,

das von der z-Achse, der Kurve und den zu # = z, und z = z, gehorigen
Ordinaten begrenzt wird. Fiihren wir die Integration aus, so erhalten wir
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Also ist

Fi= %5 — (=9 = 9%
Flicheneinheiten, wobei die Fliacheneinheit gleich dem Qua-
drate ist, dessen Seite die bei Zeichnung der Kurve zugrunde
gelegte Langeneinheit ist (s. Abb. 88). Y
Bilden wir dagegen F~3, so erhalten wir

-4 _ __ 4 __ 125 — 157 — —_@l3
Fii=—4 -3 =251 =—63},

d.h. einen negativen Wert. Wie erklart
sich das ?

Wir wissen aus §5, daB F die Summe
von Produkten y-Adax ist. Ist nun y <O,
Az > 0, so muB auch das Produkt y - 4z —
man nennt es auch das ,Flichenelement® — -+
<0 sein. In dem Bereiche von z; =—5
bis @, =—4 ist nun wirklich y {iberall
negativ. Andererseits ist Aa positiv, da die
untere Grenze ;= —>5, die obere Grenze
2y = —4, d. h. 2, > w, ist, die Abszissenachse
also in der positiven Richtung, d.h. im ]
Sinne wachsender  durchlaufen wird. Folg- Abb. 88.
lich ist in diesem Bereiche jedes Flichen-
element, und damit auch die ganze Fliche F2} < 0. Auch Az selbst
kann negativ werden, wenn nimlich x, << ; ist in diesem Falle y
besténdig positiv, so muB Fi: < 0 sein, ist dagegen y bestandig negativ,
so muB F2 > O sein. So ist bei unserem Beispiele

F3=—24% — (—1¥) = — %>

dagegen

Pi= b — (=94 = +9 4.
Auf das Vorzeichen der Flicheninhalte ist bei jeder Flichenberechnung
Riicksicht zu nehmen. Will man beispielsweise den Gesamtinhalt der
beiden von der Kurve und der x-Achse begrenzten Schleifen in Abb. 88,
von denen die eine von z = —3 bis z = 0, die andere von x = 0 bis
x = 5 reicht, wissen, so wird man beide fiir sich berechnen und ihre
absoluten Werte addieren.

Py=0—(—1gH =21, F=—11}—0=-114}.
Die Summe der absoluten Betrige ist demnach
2]+ 114} = 1433

Flicheneinheiten. Wiirde man dagegen ohne diese Unterteilung F3
gebildet haben, so hétte man erhalten

Fy= — 114} — (—24) = =845
Flacheneinheiten.
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(83) Wir wollen jetzt den Inhalt einer Fliche berechnen, die von der
Abszissenachse, einer beliebigen Parabel dritter Ordnung und zwei

Ordinaten begrenzt wird (Abb. 89). Die Pa-
__/ rabel habe die Gleichung

/;’ % Y =032 + a, 2% + a; % + ay,

U . . . .
22 die Grenzabszissen seien z, und z,, die zu
X, b X, . .
n
Z T o ihnen gehorigen Ordinaten
U

3 2
Yp = a3 + a7 + a,%; + @

bzw
. 3 2
Yo = 035 + a5 + a; %5 + ag.

Es ist

Xy
Fe :/(a3x3—|—a2x2+a1x—|—a0)dx: %x‘l—}—%xf‘ﬁ—?wz—}—aom
oy
Ty
a; : a2 (3 ; 4 2
:(—f(wé—xf)—i—gz(xg—wf)+§1(x;—xl)+a0(m2wx1)

= D B [Bay (2 + 23w, + @yl 4 @) + dag (23 + 2y + 1)
+ 60y (2, + ) + 124,].
Halbieren wir den Bereich X bis X, durch den Punkt X,,, dessen Ab-
szisse also z,, = ?{1%;% ist, so ist die zu =z, gehérige Ordinate

Wir bilden jetzt den Ausdruck:

2001 + 4y + 90 =2ag(ad + T L at) L 90 (8 4 (a4 2 4 )

+ 20, (2 4 2(@ + ) + 25) + 200 (L +441)
= a5 (3a3 +3w3a, 43wyt + 3ad) + 24, (205 +2 2,2, +229)
+2a; (32,4 3x,) +12qa,
= [3as(@3 4 23x, + apaf + ) + day (@5 + x,2, + )
+ 60, (@ + ;) + 124,] .
Der Inhalt der eckigen Klammer stimmt genau mit dem der in F7: ent-

haltenen tiberein. Bezeichnen wir noch die Strecke X, X, = z, — =,
mit A, so erhalten wir die Formel:

S o
sz =|(agax® 4+ ayx® + a4 &+ ag) dw = 3 (Y1 + 4 Y + Yo) - 42)

Diese unter dem Namen Simpsonsche Regel bekannte Formel hat eine
grofe praktische Bedeutung; sie lehrt: Um den Inhalt der Fliche zu
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erhalten, multipliziert man den sechsten Teil der Breite der Flache
mit der Summe aus den Endordinaten und der vierfachen Mittelordinate.
Die Simpsonsche Regel gilt genau, solange der Integrand eine ganze
rationale Funktion von hichstens drittem Grade ist; daB man sie mit
Erfolg auch zur angeniherten Berechnung verwenden kann, wenn diese
Bedingung nicht erfiillt ist, wird bald gezeigt werden. Zur Bestatigung
der Simpsonschen Regel mdgen mit ihr die in (82) berechneten
Flicheninhalte der Abb. 88 nochmals ermittelt werden: Es ist

Yo = b}
also

oo

1 Y = 14 s Yo — '784—61— 9 h=1 ’

i =154+ 37,05 4 14) =947
y_5 = —10, y_,= —3%, y_4’5:_6§3,, h=1,

also
Pt=1(—10 — 2543 — 33) = —64%
y-1=14, Yo =1%, y_15= 137, h=—1,
also
F2=—1(QL+ 537+ 13) = —14%;
Ya :_2’8’ Y1 :—1a6: Ya 5 :"_3T7§, }L:-—S,
also .
F —1(—2,8 —13,75 — 1,6) = 495 ;
?/—%:0, Yo =0, y—lf):lzg: ]l~_—3,
also
Py = g4 300 =200 5
% =0, ys =0, Yo5 = —31%, h=5,
also
B} =4 (=) = — 114
y_g‘:O’ Ys :05 Yy :_1:6, hZSa
also

FPy=4.4.(—1,6) = —85.

(84) Wir zeigen an einigen Beispielen die Anwendung des oben be-
sprochenen Verfahrens.

a) Die Scheitelgleichung derParabellautet y?=2px [vel. (38)];
um den Tnhalt eines von dieser Parabel und einer Normalen zur Parabel-
achse begrenzten Parabelabschnitteszu bestimmen (Abb. 90), be-
denken wir, dafl die Achse diese Fliche in zwei kongruente Hélften
OX,P, bzw. OX P teilt. Der Inhalt von OX P, ist

To
F= / Vepadz = {20 3 Yzl = 3w 1200,

wobei x, die Abszisse des Punktes P,, des Endpunktes des Parabel-
bogens, ist; fithren wir seine Ordinate y, = ]/2pw o ein, so erhalten
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wir fiir die Fliche OX P, den Ausdruck
F = §x0y,.
Wir erhalten demnach das Ergebnis, da8 das Rechteck OX P,Y,
durch die Parabel in zwei Teile zerlegt wird, deren Fléchen
sich wie 1:2 verhalten. Der Inhalt des Parabelabschnittes OPyP;
ist also =%u,8,, wenn s, = 2y, = P{P, die Lénge der Sehne ist.
Will man die Parabelfliche OX P, in ein Rechteck verwandeln,
das dieselbe Breite z, = 0X, hat, so muBl man ihm die Hohe y, = %y,
geben; die Hohe 7, nennt man den Mittelwert der Ordinaten
der Parabel y = }/2 px im Bereiche von « = 0 bis = z,. Allgemein
versteht man unter dem Mittelwert der Ordinaten einer Kurve

Abb. 90. Abb. 91.

von der Gleichung ¥ = f(x) in einem Bereiche von x = z; bis
= x, diejenige Ordinate y,, mit der man die Differenz
xy — ; multiplizieren muB, um den Inhalt der von der
xz-Achse, der Kurve und den zuz = x; und x = 2, gehdrenden
Ordinaten begrenzten Fliche zu erhalten. Es ist also:

T
R fydx
Ym = 2

43)

@y —
Sieht man von der geometrischen Deutung ab, so kann man festsetzen:

Der Mittelwert y,, aller Werte, die die Funktion y = f(z) im
Bereiche von z = 2, bis x = x, annimmt, ist

IELE

- wy— 1y
b) In (31) haben wir die gleichseitige Hyperbel behandelt.
Wenn wir den Inhalt der von ihr, der Abszissenachse und zwei Ordi-
naten eingeschlossenen Fliche berechnen wollen, so miissen wir die

Unstetigkeit unserer Funktion fiir « = 0 beachten; dieser Wert darf
weder innerhalb des Bereiches noch auf der Grenze auftreten. Wihlen
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wir daher als untere Grenze x, = 1, wahrend die obere Grenze x (ver-
anderlich) sei! KEs ist

Fi :/d% = [Inz]}f = Inx.
i

Die Anzahl der Flicheneinheiten ist also gleich dem natiirlichen Logarith-
mus der Mafzahl der Endabszisse. Wenn wir demnach die gleich-
seitige Hyperbel genau zeichnen, so kénnen wir den natiirlichen Logarith-
mus der oberen Grenze dadurch finden, daf wir den Fliacheninhalt von
x =1 ab auf irgendeinem Wege ermitteln.

Wiirde man x =0 als untere Grenze nehmen, so wiirde, da In0 = —oo
ist, jede von dort aus gezidhlte Fliche co werden. Warum darf natiir-
lich auch nicht als obere Grenze x = oo auftreten ? DaB es nicht immer

Abb. 92, Abb. 93.

nétig ist, Werte von x zu meiden, fiir die y¥ unendlich grol wird, zeigt
uns das Beispiel y = V—% . Zwar ist (vgl. Abb. 92) fiir =0 ¥y = oc;
aber die Ermittlung des Flécheninhaltes ergibt

F1~—-/ 2]/:5(,_-2]/%.

Demnach ist beispielsweise der Inhalt der Fliche, welche von der
x-Achse, der y-Achse, der Kurve und der zu z = 1 gehorigen Ordinate
begrenzt wird, gleich zwei Flicheneinheiten, also endlich, obwohl die
Flache selbst sich lings der y-Achse ins Unendliche erstreckt. Anderer-
seits 140t sich bei manchen Integralen als obere Grenze auch x = o
verwenden, ohne daB das Integral selbst unendlich groB wird. So

zeigt Abb. 93 die Kurve von der Gleichung y = T%EZ ; die Flache

die von ihr, der x-Achse, der y-Achse und der zu einem beliebigen x
gehorigen Ordinate begrenzt wird, ist, so gro man auch x wihlen

moge, »

d
F§ = / ] +xx2 [arctgx]s = arctgx .
: 0
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LaBt man z iiber alle Grenzen wachsen, so wird lim arctgz = 32[—,
& —> o0

und die Fliche selbst hat, obgleich auch sie sich ins Unendliche erstreckt,
den endlichen Inhalt von % = 1,56758 Flidcheneinheiten.

c¢) Die Fliche, die von der z-Achse und einem Berge der Sinuslinie
y = asinwx begrenzt wird, ergibt sich zu

T @ T
Y . —a w a a a
Fy :/asmwxdw: [—coswx]w: [— — (— —) =2,
. ® 0 ® .\ W
b

Der Mittelwert der Ordinaten ist demnach in diesem Bereiche

a
9
w

a
Ym = T =2 ,7[7 (S. Abb. 94:).

w
Weitere Aufgaben erhilt der Leser,iwenn er die logarithmische Linie
y = Inz, die Exponentiallinie y = ¢*, die Tangenslinie y = tgx usw.
zugrunde legt und die zu diesen Kurven gehdrigen Flichen berechnet.

/(/
y A
______ Pl N\ 5
Ym |
l i /(/I
VA
% D X X;
Abb. 94. Abb. 95.

(85) Bisher unterlag die Inhaltsbestimmung der Beschrinkung, daf3
zur Begrenzung die x-Achse und zwei Ordinaten gehoren. Von dieser
Einschréankung kénnen wir uns jedoch leicht befreien. Um die in Abb. 95
dargestellte Fliche auszumessen, deren Begrenzungskurve durch
irgendeine Gleichung gegeben sei, legen wir an diese die beiden zur
Abszissenachse senkrechten Tangenten X7, und X,7T,. F ist dann
die Differenz zweier Flichen der fritheren Art. Die eine (der Minuend)
wird begrenzt von der Abszissenachse, den beiden Ordinaten X,7';
und X, 7', und dem oberen Kurventeil %, die andere (der Subtrahend)
von denselben geraden Linien, aber von dem unteren Kurventeil k.

Zur Erliuterung moégen die beiden folgenden Beispiele dienen.

a) Es sei (y — 5)2— 42 = 0. Diese Gleichung ist nicht nach der
abhiingigen Verdnderlichen y aufgel6st; sie ist in unentwickelter
(impliziter) Form gegeben. Lésen wir nach y auf, so erhalten wir
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y =254 2)z. ynimmt fiir jedes positive z zwei Werte an; die Kurve
besteht also aus zwei Zweigen, die im Punkte (0|5) zusammenstoBen
und sich von da nach rechts erstrecken (Abb. 96). Wir wollen jetzt
den Inhalt der von dieser Kurve und der zu x = 9 gehdrigen Ordinate
begrenzten Fliche berechnen. Wir zerlegen zu diesem Zwecke die Kurve
in die obenerwdhnten beiden Zweige, deren oberer die Gleichung
y=5-+2 1/5 hat, wihrend zum unteren die Gleichung y = 5 — 2 ]/?e
gehort. Die vom oberen Zweige, der z-Achse, der y-Achse und der
zu x = 9 gehdrigen Ordinate begrenzte Flédche hat den Inhalt

9

F’=/(5+2ﬁ)dw=[5x+§xﬁ]z=45+36=81.
i

Die vom unteren Zweige und den gleichen Geraden wie oben begrenzte
Flache hat den Inhalt

9
F”:/(s—zﬁ)dx= 5o — 5 o1e] =45 —36=9.
0

Y
Y
g B
A C
+ VA
x X 7 Xz
Abb. 97.

Folglich hat die zu bestimmende Fliche den Inhalt

F=F —F'="172.
b) Die Gleichung
2%— 2xy + 292 + 102 — 20y + 32 =0
ist die unentwickelte Gleichung einer Ellipse; ihre nach y aufgeloste
Gleichung ist
y=1(x+ 104736 —a?).

Da V36 — 2 nur so lange reell ist, als —6 << z < -6 ist, zu einem
Werte von z aber, der diese Bedingung erfiillt, stets zwei Werte y
gehoren, wird die Ellipse von den beiden zu # = —6 und z = 46

gehorigen Parallelen zur y-Achse beriihrt (der Beriihrungspunkt ist
—6|2 bzw. -+6|8) (s. Abb. 97). Zur Ermittlung des Flicheninhaltes

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 15
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F der Ellipse zerlegen wir diese wieder in die Differenz der beiden
Flichen X, ADBX, — X, ACBX,. Die Koordinaten der Punkte des
Bogens A DB erfillen die Gleichung

y =3z + 10 + V36 — 22),
die der Punkte des Bogens ACB dagegen die Gleichung
y=13(x+ 10 — 136 —a?).

Fiir den Inhalt des Flichenstiickes X; 4 DBX, erhalten wir, wenn wir
Formel TII13 zu Hilfe nehmen:

fG

F’:]%- (z -+ 10 + 36 — 22) d=
8
= [% (f;—l— 10x+3§6arcsin% +%V§6———x—2)}i2
2%“18—]—60—{—18-%%—O>—<18——60—18-%—|—Oﬂ — 60 + 971;

fiir den Inhalt des Flichenstiickes X; A OB X, ergibt sich ebenso:
. +o
F//:u/% (x + 10 — V36 — 962) da
-6
1 (=22 36 . z —=\1+6
= [—2— (5 + 102 — - aresin & — §V36 — xz)]_G
1 z "
:‘5{(184”50—18'5—0)—(18—60+1s-§—o)}=60—9n,

so daB F = F'— F'"' = 18n ist.

(86) Bisher haben wir im wesentlichen den Inhalt von solchen Flichen
berechnet, die von einer Kurve, der Abszissenachse und zwei
Ordinaten begrenzt waren; wir konnen uns aber von dieser Beschrén-
kung freimachen. Denn da

Ty T,
xl[y -dx :Aliljzl()% yp A

ist, so ist die Integralformel iiberall verwendbar, wo eine Zerlegung
in Parallelstreifen moglich ist und wir die Lange dieser Streifen finden
kénnen. Die folgenden Beispiele: Dreieck, Trapez, Kreis, sollen, wenn
auch ihre Inhaltsformeln aus der Planimetrie bekannt sind, zur Er-
liuterung des Verfahrens dienen und zugleich auf spitere Unter-
suchungen vorbereiten [s. (93) S. 249f. und (96) S.2611.].

Dreieck von der Grundlinie g und der Héhe h: Wir zerlegen das
Dreieck durch Parallelen zur Grundlinie im Abstande Az in eine
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Anzahl von Streifen; die Parallele im Abstande x von der Spitze hat
eine Linge y, die sich aus der Proportion ergibt: y:g = 2:h; daher

ist ¥y = %x Ersetzen wir jeden Streifen durch ein Rechteck von

der Breite ¥ und der Héhe Adx, so ist die Summe dieser Rechtecke

hSy~Ax= é%xzﬁc
z=0 0

Nach (81) erhalten wir durch den Grenziibergang lim Az =0 den In-
halt des Dreiecks, der sich also ergibt zu

k
A s L S
F—/~hxdx~lfg}oﬁ gt
0

wie bekannt.

Trapez wit der Héhe % und den beiden Parallelen ¢ und & (Abb. 99):
Die im Abstande z von a gezogene Parallele zu a hat, wie man durch
Einzeichnen der Diagonale leicht erkennt, die Lénge

y=yt = 3b+ e
also ist der Flicheninhalt des angrenzenden Streifens von der Hohe da:
dF =y-de oder dF = (b —az+ah)-de,
demnach der Inhalt des Trapezes:

2

h
F:%/[(b—a)x+ah]dx=ﬂ(b—a)f+ak K:
0

=rloe—af+en|=2Ftn. ¢ <y

Der Kreis: Um den Fliacheninhalt des Ab-
schnittes ABC von der Pfeilhohe 2 (Abb.100)
zu ermitteln, zerlegen wir die Fliche durch
Parallele zur Sehne AB in Streifen von der
Breite dz. Der Streifen, der vom Mittel-

Abb.100.
15*
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punkte 3 den Abstand z hat, hat eine Liange UV = 2y, wobei
y = ]/}2_— 22 ist. Der Inhalt des Streifens ist demnach

dF = 2ydx = 2\ — 22 dx,
daher der Inhalt des ganzen Abschnittes

ﬁ’:Z/Vrz—zzdx.
r—h

[Warum ist die untere Grenze r — A ?]
Nach Formel TII13 erhalten wir:
N — i — 2 r
F = [ r#arceos - - + R - L—h
r—nh
r

= {(—~O 4+ 0) — (—r2 arccos + (r—h) VWW)]

oder
a) F == 92 arccosi—;i —(r—"h)y2rh — 2.

Als Sonderfélle ergeben sich hieraus fiir
h = r der Inhalt des Halbkreises /' —= r2arccos 0 — 0 = —Z—rz, fiir
h = 27 der Inhalt des Vollkreises F = r2arccos(—1) + 7 -0 = 7r2.

Formel a) erlaubt noch eine Umgestaltung. Fiithrt man nimlich den

zur Sehne AB gehorigen Mittelpunktswinkel AMB = & ein, so ist
r—h MD o

r M4

ferner ist, da der Umfangswinkel iiber Bogen ACB gleich % ist,
X CAB = %, als Umfangswinkel iiber Bogen CB, also

X P . o AD
€4 ~4p’ M2 T oo

demnach i
P an X = 2 X
T—tg4 sm2—-2s1n4,
schlieBlich ist
2r —h r—h ® o
=1+ =14 cos - = 2cos?—.
. r r 2 4
Nun ist
—h _ —
F =9 [arccosr . h]/ﬁ(l—l—r h)}
7 7 7 T
Y L _"ﬁV'zﬁ, 2%l 2l 9un® cos X eos
= 7 {2 cos 2 sin’ i 2 cos =73 2sm4cos4cos2 s

2
F=r2[%—— sin%cos%} = (& — sina) = F;

das ist die bekannte Formel fiir den Inhalt des Kreisabschnittes.
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Zu diesem Ergebnis kénnen wir einfacher gelangen, wenn wir be-
denken, daB z =rcosp, also de = —rsinpde ist. Da weiter
y = rsing ist, so wird der Inhalt eines Elementarstreifens

dF =2yde =—27sin’pdop.
Durch Einfithren der neuen Integrationsverinderlichen &ndern sich
natiirlich auch die Grenzen. Zu x = r — h gehdrt ¢ = %, Zu X =r
@ = 0; also wird mit Formel TIIT22:

/ 0
F= —272,sin2<pd<p = —272 [% — Lsinqocos,qo}

] 2 @
2 2

:-27‘2[ +%~§Sm(+%) COS(+ 2m

:_27-2{%-—%&1106] =——%2(<X—Si110‘)-

(87) Kann man den Inhalt einer Fliche mit dem bisherigen Verfahren
nicht genau ermitteln (z. B. wenn die Begrenzungskurve nur empirisch
festliegt), so greift man zu Niherungsverfahren. Mit jedem Néhe-
rungsverfahren gewinnt man zugleich eine Méglichkeit,ein bestimmtes
Integral angenihert auszuwerten. Wir gehen dazu iiber, die
wichtigsten dieser Naherungsformeln zu entwickeln.

7]

Z;

P
Abb. 101. Abb. 102.

Der Inhalt der in Abb. 101 gezeichneten Fliche X,X,P,P,; ist
gesucht. In roher Anndherung kénnen wir die Flache ersetzen durch
das Trapez X, X, P, P,. Dann ist

h
Pkt 44)
Einen besseren Niaherungswert erhalten wir, wenn wir die Flidche in
Parallelstreifen von gleicher Breite X, X, = X, X, =--- =X, 1 X, =h

zerlegen. Ersetzen wir die Flichenstreifen durch Trapeze, so ist an-
gendhert

F=—Z—[(yo+y1)+ U+ %) + W +9ys) + -+ Gn-1+ Y]
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oder
4
F=h s by g+ v+ + Yo 45)

Die Trapezformel 45) wird den Inhalt um so genauer geben, je grofier n
ist, da sich der geradlinige Linienzug dann um so enger an die Kurve
anschmiegt.

Fin anderer Weg ist folgender (Abb. 103): Man halbiert die Strecke
X,X, =, — @ —h durch X,,, so daB X,X,, — X, X, =% ist.
Dann miBt man die Ordinaten X; P, = v,, X, Py =¥,, X, P, = Yy,

und findet nach der Simpsonschen Regel [s. (83) S.220]
h
F =W+ 4Yn+ o) 42)

den Inhalt der Fliche, wenn auch fiir ein beliebiges y = f(x) nur an-
genihert. Genauere Werte erhilt man, wenn man (Abb. 104) die Fliche

Iz 5 Bn

N
N

Yo\ Yy yzn—z.%!am fen
X 2 ol 2! | /‘Erl-)(z -7 {on
L1 Tn z PR e p—

Abb. 103. Abb. 104.

in eine gerade Anzahl (2n) gleich breiter Parallelstreifen zerlegt; die
Breite bezeichnen wir mit ;; Sind die zugehorigen Ordinaten der
Reihe nach 4y, %1, Yo, - - -» Yan—9> Yan_1> Yan» S0 ergibt sich, wenn man

auf je zwei aufeinanderfolgende Streifen die Simpsonsche Formel 42)
anwendet,

h
1’1:"6‘[(%) + 4y F )+ W T4y y)+ - +(Yon—2+4Yon-1+Y20)],

F:%[% —+ Yon + 4(?/1 + Ys + -+ yZn-—l)
+2(y +Ys+ -+ Y2n-21,s
die verallgemeinerte Simpsonsche Regel.
Es gibt noch andere Naherungsverfahren; die angefithrten sind aber
die in der Praxis am meisten verwendeten. Wir wollen sie an einigen
Beispielen erliutern und werden dadurch zugleich Wege aufzeigen
kénnen, wie man einige bekannte Zahlen (s, die Logarithmen) finden
kann.
a) Wir haben S.222f. gesehen, daB die von der z-Achse, der gleich-

seitigen Hyperbel y = i, der zu z = 1 und der zu einem beliebigen x

46)
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gehorigen Ordinate begrenzte Fliche den Wert Inz hat. Daher sind
wir in der Lage, mit einer der Néherungsformeln den natirlichen
Logarithmus einer Zahl beliebig genau zu berechnen. Wir wollen
In3 nach den verschiedenen Methoden berechnen, um ihre Giite gegen-
einander abwigen zu konnen. Es ist

3

In3 :/ﬁ

/@
Nach der einfachen Trapezregel [s. Gleichung 44)] haben wir

zu wihlen
, h=2;

e
o

Y=
wir erhalten demnach
n3~3%(1+3}) =1333,
ein nur wenig befriedigendes Ergebnis; der Fehler betrigt etwa 229,.
Eine Unterteilung des Intervalles von 1 bis 3 in 10 gleiche Teile muB

mittels der allgemeinen Trapezformel 45) ein besseres Ergebnis liefern.
Die Ordinaten lauten jetzt:

> y2:

Yo = 1 = 1,000; ¥, = o = 0,833; Yy =1y = 0,714;
Yy =15 = 0,625; Y, =15 = 0,556 Y5 =55 = 0,500;
Yo = 2,% =0,455;- Yo = 2% =0,417; Yg = j@’ =0,385;

2,
ferner ist A

I

0,2. Somit wird

In3 ~ 0,2 -[0,667 + 4,841] = 1,102.
Auclr dieses Ergebnis ist noch um etwa 3%, zu groB, trotz der ver-
hiltnismaBig starken Unterteilung; die Trapezregel wird sich nur dann
empfehlen, wenn das Kurvenstiick sehr wenig von einer Geraden ab-

weicht, wie wir weiter unten an einem Beispiele sehen werden. Er-
proben wir die einfache Simpsonsche Regel 42)! Es ist

ylz%: 1,000, yzzé = 0,333, Ym = 'é7:0’500’ h=2;

dann wird R
In3~ (1 + 2+ 0,333) = 1,111

mit einem Fehler von 1%, ein bei Beriicksichtigung der aufgewendeten
geringen Miihe recht befriedigendes Ergebnis. Die verallgemeinerte
Simpsonsche Regel endlich liefert fiir » = 5 nach Formel 46)

In 3 2gld 44+ 4 (s -+ 5 o or o) T 26 o e )]

~ [1,333333 + 10,928572 4 4,218004] = 1,098661,

was einem Fehler von nur 0,049, entspricht, da der genaue Wert
In3 = 1,0986155 ist.
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b) S. 223 haben wir gefun&en, daB

x
dx
l—m = arctgw
0

ist; wahlen wir als obere Grenze 2 = 1, so erhalten wir
1
@ / dx
41 Fa2
0
also

n—4[ 128

eine Formel, die sich gut zur Berechnung von = eignet. Wir verwenden
die verallgemeinerte Simpsonsche Regel 46) und setzen n = 2;
es ist dann

1 1 1 1
I R e R e SRRt

TSRO )

nmé (1,6 4 4-1,5811765 + 1,6]~ —;— +9,4247060 = 3,141569;

Fehler 0,007%/y,. Fiir n =3 wiirde sich ergeben = = 3,1415928;
also mit einfachen Mitteln eine ganz ausgezeichnete Ubereinstimmung.
¢) Dal auch die Trapezformel 45) gute Dienste leisten kann, mége

an dem Integrale 60

J — logz d=
1
gezeigt werden; wir wihlen n = 10 und erhalten

log 50 + log 60

Jr + log51 + log52 + - - - + logh9 = 17,39750.

Wir kénnen dieses Ergebnis leicht nachpriifen; denn es ist

logz = 0,434294 - Inz
[s. (3) Formel 94b)], ferner nach Formel T II116

60 60
/logxdx = 0,434294 -ﬁnxdaz = 0,434294[zInx — x]5)
50 50

= 0,4344294 - (601n60 — 50 In50) — 0,434294 - (60 — 50)
= 60 - log60 — 50 - log50 — 4,34294 = 17,3975.
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d) In der Elektrotechnik wird das bestimmte Integral

benétigt; unsere Verfahren reichen nicht aus, um das Integral exakt
auszuwerten; wir miissen also zu einem Naherungsverfahren greifen.
Wihlen wir die einfache Simpsonsche Regel, so erhalten wir

. A
. S — Sin— .
JN%(—SI%O pa bty 2 ) = 13713, (Beachte T3> — 1)

JT

4 2/

Fehler 0,49/,.
Mit der verallgemeinerten Simpsonschen Regel ergibt sich

fir n =3: J~1,37077, firn=26: J~1370764.

Die Nachpriifung sei dem Leser iiberlassen. [Vgl. (201) S. 661.]
Als weitere Beispiele zur Bearbeitung seien vorgeschlagen:

7T

2 2 2
/igxdx, /logsinxdw, —e;dx, /I}-gdx
1 i 1

qe

7

=l

(88) Es wird erwiinscht sein, wenn wir an dieser Stelle die Theorie des
Polarplanimeters entwickeln, das der Ingenieur gern benutzt, um
den Inhalt einer graphisch gegebenen ebenen Fliche (Indikatordiagramm)
zu bestimmen. Sind (Abb. 105) zwei Kurven ¢ und b und auBerdem
eine Strecke von der Liange ! gegeben, so
kann man, falls die beiden Kurven nirgends
weiter als um ! voneinander entfernt sind, die
Strecke I so bewegen, da der eine Endpunkt
stets auf @, der andere stets auf b gleitet.
‘Wenn die Strecke auf diese Weise aus der
Lage AB in die Lage A, B,; gebracht worden
ist, so hat sie die von @, b, AB und 4B,
eingeschlossene Fliche F iiberstrichen. Dabei
hat I eine verwickelte Bewegung ausgefiihrt.
Wir kénnen ! aus der Lage 4B in die Lage 4, B,
noch auf unendlich mannigfaltige Art bringen,
am einfachsten so, dafl wir ! erst parallel so
verschieben, daB der eine Endpunkt auf der
Geraden A4 A4, bis A, gleitet — [ wird dann
.die Lage 4,D, annehmen —, und dann um
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den Punkt A4; drehen, bis der andere Endpunkt schlieflich auf B,
fallt. Wir haben jetzt die beiden Lagen 4B und 4, B; durch zwei-
einfache Bewegungen: eine Parallelverschiebung und eine Dre-
hung ineinander iibergefiihrt. Allerdings hat die Strecke I hierbei
nicht die Fliche F iiberstrichen; doch kénnen wir dies immer voll-
kommener erreichen, wenn wir Zwischenstufen einschalten. Wir ver-
schieben erst die Strecke ! in die Lage 4,D, (4, auf a gelegen) und
drehen sie dann um A, in die Lage A,B, (B, auf b gelegen), sodann
verschieben wir sie in die Lage A4;D; und drehen sie um 4; in der
Lage A4,B;. Wir koénnen noch weitere Zwischenstufen einschalten,
wobei wir nur darauf zu achten haben, dafl die Punkte A4; auf der
Kurve ¢ und die Punkte B; auf der Kurve b liegen. Je enger wir diese
Zwischenstufen aufeinander folgen lassen, um so weniger wird sich die
von der Strecke [ iiberstrichene Flache von der Fliache # unterscheiden,
und wir erkennen, daf die so verwickelt erscheinende urspriingliche
Bewegung von [ sich auflost in eine liickenlose Folge von unendlich
kleinen Parallelverschiebungen und unendlich kleinen Drehungen, der-
art, daB beide stets abwechseln. Sobald es nun gelingt, die ausgefiihrten
Bewegungen des Stabes abzulesen, kann man eine Fldche mittels
des Stabes ausmessen. Dieses Ziel wird durch folgende Uberlegung

bzw. Konstruktion erreicht:
Wir denken uns an einem Stabe AB von der Liange ! ein moglichst
reibungslos um 4B drehbares Radchen R in der Entfernung a von 4
angebracht und mit einem Zahlerwerk

\5 ' versehen, das den vom Rédchen abge-

M | rollten Weg abzulesen gestattet. An der
G 0 Y in Abb.106 dargestellten Elementarbe-
w7 /1a@h wegung aus der Lage AB in die Lage
’4;« é‘_j %%~ A'B durch die Parallelverschiebung in
4 —> die Lage A’D und die nachfolgende Dre-

Abb. 106. hung um A’ nimmt nun auch das Rad-

chen teil, und zwar in folgender Weise:
Die Parallelverschiebung von AB nach A’D laBt sich zerlegen in eine
Verschiebung nach A®B, die in der Stabrichtung erfolgt — hierbei
gleitet das Réadchen, ohne eine Drehung um seine Achse auszufithren —,
und eine Verschiebung von AP nach A’D senkrecht zur Stabrichtung
— hierbei dreht sich das Rédchen so, daB sein Umfang die Strecke d#,
den Abstand der beiden Parallelen 4 B und 4’D, abwilzt. Um genau
dieselbe Strecke wilzt sich das Réddchen ab, wenn der Stab AB un-
mittelbar in die Lage 4’D verschoben wird. Bei der Drehung aus der
Lage A'D in die Lage A’B’ um den Winkel d¢ dagegen betrigt der
abgerollte Radchenumfang a - dg, so dal bei der gesamten Elementar-
bewegung der Umfang des Rédchens sich um die Gesamtstrecke
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du = dh 4+ a - do abgerollt hat. Die dabei vom Stabe [ iiberstrichene
*Flache ist aber P
dF =1-dh + 5 do.

Eliminjert man aus beiden Gleichungen das Differential d%, so ergibt sich
AP =1 du+ (1 — 2a) - dp.

Der Inhalt der in Abb. 105 dargestellten Fliche wird demnach
- . . . .
F:”ldu—{—?(l—Za)dqﬁJ=ljdu+§(l~2a)/dcp.

f du = u ist dabei die Lange der Strecke, die bei der Gesamtbewegung
der Umfang des Radchens zuriickgelegt hat. [d¢ = ¢ andererseits
ist der Winkel, den die Anfangslage 4B mit der Endlage 4, B, ein-
schliet. Kann man es nun so einrichten, daBl ¢ = 0 ist, so ist der
Inhalt der iiberstrichenen Fliache einfach 7 - », meist ist sogar die Ablese-
vorrichtung so beschaffen, daB man ohne weiteres dieses Produkt,
mithin den Inhalt der Fliche abliest. Abb. 107 zeigt die Form des
Polarplanimeters, die die gestellte Forderung erfiillt. Ein Stab von
der Lénge s ist um einen seiner Endpunkte P, den Pol, drehbar an-
gebracht, so dafl sein anderer Endpunkt 4 sich auf einem Kreise k
bewegt. In A ist an s gelenkig der Stab [ befestigt, dessen anderes Ende
auf dem Umfange g der zu messenden Fliche F herumgefithrt wird.
Richtet man es so ein, dal
A nicht den ganzen Kreis k
durchlduft, sondern sich zwi-
schen zwei duBersten Lagen 1
und IV bewegt, wihrend B

25,
7
II
’

Abb. 107. Abb. 107,

g durchliuft — dies 146t sich durch passende Wahl von P stets er-
reichen —, so wird 4 wieder an demselben Punkte von % angelangt
sein, wenn B gerade einmal F umlaufen hat, also die Endlage von [
sich mit seiner Anfangslage decken. Wihrend des Umlaufes hat I die
verschiedensten Richtungen innegehabt, doch so, daB schlieBlich die
Drehung in dem einen Sinne wieder durch die im entgegengesetzten
Sinne aufgehoben wird, wie in Abb. 107" angedeutet ist; es ist also
in der Tat [dp =0.
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§ 7. Weitere Anwendungen des bestimmten Integrales
in der Geometrie.

(89) A. Berechnungen der Liinge ebener Kurven (Rektifikation). Ge-
geben sei eine Kurve von der Gleichung y = f(z); gesucht ist die
Lange des von P; bis P, reichenden Kurvenstiickes (Abb. 108), wobei
P die Endpunkte durch ihre Abszissen x, bzw. z,
festgelegt sind. Wir lésen die Aufgabe folgender-
mafen: Wir teilen das Intervall X, X, in » gleiche
Teile dz = f%;ﬁ ; durch die benachbarten Teil-
punkte X und X’ legen wir die Ordinaten, die die
Kurve in den Punkten P und P’ schneiden méogen.
% Dadurch wird die Kurve in lauter Kurvenstiicke
As = PP’ zerlegt, die wir um so besser durch
die entsprechenden Sehnen PP’ ersetzen konnen,
je ndher Az dem Grenzwerte Null kommt. Aus dem rechtwinkligen
Dreiecke PQP’, in dem die Katheten PQ = Az, QP'= Ay und die
Hypotenuse PP’ = As sind, folgt nach dem pythagoreischen Lehrsatze

As =Y(da)? + (4y)* oder % :]’/1 + (%%)2 )
Dabher ist

Also wird, da

s=fi/1+(%)2dw=jz1+[f’(a:)]2dw. 47

a) Als erstes Beispiel wihlen wir die Gerade von der Gleichung

y=Az-+b; es ist ?TZ—:A, also

ds = J1 + A2 dax und

s~/V1 T Aldz =71 + AR [zl

Abb, 109.

(wz~x1)‘v1 + A?.

Da A =tg«x ist, so ist s = G;(:l, ein Ergebnis, das man ohne Miihe
auch aus Abb. 109 abliest.




(89) Weitere Anwendungen des bestimmten Integrales in der Geometrie. 9237

2
b) Fiir die Parabel von der Gleichung y = ;—p [s. (14)] erhalten wir

X
y = —, also &
s:/]/l—i—(i> dx

Rechnen wir den Parabelbogen vom Scheitel aus, so wird 2, = 0;
zugleich wollen wir die obere Grenze z, = » setzen. Wir bekommen
nach Formel TII 15

*/V +x2dx—[—~1/x2+p2+ %Ir@m o’

—_—
. P1Z, A =
fo=7 lp ]/1+<p) + WSin p}'
Zahlenbeispiele (Abb. 110): Fir P, ist = p; daher ist der Bogen OP,
8§ = g [}/5 + W Sin 1] = g [1,4142 + 0,8814] = 1,1478p;

OP,:sp = £ [ 2 4 AW ] — 22,2222 4 1,0086] = 1,66047 .
Zeige, daB Ly
$2P — 2,9579p,
siP — 5,6526p,
sP4P = 3,9247p ist!

SO

Die Fragestellung lifit sich auch um- A
kehren in die folgende: Wie findet man auf
der Parabel den Punkt P von der Eigen-
schaft, daB der von ihm und dem Scheitel O
begrenzte Bogen die gegebene Linge s hat?
Damit sind wir vor die Aufgabe gestellt, die Gleichung

0 ~<-——~p—>;
Abb. 110.

Vl ) +91r6m-—2———0 a)

die ohne weiteres aus der Formel fiir die Linge des Parabelbogens
folgt, nach % aufzulésen, um die Abszisse z des Endpunktes P zu
erhalten. Gleichung a) ist transzendent, daher nur zu l8sen, wenn
% zahlenmiBig gegeben ist; wir wenden eines der in (27) behandelten
Néaherungsverfahren an. Es sei s = 2p; setzen wir % =z, so ist die

zu losende Gleichung:

z)sz1+22+91r@inz—4=0.
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Wir wollen die Newtonsche Methode benutzen und bilden zu diesem
Zwecke f'(z)=271+2%. Als ersten Anniherungswert wihlen wir
z =2, ein Wert, von dem wir im voraus wissen, daB er zu groB ist,
da in unserem Falle die Abszisse des Endpunktes kleiner sein muf als
die Bogenlinge. BEs ist

F(2) =275+ WGin2 —4 =447+ 1,44 — 4 =191,
F(2) =295 =447, h= —043.
Folglich wihlen wir als zweiten Wert z = 2 — 0,43 = 1,57, und es ist
f(1,57) = 2,9225 - 1,2330 — 4 = 0,1555;
f(1,67) = 37229, h = —0,0418, =z = 1,5282;
7(1,5282) = 2,7910 + 1,2103 — 4 = 0,0013,
f(1,6282) = 3,6527, h = —0,0004, 2= 1,5278;
£(1,5278) = 2,7900 + 1,2101 — 4 = 0,0001 .

Die Loésung lautet z = 1,5278; also ist x = 1,6278p.
Wesentlich bequemer ist das folgende Verfahren: Man setze in

a) % = Gin g ; dann geht a) iiber in

f(u)au—i—@inu—él%:o; b)
also fiir s == 2p in

fw)=u+ Ginu —8=0.
Mit einer Tafel der Sin-Funktion finden wir

1(2,42) = —0,0015, f(2,43) = 40,0654
mittels der Regula falsi folgt hieraus u = 2,4202, also
x=1p-&nl,2101 =z =1,5278p.

Zeige, daB3 der Endpunkt des Bogens, der gleich dem Parameter p
ist, die Abszisse x = 0,8927p hat!
c) Eine andere Kurve, deren Linge sich mit unseren Hilfsmitteln

finden 148t, ist die Neilsche Parabel mit der Gleichung y = x - V%
(konstruieren!); fiir sie ist

also

AR L e E R ]

Zeige, daB A
s8¢ = 1,4397a, 804 = 0,2824¢a
ist, berechne 3!
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Weiterhin seien zur Behandlung empfohlen die Kurven mit den
Gleichungen
y=Inz und y = Insinz.
So ist

[boglnz]; = 3,0036, [boglnsin x]g = 0,5493.
3

(90) B. Berechnung des Rauminhaltes von Korpern (Kubatar).
Wir denken uns (Abb.111) den Korper u.a. durch zwei parallele
Ebenen begrenzt, deren Abstand h betrage; die iibrige Begrenzungs-
fldche sei beliebig. Die in die beiden parallelen Ebenen fallenden Teile
der Oberfliche, die Grundflachen, mégen den Inhalt g, und g,

Abb. 111. Abb. 112.

haben. Zur Ermittlung des Rauminhaltes zerlegen wir den Korper
durch Ebenen, die parallel zu den Grundflichen sind, und die — im
Grenzfalle — den unendlich kleinen Abstand dx voneinander haben
mogen, in eine — iiber alle Grenzen hinaus wachsende — Anzahl von
Schichten. Diejenige Schnittebene, die von g, den Abstand z hat,
moge den Flicheninhalt y haben; die auf ihr lagernde Schicht ndhert
sich dann mehr und mehr der Prismenform und hat deshalb um so
genauer den Rauminhalt % - dx, je dichter die Schnittebenen aufein-
anderfolgen. Die Summe der Inhalte aller dieser Schichten gibt um so
besser den Inhalt des Korpers wieder, je mehr dx dem Grenzwerte
Null zustrebt; wir erhalten demnach fiir den Rauminhalt ¥ des Kérpers

die Formel N

V= [y-dx. 48)
0

Kennt man das Gesetz, nach dem sich der Flicheninhalt y mit der
Schnitthéhe x &ndert, so kann man durch Auswerten des Integrales
den Rauminhalt wirklich bestimmen.

a) Wir beginnen mit dem Pyramidenstumpf (Abb. 112); er habe
die Grundflichen g; und g, und die Hohe . Wir fiihren die Erginzungs-
pyramide ein, d. h. diejenige Pyramide, die den Stumpf zur vollstindigen
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Pyramide ergénzt; ihre Hohe sei u, wobei u sich aus der Proportion
bestimmt w: (u + k) =Ygy : Vg, 5 d. h.
Voo
Vo, —Voe
Im Abstande x von der Spitze legen wir die Parallelebene, die den

Stumpf in einer Fliche vom Inhalt y schneide; y erhalten wir aus
der Proportion

Y:igy = x%:u? zu Yy =

Demnach ist der Rauminhalt:
Z 2y
V= [yde =% [ dn = F 1081z = 22, [0d — ol
Zo 2
= g%(xl — xp) (@} + @y, + 23)
Die untere Grenze x, ist gleich dem Abstande der Spitze von g,, also
gleich
u=~h _l/gz

Vo —Vos'
die obere w; gleich dem Abstande der Spitze von g,, also gleich

Vo
U+ h=h-—"—.
Vo, — Vg2

Setzen wir diese Werte in das Integral ein, so erhalten wir

Vzg—zék(u2+u(u+k)+(u+h)2)=3—“7;—2h(3u2+3uh+k2)
—%k(3 45t &2)2@1&(3 o Vi — Vo (vg:—_vg:>2>
8 + +<u> 3 + ]/92 + ]/92

=92h<3@+5’i—2@+1)
Voo 92 Vg

oder
. " -
V= §<91 +V9192 + 92)'

Fiir g, = 0 ergibt sich hieraus der Inhalt der Vollpyramide zu V = 1 ¢, 5.

Da y = z_gxz eine ganze rationale Funktion zweiten Grades von z
ist, hitten wir V auch mit Hilfe der Simpsonschen Regel (83),
Formel 42) ermitteln kénnen. Der Leser schlage diesen Weg ein; wir
wollen jetzt die Simpsonsche Regel bei Berechnung des Inhaltes
eines Obelisken verwenden, wobei wir unter einem Obelisken einen
Korper verstehen, dessen Grundflichen zwei Rechtecke mit paarweise
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parallelen Seiten, dessen Seitenflichen also Trapeze sind. Sind a,, b;
bzw. a,, b, die Seiten der Rechtecke, und ist » die Hohe des Obelisken
(Abb. 113), so ist jeder Parallelschnitt wiedetum ein Rechteck, dessen
Seiten # und v sich leicht bestimmen zu

alzazx, v:bl—blzbzx,

wenn x der Abstand der Schnittfliche von dem

Rechtecke (@, b;) ist. Der Inhalt der Schnitt-

flache ist demnach

a; — a b, —b
y:(al— lh 2x>(b1— lh 290),.

also eine Funktion zweiten Grades. Die Verwéndung der Simpsonschen
Regel fithrt also zu einem exakten Ergebnis. Der Mittelschnitt hat
nun die Seiten

U =a; —

@ + d, b1+b2_7
5 und —
daher ist

m
Da ferner y; = a,;b; und y, = a,b, ist, so folgt

h .
V= f[% by + (@ + ap) (by + by) + agb,]
oder
h
V= ‘6“[(2“1 + ay) by + (a; + 2a,) by].
Ist b, =0, so wird aus dem Obelisken ein Keil; sein Inhalt ist

V="t ot a).

b) Von den krummfldchig begrenzten Koérpern erhalten wir
den Rauminhalt des Kreiskegelstumpfes aus demjenigen des
Pyramidenstumpfes, indem wir ¢, = w1}, g, = m 75 setzen, wobei
r, und 7, die Halbmesser der Grundkreise sind.
Es ergibt sich ‘

V=3hti+nmn+n),
also fiir den Kreiskegel (r, = 0)

M
V — 5 2h. i Abb. 114.

Wir kommen zur Kugel. Schneiden wir sie (Abb. 114) durch eine

figur einen Kreis vom Halbmesser }/r2 — 2, also vom Inhalte 7 (2 — x2).
Demnach ist der Inhalt einer Kugelschicht, welche aus der Kugel

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 16
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durch zwei Parallelebenen mit den Abstinden z, bzw. x, vom Mittel-
punkte ausgeschnitten wird,

Lo
3]z,
V=/n(rz—x2)dx=n[rzw—%} :
71

::;i(xz — ) (372 — (2 + Ty Lo +953)),

w

(672 4 B2 — 3a} — 3a3)

ola o8

h(h? 4 3(r2 — o) + 3(2 — 23)),

V=%hBa®+ 30+ 1),

wobei h = z, — #; die Hohe und @ =7}r2 —aj und b= Ve — 2
die Halbmesser der Grundkreise sind. Setzen wir z, = r, also b =0,
so erhalten wir den Rauminhalt des Kugelabschnittes

V=5h@a+ ),
eine Formel, die wir, da a2 = k(27 — h) ist, noch umgestalten kénnen zu
V=3m@r—h.

Fiigen wir zu dem Kugelabschnitte noch den Kegel, dessen Grundkreis
der Kreis vom Halbmesser a ist und dessen Spitze im Mittelpunkt
der Kugel liegt, dessen Hohe also r — k, dessen Inhalt demnach
’; (r — h)h (27 — h) ist, so erhalten wir den Rauminhalt des Kugel-
ausschnittes .

JT

3
= %h(:}rk — B2+ 292 — 3rh + B?)

V=28@r—h)+5 @ —hh@r—h

oder V =3arh.
Setzen wir schlieBlich in der Formel fiir den Kugelabschnitt bzw.
Kugelausschnitt @ = kb = r, so ergibt sich die Formel fiir den Inhalt
der Halbkugel, aus der durch Verdoppeln fiir den Rauminhalt der
Vollkugel folgt:

V=4%nar.
Man zeige, daB der Rauminhalt fiir die Kugelrinde (schraffierte
Fliche, Abb. 114) ist . ‘ .

—_ 2

V=y5h 8

(Kugelschicht vermindert um den zugehérigen Kegelstumpf).
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¢) Die Kugel leitet itiber zu den Umdrehungskorpern. Ist

y = f(x) die Gleichung der Meridiankurve (in Abb. 115 ist die x-Achse
vertikal, die y-Achse horizontal gezeichnet), und ist die z-Achse Dreh-
achse, so zerlegen wir den Kérper durch Parallelebenen normal zur Dreh-
achse in Schichten, deren Grund-

flichen Kreise vom Halbmesser y,

Abb. 115. Abb. 116.

deren Hohe da ist. Es ist demnach der Inhalt einer solchen Schicht
ny?dz und daher der ‘Rauminhalt des Umdrehungskorpers

X2
V=umx / ydex. 49)
xy
Im Falle des Kreisringkdrpers (Abb. 116) ist jede Schicht ein Hohl-
zylinder, dessen innerer Halbmesser ¢’ = a — ]/r2 — 22, dessen dublerer
y''=a + Jr? — a2, desen Grundfliche daher
2y =y =al +y) @ —y) =4nayrt —at.

dessen Rauminhalt folglich 4na]/;2 — x2-dx ist. Fir den Inhalt des

Ringes bekommen wir also mittels Formel TII 13

+7r

_—_ 2 —
V = 4na/]/rz — 22dx = 4na{%arcs'mi:—+ —;—Vrz — x“’t:

-7

=5 = (=54
V=2n2as2. ,

Unter einem Umdrehungsparaboloid versteht man eine Fliche,
die durch Drehung einer Parabel um ihre Achse entsteht. Der Inhalt
des Korpers, gerechnet vom Scheitel bis zu einer zur Drehachse senk-

rechten Ebene ist, da y = 1/‘2}5% die Gleichung der Parabel ist:

Lo

Ty
Vzn/yzdx:n/prdxznpx%:i;--xo-pr(,:%x(,y%.
6 0 :

Konstruiert man iiber dem Grundkreise vom Halbmesser y, einen geraden
Kreiszylinder von der gleichen Héhe z,, so ist sein Inhalt V = 7,33 .

16*
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Das Umdrehungsparaboloid halbiert demnach den Kreiszylinder von
gleicher Grundfliche und Héhe. — Der Leser zeige, daB der durch
Drehung der Parabel um die Scheiteltangente entstehende Korper

(Abb. 117) den Rauminhalt V = afy, hat.

Die Umdrehung einer Parabel kann auch auf folgende Weise zur
Begrenzung eines Korpers dienen: Wir denken uns ein Fa 3 von der
Hohe h (Abb. 118), dessen Dauben parabolisch gekriimmt sind, derart,
daB der Scheitel mit dem Mittelpunkte der Daube zusammenfallt.
Ist der Spundhalbmesser 7, und der Bodenhalbmesser r;, so hat bei
der aus der Abbildung ersichtlichen Wahl des Koordinatensystems der
Punkt A die Koordinaten

Abb. 117. Abb. 118.

Da die Parabel die Gleichung y = —g—; haben und A4 auf ihr liegen
muB, so ergibt sich fiir p die Gleichung

hZ
2p(ry — 1) =73 3
also lautet die Gleichung der Parabel
To— N
. h?
Der der Abszisse x entsprechende Parallelkreis des Fasses hat daher
den Halbmesser

x? .

y=+4

Y == rz—yzrz——llrz_rlaﬂ.
Mithin ergibt sich der Inhalt des Fasses zu
A
'E' .
— 2
V= 2nfr2 _4T2h2 r‘xz) dz
0
8 rp—r 16 (ry, — 11)? |2
— % {@m — 3 g g M) g

= h(@B+ 4nr, + 39).
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Nun werden im allgemeinen die Dauben eines Fasses nicht Parabel-
gestalt haben; dann greift man, um den Inhalt zu ermitteln, am zweck-
méaBigsten: zur Simpsonschen Regel. Setzen wir in Gleichung 42)
fir y, = y, den Flicheninhalt des Bodens, also 7] und fiir y,, den-
jenigen des Spundquerschnittes, also 773, so bekommen wir

VN%h(r%-}-m%).

Als Anregung zu weiteren Berechnungen seien die folgenden
Beispiele gegeben. Die Kurven

y=asin2n%, y:atg2n£, y:aln%,...

mogen um die z- bzw. um die y-Achse rotieren; der Rauminhalt der
entstehenden Drehkérper ist zu ermitteln.

(91) C. Berechnung der Oberfliiche von Drehkorpern (Komplanation).
Rotiert eine Kurve y = f(x) (&9:‘1—19) um die z-Achse, so beschreibt

ein Kurvenelement ds= 1/1 + y'2dx einen Kegelmantel, dessen
Fliacheninhalt nach den Lehren der Stereometrie

d0 =a(y +y+dy)-ds
ist. Vernachlidssigen wir die unendlich kleine
GroBe dy gegeniiber den endlichen Summan- Y

. _ .
den y, so ist 7 - e

d0=2nyds =2ay|l + y2dx, Abb, 119.

daher .
0=2x|yVY1+ y2dex. 50)

Anwendungen: a) Im Kreise vom Halb-
messer 7ist y = ]/r2 — z2; folglich ist

i

i

|

|

|

L
Z g

n

ARV

,__ (4 v
und pe ’
ds = Vl t o gdr = ]/Fz—:iidx'
Also ist der Flacheninhalt der Kugelzone: Abb. 120.

Ly

0:2ﬂfV72—x2- 4 de =2nr[xl} =2nr(x, — x) =2arh.

1/,.2 e

&y
Da diese Formel nur von der Differenz x, — x, = % abhiingig ist,
gilt sie auch noch fiir #, = r, d. h. fiir die Kugelkappe. Setzen wir
h = 27, so erhalten wir fiir die Oberfliche der Vollkugel

O=4n.
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b) Die Parabel y = J/2pz moge um ihre Achse rofieren; hier ist
y’=l/%, also ds:l/l—}-%dw,

und demnach die Oberfliche des Umdrehungsparaboloides
(Abb. 117):

0= 2nf]/2px . ]/1 + %dm = 277:1/107/]/19 + 2xdx
0 0
1 To — .
=22p- |50+ 22 = Zayplip + 22 — 1

oder
0 = SRFT 4’ — i

So ist die Oberfliche des Paraboloids, vom Scheitel bis zu einer durch
den Brennpunkt senkrecht zur Achse gelegte Ebene gerechnet:

(xo‘: 2. om=0), 0=""ply2—1)=385p.

LaBt man die Parabel um die Scheiteltangente rotieren (Abb. 117),
so entsteht eine Drehfliche, fiir welche .

- ¥ dz _y _ .= 2
x—-zp, also iy = p° ds._p]/p + 2 dy
und
yoyz 2 2 i %2 2 2 4 y?o/4+1’2?/2"
0=2an55Vp +y dy:;/y Vo +y dy = T 4
b 0 0

ist. Nun ist mach dem Verfahren von (77)
v +riy

1 3 2 /—Ehz_@ Cin Y
Vﬂ?dy 8{(2?/ + YV +y p@h@mp].

Also ist —
0 =g | @oh + 290 Y+ 7 — ph20eein &l

Fiir y, = p ergibt sich
0 — %pz [3Y2 — wGinl] = 1,3199 p.

¢) Rotiert die Kurve y = acos—zgz z um die ax-Achse, so entsteht
eine Drehfliche, deren Oberfliche den Inhalt hat:

L3
1

8

b 2x 1/, 4Pa %=
Z 0[4)—2nfacoswb—x~l/1—f——b2—sm bmdm
Abb. 121. 0
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Um

713!1/

= cos—-—x V1+ 5 in xdx

unbestimmt auszuwerten, setzen wir

2za . 2a
—b—sm_b r=2z,
also

2
475 oos2b z-dex=dz,

und erhalten mittels Formel TII15:

J= B [T = O (R 1+ W)

. b2 27za . 2x 4 72 g2 2 2
_snza[ b SlnTxl —— sin w—}— 1 —]—‘llr@m( sin =~ x)}

Daher ist

L v (2xay/,  4ata? 2na|l @ T a5, b? . 2ma
Of):E{—b—]/ 1+~ + WBin 3~ | = 5102 + (2na)® + - WSin=7 -

Weitere Aufgaben entsprechend den unter B aufgefiihrten.

§ 8. Anwendung des bestimmten Integrales
auf technische Probleme.

(92) A. Das statische Moment und dér Sehwerpunkt. Wir denken
uns eine punktférmige Masse m, welche von einer festen Geraden g
den Abstand a haben moge; dann versteht man unter dem statischen
Momente dieser Masse m beziiglich der Geradeng das Produkt
aus m und dem Abstande a: M,=m-a; ¢ heiBt die Momenten-
achse,

Sind im Raume eine endliche Anzahl solcher Massenpunkte vor-
handen, so versteht man unter dem statischen Momente des
Systems dieser Massenpunkte beziiglich g die Summe der
statischen Momente der einzelnen Massenpunkte:

Mg =ka“k,

wobei m;, die Masse irgendeines dieser Massenpunkte und @, seinen
Abstand von g bedeutet. Andert man die Momentenachse, so wird auch
das statische Moment ein anderes. — Wir wollen uns nun vorstellen,
daB die Gesamtmasse aller dieser getrennt liegenden Massenpunkte
in einem einzigen Punkte S vereinigt werden kénne, so daB also S
der Triger der Masse > m; ist. Ferner wollen wir S einen solchen
Abstand & von g geben, daB das statische Moment von S beziiglich ¢
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gleich dem statischen Momente des Systems der einzelnen Massen-
punkte ist, so daB also die Gleichung besteht:
o Dmp = D apmy, 0= Zﬁ@k—k.

Nun lehrt die Mechanik, wie spiter bewiesen werden soll [s. (117) S. 319],
daf es fiir jedes starre Massensystem stets einen und nur einen solchen
festen Punkt § gibt, fiir welchen diese Gleichung erfiillt ist, welche
Lage auch die Momentenachse ¢ haben mdge. Diesen Punkt bezeichnet
man als den Massenmittelpunkt oder den Schwerpunkt des
Systems.

Der Massenpunkt ist ein abstrakter Begriff; in Wirklichkeit ist
die Masse raumlich verteilt. Wir kénnen jedoch dem Massenpunkte
gedanklich ndherkommen, wenn wir die rdumlich verteilte Masse m
in Teile zerlegen; diese Teile werden dem Begriffe des Massenpunktes
um so mehr entsprechen, je kleiner die Massenteilchen dm gewahlt
werden. Bestimmen wir von jedem dieser Massenteilchen dm den
Abstand @ von der Momentenachse g, wobei @ fiir die verschiedenen
Massenteile im allgemeinen verschiedene Werte annimmt, so koénnen
wir fiir jedes dm das statische Moment @ - dm berechnen; durch Sum-
mieren ergibt sich dann das Moment der Gesamtmasse m beziiglich
der Momentenachse ¢

Mg:fa-dm, 51)
m

wobei / andeuten soll, dall das Integral iiber alle Teilchen der Masse m
m
erstreckt werden soll. Der Abstand &« des Schwerpunktes der Masse m

von der Momentenachse ergibt sich dann zu

/adm
m

m

o =

Da fiir jede durch S gehende Achse ¢ & = 0 ist, folgt fiir eine solche,
Schwerachse genannte Gerade

M, =0.
Das statische Moment, bezogen auf eine Schwerachse, ist
Null.

In den folgenden Erérterungen, die sich auf ebene Flichen und
ebene Kurven erstrecken — Kérper werden spiter behandelt —, wollen
wir die Annahme machen, daB die Masse homogen, d. h. {iberall gleich
dicht sei, und wollen ferner die Dichte der Masse @ = 1 setzen, so
daB also die Masse des betreffenden Gebildes gleich seinem Flichen-
inhalt oder gleich seiner Lénge ist, je nachdem das Gebilde eine Fliche
oder eine Kurve ist.
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(93) 1. Statisches Moment und Schwerpunkt ebener Flichen. Ist g
(Abb. 122) die Momentenachse und F die zu untersuchende Fliche, so
zerlegen wir 7' in Streifen parallel zur Achse g;

ist der Inhalt eines solchen Streifens dF und sein £
Abstand von ¢ gleich =z, so ist sein Moment T
dM, = x - dF, daher das Moment der ganzen Fliche: \ngé
= . g
M, f w-dF. Abb. 122.
by
Der Schwerpunkt S von F hat von g einen Abstand &, der sich ergibt zu
[xdF 0 o
1
E= F . 52) :
b | A
Ny Ja

a) Um das statische Moment des Rechtecks -—-f-———9¢f-—-- e
mit den Seiten a und b, bezogen auf die Seite a
als Achse (Abb. 123), zu ermitteln, zerlegen wir das
Rechteck durch Parallelen zur Seite o in Streifen 4@ 5
von der Breite @ und der Héhe dz; der Inhalt
eines solchen Streifens ist a - dx; ist = sein Ab-
stand von @, so ist sein Moment a-«-dx und demnach das Mo-
ment des ganzen Rechtecks

b

M,=|axdr=a- [
0
Ist & der Abstand des Schwerpunktes von a, so ist
ab-g:%alﬁ oder E—ﬁab _%
in Ubereinstimmung mit der Tatsache, daB der Schwerpunkt des Recht-
ecks mit seinem Mittelpunkte zusammenfillt. f
Fiir .das Dreieck bekommen wir unter Benutzung von Abb. 98
das statische Moment eines Streifens beziiglich der zur Grundlinie
durch die Spitze gezogenen Parallelen g’

dMg»=x-%x-dx;

Abb. 123.

z2|b 1
—_ B2
2}0—- 2ab .

b

demnach ist A

23]k 1
Mg'=-%—/x2dx=-%[v§]o=§gh2.
)

Hieraus berechnet sich der Abstand des Schwerpunktes & von ¢’ zu

_agh “

woraus sich § als Schmttpunkt der drei Mittellinien des Dreiecks ergibt.
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Im Trapez (Abb.99) ist das Moment des Flichenstreifens be-
ziiglich der Parallelen o ' '

dM,=z- ——((b—a)w—}—ah)dm
also .

Maz%f((b—a)xz—}—akx)dx:% (b—a)%s—{—ak%zk

0
=ﬁ[2(b_a)k3+3“k2]=%2(a+2b);

a-+b

oh="a+28) oder &—ltot2t

=3 +b
Durch Vertauschung von @ und b bekommen wir den Abstand & des
Schwerpunktes S von der Parallelen b zu

, kE b+ 2a . o
§_§ Fra - (Probe: &+ & =h.)

Es verhilt sich also
5:5’=(a+2b):(b+2a)=(i’2i+b>;(%+a>_

Hieraus ergibt sich, wenn man bedenkt, da S auf der Verbindungs-

linie der Mittelpunkte von @ und b liegen muB, die in Abb.99 aus-
gefithrte Konstruktion von S.

Um den Schwerpunkt des Kreisausschnittes (Abb. 124) zu finden,

zerlegen wir den Ausschnitt in unendlich schmale Kreisausschnitte,

deren Mittelpunktswinkel dg sei. Einen sol-

2 ! chen Ausschnitt kénnen wir als ein Dreieck

a 5 ansehen ; sein Inhalt ist also $72- dg, und sein

=l A {D Schwerpunkt liegt auf der durch M gehenden

By A 4 Mittellinie, die er im Verhiltnis 2:1 teilt. Wir

% bestimmen das statische Moment des Aus-

Abb. 124. schnittes beziiglich des Kreisdurchmessers a,

.der senkrecht auf der Symmetrielinie des

Ausschnittes steht. SchheBt die Mittellinie eines elementaren Aus-

schnittes mit dieser Symmetrielinie den Winkel p ein, so hat der Schwer-

punkt dieses Ausschnittes von ¢ den Abstand z = Zrcosp; demnach

ist das statische Moment

o
B

< A

h_
\‘
A

|

N

adM, = + 2 3 7 o0SQ - 72d<p~ ﬁcosgvd(p,

also das statische Moment des ganzen Kreisausschnittes:
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Der ‘Schwerpunkt 8§ mufl auf der Symmetrielinie des Ausschmttes
liegen; sein Abstand & von a ergibt sich aus der Gleichung:

7 2 )
9 =2 Bgin Y -
g 219 3 rosing zu & 37
Nun ist ’

2'rsin%=s und .79 =0,

wenn s und b die Sehne und den Bogen bedeuten, die zum Kreisaus-

schnitte gehéren; wir kénnen daher £ in der einfacheren Form schreiben:
=35

Das statische Moment des Kreisabschnittes ergibt sich, wenn

wir von dem des Ausschnittes das des Dreiecks ABM abziehen; dieses
ist aber N

M, =2 % egin D cos? = 270 P oo 2.
4= 5 T€O8 5 ¥ 8in o €08 o = —5-sin - cos® -3
folglich ist das Moment des Abschnittes
2,9 2 B 2D ) 0
M, = —3~r3sm5 — —3—7"3s1n—2— Cos? 5 = 5 r¥sin (1 — cos —2~)
2 LA
— 2 34ip3
= 5 r°sin 5 =13’
und folghch ist der Schwerpunktsabstand & des Krelsabschmttes von
3
£= 12F°

wenn F der Flacheninhalt des Abschnittes ist.

b) Die Fléche, deren statisches Moment berechnet werden soll,
moge begrenzt sein von der zur Gleichung y = f(z) gehérigen Kurve,
der z-Achse und zwei Ordinaten (Abb. 125).
Wir zerlegen die Flidche durch die Ordi-
naten in Streifen von der Hohe y und der
Breite dz. FEinen solchen Streifen kénnen
wir als ein Rechteck ansehen; sein Moment
beziiglich der x-Achse ist, da sein Schwer-

punkt von ihr den Abstand < 5 hat,

de:%-ydx = 3;— dx . o Abb. 125.

Das Moment der ganzen Flidche, bezogen auf die z-Achse, ist daher

M,=}[yde. -  53a)
@€
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Derselbe Streifen hat von der y-Achse den Abstand x; folglich ist sein
statisches Moment beziiglich dieser Achse dM, = z - ydz, und daher
das statische Moment der ganzen Fliche, bezogen auf die y-Achse,

X2 .
M, =fxydx. 53b)
&

Der Schwerpunkt § mége die Koordinaten & und # haben; in ihm
haben wir uns die gesamte Masse der Fliche ‘
Ly
F= / ydz.

2y

vereinigt zu denken. Hs muB demnach sein:
E-F=M, und nF=M,,

woraus sich fiir die Koordinaten von § die beiden Werte ergeben:

s s
/ zydz . / yrdx
== und n=5 " 54)
[ydx fydx
2% Zy

Beispiele: Das von der Parabel y =)2px, der ax-Achse und
der zu z = z, gehérigen Ordinate begrenzte Flichenstiick (Abb. 90)
hat die statischen Momente

Zy
1 @ __ P 1 5
M,,=?/2px-dx=—§[x2]g°=§x3=Zxoyz,
0

Zy
— D _
My——-/x 2pxdx=]/2p[%x3J .—_—2—95%]/2}7%:3963?/0-
o b 5
0

Demnach sind, da nach 8. 222 der Flicheninhalt 3, y, betrigt, die
Koordinaten des Schwerpunktes dieser Fliche

§=3x, n=4%Y.

Fiir die von der Kurve y = a - cos 2—5—%, der z- und der y-Achse
begrenzte Fliche (Abb.121) ist [s. TIIT23 und 32]:

L2
4

2x ba? |2x
—_ 2 2 — 1
= 5 | @* cos® 4 xdx—*sﬂ[b z -+ sin
0

2n 2
S~ X COS X _1_6

b
; x |4 a?b
, o cos sl
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und
b
i b

ab2|2x . 2=z 2z |4 ab?®|am

M, fx acos~—xdx—W{szmw—x—{—cos?x}o-_4—ﬂ2[§——1].

K
4

2 ab
F:a[cos—b—xdxﬁﬁ
0

ist, so folgt fir die Koordinaten des Schwerpunktes der Fliche

T

(n——2) n=%a.

Weitere Beispiele: y = tgx, y = ® usw.
Lassen wir die Fliche (Abb. 125) um die z-Achse rotieren, so be-
schreibt sie einen Drehkérper, dessen Inhalt nach 49) in (90)

V=:;[y2dx

ist. Nun ist nach 53a)

Ly
fyde=2M,=2n-F.
Zy
Es wird also
V=2mxy-F, 55)

Da 277y der Weg ist, den der Schwerpunkt S der Fliche F bei ein-
maliger Umdrehung zuriicklegt, ergibt sich hieraus die

Erste Guldinsche Regel: Der Rauminhalt eines Drehkérpers
ist das Produkt aus dem Inhalt der Meridianfliche und dem
Wege, denihr Schwerpunkt bei der Um-
drehung beschreibt. Die Formel liefert eine

der GréBen V, F, 1, wenn die beiden anderen ”
bekannt sind. £ A
Um beispielsweise die Lage des Schwerpunktes @f[
der Fliche zu bestimmen, die durch Halbieren = r G

eines Kreisabschnittes mittels seiner Symmetrie-
linie gebildet wird (Abb.126), bedenken wir zu-

niichst, daf (s. 8.251) & = ; %ﬁ sein muB, da der Schwerpunkt der Hilfte

des Abschnittes infolge der symmetrischen Anordnung denselben Abstand
von dem zur Sehne parallelen Durchmesser haben.  muB wie derjenige

Abb. 126.

des ganzen Abschnittes, und daBl o = % ist und auflerdem unsere
Fléche gleich der Hilfte derjenigen des Abschnittes ist. Um die Ordinate



254 Das Integrieren. (94)

von S zu suchen, lassen wir die Fliche um die x-Achse rotieren; sie
beschreibt dabei einen Kugelabschnitt von der Héhe & und dem Grenz-
kreishalbmesser ¢, dessen Rauminhalt folglich nach (90) S.242 ist
Y TV =ThBe W) =2an-F;
Tt also ist
A _hBe*+ )
79 KA TY A
z = % (94) II. Statisches Moment' und Schwerpunkt
Abb, 127, ebener Kurven. Soll das statische Moment des
Kurventeiles AB = s (Abb. 127) beziiglich der
x-Achse berechnet werden, so zerlegen wir AB in eine Anzahl von

Kurventeilen ds; und bestimmen von jedem Kurventeile das statische
Moment

dM,=y-ds=y}Jl + y2dx.
Dann ist
23
[9VT+yds
M, :/y-Vl—{—y'%lm umd ==
A4

e 56a)
fVl +yidx
&y
Entsprechend ist
2
Zq . i . /x]fl——l— y'2dx
My=/x~]/1—l—y’2dx und =% . 56bh)
= / V1 +y2da

&
& und % sind wieder die Koordinaten des Schwerpunktes.
Beispiele. Kreisbogen (Abb.124). Es ist

db=r-do, Yy =rcosp,
also

+
tof

dM, = r*cospdp, Ma:r2/cos¢dq)=2rzsin—§,
)
2

Fiir den Halbkreis ist demnach

7 =%r= 0,6371*&/%7'.
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Parabel (Abb. 90):

y=V2pz, =g, ds=]|1+g dz,

M, :/Vé—y;c VI;—W% de = Vp—f]/%c + pdx
0 b
= 2Vply2e + 0" = 5 Vp 2% + 2° — p¥p),
:6/95]/1 + Q%dx :()/sz + %cdx =6[V<x +€_)2_ (%)de
r

P o

[s. TI115"]

P
4 0
e O A |
Setzen wir x,= %’ so erhalten wir ‘
M,=2 (22 —1) = 0,6095p2,
M, =% ( 672 — ArCof3) =L (8,4853 — 1,7627) = 0,2101 7.

Da der zugehorige Bogen [(s. (89) S. 237 )] b =1,1478p ist, s0 ergibt
sich fiir die Koordinaten des Schwerpunktes

£=01831p, n=05311p.

Tangenslinie:
= tgx P L M,=|tgx /1 +
=% Y = o z g ]/ cos4
0
Wir setzen: .
——12~= ) 2——mgn-yfdw=dz, 2tgwdx=c-l—z,
Cos“x CosS*x . 4

2o 2o .
M= pz2—|—idz~_i 241 de
"~2 2 R |
0 .

_ 1 1 dz — 1 zdx + dz P
z2 z]/z2 +1 2 V22 + 1 2)z% + 1, ’
Man setzt im ersten Integrale 2?2 = u, im zweiten z = % und erhilt

= [sz +1— W& J = 5 [Vl + costa — AWBin eoszw]z .

cos?x
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Ist 2y = Z—
M, =[5 — Min} — 2 + Wweinl] = 0,6110.

Berechne ebenso das statische Moment der Sinuslinie beziiglich der

x-Achse, der Logarithmenlinie beziiglich der y-Achse, der gleichseitigen
Hyberbel usw. \

Die in Abb. 127 gezeichnete Kurve mége um die x-Achse rotieren;

in diesem Falle beschreibt sie eine Drehfliiche, deren Inhalt nach 50)

, S0 ist

Ly
0= any]/l +y2dx,
&y
also nach 56a) .
O=2nM,=2m-9-s

ist, wenn s die Linge des Bogens 4B bedeutet.
O=2nn-s. 87)

Formel 57) gibt die zweite Guldinsche Regel, welche besagt:

Die Oberfliche eines Umdrehungskorpers ist das Produkt
aus der Linge der Meridiankurve und dem Wege, den ihr
Schwerpunkt bei einer Umdrehung beschreibt.

Wir wollen die zweite Guldinsche Regel verwenden und die
Oberfliche des in Abb. 116 angedeuteten Kreisringes berechnen:
Die Lange der Meridiankurve ist 277, der Schwerpunktsweg ist 27a,
also ist O = 4x%ra.

(95) B. Das Triigheitsmoment. Unter dem axialen Trigheits-
moment J, eines Massenpunktes von der Masse m beziiglich
einer Achse g versteht man das Produkt aus dieser Masse
und dem Quadrate ihres Abstandes a von g:

Jy=m-0a?. _
Unter dem Trigheitsmoment eines Systems von Massenpunkten be-
zliglich der Achse g versteht man die Summe der Trigheitsmomente
dieser Massenpunkte beziiglich g:
J g = kaai .

Ist die Masse nicht punktférmig, sondern stetig (in einer Kurve,
einer Fliche, einem Ko6rper) verteilt, so zerlegt man, um das Tréigheits-
moment zu ermitteln, das Gebilde in unendlich kleine Teile und be-
stimmt das Triigheitsmoment dieser Teile; durch Summierung erhélt
man das Trigheitsmoment des Gebildes:

Jy =fa2dm.
om
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Uber die Masse und ihre Dichte machen wir hier die gleichen Voraus-
setzungen wie oben [vgl. (92) S.248].

Wir beschrinken uns hier auf ebene Gebilde und schicken noch
die folgenden Betrachtungen vor: Es sei (Abb. 128) § der Schwerpunkt
des Gebildes, g die Achse, auf die das Trigheitsmoment bezogen werden
soll, und s die zu g parallele Schwerachse; der
Abstand zwischen beiden sei e. dm sei ein
Massenelement; sein Trégheitsmoment beziig-
lich g ist dJ,=a2dm. Bezeichnen wir den
Abstand von dm von der Schwerachse s mit ™
a, so ist ¢ = a; — e, also dJ, = (a; — e)?-dm. ’
Demnach wird

J, =/(a,8 — e)2dm :/(aﬁ — 2a5e + @) dm . Abb. 128.
m

Da e von der Lage der Massenteilchen unabhingig ist, demnach bei
der Integration als Konstante zu behandeln ist, so ist

J, zfacﬁdm—-— Zefasdm—i- e2fdm.

Nun ist j aidm = J,; das Trigheitsmoment des Gebildes beziiglich der
Schwerachse s. Ferner ist / a,dm = M, nach (92) das statische Moment
des Gebildes beziiglich der Schwerachse s, folglich ist f a;dm =0,
SchlieBlich ist / dm die Summe aller Massenteilchen, dexﬁnach gleich

der Gesamtmasse m des Gebildes. Wir erhalten daher die wichtige

~ Gleichung:
Jy, =€ -m -+ J;. 58)
Formel 58) sagt aus, daB man das Tragheitsmoment eines
Gebildes beziiglich einer Achse g erhidlt, indem man zum
Tragheitsmomente beziiglich der zu dieser parallelen
Schwerachse s das Trigheitsmoment der im Schwerpunkte
vereinigten Gesamtmasse m beziiglich der Achse g hinzu-

figt.
Da dJ, = a>dm — unter der Annahme, daB die Masse eine absolute
(vorzemhenfrew) GroBe ist — positiv sein muB, ist auch J, = f dd,

positiv. Dann folgt aber aus 58), daf unter allen parallelen Achsen
der Schwerachse das kleinste Trigheitsmoment eines Ge-
bildes zukommt. .

AuBer dem bisher behandelten axialen Tragheitsmomente
filhrt die Rechnung noch auf das polare Trigheitsmoment. Thm
sind die folgenden Betrachtungen gewidmet:

Wicke. Ingenieur-Mathematik 1. 17
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Gegeben sei ein Punkt P und eine Punktmasse m, welche von P
den Abstand a habe; dann versteht man unter dem polaren Trig-
heitsmomente Jp, der Masse m beziiglich des Poles P den
Ausdruck

Jp=a?-m.

Das polare Trigheitsmoment eines Systems von Massenpunkten ist
die Summe der polaren Trigheitsmomente der einzelnen Massen-
punkte. Das polare Tragheitsmoment eines stetigen Massengebildes
erhilt man, indem man das Gebilde in unendlich kleine Massen zerlegt

und die Summe der polaren Trégheitsmomente dieser Massenelemente
bestimmt:

Jp= / 2dm .
m
Zieht man durch P zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen z und y
und bestimmt beziiglich dieser die Trégheitsmomente J, und J,, so
erhdlt man (Abb. 129)

7
Y J o= [ 2 I
= | y?dm, Jy, = [x%dm,
also
7y
u P . Jo+ Iy =[@ + g3 dm = [r2dm,
e v . 7;L m
£ also
S Jp=J,+J,. 59)
Abb. 129. Das polare Trédgheitsmoment eines Ge-

bildes ist gleichder Summeirgend zweier
axialer Tragheitsmomente dieses Gebildes, wenn die Achsen
durch den Pol gehen und aufeinander senkrecht stehen.

Ist S (Abb. 129) der Schwerpunkt des Gebildes und & und 75 die
zu x und y parallelen Schwerachsen derart, daB  und & den Abstand v,
y und 7 den Abstand « voneinander haben, so ist nach 58)

Jy=Js + v*m, Jy=J, + uim
und nach 59)
Jp=J¢+ J, + W+ v¥)m=Jg+ e¥m,
wenn e der Abstand des Poles P vom Schwerpunkte § ist. Die Formel
Jp=Js+ em 60)
enthélt den Satz:

Das polare Tragheitsmoment eines Gebildes beziiglich
eines Poles P erh#élt man, indem man zum polaren Trég-
heitsmoment des Gebildes beziiglich des Schwerpunktes
das polare Trigheitsmoment der im Schwerpunkt ver-
einigten Gesamtmasse beziiglich des Poles P hinzufigt.
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Nach diesen allgemeinen Erérterungen iiber das Trégheitsmoment
wollen wir die Tragheitsmomente bestimmter Gebilde ermitteln.

(96) a) Das Trigheitsmoment einer Strecke I: Die Momentenachse
sei eine Schwerachse s, die mit ! den Winkel o einschliefie. Es ist das
Moment des Streckenelementes du (Abb. 130)

dJ; = utsin?a -du.
Also ist

1
ty

o=
@

]
B
153

. u +
Js = [utsin?x - du = [§ s1n2(x}

_2£ Abb. 130.

3
[CTET

|

Fir & = 0° ist J, = 0, ein Ergebnis, das sich von selbst versteht,
wenn man bedenkt, daB in diesem Falle alle Streckenelemente den

Abstand Null von der Momentenachse haben. Fiir & = 90°ist J; = f 5

Wihlt man zur Achse die durch einen Endpunkt der Strecke zu s ge-
zogene Parallele g, so erhédlt man nach 58)
2 3
Jy=Js+ 1. (—51noc) = %sinzcx.
Zieht man durch den anderen Endpunkt die Normale 4 zu g, so ist
3
Jy = % cos2c; folglich ist das polare Tr'agheitsmoment beziiglich des
Schnittpunktes P von g und 2 Jp =+, also unabhingig von «.

Das ergibt den Satz: Alle Punkte, bezuglich deren die Strecke
das gleiche polare Tragheitsmoment hat, liegen auf einem
um § geschlagenen Kreise. Der Bewels hierfir mége vom Leser
vervollstindigt werden.

Unter dem Tragheitshalbmesser o versteht man den Ab-
stand von der Achse bzw. von dem Pole, in dem man sich
die Gesamtmasse in einem Punkte vereinigt denken muf,
damit sie das gleiche Tragheitsmoment hat wie das Gebilde.

So ist der Tragheitshalbmesser der Strecke I fiir die Achse s durch
die Gleichung bestimmt

B L= .
l- Qs—vsm o, also QS=EV3-smoc;
ferner ist
B . l.= .
l-gy:§sm21x, also Qy:—§1/3$moc.

Schon aus dieser Zusammenstellung erkennt man, daB der Punkt, in
dem die Gesamtmasse vereinigt sein miiite, sich mit der Lage der Achse
dndert. So liegt er beispielsweise fiir s in 4 und fir g in B bzw. auf
einer durch diese Punkte zu s bzw. g gezogenen Parallelen. Das Trig-

17*
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heitsmoment kennt demnach keinen festen Mittelpunkt, wie wir ihn
beim statischen Moment im Schwerpunkte kennengelernt haben.
Fiir den Pol P ergibt sich der Trigheitshalbmesser aus der Gleichung

I3

l-Q“}:—g zu — Ly,

5]

b) Tragheitsmoment des Kreisbogens, bezogen auf den zur zu-
gehorigen Sehne parallelen Durchmesser (Abb. 124). Es ist

dm=db=r-dep, x=rcosep, also dJ,=r*cos?p-rde

und

w\ )

-—fr3 cos?pdp = —7‘3[99 + smgvcoszp] = %8[19’ + sin]

S )

wenn m=17-U =b gesetzt wird.
Begziiglich der Symmetrielinie 7 ist das Tragheitsmoment des Kreis-
bogens

xo; < l\’z] Y

9P

. 73 7 73 .
gy =]723m2<;0-7‘d<pZ?[gp—sintpcosqa] ;:—g[ﬁ—smﬁ.]
T2 72 sin &
Zm‘i(l— k) )

Folglich ist das polare Triagheitsmoment des Kreisbogens, bezogen
auf den Mittelpunkt des zugehdrigen Kreises J,, = m + 72, ein Ergebnis,
das zu erwarten war, weil alle Massenteilchen vom Pole den Abstand r
haben. )

¢) Triagheitsmoment des Parabelbogens (Abb. 90). Es ist

dm:db:}/l—i—y’zdx—-] 1+ dx,
also

Zy Lo o—__
0 0 0

= p “wo + —2)]/9;3 + By — %chs,of‘*”—‘f—ﬂ (s. 8. 255),

<

Zy X 2 o
~[am=fe)/1+ faz =[a| 2 + fots
0
=384 [(128902 + 16pa, — 12p~)]/xo + g+ 3 Yo 220 T p]

wie sich durch Benutzung des in (77) angefithrten Verfahrens ergibt.

b
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JO=J'E+J

42y +p
= 351 [(128:1:0 + 400 pz, + 84p?) on —l— — 21 p® UrCof °p }
Fir x, = % ergibt sich

J, =72 (672 — 9rGoi3) = 0,4202 277,

J, = 384(141/2 4+ 39U Cof3) =
Jo = 0,4855 p .

o ® (19,7990 - 5,2883) = 0,0653 ° ,

d) Triigheitsmoment des Rechtecks (Abb. 123). Die Seite ¢ werde
zur Trigheitsachse gewédhlt; dann ist

dm =a-dz, also dJ,=2*-adx
und
b
— 2 _SLE— é__ _1_ 2
Jo=laxtde = 3 =ab- 3 3mb
0

Der zugehorige Trigheitshalbmesser ist ¢ = % 1/§ . Entsprechend ist

Jy = Ltma?. TFolglich ist das polare Trigheitsmoment des Rechtecks,
bezogen auf eine Ecke A: J, = }md?, wenn d die Lénge der
Diagonale ist.

Legen wir durch den Schwerpunkt die Parallelen s, und s, zu @
bzw. zu b, so ist nach 58)

Js, = %me — m-(\%)z 1—12-m62

entsprechend ist .
Jg=ssma® uwnd Jg={ymd?.

e) Trigheitsmoment des Dreiecks (Abb. 98). Es ist

h

g g a1 1 , b=
Jy =fy-dx-x2:7 xsdxzﬁ[x‘*]gzng:?th, Q=§1/2.
b 0

Nach 58) ist
Jo, =Jy —m-E=Jy —$mh® = Jgmh?
und
Jy=dJg, +m- (%)2 = ilgmiﬁ + %)—mh2 = %th .
Man berechne das Trigheitsmoment beziiglich der zu g gehorigen Héhe,

ferner das polare Trigheitsmoment beziiglich der Ecke 4 und beziiglich
des Schwerpunktes S.
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f) Tragheitsmoment zusammengesetzter Flachen?!): 1. Gleich-
schenkliges Trapez (Abb.131). Das Trapez ist die Summe eines
Rechtecks mit den Seiten b und %k und zweier Dreiecke mit der Seite

—b—= s %lv und der Hohe 4. Das Triagheitsmoment ist

! gleich der Summe der Trégheitsmomente der
“'1:— \— ~% Einzelflichen. Mit Hilfe von Fall d) und e) er-
‘ halten wir also:

10

3
Abb. 151, Jy= bl 425 2= b+ 3.

Nun hat nach (93) S.250 der Schwerpunkt § von b den Abstand

£— hb+2(0+b) h3b+2h
T 3 b+ (+b) 3 2645 "

Demnach ist nach 58)

B (3b+ 28, b (B 4by, _ B 6B+ 6bb + b
9 (2D + by)? 2 36 (2b+ b))

2. Profil von den Abmessungen der Abb.132. Das Profil wird
durch s in zwei kongruente Hilften zerlegt; jede von ihnen ist aus
zwei Rechtecken zusammengesetzt: Das eine hat

h3
Ty, = 75 (4b + 3b;) —

T = 7 .
5 _ _#_, die Seiten (B — b) und -, von denen die erste auf
L e s fallt; sein Trigheitsmoment ist nach d)
—f—> , 1 78 13
Abb. 132. Jszg“(B—b)gzﬂ(B“‘b)-

Das andere Rechteck hat die Seiten B und g-;—h, von denen die erste

. h .
parallel zu s ist und von s den Abstand 5 hat. Das auf seine Schwer-

achse s’ bezogene Tragheitsmoment ist

(H— hp?

1
n_ 1B,
JS—IZB 8

Da der Abstand zwischen s und s’ den Betrag E%;ﬁ hat, so ist das

auf s bezogene Tragheitsmoment dieses Rechtecks

w__ n HARE 1 (H + h)? H—h
Iy =J¢ +m e = g BH — WP+~ B-—
= BE=Dym — hye 3 4+ Ay,

J;'—Bff’;6 " (4H2 4 4HR A 410 = - B(H — 1)

1) Siehe Freytags Hilfsbuch fiir den Maschinenbau. 7. Aufl., S. 238. Berlin:
Julius Springer.
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Folglich ist das Tragheitsmoment des Profiles
Jo=2Js +J) = 5 [Bh* — bk + BH® — BR] = {5 (BH3 — b R%).

Auf wesentlich kiirzerem Wege wiren wir zu diesem Ergebnis gelangt,
wenn wir das Profil als die Differenz zweier Rechtecke behandelt hatten,
von denen das eine die Seiten B und H, das andere die Seiten b und A
hat. Fir beide ist s die zur Seite B bzw. b parallele Schwerachse. Folglich
ist nach d) Jy; = {5 (BH3 — bh3).

g) Tragheitsmoment der Kreisflache. Wir zerlegen die Kreis-
flache in unendlich viele schmale Ringflichen (Abb. 133); der Inhalt
einer einzelnen ist 2xx dx. Da alle Teile einer sol-
chen den gleichen Abstand x von M haben, ist ihr
Tragheitsmoment beziiglich M dJy=22-2nxdz,
also das Tragheitsmoment der ganzen Fliche

7

)
)

Verd JM=2n/x3dx=%x4=%mr2-

s o P
Nun ist nach 59) Jy=J,+ J,. Da aber aus Abb. 133.

Symmetriegriinden J, = J, sein muf}, so ist das
auf einen Durchmesser bezogene Tragheltsmoment der Kreisfliche

e ST A0 e ot 48 5 o pet e

der Tragheitshalbmesser fﬁr diesen Fall ist

”
Qo =73 -

Das polare Trigheitsmoment der Kreisfliche beziiglich eines
Punktes 4 des Umfanges ist nach 60)

Ji="3mrt +mrt = §mr?,
das axiale Tragheitsmoment beziliglich einer Tangente nach 58)
Jy=31mr® 4+ mr: = 5mr?.

Man suche das Triagheitsmoment des Kreisabschnittes und des Kreis-
ausschnittes zu bestimmen.

%) Um das Trigheitsmoment einer durch die x-Achse, die Kurve
y = f(x) und die zu * = x, und = = =z, gehorigen Ordinaten begrenzten
Fliche (Abb. 125) zu ermitteln, zerlegen wir diese Fliche wiederum
durch Parallelen zur Ordinatenachse in Parallelstreifen, die wir als
Rechtecke mit den Seiten d# und y ansehen koénnen. Das Trégheits-
moment eines solchen Rechtecks ist nach Beispiel d) beziiglich der
x-Achse

dJ,=%tyddx,
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beziiglich der y-Achsé

dJ,=a-ydzx,
so daBl wir die Formeln erhalten:
@y X2
Jm=-?1,-./y3dw und J,=falydx. 61)

Fir die Parabelfléche (Abb. 90) bekommen wir also, da nach (84),
S.222 m = %y, ist,

&y .
1 3 2y 2 — 2 sz 4 O 2 . 1 5
Ja =gfl/2pw do = %-'pr ot =z paly2pm,= U = gmys
und °
Ly
P e 5o 2w 2 2.3
y =[x ]/pr dx =7Y2p 077-[902]0 = 7%1/% = T Yo = M.
; :
Da nach (93) 8. 252 die Koordinaten des Schwerpunktes S dieser Fliche
& = 2u,, 1 = 4y, sind, sind nach 58) die Trigheitsmomente beziiglich
der Schwerachsen s, bzw. s,
Jso =Emys —drmys = g5%myd und Jy, = imag — Fymad = 2 mad.

Man behandle ebenso die durch die Sinus-, die Tangens-, die Logarithmen-
linie und die gleichseitige Hyperbel bestimmte Fliche.

(97) C. Ermittlung von resultierenden Kriften. Diese und die
folgenden Anwendungen sollen nicht allgemein durchgefiihrt werden,
sondern es soll an bestimmten Beispielen gezeigt werden, wie sich
die Anwendung des bestimmten Integrals in diesen technischen
Wissensgebieten gestaltet.
Es sei (Abb.134) AB ein Stab von der Lénge I; wir wollen
uns ihn mit Elektrizitit von der Menge —e& gleichmiBig be-
legt denken, so daB
die elektrische Dichte

_Te betrage. Ferner be-

l
|
|
i
|
[
!
NG finde sich in der Ver-

T
e N
//
dr N langerung von A4 B iiber
/ T — N g g
4 fL Mt: g;’ ra #—-—-ﬁﬁ ————————————————— B hinaus in der Ent-
D fernung ¢ = M P vom
ADD. 134, Mittelpunkte M der
Strecke 4 Bein Punkt P,

der Tréger der Elektrizititsmenge - &' sein moge. Wir wollen die
Grofle der Anziehung ermitteln, die der Stab AB infolgedessen auf P
austibt. Wir zerlegen uns zu diesem Zwecke AB in kleine Teile dz;
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ein solches Teilchen trigt die Elektrizitdtsmenge ildm. Das Teilchen,

das von M den Abstand MX = z hat, ist von P um die Strecke
XP = a — x entfernt: es iibt also auf ¢’ eine Anziehung aus, die nach
dem Coulombschen Gesetze

g . —(;-d:v

AdK =k-—
(a — x)?
betrigt. Wir erhalten demnach fiir die Gesamtanziehung des Stabes

den Wert

l [
+§° +_—2‘
£
¢ de e dz ge’ 1 +zl e/ 1 1
K= —rZt S ey —
(& — ) 1.} (@ — x)? I la—axl- /4 4 !
j ’ 2 a—3 aty
-Z - 2 2
K=k —=

Konstruiert man den Punkt EF auf AB so, daf
l l
BP=fa+t g)(e—3)
wird (Halbkreis iiber 4B, Tangente P7, PE = PT), und denkt man
sich in & die gesamte Elektrizititsmenge des Stabes vereinigt, so ist
die Wirkung gleich der von dem Stabe ausgeiibten. Die in Abb. 134
gezeichnete Kurve gibt ein Bild vom Verlaufe der Funktion K.
Befindet sich P nicht in der Verlingerung von 4 B, sondern zwischen
4 uwnd B (was man praktisch anndhernd dadurch verwirklichen kann,
dafl man sich AB in der Gestalt einer Roéhre denkt, in der sich P ver-
schieben kann), so koénnen wir die resultierende Kraft K durch die
folgende Erwagung ermitteln. Befindet sich P ndher an B als an 4, so
machen wir PQ = BP (Abb. 135). Die Anziehung, die ¢’ durch @ P erfahrt,
ist die gleiche wie die von PB stammende; da beide entgegengesetzt

gerichtet sind, heben sie sich auf. Es kommt daher fir die Wirkung

nur der Stabteil 4@ in Betracht. Da A von M die Entfernung — l—

und ¢ von M die Entfernung 2a — -, hat, ergibt sich fiir die G‘resamt-
kraft z

2a !

’ 2a-— /
K= fic _EE i_l_] Ry L S

J (a — m) Il la—x -+ 4 1

1 T4 gt

2

— 92k X4 a
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Die Kraft K ist wieder eine Funktion von a; ihr Verlauf wird durch
die in Abb. 135 gezeichnete Kurve wiedergegeben.

Befindet sich P schlieBlich auBerhalb des Stabes AB und seiner
Verlingerung, so verfahren wir in folgender Weise (Abb.136). Wir

4
noP

Abb. 135, Abb. 136.

wihlen AB als Abszissenachse und die Mittelsenkrechte von AB als
Ordinatenachse. P habe dann die XKoordinaten ¢ und 6. Der Punkt X

auf AB als Trager der Elektrizitdtsmenge —{—dm habe von M den Ab-

stand z; dann betrigt seine Entfernung von P, wie man aus dem
rechtwinkligen Dreieck X P, P erkennt, }(a — z)? + b2. Folglich zieht

die in X befindliche Elektrizitdtsmenge % dx die Elektrizitdtsmenge ¢’
von P mit einer Kraft .

ee dx

dK:k.T.(a—x)2+_b_2

an. Da aber die unendlich vielen Kraftwirkungen dK verschiedene
Richtungen haben (beispielsweise schliefit die Richtung AP mit der
x-Achse den Winkel «, die Richtung BP mit ihr den Winkel § ein),
so diirfen wir sie nicht ohne weiteres summieren, um die resultierende
Kraft zu erhalten. Wir zerlegen vielmehr d X erst in zwei Seitenkrifte d X
und dY, deren Richtungen die der x- bzw. der y-Achse sind, indem
wir d K mit dem Kosinus bzw. mit dem Sinus des Winkels PXB = ¢
multiplizieren. Da

a—2x . b

S Sl —————— _ e
cos @ V(e — x)% + b2 sm }/(a —x)% + b

ist, so erhalten wir

ee’ a6 —x ce b
dX:kTWa_-_‘Wﬁde’ aY =k7T —
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Da alle Teilkréfte dX in dieselbe Richtung fallen und ebenso alle Teil-
krifte dY, kénnen wir sie summieren. Es ergibt sich

L L
2 2

X= [ 22 gp— [ 22 g
/k CVa—apa2 "7 " [Ya—ap o
l I

2
Die Substltutlon

@—2)2+062=2, —2(@— x)dx=dz
fuhrt das Integral

i dxz  tiber in _Lfd= 1
Va+ap +5° 2/1/?3_1@"

so dafl wir erhalten

ce

X =1 [_v — l_;—} g S S A S
2 2 / 2 \2

ee’ /1 1
=7 (1)

wenn wir 4P mit I, und B P mit [, bezeichnen. Ferner ergibt sich

2
Y= (20— 2% % / -
/ P Va—ap+o2 "0 [ fa—af 00
4
Zur Auswertung des Integrals

J V(@ — 2P + 022

verwenden wir das in (76) 28) S.198 angegebene Verfahren. Wir
setzen @ — x = u, dx = —du und erhalten

J_-/Vu%bﬂ

Nun setzen wir Ju? + 62 =z — u, also

2 ___ b2 2 2 2 2 —
u:i-—b—, Vu2+bzzz+b, du=z+bdz, z:Vu2+bz+u

] 2z 2z 222
und erhalten
_ (2% + b?) - 8z3 zdz
J = "“/ 222 (22 + bz)s 4f(zz p2)2
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Die Substitution 22 4 b2 = v, 2zdz = dv fihrt J {iber in

dv 2 2 1
J:“2/F:7:z2+52=(u+1/m)1u2+b2
_Wz‘l‘bz_“_L(l___“_ 1l __e—=

)‘bz( V(a—x)2W>'

vyur + 62 b Vu? + 52
(Zu dem gleichen Ergebnisse gelangt man auf wesentlich kiirzerem

Wege durch die einzige Substitution a—}?f = ctgd). Daher wird
szi’ 1___&—9&7”_ +%
| VGTW¢FL;
l l
ee’ @+ 2 “T3

bl

/ 2 - / 12 '
e i Vg

Wir konnen die Ausdriicke fir X und Y noch etwas umformen,
wenn wir die Winkel « und S verwenden. Es ist

b b
tga=—7, tgf=-—7,
a—l—-§ a— 5
also
’f”.“_‘—bl—z_ = sino 5 ,—_:L/b)—l———_z‘— = S]._U/S) 3
o+ g)+o lo—y)+
a—l—é a—~%
7 = COS«&, S cosf
Jla+g)+e Jo=g)+

und demnach, da weiter b = ——————— ist:
ctgox — ctgf

X = k%(smﬂ — sina) = 2k %Z sinf—%—({ cosﬂiza
und
4 s . — .
Y= k;-g(coszx—eos/)’) =2k%sm d 5 2 sin ﬂ—g(x .

Nun ist 20 =f — o« der Winkel APB, ferner ¢ = < PWB, wenn
PW die Halbierende des Winkeis APB ist. Da

Y B+«

—fztg¥T=tgo

ist, folgt, daBl die Richtung der Resultierenden K die der Winkel-

halbierenden von APB ist. Die GréBe von K ergibt sich durch die

Beziehun, S e
® K=1TFP au  K—2k% s,
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tzen wir K, = 2k - %—28—/ , wobei K, nur von den gegebenen- Groflen,
ht aber von der Lage des Punktes P abhingt, so ist

K = Ky+sind.

. also P gegeben, so konstruiert man s = Isind und findet K
einfacher Weise durch die Proportion K:K, = s:b. s wird gleich
ig fiir alle Punkte P, die auf dem iiber AB den Umfangswinkel 20
senden Kreisbogen liegen. Die Richtung von K findet man, wie
en schon erwihnt, durch Halbieren des Winkels APB.

K, ist selbst eine Kraft, und zwar findet man den Punkt P,, fir
lchen K = K, ist, auf der Mittelsenkrechten von 4B durch die

ziehungen

und  tgd = !

. b
sind = - 555

A
s ihnen folgt

1 ) ’ l =
0=, (17—1), 6=38°40", b=-)2(J17T —1)=0,62471.
quemer bekommt man einen anderen Punkt Pg, fitr den ebenfalls
= K, ist, dadurch, dall man iiber 4B den Bogen schligt, der den
inkel 60° faft und zu AB im Abstande b = é die Parallele zieht;
r Schnittpunkt von Kreisbogen und Parallele ist PJ; der Beweis
zibt sich durch die Uberlegung, daB in diesem Falle 6 = 30° ist.
Wir sehen, daB in unserer Aufgabe jedem Punkte der Ebene eine

aft von ganz bestimmter Grofe und Richtung zugeordnet ist. Man
3t: Durch unser Problem ist ein Kraftfeld definiert. In Abb. 137

¥ v ¥

¥ v ¥ .

Abb. 137
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sind an einigen Punkten der Ebene die zugehorigen Krifte nach Grife
und Richtung eingetragen; wir erhalten so ein immerhin anschauliches
Bild von der Anziehungswirkung des Stabes ! in ihrer Abh#ngigkeit
von der Lage des Punktes P.

(98) D. [Siehe auch (46) c) S. 114ff.] Unter der wirksamen (effek-
tiven) Stromstirke J eines Wechselstromes versteht man den Aus-
druck

——

Ja:
J:l/%—/ﬁdt;
0

hierbei ist 7' die Periode, ¢ die augenblickliche Stromstérke. Befolgt

der Strom das reine Sinusgesetz ¢ = J sinw ¢, so wird, da @ = 2%[ ist:

1 . . T
]/T /sm wtdt = ] w[wt——smwtcosa)t]o

/02
22

3

2n= .
2

=

In gleicher Weise berechnet sich die wirksame Spannung dieses
Wechselstromes zu P = 2.

ok
Wahrend einer Periode wird die Arbeit 4 = [ 1p d¢ vollbracht;

folglich ist die (mittlere) Leistung des Stromes wahrend der Zeit T

T
A4 1

L:?:TS-Sﬁ/sinwt-sjn(wt%—(p)dt;
0

hierbei ist p = B-sin(w? 4 @) gesetzt, wobei ¢ die Phasenver-
schiebung [vgl. (46) S.114] bedeutet. Die Auswertung des Inte-
grals ergibt

T T

]sinwt- sin(wt + @) dt = %/[cosga —cos(2wt + @)ldt
0 0

; [tcosqa is1n(2cot—i—<p) zcoscp
Demnach ist die mittlere Leistung

[ -3% T 3P
T
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E. Ein magnetischer FluB durchsetze einen Teil einer Kraftrohre
von der Gestalt eines Obelisken (Abb. 138) (Luftraum zwischen Pol-
schuh und Anker); welches ist der Widerstand dieses Rohrteils? Da
der Widerstand dem Querschnitt umgekehrt, der Lange direkt pro-
portional ist, erleidet der FluB beim Durch-
flieBen der Schicht von der Hohe dx, die wir
als einen Quader ansehen kénnen, dessen recht-

eckige Grundfliche die Seiten a; — h 9y

h
und b, — -——ﬁ—b—w hat, einen Widerstand
dz
w=e wtae Ny —b . Abb. 138
<a1~ h x (Al vh——x) . 1538,

(0 ist ein von dem Stoffe abhiingiger Proportionalitdtsfaktor, der

z. B. fir Luft =1 ist). Folglich ist der gesamte zu iiberwindende
Widerstand
h

‘ dx
R_Q/(a__al—a b by —b
J (=5 a) (o =25
0
h

. h2o dx

(@, — a)(b, — b) R h x——é——h
a—a bl—b
0

. h%o (@ — a)(by — b) 1 . 1 da
(a, —a)(b, —b) h(ab, —ard) r——%_ b
J a—a b, —b
. ) 4
et
_ e lnx—a—ah _he [aly—b) _ abi—b)
ab, —a;b b, T ab,—ab| ba; —a) bila, — @)’
x—-~—7
b, —b
R— ho ab,

T ab, —a b a b’
Sind die Grundflichen des Obelisken Quadrate (b, = a;, b = a},
so versagt die abgeleitete Formel; in diesem Falle wird

h . k
R=op dx = h2o ) dax ;
(cu—al*aw) (¢ —a) (x«—al—h>
JA b S e —a
0 0
k% 1 0 h% a—a a—al Ko a—a
_(“1—“)2{:3—_%_4 T (e —aP|  aqh ah ] (@, —a) a,ah’
a—a |
ko
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(99) F. Einige Anwendungen des bestimmten Integrals auf die Mechanik
der Fliissigkeiten. Wir denken uns?') (s. Abb. 139), die Fliissigkeit, deren
A 0 wagerechte Oberflache
OABC( sei, iibe auf eine
mit 04 BCden Winkel &
. einschlieBende  Ebene
0A4A'B'C  einen Druck
aus; unsere Aufgabe soll
sein, den Gesamtdruck
der Flussigkeit auf das
Flachenstiick F der
Ebene 0A4'B’C zu er-
Abb. 139. mitteln. Wir legen in
der Ebene OA'B’'C ein
rechtwinkliges Koordinatensystem fest, dessen z-Achse mit OC und
dessen y-Achse mit 04’ zusammenfalle; irgendein Punkt P dieser Ebene
mit den Koordinaten OX = z und XP = y hat von der horizontalen
Ebene O4BC einen Abstand P'P =z, und zwar ist, wie aus dem
rechtwinkligen Dreieck X P’'P ohne weiteres folgt, z = ysinx. Ist y
das spezifische Gewicht der Fliissigkeit, so wird auf das Flichen-
element dF von ihr ein Druck ausgeiibt von der Gréfe dD =y -z-dF,
so daB der Gesamtdruck auf die Fliache betragt

DZ?’j"z'dFZy-/ysinzx-dF:y.sin/x./ﬂy.d]r.
7 7 5

Nun ist aber jy -dF das statische Moment der Fliche F beziiglich
5

der z-Achse; ist also y, der Abstand ihres Schwerpunktes S von der
z-Achse, so ist

/y-szys-F,
mithin g
D=y .sina-y,- F
oder
DZ}"F'ZS, a’)

wobei z, der Abstand des Schwerpunktes S von der Oberfliche ist.
Der Druck auf F ist also gleich dem einer wagerecht liegenden
Flache F, deren Abstand von der Oberfliche gleich dem ihres Schwer-
punktes 8 ist.
Wir wollen uns weiter die folgende Aufgabe stellen. Der durch
Gleichung a) gefundene Gesamtdruck D sei nicht iiber die ganze Fliche F

1) Siehe Wittenbauer: Aufgaben aus der technischen Mechanik 3. Bd.
Berlin: Julius Springer.
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verbreitet, sondern greife nur in einem bestimmten Punkte M an;
wo liegt dieser Punkt, wenn die Wirkung auf die Fliche F die gleiche
sein soll wie vorher ! Der Punkt M heift der Druckmittelpunkt;
seine Koordinaten seien &, 7, sein Abstand von der Fliissigkeitsober-
flache £.

Zur Ermittlung von M miissen wir bedenken, dafl das statische
Moment der Kraft D, die wir uns in M angreifend denken, gleich ist
der Summe der statischen Momente der Elementarkrifte dD. Wéhlen
wir als Momentenachse die y-Achse, so mufl sein

5-D:fx-dD=7/xzdF=ysin<xfxy-dF=7sin0¢-0xy;
—_/xy dF heilt das Zentrifugalmoment der Fliche F beziig-

lich der 2- und y-Achse [s. (178) S.568]. Da nun nach a)
D=y Fy,sinx

ist, so folgt

Coy_

S_F Y b)

Durch entsprechende Erwigungen bekommen wir, wenn wir die z-Achse
zur Momentenachse machen,

n-D:fy-dD=yfyzszysina-fyzdF:Jz-ysinoc,
D b
wobei J, das uns aus (95) bekannte Trigheitsmoment von F be-

zﬁglich der xz-Achse ist. Nun ist

Jo=Jo+ yiF = *F + y; F
wobei J, das Trigheitsmoment beziiglich der zur z-Achse parallelen
Schwerachse s, und ¢ der Tragheitshalbmesser von F beziiglich s, ist.

Wir bekommen daher 0— ] ’
P
J . 2 z ¢

=3 =¥+ o) V[OF ,
F Ys Ys ¢ 7
SchlieBlich folgt b
2

{=mn-sinx =z, + % sin?o . d) Abb. 140.

Beispiel: Ein Rechteck liege in einer vertikalen Ebene (siehe
Abb. 140). Welchen Fliissigkeitsdruck erleidet es und wo liegt der
Druckmittelpunkt ?

dD=y.z-adz,

ct+b
c+b ay 1
D= azydz—ay[ ] = Y[26b + 0] = 5 yab(2c + b).
4

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 18
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c+b
¢-D =/ay22dz= a—%[z‘*]i"'b =

c

%ab(?wz -+ 3bc + b?),

2 3¢+ 3bo 4 b?

C:? 2¢+b

Der Druckmittelpunkt liegt auf der zur Seite b parallelen Mittellinie
des Rechtecks. In diesem Beispiele haben wir die Integration, um
das Verstdndnis zu erleichtern, nochmals durchgefiihrt; wir hétten das
Ergebnis auch unmittelbar mit Hilfe der Formeln ¢) und d) finden
kénnen. .

Zur Erlauterung diene das Beispiel: Ein auf der Spitze stehendes
Quadrat liege in einer vertikalen Ebene (Abb. 141). Nach a) ist

’ T %_ ’ ’ Dzy-az(c—i—%]E).

e
a
___l__ —--=s Zerlegt man das Quadrat durch die horizon-
tale Diagonale in zwei Dreiecke, so erhilt
man fiir das Trigheitsmoment des Quadrats

Abb. 141. mit Hilfe von Beispiel e) S. 261

a? at
2712
Folglich ist o = %]/:?, und demnach der Abstand { des Druckmittel-
punktes von der Oberfliche OO nach d)

Js:y._é..ag. :yaz.@2_

C=C+iV§+ a? :l202+12acV§;k7a2~a2+1262
2 l2<c+%—]/§) 6(2c+ay2) 12e

Einige Anwendungen. a) Zwischen einer vertikalen Wand
(Abb. 142) OV und einer Wand 04, die um eine durch O gehende
horizontale Achse drehbar ist, ist eine Fliissigkeit
vom Gewicht ¢ und dem spezifischen Gewicht y
eingeschlossen; die Linge des durch diese beiden
Wiande und zwei zur Achse senkrechte Wande ge-
bildeten Gefafes sei a. Mit der GréBe von & wird
sich der Druck D auf die Wand 04 und das auf sie
ausgeiibte Moment M beziiglich der durch O gehen-

Abb. 142. den Achse dndern; der Zusammenhang zwischen D

und & bzw. zwischen M und « soll aufgesucht

werden. Bezeichnen wir mit b = 04 die Breite der Seitenwand, so
ist der Rauminhalt des Gefifes

2

1 . . (&
V=a--bsinx-bcosx, V:?—é-smmx:—;
2 4 y
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also ist

Nun ist nach Formel a)
D:?"ab'%zlalﬂ: L

Der Druck ist also dann am kleinsten, wenn & = 45° ist; Dy, = 2G.
Um das Moment zu bestimmen, bedenken wir, daB der im Abstande x
von O befindliche Flichenstreifen dF = a - dx das Moment

dM =y-a-dx-(b—z)cosx-x,

also die ganze Wand das Moment
b
M= /yax(b — z)cosa dx
0

auszuhalten hat. Es ist demnach

31p b3

M = yacosx [—x — 1}0 = y‘%fcosa
_re 8GYG qfeofa @126 __1
6, .‘/ﬁ'] sin320 ~ 3 1" ya Ysin®acosx

Wir sehen, daB dieses Moment am kleinsten wird fiir einen Winkel «,
fiir welchen sin3«x coso ein Maximum ist. Um dieses zu bestimmen,
bilden wir

d(sin®x cos )

In = 3 sin2x cos?ax — gintax = 0;

aus dieser Gleichung folgt tga = 1/§, also & = 60°. Das kleinste
Moment, das die Fliissigkeitsmenge @ iiberhaupt ausiiben kann, ist
demnach

4 6G 4~
Mo = 5@ |/2 5.

b) Hat der Querschnitt des Geféles die Ge-
stalt eines Trapezes von den Abmessungen der
Abb. 143, und ist z die Tiefe der in ihm ent-
haltenen Wassermenge vom Gewichte @, so ist nach a) der Druck
auf die schrige Seitenfldche

1 22
D—_?y'asinzx

3

wobei sich & aus der Gleichung bestimmt:

Gzya-%@b—[—zctgzx).

18*
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Eliminiert man «, so ergibt sich

D=1Vra?2* + 4(G — yabz)?.
Der Druck hingt also, wie schon vorauszusehen war, von der durch

den Neigungswinkel & bestimmten Wassertiefe z ab; er ist am kleinsten

fiir den Wert 2z, den man aus der Gleichung %]g =0 erhilt. Er ist
bestimmt durch die Gleichung

B4 o — 2% — 0. (Ableiten!)
Das Druckmoment um O ist

3
M:lDJ,:l 2

— — V@ s
3 7 dinx 6 /% ginta’

wie der Leser durch Integration selbst finden moge.

M= [Ptz + 4(G — yabz)].

daM
e 0, also

2t b2 2_} =0, 2 = '/ [ bt 4 —~7b2} ist.

¢) In ein halbkugelfbrmiges, mit Fliissigkeit gefiilltes Gefall wird
eine Zwischenwand OA eingefiigt; der auf sie ausgeiibte Druck ist zu
ermitteln. Nach a) ist

M wird am kleinsten, wenn

g
a . r .
r D=y -mricos?e - reososing = ywricos®asing .
P D wird ein Maximum fiir
tex = 13 also & = 30°;
Abb. 144. g 513, ;

Dpax = Sy r® ]/3‘.
Die Tiefe ¢ des Druckmittelpunktes berechnet sich nach d), da

z; = recosa sinoe und nach (96) Beispiel g) S. 263 ¢ = %coszx ist, zu

7% cos? L
4drcosasina

. 5
{ = rcosasina -+ sin’ 2oc—zrcosocs1nzx

also liegt der Druckmittelpunkt am tiefsten, wenn &« = 45° ist

Cmax = § 7.
(100) G. Ermittlung der AusfluBzeiten. Ein Gefafl sei bis zu einer
bestimmten Hoéhe h mit Wasser gefiillt; es besitze am Boden eine Off-
nung A vom Flicheninhalte f, durch welche das Wasser ausflieBft. Die
Zeit t, die das Wasser braucht, bis der Wasserspiegel eine Héhe x er-
reicht hat, ist — bei Zugrundelegung des Torricellischen Gesetzes
v=17 2gx — wesentlich abhingig von der Gestalt des GefiBles. Hat
der in der Héhe  durch das GefaB gelegte wagerechte Querschnitt den

Fliacheninhalt y, so vermindert sich der Wasserinhalt J des Gefalles
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bei einer Senkung des Spiegels um da um den Betrag y - dx; dieser
flieBt durch die Offnung A ab. Da das Wasser durch diese mit der
Geschwindigkeit v = 2gx stromt, also im Zeitelement dt durch 4 die
Wassermenge

fov-dt =f-Y2gxdt
abfliet, welche entgegengesetzt gleich der oben
gefundenen Wassermenge ¥ - d« sein muf, so ist

dt = ——Y _da).
fV2ga
Folglich liefert die Formel
1 K Yy '
l=—-—]—= dx a)
fr2g / Ve

die Zeit, welche benétigt wird, damit der Spiegel von der Hoéhe 2 auf
die Hohe z sinkt, und demnach ist

1

hzg /ym

b)

die Ausflullzeit des Wassers aus dem Gefale.
Beispiele. a) Ist das GefaB zylindrisch, also y = ma2, wenn a
der Grundkreishalbmesser des Zylinders ist, so ist

. t=——— o yplF
f]/zg ‘2 } xlh
oder
2 7(1,

- (Vh —Vz) = = ' —
t= 5 (I —7e ) = (Uz V),
wobei J der urspriingliche Wassermhalt des Gefalles ist. Demnach

ist nach Verlauf der Zeit ¢t der Wasserspiegel auf die Hohe
xZO@ hﬂ%&

2J
gesunken; die Ausflufizeit betrigt
2
H2gh’

b) Hat das GefiB die Gestalt eines Kreis-
kegelstumpfes, wie ihn Abb. 146 im Achsen- Abb. 146.
schnitte darstellt, so ist

T

i 9
r=rn+ a5, also y:”(Tz-l—?"'h')zx).

1) Das Minuszeichen ist in dem Umstande begriindet, daB die Wassermenge
ydx eine Verminderung des Inhaltes des GefiBes, dagegen die Wassermenge
f-V2gxdt eine Vermehrung des ausgeflossenen Wassers bedeutet,
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Damit ergibt sich

(B el —r) <11_~_f_z>2 /—) 4
¢ ”2ghfﬁ+2 5 Yo + (2= xYzx | dx
= A RO e g (A e
- 159}“;2;9 {]@(3& 4 dry 7y 4 87)
— 1/5(157%; 4+ 107, (r; — 75) z + 3 (1, — 7y)? %)}
Mithin ist

\ 2a ]/’71:

151)2g

T = (872 + 47, ry + 879)-

Ist 7, =0, also das GefdB} ein gerader Kreiskegel, dessen Spitze nach
unten gerichtet ist, so betrigt die AusfluBzeit

2aVh 6.
] = —.
5fV2¢gh

 5/Y2g
Ist dagegen die Spitze nach oben gekehrt (r; = 0), so ist

16aVr , 16 J
T: o 9 = = - T ;
15/)2¢ 5 fy2gh

sie ist also grofer als im ersten Falle, nimlich das §fache.
¢) Man zeige, daBl die AusfluBzeit aus einem kugelférmigen
GefaBle, dessen Halbmesser r ist,

4

J
T =
5 jygr
betrigt, ferner, daf sie sich fiir ein zylindrisches Gefa vom Grund-

kreisradius r, wobei aber die Zylinderachse horizontal liegt, aut
4
3 fxqr
beldauft.

Sowohl die hier behandelte Integralrechnung als auch die Diffe-
rentialrechnung erlauben noch viele fruchtbare Anwendungen, be-
sonders auf Kurven und Flichen. Hierzu miissen wir aber erst Wesen
und Verfahren der analytischen Geometrie auseinandersetzen und diese
in Verbindung mit der Infinitesimalrechnung auf Kurven und Flichen
im allgemeinen anwenden, wobei wir besonders den technisch wichtigen
unser Augenmerk zuwenden wollen.



Dritter Abschnitt.
Analytische Geometrie der Ebene.

§ 1. Die Koordinatensysteme.

(101) Die analytische Geometrie hat es zu tun mit der Darstellung
geometrischer Gebilde und Beziehungen durch algebraische Mittel und
der Losung geometrischer Aufgaben auf rechnerischem Wege. Zu
diesem Zwecke sind in erster Linie die geometrischen Grundgebilde,
die Punkte, durch Zahlen eindeutig darzustellen. Wir wollen zunichst
den einfachsten Fall betrachten, daBl die Punkte simtlich auf einer
Geraden angeordnet sind.

A. Punkte auf einer Geraden. Um einen Punkt P auf der Ge-
raden ¢ (Abb. 147) festzulegen, wiahlt man auf ¢ einen festen
Punkt O, den Anfangspunkt, Ursprung, Nullpunkt. O teilt
g in zwei Strahlen, die zwei entgegengesetzte Richtungen be-
stimmen. Diese beiden Richtungen sollen durch Vorzeichen unter-
schieden werden, und zwar wollen wir den nach rechts gerichteten
Strahl in Abb. 147 als den

. P

positiven, den nach links = Ly = 7
gerichteten als den negativen Abb. 147.

Strahl bezeichnen. SchlieBlich .
wahlen wir eine bestimmte Strecke OF = e als die Einheitsstrecke.
Jetzt konnen wir jedem Punkte P der Geraden eine Zahl zuordnen, nim-
lich die Zahl, die angibt, wie oft sich die Einheitsstrecke e auf OP auf-
tragen 1aBt. Enthilt OP x Einheiten, so nennt man x die Abszisse des
Punktes P. z kann alle Werte von — oo bis -4 oo durchlaufen, und
zwar ist x positiv, sobald P auf dem positiven Strahle, dagegen
negativ, wenn P auf dem negativen Strahle liegt, oder wenn man
von O nach P in positiver bzw. negativer Bewegungsrichtung gelangt.
Praktische Anwendung finden diese Festsetzungen an vielen Apparaten,
z. B. bei den Thermometern. Hier hat man ebenfalls einen festen
gewdhlten Nullpunkt, eine positive und eine negative Richtung und
eine feste KEinheit, die "als ein Temperaturgrad bezeichnet wird.
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Zu jedem Punkte P gehért somit stets ein, aber auch nur ein Zahlen-
wert z, die Abszisse, und umgekehrt gehort zu jeder beliebigen Zahl x
stets ein, aber auch nur ein Punkt P, dessen Abszisse gleich x ist.

Wir kénnen nun leicht die Linge von Strecken, die sich auf ¢
befinden, bestimmen. Sind némlich die Abszissen z; und w, zweier
Punkte P, und P, gegeben, so ist auch ihre Entfernung P, P, bestimmt
und muf sich aus 2, und x, berechnen lassen. Da nun die Abszissen-
achse eine bestimmte Richtung hat, kommt jeder Strecke auf ihr
ebenfalls eine solche zu. Versteht man bei der Strecke P, P, ein Durch-
laufen von P; (Anfangspunkt) nach P, (Endpunkt), so folgt sofort,
daf} P, P, und P; P, nicht identisch, sondern entgegengesetzt gleich
sind: PyP) =—P,P,. Aus diesem Grunde ist auch, wenn P, die
Abszisse x; hat, 0P, = z,, dagegen P;0 = —(OP,) = —=z,. Wie auch
die Punkte P, und P,auf gliegen

4 B e, B 2 . ;
- 8 -3 41 +3 +7 % mogen, stets wird der Ab-
Abb. 148. stand P, P, dargestellt durch 1)
Zy — 2;. So ist in Abb. 148
P Py = 4T — (43) = +4, P,P, = +3 — (—3) = +6,
P\Py=—3 — (+3) = —6,  PyPy=+7— (—3) = +10,
P1P4:—8—~(+3)=-—11, P3P4:_8___(_3):__5’
P2P1=+3—(—!—7)=—4, P4P1:+3——(—8)=—{—11,
P2P3=—3—-(—[—7)=—10, P4P2:_|_7_(_h8):+15,
PPy = —8 — (4+7) = —15, P,P,— —3 — (—8) = 5.
Wir erkennen, dal das Ergebnis stets die Strecke nach Vorzeichen

und GréfBe richtig angibt.

Die Linge einer Strecke erhélt man, indem man von der
Abszisse des Endpunktes die Abszisse des Anfangspunktes
abzieht.

Weiter ist

P Py PyPy=xy — ) + X3 — 2y = 23 — 2,
oder
P P,+ P,P,= P, P,. 2)

Die Lénge eines zusammenhéngenden Streckenzuges auf
einer Geraden erhilt man, wenn man von der Abszisse des
Endpunktes die Abszisse des Anfangspunktes subtrahiert.

- P Waihlt man einen neuen Nullpunkt 0,
g ' der beziiglich des alten Nullpunktes O die
Abb. 149. Abszisse 00" = a hat (Abb. 149), so ge-

héren zu einem bestimmten Punkte P
zwei Abszissen x und 2’; x beziehe sich auf den Nullpunkt O, z' auf
0. Es ist also OP = ¢, O'P = »’. Nun ist fiir jede Lage der drei
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Punkte O, O’, P nach 2)
OP =00 + 0P
oder
r=a+« und 2 =2x—a. 3)

Verschiebt man den Nullpunkt um die Strecke a, so ist
die alte Abszisse eines beliebigen Punktes gleich der Summe
aus der Abszisse ¢ des neuen Nullpunktes und der neuen
Abszisse des betreffenden Punktes.

(102) Eine zweite Moglichkeit, einen Punkt P auf der Geraden g
durch eine Zahl festzulegen, erdffnet folgender Weg (Abb. 150). Man

. . . & X M = g
b o3 % 3 2 1 _ppul 32 ;3718 23t -8 3 B _H 2 _B _,
73 2z Fed 70 9 8 6 5 ] 3 2 8 zZ 3 ] 5 [ 2;
P -7
Abb. 150.

wihlt auf g zwei feste Punkte B, und E,, die sog. Festpunkte. Dann
soll zu dem Punkte P das Verhiltnis
E,P

b= ph o
gehoren; 4 heiBt das Teilverhiltnis des Punktes P. In Abb. 150 sind
an eine Anzahl von Punkten die Teilverhéltnisse angeschrieben, und
man erkennt, dal zu jedem Punkte ein und nur ein solches Teil-
verhiltnis 4 gehért, und daB umgekehrt zu jeder Zahl 4 ein und nur
ein Punkt gehort, dessen Teilverhiltnis gleich 4 ist. Wandert P von B,
bis zum Mittelpunkte M von E, E,, so ist 4 bestdndig positiv und ein
echter Bruch, wiichst also von 0 bis 1; wandert P von M bis K,, so ist 1
bestandig positiv und ein unechter Bruch, wichst also von 1 bis 4 oo ;
wandert P iiber B, hinaus, so ist 1 stets negativ (da PE, negativ
ist) und ein unechter Bruch, wichst also von — cobis —1; ndhert sich
dagegen P aus unendlicher Ferne von links dem Punkte £, so ist 4 stets
negativ (da B, P negativ ist) und ein echter Bruch, wéchst also von —1
bis 0. Dem Punkte E; kommt das Teilverhaltnis 4 =0, dem Punkte M
das Teilverhdltnis 4 =1 zu. Der Punkt E, scheint zwei Teilverhéaltnisse
zu besitzen, ndmlich 4 = 4+ oo, wenn man sich thm von E; aus, und
1 =—oc, wenn man sich ihm von der anderen Seite her nihert. Das
wiirde aber mit der Forderung im Widerspruche stehen, daf} zu jedem
Punkte nur ein einziges Teilverhiltnis 4 gehort. Wir vermeiden diesen
Widerspruch dadurch, dafl wir + co mit — oo identifizieren [vgl. (45)

S. 105;tg32t— =4 oo]. Ebenso scheint es zwei Punkte zu geben, die das

Teilverhdltnis —1 besitzen, namlich der linke und der rechte unendlich
ferne Punkt von g. Auch dieses wiirde im Widerspruche zu der For-
derung stehen, daB zu jedem Teilverh&ltnis nur ein Punkt gehort. Diesen
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Widerspruch vermeiden wir dadurch, daB wir festsetzen: Die Gerade
hat nur einen (uneigentlichen) unendlich fernen Punkt, eine Vorstellung,
die uns verstindlich wird, wenn wir ¢ als den Grenzfall eines Kreises,
der ja eine geschlossene Linie ist, auffassen, dessen Halbmesser iiber
alle Grenzen hinaus wichst.

Erwahnt werden moge, dafl dieser Begriff des Teilverhéltnisses prak-
tische Bedeutung gewinnt bei Messung des elektrischen Widerstandes
eines Leiters durch die Wheatstonesche Briicke. Um némlich den

/ Widerstand w des Lei-
tungsstiickes 4L mit dem
des Leitungsstiickes LB,
der 142 betragen mége, zu

2353358181322 5%57 nas o vergleichen, gleitet man

/ mit dem ¥Ende P der
Leitung LP, in die ein
Galvanometer @ einge-
schaltet ist, so lange auf

der Leitungsschiene A B entlang, bis das Galvanometer auf Null
weist, d. h. die Leitung LP stromlos ist. Dann ist w:1 2 = AP:PB.

Da 1= ‘;—g das Teilverhiltnis des Punktes P auf der Strecke AB

ist, so ist w = 4 - Q2. Schreibt man also an die einzelnen Punkte die
Teilverhiltnisse an, so kann man ohne weiteres den Widerstand von AL
auf der Briicke ablesen.

Abb. 151.

(103) Wir haben somit zwei Verfahren kennengelernt, um einen
Punkt P auf der Geraden durch eine Zahl eindeutig festzulegen: das
Abszissenverfahren und das Verfahren des Teilverhaltnisses 4.
Hieraus folgt, daf man aus der Abszisse eines Punktes auch sein Teil-
verhéltnis berechnen kann und
umgekehrt. Ist in Abb. 152

Abb. 152. O der Nullpunkt, und sind z,
und z, die Abszissen der beiden
Festpunkte E; und E,, ferner OP = x die Abszisse des beliebigen
Punktes P und 4 sein Teilverhaltnis, so muf gelten
EP  EO0+0P —x+u
PE, — PO-+OE, —z+ux’

£ MP_£&

Val
T

also
=— 5a)

Xy — &
Formel 5a) berechnet das Teilverhiltnis 4 von P aus der Abszisse x
von P. Lésen wir 5a) nach « auf, so erhalten wir

_ i

=i ‘ 5b)
5b) berechnet umgekehrt aus dem Teilverhiltnis A die Abszisse x.
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Da fiir den Mittelpunkt M der Strecke E,E, das Teilverhaltnis
gleich 1 ist, so ist die Abszisse von M npach 5b)

2z + %y X +

Tx1c T T2

T =

Die Abszisse des Mittelpunktes einer Strecke ist das arith-
metische Mittel aus den Abszissen ihrer Endpunkte. (Leite
dieses Ergebnis unmittelbar aus der Abbildung ab!)

Aufgabe: Es sei

a’) x1:7: x2:20, b) x1:—5, x2:8,
C) x1:5: x2=—7; d) (L‘l’:ls, 3"2:8,
6) Xy = -3, Xy = —15.

Suche durch Rechnung und Zeichnung die Teilverhéltnisse der Punkte
mit den Abszissen

x=0, 4, 10, 25, —1, —7, —13, —24.

Suche durch Rechnung und Zeichnung die Abszissen der Punkte, deren
Teilverhaltnis

7»:%, %‘: %3 13 27 75 —_]33 —%’s _074:; ”23 —'4:: —6
ist. (100 Aufgaben.)

(104) B. Der Punkt in der Ebene. Um einen Punkt in der Ebene
festzulegen, kann man ebenfalls verschiedene Wege einschlagen; die
zwei wichtigsten sollen hier behandelt
werden. Man wihlt (Abb. 153) einen
festen Punkt O, den Koordinaten-
anfangspunkt, Ursprung, Null-
punkt, und zieht durch ihn zwei Ge-
raden,dieKoordinatenachsen, die
einen Winkel w, den Koordinaten-
winkel, miteinander einschlieBen
mogen. Die eine Achse, die meist
horizontal gelegt wird, wird als
Abszissenachse, gewohnlich -
Achse, die andere, deren Lage nun
durch @ bestimmt ist, als die Or-
dinatenachse, gewshnlich y-Achse,
bezeichnet. Beide werden durch O in zwei Strahlen zerlegt, die man
durch das Vorzeichen unterscheidet. Dabei wéhlt man im allgemeinen
auf der Abszissenachse die nach rechts weisende, auf der Ordinaten-
achse die nach oben weisende als positive Richtung. SchlieBlich
wahlt man fiir beide Achsen eine bestimmte Léngeneinheit.

Abb. 153.



284 Analytische Geometrie der Ebene. (104)

Um einen Punkt P festzulegen, zieht man durch ihn zu den beiden
Achsen die Parallelen PX und PY; man nennt die Strecke
OX = YP =« die Abszisse und die Strecke 0Y = XP = y die
Ordinate von P; beide fiihren den gemeinsamen Namen Koordinaten
des Punktes P. Die Beziehung zwischen Punktlage und Wertepaar
der Koordinaten ist, wie man sich leicht iiberzeugt, eindeutig. Zu
jedem Punkte P gehdrt ein und nur ein Wertepaar z|y; und zu jedem
Wertepaare z|y ein und nur ein Punkt P. Wie auf der Geraden
eine Zuordnung zwischen Punkt und einer Zahl (Abszisse) besteht,
80 in der Ebene Zuordnung zwischen Punkt und einem Zahlenpaar.
Ein System, das erlaubt, einen Punkt durch Koordinaten festzu-
legen, heifit ein Koordinatensystem. In unserem Falle bedarf es
der durch den Punkt gehenden Parallelen, um seine Koordinaten zu
finden; man nennt daher dieses System ein Parallelkoordinatensystem.
Der gebrauchlichste Sonderfall nimmt als Koordinatenwinkel w den
rechten Winkel; bei ihm stehen also die beiden Koordinatenachsen
aufeinander senkrecht. In diesem Falle nennt man das Parallel-
koordinatensystem rechtwinklig oder spricht kurzweg von einem
rechtwinkligen Koordinatensystem. Ist w4 1R, so heiit das
System ein schiefwinkliges Parallelkoordinatensystem. Die
beiden Koordinatenachsen zerlegen die Ebene in vier Teile, Quadranten
genannt, die mit den Nummern I bis IV versehen werden. Und zwar
wird der erste Quadrant von der positiven Abszissen- und positiven
Ordinatenhalbachse begrenzt, der zweite von der positiven Ordinaten-
und der negativen Abszissenhalbachse, der dritte von der negativen
Abszissen- und der negativen Ordinatenhalbachse und der vierte von
der negativen Ordinaten- und der positiven Abszissenhalbachse begrenzt.
Uber die Vorzeichen der Koordinaten eines beliebigen Punktes gibt
fiir die einzelnen Quadranten die nachstehende Tafel Auskunft, deren
Richtigkeit durch einfache Uber-
legung bestéatigt wird :

T m { o | Iv

AHHEE
y |+ + | = | —

Einige Anwendungen der
Parallelkoordinaten mégen fol-
gen (s. Abb. 154).

Jedem Punkte der z-Achse
kommt die Eigenschaft zu, daf}
seine Ordinate den Wert Null
Abb. 154. hat; umgekehrt ist y =0 die
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Bedingung dafiir, daB der Punkt auf der z-Achse liegt; ¥ = 0 wird daher
die Gleichung der z-Achse genannt. Entsprechend findet man als Glei-
chung der y-Achse z = 0. Man sieht weiter, dal die Gleichung y = b
von den Ordinaten aller derjenigen Punkte erfiillt wird, welche auf
derjenigen Parallelen zur z-Achse liegen, die auf der y-Achse das Stiick b
abschneiden; man nennt daher y = b die Gleichung dieser Parallelen.
Man deute die Gleichung =z = a.

Der Punkt P, habe die Koordinaten z, und y,; irgendein Punkt P
auf der Geraden OP, moge die Koordinaten x und y haben. Aus der
Ahnlichkeit der Dreiecke OXP und OX,P, folgt ohne weiteres, da@
Y:x = y,: &, ist; folglich ist y = g‘; .z die Gleichung der Geraden
OP,, da sie von den Koordinaten eines jeden Punktes dieser
CGeraden erfiillt wird. Man beweise, dal y — # = 0 die Gleichung
der Halbierenden w des Koordinatenwinkels w und seines
Scheitelwinkels, und da y + x = 0 die Gleichung der Hal-
bierenden w' des Nebenwinkels zu o ist. Man fiberzeuge sich
weiter, daB jede durch O gehende Gerade eine Gleichung von der Form
y = Az hat; beispielsweise suche man Punkte, deren Koordinaten die
Gleichung y = 4 oder die Gleichung y + 2z = 0 erfiillen. Diese
Betrachtungen gelten fiir jedes Parallelkoordinatensystem, ob es nun
schiefwinklig oder rechtwinklig ist. Im folgenden wollen wir uns auf
ein rechtwinkliges Koordinatensystem beschrénken.

In Abb. 155 ist um O ein Kreis vom Halbmesser ¢ geschlagen; auf
ihm liege der Punkt P (z|y). Welche Bedingung miissen seine Koordi-
naten erfiillen ? Aus dem rechtwinkligen Drei-
ecke OXP folgt ohne weiteres

x2 4 P = 2. . Pl

Y

Diese Gleichung wird von den Koordinaten
jedes Punktes dieser Kreislinie erfillt, wie T
man sich leicht {iberzeugt; man nennt daher
die Gleichung
B p=c 6)

die Gleichung des Kreises, und zwar, weil ADD. 155.
der Mittelpunkt des Kreises mit dem Koordi-
natenanfangspunkt zusammenfallt, die Mittelpunktsgleichung des
Kreises vom Halbmesser c. o )

Diese Mittelpunktsgleichung fiir den Kreis gilt nur im rechtwink-
ligen Koordinatensystem. Im schiefwinkligen Koordinatensystem

lautet die Gleichung, wie leicht mittels des Kosinussatzes nachzuweisen
ist (s. Abb. 154),

a? 4 2xycosw + y? = c*.
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(Mittelpunktsgleichung des Kreises im schiefwinkligen Koordinaten-
system.) Im Anschlusse hieran suche man durch punktweise Konstruk-
tion die Gestalt der Kurve zu ermitteln, deren Gleichung im schief-
winkligen Koordinatensystem x2 4+ 32 = ¢? lautet.

Man konstruiere, sowohl im rechtwinkligen als auch im schiefwink-
ligen Koordinatensystem, punktweise die Kurven von der Gleichung

a2 292 =c2, az—gP=c2, a?—2y2=c2, 9P — aP=c2.

Dabei ist zu beachten, daB man unter der Gleichung einer Kurve
eine Gleichung versteht, die von den Koordinaten aller
Punkte der Kurve erfiillt wird.

(105) Einen anderen Weg, Punkte in der Ebene eindeutig festzulegen,
erstfnet das Polarkoordinatensystem. Wir wihlen in der Ebene einen
festen Punkt O, den Nullpunkt, Ursprung, Pol, und von ihm
ausgehend einen Strahl (im allgemeinen wagerecht nach rechts), den
Anfangsstrahl. Um einen Punkt P der Ebene festzulegen, verbinden
wir O mit P; die Strecke OP = r heiBit der Leitstrahl, Radius-
vektor, Fahrstrahl von P, und der Winkel ¥/, um den man den
Anfangsstrahl drehen muB, bls er mit OP zusammenféllt, heiBt die
Amplitude oder Anomalie von P. Man hat die Drehung entgegen
dem Uhrzeigersinne als positive Drehung festgelegt und bezeichnet
daher umgekehrt die Uhrzeigerdrehung als negative. Die Amplitude
kann also alle Werte von — oo bis oo durchlaufen. Der Leitstrahl
dagegen wird, wenn nicht besonderer Anlafl vorhanden ist, ohne Vor-
zeichen eingefiihrt; er ist im allgemeinen eine absolute Grofe.

Es ist ohne weiteres versténdlich, dafl zu einem gegebenen Werte-
paare r und ¥ sich stets ein und auch nur ein Punkt P finden laBt;
r und ¥ heiBen seine Polarkoordinaten. Zur Ubung suche man
die Punkte mit den Polarkoordinaten

a) r = 3cm, ¥ = 45°; b) r = 12 cm, ¥ = 172°,
c) r ="Tcm, & =225°; d) r=8cm, &=427°;
e)r=a, 9 = —53°; f) r = b, ¥ =4 (Bogenmal!)...

Andererseits gehért zu einem bestimmten Punkte P zwar stets
ein und auch nur ein Leitstrahl » = OP (r absolut vorausgesetzt),
aber unendlich viele Amplituden. Um bei-
spielsweise in Abb. 156 den Anfangsstrahl
mit OP zur Deckung zu bringen, kénnen wir
ihn um den Winkel ¢ drehen; wir kénnen ihn
aber auch um den Winkel ¢’ drehen, also eine
volle Drehung mehr ausfithren; ebenso kén-
Abb. 156. nen wir beliebig viele Volldrehungen hinzu-
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fiigen. Auch durch Drehungen im negativen Sinne (s. ¥”) 148t sich
die Lage von OP erreichen. Alle diese unendlich vielen Drehwinkel sind
Amplituden zu P; sie stehen aber in engem Zusammenhang unterein-
ander. Ist n#mlich eine Amplitude ¢ bekannt, so ist jede andere
Amplitude von P von der Form

9+ k-360° bzw. ¢+ Tk,

je nachdem ob man die Amplituden im Gradmal oder im Bogenmal
mifit; £ ist hierbei irgendeine positive oder negative ganze Zahl. In
Abb. 156 ist '

9 =175° @ =75°4+1-360°=435°,

97 — T5° + (—1) - 360° — —285°
oder im Bogenmal
b=Fom, F=PLPHa+12n=28%n=2%n,
V' =Fa+ (—~1)-2a=—19mn.

Jede Gleichung zwischen » und ¢ stellt die Gleichung einer Kurve
dar; hierbei ist die Kurve die Gesamtheit aller Punkte, deren Polar-
koordinaten 7 und ¥ diese Gleichung erfiillen. Einige einfache Beispiele
mogen dies niher erldutern.

a) Die Gleichung 7 = @ wird von allen Punkten erfiillt, fiir welche
der Leitstrahl, welches auch die Amplitude sei, die Linge a hat; alle
diese Punkte liegen aber auf dem um O mit dem Halbmesser r = a
geschlagenen Kreise. Folglich ist » = a die Gleichung dieses Kreises.

b) Der Gleichung ¥ = & geniigen alle Punkte, fiir welche, wie
groB auch der Leitstrahl sein mag, die Amplitude die GréBle « hat;
diese Punkte liegen aber samtlich auf dem von O ausgehenden Strahle,
der mit dem Anfangsstrahle den Winkel & einschliet. Folglich ist
¥ =on die Gleichung dieses Strahles.

" ¢) Die einfachste Gleichung, die zwischen » und ¢ besteht, ist die
lineare Gleichung

r=a-'9; 7)

sie sagt aus, daB} der Leitstrahl proportional der Amplitude zunimmt.
Fiir & = 0ist r =0; d. h. der Nullpunkt ist selbst ein Punkt der Kurve.
Mit wachsendem ¢ entfernt sich der zugehérige Punkt immer mehr
vom Nullpunkt. Nach einem Umlauf, d. h. fiir ¢ =2x ist r=27a=5.
Die Kurve (Abb. 157) heiit die Archimedische Spirale; sie schneidet
jeden Leitstrahl in unendlich vielen Punkten, die um die -Strecke &

voneinander abstehen. Berticksichtigt man auch negative Amplituden,

so mufl man auch negative Leitstrahlen einfithren; so ist fiir = — Ly

3
1 b
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Diese Strecke ist aber nicht auf dem zu ¢ — —% gehorigen Strahle,

sondern auf seiner Riickwirtsverlingerung iiber O hinaus abzutragen;
man gelangt so zu dem Punkte P’ in Abb. 157. Auf diese Weise wird
die Archimedische Spirale selbst tiber O hinaus verlingert; der zu nega-
tiven Amplituden gehorige Kurvenzweig ist in der Abbildung gestrichelt
angedeutet. Man erkennt, daf} sich die Archimedische Spirale unendlich
oft selbst tiberschneidet; diese Schnittpunkte sind alle auf der durch O
gehenden Normalen zum Anfangsstrahle verteilt. Weiteres iiber diese
Kurve siehe spiter S.405.

(106) Da sich ein bestimmter Punkt in der Ebene sowohl durch Parallel-
koordinaten als auch durch Polarkoordinaten eindeutig festlegen lift,
muB es moglich sein, die einen
aus den anderen abzuleiten.
Besonders einfach werden diese
Formeln, wenn wir ein recht-

-

g

Abb. 157. Abb. 158.

winkliges Parallelkoordinatensystem der Betrachtung zugrunde legen.
Wir wahlen dabei die gegenseitige Lage der beiden Koordinaten-
systeme so, dafl ihre Nullpunkte aufeinanderfallen und der Anfangs-
strahl des Polarkoordinatensystems sich mit der positiven Abszissen-
achse deckt (Abb. 158). Es ist dann fiir jede Lage des Punktes P

x =rcos?, y=rsind. 8)

Die Formeln 8) lehren, aus den Polarkoordinaten r und ¥ die recht-
winkligen Koordinaten « und y zu finden. Ferner ist

r:Vm, tgﬂ:%, 0=arctg—Z—. 9)

Die Formeln 9) lehren umgekehrt, aus den rechtwinkligen Koordinaten x

und y die Polarkoordinaten r und ¥ zu finden, nur seien zu 9) noch
einige Bemerkungen hinzugefiigt.

Die Quadratwurzel ist — soweit sich nicht das Gegenteil als not-

wendig erweist — stets absolut (ohne Vorzeichen) zu nehmen. Bei
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Bestimmung des Quadranten, in dem ¢ liegt, ist sowohl das Vorzeichen
von z als auch das von y zu beachten, die folgende Tabelle zeigt den
Zusammenhang :

]
I

» —+ «‘ - - +
Y + + — 3 5 —
7w w
9 0<19<§ ] »2—<.19<n ‘ ﬂ<ﬁ<§n —2—n<19<2n

AuBerdem ist zu dem auf diese Weise gefundenen Winkel ¢ zwischen
0 und 27 nach (105) noch eine GroBe 27k zu addieren (& irgend-
eine ganze Zahl).

Die Uberfiihrung der Koordinaten eines Systems in die eines anderen
wird Koordinatentransformation, die sie vermittelnden Formeln 8)
und 9) werden Transformationsformeln genannt.

Aufgaben: Welches sind die rechtwinkligen Koordinaten des
Punktes, dessen Polarkoordinaten lauten:

a) | b | o | 4 | e H | o | wm | D |
r={ 3 |4 5|6 |7 8 ] 10| 0o | 10
9= |87°15’| 180° | 2,00 ' sx |—119° ix | —4,000 | 700° | —10 | —10

Welches sind die Polarkoordinaten des Punktes, dessen recht-
winklige Koordinaten lauten:

) | » ol a | e | Ol g | n
z=| 3 | —5| —8 T/ 6 —6 | 7 | -8
y=| 4 . 12| -15|-24 —5| —7 | 8 3

Zeichnung und Rechnung!

Mit Hilfe der Transformationsformeln 8) und 9) sind wir in die
Lage versetzt, die Gleichung einer Kurve in Polarkoordinaten aufzu-
stellen, wenn uns ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten gegeben
ist, und umgekehrt. Einige Beispiele mogen dies zeigen.

a) Wir wissen, dafl die Gerade, die zur y-Achse parallel ist und
auf der x-Achse das Stiick a abschneidet, die Gleichung hat z = a
[s. (104) S.285]. Setzen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem
voraus, so kénnen wir jetzt leicht die Transformation in Polarkoordinaten
vornehmen ; nach Gleichung 8) ist nimlich

a

reos? =a; also ist 7= —
cos

die Gleichung dieser Geraden in Polarkoordinaten. Wir finden diese
Gleichung in Abb. 159 bestitigt.

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 19
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~b) Die Scheitelgleichung der Parabel [s. (38)] lautet y = Vm,
“mittels der Formeln 8) ergibt sich hieraus

cos? ctgd

sinrd  “Psind-

Hieraus folgt eine einfache Konstruktion von Punkten der Parabel
(s. Abb. 160): Man wihle auf der Parabelachse den Punkt C, der vom

rsind = J2prcosd oder r=2p

P 5 P
le/ Iy
‘ 5, -
a z Al—2p—IC
Abb. 159. Abb. 160.

Scheitel 4 die Entfernung AC = 2p hat, fille von ihm auf den freien
Schenkel der Amplitude ¥ das Lot, das die Scheiteltangente in S
schneidet, und ziehe durch S die Parallele zur Parabelachse, die den
freien Schenkel von ¢ im Parabelpunkte P schneidet. Denn es ist

X ASC =49, also AS=2pctgd; XSPA=29,
also
A8 . ctgd
sin® sind’

AP =17 =

§ 2. Strecken und Flichen im rechtwinkligen
Koordinatensysteme. Transformation der
Parallelkoordinatensysteme.

(107) Im ersten Teile dieses Paragraphen beschrinken wir uns auf ein
rechtwinkliges Koordinatensystem. In der Ebene seien zwei Punkte
P; (%], und Py (x;]y,) gegeben. Durch sie ist eine Strecke P P, be-
stimmt; hierbei ist mit ,,Strecke P, P, die Strecke nach GréBe und
Richtung gemeint. Man nennt ein Gebilde, zu dessen volliger Be-
stimmung sowohl die Angabe seiner Grofe als auch die seiner Richtung
gehort, einen Vektor; eine Grofle, der keine Richtung zukommt,
heiBt ein Skalar. In diesem Sinne ist die Strecke P; P, also ein Vektor.
Wir wollen sie vom Anfangspunkte P, nach dem Endpunkte P,
hin durchlaufen ; sie ist also durchaus verschieden von der Strecke P, P,
die die entgegengesetzte Richtung hat [s. a. (101) S.280]. Der
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&

Richtungssinn wird (s. Abb. 161) durch einen angefiigten Pfeil an-
gedeutet. "

Um die Richtung einer Strecke P, P, eindeutig festzulegen, zieht
man durch ihren Anfangspunkt P, eine Parallele zur posi-
tiven Héalfte der x-Achse und be- y

. . \ S AN/t
stimmt den Winkel ¥, umden man ¥
diese Parallele um P, drehen muB, ! X
damit sie mit P, P, zusammen- 73 i K]
fé}lt. — Hieraus ergibt sich, daB diff 2! Bl
beiden Strecken P, P, und P,P; zwei nr ;‘f‘_
um 180° bzw. = verschiedene Rich- 71
tungswinkel ¢ und ¢ haben; es ist YN 4 z
P — 9 =a.

Die Strecke P, P, ist durch ihren

Abb. 161.

Anfangspunkt P, und ihren Endpunkt
P, vollig bestimmt. Da nun diese beiden Punkte durch ihre
Koordinaten #;|y; bzw. x,|y, ihrerseits vollig bestimmt sind, muB es
méglich sein, sowohl die Gréfe s . als auch den Richtungswinkel
durch diese vier Koordinaten auszudriicken. Wir ziehen durch P, und P,
die Parallelen P, X, und P,X, zur y-Achse und P,Y, und P,Y, zur
z-Achse; P;Y, und P,X, mégen sich in ¢ schneiden; dann ist
PQ=X,X, und QP, = Y,Y,. Nach 1) ist aber X, X, = z, — 2,
und Y,Y, =y, — ¥y,, wie auch die beiden Punkte P; und P, zu-
einander liegen mdgen. Daher ergibt sich fiir die Lange der Strecke P, P,
die Formel

s = Yl@wy — 2)® + (¥, — 91 102)
Weiterhin ist nach der Definition der Winkelfunktionen
QP Y, Y, _ YUY
tgﬁ“P:Q_TYI—X; 5 also tgﬁ—ﬂiz—m—;‘ 10b)

10b) liefert den Winkel &; hierbei ist nach dem Vorgange der Formel 9 b)
zur Bestimmung des Quadranten von ¥ sowohl das Vorzeichen von
Yy — Y; als auch das von x, — x; zu beachten.

Beispiele. Wir wollen unseren Betrachtungen das Dreieck ABC
zugrunde legen, dessen Eckpunkte die Koordinaten haben:

A(—13]22),  B(23]7), C(3|-8);

es mdge, da es auch im folgenden immer wiederkehren wird, kurzweg
als das Dreieck D bezeichnet werden (s. Abb. am Schlufl dieses Bandes).

Es sind die Linge und die Richtung der Seiten 4B, BC, CA des
Dreiecks D zu berechnen.

(@=25, Pgo=216°52"11"; b=234, Py =118°421";

c =39, Ql}AB: 337022/48”.)
19%
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Es ist zu zeigen, daBl der Richtungswinkel von P, P, um 7 ver-
schieden ist von dem Richtungswinkel P, P,.

Umgekehrt kann man aus der Linge s und dem Richtungswinkel <
einer Strecke P, P, zwar nicht die Koordinaten der beiden Punkte P,
und P,, wohl aber die Differenz ihrer Abszissen und die ihrer Ordninaten
berechnen nach den Formeln

Zy — @, = scos?,  y, — gy, = ssind. 11)

Man addiert zwei Strecken (Vektoren), indem man sie nach
GroBe und Richtung aneinandersetzt, d.h. die zweite Strecke unter
Beibehalten ihrer Richtung so in der Ebene verschiebt, daB ihr Anfangs-
punkt auf den Endpunkt der ersten Strecke fillt; die Strecke, deren
Anfangspunkt der Anfangspunkt der ersten, und deren Endpunkt der
Endpunkt der zweiten Strecke in ihrer neuen Lage ist, heiBit die Summe
der beiden urspriinglichen Strecken. Diesen Vorgang bezeichnet man
als geometrische Addition. Hierbei ist die Lage der Anfangs-
punkte der Strecken unwesentlich, ebenso ist die Reihenfolge der
Summanden ohne Belang. (S.Abb.162: 4,B; die urspriingliche

Lage des einen Summanden v, , 4, B,
die urspriingliche Lage des anderen
Summanden v,; es ist gleichgiiltig,

/U1 ob man in B; nach Gré8e und Rich-
Af \\“‘~J0 tung B,C, = v, oder in B, nach
’ GréBe und Richtung B,C, = v, an-
Abb. 162. tigt, da 4,0, = 4,0, =1, ist; man

kann auch in A; erst 4,D; = v,
und in D; dann D,C; = v, anfiigen. Anwendung bei Zusammensetzen
von Kriften!)

In Abb. 161 heiBlt X, X, die Projektion der Strecke (des Vektors)
P, P, auf die z-Achse; unter dem Neigungswinkel einer Strecke
(eines Vektors) gegen einen Strahl versteht man den Winkel,
um den man diesen Strahl drehen muB, bis er in die Richtung
der Strecke (des Vektors) fallt oder parallel und gleich-
gerichtet mit ihr ist. Hiernach ist ¢ der Neigungswinkel des Vektors
P, P, gegen die x-Achse. Da XX, =s:cos? ist [s. 11)], ergibt
sich der Satz: L

Man erhdlt die Projektion eineertrecke gegen einen
Strahl, indem man die Linge der Strecke mit dem Ko-
sinus ihres Neigungswinkels gegen diesen Strahl multi-
pliziert.

Da man die positive y-Achse um den Winkel $7 drehen mu8, bis
sie mit der positiven x-Achse zusammenfillt, bedarf es der Drehung
um den Winkel $ 7 + &, bis sie parallel und gleichgerichtet mit P, P,
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ist. Demnach ist die Projektion von P;P, auf die y-Achse
Y, Y,=s-cos($3n+ ) =s-sind =y, — ¥,

in Ubereinstimmung mit Formel 11b).

Eine unmittelbare Folge dieser Entwicklungen ist der

Projektionssatz: Alle Linienziige, die von einem bestimmten
Anfangspunkte P; zu einem bestimmten Endpunkte P, fithren, liefern
auf eine beliebige Gerade dieselbe Projektion, namlich die Projektion
der Strecke P; P,. — Die Projektion jedes geschlossenen Linienzuges
auf eine beliebige Achse ist gleich Null.

DaB der Projektionssatz fiir einen aus Strecken bestehenden Linien-
zug gilt, leuchtet auf Grund der obigen Definition der Projektion einer
Strecke ohne weiteres ein ; da man sich einen krumm verlaufenden Linien-
zug, insbesondere eine Kurve, aus
unendlich vielen unendlich kleinen
Strecken entstanden denken kann, so
giltderProjektionssatzauch fiir diese.

Anwendung: Gegeben sei ein
regelméBiges n-Eck von der Seiten-
lainge s, dessen Mittelpunkt in O
liege; die erste Seite bilde mit der
xz-Achse den Winkel . Da man

jede Seite um den Winkel gnf drehen

muf}, damit sie die Richtung der
auf sie folgenden anmmmt bildet

4

]

Abb. 163.

, die dritte den
Winkel o + 2. . die letzte den Winkel « (n — 1) Die

Projektion des Umfanges des regelmiBigen n-Eckes auf dle x-Achse
ist also

secosx + s- cos(oc+ )+s coq(zx—}— )+
—i—s-cos(oc—#(n—l)%).

Der Linienzug ist aber geschlossen; folglich ist nach dem Projektions-
satze die Projektion auf die z-Achse gleich Null, und es ergibt sich die
wichtige goniometrische Formel

cos & —i—cos(zx - ) =+ cos(

)—}— +cos(o¢+(n——l)
Aus der Projektion auf die y-Achse erhalten wir ebenso

sinoc—]—sin(a+%§>+sin<oc+2-%[>+ . —l—sin(oc—i—(n— 1)-3’)=0.
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Ist n = 3, so folgt hieraus die in der Elektrotechnik verwendete Formel
(Dreiphasenstrom):

sina 4 sin (& - 120°) + sin(x + 240°) = 0.

(108) Durch die beiden Punkte P, und P, ist in Verbindung mit dem
Nullpunkt O ein Dreieck (Abb,161) OP, P, bestimmt; wir wollen
seinen Inhalt ¥ berechnen. Sind ¢, und r; die Polarkoordinaten des
Punktes P, und ¥, und r, die von P,, so ist nach dem Sinussatze

2F =7 r,sin(F,— ;) =7, cost, - rysindy—r,c08 Dy 1y SINVy =T Yy — T3 Y5 ;
also F =@y, —x). 12)
Formel 12) berechnet den Flicheninhalt aus den Koordinaten der
beiden Punkte P, und P,. Hierbei ist zu beachten, da@ sich fiir F' auch
einnegativer Wert ergeben kann, wenn néamlich sin (9, — 9,) < 0,d.h.

a<¥,—9,<2n oder 0>, — ), >—n

ist. Das ist dann der Fall, wenn die kiirzeste Drehung, die den VektorO P
in den Vektor OP, iiberfithrt, die negative ist. Damit erhalten wir
aber ein sehr anschauliches Kennzeichen fiir die Entscheidung iiber
das Vorzeichen der Fliche: ’

Folgen die Ecken O, P,, P, des Dreiecks OP, P, so aufein-
ander, daB der Inhalt des Dreiecks zur linken Hand bleibt,
so ist das Vorzeichen der Fliche positiv, im anderen Falle
negativ.

Die tiefere Berechtigung dafiir, der Dreieckfliche ein Vorzeichen
zu erteilen, wird klar, wenn wir den Vektor P, P, als eine Kraft deuten.
Der doppelte Inhalt des Dreiecks ist dann das Produkt aus der Grund-
linie P; P, und dem von O auf diese gefillten Lote, also das statische
Moment oder Drehmoment der Kraft P;P, beziiglich des
Punktes O, und fiir dieses ist ein Vorzeichen sehr wohl berechtigt
je nach dem Drehsinne der Kraft P, P,; sucht sie im Gegenzeigersinne
zu drehen, so wird ihr Moment positiv, im anderen Falle negativ.

Wenden wir Formel 12) auf unser Dreieck D an, so finden wir
fir den Inhalt des Dreiecks OAB

F=1((—13).-7—22.23)=—298,5.

Das negative Vorzeichen erklirt sich aus der Tatsache, dal beim Um-
lauf in der Reihenfolge O, 4, B die Fliche zur Rechten bleibt. Da-
gegen wiirde der Inhalt die Fliche OBA den Inhalt 4298,5 ergeben.
Welches sind die Inhalte der Dreiecke OBC und OCA?

Aus der Eigenschaft, dafl Flichen mit Vorzeichen behaftet (relative
GroBen) sind, ergibt sich sehr bequem eine Moglichkeit, den Flidchen-
inhalt irgendeiner geradlinigen Figur zu berechnen. Um den Inhalt
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des in Abb. 164 gezeichneten Fiinfecks P, P,P;P,P; zu bestimmen,
verbinden wir jeden Eckpunkt mit O; dadurch stellt sich das Finf-
eck dar als die Summe der fiinf Dreiecke y

OP,P,+ OP,P, + OP,P,
+0P,P, +OP,P,.

Von diesen haben die ersten vier positives
Vorzeichen ; ihre Summe ist also die Fléche
OP,P,P,P,P,0. Addiert man zu dieser
Figur noch das Dreieck O P, P,, das von
selbst negativ wird (vgl. den Umlaufssinn
in der Abbildung), so ergibt sich die
Flache des Fiinfecks P, P, P, P, P;. Abb. 164.
Hat man ganz allgemein ein n-Eck

P,P,P,...P, 1P,, dessen Eckpunkte die Koordinaten z,|y,, ;|¥,,
T3|Ys> - - +» Tno1|Yn-1> Ta|¥y, haben, so ist sein doppelter Inhalt, wie
man durch Zerlegen in Dreiecke mit der gemeinsamen Ecke O bekommt,

2F = a9, — X4y -+ T¥s — T3Ys + C3Ys — LaYy + - - -

oder + Zp-oYn-1— Tn-1Yn-2 + Xy 1Y TplYn-1t TnY1 — T Yn

2F =y, (0, — 25) + yo (2 — %) + Yg(Xg—xg) + -+ + Yn(@n_1— 2y) } 13)
=& (Ya— Yn) + Z2(¥s— ¥1) + (Y Ya) + -+ Tulyy— Yn-1) -

Die Fliche hat das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem

ihr Umlaufssinn mit dem positiven oder mit dem negativen Drehsinn

iibereinstimmt.
Berechne hiernach den Inhalt des Dreiecks D!
2F = 22(3 — 23) + 7(—13 — 3) 4+ (—8) (23 4 13) = —840.
(109) Die Transformation des Parallelkoordinatensystems befaBt sich
mit der Aufgabe, aus den Koordinaten, die ein bestimmter Punkt P
der Ebene in irgendeinem Parallelkoordinatensystem hat, seine Koordi-
naten in irgendeinem anderen Parallelkoordinatensystem zu brechen.

Es sind also aus (Abb. 165) den Koordinaten OX =z, XP =y
des Punktes P im Koordinatensystem mit dem Anfangspunkte O und
den Achsen z und y seine Koordinaten 2Z =& und P =17 im
Koordinatensysteme mit dem Anfangspunkte £ und den Achsen £
und % zu ermitteln.

Wir werden diese Aufgabe in vier Schritten 16sen. Zuerst werden
wir eine Parallelverschiebung des Oz y-Systems nach {2 vornehmen,
d. h. wir werden an Stelle des Ozy-Systems ein neues Qg einfithren
derart, daB die g-Achse parallel der z-Achse und die y)-Achse parallel
der y-Achse wird. Sodann werden wir das schiefwinklige Qyy-
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System in ein rechtwinkliges Koordinatensystem 2XY iiber-
fithren, so, daB die X-Achse mit der g-Achse zusammenfillt. Drittens
‘ werden wir das recht-
winklige  Koordinaten-
system £ X Y so lange um £2
drehen, bis die ZX-Achse
des neuen rechtwinkligen
Systems OX9 mit der
&-Achse zusammenfillt.
SchlieBlich werden wir das
rechtwinklige 2% 9)-System
in das schiefwinklige
System £2&7 iiberfithren.
Damit ist die Aufgabe dann
gelost. Die Reihenfolge der
Schritte kann abgeéndert
werden; man koénnte bei-
spielsweise auch erst aus
dem schiefwinkligen in das

rechtwinklige System {iber-
gehen, sodann die Parallelverschiebung, darauf die Drehung vornehmen

und schliefilich aus dem rechtwinkligen System in das gewiinschte
schiefwinklige System iibergehen. Tatsache ist jedenfalls, daf diese
vier Schritte — in welcher Reihenfolge auch immer — stets die Uber-
fithrung aus einem beliebigen System in ein anderes beliebiges System
ermdglichen. In vielen Sonderféllen geniigt eine geringere Anzahl Schritte.

Wir erkennen, dal wir drei grundlegende Aufgaben zu 16sen haben,
némlich:

1. Parallelverschiebung eines Koordinatensystems,

2. Uberfiihrung eines rechtwinkligen Koordinatensystems in ein
schiefwinkliges und umgekehrt,

3. Drehung eines rechtwinkligen Koordinatensystems um den Null-

y A7 punkt.
/ Wir beginnen mit der ersten Aufgabe.

(110) A. Parallelverschiebung des Koor-
dinatensystems (Abb. 166). Die Koordinaten
des neuen Nullpunktes £ beziiglich des ur-
spriinglichen Systems seien 002,=a, 2, 2=b.
Der Punkt P habe im urspriinglichen Systeme
die Koordinaten OX =z, XP =y und im
neuen Systeme die Koordinaten Q& = &,
ZP =1y. Nun ist nach Formel 2) S. 280,
Abb. 166. wie auch die Punkte O, £, P zueinander

Abb. 165.
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liegen mogen,
0X=080,+9,P, XP=XE+EZP=0,0+ EP.

Fiihren wir die obigen Bezeichnungen ein, so erhalten wir die Formeln
r=a+4§&, y=>b+r1, 14 a)
f=x—a, n=y—2>b. 14 b)

Die Formeln 14a) driicken die alten Koordinaten z und y durch die

neuen & und 7 aus, 14b) lehren aus den alten Koordinaten z und y

die neuen £ und 5 zu finden.

Eine Anwendung dieser Formeln haben wir schon in (15) S.26f.
gemacht, wo wir durch Parallelverschiebung des Koordinatensystems
um x, bzw. y, nachwiesen, daB die Gleichung von der Form
Yy =ax?+ bx 4+ ¢ stets eine Parabel zur Bildkurve hat. Kine
weitere ist in (25) S.53f. erfolgt. Hieraus erhellt gleichzeitig die
Wichtigkeit der Transformation der Koordinatensysteme; man kann
némlich hiufig aus der Gleichung, die eine Kurve in einem anderen
Koordinatensysteme hat, Eigenschaften derselben ablesen, die man
sonst nur auf sehr umsténdlichem Wege gefunden hatte. Ein anderer
Beleg dafiir soll hier noch gebracht werden.

a) Die allgemeinste Gleichung zweiten Grades zwischen den
beiden Verénderlichen x und y lautet

(oo 22 + 20412y + agey? + 20402 + 2a5y + ag = 0. a)

Hierbei sind @y, @11, @ges B1g> Fg1s Bop beliebige Konstanten. Die Kurve,
die diese Gleichung hat, d.h. deren Punkte simtlich der Art sind,
daB ihre Koordinaten die Gleichung erfiillen, heiit eine Kurve zweiter
Ordnung. Von dieser Kurve, deren Gestalt uns jetzt nicht weiter
kiimmern soll, wollen wir eine wichtige Eigenschaft ableiten: Wir ver-
schieben das Koordinatensystem nach einem neuen Nullpunkt £,
dessen Koordinaten a und b vorliufig noch unbestimmt bleiben mégen.

Die Gleichung dieser Kurve im neuen System lautet unter Verwendung
der Formeln 14a)

g (§ + @) + 20y, (£ + @) (n + b) + age (7 + ) + 2044 (5 + @)
+ 2ay, (1 + b) + ag =0

oder
Ugg &% + 2011 £0 + g ® + 2y (g @ + @11 - b + 50) &
+2(ay 0+ ag b+ ay)n b)
(g @ + 201+ ab + apy b2 + 2045 @+ 2ap, b+ ay) =0.

Bestimmen wir nun die beiden GroBen o und b so, dafB3 sie die linearen
Gleichungen erfiillen

Gy @+ ay-b+a,=0 und a;-a-+a,-b+a,=0, c)
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so geht die Gleichung der Kurve iiber in die folgende:

a2052+2a11§77+a02772+0:0 d)
(C = gg+ @B+ 20,1 @b + age- b2 + 2015- @ + 2ay; + b + ay) .

Nach der Theorie der linearen Gleichungen lassen sich die beiden Glei-
chungen c) stets auflésen, wenn @y * @p — a3 + 0 ist. Ist also diese
Bedingung erfiillt, so liBt sich stets ein Punkt (2 (a|b) finden. Nun ist
ohne weiteres ersichtlich, daB, falls ein Koordinatenpaar &/, die
Gleichung d) erfiillt, auch das Koordinatenpaar (—&y|—1,) diese
Gleichung erfiillt [s. a. (25) S. 54]. Die zugehérigen Punkte P, und Pj
liegen dann so zueinander, daB ihre Verbindungsstrecke durch £2 geht
und von {2 halbiert wird. Jede durch {2 gehende Sehne der Kurve wird
demnach durch £ halbiert, d.h. £ ist ein Mittelpunkt der Kurve.
Ist alsoayy-ape— a2+ 0, so besitzt dieKurvezweiter Ordnung
a) einen Mittelpunkt; sie ist eine Mittelpunktskurve zweiter
Ordnung.

b) Die Mittelpunktsgleichung des Kreises vom Halbmesser ¢ lautet
im rechtwinkligen Koordinatensystem [s. (104) S.285]

cx? 4y —c2=0. 6)

Wir wollen das Koordinatensystem nach dem linken Schnittpunkte 4
des Kreises mit der x-Achse verlegen (s. Abb. 167). A4 hat die Koordi-
» v naten z, = —c, y, = 0. Werden die neuen

Koordinatenachsen durch ¢ und f) bezeich-
net, so sind die Transformationsformeln
P p ‘¥ =1 —c, y=1, und Gleichung 6) geht
ﬁ / tiber in
x t—c?4p2=c
A T 8 ¢ oder

>\/ : 24y —2cr=0.
A Wihlen wir A zum Pol eines Polarkoordi-
natensystems, dessen Anfangsstrahl die
Abb. 167. positive z-Achse ist, so ist ¢ =rcos?,

) = rsind, und die Gleichung des Kreises
lautet in diesem Polarkoordinatensystem

r2cos? P + 2sin29 — 2¢rcosd = 0 oder r=2ccos?.

Die Richtigkeit dieses Ergebnisses konnen wir lelcht an Hand der
Abb. 167 nachpriifen. Es ist :

XAPB'=1R und AP = AB cos?¥, also r = 2ccos?.

Wie lautet die Gleichung des Kreises, wenn der Nullpunkt nach dem
Punkte B bzw. nach C, D, E(ccos«|csina) verlegt wird ?
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(111) B. Uberfiihrung eines rechtwinkligen Koordinatensystems in ein
schiefwinkliges und umgekehrt (Abb.168). Es seien OP, = = und
P _P =1y die Koordinaten von P im rechtwinkligen xy-System
und OPy; =X und Py P =Y die Koordinaten von P im schief-
winkligen X Y- Systeme, dessen Koordinaten-

winkel w sei. Nach dem Projektionssatze ¥
[s. (107) S.293] hat jeder Linienzug, der
von O nach P verlauft, auf irgendeine Ge- P
rade die gleiche Projektion. Von O nach P
fithrt einmal der Linienzug OP, P, zweitens
der Linienzug OP, P. Beide wollen wir zu-
nichst auf die z-Achse projizieren. OP, bil-
det mit der x-Achse den Winkel 0°, P, P :
den Winkel 90°; es ist also die Projektion Abb. 168.
von OP, P auf die x-Achse:

OP_ cos0° 4 P, P cos90° = x.

OP, bildet mit der x-Achse den Winkel 0°, P, P den Winkel w; also
ist die Projektion von OP, P auf die x-Achse:

OP, cos0° 4+ P, P-cosw =X + Ycosw.

Wir erhalten demnach

Y
a0
Ky

=X+ Ycosw.

Nun projizieren wir beide Linienziige auf die y-Achse. Bedenken wir,
daB die Strecken OP,, P, P, OPy, Py P mit der y-Achse der Reihe
nach die Winkel 270°, 0°, 270°, 270° 4+ w einschliefen, da man die
y-Achse um diese Winkel drehen mufl, um sie mit diesen Strecken
zur Deckung zu bringen, so ergibt sich aus dem Projektionssatze

OP,cos 270° + P, P cos0° = OPcos270° + P, P cos (270° + w)
oder
y=Ysinw.
Die beiden Formeln
z=X + Ycosw, y = Ysinw 15a)

lehren, aus den schiefwinkligen Koordinaten X und Y von P seine
rechtwinkligen Koordinaten x und y zu finden. Wir 16sen diese Glei-
chungen nach X und Y auf und erhalten

X=z—yctgw, Y:éirgfb)” 15Db)

Formeln, die umgekehrt die schiefwinkligen Koordinaten von P durch
die rechtwinkligen Koordinaten ausdriicken.

Als Anwendungsbeispiel mdge das folgende dienen: Wir wissen,

dall im rechtwinkligen Koordinatensystem 2 = 2px die Scheitel-
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gleichung der Parabel ist [s. (38) S.89]. Wir stellen uns jetzt
die Frage: Welche Kurve wird im schiefwinkligen Koordinaten-
system durch die Gleichung a) %2 = 2px beschrieben? Wir wollen
uns zunichst ein Bild von der Gestalt der Kurve verschaffen. Sie
geht durch den Anfangspunkt, da fiir x = 0 auch y = 0 ist; zu jedem
positiven Werte = gehiren die zwei entgegengesetzt gleichen Werte
von y = -+ ]/m Alle zur y-Achse parallelen Sehnen werden dem-
nach von der x-Achse halbiert; es besteht eine Art von Symmetrie,
nur daB die Verbindungssehnen entsprechender Punkte nicht auf der
Symmetrielinie senkrecht stehen, sondern simtlich unter dem Koordi-
natenwinkel w gegen sie geneigt sind. Die y-Achse ist Tangente an die
Kurve in 0. Es macht ganz den Eindruck, als wire die Kurve unsere
bekannte Parabel; der Beweis ist erbracht, wenn wir durch Ubergang zu
einem rechtwinkligen Koordinaten-
system und Parallelverschiebung
auf eine Gleichung von der Form
n2=2né fir diese Kurve ge-
langen. Wir wollen zu diesem
Zwecke zundchst aus dem schief-
winkligen zy-System in das recht-
winklige ry-System durch die
Gleichungen 15b)

r=r—Yectgw, =2

sin o

Abb. 169. iibergehen. Aus der Gleichung
y? = 2px wird dann
P2 =2prsinfw — 2pYsinw cosw . b)
Nun wollen wir das rechtwinklige ¢ §)-System nach einem neuen Anfangs-
punkte £ mit den Achsen & und # parallel verschieben ; die Koordinaten

von £ seien im gy)-System ¢ = @ und ) = b und vorldufig unbestimmt
gelassen. Die Transformationsformeln lauten nach 14)

i L= 5 + a, t) =N + b:
und Gleichung b) geht iiber in 0!

(n+0)?2=2p(% 4 a)sin?w — 2p(n + b) sinw cosw
oder ’
7?2 =2psin?w- & — 2(b + sinw cosw) - 7 l
+ 2 pasin®w — 2 pb sinw cosw — b?) ]

Nun setzen wir

b+ psinw cosw =0, 2pasin?® — 2pbsinwcosw — b2 =0
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aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir

b= —psinwcosw, 2pasin2w = —2p2sin?w cos?w -+ p?sin?w cos?w
oder
a:-%cos%), b= —psinwcosw .

Fihren wir diese Werte fiir ¢ und b in c) ein, so geht die Gleichung
unserer Kurve iiber in
N2 =2 psin®w - &

oder, wenn wir zur Abkiirzung psin?w = 7l) setzen,

n=2n¢&. d)
Dies ist, da das &#-System rechtwinklig ist, in der Tat die Scheitel-
gleichung einer Parabel. Demnach stellt auch die urspriingliche Glei-
chung 22 = 2px eine Parabel dar; die 2-Achse ist parallel zur Parabel-
achse oder ein Durchmesser der Parabel, und die y-Achse ist die
Tangente, die im Endpunkte dieses Durchmessers an die Parabel ge-
legt worden ist; die Tangente heift konjugiert zu dem durch den
Berithrungspunkt gehenden Durchmesser.

(112) C. Drebung eines rechtwinkligen Koordinatensystems um einen
Winkel & (Abb. 170). Es seien OX = x und XP = y die Koordinaten
von P im zy-System und OX = ¢ und Y
XP =y die Koordinaten des ndmlichen s P
Punktes in dem durch Drehung um &
aus dem zy-System hervorgegangenen
ry-System. Zur Ableitung der Bezie-
hungen zwischen z und y einerseits und
r und Y andererseits wenden wir wie in
B. auf die beiden von O nach P fiih-
renden Linienziige OXP und OXP den
Projektionsatz [s. (107) S.293]an. Be-
denken wir, daBB die Strecken OX, XP,
0%, XP mit der z-Achse nach unserer Abb. 170.
Definition [s. (107) S. 291] der Reihe
nach die Neigungswinkel 0°, 90°, &, & 4 90° einschliefen, so be-
kommen wir die Beziehung

O0X - c0s0° 4 XP - cos90° = OX - cosv 4 XP - cos(90° + &)
oder

X = gcoso — f)sino.
Die einzelnen Strecken der beiden Linienziige haben gegen die y-Achse
die Neigungswinkel 270°, 0°, 270° 4 &, «; also ergibt sich
OX - c0s8270° + X P -cos0° = 0% - cos(270° + &) + XP - cos&

1) Unter = ist hier nicht die Ludolphsche Zahl 3,14159 zu verstehen!
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oder .
Yy = gsina 4 hcoso .

Die beiden Formeln :

X = gcoso — fsina und y =r¢sin® 4+ ycosx  16a)

lehren, die urspriinglichen Koordinaten x und y des Punktes P aus
den um & ,,gedrehten* Koordinaten ¢ und j zu finden.

Projizieren wir jetzt beide Linienziige auf die z-Achse und bedenken,
daB die Strecken OX, X P, 0¥, X P mit dieser der Reihe nach die Winkel
360° —x,90° — &,0°,90° einschlieBen, und schlieflich auf die §-Achse,
wobei die Neigungswinkel 270° — &, 360° — &, 270°, 90° sind, so
erhalten wir die Gleichungen

= xcosa + ysinx  -und h = —asinx + ycosx, 16b)

welche die ;,gedrehten Koordinaten von P durch die urspriinglichen
ausdriicken. Die Formeln 16b) hétte man auch erhalten, wenn man
die Formeln 16a) nach ¢ und ) aufgelost hitte, oder wenn man in den
Formeln 16a) « durch —a&, x durch g, y durch t ersetzt hatte, da
das xy-System aus dem ry-System dadurch hervorgeht, daf man
letzteres um den Winkel —« dreht.

Die Drehung des rechtwinkligen Koordinatensystems findet sehr
hiufige Verwendung; wir wollen sie uns daher durch Behandlung
mehrerer Beispiele zu eigen machen.

a) Die Mittelpunktsgleichung des Kreises vom Halbmesser ¢ lautet
im rechtwinkligen Koordinatensystem [s. (104) S. 285] 22+ 42 — 2 =0;
wie heiflt sie im g}-System? Durch die Formeln 16a) geht die
Gleichung iiber in

(rcosax — psinw)? 4 (rsinew + §cosx)? — ¢2 =0

oder, wie man durch Ausmultiplizieren und Zusammeénfassen erkennt,
1?2 + y? — ¢ = 0; sie hat also im gY-System genau die gléiche Form
wie im zy-System. Es folgt hieraus: Legt man durch den Koordinaten-
anfangspunkt irgendein rechtwinkliges Koordinatensystem, so hat die
Kurve zu diesem genau die gleiche Lage wie zu einem anderen recht-
winkligen Koordinatensystem, das durch O geht; das ist aber die
gerade fiir den Kreis bemerkenswerte Eigenschaft.
b) Wie éndert sich die Gleichung

23 — 32y —a® =0, : a)

wenn das Kdordinatensystém um —120° gedreht wird ? Die Formeln 16 b)
lauten in diesem Sonderfall ’

p=—3r+4V3-y,  y=—1131—14y,
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und die urspriingliche Gleichung geht iiber in

(—3r+ 1139 =3(= 1+ 313:-9)(= 413 r —4y) —a* =0
oder
— 30+ 1807 — fry’ 2BV 4 27— 1By + 130
— e+ ey — 313y — @ =0 |
oder
B — 3292 — a3 =0;

im neuen Koordinatensystem ist also die Gleichung von derselben
Form wie im urspriinglichen. Das heilit aber nichts anderes, als daf die
zugehorige Kurve zu dem zy-System die gleiche Lage hat wie zu dem
um —120° gegen dieses gedrehten ry-Systeme. Daraus folgt weiter,
daB die Kurve, wenn man sie um 120° um O dreht, wieder mit sich
selbst zur Deckung kommt; sie mufl demnach aus drei einander kon-
gruenten Teilen bestehen. Eine Bestatigung fiir diesen Schlul} erhalten
wir, wenn wir in Polarkoordinaten um-

formen; mittels der Formeln 8) S. 288 4
ergibt sich aus der Ausgangsgleichung

73 (cos?d — 3 cosdsin?d) —a® = 0.
Da nun aber, wie sich ohne Miihe nach-
weisen laBt,

cos3? — 3 cos? sin?¥ = cos 39

ist, so lautet die Gleichung 73 cos 3¢ = a3

oder
= g—j—;: 5 b)
Ycos39
r ist also eine periodische Funktion Abb. 171.

von ¥, und zwar folgt aus 39 = 360°
die Periode 120°; 7g5,,99c = 7y. Hiermit ist die oben abgeleitete
Eigenschaft der Kurve bestdtigt. Im iibrigen ergibt sich aus Glei-
chung b) die in Abb. 171 dargestellte Form der Kurve.

c¢) Die Asymptotengleichung der gleichseitigen Hyperbel
lautet 7

x-y =% a)

[s. (31) S.69]; wir wollen eine Drehung des Koordinatensystems um
45° vornehmen und die Gleichung der. gleichseitigen Hyperbel in dem
neuen System aufstellen. Nach den Formeln 16a) ist hier

Lo S =312 -y,  y=%412@+);
' ‘ -9 =2

oder ’
2— 9% =2¢c%. b)
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Man nennt diese Gleichung die Achsengleichung der gleich-
seitigen Hyperbel. Die z-Achse heillt die reelle Achse, da sie
die Hyperbel in den reellen Punkten A4; und A,, den sog. Scheiteln
schneidet (s. Abb.172), und die y-Achse die imaginire Achse,
da sie die Hyperbel in zwei ,,imaginéren‘ Punkten schneidet. Die Strecke
A,A; = 2¢}2 heiBt die Linge der reellen Achse, die Strecke
0A; = OA, = c}2 die Lange der reellen Halbachse der gleich-
seitigen Hyperbel.

“

Abb. 172. Abb. 173.

Wir verallgemeinern den Fall ¢) und wollen die Kurve untersuchen,
deren Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten lautet:
2 2
% — % =1, c)
Die durch diese Gleichung bestimmte Kurve wird Hyperbel genannt.
Aus der Tatsache, daf} in ¢) sowohl z als auch ¥ nur im Quadrat auf-
treten, folgt, daB die Kurve zu beiden Koordinatenachsen symmetrisch
liegt. Die Hyperbel hat also zwei Symmetrieachsen; man nennt sie
die Achsen der Hyperbel, und die Gleichung ¢) Achsengleichung
der Hyperbel. Die z-Achse schneidet die Hyperbel in zwei Punkten 4,
und A, (Abb. 173), deren Abszissen -a bzw. —a sind; sie heiBt die
reelle Achse, 4,, A, die Scheitel und a die Lénge der reellen
Halbachse. Fiir # =0 wird dagegen y =-1b%; d.h. die y-Achse
schneidet die Hyperbel nicht in reellen Punkten. Die y-Achse wird
imaginédre Achse der Hyperbel genannt; b ist die Lénge der ima-
gindren Halbachse. Setzen wir zur weiteren Untersuchung y =z tg?,
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so geht c) tiber in

2% (b2 b btgd
b_g(? — tgz'ﬁ') =1 oder z= F und Yy = —‘/‘—'—-—— % ——.
J(af -~ (&) - e
Es gibt also nur so lange reelle Abszissen und Ordinaten, als
b\2 b b
tg2ﬁ§(3> oder *7§tg0§+7{

ist. Nur solche durch O gehende Geraden schneiden die Hyperbel,
deren Neigungswinkel ¢ gegen die z-Achse diese Bedingung erfiillt.
In den beiden Grenzfillen

tgy = —}—% und  tgy = — ’I[);

wird sowohl z als auch y unendlich gro8; die beiden durch O gehenden
Geraden, die diesen Winkel » mit der z-Achse einschlieBen, schneiden
also die Hyperbel erst im Unendlichen; sie sind Asymptoten an die
Hyperbel. Diese Asymptoten wollen wir jetzt als neue Koordinaten-
achsen wihlen und auf sie die Hyper-
bel beziehen. Wir koénnten so vor-
gehen, daB wir das zy-System nach C.
zuerst um den Winkel —» drehen, wo-
durch die z-Achse mit der &-Achse zur
Deckung kidme, und dann aus dem recht-
winkligen Koordinatensystem nach B. in
ein schiefwinkliges mit dem Achsen-
winkel 2v iibergehen, wodurch die Or-
dinatenachse auf die andere Asymptote
fiele. Wir konnen aber die Transforma-
tion auch mit einem Schritte erledigen.
Den letzten Weg wollen wir jetzt ein-
schlagen. Abb.174 soll der Ableitung der zugehorigen Transformations-
formeln dienen. Es ist

OX =2, XP=y, OE=¢&, EP=nq.
Die beiden Linienziige OX P und OZP sollen einmal auf die xz-Achse,
das andere Mal auf die y-Achse projiziert werden; da die Strecken
0X, XP, OF, 5P mit der z-Achse bzw. der y-Achse der Reihe nach
die Winkel 0°, 90°, 360° — », » bzw. 270°, 0°, 270° — v, 270° 4 »
einschlieBen, erhalten wir die Transformationsformeln

w=(E+n)cosy, y=(—&+n)siny.

Abb. 174.

Da ferner
tgy = b also  cosy = - % siny = b
g a’ o Ya® + P2’ Va2 + b2

Wicke. Ingenieur-Mathematik I. i 20
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ist, so ist
r 1 Yy _ 1 -
f ha e E+n, 5 ]—m( )]
und folglic

E+m? (=B _

oder @+ b a? - b?

2 b2
577=“1_ d)

die Gleichung unserer Hyperbel, wenn die Asymptoten als Achsen ge-
wihlt werden; sie wird die Asymptotengleichung der Hyperbel ge-
nannt. Sie weist denselben Bau auf wie die Asymptotengleichung der
gleichseitigen Hyperbel. Der Unterschied zwischen den beiden Hyperbeln

besteht nur darin, daf die Asymptoten hier einen rechten, dort einen
schiefen Winkel miteinander bilden.

Welche Transformation wir auch vornehmen, ob A. oder B. oder C.,
stets wird der Ubergang durch ein System linearer (tleichungen
vermittelt, wie wir in den Gleichungen 14), 15) und 16) sehen. Es
geht also stets eine algebraische Gleichung nten Grades durch irgend-
eine dieser Transformationen wieder in eine algebraische Gleichung
nten Grades iiber. Der Grad der Gleichung bleibt erhalten
beim Ubergange von einem Parallelkoordinatensystem in
ein anderes. — Um die Anzahl der Schnittpunkte einer Kurve, deren
Gleichung vom nten Grade ist, mit der z-Achse zu bestimmen, setzen
wir y = 0; wir erhalten dadurch eine Gleichung von héchens ntem Grade
in z. Folglich hat diese Kurve hochstens n Schnittpunkte mit der
xz-Achse und damit auch mit jeder beliebigen Geraden, da man diese
zur Abszissenachse machen konnte. Nun bezeichnet man als Ordnung
einer algebraischen Kurve die Hochstzahl ihrer Schnittpunkte
mit einer beliebigen Geraden, und damit finden wir den Satz:

Die Ordnung einer algebraischen Kurve stimmt mit dem
Grade ihrer Gleichung in Parallelkoordinaten iiberein.

§ 3. Die Gerade.

(113) A. Die gerade Linie.. In jedem Parallelkoordinatensystem
hat die allgemeine lineare Funktion zwischen z und y

Ax+ By +C=0 ' 17)

als Bild eine gerade Linie. Denn sind (Abb. 175) P, und P, zwei

Punkte, deren Koordinaten z, |y, bzw. x,|y, die Gleichung 17) erfiillen,
fir welche also

Az, + By, + C=0 " und Azy+ By, +C=0
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ist, so erhalten wir durch Subtrahieren der ersten von 17)

A@ —a) + By — y:) =0
und durch Subtrahieren beider
A(wy — ) + B(y, — y1) =0.
Wir losen die zuletzt gefundenen Gleichungen nach — 4 auf und er-

B
halten durch Gleichsetzen

Y=% _Y%—"0h 18)

x—x  Xy— X

18) ist eine Gleichung, die von den Koordinaten |y eines beliebigen
Punktes P erfiillt werden muB, der
auf der zu 17) gehorigen Kurve lie-
gen soll. Da nun aber

Yy—y=@P

x—x =X, X = P,Q,
Yo — Y1 = @ Py,

Xy — # = X; Xy = P,

x
ist, so ist

QP QP

PIQ - P]_QZ ’ g
dann muB aber P auf der durch Abb. 175.

P, und P, bestimmten Geraden g

liegen, womit der obige Satz bewiesen ist. Gleichzeitig ist auch seine
Umkehrung bewiesen, dafl die Koordinaten aller Punkte, die auf einer
geraden Linie liegen, eine lineare Gleichung erfiillen miissen; denn
damit P(z|y) auf der durch P, (,|y;) und Py(z, |y,) bestimmten Geraden
liegt, muB Gleichung 18) bestehen. Beseitigen wir aus ihr die Nenner,
so 146t sie sich auf die Form bringen:

(Y2 — Yy & + (2 — )y + (2241 — 219) = 0. 18')

Dies ist eine lineare Gleichung in z und y; vergleichen wir sie mit 17),
so finden wir

A=y, —y, B=w —x, C=uy — %19,

Wir sehen hieraus zugleich, daf jeder linearen Gleichung 17) stets
nur eine Gerade entspricht, daB aber andererseits zu jeder Geraden
unendlich viele Gleichungen gehoren. Hat man nimlich eine Gleichung,
50 kann man durch Multiplizieren derselben mit irgendeiner Konstanten
eine andere Gleichung herstellen, deren Bild aber diesélbe Gerade sein
muB. Dies trifft {ibrigens fiir jede Kurve zu. Hiervon werden wir
sofort Gebrauch machen, um verschiedene Gleichungsformen einer
bestimmten Geraden abzuleiten.

20%
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Dividieren wir 17) durch B und lésen nach y auf, so bekommen
wir die Gleichungsform

y=Az-+0b, 19)
wobei
A
A == ‘*—E
und
o)
b = *E

gesetzt ist. Gleichung 19) heifit die Richtungsgleichung der Geraden;
denn .
Yo— U1
A= Ta— X
ist bestimmend fiir die Richtung der Geraden. A wird daher der
Richtungsfaktor genannt [s. a. (6) S.10f.].

Eine Gerade kann auf mannigfaltige Art festgelegt sein; der
hiufigste Fall ist der, daB von ihr zweiPunkte Py (z,|y;) und P, (z,]y,)
gegeben sind; welches ist dann die Gleichung der Geraden?
Eine Losung dieser Aufgabe wird uns durch Gleichung 18) gegeben;
eine andere bekommen wir auf folgendem Wege. Ist (Abb. 175) P (z|y)
ein beliebiger Punkt auf g, und 1 sein Teilverhaltnis beziiglich der
beiden Punkte P; und P,, so bestehen die Gleichungen

PP XX 0X—-0X, =z—m

A= pp. T XX, T 0X,Z0X —a,—u %
ebenso
J_PP _ VY _ 0Y-0Y, _y—y _,
‘T PP, Yy, 0Y,—0Y Yo — Y ’
Aus ihnen folgt
i YTty
LT Y="1v1 20)

Die Bedeutung der Formeln 20) liegt darin, daB sie die Koordinaten
desjenigen Punktes P auf g liefern, der beziiglich der beiden Festpunkte P,
und P, das Teilverhiiltnis 4 hat. Wir kénnen die beiden Gleichungen 20)
zusammen ebenfalls als die Gleichung der Geraden g ansprechen;
sie unterscheidet sich allerdings wesentlich von der uns bisher geldufigen
Gleichung der Geraden. Wihrend die Gleichungen 17) bis 19) eine
unmittelbare Beziehung zwischen x und y darstellen, ist in 20) sowohl
z als auch y als Funktion einer dritten GréBe 1 ausgedriickt; 4 ist also
gewissermaflen eine unabhéngige Verénderliche, « und y sind die ab-
héingigen Verinderlichen. Wir werden spéter noch haufig Darstellungen
dieser Art begegnen, daB ndmlich die Koordinaten eines Punktes von
einer dritten Veranderlichen abhidngen; man bezeichnet diese dritte
GroBe als einen Parameter, und diese Darstellungsweise der Kurve
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als Parameterdarstellung. Gleichung 20) ist demnach eine Para-
meterdarstellung der Geraden. Natiirlich kann man von der
Parameterdarstellung einer Kurve wieder zur unmittelbaren Glei-
chung durch Elimination des Parameters gelangen, so aus Gleichung 20)
zu Gleichung 18) oder 18).

Setzen wir in 20) 4 = 1, so bekommen wir fiir die Koordinaten
des Mittelpunktes der Strecke P, P,

:x1+x2 y :y1+y2 21)
———2 .

wm 2 ’ m

Anwendungen auf unser Dreieck D [s. (107) S.291]. (Es ist
zu beachten, daB wir fiir diese Berechnungen das Dreieck D nicht
auf ein rechtwinkliges Parallelkoordinatensystem zu beziehen
brauchen, sondern da8 sie fiir ein beliebiges Parallelkoordinatensystem
gelten.)

a) Wie lauten die Gleichungen der Seiten des Dreiecks ?

AB) 5z + 12y — 199 =0, BC) 3z —4y — 41 =0,
CA) 152+ 8y + 19 = 0.
b) Welches sind die Mittelpunkte der Seiten ?
M(13]—8), M (—5]T),  M(5].
¢) Wie lauten die Gleichungen der Mittellinien ?
my) 45 + 52y — 559 =0, my)y —7 =0, m,) 45z —4y — 167 =0.

d) Welches sind die Teilverhédltnisse der Schnittpunkte dieser
CGeraden mit den Achsen? (AB: y=0, i=—22;, 2 =0, 1= +1§.
Me: Yy =0, A=+44; =0, 1 =+1 usw.)

e) Suche auf allen diesen Geraden die Punkte mit den Teilverh&lt-
nissen1=2, §, —3, —%. (AB: A=2,2=11,y=12; m,: x=23, y="Tusw.)

Als Festpunkte sind auf den Seiten jedesmal die Eckpunkte 4, B
bzw. B, C bzw. C, A in dieser Reihenfolge, auf den Mittellinien der
Eckpunkt als erster, der Mittelpunkt der
Gegenseite als zweiter zu wihlen.

Die Gerade g mége auf der z-Achse den 8
Abschnitt @, auf der y-Achse den Abschnitt b
bilden; durch @ und b ist die Lage der Ge- 5
raden (mit Ausnahme des Falles, dafl gleich-
zeitig @ = 0 und b = O ist) bestimmt. Es
ist die Gleichung der Geraden zu ermitteln. 73 /J\ z

Y

Es sei (Abb.176) 04 =a, OB =b; die Koor-
dinaten von 4 sind dann %; =@, y; =0,
dievon B x, =0, y,=>0. Setzen wir diese in
0 _b—0

. . y —
Formel 18) ein, so erhalten wir e =0—a Abb. 176.
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und nach einigen einfachen Umformungen
o T =l 22)

als Gleichung der Geraden, die auf den beiden Achsen die Abschnitte &
bzw. b bildet; Gleichung 22) heilt daher die Absehnittsgleichung der
Geraden. Diese hat praktisch dadurch eine groBe Bedeutung, daf
sich die Gerade, falls ihre Achsenabschnitte bekannt sind, leicht zeichnen
1aBt; sie vermittelt also bequemer als jede andere Gleichung die Lage
der Geraden. Die allgemeine Gleichung der Geraden 17) laft sich
in die Abschnittsgleichung 22) {iberfiihren, indem man das Absolut-
glied auf die rechte Seite schafft und durch dieses dividiert. Die rezi-
proken Werte der Faktoren von « und y sind dann die Abschnitte auf
den betreffenden Achsen. Die Rechnung ergibt

Ax + By = —C, %?ian%ij:l;
also ist o c
@=—— und b =5

Dreieck D: Die Gleichung der Geraden BC lautet 3z —4y —41=0;
daraus folgt ihre Abschnittsgleichung

¥

X 9
o+ =1
N 3 4
Demnach sind die Abschnitte auf den Achsen
a=4%4"=133, b=-—41=—-10}.

Man priife das Ergebnis in der Abbildung nach! Bestimme die Achsen-
abschnitte der abrigen Seiten und der Mittellinien (an der Abbildung
nachpriifen!); zeige insbesondere, daBl der Abschnitt von m; auf der
x-Achse unendlich groB ist, daB also my || z-Achse ist!

(114) SchlieBlich moge die Aufgabe gelost werden, die Gleichung
einer Geraden aufzustellen, welche durch einen festen Punkt
Py(2y|y,) geht und eine gegebene Richtung A hat (parallel zu
einer Geraden mit dem Richtungsfaktor A ist). Da die Gerade den
Richtungsfaktor A haben soll, muf ihre Gleichung nach 19) die Form
haben y = Ax 4+ b; da sie durch P, gehen soll, mull auBerdem
Yo = Ax, + b sein. Zieht man beide Gleichungen voneinander ab,
so erhilt man die gesuchte Gleichung

Y—Yo= Al — ). - 23)

Dreieck D: Um die Gleichung der durch A (—13|22) gehenden
Parallelen zu BC zu ermitteln, bedenken wir, daB der Richtungsfaktor
von BC A =% ist; also lautet die gesuchte Gleichung

y—22=73(x+13) oder 3x—4y-+127=0.
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Bestimme die Gleichung der durch die Ecken 4, B, C, ebenso durch O
und die Punkte M,, M;, M, gehenden Parallelen zu den Seiten und
Mittellinien ; iiberzeuge dich durch Ermittlung der Achsenabschnitte
an der Abbildung von der Richtigkeit der errechneten Gleichungen!

Eine geometrisch wichtige Anwendung dieser Aufgabe ist das
Problem, die Gleichung einer an die Kurve y = f(z) im Punkte
Py(,]y,) gelegten Tangente zu ermitteln. Da P, Beriihrungspunkt
sein soll, also auf der Kurve selbst liegt, muBf natiirlich y, = f(w,)
sein. Die Tangente ist eine Gerade, von der uns ein Punkt P (w,|yo)

und die Richtung A = y; = (%) gegeben sind ; folglich lautet nach
=,
23) die Gleichung dieser Tangente
Y— Y% =Y (@ — %) 24)
Beispiele. a) Die Parabel.

= |2 5 =72 s ’:l:£ /:£.
y V px Yo 1/ Py Y ops U Yo Yo
Gleichung der Tangente
y——y(,:%(x—xo) oder px — Pxy =YY — %>
oder da % = 2px,:
yo.y:p(x—'_xo).

Abscll]l‘l bbsg]e’l Gh.l]llg .
xr Yo x Yy .
- y = l OdeI I + — = ]- 5

2
d. h.: Jede Parabeltangente schneidet auf der Parabel-

achse ein Stiick ab, das gleich der Abszisse, und auf der
Scheiteltangente ein Stiick,

das gleich der halben Ordinate

des Beriihrungspunktes ist. X
Da Formel 23) fiir ein beliebiges )
schiefwinkliges Koordinatensystem
gilt, ist dieser Satz auch noch richtig
in einem Tangenten-Durchmesser-
System der Parabel (111): Jede
Parabeltangente schneidet
auf einem beliebigen Durch-
messer ein Stiick ab, das
gleich der Abszisse g, und auf
der zu diesem Durchmesser
konjugierten Tangente ein Stiick, das gleich der halben Or-
dinate 1, des Beriihrungspunktes ist (Abb. 177) [s. a. (111)].

Abb. 177.
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b) Die Asymptotengleichung der Hyperbel lautet zy = 2
[s. (112)]; es ist also

62 , 02
y==2> y:"ﬁ:—%'
Fiir den Berithrungspunkt P, ist
o c? s Y
- Yo = zy’ Yo=—"4,"

Also ist die Gleichung der Tangente

Y—% =% (37 —x) oder Yyx + XY = 2XYo;
die Abschnittsgleichung ist

.’E
2 Yo =1
Jede Hyperbeltangente schneidet
auf den Asymptoten Stiicke ab, die
doppelt so groB sind wie die Stiicke,
welche die durch den Beriithrungs-
punkt*| gezogenen Parallelen ab-
schneiden (Abb. 178).
Abb. 178. ‘c) Die Mittelpunktsglei-
chung eines Kreises vom Halb-
messer ¢ (rechtwinkliges Koordinatensystem) ist

2 2 . a2 2 2 o z
x2 4 9% = c?, y—VG x°, y_l/m ¥
w=lE T, =
0

Gleichung der Tangente:

ﬁ’l R 3
y—yo=—@§ (x—wmg)  oder  wex 4 Yoy = X+ U3
oder ok + Yoy = 2.

Man iibe sich weiter an der Sinus-, Tangens-, Exponentialkurve usw.

Schwieriger ist die Aufgabe, von einem Punkte an eine Kurve
die Tangente zu legen; wie man hierbei verfahren muf}, soll an
einigen Beispielen gezeigt werden.

a) Es soll an den Kreis von der Gleichung 22 + y2 = 25 vom
Punkte (—9|13) die Tangente gelegt werden. Nach obigem muB die
Gleichung der Tangente lauten x, - x + y,- ¥ = 25. Da die Tangente
durch den Punkt (—9|13) gehen soll, muB die Bedingung erfiillt werden
—9%, + 13y, = 25. Da der Berﬁhrungspunkt P, auf dem Kreise
liegen muB, ist ferner xf -+-" 95 = 25.” Jetzt haben wir zwei Gleichungen
mit den beiden Unbekannten %, und Yy; es gibt zwei Losungspaare
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—24|—7 und 3|4 und demnach auch zwei Tangenten mit den
Gleichungen

—24gp — 1y=25 und 3x + 4y =25
bzw.

2z +7y+125=0 und 3z +4y—25=0.

Bestimme die Achsenabschnitte und bestitige das Ergebnis durch die
Zeichnung!

b) Es soll an die Kosinuslinie y = cosz vom Nullpunkt aus die
Tangente gelegt werden. Gleichung 24) lautet in diesem Falle

y — cosx, = —sinwzy * (¥ — Zp).

Da die Tangente durch O gehen soll, mufl ihre Gleichung durch das
Wertepaar 0|0 befriedigt werden; dieses gibt zur Bestimmung von %,
die Gleichung

—cosx, = ¥,sinz, oder w,+ ctgx, =0,

die wir nach der Newtonschen Methode (27) losen wollen. Wir
setzen f(x,) = %, + otgx,; dann ist

’ _ 1 2
f(xo)—l—;u%;——ctg Ly -

Nun liegt ein Naherungswert, wie man an einer kleinen Skizze erkennt,
bei , = 150°; von ihm wollen wir ausgehen. Die folgende Tabelle
enthilt den Rechnungsgang:

arem | @ cteme | 7@ |logetgae|logf(e) | logf@) | logh |

2,61799(150° —1,7321|40,8859/0,238 56/0,477 12“0,947 38—1(0,47026 — 1‘ —0,29530

2,9133 [166°55° —4,3031|—1,3898/0,63376/1,2675210,14295  10,87543—2 +0,07506

2,83824/162°37°9”

—3,1948|—0,3566(0,504 44(1,008 88/0,552 18 —1|0,543 30 —2 +-0,03494

2,80330/160°37/2” |—2,8423|—0,0390|0,453 68/0,907 36/0,591 06—2|0,68370—3|-+0,004 83

2,79847/160°20’25” %2,7991‘~0,0006 0,44702
2,79839(160°20’ 9’ |—2,7984,-0,0000/0,446 91

0,893 82

Die Gleichung der Tangente lautet demnach, wie sich durch Einsetzen
ergibt: y + 0,336512 = 0.

(115) Im AnschluB an die Gleichung der in einem Punkte an eine
Kurve gelegten Tangente mogen noch die folgenden fiir die Kurven-
untersuchung wichtigen Begriffe be-

handelt werden. Die in Abb. 179 dar-
gestellte Kurve moge die Gleichung

y = f(») haben. Im Punkte P mit der y

Abszisse « und der Ordinate y = XP y/ y

sei an sie die Tangente gelegt, welche g

die Abszissenachse in 7T schneide. Man \ T

bezeichnet das Stiick 7'P =t der Tan- Abb. 179.

0,89404/0,778 15—4/0,884 11 —5|-0,00008



314 Analytische Geometrie der Ebene. (115)

gente, welches vom Beriihrungspunkte P bis zu 7 reicht, als die Linge
der Tangente, und ihre Projektion auf die xz-Achse TX =s, als die
Subtangente des Punktes P. Aus tgd =y’ folgt

8 = _;_//_ und weitet §= % 1+ o2 . 25)
Man erhilt hiermit fiir die Subtangente der Parabel y = ]/2_73:;, da
, P |/2 px
= o 2px = 2
V= e %= p V2Pr=320

ein Ergebnis, das schon aus (114) S. 311 folgt. Fiir die Exponential-
linie y = a - *® [s. (56)] ergibt sich

1 .

F:

d. h. fiir die Exponentiallinie ist die Subtangente in jedem Punkte
von der gleichen Lénge % Dies vermittelt eine iiberaus einfache

Tangentenkonstruktion an diese Kurve (s. Abb. 74).

Wir wollen weiter die Frage aufwerfen: Gibt es eine Kurve, fiir
welche in jedem Punkte die Lénge der Tangente den konstanten Wert o
hat? Es miifite dann sein '

%}/l—l—g/z:a.

Wir sind hiermit auf eine Gleichung gestoBen, in der aus einer Beziehung
zwischen der abhéngigen Verdnderlichen und ihrem Differentialquo-
tienten die Funktion ermittelt werden soll; wir haben einen einfachen
Fall einer Differentialgleichung vor uns. Um die Funktion zu
bestimmen, beseitigen wir den Nenner und quadrieren; wir erhalten

¥l + y'%) = a?y?;

Y =abd®® =by, s=-

wir l6sen nach ¥’ auf:

. ;o y Md—y_
Y = e—p dz’

unter Verwendung von Differentialen kénnen wir schreiben:

]/Ef _ ’yé
de = —dy.
m Y
Wir integrieren beiderseits; wihrend das Integral der linken Seite ® — %,
ergibt, wobei unter w, die Integrationskonstante verstanden sein soll,

verfahren wir rechts folgendermaBen. Wir setzen

V“z“‘yz=2, also a? — y? =22, —2ydy = 2zdz,

dah
aher dy z2dz

y 32_a2)
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und es wird [s. Formel TI8]

Va? — o2 ﬂ[ 22dz [ dz 2
[_?/_dy_ _—_#jdz—}—az —z——a%tigg
2 2
= Va? — 2 ——a%[rigl/
Setzen wir
T Ty
QIrIg]/ 1— (%)z =uwu, also Zgu-= l/ 1-— <z) ,
so wird
ACEEE _ 7 Ginw 1 a . @
(2) = 1= Ygu =1 — G = g ?—@Zofu, u = ArCof--

[s. (58/59)]. Demnach ist
wrag)/1 - (%)2 — AeGoi -,

und die Gleichung derjenigen Kurve, fiir welche in jedem Punkte die
Tangente die Lénge a hat, lautet

@ —m= Y2 —y? — a-i’Ir@oiﬁ;—

Wir werden auf diese Kurve, die Huyghenssche Traktrix, néher
eingehen [s. (133)].

Einfacher ist die Frage nach denjenigen Kurven zu beant-
worten, fiir welche in jedem Punkte die Subtangente die Lénge a hat;
ihre Gleichung lautet — die Ableitung sei dem Leser iiberlassen —

€
y =cee; die Exponentialkurve ist die einzige Kurve dieser Art.

(116) B. Die gerade Linie und der Punkf. Unter Zugrundelegung
eines rechtwinkligen Koordinatensystems mége die folgende Aufgabe
behandelt werden.

Gegeben ist eine Gerade g durch ihren Abstand d von O
und denWinkel,dendmit der positiven x-Achse einschlieBt;
gegeben ist auBerdem ein Punkt P durch seine Koordinaten x
und y; zu berechnen ist der Ab-
stand n, den P von g hat (Abb. 180). AN

Ist D der Fullpunkt von d, wobei d 57\\ / P
eine absolute Grofle ist, und N der Ful3- 0/ n
punkt von %, so hat der von O nach P )
fithrende Linienzug ODNP die gleiche « 4
Projektion auf irgendeine Gerade wie der x Xz
von O nach P fithrende Linienzug OXP
[Projektionssatz (107)]. Wir wollen
beide Linienziige auf die Gerade OD Abb. 180.

[an
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projizieren: Der erste Linienzug gibt d + n, der andere
xeost + ycos(90° — &) = wcosx + y sink.

Also erhalten wir .
d+n=xcosx | ysina
oder
7 = T CcosK + ysinx — d. 26)

Da d + n nur dann gréBer ist als d, wenn P so liegt, daf die Gerade g
zwischen O und P hindurchgeht, andererseits nur dann kleiner ist
als d, wenn O und P auf derselben Seite von g liegen, so folgt, daB
sich n aus Gleichung 26) positiv ergibt, wenn O und P voneinander
durch g getrennt werden, und negativ, wenn sie beide auf derselben
Seite von g liegen. Formel 26) gibt uns also einmal die Linge des
Abstandes, den P von g hat, auBerdem sagt sie uns auch, auf welcher
Seite von ¢ P zu suchen ist.

Liegt P auf g selbst, so ist n = 0, und die Koordinaten z und
von P miissen die Gleichung erfiillen : '

xeosk | ysinw — d = 0. 27)

Besteht andererseits diese Gleichung, so muB P auf g liegen. Wir
haben demnach in 27) eine neue Form der Gleichung einer Geraden
gewonnen; man nennt diese Gleichung die Hessesche Normalform
der Geraden.

Kennt man die Hessesche Normalform, so kann man leicht
den Abstand eines beliebigen Punktes von der Geraden er-
mitteln: man braucht zu diesem Zwecke nur die Koordinaten dieses
Punktes in die linke Seite von 27 ) einzusetzen. "Sie nimmt einen im
allgemeinen von Null verschiedenen Wert an, dessen absoluter Betrag
gleich dem Abstande des Punktes von der Geraden ist, und dessen
Vorzeichen angibt, ob der Punkt von O durch die Gerade getrennt
liegt (+) oder ob er mit O auf der gleichen Seite der Geraden liegt (—).

Die allgemeine Gleichung 17) der Geraden 148t sich in die Hessesche
Normalform iiberfiihren, indem man die gegebene Gleichung mit einer
geeigneten Konstanten R, dem Reduktionsfaktor,. multipliziert.
Die allgemeine Gleichung 17) geht dadurch iiber in die Gleichung

RA-x+ RB-y -+ RC=0.
Damit diese mit 27) identisch ist, miissen die Beziehungen bestehen :
RA =cosx, RB =sine, —RC =4d. 28)
Aus den ersten beiden folgt durch Quadrieren und nachheriges Addieren
R2(A% 4 BY) =1,
1

R= -~
VA B

also
29)
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Hierbei ist das Vorzeichen der Quadratwurzel noch unbestimmt; be-
denken wir jedoch, da d eine absolute GroBe ist, so erkennen wir,
daB —RC positiv sein, dal also das Vorzeichen von R dem von C

entgegengesetzt sein mulB. Unter diesen Voraussetzungen lautet
die Hessesche Normalform

4 B . C
e ——— ————— ] — O Iy
(]/A2 + B =+ VAT B y+ 1/.42+32>
wobei das obere Vorzeichen gilt, wenn C negativ, und das untere, wenn C
positiv ist.
Was haben wir dadurch gewonnen? Da

coso = A4-R und sinx =B-R

ist, so ist der Winkel &, den das von O auf die Gerade gefillte Lot
mit der x-Achse einschlieBt, gefunden, und zwar eindeutig im Bereiche
von 0° bis 360°. Da ferner

d=—RC

ist, so kennen wir auch den Abstand d, den der Anfangspunkt von der
Geraden hat. Und schlieBlich kénnen wir, wie schon oben ausgefiibrt,
jetzt den Abstand irgendeines beliebigen Punktes von der Geraden
leicht errechnen. Einige Beispiele werden diese Tatsachen erldutern.

In unserem Dreieck D (jetzt gilt nur das rechtwinklige Koordinaten-
system!) war die Gleichung der Seite BC 3x — 4y — 41 = 0; wir
wollen sie in die Hessesche Normalform bringen. Zu diesem Zwecke
multiplizieren wir die Gleichung 3z — 4y — 41 = 0 mit R und er-
halten 3Rx — 4Ry — 41 R = 0. Nun muf} sein

a) cosx =43 R, b) sino =—4R, ¢) d=+41R.

Aus den ersten beiden Gleichungen a) und b) folgt durch Quadrieren
und Addieren 95R: =1, also R—-1.

Da C negativ ist (—41), muB R positiv sein, also B =4-}. Mithin
lautet die Hessesche Normalform unserer Geraden: :

d) +3z— 4y — 41 =0.
Ferner ist nach a) und b)

cosax = +¢, sina = —4%;

o liegt demnach im vierten Quadranten, und zwar ist o = 306°52'12".
Der Abstand d des Anfangspunktes von BC ergibt sich aus ¢) zud = 4*.
Um schlieBlich noch den Abstand der Ecke 4 von der Seite BC, also
die Linge der Hohe h, zu berechnen, setzen wir in d) die Koordinaten
von A(—13|22) ein. Wir erhalten

— 8 41 — 1 —
By = —3p — S — 4 — —1g8 — 333
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Das negative Vorzeichen deutet an, daB A und O auf derselben Seite
von BC liegen. Von der Richtigkeit aller dieser Ergebnisse iiberzeuge
sich der Leser an der Hand der Abbildung. — Da wir (107) die Linge
von BC zu a =25 gefunden haben, erhalten wir als Flicheninhalt des

Drei
reiecks ABC F = Yah, =1-168.25 = 420

in Ubereinstimmung mit dem in (108) S.295 gewonnenen Ergebnisse. .
(Da uns hier nur der absolute Betrag der Flidche angeht, ist auch nur
der absolute Wert von &, in Rechnung gesetzt worden.)

Der Leser ermittle die Hesseschen Normalformen der iibrigen
Seiten und der Mittellinien des Dreiecks D, bestimme die Absténde
der Ecken und der Seitenmitten von den verschiedenen Geraden und
bestitige die Ergebnisse an der Zeichnung.

(117) Wir kehren zu den allgemeinen Betrachtungen zuriick und
wollen sie auf zwei Gerade ausdehnen. Sind

xcosk; 4 ysin®; —d, =0 und zcosx, + ysin&, —d, =0

die Hess eschen Normalformen von g, bzw. g,, und hat ein Punkt P (z|y)
von ihnen die Abstinde n, bzw. n,, so muB sein

Ny = T CoSoxy + ysinax, — dy, Ng = L COSKy + ySindky — dy.

Wir wollen P jetzt so wihlen, daB er von beiden Geraden den gleichen
Abstand hat; dies ist dann der Fall, wenn entweder n, = n, oder
7, = —n, ist [warum ? wann tritt der eine, wann der andere Fall ein ?].
Damit also P von beiden Geraden gleichen Abstand hat, miissen seine
Koordinaten entweder die Gleichung

rcosx, + ysin®, — d, = xcosx, + ysinox, — d,
oder die Gleichung
o8ty + ysina, —d, = —(xcosa, + ysina, — dy)

erfiilllen. Nach einfacher Umformung ergeben sich hieraus die beiden
Gleichungen

4 x(cos®,; — cos&,) + y(sinax, — sink,) — (d; — dy) =0 30a)

n

! x(cosoy + cosd,) + y(sinx, + sina,) — (d; + dg) = 0. 30b
Beides sind in % und y lineare Gleichungen; ihre geometrischen Bilder
sind infolgedessen Geraden w, bzw. w,. Damit P von g; und g, gleich
weit entfernt ist, mufl also P entweder auf w, oder auf w, liegen. Nun
wissen wir aus der Planimetrie, dal alle Punkte, welche auf den beiden
Halbierungsgeraden der von g; und g, gebildeten Winkel liegen, von
g, und g, gleiche Entfernung haben; demnach sind die beiden
Gleichungen 30a) und 30b) die Gleichungen der Halbierungs-
geraden w, und w, der von g, und g, gebildeten Winkel.
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Dreieck D: Die Normalformen der Seiten BC und CA lauten
fr—ty— =0 bw. —{o— ry—1=0
demnach sind die Gleichungen der Winkelhalbierenden des Dreiecks-

winkels y und seines Nebenwinkels

G+ a+ (—t+ iy — (O — ) =0.
und

F—1Het+(—t—Hy— G +1) =0
oder zusammengefalit

w,) 9z —2y —43=0 und w)) 2x+ 9y + 66=0.

(Nachpriifen in der Abbildung durch Achsenabschnitte!) Bestimme
ebenso die Gleichungen der Halbierenden der iibrigen Dreieckswinkel
und der sonstigen von Mittellinien und Seiten usw. gebildeten Winkel!
SchlieBlich mége die Hessesche

Normalform der Geraden noch Ver- Y

wendung finden zum Beweise des in
(92) S. 248 angefithrten Satzes, dafB
die im Schwerpunkte eines | T4 (0% .S

Massensystems vereinigt ge- &

dachte Gesamtmasse dieses Sy- a 7

stems beziiglich jeder belie- a

bigen Momentenachse ein sta ¢ 3 x

tisches Moment hat, das gleich
der Summe der statischen Mo
mente der Einzelmassen dieses
Systems beziiglich der betref- ADD. 181.
fenden Achse ist.

In Abb. 181 sei my (xkliyk) ein Massenpunkt des Systems, ferner
S(£|n) der Schwerpunkt dieses Systems, wobei nach der Definition
des Schwerpunktes

a) &= Sy b) =Sm

ist [s. (92) S.248]. Als neue Momentenachse werde die Gerade g ge-
wahlt, deren Gleichung in der Hesseschen Normalform

xcosk + ysink —d =0

lauten moge. Die Masse m; hat von g den Abstand p;, der sich
errechnet zu

P = Ty COSK + ypsino — d.

S besitzt von g den Abstand y; er ist
y = Ecosa + ysinx — d. c)
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Die Masse my hat beziiglich g das Moment
DMy, = My Xy COSK + My Yg Sin — my d ;
folglich das Massensystem beziiglich g das Moment
M, = > (mya, cos o + myygsing — myd)
= CoSt + D> myxy + sind - Dmyyp — &+ > my.

Da aber nach a) und b)
kaxk =& ka: Zmlc?/k =1 'ka

M, = D'my- (Ecosk + ysinx — d),
also mit Hilfe von c¢) M, = Smg-p;
d. h. die Summe der statischen Momente der Einzelmassen ist beziiglich

der beliebigen Geraden g gleich dem statischen Momente der in S ver-
einigten Gesamtmasse.

ist, so ist

(118) C. Mehrere Geraden. Unter den Fragen nach den Beziehungen,
die zwischen zwei Geraden g; und g, bestehen, sind die wichtigsten die
nach dem Schnittpunkt und dem Schnittwinkel der beiden Geraden.
Bei Beantwortung der ersten Frage sei ein beliebiges schiefwinkliges
Koordinatensystem zugrunde gelegt.

Die Gleichungen der beiden Geraden seien

91) dyz+ Byy+ C, =0, 9s) Asx + Byy + Cy = 0.
Sind die Koordinaten des Schnittpunktes S xz; bzw. y,, so miissen
die beiden Gleichungen bestehen

Ayxg+ Byys +C; =0, Ay, + By, +C, =0.

Das sind zwei lineare Gleichungen mit den beiden Unbekannten
und y,; ihre Auflosung gibt
B0, — B,C, 4,0, — 4,0,
= 4B, 4B V= Bd, B,
Die Losung ist eindeutig und stets méglich, solange 4, B, — A4, By + 0 ist.
Ist dagegen

und

Ts

31)

A A

Ay B, — A,B; =0 oder i::F:, 32)
2, =00 bzw. gy, =o00;

d. h. der Schnittpunkt liegt im Unendlichen, die Geraden sind zu-

einander parallel. Dieses Ergebnis deckt sich mit der Tatsache,

daB nach 19) in (113)

A A
A= 1 Aa=—22, also A, =A
1= 7B, 2 By ! ?

80 ist

ist, d.h. die Richtungsfaktoren einander gleich sind.
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Dreieck D liefert uns eine Fiille von Anwendungen.
a) Bestimme den Schnittpunkt § der Mittellinie m, mit der Mittel-
linie mb!
my) 4bx + 52y —559 =0, my) y—T7=0,
=1, Yy =17.
b) Zeige, daB die drei Mittellinien sich in einem Punkte schneiden!
Rechtwinkliges Koordinatensystem:
c) Bestimme den Schnittpunkt W der beiden Winkelhalbierenden w,
und w,! ,
w,) 92— 2x —43 =0, wy) 10z + 11x — 112 =20,
Ly = ‘TL ’ Yw = “3‘7“ .
d) Zeige, daBl die sechs Winkelhalbierenden w,, w), wg, wg, w,, wy
sich zu je drei in einem Punkte schneiden, und bestimme die Koordinaten
dieser Schnittpunkte, der Mittelpunkte des Inkreises und der Ankreise!

(51| —13); (—33]0); (17]55) .

e) Bestimme mittels der Hesseschen Normalform der Seiten die
Halbmesser des Inkreises und der Ankreise! '

Beispiel:
Ty = 4+, Yo =5
AB) Fro+ 1y — = 0;
also:
0= i b Hhe = P = — I = — 08

f) Welches sind die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden mit den
Seiten und den Mittellinien ?

Man priife alle Rechnungsergebnisse
an der Abbildung nach!

(119) Bestimmung des Schnitt-
winkels zweier Geradenimrecht-
winkligen Koordinatensystem.
Es ist in Abb. 182 der Winkel ¢,
den die beiden Geraden g, und g, mit-
einander bilden, gleich der Differenz
der beiden Winkel &, und 9, , den die Ge-
raden mit der z-Achse einschlieBen, also
p="=0,— 9.
Nun ist nach den Entwicklungen von (6) S.11
gy = Ay und tgd, = Ay, .

Wicke, Ingenicur-Mathematik I. 21

Abb. 182.
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wobei A; und A, die Richtungsfaktoren von g, bzw. g, sind und

4 _ 4,
A]_ —_— “BT ) A2 —_ E
ist. Es ist deshalb, da
_ tgdy —tgdy
tgp = 1+ tgd, tgd, 1st,

_ A A, 4,B,—4,B,

P =T AA T 4,4, F BB, 33)
Anwendung auf das Dreieck D (rechtw. Koord.):
a) Bestimme die Dreieckswinkel! Anleitung: Die Gleichung der

Seite AB lautet: 5z + 12y — 199 = 0,
die d i :
1€ aer Selte BO 3%—4y—41:0;

folglich ist

_ 5-(—4)—12.3  —56 — £Q© 90/ 997
tgf = "5 5y 4 = —33 = +169697,  f=>59°2923".

b) Bestétige durch Rechnung, dafi eine Winkelhalbierende mit den
zu ihr gehérigen Seiten gleiche Winkel einschlieft! Anleitung: Der
Winkel ¢ zwischen

w,) 9% —2y —43 =0 und BC) 3z —4y—41=20

ist bestimmt durch

der zwischen
CA4) 1562 48y — 19 =0 und w,) 92 — 2y —43 =0
durch

, _9.-8—(—2)-15 102 6 .
tg =TT (2.8 19— T also tge' = tge.

¢) Bestimme die anderen am Dreieck vorkommenden Winkel!

Wir wenden uns zwei Sonderfillen zu.

1. Ist ¢ =0°, so ist tge = 0, also nach 33) 4,B, — 4,B, = 0;
wir kommen wieder auf Gleichung 32), die die Bedingung fiir das
Parallellaufen von ¢, und g, darstellte, und in der Tat sind g, und g,
zueinander parallel, wenn ¢ = 0 ist. '

2. Ist @ = 90°, so ist tgp = oo, also nach 33)

AiA: +1=0, A4, + BB, = 0. 34)

Gleichung 34) enthilt also die Bedingung firr das Senkrechtstehen
zweier Geraden: Zwei Geraden stehen aufeinander senkrecht,
wenn ihre Richtungsfaktoren zueinander entgegengesetzt
* reziprok sind.
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Dreieck D: Beweise, dafl die beiden Halbierenden eines Dreiecks-
winkels und seines AuBenwinkels aufeinander senkrecht stehen! An-
leitung: Es ist

w,) 9z —2y —43 =0, w)) 2z -+ 9y + 66 =0;
da 9-2 4+ (—2)-9=0 ist, ist der Beweis erbracht.

Aufgabe: Durch den Punkt P, (z,|y,) ist eine Gerade n zu legen,
welche auf der Geraden

9) A+ By +C=0
senkrecht steht. Der Richtungsfaktor von ¢ ist

A
Al:_—f;

folglich ist der Richtungsfaktor von n nach 34)
Ay = + 1

und demnach nach 23) die Gleichung von =
B
Y— Y= @— ) oder  A(y—y,) — B —2)=0. 35)

Dreieck D: a) Es sind die Gleichungen der drei Hohen aufzu-
stellen. Anleitung: Die Gerade C4 hat die Gleichung 152+ 8y +19=0;
die Ecke B die Koordinaten z, = +23, y, = +7. Demnach lautet
die Gleichung der Hohe b,

15(y —7) — 8(x —23) =0 oder 8x— 15y —79=0,
h) 4x+3y—14=0, hy) 120 —5y—T76=0.

Bestimme die Achsenabschnitte und priife die Ergebnisse an der
Abbildung nach!

b) Bestimme die Fullpunkte der Héhen! Anleitung: Die Seite C4
und die Héhe &, schneiden sich in einem Punkte H,, dessen Koordinaten

$E bzw. —IfATsind; Ho(To5|—433),  Ho(LL#A8[1144).

Berechne ferner die Lénge der Hohen! Anleitung:

hy =123 — HIP + (7T -+ )R = 2443
[s. (116) 8. 317]. Der Schnittpunkt H der drei Hohen hat die Koordi-
naten
g =54%, ym=—2%.
c¢) Stelle die Gleichungen der Mittelsenkrechten auf! Anleitung:

BC hat die Gleichung 32z — 4y — 41 = 0, der Mittelpunkt M, von BC
die Koordinaten

:+13’ ?/Ma:_

(S

’
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folglich ist die Gleichung der Mittelsenkrechten n,
3(y+3)+4(x—13)=0 oder 8x + 6y — 101 = 0;
n,) 8x — 15y 4 145 =0, n,) 242 — 10y 4 25 = 0.

d) Welches sind die Koordinaten des Mittelpunktes M des Um-
kreises ¢ Welches ist der Halbmesser r des Umkreises ?

(e =34, yu=113, r=194}).

(120) Lehre von den Normalen der ebenen Kurven. Unter
der Normalen an eine Kurve in einem ihrer Punkte versteht
man die Gerade, die in diesem Punkte auf der zugehorigen
Kurventangente senkrecht steht.

Ist (Abb.183) y = f(z) die Gleichung der Kurve und Py (%] %o)
einer ihrer Punkte, wobei also y, = f(,) ist, so hat die Tangente in P,
den Richtungsfaktor A; = ¥, [s. (114)],

folglich die Normale den Richtungs-

faktor A,= —?71~. Demnach lautet die

/.
0

Gleichung der Normalen

1
(y — fl/o) = —%(x—xo)
o oder

B N (@ — &) + Yoy — y) = 0. 36)

Abb. 183.

Beispiel: Zur Parabel y = V2pa
soll im Punkte P,(z,|¥,), wobei y, = y2px, ist, die Normale gelegt

werden. Es ist
’ V4 _p

Yo = l/2ﬁ, - '% »
daher die Gleichung der Normalen

x”‘%'i‘%(y—yo):()

2

oder, wenn wir — zur Vermeidung von Irrationalititen — z,= —2yip
setzen: o2 »
. Jo = — = O
T % + % ¥ — Yo
bzw.
2p Y- + 20% -y — (% + 207 9) = 0. a)

Ist umgekehrt durch irgendeinen Punkt 4 mit den Koordinaten a und b
die Normale zur Parabel zu legen, so miissen wir erst die Koordinaten %, Yo
des FuBpunktes der Normalen ermitteln; da #=a und y = b die
Gleichung a) der Normalen erfiillen miissen, erhalten wir zur Be-
stimmung der Ordinaten y, des FuBpunktes die kubische Gleichung

¥ — 2p(a@ — p)y, — 2bp? = 0.
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Man kann also im allgemeinen von einem Punkte auf eine Parabel
drei Lote fillen, von denen allerdings zwei imaginér sein konnen. Liegt
beispielsweise 4 auf der Parabelachse (b = 0), so lautet die Gleichung

Yo — 2p(@ — D)y =0,
Ypo=0 bzw. yo==L)2p@@—p),
und wir erkennen, daB jetzt — wie vorauszusehen war — das eine

Lot die Parabelachse ist, wihrend die FuBpunkte der beiden anderen
Lote :

also ist

B=a—p, Y=1V2p0@—0p)

sind ; es gibt demnach in diesem Falle nur so lange drei Lote, als @ > p ist.

In Ergénzung zu denin (115) S. 313£. gebrachten Austiihrungen iiber
die Tangente sei noch folgendes aus der Kurvenlehre hier erwihnt.
Man nennt (s. Abb. 183) die Strecke PyN, = n der Normalen, die
vom Kurvenpunkte P, bis zum Schnittpunkte N, der Normalen mit
der Abszissenachse reicht, die Linge der Normalen, und ihre Pro-
jektion X N, = s, auf die Abszissenachse die Subnormale. Fiir sie
ergeben sich aus Abb. 183, da tg?, = ¢

ist, die Formeln
=YY, n=yV1+y" 37 g
So ist die Subnormale der obigen .
Parabel 7
Snzyo'—go— =p. pPEe— x

Die Subnormale der Parabel ist
fiir alle Punkte gleich dem Para-
meter. Hieraus folgt fiir die Konstruktion der Parabelnormalen eine
einfache Regel (Abb. 184): Man geht von der Achsenprojektion X
des Parabelpunktes P um die Strecke XN = p auf der Achse vorwirts;
PN ist dann die Normale im Punkte P und folglich das in P hierauf
errichtete Lot die Tangente.

~ DaB iibrigens die Parabel die einzige Kurve ist, deren Sub-
normale. konstant ist, 148t sich leicht ableiten. Soll nimlich

ygg = p sein (Differentialgleichung!), so muf}

Abb. 184.

y-dy=p-dx oder Y2 = 2p(x — a)

sein. Letzteres ist aber die Gleichung einer Parabel, deren Achse die
x-Achse ist und deren Scheitel die Koordinaten «|0 hat.

Um auch die Kurve zu finden, deren Normale die fiir jeden
Punkt konstante Linge ¢ hat, miissen wir ansetzen

yVl1+y2=c;
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wir 16sen nach %’ auf und erhalten

w=v =11
Trennen wir die Veranderlichen, so ergibt sich

ydy

Vo

=dux

und durch Integration
—Jt — =z —a oder (x — a)? + y% = c2.

Letzteres ist aber die Gleichung eines Kreises [s. (123) S. 330], dessen
Halbmesser gleich ¢ ist und dessen Mittelpunkt die Koordinaten x|0
hat. Dieses Ergebnis stimmt tiberein mit der Tatsache, da die Normale
fiir jeden Punkt eines Kreises vom Halbmesser ¢, durch dessen Mittel-
punkt die Abszissenachse geht, in der Tat gleich dem Halbmesser ist.

(121) D. Geometrische Orter. Zu den wichtigsten Aufgaben, die die
analytische Geometrie zu lésen hat, gehort die Ermittlung des geo-
metrischen Ortes eines Punktes, der sich nach vorgeschriebenem
Gesetze bewegt. Die hierbei einzuschlagenden Verfahren sollen an der
Hand einiger Beispiele erortert werden. Wir beginnen mit der folgenden
Aufgabe: Gegeben ist ein Winkel BAC = & und eine Strecke s;
ein Punkt P bewegt sich so, daB die Summe der beiden Lote, die man
von ihm auf die Schenkel 4B und AC von « fillt, stets gleich der
gegebenen Strecke s ist.
Ist die Aufgabe in dieser Allgemeinheit gestellt, so mufi man sich
stets erst iiber das Koordinatensystem schliissig werden. Dall man
mit Erfolg verschiedene Wege
RS v N\T? einschlagen kann, wollen wir an
\ Hp==mmnm ¢ diesem Beispiele zeigen.
N\ A Man kann von der Erwigung
\ £ /. s ausgehen, daf}, solange keine trif-
@ - tigen Gegengriinde vorliegen,
p man am besten ein rechtwink-
\ ‘ 2 liges Koordinatensystem wahlt;
Y2 dies wollen wir hier auch tun. Da
o N (Abb.185) der Punkt 4 als Schéi-
\ . \ tel von & eine bevorzugte Rolle
spielt, wollen wir ihn als Null-
Abb. 185. punkt wihlen, und da die bei-
* den Schenkel hervorgehobene Ge-
raden smd wollen wir den einen, namlich 4 B, als positive z-Achse wihlen ;
die y-Achse ist dann das in 4 auf 4B errichtete Lot. Wir konstruleren
uns nun einen der unendlich vielen mgglichen Punkte P, indem wir
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zu A B in einem beliebigen Abstande y und zu AC in dem Abstande s — y
die Parallelen ziehen; beide Parallelen mogen sich in P schneiden.
Die Koordinaten von P seien x = AD und y = DP. Die Parallele
zu AB moge AC in @ schneiden, QR sei das von ¢ auf AB gefillte
Lot. Dann ist

t=AD =AR+ RD=AR+ QP oder =z=yotgx + -7

gin

Hiermit haben wir eine Gleichung gewonnen, welche die Koordinaten «
und y des Punktes P erfiillen miissen; es ist dies also die Gleichung
des geometrischen Ortes von P. Formen wir die Gleichung um, so
erhalten wir

x-sinx + y+ (1 —cosx) =s. .
Die Gleichung ist in « und y linear; die Bahn des Punktes P ist also

eine Gerade g. Wir kénnen leicht die Hessesche Normalform dieser
Geraden finden. Da ndmlich

; — 9sin ¥ ad _ — 9 ainz %
sinx = 2sin 5 COS 5, 1 — cosx = 2sin’ 5
ist, so erhalten wir nach Division durch 2 sin%
& . 2.4 8
xcos~2~~+ysm~2-— — =0.
2 sin 5

Das von O auf die Gerade gefillte Lot hat also die Lange

d=—""
2sin1
2

und es schliet mit der x-Achse den Winkel%ein; es fallt demnach

auf die Winkelhalbierende w von ®. Um die Gerade zu finden, brauchen
wir nur auf der y-Achse die Strecke 4G = ‘23 abzutragen und durch @
die Parallele zu 4 B zu ziehen, welche w in W schneidet; das in W auf w
errichtete Lot ist die Gerade g < da AW = —°— ist>.

2sin %

Auf einen zweiten Losungsweg kommt man durch folgende Erwiigung.
Die Kurve, die die Bahn des Punktes P ist, mufl symmetrisch zur
Winkelhalbierenden w von « liegen; denn der zu P beziiglich w sym-
metrisch liegende Punkt P’ hat von AB einen Abstand, der gleich PE,
und von AC einen solchen, der gleich PD ist; die Summe beider muf
demnach wieder gleich s, P’ daher ebenfalls ein Punkt des gesuchten
Ortes sein. Man wihlt nun gern eine solche Symmetrielinie als die
eine Achse des zugrunde zu legenden Koordinatensystems, weil bei
der mathematischen Behandlung meistens erhebliche Vereinfachungen
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eintreten. KEs sei also w die eine Koordinaténachse. Wollen wir
bei einem rechtwinkligen Koordinatensystem bleiben, so mufl die
andere Koordinatenachse % in A4 auf w senkrecht stehen, und die Koordi-
naten von P sind im wu-System AW = w, WP = . Wir projizieren
den Linienzug AWP auf PD und erhalten (Projektionssatz!)

PD = AWsin% + WP cos ¥ — wsin X -+ %COS — ;
2 2 2
nun projizieren wir AWP auf PE und erhalten

. 2.4 2.4 . 2.4 24
PE'—+Aw51n§ — WPcos—2~:ws1n?-—ucos§.

Da PD + PE = s sein soll, so ergibt sich als Gleichung des geometri-
schen Ortes:

L& s
2wsin— = s oder W= ——-.

2 2 sin%
In dieser Gleichung tritt die Verinderliche  iiberhaupt nicht auf;

der Ort ist folglich eine Gerade, die parallel zur u-Achse, also senkrecht

zur Winkelhalbierenden w ist und auf ihr die Strecke —37 abschneidet
2 sin 5
— ein Ergebnis, das mit dem obigen iibereinstimmt.

Will man die Rechnung fiir ein schiefwinkliges Koordinatensystem
durchfiihren, so liegt es nahe, als Achsen die Schenkel von & zu wihlen,
und zwar sei 4B die g-Achse und AC die y-Achse. Die Koordinaten
von P sind dann 4X =¢ und XP =1, und es ist

PD = XPsinx = f)sino
und
PE = @QPsino = AXsinx = gsino,
folglich

8
sinx
Der Ort von P ist mithin eine Gerade, die auf beiden Schenkeln das

gleiche Stiick, ndmlich o = ﬁ; abschneidet. Zur Konstruktion von a

sing 4 hsinag = s oder r+p=

trigt man auf einem in A4 zu einem Schenkel errichteten Lote die
Strecke 4K = s ab und zieht durch K die Parallele zu diesem Schenkel,
welche den anderen Schenkel in L schneide; dann ist AL = a.

(122) Nicht immer liegen die Verhiltnisse so einfach wie in der eben
durchgefiihrten Aufgabe; haufig muB man eine veréinderliche Hilfs-
gréfle, einen Parameter, einfithren, der zuletzt wieder zu eliminieren
ist. Wir wollen dieses Verfahren an einer weiteren Aufgabe erliutern.

Aufgabe: In ein gegebenes Viereck ABCD soll ein Parallelo-
gramm EFGH so eingezeichnet werden, dal seine Seiten parallel den
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Diagonalen des Vierecks sind. Wo liegt der Mittelpunkt M des Parallelo-
gramms ?

Wir werden in diesem Falle am zweckmifBigsten die Achsen des
zu wihlenden Koordinatensystems in die Diagonalen des Vierecks
legen, und zwar sei (Abb. 186)
AC die x-Achse, BD die y-Achse,
und der Schnittpunkt O der o)
Nullpunkt. Das Viereck werde HLZG

Y

dann so in dem Koordinaten-
system festgelegt, daBl wir uns
die Strecken 04 =a, OB =1b,
O0C=c und OD =d geben.
Die Koordinaten der Eckpunkte
sind dann A(a|0), B(0|d),
C(c|0), D(0|d). Kennen wir

)

|

nun eine Ecke F des Parallelo- Glott)
gramms, so sind die iibrigen
Ecken und damit das Parallelo- Abb. 186.

gramm selbst und sein Mittel-

punkt M mitbestimmt. Nun kénnen wir B auf AB durch sein Teil-
verhéltnis 4 beziiglich der Punkte 4 und B festlegen; dann ergeben sich
seine Koordinaten mit Hilfe der Formeln 20) S. 308 zu

a+1-0  a _042b Ab

1z TiFw Ye=117 =140

Da den Punkten F' beziiglich €' und B, @ beziiglich C und D, X beziiglich

A und D das gleiche Teilverhiltnis 2 zukommt, so sind die Koordinaten
dieser Punkte

Xp =

¢ b ¢ ___/1}L
tr=1170 Yr=1pp Te=yyge Ye=maip
a Ad
=1y YAT iy

Die Koordinaten von M seien z und y; da M der Mittelpunkt von B¢
ist, so ist nach 21) S. 309
1 ( a c ) a—+c 1

T=o\UriT142

b Ad \  Ab+d
BEE y:§<1+,1+1 —[-1)22((14—2;; )
zu den gleichen Ergebnissen fithren die Koordinaten von F und H.
a) gibt uns die Koordinaten von M in ihrer Abhingigkeit vom Para-
meter 4. 2 selbst kann unendlich viele Werte annehmen, entsprechend
der Tatsache, daB sich in das Viereck 4 BCD unendlich viele Parallelo-
gramme von der geforderten Eigenschaft zeichnen lassen, und zwar
ist jedem Werte von 1 ein solches Parallelogramm zugeordnet. Die
Gesamtheit der Mittelpunkte aller dieser Parallelogramme erhalten
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wir, wenn wir aus den beiden Gleichungen a) 4 eliminieren. Das Er-
gebnis ist eine unmittelbare Beziehung zwischen den Koordinaten der
Punkte M, folglich die Gleichung des geometrischen Ortes von M. Da

2¢ 1 d 2y
) ) afec 117 un b+d 1F7
ist, so ist
2x 2y 1

a-+c + b+d

die Gleichung des Ortes von M. Wir bekommen eine lineare Gleichung
zwischen  und y; folglich bewegt sich M auf einer Geraden, deren
Achsenabschnitte

oM, =t paw.  om, =277

sind. M, ist demnach der Mittelpunkt von AC, ebenso M, der Mittel-
punkt von BD. Der geometrische Ort der Mittelpunkte
aller dem Viereck einbeschriebenen Parallelogramme,
deren Seiten zu den Diagonalen des Vierecks parallel
sind, ist die Verbindungsgerade der beiden Mittelpunkte
dieser Diagonalen.

§ 4. Das Wichtigste aus der analytischen Geometrie
des Kreises.

(123) Die Untersuchungen dieses Paragraphen beziehen sich, soweit
ein Parallelkoordinatensystem in Betracht kommt, auf ein recht-
winkliges Koordinatensystem. Definie-
ren wir die Kreislinie als den geometri-
schen Ort aller Punkte P, welche von
einem festen Punkte M, dem Mittelpunkte,
den gegebenen Abstand ¢ (Radius, Halb-
messer) haben, so miissen die Koordina-
ten « und y eines beliebigen Punktes P
z des Kreises eine Gleichung erfiillen, die
sich folgendermaflen ergibt: Es ist nach
ADb. 187. (107) S.291 (s. Abb. 187)

MP* = M@+ QP" = M, X" + QP* = (0X — OM,)* + (XP — XQ)2.
Sind p|g die Koordinaten von M, so folgt hieraus

(@~ PP + (y — @ = a? 38)
als die Gleichung des Kreises.

Dreieck D: a) Der Umkreis hat den Mittelpunkt (34%|11%) und
den Halbmesser 1944 [s. (119)]; stelle die Gleichung des Kreises auf!

(@ = H)? -+ (g — 52t = (145
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oder
282 + 2842 — 2152 — 656y — 6647 = 0.
b) Der Inkreis hat den Mittelpunkt (4'|3#*) und den Halbmesser &
[s. (118) 8. 321]; wie lautet seine Gleichung %
Ta? + Ty? — 82x — 68y — 109 = 0.
¢) Bestimme ebenso die Gleichungen der Ankreise!

22+ y2 — 5le 4 26y + 513 = 0; 22 4 y2 4 662 + 305 = 0;
22 + y2 — 342 — 110y + 1550 = 0.

Kehren wir zur Gleichung 38) zuriick, die wir umformen in
a2 + 2 — 2px — 2qy + P2+ ¢ — a2 = 0. 38a)

Wir erkennen, daf} die Kreisgleichung in = und y vom zweiten Grade
ist; der Kreis ist eine Kurve zweiter Ordnung. Bemerkenswert
an der Gleichung 38 a) ist, dal von den drei in einer Gleichung zweiten
Grades moglichen quadratischen Gliedern x2, xy, y? das gemischt
quadratische Glied, d.h. das Glied mit dem Faktor xy, fehlt,
und daBl die beiden rein quadratischen Glieder 22 und 2 denselben
Beiwert, in 38a) den Beiwert 1, haben. Wir wollen zeigen, dafl jede
quadratische Gleichung in « und y, welche diese beiden Eigenschaften
hat, im rechtwinkligen Koordinatensystem einen Kreis als Bild hat.
Die allgemeinste Gleichung dieser Art hat die Form

A(x2 4 32) +2Bx +2Cy + D =0. 39)
Wir dividieren durch A
B C D
x2+2—2x—}—y2 +22y+z=0
und erhalten durch quadratische Erginzungen
B\2 C\2 1
ot )+l =
Vergleichen wir die zuletzt gefundene Form mit der Gleichung 38),

so erkennen wir, daB sie in der Tat die Gleichung eines Kreises dar-
stellt; sein Mittelpunkt M hat die Koordinaten

B c
p:_Z—J q:_z:

und sein Halbmesser ist

o= VB + ¢ — 4D

(B2+ C*— AD). 39a)

ist. Ist der Ausdruck B2 -} C2 — AD =0, so ist der Halbmesser
a =0, und der einzige relle Punkt, dessen” Koordinaten die Glei-
chung 39) erfiillen, ist der Mittelpunkt; ist B%*+ C? — AD <0, so
ist der Halbmesser sogar imaginér, und es gibt keinen wirklichen Punkt,
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dessen Koordinaten Gleichung 39) erfiillen; wir haben es mit einem
sogenannten imaginédren Kreise zu tun.

Zahlenbeispiel zu der obigen Ableitung: Die Kreisgleichung laute:

Ta2+ Ty2 — 82x — 68y — 109 = 0;
wir kénnen sie folgendermafien schreiben:
(0 — 49192 + (y — 342 = L4t + L3 + 198
(@ — 41 + (g — 392 = ()
folglich hat der Mittelpunkt die Koordinaten (4L|3#), und der Halb-
messer ist 5.

Die vier Konstanten 4, B, C, D bestimmen die Kreisgleichung und
damit den Kreis vollig. Wenn wir jedoch Gleichung 39) durch irgend-
eine konstante GroBe dividieren, so bekommen wir zwar eine neue
Gleichung in z und y; aber ihr_’geometrisches Bild ist der nidmliche
Kreis. Wir sehen hieraus, daf3 es nicht auf die vier Gréen 4, B, C, D,
sondern nur auf ihr gegenseitiges Verhdltnis ankommt, und daf der
Kreis demnach schon durch drei voneinander unabhingige Bedingungen
gegeben ist. Insbesondere folgt hieraus der Satz:

Durch drei Punkte 148t sich stets ein, aber auch nur
ein Kreis legen.

Sind die drei Punkte durch ihre Koordinaten ;|y,, «a|#s, ¥3|¥s
gegeben, so miissen die drei Gleichungen bestehen:

A+ y})+2Bx, +2Cy, + D=0,

A3+ 943 +2Bx,+2Cy, - D=0,

A(a+ ) + 2By + 20y, + D= 0.
Aus ihnen 148t sich das Verhiltnis A4:B:C:D berechnen, und folglich,
da sie in 4, B, C, D linear simnd, die Gleichung des Kreises aufstellen.
Anwendung auf das Dreieck D: a) Der Feuerbachsche Kreis
enthilt die Mittelpunkte der Seiten, die FuBpunkte der Hoéhen und
die Mittelpunkte der an den Ecken liegenden Hohenabschnitte. Wie

lautet seine Gleichung in unserem Falle? Wir legen ihn durch die
drei Seitenmittelpunkte

M,(13]—%), My(—5|T), M.(5

Es mul} also sein

oder

).

6174 +26B—C+D=0,
744 —10B-+140+D =0,

24144+10B+4+29C+ D=0,
woraus folgt

=334, C=—434, D=—3p404.
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Die Gleichung des Feuerbachschen Kreises lautet demnach:
56 (2% 4- y?) — 5132 — 520y — 3069 = 0.

Berechne die Lage seines Mittelpunktes und die Lénge seines Halb-
messers und zeige, daB er durch die FuBpunkte der Héhen und die
Mittelpunkte der oberen Hohenabschnitte geht!

b) Lege durch die Ecken des Dreiecks den Kreis und zeige, da3
seine Gleichung mit der schon oben gefundenen Gleichung des um-
beschriebenen Kreises iibereinstimmt!

(124) Der Kreis als geometrischer Ort. Wir wollen den
aus der Planimetrie bekannten Satz beweisen: Die Spitzen aller
Dreiecke von festen Grundlinien, welche einen gegebenen
Winkel an der Spitze haben, liegen auf dem iiber der Grund-
linie als Sehne geschlagenen Kreis-
bogen, der den gegebenen Winkel
als Umfangswinkel faft.

Ist (Abb. 188) AB = ¢ die gegebene
Grundlinie und y der gegebene Winkel, so
konnen wir eins von den unendlich vielen
Dreiecken erhalten, indem wir durch A
einen beliebigen Strahl ziehen und durch B
eine Gerade,welche mit diesem denWinkel y
einschlieBt; der Schnittpunkt ist ein Eck-
punkt C. Zur analytischen Losung wahlen
wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem, Abb. 188.
und zwar am zweckmiBigsten so, daf
die z-Achse auf 4B und der Nullpunkt auf den Mittelpunkt von AB

fallt; dann sind die Koordinaten von 4 (— ; ’0) und von B( + %[\ 0) ;

C moge die Koordinaten x|y haben. Die Gerade AC schlieBt mit der
x-Achse einen Winkel ¢; ein, der sich nach (107) S. 291 ergibt zu

tgdy = —4—;
w+*2—-

der Winkel 9,, den B C mit der x-Achse einschlieBt, ergibt sich in gleicher
Weise zu

tgd, = Y .
Ty
Nun ist y = 9, — ¥;; folglich

tgd, — tgd
tgy =tg (¥, — 9) = Ti— Z‘Dgﬁztgz‘l);
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oder wenn wir einsetzen,

y Y
c c
] cy
y? — = tgy, ?:tg}/,
14 = x2+:l/2~1-
z? — —
4

2

xz—}—yz—cy-ctgy——i—zo.

Der geometrische Ort von C ist also in der Tat ein Kreis; schreibén
wir seine Gleichung in der Form

) . :
x? -+ (y -5 ctgy)
so kénnen wir ablesen, dafl sein Mittelpunkt die Koordinaten x = 0,
Y= % ctgy hat, wihrend sein Halbmesser gleich E&; ist, woraus
die bekannte Konstruktion folgt.
Beweise den Apollonischen Satz: Der Ort der Spitzen aller
iiber derselben Grundlinie A B errichteten Dreiecke, deren anderes Seiten-
paar das konstante Verhiltnis 4 hat, ist der Kreis, dessen Mittelpunkt

auf der Geraden AB liegt und der die Strecke 4B innen und aufen
im Verhdltnis 1 teilt (Apollonischer Kreis).

2 o2

3

T 4dsin’y

(125) Der Kreis in Verbindung mit anderen geometrischen
Gebilden.

a) Der Kreis und die Gerade: Hier kommt in erster Linie
die Ermittlung der Schnittpunkte beider Gebilde in Frage. Die Koor-
dinaten x5 und yy eines solchen miissen sowohl die Gleichung des
Kreises als auch die Gleichung der Geraden, also eine quadratische
und eine lineare Gleichung erfiilllen. Es gibt demnach im allgemeinen
zwei Wertepaare xs|ys und folglich zwei Schnittpunkte zwischen Kreis
und Gerade. Allerdings sind hierbei drei Félle zu beriicksichtigen.
Hat die quadratische Gleichung zwei reelle, voneinander verschiedene
Losungen, so sind die beiden Schnittpunkte reell, die Gerade ist Sekante
des Kreises. Sind die beiden Loésungen reell und gleich, so fallen die
beiden Schnittpunkte in einen zusammen, und die Gerade ist Tangente
an den Kreis. Sind schliefilich die beiden Losungen komplex, so nennt
man die Schnittpunkte imaginir, die Gerade meidet den Kreis.

Dreieck D: a) Bestdtige durch Rechnung, daf} der Umkreis die
Seiten in den Eckpunkten schneidet.

b) In welchen Punkten schneidet der Feuerbachsche Kreis die
Seiten, die Héhen, die Mittellinien, die Winkelhalbierenden, die Mittel-
senkrechten ? Anleitung: Die Seite BC hat die Gleichung

3x —4y — 41 = 0;
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wir setzen 4y = 3x — 41 in die Gleichung des Feuerbachschén
Kreises S

5622 4 5642 — 5132 — 520y — 3069 = 0
ein und erhalten fiir  die Gleichung

2522 — 504« + 2327 = 0.

Hijeraus erg1bt sich 2, =13, wx,=24%, und daher y, =—4%,
Yy = — %%, folglich sind die Koordinaten der beiden Schmttpunkte

13| —4 und 744|433
c) Zeige durch Rechnung, dafl die Seiten Tangenten an den Inkreis

und die Ankreise sind, und bestimme die Beriihrungspunkte! An-
leitung: BC) 3z — 4y — 41 = 0. Inkreis:
Ta? + 7Ty2 — 82x — 68y — 109 = 0.

Setzen wir wieder 4y = 3x — 41 in die Gleichung des Kreises ein,
so erhalten wir die quadratische Gleichung 22 — 22z + 121 = 0, die
die Doppellosung « = 11 hat. Demnach fallen die beiden Schnitt-
punkte in der Tat in einen Punkt zusammen, der die Koordinaten 11| —2
hat; die Gerade BC ist Tangente.

Fiir den Sonderfall, daf der Mittelpunkt des Kreises im Nullpunkt
liegt, die Gleichung des Kreises also lautet a2 4+ 32 — a2 = 0, moge
die Gleichung der Geraden in der Hesseschen Normalform vorliegen:

xeosx 4 ysina —d =0.

Lost man die Gleichungen nach x und y auf, so ergibt sich

x =dcos& 4 ¢Ja? — d?sina und y=dsinx —¢e¢)a? — d?cosa,

wobei €2 = 1 ist. Man sieht in Ubereinstimmung mit der Anschauung,
daB es zwei reelle, getrennte Schnittpunkte gibt, wenn ¢ > d, d. h.
wenn der Halbmesser grofer als der Abstand der Geraden vom Mittel-
punkte ist; die Schnittpunkte fallen in einen Punkt zusammen, wenn
a = d ist; beide Kurven meiden sich, wenn a << d ist. Im Falle a = d
sind die Koordinaten des Berithrungspunktes

Ty = @ COSK, Y= asinw
oder

cosa =2, ging=2;

a a

setzen wir diese Werte in die Gleichung der Geraden ein, so erhalten wir

als Gleichung der Tangente xx,+ 3y, = a? wie frither [s. (114) S.312].
b) Mehrere Kreise. Sind

kbi=2*4+ 2 + 2a,20 + 2b,y + ¢, =0
ky= 2%+ 42 4 2a,% + 2b,y + ¢, = 0

und
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die Gleichungen der beiden Kreise %, und k,, so ist

Ty ARy = (14 1) (224 9)+2 (@, + L) w42 (by+ Aby) g+ (e +2.¢,) =0, 40)
wie man sieht, ebenfalls die Gleichung eines Kreises, und zwar mufl
dieser durch die beiden Schnittpunkte von k%, und %, gehen, mogen
sie reell oder imaginir sein. Denn sind zg und ys die Koordinaten
eines solchen Schnittpunktes, so miissen sie beide Gleichungen &, = 0
und k, = 0 und folglich auch die Gleichung k; -+ Ak, = 0 erfiillen.
Da 1 alle Werte von — oo bis +oco annehmen kann und zu jedem
Werte von 4 ein solcher Kreis gehért, so lassen sich durch diese beiden
Schnittpunkte unendlich viele Kreise legen. Die Gesamtheit aller dieser
Kreise nennt man ein Kreisbiischel. Setzt man insbesondere A = —1,
so erhélt man aus 40) die Gleichung ’

2(a; — ag)x + 2(by — b)Yy + (¢, — ¢5) =0,
also eine lineare Gleichung. In diesem Sonderfalle artet der Kreis
in eine Gerade aus; sie ist die Verbindungsgerade der Schnittpunkte

aller Kreise des Biischels und heift die Potenzlinie des Biischels.
Der Mittelpunkt des Kreises von Gleichung 40) hat die Koordinaten

_a;+Aa, by 2by,
1474 Y=—71x7>

er teilt folglich nach Formel 20) S.308 die Verbindungsstrecke der
Mittelpunkte von k; und %k, im Verhiltnis 2. Die Mittelpunkte aller
Kreise des Biischels liegen demnach auf einer Geraden, deren Gleichung
nach Elimination von 1 sich ergibt zu

(by — by) & — (@ — A9)Y + @yby — @y, = 0.
Da ihr Richtungsfaktor

b —b,
A= Pap—
der der Potenzlinie
U0y
A= =53,

ist, demnach A;-:A,; = —1 ist, so muB diese Mittelpunktslinie auf
der Potenzlinie senkrecht stehen.
Dreieck D: Der der Seite BC anliegende Ankreis hat die Gleichung

22 4+ y2 — 5la + 26y + 513 =0,
der der Seite CA anliegende die Gleichung
22+ 424 662 4+ 305 =0.

Stelle die Gleichung des zugehdorigen Biischels auf; suche insbesondere
die Gleichung des durch C gehenden Kreises des Biischels und die
Potenzlinie. Die XKreise haben keinen reellen Schnittpunkt. Zwei
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Kreise des Biischels schrumpfen zu Punkten zusammen; welche sind
dies ?

Biischel: (1 + 1) (22 4+ #2) + (— 51 +664)x + 26y + (513 4 3051) =
Soll der Kreis durch (3| —8) gehen, so muB sein

(1 +1)(32 + 82) + (—51 +6641)-3+ 26 (—8)+ (513 +3051) = 0;

hieraus ergibt sich A = —2%, und demnach heilt die Gleichung des
durch C gehenden Kreises

3(x® + y?) — 378x + 128y 4+ 1939 = 0.
Die Gleichung der Potenzlinie lautet
92 — 2y — 16 =0.

Um die letzte Aufgabe zu 16sen, formen wir zuerst die Biischelgleichung
um in

—51 4 66212 13 12 [—51 + 66172 13 12 51343057
o+ Sara |t —ara ) T o Tes
Soll der Halbmesser des Kreises gleich Null werden, so mufl nach
Formel 39a) die rechte Seite verschwinden; hieraus ergibt sich fiir 4
die quadratische Gleichung

313642 — 100041 + 1225 = 0,

deren Losungen sind

=4t wnd = 7.

Die beiden Kreise schrumpfen demnach zusammen auf die beiden Punkte

— =4 uwd (AL — 4.
— In dhnlicher Welse stelle man sich weitere hierher gehérige Aufgaben
aus dem Dreieck D zusammen! Man beweise u. a., da der Feuer-
bachsche Kreis sowohl den Inkreis, als auch die Ankreise beriihrt
[Berﬁhrungspunk’oe (145 658%); (12 &5 | —1449); (—55%%
31831); (6841%|1442 g g)] Nachpriifung an der Zeichnung!
(126) Der Kreis im Polarkoordinatensystem. Sind (Abb. 189)
¢ und y die Polarkoordinaten des Mittelpunktes M, und a der Halb-
messer des Kreises, so folgt aus dem Kosinus- A
satze fiir die Polarkoordinaten » und 9 eines
beliebigen Kreispunktes die Gleichung

2 — 2¢rcos(V —y) + 2 —a2=0. 41)

Ist insbesondere ¢ = a, geht also der Kreis
durch den Nullpunkt, so lautet die Glei- ",

4
h 0
chung r = 2¢ cos (19 — 7) . 41 a) Abb. 189.

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 22
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Da Gleichung 41) in r vom zweiten Grade ist, ergeben sich fiir eine
gegebene Amplitude ¥ stets zwei Werte r; und 7,; d. h. jede durch
einen festen Punkt O gehende Gerade schneidet den Kreis in
zwei Punkten. Wohl konnen diese Punkte imaginir sein — dies
tritt ein, wenn die Losungen der quadratischen Gleichung komplex
sind —; da andererseits das Absolutglied der quadratischen Gleichung
gleich ¢ — a2 ist, also von der Amplitude ¢ vollig unabhingig ist,
erhalten wir den weiteren Satz:

Alle von einem Punkte O ausgehenden Strahlen schnei-
den den Kreis in zwei Punkten, fiir welche das Produkt
ihrer Abstdnde von O konstant ist; es ist gleich der Diffe-
renz der Quadrate aus Mittelpunktsabstand von O und
Kreishalbmesser.

Die Grofie ¢2 — a2 nennt man die Potenz des Punktes O beziiglich
des Kreises.

Kreisverwandtschaft. Zwei Punkte P und P’ heilen zuein-
ander kreisverwandt beziiglich des Kreises vom Halbmesser p, wenn
sie auf dem gleichen vom Kreismittelpunkt O aus-
gehenden Strahle liegen, und das Produkt ihrer
Mittelpunktsabstéinde » und »’ gleich dem Quadrat
des Kreishalbmessers ist, wenn also die Glei-
chung erfiillt ist

ey 4

rer = p2.
Liegt der eine Punkt P innerhalb des Kreises,
so muf} folglich der andere Punkt P’ aullerhalb
Abb. 190. liegen. Man kann zu einem Punkte P leicht den
kreisverwandten P’ konstruieren, wenn man die
durch ihn senkrecht zu O P gezogene Sehne mit dem Kreise zum Schnitt
bringt und in den Schnittpunkten die Tangenten an den Kreis legt; sie
schneiden sich in P’. Umgekehrt legt man von P’ die Tangenten
an den Kreis und bringt die Beriihrungssehne mit OP’ zum Schnitt.
Der geometrische Ort aller zu den Punkten einer Kurve k kreis-
verwandten Punkte ist eine Kurve k'; man nennt die beiden Kurven
zueinander kreisverwandt.
Lehrsatz: Die zu einem Kreise kreisverwandte Kurve ist wiederum
ein Kreis.

Hat nimlich der Kreis & die Gleichung
72 — 2¢rcos(9 —yp) -2 —a2 =0,
so ist r :p; , wenn r der Leitstrahl von P und #’ der von P’ ist; die

Amplitude ¥ ist nach Definition fiir beide Punkte die gleiche. Folglich
lautet die Beziehung zwischen 7' und ¢

4 2
%2— 20%003(19—— M4+ —at=0
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oder 2 1
72— 2c62—£~azr’cos(ﬁ — )+ ¥ _—o.

¢ — g2
Dieses ist aber wiederum die Polargleichung eines Kreises, wie man
durch Vergleich mit 41) feststellt, wenn man

2 4
S p /2 2 p
C = Ccz_az und [ a " = 52_——112

setzt.
Geht insbesondere der urspriingliche Kreis durch das Verwandt-
schaftszentrum O (Abb. 191), so lautet seine Gleichung nach 41a)

r = 2acos(® — y),
folglich die Gleichung der kreisverwandten Kurve

S
2a.cos(9—y)’

das ist aber die Gleichung einer Geraden, wie man aus Abb. 191 er-
kennt, in der OD = ;% , Tolglich

A ]72 o .
OF =1 = 2acos(d — ) ist.

Eine einfache Vorrichtung, die zu einer Kurve die kreisverwandte
zeichnet, ist der Peaucelliersche Inversor (Abb. 192). Er besteht

8

Abb. 191, Abb. 192.

aus sechs miteinander gelenkig verbundenen Stdben, von denen die
zwei Stibe OA =O0C = a einander gleich und die vier Stibe
AB = BC = CD = DA = b ebenfalls untereinander gleich sind. Die
beiden Ecken B und D miissen stets auf einer durch O gehenden Geraden
liegen, wie leicht einzusehen ist. Nun ist
0D -0B = (0@ — QD) (0Q + QD)
—0¢'— QD' = (04° — AQ) — (4D’ — Q)
=04 — AD'=a2 — b2 = p2,
22%
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also konstant. Folglich sind die beiden Punkte B und D zueinander
kreisverwandt; beschreibt D eine Kurve, so mul B die zu ihr kreis-
verwandte Kurve beschreiben. Zwingt man demnach D durch An-
bringen eines siebenten Stabes DE, wobei E in der Ebene festliegt,
einen Bogen eines durch O gehenden Kreises zu beschreiben (D = E 0),
so muB sich nach obigem B auf einer Geraden bewegen. In dieser
Anordnung stellt also der Peaucelliersche Inversor eine einfache
Vorrichtung dar, um eine kreisférmige Bewegung in eine geradlinige
iiberzufithren. Eine solche technisch wichtige Vorrichtung bezeichnet
man als Geradfihrung.

Die vorangehenden Paragraphen zeigen, wie schon mit den Mitteln
der elementaren Algebra die verschiedenartigsten Aufgaben der Geo-
metrie rechnerisch gelost werden konnen. Wesentlich ergénzt werden
diese Hilfsmittel durch die Verwendung der Rechenmethoden der
hoheren Mathematik, insbesondere sind gewisse Fragen, die bei den
Kurvenuntersuchungen auftauchen (Neigung, extreme Punkte, Kriim-
mung, Fliche), nur mittels Differential- und Integralrechnung zu kliren.
Das soll im folgenden geschehen.

§ 5. Die Differentialquotienten hoherer Ordnung.
(127) Ist y = f(z) eine stetige Funktion von x, so ist

y =YD e =W
ebenfalls eine Funktion von z, sie heiit dieabgeleitete Funktion von
f(x) [s. auch (24) S. 51]. Ist sie stetig, so kann man auch von ihr einen
Differentialquotienten bilden; er heilt der zweite Differential-
quotient oder die zweite abgeleitete Funktion der urspriinglichen
Funktion. Man bezeichnet ihn, indem man schreibt

2%y
, dff(x) dm __d?y d?f(x) 42)
Y =74z T d=z dxz—dwz’
= 9l-~ Y liest man: ,,y-Z weistrich ist gleich d zwei y nach dz- Quadrat®.
So kann man fortfahren und einen dritten, vierten, ..., nten Diffe-

rentialquotienten der gegebenen Funktion bilden. Im allgemeinen kann
man sagen:

Der nte Differentialquotient oder die mte abgeleitete
Funktion, die nte Ableitung einer Funktion f(z) ist die-
jenige Funktion, die sich durch Differenzieren des (n — l)ten
Differentialquotienten ergibt.

dnl

dry dw df(” D ()
( ) fumnined = =

42))
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Beispiele. a) Isty = a*, soist ¢ =n-a""!, also
¥y =nn—1)a"2, ¥y =n{n—1)(n—2) "3,
YO =nn—1)(n — 2)(n — 3)a" % ..,
YW =nm—1n—2)...(n — k4 yar-* ..,
y*- D =nmn—1Dn—2)...2-2, yW=nmn—1)...2.-1=n!

N Q%
b) &e = qg"e*®, Beweis!

dx®

d*Inx no1l+2...(n—1) s
c) _diﬁ—”(—“l) — . Beweis!

d) Ist y = sinz, so ist

y'=cosx=sin(m—|—%), Yy = sinxzcos(x—l— %):sin(x—{— 2-%),

y” = —cosx = cos(x + 2%) = sin(x + 3%),
also ist
drsinz . 7z
i = sm(x + ng)
. d*cosx 7w
Beweise: —g = ¢os (x +n- 5).

Nur in den seltensten Fiallen kann man wie hier den nten Differential-
quotienten in geschlossener Form hinschreiben. Bisweilen kann man
dieses Ziel durch geschickte Zerlegung der gegebenen Funktion erreichen.
Zwei Beispiele hierfiir:

e) Es sei Y=y 1

— 22’

wir zerlegen und schreiben

1 1 1
=3+ 15

Differenzieren wir gliedweise, so erhalten wir

n! 1 (— 1)
2 [(1 — x)rtl + (14 )+t

f) Es sei y = arctge; dann ist o = tgy,

dx 1 cly 2 ’
@Zm, also ﬁ=cosy:y.
, dy’ dy d dy’ . .
y = dyx = —(%-d—gzy’d—?; =cos?y » 2cosy (—sin y) = —cos?y sin2y .

Schreibt man
y = cosy-sin(er%),
so kann man entsprechend schreiben

Y’ = cos?y - sinQ(y 3 %)
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Weiterhin ist

,,,_d?/”_d?/” gy_— , dy
T4z dy dz Y dy

= cos?y - {00523/. 200s2(y —I—%) — 2siny cosysinQ(y + %)] ,

y"” = 2cosdy - [cosy- eos2<y + %) — siny - sinQ(y + %)]

= 2cos?y - cos ly—|—2(y+%)

b

[t

y"” = 2cosdy - sinS(y + %)
Allgemein ist
Y™ = (n— 1)! cos™y - sinn(y + J—;—)
Den Beweis erbringen wir durch den SchluB} von n auf # + 1; ist ndmlich
die Formel fiir 4™ richtig, so muB sein

Y1) _dy™ _d(") dy _ ,dy™

de ~ dy dx Y dy

=cos?y- (n—1)! lneos"y cos n(y - %)—ncos”“ysiny sinn(y -+ %)}
=mn!costtiy . {cosy . eosn(y + %) —giny - sinn(y + %)]
=mn!cos"t1y . cos [y + n(y —l—%)} ,

Y™+ =plcos"tly.sin (n + 1) (y + %) .

Dies ist dieselbe Gleichung wie fiir y®; nur steht (n 4 1) an Stelle
von n. Da die Formel fiir ™ nun gilt fir » = 3, wie oben gezeigt
worden ist, so gilt sie auch fiir n =4, folglich auch fiir » = 5 usf. Setzen
wir schlieBllich wieder fiir y den Wert arctgx, so erhalten wir, da
cosy ==

>

Mta
d*(arctgz)  (n—1)!

de' YT

(128) Die Differentialkurven. Wir wissen, daB im rechtwinkligen
Koordinatensystem das Bild der Funktion y = f(x) eine Kurve ist;
daher mufl auch das Bild der ersten abgeleiteten Funktion y’ = f'(x)
eine Kurve sein; man nennt sie die (erste) Differentialkurve der
urspriinglichen Kurve. Ebenso ist das Bild der zweiten abgeleiteten
Funktion y’ = f’(x) eine Kurve, die zweite Differentialkurve usf.
Unter der nten Differentialkurve einer Kurve von der Glei-
chung y = f(x) versteht man das Bild ihrer nten Ableitung

- sinn (arctg x -+ %) .
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y™ = f0)(x). Bs ist zu erwarten, daB zwischen diesen Kurven enge
Beziehungen bestehen miissen, und daB sich aus der Ausgangskurve
die Differentialkurven eindeutig auf zeichnerischem Wege ermitteln
lassen miissen. Wir wollen dies néher untersuchen.

In Abb. 193 sei die mit y bezeichnete Kurve die Ausgangskurve
als Bild der Funktion y = f(x). Wir wollen jetzt zu einer bestimmten
Abszisse die Ordinate y’ der Diffe-

rentialkurve y’ = f'(z) konstruie- £

ren. Da y’ = tgep die Richtung y

der Ausgangskurve im Punkte P o

von der Abszisse x ist, konnen

wir folgenden Weg einschlagen. 7 7 X \

Wir gehen vom Punkte X um die -
Einheit nach links bis zum Punkte )
und legen durch ihn die Parallele
zu der in P an die Kurve y ge- Abb. 193.
zogenen Tangente, welche X Pin P’
schneiden mége; P’ ist ein Punkt der Differentialkurve y'; denn es
ist XP'=1-tgp =y

Wir kénnen so die Differentialkurve y’ punktweise konstruieren,
und erkennen ohne weiteres die folgenden GesetzméBigkeiten. Durch-
laufen wir die y-Kurve im Sinne wachsender x, so hat die y'-Kurve
positive Ordinaten, solange die y-Kurve steigt, negative Ordinaten,
solange die y-Kurve fillt. An denjenigen Stellen, wo die y-Kurve
einen Hochst- oder Tiefstpunkt hat, schneidet die y'-Kurve die Abszissen-
achse.

Aus der y-Kurve 148t sich in gleicher Weise die y'’-Kurve kon-
struieren usf.

Wir konnen nun folgende vier Typen des Verlaufs einer y-Kurve
unterscheiden, wobei sehr wohl an einer Kurve mehrere dieser Typen
auftreten konnen. [Vgl. die Abb. 194 unter a) bisd)]. Die Fille a) und b)

N

Abb. 194.

zeigen ansteigende y-Kurven, und zwar wéchst bei a) das Ansteigen,
wéhrend es bei b) abnimmt. Die y'-Kurven verlaufen daher, da die
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Tangentenrichtungen der y-Kurven in beiden Féllen positiv sind, ober-
halb der z-Achse, und zwar so, daB bei a) die y’-Kurve steigt, wihrend
sie bei b) fallt. ¢)und d) zeigen fallende y-Kurven ; die Tangentenrichtungen
sind iberall negativ, folglich verlaufen die g'-Kurven vollstindig
unterhalb der x-Achse. Da bei ¢) der Fall schwicher wird, muf3 sich
die y’-Kurve der z-Achse néhern, beim Typ d) dagegen von der z-Achse
entfernen. Nun leiten wir aus der 4/'-Kurve in gleicher Weise die 4''-Kurve
ab; sie muB bei Typ a) und c) oberhalb der z-Achse verlaufen, da die
y'-Kurve hier positive Tangentenrichtungen hat, bei b) und d) dagegen
unterhalb der z-Achse, da hier die y'-Kurve negative Tangentenrich-
tungen hat. Nun haben die y-Kurven im Falle a) und c¢) die Eigen-
schaft, daf ihre hohle (konkave) Seite in der Richtung der positiven
y-Achse liegt, daf sie in der Richtung der positiven y-Achse geéffnet
sind, wihrend im Falle b) und d) in Richtung der positiven y-Achse
die erhabene (konvexe) Seite liegt, die y-Kurven also in Rich-
tung der negativen Seite gedffnet sind. Daraus ergibt sich
der Satz:

Eine Kurve von der Gleichung y = f(z) ist in Richtung
der positiven Ordinatenachse gedffnet, wenn der zweite
Differentialquotient von f(x) positiv, dagegen in Richtung
der negativen Ordinatenachse geéffnet, wenn dieser ne-
gativ ist.

Durch diesen Satz ist die Bedeutung des zweiten Differential-
quotienten fiir den Verlauf der Kurve festgelegt. Bezeichnen wir
Typ a) und c) als konkav, b) und d) als konvex, so kénnen wir den
Satz auch so aussprechen: Im konkaven Teile einer Kurve ist ihr zweiter
Differentialquotient positiv, im konvexen Teile negativ. An einer
Stelle, wo die Kurve aus ihrem konkaven Verlauf in den konvexen
iibergeht oder umgekehrt, wo
die Kurve sich wendet, muf
folglich der zweite Diffe-
rentialquotient gleichNull
werden; einen solchen Punkt
nennt man Wendepunkt
(Abb. 195). Er hat die Eigen-
schaft, daf die Tangente in

Abb. 195. ihm nicht wie gewohnlich nur

auf einer Seite der Kurve ver-

lauft, sondern sie durchsetzt, von der einen Seite auf die andere

iibergeht ; die Tangente in einem Wendepunkte heift Wendetangente.

Die Eigenschaften der Wendepunkte konnen wesentliche Dienste fiir

die Festlegung der Gestalt einer Kurve leisten. Ein einfaches Beispiel
moge dies erldutern.
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x .
P
zu zeichnen. Wir bilden den ersten und den zweiten Differential-
quotienten:

Gegeben sei die Gleichung y = die zugehdrige Kurve ist

;1 —a? »_ 2% (2® — 3)
V=i VS @Ry

Die Gleichung der Kurve ist eine echt gebrochene rationale Funktion
von x; folglich mul} die Kurve die z-Achse als Asymptote haben [s. (32)
S.711. Da y das Vorzeichen dndert, wenn « es tut, ist der Nullpunkt
Mittelpunkt der Kurve, und die Kurve besteht aus zwei Teilen, von
denen der eine aus dem anderen hervorgeht, wenn man ihn um den
Nullpunkt um 180° dreht. Thren Groft- bzw. Kleinstwert erreicht
die Kurve, wenn a2 — 1 = 0 ist, also fir x = 4-1; ihre Wendepunkte,
wenn 2 (22 — 3) = 0 ist, also fir x =0, —{-VI)T, —]/g. Die folgende
Tabelle stellt die Koordinaten dieser Punkte und die zugehérigen
Kurvenrichtungen zusammen ; Abb. 196 gibt den rechten Teil der Kurve:

z y v Bez
0 0 1 0
1 3 0 P,
-1 —1 0
= | V3 1
ERN S I X
= V3 1
3 =y 8 Abb. 196.

Der Leser untersuche noch die folgenden Kurven, besonders auf
Wendepunkte und Maxima hin:
a) y=sinz 4+ $sin2z, b) y = cosx + %cos2z,

¢) y=sinz(l 4+ %cosx).
a) Max bzw. Min:

% 13 %n[‘——l@; Wendep.0]0;  #|0;  arccos (—-i—)‘j:%]/l_&
(129) Maxima und Minima. Bei unseren bisherigen Untersuchungen
iiber Hochst- und Tiefstwerte einer Funktion hatten wir uns immer
darauf beschrankt, diese Werte zu bestimmen, die Entscheidung dariiber
aber, ob der betreffende Wert ein Maximum oder Minimum ist, aus
der Natur der einzelnen Aufgabe getroffen. Jetzt konnen wir in allen
Fallen leicht und einwandfrei diese Fragen mathematisch beantworten.

. Bedingung fiir das Eintreten eines Groft- oder Kleinstwertes ist
zundchst, daB f (x) an der betreffenden Stelle gleich 0 ist [s. (19)

. Grofit- . konvex
S.38]. Da nun an der Stelle eines Kleinst- Wertes die Kurve konkav
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ist, so mull f’(z) an dieser Stelle ni%;:;;’ sein. Wir erhalten damit
den wichtigen Satz: P
Damit eine Funktion y = f(z) fiir einen Wert z = z, einen
Héchst- oder Tiefstwert hat, ist notwendig, daB f'(z,) gleich
Null wird;und zwar liegt ein Héochstwert vor, wenn f’(z,) <O,
ein Tiefstwert, wenn f'(x,) > 0 ist.
Es fragt sich noch, was eintritt, wenn f'’'(x,) = 0 wird; hiertiber

entscheidet der Wert von f'''(z,). Ist f'"(x,) 2= 0, so muB nach dem

Kleinst- .
GroBt- Wert besitzen. Daher

muf} f(x,) ein Terrassenwert der Funktion y = f(z) sein; der zu-
gehorige Punkt der Kurve y = f(x) muB ein Terrassenpunkt sein
[s. (25) S.55]. Ist auch f'(x,) =0, so muB man zur Entschei-
dung noch hohere Differentialquotienten heranziehen; und zwar gilt
der Satz:

Eine Funktion y = f(x) kann nur fiir einen solchen Wert z,
einen Hochst- oder Tiefstwert haben, fiir den ihr erster Diffe-
rentialquotient verschwindet. Um zu entscheiden, ob ein
Hochst-, ein Tiefst- oder ein Terrassenwert vorliegt, be-
rechnet man die hoéheren Differentialquotienten [’ (),

obigen Satze f'(z,) an dieser Stelle einen

F" (%), ..., bis man auf einen st68¢%, der fir x = z, von Null
verschieden ist. Ist er von ungerader Ordnung, so ist f(x,)
ein Terrassenwert der Funktion y = f(x); ist er von gerader

Ordnung, so liegt ein ?&Ziﬁt- Wert vor, je nachdem der be-

nst-

treffende Differentialquotient negabiv ;o 4 (s. Abb. 197).

positiv
- Beweis: Ist f®(x,) der erste fiir
" Y x = x, von Null verschiedene Differen-

tialquotient, so wollen wir annehmen,
- daB ™ (z,) > 0 ist. Dann muB § -9 (x,)
fiir x = x, eine steigende Funktion sein.

Da f®-Y(x) =0 sein soll, so muB
f®-2(x,) ein Kleinstwert der Funktion
f®-3 (x) sein. Da f®~2(x,) = 0 sein soll,

so muB f-3 (x,) ein Terrassenwert der
Funktion f®-%) (x) sein, so zwar, daB in
173, x = x, die Funktion f®-3) (x) steigt. Da
Abb. 197. auBerdem f®"-%(x,) = 0 ist, so muB
"9 (z,) ein Kleinstwert der Funk-

tion ™= (x) sein, ebenso wie f®~?(x,) (s. oben). Nun wiederholen
sich die SchluBfolgerungen derart, daB f®-%(z,), f® V(z,), - ..
Terrassenwerte, [®~9(x,), f®-¥(x,) Kleinstwerte der zugebérigen
Funktion sind. Ist z gerade, so mul also f(z,) ein Kleinstwert, ist da-
gegen n ungerade, so mul} f(z,) ein Terrassenwert der urspriinglichen

m=7)
7 1z)
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Funktionen sein. Nehmen wir f®(x,) negativ an, so bleiben die
SchluBfolgerungen die gleichen, nur daf es statt Kleinstwert tiberall
GroBtwert heifit.

Beispiele. a) Die Funktion y = 22(1 — x) hat den Differential-
quotienten y' = 2% — 32?; setzen wir ihn gleich Null, so erhalten wir
@, = 0, x, = %; hierzu y; = 0, y, = v . Der zweite Differentialquotient
lautet 4y’ = 2 — 6x; also ist y} = 2, y; = —2. Demnach tritt fir
x =0, y =0 ein Kleinstwert und fiir x = %, y = % ein GroBtwert
der Funktion ein. Bestitigung durch Zeichnung!

b) y=ate®, y =2ze?—2te =0, =z =0,

5,=2, $=0, h=—, ¢ —e*2—dztad),

e2

Y= +2>0), W=—2<0;  alsoist
y, = 0 ein Kleinstwert; ¥, = ":;2 ein Groftwert.

Untersuche auch die bisher behandelten Maxima-Aufgaben darauf-
hin, ob jeweils ein Hochst- oder Tiefstwert vorliegt!

¢) y = 2*" hat fir =0 einen Tiefstwert, y = 2*"*' hat fir
z = 0 einen Terrassenwert. Beweis!

d) y = 2% + 2cosz; y =2x —2sinx =0 gibt =0, y=2;
fir x =0 wird aber ¥’ =2 —2cosx =0, y" = +2sinz=0,
" = 2cosx = 2. Der erste nicht verschwindende Differentialquotient
ist also von gerader Ordnung, auBerdem positiv; folglich ist y =2
ein Tiefstwert der Funktion. (Bild!)

e) Zeige, daB y = x — sinz fir = 0 einen Terrassenwert hat!

(130) Die Kriimmung einer Kurve. Wir kehren zu der Untersuchung
von Kurven zuriick. Wir haben anfangs die Kurven punktweise
konstruiert; einen wesentlichen Fortschritt bedeutete es, als wir lernten,
Tangenten an die Kurven zu legen ; wir tun jetzt einen weiteren wichtigen
Schritt, indem wir in einem Punkte an eine Kurve den Kriimmungs-
kreis legen. Hat die Tangente mit der Kurve zwei unendlich benach-
barte Punkte gemeinsam, so haben Kurve und Kriimmungskreis mit-
einander sogar drei Nachbarpunkte gemeinsam; der Kriimmungskreis
schmiegt sich der Kurve also noch enger an als die Tangente, so daf durch
seine Konstruktion die Gestalt der Kurve an der betreffenden Stelle
wesentlich genauer wiedergegeben wird.

Durch drei Punkte ist stets ein Kreis bestimmt. Wahlen wir also
auf einer Kurve drei Punkte P, P’, P", so kénnen wir durch sie einen
Kreis legen, der die Kurve in diesen Punkten schneidet. Da mit
jedem Uberschneiden ein Ubertritt des Kreises von einer Seite der
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Kurve auf die andere verbunden ist, so muBl der Kreis beim Verlassen
des dritten Punktes auf der anderen Kurvenseite laufen als vor Er-
reichen des ersten Punktes. Lassen wir die beiden Punkte P’ und P”
ndher und néher an P riicken, so dndert auch der Kreis seine Lage
und GréBe; er nimmt schlieBlich eine ganz bestimmte Lage und Grofle
an, wenn P’ und P’’, auf der Kurve wandernd, in unendlich benachbarte
Lage von P gelangt sind. Der Kreis, der sich in diesem Grenzfalle
ergibt, heift der Kriimmungskreis der Kurve im Punkte P, sein
Mittelpunkt der Krimmungsmittelpunkt, sein Halbmesser der
Krimmungshalbmesser; den reziproken Wert des Kriimmungs-
halbmessers bezeichnet man als die Kriimmung der Kurve im Punkte P.
Aus den oben angefiihrten Griinden mufl der Kriimmungskreis die
Kurve in P durchsetzen, d. h. er muB3 auf der einen Seite an sie heran-
treten, um sie auf der anderen Seite wieder zu verlassen. Ausgenommen
hiervon ist der Fall, da} Kriimmungskreis und Kurve noch einen
vierten Punkt miteinander
gemeinsam haben; hiervon
soll spater die Rede sein.
Wiegelangenwirnunana-
lytisch zu diesem Kriim-
mungskreise ? In Abb. 198
sei die Kurve y = f(«) dar-
gestellt; P(z|y) seiein Punkt
auf ihr, P'(z +dz|y + dy)
sei sein Nachbarpunkt. Ein
Kreis, der durch P und P’
gehen soll, muB seinen Mittel-
Abb. 198, punkt auf der Mittelsenk-
rechten von PP’ haben. Die
Mittelsenkrechte von PP’ geht aber, da P’ unendlich nahe an P liegen
soll, PP’ also Tangente an die Kurve im Berithrungspunkte P ist, in
die zu P gehorige Normale der Kurve iiber. Nennen wir die Koordi-
naten des zum Kurvenpunkte P gehérigen Kriimmungsmittelpunktes M &
und #, so miissen diese die Gleichung der Normalen erfiillen. Nach 36)
S. 324 besteht also die Gleichung

§—x4+m—y) -y =0. a)

Da schlieflich der Kriimmungskreis auch durch die beiden Nachbar-
punkte P’ und P’ der Kurve y = f(x) gehen muB, muB M auch auf
der Mittelsenkrechten von P’P”’, d.h. auf der Kurvennormalen in P’
liegen. Nun hat P’ die Koordinaten z -+ dz und y 4 dy, wobei
y+dy=f(x +dx); ferner hat die Kurve in P’ die Richtung ¢y’ + dv/,
wobei y' + dy' = f'(®),,4, ist. Folglich miissen die Koordinaten
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von M auch die Gleichung der Nachbarnormalen #' zu =, d.h. die
Gleichung
E—(x+da)y+(n—(y+dy) (¥ +dy)=0 b)
erfiillen.
In a) und b) haben wir zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung
der beiden Unbekannten & und % erhalten; ziehen wir a) von b) ab,
so fallt & weg, und es ergibt sich fiir 4 die Gleichung

—dz 4+ dy —y-dy —y'dy —dy-dy =0,
aus der nach Division durch dx folgt
ay’ dy ,  dy dy’
—lty gy =y =V g — Ay gy = 0.

Das letzte Glied ist unendlich klein gegeniiber den iibrigen Gliedern.
Da weiter

dy o dy o

de =Y o Y
ist, so konnen wir diese Gleichung auch schreiben

—l+m—9y -y —y>=0.
Aus ihr ergibt sich

1 2 .
n=y+ J;,,y : 432)
Setzen wir diesen Wert in a) ein, so erhalten wir
1 /2 ,
E—ua+ %}y— Yy =0
und hieraus
1 /2 ,
[N b Y 43D)

Y
43a), b) geben die Koordinaten des Krimmungsmittelpunktes;
wir sehen, dall bei ihrer Berechnung auch der zweite Differential-
quotient eine wesentliche Rolle spielt. Zur Ermittlung des Kriim-

mungshalbmessers ¢ erinnern wir uns der Formel 10a) §.291;
nach ibr ist

P=¢ -2+ n—y2= (_ﬁ }j*”y’z y,>2 4 (1 +/,y/z>2

Yy Yy
1 _I_ y’2 2 , 1 + 7 2Y3
also
T3
o — V1! e~ 44)

Soll fiir die Wurzel nur der absolute Wert gelten, so erkennen wir,
daB das Vorzeichen von ¢ mit dem von g” ibereinstimmt. Da wir
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unter der Kriimmung einer Kurve den reziproken Wert des Krim-
mungshalbmessers, also den Ausdruck

1 y” ’

Ot )
verstehen wollen, haben wir jetzt gefunden, dafl die Kriimmung
an allen Stellen positiv ist, wo die Kurve in der positiven
Richtung der y-Achse konkav, dagegen an allen denjenigen
Stellen negativ ist, wo sie in dieser Richtung konvex ist.

Zu dem Ausdrucke fiir den Kriimmungshalbmesser kénnen wir

noch auf einem anderen Wege gelangen. Ist ¥ der Richtungswinkel
der in P gezogenen Tangente ¢ (s. Abb. 198), ¢ 4 d¥ derjenige der
in P’ gezogenen Tangente ¢/, so ist, wie man leicht erkennt, der Winkel
PMP’ = d¥; er ist der Mittelpunktswinkel des Kreisausschnittes P.M P’
der den Halbmesser ¢ und den Bogen PP’ = ds hat, folglich ist

ds
ds = pd? oder 0= 75"
Nun ist nach Formel 47) in (89) ds = ]/ 1+ y2-da; ferner ist
& = arctgy, also %’L, = 1—_%75 ,
demnach y Y Y
. Y
und folglich
_ds__}_+2//23~V1+7J/23
=g~ 1y;— = v
wie oben. da

Die Anwendung des Kriimmungskreises soll jetzt an dem Beispiele
der Parabel gezeigt werden (Abb. 199). Ihre Gleichung sei 42 = 2px;

es ist also
2

e /"“‘——. I: p :}L. ”:'—~p~- :__P_
y_lsz’ ¥ ]/m _7/’ Y yz ,7/ ys
(Kettenregel!). Also ist
"W 7 p?
/ v Tty Y
TN fTgy T Ty TP T3y
P/ 7 Yy
~ =p+4 3z,
/\ € 1+%2 3
X\S Eousyt T e
y3
(3
A

Abb. 199. N TP
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Da die Subnormale der Parabel nach (120) S.325 s, = p ist, so ist

sz + 2 = n gleich der Normalen, und es ist

n3
Q= e
Diese Formel liefert fiir den zu P gehérigen Kriimmungsmittelpunkt
der Parabel die folgende einfache Konstruktion. Man zeichnet in P
die Normale PN = n (XN = p), errichtet in N auf n das Lot, das
den durch P gehenden Durchmesser in @ schneidet, und errichtet in @
auf diesem das Lot, das # im gesuchten Kriimmungsmittelpunkte M
2
schneidet ; es ist nimlich PM: PQ = PQ: PN = PN:XN, also PQ = %
demnach
nt n®
Fiir den Scheitel der Parabel versagt diese Konstruktion; doch 1aft
gich fiir ihn der Kriimmungsmittelpunkt viel einfacher finden. Fiir
den Scheitel ist x =0, ¥y =0, also £ = p, n =0, ¢ = —p; der zum
Scheitel gehérige Kriimmungsmittelpunkt S liegt folglich auf derParabel-
achse und hat vom Scheitel den Abstand OS = p.

(131) Da zu jedem Kurvenpunkte ein Kriimmungsmittelpunkt gehort,
mub} die Gesamtheit der Kriitmmungsmittelpunkte eine Kurve ergeben;
sie heiBt die Evolute zur gegebenen Kurve; umgekebrt nennt man
die urspriingliche Kurve eine Evolvente zum geometrischen Orte ihrer
- Kriimmungsmittelpunkte. Zwischen Evolvente und Evolute miissen
naturgemdf enge Beziehungen bestehen; wir wollen die wichtigsten
unter ihnen ableiten. .

Der Punkt M der Evolute (Abb.198) ist der Schnittpunkt der
beiden Nachbarnormalen # und %’ der Evolvente; der Nachbarpunkt M’
der Evolute ist dann der Schnittpunkt der beiden Nachbarnormalen n’
und #'" der Evolvente. TFolglich enthélt die Normale n’ der Evolvente
die beiden Nachbarpunkte M und M’ der Evolute; »’ mufl daher Tan-
gente an die Evolute sein: Die Normalen der Evolvente sind
zugleich Tangenten an die Evolute; die Normalen der Evol-
vente umhiillen die Evolute. Hieraus folgt sofort eine weitere
Beziehung zwischen beiden Kurven: Man denke sich in M einen in
der Normalen #» liegenden straffgespannten Faden befestigt, dessen
Endpunkt mit P zusammenfallt, und drehe diesen um M um den
Winkel ¢ in die Lage »’; dann wird der Endpunkt mit P’ zusammen-
fallen; auBerdem wird der Faden jetzt durch M’ gehen. Nun denke
man wieder um M’ eine Drehung um den Winkel d¢’ ausgefiihrt in
die Lage n”/, der Endpunkt wird jetzt nach P’ gelangen usf. Wir
kénnen daher die Evolvente aus der Evolute folgendermafien ent-
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stehen lassen: Wir wickeln auf der Evolute einen Faden auf; sein End-
punkt beschreibt hierbei die Evolvente. Wir kénnen den Faden auch
ersetzen durch eine Gerade, welche auf der Evolute, ohne zu gleiten,
sich abwalzt; irgendein Punkt dieser Geraden beschreibt bei dieser
Bewegung eine Evolvente. Wir sehen hieraus, daB, wihrend es zu
einer Evolvente stets nur eine Evolute gibt, eine Evolute unendlich
viele Evolventen besitzt; denn jeder Punkt der sich auf der Evo-
lute abwilzenden Geraden beschreibt eine Evolvente. Alle diese Evol-

Abb. 200.

venten haben die Normalen gemeinsam ; irgend zwei derselben schneiden
auf jeder Normalen das gleiche Stiick ab, das gleich dem Abstande der
beiden sie beschreibenden Punkte der abgewilzten Geraden ist. Die
unendlich vielen Evolventen einer Kurve bilden eine Schar von
Parallelkurven (s. Abb. 200: Parallelkurven der Parabel).

Aus der Darstellung der bewegten Geraden folgt sofort eine weitere
Eigenschaft der Evolvente. Trifft nédmlich der diese beschreibende
Punkt auf der Evolute auf, so dafl er der augenblickliche Berithrungs-
punkt der Geraden wird, so wird er im nichsten Augenblicke sich
wieder von der Evolute entfernen, und zwar nach derselben Richtung,
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von der er gekommen ist. Da seine Bewegungsrichtung an dieser Stelle
senkrecht zur Evolute ist, so mufl die Evolvente hier eine Spitze,
einen Rickkehrpunkt besitzen: An den Stellen, wo die Evol-
vente senkrecht auf die Evolute auftrifft, besitzt die Evol-
vente eine Spitze.

Die angefiithrten Beziehungen zwischen Evolvente und Evolute, die
wir auf Grund rein geometrischer Betrachtungen gefunden haben,
lassen sich auch auf analytischem Wege finden, wenn man die
Gleichung der Evolute einer Kurve kennt. Wir haben sie schon
aufgestellt: es sind die beiden Gleichungen:

L+y2

1+y?
y//_'y: 77:?/+

y//
Die Form der Gleichungen erinnert an die Parameterdarstellung
[s. (113) 8. 308f.]. Bedenken wir, daB y, ', y'" Funktionen von z sind,
so kann man sagen: Die Gleichungen 43) stellen & und % durch den
Parameter « dar. Es fragt sich nun, ob man an Stelle der beiden
Gleichungen 43) durch Elimination des Parameters nicht auch eine
einzige parameterfreie Gleichung fiir die Evolute finden kann. Es
leuchtet ohne weiteres ein, dafl die Beantwortung dieser Frage in dieser
allgemeinen Fassung Schwierigkeiten bereitet. In bestimmten, besonders
einfachen Fillen 146t sich die Gleichung der Evolute auch ohne Para-
meter darstellen. Greifen wir beispielsweise die beziiglich ihrer Kriim-
mungsverhiltnisse in (130) S. 350 behandelte Parabel y2 = 2px heraus
(Abb. 199). Fir die Koordinaten des Krimmungsmittelpunktes haben
wir dort gefunden:
3y ¥
f=pt3r=p+ty., 91=—p5
Das sind die Parametergleichungen der Evolute der Parabel; der Para-
meter ist allerdings nicht die Abszisse x, sondern die Ordinate y des
Parabelpunktes, was aber unwesentlich ist. Wir eliminieren aus den
beiden Gleichungen y, indem wir schreiben

f=u—

43)

y=3r¢E—n, ¥=—97
oder
¥ = S p* (& — p)P =p'p?,
woraus sich ergibt
8
2 —_° (& p)3,
1= g7, & — )
Verlegen wir das Koordinatensystem (Parallelverschiebung!) nach dem

Punkte 8 (Abb.199) (£ =1t + p, # =Y), so nimmt die Gleichung
der Parabelevolute die Form an

8 /8
Y= grpedt oder  p=Jg b,

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 23
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Wegen des Exponenten 4, den x trigt, nennt man die Kurve die semi-
kubische (halbkubische) Parabel; sie trigt auch den Namen Neilsche
Parabel [s. a. (89) S. 238].

Macht man die Achse der Parabel zur Ordinatenachse, ihre Scheitel-

2
tangente zur Abszissenachse, so lautet ihre Gleichung y = 2% und

die Gleichung ihrer Evolute 8(n — p)3 — 27p22 = 0, ein Krgebnis,
das man durch einfaches Vertauschen der Abszissen und Ordinaten aus
der obigen Gleichung erhilt. Wesentlich verwickelter ist die Beantwortung
der Frage nach der Evolute der allgemeinen Potenzkurve, deren
Gleichung ¥ = a - " lautet. Man kann zwar verhidltnisméfBig einfach
den Kriimmungsmittelpunkt auf zeichnerischem Wege finden!); doch
bereitet die Aufstellung der parameterfreien Evolutengleichung ele-
mentar-mathematische Miihen, die um so gréBer sind, je héhere Werte n
annimmt. Will man beispielsweise fiir die Kurve von der Gleichung

y :%Z die Evolute ermitteln, so gelangt man zu der Parameterdar-

stellung
X

1
5:2—1)4(})4_9%4)’ 77:6p2$(15m4+p4)’

aus der man durch Eliminieren von x die parameterfreie Gleichung
gewinnt:

8748&m5+ 9375 p2 £+ 20250 p2 £29p2 — 729 p2y*t— 4800 p* £ 4256 p° =0 .
Fir die Kurve y = %: ist die Gleichung der Evolute in Parameterform

£— 2 16 «7 _2890?”—}—”11‘7‘7
=3T3 1= T12ptar

und in parameterfreier Form:
QU6.33 227 _ 773 ES _ 26.3. 58 iy — 211.3.5. 72 p3 L2t
_2161)3176_*_24.34,731)65277+211,33p6173_24_36p9:0_

Wer Lust und Zeit hat, moge das Ergebnis nachpriifen. Abb. 201a, b
zeigt die beiden Kurven
x? xt

y=i1% bzw. y=—
mit ihren Evoluten.

(132) TUnter dem Scheitel einer Kurve versteht man einen Punkt
der Kurve, in welchem die Kriimmung einen Hochst- oder Tiefstwert
und damit auch der Kriimmungshalbmesser einen Tiefst- oder Héchst-
wert annimmt. Besitzt die Kurve Symmetrieachsen, so mufl wegen
der Symmetrie jeder Schnittpunkt der Kurve mit diesen Achsen ein

) 8. u. a. Ebner: Technische Infinitesimalrechnung.
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solcher Scheitel sein. Daher heifit auch der Schnittpunkt der Parabel
mit ihrer Achse ihr Scheitel. Indessen brauchen durchaus nicht alle
Scheitel einer Kurve auf ihren Symmetrielinien zu liegen. Betrachten

wir beispielsweise die soeben behandelte Kurve y = ;CTZ (Abb. 201 a)!

In O ist die Kriimmung gleich Null; sie nimmt mit wachsendem z
zuerst zu, muB aber spiter wieder abnehmen, da, wie die Anschauung

F7

Abb. 201 a. Abb. 201b.

AN

lehrt, fiir sehr groBes z die Kurve wieder flacher verlduft, die Kriimmung
sich also wieder dem Werte Null nahert. Nun hat die Parabelevolute
fiir den Parabelscheitel eine Spitze; ebenso zeigt die Evolute der Kurve

Yy = %35 eine Spitze. Dieser Umstand ist ganz allgemein das Merkmal

fiir einen Scheitel der Evolvente: Einem Scheitel der Evolvente
entspricht stets eine Spitze der Evolute. Dieser Satz be-
weist sich aus den beiden Tatsachen, daB die Tangenten der Evo-
lute zugleich die Normalen der Evolvente sind, und daB im Scheitel
der Kriimmungshalbmesser entweder ein Maximum oder ein Mini-
mum ist.

Welches sind nun die analytischen Bedingungen fiir den Scheitel ?
Wir haben gefunden, daf3

i

a+97)

_ 44)
Q . y//

sein muB; durch 44) ist o mittelbar als Funktion von wx dargestellt.
Nimmt ¢ einen Hochst- oder Tiefstwert an, so tut es auch
1 /2\3
92 = ( +//yz )_ .
Y
23*
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Es muB fiir einen Scheitel folglich
de*
= =0

sein. Differenzieren wir nun ¢® unter Beriicksichtigung der Tatsache,

daB dy dy”

dz Y dx —

ist, nach z, so erhalten wir

d 2 ’ 7 75 77 4 7”7
I Ly (=D oy Y (A Y2y
_ 20+ ¢ @Yyt —(A+y7)-y")
- yus °

Damit der Differentialquotient Cfl—é;z verschwindet, muf} die zweite
Klammer des Zahlers gleich Null werden, da 1 4 y'2 fiir jeden Wert
von y >0 ist. Wir bekommen demnach als Bedingung fiir den

Scheitel der Kurve die Gleichung

3y yr=Q0+y2y". 45)
In Weiterfithrung unseres Beispiels y = xz erhalten wir
P
’ 3 a? 7’ 6z 1 6
= ? > y - F > ?/ = ? »

also fiir die Abszisse des Scheitels der Kurve Abb. 201 a die Gleichung
3 a? 367952 . p4 492 6

et Tt TP
_ P
V45

Folglich sind die Koordinaten des Scheitels

3.

und hieraus

g — i/pﬁ ~0386p, Y= 41’5 -1/45 ~0,0576 p .

Hieraus ergeben sich die Koordinaten der dem Scheitel entsprechenden
Spitze 3 der Evolute zu

£y = 2P ~0,154p, nz:%piﬂﬁm(}ﬁ%‘p.
5V45

Zeige, daf} die Kurve y = ;—: den Scheitel

B B

V56 | 4149
und seine Evolute die Spitze

2v2 |7

iz, [T,
hat! (Abb. 201b.) VT
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Wo liegt der Scheitel der Kurve y = ¢ ? (-—%1112[%]@) (Omin =3 V3).
Wo liegt der Scheitel der Kurve y = Gina? (0,8814|1) (omn= 313).
Wo liegt der Scheitel der Kurve y = Iga?
(Gleichung: 3tgéx + Stgter — 2tg2x — 2 =10
oder 2sin®x — 3sintx — 4sin2z + 2 =0),
0,69370|0,83158, Omin = 5,3941.
(133) Stellen wir uns die Ergebnisse unserer Betrachtungen zusammen,
so erhalten wir fiir eine Kurve, deren Gleichung im rechtwinkligen

Koordinatensystem die Form hat y = f(x), und fiir den Punkt
Py (2] yo = f(x,)) als Gleichung der Tangente:

Y— Y = Yo (&— %)
als Gleichung der Normalen:

& — x + Yo(¥ — Yo) = 03
als Liange der Subtangente:

Yo
S = 7>
Yo

Subnormale: s, = ¥, * ¥,
Tangente: { = Z&I Vmé )
0
Normale: n = y, sz’

als Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes:

14y
7 Y0 » N =Y+
0

als Halbmesser des Kriimmungskreises:
_ )
v o

Die Abszisse der Hochst- und Tiefstpunkte ist zu bestimmen aus
der Gleichung %" = 0. :

Die Abszisse der Wendepunkte ist zu bestimmen aus der Gleichung
yll — 0.

Der Inhalt der durch die Kurve, die Abszissenachse und die zu
x = x, und x = x, gehoérigen Ordinaten begrenzten Fliche

14 9® .
Sl L

Yo

"S:xo_

@
Fﬁfzify-dfc.

Die Lange des von den Punkten P, (x,|y,) und P,(x,|y,) begrenz-
ten Kurvenstiickes ist

sﬁl :fl/ffy’g dx .
Zy
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Hierzu kommen noch die Formeln, die das statische Moment, das
Tragheitsmoment, den Schwerpunkt der Fliache F?: oder der Kurve s7:,
die Oberfliche oder den Inhalt des durch Rotatlon von F7: oder s’z
entstehenden Drehkérpers liefern; hiertiber s. u. II, § 8, 'S. 247 ff
Alle diese Betrachtungen sollen jetzt zusammenhéingend an dem Beispiele
der gemeinen Kettenlinien durchgefithrt werden.

_Die gemeine Kettenlinie hat die Gleichung

Wz
' yza@Df% oder y:§(e“‘+e “),

Es ist die Kurve, in welcher ein homogenes, vollkommen elastisches
und biegsames Seil von unendlich kleiner Dicke durchhingt, wenn

N/

\&
VA

Abb. 202.

es an zweien seiner Punkte festgehalten wird. @ ist der Parameter
der Kettenlinie. Da Cof (—u) = Coju ist, so liegt die Kettenlinie sym-
metrisch zur y-Achse; diese Symmetrielinie heiflt die Achse der Ketten-
linie; sie schneidet die Kurve im Punkte 4 (0|a), dem Scheitel der
Kettenlinie. Abb. 202 zeigt einen Teil der Kurve; man erhilt die
Koordinaten von Punkten mit Hilfe einer Tafel der Cof-Funktion.
Da

y ~@m~—l/(§o %— :Vy_za_‘g_z
[s. (58) 8.150] ist, so ergibt sich fiir die Konstruktion der Tangente
das folgende Verfahren: Wir schlagen iiber der Ordinate X P den nach
dem Scheitel zu liegenden Halbkreis und um X mit o den Kreisbogen,
der diesen in 7' schneide; dann ist 7P die zum Beriihrungspunkte P
gehérige Tangente. In der Tat ist << 7X P = ¢, wenn ¢ der Neigungs-
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winkel der Tangente ist; denn nach Konstruktion ist

PT _Vy—a

gy =37 =
Ferner ist xr ¢
x oy
Yy =— @,Di — =5,
daher @ @
(l + Gin? >
Q=
- an——
Da nun die Normale @

T /T T x 2
n=PN=y'1/1+y’2=y‘V1+@in2%=y@oi%=%

ist, so ist ¢ =n. Um also den Kriimmungsmittelpunkt T fir
den Kurvenpunkt P zu erhalten, brauchen wir nur die Lénge n = PN
der Normalen von P aus nach der anderen Seite auf der Normalen ab-
zutragen; ihr Endpunkt ist TT.

Die Gleichung der Evolute ergibt sich zu

(1 + Gin a) . (1 + @in2%>a
b=z — 6111 , n=aloj—+ —p
Goi# @of;
oder
@ . o5& . x
§———x—§@m2—a—, = )a@ofg

Der zum Scheitel 4 gehorige Kriimmungshalbmesser ist g, = a; der
Kriimmungsmittelpunkt A also leicht zu finden.

Der Inhalt der von der z-Achse, der y-Achse, der Kettenlinie und
der zur Abszisse z gehorigen Ordinate begrenzten Fliche OXPA ist

x

F= f a- Gof > do = a? [@in%}: = a? Gin-

0
= ]/@012% —1=aly—a*;
er ist also doppelt so groB als der Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks PTX

oder gleich dem Inhalte des Rechtecks PTX7T". Die Linge s des Kurven-
stiickes AP ist

z T
s :ﬂ/l + @im% dx ”—‘—/@07% de = a {@m%}z = a@m%
0 0

=a V@ZMZ% 1— V2 — a?.

Der Bogen ist also gleich der Strecke PT'.
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Der Punkt 7' liegt demnach auf der Kurve, die wir erhalten, wenn
wir einen Faden derart an die Kettenlinie legen, daB sein Endpunkt
in 4 liegt, und ihn — straff gespannt — von der Kettenlinie abwickeln;
der Endpunkt beschreibt dabei diese Kurve. Dann mufBl aber nach
den Ausfithrungen von (131) die Kettenlinie die Evolute dieser Kurve,
also die Kurve eine Evolvente der Kettenlinie sein. Da 7'P Normale
zu dieser Kurve in 7', also X7 Tangente an sie sein muB, da ferner
XT = @ ist, so hat die Kurve die Eigenschaft, daB die Linge ihrer
Tangente konstant ist. Bs ist demnach die nimliche Kurve, die wir
in (115) S.315 behandelt haben: die Huyghenssche Traktrix.
Hiernach kann man sich diese Kurve auch auf folgende Weise ent-
standen denken. Bewegen wir einen Stab von der Linge X7 = a
so, dall der eine Endpunkt auf einer Geraden x gleitet, so wird der
Stab nachgeschleppt, und der andere Endpunkt 7' beschreibt die
Huyghenssche Traktrix; aus dieser Bewegung heraus erklirt sich
auch ihr Name (Traktrix = Schleppkurve). Sind die Koordinaten von 7'
t und Y, so ist

t=2-—asing, Y =acosp;

. a .
nun ist cos¢ =’ also ist

_— 2
r=w——Ypr—a, p=°2
Y y
oder x o
g:x’“a’zg};y t): Ql;
Eof—
a
Parametergleichung der Traktrix. Bs ist demnach

v _a  oow_ Ja—p
@(’17-9’ XW—="—,

folglich ist die parameterfreie Gleichung der Traktrix

, x:a%%%ﬁ

r=a- Q'(L‘(SDT% — ]/Ef: 't)zr ;

das ist, vom Vorzeichen abgesehen, die nimliche Gleichung wie die
in (115) auf S. 315 gefundene.

Lange Zeit war man der Meinung, da8 ein Seil in der Gestalt einer
Parabel durchhinge; die wahre Gestalt der Kettenlinie wurde erst
ziemlich spat erkannt; es diirfte daher wertvoll sein zu untersuchen,
wie grofl der Fehler ist, den man begeht, wenn man die Kettenlinie
durch die Parabel ersetzt, welche sich ihr am engsten anschmiegt. Wir
miissen zu diesem Zwecke von den beiden Kurven fordern, daB sie
die Achse, den Scheitel und die Kriimmung im Scheitel gemeinsam
haben. Die Parabelgleichung muB8 demnach von der Form sein

Y = ¢y + cy%;
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da fiir =0 y = a sein soll, ist ¢, = a. Die Parabel y = a -+ c,2?
hat nun im Scheitel den Kriimmungsradius

o {(1—}—(202:8)2)%} 1
= 202 m:O_ —2_0; ’
daher mul 1 1

sein, und die Gleichung der Ersatzparabel lautet
x2
=a + % .

Zum Vergleiche sind in der folgenden Tabelle fiir eine Reihe von Ab-
szissen die zugehérigen Ordinaten der Kettenlinie und der Ersatz-
parabel berechnet und der ermittelte Fehler sowohl absolut als auch
verhdltnismaBig angegeben:

z= 0 0,2a 04da 0,6a 0,8a 1,0a 1,2a l4a
y-Kettenlinie a 11,0201 @|1,0811 @|1,1855a|1,3374 ¢|1,5431 a|1,8107 ¢|2,1509 a
y-Parabel . . a 11,0200|1,0800(1,1800 {1,3200 a|1,5000 &|1,7200 ¢{1,9800 a
Fehler 0 10,0001 a|0,0011 &|0,0055 @|0,0174 @|0.0431 ¢|0,0907 ¢|0,1709 a
FehlerinProz. | 0 | 0,008 | 0,102 | 0,466 1,31 2,80 5,28 7,96
r= 1,6a 1,8a 2,0a 2,2a 2,40 2,6a 2,8a
y-Kettenlinie . . . 12,5775a|3,1075a|3,7622 a|4,5679 ¢ |5,5570 a|6,7690 a|8,2527 a
y-Parabel . . . . |2,2800|2,6200 a|3.0000 a|3,4200 a|3,8800 a|4,3800 24,9200 o
Fehler . . . . . . 0,2975 @|0,4875 ¢.|0,7622 a|1,1479 ¢|1,6770 2|2,3890 |3,3327 a
Fehler in Proz. . .| 11,7 15,7 20,3 25,1 | 30,2 35,3 40,4

Von praktischer Bedeutung ist die folgende Aufgabel): Ein Seil
habe die Linge 2s und sei an zwei Punkten P, und P, aufgehingt,
deren Hohenunterschied 2% und deren wage-
rechter Abstand 2b betrage; das Seil héngt
in einer Kettenlinie durch, deren Parameter a
und deren Scheitel 4 ermittelt werden sollen
(Abb. 203). Als y-Achse sei eine Parallele
zur Achse der Kettenlinie, als x-Achse eine
Senkrechte zu ihr genommen; die Lage des
Koordinatenanfangspunktes mdége noch un-
bestimmt gelassen werden. M (2,|ym) sei
der Mittelpunkt der Strecke Py(z|y,), Abb. 203.
P,(%y|y;). Dann gelten die Beziehungen:

Xy =Ty — b, y1=ym——h, $2=$m+lb, y2:3/m+h-

Julius Springer 1924.
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Ist ¥y = a@of % die Gleichung der Kettenlinie, so ist mithin

ym—h:a(&ofx’"T_b, ym+k—a(5,ofx +b a)
aullerdem muf} sein
2s = a(@in x’"; b @inx"‘a_ b). b)
Durch Subtraktion der beiden Gleichungen a) erhilt man
21— a(Gof = 12 — o Z 7). ¢)

b) und c) lassen sich umformen zu
aGf 2 Gt =5, aGinGnr =1 a)

[s. (68) S.150], aus denen man durch Quadrieren und Subtrahieren
erhalt

b

Gin— -
.o b /g2 — ]2

a® Gin? " = g% — 2 oder I—bl = lﬁ—b‘—l/— . 8)

a
e) ist eine in % transzendente Gleichung, aus der sich durch An-

ndherung % und damit o ermitteln 1a6t. Dividiert man die beiden

Gleichungen d) durcheinander, so erhédlt man

T b
W=7
und daraus die Abszisse von M:
o = 0 W Tg . f)
Die Addition der beiden Gleichungen a) liefert
20 _a@ﬂ +@fm+ﬂ_aa@ﬂ“i—

und in Verbindung mit der ersten Gleichung von d) die Gleichung
b
m = § @tg ' g)

wodurch auch die Ordinate von M und damit die Lage des Koordinaten-

systems festgelegt ist. Die gestellte Aufgabe wird demnach durch die
Gleichungen e), 1), g)

enl
@ 2 — h? k b
? :lém—, Ty = aWArTg—, Ym = sCtg—

L2
a

geldst.
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Zahlenbeispiel. Das Seil habe die Linge 2s = 34 m; ferner sei
b=14m, h = 8m. Nach e) ist

by\__ .. b 5 b
f(——):@m;—l—-z—(),

a

die Newtonsche Methode gibt

f’(i>z@oi% —1,07143;

a

der Loésungsweg ist aus der folgenden Tabelle ersichtlich:

% 1 1 078 | 0,676 | 0,641 | 0,6481
f(—Z«) | 0,1038 | 0,0258 | 0,0058 | — 0,0010| 0,0000
1
/(-Z-) | 04717 | 02485 | 0,1659 | 0,1412
5 102 | o0l04 | 0035 |- 00071

Es ist demnach

206481, also a=216lm;

folglich nach f)

Xy = 21,61 m - ArTg 0,4706 = 21,61 m - 0,5108 = 11,04 m
und nach g)

Yn = 17Tm:3g0,6481 = 17m:0,5704; 9, = 29,80m.
Abb. 204 zeigt die Lage des Seiles.

Ist & =0, d. h. liegen die beiden Aufhingepunkte P; und P, gleich
hoch, so geht e) iiber in

)
b U
@m; s /
_— = e’) A

i b 207

a

704
AuBlerdem 148t sich in diesem Falle der

Aufhéngewinkel «, d. h. der Winkel, ; " z
unter welchem in den Aufhingepunkten Abb ;i 2m

das Seil gegen die wx-Achse gerichtet ist, T

bequem bestimmen; es ist ndmlich (s. Abb.202), da hier ¥, = 9, = ¥,
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Setzen wir wieder s=17m, b =14m, dagegen A= 0, so gestaltet
sich die Rechnung folgendermaflen:

b b ‘ b b\ b ﬁ
f&);@mz —12143. 2, (~):(&of; — 1,2143.

a
b b
— 1 L119 | 11006 |1,1002) — =1,1002, a=1273m
/ <%) L 0,0391 |+ 0,0088| -+ 0,0002|0,0000| y,, = 21,24 m
(2 ; 0,3288| -+ 0,4799| -+ 0,4550 = L1 o502
f(? | 09288 10, ’ O8% = Gof1,1002 T 1,6688
3 —0,119 |+ 0,0184, - 0,0004 o = 53° 11" (Abb. 205)

Hat das Seil das Gewicht 2s-7y,
wobei y das Gewicht der Léangenein-
heit bedeutet, so wird auf die beiden
in gleicher Hohe liegenden Authénge-
punkte P, und P, vom gegenseitigen
Abstand 2b eine Zugkraft ¢ ausgeiibt,
die die Richtung des Seiles in P; bzw.

Abb. 205. . P, hat und deren vertikale Komponente
V=s-yist. Da G und V den Winkel
90° — o einschlieBen, ist @ = sTZE und die horizontale Komponente

H=7V-ctgew. Nun ist
. b b PR
§ = a@m—u— , also V=ya @m;, und tgo = @m;,

demnach H = ya; die horizontale Komponente der Zugkraft
eines Seiles ist an allen Stellen die gleiche. Wir erhalten

somit fiir die gesamte Zugkraft, die das Seil auf den Aufhiingepunkt
ausiibt, da

/1 + el
e A

sin o tgo

5y =Cig ?Z:« ist,
Gin "y )

., b b b
G:yw@m;-thzzya@of—C{.

Die Beanspruchung des Aufhiingepunktes ist also, wie schon einfache
Uberlegung lehrt, von der Linge 2s des Seiles und damit von dem
Parameter a abhingig; sowohl fiir @ = 0 (Seil unendlich lang) als auch
fiir @ = oo (Seil zwischen P, und P, straff gespannt, kiirzeste mogliche
Lénge 2b) wird G = co. Wir wollen die Seillinge ermitteln, fiir welche
die Aufhéingepunkte am geringsten beansprucht werden.
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G =y a Cof % stellt @ als Funktion von a dar; wir miissen demnach
%Cj bilden. Nach der Produktregel ist
aq b b .. b
ia = V4 (SDTF ——;@m; .
G wird also am kleinsten, wenn die Gleichung erfiillt ist:
b b .. b b . b
@DT; — 7@1“7 =0 oder - ig; =1.

Diese Gleichung losen wir unter Benutzung der log Fg-Tafeln durch
Annidherung. Ist

b\ . b b
f(;) ==log— + log¥g- =0,
so ist
fiir % —1,20 1,19 1,109 1,1997
log % — 0,0792 £ 0,0756 0,0788 0,0791
log xg% —0,9210 — 1 0,0104 — 1 0,0208 —1  0,9209 — 1
,x(%) — 0,0002 — 0,0050 — 0,0004 0,0000

Also ist = = 1,1997 und -a = 0,83354b. Da
a2q b .. b b .. b b2 b b? b
O = 9| Leing + g Ging + O] = rCoig
fiir jeden Wert von a, also auch fir a = 0,83354b positiv sein mub,

ist @ in der Tat ein Kleinstwert. Es ist ferner die Ordinate des Auf-
- hingepunktes

@I:ﬂ

Yo = aGoj— = 0,833540 - 0f1,1997 = 1,5087b

und demnach der Durchhang der giinstigsten Kette
k= 1y, —a=0,6752b.
Der Aufhingewinkel «; ergibt sich aus
bty = Gin = Gin 1,1997
zu & = 56° 28" und die Seillinge zu
25 =2 aGin— — 2-0,83354 - Gin1,1997b — 2,515b.

Die bisherigen Kurvenuntersuchungen schlossen sich an die Form
y = f(x) der Kurvengleichung an. Sie sind, da diese Form nicht immer
moglich ist, noch auf andere Gleichungsformen auszudehnen. So wollen
wir uns im nichsten Paragraphen mit Kurven befassen, deren Gleichung
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in Parameterdarstellung gegeben ist, d. h. fiir welche sowohl die
Abszisse als auch die Ordinate eines beliebigen Kurvenpunktes Funk-
tionen einer dritten Veridnderlichen, eben des Parameters, sind.

§ 6. Die Kurve in Parameterdarstellung.

(134) Wir haben schon einige Parameterdarstellungen von Kurven
kennen gelernt; es sei nur erinnert an die Gleichung der Geraden (113),
Formeln 20) 8. 308, in der z und y als Funktionen des Teilverhiltnisses 4
gegeben waren, oder an die Gleichung der Evolute einer Kurve (130),
Formeln 43), S. 353. Bezeichnen wir allgemein den Parameter mit ¢,
so ist die Gleichung der Kurve . .

z =) und y—vp(), 46)
wobei ¢ und vy beliebige, stetige und eindeutige Funktionen von ¢ sein
sollen. Zu einem bestimmten Werte ¢ gehort dann stets ein bestimmter
Wert z = ¢ () und ein bestimmter Wert y'= y (¢), also ein bestimmter
Punkt P, dessen Koordinaten diese bestimmten Werte von 2 und y
sind. Um die folgenden Betrachtungen moglichst anschaulich zu ge-
stalten, moége die allgemein theoretischen Erérterungen ein einfaches
Anwendungsbeispiel begleiten. Wir wihlen dazu die Kurve, deren
Gleichung lautet:

x=1 —1t, y = 4 2.
Wir finden fiir )

0 | _2...die Werte
0

0

[ =
xr =
y:

0,5
— 0,25
+ 0,375

-1
2
0

15
0,7
5,6

s

—0,5
+0,75
+0,125

— 15
3,7
—1,1

B

9...
...
12..-

1
0
2

25 95 l —4 ...
Nur fir ¢=0 und ¢=1 wird die Abszisse =0 und nur
W, fir t=0 und t=—1 die Ordinate y = 0. In Abb. 206
sind die zugehorigen Punkte mit Angabe ihres Para-
meters ¢ eingetragen.
Um die Richtung der Kurve in einem Punkte P

71 zu ermitteln, bediirfen wir des Differentialquotienten% s

und es fragt sich nun, wie wir zu ihm gelangen, wenn
x und y Funktionen von ¢, und y nicht mehr unmittelbar
I ] eine Funktion von @ ist. Nun ist

o e R
T W, 7 L

denDifferentialquotien-

ten %% konnen wir aber auch

in unserem Falle bilden:
Wir erteilen der unab-

Abb. 206.
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héingigen Verinderlichen ¢ einen Zuwachs 4¢; dadurch erhalten so-
wohl z als auch y einen Zuwachs dx bzw. 4y derart, daB

Az =g+ At) — @), Ady=vp(E+ 40—y
ist. Demnach ist der Differenzenquotient

dy _ w(t+ 45—y (@)
Az =@+ A — @)’
den wir auch schreiben koénnen

dy _p(ttd)—yp®) ¢+ 4)—¢)

Folglich ist 4w At At
dy .. Ay L (w44l — (), 9‘0(?5+At)—¢(t)
dx _JltlEOAx Altlinw At 4t
— i PO A @) et 4D —9f)
Da nun 4t—>0 4t At—->0 4t
L@t d)—g(t) _ de(t) de oA —yp(t) _ dy() _ dy
Jim At =" —aqp wd lim T TTdr i

ist, so ergibt sich fiir den Differentialquotienten

dy _y'(t) _dy d=
de ~ @'ty dit di’ 47)
Wir sehen aus Formel 47), da formal die beiden Differentialquotienten

(éz und Z—? wie zwei wirkliche Briiche durcheinander dividiert werden

konnen, da man scheinbar durch das Differential dt kiirzen kann.

Um also in unserem Beispiele den Differentialquotienten Z“Z‘ zu bilden,
ermitteln wir zunichst

AY o dx
und finden durch Dividieren

dy 322421

dez ~ 2t—1°
Der Differentialquotient erscheint demnach als Funktion des Para-
meters {. Nun kénnen wir an unsere Kurve die Tangenten kon-
struieren; es ist namlich fir

I]

2...
5,333 ...

— 0,5
+ 0,125 |

-1 ‘ — 1,5
— 0,333 1 —0,9375

—2...
—1,6...

, i1|15
0 14,875

In Abb. 206 sind die Tangenten zum Teile eingetragen. Wir erkennen,
daB fiir t = 0 der Punkt (0|0) eine horizontale Tangente und fiir = 0,5
der Punkt (—0,25/4-0,375) eine vertikale Tangente hat. Da taucht
die Frage auf, ob die Kurve noch weitere derartige Punkte hat. Damit
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ein Hochst- oder T1efstpunkt vorhanden ist, muB - = 0 sein; folglich
ist nach Formel 47) = 0 die notwendige Bedlngung fir das
Auftreten eines solchen Punktes. Allerdings mﬁssen wir darauf
achten, ob fiir den so gefundenen Wert nicht auch — = 0 ist; in diesem

Falle wiirden wir fiir den leferentlalquotlenten den unbestimmten

Ausdruck § erhalten. In unserem Beispicle wird auBer fiir £ = 0 auch

noch fiir ¢ = — % ilig; = 0; da an dieser Stelle dﬁ— = — % ist, ist hier

in der Tat = d7 = 0; folglich hat auch der Punkt ( ‘ 27) eine horizontale
Tangente. D1e Abbildung zeigt uns, daB (0|0) ein Tiefst- und (10 ’ 27)

ein Hochstpunkt ist; die analytische Entscheidung kénnen wir erst
nach Ermittlung des zweiten Differentialquotienten treffen. Dal
andererseits (—0,25|4-0,375) der einzige Punkt ist, dessen Tangente
vertikal lauft, sei der Untersuchung des Lesers iiberlassen.

Haben erg ermittelt, so sind wir in der Lage, mittelst der in (133)

S. 357 zusammengestellten Formeln auch die Gleichungen der
Tangenten und der Normalen aufzustellen, ebenso die Lingen
der Tangenten, Normalen, Subtangenten und Subnormalen
zu berechnen. Der Leser moge dles fiir einige Punkte unserer Kurve
wirklich durchfithren.

Wir gehen zur Bildung des zweiten D1fferent1alquot1entend A

da?

itber. Da 249

dy _  dx
R dz? T dx
ist und

dy _ ()

de — ¢/(l)
eine Funktion von £ ist, so miissen wir nach der Kettenregel 70 zuerst

dy
d =%

nach ¢ differenzieren und diesen Differentialguotienten 7% mit dem

leferentlalquomentend—tmult1phz1eren Nach Formel 65) in (35)
S. 82 ist daher

dy ¥’ ()
Py s dx d () y
dxz_dt YAt T dt dt ()

Die Differentiation lp (—) wird nach der Quotientenregel ausgefiihrt;
sie ergibt

v (t)

P _ )@ — () ()

di L") ’
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so daB wir schlieBlich erhalten

By _ @)y O — ) e ) _dt de  dear

da® = [ (O = (dm‘3 : 48)
@)
Da in unserem Beispiele %— =2 und 0; tyz = 6¢ | 2 ist, erhalten
wir hier
Ay 203 —3t—1)
df = @i—1iF
So ist fiir
t=|olos | 1[5 2..| —0s5 1 1| 15 | 2.,
a2y ‘ 5 | 10 5 10 41 34
@@= |2 P | T16 | T "Tz_s\_ﬁ"'

Da fir t=0 gzx'z = 2> 0 ist, so ist durch Rechnung bewiesen, daB

(O]O) in der Tat ein Tiefstpunkt ist; ebenso ist fir ¢ = wg % = —g,
d.h. der Punkt (42|4%) ist in Ubereinstimmung mit der Abbildung
ein Hochstpunkt.

Den zweiten Differentialquotienten kénnen wir weiter verwerten,
um die Krimmungsverhéltnisse der Kurve zu untersuchen. Die
allgemeine Berechnung der Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes
und des Kriimmungsradius irgendeines Kurvenpunktes nach den
Formeln 43) und 44) — hier als Funktionen von ¢ — ist einfach und
bleibe dem Leser iiberlassen. Wir wollen nur die Kriimmungshalbmesser
fiir die Hochst- und Tiefstpunkte berechnen, da sich hier die Rechnung

besonders einfach gestaltet. Da namlich in diesen Punkten 9 _ g

ist, wird hier o = ?/17,, und somit ist in (0|0) ¢ = %— und in (%1%) 0= %
Im Punkte (— O 25 |+4-0,375) versagt unsere Formel, da hier sowohl

g%, als auch ¢ x2 unendlich groB werden. Wir koénnen uns aber hier

durch die folgende Erwégung helfen. In der Formel fiir den Kriimmungs-

halbmesser A
(o ()

wird z als die unabhingige, v als die abhingige Verénderliche betrachtet,
da die Differentialquotienten von y nach x auftreten. In Wirklichkeit
ist aber die Grofle des Kriimmungshalbmessers einzig durch die Kurve
und nicht auch (wie etwa die Lénge der Tangente, Subtangente,
Normalen, Subnormalen usw.) durch die Lage der Koordinatenachsen

‘Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 24
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bestimmt. Eine Vertauschung der beiden Verdnderlichen kann daher
auf die GroBe des Kriimmungshalbmessers iiberhaupt keinen EinfluB3
haben; folglich 1aBt sich der Kriimmungshalbmesser auch durch die

Formel (1 - (d_x )2);’
_\ \dy/ )
d®x
di?
berechnen. Diese Formel konnen wir nun bei unserem Punkte
(—0,25 l -4-0,375) verwenden, mit besonders gutem Erfolge, weil fiir ihn

dz ( 20—1) g
dy ~— \382 4+ 2t)i=05
wird, also einfach

1
0= g
dy?
2
ist. Wir miissen zur Bestimmung von g nur erst fl—yﬁ ausrechnen, indem
wir % nochmals nach y differenzieren. Es ist
dx dx
eo _"ay iy day
dyr — dy ~ dt " dt’
Da
22
dy _ (32420)-2—(20—1)(6+2) —6£+6t+2
dt (382 + 21)2 (B + 212
ist, so wird
Ex 23 —31—1) .. 232 —3t—1)
dyt — (3 F 217 (3 + 24 = — B3t + 27

Demnach ist fiir ¢ = 0,5 der gesuchte Kriimmungshalbmesser ¢ = 4.

Wir wissen, daB an Stellen, wo der zweite Differentialquotient ver-
schwindet, die Kurve einen Wendepunkt hat. Fiir unser Kurven-
beispiel tritt dies ein, wenn 3#2 — 3¢ — 1 = 0 ist; das gibt die beiden
Losungen

t=4(34y21), also —1,2638, 1, =—0,2638.
Es gibt also zwei Wendepunkte; sie haben die Koordinaten

3145(33 47921
oder
W, (0,3333]3,6155) und W,) (0,3333]0,0512);
die Wendetangenten haben die Neigung 1(54-y21), also

W,) 47913  bzw. W, 0,2087.

(135) Damit wollen wir die Anwendung der Differentialrechnung
auf die Untersuchung der in Parameterform gegebenen Kurve ab-
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brechen. Wir iberlassen dem Leser die weitere Ausfithrung, wie die
Ermittlung der Scheitel der Kurve, und gehen jetzt zur Verwertung
der Integralrechnung iitber. Da kommt in erster Linie in Frage die
Ermittlung des Inhaltes einer von der Kurve, der Abszissenachse

und zwei Grenzordinaten eingeschlossenen Fliche; aus (81) Formel 41)
Ty

S. 212 wissen wir, daf diese Fliche durch die Formel / y - dx wieder-

,
gegeben wird. Diese Formel 148t sich jedoch nur anwenden, wenn x
die Integrationsverdnderliche, d. h. die unabhédngige Verdnderliche ist.
Diese Voraussetzung trifft fiir unseren Fall nicht zu, da y(= v (1))
und z(= ¢@(¢)) Funktionen des Parameters ¢ sind. Aus der Gleichung
x = @(t) folgt aber

dx

Z;=¢®, alo dv=g¢)-dt.

Damit ist der Integrand y-dx iibergefilhrt in den Integranden
) - ¢'(t)-dt,

d.h. in eine Funktion von ¢{. Da unsere Integrationsveridnderliche
jetzt ¢ ist, miissen die Integrationsgrenzen auch bestimmte Werte i,
und ¢, von ¢ sein, so daf3 sich fiir eine Fldche, welche begrenzt wird
von der Abszissenachse, zwei zut=1¢ und =1, gehorigen
Grenzordinaten und der Kurve z=¢(), y =), die In-
haltsformel ergibt

ta
Fe= [y ¢ at, 49)
2
Fiir die Kurve in Abb. 206 ist also
ta 23
P :/(t3 + )2t — 1) dt :f(2t4 F B ) At =[365 4+ Lt — 155,
ty ty

Wollen wir z. B. die von der Abszissenachse und der Kurve allein
begrenzte Flache, die also zwischen den beiden Schnittpunkten der
Kurve mit der Abszissenachse liegt, berechnen, so miissen wir ¢, = 0
und #, = —1 setzen und erhalten (F);!= 1} Flicheneinheiten.
Gleichung 49) gibt die Fliche, die von der Abszissenachse,
zwei COrenzordinaten und der Kurve eingeschlossen wird. Durch
Vertauschung von ¢ und wy erhalten wir ohne weiteres eine Formel
fir den Inhalt der Fliche, welche von der Ordinatenachse, zwei
Grenzabszissen und der Kurve eingeschlossen wird; sie lautet

ta
P = o) d. 19)
4

24*
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In unserem Beispiele:

o

1
s :f(tz — (382 + 28) dt = [(3#1 — 13 — 2¢%) dt
f ;

2
=36 — ot — 38T,

Insbesondere ist der Inhalt der von der Ordinatenachse und der Kurve
allein eingeschlossenen Fliche (F'); = —1J Flicheneinheiten.

Die Linge der Kurve wird nach '(89) S.236 Formel 47) dar-
gestellt durch das Integral

s :ﬁj/l -+ (%)%lx.

Wir miissen diese Formel fiir den vorliegenden Fall folgendermaBen
umgestalten. Es ist nach 47)

dy _ (1),

dz ~ ¢/(1)’

auBerdem dx = ¢’ (t) - di; daher lautet die Formel jetzt

Unser Beispiel liefert

tﬂ t“
s :/V(Zt — 1)+ (32 + 21)2dt :/]/9#1 1268 - 82 — 4t + 1dt.
ty 124

Mit unseren bisherigen Hilfsmitteln 148t sich das erhaltene Integral
‘nicht auswerten ; wir wollen daher von einer zahlenmifigen Berechnung
Abstand nehmen.

Wie die Formeln fiir den Flicheninhalt und fiir die Kurvenldnge
lassen sich auch die Formeln fiir statisches Moment, Trigheitsmoment,
Schwerpunkt, Drehflichen und Drehkérper, die in Abschnitt II, § 8 ab-
geleitet sind, fiir die Parameterdarstellung umformen. So geht beispiels-
weise die Formel fiir das statische Moment der Fliche beziiglich der
x-Achse

Ty
M,=1% / y2dx
€
iiber in

2

M= [y 0 d;

L
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Z i,

aus M, =[zydx wird M, :f(p(t) () - @) de,

&y

4L

Ty t,

s Jo=ifpde . To=Hwopeod,

% i
X 2

wody =fwz/2dw wody :ftp(t) (w0 ¢ () 4t
T, iy
usw. Durch Vertauschen von ¢ und v erhdlt man hieraus die ent-
sprechenden Formeln fiir die Fliche, welche von der y-Achse, der
Kurve e =¢ (), y=vw({#) und den zu ¢{=1¢ und ¢=1{, gehorigen
Abszissen begrenzt wird.

In unserem Beispiel x =2 — ¢, y = B 4 2 ist fir die von der
x-Achse und der Kurve begrenzte Flache

-1

M, — —;—/(t?' 2. (20— 1)di

0
T 1
; . 18 3 [ 3
= (D47 946 __ 44 — i B = —
_2f(zz43t t)di = 5|7 + =t 5, = 0
0
-1
M, = — )t 4 ) (2t — 1)dt
§
_1 I
2 A 2 - 83
P 6 ___ 5 __ 4 3 — |2y . Z 45 - —_
~ﬂ2t B —20 B dt = |51 — 5 5t+40 50
0

hieraus ergeben sich die Schwerpunktskoordinaten
= 83 =1,0779, ) = iy = 0,06844.
Die weitere Behandlung sei dem Leser iiberlassen.

(136) Als Anwendung der Lehre von der ebenen Kurve in Parameter-
darstellung wollen wir einige technisch besonders wichtige Kurven
behandeln. Wir beginnen mit der
Ellipse. Wir definieren sie als die Kurve, deren Gleichung in Para-
meterform lautet
* = a cost, y = bsint, 51)

wobei o und b gegebene Strecken sind. Wir kénnen in diesem Falle
leicht eine parameterfreie Gleichung gewinnen, wenn wir beide Glei-
chungen nach cost bzw. sin¢ auflésen und die gewonnenen Gleichungen
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quadrieren und addieren. Es ergibt sich

2 2

ol ?;_2 =1, 52)
die Achsengleichung der Ellipse. Davon spiter mehr. Aus den
Gleichungen 51) folgt eine einfache geometrische Konstruktion der
Ellipse (Abb. 207). Wir schlagen um O die beiden Kreise mit den
Halbmessern @ und b; ferner legen wir durch O einen Strahl unter dem
Winkel ¢ gegen die z-Achse, der die beiden Kreise in P, bzw. Pj, schneiden
moge. Dann ziehen wir durch P, die Parallele zur y-Achse und durch
P, die Parallele zur x-Achse; beide Parallelen mégen sich in P scheiden;
P ist ein Punkt der Ellipse. Es ist in der Tat

0X = x = acost, 0Y = y = bsint.

Aus der Konstruktion folgt sofort weiter, daB sowohl die x-Achse
als auch die y-Achse Symmetrielinien der Ellipse sind, eine Eigen-
schaft, die wir {ibrigens auch aus Gleichung 52), die sowohl in « als auch
in y rein quadratisch ist, ablesen kénnen. Man nennt daher diese beiden
Geraden die Achsen der Ellipse, ihre Schnittpunkte mit der Ellipse
die Scheitel der Ellipse. Diese Scheitel ergeben sich zu
A(a0)¢=0), B,0]1)(t=3), Au(—a|0)t=m), Byo0|—b)t=3a).
Ist @ > b, so heiBlen ¢ die Lénge der groBen Halbachse, b die Lange
der kleinen Halbachse, 4, und 4, die Hauptscheitel, B, und B,
die Nebenscheitel der Ellipse. Der Kreis um O mit dem Halb-
messer @, der also durch 4, und 4, geht, heit der Hauptscheitel-
kreis, der um O mit dem Halbmesser b, der B, und B, enthalt, der
Nebenscheitelkreis.

Aus dem Gleichungssystem 51) ergibt sich noch eine enge Beziehung
zwischen Ellipse und Kreis. Bedenken wir nimlich, da das Gleichungs-
paar x = a cost, y = asint eine Parameterdarstellung des Kreises vom
Halbmesser @, also des Hauptscheitelkreises, ist, so sehen wir, daB
man die Ordinate des Ellipsenpunktes P aus der des entsprechenden
Kreispunktes P, erhilt, indem man diese im Verhiltnis b:a verkiirzt.
Ellipse und Hauptscheitelkreis sind zueinander affin. Ebenso besteht
Affinitat zwischen Ellipse und Nebenscheitelkreis, nur mit dem Unter-
schied, dafl man die Abszissen der Punkte des letzteren im Verhiltnis a:b
. strecken muB.

Zieht man durch P zu OP,P, die Parallele, welche auf den Achsen
die Punkte @  bzw. Q, ausschneldet so sind 0Q, PP, und 0Q, PP,
Parallelogramme folghch ist QP =a, QP =0, also Qe =a— b
Hieraus ergibt sich die folgende Entstehungswelse der E]hpse LafBt
man eine Gerade sich so bewegen, dafl zwei ihrer Punkte @,
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und @, deren gegenseitiger Abstand gleich a — b ist, auf
zwei zueinander senkrechten Geraden gleiten, so beschreibt
der Punkt P der Geraden, dessen Abstand von @, gleich a,
von @, also gleich b ist, eine Ellipse mit den beiden Halb-
achsen a und b,
firwelchediezu-
einander senk-
rechten Geraden
die Achsen sind.
— Zu einer anderen
Ellipsenerzeugung
gelangt man durch
folgende Betrach-
tung. Ergénzt man
die drei Punkte P,
P, P, zudem Recht-
eck P, PP, P',zieht
man  ferner die
Diagonale P P’ die-
ses Rechtecks, wel-
‘che die x-Achse
in B,, die y-Achse in R, schneiden moge, so ist

R,P =0Py=b, PR,=PP + PR,=PyP,+0P,=0P,=a,

und daher R R =a -+ b. Hieraus ergibt sich: Bewegt sich eine
Gerade so, dafl zwei ihrer Punkte B und Ry, die den Abstand
a -+ bvoneinander haben, auf zwei zu einander senkrechten
Geraden gleiten, so beschreibt der zwischen R, und R,
liegende Punkt P der Geraden, fiir welchen R P = b, PRy—:a
ist, eine Ellipse mit den Halbachsen a und b, deren Achsen
die zueinander senkrechten Geraden sind. Man bezeichnet
diese Erzeugungsweisen der Ellipse wohl auch als Papierstreifen-
konstruktion, weil sie sich bequem mit einem Papierstreifen, von
dem zwei Punkte auf zueinander senkrechten Geraden gleiten, aus-
fiihren lassen. Der Ellipsenzirkel, die Ellipsendrehbank, das
Ovalwerk sind auf diesem Prinzip aufgebaut.

Da dx 4

N

N

Abb. 207.

. dy
. ' -(—ﬁ———a,smt, W—bcost
ist, so ist dy
da = ——ctgt,

und die Tangente in P hat die Gleichung

y — bsint =~—%(x — acost)ctgt,
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die sich durch Multiplizieren mit @ sin¢ umformen 148t in
bxcost 4 aysint = ab.
Die Abschnittsgleichung lautet demnach:

z y
a:cost ' b:sint
Also schneidet die Tangente auf der x-Achse das Stiick &%i, auf der

y-Achse das Stiick g.f:? ab. Diese Stiicke kann man dadurch finden,

daf man in P, an den Hauptscheitelkreis und in P, an den Neben-
scheitelkreis die Tangenten legt; erstere schneide die x-Achse in T,
letztere die y-Achse in 7', ; dann sind 7', und 7', Punkte der Tangente;
denn es ist '

a b
OTaz(Ei und Oszgi—ﬁ.
Hat man so die Tangente konstruiert, so 146t sich leicht die Normale
zeichnen, auf der der Kriimmungsmittelpunkt liegen mufl. Aus Griinden
der Symmetrie miissen selbstverstindlich die Scheiteltangenten senk-
recht zu den zugehorigen Achsen laufen, die Scheitelnormalen folglich
in die- Achsen fallen. Die Subnormale s, errechnet sich zu

2
Sp = yg—z = —%cost,

die sich ebenfalls einfach konstruieren 1aB8t. (Wie?) Die Linge der
Normalen ist dann

b, :
n=7Vs2 + y? =7]/b2 cos?t -+ a?sin2t.

Aus dem zweiten Differentialquotienten

a2y
a2y % dx b b

T = dt At = aemm (T oSG = —pay

ergibt sich fir die Koordinaten des Krimmungsmittelpunktes:

dy\2 b2
1 +(d—Z—) iy 14— otg’t ;
E=n — diy_d_EZ(ZCOSt__:—b_(_QCth
d x? a?sinds

(a? sin® +- b2 cos®?) a? sin®s - b cost

b a?sin?t . q.sint+ b
? sin%t -+ b2 cos®t cost .
= @ cost ¢ _: )cost = ~a—(a2 — a?sin%t — b2 cos?t)
cosi

= T(cﬂ cos?t — b2 cos?i) ,

— 3
& a cos3t.
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Entsprechend findet man
a2 — b2

N = — sin3¢.
Das Gleichungssystem

E——QZ___Z 2 __ p2

cos?t, n=—
stellt die Parameterform der Evolute der Ellipse dar; eliminiert man
aus ihm den Parameter ¢, indem man schreibt

aé \¥ . — by \¢
cost =<m> N ) sint :(m> B

quadriert und addiert, so erhélt man die parameterfreie Evoluten-
gleichung 2 by \&
el 1.

2—b at—b
Die Evolute selbst besteht aus vier symmetrischen Teilen und hat
vier, den Ellipsenscheiteln entsprechende Spitzen As, By, As, By, welche
die zu diesen gehorigen Kriimmungsmittelpunkte darstellen.
Die Linge des Kriimmungshalbmessers in einem beliebigen
Punkte P der Ellipse berechnen wir nach der Formel

@

sind¢

a

d?y ’
dx?
wir erhalten
_ (a?sin®f + B2 cos?i) . b _ (a®sin®t + b cos? 1):
- ad sin3t : a?sindt) ab :

Da nun nach obigem

b2 cos?t + a2 sin?t = %—n

ist, so nimmt die Formel fiir den Kriimmungshalbmesser die einfachere
Gestalt an

a®n?®

0= —Tp

Setzen wir £ = 0 oder ¢ = s, so erhalten wir den Kriimmungshalb-
messer fiir die Hauptscheitel

bZ
04, = Q4= 735
fiir . 3
t= 5 oder = 57
ibt sich . o
ergibt sic on=0n="%

als Kriimmungshalbmesser fiir die Nebenscheitel.
Zu den entsprechenden Mittelpunkten A;, A;, By, Bg, den Spitzen
der Evolute, gelangt man sehr einfach auf folgende Weise: Man ergénzt
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die drei Punkte O, 4,, B; zum Rechteck OA4, EB,, zeichnet die Diagonale
A, B, und durch E das Lot zu dieser, welches die Hauptsache der Ellipse
in A,, die Nebenachse in'B; schneidet. Die Richtigkeit der Konstruktion
folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 4,B,0 und A, 4,. A; und B,
sind dann leicht zu finden.

Um den Inhalt der von der Ellipse eingeschlossenen Fléche zu
berechnen, bedienen wir uns der Formel 49); bedenken wir, dafl die
beiden Achsen die Ellipse in vier kongruente Quadranten teilen, so
geniigt es, den Inhalt eines Quadranten zu berechnen. Im ersten
Quadranten ist die untere Integrationsgrenze ¢t =0, die obere ¢t = %
Wir erhalten sonach

7T

ol 3

2
I = 4-/b-sint-(—— asint)dt = —Qab/(l — cos2t)di
0 0

= —2ab 5

Das Minuszeichen erkliart sich daraus, dafl zur unteren Grenze ¢ = 0
die Abszisse x = @ und zur oberen Grenze { = ;5 die Abszisse =10

gehort; bei der Integration haben wir also die Abszissenachse in der
negativen Richtung durchlaufen, wihrend die Ordinaten s&mtlich
positiv sind; folglich muB sich nach den Auseinandersetzungen in (82)
S.219 der Inhalt negativ ergeben. Uberdies hitten wir den Inhalt
der Ellipse aus dem Inhalt des Hauptscheitelkreises auf Grund der
Affinitédtsbeziehungen von S. 374 erhalten konnen durch Multiplikation

von ma? mit dem Verkiirzungsfaktor Z .

1 i
t~———sin?t}02: —mab.

Die Lange des Ellipsenumfanges berechnen wir mittels der
Formel 50) zu-

JT

2
s = 4]1/&2 sin2¢ + b cos?t di .
0

Zwar sind wir vorldufig nicht in der Lage, dieses Integral auszuwerten;
doch wollen wir — fiir spitere Zwecke — eine Umformung des In-

tegrals vornehmen. Wir fithren durch die Gleichung ¢ =3~ — @ eine

2
neue Integrationsverdnderliche ein und erhalten

0 o
§ = 4fl/a2 cos?d -+ b2sin?Pd ) = 4f]/a2 - (a? — b?)sin%d 4

2 2

0
= 4&/]/1 — &2sin23 do,
3
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Ja? — b2 .
wobei s:lfa—y die numerische Exzentrizitdt der Ellipse

genannt wird. Wie dem unbestimmten Integrale
/]/1 — &2gin29dd,

einem sog. elliptischen Integrale, praktisch beizukommen ist,
werden wir spiter sehen [s. (201) S. 6641.].

Der Rauminhalt des durch Umdrehung der Ellipse um eine Achse
entstehenden Umdrehungsellipsoids a3t sich folgendermaflen be-
rechnen. Wihlen wir als Drehachse die z-Achse, so ist nach Formel 49)
auf 8.243 . '

T

2 2
V= anbzsinat- (—asint)dt = —2nab2/sin3tdt
0

3 3
=—2x asz (1 — cos?s) sintdt = 2:wa b?| (1 — cos??) d (cost)
0 0
cos?t]>
= 27 a b? {cost — 73 Jz = —inabz;
0 3

wobei sich der Umstand, daB der Rauminhalt negativ wird, aus der
gleichen Ursache erklirt wie beim Fliacheninhalt [s. (82) S. 219].

Um die Oberfliche des Umdrehungsellipsoids zu berechnen, wollen
wir als Drehachse die y-Achse wahlen; wir erhalten unter der Voraus-
setzung a > b das abgeplattete Umdrehungsellipsoid. Wir
bedienen uns zur Ermittlung der Oberflache der Formel 50) 8. 245, aus
welcher die fiir unseren Fall geltende Formel folgt

ol 9

2 lTdaNe  Tdie
0=2afa |} + (Ff e
§ .
die fir das Umdrehungsellipsoid ergibt

JT T

2 2
0:4nfa, cOost » ]/Ei sin?¢ + b2 cos?t d¢ =4nafy’b2 -+ (a® — b%)sin2t cosi di
0 0

=4na

\‘le-)

S pe—
Vbz -+ a2 &% sin2t - cost - di (g =V“_ , s 0.),

<

rof &
]

B
0=4n azefl//(;;>2 -+ sin?fcost dit = 47 a2£/ ]/(-;;)2 + sin2¢ d (sint)
) 0

0
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und unter Verwendung der Formel [TII15]

0 =4mea? B— sint - V(g%)z -+ sin2f —;— (£>2ln {sint -+ V(%)z -+ sin? t}JUZ R

0 =27 ca? []/(%)2 +14 (;%)2]11{1 + V(—"E)z + 1} - (&F ln;%] .
D
B

ca T a? &2

ist, so laBt sich dieser Ausdruck zusammenziehen zu

1
0—> o1 b2 . (1—{—:—)811
= QITEW :‘—1-;2"‘;2" HT—
oder

0=2n [az + é;In{(l + e)%—}] = 27z[a2 + P;%[r@oi% .

Der Erdkérper ist ein abgeplattetes Umdrehungsellipsoid, und zwar
ist @ = 6377,397 km, b = 6356,079 km; hieraus folgt &=0,081698
und damit die Oberfliche des Erdsphiroids zu O = 509,95 - 106 km?2.

Lassen wir die Ellipse sich um die groBe Achse drehen, so wird

7T

3 :
0= 4nfbsint - Ya?sint + b2 cos*t dt = 47 b/‘/a,2 — (a® — b%) cos?tsint di
0 0

= — %;:1 ab [arcsin (e cost) 4 ecost- )1 — &2 c&gﬂf [s. Formel TIT13],

0= 2Tﬂwb[au'csin.s -+ e]/l — .szl.
Da
V 1 - = L
a
ist, so erhialt man schlieBlich

arcsine
0=2n [b2 - ap 2R

Im Zusammenhang mit der Ellipse wollen wir kurz auf die Hyperbel
eingehen. Legten wir bei der Parameterdarstellung der Ellipse die
Kreisfunktionen in der Form z = acost, y = bsint zugrunde, so
fiihrt, wie wir gleich sehen werden, die Verwendung der entsprechenden
hyperbolischen Funktionen auf eine Parameterdarstellung der
Hyperbel; die Gleichungen lauten

x=aCojt, y=>bGint. 51
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Da nach Formel 100") S.150 Goj2t — Gin2t = 1 ist, so folgt aus 51')
die parameterfreie Gleichung der Hyperbel

22 y?

) a? b2

in Ubereinstimmung mit der auf S.304 behandelten Achsengleichung

der Hyperbel. Unter Verwendung der Tafeln der Hyperbelfunktionen

kann man die Hyperbel auf Grund der Gleichungen 51") punktweise

konstruieren (s. Abb. 208). Fiir ¢ = 0 ist # = a, y = 0; der zugehdrige

=1 52')

¥

Abb. 208.

Punkt A4; ist ein Scheitel der Hyperbel; da stets €ojf > 1 ist, kann
niemals x = 0 sein; die Hyperbel schneidet demnach die y-Achse
nicht; diese heifft die imaginédre Achse der Hyperbel, wihrend die
x-Achse ihre reelle Achse ist. Formelpaar 51’) gibt nur den einen Hy-
perbelzweig; der andere wird durch das Gleichungspaar

x = —aloft, y= —b&int

wiedergegeben; er tragt den anderen Hyperbelscheitel 4,(—a|0). a ist
die Lange der reellen, b die der imagindren Halbachse. Da

dx . dy
” ’d‘t“-—@@lnt, TZ‘t——b@:Dit,
SO 18
dy b
H_F@:tgt'

Die Tangente im Punkte P hat folglich die Gleichung

. b
(y — bGint) = ;(&tgt - (x — aGoft)
oder in Abschnittsform
z y 1
a:Coft  b:Gmt
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Die Abschnitte auf den Achsen sind demnach

e _ ey b _ =
Cojt = Ve Bmt Ty

Schligt man den Scheitelkreis und {iber OX als Durchmesser den Halb-
kreis, so schneiden sich beide in zwei Punkten 7" und 7", deren Ver-
bindungssehne die reelle Achse im Schnittpunkte 7' der Tangente
mit der Achse trifft. Der Richtungsfaktor der Tangente ist

b

Der Abschnitt der Tangente auf der x-Achse wird gleich Null, wenn
t = oo ist; in diesem Falle geht die Tangente durch den Nullpunkt.
Da P selbst fiir £ = co ins Unendliche wandert, so ist diese Tangente

Asymptote; ihr Richtungsfaktor ist tge = i% , je nachdem ¢ die

positiven oder die negativen Werte durchlaufend iiber alle Grenzen
hinaus wéchst. Um die Asymptoten zu konstruieren, errichte man in
A, auf der reellen Achse nach beiden Seiten die Lote 4,C; = A4,C, = b;
dann sind die Geraden OC; und OC, die Asymptoten. — Der Leser
beweise selbstédndig, daB man die Mittelpunkte M, bzw. M, der Scheitel-
kriimmungskreise durch die folgende Konstruktion erhilt: Man fillt
von (', auf A,;B; das Lot, welches 04, in M’ scheide; o, = A, M’
ist die!Lénge des Kriimmungshalbmessers, also erhialt man M,
indem man auf der z-Achse von 4; aus nach der anderen Seite o,
abtragt.

Ist b = a, so geht die Hyperbel, da tge = 1, also & = 45° ist, folg-
lich die Asymptoten aufeinander senkrecht stehen, in die gleich-
seitige Hyperbel iiber; ihre Gleichung ist
demnach

r=alof, y=aGint bzw. a2 — y2=a2.

Die gleichseitige Hyperbel nimmt somit unter
den Hyperbeln eine dhnliche Sonderstellung ein
wie der Kreis unter den Ellipsen. Wenden wir
uns der gleichseitigen Hyperbel von der Halb-
achse ¢ = 1 zu! In ihr kénnen wir dem Para-
meter ¢ eine einfache geometrische Deutung
geben. In Abb. 209 ist

04 =1, O0X = Goft,
Abb. 209. XP =@Gint, AQ = Zgt,

denn es ist 4Q: 04 = XP: 0X. Wir wollen den Inhalt der in Abb. 209
schraffierten Flache des Hyperbelausschnittes OP’APO berechnen. Es




(137) Die Kurve in Parameterdarstellung. 383

ist AOP'P = @oft - Gin¢; andererseits ist nach 49) S. 371 Fliche
11 1
) :
PAPP = 2/@int - Gint - dt = zxf@in%dt =2 [% Sint Coft — % .
0 0

= [Gint Coft — £].

Daher ist Fliche
OPAP'O = Gojt Gint — (Coft Gint — 1) = 1.

Der Parameter ist demnach gleich dem Fliacheninhalt des bezeichneten
Hyperbelausschnittes. Zur Wiirdigung dieses Ergebnisses mogen die
entsprechenden Eigenschaften am Kreise vom Halb-
messer 1 angefiihrt werden. (Abb. 210.) Bezeichnen
wir den Inhalt des Kreisausschnittes OP’4 P mit ¢, so
ist auch der zugehorige halbe Mittelpunktswinkel

folglich 40P = P04 =1,
OX =cost, XP =sint, A4Q = tgi.

Die Hyperbelfunktionen stehen demnach mit
dem Inhalt des Hyperbelausschnittes der
gleichseitigen Hyperbel in demselben Zusammenhange wie
die Kreisfunktionen mit dem Inhalte des Kreisausschnittes.
In dieser Tatsache ist einerseits die innige Verwandtschaft der beiden

Funktionsgruppen, andererseits die Bezeichnung ,,Hyperbelfunktionen**
begriindet. i

(137) Die Rollkurven. Ist zin Abb.211 eine in der Ebene festliegende Kurve
und ¢ eine Kurve, welche auf &, ohne zu gleiten, abrollt, so beschreibt
irgendein mit ¢ festverbundener Punkt P
eine Kurve, welche man Rollkurve
nennt. Wir wollen zunéchst rein geo-
metrisch eine allen Rollkurven gemein-
same Eigenschaft ableiten. B mdge der
Punkt sein, in dem in’ der Anfangslage
von ¢ die beiden Kurven sich beriihren.
In einer spiteren Lage sei der Punkt D
derersten Lage zum Beriihrungspunkte B’
geworden. Der frithere Beriihrungs-
punkt B mag jetzt in die Lage C' ge-
kommen sein. Da ein Gleiten ausge-
schlossen sein soll, besteht die Bedin-
gung, dafl BD = BB' = B'C’ ist. Weiter-
hin kann man, wie die Kinematik lehrt, die Bewegung von ¢ in die un-
endlich benachbarte Lage stets auffassen als eine augenblickliche Drehung
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um den jeweiligen Beriihrungspunkt B. An dieser Drehung nehmen
alle mit ¢ starr verbundenen Punkte, also auch der Punkt P teil, seine
Momentanbewegung ist also ein unendlich kleiner Kreishogen, dessen
Mittelpunkt in B liegt. Die Tangente seiner Bahn ist demnach senk-
recht zu dem Momentanradius BP, oder BP ist die Normale n der
Rollkurve im Punkte P. Wir erhalten hiermit den Satz:

Die Normale einer Rollkurve geht stets durch den augen-
blicklichen Beriihrungspunkt zwischen der festen und der
auf dieser abrollenden Kurve.

Nach diesen allgemeinen Erérterungen wenden wir uns bestimmten
Sonderfillen zu. Ist die feste Kurve k eine Gerade, und die auf ihr
rollende Kurve ¢ ein Kreis, so ist die Bahn, die ein mit ¢ starr ver-
bundener Punkt P bei der Bewegung beschreibt, eine Zykloide.
Der Kreis ¢ moge den Halbmesser ¢ haben und P vom Mittel-
punkte von ¢ um die Strecke b entfernt sein; ist b % @, so heifit die

I gestreckte . .
Rollkurve l gespitzte Zykloide nach der Gestalt, welche die

verschlungene
Kurve annimmt.

Man kommt zu Punkten der Zykloide auf folgendem Wege. Wir
wiblen als Anfangslage die Lage ¢, des rollenden Kreises, in welcher
der zu P = P, gehorige Halb-
messer M, P, L kist; der Be-
rithrungspunktvoncyheifie B, .
Ist B der Beriihrungspunkt in
einer beliebigen Lage des rol-
lenden Kreises, so brauchen
wir auf ¢ nur von B aus
den Bogen BC gleich der
k x Strecke ByB und auf dem

\\L Halbmesser MC die Strecke

MP =b abzutragen, um einen

Abb. 212. Punkt P der Zykloide zu er-

halten. [Am zweckméBigsten

teilt man den Umfang von ¢ in eine bequeme Anzahl (12, 16, 24)

gleicher Teile und trigt diese von B, aus auf k ab, um dann in ein-
facher Weise Punkte der Zykloide zu erhalten.]

Wir wollen nun die Zykloide analytisch behandeln. Wir wéhlen
zu diesem Zwecke die Gerade &k zur Abszissenachse und den Punkt B,
zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Die Lage
des allgemeinen Punktes P der Zykloide ist durch den Winkel BMP = ¢
festgelegt; ¢ ist hierbei der Winkel, um den sich die Gerade MP aus
der Anfangslage gedreht hat, oder um welchen sich der Kreis ¢ auf k

Gy
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abgewilzt hat; wir wollen ihn deshalb als den Wilzungswinkel
bezeichnen. Die Strecke BB ist gleich dem Bogen BC = a - ¢; ferner
ist die Abszisse von P

By X = BB — XB =a-t— bsint,

die Ordinate
XP=XQ+QP=a+bsin(t—%> — a — boost.
Die Parametergleichung der Zykloide lautet also
x = at — bsint, = a — bcost?). 53)
‘ | x k 3 [
Fiar t= 0 " 5@ ' 27 ist also
z = 0 1 —2—a,—b 1 ‘ 3——a+b 2aa
y= | a—0b | a E

a-+b ‘ a a—b.

Hierauf wiederholt sich der Verlauf; die Zykloide ist also eine
periodische Kurve; sie setzt sich aus lauter kongruenten Teilen von
der Lénge 27 a zusammen.

Aus 53) erhalten wir durch Differenzieren
dx dy .
W—a—bcost, W—bsmt,
also
tl_y __ bsint
dx ~ a— bcost’

Folglich ist die Gleichung der Normalen

bsint
@ — bcost

x — (at — bsing) + (y — (@ — beost))

die man umformen kann in

Fiir y = 0 ergibt sich als Abszisse des Schnittpunktes der Normalen
mit der Abszissenachse x = atf; der Schnittpunkt der Normalen mit
der Geraden k ist also in der Tat der jeweilige Beriithrungspunkt von
¢ mit &, in Ubereinstimmung mit dem oben allgemein abgeleiteten Satze.

1) Diese Ableitung der Zykloidengleichung ist auf die Abb. 212 zugeschnitten;
will man sie mit Hilfe des Projektionssatzes [s. (107) S. 293] theoretisch einwand-
frei gewinnen, so muf man bedenken, daBl <t BMP, weil im Uhrzeigersinne
durchlaufen, negativ ist, also zweckmiBig als —¢ bezeichnet wird; dann ist,
welches auch der Wilzungswinkel sein mag, allgemein giiltig

=B X=BB+BX=a-t+bsin(—i) =at— bsint,
y=XP=XQ -+ QP =a-+ bcos(m — (—1)) =a — beost w. o.

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 25
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Von nun an wollen wir uns auf die Betrachtung der gespitzten
Zykloide beschrinken; wir setzen b =a und erhalten als ihre
9 Gleichungen
— x = a(t — sint), 53

Yy = a(l — cost).

Ferner ist

o dy sint t
—r %Y _ _ R
dx_l——cost_Ctg2 ; b)

dieTangente schlieBtalso

e mit der x-Achse den Win-
¢ ? kel %——% ein; sie ist
Abb. 218,

parallel zur Halbieren-
den des Wilzungswinkels. Die Linge der Normalen ist

n = y‘/l——{_-_y-"2 = 2asin2—;-]/l + ctg2~;— — 2asin—-.

2
Weiter ist
a2
d?y do d= 1 1
i rakl ta(l — cost) = ———— c)
2 sin?—— 4asint—
2 2
Demnach erhalten wir fiir den Krimmungshalbmesser:
i\ 1 4asin4—;— ;
0 :(1+ctg2?)‘: — = = —dasin 5= —2n.d)
4qsin® — §in3 5

Der Kriimmungsmittelpunkt II liegt also auf der Verlingerung der
Normalen iiber B hinaus, und zwar so, da B der Mittelpunkt der
Strecke PII ist.

Die Gleichung der Evolute gestaltet sich folgendermafien:

1. (—4(1 sint i)

. 2 t
f=a( —sint) — —— é-'}——-ctg—z—
sin E-
. .t t .
=a |t — smt—}—étsmgcosg] = q[t + sint],
—4azsin4i y
7 = a(l — cost) + — G = [1 — cost — 4sin2§
sin2§

= @[l — cost — 2(1 — cost)] = —a[l — cosi].
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Ersetzt man den Parameter ¢ durch einen neuen Parameter 7, der mit ¢
durch die Gleichung { = 77 zusammenhéngt, so lautet die Gleichung der

EVOhite 5 = an + a(-[ — Sill'[) s 77 :a(l — COST) —_ 2a-

Verschieben wir schlieBlich das Koordinatensystem nach einem Punkte O,
dessen Koordinaten 7 a| —2a sind, mittels der Transformationsgleichungen

E=t+mna, n=1y—2a,
so geht die Gleichung der Evolute tiber in
r=a(t —sint), y=a(l —cosT).

Damit haben wir eine vollige Ubereinstimmung zwischen der Gleichung
der Zykloide und ihrer Evolute erreicht und sind zu dem Ergebnis gelangt:

Die gespitzte Zykloide ist mit ihrer Evolute kongruent.

Der Inhalt der von der Abszissenachse, der Zykloide und der zu
t gehorigen Ordinate begrenzten Fléche ist [s. Formel TIII23)]

¢ t
F} =/a(l — cost) - a(l — cost)dt = a? [(1 — 2 cost + cos?t)dt
i) 0
= a2[t — 2sint + 3(¢ + sint cost)],,

Fi = a?[3t — 2sint + Lsintcost].
Demnach ist der von einem ganzen Zykloidenbogen und der Abszissen-
achse begrenzte Flicheninhalt

F{* = 3na?,

also das Dreifache des Inhaltes des rollenden Kreises.

Die Léinge des Kurvenbogens, der von ¢ = 0 bis ¢ = ¢ reicht,

ergibt sich zu
¢

0 ¢
—2/'-t—dt- 4 7|, = 4a(1 — cos) = 8asin 1
=2asin M—a{cos—g}o— al cos5 | = 8asin® 2.
6
Demnach ist die Lénge eines ganzen Bogens (¢ = 27): [ = 8a.
Statische Momente. a) Halbe Fliche (¢ = 0 bis ¢ = n)
1. beziiglich der a-Achse: n
M,;:%aa](l —cost)3dt—4a3/sm6 dt—8a3/s1n6 cdy
0 o 0
1 11 t 1 t t
— 843 | — = 5_ 2 ~ §in3— cos—
= 8a { A sin cos 5 6 1 i sin®—- cos 3
ii-iili%_as?’ln_f»g.
+ ) (— 5 Sin5-cos +—2—~ 2)}}0 = 8a 5T T T = 19
[T I1128]. '
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2. beziiglich der y-Achse:

M, = a3f(t — sing) (1 — cos?)?d¢
0

7T
= a3/[t — 2t cost + ¢t cos?t — sint 4 2sintcost — sinf cos?{]dt

= q3 [—t;— — 2tsint — 2 cost + -i— + —é« (2t sin2¢ + cos2¢)
7T 3

1 cost — cos?t - —;-008325]0 — & (9 4 16) [TTII28) 30) 32)].

Der Schwerpunkt S dieser Fliche hat also die Koordinaten:

9n2 -+ 16

xs=-"-2-(9 a2+ 16): —2—na2 g a~1854a,
5 3 5 )
ys——zntﬁ ?awﬂ FaNO,833a (s. Abb. 213).
b) Ganze Flache: t=0 Dbis ¢=2mzm,
M “ina?' M, = 3n2a® r.=ma ’——5-a
x T 9 > vy b s H ys_" 6 *

¢) Halber Bogen:

IT

ol 13 16 ( . .t 16
M,= 8a2/s1n3§- d§ =§a2 , M,= 2a2/(t — gint) sm-é-dt = gaz
0 0
Schwerpunkt( —4— )
d) Ganzer Bogen:
Mws?l;-a2, M, =8na®.

~Schwerpunkt (:rza j —g:— a) .

Tréagheitsmomente. a) Halbe Fléche:
Lo - 35
Jx=—a/(1—-cost)4dt —Zna‘*
0
“kleinstes Trégheitsmoment (Achsel|| z-Achse): 1%—75 at;
J, = a4/(t — sint)? (1 — cost)?dt = o7 a4 (1272 + 29);
0
. 4
kleinstes (Achse || y-Achse): zfm (27nt — 2772 — 256) .
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b) Ganze Fliche:

J, = §§ Tat; kleinstes: % wat;
Jy = —a4 (4872 — 35); kleinstes: ﬁa‘l (1272 — 35).
¢) Halber Bogen:
“ 128 . : .64
J, = 2a3/(1 — cost)? sm dt 15 ad; kleinstes: i

0

T

Jy = 2a? [(t — gintg)? sm Lt — —a3 (157 — 32);
0

. 32
kleinstes: yza? (157 — 42).

d) Ganzer Bogen:

256 5. Lleinstes: 2545
J,= 15 @ kleinstes: i @
Jy = L a® (4572 — 128); kleinstes: 4—% a® (4572 — 256) .

Die Achsen der kleinsten Trigheitsmomente gehen dabei durch den
Schwerpunkt des betreffenden Gebildes.

Umdrehungskorper. Rotiert die Zykloide um die
a) z-Achse, b) y-Achse, ¢) Symmetrielinie,
so ist fiir den entstehenden Umdrehungskorper

das Volumen

V= a)ba2a®, h) —Z—a3(9n2 +16), b) 678 a3,
c) %a3(9n2 —16);

die krumme Oberfliche

0= o) ¥aa, b)Zaa, V)i6na, o yra@a—4).

Hierbei beziehen sich a) und b’) auf das ganze, b) und ¢) auf das halbe
Gebilde. ,

Das Zykloidenpendel: Ein Faden von der Linge 4qa, der an
seinem unteren Ende die punktférmige Masse m trigt, werde, wie aus
Abb. 214 ersichtlich, mit dem anderen Ende an der Spitze S einer
von 8 aus sich nach unten verzweigenden Zykloide ¢ befestigt; die
Masse m pendle um S derart, daBl sich der Faden an die Zykloide ¢
anlegen mufB. Dann beschreibt nach den Ausfithrungen von
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S. 351 der Massenpunkt m eine Evolute der Zykloide ¢, und zwar,
da die Lénge des Fadens gerade 4a ist, die zu ¢ kongruente
Zykloide ¢’. Legen wir
4 in den Scheitel von ¢’ den
Nullpunkt eines recht-
winkligen Koordinaten-
systems, so lautet, wie
man sich leicht iiberzeugt,
die Gleichung von ¢:

x = a(t + sint),
¥ = a(l — cost).

Um zu untersuchen, nach
welchen Gesetzen sich m
bewegt, legen wir unseren
Betrachtungen das Ge-
setz von der Erhaltung der Energie zugrunde, welches besagt,
dafl die Summe aus potentieller und kinetischer Energie in jedem
Augenblicke der Bewegung konstant ist. Da die kinetische Energie
gleich {m? und die potentielle Energie im homogenen Schwerefeld
der Erde gleich m - g -y ist, so ist

Abb. 214.

Ime? + mgy = C.

Es sei fiir y = 0, also beim Durchgang der Masse m durch den Scheitel O
von ¢’ die Geschwindigkeit gleich v,; hieraus folgt C = {m, und die
Formel fiir die Erhaltung der Energie kénnen wir schreiben:

2

w—v*=2¢gy oder v=7u —2gy.
Im Falle unserer Zykloide ist

y=a(l —cost) oder cost=1-— %.

Um » zu bestimmen, bedenken wir, dafl v = % ist, wenn die Zeit mit z

bezeichnet wird (weil ¢ hier den Parameter bedeutet). Nun ist

2
cds= }/ <ﬂ)2~l— (@1) dt = a (1 + cost)? + sin?t dt = 2a cos% dt;

di dt

v =24 t di
= COS 5+

Da nun cost=1— Z/f ist, so ist

also ist

.t 1 Iy
Sll’l? = l/_Z—(l —_— COSt) S ]// %a
also

1 ¢

= cos 5 dt = (/}ZL

2 2 2Y2ay’
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und daher ist

2a dy
=]l

Setzen wir diesen Ausdruck in die oben gewonnene Formel fiir v ein,
so erhalten wir die Gleichung

2a d S
] 7'}%:1/”6—292/,
die wir nach dem Zeitelement dz auflésen:
— @ d
dz = 12a i__ = l‘/-a— A——
5y — 294

/7wy [ my
Vel ~b—a)
Die Integration ergibt

| 2 = h/g arcsin (%% Yy — l)r = ]/'@ [a.rcsin (ﬂ y — 1) -+ %} .

0 g %
Der Massenpunkt m hat seine Hochstlage erreicht, und das Pendel
schlagt zuriick, wenn v = 0 ist; hierzu gehort also

. .

Ymax = % .

Da y,,,, nicht groBer sein kann als 2a, so tritt nur so lange ein wirkliches
Pendeln ein, als vy = 2)ag ist. Nun besteht eine vollstéindige Pendel-
schwingung aus vier Teilen, die sich in gleich langen Zeiten abspielen:
die Bewegung vom Tiefstpunkt bis zum rechten Héchstpunkt, von
diesem zuriick zum Tiefstpunkt, von hier zum linken Hochstpunkt

und wieder zurtick zum Tiefstpunkt. Nennen wir die ganze Schwingungs-
. i 2
dauer T, so ergibt sich —Z: aus z, wenn wir y = ;j—"g setzen; es ist also,

wenn mit [ = 4e die Linge des Pendels bezeichnet wird,

T = 4-]/% [a,rcsinl —I—%} = 4nl/§= 27‘5]/%

Bemerkenswert ist bei diesem Ergebnisse, daB die Schwingungsdauer
unabhingig ist von der Hochstgeschwindigkeit v, und der Schwingungs-
hohe y,,,x, daB sie nur abhéingt von der Liange [ = 4a des Zykloiden-
pendels, ein Ergebnis, das bekanntlich bei dem gewohnlichen Pendel
nur bei kleinen Ausschligen und auch dann nur annidhernd erreicht
wird; man nennt das Zykloidenpendel aus diesem Grunde ein tau-
tochrones Pendel [tautochron (griechisch) = von gleicher Zeit].

(138) Ist die feste Kurve k selbst ein Kreis vom Halbmesser 7 und die
rollende Kurve ¢ ebenfalls ein Kreis vom Halbmesser @, so beschreibt
ein mit ¢ fest verbundener Punkt-P-eine Trochoide; es sind hierbei
drei verschiedene Fille zu unterscheiden:
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1. ¢ rolit auBerhalb des Kreises k£ ab: Epizykloide;

2. ¢ rollt innerhalb von & ab; a <I: Hypozykloide;

3. ¢ rollt auf k derart ab, daB % von ¢ eingeschlossen wird; a > I:
Perizykloide.

Alle drei Félle kénnen wir analytisch in einem einzigen behandeln,
wenn wir bedenken, daBl fiir die Hypo- und Perizykloide a zu I die
entgegengesetzte Lage hat wie bei der Epizykloide, also fiir die Epi-
zykloide @ > 0, fir die Hypo- und die Perizykloide ¢ << 0 ansetzen.
Der die Kurve beschreibende Punkt P habe vom Mittelpunkte von ¢

verschlungene
den Abstand b; ist b % @, so ist die erzeugte Kurve eine { gespitzte }

gestreckte

Trochoide. Wihlen wir als Anfangslage diejenige, in welcher der zu P
gehorige Halbmesser von ¢ gerade durch den Beriihrungspunkt B,
von ¢ und k geht, und legen wir
den Anfangspunkt des Koordinaten-
systems in den Mittelpunkt von £k,
die x-Achse durch B, so ist (vgl.
Abb. 215) Bogen BC = Bogen BB,
=1-t, wobei ¢ der Winkel B, OB ist.
Folglich ist der Wilzungswinkel

z CMB — - BogenBC_ L,
a a
k g Z und es ist
x=0X = OMcost — MPcoé(t + 1),
APb- 215. y=0Y = OMsint — MPsin(t + 1)
oder, wenn wir die oben gefundenen Werte einsetzen:
x = (I + a)cost — bcosl+ at, y= (4 a)sint — bsinl+ 2. 54)

a a

54) ist die Parametergleichung der Trochoide. Versteht man unter @
eine absolute Grofle, dann gilt 54) nur fir die Epizykloide, wihrend
wir fiir die Hypo- und Perizykloide in 54) @ durch —a ersetzen miissen;
die Gleichung dieser Kurve lautet demnach in diesem Falle:
l—a
a

x:(l-—a)cost—bcosl—%—at, y = (l—a)sint 4+ bsin ;. 54)

Beschréinken wir uns auf gespitzte Trochoiden (b = @) und fiihren
wir einen neuen Parameter v durch die Gleichung ¢ = av ein, so lautet
die Gleichung

z=(+a)cosav—acos(l+a)v, y=(+a)sinav—asin(l+a)v. 54”)

Ersetzt man hier @ durch o’ =—(I 4 a), so geht « in sich selbst iiber,
wihrend y nur sein Vorzeichen #ndert; der neue Punkt P liegt also
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spiegelbildlich zum urspriinglichen beziiglich der z-Achse. Da die z-Achse
Symmetrieachse ist, so ist die Trochoide, die durch Abwilzen des
Kreises ¢ vom Halbmesser —(I 4 a) auf dem Kreise k vom Halbmesser 7
von einem Punkte des Umfanges von ¢ beschrieben wird, identisch
mit derjenigen, die durch Abwéilzen des Kreises ¢ vom Halbmesser a
auf dem gleichen Kreise & von einem Punkte des Umfanges von ¢ be-
schrieben wird. Ist << 0 und I+ ¢ > 0 (Fall der Hypozykloide),
so ist @' = —(I + a) << 0; demnach die zweite Kurve ebenfalls eine
Hypozykloide. Fithren wir fiir ¢ den absoluten Betrag ein, den wir
als |@| = —a bezeichnen wollen, so bekommen wir den Satz:

Die gespitzte Hypozykloide, welche durch Abrollen des
Kreises vom Halbmesser I — |a|im Kreise vom Halbmesser?
beschrieben wird, ist identisch mit derjenigen, welche
durch Abrollen des Kreises vom Halbmesser |¢|im gleichen
Kreise beschrieben wird.

Ist —lal=a<0 und 14 a<0,

Fall der Perizykloide, so ist
o =—(1+a)=|a|—1>0,

die zweite Kurve demnach eine Epizykloide.

Die gespitzte Perizykloide, die durch Abrollen des
Kreises vom Halbmesser ¢ um den festen Kreis vom Halb-
messer [ beschrieben wird, ist identisch mit der Epizyklo-
ide, die durch Abrollen des Kreises vom Halbmesser a — I
auf dem gleichen Kreise beschrieben wird.

Fiir jede solche Trochoide gibt es demnach zwei Entstehungsmoglich-
keiten.

Setzen wir I 4 a = s, 5o gehen die Gleichungen 54”) iiber in die
Gleichungen

X =S COSAV — @ COSSV, 9y =ssinav — asinsv, 54")

mit denen wir jetzt weiterarbeiten wollen. Es ist

dx . . . S—a sta
Te = as(— sinav + sinsv) = 2ass1n—2——v 1008 —5— 0,
dy . §— s+a dy s-t+a
%-—2assm 5 2p.gin>TC 5 Vs 7y = te—5—v.

Die Gleichung der Normalen lautet:
st+a

(y — ssinav + asinsv) tg v -+ (@ — scosav + acossv) =0,

die man umformen kann zu

900058_*2~ v+ ysm»tv = (s — a) cos

Lo
5 0.




394 Analytische Geometrie der Ebene. (138)

Nun hat der jeweilige Beriihrungspunkt B zwischen ¢ und % die Koordi-
naten
xp =1lcost und yp = Ilsint,
oder, da ,
l=s8s—a und ¢=av ist,

xp = (s — a)cosav und yp = (s — a)sinav;

setzt man diese in die linke Seite der Normalengleichung ein, so erhilt
man

(s — @) cos i;—a v
in Ubereinstimmung mit der rechten Seite; folglich geht die Normale
durch den zugehorigen Berithrungspunkt zwischen ¢ und %, gem&l der
in (137) S. 384 fiir alle Rollkurven abgeleiteten Eigenschaft.
Es ist

dy\2 1
L+ (&) =~
2 )
ferner ist
i
@_ cﬁ.dwhs—%a 1 1
da? = dv “dv 2 s+ a s—a s+a

cos? —5 v 2assin v . COS v

2

Hieraus berechnen sich die Koordinaten des Krimmungsmittel-
punktes

£ = scosav — acossv

1 A 4ascos3s_;a-v~sin8—_2~q—v sins_;av
cos? f;— v (s+a) coss —12— ¢ v

I

4das . s—a . st+a
& SCOSAV — ACOSSV — ——— S§In VeSIN—5— X
s+ a 2 2
as

+a

Il

scosav——acossv—Q;— (cosav — cossv),

. s—a
= §$COSAV -+ @ coss V) ;
s s—(—a( + ) ; ’
4ascos38+av sin>—%
7 = ssinav — asinsv - ! 2 2
1= T ,8+a (s + a)
cos v
2
. . as . S§—a s+ a
= ssinav — asinsv + 4 sin v+ COS v,
s+ a 2 2
as

7 = ssinav — asinsv -} 2 (sins v — sina v)

s+ a
s—a

=3 Ta (ssinav — asinsv) .
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Also ist die Gleichung der Evolute der gespitzten Trochoide
&=

8§ —

s+a

(s cosav -+ acossv), 7=

8+ (8s111cw — asinsv). 55)

Um sie zu deuten, stellen wir die folgende Betrachtung an: Wiirden
wir nicht die Anfangslage wie in Abb. 215 gewihlt haben, in der
P, mit B, zusammenfillt, sondern jene Lage, in der P, der Gegenpunkt
zu B, auf ¢, ist, derart also, daf3 die Trochoide auf der positiven xz-Achse
statt der Spitze einen Scheitel hitte, so wiirde, wie man sich leicht
iiberzeugt, die Gleichung der Trochoide in die Gleichung iibergehen:

Z = 8§ cosSav -} @ Cossv, Yy = s sinav -+ @ sinsv.

Dann ist aber die Evolute eine Trochoide, welche der Evolvente dhnlich
ist, und zwar ist
, s§—a , s—a

s ==s8- a =a-
s+a s+a

zu setzen, so daB man die Evolute dadurch erzeugen kann, dall man
einen Kreis vom Halbmesser

I

’ L
@ =079,
auf einem Kreise vom Halbmesser
r—_t
I+ 2a
abrollen 14Bt.

Die Lange eines ganzen (zwischen zwei Spitzen hegenden) Kurven-
bogens ergibt sich nach Formel 50) S. 372 zu

Lo ! l
/(dx\2 | [dy\? . S—a
S :/1/ (d—;) +<ﬂ> dv =/2a8 sin—5—v- dv 56)
0 0
27
- —Qa,g.sia[coss—;—avki = 8stfw: 8(l+la)a

Die obere Grenze 255 erhalten wir dabei durch die folgende Erwigung-
Der Punkt P ist wieder Spitze der Trochoide, wenn der auf k abgewéilzte
Bogen gleich dem Umfange von ¢, also gleich 27a ist; dann ist aber
2na t 27
t==—"—, also v=-—== W. 0.
1 a l

(139) Unter den Sonderfillen der gespitzten Trochoide wollen wir
zwei hervorheben.

A. Setzen wira = [, so erhalten wn: die Kardioide; sie hat nach 54)
die Gleichung

x = 2lcost — lcos2t, y = 2lsint — Isin2t,
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ihre Evolute nach 55) die Gleichung
§=—:)l,—(2 cost -+ cos2t), 7 :é(Zsint—}—Sith).

Die Lénge ihres Bogens ist nach 56) S = 161; es diirfte sich empfehlen,
diese Ergebnisse ohne Zuhilfenahme dieser Formeln unmittelbar aus
der Gleichung abzuleiten.

Die Kardioide hat ihren Namen von ihrer Gestalt, die der Form
eines Herzens nicht unéhnlich ist [Kardion (griechisch) = Herz).

y Verlegen wir den Koordi-
2 natenanfangspunkt nach der
\ Spitze S der Kardioide, so er-

halten wir mit Hilfe der Parallel-
verschiebungsformeln x =17+,
y =1 die Gleichung

2 P £ = (2 cost — cos2¢ — 1)

= 2lcost(l — cost),

/
5& 7 4 y = 2Isin¢(l — cost),
die wir leicht in eine parameter-

freie Form tiberfithren kénnen.
Es ist namlich

5 2+ p2 =42 (1 — cost)?,

pr also -3
cost =1 VE+D*
Abb. 216. 21

und daher
2 2 2 2 ——
g=2z(1—”;;">”;;”, 20y =211 + 92 — (12 + v?),

(£ + 9?2 — 41y (P + 9?) — 4P y* = 0.
Auch in Polarkoordinaten 148t sich die Gleichung leicht iiberfiihren.

Es ist % = tgt, und da wir ¢ = rcos?, 1y = rsind setzen miissen

[s. Gleichung 8) in (106) S.288], so ist der Parameter ¢ identisch mit
der Amplitude ©? des Polarkoordinatensystems, und es ergibt sich

r = 2[(1 — cos¥).

Verlangern wir den zu P gehorigen Leitstrahl tiber § hinaus, so schneidet
er die Kardioide noch in einem zweiten Punkte P’, der zur Amplitude
¥ 4 7 gehort; folglich ist SP’ = = 2I(1 + cos®) und demnach
PP =4]1.

Alle durch die Spitze gehenden Sehnen einer Kardioide
sind gleich lang.
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Die Sehne PP’ schneide den festen Kreis k in K; da aus dem recht-

winkligen Dreieck SKS' sich KS = 2lcos? ergibt, so ist
KP = KS + 8P = 21;
hieraus ergibt sich die folgende Entstehungsweise der Kardioide:

Bewegt sich eine Strecke KP =2l so, daB sie besténdig
durch einen bestimmten Punkt S eines Kreises vom Halb-
messer | geht, wihrend ihr einer Endpunkt K auf diesem
Kreise gleitet, so beschreibt der andere Endpunkt P eine
Kardioide.

Im AnschluB an die Kardioide moge die folgende Aufgabe
behandelt werden: O4 = a in Abb. 217 stelle eine um O drehbare
Platte vom Gewichte G dar; an
ihrem Ende 4 ist ein Seil befestigt,
das iiber die Rolle B (von sehr klei-
nem Halbmesser) gefiihrt ist, wobei
OB = a vertikal sein soll. Am Ende
des Seiles ist ein Gewicht P be-
festigt; welche Bahn mul} bei Be-
wegung der Klappe das Gewicht P
beschreiben, damit der Klappe in jeder ihrer Lagen das Gleichgewicht
gehalten wird ? Liegt die Klappe horizontal, so moge sich P in unmittel-
barer Nihe von B befinden; das Seil AP soll also die Lange b = a 1/5
haben. Ferner wollen wir die besondere Annahme machen, daf in dieser
Lage die Bahn von P vertikal sei, so daf das volle Gewicht P zur Wirkung
kommt, also im Seile A,B die Spannung P herrscht. Wahlen wir O
als Momentenpunkt, so ist das in 4,B wirkende Moment von P

a .= 1
MP=P-§V2=§bP.

Diesem wirkt entgegen das Drehmoment von G, das, weil wir uns
G im Mittelpunkt (Schwerpunkt) von 04, angreifend denken miissen,

: gleichG'-% ist. Da beide Momente infolge des Gleichgewichtes einander
gleich sein miissen, so ergibt sich, dal P = %]/E sein mul.
Tn einer beliebigen Lage der Klappe mége OA mit OB den Winkel 2¢

einschlieBen. G hat sich gegeniiber der horizontalen Lage um die Strecke

Abb. 217.

h= %cos2e gehoben, wie man leicht aus der Abbildung sieht; folglich

ist durch Heben der Klappe die Arbeit geleistet worden:
A=G-h=1G -acos2e.

Diese Arbeit ist aber von P aufgebracht worden; hat sich P um die

Strecke 4’ gesenkt, so muB die Arbeit A'= PA’ gleich der Arbeit 4 sein,

und es ergibt sich

K= %]/Qcos%s = %cos2e.
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Da nun AB = 2asin¢ ist, so ist

BP =r=a)2—2asine = b — by 2sine,
und der Winkel %, den BP mit BO einschlieBt, ergibt sich aus
cos ) = }% Also ist

b .
rcosﬂ=§cos26=g(l—25m2£) oder 25inze:1—2%cosﬁ,
— .
sine- Y2 =]/1—27 cos®
und dadurch V L 5 °®

r:b——b]/l—2%cos0 oder (r—b)2=b2<1——2%cosﬁ),
und hieraus
r=2b(l — cos?).
Das ist aber die Polargleichung der Kardioide; also muB sich das
Gewicht P lings einer Kardioide bewegen, deren Spitze in B liegt
[vgl. hierzu (226) S.785].

B. Setzen wir a :_é,, so erhalten wir eine Hypozykloide, die

nach 54) die Gleichung hat:

x:(é—b)cost, ' y:(é—}—b)sint.

Das ist aber nach Gleichung 51) in (136) S. 373 die Parametergleichung
einer Ellipse mit der groBen Halbachse %—{— b und der kleinen Halb-
achse . — 5. Wir erhalten somit den Satz:

2
Rollt ein Kreis innerhalb eines anderen Kreises.vom

doppelten Halbmesser ab, so beschreibt irgendein mit ihm
fest verbundener Punkt eine Ellipse. Liegt insbesondere der

betreffende Punkt auf dem Umfange des rollenden Kreises (b:%),
so lautet die Gleichung der Kurve
z=0, y = lsint;

Die Bahn des Punktes ist dann der mit der y-Achse zu-
sammenfallende Durchmesser: Rollt ein Kreis innerhalb
eines anderen Kreises vom doppelten Halbmesser des
ersten, so beschreibt jeder Punkt auf dem Umfange des
rollenden Kreises eine geradlinige Bahn (Geradfiihrung!).

C. Setzen wir a = — i, so erhalten wir aus 54) eine gespitzte

Hypozykloide, deren Gleichung lautet:

x=£(3cost—{—cos3t), y:é(3sint—sin3t).
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Diese Kurve heit Astroide (Sternkurve); sie hat vier Spitzen, welche
auf den Halbierungslinien der Koordinatenwinkel liegen. Da

cos3t = 4 cos¥t — 3 cost
und

Car s s 4oeg
sin3¢ = 3sint — 4 sin3? \z
ist, so ldBt sich die Gleichung der

Astroide auch folgendermaBlen schreiben:
x = lcos®t, y = lsin3¢.

Hieraus ergibt sich die parameterfreie
Gleichung der Astroide

2 =1 Abb. 218.
Die Gesamtlinge der Astroide ist nach 56) s = 6l. Da
Sf;;—=—-3lcos2tsint, E%—:3lsinztcoszl
ist, so ist iy
de = tg s
und demnach die Gleichung der Tangente
y—1Usin3t = —tgt- (x —lcos®t) oder wsint-4 ycost=1Isin?cost

oder __',E_ _ -—l— L

lcost Isint

Die Achsenabschnitte der Tangente sind also Icost bzw. Isin¢, daher
die Lange der Tangente konstant gleich {. Wir erhalten hieraus die
folgende Entstehungsweise der Astroide:

Bewegt sich eine Strecke von der Linge I so, dafl ihre
Endpunkte auf zwei zueinander senkrechten Geraden glei-
ten, so umhiillt sie eine Astroide.

(140) SchlieBlich sei die Gleichung der Kurve abgeleitet, die ein mit
einer Geraden ¢ starr verbundener Punkt P beschreibt, wenn die Gerade ¢
auf dem festen Kreise k abrollt. Wir wihlen als Anfangslage die, in
welcher der Beriihrungspunkt B, zwischen ¢ und % gerade mit dem
FuBpunkte des von P auf ¢ gefallten Lotes zusammenfillt; durch
ihn legen wir die Abszissenachse: der Nullpunkt sei der Mittelpunkt
von k (Abb. 219). In einer durch den Winkel B,OB = { bestimmten
beliebigen Lage ist der FuBpunkt des von P auf ¢ gefillten Lotes nach C
gewandert, und es ist B/]_?0 = BC =1-t. Wir erhalten daher fir die
Koordinaten von P

x = OB cost - BC sint + CP cost, y = 0B sint — BC cost + CPsint
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oder x= (I b)cost 4 l¢sing, y= (I b)sint — It cost

als die Parametergleichung der Kurve, von der wir zwei Sonderfille
betrachten wollen.

A. Ist b =0, liegt also
P auf ¢ (P=0C), so lautet
die Gleichung der Kurve

x = Il(cost 4 tsint),
y = I(sint — ¢ cost).

Da die Tangente BC des
Kreises & nach den Erorte-
rungen von (137) S. 384
Normale zur Rollkurve sein
mull, so ist k£ Evolute zur
Rollkurve [s. (131) 8. 351] und demnach diese eine Evolvente zu k;
man nennt diese Kurve daher die Kreisevolvente. Wir konnen diese
Beziehungen auch leicht rechnerisch nachweisen; es ist nimlich

d .
l:ltcost, —?izltsmt, d—%ztgt,

Abb. 219.

d
dt di d
also die Gleichung der Normalen
[y — I(sinf — tcost)] tgt + [x — I(cost + ¢sin)] = 0
oder, wie man durch leichte Umformung findet,
xcost + ysint — 1 = 0 (Hessesche Normalform der Geraden).

Die Normale ist also eine Gerade, die von O den konstanten Abstand
hat, d.h. sie ist Tangente an k.

Ferner ist
2y 1 11 14 (Fye_ 1
dx?~ cos?t ltcost litcos3t’ + dxz) ~ cos?t’

daher sind die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes

i cosdt

&= l(cost + tsint — ot tgt) = [(cost + tsint — ¢sint) = [ cost,

. t cos®t . .
n = l(smt — tcost + Eﬂ) = [(sint — tcost -+ ¢ cost) = Isint.

Die parameterfreie Gleichung der Evolute lautet also:

x? 4+ g2 =12, -
Die Evolute ist ein Kreis mit dem Halbmesser ! und dem Mittelpunkt O;
k ist in der Tat die Evolute. Der Kriimmungshalbmesser hat die
Lange

1
_ . 35
0= sost ltcosdt =1t,
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ist also gleich dem Bogen BB,,. Die Kreisevolvente hat in B, eine Spitze
(s. Abb. 219).

Die Linge des von der Spitze aus gemessenen Kurven-
bogens ist

t ¢
s=/Vl2tzcoszt+l2t2sin2tdt =/ltdt:—
0 0

Man berechne die Fliche, die man durch Integrieren zwischen den
Grenzen 0 und 27 erhdlt! [Ergebnis: F = (w[)?]. Man entwerfe
ein Bild dieser Fliche.

B. Ist b = —1, so lauten die Gleichungen der Rollkurve

x:itsint y = —1[tcost;
die Kurve geht durch den Nullpunkt. Wir kénnen leicht ihre Glelchung
in Polarkoordinaten aufstellen; es ist namlich
tgd = —octgt, also ﬂzt——?, r=10¢ oder r:l(ﬂ—{—»g—).
Legen wir den Anfangsstrahl nicht in die positive x-Achse, sondern
in die negative y-Achse, wobei wir setzen miissen

0=@—%, r=R,

so lautet die neue Gleichung

R=1-0.

Dadurch sind wir auf eine Gleichung gestoBen, die uns schon aus
(105) S. 287 als die Gleichung der Archimedischen Spirale bekannt
ist; diese laBt sich also auch auf folgende Weise erzeugen:

Rollt eine Gerade auf einem Kreise ab, so beschreibt ein
mit dieser Geraden starr verbundener Punkt, der durch
den Mittelpunkt des Kreises lauft, eine Archimedische
Spirale.

Wir werden der Archimedischen Spirale im nichsten Para-
graphen nochmals begegnen. Dort wollen wir Kurven untersuchen,
deren Gleichung in Polarkoordinaten gegeben ist.

§ 7. Die Kurve in Polarkoordinaten.

(141) Ist die Gleichung einer Kurve in Polarkoordinaten gegeben
[s. (105) S.2861f.], so ist zumeist der Leitstrahl r eines Kurvenpunktes P
als Funktion der zu P gehorigen Amplitude & gegeben, so daB die
Kurvengleichung die Form hat:

r=f(). 57)

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. . 26
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Die Eigenart der Polarkoordinaten erfordert auch eine von der bisher
gewohnten im allgemeinen vollig verschiedene Art der Kurvenunter-
suchung.

Es sei in Abb. 220 die Kurve von der Gleichung r = f () angedeutet
und P($#|r) einer ihrer Punkte. Geben wir der Amplitude ¢ einen Zuwachs,
den wir — der Bequemlichkeit halber — von vornherein unendlich
" klein annehmen und als solchen mit d¢ bezeichnen wollen), so daB
die neue Amplitude den Wert & + d1) hat, so erhalten wir zu dieser
auch einen neuen Leitstrahl, der sich von dem zu ¢ gehérigen r um
den unendlich kleinen Wert dr unterscheiden, also gleich

r+dr = f{@ +dv)

sein moége. Zu den beiden Polarkoordinaten (d 4 d¥|r -+ dr) finden
wir sodann einen Punkt P’, welcher — auch auf der Kurve gelegen —
dem zu den Koordinaten (&|r)
gehorigen Punkte P unend-
lich benachbart liegt. Die
Verbindungsgerade PP’ ist
demnach die in P an die

N

St

7
Abb. 220. Abb. 221.

Kurve gelegte Tangente, und PP’ selbst ein Kurvenelement ds, das,
weil es unendlich klein ist, als geradlinig gelten kann. Schlagen wir
um O den Kreis, der durch P geht, so schneidet dieser auf O P’ einen
Punkt @ aus, und wir erhalten eine Figur PQP’, die begrenzt wird
von der (geradlinigen) Strecke QP’'= dr, dem (krummlinigen) Kurven-
element PP’ — ds und dem Kreisbogen PQ = r-d¥; aullerdem ist
der Winkel PQP’ = 1R, da OP’ als Kreishalbmesser normal zum
Kreisbogen ist. Tm Grenzfalle ist sowohl PP’'= ds als auch PQ =r dd
geradlinig, und die Figur PQP’ wird ein unendlich kleines, bei @ recht-
winkliges Dreieck, dessen Form in unendlich starker Vergroferung in
Abb. 221 wiedergegeben sei. Bildet nun die Tangente PP =1t mit

1y Streng genommen miiBten wir zuniichst den endlichen Zuwachs 49 geben
und am Schlusse erst zu unendlich kleinem d¢=1limA¢ — 0 tibergehen (vgl.
die fritheren Grenziiberginge).
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der Verlingerung des zu P gehorigen Leitstrahles OP den Winkel ¢,
so ist auch <CPP'Q = ¢, also

r-d dr r

ar T Tde T v

wenn zur Abkiirzung die Ableitung von r nach ¥ mit 7' bezeichnet
wird. Die Formel -

tgp =

tgp = 58)
kann dazu verwendet werden, die zu P gehorige Kurventangente
festzulegen; wir tun dies also im Bereiche der Polarkoordinaten
dadurch, daBl wir den Winkel ¢ bestimmen, um welchen
man den Leitstrahl des Berithrungspunktes P um P drehen
muBl, bis er mit der Tangente zusammenféallt, und weichen
damit von der bei den Parallelkoordinaten gebriduchlichen Art ab,
bei der wir den Winkel verwenden, um den man die positive
Abszissenachse drehen mul, bis sie mit der Tangente zusammenfallt
oder mit ibr parallel ist. :

Man erkennt auch ohne Miihe, daB fiir die Héchst- und Tiefst-

punkte einer Kurve, d. h. solche Punkte, in denen die Tangente parallel
dem Anfangsstrahl ist, ¢ - ¥ = 7, also
r .

sein mubB. 8P == e %)

Durch die Richtung der Tangente ist auch die Richtung der Noxr-
malen bestimmt. Errichten wir in O auf dem Leitstrahle OP das Lot,
und schneidet dieses die Tangente des Punktes P in 7' und seine Normale
in N, so nennt man hier — ebenfalls abweichend von den bei Parallel-
koordinaten iiblichen Festsetzungen — die Strecken OT = s; die
Polarsubtangente, ON =s, die Polarsubnormale und die
Strecken TP = ¢ die Linge der Tangente, NP =n die Linge
der Normalen der Kurve r = f(¢) im Punkte P. Da

L ONP = LOPT = ¢
ist, und tgo :% ist, so erhdlt man ohne weiteres die folgenden

" Formeln fiir die GréBe dieser Strecken:
7-2

st =7, 8y =17, tz»z;]/m, n:]/??—-l——r'_z. 60)
Aus Abb. 221 ergibt sich ferner
ds = J(dr)? + (r-d9)? = dd -Vrz -+ (%)2 =2+ 7249 ;
es ist demnach die Linge der Kurve selbst
Ty
$ :j ]/72 + 2dd. 61)
Wy

26%*
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SchlieBlich hat der Ausschnitt OPP’ in Abb. 220 einen Flichen-
inhalt, der sich zusammensetzt aus dem Inhalte des Kreisausschnittes
OPQ und dem Inhalt der Figur PQP’; er ist also

1 1 r
*2*7'2d19+§7'd7'd19:§(7'+dT)'d’L(}.

Im Grenzfalle nihert sich der Faktor » 4 dr dem Werte 7, und es ist
dF = 472d9 und damit der Inhalt der von der Kurve r = f(J)
und den beiden zu ¥ =&, und ¥ = 9, gehérigen Leitstrahlen be-
grenzten Flache
Py
F:%Z/r?-dﬂ. 62)

'

Umn schlieBlich die GréBe des zu P gehorigen Kriimmungshalb-
messers zu ermitteln, haben wir folgendes zu bedenken. Der Kriim-
mungsmittelpunkt M ist der Schnittpunkt der zu P gehorigen Normalen n
mit der zu P’ gehorigen Normalen »’; beide bilden denselben Winkel dz
miteinander, den die zu P und P’ gehorigen Tangenten ¢ und ¢ mit-
einander einschlieBen. Aus dem Kreisausschnitte M PP’ ergibt sich
dann

PP’ ds
“dr T de

Um dt zu erhalten, drehen wir den Leitstrahl OP um O, bis P auf @
zu liegen kommt, also um den Winkel d¢/. Damit ist aber ¢ noch nicht
in eine zu t' parallele Lage gekommen; denn der Winkel, den ¢’ mit
OP' einschlieBt, ist ja nicht gleich ¢, d.h. gleich dem Winkel, den ¢
mit OP einschliet, sondern gleich ¢ + d@. Wir miissen demnach
die um d gedrehte Tangente ¢ um den weiteren Winkel d¢ drehen,
erst dann ist ¢ zu ¢ parallel. Es ist also dz =d¥ 4 dp und damit
ds

ds a9

e doFdy

dd
do *
)
Da nun nach 59) ¢ = arctg%ist, so ist nach der Kettenregel

Lo dr v
do 1 i~ ""da9
e e -'
()

dy
und da Ccll; == 7', folglich ar _ ist, so ergibt sich

bl
_(pi__r’z—r-ﬂ’
= A

d
d
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Da fernerhin nach obigem g% = Yr2 + 1’2 ist, so erhalten wir fiir die

Lange des Krimmungshalbmessers

(247 2)%7

0= g 63)

(142) Diese Formeln enthalten das fir die Kurvenuntersuchung
Wichtigste. Wir gehen nun zur Erorterung bestimmter Kurven tiber,
deren Darstellung in Polarkoordinaten besonders einfach ist; es sind
dies vor allem die Spiralen, von denen wir an dieser Stelle die archi-
medische, die hyperbolische und die logarithmische Spirale
nidher behandeln wollen.

A. Der Archimedischen Spirale sind wir schon begegnet in (105)
S.287 und in (140) S.401; ihre Gleichung ist

r=a-9. A 7)

In (105) S.287 haben wir uns auch schon ein Bild von ihrer Gestalt
verschafft; es eriibrigt nur noch, ein wenig auf ihre infinitesimalen
Eigenschaften einzugehen. Es ist 7' = a = s,; die Subnormale der
Archimedischen Spirale hat in je- ,
dem Punkte die konstanteLéangea. AN /\f
Hieraus folgt eine einfache Konstruktion
der Normalen und damit auch der Tan-
gente (Abb. 222): Wir schlagen um O
den Kreis £ vom Halbmesser ¢ und er-
richten in O auf dem Leitstrahle OP das
Lot, welches & in N schneidet; NP ist
die zu P gehorige Normale, die in P
auf NP errichtete Senkrechte folglich
die Tangente. Da 7' = 0 ist, so wird

“ (92 4 1) (a? + r2) oW

= RBL2 T 2a 12 @ ad’ Abb. 222.

wobei n = Ja? + 72 die Lénge der Normalen ist. Um zu dem zu P ge-
horigen Krimmungsmittelpunkt M zu gelangen, fithren wir die
folgende Konstruktion aus: Wir errichten in P auf OP und in N auf
NP die Lote, welche einander in @ schneiden mogen; O schneidet
dann die Normale in M. Es sind namlich die beiden rechtwinkligen
Dreiecke OPN und NQP einander dhnlich, und zwar ist in Dreieck OPN

OPI’I’, 0N=a, NP:?’L, {ONP:@:(rt):tp’

wobei

r T
tgp ==~
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ist. Ferner ist .
PQ:PN =PN:ON, also PQ:%.

Bezeichnen wir den in dem rechtwinkligen Dreieck OP@ gelegenen
Winkel QOP mit v, so ist

tow — L0 _ o7

clgy = QP ~ ut-
Auf das Dreieck OPM, in welchem <X OPM = 725 — ¢ ist, wenden
wir den Sinussatz an und erhalten

PM:0P = sinyusin(’zl +yp — (p) = siny : cos(y — @)
= 1:(cosgctgy 4 sing),

also s
r e
PM = = =
a ar 7 @t 2
n n? n

was zu beweisen war.
Die von der Archimedischen Spirale und dem zur Amplitude @&
gehorigen Leitstrahlen r begrenzte Fliche hat nach 62) den Inhalt
5
F=llewar=Cp—" —1es.
§ .
Da die Fliche des vom Mittelpunktswinkel ¢ bestimmten Ausschnittes
im Kreise vom Halbmesser » den Inhalt 4729 hat, also das Dreifache
der obigen Fliche ist, erhalten wir den Satz:

Die Archimedische Spirale teilt alle Kreisausschnitte,
die ihren Mittelpunkt in O haben, und deren Halbmesser
der Leitstrahl und deren Mittelpunktswinkel die Amplitude
ist im Verh&ltnis 1:2 [s. a. Parabelfliche (84) S.221£.].

Die Linge des vom Nullpunkt bis zum Punkte P(r|d)
reichenden Bogens ergibt sich nach Formel 61) zu

9
§= f Ya2 92 + a2 d9 = %[0 Y1+ 9% + WwGind| [s. Formel TII15)].
0

Es ist also der Bogen des ersten Umlaufes (¢ = 27)

s =5[22 )1 F 422 + A Gin2a] = 5-[89,975 + 2,537]
= 21,2560 = 3,38307.

Da J1 4 ¥2 fiir sehr groBe Werte ¢ sich dem Werte ¢ nihert und
ArSingd gegeniiber & Y1 + #? vernachlissigt werden kann, ist fiir
groBe Werte ¢ angenihert

) 1
'E' rd.

a
sm—ilb‘z “oder sA



(142) Die Kurve in Polarkoordinaten. 407

Die Archimedische Spirale gibt Anlall zu einer Reihe von
Aufgaben, von denen einige hier angedeutet seien.

a) Welches ist die Gleichung der Archimedischen Spirale, welche
durch den Punkt P,(r|d%,) geht?

s

T="7Tqy" r=% "5
0 08y + 2nn’

go— ,  allgemein
wobei n irgendeine ganze Zahl ist.

b) Wie gro8 ist der Flicheninhalt und der Bogen der Archimedischen
Spirale, fiir welche zu ¢ = 27 der Leitstrahl 1 m gehort?

F= m2 Bogen I = 3,383 m.

c¢) Wie bestimmt man die Hochst- und die Tiefstpunkte der Spirale ?
Fiir sie muB nach 59) sein tg? -+ & = 0; aus dieser transzendenten
Gleichung kann man durch irgendein Anndherungsverfahren beliebig
viele Winkel &, deren Anzahl unendlich grof ist, bestimmen. (Der
kleinste dieser Winkel ist ¥ = 116°14'23"' = 2,0288; s. H in Abb. 222.)
d) Wo liegt der Endpunkt des Bogens, der gleich der Strecke 8
ist? Fiir ihn muB sein

DY + 92 + WBind= 7‘9
Ist beispielsweise s = a, so erhalten wir fiir s die transzendente Gleichung
DYl 4+ 92 + W Gind® — 2 =10}

filhrt man 9 = @in% ein, so wird sie ibergefiihrt in

GingyGof 5+ 5 —2=0 oder u+ Ginu=4,
deren Lésung v = 1,6068, also ¥ = Gin0,8034 = 0,8927, ¢ = 51°9’ ist.

B. Die hyperbolische Spirale. Sie hat die Gleichung r-9¢ =a.
Bei ihr ist also wie bei der gleichseitigen Hyperbel das Produkt
aus den beiden Koordinaten eines jeden Punktes konstant [s. (31)
S.69]; dieser Ubereinstimmung verdankt die Spirale auch ihren
Namen. Liosen wir die Gleichung nach r auf, so erhalten wir

Beschrinken wir uns auf positive Winkel, so lesen wir aus 64) ab,
daB fir ¥ =0 r = oo wird; mit wachsenden Werten von ¢ nihert
sich # dem Werte Null,- ohne ihn jedoch zu erreichen; der Nullpunkt
wird also in immer enger verlaufenden Windungen umkreist, liegt
aber selbst nicht auf der Kurve; er ist ein sog. asymptotischer
Punkt. Abb. 223 deutet den Verlauf an. Fir negative Amplituden
ergeben sich negative Leitstrahlen; zur vollstindigen Kurve wiirde
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also, wenn man auch negative Leitstrahlen zuliBt, noch ein Teil ge-
horen, der zu dem bisher erwidhnten beziiglich des durch O gehenden
Lotes zum Anfangsstrahl symmetrisch verlauft. Aus der Gleichung

Abb. 223.

r- ¥ = o folgt, dafl die Bogen P, P aller um O geschlagenen Kreise,
welche zwischen dem Anfangsstrahle und der Spirale liegen, die kon-
stante Lénge a haben.

Da a 2

o= = ——
92 a

ist, so ist nach 60) die Subtangente s, = —a; die Subtangente
der hyperbolischen Spirale hat fiir jeden Punkt den kon-
stanten Wert —a. Dabei deutet das Minuszeichen an — wie wir
durch Vergleich mit Abb. 220 und den zugehérigen Ableitungen er-
kennen —, daB} wir, um sie zu erhalten, den Leitstrahl nicht im Uhr-
zeiger-, sondern im Gegenzeigersinne um 1R zu drehen haben, um
die Lage der Subtangente zu erhalten. — Diese Konstanz der Sub-
tangente gestattet eine bequeme Tangentenkonstruktion. Man schligt
um O mit @ den Kreis und bringt ihn zum. Schnitt miv dem in O auf
OP errichteten Lote; die Verbindungslinie von P mit dem Schnitt-
punkte 7' ist die Tangente in P. Diese Konstruktion gilt auch noch
fiir 9 = 0; da hier r = co ist, wird die Tangente zur Asymptote.
Die hyperbolische Spirale besitzt also eine Asymptote; man erhilt
sie, indem man in O auf dem Anfangsstrahl das Lot OT, = @ errichtet
und durch 7T die Parallele zum Anfangsstrahle zieht.

Es ist #” 22}% =2—212, also nach 63)
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wobei ¢ = }r2 4 a? die Lange der Tangente ist. Um demnach zum
Kriimmungsmittelpunkte M zu gelangen, errichten wir auf der Nor-
malen NP in N das Lot, das die Verlingerung von OP in @ schneiden
moge, und auf QP in @ das Lot, das die Normale in M schneidet. In-
folge der Ahnlichkeit der rechtwinkligen ‘Dreiecke MQP, QNP, NOP,
POT ist namlich ;

n:ir==t:a, also n=-_r,

ferner
2
QP:n=t:a, also QP=(T§—> .7,
schlieBlich MP:QP =t:a, demnach in der Tat
i \3
MP = (;) T =Q.

Die vom Leitstrahle bei seiner Drehung aus der Amplitude ¥,
bis zur Amplitude @, iiberstrichene Fliche der hyperbolischen Sp]rale
ergibt sich aus 62) zu

%

o dd 271 1
= [ (L L)ty

Wiéchst &, tiber alle Grenzen hinaus, so ist diese Fliche, wenn ¢, = ¥

gesetzt wird, F = 1 ra, also gleich dem Inhalte des Kreisausschnittes
OP,P (Abb. 223).

Die Berechnung der Lange des von P, bis P, reichenden Kurven-
bogens fithrt auf das Integral [s. 61)]

f = /VWLI% =ﬁ71+ﬁ2dﬂ

d¥ auszuwerten, setzen wir ¢ = Ginu; dann ist

y1 + 9?2
Y1+ 92 = Gofu, dod = GCojudu,

Y1+ 92 + 92 Cof2u . 1
_/ dt = ij% _/(1 + @W) du

1+
-

also

=y — Ctgu = WCind —

Demnach ist
Jy
9

[sE=a [%Ir Gind — Vit qﬂ

(143) C. Die technisch wichtigste Spirale ist die logarithmische Spirale;
sie hat die Gleichung

r=a-e?, 65)
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wobei a eine Strecke, b eine Zahl bedeutet. Fir 9 =0 ist »r = a.
Durchlauft die Amplitude eine arithmetische Reihe, so
durchlduft der Leitstrahl eine geometrische Reihe; in der Tat
gehéren zu den Amphtuden By, B9+, g+ 20, ..., 9+ nx
die Leitstrahlen

7o = a e,
ry=adWtN = qgdh.dx =y . q,
7-2 pu— aeb(l?u'*‘?lx) — aebﬁu . ezbt’t: 7-0 qz, .

Ty = aedBotna) — g obdy ., gnbo — o+ q'n,

wenn g = e** gesetzt wird. Dies gibt Anlal zur folgenden Konstruktion
(Abb. 224): Sind P, (r,| ;) und P, (r,| P, = ¥, + «) irgend zwei Punkte

Abb. 224,

der Spirale, so trage man an OP,; in O nochmals den Winkel & an und
zeichne auf dem freien Schenkel den Punkt P, so, daB OP, = r, sich
zu 7y verhdlt wie r; zu ry; P, ist dann ein weiterer Punkt der Spirale.
Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann man zu einer beliebigen
Anzahl solcher Punkte gelangen. Halbiert man andererseits den Winkel
P,OP; und trigt auf der Winkelhalbierenden das geometrische Mittel
aus vy und r;, OP =r = ]/7{7; ab, so ist P ebenfalls ein Punkt der
Spirale; durch wiederholtes Winkelhalbieren kann man die Punkt-
folge so dicht gestalten, wie man nur will.

Ist >0, so ist fiir « > 0 ¢ = "> > 1: dje Leitstrahlen nehmen
mit wachsender Amplitude zu und wachsen iiber alle Grenzen; sie
nehmen andererseits mit der Amplitude ab und nahern sich (fiir & < 0),
stets positiv bleibend, dem Grenzwerte Null, der jedoch erst erreicht
wird, wenn ¥ = 0 wird ( lim 7 = O) Der Nullpunkt ist demnach

P> —00
ein asymptotlscher Punkt, der in immer engeren Windungen um-
kreist wird. Fiir b << 0 kehren sich die Verhiltnisse sinngem#B um.
Bei der Bedeutung, die der logarithmischen Spirale zukommt, ist
es unerlaBlich, sich Ubung im Konstruieren dieser Kurve anzueignen;
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der Leser entwerfe selbstindig auf Grund der oben gegebenen Winkel
die Spiralen, fiir welche

1 1 1 1
%’ 2z’ 1W0ax’ 2z

Eine logarithmische Spirale, deren asymptotischer Punkt mit O
zusammenfillt, ist durch zwei weitere Punkte P;(r,|9;) und P,(ry|?,)
vollig bestimmt; ihre Gleichung muB von der Form sein: r = a - &7,
Es miissen also die beiden identischen Gleichungen bestehen:

b=1, 0,1, In2, —02206 ist.

r,=ae? und r,=ae?;
aus ihnen folgt durch Dividieren
By =By —
P — 2 oder & = Vﬁ p— =l
. 71 71 Gy — 0
Setzt man diesen Wert in eine der beiden Gleichungen ein, so erhalt
man

(’92 - "71/ /T) - "91 '&2 - 191 ’;’;9“ '19'2 - '&1 /’;-“z’)—
— -bh — by~ — g . T2 — 1t 1
a=re 4 (€9) 7y V 7y V"'z 7 e

1
Also ist die Gleichung der durch P; und P, gehenden logarithmischen
Spirale

ﬁa"%ﬂ: "92"191/7-7’9' 792‘?91/7—';9-__3‘1
_ [TV T2 d . /7o
r = ],/ el ] 3 oder r= I/—“M .
o1 ry ry 2

Besonders einfache Eigenschaften zeigen sich bei Anwendung der
Infinitesimalrechnung auf die logarithmische Spirale. Es ist

r=a-be"? =br;
demnach ist

1
tgp =+

Die logarithmische Spirale r =ae’”? schneidet alle Leit-
strahlen unter dem gleichen Winkel, dessen Kotangens den
Wert b hat.

Bestimme diesen Winkel fiir die oben angegebenen Spiralen!

Hieraus folgt, daB alle durch Tangente und Normale gebildeten
rechtwinkligen Dreiecke 7'PN einander dhnlich sind.

Da 7"’ = b2r ist, so folgt fiir den Kriimmungshalbmesser

(DR
¢ = 72 25272 — b2 12 sing

Der Kriimmungsmittelpunkt fillt demnach mit N zusammen. Da
t=O0ON =7r-bist, soist t = ab-e?; wihlen wir als neuen Anfangs-
strahl denjenigen, der auf dem urspriinglichen senkrecht steht, so
sind t und ¢ die Polarkoordinaten von N; demnach ist 1t = abe®?
die Gleichung der Evolute der urspriinglichen logarithmischen Spirale.
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Sie ist, wie man aus ihrer Gleichung erkennt, wiederum eine logarith-
mische Spirale, die den gleichen Winkel ¢ besitzt wie ihre Evolvente.
Die Evolute der logarithmischen Spirale ist eine zu ihrer
Evolvente kongruente Spirale. Beziehen wir die Gleichung der
Evolute auf den urspriinglichen Anfangsstrahl, so lautet ihre Gleichung

4

r:abe( 2); fiir sie konnen wir schreiben 1 = @e?®@-%), wenn

wir 9, = 72” — lnTb setzen. Wiirden wir also als neuen Anfangsstrahl
denjenigen wihlen, der mit dem urspriinglichen den Winkel ¢, = ; — l%wb

einschlieft, so wiirde die Gleichung der Evolute lauten 1 = ae’?,
also identisch mit der Gleichung der Evolvente sein. Dreht man die

logarithmische Spirale um ihren asymptotischen Punkt um

den Winkel ¥, = % — I%—b, so geht sie in ihre Evolute iber.

Da eine Kurve mit sich selbst zur Deckung kommt, wenn man sie
um einen oder mehrere Vollwinkel um O dreht, so kann auch der Fall
eintreten, dafl eine logarithmische Spirale ihre eigene Evolute ist; es
miiite dann ¥, = 2nx sein, wobei n eine ganze Zahl ist. Die Be-
dingung dafiir, dal eine logarithmische Spirale ihre eigene
Evolute ist, ist folglich

2n —Hbx +Inb=0,

eine Bestimmungsgleichung fiir b.

Setzen wir n = 1, so lautet sie $07 + Inb = 0; ihre Losung ist
b = 0,274412, und der Neigungswinkel dieser Spirale ist ¢ =74°39'18".
Ist » = 2, so ist
' Jbm4+Inb=0, b=0,16427, @ = 80°40’17".

Die von der logarithmischen Spirale und den beiden Leitstrahlen r;
und 7, eingeschlossene Fldche hat nach 62) den Inhalt

Py
o @[ 2p0 @ opode _ P oopy 259 1

[Fli = 2/¢ a9 = @[6 ]0;247)[@ 2 — ¢20%] = E[’%* il
% To— 171,
cosp

1 .
:Z-(rg—I— 7y) sing -

die Linge der von P; bis P, reichenden Kurve betrigt nach 61

P, Dy
[sB =/]/aze2’“’ + a?b2e20?d9 = a)1 + bzfel“’dﬁ
Py P

Y1+ b2 1+ 82
—— [eb#]gf = aV:T [eb?: — b?i],

=a

[s) =

I Tyg— Ty
b (ry — 7)) = cosg



(143) Die Kurve in Polarkoordinaten. 413

Die Formeln fiir [FJ} und [s]} lassen eine einfache Konstruktion
fiir Lange und Flidche zu. Man zeichne (s. Abb. 225) in P, an die Spirale
die Tangente und schlage um O den Kreis durch P;, der OP, in @ und
die Riickwartsverlingerung von OP, in R schneidet. Das in @ auf OP,
errichtete Lot schneidet die Tangente von
P,in S, und es ist P,S=[s]?. Ferner ziche
man durch R zu P,S die Parallele, welche @
das in § auf P,8 errichtete Lot in T =4
schneiden moge, und ergénze zu dem Recht-
ecke P,STU; sein Flacheninhalt ist gleich
4[F13. Der Beweis ist einfach: Es ist
PyQ =ry —ry, also ”

U A

N
NS
S

Ty — 7
P,8 =% —[s)3; Abb. 225.
cos @

ferner P,R = r, + r;, also 8T = (r, 4+ r;)sing, und daher Rechteck
PSTU =" (ry + ) sing = (1} — 1) tgop = =4 |F}.

. r: — 12
cos ¢

b

Setzen wir #; = —o0, also r; = 0 und ¥, = ¥, r, = r, so erhalten wir

2

F:%tgq) und s:ééq;.

Der Weg, den ein Punkt auf der logarithmischen Spirale zurticklegt,
bis er in unendlich vielen Windungen vom asymptotischen Punkte
bis zum Punkte P gelangt, ist also nicht, wie man leicht vermuten
koénnte, unendlich groB, sondern hat eine endliche Lange, und zwar
ist diese gleich der Lange der Tangente im Punkte P. Die Fliche,
die bei dieser Bewegung der Leitstrahl des Punktes iiberstreicht, hat
einen Inhalt, der gleich dem Rechtecke aus dem Leitstrahle von P
und dem vierten Teil der Subtangente von P ist.

Wir wollen die Betrachtung der logarithmischen Spirale nicht ab-
schlieBen, ohne auf ihre innige Beziehung zur geddmpften Schwin-
gung [s. (b7) S.1441f] einzugehen. Um den Zusammenhiang beider
noch enger zu gestalten, wollen wir die Gleichung der logarithmischen
Spirale schreiben r = a - ¢~??, wobei b eine absolute Grofe sein soll;
wir beschrinken uns mit anderen Worten auf eine logarithmische
Spirale, bei welcher mit wachsender Amplitude der Leitstrahl abnimmt.
Auf der logarithmischen Spirale moge sich ein Punkt P mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w bewegen, ¥ = w#, wobei ¢ die Zeit bedeutet.
die zur Zurticklegung des Winkels 9 gebraucht wird. Er mége zu einem
Umlaufe die Zeit 7' benéstigen, so daB w 7T = 2x ist. Unter Ein-
filhrung der Zeit ¢ erhilt die Gleichung der logarithmischen Spirale

die Gestalt Fe=aeembot =g .ot

wenn bw = A gesetzt wird.
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Mit dem auf der Spirale sich bewegenden Punkte P denken wir
uns nun einen Punkt @ auf der durch O gehenden Normalen zum
Anfangsstrahle derart verbunden,

daf QP parallel dem Anfangsstrahle

2 ist; @ fithrt bei jedem Umlauf

von P eine Hinundherbewegung

r aus, die stets durch O fiihrt ; die Pen-
delungen werden hierbei bestindig

R kiirzer. Bezeichnen wir 0Q mit y,

) ‘ so ist in jeder Lage
= rsind
oder

y=ae Msinwt
Abb. 226.

(6

bzw. 3 9

Yy =ae *tsin 7t

Dies ist aber die Gleichung der gedampften Schwingung. Ist
die Tangente an die Spirale parallel dem Anfangsstrahl, so hat der
die gedimpfte Schwingung ausfithrende Punkt @ seinen gréBten Aus-
schlag und kehrt um; hier ist also seine augenblickliche Geschwindig-
keit gleich Null. Da nach 59) in diesem Falle ¢ 4 ¢ = 7 sein muB,

so ist die zugehdrige Amplitude ¢ durch die Gleichung bestimmt tg = i,
demnach ist der Zeitpunkt, in welchem ¢ umkehrt,

ty = —:Tarctg% = %arc‘og% = %arctg% )
in Ubereinstimmung mit der in (57) gefundenen Formel.

D. Eine besondere Spirale, die Fermatseche Spirale, findet neuer-
dings im Rundfunkgerit Verwendung. Der in ihm eingebaute Dreh-
plattenkondensator trigt auf seinem Knopfe eine Ablesevorrichtung
zur Einstellung der richtigen Wellenlinge. Die feste Platte des Konden-
sators ist halbkreisférmig, die an ihr vorbeizudrehende war es ur-
springlich auch. Daher war die Kapazitit C proportional dem Dreh-
winkel «. Da nun die Wellenlinge 1 sich aus der Formel A = 2x VITO
berechnet (L Selbstinduktion), so war 4 proportional ]/E. Das hatte
zur Folge, dafl die Einteilung an der Ab-
lesevorrichtung ungleichférmig war, und
zwar fir kleine Wellenlingen wesentlich
dichter als fiir grofie (s. Abb. 227), so daf} die
Einstellung fiir jene wesentlich ungenauer

b, 227, wurde als fiir diese. Um eine gleichm#Bige

Empfindlichkeit des Kondensators zu er-

zielen, gibt man der Drehplatte eine spiralige Abgrenzung; die Glei-

chung der Spirale mége r = f(9) lauten. Nach Drehung um den
Winkel 7 aus der Anfangslage befindet sich dann eine Fliche F
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o
iiber der festen Platte, die sich zu F =} f r2d9 ergibt. Da sie pro-

by
portional zu C, also proportional A2 ist, 4 aber proportional ¥ sein soll,
so erhalten wir fiir r die Gleichung
4
-g-frzdf}: ce 92,
0
Beiderseitiges Differenzieren nach ¢ liefert

112 =2c¢?¥, also r:2]/c7-]/5, r:a]/t—?—,

die Gleichung der Fermatschen Spirale, deren Gestalt Abb. 228
zeigt. Da man in der Gestalt der Drehplatte die Umrisse einer Niere
zu erkennen glaubte, wird

dieser Drehkondensator

von gleichméBiger Emp-

findlichkeit fiir Wellen-

laingeneinstellung  auch

als ,,Nierenplattenkon-

densator bezeichnet.

(144) Neben den ange-
fithrten Spiralen sind noch
andere Kurven einer Un-

a
/ /
! - /

e =
-

Abb. 228,

tersuchung in Polarkoordinaten leicht zugéinglich; der Leser behandle
beispielsweise die uns aus (139) S. 395 bekannte Kardioide auf diese
Weise und zeige insbesondere, da die von ihr eingeschlossene Fliche
den Inhalt J = 6712 hat. Hier seien noch die Lemniskate und die
Kegelschnitte behandelt. Die Lemniskate hat die Gleichung

r = a}cos2¥. 66)
Der Leitstrahl ist also nur so lange reell, als cos2?¥ > 0 ist, d. h. fir
Werte von 9, die in den Grenzen

n 7 3 5

—_— = < —_— p— h <

T = 9 = 7\ und 7 g = 7

liegen. Den zu einer bestimmten Amplitude & gehérigen Lemniskaten-

punkt P kann man durch folgende Konstruktion finden (s. Abb. 229):

IA
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Man wihlt auf dem Anfangsstrahle den Punkt 4 so, daf OA = a ist,
und schlagt iiber O4 als Durchmesser den Kreis k. Diesen bringt man
mit dem freien Schenkel der Amplitude 2% in @ zum Schnitt; dann
schligt man um O den durch @ gehenden Kreis, der O4 in R trifft,
und errichtet in R das Lot auf 04, das k in S schneidet; schlieBlich
schligt man um O den durch S gehenden Kreis, der den freien Schenkel
der Amplitude ¥ in dem Lemniskatenpunkt P trifft. Es ist in der Tat

OR = 0Q = acos2?, folglich OP®=08%=a-acos2?,
also OP = r = ajcos2?.

Gleichung 66) sagt weiterhin aus, daB die Lemniskate aus vier
zu einander symmetrischen Teilen besteht, und daB der Anfangsstrahl
und seine Verldngerung sowie die in O auf diesem senkrechte Gerade
die Symmetrielinien sind. Noch deutlicher 148t sich diese Eigenschaft
erkennen, wenn wir die Gleichung der Lemniskate im rechtwink-
ligen Koordinatensystem aufstellen. Da

2 2
72 = g2 - 42 und c0s29 = cos?P — sin?P = % — 31—2
ist, so ist (a2 4 92)2 — a2 (2% — 92) = O die gewiinschte Gleichung,
aus der die zu den beiden Koordinatenachsen symmetrische Lage der
Kurve ohne weiteres hervorgeht.
Es ist ferner

; A A 2
¥=—a gm—zi:_}a " R da cos20:7—2,
Yeos 29 r @
also
sin2 9 = Vot =
ist. Folglich ist @
r ——=3 sin2¢

1, =—7=a/cos279‘: — )| = —ctg2,

8P =75 } ( 1/(305219') o8
also = % 29

d. h. der Winkel zwischen Leitstrahl und Kurvennormale ¢’ = 29.
Um also in P die Normale zu zeichnen, trigt man in P an PO den
Winkel 2¢ an; der freie Schenkel ist die Normale. Damit ist dann
auch die Tangente gefunden. Den Hochstpunkt der Lemniskate er-

halten wir durch die Erwigung, daB nach 59) ¢ 4- ¥ = 7 sein muB,
aus der Gleichung

5+ 20+ 9 =a=,

aus der sich ergibt

a
1902%, 7‘02?1/5.
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Da die Subnormale

s ’ Vu4—7'4
= = —
n r

ist, so ist die Lange der Normalen

L A= a?
n=|r*+—3 it
Schneidet man 08 mit dem in 4 auf OA errichteten Lote in U, so ist
OU = n; denn es ist im rechtwinkligen Dreieck 0AU AS 1 OU,

folglich 08 -OU = 04" oder OU =% — . Um also die Normale

7
im Punkt 7 zu zeichnen, kénnen wir auch so verfahren: Wir errichten

in O auf OP das Lot und schlagen um P mit » den Kreis, der das Lot
in N schneidet; PN ist dann die gesuchte Normale.

Ferner ist
r//_df’_d?‘, dr— ,d‘z;/
g9 dr'av " Tar-
Da nun
_— 3
47’7“—“]/0/4_7‘4
dr 2Yat — ot _at
dr 72 TR YA A
ist, so ist ryat—r
v ottt
= I
Hieraus folgt
Q= il o oder p =
= 4 i 8 34 =73
1‘3(7'2-{—2“ 2r+a —1;7) 3r 3
7 7

Der Kriimmungsmittelpunkt und damit auch der Kriimmungskreis
lassen sich demnach in iiberaus einfacher Weise zeichnen; u.a. hat
der Kriimmungshalbmesser im Scheitel 4 die Lénge %, im Hochst-
punkte die Lénge g]/?)
Der Inhalt der von der Lemniskate, dem Anfangsstrahle und dem
Leitstrahle von der Lénge r begrenzten Fliche ist
&
F = lfaz cos29dd = gi[sin219]ﬁ'-— o sin29 = ll/aﬁ — 7t
2 vav =gls R 1 :
0

Setzen wir & :% oder r = 0, so ist F = %, und der Inhalt der von
der schleifenformigen Lemniskate begrenzten Gesamtfliche wird F = a2.
Der von 4 aus gerechnete Kurvenbogen ergibt sich zu

9 s & s
s=[n-dd =% d9 =a
/7 Jcos2 ¢
i 0
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oder

r
2 d
a r
§ = dr = —a? .
req ]/a4—7‘4
0 a

Beide Integrale konnen wir erst spiter auswerten [s. (01) S. 662].

Auf eine weitere Konstruktionsart der Lemniskate sei zum Schlusse
noch hingewiesen. Wir wihlen in Abb. 229 auf der Geraden 0OA die
beiden Punkte #; und F, im Abstande

OF, = OF, = 4 12.

Dann ist nach dem Kosinussatze

g 2 _ - 2 .
FlP“=% +rz—2~g—]/reosﬂ und F2P2=%+72+2-%V2rcos0
oder

(F,P.-F,P)? = % + a?r® +  — 2a? 12 cos?P

= % + a2 + 7t — 272 (1 4 cos24)

4 4 2 at
=9——i—7'4—a2r2cos2z9=g—+r4—azr2-r—2~:z
oder ¢ ¢ “

FP-F,p =% — (g 1/5)2 —OF..

Die Lemniskate ist der Ort aller Punkte, fiir welche das
Produkt aus den Abstinden von zwei festen Punkten F;
und F, konstant, némlich gleich dem Quadrate aus der
halben gegenseitigen Entfernung dieser beiden Punkte ist.
Gibt man sich demnach auf der Mittelsenkrechten zu F,F, einen be-
liebigen Punkt H und errichtet man in F, auf F,H das Lot, das die
Mittelsenkrechten in H' schneidet, so sind r; = OH und r, = OH’
zwei Strecken, mit denen man nur um F; bzw. F, Kreise zu schlagen
braucht, um in deren Schnittpunkten Punkte der Lemniskate zu er-
halten.

Die Lemniskate erscheint so als Sonderfall einer umfassenderen
Gruppe von Kurven, den Cassinischen Kurven, bei welchen das Produkt
aus 7 und 7’ nicht gerade gleich dem Quadrate iiber der halben Ent-
fernung von F und F’ ist, sondern irgendeinen beliebigen, aber kon-
stanten Wert hat.

Suchen wir schlieBlich die zur Lemniskate kreisverwandte Kurve
[s. (126) S. 338], wobei der Verwandtschaftskreis der um O durch A
geschlagene Kreis sein mége, so muf der Leitstrahl ¢ des zur Amplitude &
gehorigen Punktes dieser Kurve die Bedingung erfiillen

2
a a
ter=a> oder t=—=-—=—=—

r Ycos 29 )
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Setzen wir diese Gleichung in rechtwinklige Koordinaten um, so er-
halten Wir 200599 — a2 oder 12cos*d® — sin?® = a2
oder schlielich 22— y2 — g2 [S. (112) S. 303]

Die Lemniskate ist die zur gleichseitigen Hyperbel kreis-
verwandte Kurve.

(145) Unter einem Kegelschnitte wollen wir den geometrischen Ort
aller Punkte verstehen, fiir welche das Verhiltnis des Abstandes von
einem festen Punkte F, dem Brennpunkte, und von einer festen
Geraden 7, der Leitlinie, gleich einem konstanten Werte ¢, der nume-
rischen Exzentrizitdt ist. Wir erhalten demnach auf folgendem
Wege Punkte des Kegelschnittes: Wir tragen auf zwei sich schneidenden
Geraden vom Schnittpunkte S aus zwei Strecken SM = m bzw. SN =n
ab, so da m:n = ¢ ist. Eine beliebige Parallele zu M N schneidet auf
den beiden Geraden zwei Strecken SM’ und SN’ ab, deren Verhiltnis
ebenfalls ¢ ist. Mit SM’ schlagen wir um F einen Kreis, im Abstand SN
ziehen wir zu [ die Parallele. Die Schnittpunkte zwischen Kreis und
Parallele sind Punkte des Kegelschnittes. Wahlen wir F als Nullpunkt
und die Verlingerung »

des von F auf [ gefall-

ten Lotes .als Anfangs- / 7N g

strahl eines Polar- 1 0 + p

:
|
koordinatensystems / oo
(Abb. 230), soist, wenn 4 ap e | { £
|
|
I
|
i

|
FD=d der Abstand *~<~—mn—- i i g
des Brennpunktes von |
der Leitlinie ist, der ;

Abstand P eines Abb. 230.

Kurvenpunktes P von

der Leitlinie gleich d 4 r cos®¥; demnach miissen die Polarkoordinaten
eines jeden Kegelschnittpunktes die Gleichung erfiillen

r ed
iTrooss = g oder Ul S

Diese Gleichung heifit die Polargleichung des Kegelschnittes.
Der Anfangsstrahl ist eine Symmetrielinie des Kegelschnittes, da sich
aus 67) fiir entgegengesetzt gleiche Amplituden 9 gleiche Leitstrahlen
ergeben; sie heilit die Hauptachse des Kegelschnittes; und die beiden
auf ihr gelegenen Punkte 4 und 4’, die man dadurch erhilt, daf man
die Strecke F'D innen und aufien im Verhéltnis ¢ teilt, sind die Haupt-
scheitel des Kegelschnittes; man erhilt ihre Leitstrahlen fiir 9 = 0

und & = 7 zu ed ed
Ty = 77— und 7y = ———

o~

67)

27*
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Fiir ¢ = g und ¢ = %n ergibt sich r = ¢d = p; p heilit der Para-
meter des Kegelschnittes und ist die zum Brennpunkt gehérige Ordinate.
Unter Verwendung von p geht die Gleichung 67) iiber in

p

—— X 74
"= i Foosd’ 67)

und es wird

y4
Tl und TA':1+3'

Wir miissen nun drei verschiedene Fille unterscheiden, je nachdem
s% 1 ist. Ist e = 1, so lautet die Gleichung

T =1 "coso"
Es wird »
rq =00, T =73, p=d.

Der Kegelschnitt heiBt Parabel und hat die Eigenschaft, daBl der eine
Scheitel 4 im Unendlichen liegt, withrend der andere A’ der Mittel-
punkt von FD ist. Da e = 1ist, so ist die Parabel der Ort aller
Punkte, fiir welche die beiden Abstdnde vom Brennpunkt
und von der Leitlinie einander gleich sind.

Ist ¢ << 1, so heiBit die Kurve Ellipse. Da in diesem Falle 1 — gcos?d
stets positiv und endlich sein muB, so liegt nach Gleichung 67) und 67')
auf jedem Leitstrahle ein Punkt der Kurve; die Ellipse ist eine ge-
schlossene Kurve. Der Leitstrahl ist am grofiten fir ¢ =0, am
kleinsten fiir 9 = n. Der Scheitel 4 liegt unter allen Ellipsenpunkten
am weitesten von ¥ entfernt, der Scheitel 4’ ihm dagegen am nachsten.

Ist schlieBlich &> 1, so heifit die Kurve Hyperbel. Fiir sie kann

1 — ecos?) positiv, negativ und Null sein, je nachdem cos@?%}g
ist. Mit 1 — gcos® ist auch r positiv, und zwar am kleinsten fiir
D=m:ry = %}‘ Mit 1 — ecos® ist auch r negativ, der absolute

Betrag am kleinsten fiir 9=0:7,=— ?_2--»1— . Sowohl der Scheitel 4

als auch der Scheitel 4’ liegen demnach vom Brennpunkte F aus auf
der gleichen Seite der Achse, namlich auf der nach I hin gerichteten,
und zwar A4’ zwischen F und D, da

. &
Tar = e+4+1
dagegen 4 noch tiber D hinaus, da

&

—7'A:+8_1d>d

Ld<d,

ist. Ist schlieBlich cos? = lg , 80 ist r = co. Die Hyperbel besitzt

daher zwei unendlich ferne Punkte.
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Abb. 231 zeigt fiir verschiedene Werte & die Kegelschnitte, die
den Brennpunkt und die Leitlinie gemeinsam haben.

DaB die im obigen definierten Kegelschnitte Ellipse, Parabel und
Hyperbel identisch sind mit den von uns schon frither behandelten

Kurven gleichen Namens, kénnen wir sehr einfach nachweisen, wenn
wir vom Polarkoordinatensystem zum rechtwinkligen Koordinaten-
system tiibergehen. Aus Gleichung 67) erhalten wir

r=¢-rcos? -+ p.
Setzen wir

r:y[miz—i——gﬁ, rcosd = x
[s. (106), Formeln 8) und 9)], so ergibt sich
1/96_2_ —Fy} =p+¢x,
woraus wir durch Quadrieren erhalten
902(17—82) + 42— 2epax —p2=0.
Jetzt verschieben wir den Anfangspunkt des rechtwinkligen Koordinaten-

systems nach dem Scheitel 4’, und zwar, da

TA'ZI—{e’ also FA =L

ist, mittels der Verschiebungsformeln

und erhalten

A= -2 o —2ep(e— 2 ) - =0
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oder geordnet (l— ) 42— 2pE—0,
Scheitelgleichung des Kegelschnittes.

Fir ¢ = 1 geht sie iiber in

7 —2p&=0,

eine Gleichung, die uns schon aus dem ersten Abschnitt [s. (38),
Formel 72)] als die Scheitelgleichung der Parabel bekannt ist. Damit
ist die Identitit der Parabel nachgewiesen.

Schlieflich verschieben wir den Anfangspunkt des rechtwinkligen
Koordinatensystems nach dem Mittelpunkt M der Strecke 4’4. Da

P P R
AF—I_l_S und FA~1*A~1_8
ist, so ist
r 4 1 1 _2p
AA_p(l—e+1+a>_1«sz
und demnach
rar P
AM—1~—_82.

Daher lauten die Verschiebungsgleichungen
P
E=¢r+ T— 2 n=19
und demnach die Kegelschnittsgleichung
2

oder R
A=)ty =ty
aus der die Gleichung folgt

L b _
p et = b
(1 — 82> 1 —e?
Achsengleichung der Kegelschnitte.

Nehmen wir erst den Fall der Ellipse ¢ << 1, so kénnen wir auch
schreiben

v,
(2 ()

Diese Gleichung geht aber in die uns aus (136) S.374 bekannte Achsen-
gleichung der Ellipse

$2 t)2
| atpE=l
iiber, wenn wir
a P b= L

L —]/1—~€2
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setzen, womit die Identitdt der Ellipse nachgewiesen ist. Im Falle
der Hyperbel ist ¢ > 1; wir schreiben jetzt die Achsengleichung:

2 E ’
— =1.
(vzz_“ 2 P 2
#_1 Je—1
Setzen wir hier
P r_ _
e s G
so geht diese iiber in
29y
P pz T o

die wir schon aus (112) S.304 als die Achsengleichung derHyperbel
kennen, womit schlieflich auch die Identitit der Hyperbel nach-
gewiesen ist.

Wir schliefen hiermit die Behandlung der Kurven in Polarkoordi-
naten ab; es bleiben nun noch die ebenen Kurven zu untersuchen,
deren Gleichung in der unentwickelten (impliziten) Form f(x, ) =0
gegeben ist. Vorher aber miissen wir uns mit der Lehre der partiellen
Differentialquotienten vertraut machen, die uns zur analytischen
Geometrie des Raumes fiihrt.



Tabelle der wichtigsten Integrale.

TI 1) /x"dx

2)

" dw
mﬁﬁﬁ

9) z+a

22+ 2ax+b

TII 1) fvl_ .
) dz
s
dx

7=

3)

4)

W

9 [
O [t

xn-{» 1

= m: ?’I/%'L—‘—‘].,
=Inz,
= arctgx = —arcctge,

— YeFge =52,

1 —1

= —WCigz = 5 In x+1,
= Lhn(ee +b),

1
:—&—arctg%,

1 z— 1 x 1
:2_alnx+a:_—a~9h@tg7__§c;1

1

= ——WIg—,

dx = —;—111(932 + 2ax + b).

= arcsinx = —arccoszx,

= W Cinx = ln(x + ]/m) R
— WCofzr = In(z + Ja? —1),
= arcsing— = —arccos% ,

= MCof - = In(w + Ja* — a?),

= AGin— =In(z + Va? 1 a?),

o+

a4 —




" dx
J2* +a
* xdzx

8) |—=——=—
Va2 4+ a

)/‘]xdx

10)

m

11) VxTT—Zr—a—o

xZ
12) [Ede

Tabelle der wichtigsten Integrale.

—In(z +V2* + a),
=72? +a,
ESS —’/61,2 :ﬁ,

— arcsin® s

= 6o * = = In(w +r + JP L 2ra),
7

= %zarcsin% — %]/az —a?,

2
3) /ﬁ‘:@dw = Saresin + 2 Yot — o,

14)

14/

4//
1 /;m

15) [ T ada
15) [Y#F T do =

22 d
Vo ta
2 d
)/Vﬁ

=2y +a— 5z + e+ a),

o 2
xr = %l/ﬁ;‘z —I— az -_ ig{r@inﬁg

— —]/x——_az—l- %Ir(&o
=_2_'|/xT—[—a—[——2—1n<x+l/«’62—-l:t):
512+ + %zw@in%,

15) ﬁm(lag = 2 Ya? — a? — —er@oi—

TIII1) [sinzdx

2) /cosx dx

3) sm2

4) _/ cos?y

5) / Gine da

6) f Cojx dx

= —cosz,
= +sinzx,
= —ctgz,
= tgx,
= Cojz,

= Ginx,
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dx
7 Binzx

g
9) |a®dx
10) fexdm
11) /tgxdx

12) /ctgx dx

13 )/smxcosx
14) /smx

"dw
15) _/cosx

16) [lnx dzx

17) fxm Inz dx
18) | arcsinz dx
19) /&rccosx dx
20) / arctgx da
21) /arctgw dx

22) /sinzx dx

23) / cos?x dz

~

24) /e‘”sinbx de =

25) /e’”cosbxdw =

26) /-x” e dx

Tabelle der wichtigsten Integrale.

—Ctgz,

= gz,

— Incosx,

= Insinz,

=zlnx — x,

mm-{-l

= garcsinzx —I—]/'l — 2%,

2

= arccosz — |1 — x2

= rarctgxy —

$In(l 422,

=zarcctgr -+ % In(14 2?),

1

x .
= & — -5 SInx cosx
2 2 ’

24

sinx cosx ,

e*(asinba — b cosbx)
a? - b2 ’

e** (a cosbx -+ bsinbx)
a? + b2 ’

n
— E_/xn—leax dx ,

X" et”
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ellZ eaz a eax
27) ) x—”dx __(n—l)x”"l—i_n—lfmdal’
. | S n—1[ . .
28) sin"xdx = —Ism”‘ x cosx -+ —,— [ sin xdx,
dx 1 cosx n—2( d=x
29) /sin"x T T a—1lsint iz + n— IN/ sin®~2g °
G n 1 70— : n—1 n—2
30) Jcos"xdx = —-cos" lzsinz + —— [ cos xdzx,
dx 1 sinz n—2 dx
31) fcos”x T oa—1 cos”—lx—i—n—lfcos”“zx’
. 1 n
x"sinax de = ——2x"cosax -+ — | 2"~ lcosax dzx,
32) a a

1 . n .
/x”cosax dx = 7x"smax - " lsinaxdx.
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Dritter Band: Dynamik starrer Korper. Mit 77 Textfiguren. VI, 157 Seiten. 1921. RM 4. 20

Die technische Mechanik des Maschineningenieurs mit besonderer
Beriicksichtigung der Anwendungen. Von Professor Dipl.-Ing. P. Stephan,
Reg.-Baumeister.

Erster Band: Allgemeine Statik. Mit 800 Textfiguren. VI, 160 Seiten. 1921.

Gebunden RM 6.—
Zweiter Band: Die Statik der Maschinenteile. Mit 276 Textfiguren. IV, 268 Seiten.

1921. Gebunden RM 9.—
Dritter Band: Bewegungslehre und Dynamik fester Korper. Mit 264 Textfiguren.
VI, 2562 Seiten. 1922. Gebunden RM 9.—
Vierter Band: Die Elastizitit gerader Stibe. Mit 255 Textfiguren. IV, 250 Seiten.
1922, Gebunden RM 9.—
Fiinfter Band: Die Statik der Fachwerke. Mit 198 Textfiguren. IV, 140 Seiten.
1926. Gebunden RM 8.40

Aufgaben aus der teechnischen Mechanik. Von Professor Ferdinand

Wittenbauer § in Graz.

Erster Band: Allgemeiner Teil. 839 Aufgaben nebst Losungen. Fiinfte, ver-
besserte Auflage, bearbeitet von Professor Dr.-Ing. Theodor Poschl in Prag. Mit
640 Textabbildungen. VIII, 281 Seiten. 1924. Gebunden RM 8.—

Zweiter Band: Festigkeitslehre. 611 Aufgaben nebst Losungen und einer Formel-
sammlung. Dritte, verbesserte Auflage. Mit 505 Textfiguren. VIII, 408 Seiten. 1918.
Unveridnderter Neudruck. 1922. Gebunden RM 8.—

Dritter Band: Fliissigkeiten und Gase. 634 Aufgaben nebst Losungen und einer
Formelsammlung. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 433 Textfiguren.
VIIIL, 8390 Seiten. 1921. Unverinderter Neudruck. 1922. Gebunden RM 8.—

Theoretische Mechanik. TEine einleitende Abhandlung iiber die Prinzipien
der Mechanik. Mit erliuternden Beispielen und zahlreichen Ubungsaufgaben.
Von Professor A. E. H, Love in Oxford. Autorisierte deutsche Ubersetzung
der zweiten Auflage von Dr.-Ing. Hans Polster. Mit 88 Textfiguren.
X1V, 424 Seiten. 1920. RM 12.—; gebunden RM 14.—
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