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Vorwort. 
Das vorliegende Bueh verdankt sein Entstehen den Lehrerfahrungen 

an einer hoheren teehnisehen Lehranstalt (Staatl. Gewerbe-Akademie 
zu Chemnitz) und soll der theoretisehen Ausbildung des Praktikers 
(Ingenieur, Naturwissensehaftler usw.) dienen. Daraus erklart sich die 
Stoffwahl und die Behandlungsweise des Gegenstandes: Ankniipfung 
der theoretischen Erorterungen an praktisehe Aufgaben und umgekehrt 
unmittelbare Anwendung der entwickelten allgemeinen Theorie auf 
spezielle physikalische, chemische und besonders teehnische 
Probleme, die zum Teil ausfUhrlich behandelt werden; moglichste 
Heranziehung der Anschauung auch bei del' Ableitung abstrakter mathe
mathischer Ergebnisse. Mit Riieksieht darauf, daB das Bueh auBer 
Differentialrechn ung, Integralrechn ung, Differentialglei
ehungen und der Lehre von den Reihen die Grundlagen der analy
tischen Geometrie und del' Nomographie sowie viele ausfUhrlich 
durchgearbeitete Beispiele und Anwendungen enthalt, diirfte del' 
Umfang des Buches nicht als zu groB erscheinen, zumal an die Vor
kenntnisse nur sehr geringe Anforderungen gestellt werden. 

1m einzelnen sei zur Erlauterung des V oranstehenden noch das 
Folgende hinzugefUgt: Der Abschnitt Differentialrechnung be
ginnt aus dem oben erwahnten Grunde nicht mit dem Begriffe "Funk
tion", sondern mit einem Beispiele; der Differentialquotient wird nicht 
abstrakt formell eingefiihrt, sondern an Hand des Steigungsbegriffes 
(L e ibn i z: Tangentenkonstr~ktion) sowie des Begriffes der Geschwin
digkeit (Newton: Fluxion). 1m zweiten Abschnitte, Integration, 
ist ebenso eine praktische Aufgabe vorangestellt, die auf die Notwendig
keit des Integrierens hinfUhrt, wobei das Verfahren selbst (Umkehrung 
der Differentiation) sich aus dem Sachverhalte ergibt. - Besonders ist 
der Abschnitt der Analyt.ischen Geometrie der Ebene von dem 
angefiihrten allgemeinen Gesichtspunkte beeinfluBt: Nur die notwen
digen Grundlagen der reinen analytischen Geometrie sind entwickelt 
(ausfiihrliche Behandlung von Gerade und Kreis). Hieran schlieBt sich 
sofort die Verwendung des Gewonnenen fUr die Kurvenuntersuchung 
mit Mitteln der Differentialrechnung: Tangente, Normale, Differential
quotienten hoherer Ordnung und Kriimmung, Evolute. Unmittelbar 
angeschlossen finden sich dann im gleichen Abschnitte die Parameter
darstellung und die Polarkoordinatenform der Kurve mit ihren Fol
gerungen aus der Anwendung der Differential- und Integralrechnung. -



IV Vorwort. 

In ahnlichem Gedankengang finden sich in dem Abschnitte Analy
tische Geometrie des Raumes nur die notwendigen Grundlagen 
diesel' selbst, um sofort fUr die Flachentheorie, die Lehre von den FWlk
tionen mit mehreren Veranderlichen, die Integration, die Theorie der 
impliziten Funktionen ausgewertet zu werden. Uberdies sind die drei 
raumlichen Koordinatensysteme vorangestellt" um je nach dem groBeren 
Vorteile verwendet zu werden, den jedes gegebenenfalls bieten kann. -
Die Tangentialebenen und Normalen wiederum erscheinen erst im Ab
schnitte Unendliche Reihen mit mehreren Veranderlichen, wo ihre 
Gleichungen sich besonders bequem entwickeln lassen, zusammen mit 
den Extremwerten von Funktionen mehrerer Veranderlichen, deren 
Theorie sich durch Betrachtung del' Entwicklwlg in unendliche Reihen 
ohne Schwierigkeiten ergibt. Endlich ist die Nomographie unmittelbar 
aus del' Entwicklung von Beispielen aufgebaut unter Beiseitelassung 
aller allgemeinen Theorien (Abbildungstheorie usw.). 

Die sich hieraus ergebende Stoffolge, mag sie vielleicht auch hier 
und da von dem sonst iiblichen Schema abweichen, diirfte mithin das 
volle Verstandnis aller derjenigen finden, welche in der mathematischen 
Lehrpraxis stehen; iiberdies wird das am Ende des zweiten Bandes 
befindliche ausfiihrliche Sachverzeichnis ein rasches Auffinden eines 
gewiinschten Gegenstandes ermoglichen. -

So geht das Buch nirgends auf Betonung systematischer Reinheit 
und AusschlieBlichkeit aus, sondeI'll auf vielseitige Ausnutzung aller 
mathematischen Mittel zur Bewaltigung praktischer Aufgaben. Viel
leicht kann das Buch abel' gerade aus diesem Grunde auchdemMathe
matikstudierenden manche Anregung bieten, zumal durch die zahl
reich gestellten und gelosten Aufgaben; sie konnen ihn durch ihre Ver
schiedenartigkeit zu einer gewissen Beweglichkeit und Schlagfertigkeit 
in der Handhabung der Theorie erziehen heHen. -

SchlieBlich drangt es mich, allen meinen verehrten Amtsgenossen, 
die mil' ihre hochst wertvolle Unterstiitzung zuteil werden lieBen, unter 
ihnen ganz besonders Herm Prof. Dr. phil. Erich Miiller, der mir in 
allen Stadien der Entstehung des Buches mit Rat und Tat zur Seite stand, 
zu danken. 

Chemnitz, im August 1927. 
Fritz Wicke. 
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Erster Abschnitt. 

Das Differenzieren. 

§ 1. Ein Beispiel. 
(1) Es moge die Aufgabe gesteUt sein, aus einer Temperaturangabe 
nach der C e lsi us - Skala die Angabe der gleichen Temperatur in der 
Fahrenheit-Skala zu berechnen. Die gegebene Celsius-Temperatur
angabe sei e, die dieser entsprechende Fahrenheit-Angabe F. Nun 
ist bekannt, daB Celsi us das Temperaturintervall zwischen dem Gefrier
punkt des Wassers und dessen Siedepunkt in 100 gleiche Teile, Fahren
heit das namliche Intervall in 180 gleiche Teile teilt, so daB also je 
5 C e lsi us graden 9 Fa h r e n he i t grade entsprechen; ferner daB 
Celsius den Gefrierpunkt des Wassers mit 0° bezeichnet, Fahren
heit dagegen diesel' Temperatur die Zahl32° zuteilt. Urn also zu einer 
Celsius-Temperatur e die zugehorige Fahrenheit-Temperatur F zu 
berechnen, muB man zu 32° noch die e entsprechenden Fahrenheit
Einheiten, d. h. -~ e hinzufiigen. Es ist also 

F = 32 + te. 1) 
Mit dieser Formel ist die anfangs gestellte Aufgabe gelost; denn 

mit ihrer Hilfe kann man nun zu jeder beliebigen Celsius-Temperatur 
die zugehorige Fahrenheit-Temperatur berechnen. So entspricht 
beispielsweise einer Celsius-Temperatur von 15° eine Fahrenheit
Temperatur F = 32 + t· 15 = 59°. Man berechne ebenso F fur 
e = _15°, 50°, 100° (Siedepunkt des Wassers), -273° (absoluter 
NuUpunkt); fur welche Temperaturen zeigen beide Skalen a) gleiche, 
b) entgegengesetzt gleiche Angaben 1 

[a) e=F=-400; b) F=-e=U~-.] 

Die Formel 1) teilt den beiden GroBen e und F verschiedene 
RoUen zu. Gemeinsam ist ihnen, daB sie - im Gegensatz zu den in 
Formel 1) auftretenden ZahlengroBen 32 und t - verschiedene Werte 
annehmen konnen, daB sie veranderlich sind. Man bezeichnet sie 
daher als Veranderliche (Variable) und nennt im Gegensatz zu 
ihnen die unveranderlichen GroBen (32; "}) Konstante. Formell) 

Wic]te, Ingenienr-Mathematlk I. 1 



2 Das Differenzieren. (2) 

lehrt nun, zu jedem C das zugehorige F zu finden. Wahrend man 
also C willkiirlich wahlen kann, ist F durch dieses willkiirlich gewahlte 
C bestimmt; Fist von C abhangig. F heiBt daher die abhangige 
Veranderliche, C die unabhangige Veranderliche. Man nennt 
F auch eine Funktion von C. Ganz allgemein kann man eine 
Funktion definieren als den Ausdruck fiir das Gesetz der Ab
hangigkeit einer GroBe von einer oder mehreren unabhan
gigen GroBen. Die Mathematik hat es ausschlieBlich mit solchen 
Funktionen zu tun, deren Gesetz sich durch eine mathematische Formel 
darstellen laBt. Dies ist durchaus nicht immer moglich, so ist bei
spielsweise die Tagestemperatur wohl abhangig von der Tagesstunde, 
indessen diirfte sich diese Abhangigkeit kaum durch eine mathematische 
Formel ausdriicken lassen. 

In unserem Beispiele ist nun F eine ganz besonders einfache Funktion 
von C; der Ausdruck der rechten Seite von 1) ist namlich in C vom 
1. Grade; sie heiBt daher auch eine Funktion ersten Grades von C 
oder auch eine line are Funktion von C, ein Ausdruck, der schon in 
den nachsten Zeilen (S.9) seine Begriindung finden wird. 

1m AnschluB an das Obige sei schon hier bemerkt, daB die Ver
teilung der Rollen der unabhangigen und der abhangigen Ver
anderlichen im allgemeinen nur bedingten Wert hat und durch den 
jeweiligen praktischen Fall bestimmt wird. Lost man namlich Glei
chung 1) nach C auf, so erhalt man einen neuen Funktionsausdruck 

C=tF-17~-, 

in welchem F die Rolle der unabhangigen und C diejenige der abhangigen 
Veranderlichen iibernommen hat; diese Funktion wiirde praktische 
Bedeutung haben, wenn die Aufgabe gestellt ware, aus der Fahrenheit
Angabe die Celsius-Angabe zu errechnen. AUF die gegenseitigen Be
ziehungen zweier derartig miteinander verbundenen Funktionen wird 
spater naher einzugehen sein (S.80). 

(2) Wir wollen uns nun nach Verfahren umsehen, die es uns ermog
lichen, den durch Gleichung 1) ausgedriickten mathematischen Zu
sammenhang zwischen Celsius- und Fahrenheit-Temperatur an
schaulich und praktisch verwertbar darzustellen. Das, wenn auch nicht 
gerade schwierige, auf die Dauer abel' doch ermiidende Ausrechnen 
des F aus dem C mit Hilfe von Formel 1) eriibrigt sich, wenn man 
eine Tab e lIe benutzt, die sofort das zu C gehorige F aufzuschlagen 
gestattet, ahnlich den Tafeln fiir die Logarithmen der Zahlen, odeI' 
fUr die Funktionen der Winkel. Del' V orteil einer solchen Tafel 
besteht einmal, wie schon erwahnt, darin, daB man jeglicher Rechen
miihe enthoben ist, zum anderen darin, daB man die Genauigkeit 
der Ablesung bis zu jedem gewiinschten Grade treiben kann, wenn 
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man nur eine Tafel mit del' dazu notigen Genauigkeit verwendet (man 
denke nul' an die drei-, vier-, flinf-, siebenstelligen Logarithmentafeln!). 
Indessen 1iegt hierin zugleich ein groBer N achteil derartiger Tafe1n; 
je genauer sie sind, um so unhandlicher und unubersichtlicher sind 
sie auch, und del' Forderung del' Anschaulichkeit wird eine Tafel 
uberhaupt nicht gerecht. 

Da verrichtet nun die Zeichnung die besten Dienste. Allerdings 
sind die zeichnerischen (graphischen) Methoden so mannigfaltig, daB 
es unmoglich ist, sie hier auch nur zu einem geringen Teile 

C r 
zu behandeln. Fur unser Beispiel durfte sich u. a. diejenige +150 "'300 

empfehlen, die wir an den Thermometern selbst angewendet 1#0 280 

finden. Ein Thermometer, das sowohl Fahrenheit- als auch 130 
260 

Celsi us -Temperaturen abzulesen gestattet, enthalt zwei Lei- 120 
2#0 tern (Skalen), die mit ihrer Achse zusammengefligt sind, viel- 110 

leicht so, daB auf del' linken Seite sich die Celsius -, auf ... 100 220 

del' rechten die Fahrenheit-Einteilung befindet (Abb. 1). 90 +200 

An die Stelle del' C-Skala, auf welche das Ende des Queck- 80 180 

silberfadens bei del' Schmelztemperatur des Eises weist, wird 70 160 

die Zahl ° 0, gegenuber auf del' F -Skala dagegen die Zahl 32 ° 60 1#0 

geschrieben; an die Stelle, auf welche das Ende des Queck- +50 120 

silberfadens bei del' Siedetemperatur des Wassel's zeigt, links 90 +100 

100°, rechts 212°. Das Intervall del' C-Skala wird daraufhin 30 80 

zwischen diesen beiden Punkten in 100, das del' F-Ska1a in 20 
60 

180 gleiche Teile geteilt und fortlaufend beziffert, links von ° 10 
#0 

bis 100, rechts von 32 bis 212. Doch nicht genug! Durch die ±o 
20 Fortsetzung diesel' Einteilung (fortgesetztes Antragen del' 10 

Celsius- bzw. Fahrenheit-Einheiten) nach oben und unten 20!0 

ist man in del' Lage, auch solche C- und F-Ablesungen mit- 30 20 

einander zu vergleichen, die auBerhalb dieses Intervalls liegen. -¥o -¥o 

Das notigt allerdings dazu, die unter dem Nullpunkt beider Abb. l. 

Skalen gelegenen Teilpunkte von den darubergelegenen zu unter
scheiden; man tut dies, indem man VOl' diese ein Minuszeichen setzt. 
- Das Verfahren del' Aneinanderfugung und Zuordnung solcher 
Leitern ist in del' Nomographie ausgebaut worden, auf die an spaterer 
Stelle (s. S. 584-613) naher eingegangen werden soIl. 

(3) Zu einer mathematisch und technisch fruchtbareren Darstellung 
del' Abhangigkeit des F von dem C gelangt man auf folgendem Wege: 
Man wahlt in del' Ebene einen beliebigen Punkt, del' mit 0 bezeichnet 
werde (Abb. 2); er moge del' Koordinatenanfangspunkt, Anfangspunkt, 
Nullpunkt genannt werden. Durch ihn zieht man zwei beliebige, auf
einander senkrecht stehende Geraden; meist liegt die eine wagerecht, 
die andere also lotrecht. Erstere heiBt die Abszissenachse, letztere 
die Ordinatenachse. Jene wird zum Trager del' unabhangigen Ver-

1* 
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anderlichen, diese zum Trager der abhangigen Veranderlichen gewahlt. 
Well nun in unserem Beispiele die unabhangige Veranderliche a, die 
abhangige Fist, wollen wir an die Abszissenachse den Buchstaben a, an 
die Ordinatenachse F schreiben und erstere auch die a-Achse, letztere 
die F-Achse nennen. - Die beidenAchsen, Abszissenachse und Ordinaten
achse, haben auch den gemeinsamen Namen Koordinatenachsen, und 
das ganze Gebllde wird als ein Koordinatensystem, und zwar, well die 

II 

-10 -5 

OJ 

F beiden Achsen aufein-

+15 

+10 

+5 
¥ 
3 z 

+1 

ott 2 3 ¥ 5 

-5 

-10 

-15 

Abb,2. 

I 

10 +15 
C 

1Y 

ander senkrecht stehen, 
als ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem be-
zeichnet. 

Nun wahlen wir auf 
dera-Achse eine Strecke, 
die der Einheit des 
a-MaBes, also 1 0 C, ent-
sprechen soIl: dadurch 
erhalten wir auf der 
a-Achse eine Celsius-
Leiter, und wenn wir 
uns damr entscheiden, 
daB der Punkt 0 zu-
gleichder N ullpunkt deI'-
selben sein, und von die-
sem nach rechts die Lei-
ter mit positiver Tempe
raturangabe, nach links 
die mit negativer ge

richtet sein solI, eine Skala, die aIle Temperaturangaben von - 00 

bis +00 umfaBt. Dasselbe wollen wir mit der F-Achse vornehmen; 
auch hier wahlen wir eine Strecke, die 1 0 F entspricht, eine sog. 
"Einheitsstrecke"; diese kann an sich beliebig lang sein, sie solI aber 
in unserem FaIle dieselbe Lange haben wie diejenige, welche 1 0 C ent
sprechen solI. Wahlen wir hier die nach oben gerichtete als die "posi
tive", die nach unten geric1;1tete als die "negative" F-Achse, so konnen 
wir auch auf der F-Achse, wenn wir von unten nach oben gehen, aIle 
Temperaturen - 00 < F 0 < + 00 unterbringen. Die beiden Koordinaten
achsen teilen die Ebene in vier Qua d ran ten, von den en man den 
von der positiven a- und der positiven F-Achse begrenzten als ersten 
und die iibrigen, im Gegenzeigersinne umlaufend, als zweiten, dritten, 
vierten bezeichnet (s. Abb.2: I, II, III, IV). 

Nun wissen wir, daB nach dem durch die Formel1) ausgedriickten 
Gesetze beispielsweise einer Temperatur von 15 0 C eine solche von 
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59° F entspricht; jetzt fuhren wir folgendes aus: In Abb. 3, die Un 
MaBstab 1: 10 gegenuber Abb. 2 verkiirzt ist, suchen wir auf der 
O-Achse denjenigen Punkt 0, der 15° C entspricht, und auf der F-Achse 
den 59° F entsprechenden Punkt F. Ferner ziehen wir durch 0 zur 
F-Achse und durch F zur O-Achse die beiden Parallelen, die sich in 
A schneiden mogen. Dieser Punkt A soIl nun derjenige Punkt sein, 
der dem Wertepaare 15°C\59°F ent
spricht. Da FA = 00 und OA =OF 
ist, hatte man zu A auch gelangen kon
nen, wenn man durch 0 die Parallele zur 
F-Achse gezogen und auf ihr OA =OF 
abgetragen hatte. Man nenntOO=15°C 
die Abszisse und 0 A = 59 ° F die Ordi
nate und beide zusammen die Koordi-
naten des Punktes A. Zugleich erkennt 
man, daB jeder Punkt in der Ebene 
eine und n u r eine Abszisse und ebenso 
eine und n u r eine Ordinate hat, und 
daB zu jedem Wertepaare 0 und Fein 
und n u r ein einziger Punkt gehort, 

F 

+200 

+150 

HOO 

F A 

fur den 0 die Abszisse und F die Ordi- 1-i-+_-+50-f-'~+-.9--±"'!:-+-+-:!:""""--+!""::1(J:!::'O:-O-C 
nate ist. Der Punkt A ist also da-
durch ge£unden worden, daB man zu 
den Koordinatenachsen Parallele ge
zogen hat; das Koordinatensystem 
tragt aus diesem Grunde auch den 
N amen Parallelkoordinatensystem. 

Es ist ohne weiteres klar, daB nicht 

-50 

-100 

Abb.3. 

jeder Punkt der Ebene die Eigenschaft hat, daB seine Koordinaten die 
Gleichung F = %0 + 32 1) 

erfullen; sie kommt nur gewissen Punkten zu, wenn deren Anzahl 
auch an sich unendlich groB ist. Einer dieser Punkte ist, wie wir ge
funden haben, A, ein anderer, wie man sich leicht uberzeugt, B 
(25 ° C \77 ° F), wahrend beispielsweise der Punkt U (25 ° C \12 ° F) diese 
Eigenschaft nicht aufweist. Es empfiehlt sich, zur Forderung des Ver
standnisses eine groBere Anzahl solcher Punkte zu bestimmen, indem 
man in Gleichung 1) fiir 0 eine Reihe von Werten einsetzt und das 
zugehorige F berechnet. So gehoren zu den Werten 

a = - 80 -60 -40 -20 ± 0 +20 + 40 + 60 + 80 
die Werte F = -112 -76 -40 - 4 +32 +68 +104 +140 +176 

(In Abb. 4 sind die zugehOrigen Punkte eingetragen.) In dieser Tabelle 
wachsen die Werte von 0 um je 20°; man kann selbstverstandlich 
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die Intervalle noch dichter wahlen, 1 0 oder 0,1 a oder 0,01 0 ••• ; das 
wurde, wie man sich leicht uberzeugt, zur Folge haben, daB zwischen je 
zwei der obigen Tabelle entsprechende aufeinanderfolgende Punkte noch 
19 oder 199 oder 1999 ... weitere P~nkte einzuschalten waren. Die Punkte 
folgen dichter und dichter aufeinander; sie erfullen schlieBlich eine Linie, 
die man als das Schaubild oder Diagramm der Gleichung 1) bezeichnet. 

Schon Abb.4 laBt vermuten, daB diese Linie eine Gerade ist; 

+180 

;160 

+11fO 

+80 . 
jo ---;QqO 

denn die Tabelle lehrt, daB der Unter
schied je zweier aufeinanderfolgenden 
"\Verte von F bestandig derselbe, nam
lich 36 ist, daB also zu einer kon
stanten Differenz von C, namlich der 
Differenz 20, die konstante Differenz 36 
von F gehort. Was bedeutet dies aber 
geometrisch ~ Zieht man in Abb. 4 bei
spielsweise durch P 20 die Parallele zur 
C-Achse und durch P40 die Parallele zur 
F-Achse, die sich in Q40 schneiden mogen, 
so bildet sich ein rechtwinkliges Dreieck +20 HO +60 +80 

-20 P20Q40P40' indem die Kathete P 20 Q40= 20, 
-¥o 

-60 

-80 

-100 

-120 

-1M 

Abb.4. 

der Differenz der C, und die Kathete 
Q40.P40 = 36, del' Differenz der F, ist. 
Dann ist aber das Dreieck P 40 Q60P60 in 
Abb.4 deckungsgleich mit diesem, folg
lich ist auch 

und zwar ist tgIX = t% = % . Da nun die 
beiden Schenkel P 20 Q40 bzw. P 40 Q 60 parallel der C-Achse, also auch 
untereinander parallel sind, miissen auch die beiden Schenkel P 20 P 40 

und P40 P60 untereinander parallel sein; weil sie fernerhin den 
Punkt P 40 gemeinsam haben, miissen sie sogar auf die namliche Ge
rade fallen. Das heiBt abel' nichts anderes, als daB P60 auf der 
Geraden P 20 P 40 liegen muB. Damit ist bewiesen, daB die Punkte del' 
Abb.4 auf einer Geraden liegen, und zwar bildet diese Gerade mit der 
C-Achse einen Winkel IX, fiir welchen tgx = t ist, der also IX ~ 61 0 

ist. Man bezeichnet tgIX = A als den Rich tungsfaktor del' Ge
raden. 

So bleibt nur noch der Nachweis ubrig, daB jeder del' Punkte, 
deren Koordinaten die Gleichung 1) erfiillen, sich dieser Geraden 
einfiigt. Wir wollen uns zu diesem Zwecke unter C einen ganz be
liebigen, aber bestimmten Wert vorstellen; zu ihm gehort vermoge 
Gleichung 1) ein bestimmter Wert F="t C + 32; beiden Koordinaten 
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entspricht (Abb. 5) ein bestimmter Punkt P. Diesen wollen wir durch 
eine Gerade mit P 20 verbinden. Ferner wollen wir durch P 20 die Parallele 
zur C-Achse und durch P die Parallele ZUI' F-Achse ziehen; beider 
Schnittpunkt sei Q. Dann· ist P 20 Q gleich del' Differenz del' zu P 20 

und zu P gehorigen Abszissen, also gleich C - 20, ebenso ist Q P 
gleich del' Differenz del' Ordinaten diesel' PUnkte, also gleich 

~ C + 32 - 68 = t C - 36; 

folglich ist 
PP Q ~o - 36 ~ 

tg 20 = 00 _ 20 = -1> = tg<x . 

Die Gerade P 20 P hat demnach dieselbe Richtung 
wie die Gerade P 20 P40 del' Abb. 4; demnach fallen 
beide aufeinandel', d. h. del' Punkt P ist ein Punkt 
diesel' Gel'aden. Damit ist del' Beweis el'bracht. 

(4) Wir sind am Ende unserer Betrachtungen iiber 
das eingangs dieses Paragraphen eingefiihrte Bei
spiel; fassen wir daher das Wesentlichste unserer 
Erorterungen nochmals zusammen: 

Die Gleichung 1) F = t C + 32 lehrt, zu einer 
beliebigen Celsius-Temperatur C die zugehorige 
Fahrenheit-Temperatul' F zu finden. Die ab
hangige Verandel'liche Fist eine lineal'e Funktion 
von C, deshalb linear genannt, weil ihr Schaubild 
im l'echtwinkligen Pal'allelkoordinatensystem eine 
gel'ade Linie ist. Bildet man die Differenz il'gend 
zweiel' Werte von C, ebenso die Differenz del' zu 
ihnen gehol'igen beiden Werte von Fund dividiel't 

p 

, 

-- --- -'Q 

Abb.5. 

letztere Differenz durch el'stere, d. h. bildet man den Quotienten aus 
del' Diffel'enz il'gend zweiel' Werte del' abhangigen VeTandel'lichen und 
del' Diffel'enz del' zugehorigen unabhangigen Veranderlichen, den sog. 
Differenzenquotient, so ist dieser fiir unsere lineare Funktion konstant, 
d. h. ganzlich unabhangig von den zufallig gewahlten Werten von C. Er 
hat in unserem FaIle den Wert~, ist also idenbisch mit dem Richtungs
faktor der Gel'aden. Man sieht fernerhin, daB del' Differenzenquotient 
identisch mit dem Faktor von C in Gleichung 1) ist. Damit hat diesel' 
einen geometrischen Sinn erhalten. Aber auch die andere konstante GroBe 
in Gleichung 1), das Absolutglied 32, laBt eine geometrische Deutung 
zu; es ist namlich gleich dem Stucke, das die Bildgel'ade auf der 
F-Achse, der Ordinatenachse, abschneidet, wie man sich leicht uber
zeugt, und wie schon aus der Tabelle (S.5) ersichtlich ist. 

Was hat uns dieses Schaubild praktisch zu sagen? In Abb. 6 ist 
es noch einmal wiedergegeben unter Fortlassung aller konstruktiven 
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und fiir die Beweise notwendigen Einzelheiten del' vol'angehenden 
Abbildungen. Wir konnen mit Rille des Schaubildes zu einer beliebigen 
Celsius-Temperatur C die Fahrenheit-Tempel'atul' F finden und 
umgekehrt, und zwar auf folgendem Wege: Wir lesen auf del' C-Achse 
das gegebene Cab, gehen von diesem Punkte auf del' Parallelen zur 
F-Achse bis zum Punkte P del' Geraden und von diesem auf del' Par-

F 

+220 

+200 

+180 

+160 

allelen zur C-Achse bis zum Schnitt
punkte F del' F -Achse ; diesel' liefert 
die gesuchte Fahrenheit-Tem
peratur. - Es lassen sich zeich
nerisch noch eine groBe Fiille an-

F -------------,'P derer Aufgaben lOsen. So macht 
beispielsweise die Beantwortung +111{] 

';~/ del' in (1) S. 1, gestellten Fl'age 
/ nach del' Tempel'atur, fiir welche 

/ 

/ Fund C gleiche Angaben haben, 
, / 

A/ Imine Miihe; man braucht bloB zu 

+120 

+100 

+80 

+6 
/// L bedenken, daB die Halbierende WI 

/ 

/ I . des Winkels zwischen del' posi-
+2{Y ! 
/ Ie tiven C- und del' positiven F -Achse 

-~80'---6~0---;-f--H--+2-+0-+-¥+-O-+-+60..L+':"'8+0-+"'1(Jf-O-+1-+Z"""O C und seines Scheitelwinkels del' Ort 
-gO fiir jeden Punkt ist, des sen Abszisse 

-60 

-80 

-100 

-120 

-1¥0 

Abb.6. 

gleich del' Ordinate ist, um im 
Schnittpunkte G mit del' Geraden 
von del' Gleichung 1) den Punkt 
zu finden, fiir welchen F = C ist; 
das Bild laBt deutlich erkennen, 
daB fiir ihn F = C = -40 ° ist. 
(Wie findet man zeichnerisch die 
Temperaturen, fiir welche Fund C 

entgegengesetzt gleiche Angaben liefern 1 Fiir welche ist die F-Angabe 
um 100° h6her als die C-Angabe 1 usw.) 

Es empfiehlt sich, einer ganz entsprechenden Betrachtung auch 
die Beziehung zwischen C e lsi u s und Rea u m u I' und zwischen 
Fahrenheit und Reaumur zu unterziehen und diese Unter
suchungen in allen den Richtungen zu vertiefen, wie es in diesem 
Paragraphen fiir Fahrenheit-Celsius geschehen ist. Doch sei dies 
dem Leser iiberlassen. 

Raben wir uns mit den Ausfiihrungen dieses Paragraphen voll 
vertraut gemacht, so diirfte die Behandlung del' allgemeinen linearen 
Funktion, mit del' wir uns ill folgenden Paragraphen befassen wollen, 
keine Schwierigkeit bereiten. 



(5) Die lineare Funktion. 9 

§ 2. Die lineare Funktion. 
(5) Man ist iibereingekommen, solange keine anderweitigen Griinde, 
wie praktische Erwagungen usw., es erfordern, die Veranderlichen mit 
den letzten Buchstabendes (lateinischen, griechischen, deutschen) 
Alphabets, die Dnveranderlichen dagegen mit den ersten Buchstaben 
zu bezeichnen. Handelt es sich also um eine Funktionsbeziehung 
zwischen nul' zwei Veranderlichen, so wahlt man die Buchstaben x 
und y, ersteren fiir die unabhangige, letzteren fiir die abhangige Ver
anderliche. Die allgemeinste Form del' linearen Funktion wird dem
nach durch die Gleichung 

2) 

wiedergegeben. Die Konstante A heiBe der Beiwcrt (Roeffizient) der 
unabhangigen Veranderlichen, die Konstante b das Absolutglied; im 
Gegensatz hierzu heWe das Glied A x das lineare Glied del' Funktion. 

Setzt man in 2) x = 0, so ergibt sich y = b; das Absolutglied 
ist also derjenige Wert, den die abhangige Veranderliche 
annimmt, wenn man del' unabhangigen Veranderlichen den 
Wert Null erteilt. Auch der GroBe A kann man eine funktionalc 
Bedeutung beimessen; wir kommen zu ihr durch folgende Uber
legungen: 

Wir nehmen einen beliebigen, aber bestimmten Wert fiir x an; zu 
ihm gehort vermoge 2) ein bestimmter Wert y = Ax + b. Nun er
teUen wir del' unabhangigen Veranderlichen einen zweiten beliebigen, 
abel' bestimmten Wert, er moge Xl sein; ihm entspricht ein anderer 
Wert Yl del' abhangigen Veranderlichen, so daB Yl = A Xl + b ist. 
J etzt bilden wIT die Differenz del' beiden Werte del' unabhangigen 
Veranderlichen, sie ist xl - x; e benso die Differenz del' beiden Werte 
del' abhangigen Veranderlichen, diese ist Yl - Y = A (Xl - x). SchlieB
lich dividieren wir diese Differenz durch die erste; wir bilden den 
Differenzenquotienten: 

3) 

Formel 3) sagt uns zweierlei: Erstens: Fiir jede lineare Funk
tion ist del' Differenzenquotient konstant, welche beiden Werte 
man auch fiir die unabhangige Veranderliche wahlen moge. Dnd 
zweitens: Del' Beiwert del' unabhangigen Vel'anderlichen ist 
fiir jede lineal'e Funktion gleich ihrem Diffel'enzenquo
tienten. 

Eine im Grunde vollig gleiche, nur in del' auBeren Form und del' 
Ausdrucksweise etwas abweichende Ableitung derselben Ergebnisse ist 
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die folgende: Man gibt del' Unabhangigen einen bestimmten Wert x; 
del' zugeharige Wert del' Abhangigmi ist 

2) 

Nun erteilt man dem gewahlten x einen Zu wachs, del' mit LI x be
zeichnet wird, so daB del' neue Wert del' unabhangigen Verander
lichen x + LI x lautet; zu ihm gehart auch ein anderer Wert del' 
abhangigen Vel'anderlichen, del' sich von dem vol'herigen urn den Zu
wachs LI y untel'scheiden mage, so daB also die Gleichung besteht: 

Y + LI Y = A (x + LI x) + b . 2') 

(Es sei, urn MiBvel'standnissen vorzubeugen, ausdriicklich betont, daB 
die Bezeichnungen LI x bzw. LI y nicht etwa Produkte aus LI und x 
bzw. y sind, sondern Abkiirzungen fiir "Diffel'enz del' x bzw. y", ahnlich 
wie sin x nicht das Produkt aus den beiden Faktoren sin und x dar
stellt, sondern "Sinus des Winkels x" zu lesen ist; LI x und LI y sind also 
gleichbedeutend mit den Ausdriicken, die oben als Xl - x bzw. Yl - Y 
bezeichnet worden sind.) Subtrahiert man die Gleichungen 2) und 2') 
voneinander, so erhalt man die GraBe des Zuwachses LI y = A . LI x 
und hieraus den Quotienten del' beiden Zuwiichse bzw. Differcnzen, 
also den Differenzenquotienten in trbereinstimmung mit oben: 

_AlL = A 3') Ax . 

Es ist also gleichgiiltig, welche del' beiden Betrachtungsweisen man 
zugl'unde legt; wir werden im folgenden bald diese, bald jene wahlen, 
je nachdem ob wir mehr den Begriff del' Differenz odeI' den des Zu
wachses betonen wollen. 1m iibrigen ist es nicht natig, daB LI x und LI Y 
stets einen Zuwachs im eigentlichen Sinne bedeuten; LI x kann auch 
negativ gewahlt werden, also nach dem gewahnlichen Sprachgebrauch 
eigentlich eine Abnahme darstellen; ebenso gibt es, wie die folgenden 
Beispiele zeigen, Falle, in denen LI Y negativ wird. 

(6) Wir kommen nun zum Schaubild del' allgemeinen linearen Funk
tion im rechtwinkligen Parallelkoordinatensystem. Da wir die un
abhangige Veranderliche mit· x bezeichnet haben, so heiJ3t ihr Trager, 
die Abszissenachse, auch die X-Achse, und entsprechend die Ordinaten
achse die Y-Achse. Wir wahlen auf beiden Achsen eine MaBeinheit, 
die, soweit keine ZweckmaBigkeitsgriinde dagegen sprechen, fiir beide 
Achsen dieselbe sein mage. Del' Punkt P (Abb. 7) habe die Eigen
schaft, daB seine Koordinaten 0 X = x und X P = Y die Gleichung 2) 
erfiillen y=Ax+b; 
dasselbe mage von den Koordinaten OXl = Xl und X1Pl = Yl des 
Punktes P 1 gelten: Yl = A Xl + b. J etzt ziehen wir durch P die Parallele 
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zur x-Achse, die XIPI in QI schneiden mage. Nun ist abel' 

PQI = XXI = OXI - OX = Xl - X = Llx, 

11 

also gleich del' Differenz bzw. Zunahme del' unabhangigen Verander
lichen, und 

QIPI = XIPI - X1QI = XIPI - XP = YI - Y = L1y, 

d. h. gleich del' Differenz bzw. Zunahme del' abhangigen Veranderlichen. 
Folglich ist 

P Yl- Y Ay A tg IPQI = tg<x = --. = --:.- = 
x1-x LJX 

[s. 3) bzw. 3')]. 

Wenn man also irgend zwei Punkte, 
deren Koordinaten Gleichung 2) er
fiillen, miteinander durch eine Gerade 
verbindet, so schlieBt diese mit del' 
X-Achse einen Winkel IX ein, dessen 
Tangensfunktion gleich dem Beiwert A 
des linearen Gliedes, ·also konstant ist. 
Das ist abel' nUl' dann maglich, wenn 
aIle diese Punkte auf einer Geraden g 
liegen, deren Richtungsfaktor gleich 
dem Beiwert A ist. Das Schaubild 
del' linearen Funktion ist also 

y g 

p. oc 1,;1 -, 
I -- --iQ, 
I I 

1 1 Y1 
B 

b 
I I y: : 
I I 
I I 

oc ' I 
--~4--L--~~~1~--~X~,J--x 

eine Gerade. Es geniigt, von diesel' Abb.7. 

Geraden irgendeinen Punkt zu be-
stimmen und durch diesen die Gerade mit dem Richtungsfaktor A 
zu legen. Da tg IX = A ist, so ist man imstande, den Winkel IX selbst 
zu berechnen; Voraussetzung hierzu ist allerdings, daB man fiir beide 
Koordinatenachsen die gleiche Strecke als MaBeinheit gewahlt hat: 
im FaIle des § 1 ist also IX = 60 0 56' 44". Aus 3) bzw. 3') ergibt sich 
ferner: 1st A positiv, so steigt die Gerade bei wachsender Abszisse, 
ist A negativ, so falit sie. 

Einen besonderen Punkt B erhalt man, wenn man X = 0 setzt; 
fiir ihn ergibt sich Y = b; es ist del' Schnittpunkt del' Geraden g mit 
del' y-Achse. Damit hat auch das Absolutglied von Gleichung 2) 
seine geometrische Deutung erhalten; es liefert den Abschnitt, den 
die Bildgerade del' linearen Funktion auf del' Ordinatenachse bildet: 
b = 0 B. 1st also b positiv, so schneidet die Gerade die y-Achse in ihrem 
positiven Teil, im anderen Faile in ihrer negativen Halfte. 

Das Ergebnis unserer Untersuchungen ist also das folgende: 
Das Schaubild del' linearen Funktion ist im rechtwinkligen Parallel

koordinatensystem stets eine Gerade; del' Beiwert des linearen Gliedes 
bestimmt die Richtung diesel' Geraden, derart, daB bei fiir beide Achsen 
gleicher MaBeinheit diesel' Beiwert gleich dem Tangens desjenigen 
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Winkels ist, den die Gerade mit der positiven Abszissenachse einschlieBt; 
das Absolutglied bestimmt nach GroBe und Vorzeichen den Abschnitt, 
den die Gerade auf del' Ordinatenachse bildet. 

(7) Wir wollen diesen Paragraphen nieht sehlieBen, olme noeh einiger 
Anwendungen del' linearen Funktion, denen technisehe Bedeutung zu
kommt, zu gedenken. An erster Stelle sollen zwei Beispiele aus der 
Bewegungslehre stehen, in denen, in V orbereitung spateI' folgender 
Paragraphen, del' Differenzenquotient eine wiehtige Deutung erfahrt. 
Das eine ist die gleichfOrmige Bewegung; man versteht unter ihr cine 
solehe, bei welcher del' bewegte Massenpunkt in gleiehen Zeiten gleiehe 
Wege zurucklegt. Bedeutet t die Zeit in einer MaBeinheit (Sekunde, 
Minute, Stunde, ... ), die seit dem Beginn del' Zeitmessung verflossen 
ist, und s die Lange des ",Veges in del' zugrunde gelegten Langenein
heit (em, m, km, ... ) von seinem Anfangspunkte aus gemesscn, so be
steht filr die gleiehfOrmige Bcwegung zwisehcn Weg und Zeit die 
Gleichung 

s = So + c· t, 4) 

wobei t die unabhangige, s die abhangige Veranderliche, So und c Kon
stanten sind. DaB Gleichung 4) wirklich die gleichfOrmigc Bewegung 
beschreibt, sehen wir an folgendem: Gibt man del' Veranderlichen t 
irgendeinen Zuwachs LI t, so daB seit Beginn del' Zeitmessung die Gesamt
zeit t + LI t verflossen ist, so ist del' Massenpunkt urn cine Lange s + Lls 
von dem Anfangspunkte seiner Bewegung entfernt, wobei 

s + LIs = So + c (t + LI t) 4') 

sein muB. Hieraus berechnet sich durch Subtraktion von 4) und 
4') Lls = c . LI t. Das heiBt abel' nichts anderes, als daB in gleichen 
Zeitraumen Ll t auch die gleiehen Wegstrecken LIs = c' Ll t durchlaufen 
werden, worin eben das We sen del' gleichformigen Bewegung beruht. 

Del' Differenzenquotient diesel' linearen Funktion ist ~ ~ = c; c ist also 

del' Quotient aus del' durehlaufenen Streeke und del' hierzu be
notigten Zeit, del' als Geschwindigkeit bezeiehnet wird. Wir haben 
also gefunden, daB bei del' gleiehfOrmigen Bewegung die Geschwindig
keit wahrend del' ganzen Bewegung konstant ist; sie ist del' Beiwert 
des linearen Gliedes. - Setzt man in 4) t = 0, so ergibt sich s = so. 
Hiermit ist aueh die andere Konstante del' Gleichung 4) gedeutet; 
sie gibt an, welche Entfernung vom Anfangspunkte seiner Bahn del' 
bewegte Punkt im Augenblieke des Beginns del' Zeitmessung hat. 

Das Sehaubild del' Gleiehung 4) liefert natiirlich wieder eine 
Gerade. In Abb.8 ist die gleiehfOrmige Bewegung 

s = 5m - T:rms-1. t 



(8) Die lineal'e Funktion. 13 

dargestellt; hierbei sind fiir die Zeiteinheit und die Langeneinheit 
verschieden lange Strecken gewahlt worden, da sonst das Bild, wie 
man sich leicht iiberzeugt, zu wenig ausdrucksvoll geworden ware. 
Selbstverstandlich sagt die Gerade - dessen muB sich besonders del' 
Anfanger bewuBt sein - nichts iiber s 
die Gestalt del' Bahn des Massen-
punktes aus. Die Bahn braucht durch
aus keine Gerade zu sein; ein an einem 
Faden befestigter Stein, del' im Kreise 
geschleudert wird, kailli sehr wohl eine 
gleichformige Bewegung beschreiben, 
del' das obige Diagramm zukommt; 
das Schaubild gibt einzig den gesetz
maBigen Zusammenhang zwischen 
Weg und Zeit. 

Noch klarer werden diese Ver
haltnisse durch Abb. 9 werden, die 
einen Teil des graphischen Eisenbahn
fahrplanes del' Strecke Freiberg
Chemnitz gibt. Sie zeigt, daB die Ge
radenziige, von denen ein jeder das 

10 

-5 

-10 

Abb.8. 

Schaubild eines auf diesel' Strecke verkehrenden Eisenbahnzuges ist, 
verschiedene Richtung haben. lm iibrigen diirfte das Bild so klar ver
standlich sein, daB sich ein weiteres Wort del' Erklarung eriibrigt. 

(8) Auch die gleichmliBig - vcranderte Bewegung bietet eine An
wendung der linearen Funktion, da bei ihr die Geschwindigkeit v sich 
in gleichen Zeiten um gleiche Betrage andert. Die Geschwindigkeits
Zeit-Beziehung ist also hier gegeben durch eine Gleichung von del' Form 

v=vo+b.t, 5) 

wobei Vo die Geschwindigkeit des bewegten Massenpunktes im Zeit

Nullpunkt ist und b = ~i die Beschleunigung heiSt, die also bei 

,del' gleichformig-vel'anderlichen Bewegung konstant ist; ist sie negativ, 
so heiSt sie auch Vel'zogel'ung. Ein Beispiel hierfiir ist del' senkl'echt 
nach oben gerichtete Wurf im luftleeren Raume; fUr ihn ist, falls 
die Bewegungsrichtung nach aufwarts als die positive angesehen wird, 
b=-g=-9,81m.s- 2 • Es .sei vo=40ms-l; dann lautet die 
Gleichung 

v = 40ms- 1 - 9,81 ms- 2 • t. 5') 

4.bb. 10 gibt die Kurve wieder. Bis t = 4,088 ist v positiv, wil'd abel' 
mit wachsendem t immer kleiner. Fiir t = 4,088 ist v = 0; del' be
wegte Massenpunkt hat seine hochste Stelle el'reicht; er kehrt um 
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und bewegt sich in umgekehrter Richtung; v wird negativ. - Die 
Geschwindigkeits-Zeit-Gleichung fiir den f I' e i e n F a II lautet, falls die 
Bewegungsrichtung nach unten als positiv gelten soli, v = 9 . t, wenn 
del' Fall gerade zum Zeit-Nullpunkt beginnt. Der Entwurf des Schau
bildes sei dem Leser iiberlassen. 

(9) Del' Hydrostatik entnommen ist das folgende Beispiel: In 
einem GefaBe befinde sieh eine Fliissigkeit vom spezifischen Gewichte y; 
del' Oberflachenspiegel habe den Abstand h vom Boden des GefaBes. 

ms-1 v 
70 

50 

1 
10 h 

j -2 -1 
-10 

-20 D 
-30 

Abb.l0. Abb. 11. 

Die Fliissigkeit iibt auf die Wandung einen Druck aus, del' in ver
schiedenen Hohen verschieden ist, da die dariiberlagernde Fliissigkeits
saule um so mehr wiegt, je hoher sie ist, und zwar ist del' Druck 
proportional del' Hohe del' dariiberlagernden Fliissigkeitsschieht. In 
del' Hohe h iiber dem Boden ist del' Druck Null; del' Boden tragt das 
Fliissigkeitsgewicht t . h· y, wenn t die Flache des Bodens ist; folglich 
ist del' Druck am Boden gleich 

Gewicht der Fliissigkeit _ h • 
Grundflache - y. 

Um den Druck D in del' Hohe x iiber dem Boden zu finden, verwende 
man die Proportion 

D: (h· y) = (h - x) : h; 
hieraus folgt: 

D = y(h - x). 6) 

D ist also eine lineare Funktion von x; del' Differenzenquotient 
ist -y. Da die unabhangige Veranderliche x in diesem Beispiele 
eine Hohe ist, also lotrechte Richtung hat, empfiehlt es sieh, fiir das 
Schaubild, abweichend von del' sonstigen Gepflogenheit, die x-Achse 
auch lotrecht, die D-Achse dagegen wagerecht zu wahlen; das Schau
bild gestattet dami, sofort fiir jede beliebige Hohe den Druck abzu
lesen. Erwahnt sei ferner noch, daB Gleichung 6) zwar von den 
Koordinaten aller Punkte del' unendlich langen Geraden G H erfiillt 
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wird, daB aber fiir das gestellte Problem nur die Strecke OH·Wert 
hat, da x praktisch ja nur zwischen den endlichen Werten 0 und h 
variieren kann. 

(10) Ein elektrischer Stromerzeuger habe eine elektromotorische 
Kraft e und einen inneren Widerstand Wi; wie andert sich die Klemmen
spannung ea mit der Verbraucherstromstarke i 1 1st Wa der Widerstand 
des Verbraucherstromkreises, der auBere Widerstand, und ei das Span
nungsgefalle im 1nnern der Stromquelle, so ist nach dem Ohmschen 
Gesetze 

a) 

ferner 

. e 
~ = --;-

Wi +Wa ' 

b) e = ~ + ea 

und nach dem Kirchhoffschen Gesetze 

c) ei: ea = Wi: Wa' 

Eliminiert man aus diesen Gleichungen ~ und Wa. so ergibt sich: 

ea=e-wii. 7) 

Die Klemmenspannung ist also eine lineare Funktion der Verbraucher
stromstarke. Da ea praktisch nur zwischen den Grenzen 0 und e variieren 
kann, gelten fiir das Schaubild dieselben Bemerkungen wie in (9). 

L AuBerdem erkennt man, daB der Hochst
mm 

10010 

10005 

wert, der fiir i aus unserer Stromquelle her
ausgeholt werden kann, fiir ea = 0 eintritt; 
er betragt 

. e 
~max = -. 

Wi 

-_-"'I"7:!fo-+---+---+---+--J::-;;-+---+-'t SchlieBlich sei noch an das Gesetz aus 

9995 

Abb.12. 

der Warmelehre erinnert, nach dem im 
allgemeinen die Ausdehnung eines Korpers 
innerhalb gewisser Grenzen der Tempera
turerhohung proportional ist: 

Lt = Lo(1 + IXt) • 

(Lo die Lange bei 0° C, L t die Lange bei to C, IX der Ausdehnurlgs
koeffizient.) Da IX im allgemeinen sehr klein ist, empfiehlt es sich, 
urn iiberhaupt ein handliches Schaubild zu erhalten, die Bezifferung 
der L-Achse nicht mit 0, sondern mit einem hoheren Werte, etwa Lo 
zu beginnen. So gibt Abb. 12 das Schaubild fiir die lineare Ausdehnung 
des Messings (IX = 0,000019). 

Wir sind am Ziele unserer Betrachtungen iiber die lineare Funktion 
und haben zuletzt an Beispielen ihr mannigfaches Auftreten kennen
gelernt; wir haben die praktische Bedeutung der auftretenden GroBen, 
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insbesondere des Differenzenquotienten, erkannt und gesehen, wie 
man beim Entwurf des Schaubildes bisweilen zweckmaBigerweise von 
del' ublichen Form in del' einen odeI' anderen Richtung abweicht, 
und so gelernt, das Wesentliche del' Darstellung vom Unwesentlichen 
zu unterscheiden. Wir sind damit reif geworden zur Behandlung von 
weniger einfachen Problemen; wir gehen einen Schritt weiter und 
wollen uns im folgenden Paragraphen in das Wesen del' q uadra
tis c hen Funktion vertiefen. 

§ 3. Die quadratische Funktion. 
(11) Die allgemeinste Form del' quadratischen Funktion ist 

y = a x2 + b x + c, 8) 

d. h. also, daB - zum Unterschied von del' linearen Funktion - yauch 
noch von del' zweiten Potenz (dem Quadrat) von x abhangig ist. 
Ehe wir jedoch zu ihrer Untel'suchung ubergehen, wollen wir vol'el'st 
den einfachsten Sonderfall betrachten; wir erhalten ihn, indem wir del' 
Konstanten a den Wert 1, den Konstanten b und c den Wert 0 erteilen. 
Es ergibt sich die rein quadratische Funktion von del' Form 

9) 

sie liefert also zu jeder Zahl x die zugeharige Quadratzahl, und jede 
Tabelle del' Quadratzahlen ist eine tabellarische Darstellung diesel' 
Funktion. Wenden wil' uns ihrem !J 
Schaubilde zu! Es ist nach obigem '1---.----+ 
eine Linie, die alle Punkte umfaBt, 
fUr welche del' Zahlenwel't del' Ordi
nate das Quadrat des Zahlenwertes 
del' Abszisse ist; auf ihl' liegen also 
beispielsweise die Punkte (0 \ 0), (1 11), 
(214), (3\9) ... ; diese Bezeichnungs
weise wird gern verwendet, die erste 
Zahl in del' Klammer gibt die Ab
szisse, die zweite die Ordinate des 
Punktes. Schon hieraus erkennt man, 
daB die Linie keine Gel'ade sein kann. 

~--~-----4J----+---~ 

r--4r-+----~2----r_7--~ 

r-----*----~1----~----~ 

~--~-~~~--+--~~x 
Durch Einschalten weiterer Punkte -2 -1 1 2 
tritt die Art del' Kurve noch deut- Abb.13. 

licher hervor, urn so deutlicher, je dichter die Punkte gewahlt werden; 
in Abb.13 sind noch die Punkte (-!- I r6)' (ll -!-), (! 11'\) ... ein
gezeichnet. Das Schaubild del' rein quadratischen Funktion ist die 
Parabel, nach del' Geraden wohl die wichtigste Kurve del' Technik. 
Die Gleichung y = x 2 mage fur uns die Definitionsgleichung del' Parabel 

Wicke, Ingenieur·Mathematik 1. 2 
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sein. Aus iill lassen sich sofort einige wichtige Eigenschaften dieser 
Kurve finden. Ziehen wir, was bisher nicht geschehen ist, auch negative 
Abszissen in den Bereich unserer Betrachtungen em, und berucksichtigen 
wir, daB die Quadrate entgegengesetzt gleicher Zahlen einander gleich 
sind, so finden wir, daB zu entgegengesetzt gleichen Abszissen Punkte 
von gleicher Ordinate gehOren [z. B. P(i \ H) und P' (-1-\-H)]. Da 
diese Punktepaare spiegelbildlich (symmetrisch) zur Ordinatenachse 
liegen, so muB die Kurve selbst aus zwei Teilen bestehen, von denen 
der eine das Spiegelbild des anderen bezuglich der Ordinatenachse ist. 
Diese hat daher eine ganz besondere Bedeutung fUr die Parabel; sie 
heiBt die Achse der Parabel. Der Punkt, in welchem beide Teile zu
sammenstoBen - in unserem FaIle der Koordinatenanfangspunkt -, 
hat ebenfalls eine besondere Bedeutung; er heiBt der S c h e i tel del' 
Parabel. Unter dem Scheitel del' Parabel versteht man also ihren 
Schnittpunkt mit ihrer Achse. - Da das Quadrat einer reellen GroBe 
stets positiv ist, so folgt weiter, daB die Ordinate eines jeden 
Punktes unserer Parabel positiv sein muB, daB also die Parabel in 
ihrem ganzen Verlaufe oberhalb del' x-Achse, d. h. in demjenigen Teile 
del' Ebene lauft, welcher durch die positive Halite del' y-Achse be
stimmt ist. 

(12) Wir wahlen jetzt fur die unabhangige Veranderliche einen neuen 
Wert Xl; zu ihm gehort auch ein neuer Wert der abhangigen Ver
anderlichen Yl = x~. Die Differenz beider Werte der abhangigen 
Veranderlichen ist also YI - Y = xi - X2; dividiert man diese durch 
die Differenz der beiden Werte der unabhangigen Veranderlichen, also 
durch Xl - X, so ergibt sich del' Differenzenquotient: 

10) 

Hier ist nun eine Tatsache besonders bemerkenswert; del' Differenzen
quotient ist namlich nicht, wie bei del' linearen Funktion, eine kon
stante GroBe; er ist im Gegenteile, da er gleich del' Summe der beiden 
Werte del' unabhangigen Veranderlichen ist, abhangig sowohl von X 

als auch von Xl' also von zwei Bestimmungsstucken. Dies lehrt auch 
der andere Weg zur Bestimmung des Differenzenquotienten Js. (5)]. 
Gibt man namlich del' Veranderli~hen X den Zuwachs A x, so daB der 
neue Wert del' unabhangigen Veranderlichen X + A X ist, so erhalt 
die Abhangige Y einen Zuwachs _A y, und del' zu X + A x gehorige 
Wert derselben, Y + A y, ist durch die Gleichung 

y + Ay = (x + LlX)2 11) 

bestimmt.. Durch Subtraktion del' beiden Gleichungen 9) und II) 
folgt fUr A y 

Lly = 2x· Ax + (AX)2, 
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uncI hieraus fiir den Differenzenq uotienten 

_Ay =2x+L1x' 
Ax ' 
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12) 

auch in diesel' Form erkennt man seine Abhangigkeit von del' Wahl 
zweier GraBen, von x und L1 x . Del' Zusammenhang zwischen den 
Formeln 10) und 12) wird durch die Gleichungen 

L1x=xl -x, L1Y=YI-Y bzw. xl =x+L1x, YI=y+L1y 
hergestellt. 

Zwecks geometrisch anschaulicher Darstellung des Differenzen
quotienten sei P (Abb. 14) del' Punkt mit den Koordinaten 0 X = x, 
XP = y, wobei Y = x 2 ist; PI habe 
die Koordinaten OX1=XI , XIPI = YI' 
so daB also 

ist. P PI ist also eine durch den 
Punkt P gehende Sekante 8 del' Pa
rabel, deren Richtung gegen die x-Achse 
gerade durch den Differenzenquotienten 

Yl - Y = ~Y wiedergegeben wird [s. (6) l. 
XI-X LJX • 

Nun erkennt man weiter, daB sich 
durch P unendlich viele Parabelsekan
ten legen lassen, da man noch den 
Punkt PI willkiirlich wahlen kann; 

!I 

t 

Abb.14. 

diesel' Umstand ist das geometrische Gegenstiick zu del' oben abgelei
teten Eigenschaft, daB del' Differenzenquotient von del' Wahl von Xl 

bzw. L1 X abhangig ist. 

(13) Die bemerkenswerteste del' unendlich vielen durch P gehenden 
Parabelsekanten ist nun die in P an die Parabel gelegte Tangente; 
sie ergibt sich, wenn del' Punkt PI auf del' Parabel wandert, bis er in 
unmittelbare Nachbarschaft von P gelangt, bis er zum Nachbarpunkt 
von P auf del' Parabe1 wird. Da entsteht sofort die Frage: Wie driickt 
sich diesel' Grenziibergang, wie wir den soeben beschriebenen geo
metrischen Vorgang nennen wollen, analytisch, d. h. rechnerisch, aus? 
Da brauchen wir nur im Auge zu behalten, daB dem Umstande, daB 
PI sich P nahert, rechnerisch die Tatsache entspricht, daB die Differenz 
ihrer Abszissen, also Xl - X = L1x, immer kleiner wird oder, wie 
man sich ausdriickt, "sich del' Grenze Null nahert", "unter jeden 
noch so kleinen Wert faUt" , odeI' "gegen Null konvergiert". Man 
schreibt dies in folgender Form: 

lim (Xl - xl = limL1 X 
x,-+x Llx-+O 

2* 
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(sprich limes Llx; limes = Grenzwert). Nun ergibt sich aber fUr diesen 
Grenzwert des Differenzenquotienten der rein quadratischen Funktion 

lim Y1 - 11 = lim Ll y = 2 x, 
x,->-xx1 -x Llx->-oLlx 

wie aus Formel 10) und 12) ubereinstimmend folgt. 
Fur 

1· 111 - Y Ii Ll Y Im--= m-
x,->-.x Xl - X Llx->-O Ll X 

13) 

hat man einen besonderen Ausdruck gepragt; man bezeichnet den 
Grenzwert des Differenzenquotienten als DiUerentialquotient und 

schreibt ihn in del' Form ~~ und liest ihn mit den Worten "dy nach 

dx". Also ist del' Differentialquotient del' rein quadratischen Funktion 

dy 
dx = 2x, 14) 

d. h. del' Differentialquotient der rein quadratischen Funktion 
ist fur einen bestimmten Wert der unabhangigen Verander
lichen gleich ihrem doppelten Betrage. 

Der Differenzenquotient lieferte uns die Richtung del' Sekante; 
folglich gibt del' Differentialquotient uns die Richtung del' 
Tangente; d. h. bezeichnet man in Abb. 14 den Winkel, den die in 
P an die Parabel gelegte Tangente mit der x-Achse bildet, mit g;, 
so ist 

dy 
.-- = tgg; = 2x. dx 15) 

Voraussetzung ist allerdings, daB Abszisse und Ordinate mit derselben 
Einheit gemessen sind. Dieses Ergebnis bietet uns also ein Mittel, 
um in einem bestimmten Punkte P an die Parabel die Tangente zu 
legen. Man braucht zu diesem Zwecke nur von P in Richtung der 
positiven x-Achse um die Langeneinheit bis zum Punkte R und von 
diesem in Richtung der y-Achse um die Lange RT = 2x zu gehen; 
del' Endpunkt T ist ein Punkt der in P an die Parabel gelegten Tangente; 
denn es ist RT 2x 

tg g; = P R = T = 2 x . 

1st x negativ, d. h. liegt del' Parabelpunkt links der Achse, so muB 
selbstverstandlich die Strecke 2 x im Sinne del' negativen Achse gezogen 
werden (s. Abb.14, Punkt P'). Wir sind also imstande, von del' Parabel 
nicht nur Punkte in beliebiger Zahl anzugeben, sondern vermittelst 
des Differentialquotienten in diesen Punkten auch die Tangenten 
zu zeichnen, die Parabel also mit einem ziemIich hohen Grade del' Ge
nauigkeit· zu entwerfen. Es sei nun dem Leser als lehrreiche trbung 
anheimgestellt, diese Konstruktion auch wirklich durchzufuhren. 
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(14) Erteilt man in Gleichung 8) der GroBe a einen beliebigen, 
vorlaufig positiven Wert, wahrend die GroBen b und c auch noch weiter
hin gleich Null sein mogen, so kommt man zu der allgemeineren qua
dratischen Funktion 

y = ax2 • 16) 

Da a > 0 sein soll, so ist auch y > 0; also lauft die zugehorige Kurve 
ebenfalls ganz auf der positiven Seite der y-Achse. Sie unterscheidet 
sich von der bisherigen Parabel y = x 2 

einfach nur dadurch, daB die Ordi
naten ihrer Punkte das afache der zu 
derselben Abszisse gehorigen Punkte 
der fruheren sind. In Abb. 15 sind 
die Kurven fUr verschiedene Werte 
von a eingezeichnet; man erhalt, wie 
man aus ihr erkennt, beispielsweise 
die Kurve fur a = 4 aus derjenigen 
fUr a = 1 einfach dadurch, daB man 
die Ordinaten der letzteren vervier-

i facht. 1st a> 1, so ergibt sich die 
entsprechende Kurve gewissermaBen 
dadurch aus der urspriinglichen Pa
rabel, daB man diese in Richtung der 
y-Achse dehnt, fur a< 1 umgekehrt 
dadurch, daB man sie zusammen

a=--; 
Abb.15. 

druckt. Fi.IT a < 0 ist y stets negativ; die zugehOrige Kurve verlauft 
also ganz auf der zur negativen Halite der y-Achse gehOrigen Halb
ebene; es bedarf wohl keines Beweises dafiir, daB man sie aus der 
zu dem entgegengesetzt gleichen Werte von a gehorigen Kurve dadurch 
erhalt, daB man diese an der x-Achse spiegelt (s. Abb. 15). 

Die durch die Gleichung y = ax2 definierte Kurve ist eine 
Parabel. Beweis: Nach 8) verstehen wir unter einer Parabel eine 
Kurve, deren Gleichung im rechtwinkligen Koordinatensystem y = x 2 

lautet. Nun ist aber die Gestalt der Parabel wesentlich abhangig 
von der Wahl der Langeneinheit des Koordinatensystems. So ist 
beispielsweise in Abb. 16a als Langeneinheit 1 cm, in Abb.16b 2 cm 
gewahlt, in letzterer zum Vergleiche nochmals die Parabel von 16a, 
und zwar gestrichelt, eingezeichnet. Abb. 17 sei das Bild der Funktion 
y = ax2, wobei eine bestimmte Langeneinheit e zugrunde gelegt sei, 
so daB also die Strecken 0 X x und X P y = a x 2 dieser Langeneinheiten 
umfassen. Messen wir nun aber die Strecken mit einer anderen Langen
einheit e' von der Art, daB e' = eja bzw. e = ae' ist, so enthalt OX 
~ = a x und X P 1] = a . a x2 = a2 x2 solcher Langeneinheiten; es ist 
also 1] = ~2 die Gleichung der namlichen Kurve unter Zugrundelegung 
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der Langeneinheit e', womit der Beweis erbracht ist. (In Abb. 17 ist 
a = t, also die neue Einheit das t fache der urspriinglichen; man priife 
an einzelnen Punkten der Kurve die Zusammenhange der Koordinaten-
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paare nach; ist fur P beispielsweise x = te, y = He, so ist ~ = ie' , 
1) = -He', und in der Tat T) = ~2.) Man erhalt also: Jede Gleichung 
von der Form y = ax2 ist die Gleichung einer Parabel, deren 
Achse die y-Achse, deren Scheitel der Koordinatenanfangs
punkt und deren Scheiteltangente die x-Achse ist. Sie ist 
fUr positive Werte von a im Sinne der posi
tiven y-Achse, fUr negative Werte von a im 
Sinne der negativen y-Achse geoffnet. 

Da, wie schon gezeigt, die Parabel y = ax2 

aus der Parabel y = x 2 dadurch hervorgeht, 
daB man die Ordinaten mit a multipliziert, 
so verzerrt sich auch die Tangentenrichtung ---"':O"@-d-'----++-t--

e'X e in dem MaBe, daB der Richtungsfaktor irgend- Abb.17. 

einer Tangente derParabel y=ax 2 das afache 
des Richtungsfaktors der entsprechenden Tangente an die Parabel 
y = x2 ist; es ist also nach Formel 15) tg<p = 2ax. - Zu diesem 
Ergebnis gelangen wir aber auch auf Grund ahnlicher Betrachtungen, 
wie sie oben [so (13)] durchgefUhrt worden sind. Auch hier ist, wie dort 
und wie uberhaupt ganz allgemein, die Tangente an die Parabel y = ax2 

im Punkte P die Gerade, in welche irgendeine durch P gehende Sekante 
ubergeht, wenn ihr zweiter Schnittpunkt PI mit der Parabel sich dem 
Punkte P unbegrenzt nahert. Rechnerisch laBt sich dies ganz wie 
oben durch!uhren: P habe die Abszisse x, also die Ordinate y = ax2; 

PI habe die Abszisse x + Llx, also die Ordinate y + Lly = a(x + LlX)2, 
wobei LI x und LI y wieder die Zuwuchse sind, die man den Koordinaten 
von P erteilen muB, um diejenigen von PI zu erhalten. Es ist daher, 
wie man durch einfache Subtraktion findet, 

Lly = a(x + LlX)2 - ax2 oder LI y = 2 a x • LI x + (LI X)2 , 

daher der Differenzenquotient 

Ay = 2ax + Llx' 
Ax ' 

geometrisch ist dieser Ausdruck (s. Abb. 14) nichts weiter als der 
Richtungsfaktor der Sekante P Pl' Nahert sich nun PI auf der Parabel 
dem Punkte P, so heiBt dies analytisch, daB LI x dem Grenzwert Null 

zustrebt und ~ ~ in den Differentialquotienten ubergeht; man erhalt 

also fur diesen 

~~ = 2ax = tg<p, 17) 

wie oben. 
Der Leser tut gut, auf Grund dieser Formel17), etwa in Anlehnung 

an Abb. 15, an verschiedene Parabeln in mehreren Punkten die Tan
genten tatsachlich zu zeichnen; empfehlenswert ist es ferner, wie auch 
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sonst im folgenden, das Problem umzukehren und nach demjenigen 
Punkte einer bestimmten Parabel zu fragen, in welchem die Tangente 
eine verlangte Richtung hat. (So muB beispielsweise derjenige Punkt 
der Parabel y = tx2, dessen Tangente mit del' x-Achse den Winkel 60° 
einschlieBt, eine Abszisse haben, welche sich aus del' Gleichung be
stimmt tx = 13, also x = % 13; hieraus folgt weiter y = 1f.) In 
welchem Punkte schlieBt insbesondere die Tangente an die Parabel 
y = ax2 mit del' x-Achse den Winkel 45° ein ~ Welches ist bei ver-

anderlichem a del' Ort alIer diesel' Punkte ~ (Die Gerade y = ]- .) 

(15) Wenden wir uns nun del' alIgemeinen quadratischen Funktion 

y = ax2 + bx + c 8) 

zu. Auf Grund del' bisher erworbenen Kenntnisse sind wir in der 
Lage, uns die zugehorige Kurve zu entwerfen; wir brauchen ja bloB 
zu einem gegebenen x mit Hilfe der GIeichung 8) das zugehorige y 
zu berechnen und den Punkt in del' Ebene zu suchen, del' die 
soeben ermittelten Koordinaten x und y hat; er ist ein Punkt der 
Kurve. Durch Wahl weiterer Werte von x gelangen wir zu anderen 
Punkten des Schaubildes von GIeichung 8). So gehoren zur Funktion 

x2 4 17. 
Y = 5-:rx + 15 dle Wertepaare: 

: : ~!} I~~N! ~~5~1~~1 +:}I~II~:}I~:tl ~~I~~8J::I:;I::~1 :~{,1:!5~1 :!g! 
!I t r; Abb. 18 gibt die zu diesel' Funktion 

15 I 
I gehorige Schaukurve aa. 

10 

i Setzt man Yl=ax2 und Y2=bx+ c, 
I a SO ist Y = Yl + Y2. Nun hat nach (14) 
I Yl = a x 2 zum Schau bild eine Parabel b b, 
i deren Scheitel in 0 und deren Achse 
I 
I 
I 
I 

die y-Achse ist, wahrend das Schau
bild von Y2 = b x + c nach (6) eine Ge-

;: rade cc von del' Richtung b und dem 
----=-r--~~--I----?p-""-=_____"-----_=-i?P;-_-+R:--_-_~~t -Abschnitt c auf del' y-Achse ist. Wir 

konnen unsere Kurve aa also auch 
erhalten, indem wir (s. Abb. 18) die 
Parabel bb und die Gerade cc zeichnen 
und die zu einer beliebigen Abszisse x 
gehorigen Ordinaten beider Kurven 
addieren; ihre Summe gibt uns die zu 

c 

Abb.18. 

diesem x gehorige Ordinate del' Kurve a a. Hiermit ist die del' GIei
chung 8) entsprechende Kurve in einfacher Weise auf bekannte Kurven 
zuriickgefiihrt. J a, wir konnen noch einen Schritt weiter gehen; es kann 
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namlich bewiesen werden, daB diese Kurve nichts anderes ist als die 
uns aus (14) bekannte Parabel, und daB in Abb. IS die Kurve aa 
kongruent ist der Kurve bb. Doch zuvor solI der Differential
quotient der quadratischen Funktion S) gebildet werden. 

Wir wissen nun schon, wie wir zu diesem Zwecke zu verfahren haben: 
Wir erteilen der unabhangigen Veranderlichen x einen Zuwachs L1 x; 

dadurch erhalt auch y von selbst einen Zuwachs L1 y, der sich durch 
die Gleichung bestimmt: 

y + L1y = a(x + L1X)2 + b(x + L1x) + c. 18) 
I 

Durch Subtraktion von Gleichung S) folgt 

L1y=a(2x.L1x+(L1x)2)+b.L1x=L1x[a(2x+L1xl+b], IS') 

und hieraus durch Division mit L1 x fiir den Differenzenquotienten 

~~ = a(2x + L1x) + b 19) 

und hieraus wiederum durch den Grenziibergang limL1 x -+ 0 fUr den 
Differen tialq uotien ten: 

dy 
dx=2ax+b. 20) 

Auch hier gelten fUr die geometrische Deutung des Differentialquotienten 
die gleichen Schliisse wie in (13) und (14). Sind namlich xl y die Koordi
naten des Punktes P der Kurve, so sind x + L1xly + L1y nach IS) die 

Koordinaten eines anderen Punktes P l dieser Kurve, und ~; ist der 

Richtungsfaktor der durch P und P 1 bestimmten Sekante; er er
rechnet sich aus 19). Wird limL1 x -+ 0, so heiBt das geometrisch, 
daB PI auf der Kurve bis in unmittelbare Nahe von P wandert; die 
Sekante wird also zur Tangente, deren Richtung demnach durch den 
Dlfferentialquotienten ermittelt wird. Fiir das Beispiel in Abb. IS er
geben sich in Erganzung der Tabelle auf S.24 aus 20) die Richtungs
faktoren der Tangenten fUr 

x =-4 -3 -2 1-1 0 +1 +2 +3 +4 
dy _ 44 

-t~- _ 32 26 -1 -t! -y8r; -y'J-t; +i'5 dx ---15- i5 -10 
I 

::I::~ +7 +8 
+H +H 

+9 
+34 To 

+10 
H-

+11 zu 

+46 t. 

In Abb.lS ist fiir den Punkt P (51-10) die Konstruktion der Tangenten
richtung angedeutet (PQ = 3, QT = 2, PT Tangente). Der Leser 
mage zur fibung die Tangenten fiir weitere Kurvenpunkte und ebenso 
fUr andere Kurven von der Gleichung y = a X2 + b x + c konstruieren. 

Damit ist eigentlich auch die umgekehrte Aufgabe schon gelast, 
namlich die Frage nach demjenigen Punkte der Kurve, in welchem 
diese eine vorgeschriebene Richtung A hat; da 2ax + b = A sein 
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muB, so folgt fiir die Abszisse des betreffenden Punktes x = A 2~ b • 

Um beispielsweise fiir den Fall del' Abb.18 denjenigen Punkt zu finden, 
in dem die Tangente unter 45 0 gegen die x-Achse geneigt ist, setzen 

. 2x 4 35 h 253 I 
Wll' 5 - 3 = 1, woraus folgt x = -6 und da er y = -240' n 

del' Folge wird uns nun bei einer Kurve besonders derjenige Punkt 
beschaftigen, in welchem die Tangente parallel del' x-Achse, del' zu
gehorige Richtungswinkel rp = 0 und daher auch del' Richtungsfaktor 

ddlL = tgrp = 0 ist. Wollen wil' also den Punkt von diesel' Eigenschaft x , 
auf del' Kurve von unserer Gleichung 8) suchen, so miissen wir setzen 
[so Formel 20)]: 

2ax+b=0. 

Die Abszisse dieses Punktes S ist demnach 

b 
Xs = -2a' 

und also nach Formel 8) die Ordinate 

b2 

Ys = - 4a + c. 

21a) 

21 b) 

(1m FaIle del' Abb.18 ist, wie man sich leicht iiberzeugt, Xs = _\0_, 
Ys = -~H·) 

Nun wollen wir einmal diesen Punkt S als Nullpunkt eines Koordi
natensystems wahlen, dessen Achsen parallel zu den Achsen des ur
spriingIichen Systems Iiegen sollen; die Abszissenachse moge $-Achse, 
die Ol'dinatenachse 'I}-Achse, und also die Abszisse eines beIiebigen 
Punktes dieses neuen Systems $, die Ordinate 'I} heiBen. Wir fragen: 
Wie heiBt die Gleichung del' Kurve im $'I}-System, deren Gleichung 
im alten xy-System y = ax2 + bx + c lautet 1 Man bezeichnet einen 

!! t'7 p solchen Ubergang aus einem Koordinaten-
I system in ein anderes als eine U m f or -
I 
I mung (Transformation) des Koordi-
I 
I natensystems, und in unserem Sonder-
I 

-----1--- ----~5 fall, wo die Koordinatenachsen des neuen 
VI ..:: 

I Systems parallel zu den entsprechenden 
---/lI-----dX""I>----&X--..,..·x des alten Systems sind, als eine Par

I 
J allelverschiebung des Koordinaten-

Abb. 19. 110) d' systems [so ( ]. Damit wir lese vor-
nehmen konnen, miissen wir natiirlich den Zusammenhang beider 
Systeme kennen; er ist (Abb. 19) im FaIle del' Parallelverschiebung 
vollig bestimmt, wenn wir die Koordinaten 0 S", = Xs und S",S = Ys 
des neuen Anfangspunktes im alten System kennen. P sei nun ein 
beliebiger Punkt del' Ebene; seine Koordinaten im alten Systeme seien 
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ox = x und XP = y, die im neuen SS= ~ und SP ='YJ, und es ist 
aus Abb.19 ohne weiteres ersichtlich, daB OX=OS.,+S.,X=OS.,+SS, 
also 

x=x8 + ~ 

und X P = X S + SP = S.,S + SP, also 

y = Ys+ 'YJ 

22 a) 

22 b) 

ist. Setzt man also ffir x und y die in 22) gefundenen Werte in Glei
chung 8) ein, wobei sich Xs und Y8 aus Gleichung 21) bestimmen, 
so erhii.lt man die Gleichung derselben Kurve, jetzt aber im ~1]-System; 
sie lautet 

Ys + 'YJ = a(xs + ~)2 + b(xs + ~) + c 
oder 

'YJ - :: + c = a (~- 2ba t + b (~ - ; a) + C 

oder 
~ ~ ~ 

'YJ - 4a + C = a ~2 - b ~ + 4a + b ~ - 2a + c 

oder nach Zusammenfassung der Glieder: 

'YJ = a~2. 23) 

Es ist also in der Tat die Gleichung einer PaTabel. Damit ist der Beweis 
erbracht daffir, daB das Bild der allgemeinsten quadratischen Funktion 
im rechtwinkligen Koordinatensystem die in (13) definierte Parabel 
ist. Wir fassen das Ergebnis in dem Satze zusammen: 

Das Bild der allgemeinsten quadratischen Funktion 
y = ax2 + bx + c ist im rechtwinkligen Koordinatensystem 
eine Parabel, deren Achse parallel der y-Achse ist; sie ist 
in Richtung der positiven y-Achse geoffnet, w~nn a> 0 
ist, und in Richtung der negativen y-Achse geoffnet, wenn 
a< 0 ist. -

(16) Derjenige Wert der unabhangigen Veranderlichen x, ffir welchen 
der Differentialquotient gleich Null ist, gibt uns, wie wir gesehen 
haben, die Abszisse, der zugehorige Wert der abhangigen Verander
lichen die Ordinate des Parabelscheitels. Wir sehen weiter, daB 
der Scheitel zugleich derjenige Punkt ist, ffir welchen die Ordinate 
unter allen zur Parabel gehorigen die kleinste ist ffir a > 0 und 
die groBte fur a < 0; denn im ersten Faile geht die Kurve in diesem 
Punkte aus dem Fallen ins Steigen, im anderen aus dem Steigen ins 
Fallen uber. Abstrahieren wir vom Bilde, so konnen wir also sagen: 
Fiir denjenigen Wert der unabhangigen Veranderlichen, fur 
welchen der Differentialquotient verschwindet, besitzt die 
quadratische Funktion einen Kleinstwert (Minimum) (fiir 
a> 0) oder einen GroBtwert (Maximum) (fur a < 0). 
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Del' Satz wird nun besonders wertvoll durch seine Umkehrung, 
die sich in del' Aufgabe ausdruckt, den Kleinst- bzw. GroBtwert einer 
gegebenen quadratischen Funktion zu ermitteln. Man braucht, um 
sie zu lOsen, nul' den Differentialquotienten del' Funktion gleich Null 
zu setzen; dadurch erhalt man eine Bestimmungsgleichung fur die 
unabhangige Veranderliche, die fur die quadratische Funktion, wie 
wir gesehen haben, stets linear sein muB. Man lOst sie auf, setzt 
den gefundenen Wert in die Funktionsgleichung ein und erhalt 
schlieBlich den gesuchten Funktionswert, del' ein Minimum ist, wenn 
del' Beiwert des quadratischen Gliedes positiv ist, und ein Maximum, 
wenn er negativ ist. Ein einfaches Beispiel moge dies erlautern. 

Sind die beiden Seiten eines Rechtecks a und b, so betragt sein Um
fang u = 2 (a + b). 1st nun umgekehrt eine Strecke u gegeben, so lassen 
sich unendlich viele Rechtecke finden, fur welche del' Umfang gleich u 
ist. Eine Seite a eines solchen Rechtecks kann man beliebig wahlen, 

1 ~§:Hl '::::M:::: 

; mEl IH~m~ Em 1111'\ IIII 
a,) b) (1) , d) e) f') ~) h) 

Abb.20a-k. 

wenn sie nul', um negative Strecken zu vermeiden, die Bedingung 
erfUllt: 0:::; a <: -~-u. Durch Wahl diesel' Seite ist abel' das Rechteck 
auch vollig bestimmt; denn die andere Seite b findet sich aus del' obigen 
Gleichung zu b = tu - a. 

Abb. 20a-k zeigen eine Anzahl von Rechtecken, die in ihrem Um
fange u ubereinstimmen, und zwar ist u = 22 Langeneinheiten gewahlt. 
Kennt man die Seiten eines Rechtecks, so findet man den Inhalt aus 
ihrem Produkte 

F=a.b=a.(~ -a) odeI' 

Del' Inhalt ist also eine quadratische Funktion del' Seite a. (1m 
obigen Beispiele sind die Inhalte del' Reihe nach 10, 18, 24, 28, 30, 
30, 28, 24, 18, 10 Flacheneinheiten.) 

Abb.21 gibt die zu diesel' Funktion gehorige Parabel fur obiges 
Beispiel. Praktischen Wert hat allerdings von del' Parabel nul' del' 
dick ausgezogene, oberhalb del' a-Achse verlaufende Bogen, da fUr den 
anderen Teil die Ordinaten, das heiBt die Inhalte del' entsprechenden 
Rechtecke, negativ sind. Schon aus del' Zahlenreihe del' fur die Recht
ecke dE?r Abb.20 angefUhrten Inhalte sieht man, daB diese anfangs 
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zunehmen und spater wieder abnehmen. Es gibt also unter allen diesen 
Rechtecken eines, das den graBten Inhalt hat. Dies wird bestatigt durch 
die Parabel der Abb. 21; denn sie hat in der 
Tat einen Punkt, der eine graBte Ordinate 
hat. Wir wissen nach dem Obigen nun auch, 
wie wir diesen Punkt und damit auch das 
Rechteck vom graBten Inhalte finden. Wir 
bilden namlich den Differentialquotienten von 
F nach a, setzen ihn gleich Null und lasen 
die so gefundene Bestimmungsgleichung nach a 
auf. Dieser Wert liefert uns die eine Seite des 

F 

l1li 

3D 

20 

10 
5 

/ 

I 

I 

I 

I 

I 

'I 

Rechtecks, aus der wir dann mit Hilfe des Abb. 21. 

gegebenen Umfanges die andere Seite und 
den Inhalt berechnen kannen. Nun ist, wie man entweder unmittelbar 
aus 20) oder durch Bilden des Grenziiberganges findet, 

dF u 
a;;;=-2a+ 2 ; 

die Gleichung - 2a +.~ = 0 liefert den gewiinschten Wert a = '!t; folg

lich ist auch b =~. Unter allen Rechtecken, die den gegebenen Um

fang n haben, hat daher das Quadrat den graBten Flacheninhalt, und 

dieser ist F max = ~t;. (1st, wie im obigen Beispiele, n = 22 Langen

einheiten, so ist also F max = .ill Flacheneinheiten.) 
Zur Einiibung des Vorstehenden mage der Leser die verwandte Auf

gabe behandeln: In Anlehnung an eine Mauer MM (Abb.22) solI ein 
rechteckiges Flachenstiick ABO D so eingezaunt werden, M 

~ 
daB der Zaun AB + BO + 0 D eine gegebene Lange l hat. 
Wie muB man das Rechteck wahlen, damit sein Inhalt mag-

lichst groB wird? (AB = OD = i; BO = j..) 
(17) Wir wenden uns jetzt einigen mechanischen An
wen dun g e n zu, und beginnen mit dem freien Fall im luft
leeren Raume; er wird durch die Formel 

A B ----, 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I o-----'c 

M 

8 = tgt2 24) Abb.22. 

beschrieben. Hierbei ist g = 9,81 m8- 2 die Erdbeschleunigung, t die 
Zeit in Sekunden, gerechnet von dem Augenblick an, wo der Karper 
zu fallen beginnt, und 8 der von ihm in dieser Zeit durchfallene Weg. 
8 ist nach 24) eine quadratische Funktion von t, das Weg-Zeit-Diagramm 
demnach eine Parabel, deren Scheitel im Schnittpunkte der Weg
und der Zeitachse liegt. Zu einem Zeitpunkte t ist die durchfallene 
Wegstrecke 8 == tgt2, zu einem anderen Zeitpunkte t1 > t aber 81 =tgtt; 
folglich hat der Karper in der Zwischenzeit t1 - t die Strecke 

a 
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81 - 8 = !g(t~ - t2) zuriickgelegt. Wiirde sich der Korper in dieser 
Zeit gleichformig bewegt haben, so wiirde seine Geschwindigkeit 

81 - 8 1 ) 
Vm = tl _ t = 2'g(t1 + t 25) 

betragen haben; vm heiBt die durchschnittliche oder mittlere 
Geschwindigkeit innerhalb des Zeitraumes t1 - t. In Wirklichkeit 
hat er sich aber am Anfange des betrachteten Zeitintervalles langsamer, 
am Ende desselben schneller bewegt. LaBt man nun das betrachtete 
Zeitintervall t1 - t immer kleiner werden (18 , O,lB, 0,018 ••• ), so wird 
auch die durchfallene Wegstrecke immer kleiner, der Quotient Vm 

nahert sich dabei nach 25) mehr und mehr dem Werte 

t g. (t + t) = ! g . 2t = g t, 
ein Wert, der wirklich erreicht wird, wenn limt1 -+ t, was zur Folge 
hat, daB auch lim 81 -+ 8 ist. Dann ist aber nach den Betrachtungen 

von (13) lim;1 =; = ~; , und aus der mittleren Geschwindigkeit wird 
h~t 1 

nun die augenblickliche Geschwindigkeit v. Es ist also fiir 
den freien Fall: 

ds 
v=Tt=gt. 26) 

Die Geschwindigkeit des freien Falles ist also der Differential
quotient des Weges nach der Zeit. DaB dieser Satz fUr jede 

~'\t-t''-+-'i'''''''+-t-++~t beliebige Bewegung gilt, wird im nachsten 
20 Paragraphen dargetan werden. DaB hier bei 

200 

Abb.23. 

der Able~tung des Differentialquotienten das 
Verfahren limt1 -+ t und nicht das Verfahren 
limAt-+ ° verwendet worden ist [s. (13)], ge
schah nur, um dem Leser auch dieses wieder 
vor Augen zu fiihren; er moge die gleichen Be
trachtungen fUr das letzte selbst durchdenken. 
- Der Unterschied zwischen mittlerer und 
augenblicklicher Geschwindigkeit zeigt sich recht 

klar im Weg-Zeit-Diagramm (Abb. 23), in welchem die 8-Achse nicht, 
wie gewohnlich die positive Ordinatenachse, nach oben, sondern - ein 
iibliches Zugestandnis an die Fallrichtung - nach unten gezeichnet ist. 
Solange t1 - t endlich ist, gehoren zu den beiden Zeitpunkten t und t1 
zwei 'getrennte Punkte P undP l' deren Verbindungsgerade, eine Sekante k 
der Parabel, einen Richtungsfaktor hat, welcher gleich der diesem Zeit
intervalle zukommenden mittleren Geschwindigkeit ist; ist aber 
limt1 -+ t, so wird P1 unmittelbarer Nachbarpunkt von P, und die 
Sekante wird zur Tangente t in P, deren Richtungsfaktor entsprechend 
die augenblickliche Geschwindigkeit zur Zeit t liefert. 
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Eine weitere Anwendung ist del' senkrecht aufwartsgerichtete 
Wurf im luftleeren Raume.Ein Korper moge zur Zeit t= 0 
mit einer Anfangsgeschwindigkeit Vo senkl'echt nach oben geworfen 
werden; dann hat er (vom Anfangspunkt del' Bewegung aus gerechnet) 
zur Zeit t eine Hohe erreicht, die sich aus del' Formel errechnet: 

s = Vo t - i g t2 • 27) 

Auch hier ist seine quadratische Funktion von t, das Schaubild also 
ebenfalls eine Parabel; sie geht zwar, da fiir t = 0 auch s = 0 ist, eben
falls durch 0; diesel' Punkt ist aber hier nicht del' 
Scheitel der Parabel (Abb. 24). AuBerdem soli an 
dieser Stelle nochmals vor einem Irrtum gewarnt 
werden, der hier fiir den Anfanger naheliegt, daB 
namlich diese Parabel die Bahn darstelle, die der 
Korper wirklich beschreibt (denn diese ist eine 
vertikale Gerade), sondel'll einzig den Zusammen
hangverbildlichen solI, der zwischen der Wurfzeit 
und der Wurfhohe besteht. - Zu einer bestimmten 
Zeit that der Korper also eine Hohe s=vot_igt2 
erreicht, nach einem weiteren Zeitintervalle LI t, 
nachdem also vom Anfang del' Bewegung die Ge
samtzeit t + LI t verstrichen ist, dagegen die Hohe 

S 

100 

50 

s + LIs = vo(t + LIt) - ig(t + Llt)2 ; 

demnach ist er in diesem Zeitintervalle LI t um 

LIs = voLlt - gt. LIt - ig. (Llt)2 

$ 1I S 

Abb.24. 

gestiegen. (Ergibt sich LIs < 0, so bedeutet dies, wie ohne weiteres 
einleuchtet, ein FaJ,len.) Folglich ist die mittlere Geschwindigkeit 
wahrend dieser Zeit 

.ds 1 
vm = At = Vo - g • t - 2' g • LI t . 

Durch den Grenziibergang lim LI t ~ 0 errechnet sich, wie im vorigen 
Beispiele, die augenblickliche Geschwindigkeit zur Zeit t fiir den Fall 
vertikal aufwarts zu 

1. ds 
v = 1m vm = -' = Vo ~ g t ; 

Llt~O dt 
28) 

sie ist auch hier der Differentialquotient des Weges nach der Zeit., Die 
Geschwindigkeit andert sich demnach von Zeitpunkt zu Zeitpunkt, 
und zwar gibt es einmal einen Augenblick, in dem siegleich Null ist 
in dem also der Korper frei im Raume schwebt; fUr ihn ist 

ds 
v = (it = Vo - g. t = 0, 

t 
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d. h. er tritt ein zur Zeit t = vo. Der Karper erreicht dort seine 
g 

graBte Hahe; sie errechnet sich aus 27) zu 

v~ Iv~ Iv~ 
8max =g-2g=2g' 

Fiir die Zeit t> Vo ist die Geschwindigkeit negativ, d. h. nach unten 
g 

gerichtet: der Karper falit. Diese Betrachtungen stehen vallig im Ein
klange mit den Ergebnissen von (16), nach denen eine Funktion ihr 
Maximum erreicht, wenn der Differentialquotient verschwindet. Ver
folgen wir den Karper weiter in seiner Bahn! Es wird einmal ein Augen
blick kommen, in welchem er wieder an der Ausgangsstelle anlangt, 
fiir den also 8 = ° ist. Dann muB aber vot - igt'~ = ° sein; diese 
quadratische Gleichung hat auBer der Wurzel t = 0, die selbstverstand-

lich ist, noch die Wurzel t = 2 • vO; also braucht der Karper doppelt 
g 

soviel Zeit, um wieder an der Ausgangsstelle anzukommen, wie um die 
hOchste Stelle zu erreichen; die Fallzeit ist gleich der Steigzeit. Die 
Geschwindigkeit, mit der er unten wieder anlangt, ergibt sich aus 28) 
zu v = -Vo; d. h. er trifft auf dem Boden mit der gleichen, aber ent
gegengesetzten Geschwindigkeit \Vieder auf, mit der er ihn verlassen 
hat. DaB dies iibrigens allgemein gilt, d. h. daB der Karper ein und 
dieselbe Stelle sowohl beim Steigen als auch beim Fallen mit gleicher, 
wenn auch entgegengesetzt gerichteter Geschwindigkeit durchlauft, daB 
er auch die gleiche Zeit braucht, um von ihr aus die hachste Stelle 
seiner Bahn zu erreichen, wie um von dieser wieder bis zu ihr zu fallen, 
dies nachzuweisen, sei dem Leser iiberlassen. - 1st der Karper in 
der Lage, noch iiber die Ausgangsstelle hinaus zu fallen (etwa wenn 
der Versuch in einem Schachte stattfindet), so ergibt sich die Steighahe 

fiir t > 2 ~o als negativ; denn nach 27) ist 8 = ~ (2 ~o - t). Dies 

steht vallig im Einklange mit unseren Betrachtungen; denn da wir 
die Richtung nach oben positiv eingefiihrt haben, ist die nach unten 
negativ zu rechnen. - Den geometrischen Ausdruck findet die 
jeweilige Geschwindigkeit ebenso wie im vorangehenden Beispiele in 
der Richtung, die die Parabeltangente im entsprechenden Parabel
punkte hat. 

Mit den folgenden beiden Beispielen mage sich der Leser selbst 
befassen. 

1. Zwischen der Umlaufzahl n und der Leistung N einer Turbine 
besteht die Beziehung N = -0,0010344 n2 + 0,45543 n; hierbei ist n 
die Zahl der minutlichen Umdrehungen, und N in Pferdestarken ge
messen. Es ist das Schaubild zu zeichnen und anzugeben, bei welcher 
Umdrehungszahl die Hachstleistung erzielt wird, und wie groB diese 
ist. (n = 220, Nmax = 50,13.) 
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2. Zwischen der Temperatur t und der spezifischen Warme c des 
Wassers ist die folgende Gleichung aufgestellt worden [s. (216) S. 731J: 

c = 0,0000105884t2 - 0,000599201 t + 1,00660562. 

Wie sieht das Schaubild aus ~ Bei welcher Temperatur hat sie den 
kleinsten Wert, und wie groB ist diesel' ~ 

Uberschauen wir nochmals den Inhalt dieses Paragraphen, so hat 
uns die Betrachtung del' quadratischen Funktion in folgerichtiger 
Weiterspinnung der linearen Funktion eine Reihe neuer V orstellungen 
und Begriffe gebracht. Der Differenzenquotient des § 2 flihrte uns 
hier zum Differentialquotienten; wahrend jener bei del' linearen 
Funktion konstant war, hangt del' Differentialquotient del' quadra
tischen Funktion von del' Veranderlichen ab; er ist selbst eine 
Funktion von ihr. Das Bild del' allgemeinsten quadratischen Funktion 
ist eine krumme Linie, Parabel genannt; ihre Achse ist parallel 
der Ordinatenachse; aIle diese Parabeln sind untereinander ahnlich 
und ahnlich gelegen. Wir haben gelernt, an eine Parabel die Tangenten 
in beliebigen Punkten zu legen, da ihr Richtungsfaktor gleich dem 
Differentialquotienten fur denjenigen Wert del' unabhangigen Ver
anderlichen ist, der gleich del' Abszisse des Beruhrungspunktes ist. 
Auch eine physikalische Deutung haben wir iiir den Differential
quotienten gefunden: Ist namlich bei del' Bewegung eines Punktes 
die zuruckgelegte Bahn eine quadratische Funktion del' Zeit, so liefert 
ihr Differentialquotient nach diesel' die augenblickliche Geschwindig
keit. Weiterhin konnten wir dadurch, daB wir den Differentialquotienten 
gleich Null setzten, den Hochst- odeI' Tiefstwert del' quadratischen 
Funktion bestimmen. Aile diese Ergebnisse haben wir gewonnen 
durch eine Reihe von SchluBfolgerungen, die del' niederen Mathematik 
durchaus fremd sind, die im Gegenteil del' sog. hoheren Mathematik 
das Geprage geben, durch den Grenzubergang: wir lieBen eine 
GroBe sich einer gegebenen GroBe unbegrenzt nahern und studierten 
die Veranderung, welche del' Differenzenquotient bei diesem Vor
gange erfuhr, insbesondere den Wert, den dieser annahm, wenn die 
betreffende GroBe der gegebenen, wie wir sagten, unendlich nahe
gekommen war, und dies fiihrte uns zum Differentialquotienten. 
Es sei noch besonders hervorgehoben, daB wir absichtlich die Worte 
gebrauchten "sich unendlich nahern"; del' Anfanger konnte ver
muten, daB wir statt del' anscheinend geschraubten Ausdrucksweise 
kurz hatten sagen konnen: die betreffende GroBe nimmt den Wert 
del' gegebenen GroBe an. Doch zwischen beiden Ausdrucksweisen be
steht ein wesentlicher Unterschied, den wir uns am besten geometrisch 
klarmachen: Wenn sich ein Punkt auf einer Kurve bewegt und sich 
dabei einem anderen fest zu denkenden Kurvenpunkte unbegrenzt 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 3 
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nahert, so nimmt die Verbindungssekante beider Punkte bei dieser 
Bewegung eine ganz bestimmte Greuzlage an, die wir als Tangente 
bezeichnen. Wenn dagegen der bewegliche Punkt mit dem festen zu
sammenfallt, so sind in Wirklichkeit nicht mehr zwei getrennte Punkte, 
sondern es ist nur noch ein einziger Punkt vorhanden, und durch 
diesen lassen sich unendlich viele Geraden legen; das gauze Problem ist 
damit vollig unbestimmt geworden. Erklarlicherweise bieten derartige 
Grenziibergange, besonders dem Anfanger, mannigfaltige Schwierig
keiten; man muB daher ganz besondere Sorgfalt auf sie verwenden. -
Wir haben es also in der hoheren Mathematik zum Dnterschiede 
von der niederen mit "unendlich kleinen GroBen", die indessen noch 
verschieden von Null zu denken sind, zu tun; aus dieser Tatsache 
leitet sich der andere Name dieser mathematischen Disziplin, del Name 
1nfinitesimalrechnung, abo 

Ehe wir nun nach der Betrachtung der Funktionen ersten und 
zweiten Grades zu denen hoheren Grades iibergehen, ist es notig, den 
durch Behandlung der quadratischen Funktion gewonnenen Begriff 
des Differentialquotienten zu vertiefen und seine Anwendbarkeit auf 
jede beliebige Funktion zu zeigen. Dieser Dntersuchung ist der nachste 
Paragraph gewidmet. 

§ 4. Del' Differentialquotient. 
Die einfachsten Differentiationsregeln. 

(18) Die bisher behandelten Funktionen, die lineare und die qua
dratische, sind die einfachsten Formen der Abhangigkeit einer GroBe 
von einer anderen. Es ist ohne weiteres verstandlich, daB die Ab
hangigkeit unendlich mannigfaltig sein kann. Wenn wir aIle nur 
erdenklichen Abhangigkeiten ins Auge fassen wollen, so ist es in 
erster Linie notig, ein mathematisches Symbol zu schaffen, unter dem 
wir uns irgendeine dieser Abhangigkeiten vorstellen konnen. 1st x 
die unabhangige, y die abhangige Veranderliche, so driickt man dies 
dadurch aus, daB man sagt, "y ist eine Funktion von x"; man schreibt 
hierfiir die Gleichung 

y = f(x) , 29) 

die man liest: "y ist gleich f von x." Statt des Buchstabens f, der an 
das Wort "Funktion" erinnern solI, kann man aus gleichem Grunde 
auch F oder cp, ([> oder auch jeden beliebigen Buchstaben wahlen. 

Die quadratische Funktion hat uns gelehrt, wie der Differential
quotient zu bilden ist; wir haben dort zwei Wege kennengelernt, 
die sich wohl auBerlich unterscheiden, in Wirklichkeit jedoch den gleichen 
Gedankengangwiedergeben. Wir wollen beide Wege auch fiir die 
alhmmflinfl Fnnktion 11 = {(x) eimmhlaQ"en. 
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Beim ersten Wege geben wir der unabhangigen Veranderlichen X 

den Zuwachs LI X, so daB der neue Wert der unabhangigen Verander
lichen X + Llx ist; zu diesem gehart nach 29) auch ein anderer Wert 
der abhangigen Veranderlichen, del' sich von dem urspriinglichen um 
den Zuwachs LI y unterscheiden mage; er ist also y + LI y und ergibt 
sich zu 

y+Lly=f(x+Llx), 30) 

hieraus berechnet sich durch Subtrahieren von 29) und 30) der Zu
wachs LI y zu 

Lly = f(x + Llx) - f(x). 31) 

Ehe wir den Weg zum Differentialquotienten fortsetzen, wollen wir 
an Gleichung 31) noch eine kurze, fiir die Folge abel' sehr wichtige 
Betrachtung ankniipfen. 

Nahert sich Llx dem Grenzwerte Null, limLlx --+ 0, so haben wir 
bei der quadratischen Funktion gesehen, daB auch LI y sich dem Grenz
werte Null nahert, also auch limLl y -)0 0 ist. Eine Funktion von 
del' Eigenschaft, daB fiir ein bestimmtes x zugleich mit 
limLlx-)o 0 auch limLly--+O wird, heiBt fiir diesen Wert von x 
stetig, im anderen FaIle heiBt sie unstetig fiir den betref
fenden Wert von x. Die quadratische Funktion ist nun fUr aIle 
maglichen Werte von x stetig, sie ist eine iiberall stetige Funktion, 
sie hat fUr endliche Werte von x nirgends eine Unstetigkeitsstelle. 
DaB es aber wirklich Funktionen mit Unstetigkeitsstellen gibt, werden 
wir bald erkennen. - Wir nehmen nun die unterbrochene Entwicklung 
wieder auf! 

Wir wollen voraussetzen, daB fiIr den betrachteten Wert von x 
y = f(x) stetig ist, d. h. daB limLly-+ 0 ist. Dividiert man beide 
Seiten der Gleichung 31) durch LI x, so ergibt sich der Differenzen
quotient 

Lly 
Llx Llx 

32) 

Lassen wir nun LI x dem Grenzwerte Null zustreben, so nahert sich 
der Differenzenquotient einem bestimmten endlichen Werte, dem 
Differentialq uotien ten 

dy = lim Lly = lim fIx + Llx) - fIx) d (/(x) 33) 
dx Llx+oLlx Llx+O Llx - = ax 

In del' Formel 33) ist der ganze Gang del' Bildung des Differential
quotienten in eine knappe mathematische Form gebracht; sie sagt 
aus: Gib dem x den Zuwachs LI x, bilde den zu x + LI x geharigen 
Funktionswert; ziehe von ihm den zu x geharigen Funktionswert ab; 
dividiere die Differenz durch LI x, erteile dem Zuwachs LI x den Wert 0; 
das Ergebnis ist der Differentialquotient. 

3* 
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Del' zweite Weg sagt aus: Erteile del' unabhangigen Veranderlichen 
einen zweiten Wert Xl; del' zugehorige Funktionswert ist YI = f (Xl) . 

Bilde die Differenz beider Funktionswerte YI - Y = f(xl ) - f(x). 
Dividiere diese durch die Differenz del' beiden Werte, die die unabhangige 
Veranderliche erhielt; das Ergebnis ist del' Differenzenquotient 

YI-Y =!(xI)-!(x) 

Lasse nun Xl sich unbegrenzt dem Werte X nahern; del' Grenzwert 
ist del' Differentialquotient 

r}JL = lim YI - Y = lim !(Xl) - !(x) = d (j(x) . 
dx xl~xXI -x Xl~X Xl - X dx 

34) 

Bei diesem Wege druckt sich die Stetigkeit dadurch aus, daB 
lim (Yl - y) = ° odeI' lim YI = Y ist. Da im allgemeinen del' Differential-
~~X ~~X 

quotient d ~;X) = ~~ wiederum eine Funktion von X ist, so schreibt 

man zur Abkiirzung fur ihn auch f'(x) odeI' Y' und liest dies "f-Strich 
von x" bzw. "y-Strich". 

Welche del' beiden Vorschriften, ob Formel 33) odeI' 34), man 
verwendet, ist fur das Endergebnis ohne Belang. Wir wollen jetzt 
ein Beispiel behandeln, dessen Ergebnis uns bald die besten Dienste 
leisten wird; wir werden Formel 34) verwenden, weil durch sie del' 
Differentialquotient sich in einfacher, leicht verstandlicher Weise 
errechnet. Es betrifft die Funktion Y = xn , wobei n eine natiirliche 
(d. h. ganze positive) Zahl sein solI. Wir geben del' unabhangigen 
Veranderlichen den Wert Xl; dann ist die zugehorige abhangige 
Veranderliche YI = x~; die Differenz del' beiden Funktionswerte ist 
also Yl - Y = x~' - xn; es wird also lim(Yl - y) =0, d. h. Y = xn 

ist eine fur aIle endlichen Werte von X stetige Funktion. 

Fur den Differenzenquotienten ergibt sich weiter YI - Y = xi -=-.:: ; 
Xl - X Xl - x 

diesel' Quotient laBt sich abel', da n eine naturliche Zahl ist, nach einer 
bekannten Regel del' Arithmetik restlos ausdividieren; man erhalt 

Setzt man hier Xl = x, so nimmt jedes del' n Glieder del" rechten 
Seite den Wert xn - 1 an, und sie ergibt einfach n· xn - 1 ; es ist also 
del' Differentialquotient von Y = xn 

dy d(xn ) n-l 
dx-=([X=nx 35) 
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Sonderfalle : 

n= 1: 

n = 2: 

n=3: d(x3) =3x2 • 
dx ' 

[in Ubereinstimmung mit 14)]; 

_ 4. d (x4 ) -·4 3 n- . ---;rx-- x ... 

(19) Wir kommen nun zur geometrischen Deutung der durch 
Gleichung 29) gegebenen Beziehung. Fassen wir die unabhangige Ver
anderliche als Abszisse, die abhangige als Ordinate eines Punktes im 
rechtwinkligen Koordinatensystem auf, so gibt uns ein durch 29) 
vermitteltes Wertepaar x I Y einen bestimmten Punkt der Ebene. LaBt 
man x beliebig viele Werle annehmen, so haufen sich die Punkte. Ist 
die Funktion stetig, d. h. ist fiir ein beliebiges x lim LI y = 0, so liegt 

dx-+O 

dem zu x gehorigen Punkte der nachste Punkt unendlich nahe; die 
Punkte schlieBen sich also zu einer Kurve zusammen. Ist dagegen 
fur ein bestimmtes x limLl y =f 0, so erleidet der y <s 

dx-->-O 

Kurvenzug an dieser Stelle eine Unterbrechung. 
Wir werden fUr dieses Verhalten spaterhin eine 
Reihe von Belegen finden. 

Abb.25 stelle ein Stuck der durch die Glei
chung 29) definierten Kurve dar; P sei der zu 
einem gegebenen x gehorige Kurvenpunkt, der 
Endpunkt der zugehorigen Abszisse sei X; die 
Funktion sei fur dieses x stetig, die Kurve 
also in P zusammenhangend. x erfahre einen 

Abb.25. 

t 

Zuwachs LI x; die diesem entsprechende Abszisse ende in Xl' so daB 
XXI = LI x ist. Zum Werte Xl = X + LI x der unabhangigen Verander
lichen gehOrt nach 29) der Funktionswert YI = Y + LI Y = f (x + LI x) ; 
diesem Wertepaare xII YI' bzw. x + J x I Y + LI Y sei der Punkt PI der 
Kurve zugeordnet. Die Parallele zur x-Achse schneide XIPI in QI' 
und es ist 

und 

Zeichnen wir nun die durch die beiden Kurvenpunkte P und PI be
stimmte Sekante 8, so schlieBt diese mit der x-Achse einen Winkel CPs 
ein, der (s. Dreieck PQIPI ) durch die Gleichung bestimmt ist: 

tg cp = Q1 P 1 = Yl - Y __ ,d Y • 
8 PQl Xl - X - ,d X ' 
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d. h. der Differenzenquotient liefert die Richtung der Sekante. Dies 
alles bleibt erhalten, wie groB, oder vielmehr wie klein auch LI x gewahlt 
wird, wie nahe also auch P l auf der Kurve an P heranriickt; es gilt 
also auah noch, wenn A x sich der Grenze Null oder Xl sich dem 
Werte x nahert. In diesem FaIle nimmt aber die Sekante - Stetig
keit vorausgesetzt .- eine ganz bestimmte Grenzlage an; sie ist die Ver
bindungsgerade zweier unendlich benachbarter Punkte der Kurve, die man 
als Tangente t bezeichnet. SchlieBt sie mit der x-Achse den Winkel cp ein, 
so muB sein: 

tgcp = lim YI - Y = lim L1y = dy dfd(xxt . 36) 
"',-+'" Xl - X .11",-+0 L1x dx 

Wir kommen also zu dem folgenden Ergebnis: 
Die Tangente an eine Kurve, deren Gleichung im recht

winkligen Koordinatensystem lautet y = f(x), schlieBt mit 
del' x-Achse einen Winkel ein, dessen Tangenswert gleich 
dem Differentialquotienten dieser Funktion ist. 

Diesen Satz haben wir schon bei der quadratischen Funktion und 
del' zu ihr gehOrigen Parabel bestatigt gefunden; jetzt haben wir be
wiesen, daB er ganz allgemeine Giiltigkeit hat. 

Aus der geometrischen Deutung der Funktion und ihres Differential
qUbtienten folgt zwanglos ein weiterer Vorteil, den wir auch schon 
bei del' quadratischen Funktion kennengelernt haben. 1st namlich die 
Tangente horizontal, d. h. parallel del' x-Achse, ~lso der Differential
quotient gleich Null, so wird im allgemeinen die Kurve entweder aus 
dem Steigen ins Fallen oder aus dem Fallen ins Steigen iibergehen 
(eine weitere Moglichkeit solI jetzt iibergangen werden); im ersten 
FaIle hat die Kurve ihren hochsten Punkt erreicht, die Funktion also 
ihren groBten Wert, im letzten hat die Kurve ihren tiefsten Punkt 
erreicht, die Funktion also ihren kleinsten Wert. Wenn man um
gekehrt den Hochst- oder Tiefstwert einer Funktion er
mitteln will, so muB man ihren Differentialquotienten 
bilden und diesen gleich Null setzen; man erhalt da
durch eine Bestimmungsgleichung fiir diejenigen Werte 
der una bhangigen Verander lichen, fiir welche allein die 
Funktion einen Hochst- odeI' Tiefstwert annehmen kann; 
lost man die Gleichung auf und setzt man den gefun. 
denen Wert in die Funktion ein, so bekommt man den 
Hochst- oder Tiefstwert selbst. Ob dieser Funktionswert ein 
Hochstwert odeI' ein Tiefstwert (odeI' keines von beiden) ist, konnen 
wir allerdings mit unseren bisherigen Mitteln im allgemeinen nicht 
entscheiden; dazu gehoren Untersuchungen, die erst spater angestellt 
werden konnen; doch laBt sich in den Anwendungen haufig ohne 
weiteres erkennen, welcher Fall in Frage kommt. 
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(20) 1m Anschlusse an die geometrische Deutung wollen wir auf die 
wesentlichsten Verwendungen des Differentialquotienten in der Mecha
nik zukommen. Driickt die Gleichung 

s = t(t) 37) 

die Abhangigkeit des ",Veges seines materiellen Punktes von 
der daz u benotig ten Z ei t taus [so auch (17) 1], so ist der Punkt 
nach einem weiteren Zeitverlauf LI t um ein Wegstiick LIs vorwarts 
gekommen, wobei nach 37) s + LIs = f(t + LIt) sein muB. Die Weg
zunahme LIs berechnet sich also zu LIs = t(t + LIt) - j(t). Wiirde 
der Punkt sich in dem Zeitraume LI t gleichmaBig bewegt haben, so 

wfu'de der Quotient ~: nach (7) die Geschwindigkeit dieser Be

wegung sein. Da aber im allgemeinen die Bewegung ungleichmaBig 

sein wird, so bezeichnet man ~: als die mi ttlere oder d urch

schnittliche Geschwindigkeit wahrend des Zeitintervalles LIt; 

~: ist namlich die konstante Geschwindigkeit, mit der sich der 

Punkt vom Augenblicke t bis zum Augenblicke t + LI t bewegen 
miiBte, um die Strecke LIs zuriickzulegen. Wahlt man den Zeit
raum Llt immer kleiner und kleiner, so wird bei stetigem Zusammen
hange zwischen 8 und t auch LIs sich dem Werte 0 nahern, wahrend 

~: einem bestimmten Grenzwerte zustreben wird: 

lim ~-: = lim f(t + At) - f(t) = dB . 
I1t ... o At ,1t ... O At dt 

Man nellllt diesen Grenzwert der mittleren Geschwindigkeit die augen
blickliche Geschwindigkeit des Massenpunktes oder auch kurz
weg seine Geschwindigkeit im Zeitpunkte t; und wir erkennen, 
daB diese einfach der Differentialquotient des Weges nach der 
Zeit ist 

= dB = df(t) = j'(t) 
v dt dt . 38) 

In Verbindung mit der geometrischen Darstellung der Weg -Zeit
Beziehung als Kurve (Weg-Zeit-Diagramm) finden wir weiter, daB die 
Geschwindigkeit hier als die Richtung del' Tangente an die Weg
Zeit-Kurve zu deuten ist. 

Weitel' sei die Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Zeit 
behandelt: Ein Massenpunkt bewege sich so, daB zwischen seiner Ge
schwindigkeit v und dem zugehOrigen Zeitpunkte t die Gleichung besteht 

v = j(t). 39) 

In einem anderen Augenblicke tl hat der Korper im allgemeinen eine 
andere Geschwindigkeit V1, die sich aus der Gleichung V1 = j (t1) ergibt. 
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1m Zeitraume tl - t hat also die Geschwindigkeit um den Wert 
vl - v = f(t l ) - f(t) zugenommen. Das Verhaltnis der Geschwindig
keitszunahme zur Zeitzunahme ist demnach 

VI - V f(tl ) - f(~) 

tl-t tl-t 

Ware dieser Quotient unabhangig von der Wahl von tl , also konstant, 
so hatten wir nach (8) die gleichmaBig beschleunigte Bewegung vor 
uns, und der Quotient wiirde die - konstante - Beschleunigung 
sein. 1m allgemeinen trifft dies aber nicht zu, und man bezeichnet 

~~ =; als die durchschnittliche oder mittlere Beschleuni

gung des Massenpunktes wahrend der Frist tl - t; es ist die Be
schleunigung, die dem Punkte erteilt werden miiBte, wenn er, sich gleich
formig bewegend, seine Geschwindigkeit vom Werte v zur Zeit t bis 
zum Werte Vl zur Zeit tl steigern wollte. Wahlt man das Zeitintervall 
tl - t kleiner und kleiner, d. h. laBt man ~ nach t konvergieren, so 
konvergiert - wiederum stetige Beziehungen zwischen v und t vor
ausgesetzt - auch vl gegen v, die mittlere Beschleunigung aber gegen 
einen Grenzwert, den man als die augen blickliche Beschleuni
gung oder auch kurzweg als die Beschleunigung b des Massen
pUnktes im Augenblicke t bezeichnet. Es ist also 

b = lim VI - V = limtit1):=M = lim Av = dv = f(t) = b. 40) 
t,-Htl - t t,-+t tl - t Llt-+oAt dt 

Die Beschleunigung einer Bewegung ist der Differential
quotient der Geschwindigkeit nach der Zeit. - In der Ge
schwindigkeits-Zeit-Kurve gibt demnach die Richtung der 
Tangente ein MaB fiir die jeweilige Beschleunigung. 

(21) Wir haben nun nach verschiedenen Richtungen hin Wert und 
Bedeutung des Dilierentialquotienten einer Funktion erkannt. Um 
zu fum zu gelangen, ist, wie wir gesehen haben, stets ein Grenz
iibergang notig. Es ist nun das Verdienst des ,groBen deutschen 
Gelehrten Leibniz, dem wir auch· die Bezeichnungsweise des Diffe
rentialquotienten verdanken, durch Aufstellung einiger weniger Satze 
die Differentiation zusammengesetzter Funktionen auf die von wenigen 
einfachen Funktionen zuriickgefiihrt zu haben, so daB wir nur an 
diesen die Grenziibergange wirklich vorzunehmen brauchen. Drei 
von diesen Satzen sollen jetzt abgeleitet werden. 

1. Es sei f(x) eine fiir den zu betrachtenden Wert von x stetige 
Funktion, also 

lim (f(x + L/x) - f(x») = 0 ; 41) 
Llx~O 

dabei kann es sehr wohl eine endliche Anzahl von Werten x geben, 
fiir die f(x) unstetig ist, also Formel 41) nicht erfiillt ist; diese sollen 



(21) Der Different.iaiquotient. Die einfachsten Differentiationaregein. 41 

von den folgenden Betrachtungen auageschlossen werden. Wir wollen 
jetzt diesc Funktion mit einem endlichen konstanten Faktor a ,*, O 
multipliziercn; dadurch entsteht eine neue Funktion 

y ~ a'l(x); 42) 

von dieser soll nun der Diffcrentialquotient gebildet werden. Es ist 

y+Jy = a·f(x + Ax). 
aJ", 

Ay = a · j(x+ Ax) - a·f(x) = a(f(x + Ax) - ,(xl). 

Da na.ch 41) beim Grenztibergange lim Llx = 0 der zweite Faktor der 
rcchten Seite verschwindet, wird die ganze rechte Seite gleich Null, 
also auch Ay; cs ist limAy = 0 , und wir erhalten als erstes Ergebnis 
den Satz: .1-.0 

Das Produkt a u s ciner Konstanten und einer stctigen 
Funktion is t wieder c ine ste tige Funktion. 

Wir bilden weiterhin 
L1y I(x + L1x) - I(x) 
L1x= a · L1x 

Es iat also der Diffcrenzenquotient von y stets das afache des Dilfe
renzenquotienten von j(x), wie groll oder wie klein auch LJx gewahlt 
werden mogc . Diese Eigenschaft gilt claher auch dann noch, wenn 
sich Ax clem Grenzwerte Null nahert; dann geht aber die obige 
Gleichung tiber in 

dy = lim Lly = a • lim I(x + L1x) - /(x) = a. j'(x) 
dx .1" .... oL1x .1" .... 0 L1x ' 

d[a . /(x)] df{x) 
=a · --dx dx . 43) 

Wir erhalten sooMh die crste wichtige Differentiationsregel, die wir 
kurz ala die Konstantenregcl bezeichnen wollen: 

Ein Produkt aus einer Koustanten und einer Funktion 
wird differenziert, indem man die Konstante mit dem 
Differentialquotienten der Funktion multipliziert. 

Einen Beleg fUr die Richtigkeit dieses Satzcs haben wir tibrigens 
schon in (14) Formel 17) gefunden, wo wir gezeigt haben, daB 

d(ax') = a. dx2 = 2ax 
dx dx 

ist. Eine weitere Beatiitigung ergibt sich aus den geometrischen Be· 
tra.chtungcn: Zeichncn wir in ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
einmal die Kurve von der Gleichung y = j(x) und dann die Kurve 
von der Gleichung y = a· f(xl. SO sehen wir, daB die Ordinaten der 
letzteren daa afa.<lhe der Ordinaten jener Kune sind. Also gehort 
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auch fUr ein bestimmtes x zu dem gleichen A x fUr die zweite Kurve 
ein . .1 y, das a mal so groB wie bei der ersten Kurve ist, wie man durch 
elementare geometrische Betrachtungen zeigen kann. Dann ist aber 

Abb.26. 

daher auch 

der Richtungsfaktor der zugehorigen Sekante der 
y=a·f'(xj . K h d f h d .. d zWelten urve auc as a ac e eSJenlgen er 

Sekante der ersten. Folglich ist auch im Grenz
falle A x - 0 der Richtungsfaktor der zugehorigen 
Tangente der zweiten Kurve das afache desjenigen 
der Tangente der ersten. 

!I'P/x; Anwendung: a) Nach Formel 35) ist fUr 
jedes positive ganzzahlige n 

44) 

b) 1st Y = a, also die Funktion eine von x 
unabhangige Konstante, so ist auch Yl = a, also 
Yl - Y = 0 und mithin 

Yl- Y = Ay = 0 
Xl - X Ax ' 

oder da _ 0 
dx - . 

Der Differentialquotient einer Konstanten ist Null. (Geo
metrischer Beweis!) 

II. Es sei Y = u + v; u = <p(x) und v = 'ljJ(x) seien zwei Funk
tionen von x, die beide fur die Werte von x, die wir der folgenden 
Betrachtung zugrunde legen wollen, stetig sind. [Da wir jetzt mehrere 
Funktionen benotigen, so reicht die bisherige alleinige Verwendung 
der Bezeichnung f fur die Funktion nicht mehr aus; daher haben wir 
oben die griechischen Buchstaben <p und 1/), _ und ebenso u und v an 
Stelle von Y herangezogen; s. a. (18).] Dann ist 

y = u + v = <p(x) + 'ljJ(x) = f(x) 

als die Summe beider Funktionen wieder eine Funktion von x. Erteilen 
wir x den Zuwachs A x, so erhalt u einen Zuwachs Au und v einen Zu
wachs A v, und zwar ist 

u + Au = <p(x + Ax) und v + Av = 'ljJ(x + Ax). 

Zugleich erhii.lt abel' auch die Summe Y beider Funktionen einen Zu
wachs A y, und es muB sein 

Y + Ay = u + Au + v + Av = <p(x + Ax) + 'ljJ(x + Ax) = f(x + Ax); 

demnach ist 

Ay = Au + Av = <p(x + Ax) - <p(x) + 'ljJ(x + Ax) - 'ljJ(x) 
= f(x + Ax) - f(x). 
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Da fUr das betrachtete x lim LI u = 0 und lim LI v = 0 sein solI, so-
Ax+O Jx+O 

ist auch lim LI y = 0; das heiBt aber: 
Ax+O 

Die Summe zweier stetigen Funktionen ist wieder eine 
stetige Funktion. 

Dividieren wir nun LI y durch LI x, so erhalten wir weiter 

Lly _ f(x+ Ax) - fix) _ A'lf, + Llv _ 'P(x+ Llx) - 'P(x) + 1p(X+ Llx) -1J1(x) . 
.ax - Llx - Llx Llx - Llx Llx' 

und da 

limLl'/L = dy , 
Jx+oilx dx 

lim Au _ d'l), 
Ax-)-oLlx-dx' 

ist, so wird fur den Grenzfall LI x --)- 0 

dy = il~ + _d"l_ oder I' (x) = m' (x) + 1// (x) , 
dx dx dx -r 

odeI' auch 

diu + v) _ dlt + dv odeI' -zzx-- - dx dx' 

In Worten: 

d['P(x) + Ip(X)] _ d'P(x) + d1J1(x) 
---dx---- - (f;X dx'- 45) 

Die Summe zweier stetigenFunktionen wird differenziert, 
indem man die Differentialquotienten del' Summanden 
addiert (Summenregel, Regel von der gliedweisen Differentiation). 

Diese Regel ist ubrigens, wie leicht zu erweisen ist, nicht auf zwei 
Summanden beschrankt, sondern gilt fur jede Summe mit einer end
lichen Anzahl von Gliedern. 

Wenden wir diesen Satz auf die quadratische Funktion 

y = ax 2 + bx + c 
an, so erhalten wir 

d(ax 2 + b x±-cl = d(axll)_ + d (b x) + Il"c.. = 2a x + b + 0 
dx dx dx dx ' 

in Ubereinstimmung mit Formel 20) in 
(15). Auch eine geometrische Be
statigung wollen wir uns suchen: Wir 
zeichnen die beiden Kurven u = cp (x) 
und v = '!p (x) (Abb. 27), und finden 
durch Addition der zu einem bestimm
ten Werte von x geh6rigen Ordinaten 
u=XU und v=XV die zu diesem x 
gehOrige Ordinate y = XY. Erhalt x 

!f=f'(xj 

den Zuwachs X Xl =LI x, so erhalt u den ~--+;--;;--;';------
Zuwachs U Ul = Llu, v den Zuwachs 
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18 VI = Av und y den Zuwachs IDYl = A y, wobei die Punkte UI , VI' YI 

selbstverstandlich auf den zugehorigen Kurven liegen mussen. Da nun 
die Summe del' Ordinaten del' beiden Kurven u und v fiir jedes x, also 
auch fUr x + A x gleich del' entsprechenden Ordinate von y sein muB, 
so ist y + A y = u + Au + v + A v, also A y = A t6 + A v, d. h. 
ID Y I = U U I + 18 VI' Dann ist abel' auch 

Ay _ Au ~ 
dx - Ax + Ax' 

d. h. der Richtungsfaktor der Sekante an die Kurve y ist gleich del' 
Summe del' Richtungsfaktoren der Sekanten an die Kurven t6 und v, 
wie klein auch A x gewahlt werden moge; folglich auch noch in dem 
FaIle lim A x = O. Dies ergibt aber, daB fUr ein bestimmtes x del' 
Richtungsfaktor del' Tangente an die Kurve y gleich del' Summe 
der Richtungsfaktoren der Tangenten an die Kurven u und v sein muB: 

dy du dv 
lix = dx + dx . 

III. Es seien wiederum u = cp ( x) und v = 'If' ( x) zwei Funktionen, 
die fUr die zu betrachtenden Werte von x stetig sind und endliche 
Werte haben. Dann ist auch fur Produkt y = u·v = cp(x). 'If' (x) = f(x) 
eine Funktion von x, deren Eigenschaften wir nun untersuchen 
wollen. Erteilt man dem x den Zuwachs A x, so vermehrt sich u 
um Au, v um Av und y um Ay, und es ist 

also 

y+!ly = (u+Au)·(v+Av), 

y + Ay = uv + U· Av + v· Au + Au· Av; 

Ay = u·!lv + v .Au + Au· Av. 

Da nun limAu = 0 und limAv = 0 sein soIl, so ist auch 
Ax-+O 

limAy = 0, d. h.: 
Ax-+O 

Das Produkt zweier stetigen Funktionen ist wieder eine 
stetige Funktion. 

Dividieren wir durch A x, so ergibt sich 

Ay = u. Av + v. Au + Au. ~. 
dx Ax Ax dx 

Gehen wir hier zur Grenze limA x = 0 uber, so nehmen die beiden 

erste:p. Glieder del' rechten Seite die Werte U· ~~ bzw. v' ~~ an, 

wahrend das letzte Glied 

hm Au·- =0·-=0 . l' Llv) dv 
Ax dx 
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wird. Wir erhalten die Gleichung 
dy dv du 
dx = U· dx + V· dx 

d(uv) = u. dv + V· du I 
dx dx dx' 

d[q>{x1~1J'(X)] = tp(x). 'IjJ'(x) + 'IjJ(x)· q/(x). 

oder 

46) 

Das Produkt zweier stetigen Funktionen wird diffe
renziert, indem man zum Produkte aus dem ersten Faktor 
und dem Differentialquotienten des 
zweiten Faktors das Produkt aus Llv LJu u·LJv ~L • 

dem zweiten Faktor und dem Diffe
rentialquotienten des ersten Fak
tors addiert (Produktregel). 

Eine geometrische Deutung dieses Satzes 
auf Grund der zu den Funktionen u = tp (x), 
v = 'IjJ(x) und y = t(x) gehi:irigen Kurven 
ist nicht recht angangig. Wenn wir indessen 

v u·u 

u 
Abb.28. 

/1. Llu 

~ 

LJu 

u und v als Strecken deuten, dann entspricht dem Ausdruck y = u . v 
-der 1nhalt des Rechtecks mit den Seiten u und v (Abb. 28). ErhaIt u 
den Zuwachs LI u und v den Zuwachs LI v, so hat das neue Rechteck 
den 1nhalt 

y + Lly = (u + fJU). (v + Llv) = uv + U· Llv + V· Llu + Llu· Llv; 

die 1nhaltszunahme ist also 

Lly = U· Llv + V· Llu + Llu· Llv. 

Sie ist gleich der Summe dreier Rechtecke mit den Seiten u und LI v bzw. 
v und Llu bzw. Llu und Llv. Nahertsichnun Llx, unddamit auch Llu 
und Llv, dem Grenzwert Null, so werden auch die 1nhalte dieser drei 
Rechtecke unendlich klein; doch nimmt der 1nhalt des letzten unend
Hch viel schneller ab als derjenige der beiden ersten, weil bei ihm beide 
Seiten sich dem Grenzwerte Null nahern. (Beispiel: u = 10 em, 
v=8 cm; Llu=O,1 mm, Llv=0,2 mm; uLlv=20 mm2, vLlu = 8mm2, 
dagegen LluLlv=0,02mm2 ; wahltman Llu =0,001 mm, Llv=0,002mm, 
so wird uLlv=0,2mm2 , vLlu=0,08mm2 , dagegen LluLlv 
= 0,000002 mm2.) Daher fallt der 1nhalt Llu· Llv um so weniger dem 
1nhalte der beiden anderen Reehteeke gegeniiber ins Gewicht, je 
mehr sich LI u und LI v der Null nahern. 

Die Produktregel gestattet aueh eine Erweiterung auf ein Produkt 
aus mehr als zwei Faktoren. 1st namHch y = u . v . W, so wollen wir 
vorerst V· W = z setzen; dann ist y = U· z, also nach der Produkt-
regel dy dz du --u·-+z·-dx - dx dx· 
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Da nun aber z = v . w, folglich (ebenfalls nach der Produktregel) 

dz dw dv 
7[;;-=v.ax +w·ClX 

ist, so erhalten wir 

_d?{=d(uvw) =uv dw +uw_d~+vwdu. 
dx dx dx dx dx 

So kann man fortfahren; man wiirde beispielsweise erhalten: 

d(uvwt) dt dw dv du 
d = uvw d- + uvt d- + uwt-d + vwtd-· x x x x x 

Man erkennt ohne weiteres die Richtigkeit des Satzes: 

(22) 

Um ein Produkt von n Funktionen zu differenzieren, 
bildet man die n moglichen Produkte aus (n - 1) dieser 
Funktionen und dem Differentialquotienten der ubrig
bleibenden Funktion und addiert aIle diese Produkte. 

1 2 3 n 

Eine Anwendung: Es sei y = xn = x· x· X ... x; also 

u=v=w=···=x. 
Daher ist 

du 
dx 

dv 
dx 

dw 
ax 

... = 1, 

und jedes Glied der Summe ist xn -1 • 1 = Xn -1; da die Summe aus n 
derartigen Gliedern besteht, so wird ~jx'1 = n· xn-1 in Lrbereinstim

dx 
mung mit (18) Formel 35). 

/ 
(22) Vor einer irrtumlichen Auffassung ~ noch gewarnt! Es konnte 

scheinen, als ob der Differentialquo~j.ei\t' ~~ ein wirklicher Quotient 

oder Bruch im Sinne der Arith~ili: sei, daB sich also auf ihn un
beschrankt die Regeln der B~uchrechnung anwenden lieBen. Die Kon
stantenregel und die SUnp1'lenregel scheinen diese Auffassung zu be
statigen. Doch schon Jue Produktregel steht mit dieser Auffassung 
in Widerspruch. U~uie irrtiimliche Auffassung zu widerlegen, mussen 
wir uns den gan~en Gedankengang, der uns zum Differentialquotienten 
gefuhrt hat, l~oc111nals vergegenwartigen. Wir haben erst die Differenz 
der abhangigen Veranderlichen, also L1 y, gebildet und sie dann durch 
die Differenz der unabhangigen Veranderlichen L1 x dividiert. Diese 
Division laBt sich wirklich ausfiihren, wie die bisher angefiihrten 
Beispiele bestatigen, so daB, wenn auch die linke Seite noch in Form 
eines Quotienten geschrieben wird, die rechte Seite in Wirklichkeit 
uberhaupt kein Quotient mehr ist. Daher kann auch dem Grenzwert 
der linken Seite, dem Differentialquotienten, nicht die Bedeutung eines 
Quotienten zukommen; und es ist sehr wohl moglich, wie ja die 
Produktregel bestatigt.. daB die Regeln der Bruchrechnung keine 
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Anwendung beim Rechnen mit Differentialquotienten mehr finden. 

Die Schreibweise ~; und die Ausdrucksweise Differentialq uotient 

haben also rein symbolischen Wert; sie erklaren sich einfach aus 
der Entstehungsweise. Trotzdem macht man von dieser Schreibweise 

ab und zu Gebrauch und operiert mit dem Symbole ~; wie mit 

einem Quotienten, selhstverstandlich nul' solange, als man· nicht in 
Widerspruch mit den Gesetzen del' Differentialrechnung gerat. Aus 

der GIeichung dd y = f'(x), wenn y = f(x) ist, erhalt man durch for-x 
males MultipIizieren mit d x die GIeichung 

dy = f'(x)· dx. 47) 

Man bezeichnet hierin dx, das den Grenzwert del' Differenz Ax dar
steilt, limAx=dx, als das Differential der unabhangigen Ver-

anderlichen, und ebenso dy = lim A y als das Differential der 
Ll",~O 

abhangigen Veranderlichen, und die GIeichung 47) sagt uns, 
in welchem GroBenverhaltnis beide Differentiale stehen. Dnd der 

Quotient der beiden Differentiale ~; heiBt unter Weiterfiihrung der 

symbolischen Ausdrucksweise del' Differentialquotient, eine uns 
schon seit § 2 vertraute Bezeichnung, die, wie auch die Schreib-

weise ~~: durch die obigen Ausfiihrungen ihre formale Begriindung 

und Berechtigung erhalt. Wenn wir auf die bisher gewonnenen 
Differentiationsregeln die Schreibweise del' Differentiale anwenden, 
so nehmen die zugehorigen Formeln die folgenden Gestalten an: 

Konstantenregel: 

y = a· f(x) , dy = a· f'(x). dx odeI' d[a· fix)] = a o/,(x) 0 dx 0 43') 

Summenregel: 

oder 

bzw. 

y = tp (x) + 'ljJ (x) , dy = [tp'(x) + 'ljJ'(x)] dx I 
d[tp(x) + 'ljJ(x)] = [tp'(x) + '!p'(x)]dx 

y=u+v, dy=du+dv oder d(u+v)=du+dv. 

Produktregel: 

y = tp(x) 0 'ljJ(x) , dy = [tp(x) 0 'ljJ'(x) + tp'(x) 0 'ljJ(x)] dx 

odeI' d[ tp(x) 0 'ljJ (x)] = [tp (x) 0 'ljJ'(x) + tp'(x) 0 'ljJ (x)] dx 

bzw. 

y=Uov, dy=uodv +vodu oder d(u.v)=u.dv+vodu. 

45') 

46') 
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Dividiert man die vorletzte Formel dureh y = u . v, so nimmt die 
Produktregel die besonders einfaehe Gestalt an: 

!JL = !U + ~ 
Y u v 

oder, wenn y das Produkt von n Funktionen y = Y1' Y2'" Yn ist: 

dy = ~~?J'1 + ~~ + ... + dYn • 
y Yl Y2 Yn 

Eine praktisehe Anwendung findet diese als rein formale Aus
drueksweise bereehtigte EinfUhrung der Differentiale bei den sog. 
Fehlerabschiitzungen: Folgt aus einer dureh Beobaehtung oder Mes
sung zu findenden GroBe x eine andere GroBe Y dureh die Beziehung 

y=/(x), 29) 

und ist x mit einem Beobaehtungsfehler L1 x behaftet, so also, daB 
man an Stelle des wirkliehen Wertes x eine GroBe x + L1 x an dem 
MeBinstrument abgelesen hat, so wird natfulieh aueh die Formel29) 
nieht den bei einwandfreier Messung zu erwartenden Wert y ergeben, 
sondern einen Wert, del' mit dem Fehler L1 y behaftet ist, so daB 
Y + L1 Y = f(x + LI x) ist. Del' Fehler L1 y erreehnet sieh zu 

L1 y = f (x + L1 x) - f (x) = [(x + L1L1x~ - f(x) • L1 x. 

Nimmt man nun an, daB L1 x sehr klein ist, so wird - bei Stetigkeit 
del' Funktion - aueh L1 Y sehr klein sein, und man erhalt fUr die 
Fehlerfortpflanzung die Gleiehung 

dy = f'(x) • dx . 48) 

Beispiel: fiber einem Kreise vom Halbmesser a ist ein Kegel
stumpf von der Hohe h erriehtet; der obere Grundkreis hat den 
Halbmessers b. Welehen EinfluB hat eine fehlerhafte Messung von b 
auf den Inhalt des Kegelstumpfes? 

Fur den Inhalt des Kegelstumpfes gilt die Formel 

V n = 3h(a2 + ab + b2). 

Hat man beim Messen des Halbmessers b den Fehler db begangen, so 
haftet dem daraus erreehneten Rauminhalt Vein Fehler d Van, der 
sieh naeh 48) ergibt zu 

dV=; h(a+2b)db. 

Sind beispielsweise a = 10 em, h = 15 em gegeben und b = 7 em ge
messen, wobei der verwendete MaBstab auf hoehstens 1 mm genau 
abzulesen gestattet, so ist V = 3440 em3 , Nun ist der beim Messen 
mogliehe Fehler hoehstens 1/2 mm, eine GroBe, die gegenuber den in 
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diesem Beispiele sonst in Betraeht kommenden sehr klein ist, die wir also 
praktiseh gleieh dem Differential db setzen konnen; db = 0,05 em. Dal1l1 

ergibt sieh dV = ~ . 15· (10 + 14) ·0,05 em3 = 18,8 em3• Urn diesen 

Betrag ist also infolge del' Unzuverlassigkeit del' Messung das bereehnete 
Volumen unsieher. Del' sog. rela ti ve Fehler, d. h. del' Quotient d; betragt in diesem Faile d; = 0,0055 = 5,5 %0. 

(23) Es eriibrigt noeh, die in (21) geWOl1l1enen Differentiationsregeln 
an einigen einfaehen Beispielen zu erlautern; ihre Handhabung, ebenso 
die del' folgenden Regeln, muB dureh Ubungen an zahlreiehen Bei
spielen so gelaufig werden, daB sie dem Reehnenden uberhaupt 
keine Sehwierigkeiten mehr bieten, sie sind das Einmaleins del' Diffe
rentialreehnung. Es gibt zahlreiehe Aufgabensammlungen, auf die 
hinzuweisen hier genugt. 

Die einzige Elementarfunktion, deren Differentialquotienten wir 
bisher haben ableiten konnen, ist die Funktion y = xn, wobei n eine 
positive ganze Zahl ist; wir haben gefunden, daB 

d(xn) 
-~- = nxn - 1 35) 

dx 

ist. Nun sind wir abel' dureh unsere Differentiationsregeln imstande, 
jede Funktion zu differenzieren, die sieh aus diesel' dureh Addieren 
und Multiplizieren bilden laBt. 

a) Es ist del' Differentialquotient del' Funktion 

y = ix7 - O,6x3 + ax + n 

zu bilden. Naeh del' Summenregel ist 

dy _ d(ix7) d(O,6x3) + d(ax) + dct . 
dx - ax - -------;rx- -dx dx ' 

wenden wir jetzt die Konstantenregel an, so erhalten wir 

dy =~~_dX7 _06 dx3 +a~+O 
dx 2 dx ' dx dx ' 

also auf Grund von Formel (35) 

dy 7 
dx = 2 x 6 - 1,8 x 2 + a. 

b) y = x 2 (5x3 - 7x + 1)(x - 3) ist von del' Form y = U· v· w, 
wobei u = X2, V = 5x3 - 7 x + 1, W = x - 3 ist. Naeh del' Produkt-
regel ist dy dw du dv 

dx = u . v· dx + v • W· dx + W· U· dx ' 

also in unserem Faile 

~~ = x2 (5x3 - 7 x + 1) . 1 + (5x3 - 7 x + 1) (x - 3) ·2x 

+ X2(X - 3) (15x2 - 7) ; 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 4 
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die Ausrechnung ergibt 

dy dx = 30 x5 - 75 X4 - 28 x3 + 66 x2 - 6 x . 

(24) 

Zu demselben Ergebnis gelangen wir, wenn wir die Funktion von 
vornherein ausmultiplizieren: 

y = 5 x6 - 15 x5 - 7 X4 + 22 x3 - 3 x2 ; 

nach der Summenregel ist dann wie oben 

y' = 30 x5 - 75 X4 - 28 x3 + 66 x2 - 6 x. 

Uberschauen wir zusammenfassend diesen Paragraphen, so erscheinen 
die Ergebnisse der vorigen Paragraphen jetzt als Sonderfalle einer 
viel umfassenderen Lehre. Er bringt uns den allgemeinen Begriff del' 
Funktion und die allgemeine Definition des Differentialquotienten. 
Diese neu gewonnenen Vorstellungen sollen nun der Reihe nach auf 
die uns bekannten Funktionen angewendet werden. Wir gelangen 
dadurch zugleich zu einer Einteilung del' Funktionen und bringen 
in ihre Fiille eine gewisse Ordnung. Wir beginnen mit del' ganzen 
rationalen Funktion. 

§ 5. Die ganze rationale Funktion. 
(24) Wir wollen uns eine Veranderliche x, auBerdem eine Anzahl kon
stanter GraBen denken. Diese wollen wir untereinander einzig durch 
die beiden Rechnungsarten del' Addition (einschlieBlich Subtraktion) 
und Multiplikation verbinden. Wir erhalten dadurch einen Ausdruck, 
der von x abhangig, also eine Funktion von x ist. Eine solche Funk
tion solI eine ganze rationale Funktion heiBen. Sind beispiels
weise die zu verwendenden Konstanten 2, }, n, + -y3, a, so lieBe 
sich u. a. durch Anwendung der Addition und Multiplikation die 
Funktion bilden: 

y=n[(x-2)(x-2) +lx- (a ox ox ox+nx)(xY3--t)] +2xx--tn . 

Fiihrt man die Multiplikationen aus, faBt die Glieder mit gleicher 
Potenz von x zusammen und ordnet diese nach fallenden Potenzen 
von x, so muB sich ein Ausdruck ergeben von der Form 

y = an xn + an -1 xn -1 + an _ 2 xn - 2 + '" + a2 x2 + a1 x + ao , 49) 

wobeineine natiirliche Zahl ist und die Beiwerte an, an_l> ... a1 • ao 
sich durch Addition und Multiplikation aus den gegebenen Kon
stanten zusammensetzen. 1m FaIle des obigen Beispiels ist: 

y = -napo X4 - tnax3 + (n - n2-y3 + 2) x2 - (-1.jKn + tn2) x + J.l n • 



(24) 

also 

n=4, 
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a1 = - (-If:n; + t :n;2) , ao = ~4a.:n; • 

Gleichung 49) stellt die allgemeinste ganze rationale Funktion in 
geordneter Form dar. Die Zahl n, den hochsten Exponenten, den x 
hat, nennt man den Grad del' Funktion. Unser Beispiel ergibt 
also eine ganze rationale Funktion vierten Grades. 

Sonderfalle : 

n = 0, y = ao; die ganze rationale Funktion nullten Grades ist eine 
Konstante; 

n = 1, Y = a1 x + ao; die ganze rationale Funktion ersten Grades ist 
die lineare Funktion; 

n = 2, Y = a2 x 2 + a1x + ao; die ganze rationale Funktion zweiten 
Grades ist die quadratische Funktion. 

Da nun [s. (18)] xn fUr endliche Werte von x eine stetige Funktion 
von x ist, nach del' Konstantenregel und del' Summenregel also auch 
49) eine stetige Funktion von x ergibt, so erhalt man den 

Lehrsatz: J ede ganze rationale Funktion von x ist fur 
j eden endlichen Wert von x eine stetige Funktion. 

Das Bild del' ganzen rationalen Funktion n ten Grades im recht
winkligen Koordinatensystem ist eine Kurve; man nennt sie eine 
Para bel nter Ordnung. Das Bild del' linearen Funktion, die Gerade, 
wiirde also eine Parabel erster Ordnung sein, und das Bild del' quadra
tischen Funktion, das WIT oben als Parabel schlechthin bezeichnet 
haben, muBten WIT nun genauer Parabel zweiter Ordnung be
nennen; s i e ist gemeint, wenn man von P a I' abe 1 (ohne Beisatz) 
spricht. Man nennt sie auch Apollonische Parabel. Aus del' Tat
sache, daB die ganze rationale Funktion ,stetig ist, folgt sofort, daB 
die Parabel n tel' Ordnurtg eine ii berall stetige K urve, also nirgends 
unterbrochen ist, ferner daB sie fUr endliche Werte del' Abszisse 
im Endlichen verlauft. 

Da 
dxk = k·xk- 1 
dx 

35) 

ist, so ist del' Differentialquotient del' ganzen rationalen Funktion 
nten Grades 

y' = na"x,,-l + (n ~ 1) a,,-l X,,-2 + ... + 2a2 x + aI' 

und es ergibt sich del' 
Lehrsatz: Del' Differentialquotient einer ganzen ratio

nalen Funktion nten Grades ist eine ganze rationale Funk
tion (n - l)ten Grades. 

4* 
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Aus del' Gleichung del' Parabel n tel' Ordnung lassen sich ftir ihren 
Verlauf einige allgemeine Schliisse ziehen; wir schreiben zu diesem 
Zwecke Gleichung 49) in del' Form 

Y _ xn(a + an _ 1 + a,,_2 + '" + ~2_ + ~ +~) 50) - ,n X x2 xn - 2 Xn - 1 X''' 

Wahlen wir ftir x einen positiven Wert, so wird del' erste Faktor del' 
rechten Seite von 50) xn ebenfalls positiv; del' zweite Faktor wird 
um so weniger vom ersten Gliede an abweichen, je groBer wir x wahlen, 
da die iibrigen Glieder bei Wachsen des x immer kleiner werden. Also 
muB es einen endlichen geniigend groBen Wert Xo geben, fUr welchen 
das zweite und erst recht die weiteren Glieder und ebenso auch ihre 
Summe ohne EinfluB sind auf das V orzeichen del' Klammer; dies gilt 
dann fiir jedes x > Xo nattirlich um so mehr. Dadurch wird ihr Vor
zeichen und damit auch das von y identisch mit demjenigen von an. 
Wir erhalten also fiir die ganze rationale Funktion die Eigenschaft, 
daB von einem bestimmten Werte Xo > 0 an fiir jedes x >xo das 
Vorzeichen des Funktionswertes mit demjenigen des Beiwertes des 
h6chsten Gliedes iibereinstimmt, und zwar so, daB del' Funktionswert 
mit x libel' aIle Grenzen hinauswachst. - 'Wahlen wir dagegen x< 0, 
so wird del' erste Faktor von 50), del' Faktor xn, positiv, wenn n eine 
gerade Zahl, dagegen negativ, wenn n eine ungerade ZahI ist; fiir den 
zweiten Faktor gelten dieselben Betrachtungen wie oben (fiir posi
tives x). Von einem bestimmten Werte Xo < 0 an hat also del' Wert 
eiper ganzen rationalen Funktion fiir jedes x < Xo das gleiche Vor
zeichen wie del' Beiwert des hochsten Gliedes von x, wenn n gerade 
ist, fiir ungerades n abel' das entgegengesetzte. Auch fUr x< 0 wachst 
y mit x iiber aIle Grenzen hinaus. 

1st also an > 0, so muB die Parabel ftir gerades n aus dem zweiten 
Quadranten kommen und im ersten Quadranten die Bildebene wieder 
verlassen. Fiir ungerades n abel' tritt die Parabel im dritten Quadranten 
in die Bildebene ein und verlaBt sie im ersten Quadranten. Ftir negatives 
an bekommt man den Verlauf del' Parabel durch Spiegelung del' obigen 
Ergebnisse an del' x-Achse: also bei geradem n kommt die Parabel 
aus dem dritten Quadranten, bei ungeradem n aus dem zweiten Qua
dranten, um beide Male im vierten Quadranten zu verschwinden. Abb.29 
gibt den typischen Verlauf del' betreffenden Parabeln an. Fiir n = 1 
und n = 2 haben wir in den §§ 1-3 die Bestatigungen schon gefunden. 

Da die Parabeln n tel' Ordnung einen stetigen, d. h. ununter
brochenen Linienzug darstellen, so folgt hieraus weiter, daB die x-Achse 
von jeder Parabel gerader Ordnung in einer gel' aden Anzahl von 
Punkten, von jeder Parabel ungerader Ordnung dagegen in einer 
unger aden Anzahl von Punkten geschnitten wird. 1m ersten Falle ist 
unter Umstanden kein reeller Schnittpunkt vorhanden; dagegen muB 
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jede Parabel ungerader Ordnung die x-Achse sicherlich wenigstens 
einmal schneiden. Diese Tatsachen werden wichtig, \ wenn es sich 
darum handelt, ~ eine ~ allgemeine Gleichung n ten Grades zu losen. 

y 

II 

Iff 

Abb.29. 

I 

an>o 
1t=2Y+1. an"o 

n==2Y 

(25) Wir wollen aIle diese Fragen an der allgemeinen Funktion 
dritten Grades, der kubischen Funktion, und der allgemeinen Parabel 
dritter Ordnung, der kubischen ParabeI, naher erortern: Ihre Gleichung 
lautet: 

51) 

Wir untersuchen die Funktion auf Maxima und bilden zu diesem 
Zwecke den Differentialquotienten: 

dy _ 3 2 + 2 + a:;;- aa x a2 x a l · 

Setzen wir ihn gleich Null und losen wir die quadratische Gleichung 
nach x auf, so erhalten wir 

x __ ~ ~ ± ya~ - 3a1 a3 

- 3 a3 3a3' 

Je nachdem a§ - 3aI aS < 0 ist, sind die beiden Wurzeln reell oder 
imaginar; d. h. die Parabel dritter Ordnung hat entweder zwei Punkte, 
in denen die Tangenten parallel zur x-Achse sind, oder keinen solchen 
Punkt. Sind es zwei, so muB infolge des zusammenhangenden Ver
laufes der eine Punkt ein Hochst-, der andere ein Tiefstpunkt sein. 
Ehe wir diese indessen bestimmen, wollen wir denjenigen Punkt Po 
der Parabel betrachten, dessen Abszisse das arithmetische Mittel aus 

den Abszissen dieser beiden Punkte ist, fiir den also. Xo = - i ~2, 
demnach stets reen ist; die zugehorige Ordinate ergibt sich zu 3 

2a~ la1 a2 
Yo = 27 a~ -"3 a;- + ao • 

Diesen Punkt wollen wir als neuen Koordinatenanfangspunkt wahlen; 
d. h. wir wollen das Achsenkreuz so verschieben, daB Po der neue 
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Anfangspunkt Q ist und die neuen Achsen ~ und 1] parallel zu 
den alten x und y sind; s. a. (110) S.296f. Ein b<;lliebiger Punkt P 

!f p 
der Ebene habe im alten System 
die Koordinaten x und y, im neuen 
die Koordinaten ~ und 1], und 
zwischen diesen muB (Abb. 30) 
die Beziehung bestehen: 

:Xo X = ~ + Xo , y = 1] + Yo • 
~---4==~~x~~=JL----+-x Fiihrt man dies in Gleichung 51) 

I I unter gleichzeitiger Einsetzung 
I der fiir Xo und Yo gefundenen 
I 

Abb.30. Werte ein, so erhalt man die 
Gleichung 

17 = as~s + (al - 3a!J~. 52) 

Aus der bemerkenswerten Tatsache, daB die Parabel dritter Ordnung 
im ~-1]-System eine Gleichung hat, in der nur noch Glieder mit 

p' 

Abb.31. 

ungeraden Potenzen von ~ auftreten, folgt 
ohne weiteres, daB zu entgegengesetzt glei

,chen Werten von ~ auch entgegengesetzt 
gleiche Werte von 1] gehoren; zwei Punkte 

~ P' und pI!, deren Koordinaten diese Eigen
schaU haben (g. Abb. 31), miissen aber 
symmetrisch zum Koordinatenan
fangspunkt liegen, d. h. ihre Verbindungs
strecke muB durch diesen Punkt hindurch-

gehen und von ihm halbiert werden. Das sagt also aus: AIle durch 
diesen Punkt Q gehenden Sehnen (Verbindungsstrecken zweier Kurven
punkte) der kubischen Parabel werden von Q halbiert. Einen Punkt 
aber, der aile durch ihn gehenden Sehnen einer Kurve halbiert, be
zeichnet man als einen Mittelpunkt der Kurve. 

Die kubische Parabel ist also eine Mittelpunktskurve; 
sie besteht aus zwei in ihrem Mittelpunkte zusammen
stoBenden kongruenten Half ten, die man dadurch zur 
Deckung bringen kann, daB man die eine in der Ebene urn 
den Mittelpunkt urn einen Winkel von 180 0 dreht. 

Nehrnen wir jetzt an, daB in Gleichung 52) as> 0 ist, und setzen 
wir zur Abkiirzung unter Einfiihrung einer neuen Konstanten bl 

a2 

a l - 3~ = -3as bl , 
, aa 

so geht 52) iiber in die einfachere Form 

1] = as(~S - 3bl~)' ,53) 
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Bilden WIT den Differentialquotienten, so erhalten wir 

also ergeben sich ausgezeichnete Werte ffir ~1,2 = ± (b1 • Reelle Werte 
fUr ~I ergeben sich abel' nur, wenn b1 > 0 ist; nur in diesem Falle hat 
die kubische Parabel also Hochst- und Tiefstpunkte, und 
zwal' im ganzen zwei, namlich 171 = +2b1 a3 fiJ;. fiir ~l = --ybl und 
112 = - 2 bi a3 i r;;. fiir ~ 2 = + -y bi . Dabei ist 171 > 0, also ein Hochst
wert, 172 < 0, also ein Tiefstwert; del' Hochstpunkt liegt im zweiten, 
del' Tiefstpunkt im vierten Quadranten des ~ 1}-Achsenkreuzes. Da nun 
die Parabel im dritten Quadranten in die Zeiehenebelle eintritt [s. (24)], 
durch den zweiten Quadranten, den 
N ullpunkt, den vierten Quadranten 
in den erstell geht, um in diesem 
die Bildebene wieder zu verlassen, 
so muB sie die Abszissenachse noch 
in zwei weiteren Punkten schnei
den. Dies ergibt sich auch aus Glei
chung 53); denn I} nimmt den Wert 
Null an, auBer fiir ~ = 0, auch fiir 
die beiden Abszissen ~ = - -y 3 bi 

und ~ = + y 3 b1 , die e benfalls reell 
sind, solange bi >0 ist. - 1st b1 =0, 
so fallen del' Tiefst- und del' Hochst
punkt und ebenso die beiden Schnitt
punkte mit del' Abszissenachse aile b<a 
mit dem Koordinatenanfangspunkt 1 

zusammen; diesel', in welchem die 

y 

Abb.32. 

Kurve horizontal verlauft, da seine Tangente mit del' Abszissen
achse zusammenfallt, ist ein sog. Terrassenpunkt. Fiir bi < 0 hat 
die 1mbische Parabel wedel' einen Hochst- noch einen Tiefstpunkt, 
auch keinen weiteren Schnittpunkt mit del' Abszissenachse, auBer dem 
Nullpunkt; sie steigt bestandig (s. hiel'iiber Abb. 32). Die Glei
chung 53) geht fiir den Fall b1 = 0 iiber in die Gleichung 17 = a3 e; 
diese Funktion heiBt die rein kubische Funktion; ihre Kurve die 
rein kubische Parabel. 

1st schlieBlich a3 < 0, so erhalt man Kurven, die sich aus denjenigen 
del' Abb. 32 durch Spiegelung an del' Abszissenachse el'geben. 

(26) 1m AnschluB hieran soll jetzt die reduzierte kubische Gleichung 
untersucht werden. Sie moge in del' Form geschrieben werden: 

x3 - 3ax - 2b = 0, 54) 
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wobei a und b irgendwelche positiven oder negativen Zahlen sein 
konnen. Wir setzen 

x3 - 3a x - 2b = Y, 54') 

erhalten damit eine kubische Funktion, in der das quadratische Glied 
fehlt, eine sog. reduzierte kubische Funktion; ihr Bild ist eine kubische 
Parabel. Von diesel' kommen jetzt in erster Linie die Schnittpunkte 
mit der x-Achse in Frage; denn fiir diese ist Y = 0, demnach die 
Gleichung 54) erfiillt. Die Abszissen der Schnittpunkte der Parabel 
mit der x-Achse sind also die reellen Wurzeln der Gleichung 54). Es 
handelt sich nun fiir uns darum, zu untersuchen, wie oft die Parabel 
die x-Achse schneidet, da die Zahl der Schnittpunkte mit der Zahl 
der reellen Wurzeln von 54) ubereinstimmen muB. Aus den in (24) an
gestellten Erorterungen folgt, daB Gleichung 54) eine ungerade Anzahl 
von reellen Wurzeln haben muB, also entweder eine oder dreL Welcher 
von beiden Fallen eintritt, hangt - wie das Schaubild lehrt - von 
der Lage der beiden ausgezeichneten Werte abo Um sie zu bestimmen, 
setzen wir den Differentialquotient gleich Null und erhalten 

:! = 3 x 2 - 3 a = 0 , also x = ± -Va . 
1st a negativ, so werden die Abszissen der Hochst- und Tiefst
stelle imaginar; die Parabel hat keine solchen Punkte; folglich hat 
sie die in Abb.32 rur bl < 0 skizzierte Gestalt, d. h. nur einen 
Schnittpunkt mit der x-Achse, und wir bekommen als erstes Ergebnis: 

Die Gleichung 54) hat fUr a < 0 eine und nur eine reelle Wurzel. 
1st dagegen a > 0, so sind beide Werte x = ± -Va reell; die Parabel 

hat demnach ein Maximum und ein Minimum (Abb. 32, bl > 0). Da 
die Parabel nach den Erorterungen von (24) im dritten Quadranten 
in die Bildebene eintritt und diese im ersten Quadranten wieder 
verlaBt, so folgt, daB sie erst ansteigen, dann wieder fallen muB, 
um schlieBlich wieder zu steigen; das heiBt aber, daB fiir x = --Va 
das Maximum, rur x = + -Va das Minimum erreicht wird. Aus Glei
chung 54') ergibt sich fiir das erstere 

Ymax= +2a-va-2b und fur das letztere Ymin= -2aya-2b. 55) 
Damit nun die Parabel dl'ei Schnittpunkte mit del' x-Achse hat, muB 
del' Hochstpunkt uber del' x-Achse, der Tiefstpunkt untel' der x-Achse 
liegen, d. h. Ymax > 0, Ymin < 0 sein. Haben beide gleiches Vor
zeichen, so kann die Parabel nur einen Schnittpunkt mit der x-Achse, 
Gleichung 54) also nur eine reelle Wurzel haben. Damit nun Ymax > 0, 
Ymin < 0 wird, muB a -Va groBer sein als der absolute Betrag von b, 
a Va > I b I, wie sich aus den Gleichungen 55) durch einfache Ober
legung ergibt, oder a3 > b2• 1st dagegen a3 < b2, also a-Va < I b I, 
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so sind bei b > 0 im ersten Faile Ymax und Ymin beide negativ, bei 
b < 0 positiv, im zweiten beide positiv; die Parabel hat nur einen 
Schnittpunkt mit del' x-Achse, Gleichung 54) nur eine reelle Wurzel. 

Wir haben also gefunden: 1st b2 - a3 > 0, so hat die Gleichung 
stets nur eine reelle Wurzel; hierin ist auch del' Fall eingeschlossen, 
daB a < 0 ist, da dann diese Bedingung stets erH1llt ist (Abb. 33, Kurve 1, 
2 und 3). 1st dagegen b2 - a3 < 0, so hat die Gleichung stets drei 
reelle Wurzeln (Abb. 33, Kurve 4). Diese Ergebnisse stimmen vallig 
mit den in del' Algebra gewonnenen 
Lasungen del' Gleichung 54) uberein. 
Donn ist b2 - a3 > 0, so ist die Car
danische Lasung anzuwenden, die die 
drei Wurzeln liefert 

3 . I ,------.-
x = [Vb + Vb?' - a3 + - Vb - Vb2 '-:0,3, 

c 

wobei [3 = 1 ist. 1st dagegen b2 - a3 < 0, 
so verwendet man am besten die go n i 0 -

metrische Lasung, die die drei reellen 
Wurzeln liefert 

x=2yacos(cp+k.1200) , k=O, 1,2, 

wobei cos3cp = -.!!p= ist. 
aVa 

(27) Wir haben in den vorangehenden 
Abschnitten mehrere Male erwahnt, daB 

2 

Abb.33. 

ein Schnittpunkt einer stetigen Kurve mit del' Abszissenachse dadurch 
gekennzeichnet ist, daB fUr ihn die Ordinate den Wert Null hat. Die 
Ordinaten del' Iinken Nachbarpunkte haben also ein anderes Vor
zeichen als die del' rechten Nachbarpunkte. Durchlauft mithin ein 
Punkt die Kurve, so tritt im allgemeinen beim Durchgang durch 
eine solche Nullstelle fUr seine Ordinate ein Vorzeichenwechsel ein. 
Ubertragen wir diese Ergebnisse auf die stetige Funktion Y = f(x), 
deren Bild diese Kurve ist, so finden wir die folgende Eigenschaft: 
Suchen wir einen Wert von x, fur welchen Y gieich Null ist, so heiBt 
dies nichts anderes, als daB wir eine Lasung (Wurzel) del' Gleichung 
f(x) = 0 suchen. Wir kannen als erstes Ergebnis buchen, daB eine 
solche Gleichung ebenso viele Wurzeln hat, als ihre Kurve 
Schnittpunkte niit del' Abszissenachse besitzt. Weiterhin 
wird del' Funktionswert fUr Nachbarwerte einer solchen Wurzel, die 
kleiner sind als diese, ein anderes V orzeichen haben als derjenige fUr 
Nachbarwerte, die graBer als diese sind. Tritt also, wenn x eine Reihe 
von Werten durchlauft, fUr f(x) ein Zeichenwechsel ein, so heiBt dies, 
daB in dem von x durchlaufenen 1ntervall eine Wurzel del' Glei
chung f(x) = 0 liegt. Diese Tatsache laBt sich ausnutzen zur nahe-
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rungsweisen Auflosnng einer Gleichung I (x) = 0. Man wird namlich 
zwei Werte x (durch Probieren) suchen, fUr welche I(x) entgegengesetzte 
Vorzeichen hat; zwischen diesen Werten muB eine Wurzel del' Gleichung 
liegen. Durch systematisches Einengen diesel' Grenzen kann man dal1l1 
die Wurzel bis zu jedem beliebigen Grade del' Genauigkeit berechnen. 
Dieses hier nur in groben Strichen angedeutete Verfahren laBt sich 
stets anwenden, welcher Art auch die Gleichung I(x) = ° sei, was 
fur eine Funktion also y = I(x) auch sein moge. Das Naherungs
verfahren del' Losung von Gleichungen solI abel' schon in diesem 
Paragraphen, del' die ganzen rationalen Funktionen behandelt, bespro
chen werden, weil die mit ihr aufs engste verwandte algebraische 
Gleichung n ten Grades das Naherungsverfahren am einfachsten an
wenden und am klarsten durchschauen laBt. In spateren Abschnitten 

Abb.34. 

werden sich gelegentlich auch Nahe
rungslosungen fur andere Gleiehungen 
finden. Wir erlautern das Naherungs
verfahren am besten an eillem 

Beispiel: 1m Schubkurbel
getriebe (Abb.34) bewegt sich bei 
gleiehformigem Umlaufe des Kurbel
zapfens Z del' Kreuzkopf K gerad

linig, abel' mit wechselnder Geschwindigkeit. Derjenige Winkel {} 
zwischen Kurbel und Kreuzkopfbahn, fur welchen die Geschwindigkeit 
von K ihren gro13ten Wert erreicht, bestimmt sich aus del' Gleichung 

sin6~ - ,42 sin4~ - ,44 sin21} + ,44 = ° . a) 

wobei ,4 = J_ das Verhaltnis del' Pleuelstangenlange zur Kurbellange r 
angibt. Fur den sehr gebrauchlichen Fall, daB ,4 = 5 ist, erhalt man 
hieraus durch die Substitution 

die kubische Gleichung 
b) 

I(x) - x3 - x2 - X + 0,04 = 0. c) 

Da 1(0) = +0,04 und 1(1) = -0,96 ist, also zwischen ° und +1 ein 
Zeichenwechsel stattfindet, muB eine Wurzel diesel' Gleichung zwischen 
x = ° und x = 1 liegen, und zwar besonders nahe an x = 0, da +0,04 
wesentlich naher an Nullliegt als - 0,96. Wir probieren deshalb weiter 
mit x = 0,1; es ist 1(0,1) = -0,069. Del' ZeicheniWlchselliegt zwischen 
x = ° und x = 0,1, folglich ist auch die Wurzel unserer Gleichung 
zwischen diesen beiden Grenzen gelegen. Nun konnten wir del' Reihe 
nach fur die Werte x = 0,01, 0,02, ... 0,09 die zugehorigen Funktions
werte berechnen, den Ort des Zeichenwechsels bestimmen und hatten so 
die Wurzel auf zwei Dezimalen gefunden. Dann konnten wir durch weiteres 
Teilen des Intervalls, in dem del' Zeichenwechsel stattfindet, eine dritte 
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Dezimale bestimmen usw. Doch laBt sich dieses immerhin miihsame 
Verfahren wesentlich vereinfachen. Wie das geschehen kann, soll an 
den zwei gebrauchlichsten Methoden, der Regula falsi und del' Newton
schen lliethode auseinandergesetzt werden. 

Die Regu,la falsi beruht auf folgenden Erwagungen: Wir zeich
nen (Abb. 35a) in einem zweekmaBigen MaBstabe diejenigen Punkte 
PI(XI!YI) und P 2 (X2 !Y2) del' Kurve y=/(x)=X3 _X2 _X+O,04, 
zwischen denen del' Schnittpunkt mit del' x-Achse liegt. Wir wissen 
zwar nichts tiber den Verlauf del' Kurve zwischen diesen Punkten, 
k6nnen abel' in erster Annaherung annehmen, daB sie sich nicht allzu 
weitvom geradlinigen Verlaufe P I P 2 entfernen wird. Del' SchnittpunktX 
diesel' Strecke mit del' x-Achsc wird also in unmittelbarer Nachbarschaft 
des Schnittpunktes del' Kurve mit del' x-Achse liegen. Da die beiden 
Dreiecke P IP'P2 (PIP' \I y-Achse, P'P2 \I x-Achse) und PIXIX ahn
lich sind, so ergibt sich fUr die Abszisse x von X die Proportion 

(x - Xl) : (X2 - Xl) = YI : (YI - Y2) , 

+o,olf-I-l--".l-+-I--+--I-f-f-f--

~- I--I-- --I-A+-I--I-l 
~ -I-I-- -I-f'\i-H-
:-1--1-- _ . -0,089 
I 

pL - - - __ L_ - _ Pz 
Abb.35a. 

I-f-I" - 1"-
+0,009181 '\ 

l'\ 
I--f-f-

~~ ~L - - -- - -
o 

Abb.35b. 
-

0,0 'I 
-O,o015J8 -

in unserem Beispiele also, da Xl = 0, x2 = 0,1, YI = 0,04, Y2 = - 0,069 ist, 

odeI' 
(x - 0) : (0,1 - 0) = 0,04: (0,04 + 0,069) 

X - ° = 0,004: 0,109 ~ 0,04. 

'Vir bekommen demnach als neuen Naherungswert X = 0,04; hierzu 
geh6rt 1 (0,04) = -0,001536. Da 1 (0,04) negativ ist, so ist nach Abb. 35 a 
X = 0,04 zu groB; wir probieren daher mit x = 0,03 und erhalten 
1(0,03) = +0,009181. Also findet zwischen x = 0,03 und x = 0,04 
Zeichenwechsel statt. Wir erhalten aus Abb.35b, die entsprechend 
del' Abb. 35a entworfen ist, durch eine erneute Proportion einen 
besseren Naherungswert. Es ist namlich 

Da 

(x - 0,03) : 0,01 = 0,009181 : (0,009181 + 0,001536) = 0,857 ; 
x = 0,0386. 

1 (0,0386) = -0,000032447 , 1(0,0385) = +0,000074817 
ist, so erhalt man fur einen weiteren Naherungswert die Proportion 

(x - 0,0385) : 0,0001 = 0,00007482: 0,00010726 = 0,6976 
und damus x = 0,03856976. 
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So kommt man schrittweise zu immer besseren Naherungswerten. 
Die aufgesteIlte Proportion wird einen urn so genaueren Wert liefern, 
je weniger die Sehne von dem Kurvenbogen abweicht, und das trifft 
urn so mehr zu, je kleiner das Intervall ist. Das hat abel' zur Folge, 
daB wir dureh die Proportion urn so mehr neue Dezimalstellen ge
winnen konnen, je genauer del' zugrunde gelegte Naherungswert schon 
ist. Aus diesem Grunde haben wir aueh oben dureh die erste Pro
portion nur eine Dezimale, durch die zweite aber schon zwei und 
durch die dritte sogar vier neue Dezimalen gewonnen. - Del' Um
stand, daB wir in diesem Verfahren die Kurve durch die Sehne er
setzen, also die aufgestellte Proportion eigentlich nicht richtig ist, hat 
diesem Verfahren seinen Namen: Regula falsi (die Regel vom fal
schen Ansatz) erteilt. -

Die Newtonsche Methode verfahrt folgendermaBen: Man legt an 
die dureh die Funktion Y = t(x) bestimmte Kurve in einem Punkte 
Po(xo/Yo) die Tangente; diese weicht verhaltnismaBig wenig von der 

Kurve abo Daher wird auch ihr Schnitt
punkt Xl mit der x-Achse in der Nahe des 

Ii , I 
:Yo 
I 

i 
I 

gesuchten Schnittpunktes X del' Kurve mit 
der x-Achse liegen (Abb. 36), und zwar be
rechnet sieh, da 

tgPOXIXO = tgrpo = (ddY) 
x X=Xo 

: ist, die Streeke XIXO = hI durch die Glei
----.6~~--L---~--~j 

1'0 chung , ,2 
X--;o.I [ I 

_-X_Z=X-1-_'" -~ : 

----~~xo------~31 

Abb.36. 

h -YL 
I - tg<po odeI' 

Urn diesen Betrag vermindere man xo, urn die Abszisse von Xl 
zu erhalten. Fur unser Beispiel ist y = x3 - X2 - X + 0,04, also 

dy = 3x2 _ 2x - 1 . 
dx 

Del' erste Naherungswert sei Xo = 0,1; dann ist 

-0,069 
hI = - -1,17 = 0,06, also Xl = 0,04. 

Nun bestimme man zu dieser Abszisse den zur Kurve y = t(x) gehorigen 
Punkt PI' derim allgemeinen wesentlich naher am gesuchten Schnitt
punkte X liegen wird als Po; in unserem FaIle ist Yl = -0,001536. 
Jetzt legt man in PI an die Kurve die Tangente und sucht ihren Schnitt
punkt xtmit! der x-Achse,: dessen Abszisse einen weiteren besseren 
Naherungswert fUr die Wurzel del' gegebenen Gleiehung liefert usf. 
Unser Beispiel wird sich also_ folgendermaBen fortsetzen: 
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h = -0,001536 = ° 0014 
2 -1,0752 ' , x2 = 0,0386; 

h = -0,000032447 =000003025 
3 -1,07273 ' ' , X3 = 0,03856975. 

Damit sind WIT zu derselben Genauigkeit gelangt wie nach der Regula 
falsi. Der Leser mage sich selbst ein Urteil uber die Vorzuge und 
N achteile der beiden Verfahren bilden. 

Aus Gleichung b) erhalt man fur x = 0,03856975 

sin2 -& = 0,964244 , 

also -:J. = 79° 6' 0". 

Da y = x3 - x 2 - X + 0,4 fiir x = -1 den Wert -0,6 hat, liegt 
eine zweite Wurzel der Gleichung x3 - x 2 - X + 0,4 = ° zwischen ° 
und -1, und da y fur x = +2 den Wert + 2,4 hat, eine dritte 
zwischen 1 und 2. Doch kommeu diese fUT unsere urspriingliche 
Aufgabe deshalb nicht in Betracht, 
weil beide fur sin -& unmagliche 
Werte ergeben. 

(28) Von den technischen An
wendungen der ganzen ratio
nalen Funktion und damit der 
Parabel n ter Ordnung seien be
sonders die Gebiete der Momenten
linie und der elastischen Linie er-
wahnt. Hier mage der Fall heraus

--.r -,-----
A r----------------- -y ' --- - 8 

I 

t': 

Abb.37. 

gegriffen und eingehender behandelt werden 1): Ein an einem Ende B 
wagerecht eingeklemmter Stab von der Lange l tragt eine stetig ver .. 
teilte Last (Sand u. a.) derart, daB deren auf die Langeneinheit be
zogenes Gewicht von dem Werte q in B gleichmaBig bis zum 'Werte 
Null im freien Ende A abnimmt; die Strecke A C in Abb. 37 solI die 
Belastung veranschaulichen. Der Stab hat eine Momentenlinie, deren 
Gleichung 

M = .~!(1- ~y 
lautet; und er biegt sich durch nach einer Linie von der Gleichung 

y = :~~ [ ( ~ r -( ~ y + ~ (~ r -110 ( nl 
Hierbei ist als Koordinatenanfangspunkt der Punkt B gewahlt, in 
welchem der Stab aus dem Mauerwerk heraustritt; ferner ist die 
Abszissenachse fiir beide Kurven in Abb. 37 nach links und die Ordinaten-

achse nach unten gerichtet gewahlt. Sodann ist P = Ii das Eigen-

1) Siehe Frey tags Hilfsbuch, 7. Aufl., S. 232ff. Berlin: Julius Springer 1924. 
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gewicht des Stabes, E das ElastizitatsmaB des Stabes und J das 
auf die Schwerachse bezogene axiale Tragheitsmoment seines Quer
schnittes. Die Momentenlinie ist also cine rein kubische Parabel, 
deren Mittelpunkt in A liegt, und die vom Stabe in diesem Punkte 
beruhrt wird; praktische Bedeutung hat naturgemaB nul' das zur 
Lange 1 gehorige Stuck AD del' Parabel, und zwar ist das zu dem 

Endpunkte B gehOrige Moment BD = MB = ~l. Die elastische 

Linie dagegen, nach del' sich del' Stab durchbiegt, ist eine Parabel 
fiinfter Ordnung; sie geht durch den Endpunkt B und verlauft hier 
wagerecht, da 

~~ = :~~[2(-i-r -3(~y +2(~r- ; (~rl 
fur x = 0 ebenfalls gleich Null wird. 1hre Durchbiegung AA' = f 
am Ende A (x = 1) betragt f = l;:r Diese Gleichung gibt u. a. 

einen Zusammenhang zwischen del' meBbaren GroBe fund del' Elasti
zitatszahl E; es laBt sich also E aus diesel' Durchbiegung berechnen: 

E = 1~;~. Fuhrt man f in die Gleichung del' elastischen Linie ein, 

so wird diese Gleichung: 

y = ~ f [( ~ y - (~ r +; (~r -110 (-i-tl ' 
die den Vorzug hat, daB sie die Gestalt del' elastischen Linie einzig 
durch die Lange 1 und die Durchbiegung f am freien Ende des Stabes 
bestimmt. Del' Neigungswinkel ex am freien Ende laBt sich zeichnerisch 
dadurch finden, daB 

tg IX = (dY) = {_5 '- [2 ~ _ 3 (~)2 + 2 (~)3 _ ~ (~)4]} ==: f!.l 
dx x=l 2 III I 2 I x=l 4 I 

sein muE. Man erhalt also die Gestalt del' elastischen Linie des 
Stabes mit sehr groBer Genauigkeit, indem man AB in fiinf gleiche 
Teile teilt und den dem Punkte B zunachstliegenden Teilpunkt T mit A' 
verbindet; diese Gerade ist die Tangente an die elastische Linie in A'. 
Berucksichtigt man weiter, daB die Tangente in B in die Gerade AB 
fallt, so laBt sich die Durchbiegung des Stabes bequem einzeichnen 
(Abb. 37). Fur das Problem del' elastischen Durchbiegung des Stabes 
kommt praktisch nur del' Bogen AB in Frage. Will man sich ein 
Bild vom ganzen Verlaufe del' Para bel machen, so kann man dies auf 
Grund del' folgenden leicht nachzuweisenden Tabelle tun. Es ist fur 

x= - 31 - 21 -I 0 +1 +21 + 31 + 41 + 51 

Y= +252/ + 58! + 6,5/ 0 / +2/ - 4,5/ - 56/ -250/ 

dy / / / / 0 -18'75~-1-100 f j 
dx = -318,751 -100-- -18,75 T 0 1,25 T -318,75 T I 
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In Abb. 38 ist die Parabel gezeichnet; das der Abb. 37 entsprechende 
Stuck A'B ist durch starkeren Strich hervorgehoben. 

Aufgabe: Die Tragfahigkeit T eines Balkens von recht
eckigem Querschnitt mit der Breite b und del' Rohe h ist durch die 
Formel gegeben T = cbh2, wobei c ein durch den Werkstoff des Bal
kens usw. bedingter Beiwert ist. Welche Breite und Rohe hat del' 
Balken von groBter Tragfahigkeit, den man aus einem Stamme von 

.T 3l 

y 

kreisformigem Querschnitte heraus
schneiden kann ~ 

b 

Abb.39. 

1st (Abb. 39) r der Radius des Kreises, so besteht zwischen b und h 
die Gleichung h 2 = 4r2 - b2; setzt man dies in die Formel fUr T ein, 
so erhalt man T = cb(4r2 - b2). T ist also eine ganze rationale Funktion 

dritten Grades von b. Damit T ein Maximum werde, muB ~r = 0 

sein; wir erhalten demnach zur Bestimmung des zugehorigen b die 
Gleichung c(4r2 - 3b2) = O. Rieraus folgt b = -§- r y3; also h = iry6 

und T max = ~ifi· c r3 V~f. 
Aufgabe: Del' Rauminhal t v einer Wassermenge, die bei 

del' Temperatur 0 0 eden Rauminhalt 1 hat, ist fur die Temperatur 
to C angenahert durch die Gleichung gegeben: 

v = 1- 0,000061045t + 0,0000077183t2 - 0,00000003734t3• 

Bei welcher Temperatur ist del' Rauminhalt am kleinsten, und wie 
groB ist er dann ~ (t = 4,08° C, vmin = 0,9998769). 

Wir sind damit am Ende diesel' Betrachtungen uber die g a n z e 
rationale Funktion angelangt. Ehe wir nun zu del' nachsten Funk
tionengruppe ubergehen konnen, zu den ge brochenen rationalen 
Funktionen, mussen wir erst unsere Differentiationsregeln um eine 
neue, die Quotienten- odeI' Bruchregel, vermehren; ihre Ab
leitung und die Behandlung del' gebrochenen rationalen Funk
tion sollen den Inhalt des nachsten Paragraphen bilden. 



64 Das Differenzieren. (29) 

§ 6. Die Quotientenregel. 
Die gebrochene rationale Funktion. 

( 29) Es seien u = f ( x) und v = rp ( x) zwei stetige Funktionen von x; 
dann ist auch ihr Quotient u 

y = v 56) 

eine Funktion von x; uber ihre Stetigkeit sind allerdings erst Unter
suchungen anzustellen. Geben wir zu diesem Zwecke del' unabhangigen 
Veranderlichen x einen Zuwachs Ll x, so erhalten u und v die Zunahmen 
Ll u und Ll v; und zwar ist 

1l+Ll1l=f(x+Llx) und v+Llv=rp(x+Llx). 

Zugleich andert sich auch y um einen Wert Ll y, wobei 

+ Ll _ u + Llu _ f(x + Llx) 
y y-v+Llv-rp(x+L1x) 

ist. Del' Zuwachs, den y erfahrt, ist also 

Ll - u+Llu _~_v(u+Llu)-u.(v+Llv)_vLlu-~Jv 57) 
y - v + Jv v - v(v + Llv) - v(v + Llv) . 

Da u und v stetige Funktionen von x sind, d. h. limLlu = 0 und 
Ax-+O 

limLlv = 0 ist, so nahert sich del' Zahler von 57) fur limLl x = 0 
!Jx-+ 0 

auch dem Werte Null; del' Nenner nahert sich dagegen dem Werte v2• 

Es ist also limLly = °2 , Solange demnach x nul' Werte hat, fUr 
fJX-+ 0 v 

welche v + 0 ist, ist auch lim Ll y = 0; dies gilt jedoch nicht mehr 
Ax-+O 

ohne weiteres fUr solche Werte von x, fur welche v = 0 ist. Wir kommen 
demnach zu dem uberaus bemerkenswerten 

Lehrsatz: Del' Quotient zweier stetiger Funktionen ist 
wieder eine stetige Funktion fur solche Werte del' unab
hangigen Veranderlichen, fur welche die Divisorfunktion 
von Null verschieden ist. 

Wir gehen nun uber zur Ableitung des Differentialquotienten. 
Wir bilden 

und erkennen, daB 

Llu Av 
v--u-

dy = lim ~ ___ Ll~ 
dx Ax-+O v(v+Llv) 

Ay 
Llx 

Llu Ll1! 
v·--u·-

Llx Llx 
v(v+Llv) 

du dv 
v'a:;;-u, dx 

oder 
v2 

, vu'-uv' 
Y =--V2~-

du dv 
v~-u~ 

dx dx 
dx 

58) 
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Lehrsatz~ Der Differentialquotient eines Bruches ist 
wieder ein Bruch; sein N enner ist das Quadrat des urspriing
lichen Nenners; den Zahler erhalt man, indem man vom 
Produkt aus dem urspriinglichen Nenner und dem Diffe
rentialquotienten des urspriinglichen Zahlers das Produkt 
aus dem urspriinglichen Zahler und dem Differentialquo
tienten des urspriinglichen Nenners abzieht (Quotientenregel, 
Brnchregel). 

Diese anscheinend ziemlich verwickelte Regel laBt sich auch aus 
der Produktregel ableiten: Bedienen wir uns namlich der Schreibweise 
in Differentialen, so laBt sich die Bruchregel auch in folgender Gestalt 
wiederge ben: . 

d(11:.) = vdu - udv. 
v v2 

1st y = ~, so ist u = vy, also nach (22) S.48 
·v 

du = ~ + !!JL oder dy 
~~ v y y 

du dv 
u v 

Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit y = ~, v 
du dv 

v--u-

so wird 

dy= d~~ _ udv = vdu-.udv also 
v v2 v2 ' 

dy 
ax 

dx dx 
wie oben. 

1 - 2X2 Beispiele: a) y = --_. u - 1 - 2x2 V = 2 - X2, also 2-x2 ' - , 

du dv 
-=-4x -=-2x 
dx 'dx ' 
du (2 - x2)( -4x) - (1 - 2X2)( -2x) _ -6x 
dx (2 - X2)2 - (2 - X2)2· 

b) Die FUllktioll y =::!~ wirdgebrochene lineare Funktion 

genanll t; ihr Differelltialquotiellt ist 

dy (o:x+fJ)·a-'(ax+b)o: afJ-o:b 
dx (0: X + fJ)2 (O:X+fJ)2; 

der Zahler ist also eine KOllstallte. 
Man iibe die Quotientenregel an einer groBen Anzahl weiterer Bei

spiele, da ihre griindliche Beherrschullg ein unbedingtesErfordernis ist. 
Setzen wir u = 1, v = xn, so wird 

du =0 
dx ' 

dv 
- = nxn - 1 
dx • 

also dx 
xn·O-n·x,,-l·l -n 

x2n - x n+ 1 • 

Differenzieren wir andererseits y = x- n nach Formel 35), so er
halten wir 

d~-~ -n 
-- = (-n) x- n - 1 = --dx xn +1 , 

Wicke, Ingenieur·Mathematik 1. 5 
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also das gleiche Ergebnis wie oben; damit ist gezeigt, daB Formel35), 
die wir friiher nur fiir natiirliche Exponenten abgeleitet hatten, 
auch fUr solche Exponenten richtig ist, die negative ganze Zahlen 
sind: 

Lehrsatz: Die Formel 
dxn -=n·xn - 1 
dx 

gilt fur jeden ganzzahligen Exponenten. 
B . I ) _ 1 dy _ 3 . 

eisple: a Y-x'J> a:x--x4' 

b) y=(x_~)3=x3_9+ 27 _ 27 
x2 x'd x6 ' 

dy = 3x'2 _ ~ + 162 = 3 (x _ ~)2(1 + ~). 
dx X4 x7 x2 x'd 

(30) Wir gehen nun zur Behandlung der gebrochenen rationalen 
Funktion uber: Wenden wir in beliebiger Folge auf die Veranderliche x 
und eine Anzahl von Konstanten auBer der Addition, der Subtraktion 
und der Multiplikation [so (24)] auch noch die Division an, so erhalten 
wir eine Funktion von x, die als gebrochene rationale Funktion 
bezeichnet wird. Sind beispielsweise die Konstanten 2, t, 1's, ;n, a, 
so laBt sich auf die angegebene Weise u. a. die Funktion bilden: 

2x - a 

2 a:n:--
___ x -2xxx 
1+x 

Eine auf diese Weise gewonnene Funktion laBt selbstverstandlich noch 
wesentliche Vereinfachungen zu; so kann man zuerst einmal aIle 
Doppelbrnche beseitigen, so daB y sich als eine Summe von Bruchen 
darsteIlt; im obigen Beispiele: . 

-6x2 + 3ax + 8xy3 - 4a V3 -8x5ya - 6x4V3 + 4Q:n:xy3 - 8 V3 
Y= -3x'd+4x2Y3+4:n:x - 4:n:x4+4x'dya+3:n:x3 +3x2Y3 . 

SchlieBlich lassen sich die einzeInen Bruche noch auf einen Haupt
nenner bringen; Zahler und Nenner konnen ausmultipliziert und nach 
fallenden Potenzen von x geordnet werden. Man erkennt dadurch, 
daB sich eine gebrochene rationale Funktion stets als Quotient zweier 
ganzen rationalen Funktionen schreiben laBt; ja man kann sogar 
die gebrochenen rationalen Funktionen als Quotienten 
zweier ganzen rationalen Funktionen definieren. So wiirde 
unser oben ganz willkiirlich gewahltes Beispiel einer gebrochenen ratio
nalen Funktion der Quotient zweier ganzen rationalen Funktionen 
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werden, von denen der Dividend eine ganze rationale Funktion sie
benten Grades, der Divisor eine solche sechsten Grades ist, es wiirde 
sich also die Form ergeben: 

~~+~~+~~+~~+~~+~~+~x+~ 
y = bSX6 + boX5 + b4X4 + b3X3 + b2x2 + bIx + bo ' 

wobei sich die Beiwerte a7, ••• , ao und b6 , ••• , bo durch die vier Grund
rechnungsarten aus den Konstanten 2, -1, i3, n, a zusammensetzen; 
ihre Berechnung sei dem Leser iiberlassen. 

Die allgemeinste Form der gebrochenen rationalen Funktion ist also 

arx' + ar _ 1 xr- 1 + ar_ 2 xr- 2 + ... + a2x 2 + ~X + ao 59) 
y= b,xs+b'_lXs 1+bs _ 2 x' 2+ ... +b2x2+bIx+bo' 

wobei Zahler und Neuner zueinander relativ prim sein, d. h. keinen 
gemeinsamen Faktor haben sollen. 1st der Grad des Zahlers kleiner 
als derjenige des Neuners, also r < 8, so nennt man die Funktion eine 
echt gebrochene Funktion, fiir r::> 8 dagegen eine unecht 
ge brochene rationale Funktion. Unser obiges Beispiel stellt 
demnach eine unecht gebrochene rationale Funktion dar. 

Dividiert man in einer unecht gebrochenen rationalen Funktion 
den Zahler durch den Nenner, so wird im allgemeinen die Division 
nicht aufgehen, sondern es wird ein Rest bleiben, den man nur noch 
formell durch den Nenner dividieren kann. Da fUr diesen Bruch der 
Grad des Zahlers notwendig niedriger ist als del' des Nenners (sonst 
lieBe sich ja die Division noch weiter durchfiihren), stellt er eine 
echt gebrochene rationale Funktion dar, wahrend der erste Teil eine 
ganze rationale Funktion ist. 

Beispiel: 

7x5 -2x2+9x-5 _ 
= (7 x" - 2x2+9x- 5): (x3+2x2 - 2x -I) = 7x2 -14x+42 

x3+2x2 -2x-1 -14x4 +14x3 + 5x2+ 9x- 5 
+ 42x3 - 23x2 - 5x - 5 

Also ist - 107x2 + 79x + 37 

7 xo - 2X2 + 9x - 5 = 7 x2 _ 14x + 42 _ 107 x2 - 79x - 37 • 
x3 + 2X2 - 2x - 1 x3 + 2X2 - 2x - 1 

Hier ist 7 x 2 - 14 x + 42 eine ganze rationale Funktion und 
107x2 - 79x - 37 
x3 + 2X2 - 2x - 1 

eine echt gebrochene rationale Funktion. Wir erhalten demnach den 
Lehrsatz: Jede unecht gebrochene rationale Funktion 

laBt sich in eine Summe aus einer ganzen rationalenFunktion 
und einer echt ge brochenen ra tionalen Funktion zerlegen. 

Solange die unabhangige Veranderliche x solche endliche Werte 
annimmt, fiir welche der Nenner bs:C + bS_1xs- 1 + ... + bo von Null 

5* 
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vei.'schieden ist, muB die Funktion 59) einen endlichen 'Wert haben. 
Das wird abel' anders, wenn x eine Wurzel del' Gleichung 

bsxs + bs_1xs- 1 + '" + bo = 0 

ist; denndann wird del' Nenner gleich Null, del' Zahler dagegen nicht, 
da nach Voraussetzung Zahler und Nenner zueinander relativ prim 
sein sollen. Del' Zahler wird also endlich mid von Null verschieden sein, 
demnach y selbst uilendlich groB werden. Wir treffen damit 
zum ersten Male auf den Fall, daB del' Funktionswert fUr einen end
lichen Wert del' unabhangigen Veranderlichen unendlich groB wird. 
Die Funktion selbst muB' an einer solchen Stelle nach den Ableitungen 
von (29) unstetig werden. Was dies bedeutet, wird uns erst vollig 
klar werden, wenn wir die zu einer solchen gebrochenen rationalen 
Funktion gehorige Kurve untersuchen. Doch wollen wir vorher ein 

y 

~"""""""'. ' .-g, '. P,(a/b)// 

" ~ (b/a) 
" oX 

II (alb) 
'I-

Abb.40. 

Beispiel durchfiihren. 

(31) Die einfachste gebrochene rationale 
Funktion ist 

60) 

Man kann Gleichung 60) auch in del' Form 
schreiben: 

xy = 1. 60 a) 

Aus 60) und 60a) kann man iiber den Ver
lauf del' zugehorigen Kurve einige Schliisse 
ziehen: 60 a) ist in x und y symmetrisch 

gebaut; d. h. eine Vertauschung von x und y fiihrt 60 a) in sich selbst 
iiber. Kennen wir also ein Wertepaar x = a und y = b, das Gleichung 60 a) 
befriedigt, so muB auch dasWertepaar x = b und y = a Gleichung 60 a) 
befriedigen. Die zugehorigen Punkte PI und P 2 (Abb.40) liegen abel' 
symmetrisch zueinander beziiglich derjenigen durch 0 gehenden 
Geraden gv welche beide Achsen unter 45 0 schneidet, also den Winkel 
zwischen del' positiven x- und del' positiven y-Achse und ebenso den 
Winkel zwischen del' negativen x- und del' negativen y-Achse halbiert; 
wir wollen diese Gerade kiinftig kurz als die 45 0 -Linie bezeichnen. 
Unsere Kurve ist also symmetrisch beziiglich del' 45 0 -Linie. 
Diese Eigenschaft kommt iibrigens nach del' obigen Ableitung allen 
Kurven zu, deren Gleichung symmetrisch in x und y gebaut ist. -
Weiterhin folgt aus 60 a), daB auch das Wertepaar x = -b und y =-a 
die Gleichung 60 a) erfiillen muB; del' Punkt P 3 muB also auch auf del' 
Kurve liegen. PI (a I b) und P a (- b I - a) liegen abel' zueinander sym
metrisch beziiglich einer Geraden g2' die gegen die positive x-Achse 
unter 135 0 geneigt ist, die sog. 135 0 _ Linie; also ist auch die 135 0 -Linie 
eine Symmetrieachse del' Kurve. - SchlieBlich erfiillt auch das 
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Wertepaar x = -a und y = -b die Gleichung; die beiden Punkte 
PI (a] b) und P4 (-a I-b) liegen [(25) Abb. 31] symmetrisch zu O. Die 
Kurve hat demnach den Punkt 0 zum lVIittelpunkt, eine notwendige 
Folge del' beiden ersten Eigenschaften. Da x und y stets dasselbe 
Vorzeichen haben, verlauft die Kurve nul' im ersten und dritten 
Quadranten. Abb.41 zeigt ihren Verlauf. Die Kurve ist die gleich
seitige Hyperbel. Da auf Grund von Gleichung 60) fUr wachsendes x 
del' Wert von y immer kleiner wird, 
und lim y = 0 ist, so schmiegt sich " 

die Hyperbel mit wachsender Ab
szisse immer naher an die x-Achse 
an, ohne sie jedoch im Endlichen 
zu erreichen; gleiches gilt, wenn x 
die negativen Werte durchlauft. 
Eine Gerade, del' sich eine Kurve 
bestandig nahert, die von ihr abel' 
erst im Unendlichen erreicht wird, 
heiBt eine Asymptote del' Kurve. Die 
x-Achse ist demnach eine Asymptote 
del' gleichseitigen Hyperbel von del' 

, , , 

Abb.41. 
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Gleichung y = 1. Nach den Auseinandersetzungen von (30) ist, da x 
del' Nenner del' gebrochenen Funktion fUr x = 0 verschwindet, die 
Funktion fur diesen Wert von x unstetig. Wir finden dies bestatigt; 
denn fUr x = 0 ist y = 00, Je naher also x >0 dem Werte Null kommt, 
urn so groBere Werte nimmt y an, und je mehr sich x < 0 del' Null 
nahert, um so mehr nahert sich y dem Werte - 00. Auf Grund unserer 
obigen Betrachtungen ist daher die y-Achse eine Asymptote del' 

gleichseitigen Hyperbel y = 1. Del' Nullstelle des Nenners einer ge-x . 
brochenen rationalen Funktion entspricht also bei del' Kurve eine 
parallel zur y-Achse verlaufende Asymptote. Weil die beiden 
Asymptoten del' gleichseitigen Hyperbel mit den Koordinatenachsen 

zusammenfallen, nennt man die Gleichung y = 1_ die Asym-x 
ptotengleichung del' gleichseitigen Hyperbel. Da fUr x = 1 
auch y = 1 und fur x = -1 auch y = -1 ist, sind die beiden 
Punkte Al (1]1) und A2 (-11 -1) del' Hyperbel deren Schnittpunkte mit 
del' 45 0 _ Linie, also del' einen Symmetrieachse. Al und A2 heiBen 
die Scheitel del' Hyperbel, die Gerade AIA2 die reelle Achse, 
die Strecke AIA2 = 2 . yf die Lange del' reellen Achse und die 
Strecke OA I = yf die Lange' del' reellen Halbachse del' Hyperbel. 
Die 135 0 -Linie hat d,agegen keinen Punkt mit del' gleichseitigen 
Hyperbel gemeinsam; sie ist die imaginare Achse del' Hyperbel. 
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Um Tangenten an die gleichseitige Hyperbel zu konstruieren, 

miisSen wir den Differentialquotienten der Funktion y = ~ bilden; 
es ist 

d(~) 1 
-d- = -2 = tgqJ. x x 

Der Richtungsfaktor ist daher stets negativ; d. h. die gleichseitige 

Hyperbel y =.! fallt bestandig. Man kann schreiben: x 

tgqJ = -~: x = _lL; 
x x 

dies gibt eine iiberaus einfache Tangentenkonstruktion (Abb. 41): Man 
trage auf der x-Achse der Strecke 0 T = 20X = 2 x ab und verbinde 
T mit P; PT ist dann die in P an die Hyperbel gelegte Tangente. 
(DaB iibrigens 0 T' = 2 Y ist, wenn T' der Schnittpunkt der Tangente 
mit der y-Achse ist, ist leicht einzusehen; der Leser mag sich dies selbst 
beweisen.) 

FUr den allgemeineren Fall der gleichseitigen Hyperbel lautet 
die Gleichung 

61) 

ist c > 0, so verlauft die Hyperbel im ersten und drltten, ist c < 0, 
im zweiten und vierten Quadranten, da im ersten Falle x und y stets 
gleiche, im letzten stets verschiedene V orzeichen haben. Als Bild 
kann wieder Abb.41 gelten, wenn man nur die Koordinaten des 
Scheitels Al OX1 = +ic und X1A1 = +ic (oder fiir c < ° +i-c 
bzw. - i - c) wahlt. - Da das Rechteck 0 X PY die Seiten x und y 
und folglich den von der Wahl des Punktes P unabhangigen Inhalt 
x . y = chat,' ist die gleichseitige Hyperbel der geometrische Ort der 
vierten Eckpunkte aller Rechtecke von gleichem Inhalte c, von denen 
ein Eckpunkt in einem festen Punkte 0 liegt, wahrend die beiden 
diesem benachbarten Eckpunkte sich auf zwei durch 0 gehenden und 
aufeinander rechtwinkligen Geraden bewegen. 

Die gleichseitige Hyperbel wird in der Technik vielfach verwendet. 
Als Beispiel diene das Boyle-Mariottesche Gesetz, nach dem das 
Produkt aus Volumen v und Druck p eines vollkommenen Gases bei 
gleichbleibender Temperatur konstant ist: v' p = O. J e nachdem 
man p oder v als die unabhangige Veranderliche betrachtet, erhalt 
man die beiden Gleichungen 

G v=-
p 

oder G 
p=-. v 
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Del' Leser zeichne sich unter Zugrundelegung einer derVolumeneinheit 
und del' Druckeinheit entsprechenden Langeneinheit die zu verschiedenen 
Werten von C gehOrigen gleichseitigen Hyperbeln [so (184) S. 584]. 

(32) Kehren wir nun zur allgemeinsten gebrochenen rationalen Funk. 
tion zurlick! Wir wollen sie in del' Form schreiben 

62) 

wobei f(x) und (p(x) zwei ganze rationale Funktionen sein mogen, die 
zueinander relativ prim sind, also etwa [so 59)] 

f(x)=a,x'+ .. ·+ao , ?? (x) = b. x, + ... + bo ' 

Flir alle reellen Werte von x, welche Wurzeln del' Gleichung ??(x) = 0 
sind, wird y = 00; sie sind also Unstetigkeitsstellen del' Funktion. 
DaB nicht j ede gebrochene rationale Funktion solche Unstetigkeits
stellen zu haben braucht, leuchtet ohne weiteres ein, wenn man be
denkt, daB nicht jede Gleichung ?? (x) = 0 reelle Wurzeln hat. Bei-

spielsweise hat die Funktion y = x!~ 1 keine solchen Unstetigkeits

stellen. Die del' Funktion 62) entsprechende Kurve hat an diesen 
Unstetigkeitsstellen Asymptoten, welche del' y-Achse parallel sind. -
Um weiterhin den Verlauf del' Kurve flir wachsendes x zu unter
suchen, wollen wir uns die gebrochene rationale Funktion als Summe 
einer ganzen rationalen und einer echt gebrochenen rationalen Funk
tion geschrieben denken: 1st also r < 8, so woll~n wir die rechte Seite 
von Gleichung 59) mit x8 klirzen; wir erhalten dann: 

63) 

Wird nun x sehr groB, so wird 1:. sich immer mehr der Null nahel'll, x 
in noch viel hoherem MaBe aber die Potenzen von 1:.; del' Zahler del' x 
rechten Seite von 63) nahert sich immer mehr dem Werte Null, wah
rend del' Nenner sich unbegrenzt dem Werte bs nahert; also wird y 
sich del' Null nahern. Wachst schlieBlich x libel' aIle Grenzen hinaus, 
so erhalt y den Wert Null: limy = O. Die Kurve schmiegt sich dem-

nach immer enger an die x-Achse an, erreicht sie abel' erst fUr eine 
unendlich groBe Abszisse. Die x-Achse ist also Asymptote 
del' Kurve. [Vgl. (31), gleichseitige Hyperbel.] 1m FaIle del' unecht 
gebrochenen rationalen Funktion kommt zu dem Ausdrucke in 63) 
noch eine ganze rationale Funktion hinzu; von ihr wissen wir aber 
aus (24), daB sie mit wachsendem x libel' aIle Grenzen hinauswachst. 
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Folglich verhaIt sich eine unecht gebrochene rationale Funk
tion fiir ein unbegrenzt wachsendes x wie die zu ihr ge
hi:irige ganze rationale Funktion. Insbesondere hat die del' 
. Funktion 

as x' + ... + ao ( ) Y= r =8 b,X' + ... + bo 

entsprechende Kurve die Gerade y = -li, also eine Parallele zur , 
x-Achse zur Asymptote, ebenso ist fiir die del' Funktion 

Y = a'+l xs+1 + ... + ao = (1" = 8 + 1) b,x' + ... + bo 

entsprechende Iturve eine Gerade vom :Rfcntungsfaktor a'+_l Asym-bs 
ptote. (Ausdividieren!) 

(33) Einige Anwendungen aus del' Technik mi:igen das Verstandnis 
fiir die gebrochene rationale Funktion vertiefen. Wir beginnen mit 
dem folgenden Problem: 

A. In einem Punkte A einer Geraden befinde sich die E 1 e k t l' i -
zitatsmenge +s, in einem um die Strecke e von A entfernten 
Punkte B die Elektrizitatsmenge - 2s. Eine punktfi:irmige Elektrizi
tatsmenge +s' werde auf del' Strecke A B bewegt. Wie groB ist die 
jeweilige Kraft, die in irgendeinem Punkte X durch die beiden Elektri
zitatsmengen +s und - 2 s auf die Elektrizitatsmenge +s' aus
geiibt wird? 

Wir wahlen A als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Achsen
kreuzes und AB als x-Achse. Del' Punkt X, in dem sich die Elek
trizitatsmenge +s' augenblicklich befinden moge, habe die Ab
szisse x, von A also den Abstand x und von B den Abstand e - x. 

Auf +s' wird demnach ausgeiibt von A die AbstoBung +8/ und 
J x 

von B die Anziehung (-288)2. Solange sich, wie angenommen, X zwi-e- x 
schen A und B befindet, wirken beide Krafte in gleichem Sinne, 
namlich in Richtung del' positiven x-Achse; sie summieren sich also, 
und die auf X ausgeiibte Gesamtkraft ist 

K = s s' (x12 + (e ~ X)2) . 

Kist eine echt gebrochene rationale Funktion des Ortes X. Fiir x = 0 
und x = e wird K = 00; fiir Zwischenwerte von x nimmt K e:ndliche 

Werte an; . t f·· e e so IS ur x = -4; 2' 

88' 
K = 19,56-2 , e 

3 4 e entsprechend 

ee' 12 ---e2 , 

88' 
33,78-2 , e 

wie man durch einfache Rechnung findet. Man kann sich den Verlauf 
del' . Kraft anschaulich machen, wenn man K als Ordinate in dem 
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jeweiligen Punkte X auftragt; es ergibt sich eine Kurve, die in A und B . 
ins Unendliche geht und dort Asymptoten parallel der K-Achse hat_ 
Ferner erkennt man muhelos, daB es einen Punkt Xo gibt, in welchem 
auf die Elektrizitatsmenge +1':' die geringste Kraft ausgeubt wird; ihn 
wollen wir jetzt ermitteln. Fur I I 

dK 'I Ii 
'h B O· Is 1 n mu -Ii x = sem, a 0 er- I I 

I i 
halten wir zur Bestimmung seiner 
Abszisse die Gleichung 

; 1 

I \ 
f \ 

oder 

2 4 
- x3 + (e _ xj3 = 0 

x 
e-x 

1 
3,- ' 

V2 
x = ___ e_ ~ o 4425e 

3,~ , 

1 + V2 

I \ 

/ \ 
.//lof!{ \ ...... 

_....... .... .... _-----
A 

und daraus Abb.42. 

( ~!-)3 Be' ~ BB' 
K min = 1 + Y 2 ~ R:::) 11,;)420 ~ . 

Verfolgen wir die Kurve von der Gleichung 

K ,(1 2) 
= C I': ,x2 + (e _ X)2 

weiter, also fur x > e und x < 0, so ergibt sich der in Abb. 42 gestrichelt 
angegebene Verlauf 

(z. B.: x= -e, 
3 H' 

K = 2 (i2; x = 2e , K = ~ BE') 
4 e2 • 

Doch gibt die Funktion 

K = cl':'(:2 + (e ~ X)2) 

fur die Werte von x, die auBerhalb des Bereiches 0 < x < e liegen, 
die wirklichen Kraftverhaltnisse unseres Beispiels gar nicht wieder. 
1st namlich x < 0, befindet sich also die Elektrizitatsmenge 1':' auBer
halb A B auf der zu A gehorigen Seite, so wirkt die durch A hervor
gerufene AbstoBung im Sinne der negativen x-Achse, schwacht also die 
durch B hervorgerufene Anziehung, und der Kraftverlauf wird durch 
die Gleichung 

beschrieben. Die Kraft Kist anfangs negativ; in del' Entfernung 

e 
x = + ,10"'" -2,414e 

-y2 + 1 
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heben Anziehung und AbstoBung einander auf, da hier K = 0 wird, 
und fUr noch weitere Entfernung von A iiberwiegt die Anziehung 
die AbstoBung. 1st dagegen x> e, befindet sich die Elektrizitats
menge jenseits des Punktes B, so wirkt die von B ausgeiibte Anziehung 
im Sinne der negativen x-Achse, und der Kraftverlauf wird in diesem 
Falle durch die Gleichung 

K = ee'(~ __ 2_) 
x2 (e _ X)2 

wiedergegeben; jetzt ist die Kraft fiir jeden Wert x > e nach A bzw. B 
hin gerichtet. Abb.42 enthalt die zugehorigen Kurven. - Es diirfte 
sich empfehlen, zur thmng auch den Fall zu behandeln, bei dem A 
und B Trager gleichnamiger Elektrizitatsmengen sind, sowie den 
Fall, bei welchem mehr als zwei punktformige Elektrizitatsmengen 
auf einer Geraden verteilt sind. 

B. Ein weiteres Beispiel ist folgendes: Gegeben seien n Ele
mente von der gleichen elektromotorischen Kraft e und 
dem gleichen inneren Widerstande Wi; sie mogen zu je x in 
Reihen, und diese Reihen parallel geschaltet sein. Der Stromkreis sei 
geschlossen, der auBere Wider stand sei Wa; wie groB ist die Strom
starke 1 - Die Gesamtspannung einer Reihe betragt ex, ihr innerer 

Widerstand Wi x; solche Reihen lassen sich insgesamt ~ bilden. Da x 
sie parallel geschaltet sind, ist der innere Gesamtwiderstand des Systems 

w· x : ~ = Wi x2 wahrend die Gesamtspannung ex bleibt. Zum in-
• x n ' 

neren Widerstande 3!!.i. x 2 kommt noch der auBere Widerstand Wa n 
des Stromkreises hinzu, so daB der vom Strome zu iiberwindende 

Gesamtwiderstand W = Wi x 2 + Wa ist. Dann berechnet sich die Stromn 
starke i zu 

i= __ ex __ 
Wi x2 +w n a 

Zwar kann praktisch x als Anzahl der in Reihen geschalteten Elemente 
nur eine in n als Faktor enthaltene natiirliche Zahl sein; doch wollen 
wir einmal von dieser Beschrankung absehen und die Funktion 

• ex 
~=----

_Wi X2+ W 
n a 

rein mathematisch behandeln, also annehmen, daB x irgendeine, also 
auch eine gebrochene oder irrationale positive oder negative Zahl sein 
kann. DaB diese Annahme keine abstrakt mathematische Betrach
tung ist, sondern sehr wohl praktischen Nutzen zeitigt, wird die fol
gende Hochstwertuntersuchung lehren. Wir erkennen, daB unsere 
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Funktion eine echt· gebrochene rationale Funktion ist; da unter der 
praktisch einzig moglichen Annahme, daB die Konstanten e, Wi, Wa , n 

absolute GroBen sind, die Gleichung w, x 2 + Wa = 0 keine reellen Wur-n 
zeIn hat, wird i auch fiir keinen reellen Wert von x unendlich groB. 
AuBerdem ist fiir x >0 auch i >0. Die zugehorige Kurve hat also 
die x-Achse zur Asymptote, sonst aber keine weiteren Asymptoten. 
Ferner geht sie, wie man sich leicht iiberzeugt, durch den Nullpunkt; 
schlieBlich hat sie den Nullpunkt 
zum Mittelpunkt, da zu entgegen
gesetzt gleichen Werten von x auch 
entgegengesetzt gleiche Werte von i 
gehOren [so (25) S. 54]. Sie hat 
demnach den in Abb. 43 angedeu
teten Verlauf. Aus ihm erkennt man, 
daB fUr kleine positive x auch i klein 
ist, daB mit wachsendem x auch i 
anfangs wachst, bis es einen Hochst
wert erreicht hat, um von da an all

------------~------------~x 

Abb.43. 

mahlich bis zum Betrage Null abzunehmen. Derjenige Wert von x, 
fiir den i am groBten ist, hat nun besondere Bedeutung; denn er gibt 
uns jene Schaltweise, durch welche wir mit den vorhandenen Mitteln 
die groBtmogliche Stromstarke erzielen. Zur rechnerischen Ermittlung 
bilden wir den Differentialquotienten 

di (~X2+Wa)e-ex'2~x e(Wa-~X2) 

dx (:' x2+War (~'X2+War' 

Damit ~} gleich Null wird, muB del' Zahler verschwinden; es ist also 

Wa - Wi x2 = 0 oder x = + 1/ n. Wa • 
n r Wi 

(Warum nur +r~) Die hochste zu erzielende Stromstarke ist 

. e n Y-
~max = 2" w.w· 

, a 

1st beispielsweise n = 12, Wa = 3wi , so schaltet man am zweck
maBigsten die Elemente zu je sechs in zwei Reihen, um als groBtmog-

lichen Wert der Stromstarke ~ zu erhalten. 
Wi 

C. Die Unkosten, die die Anlage einer elektrischen 
Lei tun g verursacht, setzen sich ill wesentlichen aus zwei Teilen 
zusammen, den Anlagekosten und den durch Energieverlust hervor
gerufenen Kosten. Beide sind vorwiegend bestimmt durch den Quer-
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schnitt q des Leitungsdrahtes. Der Preis fur 1 ill Draht ist im all
gemeinen proportional dem Querschnitt, also K· q. Der Energie
verlust auf 1 m Draht ist urn so groBer, je kleiner der Querschnitt 
ist; er mage umgekehrt proportional zu diesem angenommen werden, 

also gleich E. Dabei sind K und E Konstanten, die von wirtschaft-q 
lichen und sonstigen Verhaltnissen bestimmt sind. Die Gesamtkosten 
fUr 1 m sind also 

E 
U=K·q+-. q 

U ist demnach eine unecht gebrochene rationale Funktion von q. 
Nach den Ableitungen von (32) muB die zugehorige Kurve die Ge

/ 
/ 

/ 

Abb.44. 

stalt del' Abb. 44 haben, wobei K = tgex 
ist. Es sei dem Leser uberlassen, das 
Beispiel weiter durchzufuhren, insbeson
dere festzustellen, mit welchem Quer
schnitte man am wirtschaftlichsten ar
beitet. 

(q = V;, Umin = 2YEK). 
Die gebrochene rationale Funktion 

unterscheidet sich wesentlich von den 
bisher betrachteten Funktionen dadurch, 
daB sie uns zwingt, auch den Begriff 
del' Unstetigkeit, allerdings noch ver

bunden mit dem Begriffe des Unendlichen, in unsere Betrachtungen 
hereinzuziehen. 1m nachsten Paragraphen werden uns wieder neue 
Begriffe entgegentreten, wenn wir uns mit den in v e r sen Fun k -
t ion e n befassen. Da zu ihrem Verstandnis die sogenannte K e t ten -
regel erforderlich ist, soIl sie am Anfange del' folgenden Betrach
tungen stehen. 

§ 7. Die Kettenregel. Die inversen Funktionen. 
(34) Wenn wir den Differentialquotienten einer ganzen rationalen 
Funktion, etwa von der Gestalt y = (ax2 + bx + C)4, bilden wollen, 
so haben wir nach unseren bisher erworbenen Kenntnissen zuerst die 
Potenz auszumultiplizieren - wir bekommen in unserem Beispiele 
eine Funktion achten Grades - und dann gliedweise zu differenzieren. 
Einen einfacheren Weg eroffnet uns die Kettenregel, zu deren Ablei
tUlig wir nunmehr schreiten wollen. 

Wir fiihren statt ax2 + bx + c eine 
y = z4, wobei z = ax2 + bx + c ist. 

neue GroBe zein; dann ist 
Ganz allgemein mage sein 
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y = f(z), wobei z = r(x) ist; y ist gewissermaBen nieht direkt, 
. sondern dureh Vermittlung einer Zwisehenveranderliehen z von x ab

hangig. Man sagt, "y ist eine Funktion von einer Funktion 
von x" odeI' "y ist eine mit tel b a I' e Funktion von x". Die ver
mittelnde GroBe z spielt eine doppelte Rolle; bezuglieh x ist es die 
abhangige, bezuglich y die unabhangige Veranderliehe. 

Erteilt man del' GroBe x einen Zuwaehs LI x, so erhalt aueh wegen 
del' Beziehung z = r (x) die GroBe z einen Zuwachs LI z und daher 
infolge del' Beziehung y = f (z) aueh y einen Zuwaehs LI y; mit anderen 
Worten: del' Zuwaehs LI x hat einen Zuwaehs LI y zur Folge. Fur den 
del' Betraehtung zugrunde gelegten Wert von x moge z = r(x) stetig 
sein, also limLlz = 0, und fur den sieh aus ;; ergebenden Wert von z 

J",->-O 

moge aueh y = f(z) stetig, also limLl y = ° sein. Das heiBt abel', daB 
Jz->-O 

aueh limLl y = ° ist, und man erhalt den Satz: Die stetige Funktion 
.'1",->-0 

einer stetigen Funktion einer Veranderliehen ist e benfalls 
eine stetige Funktion diesel' Veranderliehen. In unserem 
obigen Beispiel ist y = Z4 eine stetige Funktion von z (als ganze 
rationale Funktion von z) und z = ax2 + bx + c eine solehe von x 
(aus demselben Grunde); daher ist aueh y = (ax2 + bx + C)4 eine 
stetige Funktion von x. 

Wir bilden nun den Differentialquotienten ~;. Wir gehen vom 

Differenzenquotienten ~.~ aus; diesen konnen wir sehreiben: 
Ay Ay Az 
·L!x = LiZ· Ax' 

Wird nun LI x unendlieh klein, so nahert sieh ~; dem Differential

quotienten ~; und ~; dem Differentialquotienten~~-; zugleieh wird 

abel' aueh LI z unendlieh klein, und ~ y nahert sieh dem Differential-
• LJ Z 

quotienten .~.~.. Wir erhalten demnaeh die Gleiehung 

dy dy dz 64) 
dx = dz· dx' 

Lehrsatz: 1st y = f(z) eine stetige Funktion von z, wobei z = r (x) 
eine stetige Funktion von x ist, so ist au~h y = f(r(x)) eine stetige 
Funktion von x; ihren Differentialquotienten naeh x erhalt man, indem 
man den Differentialquotienten von f(z) naeh z mit dem Differential
quotienten von r (x) naeh x multipliziert. 

1m 0 bigen Beispiele ist 

~; =4z3=4(ax2 +bx+c)3 und 

also ist 

dz 
-=2ax+b' 
dx ' 

d(ax2 + bx + C)4 
-- l =4(ax2 +bx+cp·(2ax+b). ex 



78 Das Dilierenzieren. (34} 

Diese Differentiationsregel gestattet noch eine Erweiterung: 1st 
namlich z nicht direkt eine Funktion von x, sondern eine Funktion . 
einer anderen Veranderlichen u: z = cp (u), und u eine Funktion 
von x: u = V' (x), so ist nach der eben abgeleiteten Regel 

dz dz du 
ax = du 'ax' 

demnach dy dy dz du 
ax = liZ . au' dx . 

Die drei Faktoren der rechten Seite folgen derart aufeinander, daB 
der formale Nemler des ersten Faktors zugleich der formale Zahler 
des zweiten Faktors ist usw.; es wird eine Art von Kette gebildet, 
die das Anfangsglied d y derselben durch Zwischenglieder mit dem 
Endgliede dx verkniipft. Aus diesem rein au13erlichen Grunde nennt 
man die obige Regel auch die Kettenregel. Einige Beispiele folgen. Auch 
diese Regel ist gut einzuiiben. 

1 - (a x + b)3 _ 3 b' _ ax + b . tN' h d . y - ex + g - Z, wo el Z - ex + g IS. un 1St nac er 

Grundformel 35) 
!!:JL = 3z2 = 3 (ax + b)2 
dz ex + g 

und nach der Quotientenregel 

dz ag - be 

also ist 
dx (c·X-+g)2 ' 

d(ax+b)3 . 
~+g _3(ax+b')2.!!,.g-be _3(ag-be)(ax+W 

dx - ex+g (ex+g)2- (ex+g)4 . 

2. y=(3x2-7x+6)3·(x+5)2=U·V, wobei u=(3x2 -7x+6)3 
und v = (x + 5)2 ist. Nach der Produktregel ist 

dy dv du 
ax=u'ax+v, ax , 

Wir miissen demnach zuerst ~~ bilden; es ist v = Z2, wobei z = x + 5 

ist, also ist nach der Kettenregel 

dv dv dz '"' ax = liZ' dx = 2z·1 = 2(x + 0). 

Ferner ist ~~ zu ermitteln; es ist u=w3, wobei w=3x2 -7x+6 

ist; also ist 
du du dw 
ax = dw·ax = 3w2. (6x -7) = 3(3x2 -7x + 6)2. (6x -7). 

Setzen wir dies oben ein, so erhalten wir 

~ = (3 x2 - 7 x + 6)3. 2 (x + 5) + (x + 5)2·3· (3 x2 - 7 x + 6)2 (6x - 7) . 
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Dieser Ausdruck la.Bt sich noch zusammenfassen in 

:; = (3x2 - 7x + 6)2 (x + 5)[2 (3X2 - 7x + 6) + 3(x + 5)(6x + 7)] 
= (3X2 - 7 x + 6)2(X + 5)(24x2 + 55x - 93) . 

3. Y = (~2+ i»: = : ' wobei u =(x-l)3 und v=(x2+1)2 ist. Nach 

der Bruchregel ist du dv 
dy vTx-u'dx 
dx = v2 

Hierbei sind ddu und ddv wieder nach der Kettenregel zu berechnen: 
x x d 

U=Z3, wobei z=x-l ist; also d: =3z2·1=3(x-l)2. v=w2, 

wobei w=x2 +1 ist; also dd v =2w.2x=4x(x2+1). Demnach 
. x 

erhalten WIT: 

dy (X2 + 1)2 • 3 • (x - 1)2 - (x - 1)3. 4X(X2 + 1) 
Tx (X2 + 1)4 

(x - I)2[3(x2 + 1) - 4x(x - 1)] (x - 1)2(3 + 4x - x2 ) 

= (Xli + 1)3 = (X2 + 1)3 

Ein anderer haufig zu empfehlender Weg fiir die Differentiation 
eines Bruches ist der, den Bruch in Produktform zu schreiben und 
damit dieses Beispiel auf die Form des Beispieles 2 zuruckzufiihren: 
y = (x - 1)3. (X2 + 1)-2 = U· v, wobei u = (x - 1)3 und v = (x2+ 1)-2 
ist. Jetzt ist 

dv 
Tx = -2(x2 + 1)-3. 2x = -4x(x2 + 1)-3, 

wahrend wie oben ~: = 3(x - 1)2 ist. Dann ist aber nach der 
Produktregel 

:; = (x - 1)3. [_4X(X2 + 1)-3] + (X2 + 1)-2. 3(x - 1)2 

(x - I)2[3(x2 + 1) - 4x(x - 1)] (x - 1)2(3 + 4x - x2) 

= (Xli + 1)3 = (x2+ 1)3 

Man vermeidet auf diesem Wege eine uberflussig hohe Potenz des 
ursprunglichen Nenners im Differentialquotienten. 

4. y = [( (X2 + ! r + by + at y = Z2, wobei z = u3 + a, 
u = v2 + b 
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Demnach ist 

~~ =2[((X2+~r+br+a].3((x2+ ~r+bt2(X2+~).(2X-:2) 

= 12 [ ( (X2 + ~) 2 + b) 3 + a] . ( ( x2 + ~) 2 + b) 2 ( x2 + ~) (2 x _ ~) . 
Diese Beispiele mogen genugen; aus ihnen kann man - und 

zwar, wie sich im Laufe q.er weiteren Entwicklung herausstellen wird, 
mit Recht - vermuten, daB man mit Hilfe der Kettenregel stets 
i'mstande ist, die Differentiation einer auch noch so verwickelten 
Funktion, auf die Differentiation von ·Elementarfunktionen - in 
unseren Beispielen der El~mentarfunktion y = xn , der einzigen, die 
wir bis jetzt differenzieren konnen - zuruckzufuhren. 

(35) Uberaus wertvoll erweist sich die Kettenregel in ihrer Anwendung 
auf die inversen Flmktionen, denen wir uns jetzt zuwenden wollen. 
Es ist, wie schon in (1) angedeutet worden ist, haufig nicht von vorn
herein zu entscheiden, welche del' beiden Veranderlichen man als die 
unabhangige, welche man als die abhangige anzusehen hat; zu
weilen wird man die eine, dann wieder die andere Anschauung vor
ziehen. So wird im Beispiele (1) die Beziehung F = -;- C + 32 zu 
wahlen sein, wenn man aus gegebener Celsiusangabe die Fah
renheitangabe errechnen will; umgekehrt wird man zur For mel 
C = t F - 17 i- greifen, wenn man die entgegengesetzte Aufgabe 
lOsen muB. Die beiden Funktionen F =; C + 32 und C = ·~F - 17~· 
gehoren eng zusammen; man nennt die eine die Umkehrfunktion oder 
die inverse Funktion zur anderen; dabei ist es gleichgultig, welche von 
beiden man als die ursprungliche und welche man als die abgeleitete 
Funktion ansehen will. 

Wie erhalt man nun die inverse Funktion zu einer gegebenen 
Funktion ~ rst y = t(x) die gegebene Funktion, so lOse man diese 
Gleichung nach der GroBe x auf. Man erhalt dadurch einen Ausdruck 
von der Form x =. cP (y). Da wir abel' gewohnt sind, die unabhan
gige Veranderliche mit x, die abhangige dagegen mit y zu bezeichnen, 
so ist y = cp (x) die zu y = t(x) inverse Funktion. rst also y =~- x + 32 
die ursprungliche Funktion, so erhalten wir durch Auflosung nach x 
die Gleichung x = ~. y - 1~ und durch Vertauschen von x und y 
y = } x - 1~. Also sind die beiden Funktionen y = ~~ x + 32 und 
y = .~ x - 4:~ zueinander invers. Noch einfacher wird die Uberleitung 
aus einer Funktion in die andere, wenn man in der ursprunglichen 
Funktionsgleichung x und y miteinander vertauscht; so ist zu 
y = t(x) die inverse Funktion x = t(y). Allerdings verzichtet man 
hierbei darauf, die letzte Gleichung nach der abhangigen Verander. 
lichen aufzulOsel1. 
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Beispiel: y = fx + 32 und x = fy + 32. 
Desgleichen ist die zur quadratischen Funktion y = ax2 + bx+c in

verse Funktion x = a y2 + by + coder nach der abhangigen Verander-
lichen aufgelOst: b 1 . 

Y = - 2a + 2a l'b2 - 4a(c - x). 

Woran erkennt man nun, daB zwei gegebene Funktionen y = f(x) 
und y = cp(x) zueinander invers sind ~ Diese Frage ist nach den 
obigen Ausfuhrungen nicht mehr so schwer zu entscheiden. In einer 
der beiden Gleichungen, beispielsweise in der letzteren, vertausche man 
x und y, so daB sich ergibt x = cp (y); diesen Wert setze man in die 
erste Gleichung fUr x ein. Der Ausdruck y = f(cp(y)) muB eine iden
tische Gleichung ergeben; d. h. die rechte Seite muB sich dann so 
umformen lassen, daB nur noch y stehenbleibt. Beispiel: Es seien 
wiederum y = fx + 32 und y = }x - l~O gegeben; in der letzteren 
vertauschen wir x und y, um zu erhalten x = i-y - 1:;0; diesen Wert 
setzen wir in die rechte Seite der ersten Gleichung ein: 

t x + 32 = t (t y - .Lt.ll.) + 32 = y - 32 + 32 = Y . 
Damit ist gezeigt, daB die beiden Funktionen zueinander invers sind. 
Zeige, daB dies auch fUr die beiden Funktionen 

y = a x2 + b x + c und y = L (-b + y=-=b2:----:-4-a-(c----,-x)) 
gilt! 

SchlieBlich solI noch die Frage beantwortet werden: Welche Be
ziehung besteht zwischen den beiden Schaubildern, die zu zwei in
verseh Funktionen gehoren ~ Erfullt 
das Wertepaar x = a, y = b die Glei-
chung y = f (x), so liegt der Punkt 
PI(a[b) auf der zu dieser Gleichung ge
horigen Kurve. Dann muB aber das 
Wertepaar x = b, y = a die zur vorigen 
inverse Gleichung x= f (y) erfUllen, d. h. 
der Punkt P 2 (b [a) auf der zu dieser ge- __ --l._...J....!:o+--;o--,-/l-L-__ 
horigen Kurve liegen. Nun sind aber die /// 
beiden Punkte PI und P 2 zueinander // 
spiegelbildlich bezuglich der 45 0 -Linie /'/ 
[so a. (31)]. Demnach miissen die heiden // 

/ 
Kurven selbst zueinander bezuglich 
dieser Linie symmetrisch liegen. Man 
zeige dies an den zu den Funktionen 

y = t x + 32 und y = -~ x - li-.ll. 

/ 

t, 

Abb.45. 

bzw. y = a;r2 + b x + c und y = 21a (-b + yb2 - 4a(c - x) 
gehOrigen Bildern. 

Wicke, Ingenieur-Mathematik 1. 6 
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Zwischen zwei inversen Funktionen bestehen also die denkbar 
innigsten Beziehungen; diese miissen sich auch auf deren Differential- . 
quotienten erstrecken, die wir nun bilden wollen. Den Schliissel hierzu 
liefert uns die Kettenregel: Es sei y = f(x) die gegebene Funktion, 
dienach xaufge16st, die Form haben mage x = cp(y) so daB f(cp(y)) == y 
ist und demnach f(x) und cp(y) zueinander invers sind. Da nun 

~~ = 1 [so (18)] ist, so muB auch df(!~Y)) = 1 sein. Nun ist aber nach 

der Kettenregel: 

df(x) = df(x). dx = df(x). dq;(y) = f'(x). '( ) 
dy dx dy dx dy cP Y . 

Folglich ist 
/,(x) • cp'(y) = 1. 65) 

Die Differentialquotienten zweier zueinander inversen 
Funktionen sind zueinander reziprok. Dieses iiberaus wichtige 
Ergebnis kannen wir auch aus Abb. 45 ablesen: Sind tl die in PI und t2 

die in P 2 an die inversen Kutven gelegten Tangenten und CPI bzw. CP2 
ihre Richtungswinkel, so muB infolge der Symmetrie beziiglich der 
45°-Linie CPI + CP2 = 90°,alsotgCPI' tgCP2 = I,oder da tgCPI= j'(x)x=a 
und tgCP2 = cp'(X)x=b ist, /'(x)x=a· cp'(X)x=b = 1 sein - in Uberein
stimmung mit dem obigen Ergebnis. 

Die in den vorangehenden Zeilen entwickelte Lehre von den Umkehr
funktionen gibt uns in Verbindung mit der Kettenregel den Schliissel, 
eine neue Gruppe von Funktionen, die bei weitem umfangreicher als 
die bisherige ist, zu untersuchen. Die Funktionen, die wir bisher be
handelt haben: die ganze und die gebrochene rationale Funktion, werden 
unter dem Begriffe der rationalcn Funktioncn zusammengefaBt. Wir 
erinnern uns daran, daB sie entstehen, wenn man auf die Verander
liche und eine Anzahl von Konstanten die vier elementaren Rechllungs
arten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division anwendet. 
Die Multiplikation schlieBt dabei von selbst auch das Potenzieren mit 
natiirlichem Exponenten ein. Ehe wir uns jedoch mit den i r rat ion a len 
Fun k t ion e n befassen, sei noch der binomischc Satz abgeleitet, da 
wir ihn bald benotigen werden. 

(36) Es ist, wie sich leicht durch foTtschreitendes Ausmultiplizieren 
bestatigen laBt: 

(I+x)2=I+2x+ X2 , 
(1 + X)3 = 1 + 3x + 3x2 + 
(1 + X)4 =1 -to-4x + 6x2 + 4x3 + x4, 

(1 + X)5 = 1 + 5x + IOx2 + IOx3 + 5x4 + x5 • 

66) 
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Der binomische Satz befaBt sich nun mit der Entwicklung 
des Ausdruckes (1 + x)n nach steigenden Potenzen von x fur 
beliebige Werte von n. Wir beschranken uns hier auf den Fail, daB n 
eine naturliche Zahl iat. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daB wir 
in diesem Falle beim Ausmultiplizieren von (1 + x)n eine Summe von 
n + 1 Gliedern erh~lten. Das erste Glied heiBt 1, die ubrigen sind 
nach steigenden Potenzen von x geordnet, das letzte Glied ist xn; 
die ubrigen Potenzen von x sind mit je einem Faktor multipliziert; 
diese Faktoren heiBen die Binomialkoeffizienten. Um sie zu 
ermitteln, setzen wir an: 

die Binomialkoeffizienten sind also der Reihe nach mit 

bezeichnet worden; man liest (~) als "n uber k" und nennt (~) den 

kten Binomialkoeffizienten der nten Reihe. (~) ist nur von n 

und k abhangig, muB sich also durch diese beiden Zahlen ausdrucken 

lassen. FUr besondere Werte von n und k ki.innen wir (~) schon angeben: 

man erkennt aus 67) sofort, daB (~) = (:) = 1 ist. 66) lehrt ferner, daB 

m=2, 
(~) = 5, 

m =3, 

(~) = lO, 

(;) = 3, 

(~) = lO, 

(~) = 4 , (;) = 6, (!) = 4, 

(5) ,.. . t 4=D ... 1S. 

Kennt man aile Binomialkoeffizienten der (n - l)ten Reihe, so 
kaml man leicht diejenigen der nten Reihe bilden, da man (1 + x)n 
aus (1 + x)n-l dadurch erhalt, daB man (1 + x)n-l mit (1 + x) multi
pliziert. In del' Reihe (1 + x)n-l kommt nun ein Glied VOl' mit der 
Potenz xlc und eines mit der Potenz Xlc -1; ersteres hat den Bino-

mialkoeffizienten (n ~ 1), letzteres den Binomialkoeffizienten (~==~). 
Multipliziert man (1 + x)n-l mit 1 + x, so muB auch u. a. das Glied 

(n~l)xlc mit 1 und das Glied (~==~)xlc-l mit x multipliziert werden; 

beide Multiplikationen ergeben die kte Potenz von X. Es sind dies 
aber auch die einzigen Glieder von (1 + x)n-l, die bei der Multipli
kation mit 1 + x Glieder von (1 + x)n mit der Potenz xk liefern; 

6* 
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also lautet dieses Glied [(~ =~) + (n ~ 1)] x". Da dieses aber den 

Binomialkoeffizienten (~) hat, so muB 

sein. Wir sehen diese Formel in den Gleichungen 66) bestatigt. Mit 
Hilfe von Formel 68) k6nnen wir also aus den Binomialkoeffizienten 
der (n-l)ten Reihe die der;nten Reihe ableiten. Urn dieses recht iiber
sichtlich zu gestalten, machen wir von den beiden selbstverstandlichen 
Gleichungen Gebrauch (1 + x)O = 1 und (1 + X)l = 1 + x, aus denen 

folgt (~) = 1, (~) = 1, G) = 1. Wir schreiben die Binomialkoeffizienten 

einer bestimmten Reihe in eine Zeile, und zwar so, wie das folgende 
Schema es zeigt: 

1 
1 

1 
1 1 

121 
1 3 3 1 

4 6 4 
5 lO 10 5 

69) 

1 
1 

Man nennt es das Pascalsche Dreieck. Nach Formel 68) muB nun 
jedes Glied gleich der Summe derjenigen beiden Glieder der voran
gehenden Zeile sein, unter deren Liicke es steht; wir iiberzeugen uns, 
daB dies der Fall ist. Wir k6nnen auf Grund dieser Eigenschaft mit 
Leichtigkeit, ohne weiteres Ausmultiplizieren, die Binomialkoeffizienten 
der sechsten Reihe aufstellen; sie miissen lauten: 

1 6 15 20 15 6 1 

und ebenso die der folgenden Reihen 

1 7 21 35 35 21 7 1 
1 8 28 56 70 56 28 8 1 

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 
1 lO 45 120 2lO 252 2lO 120 45 lO 1 

Dieses Verfahren, die Binomialkoeffizienten zu ermitteln, hat den 
Nachteil, daB man zwei Binomialkoeffizienten der vorangehenden 
(n - l)ten Reihe schon kennen oder selbst erst ableiten muB, urn 
einen der n ten Reihe zu berechnen. Befriedigend ist die Aufgabe erst 

dann ge16st, wenn wir eine Formel gefunden haben, die (~) unmittelbar 

durch n und k ausdriickt. Zu ihrer Ableitung gehen wir von der Glei
chung 67) aus; sie stellt eine Identitat dar; d. h. sie solI fUr jeden 
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beliebigen Wert von x erfiillt sein. Dann muS auch der Differential
quotient der linken Seite identisch gleich dem Differentialquotienten 
der rechten Seite sein. Den Differentialquotienten der linken Seite 
bilden wir unter Zuhilfenahme der Kettenregel: Wir setzen y = z .. , 
z = 1 + x; es ist 

~~ = nzn-l = n(1 + x)n-l, ~; = 1. 

Also ist 
d(l + x)" _ (1 + )·n-l 

d -n x . x . 

Die rechte Seite differenzieren wir gliedweise unter wiederholter Be
nutzung der Formel 35). Setzen wir beide Differentialquotienten ein
ander gleich, so erhalten wir: 

n(l+x)n-l=I'(~)+2.(;)x+3.(;)x2+ ... +k.(~)xk-l+ "'j67a) 

+ (n - 1). (n~ 1)xn- 2 + n.(:) xn-l. 

Dieses Verfahren setzen wir fort; d. h. wir bilden fortgesetzt die Diffe
rentialquotienten beider Seiten und setzen diese einander gleich; wir 
erhalten so die weiteren identischen Gleichungen: 

n(n - 1)(1 + x)n-2 

= 1.2.(;) + 2.3.(;)x+ 3·4· (:)x2+ ... +(k-I).k(~)xk-2+ ... 

+ (n - 2) (n -1)(n~1)xn-3 + (n -1)n(:)xn- 2 , 

n(n - I) (n - 2) (I + x)n-3 

= 1.2.3.(;)+ 2.3.4(:)x+ .. , + (k-2)(k-l)k(~)x"-3+ ... 

+ (n - 3) (n - 2) (n-l) (n ~ 1)xn- 4 + (n - 2) (n - I) n(:)xn- 3, 

n(n -I)(n - 2) .,. (11, - k + 1)(1 + x)n-k 67 b) 

=1· 2 ... k(~) + ... + (n-k) ... (n -2) (n-I)(n~l)xn-l-k 

+ (n + 1- k) ... (11, -I)n(:)xn- k, 

n(n-l)(n-2) ... 2(I+X)=1.2 ... (n-3)(n-2)(n-l)( n) 
n-l 

+ 2·3··· (n - 2)(n-l)n(:)x, 

n(n-l)(n-2) ... 2·1 = 1·2·3··· (n-2)(n-l)n.(:): 
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Nun setzen wir in den Gleichungen67), 67a), 67b) fUr x den Wert Null 
ein; wir bekommen dadurch der Reihe nach die Gleichungen: 

1 = (~) , n = 1 . (~), n(n - 1) = 1·2· (;), 

n (n - l}(n - 2) = 1 ·2·3· (;) , ... , 

n(n - 1) ... (n - k + 1) = 1· 2 ... k(~), ... , 
n(n - l}(n - 2) .. ·<2 = 1· 2 ... (n - 3)(n - 2)(n - 1). (n~l)' 

n(n - l)(n - 2) ... 2·1 = 1·2·3 ... (n - 2)(n - 1) n· (:) . 

Diese k6nnen wir nach den Binomialkoeffizienten aufl6sen, fiir die 
sich die Werte ergeben: 

(~) = 1, (~) = ~, (;) = n(~:; 1), (;) = n(n~.I~:n3-2) , ... , 

(n) = n(n - l)(n - 2) .. , (n - k + 1) 
k 1·2.3··.k , ... , 

( n ) = n(n - l)(n - 2) .. , 2 
n - 1 1 ·2·3 ... (n - 1) , 

(n) _ n(n - 1)(n - 2) ... 2 ·1 _ I 
n - 1· 2 . 3 ... (n - 1) n - . 

70) 

Damit ist unsere Aufgabe in der gewiinschten Form gel6st. Wir k6nnen 

den Ausdruck fiir (~) noch etwas einfacher gestalten, indem wir das 

Produkt aller ganzen Zahlen von 1 bis le, also den Ausdruck 
1·2.3 •.. (le - 2)(le - l)le kurz in der Form k! schreiben und let 
als "le ausgerufen" lesen. Macht man hiervon Gebrauch, so kann man 
schreiben: . 

(n) = n(n - 1) ... (n - k + 1) 
k k! . 

Erweitern wir mit (n - k)!, so wird 

(n) = n(n - l)(n - 2) ... (n - k + 1) . (n - k)(n - k - 1) ... 3 . 2 ·1 
k 1 . 2 • 3 .. , k . 1 . 2 . 3 ... (n - k) 

oder, da der Zahler gleich n! ist, 

(n) n! 
k = k! (n - k)! • 70a) 

Zwischen den Binomialkoeffizienten besteht nun eine Fiille von 
Beziehungen, auf die einzugehen hier nicht der Ort ist. Erwahnt 
seien nur die folgenden: Gleichung 68) stellt eine solche dar; und 
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aus Gleichung70a) folgt sofort eine andere: Nach fur ist namlich, wenn 
wir statt k den Wert n - k setzen: 

( n ) n! n! (n) (n) 
n-k = (n-k)!(n-(n-k))! ='(n-k)!k!' also k = ,n-I:. . 

Nun steht aber in der Entwicklung (1 + xt das Glied mit dem Koeffi

zienten (n ~ k) ebenso weit vom Ende entfernt wie das Glied mit dem 

Koeffizienten (~) vom Anfange; also sind die Binomialkoeffizienten 

jeder Reihe symmetrisch angeordnet, eine Eigenschaft, die man schon 
aus den Formeln 69) vermuten konnte, die hiermit fiir jedes n streng 
bewiesen ist. 

Wir wollen schlieBlich die gewonnenen Ergebnisse auf ein Beispiel 
anwenden; wir wahlen hierzu den Ausdruck (a + b)9. Wir konnen 
schreiben: 

(a + b)9 = a9(1 + ! t = a9(1 + X)9, , 

wenn ~ = x gesetzt wird. Es ist a 

(1 + X)9 = 1 + (i) x + m x2 + (:) x3 + (!) X4 + (:) x5 + (:) x6 

+ (~) x7 + (:) x 8 + (!) x9 , 

und wir finden nach 70) 

('9) 9 (9) 9 . 8 (9) 9 . 8 . 7 (9) 9 . 8 . 7 . 6, 
1 = T = 9, 2 = 1=2 = 36, 3 = ~ = 84, 4 = ~3---=--4 = 126 

usf. Demnach ist 

(a + b)9 = aD (1 + 9 ! + 36 (! t + 84 (! r + 126 (! r + 126 (! Y 

+ 84 ( ! r + 36 ( ! r + 9 ( ! t + (! t) 
oder 

(a + b)9 = a9 + 9a8 b + 36a7 b2 + 84a6 b3 + 126a5 b4 + 126a4 b5 

+ 84a3 b6 + 36a2 b7 + 9 ab8 + b9 • 

§ 8. Die irrationalen Funktionen. 
(37) Wendet man auf eine Veranderliche x und eineAnzahl von Kon
stanten auBer den Grundrechnungsartenauch noch das Wurzelziehen 
an, so erh~lt man die irrationalen Funktionen; sie unterscheiden sich 
rein auBerlich von der bisher betrachteten rationalen Funktion 
durch das Auftreten des Wurzelzeichens. 
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Der einfachste Fall der irrationalen Funktion ist natiirlich die 
Funktion 

Y= Yx. 71) 

Sie ist nach (35) die zu y = x 2 inverse Funktion. Doch hier 
begegnen wir einer neuen Sachlage: Die Quadratwurzel aus einer 
Zahl ist nur dann reell, wenn del' Radikand x positiv ist. Wir lernen 
demnach in 71) eine Funktion kennen, die nicht fiir jeden Wert von 
x einen - fiir uns allein in Betracht kommenden - reellen Wert hat, 
sondern nur fiir x > 0, ein Verhalten, das bei den rationalen Funktionen 
vollig ausgeschlossen war. Ferner wissen wir aus der Algebra, daB die 
Quadratwurzel aus einer positiven Zahl stets zwei entgegengesetzt 
gleiche Werte hat. Die Funktion y = rx ist eine zweideutige 
Funktion. Um den Differentialquotienten von y = yx- zu bilden, 
benutzen wir den in (35) gewonnenen Satz: Wir losen nachx auf und 

h 1 - 2 D h . dx - 1 dy _ 1 d dy _ 1 . er a ten x - y. a er 1St d~ - 2y, a so ~d - 2~' 0 er d~ - ,r::;: , _ y x y x 2rx 
demnach ist d/xX = 2 ~x' Wir sehen, daB .auch der Differentialquo-

tient ,nur fiir x >0 reell ist und ebenfalls zwei entgegengesetzt gleiche 
Werte hat. Besonders hervorzuheben ist aber der Wert x = 0; fiir 
ihn hat y den Wert 0, ist also - im Gegensatz zu allen anderen Werten 
von -Vi - eindeutig. Dagegen ist der Differentialquotient an dieser 

Stelle gleich 00; es kann also fiir ~; der Wert ~ auch an Stellen ein. 

treten, an denen der Funktionswert y selbst endlich ist. 
Das Schaubild der Funktion y = -vx bestatigt die Ergebnisse der 

Rechnung. Es hat folgende Eigenschaften: Da sich nur fiir positive x 
reelle y ergeben, verlauft die Kurve nur auf derjenigen Halbebene, welche 
die positive x-Achse enthalt, und da zu jedem positiven x zwei entgegen
gesetzt gleiche y geh6ren, ist die x-Achse Symmetrieachse der Kurve. 
Ferner geht die Kurve durch den Anfangspunkt und beriihrt in diesem 
die y-Achse (s. Abb. 46); man findet am bequemsten und raschesten die 
Punkte 

010, +ll±l, +41+ 2 , +9[±3, +tl±h 

+1-! ± t, +-24Q[ ± t ... ). 

Da uns auch der Differentialquotient d fX = ~J- bekannt ist, sind 
dx 2 r x 

wir in der Lage, in den einzelnen Punkten an die Kurve die Tangenten 
zu legen, wobei nur zu beachten ist, daB das VOl'zeichen del' Wurzel 
mit dem jeweiligen Vorzeichen von y iibereinzustimmen hat. So hat die 
Tangente im Punkte P ( +i- [ + t) die Richtung +i, dagegen im 
Kurvenpunkte P' (+i- [- {) die Richtung -i. Auch das Verhalten 
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der Funktion y = -VX' fUr x = 0 erhellt aus der Kurve; denn da diese 
in 0 die y-Achse zur Tangente hat, so nahert sich A y wesentlich 

langsamer dem Werte Null als A x; und das Verhaltnis ~; wachst 

mit abnehmendem A x iiber aile Grenzen hinaus. In Abb. 46 a ist der 
Kurventeil in der Scheitelnahe vergroBert gezeichnet; es ist fUr 

Ax=t 
Ay=t 
LJy _ 2 
Ax -

1 
TEf 

t 
4 

1 
"6"4 

t 
8 

1 n 

16 

0, 

0, 

00. 

Da nach (35) die Bilder zweier zueinander inversen Funktionen 
zueinander beziiglich der 45 0 -Linie symmetrisch sind, so muB dies auch 

y 

+2 
.-,:::;c:::: 

""'~ 
/ 

/ 

+7 -;;; 
..-
/ 

2 3 'I 
x 

'\ 
I" 

_1r-
f"1>o. 

r- Ie 
r-~ 

-2 r-t---
r-

1 1 Esiiii 1& f 
Abb.46. Abb.46a. 

fUr die Bilder der Funktionen y = -VX' und y = x 2 gelten. Hiernach 
ist das Bild der Funktion y = -VX eine Parabel, deren Scheitel in 0 
liegt, deren Achse die positive x-Achse und deren Scheiteltangente die 
y-Achse ist. 

(38) Am haufigsten tritt die einfachste irrationale Funktion in der 
etwas ailgemeineren Form auf 

y=-V2px oder y2=2px; 72) 

aus ihr ergibt sich Gleichung 71), wenn man 2p = 1 setzt. Die inverse 

Funktion ist y = ;;; die zu ihr gehOrige Kurve ist nach (16) eine 

Parabel, deren Scheitel in 0 liegt, deren Achse die y-Achse und deren 
Scheiteltangente die x-Achse ist. Daher ist die zu 72) gehorige Kurve 
ebenfalls eine Parabel, deren ·Scheitel in 0 liegt, deren Achse aber die 
x-Achse und deren Scheiteltangente die y-Achse ist. Die hier auftretende 
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Konstante p, welche die Gestalt del' Parabel bestimmt, heiBt del' Para
meter del' Parabel, die Gleichung y = 12px bzw. y2 = 2px heiBt die 
Scheitelgleichung d,er Parabel; diese Form wird den Parabel
untersuchungen zumeist zugrunde gelegt. Wir wollen aus ihr einige 
weitere Eigenschaften del' Parabel ableiten: 

Fur p > 0 ist die positive x-Achse, fUr p < 0 die negative x-Achse 
die Parabelachse (warum n. 

Zur Konstruktion del' Parabel verfahrt man zweckmaBig derart, 
daB man die Abszissen der Punkte als Vielfache von p darstellt; dann 

ergeben sich auch die Ordinaten 
y 

+3p 

nach 72) als Vielfache von p: 
p 9 

+#p X ="2 2p "2 P 

y= ±P ±2p ±3p 

8p 

±4p 
T~~~'-~----~--------~~'X Besondere Bedeutung hat der 

Punkt F auf der Parabelachse, des-
-3p 

Abb.47. 

_qp sen Abszisse gleich ~ ist, er heiBt 

der Brennpunkt der Parabel; der 
zu ihm gehorende Parabelpunkt E 
hat eine Ordinate, die gerade gleich 
dem Parameter p ist (Abb. 47). 

Zur Konstruktion der Tangenten an die Parabel bilden wir den 

Differentialquotienten von 72). Es ist x = 2y2 , also ddx = 1L und nach (35) 
p Y P 

!!JL p oder djl2 p x = -p- = 1/l;; 
dx Y dx jl2px 2x' 

Demnach sind die Tangentenrichtungen in den Punkten 

~i±p, 2p[±2p, ;pi±3p, 8p/±4p, ... 

±~-, +-§- , ±-L .. , 
Wir merken uns hiervon, daB in dem zum Brennpunkte F ge
horigen Parabelpunkte E die Tangente gerade unter 45° 
geneigt ist. Ferner folgt aus dem Dreieck TXP (Abb.47) 

TX: XP=.-!- oder vgcp 
TX:y = JL, 

p 
TX = y2 = 2px = 2x. 

p p 

Da OX = x ist, muB also auch TO = x sein. Dann muB aber infolge 
del' Ahnlichkeit der beiden Dreiecke TOS C'0 T X P die Proportion 

gelten: as: XP = TO: TX oder as: y = x: 2x, woraus as = 1 
folgt. Das heiBt abel': 
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Jede Parabeltangente schneidet auf del' Parabelachse 
ein Stuck TO ab, das gleich des Abszisse des Beruhrungs
punktes, und auf del' Scheiteltangente ein Stuck OS ab, das 
gleich del' halben Ordinate des Beruhrungspunktes ist. 
Urn also die zu P geh6rige Parabeltangente zu konstruieren, brauchen 
wir nul' auf del' Achse einen Punkt T derart zu suchen, daB 0 del' 
Mittelpunkt von TX ist, odeI' auf del' Scheiteltangente vom ScheitelO 
aus die Strecke 0 S gleich del' halben Ordinate von P aufzutragen 
und T bzw. S mit P zu verbinden [s. a. (114) S.311]. 

(39) Wir gehen nach diesen Sonderbetrachtungen jetzt zur all
gemeinen irrationalen Funktion uber; vorher abel' wollen wir 

die Funktion y = yx differenzieren, wobei n eine ganze Zahl sein soIl. 
Ihren Differentialquotienten gewinnen wir auf folgende Weise: Es ist 

dx_ ,n-1 dy_ 1. -'1'-x = yn, also ~d - ny, demnach ~d - ~-,,-f' und da y - x yx ny -
ist, so wird 

1 
73) 

Mittels del' Kettenregel UWt sich nun auch del' Differentialquotient del' 

Funktion y = V x' bilden, wobei r und 8 ganze Zahlen sein sollen. 

Wir setzen y = Vi, z = x'; es ist nach 73) 

Also wird 

dy 
dz 

1 
und 

dz _ = 8X·- 1 
dx 

( 
l' 

Bei Einfiihrung del' Bruchexponenten 11 x = £k) geht del' Differential-
quotient uber in 

dy 8 X,-l 8 xs - 1 8 +-1 

dx=r' -'-(r_-;=r~=rx 
x r X r 

s 

Da wir abel' auch y in del' Form y = x r schreiben k6nnen, so erhalten 
wir schlieBlich die Formel 

8 

dx-or 8·' -1 
~_ ::::::::_x'r 

dx r 
74) 

Setzen wir in ihr 8 = n, so kommen wir auf die Grundformel 
~. 

dx" fiX = n, xn-1, 35) 
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dxn 
Die Formel dx = nx"-l gilt daher fiir jeden beliebigen 

rationalen Exponenten n. 
Es wird sich spater zeigen, daB die Formel 35) auch fUr Werte 

von n gilt, die nicht rational sind. 
Nun sind wir in der Lage, jede beliebige irrationale Funktion zu 

differenzieren; an einer Reihe von Beispielen solI das Verfahren 
erlautert werden (Obungen!). Wir beginnen mit der Einiibung der 
Formel 35) fUr gebrochene Werte von n: 

1. y = "x', 1 also d yx =! xi -1 = _1_ = _1_ ; 
f n = "2' dx 2 2xi 2 Yx 

5 _ 

2. y=~'X9" 9 also dVx9 =~Xl-l=~X!=~~9· f"'- n = 5"' dx 5 5 5 f"'- , 

3 
n=5"' also 

d~~ 3 3 3 
-y- = _X~-1 = -x-f = --' 

dx 5 5 5'1/X2' 

4. Y =~=x-t; 
V~ 

also 
d_1_ 

y~ 3 3 7 3 
-- = --x- l - 1 = --x-· = --,--. dx 4 4 ~/--;; 4· yx' 

Durch Anwendung der Fundamentalformel 35) auf gebrochene 
Exponenten gestaltet sich demnach die Differentiation dieser Funk
tionen sehr einfach. Auch fiir die Funktion y = 1/2p x ergibt sich 
leicht, wenn wir 2 p x = z und daher y = fZ = zi setzen, 

dy dy dz 1 "-!- 2 P lip wie oben. 
dx=dz'd::=2 z " P=Y2px=V2x 

Weitere Beispiele: 

5. y = a fxB ; nach der Konstantenregel ist: 

dy 8 !..-1 8 T --

-d = a· - . x, = a· - VxB- r • 
x r r 

~c ~G dy 7 ~G 7 ~C 6·y=x2· fx=V X7 , dx= 3·fx4=aXfX. 

Man differenziere unter Zuhilfenahme der Summenregel die Funktion 
~c 3-

y=2x2-~,r"'-xfX +3yx-5 

und iiberzeuge sich, daB der Differentialquotient lautet: 

dy = (211;- _ ~)2. 
dx ' Vx 
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7. Y = V 3 - 2 x. Man setze y = zi, z = 3 - 2 x; dann ist 

dY=~z-i= 1 
dz 3 . 3'1/(3-2x)2' 

dz = -2 also dy 
dx' dx 

2 

3 • 11 (3 - 2 X)2 . 

1 8. y=----. y=z-t, z=2ax-x2 ; 
Y2ax - x2 ' 

dy 1 _. 1 dz ----z 2-- -=2a-2x' 
dz - 2 - 2Y(2ax _ X2)3' dx ' 

dy 1.2(a-x) x-a 

dx 2V(2ax-x2)3 V(2ax-x2)3' 

9. y = x 1/a2 - x2. Verwendung der Produktregel: y = u . v, wobei 
,I du d dv x u = x und v = ya2 - x2 ist. Es ist dx = 1 un dx 

Ya2 - x 2 
(v = z! und z = a2 - x 2). Also ist 

Beweise unter Verwendung der Produktregel, daB der Differential-
. ,I 1 dy 27 x d quotIent von y = (5 + 3x) y 6x - 5 autet: d = ,~; ebenso aB 

der von x y 6 x - 5 

(10 \ 1---
Y = 3 - 2 x + X2) 1 (5 + 2 X)3 

ya2 +x2 
10. y = -2--2; Kettenregel: a -x 

y = z!, a2 + x2 
z=--' a2 _ x2 ' 

Nach der Quotientenregel ist weiter 

lautet ~~ = 7 x2 • 1/5 + 2 x. 

dz (a2 - x 2). 2x - (a2 + x2). (-2x) 4a2x 
dx = (a2 - X 2)2 = (a2 _ X 2)2 , 

also ist 
dy 1 ~. 4a2x 2a2x 
dx 2 ya2 + x2 (a2 _ X2)2 (a2 _ x2) Va4 _ X4 • 

11 - a + Vx - 3:':... wobei u = a + 1/;;-, v = b + ~r;;-., Quo-,y-b+jrx-V' Y Y 

L.: ............ 4- ........... _ ..... ~ ...... l • 
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also 

dy 
dx 

= 3b.jrX- -2a+Vx 

6· VX2 (b + rX-)2 
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12. y = Vx + 1X2 + a2 ; 

u=x2 +a2 , 

Kettenregel: y = zk, z = x + v, v = ut , 

also ist 

dy 1 2 

dz = 3 Z "= ""-=====::::::::::::::::::::= 
3 V{x + VX2 + a2)2 

1 dz _ 1 dv 
dx - + dx' 

dV=~u-t= 1 dU_ 2 d d - x, 
1t 2 2 VX2 + a2 ' x 

dv x dz x x+Vx2 +;i2 --1+---- . 
dx VX2 + a2' dx - VX2 + a2 - VX2 + a2 ' 

3---

dy x + yx2 + a2 Yx + yx2 + a2 

dx= 3V(x+JiX2+a2)2,yx2+a2 = 3Vx2+a2 

(40) An wen dun g del' irrationalen Funktion: Das Ponceletsche 
Theorem, das dem rechnenden Techniker ein praktisches Mittel in die 

Abb.48. 

Hand gibt, urn annaherungsweise Quadratwurzeln zu 
ziehen. Sind z. B. P und Q (Abb.48) zwei aufeinander 
senkrecht stehende auf denselben Massenpunkt wir
kende Krafte, so ist ihre Mittelkraft R = yP2 + Q2. 
Wir wollen R moglichst bequem - unter Umgehung 
des Wurzelzeichens - berechnen. Es sei Q die kleinere 

del' heiden gegebenen Krafte, wir wollen den echten Bruch !fr gleich x 

setzen. Dann ist R = P . yl + x 2 • Am hequemsten ware R zu ermit
teln, wenn es sich als lineare Funktion von x ausdriicken lieBe, etwa 
in del' Form R = P . (f~ + l' x) . Gegeniiber dem richtigen Werte 
p. VI + ;;2 ist del' absolute Fehler, den wir begehen, wenn wir 
R = P Cu + l'x) setzen, F = p. yl + x 2 - p. (p + l'x), und demnach der 
relative Fehler (Quotient aus dem absolutell Fehler und dem wahren 
Werte) 

F vIT x 2 - ,it -YX d y = - = 0 er 
R VI + x 2 

= 1 _ fl + 1'X 

y VI + x2 • 

Die Frage ist nun: Welche Werte haben wir den GroBell fl und l' zu 
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ir untersuchen zur Beantwortung der Frage die Funktion 

- ~ : :~ in dem uns allein angehenden Bereiche 0 <: x <: 1. 

= 0 wird Yo = 1 - ft; fiir x = 1 wird Yl = 1 - ft; v . Damit Y = 0 

muB 1 - ft + vx = 0 sein oder 1 = (ft + VX)2 oder 
VI + X2 1 + x2 

(1 - y2) x2 - 2ftyX + (1 - ft2) = O . 

• 6sungen dieser quadratischen Gleichung sind 

we\ln nur ft2 + y2 > 1 ist, gibt es stets zwei Schnittpunkte mit 
·Achse. Da ferner die Funktion Y und also auch die Kurve stetig 
) muB zwischen diesen beiden 0 p 
ben ein Maximum bzw. Minimum 
unktion liegen. Wenn wir weiter 
ssetzen, daB die Ungleichungen 

I-ft>O, 

l_,u+v>O 
f2 

O<x1 <x2 <1 

sind - Voraussetzungen, die 
I die spateren Werte von ft und y 

J' 
Abb.49. 

r Tat erfiillt werden -, so hat die 
-enen Verlauf, wobei 

Kurve den in Abb. 49 an-

AD = 1- f-l = Yo, AB= 1, 

AK=x1 , 

n diesem Falle besitzt die Kurve zwischen K und N ein Minimum, 
lurch die Strecke OS dargestellt wird. Um OS zu ermitteln. 
:J. wir 

dy (1 + x2 ) v - (ft + vx) x 

lix V(I + X2)3 

der Differentialquotient gleich Null werden, so muB 

(1 + x2) y - (ft + y x) x = 0, d. h. x = AO = ~ 
ft 

hierzu geh6rt 
v2 

ft+-u 



Das Differenzieren. 

tach obigen V oraussetzungen. Foiglich ist der absolute Betrag 

lOS I = -V ,u2 + ,,2 - 1. 

Poncelet legt nun seiner Fehlerfunktion 

_1_f-I+ vX 

y - yI + X2 

(40) 

lie Bedingung auf, daB die absoluten Betrage von AO, BP und OS 
inander gleich sein, d. h. also, daB die beiden groBten positiven FeWer 
md ebenso der groBte negative Fehler denselben Betrag haben sollen. 
~r setzt demnach 

1 - ,u = 1 - fl + v = y,u2 + ,,2 - 1 . 
Y2 

Iierdurch erhalt er zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten ,u 
md ", die wir nun auf16sen wollen: Wir bekommen 

Liso 

rieraus folgt 

" = ,u(i2 - 1) und 2 -,u = -V,u2 +,,2, 

2 -,u =,u VI + 2 - 2 y2 + 1 ; 

2 
,u = = 0960 

I + -Y4 - 2Y2 ' 
md weiter " = 0,398. Man iiberzeuge sich, daB in der Tat 

l -,u = 0,040> 0, 1 - f-I ~v = 0,040> 0, ,u2 +,,2 = 1,080> 1, 

Xl = 0,12 < 1, x2 = 0,79 < 1 ist. 

Hiernach ist der relative FeWer, den wir begehen, wenn wir statt 
les Ausdruckes -yP2 + Q2 den Ausdruck 

P(0,960 + 0,398x) = 0,960P + 0,398Q 
!etzen, 

_ 1 _ 0,960 + 0,398x 
y - yI + X2 • 

Dieser ist hochstens 0,04. D. h. die Ponceletsche Formel 

yP2 + Q2 = 0,960P + 0,398Q 

iefert uns einen Wert, der vom wirklichen Werte um hochstens 4% 
tbweicht. 

Falls man nicht von vornherein .weiB, welche von beiden Kraften 
l!_ 1_1_.: ____ !_.L __ __.L__ _ ___ .. /~ H 11 I .... \ ~ 1 ......................... _ ..:1 ...... _ 
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,te' positive Fehler gleieh dem groBten nega
hler sein soil, so ergibt sieh ft = 0,828, also 
12 = 0,828(P + Q), der groBte Fehler betragt 
. Die Durehreehnung nehme der Leser selbst vor. 
so sei ihm uberlassen, naehzuweisen, daB der 
lIT ungefahr 2% betragt, wenn man fur x >0,2 

YP2 + Q2 FI::! 0,888P + 0,490Q 

d wenn man fiir x <: 0,2 einfaeh 

YP2 + Q2 FI::! P 

.lyteehnisehe Mitteilungen Bd. 1). 

ir fassen in einem "Oberbliek die bisher behan
ruppen von Funktionen kurz zusammen: Wir 
egonnen mit der linearen Funktion, daran ~ 

O~ ,end die quadratisehe Funktion untersueht; 
d Sonderfalle der allgemeinen ganzen ratio- i 
unktion, die wir dann behandelt haben. In f>'! 

l Gegensatze hierzu stehen die ge broehenen 
.len Funktionen, die wir in die eeht ge
len und die uneeht gebroehenenrationalen 
len eingeteilt haben. Beide, die ganzen und 
Iehenen rationalen Funktionen, bilden die zwei 
fruppen der rationalen Funktionen. Ihnen 
tgenuber die irra tionalen Funktionen. AIle 
ehandelten Funktionen lassen sieh auf al
lem Wege aus einer Veranderliehen und einer 
V"on Konstanten bilden; man bezeiehnet sie 
, alge braise he Funktionen. 
nit ist jeqoeh das groBe Gebiet der Funktionen 
em noeh nieht ersehopft; wir konnen uns 
len denken, die eine Abhangigkeit ausdrueken, 
ieht dureh algebraisehe Operationen aus einer 
~liehen und aus Konstanten entsteht; man 
!l die Sinus-, die Logarithmenfunktion usw. 
e Funktionen, die nieht algebraiseh sind, wer-
transzendente Funktionen bezeiehnet. 

,en sind uns aus der niederen Mathematik 
mtare Funktionen bekannt die goniometri
runktionen (Sinus. KOl'liTIllR. '1'aTII1ATIR. 

97 
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Dmkehrfunktionen noch dazunehmen, so haben wir alle in del' niederen 
Mathematik wichtigen transzendenten Funktionen aufgezahlt. Wir 
konnen durch Verbindung diesel' Funktionen untereinander und mit 
algebraischenFunktionen eine unendliche Fulle zusammengesetzter Funk
tionen schaffen. Dnd da auch hiermit die gesamte Menge del' transzen
denten Funktionen noch nicht erschopft ist, lassen sich weitere Funk
tionen in beliebiger Zahl mathematisch definieren. Doch davon spater! 

In den nachsten Paragraphen wollen wir die aus del' elementaren 
Mathematik bekannten transzendenten Funktionen im Sinne del' In
finitesimalrechnung behandeln und damit vorlaufig die Lehre von den 
Funktionen und die Differentialrechnung abschlieBen. Die umstehende 
Dbersicht (s .. S. 97) stellt die Funktionen schematisch zusammen. 

§ 9. Die goniometrischen Funktionen. 
(42) AnschlieBend an die elementare Mathematik definieren wir die 
goniometrischen Funktionen sin x, cos x, tg x, ctg x als Funktionen 
eines Winkels x, wobei wir allerdings jetzt den Grundbegriffen del' 
Goniometrie hier und da eine andere Fassung zu geben haben. So haben 
wir in del' Elementarmathematik den rechten Winkel in 90 gleiche Teile 
geteilt, einen solchen Teil als 1 Grad (1 0 ) bezeichnet, weiter 1 Grad 
in 60 Minuten (1 0 = 60') und 1 Minute in 60 Sekunden (1' = 60") 

Abb.50. 

geteilt. In del' Wahl diesel' Winkeleinheiten liegt 
nun abel' eine im Wesen des Winkels durchaus 
nicht begrundete, wenn· auch fUr die Elementar
mathematik praktisch recht wertvolle Willkur. 
Andererseits wurde die Dbernahme diesel' Art von 
Winkelmessung in die In fin i t e s i m a Ire c h nun g 
die Behandlung del' Winkelfunktionen uberaus 
schwerfallig gestalten. Nun laBt sich abel' leicht 
ein WinkelmaB finden, das die GroBe des Winkels 

einzig aus seiner Eigenschaft heraus definiert, das also ein nat U 1'1 i c h e s 
WinkelmaB darstellt; es ist dies das BogenmaB des Winkels. 

Schlagen wir namlich (Abb. 50) um den Scheitel 0 eines Winkels x 
einen Kreis mit beliebigem Radius 1', dessen zwischen den Schenkeln von 

x liegender Bogen die Lange b habe, so hat das Verhaltnis f einen 

nul' von del' GroBe des Winkels x abhangigen Wert. Man nennt ! r 
das BogenmaB von x, und WiT werden spaterhin einfach schreiben 

x = f. In diesem Abschnitte (42) indessen, del' die Beziehungen 
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dius r = 1 den Einheitskreis; mit seiner Hille kann man das 
aB etwas ansehaulieher aueh dadureh definieren, daB man sagt: 
BogenmaB eines Winkels ist der zu ihm als Mittel

:winkel gehodge Bogen im Einheitskrei~e. 
lhe Beziehung besteht zwischen der MaBzahl eines Winkels im 
,B und derjenigen im BogenmaB? Wir stellen die Proportion auf: 
= X o : 360 0 , um zu erhalten: 

b X o 11: 
arex = - = 2n""--"- = --, X o 

r 360 0 180 0 ' 

11: ° ° 180 0 75) arex = ISO'" x, x = --;;-' arc x , 

ng 75) sagt aus, daB wir die Gradangabe eines Winkels mit 

L multiplizieren haben, um das BogenmaB zu erhalten, und 

~ umgekehrt aus diesem das GradmaB dureh Multiplikation 
,0 

- bekommen. 

st beispielsweise das BogenmaB zu x = ll2° 32' 54" = ll2°, 548 

arex = 112,548 '1;0 = 112,548·0,0174533 = 1,96433; 

I GradmaB zu arc x = 2,34567, 

x = 2°,34567: 1;0 = 2°,34567:0,0174533 = 134°, 397 

= 1340 23' 49", 

_er Praxis bedarf es dieser Reehnung nieht, da jedes lngenieur
bueh1) diesbeziigliehe Umreehnungstabellen enthalt. 1m folgenden 
: Zusammenstellung der wiehtigsten Winkel in GradmaB und 
LaB gegeben: 

:1;. arc:I; :1;. arcx 

300 
11: 
6" = 0,52360 150 0 ~11: = 2,61799 

45 0 
11: 
"4 =0,78540 180 0 11: = 3,14159 

60° 
11: 3" = 1,04720 225 0 ~11: = 3,92699 

90° 
11: 
2" = 1,57080 240° {11: = 4,18879 

120° ~11: = 2,09440 270 0 ~11: = 4,71239 
135° -:);11: = 2,35620 3600 211: = 6,28319 

57 0 17' 44",8 1 



100 Das Differenzieren. (43) 

(43) Um die Funktionen eines Winkels x zu definieren, wahlen 
wir, wie aus der elementaren Mathematik bekannt ist, seinen ScheitelO 

I als Anfangspunkt eines rechtwinkligen 
I 

: Koordinatensystems und legen die x-Achse 
: in die Richtung seines Anfangsschenkels. 
: Wir wahlen ferner auf dem freien 

Xl 
If. 1 Schenkel einen belie bigen Punkt P ; 

-----:----- -lO OP = r heiBe der Leitstrahl des 
: I 

: Punktes P [s. a. (105)], und bestimmen 
: Abb. 51. die Abszisse und die Ordinate von P, 
1 
I 

. Ordinate 
SlllX = Leitstrahl 

t x = Ordinate 
g Abszisse 

man 

QP 
OP' 
QP 
OQ' 

definiert 

Abszisse OQ 
cos x = Leitstrahl OP' 

ctgx = 
Abszisse OQ 
Ordinate =QP' 

'( _ Leitstrahl _ f2~ . _ Leitstrahl _ 0 P) 
sec x - Abszisse - 0 Q' cosec x - Ordinate - Q P . 

Unter Benutzung des BogenmaBes ist also beispielsweise: 

. n 1 ° ° n 1 '13 866 3 s1ll6- =2- = ,5 000, cos 6 = 2 v .... = 0, 0, 

tgi = + 13 = 0,57735, ctg~ = -Y3 = 1,7321; 

3 1 1- 3 1-
sin-;C71 = 21'2 = 0,70711, cosT n = -2Y2 = -0,70711, 

3 
tg-n =-1 

4 ' 
3 

ctg-n = -1' 
4 ' 

4 1 Y-sin-n = -- 3 = -086603 
3 2 " 

4 1 
cos-n = -- = -0,50000, 

3 2 

4 ;-tg3 n = + 13 = +1,7321, 
4 1 -

ctg3 n= +3Y3 = +0,57735, 

sin2n=0, cos2n=+1, tg2n=0, ctg2n=oo. 

Die Periodizitat der Winkelfunktionen spricht sich in den Formeln aus: 

sin (x + 2kn) = sinx, cos (x + 2kn) = cosx, 

tg(x + kn) = tgx, ctg(x + kn) = ctgx, 

wobei k eine ganze Zahl ist . 
. Unter Benutzung des BogenmaBes gelten ferner u. a. die Formeln: 

sinx = +cos(; - x) = -cos(; + x) = +cos(x - ;) 

=+~0-~=-~0+~=-~~-~ 
I~ /~ \ f 3 
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cosx = +sin(; - x) = +sin(; + x) = -sin (x - ;) 

= -cos(n - x) = -cos(:n + x) = -cos(x -:n) 

= -sin(::n - x) = -sin(::n + x) = + sin (x - }:n) 

= + cos (2:n - x) = + cos (2 :n + x) = + cos (x - 2:n); 

tg x = + ctg (; - x) = - ctg (-~- + x) = - ctg (x - ;) 

= -tg(:n - x) = +tg(:n + x) = +tg(x -:n) 

=+~G:n-~=-~(::n+~=-~~-:~ 
= -tg(2:n - x) = +tg(2:n + x) = +tg(x - 2:n); 

ctg x = + tg (; - x) = - tg (; + x) = - tg (x - ;) 

= - ctg(:n - x) = + ctg(n + x) = + ctg(x - :n) 

= + tg (: :n - x) = - tg ( ::n + x) = - tg (x -- ::n) 

= -ctg(2:n - x) = +ctg(2:n + x)= +ctg(x - 2:n). 

(44) Wir wenden uns nun zunachst der Sinusfunktion zu. Wenn 
wir uns ein moglichst anschauliches Bild von ihrem Verlaufe bei ver
anderlichem Winkel x verschaffen wollen, so tun wir gut, auf dem 
freien Schenkel von x den Punkt P (Abb. 52) 
so zu wahlen, daB sein Leitstrahl gleich der 
Langeneinheit wird: r = 0 P = 1; dann ist nach 
der obigen Definition in (43) einfach sinx=QP, 
d. h. die Ordinate. Andert sich der Winkel x, so 
beschreibt P den um 0 geschlagenen Einheits
kreis, und die Ordinaten seiner Punkte liefern die 
Sinuswerte der zugeordneten Winkel. Wir lesen 
so aus Abb. 52 ohne weiteres die folgenden 
Eigenschaften der Sinusfunktion ab: Wachst der Winkel von 0 bis l:n , 
so wachst sein Sinus von 0 bis 1; wachst der Winkel von l:n bis :n, so 
fallt sein Sinus von 1 bis 0; wachst der Winkel von :n bis i:n, so faUt 
sein Sinus von 0 bis -1; wachst der Winkel von '}:n bis 2:n, so wachst 
sein Sinus von -1 bis O. Nun wiederholen sich die Werte fUr jeden 
Umlauf. Hierbei ist der freie Schenkel so zu bewegen, wie es die Pfeil
richtung in Abb.52 andeutet, also in dem dem Uhrzeiger entgegen
gesetzten Drehsinn, im Gegenzeigersinne, den man den positiven 
Drehsinn nennt. Die Drehung im Uhrzeigersinne heiBt dann ent
sprechend negativer Drehsinn; die in diesem Sinne beschriebenen 
Winkel sind neg a t i v e Win k e 1. FUr zwei en tgegengesetzt gleiche 
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Winkel liegen die zugehorigen Punkte P und P' des Einheitskreises 
symmetrisch zur Abszissenachse; ihre Ordinaten und damit ihre Sinus
werte sind folglich entgegengesetzt gleich; d. h. es ist 

sin x = -sin(-x}. 

Urn das Schaubild der Funktion y = sinx zu erhalten, tragen wir 
auf der Abszissenachse die Winkel x im BogenmaB abo Da r = 1 
ist, ist der zu einem Winkel x gehorige Bogen des Einheitskreises be
reits die Abszisse X. 1m Endpunkte Q der Abszisse tragen wir sodann 
als Ordinate QP den Sinuswert von x ab, den wir wiederum aus 
Abb.52 entnehmen konnen. In Abb.53 ist die Konstruktion durch-

y 
1 Pz PJ P. 

P, 

Po 1 

f, fl2 -¥-
X 

-1 
P., 

Abb.53. 

gefiihI't; sic stellt den Bereich des ersten Umlaufes dar. Will man das 
Schaubild flir noch groBere Winkel und fiir negative Winkel her
stellen, so braucht man nur den in Abb.53 gefundenen Linienzug 
wiederholt nach rechts und naeh links anzusetzen; Abb.54 gibt das 

Abb.54. 

entspreehende Bild in verkleinertem MaBstabe; zugleich sind die Winkel 
auch im GradmaB angegeben. Das Bild del' Sinusfunktion ist also eine 
Wellenlinie; sie heiBt die Sinuslinie. 

Wenn wir den Differentialquotienten der Sinusfunktion 
y = sinx bilden wollen, so benutzen wir die in § 4 gegebene Vor
schrift: Wir erteilen del' unabhangigen Veranderlichen x einen Zuwachs 
LI x, so daB der neue Wert del' una bhangigen Veranderlichen x + LI x 
ist; del' zugehorige Funktionswert ist dann von dem urspriinglichen 
urn die GroBe LI y verschieden, so daB die Gleichung besteht: 

'fI + Lly = sin (x + Llx). 

Hieraus ergibt sich fUr den Zuwachs del' abhangigen Veranderlichen: 

Lly = sin (x + Llx) - sinx. 
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Da . . fJ 2 IX+(J. IX-(J smlX - Sin = cos-2- sm-2-

ist, so erhalten wir fiir L1 Y den Ausdruck 

L1 Y = 2 cos (x + A2X) sin A2X • 

Daraus ergibt sich del' Differenzenquotient 

( AX) . Ax 
2C08 X + -2 slUT 

Ax 
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Del' Differenzenquotient geht in den Differentialquotient uber, wenn 
L1 x sich dem Werte Null unbegrenzt nahert. Urn 
den Grenzubergang vorzunehmen, schreiben wir: 

. Ax 
Ay (ilX) slUT 
LiX = cos x + 2- . Ax 76) 

D 

B 

1 

2 ~ 
oL..::.---'co""~:-:a,""""---),;C'-AIr

Lassen wir nun L1 x belie big klein werden, so nahert 
sich del' erste Faktor dem Werte cos x, d. h. 

Abb.55. 

lim cos (x + L1 x) = cos x. Del' zweite Faktor dagegen strebt mit ab
,1$+0 

nehmendem L1 x einem Grenzwerte zu, den wir folgendermaBen be
stimmen kannen. 

1st (Abb.55) lX irgendein spitzer Winkel, so wollen wir urn seinen 
Scheitel 0 den Einheitskreis schlagen; del' zu a geharige Bogen AB 
hat dann die Lange AB = lX und del' Kreisausschnitt AOB den 1nhalt 
J 1 = }lX. Fallen wir von B auf OA das Lot BO, so ist BO = sina 
mid 0 a = cos IX, also del' 1nhalt des rech twinkligen Dreiecks 0 a B 
J 2 = -~- sin a cos lX • ElTichten wir schlieBlich in A auf OA das Lot, 
das OB in D schneiden mage, so ist OAD ein rechtwinkliges Dreieck, 
dessen Kathete OA = 1 und dessen Kathete AD = tglX, dessen 1nhalt 
also J 3 = l tga ist. Da nun fur jeden beliebigen spitzen Winkel stets 
J 2 < J 1 < J 3 sein muB, so besteht die Ungleichung 

~ sin a cos lX < -~ lX < l tga ; 
• sie bleibt bestehen, wenn jeder del' drei Ausdrucke mit demselben 

l!'aktor .J.- multipliziert wird; es ist also 
8lUIX 

IX 1 
cosa < sinlX < C081X • 

D. h. del' Quotient --f!- ist fiir spitze Winkel lX stets in die Grenzen 
SlUlX 

COSlX und 1 - eingeschlossen, so klein auch lX sein mage. Nun cos IX 
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nahert sich aber, wenn 0.: sich dem Werte Null nahert, sowohl coso.: 

als auch _1_ dem 'Verte 1; die Grenzen, zwischen denen --:"-
cos IX SIn IX 

liegt, werden demnach immer enger und fallen schlieBlich fiir lim 0.: = 0 

zusammen in den 'Vert 1. Folglich muD dann auch~.IX- diesen SIn IX 

'Vert annehmen. Wir haben damit die wichtige Formel gewom1en: 

lim -:-- = 1. 
'" -+ 0 SlnlX 

77) 

Da nun DC d sinlX . d . k' d 13 h sinlX un IX zueman er rezlpro sn1, mu auc 

lim sincX = 1 
",-+0 IX 

77') 

sein, und das ist gerade der Grenzwert, den WIT suchten. Setzen WIT 
namlich 0.: = A2x , so erhalten wIT 

. Ax 
Sli-'-

lim --~- = 1 
Ax 

,~x-+o 2 

Aus 76) folgt dann: 

. Ax 
Sli-

oder auch lim ~ = 1 . 
,1x-+O LJX 

2 

riY = lim ~1J 
dx ,1x-+O Ax 

. Ax 
Sln--

= lim cos (x + A2X). lim A~ = cosx· 1 = cosx 
']x-+O ,1x-+0 ,x 

2 
odeI' 

dsinx --;r;;- = cos X • 78) 

Da der Differentialquotient gleich del' Richtung dcr an das Schau
bild gelegten Tangente ist, sind wir in del' Lage, an die Sinuslinie 
Tangenten zu konstatieren. Fur x = 0 ist 

sinx = 0 und 
dsinx 
-~,- = cos x = 1 . 

dx ' 

folglich schneidet die Sinuslinie die Abszissenachse im Nullpunkte wie 
uberhaupt in den Punkten x = 2lcn unter 45°. Fur x = n ist 

sinx = 0 und 
dsinx -- = cosx = -1' 

dx ' 

die Sinuslinie schneidet die Abszissenachse in den Punkten x = (2lc + 1) n 
unter 135 0. Man bestimme die Tangentenrichtungen fUr 

;n; ;n; 2 
x=6'3'3 n , ... 

Da cos x = 0 ist fUr x = t n + lc n, so hat die Sinuslinie und die 
Sinusfunktion fiir diese Werte Hochst- und Tiefstwerte, und zwar 
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entsprechen den Stellen x = t n + 2 k n Hochstpunkte (y = 1) und 
den Stellen x = t n + 2 k n Tiefstpunkte (y = -1). Will man mit 
wenigen Punkten eine Sinuslinie moglichst genau zeichnen, so genugt es, 
diePunkte 

010, ~ I ~ 13 ~ 0,866, ; 11 
und im ersten Punkte die Tangente 
unter 45 0 und im letzten die Tangente 
horizontal zu zeichnen; aus diesen An
gaben li1J3t sich das erste Viertel der 
Sinuslinie mit einer Genauigkeit zeich-

1 

1-1-I-f-

/ 
/ 

/ 
/ 

- 1,& ,& 
nen, die in den meisten Fallen aus- 6 J Z 

reicht (Abb. 56). Abb.56. 

(45) Bei den ubrigen Funktionen konnen wir uns wesentlich kiirzer 
fassen. Da der Kosinus das VerhaItnis der Abszisse zum Leitstrahl 
ist, so ist (s. Abb. 52) der Kosinus gleich der Abszisse des zugeordneten 
Punktes auf dem Einheitskreise. Fiir den Verlauf der Kosinusfunktion 
ergibt sich hieraus folgendes Gesetz: 

Wachst der Winkel von 0 bis tn, so fallt sein Kosinus von + 1 bis 0; 

" " " " tn " 
n, 

" " " " " 
0 

" 
-1; 

" " " " n " In, " wachst 
" " " 

-1 
" 

0; 

" " ,,~n " 2n, " " " " " 0 " +1. 
Daruber hinaus wiederholt sich derVerlauf. Abb. 57 zeigt dieKosinus
linie; sie ist kongruent der Sinuslinie und urn die Strecke tn nach 
links verschoben. Man 
sagt: Die Kosinus
funktion eilt der 
Sinusfunktion urn 
in voraus. 

Da die Tangens
funktion das Verhalt
nis von Ordinate zuAb-

y 

Abb.57. 

szisse ist, erhalten wir am schnellsten einen Einblick in ihren Verlauf, wenn 
wir die Abszisse des auf dem freien Schenkel von x liegenden Punktes 
P gleich der Langeneinheit wahlen; dann ist die Ordinate gleich dem 
Tangenswert von x. Abb.'58 erlautert die VerhaItnisse. Fur Winkel, 
deren freie Schenkel die Senkrechte im Punkte El nicht schneiden, muB 
man den Schenkel riickwarts verlangern (s. x4 und x& in Abb. 58). "Ober 
den Verlauf der Tangensfunktion ergibt sich hieraus folgendes: 

Wachst x von 0 bis tn, so wachst sein Tangens von Obis +00, ' 
" x "tn" n , " " " " " - ex> " 0, 
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worauf sich der Vorgang wiederholt. Das Bild der Tangensfunktion 
zeigt Abb.59. Die Tangenslinie hat unendlich viele Asymptoten; es 

J;r; 
Abb.58. 

-2 

sind die in den Punkten x = t n + kn auf der 
Abszissenachse errichteten Lote. 

Um zur Darstellung der Kotangensfunk
tion zu gelangen, wahle man den Punkt P auf 

.1 

-.] 

Abb.59. 

dem freien Schenkel oder seiner Verlangerung so, daB seine Ordinate 
gleich 1 ist; die Abszisse gibt dann den Kotangens des betreffenden 

3 

-3 

Abb.60. 

Winkels. Es gilt fiir den 
Verlauf der Kotangens
funktion: 

WachstderWinkelvon 
Obis tn, so falIt sein Ko
tangens von + 00 bis 0, 
wachstderWinkel vontn 
bis n, so fallt sein Ko
tangens von 0 bis -oousw. 

Abb. 60 zeigt die Ko
tangerislinie. 

Zur Bildung des Dif
feren tialq uotienten 

der Funktion y = cos x 
konnen wir verschiedene 
Wege einschlagen. 

Ers;tens konnen wir ahnlich verfahren wie bei der Funktion y = sin x . 
Wir geben x einen Zuwachs A x; dann erhalt y einen Zuwachs A y, 
so daB y + A y = cos.(x + A x), also 

Ay = cos (x + Ax) - cosx = -2 sin (x + .12X) sin A; 
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ist. Dann ist 

und 

Ay 
Ax 

2 . ( A X) . A x . A x 
sm x + 2 sm 2 = _ sin (x + A X). sm 2 

Ax 2 Ax 
2 

. Ax S1n-
dy l' . ( A x) Ii 2 . 1 . - = - 1m SIn x + ---. m --- = -Slnx· = -smx. 
dx d x--->- 0 2 dx -+ 0 A x 

2 
dcosx . ---a;;;- = - sm X • 

Zweitens konnen wir schreiben: 

107 

79) 

y=cosx=Sin(; -x)=Sinz, wobei ist. 

E . dy (;;r). s 1St dz = cosz = COS 2 - x = sIn x , dz =-1 
dx ' 

also 
dz 

dx 
dcosx . 
-- - = -smx wie oben. 

dx 

Drittens konnen wir schreiben: 

y = cosx = VI - sin2 x = z!, wobei z = 1 - u2 und u "= sinx ist. 

Es ist 
dy = ~z-i = 1 
dz 2 2 JII - sin2 x 

1 dz 2 2 . --- = - u = - Slnx 
du 2 cosx' 

und du 
dx = cosx. 

Also ist 

dy dcosx 1. . ax = dx = 2cosx . (-2smx). cosx = -smx, w. o. 

Aus dern Differentialquotienten der Kosinusfunktion Tangentenkon
struktionen fiir die Kosinuslinie abzuleiten, sei dern Leser iiberlassen. 

Urn die Funktion y = tg x zu differenzieren, verfahren wir wie 
oben. Es ist 

y + i1 y = tg (x + i1 x) , 

i1 =t (x+i1x)-t x=sin(x+Ax)cosx-cos(x+Ax)sinx=~~ __ 
y g g cos(x+Ax).cosx cos(x+Ax)cosx' 

Ay 1 sinAx 
-xx cos (x + Ax). cosx' --=r;; ; 

fiir lirni1 x = 0 wird cos(x + i1 x) = cosx und nach 77') 

dy 1 
dX = cos2 x 

sin Ax = 1 
Ax ' 

also 
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oder dtgx 1 
--zrx- = cos2 x . 80) 

. sin x 
Ein anderer Weg ist der folgende: Es 1St tg X = cos x; nach der Quo-
tientenregel ist: 

dtgx 
dx 

cosx· cosx - sinx . ( -sinx) 
cos2 x 

cos2 x + sin2 x 
cos2 x 

1 
cos2x' 

w. O. 

Man uberzeuge sich, daB auch die Tangenslinie die x-Achse unter 
45 0 schneidet; femer bestimme man fUr 

n :n 11: :n; 

x=6' 4' 3' 2 

die Richtung der Tangente. Warum muB die Tangenslinie bestandig 

steigen 1 (dtgx = _1_ > O!) 
dx cos2 x 

Zum Di£ferentialquotienten der Funktion y = ctg x wollen wir durch 
die B . h t cosx 1 E . t eZle ung c g x = sin x ge angen : s IS 

sin x . (-sinx) - cosx· cosx 
sin2 x 

-sin2 x - cos2 x 
sin2 x 

dctgx 1 
--zrx- = - sin2 x . 

1 
- sin2 x' 

81) 

dctgx . ( 1 ') d Der Leser suche andere Wege, urn -dx zu bilden ctgx = tgx ' un 

fUhre fur die Kotangenslinie die gleichen Betrachtungen durch wie 
oben. 

Es blieben noch die weniger wichtigen goniometrischen Funktionen 
y = sec x und y = cosec x zu behandeln; der Leser versuche sich selb
standig an ilmen, stelle wen Verlauf fest, zeichne ilire Kurven und 
beweise mit Hilfe der Formeln 

daB 

1 
secx =-

cosx 

dsecx 
dx 

sinx 
cos2 x 

und 

und 

1 
cosec x = sinx ' 

dcosecx cosx 
~ = - sin2 x ist. 

Fiir die Differentiation zusammengesetzter Funktionen sollen nun 
einige Musterbeispiele folgen: 

a) y = cos(px + q); Kettenregel: y = cosz, z = px + q; 

;; = -sinz = -sin(px + q), ;; = p; also ;: = -psin(px + q). 

b) y = x3 sinx; Produktregel: ;: = x3 cosx + 3 x2 sinx. 
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c) y = ctgnx; y = zn, Z = ctgx; ~~ = nzn-l = n· ctgxn-l x; 

dy nctgn-1x 
dx = - sin2x = -nctgn-1x(1 + ctg2 x). 

dz 1 
dx 

---
sin2 x ' 

1 dy 1 
d) y = tgx + -3 tg3 x; Summenregel: d- = -9-

X cos-x 

e) y = sinx· cos(cx. - x); 

oder 
~~ = cosx· cos(O(, - x) + sinx . sin(O(, - x) = cos(O(, - 2 x) 

Y = ![sino(' + sin (2 x - 0(,)]; 
dy 1 
dx = 2' cos(2x - 0(,)·2 = cos(2x - 0(,) = cos (0(, - 2x) w. o. 

(46) Anwendungen del' goniometrischen Funktionen: a) Ein Massen
punkt Q bewege sich mit gleichformiger Geschwindigkeit auf einem 
Kreise vom Halbmesser a und Mittelpunkt 0; er brauche zu einem 
Umlaufe, d. h. zum Wege 2na, die Zeit Tsec. Dann ist seine Geschwin-

d · k 't 2"a d d' W' k 1 h' d' k 't C 2" 19 el C = -T- un Ie In e gesc WIn 19 el w = a = '1'-. 
Da er in Tsec einen Umlauf macht, legt er in peen = -~- Umlaufe 

zuruck; n ist die Umlaufszahl oder Frequenz. Da T = ~~ ist, so 
ill 

ist n = 2:' Der Massenpunkt Q beginne seine Bewegung an der 

Stelle A (Abb. 61); nach Verlauf von tsec hat er ,LJ 

einen Bogen AQ beschrieben, der sich aus der 
Proportion ergibt: 

AQ:2na=t:T, so daB AQ = 2"a . t 
T 

ist. Der zugehorige Mittelpunktswinkel {} ergibt 
sich zu . 

{) = A Q = 2" . t = w t . 
a T 

Abb.61. 

E s 

Wir wollen uns nun mit Q durch irgendeine mechanische V orrichtung 
einen Punkt P auf folgende Weise verbunden denken: P bewege sich 
auf dem zu OA senkrechten Durchmesser EF, und PQ sei parallel 
zu OA, also senkrecht zu diesem Durchmesser. Dann beschreibt P, 
wahrend Q gleichformig auf dem Kreise lauft, eine hin- und hergehende 
Bewegung, die man als harmonische Bewegung bezeichnet, und 
zwar ist OP = 8 = a sin {} . 

. 2" . 
8 = aSlnTt = aSlnwt 

ist die Gleich ung der harmonischen Bewegung; sie gibt uns 
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an, welchen Abstand 8 der Punkt P zur Zeit t vom Mittelpunkte 0 
hat. Nach T Sekunden kehrt der Bewegungszustand wieder; T heiBt 
die Periode der harmonischen Bewegung. Die harmonische Bewegung 
wird also mathematisch durch eine Sinusfunktion beschTieben: Fiir 
t = 0 geht P durch den Mittelpunkt 0; fiiT t = t T ist 8 = a, P hat 
seine auBerste rechte Lage E erreicht und kehrt um; fiir t = J" T 
ist 8 = 0, P geht wieder durch 0, aber in der entgegengesetzten 
Richtung wie zur Zeit t = 0; fiir t = t T ist 8 = -a, P hat seine 
auBerste linke Lage F erreicht und kehrt nun um; fiir t = T ist wieder
um 8 = a, P befindet sich wieder in 0, worauf sich der V organg wieder
holt. - Wir wollen nun die Weg-Zeit-Kurve entwerfen (Abb.62). 

Abb.62. 

Sie ist eine Sinuslinie, allerdings nicht in dem strengen in (44) ent
wickelten Sinne; denn die reine Sinuslinie muB ja die Abszissenachse 
in 0 unter 45 0 schneiden. Das wird jetzt im allgemeinen nicht der 
Fall sein, da wir den MaBstab fiir T willkiirlich wahlen konnen, und 
infolgedessen die Kurve in 0 steil oder flach verlaufen kann. Um in 

o den Neigungswinkel 'V zu berechnen, miissen wir ~: bilden; es ist 

d8 2n 2n 
dt = -'T a cos T t 

also, da in 0 t = 0 ist, tg'V = 2; a. Nun ist in Abb. 62 a = 5 Langen

einheiten und T = 24 Langeneinheiten gewahlt; also ist fiir diesen Fall 

2n·5 
tg'V = ----u- R::i 1,31, 

woraus folgt 'V R::i 53 0 • 

Der Punkt P bewegt sich mit wechselnder Geschwindigkeit v; 
um ihre Abhangigkeit von der Zeit zu erhalten, miissen wir uns erinnern, 

daB v = ~: ist. Es ergibt sich 

2na 2n 
v = T- cos T t =. a w . cos w t. 
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Zur Zeit t = 0, zu del' sich P in 0 befindet, ist v = a w am groBten; 
dann nimmt v ab, bis es zur Zeit t = t T (P an del' Stelle E) den Wert 
Null erreicht; nun wird v negativ, d. h. die Bewegung erfolgt in ent
gegengesetzter Richtung, und fiirt =l T (Pwiederin 0) wird v = -aw; 
weiterhin verlangsamt sich die Bewegung wieder, und fiir t = }T 
(P in F) wird wiederum v = 0, die Bewegung kehrt in die urspriingliche 
Richtung um,. und fiir t = T (P in 0) erreicht v wieder den Wert aw. 
In Abb. 62 ist zugleich das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm: ein
gezeichnet. 

Zur Beschleunigung-Zeit-Beziehung gelangen wir dadurch, daB wir 

die Geschwindigkeit nach del' Zeit differenzieren; es ist p = ~~, also 
in unserem FaIle 

(2%)2 . 2% 2 . 2 p=-a· T smTt=-aw smwt=-w 8. 

Fiir die harmonische Bewegung ist also die Beschleunigung und damit 
auch die sie verursachende Kraft, in jedem Augenblick proportional 
dem Ausschlage 8 aus del' Ruhelage 0, und zwar 
ist p stets nach 0 hin gerichtet (Beschleunigung
Zeit-Kurve s. Abb. 62). 

Da p = -W 2 8 ist, ist die Beschleunigung
Weg-Kurve eine durch 0 (Abb.63) und durch -a 

den zweiten und vierten Quadranten gehende 
Gerade, von del' hier allerdings nul' das zwischen 
8 = -a und 8 = +a liegende Streckenstiick prak
tische Bedeutung hat. Den groBten Betrag hat 

p 

s 

Abb.63. 

die Beschleunigung fiir 8 = ± a, wenn also P den groBten Ausschlag 
hat; es ist dann 

pmin = =Fa w 2 • 
max 

Wir konnen auch die Beziehungen zwichen Geschwindigkeit und 
Weg und zwischen Beschleunigung und Geschwindigkeit aufstellen. 
Da namlich 8 = asinwt, v = aw coswt und p = aW2 sinwt ist, so 
folgt unter Benutzung del' Formel 

fiir die Geschwindigkeit-Weg-Beziehung und 
v2 p2 

(aw)2 + (aw2)2 = 1 

fiir die Beschleunigung-Geschwindigkeits-Beziehung. Die zugehOrigen 
Diagramme sind in beiden Fallen Ellipsen [so (136) S.374]. 1m iibrigen 
vgl. (235) S.835f. 
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b) Die vorangehenden Abschnitte, insbesondere (44) und S. 109, 
zeigen: Wir konnen die Funktion y = a sin x auf doppelte Art zeichnerisch 
darstellen: Entweder im rechtwinkligen Koordinatensystem; dann ist 

das Bild eine Sinuslinie mit dem groBten Ausschlage a (fiir x = i 
+2kn) bzw. -a (fiirx=ln+2kn); mannennt a die Amplitude 
der Sinuslinie oder in Anlehnung an die Entwicklungen v. S. 109 die 

p Schwingungsweite; die Periode ist 2n. Oder man 
~./L zeichnet (Abb. 64) einfach einen Pfeil OP = a, der mit 
~ einem durch 0 gehenden festen Strahle g den Winkel x 

o Q g einschlieBt; das von P auf g gefallte Lot QP gibt dann die 
Abb. 64. GroBe Y = a sin x. Denkt man sich den Pfeil 0 P umlaufend, 

so erhalt man zu jedem Winkel x das zugehorige y. OP ist eine ge
richtete GroBe; d. h. zu ihrer volligen Bestimmung muB man a,uBer 
ihrer Lange OP = a auch ihre Richtung, die durch den Winkel x 
festgelegt ist, kennen; eine solche GroBe heiBt ein Vektor. Man kann 
sich in diesem Sinne also die Funktion Y = a sin x durch Umlauf des 
Vektors a veranschaulichen; der jeweilige Winkel x, den a mit dem 
Anfangsstrahle g einschlieBt, wird die Phase genannt. Diese 
iiberaus einfache Darstellung findet in der Elektrotechnik weitgehende 
Anwendung. 

Wir wollen uns zwei Sinusfunktionen denken Yl = asinx und 
Y2 = bsin(x - cp). Beidehaben die gleichePeriode 2n; dagegen hat Yl 
die Amplitude a, wahrend Y2 die Amplitude b hat. Auch haben beide 
nicht zu gleicher Zeit dieselbe Phase; die Phase von Y2 ist namlich 
stets um die konstanten Winkel cp kleiner als die von Yl' Der Vektor 0 P 1 

p 
eilt dem Vektor 0 P 2 

um diesen Winkel cp 
voraus (Abb. 65 a); 
cp heiBt die Phasen
differenz der bei
den Sinusfunktionen. 
Abb. 65 b zeigt die zu
gehOrigen beiden Si
nuslinien, die in ein-

Abb. 65a nnd b. fachem Zusammen-
hang mit Abb. 65 a 

stehen. Denkt man sich namlich die beiden Vektoren so umlaufend, 
daB sie stets den Winkel cp miteinander einschlieBen, so geben sie 
bei einer bestimmten, durch den Winkel x zwischen OPl und g ge
kennzeichneten Stellung ein Yl und ein Y2' die wir nur in Abb. 65b iiber 
der zugehorigen Abszisse x abzutragen haben, um je einen Punkt der 
beiden Sinuslinien zu erhalten. 
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Nun bilden wir durch Summieren beider Sinusfunktionen eine neue 
Funktion: 

Y = Yl + Y2 = a sin x + b sin(;t: - rp) . 

Von der Funktion Y konnen wir jetzt schon aussagen, daB sie ebenfalls 
periodisch ist und die Periode 2;n; haben muB, da dies von den 
Summanden gilt. Wir gewinnen in Abb. 65 b Punkte dieser Kurve, indem 
wir die zu einem bestimmten x gehorigen Werte von Yl und Y2 addieren; 

XP = XP1 + XP2 • 

Urn uns iiber die Art der Kurve Y = a sin x + b sin (x - rp) klarzu
werden, nehmen wir einige Umformungen vor. Es ist namlich aus der 
Periodizitat und ihrem Bilde in Abb. 65 b zu vermuten, daB die Summen
kurve wieder eine Sinuslinie ist; als solche miiBte sie eine Gleichung 
von der Form haben 

Y = csin(x - b), 

wobei die Amplitude c und die Phasendifferenz 15 sich durch die GroBen a, 
b, rp ausdriicken lassen miissen. Unter Anwendung der Formel 

sin (IX - (3) = sin IX cos (3 - cos IX sin (3 

konnen wir fiir Y schreiben 

a sin x + b sinx COS(P - b cosx sinrp = (a + b cosrp) . sin x - b sinrp cosx ; 

andererseits ist: 

Y = c sin (x - b) = c cosb· sinx - c sin 15 • cosx. 

Sollen beide Ausdriicke fiir jedes beliebige x denselben Wert ergeben, 
also identisch gleich sein, so miissen die Beiwerte von sinx und eben
so die von cosx iibereinstimmen; d. h. es miissen die beiden Glci
chungen bestehen: 

c cos 15 = a + b cosrp und c sin 15 = b sinrp. 

Damit haben wir aber zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten c 
und 15 erhalten, die wir noch aufzulosen haben: Wir quadrieren und 
addieren sie und bekommen unter Verwendung der Formel 

sin2IX + cos21X = 1 
das Ergebnis 

c2(sin2b + cos2b) = (a + bCOSrp)2 + (bsinrp)2 = a2 + 2abcosrp 

+ b2 (cos2 rp + sin2 rp) ; 

a) c2 = a2 + 2 ab cos rp + b2 ; 

andererseits ist 

b)~ino=~. 
8m'P c 

Wicke, Ingenieur·lIIathematik 1. 8 



114 Das Differenzieren. (46) 

Die beiden Formeln a) und b) lassen nun eine sehr einfache 
geometrische Deutung zu (Abb. 65a). c ist namlich (Kosinussatz) gleich 
der Mittelkraft OP aus den Vektoren a und b, die den Winkel rp mit
einander bilden; t5 ist (Sinussatz) der Winkel POP1 zwischen c und a. 

Durch Ubereinanderlagerung zweier Sinuslinien (Summierung zweier 
Sinusfunktionen) von gleicher Periode erhalt man also wieder eine 
Sinuslinie (Sinusfunktion), von derselben Periode. Ferner bekommt 
man die Schwingungsweite c der Summenlinie, wernl man die Schwin
gungsweiten a und b der Elementarfunktionen geometrisch addiert, 
d. h. nach GroBe und Richtung aneinandersetzt, und der Phasen
unterschied t5 der Summenschwingung gegen die erste Schwingung 
ist der Winkel, den der Vektor emit dem Vektor a einschlieBt. Mit 
anderen Worten: Sinusschwingungen von gleicher Periode 
lassen sich geometrisch addieren. 

c) Die Theorie des elektrischen Wechselstromes lehrt, daB die 
Stromstarke i und die elektromotorische Kraft p Funktionen von gleicher 
Periode sind. Befolgen beide das reine Sinusgesetz, so ist 

i = 0' sin x und p = I,lSsin(x + rp), 

wobei rp den Voreilungswinkel (Phasenunterschied) der elektro
motorischen Kraft gegen die Stromstarke bedeutet. Abb.66 zeigt die 

Abb.66. 

entsprechenden Kurven. Ferner lehrt die Theorie, daB die Augenblicks
leis tung des Wechselstromes sich durch die Gleichung l = i . p be
rechnet. Wir wollen die Abhangigkeit del' Leistung l von der GroBe 
x und das Schaubild dieser Beziehung ermitteln. Zu diesem Zwecke 
schreiben wir unter Verwendung del' Formel 

sinasinfJ = Hcos(a - fJ) - cos (a + f3)], 

l = 0 . I,lS . sin x • sin (x + rp) = 3~ [cos rp - cos (2 x + rp)] 

= 3~ cosrp _ 3~. cos (2x + rp). 

Das erste Glied 3~ cos rp ist eine Konstante, das zweite Glied 
3~ ~~ 2' cos(2x + rp) ist das Produkt aus der Konstanten <\52- und del' 

Kosinusfunktion cos (2x + rp). Man erhalt also die Leistung, indem 
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"'1.13 man von dem konstanten Werte <02 cosT jedesmal den Wert der 

Sinusfunktion :;s~ cos(2x + T) subtrahiert. Die Leistungskurve selbst 

ergibt sich dadurch, daB man die Sinuslinie y = i S'~ cos (2 x + T) 
um die x-Achse umlegt und die so erhaltene Kurve um das Stuck 

:;s~ cos T im Sinne der positiven y-Achse verschiebt. Hervorzuheben 

ist, daB die Periode der Leistungsfunktion nicht dieselbe ist wie die 
von Stromstarke und elektromotorischer Kraft, sondern nur halb 
so groB, bei uns also = n, da infolge des Faktors 2 vor x sich der 
V organg schon nach einer Vermehrung von x um n wiederholt. 
Die Frequenz der Leistungskurve ist also das Doppelte der Strom
bzw. Spannungsfrequenz. - Fur die Konstruktion der Kurve sei noch 
bemerkt, daB sie durch die Schnittpunkte sowohl der i- als auch der 
p-Kurve mit der x-Achse gehen muB, da je ein Produkt verschwindet, 
wenn wenigstens ein Faktor gleich Null wird. 

(47) d) Eine Walze von 0,5 m Halbmesser, 2 m 
Lange und 1 t Gewicht schwimmt so auf Was- , 
ser, daB ihre Achse wagerecht liegt; wie tief 
taucht sie ein 1 Abb. 67 stelle den Querschnitt 
der Walze dar, a moge die Wasserober
flache andeuten. Die Eintauchtiefe h ist durch 

Abb.67. 

den Mittelpunktswinkel x des eintauchenden Kreisabschnittes be

stimmt; denn es ist h = 0,5(1 - cosi). Wir werden daher erst x 

bestimmen. Nach dem Archimedischen Prinzip ist das Gewicht des 
schwimmenden Korpers gleich dem Gewichte der verdrangten Wasser
menge; letztere ist aber ein zylindrischer Korper, dessen Hohe 2m und 
dessen Grundflache ein Kreisabschnitt yom Halbmesser 0,5 m und dem 
Mittelpunktswinkel x ist. Die Grundflache hat also unter Benutzung 

des BogenmaBes fur x den Inhalt (°25)2 (x ~ sinx) m 2, demnach ist 

das Volumen des verdrangten Wassers 

2 . (0~)2 (x _ sinx) m3 = 0,25 (x - sinx) m3 , 

und folglich das Gewicht 0,25(x - sin x) t. Zur Bestimmung von x 
erhalten wir nun die Gleichung 

0,25 (x - sin x) = 1 oder x - sin x = 4. 

Das ist eine transzendente Gleichung, die keine exakte Auf-
16sung zulaBt; wir mussen ein Annaherungsverfahren einschlagen. Zu
vor wollen wir uns indes einen Oberschlagswert der Losung x ver
schaffen; wir schreiben zu diesem Zwecke die obige Gleichung in der 
Form sin x = x - 4. Wir setzen Yl = sin x und Y2 = X - 4 und suchen 

8* 
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denjenigen Wert von x, fiir den YI = Y2 ist; das Bild der ersten 
Funktion ist die Sinuslinie, das der zweiten eine unter 45 0 geneigte 
Gerade, die auf der y-Achse das Stiick -4 abschneidet (Abb.67a). 

Abb.67a. 

Beide Kurven schneiden sich im Punkte Y; 
also ist seine Abszisse ungefahr 3,5, oder im 
GradmaB 200 0 • Zur Durchfiihrung der R e
gula falsi (27), die wir zuerst verwenden 
wollen, formen wir die Gleichullg um in 

f(x) = x - sin x - 4 = o. 
Setzen wir 

Xl = 200 0 = 3,491, 
so ergibt sich 

f(x l ) = 3,491 + 0,342 - 4 = -0,167. 

Da f(x) an dieser Stelle mit wachsendem x wachsen muB (weshalb ~), 
setzen wir weiter 

und bekommen 
x 2 = 210 0 = 3,665 

!(x2) = 3,665 + 0,500 - 4 = 0,165. 

Wahrend x2 zu groB ist, ist Xl zu klein, und zwar sind in unserem 
Faile die Abweichungen der Werte f(x) von ° ihrem absoluten Be
trage nachfast gleich. Wir wahlen daheralsneues X X3 = 205 0 = 3,57793; 
hieraus folgt: 

f(x3) = 3,57793 + 0,42262 - 4 = +0,00055. 

Zwar ist X3 zu groB; aber die Abweichung ist iiberaus gering. Filr 

ergibt sich 
x4 = 204 0 = 3,56047 

f(x4) = 3,56047 + 0,40674 - 4 = -0,03279. 

Nach der Regula falsi bekommen wir die Verbesserung durch Ansetzen 
der Proportion 

J : 1 0 = 0,03279 : 0,03334 = 0,975, 
also 

J = 0,975 0 = 59'. 
Versuchen wir jetzt mit 

so bekommen wir 
X5 = 204 0 59' = 3,577 64, 

!(x5 ) = 3,57764 + 0,42236 - 4 = 0,00000. 

Demnach ist der mit fiinfstelligen Tafeln zu erreichende genaueste Wert 

x = 2040 59' 

und die zugehorige Eintauchtiefe 

h = 0,769m. 
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Nach der N ewtonschen Methode (27) gestaltet sich die Lasung 
folgendel'maBen: Wir gehen von dem Wel'te Xl = 200 0 = 3,491 aus; 
die abzuziehende Korrektul' ist: 

h - !(xI ) _ Xl - sinxi - 4 _ 3,491 + 0,342 - 4 __ 0,167 _ -0081 
1 - !'(xI ) - 1 - COSXI - 1 + 0,940 - 0,940 - , . 

Wil' wahlen demnach 
X 2 = 3,57200 = 204 0 40' ; 

hiel'zu gehal't 

h = 3,57200 + 0,41734 - 4 = _ 0,01066 = -000561 
2 1 + 0,90875 1,90875' 

und hieraus X3 = 3,577 61 = 204 0 59' wie oben. 
e) Als weiteres Beispiel wollen wir die Bewegung des Kreuzkopfes 

beim zentrischen Sch u bkurbelgetl'ie be bchandeln (Abb. 68).0 sci die 
linke Totlage, so daB also OM = l + r 
ist, wobei r del' Kul'belradius und l 
die Lange del' Schubstange ist. Der 
KurbelI'adius bewegt sich mit kon
stanteI' Winlmlgeschwindigkeit w, so -IY~"-----"----=*---b--L--"h----+
daB der Kurbelwinkel {} = w . t ist, wo
bei die Zeit t vom Augenblicke del' 
linken Totlage an gemessen ist. Zur 
Zeit t betragt die Entfernung des 
Kreuzkopfes X von 0: 

ALb.6B. 

8 = OA + AM - XX - XM = l + r - l coscp - r cos{) , 

wobei cp del' Winkel ist, den in dies em Augenblicke die Pleuelstange XZ 
mit OM bildet. Er ist von If abhangig, und zwar ist, da 

h = XZ = lsincp = rsin{} ist, sincp = fsin{}. 

Del' Weg, den del' Kreuzkopf in del' Zeit t zuruckgelegt hat, ist also 

8 = r(1 - cos{}) + l(I-- V1 - (ft sin2{}) 

= l [q (1 - cos{}) + 1 - VI - q2 sin2 {}], 

worin; = q und{} = w t ist. Die Bewegung des Kreuzkopfes ist natur

gemaB eine ungleichfarmige; sie ist wie die harmonische Bewegung 
[Beispiel a)] eine hin und her gehende Bewegung; del' Kreuzkopf be
wegt sich zwischen den beiden Totlagen 0 (8 = 0) und 0' (8 = 21'). 
Auch die Geschwindigkeit des Kreuzkopfes ist dauernd verander-

lich; wir finden sie, indem wir v = ~: bilden, 

_ ds • d{} d{} _ ds -l[ .. il _ -2q2 Sin{}COS{}]. 
v - d{} dt' dt - w, d{} - q Slll'U' 2 VI _ q2 sin2{} , 
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also 
[ 

• _Q + r· rSin{}COS{}] (h + h· (l + r - 8')] v = 0). r sinu . = 0) , , 
Yl2 _ r2 sin2{} 8 - 8 

wenn zur Abkiirzung 0 X = 8' gesetzt wird. Da der Klammeraus

druck = h(l -; r -=-~ ist, wird schlieBlich 
8 - 8 

wobei ~ = MG (Abb. 68) ist; letzteres folgt aus der Proportion 

~ : h = K M : K X = (l + r - 8) : (8' - 8) . 

Wir konnen somit auf sehr einfache Weise uns ein Geschwindigkeit
Weg-Diagramm entwerfen: Wir brauchen nur in K auf 00' das 
Lot KV = lJIIG = ~ abzutragen; dann ist V ein Punkt dieser Kurve. 
Die Geschwindigkeit erreicht nach ihr einmal ein Maximum; es tritt 

ein, wenn die Beschleunigung p = ~ ~ = 0 wird. Aus 

1 [ . _Q + q sini!- cos{} ] v = 0) q Sinu' YI - q2 sin2iJo 
folgt durch Differenzieren . 

_ 2l [ _Q _ siniJocos{}(-2q2siniJocos{}) + q(cos2iJo - Sin2iJo)] 
p - 0) q coso q ,~3 ,~'-

2 r 1 - q2 sin2{} r 1 - q2 sin2J? 

2l [ {} + q2sin2{}cos2{} + (1- q2sin2{}) (cos2iJo - Sin2{})]' 
=0) qcos q YI - q2 sin2 iJo3 

= 0)2lq cosl} + q . [ 
q2 sin4iJo + cos2{} - Sin2{}] 

YI - q2 sin2iJo3 

Die Beschleunigung p wird gleich Null, wenn [] verschwindet; das 
ergibt: 

Durch Quadrieren erhalt man 

(1 - sin2{}) (1 - q2 sin2{})3 = (q3 sin4{} - 2qsin2{) + q)2, 

1 - 3q2 sin2 {} + 3q4sin4{} - rfsin6{} - sin2{} + 3q2 sin4{} - 3q4Sin61'f 

+ q6 sin8 {} 

= q6 sin8 7'f - 4 q4sin6{} + 2q4sin4{} + 4 q2sin4,t} - 4q2sin2f} + q2 

und durch Zusammenfassen 

oder q4 sin6o{} - q2 sin4o{} - sin2f} + 1 = O. 

[so a. S. 58, Gleichung a); A = ~]. 
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f) Auf einer schiefen Ebene E vom Neigungswinkel 0;, liegt eine 
Last Q; sie solI dUTCh eine Kraft K aufwarts bewegt werden, welche 
mit del' Normalen zu E einen Winkel fJ einschlieBt. Wie groB muB K 
mindestens sein, damit eine Bewegung stattfindet, wenn del' Reibungs
faktor langs del' schiefen Ebene = f-l ist 1 
Wie muB man fJ wahlen, damit K mog
lichst klein wird 1 (Abb. 69.) 

Ware keine Reibung vorhanden, so miiBte 
K so beschaffen sein, daB seine Komponente 
in del' schiefen Ebene entgegengesetzt ge
richtet und mindestens gleich ist del' Kom
ponente von Q in del' schiefen Ebene, also 
K sin fJ = Q sin IX. Infolge del' Reibung muB 
abel' Knoch einen Widerstand iiberwinden, 
del' proportional ist dem Normaldruck, den 

Abb.69. 

e' 

e 

n' 

das Kr1iftesystem (QK) auf die Ebene ausubt. Del' Normaldruck von Q 
auf die Ebene ist Q. coso;,; er muB indessen vermindert werden urn 
einen Betrag, del' gleich del' Normalkomponente von K zur Ebene 
ist, also urn K cosfJ, so daB del' wirkliche Normaldruck des Krafte
systems auf die Ebene Qcos 0;, - K cosfJ betragt. Diese GroBe ergibt, 
mit dem Reibungsfaktor ,u multipliziert, die Reibungskraft 

R = ft (Q cos 0;, - K cos fJ) • 

Dam it eine Aufwartsbewegung stattfindet, muB demnach K min
des ten s gleich dem Werte sein, del' sich aus del' Gleichung el'gibt: 

oder 
K· sinfJ = Q. sinlX + f-l (Q coso;, - K cosfJ) 

K = Q . sin a + tt cos a • 
sin fJ + tt cos fJ a) 

Damit ist der el'ste Teil del' Aufgabe gelost. Urn die Frage nach dem 
gunstigsten Winkel fJ zu beantworten, wollen wir bedenken, daB 
K am kleinsten wird, wenn del' N enner in (a) moglichst groB wil'd 
[fJ kommt nul' im Nenner VOl']. Damit nun abel' del' Ausdruck 
sinfJ + f-l cos f3 ein Maximum wird, muB sein Differentialquotient nach 
f3 verschwinden; ZUT Bestimmung des giinstigsten Winkels f3 erhalten 
wir demnach die Gleichung 

cosf3 - fl sinfJ = 0; 
a us ihr folgt 

ctg~ = /1-. b) 
Aus (b) el'gibt sich 

• fJ 1 
SID = VI + ft2' 

fJ It 
cos = --===, VI + ft2 
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und demnach durch Einsetzen in (a): 
• ..L K . = Q. Slncx , ,u coscx 

mm 1"1 + [<2 • 

Fiihrt man den Reibungswinkel e ein, del' durch die Gleichung 
fL = tg e definiert ist, so gestaltet sich die Entwicklung wesentlich 
durchsichtiger; auBerdem liefert sie eine einfache Konstruktion fiir K. 
Es wird dann K = Q . sincx + tge cosO( 

sinP' + tge cosp' ' 

woraus man durch Erweitern mit cose erhalt: 

odeI' 

K = Q . sincx cose + cosO( sine 
sin P' cos e + cos P' sin e 

K _ Q sin (ex + Q) 
- sin(~+ Q) • 

a/) 

Nun laBt sich K sehr bequem zeichnerisch ermitteln. Dreht man namlich 
das rechtwinklige Kreuz"en in Abb.69 um den Winkel e in die Lage e'n' 
und falit vom Endpunkt von Q das Lot auf e' , so schneidet es die Ver
langerung des freien Schenkels von fJ in einem Punkte, dessen Ab
stand von 0 die Kraft K liefert, denn Q schlieBt mit n' den Winkel iX + e 
und K mit n' den Winkel fJ + e ein, woraus sich mit Leichtigkeit 
die Beziehung (a') ergibt. Ohne daB wir zu differenzieren brauchten, 
laBt diesel' Ausdruck erkennen, daB sein Kleinstwert eintritt, wenn 

fJ + e = ; ist. Also wird K am kleinsten, wenn ~ = ; - Q ist, 

wenn also K in die Richtung e' falit, und zwar ist del' Minimalwert 

Kmin = Q. Sin(iX + Q). b/) 

Die Anordnung ist also am giinstigsten, wenn die bewegende 
Kraft mit del' schiefen Ebene den Reibungswinkel ein
schlieBt. 

Die Reibung hat auf die Aufwartsbewegung denselben EinfluB, 
als ob die Ebene urn den Reibungswinkel starker geneigt ware. 

Zur selbstandigen Behandlung seien die folgenden Fragen VOl'

geschlagen: Wie groB muB K mindestens sein, damit Q unter Uber
windung del' Reibung sich auf del' schiefen Ebene abwarts bewegt? 
Welches ist hier del' giinstigste Winkel fJ? 

Wie sind die entsprechenden Verhaltnisse auf del' horizontalen 
Ebene? Zahlenbeispiel: Beim langsamen Schleifen von GuBeisen auf 
nasser Eichenholzunterlage ist fL = 0,65. Fur Fuhrwerke auf schlechten 
StraBen sei fL = 0,07; unter welchem Winkel ist die Wagendeichsel 
zu neigen? 

g) Eine flachgangige Schraube habe den Neigungswinkel ex; 
auf ihr moge eine Last Q befordert werden; wie groB muB die in Q 
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angreifende, die Schraube drehende Kraft K mindestens sein, wenn 
eine Aufwartsbewegung von Q stattfinden solI ~ Der Reibungsfaktor sei fL. 

Der Normaldrrick des Systems ist Q cos eX + K sin eX , folglich ist die 
Reibung fl(QcoseX + KsineX), und es ist bei der Aufwartsbewegung eine 

~---JLr +------".j 

Abb.70a. Abb.70b. 

Gesamtkraft Q sin eX + ft (Q cos eX + KsineX) zu iiberwindell. Anderer
scits betragt die in die Schraubenflache fallende Komponente von K 
K cos eX; diese muE bei Gleichgewicht gleich del' obigcn Gesamtkraft 
scin. Wil' el'halten also die Gleichung 

K cos eX = Q sin eX + ,u(Q cos eX + K sin eX) , 

aus welchel' sich el'gibt 
K = Q sincx + ,u c~s ~ . 

cose.: - f! SIDe.: 

Fiihren wir wieder den Reibungswinkel e durch die Gleichung tg e = fl 
ein, so erhalten wir 

K = Q. sine.: + tgg c~se.: = Q sin~ cosL+- c~se.: s~ng = Q sin(e.: + e) 
cose.: - tge Sille.: cose.: cose - SilliX Sille COS(iX + e) 

= Qtg(eX + e). 

Also auch bei del' Schraube hat die Reibung die Wirkung, als ob del' 
Neigungswinkel del' Schraube um den Reibungswinkel vergroEert 
worden ware. 

Bei einer vollen Umdrehung hat die Kraft K den Weg 2 nr zuriick
gelegt, wobei r del' mittlere Schraubenradius ist, es ist also die Arbeit 
2 n r K aufgewendet worden. Dabei ist Q um die Ganghohe h = 2 n r tg eX 
gehoben, also die Arbeit Q. h = 2nrQtgeX verbraucht worden. Folg
lich ist der Wirkungsgrad 

odeI' 

gewonnene Arbeit h· Q 
1} = aufgewendete Arbeit 2""r K 

2""rtgiX' Q 
2"" r . Qtg(iX +e) 

11 = tg eX . ctg (eX + Q) • 

Del' Wirkungsgrad wird um so giinstiger, je groBer 'YJ ist. 1st e = 0, 
ist also keine Reibung vorhanden, so ist 'YJ = 1, d. h. es wird ebensoviel 
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Arbeit gewonnen, als aufgewendet worden ist. Bei Vorhandensein der 
Reibung ist die .b'rage von Bedeutung: Wie hat man den Neigungs
winkel IX der Schraube zu wahlen, damit del' Wii'kungsgrad 1] mag
lichst groB wird, und wie groB ist 1] im giinstigsten FaIle? Urn diese 
Fragen zu beantworten, bilden wir den Differentialquotienten 

dry ctg(ex + e) tgex 
dex cos2 ex 

und setzen ihn gleich Null. Wir erhalten 

ctg(ex + e) tg.x _ 0 
- cos~ - sin2 (ex + e) - , 

sin (IX + e) cos (IX + e) = sin IX cos IX , sin 2 (IX + e) = sin2IX. 

Es ist also entweder 

oder 2 (,x + e) = n - 2IX. 

Der erste Fall widerspricht der Voraussetzung, da er e = 0 zur Forge 
hat. 1m zweiten FaIle ergibt sich die Lasung 

Jt Q <X=---. 4 2 

Fiir diesen Neigungswinkel IX ist also der Wirkungsgrad am graBten; 
er berechnet sich zu 

1]max = tg (-~- - ~) . ctg (: + ~) = tg2 (: - ~). 
(48) h) In einem kiinstlichen Wasserlaufe (Graben) flieBe das Wasser 
allenthalben mit konstanter Geschwindigkeit c; del' Wasserquer-

schnitt F =!{ ist dann ebenfalls konstant; Q ist hierbei die in 
c 

der Zeiteinheit durch den Querschnitt flieBende Wassermenge; 
der Wasserspiegel ist der Grabensohle parallel. 

Das Wasserspiegel- (Sohlen-) Gefalle ist abhangig von dem 
Bewegungs- (Reibungs-) Wider stand w, del' berechnet wird 
mittels der Beziehung 

U c2 

w=eyL2g; 
hierin bedeuten: 

U den benetzten Querschnittsumfang, 
F den Wasserquerschnitt, 
L die Lange der Wasserfiihrung, 
c die mittlere Wassergeschwindigkeit, 
e eine von den Abmessungen, del' Geschwindigkeit und ins

besondere von der Rauhigkeit del' umfassenden Wandungen abhangige 
ErfahrungsgraBe. 
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Falls Q und c gegeben sind, folgen fUr F = !1 unzahlig viele L6-c 
sungen; bei Wasserzufiihrungen fiir Kraftanlagen sind jene Quer
schnittsabmessungen die giinstigsten, fiir die das Transportgefalle w 
(das Gefalle, das einzig dazu aufgebraucht wird, um den Widerstand 
zu iiberwinden) ein Minimum wird. Wird die an sich geringe Ab
hangigkeit del' Reibungszahl (! von den Querschnittsabmessungen 
vernachlassigt, so tritt del' Kleinstwert von w ein, wenn U ein Kleinst
wert ist. 

Wir wollen unter diesem Gesichtspunkte einige Querschnittsformen 
naher untersuchen: 

a) R e c h t e c k que l' s c h nit t: Es ist U = b + 2 t, wenn b die 
Breite und t die Tiefe bedeuten, wobei b· t = Fist. Damit wird 
U b + 2F . M·· = b e1n 1n1mum, wenn 

dU 2F 
df)=1-1)2=0, also b = y2F und t=~ 

ist. Also 
b = 2t; Umin = 2Y2F. 

b) Trapezquerschnitt (im Abtrag odeI' Auf trag liegend): . 
. 2t 

U = b+ -;-- -
Sina ' 

F = (b + t ctg ex) t . 

Daher 
F 2t 

U = -t - t ctg ex + -. - . Sina 

dU F 2 
- =- - -ctgcx+ -. - =0 dt t2 SID a 

t= -V Fsina 
2 - cosa ' 

also 
b=21/. (/ )(l-coslX). V SID a - cos a 

Abb.71a. Abb.71b. 

c) Tl'lilweise 
.) 

gefUllter Kreisq uerschni tt vom Halbmesser r: 
r2 

U = r . cp , F = 2' (cp - sincp) , 

also 
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U wil'd ein Minimum, wenn rp2. - ein Minimum wird; wir kommen 
rp - SlUrp 

durch Differenziel'en zu del' Gleichung 

(rp - sinrp). 2rp - rp2(1 - cosrp) = O. 

rp = 0 scheidet aus; also muB sein rp(l + cosrp) = 2sinrp. Setzt 
man rp = 2'IfJ, so geht die Gleichung iiber in die folgende 

cos V' ('IfJ - sin 'IfJ) = 0, 

aus del' sich als einzig brauchbare Lasung cOS'IfJ = 0, 'IfJ = ~ , 
rp = n ergibt. Del' Halbkreis ist demnach del' giinstigste Kreis
querschnitt; fiir ihn ist 

_1/2F 
r - V------;;-, Umin = Y2nF. 

Wir gehen iiber zur Bestimmung des Transportgefalles tv, und 
zwar mage sein Q = 4 m3 s -1, L = 500 m, c = 1,25 ms - I. 

Del' Kanal habe Rechtecksquerschnitt und sei in Backstein
mauerwerk ausgefiihrt; in diesem Faile gilt nach der l1lteren Bazinschen 
Formel: 

o U 
2'g = 0,00024 + 0,0006 F' 

In unserem Zahlenbeispiele ist 

F = ; = 3,2 m2 = 2t2 , demnach t = VI,6 m = 1,2659 m, 
(! 5,060 

b = 2,530m und 2(/ = 0,00024 + 0,00006· 3,2 = 0,000335. 

Damit wird 
5,060 

tv = 0,000335· 3,2.500 .1,252 ~ 0,414m. 

Bei einem Gesamtgefaile von 4 m wiirde also das Transportgefaile 
10,4% ausmachen; das ist verhaltnismaBig viel. Werden hachstens 
5% zugelassen, so folgt aus 

o 05 . 4 = ~ . b + 2 t • 500 . (~)2 =-L ~ . 500 . ~ 
, 2(/ bt bt 2(/ 2t~ 4t4 

mit dem Schatzungswerte 2~ = 0,000335, 

5 = 0,000335.2·500·4 = 67 t = 146 b = 293 t 0,05 .4 ' , , m, , m. F = 4,28m2. 

f U 5,85 7 . 5,06 1 58 h Die Kontroile lie ert F = 4,28 = 1,3 , gegenilber ~ =, VOl' er 

und 

2(!(/ = 0,00024 + 0,00006·1,37 = 0,000322, 
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I 0,000335 - 0,000322 - 0039 d 
a so 0,000335 -, 0 er 3,9% weniger, so daB genauer 

folgt " 
t5 = 0,961 . 6,7 = 6,44 und t = 1,45m, b = 2,90m. 

1st die mittlere Geschwindigkeit nicht gegeben, so ist auch F un
bekannt; die Auflasung nach c liefert 

-1./2g !./w p" -1. /2 g l.r~-R-c- ,~. ,-.- -- /~.!~ , / 11 'L U / f' ' , 

wobei i = L das relative Transpol'tgefalle, und 

R = "~ den hydl'aulischen Radius 

bezeichnet. Hieran anschlieBend wollen wir nun die 
A ufga be lOsen: Fur welchen Mittelpunktswinkel cP wird bei be-

kanntem i =~. die Geschwindigkeit c am graBten 1 

Der GraBtwert von c tritt ein, wenn R = :; ein Maximum ist. Nun 

• r2 (<p - sin?,,) 1 _ s .. in<p 1st R = -~2~~- am graBten, wenn Maximum ist; wir 
• rip <p 

kommen damit zu del' Gleiehung 

cpeoscp-sincp=O oder tgr:p=cp, !(cp)~tgcp-(p=O, 

einer transzendenten Gleichung, die sich nur durch Annaherung lasen 
laBt. Wir wollen die Regula falsi (27) anwenden. Da cp = ° und 
cp > 360 praktisch nicht in Betracht kommen konnen, liegt die Lasung 
zwischen 180° und 270° (s. Abb. 71c). Als ersten An-
naherungswel't wahlen wir (PI = 260°, arccpI = 4,5379, 
tgCPI = 5,6713; also ist !(CP1) = +1,1884; iJ\ist zu groB; 

(P2 = 257°; !(CP2) = -0,1539; 
Cf'3 = 258°; !(CP3) = +0,2017; 

uo: 1 ° = 0,1539 :0,3556 = 0,433, u = 27', 

CP4 = 257°27'; t(CP4) = -0,0012; 
CPo = 257°28'; !(CP5) = +0,0043, p=257°27'13/1. 

l!2f/ r 
Cmax = ~ ·1 ~ . 0,781 . 

f! 

Dagegen wirddie DurehfluBmenge ein Maximum, 
wenn 

o 

Abb.7lc. 

°l /2 f/ /--;- r2 . -~ /--;;:--( - sin <P') Q = F. c = ! -·l ~ - (cp - smcp)· 1- 1-~-
'11 2 2 <p' 

(<p - sin <p )3. .. .'. 
d. h. also, wenn -----~- em MaXImum wll'd. Dureh Dlfferenzleren 

'P 
erhalt man fur den zugehorigen Winkel cP die Gleichung 

cp. 3 (cp - sincp)2. (1 - coscp) - (cp - sincp)3 = 0. 
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Die Losung cp = 0 scheidet aus 
praktischen Grunden wiederum 
aus; es muB sein 

3cp(1- coscp) - (cp - sincp) = 0 

oder 

2 cp - 3 cp cos cp + sin cp = O. 

Wir setzen zur Auflosung 

f(cp) 2cp-3cpcoscp+sincp = 0 

und 
Yl = 2cp + sin cp , 

Y2 = 3 cp coscp. 

Abb.71d. 
Abb.71d zeigt beide Kurven 
und laBt erkennen, daB sie sich 

ungefahr bei cp = 310° uberschneiden; diesen Wert benutzen wir als 
ersten Naherungswert. Es ist 

, arc cp log arc<)J log cos cp log (3 arc cp coscp) I 2 arc cp I sinqJ 
1 3 arctprostpl t ('{') 

5,41052 0,73324 9,80807 1,01843 .10,821041-0,766041 10,4335 ! -0,3785 
5,39307 0,73184 9,79887 1,007 83 110,78614 :-0,77715 10,1819 u':60' 

1- 0,1729 } =346: 2075 
5,37562 0,73043 9,78934 0,99689 10,75124 -0,78801 9,9286 +0,0346 n~10' 
5,37853 0,73066 9,79095 0,99873 i 10,75706 ,-0,786 22'1 9,9708 ±O,OOOO 

Der genaue Wert von cp ist demnach 308 ° 10' 0"; also 

Q ') 333 21/~ max = ~, r r e % r . 

§ 10. Die zyklometrischen Funktionen. 
(49) Vertau8chen wir in Y = sinx x und y, so erhalten wir x = siny; 
Losen wir diese Gleichung nach der Abhangigen y auf, so heiBt dies 
wir suchen denjenigen Winkely (in BogenmaB) dessen Sinus 
den gegebenen Wert x hat. Wir schreiben dies folgendermaBen: 

y = arcsin x 82) 

und sprechen "y ist gleich Arkussinus von x", d. h. y ist derjenige 
Winkel im BogenmaB, dessen Sinus gleich x ist. Einige Bei
spiele mogen dies erlautern: 

1. Wir wollen arcsint berechnen. Nach dem Obigen suchen wir 
das BogenmaB desjenigen Winkels, dessen Sinus gleich t ist; es ist 

der Winkel arc 30° = ~. Folglich ist arcsin l = ~. Nun gibt es aber 
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noch mehr Winkel, deren Sinus gleich t ist; namlich ein jeder, del' 

sich von~ ( arc 30°) um ganze Vielfache von 2 n (-~ arc 360°) unter

scheidet. Folglich ist ganz allgemein arcsin ~ =.~ + 2 kn, wobei k 

irgendeine ganze Zahl bedeutet. Abel' auch damit ist die Menge del' 
Winkel arcsint nicht erschOpft; denn da auch sin -frn( sin 150°) =t 
ist, so bekommen wIT unter Berucksichtigung 
del' Periodizitat als eine zweite Winkelgruppe 
arcsin1~ = ~g~n + 2kn. 

2. Es ist zu zeigen, daB 

arcsin ( - t 112) = in + 2k n 
bzw. 

= -:tn + 2kn ist. 

3. Wie groB sind 

arcsin ( - t) , arcsin ( + l1i2) , 
arcsin ( - ~§~ y'3) , arcsin 0 , 

arcsin t y'3, 
arcsin 1 ~ 

4. Wir wollen noch arcsin 0,7 berechnen. Zu 
diesem Zwecke suchen wir erst einmal den 
spitzen Winkel in GradmaB auf, dessen Sinus 
gleich 0,7 ist. Wir finden in del' Tabelle 
44 ° 25' 37"; sein BogenmaB ist 0,77539. Folg
lich ist einerseits arcsin 0,7 = 0,77539 + 2kn. 
Da abel' sin(n-O,77539) = sin 2,36620 eben
falls gleich 0,7 ist, so ist vollstandig arcsin 0,7 
= 0,77539 + 2kn bzw. = 2,36620 + 2kn. 

Wir erkennen also: Die Arkussinusfunk
tion ist eine unendlich vieldeutigeFunk
tion, da sie, wenn ihr uberhaupt ein Wert zu
kommt, unendlich viele Werte annehmen kann. 
Damit sie reelle Werte hat, muB die 
una bhangige Veranderliche x zwischen 
den Grenzen -1<x:s:+1 liegen. [Vgl. 
hierzu die Verhaltnisse bei del' Funktion y = 1x 
(37) S. 87 ff.] . 

U m zur Arkussinuskurvezu gelangen, machen 
wIT von dem Satze Gebrauch, daB die Bilder Abb. 72. 

inverser Funktionen zueinander bezuglich del' 
45°-Linie symmetrisch sind, wonach die Kurve y = arcsinx also das 
Spiegelbild zur Kurve y = sin x bezuglich diesel' Linie ist. Abb.72 
zeigt die Arkussinuslinie. Wir sehen, daB zu einem bestimmten x von 
del' Eigenschaft -1 < x < + 1 unendlich viele Kurvenpunkte gehoren; 
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die Ordinaten der Punkte ... 8_1> 8 1 , 8 2 , .•• und ebenso die Ordinaten 
der Punkte ... 8/_1> 8{, 8~ ... unterscheiden sich um je 2n. Zu Werten 
von x, deren absoluter Betrag >1 ist, gehoren keine Kurvenpunkte. 
Die Vieldeutigkeit der Arkussinusfunktion kann zu Unklarheiten fiihren. 
Man hat sich daher, um Eindeutigkeit zu erzielen, geeinigt, denjenigen 

Funktionswert als H au p t we r t zu wahlen, der zwischen -; und 

+ ~- liegt, falls nieht besondere Umstande zu einer anderen Festsetzung 

zwingen. Man nennt diesen Bereich den Bereich der Hauptwerte 
der Arkussinusfunktion. 

Nach den Erorterungen iiber y = arcsin x diirften die Ausdriicke 
y = arccos x, y = arctg x und y = arcctg x (gesprochen "Arkus
kosinus von x", "Arkustangens von x", "Arkuskotangens von x") 
ohne weiteres verstandlich sein. Wir konnen uns daher kurz fassen 
und sagen: 

Unter y = arccos x, y = arctgx, y = arcctgx versteht man 
das BogenmaB desjenigen Winkels y, dessen Kosinus bzw. 
Tangens bzw. Kotangens den Wert x hat. Wegen der Periodizitat 
der goniometrischen Funktionen y = cosx, y = tg x, y = ctg x sind diese 
Funktionen unendlich vieldeutig.Wahrend aber zur Arkuskosinusfunktion 
(ebenso wie zur Arkussinusfunktion) nur fiir Werte x von der Eigenschaft 
-I.:::;;: x ~ + I reelle Funktionswerte gehoren, sind bei der Arkustangens
und bei der Arkuskotangensfunktion jedem beliebigen x Funktionswerte 
zugeordnet. Die folgenden Beispiele wird der Leser hiernach ohne 
Miihe nachpriifen konnen: 

1. arceos; y2 = -~ + 2kn bzw. 7 = Tn + 2kn, 

2. aretg(-I) = -!n + kn, 
3. arcctg2 = 0,46365 + kn. 
Die Bilder der Arkuskosinus-, Arkustangens- undArkuskotangens

funktion sind mit dem der Arkussinusfunktion in Abb. 72 vereinigt. 

Die Hauptwerte liegen bei der Arkustangensfunktion zwischen -; 

und +; , bei der Arkuskosinus- und bei del' Arkuskotangensfunktion 

dagegen zwischen 0 und n. 

(50) Die Differentialquotienten der zyklometrischen Funktionen 
werden auf folgendem Wege gefunden: 

Wenn y = arcsinx, so ist x = siny, also 

demnach ist 

dx ,--- ,j---- = cosy = VI- sin2 y = vI - X2, 
dy 
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odeI' darcsinx 1 
dx = Yl-x2' 

Wenn y = arccosx, so ist x = cosy, also 

demnach 

dx -----~

d~ = -siny = -y1- cos2 y = -VI - X2; 

darccosx 1 
dx = - Yl-x2' 

Wenn y = arctg x, so ist x = tg y, also 

demnach 

dx 1 - = ~- = 1 + tg2 y = 1 + x2 • dy cos2 y , 

darctgx 1 
dx = 1 +x2 ' 

Wenn y = arcctgx, so ist x = ctgy, also 

dx 1 - = - -. - = -(1 + ctg2 y) = -(1 + X2); 
dy sm2 y 

demnach 
d arcctgx 1 

dx = -1+x2 ' 
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83) 

84) 

85) 

86) 

Die Formeln 83) bis 86) sind in mehrfacher Hinsicht eigentum
lich; auffallig ist zunachst, daB zwar die Funktionen transzendent, 
ihre Differentialquotienten abel' alge braische Funktionen von x 
sind, und zwar die Differentialquotienten von arcsin x und arccos x 
irrationale, die Differentialquotienten von arctgx und arcctgx sogar 
rationale Funktionen. Bisher muBten wir den Eindruck gewinnen, 
als ob die algebraischen und die transzendenten Funktionen zwei groBe 
Gruppen bildeten, zwischen denen keine Verbindung und kein Ubergang 
bestunde; und das ist auch so, solange wir uns auf das Gebiet der ele
mentaren Mathematik beschranken. Die Infinitesimalrechnung da
gegen reiBt in gewissem Sinne diese Schranke nieder und gliedert die 
zyklometrischen und dadurch mittelbar auch die goniometrischen Funk
tionen an die algebraischen Funktionen an; wir werden bald sehen, 
daB Ahnliches auch fur die logarithmische Funktion zutrifft. 

Eine zweite Eigentumlichkeit besteht darin, daB die Arkussinus
und die Arkuskosinusfunktion zwei Differentialquotienten haben, die 
einander entgegengesetzt gleich sind, d. h. daB 

darcsinx --j darccosx _ 0 -crx- --crx- - . 
ist, und daB das Gleiche fur die Arkustangens- und die Arkuskotangens-
funktion gilt: . 

d arctgx + Ii arcctgx _ 0 -----;r;;- -ax-- - . 
Wicke, IngenieUf-ilIathematik L 9 
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Diese Merkwiirdigkeit erklart sich abel' sofort, wenn wir bedenken, 
daB - bei Beschrankung auf die Hauptwerte - fiir ein bestimmtes x 
die Beziehungen bestehen: 

. n 
arCSIn x + arccos x = 2 bzw. arctg x + arcctg x = ; . 87) 

Sie folgen aus Abb. 72; man kann sie abel' auch aus den goniometrischen 
Formeln 

und 

ableiten. 
Differenziert man die Gleichungen 87) nach x, so erhalt man unter 

Beachtung des Umstandes, daB die rechten Seiten Konstanten sind, 
die obigen Gleichungen 

darcsin~ + ~ar()()()sx _ 0 
dx dx -, bzw.' darctgx + d arcctgx _ 0 

- d x - -------a:x- - , 
siehe oben. 

Einige Be i s pie 1 e als Anleitung fUr Differentiation verwickelterer 
Funktionen: 

1. y = arcsin ~; Kettenregel: y = arcsin z, Z = ~ ; 

dy 1 1 dz 
dz ]11 - Z2 l/~(Xr' rlx n 

! 1 - ~ 
! a 

also 
rly 1 1 

-~-----

l r~ (X-)2~ Va2 -x2 
a jl- a dx 

2. y = arctg ~-. auf gleichem Wege erhiilt man r!JL = ~<ia~ ~ .. ~ • 
a ' dx X" + a2 

. 5x - 2. 5x- 2 
3. y = arcsm --3- = arcslllz, Z = --3-; 

also 

dy 
dz 

dy / 5 --

1 

dx = V f+4x-- 5x2 • 

1 
4. Y = arccos - = arccosz, x 

dy -1 1 
-----

dz tl-z2 /--1 
111 ----;;-

also ! X" 

dy 1 
----

dx XVX2 -1· 

3 dz 
dx 

dz 1 
dXJ -x2 ' 
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5. Y = x· arcsinx + y:l=- X2; durch Verwendung del' Summen-, 
Produkt- und Kettenregel erhalt man: 

dy . x x . 
dX = arcsmx + VI ~-X2 - 17l~-;; = arcsmx . 

x+2 x+2 
6. y = arctg--3 = arctgz, z = -3-; 

d~ _ 1 _ 9 dz 1 
dz - 1 + (X +_~)2 - x2 + 4x + 13' dx 

also 3 
3 ' 

dy 3 
dx x2 + 4x + 13 . 

Die technische Bedeutung del' zyklometrischen Funktionen tritt 
besonders in del' Integralrechnung zutage; wir werden uns daher 
dort noch mit ihnen zu beschaftigen haben. 

Erwahnt sei noch, daB man die goniometrischen und die zyklometri
schen Funktionen unter dem gemeinsamen N amen Kr e i s fun k t ion e n zu
sammenfaBt. 

§ 11. Die logarithmische Funktion. 
(51) Aus del' elementaren Mathematik wissen wir, daB man unter 
dem a-Logarithmus von x diejenige Zahl y versteht, mit del' 
man a potenzieren muB, um x zu erhalten, in Formein 

alogx = y, wenn aY = x 88) 

ist. a heiBt hierbei die Grundzahl (Basis), und aile Logarithmen, die 
auf dieselbe Grundzahl bezogen sind, bilden ein Logarithmensystem; 
ferner ist x del' Logarithmand odeI' Numerus und y del' Logarith
m us. Bei gegebener Grundzahl ist also del' Logarithmus y eine Funktion 
des Numerus x. 

BeispieIe: 
2Iog 128 =7; 

4log 128 - 'L· 
- 2' 

2log2 = 1; 
2log 1 =0; 

2log-t-T =-6; 

2log Vi6 _ 4. 
--3·' 

10log 1000 = 3; 
100Iog 1000 _ 3. 

-2' 

10loO' _1_ = -4 ., 
" 10000 

10 log 10 = 1 ; 
10 log 1 = 0; 

10Iog V 10000 = ~-; 

denn 

" 
" 
" 
" 

" 
" 
" 
" 

" 
" 

= 128, 

= (14)7 = 128, 
21 = 2, 
20 = 1, 

2 - 6 = io = u\r , 

2; = V24 = Vi6 , 
103 = 1000, 
100~ = 1000, 
10 - 4 __ 1_ 

- 10000 , 

101 = 10, 
100 = 1, 

10; = V 10000 . 

9* 
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Die Logarithmen mit der Grundzahl 10 heiBen die gemeinen oder 
Briggsschen Logarithmen; sie finden im praktischen Rechnen wegen 
ihrer hierfiir besonders gunstigen Eigenschaften ausschlieBlich Verwen-
1ung. Man schreibt sie unter Weglassung der Grundzahl 10 kurzweg 
log x statt lOlog x. 

Urn die Beziehungen zwischen den Logarithmen zweier Systeme 
aufzudecken, wollen wir folgenden Weg einschlagen: Es sei a die Grund
zahl des einen, b die des anderen Systems, so daB Ya = alog x und 
Yb = blogx die Logarithmen desselben Numerus x in diesen beiden 
Systemen sind. Nach Definition ist dann 

aVa = x und bVb = x, also aVa = bVb. 

Nehmen wir erst von beiden Seiten den a-Logarithmus, so erhalten wir 
als neue Gleichung (unter Verwendung der Regel vom Logarithmus 
einer Potenz clogun = n' Clogu) 

Ya = Yb' alogb oder aIogx = bIogx . alogb ; 89a) 

nehmen wir ferner von beiden Seiten den b-Logarithmus, so erhalten wir 

Ya' bloga = Yb oder uIogx . bloga = blogx . 89b) 

Durch Verbindung dieser beiden' Gleichungen bekommen wir 

- al b _ Yb Ya - Yb' og - b-l-' oga 
also die neue Beziehung ulog b . blog a = 1 . Wir konnen unsere 
Ergebnisse in den Satz zusammenfassen: 

Urn aus dem a-Logarithmus einer Zahl ihren b-Logarith
mus zu berechnen, muB man den a-Logarithmus dieser Zahl 
entweder mit dem b-Logarithmus von a multiplizieren oder 
durch den a-Logarithmus von b dividieren; der a-Logarith
mus von b und der b-Logarithmus von a sind zueinander 

1 

hahen 
Iaufen 

lo .:x: 

10 

reziprok. Die Loga
rithmen zweier Systeme 
sind zueinander propor
tional. 

Beispiel: Es ist 
lOlog 100 = 2; folglich ist 

2Iog 100 = 2 . 2Iog 10 
=2: 1010g2 = 2: 0,30103 
=2·3,32193=6,64386. 

Abb.73. 
Abb. 73 zeigt die zu 

y=lolog x und Y= 2log x 
gehorigen Kurven; sie 

beide die negative y-Achse zu Asymptoten (warum 1) und ver
ganzlich rechts von der y-Achse (warum 1). 
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(52) Zur Bildung des Differentialquotienten der Funktion 
y = ulogx geben wir x einen Zuwachs L1 x, so daB y einen Zuwachs 
L1 y erhalt, und zwar besteht die Gleichung y + L1 y = ulog (x + L1 x) . 
Demnach ist L1 y = alog (x + L1 x) - alogx, und mit Hilfe der Formel 

konnen wir schreiben: 

L1 al x + LI x al (1 + LI X) Y = og --x- = og x . 
1st x =1= 0, so nahert sich mit unbegrenzt abnehmendem L1 x die Klammer 
dem Werte 1, also die rechte Seite und damit auch L1 y dem Werte Null. 
Wir bekommen dcmnach den Satz: 

Die Logarithmenfunktion ist fur jeden Wert der unab
hangigen Veranderlichen mit Ausnahme von x = 0 eine 
stetige Funktion. 

Durch Dividicrcn mit ,,1 x bekommen wir den Differenzenquotienten 

LI y _ 1 al (1 + LI x) Tx - LI x· og x . 
Die rechte Seite formen wir in folgender Weise urn: 

~?L = ! .. ~ . "log (1 + LlX) = ~_ . "log [(1 + .dx) ;jXx 1. 
Llx x Llx x x x J, 

,die Richtigkeit dieses Schrittes folgt aus der Formel n . alog x = alog (x".). 
Nehmen wir den Grenziibergang fill L1 x -+ 0 vor, so bleibt der erste 

1 
Faktor davon unberuhrt. Was wird aber aus dem Faktor x 

alog [( 1 + Llxx),tx J? 
Diese Frage wird sich beantworten lassen, wenn wir den Grenzwert 

bestimmt haben 
Wenn wir setzen :x = n, so wird limn = 00, und die Betrachtung 

lauft hinaus auf die Untersuchung d~: ~~sdruckes lim (1 + ~t. Fur 
n-+ = 

bestimmte endliche Werte ,von n nimmt (1 + ~t bestimmte endliche 
Werte an, wie die folgende Tabelle zeigt. 

(1 + ~r:: 1 (%f = :,251 (~r = :,370371 (~r = ;,44141 1 (~r = :,48832 
n = 10 1100 11000 
(1 + ~ r = 2,594 2,705 2,72 
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Die letzten drei Werte sind mit Hille fUnfstelliger Logarithmen be
rechnet worden, so genau, als es auf diesem Wege moglich ist. Die 

fiir (1 + ! r geftmdenen Zahlen zeigen das Bestreben, sich einer 

Zahl zu nahern, die ungefahr bei 2,7 liegt. Wahrend namlich die 
ersten Zahlen verhaltnismaBig rasch zunehmen, findet von n = 5 
bis n = 10 nur eine Zunahme von 0,106, fiir das groBe Intervall 
von n = 10 bis n = 100 nul' eine Zunahme von 0,101, und fiir das 
noch wesentlich groBere Intervall von n = 100 bis n = 1000 sogar nur 
eine Zunahme von hochstens 0,02 statt. Eine mathematisch gegriindete 

Untersuchung von lim (1 + ~ r wollen wir nun vornehmen. 
n->- 00 

Wir entwickeln - unter del' Annahme, daB n eine natiirliche Zahl 

sei - (1 + ! r nach dem binomischen Satze (36): 

( 1 + ~)n = 1 + ~. ~ + ~Jn_- 1) . (~)2 + n(n -_l)(n - ~. ('~)3 
n 1 n 1·2 n 1·2·3 n, 

+ ... + n(n - 1) ... (n - (n - 2))(n - (n -=-!lL (}_)" 
1 . 2 ... (n - 1) • n n . 

Das allgemeine Glied del' rechten Seite ist 

n(n --= Ii :.~ ~~, ~ k ±!l. (!)k; 
del' Za,hler enthalt k Faktoren, (~)" desgleichen; wir konnen demnach, 

ohne den Wert des Gliedes zu andern, jeden Faktor des Zahlers durch n 
dividieren, und kommen fUr das kte Glied somit auf die Form 

~_ . 1 (1 - ~) (1 _ ~) ... (1 _ k - 1) . 
k! 16 n 16 

Also ist 

( l)n 1 1 ( 1) 1 ( 1) ( 2) 1 + - = 1 + -. 1 + - . 1 1 - - +-·1 1 - - 1 - - + ... 
n l! 2! n 3! n n 

1 ( 1 ) ( 2 ) ( n - 2) ( n - 1) + n! • 1 1 -n 1 - 11: ... 1 - n- 1 - ----;:;- . 

Wenn jetzt n iiber aIle Grenzen hinauswachst, so nahert sich ~, won 
bei r < n irgendeine feste endliche Zahl ist, immer mehr dem Werte 

Null, also del' Ausdruck 1 - !-. immer mehr dem Werte 1, und es wird 
16 

lim (1 + ~r = 1 +~ + ~ + ~ + 
n->-= n l! 2! 3! 

Um die unendliche Summe 

111 
1 + If + 2T + '3! + 

90) 
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wirklich zu berechnen, bilden voir 

1 = 1,0000000, 

1 
IT = 1,0000000, 

1 
2! = 0,5000000, 

I : 
3! = 0,1666667, 

abo ist 

~! = 0,0416667, 

;! = 0,0083333, 

I 
-6! = 0,0013889, 

I 
7! = 0,0001984, 

1 : 
-8' = 0,0000248, 

. I 

1 \ 
-91 = 0,000:0028, 

1 \ 
1O! = 0,0000003, 

I I 
1 + ---- + ... -t- - = 2 718282' l! 10!' , 

ein genauerer Wert ist I \ I 

135 

e = 2,718281!828!!59 . 
! I I 

Man bezeichnet diese Zahl, die in del' h6heren Mathematik eine 
hervorragende Rolle spielt, mit dem Buchstaben e; e ist eine transzen
dente Zahl, d. h. es gibt keine algebraische Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten, welche e als L6sung hat; in diesel' Beziehung gleicht 
sie del' uns aus del' Elementarmathematik bekannten Ludolphschen 
Zahl n = 3,14159. 

Jetzt kehren wir zur Ableitung des Differentialquotienten del' 
.Funldion y = "log x zuruck. Wir hatten (S. 133) gefunden, daB 

odeI' 

.Jy 
!Ix . ~ . "log [(1 + ~)"] ist; folglich ist 

a"Jogx 1 al -ax = x' oge. 

dy 1 
- = ~'''loge 
dx x ' 

Es ist also beispielsweise fur den gemeinen Logarithmus, da 

loge = log 2,71828 = 0,434294 ist, 
dlogx I . ,I 
-- = ~ . loge = ° 434294 . -dx x ' x 

und entsprechend 

d 2logx I 21 I • loge = ..!... 0,434294 = 144269 . ..!.. . 
-dx = x' oge = x log2 x 0,301030' x 

91) 

Diese beiden Formeln k6nnen wir benutzen, urn an die Kurven 
in Abb. 73 die Tangenten zu legen; so hat z. B. im Punkte 1/0 die Kurve 
y = log x die Neigullg 0,434294, die Kurve y = 210gx dagegen die 
Neigung 1,44269. 

(53) Wahlt man die 0 bige Zahl e als Grundzahleines Logarithmensystems, 
d d delogx I d h . h d' so wir, a eloge = 1 (weil e1 = e) ist, -ax = x' wo urc SIC Ie 
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Gleichung 9]) wesentlich vereinfacht. Aus diesem Grunde bezeichnet 
man das Logarithmensystem mit del' Grundzahl e = 2,7182818 ... 
als das naturlichen Logarithmensystem und nennt elogx den 
naturlichen Logarithmus von x, kurz geschrieben 19x oderlnx 
(logarithmus naturalis); es ist also 

Inx = 19x = elogx 92) 
und ferner 

93) 

in Worten: Der Differentialquotient der Funktion y = lnx ist einfach 
der reziproke Wert der unabhangigen Veranderlichen. 

Will man zu einer gegebenen Zahl den nattirlichen Logarithmus 
bestimmen, so kann man etwa von den gemeinen Logarithmen aus
gehen, von denen uns ja Tafeln zur Verfugung stehen, uud nach 89) 
setzen: 

oder 
lnx = logx:loge oder 

In x = 2,30259 . logx 

lnx = logx:0,434294 
} 94 a) 

Andererseits ist fUr den Ubergang von den naturlichen zu den gemeinen 
Logarithmen 

log x = lnx . loge = Inx:lu10 odeI' log x = 0,434294 ·lux. 94 b) 

Beispiele: l. Es solI der naturliche Logarithmus von 7 be
rechnet werden: 

In7 = 2,30259 . log 7 = 2,30259 ·0,84510 = 1,94591, 

2. Inn = 2,30259 ·logn = 2,30259·0,49715 = 1,14473, 

3. lnx=3,45926, logx= 3,45926'0,434294 = 1,50234, x=31,794. 

Uberdies enthalten die Ingenieurhilfsbucher und -taschenbucher zumeist 
auch Tafeln der natiirlichen Logarithmen (s. u. a. F r e y tag, Hilfs
buch fUr den Maschinenbau, 7. Aufl.). 

Abb. 73 enthalt auch die Kurve der Funktion y = lnx; be
merkenswert ist an iln:, daB die Tangentenrichtung in jedem Punkte 
reziprok zum Zahlenwert seiner Abszisse ist; daB also insbesondere im 
Punkte (I/O) die Tangente genau unter 45 0 geneigt ist. 

(54) Zur Einfuhrung in das Differenzieren mit Logarithmenfunk
tionen mogen die folgenden Beispiele dienen: 

1. y = In{x3 -I- ax2 -I- b): y = luz, z = x3 -I- ax2 -I- b; 
dy 
dz 

also 
dy 
dx 

1 1 
z Xl + ax2 + b' 

3x2 + 2ax 
x3 + ax2 + b' 

dz - = 3x2 -I- 2ax' dx ' 
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dy x + ya2 +;;2 1 also - -
fix - (x + ya2 + X2) ya2 + x2 - Va2 + Xi' 

a2 + x2 
3. y = In -' --' man forme erst urn: y = In (a2 + x2 ) -In (a2 - x2 ) 

~-~' , 
_dJL _ ~__ ~ _ _ 4_a~ 
dx - a2 + x2 + a2 _ x2 - a4 - X4 • 

'; 4 4 
4. Y = lnla2 + bx + x2 = -a In(a2 + bx + X2); 

dy 4 b+2x 
dx 3 a2 + b x + x2 • 

dy 1 
5. Y = X hlX - x; - = Inx + X· --- - 1 = Inx. dx x 

6. y = X· arcctgx + Iny1 + X2; 

dy x 1 2x 
dx = arcctgx - 1 + 'X2 + -2 1 + x2 = arcctgx. 

7. y = In(x2 + 4x + 5) - 8arctg(x + 2); 

dy 2x + 4 8 1 
dx = x2 + 4x + 5 - . (x + 2)2 + 1 

2x-4 
x2 +4x+5 

Hier ist die Gelegenheit, urn auch die letzte Differentiationsregel, die 
Hegel des Iogarithmischen Differenzierens, zu behandeln. Man 
benutzt sie, urn Funktionen von der Form y = uV , wobei u und v 
ihrerseits Funktionen von x sind, nach x zu differenzieren. Urn den 

Differentialquotienten ~~ zu bilden, helfen wir uns folgendermaBen: 

Wir logarithmieren beiderseits und erhalten In y = v . In u, wodurch 
auch In y als Funktion von x eingefiihrt ist. Wir differenzieren beide 
Ausdriicke nach x. Der erste ergibt (Kettenregel) 

d lny d Iny dy 1 dy 
dx- = -dy'a:x = y' dx ; 

der zweite (Produktregel) 

d(v.lnu) dlnu dv dinu d'u dv 
------a:x- = V· dx- + lnu· dx = V· -au 'dx + hlU' dx 

1 d~£ dv 
= V· u' dx + In U· dx . 

Setzen wir die beiden Differentialquotienten einander gleich, so be
kommen wir 

1 dy - V d~£ dv 
-.- = -.- + lnu·-y dx u dx dx' 
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also dy [V d1t dV] dx = y. u· dx + lnu· dx ' 
oder 

d(uv ) = UV [3:... du + lnu. dV] ; 
dx u dx dx 

95) 

B,egel von del' logarithmischen Differentiation. 
Beispiel: 

y=xx, u=x, v=x, d1t _ 1 
dx - , 

also 
d(xX) _ X[l + 1 ] 
d - x nx . 

x 
du dv I y = (sin x)arctg x , 

also 

u = sin x , v = arctgx, d~ = cos x, x dx - x2 +l· 

d (sin X)"fctgX [arctgx 1 ] 
---- = (sinx)arctgx -.'-- cosx + In sinx· --, 

dx Sll1X x2 + I 
_ (. )arctgx [arctgx, + In Sin~] 
- Slnx tgx x2 + 1 ' 

Aus del' Regel von del' logarithmischen Differentiation wollen wir 
noch einen Satz ableiten. Setzen WIT namlich in Formel 95) 

u=x und v=n, 

wobei n il'gendeine ganz beliebige Zahl ist, so ist 

oder 

du = lund !:Lv. = 0 und dxn = xn[~.l + Inx.o] 
dx dx dx x 

dxn 
--=n·x,,-l 
dx 

Lehrsatz: Die Formel 
dxn 
- = n·xn - 1 
dx 

gilt fiir jeden beliebigen konstanten Exponenten n. [Vgl. (18), 
S. 36, u. (39), S. 92!] 

In Erganzung zu dem am Ende des vorigen Paragraphen Gesagten 
sei noch hervorgehoben, daB die transzendente Funktion y = alog x 
und ihr Sonderfall y = Inx durch ihre Differentialquotienten 

daIo~ = _1 _ = ~. aloge dlnx 1 
dx xina x bzw. ax x ' 

- die einfachste echt gebrochene rationale Funktion von x (s. § 7) -
aufs engste mit den algebraischen Funktionen verkniipft sind. Mittelbar 
gilt dies dann auch fiir ihre inverse Funktion, die Exponential
funktion, zu deren Behandlung WIT nmlmehr iibergehen wollen. 
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§ 12. Die Exponentialfunktion. 
(55) Aus der zu Beginn von § 11 gegebenen Definition von Y= alogx 
folgt ohne weiteres, daB die Funktion Y = aX die zur logarithmischen 
Funktion inverse ist. Die unabhangige Veranderliche tritt hier also 
im Exponenten auf; daher nennt man die Funktion y = aX die 
Exponentialfunktion. Je nach der Wahl der Grundzahl a va
riiert die Exponentialfunktion. Ihr Bild erhalt man aus dem der 
Logarithmenfunktion durch Spiegelung an der 45 0 -Linie; man erhalt 
also Kurven wie die 
in Abb. 74 dargesteil
ten; sie heiBen Expo
nentialkurven. Aile 
haben die x-Achse 
zur Asymptote und 
schneiden von der 
y-Achse die Langen
einheit abo 

Die fUr die hohere 
Mathematik wichtig
ste Exponentialfunk
tion ist - wie nach 
den Ausfuhrungen 
des vorigen Paragra
phen verstandlich 
ist - die Funktion 

-z 2 

y = eX. Auf sie lassen sich alle ubrigen Exponentialfunktionen leicht 
zuruckfuhren. Es ist namlich 

d. h. die Funktion aX hat fur x den gIeichen Wert wie eX fur x ·Ina. 
Die erste Kurve hat also fur die Abszisse dieselbe Ordinate wie die 
Ietztere fiir die Abszisse X· Ina. Wenn man demnach die Abszissen 
der Kurve von der Gleichung eX im Verhaltnis 1: Ina verkurzt, unter 
Beibehaltung der Ordinaten, so steUt die neue Kurve das Bild der 
Gleichung y = aX dar. 

Eine weitere geometrische Eigenschaft der Exponentialkurve ist 
die folgende: Wir legen der Betrachtung die aUgemeinere Gleichung 
y = c· abx zugrunde, wobei b und c irgendwelche Konstanten sind; 
ist dabei b < 0, so faUt die Kurve bestandig und hat die positive x-Achse 
zur Asymptote. Es sei YI = caba;,. del' zu Xl gehorige Funktionswert; 
vermehrt man Xl um die GroBe d, so ergibt sich als zu Xl + d gehoriger 
Funktionswert: 

Y2 = cab(XddJ = cabfl • a bX, oder Y2 = Yl' abcl. 
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Das heiBt abel': Eine fortgesetzte Vermehrung del' unabhangigen Vel'
anderlichen um einen konstanten Summanden d hat eine fortgesetzte 
Multiplikation del' abhangigen Veranderlichen mit einem konstanten 
Faktor abd zur Folge. Anders ausgeclruckt: 

Durchlauft die unabhangige Veranderliche eine arith
metische Reihe, so durchlauft die Exponentialfunktion eine 
geometrische Reihe. 

Mit Hilfe dicses Satzes lassen sich aus zwei gegebenen Punkten 
del' Exponentialkurve beliebig viele durch einfache geometrische Kon
struktion finden. Es seien in Abb.75 P1 (x1 1Yl) und P2(x2IY2) zwei 
Punkte del' Exponentialkurve; man ziehe PI Y 111 x-Achse und durch 
Y1 eine Gerade unter einem beliebigen Winkel a (in Abb. a= 45°) 
gegen die y-Achse, welche P 2Y2 11 x-Achse in Q2 schneiden mage. Nun 

ziehe man 0 Q2' Durch Y 2 ziehe 
man Y2 Qali Y 1Q2 (Qa auf OQ2) 
und die Gerade Qa Yall x
Achse, welche die durch 
Xa (X2 X3 = Xl X 2 ) zur Y
Achse gezogene Parallele in P 3 

£z schneiden mage. Dann ist F3 
ein weiterer Punkt del' Ex-

__ fi;~*~~~~~IJ;~~f'sF=-~ ponentialkurve. Aus P 2 und 
Xz X2 XJ X" Xs X P a erhalt man durch ent-

"---. sprechende Konstruktion P 4 

Abb. 75. usw. Es ist zu beachten, daB 
X I X 2 = X 2 Xa = XaX4 = . .. ist und daB die Dreiecke YIQ2Y2' 
Y2QaYa, YaQ4Y4'" ahnlich sind. Da namlich 

OYI : OY2 = OQ2: 0 Qa = OY2 :OYa = OQa: OQ4 = OYa:OY4 . :., 

also OYI :OY2 = OY2 :OYa = OYa:OY4 = ... ist, bilden die Ordinaten 

YI = OYI , Y2 = OY2 , Ya = OYa, Y4 = OY4 , .•• 

eine geometrische Reihe, wahrend nach Konstruktion die Abszissen 
Xl = OXI , x2 = OX2 , X3 = OXa , x4 = OX4 , •• , eine arithmetische 
Reihe bilden, womit del' Beweis erbracht ist, daB die Punkte PI' 
P 2 , P 3 , P 4 , ••• auf del' namlichen Exponentialkurve liegen. 

Diese technisch haufig verwendete Punktkonstruktion hat den 
Vorzug, daB sie die Exponentialkurve uber die gegebenen Punkte hinaus 
zu verlangern gestattet; damit ist abel' del' Nachteil verknupft, daB 
eine Ungenauigkeit in del' Bestimmung eines Punktes notwendig auch 
Ungenauigkeiten in del' Konstruktion del' folgenden Punkte nach sich 
zieht, so daB infolge diesel' Fehler die konstruierte Kurve immer starker 
von del' idealen abweicht. Dazu kommt, daB durch die angefuhl'te 
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Methode keine Zwischenpunkte gefunden werden konnen. Aus diesen 
beiden Grunden empfiehlt sich die folgende Konstruktion: Sind P l(x11 YI) 
und P2(x2IY2) (Abb.76) zwei Punkte, und sollen Zwischenpunkte ge
zeichnet werden, so ermittelt 
man zuerst den Punkt P 3' 

d Ab ' Xl + X 2 essen sZlsse X3 = --2- , 

fUr den also X I X 3 = X 3 X 2 

ist, und zwar in folgender 
Weise: Es muB YI: Y3 = Y3: Yz, 
also Y3 die mittlere Propor- Z21'----+'---yZ+-I--t--I--I-~?z 

tionale zu YI und Yz sein: Man 
schlage uber 0 Y I den Halb
kreis, del' von P2Y 2 in Z2 ge
schnitten werden mage; dann 
ist Ys=OY3 =OZz' Verf1ihrt 

Abb.76. 

x,] Xz 

man mit den beiden Punkten PI und P3 ebenso wie mit PI und P 2 , so 
erh1ilt man einen weiteren Punkt P 4' und durch Verwendung von 
P 3 und P 2 einen Punkt P 5 usf. 

(56) Wir kommen nun zur Bildung des Differentialquotienten 
del' Exponentialfunktion: Wenn Y = aX ist, so ist x = alogy und 
folglich 

dx 1 aloge 
dy yhlr1; = -y-; 

daher ist 
dy y - = y.lna, = --. 
dx "loge 

Wir erhalten als Ergebnis 
dax aX 
-d = aX • In a = -I·· -x a oge 96) 

und als Sonderfall 

96') 

Die Exponent,ialfunktion hat demnach die Eigentumlichkeit, daB sie 
mit ihrem Differentialquotienten identisch ist. 

B · . 1 1 . z • dy -] . 1 elsple e: . y=asmx ; y=a, Z=Slnx; d~ =a" na=asmx na, 
dz dy. 
- = cosx' also - = aSlIlxcosxlna 
dx 'dx ' 

2. y=e2X.(x2_x+~); 

Produktregel: ~~ = e2X (2x - 1) + 2e2X (x2 - x + ~) = 2x2e2x . 
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(57) Anwendungen. 
a) Die Strahlungsenergie J einer radioaktiven Substanz 

klingt nach einem Gesetze ab, das durch die Formel J = Joe-Jot be
schrieben wird; hierbei ist Jodie Energie zur Zeit t = ° und 1 eine 
Konstante, die der Substanz eigentumlich ist. Man miBt sie durch 
die Zeit T, in der die Energie J 0 auf den halben Wert sinkt; T heiBt 
die Halbierungskonstante oder die Halbwertszei t. Um die Be
ziehung zwischen }, und T zu finden, gehen wir von del' Formel aus: 

oder 

Durch beiderseitiges Logal'ithmieren folgt hieraus: 

IT = ln2 = 0,6931, also 1 = 0,6~~ 
Fur Radiumema.nation ist 

T=4Tage=4D, also 1 = 0,6:31 D-1=0,l733D- 1 , 

so daB die Abklingungsformel fur Radiumemanation lautet 

J = J oe- O,173t, 

wobei t in Tagen anzugeben ist. Das Schaubild ist zu entwerfen. 
b) Wird ein Gleichstrom fuhrender Kreis von del' elektromotorischen 

Kraft E und dem Widel'stande R pli:itzlich geschlossen, so steigt die 
Stromstarke infolge del' Selbstinduktion des Kl'eises nicht sofort auf 

die nach dem 0 h m schen Gesetze zu erwartende Stromstarke i = ~ , 
sondel'll schwillt an nach del' Formel i = .~ (1 - e - l;-t), wobei t die 

Zeit und L del' Selbstinduktionskoeffizient (Induktivitat) ist. 
1st beispielsweise E = 100 V, R = 1 Q und L = 0,1 Henry, so ist 

~ 

100 A 
- ----

/ 

/ 
10 AV 

0 o oS ,1 

./ 

f.-

oS 0,2 

Abb.77. 

o~ oS ,oS 0,'1- t 

i = 100(1 - e- 10t) Ampere (Abb.77). Die folgende Tabelle gibt die 
Werie fur die Stromstarke zu verschiedenen Zeiten: 

t = 0,oI 0,02 0,05 0,069 0,1 0,15 0,2 0,3 0,4' 
i = 9,52 18,1 39,3 50,0 63,2 77,7 86,5 95,0 98,1 Amp. 
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Wird del' Stromkreis, del' einen Gleichstrom fiihrt, plotzlich unter
brochen, so sinkt die Stromstarke nach dem Gesetze 

R 
. E -y,t 

.~ = R e. 

diesel' Fall ist entsprechend zu untersuchen [vgl. (225) S. 776]. 
c) SchlieBt man plOtzlich einen Stromkreis, des sen elektromotorische 

Kraft sich nach dem Sinusgesetz 

E E · 2n = osrnpt 

andert, so flieBt in ihm nicht sofort ein reiner Wechselstrom, sondern 
ein Strom, dessen Starke sich nach dern Gesetze andel't: 

wobei 

und 

R 
. - L' t . (2n ) 
~ = Ae + BSlll -rj! t - cp , 

2nL 
tgcp = RT 

ist, und L, R dieselben Bedeutungen wie in b) haben (s. a. S. 776f.). Die 
R --t 

Stl'omstarke i ist also die Summe aus einel' Exponentialfunktion Ae L 

und einer Sinusfunktion B sin(;; t - cp) . 
d) Ein Massenpunkt, del' in einem widerstandsfreien Mittel eine 

harmonische Bewegung [s. (46), S . .1 09] beschreiben wiirde, fUhrt in einem 
Mittel, das ihm einen geniigend groBen Widerstand bietet, eine Bewegung 
aus, deren Gesetz durch die Formel wiedergegeben wird: 8 = vote-At; 
hierbei bedeutet 8 die Entfernung aus del' Gleichgewichtslage zur Zeit t, 
Vo die Geschwindigkeit zul' Zeit t = 0 und A eine durch die physikalische 
Beschaffenheit des Mittels bestimmte Konstante. (Beispiel: Gewicht 
an einel' Spil'alfeder befestigt, sich in einer Flussigkeit von bestimmtem 
Widerstand bewegend. Aperiodische gedampfte Schwingung.) 
Abb.78 zeigt die Weg-Zeit-Kurve fUr die Wel'te 

Da fur positive Werte von t 8 = vote-At stets positiv ist, kann del' 
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Massenpunkt fUr endliche Werte von t niemals wieder in die Ruhelage 
zuriickkehren. Er wird sich bei Beginn del' Bewegul1g von ihr el1tferl1en, 
einen groBten Ausschlag smax erreichen und dann wieder nach del' 
Ruhelage zuriickstreben, del' er sich asymptotisch nahert. Um den 

s 

!V t--... 
/ 

f'., 
/ I 

....... 

r--.. 
I I' 

II r- t--

t o N 10 20 
Abb.78. 

groBten Ausschlag 8max ZU bestimmen, bedenken wir, daB fiir ihn 

die Geschwindigkeit v = ~: gleich Null sein muB. Nun ist 

v = voe-U(l - At). 

Del' zugehorige Zeitpunkt ist also t = -{-, und demnach 

_ Vo -1_ Vo 
8max - ye - eJ.' 

(Fur unser Zahlenbeispiel ist t = 5 sec, 8max = 9,197 m.) 
e) 1st del' Widerstand des Mittels weniger graB, so fuhrt del' Massen

punkt (an del' Spiralfeder) eine sch wingende Bewegung aus, deren 
Ausschlage abel' allmahlich abnehmen; diese Bewegung wird als ge
dampfte Schwingung bezeichnet. Sie geht Val' sich nach del' Formel 

't . 2n 
8 = ae- A sln---t· T ' a) 

hierbei bedeutet 8 die Entfernung, die del' Massenpunkt von del' Ruhelage 
zur Zeit that, wahrend A und die Periode T durch die physi
kalische Beschaffenheit des Systems (Spiralfeder, Massenpunkt) und 
den Widerstand des lYIittels bestimmt sind. a ist eine Konstante, 
die sich, wie wir sehen werden, aus del' Anfangsgeschwindigkeit Vo 

ergibt, welche man dem Massenpunkte bei del' Bewegung aus del' 
Ruhelage erteilt. Wir wollen die gedampfte Schwingung naher 
untersuchen. 

8 wird gleich Null, wenn sin 2; t = 0, also t = k : ~ ist; del' Punkt 

geht unendlich oft durch die Ruhelage, und zwar nach gleichen Zeitra umen, 

die gleich del' halben Periode sind. 1st zur Zeit tl 81 = a e - J.t, sin 2; t, so 
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ist nach emem weiteren Verlaufe der Periode T, also zur Zeit t) + T 

8 2 = ae-}.(tl +TJ sin 2n (t + T) - ae-A1'e-AT sin2n t T 1 - T 1> 

oder 
o - o' e-I.T 
"2 -"1 . 

Das heiBt aber: wenn man den Ausschlag zu einer bestimmten Zeit 
kennt, so erhalt man denjenigen nach Verlauf einer Periode T durch 
Multiplikation mit dem konstanten Faktor h = e- 2T ; man nennt h 
das Dampfungsverhaltnis. Die Ausschlage, deren Zeiten sich um 
eine Periode unterscheiden, bilden demnach eine geometrische Reihe. 
lnh =-AT ist das logarithmische Dekrement der gedampften 
Schwingung. Sind 81 , 82 und 83 drei Ausschlage, die zu den Zeiten t, 
t + ']', t + 2 T geh6ren, so daB also 

8 2 = 81 e-}.T = h81 und 8 3 = 8 2 e- I.T = h82 = h2 81 

ist, so ist 
83 -82 =h81 (h-l) und 8 2 -81 =81 (h-l), 

also 

Wenn sich also die drei Ausschlage 81 , 8 2 , 8 3 bequem und mit geniigender 
Genauigkeit beobachten lassen, so kann man mit Hme der Formel 

durch einfache Rechnung das Dampfungsverhaltnis ermitteln. 'Am 
besten sind der Beobachtung' zuganglich drei aufeinanderfolgende 
gr6Bte Aus8chlage. Urn die gr6Bten Ausschlage der Hin- und Her
bewegung des Massenpunktes rechnerisch zu erhalten, muB man be
denken, daB fiir sie die Bewegung umkehrt, d. h. die Geschwindig-

kei t v = ~: gleich Null sein muB. Wir haben also die Funktion 

8 = a e - U sin 2; t zu differenzieren und er halten : 

v = d8 = ae-l.t'~~C08~-"'t _ aAe-Atsin2nt 
dt T T T . b) 

SolI v = 0 sein, so muB 

2n 2n . 2n 
-C08-t -Asm-t = 0 T T T oder t 2n t=2n 

g T J.T 
oder 

T 2n 
t = 2n arctg J.T 

sein. Dann erhalten WIr als den gr6Bten Ausschlag mittels der 

Wicke, Ingeuieur-Muthematik I. 10 
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Formel sin2""t = __ 2",, __ 
T ¥J.2T2 + 4",,2' 

AT 2," 
-- arctg- 2"" 

8 = ae 2," AT. -=--=---c== 
max . y;'2T2 + 4",,2 • 

Weil arctg i; unendlich vieldeutig ist [so (49) S. 128], so erhalt man un

endlich viele Werte fUr 8 max ' deren Zeiten sich je urn .~ unterscheiden. 

Wir wollen die Formel b) fUr die Geschwindigkeit benutzen, 
urn das Gesetz von v zu untersuchen. Da die Anfangsgeschwindigkeit Vo 

sein soIl, so erhalten wir, wenn wir t = 0 setzen 

2"" vO=Ta oder 

und damit ist der oben schon angedeutete Zusammenhang der Kon
stanten a mit Vo gefunden. Gleichung a) geht nun tiber in: 

T 't . 2"" 
8 = 2"" Vo e- A slnT t. a') 

Die Gleichung b) gestattet noch eine Vereinfachung. Setzen wir 

und 

so bestimmen sich die beiden neuen konstantcn GroBen VI und tl aus 
diesen Gleichungen zu 

VI = aVJ.2 + ~~ =;- yPT2 + 4n2 und tg2'[~ tl = ~;T' c) 

Dureh EinfUhren von VI und tl geht b) tiber in 

~ -At[· 2"" 2"" 2"". 2"" 1 
V ~ Vj e sm '[' t cosTtl + cosTt smT tl 

oder 
b') 

Der Winkel 2; tl muB, da sein Sinus positiv und sein Kosinus negativ 

ist, im zweiten Quadranten, tl also zwischen ~ und ~ liegen. Der 

Vergleich von b') mit a) bzw. a') zeigt, daB V das gleiche Gesetz 
befolgt, wie 8; insbesondere ist v ebenso wie 8 eine periodische Funktion 
von der Periode T, V hat ferner das gleiche Dampfungsverhaltnis 
h = e- J•T , wie man sich leicht tiberzeugt. Nur erreicht V stets um 
die Zeitspanne tl frtiher den entsprechenden Zustand; die Geschwindig
keit v eilt also urn diese Zeitspanne dem Ausschlage voraus. 

So hat beispielsweise v zur Zeit t = ~ tl + k ~ den Wert Null, wahrend 8 

fun erst zur Zeit t = k . ;; erreicht; gleiches gilt nattirlich auch von 

den Hochstwerten von v, die zu bestimmen dem Leser tiberlassen sei. 
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Wir gehen noch einen Schritt weiter und suchen das Gesetz der 

Beschleunigung p. Es ist P = ~:. Das Differenzieren von v nach t 

und das weitere Umformen lassen sich genau so ausfiihren wie oben; 
daher gelten auch hier die dort gezogenen Schliisse. Insbesondere ist 
auch peine periodische Funktion von t von der Periode T und dem 

15 

7 
'0 

rr fI 

5 
1\ 

v s 

I rr \ I-bI:: 1/[\ 1\ 
V 

2 1/ ,j?~ 
t 

y II ..... 
1'r 
v 

5 1\ 

I---

'0 fI II 

Abb.79. 

Dampfungsverhaltnis h = e-J.T; ferner eilt die Beschleunigung der 
Geschwindigkeit um die Zeit t l , dem Wege also um die Zeit 2tl voraus. 
In Formeln 

P = Ple-)·tsin~;(t + 2t1), 

wobei sich P bestimmt zu: 

PI = 2:oT('A2T2 + 4n2). 

d) 

Zahlenbeispiel: Es sei T = 10sec, 'A = 0,04 sec-I, Vo = 10m sec-I; 
dann ist das logarithmische Dekrement -0,4, das Dampfungsverhaltllis 
h = 0,670, 

10 2.n 
tl = 2.n· arctg -0,4 sec = 1,591·1,635 sec = 2,60 sec, 

VI = 1O,02msec- 1 , PI = 6,308msec- 2 • a = 15,915m, 

8rnax1 = 14,43 m zurZeit 2,40 sec, 8rnin, = -11,81 m zurZeit 7,40 sec, 

8rnax2 = 9,67 m zur Zeit 12,40 msec ... ; 
10* 
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die Gleienungen lauten: 

8 = 15,92· e- 0,04t. sinO,6283 t m; 

v = 10,02· e- 0,04t. sinO,6283(t + 2,60) msee-I, 

p = 6,308· e- 0,04t. sinO,6283 (t + 5,20) msee- 2 • 

Abb.79 zeigt fUr unser Zanlenbeispiel die Kurven fUr Weg, Gesenwin
digkeit und Besenleunigung in Abnangigkeit von der Zeit. 

§ 13. Die hyperbolischen Funktionen. 
(58) Es hat sien als zweekmaBig erwiesen, fiir gewisse Funktionen, 
die sien in bestimmter Weise aus Exponentialfunktionen zusammen
setzen, besondere Bezeiennungen einzufiihren. Man hat ilinen die 
Namen nyperbolisene Funktionen gegeben. Man unterseheidet 
im wesentliehen vier verseniedene: den Sinus nyperbolieus (hyper
bolisenen Sinus), den Cosinus nyperbolieus (nyperbolisehen 
Kosinus), den Tangens nyperbolieus (hyperbolisehen Tangens) 
unddenKotangens hyperbolieus (hyperbolisehen Kotangens). 

x 

2 if 'f-

Abb.80. 

Wir wollen uns zunaehst mit dem hyper
bolisehen Sinus einer Veranderlienen x 
oder, wie man abgekUrzt sehreibt, der 
Funktion Y = ®inx (oder aueh y = shx) 
besehaftigen; ®in x ist definiert d ureh die 
Gleiehung 

• eX_e- X 
®mx= 2 ; 97) 

es ist also beispielsweise 

. e3 - e- 3 20,085-0,050 ®m3 = ---- = -~---~-------
2 2 

= 10,018; 

insbesondere ist 
®inO = 0. 

Ferner gilt die Formel 
®in( -x) = -®inx, 

98) 

99) 

wie leieht aus Gleienung 97) folgt. Das Bild der Funktion erhalt 
man am bequemsten, indem man die beiden Kurven Yl = eX und 
Y2 = e- X zeiehnet und die Differenz der zu einer bestimmten Abszisse x 

gehorigen beiden Ordinaten nalbiert; Y = lh -; Y2 ist dann die Ordinate 

des fUr dieses x zur Kurve Y = ®inx gehorigen Punktes (Abb.80). 
Die drei anderen Funk'tionen werden dureh die Gleiehungen definiert: 

eX + e - x eX _ e - x eX + e - X 
~O\ X = -2-- - , %gx = ---- trtgx = ~-- . 97') 1 eX + e- X , eX _ e- X , 
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statt GSof x, ::tg x, GStg x .verden auch die Bezeichnungen ch x, tgh x, 
ctgh x benutzt. Man erkennt sofort, daB die Gleichungen gelten: 

GSO] 0 = 1 , %g 0 = 0 , ~tg 0 = 00 , 98') 

ferner 

~of(-x) = ~ofx, %g( -x) = -%gx, ~tg(-x) = -~tgx. 99') 

Die GSof-Kurve ergibt sich durch Halbieren der Summe der entsprechen
den Ordinaten der beiden Kurven y = eX und y =c e- x ; diese und die 
::tg- und die GStg-Kurve sind ebenfalls in Abb.80 eingezeichnet. Wir 
sehen aus ihr, wie sich auch durch Rechnung bestatigen laBt, daB 
die GSof-Kurve zur Ordinatenachse symmetrisch verlauft und mit 
wachsendem I xl vom Werte 1 (x = 0) tiber alle Grenzen hinaus wachst; 
ferner wachst die ®in-Funktion fUr positive x von Null (x = 0) mit 
wachsendem x ebenfalls tiber alle Grenzen hinaus. Die ::tg-Funktion 
nahert sich von Null (x = 0) fUr wachsende x asymptotisch dem Werte 1 
wachsend, die GStg-Funktion dagegen von 00 (fUr x = 0) fallend 
clem Werte 1 asymptotisch. Wir sehen ferner, daB fUr sehr groBe positive 

Werte von x, da e- X dann sehr klein wird, GSol x R::I ®inx R::I { wird. 
So ist beispielsweise 

e6 
~of 6 R::I ®in 6 R::I 2 = 201,71 . 

Die Ingenieur-Hilfs- und -Taschenbticher (siehe u. a. F l' e y tag, 
Hilfsbuch ftir den Maschinenbau, Berlin: Julius Springer) enthalten zu
meist Tafeln del' hyperbolischen Funktionen und ihrer Logarithmen. 
Aus diesen Tabellen kann man leicht die Werte der Exponentialfunk
tion finden; denn es ist nach den Formeln 97) und 97'): 

eX = ~ofx + 6inx, e- X = ~ofx - 6inx. 
Da beispielsweise 

~of 1,64 = 2,6746, ®in 1,64 = 2,4806, 
so ist 

e1,64 = 5,1552 , e- 1,64 = 0,1940 . 

Die Benennung der hyperbolischen Funktionen laBt schon auf eine 
innere Verwandtschaft mit den goniometrischen schlieBen. Nun fehlt 
allel'dings den hyperbolischen Funktionen das hervorstechendste Merk
mal der goniometrischen, die .Periodizitat, wenigstens fUr reelle Werte 
der unabhangigen Vel'andel'lichen. Indessen erinnern schon die 
Formeln 98), 98'), 99), 99') an die gleichlautenden Beziehungen 
zwischen den goniometrischen Funktionen; weitere sollen jetzt ab
geleitet werden. 

Da die hyperbolischen Funktionen in gesetzmaBiger Weise von der 
Exponentialfunktion abhangen, mtissen zwischen ihnen selbst be-
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stimmte Zusammenhange bestehen. Zunachst erkennen wir ohne 
weiteres aus den Formeln 97) und 97'), daB 

::t x = 6inx 
9 (£of x und ::tgx. Q:tgx = 1 100) 

ist. Da femer 

e2X + 2 + e- 2X 

Q:O[2X = 4 und 

ist, so folgt weiter: 
100') 

Die Formeln 100) entsprechen genau den bekannten goniometrischen, 
nur steht in 100') statt der Summe die Differenz. 

Auch die hyperbolischen Funktionen haben Additionstheoreme. 
Es ist 

e"+Y-e-(X+y) eX_e- X eY+e- Y eX+e- x eY-e-Y 
2 = --2---' -2- +- 2 . --2-' 

wovon man sich durch Ausrechnen leicht uberzeugen kann; folglich ist 

6in (x +- y) = 6inx Q:o[ y +- Q:o[ x 6iny. 101) 

:Ferner ist 
eX+1I + e-(x+y) 

2 
also 

Q:of(x +- y) = Q:o[ x Q:o[ y +- 6inx 6iny. 101') 

Setzt man y = x, so folgen die weiteren Formehl: 

6in 2 x = 2 6in x Q:o[ x , Q:o[ 2 x = Q:O[2 X + 61112 X } 

(vgl. cos2x = cos2x - sin2x). 
102) 

Aus letzterer ergibt sich in Verbindung mit Formel 100'): 

Q:o[ 2 x = 1 +- 2 6in2 x und Q:o[ 2 x = 2 Q:O[2 x-I, 

1 f OO U 
aso ur x=2' 

6111 ; = V(£Of~ ~ul und Q:o[; = V(£of~ + 1 usw. 103) 

Man beachte bei allen diesen Formeln die Ahnlichkeit mit den 
entsprechenden der goniometrischen Funktionen, aber auch den Vor
zeichenunterschied in gewissen Formeln; beides setzt sich auch in die 
Differen tialrechn ung hinein fort, wie nun gezeigt werden solI. 

Es ist 

ferner 
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Weitel' ist nach del' Quotientenregel 

d (Sin x 
, C&of x 

151 

1 

a:x 1 und ebenso dC&tgx 
C&Of2 X dx - 6in2 x· 

Wir stellen diese Fol'meln nochmals zusammen: 

d 6inx _ IT' I' 
~-~o,x, 

d:tgx 1 
dx - C&0[2 x' 

104) 

(59) Die in vel'sen Funktionell zu den hypel'bolischen Funk
tionen sind die sog. Area-Funktionen. Man versteht unter Area
Sin us von x eine Zahl y, deren hyperbolischer Sinus den Wert x hat, 
in Formeln 

y = 9trSinx, .wenn Siny = x 105) 
ist; ebenso ist 

y = 9trC£01 x , wenn 1£01 y = x ist; 

1 
y = 9trstgx, wenn stgy = x ist; 105') 

y = %C£tgx, wenn C£tgy = x ist. 

Zum Aufschlagen del' Werte del' Areafunktionen fiir ein bestimmtes x 
dienen dieselben Tabellen wie zum Aufschlagen del' hyperbolischen 
Funktionen; nul' sind jetzt abhangige und unabhangige Verandel'liche 
zu vertauschen (vgl. trigonometrische Funktionen und Winkel; Numerus 
und Logarithmus). 

Theoretisch sind wedel' die hyperbolischen Funktionen noch ihre 
Umkehl'funktionen notig; wie jene sich durch die Exponentialfunktion 
ausdriicken lassen, so diese durch die natiirlichen Logarithmen. 

Da namlich nach Definition y = 9tr 6in x ist, wenn x = 6in y = eY -2 e - Y 

ist, so muB die Gleichung bestehen 

eY - e- Y = 2x 

odeI' nach Multipliziel'en mit eY 

(eY)2 - 2x eY - 1 = O. 

Die Losung diesel' in eY quadratischen Gleichung ist 

eY = x±P+-l; 
da eY > 0 sein muB, gilt nur das obere Vol'zeichen. Es ist also 

eY = x + Vx2+l , hieraus y = In(x + yx2 + 1), 
also laBt sich %: Sin x ersetzen durch 

9tr Sin x = In (x + Vx2 + 1) . 106) 
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Ebenso liiBt sich zeigen, daB 

2!r(;l:ofx = In(x + yx2 - 1) 

·ist. Da weiter y = 2!rstg x ist, wenn 

eY - e- Y 

X = stg Y = eY + e - Y 

ist, so ist nach Erweitern mit eY 

e 2y - 1 
e2Y +l = x, 

2 =ln I + x 
y I-x' 

Ebenso ergibt sich 

1 1 + x 2!rstgx =--In--. 
2 1- x 

1 x + 1 
2!r(;l:tgx = 2lnx _ 1 . 

1st y = 2!r@Jin x, also x = @Jin y, so folgt 

9y 1 + x 
e" =--

1- x' 

dx- -----
dy = (;l:ofy = Y@Jin2 y + 1 = -VX2 + 1. 

Daher ist 
1 

Yx2 + f oder 
d2lt6inx 1 
---dx- = yx2 + 1 . 

Ebenso findet man, daB fur y = 2!r(;l:ofx ddx = ,u1 _ ist. 
y rx2 - 1 

(59) 

106') 

106") 

106"') 

Y = ~rstgx, x = stgy, :~- = ~O~2y = 1- stg2 y = 1 - X2, 

also 
dy 1 dlllt%gx 1 
dX I-x2 ' ---a:x--- = 1 - X2 . 

Das gleiche Ergebnis erhalt man auch fUr y = ~r(;l:tgx. 

Wir haben sonach die Formeln gefunden: 

dlllr6inx 1 d2(t~ofx = __ 1_. _] 
dx yx2 + 1 ' dx yx2 -1 ' 

107) 
dlllr%gx d2h~tgx 1 

dx -;ix-- = T=- x2 • 

DaB die unmittelbare Differentiation der Formeln 106) zum gleichen 
Ziele fiihrt, davon mage sich der Leser selbst uberzeugen. Vergleiche 
hierzu auch (54), Differentiationsbeispiel 2). Man beachte auch hier 
die enge Verwandtschaft der Formeln 107) mit den Formeln fUr die 
Differentialquotienten der zyklometrischen Funktionen [Formeln 83) 
bis 86)]. 
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(60) Ein Beispiel aus der Bewegungslehre moge dazu beitragen, das 
Verstiindnis fiir die hyperbolisehen Funktionen zu vertiefen: der Fall 
im lufterffillten Raume. Wird der Luftwiderstand proportional 
dem Quadrate der Gesehwindigkeit angenommen, so wird die Ab
hiingigkeit des durehfallenen Weges 8 von der dazu benotigten Zeit t 
dureh die Formel wiedergegeben: 

v2 gt 
8 = -~ . In (Io' --' a) 

g I VI' 

hierbei ist v1 die sog. stationiire Gesehwindigkeit und g=9,81ms- 2 

die Sehwerebesehleunigung. Beispielsweise ist fiir eine guBeiserne Kugel 
vom Halbmesser 10 em v1 = 171,3 ms- 1 und demnaeh 

8 = 2990 m • In (Iof 0,0572 t = 6894 m • log (Iof 0,0572 t . 

CUbel'gang von den natiirliehen Logarithmen zu den gemeinen Loga
rithmen.) Benutzt man die TafeIn del' gemeinen Logarithmen des 
hyperbolisehen Kosinus, so erhiilt man 

fur t=O 1 2 3 
die Werte 8 = 0 4,83 19,31 43,44 

4 
77,90 

5 sec 
120,7 III 

fUr t = 10 20 30 40 50 100 sec 
die Werte 8 = 465,2 1639 3158 4806 6498 15049 Ill. 

]'fir hohere Werte von t konnen wir von der S. 149 abgeleiteten Formel 
eX 

(I0l x::::::! 2 

Gebl'aueh maehen; Gleiehung a) geht dann fiber in 

ut 

v~ e V
, vr (gt ) 8=-g.ln 2 =-g· VI -ln2. 

Also wird fiir unser Zahlenbeispiel 

8 = 2990m • (0,0572t - 0,6931) oder 8 = 171,3t - 2072, 

demnaeh fiir 

t = 100 200 300 
8 = 15060 32190 49320 

400 500 600 sec 
66450 83580 100710 Ill. 

a') 

Urn andel'erseits die Zeit zu ermitteln, die del' Korper braueht, um 
eine bestimmte Hohe 8 zu durehfallen, muB man Gleiehung a) naeh t 
auflosen. Man erhiilt naeheinander: 

gt JL s 
(Io' - = evi 

I V ' 1 

also b) 
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Fiir unser Zahlenbeispiel wird also t = 17,46 . mt~of eO,OOO 3348 sec und 
bei sehr groBen Werten von 8 t ~ 17,46' (0,0003348 + In2) oder 
t ~ (0,005848 + 12,09) sec. Eine H6he, wie sie die Zugspitze hat, 
wiirde - gleichen Luftwiderstand in allen Schichten vorausgesetzt -
von unserer Kugel in der Zeit 

t = 17,46· mt~of eO,000334 • 2960 ~ 17,46 . mt~of eO,989 ~ 17,46 . mt~of2,69 
~ 17,46· 1,65 ~ 29 sec 

durchfallen, eine H6he von 20 km in 

t ~ 0,00584 . 20000 + 12,09 ~ 116,8 + 12,1 ~ 129 sec. 

A b b. 81 zeigt die Zeit-W eg -Kurve unseres Zahlenbeispiels nach Formel a) 
(Kurve 8) lmd Formel a') (Kurve 80); 80 ist eine Gerade, an die sich 8 
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asymptotisch anschmiegt. Zugleich ist die Weg-Zeit-Kurve 8' ein
gezeichnet fiir den Fall im luftleeren Raume; die Differenz der Ordinaten 
von 8 und 80 gibt die Strecke, urn welche die Kugel infolge des Luft
widerstandes zuriick bleibt. 

Urn den gesetzmiiBigen Zusammenhang zwischen der Gesch windig
keit v und der Zeit t beim FaIle im lufterfiiIlten Raume zu finden, 

miissen wir 8 = 'l!1 • In ~of q! nach t differenzieren. Wir setzen: 
g VI 

es ist 

v2 

8=-'·lnu, 
g 

u = ~ofz, 

d8 v~ 1 

z = iLt· 
V ' 1 

du=(j'u= g<£of iLt ' 
VI 

dz 
at - VI ' 

du c::.' c::.' g -.- = olnZ = otn--- t, 
dz VI 

g 
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also 

c) 

Jetzt konnen wir auch die GroBe Vl deuten; wachst namlich t tiber aIle 

Grenzen hinaus, so wird auch(J- t unendlich groB, und damit nahert 
V, 

sich :tg JL t dem Grenzwerte 1, v also der Grenze vl : 
V, 

lim v = Vl • 
t ->- 00 

Die Geschwindigkeit nahert sich also einem bestimmten Grenzwerte, 
eben der stationaren Geschwindigkeit, und zwar kommt sie schon 
in verhaltnismiiBig kurzer Zeit dieser sehr nahe, wie der Verlauf del' 
:tg-Funktion lehrt. Praktisch geht demnach der Fall im lufterftillten 
Raume sehr bald in die gleichformige Bewegung tiber. In unserem 
Zahlenbeispiele ist 

v = 171,3· :tgO,0572 t msec I; 

und hieraus ergeben sich mit Hilfe einer Tabelle del' :tg-Funktion 

fiirt=O 510 20 30 40 50 60scc 
die Werte V = 0 47,7 88,5 139,8 160,6 167,8 170,2 170,9 msec-'. 

(Abb. 81: v-Kurve, im Vergleich dazu v'-Kurve fUr den Fall im luft
leeren Raume.) 

Die Beschleunigung-Zeit-Beziehung stellt sich folgender-

maBen dar: Es ist die Beschleunigung p = ~ ~; also nach der Kettenregel 

odeI' 

p = __ [J_. und t = v, 2h:~ofl!E:. d) 
GSofdLt [J V P 

v, 

Die Beschleunigung nahert sich demnach sehr rasch dem Werte Null. 
In unserem Zahlenbeispiele ist 

_ 9,81 -2. 

P - GSOf2 0,0572 t m sec , 

fur t = 0 5 10 20 30 40 50 60 70 80 sec 
wird p = 9,81 9,05 7,19 3,28 1,19 0,396 0,128 0,041 0,013 0,004 msec- 2• 

(Abb. 81: p-Kurve, im Vergleich dazu p'-Kurve im luftleeren Raume.) 
Zur Abrundung des Beispieles wollen wir noch kurz auf die Weg

Geschwindigkeits-, Weg-Beschleunigungs- und Geschwindigkeits-Be-
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schleunigungs-Beziehungen und ihre Schaubilder eingehen. Aus a) folgt 

t ~8 
(ifof f!.- = eO' . 

v ' 1 

da nun 

ist, so ist / V~--(J g i 9 q -2.8 :rg - t = 1 1 - (ifof - - -'- t = 1 - e v I 
VI r VI 

also mit Hilfe von c) 

-v -2~8 
V = VI' 1 - e 'OI 

und mit Hilfe von d) 
-2~8 

p=g.e (II 

odeI' vi vi s=-·ln--
2g vi - v" 

odeI' 

e) 

f) 

SchlieBlich folgt durch Verbindung del' beiden Formeln c) und d) 
die Geschwindigkeit-Beschleunigungs-Beziehung 

also 
p = g (1 - :rg2 ~ t) , 

p = g (1 -~) odeI' v = vIV1- ~. g) 

Formel g) bestatigt die anfangs uber den Fall im lufterfUlIten Raume 
gemachte Annahme, daB del' Luftwiderstand proportional dem Quadrate 

del' Geschwindigkeit sein soIl; denn es ist p = g - fl-. v 2 , d. h. die 
Vi 

Schwerebeschleunigung g wird in jedem Augenblicke vermindert um 

eine GroBe fl-. v2 ; diese Verzogerung ist in del' Tat dem Quadrate del' 
Vi 

augenblicklichen Geschwindigkeit proportional. Fur unser Zahlen-
beispiel gestalten sich die Formeln folgendermaBen: 

v = 171,3.Y1- e-0,0006688msec-I 
odeI' 

29340 29340 
s = 1495 ·In 29340 -=-Vii m = 3442 . log 29340 _ v2 m (s. Abb. 82), 

P = 9,81 . e -0,0006688 msec- 2 

odeI' 

s = 1495·In 9,81 m= 3442 . log 9,81 m (s. Abb. 82), 
p p 

P = 9,81 . Cf9~40) msec- 2 
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oder J---

V = 171,3· VI - 9,~1 msec- 2 (s.Abb.83). 

Folgende Fragen mogen zur rechnerischen Einiibung im Gebrauche 
der hyperbolischen Funktionen beantwortet'werden: 

a) Wie groB sind nach 8, 35, 100 Sekunden die Beschleunigung, die 
Geschwindigkeit und die FallhOhe? (p = 8,011; 0,6930; 0,0004msec- 2 • 

v = 75,84; 165,2; 141,3 msec- 1 . 8 = 303,4; 3967; 1,5049m.) 
b) Wann hat der Korper eine Strecke von 10, 100, 1000, 10000 m 

durchfallen und wie groB sind die zu diesen Strecken gehorigen Ge
schwindigkeiten und Beschleunigungen? (t = 1,414; 4,532; 15,07; 
70,41 sec. v=13,97; 43,54; 119,6; 171,2msec- 1 • p=9,745;9,176; 
5,030; O,012msec- 2 .) 
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Wir sind hiermit ans Ende des ersten Abschnittes gelangt. Die 
bisherigen Erorterungen galten der Klarlegung des Begriffes der Funk
tion, ihrer rechnerischen Untersuchung und zeichnerischen Darstellung, 
insbesondere der Entwicklung ihres (ersten) Differentialquotienten und 
der mit ihm zusammenhangenden Eigenschaften (Kurventangente, 
Hochst- und Tiefstwerte usw.) der Funktion bzw. Kurve. Theorie 
und Praxis fiihren aber auf zahlreiche Aufgaben, die nicht durch die 
Differentiation, sondern nur durch die Umkehroperation - die sog. 
Integration - gelost werden konnen. Begriff, Verfahren und An
wendung dieser neuen Rechenoperation sind der wesentliche Inhalt 
des folgenden A bschnittes. 



Zweiter Absehnitt. 

Das Integrieren. 

§ 1. Das Problem und die Grundformeln. 
(61) Wir beginnen mit einem Beispiele: Ein in voller Fahrt befindlieher 
Wagen habe eine Gesehwindigkeit c (= 20 msee- I ); infolge der Reibung 
und anderer Einfliisse vermindere sieh diese von einem Augenblieke t = 0 
an in jeder Sekunde um p (= 0,2 msee- 2 ), so daB sie naeh t Sekunden 
noeh 

v = c - pt (v = (20 - 0,2t) msee-I) 1) 

betragt. Welehen Weg hat der Wagen bis zu diesem Zeitpunkte zuriiek
gelegt? 

Es ist naeh dem Wege 8 gefragt, den der Wagen zuriiekgelegt hat; 
unsere friiheren Betraehtungen lehren uns nun, daB der Differential
quotient des Weges naeh der Zeit die Gesehwindigkeit ergibt; folglieh 

besteht die Gleiehung ~4 = c - pt. Es ist selbstverstandlieh, daB 8 

ebenfalls eine Funktion von t sein muB. Allerdings kennen wir sie 
noeh nieht, wohl aber ihren Differentialquotienten; die Aufgabe lauft also 

darauf hinaus, 8 so als Funktion von t zu bestimmen, daB ~: = c - P t 
wird. Wenn wir auf Grund der in der Differentialrechnung gewonnenen 
Ergebnisse diese Funktion aufstellen wollen, so k6nnen wir so vorgehen: 
c - pt ist eine algebraisehe Summe; demnaeh muB die gesuchte Funktion, 
deren Differentialquotient ja diese Summe sein solI, ebenfalls eine 
Summe sein (Summenregel!). Das erste Glied der gesuchten Summe 
muB c' t heiBen; denn nur dann ergibt sich als Differentialquotient 
naeh t die Konstante c. Ebenso sieht man leicht, besonders wenn 

man pt in der Form 1· 2t schreibt, daB das zweite Glied der gesuehten 

Summe nur -f . t 2 heiBen kann; denn ~ . t 2 gibt naeh t differenziert 

~ . 2t = p. t. Die gesuehte Funktion muB also sieher die beiden 

Glieder ct -l t2 enthalten. Es fragt sich nun weiter, ob sie vielleicht 
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noch andere Glieder enthalten kann. DaB sie keine weiteren Glieder 
zu enthalten braucht, sehen wir daran, daB 

d(ct - ~ t2) 
dt = c - pt, 

also gleich der gegebenen Funktion ist. Hieraus ergibt sich aber sofort, 
daB die Funktion hochstens noch Glieder enthalten kann, die, nach t 
differenziert, verschwinden. Solche Glieder sind aber nur Kon stante , 
die man natiirlich in eine zusammenzieht. Fugen wir demnach zu 
dem obigen Ausdrucke noch irgendein von t unabhangiges Glied C 
hinzu, so erhalten wir die allgemeinste Funktion, deren Differential
quotient gleich c - pt ist; sie heiBt s = C + ct - }pt2. Man nennt 
s das Integral der Funktion c - pt und schreibt 

s = j(c - pt)· dt = C + ct - ~_pt2. 

Die Konstante C heiBt Integrationskonstante; uber sie ist dabei 
nichts Naheres ausgesagt; sie kann beliebige Werte haben. Insofern 
liegt in dem Integrale noch eine Unbestimmtheit, und man nennt 
daher ein solches Integral ein unbestimmtes Integral. Die Auf-

gabe, s aus ~~ zu finden, hat hiernach zunachst unendlich viele Lo

sungen. Es ist also festzustellen, welche von ihnen die tatsachliche Be
wegung des Wagens darstellt. 

Wir haben gefunden, daB der Wagen bis zum Zeitpunkte t den Weg 

s = C + ct - -} pt2 2) 

zilruckgelegt hat. Die Frage nach dem Weg des Wagens hat aber 
nur dann einen bestimmten Sinn, wenn der Anfangspunkt des Weges 
gegeben ist. Da die Bremswirkung im Augenblicke t = 0 einsetzt, der 
Wagen sich aber schon vorher mit der Geschwindigkeit c bewegte, 
so hat er bereits einen bekannten Weg zuruckgelegt, fiir den aus der 
Formel 2) der Betrag (t = 0) s = C folgt. Damit hat die Integrations
konstante in unserem Beispiele eine bestimmte Bedeutung gewonnen: 
sie ist gleichbedeutend mit dem Wege, den der Wagen vor Beginn der 
Verzogerung schon zuruckgelegt hatte, oder auch die Entfernung des 
Ausgangspunktes seiner Bahn von dem Punkte, wo die Bremswirkung 
anhebt. Man sieht auch leicht ein, daB die Kenntnis der Geschwindig
keit allein nicht ausreichen kann, um die Bewegung vollstandig zu be
schreiben. Will man insbesondere durch. die Formeln nur den Weg 
darstellen, auf dem die Bremsung wirkt, so hat man C = 0 zu setzen, 
und die Formellautet dann s = ct - lpt2, in unserem Zahlenbeispiele 
s = (20 t - 0,1 t 2 ) m. Nach ihr ist 

nach t = 0 1 2 3 4 5 6 7 sec 
8 = 0 19,9 39,6 59,1 78,4 97,5 116,4 135,1 m. 
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Da die Geschwindigkeit immer kleiner wird, muB sie schlieBlich = 0 
werden. Nach 1) tritt dies ein zur Zeit t = 10 sec. Also betragt 
del' Weg, den del' Wagen zuriicklegt, urn von del' Geschwindigkeit 
a = 20 msec -1 bis zum Stillstand zu kommen, del' Bremsweg 

8 = (20 . 100 - 0,1 . 1002) m = (2000 - 1000) ill = 1 km. 

Ware uns bekannt, daB del' Wagen bis zum Beginne des Bremsens 
schon 17 km gefahren ist, so konnten wir jetzt die ganze Wegstrecke 
des Wagens bis zum Stillstande al1gebel1: sie betriige 18 km. 

(62) Wir wollen nun verallgemeinern: 1st uns irgendeine Funktion 
von x f ( x) gege ben, so nennen wir diej enige FUl1ktion F ( x), von welcher 
f(x) del' Differentialquotient nach del' Veranderlichen x ist, das In
tegral von f(x) ii bel' die Veranderliche x und schreiben 

F(x) = j f(x) • dx 3) 

(gesprochen: "GroBF von x ist gleichlntegral iiber klein f von x mal dx"). 
Del' Sinn diesel' Ausdrucksweise und del' Grund fiir diese Schreibweise 
wird uns im weiteren Verlaufe klar werden; jetzt sei nul' gesagt, daB 
das Zeichen j, das Integralzeichen, aus einem gestreckten groBen 
lateinischen S entstanden ist. Die Veranderliche x heiBt In tegra tions
veranderliche (Integrationsvariable), die Funktion f(x) del' 
Integrand, die Funktion F(x) das Integral. Die Probe darauf, 
ob F (x) wirklich das Integral von t(x) ist, besteht naturgemaB darin, daB 

dF(x) = t(x) 
dx 

ist; durch Einsetzen von 3) in 4) folgt die identische Gleichung: 

4) 

dU f~;dxJ __ . t(x). 5) 

Es ist leicht einzusehen, daB auch jetzt, wenn F (x) ein Integral von t(x) 
ist, jede Funktion F (x) + C, wobei C irgendeine von del' Integrations
veranderlichen x unabhangige GroBe, eine Integrationskonstante 
ist, ebenfalls ein Integral von t(x) ist. Folglich hat t(x) unendlich 
viele Integrale. DaB sie auBer den in dem Ausdrucke F(x) + Cent
haltenen keine weiteren Integrale haben kann, wollen wir nun be
weisen. 

Sind namlich zwei Funktionen F(x) und G(x) Integrale von t(x), 

so daB also dFd(X) = t(x) und ddGi~ = t(x) ist, so muB die Glei-
x x 

chung gelten 
dG(xl_ d]i'(~ _ O. 

rlx dx - , 
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nach der Summenregel ist aber 

Also muB auch 

d G(x) dF(x) _ d[G(x) - F(x)] 
(fX-dX-= dx -

d[G(x) - F(x)] = 0 
dx 
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sein, d. h. der Differentialquotient der neuen Funktion G(x) - F(x) 
muB den Wert Null haben. Nun gibt es aber keine Funktion von x, 
deren Differentialquotient fiir jeden Wert von x gleich Null ist; dies 
trifft nur fiir eine von x unabhangige, fiir eine konstante GroBe zu. 
Also muB G(x) - F(x) = C sein oder G(x) = F(x) + C; d. h. aIle 
Integrale desselben Integranten unterscheiden sich nur um 
eine Integrationskonstante. Damit ist der Beweis erbracht. 

Wir konnen uns diesen Satz auch geo
metrisch veranschaulichen: Sind namlich F (x) 
und G(x) zwei Funktionen, die fiir jedes be
liebige x denselben Differentialquotienten 
haben, so mussen ihre Kurven fur gleiche 
Abszissen x auch stets die gleiche Tangenten
richtung besitzen. 

Das ist, wie die Anschauung lehrt, nur x 
dann moglich, wenn die Differenz C der zu Abb. 84. 

einer und derselben Abszisse gehorigen Ordi-
naten stets die gleiche, d. h. G(x) - F(x) = Coder G(x) = F(x) + C 
ist. Die Kurve y = G(x) geht aus der Kurve y = F(x) dadurch her
vor, daB man diese um das Stuck C im Sinne der y-Achse verschiebt. 

(63) Kennt man demnach ein Integral einer Funktion, so kann man 
aus fum beliebig viele neue zu der gleichen Funktion gehorige Integrale 
bilden, indem man beliebige Konstanten hinzufiigt. 

Die Kernfrage der Integration lautet daher: Wie findet man irgend
ein Integral der gegebenen Funktion? Offenbar ist diese Aufgabe fur 
alle die Funktionen bereits gelOst, die als Differentialquotienten beim 
Differenzieren entstanden sind. Wie die anderen Umkehroperationen 
(Dividieren, Radizieren usw.) setzt also das Integrieren eine vollige 
Sicherheit und Gewandtheit in der Ausgangsoperation, hier also Un Diffe
renzieren, voraus, insbesondere ist unbedingt eine sichere Kenntnis der 
Differentialquotienten der einfachen Funktionen notwendig. Ferner 
liegt es nahe zu versuchen, Integrationsregeln durch Umkehrung der 
Differentiationsregeln abzuleiten. 

Aber die so gefundenen Verfahren genugen nicht, urn jede beliebige 
Funktion zu integrieren, sondern es bleiben noch unzahlig viele Funk
tionen ubrig, die wir nicht integrieren konnen. Dabei ist mit dem 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 11 
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Ausdrucke "eine Funktion nicht integrieren konnen" gemeint, daB sich 
keine del' uns bisher geUi,ufigen, im 1. Abschnitt behandelten Funktionen 
und keine Verkniipfung aus ihnen findenlaBt, deren Differentialquotient 
die gegebene Funktion ist. Da del' einfachste Weg zur Gewinnung 
von Integralen del' ist, Gleichungen, die durch Differenzieren ent
standen sind, umzukehren, so beginnen wir mit einer Zusammen
stellung del' Grundformeln del' Differentiation. 

Die Differentiation del' algebraischen Funktion lieB sich stets auf 
die Grundformel 

dxn _=n·xn -- 1 
dx 

zuriickfiihren, wobei n eine beliebige Zahl sein kann. Die Differentiation 
del' goniometrischen Funktionen lieferte die Grundformeln 

dsinx 
--- = cosx 
dx ' 

dtgx 
dx 

1 
cos2x' 

dcosx . 
---- =-Slnx 

dx ' 

dctgx 
ax 

1 
sin2 x 

und die del' zyklometrischen Funktionen die Grundformeln 

d arcsin x 1 darccosx f ---rrx- V:(-x z ' 
-cIX- - ]11- xi' 

darctgx 1 darcctgx 1 
-a:;;- 1 + x2 ' 

-dx- -1+x2 ' 

Die logarithmische Funktion fiihrte zu del' Formel 

dalogx = ~ alo e = __ 1_ 
dx x g x . Ina ' insbes. 

und die Exponentialiunktion zu del' Formel 

dax - = aX • Ina 
dx 

bzw. 

dlnx 
(IX 

1 
x' 

SchlieBlich erhielten wir aus den hyperbolischen und den dazu inversen 
Funktionen die Formeln: 

diSinx = ~o\x 
dx ' 

d%gx 1 
!IX = (£of2x' 

dl2iriSinx 
--dx-- - ]lx2 + 1 ' 

dl2ir%gx 1 
dx = l-x2 ' 

~~ojx = lSinx 
dx ' 

dC£tg x 1 
---;r;; - iSin2 x ; 

d I2ir(£of x 
dx 

dl2irC£tgx 
dx 

1 

YX2_ 1 ' 

1 
1- x2 ' 
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Durch Umkehrung diesel' Formeln erhalten wIT die grundlegenden 
dxn .. 

Integralformeln. Da dx = n" x n - 1 1St, so 1st nach Definition 

fn·xn-ldx=xn. Del' Integrand ist n·xn - 1 • Wir k6nnen fun ein
facher gestalten; es ist namlich 

d(~xn) 
__ n ___ =xn - 1 

dx ' 
also !Xn - 1 dX=! xn. 

Setzen wir hierin n + 1 statt n, so folgt als erste Grundformel 

xn. dx = -~~ + 0 r xn+l 

n+ 1 ' 
6) 

wobei 0 die stets hinzuzufiigende bzw. zu erganzende Integrations
konstante ist. Formel 6) gilt fiir jedes beliebige n, 6b es nun positiv, 
negativ, rational odeI' irrational ist, mit del' einzigen Ausnahme 
n = -I! Denn fiir diesen Fall wiirde sich aus Formel6) del' unsinnige 
Ausdruck ergeben: 

(
'dX XO 1 
-=-+0=-0-+ 0 ==+0. • x 0 

Die Frage nach f x-ldx wird durch Formel93) S. 136 beantwortet, 
1 dlnx . nach welcher ---- ist, und aus del' sich erglbt: 
x dx 

f d;'C = lnx + O. 6a) 

Man versaume nicht, zur Einubung von Formel 6) genugend Ubungs
beispiele zu bilden. So ist 

[man setze in 6) -n statt n!], 

yx4 dx=7" yx7 + 0, j~3- 3"G 

Auch die ubrigen Formeln lassen sich leicht umkehren. Aus den 
Formeln 78) bis 81) S. 104ff. erhalten wIT 

f cosxdx = sinx + 0, 

!~-t x+O cos2 x - g , 

f sinxdx = -cosx + 0, 

f dx 
-'-2- = -ctgx + O. 
SIn x 

11* 
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Aus den Formeln 83) bis 86) S.129 

f dx = arcsinx + C = -arccosx + C' , 
Jll - x2 

f dx = arctgx + C = -arcctgx + C'. 
x2 + 1 

(63) 

[Warum widersprechen die beiden letzten Gleichungennichtdemoben 
bewiesenen Satze, daB alle Integrale derselben Funktion sich nur urn 
eine Konstante unterscheiden? Vgl. (50) S.129.] 

Weiter folgen aus den Formeln 96) S. 141 die Formeln 

f aX 
aXdx=-.+C Ina ' Iexd x = eX + C 

und aus den Formeln 104) S. 151 und 107) S. 152 die folgenden: 

jC£ofxdx = ®inx + c, j®inxdx = C£ofx + c, 

I dx 
Q:of2 x = %gx + c, I dx 

eiin2 x = -C£tgx + c. 

I dx = I2h®inx + C = In(x + yx2 + 1) + c, 
V x2 + 1 

I dx ( -
,;-= = ~(r C£01 x + C = In x + -V x2 - 1) + C , 
y x 2 - 1 

f dx 
1 - x2 

1 1 + x 
~h %g x + C = yIn 1 _ x + C fur I x i < 1 : 

f x2d~ 1 = -mrC£tgx + C = ~ In: ~ ~ + C fUr Ixl > 1. 

In den letzten vier Formeln sind zugleich die Logarithmenfunktionen mit 
angegeben, durch welche sich nach (59) S. 151 f. die Areafunktionen 
ersetzen lassen. 

Zur besseren Ubersicht wollen wir die jetzt aufgestellten Grund
formeln und die spiiteren Formeln in gewisse Gruppen einteilen. MaB
gebend fUr diese Einteilung kann nur der Integrand sein; denn dieser 
jst das Gegebene. Es ergeben sich ungezwungen drei groBe Gruppen, 
je nachdem der Integrand I) eine rationale, II) eine irrationale 
oder III) eine transzendente Funktion ist. So wissen WIT jederzeit, 
in welcher Gruppe wir ein Integral zu suchen haben. Unter diesem 
Gesichtspunkte wollen wir die Grundintegrale (unter Weglassung der 
jedesmal zu ergiinzenden llitegrationskonstanten) nochmals zusammen
stellen: 
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II. 

III. 

Das Problem und die Grundformeln. 

n* -1; 

f dx 
c) ~l = arctgx = -arcctgx; 

x T 

j' dx 1 1 + x 
d) -- = ~b;;;tg x = --1n-- . 

1 - x2 2 1 - x' J - .. ,~~~_~~_'~_"~M'~~_' 
dx . 1 x-I 

e) --=-%;Q:igx=--ln---: 
x2 -1 2 x+l' 

f .. '" .,~--

f) r dx = arcsin x = -arccosx;. 
. Vl- x2 

g) f / d::.._ = \}h!Stnx = In(x + yx2 +1); 
~X2 + 1 ' 

h) f dx = 2lr Q:ofx =In(x + iX2--=-t); Jlx2 - 1 

i) fSinxdx = -cosx; k) fCOSXdX =+sinx; 

f' dx 
1) -'-2- = -ctgx; 

• Sin x 
f dx 

m ---t X' ) COs2 x - g , 

n) f !Sin xdx = Q:0lx ; 0) f Q:ol x dx = !Sinx; 

j., dx 
p) ®in2 x = -Q:tgx; q) f~:j~x = stgx; 

s) fexdx = eX. 
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7) 

Man gewohne sich von Anfang an damn, die Differential- und 
die Integralformeln scharf auseinanderzuhalten! So beachte man, 

daB zwar d~i:X =+cosx, aber f sinx dx = -cosx ist usw., und daB 

wir zwar tgx differenzieren konnen, daB aber f tgx dx unter den 
Grundformeln nicht zu finden ist. [Uber dieses s. (66) S. 170.] 

Die Formelgruppe 7) bildet den Ausgang fiir aIle Integrationen; 
die Kunst des Integrierens besteht einzig darin, den Integranden nach 
Moglichkeit so umzuformen, daB man nur noch die Forme1n 7) anzu
wenden braucht. 1st eine solche Umformung nicht moglich, so ist dies 
ein Zeichen dafiir, daB das Integral eine bisher unbekannte Funktion ist. 

1m nachsten Paragraphen wollen wir die wichtigsten Integrations
regeln aufsteIlen, die in erster Linie geeignet sind, ein Integral auf ein 
Grundintegral zuriickzufiihren. 
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§ 2. Die wichtigsten Integrationsregeln. 
(64) Wir gehen von den Differentiationsregeln aus. Die erste war 
die Konstantenregel (s. S. 41); nach ihr ist 

d [aF (x)] dF (x) -czx- = a • ([[C . 

Die entsprechende Formel'der 1ntegralrechnung lautet 

ja·f(x)·dx = a-ff(x)dx; 8) 

in Worten: Ein konstanter Faktor des 1ntegranden kann vor 
das 1ntegralzeichen gesetzt werden (Konstantenregel). Be
weis: Differenziert man die linke Seite von 8) nach x, so erhalt man 
den 1ntegranden a . f (x); die rechte Seite ergibt, nach x differe nziert, 

nach der Konstantenregel 
ebenfalls a' f(x). 

djf(x)dx 
der Differentialrechnung a· -~, also 

Beispiel: 

j2nx.dx=2njxdx=2n. ~z =n:r2. 

Eine weitere Differentiationsregel ist die Summenregel [so (21) 
S. 43], nach der 

d(Fl(X) + Fz(x)) = dFdx) + dFz(x) 
dx dx dx 

ist. Die entsprechende Integrationsformel lautet: 

jUl(X) +f2(X)]·dx= !fl(X).dx+ jI2(x).dx. 9) 

RiDe Sunune aus einer endlichen Anzahl von Funktionen 
~ ... ~.~ .. ,-= . ..-...~~-<' ..-~- ,..,~--,=--.,.,., .. ' . 

~d gliedweise integriert (Summenregel). 
B-;;;~fs :"DHferenzie~'~~'Wi;dle liiilfe""Deiwvon 9), so erhalten wir 

11 (x) + f2 (x); wenden wir auf die rechte Seite die Summenregel der 
Differentiation an, so erhalten wir ebenfalls fdx) + f2(X). 

Beispiel: 

j(asinx + bcosx)dx = -acosx + b sin x + C. 

j (xZ + IL,dx =,{x4 + ~X2 + I dx =f[x + ~ + ~l dx 
x3 • x3 • X x3 

x3 I 
= 2 + 21nx - 2X2 + C. 

(65) Zum leichteren Verstandnis der nachsten Regel wollen wir zuvor 
ein Beispiel behandeln. Es soli das Integral j (a + b x)n d x ausgewertet 
werden. 1st n eine natiirliche Zahl, so konnte man sich dadurch helfen, 
daB man (a + b x)n nach dem binomischen Satze [s. (36) S. 82 ff.)] nach 
steigenden Potenzen von x entwickelt und dann gliedweise integriert. 
Doch fiihrt dieses Verfahren bei nur einigermaBen groBeren Werten 
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von n praktisch zu Schwierigkeiten und ist fiir Werte von n, die keine 
natiirlichen Zahlen sind, iiberhaupt undurchfiihrbar. Wir greifen hier 
auf die Kettenregel der Differentialrechnung zuriick. Setzen wir nam
lich a + bx = z, indem wir also statt x die neue Veranderliche z ein
fiihren, so k6nnen wir scbreiben 

J(a + bx)ndx = Jzndx. 
Nun darf aber, damit wir die Grundformel 7) Ia anwenden k6nnen, 
nur eine Veranderliche unter dem Integrale auftreten. Aus z = a x + b 
folgt aber 

Z - a 
x='-b-' daher 

dx 
dz 

1 
b ' 

dz 
dX=T' 

Setzen wir dies oben ein, so erhalten wir: 

j(a + b x)n d x _Jzn" dbZ = ~fzn dz 

r. 1 Z,,+l (a+bx)"+l 
./(a+bx)ndx=b"n+l+ O = b(n+l) +0. 

Durch Differenzieren k6nnen wir uns leicht von der Richtigkeit der 
Integration iiberzeugen. Der Weg der Integration ist genau entgegen
gesetzt zu dem bei der Differentiation eingeschlagenen. Wir haben 
- und das ist der Kern der Methode - durch Einfiihrung (Substitution) 
einer neuen Integrationsveranderlichen das urspriingliche Integral auf 
ein Grundintegral zuriickgefiihrt. Das Verfahren, von dem wir hier 
ein Beispiel durchgefiihrt haben, heiBt daher die Substitutions-
~~~ sie solI jetzt allgemein entwickelt werde;}. u "'" 

1st ein Integral J f(x)dx gegeben und wollen wir durch die Gleichung 
x = cp (z) eine neue Integrationsveranderliche z einfiibren, so miissen 

wir bedenken, daB dd x = cp'(z) , also dx = cp'(z)· dz ist. Wir erhalten ,z 
also: 

Jf(x)dx=Jf(cp(z»"CP'(z) "dz, ~bs~~~_ 10) 

Beweis: Differenziert man die linke Seite nach x, so erhalt man f (x). 
Die rechte Seite ist eine Funktion von z; um sie nach x zu differenzieren, 
verwenden wir die Kettenregel. Die Differentiation nach z ergibt 
f ( cp (z» " cp' (z) . Da x = cp (z) ist, so ist 

dx, dz I 
dz = cp (z), also dx '{l(z) 

[s. (35)]; mit dies em Ausdrucke muB man j(cp (z» " cp'(z) nach der Ketten
regel noch multiplizieren, um die rechte Seite auch nach x zu differen
zieren. Der Differentialquotient der rechten Seite nach x ist demnach 

j(cp(z» "CP'(z) " '{l~Z) = j(cp(z» = f(x), 

also gleich dem oben fiir die linke Seite erhaltenen. 
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Man lasse .sich durch die dem Anscheine nach verwickelte Gestalt 
der Formel lO) nicht tauschen. Man wendet dieses Verfahren eben 
nur dort an, wo die Einftihrung einer neuen Integrationsveranderlichen 
auf ein Grundintegral fiihrt. Allerdings lassen sich allgemeingiiltige 
Vorschriften iiber die Wahl der Funktion x = cp (z), durch welche das 
gegebene Integral eine moglichst gi.instige Form annimmt, nicht geben. 
Oft werden mehrere Wege gangbar sein. Erfahrung und Ubung miissen 
hier viel tun. Die folgenden Erorterungen sollen zeigen, wie man die 
bekanntesten FaIle behandelt. Dabei werden wir einige wichtige neue 
Integrationsformeln gewinnen. .Am Ende des Buches sind die haufig 
vorkommenden Integralformen zusammengestellt, und zwar eingeteilt 
nach der Art des Integranden in die drei oben (S. 164) angegebenen 
Gruppen I, II, III. Auf diese Tafel werden wir uns kiinftig haufig be
ziehen miissen; das wird abkiirzend geschehen durch einen Hinweis, 

. z. B. TIl 3, der ohne weiteres verstandlich sein diirfte. 

a) J =j(3x + 7)2dx; wir setzen 3x + 7 = z oder x ={ -;, 
also d x = tdz und erhalten 

J =jz2. -~dz = }jz2 dz =§Z3 = -§-(3x + 7)3. 

Es ist demnach 
j(3x + 7)3dx = -§-(3x + 7)3. 

Ein anderer Weg, um dieses Integral auszuwerten, ist folgender: 

j(3x + 7)2dx = j(9x2 + 42x + 49)dx = 3x3 + 21x2 + 49x. 

(Zeige, daB beide Ergebnisse sich nur um die konstante GroBe .ap 
unterscheiden !) 

b) J f~~· ax+b=z, x=~-~ dx=~dz· ax + b ' a a' a' 

j~l 1 1 JdZ 1 1 
J= z'(idz=(i z =(ilnz= (iln(ax + b); 

also Ja:: b = ~ln(ax + b). [TI6] 

c) Jarcsinx. dx,~ 
J= ,j_-=dx, arCSlnx=z, dZ=J~=' dx=v1-::t,.2·dz; 

yl+x2 r1 - x2 

J ~ r z . yl- x2 dz j~dz =:: = ~ (arcsinx)2 
HI-x2 2 2 ' 

JarCSinx _ 1 . 2 
--;::=dx - -2 (arcsmx) . 
VI- x2 

also 

d) J {sin(ax+b)dx, ax+b=z, x=~-~ Jt a a' 
1 

dx = -dz; a 

J - {sin z . .!. d z = .!. (sin z d z = -.!. cos z = - ! cos (a x + b) ; Jt a~! a a 
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also 

e) 

also 

f) 

oder 

also ist 
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!sin(aX + b)dx =-~cos(ax + b). 

J - (~. wir setzen hier x = a z, ,d x = a . d z; --'};;2 + a2' 

f adz If; dz I 1 x 
J = 2 2 + 2 = - ~I = - arctg z = - arctg - , az a az+ a a a 

f: dx 
J = -2--2; • x -a 

f; dx 1 x 
-- = -arctO'-. x2 +a2 a 0 a 

die gIeiche Substitution wie e) fiihrt zu 

J=~ ~=~Inz-l =]_In_a __ =~Inx-a i ~-l 

a Z2 - 1 2 a z + 1 2 a ~ + I 2 a x + a 

1 I x 
J =--Slh~tgz =-- ~h~tg-' a a a' 
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[TI7] 

[TIS] 

g) J fy dx ; wirsetzenwiederx=az, dx=a.dzunderhalten 
}la2 -x 2 

~ adz ~ dz . . 'x 
J = ,co- = ,~ = arcsmz = arcsm-; 

ra2-a2z2 rl-z2, a 

also --= = arcsm -. Ii dx . x 
Va2 - x2 a 

[TII4] 

h) J . (y dx ; mit der gleichen Substitution wie in g) ergibt sich 
}lx2 -a2 • 

J ,r. adz ,(~ = ~t~oiz = ~t~oi ~ 
)Va2z2-a2 JVz2-I a 

[TIl 5] 

letztere Formel, wenn man zur Integrationskonstanten Ina addiert. 
Probe durch Differenzieren. Leite auf gleichem Wege ab: 

Iv d x = ~t @lin ~ = InC x + y x2 + a2 ) • [T II 6] 
x2+a2 a 

Beide FormeIn lassen sich auch vereinigen in der Formel 

/
,1 dx = In (x +1X2 + a); 
rx2 + a . 

[TIl 7] 

aus ihr ergibt sich [T II 5] fiir a > 0 und [T II 6] fiir a < 0 . 

(66) Eine besonders wertvolle Formel entsteht, wenn der Integrand 
ein Bruch ist, dessen Zahler der Differentialquotient des Nenners ist, 
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wenn also der Nenner f(x) und der Zahler f'(x) = dfd(x) ist. Das x 

Integral lautet dann J;(~?' dx. Setzen wir hier f(x) = z, dann ist 

f' (x) = :~, also 1'( x) . d x = dz, und das ursprungliche Integral geht 
uber in 

J
f(X) JdZ . 
f(x) • dx = z = Inz = Inf(x) , 

also ist 

j'f'(X) 
lex) dx = lo/(x) . 11) 

1st der Integrand ein Bruch, dessen Zahler der Differential
quotient des Nenners ist, so ist das Integral der naturliche 
Logarithmus des Nenners. 

Von diesem Satze sollen ebenfalls einige Anwendungen folgen, die 
sich spater als wertvoll erweisen werden. 

a) J~xd~b kann geschrieben werden = !!ax:bdx;indieserFormist 

der Zahler a der Differentialquotient des Nenners ax + b. Folglich ist 

f dx 1 ---- = -In(ax + b) 
ax +b a 

in Ubereinstimmung mit Beispiel (65) b). 

[TI6] 

j. JSinx J~- sinx b) J = tgxdx = --dx = - -- dx' da -sinx der Differen-. cosx cosx' 
tialq uotient von cos x ist, folgt J = - In cos x, also 

Leite ab: 
ftgxdx = -lncosx. 

f ctgx dx = lnsinx! 

[T III 11J 

[TIII12J 

Dieses Integral bildet den Ausgangspunkt einer Reihe anderer Integrale, 
von denen anschlieBend die wesentlichsten abgeleitet werden mogen. 
Es ist unter Verwendung der geometrischen Formeln: 

t IX = sin IX 
g cOSIX ' 

cos IX 

ctglX = sina ' 

sin2x = 2sinx cosx, cosx = 8in(; + x). 
J_. dx !Sin2 x + cos2 x Ji 

sinx cosx =. dx = [tgx + ctgxJ dx Slnx cosx 

= ftgxdx + f ctgxdx = -lncosx + Insinx = lntgx, 
also f dx . = Int x. smxcosx g [T III 13J 
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Folglich ist 

f~~ r dx =~r dx =~lnt 
sin2x }"2sinxcosx 2}sinxcosx 2 gx. 

Hieraus berechnet sich J f~x mit Hilfe der Substitutin 
SIn x 

dx = 2dz: 
x = 2z 

also 
/

2 dz f dz 1 x J = -·-2- = 2 -·-2- = 2· -2lntgz = Intg-2 ' SIn z SIn z 

f dX x 
-. - = lntg-2 . 
SIn X 

[T III 14] 

Aus diesem folgt weiter 

J =f::x~r t )' )sm .2"+x 

. t Jt d d wenn Wlr se zen ·2 + x = z, x = z: 

also 
[T III 15] 

c) 

= t In(x2 + 2ax + b). [TI9] 

Dieses Integral wird uns unten (67) gute Dienste leisten. 

(67) Nachdem wir bisher nur EinzelfiiJle behandelt haben, wollen 
wir jetzt das Integrationsverfahren fUr zwei groBe Gruppen von Funk
tionen herleiten: fUr die rationalen gebrochenen Funktionen mit line
rem bzw. mit quadratischem Nenner. Wir befassen uns zunachst mit 
der Integration einer beliebigen gebrochenen rationalen 
Funktion, deren N enner vom ersten Grade ist. Der Integrand 
mage die Gestalt haben: 

F = an x" + an _ 1 xn -1 + . . . + a2 X2 + a I X + ao 
b1x + bo . 

Nun wissen wir aus (30), daB sich jede unecht gebrochene rationale 
Funktion als Summe einer ganzen rationalen Funktion und einer echt 
gebrochenen rationalen Funktion schreiben laBt, indem man den Zahler 
durch den Nenner dividiert. Der Integrand laBt sich also in der Form 
schreiben: 

k 
F = cn_1xn - 1 + cn _ z x n - 2 + ... + C2 X2 + ctx + Co + b1x + bo ' 
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Dnter Verwendung der Summen- und der Konstantenregel werden 
die einzelnen Glieder nach [TIl] integriert, wahrend das letzte Glied 
nach Formel [T I 6] ergibt: 

r k k 
jbI x+I)~ dx = b; In(b1 x + bo) . 

Wir erhalten also den Satz: J ede ge brochene rationale Funktion, 
deren Nenner vom ersten Grade ist, laBt sich integrieren, 
d. h. ihr Integral laBt sich aus uns bekannten Funktionen, namlich 
einer ganzen rationalen Funktion und einer logarithmischen Funktion, 
zusammensetzen. f 2...L 3 

Ein Beispiel mage das Verfahren erlautern: Es sei x 2 I .:. -;; dx 
auszuwerten. Wir schreiben x 

2 x 7 23 1 
(x + x - 3): (2 x - 5) = "2 + "4 + "4 . 2 x - 5 ' 

so daB das Integral die Form 'annimmt: 

j'(' x 7 23 1) 
"2 + "4 + "4 . 2x - 5 dx. 

Durch gliedweise Integration ergibt sich 

x 2 7 23 1 (2 ~) "4 + "4x + S n x - I) ; 

es ist also 

fX 2 + X - 3 x2 7' 23 
2x-5 dX="4+"4 x +s· ln (2x-5). 

Wir gehen nun zu dem FaIle liber, daB der Integrand eine be
lie bige ge brochene rationale Funktion ist, deren N enner 
vom zweiten Grade ist; er hat also die Gestalt 

F = a"xn + an_.I xn - 1 + ... + a2x 2 + a1x + ao 
b2 x2 + bix + bo 

Man kann ihn - wiederum durch Division - verwandeln in eine Summe 
aus einer ganzen rationalen Funktion und einer echt gebrochenen 
rationalen Funktion, deren Nenner vom zweiten Grade ist. Die erstere 
laBt sich wieder gliedweise unter Verwendung der Konstantenregel (64) 
in Verbindung mit Formel [TIl] integrieren; wir brauchen uns also 
nur mit der echt gebrochenen Funktion zu befasseri, die die allgemeine 

Form hat: b 2C~ t c~ b . Wir klirzen den Bruch mit b2 , damit das 
2 X 1 x . 0 

hachste Glied des Nenners den Beiwert +1 erhalt; dann nimmt der 
Bruch die Gestalt an: 

(XIX + lXo 

x2 + 2 fli X + flo ' 
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wenn man 
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Co 
b = /XO' 

2 
~ = (30 

2 

173 

setzt. Zum besseren Verstandnisse mage ein Zahlenbeispiel die alI
a 

gemeine Entwicklung begleiten. Der Integrand sei 2X2 + x5 x _ 3' durch 

A di'di ht "b . x 5 + 31x - 15 D 1 t t us VI eren ge er u er m"2 - 4" 8x2 + 20x _ 12' en e z en 

Bruch schreiben wir: x:k~\~ ~"-~. Der Zahler enthalt zwei Glieder, 

ein lineares Glied /XIX und- ein Absolutglied /Xo. Wir formen nun den 
Integranden so um, daB wir einen Teil von ibm nach Formel 11) 
behandeIn kannen. Der Differentialquotient des Nenners ist namlich 
2 X + 2(31; schreiben wir also den Zahler 

/XIX + /Xo = ~I (2x + 2(31) + (/Xo - /XI (31) , 

so kannen wir den Integranden spalten in zwei Briiche: 

IXI x + IXo = IXI • 2 x + 2 fli + C<O - IXI fll 
x2 + 2fll x + flo 2 x2 + 2fllX + flo x2 + 2fll X + flo • 

Das Integral iiber den ersten Bruch ist nach 11) 

~lIn (x2 + 2 (31 X + (30) ; 

,es bleibt demnach nur noch das Integral auszuwerten 
@ 

f x2 : O 2/11:1 ~ flo dx = (/Xo - /XI (31) f x2 + 2~;X + flo' 

also ein Integral, dessen Zahler eine Konstante, die Zahl 1 ist. In 
unserem Zahlenbeispiele wiirde sich die Umformung so gestalten: Es ist 

\'" x - -\"- _ H (2x + t) + (- -)"r'- - ¥.i'-) 
x2 + .~- X - t - x2 + tx - t 

31 2x +3- 215 1 

.also 
=16' x2 +,}x-t -3"2' x2+~x-l' 

f "'stx - -'--"- 31 ( 5 3) 215j' dx 
x2 + t x ~ l d x = 16' In x 2 + "2 x -"2 - 32 x 2 +~ x - it 

U m nun noch das Integral 

J _j" dx 
- x2 + 2fll X + flo 

:auszuwerten, erganzen wir die ersten beiden Glieder des Nenners des 
Integranden zu einem vollstandigen Quadrat, formen also den Neuner 
um in 

Nun miissen wir die beiden Fane (31) (30 und (3i < (30 getreunt be
handeln. 
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a) 1st fJi > fJo, so ist fJi - fJo positiv; man kann also setzen 
fJi - fJo = ,2, wo bei , eine reelle GroBe ist; das Integral geht dann 
iiber in 

J - f'_d_x - -f dx 
, -. x2 + 2Pl X + Po - (x + Pl)2 - )'2 ' 

Setzen wir jetzt x + fJl = Z, d x = dz, so ergibt sich weiter: 

J =f~~ = ~ln z-J'. = ~ln X+Pl-r 
Z2 - )'2 2)' Z + )' 2y x + PI +)' , 

also 

J. dx 1 x + PI - y 
(x + pS2- )'2 = 2y In x + (fl +)' [s. Formel T I 8], 12) 

Unser Zahlenbeispiel ist von dieser Art; denn es ist 

r dx r dx f dz 1 z - } 2 x +} - } 
Jx2+rx-~- =jfx+W-l1= z2-C)2=2'lln z + 1 ='flnX-+~1-+-1 

2 2x-1 
= T ln 2x+6' 

Das betrachtete Zahlenbeispiel ergibt also vollstandig ausgewertet 

J. X3 

J = 2x2 +- 5x _ 3 dx = 
x2 5 31 ( 5 3 ) 
4- - T X + 16 1n ,x2 + 2 x - 2 

215 2x-1 
- 1121n 2x + 6 ' 

b) 1st fJi < fJo, so ist fJo - fJi = 112 positiv (, eine reelle GroBe), 
und das Integral geht iiber in 

j' dx J-' dx 
J =. x2 + 2P1 X + flo = (x + Pl)2 + )'2; 

die Substitution x + fJl = z, d x = dz leitet iiber zu 

f dz 1 z I x + PI 
J = ~+ 2 = -arctg- = -arctg---, 

Z ?' I' Y I' " 
also 

J. dx = 2.. arct x + PI [s. Formel T 17]. 
(x + Pl)2 + )'2 )' g)' 

13) 

Zahlenbeispiel: 

f dx J~ dx J' dz 1 Z 
x2 + X + t = (x + W + (t)2 = Z2 + (W = t arctg t 

= 2arctg2z = 2arctg(2x + 1), 

c) Den Ubergang zwischen den beiden Fallen a) und b) bildet der 
Fall, daB fJi = fJo ist; dann gestaltet sich die Integration sehr einfach. 

Es wird namlich J = f (x !XP1 )2' und die Substitution x + fJl = z, 
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dx = dz fiihrt zu 

JdZ 1 1 
J= - = ----= ---

Z2 Z X + {J1 ' 

also f' dx 1 

• (x + {J1)2 = - X + (J1 • 
14) 

Zusammenfassend kannen wir sagen: J ede ge brochene rationale 
Funktion, del' en Nenner vom zweiten Grade ist, laBt sich 
integrieren, d. h. ihr IntegrallaBt sich aus uns bekannten Funktionen, 
und zwar rationalen Funktionen, del' logarithmischen und del' Arkus
tangensfunktion, zusammensetzen. Die dabei einzuschlagenden Schritte 
sind: 

Erstens verwandelt man die Funktion, falls sie unecht gebrochen 
ist, in die Summe aus einer ganzen rationalen Funktion und einer echt 
gebrochenen rationalen Funktion. 

Zweitens zerlegt man das Integral tiber die echt gebrochene rationale 
Funktion, deren Zahler linear ist, in die Summe zweier Integrale, 
von denen del' Zahler des ersten Integranden - von einem konstanten 
Faktor abgesehen - del' Differentialquotient des Nenners ist, wahrend 
del' Zahler des zweiten Integranden eine Konstante ist. Das erste 
Integral laBt sich leicht auswerten. 

Drittens bringt man das zweite Integral durch quadratische Er
ganzung im Nenner des Integranden und durch geeignete Substitutionen 
auf eine del' drei Formen 

. dz I Z2 _ ,,2 , 

" ' 

j' dz 
Z2 + 1'2 , 

j 'dZ 
Z2 , 

die nach den Formeln [TI8], [TI7], [TIl] auszuwerten sind. 
Zur Erlauterung des Verfahrens mage noch das Beispiel durch·· 

gefiihrt werden: 

j. 2x-l 
J = 3x2 + X + 2 dx. 

Del' Integrand ist hier schon echt gebrochen; wir schreiben also sofort: 

f' 2 1 /1, 1) 4 
J =/ 3 xx- 3 2 dx = 3(2x +x3 ~ 9 dx 

x2+-+_ x2+_+_ 
~ 3 3 3 3 

= If 2x + ! . _ dx _ 4jf' __ d_X_ 

3 X2+_X_+~ 9 X2+'::"+~ 
• 3 3 3 3 

_ 1 ( ,2 X 2 ) 4 {: dx 
-31n x +3+3 -9 x 2' 

x2+-+-
v 3 3 
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Weiter wird das Integral 

Wir erhalten also schlieBlich 

f 
2x - 1 _ 1 In (2 X 2) 8 6x + 1. 

3x2 + X + 2 dx - 3 x +3 + 3 - 3 V23 arctg V23 ' 

(68) 

fligen wir noch die konstante GroBe tIn3 hinzu, so kommen wir zu 
dem etwas einfacheren Ergebnis 

f 
2x - 1 1 2 8 6x + 1 

3x2 + X + 2 dx = 3 In (3x + x + 2) - 3V23arctg V23 ' 

von dessen Richtigkeit man sich durch nachtragliches Differenzieren 
iiberzeuge. 

"Obungen! 
(68) Wir wollen die Anwendung der Substitutionsregel nicht ab
schlieBen, ohne auch die wichtigsten und einfachsten Integrale mit 
irrationalem Integranden fiir spatere Verwendung abgeleitet zu haben. 
Es solI jetzt gezeigt werden, daB wir mit unseren bisherigen MitteIn 
jedes Integral von der Form 

J =f alx + ao dx 
ybsx2 + blx + bo 

auswerten konnen. Wir flihren zuerst die Substitution 

z=b2x2+bt x+bo , dz=(2b2x+bl )dz 

aus, indem wir schreiben: 

J - ~f 2bsx + b1 dx + (a _ ~ bl)f dx 
- 2bs yb2xs + b1x + bo 0 2b2 Yb2x2 + blx + bo 

- ~f~ + (a - albl)f dx 
- 2bs Yz 0 2b2 yb2 x2 + b1x + bo . 

Das erste Integral ist nach [T I 1] 

2ab . 2 fZ = balYb2X2 + bI X + bo . 
S 2 

Das zweite Integral unterscheidet sich von J dadurch, daB der Zahler 
des Integranden nicht wie dort eine lineare Funktion, sondern eine 
Konstante ist. Es handelt sich also jetzt darum, ein Integral von 
der Form 
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auszuwerten. Hier sind wieder zwei Falle zu unterscheiden: a) b2 > 0 
und b) b2 < O. 

a) 1st b2 > 0, so schreiben wir 

J - -l-f dx 
1 - Jlb2 Jlx2 + 2PI x + 130 ' 

. wobei yb2 reell ist und zur Abkiirzung 2Pl = ~l und Po = ~o ge-
2 2 

setzt sind. Nun erfolgt wiederum die quadratische Erganzung: 

J = -l-f dx = _l_J dx , 
1 Yb2 y(x + PI)2 + Po - Pi ]Ib; y(x + PI)2 + C 

wobei zur Abkiirzung c = Po - fIi gesetzt ist. Die Substitution 
x + PI = z, d x = dz fiihrt dieses Integral weiterhin iiber in 

__ 1 f~ __ l ( ~) J 1 - /- ,~- ,r,::-ln z + 1 z + c 
d ) b2 r Z2 + C r b2 o er 

[T II 7] 

J dx = In(x + PI + yx2 + 2PI X + Po) . 
yx2 + 2f3 I x + Po 

15) 

1st die GroBe c = Po - fJi > 0, so laBt sich nach Formel [TII6] statt 
der Logarithmenfunktion auch die Areasinusfunktion, fiir c < 0 nach 
Formel [TII5] die Areakosinusfunktion verwenden. 

b) 1st b2 < 0, so schreiben wir 

J 1 = 1 f dx • 
JI-b2 Yf30 + 2PI x - x2 ' 

wobei y-b2 reell 
gesetzt sind. Die 

ist und zur Abkiirzung 2 PI = - ~l und Po = _ ~o 
2 2 

quadratische Erganzung ergibt mit der Abkiirzung 

c2 = Pi + Po , 
J __ l_J dx 

1 - y-b2 yc2 - (x - PI)2' 

woraus mit Hilfe der Substitution x - PI = z, dx = dz weiter folgt: 

oder 

1 f dz 1 . z J 1 = --- = --===- arcsIn -Y - b2 Y 02 - Z2 JI - b2 0 
[T II 1] 

r dx . x - PI 16) 
::;;===;::=;;===-;: = arCSlll.--::======-.' Y Po + 2 PI X - x2 J/l/~ + Po 

c) 1m Falle b2 = 0 ist der Radikand nur eine lineare Funktion, 

und das Integral J
1 
=J dx 

jlblx + bo 

wird durch die Substitution b1 x + bo = z iibergefiihrt in das Integral 

1 J dz 2 ,1.: 
J 1 = b; Yz = bl r z 

Wicke, Ingenieur-Mathematik 1. 12 
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oder 
17) 

Hiermit ist gezeigt, daB wir in der Tat j edes Integral von 
der Form J alx + ao dx 

Yb2x2 + b1x + bo 

au s w e r ten k i::i nne n. Eine Anzahl von Beispielen solI das Verfahren 
erlii utern. 

a) J =j' xdx ; Substitution x 2 + a = z, 2x dx = (lz, also 
VX2 + a 

J=~Jd~ =Y;-=Yx2 +a, J. xdx =Yx2 +a. [T II S] 
2 yz 1/x2 +a 

Zeige auf gleichem Wege, daB 

J xdx = - V a - x2 

ya - x2 

b) J -J~- -j'. dx , 
- V2rx-x2 - yr2-(x-r)2' 

Substitution x - r = z, dx = dz: 

J dz . z 
J = ,/ = arCSIn-vr2 _ Z2 r 

[T II 41 

ist. 

, x - r 
= arCSIn -r- , 

also 
/
' dx . x - r 
----- = arcsIn -- . 

. V2rx-x2 r 
Leite ebenso ab: 

J~=d=X:c== = ~r ~o1-x _±_r = In (x ± r + V x-·2-±-irx) . 
yx2±2rx r 

[T II 9] 

[T II lO] 

[T II 11] 

C) J =J 2x - 3 dx = -f -2 - 2x dx 1 ) - 5J dx . 
Y3-2x-X2 Y3-2x-X2 Y4-(x+l)2' 

im ersten Integrale setzen wir 3 - 2x - x 2 = z, also (-2-2x)dx=dz, 
und erhalten 

J -2-2x dx=J~~=2Y;-=2V3-2X-X2; 
V3 - 2x - x2 t z 

im zweitenlntegrale setzen wir x + 1 = z, also dx = dz, und erhalten: 

j
' dx J dz . z . x + 1 

/ = = arCSIn -2 = arCSIn -2- . 
}4-(x+l)2 Y22_Z2 

Daher ist 

~=:===~dx = -2 r3 - 2x - x2 -5arcsm--. J 2 x - 3 1/ • x + 1 
y3 - 2x - x2 2 

1) Der Zahler ist der Differentialquotient des Radikanden. 
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d) J=j 5x-4 dx=!!...f 6x-2 dx-!f d~ __ ; 
]l3x2-2x+l 6 ]l3x2-2x+l 3 Y3x2-2x+l 

das erste Integral ergibt vermittelst del' Substitution 3 x 2 - 2 ,r + 1 = z, 
(6x - 2)dx = dz: 

- = 2) z = 2113 x2 - 2 x + 1; rdZ ;-- , 

. VZ . 
im zweiten Integrale heben wir im Nenner den Faktor 3 aus, den wir 

1 
als ---= VOl' das Integral setzen, und bekommen 

]13 

!]l3x2 ~~x + 1 = Y~I}!x2 ~d~x +~: = ]I~!]I(i-=---!D2 +}. 
Wir setzen x - } = z, dx = dz, dann wird 

f dx -~r dz .. __ 1_ 91 '(5' ~--1-91·(5' 3x-l 
]l3x2 - 2x + 1 - ]is) yZ2 + (fir -]13 r t1t]l2 -]13 r t1t ]i2 . 

Demnach ist 

~~=;o==:==;cdx = -1I3X2 - 2x + 1 _. -~91r(5m---. ! 5x - 4 5 I. 7, 3x - 1 

]l3x2 - 2x + 1 3 3]13]i2 

(69) Die letzte del' wichtigen Integrationsregeln ist die Regel von 
del' teilweisen (partiellen) Integration. Wir kniipfen zu ihrer 
Ableitung an den Produktsatz del' Differentialrechnung [s. (21)] an, 
nach ihm ist 

d(U1') = ~~. dv + v • ~3!:. 
dx dx dx 

odeI' kiirzer 
d(uv) , + I --a:;;;=u,v V·U. 

Integriert man beide Seiten del' Gleichung nach x, so erhalt man unter 
Verwendung del' Summenregel 

odeI' 
uv = f uv' . dx + f v· u' dx 

J u' v' . dx = u· v - J V· u'dx, 18) 

Formel del' teilweisen (partiellen) Integration, 
Scheinbar ist mit Formel 18) nichts gebessert, da ein Integral

zeichen durch ein anderes ersetzt wird, wahrend wir doch bestrebt 
sein miissen, das Integralzeichen ganz zu beseitigen. In del' Tat hat 
die Umformung auch nul' dann Wert, wenn das neue Integral einfacher 
ist bzw, bereits bekannt ist. Dies abel' hangt von del' Art ab, wie man 
den urspriinglichen Integranden in Faktoren zerlegt. Auch hierfiir 
lassen sich keine allgemeine Vorschriften geben; Beispiele mogen das 
Verfahl'en erliiutern. 

12* 
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~) J = JInx dx; wir setzen lnx = Inx· 1, und zwar u = Inx, 

v' = 1; dann ist it' = ~, v = (1. dx = x; flihren wir dies in Formel18) 
x " 

ein, so erhalten wir 

J =J lnx ·1· dx = lnx· x - (x. ! dx = xlnx - J dx = xlnx - x, 

also jlnxdx=xlnx-x. (Probe!) [TIIIl6] 

b)J=jxm.lnx.dx; u=lnx, v'=xm, 

demnach u' = ~ xm +1 
x' v=m+I' 

xm+l J xm+1 I J = --·lnx- --·-dx 
m+I m+I x 

x m+1 I J x m +1 x m+1 
= m + I lnx - m +I xm dx = m + I lnx - (m + 1)2 . 

Also 

f xm+l 
xmlnxdx = (m + 1)2 [(m + 1) lnx - 1]. [T III 17] 

c) J = j arcsinxdx; u = arcsin x , v' = 1, demnach 
, I 

u =-;-=, V=X. 
VI - x2 

J = x . arcsin x - r x~ d x ; 
. VI - x2 

unter Benutzung der Formel [T II 9] ergibt sich 

j arcsin x dx = x arcsinx + -VI=- x2 • [T III 18] 
Beweise: 

j arccos x dx = x arccos x - -Vi - x2. [T III 19] 

d) J=JarctgxdX; u=arctgx, v'=I, u'=I~X2' v=x. 

J = x arctg x - II ; x2 d x = x arctg x - ~ In (1 + X2), [s. T I 9] 

Beweise: 
j arctgx dx = x arctgx - } in(1 + x2) . [T III 20] 

j arcctgx dx = x arcctgx + 1-ln(1 + x2) . [T III 21] 

e) J=jln(l+x2)dx; u=ln(l+x2). v'=I, u'=~, v=x. 
I+x 

J= xln(1 + x2) - JI ~:2 dx = xln(1 + x2) - 2J(I- I ~X2) dx 

= xln(1 + x2) - 2 Jdx + 2 II ~XX2' 
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also 
fln(l + x2) dx = x1n(l + x2 ) - 2 x + 2 arctgx. 

£) S = f sin 2 x d x. Wir setzen sin x = u, v' = sin x; dann ist u' = cos x 
und v = -cos x, und wir erhalten 

S = -sinx cosx + fC032X dx 
oder 

S = -sinxcosx + f(1- sin2 x) dx = -sinxcosx + x - fSin2 xdx. 

Hier tritt rechts das gesuchte Integral mit auf; es ist 

S = - sin x co~ x + x - S ; 

diese Gleichung fUr S konnen wir auflosen: 

2 S = x - sin x cos x , 

Daher 

S=~- ·2~sinxcosx. 2 

j sin2 x dx = -i - ~ sinx cosx. 

(Probe!) Beweise die Formel 

[T III 22] 

J~OS2XdX = ; + ~ sinxcosx. [T III 23) 

[T III 22] laBt sich auch ohne teilweise Integration auf folgendem Wege 
finden. Es ist sin2 x = -~ (1 - cos 2 x) , also 

S= ~f(l-COS2X)dx=.~-- ~fcos2xdx; 
in diesem Integral setzen wir 2 x = z, d x = + dz und erhalten 

f 2 d If 7 1· I·? . cos X x = 2 cosz az = -2· smz = -2- sin ... x = slnx cosx, 

und es ergibt sich wie oben 

J~.2d xI. 
sm x x = 2 - 2smxcosx. 

g) Setzen wir zur Abkiirzung 

S = feaxsinbxdx, C = feaxcosbxdx, 

so erhalten wir, wenn wir im ersten Integrale einfiihren 

v' = sinbx, also u' = aeax , 1 v = - -- cos b x . 
b ' 

S=-! eaxcosbx+ ~feaxcosbxdx 
oder als erste Gleichung 

bS - aC = -eaxcosbx. a) 
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Fiihren wir im zweiten Integrale ein 

u=eax , v'=cosbx, also u'=aeax , v=! sinbx, 

so erhalten wir 

oder als zweite 

e = ! ea"'sinbx - ~ !eaxsinbx 

Gleichung 

as + be = eaxsinbx. 

Aus den beiden linearen Gleichungen a) und b) lassen sich 
Unbekannten S und e berechnen. 

Es ergibt sich schlieBlich 

S f ax. b d eax(asinbx-bcosbx) 
= e sln X X = a2 + b2 ' 

e f ax b d eaX(a cosbx + b sinbx) 
= e cos X X = . a2 + b2 . (Probe!) 

h) Es sei 

J 1 = dx f X2 
ya2 _ x2 

und 

Wir schreiben 

Jl=fx. X dx 
J1a2 - x2 

und setzen 
u=x, 

, x 
V - • 

-,I ' ya2 _ x 2 

b) 

die beiden 

[TIll 24] 

[T III 25] 

dann ist u' = 1 und nach Formel [T II 9] v = - -ytz2 - x 2 • Wir er
halten demnach 

J 1 = __ X i a2 - x2 + f i a2 - x2 d X 

oder als erste Gleichung 

J 1 - J 2 = - x ya2 - x2 • 

Wir schreiben weiter 

J2=fa2-x2 dx=f a2 -dx-f x2 dx 
ya2 - x2 ya2 - X2 ya2 _ x2 

a) 

und mit Verwendung von Formel [TII4] J 2 = a2arcsin~ - J 1 ; a 
daraus folgt die zweite Gleichung 

b) 
Aus a) und b) folgt: 

f X2 a2 • x x --- I J 1 = dx =-arCSln- - -ya2 - x2 
und ya2 

- X2 2 a 2 Probe! 

J !,/-- a2 x x--
2 = r a2 - x2 d X = '2 arcsin a + '2 ya2 - x2 • 

[T II 121 

[T II 13] 
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i) Es sei 

J 1 = /Yx2X: a dx, ~2 = / YX2 + adx. 

Wir verfahren entsprechend Beispiel h) und setzen 

u=x, t X 
V=--, 

yx2+ a 

also u' = 1 und nach [TIl 8] v = y x 2 + a. Wir erhalten demnach: 

J1 = x-{x2 + a - jyx2 + adx 
oder 

a) 
Ferner ist 

J2 =f,~ + a dx =/'1 x2 dx + af dx 
fx2+a yx2+a yx2+a 

= J 1 + aln(x + YX2 + a), nach[TIl7] , 
also 

J2 - J 1 = aln(x + yx2 + a). b) 

Durch Addition und Subtraktion von a) und b) bekommen wir 
schlieBlich 

und 

oder 

2J1 = XYX2 + a - aln(x + yx2 + a) 

2J2 = xYx2 + a + aln(x + YX2 + a) 

[TIl 14] 

[TIl 15] 

1st a eine positive GroBe, a = b2 , so kann man auch schreiben: 

== = _Yx2 + b2 - -mr6in- [TIl 14'] fi X2 x--- b2 X 

yx2 + b2 2 2 b' 

j ----- x --- b2 X 
Yx2 + b2 = "2YX2 + b2 + "2mr6inb . [Tn 15'] 

1st a negativ, a = -b2 , so erhalt man: 

j. , x2 X ,~b2 X 

JIX2 - b2 = "2 V x2 - b2 + "2 mr~of b ' [TIl 14"] 

/ 
- x ,r::;;--- b2 X 

yx2 - b2 = 2-V x2 - b2 - "2 mr~ol b . [TIl 15"] 

In diesem Paragraphen haben wir die Hauptregeln fUr die Integration 
behandelt: die Konstantenregel, die Summenregel, die Substitutions-
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regel und die Regel der teilweisen Integration. Gleiehzeitig haben 
wir uns die fiir den Ingenieur wiehtigsten Integralformeln abgeleitet 
und zusammengestellt. Ehe wir uns mit den Anwendungen und den 
damit zusammenhangenden bestimmten Integralen befassen, sollen noeh 
einige sehwierigere Integrationsverfahren behandelt werden, die der 
Anfanger zunachst ruhig iibersehlagen darf. 

§ 3. Integration der gebroehenen rationalen Funktion. 
(70) Die Aufgabe lautet, das Integral 

J= (arX"+ar_lxr-I+ ... +a2x2+~x+aOd 19) 
oJ bIt x" + b,,:;- 1 x" I + ... + b2 x2 + bl X + bo x 

auszuwerten, d. h. eine Funktion von x zu finden, die sieh aus den 
uns gelaufigen Funktionen zusammensetzt, und deren Differential
quotient die allgemeine gebroehene rationale Funktion 

f() arX"+ar_1X"-I+ ... +aa x2 +a1 x+aO . t x = . IS 
- bIt x" + b" _ 1 x" I + ... + ba x2 + bl X + bo • 

Ohne die Aligemeinheit des Problems einzusehranken, konnen wir 
stets annehmen, daB r < n ist, d. h. daB der Integrand eine eeht 
gebroehene rationale Funktion ist; im anderen FaIle laBt er sieh 
[so (30) S. 67] darstellen als die Summe einer ganzen rationalen und einer 
eeht gebroehenen rationalen Funktion, die naeh der Summenregel 
einzeln integriert werden konnen. Ferner bedeutet es keine Einsehran
kung der Allgemeinheit, wenn wir von vornherein bn = 1 setzten; 
dureh Kiirzen von f(x) mit bn laBt sieh das stets erreiehen. Unser 
Integral lautet demnaeh: 

19') 

Der Zahler des Integranden kann hoehstens vom Grade (n - 1) sein. 
Die Auswertung solI aufgebaut werden auf dem Verfahren der 

Teilbruehzerlegung (Partialbruehzerlegung). Ein einfaehes 
Beispiel moge den allgemeinen Fall vorbereiten. Wir wollen 

f 2x2 -1 
x;3' 2 6 dx -r-X - x 

• 2X2 - 1 d N "..ll 2 auswerten. Der Integrand 1St X 3 +x2 -6x; er enner.v + x - 6x 

laBt sieh in unserem Beispiele leieht in Faktoren zerlegen: 
xli + x 2 - 6x = x(x + 3)(x - 2); also kann der Integrand gesehrieben 

2X2 - 1 di B h als werden: x(x+3)(x-2). Wir fragen: LaBt sieh ·eser rue so 
Summe dreier Briiehe sehreiben, daB we Nenner der Reihe naeh x, 
x + 3, x - 2, und daB we Zahler Konstante A, B, a sind, und 
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,wie bestimmt man diese Konstanten 1 Gelingt diese Zerlegung, dann 
besteht fUr jeden beliebigen Wert von x die Gleichung: 

2X2 - 1 ABO 
x (x + 3)(x - 2) = x + x + 3 + x - 2 . 

Das Integral kann dalm als Summe dreier Integrale von der Form 

j .. -~ leicht berechnet werden. Eine solche Zerlegung des Inte
x - Xo 

granden nennt man Teilbruchzerlegung und die einzelnen Briiche 
die Teil briiche. Wir fUhren diese Teilbruchzerlegung fUr unser Bei
spiel durch. Es handelt sich dabei nur um Anwendung bekannter 
Regeln der Arithmetik. Es ist 

~ + ~ + ~_ = A (x + 3) (x - 2) + B x (x - 2) + 0 x (x + 3) 
x x+3 x-2 x(x+3)(x--2) 

(A + B + 0) x2 + (A - 2 B + 30) x - 6 A 
x(x + 3)(x - 2) 

Der letzte Bruch muB nun identisch gleich dem Integranden sein; 
da die Nenner iibereinstimmen, gilt das auch fUr die Zahler. Die Zahler 
konnen aber nur dann identisch gleich sein, wenn die Beiwerte gleich 
hoher Potenzen von x einander gleich sind. Durch die Gleichsetzung 
dieser Beiwerte [B e i w e r t e - (Koeffizienten-) Vergleichung] gelangen 
wir in unserem Beispiele zu den drei Gleichungen 

A+B+C=2, A-2B+3C=O, -6A = - 1. 

Wir stellen zunachst fest, daB wir eben soviele Gleichungen erhalten, 
als unbekannte Beiwerte A, B, C zu berechnen sind; die Unbekannten 
konnen demnach wirklich berechnet werden. Zweitens zeigt sich, daB 
die drei Gleichungen linear sind; die Losungen sind also eindeutig. 
In unserem Beispiele HiBt sich demnach die Teilbruchentwicklung 
wirhlich durchfiihren, und zwar nur auf eine einzige Weise; die Teil
bruchentwicklung ist eindeutig. Wir erhalten 

B=f}, 
Es ist also 

2X2 - 1 1 1 17 1 7 1 
x3 + x2 - 6x = (f' x + 15' x + 3 + 10' x - 2 

und folglich 

j. 2x2-1 1 17 7 
x 3 + x 2 _ 6x dx = (flnx + 15 1n (x + 3) + 10 In (x - 2) . 

Wir erkennen an diesem Beispiele, daB fUr das Integrieren selbst 
keinerlei Schwierigkeiten bestehen, wenn uns die Verwandlung des 
Integranden in Teilbriiche gelingt. Zu diesem Zwecke miissen wir aber 
den Nenner des Integranden in Faktoren zerlegt haben. Die Kern
frage lautet also: 1st es stets moglich, eine ganze rationale Funktion 
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n ten Grades in Faktoren zu zerlegen, und wie wird die Zerlegung aus
gefUhrt? Die Antwort auf diese rein algebraische Frage ist: Die ganze 
rationale Funktion nten Grades 

xn + bn -1 xn - 1 + ... + b2 X2 + b1 X + bo 

laBt sich stets in n lineare Faktoren (x - Xl) (x - x 2) .•. (x - xn) 

zerlegen; hierbei sind die Konstanten Xl' X 2 , ..• Xn die Losungen 
der Gleichung nten Grades 

xn + bn - 1 xn-1 + ... + b2 x2 + b1 x + bo = O. 

Wie wir nun die algebraische Schwierigkeit uberwinden, eine Glei
chung n ten Grades aufzu16sen, ist nicht Sache der Infinitesimalrechnung. 
Hier seien nur noch einige fur unsere Zwecke wichtige Eigenschaften 
der Losungen einer Gleichung nten Grades hervorgehoben. Wir setzen 
selbstverstandlich voraus, daB die Beiwerte bn - 1 , bn _ 2' ... , b2 , b1 , bo 
samtlich reelle Zahlen sind; die Gleichung nten Grades hat dann 
stets n Losungen Xl' X 2 , .•. , Xn (Grundsatz der Algebra). Es kann 
aber der Fall eintreten, daB einige von den n Losungen Xl' X 2 , ••• , Xn 

einander gleich sind; man spricht dann von einer mehrfachen (zwei
fachen, dreifachen, ... ) Losung der Gleichung. Es kann ferner vor
kommen, daB eine dieser Losungen eine komplexe Zahl ist; nun 
konnen aber komplexe Zahlen, also Zahlen von der Form p + iq, 
(i2 = -1), wie die Algebra weiter lehrt, als Losungen immer nur paar
weise auftreten, und zwar als konjugiert komplexe Zahlen p + iq und 
p - i q. Durch Multiplizieren der beiden zugehorigen Faktoren X - P - iq 
und X - P + i q liiBt sich die imaginare Einheit leicht beseitigen. 
Dadurch entsteht der quadratische Faktor (x - p)2 + q2, der ein 
Ersatz fUr zwei lineare Faktoren ist. Auch solche Paare von komplexen 
Losungen konnen mehrfach auftreten. Es ergeben sieh demnach vier 
verschiedene Gruppen, die getrennt voneinander behandelt werden 
sollen. 

I. Die Gleichung nten Grades, die man durch Nullsetzen des Nenners 
des Integranden erhalt, hat n ur reelle Losungen; 

a) diese Losungen sind aIle voneinander verschieden, 
b) einige dieser Losungen sind einander gleich. 
II. Die Gleichung hat konjugiert komplexe Losungen; 
a) diese sind aIle voneinander verschieden, 
b) einige von ihnen sind einander gleich. 
Unser oben durchgefUhrtes Beispiel gehort der Gruppe Ia) an, deren 

allgemeinen Fall wir nun betrachten. 

(71) Ia) Die Gleichung 

xn + bn _ 1 X" -1 + ... + b2 X2 + b1 X + bo = 0 

hat n voneinander verschiedene reelleLosungen Xu X2 , ... , Xn; 
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es ist also 

xn + b"_IX"-1 + ... + b2 x2 + blx + b o- (x - Xl) (X - x2)··· (x - xn), 

wobei jeder Faktor nur einmal auftritt. Wir setzen fiir den Integranden 
die Teilbruchentwicklung an: 

an_IXn - 1 + ... + a2 x2 + alx + ao -- _A_· _ + _B_ 1 
(x - Xl) (X - x 2) ••• (X - Xn) X - Xl X - X 2 ~ 

20) C N + X - X3 + ... + X - x n • J 

SchlieDlich bringen wir die Teilbruche wieder auf einen Nenner und 
ordnen den Zahler nach fallenden Potenzen von x; die hachste Potenz 
ist X"-l. Der so gewonnene Bruch muB mit dem Integranden identisch 
sein; da die Nenner gleich sind, muB dies auch fUr die Zahler gelten; 
d. h. die Beiwerte gleich hoher Potenzen von x mussen einander gleich 
sein. Durch die Beiwerte-Vergleichung erhalten wir nunmehr n 
line are Gleichungen mit den n Unbekannten AI' A 2 , ••• , A". Es sind 
in der Tat n Gleichungen, da jeder der beiden Zahler n Glieder mit 
den Potenzen x" - \ x" - 2, ... , X2, Xl, XO hat. Damit ist gezeigt, daB 
die natige Anzahl von Gleichungen zur Bestimmung der n GraBen 
A, B, ... ,N wirklich vorhanden ist. Da diese Gleichungen linear 
sind (warum ?), ergibt sich fur jede GraBe stets ein und nur ein Wert, 
d. h. die Teilbruchzerlegung ist eindeutig. Es sind· demnach nur 

Integrale von der Form f-~ = In(x - Xk) auszuwerten; derFallIa) 
X - X k 

fUhrt also einzig auf logarithmische Funktionen. 

Beispiel: J=!X4_::2+4dX. Der Integrand ist eine unecht 

ge brochene rationale Funktion; wir dividieren aus und erhalten: 

X6 21 X2 - 20 
-.----::;--;;--:--: - x2 + 5 + -.----::--0-:--: 
X4 - 5 X2 + 4 - X4 - 5 X2 + 4 . 

Der Nenner laBt sich in das Produkt verwandeln 

X4 - 5x2 + 4 = (x + 1) (x - 1) (x + 2) (x - 2); 

wir haben demnach den Bruch 

21x2 - 20 
(X + 1)(x - 1)(x + 2)(x - 2) 

in Teilbruche zu zerlegen. Wir setzen an 

21x2 - 20 ABC D 
(x + 1)(x - 1) (x + 2)(x - 2) = X + 1 + x - 1 + x + 2 + x - 2 

- (A+B+C+D)x3+(-A+B-2C+2D)x2+(-4A-4B-C-D)x+(4A-4B+2C-2D) 
- (x + 1)(x _ 1)(x + 2)(x - 2) 
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Die Verg1eichung der Beiwerte ergibt ~ie vier Gleichungen 

A + B + 0 + D = 0, -A + B - 20 + 2D = 21 , 
-4A - 4B - 0 - D = 0, 4A - 4B + 20 - 2D = -20, 

woraus die Los ungen fo1gen: 

0= -.236 , 

Hiernach ist 

( ~ ~ ~ ~ 
X4 _ 5x2 + 4 dx =:r + 5x + (f In (x + 1) -(j-1n(x - 1) 

26 26 
- 3 In (x + 2) + :rln(x - 2) 

= x: + 5x + In 16/(X + 1)41. (X - ~)52. 
3 r X - I ,x + 2, 

Hierher gehoren iibrigens die a1s Sonderfall in § 2, Forme1 12} 
betrachteten Beispie1e, in denen der Nenner des Integranden eine 
Funktion zweiten Grades ist, die sich in zwei reelle lineare Faktoren 
zer1egen liiEt. Das dort angefUhrte Zah1enbeispie1 1autete, von dem 

unwesent1ichen Faktor 1;- abgesehen (s. S. 173): I}~~--:: ~ ~_ dx; wir 

wollen es jetzt durch Teilbruchzerlegung behande1n. Wir setzen 

3Ix-15 3Ix-15 A B (A+B)x+(3A-~B) 

x2 +~x -:; (x - })(x + 3) = x - -~ + x + 3 = (x -§)(x + 3)"-

A+B=31, 3A-~B=-15; A=L B=2iG • 

Demnach ist 

~-f 31xc-=-_1_~dx =..!.. [In (x -..!..) + 2161n(x + 3)]. 
8 X2+:;X_~ 56 2 

DaB dieses Ergebnis dem auf S. 174 angefiihrten 

31 (2 5 3) 215 x - -~. 
16 In x + 2 x - 2 - 112 hlx + :3 

nicht widerspricht, ist 1eicht zu zeigen. Da namlich 

ist, so ist x2 + -~-x - t = (x - t)· (x + 3) 

31 ( 5 3) 215 x - -} 31 ( I) 
16 1n ,x2 + 2 x - 2 - 112 1n x + :3 = 16 1n x - 2 
31 215 ( 1) 215 + 16 In (x + 3) - 112 In ,x -2 + 112In (x + 3) 

= 1~2 [(217 - 215) In (x - i) + (217 + 215) In (x + 3)1 

= 1~2 [2.In (x - -}) + 432·In (x + 3)] 

= 516 [In (x - i) + 2161n{x + 3)1 

in Ubereinstimmung mit oben. 
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(72) lb) Die Gleichung 

xn + bn -1 xn -1 + ... + b2 x 2 + bl X + bo = 0 

habe wieder nur reelle Losungen, aber einige von ihnen mogen 
untereinander gleich sein; so moge beispielsweise die Losung X=Xk 
umal auftreten. Wir setzen in diesem FaIle die folgende Teilbruch
entwicklung an: 

21) 

X-Xl 
ill Fortfall gekommen, 

und an ihre Stelle ist in 21) eine echt gebrochene rationale Funktion, 
deren Nenner vom Grade u ist, getreten. Dadurch sind zwar auch 
u Zahler L verlorengegangen; diese haben aber Ersatz gefunden durch 
die u zu bestimmenden Beiwerte K"-l' K"_2' ... , K I , K o , so daB 
auch jetzt durch Beiwerte-Vergleichung n lineare Gleichungen mit n Un
bekannten erhalten werden, aus denen sich diese stets eindeutig be
stimmen lassen. [Die Punkte vor und hinter dem Bruche in Gleichung 21) 
sollen andeuten, daB auBerdem noch andere Teilbriiche auftreten 

konnen, die von der friiheren Form ~ sind oder von der Form 
x-x, 

des obenstehenden, je nach der Art des urspriinglichen Nenners.] Zu
sammengefaBt laBt sich sagen, daB sich der Integrand, dessen Nenner 
nur lineare Faktoren in irgendwelcher Potenz enthalt, stets in Teil
briiche zerlegen laBt, deren Nenner betr. Potenz des entsprechenden 
linearen Faktors ist. 

Wir haben es also mit Integralen von der Form 

jK"_IX,,_l + ... + KIx + KOdx 
(x - Xk)" 

zu tun. Die Integration geschieht nach der Methode der Integration 
durch Differentiation, indem man ansetzt: 

!K,,-lX"-l+ ... +KIX+Ko dx 1 
(x - x k )" 

22) 
= K"_2 X"-2 + K"-3 X"-3 + ... + K1x + Ko + sr (~~. 

(x - Xk),,-l )"X - Xk 

Differenziert man beide Seiten und bringt danach die rechte Seite auf 
den Hauptnenner (x - Xk)", so erhalt man beiderseits eine echt ge
brochene rationale Funktion, deren Nenner (x - Xk)" ist. Da beide 
Funktionen einander identisch gleich sein sollen, so gilt dies fUr ihre 
Zahler; d. h. die Beiwerte gleich hoher Potenzen von x miissen einander 
gleich sein. Wir wenden demnach nochmals die Beiwerte-Verglei-
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;h ung an und erhalten dadurch x lineare Gleichungen zur Bestimmung 
ier x GraBen K,,-2' K,,-3' ... , KI , Ko' sr. 

Beispiele: 
r X4 + 1 

a) J =.f(x + 2)2 (x _ 1)3 d x. 

reil bruchentwicklung nach 21) 

X4 + 1 Al X + Au B2 x2 + Bl X + Bo 
(x+2)2(x-1)3= (X+2)2 + (x-1)3 = 

l+(Ao-3Al+Bl +4B2)X3+( -3Ao+3Al+Bo+4Bl+4B2)X2+(3Ao-Al+4Bo+4Bl)X+( -Ao+ 4Bo 
(x + 2)2 (x - 1)3 

Vergleichung der Beiwerte: Funf lineare Gleichungen fUr AI' 
Ao' B 2, B I , Bo: 

Al + B2 = 1, Ao - 3AI + Bl + 4B2 = 0, 

- 3Ao + 3Al + Bo + 4BI + 4B2 = 0, 3Ao - Al + 4Bo + 4BI = 0, 

-Ao + 4Bo = 1. 
Hieraus 

Es ist demnach 
X4 + 1 1 [15X + 13 12x2 - 16x + 10] 

(X + 2)2 (x -=17 = 27 (x + 2)2 + (x - 1 )3 . 

E . d 1 . lID . j'15X + 13 d ~ sm a so zwel ntegra e auszuwerten. as erste 1St (x + 2j2 x; 

WIT setzen an: f15X + 13 _ Ao f dx . 
(x + W dx - x + 2 + m x +-2' 

wir differenzieren beide Seiten und erhalten 

15x + 13 Ao W Wx + (2m - Ao) 
(x + W = - (x + 2)2 + X + 2 = (x + 2)2 

durch Vergleich ung der Beiwerte folgt: 

m = 15, 2 m - Ao = 13; hieraus m = 15, Ao = 17. 
Also ist 

j'15 x + 13 17 _{'dZ 17 ~ 
(x + 2j2 d x = x + 2 + 10 v x + 2 = x + 2 + 10 In (x + 2) . 

Das zweite Integral ist 

J12X2 - 16x + 10 dx = B1 x + Bo + j8 r~. 
(x-1)3 (x-1)2 lX-I' 

differenzieren: 

12x2 - 16x + 10 = _B_l __ 2(BIX + Bo) + ~ 
(x-l)3 (x-l)2 (x-I? x-I 

_ B1(x - 1) - 2(BIX + Bo) + ~(x _1)2 
- (x - 1)3 
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Vergleichung der Beiwerte: 

m= 12, -B1 -2m=-16, -Bl- 2Bo+m=1O; 

hieraus m = 12 , B1 = - 8 , Bo = 5 . 

f12X2 - 16x + 10 d = - 8x + 5 + 121 ( _ I) 
(x _ 1)3 X (x _ 1)2 n X • 

Wir erhalten demnach: 

( x4 + 1 1 [ 17 8x-5 1 
j(x + 2)2(X _ 1)3dx = 27 x + 2 + 151n(x + 2) - (x _ 1)2 + 121n(x - I) J 

_ 1 x 2 - 5x + 3 1 I [( 2)5 ( 1)4] - 3" (x + 2) (x _ 1)2 + 9" n X + X - • 

b) J -f dx . 
- x(x+l)(x-2)2' 

Teil bruchen twickl ung: 

1 A B 0lX + 0 0 

x(x+l)(x-2)2=-X+x+1 + (X_2)2 
A (x + I) (x - 2)2 + Bx(x - 2)2 + (OlX + Oo)x(x + 1) 

x (x + I) (x - 2)2 

Vergleichung der Beiwerte gleich hoher Potenzen des Zahlers: 

.A+B+C1 =O, -3A-4B+C1 +CO =O, 4B+Co=O, 4A=I: 
hieraus 

A -~ -.t' B=-5 ' 
Demnach ist 

1 1 [9 4 5 x - 16] 
x(x+l)(x-2)2=36 -X-x+I-(x-2)2' 

Nun kann man mittels der Summenregel integrieren; unser Augen
merk richtet sich auf das Integral 

f5X-~dx = ~ + ®f~' 
(x - 2)2 X - 2 x - 2 ' 

Integration durch Differentiation: 

5x-16_ fo @ _@(x-2)-fo. 
(x - 2)2 - - (x - 2)2 + X - 2 - (x - 2)2 , 

Vergleichung der Beiwer:te: 

®=5, 

Foiglich 

-2® - ro =-16; hieraus ®=5, 

f5X -16 6 . 
(x _ 2)2 dx = x _ 2 + 5ln (x - 2). 

Wir erhalten also: 

f dx 1 1 
x(x + l)(x - 2)2 = 6(x -2) + 36 [9lnx - 4ln(x + 1) - 5ln(x - 2)]. 
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(73) Ira) Die Gleichung 

xn+bn_lxn-l+ ... +b2 x2 +b1 x+bo=0 

habe konjugiert komplexe Losungen; diese mogen aber aIle 
voneinander verschieden sein. Sind xl.: und xl,; zwei zueinander 
konjugiert komplexe Losungen, so ist das Produkt 

(x - ~) (x - x~) = x2 + px + q, 

eine rationale Funktion, in der p und q reelle GroBen sind, und der 
Integrand liiBt sich in Teilbriiche zerlegen nach der Form: 

an _ 1 XU - 1 + .. , + al X + ao P X + Q 
XU + bn - 1 xn 1 + '" + b, X + bo = '" + x2+-px + q + .. , . 23) 

Die Punkte in 23) sollen wiederum andeuten, daB auBerdem noch andere 
Teilbriiche vorhanden sind, deren Nenner entweder Potenzen linearer 
Funktionen von x oder, beim Auitreten weiterer konjugiert komplexer 

Losungen, ebenfalls quadratisch sind. Da der Bruch 2 -:x + ~ 
X px q 

fiir zwei Teilbriiche mit linearem Nenner steht, so treten fiir deren 
Ziihler die beiden neuen Konstanten P und Q auf, und daher ist die 
Anzahl der zu bestimmenden Konstanten wie vorher gleich n. Fiir 
ihre Ermittlung stehen auch wieder n lineare Gleichungen zur Ver
fiigung. Die GroBen P und Q lassen sich also stets, und zwar eindeutig 
berechnen. Das in dieser Entwicklung neu auftretende Integral 

j' Px+Q d 
x2 + px + q x 

ist aber schon in (67) behandelt wordell. 
Beispiele: 

(
X2 + 1 

a) J=. x3_ldx. 

Teilbruchzerlegung des Integranden: 

x 2 +1 x2 +1 A Px+Q 
x3 - 1 = (x _1)(X2 + X + I) = x-I + x2 + X +1 

A(X2 + x + I) + (Px + Q)(x-I) 
(x - I) (X2 + X + 1) 

Beiwerte-Vergleichung: A + P = 1"A - P + Q = 0, A - Q = 1, 
hieraus 

also 

Da 

Q=-l, 

f dx -- = In(x -1) x-I 



(74) Integration der gebrochenen rationalen Funktion. 193 

ist, so ist schlieBlich 

fX2 + 1 2 1 va 2x + 1 
--dx = -In(x - 1) + -In(x2 + x + 1) - -arctg--=--. xa - 1 3 6 3 f3 

r xa - 2x 
b) J=. (x2 +4)(x2 _4x+5)dx. 

xa-2x PIX+QI P2X+Q2 
(x2 +4)(x2 -4x+5)= x2+4 +x2 -4x+5 

(PIX + QI)(X2 - 4x + 5) + (P2x + Q2)(X2 + 4) 
(X2 + 4) (X2 - 4x + 5) 

PI + P 2 = 1, -4P1 +QI +Q2 = 0, 5P1 -4Q1 +4P2 =-2, 

5QI + 4Q2 = 0; 
hieraus 

PI =--f", 
also ist 

xa - 2x 1 [-6X + 96 ·71 X - 120 ] 
(X2 + 4)(X2 - 4x + 5) = 65 x2 + 4 + x2 - 4x + 5 • 

Da 

f-6X + 96 f 2x f dx 
x2 + 4 d x = - 3 x2 + 4 d x + 96 x2 + 4 

X 
=-3In(x2 + 4) + 48arctg"2 

und 

f 71 x - 120 tlf 2 x - 4 f d X 
x2 _ 4x + 5 dx ="2 x2 _ 4x + 5 dx + 22 (x _ 2)2 + }2 

71 . 
= "2 In (x2 - 4x + 5) + 22arctg(x - 2) 

ist, so wird 

f(x2 + 4~X~ ~:x + 5) dx = 1!0 [71ln(x2 - 4x + 5) - 6ln (x2 + 4) 

+ 44 arctg (x - 2) + 96 arctg ;] . 

(74) IIb) Ein Paar konjugiert komplexer Losungen der 
Gleichung 

xn+bn_Ixn-I+ ... +b1x+bo=0, 

trete mehrmals auf; dann muB der Nenner des Integranden den 
zu diesem Paare konjugiert komplexer Losungen gehorigen quadra-

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 13 
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tischen Faktor x 2 + px + q auch mehrmals haben. Wir zerlegen den 
Integranden in eine Summe von Teilbriichen: 

an _ 1xn - 1 + ... + a1x + ao I 
x" + b" _ 1 x" 1 + '" + b1 X + bo 

= '" + R2r_1X2r-l + R2T_2X2r-2 + ... + R2X2 + R1x + Ro + ... 24) 
(X2 + p X + q)' . 

Der auf der rechten Seite von 24) angefiihrte Teilbruch steht ffir 2r Teil
briiche in 20), deren Nenner linear sind; die 2r Beiwerte Rar - I , ... , Ro 
treten demnach ffir die zu diesen gehorigen konstanten 2r Zahler ein, 
so daB sich durch Beiwerte-Vergleichung auch hier n lineare Gleichungen 
ffir die n unbekannten Beiwerte ergeben, und Eindeutigkeit gesichert 
ist. Als neu treten dann nur noch Integrale auf von der Form 

j R2r _1 x2r-l + ... + R2X2 -t Rl X + Ro dx 
(X2 + p X + q)' , 

ffir die wir den Ansatz machen 

j R2r_lx2r-l+ ... +R2X2+RIX+Rodx I 
(X2 + px + q)' 25) 

=P2r_3x2r-3+P2r_4x2r-4+ ... +r:.2_X2+PIX+~+f \.1Sx+O dx. 
(X2 + p X + q)' 1 x2 + px + q 

Die 2r Beiwerte P2r - 3 , P2r - 4 , ••• , P2 , PI' Po, $, 0. werden wie in Ib 
mittelst der Methode der Integration durch Differentiation 
bestimmt; differenziert man namlich beide Seiten von 25) nach x, 
und bringt man die rechte Seite auf einen Hauptnenner, der sich wie 
links zu (X2 + px + qr ergibt, so erhalt man beiderseits einen Zahler 
vom (2r - l)ten Grade in x. Hierdurch werden 2r Beiwerte-Ver
gleichungen ffir die 2r gesuchten Beiwerte ermoglicht; wir erhalten 
demnach 2r lineare Gleichungen und aus ihnen wiederum ffir jeden 
gesuchten Beiwert P2r - 3 , ••• , PI' Po, $, 0. stets einen, aber auch 
nur einen Wert. Das dann auftretende Integral ist das gleiche wie in IIa. 

Beispiele: a) J = j(X2 + ~)~:2 + 4) dx; 

x+ 1 = A.x5 +A4X4 +A3X3 +A2x2 + A1x+Ao + B1x + Bo 
(X2 + 1)3(X2 + 4) (X2 + 1)3 x2 + 4 

(A.x· +A4x4+Asx3+A2X2+AIX+Ao)(X2 + 4) + (BIX + Bo)(x2 + 1)3 
= (X2 + 1)3(X2 + 4) ; 

hieraus durch Beiwerte-Vergleichung: 

As + BI = 0, A4 + Bo = 0, 4A5 + A3 + 3BI = 0, 

4A4 + A2 + 3Bo = 0, 4Aa + Al + 3BI = 0, 

4A2 + Ao + 3Bo = 0, 4AI + Bl = 1, 4Ao + Bo = 1; 
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folglich: 

A5 = A4 = l7 , Aa = A2 = BI = Bo = - '/7 , Al = Ao = 277 • 

Demnach ist 

x + 1 1 [X5 + X4 - x 3 - x 2 + 7 x + 7 x + 1] 
(X2 + 1)3(x2 + 4) = 27 (X2 + IP - ;;Z + 4 ' 

Wir setzen an: 

JX5 +X4 _X3 _X2+7X+7 d _ A3X3+A2X2+AIX+~Q_ +j'~x±n_ d . 
(X2 + 1)3 X - (X2 -I- 1)2 x2 + I x, 

x 5 + X4 - x3 - x 2 + 7x + 7 
(X2 + 1)3 

(3A3X2+2A2X-l-Al) (x2+1)-4x(Aax3+A2x2 + Al x+Ao)+(~x+O) (x2+ 1)2 
(X2 + 1)3 ---- -

Vergleichung del' Beiwerte ergibt die Gleichungen 

~ = 1, - A3 + D = 1 , - 2 A2 + 2 ~ = -1 , 

3 A3 - 3 Al + 2 D = -1, 2 A2 - 4 Ao + ~ = 7 , Al + D = 7 , 

deren Losungen sind 

Ao =-l, ~=1, D=V. 

Daher ist JX5 -I- X4 - x 3 - x 2 + 7 x + 7 
----- (X2 + 1)3 dx 

=.!. [15X3 + 12x2 -I- 33x - 6 +f'SX + 23 dX] 
S (X2 -I- 1)2 , x 2 + 1 

_ I [15 x3 + 12 x 2 + 33x - 6 2 1 - s---(x2 + 1)2 + 41n (x + 1) + 23 arctg x . 

Da weiter (x + 1 1 I x 
.!x2+4dx=21n(x2 +4) +2arctg2-

ist, so ergibt sich schlieBlich: 

( x + 1 d 
./(x2 +1P(x2 +4) x 

_ 1 f15x3-1-12x2+33x+6 2 2 4 x} 
. -216L (x2+ ])2 +In[(x +4)(x +1)] + 23arctgx+4arctg2 , 

f 3X2 + 4x -I- 2 
b) J= (x+1)2(x2+x+1)2dx. 

3x2 +4x-l-2 Alx-l-Ao Bax3-1-B2x2+Blx+Bo 
(x + 1)2 (X2 + X + 1)2 = (x +1)"2- + ---(x2 + X + 1)2 

_ (A1x+Ao) (X2+X +1)2+(Bax3+B2x2-1-BIX+ Bo) (x+ 1)2 
- (x + 1)2 (X2 + X + 1)2 

Al -I- B3 = 0, 2 Al + Ao + 2 Ba + B2 = 0, 
3 Al + 2 Ao + B3 + 2 B2 + BI = 0, 2 Al + 3 Ao + Bd- 2 Bl + Bo = 3, 

Al + 2 Ao + BI + 2 Bo = 4, Ao + Bo = 2; 
13* 



196 

hieraus 

Al = 0, 

Es ist also 

Das Integrieren. 

Ao = 1, Ba = 0, B2 =-1, 

x3 + 4x + 2 1 x2 - 1 
(x +-1)2 (x2-+ x + 1)2 = (x -tI)2 - (X2 + X + 1)2· 

Nach Ib) ist r dx 1 
.J {x -tIj2 = - x +-1 . 

Fur das zweite Integral setzen wir an: 

f_~2 - 1_ d x - 8 i x + 8 0 f \l5 x + 0 d x· 
. (X2 + X + 1)2 . - x2 + X + 1 + x2 + X + 1 ' 

(75) 

Bo = 1. 

x2 - 1 8 1 (X2 + X + 1) - (81 X + 8 0 ) (2x + 1) + (\l5 x + 0) (X2 + X + 1) . 
(X2 + X + 1)2 (X2 + X + 1)2 

~=O, -81 + ~+D=l, -280 + ~+D=O, 8 1 - Bo+D=-l. 
Hieraus 

Bo = 0, ~=O, D=O; 
also ist 

und wir erhalten 

f 3 x2 + 4 x + 2 dx __ ~1 __ _ ~x___ _ _ 2 x2 + 2 x + 1 _ 
. (x+1)2(x2 +x+1)2 - x+1 x 2+x+1- (x+1)(x2+x+l)· 

§ 4. Die wichtigsten Integrale mit irrationalem oder 
transzendentem Integranden. 

(75) Da die Integration irrationaler Funktionen in voller Allgemeinheit 
undurchfuhrbar ist, seien hier nur einige wichtige integrable Sonder
tiille behandelt. 

Als ersten wollen wir den Fall herausgreifen, daB der Integrand 
von der Form ist 

26) 

hierbei soIl f eine rationale Funktion der heiden GraBen x und 

'V~ + b sein. Die Irrationalitat tritt also nur als nte Wurzel aus 
einer linear en Funktion der Integrationsveranderlichen auf. Das 
hiermit gebildete Integral 26) laBt sich stets mit unseren Hilfsmitteln 
auswerten. Wir verwenden die Einsetzungsmethode und setzen 

Vax+b=z, ax+b=zn, 
zn b 

x = Ii - (i' dx = ~zn-l dz 
a ' 
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also 

Der neue Integrand 

j '(zn_b ) n J = I-a -, z 'uzn-1 ·dz, 

. n n -1 I (zn - b ) -z . -- z 
a a ' 
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ist eine rationale Funktion von z, und damit ist die Aufgabe auf 
die im vorigen Paragraphen behandelte zuriickgefiihrt. 

Beispiele. 

a) J jll x dx. Wir setzen 
yx+a 

yx + a = z, 

und erhalten 

x+a=z3, dx = 3z 2dz 

J jza - a. 3z2 dz = 3f<Z4 - az) dz = 3(_Z~ - a Z2) = ~Z2 (2z2 -- 5a) 
z . 5 2 10 

3 'V 3 ~,,-,-= 10 (2(x + a) - 5a) (x + a)2 = 10 (2x - 3a) y(x + a)2, 

also 

JYx~~dx = 130 (2x - 3a)y(x + a)2, Probe! 

b) J=r2-V~ dx; Yx+5=z, x=z2-5, dx=2zdz, 
. 2x- tx + 5 

J =J' (2 - z) 2z dz = {;(-1 + 3z - 10 ) dz 
2z2-10-z II 2z2-z-10 

= ~(-1 + 16,_1 __ ~._1_) dz 
jI 9 z + 2 IS z - ~ 

= - z + 16 In (z + 2) - ~ In (2z - 5) 
9 IS oder 

f2 -~ dx = - yx + 5 + 1961n(yx + 5 + 2)-15Sln (2yx +5 - 5), 
2x- x + 5 

c) J = ( VXsy-l + 2 dx; Vx - 1 = z, x = Z6 + 1, dx = 6z5 dz. 
• x-I 

oder 

J j (za + 2) • 6z5 r. 6 
= Z2 dz = 6 J (Z6 + 2z3) dz = '1 Z7 + 3z4 

j"VX-l + 2 6 6------ 3 --
S __ dx = '1 (x - 1) yx - 1 + 3 'V(X - 1)2, 
yx -1 

Hierher gehoren auch die Integrale von der Form 

J jf(ro,V::::)dro, 

Probe! 

26') 
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wobei f eine rationale Funktion von x und v::-!-~ ist. Sie wer-

. .. n/ax + b . •. 
den durch die SubstItutIOn V ;X-x + (3 = Z III Integrale mIt ratIOnalem 

Integranden iibergefiihrt; denn es ist :: ! ; ~ zn odeI' 

(3 zn - b n ((3 a - IX b) z n-1 
X = - --- , d x = (" )2 dz; tXzn - a tXz - a 

also 

J ( (3zn-b ) n((3a-IXb)z,,-1 
J = t - -- z • dz. 

IXZn - a' (IXZ" - a)2 
Beispiel: 

JI IX /-x- Z2 dx = 2az 
J= /U-'=x dx ; Va-x=z, x=a z2 +1 ' (z2+1)2 dz : 

J = Jz. (Z22~\)2dz = 2a J(Z2 ~ 1)2 dz = a (- Z2 :1 + arctgz) ,. 
also 

J11 x ___ dx = aarctO'l,r x-- - ,Ix (a - x). /·a-x 1:>. a-x V 
Probe! 

(76) Auch die Integrale 

in welchen 
J = f f (x, fax2 + 2 b x + c) d x , 27) 

t(x, yax2 + 2bx + c) 
eine rationale Funktion von x und yax2 + 2bx + c ist, lassen 
sich samtlieh mit den bisherigen lYIitteln auswerten. Wir unterscheiden 
zwei Fane: 

a) Es sei a = 0;2> 0; dann laut sieh die Wurzel 

w = yax2 + 2bx + c 
in del' Form sehreiben 

w = 0; Vr:t 2f3x + X2, 

wobei zur Abkiirzung I' = -~- und fi = ~ gesetzt sind. Jetzt setzen wir 
a a 

w = o;(z - x) = 0; yy + 2f3x + X2, 

woraus sich ergibt 

Z2 - 2 Z x + x2 = Y + 2 f3 x + x2 , x = 2(z + (3) , 
Z2 - r ) 

. Z2 + 2(3z + r 
dx = 2(z + (3)2 dz, 

wahrend die Wurzel 

( 
Z2 - r ) Z2 + 2 (3 Z + r 

w = 0; Z - 2((3 + z). = 0;2(z + Pl = W 

28) 

28') 

28/1) 
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wird. Das Integral geht hierdurch tiber in: 

J. ( Z2 - r Z2 + 2 fJ Z + r) Z2 + 2 fJ z + r 
J= t 2(z+fJ)' IX 2 (z+fJ)-' 2(z+tJ)2 dz. 29) 

Sein Integrand ist eine rationale Funktion von z; das IntegrallaBt sich 
also nach den Methoden von § 3 auswerten. Zuletzt hat man noch die 
Veranderliche z durch x zu ersetzen durch die aus 28) sich ergebende 
Gleichung: 

oder 
z = x +: oder Z = x + -l-Y Y + 2 $;;-+ x2 1 

z = x + ~2--+ 27; x + c. J 
30) 

b) Es sei -a = IX2 > 0, d. h. a negativ. Man kann jetzt schreiben 

w=C\:Yr+2(3x-x2 , 

wobei zur Abktirzung 
c 

Y=-
a 

und 
c 

.(3 = - b 

gesetzt sind. 
Gleichung 

Sind nun Xl und x2 die Losungen der quadratischen 

so ist 
31) 

Man setze 

dann folgt 

w2 = IX2 (X2 - x) (x - Xl) = IX2 (x - XI )2 Z2 , ... l 31') 
X2 + Xl Z2 d 2Z(XI - X2) 

:(;2 - x = (x - Xl) Z2 , x x d z = -1 + Z2' = (l+Z2)2 - " 

wahrend 
( ) Z(X2 - Xl) 31") w = IX x - Xl Z = C\: -1 -+Z2-

wird. Das Integral geht hierdurch tiber in 

J =Jt (X2 + .:cl~~ IX (X2 - Xl) z) . 2 (xl,:- x2) ~ d z 32) 
1 + Z2' 1 + Z2 (1 + Z2)2 . 

Seill Integrand ist wiederum eine rationale Funktion von z. Am Schlusse 
hat man noch z durch 

zu ersetzen. 
Beispiele: 

z = 1// X 2 - X 
X - Xl 

a) J =f-~' wir setzen yx:i-+ a2 = z - x, also 
X jlx2 + a2 ' 

Z2 - a2 
X=--

2z ' 
Z2 + a2 

dx = ----dz 2 Z2 , 



200 Das Integrieren. (76) 

demnach 

J=j (Z2+ a2)2z·2z dZ=2f~=~lnz-a. 
2z2(Z2_ a2). (Z2+ a2) z2_a2 a z+a' 

nun ist 

Z = x + yx2 + a2 , 
also wird 

r-~-~lnx-a+y~ • xYx2+a2 - a x+a+VXZ+a2' 
Probe! 

b) l'X2 - a2 = Z - x, 

1 Z2 - a2 
x2 -a2 =-_ 

2z ' 

J = 2f~ = !arctg~ = !arctg(~ + V(~)2 ---;-) Z2 + a2 a a a a a 
1 a:n: 

= -arccos- + -2 • a x a 

also 
1- Z2 

X = a 1 + Z2' 
-4z 

dx = a (1 + Z2)2 dz. 
Nun wird 

'/a2 _ x2 = 2a_z_ r 1 + Z2 , 
daher 

J - -4/ zdz • 1 + Z2 • 1 + Z2 _ -!f~ _ ~ln 1 - z . 
- (1 + Z2)2 1 - Z2 2az - a 1 - Z2 - a z + 1 ' 

da nun 

ist, so ergibt sich 

~-x Z= -
a+x 

J= ~ln ~-Ya-x. 
a ya + x + ya- x 

Hiermit ist gezeigt, daB und auf welchem Wege sich aIle rationalen 
Funktionen einer Veranderlichen x und der Quadratwurzel aus einer 
quadratischen Funktion von x integrieren lassen; zuweilen laBt sich 
eine bestimmte Funktion dieser.Art auf einem anderen Wege bequemer 
integrieren. So laBt sich beispielsweise das unter b) angefiihrte Integral 

J =/ ,~ viel leichter mit der Substitution 
XyX2 - a 2 

a a 
-X = cosz , x = cosz ' 

a 
z = arccos-X' d +asinzd 

X= -- Z cos2z 
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auswerten; wir erhalten dadurch: 

f a sinz • cosz 1 I I I a J = dz = -- dz = - z = - arccos - . V a2 a a a x 
C082 z • a -- - a2 

cos2z 

(77) Eine besondere Hervorhebung verdient das Integral 

fanXn + an_l x .. - t + ... +a2 x 2 + at x+ a o 
J= .. I dz, 33) 

yax2 +2bx+c 

das hiiufig in der Praxis vorkommt und eine bemerkenswert einfache 
Auswertung gestattet. Wir machen den Ansatz: 

jOan xn + an _ 1 xn - 1 + ... + a2 x2 + a 1 X + ao dx 
Vax2 +2bx+c 

= (IXn_ixn-1 + IXn_2Xn- 2 + .. , + IXIX + lXo) -Vax2 + 2bx + c 34) 

+ fJ -fvax2 :;bx + c· 

Die Aufgabe liiBt sich hierdurch zuriickfiihren auf die Auswertung des 

Integrals Iv 2 dx b ' das sich abel' mit Hilfe der in TIl ange-
ax +2 x+c 

fiihrten Formeln, besonders TIl 4, 5, 6, 7, mittels .einer linearen 
Substitution leicht erledigen liiBt. Differenzieren wir niimlich beide 
Seiten von 34) und multiplizieren dann mit Vax2 + 2b x + c, so er
halten wir: 

anxn + an_lxn- l + .. , + a2x2 + alx + ao 
= ((n-I)lXn_I Xn- 2 +(n-2)lXn_2X"-3 + ... + 1X1) (ax2+2bx+c) 

+ (IXn_IXn-1+1X,,_2x"-2+ ... +IXX2+IXI X+ lXo) (ax+b)+fJ· 

Sollen die beiden ganzen rationalen Funktionen n ten Grades links 
und rechts identisch gleich sein, so miissen die Beiwerte gleich hoher 
Potenzen von x beiderseits gleich sein; hieraus ergeben sich aber n + 1 
Gleichungen zur Bestimmung der n + 1 Beiwerte IX" -1, ... , IX, fJ . 

Beispiele: a) J =Iv x
3 dx. Wir setzen an 

I + x - 2X2 

I X3 ,. dx 
VI + x _ 2x2 dx = (1X2 x2 + IXI X + lXo) -VI + x - 2x2 + fJ J VI + x _ 2 xi; 

jetzt differenzieren wir beiderseits und erhalten nach Multiplikation 

mit -VI + x - 2X2 
x3 = (21X2X + IXI)(I + x - 2x2) + (1X2 x2 + 1X1X + lXo)(t - 2x) + fJ. 

Die Vergleichung der Beiwerte gleich hoher Potenzen von x ergibt 
die vier Gleichungen 

-61X2 = 1, %1X2 - 41X1 = 0, 20.: 2 + tlXl - 2IXo = 0, 

IXI + '~lXo + fJ = 0; 
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a us ihnen folgt: 

Also ist 

1 X3 (1 5 47)--
~ . dx = - -6 x2 - 48 x - 192 VI + x - 2x2 
]I + X - 2x2 

291 dx + r28 fl-=+=x=-=2x=2' 
Weiter ist 

JVl + ~x_ 2;Z = :2Jl (1 ax; --~ = Jzj'jI( 3 r d( I )' 
V2+2- x . T - x-T 

1 r dz 1. 4 1 . 4.1; - 1 
= 12 ~ V ( ! ) 2 _ Z2 = V2 arCSlll 3 Z = 12 arCSlll -3- , 

unter Verwendung del' Substitution x - t= z. So ist schlieBlich 

f X3 dx = - -~ (32x2 + 20x + 47) VI + x - 2x2 VI + x - 2X2 192 

29 - 4x-1 + 256 V 2 . arcsin -3-' Pro be! 

b) J = j (x2 - p2) VX2 + p2 dx. Urn den Integranden auf die 
Form 33) zu bringen, crweitel'l1 wir ibn mit Vx2 + p2; wir erhalten 
dann 

J =/(X2 - p2)JX2 + p2) dx = r X4 - p4 dx 
]fX2"::f- p2 • V X2 + p2 

= (IX3 x3 + IX2 x2 + IXI X + IXofy'-x2'---+-p---'-2 + fi I~,r:x . , . 
• rx2 + p2 

Differenzieren und Multiplizieren mit VX2 + p2 ergibt 

X4 -1)4 = (3IX3X2 + 2IX2X + IXl)(X2 + p2) 

+ (0: 3 X3 + IX2 X2 + IXI X + <Xo) • x + fi . 
Vergleichung del' Beiwerte liefert die Gleichungen 

4 IX3 = 1 , 3 IX2 = 0 , 3 IX3 p2 + 2 IXI = 0 , 2 IX2 p2 + IXu = 0 , 

IXI p2 + fi = - p4 ; 
hieraus folgt: 

1 -3~ 
IX3 = T ' IX2 = 0 , <Xl = -8- , IXo = 0, 

Da nun rv:x = mt6in~ [so TII6] ist, so ergibt sich 
,; X2+p2 p 

j(x2 - p2)yx2 + p2dx = ~ (2X2 - 3p2)yx2 + p2 - : p4mt6in;. 
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Dieses und das folgende Integral stehen in engel' Beziehung Zur 

Parabel. J 12 2 
e) J = xii x + P dx. Wir bringen das Integral auf die Form 

~ 2x + P 
33) dureh Erweitern des Integranden mit 12x +2P; es wird dann 

f 2X2 + 2px 
J = V4;; + 6p x +2;; dx. 

Verfahren wir weiter wie oben, so erhalten wir sehlieBlieh 

j. 1 !2x + 2p v"2 5 4x + 3p 
x I 2x+p dx = 16 (4x - p)y2x2 + 3px + p2 - 32P2mr[of p . 

(78) Noeh weniger als im FaIle des irrationalen Integranden lassen 
sieh, wenn del' Integrand eine transzendente Funktion ist, allgemeine 
Gesichtspunkte angeben, wie beim Auswerten des Integrals zu ver
fahren ist. Aueh hier miissen wir uns auf einige integrable Sonder
falle besehranken, die die wiehtigsten Integrale mit transzendenten 
Integranden darstellen. 

I. J=jxne,axd,x. Wir wenden die Methode del' teilweisen 
Integration an und setzen xn = n, eax = Vi; dann ist n ' = nxn- 1 

effX 

und v = a ; es ergibt sieh also: . 

[1' III 26] 35) 

Hiermit ist, wenn n eine natiidiehe Zahl ist, das urspriingliehe Integral 
auf ein anderes zuriiekgefiihrt, in dessen Integranden x nul' noeh in 
del' (n - l)ten Potenz auftritt. Dureh wiederholte Anwendung del' 
Formel 35) gelangen wir sehlieBlieh zu dem Integral f eaxdx, das 
naeh [TIll 10] gleich 

f ea" 
eaxdx = Ii: 

ist. Eine Formel wie 35), die zwar die gestelltc Aufgabe nieht sofort 
lOst, abel' auf eine einfaehere zuriiekfiihrt und dureh fortgesetzte An
wendung die Losung bringt, heiBt eine Reduktionsformel odeI' 
Rekursionsformel. 

1st bespielsweise f x5 ea x d x auszuwerten, so erhalt man mittels 35) 
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Setzt man dies ein und fiihrt so fort, so ergibt sich: 

jx5eax dx =x5;,," _~ r;"x _! [X3;ax _! (x2;"" _ ! (x~X _ ~ e:x))]} 

= eax{X5 _ ~ x4 + 20 x3 _ 60 x2 + 120 x _ 120}. Probe! 
a a2 a3 a4 as a6 " 

Formel 35) liiBt sich nach dem Integrale auf der rechten Seite 
auflOsen: 

ersetzt man hier n - 1 durch -1', so erhiilt man 

_1'-1 (eaxdx=~_rea" dx. 
a oJ xv a_xv-1 xv - 1 

Schreibt man schlieBlich wieder n statt 1', so erhiilt man die Formel 

j ea" ea" a J e"" -dx=----- --- -dx. xn (n - I) . xn - 1 + n - 1 xn - 1 
[T III 27] 35') 

Diese Rekursionsformel vermindert den Exponenten der diesmal im 
Nenner stehenden Potenz von x wiederum urn 1. Durch ihre wieder-

holte Anwendung gelangt man schlieBlich zu dem Integrale fe;" d x, 
das man durch die Substitution 

1 
X= -lnz 

a ' 

iiberfiihren kann in das Integral 

p;x dx= aj~:. 

dx = dz 
az 

Weder j'eax dx noch j. dz lassen sich mit unseren bisherigen Mitteln 
x Inz 

auswerten; durch di~se beiden Integrale sind vielmehr neue Funk
tionen definiert [so (201) S.661]. 

Beispiel: 

J = f e;: d x = - ;~ + ; {- ;:2 + ; [- e;x + ~ J e;" d x]} , 
j"eax = _eax (~+ ~ +~) _ a3j'eax dx Probe! 

X4 3 x3 6 x2 6 x 6 x . 

n. Sn = !sinnx dx. Wir benutzen wieder die Methode der teil
weisen Integration 

, . 
v = sIn x , ~t' = (n - 1) sinn- 2 x cosx, v = -cosx 

und erhalten 

Sn = -sinn-Ix cosx + (n - 1) f sinn - 2 x cos2 x dx. 
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Nun ersetzen wir cos 2 x durch 1 - sin2 x; dann wird 

Sn = -sinn- 1 xcosx + (n - 1)f(sinn- 2 x - sinnx) dx 

= -sinn- 1 xcosx + (n - 1)fsinn - 2 xdx - (n - l)fsinn xdx. 

Kiirzt man Isinn - 2 x dx ab durch Sn-2' so ergibt sich 

Sn = _sinn-Ix COSX + (n - 1) Sn-J - (n - 1) Sn 

oder durch Aufiosen nach Sn 

S - 1. n -1 • + n -- 1 S 
n - - n sm x cos X -n- n - 2 ' 

also 

JSinnx dx = - -~- sinn-Ix COSX + n: 1!Sinn - 2 xdx. [T III 28] 36) 

1st n eine natiirliche Zahl, so stellt Forme136) eine Rekursionsformel 
dar, durch deren wiederholte Anwendung man schlieBlich bei ungeradem 
n auf das Grundintegral f sin x d x = - cos x oder bei geradem n auf 
das Integral J d x = x gelangt. Das urspriingliche Integral laBt sich 
demnach vollstandig auswerten. 

Beispiele: 

a) fsin5 x dx = - -}sin4 ;rcosx + t fsin3 x dx = - }sin4 xcosx 
+ 4( 1:2 +2J' l') -5- - X sIn x cos x '3- SIn x ( X. , 

Isin5 x dx = - ~~ sin4 x COS x - }4" sin2 x cosx - }81) cosx. Probe! 

b) Jsin6 x dx = - -lrsin5xcosx 
+ H - l sin3 x cosx + ~ [ - -~- sin x cosx + .~ x]}, 

fsin6 x dx = - ~-sin5xcosx 
- :f;rsin3 xcosx - -f6sinxcosx + leX. Probe! 

Setzt man in 36) n - 2 = -' 11, also n = 2 - 11, so erhalt man 

J d x 1 cos x l' - I! d x 
sinv -·2 X = l' - 2 sinv-Ix + l' - 2 sin"x' 

Ersetzen wir 11 durch n und losen nach dem Integrale del' rechten 
Seite auf, so erhalten wir die neue Rekursionsformel 

f dx 1 cosx n - 2J' dx 
, sinnx = - n":" 1 sinn--1x + n ":"1 sinn - 2 x' IT III 29] 

Wir gelangen bei wiederholter Anwendung dieser Formel (ganzzahliges 
positives n vorausgesetzt) schliemich entweder zu dem Integral 

r dx . d' 1 ' f I 1 J' dx -'-2- (wenn n eille gera e Zah 1St) oder au das ntegra -0--
• SIn x Sill X 

(wenn n eine ungerade Zahl ist). Da nun nach [T III 3] 

J'_;lX = - ctgx und nach [T III 14] r~ = In tg .x_ ist so laBt 
Sln2 x SIn x 2' 

sich J' .d ~ stets vollstandig auswerten .. 
, SIn x 
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Beispiele: 

a /~ = _ J:.. cosx ~ (_ J:.. cos x 0) = _ !_ ~_s~ _ ~ ct x. 
) sin4 x 3 sin3 x + 3 1 sinx + 3 sm3 x 3 g 

b /~ - _ J:.. cos x ~ { __ 1_ !'osx J:.. ln t x} 
) sin5 x - 4 sin4 x + 4 2 sin2 x + 2 g 

1 cosx 3 cosx + 3 In t 
= -"4 sin4 x - 8 sin2x 8 gx. 

Es sei ferner en = f cosn re d 00 • Auf ganz entsprechendem Wege 
wie oben lassen sich hierfiir die beiden Rekursionsformeln finden 

/cosnx dx = ! COSn-IX sinx + n -: 1 j~osn-2x dx 

und 

[TIll 30] 

/ 
dx 1 sin x n - 2/ dx 

cosnx = n -1 cosn-lx + n - 1 cosn- 2 x' [T III 31] 

(79) III. Das Integral 
T = f /(tgre) doo, 37) 

wobei t(tgx) eine rationale Funktion von tgx sein solI, wird durch 
die Substitution 

tgx = z , x = arctgz, 

iibergefiihrt in das Integral 

//!)Z2 dZ . 

dz 
dx = 1 + Z2 

Hier ist der Integrand /t)Z2 eine rationale Funktion von z, kann also 

nach den Methoden des § 3 behandelt werden. 
Beispiele: 

a) /tg4XdX =/I:Z2dZ = /(Z2 - I + Z2 ~ 1) dz 
Z3 1 

= "3 - z + arctgz = 3 tg3 x - tgx + I . 

b) /1 !;g2 X = - /(Z2 + If(:2 _ 1) = - ! /C2d~ 1 - Z2d~ 1) 
1 Z + 1 1 1 tgx + 1 1 

= "4 1nz_l + 2"arctgz = "4 In tgx -1 + -i x 

=; + !lntg(~ +x). 
IV. Wir sind nun auch imstande, jedes Integral von der Form 

J = f sinroo cosBoo doo 38) 

auszuwerten, in welchem r und 8 irgendwelche ganze Zahlen sind. 
Wir wollen zum Nachweise mehrere FaIle gesondert betrachten. 
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a) Eine del' beiden Zahlen r und 8 sei ungerade. 1st r ungerade, 
so fiihrt die Substitution cosx = z den Integranden in eine rationale 
Funktion von z iiber; ist dagegen 8 ungerade, so hat die Substitution 
sinx = z den gleichen Erfolg. 

b) Beide Expomenten sind gerade Zahlen r = 2 e, 8 = 2 a. In 
diesem Faile ersetzt man die gegebenen Funktionen am bequemsten 

durch die Tangensfunktion mit Hille del' Formeln sin2 x = I ~:;2X ulld 

cos2 x = I +It 2 ,wodurch diesel' Fall auf den Fall III zuriickgefiihrt wird. g x 

Beispiele: 
sin4 x 

a) J = --a- dx. Wir setzen sinx = z, damit ist cosx dx = dz, cos' x 
und es wird 

J =j"sin4xcosxdX = l_Z_4_dz = ~(l + 2Z2 =-~)dZ. 
cos4x J(I- Z2)2 .1 1 (z2_1)2 

Nun ist 

j'2Z2 - I z 3 ( dz 
(Z2 - 1)2 dz = - 2(Z2 -I) + 2.1;;2 -I; 

daher ist 
J z 3 1 z - I. sinx 3 1 ,I - sinx 

= z - 2(Z2 -1) + "4 n z + I = smx + 2cos2x + "4 n 1+ sinx 
odeI' 

j~in4x . sinx 3 (" X) --a-dx = smx + -2-2- + -2lntg -4 - ') . cos x cos x . ~ 

b) J = JSin4xcos6xdx. Wir setzen 

und erhalten 

• 2. _ tg2x 
sm x - 1+ tg2x und 

( t a4 x 
J = .1(1 +Otg2x)sdx 

und durch die Substitution 

tgx = z, 
dz dx=----1+ Z2 

Probe! 

(Z4 . 1 15z9 + 70z7 + 128z5 - 70z3 - 15z 3 
J =)(Z2 + I)sdz = 1280' (Z2+ 1)5 + 256arctgz, 

!sin4xcos6 XdX = Si~~~~sz(15sin8x + 70sin6 xcos2 X + 128sin4xcos4x 

- 70sin2xcos6 x - 15cos8x) +2!6 x . 

V. Sn=fX"sinaxdx und cn=fXnCosaxdx. 
Wir wenden die Methode del' Integration nach Teilen an xn = U , 

• I I n 1 cosax d h 1 f" S sma x = v, U = n x - v = - --- un er a ten ur n 
a 

I nj' I n Sn=--xncosax + - xn-lcosaxdx = --xncosax + -On--l; a a a a 
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ebenso erhalten wir fUr On, wenn wir setzen 

cosax = v', sinax 
V=--

a ' 

O - 1 n' nf n-1' d _ 1 n' n S n - -x smax - - x Slnax x - -x Slnax - - n-1' a a a a 

(79) 

Hieraus ergeben sich die beiden Rekursionsformeln: 

fxnsinax dx = - ~ x" cosax + :fX"-l cosax dx, 1 
fX"CORaxd::r = ~ xnsinax - :.J~n-1SinaXdX. 

[T III 32] 39) 

Sie fiihren - positives ganzzahliges n vorausgesetzt - schlieBlich auf 

f- 1 
cosaxdx = a-sinax oder JSin a x d a:; = - ! cos a x ; 

Sn und On lassen sich also stets auswerten. 

Beispiel: 

f' ,2% d T 3 2% 3T [T 2 ' 2% J = t3 sm - t· t = - -- t cos - t + - - t sm - t ,T 2 % T 2cr 2% T 

- ~ (- Y. t cos 2% t + ~ . ~ sin 2% t) 1 
2% 2% T 2% 2% T 

T 2% ( T )2 . 2cr ( T )3 2cr = - - t3 cos - t + 3 - t2 sm - t + 6 - t cos - t 2% T 2% T 2cr T 

(T)4 , 2% - 6 - 8m-t, 
2% T 

Beweise die Rekursionsformeln: 

und 
fSinax dx = __ l_sinax _ .--!1'_fcosax dx 
. x" n - 1 xn - 1 n - 1 xn -1 

fcosax dx = ___ 1_ cosax _ _ ~f'sinax dx. 
xn n-1 xn - 1 n-1. xn - 1 

Durch sie werden die Integrale 

und 

zuriickgefiihrt auf die beiden Integrale 

pi:ax dx und fcosax dx 
x ' 

deren Auswertung mit elementaren Hilfsmitteln nicht moglich ist. 
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§ 5. Die geometrische Deutung des Integrals. 

Das bestimmte Integral. 
(80) Das geometrische Bild der Funktion y = f(,x;) ist, wie wir im 
Abschnitt I erfahren haben, in einem rechtwinkligen Koordinaten
system eine Kurve; wir nennen y = f(x) die Gleichung dieser Kurve. 
Es ist zu erwarten, daB das Bild der Funktion F(x) = If(x)dx einen 
ahnlich engen Zusammenhang mit dem Bilde von f (x) haben wird, 
wie ihn die beiden Funktionen selbst aufweisen. 

Wir wollen nun zeigen, daB F(x) = I f(x)dx als eine Flache 
gedeutet werden kann (s. Abb.85), und zwar stellt es die 
Flache dar, die begrenzt wird von y 
der x-Achse, der Kurve y = f(x) und 
zwei Ordinaten, del' zu einer be
lie bigen, a ber konstan ten A bszisse c 
gehorigen und der zur verander
lichen Abszisse x gehorigen. 

Mit der Anderung von x andert sich 
auch der Inhalt F des betrachteten 
Flachenstiickes, d. h. del' Flacheninhalt 

Abb.85. 

ist eine Funktion der Endabszisse x. Es bleibt nun noch nachzu
weisen, daB der Differentialquotient dieser Funktion fUr jedes beliebige x 
gleich f(x) ist. Zu diesem Zwecke erinnern wir uns der Definition des 
Differentialquotienten [vgl. Abschnitt I (18) S. 35]. Wir erteilen x 
einen Zuwachs LI x; dadurch nimmt F (Abb. 85) urn einen Flachenstreifen 
LlF zu, der sich zusammensetzt aus einem Rechteck mit den Seiten Llx 
und y = f (x) und einem rechtwinkligen Dreieck mit den beiden Katheten 
Llx und Lly, dessen Hypotenuse allerdings nicht geradlinig, sondeI'll 
ein Stuck der Kurve y = f(x) ist. Wir konnen abel' LlF urn so bessel' 
durch das Rechteck ersetzen, je kleiner wir LI x wahlen; denn dann wird 
zwar der Inhalt des Rechtecks sich der Null naheI'll, da eine seiner 
Seiten es tut, in hoherem Grade aber der des rechtwinkligen Dreiecks, 
da dessen beide Katheten gegen Null konvergieren, so daB wir seinen 
Inhalt gegen denjenigen des Rechtecks vernachiassigen konnen. Wahlen 
wir also LI x klein gen ug, so konnen wir setzen LlF p:,,; f ( x) • LI x, und 
zwar urn so unbedenklicher, je kleiner wir Llx nehmen. Der Differenzen-

quotient ist also ~! p:,,; f(x), und kommt dem Werte f(x) urn so 

naher, je mehr sich LI x dem Werte.N ull nahert; das Zeichen p:,,; laBt 
sich durch das Zeichen = ersetzen fUr limLlx = O. Dann wird aber 

aus ~; der Differentialquotient ~;, und wir haben damit gezeigt, 

daB ~f = f(x) ist. 

Wicke, Illgenieur-llfathematik 1. 14 
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Wahlen wir statt der Anfangsabszisse c irgendeine andere c', so 
ist der bis zu der veranderlichen Endordinate y reichende Flachen
inhalt G wieder eine Funktion von x, deren Differentialquotient eben
falls f(x) 1st, da fUr sie der obige Beweis genau ebenso gilt. Die beiden 
Flachen Fund G sind aber nicht dieselben, sie unterscheiden sich viel
mehr um ein Flachenstiick 0, das von der Abszissenachse, der Kurve 
y = f(x) und den zu den Abszissen c und c' gehorigen Ordinaten be
grenzt wird, so daB also F(x) = G(x) + 0 ist. Da 0 von der Verander
lichen x unabhangig ist, so finden wir in 0 die geometrische Deutung 
der Integrationskonstanten wieder. 

Wie man die Eigenschaft, daB If(x)dx 
einen Flacheninhalt darstellt, zur Ermittlung 
des Inhaltes einer Flache benutzen kann, sei 
an einem einfachen Beispiele gezeigt. In 
Abb.86 ist die Parabel von der Gleichung 
y =;= x 2 dargestellt, und es sei die Aufgabe ge
stellt, den Inhalt der Flache zu ermitteln, die 
von der x-Achse, der Para bel und den zu 
x = 1 und x = 2,5 gehorigen Ordinaten be-

x grenzt wird. Nach obigen Erorterungen stellt 

f x 2 dx = ~3 + 0 die Flaehe dar, die bis zu 

der einem veranderliehen x zugehorigen Endordinate reieht. 0 er
gibt sieh aus del' willkiirlieh gewahlten Anfangsordinate Yo' Nimmt 
man als Endordinate die zu x = 2,5 gehorige, so wird die Flache 

F2.5 = ~t + 0 = 5,208 + 0, 

dagegcn diejenige, die bis zu der zu x = 1 gehorigen Ordinate reieht: 

Fl = ~ + 0 = 0,333 + o. 

(In Abb. 86 ist die wagerecht sehraffierte Flaehe gleieh F2,5, die senk
reeht schraffierte dagegen Fl.) Da als Anfa.ngsordinate in beiden 
Fallen dieselbe Ordinate Yo gewahlt worden ist, hat aueh 0 in beiden 
Fallen den gleiehen Wert. Andererseits stellt dann die Differenz F2,5 - Fl 
den Inhalt des gesuchten Flaehenstiickes dar; sie betragt 

Fi,5 = F2,5 - Fl = (5,208 + 0) - (0,333 + 0) = 4,875. 

Das Bemerkenswerte an dem Ergebnisse ist, daB durch die Differenz
bildung die Integrationskonstante weggefallen ist; das Integral hat 
jetzt seine Unbestimmtheit verloren, es ist ein bestimmtes Integral 
geworden. 
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Ganz allgemein versteht man unter dem bestimmten Integrale 
b 

jf(x)dx einen Ausdruck, zu dem man auf folgendem Wege gelangt: 
a 
Man ermittelt zunachst das unbestimmte Integral 

J f(x) dx = F(x) , 

bildet dann durch Einsetzen der bestimmten Wert.e a und b 
fur die Veranderliche x die beiden Werte F(a) und F(b) und 
s u btrahiert schlieBlich F (a) vonF (b). Der A usdruck F (b) - F (a) 

b 

ist das gesuchte bestimmte Integral jf(x) dx. a heiBt die 
a 

un tere, b die 0 bere Grenze des bestimmten Integrals. Aus dieser 
Definition folgt sofort die Gleichung 

b a b a 

jl(x) dx + jf(x) dx = 0, jf(x) dx = -- jf(x) dx, 40) 
a b a b 

d. h. eine Vertauschung der Grenzen fuhrt ein Integral in 
den entgegengesetzten Wert uber. 

Ferner ist 

F(b) - F(a) = F(b) - F(c) + F(c) - F(a), 
also 

b c b 

jf(x) dx = jf(x) dx + jl(x) dx. 
a a 

Einige bestimmte Integrale sollen ermitteIt werden: 

4 

a) f x2 dx = [~;]: = ~ - ~ = 21, 
I 

b fdX b b 
b) - = [lnx] = lnb - Ina = In - , 

x a a 
a 

a 

40') 

) f dx [ . X 1a . 1 . :n: :n: C ,/ = arCSIn - = arCSIn - arCSIn 0 = -2 - 0 = -2- , 
ya2 - X2 a Jo 

o 
a 

d) f dx [ 1 x]a 1 1 Z--+ 2 = - arctg - = - arctg 1 - - arctg 0 a x a ao a a 
o 

1:n: :n: 
=-·--0=-a 4 4a' 

14* 
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00 

f dx 1 lIn 1 n n 
e) -- = - arctg 00 - -- arctg 1 = - . - - - . - = -

a2 + x 2 a a a 2 a 4 4 a ' 
a 

'" 
2 n 

f) (sin x d x = [- cos x J 2 = - cos ; + cos 0 = 0 + 1 = 1 . 
• 0 
o 

Weise· die Richtigkeit del' folgenden bestimmten Integrale nach: 

4 

fXYxdx = 12,4, fdX = 0 5 
x2 " 

(
Ji- dx 
,r--= = In 5 = 1,6094, 

• rx2 + 1 
o 1 2 

in 

fCOSXdX = 0,2072. 

6 

(81) Mit Hilfe del' in (80) erworbenen Kenntnisse k6nnen wir jetzt 
auch dem bestimmten Integrale eine geometrische Deutung geben. 
Es ist namlich 

b 

F =I f(x) dx 41) 
a 

die Flache, welche von del' :r-Achse, del' Kurve Y = f(x) 
und den zu den Abszissen x = a und x = b geh6rigen Ordi

a:.dx 
Abb.87. 

naten begrenzt wird; eines 
Beweises bedarf es nicht mehr. 
A bel' gerade diese geometrische 
Deutung er6ffnet uns einen 
noch tieferen Blick in das We
sen des bestimmten Integrals. 
Wir k6nnen (Abb. 87) den In
halt diesel' Flache auch auf fol
gendem Wege ermitteln. Wir 
setzen zunachst voraus, daB 
Y = f(x) zwischen x = a und 
x = b stetig verlaufe und be-
standig wachse. Nun teilen 

wir das Stuck del' Abszissenachse von x = a bis x = b in n gleiche 

Teile, so daB jedes Teilstuck die Lange L1 x = b - a hat. Ferner 
n 

ziehen wir durch diese Teilpunkte Xo, Xl' X 2, ... , X n- 1, Xn die 01'-
dinaten XoPo = Yo' XIPI = Yu X 2 P 2 =Y2"" Xn-1Pn- 1 = Yn-l' 
XnPn = y". Dadurch wird die Flache F in n Parallelstreifen zerlegt. 
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Jetzt wollen wir durch die Kurvenpunkte Po, PI' P 2, ... , P n- 1 die 
Parallelen zur Abszissenachse ziehen, welche die jeweils folgenden 
Nachbarordinaten in QI' Q2' Qa, ... , Q" schneiden mogen. Es entsteht 
dann eine Anzahl von Rechtecken, deren jedes infolge der obigen 
Annahme, daB die Kurve nirgends fallen solI, kleiner ist als der 
zugehorige Streifen; folglich ist auch die Summe dieser Rechtecke 
kleiner als F. Die Inhalte der Rechtecke sind aber der Reihe nach 
Yo·L1x, YI"I'/X, Y2·L1X, ... , Yn_ 1 L'1x; wir erhalten also, wenn wir fUr 
das Summenzeichen den Buchstaben S wahlen, die Ungleichung 

n-1 

SYk·L1X < F. 
k~O 

Ziehen wir dagegen durch PI' P 2, ... , P n- 1 , P n die Parallelen zur 
Abszissenachse, welche die jeweils vorangehenden Ordinaten in Ro' 
R I , ... , Rn - 2 , Rn - 1 schneiden mogen, so erhalten wir wiederum eine 
Anzahl von Rechtecken, deren jedes infolge der oben angeflihrten 
Voraussetzung tiber Y = f(x) groBer ist als die zugehorige Lamelle 
von F, so daB also 

n 

SYk' L1x>F 
k~l 

ist. Nun haben aber beide Summen die gleichen Glieder, ausgenommen 
das Glied Yn t1 x, das nicht in der ersten Summe, und das Glied yo' L1 x, 
das nicht in der letzten Summe vorkommt; folglich ist ihr Unterschied: 

n n-1 
j 

S Ylc • L1 x - S y" . L1 x = Yn • L1 x - Yo • L1 x = (Yn - Yo) . L1 x . 
k~1 k~O 

Wir finden dies auch in Abb. 87 bestatigt: dort ist auf der Abszissen. 
achse die Strecke AB = L1 x abgetragen, in den Punkten A und B 
sind Parallelen zur Ordinatenachse gezogen, und der dadurch ent· 
standene Streifen ist durch die Verlangerungen von Ro Q1' RI Q2' ... ' 
Rn -1 Qn' R n- 1 P n in Rechtecke 

DOOOOIDl=POQlPlRo, DIOI02D2=PIQ2P2Rl' ... , 

Dn- 1 0n-1 0nDn = P n- 1 Qn P nQn-1 

zerlegt worden, deren Inhalt also gleich der Differenz der Inhalte je 
zweier entsprechender Rechtecke der beiden Sunllnen 

und 

ist. Somit hat der Streifen Do 0 0 En Dn einen Inhalt, der gleich der Dif· 
ferenz der beiden Summen ist. Da nun DoD" = 000n = Yn - Yo ist, 
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so betragt diese Differenz wie oben 

(Yn - Yo) • A x . 

Jetzt wollen wir die Anzahl n der Streifen, in die wir F zerlegt 
haben, vermehren. Hiervon unberUhrt bleibt die Tatsache, daB 

n-l n 

S Yk A x < F < S Yk A x 
k=O k=1 

ist. Andererseits wird aber Ax = b - a sich in dem MaBe dem Grenz-n 
werte Null nahern, als die Zahl n selbst iiber aIle Grenzen hinaus wachst. 
Das Rechteck DoCoCnDn behalt zwar seine Hohe DoDn = Yn - Yo' 
die von der Wahl der GroBe n unabha.agig ist, unverandert bei; aber 
die Breite A x und damit der Flacheninhalt konvergiert mit A x gegen 
Null. Das heiBt aber, daB die Differenz der beiden Summen 

und 

sich mit wachsendem n der Null nahert, daB also die beid~n Summen 
mehr und mehr einander gleich werden: 

n-l n 
lim S Yk A x = lim S Yk LI x . 

.1:':0 k=O 1:"~ k=1 

Weil aber der Wert von F stets zwischen diesen beiden Werten liegt, 
ist der gemeinsame Grenzwert dieser beiden Summen gleich F: 

n-l 
lim SYkLlx=F . 

.Jx~O k=O 

Wir konnen uns nun auch von der oben gemachten Annahme, daB f(x) 
von a bis b nicht abnehmen solIe, freimachen. Wiirde namlich f(x) 
in diesem Intervalle abnehmen, so wiirden die gleichen Schliisse wie 
oben gelten, nur daB j~tzt 

n-l n 
S Yk LI x> F > S Yk LI x 
k=O k=1 

ware. Wiirde dagegen ein abwechselndes Steigen und Fallen von f(x) 
im betrachteten Intervalle stattfinden, so brauchte man nur dieses 
so in kleinere Intervalle zu teilen, daB in jedem f(x) eI;ltweder nur 
steigt oder n ur fallt, und auf jedes dieser Intervalle die angefiihrte 
SchluBfolgerung anzuwenden. Wir konnen das bestimmte Integral 

b 
F = jf(x) dx, wenn wir von der geometrischen Betrachtung abstra-

a 
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hieren, aueh folgendermaBen deuten. Man teilt das Intervall von 
x = a bis x = bin eine endliehe Anzahl n gleieher Teile, deren 

j eder den Wert LI x = b - a, hat, und m ul ti pliziert dieses LI x 
n 

mit dem zu dem betreffenden x geharigen Funktionswerte 
Y = f (x). Alle diese Prod ukte werden addiert. Von dieser 
Summe bestimm t man den Grenzwert fur den Fall, daB n 
uber alle Grenzen hinaus waehst, oder - was dasselbe ist -
daB LI x sieh dem Grenzwerte Null nahert. Dureh diesen Grenz
ubergang wird zwar die Anzahl der Summanden unendlieh groB, dafUr 
aber jeder einzelne Summand unendlieh klein, in der Weise, daB die 
Summe selbst endlieh wird. Man druekt diese Tatsaehe gem kurz, 
wenn aueh unseharf, dadureh aus, daB man sagt: "Ein bestimmtes 
Integral kann aufgefaBt werden als eine Summe unendlieh vieler unend
lieh kleiner GraBen." 

Ein paar Worte noeh uber die Bezeiehnung. Bedenken wir, daB 
in del' Summe 

n -1 

S Yk Llx 
k=O 

die unabhangige Veranderliehe x fiir k = 0 den Wert a, fUr k = n 
den Wert b ann'immt, fUr Ie = n - 1 einen Wert, del' urn so naher 
dem Werte b kommt, je kleiner L1x ist, und daB die abhangige Verander
liehe Y = 1 (xl ist, so kannen wir diese Summe aueh sehreiben 

b 

S f(x) Llx; 
X=('(' 

drueken wir sehlieBlieh den Grenzubergang dadureh aus, daB wil' statt 
Llx sehreiben dx, und daB wir das Summenzeiehen S zum Integral
zeiehell f streeken, so ergibt sieh fUr den Gl'enzwel't del' Summe die 
Sehreibweise 

b 

If(x)dx; 
x=a 

die Sehl'eibweise, die wir in § 1 fUr das Integral kennengelernt haben, 
findet hiel'dureh ihre Begrundung. 

Fassen wir noehmals das Wesentliehste zusammen. Wir haben 
zwei ganz vel'sehiedelle Deutungen fUr das Symbol 

b 

j/(:<:) dx 
a 

gefunden. Eillmal gelangell wir zu ihm, indem wir die Funktion F(x) 
suehen, deren Diffel'entialquotient f(x) ist, ferner F(b) 'und F(a) und 
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schlieBlich die Differenz F(b) - F(a,) bilden: 
b 

jf(x) dx = F(b) - F(a,) , 
a 

(81) 

Del' andere Weg ist del': Wir teilen das Intervall x = a, bis x = b in 
eine Anzahl gleicher Teile, multiplizieren den zu einem bestimmten x 
geharigen Funktionswert f(x) mit dem zugehorigen Teilintervalle L1x 
und addieren alle diese Produkte; schlieBlich lassen wir L1x sich dem 
Werte Null nahern, wodurch sich zwar jedes Produkt ebenfalls del' Null 
nahert, die Anzahl del' Produkte jedoch libel' aIle Grenzen wachst; del' 
Grenzwert diesel' "Sunlme unendlich vieleI' unendlich kleiner GraBen" ist 
derselbe Wert wie vorher, Haufig wird man VOl' die Aufgabe gestellt, 
eine solehe "Summe unendlich vieleI' unendlich kleiner GraBen" zu 
bilden, eine schon in den einfaehsten Fallen recht schwierige und ver
wickelte Aufgabe, die abel' sehr vereinfacht wird, wenn man den anderen 
Weg einsehlagt, Zwei Beispiele mogen dies erliiutern: 

b 

1. Es solI F = j x 2 d x ermittelt werden, Wir teilen das Intervall 

b ' a b ' 1 'h T '1 A b - a d' bh'" von x = a, IS X = In n g me e m e LJ x =, -ii-; Ie una angIge 

Veriinderliche erhiilt del' Reilie nach die Werte 

a, a + L1x, a + 2L1x, a + 3L1x, "" a + (n - 1)L1x = b, 

also die abhiingige Veriinderliche die Werte 

a2, (a + L1X)2, (a + 2L1X)2, (a + 3L1X)2, "" (a + (n -1)Ax)2, 

Diese sind mit L1 x zu multiplizieren, und libel' die Produkte ist zu sum
mieren, Es ergibt sieh: 

b 

S x2L1x = a2L1x + (a + L1X)2L1x + (a + 2L1X)2L1x 

a + (a + 3L1X)2L1x + ,,' + (a + (n - 1) LlX)2L1x, 

Wir heben L1x aus, fiihren die Quadrate aus und fassen zusammen; 
wir erhalten 

b 

Sx2L1x = L1x[na2 + 2aL1x(1 + 2 + 3 + .. ' + (n - 1)) 

a + (L1 X)2 (12 + 22 + 32 + .. ' + (n - 1)2] , 

Aus del' elementaren Mathematik ist bekannt, daB 

1 + 2 + 3 + ,,' + (n _ 1) = (n - 1) n 
2 

und 
12 + 22 + 32 + ,., + (n _ 1)2 = (n - 1) n(2n - 1) 

6 .'. 
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ist. Hierdurch wil'd 
b S x 2 LI X = LI X [na2 + n (n - 1) aLI X + (n - 1) n6(2n - 1) (LI x)2] 

a 
d . LI b-a. t un , wenn WIT X = -n- eInse zen, 
b 

217 

S 2L1 _b-a[ 2+ n (n-l)a(b-a)+(n-l)n(2n-l)(b-a)2] 
X / X - n na n 6n2 

a 

= (b - a) [a2 + (1 - !) (ab - a2) 

+ (1 - !) (2 - 1~) (b; - a3b + a~) ] 
= (b - a) [a2 CL + ~ + _1 ) 

\3 2n 6n2 

+ ab (! - 3~2) + b2 (! - 21n + 6~2)]. 
Wachst n iiber aIle Grenzen hinaus, so bekommen wir 

b 

Ix2dx = (b - a) [;2 + a3b + ~] = b3 --;~. 
a 

Das gleiche Ergebnis erhalten wir auf wesentlich kiirzerem Wege, wenn 

I X3 

wir unbestimmt integrieren x2 dx = 3' hierin die obere Grenze b 
b3 3 

und die untere Grenze a setzen, 3 bzw. ~ , und beide Werte voneinander 
abziehen: 

b f b3_a3 
x2 dx=-3-· 

a 
p 

2. F = fcosx dx. Wir teilen in gleicher Weise ein wie vorhin 
IX 

und erhalten als Summe 
p 

S cos x LI x = cos IX • LI x + cos (IX + LI x) . LI x + cos (eX + 2 LI x) • LI x + ... 
!X + cos(e<. + (n - l).dx). Lfx 

= Llx[coslX + COS(IX + Llx) + COS(IX + 2L1x) 

+ cos (IX + 3L1x) + ... + COS (IX + (n - I)Llx)], 

wobei Llx = ~ -;;'?C ist. Da nun nach einer goniometrischen Formel 

cOSIX + cos(eX + Llx) + cos (IX + 2L1x) + cos(eX + 3L1x) + ... 
sin; dX.COS(iX+n;ldX) 

+ cos (IX + (n - 1) Llx)] = . dx 
sm 2 



218 Das Integriel'en. (82) 

ist, so ist 

__ 2 sin ~ cos (~¥ - Ll2X) 
- . Jx . 

sm 2 
JX-

2 

Gehen wir zur Grenze Llx -->- 0 tiber, so wird 
{3 

f d 2 ·{3-1X {3+1X '(3 . cosx x = sIn-2 - cos-2 - = SIn - smcX. 

'" 
W esentlich einfacher ist der zweite Weg: 

{3 

fcosx dx = sinx, also fcosxdx = [sin x]! = sinfJ - sincX. 
IX 

Wir sind am Ende unserer theoretischen Betrachtungen tiber das 
bestimmte Integral und ki::innen nun dazu tibergehen, das bestimmte 
Integral zur Li::isung vorl Aufgaben zu verwenden. 

§ 6. Berechnung des Inhaltes ebener Figuren (Quadratur); 
Naherungsformeln. 

(82) Wir beginnen damit, das bestimmte Integral auf die Ermittlung 
des Inhal tes e bener Flachen anzuwenden. Zuerst wollen wir uns 
mit solchen ebenen Flachen befassen, deren Begrenzungskurve durch 
eine Gleichung im rechtwinkligen Koordinatensysteme gegeben ist. 

Gegcben sei die Kurve von der Gleichung 

x3 x2 3 
Y=TO-5-2 x , 

deren'Verlauf Abb. 88 zeigt. Das Integral 

gibt uns nach dem vorigen Paragraphen den Inhalt des Flachensttickes, 
das von der x-Achse, der Kurve und den zu x = Xl und X = X 2 gehi::irigell 
Ordinatell begrenzt wird. Ftihren wir die Integration aus, so erhaltell wir 

[
X4 X3 3 ]"" 

F~: = 40 - 15 - 4" x2 "'1 • 
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Also ist 
Fl = T~[to - (-9) = 9 ill'o 

Flacheneinheiten, wo bei die Flacheneinheit gleich dem Qua
drate ist, dessen Seite die bei Zeichnung der Kurve zugrunde 
gelegte Langeneinheit ist (s. Abb.88). Y 
Bilden wir dagegen F=8, so erhalten wir 

F=g = -1- 1,£245 = --V-I- = -6-H, 
d. h. einen negativen Wert. Wie erklart 
sich das? 

Wir wissen aus § 5, daB F die Summe 
von Produkten y' LI x ist. 1st nun y < 0, 
LI x> 0, so muB auch das Produkt y . Llx -
man nennt es auch das "Flachenelement" - x 
<0 sein. In dem Bereiche von Xl =-5 
bis x2 = -4 ist nun wirklich y uberall 
negativ. Andererseits ist Llx positiv, da die 
untere Grenze Xl = -5, die obere Grenze 
X 2 = -4, d. h. x2 > Xl ist, die Abszissenachse 
also in der positiven Richtung, d. h. im 
Sinne wachsender X durchlaufen wird. Folg- Abb.88. 

lich ist in diesem Bereiche jedes Flachen-
element, und damit auch die ganze Flache F=g < O. Auch fIx selbst 
kann negativ werden, wenn namlich X 2 < Xl; ist in uiesem FaIle y 
bestandig positiv, so muB F~: < 0 sein, ist dagegen y bestandig negativ, 
so muB F~: > 0 sein. So ist bei unserem Beispiele 

F=i = -2T\- - (-TVo) = -lii\" 
dagegen 

Fi = -l£- - (-9+%) = +9-lo ' 
Auf das Vorzeichen der Flacheninhalte ist bei jeder Flachenberechnung 
Rucksicht zu nehmen. Will man beispielsweise den Gesamtinhalt der 
beiden von der Kurve und der x-Achse begrenzten Schleifen in Abb. 88, 
von denen die eine von x = -3 bis x = 0, die andere von x = 0 bis 
x = +5 reicht, wissen, so wird man beide fur sich berechnen und ihre 
absoluten Werte addieren. 

F~3 = 0 - (_1,(0'L) = 2ll-, Fg = -ll-H - 0 = -ll-~l. 
Die Summe der absoluten Betrage ist demnach 

2 H + II -H = 14H 
Flacheneinheiten. Wiirde man dagegen ohne diese Unterteilung F:t:~ 
gebildet haben; so hatte man erhalten 

F"-.3 = - II -P4 - (- 2 it) = - 8 T8" 

Flacheneinheiten. 



220 Das Integrieren. (83) 

(83) Wir wollen jetzt den Inhalt einer Flache berechnen, die von der 
Abszissenachse, einer beliebigen Parabel dritter Ordnung und zwei 

Ordinaten begrenzt wird (Abb. 89). Die Pa
rabel habe die Gleichung 

Y = a3x3 + a2x 2 + alx + ao, 

die Grenzabszissen seien Xl und x2 ' die zu 
-=:-f-'L------!?"'-----f-'"--- ihnen gehorigen Ordinaten 
It I 

y, 

I~·-- ---~ YI = asx~ + a2xi + alxl + a o 

Y2 = ~3X~ + a2x§ + al x2 + ao · 
Abb.89. bzw. 

Es ist 
x, 

F~: = f (as X3 + a2 X2 + al X + ao) d x = [t X4 + t X3 + ~l X2 + ao xl:: 
X, 

X 2 - Xl 3 q q 'J) 4 (2 9) 
= -- i2-[3a3 (X2 + X;JXI + x2xi + ~:ri + a2 x2 + X2 XI + Xi 

+ 6al (x2 + Xl) + 12ao]· 

Halbieren wir den Bereich Xl bis X 2 durch den Punkt X"" des sen Ab

sZ1sse also x"" = _XI_t- X 2 ist, so ist die zu Xm gehorige Ordinate 

_ (X2 + XI)3 + (X2 + XI)2 + X2 + Xl + Ym - as -2- a2 -2-. al - 2- ao· 

Wir bilden jetzt den Ausdruck: 

2 ( 4 ) 2 ( 3 (X2 + Xl )3 3) 2 (q 2 9) YI + Ym + Y2 = a3 Xl + - -2- .. + X'2 + a2 xi + (x2 + Xl) + X2 

+ 2al (Xl +- 2(X2 + Xl) + X2) + 2ao(1 + 4 + 1) 
= a3 (3X'~ +3X~XI +3x2xi+3xf) +2a2 (2x~+2x2XI +2xD 

+ 2al (3x2 +3xl ) +12ao 
= [3a3(X~ + X§XI + x2xi + X~) + 4a2 (X§ + X2 X1 + xi) 

+ 6al (X2 + Xl) + 12ao] . 

Der Inhalt der eckigen Klammer stimmt genau mit dem der in F~: ent
haltenen iiberein. Bezeichnen wir noch die Strecke Xl X 2 = X 2 - Xl 
mit h, so erhalten wir diE) Formel: 

F~~ =!;a3X3 + a2x 2 + alx + ao) dx = : (YI + 4Ym + Y2) . 42) 

Diese unter dem Namen Simpsonsche Regel bekannte Formel hat eine 
groBe praktische Bedeutung; sie lehrt: Urn den Inhalt der Flache zu 
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erhalten, multipliziert man den sechsten Teil del' Breite del' Flache 
mit del' Summe aus den Endordinaten und del' vierfachen Mittelordinate. 
Die Simpsonsche Regel gilt genau, solange del' Integrand eine ganze 
rationale Funktion von hi:ichstens drittem Grade ist; daB man sie mit 
Erfolg auch zur angenaherten Berechnung verwenden kann, wenn diese 
Bedingung nicht erfiillt ist, wird bald gezeigt werden. Zur Bestatigung 
del' Simpsonschen Regel mogen mit ihr die in (82) berechneten 
Flacheninhalte del' Abb.88 nochmals ermittelt werden: Es ist 

Y7 = 14, 
also 

F~ =~ (5;4 + 37,05 + 14) =9!lo; 
Y-5=-1Q, Y-4,5 = -6~g, 

also 
Fj = l (-10 - 25H- - 3%) = - 6H- ; 

Y_I = 1}, Y_2=1}, Y-I,5 = 1i~, 
also 

F=~ = -t- (1} + 5H + 1}) = -1i:lo; 
Y4 = -2,8, 

also 
YI = -1,6, 

also 

Yo = 0, 
also 

Y-3=0, 
also 

Fi = -}(-2,8 - 13,75 -1,6) = +9{'o; 

Yo = 0, Y -1,5 = 1~3- , 

Y5 =0, Y2,5 = - 3?1f , 

F8 = * ·4· (- H-) = -lIB- ; 

Y5 = 0, Yl = -1,6, 

F~R =A' 4· (-1,6) = -8180 , 

h = 1, 

h = 1, 

h = -1, 

h= -3, 

h = 3, 

h= 5, 

h = 8, 

(84) Wir zeigen an einigen Beispielen die Anwendung des oben be
sprochenen Verfahrens. 

a) Die Scheitelgleichung derParabellautet y2=2px[vgl. (38)]; 
um den Inhalt eines von diesel' Parabel und einer Normalen zur Parabel
achse begrenzten Para bela bschnittes zu bestimmen (Abb. 90), be
denken wir, daB die Achse diese Flache in zwei kongruente Haliten 
OXoPo bzw. OXOP~I teilt. Del' Inhalt von OXoPo ist 

"'0 
F =.f V2px dx = [V2p. tx v;l~o = -}xo V2px~, 

o 

wobei Xo die Abszisse des Punktes Po, des Endpunktes des Parabel
bogens, ist; fiihren wir seine Ordinate Yo = 12pxo ein, so erhalten 



222 Das Integrieren. (84) 

wir fiir die Flache OXoPo den Ausdruck 

F = -}xoYo. 

Wir erhalten demnach das Ergebnis, daB das Rechteek OXoPoYo 
dureh die Parabel in zwei Teile zerlegt wird, deren Flachen 
sieh wie 1:2 verhalten. Der Inhalt des Parabelabsehnittes OPoP~ 
ist also =}X0 80 , wenn 8 0 = 2yo = P~Po die Lange der Sehne ist. 

Will man die Parabelflache OXoPo in ein Reehteck verwandeln, 
das dieselbe Breite Xo = OXo hat, so muB man ihm die Hohe y", = tyo 
geben; die Hohe y", nennt man den Mittelwert der Ordinaten 
der Parabel y = }'2 p-X im Bereiche von x = 0 bis x = xo' Allgemein 
verstehtman unter dem Mittelwert der Ordinaten einer Kurve 

Y iSN . fI. 
-% ------+---_ . 

1 

Abb.90. Abb. 91. 

von der Gleiehung y = f(x) in einem Bereiehe von x = Xl bis 
x = x 2 diejenige Ordinate y"" mit der man die Differenz 
X 2 - Xl multiplizieren muB, urn den Inhalt der von der 
x-Achse, der Kurve und den zu x = Xl und x = x 2 gehorenden 
Ordinaten begrenzten Flache zu erhalten. Es ist also: 

43) 

Sieht man von der geometrischen Deutung ab, so kann man festsetzen: 
Der Mittelwert y", aller Werte, die die Funktion y = f(x) im 
Bereiehe von x = Xl bis x = X 2 annimmt, ist 

X 2 

f f(x)dx 
X l 

b) In (31) haben wir die gleiehseitige Hyperbel behandelt. 
Wenn wir den Inhalt der von ihr, der Abszissenachse und zwei Ordi
naten eingesehlossenen Flaehe bereehnen wollen, so miissen wir die 
Unstetigkeit unserer Funktion fiir x = 0 beaehten; dieser Wert dad 
weder innerhalb des Bereiehes noeh auf der Grenze auftreten. Wahlen 
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wir daher als untere Grenze Xl = 1, wahrend die obere Grenze X (ver
anderlich) sei! Es ist 

x 

FI = Jd: = [lnxJf = lnx. 
I 

Die Anzahl del' Flacheneinheiten ist also gleich dem natiirlichen Logarith
mus del' MliBzahl del' Endabszisse. Wenn wir demnach die gleich
seitige Hyperbel genau zeichnen, so konnen wir den natiirlichen Logarith
mus del' oberen Grenze dadurch finden, daB wir den Flacheninhalt von 
X = 1 ab auf irgendeinem Wege ermitteln. 

Wiirde man X = 0 als untere Grenze nehmen, so wiirde, da In 0 = -00 

ist, jede von dort aus gezahlte Flache 00 werden. Warum darf natiir
lich auch nicht als obere Grenze x = 00 auftreten? DaB es nicht immer 

Abb.92. Abb.93. 

notig ist, Werte von x zu meiden, fUr die y unendlich groB wird, zeigt 

uns das Beispiel y = V~. Zwar ist (vgl. Abb. 92) fUr x = 0 y = 00; 

abel' die Ermittlung des Flacheninhaltes ergibt 
x 

F:" _JdX - [2'C]X - 2 ;u- yx- yXo- lx. 
o 

Demnach ist beispielsweise del' Inhalt del' Flache, welche von del' 
x-Achse, del' y-Achse, del' Kurve und del' zu x = 1 gehorigen Ordinate 
begrenzt wird, gleich zwei Flacheneinheiten, also endlich, obwohl die 
Flache selbst sich langs del' y-Achse ins Unendliche erstreckt. Anderer
seits laBt sich bei manchen Integralen als obere Grenze auch x = 00 

verwenden, ohne daB das Integral selbst unendlich' groB wird. So 

zeigt Abb. 93 die Kurve von del' Gleichung y = 1 ~ x2 ; die Flache 

die von ihr, del' x-Achse, del' y-Achse und del' zu einem beliebigen x 
gehorigen Ordinate begrenzt wird, ist, so groB man auch x wahlen 
moge, 

'" f dx 
F~ = 1 + X2 = [arctgx]~ = arctgx. 

o 
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LaBt man x tiber alle Grenzen wachsen, so wird lim arctg x = ~ , 
X~ 00 

und die Flache selbst hat, obgleich auch sie sich ins Unendliche erstreckt, 

den endlichen Inhalt von ~ = 1,5758 Flacheneinheiten. 

c) Die Flache, die von der x-Achse und einem Berge der Sinuslinie 
y = asin w x begrenzt wird, ergibt sich zu 

F ;;- je;>. d [- a ] ;;- [ a ( a )] "a 
(0 =. aSlnwx x= ~coswx 0 = ()) - -~ =~-;;:;-. 

o 

Der Mittelwert der Ordinaten ist demnach in diesem Bereiche 

2~ 
()) a 

Yrn = ~- = 2- (s. Abb. 94). 
;n; ;n; 

()) 

Weitere Aufgaben erhalt der Leser, ~ wenn er die Iogarithmische Linie 
Y = In x, die Exponentiallinie y = 'ex, die Tangenslinie y = tg x usw. 
zugrunde Iegt und die zu diesen Kurven gehorigen Flachen berechnet. 

/(1 
72 y 

-r--- ----- ----I 

a I T; 
I Y,n I 

I 
I 
I 
I 

.7t .7C X X1 Xz 2iiJ lii 
Abb.9-1. Abb.95. 

(85) Bisher unterlag die Inhaltsbestimmung der Beschrankung, daB 
zur Begrenzung die x-Achse und zwei Ordinaten gehoren. Von dieser 
Einschrankung konnen wir uns jedoch leicht befreien. Urn die in Abb. 95 
dargestellte Flache auszumessen, deren Begrenzungskurve durch 
irgendeine Gleichung gege ben sei, Iegen wir an diese die beiden zur 
Abszissenachse senkrechten Tangenten XITI und X 2 T 2 • Fist dann 
die Differenz zweier Flachen der frtiheren Art. Die eine (der :Minuend) 
wird begrenzt von der Abszissenachse, den beiden Ordinaten Xl TI 
und X 2 T 2 und dem oberen Kurventeil k', die andere (der Subtrahend) 
von denselben geraden Linien, aber von dem unteren Kurventeil k". 

Zur Erlauterung mogen die beiden folgenden Beispiele dienen. 
a) Es sei (y - 5)2- 4x = O. Diese Gleichung ist nicht nach der 

abhangigen Veranderlichen y aufge16st; sie ist in unentwickelter 
(impliziter) Form gegeben. Losen wir nach y auf, so erhaIten wir 
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y = 5 ± 21/x. y nimmt fUr jedes positive x zwei Werte an; die Kurve 
besteht also aus zwei Zweigen, die im Punkte (015) zusammenstoBen 
und sich von da nach rechts erstrecken (Abb.96). Wir wollen jetzt 
den Inhalt der von dieser Kurve und der zu x = 9 gehorigen Ordinate 
begrenzten Flache berechnen. Wir zerlegen zu diesem Zwecke die Kurve 
in die obenerwahnten beiden Zweige, deren oberer die Gleichung 
y = 5 + 21/x hat, wahrend zum unteren die Gleichung y = 5 - 2 {x 
gehort. Die vom oberen Zweige, der x-Achse, der y-Achse und der 
zu x = 9 gehorigen Ordinate begrenzte Flache hat den Inhalt 

9 

F' = /(5 + 2 l/X) dx = [5X + : x rxl: = 45 + 36 = 81. 
o 

Die vom unteren Zweige und den gleichen Geraden wie oben begrenzte 
Flache hat den Inhalt 

9 

F" = I(5 - 2 {x) dx = [5X - ! x {xl: = 45 - 36 = 9. 
o 

y 

Abb.96. 

1 
Abb.97. 

Folglich hat die zu bestimmende Flache den Inhalt 

F =F'-F"= 72. 
b) Die Gleichung 

x 2 - 2 x Y + 2 y2 + 10 x - 20 Y + 32 = 0 

x x z 

ist die unentwickelte Gleichung einer E Hi p s e; ihre nach y aufge16ste 
Gleichung ist 

y = t(x + 10 ± -y36 - X2). 
Da V36 - ~ nur so lange reell ist, als -6 < x ~ +6 ist, zu einem 
Werte von x aber, der diese Bedingung erfullt, stets zwei Werte y 
gehoren, wird die Ellipse von den beiden zu x = -6 und x = +6 
gehorigen Parallelen zur y-Achse beruhrt (der Berfthrungspunkt ist 
-612 bzw. +618) (s. Abb. 97). Zur Ermittlung des Flacheninhaltes 

Wicke, Ingenienr-Mathematik I. 15 
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F der Ellipse zerlegen wir diese wieder in die Differenz der beiden 
Flachen X 1 ADBX2 - X 1ACBX2 • Die Koordinaten der Punkte des 
Bogens AD B erfiillen die Gleichung 

y = t(x + 10 + 136 _;2) , 

die der Punkte des Bogens ACB dagegen die Gleichung 

y = -~ (x + 10 - 1 36 - X2) . 
Fur den Inhalt des Flachenstiickes X 1 ADBX2 erhalten wir, wenn wir 
Formel TIll3 zu Hille nehmen: 

+6 

F' = j} (x + 10 + y36 - X2) dx 
-6 

= [~(:x;2 + lOx + 36 arcsin~ + ~ ,/36 _ x2)]+6 
2 2 2 6 2 Y -6 

= ~ [(18+60+18.; +0)-(18-60-18.; +0)] =60+971:; 

fiir den Inhalt des Flachenstiickes Xl A C B X 2 ergibt sich e benso: 
+6 

F"= (~ (x + 10 - 136 - X2) dx 
-6 

= [~(X2 + lOx _ ~~arcsin~ - ~ ,/36 - X2)]+6 
2 2 2 6 2 Y -6 

= ~ [(18+60-18.; -0)-(18-60+18.; -0)]=60-971:, 

so daB F = F' - F" = 1871: ist. 

(86) Bisher haben wir im wesentlichen den Inhalt von solchen Flachen 
berechnet, die von einer K urve, der A bszissenachse und zwei 
Ordinaten begrenzt waren; wir konnen uns aber von dieser Beschran
kung freimachen. Denn da 

ist, so ist die Integralformel iiberall verwendbar, wo eine Zerlegung 
in Parallelstreifen moglich ist und wir die Lange dieser Streifen finden 
konnen. Die folgenden Beispiele: Dreieck, Trapez, Kreis, sollen, wenn 
auch ihre Inhaltsformeln aus der Planimetrie bekannt sind, zur Er
lauterung des Verfahrens dienen und zugleich auf spatere Unter
suchungen vorbereiten [so (93) S. 249 f. und (96) S.261£.]. 

Dreieck von der Grundlinie g und der Rohe h: Wir zerlegen das 
Dreieck durch Parallelen zur Grundlinie im Abstande LI x in eine 
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Anzahl von Streifen; die Parallele im Abstande x von der Spitze hat 
eine Lange y, die sich aus der Proportion ergibt: y: g = x: h; daher 

ist y = *" x. Ersetzen wIT jeden Streifen durch ein Rechteck von 

der Breite y und der Rohe LI x, so ist die Summe dieser Rechtecke 
h h 

SyoLlx= S i xLIx. 
x=O 0 

Nach (81) erhalten wIT durch den Grenzubergang limLlx = 0 den In
halt des Dreiecks, der sich also ergibt zu 

wie bekannt. 

g 
Abb.98. 

h 

I'g [g X2]h 1 
F =" h x dx = h 2 0 = <[ g h, 

o 

Abb.99. 

Trapez mit der Rohe h und den beiden Parallelen a und b (Abb. 99): 
Die im Abstande x von a gezogene Parallele zu a hat, wie man durch 
Einzeichnen der Diagonale leicht erkennt, die Lange 

x h-x 
y = Yl + Y2 = h b + -'it a; 

also ist der Flacheninhalt des angrenzenden Streifens von der Rohe d x: 
1 

dF = yo dx oder dF = h (lb -a) x + a h) 0 dx , 

demnach der Inhalt des Trapezes: 
h 

F = !j[(b - a) x + ah]dx = ! [(b - a) ~2 + ahxl: 
o C 

= ! [(b - a) ;2 + ah2] = a t b h. 

Der Kreis: Um den Flacheninhalt des Ab
schnittes ABC von der Pieilh6he h (Abb.lOO) 
zu ermitteln, zerlegen wIT die Flache durch 
Parallele zur Sehne AB in Streifen von der 
Breite dx. Der Streifen, der vom Mittel- Abb.lOO. 

15* 
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punkte M den Abstand x hat, hat eine Lange UV = 2y, wobei 
y = yr?- - x2 ist. Der Inhalt des Streifens ist demnach 

dF = 2ydx = 2fr?- - x2 dx, 
daher der Inhalt des ganzen Abschnittes 

r 

F = 2 J fr?- x2 dx . 
r-h 

[Warum ist die untere Grenze r - h?] 
Nach Formel TII13 erhalten wir: 

F = [- r2 arccos ~ + x fr?- x2]r 
r r-h 

oder 
= [( -0 + 0) - ( -r2 arccos r:- h + (r - h) y2 rh - h2)] 

r-h ,~-
a) F = r 2 arccos-- - (r - h) v2rh - h2 • r 

Als Sonderfalle ergeben sich hieraus fiir 

h = r der Inhalt des HalbkreisesF = r 2 arccosO - 0 = ; r2, fiir 

h = 2r der Inhalt des Vollkreises F = r2 arccos (-1) + r' 0 = nr2. 

Formel a) erlaubt noch eine Umgestaltung. Fiihrt man namlich den 
zur Sehne AB gehOrigen Mittelpunktswinkel AMB = 0<. ein, so ist 

r-h MD ex 
-r- = .ilIA = cos 2" ; 

ferner ist, da der Umfangswinkel iiber Bogen AGB gleich 

<;:.GAB = ~, als Umfangswinkel iiber Bogen GB, also 

demnach 

IX h . IX AD 
tg 4 = AD' sm2" =r; 

h IX. IX 2'2IX -=tg-.sm-= sm-' 
r 4 2 4 ' 

schlieBlich ist 
2r-h r-h IX IX 
-r- = 1 + -r- = 1 + cos 2" = 2cos2 4 · 

Nun ist 

[ r - h r - h 1/ h ( r - h)] F = r2 arccos-r - - -r- r r 1 + -r-

ex 
2" ist, 

= r2 - - cos- 2sm2-. 2cos2 - = r2 -- 2sm-cos-cos-[ ex ely' IX ex] [IX • IX ex IX] 
2 2 4 4 2 442' 

F = r?- [; - sin ; cos ;] = ~ (0<. - sino<.) = F; 

das ist die bekannte Formel fUr den Inhalt des Kreisabschnittes. 
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Zu diesem Ergebnis konnen wir einfacher gelangen, wenn wir be
denken , daB x = r cos cp, also d x = - r sin cp d cp ist. Da weiter 
Y = r sin(p ist, so wird der Inhalt eines Elementarstreifens 

dF = 2ydx =_21'2 sin2 cp dcp . 

Durch EinfUhren der neuen Integrationsveranderlichen andern sich 

natiirlich auch die Grenzen. Zu x = l' - h gehort cp = ~ , zu x = l' 

cp = 0; also wird mit Formel TIll 22 : 
o ,. [ ]0 

F = - 2 r2 J sin2 cp d cp = - 21'2 ; - ~ sin cp cos cp ."':. 
~ 2 

+"2 

= - 2 1'2 [ ( + : - ~ sin ( + ;) cos ( + ;))] 
= - 2 1'2 [: - ! sin tX] = -~: (tX - sintX) . 

(87) Kann man den Inhalt einer Flache mit dem bisherigen Verfahren 
nicht genau ermitteln (z. B. wenn die Begrenzungskurve nur empirisch 
festliegt), so greift man zu Naherungsverfahren. Mit jedem Nahe
nmgsverfahren gewinnt man zugleich eine Moglichkeit, ein be s tim m t e s 
Integral angenahert auszuwerten. Wir gehen dazu uber, die 
wichtigsten dieser Naherungsformeln zu entwickeln. 

- ~ -
---~/--~ 

P, -~ Yz 
y, Yn-, y" 

X, Xz cr, 
h 0) Fz An-,A'" Ie 

Abb.10l. Abb.102. 

Der Inhalt der in Abb.101 gezeichneten Flache X 1 X 2 P 2 P l ist 
gesucht. In roher Annaherung konnen wir die Flache ersetzen durch 
das Trapez X I X 2 P 2 P I • Dann ist 

44) 

Einen besseren Naherungswert erhalten wir, wenn wir die Flache in 
Parallelstreifen von gleicher Breite XOXI = Xl X 2 = ... = Xn -1 Xn = h 
zerlegen. Ersetzen wir die Flachenstreifen durch Trapeze, so ist an
genahert 

h 
F = 2 [(Yo + YI) + (Yl + Y2) + (Y2 + Ys) + '" + (Yn-l + Yn)] 
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oder 

F = h [YO ~ Yn + YI + Y2 + Ya + ... + Yn-l] • 45) 

Die Trapezformel45) wird den Inhalt um so genauer geben, je groBer n 
ist, da sich der geradlinige Linienzug dann urn so enger an die Kurve 
anschmiegt. 

Ein anderer Weg ist folgender (Abb. 103): Man halbiert die Strecke 

X IX 2 = X2 - Xl = h durch X m, so daB XIXm = X mX2 = ~ ist. 

Dann miBt man die Ordinaten XIPI = YI' X 2P 2 = Y2' XmPm = Ym 
und findet nach der Simpsonschen Regel [so (83) S.220] 

h 
F = 6 (YI + 4 Ym + Y2) 42) 

den Inhalt der Flache, wenn auch fUr ein beliebiges Y = f(x) nur an
genahert. Genauere Werte erhalt man, wenn man (Abb. 104) die Flache 

Ibt. 

Abb.103. Abb.104. 

in eine gerade Anzahl (2n) gleich breiter Parallelstreifen zerlegt; die 

Breite bezeichnen wir mit ~. Sind die zugehOrigen Ordinaten der 

Reihe nach Yo, Yl' Y2' ... , Y2n-2, Y2n-1, Y2n' so ergibt sich, wenn man 
auf je zwei aufeinanderfolgende Streifen die Sim psonsche Forme142) 
anwendet, 

h 
F = (f[(Yo + 4YI + Y2) + (Y2 + 4ys + Y4)+··· + (Y2n-2+ 4 Y2n-l +Y2n)] , 

F = i [Yo + Y2n + 4 (Yl + Ys + ' .. + Y2n-l) I 46) 

+ 2(Y2 + Y4 + ... + Y2n-2)] , . 

die verallgemeinerte Simpsonsche Regel. 
Es gibt noch andere Naherungsverfahren; die angefiihrten sind aber 

die in der Praxis am meisten verwendeten. Wir wollen sie an einigen 
Beispielen erlautern und werden dadurch zugleich Wege aufzeigen 
konnen, wie man einige bekannte Zahlen (n, die Logarithmen) finden 
kann. 

a) Wir haben S. 222f. gesehen, daB die von der x-Achse, der gleich-
1 seitigen Hyperbel Y = -, der zu X = 1 und der zu einem beliebigen X x 
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gehorigen Ordinate begrenzte Flache den Wert lnx hat. Daher sind 
wir in del' Lage, mit einer del' Naherungsformeln den natiirlichen 
Logarithmus einer Zahl beliebig genau zu berechnen. Wir wollen 
ln3 nach den verschiedenen Methoden berechnen, urn ihre Giite gegen
einander abwagen zu konnen. Es ist 

3 

ln3 =/'dX . 
• ;l: 

1 

Nach del' einfachen Trapezregel [s. Gleichung 44)] haben wir 
zu wahlen 

Yl = +, 
wir erhalten demnach 

h= 2; 

ln3 R:::i -HI + ~) = 1,333, 

ein nur wenig befriedigendes Ergebnis; del' Fehler betragt etwa 22%. 
Eine Unterteilung des Intervalles von 1 bis 3 in 10 gleiche Teile muB 
mittels del' allgemeinen Trapezformel 45) ein besseres Ergebnis liefern. 
Die Ordinaten lauten jetzt: 

Yo = -} = 1,000; 

Y3 = 1~ = 0,625; 

Y6 = i:r = 0,455; -

Y9 = /8 = 0,357 ; 

Yl = I~ = 0,833; 

Y4 = /8 = 0,556; 

Y7 = 2~1 = 0,417; 

YIO = -~ = 0,333; 

ferner ist h = 0,2. Somit wird 

Y2 = /4 = 0,714; 

Y5 = lo- = 0,500; 

Ys = 2~r; = 0,385; 

ln3 R:::i 0,2' [0,667 + 4,841] = 1,102. 

Auclr dieses Ergebnis ist noch um etwa 30/00 zu groB, trotz del' ver
haltnismaBig starken Unterteilung; die Trapezregel wird sich nur dann 
empfehlen, wenn das Kurvenstiick sehr wenig von einer Geraden ab
weicht, wie wir weiter unten an einem Beispiele sehen werden. Er
proben wir die einfache Simpsonsche Regel 42)! Es ist 

Yl = -} = 1,000, Y2 = {= 0,333, Y", = ;- = 0,500, h = 2; 

dann wird 
ln3 R:::i~-(1 + 2 + 0,333) = 1,111 

mit einem Fehler von 1 %, ein bei Beriicksichtigung del' aufgewendeten 
geringen Miihe recht befriedigendes Ergebnis. Die verallgemeinerte 
Simpsonsche Regel endlich liefert fUr n = 5 nach Formel 46) 

ln3R:::i 5 : 6[i-+il+ 4 (t,2-+/6 +2:0 +~4+/8) +2(i~+I!s+2:2 +/6)] 
R:::irJ,[1,333333 + 10,928572 + 4,218004] = 1,098661, 

was einem Fehler von nur 0,04%0 entspricht, da del' genaue Wert 
In3 = 1,0986155 ist. 
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b) S. 223 haben wir gefunden, daB 

II) 

f dx 
1 + X2 = arctgx 

o 

ist; wahlen wir als obere Grenze x = 1, so erhalten wir 

also 

1 

:n; f dx 
4= l+x2 ' 

o 

1 

n = 4fl~X2' 
o 

(87) 

eine Formel, die sich gut zur Berechnung von n eignet. Wir verwenden 
die verallgemeinerte Simpsonsche Regel 46) und setzen n = 2; 
es ist dann 

1[1 1 (1 1) 1] 
n ~ 4· 2.6 1 + 02 + 1 + 12 + 4 1 + (t)2 + 1 + (t)2 + 2 . 1 + (t)2 

1 [ 1 (16 16) 4] ~31+2+4. 17+25 +2'5' 

1 1 
n~2 [1,5 + 4·1,5811765 + 1,6] ~3' 9,4247060 = 3,141569; 

Fehler 0,007%0' FUr n = 3 wiirde sich ergeben n = 3,1415928; 
also mit einfachen MitteIn eine ganz ausgezeichnete -Ubereinstimmung. 

c) DaB auch die Trapezformel45) gute Dienste leisten kann, moge 
an dem Integrale 

. 60 

J = !logxdx 
50 

gezeigt werden; wir wahlen n = 10 und erhalten 

log 50 + log 60 
J~ 2 + log51 + log52 + ... + log59 = 17,39750. 

Wir konnen dieses Ergebnis leicht nachpriifen; denn es ist 

logx = 0,434294 ·Inx 

[so (53) Formel 94 b)], ferner nach Formel T IIIl6 
60 60 

!logxdx = 0,434294 -!lnxdx = 0,434294[xInx - x]~ 
50 50 

= 0,4344294 • (60 In 60 - 50 In50) - 0,434294· (60 - 50) 

= 60 . log 60 - 50 . log 50 - 4,34294 = 17,3975. 
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d) In der Elektrotechnik wird das bestimmte Integral 

'" "2 

J = jSi;x dx 
o 

benotigt; unsere Verfahren reichen nicht aus, um das Integral exakt 
auszuwerten; wir miissen also zu einem Naherungsverfahren greifen. 
Wahlen wir die einfache Simpsonsche Regel, so erhalten wir 

J '" ;2 (m:;o + /'~: +";;) ~ 1,3713. ( sinO ) ,Beachte () = 1 I, 

Fehler 0,4%0' 
Mit der veraUgemeinerten 

fiir n = 3: J R:::i 1,37077, 

Simpsonschen Regel ergibt sich 

fiir n = 6: J R:::i 1,370764. 

Die Nachprufung sei dem Leser iiberlassen. [Vgl. (201) S. 661.] 
Als weitere Beispiele zur Bearbeitung seien vorgeschlagen: 

2 

f';tgxdx, 
I 

'" "2 

flOg sinx d x , 

" 
6 

2 2 

je" jInX -dx -dx. 
X ' X 

I I 

(88) Es wird erwiinscht sein, wenn wir an dieser Stelle die Theorie des 
Polarplanimeters entwickeln, das der Ingenieur gem benutzt, um 
den Inhalt einer graphisch gegebenen ebenenFlache (Indikatordiagramm) 
zu bestimmen. Sind (Abb.105) zwei Kurven a und b und auBerdem 
eine Strecke von der Lange l gegeben, so 
kann man, falls die beiden Kurven nirgends 
weiter als urn l voneinander entfernt sind, die 
Strecke l so bewegen, daB der eine Endpunkt 
stets auf a, der andere stets auf b gleitet. 
'Wenn die Strecke auf diese Weise aus der 
Lage AB in die Lage AIBI gebracht worden 
ist, so hat sie die von a, b, AB und Al BI 
eingeschlossene Flache F iiberstrichen. Dabei 
hat l eine verwickelte Bewegung ausgefiihrt. 
Wir konnen l aus der Lage AB in die Lage Al BI 
noch auf unendlich mannigfaltige Art bringen, 
am einfachsten so, daB wir l erst parallel so 
verschieben, daB der eine Endpunkt auf der 
Geraden A Al bis Al gleitet - l wird dann 

~ die Lage Al DI annehmen -, und dann um 

D3/\, __ 
I \ .... , 

I \ " 
I ' , 

I \ \ 
I \ 

I \ \ 
I \ \ 

B 
Abb.l05. 
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den Punkt Al drehen, bis del' andere Endpunkt schlieBlich auf BI 
fiillt. Wir haben jetzt die beiden Lagen AB und Al BI durch zwei· 
einfache Bewegungen: eine Parallelverschiebung und eine Dre
hung ineinander iibergefiihrt. Allerdings hat die Strecke l hierbei 
nicht die FUiche F iiberstrichen; doch konnen wir dies immer voll
kommenel' erreichen, wenn wir Zwischenstufen einschalten. Wir ver
schieben erst die Strecke l in die Lage A2D2 (A2 auf a gelegen) und 
drehen sie dann urn A2 in die Lage A2B2 (B2 auf b gelegen), sodann 
verschieben wir sie in die Lage A1 D3 und drehen sie urn Al in del' 
Lage Al BI . Wir konnen noch weitel'e Zwischenstufen einschalten, 
wobei wir nur darauf zu achten haben, daB die Punkte Ak auf del' 
Kurve a und die Punkte Bk auf del' Kurve b liegen. Je engel' wir diese 
Zwischenstufen aufeinandcr folgen lassen, urn so weniger wird sich diEl 
von del' Strecke l iiberstrichene Flache von del' Flache F unterscheiden, 
und wir erkennen, daB die so verwickelt erscheinende urspriingliche 
Bewegung von l sich auflost in eine liickenlose Folge von unendlich 
kleinen Parallelvel'schiebungen und unendlich kleinen Drehungen, der
art, daB beide stets abwechseln. Sobald es nun gelingt, die ausgefiihrten 
Bewegungen des Stabes abzulesen, kann man eine Flache mittels 
des Stabes ausmessen. Dieses Ziel wird durch folgende Uberlegung 
bzw. Konstruktion erreicht: 

Wir denken uns an einem Stabe AB von del' Lange l ein moglichst 
reibungslos urn AB dl'ehbares Radchen R in der Entfernung a von A 

4' 

angebracht und mit einem Zahlerwerk 
B' \ versehen, das den vom Rii,dchen abge-
\ rollten Weg abzulesen gestattet. An del' 
VJ {/r;-------;""1 in Abb. 106 dargestellten Elementarbe-

/ : dlL wegung aus del' Lage AB in die Lage 
f--~--U-------I~jJ: A'B' durch die Parallelverschiebung in 

I 
K------&---~); die Lage A'D und die nachfolgende Dre-

Abb,106, hung urn A' nimmt nun auch das Riid-
chen teil, und zwar in folgender Weise: 

Die Parallelverschiebung von AB nach A'D laBt sich zerlegen"in eine 
Verschiebung nach 208, die in del' Stabrichtung erfolgt - hierbei 
gleitet das Radchen, ohne eine Drehung urn seine Achse auszufiihren -, 
und eine Verschiebung von 2{)8 nach A'D senkrecht zur Stabrichtung 
- hierbei dreht sich das Radchen so, daB sein Umfang die Strecke dh, 
den Abstand del' beiden Parallelen AB und A'D, abwalzt. Urn genau 
dieselbe Strecke walzt sich das Radchen ab, wenn del' Stab AB un
mittelbar in die Lage A'D verschoben wird. Bei del' Drehung aus del' 
Lage A'D in die Lage A' B' urn den Winkel drp dagegen betragt del' 
abgel'ollte Radchenumfang a . drp, so daB bei del' gesamten Elementar
bewegung del' Umfang des Radchens sich urn die Gesamtstrecke 
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dlt = dh + a' dcp abgerollt hat. Die dabei vom Stabe l iiberstrichene 
'Flache ist aber l2 

dF=l·dh+ 2 dcp. 

Eliminiert man aus beiden Gleichungen das Differential dh, so ergibt sich 

l . 
dF = l· du + 2(l- 2a). dcp. 

Del' Inhalt der in Abb.105 dargestellten Flache wird demnach 

F=f[ldU+ ~(l-2a)dcpj=lJ~u+ ~(l-2a)J~cp. 
f du = U ist dabei die Lange del' Strecke, die bei del' Gesamtbewegung 
del' Umfang des Radchens zuriickgelegt hat. fd cp = cp andererseits 
ist del' Winkel, den die Anfangslage AB mit del' Endlage Al BI ein
schlieBt. Kann man es nun so einrichten, daB cp = 0 ist, so ist del' 
Inhalt del' iiberstrichenen Flache einfach l . u, meist ist sogar die Ablese
vorrichtung so beschaffen, daB man ohne weiteres dieses Produkt, 
mithin den Inhalt del' Flache abliest. Abb.107 zeigt die Form des 
Polarplanimeters, die dte gestellte Forderung erfiillt. Ein Stab von 
del' Lange 8 ist um einen seiner Endpunkte P, den Pol, drehbar an· 
gebracht, so daB sein anderer Endpunkt A sich auf einem Kreise k 
bewegt. In A ist an 8 gelenkig del' Stab l befestigt, des sen anderes Ende 
auf dem Umfange g del' zu messenden Flache F herumgefiihrt wird. 

\ 
\ " : " 

Abb.107. 

Richtet man es so ein, daB 
A nicht den ganzen Kreis Ie 
durchlauft, sondern sich zwi
schen zwei auBersten Lagen I 

ff und IV bewegt, wahrend B 

1&231171 

fil 
'I' 51 

Abb.107'. 

g durchlauft - dies laBt sich durch passende Wahl von P stets er
reichen -, so wird A wieder an demselben Punkte von k angelangt 
sein, wenn B gerade einmal F umlaufen hat, also die Endlage von l 
sich mit seiner Anfangslage decken. Wahrend des Umlaufes hat l die 
verschiedensten Richtungen innegehabt, doch so, daB schlieBlich die 
Drehung in dem einen Sinne wieder durch die im entgegengesetzten 
Sinne aufgehoben wird, wie in Abb. 107' angedeutet ist; es ist also 
in del' Tat f dcp = O. 
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§ 7. Weitere Anwendungen des bestimmten Integrales 
in der Geometrie. 

(89) A. Berechnungen der Hinge ebener Kurven (Rektifikation). Ge
geben sei eine Kurve von der Gleichung y = f(x); gesucht ist die 
Lange des von PI bis P 2 reichenden Kurvenstiickes (Abb. 108), wobei 

It I 

Abb.108. 

f2 die Endpunkte durch ihre Abszissen Xl bzw. X 2 

festgelegt sind. Wir losen die Aufgabe folgender
maBen: Wjr teilen das Intervall Xl X 2 in n gleiche 

Teile LI X = a;2_ - Xl ; durch die benachbarten Teil-
n 

punkte X und XI legen wir die Ordinaten, die die 
Kurve in den Punkten P und pI schneiden mogen. 
Dadurch wird die Kurve in lauter Kurvenstiicke 
LIs = P pI zerlegt, die wir um so besser durch 
die entsprechenden Sehnen P pI ersetzen konnen, 

je naher Llx dem Grenzwerte Null kommt. Aus dem rechtwinkligen 
Dreiecke PQ pI, in dem die Katheten PQ = LI x, Q pI = /j Y und die 
Hypotenuse P P' = LIs sind, folgt nach dem pythagoreischen Lehrsatze 

oder Ll8 = lh + (LlY)2 • Llx· Llx 
Daher ist 

Also wird, da 
P2 x~ 

S = J ds =J ;; . dx ist, 
PI Xl 

X2 X2 

S = f VI + <:.:)2 dx = f VI + [( (x)]2 dx. 47) 

a) Ais erstes Beispiel 

~ 
/ X t .1]2 

Abb.109. 

wahlen wir die G era devon der Gleichlmg 

y = A X + b; es ist ~dJJ. = A, also 
X 

ds = 11 + N dx und 

"" 
s = f -VI + Ndx = 11+-N [x];::: 

"" /~~-

= (X2 - Xl)} 1 + N . 

Da A = tgcx ist, so ist s = X 2 - Xl, ein Ergebnis, das man ohne Miihe 
COS IX 

auch aus Abb. 109 abliest. 
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b) FUrdieParabel von der Gleichung y = t [s. (14)] erhalten wir 
x p 

y' = -, also 
p 

Rechnen wir den Parabelbogen vom Scheitel aus, so wird Xl = 0; 
zugleich wollen wir die obere Grenze x2 = X setzen. Wir bekommen 
nach Formel TII 15' 

x 

8X = ~J'1/p2 + x2dx = [~1/X2 + p2 + r~b;6in~]X o p V 2p V 2p po' 
o 

80 = ~ [; . 11 1 + (; y + ~t 6in ;] . 

Zahlenbeispiele (Abb.llO): FUr Plist X = p; daherist der Bogen OP] 

8~ =f [-V2 + ~t6in1l = ~ [1,4142 + 0,8~14] = 1,1478p; 

p [4 5 . 4] P OP2 : 8~P =2 3' -:'f + ~r6tn3 = 2[2,2222 + 1,0986] = 1,6604p. 

Zeige, daB 
85 P = 2,9579p, 

8~P = 5,6526p, 

85,4 P = 3,9247p ist! 

Die Fragestellung laBt sich auch um
kehren in die folgende: Wie findet man auf 
der Para bel den Punkt P von der Eigen- x 
schaft, daB der von ihm und dem Scheitel 0 

Abb.110. 
begrenzte Bogen die gegebene Lange 8 hat ~ 
Damit sind wir vor die Aufgabe gestellt, die Gleichung 

~ . 1/ 1 + (' x )2 + ~t 6in ~ _ 2 ~ = 0 a) 
p V p p p , 

die ohne weiteres aus der Formel fUr die Lange des Parabelbogens 

folgt, nach _x_ aufzuli:isen, um die Abszisse x des Endpunktes P zu 
p 

erhalten. Gleichung a) ist. transzendent, daher nur zu lOsen, wenn 

~ zahlenmaLlig gegeben ist; wir wenden eines der in (27) behandelten 
p 
Naherungsverfahren an. Es sei 8 = 2 p; setzen wir ~ = z, so ist die 

p 
zu li:isende Gleichung: 

I (z) - z -VI + -;2: + ~t6inz - 4 = O. 
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Wir wollen die Newtonsche Methode benutzen und bilden zudiesem 
Zwecke I'(z) = 2 -VI + Z2. Als ersten Annaherungswert wahlen wir 
z = 2, ein Wert, von dem wir im voraus wissen, daB er zu groB ist, 
da in unserem FaIle die Abszisse des Endpunktes kleiner sein muB als 
die Bogenlange. Es ist 

1(2) =2-V5 + mr@)in2 - 4 = 4,47 + 1,44 - 4 = 1,91, 

1'(2) =2 -V5 = 1,47, h = -0,43. 

Folglich wahlen wir als zweiten Wert z = 2 - 0,43 = 1,57, und es ist 

1(1,57) = 2,9225 + 1,2330 - 4 = 0,1555; 

1'(1,57) = 3,7229, h = -0,0418, z = 1,5282; 

1(1,5282) = 2,7910 + 1,2103 - 4 = 0,0013, 

1'(1,5282) = 3,6527, h = -0,0004, z = 1,5278; 

1(1,5278) = 2,7900 + 1,2101 - 4 = 0,00010 

Die L6sung lautet z = 1,5278; also ist x = 1,5278p. 
Wesentlich bequemer ist das folgende Verfahren: Man setze iu 

a) ; = @)in -~ ; dann geht a) fiber in 

I(u) - u + @)inu - 4~ = 0; b) 
p 

also fiir 8 =-= 2 p in 

1 (u) - u + @)inu - 8 = O. 

Mit einer Tafel der @)in-Funktion finden wir 

1 (2,42) = -0,0015, 1 (2,43) = +0,0654; 

mittels der Regula falsi folgt hieraus u = 2,4202, also 

x = p. @)inl,2101 x = 1,5278p. 

Zeige, daB der Endpunkt des Bogens, der gleich dem Parameter p 
ist, die Abszisse x = 0,8927 P hat! 

c) Eine andere Kurve, deren Lange sich mit unseren Hilfsmitteln 

finden laBt, ist die NeiIsche Parabel mit der Gleichung y = x· V: 
(konstruieren !); fiir sie ist 

y'={-~, 
also <I: 

JOy 9 x [( 4 x ') V 4 x 8 ] 8= I+--dx=a -+- -+---. 4 a ,9 a 9 a 27 
o 

Zeige, daB 
8g = 1,4397a, 

ist, berechne 8ga! 
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Weiterhin seien zur Behandlung empfohlen die Kurven mit den 
Gleiehungen 

So ist 
y = lnx und y = lnsinx. 

[boglnx]~ = 3,0036, [boglnsinx]~ = 0,5493. 
3 

(90) B. Bel'eehnung des Rauminhaltes von KOl'pern (Kubatur). 
,Vir denken uns (Abb. Ill) den Korper u. a. durch zwei parallele 
Ebenen begrenzt, deren Abstand h betrage; die ubrige Begrenzungs
Wiehe sei beliebig. Die in die beiden parallelen Ebenen fallenden Teile 
der Oberflaehe, die Grundflachen, mogen den Inhalt gl und g2 

Abb.111. Abb.112. 

haben. Zur Ermittlung des Rauminhaltes zerlegen wir den Korper 
durch Ebenen, die parallel zu den Grundflachen sind, und die - im 
GrenzfaIle - den unendlich kleinen Abstand dx voneinander haben 
mogen, in eine - tiber aIle Grenzen hinaus waehsende - Anzahl von 
Schiehten. Diejenige Sehnittebene, die von gl den Abstand x hat, 
moge den Flaeheninhalt y haben; die auf ihr lagernde Schieht nahert 
sich dann mehr und mehr der Prismenform und hat deshalb um so 
genauer den Rauminhalt y. dx, je dichter die Schnittebenen aufein
anderfolgen. Die Summe der Inhalte aller dieser Sehiehten gibt um so 
besser den Inhalt des Korpers wieder, je mehr dx dem Grenzwerte 
Null zustrebt; wir erhalten demnach fUr den Rauminhalt V des Korpers 
die Formel h 

V=JY·dx. 48) 
o 

Kennt man das Gesetz, naeh dem sich der Flaeheninhalt y mit der 
Schnitthohe x andert, so kann man dureh Auswerten des Integrales 
den Rauminhalt wirklieh bestimmen. 

a) Wir beginnen mit dem Pyramidenstum pf (Abb. 112); er habe 
die Grundflaehen gl und g2 und die Hohe h. Wir fUhren die Erganzungs
pyramide ein, d. h. diejenige Pyramide, die den Stumpf zur vollstandigen 
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Pyramide erganzt; ihre Hohe sei u, wobei u sich aus der Proportion 
bestimmt u: (~l + h) = 1(12: 1(11; d. h. 

u=h jig;; . 
l£-jIg;; 

1m Abstande x von der Spitze legen wir die Parallelebene, die den 
Stumpf in einer Flache vom Inhalt y schneide; y erhalten wir aus 
der Proportion 

y: (12 = X2: u2 

Demnach ist der Rauminhalt: 

zu Y - JI2. X2 - u 2 • 

= :~2 (Xl - x2) (XI + Xl X 2 + X§) • 

Die untere Grenze x2 ist gleich dem Abstande der Spitze, von (12' also 
gleich 

u=h jig;; , ygl - jig;; 

die obere Xl gleich dem Abstande der Spitze von (II' also gleich 

yg~ 
u + h = h]l~ _jig;;' 

Setzen wir diese Werte in das Integral ein, so erhalten wir 

oder 

V = -l~2h(~l2 + u(u + h) + (u + h)2) = :~2h(3u2 + 3uh + h2) 

= g;h (3 + 3 ~ + (~t)= g;h (3 + 3 ]I~]I~ ]I~ + (V~Y~2]1~r) 
= r{2 h (3 Y~ + gl _ 2 ]I~ + 1) 

3 yg2 g2 Yg2 

FUr (12 = 0 ergibt sich hieraus der Inhalt der Vollpyramide zu V = t(llh. 

Da y = g~ X2 eine ganze rationale Funktion zweiten Grades von X u 
ist, hatten wir V auch mit Hilfe der Simpsonschen Regel (83), 
Formel 42) ermitteln konnen. Der Leser schlage diesen Weg ein; wir 
wollen jetzt die Simpsonsche Regel bei Berechnung des Inhaltes 
eines Obelisken verwenden, wobei wir unter einem Obelisken einen 
Korper verstehen, dessen Grundflachen zwei Rechtecke mit paarweise 
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parallelen Seiten, dessen Seitenflachen also Trapeze sind. Sind aI' bl 
bzw. a2 , b2 die Seiten der Rechtecke, und ist h die Hohe des Obelisken 
(Abb. 113), so ist jeder Parallelschnitt wiederum ein Rechteck, dessen 
Seiten u und v sich leicht bestimmen zu 

wenn x der Abstand der Schnittflache von dem 
Rechtecke (aI' bl ) ist. Der 1nhalt der Schnitt
flache ist demnach 

( al - a2 ) (b bi - b2 ) Y= a l - -h- x l--h- x , 
Abb.113. 

also eine Funktion zweiten Grades. Die Verwendung der S imp son schen 
Regel fiihrt also zu einem exakten Ergebnis. Der Mittelschnitt hat 
nun die Seiten 

daher ist 

und 

(al + a2 ) (bi + b2 ) y", = ---4--~ . 

Da ferner Yl = a l bl und Y2 = a2 b2 ist, so folgt 

V = ~ [albl -i- (al + a2) (b i + b2) + a2 b2] 

oder 
h 

V ="6 [(2al + a2 ) bI + (al + 2a2 ) b2]· 

1st b2 = 0, so wird aus dem Obelisken ein Keil; sein 1nhalt ist 

V = ~~~ (2 a l + a2) • 

b) Von den krummflachig begrenzten Korpern erhalten wir 
den Rauminhalt des Kreiskegelstumpfes aus demjenigen des 
Pyramidenstumpfes, indem wir gl = n ri, g2 = n r~ setzen, wobei 
r l und r 2 die Halbmesser der Grundkreise sind. 
Es ergibt sich 

V = ; h (ri + r l r2 + ~) , 
also fill den Kreiskegel (r2 = 0) 

V JT; ok 
=:rri '. Abb.114. 

Wir kommen zur Kugel. Schneiden wir sie (Abb. 114) durch ei.ne 
Ebene im Abstande x vom Mittelpunkte, so erhalten wir als Schnitt
figur einen Kreis vom Halbmesser y;.-li-":':':-x·:!", also vom 1nhalte n (r2 - x 2). 
Demnach ist der 1nhalt einer Kugelschicht, welche aus der Kugel 

Wicke, Ingenieur-Mathematik 1. 16 
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durch zwei Parallelebenen mit den Abstanden Xl bzw. X 2 vom Mittel
punkte ausgeschnitten wird, 

= ; (X2 - Xl) (3 r2 - (Xi + Xl X 2 + X§)) , 

= ~ h(6r2 + h2 - 3xi - 3~) 

= ~ h(h2 + 3(r2 - xi) + 3(r2 - ~»), 

V = ~ h (3 a2 + 3 b2 + h2) , 

wobei h = x2 - Xl die Rohe und a = yr2 - xi und b = yr2 - x~ 
die Ralbmesser der Grundkreise sind. Setzen wir X z = r, also b = 0, 
so erhalten wir den Raumirihalt des Kugelabschnittes 

" V = ~ h (3 a2 + h2 ) , 

eine Formel, die wir, da a2= h(2r - h) ist, noch umgestalten konnen zu 

V = ; h2 (3r.- h). 

Fugen wir zu dem Kugelabschnitte noch den Kegel, dessen Grundkreis 
der Kreis vom Ralbmesser a ist und dessen Spitze im Mittelpunkt 
der Kugel liegt, dessen Rohe also r - h, dessen Inhalt demnach 

j (r - h) h (2 r - h) ist, so erhalten wir den Rauminhalt des K ugel

a usschn i ttes 

oder 

V= ;h2(3r-h)+; (r-h)h(2r-h) 

= !!.. h (3 r h - h2 + 2 r2 - 3 r h + h2) 
3 

Setzen wir schlieBlich in der Formel fur den Kugelabschnitt bzw. 
Kugelausschnitt a = h = r, so ergibt sich die Formel fUr den Inhalt 
der Ralbkugel, aus der durch Verdoppeln fur den Rauminhalt der 
Vollkugel folgt: 

V = -t-nr3. 

Man zeige, daB der Rauminhalt fUr die K ugelrinde (schraffierte 
Flache, Abb. 114) ist 

V= ~h~ 
(Kugelschicht vermindert um den zugehOrigen Kegelstumpf). 
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c) Die Kugel leitet libel' zu den Umdrehungskarpern. 1st 
y = f(x) die Gleichung del' Meridiankurve (in Abb. 115 ist die x-Achse 
vertikal, die y-Achse horizontal gezeichnet), und ist die x-Achse Dreh
achse, so zerlegen wir den Karpel' durch Parallelebenen normal zur Dreh-

x achse in Schichten, deren Grund-
Xz flachen Kreise vom Halbmesser y, 

:r 

+-f-L..,""----1f-;>-
L-~ ____ ~y 

Abb.115. Abb.116. 

deren Hahe dx ist. Es ist demnach del' Inhalt einer solchen Schicht 
ny2 dx und daher del' 'Rauminhalt des Umdrehungskarpers 

49) 

1m FaIle des Kreisringkarpers (Abb. 116) ist jede Schicht ein Hohl
zylinder, dessen innerer Halbmesser y' = a - y~i - X2, dessen auLlerer 
y" = a + yr2 - X2, desen Grundflache daher 

n(y"2 - y'2) = n(y" + y') (y" - y') = 4na yr2 - x2. 

dessen Rauminhalt folglich 4 n a yr2 - x2 . dx ist. Flir den Inhalt des 
Ringes bekommen wir also mittels Formel TIl 13 

+7 

!,/- [r2 x x - -] +7 V=4na yr2 -x2dx=4na 2arcsin-;-+2yr2-x2_7 
-7 

Unter einem Umdrehungsparaboloid versteht man eine Flache, 
die durch Drehung einer Para bel um ihre Achse entsteht. Del' Inhalt 
des Karpel's, gerechnet vom Scheitel bis zu einer zur Drehachse senk
rechten Ebene ist, da y = y2px die Gleichung del' Parabel ist: 

Xo Xo 

V=nly2dx=nI2Pxdx=npi5=; .xo·2pxo=; xoy5· 
o 0 

Konstruiert man libel' dem Grundkreise vom I;I:albmesser Yo einen geraden 
Kreiszylinder von del' gleichen Hahe x o, so ist sein Inhalt V = n Xo y~ . 

16* 
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Das Umdrehungsparaboloid halbiert demnach den Kreiszylinder von 
gleicher Grundflache und H6he. - Der Leser zeige, daB der durch 
Drehung der Parabel um die Scheiteltangente entstehende K6rper 

(Abb. 117) den Rauminhalt V = ~ x~yo hat. 

Die Umdrehung einer Parabel kann auch auf folgende Weise zur 
Begrenzung eines K6rpers dienen: Wir denken uns ein FaB von der 
H6he h (Abb. 118), dessen Dauben parabolisch gekriimmt sind, derart, 
daB der Scheitel mit dem Mittelpunkte der Daube zusammenfallt. 
1st der Spundhalbmesser r2 und der Bodel1halbmesser r l , so hat bei 
der aus der Abbildung ersichtlichel1 Wahl des Koordinatensystems der 
Punkt A die Koordinaten 

y 

-+-----=----+=+x .... y 

Abb.117. Abb.118. 

Da die Parabel die Gleichung y = ;~ haben und A auf ihr liegen 

muB, so ergibt sich fUr p die Gleichung 

h2 
2p.(r2 -rl )=-.r; 

also lautet die Gleichung der Parabel 

r2 - r 1 
y=4~X2. 

Der der Abszisse x entsprechende Parallelkreis des Fasses hat daher 
den Halbmesser 

n/ r2 - rl y "0'' r2 - Y = r2 - 4 ~ x2 • 

Mithin ergibt sich der 1nhalt des Fasses zu 
h 
2 

V = 2n f(r2 - 4 r2 -;; r1x2Y dx 
o 
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Nun werden im allgemeinen die Dauben eines Fasses nicht Parabel
gestalt haben; dann grent man, um den Inhalt zu ermitteln, am zweck
maBigsten~ zur Simpsonschen Regel. Setzen wir in Gleichung 42) 
fUr YI = Y2 den Flacheninhalt des Bodens, also ;n;r~ und fur Ym den
jenigen des Spundquerschnittes, also ;n;r~, so bekommen wir 

V ~ ~ h (ri + 2 r~) . 

Ais Anregung zu weiteren Berechnungen seien die folgenden 
Beispiele gegeben. Die Kurven 

x 
Y = alnZ;-"" 

mogen um die x- bzw. um die y-Achse rotieren; der Rauminhalt der 
entstehenden Drehkorper ist zu ermitteln. 

(91) C. Bereehnung der Oberflaehe von Drehkorpern (Komplanation). 
Rotiert eine Kurve y = f(x) (Abb. 119) um die x-Achse, so beschreibt 
ein Kurvenelement ds = yl + y'2 dx einen Kegelmantel, dessen 
Flacheninhalt nach den Lehren der Stereometrie 

dO = ;n; (y + Y + d y) . ds 
ist. Vernachlassigen wir die unendlich kleine 
GroBe dy gegenuber den endlichen Summan
den y, so ist 

dO = 2;n;yds = 2;n;yYI + y' 2 dx, 
daher "'2 

0= 2 Jl fyVf+ y,2 dx. 50) 

Anwendungen: a) 1m Kreise vom Halb
messer r ist y = yr2 - X2; folglich ist 

I x 
Y = ---===. Jfi=2- X2 

und 
V-~ r 

ds= I +-2--2dx = ~ .dx. 
r-x jr2_x2 

Also ist der Flacheninhalt der Kugelzone: 

"" 

Xz x 
Abb.119. 

y 

Abb.120. 

0= 2;n;!yr2 - X2. '/2 r 2 dx = 2;n;r[x]~~ = 2;n;r(x2 - Xl) = 2;n;rh. 
yr -x 

Da diese Formel nur von der Differenz X 2 - Xl = h abhangig ist, 
gilt sie auch noch fur x2 = r, d. h. fUr die K ugelka ppe. Setzen wir 
h = 2r, so erhalten wir fur die Oberflache der Vollkugel 

0= 4;n;r2. 
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b) Die Parabel y = y2px moge urn we Achse rotieren; bier ist 

11 = ~, also d8 = VI + ix dx , 

und demnach die Oberflache des Umdrehungsparabolofde~ 
(Abb.1l7): 

oder 

~ . '. . ~ 

0= 2n f V2px. VI + ix dx = 2n.yp f y'--p-+-2-xdx . 
o 0 

.= 2nyp. [! YP.+ 2x3]:' = : nyp[yp + '2x0
3 - i1)3] 

O :rcYo [,IT'1-23 • .3]' = 6x2 VYo + 4xo -:- Yo • 
o . 

So ist die Oberflache des Paraboloids, vom Scheitel bis zu einer durch 
den Brennpunkt senkrecht zur Achse gelegte Ebene gerechnet: 

(xo= ~, Yo=p), O=~3~p2[2f2-Il=3,8295P2. 
LaBt man die Parabel urn die Schei teItangen te rotieren (Abb.1l7), 

so entsteht eine Drehflache, fiir welche 

und 

y2 
x=2p' also 

dx y 
dy =p' 

'II. 'II. 'II. 

0= 2n f {;2 yp2 + y2 dy = ;2f y2 V1>2 + y2 dy = ;2f~p~ t;2 ay 
000 

ist. Nun ist 'nach dem Verfahren von (77) 

f y4 + p2y2 dy = ~[(2y3 + p2y)fp2 + y2 - p4mt6inJL1. yp2 + y2 8 P 
Also ist 

0= 8;2 [(2?J1l + p2yO) ito + p2 - p4mt6in ~]. 
Fiir Yo = P ergibt sich 

0= ; p2 [3 f2 - mt6inIj = I,3199p2. 

c) Rotiert die Kurve y = acos 2; x urn die x-Achse, so entsteht h. '.' cine DrehIlac~, deren O_he den Inhalt hat, 

x . b r 2:rc V 4:rc2 as' 2:rc R- q;=2nJacosT x , I+lj2sin2T xdx. 
Abb.121. ·0 
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Urn f 2n 1/ 4n2 a2 • 2n 
J = cosT X • VI + -b-2-sm2Txdx 

unbestimmt auszuwerten, setzen wir 

also 

2na . 2n 
-b-smTx =z, 

und erhalten mittels Formel T II 15' : 

b2 J/--- b2 ( -- ) J = -4 2 11 + Z2 d Z = -8 2 Z yz2 + 1 + mt: 6in z na na 

_ b2 [2.na. 2.n'1!4n2a2 . 22n ---1 cw r,:::' (2.na . 2n )] 
- 8 n 2 a -b- sm T X -b-2 - sm b X + + nt: -vtn -b- sm T X . 

Daher ist 

~ b2 [2nalC4n2a2 2na] a /----- b2 2na 
O~=4n -b- ;1 + b~+~t:6in-b- =ii'b2 + (2,na)2+ 4n~r6in-b-· 

Weitere Aufgaben entsprechend den unter B aufgefiihrten. 

§ 8. Anwendung des bestimmten Integrales 
auf technische Probleme. 

(92) A. _pas statische Moment mid der Schwerpunkt. Wir denken 
uns eine punktfarmige Masse m, welche von einer festen Geraden g 
den Abstand a haben mage; dann versteht man unter dem statischen 
Momente dieser Masse m beziiglich der Geraden g das Produkt 
aus m und dem Abstande a: Mg=m·a; g heiBt die Momenten
achse. 

Sind im Raume eine endliche Anzahl solcher Massenpunkte vor
handen, so versteht man unter dem statischen Momente des 
Systems dieser Massenpunkte beziiglich g die Summe der 
s~~tischen Momente der einzelnen Massenpunkte: 

Mg = 2: m"a" , 

wobei m" die Masse irgendeines dieser Massenpunkte und a" seinen 
Abstand von g bedeutet. Andert man die Momentenachse, so wird auch 
das statische Moment ein anderes. - Wir wollen uns nun vorstellen, 
daB die Gesamtmasse aller dieser getrennt liegenden Massenpunkte 
in einem einzigen Punkte S vereinigt werden kanne, so daB also S 
der Trager der Masse 2: m" ist. Ferner wollen wir S einen solchen 
Abstand 0(, von g geben, daB das statische Moment von S beziiglich g 
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gleich dem statischen Momente des Systems der einzelnen Massen
punkte ist, so daB also die Gleichung besteht: 

Nun lehrt die Mechanik, wie spater bewiesen werden soIl [so (117) S. 319], 
daB es fur jedes starre lVlassensystem stets einen und nur einen solchen 
festen Punkt S gibt, fiir welchen diese Gleichung erfullt ist, welche 
Lage auch die Momentenachse g haben moge. Diesen Punkt bezeichnet 
man als den Massenmittelpunkt oder den Schwerpunkt des 
Systems. 

Der Massenpunkt ist ein abstrakter Begriff; in Wirklichkeit ist 
die Masse raumlich verteilt. Wir konnen jedoch dem Massenpunkte 
gedanklich naherkommen, wenn wir die raumlich verteilte Masse m 
in Teile zerlegen; diese Teile werden dem Begriffe des Massenpunktes 
um so mehr entsprechen, je kleiner die Massenteilchen dm gewahlt 
werden. Bestimmen wir von jedem dieser Massenteilchen dm den 
Abstand a von der Momentenachse g, wobei a fur die verschiedenen 
Massenteile im allgemeinen verschiedene Werte annimmt, so konnen 
wir fiir jedes dm das statische Moment a . dm berechnen; durch Sum
mieren ergibt sich dann das Momen t der Gesam tmasse m bezuglich 
der Momentenachse g 

M g = ja.dm, 51) 
m 

wobei I andeuten soIl, daB das Integral liber aIle Teilchen der Masse m 

erstreckt werden soIl. Der Abstand iX des Schwerpunktes der Masse m 
von der Momentenachse ergibt sich dann zu 

fadm 
iX =m~~_. 

m 

Da fUr jede durch S gehende Achse g iX = 0 ist, folgt fUr eine solche, 
Schwerachse genannte Gerade 

Mg=O. 

Das statische Moment, bezogen auf eine Schwerachse, ist 
Null. 

In den folgenden Erorterungen, die sich auf ebene Flachen und 
ebene Kurven erstrecken - Korper werden spater behandelt -, wollen 
wir die Annahme machen, daB die Masse homogen, d. h. uberall gleich 
dicht sei, und wollen ferner die Dichte der Masse fL = 1 setzen, so 
daB also die Masse des betreffenden Gebildes gleich seinem Flachen
inhalt oder gleich seiner Lange ist, je nachdem das Gebilde eine Flache 
oder eine Kurve ist. 
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(93) I. Statisches Moment und Schwerpunkt ehener Flachen. 1st g 
(Abb.122) die Momentenachse und F die zu untersuchende Flache, so 
zerlegen wir T in Streifen parallel zur Achse g; 
ist der Inhalt eines solchen Streifens dF und sein 
Abstand von g gleich x, so ist sein Moment 
d My = x . dF, daher das Moment der ganzen Flache: 

My = JX.dF. 
F' 

!il g 
Abb.122. 

Der Schwerpunkt S von F hat yon g einen Abstand ~, der sich ergibt zu 

JXdF 
F 

~=-F-' 

O,..---...J....:C._-., 

52) 

a) Um das statische Moment des Rechtecks 
mit den Seiten a und b, bezogen auf die Seite a 
als Achse (Abb. 123), zu ermitteln, zerlegen wir das 
Rechteck durch Parallelen zur Seite a in Streifen 
von der Breite a und der Hohe dx; der Inhalt 
eines solchen Streifens ist a' d x; ist x sein Ab

Abb.123. 

stand von a, so ist sein Moment a' X· dx und demnach das Mo
ment des ganzen Rechtecks 

b 

Ma=faxdx=a.[~2]:= ~ab2. 
o 

1st ~ der Abstand des Schwerpunktes von a, so ist 

b I: I b2 oder I: = t a ~ = ~ b 
a '''="2 a "ab 2 

in Ubereinstimmung mit der Tatsache, daB der Schwerpunkt des Recht
ecks mit seinem Mittelpunkte zusammenfallt. 

Fiir .das Dreieck bekommen wir unter Benutzung von Abb.98 
das statische Moment eines Streifens beziiglich der zur Grundlinie 
durch die Spitze gezogenen Parallelen g' 

dMy' = X· i x· dx ; 
demnach ist h 

M ' = !LJx2 dx = J'_ [X3]h = ~ g h2 
9 h h 30 3 . 

o 
Hieraus berechnet sich der Abstand des Schwerpunktes ~ von g' zu 

19h2 2 
~=}gh' ~=-3-h, 

woraus sich S als Schnittpunkt der drei Mittellinien des Dreiecks ergibt. 
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1m Trapez (Abb.99) ist das Moment des Flachenstreifens be
ziiglich der Paral1elen a 

1 dMa = X· -,; ((b - a) x + a h) dx, 
also 

h 

1 f 1 [ x3 X2jh M a =-,; ((b-a)x2 +ahx)dx=-,; (b-a)a+ah ao 
o 
1 h2 

= w[2(b - a) h3 + 3ah2 ] = 6(a + 2b); 

oder 

Durch Vertauschung von a und b bekommen wir den Abstand I;' des 
Schwerpunktes S von der Parallelen b zu 

~ = ~ . bb ~ 2aa . (Probe:, ~ + ~' ='h.) 

Es verhalt sich also 

~:t=(a+2b):(b+2a)=(~ +b):(~ +a). 

Hieraus ergibt sich, wenn man bedenkt, daB S auf der Verbindungs
linie der Mittelpunkte von a und b liegen muB, die in Abb. 99 aus
gefiihrte Konstruktion von S. 

Um den Schwerpunkt des Kreisa usschni ttes (Abb. 124) zu finden, 
zerlegen wir den Ausschnitt in unendlich schmale Kreisausschnitte, 

deren Mittelpunktswinkel drp sei. Einen sol
chen Ausschnitt k6nnen wir als ein Dreieck 
ansehen; sein Inhalt ist also t r2 . d rp, und sein 
Schwerpunkt liegt auf der durch M gehenden 
Mittellinie, die er im Verhaltnis 2: 1 teilt. Wir 
bestimmen das statische Moment des Aus-

Abb. 124. schnittes beziigl~ch des Kreisdurchmessers a, 
,c der senkrecht auf der Symmetrielinie des 

Ausschnittes steht. SchlieBt die Mittellinie eines elementaren Aus
schnittes mit dieser Symmetrielinie den Winkel :p ein, so hat der Schwer
punkt dieses Ausschnittes von a den Abstand x = }rcosrp; demnach 
ist das statische Moment 

2 1 r3 
dMa = a r cosrp'"'2 r2 drp = a cosrp drp, 

also das statische Moment des ganzen Kreisausschnittes: 
if 

+-
2 if r3J' r3. + 2 2 . {} 

Ma = a cosrpdrp = '3 [smrp] _~ = '3 r3sm "'2' 
if 2 
2 
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Del' Schwerpunkt S muB auf del' Symmetrielinie des Ausschnittes 
liegen; sein Abstand ~ von a ergibt sich aus del' Gleichung: 

Nun ist 

r2 2 . {} 
~.-f} = -r3sm--

2 3 2 

2 . {} 
rsm 2 = 8 

. {} 
4 sm 2 

~ = "3 r -{}-. zu 

und - r . f} = b , 

wenn 8 und b die Sehne und den Bogen bedeuten, die zum Kreisaus
schnitte gehoren; wir konnen daher ~ in del' einfacheren Form schreiben: 

~ = ! rb8. 

Das statische Moment des Kreisa bschnittes ergibt sich; wenn 
wir von dem des Ausschpittes das des Dreiecks ABM abziehen; dieses 
ist abel' - \. 

2 {} . {} {} 2r3 • {} {} 
M LI = ~ r cos - . r2 SIn - COS - = ~ SIn -- cos2 - • 

3 2 2 2 3 2 '2' 

folglich ist das Moment des Abschnittes 

M 2 3' {) 2 3' {} 2 {} 2 ,-~ . {} (1 2 {}) 
a = "3 r sm 2 - -3- r sm -2- cos 2 = -3- r- S111-2 - cos 2 

_2 r3 · 3 {}_83 

-"3 sm 2-12' 

und folglich ist del' Schwerpunktsabstand ~ des Kreisab~chnittes von a 
8 3 

~ = 12F' 

wenn F del' Flacheninhalt des Abschnittes ist. 
b) Die Flache, deren statisches Moment berechnet werden solI, 

moge begrenzt sein von del' zur Gleichung y = f(x) gehol'igen Kurve, 
del' x-Achse und zwei Ordinaten (Abb. 125). !! 
Wir zerlegen die Flache durch die Ordi
naten in Streifen von del' Hohe y und del' 
Breite d x. Einen solchen Streifen konnen 
wir als ein Rechteck ansehen; sein Moment 
bezuglich del' x-Achse ist, da sein Schwer-

punkt von ihr den Abstand {- hat, 

y y2 
dMx = 2 . y dx = 2 dx . 

xdx xz x 
Abb.125. 

Das Moment del' ganzen Flache, bezogen auf die x-Achse, ist dahel' 
x, 

Mx - if y2 dx. -- 53a) 
x, 
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Derselbe Streifen hat von der y-Achse den Abstand x; folglich ist sein 
statisches Moment bezuglich dieser Achse dMy = x . y d x, und daher 
das statische Moment der ganzen Flache, bezogen auf die y-Achse, 

x, 

My = !xydx. 53b) 
Xl 

Der Schwerpunkt S moge die Koordinaten ~ und 1] haben; in ihm 
haben wir uns die gesamte Masse der Flache 

X, 

F = !ydx. 
X, 

vereinigt zu denken. Es muB demnach sein: 

und 17· F = MXJ 

woraus sich fiir die Koordinaten von S die beiden Werte ergeben: 
X, 

!xydx 
~=_x, __ 

x, 
!ydx 

Xl 

und 54) 

Beispiele: Das von der Parabel y =-V2px, der x-Achse und 
der zu x = Xo gehOrigen Ordinate begrenzte Flachenstuck (Abb.90) 
hat die statischen Momente 

Xo 

M I J2 d P [2]"0 P 2 I 2 
X = 2 p X· x = 2 x 0 = 2 Xo = 4 Xo Yo , 

o 

Demnach sind, da nach S. 222 der Flacheninhalt t Xo Yo betragt, die 
Koordinaten des Schwerpunktes dieser Flache 

1] = %Yo· 

Fur die von der Kurve y = a . cos 2 b:n; x, der x- und der y-Achse 

begrenzte Flache (Abb.121) ist [so TIII23 und 32]: 

b 
4 b 

I J 2 :n; b a2 [2:n; • 2:n: 2:n; 14 a2 b M = - a2 cos2 -xdx = - -x + sm-xcos--x -16 
X 2 b 8:n: b b b 0 

o 
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und 

Da ~ 
4 f 2n ab 

F = a cosT xdx = 2n 
o 

ist, so folgt fiir die Koordinaten des Schwerpunktes der Flache 
b n 

; = 4 n (n - 2) , 'fj = 8 a . 

Weitere Beispiele: y = tgx, Y = eX usw. 
Lassen wir die Flache (Abb. 125) um die x-Achse rotieren, so be

schreibt sie einen Drehkorper, dessen Inhalt nach 49) in (90) 

"" 
V =nf y2 dx 

ist. Nun ist nach 53 a) 

"" 
fY2 dx = 2M", =2'fj.F. 

Es wird also 
V=2n'fj.F, 55) 

Da 2 n 'fj der Weg ist, den der Schwerpunkt S der Flache F bei ein
maliger Umdrehung zurUcklegt, ergibt sich hieraus die 

Erste Guldinsche Regel: Der Rauminhalt eines Drehkorpers 
ist das Pro.dukt aus dem Inhalt der Meridianflache und'dem 
Wege, den ihr Schwerpunkt bei der Um- y 
drehung beschreibt. Die Formelliefert eine 
der GroBen V, F, 'fj, wenn die beiden anderen 
bekannt sind. 

Um beispielsweise die Lagedes Schwerpunktes 
der Flii.che zu bestimmen, die durch Halbieren 
eines Kreisabschnittes ririttels seiner Symmetrie
linie gebildet wird (Abb. 126), bedenken wir zu-

Abb.126. 

nii.chst, daB (s. S. 251) ~ = { ~ sein muB, da. der Schwerpunkt der Halfte 

des Abschnittes infolge der symmetrischen Anordnung denselben Abstand 
von dem zur Sehne parallelen Durchmesser haben· muB wie derjenige 

des ganzen Abschnittes, und daB (! =; ist und auBerdem unsere 

Flache gleich der Halfte derjenigen des Abschnittes ist. Um die Ordinate'fj 
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von S zu suchen, lassen wir die Flache urn die x-Achse rotieren; sie 
beschreibt dabei einen Kugelabschnitt von der Rohe h und dem Grenz
kreishalbmesser e, dessen Rauminhalt folglich nach (90) S. 242 ist 

Y % F V = 6 h (3 ri + h2) = 2 n 17' ; 

also ist 

X X 2 x (94) II. Statisches Moment und Schwerpunkt 

Abb.127. ebener Kurven. SolI das statische Moment des 
Kurventeiles AB = s (Abb. 127) bezuglich der 

x-Achse berechnet werden, so zerlegen wir AB in eine Anzahl von 
Kurventeilen ds; und bestimmen von jedem Kurventeile das statische 
Moment . 

Dann ist 
dMx = y. ds = y yl + y'2 dx. 

x, 

Met = f y. yl + y'2dx und 
x, 

x, 

jYVl + y'2 dx 
1] = -'X, ____ _ 

x, 
jVl+ y' 2dx 

x, 

Entsprechend ist 

x, ' 

My = f X· yl + y'2dx und 
x, 

x, 
jxjll+yl2dx 

~=x-,, ___ _ 
x, 

j VI + y'2dx 
x, 

~ und 1] sind wieder die Koordinaten des Schwerpunktes. 
Beispiele. Kreisbogen (Abb.124). Es ist 

also 
db=r.drp, y = r cosrp, 

2r2 sin {}2 
r·8 

1] = r{} = -b- . 

1} 
+-

2 

Ma = r2 f cosrp drp = 2r2 sin : ' 
1} 

-"2 

FUr den Ralbkreis ist demnach 

2 7 . 
1] = --;; r = 0,637 r ~ 11 r . 

56a) 

56b) 
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Parabel (Abb.90): 
,/- I lip 

y , y2px, y = V 2x' ds = VI + ix dx , 
~ ~ 

Mx = f y2pxo VI + ix dx = ypj y2x + pdx 
o 0 

[s. T II 15"] 

Setzen wir Xo = -~, so erhalten wir 

Mx = p; (212 - 1) = 0,6095p2, 

p2 ( _ ) p2 
My = 32 6 Y2 - m:r lIof 3 = 32 (8,4853 - 1,7627) = 0,2101 p2 . 

Da der zugehOrige Bogen [(so (89) S.237)] b = 1,1478p ist, so ergibt 
sich fUr die Koordinaten des Schwerpunktes 

~ = O,1831p, 'Yj = 0,5311p. 
Tangenslinie: 

y = tgx, IxO 
J 1 

Mx = tgxVl + -4- dx . cos x 
o 

Wir setzen: 
1 

--=Z 
cos2 x ' 

2sinx d d 
-- X= Z 
cos3 x ' 

Zo Zo 

M = ~fj/Z2 + 1 dz = ~fZ2 +~ ~~ 
x 2 z 2 Z Vz2 + 1 

o 0 

dz 2tgxdx = -; z 

= ~jZ~[_Z + _1 _] dz = ~ [jf' ~~ +Jf' dz ]20 
2 ,j/Z2 + 1 Zj/Z2 + 1 2 JfZ2+I zVz2 + 1 o· 

o _.--" ~.J I ' 

Man setzt im ersten Integrale Z2 = u, im zweiten z =}- und erhiilt u 
1 [,;- 1 ]zo 1 [111 + cos4x ]xo M = - yz2 + 1 - m:r@)in'- = - -_.- - m:r@)incos2x . 

x 2 Z 0 2 cos2 x 0 



256 Das Integrieren. (95) 

1st xo= ~, so ist 

M z = t [1'5 - Il(t6int - 12 + Il(t@)inl] , '0,6110 .. 

Berechne ebenso das statische Moment der Sinuslinie beziiglich der 
x-Achse, der Logarithmenlinie beziiglich der y-Achse, der gleichseitigen 
Hyberbel usw. 

Die in Abb. 127 gezeichnete Kurve moge um die x-Achse rotieren; 
in diesem Faile beschreibt sie eine Drehflache, deren Inhalt nach 50) 

z, 

O=2:nJY1'1 +y'2 dx, 
Z, 

also nach 56 a) 
O=2:nMz =2:n''Yj'8 

ist, wenn 8 die Lange des Bogens AB bedeutet. 

O=2:n'Yj·8. 

Formel 57) gibt die zweite Guldinsehe Regel, welche besagt: 

57) 

Die Oberflache eines Umdrehungskorpers ist das Produkt 
aus der Lange der Meridiankurve und dem Wege, den ihr 
Schwerpunkt bei einer Umdrehung beschreibt. 

Wir wollen die zweite Guldinsche Regel verwenden und die 
Oberflache des in Abb. 116 angedeuteten Kreisringes berechnen: 
Die Lange der Meridiankurve ist2:nr, der Schwerpunktsweg ist 2:na, 
also ist 0 = 4:n2 ra. 

(95) B. Das Tragheitsmoment. Unter dem axialen Tragheits
moment J g eines Massenpunktes von der Masse m beziiglich 
einer Achse g versteht man das Produkt aus dieser Masse 
und dem Quadrate ihres Abstandes a von g: 

J g = m·a2. 
Unter dem Tragheitsmoment eines Systems von Massenpunkten be
ziiglich der Achse g versteht man die Summe der Tragheitsmomente 
dieser Massenpunkte beziiglich g: 

J g = ~mkat. 

1st die Masse nicht punktformig, sondern stetig (in einer Kurve, 
einer Flache, einem Korper) verteilt, so zerlegt man, um das Tragheits
moment zu ermitteln, das Gebilde in unendlich kleine Teile und be
stimmt das Tragheitsmoment dieser Teile; durch Summierung erhalt 
man das Tragheitsmoment des Gebildes: 

J g =Ja2 dm. 
m 
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fiber die Masse und ihre Dichte machen wir hier die gleichen Voraus
setzungen wie oben [vgl. (92) S.248]. 

Wir beschranken uns hier auf e bene Gebilde und schicken noch 
die folgenden Betrachtungen vor: Es sei (Abb. 128) S der Schwerpunkt 
des Gebildes, g die Achse, auf die das Tragheitsmoment bezogen werden 
solI, und 8 die zu g parallele Schwerachse; der / 
Abstand zwischen beiden sei e. dm sei ein // 

S./~ Massenelement; sein Tragheitsmoment beziig
lich gist dJg = a 2 dm. Bezeichnell wir den 
Abstand von dm von der Schwerachse 8 mit 
as' so ist a = as - e, also dJg = (as - e)2. dm. 
Demnach wird 

J g = f(as - e)2dm = f(a~ - 2ase + e2)dm. 

/' as 
/ 

s..//~e 

Abb.128. 

Da e von der Lage der Massenteilchen unabhangig ist, demnach bei 
der Integration als Konstante zu behandeln ist, so ist 

J g = f a;dm - 2ef asdm + e2 f dm. 

Nun ist f a~ dm = J 8 das Tragheitsmoment des Gebildes beziiglich der 

Schwera~hse 8. Ferner ist f asdm = Ms nach (92) das statische Moment 

des Gebildes beziiglich d~r Schwerachse 8, folglich ist fasdm = o. 
f m 

Schlie13lich ist dm die Summe aller Massenteilchen, demnach gleich 
m 

der Gesamtmasse m des Gebildes. Wir erhalten daher die wichtige 
Gleichung: 

58) 

Formel 58) sagt aus, daB man das Tragheitsmoment eines 
Gebildes beziiglich einer Achse g erhalt, indem man zum 
Tragheitsmomente beziiglich der zu dieser parallelen 
Schwerachse 8 das Tragheitsmoment der im Schwerpunkte 
vereinigten Gesamtmasse m beziiglich der Achse g hinzu
fiigt. 

Da dJg = a2dm - unter der Annahme, daB die Masse eine absolute 
(vorzeichenfreie) GroBe ist - positiv sein muB, ist auch J y = f dJg 

positiv. Dann folgt aber aus 58), daB un ter allen parallelen Achsen 
der Schwerachse das kleinste Tragheitsmoment eines Ge
bildes zukommt. 

AuBer dem bisher behandelten axialen Tragheitsmomente 
fiihrt die Rechnung noch auf das polare Tragheitsmoment. Ihm 
sind die folgenden Betrachtungen gewidmet: 

Wicke. Inaenieur-Mathernatik 1. 17 
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Gegeben sei ein Punkt P und eine Punktmasse m, welche von P 
den Abstand a habe; dann versteht man lmter dem polaren Trag
heitsmomente J p der Masse m bezuglich des Poles P den 
Ausdruck 

J p = a2 • m. 

Das polare Tragheitsmoment eines Systems von Massenpunkten ist 
die Summe der polaren Tragheitsmomente der einzelnen Massen
punkte. Das polare Tragheitsmoment eines stetigen Massenge bildes 
erhalt man, indem man das Gebilde in unendlich kleine Massen zerlegt 
und die Summe der polaren Tragheitsmomente dieser Massenelemente 
bestimmt: 

m 

Zieht man durch P zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen x und y 
und bestimmt bezuglich dieser die Tragheitsmomente J", und J y' so 

erhalt man (A bb. 129) 

y 

also 

e v 
"Srl-"-----+------?--5 also 

Jy=Ix2 dm, 
m 

J", + J y = I(x2 + y2)dm = Ir2dm, 
m 1n 

59) 

Abb.129. Das polare Tragheitsmoment eines Ge-
bildes ist gleich der Summe irgend zweier 

axialer Tragheitsmomente dieses Gebildes, wenn die Achsen 
durch den Pol gehen und aufeinander senkrecht stehen. 

1st S (Abb.129) der Schwerpunkt des Gebildes und ~ und 1} die 
zu x und y parallelen Schwerachsen derart, daB x und ~ den Abstand v, 
y und 1] den Abstand u voneinander haben, so ist nach 58) 

und nach 59) 

J p = Jz; + J'l + (u2 + v2) m = J s + e2 m , 

wenn e der Abstand des Poles P vom Schwerpunkte S ist. Die Formel 

60) 
enthalt den Satz: 

Das polare Tragheitsmoment eines Gebildes bezuglich 
eines Poles P erhalt man, indem man zum polaren Trag
heitsmoment des Gebildes bezuglich des Schwerpunktes 
das polare Tragheitsmoment der im Schwerpunkt ver
einigten Gesamtmasse bezuglich des Poles P hinzufugt. 
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Nach diesen allgemeinen Erarterungen uber das Tragheitsmoment 
wollen wir die Tragheitsmomente bestimmter Gebilde ermitteln. 

(96) a) Das Tragheitsmoment einer Strecke l: Die Momentenachse 
sei eine Schwerachse 8, die mit l den Winkel IX einschlieBe. Es ist das 
Moment des Streckenelementes du (Abb.130) 

Also ist 
I 
r 

!p ---------,--
rk 

Abb.130. 

Fur IX = 0° ist J s = 0, ein Ergebnis, das sich von selbst versteht, 
wenn man bedenkt, daB in diesem Falle alle Streckenelemente den 

Abstand Null von der Momentenachse haben. FUr IX = 90° ist J s = i;· 
Wahlt man zur Achse die durch einen Endpunkt der Strecke zu 8 ge
zogene Parallele g, so erhalt man nach 58) 

J J + l (l. )2 Z3. 2 
g = s • ZS1l1IX = 3 SIn IX. 

Zieht man durch den anderen Endpunkt die Normale h zu g, so ist 

J h = 1; cos2 IX; folglich ist das polare Tragheitsmoment bezuglich des 

Schnittpunktes P von g und h J p = i, also unabhangig von IX. 

Das ergibt den Satz: AIle Punkte, bezuglich deren die Strecke 
das gleiche polare Tragheitsmoment hat, liegen auf einem 
um S geschlagenen Kreise. Der Beweis hierfur mage vom Leser 
vervollstandigt werden. 

Unter dem Tragheitshalbmesser (] versteht man den Ab
stand von der Achse bzw. von dem Pole, in dem man sich 
die Gesamtmasse in einem Punkte vereinigt denken muB, 
damit sie das gleiche Tragheitsmoment hat wie das Gebilde. 

So ist der Tragheitshalbmesser der Strecke l fUr die Achse 8 durch 
die Gleichung bestimmt 

also 

ferner ist 

l - 13 • 2 1 1'/-3 . 
• (]Y-"3 S1l1 IX, aso (]Y="3 f S1l1IX. 

Schon aus dieser Zusammenstellung erkennt man, daB der Punkt, in 
dem die Gesamtmasse vereinigt sein muBte, sich mit der Lage der Achse 
andert. So liegt er beispielsweise fUr 8 in A und fUr g in B bzw. auf 
einer durch diese Punkte zu 8 bzw. g gezogenen Parallelen. Das Trag-

17* 
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heitsmoment kennt demnach keinen festen Mittelpunkt, wie wir ihn 
beim statischen Moment im Schwel'punkte kennengelernt haben. 

FUr den Pol P el'gibt sich del' Tl'agheitshalbmessel' aus del' Gleichung 

• P 1 ,-
l· e-p = "3 zu ep = "3l3. 

b) Tl'agheitsmoment des Kreisbogens, bezogen auf den zur zu
gehorigen Sehne paraIlelen Durchmessel' (Abb. 124). Es ist 

d m = db = r . d T , x = l' cos T , also d J a = 1'2 COS2 T . 1'd T 

und 

wenn m = 1" {} = b gesetzt wird. 
Bezuglich del' Symmetl'ielinie list das Tragheitsmoment des Kreis

bogens,~ 
+-') - ~ r 1.3 +2 r3 

Jz =r2sin2 rp. 1'drp = 2 [rp - sinrpcosrp] _'! = 2 [{} - sin{}] 
'i} 2 

- ~'f 1.2 ( sin {} ') 
=m' 2 1- -7) . 

Folglich ist das polare Tragheitsmoment des Kreisbogens, bezogen 
auf den Mittelpunkt des zugehorigen Kreises J m = m . r2, ein Ergebnis, 
das zu erwarten war, weil aIle Massenteilchen vom Pole den Abstand l' 
haben. 

c) Tragheitsmoment des Parabelbogens (Abb.90). Es ist 
(--'-----

dm = db = VI + y'2 dx = VI + ix dx, 
also 

Xo X'o XI) 

J x =fY2dm =J2 P x'1/I + ix dx = 2pfvX2 + fXdx 
o 0 0 

= P [(xo + ~)V x5 + ~ Xo - i; 2{r~Of4xop+ p] (s. S. 255), 

X'o Xo Xo 

Jy =fX2 dm =JX2Vl + ix dx -fxfX2 + ~xdx 
o 0 0 

1 r V" p 4x + p] = 384 L(128x5 + 16pxo -12p2) X6 + 2"xo+ 3p32{r~of 0p , 

wie sich durch Benutzung des in (77) angefuhrten Verfahrens ergibt. 
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Jo=Jx+Jy 

= 3~4 [(128X5 + 400pxo + 84p2) VX6 +{~~ - 21pSmt(£of4Xo/P]. 

Fiir ~CO = ~ ergibt sich 

J x = i~ (612 - mt(£of3) = 0,4202 p3, 

p3 (_ ) p3 
J y = 384 14 V2 + 3 mt(£of 3 = 384 (19,7990 + 5,2883) = 0,0653 p3, 

J o = 0,4855 p3. 

d) Tragheitsmoment des Rechtecks (Abb. 123). Die Seite a werde 
zur Tragheitsachse gewahlt; dann ist 

dm=a·dx, also dJa =x2·adx 
und 

b 

J' ab3 b2 1 
J a = a x 2 dx = :3 = (t b . 3 = 3 m b2 • 

o 
b -

Der zugehi:irige Tragheitshalbmesser ist e = 3 V 3. Entsprechend ist 

J b = l m a2 • Foiglich ist das polare Tragheitsmoment des Rechtecks, 
bezogen auf eine Ecke A: J A = }md2 , wenn d die Lange der 
Diagonale ist. 

Legen wir durch den Schwerpunkt die Parallelen Sa und Sb zu a 
bzw. zu b, so ist nach 58) 

_12° (b)2_ 1 2. J Sa - 3 m b - m· ,2 - 12 m b , 
entsprechend ist 

e) Tragheitsmoment des Dreiecks (Abb. 98). Es ist 

h h 

J ' =fy . dx . x2 = -g-f:rs d x = ~ [x4]" = ~ g h3 = ~ m h2 • 
g h v. 4h 0 4 2 ' 

o 0 

Nach 58) ist 

J Sg = J g, - m· ~2 = J g, - tmh2 = -t'Smh2 
und 

J - J . (~)2 - ~ h2 ~ h2 - ~ h2 
g - 8y + m ,3 - 18 m + 9 m - 6 m . 

Man berechne das Tragheitsmoment beziiglich der zu g geh6rigen H6he, 
ferner das polare Tragheitsmoment beziiglich der Ecke A und beziiglich 
des Schwerpunktes S. 
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f) Tragheitsmoment zusammengesetzter Flachenl): 1. Gleich
schenkliges Trapez (Abb.131). Das Trapez ist die Summe eines 
Rechtecks mit den Seiten b und h und zweier Dreiecke mit der Seite 

-i--=-r--i,----.b ~ und der H6he h. Das Tragheitsmoment ist 

Abb.131. 

gleich der Summe der Tragheitsmomente der 
Einzelflachen. Mit Hllie von Fall d) und e) er
halten wir also: 

1 1 b1 h3 

J b = 3"bh3 + 2· 4 2 h3 = 12 (4b + 3b1)· 

Nun hat nach (93) S.250 der Schwerpunkt S von b den Abstand 

~ _!!-... b + 2(b + b1) _!!-... 3b + 2b1 

- 3 b + (b + b1) - 3 2 b + b1 • 

Demnach ist nach 58) 

J = h3 (4b + 3b ) _ h2 (3b + 2b1 )2 • b + (b + b1) h = h3 6b2 + 6b b1 + bi 
bs 12 1 9 (2b + b1)2 2 36 (2b + b1) • 

2. Profil von den Abmessungen der Abb. 132. Das Profil wird 
durch 8 in zwei kongruente Half ten zerlegt; jede von ihnen ist aus 

zwei Rechtecken zusammengesetzt: Das eine hat 

die Seiten (B - b) und ~ , von denendie erste auf 

8 fallt; sein Tragheitsmoment ist nach d) 

1 h3 h3 
Abb. 132. J~ = 3" (B - b) "8 = 24 (B - b) . 

Das andere Rechteck hat die Seiten B 'und H;- h, von denen die erste 

parallel zu 8 ist und von 8 den Abstand ~ hat. Das auf seine Schwer

achse 8' bezogene Tragheitsmoment ist 

J8'~ = .!.B. (H - h)3 
12 8' 

Da der Abstand zwischen 8 und 8' den Betrag H t h hat, so ist das 

auf 8 bezogene Tragheitsmoment dieses Rechtecks 

J~' = J;~ + m. (H + h)2 = .!.B(H _ h)3 + (H + h)2.B. H - h 
16 96 16 2 

= B(~;-~ [(H _ h)2 + 3(H + h)2] , 

J~ = B(~;- h) (4H2 + 4Hh + 4h2)= ;4' B(H3 _ h3). 

1) Siehe Frey tags Hilfsbuch fiir den Maschinenbau. 7. Aufl., S. 238. Berlin: 
Julius Springer. 
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Folglich ist das Tragheitsmoment des Profiles 

J s = 2 (J; + J~') = T\r [B h3 - b h3 + B H3 - B h3 ] = 112 (B H3 - b h3 ) • 

Auf wesentlich kiirzerem Wege waren wir zu diesem Ergebnis gelangt, 
wenn wir das Profil als die Differenz zweier Rechtecke behandelt hatten, 
von denen das eine die Seiten B und H, das andere die Seiten b und h 
hat. FUr beide ist 8 die zur Seite B bzw. b parallele Schwerachse. Folglich 
ist nach d) J s = r12 (B H3 - b h3 ) • 

g) Tragheitsmoment der Kreisflache. Wir zerlegen die Kreis
flache in unendlich viele schmale Ringflachen (Abb. 133); der Inhalt 
einer einzelnen ist 2 n x d x. Da aIle Teile einer sol- b t 

chen den gleichen Abstand x von M haben, ist ihr 
Tragheitsmoment beziiglich M dJM =x2 .2nxdx, 
also das Tragheitsmoment der ganzen Flache 

r -+--#--u~~--+-a 

J :it 1 
_~ = 2n x3 dx = 2X4 = 2m~2_: __ 
-.-. 0 -.,;""';::;..:..~.-

Nun ist nach 59) Jj'vI = J a + J". Da aber aus Abb.133. 

Symmetriegriinden J a = J b sein muB, so ist das 
auf einel1.P'!lIchmesser bezogene Tragheitsmoment der Kreisflache 
.~ ~ ""«-.----.. ,.;---.... ~,.~."'-...,.,.,...,""'- . .,.,." .• "' _-« .. ~.~ ".L 

J m 2 :it 4 = :it d4 . 
a = r = T r 64' 

der Tragheitshalbmesser fUr diesen Fall ist 

r 
(2a=2' 

Das polare Tragheitsmoment der KreisfHiche beziiglich eines 
Punktes A des Umfanges ist nach 60) 

J A =~mr2 + mr2 = ·~-mr2, 

das axiale Tragheitsmoment beziiglich einer Tangente nach 58) 

J t = i-mr2 + mr2 = tmr2. 

Man suche das Tragheitsmoment des Kreisabschnittes und des Kreis
ausschnittes zu bestimmen. 

h) Um das Tragheitsmoment einer durch die x-Achse, die Kurve 
y = f(x) und die zu x = Xl und x = x 2 gehorigen Ordinaten begrenzten 
Flache (Abb. 125) zu ermitteln, zerlegen wir diese Flache wiederum 
durch Parallelen zur Ordinatenachse in Paralleistreifen, die wir als 
Rechtecke mit den Seiten d x und y ansehen konnen. Das Tragheits
moment eines solchen Rechtecks ist nach Beispiel d) beziiglich der 
x-Achse 
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beziiglich der y-Achse 
dJy =x2 .ydx, 

so daB wir die Formeln erhalten: 

"'2 

(97) 

"'2 

J oo = !jy 3 d;£ und J y /;£2 y d;£ • 61) 

"'1 "'1 

FUr die Parabelflache (Abb. 90) bekommen wir also, da nach (84), 
S.222 m =;: ixoyo ist, 

x. 

J y = fX2 f2P~ dx = y2p. ~ [x~]~ = ~ x5y2pxo = ~ x5Yo = ~ mx6. 
o 

Da nach (93) S. 252 die Koordinaten des Schwerpunktes S dieser Flache 
; = -txo' 1J = ~ Yo sind, sind nach 58) die Tragheitsmomente beziiglich 
der Schwerachsen 8x bzw. 8 y 

J. x =tmY5--l4mY5 =ffimY5 und Jay = -¥-mX5 -~Dmx~ =-("'l~5"mx5. 

Man behandle ebenso die durch die Sinus-, die Tangens-, dieLogarithmen
linie und die gleichseitige Hyperbel bestimmte Flache. 

(97) C. Ermittlnng von resultierenden Kriiften. Diese und die 
folgenden Anwendungen sollen nicht allgemein durchgefiihrt werden, 
sondern es solI an bestimmten Beispielen gezeigt werden, wie sich 
die Anwendung des bestimmten Integrals in diesen technischen 
Wissensge bieten gestaltet. 

Es sei (Abb.134) AB ein Stab von der Lange l; wir wollen 
uns ihn mit Elektrizitat von der Menge -8 gleichmal3ig be-

I legt denken, so daB 
: die elektrische Dichte 
I 
I 

~~------,T I 
/' i',- 1 

/ / '~~i, I /dx \1 --, 
.4 1' ytxtJ r- is _'..'-~~_n __ n ______ n_ 
L--z, kM-a , I ,:P 

Abb.134. 

-13 
-l- betrage. Ferner be-

finde sich in der Ver
langerung von AB iiber 
B hinaus in der Ent-
fernung a = M P vom 
Mittelpunkte M der 
StreckeAB ein Punkt P , 

der Trager der Elektrizitatsmenge + 8' sein moge. Wir wollen die 
GroBe der Anziehung ermitteln, die der Stab AB infolgedessen auf P 
ausiibt. Wir zerlegen uns zu dies em Zwecke AB in kleine Teile dx; 
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ein solches Teilchen tragt die Elektrizitatsmenge ~ d x. Das Teilchen, 

das von J.11 den Abstand MX = x hat, ist von P urn die Strecke 
XP = a - x entfernt: es iibt also auf e' eine Anziehung aus, die nach 
dem Co u lorn b schen Gesetze 

E'."-dx 
1 

dK = k.-( --)" a - x-

betragt. Wir erhalten demnach fUr die Gesamtanziehung des Stabes 
den Wert 

I I 
+2 +"2 . 

I, el'Ydx CIE}' dx EE/[ I ]+f EE/r I I 1 
K- k·----k~ ---k- -- -k~l------, (a - X)2 - I, (a - X)2 - 1 a - x _~ - I I I ' 

_£ _i. - a-2" a+2" 
2 2 

S 8' 

K=k·--(·z 2' 

a2 -2) 
Konstruiert man den Punkt E auf AB so, daB 

E P = l (a + {-) (a - ~) 
wird (Halbkreis uber AB, Tangente PT, PE = PT), und denkt man 
sich in E die gesamte Elektrizitatsmenge des Stabes vereinigt, so ist 
die Wil'kung gleich der von dem Stabe ausgeubten. Die in Abb. 134 
gezeichnete Kurve gibt ein Bild vom Verlaufe der Funktion K. 

Befindet sich P nicht in der Verlangerung von AB, sondern zwischen 
A und B (was man pl'aktisch annahernd dadurch verwirklichen kann, 
daB man sich AB in del' Gestalt einer Rohre denkt, in der sich P ver
schieben kann), so konnen wir die resultierende Kraft K durch die 
folgende Erwagung ermitteln. Befindet sich P naher an B als an A, so 
machen wil' PQ = BP (Abb.135). Die Anziehung, die e' durchQPeriahrt, 
ist die gleiche wie die von P B stammende; da beide entgegengesetzt 
gerichtet sind, heben sie sich auf. Es kommt dahel' fUr die Wirkung 

nul' del' Stabteil AQ in Betracht. Da A von M die Entfernung - .~ 
und Q von J.v1 die Entfernung 2a - -; hat, ergibt sich fUr die Gesamt-
kraft I 

K ~a~:E ~ = kd[~_l2a.-i- = k ElE/[_l_ - _l_J 
J J 1 (a - X)2 I a - x --!, I 1 

_!:... "2- a 2+ a 
2 

e8' a 
= 2k-----

I UY-a 2 ' 
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Die Kraft Kist wieder eine ]<'unktion von a; ihr Verlauf wird durch 
die in Abb. 135 gezeichnete Kurve wiedergegeben. 

Befindet sich P schlieBlich auBerhalb des Stabes AB und seiner 
Verlangerung, so verfahren wir in folgender Weise (Abb. 136). Wir 

!J 

, 
.4" _----'C~~±----'~ 

Abb.135., Abb.136. 

wahlen AB als Abszissenachse und die Mittelsenkrechte von AB als 
Ordinatenachse. P habe dann die Koordinaten a und b. Der Punkt X 

auf AB als Trager der Elektrizitatsmenge + dx habe von M den Ab

stand x; dann betragt seine Entfernung von P, wie man aus dem 
rechtwinkligen Dreieck XPx.P erkennt, v(a - X)2 + b2 • Folglich zieht 

die in X befindliche Elektrizitatsmenge + d x die Elektrizitatsmenge s' 
von P mit einer Kraft 

ul dx 
dK = k . T . (a _ X)2 + b2 

an. Da aber die unendlich vielen Kraftwirkungen dK verschiedene 
Richtungen haben (beispielsweise schlieBt die Richtung AP mit der 
x-Achse den Winkel IX, die Richtung BP mit ihr den Winkel f3 ein) , 
so durfen wir sie nicht ohne weiteres summieren, um die resultierende 
Kraft zu erhalten. Wir zerlegen vielmehr dK erst in zwei Seitenkrafte dX 
und dY, deren Richtungen die der x- bzw. der y-Achse sind, indem 
wir dK mit dem Kosinus bzw. mit dem Sinus des Winkels PXB = rp 
multiplizieren. Da 

a-x 
cosrp = . ., 

y(a - X)2 + b2 

ist, so erhalten wir 

. b 
smrp=---

V(a - X)2 + b2 

ee' b 
d Y = k T V(a _ X)2 + b23 dx. 
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Da alle Teilkrafte dX in dieselbe Richtung fallen und ebenso alle Teil
kriifte d Y, konnen wir sie summieren. Es ergibt sich 

l I 
+2 +2 

X - r ee' __ a_-=-x __ dx - k ee'! a - x dx 
- k l V(a _ X)2 + b23 :- l V(a _ X)2 + b23 

I l 
2 

Die Substitution 

2 

(a - X)2 + b2 = z, 

flihrt das Integral 

-2(a - x)dx = dz 

j. a-x dx 
V(a + X)2 + b 23 

libel' in 

so daB wir erhalten 

wenn wir AP mit la und B P mit h bezeichnen. Ferner ergibt sich 

2 2 

Zur Auswertung des Integrals 

J = f' dx 
• l!(a - x)2-+ b23 

verwenden wir das in (76) 28) S.198 angegebene Verfahren. Wir 
setzen a - x = u, d x = -du und erhalten 

1 du 
J = - yu2 + ljZ3 • 

Nun setzen wir 17.(2 + b2 = z - u, also 

Z2 - b 2 1iU2+b2 = Z2 2+Z b2 , 
u=~, r 

Z2 + b2 
du=~dz, 

und erhalten 

I (Z2 + b 2 ) ·8z3 ! zdz 
J = - 2 :::2 (Z2 + b2)3 d z = - 4 (:::2 + b2)2 • 
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Die Substitution Z2 + b2 = v, 2z dz = dv fiihrt J tiber m 

f dV 2 2 1 
J = - 2 112 = v = Z2 + b2 = (u + Y1t2 + b2) ]I~£2 + b2 

JIU2+b2-u 1 ( u) 1 ( a-x) 
= b2 yu2 + b2 = 1)2 1 - JfU2+ b2 = b2 1 - ]I (a - x)2 + b2 . 

(Zu dem gleichen Ergebnisse gelangt man auf wesentlich kiirzerem 

Wege durch die einzige Substitution a -;; x = ctg -&). Daher wird 

wenn wir die Winkel ex und fJ verwenden. Es ist 

also 

b b 
tgex = --l' tgfJ = --l ' 

a+ 2 a- 2 

llnd demnach, da weiter b = -t-_l -t fJ ist: 
c gIX - C g 

und 

X k eel(. fI . ) 2k ssl . fJ-IX fJ+1X = Tb sm", - smex = lb sm-2 -- cos-2-

ee' SSI. fJ-IX . fJ+IX 
Y = k Tb (cos ex - cos fJ) = 2 k Tb sm -2- sm -2-, -. 

Nunist 20=fJ-ex der Winkel APB, ferner a=-tPWB, wenn 
PW die Halbierende des Winkels AP B ist. Da 

Y fJ+IX 
X = tg-"2- = tga 

ist, folgt, daB die Rich tung der Resultierenden K die der Winkel
halbierenden von APB ist. Die GroBe von K ergibt sich durch die 
Beziehung 88' • 

K = 1 X2 + Y2 zu K = 2k Tb sm 0 . 
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bzen wir Ko = 2k . ~;, wobei Ko nur von den gegebenen· GroBen, 

ht aber von der Lage des Punktes P abhangt, so ist 

K = Kofsino. 

also P gegeben, so konstruiert man s = l sin 0 und findet K 
einfacher Weise durch die Proportion K:Ko = s:b. s wird gleich 

19 fiir alle Punkte P, die auf dem tiber AB den Umfangswinkel 20 
senden Kreisbogen liegen. Die Richtung von K findet man, wie 
en schon erwahnt, durch Halbieren des Winkels AP B. 
Ko ist selbst eine Kraft, und zwar findet man den Punkt Po, fiir 

lchen K = Ko ist, auf der Mittelsenkrechten von AB durch die 
)ziehungen 

. _~ b 
Slnu = --

l 
s ihnen folgt 

,0 = {-(V17 - 1), 

und 
l 

tgo = 2b ; 

:quemer bekommt man einen anderen Punkt P6, fiir den ebenfalls 
= Ko ist, dadurch, daB man tiber AB den Bogen schlagt, der den 

inkel 60 0 faBt und zu AB im Abstande b = ~ die Parallele zieht; 

r Schnittpunkt von Kreisbogen und ParaIlele ist P6; der Beweis 
~ibt sich durch die Uberlegung, daB in diesem FaIle 0 = 30° ist. 
Wir sehen, daB in unserer Aufgabe jedem Punkte der Ebene eine 

~aft von ganz bestimmter GroBe und Richtung zugeordnet ist. Man 
~t: Durch unser Problem ist ein Kraftfeld definiert. In Abb. 137 

~ 

'" 
. ~ { 

, 
I I 

"" 
if" 

/ ..,..-

B 

Abb.13i 



270 Das Integrieren. (98) 

sind an einigen Punkten der Ebene die zugehorigen Krafte nach GroBe 
und Richtung eingetragen; wir erhalten so ein immerhin anschauliches 
Bild von der Anziehungswirkung des Stabes l in ihrer Abhangigkeit 
von der Lage des Punktes P. 

(98) D. [Siehe auch (46) c) S. 114ff.J Unter der wirksamen (effek
tiven) Stromstarke J eines Wechselstromes versteht man den Aus
druck 

hierbei ist T die Periode, i die augenblickliche Stromstarke. Befolgt 

der Strom das reine Sinusgesetz i = S' sinw t, so wird, da w = ~ ist: 

In gleicher Weise berechnet sich die wirksame Spannung dieses 

Wechselstromes zu P = ~\l5~ 
~. T 

Wahrend einer Periode wird die Arbeit A = rip dt vollbracht; 
o 

folglich ist die (mittlere) Leistung des Stromes wahrend der Zeit T 

T 

L = ~ = ~ S' . '43 fSinw t· sin(w t + tp) dt; 
o 

hierbei ist p = '43 . sin (w t + tp) gesetzt, wobei tp die Phasen ver
schiebung [vgl. (46) S.114J bedeutet. Die Auswertung des Inte
grals ergibt 

T T 

j~inw t· sin(w t + tp) dt = ~ f[costp - cos(2w t + tp)J dt 
o 0 

1 [ 1 . ]T T 
= 2 t costp - 2m sm(2w t + tp) 0 = 2 costp. 

Demnach ist die mittlere Leistung 

""jJ3 T "'jJ3 
L = <\5T • 2 cos tp = ~ cos tp = J P ~os tp . 
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E. Ein magnetischer FluB durchsetze einen Teil einer Kraftrohre 
von der Gestalt eines Obelisken (Abb. 138) (Lnftraum zwischen Pol
schuh und Anker); welches ist der Widerstand dieses Rohrteils ~ Da 
der Widerstand dem Querschnitt umgekehrt, der Lange direkt pro
portional ist, erleidet der FluB beim Durch
flieBen der Schicht von .der Hohe d x, die wir 
als einen Quader ansehen konnen, dessen recht-

eckige Grundflache die Seiten a1 - a1 7: a x 
und b1 - ~-1:~ x hat, einen Widerstand 

dx dB = 0 .--... -----

~( a+a')( b-b)' a1 - ~- x b1 - ..1....z-~ - x Abb. 138. 

(e ist ein von dem Stoffe abhangiger Proportionalitatsfaktor, der 
z. B. fill Luft = 1 ist). Folglich ist der gesamte zu iiberwindende 
Widerstand 
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(99) F. Einige Anwendungen des bestimmten Integrals auf die Mechanik 
der Fliissigkeiten. Wir denken uns l ) (s. Abb.139), die Fliissigkeit, deren 
A 0 wagerechte Oberflache 

OABO sei, iibe auf eine 
mitOABOden WinkeliX 
einschlieBende Ebene 

C OA' B'O einen Druck 
~~~~~-r---'--~ 

'8' 
Abb.139. 

aus; unsere Aufgabe solI 
sein, den Gesamtdruck 
der Fliissigkeit auf das 
Flachenstiick F der 
Ebene OA' B'O zu er
mitteln. Wir legen in 
der Ebene OA'B'O ein 

rechtwinkliges Koordinatensystem fest, dessen x-Achse mit 00 und 
dessen y-Achse mit OA' zusammenfalle; irgendein Punkt P dieser Ebene 
mit den Koordinaten OX = x und XP = y hat von der horizontalen 
Ebene OAB 0 einen Abstand P' P = z, und zwar ist, wie aus dem 
rechtwinkligen Dreieck XP' P ohne weiteres folgt, z = Y SiniX. 1st I' 
das spezifische Gewicht der Fliissigkeit, so wird auf das Flachen
element dF von ihr ein Druck ausgeiibt von der GroBe dD = y . z . dF, 
so daB der Gesamtdruck auf die Flache betragt 

D = y /z . dF = y ..r y sin a . dF = y. sina ..r y • dF . 
F F F 

Nun ist aber /y, dF das statische Moment der Flache F beziiglich 
F 

der x-Achse; ist also Ys der Abstand ihres Schwerpunktes S von der 
x-Achse, so ist 

J y • dF = y • . F , 

mithin 
F 

D = y • siniX . Y8' F 
oder 

D=y.F·zs , a) 

wobei Zs der Abstand des Schwerpunktes S von der Oberflache ist. 
Der Druck auf F ist also gleich dem einer wagerecht liegenden 

l!'lache F, deren Abstand von der Oberflache gleich dem ihres Schwer
punktes S ist. 

Wir wollen uns weiter die folgende Aufgabe stellen. Der durch 
Gleichung a) gefundene Gesamtdruck D sei nicht iiber die ganze Flache F 

1) Siehe Wittenbauer: Aufgaben aus der technischen Mechanik 3. Bd. 
Berlin: Julius Springer. 
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verbreitet, sondern greife nur in einem bestimmten Punkte M an; 
wo liegt dieser Punkt, wenn die Wirkung auf die Flache F die gleiche 
sein solI me vorher ~ Der Punkt M heiBt der Druckmittelpunkt; 
seine Koordinaten seien ~, 1], sein Abstand von der Fliissigkeitsober
flache ~. 

Zur Ermittlung von M miissen wir bedenken, daB das statische 
Moment der Kraft D, die wir uns in M angreifend denken, gleich ist 
der Summe der statischen Momente der Elementarkrafte dD. Wahlen 
wir als Momentenachse die y.Achse, so mull sein 

~. D = f x· dD = y f xzdF = y sincx f xy· dF = y sincx· Cxy ; 

il 8 8 

CXy = fxy dF heiBt das Zentrifugalmoment der Flache F beziig. 
1/ 

lich der x· und y.Achse [so (178) S.568]. Da nun nach a) 

ist, so folgt 
D = yFyssincx 

~ _ _ OX1I 
- F .y,. b) 

Durch entsprechende Erwagungen bekommen wir, wenn wir die x·Achse 
zur Momentenachse machen, 

1]' D = fy· dD = y f yzdF = y sincx -f y2 dF = J x ' l' sincx, 
J} F 

wobei J x das uns aus (95) bekannte Tragheitsmoment von F be
ziiglich der x·Achse ist. Nun ist 

J x = J 8x + y!F = e2F + y!F, 

wobei J 8x das Tragheitsmoment beziiglich der zur x·Achse parallelen 
Schwerachse 8x und e der Tragheitshalbmesser von F beziiglich 8x ist. 
Wir bekommen daher 0 flO 

Z C 

t-~b 
~ . a. 

J x e2 

1] = F. Y = Ys + 'y-, ., 
SchlieBlich folgt 

c) 

Abb.140. 
2 

~ = 17' sincx = Zs + _I.? sin2 cx. z, d) 

Beispiel: Ein Rechteck liege in einer vertikalen Ebene (siehe 
Abb. 140). Welchen Fliissigkeitsdruck erleidet es und wo liegt der 
Druckmittelpunkt ~ 

dD = y. z· adz, 
c+b 

D = lazy dz = ay [~1:+b = a; [2 cb + b2] = ~ yab (2 c + b) . 
c 

Wicke, Ingenieur·Mathematik 1. 18 
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c+b 

1;. D =far Z2 dz = ay [Z3]C+b = 2- ab(3e2 + 3be + b2), 
3 c 3 

c 

Der Druckmittelpunkt liegt auf der zur Seite b parallelen Mittellinie 
des Rechtecks. In diesem Beispiele haben wir die Integration, urn 
das Verstandnis zu erleichtern, nochmals durchgefiihrt; wir hatten das 
Ergebnis auch unmittelbar mit Hilfe der Formeln c) und d) finden 
konnen. 

Zur Erlauterung diene das Beispiel: Ein auf der Spitze stehendes 
Quadrat liege in einer vertikalen Ebene (Abb.141). Nach a) ist 

o t! 0 D = l' . a2 (e + ; V'2} 

__ ;L_~ ____ , 
Abb.141. 

Zerlegt man das Quadrat durch die horizon
tale Diagonale in zwei Dreiecke, so erhalt 
man fur das Tragheitsmoment des Quadrats 
mit Hilfe von Beispiel e) S.261 

1 a2 a4 

J s = l' . (f a2 '"2 = r 12 = ya2 • (j2. 

Folglich ist (2= ~ 13, und demnach der Abstand 1; des Druckmittel

punktes von der Oberflache 00 nach d) 

a ,/- a2 12 c2 + 12 a c Y2. + 7 a2 a2 + 12 e2 
1; = e + - y2 + = ---- = -~-

2 12(C+;V2) 6(2c+ay2) 12e 

Einige Anwendungen. a) Zwischen einer vertikalen Wand 
(Abb.142) OV und einer Wand OA, die urn eine durch 0 gehende 

Abb.142. 

horizontale Achse drehbar ist, ist eine Fliissigkeit 
vom Gewicht G und dem spezifischen Gewicht I' 
eingeschlossen; die Lange des durch diese beiden 
Wande und zwei zur Achse senkrechte Wande ge
bildeten GefaBes sei a. Mit der GroBe von ex: wird 
sich der Druck D auf die Wand OA und das auf sie 
ausgeiibte Moment M beziiglich der durch 0 gehen
den Achse andern; der Zusammenhang zwischen D 
und ex: bzw. zwischen M und ex: soli aufgesucht 

werden. Bezeichnen wir mit b = OA die Breite der Seitenwand, so 
ist der Rauminhalt des GefaBes 

v = a· ~ bsin1X·bcoS1X, 
ab2 • G 

V = - sln2 IX = - . 4 y , 
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also ist 

V~-b-2 ---
- yasin2lX' 

Nun ist nach Formel a) 
b y 2G 

D = 'Y·ab.- = -ab2 = -.-. 
2 2 sm2lX 

Der Druck ist also dann am kleinsten, wenn (X: = 45 0 ist; Dmin = 2 G . 
Um das Moment zu bestimmen, bedenken wir, daB der im Abstande x 

von 0 befindliche Flachenstreifen dF = a' dx das Moment 

dM = 'Y . a· dx • (b - x) cos (X: • x, 

also die ganze Wand das Moment 
b 

M = (rax(b - x) cos (X. dx 
o 

auszuhalten hat. Es ist demnach 

[ b X3jb ab3 
M = racos(X. 2X2 - 3' 0 = rTcos(x: 

ya 8GYG 
= 6' ya.fr(i· 

Wir sehen, daB dieses Moment am kleinsten wird fiir einen Winkel (X., 

fiir welchen sin3 (X. cos (X: ein Maximum ist. Um dieses zu bestimmen, 
bilden wir 

aus dieser Gleichung folgt tg (X. = l'3, also (X: = 60 0 • Das kleinste 
Moment, das die Fliissigkeitsmenge G iiberhaupt ausiiben kann, ist 
demnach 

4 V6G ~/9 Mmin = 27 G • ya' f3. 

b) Hat der Querschnitt des GefaBes die Ge
stalt eines Trapezes von den Abmessungen der 
Abb. 143,_ und ist z die Tiefe der in ihm ent

§1 ----
-- z 

- -o-~_1 
Abb.143. 

haltenen Wassermenge vom Gewichte G, so ist nach a) der Druck 
auf die schrage Seitenflache 

1 Z2 
D=-r· a -2 sinlX ' 

wobei sich (X: aus der Gleichung bestimmt: 

18* 
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Eliminiert man (X, so ergibt sich 

D =.~ Vy2a2z4 + 4(G - yabz)2. 

Del' Druck hangt also, wie schon vorauszusehen war, von del' durch 
den Neigungswinkel ex bestimmten Wassertiefe z ab; er ist am kleinsten 

fUr den Wert z, den man aus del' Gleichung ~ = 0 erhalt. Er ist 
bestimmt durch die Gleichung 

Z3 + 2 b2 Z - 2 fj!}!. = 0 . (Ableiten!) 
ya 

Das Druckmoment um 0 ist 
1 z 1 Z3 

M = '3 D sin IX = 6 ya sin2 eX ' 

wie del' Leser durch Integration selbst finden moge. 

1 
M =- [y2 a2z4 + 4(G - yabz)2]. 

6)' az 

~ + 4 b2 2 4 G2 - 0 z 3- z + 3)'2 a2 - , ist. 

c) In eill halbkugelformiges, mit Flussigkeit gefUlltes GefaB wird 
eille Zwischenwand OA eingefUgt; del' auf sie ausgeubte Druck ist zu 

Abb. 144. 

ermitteln. Nach a) ist 

D = y . nr2 cos2 ex . rcosex sin ex = y nr3 cos3 ex sin ex . 

D wird ein Maximum fUr 

tgex = ~ 1:'f, also IX = 30 c ; 

Dmax = -frr )' n r 3 Y3- . 
Die Tiefe !; des Druckmittelpunktes berechnet sich nach d), da 

Zs = rcosex sin ex und nach (96) Beispiel g) S.263 (} = ; cosex ist, zu 
. r2 cos2 iX. 5 . 

!; = r cos ex sm ex + 4 . sm2 ex = -4 r cos ex 8m ex ; 
r cos iX SIn iX . 

also liegt del' Druckmittelpunkt am tiefsten, wenn ex = 45 0 ist, 

!;max = .~ r. 

(100) G. Ermittlung der AusfluBzeiten. Ein GefaB sei bis zu einer 
bestimmten Hohe h mit Wasser gefUllt; es besitze am Boden eine Off
nung A vom Flacheninhalte t, durch welche das Wasser ausflieBt. Die 
Zeit t, die das Wasser braucht, bis del' Wasserspiegel eine Hohe x er
reicht hat, ist - bei Zugrundelegung des Torricellischen Gesetzes 
v = y2gx - wesentlich abhangig von del' Gestalt des GefaBes. Hat 
del' in del' Hohe x durch das GefaB gelegte wagerechte Querschnitt den 
Flacheninhalt y, so vermindert sich del' Wasserinhalt J des GefaBes 
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bei einer Senkung des Spiegels um dx um den Betrag y' dx; dieser 
flieBt durch die Offnung A abo Da das Wasser durch diese mit der 
Geschwindigkeit v = -V2g x stromt, also im Zeitelement dt durch A die 
Wassermenge 

f . v . dt = f . -Vigx dt 
abflieBt, welche entgegengesetzt gleich der oben 
gefundenen Wassermenge y. dx sein muB, so ist 

y dt = --=dx 1). 
IY2gx 

Folglich liefert die Formel 

;C Ahb. 145, 

t = - fI!~~Ilx dx a) 
h 

die Zeit, welche benotigt wird, damit der Spiegel von der Hohe h auf 
die Hohe x sinkt, und demnach ist 

o 
l'y 

T = - nl:r~j yx dx b) 
h 

die AusfluBzeit des Wassers aus dem GefaBe. 
Beispiele, a) 1st das GefaB zylindrisch, also y = na2 , wenn a 

der Grnndkreishalbmesser des Zylinders ist, so ist 

t = - ~~: [2 V x l~ 
oder 

t = ~JTa2 (lih - )Ix) = ~.:_ (l/h - t,;:) , 
IY2g hlY2g \ 

wobei J 
ist nach 

der ursprungliche Wasserinhalt des GefiiBes ist. Demnach 
Verlauf der Zeit t der Wasserspiegel auf die Hohe 

x = (l/h - hJ/Ji tr 
gesunken; die AusfluBzeit betragt 

T=-~-!. 
fJl2 g h 

b) Hat das GefiiB die Gestalt eines Kreis
kegelstumpfes, wie ihn Abb.146 im Achsen
schnitte darstellt, so ist 

r = r + 1] - r2 X 
2 h ' also 

Abb.146. 

1) Das Minuszeichen ist in dem Umstande begriindet, daB die'Vassermenge 
y d x eine Verminderung des Inhaltes des GefaBes, dagegen die Wassermenge 
f . Y2 g x d t eine V e r m e h run g des ausgeflossenen Wassers bedeutet. 
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Damit ergibt sich 

;--:1':2 ., .. x 2 X . 2)] -1 x (lor~ + 10r2 (11 - 1 2) h + 3 (r1 - r2) h2 , • 

Mithin ist 

T '2" VI " " 
=--=(3fi + 4r1 f2 + 812)-· 

15tV2g 

1st f 2 = 0, also das GeHiB ein gerader Kreiskegel, dessen Spitze naeh 
unten geriehtet ist, so betragt die AusfluBzeit 

r-
T = 2" t~ ri = 6J, . 

5/V2g 5tY2gh 

1st dagegen die Spitze nach oben gekehrt (f1 = 0), so ist 

T=.!.6"Yhr7,=16, J ... ; 
15/V2g" 5 /V2gh 

sie ist also groBer als im ersten FaIle, naIhlieh das ,~faehe. 
c) Man zeige, daB die AusfluBzeit aus einem kugelformigen 

GefaBe, dessen Halbmesser fist, 

T = .±....!-c' 
5 tVgr 

betragt, ferner, daB sie sieh fUr ein zylindrisehes GefaB vom Grund
kreisradius f, wobei abel' die Zylinderaehse horizontalliegt, auf 

4 J T=---cc 
3 tV~~qr 

belauft. 
Sowoh1 die hier behandelte Integralreehnung als aueh die Diffe

rentialreehnung erlauben noeh viele fruehtbare Anwendungcn, be
sonders auf Kurven und Flaehen. Hierzu miissen wir abel' erst Wesen 
und Verfahl'en del' analytischen Geometrie auseinandersetzen und diese 
in Verbindung mit del' 1nfinitesimalreehnung auf Kurven und Flaehen 
im allgemeinen anwenden, wobei wir besonclers den teehniseh wichtigen 
unser Augenmerk zuwenclen wollen. 



Dritter Abschnitt. 

Analytische Geometrie der Ebene. 

§ 1. Die Koordinatensysteme. 
(101) Die analytische Geornetrie hat es zu tun mit der Darstellung 
geometrischer Gebilde und Beziehungen durch algebraische Mittel und 
der Losung geometrischer Aufgaben auf rechnerischem Wege. Zu 
diesem Zwecke sind in erster Linie die geometrischen Grundgebilde, 
die Punkte, durch Zahlen eindeutig darzustellen. Wir wollen zunachst 
den einfachsten Fall betrachten, daB die Punkte samtlich auf einer 
Geraden angeordnet sind. 

A. Punkte auf einer Geraden. Urn einen Punkt P auf der Ge
raden g (Abb. 147) festzulegen, wahlt man auf g einen festen 
Punkt 0, den Anfangspunkt, Ursprung, Nullpunkt. 0 teilt 
g in zwei Strahlen, die zwei entgegengesetzte Ric h tun g e n be
stimmen. Diese beiden Richtungen sollen durch Vorzeichen unter
schieden werden, und zwar wollen wir den nach rech ts gerichteten 
Strahl in Abb. 147 als den 
positiven, den nach links 
gerichteten als den negati yen 
Strahl bezeichnen. SchlieBlich 

Abb.147. 

P 
I g '"+ 

wahlen wir eine bestimmte Strecke OE = e als die Einheitsstrecke. 
Jetzt konnen wir jedem Punkte P der Geraden eine Zahl zuordnen, nam
lich die Zahl, die angibt, wie oft sich die Einheitsstrecke e auf OP auf
tragen laBt. Enthalt OP x Einheiten, so nennt man x die A bszisse des 
Punktes P. x kann aIle Werte von - 00 bis + 00 durchlaufen, und 
zwar ist x positiv, sobald P auf dem positiven Strahle, dagegen 
negativ, wenn P auf dem negativen Strahle liegt, oder wenn man 
von 0 nach P in positiver bzw. negativer Bewegungsrichtung gelangt. 
Praktische Anwendung finden diese Festsetzungen an vielen Apparaten, 
z. B. bei den Thermometern. Hier hat man ebenfalls einen festen 
gewahlten N ullpunkt, eine positive und eine negative Richtung und 
eine feste Einheit, die < als ein Temperaturgrad bezeichnet wird. 
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Zu jedem Punkte P gehort somit stets ein, aber auch nur ein Zahlen
wert x, die Abszisse, und umgekehrt gehort zu jeder beliebigen Zahl x 
stets ein, aber auch n ur ein Punkt P, dessen Abszisse gleich x ist. 

Wir konnen nun leicht die Lange von Strecken, die sich auf g 
befinden, bestimmen. Sind namlich die Abszissen Xl und X 2 zweier 
Punkte PI und P 2 gegeben, so ist auch ihre Entfernung P 1 P 2 bestimmt 
und muB sich aus Xl und x2 berechnen lassen. Da nun die Abszissen
achse eine bestimmte Richtung hat, kommt jeder Strecke auf ihr 
ebenfalls eine solche zu. Versteht man bei der Strecke P1 P 2 ein Durch
laufen von PI (Anfangspunkt) nach P 2 (Endpunkt), so folgt sofort, 
daB P 1 P 2 und P 2 P 1 nicht identisch, sondern entgegengesetzt gleich 
sind: P 2 P 1 = -PI P 2 • Aus diesem Grunde ist auch, wenn PI die 
Abszisse Xl hat, 0 PI = Xl' dagegen PI 0 = - (0 PI) = - Xl' Wie auch 

n 'n die Punkte PI und P 2 auf g liegen 
f. 'F1 @ '2 '~, 

-8 '-3' '+1 '+3 +7 " £>+ mogen, stets wird der Ab-
Abb.148. stand PI P 2 dargestellt durch 1) 

x 2 - Xl' So ist in Abb.148 

P I P 2 = +7 - (+3) = +4, 

P I P 3 = -3 - (+3) = -6, 

P I P 4 = -8 - (+3) = -11, 

P 2 P I = +3 - (+7) = -4, 

P 2 P 3 = -3 - (+7) = -10, 

P 2 P 4 = -8 - (+7) = -15, 

P 3 PI = +3 - (-3) = +6, 

PaP 2 = +7 - (-3) = +10, 
P aP 4 = -8 - (-3) = -5, 

P 4 P I = +3 - (-8) = +11, 

P4 P 2 = +7 - (--8) = +15, 

P 4 P3 = -3 - (-8) = +5. 

Wir erkennen, daB das Ergebnis stets die Strecke nach Vorzeichen 
und GroBe richtig angibt. 

Die Lange einer Strecke erhalt man, indem man von der 
Abszisse des Endpunktes die Abszisse des Anfangspunktes 
abzieht. 

Weiter ist 

oder 
2) 

Die Lange eines zusammenhangenden Streckenzuges auf 
einer Geraden erhalt man, wenn man von der Abszisse des 
Endpunktes die Abszisse des Anfangspunktes subtrahiert. 

p Wahlt man einen neuen N ullpunkt 0', 
------,&&-----~&~'---+I--~ 

-a.->-- der bezuglich des alten Nullpunktes 0 die 
Abb.149. Abszisse 00' = a hat (Abb. 149), so ge-

horen zu einem bestimmten Punkte P 
zwei Abszissen X und x'; X beziehe sich auf den Nullpunkt 0, x' auf 
0'. Es ist also OP = X, O'P = x'. Nun ist fur jede Lage der drei 
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Punkte 0, 0', P nach 2) 
OP ~ 00' + O'P 

oder 
x = a + x' und x' = x - a. 3) 

Verschiebt man den Nullpunkt um die Strecke a, so ist 
die alte Abszisse eines beliebigen Punktes gleich der Summe 
aus der Abszisse a des neuen Nullpunktes und der neuen 
Abszisse des betreffenden Punktes. 

(102) Eine zweite Moglichkeit, einen Punkt P auf der Geraden g 
durch eine Zahl festzulegen, eroffnet folgender Weg (Abb. 150). Man 

.• I I I I I I !it I I "! I ~ I Ez I g :L -~ -:/:, -10 -f -~ -0+ +i +1 +i 1+j +1.iL+6 +00- -8 -~ -5 -i -lj -4..::L 
-1 -1 

Abb.150. 

wahlt auf g zwei feste Punkte El und E 2 , die sog. Festpunkte. Dann 
soIl zu dem Punkte P das Verhaltnis 

EP }, = __ 1_ 4) 
PE2 

gehOren; Ie heiBt das Teilverhaltnis des Punktes P. In Abb. 150 sind 
an eine Anzahl von Punkten die Teilverhaltnisse angeschrieben, und 
man erkennt, daB zu jedem Punkte ein und n ur ein solches Teil
verhaltnis Ie gehort, und daB umgekehrt zu jeder Zahl Ie ein und nur 
ein Punkt gehort, dessen Teilverhaltnis gleich Ie ist. Wandert P von E1 
bis zum Mittelpunkte M von E 1 E 2 , so ist Ie bestandig positiv und ein 
echter Bruch, wachst also von 0 bis 1; wandert P von M bis E 2 , so ist Ie 
bestandig positiv und ein unechter Bruch, wachst also von 1 bis + CXJ ; 

wandert P iiber E2 hinaus, so ist Ie stets negativ (da PE2 negativ 
ist) und ein unechter Bruch, wachst also von - CXJ bis -1; nahert sich 
dagegen P aus unendlicher Ferne von links dem Punkte E1 , so ist Ie stets 
negativ (da EIP negativ ist) und ein echter Bruch, wachst also von -1 
bis O. Dem Punkte El kommt das Teilverhaltnis Ie = 0, dem Punkte M 
das Teilverhaltnis Ie = 1 zu. Der Punkt E2 scheint zwei Teilverhaltnisse 
zu besitzen, namlich Ie = + CXJ, wenn man sich ihm von El aus, und 
Ie = - =, wenn man sich mm von der anderen Seite her nahert. Das 
wiirde aber mit der Forderung im Widerspruche stehen, daB zu jedem 
Punkte nur ein einziges Teilverhaltnis Ie gehort. Wir vermeiden diesen 
Widerspruch dadurch, daB wir + CXJ mit - CXJ identifizieren [vgl. (45) 

S.105; tg % = ± CXJ]. Ebenso scheint es zwei Punkte zu geben, die das 

Teilverhaltnis -1 besitzen, namlich der linke und der rechte unendlich 
ferne Punkt von g. Auch dieses wiirde im Widerspruche zu der For
derung stehen, daB zu jedem Teilverhaltnis nur ein Punkt gehort. Diesen 
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Widerspruch vermeiden wir dadurch, daB wir festsetzen: Die Gerade 
hat nur einen (uneigentlichen) unendllch fernen Punkt, eine Vorstellung, 
die uns verstandlich wird, wenn wir gals den Grenzfall eines Kreises, 
der ja eine geschlossene Linie ist, auffassen, dessen Halbmesser iiber 
aIle Grenzen hinaus wachst. 

Erwahnt werden moge, daB dieser Begriff des Teilverhaltnisses prak
tische Bedeutung gewinnt bei Messung des elektrischen Widerstandes 
eines Leiters durch die Wheatstonesche Briicke. Um namlich den 

w 

L 

1£2 

Widerstand w des Lei-
tungsstiickes AL mit dent 
des Leitungsstiickes LB, 
der HI betragen moge, zu 
vergleichen, gleitet man 
mit dem Ende P der 
Leitung L P, in die ein 

Abb. 151. Galvanometer G einge-
schaltet ist, so lange auf 

,der Leitungsschiene A B entlang, bis das Galvanometer auf Null 
weist, d. h. die Leitung LP stromlos ist. Dann ist w:l Q = AP:PB. 
Da A = ;~ das Teilverhaltnis des Punktes P auf der Strecke AB 
ist, so ist w = A - Q. Schreibt man also an die einzelnen Punkte die 
Teilverhaltnisse an, so kann man ohne weiteres den Widerstand von AL 
auf der Briicke ablesen. 

(103) Wir haben somit zwei Verfahren kennengelernt, um einen 
Punkt P auf der Geraden durch eine Zahl eindeutig festzulegen: das 
Abszissenverfahren und das Verfahren des Teilverhaltnisses A.. 
Hieraus folgt, daB man aus der Abszisse eines Punktes auch sein Teil

e E" MP 
I I 

Abb.152. 

verhaltnis berechnen kann und 
umgekehrt. 1st in Abb.152 
o der Nullpunkt, und sind Xl 

und X 2 die Abszissen der beiden 
Festpunkte EI und E 2 , ferner OP = X die Abszisse des beliebigen 
Punktes P und A sein Teilverhaltnis, so· muB gelten 

EIP EIO+OP -XI+X 
FE; = PO+OE2 = -X+ x2 ' 

also 
A - x - Xl 5a) 
-x2 -x· 

Formel 5 a) berechnet das Teilverhaltnis A von P aus der Abszisse x 
von P. Losen wir 5 a) nach X auf, so erhalten wir 

Xl + AX2 b) x=-l+l 5 

5b) b~rechnet umgekehrt aus dem Teilverhaltnis A die Abszisse x. 
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Da fur den Mittelpunkt M der Strecke EIE2 das TeilverhaItnis 

gleich 1 ist, so ist die Abszisse von M nach 5 b) 

xt + X2 
X", =-2-. 

Die Abszisse des Mittelpunktes einer Strecke ist das arith

metische Mittel aus den Abszissen ihrer Endpunkte. (Leite 

dieses Ergebnis unmittelbar aus der Abbildung ab!) 

Aufgabe: Es sei 

a) Xl = 7, x2 = 20; b) Xl = -5, X 2 = 8; 

c) Xl = 5, x2 = -7; d) Xl = 18, x2 = 8; 

e) Xl = -3, x2 = -15. 

Suche durch Rechnung und Zeichnung die Teilverhaltnisse der Punkte 

mit den Abszissen 

X = 0, 4, 10, 25, -1, -7, -13, -24. 

Suche durch Rechnung und Zeichnung die Abszissen der Punkte, deren 

Teilver haItnis 

A=-L -to -to 1, 2, 7, 

ist. (100 Aufgaben.) 

--}, 9 _-go, -0,4, -2, -4, -6 

(104) B. Der Punkt in der Ebene. Um einen Punkt in der Ebene 

festzulegen, kann man ebenfalls verschiedene Wege einschlagen; die 

• zwei wichtigsten sollen hier behandelt 

werden. Man wahlt (Abb. 153) einen 

festen Punkt 0, den Koordinaten

anfangspunkt, Ursprung, Null

punkt, und zieht durch ihn zwei Ge

raden, dieKoordina tenachsen, die 

einen Winkel (J), den Koordinaten

winkel, miteinander einschlieBen 

mogen. Die eine Achse, die meist 

horizontal gelegt wird, wird als 

Abszissenachse, gewohnlich x

Achse, die andere, deren Lage nun 

durch (J) bestimmt ist, als die Or

dinatenachse, gewohnlich y-Achse, 

I 

1I I-----=---,p 

III 

Abb.153. 

bezeichnet. Beide werden durch 0 in zwei Strahlen zerlegt, die man 

durch das Vorzeichen unterscheidet. Dabei wahlt man im allgemeinen 

auf der Abszissenachse die nach rechts weisende, auf der Ordinaten

achse die nach 0 ben weisende als positive Richtung. SchlieBlich 

wahlt man fur beide Achsen eine bestimmte Langeneinheit. 
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Um einen Punkt P festzulegen, zieht man durch ihn zu den beiden 
Achsen die Par a 11 e 1 e n P X und P Y ; man nennt die Strecke 
OX = YP = x die Abszisse unddie Strecke OY = XP = y die 
Ordinate von P; beide fUhren den gemeinsamen Namen Koordinaten 
des Punktes P. Die Beziehung zwischen Punktlage und Wertepaar 
der Koordinaten ist, wie man sich leicht uberzeugt, eindeutig. Zu 
jedem Punkte P gehort ein und nur ein Wertepaar xiy; und zu jedem 
Wertepaare xly ein und nur ein Punkt P. Wie auf der Geraden 
eine Zuordnung zwischen Punkt und einer Z ahl (Abszisse) besteht, 
so in der Ebene Zuordnung zwischen Punkt und einem Zahlen p a a r. 
Ein System, das erlaubt, einen Punkt durch Koordinaten festzu
legen, heiBt ein Koordinatensystem. In unserem FaIle bedarf es 
der durch den Punkt gehenden ParaIlelen, um seine Koordinaten Zll 

finden; man nennt daher dieses System ein Parallelkoordinatensystem. 
Der gebrauchlichste SonderfaIl nimmt als Koordinatenwinkel w den 
rechten Winkel; bei ihm stehen also die beiden Koordinatenachsen 
aufeinander senkrecht. In diesem FaIle nennt man das ParaIlel
koordinatensystem rechtwinklig oder spricht kurzweg von einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem. 1st w =10 lR, so heiBt das 
System ein schiefwinkliges Parallelkoordinatensystem. Die 
beiden Koordinatenachsen zerlegen die Ebene in vier Teile, Qua dr ant e n 
genannt, die mit den Nummern I bis IV versehen werden. Und zwar 
wird der erste Quadrant von der positiven Abszissen- und positiven 
Ordinatenhalbachse begrenzt, der zweite von der positiven Ordinaten
und der negativen Abszissenhalbachse, cler dritte von der negativen 
Abszissen- und der negativen Ordinatenhalbachse und der vierte von 
der negativen Ordinaten- und der positiven Abszissenhalbachse begrenzt. 
Uber die Vorzeichen der Koordinaten eines beliebigen Punktes gibt 
fUr die einzelnen Quadranten die nachstehende Tafel Auskunft, deren 

Abb.154. 

Richtigkeit durch einfache Uber
legung bestatigt wird: 

~ __ I __ ~_I_I~ __ I_II __ ~_IV __ 

; I t + 
+ 

Einige An wend ungen der 
ParaIlelkoordinaten mogen fo1-
gen (s. Abb. 154). 

Jedem Punkte der x-Achse 
kommt die Eigenschaft zu, daB 
seine Ordinate den Wert Null 
hat; umgekehrt ist y = 0 die 
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Bedingung dafiir, daB der Punkt auf der x-Achse liegt; y = 0 wird daher 
die Gleich ung der x-Achse genannt. Entsprechend findet man als G lei
chung der y-Achse x = O. Man sieht weiter, daB die Gleichung y = b 
von den Ordinaten alier derjenigen Punkte erfiillt wird, welche auf 
derjenigen Paralielen zur x-Achse liegen, die auf der y-Achse das Stiick b 
abschneiden; man nennt daher y = b die Gleichung dieser Paralielen. 
Man deute die Gleichung x = a. 

Der Punkt Po habe die Koordinaten Xo und Yo; irgendein Punkt P 
auf der Geraden OPo mage die Koordinaten x und y haben. Aus der 
Ahnlichkeit der Dreiecke OXP und OXoPo folgt ohne weiteres, daB 

y:x = Yo:xo ist; folglich ist y = ~o_. x die Gleichung der Geraden 
o 

OPo, da sie von den Koordinaten eines jeden Punktes dieser 
Geraden erfiillt wird. Man beweise, daB y - x = 0 die Gleichung 
der Halbierenden w des Koordinatenwinkels w und seines 
Scheitelwinkels, und daB y + x = 0 die Gleichung der Hal
bierenden w' des Nebenwinkels zu wist. Man iiberzeuge sich 
weiter, daB jede durch 0 gehende Gerade eine Gleichung von der Form 
y = A x hat; beispielsweise suche man Punkte, deren Koordinaten die 
Gleichung y = } x oder die Gleichung y + 2 x = 0 erfiillen. Diese 
Betrachtungen gelten fUr j edes Parallelkoordinatensystem, ob es nun 
schiefwinklig oder rechtwinklig ist. 1m folgenden wollen wir uns auf 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem beschranken. 

In Abb. 155 ist um 0 ein Kreis vom Halbmesser c geschlagen; auf 
ihm liege der Punkt P (xl y). Welche Bedingung miissen seine Koordi
naten erfiillen? Aus dem rechtwinkligen Drei
ecke OXP folgt ohne weiteres 

x2 + y2 = c2. 

Diese Gleichung wird von den Koordinaten 
j edes Punktes dieser Kreislinie erfiillt, wie 
man sich leicht iiberzeugt; man nennt daher 
die Gleichung 

6) 

die Gleichung des Kreises, und zwar, weil 
der Mittelpunkt des Kreises" mit dem Koordi

y 

+------¥----+-~x 

Abb.155. 

natenanfangspunkt zusammenfallt, die Mittelpunktsgleichung des 
Kreises vom Halbmesser c. - - - - -- • 

Diese Mitte1punktsgleichung fUr den Kreis gilt nur im rech twink
ligen Koordinatensystem. 1m schiefwink1igen Koordinatensystem 
lautet die Gleichung, wie leicht mittels des -Kosiitussatzes nachzuweisen 
ist (s. Abb. 154), 

x2 + 2xycosIJJ + y2 = c2 • 
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(Mittelpunktsgleichung des Kreises im schiefwinkligen Koordinaten
system.) 1m Anschlusse hieran suche man durch punktweise Konstruk
tion die Gestalt der Kurve zu ermitteln, deren Gleichung im schief
winkligen Koordinatensystem X2 + y2 = c2 lautet. 

Man konstruiere, sowohl im rechtwinkligen als auch im schiefwink
ligen Koordinatensystem, punktweise die Kurven von der Gleichung 

x2 + 2 y2 = c2, x2 _ y2 = c2, x2 _ 2 y2 = c2, y2 _ x2 = c2. 

Dabei ist zu beachten, daB man unter der Gleichung einer Kurve 
eine Gleichun:g versteht, die von den Koordinaten aller 
Punkte der Kurve erfiillt wird. 

(105) Einen anderen Weg, Punkte in der Ebene eindeutig festzulegen, 
eroffnet das Polarkoordinaten~~~~em. Wir wahlen in der Ebene einen 
festen Punkt 0, den Nullpunkt, Ursprung, Pol, und von ihm 
ausgehend einen Strahl (im allgemeinen wagerecht nach rechts), den 
Anfangsstrahl. Um einen Punkt P der Ebene festzulegen, verbinden 
wir 0 mit P; die Strecke OP =:= r heiB.t-ll.eLl!ei,ts~rahl, Radius
vektor, Fahrstrahl von P, und der Winkel 1} , um den man den 
Anfangsstrahl drehen muB, bis er mit OP zusammenfallt, heiBt die 
Amplitude oder Anomalie von P. Man hat die Drehung--~:;;'tgegen 
dem Uhrzeigersinne als positive Drehung festgelegt und bezeichnet 
daher umgekehrt die Uhrzeigerdrehung als negative. Die Amplitude 1} 
kann also aIle Werte von - (Xl bis + (Xl durchlaufen. Der Leitstrahl 
dagegen wird, wenn nicht besonderer AnlaB vorhanden ist, ohne Vor
zeichen eingefiihrt; er ist im allgemeinen eine absolute GroBe. 

Es ist ohne weiteres verstandlich, daB zu einem gegebenen Werte
paare r und 1) sich stets ein und auch nur ein Punkt P finden laBt; 
r und 1} heiBen seine Polarkoordinaten. Zur Ubung suche man 
die Punkte mit den Polarkoordinaten 

a) r = 3 em, 1} = 45 0 ; 

c) r=7cm, 1}=225°; 

e) r = a, 1} = - 53 0 ; 

b) r = 12 em, 1} = 172 0 ; 

d) r = 8 em, 1} = 427 0 ; 

f) r = b, 1} = 4 (BogenmaB!) ... 

Andererseits gehort zu einem bestimmten Punkte P zwar stets 
ein und auchnur ein Leitstrahl r=OP (r absolut vorausgesetzt), 

aber unendlich viele Amplituden. Um bei
spielsweise in Abb. 156 den Anfangsstrahl 
mit OP zur Deckung zu bringen, konnen wir 
ihn um den Winkel1} drehen; wir konnen ihn 
aber auch um den Winkel1}' drehen, also eine 
volle Drehung mehr ausfiihren; ebenso kon-

Abb. 156. nen wir beliebig viele Volldrehungen hinzu-
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Ngen. Auch durch Drehungen im negativen Sinne (s. '1')") liiBt sich 
die Lage von OP erreichen. AIle diese unendlich vielen Drehwinkel sind 
Amplituden zu P; sie stehen aber in engem Zusammenhang unterein
ander. 1st namlich eine Amplitude {} bekannt, so ist jede andere 
Amplitude von P von der Form 

{} + k· 360° bzw. {}+:!.kn, 
je nachdem ob man die Amplituden im GradmaB oder im BogenmaB 
miBt; kist hierbei irgendeine positive oder negative ganze Zahl. In 
Abb. 156 ist 

fj = 75°, {}' = 75° + 1 . 360° = 435°, 

'I')" = 75° + (-1).360° = -285° 

oder im BogenmaB 

{} = -l\n, {)' = -f',[n + 1· 2n = 2-f2- n = Hn, 
'1')" =l'[ n + (--1) ·2 n = --i ~ n. 

Jede Gleichung zwischen r und {} stellt die Gleichung einer Kurve 
dar; hierbei ist die Kurve die Gesamtheit aller Punkte, deren Polar
koordinaten r und {} diese Gleichung erfullen. Einige einfache Beispiele 
mogen dies naher erlautern. 

a) Die Gleichung_ r = a wird von allen Punkten erfullt, fiir welche 
der Leitstrahl, welches auch die Amplitude sei, die Lange a hat; alle 
diese Punkte liegen aber auf dem urn 0 mit dem Halbmesser r = a 
geschlagenen Kreise. Folglich ist r = a die __ gleicl1.:':l!l:.g_die~~~E_E)~s~. 

b) Der Gleichung {} = ex genugen aIle Punkte, fur welche, wie 
groB auch der Leitstrahl sein mag, die Amplitude die GroBe ex hat; 
diese Punkte liegen aber samtlich auf dem von 0 ausgehenden Strahle, 
der mit dem Anfangsstrahle den Winkel ex einschlleBt. Folglich ist 
{} =ex die Gleichung dieses Strahles. 
-. c) Dfe--e'hl£achsteGleichung;die zwischen r und {} besteht, ist die 
lineare Gleichung 

7) 

sie sagt aus, daB der Leitstrahl proportional der Amplitude zunimmt. 
Fiir fj = 0 ist r = 0; d. h. der Nullpunkt ist selbst ein Punkt der Kurve. 
Mit wachsendem {} entfernt sich der zugehorige Punkt immer mehr 
vomNullpunkt. Nach einem Umlauf, d. h. fur {}=2n ist r=2na=b. 
Die Kurve (Abb. 157) heiBt dieAI:.cl.l:Lr.l:l:~di~ch!:l_t3_pi:r:~le_j_sie schneidet 
jeden Leitstrahl in unendlich vielen Punkten, die urn die ·Strecke b 
voneinander abstehen. Berucksichtigt man auch negative Amplituden, 

so muB man auch negative Leitstrahlen einfuhren; so ist fur {}= ~}. 
1 b 

r=-3 na =-6' 
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Diese Strecke ist abel' llicht auf dem zu t} = - i gehorigen Strahle, 

sondern auf seiner RlickwartsverHingerung libel' 0 hinaus abzutragen; 
man gelangt so zu dem Punkte P' in Abb. 157. Auf diese Weise wird 
die Archimedische Spirale selbst libel' 0 hinaus verlangert; del' zu nega
tiven Amplituden gehorige Kurvenzweig ist in del' Abbildung gestrichelt 
angedeutet. Man erkennt, daB sich die Archimedische Spirale unendlich 
oft selbst liberschneidet; diese Schnittpunkte sind alle auf del' durch 0 
gehenden Normalen zum Anfangsstrahle verteilt. Weiteres libel' diese 
Kurve siehe spateI' S.405. 

(106) Da sich ein bestimmter Punkt in del' Ebene sowohl durch Parallel-
koordinaten als auch 

I 
I 

f , , , 
\ 

\ , 
\\ 

Abb.157. 

durch Polarkoordinaten eindeutig festlegen laBt, 
muB es moglich sein, die einen 
aus den anderen abzuleiten. 
Besonders einfach werden diese 
Formeln, wenn'wirein recht-

y 
p 

----------~~+--------~x 

Abb.158. 

winkliges Parallelkoordinatensystem del' Betrachtung zugrunde legen. 
Wir wahlen dabei die gegenseitige Lage del' beiden Koordinaten
systeme so, daB ihre Nullpunkte aufeinanderfallen und del' Anfangs
strahl des Polarkoordinatensystems sich mit del' positiven Abszissen
achse deckt (Abb. 158). Es ist dann fUr jede Lage des Punktes P 

x=rcos =rsint}. 8) 

Die Formeln 8) lehren, aus den PolarkoOl'dinaten r und t} die recht
winkligen Koordinaten x und y zu finden. Ferner ist 

tg{l='if., 
x 

{) = arctg 'if.. 
x 

9) 

Die Formeln 9) lehren umgekehrt, aus den rechtwinkligen Koordinaten x 
und y die Polarkoordinaten r und t} zu finden, nur seien zu 9) noch 
einige Bemerkungen hinzugefligt. 

Die Quadratwurzel ist - soweit sich nicht das Gegenteil als not
wendig erweist - stets absolut (ohne Vorzeichen) zu nehmen. Bei 
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Bestimmung des Quadranten, in dem {} liegt, ist sowohl das Vorzeichen 
von x als auch das von y zu beachten, die folgende Tabelle zeigt den 
Zusammenhang: 

x 
Y 
{} 

+ 
+ 

AuBerdem ist zu dem auf diese Weise gefundenen Winkel I} zwischen 
o und 2n nach (105) noch eine GroBe 2n k zu addieren (k irgend
eine ganze Zahl). 

Die Uberfiihrung der Koordinaten eines Systems in die eines anderen 
wird Koordina ten transform a tion, die sie vermittelnden Formeln8) 
und 9) werden Transformationsformeln genannt. 

Aufgaben: Welches sind die rechtwinkligen Koordinaten des 
Punktes, dessen Polarkoordinaten lauten: 

a) I b) c) d) ! e) g) i 11) i i) k) 

I 
' 

r= 3 4! 5 I 
{}= 37°15' 180° 1 2,00 

6 I 7 I 
ii_n -119°: 3 

9 I 10 I 0 I 10 -4,000 700° -10 -10 

tVelches sind die Polarkoordinaten des Punktes, dessen recht
winklige Koordinaten lauten: 

a) 

X= 3 
Y= 4 

b) ! c) 

-5 
12 

Zeichnung und Rechnung! 

e) f) 

6 -6 
-5 -7 

g) 

7 
8 

11) 

-8 
3 

Mit Hilfe der Transformationsformeln 8) und 9) sind wir in die 
Lage versetzt, die. Gleichung einer Kurve in Polarkoordinaten aufzu
stellen, wenn uns ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten gegeben 
ist, und umgekehrt. Einige Beispiele mogen dies zeigen. 

a) Wir wissen, daB die Gerade, die zur y-Achse parallel ist und 
auf der x-Achse das Stuck a abschneidet, die Gleichung hat x = a 
[so (104) S.285]. Setzen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
voraus, so konnen wir jetzt leicht die Transformation in Polarkoordinaten 
vornehmen; nach Gleichung 8) ist namlich 

rcos{J = a; also ist 
a 

r=-~ 
cos{} 

die Gleichung dieser Geraden in Polarkoordinaten. Wir finden diese 
Gleichung in Abb. 159 bestatigt. 

Wicke, Ingenienr·lHatllematik I. 19 
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/ b) Die Scheitelgleichung der Parabel [so (38)] lautet Y = y2px; 
mittels der Formeln 8) ergibt sich hieraus 

,/ cos f} ctg f} 
rsinit = y2prcosit oder r = 2p~ = 2p~. 

BIn 'U' sm 'U' 

Hieraus folgt eine einfache Konstruktion von Punkten der Parabel 
(s. Abb. 160): Man wahle auf der Parabelachse den Punkt 0, der vom 

y y 

Abb.159. Abb.160. 

Scheitel A die Entfernung AO = 2p hat, Hille von ihm auf den freien 
Schenkel der Amplitude it das Lot, das die Scheiteltangente in 8 
schneidet, und ziehe durch 8 die Parallele zur Parabelachse, die den 
freien Schenkel von it im Parabelpunkte P schneidet. Denn es ist 

also 
also A8 = 2pctgit; -1:8 PA = {), 

AS ctgf} 
AP=r=~=2p~. SIn 'U' sm 'U' 

§ 2. Streeken und FIaehen im reehtwinkligen 
Koordinatensysteme. Transformation der 

Parallelkoordinatensysteme. 
(107) 1m ersten Teile dieses Paragraphen beschranken wir uns auf ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem. In der Ebene seien zwei Punkte 
PI (X1!YI) und P2(x2IY2) gegeben. Durch sie ist eine Strecke P1 P2 be
stimmt; hierbei ist mit "Strecke P1 P 2" die Strecke nach GroBe und 
Richtung gemeint. Man nennt ein Gebilde, zu dessen volliger Be
stimmung sowohl die Angabe seiner GroBe als auch die seiner Richtung 
gehort, einen Vektor; eine GroBe, der keine Richtung zukommt, 
heillt ein Skalar. In diesem Sinne ist die Strecke P1 P2 also ein Vektor. 
Wir wollen sie vom Anfangspunkte PI nach dem Endpunkte P 2 

hin durchlaufen; sie ist also durchaus verschieden von der Strecke P2 P1 , 

die die entgegengesetzte Richtung hat [so a. (101) S.280]. Der 
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Richtungssinn wird (s. Abb.161) durch einen angefUgten Pfeil an
gedeutet. 

Um die Richtung einer Strecke P I P2 eindeutig festzuiegen, zieht 
man durch ihren Anfangspunkt PI eine Par allele zur posi
tiven Halfte der x-Achse und be-
stimmt den Winkelf}, umden man 
diese Par allele um PI drehen m uB, 
damit sie mit P I P 2 zusammen
fallt. - Hieraus ergibt sich, daB die 
beiden Strecken PIP 2 und P 2 PI zwei 
um 180 0 bzw. n verschiedene Rich
tungswinkel {} und {}' haben; es ist 
{Y-{}=n. 

Die Strecke PI P2 ist durch ihren 
Anfangspunkt PI und ihren Endpunkt 

Abb.161. 

P 2 v61lig bestimmt. Da nun diese beiden Punkte durch ihre 
Koordinaten XI\ YI bzw. x2 1 Y2 ihrerseits vollig bestimmt sind, muB es 
moglich sein, sowohl die GroBe 8 als auch den Richtungswinkel {} 
durch diese vier Koordinaten auszudrucken. Wir ziehen durch PI und P 2 

die Parallelen PIXI und P 2 X 2 zur y-Achse und PIYI und P 2 Y 2 zur 
x-Achse; PIYI und P 2 X 2 mogen sich in Q schneiden; dann ist 
PIQ = X I X 2 und QP2 = Y I Y 2 • Nach 1) ist aber XIX 2 = x2 - Xl 

und Y I Y 2 = Y2 - YI' wie auch die beiden Punkte PI und P 2 zu
einander liegen mogen. Daher ergibt sich fur die Lange der Strecke PI P 2 

die Formel 
/--------------

~_=J_{x~ - xI)_~_± __ 0tL-:::J!!l· lOa) 

Weiterhin ist nach der Definition der Winkelfunktionen 

tg{} = Q!'2 = ~l-:~, also tg# = Y2 -Y-l... lOb) 
P1Q X 1 X 2 X 2 -X1 

10 b) liefert den Winkel # ; hierbei ist nach dem V 6rga~e~d;:;' Formel9 b) 
zur Bestimmungdes Quadranten von {} sowohl das Vorzeichen von 
Y2 - YI als auch das von x 2 - Xl zu beachten. 

Beispiele. Wir wollen unseren Betrachtungen das Dreieck ABO 
zugrunde legen, dessen Eckpunkte die Koordinaten haben: 

A(-13\22), B(23\7) , 0(3\-8); 

es moge, da es auch im folgenden immer wiederkehren wird, kurzweg 
als das Dreieck D bezeichnet werden (s. Abb. am SchluB dieses Bandes). 

Es sind die Lange und die Richtung der Seiten AB, BO, OA des 
Dreiecks D zu berechnen. 

(a = 25, {}BC = 216 0 52' 11"; b = 34, {}CA = 118 0 4'21"; 

c = 39, {}AB = 337 0 22' 48".) 

19* 
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Es ist zu zeigen, daB der Richtungswinkel von P2 P l um n ver
schieden ist von dem Richtungswinkel PIP 2' 

Umgekehrt kann man aus der Lange 8 und dem Richtungswinkel {} 
einer Strecke PIP 2 zwar nicht die Koordinaten der beiden Punkte PI 
und P 2 , wohl aber die Differenz ihrer Abszissen und die ihrer Ordninaten 
berechnen nach den Formeln 

Y2 - Yl = 8sim9. 11) 

Man addiert zwei Strecken (Vektoren), indem man sie nach 
GroBe und Richtung aneinandersetzt, d. h. die zweite Strecke unter 
Beibehalten ihrer Richtung so in der Ebene verschiebt, daB ihr Anfangsc 

punkt auf den Endpunkt der ersten Strecke fallt; die Strecke, deren 
Anfangspunkt der Anfangspunkt der ersten, und deren Endpunkt der 
Endpunkt der zweiten Strecke in ihrer neuen Lage ist, heiBt die Summe 
der beiden ursprunglichen Strecken. Diesen V organg bezeichnet man 
als geometrische Addition. Hierbei ist die Lage der Anfangs
punkte der Strecken unwesentlich, ebenso ist die Reihenfolge der 
Summanden ohne Belang. (S.Abb.162: AIBl die ursprungliche 

I 
I 

I 
lV, 

A, --_ I 
iJ2 - - -- JD, 

Abb.162. 

-- Lage des einen Summanden VI' A2 B2 
die ursprungliche Lage des anderen 
Summanden V 2 ; es ist gleichgUltig, 
ob man in Bl nach GroBe und Rich
tung Bl C1 = V2 oder in B2 nach 
GroBe und Richtung B 2C2 = VI an
fUgt, da Al C1 = A 2 C2 = Vs ist; man 
kann auch in Al erst Al Dl = v2 

und in Dl dann Dl C1 = VI anfUgen. Anwendung bei Zusammensetzen 
von Kraften!) 

In Abb. 161 heiBt X 1 X 2 die Projektion der Strecke (des Vektors) 
P1 P 2 auf die x-Achse; unter dem Neigungswinkel einer Strecke 
(eines Vektors) gegen einen Strahl versteht man den Winkel, 
um den man diesen Strahl drehen muB, bis er in die Richtung 
der Strecke (des Vektors) bllt oder parallel und gleich
gerichtet mit ihr ist. Hiernach ist {} der Neigungswinkel des Vektors 
P 1 P 2 gegen die x-Achse. Da X 1 X 2 = 8: cos{} ist [s. 11)], ergibt 
sich der Satz: 1-: (j 

Man erhalt die Projektion einerjStrecke gegen einen 
Strahl, indem man die Lange der Strecke mit dem Ko
sinus ihres Neigungswinkels gegen diesen Strahl multi
pliziert. 

Da man die positive y-Achse um den Winkel tn drehen muB, bis 
sie mit der positiven x-Achse zusammenfallt, bedarf es der Drehung 
urn den Winkel ~- n + {), bis sie parallel und gleichgerichtet mit P 1 P 2 
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ist. Demnach ist die Projektion von P I P 2 auf die y-Achse 

YI Y2 = 8' cos ('}n + {}) = 8' sin{) = Y2 - YI, 

in Ubereinstimmung mit Formel 11 b). 
Eine unmittelbare Folge dieser Entwicklungen ist der 
Pro j e k t ion s sat z: AIle Linienzuge, die von einem bestimm ten 

Anfangspunkte PI zu einem bestimmten Endpunkte P 2 fiihren, liefern 
auf eine beliebige Gerade dieselbe Projektion, namlich die Projektion 
der Strecke P I P 2 • - Die Projektion jedes geschlossenen Linienzuges 
auf eine beliebige Achse ist gleich Null. 

DaB der Projektionssatz fur einen aus Strecken bestehenden Linien
zug gilt, leuchtet auf Grund der obigen Definition der Projektion einer 
Strecke ohne weiteres ein; da man sich einen krumm verlaufenden Linien
zug, insbesondere eine Kurve, aus 
unendlich vielen unendlich kleinen 
Strecken entstanden denken kann, so 
gilt der Proj ektionssatz a uch fUr diese. 

Anwendung: Gegeben sei ein 

y 

regelmaBiges n-Eck von der Seiten- x 
lange 8, dessen Mittelpunkt in 0 
liege; die erste Seite bilde mit der 
x-Achse den Winkel iX. Da man 

jede Seite um den Winkel 2"" drehen n 
muB, damit sie die Richtung der Abb. 163. 

auf sie folgenden annimmt, bildet . 
die zweite Seite mit der x-Achse den Winkel iX + 2"", die dritte den n 
Winkel iX + 2. 2"", ... die letzte den Winkel iX + (n _ 1) 2"". Die n n 
Projektion des Umfanges des regelmaBigen n-Eckes auf die x-Achse 
ist also 

(" 2"") ( 2"") 8 • cos iX + 8 • COSiX + 11: + 8 • COB iX + 2 'n- + ... 

+ 8' cos (iX + (n - 1) 2~_) . 
Der Linienzug ist aber geschlossen; folglich ist nach dem Projektions
satze die Projektion auf die x-Achse gleich Null, und es ergibt sich die 
wichtige goniometrische Formel 

cos iX + cos ( iX + 2:) + cos ( iX + 2 . 2:) + ... + cos ( iX + (n - 1) . 2n"") = 0 . 

Aus der Projektion auf die y-Achse erhalten wir ebenso 

sincx. + sin(iX +~:",) + sin(iX + 2· 2n"") + ... + sin ( iX + (n - 1)· ~",,) = O. 
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1st n = 3, so folgt hieraus die in der Elektrotechnik verwendete Formel 
(Dreiphasenstrom) : 

siniX + sin(iX + 120°) + sin(iX + 240°) = O. 

(108) Durch die beiden Punkte PI und P 2 ist in Verbindung mit dem 
Nullpunkt 0 ein Dreieck (Abb.161) OPI P 2 bestimmt; wir wollen 
seinen Inhalt F berechnen. Sind {}l und rl die Polarkoordinaten des 
Punktes PI und {}2 und r2 die von P 2 , so ist nach dem Sinussatze 

2F =rl r2 sin ({}2-{}1) =rl COS??I' r 2 sin {}2-r2cos02' r l sill1'71 =xI Y2- X 2Yl; 

also 12) 

Formel 12) berechnet den Flacheninhalt aus den Koordinaten der 
beiden Punkte PI und P 2 . Hierbei ist zu beachten, daB sich fUr F auch 
einnegativer Wert ergebenkann, wenn namlich sin (02 - {}l) < 0, d. h. 

n < {}2 - {}l < 2n oder 0> 7'72 - {}l>-n 

ist. Das ist dann der Fall, wenn die kurzeste Drehung, die den VektorO PI 
in den Vektor OP2 uberfuhrt, die negative ist. Damit erhalten wir 
aber ein sehr anschauliches Kennzeichen fur die Entscheidung uber 
das V orzeichen der Flache: . 

Folgen die Ecken 0, PI' P 2 des Dreiecks OPI P 2 so aufein
ander, daB der Inhalt des Dreiecks zur link en Hand bleibt, 
so ist das Vorzeichen der Flache posi ti v, im anderen FaIle 
negativ. 

Die tiefere Berechtigung dafUr, der Dreieckflache ein V orzeichen 
zu erteilen, wird klar, wenn wir den Vektor P I P 2 als eine Kraft deuten. 
Der doppelte Inhalt des Dreiecks ist dann das Produkt aus der Grund
linie P 1 P 2 und dem von 0 auf diese gefallten Lote, also das statische 
Moment oder Drehmoment der Kraft P I P 2 bezuglich des 
Punktes 0, und fUr dieses ist ein Vorzeichen sehr wohl berechtigt 
je nach dem Drehsinne der Kraft P I P 2 ; sucht sie im Gegenzeigersinne 
zu drehen, so wird ilir Moment positiv, im anderen FaIle negativ. 

Wenden wir Formel 12) auf unser Dreieck D an, so finden wir 
fur den Inhalt des Dreiecks OAB 

F = -J (( - 13) . 7 - 22 . 23) = - 298,5. 

Das negative Vorzeichen erklart sich aus der Tatsache, daB beim Um
lauf in der Reihenfolge 0, A, B die Flache zur Rechten bleibt. Da
gegen wiirde der Inhalt die Flache OBA den Inhalt +298,5 ergeben. 
Welches sind die Inhalte der Dreiecke 0 BOund 00 A ? 

Aus der Eigenschaft, daB Flachen mit V orzeichen behaftet (relative 
GraBen) sind, ergibt sich sehr bequem eine Maglichkeit, den Flachen
inhalt irgendeiner geradlinigen Figur zu berechnen. Urn den Inhalt 
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des in Abb.164 gezeichneten Fiinfecks PIP2PaP4P5 zu bestiminen, 
verbinden wir jeden Eckpunkt mit 0; dadurch steUt sich das Fiinf
eck dar als die Summe der fUnf Dreiecke 

OPI P 2 + OP2P 3 + OPaP4 

+ OP4P5 + OP5 P I · 

Von diesen haben die ersten vier positives 
V orzeichen; ihre Summe ist also die Flache 
OPIP2PaP4P50. Addiert man zu dieser 

y 

Figur noch das Dreieck 0 P 5 PI' das von ----'1'""---'---~x 
selbst negativ wird (vgl. den Umlaufssinn 
in der Abbildung), so ergibt sich die 
Fliiche des Fiinfecks PIP 2 PaP 4 P 5 • Abb.l64. 

Hat man ganz allgemein ein n-Eck 
PI P2P 3 • •• Pn-IPn, dessen Eckpunkte die Koordinaten Xl! YI' x21 Y2' 
Xa[Ya,"" Xn-l[Yn-l, Xn[Yn haben, so ist sein doppelter Inhalt, wie 
man durch Zerlegen in Dreiecke mit der gemeinsamen Ecke 0 bekommt, 

oder + Xn-2Yn-l - Xn-lYn-2 + Xn-IYn - xnYn-1 + XnYI - xIYn 

2F = YI (xn- x2) + Y2(XI - x3) + Y3(;r2- x4) + ... + Yn(Xn- 1 - Xl)} 
= Xl (Y2- Yn) + X2(Y3- Yl) + Xa(Y4 - Y2) + ... + X"(YI- Yn-l)' 

13) 

Die FIache hat das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem 
ihr Umlaufssinn mit dem positiven oder mit dem negativen Drehsinn 
iibereinstimmt. 

Berechne hiernach den Inhalt des Dreiecks D! 

2F = 22(3 - 23) + 7(-13 - 3) + (-8) (23 + 13) =-840. 

(109) Die Transformation des Parallelkoordinatensystems befaBt sich 
mit der Aufgabe, aus den Koordinaten, die ein bestimmter Punkt P 
der Ebene in irgendeinem Parallelkoordinatensystem hat, seine Koordi
naten in irgendeinem anderen Parallelkoordinatensystem zu brechen. 

Es sind also aus (Abb. 165) den Koordinaten OX = X, XP = Y 
des Punktes P im Koordinatensystem mit dem Anfangspunkte 0 und 
den Achsen X und Y seine Koordinaten QS = ~ und SP = 1] im 
Koordinatensysteme mit dem Anfangspunkte Q und den Achsen ~ 

und 1] zu ermitteln. 
Wir werden diese Aufgabe in vier Schritten lOsen. Zuerst werden 

wir eine Parallelverschie bung des Oxy-Systems nach Q vornehmen, 
d. h. wir werden an Stelle des Oxy-Systems ein neues Qr~ einfiihren 
derart, daB die r-Achse parallel der x-Achse und die ~-Achse parallel 
der y-Achse wird. Sodann werden wir das schiefwinklige Qr~-
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System in ein rechtwinkliges Koordinatensystem QXY iiber
fiihren, so, daB die X-Achse mit der !;-Achse znsammenfallt. Drittens 

. werden wir das recht-

tl V tV'!lf winklige Koordinaten-
/' system Q X Y so lange um Q 

p: : / drehen, bis die I-Achse 

~II''-////{ des neuen rechtwinkligen 
Systems 0 I Il} mit der 

.~' 1/" ~ - Achse zusammenfallt. 
~" X .. --.--.~-----.------------... SchlieBlich werden wir das 

//l '':-~ 1l rechtwinkligeQIIl}-System 

/ 

. ,I ' ~ x in das schiefwinklige 
/ '"", '--.... System Q ~ 'Y) iiberfiihren. 

Abb.165. 

Damit ist die Aufgabe dann 
"'",,- ge16st. Die Reihenfolge der 

Schritte kann abgeandert 
werden; man konnte bei
spielsweise auch erst aus 
dem schiefwinkligen in das 
rechtwinklige System iiber

gehen, sodann die Parallelverschiebung, darauf die Drehung vornehmen 
und schlieBlich aus dem rechtwinkligen System in das gewiinschte 
schiefwinklige System iibergehen. Tatsache ist jedenfalls, daB diese 
vier Schritte - in welcher Reihenfolge auch immer - stets die Uber
fiihrung aus einem beliebigen System in ein anderes beliebiges System 
ermoglichen. In vielen Sonderfallen geniigteine geringereAnzahl Schritte. 

Wir erkennen, daB wir drei grundlegende Aufgaben zu losen haben, 
namlich: 

1. Parallelverschiebung eines Koordinatensystems, 
2. Uberfiihrung eines rechtwinkligen Koordinatensystems in ein 

schiefwinkliges und umgekehrt, 
3. Drehung eines rechtwinkligen Koordinatensystems um den NulI

p 

punkt. 
Wir beginnen mit der ersten Aufgabe. 

(110) A. Parallelverschiebung des Koor
dinatensystems (Abb. 166). Die Koordinaten 
des neuen Nullpunktes Q beziiglich des ur
spriinglichen Systems seien OQx=a, Q x Q =b . 

--{}}-~-§ib--(;---->-.X Der Punkt P habe im urspriinglichen Systeme 

Abb.166. 

die Koordinaten OX = x, XP = y und im 
neuen Systeme die Koordinaten Q S = ~, 
SP = 'Y). Nun jst nach Formel 2) S.280, 
wie auch die Punkte 0, Q, P zueinander 
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liegen magen, 

OX = OQ" + Q"P, xp = XS+ SP = Q"Q+ SP. 

Fiihren wir die obigen Bezeichnungen ein, so erhalten wir die Formeln 

x=a+~, y=b+1'), 14a) 

C = x - a, 17 = Y - b. 14 b) 

Die Formeln 14a) driicken die alten Koordinaten x und y durch die 
neuen ~ und 1') aus, 14 b) lehren aus den alten Koordinaten x und y 
die neuen ~ und 1') zu finden. 

Eine Anwendung dieser Formeln haben wir schon in (15) S.26f. 
gemacht, wo wir durch Parallelverschiebung des Koordinatensystems 
um Xs bzw. Ys nachwiesen, daB die Gleichung von der Form 
y = a x 2 + b x + c stets eine Parabel zur Bildkurve hat. Eine 
weitere ist in (25) S. 53 f. erfolgt. ffieraus erhellt gleichzeitig die 
Wichtigkeit der Transformation der Koordinatensysteme; man kann 
namlich haufig aus der Gleichung, die eine Kurve in einem anderen 
Koordinatensysteme hat, Eigenschaften derselben ablesen, die man 
sonst nur auf sehr umstandlichem Wege gefunden hatte. Ein anderer 
Beleg dafiir solI hier noch gebracht werden. 

a) Die allgemeinste Gleichung zweiten Grades zwischen den 
beiden Veranderlichen x und y lautet 

a20 x 2 + 2 au x y + a02 y2 + 2 a 10 x + 2 aOl Y + a oo = o. a) 

Hierbei sind a20 , au, a02 ' a10 ' a 01 ' a oo beliebige Konstanten. Die Kurve, 
die diese Gleichung hat, d. h. deren Punkte samtlich der Art sind, 
daB ihre Koordinaten die Gleichung erfiillen, heiBt eine Kurve zweiter 
Ordnung. Von dieser Kurve, deren Gestalt uns jetzt nicht weiter 
kiimmern solI, wollen wir eine wichtige Eigenschaft ableiten: Wir ver
schieben das Koordinatensystem nach einem neuen Nullpunkt Q, 
dessen Koordinaten a und b vorlaufig noch unbestimmt bleiben magen. 
Die Gleichung dieser Kurve im neuen System lautet unter Verwendung 
der Formeln 14a) 

a20 (~ + a)2 + 2au (~+ a) (1') + b) + a02 (1') + b)2 + 2alO (~+ a) 

oder 
+ 2 aOl (1') + b) + a oo = 0 

a20 ~2 + 2 an ; 17 + ao2 1')2 + 2 a10 (a20 • a + au . b + a10) ; 1 
+ ~ (au· a + a02 • b + a01) 1') b) 

+ (a20 • a2 + 2 au . a b + a02 • b2 + 2alO • a + 2 aOl • b + aoo) = 0 . 

Bestimmen wir nun die beiden GraBen a und b so, daB sie die linearen 
Gleichungen erfiillen 

a 20 • a + an . b + a lO = 0 und 
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so geht die Gleichung der Kurve iiber in die folgende: 

a20 ~2 + 2 an ~ 1J + a02 1]2 + a = 0 d) 
(a = a20 • a2 + 2 an . a b + a 02 ' b2 + 2 alO • a + 2 a01 • b + aoo) • 

Nach der Theorie der linearen Gleichungen lassen sich die beiden Glei
chungen c) stets auflOsen, wenn a 20 ' a 02 - arl of 0 ist. 1st also diese 
Bedingung erfiillt, so HiBt sich stets ein Punkt Q (alb) Hnden. Nun ist 
ohne weiteres ersichtlich, daB, falls ein Koordinatenpaar ~o l1Jo die 
Gleichung d) erfiillt, auch das Koordinatenpaar (-~ol-1Jo) diese 
Gleichung erfiillt [s. a. (25) S.54]. Die zugehOrigenPunkte Po und P& 
liegen dann so zueinander, daB ihre Verbindungsstrecke durch Q geht 
und von Q halbiert wird. Jede durchQ gehende Sehne der Kurve wird 
demnach durch Q halbiert, d. h. Q ist ein Mittelpunkt der Kurve. 
1st also a 20 'a02 - a11 of 0, so besitzt die Kurve z wei t e r Ordn ung 
a) einen Mittelpunkt; sie ist eineMittelpunktskurve zwei ter 
Ordnung. 

b) Die Mittelpunktsgleichung des Kreises yom Halbmesser c lautet 
im rechtwinkligen Koordinatensystem [s. (104) S.285] 

. x 2 + y2 - c2 = o. 6) 

Wir wollen das Koordinatensystem nach dem linken Schnittpunkte A 
des Kreises mit der x-Achse verlegen (s. Abb. 167). A hat die Koordi-

V naten xa = -c, Ya = O. Werden dieneuen 
Koordinatenachsen durch 6 und ~ bezeich
net, so sind die Transformationsformeln 

. x = i) - c, Y"= ~, und Gleichung 6) geht 
iiber in 

B ~ oder 
[2 + ~2 - 2 c 6 = 0 . 

[' Wahlen wir A zum Pol eines Polarkoordi
natensystems, dessen Anfangsstrahl die 

Abb. 167. positive 6-Achse ist, so ist 6 = r cos {}, 
~ = r sin {), und die Gleichung des Kreises 

lautet in diesem Polarkoordinatensystem 

r2 cos2 {) + r2 sin2 {) - 2crcos{} = 0 oder l' = 2ccos{}o. 

Die Richtigkeit dieses Ergebnisses k6nnen wir leicht an' Hand der 
Abb. 167 nachpriifen. Es ist 

<;:.APB= lR und AP = AB cos{), also l' = 2ccosD. 

Wie lautet die Gleichung des Kreises, wenn der Nullpunkt nach dem 
Punkte B bzw. nach a, D, E (c cos 1\ I c sin 1\) verlegt wird? 
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(111) B. Uberfiihrung eines rechtwinkligen Koordinatensystems in ein 
schiefwinkliges und umgekehrt (Abb. 168). Es seien OP", = x und 
Px P = y die Koordinaten von P im rechtwinkligen xv-System 
und OP x = X und P x P = Y die Koordinaten von P im schief

y 
v 

p 

winkligen X Y - Systeme, dessen Koordinaten
winkel w sei. Nach dem Proj ektionssatze 
[so (107) S.293] hat jeder Linienzug, der 
von 0 nach P verlauft, auf irgendeine Ge
rade die gleiche Projektion. Von 0 nach P 
fiihrt einmal der Linienzug 0 P x P, zweitens 

X der Linienzug OP x P. Beide wollen wir zu- -~'--..l.....---"c---A-:!:-x-----'x;-

nachst auf die x-Achse projizieren. OPa, bil-
det mit der x-Achse den Winkel 0 0, P e' P 
den Winkel 90 0; es ist also die Projektion 
von OP", P auf die x-Achse: 

o P r cosO ° + P x P cos 90 ° = X. 

Abb. 168. 

o P x bildet mit der x-Achse den Winkel 0 0, P x P den Winkel w; also 
ist die Projektion von OPxP auf die x-Achse: 

OP x cosO 0 + P x P . cos w = X + Y cos w. 

Wir erhalten demnach 
x = X + Ycos w. 

Nun projizieren wir beide Linienziige auf die y-Achse. Bedenken wir, 
daB die Strecken OP"" PxP, OPx ' PxP mit der y-Achse der Reihe 
nach die Winkel 270°, 0°, 270°, 270° + w einschlieBen, da man die 
y-Achse um diese Winkel drehen muB, um sie mit diesen Strecken 
zur Deckung zu bringen, so ergibt sich aus dem Projektionssatze 

OPucos 270° + PxP cosO° = OPxcos270° + P xP cos (270° + w) 

oder 
y= Ysinw. 

Die beiden Formeln 

x = X + Ycosw, y = Ysinw 15a) 

lehren, aus den schiefwinkligen Koordinaten X und Y von P seine 
rechtwinkligen Koordinaten x und y zu finden. Wir lOsen diese Glei
chungen nach X und Y auf und erhalten 

X = x - yctgw, Y= .. Y. 
sinw' 

15b) 

Formeln, die umgekehrt die schiefwinkligen Koordinaten von P durch 
die rechtwinkligen Koordinaten ausdriicken. 

Als Anwendungsbeispiel mage das folgende dienen: Wir wissen, 
daB im rechtwinkligen Koordinatensystem y2 = 2px die Scheitel-
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gleichung der Para bel ist [so (38) S.89]. Wir stellen uns jetzt 
die Frage: Welche Kurve wird im schiefwinkligen Koordinaten
system durch die Gleichung a) y2 = 2px beschrieben 1 Wir wollen 
uns zunachst ein Bild von der Gestalt der Kurve verschaffen. Sie 
geht durch den Anfangspunkt, da fur x = 0 auch y = 0 ist; zu jedem 
positiven Werte x gehoren die zwei entgegengesetzt gleichen Werte 
von y = ± V2px. AIle zur y-Achse parallelen Sehnen werden dem
nach von der x-Achse halbiert; es besteht eine Art von Symmetrie, 
nur daB die Verbindungssehnen entsprechender Punkte nicht auf der 
Symmetrielinie senkrecht stehen, sondern samtlich unter dem Koordi
natenwinkel 0) gegen sie geneigt sind. Die y-Achse ist Tangente an die 
Kurve in O. Es macht ganz den Eindruck, als ware die Kurve unsere 
bekannte Parabel; der Beweis ist erbracht, wenn wir durch "Obergang zu 

Abb.169. 

y einemrechtwinkligenKoordinaten-
system und Parallelverschiebung 
auf eine Gleichung von der Form 
fJ2 = 2 n ~ fUr diese Kurve ge

f x langen. Wir wollen zu diesem 
Zwecke zunachst aus dem schief
winkligen xy-System in das recht
winklige !t) - System durch die 
Gleichungen 15 b) 

x = ! - t) ctg 0) , 
_ t) 

y - sinw 

tibergehen. Aus der Gleichung 
y2 = 2px wird dann 

b) 

Nun wollen wir das rechtwinklige ! t)-System nach einem neuen Anfangs
punkte Q mit den Achsen ~ und fJ parallel verschieben; die Koordinaten 
von Q seien im !t)-System ! = a und t) = b und vorlaufig unbestimmt 
gelassen. Die Transformationsformeln lauten nach 14) 

~ = ~ + a, 

und Gleichung b) geht tiber in 

oder 
(1J + b)2 = 2 p(~ + a) sin2 0) - 2 p(fJ + b) RinO) cosO) 

fJ2 = 2psin2 0). ~ - 2(b + sinO) cosO) . fJ } 

+ (2 pasin2 0) - 2 pb sinO) coso) - b2 ) • 

Nun setzen wir 

, 0 , . 

c) 

b + psinO) cosO) = 0, 2 pa sin2 m - 2 pb sinO) coso) - b2 = 0 ; 
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aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir 

b = -p sinw cos co , 

oder 

2pasin2w = _2p2 sin2 w cos2 w + p2 sin2 w cos2 w 

a = - f cos2 0) , b = -p sinO) cosw. 

Flihren wir diese Werte fUr a und b in c) ein, so geht die Gleichung 
unserer Kurve liber in 

r;2 = 2· P sin2 W • ~ 

oder, wenn wir zur Abklirzung p sin2w = nl) setzen, 

1J2 = 2n~. d) 

Dies ist, da das ~17-System rechtwinklig ist, in der Tat die Scheitel
gleichung einer Parabel. Demnach stellt auch die ursprlingliche Glei
chung x2 = 2px eine Parabel dar; die x-Achse ist parallel zur.Parabel
achse oder elll Durchmesser der Parabel, und die y-Achse ist die 
Tangente, die lln Endpunkte dieses Durchmessers an die Parabel ge
legt worden ist; die Tangeute heiBt konjugiert zu dem durch den 
Berlihrungspu:nkt gehenden Durchmesser. 

(112) C. Drehung eines rechtwinkligen Koordinatensystems um einen 
Winkel IX (Abb. 170). Es seien OX = x und XP = Y die Koordinaten 
von P im xy-System und Ox =!; und y 
xP = ~ die Koordinaten des namlichen 1{J 
Punktes in dem durch Drehung um IX 

aus dem x y-System hervorgegangenen 
!;~-System. Zur Ableitung der Bezie
hungen zwischen x und yeinerseits und 
!; und ~ andererseits wenden wir wie in 

p 

B. auf die beiden von 0 nach P fiih- -------,I1?--L-'---!:,-----~.x 

renden Linienzlige OXP und OxP den 
Projektionsatz [so (107) S. 293] an. Be-
denken wir, daB die Strecken OX, XP, 
Ox, xP mit der x-Achse nach unserer Abb.170. 

Definition [so (107) S. 291] der Reihe 
nach die N eigungswinkel 0 0, 90 ° , IX, IX + 90 ° einschlieBen, . so be
kommen wir die Beziehung 

OX· cosO° + XP· cos90° = Ox' coslX + xP· cos (90° + IX) 

oder 
x = !; cos IX - ~ sin IX • 

Die einzelnen Strecken der beiden Linienzlige haben gegen die y-Achse 
die Neigungswinkel 270 0, 0 0, 270 ° + IX, IX; also ergibt sich 

OX· cos270° + XP . cosO° = Ox' cos (270 ° + IX) + xp· cos IX 

1) Unter :n; ist hier ni c h t die Ludolphsche Zahl 3,14159 zu verstehen! 
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oder 
y = t sin 1X + \:) cos 1X • 

Die beiden Formeln 

x = ,!; cos 1X - \:) sin IX und y = pin1X + \:) COS1X 16a) 

lebren, die ursprunglichen Koordinaten x und y des Punktes P aus 
den um 1X "gedrehten" Koordinaten t und \:) zu finden. 

Projizieren wir jetzt beide Linienzuge auf die t-Achse und bedenken, 
daB die Strecken OX, XP, Ox, xP mit dieser der Reihe nach die Winkel 
360° - 1X, 90° - 1X, 0°, 90° einschlieBen, und schlieBlich auf die \:)-Achse, 
wobei die Neigungswinkel 270° - 1X, 360° - 1X, 270°, 90° sind, so 
erhalten wir die Gleichungen 

t = x cos IX + y sin 1X . und \:) = - x sin 1X + y cos IX , 16 b) 

welche die "gedrehten" Koordinaten von P durch die ursprunglichen 
ausdrucken. Die Formeln 16 b) hatte man auch erhalten, wenn man 
die Formeln 16a) nach t und \:) aufgelost hatte, oder wenn man in den 
Formeln 16a) 1X durch -1X, x durch t, y durch \:) ersetzt hatte, da 
das xy-System aus dem t\:)-System dadurch hervorgeht, daB man 
letzteres um den Winkel -1X dreht. 

Die Drehung des rechtwinkligen Koordinatensystems findet sehr 
haufige Verwendung; wir wollen sie uns daher durch Behandlung 
mehrerer Beispiele zu eigen machen. 

a) Die Mittelpunktsgleichung des Kreises vom Halbmesser c lautet 
im rechtwinkligen Koordinatensystem [so (104) S. 285] x 2 + y2 - c2 = 0; 
wie heiBt sie im t\:)-System ~ Durch die Formeln 16a) geht die 
Gleichung uber in 

(tCOS1X -lJsin1X)2 + (~sin1X + l)cOS1X)2 - c2 = 0 

oder, wie man durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen erkennt, 
~2 + \:)2 - c2 = 0; sie hat also im t\:)-System genau die gleiche Form 
wie im xy-System. Es folgt hieraus: Legt man durch den Koordinaten
anfangspunkt irgendein rechtwinkliges Koordimi.tensystem, so hat die 
Kurve zu diesem genau die gleiche Lage wie zu einem anderen recht
winkligen Koordinatensystem, das durch 0 geht; das ist aber die 
gerade fUr den Kreis bemerkenswerte Eigenschaft. 

b) Wie andert sich die Gleichung 

x3 - 3 X y2 - a3 = 0, a) 

wenn das Koordinatensystem um -120 ° gedreht wird ~ Die Formeln 16 b) 
lauten in diesem Sonderfall 

·y=-tf3"t-tl:), 



(112) Koordinatentransformationi. 303 

und die urspriingliche Gleichung geht iiber in 

( - t ~ + l-V3. t)? - 3 ( - ~. 6 + .§. y3. ~) ( - t -V3. 6 - t ~)2 - a3 = 0 

oder 

- t63 +.~. fi62~ - t~~2 + i fi ~3 + ~~63- t -y362~ + t -y3 62~ 

- t6~2 + t6~2 -l13~3 - a3 = 0 
oder 

im neuen Koordinatensystem ist also die Gleichung von derselben 
Form wie im urspriinglichen. Das hei13t aber nichts anderes, als daB die 
zugehorige Kurve zu dem xy-System die gleiche Lage hat "rie zu dem 
um -120 0 gegen dieses gedrehten 6~-Systeme. Daraus folgt weiter, 
daB die Kurve, wenn man" sie um 120 0 um 0 dreht, wieder mit sich 
selbst zur Deckung kommt; sie muB demnach aus drei einander kon
gruenten Teilen bestehen. Eine Bestatigung fill diesen SchluB erhalten 
wir, wenn wir in Polarkoordinaten um
formen; mittels der Formeln 8) S.288 
ergibt sich aus der Ausgangsgleichung 

r3 (cos3 if - 3 cosif sin21?) - a3 = O. 

y 

Da nun aber, wie sich ohne Miihe nach
weisen laBt, 

cos3 {} - 3 cos if sin 2{} = cos 3 if 
----------~--a~~--~·x 

ist, so lautet die Gleichung r 3 cos 3 if = a3 

oder a 
r = 3;---- ; 

1 cos3~ 
b) 

r ist also eirie periodische Funktion 
von if, und zwar folgt aus 3{} = 360 0 

Abb.171. 

die Periode 120 0 ; rO+ 120' = ro. Hiermit ist die oben abgeleitete 
Eigenschaft der Kurve bestatigt. 1m iibrigen ergibt sich aus Glei
chung b) die in Abb. 171 dargestellte Form der Kurve. 

c) Die Asymptotengleichung der gleichseitigen Hyperbel 
lautet 

a) 

[so (31) S.69]; wir wollen eine Drehung des Koordinatensystems um 
45 0 vornehmen und die Gleichung der. gleichseitigen Hyperbel in dem 
neuen System aufstellen. Nach den Formeln 16 a) ist hier 

also 

oder 
+(62 _ ~2) = c2 

62 - ~2 = 2c2. b) 
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Man nennt diese Gleichung die Achsengleichung der gleich
seitigen Hyperbel. Die x-Achse heiBt die reelle Achse, da.sie 
die Hyperbel in den reellen Punkten Al und A z, den sog. Scheiteln 
schneidet (s. Abb.172), und die y-Achse die imaginare Achse, 
da sie die Hyperbel in zwei "imaginaren" Punkten schneidet. Die Strecke 
AzA I = 2c Y2 heiBt die Lange der reellen Achse, die Strecke 
OA I = OA 2 = c -V2 die Lange der reellen Halbachse der gleich
seitigen Hyperbel. 

------------~~-L--------~x 

Abb.172. Abb.173. 

Wir verallgemeinern den Fall c) und wollen die Kurve untersuchen, 
deren Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten lautet: 

c) 

Die durch diese Gleichung bestimmte Kurve wird Hyperbel genannt. 
Aus der Tatsache, daB in c) sowohl x als auch y nur im Quadrat auf
treten, folgt, daB die Kurve zu beiden Koordinatenachsen symmetrisch 
liegt. Die Hyperbel hat also zwei Symmetrieachsen; man nennt sie 
die Achsen der Hyperbel, und die Gleichung c) Achsengleichullg 
der Hyperbel. Die x-Achse schneidet die Hyperbel in·zwei Punkten Al 
und Az (Abb.I73), deren Abszissen +a bzw. -a sind; sie heiBt die 
reelle Achse, AI' Az die Scheitel und a die Lange der reellen 
Ha'lbachse. Fiir x = 0 wird dagegen y = ±bi; d. h. die y-Achse 
schneidet die Hyperbel nicht in reellen Punkten. Die y-Achse wird 
imaginare Achse der Hyperbel genannt; b ist die Lange der ima
ginaren Hal bachse. Setzen wir zur weiteren Untersuchung y = x tg {}, 
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so geht c) iiber in 

x2 (b2 
_ tg2 D) = 1 odeI' x _ b 

b 2 a2 
- V/(: r -tg21? 

und 

Es gibt also nul' so lange reelle Abszissen und Ordinaten, als 

tg219- S (~)2 odeI' - ~ < tgD s + ~ - a a - - a 

ist. Nul' solche durch 0 gehende Geraden schneiden die Hyperbel, 
deren Neigungswinkel {} gegen die x-Achse diese Bedingung erfiillt. 
In den beiden Grenzfiillen 

b 
tg1' = +a; und I b 

tg1' =-a; 

wird sowohl x als auch y unendlich groB; die beiden durch 0 gehenden 
Geraden, die diesen Winkel l' mit del' x-Achse einschlieBen, schneiden 
also die Hyper bel erst im U nendlichen; sie sind As y m p tot e n an die 
Hyperbel. Diese Asymptoten wollen ",Tir jetzt als neue Koordinaten-
achsen wahlen und auf sie die Hyper- y 
bel beziehen. Wir konnten so vor- 1] 

gehen, daB wir das xy-System nach C. 
zuerst um den Winkel -1' drehen, wo
durch die x-Achse mit del' ~-Achse zur 
Deckung kame, und dann aus dem recht-
winkligen Koordinatensystem nach B. in 

--------~w_J-T_--~--~X 

ein schiefwinkliges mit dem Achsen-
winkel 21' iibergehen, wodurch die 01'-
dinatenachse auf die andere Asymptote 
fiele. Wir konnen aber die Transforma-
tion auch mit einem Schritte erledigen. 
Den letzten Weg wollen wir jetzt ein

Abb.174. 

schlagen. Abb.174 solI del' Ableitung der zugehorigen Transformations
formeln dienen. Es ist 

OX=x, XP=y, OS=~, SP=1]. 

Die beiden Linienziige OXP und OSP sollen einmal auf die x-Achse, 
das andere Mal auf die y-Achse projiziert werden; da die Strecken 
OX, XP, 0 S, S P mit del' x-Achse bzw. del' y-Achse del' Reihe nach 
die Winkel 0°, 90°, 360° -1', 'I' bzw. 270°, 0°, 270° - 1',270° + l' 
einschlieBen, erhalten wir die Tl'ansformationsformeln 

x = (~ + rl) COS1', Y = (-~ + rl) sin1'. 
Da ferner 

b 
tg1' = a; , also 

Wicke. In~enieur-Mathematik I. 

a 
cOS1' = V~2 + b2 ' 

. b 
sm1'=---

Va2 + b2 

20 
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ist, so ist 
x 1 a = va2 -1-b2 (~+17), 

y 1 
b = ya2 -I- b2 (-~ + 17) 

uud folglich 

oder 
(L+-~ _ L-=L-I- '7 )2 = 1 
a2 -I- b2 a2 -I- b2 

a2 -1- b2 

~1J =-4-

(113) 

d) 

die Gleichung unserer Hyperbel, wenn die Asymptoten als Achsen ge
wahlt werden; sie wird die Asymptotengleichung der Hyperbel ge
nannt. Sie weist denselben Bau auf wie die Asymptotengleichung der 
gleichseitigen Hyperbel. Der Dnterschied zwischen den beiden Hyperbeln 
besteht nur darin, daB die Asymptoten hier einen rechten, dort einen 
schiefen Winkel miteinander bilden. 

Welche Transformation "Wir auch vornehmen, ob A. oder B. oder C., 
stets wird der Ubergang durch ein System linearer Gleichungen 
vermittelt, wie wir in den Gleichungen 14), 15) und 16) sehen. Es 
geht also stets eine algebraische Gleichung n ten Grades durch irgend
eine dieser Transformationen wieder in eine algebraische Gleichung 
nten Grades iiber. Der Grad der Gleichung bleibt erhalten 
beim Ubergange von einem Parallelkoordinatensystem in 
ein anderes. - Dm die Anzahl der Schnittpunkte einer Kurve, deren 
Gleichung vom n ten Grade ist, mit der x-Achse zu bestimmen, setzen 
wir Y = 0; wir erhalten dadurch eine Gleichung von hochens n tem Grade 
in x. Foiglich hat diese Kurve hochstens n Schnittpunkte mit der 
x-Achse und damit auch mit jeder beliebigen Geraden, da man diese 
zur Abszissenachse machen konnte. Nun bezeichnet man als Ordn ung 
einer algebraischen Kurve die Hochstzahl ihrer Schnittpunkte 
mit einer belie bigen Geraden, und damit finden wir den Satz: 

Die Ordnung einer algebraischen Kurve stimmt mit dem 
Grade ihrer Gleich ung in Parallelkoordinaten ii berein. 

§ 3. Die Gerade. 
(113) A. Die gerade Linie. In jedem Parallelkoordinatensystem 
hat die allgemeine lineare Funktion zwischen x und y 

17) 

als Bild eine gerade Linie. Denn sind (Abb. 175) PI und P 2 zwei 
Punkte, deren Koordinaten XII YI bzw. x2 1 Yz die Gleichung 17) erfiillen, 
fiir welche also 
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ist, so erhalten wir durch Subtrahieren der ersten von 17) 

A (x - Xl) + B (y - YI) = 0 

und durch Subtrahieren beider 

307 

A Wir lOsen die zuletzt gefundenen Gleichungen nach - B auf .und er-
halten durch Gleichsetzen 

Y - YI 
X - Xl 

Y2 - YI 
X 2 - Xl 

IS) 

IS) ist eine Gleichung, die von den Koordinaten X [y eines beliebigen 
Punktes P erfiillt werden muB, der 
auf der zu 17) gehorigen Kurve lie
gen solI. Da nun aber 

Y - YI = QP, 
X-XI=XIX=PIQ, 

Ya - YI = QaPa' 
x2 - Xl = XIXa = P I Q2 

ist, so ist 
QP Q2P2 
PIQ = P IQ2; 

dann muB abel' P auf der durch 
PI und P a bestimmten Geraden g 

----~--~~--d&--------x 

Abb. 175. 

liegen, womit der obige Satz bewiesen ist. Gleichzeitig ist auch seine 
Umkehrung bewiesen, daB die Koordinaten aller Punkte, die auf einer 
geraden Linie liegen, eine lineare Gleich ung erfiiIlen m iissen ; denn 
damit P(x[y) auf del' durch PI (Xl [YI) und P 2 (xa [Y2) bestimmten Geraden 
liegt, muB Gleichung IS) bestehen. Beseitigen wir aus ihr die Nenner, 
so liiBt sie sich auf die Form bringen: 

(Y2 - YI) X + (Xl - x2)Y + (X2 YI - XI Y2) = O. IS') 

Dies ist eine lineare Gleichung in X und Y; vergleichen wir sie mit 17), 
so finden wir 

A == Y2 - YI' B Xl - X2 ' 0 ~ XaYI - X I Y2· 

Wir sehen hieraus zugleich, daB jeder linearen Gleichung 17) stets 
nul' eine Gerade entspricht, daB aber andererseits zu jeder Geraden 
unendlich viele Gleichungen gehoren. Hat man namlich eine Gleichung, 
so kann man durch Multiplizieren derselben mit irgendeiner Konstanten 
eine andere Gleichung hersteIlen, deren Bild aber dieselbe Gerade sein 
muB. Dies trifft iibrigens fiir j ede Kurve zu. Hiervon werden wir 
sofort Gebrauch machen, um verschiedene Gleichungsformen einer 
bestimmten Geraden abzuleiten. 

20* 
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Dividieren wir 17) durch B und lOsen nach Y auf, so bekommen 
wir die Gleichungsform 

wobei 

und 

Y = Ax + b, 

c 
b=- B 

19) 

gesetzt ist. Gleichung 19) heiBt die Richtungsgleichung der Geraden; 
denn 

ist bestimmend fUr die Richtung der Geraden. A wird daher der 
Richtungsfaktor genannt [so a. (6) S.10L]. 

Eine Gerade kann auf mannigfaltige Art festgelegt sein; der 
haufigste Fallistder, daB vonihr zwei Punkte PI (XI[YI) und P 2 (x2IY2) 
gegeben sind; welches ist dann die Gleichung der Geraden 1 
Eine Losung dieser Aufgabe wird uns durch Gleichung 18) gegeben; 
eine andere bekommen wir auf folgendem Wege. 1st (Abb. 175) P (x[y) 
ein beliebiger Punkt auf g, und 1 sein Teilverhaltnis beziiglich der 
beiden Punkte PI und P 2 , so bestehen die Gleichungen 

A = PI~ = XIX = OX - O~l = X - Xl = A 
PP2 XX2 OX2 -OX X 2 -X ' 

ebenso 

Aus ihnen folgt 

20) 

Die Bedeutung der Formeln 20) liegt darin, daB sie die Koordinaten 
desjenigenPunktes P auf g liefern, der beziiglich der beiden FestpunkteP1 

und P 2 das Teilverhaltnis 1 hat. Wir konnen die beiden Gleichungen 20) 
zusammen ebenfalls als die Gleichung der Geraden g ansprechen; 
sie unterscheidet sich allerdings wesentlich von der uns bisher gelaufigen 
Gleichung der Geraden. Wahrend die Gleichungen 17) bis 19) eine 
unmittelbare Beziehung zwischen x und Y darstellen, ist in 20) sowohl 
x als auch Y als Funktion einer dritten GroBe 1 ausgedriickt; 1 ist also 
gewissermaBen eine unabhangige Veranderliche, x und Y sind die ab
hangigen Veranderlichen. Wir werden spater noch haufig Darstellungen 
dieser Art begegnen, daB namlich die Koordinaten eines Punktes von 
einer dritten Veranderlichen abhangen; man bezeichnet diese dritte 
GroBe als einen Parameter, und diese Darstellungsweise der Kurve 
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als Parameterdarstellung. Gleichung 20) ist demnach eine Para
meterdarstellung der Geraden. Natiirlich kann man von der 
Parameterdarstellung einer Kurve wieder zur unmittelbaren Glei
chung durch Elimination des Parameters gelangen, so aus Gleichung 20) 
zu Gleichung IS) oder IS'). 

Setzen wir in 20) A = 1, so bekommen wir fiir die Koordinaten 
des Mittelpunktes der Strecke PIP2 

Xl + Xa 
xm =-2-' 

YI + Ya 
Ym=-2-' 21) 

Anwendungen auf unser Dreieck D [s. (107) S.291]. (Es ist 
zu beachten, daB wir fur diese Berechnungen das D:-eieck D nicht 
auf ein rechtwinkliges Parallelkoordinatensystem zu beziehen 
brauchen, sondern daB sie fiir ein beliebiges Parallelkoordinatensystem 
gelten.) 

a) Wie lauten die Gleichungen der Seiten des Dreiecks 1 

AB) 5x + 12y - 199 = 0, BC) 3x - 4y - 41 = 0, 

CA) 15x + Sy + 19 = O. 

b) Welches sind die Mittelpunkte der Seiten 1 

Ma(131-i) , Mo(-517), Mc(51¥). 
c) Wie lauten die Gleichungen der Mittellinien 1 

ma)45x+52y-559=0, mb)y-7=O, mc)45x-4y-167=0. 

d) Welches sind die Teilverhaltnisse der Schnittpunkte dieser 
Geraden mit den Achsen 1 (AB: y = 0, A = -V; x = 0, A = +H. 
ma: y = 0, A = +44; x = 0, A = +1 usw.) 

e) Suche auf allen diesen Geraden die Punkte mit den Teilverhalt
nissenA=2,!, -3, --}. (AB: A=2,x=11,y=12; ma: x=-V-, y=7usw.) 

Als Festpunkte sind auf den Seiten jedesmal die Eckpunkte A, B 
bzw. B, C bzw. C, A in dieser Reihenfolge, auf den Mittellinien der 
Eckpunkt als erster, ~er Mittelpunkt der 
Gegenseite als zweiter zu wahlen. 

Die Gerade g moge auf der x-Achse den 
Abschnitt a, auf der y-Achse den Abschnitt b 
bilden; durch a und b ist die Lage der Ge
raden (mit Ausnahme des Falles, daB gleich
zeitig a = 0 und b = 0 ist) bestimmt. Es 
ist die Gleichung der Geraden zu ermitteln. x 
Es sei (Abb.176) OA =a, OB =b; die Koor
dinaten von A sind dann Xl = a, YI = 0, 
die von B x2 = 0, Ya = b. Setzen wir diese in 
Formel18) ein, so erhalten wir Y - 0 = ob - 0 x-a -a Abb.176. 
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und nach einigen einfachen Umformungen 

~+JL=1 
a b 

(114) 

22) 

als Gleichung der Geraden, die auf den beiden Achsen die Abschnitte a 
bzw. b bildet; Gleichung 22) heiBt daher die Abschnittsgleichung der 
Geraden. Diese hat praktisch dadurch eine groBe Bedeutung, daB 
sich die Gerade, falls ihre Achsenabschnitie bekannt sind, leicht zeichnen 
laBt; sie vermittelt also bequemer als jede andere Gleichung die Lage 
der Geraden. Die allgemeine Gleichung der Geraden 17) laBt sich 
in die Abschnittsgleichung 22) iiberfiihren, indem man das Absolut
glied auf die rlclchte Seite schafft und durch dieses dividiert. Die rezi
proken Werte del' Faktoren von x und y sind dami die Abschnitte auf 
den betreffenden Achsen. Die Rechnung ergibt 

also ist 

-A -B 
Ax+By=-C, (rx+-c-y=1; 

und 
c 

b=--jj' 

Dreieck D: Die Gleichung der Geraden BClautet 3x-4y - 41 = 0; 
daraus folgt ihre Abschnittsgleichung 

. x_ + __ Y_ = 1 . 
.J t ~:Jl 

:l ·1 

Demnach sind die Abschnitte auf den Achsen 

a = 1l- = 13} , b = -4i = -lO+ . 

Man priife das Ergebnis in der Abbildung nach ~ Bestimme die Achsen
abschnitte del' iibrigen Seiten und der Mittellinien (an del' Abbildung 
nachpriifen!); zeige insbesondere, daB del' Abschnitt von mb auf der 
x-Achse unendlich groB ist, daB also mbll x-Achse ist! 

(114) SchlieBlich mage die Aufgabe gelast werden, die Gleichung 
einer Geraden aufzustellen, welche durch einen festen Punkt 
po(xolyo) geht und eine gegebene Richtung A hat (parallel zu 
einer Geraden mit dem Richtungsfaktor A ist). Da die Gerade den 
Richtungsfaktor A haben soIl, muB ihre Gleichung nach 19) die Form 
haben y = A x + b; da sie durch Po gehen soIl, muB auBerdem 
Yo = A Xo + b sein. Zieht man beide Gleichungen voneinander ab, 
so erhalt man die gesuchte Gleichung 

Y - Yo = A (x - xo) . 23) 

Dreieck D: Urn die Gleichung der durch A(-13122) gehenden 
Parallelen zu BC zu ermitteln, bedenken wir, daB der Richtungsfaktor 
von BC A = t ist; also lautet die gesuchte Gleichung 

y - 22 = .~ (x + 13) oder 3x - 4y + 127 = O. 
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Bestimme die Gleichung der durch die Ecken A, B, 0, ebenso durch 0 
und die Punkte Ma, M b , Me gehenden Parallelen zu den Seiten und 
Mittellinien; iiberzeuge dich durch Ermittlung der Achsenabschnitte 
an der Abbildung von der Richtigkeit der errechneten Gleichungen! 

Eine geometrisch wichtige Anwendung dieser Aufgabe ist das 
Problem, die Gleichung einer an die Kurve y = f(x) im Punkte 
Po(xoi Yo) gelegten Tangente zu ermitteln. Da Po Beriihrungspunkt 
sein soll, also auf der Kurve selbst liegt, muB natiirlich Yo = f(xo) 
sein. Die Tangente ist eine Gerade, von der uns ein Punkt Po (xol Yo) 

und die Richtung A = y~ = (~~ }l:=xo gegeben sind; folglich lautet nach 

23) die Gleichung dieser Tangente 

y - Yo = Yo . (x - xo)' 24) 

Beispiele. a) Die Para bel. 

Yo = 12pxo, 

Gleichung der Tangente 

y' = -'fL. = 1!..-, 
y2px Y 

, p 
Yo=-· 

Yo 

y - Yo = k (x - xo) oder p x - p Xo = Yo Y - 110 , 
Yo 

oder da Y5 = 2pxo: 
Yo' Y = p(x + xo)' 

Abschnittsgleichung: 

x +_~Oy=1 oder _x_+JL.=I; 
-Xo pxo -Xo Yo 

2 
d. h.: Jede Parabeltangente schneidet auf der Parabel
achse ein Stuck ab, das gleich der Abszisse, und auf der 
Scheiteltangente ein Stiick, . 
das gleich der halben Ordinate 
des Beriihrungspunktes ist. 

y 

Da Formel 23) fiir ein beliebiges 
schiefwinkliges Koordinatensystem 
gilt, ist dieser Satz auch noch richtig 
in einem Tangenten-Durchmesser- -----:>.£-~t--~;----"~-~x 
System der Parabel (111): Jede-
Parabeltangente schneidet 
auf einem beliebigen Durch
messer ein Stiick ab, das 
gleich der Abszisse !o und auf 
der zu dies em Durchmesser 

Abb.177. 

konjugierten Tangente ein Stiick, das gleich der halben Or
dinate ~o des Beriihrungspunktes ist (Abb.I77) [so a. (111)]. 
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b) Die Asymptotengleichung del' Hyperbel lautet xy = c2 

[so (112)]; es ist also 
c2 11 

Y'=--=-'-x2 x· 

Fur den Beriihrungspunkt Po ist 

c2 

Yo=x' o 
Y~ = _Yo. 

Xo 

Also ist die Gleichung del' Tangente 

Y - Yo = - Yo (x - xo) oder YoX + XoY = 2xoYo; 
Xo 

Xo 

Abb.178. 

messer c (rechtwinkliges 

die Abschnittsgleichung ist 

:);- + L - 1 
2xo 2yo - . 

Jede Hyperbeltangente schneidet 
auf den Asymptoten Stiicke ab, die 
doppelt so groB sind wie die Stiicke, 
welche die durch den Beriihrungs
punkt'l gezogenen Parallelen ab
schneiden (Abb.178). 

c) Die Mittelpunktsglei
chung eines Kreises vom Halb

Koordinatensystem) ist 

I - X " X 
Y =--=--yc2 _ x 2 11' 

;-·2----" 
Yo =Vc - Xii, 

x 
y~ =- ~. 

Yo 
Gleichung del' Tangente: 

Y - Yo = - Xo (x-xo) odeI' XoX + YoY = x5 + Y6 
Yo 

odeI' XoX + YoY = c2 • 

Man iibe sich weiter an del' Sinus-, Tangens-, Exponentialkurve usw. 
Schwieriger ist die Aufgabe, von einem Punkte an eine Kurve 

die Tangente zu legen; wie man hierbei verfahren muE, solI an 
einigen Beispielen gezeigt werden. 

a) Es solI an den Kreis von de'r Gleichung x2 + y2 = 25 vom 
Punkte (-9113) die Tangente gelegt werden. Nach obigem muE die 
Gleichung del' Tangente lauten Xo . x + Yo . Y = 25. Da die Tangente 
durch den Punkt (-9113) gehen solI, muE die Bedingung erfiillt werden 
-9xo + 13yo = 25. Da del' Beriihrungspunkt Po auf dem Kreise 
liegen'·muE, ist ferner x5 +" Y5 = 25. ":" Jetzt haben wir zwei Gleichungen 
mit den beiden Unbekallllten Xo u~d Yo; es gibt zwei Losungspaare 
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- 2r;<l1 -"* und 314 und demnach auch zwei Tangellten mit den 
Gleichullgen 

3x + 4y = 25 
bzw. 

24 x + 7 y + 125 = 0 und 3 x + 4 Y - 25 = 0 . 

Bestimme die Achsenabschnitte und bestatige das Ergebnis durch die 
Zeichnung! 

b) Es soll an die Kosilluslinie y = cosx vom Nullpunkt aus die 
Tangente gelegt werden. Gleichung 24) lautet in diesem Falle 

y - cosxo = -sinxo . (x - xo). 

Da die Tangente durch 0 gehell solI, muB ihre Gleichung durch das 
Wertepaar 010 befriedigt werden; dieses gibt zur Bestimmung von Xo 
die Gleichung 

-cosxo = xosinxo oder Xo + ctgxo = 0, 

die wir nach der N ewtonschen Methode (27) lOsen wollen. Wir 
setzen f (xo) Xo + ctg Xo; daml ist 

f' (xo) = 1 - -;-~ = - ctg2 Xo . 
SIn Xo 

Nun liegt ein Naherungswert, wie man an einer kleinen Skizze erkennt, 
bei Xo = 150 0 ; von ihm wollen wir ausgehen. Die folgende Tabelle 
enthalt den Rechnungsgang: 

arc "'0 1 "'0 I ctg "" 1 1 ("'0) Ilogctg",o Ilogf'(",o)! log 1("'0) I log h I h 

2,61799150° -1,7321 +0,88591°,238560,477121\°,94738-10,47026-11-0,29530 
2,9133 166 0 55' -4,3031 -1,38980,633761,267520,14295 0,87543-2 +0,07506 
2,83824162°37'9// -3,1948 -0,35660,504441,008880,55218-10,54330-2 +0,03494 
2,80330160°37'2// -2,8423 -0,03900,453680,907360,59106-20,68370-3 +0,00483 
2,79847160°20'25// -2,79911-0,0006 0,447021°,89404 0,77815-41°,88411-5 +0,00008 
2,79839160°20'9" -2,7984 ±O,OOOO 0,446910,89382 

Die Gleichung der Tallgente lautet demnach, wie sich durch Eillsetzen 
ergibt: y + 0,33651x = O. 

(115) 1m AnschluB an die Gleichung der in einem Pupkte an eine 
Kurve gelegten Tallgente mogell noch die folgelldell fUr die Kurven
ulltersuchullg wichtigell Begriffe be
handelt werden. Die in Abb. 179 dar
gestellte Kurve mnge die Gleichung 
y = f (x) haben. 1m Punkte P mit der 
Abszisse x und der Ordinate y = XP 
sei an sie die Tangente gelegt, welche 
die Abszissenachse in T schneide. Man 
bezeichnet das Stuck '1' P = t der Tan-

--~~~--~T~~~~X~--~X 

Abb.179. 
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gente, welches yom Beruhrungspunkte P bis zu T reicht, als die Lange 
der Tangente, und ihre Projektion auf die x-Achse TX = 8t als die 
Subtangente des Punktes P. Aus tg11 = y' folgt 

8t = :, und weiter t = ~, Yl + y'2 . 25) 

Man erhalt hiermit fur die SUbtangente der Para bel y = y2px, da 

, p 
y =---

jl2px' 
Y2px -

8t = -- V2px = 2x , 
p 

ein Ergebnis, das schon aus (114) S. 311 folgt. Fur die Exponen tial
linie y = a . ebx [so (56)] ergibt sich 

y' = abebx = by, 
1 

d. h. fUr die Exponentiallinie ist die Subtangente III jedem Punkte 

von der gleichen Lange i-. Dies vermittelt eine uberaus einfache 

Tangentenkonstruktion an diese Kurve (s. Abb. 74). 
Wir wollen weiter die Frage aufwerfen: Gibt es eine Kurve, fUr 

welche in jedem Punkte die Lange der Tangente den konstanten Wert a 
hat ~ Es muBte dann sein 

Y, yT+Y'2 = a. 
Y 

Wir sind hiermit auf eine Gleichung gestoBen, in der aus einer Beziehung 
zwischen der abhangigen Veranderlichen und ihrern Differentialquo
tienten die Funktion ermittelt werden solI; wir haben einen einfachen 
Fall einer Differentialgleichung vor uns. Urn die Funktion zu 
bestimmen, beseitigen wir den Nenner und quadrieren; wir erhalten 

wir 16sen nach y' auf: 
, y dy 

Y = vaC-Y; = dx ; 

unter Verwendung von Differentialen k6nnen wir schreiben: 

ya2 "":'-y2 
dx = --dy. 

Y 

Wir integrieren beiderseits; wahrend das Integral der linken Seite x - xo 
ergibt, wobei unter Xo die Integrationskonstante verstanden sein solI, 
verfahren wir rechts folgendermaBen. Wir setzen 

ya2 - y2 = z, 
daher 

also 

dy 
y 

- 2y dy = 2z dz , 

zdz 
Z2 - a2 ' 
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und es wird [s. Formel TIS] 

Jl_/a_2 -:-_y_-i dy = [_Z_2 d_Z_ = {dz + a2 [_d_Z_ = z _ aS~h%ll~ 
y . Z2 - a2 J ( Z2 - a2 l:l a 

Setzen wir 

so wird 

,/ Va2 _ y2 
= Y a2 - y2 - a lllr %13 ~-----''

a 

315 

( Y)2 (Sin2 '/I, 1 a = 1 - %g2u = 1 - (il;oj2u = ~or2-u ' 
a 
- = (£ofu, y u = lllr (£0 f !!... y 

[s. (58{59)]. Demnach ist 

~(r%g 1/1=-( ~ Y = lllr(£of; , 

und die Gleichung derjenigen Kurve, fUr welche in jedem Punkte die 
Tangente die Lange a hat, lautet 

x - xo = -ya2 - y2 - a.lllt(£of~. 
y 

Wir werden auf diese Kurve, die Huyghenssche Traktrix, naher 
eingehen [s. (133)]. 

Einfacher ist die Frage nach denjenigen Kurven zu beant
worten, fUr welche in jedem Punkte die Subtangente die Lange a hat; 
ihre Gleichung lautet - die Ableitung sei dem Leser iiberlassen 

y = ce~; die Exponentialkurve ist die einzige Kurve diesel' Art. 

(116) B. Die gerade Linie und del' Punkt. Unter Zugrundelegung 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems moge die folgende Aufgabe 
behandelt werden. 

Gegeben ist eine Gerade g durch ihren Abstand d von 0 
und den Winkel 0\., den d mit del' positiven x-Achse einschlieBt; 
gege ben ist a uBerdem ein Punkt P d urch seine Koordinaten x 
und y; zu berechnen ist del' A b
stand n, den P von ghat (Abb. 180). 

1st D del' FuBpunkt von d, wobei d 
eine absolute GroBe ist, und N der FuB
punkt von n, so hat del' von 0 nach P 
fUhrende Linienzug ODN P die gleiche 
Projektion auf irgendeine Gerade wie del' 
von 0 nach P fiihrende Linienzug OXP 
[Projektionssatz (107)]. Wir wollen 
beide Linienziige auf die Gerade OD 

y 

g 

Abb.180. 

n 

N 

I , 
I , 
,y , 
, 
I 

x x 
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projizieren: Der erste Linienzug gibt d + n, der andere 

x cos 0;, + y cos (90 0 - 0;,) = x cos 0;, + Y sino;, . 

Also erhalten wir 

oder 
d + n = x coso;, + ysino;, 

n = x coso;, + ysino;, - d. 

(lI6) 

26) 

Da d + n nur dann gr6Ber ist als d, wenn P so liegt, daB die Gerade g 
zwischen 0 und P hindurchgeht, andererseits nur dann kleiner ist 
als d, wenn 0 und P auf derselben Seite von g liegen, so folgt, daB 
sich n aus Gleichung 26) positiv ergibt, wenn 0 und P voneinander 
durch g getrennt werden, und negativ, wenn sie beide auf derselben 
Seite von g liegen. Formel 26) gibt uns also einmal die Lange des 
Abstandes, den P von ghat, auBerdem sagt sie uns auch, auf welcher 
Seite von g P zu suchen ist. 

Liegt P auf g selbst, so ist n = 0, und die Koordinaten x und y 
von P miissen die Gleichung erfiillen: 

x cos 0;, + Y sin 0;, - d = o. 27) 

Besteht andererseits diese Gleichung, so muB Pauf g liegen. Wir 
haben demnach in 27) eine neue Form der Gleichung einer Geraden 
gewonnen; man nennt diese Gleichung die Hessesche Normalform 
del' Geraden. 

Kennt man die Hessesche N ormalform, so kann man leicht 
den A bstand eines belie bigen Punktes von der Geraden er
mitteln: man braucht zu diesem Zwecke nur die Koordinaten dieses 
Punktes in die link~ Seite von 27) einzusetzen .. Sie nimmt einen im 
allgemeinen von Null verschiedenen Wert an, dessen absoluter Betrag 
gleich dem Abstande des Punktes von der Geraden ist, und dessen 
Vorzeichen angibt, ob der Punkt von 0 durch die Gerade getrennt 
liegt (+) oder ob er mit 0 auf der gle~chen Seite der Geraden liegt (-). 

Die allgemeine Gleichung 17) der Geraden laBt sich in die Hessesche 
Normalform iiberfiihren, ·indem man die gegebene Gleichung mit einer 
geeigneten Konstanten R, dem Red uktionsfaktor,. multipliziert. 
Die allgemeine Gleichung 17) geht dadurch iiber in die Gleichung 

RA . x + R B . Y + RC = o. 
Damit diese mit 27) identiseh ist, miissen die Beziehungen bestehen: 

RA = coso;" RB = sino;" -RC = d. 28) 

Aus den ersten beiden folgt durch Quadrieren und nachheriges Addieren 

also 
R2 (A 2 + B2) = 1 , 

29) 
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Hierbei ist das Vorzeichen der Quadratwurzel noch unbestimmt; be
denken wir jedoch, daB d eine absolute GroBe ist, so erkennen wir, 
daB -RO positiv sein, daB also das Vorzeichen von R dem von 0 
entgegengesetzt sein muE. Unter diesen Voraussetzungen lautet 
die Hessesche N ormalform 

±( A .x+ ~_B~.y+ . C )-0 
VA2 + B2 VA2 + B2 VA2 + B2 - , 

wobei das obere Vorzeichen gilt, weilll 0 negativ, und das untere, wenn 0 
positiv ist. 

Was haben wir dadurch gewoilllen ~ Da 

cos IX- = A . R und sin iX = B . R 

ist, so ist der Winkel iX, den das von 0 auf die Gerade gef1i1lte Lot 
mit der x-Achse einschlieBt, gefunden, und zwar eindeutig im Bereiche 
von 0° bis 360°. Da ferner 

d=-RO 

ist, so kennen wir auch den Abstand d, den der Anfangspunkt von der 
Geraden hat. Und schlieBlich konnen wir, wie schon oben ausgefiihrt, 
jetzt den Abstand irgendeines beliebigen Punktes von der Geraden 
leicht errechnen. Einige Beispiele werden diese Tatsachen erHiutern. 

In unserem Dreieck D (jetzt gilt nur das rechtwinklige Koordinaten~ 
system!) war die Gleichung der Seite BO 3x - 4y - 41 = 0; wir 
wollen sie in die Hessesche N ormalform bringen. Zu diesem Zwecke 
multiplizieren wir die Gleichung 3 x - 4 Y - 41 = 0 mit R und er
halten 3Rx - 4Ry - 41R = o. Nun muB sein 

a) cosiX = +3R, b) siniX=-4R, c) d=+41R. 

Aus den ersten beiden Gleichungen a) und b) folgt durch Quadrieren 
und Addieren 

25R2 = 1, also R=±}. 

Da 0 negativ ist (-41), muB R positiv sein, also R = +}.< Mithin 
lautet die Hessesche N ormalform unserer Geraden: < • 

d) +j}x -*y - V = o. 
Ferner ist nach a) und b) 

cos iX = + t ' sin iX = - ~ ; 

iX liegt demnach im vier ten Quadranten, und zwar ist iX = 306 ° 52'12". 
Der Abstand d des Anfangspunktes von B 0 ergibt sich aus c) zu d = -";-. 
Um schlieBlich noch den Abstand der Ecke A von der Seite B 0, also 
die Lange der Hohe ha zu berechnen, setzen wir in d) die Koordinaten 
von A (-13122) ein. Wir erhalten 

ha = _ll,,'!. - ¥ - -"oL= _.L~.a = -33~. 
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Das negative Vorzeichen deutet an, daB A und 0 auf derselben Seite 
von BC liegen. Von der Richtigkeit aller dieser Ergebnisse iiberzeuge 
sich der Leser an der Hand der AbbiIdung. - Da wir (107) die Lange 
von B C zu a = 25 gefunden haben, erhalten wir als Flacheninhalt des 
Dreiecks ABC 

F = -~aha = t .If,lt. 25 = 420 

in Ubereinstimmung mit dem in (108) S.295 gewonnenen Ergebnisse._ 
(Da uns hier nur der absolute Betrag der Flache angeht, ist auch nur 
der absolute Wert von ha in Rechnung gesetzt worden.) 

Der Leser ermittle die Hesseschen N ormalformen der iibrigen 
Seiten und der Mittellinien des Dreiecks D, bestimme die Abstande 
der Ecken und der Seitenmitten von den verschiedenen Geraden und 
bestatige die Ergebnisse an der Zeichnung. 

(117) Wir kehren zu den allgemeinen Betrachtungen zuriick und 
wollen sie auf zwei Gerade ausdehnen. Sind 

XCOS1X I + ysin1XI - d l = 0 und XCOS1X 2 + ysiniX2 - d2 = 0 

die Hesseschen Normalformen von 171 bzw. g2' und hat ein Punkt P (x iy) 
von ihnen die Abstande n l bzw. n2 , so muB sein 

Wir wollen P jetzt so wahlen, daB er von beiden Geraden den gleichen 
Abstand hat; dies ist dann der Fall, wenn entweder n l = n2 oder 
n l = -n2 ist [warum ~ wann tritt der eine, wann der andere Fall ein n 
Damit also P von beiden Geraden gleichen Abstand hat, miissen seine 
Koordinaten entweder die Gleichung 

x COS1XI + y sin1XI - dl = X COS1X2 + y sin1X2 - d2 

oder die Gleichung 

XCOS1XI + ysin1XI - dl = -(XCOS1X2 + ysin1X2 - d2) 

erfiillen. Nach einfacher Umformung ergeben sich hieraus die beiden 
Gleichungen 

X(COS1XI - COS1X2) + y(sin1XI - sin1X2) - (dl - d2 ) = 0 30a) 
und 

X(COS1XI + cos<X2) + y(siniXl + sin<x2) - (dl + d2 ) = O. 30b 

Beides sind in x und y line are Gleichungen; ihre geometrischen Bilder 
sind infolgedessen Geraden WI bzw. w2 • Damit P von gl und g2 gleich 
weit entfernt ist, muB also P entweder auf WI oder auf W 2 liegen. Nun 
wissen wir aus der Planimetrie, daB aIle Punkte, welche auf den beiden 
Halbierungsgeraden der von gl und g2 gebildeten Winkel liegen, von 
gl und g2 gleiche Entfernung haben; demnach sind die beiden 
Gleichungen 30a) und 30b) die Gleichungen der Halbierungs
geraden WI und w2 der von gl und g2 gebildeten Winkel. 
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Dreieck D: Die Normalformen der Seiten BO und OA lauten 

-} x - t Y - 4'i = 0 bzw. -H x - -1'7- Y - -H = 0; 

demnach sind die Gleichungen der Winkelhalbierenden des Dreiecks
winkels I' und seines Nebenwinkels 

(.g. + H) x + (-t + 1~) Y - (oil - f ¥) = o. 
und 

(}- H)x+(-S---fT)Y-(V +H-) =0 

oder zusammengefaBt 

und w;,) 2x+9y+66=0. 

(Nachpriifen in der Abbildung durch Achsenabschnitte!) Bestimme 
ebenso die Gleichungen der Halbierenden der iibrigen Dreieckswinkel 
und der sonstigen von Mittellinien und Seiten usw. gebildeten Winkel! 

SchlieBlich moge die Hessesche 
Normalform der Geraden noch Ver- Y 
wendung finden zum Beweise des in 
(92) S.248 angefiihrten Satzes, daB 
die im Schwerpunkte eines 
Massensystems vereinigt ge
dachte Gesamtmasse dieses Sy
stems beziiglich jeder belie
bigen Momentenachse ein sta 
tisches Moment hat, das gleich 
der Summe der statischen Mo 
mente der Einzelmassen dieses 
Systems beziiglich der betref
fenden Achse ist. 

In Abb. 181 sei m" (x" i y,J ein Massenpunkt 
S(~I1]) der Schwerpunkt dieses Systems, wobei 
des Schwerpunktes 

a) ~ = ~mkxk, 
~mk 

s 

Abb.181. 

des Systems, ferner 
nach der Definition 

ist [s. (92) S.248]. Als neue Momentenachse werde die Gerade g ge
wahlt, deren Gleichung in der Hesseschen Normalform 

x cos IX + ysinlX - d = 0 

lauten moge. Die Masse m" hat von g den Abstand p", der sich 
errechnet zu 

PIc = x" cos IX + y" sin IX - d. 

S besitzt von g den Abstand 1'; er ist 

'Y = ~ cos IX + 1] sin IX - d . c) 
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Die Masse m" hat beziiglich (J das Moment 

PTe m" = m" x" cos iX- + m" y" sin iX- - m" d ; 
folglfch das Massensystem beziiglich (J das Moment 

My = L(m"x"cosiX- + m"y" sino.: - m"d) 
= COSiX-' Lm"x" + sino.:· Lm"y" - d· Lm". 

Da aber nach a) und b) 

ist, so ist Lm"x" = ~. Lm", Lm"y" = 17' Lm" 
My = Lm". (~coso.: + 1] siniX- - d), 

also mit Hilfe von c) 

(US) 

d. h. die Summe der statischen Momente der Einzelmassen ist beziiglich 
der beliebigen Geraden (J gleich dem statischen Momente der in S ver
einigten Gesamtmasse. 

(118) C. Mehrere Geraden. Unter den Fragen nach den Beziehungen, 
die z,wischen zwei Geraden (Jl und (J2 bestehen, sind die wichtigsten die 
nach dem Schnittpunkt und dem Schnittwinkel der beiden Geraden. 
Bei Beantwortung der ersten Frage sei ein beliebiges schiefwinkliges 
Koordinatensystem zugrunde gelegt. 

Die Gleichungen der beiden Geraden seien 

Sind die Koordinaten des Schnittpunktes S Xs bzw. YSl so miissen 
die beiden Gleichungen bestehen 

Alxs + Blys + 0 1 = 0, A2xs + B 2ys + O2 = o. 
Das sind zwei lineare Gleichungen mit den beiden Unbekannten Xs 
und Ys; ihre AuflOsung gibt 

Xs = B 1C2 - B2C1 und Ys = 41~2 - A2Q~. 31) 
AIB2 - A2Bl BIA2 - B2Al 

Die LOSUllg ist eilldeutig und stets moglich, solallge Al B2 - A2 Bl t 0 ist. 
1st dagegen 

oder 32) 

so ist 
Xs = 00 bzw. Ys =00; 

d. h. der Schnittpullkt liegt im Unelldlichen, die Geraden sind zu
einander parallel. Dieses Ergebnis deckt sich mit der Tatsache, 
daB nach 19) in (113) 

ist, d. h. die Richtungsfaktoren einander gleich sind. 
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Dreieck D liefert uns eine Fiille von Anwendungen. 
a) Bestimme den Schnittpunkt S der Mittellinie ma mit der Mittel

linie mb! 

ma) 45 x + 52 Y - 559 = 0, mb) Y - 7 = 0, 

X8 = ~a, Ys = 7. 

b) Zeige, daB die drei Mittellinien sich in einem Punkte schneiden! 
Rech twinkliges Koordinatensystem: 

c) Bestimme den Schnittpunkt W der beiden Winkelhalbierenden Wy 

und w",! 

W y) 9x-2x-43=0, W"') lOx + 11x - 112 = 0, 

Xw = ~l., Yw = 974.. 

d) Zeige, daB die sechs Winkelhalbierenden w"" w~, wp, wp, wy ' w~ 
sich zu je drei in einem Punkte schneiden, und bestimme die Koordinaten 
dieser Schnittpunkte, der Mittelpunkte des Inkreises und der Ankreise! 

(VI-13); (-3310); (17155). 

e) Bestimme mittels der Hesseschen Normalform der Seiten die 
Halbmesser des Inkreises und der Ankreise! 

Beispiel: 
Xw = \-1., Yw = _~,L; 

AB) T5]jx + tty - -y'1l = 0; 
also: 

Q = -h·.y.. + H·"\4.. - ¥afl. = _JI'-f = -jj7Q ; 

Qa = ~-{ , Qb = 28 , Qc = 42 . 

f) Welches sind die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden mit den 
Seiten und den Mittellinien 1 

Man priife aIle Rechnungsergebnisse 
an der Abbildung nach! 

(119) Bestimmung des Schnitt
winkels zweier Geraden imrecht
winkligen Koordinatensystem. 

Es ist in Abb. 182 der Winkel cp, 
den die beiden Geraden Yl und Y2.mit
einander bilden, gleich der Differenz 
der beiden Winkel #2 und #1' den die Ge
raden mit der x~Achse einschlieBen, also 

cp = #2 - #1· 

y 

Nun ist nach den Entwicklungen von (6) S.11 

Abb.182. 

tg#l = Al und tg#2 = A2 , 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 21 
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wobei Al und A2 die Richtungsfaktoren von gi bzw. g2 sind und 

Al = - _ABI , A __ A2 
I 2 - B2 

ist. Es ist deshalb, da 
tg&2 - tg&1 . 

tgcp = 1 + tg&2 tg&1 1St, 

t A2 - Al AIB2 - A2BI 33) 
gcp = 1 + AIA2 = AIA2 + B I B 2· 

Anwendung auf das Dreieck D (rechtw. Koord.): 
a) Bestimme die Dreieckswinkel! Anleitung: Die Gleichung der 

Seite AB lautet: 
5x + 12y - 199 = 0, 

die der Seite B 0 : 
3 x - 4 Y - '41 = 0; 

folglich ist 
5 . (-4) - 12 . 3 -56 

tgf3= 5.3-12.4 =_33=+1,69697, fJ = 59° 29' 23/1 . 

b) Bestatige durch Rechnung, daB eine Winkelhalbierende mit den 
zu ihr gehOrigen Seiten gleiche Winkel einschlieBt! Anleitung: Der 
Winkel cp zwischen 

w).) 9x - 2y - 43 = 0 und BO) 3x - 4y - 41 = 0 

ist bestimmt durch 
_3.(-2)-9.(-4)_30_ 6. 

tgcp - 3.9 + (-4) . (-2) - 35 - '7 ' 
der zwischen 

OA) 15x+8y-19=0 und 

durch 
, 9·8-(-2)-15 102 6 

tgcp = 9.15 + (-2)--:S = 119 = '7 ; also tgcp' = tgcp . 

c) Bestimme die anderen am Dreieck vorkommenden Winkel! 

Wir wenden uns zwei Sonderfallen zu. 
1. 1st cp = 0°, so ist tgcp = 0, also nach 33) AIB2 - A2BI = 0; 

wir kommen wieder, auf Gleichung 32), die die Bedingung fiir das 
Parallellaufen von gi und g2 darstellte, und in der Tat sind gi und g2 
zueinander parallel, wenn cp = 0 ist. 

2. 1st cp = 90°, so ist tgcp = 00, also nach 33) 

AIA2 + 1 = 0, AIA2 + BIB2 = O. 34) 

Gleichung 34) enthalt also die Bedingung fUr das Senkrechtstehen 
zweier Geraden: Zwei Geraden stehen aufeinander senkrecht, 
wenn ihre Richtungsfaktoren zueinander entgegengesetzt 
reziprok sind. 
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Dreieck D: Beweise, daB die beiden Halbierenden eines Dreiecks
winkels und seines AuBenwinkels aufeinander senkrecht stehen! An
leitung: Es ist 

wy ) 9x - 2y - 43 = 0, w~) 2x + 9y + 66 = 0; 

da 9·2 + (-2) . 9 = 0 ist, ist der Beweis erbracht. 

Aufgabe: Durch den Punkt Po(xolyo) ist eine Gerade n zu legen, 
welche auf der Geraden 

g) Ax + By + 0 = 0 

senkrecht steht. Der Richtungsfaktor von gist 

A 
Al:=- B; 

folglich ist der Richtungsfaktor von n nach 34) 

B 
A2 = + A 

und demnach nach 23) die Gleichung von n 
B 

y - Yo = A (x - xo) oder A (y - Yo) - B (x - xo) = 0 . 35) 

Dreieck D: a) Es sind die Gleichungen der drei Hohen aufzu
stellen. Anleitung: Die Gerade OA hat die Gleichung 15 x + 8 y + 19 = 0; 
die Ecke B die Koordinaten xB = +23, YB = +7. Demnach lautet 
die Gleichung der Hohe hb 

15 (y - 7) - 8 (x - 23) = 0 oder 8 x - 15 y - 79 = 0 , 

ha) 4 x + 3 y - 14 = 0, he) 12 X - 5 Y - 76 = 0 . 

Bestimme die Achsenabschnitte und priife die Ergebnisse an der 
Abbildung nach! 

b) Bestimme die FuBpunkte der Hohen! Anleitung: Die Seite OA 
und die Hohe hb schneiden sich in einem Punkte H b , dessen Koordinaten 

-H-t bzw. _JiVg'L sind; Ha (7 --l5"I-4 -H) , He(ll T'\luIII iH ) . 
Berechne ferner die Lange der Hohen! Anleitung: 

hb = V(23 - {H)2 + (7 + J2)liV)2 = 24-H--

[s. (116) S.317]. Der Schnittpunkt H lier drei Hohen hat die Koordi-
naten 

YH= -2-li-. 
c) Stelle die Gleichungim der Mittelsenkrechten auf! Anleitung: 

BO hat die Gleichung 3x - 4y - 41 = 0, der Mittelpunkt Ma von BO 
die Koordinaten 

XMa = + 13, YMa = -i; 
"10k 
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folglich ist die Gleichung der Mittelsenkrechten na 

3(y + i) + 4(x - 13) = 0 oder 8x + 6y - 101 = 0; 

nb) 8x - 15y + 145 = 0, no) 24 x - 10 Y + 25 = O. 

d) Welches sind die Koordinaten des Mittelpunktes M des Um
kreises 1 Welches ist der Halbmesser r des Umkreises 1 

r = 19H). 

(120) Lehre von den Normalen der ebenen Kurven. Unter 
der Normalen an eine Kurve in einem ihrer Punkte versteht 
man die Gerade, die in diesem Punkte auf der zugehorigen 
Kurventangente senkrecht steht. 

1st (Abb.183) Y = f(x) die Gleichung der Kurve und Po(xo[ Yo) 
einer ihrer Punkte, wobei also Yo = f (xo) ist, so hat die Tangente in Po 

den Richtungsfaktor Al = y~ [so (114)], 
folglich die Normale den Richtungs-

faktor A2 = -~. Demnach lautet die 
Yo 

Gleich ung der N ormalen 

1 
(y - '!Io) = - y~ (x - xo) 

(x - xo) + y6(y - Yo) = O. 36) 
Abb.183. 

Beispiel: Zur Parabel y = -y2px 
solI im Punkte Po(xo[Yo), wobei Yo = y2pxo ist, die Normale gelegt 
werden. Es ist , p p 

Yo = -c= = --, 
Y2pxo Yo 

daher die Gleichung der Normalen 

oder, wenn wir 
setzen: 

bzw. 

x - Xo + L(y - Yo) = 0 
Yo 

zur Vermeidung von 1rrationalitaten 

Y~ p 
x - "2p + Yo (y - Yo) = 0 

2p Yo' x + 2p2: Y - (Y5 + 2p2 Yo) = O. 

x - JJI 
0- 2p 

a) 

1st umgekehrt durch irgendeinen Punkt A mit den Koordinaten a und b 
die Normale zur Parabel zu legen; so miissen wir erst die Koordinaten Xo [Yo 
des FuBpunktes der Normalen - ermitteln; da x = a und y = b die 
Gleichung a) der Normalen erfiillen miissen, erhalten wir zur Be
stimmung der Ordinaten Yo des FuBpunktes die kubische Gleichung 

y~ - 2p(a - p)Yo - 2bp2 = O. 
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Man kann also im allgemeinen von einem Punkte auf eine Parabel 
drei Lote fallen, von denen allerdings zwei imaginar sein konnen. Liegt 
beispielsweise A auf der Parabelachse (b = 0), so lautet die Gleichung 

yg - 2p(a - p)Yo = 0, 
also ist 

Yo=O bzw. Yo=±12p(a-p), 

und wir erkennen, daB jetzt - wie vorauszusehen war - das eine 
Lot die Parabelachse ist, wahrend die FuBpunkte der beiden anderen 
Lote 

Xo = a - p, Yo = ±-v2 p(a - p) 

sind; es gibt demnach in diesem Falle nur so lange drei Lote, als a > p ist. 
In Erganzung zudenin (115) S. 313f. gebrachtenAusfuhrungen uber 

die Tangente sei noch folgendes aus der Kurvenlehre hier erwahnt. 
Man nennt (s. Abb. 183) die Strecke PoNo = n der Normalen, die 
vom Kurvenpunkte Po bis zum Schnittpunkte No der Normalen mit 
der Abszissenachse reicht, die Lange der N ormalen, und ihre Pro. 
jektion XoNo = 8" auf die'Abszissenachse die Subnormale. FUr sie 
ergeben sich aus Abb.183, da tgito = Yo 
ist, die Formeln 

8" = Yo' y6, n = Yo • -VI + yf? 37) 

So ist die Subnormale der obigen 
Parabel 

P 
8" = yo'~ = p. 

Yo 

Die Subnormale der Parabel ist 
fur aIle Punkte gleich dem Para

Abb.184. 

meter. Hieraus folgt fur die Konstruktion der Parabelnormalen eine 
einfache Regel (Abb. 184): Man geht von der Achsenprojektion X 
des Parabelpunktes P um die Strecke XN = p auf der Achse vorwarts; 
PN ist dann die Normale im Punkte P und folglich das in P hierauf 
errichtete Lot die Tangente. 
. DaB ubrigens die Parabel die einzige Kurve ist, deren Sub. 
normale. konstant ist, laBt sich Leicht ableiten. SolI namlich 

y' ;; = p sein (Differentialgleichung!), so muB 

y • d y = p . d x oder y2 = 2 P (x - a) 

sein. Letzteres ist aber die Gleichung einer Parabel, deren Achse die 
x-Achse ist und deren Scheitel die Koordinaten a I ° hat. 

Um auch die Kurve zu finden, deren N ormale die fur, j eden 
Punkt konstante Lange chat, mussen wir ansetzen 

Y-V 1+y'2=c; 
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wir 16sen nach y' auf und erhalten 

:~ =y' = V(;y -1. 

Trennen wir die Veranderlichen, so ergibt sich 

ydy = dx yc2 _ y2 
und durch Integration 

- v'c2 - y2 = X - a oder (x - a)2 + y2 = c2. 

Letzteres ist aber die Gleichung eines Kreises [s. (123) S.330], dessen 
Halbmesser gleich c ist und dessen Mittelpunkt die Koordinaten x I 0 
hat. Dieses Ergebnis stimmt liberein mit der Tatsache, daB die Normale 
fUr jeden Punkt eines Kreises vom Halbmesser c, durch dessen Mittel
punkt die Abszissenachse geht, in der Tat gleich dem Halbmesser ist. 

(121) D. Geometrische Orter. Zu den wichtigsten Aufgaben, die die 
analytische Geometrie zu 16sen hat, gehort die Ermittlung des geo
metrischen Ortes eines Punktes, der sich nach vorgeschriebenem 
Gesetze bewegt. Die hierbei einzuschlagenden Verfahren sollen an der 
Hand einiger Beispiele erortert werden. Wir beginnen mit der folgenden 

Aufgabe: Gegeben ist ein Winkel BAG = eX und eine Strecke 8; 
ein Punkt P bewegt sich so, daB die Summe der beiden Lote, die man 
von ihm auf die Schenkel AB und AG von eX fallt, stets gleich der 
gegebenen Strecke 8 ist. 

1st die Aufgabe in dieser Allgemeinheit gestellt, so muB man sich 
stets erst liber das Koordinatensystem schllissig werden. DaB man 

s 

Abb.185. 

mit Erfolg verschiedene Wege 
einschlagen kann, wollen wir an 
diesem Beispiele zeigen. 

Man kann von der Erwagung 
ausgehen, daB, solange keine trif
tigen Gegengrlinde vorliegen, 
man am besten ein rechtwink
liges Koordinatensystem wahlt; 
dies wollen wir hier auch tun. Da 
(Abb. 185) der Punkt A als ScMi
tel von eX eine bevorzugte Rolle 
spielt, wollen wir ihn als Null
punkt wahlen, und da die bei-
den Schenkel hervorgeho bene Ge

raden sind, wollen wir den einen, namlich AB, als positive x-Achse wahlen; 
die y-Achse ist dann das in A auf AB errichtete Lot. Wir konstruieren 
uns nun einen der unendlich vielen moglichen Punkte P, indem wir 
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zu AB in einem beliebigen Abstande y und zu AC in dem Abstande 8 - Y 
die Parallelen ziehen; beide Parallelen magen sich in P schneiden. 
Die Koordinaten von P seien x = AD und y = DP. Die Parallele 
zu AB mage A C in Q schneiden, QR sei das von Q auf AB gefallte 
Lot. Dann ist 

x = AD = AR + RD = AR + QP oder 
8-y 

X = Y ctgiX + SinlX . 

Hiermit haben wir eine Gleichung gewonnen, welche die Koordinaten x 
und y des Punktes P erfiillen miissen; es ist dies also die Gleichung 
des geometrischen Ortes von P. Formen wir die Gleichung um, so 
erhalten wir 

x . sin iX + y • (1 - cos iX) = 8. 

Die Gleichung ist in x und y linear; die Bahn des Punktes P ist also 
eine Gerade g. Wir kannen leicht die Hessesche Normalform dieser 
Geraden finden. Da namlich 

• 2'1X IX SIniX = sIn 2 cos 2' 1 - COSiX = 2sin2 ; 

ist, so erhalten wir nach Division durch 2 sin ~ 

IX+ • IX 8 0 xcos- YSlll- - --- = . 
2 2 2sin~ 

2 

Das von 0 auf die Gerade gefallte Lot hat also die Lange 

d= _~8_, 
2 sin ~ 

2 

und es schlieBt mit der x.Achse den Winkel ~ ein; es fallt demnach 

auf die Winkelhalbierende w von 0(,. Um die Gerade zu finden, brauchen 

wir nur auf der y.Achse die Strecke A G = ; abzutragen und durch G 

die Parallele zu AB zu ziehen, welche win W schneidet; das in W auf w 

errichtete Lot ist die Gerade g (da A W = --:---:x ist). 
28m 2 

Auf einen zweiten Lasungsweg kommt man durch folgende Erwagung. 
Die Kurve, die die Bahn des Punktes P ist, muB symmetrisch zur 
Winkelhalbierenden w von iX liegen; denn der zu P beziiglich w sym· 
metrisch liegende Punkt P' hat von AB einen Abstand, der gleich PE, 
und von AC einen solchen, der gleich PD ist; die Summe beider muB 
demnach wieder gleich 8, P' daher ebenfalls ein Punkt des gesuchten 
Ortes sein. Man wahlt nun gern eine solche Symmetrielinie als die 
eine Achse des zugrunde zu legenden Koordinatensystems, weil .bei 
der mathematischen Behandlung meistens erhebliche Vereinfachungen 
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eintreten. Es sei also w die eine Koordinatenachse. Wollen wir 
bei einem rechtwinkligen Koordinatensystem bleiben, so muB die 
andere Koordinatenachse u in A auf w senkrecht stehen, und die Koordi
naten von P sind im wu-System AW = w, WP = u. Wir projizieren 
den Linienzug A W P auf P D und erhalten (Projektionssatz!) 

PD = AWsin ; + WPcos; = wsin ; + ucos ; ; 

nun projizieren wir A W P auf PE und erhalten 

PE = +Awsin ; - WPcos ; = wsin; - ucos ; . 

Da. PD + PE = 8 sein soil, so ergibt sich als Gleichung des geometri
schen Ortes: 

2 . IX 
WS1ll 2 = 8 oder 

8 w=----. 
2 . IX 

sm 2 

In dieser Gleichung tritt die Veranderliche u iiberhaupt nicht auf; 
der Ort ist folglich eine Gerade, die parallel zur u-Achse, also senkrecht 

zur Winkelhalbierenden wist und auf ihr die Strecke _8_ abschneidet 
2' IX 8m 2 

- ein Ergebnis, das mit dem obigen iibereinstimmt. 
Will man die Rechnung fiir ein schiefwinkliges Koordinatensystem 

durchfiihren, so liegt es nahe, als Achsen die Schenkel von IX zu wahlen, 
und zwar sei AB die ~-Achse und AO die ~-Achse. Die Koordinaten 
von P sind dann AI = ~ und IP = ~, und es ist 

PD = IP sin IX = n sinlX 
und 

PE = QPsina. = AI sin a. = ~sina., 
folglich 

~sinlX + ~ sin a. = 8 oder 

Der Ort von P ist mithin eine Gerade, die auf beiden Schel1keln das 

gleiche Stiick, namlich a = ---.!!.- abschneidet. Zur Konstruktion von a sm IX 

tragt man auf einem in A zu einem Schenkel errichteten Lote die 
Strecke AK = 8 ab und zieht durch K die Parallele zu diesem Schenkel, 
welche den anderen Schenkel in L schneide; dann ist AL = a. 

(122) Nicht immer liegen die Verhaltnisse so einfach wie in der eben 
durchgefiihrten Aufgabe; haufig muB man eine veranderliche Hills
groBe, einen Parameter, einiiihren, der zuletzt wieder zu eliminieren 
ist. Wir wollen dieses Verfahren an einer weiteren Aufgabe erIautern. 

Aufgabe: In ein gegebenes Viereck ABOD soil ein Parallelo
gramm EFGH so eingezeichnet werden, daB seine Seiten parallel den 
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Diagonalen des Vierecks sind. Wo liegt der Mittelpunkt M des Parallelo
gramms 1 

Wir werden in diesem Falle am zweckmaBigsten die Achsen des 
zu wahlenden Koordinatensystems in die Diagonalen des Vierecks 
legen, und zwar sei (Abb. 186) 
AC die x-Achse, BD die y-Achse, 
und der Schnittpunkt 0 der 
Nullpunkt. Das Viereck werde 
dann so in dem Koordinaten
system festgelegt, daB wir uns 
die Strecken OA = a, OB = b, 
OC = c und OD = d geben. 
Die Koordinaten der Eckpunkte 
sind dallll A(aIO), B(Olb), 
C (c 10), D (0 I d). Kennen wir 
nun eine Ecke E des Parallelo
gramms, so sind die iibrigen 
Ecken und damit das Parallelo-
gramm selbst und sein Mittel-

y 

x 

Abb.186. 

punkt M mitbestimmt. Nun konnen wir E auf AB durch sein Teil
verhiiltnis .Ie beziiglich der Punkte A und B festlegen; dallll ergeben sich 
seine Koordinaten mit Hilfe der Formeln 20) S. 308 zu 

a+},.O a O+H H 
XE = 1'+T = 1 + J.' YE = 1 + J. = C-!--J.· 

Da den Punkten F beziiglich C und B, G beziiglich C und D, X beziiglich 
A und D das gleiche Teilverhaltnis .Ie zukommt, so sind die Koordinaten 
dieser Punkte 

c H c 
Xp = 1 + },' yp = 1 + A; xG = I + I. ' 

a J.d 
XH = 1 + A ' YH = 1 + J •• 

Die Koordinaten von M seien x und Y; da M der Mittelpunkt von E G 
ist, so ist nach 21) S. 309 

1( a c ') a+c 1 (J.b J.d ') J,(b+d) 
x=21+J.+I-+}, =2(1+W Y=2 1+/,+1+J. =2(1-H); a) 

zu den gleichen Ergebnissen fiihren die Koordinaten von Fund H. 
a) gibt uns die Koordinaten von M in ihrer Abhangigkeit vom Para
meter .Ie. .Ie selbst kann unendlich viele Werte annehmen, entsprechend 
der Tatsache, daB sich in das Viereck ABCD unendlich viele Parallelo
gramme von der geforderten Eigenschaft zeichnen lassen, und zwar 
ist jedem Werte von .Ie ein solches Parallelogramm zugeordnet. Die 
Gesamtheit der Mittelpunkte aller dieser Parallelogramme erh<1>lten 
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wir, wenn wir aus den beiden Gleichungen a) 2 eliminieren. Das Er
gebnis ist eine unmittelbare Beziehung zwischen den Koordinaten der 
Punkte M, folglich die Gleichung des geometrischen Ortes von M. Da 

ist, so ist 

2x 1 d 2y J. 
a+c I+J. un b+d 1+}, 

~ ~-l 
a+c+b+d-

die Gleichung des Ortes von M. Wir bekommen eine lineare GIeichung 
zwischen x und y; folglich bewegt sich M auf einer Geraden, deren 
Achsenabschnitte 

OM _ a + c 
1- 2 bzw. 

sind. M1 ist demnach der Mittelpunkt von A C, ebenso M2 der Mittel
punkt von BD. Der geometrische Ort der Mittelpunkte 
aller dem Viereck einbeschriebenen Parallelogramme, 
deren Seiten zu den Diagonalen des Vierecks parallel 
sind, ist die Verbindungsgerade der beiden Mittelpunkte 
dieser Diagonalen. 

§ 4. Das Wichtigste aus der analytiscben Geometrie 
des Kreises. 

(123) Die Untersuchungen dieses Paragraphen beziehen sich, soweit 
ein Parallelkoordinatensystem in Betracht kommt, auf ein rech t

winkliges Koordinatensystem. Definie
ren wir die Kreislinie als den geometri
schen Ort aller Punkte P, welche von 
einem festen Punkte M, dem Mittelpunkte, 
den gegebenen Abstand a (Radius, Halb
messer) haben, so miissen die Koordina
ten x und y eines beliebigen Punktes P 

----f:.I1----:',--x+.-----'>-,x des Kreises eine Gleichung erfiillen, die 
Mx 

sich folgendermaBen ergibt: Es ist nach 
Abb.187. (107) S.291 (s. Abb. 187) 

MP = lflll + QP2= M",X2 + QP2 = (OX - OM",)2 + (XP _ XQ)2. 

Sind plq die Koordinaten von M, so folgt hieraus 

(x - p)2 + (y _ q)2 = a2 38) 

als die Gleich ung des Kreises. 
Dreieck D: a) Der Umkreis hat den Mittelpunkt (3HIU¥) und 

den Halbmesser 19 H- [so (119)]; stelle die GIeichung des Kreises auf! 

(x - 1loV-)2 + (y - .B,(_)2 = (L}P)2 
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oder 
28x2 + 28y2 - 215x - 656y - 6647 = O. 

b) Der Inkreis hat den Mittelpunkt (~7L I \L) und den Halbmesser ii,/>_ 

[s. (118) 8.321]; wie lautet seine Gleichung~ 

7 x2 + 7 y2 - 82 x - 68 y - 109 = O. 

c) Bestimme ebenso die Gleichungen der Ankreise! 

x2 + y2 - 51 x + 26 y + 513 = 0; x2 + y2 + 66 x + 305 = 0; 

x2 + y2 - 34 x - II 0 Y + 1550 = O. 

Kehren wir zur Gleichung 38) zuriick, die wir umformen in 

X2 + y2 - 2 P x - 2 q Y + p2 + q2 - a2 = O. 38 a) 

Wir erkennen, daB die Kreisgleichung in x und y vom zweiten Grade 
ist; der Kreis ist eine Kurve zweiter Ordnung. Bemerkenswert 
an der Gleichung 38 a) ist, daB von den drei in einer Gleichung zweiten 
Grades moglichen quadratischen Gliedern X2, xv, y2 das gemischt 
q uadratische Glied, d. h. das Glied mit dem Faktor xy, fehlt, 
und daB die beiden rein q uadratischen Glieder x2 und y2 denselben 
Beiwert, in 38a) den Beiwert 1, haben. Wir wollen zeigen, daB jede 
quadratische Gleichung in x und y, welche diese beiden Eigenschaften 
hat, im rechtwinkligen Koordinatensystem einen Kreis als Bild hat. 
Die allgemeinste Gleichung dieser Art hat die Form 

A(x2 + y2) + 2Bx + 20y + D = O. 

Wir dividieren durch A 

BCD 
x2+2Ax+y2+2AY+ A =0 

und erhalten durch quadratische Erganzungen 

39) 

(x + ~r + (y + ~y = 12 (B2 + 0 2 - AD) . 39 a) 

Vergleichen wir die zuletzt gefundene Form mit der Gleichung 38), 
so erkennen wir, daB sie in der Tat die Gleichung eines Kreises dar
stellt; sein Mittelpunkt M hat die Koordinaten 

B C 
P=-A,q=-A' 

und sein Halbmesser ist 

a= ~ VB2+02-AD 

ist. Ist der Ausdruck B2 + 0 2 - AD = 0, so ist der Halbmesser 
a = 0, und der einzige relle Punkt, dessen' Koordinaten die Glei
chung 39) erfiillen, ist der Mittelpunkt; ist B2 + 0 2 - AD < 0, so 
ist der Halbmesser sogar imaginar, und es gibt).einen wirklichen Punkt, 



332 Analytische Geometrie der Ebene. (123) 

dessen Koordinaten Gleichung 39) erfiillen; wir haben es mit einem 
sogenannten imaginaren Kreise zu tun. 

Zahlenbeispiel zu der obigen Ableitung: Die Kreisgleichung laute: 

7 x2 + 7 y2 - 82 x - 68 Y - 109 = 0 ; 

wir konnen sie folgendermaBen schreiben: 

oder 
(x - "y_)2 + (y - ¥)2 = .L£--P- + l1 ~ 6 + 74V 

(x - ctl)2 + (y - ¥)2 = (67°)2; 

folglich hat der Mittelpunkt die Koordinaten (-'Y-Illl), und der Halb
messer ist !if-. 

Die vier Konstanten A, B, C, D bestimmen die Kreisgleichung und 
damit den Kreis vollig. Wenn wir jedoch Gleichung 39) durch irgend
eine konstante GroBe dividieren, so bekommen wir zwar eine neue 
Gleichung in x und y; aber ihr 'geometrisches Bild ist der namliche 
Kreis. Wir sehen hieraus, daB es ~icht auf die vier GroBen A, B, C, D, 
sondern nur auf ihr gegenseitiges Verhaltnis ankommt, und daB der 
Kreis demnach schon durch drei voneinander unabhangige Bedingungen 
gegeben ist. Insbesondere folgt hieraus der Satz: 

Durch drei Punkte laBt sich stets ein, aber auch nur 
ein Kreis leg en. 

Sind die drei Punkte durch ihre Koordinaten xII YI' x2 [ Y2' xsl Ys 
gegeben, so miissen die drei Gleichungen bestehen: 

A (xi + yi) + 2BxI + 2CYI + D = 0, 

A(x~ + y~) + 2Bx2 + 2CY2 + D = 0, 

A(x~ + y~) + 2Bx3 + 2CY3 + D = O. 

Aus ihnen liiBt sich das Verhiiltnis A: B: C: D berechnen, und folglich, 
da sie in A, B, C, D linear srnd, die Gleichung des Kreises aufsteIlen. 

Anwendung auf das Dreieck D: a) Der Feuerbachsche Kreis 
enthalt die Mittelpunkte der Seiten, die FuBpunkte der Hohen und 
die Mittelpunkte der an den Ecken liegenden Hohenabschnitte. Wie 
lautet seine Gleichung in unserem FaIle 1 Wir legen ihn durch die 
drei Seitenmittelpunkte 

Ma(131-t), Mb(- 517), M c (5i 229 ). 

Es muB also sein 
JLt1- A + 26 B - 0 + D = 0 , 

74A-lOB+14C+D=0, 

9P-A+lOB+290+D=0, 
woraus folgt 

B=-H~A, C=-HA, D = --4-P-A. 
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Die Gleichung des Feuerbachschen Kreises lautet demnach: 

56(X2 + y2) - 513x - 520y - 3069 = O. 

Berechne die Lage seines Mittelpunktes und die Lange seines Halb
messers und zeige, daB er durch die FuBpunkte der Hohen und die 
Mittelpunkte der oberen Hohenabschnitte gehtt 

b) Lege durch die Ecken des Dreiecks den Kreis und zeige, daB 
seine Gleichung mit der schon oben gefundenen Gleichung des um
beschrie benen Kreises fi bereinstimm t ! 

(124) Der Kreis als geometrischer Ort. Wir wollen den 
aus der Planimetrie bekannten Satz beweisen: Die Spitzen aller 
Dreiecke von festen Grundlinien, welche einen gege benen 
Winkel an der Spitze haben, liegen auf dem fiber der Grund
linie als Sehne geschlagenen Kreis
bogen, der den gege benen Winkel 
als Umfangswinkel faBt. 

1st (Abb. 188) AB = c die gegebene 
Grundlinie und y der gegebene Winkel, so 
konnen wir eins von den unendlich vielen 
Dreiecken erhalten, indem wir durch A 
einen beliebigen Strahl ziehen und durch B 
eine Gerade,welche mit diesem den Winkel y 
einschlieBt; der Schnittpunkt ist ein Eck
punkt O. Zur analytischen Lasung wahlen 
wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem, 
und zwar am zweckmaBigsten so, daB 

\ 
\ 

\ 
\ 

Abb.18S. 

die x-Achse auf AB und der Nullpunkt auf den Mittelpunkt von AB 

faUt; dann sind die Koordinaten von A (- . ~·I 0) und von B (+ ~ I 0) ; 
o mage die Koordinaten x I y haben. Die Gerade AO schlieBt mit der 
x-Achse einen Winkel {}1 ein, der sich nach (107) S.291 ergibt zu 

tg{} =-Y~. 
1 c ' X+ 2 

der Winkel {}2' den B 0 mit der x-Achse einschlieBt, ergibt sich in gleicher 
Weise zu 

tgt92=~' 
x-~ 

2 
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oder wenn wir einsetzen, 

-y---y-
C I C 

x- 2 x'2 
----y2 = tgy , 

1 +--c-2 
x 2 -_ 

4 

cy 
c2 = tgy. 

x2 + y2 __ 
4 

c2 
X2 + y2 - cy· ctgy -""4 = O. 

(125) 

Der geometrische Ort von C ist also in der Tat ein Kreis; schreibEm 
wir seine Gleichung in der Form 

X2 + (y _ ~ ctgy)2 = --;~_ 
2 4sm2 )' , 

so konnen wir ablesen, daB sein Mittelpunkt die Koordinaten x = 0, 

y = -2~ ctgy hat, wahrend sein Halbmesser gleich -2 ~ ist, woraus sm)' 
die bekannte Konstruktion folgt. 

Beweise den Apollonischen Satz: Der Ort der Spitzen aller 
tiber derselben Grundlinie AB errichteten Dreiecke, derenanderes Seiten
paar das konstante Verhaltnis }. hat, ist der Kreis, dessen Mittelpunkt 
auf der Geraden AB liegt und der die Strecke AB innen und auBen 
im Verhaltnis }, teilt (Apollonischer Kreis). 

(125) Der Kreis in Verbindung mit anderen geometrischen 
Gebilden. 

a) Der Kreis und die Gerade: Hier kommt in erster Linie 
die Ermittlung der Schnittpunkte beider Gebilde in Frage. Die Koor
dinaten Xs und Ys eines solchen mtissen sowohl die Gleichung des 
Kreises als auch die Gleichung der Geraden, also eine quadratische 
und eine line are Gleichung erfiiIlen. Es gibt demnach im allgemeinen 
zwei Wertepaare xsl Ys und folglich zwei Schnittpunkte zwischen Kreis 
und Gerade. Allerdings sind hierbei drei FaIle zu berticksichtigen. 
Hat die quadratische Gleichung zwei reelle, voneinander verschiedene 
Losungen, so sind die beiden Schnittpunkte reeIl, die Gerade ist Sekan te 
des Kreises. Sind die beiden Losungen reell und gleich, so fallen die 
beiden Schnittpunkte in einen zusammen, und die Gerade ist Tangente 
an den Kreis. Sind schlieBlich die beiden Losungen komplex, so nennt 
man die Schnittpunkte imaginar, die Gerade meidet den Kreis. 

Dreieck D: a) Bestatige durch Rechnung, daB der Umkreis die 
Seiten in den Eckpunkten schneidet. 

b) In welchen Punkten schneidet der Feu e r b a c h sche Kreis die 
Seiten, die Hohen, die Mittellinien, die Winkelhalbierenden, die Mittel
senkrechten? Anleitung: Die Seite Be hat die Gleichung 

3x - 4y - 41 = 0; 
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wir setzen 4y = 3x - 41 in die Gleichung des Feuerbachschen 
Kreises 

56x2 + 56y2 - 513x - 520y - 3069 =0 

ein und erhalten fiir x die Gleichung 

25x2 - 504x + 2327 = O. 

Hieraus ergibt sich Xl = 13, x2 = Y,P-, und daher YI = - t, 
Y2 = _1:r,,:t; folglich sind die Koordinaten der beiden Schnittpunkte 

13[-1 und 7~\ [- 4-H. 

c) Zeige durch Rechnung, daB die Seiten Tangenten an den Inkreis 
und die Ankreise sind, und bestimme die Beruhrungspunkte! An
leitung: BC) 3x - 4y - 41 = O. Inkreis: 

7 x2 + 7 y2 - 82 x - 68 Y - 109 = O. 

Setzen wir wieder 4 y = 3 x - 41 in die Gleichung des Kreises ein, 
so erhalten wir die quadratische Gleichung x2 - 22 x + 121 = 0, die 
die Doppellosung x = 11 hat. Demnach fallen die beiden Schnitt
punkte in der Tat in einen Punkt zusammen, der die Koordinaten 11[- 2 
hat; die Gerade B C ist Tangente. 

Fur den Sonderfall, daB der Mittelpunkt des Kreises im Nullpunkt 
liegt, die Gleichung des Kreises also lautet X2 + y2 - a2 = 0, moge 
die Gleichung der Geraden in der Hesseschen Normalform vorliegen: 

X cos iX + Y sin iX - d = O. 

Lost man die Gleichungen nach x und y auf, so ergibt sich 

X = dcOSiX + Eya2 - d2 siniX und y = dsiniX - Eya2 - d2 coSiX, 

wobei 102 = 1 ist. Man sieht in Ubereinstimmung mit der Anschauung, 
daB es zwei reelle, getrennte Schnittpunkte gibt, wenn a > d, d. h. 
wenn der Halbmesser groBer als der Abstand der Geraden vom 'Mittel
punkte ist; die Schnittpunkte fallen in einen Punkt zusammen, wenn 
a = d ist; beide Kurven meiden sich, wenn a < d ist. 1m FaIle a = d 
sind die Koordinaten des Beruhrungspunktes 

xo = a COSiX, 'Yo = a SiniX 
oder 

cOSiX = Xu , siniX = Yo. 
a a' 

setzen wir diese Werte in die Gleichung der Geraden ein, so erhalten wir 
als Gleichung der Tangente xXo + YYo = a2 wie fruher [so (114) S.312]. 

b) Mehrere Kreise. Sind 

und kl - x2 + y2 + 2 a l x + 2 bl Y + ci = 0 

k2 == x2 + y2 + 2a2x + 2b2y + c2 = 0 
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die Gleichungen der beiden I(.reise kl und k2' so ist 

kl +U2= (1+ ),) (X2+y2)+2 (a1 + Aa2) x+2 (b1+Ab2) Y+(C1+AC2)= 0, 40) 

wie man sieht, ebenfalis die Gleichlmg eines Kreises, und zwar muB 
dieser durch die beiden Schnittpunkte von kl und k2 gehen, mogen 
sie reeli oder imaginar sein. Denn sind Xs und Ys die Koordinaten 
eines solchen Schnittpunktes, so miissen sie beide Gleichungen kl = 0 
und k2 = 0 und folglich auch die Gleichung kl + Ak2 = 0 erfiillen. 
Da A alie Werte von - 00 bis + 00 annehmen kann und zu jedem 
Werte von ), ein solcher Kreis gehort, so lassen sich durch diese beiden 
Schnittpunkte unendlich viele Kreise legen. Die Gesamtheit aller dieser 
Kreise nennt man ein Kreisbiischel. Setzt man insbesondere A = -1, 
so erhalt man aus 40) die Gleichung 

2(a1 - a2)x + 2(b1 - b2)y + (c1 - c2) = 0, 

also eine line are Gleichung. In diesem Sonderfalie artet der Kreis 
in eine Gerade aus; sie ist die Verbindungsgerade der Schnittpunkte 
alier Kreise des Biischels und heiBt die Potenzlinie des Biischels. 

Der Mittelpunkt des Kreises von Gleichung 40) hat die Koordinaten 

er teilt folglich nach Formel 20) S.308 die Verbindungsstrecke der 
Mittelpunkte von kl und k2 im Verhaltnis A. Die Mittelpunkte aller 
Kreise des Biischels liegen demnach auf einer Geraden, deren Gleichung 
nach Elimination von A sich ergibt zu 

(b1 - b2)x - (a1 - a2)y + a2b1 - a1 b2 = O. 

Da ihr Richtungsfaktor 

der der Potenzlinie 
A ~_al-a2 
2- b1 - b2 

ist, demnach AI' A2 = -1 ist, so muB diese Mittelpunktslinie auf 
der Potenzlinie senkrech t stehen. 

Dreieck D: Der der Seite BC anliegendeAnkreis hat die Gleichung 

X2 + y2 - 51x + 26y + 513 = 0, 

der der Seite CA anliegende die Gleichung 

x2 + y2 + 66 x + 305 = O. 

Stelle die Gleichung des zugehorigen Biischels auf; suche insbesondere 
die Gleichung des durch C gehenden Kreises des Biischels und die 
Potenzlinie. Die Kreise haben keinen reellen Schnittpunkt. Zwei 
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Kreise des Buschels schrumpfen zu Punkten zusammen; welche sind 
dies 1 

Buschel: (1 + },) (x2+y2)+(-51+66A)x+26y+(513+305A)=0. 

SolI der Kreis durch (31- 8) gehen, so muB sein 

(1 + A) (32 + 82 ) + (- 51 + 66A)' 3 + 26· (-8) + (513 + 305A) = 0; 

hieraus ergibt sich A = -H-, und demnach heiBt die Gleichung des 
durch C gehenden Kreises 

3(X2 + y2) - 378x + 128y + 1939 = O. 

Die Gleichung der Potenzlinie lautet 

9x - 2y - 16 = O. 

Um die letzte Aufgabe zu lOsen, formen wir zuerst die Buschelgleichung 
um in 

[ + -51 + 66J,]2 + [ + ~]2 = [-51 + 66),]2 + [~]2 _ 513 + 305), 
x 2(1+),) Y 1+). 2(1+),) 1+), 1+),' 

SolI der Halbmesser des Kreises gleich Null werden, so muB nach 
Formel 39a) die rechte Seite verschwinden; hieraus ergibt sich fUr A 
die quadratische Gleichung 

3136A2 - 10004A + 1225 = 0, 

deren Losungen sind 

Al = -HI- und A2 = -r-rfu . 
Die beiden Kreise schrumpfen demnach zusammen auf die beiden Punkte 

(- V-I - _106_) und UY-l-I - V-ii) . 
- In ahnlicher Weise stelle man sich weitere hierher gehorige Aufgaben 
aus dem Dreieck D zusammen! Man beweise u. a., daB der Feuer
b a c h sche Kreis sowohl den Inkreis, als auch die Ankreise be r u h r t 
[Beriihrungspunkte: (142'9a 16 i~9); (12 i-f:rl -1 tH); (-511l! I 
3 HH); (6 -HH 114 t-U--m. Nachpriifung an der Zeichnung! 

(126) Der Kreis im Polarkoordinatensystem. Sind (Abb, 189) 
c und y die Polarkoordinaten des lYIittelpunktes M, und a der Halb
messer des Kreises, so folgt aus dem Kosinus
satze fUr die Polarkoordinaten r und 1} eines 
beliebigen Kreispunktes die Gleichung 

r2 - 2crcos(1} - y) + c2 - a2 = O. 41) 

1st insbesondere c = a, geht also der Kreis 
durch den Nullpunkt, so lautet die Glei-
chung 

r = 2ccos(1J - y). 41 a) 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 

OL-~-------------
Abb,189. 

22 
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Da Gleichung 41) in r vom zweiten Grade ist, ergeben sich fiir eine 
gegebene Amplitude {} stets zwei Werte r1 und r2 ; d. h. jede durch 
einen festen Punkt 0 gehende Gerade schneidet den Kreis in 
zwei Punkten. Wohl konnen diese Punkte imaginal' sein - dies 
tritt ein, wenn die Losungen del' quadratischen Gleichung komplex 
sind -; da andererseits das Absolutglied del' quadratischen Gleichung 
gleich c2 - a2 ist, also von del' Amplitude {} vollig unabhangig ist, 
erhalten wir den weiteren Satz: 

AIle von einem Punkte 0 ausgehenden Strahlen schnei
den den Kreis in zwei Punkten, fiir welche das Prod ukt 
ihrer Abstande von 0 konstant ist; es ist gleich del' Diffe
renz del' Quadrate aus Mittelpunktsabstand von 0 und 
Kreishal bmesser. 

Die GroBe c2 - a2 nennt man die Potenz des Punktes 0 beziiglich 
des Kreises. 

Kreisverwandtschaft. Zwei Punkte P und pi heiBen zuein
ander kreisverwandt beziiglich des Kreises vom Halbmesser p, wenn 

sie auf dem gleichen vom Kreismittelpunkt 0 aus
- pi 

f gehenden Strahle liegen, und das Produkt ihrer ---

Abb.190. 

/ Mittelpunktsabstande r und r' gleich dem Quadrat 
des Kreishalbmessers ist, wenn also die Glei
chung erfUllt ist 

r' r' = p2. 
Liegt del' eine Punkt P innerhalb des Kreises, 
so muB folglich del' andere Punkt pi auBerhalb 
liegen. Man kann zu einem Punkte P leicht den 
kreisverwandten pi konstruieren, wenn man die 

durch ihn senkrecht zu 0 P gezogene Sehne mit dem Kreise zum Schnitt 
bringt und in den Schnittpunkten die Tangenten an den Kreis legt; sie 
schneiden sich in P'. Umgekehrt legt man von P' die Tangenten 
an den Kreis und bringt die Beriihrungssehne mit OP' zum Schnitt. 

Del' geometrische Ort aller zu den Punkten einer Kurve k kreis
verwandten Punkte ist eine Kurve lei; man nennt die beiden Kurven 
zueinander kreisverwandt. 

Lehrsatz: Die zu einem Kreise kreisverwandte Kurve ist wiederum 
ein Kreis. 

Hat namlich del' Kreis le die Gleichung 

r2 - 2crcos({} - y) + c2 - a2 = 0, 
2 

so ist r = ~. , wenn r del' Leitstrahl von P und r' del' von pi ist; die 

Amplitude!} ist nach Definition fUr beide Punkte die gleiche. Foiglich 
lautet die Beziehung zwischen r' und {} 

p4 p2 r':a - 2c7cos(1J - y) + c2 - a2 = ° 
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oder 2 4 

r'2 - 2c-2 P 2r'COS(& - r) + -2 p 9 = O. 
C - a c - a" 

Dieses ist aber wiederum die Polargleichung eines Kreises, wie man 
durch Vergleich mit 41) feststellt, wenn man 

und 

setzt. 
Geht insbesondere der urspriingliche Kreis dureh das Verwandt

schaftszentrum 0 (Abb.191), so lautet seine GIeichung nach 41 a) 

r = 2acos(& - r), 
folglich die Gleiehung der kreisverwandten Kurve 

2 
r' = P . 

2a· cos(1J. - y) , 

das ist aber die Gleichung einer Geraden, wie man aus Abb.191 er

kennt, in der OD =f~, folglich 
2 

OP' = r' = p . 
2acos(1J. - y) 1st. 

Eine einfaehe Vorrichtung, die zu einer Kurve die kreisverwandte 
zeiehnet, ist der Peaucelliersche Inversor (Abb.192). Er besteht 

" ..------.,.. 
Abb.191. Abb.192. 

/ 

\ 
\ 
\ 
\ 
I 
/ 

/ 
/ 

aus seehs miteinander gelenkig verbundenen Staben, von denen die 
zwei Stabe OA = OC = a einander gleich und die vier Stabe 
AB = BC = CD = DA = b ebenfalls untereinander gleich sind. Die 
beiden Eeken B und D miissen stets auf einer durch 0 gehenden Geraden 
liegen, wie leieht einzusehen ist. Nun ist 

OD· OB = (OQ - QD) (OQ + QD) 

= OQ2_ QD2 = (OA2 _ AQ2) _ (AD2 _ AQ2) 

= OA 2 - A 1} = a2 - b2 = p2, 

22* 
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also konstant. Folglich sind die beiden Punkte B und D zueinander 
kreisverwandt; beschreibt D eine Kurve, so muB B die zu ihr kreis
verwandte Kurve beschreiben. Zwingt man demnach D durch An
bringen eines siebenten Stabes DE, wobei E in der Ebene festliegt, 
einen Bogen eines durch 0 gehenden Kreises zu beschreiben (ED = EO), 
so muB sich nach obigem B auf einer Geraden bewegen. In dieser 
Anordnung stellt also der Peaucelliersche Inversor eine einfache 
V orrichtuug dar, um eine kreisformige Bewegung in eine geradlinige 
uberzufiihren. Eine solche technisch wichtige Vorrichtung bezeichnet 
man als Geradfuhrung. 

Die vorangehenden Paragraphen zeigen, wie schon mit den Mitteln 
der elementaren Algebra die verschiedenartigsten Aufgaben der Geo
metrie rechnerisch ge16st werden konnen. Wesentlich erganzt werden 
diese Hilfsmittel durch die Verwendung der Rechenmethoden der 
hoheren Mathematik, insbesondere sind gewisse Fragen, die bei den 
Kurvenuutersuchungen auftauchen (Neigung, extreme Punkte, Krum
mung, Flache), nur mittels Differential- und Integralrechnung zu klaren. 
Das solI im folgenden geschehen. 

§ 5. Die Differentialquotienten hoherer Ordnung. 
(127) 1st y = f (x) eine stetige Funktion von x, so ist 

y' = df(x) = f'(x) = dy 
dx dx 

ebenfalls eine Funktion von x, sie heiBt die a bgeleitete Funktion von 
f(x) [so auch (24) S. 51]. 1st sie stetig, so kann man auch von ihr einen 
Differentialquotienten bilden; er heiBt der zweite Differential
quotient oder die zweite abgeleitete Funktion der ursprunglichen 
Funktion. Man bezeichnet ihn, indem man schreibt 

ddy 
1/ df'(x) dx d2 y d2 f(x) 42) 

y = -(Lx = d x = d x2 = dx"; 

y" = ~~ liest man: "y-Zweistrich ist gleich d zwei y nach dx- Quadrat". 

So kann man fortfahren und einen dritten, vierten, ... , nten Diffe
rentialquotienten der gegebenen Funktion bilden. 1m allgemeinen kann 
man sagen: 

Der n te Differen tialq uotien t oder die n te a bgeleitete 
Funktion, die n te Ableitung einer Funktion f(x) ist die
jenige Funktion, die sich durch Differenzieren des (n - 1)ten 
Differen tialq uotien ten ergi bt. 

dn -1 y 
d~-

dny dxn-1 dr-I) (x) 
y(n) = dxn = dx = f(n) (x) = dx • 42') 
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Beispiele. a) 1st y = xn , so ist y' = n· X,,-1, also 

yl! = n(n - 1) X"-2, ylll = n(n - l)(n - 2) X"-3, 

y(4) = n (n - 1) (n - 2) (n - 3)xn-4 . .. , 

y(k) = n (n - 1) (n - 2) ... (n - k + 1) xn-k • •. , 

y(n-1) = n(n - 1) (n - 2) ... 2. x, yen) = n(n -1) ... 2·1 = n! 

Beweis! 

c) dn lnx = (_1)n-1 1 . 2 ... (n - 1). Beweis! 
dxn x" 

d) 1st y = sinx, so ist 

, . ( n ') I! • (' + n) . ( + 2 n) y = cos x = SIn ,x + '2' y = - sm x = cos x 2' = sIn x . '2 ' 

y'" = - cos x = cos (x + 2 . ~) = sin (x + 3 . ~) ... , 
also ist 

d"sinx . ( n) ----a:xn = sm x + n . '2 . 

Bewei8e: --- = cos x + n . -dncos x ( n) 
dx" 2, . 

Nur in den seltensten Fallen kann man wie hier den nten Differential
quotienten in geschlossener Form hinschreiben. Bisweilen kann man 
dieses Ziel durch geschickte Zerlegung der gegebenen Funktion erreichen. 
Zwei Beispiele hierfiir: 

e) Es sei y = -}-; wir zerlegen und schreiben 
1- x2 

1 [ 1 1 1 y='2 l-x+l+x· 

Differenzieren wir gliedweise, so erhalten wir 

(n)_n![ 1 + (-1)" 1 
y - 2 (1 - x)n+1 (1 + x)n+1 . 

f) Es sei y = arctgx; dann ist x = tgy, 

dx 1 dy 
also - - cos2 Y - y' dy - cos2 y' dx - -. 

yl! = ddY' = ddY' • ddY = y' ddY' =cos2 y. 2 cos y (-sin y) = - cos2 y sin 2 y • 
. x Y x Y 

Schreibt man 

y' = cos y . sin (y + ~) , 
so kann man entsprechend schreiben 

y" = cos2 Y • sin 2 (y + ~) . 
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Weiterhin ist 

dy" dy" dy ,dy" 
y'" = ax = dii . dx = Y . 7li! 

= cos2 y. [cos2 y. 2 COS2(y + i) - 2 siny cosy sin 2 (y + i)] , 

y'" = 2cos3 y . [COSY . cos2 (y + i) - siny· sin2 (y + i)] 

= 2cos3 y. cos [Y + 2 (y + i)], 

y'" = 2 cos3 Y • sin 3 (y + i) . 

Allgemein ist 

yen) = (n-l)!cos"y.sinn(y+ i). 

(128) 

Den Beweis erbringen wir durch den SchluB von n auf n + 1; ist namlich 
die Formel fUr y(") richtig, so muB sein 

y(n+l) = ~]j(n~ = d (y(n») • dy = y' dy(n) 
dx dy dx dy 

= cos2 y. (n-l)! [ncos"y cos n(y + i)-ncm,r,-lysinysinn(y + i)] 

= nl cosn+1y . [COSY· cosn(y + i) - siny. sinn (y + i)] 

= nl COS,,+1 y. cos [Y + n (y +'i)], 

y("+1) = n! COS,,+1 y. sin (n + 1) (y + i). 
Dies ist dieselbe Gleichung wie fUr y(n); nur steht (n + 1) an Stelle 
von n. Da die Formel fUr yen) nun gilt fUr n = 3, wie oben gezeigt 
worden ist, so gilt sie auch fUr n = 4, folglich auch fUr n = 5 usf. Setzen 
wir schlieBlich wieder fur y den Wert arctg x, so er halten wir, da 

1 . 
cos Y = ,~ 1St, 

yl + x2 

dn(arctgx) (n -I)! '( "') 
d n = /~. sm n arctg x + -2 ' 

x ]I +X2 

(128) Die Differentialkurven, Wir wissen, daB im rechtwinkligen 
Koordinatensystem das Bild der Funktion y = t(x) eine Kurve ist; 
daher muB auch das Bild der ersten abgeleiteten Funktion y' = f'(x) 
eine Kurve sein; man nennt sie die (erste) Differentialkurve der 
ursprunglichen Kurve. Ebenso ist das Bild der zweiten abgeleiteten 
Funktion y" = t"(x) eine Kurve, die zweite Differentialkurve usf, 
Unter der nten Differentialkurve einer Kurve von der Glei
chung y = t(x) versteht man das Bild ihrer n ten Ableitung 
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y(n) = f(n) (x). Es ist zu erwarten, daB zwischen diesen Kurven enge 
Beziehungen bestehen miissen, und daB sich aus der Ausgangskurve 
die Differentialkurven eindeutig auf zeichnerischem Wege ermitteln 
lassen miissen. Wir wollen dies naher untersuchen. 

In Abb. 193 sei die mit y bezeichnete Kurve die Ausgangskurve 
als Bild der Funktion y = f(x). Wir wollen jetzt zu einer bestimmten 
Abszisse die Ordinate y' der Diffe
rentialkurve y' = f' (x) konstruie
ren. Da y' = tgtp die Richtung y 
der Ausgangskurve im Punkte P 
von der Abszisse x ist, konnen 
wir folgenden Weg einschlagen. fi! 1 X 

Wir gehen yom Punkte X um die y' 
Einheit nach links bis zum PunkteQ 
lmd legen durch ihn die Parallele 
zu der in P an die Kurve y ge- Abb. 193. 

zogenen Tangente, welche XP in P' 
schneiden moge; P' ist ein Punkt del' Differentialkurve y'; denn es 
ist X P' = 1 . tg tp = y'. 

Wir konnen so die Differentialkurve y' punktweise konstruieren, 
und erkennen ohne weiteres die folgenden GesetzmaBigkeiten. Durch
laufen wir die y-Kurve im Sinne wachsender x, so hat die y'-Kurve 
positive Ordinaten, solange die y-Kurve steigt, negative Ol'dinaten, 
solange die y-Kurve fant. An denjenigen Stenen, wo die y-Kurve 
einen Hochst- oder Tiefstpunkt hat, schneidet die y' -Kurve die Abszissen
achse. 

Aus der y'-Kurve laBt sich in gleicher Weise die y" -Kurve kon
struieren usf. 

Wir konnen nun folgende vier Typen des Verlaufs einer y-Kurve 
unterscheiden, wobei sehr wohl an einer Kul've mehrere dieser Typen 
auftreten konnen. [Vgl. die Abb. 194 unter a) bis d)]. Die Fane a) und b) 

Abb.194. 

zeigen ansteigende y-Kurven, und zwar wachst bei a) das Ansteigen, 
wahrend es bei b) abnimmt. Die y'-Kurven verlaufen daher, da die 
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Tangentenriehtungen der y-Kurven in beiden Fallen positiv sind, ober
halb der x-Aehse, und zwar so, daB bei a) die y'-Kurve steigt, wahrend 
sie bei b) fallt. e)undd) zeigenfallendey-Kurven; dieTangentenriehtungen 
sind iiberall negativ, folglieh verlaufen die y'-Kurven vollstandig 
unterhalb der x-Aehse. Da bei c) der Fall schwacher wird, muB sich 
die y'-Kurve der x-Aehse nahern, beim Typ d) dagegen von der x-Achse 
entfernen. Nun leiten wir aus der y'-Kurve in gleieher Weise die y"-Kurve 
ab; sie muB bei Typ a) und c) oberhalb der x-Aehse verlaufen, da die 
y' -Kurve hier positive Tangentenriehtungen hat, bei b) und d) dagegen 
unterhalb der x-Aehse, da hier die y'-Kurve negative Tangentenrieh
tungen hat. Nun haben die y-Kurven im FaIle a) und c) die Eigen
sehaft, daB ihre hohle (konkave) Seite in der Riehtung der positiven 
y-Aehse liegt, daB sie in der Riehtung der positiven y-Aehse geoffnet 
sind, wahrend im FaIle b) und d) in Riehtung der positiven y-Aehse 
die erhabene (konvexe) Seite liegt, die y-Kurven also in Rieh
tung der negativen Seite geoffnet sind. Daraus ergibt sieh 
der Satz: 

Eine Kurve von der Gleiehung y = f(x) ist in Riehtung 
der positiven Ordinatenaehse geoffnet, wenn der zweite 
Differentialq uotient von f (x) positiv, dagegen in Riehtung 
der negativen Ordinatenaehse geoffnet, wenn dieser ne
gativ ist. 

Dureh diesen Satz ist die Bedeutung des zweiten Differential
quotient en ffir den Verlauf der Kurve festgelegt. Bezeiehnen wir 
Typ a) und c) als konkav, b) und d) als konvex, so konnen wir den 
Satz aueh so ausspreehen: 1m konkaven Teile einer Kurve ist ihr zweiter 
Differentialquotient positiv, im konvexen Teile negativ. An einer 
Stelle, wo die Kurve aus ihrem konkaven Verlauf in den konvexen 

m 

Abb.195. 

iibergeht oder umgekehrt, wo 
die Kurve sieh wendet, muB 
folglieh der zweite Diffe
ren tialq uotient gleiehN ull 
werden; einen solehen Punkt 
nennt man Wendepunkt 
(Abb. 195). Er hat die Eigen
sehaft, daB die Tangente in 
ihm nieht wie gewohnlieh nur 
auf einer Seite der 'Kurve ver-

lauft, sondern sie durehsetzt, von der einen Seite auf die andere 
iibergeht; die Tangente in einem Wendepunkte heiBt Wendetangen teo 
Die Eigensehaften der Wendepunkte konnen wesentliehe Dienste fUr 
die Festlegung der Gestalt einer Kurve leisten. Ein einfaehes Beispiel 
moge dies erlautern. 
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Gegeben sei die Gleichung y = x2 ~-1; die zugehorige Kurve ist 

zu zcichnen. Wir bilden den ersten und den zweiten Differential
quotienten: 

I I - x2 

Y = (X2 + i)ii' 
" 2 X (x2 - 3) 

Y =(x2+1)3· 

Die Gleichung der Kurve ist eine echt gebrochene rationale Funktion 
von x; folglich muB die Kurve die x-Achse als Asymptote haben [s. (32) 
S.71]. Da y das Vorzeichen andert, wenn xes tut, ist der Nullpunkt 
Mittelpunkt der Kurve, und die Kurve besteht aus zwei Teilen, von 
denen der eine aus dem anderen hervorgeht, wenn man ibn um den 
NUllpunkt um 180 0 dreht. Ihren GroBt- bzw. Kleinstwert erreicht 
die Kurve, wenn x2 - 1 = 0 ist, also fUr x = ±1; ihre Wendepunkte, 
wenn 2x(x2 - 3) = 0 ist, also fUr x = 0, +V3, -1/3. Die folgende 
Tabelle stellt die Koordinaten dieser Punkte und die zugehorigen 
Kurvenrichtungen zusammen; Abb.196 gibt den rechten Teil der Kurve: 

x Y y' Bez. 

0 0 1 0 1 
1 i 0 PI 

-1 -! 0 R -~ 
]13 ]13 1 

P2 4 8 

-]13 _]13 1 1 v.J 
4 8 Abb.196. 

Der Leser untersuche noch die folgenden Kurven, besonders auf 
Wendeptmkte und Maxima hin: 

a) y = sinx + isin2x, b) y = cosx + icos2x, 

c) y = sinx(l + icosx). 
a) Max bzw. Min: 

; IV3; ~ n\ - V3; Wendep.OIO; nlO; arccos ( - ~) \ ± 136 -Y15 . 

(129) Maxima und Minima. Bei unseren bisherigen Untersuchungen 
fiber Hochst- und Tiefstwerte einer Funktion hatten wir uns immer 
darauf beschrankt, diese Werte zu bestimmen, die Entscheidung darfiber 
aber, ob der betreffende Wert ein Maximum oder Minimum ist, aus 
der Natur der einzelnen Aufgabe getroffen. Jetzt konnen wir in allen 
Fallen leicht und einwandfrei diese Fragen mathematisch beantworten. 

. Bedingung fUr das Eintreten eines GroBt- oder Kleinstwertes ist 
zunachst, daB f' (x) an der betreffenden Stelle gleich 0 ist [s. (19) 
S 3 . Gr6Bt- die konvex . 8]. :Qa nun an der Stelle emes KI' t Wertes Kurve k k elns - on av 
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ist, so muB I" (x) an dieser Stelle neg~t~iv sein. Wir erhalten damit POSI IV 
den wiehtigen Satz: 

Damit eine Funktion y = I(x) fiir einen Wert x = Xo einen 
Hochst- oder Tiefstwert hat, ist notwendig, daB !'(xo) gleich 
Null wird; und zwar liegt ein Hochstwert vor, wenn f"(xo) < 0, 
ein Tiefstwert, wenn I"(xo) > 0 ist. 

Es fragt sich noch, was eintritt, wenn f" (xo) = 0 wird; hieriiber 
entscheidet der Wert von f"'(xo). 1st !'''(xo);;:: 0, so muB nach dem 

obigen Satze j'(xo) an dieser Stelle einen GKl~IB'ntst-Wert besitzen. Daher 
1'0 ,-

muB f(xo) ein Terrassenwert der Funktion y = I(x) sein; der zu
gehorige Punkt der Kurve y = f(x) muB ein Terrassenpunkt sein 
[so (25) S.55]. 1st auch f"'(xo) = 0, so muB man zur Entschei
dung noch hohere Differentialquotienten heranziehen; und zwar gilt 
der Satz: 

Eine Funktion y = f (x) kann n ur fiir einen solchen Wert Xo 
cinen Hoehst- oder Tiefstwert haben, fiir den ihr erster Diffe
rentialquotient verschwindet. Um zu entscheiden, ob ein 
Hochst-, ein Tiefst- oder ein Terrassenwert vorliegt, be
rechnet man die hoheren Differen tialq uotien ten I" (xu), 
j'''(xo), ... , bis man auf einen stoEt, del' fiir x = Xo von Null 
verschieden ist. 1st er von ungerader Ordnung, so ist I(xo) 

ein Terrassen wert del' Funktion y = I (x); ist er von gerader 

O d 1· t . GriiBt- W t . hd d b r nung, so leg eln Kleinst_ er v~r, Je nac em er e-
treffende Differentialquotient neg~tt.IV ist (s. Abb.197). 

POSI IV 
Beweis: 1st I(n) (xo) der erste fUr 

x = Xo von Null verschiedene Differen
tialquotient, so wollen wir allllehmen, rrn-1) 

rxo) daB I(n) (xo) > 0 ist. Dallll muE f (n -1) (xo) 
fUr x = Xo eine steigende Funktioll sein. 
Da l(n-1)(xo) = 0 sein solI, so muE 
1(1' - 2) (xo) ein Kleinstwert der Funktion 
f(n-2) (x) sein. Da l(n-2) (xo) = 0 sein solI, 
so muE l(n-3) (xo) ein Terrassenwert del' 
Funktion f(n-3)(x) sein, so zwar, daB in 
x = Xo die Funktion l(n-3) (x) steigt. Da 

Abb.197. auBerdem l(n-3)(xo) = 0 ist, so muE 
l(n-4) (xo) ein Kleinstwert der Funk

tion j(n-4) (x) sein, ebenso wie l(n-2) (xo) (s. oben). Nun wiederholen 
sich die SchluEfolgerungen derart, daE j(n-5)(xo), j(n-7) (xo), ... 
Terrassenwerte, f (n - 6) (xo), f (I' - 8) (xo) Kleinstwerte der zugehorigen 
Funktion sind. 1st n gcrade, so muB also I (xo) ein Kleinstwert, ist da
gegen n ungerade, so muE I(xo) ein Terrassenwert der urspriinglichen 
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Funktionen sein. Nehmen wir fen) (xo) negativ an, so bleiben die 
SchluBfolgerungen die gleichen, nur daB es statt Kleinstwert iiberall 
GroBtwert heiBt. 

Beispiele. a) Die Funktion Y = x2 (1 - x) hat den Differential
quotienten yl = 2x - 3x2; setzen wir ihn gleich Null, so erhalten wir 
Xl = 0, x2 = 1; hierzu YI = 0, Y2 = 2"7-' Del' zweite Differentialquotient 
lautet y" = 2 - 6 x; also ist y': = 2, y~ = -2. Demnach tritt fiir 
a; = 0, y = 0 ein Kleinstwert und flIT x = t, y = 2"7- ein GroBtwert 
del' Funktion ein. Bestatigung durch Zeichnung 1 

YI = 0, 

also ist 

YI = 0 ein Kleinstwert; ein GroBtwert. 

Untersuche auch die bisher behandelten Maxima-Aufgaben darauf
hin, ob jeweils ein Hochst- odeI' Tiefstwert vorliegt! 

c) Y = x2n hat fiir x = 0 einen Tiefstwert, Y = x2n + 1 hat fiir 
x = 0 einen Terrassenwert. Beweis! 

d) y=x2 +2cosx; yl=2x-2sinx=0 gibt x=O, y=2; 
fiir x = 0 wird abel' y" = 2 - 2 cosx = 0, ylll = +2 sin x = 0, 
y"" = 2cos x = 2. Del' erste nicht verschwindende Differentialquotient 
ist also von gerader Ordnmlg, auBerdem positiv; folglich ist y = 2 
ein Tiefstwert del' Funktion. (Bild!) 

e) Zeige, daB y = x - sinx fiir x = 0 einen Terrassenwert hat! 

(130) Die Kriimmung einer K urve. Wir kehren zu del' Untersuchung 
von Kurven zuriick. Wir haben anfangs die Kurven punktweise 
konstruiert; einen wesentlichen Fortschritt bedeutete es, als wir lernten, 
Tangenten an die Kurven zu legen; wir tun jetzt einen weiteren wichtigen 
Schritt, indem wir in einem Punkte an eine Kurve den Kriimmungs
kreis legen. Hat die Tangente mit del' Kurve zwei unendlich benach
barte Punkte gemeinsam, so haben Kurve und Kriimmungskreis mit
einander sogar drei Nachbarpunkte gemeinsam; del' Kriimmungskreis 
schmiegt sich del' Kurve also noch engel' an als die Tangente, so daB durch 
seine Konstruktion die Gestalt del' Kurve an del' betreffenden Stelle 
wesentlich genauer wiedergegeben wird. 

Durch drei Punkte ist stets ein Kreis bestimmt. Wahlen wir also 
auf einer Kurve drei Punkte P, pI, pll, so konnen wir durch sie einen 
Kreis legen, del' die Kurve in diesen Punkten schneidet. Da mit 
jedem Uberschneiden ein Ubertritt des Kreises von einer Seite del' 
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Kurve auf die andere verbunden ist, so muB der Kreis beim Verlassen 
des dritten Punktes auf der anderen Kurvenseite laufen als vor Er
reichen des ersten Punktes. Lassen wir die beiden Punkte P' und pIt 
naher und naher an P rucken, so andert auch der Kreis seine Lage 
und GroBe; er nimmt schlieBlich eine ganz bestimmte Lage und GroBe 
an, wenn P' und pIt, auf der Kurve wandernd, in unendlich benachbarte 
Lage von P gelangt sind. Der Kreis, der sich in diesem Grenzfalle 
ergibt, heiBt der Krumm ungskreis der Kurve im Punkte P, sein 
Mittelpunkt der Krummungsmittelpunkt, sein Halbmesser der 
Krummungshalbmesser; den reziproken Wert des Krummungs
halbmessers bezeichnet man als die Krumm ung der Kurve im Punkte P. 
Aus den oben angefiihrten Grunden muB der Krummungskreis die 
Kurve in P durchsetzen, d. h. er muB auf der einen Seite an sie heran
treten, urn sie auf der anderen Seite wieder zu verlassen. Ausgenommen 
hlervon ist der Fall, daB Krummungskreis und Kurve noch einen 

frf' 

Abb.198. 

vierten Punkt miteinander 
gemeinsam haben; hiervon 
solI spater die Rede sein. 

Wie gelangen wirnun a n a
lytisch zu diesem Krum
mungskreise? In Abb. 198 
sei die Kurve y = f(x) dar
gestellt; P (x I y) sei ein Punkt 
auf ihr, PI(X + dxl y + dy) 
sei sein Nachbarpunkt. Ein 
Kreis, der durch P und P' 
gehen solI, muB seinen Mittel
punkt auf der Mittelsenk
rechten von P P' haben. Die 

Mittelsenkrechte von PP' geht aber, da P' unendlich nahe an P liegen 
soll, P P' also Tangente an die Kurve im Beruhrungspunkte P ist, in 
die zu P gehorige N ormale der Kurve uber. Nennen wir die Koordi
naten des zum Kurvenpunkte P gehorigen Krummungsmittelpunktes M ~ 
und 'Y), so mussen diese die Gleichung der Normalen erfullen. Nach 36) 
S. 324 besteht also die Gleichung 

~ - x + (rJ - y) . y' = o. a) 

Da schlieBlich der Krummungskreis auch durch die beiden Nachbar
punkte P' und pIt der Kurve y = f(x) gehen muB, muB Mauch auf 
der Mittelsenkrechten von P' P' I, d. h. auf der Kurvennormalen in P' 
liegen. Nun hat P' die Koordinaten x + dx und y + dy, wobei 
y+dy=f(x+dx); ferner hat die Kurve in P' die Richtung y'+dy', 
wobei y' + dy' = f'(X)x+dx ist. Folglich mussen die Koordinaten 
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von Mauch die Gleichung del' Nachbarnormalen n' zu n, d. h. die 
Gleichung 

~ - (x + dx) + (/7 - (y + dy)) . (y' + dy') = 0 b) 
erfUUen. 

In a) und b) haben wir zwei line are Gleichungen zur Bestimmung 
del' beiden Unbekannten ~ und 1] erhalten; ziehen wir a) von b) ab, 
so faUt ~ weg, und es ergibt sich fiir 1] die Gleichung 

-dx + 1] • dy' - y' dy' - y'dy - dy' dy' = 0, 

aus del' nach Division durch dx folgt 

dy' dy' , dy dy' 
-1 + 1] • dX - y. dx - Y • dx - dy. dx = O. 

Das letzte Glied ist unendlich klein gegeniiber den iibrigen Gliedern. 
Da weiter 

dy 
dx = y', 

ist, so konnen wir diese Gleichung auch schreiben 

-1 + (17 - y) . y" - y'2 = O. 
A us ihr ergibt sich 

1 + y'2 
1} = Y + --,,- . y 

Setzen wir diesen Wert in a) ein, so erhalten wir 

1 +y'2 , 
~-x+--.y =0 y" 

und hieraus 
1 + y'2 , 

~=x--,-,-.y. 
Y 

43 a) 

43 b) 

43a), b) geben die Koordinaten desKriimmungsmittelpunktes; 
wir sehen, daB bei ihrer Berechnung auch del' zweite Differential
quotient eine wesentliche Rolle spielt. Zur Ermittlung des Kriim
mungshalbmessers e erinnern wir uns del' Formel lOa) S. 291; 
nach ihr ist 

e2 = (~ - X)2 + (1] - y)2 = (_ 1 ~f2 y'Y + (1 ~fT 
_ (1 + y'2)2 1 '2 1 _ (1 + y'2)3 
- y" (y + ) - y"2 , 

also 

44) 

SoU fUr die Wurzel nur del' absolute Wert gelten, so erkennen wir, 
daB das Vorzeichen von emit dem von y" iibereinstimmt. Da wir 
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unter der Krumm ung einer Kurve den reziproken Wert des Krum
mungshalbmessers, also den Ausdruck 

1 y" 

(! 1"1 + y'2 3 44') 

verstehen wollen, haben wir jetzt gefunden, daB die Krummung 
an allen Stellen positiv ist, wo die Kurve in der positiven 
Richtung der y-Achse konkav, dagegen an allen denjenigen 
Stellen negativ ist, wo sie in dieser Richtung konvex ist. 

Zu dem Ausdrucke fUr den Krummungshalbmesser ki:ilmen wir 
noch auf einem anderen Wege gelangen. Ist {) der Richtungswinkel 
der in P gezogenen Tangente t (s. Abb.198), t} + d{} derjenige der 
in P' gezogenen Tangente t', so ist, wie man leicht erkennt, der Winkel 
PM P' = dt'); er ist der Mittelpunktswinkel des Kreisausschnittes PM P' 
der den Halbmesser e und den Bogen PP' = ds hat, folglich ist 

ds = edt} oder 
ds e = d{} • 

Nun ist nach Formel 47) in (89) ds = -V 1 + y'2. dx; ferner ist 

t} = arctg y' , also 
df} 1 

demnach 

und folglich 

wie oben. 
Die Anwendung des Krummungskreises soll jetzt an dem Beispiele 

der Para bel gezeigt werden (Abb. 199). Ihre Gleichung sei y2 = 2px; 
es ist also 

y = {2px; y' 

J{1J2TY2't 
p 2 ' • 

Abb.199. 
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Da die Subnormale del' Parabel nach (120) S.325 Sn = P ist, so ist 
Vp:! + y2 = n gleich del' Normalen, und es ist 

n3 

e = - p2· 

Diese Formel liefert fUr den zu P gehorigen Kriimmungsmittelpunkt 
del' Parabel die folgende einfache Konstruktion. Man zeichnet in P 
die Normale PN = n (XN = p), errichtet in N auf n das Lot, das 
den durch P gehenden Durchmesser in Q schneidet, und errichtet in Q 
auf diesem das Lot, das n im gesuchten Kriimmungsmittelpnnkte M 

n2 

schneidet; es ist namlich P1VI: PQ = PQ:PN = PN:XN, also PQ = P 
demnach 

n4 n3 

PM = p2 • n = p2 = e . 
Fiir den Scheitel del' Parabel versagt diese Konstruktion; doch laBt 
sich fUr ihn del' Kriimmungsmittelpunkt viel einfacher finden. Fiir 
den Scheitel ist x = 0, y = 0, also; = p, 1} = 0, e = -p; del' zum 
Scheitel gehorige Kriimmungsmittelpunkt 8 liegt folglich auf derParabel
achse und hat yom Scheitel den Abstand 08 = p. 

(131) Da zu jedem Kurvenpunkte ein Kriimmungsmittelpunkt gehort, 
muB die Gesamtheit del' Kriimmungsmittelpunkte eine Kurve ergeben; 
sie heiBt die Evolute zur gegebenen Kurve; umgekehrt nennt man 
die urspriingliche Kurve eine Evolvente zum geometrischell Orte ihrer 
Kriimmungsmittelpunkte. Zwischen Evolvente und Evolute miissell 
naturgemaB enge Beziehungen bestehen; wir wollen die wichtigsten 
unter ihnen ableiten. 

Del' Punkt M del' Evolute (Abb.198) ist del' Schnittpunkt del' 
beiden Nachbarnormalen n und n' del' Evolvente; del' Nachbarpunkt M' 
del' Evolute ist dann del' SChllittpunkt del' beiden Nachbarnormalen n' 
und n" del' Evolvente. Foiglich enthalt die Normale n' del' Evolvente 
die beiden Nachbarpunkte M und M' del' Evolute; n' muB daher Tan
gente an die Evolute sein: Die Normalen del' Evolvente sind 
zugleich Tangenten an die Evolute; die Normalen del' Evol
vente umhiillen die Evolute. Hieraus folgt sofort eine weitere 
Beziehung zwischen beiden Kurven: Man denke sich in Meinen in 
del' Normalen n liegenden straffgespannten Faden befestigt, dessen 
Endpunkt mit P zusammenfallt, und drehe diesen urn M um den 
Winkel d{} in die Lage n'; dann wird del' Endpunkt mit P' zusammen
fallen; auBerdem wird del' Faden jetzt durch M' gehen. Nun denke 
man wieder um. M' eine Drehung um den Winkel MP ausgefUhrt in 
die Lage n", del' Endpunkt wird jetzt nach pIt gelangen usf. Wir 
konnen daher die Evolvente aus del' Evolute folgendermaBen ent-
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stehen lassen: Wir wickeln auf der Evolute einen Faden auf; sein End
punkt beschreibt hierbei die Evolvente. Wir k6nnen den Faden auch 
ersetzen durch eine Gerade, welche auf der Evolute, ohne zu gleiten, 
sich abwalzt; irgendein Punkt dieser Geraden beschreibt bei dieser 
Bewegung eine Evolvente. Wir sehen hieraus, daB, wahrend es zu 
einer Evolvente stets nur eine Evolute gibt, eine Evolute unendlich 
viele Evolventen besitzt; denn jeder Punkt der sich auf der Evo
lute abwalzenden Geraden bBschreibt eine Evolvente. Alle diese Evol-

Abb.200. 

venten haben die Normalen gemeinsam; irgend zwei derselben schneiden 
auf jeder Normalen das gleiche Stuck ab, das gleich dem Abstande der 
beiden sie beschreibenden Punkte der abgewalzten Geraden ist. Die 
unendlich vielen Evolventen einer Kurve bilden eine Schar von 
Parallelkurven (s. Abb. 200: Parallelkurven der Parabel). 

Aus der Darstellung der bewegten Geraden folgt sofort eine weitere 
Eigenschaft der Evolvente. Trifft namlich der diese beschreibende 
PunKt auf der Evolute auf, so daB er der augenblickliche Beriihrungs
punkt der Geraden wird, so wird er im nachsten Augenblicke sich 
wieder von der Evolute entfernen, und zwar nach derselben Richtung, 
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von der er gekommen ist. Da seine Bewegungsrichtung an dieser Stelle 
senkrecht zur Evolute ist, so muB die Evolvente hier eine Spitze, 
einen Riickkehrpunkt besitzen: An den Stellen, wo die Evol
vente s.enkrecht auf die Evolute auftrifft, besitzt die Evol
vente eine Spitze. 

Die angefiihrten Beziehungen zwischen Evolvente und Evolute, die 
wir auf Grund rein geometrischer Betrachtungen gefunden haben, 
lassen sich auch auf analytischem Wege finden, wenn man die 
Gleichung der Evolute einer Kurve kennt. Wir haben sie schon 
aufgestellt: es sind die beiden Gleichungen: 

I + y'2 I 
~=x---.y y" , 

1 + y'2 
17 = Y + y"-- . 43) 

Die Form der Gleichungen erinnert an die Parameterdarstellung 
[so (113) S.308f.]. Bedenken wir, daB y, y', y" Funktionen von x sind, 
so kann man sagen: Die Gleichungen 43) stellen ~ und 1] durch den 
Parameter x dar. Es fragt sich nun, ob man an Stelle der beiden 
Gleichungen 43) durch Elimination des Parameters nicht auch eine 
einzige parameterfreie Gleichung fUr die Evolute finden kann. Es 
leuchtet ohne weiteres ein, daB die Beantwortung dieser Frage in dieser 
allgemeinen Fassung Schwierigkeiten bereitet. In bestimmten, besonders 
einfachen Fallen laBt sich die Gleichung der Evolute auch ohne Para
meter darstellen. Greifen wir beispielsweise die beziiglich ihrer Kriim
mungsverhaltnisse in (130) S.350 behandelte Parabel y2 = 2px heraus 
(Abb.199). Fiir die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes haben 
wir dort gefunden: 

3y2 
~ = P + 3 x = p + 2p' 

Das sind die Parametergleichungen der Evolute der Parabel; der Para
meter ist allerdings nicht die Abszisse x, sondern die Ordinate y des 
Parabelpunktes, was aber unwesentlich ist. Wir eliminieren aus den 
beiden Gleichungen y, indem wir schreiben 

y2 =g P (~ _ p) , 
oder 

woraus sich ergibt 
8 

1]2 = 27 p (~ - p)3 . 

Verlegen wir das Koordinatensystem (Parallelverschiebung!) nach dem 
Punkte S (Abb. 199) (~= t + P,17 = ~), so nimmt die Gleichung 
der Parabelevolute die Form an 

oder t) = ~. t~. 
Wicke, Ingenieur·Mathematik 1. 23 
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Wegen des Exponenten"i, den x tragt, nennt man die Kurve die semi
ku bische (halbkubische) Para bel; sie tragt auch den Namen N eilsche 
Parabel [s. a. (89) S.238]. 

Macht man die Achse der Parabel zur Ordinatenachse, ihreScheitel-
2 

tangente zur Abszissenachse, so lautet ihre Gleichung y = ; p und 

die Gleichung ihrer Evolute 8('1) - p)3 - 27pX2 = 0, ein Ergebnis, 
das man durch einfaches Vertauschen der Abszissen und Ordinaten aus 
der obigen Gleichung erhalt. Wesentlich verwickelter ist die Beantwortung 
der Frage nach der Evolute der allgemeinen Potenzkurve, deren 
Gleichung y = a . xn lautet. Man kann zwar verhaltnismaBig einfach 
den Krummungsmittelpunkt auf zeichnerischem Wege finden1); doch 
bereitet die Aufstellung der parameterfreien Evolutengleichung ele
mentar-mathematischeMuhen, die um so graBer sind, je hahere Werte n 
annimmt. Will man beispielsweise fur die Kurve von der Gleichung 

x3 
y = 2 die Evolute ermitteln, so gelangt man zu der Parameterdar

p 
stellung 

1 
1] = -- (15x4 + p4) 6p2X ' 

aus der man durch Eliminieren von x die parametorfreie Gleichung 
gewinnt: 

8748~1}5+ 9375p2~4+ 20250p2~2112- 729p21}4- 4800p4 ~17 +256 p6= 0 . 

Fur die Kurve y = x: ist die Gleichung der Evolute in Parameterform 
p 

2 16 x7 28 x6 + p6 

~ =:r x - 3' p6 ' 17 = 12p3 x2 . 

und in parameterfreier Form: 

216 • 33 ~2 '1)7 _ 77 p3 ~6 _ 26• 3 . 75 p3 ~4 '1)2 _ 211 . 3 . 5 . 72 p3 ~2 174 

_ 216 p3 '1)6 + 24 • 34 . 73 p6 ~2 'I) + 211 . 33 p6 173 - 24 . 36 p9 = 0 . 

Wer Lust und Zeit hat, mage das Ergebnis naohprufen. Abb. 201 a, b 
zeigt die beiden Kurven 

bzw. 

mit ihren Evoluten. 

(132) Unter dem Scheitel einer Kurve versteht man einen Punkt 
der Kurve, in welchem die Krummung einen Hachst- oder Tiefstwert 
und damit auch der Krummungshalbmesser einen Tiefst- oder Hachst
wert annimmt. Besitzt die Kurve Symmetrieachsen, so muB wegen 
der Symmetrie jeder Schnittpunkt der Kurve mit diesen Achsen ein 

1) S. u. a. E b n e r: Technische Infinitesimalrechnung. 
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solcher Scheitel sein. Daher heiSt auch der Schnittpunkt der Parabel 
mit ihrer Achse ihr Scheitel. Indessen brauchen durchaus nicht aile 
Scheitel einer Kurve auf ihren Symmetrielinien zu Hegen. Betrachten 

3 

wir beispielsweise die soeben behandelte Kurve y = \ (Abb. 201 a)! 
p 

In 0 ist die Krummung gleich Null; sie nimmt mit wachsendem x 
zuerst zu, muB aber spater wieder abnehmen, da, wie die Anschauung 

p 

Abb. 201 a. Abb. 201 b. 

lehrt, fUr sehr groBes x die Kurve wieder flacher verlauft, die Krummung 
sich also wieder dem Werte Null nahert. Nun hat die Parabelevolute 
fUr den Parabe1scheite1 eine Spitze; ebenso zeigt die Evo1ute der Kurve 

y = :; eine Spitze. Dieser Umstand ist ganz allgemein das Merkmal p 
fUr einen Scheitel der Evolvente: Einem Scheitel der Evolvente 
entspricht stets eine Spitze der Evolute. Dieser Satz be
weist sich aus den beiden Tatsachen, daB die Tangenten der Evo
lute zug1eich die Normalen der Evolvente sind, und daB im Scheitel 
der Krummungshalbmesser entweder ein Maximum oder ein Mini
mum ist. 

Welches sind nun die analytisehen Bedingungen fUr den Scheitel ~ 
Wir haben gefunden, daB 

44) 

sein muB; durch 44) ist e mittelbar als Funktion von x dargestellt. 
Nimmt e einen Hochst- oder Tiefstwert an, so tut es auch 

2 _ (1 + y'2)3 
Q -~--. 

23* 
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Es muB fUr einen Scheitel folglich 

de 2 
= ° dx 

(132) 

sein. Differenzieren wir nun e2 unter Berucksichtigung der Tatsache, 
daB dy' " 7fX=Y, dy" "' ([X=y 

ist, nach x, so erhalten wir 

~~ = (1 + y'2)3 . (- 2) y" - 3 • y'" + y" - 2 • 3 (1 + y'2) 2. 2 y' • y" 
2 (1 + y'2)2 (3 y' y"2 - (1 + y'2) . y"') 

y"3 

Damit der Differentialquotient ~~ verschwindet, muB die zweite 

Klammer des Zahlers gleich Null werden, da 1 + y'2 fUr jeden Wert 
von y' > ° ist. Wir bekommen demnach als Bedingung fur den 
Scheitel der Kurve die Gleichung 

3 y' y"2 = (1 + y'2) y'" . 45) 

In WeiterfUhrung unseres Beispiels y = x: erhalten wir 
p 

, 3 x2 II 6 x '" 6 
Y =?' y = ---;pi , y = p2 , 

also fUr die Abszisse des Scheitels der Kurve Abb. 201 a die Gleichung 

3x2 36x2 p4 + 9x4 6 3·--·-- = --- -.-

und hieraus 
p2 p4 p4 p" 

p 
x = jI;f5' 

Folglich sind die Koordinaten des Scheitels 

Xs = 4 P ~ 0,386 p, 
V45 

P ~/-Ys = 45' y45 ~ 0,0576 p. 

Hieraus ergeben sich die Koordinaten der dem Scheitel entsprechenden 
Spitze 2: der Evolute zu 

2p 
~2: = --~o IMp 

5j145 ' , 

Zeige, daB die Kurve 

und seine Evolute die 

hat! (Abb. 201 b.) 
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W 0 liegt der Scheitel der Kurve Y = eX ~ ( - t In 21 t 12) (emin = c~_ -Va) . 
W 0 liegt der Scheitel der Kurve Y = eJin x? (0,881411) (emin = 3 -Va) . 
W 0 liegt der Scheitel der Kurve Y = stg x ? 

(Gleichung: 3 tg6 x + 5 tg4 X - 2 tg2 X - 2 = 0 

oder 2sin6x - 3sin4x - 4sin2x + 2 = 0), 

0,6937010,83158, emin = 5,3941 . 

(133) Stellen wir uns die Ergebnisse unserer Betrachtungen zusammen, 
so erhalten wir ffir eine Kurve, deren Gleichung im rechtwinkligen 
Koordinatensystem die Form hat Y = t (x), und fUr den Punkt 
po(xol Yo = t(xo)) als Gleichung der Tangente: 

Y - Yo = y~ . (x - xo), 

als Gleichung der Normalen: 

x - Xo + y~(y - Yo) = 0; 

als Lange der Subtangente: 
8 - Yo 

t - y~' 

Subnormale: 8 n = Yo • y~, 

Tangente: t = Yo 1/1 + y'2 y~ r 0 , 

Normale: n = Yo VI + y~2, 
als Koordinaten des Krummungsmittelpunktes: 

t 1 + 11:,2 , _ + 1 + 1Ii,2 . 
" = Xo - --:;;::- Yo, ?J - Yo - 11:: • 

als Halbmesser des Krummungskreises: 

(1 + 1162)~ 
e = y/,' 

Die Abszisse der Hochst- und Tiefstpunkte ist zu bestimmen aus 
der Gleichung y' = O. 

Die Abszisse der Wendepunkte ist zu bestimmen aus der Gleichung 
y" = O. 

Der Inhalt der durch die Kurve, die Abszissenachse und die zu 
x = Xl und x = X 2 gehorigen Ordinaten begrenzten Flache 

x, 

F~: = J y.dx. 
x, 

Die Lange des von den Punkten PI(xIIYI) und P 2(x2IY2) begrenz
ten Kurvenstuckes ist x, 

8~: = Jfl+ y' 2 dx. 
x, 
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Hierzu kommen noch die Formeln, die das statische Moment, das 
Triigheitsmoment, den Schwerpunkt der Fliiche FIX, oder der Kurve s'1:', 

Xl Xl 

die Oberfliiche oder den Inhalt des durch Rotation von F~: oder ~: 
entstehenden Drehkorpers liefern; hieriiber s. u. II, § 8, S.247ff. 
Aile diese Betrachtungen sollen jetzt zusammenhiingend an dem Beispiele 
der gemeinen Kettenlinien durchgefiihrt werden. 

Die_ gemeine Kettenlinie hat die Gleichung 

x 
y = a~of-a 

Es ist die Kurve, in welcher ein homogenes, vollkommen elastisches 
und biegsames Seil von unendlich kleiner Dicke durchhiingt, wenn 

N 
Abb.202. 

es an zweien seiner Punkte festgehalten wird. a ist der Parameter 
der Kettenlinie. Da ~f(-u) = ~ofu ist, so liegt die Kettenlinie sym
metrisch zur y-Achse; diese Symmetrielinie heiBt die Achse der Ketten
linie; sie schneidet die Kurve im Punkte A (Ofa), dem Scheitel der 
Kettenlinie. Abb. 202 zeigt einen Teil der Kurve; man erhiilt die 
Koordinaten von Punkten mit Hilfe einer Tafel der ~of-Funktion. 
Da 

I ~. x Vir f2 X 1 Vy2 - a2 y = oln- = ~o - - = ---a a a 

[So (58) S. 150] ist, so ergibt sich fiir die Konstruktion der Tangente 
das folgende Verfahren: Wir schlagen iiber der Ordinate XP den nach 
dem Scheitel zu liegenden Halbkreis und um X mit a den Kreisbogen, 
der diesen in T schneide; dann ist T P die zum Beriihrungspunkte P 
gehorige Tangente. In der Tat ist -t: TXP = cp, wenn cp der Neigungs-
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winkel der Tangente ist; denn nach Konstruktion ist 

PT yy2_ a2 
tgtp= XT =--a-' 

Ferner ist 

daher 
Y" = ~\£O\~ = y 

a 1 a a2 ' 

(1 + 6in2~ya 
e= 

a:of~ 
Da nun die Normale a 

a 

/--- 'I / x x y2 
n = PN = Y '11 + y'2 = y. /1 + ®in2- = y\£O]- =-'-a a a 

ist, so ist e = n. Um also den Krummungsmittelpunkt n fur 
den Kurvenpunkt P zu erhalten, brauchen wir nur die Lange n = PN 
der Normalen von P aus nach der andercn Seite auf der Normalen ab
zutragen; ihr Endpunkt ist n . 

Die Gleichung der Evolute ergibt sich zu 

(1 + 6in2~) a (1 + 6in2~) a 
i: a c;:' x f, \ x a 
" = x - -----,---- vtn-, fJ = a 12-0 1- + --------

".X lL a {\'fx 
"-0)---;;: "'-0---;;: 

oder 
~ = X - !!...®in2~ 

2 a ' 
x 

fJ = 2a\£0]-. a 

Der zum Scheitel A gehorige Krummungshalbmesser ist ea = a; der 
Krummungsmittelpunkt A also leicht zu finden, 

Der Inhalt der von der x-Achse, der y-Achse, der Kettenlinie und 
der zur Abszisse x gehorigen Ordinate begrenzten Flache OXPA ist 

x 

F =fa. \£o\~dx = a2 [®in~lX = a2®in~ a a 0 a 
o 

-,i x -= a2 / \£0]2---;;: - 1 = a Vy2 - a2 ; 

er ist also doppelt so groB als der Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks PT X 
oder gleich dem Inhalte des Rechtecks PTXT', Die Lange 8 des Kurven
stiickes AP ist 

x x 

8 = JV1 + ®in2: dx = /\£0]: dx = a [®in :l: = a®in: 
o 0 

/ x 
= a V \£0\2---;;: - 1 = Vy2 - a2 • 

Der Bogen ist also gleich der Strecke PT. 
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Del' Punkt T liegt demnach auf del' Kurve, die wir erhalten, wenn 
wir einen Faden derart an die Kettenlinie legen, daB sein Endpunkt 
in A liegt, lmd ihn - straff gespannt - von del' Kettenlinie abwickeln; 
del' Endpunkt beschreibt dabei diese Kurve. Dann muB abel' nach 
den Ausfiihrungen von (131) die Kettenlinie die Evolute diesel' Kurve, 
also die Kurve eine Evolvente del' Kettenlinie sein. Da TP Normalc 
zu diesel' Kurve in T, also XT Tangente an sie sein muB, da ferner 
XT = a ist, so hat die Kurve die Eigenschaft, daB die Lange ihrer 
Tangente konstant ist. Es ist demnach die namliche Kurve, die wir 
in (115) S.315 behandelt haben: die Huyghenssche Traktrix. 
Hiernach kann man sich diese Kurve auch auf folgende Weise ent
standen denken. Bewegen wir einen Stab von del' Lange XT = a 
so, daB del' eine Endpunkt auf einer Geraden x gleitet, so wird del' 
Stab nachgeschleppt, und del' andere Endpunkt T beschreibt die 
Huyghenssche Traktrix; aus diesel' Bewegung heraus erklart sich 
auch ihr Name (Traktrix = Schleppkurve). Sind die Koordinaten von T 
6 und 1), so ist 

6 = x - a sin<p, 

nun ist cos rp = ;; also ist 

~ = acos<p; 

odeI' 

a -_.-
6 = x - Y yy2 - a2 , 

x 
6 = x - a:rgu-' 

a 
~ =--J; ; 

(:fof-
a 

Parametergleichung del' Traktrix. Es ist demnach 

a::o\"~=.!!.... 
I a ~' 

a 
X = a Illra::o] t) ; 

folglich ist die parameterfreie Gleichung del' Traktrix 

6 = a . Illra::o] ~ - y~2~= ~2 ; 

das ist, yom Vorzeichen abgesehen, die namliche Gleichung wie die 
in (115) auf S. 315 gefundene. 

Lange Zeit war man der Meinung, daB ein Seil in del' Gestalt einer 
Parabel durehhange; die wahre Gestalt del' Kettenlinie wurde erst 
ziemlieh spat erkannt; es diirfte daher wertvoll sein zu untersuehen, 
wie graB del' Fehler ist, den man begeht, wenn man die Kettenlinie 
dureh die Parabel ersetzt, welehe sieh ihr am engsten ansehmiegt. Wir 
miissen zu diesem Zweeke von den beiden Kurven fordern, daB sie 
die Aehse, den Seheitel und die Kriimmung im Seheitel gemeinsam 
haben. Die Parabelgleiehung muB demnaeh von del' Form sein 

y = Co + C2 X2; 
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da fiir x = 0 Y = a sein soIl, ist Co = a. Die Parabel Y = a + czxz 
hat nun im Scheitel den Kriimmungsradius 

[(1 + (2 Cs XlS)!] 1 
e = 2 ca x=O = 2ca ; 

1 1 
2ca = a oder Cz = 2a 

daher muB 

sein, und die Gleichung der Ersatzparabel lautet 
X2 

Y= a+ 2a' 

Zum Vergleiche sind in der folgenden Tabel1e fiir eine Reihe von Ab
szissen die zugehorigen Ordinaten der Kettenlinie und der Ersatz
parabel berechnet und der ermittelte Fehler sowohl absolut als auch 
verha,ltnismaBig angegeben: 

x= 0 0,2a 0,4a I 0,6a O,Sa 1,Oa I I,2a 1,4a 

y-Kettenlinie a 1,0201 a 1,0811 ~\ 1,1855 a 1,3374 a 1,5431 a 1,8107 a 2,1509 a 
y-Parabel . a 1,0200 a 1,0800 a\ 1,1800 a 1,3200 a 1,5000 a 1,7200 a 1,9800 a 
Fehler .. 0 0,0001 a O,OOH a 0,0055 a 0,0174 a 0.0431 a 0,0907 a 0,1709 a 
Fehler in Proz. 0 0,008 0,102 0,466 1,31 2,80 5,28 7,96 

x= I,6a I,Sa 2,Oa 2,2a 2,4a 2,6a 2,Sa 

y-Kettenlinie . 2,5775 a 3,1075 a 3,7622 a 4,5679 a 5,5570 a 6,7690 a 8,2527 a 
y-Parabel 2,2800 a 2,6200 a 3,0000 a 3,4200 a 3,8800 a 4,3800 a 4,9200 a 
Fehler. 0,2975 a 0,4875 a 0,7622 a 1,1479 a 1,6770 a 2,3890 a 3,3327 a 
Fehler in Proz. . 11,7 15,7 20,3 25.1 30,2 35,3 40,4 

Von praktischer Bedeutung ist die folgende Aufgabe I ): Ein Seil 
habe die Lange 28 und sei an zwei Punkten PI und Ps aufgehangt, 
deren Hohenunterschied 2h und deren wage-
rechter Abstand 2b betrage; das Seil hangt 
in einer Kettenlinie durch, deren Parameter a 
und deren Scheitel A ermittelt werden sollen 
(Abb. 203). Als y-Achse sei eine Parallele 
zur Achse der Kettenlinie, als x-Achse eine 
Senkrechte zu ihr genommen; die Lage des 
Koordinatenanfangspunktes moge noch un
bestimmt gelassen werden. M (xm I Ym) sei 
der Mittelpunkt der Strecke P 1 (xli Yl) , 
Ps(xsl Yz). Dann gelten die Beziehungen: 

A 
a 

Abb.203. 

Xl = Xm - b, Yl = Ym - h, X2 = Xm +. b, Yz = Ym + h. 

f2 
I 
I 

:Zh 

1) Siehe Frey tags Hilfsbuchf. d. Maschinenbau, 7. Aufl., S.127 f. Berlin: 
Julius Springer 1924. 
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1st Y = a ~oi ~ die Gleiehung der Kettenlinie, so ist mithin a 
x - b 

Y - h = a~o,_m-
m I a ' 

h ~ ,x .. + b Ym + = a o'-a-; 
auEerdem muE sein 

2 (r;::::. Xm + b r;::::' Xm - b) 
8 = a vttt-- - vttt-- . 

a a 

Dureh Subtraktion der beiden Gleichungen a) erhalt man 

2h = a(~of Xm: b _ ~of(l:",;; b). 

b) und c) lassen sich umformen zu 

a ~of Xm 6in ~ = 8 • 
a a 

r;::::' xmr;::::' b h . 
a~ttt-~ttt- = a a 

(133) 

a) 

b) 

c) 

d) 

[so (58) S, 150], aus denen man durch QuadrierE)n und Subtrahieren 
erhalt 

oder 

c-:.' b "'lit -a 
---b-

a 

VS2 - h2 
-b- e) 

b e) ist eine in 
.. b a 

naherung - und 
a 

transzel1dente Gleichung, aus der sich durch An

damit a ermittell1 IaEt. Dividiert man die beiden 

Gleichungen d) durcheinander, so erhalt man 

G-' Xm h 
-iga: = 8' 

und daraus die Abszisse von M: 
h 

X,n = a2hstg-, 
S 

Die Addition der beiden Gleichungen a) liefert 

2Ym = a(~ofXm:: b + ~ofXm: b) = 2a~of;~of ~ 

f) 

und in Verbindung mit der ersten Gleichung von d) die Gleichung 

. b 
Ym = 8 ~tg - , g) a 

wodurch aueh die Ordinate von M und damit die Lage des Koordinaten
systems festgelegt ist. Die gestellte Aufgabe wird demnach durch die 
Gleichungen e), f), g) 

ge16st. 

c;,' b 
-=;Itlt

a 
-b-

a 

VB2 - h2 

--b-
h 

Xm ~ a 2rtstg -, 
S 

b 
Ym = 8~tg

a 
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Zahlen beispiel. Das Sell habe die Lange 28 = 34 m; ferner sei 
b = 14 m, h = 8 m. Nach e) ist 

( b ') . b 15 b t - = €lm - - -. - = 0' a a 14 a ' 

die N ewtonsche Methode gibt 

r(:)=Q;Ol : - 1,07143; 

der L6sungsweg ist aus der folgenden Tabelle ersichtlich: 

b I 1 0,78 0,676 0,641 0,6481 -
I 

a 

t(:) I 0,1038 0,0258 0,0058 - 0,0010 0,0000 I 

1'(:) ! 

I 0,4717 0,2485 0,1659 0,1412 
I 

i5 I 0,22 0,104 0,035 - 0,0071 

Es ist demnach 
b 

- = 0,6481, 
a 

also a = 21,61 m ; 

folglich nach f) 

x'" = 21,61 m· 2ir1:g 0,4706 = 21,61 m· 0,5108 = 11,04 m 

und nach g) 

y",= 17 m:1:g 0,6481 = 17m:O,5704; Ym = 29,80m. 

A b b. 204 zeigt die Lage des Seiles. 
1st h = 0, d. h. liegen die beiden Aufhangepunkte P 1 und P 2 gleich 

hoch, so geht e) tiber in ~ 

M 

e'l 
a 

AuBerdem laBt sich in diesem FaIle der 
10 

Aufhangewinkel a, d. h. der Winkel, --------L---r---r-~x 
:10 20m unter welchem in den Aufhangepunkten 

das Seil gegen die x-Achse gerichtet ist, 
bequem bestimmen; es ist namlich (s. Abb. 202), 

Abb. 204. 

da hier Yl = Y", = Y2' 
~. b 
""in-a a b a a as 1 1 

cosa = - = - stg - = - -~ = -. -. -- = -- . 
, Ym s a s « f b s a {(' f b {(' f b 

",0 - ",0 - ",0-
a a a 
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Setzen wil' wieder 8 = 17 m, b = 14 m, dagegen h = 0, so gestaltet 
sich die Rechnung folgendermaBen: 

b' . b b 
f (-)=®m - - 12143·-a a' a' 

b 
1 1,119 1,1006 1,1002 

a 

f'(~)=Q;of~ - 1,2143. 

b - = 1,1002, a = 12,73 m 
a 

f ( ~ ) 0,0391 + 0,0088 + 0,0002 0,0000 Ym = 21,24m 

f'( ~) 0,3288 + 0,4799 + 0,45501 

(j ,- 0,119 + 0,0184i + 0,0004 

1 I 
cosa = (£0[1,1002 = 1,6688 = 0,5992 

a = 53° 11' (Abb.205) 

10m 

Abb. 205. 

Hat das Seil das Gewicht 28' J', 
wobei J' das Gewicht der Langenein
heit bedeutet, so wird auf die beiden 
in gleicher Hohe liegenden Aufhange
punkte PI und P 2 vom gegenseitigen 
Abstand 2b eine Zugkraft G ausgeiibt, 
die die Richtung des Seiles in PI bzw. 
P 2 hat und deren vertikale Komponentc 
V = s . J' ist. Da G und V den Winkel 

90 0 - C\: einschlieBen, ist 
H = V' ctgC\:. Nun ist 

G = -.~ und die horizontale Komponente 
SIn a 

r;::' b 
8 = a~l1t-

a ' also V = J'a®in~, a und 
. b 

tgC\: = ®in-, 
a 

demnach H = J' a; die horizon tale Komponente der Zugkraft 
eines Seiles ist an allen Stellen die gleiche. Wir erhalten 
somit fUr die gesamte Zugkraft, die das Seil auf den Aufhangepunkt 
ausiibt, da 

,~--- lh+ €in 2 b 
_._1_ = r 1 + tg2 a = _' __ -.-!!.. = fC'tg ~ 

t b ~ ist, 
Blna ga "". a 

vtn-
a 

G = J'a®in~ .Q;tg~ = J'aQ;of~. a a a 

Die Beanspruchung des Aufhangepunktes ist also, wie schon einfache 
Uberlegung lehrt, von der Lange 28 des Seiles und damit von dem 
Parameter a abhangig; sowohl fUr a = 0 (Seil unendIich lang) als auch 
fUr a = 00 (Seil zwischen PI und P 2 straff gespannt, kiirzeste mogIiche 
Lange 2 b) wird G = 00. Wir wollen die Seillange ermitteln, fUr, welche 
die Aufhangepunkte am geringsten beansprucht werden. 
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G = )' a GrOl ~ stellt Gals Funktion von a dar; wir miissen demnach 
dG a, • 
-d~ bilden. Nach der Produktregel ist ,a, 

dG [ b b, b 1 - = y GrOl- - -Elm- . 
da, a, a, a, 

G wird also am kleinsten, wenn die Gleichung erfiillt ist: 

b b, b b b 
Grol a: - a: 5m a: = ° oder a: . stga: = 1 . 

Diese Gleichung losen wir unter Benutzung der log stg-Tafeln durch 
Annaherung. Ist 

f( ~) ccc log ~ + log stg ~ = 0, 

so ist 
.. b ful'- = 1,20 1,19 1,199 1,1997 

a 
b 

. 0,0756 0,0788 0,0791 log - = 0,0792 
a 
b 

log %ga: = 0,9210 - 1 0,9194 ~ 1 0,9208 ~ 1 0,9209 - 1 

t( ~) = 0,0002 - 0,0050 - 0,0004 0,0000 

Also ist ~ = 1,1997 und. a = 0,83354b. Da 
a 

d2 G [ b ,b b. b b2 b 1 b2 b 
d2a, = y - a,2 5ma: + 02 5ma: + a3Grol a: = y a,3 [ola: 

fiir jeden Wert von a, also auch fUr a = 0,83354,b positiv sein muB, 
ist G in der Tat ein Kleinstwert. Es ist ferner die Ordinate des Auf

. hangepunktes 

Yb = a(fol~ = 0,83354b ·Q;oll,1997 = 1,5087b o 

und demnach der Durchhang der giinstigsten Kette 

k = Yb - a = 0,6752b. 

Der Aufhangewinkel CXb ergiht sich aus 

tgcxb = 5in~ = Elin 1,1997 a 

ZU CXb = 56 0 28' und die Seillange zu 

28 = 2· a5in~ = 2·0,83354· 5in1,1997b = 2,515b. a, 

Die bisherigen Kurvenuntersuchungen schlossen sich an die Form 
Y = f(x) der Kurvengleichung an. Sie sind, da diese Form nicht immer 
moglich ist, noch auf andere Gleichungsformen auszudehnen. So wollen 
wir uns im nachsten Paragraphen mit Kurven befassen, deren Gleichung 
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in Parameterdarstellung gegeben ist, d. h. fiir welche sowohl die 
Abszisse als auch die Ordinate eines beliebigen Kurvenpunktes Funk
tionen einer dritten Veranderlichen, eben des Parameters, sind. 

§ 6. Die Kurve in Para:rp.eterdal'stellung. 
(134) Wir haben schon einige Parameterdarstellungen von Kurven 
kennen gelernt; es sei nur erhmert an die Gleichung der Geraden (113), 
Formeln 20) S. 308, in der x und y als Funktionen des Teilverhaltnisses A 
gegeben waren, oder an die Gleichung der ]{volute einer Kurve (130), 
Formeln 43), S.353. Bezeichnen wir allgemein den Parameter mit t, 
so ist die Gleichung der Kurve 

x = cp(t) und y = "I'(t) , 46) 

wobei cp und "I' beliebige, stetige und eindeutige Funktionen von t sein 
sollen. Zu einem bestimmten Werte t gehort dann stets ein bestimmter 
Wert x = cp (t) und ein bestimmter Wert y'= "I' (t), also ein bestimmter 
Punkt P, dessen Koordinaten diese bestimmten Werte von x und y 
sind. Urn die folgenden Betrachtungen moglichst anschaulich zu ge
stalten, moge die allgemein theoretischen Erorterungen ein einfaches 
Anwendungsbeispiel begleiten. Wir wahlen dazu die Kurve, deren 
Gleichung lautet: 

x = t2 - t, Y = t3 + t2• 
Wir finden fiir 

t = I ° 1 0,5 II 1 1,5 1 2,· '1- 0,5 1 - 11- 1,5 I -2'" die Werte 
X= 10 -°'75 ° 0,75 2··· +0,75 I 2 3,75 I 6··· 
y c= ° + 0,375 I 2 15,625 12··· + 0,125 i ° -1,125 -4··· 

Nur fiir t = 0 und t = 1 wird die Abszisse x = 0 und nur 
fiir t=O und t= -1 die Ordinate y = O. In Abb.206 
sind die zugehorigen Punkte mit Angabe ihres Para
meters t eingetragen. 

Urn die Richtung der Kurve in einem Punkte P 

zu ermitteln, bediirfen wir des Differentialquotienten ~~ , 

und es fragt sich nun, wie wir zu ihm gelangen, wenn 
x und y Funktionen von t, und y nicht mehr unmittelbar 
eine Funktion von x ist. Nun ist 

-1 

1 2 

Abb. 206. 
-1,5 

dy ~ lim .d y ; 
dx .1:1:-+0 Jx 

de~Differentialquotien -

ten ~~konnen wir aberauch 

in unserem FaIle bilden: 
Wir erteilen der unab-
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hangigen Veranderlichen t einen Zuwachs iI t; dadurch erhalten so
wohl x als auch y einen Zuwachs ilx bzw. ily derart, daB 

iI x = rp (t + iI t) - rp (t) , iI y = '1jJ (t + iI t) - 'lfJ (t) 

ist. Demnach ist der Differenzenquotient 

,d1! _ 1p (t + LIt) -1p (t) 
Llx ---: cp (t + LI t) - q' (t)' 

den wir auch schreiben konnen 

LI y _ 1p (t + ;,1 t) - 1p (t) . cp (t + LI t) - cp (t) 

Folglich ist 
Llx - LIt . LIt 

dy = lim Lly = lim [1p(t + LIt) -1p(t): cp(t + LIt) - CP(t)] 
dx ,1t--*oLlxdt--*o LIt LIt 

= lim 1p(t + LIt) -1p(t) : lim cp(t + LIt) - cp(t). 
,It--*O LIt ,1t--*o LIt Da nun 

lim cp(t+ Llt)-cp(t) = dcp(t) = dx 
,1 t---+o LI t d t d t 

ist, so ergibt sich fUr den Differentialquotienten 

dy 1p' (t) dy dx 
dx = cp'(t) = lit: lIt· 47) 

Wir sehen aus Formel47), daB for mal die beiden Differentialquotienten 

~~ und ~~ wie zwei wirkliche Bruche durcheinander dividiert werden 

konnen, daB man scheinbar d~rch das Differential dt kurzen kann. 

Urn also in unserem Beispiele den Differentialquotienten ~~ zu bilden, 
ermitteln wir zunachst 

dy = 3t2 + 2t 
dt 

und finden durch Dividieren 
dy 
dx 

und 
dx 
- = 2t-1 dt . 

Der Differentialquotient erscheint demnach als Funktion des Para
meters t. Nun konnen wir an unsere Kurve die Tangenten kon
struieren; es ist namlich fUr 

1,5 . 2 ... 1

1

- 0,5 I - 1 1- 1,5 I - 2 .. . 

4,875 5,333... + 0,125 I - 0,3331- 0,9375\- 1,6 .. . 
I ' I 

t = ° I 0,5 ; 1 
dy 1 I 
dx = 10 00 \ 5 

In Abb. 206 sind die Tangenten zum Teile eingetragen. Wir erkennen, 
daB fur t = ° der Punkt (010) eine horizontale Tangente und fUr t = 0,5 
der Punkt (-0,251 +0,375) eine vertikale Tangente hat. Da taucht 
die Frage auf, ob die Kurve noch weitere derartige Punkte hat. Damit 
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ein Rochst- oder Tiefstpunkt vorhanden ist, muB ~~ = 0 sein; fo1g1ich 

ist nach Forme1 47) ~~ = 0 die notwendige Bedingung fiir das 

A uftreten eines solchen Punktes. Allerdings miissen wir darauf 

achten, ob fUr den so gefundenen Wert nicht auch ~~ = 0 ist; indiesem 

FaIle wiirden wir fUr den Differentialquotienten den unbestimmten 
Ausdruck -3- erhaIten. In unserem Beispiele wird auBer fUr t = 0 auch 

noch fUr t = -; ~~- = 0; da an dieser Stelle ~~ = - ~ ist, ist hier 

in der Tat ~ ~ = 0; fo1glich hat auch der Punkt egO I i;) eine horizonta1e 

Tangente. Die Abbi1dung zeigt uns, daB (010) ein Tiefst- und CgQ 12~) 
ein Rochstpunkt ist; die ana1ytische Entscheidung konnen wir erst 
nach Ermittlung des zweiten Differentia1quotienten treffen. DaB 
andererseits (-0,251 +0,375) der einzige Punkt ist, dessen Tangente 
vertika1 lanft, sei der Untersuchung des Lesers iiber1assen. 

Raben wir ~~ ermitte1t, so sind wir in der Lage, mitte1st der in (133) 
S.357 zusammengestellten Forme1n auch die Gleichungen del' 
Ta~gen ten und del' N ormalen aufzustellen, ebenso die Langen 
del' Tangenten, Norma1en, Subtangenten und Subnormalen 
zu berechnen. Der Leser moge dies fUr einige Punkte unserer Kurve 
wirk1ich durchfiihren. . 

Wir gehen zur Bi1dung des zweiten Differentia1quotienten ~~ 
iiber. Da d 

d~ 
d2 y dx 
clx2 dx 

ist und 
dy 'IjJ'(t) 
dx q,'(t) 

eine Funktion von t ist, so miissen wir nach der Kettenregel ~~ zuerst 
ddy 

nach t differenzieren und diesen Differentialquotienten -t: mit dem 

Differentia1quotienten ~t mu1tiplizieren. Nach Formel 65) in (35) 
S.82 ist daher x 

d d'![ d 'IjJ' (t) 
d2 y dx dx cp' (t) , 
dx2 = ----crt : Cit =---;[t : rp (t) . 

d 1jJ~(tl 
Die Differentiation ~: ~2 
sie ergibt 

d 'IjJ' (t) 
cp' (t) 

-at 

wird nach der Quotientenregel ausgefiihrt; 

cp'(t). 'IjJ"(t) - 'IjJ'(t)· cp"(t) 
[cp' (t)]2 
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so daB wir schlieBlich erhalten 

q/(t) '1p"(t) -1p'(t)· cpl/(t) 
[cp'(t)]3 

dx d2 y dy d2 x 
at'di2 - dt' dt2 

(~~r 
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48) 

Da in unserem 
wir hier 

d2 x d2 y . 
Beispiele dt2 = 2 und dt;2 = 6t + 21St, erhalten 

So ist fiir 

t= ° 0,5 1 I 1,5 

d2 y I 5 
- = 2 00 -2 -
dx2 I 16 

2(3t2 - 3t - 1) 
-(2t-~ 

2 ... -0,5 

10 5 
- --
27 ... 16 

I 
I 

-1 -1,5 
I 1-2 ... 

10 41 I 34 
-- --

I 
--

27 128 125 ... 

Da fiir t = 0 ~2 ~ = 2 > 0 ist, so ist durch Rechnung bewiesen, daB 

(0 I 0) in der Tat ~n Tiefstpunkt ist; ebenso ist fiir t = - ~ ~2J = - ~~ , 
d. h. der Punkt (-\Q hr\) ist in Ubereinstimmung mit der Abbildung 
ein Hochstpunkt. 

Den zweiten Differentialquotienten konnen wir weiter verwert'en, 
urn die Kriimm ungs verhal tnisse der Kurve zu untersuchen. Die 
allgemeine Berechnung der Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes 
und des Kriimmungsradius irgendeines Kurvenpunktes nach den 
Formeln 43) und 44) - hier als Funktionen von t - ist einfach und 
bleibe dem Leser iiberlassen. Wir wollen nur die Kriimmungshalbmesser 
fiir die Hochst- und Tiefstpunkte berechnen, da sich hier die Rechnung 

besonders einfach gestaltet. Da namlich in diesen Punkten * = 0 

i~t, wird hier (J = tv, und somit ist in (010) e = ~ und in (19°12~) e = i~· 
1m Punkte (-0,251 +0,375) versagt unsere Formel, da hier sowohl 

~~, als auch ~~ifz unendlich groB werden. Wir konnen uns aber hier 

durch die folgende Erwagung helfen. In der Formel fiir den Kriimmungs
halbmesser 

(1 + (~tt 
e = d2y 

dx2 

wird x als die unabhangige, y als die abhangige Veranderliche betrachtet, 
da die Differentialquotienten von y nach x auftreten. In Wirklichkeit 
ist aber die GroBe des Kriimmungshalbmessers einzig durch die Kurve 
und nicht auch (wie etwa die Lange der Tangente, Subtangente, 
Normalen, Subnormalen usw.) durch die Lage del' Koordinatenachsen 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 24 
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bestimmt. Eine Vertauschung der beiden Veranderlichen kann daher 
auf die GroBe des Kriimmungshalbmessers iiberhaupt keinen EinfluB 
haben; folglich HiBt sich der Kriimmungshalbmesser auch durch die 
Formel 

dy2 

berechnen. Diese Formel konnen wir nun bei unserem Punkte 
(-0,25\ +0,375) verwenden, mit besonders gutem Erfolge, wei! fUr ihn 

dx _ ( 2t - 1 ) _ ° 
dy - 3t2 + 2t t=0,5-

wird, also einfach 
1 

e = d2x 

dy2 

ist. Wir miissen zur Bestimmung von e nur erst ~:~ ausrechnen, indem 

wir ~; nochmals nach y differenzieren. Es ist 

Da 
ddx 

dy 
----;[t 

d~!!... ddx 
d2x dy' dy dy 
dy2 = dy = ----;[t : (it' 

(3t2 + 2t) • 2 - (2t - 1) (6t + 2) 
(3t2 + 2t)2 

-6t2 + 6t + 2 
(3t2 + 2t)2 

ist, so wird 
d2x _ 2(3t2 - 3t - 1). 2 _ 2(3t2 - 3t - 1) 
dy2 - - (3t2 + 2t)2 . (3t + 2t) - - t3(3t + 2)3 

Demnach ist fiir t = 0,5 der gesuchte Kriimmungshalbmesser e = tl. 
Wir wissen, daB an Stellen, wo der zweite Differentialquotient ver

schwindet, die Kurve einen Wendepunkt hat. Fiir unser Kurven
beispiel tritt dies ein, wenn 3 t2 - 3 t - 1 = ° ist; das gibt die beiden 
Losungen 

t = t (3 ± -Y21) , also tl = 1,2638, tz = -0,2638. 

Es gibt also zwei Wendepunkte; sie haben die Koordinaten 

l\l\-( 33 ± 7i21) 
oder 

WI) (0,3333\3,6155) und W 2) (0,3333\ 0,0512) ; 

die Wendetangenten haben die Neigung -~-(5 ± l'21}, also 

WI) 4,7913 bzw. Wz) 0,2087. 

(135) Damit wollen wir die Anwendung der Differen tialrechn ung 
auf die Untersuchung der in Parameterform gegebenen Kurve ab-
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brechen. Wir iiberlassen dem Leser die weitere Ausfiihrung, wie die 
Ermitthmg del' Scheitel del' Kurve, und gehen jetzt zur Verwertung 
del' Integralrechnung iiber. Da kommt in erster Linie in Frage die 
Ermittlung des Inhaltes einer von del' Kurve, del' Abszissenachse 
und zwei Grenzordinaten eingeschlossenen Flache; aus (81) Formel41) 

X 2 

S.212 wissen wir, daB diese Flache durch die Formel jy . dx wieder-
x, 

gegeben wird. Diese Formel laBt sich jedoch nur anwenden, wenn x 
die Integrationsveranderliche, d. h. die unabhangige Veranderliche ist. 
Diese Voraussetzung trifft fUr unseren Fall nicht zu, da y ( = 'ljJ (f)) 
und x (= ({i (f)) Funktionen des Parameters f sind. Aus del' Gleichung 
x = ({i (f) folgt abel' 

dx '( ) (ft=({it, also dx = ({i' (f) • df . 

Damit ist del' Integrand y' d x iibergefUhrt in den Integranden 

1fJ (f) • ({i' (f) . dt , 

d. h. in eine Funktion von t. Da unsere Integrationsveranderliche 
jetzt t ist, miissen die Integrationsgrenzen auch bestimmte Werte t1 

und t2 von t sein, so daB sich fiir eine Flache, welche begrenzt wird 
von del' Abszissenachse, zwei zu t = t1 und t = t2 gehorigen 
Grenzordinaten und del' Kurve x = ({i(t), Y='ljJ(t), die In
haltsformel ergibt 

t, 

F~: = j'ljJ (t) • ((i'(t) • df , 49) 
t, 

Fiir die Kurve in Abb. 206 ist also 

~ ~ 

F;: = j(t3 + t2)(2t - 1) dt = j(2t4 + f3 - t2) dt = [~t5 + 1t4 - _}f3];;. 
4 4 

Wollen wir z. B. die von del' Abszissenachse und del' Kurve allein 
begrenzte Flache, die also zwischen den beiden Schnittpunkten del' 
Kurve mit del' Abszissenachse liegt, berechnen, so miissen wir f1 = 0 
und f2 = -1 setzen und erhalten (F)Ol = -H Flacheneinheiten. 

Gleichung 49) gibt die Flache, die von del' Abszissenachse, 
zwei Grenzordinaten und del' Kurve eingeschlossen wird. Durch 
Vertauschung von ({i und 'ljJ erhalten wir ohne weiteres eine Formel 
fiir den Inhalt del' Flache, welche von del' Ordinatenachse, zwei 
Grenzabszissen und del' Kurve eingeschlossen wird; sie lautet 

I, 

F;;' = j ({i (f) . 'Ij/(f) • df . 49') 
t, 

24* 
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In unserem Beispiele: 

r. t" 
F~,t" = J (t2 - t) (3t2 + 2t) dt = I(3t4 - tS - 2t2) dt 

~ ~ 

= [_~t5 - tt4 - tt3]~. 

Insbesondere ist der Inhalt der von der Ordinatenachse und der Kurve 
allein eingeschlossenen FHiche (F')~ = -Po- FHicheneinheiten. 

Die Lange der Kurve wird nach' (89) S. 236 Formel 47) dar
gestellt durch das Integral 

Wir miissen diese Formel fiir den vorliegenden Fall folgendermaBen 
umgestalten. Es ist nach 47) 

dy "P' (t) 
dx = q/(t); 

auBerdem dx = cp' (t) • dt; daher lautet die Formel jetzt 

t. 
s~: N=-[cp--:-'(:-:-t)=]2-+---:-[ 1f---='(-t)]2 dt. 

t, 

Unser Beispiel liefert 

50) 

t. t 

sk Iv (2 t - 1)2 + (3 t2 + 2 t)2 d t -Ii 9-c-t4---:--+--::-12=-t-=-s -+-S=-t-=-2 ---4-:-t-+ 1 dt • 
4 4 

Mit unseren bisherigen Hilfsmitteln laBt sich das erhaltene Integral 
_ nicht auswerten; wir wollen daher von einer zahlenmaBigen Berechnung 
Abstand nehmen. 

Wie die Formeln fiir den Flacheninhalt und fiir die Kurvenlange 
lassen sich auch die Formeln fiir statisches Moment, Tragheitsmoment, 
Schwerpunkt, Drehflachen und Drehkorper, die in Abschnitt II, § S ab
geleitet sind, fiir die Parameterdarstellung umformen. So geht beispiels
weise die Formel fiir das statische Moment der Flache beziiglich der 
x-Achse 

iiber in 

$, 

M$=tJ y2 dx 
x, 

t, 

M z = !I<1f(t))2. cp'(t) dt; 
t, 
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X 2 

My =jxydx 
x, 

x. 

J x = tjy3dx 
x, 

x, 

J y jxy2dx 
x, 

t, 

wird My jrp(t) '1jJ(t) • rp'(t) dt, 

" 

t. 
t, 

J x = -~j(1jJ(t))3 rp'(t) dt, 
t, 
t, 

J y -jrp (t) (1jJ(t))2rp'(t) dt 
t, 
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usw. Durch Vertauschen von rp und 1jJ erhalt man hieraus die ent
sprechenden Formeln fiir die Flache, welche von der y-Achse, der 
Kurve x = rp (t), y = 1jJ (t) und den zu t = tl und t = t2 geh6rigen 
Abszissen begrenzt wird. 

In unserem Beispiel x = t2 - t, Y = t3 + t2 ist fiir die von der 
x-Achse und der Kurve begrenzte Flache 

-1 

Mx = ~ ft3 + t2)2 • (2 t - 1) dt 
o 

-1 

1 /. 1 [t8 3 t"]- 1 3 ="2 (2P + 3t6 - (4)dt = - - + -- P - - = --
, 2 4 7 5 0 280' 
o 

-1 

My f(t2 - t) (t3 + t2) (2 t - 1) dt 

o 

hieraus ergeben sich die Schwerpunktskoordinaten 

~ = -H = 1,0779, 'YJ = -d-<[ = 0,05844. 

Die weitere Behandlung sei dem Leser iiberlassen. 

(136) Als Anwendung der Lehre von der ebenen Kurve in Parameter. 
darstellung wollen wir eiuige technisch besonders wichtige Kurven 
behandehl. Wir beginnen mit der 

Ellipse. Wir definieren sie als die Kurve, deren Gleichung in Para
meterform lautet 

x = acost, y = bsint, 51) 

wobei a und b gegebene Strecken sind. Wir k6nnen in diesem FaIle 
leicht eine parameterfreie Gleichung gewinnen, wenn wir beide Glei
chungen nach cost bzw. sint aufl6sen und die gewonnenen Gleichungen 



374 Analytische Geometrie del' Ebene. (136) 

quadrieren und addieren. Es ergibt sich 
x2 y2 
ii2 + b2 =1, 52) 

die Achsengleichung der Ellipse. Davon spater mehr. Aus den 
Gleichungen 51) folgt eine einfache geometrische Konstruktion der 
Ellipse (Abb.207). Wir schlagen um 0 die beiden Kreise mit den 
Halbmessern a und b; ferner legen wir durch 0 einen Strahl unter dem 
Winkel t gegen die x-Achse, der die beiden Kreise in P a bzw. P b schneiden 
moge. Dann ziehen wir durch Pa die Par allele zur y-Achse und durch 
P b die Par allele zur x-Achse; beide Parallelen mogen sich in P scheiden; 
P ist ein Punkt der Ellipse. Es ist in der Tat 

OX = x = acost, OY = y = bsint. 

Aus der Konstruktion folgt sofort weiter, daB sowohl die x-Achse 
als auch die y-Achse Symmetrielinien der Ellipse sind, eine Eigen
schaft, die wir iibrigens auch aus Gleichung 52), die sowohl in x als auch 
in y rein quadratisch ist, ablesen konnen. Man nennt daher diese beiden 
Geraden die Achsen der Ellipse, ihre Schnittpunkte mit der Ellipse 
die Scheitel der Ellipse. Diese Scheitel ergeben sich zu 

AI(a!O)(t=O), BI(O!b)(t=~), A 2(-a!0)(t=n), B2(0!-b)(t=~n). 

Ist a > b, so heiBen a die Lange der groBen Halbachse, b die Lange 
der kleinen Halbachse, Al und A2 die Hauptscheitel, BI und B2 
die N e benscheitel der Ellipse. Der Kreis um 0 mit dem Halb
messer a, der also durch Al und A2 geht, heiBt der Hauptscheitel
kreis, der um 0 mit dem Halbmesser b, der BI und B2 enthalt, der 
N e benscheitelkreis. 

Aus dem Gleichungssystem 51) ergibt sich noch eine enge Beziehung 
zwischen Ellipse und Kreis. Bedenken wir namlich, daB das Gleichungs
paar x = a cos t, Y = a sin t eine Parameterdarstellung des Kreises vom 
Halbmesser a, also des Hauptscheitelkreises, ist, so sehen wir, daB 
man die Ordinate des Ellipsenpunktes P aus der des entsprechenden 
Kreispunktes P a erhalt, indem man diese im Verhaltnis b: a verkiirzt. 
Ellipse und Hauptscheitelkreis sind zueinander affin. Ebenso besteht 
Affinitat zwischen Ellipse und Nebenscheitelkreis, nur mit dem Unter
schied, daB man die Abszissen der Punkte des letzteren im Verhaltnis a: b 
strecken muB. 

Zieht man durch P zu OPbP" die Parallele, welche auf den Achsen 
die Punkte Qx bzw. QI! ausschneidet, so sind OQxPPb und OQyPPa 
Parallelogramme; folglich ist QyP = a, Q,vP = b, also QyQ", = a - b. 
Hieraus ergibt sich die folgende Entstehungsweise der Ellipse: LaBt 
man eine Gerade sich so bewegen, daB zwei ihrer Punkte Qx 
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und Q'I' deren gegenseitiger Abstand gleich a - b ist, auf 
zwei zueinander senkrechten Geraden gleiten, so beschreibt 
der Punkt P der Geraden, dessen Abstand von Qy gleich a, 
von Qx also gleich b ist, eine Ellipse mit den beiden Halb
achsen a und b, 
fur welche die z u
einander senk
rechten Geraden 
die Achsen sind. 
- Z u einer anderen 
Ellipsenerzeugung 

gelangt man durch 
folgende Betrach
tung. Erganzt man ootz 
die drei Punkte P" ' 
P, PI; zudemRecht
eck P"P PuP', zieht 
man ferner die 
Diagonale P P' die-
ses Rechtecks, wel-

. che die x -Achse 
Abb. 2U7 . 

in Be' die y-Achse m Ry schneiden mage, so ist 

RxP =OPb = b, PRy = PP' + P'Ry = PbP" + OPb = OP" = a, 

und daher R.uRI/ = a + b. Hieraus ergibt sich: Bewegt sich eine 
Gerade so, da'n zwei ihrer Punkte R," und R!!, die den A bstand 
a + b voneinander haben, auf zwei zu einander senkrechten 
Geraden gleiten, so beschreibt der zwischen R,e und Ry 
liegende Punkt P der Geraden, fur welchenRxP = b, PRy=a 
ist, eine Ellipse mit den Halbachsen a und b, deren Achsen 
die zueinander senkrechten Geraden sind. Man bezeichnet 
diese Erzeugungsweisen der Ellipse wohl auch als Papierstreifen
konstruktion, weil sie sich bequem mit einem Papierstreifen, von 
dem zwei Punkte auf zueinander senkrechten Geraden gleiten, aus
flihren iassen. Der Ellipsenzirkel, die Ellipsendrehbank, das 
Ovalwerk sind auf diesem Prinzip aufgebaut. 

Da dx. dy at = - asmt, at = bcost 

~~ =-~ctgt 
dx a ' 

ist, so ist 

und die Tangente in P hat die Gleichung 

y - b sin t = - !!.. (x - a cos t) ctg t , 
a 
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die sich dumh Multiplizieren mit a sint umformen HiBt in 

bxcost + aysint = ab. 

Die Abschnittsgleichung lautet demnach: 

~+-Y--l 
a : cos t b : sin t - . 

(136) 

Also schneidet die Tangente auf der x-Achse das Stuck ~t·' auf der cos, 
y-Achse das Stuck -Y-t abo Diese Stucke kann man dadurch finden, 

SID 

daB man in Pa an den Hauptscheitelkreis und in P b an den Neben
scheitelkreis die Tangenten legt; erstere schneide die x-Achse in T a , 

letztere die y-Achse in T b ; darui sind Til und Tb Punkte del' Tangente; 
denn es ist . 

OT =~ 
a cost und 

b 
OTb = -'-t' 

SIn 

Hat man so die Tangente konstl'uiert, so li:i.Bt sich leicht die Normale 
zeichnen, auf der del' Krurnrnungsmittelpunkt liegen muB. Aus Grunden 
del' Symmetrie mussen selbstverstandlich die Scheiteltangenten senk
l'echt zu den zugehol'igen Achsen laufen, dic Scheitelnorrnalen folglich 
in die Achsen fallen. Die Su bnormale Sn errechnet sich zu 

dy b2 

S,. = y. dx = -a;cost, 

die sich ebenfalls einfach konstruieren laBt. (Wie~) Die Lange der 
Nol'malen ist dann 

n = is;, + y2 =!!.... ib2 cos2t + a2sin2t. 
a 

Aus dem zweiten Differentialquotienten 

ddy 
d2y dx dx b . b 
-d 2=-dt :-dt =-'2t:(-asmt)=-~t x ,'aSIn a SIn 

el'gibt sich fUr die Koordinaten des Kl'ummungsmittelpunktes: 

(d y\2 b2 2 

1 + dx) dy . 1 + a2 ctg t b ) 
~ = x -----=acost------(- -ctgt d2 y dx b a 

dx2 - a2 sin3 t 

(a2 sin2 t + b2 cos2 t) a2 sin3t • b cost 
= a cost - a2 sin2t. a. sint • b 

t (a2 sin2t + b2 c082t) cost( 2 2' 2 b2 2t) = a cos - cost = - a - a sm t - cos a a 
cost 

= a-(a2cos2t - b2cos2t) , 

a2 _ b2 

~ = --cos3 t. a 
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Entsprechend findet man 
a2 - 02 

1] = --b- sin3 t. 

Das Gleichungssystem 
a2 _ b2 

~ = --cos3 t 
a ' 

stellt die Parameterform der E vol ute der Ellipse dar; eliminiert man 
aus ihm den Parameter t, indem man schreibt 

quadriert und 
gleichung 

cost = (a2 ~ b2Y' . sint = (a-; ~1~2Y' 
addiert, so erhlilt man die parameterfreie 

(a2~ b2)f + (a2~ b2Y = 1. 

Evoluten-

Die Evolute selbst besteht aus vier symmetrischen Teilen und hat 
vier, den Ellipsenscheiteln entsprechende Spitzen Ai, B1 , A2 , B2 , welche 
die zu diesen gehorigen Kriimmungsmittelpunkte darstellen. 

Die Lange des Kriimmungshalbmessers in einem beliebigen 
Punkte P der Ellipse berechnen wir nach der Formel 

(1+(~;rY 
e=--I12);--; 

dx2 

wir erhalten 

= (a2 sin2t + b2 cos2t)~ . ( _ _ b __ ) = _ (a2 sin2t + b2 cos2t)! 
e a3 sin3t . a2 sin3t ab 

Da nun nach obigem 

yb2 cos2 t + a2 sin2 t = ~ n 

ist, so nimmt die ]'ormel fiir den Kriimmungshalbmesser die einfachere 
Gestalt an 

a2 n3 

e=-l)c· 

Setzen wir t = 0 oder t = 7l, so erhalten wir den Kriimmungshalb
messer fiir die Hauptscheitel 

fiir 

ergibt sich 

b2 

eA,= eA,= Ii; 

t=~ 
2 

3 
oder t = 27l 

a2 

eB,= eB,=T 
als Kriimmungshalbmesser fiir die Nebenscheitel. 

Zu den entsprechenden Mittelpunkten Ai> A2 , B1 , B2 , den Spitz en 
der Evolute, gelangt man sehr einfach auf folgende Weise: Man erganzt 



378 Analytische Geometrie del' Ebene. (136) 

die drei Punkte 0, A 2 , Bl zum Rechteck OA 2EB1 , zeichnet die Diagonale 
A2BI und durch E das Lot zu diesel', welches die Hauptsache del' Ellipse 
in A2 , die Nebenachse inBl schneidet. Die Richtigkeit del' Konstruktion 
folgt aus del' Ahnlichkeit del' Dreiecke A 2 B 10 und E A2A 2 • Al und B2 
sind dann leicht zu finden. 

Urn den Inhalt del' von del' Ellipse eingeschlossenen Flache zu 
berechnen, bedienen wir uns del' :Formel 49); bedenken wir, daB die 
beiden Achsen die Ellipse in vier kongruente Quadranten teilen, so 
geniigt es, den Inhalt eines Quadmnten zu berechnen. 1m ersten 

Quadranten ist die untere Integrationsgrenze t = 0, dic obere t = ~ . 
Wir erhalten sonach 

2 2 

F = 4 Jb. sint .(- asint)dt = -2ab PI - cos2t)dt 
o n 0 

= -2ab[t - ~ Sin2tl~= -nab. 

Das Minuszeichen erklart sich dam us, daB zur unteren Grenze t = 0 

die Abszisse x = a und zur oberen Grenze t = ~ die Abszisse x = 0 

gehi::irt; bei del' Integration haben wir also die Abszissenachse in del' 
negativen Richtung durchlaufen, wahrend die Ordinaten samtlich 
positiv sind; folglich muB sich nach den Auseinandersetzungen in (82) 
S.219 del' Inha.lt negativ ergeben. Uberdies hatten wir den Inhalt 
del' Ellipse aus dem Inhalt des Hauptscheitelkreises auf Grund del' 
Affinitatsbeziehungen von S. 374 erhalten ki::innen durch Multiplikation 

von na2 mit dem Verkiirzungsfaktor !!- . 
a 

Die Lange des Ellipsenumfanges berechneIi wir mittels del' 
Formel 50) zU· n 

2 

8 = 4.fVa2sin2t + b2cos2tdt. 
o 

Zwar sind wir vorlaufig nicht in del' Lage, dieses Integral auszuwcrten; 
doch wollen wir - fiir spatere Zwecke - eine Umformung des In-

tegrals vornehmen. Wir fiihren durch die Gleichung t = ~ - {} eine 
neue Integrationsveranderliche ein und erhalten 

o O'~ ___ _ 

8 = 4.fVa2 cos2 {} + b2 sin2.fjd{} = 4.fVa2 - (a2 - b2)sin2{}d{) 
n n 

o 
= 4a .f -VI - 152 sin2 {} d{}, 

'" 
2 
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b . ya2 - b2 d' . h E t . ·t·· t wo el c =~--- Ie numensc e xzen nZl a a 
der Ellipse 

genannt wird. Wie dem unbestimmten Integrale 

f 11 - c2 sin2 {f d{f , 

einem sog. elliptischen Integrale, praktisch beizukommen ist, 
werden wir spater sehen [s. (201) S. 664f.]. 

Der Rauminhalt des durch Umdrehung der Ellipse um eine Achse 
entstehenden Umdrehungsellipsoids laBt sich folgendermaBen be
rechnen. Wahlen wir als Drehachse die x-Achse, so ist nach Forme149) 
auf S.243 

2 2 

V = 2 n f b2 sin2 t· (-a sin t) dt = - 2 n a b2Isin3 tdt 
o 0 

n n 

2 2 

= - 2nab2/(1 - cos2t) sintdt = 2nab2/(l - cos2 t) d (cost) 
o 0 

[ cos3t]i 4 
= 2nab2 cost - ~3- 0 = -1fnab2; 

wobei sich der Umstand, daB der Rauminhalt negativ wird, aus der 
gleichen Ursache erklart wie beim Flacheninhalt [s. (82) S. 219]. 

Um die Oberflache des U:tndrehungsellipsoids zu berechnen, wollen 
wir als Drehachse die y-Achse wahlen; wir erhalten unter der Voraus
setzung a > b das a b g e p I a t t e t e U m d r e hun g sell ips 0 i d. Wir 
bedienen uns zur Ermittlung der Oberflache der Formel50) S. 245, aus 
welcher die fiir unseren Fall geltende Formel folgt 

2 

0= 2n/ x· vey + (~;ydt, 
u 

die fUr das Umdrehungsellipsoid ergibt 

2 2 0= 4n f a cost ·1a2 sin2 t + b2 cos2 t dt = 4na f -Yb---2---+-(-ac-2 --bC-C2---) s-i-n----2 t cost dt 
o 0 

or 

2 
= 4.na f-Y'C:-Cb2:C-+~a::-2-:;c2 sin2 t· cost· dt 

o 

2 2 

s. 0.), 

0= 4n a2cI V(~y + sin2 t cost dt = 4n a2cI V(:S + sin2t d (sin t) 
o 0 
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und unter Verwendung der Formel [TIlI5] 

Da 

( b)2 b2 a2 1 
ea + 1 = a2 _ b2 + 1 = a2 _ b2 = e2 

ist, so laBt sich dieser Ausdruck zusammenziehen zu 

1 b2 1+-ea [ ( 1)] 
0= 231:ea2 -;- + e2a2·1n be 

oder 

0= 231: [a2 + b: In{(l + e) :}] = 231: [a2 + b: ~t(£of : ]. 

(136) 

Der Erdkorper ist ein abgeplattetes Umdrehungsellipsoid, und zwar 
ist a = 6377 ,397 km, b = 6356,079 km; hieraus folgt 13 = 0,081698 
und damit die Oberflache des Erdspharoids zu 0 = 509,95'106 km2• 

Lassen wir die Ellipse sich urn die groBe Achse drehen, so wird 
n n 

2 2 

o = 431: fb sint . Va2 sin2 t + b2 cos2 t dt = 431: b f l'a2 - (a2 - b2) cos2 t sint dt 
o 0 

2"" r l~ = - - ab arcsin (13 cost) + 13 cost· VI - 132 cos2 t 2 [So Formel TIl 13], 
e 0 

o = 2e"" ab [arcsine + 13 VI - 132]. 

Da 
,/- b 
Vl -e2=-a 

ist, SO erhalt man schlieBlich 

o = 231: [b2 + ab arc:inel 
1m Zusammenhang mit der Ellipse wollen wir kurz auf die Hyperbel 

eingehen. Legten wir bei der Parameterdarstellung der Ellipse die 
Kreisfunktionen in der Form x = acost, y = bsint zugrunde, so 
fiihrt, wie wir gleich sehen werden, die Verwendung der entsprechenden 
hyperbolischen Funktionen auf eine Parameterdarstellung der 
Hyperbel; die Gleichungen lauten 

x=a(£oft, y=b~int. 51') 
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Da nach Formel 100') S. 150 ~o12t - ®in2t = 1 ist, so folgt aus 51') 
die parameterfreie Gleichung der Hyperbel 

y2 
-b2 = 1 52') 

in Ubereinstimmung mit der auf S. 304 behandelten Achsengleichung 
der Hyperbel. Unter Verwendung der Tafeln der Hyperbelfunktionen 
kann man die Hyperbel auf Grund der Gleichungen 51') punktweise 
konstruieren (s. Abb. 208). Flir t = 0 ist x = a, Y = 0; der zugehorige 

x 

Abb.208. 

Punkt Al ist ein Scheitel der Hyperbel; da stets ~olt > 1 ist, kann 
niemals x = 0 sein; die Hyperbel schneidet demnach die y-Achse 
nicht; diese heiBt die imaginare Achse der Hyperbel, wahrend die 
x-Achse ihre reelle Achse ist. Formelpaar 51') gibt nur den einen Hy
perbelzweig; der andere wird durch das Gleichungspaar 

x = -a~olt, y = -b®int 

wiedergegeben; er tragt den anderen Hyperbelscheitel A2 (-a I 0). a ist 
die Lange der reellen, b die der imaginaren Halbachse. Da 

dx . dy 
-dt = a®mt, dt = b~olt, 

rlJL = ~~t t. dx a g 

so ist 

Die Tangente im Punkte P hat folglich die Gleichung 

(y - b ®int) = ~ ~tgt. (x - a ~olt) a 
oder in Abschnittsform 

~~---y-=l 
a : (fof t b : 6in t . 
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Die Abschnitte auf den Achsen sind demnach 

bzw. 
b 

6int 

_b2 

Y 

Schlagt man den Scheitelkreis und iiber OX als Durchmesser den Halb
kreis, so schneiden sich beide in zwei Punkten T' und Til, deren Ver
bindungssehne die reelle Achse im Schnittpunkte T der Tangente 
mit der Achse trifft. Der Richtungsfaktor der Tangente ist 

b 
tgif = - [tgt. a 

Der Abschnitt der Tangente auf der x-Achse wird gleich Null, wenn 
t = 00 ist; in diesem FaIle geht die Tangente durch den Nullpunkt. 
Da P selbst fiir t = 00 ins Unendliche wandert, so ist diese Tangente 

Asymptote; ihr Richtungsfaktor ist tgB =±~, je nachdem t die 
a 

positiven oder die negativen Werte durchlaufend iiber aIle Grenzen 
hinaus wachst. Urn die Asymptoten zu konstruieren, errichte man in 
Al auf der reellen Achse nach beiden Seiten die Lote AlOl = A l 0 2 = b; 
dann sind die Geraden 001 und 002 die Asymptoten. - Der Leser 
beweise selbstandig, daB man die Mittelpunkte Ml bzw. M2 der Scheitel
kriimmungskreise durch die folgende Konstruktion erhalt: Man fallt 
von 0 1 auf AlBl das Lot, welches OAI in M' scheide; e" = AIM' 
ist dieJLange des Kriimmungshalbmessers, also erhalt man M I , 

indem man auf der x-Achse von Al aus nach der anderen Seite ea 
abtragt. 

1st b = a, so: geht die Hyperbel, da tg B = 1, also B = 45 0 ist, folg
lich die Asymptoten aufeinander senkl'echt stehen, in die gleich

Abb. 209. 

sei tige Hyperbel iiber; ihre Gleichung ist 
demnach 

x = a[of, y = a®int bzw. X2 - y2 = a2 • 

Die gleichseitige Hypel'bel nimmt somit unter 
den Hyperbeln eine ahnliche Sonderstellung ein 
wie der Kreis unter den Ellipsen. Wenden wir 
uns der gleichseitigen Hyperbel von der Halb
achse a = 1 zu! In ihr konnen wir dem Para
meter t eine einfache geometrische Deutung 
geben. In Abb. 209 ist 

OA = 1 , OX = [oft, 

XP = ®int, AQ = stgt , 

denn es ist AQ: OA = XP: ox. Wir wollen den Inhalt der in Abb. 209 
schraffierten Flache des Hypel'belausschnittes OP'APO berechnen. Es 
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ist JOP'P = Q:0lt· 6int; andererseits ist nach 49) S.371 Flache 
t t 

PAP'P = 2I6int. 6int· dt = 2x I6in2 t elt = 2 [~6int Q:Olt - ~l: 
U 0 

= [6intQ:olt - t] . 

Daher ist Flache 

OPAP'O = Q:olt6int - (Q:olt6int - t) = t. 

Del' Parameter ist demnach gleich dem Flacheninhalt des bezeichneten 
Hyperbelausschnittes. Zur Wurdigung dieses Ergebnisses mogen die 
entsprechenden Eigenschaften am Kreise vom Halb
messer 1 angefiihrt werden. (Abb. 210.) Bezeichnen 
wir den Inhalt des Kreisausschnittes OP'AP mit t, so 
ist auch del' zugehorige halbe Mittelpunktswinkel 

folglich AOP = P'OA = t, 
OX = cost, XP=sint, AQ=tgt. 

Die Hyperbelfunktionen stehen demnach mit Abb.210. 
dem Inhalt des Hyperbelausschnittes del' 
gleichseitigen Hyperbel in demselben Zusammenhange wie 
die Kreisfunktionen mit dem Inhalte des Kreisausschnittes. 
In diesel' Tatsache ist einerseits die innige Verwandtschaft del' beiden 
Funktionsgruppen, andererseits die Bezeichnung "Hyperbelfunktionen" 
begrundet. 

(137) Die Rollkurven. 1st kinAbb.211 eine in del' EbenefestliegendeKurve 
und c eine Kurve, welche auf k, ohne zu gleiten, abrollt, so beschreibt 
irgendein mit c festverbundener Punkt P 
eine Kurve, welche man Rollkurve 
nennt. Wir wollen zunachst rein geo-
metrisch eine allen Rollkurven gemein
same Eigenschaft ableiten. B moge del' 
Punkt sein, in dem in' del' Anfangslage 
von c die beiden Kurven sich beruhren. 
In einer spateren Lage sei del' Punkt D 
del' erstenLage zum Beruhrungspunkte B' 
geworden. Del' fruhere Beruhrungs
punkt B mag jetzt in die Lage 0' ge
kommen sein. Da ein Gleiten ausge
schlossen sein solI, besteht die Bedin-

gung, daB En = fiij' = B"0' ist. Weiter

t 

0' 
8' 

Abb.211. 

hin kann man, wie die Kinematik lehrt, die Bewegung von c in die un
endlich benachbarte Lage stets auffassen als eine augenblickliche Drehung 
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um den jeweiligen Beriihrungspunkt B. An dieser Drehung nehmen 
alle mit C starr verbundenen Punkte, also auch der Punkt P teil, seine 
Momentanbewegung ist also ein unendlich kleiner Kreisbogen, dessen 
Mittelpunkt in B liegt. Die Tangente seiner Bahn ist demnach senk
recht zu dem Momentanradius BP, oder BP ist die Normale n der 
Rollkurve im Punkte P. Wir erhalten hiermit den Satz: 

Die Normale einer Rollkurve geht stets durch den augen
blicklichen Beriihrungspunkt zwischen der festen und der 
auf dieser abrollenden Kurve. 

Nach diesen allgemeinen Erarterungen wenden wir uns bestimmten 
SonderfiUlen zu. 1st die feste Kurve k eine Gerade, und die auf ihr 
rollende Kurve c ein Kreis, so ist die Bahn, die ein mit c starr ver
bundener Punkt P bei der Bewegung beschreibt, eine Zykloide. 
Der Kreis c mage den Halbmesser a haben und P vom Mittel
punkte von c um die Strecke b entfernt sein; ist b ~ a, so heiBt, die 

J gestreckte } 
Rollkurve 1 g e s pit z t e Zykloide nach der Gestalt, welche die 

verschl ungene 
Kurve annimmt. 

Man kommt zu Punkten der Zykloide auf folgendem Wege. Wir 
wahlen als Anfangslage die Lage Co des rollenden Kreises, in welcher 

y 

c 

der zu P = Po geharige Halb
messer M 0 Po .L kist; der Be
riihrungspunkt von Co heiBe B 0 • 

1st B der Beriihrungspunkt in 
einer beliebigen Lage des rol
lenden Kreises, so brauchen 
wir auf c nur von B aus 
den Bogen B C gleich der 

k---pt~q-~------,,,,,-~c::..._--7X Strecke BoB und auf dem 
Halbmesser MC die Strecke 

Po MP = b abzutragen, um einen 
Abb. 212. Punkt P der Zykloide zu er-

halten. [Am zweckmaBigsten 
teilt man den Umfang von c in eine bequeme Anzahl (12, 16, 24) 
gleicher Teile und tragt diese von Bo aus auf k ab, um dann in ein
facher Weise Punkte der Zykloide zu erhalten.] 

Wir wollen nun die Zykloide analytisch behandeln. Wir wahlen 
zu diesem Zwecke die Gerade k zur Abszissenachse und den Punkt Bo 
zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Die Lage 
des allgemeinen Punktes P der Zykloide ist durch den Winkel BMP = t 
festgelegt; t ist hierbei der Winkel, um den sich die Gerade MP aus 
der Anfangslage gedreht hat, oder um welchen sich der Kreis c auf k 
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abgewalzt hat; wir wollen ihn deshalb als den Walzungswinkel 
bezeichnen. Die Strecke BoB ist gleich dem Bogen Be = a . t; ferner 
ist die Abszisse von P 

BoX = BoB - XB = a' t - b sint, 
die Ordinate 

X p = X Q + Q P = a + b sin (t - ;) = a - b cos t . 
Die Parametergleichung der Zykloide lautet also 

x=at-bsint, y=a-bcost 1). 53) 

Fiir 0 '" 3 2", ist also t= 2 '" 2'" 

X= 0 "'a-b 
2 

a 3"'a+b 
2 

2",a 

Y= a-b a a+b a a-b. 

Hierauf wiederholt sich der Verlauf; die Zykloide ist also eine 
periodische Kurve; sie setzt sich aus lauter kongruenten Teilen von 
der Lange 2:n a zusammen. 

Aus 53) erhalten wir durch Differenzieren 

dx dt = a - b cos t , dy b' dt = smt, 

also 
dy 
dx 

b sint 
a - bcost . 

Folglich ist die Gleichung der Nor mal e n 

. b~nt 
x - (at - bsmt) + (y - (a - bcost)) b t = 0, 

die man umformen kann in 

x = at - --y--. 
a - bcost 

a - cos 

a) 

Fur y = 0 ergibt sich als Abszisse des Schnittpunktes der Normalen 
mit der Abszissenachse x = at; der Schnittpunkt der Normalen mit 
der Geraden kist also in der Tat der jeweilige Beriihrungspunkt von 
emit k, in Ubereinstimmung mit dem oben H.llgemein abgeleiteten Satze. 

1) Diese Ableitung der Zykloidengleichung ist auf die Abb. 212 zugeschnitten; 
will man sie mit liilfe des Projektionssatzes [so (107) S. 293] theoretisch einwand
frei gewinnen, so muB man bedenken, daB -1: BMP, well im Uhrzeigersinne 
durchlaufen, negativ ist, also zweckmaBig als -t bezeichnet wird; dann ist, 
welches auch der Walzungswinkel sein mag, allgemein giiltig 

x = BoX = BoB + BX = a· t + bsin(-t) = at - bsint, 
y=XP=XQ+QP=a+bcos(",-(-t))=a-bcost w. o. 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 25 
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Von nun an wollen wir uns auf die Betrachtung der gespitzten 
Zykloide beschranken; wir setzen b = a und erhalten als ihre 

Gleichungen 

x = a(t - sint) , } 53') 
Y = a(1 - cost). 

Ferner ist 

----'~~=--=_i:<:_""'----+----___=o=--'----';>,. :r d y = sin t = ct ~. b) 
dx 1 - cost g 2 ' 

dieTangente schlieBtalso 
mit der x-Achse den Win-

kel ~ - -~ eil1' sie is t 
2 2 ' 

den 

Abb. 213. 
parallel zurHalbieren

des Walzungswinkels. Die Lange der N ormalen ist 

---- tl/ t t 
n = yV1 + y'2 = 2asin2"2 /1 + ctg2"2 = 2asin"2' 

Weiter ist 

ddy 

d2 ; = __ dx : dx = ___ 1_: a (1 _ cost) = ___ 1 __ . c) 
dx dt dt 2 . 2 t 4 . 4 t 

sm"2 asm"2 

Demnach erhalten wir fUr den Krummungshalbmesser: 

e =(1 + ctg2 ~r (- ~ t)= - 4a.sin4t~ = -4asin ~ = -2n. d) 
4asm4 "2 sm3 "2 

Der Krummungsmittelpunkt II liegt also auf der Verlangerung der 
Normalen uber B hinaus, und zwar so, daB B der Mittelpunkt der 
Strecke P II ist. 

Die Gleichung der Evolute gestaltet sich folgendermaBen: 

1. (-4asin4~) 
~ = a (t - sint) - 2 • ctg ~ 

sin2~ 2 
2 

= a [t - sint + 4sinicosi] = aCt + sint], 

-4asin4i 

17 = a(l- cost) + . t 2 = a [1- cost - 4sin2i] 
sln2-

2 

= a[1 - cost - 2(1 - cost)] = -a[1 - cost]. 
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Ersetzt man den Parameter t durch einen neuen Parameter T, dermit t 
durch die Gleichung t = n+T zusammenhangt, so lautet die Gleichung der 

Evohite ~ = an + a(T - shu), 1] =a(l - COST) - 2a. 

Verschie ben wir schlieBIich das Koordinatensystem nach einem Punkte D, 
dessenKoordinaten n a: - 2 a sind, mittels der Transformationsgleichungen 

17 = ~ - 2a, 

SO geht die Gleichung der Evolute tiber in 

t = a(T - sil11) , ~ = a(l - COST). 

Damit haben wir eine v6lIige Ubereinstimmung zwischen der Gleichung 
der Zykloide und ihrer Evolute erreicht und sind zu dem Ergebnis gelangt: 

Die gespitzte Zykloide ist mit ihrer Evolute kongruent. 
Der Inhalt der von der Abszissenachse, der Zykloide und der zu 

geh6rigen Ordinate begrenzten Flache ist [so Formel TIII23)] 
t t 

Fb = (a(l - cost) . a(l- cost)dt = a2 ((l- 2cost + cos2 t)dt 
o 0 

= a2 [t - 2sint + l(t + sintcost)]~, 
Fb = a2[,~t - 2sint + lsintcost]. 

Demnach ist der von einem ganzen Zykloidenbogen und der Abszissen
achse begrenzte FIacheninhalt 

Fgn; = 3na2, 

also das Dreifache des Inhaltes des rollenden Kreises. 
Die Lange des Kurvenbogens, der von t = 0 bis t = t reicht, 

ergibt sich zu 
t t 

8 = 1 a 1(1 - cost)2 + sin2 t dt =1 a 12 (1 = coSt) dt 
o t 0 

f . t [t ]t ( t) . t =2a S1ll2dt=-4a cos 2 o=4a l-cos2 =8aS1ll2 T" 
o 

Demnach ist die Lange eines ganzen Bogens (t = 2n): l = 8a. 
Statische Momente. a) Ralbe Flaclle (t = 0 bis t = n) 
1. beztigIich der x-Achse: 

~ n 2 

M", = ~a3J'(1 - cost)3dt = 4a3j~in6-':'dt = 8a3J~in6-':'. d-':' 
2 222 
000 

83 [ 1.5t t 5{ 1'3t t = a --SIn -cos- + - --sm -cos-
6226422 

25* 
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2. bezuglich der y-Achse: 
:n: 

My = a3 j(t - sint) (1 - cost)2dt 
o 

:n: 

= a3j[t - 2tcost + tcos2t - sint + 2sintcost - sintcos2 t]dt 
o 

[ 
t2 t2 1 = a3 2" - 2t sint - 2 cost + "4 + "8 (2t sin2t + cos2t) 

1 1'" a3 + cost - cos2t + 3cos3t 0 = 12 (9n2 + 16) [THI2S) 30) 32)]. 

Der Schwerpunkt 8 dieser Flache hat also die Koordinaten: 

a3 3 9n2 + 16 
Xs = 12 (9n2 + 16) : 2" n a2 = -----rs;- . a FI::i I,854a, 

5 3 5 
Ys = "4 na3 : 2" n a2 = 6" a FI::i 0,833a (s. Abb. 213). 

b) Ganze Flache: t = 0 bis t = 2n, 

M 5 3 
"'=2"na, 

c) Ralber Bogen: 
:n: :n: 

(137) 

M~ = sa2)sin3 .!... d.!... = 16 a2 
~ 2 2 3 ' 

o 
My = 2a2j(t - sint) sin ~ dt = 136 a2. 

o 

Schwerpunkt (: a I : a). 
d) Ganzer Bogen: 

M - 32 2 "'-3 a , 
( 

I 4 ' 
. Schwerpunkt n a 13 a) . 

Tragheitsmomente. a) Ralbe Flache: 
:n: 

J 14j 35 '" = 3 a (1 - cost)4dt = 24 na4; 
o 

kleinstes Tragheitsmoment (Achse II x-Achse): :2 n a4 ; 

'" 
J y = a4j(t - sint)2 (1 - cost)2 dt = ~ a4 (I2n2 + 29); 

o 
, a4 
kleinstes (Achse II y-Achse): 216.11: (27 n 4 - 27 n 2 - 256) . 



(137) Die Kurve in Parameterdarstellung. 

b) Ganze Flache: 

J - 35 4. 
x - 12 n a , kleinstes: 

5 -n a4 • 
6 ' 

389 

J y = ~ a4 (48n2 - 35); 

c) Halber Bogen: 

kleinstes: ~ a4 (12n2 - 35) • 

:n; 

J . t 128 J - 2 a3 (1 - cos t)2 sm - d t = --- a3 . x - 2 15' kleinstes: 
o 

" 
J y = 2a3 ((t - sint)2 sin ~ dt = !! a3 (15n - 32); 

is 
32 

kleinstes: 45 a3 (15n - 42) . 

d) Ganzer Bogen: 

J - 256 3. kleinstes : x-15 a , 

J = 16 a3 (45n2 - 128)' 
y 45 ' 

128 3. 
65 a , 

kleinstes: 
8 

45 a3 (45n2 - 256) . 

Die Achsen der kleinsten Tragheitsmomente gehen dabei durch den 
Schwerpunkt des betreffenden Gebildes. 

Umdrehungskorper. Rotiert die Zykloide um die 

a) x-Achse, b) y-Achse, c) Symmetrielinie, 

so ist fUr den entstehenden Umdrehungskorper 

das Volumen 

v = a) 5n2 a3 , 

c) ~ a3(9n2 - 16); 

die krumme Oberflache 

) 64 2 
a ana, 32 

b) -n a2 
3 ' 

b/) 16n2 a2 , 
8 

c) Tna2(3n-4). 

Hierbei beziehen sich a) und b') auf das gauze, b) und c) auf das halbe 
Gebilde. 

Das Zykloidenpendel: Ein Faden von der Lange 4a, der an 
seinem unteren Ende die punktfOrmige Masse m tragt, werde, wie aus 
Abb.214 ersichtlich, mit dem anderen Ende an der Spitze Seiner 
von S aus sich nach unten verzweigenden Zykloide c befestigt; die 
Masse m pendle um S derart, daB sich der Faden an die Zykloide c 
anlegen muB. Dann beschreibt nach den Ausfiihrungen von 
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S.351 der Massenpunkt m eine Evolute der Zykloide c, und zwar, 
da die Lange des Fadens gerade 4a ist, die zu: c kongruente 

Zykloide c'. Legen wir 
Y in den Scheitel von c' den 
S Nullpunkt eines recht

c' 

winkligen Koordinaten
systems, so lautet, wie 
man sich leicht iiberzeugt, 
die Gleichung von c: 

x = a(t + sint) , 

y = a (1 - cos t) . 

Urn zu untersuchen, nach 
welchen Gesetzen sich m 

----------~~~~~~----------~x bewegt, legen wir unseren 
Abb. 214. Betrachtungen das Ge

setz von der Erhaltung der Energie zugrunde, welches besagt, 
daB die Summe aus potentieller und kinetischer Energie in jedem 
Augenblicke der Bewegung konstant ist. Da die kinetische Energie 
gleich -§-mv2 und die potentielle Energie im homogenen Schwerefeld 
der Erde gleich m . g . Y ist, so ist 

lmv2 + mgy = O. 

Es sei fUr y = 0, also beim Durchgang der Masse m durch den ScheitelO 
von c' die Geschwindigkeit gleich vo; hieraus folgt 0 = lmv6, und die 
Formel fUr die Erhaltung der Energie konnen wir schreiben: 

oder 

1m 

V6 - v2 = 2g Y 

FaIle unserer Zykl<?ide ist 

y = a(l - cost) oder cos t = 1 - J!..... . 
a 

Urn V zu bestimmen, bedenken wir, daB v = ~: ist, wenn die Zeit mit z 

bezeichnet wird (wei! t hier den Parameter bedeutet). Nun ist 

1!(dX)2 (dy)2 t . d8 ~ / ,Tt + at dt = a y(l + cost)2 + sin2 t dt = 2a cosi dt ; 

also ist t dt 
v = 2acos 2 · 7Iz-' 

Da nun cost = 1 _}L ist, so ist 
a 

. t 1!~1-( _._) l/Y-
sm 2 = /2 1 - cost = ! 2a ' 

also 
~cos.!..-dt = ~Y-
2 2 2Y2ay , 
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und daher ist 

v -1/2a. ~ 
- / Y dz· 

Setzen wir diesen Ausdruck in die oben gewonnene Formel fUr vein, 
so erhalten wir die Gleichung 

112li dy y. 2 / - . -- = Va - g Y 
/ Y dz ' 

die wir nach dem Zeitelement dz auflosen: 

1- d y l/a- :=;c=~d=y====;,~ 
dZ=V2aYV~y_2gY2=~gl!(V~)2 ( V~)2· 

V 4g - Y - 4g 

Die Integration ergibt 

z = [11; arcsin (~~ Y - 1)]: = -V; [arcsin (~: Y - 1) + ; ]. 
Der Massenpunkt m hat seine Hochstlage erreicht, und das Pendel 
schlagt zuriick, wenn v = 0 ist; hierzu gehort also 

v2 

Ymax = 2; . 

Da Ymax nicht groBer sein kann als 2a, so tritt nur so lange ein wirkliches 
Pendeln ein, als Va ~ 2 Vag ist. Nun besteht eine vollstandige Pendel
schwingung aus vier Teilen, die sich in gleich langen Zeiten abspielen: 
die Bewegung vom Tiefstpunkt bis zum rechten Hochstpunkt, von 
diesem zuriick zum Tiefstpunkt, von hier zum linken Hochstpunkt 
und wieder zuriick zum Tiefstpunkt. Nennen wir die ganze Schwingungs-

dauer T, so ergibt sich r aus z, wenn wir Y = ~~ setzen; es ist also, 

wenn, mit 1 = 4a die Lange des Pendels bezeichnet wird, 

T = 4 .1/;- [arcsin 1 + ; 1 = 4 n y; = 2 n v1. 
Bemerkenswert ist bei diesem Ergebnisse, daB die Schwingungsdauer 
unabhangig ist von der Hochstgeschwindigkeit va und der Schwingungs
hohe Ymax' daB sie nur abhangt von der Lange 1 = 4a des Zykloiden
pendels, ein Ergebnis, das bekanntlich bei dem gewohnlichim Pendel 
nur bei kleinen Ausschlagen und auch dann nur annahernd erreicht 
wird; man nennt das Zykloidenpendel aus diesem Grunde ein tau
tochrones Pendel [tautochron (griechisch) = von gleicher Zeit]. 

(138) 1st die feste Kurve k selbst ein Kreis vom Halbmesser lund die 
rollende Kllrve c ebenfalls ein Kreis vom Halbmesser a, so beschreibt 
ein mit c fest verbundener Punkt Peine 1;rochoide; es sind hierbei 
drei verschiedene FaIle zu unterscheiden: 
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1. c ront auBerhalb des Kreises k ab: Epizykloide; 
2. c ront innerhalb von k ab; a < l: Hypozykloide; 
3. c ront auf k derart ab, daB lc von c eingeschlossen wird; a> 1: 

Perizykloide. 
AIle drei Fane konnen wir analytisch in einem einzigen behandeln, 

wenn wir bedenken, daB ftir die Hypo- und Perizykloide a zu 1 die 
entgegengesetzte Lage hat wie bei der Epizykloide, also ftir die Epi
zykloide a > 0, ftir die Hypo- und die Perizykloide a < 0 ansetzen. 
Der die Kurve beschreibende Punkt P habe vom l\fittelpunkte von c 

{ 
verSChlUngene} 

den A bstand b; ist b ~ a, so ist die erzeugte Kurve eine gespitzte 
gestreckte 

Trochoide. Wahlen wir als Anfangslage diejenige, in welcher der zu P 
gehorige Halbmesser von c gerade durch den Beriihrungspunkt Bo 

y von c und k geht, und legen wir 
den Anfangspunkt des Koordinaten
systems in den l\fittelpunkt von k, 
die x-Achse durch Bo, so ist (vgl. 
Abb.215) Bogen BG = Bogen BBo 
= 1· t, wobei t der Winkel Bo OB ist. 
Foiglich ist der Walzungswinkel 

-+----&I---'---r;r"-'~-¥-...--+-?-x GMB = T = BogenBO = !""t 
a a' 

Abb.215. 

und es ist 

X = OX = OMcost - MPco~(t + T), 

Y = OY = OMsint - MP sin(t + T) 

oder, wenn wir die 0 ben gefundenen Werte einsetzen: 
. l+ a 

X = (1 + a) cost - bcos--t, 
a 

y=(l+a)sint-bsinl+at. 54) 
a 

54) ist die Parametergleichung der Trochoide. Versteht man unter a 
eine absolute GroBe, dann gilt 54) nur ftir die Epizykloide, wahrend 
wir fUr die Hypo- und Perizykloide in 54) a durch -a ersetzen miissen; 
die Gleichung dieser Kurve lautet demnach in diesem Faile: 

x=(l-a)cost-bcosl-at, y=(1-a)sint+bsin l - a t.54') 
a a 

Beschranken wir uns auf gespitzte Trochoiden (b = a) und fUhren 
wir einen neuen Parameter v.durch die Gleichung t = av ein, so lautet 
die Gleichung 

X = (1 + a) cos av - acos (1 + a) v, y= (l+a) sin av-a sin (l+a) v. 54/1) 

Ersetzt man hier a durch a' =-(1 + a), so geht x in sich selbst tiber, 
wahrend y nur sein VorZ'eichen andert; der neue Punkt P liegt also 
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spiegelbildlich zum ursprunglichen bezuglich der x-Achse. Da die x-Achse 
Symmetrieachse ist, so ist die Trochoide, die durch Abwalzen des 
Kreises c vom Halbmesser -(l + a) auf dem Kreise k vom Halbmesser l 
von einem Punkte des Umfanges von c beschrieben wird, identisch 
mit derjenigen, die durch Abwalzen des Kreises c vom Halbmesser a 

auf dem gleichen Kreise k von einem Punkte des Umfanges von c be
schrieben wird. 1st a < ° und l + a > ° (Fall der Hypozykloide), 
so ist at = -(l + a) < 0; demnach die zweite Kurve ebenfalls eine 
Hypozykloide. Fuhren wir fUr a den absoluten Betrag ein, den wir 
als ] a] = -a bezeichnen wollen, so bekommen wir den Satz: 

Die gespitzte Hypozykloide, welche durch Abrollen des 
Kreises vom Halbmesser l -] a] im Kreise vom Halbmesser l 
beschrie ben wird, ist identisch mit derj enigen, welche 
durch Abrollen des Kreises vom Halbmesser ] a] im gleichen 
Kreise beschrie ben wird. 

1st und l + a < 0, 

Fall der Perizykloide, so ist 

a' = - (l + a) = 1 a 1- l> 0, 

die zweite Kurve demnach eine Epizykloide. 
Die gespitzte Perizykloide, die durch Abrollen des 

Kreises vom Halbmesser a um den festen Kreis vom Halb
messer l beschrieben wird, ist identisch mit der Epizyklo
ide, die durch Abrollen des Kreises vom Halbmesser a - l 
auf dem gleichen Kreise beschrie ben wird. 

Fur jede solche Trochoide gibt es demnach zwei Entstehungsmoglich
keiten. 

Setzen wir l + a = s, so gehen die Gleichungen 54") uber in die 
Gleichungen 

x = s cosav - a cossv, y = s sinav - asinsv, 54"') 

mit denen wir jetzt weiterarbeiten wollen. Es ist 

dx (. +. ) 2 . s - a s + a dv = as - Slnav Slnsv = assln~2-v· cos-2 v, 

dy 2 . 8 - a . s + a dy _ t .8 + a 
dv = assln~2-v.sm~2-v, dx - g~2-v. 

Die Gleichung der N ormalen lautet: 

(y - ssinav + asinsv)tg8~av + (x - scosav + acos8v) = 0, 

die man umformen kann zu 

s+a . s+a 8-a 
xcos~2-v + ysm-2-v = (s - a) cos~2-v. 
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Nun hat der jeweilige Beruhrungspm1kt B zwischen c und k die Koordi-
naten 

XB = l cost und YB = l sint, 
oder, da 

l = s - a und t = av ist, 

XB = (s - a)cosav und YB = (s - a)sinav; 

setzt man diese in die linke Seite der Normalengleichung ein, so erhalt 
man 

s-a 
(s - a) cos -2-v 

in Ubereinstimmung mit der rechten Seite; folglich geht die Normale 
durch den zugeh6rigen Beruhrungspunkt zwischen c und k, gemaB der 
in (137) S. 384 fur aIle RoIlkurven abgeleiteten Eigenschaft. 

Es ist 

ferner ist 

I + (~1[)' 2 = __ 1 ___ ; 
dx .8 + a , cos- '-2- l' 

ddy 
1 1 d2 y dx dx s + a 

dx2 = 71v: dv = 2 . :828 + a---;" 2assin s - a v. cos~~ v 
222 

Hieraus berechnen sich die Koordinaten des Krummungsmittel
punktes 

i; = s cos a v - a cos s v 

1 
"--s+a" 
cos2 ,--v 

2 

s +a' . s - a 
4ascos3--v'SJll--V 

2 2 
(s + a) 

. s +a 
sln-2-v 
.----

s+a 
cos-2-v 

~ 4a s . s - a . s + a 
~ = scosav - acossv - --- Slll--V" SHI--X 

S + a 2 2 
as 

= scosav - a cossv - 2,,+- (cosav - COS8V) , 
8 a 

s-a 
i; =-+ (scosav + acossv); s a 

4 a s cos3 ~ -L_, _a v. sin s_-_a v 
· " 1 2 2 

'fj = S Slna v ~ a SIns v "I ---- " ---'--;---;---;---
2 S + a (8 + a) 

cos -2-V 

· . 4 as . s-a s+a 
= s sma v - a sms v + s + a sm-2- v" cos -2- v, 

· . + 2 as (. .) 17 = S sma v - a SIns v -+ sms v - Slna v s a 
s-a( . .) 

= -+ ssmav - aSlnsv . s a 
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Also ist die Gleichung der Evolute der gespitzten Trochoide 

8-a 
~ = ~+ (scosav + acossv) , s a 

1} = s +- a (ssinav - asinsv). 55) 
s a 

Um sie zu deuten, stellen wir die folgende Betrachtung an: Wiirden 
wir nicht die Anfangslage wie in Abb.215 gewahlt haben, in der 
Po mit Eo zusammenfallt, sondern jene Lage, in der Po der Gegenpunkt 
zu Eo auf Co ist, derart also, daB die Trochoide auf der positiven x-Achse 
statt der Spitze einen Scheitel hatte, so wiirde, wie man sich leicht 
iiberzeugt, die Gleichung der Trochoide in die Gleichung iibergehen: 

x = s cosav + a cossv, y = s sinav + a sinsv. 

Dann ist aber die Evolute eine Trochoide, welche der Evolvente ahnlich 
ist, und zwar ist 

, 8 - a 
s =s····~

s+a' 
a'=a.~-a 

s+a 

zu setzen, so daB man die Evolute dadurch erzeugen kann, daB man 
einen Kreis vom Halbmesser 

, l a = a·--·
l + 2a 

auf einem Kreise vom Halbmesser 

abrollen laBt. 

, l2 
1 =--_. 

l + 2a 

Die Lange eines ganzen (zwischen zwei Spitzenliegenden) Kurven
bogens ergibt sich nach Formel 50) S. 372 zu 

2
Z
n 2

Z
7C 1 

S = Iv/(~:r + (~~r dv = j~as sinS ~ a V· dv II 
o 0 

2 [ s-a ].2n: as (l+a)a 
= -2as·-- cos--v 1= 8-- = 8---. 

s-a 2 0 8-a l 

56) 

Die obere Grenze ?.{- erhalten wir dabei durch die folgende Erwagung-: 

Der Punkt P ist wieder Spitze der Trochoide, wenn der auf k abgewalzte 
Bogen gleich dem U mfange von c, also gleich 2 n a ist; dann ist a ber 

2"a t 2" t = -l- , also v = a = T w. o. 

(139) Unter den Sonderfallen der gespitzten Trochoide wollen wir 
zwei hervorheben. 

A. Setzen wir a = 1, so erhalten wir die Kardioide; sie hat nach 54) 
die Gleichung 

x = 21 cos t - 1 cos 2 t , y = 21 sin t - I sin 2 t, 
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ihre Evolute nach 55) die Gleichung 

~ = ! (2 cost + cos2t) , 'f) = ~ (2 sint + sin2t) . 

Die Lange ihres Bogens ist nach 56) S = 16l; es diirfte sich empfehlen, 
diese Ergebnisse ohne Zuhilfenahme dieser Formeln unmittelbar aus 
der Gleichung abzuleiten. 

Die Kardioide hat ihren Namen von ihrer Gestalt, die der Form 
eines Herzens nicht unahnlich ist [Kardion (griechisch) = Herz). 

y Verlegen wir den Koordi
natenanfangspunkt nach der 
Spitze S der Kardioide, so er
halten wir mit Hille der Parallel
verschiebungsformeln x = l + ~, 
y = t) die Gleichung 

~ = l(2 cost - cos2t - I) 

-+ ____ =l----'~r__ _____ :*--'--~x = 2l cos t (I - cos t) , 
~ f t) = 2lsint(1 - cost), 

die wir leicht in eine parameter
freie Form iiberfiihren konnen. 
Es ist namlich 

~2 + t)2 = 412 (I - cost)2, 

also Vl2 + t)2 

cost = I-~l ' Abb.216. _ 

und daher 

~ = 2l (I - Vl22~ t)2) Vl22t t)2 , 2l ~ = 2l V~2 + t)2 _ (~2 + t)2) , 

(~2 + t)2)2 - 4l ~ (~2 + t)2) - 412 t)2 = O. 

Auch in Polarkoordinaten IaIlt sich die Gleichung leicht iiberfiihren. 

Es ist !L = tg t, und da wir ~ = r cos {}, t) = r sin # setzen miissen 
. 1; 

[so Gleichung 8) in (106) S.288], so ist der Parameter t identisch mit 
der Amplitude # des Polarkoordinatensystems, und es ergibt sich 

r = 2l(1 - cos{}). 

Verlangern wir den zu P gehorigen Leitstrahl iiber S hinaus, so schneidet. 
er die Kardioide noch in einem zweiten Punkte P', der zur Amplitude 
# + 11: gehOrt; folglich ist SP' = r' = 2l(1 + cos#) und demnach 
PP' = 4l. 

AIle d urch die Spitze gehenden Sehnen einer Kardioide 
sind gleich lang. 
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Die Sehne P P' schneide den festen Kreis k in K; da aus dem recht
winkligen Dreieck SKS' sich KS = 21 cos{} ergibt, so ist 

KP = KS + SP = 21; 
hieraus ergibt sich die folgende Entstehungsweise der Kardioide: 

Bewegt sich eine Strecke KP = 21 so, daB sie bestandig 
durch einen bestimmten Punkt Seines Kreises vom Halb
messer 1 geht, wahrend ihr einer Endpunkt K auf diesem 
Kreise gleitet, so beschreibt der andere Endpunkt Peine 
Kardioide. 

1m AnschluB an die Kardioide moge die folgende Aufgabe 
behandelt werden: OA = a in Abb.217 stelle eine urn 0 drehbare 
Platte vom Gewichte G dar; an 
ihrem Ende A ist ein Seil befestigt, 
das uber die Rolle B (von sehr klei
nem Halbmesser) gefuhrt ist, wobei 
OB = a vertikal sein solI. Am Ende 
des Seiles ist ein Gewicht P be
festigt; welche Bahn muB bei Be
wegung der Klappe das Gewicht P 

Abb.217. 

beschreiben, damit der Klappe in jeder ihrer Lagen das. Gleichgewicht 
gehalten wird 1 Liegt die Klappe horizontal, so moge sich P in unmitte!= 
barer Nahe von B befinden; das Seil AP solI also die Lange b = a V2 
haben. Ferner wollen wir die besondere Annahme machen, daB in dieser 
Lage die Bahn von P vertikal sei, so daB das volle Gewicht P zur Wirkung 
kommt, also im Seile AoB die Spannung P herrscht. Wahlen wir 0 
als Momentenpunkt, so ist das in AoB wirkende Moment von P 

a ,/- 1 
Mp = P'"2 r 2 ="2 bP. 

Diesem wirkt entgegen das Drehmoment von G, das, weil wir uns 
G im Mittelpunkt (Schwerpunkt) von OAo angreifend denken mussen, 

gleich G.]- ist. Da beide Momente infolge des Gleichgewichtes einander 

gleich sein mussen, so ergibt sich, daB P = ~';-2 sein muB. 

In einer beliebigen Lage der Klappe moge OA mit OB den Winkel2c 
einschlieBen. Ghat sich gegenuber der horizontalen Lage urn die Strecke 

h = ]-cos2 c gehoben, wie man leicht aus der Abbildung sieht; folglich 

ist durch Heben der Klappe die Arbeit geleistet worden: 

A = G . h = t G . a cos 2 c. 

Diese Arbeit ist aber von P aufgebracht worden; hat sich P urn die 
Streckeh' gesenkt, so muB die ArbeitA'= Ph' gleich der ArbeitA sein, 
und es ergibt sich a - b n: = "2 Y 2 cos 2 c = "2 cos 2 E • 
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Da nun AB = 2a sine ist, so ist 

BP = r = ay2 - 2 a sine = b - by2sine, 

und der Winkel f}, den BP mit BO einschlieBt, ergibt sich aus 
h' cos f} = - . Also ist 
r 

rcosf} = ~cos2e = i (1 - 2sin2 e) oder 2 sin2 e = 1 - 2 i cos f} , 

und dadurch 
,/- Vi r sin e • y 2 = 1 - 2 b cos f} 

r = b - b VI - 2 i- cos-& 

und hieraus 

oder 

r=2b(1-cosf}). 

Das ist aber die Polargleichung der Kardioide; also muB sich das 
Gewicht P langs einer Kardioide bewegen, deren Spitze in B liegt 
[vgl. hierzu (226) S. 785]. 

B. Setzen wir a = - i-, so erhalten wir eine Hypozykloide, die 

nach 54) die Gleichung hat: 

x=(~-b)cost,· y=(~+b)sint. 
Das ist aber nach Gleichung 51) in (136) S. 373 die Parametergleichung 

einer Ellipse mit der groBen Halbachse i- + b und der kleinen Halb

achse i- - b. Wir erhalten somit den Satz: 

Rollt ein Kreis innerhalb eines anderen Kreises. vom 
doppelten Halbmesser ab, so beschreibt irgendein mit ihm 
fest verbundener Punkt eine Ellipse. Liegt insbesondere der 

betreffende Punkt auf dem U m f ange des rollenden Kreises (b = i-) , 
so lautet die Gleichung der Kurve 

x~O, y = lsint; 

Die Bahn des Punktes ist dann der mit der y-Achse zu
sammenfallende Durchmesser: Rollt ein Kreis innerhalb 
eines anderen Kreises vom doppelten Halbmesser des 
ersten, so beschreibt jeder Punkt auf dem Umfange des 
rollenden Kreises eine geradlinigeBahn (Geradfiihrung!). 

C. Setzen wir a = - i, so erhalten wir aus 54) eine gespitzte 

Hypozykloide, deren Gleichung lautet: 

x = ~ (3 cost + cos3t) , y = ~ (3sint - sin3t). 
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Diese Kurve heiBt Astroide (Sternkurve); sie hat vier Spitzen, welche 
auf den Halbierungslinien der Koordinatenwinkel liegen. Da 

cos3t = 4 cos3 t - 3 cost 
und 

sin3t = 3sint - 4sin3 t 

ist, so laBt sich die Gleichung der 
Astroide auch folgendermaBen schreiben: 

x = l cos3 t, y=lsin3 t. 

Hieraus ergibt sich die parameterfreie 
Gleichung der Astroide 

xli + y'f = l~. 
Abb. 218. 

Die Gesamtlange der Astroide ist nach 56) 8 = 6l. Da 

dx 3l 2 • lit = - cos t sm t , * = 3lsin2 tcost 
ist, so ist 

dy 
dx =-tgt 

und demnach die Gleichung der Tangente 

y -l sin3 t = -tgt· (x -l cos3 t) oder x sint + y cost = l sint cost 

oder 
-~- + -y- = 1 
l cos t l sin t . 

Die Achsenabschnitte der Tangente sind also lcost bzw. lsint, daher 
die Lange der Tangente konstant gleich l. Wir erhalten hieraus die 
folgende Entstehungsweise der Astroide: 

Bewegt sich eine Strecke von der Lange l so, daB ihre 
Endpunkte auf zwei zueinander senkrechten Geraden glei
ten, so umhiillt sie eine Astroide. 

(140) SchlieBlich sei die Gleichung der Kurve abgeleitet, die ein mit 
einer Geraden c starr verbundener Punkt P beschreibt, wenn die Gerade c 
auf dem festen Kreise k abrollt. Wir wahlen als Anfangslage die, in 
welcher der Beriihrungspunkt Bo zwischen c und k gerade mit dem 
FuBpunkte des von P auf c gefallten Lotes zusammenfallt; durch 
ihn legen wir die Abszissenachse: der Nullpunkt sei der Mittelpunkt 
von k (Abb. 219). In einer durch den Winkel BoOB = t bestimmten 
beliebigen Lage ist der FuBpunkt des von P auf c gefallten Lotes nach 0 

gewandert, und es ist BIio = B 0 = l . t. Wir erhalten daher fUr die 
Koordinaten von P 

x = OB cost + BO sint + OP cost, y = OB sint - BO cost + OP sint 
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oder x = (I + b) cos t + It sint, y = (I + b)sint -It cost 

als die Parametergleiehung der Kurve, von der wir zwei Sonderfalle 

y 

Abb. 219. 

betraehten wollen. 
A. 1st b = 0, liegt also 

P auf c (P e), so lautet 
die Gleiehung der Kurve 

x = I(eost + t sint) , 

y = I(sint - teost). 

Da die Tangente Be des 
x Kreises k naeh den Erorte

rungen von (137) S. 384 
N ormale zur Rollkurve sein 
muB, so ist k Evolute zur 

Rollkurve [So (131) S.351] und demnaeh diese eine Evolvente zu k; 
man nennt diese Kurve daher die Kreisevolvente. Wir konnen diese 
Beziehungen aueh leieht reehneriseh naehweisen; es ist namlieh 

dx dy. dy 
de = I t cost, (it = It SIDt , dx = tgt , 

also die Gleiehung der N ormalen 

[y -l(sint - t cost)] tgt + [x -I(eost + tsint)] = 0 

oder, wie man dureh leiehte Umformung findet, 

xeost + ysint - I = 0 (Hessesehe Normalform der Geraden). 

Die Normale ist also eine Gerade, die von 0 den konstanten Abstand I 
hat, d. h. sie ist Tangente an k. 

Ferner ist 

d2 y 1 1 1 
dx2 = cos2 t' ltcost = ltcos3 t' 

1 (dY)2 _ _ 1 . + dx - cos2 t' 

daher sind die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes 

~ = I (cost + t sint - tC::~3/ . tgt) = I (cost + t sint - t sint) = I cost, 

'Y} = l(sint -teost + tc::~3n = l(sint - teost + teost) = Isint. 

Die parameterfreie Gleiehung der Evolute lautet also: 

x2 +y2=12. 

Die Evolute ist ein Kreis mit dem Halbmesser lund dem Mittelpunkt 0; 
kist in der Tat die Evolute. Der Kriimmungshalbmesser hat die 
Lange 1 

(! = -at ·I t eos3 t = It, cos 
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ist also gleich dem BogenBBo. Die Kreisevolvente hat in Bo eine Spitze 
(s. Abb. 219). 

Die Lange des von der Spitze aus gemessenen Kurven
bogens ist 

t t 

8 = f yl2 t2 cos2t + l2 t2 sin2t dt = fl t dt = ~ t2 . 
o 0 

Man berechne die Flache, die man durch 1ntegrieren zwischen den 
Grenzen 0 und 2.n erhalt! [Ergebnis: F = (.n l)2]. Man entwerfe 
ein Bild dieser Flache. 

B. 1st b = -l, so lauten die Gleichungen der Rollkurve 

x = ltsint, y = -ltcost; 

die Kurve geht durch den Nullpunkt. Wir konnen leicht ihre Gleichung 
in Polarkoordinaten aufstellen; es ist namlich 

tgo. = - ctgt , also # = t - ;, r = l t oder r = l (o. + ;). 
Legen wir den Anfangsstrahl nicht in die positive x-Achse, sondern 
in die negative y-Achse, wobei wir setzen miissen 

o.= e-!!.. 
2 ' 

r=R, 

so lautet die neue Gleichung 

Dadurch sind wir auf eine Gleichung gestoBen, die uns schon aus 
(105) S.287 als die Gleichung der Archimedischen Spirale bekannt 
ist; diese laBt sich also auch auf folgende Weise erzeugen: 

RoUt eine Gerade auf einem Kreise ab, so beschreibt ein 
mit dieser Geraden starr verbundener Punkt, der durch 
den Mittelpunkt des Kreises lauft, eine Archimedische 
Spirale. 

Wir werden der Archimedischen Spirale im nachsten Para
graphen nochmals begegnen. Dort wollen wir Kurven untersuchen, 
deren Gleichung in Polarkoordinaten gegeben ist. 

§ 7. Die Kurve in Polarkoordinaten. 
(141) 1st die Gleichung einer Kurve in Polarkoordinaten gegeben 
[so (105) S.286ff.], so ist zumeist der Leitstrahl r eines Kurvenpunktes P 
als Funktion der zu P gehorigen Amplitude # gegeben, so daB die 
Kurvengleichung die Form hat: 

57) 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 26 



402 Analytische Geometrie der Ebene. (141) 

Die Eigenart der Polarkoordinaten erfordert auch eine von der bisher 
gewohnten im allgemeinen vollig verschiedene Art der Kurvenunter
suchung. 

Es sei in Abb.220 die Kurve von der Gleichung r = f({}) angedeutet 
und P({} I r) einer ihrer Punkte. Geben wir der Amplitude {} einen Zuwachs, 
den wir - der Bequemlichkeit halber - von vornherein unendlich 
klein annehmen und als solchen mit d{} bezeichnen wollen!), so daB 
die neue Amplitude den Wert {} + d~ hat, so erhalten wir zu dieser 
auch einen neuen Leitstrahl, der sich von dem zu {} gehorigen r um 
den unendlich kleinen Wert dr unterscheiden, also gleich 

r + dr = f({} + d{}) 

sein moge. Zu den beiden Polarkoordinaten> (d + d'l?lr + dr) finden 
wir sodann einen Punkt pI, welcher - auch auf der Kurve gelegen -

N 

Abb.220. 

dem zu den Koordinaten ({) I r) 
gehorigen Punkte P unend
lich benachbart liegt. Die 
Verbindungsgerade PP' ist 
demnach die in P an die 

t 

o 

Abb.221. 

Kurve gelegte Tangente, und P P' selbst ein Kurvenelement ds, das, 
weil es unendlich klein ist, als geradlinig gelten kann. Schlagen wir 
um 0 den Kreis, der durch P geht, so schneidet dieser auf 0 P' einen 
Punkt Q aus, und wir erhalten eine Figur PQPI, die begrenzt wird 
von der (geradlinigen) Strecke QP' = dr, dem (krummlinigen) Kurven
element P P' = ds und dem Kreisbogen PQ = r . at}; auBerdem ist 
der Winkel PQP' = IE, da OP' als Kreishalbmesser normal zum 
Kreisbogen ist. 1m Grenzfalle ist sowohl P P' = ds als auch PQ = r dt} 
geradlinig, und die Figur PQP' wird ein unendlich kleines, bei Q recht
winkliges Dreieck, dessen Form in unendlich starker VergroBerung in 
Abb.221 wiedergegeben sei. Bildet nun die Tangente PP' = t mit 

1) Streng genommen muBten wir zunachst den endlichen Zuwachs· L1 il geben 
und am Schlusse erst zu unendlich kleinem dil==limL1il-+O ubergehen (vgl. 
die fruheren Grenzubergange). 
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del' VerH1ngerung des zu P gehorigen Leitstrahles OP den Winkel rp, 
so ist aueh .2[:.PP'Q = rp, also 

r.d!} dr r 
tg rp = ----a:;:- = r : d{} = --:(I , 

wenn zur Abkiirzung die Ableitung von r naeh {) mit r' bezeiehnet 
wird. Die Formel 1· 

tgrp =--:(1 58) 

kann dazu verwendet werden, die zu P gehol'ige Kurventangente 
festzulegen; wil' tun dies also im Bereiehe del' Polark~ordinaten 
dadul'eh, daB wir den Winkel rp bestimmen, um welehen 
man den Leitstrahl des Beriihrungspunktes P um P drehen 
muB, bis el' mit del' Tangente zusammenfallt, und weiehen 
damit von del' bei den Parallelkool'dinaten gebl'auehliehen Art ab, 
bei del' wir den Winkel verwenden, um den man die positive 
Abszissenaehse drehen muB, bis sie mit del' Tangente zusammenfallt 
odeI' mit ihl' parallel ist. 

Man erkennt aueh ohne Miihe, daB fiir die Hoehst- und Tiefst
punkte einer Kul've, d. h. solehe Punkte, in denen die Tangente parallel 
dem Anfangsstl'ahl ist, rp + {} = n, also 

sein muB. 
tgrp = ~ = -tgiJ 59) 

Dureh die Riehtung del' Tangente ist aueh die Riehtung del' Nor
malen bestimmt. Erriehten wir in 0 auf dem Leitstl'ahle OP das Lot, 
und sehneidet dieses die Tangente des Punktes Pin T und seine Normale 
in N, so nennt man hiel' - ebenfalls abweiehend von den bei Parallel. 
koordinaten iibliehen Festsetzungen - die Streeken OT = St die 
Polarsubtangente, ON = Sn die Polarsubnormale und die 
Streeken TP = t die Lange del' Tangente, NP = n die Lange 
del' Normalen del' Kurve r = f({}) im Punkte P. Da 

.2[:.ONP = .2[:. OPT = rp 

ist, und tg rp =~,- ist, so erhiilt man ohne weiteres die folgenden r 
Formeln fiir die GroBe diesel' Streeken: 

I 
Sn = r , t = 'I"-1/r2 + r'2 

'I" , 

Aus Abb.221 ergibt sieh ferner 

ds = 1(dr)2 + (r· d{})2 = d{)· yr2 + (:~r = 1r2 + r'2 d{); 

es ist demnaeh die Lange del' Kurve selbst 
1}2 

S = J 1---::r2-+~r=/2 d{} . 
iJ, 

26* 

60) 

61) 
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SchlieBlich hat der Ausschnitt OP P' in Abb. 220 einen Fliichen
inhalt, der sich zusammensetzt aus dem Inhalte des Kreisausschnittes 
o P Q und dem Inhalt der Figur P Q P'; er ist also 

1 1 r 
-f r2 d{} + 2 r dr d{} = 2 (r + dr) . dO . 

1m Grenzfalle niihert sich der Faktor r + dr dem Werte r, und es ist 
dF = t r2 d{} und damit der Inhal t der von der Kurve r = f ({}) 
und den beiden zu {} = {}1 und {} = {}2 gehorigen Leitstrahlen be
grenzten Fliiche 

,1, 

F = -~ f r2 ° dO . 62) 
{}, 

Um schlieBlich die GroBe des zu P gehorigen Krummungshalb
messers zu ermitteln, haben wir folgendes zu bedenken. Der Krum
mungsmittelpunkt Mist der Schnittpunkt der zu P gehorigen Normalen n 
mit der zu P' gehorigen Normalen n'; beide bilden denselben Winkel dT 
miteinander, den die zu P und P' gehorigen Tangenten t und t' mit
einander einschlieBen. Aus dem Kreisausschnitte M P P' ergibt sich 
dann 

PP' dB 
e = do = d,' 

Um dT zu erhalten, drehen wir den Leitstrahl OP um 0, bis P auf Q 
zu liegen kommt, also um den Winkel dO. Damit ist aber t noch nicht 
in eine zu t' parallele Lage gekommen; denn der Winkel, den t' mit 
OP' einschlieBt, ist ja nicht gleich rp, d. h. gleich dem Winkel, den t 
mit OP einschlieBt, sondern gleich rp + drp. Wir mussen demnach 
die um d{} gedrehte Tangente t um den weiteren Winkel drp drehen, 
·erst dann ist t zu t' parallel. Es ist also dT = d{} + drp und damit 

dB 
dB d{} e------- d{} + drp - 1 + drp . 

d{} 

Da nun nach 59) rp = arctg ; ist, so ist nach der Kettenregel 

'dr dr' 
drp 1 r' 0 dl5- ro d{} 

7[F ~~(~r ° 

:nIld da dd: -- r', f 1 l' h dr' /I' t "bt . h ''''u' 0 g IC d{) = r IS, so ergI SIC 

drp r'2-ror" 
d{} = r2 +'72 " 
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Da fernerhin nach obigem ~~ = y1'2 + 1"2 ist, SO erhalten wir fUr die 

Lange des Krummungshalbmessers 

(1'2 + r'2)i\ 
e = ]'2 + 2r'2 _ 1"1',,- • 

63) 

(142) Diese Formeln enthalten das fUr die Kurvenuntersuchung 
Wichtigste. Wir gehen nun zur Erorterung bestimmter Kurven uber, 
deren Darstellung in Polarkool'dinaten besondel's einfach ist; es sind 
dies VOl' allem die Spiralen, von denen wir an dieser Stelle die archi
medische, die hyperbolische und die logarithmische Spirale 
naher behandeln wollen. 

A. Der Arebimediscben Spirale sind wir schon begegnet in (105) 
S.287 und in (140) S. 401; ihre Gleichung ist 

7) 

In (105) S.287 haben wir uns auch schon ein Bild von ihrer Gestalt 
verschafft; es el'ubrigt nur noch, ein wenig auf ihre infinitesimalen 
Eigenschaften einzugehen. Es ist 1" = a = 8n ; die Subnormale der 
Archimedischen Spirale hat. in je- -
dem Punkte die konstanteLangea. 
Hiel'aus folgt eine einfache Konstruktion 
der Normalen und damit auch der Tan
gente (Abb. 222): Wil' schlagen um 0 
den Kreis k VOID Halbmesser a und er
richten in 0 auf dem Leitstl'ahle OP das 
Lot, welches k in N schneidet; N P ist 
die zu P gehol'ige Normale, die in P 
auf NP el'l'ichtete Senkrechte folglich 
die Tangente. Da 1''' = 0 ist, so wird 

({)2 + 1)~ (a2 + ]'2)~ n3 
e = a {}2 + -2 = 2a2 + ],2- = a2 + n2 , Abb.222. 

wobei n = ya2 + 1'2 die Lange der Normalen ist. Um zu dem zu P ge
hol'igen Kl'ummungsmittelpunkt M zu gelangen, fUhren wir die 
folgende Konstruktion aus: Wir. errichten in P auf 0 P und in N auf 
NP die Lote, welche einander in Q schneiden mogen; OQ schneidet 
dann die Nol'male in M. Es sind namlich die beiden rechtwinkligen 
DreieckeOPN und NQP einander ahnlich, und zwar ist in Dl'eieckOPN 

OP=1', ON=a, NP=n, <r.ONP = <r. (1't) = cp, 

wobei 
]' ]' 

tgcp = 7 = a 
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ist. Ferner ist 
PQ:PN=PN:ON, also PQ = n2. 

a 

(142) 

Bezeichnen wir den in dem rechtwinkligen Dreieck OPQ gelegenen 
Winkel QOP mit 'If', so ist 

PO ar 
ctg'lf' = QP = n2 . 

Auf das Dreieck OPM, in welchem 1-::: OPM = .~ - cp ist, wenden 
wir den Sinussatz an und erhalten 

PM : 0 P = sin 'If' : sin (~ + 'If' - cp) = sin 'If' : cos ('If' - cp) 

= 1: (coscp ctg'lf' + sincp) , 
also 

l' n3 
PM= =--=0 

a ar r a2 + n 2 " , 

n" n 2 +n 
was zu beweisen war. 

Die von der Archlmedischen Spirale und dem zur Amplitude {} 
gehorigen Leitstrahlen r begrenzte Flache hat nach 62) den Inhalt 

f} 

1 f a2 r3 1 F = 2" a2 {}2d{} = (f{}3 =6a = (fr2 {). 

o 

Da die Flache des vom Mittelpunktswinkel {} bestimmten Ausschnittes 
im Kreise vom Halbmesser r den Inhalt -~r2{) hat, also das Dreifache 
der obigen Flache ist, erhalten wir den Satz: 

Die Archimedische Spirale teilt aIle Kreisausschnitte, 
die ihren Mittelpunkt in 0 haben, und deren Halbmesser 
der Leitstrahl und deren Mittelpunktswinkel die Amplitude 
ist im Verhaltnis 1:2 [so a. Parabelflache (84) S.221£.]. 

Die Lange des vom Nullpunkt bis zum Punkte P(rI1'f) 
reichenden Bogens ergibt sich nach Formel 61) zu 

f} 

8 = f "Va2 {}2 + a 2 M} = ~- [-e -VI + i/ 2 + mr l5in -e] [so Formel T II 15')]. 
o 

Es ist also der Bogen des ersten Umlaufes ({) = 2n) 

8 = ; [2n "VI + 4n2 mtl5in"2n] = ; [39,975 + 2,537] 

= 21,256a = 3,38301'. 

Da -V1+ {)2 fUr sehr groBe Werte {) sich dem Werte {} nahert und 
mr l5in-e gegeniiber {} -VI + jj'i . vernachlassigt werden kann, ist fUr 
groBe Werte {} angenahert 

8 ~ .!!.... {}2 
2 

oder 
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Die Archimedische Spirale gibt AnlaB zu einer Reihe von 
Aufgaben, von denen einige hier angedeutet seien. 

a) Welches ist die Gleichung der Archimedischen Spirale, welche 
durch den Punkt Po(rol#o) geht? 

f} 
r = ro· f}o ' allgemein 

wobei n irgendeine ganze Zahl ist. 
b) Wie groB ist der Flacheninhalt und der Bogen der Archimedischen 

Spirale, fiir welche zu # = 2 n der Leitstrahl 1 m gehort? 

Bogen l = 3,383 m. 

c) Wie bestimmt man die Rochst- und die Tiefstpunkte der Spirale ? 
Fur sie muB nach 59) sein tg# + # = 0; aus dieser transzendenten 
Gleichung kann man durch irgendein Annaherungsverfahren beliebig 
viele Winkel #, deren Anzahl unendlich groB ist, bestimmen. (Der 
kleinste dieserWinkel ist #=116°14'23"=2,0288; s.H in Abb. 222.) 

d) Wo liegt der Endpunkt des Bogens, der gleich der Strecke 8 

ist? Fur ihn muB sein 

#11 + #2 + ~t6in#= 28. 
a 

1st beispielsweise 8 = a, so erhalten wir fiir 8 die transzendente Gleichung 

# yl + {)2 + ~t 6in # - 2 = 0 ; 

fiihrt man {J = 6in ; ein, so wird sie ubergefiihrt in 

6in ~ (to' ~ + ~ - 2 = 0 oder u + 6in u = 4, 2 I 2 2 

deren Losung u = 1,6068, also # = 6inO,8034 = 0,8927, # = 51 °9' ist. 

B. Die hyperbolisehe Spirale. Sie hat die Gleichung r' # = a. 
Bei ihr ist also wie bei der gleichseitigen Ryperbel das Produkt 
aus den beiden Koordinaten eines jeden Punktes konstant [s. (31) 
S. 69]; dieser Ubereinstimmung verdankt die Spirale auch ihren 
Namen. Losen wir die Gleichung nach r auf, so erhalten wir 

64) 

Beschranken wir uns auf positive Winkel, so lesen wir aus 64) ab, 
daB fur {} = 0 r = 00 wird; mit wachsenden Werten von # nahert 
sich r dem Werte Null,-ohne ihn jedoch zu erreichen; der Nullpunkt 
wird also in immer enger verlaufenden Windungen umkreist, liegt 
aber selbst nicht auf der Kurve; er ist ein sog. asymptotischer 
Punkt. Abb.223 deutet den Verlauf an. FUr negative Amplituden 
ergeben sich negative Leitstrahlen; zur vollstandigen Kurve wiirde 
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also, wenn man auch negative Leitstrahlen zulaBt, noch ein Tell ge
horen, der zu dem bisher erwahnten beziiglich des durch 0 gehenden 
Lotes zum Anfangsstrahl symmetrisch verlauft. Aus der Gleichung 

a 

Abb.223. 

r . {} = a folgt, daB die Bogen Po Paller um 0 geschlagenen Kreise, 
welche zwischen dem Anfangsstrahle und der Spirale liegen, die kon
stante Lange a haben. 

Da a r2 
-1=--=--f}2 a 

ist, so ist nach 60) die Subtangente 8t = -a; die Subtangente 
der hyperbolischen Spirale hat fiir jeden Punkt den kon
stanten Wert -a. Dabei deutet das Minuszeichen an - wie wir 
durch Vergleich mit Abb.220 und den zugehOrigen Ableitungen er
kennen -, daB wir, um sie zu erhalten, den Leitstrahl nicht im Uhr
zeiger-, sondern im Gegenzeigersinne um 1 R zu drehen haben, um 
die Lage der Subtangente zu erhalten. - Diese Konstanz der Sub
tangente gestattet eine bequeme Tangentenkonstruktion. Man schlagt 
um 0 mit a den Kreis und bringt ihn zum Schnitt mi~ dem in 0 auf 
OP errichteten Lote; die Verbindungslinie von P mit dem Schnitt
punkte T ist die Tangente in P. Diese Konstruktion gilt auch noch 
fiir {} = 0; da hier r = 00 ist, wird die Tangente zur Asymptote. 
Die hyperbolische Spirale besitzt also eine Asymptote; man erhaIt 
~ie, indem man in 0 auf dem Anfangsstrahl das Lot OTo = a errichtet 
und durch To die Parallele zum Anfangsstrahle zieht. 

Es ist r" = 2 :.a = 2 ~, also nach 63) 



(143) Die Kurve in Polarkoordinaten. 409 

wobei t = yr2 + a2 die Lange der Tangente ist. Um demnach zum 
Kriimmungsmittelpunkte JJ!I zu gelangen, errichten wir auf der Nor
malen NP in N das Lot, das die Verlangerung von OP in Q schneiden 
mage, und auf QP in Q das Lot, das die Normale in JJ!I schneidet. In
folge der Ahnlichkeit der rechtwinkligen'Dreiecke JJ!IQP, QNP, NOP, 
POT ist namlich 

n:r=t:a, 

ferner 

QP:n = t:a, 

also 

also 

t 
n=-r 

a ' 

( t )2 QP= a 'r, 

schlie.Blich JJ!IP: QP = t : a, demnach in der Tat 

( t)3 JJ!IP = a . r = e . 
Die vom Leitstrahle bei seiner Drehung aus der Amplitude {}I 

bis zur Amplitude {}2 iiberstrichene Flache der hyperbolischen Spirale 
ergibt sich aus 62) zu 

Wachst 1}2 iiber aIle Grenzen hinaus, so ist diese FHiche, wenn {}I = {} 

gesetzt wird, F =~c ra, also gleich dem Inhalte des Kreisausschnittes 
OPoP (Abb.223). 

Die Berechnung der Lange des von PI bis P 2 reichenden Kurven
bogens fiihrt auf das Integral [s. 61)] 

{}, {}, 

2 !va2 a2 fVI + f}2 [8]1 . f}2 + f}4 d{} = a -{j2- d{} . 
{}, {}, 

Um (VI ~ {j2 d{} auszuwerten, setzen wir {} = 6inu; dann ist 
oJ 

111 + {j2 = ~Ol U , d {} = ~Ol U d u , 
also 

Demnach ist 

[8]i = a [~Xt6in{} _ VI! f}21::. 
(143) C. Die technisch wichtigste Spirale ist die logarithmische Sllirale; 
sie hat die Gleichung 

r = a' eb{}, 65) 
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wo bei a eine Strecke, b eine Zahl bedeutet. Fiir {} = 0 ist r = a. 
Durchlauft die Amplitude eine arithmetische Reihe, so 
durchlauft der Leitstrahl eine geometrische Reihe; in der Tat 
gehoren zu den Amplituden {}o' {}o + ex, {/o + 2 ex, ..• , 1Jo + n ex 
die Leitstrahlen 

ro = a eb{}o, 

rl = a eb({}o+") = a eb,~o. eb" = ro· q, 

r 2 = a eb (-~o + 2 (Xl = a eb ~o • e2 b " = r 0 q2, 

rn = aeb('~o+nlX) = aeb{}o. enblX = ro. qn, 

wenn q = eblX gesetzt wird. Dies gibt AnlaB zur folgenden Konstruktion 
(Abb. 224): Sind Po (ro I {}o) und PI h I til = {}o + ex) irgend zwei Punkte 

T 

Abb.224. 

der Spirale, so trage man an OPI in 0 nochmals den Winkel ex an und 
zeichne auf dem freien Schenkel den Punkt P 2 so, daB OP2 = r2 sich 
zu r l verhalt wie r l zu ro; P 2 ist dann ein weiterer Punkt der Spirale. 
Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann man zu einer beliebigen 
Anzahl solcher Punkte gelangen. Halbiert man andererseits den Winkel 
Po OP I und tragtauf der Winkelhalbierenden das geometrische Mittel 
aus ro und r l OP = r = jro r l ab, so ist P ebenfalls ein Punkt der 
Spirale; durch wiederholtes Winkelhalbieren kann man die Punkt
folge so dicht gestalten, wie man nur will. 

1st b > 0, so ist fUr ex > 0 q = eb " > 1: die Leitstrahlen nehmen 
mit wachsender Amplitude zu und wachsen libel' aIle Grenzen; sie 
nehmen andererseits mit der Amplitude ab und nahern sich (fiir ex < 0), 
stets positiv bleibend, dem Grenzwerte Null, der jedoch erst erreicht 
wird, wenn {} = 0 wird C~~~~ = 0). Der Nullpunkt ist demnach 

ein asymptotischerPunkt, der in immer engeren Windungen um
kreist wird. Flir b < 0 kehren sich die Verhaltnisse sinngemaB um. 

Bei del' Bedeutung, die del' logarithmischen Spirale zukommt, ist 
es unerlaBlich, sich Ubung im Konstruieren dieser Kurve anzueignen; 
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der Leser entwerfe selbstandig auf Grund der oben gegebenen Winkel 
die Spiralen, fUr welche 

1 1 
2- ln2 , 

n -;;, 2n' IOn' 
b = I, 0,1, 

1 1 -0,2206 ist. 

Eine logarithmische Spirale, deren asymptotischer Punkt mit 0 
zusammenfaUt, ist durch zwei weitere Punkte PI(r11-&1) und P2(r21-&2) 
vollig bestimmt; ihre Gleichung muB von der Form sein: r = a' ebD • 

Es miissen also die beiden identischen Gleichungen bestehen: 

r l = a ebD, und r2 = a ebb,; 

aus ihnen folgt durch Dividieren 
D,-D,,-

eb(f}.-D,) = r2 oder eb = V rz , b = In:2 - ~rl. 
r 1 r 1 'u'2 - 'u'l 

Setzt man diesen Wert in eine der beiden Gleichungen ein, so erhalt 
man 

Also ist die Gleichung der durch PI und P 2 gehenden logarithmischen 
Spirale 

oder 

Besonders einfache Eigenschaften zeigen sich bei Anwendung der 
Infinitesimalrechnung auf die logarithmische Spirale. Es ist 

r' = a . b ebD = b r ; 
demnach ist 

1 
tg<p =r;' 

Die logarithmische Spirale r = a ebf} schneidet aIle Leit
strahlen unter dem gleichen Winkel, dessen Kotangens den 
Wert b hat. 

Bestimme diesen Winkel fUr die oben angegebenen Spiralen! 
Hieraus folgt, daB aUe durch Tangente und Normale gebildeten 

rechtwinkligen Dreiecke T PN einander ahnlich sind. 
Da r" = b2 r ist, so folgt fUr den Kriimmungshalbmesser 

(r2 + b2 r 2) I ,.-----;-:;-;; r e = 2 + 2b2 2 b2 2 = ryI + b2 = -. - = PN. r r- r ~~ 

Der Kriimmungsmittelpunkt faUt demnach mit N zusammen. Da 
t = ON = r . b ist, so ist t = a b . ebff ; wahlen wir als neuen Anfangs
strahl denjenigen, der auf dem urspriinglichen senkrecht steht, so 
sind t und -& die Polarkoordinaten von N; demnach ist t = a b ebD 

die Gleichung der Evolute 'der urspriinglichen logarithmischen Spirale. 
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Sie ist, wie man aus ihrer Gleichung erkennt, wiederum eine logarith
mische Spirale, die den gleichen Winkel rp besitzt wie ihre Evolvente. 
Die Evolute der logarithmischen Spirale ist eine zu ihrer 
Evolvente kongruente Spirale. Beziehen wir die Gleichung der 
Evolute auf den urspriinglichen Anfangsstrahl, so lautet ihre Gleichung 

b({}-"'-) 
r = abe 2; fur sie k6nnen wir schreiben r = aeb({}-{}o), wenn 

wir iJo = i- - l~b setzen. Wurden wir also als neuen Anfangsstrahl 

denjenigen wahlen, der mit dem ursprunglichen den Winkel iJo = i _ l~b 
einschlieBt, so wfude die Gleichung der Evolute lauten r = aeb{}, 
also identisch mit der Gleichung der Evolvente sein. Dreht man die 
logarithmische Spirale urn ihren asymptotischen Punkt urn 

den Winkel iJo = i - l~b , so geht sie in ihre Evolute tiber. 

Da eine Kurve mit sich selbst zur Deckung kommt, wenn man sie 
urn einen oder mehrere Vollwinkel urn 0 dreht, so kann auch der Fall 
eintreten, daB eine logarithmische Spirale ihre eigene Evolute ist; es 
muBte dann iJo = 2n n sein, wobei n eine ganze Zahl ist. Die Be
dingung dafur, daB eine logarithmische Spirale ihre eigene 
Evolute ist, ist folglich 

(2n - {-) b n + Inb = 0, 

eine Bestimmungsgleichung fur b. 
Setzen wir n = 1, so lautet sie t b n + lnb = 0; ihre L6sung ist 

b = 0,274412, und der Neigungswinkel dieser Spirale ist rp = 74 0 39'18". 
1st n = 2, so ist 

l b n + Inb = 0, b = 0,16427, rp = 80 0 40' 17". 

Die von der logarithmischen Spirale und den beiden Leitstrahlen r I 
und r2 eingeschlossene Flache hat nach 62) den Inhalt 

{}, 

[F]2 = ~fe2b{} d{} = a2 [e2b{}]{}, = ~ [e2b {}, _ e2bl~'] = ~ [r* _ r2] 
1 2 4b if, 4b· 4b 2 1 

{}, 1 . r.-rl 
= ~. h + rl ) smrp· ~--~. 

4 COS,!, ' 

die Lange der von PI bis P 2 reichenden Kurve betragt nach 61 

~ ~ 

[s]i = j-ya2e2bfJ + a2b2e2b {}diJ = a-Y1 + b2jeb{}diJ 
{}, {}, 

= a VI + b2 [eb{}]{}, = a n+ b2 [eb-{}2 _ eb{},] 
b {}, b ' 

[ ] 2 _ VI + b2 ( ) r 2 ~ r1 
S 1 - --b- r2 - rl = --. 

costp 
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Die Formeln fUr [FJi und [8]i lassen eine einfache Konstruktion 
fiir Hinge und Flache zu. Man zeichne (s. Abb. 225) in P 2 an die Spirale 
die Tangente und schlage um 0 den Kreis durch PI> der OP2 in Q und 
die Riickwartsverlangerung von OP2 in R schneidet. Das in Q auf OP2 

errichtete Lot schneidet die Tangente von ~ 
P 2 in 8, und es ist P 28 = [8 Jr. Ferner ziehe ur-------~' 
man durch R zu P 28 die Parallele, welche 
das in 8 auf P 28 errichtete Lot in T 
schneiden mage, und erganze zu dem Recht
ecke P 28 T U; sein Flacheninhalt ist gleich 
4[F]i. Der Beweis ist einfach: Es ist 
P 2 Q = r2 - r1 , also 

P 8 = ~2-=- 1'1 = [8]2 . 2 COS rp 1 , Abb. 225. 

ferner P2R = r 2 + r 1, also 8T = (r2 + r 1) sincp, und daher Rechteck 

P 8T U 1'2 - 1'1 ( ) . 2 2) , 1'~ - 1'i 4 LF]2 
2 = ---. r 2 + r 1 smcp = (r2 - rl tgcp = -b- = 1 • 

cosrp 

Setzen wir {}l = -00, also r1 = 0 und {}2 = {}, r 2 = r, so erhalten wir 
1'2 r 

F = -4 tgcp und 8 = --. 
cosrp 

Der Weg, den ein Punkt auf der logarithmischen Spirale zuriicklegt, 
bis er in unendlich vielen Windungen vom asymptotischen Punkte 
bis zum Punkte P gelangt, ist also nicht, wie man leicht vermuten 
kannte, unendlich groB, sondern hat eine endliche Lange, und zwar 
ist diese gleich der Lange der Tangente im Punkte P. Die Flache, 
die bei dieser Bewegung del' Leitstrahl des Punktes iiberstreicht, hat 
einen Inhalt, der gleich dem Rechtecke aus dem Leitstrahle von P 
und dem vierten Teil der Subtangente von P ist. 

Wir wollen die Betrachtung der logarithmischen Spirale nicht ab
schlieBen, ohne auf ihre innige Beziehung zur gedampften Schwin
gung [so (57) S.144f.] einzugehen. Um den Zusammenhang beider 
noch enger zu gestalten, wollen wir die Gleichung del' logarithmischen 
Spirale schreiben r = a' e- b1}, wobei b eine absolute GraBe sein soIl; 
wir beschranken uns mit anderen Worten auf eine logarithmische 
Spirale, bei welcher mit wachsender Amplitude del' Leitstrahl abnimmt. 
Auf der logarithmischen Spirale mage sich ein Punkt P mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit w bewegen, {} = wt, wobei t die Zeit bedeutet. 
die zur Zuriicklegung des Winkels {} gebraucht wird. Er mage zu einem 
Umlaufe die Zeit T benatigen, so daB w' T = 2n ist. Unter Ein
fUhrung der Zeit t erhiilt die Gleichung del' logarithmischen Spirale 
die Gestalt r = a. e -b wt = a . e -J.t, 

wenn b w = A gesetzt wird. 
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Mit dem auf der Spirale sich bewegenden Punkte P denken '''IT 
uns nun einen Punkt Q auf der durch 0 gehenden Normalen zum 

Abb. 226. 

Anfangsstrahle derart verbunden, 
daB Q P parallel dem Anfangsstrahle 
ist; Q fUhrt bei jedem Umlauf 
von Peine Hinundherbewegung 
aus, die stets durch0 fUhrt; die Pen
delungen werden hierbei bestandig 
kurzer. Bezeichnen wir OQ mit y, 
so ist in jeder Lage 

oder 

bzw. 

y = rsin-o 

y = a e-usinw t 

-At. 2n 
y = a e Slll -'i' t . 

Dies ist aber die Gleichung der gedampften Schwingung. 1st 
die Tangente an die Spirale parallel dem Anfangsstrahl, so hat der 
die gedampfte Schwingung ausfUhrende Punkt Q seinen groBten Aus
schlag und kehrt um; hier ist also seine augenblickliche Geschwindig
keit gleich Null. Da nach 59) in diesem FaIle cp + {} = n sein muB, 

so ist die zugehorige Amplitude {} durch die Gleichung bestimmt tg-o =t; 
demnach ist del' Zeitpunkt, in welchem Q umkehrt, 

1 1 1 OJ T 2n 
t1 = -;;;-arctg T = -;;;-arctg y = 2narctg J.T' 

m Ubereinstimmung mit del' in (57) gefundenen Formel. 
D. Eine besondere Spirale, die Fermatsche Spirale, findet neuer

dings im Rundfunkgerat Verwendung. Del' in ihm eingebaute Dreh
plattenkondensator tragt auf seinem K.l1opfe eine Ablesevorrichtung 
zur Einstellung del' richtigen Wellenlange. Die feste Platte des Konden
sators ist halbkreisformig, die an ihr vorbeizudrehende war es ur
sprunglich auch. Daher war die Kapazitat C proportional dem Dreh
winkel IX. Da nun die Wellenlange 1 sich aus der Formell = 2 n fLC 
berechnet (L Selbstinduktion), so war 1 proportional va. Das hatte 

Abb.227. 

zur Folge, daB die Einteilung an del' Ab
lesevorl'ichtung ungleichformig war, und 
zwar fUr kleine Wellenlangen wesentlich 
dichter als fUr groBe (s. Abb. 227), so daB die 
Einstellung fiir jene wesentlich ungenauer 
wurde als fUr diese. Um eine gleichmaBige 
Empfindlichkeit des Kondensators zu er

zielen, gibt man del' Drehplatte eine spiralige Abgrenzung; die Glei
chung del' Spirale moge r = f({}) lauten. Nach Drehung um den 
Winkel n aus del' Anfangslage befindet sich dann eine Flache F 
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libel' del' festen Platte, die sich zu F = i Ir2 d{} ergibt. Da sie pro
o 

portional zu C, also proportional }.2 ist, }. abel' proportional {} sein solI, 
so erhalten wir fUr r die Gleichung 

1} 

i I r2 d{} = c· {}2 • 

o 
Beiderseitiges Differenzieren nach {} liefert 

also r = 21;;·1:& , r=ay:&, 
die Gleichung del' Fermatschen Spirale, deren Gestalt Abb.228 
zeigt. Da man in del' Gestalt del' Drehplatte die Umrisse einer Niere 
zu erkennen glaubte, wird 
diesel' Drehkondensator 
von gleichmaBiger Emp
findlichkeit fUr Wellen
langeneinstellung auch 
als "Nierenplattenkon
densator" bezeichnet. 

(144) Neben den ange
fUhrten Spiralen sind noch 
andere Kurven einer Un-

tersuchung in Polarkoordinaten leicht zuganglich; del' Leser behandle 
beispielsweise die uns aus (139) S.395 bekalmte Kardioide auf diese 
Weise und zeige insbesondere, daB die von ihr eingeschlossene Flache 
den Inhalt J = 6]1; l2 hat. Hier seien noch die Lemniskate und die 
Kegelschnitte behandelt. Die Lemniskate hat die Gleichung 

r = a 1cos2 '&. 66) 

Del' Leitstrahl ist also nul' so lange reell, als cos2{} > 0 ist, d. h. fUr 
Werte von {}, die in den Grenzen 

und 
3 5 
-]I; < {} <:: -]1; 
4 = = 4 

liegen. Den zu einer bestimmten Amplitude {} gehorigen Lemniskaten
punkt P kann man durch folgende Konstruktion finden (s. Abb. 229): 
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Man wahlt auf dem Anfangsstrahle den Punkt A so, daB OA = a ist, 
und schlagt tiber OA als Durchmesser den Kreis k. Diesen bringt man 
mit dem freien Schenkel der Amplitude 2{} in Q zum Schnitt; dann 
schlagt man urn 0 den durch Q gehenden Kreis, der OA in R trifft, 
und errichtet in R das Lot auf OA, das k in 8 schneidet; schlieBlich 
schlagt man urn 0 den durch 8 gehenden Kreis, der den freien Schenkel 
der Amplitude {} in dem Lemniskatenpunkt P trifft. Es ist in der Tat 

OR = OQ = acos2{}, folglich OP2 = 08 2 = a . a cos 219 , 

also OP = r = a Ycos2{}. 

Gleichung 66) sagt weiterhin aus, daB die Lemniskate aus vier 
zu einander symmetrischen Teilen besteht, und daB der Anfangsstrahl 
und seine Verlangerung sowie die in 0 auf diesem senkrechte Gerade 
die Symmetrielinien sind. Noch deutlicher laBt sich diese Eigenschaft 
erkennen, wenn wir die Gleichung der Lemniskate im rechtwink
ligen Koordinatensystem aufstellen. Da 

und 

ist, so ist (x2 + y2)2 - a2 (x2 - y2) = 0 die gewiinschte Gleichung, 
aus der die zu den beiden Koordinatenachsen symmetrische Lage der 
Kurve ohne weiteres hervorgeht. 

Es ist ferner 
I sin2tf J/a4 - r4 
r=-a---=----

Vcos2tf r' 
da 

also 

sin219 = Jla4 - J4 
ist. Folglich ist a2 

r2 
cos2{} = 2' a 

tglP = !, = a Ycos2{} : (- a _~~~2tf) = -ctg2 {}, 
r Jlcos2tf 

also IP = ; + 217; 

d. h. der Winkel zwischen Leitstrahl und Kurveml0rmale 1P' = 219 . 
Urn also in P die N ormale zu zeichnen, tragt man in P an PO den 
Winkel 2{} an; der freie Schenkel ist die Normale. Damit ist dann 
auch die Tangente gefunden. Den Hochstpunkt der Lemniskate er
halten wir durch die Erwagung, daB nach 59) IP + {}. = n sein muB, 
aus der Gleichung 

aus der sich ergibt 
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Da die Subnormale 
I ya4 - r4 

8n =r = ---r-

ist, so ist die Lange der N ormalen 

1/ a4 - r4 a 2 
n= r2 +--=-. r2 r 

Schneidet man os mit dem in A auf OA errichteten Lote in U, so ist 
OU = n; denn es ist im rechtwinkligen Dreieck OAU AS...L OU, 

-2 a2 
folglich OS· OU = OA oder OU = - = n. Urn also die Normale 

r 

im Punkt T zu zeichnen, k6nnen wir auch so verfahren: Wir errichten 
in 0 auf OP das Lot und schlagen urn P mit n den Kreis, der das Lot 
in N schneidet; PN ist dann die gesuchte Normale. 

Ferner ist 

Da nun 

ist, so ist 

Hieraus folgt 

dr' 
dr 

1/ dr' dr' dr I dr' 
r = df} = dr . df} = r dr . 

-4fl ,/--r • ---- - ya4 - r4 
. 2 ya4 - r 4 

1/ a4 + r4 

r = --fl-' 

oder 
n 

e=3' 

Der Kriimmungsmittelpunkt und damit auch der Kriimmungskreis 
lassen sich demnach in iiberaus einfacher Weise zeichnen; u. a. hat 

der Kriimmungshalbmesser im Scheitel A die Lange ]-, im H6chst

punkte die Lange i 13 . 
Der Inhalt der von der Lemniskate, dem Anfangsstrahle und dem 

Leitstrahle von der Lange r begrenzten Flache ist 
if If a2 ~ a2 1 ,/---F ="2 a2 cos2{}d{} = 4[sin219-]~ =4 sin2 {} = 4" va4 - r4. 

o 
2 . 

Setzen wir {} = 'i- oder r = 0, so ist F = ~, und der Inhalt der von 

der schleifenf6rmigen Lemniskate begrenzten Gesamtflache wird F = a2 • 

Der von A aus gerechnete Kurvenbogen ergibt sich zu 
if if ,1 

8 = fn. d{} = f:2 
d{} = afVC:Sf}2f} 

o 0 0 

Wicke, Ingenieur-Mathematil, I,'j'- 27 
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oder 
if r 

f a2 Ii dr 
8 = ~r'dr= -a2 ,/-. 

r· va4-r4 
o a 

Beide Integrale kannen wir erst spater auswerten [s. (201) S.662]. 
Auf eine weitere Konstruktionsart der Lemniskate sei zum Schlusse 

noch hingewiesen. Wir wahlen in Abb. 229 auf der Geraden OA die 
beiden Punkte Fl und F2 im Abstande 

a 1-OFl = OF2 = 21 2. 

Dann ist nach dem Kosinussatze 

--0 a2 a - --2 a2 a ,/-
Flr= 2 + r2 - 2· 2-Vrcos~ und F 2P = 2 + r2 + 2· 2 y2rcos~ 

oder 
a4 

(FIP, F 2P)2 ="4 + a2r2 + r4 - 2a2 r2 COS2~ 

a2 
= "4 + a2r2 + r4 - a2r2 (1 + cos2{J,) 

a4 a4 r2 a4 
= "4 + r4 - a2r2 cos2~ = "4 + r4 - a2r2. a2 = "4 

oder 
F 1P. F 2P = a; = (; V"2y = OFl2. 

Die Lemniskate ist der Ort aller Punkte, fur welche das 
Produkt aus den Abstanden von zwei festen Punkten Fl 
und F2 konstant, namlich gleich dem Quadrate aus der 
halben gegenseitigen Entfernung dieser beiden Punkte ist. 
Gibt man sich demnach auf der Mittelsenkrechten zu FIF2 einen be
liebigen Punkt H und errichtet man in F2 auf F2H das Lot, das ,die 
Mittelsenkrechten in H' schneidet, so sind rl = OH und r2 = OH' 
zwei Strecken, mit denen man nur urn F 1 bzw. F 2 Kreise zu schlagen 
braucht, urn in deren Schnittpunkten Punkte der Lemniskate zu er
halten. 

Die Lemniskate erscheint so als Sonderfall einer umfassenderen 
Gruppe von Kurven, den Cassinischen Kurven, bei welchen das Produkt 
aus r und r' nicht gerade gleich dem Quadrate fiber der halben Ent
fernung von Fund F' ist, sondern irgendeinen beliebigen, aber kon
stanten Wert hat. 

Suchen wir schlie.Blich die zur Lemnis]{ate kreisverwandte Kurve 
[s. (126) S.338], wobei der Verwandtschaftskreis der urn 0 durch A 
geschlagene Kreis sein mage, so muB der Leitstrahl t des zur Amplitude ~ 
geharigen Punktes dieser Kurve die Bedingung erffillen 

t· r = a2 oder 
a2 a 

t=-=---
r ycos2a' 
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Setzen wir diese Gleichung in rechtwinklige Koordinaten urn, so er-

halten wir r2 cos2f} = a2 oder r 2 cos2 f} - sin2 f} = a2 

oder schlieBlich x2 - y2 = a2 [so (112) S.303]. 

Die Lemniskate ist die zur gleichseitigen Hyperbel kreis
verwandte Kurve. 

(145) Unter einem Kegelschnitte wollen wir den geometrischen Ort 
aller Punkte versiehen, fur welche das Verhiiltnis des Abstandes von 
einem festen Punkte F, dem B re nn punk t e, und von einer festen 
Geraden l, der Leitlinie, gleich einem konstanten Werte e, der nume
rischen Exzentrizitat ist. Wir erhalten demnach auf folgendem 
Wege Punkte des Kegelschnittes: Wir tragen auf zwei sich schneidenden 
Geraden vom Schnittpunkte 8 aus zwei Streeken 8M = m bzw. 8N = n 
ab, so daB m:n = e ist. Eine beliebige Parallele zu MN schneidet auf 
den beiden Geraden zwei Strecken 8M' und 8N' ab, deren Verhaltnis 
ebenfalls e ist. Mit 8M' schlagen wir urn F einen Kreis, im Abstand 8N 
ziehen wir zu l die Parallele. Die Schnittpunkte zwischen Kreis und 
Parallele sind Punkte des Kegelschnittes. Wahlen wir F als Nullpunkt 
und die Verlangerung 
des von F auf l gefall- . 
ten Lotes als Anfangs
strahl eines Polar-

koordinatensystems 
(Abb. 230), so ist, wenn 

//'N 
/~t 

#/ 
F D = d der Abstand J4-----m 

des Brennpunktes von 
der Leitlinie ist, der 
Abstand PQ eines Abb.230. 

Kurvenpunktes P von 
der Leitlinie gleich d + r cos f}; demnach mussen die Polarkoordinaten 
eines jeden Kegelschnittpunktes die Gleichung erfullen 

r 
-;-d --;+-r-c-o-s""'{} = e oder 

sd 
r = =-1---s c-o-s-={} • 67) 

Diese Gleichung heiBt die Polargleichung des Kegelschnittes. 
Der Anfangsstrahl ist eine Symmetrielinie des Kegelschnittes, da sich 
aus 67) fur entgegengesetzt gleiche Amplituden {} gleiche Leitstrahlen r 
ergeben; sie heiBt die Hauptachse des Kegelschnittes; und die beiden 
auf ihr gelegenen Punkte A und A', die man dadurch erhalt, daB man 
die Strecke FD innen und auBen im Verhaltnis e teilt, sind die Haupt
seheitel des Kegelschnittes; man erhalt ihre Leitstrahlen fur 19 = 0 
und f} = ;n; zu 

und 
sd 

rA' = 1 + s· 

27* 
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Fur {} = ~. und 1'1 = in ergibt sich r = Ed = p; p heiBt del' Para

meter des Kegelschnittes und ist die ZUlll Brennpunkt gehorige Ordinate. 
Unter Verwendung von p geht die Gleichung 67) uber in 

und es wird 

r= p 
1- ecosf}' 

p rA=-l-e 
und 

67') 

Wir mussen nun drei verschiedene FaIle unterscheiden, je nachdem 
E ~ 1 ist. Ist E = 1, so lautet die Gleichung 

Es wird 

r - p 
- 1- cos{]>· 

p 
rA' = 2' p == d. 

Del' Kegelschnitt heiBt Parabel und hat die Eigenschaft, daB del' eine 
Scheitel A im Unendlichen liegt, wahrend del' andere A'der Mittel
punkt von FD ist. Da E = 1 ist, so ist die Para bel del' Ort aIler 
Punkte, fur welche die beiden Abstande yom Brennpunkt 
und von del' Leitlinie einander gleich sind. 

Ist E < 1, so heiBt die Kurve Ellipse. Da in diesem FaIle 1 - ECOS{} 

stets positiv und endlich sein muB, so liegt nach Gleichung 67) und 67') 
auf jedem Leitstrahle ein Punkt del' Kurve; die Ellipse ist eine ge
schlossene Kurve. Del' Leitstrahl ist am groBten fUr {} = 0, am 
kleinsten fUr {} = n. Del' Scheitel A liegt unter allen Ellipsenpunkten 
am weitesten von F entfernt, del' Scheitel A' ihm dagegen am nachsten. 

Ist schlieBlich E > 1, so heiBt die Kurve Hyperbel. Fur sie kann 

1 - ECOS1'J positiv, negativ und Null sein, je nachdem cos{};; ~ 
ist. Mit 1 - ECOS{} ist auch r positiv, und zwar am kleinsten fUr 

{} = n : r A' = 1 ~ e· Mit 1 - E cos{} ist auch r negativ, del' absolute 

Betrag am kleinsten fUr {} = ° : r A = - 8 ~ 1. Sowohl del' Scheitel A 
als auch del' Scheitel A' liegen demnach yom Brennpunkte F aus auf 
der gleichen Seite del' Achse, namlich auf del' nach l hin gerichteten, 
und zwar A' zwischen Fund D, da 

r A' = ;-~-f" d < d , 

dagegen A noch uber D hinaus, da 

-rA=+_e-d>d 
e-l 

ist. Ist schlieBlich cos{} = ~, so ist r = 00. Die Hyperbel besitzt 
c 

daher zwei unendlich ferne Punkte. 
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Abb.231 zeigt fUr verschledene Werte s die Kegelschnitte, die 
den Brennpunkt und die Leitlinie gemeinsam haben. 

DaB die im obigen definierten Kegelschnitte Ellipse, Parabel und 
Hyperbel identisch sind mit den von uns schon friiher behandelten 

Abb.231. 

Kurven gleichen Namens, kchmen wir sehr einfach nachweisen, wenn 
wir vom Polarkoordinatensystem zum rechtwinkligen Koordinaten
system iibergehen. Aus Gleichung 67') erhalten wir 

r = s . r cos {} + p. 
Setzen wir 

C9--
r = V X2 + y2 , r cos {} = x 

[so (lOG), Formeln 8) und 9)], so ergibt sich 

fx2+y2 = p + SX, 

woraus wir durch Quadrieren erhalten 

X2 (1 - S2) + y2 - 2s P x - p2 = O. 

J etzt verschieben wir den Anfangspunkt des rechtwinkligen Koordinaten
systems nach dem Scheitel A', und zwar, da 

p 
rA'=l+c' also 

ist, mittels der Verschiebungsformeln 

x=.;---p~ 
1 + s' 

und erhalten 

FA'=-~
l+c 

y = 17 

(1 - S2) (.; - ~P_)2 + 1]2 _ 2s P (.; _ _ P_--) _ p2 = 0 
1+8 1+8 
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oder geordnet 
(1 - 82) ~2 + 1]2 - 2p!; = ° , 

Scheitelgleichung des Kegelschnittes. 
Fur 8 = 1 geht sie tiber in 

1)2 - 2p~ = 0, 

eine Gleichung, die uns schon aus dem ersten Abschnitt [so (38), 
Formel 72)] als die Scheitelgleichung der Parabel bekannt ist. Damit 
ist die Identit1it der Parabel nachgewiesen. 

SchlieBlich verschieben wir den Anfangspunkt des rechtwinkligen 
Koordinatensystems nach dem Mittelpunkt M der Strecke A'A. Da 

ist, so ist 

und demnach 

AIF = ~ __ 
1 + Ii und P FA=rA=--1-6 

AlA = p(_I_ + _1_) = ~~ 
,l - 8 1 + 6 1 - £2 

A'M= 1~2' 
-8 

Daher lauten die Verschiebungsgleichungen 

und demnach die Kegelschnittsgleichung 

oder 
(1 - 82) (f + i ~ e2Y + ~2 - 2p (f + 1 ~ 6 2) = ° 

(1 - 8 2) );2 + h2 = ~ 
~ 'J I _ 6 2 , 

aus der die Gleichung folgt 

~2 t)2 

( _P_\2 + p2 = 1 , 
1-82) 1 - 62 ' 

Achsengleichung der Kegelschnitte. 
Nehmen wir erst den Fall der Ellipse 8 < 1, so k6nnen wir auch 

schreiben 
~2 ~2 

(-)2+( 2=1. 
1 ~ 8 2 VI: 8 2) 

Diese Gleichung geht aber in die uns aus (136) S. 374 bekannte Achsen
gleichung der Ellipse 

tiber, wenn wir 
p 

a = 1 _ £2' 
b=-P

VI - 82 
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setzen, womit die Identitat der Ellipse nachgewiesen ist. 1m FaIle 
der Hyperbel ist E> 1; wir schreiben jetzt die Achsengleichung: 

/;2 \)2 
-,-----"'----;-::-----=1. 

(82 ~ S (Y82 ~ S 
Setzen wir hier 

P 
82 -1 = a, 

so geht diese tiber in 

die wir schon aus (112) S. 304 als dieAehsengleieh ung der Hyperbel 
kennen, womit schlieBlieh auch die Identitat der Hyperbel nach
gewiesen ist. 

Wir sehlieBen hiermit die Behandlung der Kurven in Polarkoordi
naten ab; es bleiben nun noeh die ebenen Kurven zu untersuchen, 
deren Gleiehung inder unentwickelten (impliziten)Formj(x, y) = 0 
gegeben ist. Vorher aber mtissen wir uns mit der Lehre der partiellen 
Differen tialq uotien ten vertraut machen, die uns zur analytischen 
Geometrie des Raumes fiihrt. 



TabeUe der wichtigsten Integrale. 

TI 1) .f xndx 
xn + 1 

n+-I, 
n + l' 

2) fd: = lnx, 

f dx 3) x2 + 1 = arctgx = -arcctgx, 

4)f~ 1 1 + x = mt;tgx = -In-- -1- x2 2 1- x' 

5)f~ 1 x-I = -mt~tgx = -In---x2 -1 2 x + l' 
6) f dx 1 

= -In(ax + b), ax+ b a 

fdx 
7) x2+a2 

1 x 
= -;;arctg-;;, 

8) f dx x2 _a2 

1 x-a 1 x 1 a+x = -In-- = --2h~tg- = --In--2a x + a a a 2a a - x 
1 x = --mt;tg-
a a ' 

f x+a 1 2 
9) x2+2ax+bdx = "2 In (x + 2ax + b). 

TIll)! dx Yl - x2 
= arcsinx = -arccosx, 

2) fy dx ~: 
x2 + 1 

3)!~· yx2 - 1 

4)!~:C-ya2 _ x2 

= mt6inx = In(x + yx2 +-1), 

= mt~Olx = In (x + YX2 1), 

. x x = arCSIn -;; = - arccos -;; , 

= mt~Ol~ = In (x + 1/x2 - a2 ), a 

= mt6in~ = In (x + yx2 + a2), a 



Tabelle der wichtigsten Integrale. 

7) J~ = hl(X + -VX2 + a), 
j/x2 + a 

8) r~ ="(x2+a, 
• VX2 + a 

9)f~~ =-~ X2, j/a2 _ x2 

10) ( dx . x - r 
J j/2rx _ x2 = arCSln~r-' 

11)1 dx =5ihQ:ofx±r=ln(x±r+-Vx2±2rx), 
j/x2±2rx r 

12) ---- dx = - arcsm - - -1 a2 - x2 f X2 a2 • x x /---
]Ia2=X2 2 a 2 ' 

13) JVa2 - x2 dx = ~2 arcsin: + ; -Va2 X2, 

14) Jj/x2X: a dx =; -VX2 + a - ; In(x +"(x2 + a), 

14') --dx = --yx2 + a2 - -5ih:6in-1 X2 x a2 x 
j/x2 + a2 2 2 a ' 

14/1) J x2 dx 
j/x2 - a2 

x a2 x = _-YX2 - a2 + - 5ih:Q:ol'-
2 2 I a ' 

15) J-VX2 + adx 

15') J-VX2 + a2 dx = ; ~ + ;2 5ifr6in: ' 

15/1) J-VX2 - a2 dx = ; -VX2 _ a2 _ ~2 5ifrQ:of: . 
TIlIl) JSinX dx = -cosx, 

2) JCOSXdX = + sin X , 

3)J~ sin2 x = -ctgx, 

f dx 4) ---
cos2 x = tgx, 

5) J 6inxdx = Q:ofx, 

6) JQ:OfXdX = 6inx, 

425 
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8) (dx 
) C£of2 x 

9) JaxdX 

10) J eXdx 

11) JtgXdX 

12) J ctgxdx 

13)J~X-
sinx cosx 

14) J ~x 
sIn x 

15)J~ cosx 

16) JinX dx 

17) J xm Inx dx 

18) J arcsinx dx 

19) JarccosxdX 

20) Jarctgxdx 

21) J arctgx dx 

22) JSin2 xdx 

23) J cos2 X dx 

Tabelle del' wichtigsten Integrale. 

= -0]gx, 

=%gx, 

= -Incosx, 

= Insinx, 

= Intgx, 

= xInx - x, 

xm +1 

= (m + 1)2 [(m + l)lnx - 1], 

= x arcsin x + 11 x2 , 

= X arccosx - p - x2 , 

1 
= X arctgx - 2 In (1 + x2) , 

1 
=xarcctgx+ 2In (1 + x2 ) , 

xl. 
= 2 - 2smxcosx, 

x + 1 . =2 2smxcosx, 

24) J' ax . b d _ ea " (a sinbx - b cosbx) 
e SIn X X - a2 + b2 , 

25) J ax b d eO" (a cosbx + b sinbx) 
e cos X X = a2 + b2 , 

J xneax nJ 26) xn eax dx = -- - - xn- 1 eax dx 
a a ' 
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27) eax a f eax -- -- --dx - (n - I) xn 1 + n - 1 X,,-l ' 

28) fSiU"XdX = _ ~ Sin"-IX COSX + n - Ifsiu,,-2 X dx, 
n n 

29) f dx 
sinn X 

1 cosx n - 2J' dx 
=-n-lsinn - 1x+n-1 sinn- 2x· 

30) fCOS"Xdx 1 n-If = -cos"-Ixsiux + -- cos"-2xdx 
n n ' 

31) f dx 1 sin x n - 2f dx 
cosn x = n --="I COSn -1 X + n - 1 cos" - 2 X ' 

\

fX"SiuaXdX = - ~ x"cosax + :fX"-lcosaxdx, 

! x"cosaxdx = ~x"sinax - ~!X"-lsiuaXdX. a a 

32) 
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