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Aus dem Vorwort zur erst en Auflage. 
Es bedarf kaum eines Wortes der Rechtfertigung, wenn neben 

den schon vorhandenen funktionentheoretischen Lehrblichern nunmehr 
die Vorlesungen von ADOLF HURWITZ liber allgemeine Funktionentheorie 
und elliptische Funktionen erscheinen. 

Der erste Abschnitt behandelt die allgemeine Theorie der ana­
lytischen Funktionen einer komplexen Variablen. Der Aufbau dieser 
Theorie wird im Geiste der WEIERSTRASzschen Ideenbildungen auf 
arithmetischer Grundlage konsequent vollzogen. 1m zweiten Abschnitt 
wird, ebenfalls von WEIERSTRASzschen Gesichtspunkten aus, eine knappe, 
aber recht vollstandige und iibersichtliche EinfUhrung in die Theorie 
der elliptischen Funktionen gegeben. 

Bei aner inneren Konsequenz des so errichteten Gebaudes kann 
der Lernende sich heute mit den Gesichtspunkten der WEIERSTRASZschen 
Theorie allein nicht mehr begniigen. Hieraus ergab sich der Plan, in 
einem selbstandigen Anhang eine EinfUhrung in den RIEMANN schen 
geometrisch-funktionentheoretischen Gedankenkreis zu geben. 

Das vorliegende Buch als Ganzes gibt, aus drri verhaltnismaDig 
selbstandigen und fUr sich allein lesbaren Abschnitten bestehend, 
einen einfUhrenden Uberblick iibrr die meisten wichtigen funktionen­
theoretischen Gedankenreihen. - Dem Anfanger, drr dieses Buch zum 
Selbststudium benutzen will, mag empfohlen werden, zugleich mit 
dem erst en Abschnitt die ersten KapiteJ des dritten zu lesen. 

Gottingen, im Juni 1922. 

Aus dem VorW"ort zur zW"eiten Auflage. 
Die vorliegende zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten 

in den beiden von HURWITZ herrlihrenden Abschnitten durch Verbesse­
rung und Glattung von Einzelheiten. 

Eine Umgestaltung von Grund aus dagegen hat der vom Unter­
zeichneten herrlihrende Abschnitt liber geometrische Funktionentheorie 
erfahren. Hierbei ist allerdings dieser Abschnitt in seinem Umfange 
wesentlich angewachsen und hat sich zu einer selbstandigen Dar­
stellung entwickelt, die in ihrem Charakter von der HURWITZschen 
wesentlich abweicht. So wie das Buch jdzt vorliegt, hofk ich, daD 
es als Ganzes - trotz der mit seiner Entstehung (und vielleicht der 
Natur der Sache) zusammenhangenden Unhomogenitat - demLernenden 
einen lebendigen Eindruck zugleich von der Vielgrstaltigkeit und der 
Einheit unserer Wissenschaft vermitteln wird. 

Gottingen, im Marz 1925. 
R. COURANT. 



Vorwort zur dritten Auflage. 
Auch in der dritten Auflage haben die von HURWITZ herruhrenden 

beiden ersten Abschnitte keine Anderungen erfahren, abgesehen von 
Verbesserungen und Erganzungen in Einzelheiten. Der dritte Abschnitt 
jedoch ist wiederum in vielen Punkten erweitert u~d umgestaltet worden. 
Es soUodadurch erreicht werden, daB er eine wirklich vollstandig un­
abhangig von den vorangehenden Abschnitten lesbare Darstellung der 
Funktionentheorie vom geometrischen Standpunkt aus gibt und auch 
den Zugang zu den neueren Spezialforschungen offnet. Eine kleine 
Vermehrung des Umfanges war dabei nicht zu vermeiden. 

Ich schulde einer Reihe von Fachgenossen fur Ratschlage und 
sonstige Mithilfe herzlichen Dank, vor allem den Herren HARALD BOHR, 
CARATHE;ODORY und V. D. WAERDEN. Ganz besonders aber muB ich 
an dieser Stelle Herrn Dr. WERNER WEBER fUr seine selbstlose Hilfe 
bei jeder kleinen und graBen mit der Herausgabe der Neuauflage ver­
bundenen Muhe danken. Ohne diese Hilfe ware das Erscheinen des 
Buches zum mindesten urn viele Monate hinausgezogert worden. 

Gottingen, im Oktober 1929. 
R. COURANT. 
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Erster Abschnitt. 

Allgemeine Theorie der Funktionen 
einer komplexen Veranderlichen. 

Erstes Kapitel. 

Die komplexen Zahlen. 
§ 1. Begriff der komplexen Zahl. 

Die Einfiihrung der komplexen Zahlen hat ihren Grund bekanntlich 
in dem Umstande, daD die Gleichungen zweiten Grades mit reellen 
Koeffizienten in zwei Kategorien zerfallen: in solche mit Losungen und 
solche ohne Losungen. Wird man in mathematischen Untersuchungen 
auf die Unmoglichkeit gefiihrt, gewissen Aufgaben zu geniigen, so ver­
sucht man, durch eine Erweiterung der fundamentalen Begriffe diese 
Unmoglichkeit zu beseitigen. So fam die Unmog-
lichkeit, gewisse quadratische Gleichungen aufzu-
1i:isen, fort, wenn wir den Bereich der reellen Zahlen 
erweitern durch Einfiihrung der komplexen Zahlen. 
Urn die komplexen Zahlen zu definieren, betrachten o 
wir die Gesamtheit aller Zahlenpaare (a, b), welche 
wir durch die Punkte einer Ebene geometrisch 

b 

a 

Abb. 1. 

versinnlichen wollen (Abb. 1). Jedem solchen Zahlenpaar ordnen wir 
das Zeichen 

a + bi 

zu, in welchem der Buchstabe i zunachst nur als ein reines Symbol 
anzusehen ist. Wir set zen sogleich fest, daD statt a + Oi einfach a ge­
schrieben werden soIl, statt 0 + bi einfach bi und statt 1 i einfach i. 
Die allgemeinen Zahlen a, welche wir von jetzt ab reelle Zahlen nennen 
wollen, sind also als Symbole den Punkten zugeordnet, deren zweite 
Koordinate Null ist. Insbesondere ist a + bi dann und nur dann die 
Zahl 0, wenn a = b = 0 ist. 

Den Symbolen a + bi geben wir nun dadurch den Charakter von 
Zahlen, daD wir bestimmte Festsetzungen iiber das Rechnen mit diesen 
Symbolen treffen. Dementsprechend werden wir von jetzt an die Sym­

. bole a + bi als komplexe Zahlen bezeichnen. Wir nennen a den reellen 
Hurwitz-Courant, Funktionentheonc. 3. Aun. I 



2 I, 1. Die komplexen Zahlen. 

und b den imaginiiren Teil der komplexen Zahl a + bi. Die Zahlen bi, 
deren reeller Teil Null ist, heiBen rein imaginiir. Endlich heiBt die Zahl 
1 i = i die imaginiire Einheit. 

Die Addition der komplexen Zahlen a + bi und a' + b'i definieren 
wir durch die Gleichung 

(1) (a + bi) + (a' + b'i) = (a + a') + (b + b')i. 

Offenbar geniigt die Addition, wie im Gebiete der reellen Zahlen, dem 
kommutativen und dem assoziativen Gesetze. 

Uberdies ist die Addition eindeutig umkehrbar, oder, wenn wir 
diese Umkehrung der Addition wieder als Subtraktion bezeichnen: die 
Subtraktion ist stets in eindeutiger Weise ausfiihrbar. 

Die Multiplikation von a + bi und a' + b'i definieren wir durch 
die Gleichung 

(2) (a + bi) (a' + b'i) = (aa' - bb') + (ab' + ba') i. 

Nehmen wir a = a' = 0, b = b' = 1, so ist also speziell 

i·i = i2 = - 1. 

Nimmt man b = 0, so ergibt sich 

a (a' + b'i) = (a + Oi) (a' + b'i) = aa' + ab'i. 

Insbesondere gilt also fiir jede komplexe Zahl x 

l·x= x. 

Ein anderer wichtiger spezieller Fall der Definitionsgleichung (2) ist 
der folgende: 

(a + bi) (a - bi) = a2 + b2 • 

Er enthalt das Gesetz der Multiplikation zweier konjugierter Zahlen. 
Darunter verstehen wir zwei komplexe Zahlen, we1che denselben reellen, 
aber entgegengesetzten imaginaren Teil haben. 

Aus der Gleichung (2) ist ersichtlich, daB (a + bi) (a' + b'i) die­
selbe Zahl vorstellt wie (a' + b'i) (a + bi), daB also das kommutative 
Gesetz fiir die Multiplikation der komplexen Zahlen gilt. 

Sind feruer 

ct. = a + bi, ct.' = a' + b' i, ct." = a" + b" i 

drei komplexe Zahlen, so ergibt eine leichte Rechnung, daB die beiden 
Zahlen (ct.ct.') ct." und ct. (ct.' ct.") identisch sind, also 

(ct.ct.') ct." = ct. (ct.' ct.") • 

Es gilt daher auch das assoziative Gesetz fiir die Multiplikation. Da 
der reelle und der imaginare Teil des Produktes (a + bi) (a' + b'i) 
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homogene lineare Funktionen von a' und b' sind, so gilt ersichtlich 
die Gleichung 

IX (IX' + IX") = lXIX' + IXIX" 

fUr je drei komplexe Zahlen IX, IX', IX"; d. h. das distributive Gesetz ist 
giiltig. 

Nach (2) ist ein Produkt zweier komplexer Zahlen Null, wenn ein 
Faktor Null ist. Aber auch umgekehrt: 

1st ein Produkt Null, so ist notwendig ein Faktor des Produktes Null. 
In der Tat folgt aus 

(a + bi) (a' + b'i) = 0, 
daB auch 

(a - bi) (a' - b'i) (a+ bi) (a' + b'i) = ° 
ist, oder, wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren in einem Produkt, 

(a + bi) (a - bi) ·(a' + b'i) (a' - b'i) = (a 2 + b2) (a'2 + b'2) = 0. 

Daher muB 
a2 + b2 = ° oder a'2 + b'2 = ° 

sein. Im erst en Falle ist a = b = 0, also der Faktor a + bi = 0, im 
zweiten Falle ist a' = b' = 0, also der Faktor a' + b'i = 0. 

Endlich bemerken wir, daB die Division, mit Ausnahme der Di­
vision durch Null, eine im Reiche der komplexen Zahlen stets eindeutig 
ausfUhrbare Operation ist. Denn betrachten wir die Gleichung 

(3) (a + bi) x = (a' + b'i), 

so folgt aus derselben 

(a 2 + b2) x = (a - bi) (a' + b'i) 

und hieraus, wenn a + bi =+= 0, d. h. a2 + b2 =+= ° ist, 

x = l·x = a2 ~ b2 (a2 + b2) x = a2 ~ b2 (a - bi) (a' + b'i). 

Dieser Wert von x befriedigt auch wirklich die Gleichung (3), weIche 
demnach stets eine und nur eine Lasung zuliiBt. 

Die Gleichungen 

(a - bi) + (a' - b'i) = (a + a') - (b + b') i, 

(a - bi) (a' - b'i) = (aa' - bb') - (ab' + ba') i 

zeigen, wenn man sie mit (1) und (2) vergleicht, daB die Summe bzw. 
das Produkt zweier komplexer Zahlen in den konjugierten Wert iiber­
geht, wenn man die Summanden bzw. die Faktoren des Produktes 
durch ihre konjugierten Werte ersetzt. Oder in anderer Ausdrucks­
weise: Ordnet man jeder komplexen Zahl ihre konjugierte Zahl als 
Bild zu, so entsteht dadurch eine Abbildung des Systems aller kom-

1* 
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plexen Zahlen auf sich selbst von der Eigenschaft, daB Gleichungen 
von der Form 

ct.+{l=y, ct.-{l=y, ct.{l=y 

bestehen bleiben, wenn man die in ihnen vorkommenden Zahlen durch 
ihre Bilder ersetzt. Daraus folgt dann sofort, daB tiberhaupt jede Glei­
chung zwischen komplexen Zahlen, deren beide Seiten durch aus­
schlieBliche Anwendung der Operationen der Addition, Subtraktion 
und Multiplikation gebildet sind, bestehen bleibt, wenn man jede der 
komplexen Zahlen durch ihre konjugierte Zahl ersetzt. 

§ 2. Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen. 
Satze iiber den absoluten Betrag. 

Die komplexen Zahlen lassen sich nach § 1 den Punkten einer Ebene 
umkehrbar eindeutig zuordnen, indem man der komplexen Zahl 

ct. = a + bi 

den Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten a, b entsprechen laBt. 
Zur Vereinfachung werden wir in der Folge den Punkt, welcher einer 
komplexen Zahl ct. entspricht, ebenfalls mit ct. benennen. Die Ebene, 
durch deren Punkte wir die komplexen Zahlen reprasentieren, nennen 
wir die komplexe Zahlenebene. Der Koordinatenanfangspunkt, welcher 
der Zahl Null entspricht, heiBe der Nullpunkt. 

r 

o a 

Abb.2. 

b 

Die Entfernung r des Punktes ct. vom Null­
punkt ist (Abb. 2) 

r = Va2 + b2 = V(a + bi) (a - bi). 

Diese GroBe wird der absolute Betrag der 
komplexen Zahl ct. genannt und nach WEIER­

STRASZ mit I ct.1 bezeichnet. Diejenigen Zahlen, 
welche einen und denselben absoluten Betrag r be­

sitzen, werden offenbar durch die Punkte einer Kreislinie mit dem Null­
punkt als Mittelpunkt und dem Radius r reprasentiert. Die einzige 
komplexe Zahl, deren absoluter Betrag 0 ist, ist die Zahl O. Ferner 
beweisen wir leicht: 

Der absolute Betrag der Differenz ct. - ct.' ist die Entfernung der beiden 
Punkte ct. und ct.'. 

1st namlich ct. = a + bi, ct.' = a' + b' i, so wird 

ct. - ct.' = (a - a') + (b - b') i 
und folglich 

I ct. - ct.' I = V(a - a')2 + (b - b')2. 

Einige weitere wichtige Satze tiber die absoluten Betrage erhalten. 
wir durch folgende Betrachtungen. 
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Bezeichnen wir den reellen Teil der komplexen Zahl a mit ffia, den 
imaginaren Teil mit 3 a,1 so ist 

und demnach 
(1) 

I at = Yfma)2-+l3a)2 

ffia < I ai, 
3a<l al, 

I ffial < I ai, 
13al<l al· 

Die Richtigkeit dieser Ungleichungen leuchtet auch geometrisch sofort 
ein: In dem rechtwinkligen Dreieck von Abb. 2 ist jede Kathete 
hochstens von der Lange der Hypotenuse. 

Bezeichnen wir mit a, {J zwei komplexe Zahlen, mit Q, {J die zu 
ihnen konjugierten Zahlen, so ist 

I al = Y D: Ci, I {J I = Y {J P , I D: {J I = Y (D: (J) (~P) = l' D:~ Y {J P 
und folglich 

(2) 

Ersetzen wir hier a durch f ({J 9= 0), so kommti ~ {J 1= : ·~I : fJ: und 

daraus 

(3) et 1 I et I 
ifJi TpT' 

Die Gleichung (2) laBt sich leicht auf ein Produkt a (J y ... ). von 
beliebig vielen komplexen Zahlen ausdehnen; fur ein soIches Produkt gilt 

la{Jy ... ).! = la!·!fJ!·!yl···!).1 
und speziell, wenn alle Faktoren einander gleich angenommen werden, 

(n = 1, 2, 3, ... ). 

Nunmehr vergleichen wir den absoluten Betrag einer Summe 

la + fJl 
mit den absoluten Betragen i ai und I {J I der Summanden. Es sei zu­
nachst D: + {J 9= o. Wegen 

et fJ 
l=et+fJ+et+fJ 

ist dann 

also nach (I) und (3) 

I et I I fJ i ' Ct ! I fJ I 
1 < Ct + fJ I + et + fJ I = T~-+ fJ I + ~+ fJ f ' 

endlich 

(4) 

1m FaIle a + fJ = 0 besteht dieselbe Beziehung trivialerweise. 

1 Diese Bezeichnungen soJlen auch im folgenden beibehalten werden. 
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Die sehr haufig zu brauchende Ungleichung (4) hat eine einfache 
geometrische Bedeutung. Betrachten wir namlich die drei Punkte (Abb. 3) 

0, rx, rx + fJ, 
so bedeutet I rx + fJ I die geradlinige Entfernung des Punktes rx + fJ 
vom Punkte 0, wahrend I rx I die Entfernung des Punktes rx vom Punkte 0 
und I fJ I die Entfernung des Punktes rx vom Punkte rx + fJ darstellt. 
Die Ungleichung (4) besagt also, daB die Summe der beiden letzteren 

o 
Abb.3. 

Entfernungen mindestens so groB ist wie die 
Ct:.+fJ erstgenannte Entfernung. 

Ersetzen wir in (4) die Zahl rx durch die 
Zahl rx - fJ, so kommt 

jrxl<lrx-fJl+lfJl 
und hieraus 

Irx-fJl ~lrxl-lfJl· 
lndem wir - fJ fiir fJ schreiben, gewinnt die vorstehende Unglei­

chung wegen I - fJ I = I fJ I die Gestalt 

(5) 1 rx + fJ 1 ~ 1 rx 1 - 1 fJ I· 
Nach (4) und (5) liegt also der Wert von I rx + fJ I stets zwischen 

den beiden Grenzen I rx I - I fJ I und I rx I + I fJ I . 
Der Winkel q; zwischen der Halbachse der positiven reellen Zahlen 

und der Richtung vom Nullpunkt zur komplexen Zahl ex wird Winkel, 
Arkus oder Amplitude von rx genannt und mit arc ex bezeichnet. Offen­
bar ist (Abb. 2) 

a = r cos q;, b = r sin q;, rx = a + b i = r (cos q; + i sin q;) . 

Dieser Darstellung von ex werden wir noch 
spater begegnen (S. 73). 

Wir wollen nun noch kurz die geometrischen 
Konstruktionen besprechen, welche der Addition 
und der Multiplikation der komplexen Zahlen ent­
sprechen. 

Sind rx und rx' zwei Punkte in der komplexen Abb.4. 
Zahlenebene, so ist ex ~ ex I der Mittelpunkt ihrer 

Verbindungsstrecke. Wenn daher 

ex + rx' = fJ + fJ' 
ist, so bilden die Punkte rx, rx', fJ, fJ' die Ecken eines Parallelogramms 
(Abb. 4). Urn also aus rx, rx', fJ 

fJ' = rx + rx' - fJ 
zu konstruieren, erganze man das Dreieck fJrxrx' zum Parallelogramm 
fJ ex fJ' rx', dann ist die fJ gegeniiberliegende Ecke fJ' der zu konstruierende 
Punkt. Wahlt man fJ = 0, so ist hierin die Konstruktion fUr die Summe 
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(I. + (I.' enthalten; wahlt man (I.' = 0, so hat man die Konstruktion fill 
die Differenz (I. - {J . 

Betrachten wir nun in der komplexen Zahlenebene zwei Dreiecke 
(I. (I.' (I." und {J {J' {J" (Abb. 5), so sind diese ahnlich, wenn 

rx'-rx {J'-{J 
rx" - rx {J" - {J 

ist. Denn zunachst folgt aus der vorstehenden Gleichung, indem man 
beide Seiten urn 1 vermindert, 

IX' - rx" P' - fJ" 
rx" - rx ~;, - {J 

und, indem man zu den absoluten Betragen iibergeht, 

1 (I.' - (1.1: 1 (I." - (1.1: 1 (I.' - (I." 1 = 1 {J' - {J I: 1 {J" - {J I: 1 {J' - {J" I, 

d. h. die Seiten des Dreiecks (I. (I.' (I." sind proportional den Seiten des 
Dreiecks {J {J' {J". Eine nahere Betrachtung, die wir 
iibergehen, zeigt, daB die beiden Dreiecke (I. (I.' (I." und 
{J {J' {J" gleichorientiert sind; d. h. wenn der Punkt (I." 

zur Linken der Durchlaufungsrichtung (I. (I.' liegt, so 
liegt auch der Punkt {J" zur Linken der Durchlaufungs­
richtung {J{J', und wenn der Punkt (I." zur Rechten 
der Durchlaufungsrichtung (I.(J.' liegt, so liegt auch 
der Punkt {J" zur Rechten der Durchlaufungsrich­
tung {J {J' .1 

Sind fiinf der Punkte (I., (I.', (X", {J, {J', {J", etwa Abb.5. 

die erst en fiinf, gegeben, so kann man hiernach den sechsten 

{J" = {J + ({J' - (J) rx'; - rx 
rx -rx 

(:1" 

leicht konstruieren. Man hat nur n6tig, iiber {J {J' ein Dreieck {J {J' {J" zu 
errichten, das ahnlich und gleichorientiert mit dem Dreieck (I. (I.' (x" ist. 
Nehmen wir speziell 

{J = 0, {J' = 1, (I. = 0, 

so erhalten wir eine Konstruktion fiir den Quotienten rx:', wahrend der 
Annahme rx 

{J = 0, (X = 0, (X' = 1 

eine Konstruktion fiir das Produkt {J' (x" entspricht. 

--->-
1 Nimmt man an, daB der Punkt i zur Linken der positiven Richtung 01 

der Achse der reellen Zahlen liegt, so liegt rx" zur Linken oder zur Rechten der 
CI..// - IX 

Durchlaufungsrichtung rx rx', je nachdem der imaginare Teil des Bruches -, -
rx-rx 

positiv oder negativ ist. 
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§ 3. Konvergente Zahlenfolgen. Die Zahlenkugel. 
Eine unendliche Folge komplexer Zahlen 

IXI = a l + bli, IX2 = a2 + b2i, ... , IXn = an + bni, 

wollen wir konvergent nennen, wenn jede der beiden Folgen reeller 
Zahlen 

(1) 
J ai' a2 , .•• , an, ... ; 

\ bl , b2, ... , b n' ., .• 

konvergiert 1. Es sind dann 

lim an = a, lim bn = b 

bestimmte endliche Zahlen. Wir nennen IX = a + bi die Grenze oder den 
Limes der Zahlenfolge lXI' IX2' ••• , IXn' • • • und schreiben 

lim IXn = IX. 

Jede unendliche Zahlenfolge, die nicht konvergent ist, heiBt divergent. 
Die Folgen (1) sind bekanntIich dann und nur dann konvergent, 

wenn zu jeder beliebig klein vorgeschriebenen positiven Zahl e der 
Index n so bestimmbar ist, daB 

(2) i ak - a" I < e und i bk - b" I < e 
ist, falls nur k und h groBer als n sind. 

Hieraus werden wir jetzt den Fundamentalsatz der Konvergenz fiir 
das komplexe Zahlgebiet ableiten: 

Die Zahlenlolge 
!Xl' cx.2, ..., OCn , 

ist immer und nur dann konvergent, wenn zu iedem positiven e der In­
dex n so gewiihlt werden kann, da/J 

I IXk - IX" I < e 
ist, sobald k und h gro/Jer als n sind. 

Offenbar ist dies eine notwendige Bedingung; denn aus (2) folgt 

I r/..k - r/.." I = Y (a k - a,,)2 + (b k - b,,)2 < y2 e , 

und i2 e kann ebenso jede beliebige positive Zahl darstellen wie e 
selbst. Die Bedingung ist aber auch hinreichend; denn aus 

I r/..k - r/.." I = i(ak -=a~)2 + (b k - b,,)2 < e 
folgt 

I ak - a" I < e und I bk - b" I < e , 
d. h. das Bestehen der Ungleichungen (2). 

1 Definitionen und einfache Tatsachen aus der Theorie der unendlichen Folgen 
reeller Zahlen und Reihen mit reellen Gliedern werden als bekannt vorausgesetzt. 
Man vergleiche etwa das Lehrbuch von KNOPP: Unendliche Reihen. 2. AutI. 
Berlin 1924. 
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Wir bemerken hier sogleich, daB die Bedingung des Fundamental­
satzes der Konvergenz schon erfrillt ist, wenn nur zu jedem positiven E 

der Index n so gewahlt werden kann, daB 

I r:t.k - r:t.nl < s 

ist, falls k> n ist. Denn ist letztere Bedingung erfUllt, so konnen wir 

zu i den Index n so bestimmen, daB 

ist, wenn k und h zwei beliebige Indizes > n bedeuten. Dann ist aber 

\ r:t.k - r:t.h I = I (r:t. k - r:t. n) + (r:t. n - r:t.h) I 
< \ r:t./c - r:t.n I + I (J..h - r:t. n \ <i + i = E, 

also wirklich die Bedingung des Fundamentalsatzes der Konvergenz 
erfrillt. 

An die Definition der konvergenten Zahlenfolgen knripfen wir 
nun noch eine weitere Definition. 

Kann bei einer Zahlenfolge 

rt,1' 0:2 , . . ., (J.n , •. . 

zu jeder beliebig groB gewahlten positiven Zahl G der Index n so be­
stimmt werden, daB 

\(J..kl > G 

ist, sobald k > n ist, so wollen wir 
sagen, die Zahlenfolge habe die 
Grenze Unendlich. Wir drricken 
dies durch die Gleichung 

aus. Urn fUr das hierdurch ein­
gefrihrte Symbol 00 ebenfalls eine 
geometrische Darstellung zu er­
halten, stellen wir folgende Uber­
legung an: 

Abb.6. 

Wir betrachten eine Kugel, deren Mittelpunkt sich senkrecht riber 
dem Nullpunkt der komplcxen Zahlenebene bcfindet. Diese selbst denken 
wir uns horizontal liegend und die Kugel im Nullpunkte berrihrend 
(Abb.6). Verbinden wir den hOchsten Punkt N der Kugel mit dem 
Punkte (J.. der komplexen Zahlenebene geradlinig, so schneidet die Ver­
bindungsgerade die Kugeloberflache auBer in N noch in einem weiteren 
Punkte, den wir ebenfalls (J.. nennen wollen. Diese Konstruktion, weIche 
jedem Punkte der Ebene einen bestimmten Punkt der Kugel zuordnet, 
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nennt man stereographische Projektion. Jede komplexe Zahl OC findet 
nun auf diese Weise einen ihr entsprechenden Punkt oc der Kugel. Dm­
gekehrt entspricht, mit Ausnahme des Punktes N, jedem Punkte der 
Kugel eine bestimmte komplexe Zahl. Dnd nun wollen wir festsetzen, 
daB der Punkt N als Reprasentant des Symboles 00 angesehen werden 
und dementsprechend Punkt 00 heiBen soll. 

Betrachten wir eine Zahlenfolge OCv OC2' ••• , OCn , ••• , fiir die 
limocn = 00 

n-+ro 

ist, so nahern sich die Punkte ocl , OC2' ••• , OCn , ••• der Kugel mit wachsen­
dem Index immer mehr dem Punkte N, wahrend die entsprechenden 
Punkte der Zahlenebene immer weiter vom Nullpunkt abriicken. Es 
entspricht also der Punkt N dem unendlich Fernen der Zahlenebene. 
Deshalb sprechen wir zuweilen kurz vom unendlich fernen Punkt der 
Zahlenebene, worunter wir uns dann aber immer den Punkt 00 der 
Zahlenkugel vorzustellen haben 1. 

Der Vollstandigkeit halber wollen wir hier die Formeln kurz ab­
leiten, die zwischen den Koordinaten des Punktes (x, y) der Zahlenebene 
und den Koordinaten des entsprechenden Punktes (~, 'Yj, C) der Zahlen­
kugel bestehen. Wir nehmen den Nullpunkt der Zahlenebene als Anfangs­
punkt und lassen die positiveZ-Achse mit derRichtungON zusammen­
fallen. 

Der Radius der Kugel heiBe a. Dann ist die Gleichung, welche 
ausdriickt, daB der Punkt (~, 'Yj, C) auf der Kugeloberflache liegt, 

~2 + 'Yj2 + (C - a)2 = a2 
oder 

~2+'Yj2=2aC-C2. 

Liegen nun der Punkt N (0,0,2 a), der Punkt (~, 'Yj, C) der Kugel und 
der Punkt (x, y, 0) der Zahlenebene in einer Geraden, so ist 

d.h. 

Hieraus folgt 

x - 0 y - 0 0 - 2a 
;-O='f}-O= C-2a' 

2a; 
x=2a-C' 

;2 + 'f}2 4a2 C 
x2 + y2 = 4 a2 • (2 a _ C)2 = 2 a - C" 

Es driicken sich also x, y und x2 + y2 durch folgende 
moge ~,'Yj, C aus: 

(3) 
2a; 

X= 2a-C' 
2a'f} 

y = 2a- C' 

Formeln ver-

1 Diese der Funktionentheorie angemessene Auffassung des unendlich Fernen 
der Ebene als eines Punktes steht in charakteristischem Gegensatz zu der Auf­
fassung der projektiven Geometrie, in welcher bekanntlich das unendlich Ferne 
der Ebene als eine Gerade angesehen wird. 
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Umgekehrt folgt: 
4 a2 x 4 a2 y 8 a3 

~ = x2 + y2 + 4 a2 , 'Yj = x2 +-;;2 -+ 4 a2 ' 1; = 2 a - %2+ y2 + 4 a2 • 

Betrachten wir in der Zahlenebene diejenigen Punkte, welche der 
Gleichung 

(4) A (x2 + y2) + B x + C y + D = 0 

geniigen, so bilden dieselben eine Kreisperipherie oder, falls A = 0 
ist, eine Gerade. Der Kiirze halber werden wir jede Gerade in der kom­
plexen Zahlenebene auch als Kreis (mit unendlichem Radius) bezeich­
nen, so daB also die vorstehende Gleichung (4) in jedem Falle einen 
Kreis in der Zahlenebene definiert. 

Den Formeln (3) zufolge geniigen die Koordinaten ~,'Yj,!; der 
Gleichung 

A(~-4a2) + B~+C~+D=O 
2a-C 2a-C 2a-C 

oder 

(5) 2 aB ~ + 2 aC'Yj + (4 a2A - D)!; + 2 aD = 0, 

wenn x und y der Gleichung (4) geniigen. Die Gleichung (5) stellt eine 
Ebene vor, wenn ~,'Yj, !; als laufende Koordinaten angesehen werden. 
Da eine Ebene die Kugel in einem Kreise schneidet, so folgt: 

Jedem Kreise in der Zahlenebene entspricht ein Kreis auf der Zahlen­
kugel. 

Der Satz darf offenbar auch umgekehrt werden, da die Koeffi­
zienten A, B, C, D so gewahlt werden k6nnen, daB die Gleichung (5) 
eine beliebige Ebene darstellt' Also: 

J edem Kreise aUf der Zahlenkugel entspricht ein Kreis in der Zahlen­
ebene. 

Diejenigen Kreise der Kugel, welche durch den Punkt 00 hindurch­
gehen, entsprechen den Geraden der Zahlenebene. Daher sagen wir, daB 
eine Gerade ein Kreis sei, welcher durch den unendlich fernen Punkt 
der Zahlenebene hindurchgeht. 

Die leicht beweisbare Tatsache, daB die stereographische Projektion 
eine konforme Abbildung der Ebene auf die Kugel darstellt, d. h. daB 
der Winkel zwischen zwei Kurven in der Ebene derselbe ist wie der 
Winkel zwischen den entsprechenden Kurven auf der Kugel, sei hier 
nur beilaufig erwahnt. 

§ 4. Haufungswerte unendlicher Zahlenmengen. 
Bezeichnet 8 eine positive Zahl, so wollen wir unter der Umgebung 8 

eines im Endlichen liegenden Punktes rx der komplexen Zahlenebene 
die Gesamtheit derjenigen Punkte z vetstehen, welche der Bedingung 
I z - rxl < 8 geniigen. Diese Punkte erfiillen das Innere eines Kreises 
mit dem Mittelpunkt rx und dem Radius 8. Die Zahl 8 nehmen wir als 
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MaB der GroBe der Umgebung. Auf der Zahlenkugel bilden die Punkte 
einer Umgebung des Punktes (1. das Innere eines urn den Punkt (1. sich 
legenden Kreises, der sich mit abnehmendem £ immer mehr auf den 
Punkt (1. zusammenzieht, aber im allgemeinen nicht den Punkt (1. zum 
Mittelpunkt hat. 

Unter der Umgebung £ des unendlich fernen Punktes wollen wir die 

Gesamtheit derj enigen Punkte z verstehen, die der Bedingung I z I > ~. 
geniigen. Diese Punkte erfUllen das A.uBere eines Kreises mit dem Mittel­

punkt 0 und dem Radius~. Auch hier nehmen wir £ als MaB fUr die e 
GroBe der Umgebung. Auf der Zahlenkugel stellt sich die Umgebung £ 

des unendlich fernen Punktes als das Innere eines Kreises dar, der urn 
den Punkt 00 der Kugel abgegrenzt ist und urn so kleiner wird, je 
kleiner £ ist. 

Wir betrachten nun eine Menge Evon unendlich vielen komplexen 
Zahlen. Dieselbe wird geometrisch durch eine Menge von unendlich 
vielen Punkten der Zahlenebene oder der Zahlenkugel dargestellt, 
welche wir ebenfalls mit E bezeichnen wollen. Dabei wollen wir nicht 
ausschlieBen, daB unter den Zahlen der Menge E sich gleiche finden, 
und rechnen in diesem FaIle einen und denselben Punkt der Punkt­
menge mehrfach zu. 

Die Punktmenge E auf der Zahlenkugel bildet eine Punktmenge im 
dreidimensionalen Zahlenraum, in welchem unsere Kugel liegt. Die 
Hiiufungsstellen dieser Punktmenge 1: sind gewisse Punkte der Kugel. 

Wenn (1. eine solche im Endlichen oder Unendlichen gelegene Hau­
fungsstelle ist 1, so liegen in jeder noch so kleinen Umgebung von (1. 
unendlich viele Punkte der Menge E. Wir konnen daher aus E eine 
Zahlenfolge 

so herausheben, daB 

ist. Daher nennen wir (1. auch einen Hiiufungswert der Zahlenmenge E. 
Wir kniipfen an di~se Betrachtung noch folgende Satze: 
Liegt eine Zahlenfolge 

vor mit der Grenze (1., so dafJ also 

lim(1.n = (1. 

ist, so besitzt die aus den Punkten (1.1' (1.2' ... , (1.n' ••• bestehende Punkt­
menge nur die H iiufungsstelle (1.. 

1 Jede beschrankte unendliche Punktmenge auf einer Geraden, in einer Ebene 
oder im Raum hat bekanntlich mindestens eine Haufungsstelle. 
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Umgekehrt: 

Besitzt eine Punktmenge der Zahlenkugel nur eine Haufungsstelle rJ., 

so ist die entsprechende Zahlenmenge a bzahlbar , la(Jt sich also in eine 
Reihenfolge 

bringen, und es ist dann 
ell' Cl2' ... , an, ... 

limrJ.n = rJ.. 
n-+ co 

Wir wollen den letzten Satz unter der Annahme beweisen, daB die 
eine Haufungsstelle rJ. im Punkte 00 liegt. Man erkennt leicht, daB die 
SchHis.se, die wir in diesem FaIle machen, auch fur jeden beliebigen 
Wert von rJ. anwendbar bleiben. 

Es liege also eine unendliche Punktmenge E vor mit der einen 
Haufungsstelle 00. Betrachten wir irgendeine Umgebung s des Punktesoo, 
so k6nnen auBerhalb derselben nur endlich viele Punkte von E liegen. 
1m anderen FaIle wurde namlich eine von 00 verschiedene Haufungs­
stelle von E existieren. In der komplexen Zahlenebene wird die Um­
gebung s durch das AuBere des Kreises mit dem Mittelpunkt 0 und dem 

Radius ~ dargestellt. 1m Inneren eines solchen Kreises liegen also immer 
£ 

nur endlich viele Punktc von E. 
Wir beschreiben nun urn den Nullpunkt eine Reihe von Kreisen, 

deren Radien nach irgendeinem Gesetze ins Un­
endliche wachsen, und zerlegen dadurch die Ebene 
in die Stucke I, II, III, ... , welche, abgesehen 
vom ersten, lauter Kreisringe sind (Abb. 7). 

Diesen Stucken entsprechend teilen wir die 
Punkte von E in Gruppen (I), (II), (III), ... ein, 
indem wir in jede Gruppe dicjenigen aufnehmen, 
welche in dem betreffenden Stucke liegen. J ede 
einzelne Gruppe enthaJt nur eine endliche Zahl 
von Punkten. Diese ordnen wir immer irgendwie, 

m 

© 
Abb.7. 

doch so, daB diejenigen voranstchen, welche dem Nullpunkte naher 
liegen. 

Auf diese Weise erkennen wir, daB die Zahlen von E sich in eine 
Folge 

bringen lassen, und zwar derart, daB 

und lim rJ. n = 00 ist. Dies war aber zu beweisen. 
n--).-co 
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§ 5. Konvergenz der Reihen mit komplexen Gliedern. 
Die Reihe 

(1) WI + w 2 + W3 + ... + wn + ... , 
deren allgemeines Glied 

Wn = Un + iVn 

eine komplexe Zahl ist, heiBt konvergent, wenn 

lim (WI + w 2 + W3 + ... + w n) = S 
n-+oo 

einen bestimmten endlichen Wert vorstellt, wenn also die Folge der 
Teilsummen 

eine konvergente Zahlenfolge bildet. Die Zahl s heiBt dann die Summe 
der Reihe (1). Die Reihe (1) konvergiert daher dann und nur dann, 
wenn die beiden Reihen 

UI + U 2 + ... + Un +"', 
(2) 

VI + V2 + ... + Vn + ... 
konvergieren; sind u und V ihre Summen, so ist s = u + iv. 

Jede Reihe, die nicht konvergent ist, heiBt divergent. 
Wendet man den Fundamentalsatz der Konvergenz auf die Zahlen­

folge SI' S2' S3' ••• an, so folgt das allgemeine Konvergenzkriterium: 
Die unendliche Reihe 

konvergiert dann und nur dann, wenn zu jedem positiven e der Index n 
so bestimmt werden kann, dafJ die Ungleichung 

IWn+l +wn + 2 + ... +wn+kl < e 

fur jede naturliche Zahl k erfullt istl. 
Wir wollen nun eine konvergente Reihe (1) unbedingt konvergent 

nennen, wenn sie bei beliebiger Umstellung der Glieder konvergent 
bleibt und ihre Summe nicht andert. Fur die unbedingte Konvergenz 
ist notwendig und hinreichend, daB die Reihen (2) unbedingt konvergent 
sind, und dies ist bekanntlich dann und nur dann der Fall, wenn die 
Reihen 

(3) 
I U I I + I u 2 1 + ... + I un I + ... , 
I VII + I v 2 1 + ... + I vn 1+ .. . 

konvergieren. 

1 Insbesondere ist also notwendig, daB Wn mit wachsendem n gegen 0 kon­
vergiert. 



§ 5. Konvergenz der Reihen mit komplexen Gliedern. 15 

Da nun 

I wn I = fU~2+ vn2 = I un + i vn I < I Un I + I vn I 
ist, so konvergiert mit den Reihen (3) zugleich die Reihe 

(4) I WI I + I w2 1 + ... + I Wn I + .... 
Da ferner sowohl I Un I als auch I Vn I nicht gr6Ber als 

I Wn I = -V U n2 + V n 2 

ist, so konvergiert mit der Reihe (4) auch jede der beiden Reihen (3). 
Wir haben also erhalten: 

Eine Reihe WI + W2 + ... + Wn + . .. konvergiert stets und nur 
dann unbedingt, wenn sie "absolut" konvergiert, d. h. wenn die Reihe der 
absoluten Betrage 

I WI I + I w2 1 + ... + I W n I + ... 
konvergiert. 

Aus der Reihe (1) kann man in mannigfaltiger Weise eine unendliche 
Anzahl von Reihen 

J 
Will + WIl, + WIl3 + ... , 
WPI + WP2 + WP3 + ... , 

1 ~': + ~" :+ :w':_ +:- -: 
(5) 

derart bilden, daB jedes Glied Wn der urspriinglichen Reihe in einer 
und nur einer der neuen Reihen, und zwar einmal, auftritt. Beispiels-
weise wiirde 

WI + W 2 + 1£'4 + W 7 + Wll + ... , 
W3 + W5 + Ws + ~12 + ... , 
W6 + W9 + Wl3 + ... , 
WlO + W14 + ... , 
W 15 + ... , 

eine derartige Zerlegung der Reihe (1) in unendlich viele Reihen sein. 
Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen, den wir als Doppel­
reihensatz bezeichnen werden: 

Wenn die Reihe (1) absolut konvergiert und die Summe s besitzt, so 
konvergiert auch jede der Reihen (5) absolut. Werden die Summen dieser 
Reihen mit SI' S2' S3' . .. beziiglich bezeichnet, so konvergiert auch die 
Reihe 

(6) 

absolut, und ihre Summe ist s. 
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Die Reihe 

ist konvergent, weil ihre Teilsummen unterhalb der endlichen Zahl 

5 = I WI I + I w2 1 + I wal + ... 
bleiben. Die erste der Reihen (5) ist daher absolut konvergent; und in 
gleieher Weise folgt, daB jede einzelne der Reihen (5) absolut konvergiert. 

Es sei nun 
Sl = wal + wa • + wa , + ... , 
S2 = WPI + wP. + wp, + ... , 
sa = wYI + wY2 + wy, + ... , 

Dann wird 
S - (Sl + S2 + ... + sm) = W"I + w'" + ... 

sein, wo Xl' X2 , .•. diejenigen Indizes bedeuten, die in den ersten m 
Reihen (5) nieht auftreten. 1st nun n eine beliebig angenommene natiir­
liehe Zahl, so werden fUr geniigend groBe Werte von m die Glieder WI> 

W 2 , .•• , Wn in den erst en m Reihen (5) vorkommen und also Xl' X 2 , .•• 

iiber n liegen. Dann ist also 

Is - (Sl + S2 + ... + sm) I < I wn+11 + I wn+21 + ... = r n' 

WO r n den n- ten Rest der Reihe 

! WI ! + i w2 1 + ! Wa ! + ... 
bezeiehnet. Da aber n so angenommen werden kann, daB r n kleiner 
als eine beliebig klein vorgesehriebene positive Zahl ist, so hat man 

lim (Sl + S2 + ... + sm) = s. 
m-+oo 

Die Reihe (6) konvergiert also und hat die Summe s. DaB diese Reihe 
absolut konvergiert, folgt aus den Ungleiehungen 

I S1 I < I W"'I I + I wa,1 + ... , 
I S2 i < I· W PI 1 + Jwp.1 + ... , . . . . . . . . . . . . . ., 

aus welehen man sofort 

I Sl 1 + 1 s21 + ... + I Sm I < 1 WI 1 + I w2 1 + I wal + ... = 5 

sehlieBt. Die Reihe 
I Sl I + 1 s21 + I s31 + ... 

ist demnaeh konvergent, da ihre Teilsummen die feste Zahl 5 nieht 
iibersteigen. Hiermit ist der Doppelreihensatz in allen Stiieken bewiesen. 

Mit Hilfe des Doppelreihensatzes ist es leicht, folgenden wiehtigen 
Satz zu beweisen: 
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Das Produkt s s' der Summen s und s' zweier absolut konvergenter 
Reihen 

s = WI + w2 + W3 + ... , 
s' = w1' + w2' + w3' + .. . 

wird durch die ebenfalls absolut konvergente Reihe 

s s' = WI WI' + (WI w2' + W2 WI') + (WI w3' + W2 w2' + W3 WI') + ... 
+ (WIwn' + W 2 Wn_I' + ... + WnWI') + ... 

dargestellt. 
In der Tat ist die aus den Gliedern 

(7) WI WI', WIW2', W2 WI', WIW3', W2 W2', W3wl ', ••• 

gebildete Reihe absolut konvergent. Betrachten wir namlich irgend­
welche Glieder dieser Reihe, so ist die Summe ihrer absoluten Betrage 
nicht gr6Ber als 

(I WI I + 1 w2 1 + ... + 1 Wn I) (I WI' 1 + I W2' 1 + ... + 1 Wn' I), 

wenn n der hOchste Index ist, der in jenen Gliedern auftritt. Urn so 
mehr iiberschreitet diese Summe nicht das Produkt WW', wo 

W = 1 WI 1 + I w2 1 + 1 W3 1 + ... , 
W' = 1 WI' 1 + 1 w2' 1 + I w3' 1 + .. . 

ist. 
Die Summe der aus den Gliedern (7) gebildeten Reihe ist nun einer­

seits gleich 

W1 WI' + (WI w2' + W2 WI') + (WI w3' + W2 w2' + W3 WI') + ... 
und andererseits nach dem Doppelreihensatz gleich der Summe der un­
endlich vielen Reihen 

SI = W 1 WI' + WI w2' + WI w3' + ... = WI S' , 

S2 = W2 WI' + W2 w2' + W2 w3' + ... = W2 S' , 

S3 = W3 w1 ' + W3 w2' + W3 w3' + ... = W3 s' , 

d. h. gleich 

§ 6. Komplexe Variable und Funktionen derselben. 
Betrachten wir eine Menge }; von komplexen Zahlen und setzen 

wir fest, daB die komplexe Zahl z = x + i y mit jeder Zahl dieser 
Menge }; identifiziert werden darf, so nennen wir z eine komplexe 
Variable und }; ihr Gebiet 1. Dies Gebiet }; wird geometrisch durch 
eine Punktmenge in der komplex en Zahlenebene oder auf der Zahlen­
kugel dargestellt. Wie frtiher wollen wir die Punktmenge ebenfalls mit 

1 Das Wort Gebiet werden wir spater nur in speziellerer Bedeutung verwenden. 
(Vgl. Kap.3, § 3, S.45.) 

Hurwitz-Courant, Funktionentheoric. 3. Aufl. 2 
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1: und ebenfalls als Gebiet der komplexen Variablen z bezeichnen. Be­
dienen wir uns der Darstellung der Zahlen von 1: durch die Zahlenkugel, 
so brauchen wir dann den Fall nicht auszuschlieJ3en, in welchem der 
Punkt 00 zu der Punktmenge 1: geh6rt, in welchem also unter den 
Zahlen von 1: auch der Wert 00 vorkommt. 

Wenn nun jedem Wert, den z annehmen darf, also jeder Zahl von 1:, 
nach einem bestimmten Gesetze ein komplexer Zahlenwert w = u + i v 
zugeordnet ist, so nennen wir w eine Funktion von z. 1st wie oben 
z = x + i Y , so sind dann u und v reelle Funktionen der reellen Variablen 
x und y. Wenn uns also w als Funktion von z gegeben ist, so kommt das 
darauf hinaus, daJ3 uns im reellen Gebiete zwei Funktionen u und v 
von x und y gegeben sind. 

Betrachten wir die Punktmenge 1:, sei es in der Zahlenebene oder 
auf der Zahlenkugel, welche das Gebiet der Variablen z ist, so entspricht 
jedem Punkte von 1: ein bestimmter komplexer Zahlenwert w. Stellen 
wir den letzteren wieder geometrisch als Punkt in einer Zahlenebene 
oder auf einer Zahlenkugel dar, so erhalten wir den verschiedenen 
Werten, die w annimmt, entsprechend eine Punktmenge 1:'. Dabei kann 
die Punktmenge 1:' einen und denselben Punkt mehrfach enthalten, 
wenn namlich verschiedenen Werten von z derselbe Wert w zugeord­
net ist. 

Nun stellt sich die Abhangigkeit des Wertes von w von dem Werte 
von z geometrisch offenbar so dar: 

Die Punktmengen 1: und 1:' stehen in der Beziehung zueinander, dafJ 
jedem Punkte von 1: ein bestimmter Punkt von 1:' zugeordnet ist. 

Wenn wir die Punktmengen 1: und 1:' auf der Zahlenkugel betrachten, 
so brauchen wir den Fall nicht auszuschlieJ3en, in welchem zu der Punkt­
menge 1:' der Punkt 00 geh6rt, in welchem also unter den Funktions­
wert en w auch w = 00 vorkommt. 

Wir wollen nun den Begriff der Stetigkeit einfiihren. 
Es sei Zo ein bestimmter Wert der Variablen z, geometrisch dar­

gestellt durch den Punkt Zo von 1:, und es sei Wo der zugeh6rige Funk­
tionswert, geometrisch dargestellt durch den Punkt Wo von 1:'. Wenn 
nun Zo eine Haufungsstelle der Punktmenge 1: ist, so sagen wir, w sei 
stetig fUr den betrachteten Wert zo, falls Wo endlich ist und zu jeder be­
liebig kleinen Umgebung 8 von Wo sich eine Umgebung 0 von Zo so an­
geben laJ3t, daJ3 den Punkten von 1:, welche in letztere Umgebung 
fallen, Punkte von 1:' entsprechen, die in die Umgebung 8 von Wo fallen. 

Diese Bedingung laJ3t sich auch durch folgende ersetzen: 
Haben die Punkte z', Zll, Z'II, ... von 1: die Grenze zo, so sollen die 

entsprechenden Punkte w', w", w"', ... von 1:' die endliche Grenze Wo 

besitzen. 
Betrachten wir den Fall, wo Zo einen endlichen Wert besitzt, so 

driickt sich die Bedingung der Stetigkeit offenbar folgendermaJ3en aus: 
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Die Funktion w, welche fur z = Zo den Wert Wo annimmt, ist fur 
Zo stetig, falls zu iedem beliebig klein vorgeschriebenen positiven e die 
positive GrofJe 0 so bestimmt werden kann, dafJ 1 w - Wo 1 < e ist, sobald 
1 z - Zo 1 < 0 ist. 

Dies bleibt auch noch giiltig fUr den Fall Zo = 00, wenn wir nur dem 

an sich sinnlosen Symbol z =- 00 die Bedeutung ~ beilegen. 

1st z. B. 
w = zn (n > 0 ganz) , 

so kannen wir als Gebiet der Variablen z die ganze Zahlenkugel mit 
AusschluB des Punktes z = 00 annehmen. 1st Zo ein bestimmter Wert 
von z und Wo = zon, so ist 

w - Wo = zn - z1: = (z - zo) (zn-1 + zn-2 zo + ... + Z~-1) 
und folglich 

Iw - wol = Iz - Zo 1 !zn-1 + zn-2 zo + ... + Z~-1: 
< Iz - Zo 1 (rn- 1 + rn- 2ro + ... + r~-1), 

wobei wir Izi = r, IZol = ro gesetzt haben. Be­
trachten wir nun die Umgebung 0 des Punktes zo, 
so ist fUr jedes z dieser Umgebung offenbar 
r = 1 z 1 < OM = ro + 0 (Abb. 8). Daher wird 
dann 

o 
Abb.8. 

1 w - Wo I < 1 Z -- Zo 1 [(ro + o)n-1 + (ro + o)n-2 (ro + 0) + ... J 
< no (ro + o)n-1. 

Wie aus dieser Ungleichung ersichtlich ist, kannen wir 0 so klein 
wahlen, daB 1 w - Wo 1 fi.ir aIle z der Umgebung 0 von Zo unter einem 
beliebig vorgeschriebenen positiven E liegt. Also ist w = zn stetig fi.ir 
jeden endlichen Wert von z. Ebenso zeigt man, daB aIlgcmeiner dasselbe 
gilt fi.ir jede ganze rationale Funktion 

(n > 0). 

§ 7. GleichmaBige Konvergenz. 

Wir betrachten eine Reihe 

(1) 

deren Glieder Funktionen der komplexen Variablen z sind. Das Gebiet 
dieser Variablen sei E, und fi.ir jeden der Punktmenge E angeharenden 
Punkt z mage die Reihe (1) konvergieren. Die Summe s der Reihe ist 
dann ebenfalls eine Funktion der Variablen z. 

Wird nun ein bestimmter Punkt z = Z1 des Gebietes E zugrunde 
gclegt, so sind also die Glieder der Reihc (1) ganz spezielle kom-

2* 
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plexe Zahlen. Bezeichnen wir mit r n den n-ten Rest der Reihe, so 
daB also 

oder 
S=W1 +W2 +Wa + ... +wn+rn 

ist, so folgt aus der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe, daB 

(2) 

ist, sobald der Index k groBer als ein geeignet gewahlter Index n ge­
worden ist. Dabei bedeutet, wie gewohnlich, Beine beliebig klein an­
genommene positive Zahl. 

Stellt man dieselbe Betrachtung fUr die in irgendeinem andern 
Punkte z = Z2 des Gebietes E gebildete Reihe (1) an, so laBt sich wieder­
urn zu jedem B ein solcher Index n angeben, daB fUr k > n stets die Un­
gleichung (2) gilt. Es ist aber nicht gesagt, daB man diesmal bei gegebe­
nem B dasselbe n verwenden kann wie vorher im Falle z = Z1' 

Wenn nun aber zu beliebig gegebenem positivem B ein fester Index n so 
gewahlt werden kann, dajJ die Ungleichung (2) besteht fur k > n und 1'eden 
beliebigen Punkt z des Gebietes E, so heijJt die Reihe (1) im Gebiet E "gleich­
majJig" konvergent 1. 

Die Bedeutung dieses Begriffes der gleichmaBigen Konvergenz 
beruht wesentlich auf folgendem Satze: 

Sind die Glieder der Reihe 

s = W1 + W2 + Wa + ... + Wn + 

fur das Gebiet E stetige Funktionen von z und konvergiert die Reihe im 
Gebiet E gleichmajJig, so ist auch die Summe s der Reihe fur das Gebiet E 
eine stetige Funktion von z. 

Denn ist Beine beliebig klein vorgeschriebene positive Zahl, so kann 
der Index n zunachst so gewahlt werden, daB in der Gleichung 

s=sn+rn 

der absolute Betrag von r n kleiner als i ist fUr jeden Punkt z des Ge­

bietes E. Bezeichnet dann z* einen bestimmten Punkt von E und nehmen 
wir in vorstehender Gleichung z = z*, so kommt etwa 

und 

Is - s* 1 = 1 sn - sn * + r n -- r n * 1 < ISn - sn * 1 + 1 r n 1 + 1 r n * I· 
1 Zum Versta.ndnis des Begriffes der gleichma.Bigen Konvergenz dient am 

besten die Betrachtung einer ungleichma.Big konvergenten Reihe, z. B. der Reihe 
co %2 • 

n~l (1 + %2)n. welche, wie der Leser leicht nachpriifen wird, im Intervall 

- 1 ;;;:;; %;;;:;; + I ungleichma{3ig konvergiert. 
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Da sn als Summe einer endlichen Anzahl stetiger Funktionen selbst 
stetig ist, k6nnen wir eine Umgebung von z* so wahlen, daB 

I sn - sn * I < i-
ist fur jedes z, welches dieser Umgebung angehOrt. Fur eben diese Um­
ge bung ist dann 

I * I 8 8 8 s-s <3+3+-3=S' 

womit die Stetigkeit von s dargetan ist. 
Die gleichmaBige Konvergenz einer Reihe laBt sich haufig mit Rilfe 

des folgenden Satzes feststellen: 
Es seien 

WI + W 2 + Wa + 
el + e2 + ea + ... 

zwei Reihen .. die Glieder der ersten Reihe seien Funktionen von z in dem 
Gebiete1:, die Glieder der zweiten Reihe konstante positive Zahlen. Wenn 
dann filr J'edes z im Gebiete1: die U ngleichungen 

(n = 1, 2, 3, ... ) 

gelten und die zweite Reihe konvergent ist, so konverg-iert die erste Reihe 
im Gebiet 1: absolut und gleichmiifJig. 

DaB die erste Reihe absolut konvergiert, folgt aus 

I WI I + 1 w21 + ... + I w n 1 < el + e2 + ... + en < el + e2 + ea + .... 
Da ferner fUr jedes z im Gebiete1: der Rest der erst en Reihe die Un­
gleichung 

I wn+l + wn+2 + ···1 < 1 wn+11 + 1 wn+21 + ... < en+l + en+2 + ... 
erfiillt, also dem Betrage nach hochstens gleich dem Reste der zweiten 
Reihe ist, so leuchtet auch die gleichmaBige Konvergenz der ersten 
Reihe ein. 

Unser Satz gestattet noch eine bemerkenswerte Verallgemeinerung. 
Wir wollen zwei Reihen betrachten: 

(3) 

(4) 

deren Glieder Funktionen von z im Gebiete1: sind. 
Wenn nun fUr jedes z in diesem Gebiete 

IWnl~lwnl 

ist, so soIl die Reihe (3) eine Maforante der Reihe (4) fUr das Gebiet 1: 
heiBen. Umgekehrt heiBe (4) Minorante von (3). 
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Nun gilt offen bar folgender Satz: 

1st fur das Gebiet E die Reihe (4) Minorante der Reihe (3) und kon­
vergiert die Reihe der absoluten Betriige der Glieder vdn (3) gleichmiifJig 
fur das Gebiet E, so konvergiert die Reihe (4) absolut und gleichmiifJig fur 
das Gebiet E. 

Fur den Fall, daB die Glieder der Majorante (3) positive Konstanten 
sind, geht dieser Satz in den vorhergehenden uber. 

Zweites Kapitel. 

Die Potenzreihen. 
Die Theorie der analytisehen Funktionen, wie wir sie hier naeh 

WEIERSTRASZ entwiekeln wollen, stutzt sieh auf die Betraehtung der 
Potenzreihen. Daher werdenwir uns in diesem Kapitel eingehend mit 
den Eigensehaften dieser Reihen zu besehaftigen haben. 

§ 1. Konvergenzgebiet einer Potenzreihe. 
Jede Reihe von der Form 

~ (z) = Co + c1 Z + C2 Z2 + ... + cnzn + 
deren Koeffizienten co' c1 , c2 , ... , Cn, . .. irgendwelche komplexe 
Zahlen sind, heiBt eine Potenzreihe. 

Diejenigen Punkte z in der komplexen Zahlenebene, fur welche die 
Reihe konvergiert, bilden dann das Konvergenzgebiet oder den Kon­
vergenzbereich der Potenzreihe. Jedenfalls gehort der Punkt z = 0 dem 
Konvergenzgebiete an. 

Es gibt aueh Potenzreihen, welche nur fUr z = 0 konvergieren, 
deren Konvergenzgebiet also aus dem einen Punkte z =" 0 besteht. Wir 
werden naehher zeigen, daB z. B. die Reihe 

1 + z + 2! Z2 + ... + n! zn + ... 
eine derartige Reihe ist. 

SchlieBen wir dies en Fall aus, so wird ~ (z) aueh konvergieren fUr 
einen geeignet gewahlten Wert zo, der von Null verschieden ist. Wenn 
nun 

o n 
Co + c1 Zo + c2 zo" + ... + cn Zo + ... 

konvergiert, so ist sieher 

limcnz~ = o. 
n-+oo 

Die Punkte co' c1ZO' C2Z0 2, ... , cnzon , ... haben also die einzige 
Haufungsstelle Null, und es ist daher moglieh, urn den Nullpunkt einen 
Kreis zu besehreiben, der aIle diese Punkte in seinem Inneren aufnimmt. 
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1st g der Radius dieses Kreises, so ist 

Ic~z~l<g 
fUr n = 0, 1, 2, 3, .... 
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Wir beschreiben nun mit positivem Radius e urn den Nullpunkt 
irgend einen Kreis, der den Punkt Zo nieht enthalt; dann ist also e< I Zo I. 
1st nun zein beliebiger Punkt im lnneren oder auf der Peripherie dieses 
Kreises, so ist 

I C n zn I = I Cn zon I i ;S; < g ( I ! I ) n • 

Setzen wir zur Abkurzung 

so wird also die Reihe 

~e~=k. 
I Zo I . 

g + gk + gk 2 + ... + gkn + 

fur den betraehteten Kreis eine Majorante der Potenzreihe 

cO +C1 Z+C2 Z2 + ... +cnzn + ... 

sein. Die erst ere Reihe konvergiert als geometrisehe Reihe mit dem 
positiven Quotienten k < 1. Folglieh gilt der Satz: 

Wenn die Potenzreihe ~ (z) fur z = Zo konvergiert, so konvergiert sie 
absolut und gleichmiifJig in den Punkten jedes Kreises mit dem Mittel­
punkt 0 und einem Radius, der kleiner als I Zo list. 

Sie konvergiert daher insbesondere absolut fur jeden Wert z, des sen 
absoluter Betrag kleiner als I Zo list, d. h. fur aIle Punkte z im lnneren 
desjenigen Kreises, der den Mittclpunkt 0 hat und des sen Peripherie 
dureh den Punkt Zo geht. 

Wir betrachten nun die Gesamtheit derjenigen Kreise emit dem 
Mittelpunkt 0, welche die Eigensehaft haben, daB im lnneren eines 
solchen Kreises die Potenzreihe ~ (z) konvergiert. Es sei r die obere 
Grenze der Radien dieser Kreise, wobei ein unendlieh groBer Wert 
von r nieht ausgeschlossen ist, und K der Kreis mit dem Mittelpunkt 0 
und dem Radius r. 1st z* cin Punkt auBerhalb dieses Kreiscs, so kann 
~ (z) fur diesen Punkt nicht konvergieren. Denn es wiirde sonst einen 
Kreis (dureh z*) geben, in dessen lnnerem ~ (z) konvergiert und dessen 
Radius > r ist. 

1st dagegen zein Punkt im lnneren des Kreises K, so wird ~ (z) 
fUr diesen Punkt konvcrgieren; rlenn unter den Kreisen C giht es solche, 
deren Radien beliebig dieht bei r liegen, also aueh solche, die den Punkt z 
in ihr lnneres aufnehmen. Wir haben damit folgenden Satz erhalten: 

I st ~ (z) eine Potenzreihe, so gibt es einen Kreis K mit dem Mittel­
punkt 0 von der Eigenschaft, dafJ ~ (z) konvergiert fur jeden Punkt z im 
Inneren des Kreises K, dafJ dagegen ~ (z) divergiert fur jeden Punkt z 
aufJerhalb des Kreises K. 
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Ob 1.13 (z) fUr die Punkte der Peripherie des Kreises K konvergiert 
oder divergiert, bleibt unentschieden. 

Diesen Kreis K nennen wir den Konvergenzkreis von 1.13 (z), seinen 
Radius r den Konvergenzradius von 1.13 (z) . 

In dem ausgeschlossenen Fall, in welchem 1.13 (z) nur fur z = 0 kon­
vergiert, wollen wir sagen, der Konvergenzradius r sei Null, und ent­
sprechend, der Konvergenzkreis K reduziere sich auf den Nullpunkt. 

1st der Konvergenzradius r (also die obere Grenze der Radien der 
Kreise C) unendlich, so bedeckt der Konvergenzkreis K die ganze kom­
plexe Zahlenebene, und die Potenzreihe 1.13 (z) konvergiert dann fiir 
jeden Wert von z. Eine solche Potenzreihe nennen wir bestiindig kon­
vergent. 

Das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe 1.13 (z) besteht nun offenbar 
aus den Punkten, die im Inneren des Konvergenzkreises liegen, zu 
welchen eventuell noch diejenigen Punkte der Peripherie des Konver­
genzkreises hinzukommen, in welchen 1.13 (z) konvergiert. 

Wegen der oben bewiesenen gleichmaBigen Konvergenz einer Potenz­
reihe stellt eine Potenzreihe 1.13 (z) im Inneren ihres Konvergenzkreises 
eine stetige Funktion vor. 

§ 2. Bestimmung des Konvergenzradius. 
Nach CAUCHY kann man den Konvergenzradius einer Potenzreihe 

(1) 

auf folgende Weise aus ihren Koeffizienten bestimmen. 
Wir bilden die Zahlenfolge 

AIle Glieder dieser Folge sind als reelle nicht-negative Zahlen zu 
nehmen. 

Unter den H iiufungswerten dieser Zahlen sei der groj3te l, d. h. 

l = lim yTCJ, dann ist 
n~oo 1, 

r=y 

der Konvergenzradius der Potenzreihe (1). 
Zum Beweise denken wir uns einen beliebig fixierten Wert z. 

Dann ist 

1st nun 
1 Izl> y, also II z 1 > 1, 
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so ist fUr unendlich viele 1ndizes n 

V I cn zn I > 1, also I cn zn I > 1, 

und es findet Divergenz statt, weil lim cnzn nicht Null sein kann. 1st 
n-+oo 

aber 
1 I z I < T' also II z I < I, 

so ist von einem gewissen n ab 

Vlcnznl <k, 

wo k eine zwischen I I z lund 1 fixierte Zahl bedeutet; also ist, wenn C 
eine geeignete positive Konstante bedeutet, die Reihe 

C (1 + k + k 2 + ... ) 
eine Majorante von ~ (z), woraus die Konvergenz von ~ (z) folgt. 

Der Fall 1=0 (d. h. r = 00) tritt dann und nur dann ein, wenn 
die Zahlenfolge (2) die einzige Haufungsstelle 0 besitzt. d. h. wenn 

lim 'VTCJ = 0 
ist. n-+ 00 

Die Potenzreihe 

Co + C1z + C2Z 2 + ... + cnzn + 
konvergiert bestandig dann und nur dann, wenn 

[~n-:--
lim r I cn 1= 0 

n-+oo 

ist. 
Fiir die vorstehenden Satze wollen wir nun einige Beispiele be-

trachten. 
Fur die Potenzreihe 

1 + z + Z4 + Z9 + Z16 + 
ist 'V~ gleich 1 oder 0, je nachdem n ein Quadrat ist oder nicht. 
Die Zahlenfolge (2) hat also die heiden Haufungswerte 0 und 1; es ist 

1 
I = 1 und r = T = 1. 

ist 

Fur die Reihe 
Z2 zn 

l+z+-+···+-+··· 2! n! 

1 
cn = nt· 

Urn lim 'VfcJ zu finden, betrachten wir 

(n!)2 = {1·n}.{2(n -1)}.{3(n - 2)} ... {n.l}. 
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Unter den n Faktoren der rechten Seite ist keiner kleiner als n, 
denn es ist 

a (n - a + 1) - n = (a - 1) (n - a) > 0 

fur a = 1,2,3, ... , n. Folglich ist 

I> ( '-)n n.= Vn , 
und daher 

Hiernach ist 

n~ Vi lim V I Cn I = lim tli = 0, 
n-+co n--)o.oo· 

und die betrachtete Reihe konvergiert also in der ganzen komplexen 
Zahlenebene. 

Fur die Reihe 
1 + z + 2! Z2 + . " + n! zn + 

ist 

lim yTGJ = lim y n! = CXJ; 
n---)..co n~ co 

folglich l= CXJ und r=} = O. Die Reihe konvergiert also nur fUr 

z = O. 
Wir erwahnen schlieBlich noch folgenden haufig gebrauchten Satz 

uber den Konvergenzkreis: 
Stehen die Potenzreihen 

~ (z) = Co + ci Z + c2 Z2 + ... + cn zn + "', 
~I (z) = co'+ cl'z + C2'Z2 + ... + cn'zn + ... 

in der Beziehung zueinander, dafJ von einem gewissen Index ab bestiindig 

I cn I < I cn'! 
ist, so ist der Konverg(>nzkreis von ~ (z) mindestens so grofJ wie der von 
~dz). 

Denn fur jeden Punkt im Inneren des Konvergenzkreises von ~I (z) 
konvergiert ~I (z) absolut, folglich auch ~ (z)/ 

§ 3. Das Rechnen mit Potenzreihen. 
Betrachten wir mehrere Potenzreihen 

~I(Z), ~2(Z), ••• , ~k(Z), 

so wollen wir den kleinsten unter ihren Konvergenzkreisen als gemein­
samen Konvergenzkreis der Reihen bezeichnen. Fur jeden Punkt inner­
halb des Kreises konvergieren samtliche Reihen, und zwar absolut; fUr 
jeden Punkt auBerhalb dieses Kreises divergiert wenigstens eine der 
Reihen. 
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Durch formale Addition zweier Potenzreihen 

1.131 (z) = c~l) + cil) z + ... + c~~) zn + ... , 
1.132 (z) = C~2) + ci2) z + ... + C~2) zn + .. . 

entsteht die neue Potenzreihe 

(1) 1.131 (z) + 1.152 (z) = (c~1l + c~») + (ci1l + ci2») z + .. . 
+ «,1l + c~~») zn + ... . 

Diese konvergiert fUr jedes z, fur welches sowohl 1.131 (z) wie 1.132 (z) kon­
vergiert. Das gleiche gilt offenbar von der Dilterenz 

(2) 1.131 (z) - 1.132 (z) = (C~l) - c~») + (cil) - ci2») z + .. . 
+ (C~ll - c~») zn + ... . 

Wenn wir ferner das Produkt der beiden Reihen 1.131 (z) und 1.132 (z) 
bilden: 
(3) 1.131 (z) ·1.132 (z) = c~l) C~2) + (C~l) ci2) + C~2) c~») z + ... , 
so ist die hierdurch erhaItene neue Potenzreihe nach Kap. 1, § 5 ab­
solut konvergent fUr jedes z, fUr welches 1.131 (z) und 1.132 (z) absolut kon­
vergieren, und die Summe dieser neuen Potenzreihe ist dann das Pro­
dukt aus den Summen der Reihen 1.131 (z) und 1.132 (z). 

Durch wiederholte Anwendung dieser Bemerkungen erhalten wir 
folgenden Satz: 

Es bedeute G (1.131 (z), 1.132 (z), ... , 1.13 k(Z)) eine ganze rationale Funktion 
der Potenzreihen 1.131 (z), 1.132 (z), ... , 1.13 k (z), also einen A usdruck, der 
durch ausschliefiliche Anwendung der OPerationen der Addition, Sub­
traktion und Multiplikation aus diesen Reihen und Konstanten zu­
sammengesetzt ist. Duych wiederholte Anwendung der Gleichungen (1), 
(2) und (3) lafit sich dann diese ganze rationale Funktion wieder in die 
Form einer Potenzreihe bringen. Die auf diese Weise entstehende Reihe 
1.13 (z) konvergiert fur iedes z im Inneren des gemeinsamen Konvergenz­
kreises der Reihen 1.131 (z), 1.132 (z), ... , 1.13 k (z), und fur iedes solche z besteht 
die Gleichung 

G (1.j31 (z), \.j32 (z), ... , I.13k (z)) = 1.13 (z), 

in welcher unter 1.131 (z), 1.132 (z), ... , 1.13 k (z) und 1.13 (z) die Summen der 
Reihen fur den betreffenden Wert von z zu verstehen sind. 

Wir gehen nun zur Betrachtung der Division der Potenzreihen uber 
und wollen zunachst den Quotienten 

1 
1 - [1 Z - C2 Z2 - C3 ~3 -- ••• 

ins Auge fassen, wobei wir annehmen, daB die Potenzreihe im Nenner 
einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt. Dann ist der 
gr6Bte Haufungswert l der Zahlenfolge 

I c11, Y I c21, V-I caT, ••.• i'lC:I, .. · 
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endlich, und es liegen daher diese Zahlen unterhalb einer geeignet 
gewahlten positiven Zahl. Verstehen wir unter g eine derartige Zahl, 
so ist fiir jeden Index n 

(4) Icnl<gn. 

Nunmehr bestimmen wir die Potenzreihe 

(5) . 0. (z) = 1 + kl Z + k2 Z2 + ks ZS + ... + kn zn + ... 
so, daB lormall 

(6) (1 - C1Z - c2ZZ - cszs - ••• ) (1 + klz + kzz2 + kszs + ... ) = 1 

wird. Wenn wir nach (3) das Produkt ausfiihren, so kommt 

1 + (kl - cl) Z + (k2 - cl kl - c2) Z2 + (ks - cl k2 - c2 kl - cs) ZS + ... = 1, 

und diese Gleichung ist formal befriedigt, wenn 

kl = CI , k2 = clkl + C2 , ks = cl k2 + c2kl + Cs, 

genommen wird. 
Nun findet man nach (4) sukzessiv: 

I kll < g, I k21 < I clll kll + I c21 < g2 + g2 = 2g2, 

I ksl ~ I cl II k21 + I c211 kl I + I csl < 2gs + gS + gS = 4gs, ... , 

und allgemein ist 
(7) 

Nimmt man dies namlich bis zu einem gewissen Index n hin als 
bewiesen an, so folgt 

I kn+ll = I clkn + c2kn_l + ... + cn+11 

~ I cl II kn I + I c2 11 kn- l I + ... + I cn+11 
und also 

I kn+11 < g.2n- 1 gn + g2.2n- 2 gn-l + ... +gn.g + gn+l 

= gn+l (1 + 1 + 2 + 22 + ... + 2n- 1) = gn+12n. 

Die Ungleichung (7) gilt daher allgemein, weil sie fur n = 1 gilt. 
Aus dieser Vergleichung folgt, daB die Potenzreihe (5) eine Minorante 

von 
1 + g Z + 21 g2 Z2 + 22 gS ZS + .. , + 2n- 1 gn zn + ... 

ist. Die letzte Reihe konvergiert aber absolut, solange 
1 

Izl < 2g 

ist; unter derselben Bedingung ist daher sicherlich die Reihe (5) ab­
solut konvergent. Aber auch die Reihe 1 - Cl Z - C2 Z2 - Cs z3 - ••• 

konvergiert absolut in jenem Kreise I z 1< 2~ ; denn der Konvergenz-

1 D. h. wenn wir mit den Potenzreihen nach denselben Rechenregeln wie 
mit endlichen Summen rechnen. 
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radius r = + dieser Reihe ist, wegen 1 <g, nicht kleiner als i und 

urn so mehr graDer als 2~' Hierdurch gewinnt die formal gebildete 

Gleichung (6) eine Bedeutung. 
Da auf der rechten Seite dieser Gleichung die Zahl 1 steht, so ist 

auf der linken Seite der Faktor 

1 - c1 Z - c2 Z2 - ... =l= 0; 
es folgt also 

1 
und dies gilt fur I z I < 2g • 

Sei jetzt 
$ (z) = ao + a1 z + a2 Z2 + 

eine Potenzreihe, deren erster Koeffizient ao von Null verschieden ist 
und die einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt. Dann 
kannen wir set zen 

$ (z) = ao (1 - c1 z - c2 Z2 - c3 Z3 - ••• ) , 

wo 

ist. Es wird dann nach dem vorigen Satze 

1 1 I 1 kI k2 2 
-- . a =-+-Z+-Z + ... 
~(Z) aOI-clz-C2z2-CaZ - ... ao ao ao 

fiir diejenigen Werte von z, deren absoluter Betrag kleiner als eme 

geeignet gewahlte positive Zahl 2~ ist. Fur g darf man irgendeine 

positive Zahl nehmen, welche graDer ist als jede Zahl der Folge 

I~I, vl~, VI~I, ... , VI::I,·· .. 
Wenn also $ (z) einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt 
und fiir z = 0 nicht Null ist, so gibt es eine andere Potenzreihe 0, (z) 
mit ebenfalls nicht verschwindendem Konvergenzradius, so beschaffen, 
daD in einem geeignet gewahlten Kreise mit dem Mittelpunkte Null die 
Reihen $ (z) und 0, (z) beide konvergieren und in der Beziehung 

I 
\Jf~ = Q (z) 

zueinander stehen. 
Hieraus folgern wir nun sofort: 
Eine gebrochene rationale Funktion der Potenzreihen 
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ist in einem nicht verschwindenden Kreise wieder als Potenzreihe dar­
stellbar, wenn die Potenzreihen 1,j31 (z), 1,j32 (z), ... , I,j3 Ie (z) nicht verschwin­
dende Konvergenzradien besitzen und der Nenner der rationalen Funktion 
fur z = 0 nicht Null ist. 

§ 4. Prinzip der Koeffizientenvergleichung. 
Das Prinzip der Koeffizientenvergleichung beruht auf folgendem 

Satze: 
Es sei I,j3 (z) eine Potenzreihe, deren Koeffizienten nicht siimtlich Null 

sind. Der Konvergenzradius der Potenzreihe sei nicht Null. Dann kann 
man stets eine Umgebung b der Stelle z = 0 bestimmen, innerhalb deren 
die Funktion I,j3 (z), aufJer etwa fur z = 0, nirgends verschwindet. 

Es sei namlich Cle der erste von Null verschiedene Koeffizient der 
Potenzreihe I,j3 (z); dann ist 

I,j3 (z) = zle (cle + CHI Z + Ck + 2 Z2 + ... ) = zle 1,j31 (z),. 

wo die Potenzreihe 1,j31 (z) denselben Konvergenzkreis wie I,j3 (z) besitzt. 
Da eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzkreises eine stetige 

Funktion ist, so konnen wir eine Umgebung b des Nullpunktes be­
stimmen, innerhalb deren 1,j31 (z) von 1,j31 (0) = Ck urn eine GroBe ver­
schieden ist, deren absoluter Betrag kleiner als I Ck I ist. In dieser Um­
gebung ist 

11,j31(Z) I = I (1,j31(Z) -1,j31(0)) + ckl ~ I C le 1-11,j31(z) -1,j31(0)1 > O. 

In der betrachteten Umgebung kann also I,j3 (z) = Zk 1,j31 (z) nur m; 
z = 0 den Wert 0 haben, und zwar ist dieses der Fall oder nicht, je 
nachdem k > 0 oder k = 0 ist. 

Der soeben bewiesene Satz laBt sich offenbar auch so aussprechen: 
Diejenigen Werte von z, fur welche eine Potenzreihe I,j3 (z) mit nicht 

siimtlich verschwindenden Koeffizienten verschwindet, die sogenannten 
"Nullstellen" von I,j3 (z), konnen nicht die H iiujungsstelle z = 0 besitzen. 

Hieraus folgt nun weiter, daB zwei Potenzreihen miteinander iden­
tisch sein mussen, wenn fur unendlich viele Werte von z, welche die 
Haufungsstelle z = 0 besitzen, die beiden Potenzreihen konvergieren 
und denselben Wert haben. Denn die Differenz der beiden Reihen 
muB nach dem letzten Satze identisch Null sein, d. h. lauter verschwin­
den de Koeffizienten haben. Also: 

A us der Gleichung 

Co + c1 z + C2 Z 2 + ... = co' + c1'z + C2'Z2 + 
darf man 

schliefJen, wenn die beiden Seiten der Gleichung nicht verschwindende 
Konvergenzradien besitzen und die Gleichung fur unendlich viele ver­
schiedene Werle von z mil der Hiiufungsstelle z = 0 gilt. 
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§ 5. Ausdehnung der erhaltenen Satze. 
Die bisherigen Resultate sind unmittelbar zu iibertragen auf Potenz­

reihen von der Gestalt 

(1) l.1S(zja) = Co + cdz - a) + c2 (z - a)2 + ... +cn(z - a)n + 

Setzt man bei einer solchen Potenzreihe 

z-a=l;, 
so wird 

also eine nach Potenzen von I; fortschreitende Reihe. 1st r ihr Kon­
vergenzradius, so konvergiert oder divergiert die Reihe (1), je nachdem 

I I; I = I z - a I < r oder > r 

ist. Die Punkte z, fUr welche I z - a I < r ist, erfiillen das Innere des 
Kreises, der den Mittelpunkt a und den Radius r besitzt. Also: 

Zu ieder Potenzreihe I.1S (zja) gehort ein Kreis mit dem Mittelpunkt a, 
innerhalb dessen die Reihe konvergiert, aztfJerhalb dessen die Reihe divergiert. 

Dieser Kreis hei13t der Konvergenzkreis, sein Radius der Konvergenz­
radius der Reihe I.1S (zja). 

Betrachten wir einen Kreis, der den Mittelpunkt a hat und des sen 
Radius kleiner ist als der Konvergenzradius, so konvergiert I.1S (zja) fiir 
aIle Punkte dieses Kreises absolut und gleichma13ig. 

Die Summe der Potenzreihe I.1S (zja) stellt daher insbesondere zm 
I nneren des Konvergenzkreises eine stetige Funktion von z dar. 

Aus § 3 schlie13t man: 

Eine rationale Funktion von mehreren Potenzreihen 1.1S1 (zja) , 
I.1Sk (zja) ist in einem nicht verschwindenden Kreise mit dem Mittelpunkt a 
wieder in der Form einer Potenzreihe I.1S (zja) darstellbar, wenn die Potenz­
reihen 1.1S1(zja), ... , I.1Sk(zja) nicht verschwindende Konvergenzradien be­
sitzen und der Henner der rationalen Funktion fur z = a nicht verschwindet. 

Entsprechendes wie fiir die Potenzreihen I.1S (zja) gilt auch fiir die 
Reihen der Gestalt 

(2) m (z/oo) = c + ~ + 'j + ... + en + " .. +' 0 Z z2 z1t 

Diese konvergieren oder divergieren, je nachdem 

I 1 I 
I z < r oder 

I I I 

- >r, 
I Z i 

d. i. ] z I > ~ odcr . r 
I 

]zl <---; 

ist, wobei r den Konvergenzradius von Co + C1 I; + c2 1;2 + ... + Cn I;n + ... 
bedeutet. 

Eine Reihe von der Gestalt (2) konvergiert oder divergiert also, ie nach­
dem der Punkt z aufJerhalb oder innerhalb eines gewissen Kreises mit 
dem Mittelpunkt 0 liegt. 
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Die Ausnahmestellung des Punktes 00 verschwindet, wenn wir die 
komplexen Zahlen durch die Punkte einer Kugel darstellen. Es gilt 
dann, gleichgiiltig ob a endlich oder 00 ist, der Satz: 

J eder Potenzreihe ~ (zja) entspricht auj der Kugel ein Kreis, welcher 
die Kugel in zwei Gebiete von jolgender Beschajjenheit zerlegt: 1m Inneren 
desfenigen Gebietes, in welchem der Punkt a liegt, konvergiert ~ (zja) , im 
Inneren des anderen Gebietes divergiert ~ (zja). 

Der wesentliche Inhalt des vorigen Paragraphen ubertragt sich auf 
die Potenzreihen ~ (zja), wo a endlich oder 00 sein darf, in folgender 
Form: 

Wenn die Koejjizienten einer Potenzreihe ~ (zja) nicht samtlich ver­
schwinden, so kann man um den Punkt a eine Umgebung so abgrenzen, 
daf3 in ihr ~ (zja) , auf3er etwa jur z = a, nirgends verschwindet. 

Wenn die Gleichung 

Co + ci (z - a) + c2(z - a)2 + ... = co' + cl ' (z - a) + c2' (z - a)2 + ... 
jur unendlich viele verschiedene Punkte z mit der Haujungsstelie z = a 
gilt, so ist 

§ 6. Die Umbildungen einer Potenzreihe. 
Wir betrachten eine Potenzreihe 

deren Konvergenzradius r von Null verschieden ist. 
Es sei b ein Punkt im Inneren des Konvergenzkreises von ~ (zja). 

Wir k6nnen dann 

z - a = (b - a) + (z - b) = <5 + C 

setzen, wo <5 und C Abkurzungen fiir b - a und z - b resp. sind. 
Die Potenzreihe ~ (zja) nimmt dadurch die Gestalt an: 

(1) ~ (zja) = Co + c1 (<5 + C) + c2 (<5 + C)2 + ca (<5 + C)a + .. , 
= Co + {c i <5 + c1 C} + {c2 <52 + 2C2 <5, + C2,2} 

+ {ca <53 + 3Ca <52' + 3Ca <5,2 + ca,a} + .... 
Wir fragen jetzt: Durfen wir hier auf der rechten Seite nach Po­

tenzen von , = z - b anordnen? 
Das ist jedenfalls dann erlaubt, wenn die Reihe der absoluten Betrage 

(2) I Co 1 + 1 c1 <51 + 1 c1 , 1 + 1 c2 <521 + 1 2C2 <5, 1 + 1 c2 ,21 + ... 
konvergiert. Eine Reihe aus lauter nicht negativen reellen Gliedern kon­
vergiert aber, sobald sie bei irgendeiner beliebigen Zusammenfassung 
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von Gliedern zu endlichen Summenkonvergiert. Daher konvergiert die 
Reihe (2), wenn die Reihe 

konvergiert. Die letztere Reihe ist aber die Reihe der absoluten Be­
trii.ge von $ (z/a) , wenn z - a durch I ~ I + I ~ I ersetzt wird. Die 
Reihe (3) konvergiert also, falls 

1 ~ 1 + 1 ~ 1 < r, d. h. 1 z - b 1 < r -I b - a I 

ist. Diese Bedingung ist fur jeden Punkt z im Inneren desjenigen Kreises 
erfullt, des sen Mittelpunkt b ist und der den Konvergenzkreis von 
$ (zja) von innen beruhrt (Abb. 9). Liegt also z im 
Inneren dieses Kreises, so durfen wir die rechte Seite 
in der Gleichung (1) nach Potenzen von ~ = z - b 
anordnen. 

Wir wollen nun folgende Terminologie einfiihren: 
Setzt man in einer Potenzreihe $ (z/a) an Stelle 

von z - a uberall (b - a) + (z - b), entwickelt so-· 
dann jedes Glied der Potenzreihe nach Potenzen von Abb. 9 

z - b und ordnet schlieBlich die ganze Reihe na~h den 
Potenzen von z - b an, so solI die dadurch erhaltene Potenzreihe $1 (z/b) 
die Ulnbildung def Reihe $ (zja) fur den Punkt b heiBen. 

Wir haben dann so eben den Satz bewiesen: 

Die Umbildung $1 (z/b) konvergiert sicher im Inneren desjenigen 
Kreises, der den Mittelpunkt b hat und den Konvergenzkreis der Reihe 
$ (z/a) von innen beriihrt; innerhalb des genannten Kreises besteht iiber­
all die Gleichung 

$ (z/a) = $1 (z/b). 

Ein entsprechender Satz gilt fur die Potenzreihen $ (z/oo). Es sei 

ill (z/oo) = Co + 'j + ~~ + ... + S + ... -"foJ Z Z2 ::.n 

konvergent auBerhalb des Kreises I z I = r und b ein Punkt auBerhalb 
dieses Kreises. Wir setzen 

z = b - (b - z) = b - C 

wo ~ zur Abkurzung fUr b - z steht; dann kommt 

ill (/ ) c1 c" C 3 + +' zoo = Co + [;-=--r + (b _ t)2 + (h-~ C)3 ...• 

Solange nun I ~ I < I b list, d. h. solange z in dem Kreise liegt, 
det' b als Mittelpunkt hat und durch den Nullpunkt hindurchgeht, ist 

1 1 C C2 

b - C = b + b2 + b3 + ... 
Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 3 
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und nach den Siitzen des § 3 auch 

1 1 2C 
(b - C)2 = b2 + b3 + "', 

1 1 3C 
(b - C)3 = b3 + b4 + ... , 

Daher ist dann 

(4) ~ (zjoo) = Co + c1 (~ + b~ + ... ) + c2 (b~ + ~~ + .. -) + .... 
Hier durfen wir nun nach Potenzen von t; anordnen, wenn 

I Co I + I c1 I (I ~ I + I b~ I + ... ) + I c2 1 (I b~ I + I ;~ I + ... ) + ... , 
d. h. wenn 

1 1 
I Co I + I c1 I I b I - I C I + I C2 , (I b I - I cl)2- + ... 

konvergiert. Dies ist der Fall, wenn 

I b 1- 11; I > r,d. h. I b - z I < I b 1- r 

ist, wenn also z in demjenigen Kreise mit dem Mittelpunkt b liegt, 
der den Kreis I z I :;: r von auf3en beriihrt. 

Innerhalb dieses Kreises ist also 

$ (zjoo) = $1 (zjb) , 

wo $1 (z/b) diejenige Potenzreihe ist, welche durch Anordnung der 
rechten Seite der Gleichung (4) nach Potenzen von 1; = b - z entsteht. 
Diese Potenzreihe nennen wir die Umbildung der Reihe $ (zjoo) fur 
den Punkt b. 

§ 7. Die Ableitungen einer Potenzreihe. 
Betrachten wir den Koeffizienten von 1; = z - b in der Umbildung 

$1 (zjb) der Potenzreihe 

(1) $ (z/a) =co+c1(b-a+ 1;) + c2 (b -a+ 1;)2 + .. ·+cn(b -a +1;r + "'J 

so ist derselbe 

c1 + 2c2 (b - a) + 3ca (b - a)2 + ... + ncn(b - a)n-1 + .... 
Wir wissen, daB diese Reihe fiir jeden Punkt b im Inneren des Kon­
vergenzkreises von $(zja) konvergiert. Mit anderen Worten: 

Die Reihe 

(2) c1 + 2c2 (z - a) + 3ca (z - a)2 + ... + nCn (z - a)n-1 + ... 
hat einen Konvergenzradius r', der mindestens so groB ist wie der 
Konvergenzradius r von $ (zja) , also 

r'~ r. 
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Vergleichen wir nun die beiden Reihen 

Co + c1(z - a) + c2(z - a)2 + ... + cn(z - a)n + "', 
c1(z - a) + 2c2 (z - a)2 + ... + ncn(z - a)n + "', 

so ist r der Konvergenzradius d~r erst en, r' der Konvergenzradius 
der zweiten. Da aber I Cn I < I nCn I (n = 1, 2, ... ), so ist der Kon­
vergenzradius der ersten mindestens so groB wie der der zweiten, also 

r ':2:. r'. 
Folglich ist r' = r. Die Reihe (2) bezeichnen wir mit ~'(zja) und nennen 
sie die abgeleitete Reihe von ~ (zja). 

Es gilt also der Satz: 
Die abgeleitete Reihe 

~'(zja) = C1 + 2c2(z - a) + 3c3 (z - a)2 + ... + ncn(z - a)n-l + ... 
hat denselben Konvergenzkreis wie die ursprungliche Reihe 

~(zja) = Co + c1(z - a) + c2(z - a)2 + ... + cn(z - a)n + .... 
Die Potenzreihen 

~ (zja) , ~'(zja), ~"(zja), ~'" (zja) , ... , 

von denen jede folgende die abgeleitete Reihe der vorhergehenden Reihe 
ist, haben also samtlich denselben Konvergenzkreis wie ~ (zja) selbst. 
Wir nennen ~(n) (zja) die n-te abgeleitete Reihe von ~ (zja) , wobei wir, 
urn diesen Begriff auch fUr den Fall n = 0 anwendbar zu machen, 
unter der O-ten abgeleiteten Reihe ~(Q) (zja) die urspriingliche Reihe 
~ (zja) selbst verstehen wollen. 

Wenn wir in der Gleichung (1) auf der rechten Seite nach Potenzen 
von (; = z - b anordnen, so ergibt sich als Darstellung der Umbildung 
~l (zjb) von ~ (zja) , wie man leicht erkennt: 

(3) ~ (zja) = ~l (zjb) = ~ (bja) + ~'(bja) (z-b) + ... + ~("\bja) (z:4l:+ .... 
Diese Entwicklung ist, wie wir wissen, sicher giiltig im Inneren des 

Kreises mit dem Mittelpunkt b, der den Konvergenzkreis von ~ (zja) 
von innen beriihrt. 

Setzen wir z = b + h, so folgt aus (3) fiir alle Werte von h, deren 
absoluter Betrag eine gewisse positive GroBe nicht iiberschreitet, 

$ (b + hjal- $ (bja) = ~'(bja) + ... + ~(,,) (bja) h:~l + .... 
Da nun die Potenzreihe rechter Hand eine stetige Funktion von h ist, 
so kommt 

lim $ (b + hja~ - $ (bja) = ~'(bja). 
h~O 

Die Potenzreihe ~ (zja) definiert also im Inneren ihres Konvergenz­
kreises eine stetige Funktion von z, welche differenzierbar ist, und 

3* 



36 I, 2. Die Potenzreihen. 

zwar ist der Wert der abgeleiteten Reihe $' (zja) immer der Differential­
quotient von $ (zja). 

Der Begriff des Dillerentialquotienten einer fUr ein gewisses Gebiet 
}; der Variablen z betrachteten Funktion I (z) ist dabei so aufzufassen: 

Ist zein bestimmter Wert der Variablen, dargesteilt durch einen 
bestimmten Punkt des Gebietes };, so betrachte man den Quotienten 

f (Zl) - f (z) 
Zl --z 

WO ZI einen von z verschiedenen und veranderlich gedachten Punkt 
des Gebietes }; bezeichnet. 

Gibt es nun einen bestimmten endlichen Wert f' von der Art, daB 

f (Zl) - f (z) _ I I 
Zl - Z 

absolut genommen kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene positive 
Zahl c ist, sobald ZI einer geeignet gewahlten Umgebung des Punktes z 
angehOrt, so drucken wir diese Tatsache durch die Gleichung 

lim nZl) - f (z) = I' 
Zl-}o-Z Zl - Z 

aus, nennen I (z) fUr den betrachteten Wert z im Gebiete 1.: dillerenzier­
bar und bezeichnen f' als den Dillerentialquotienten von I (z) fur den 
betrachteten Wert z. Es ist f' von z abhangig und also im Gebiete }; 
wieder eine Funktion von z. Der Differentialquotient f" dieser 
Funktion, wenn er existiert, heiBt der zweite Differentialquotient von 

I (z)usf. AnStellevonf'(z),!"(z), ... schreibtmanauch d~~L, d21X) usw. 

Die Ableitung $' (zja) von $ (zja) ist als Potenzreihe ihrerseits im 
Konvergenzkreis von $ (zja) differenzierbar und hat als Differential­
quotienten $" (z/a) usf. 

Die Potenzreihe $ (zja) definiert also im Inneren ihres Konvergenz­
kreises eine Funktion von z, welehe Dilferentialquotienten aller Ordnungen 
besitzt. 

§ 8. Unmittelbare Fortsetzungen einer Potenzreihe. 
Die Konvergenzkreise zweier Potenzreihen $ (z/a) und $1 (zja1) 

mogen ineinandergreifen; 5 sei das ihnen gemeinsame Stuck und b ein 
Punkt innerhalb 5 (Abb. 10). 

Wenn nun die Gleiehung 

$ (z/a) = $1 (z/a1) 

fur unendlieh viele Punkte innerhalb 5 gilt, die dort die Hiiufungsstelle b 
haben, so gilt diesel be Gleiehung fur jeden beliebigen Punkt e innerhalb S. 
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Aus der Voraussetzung folgt mit Rucksicht auf § 4, daB die Um­
bildungen von ~ (zja) und ~l (zja1) fur den Punkt b identisch sind. 
Denn diese Umbildungen sind Potenzreihen in z - b, die fUr unendlich 
viele Werte von z in beliebiger Nahe von b einander gleich sind. Fur 
diejenigen Punkte der geradlinigen Strecke bc, welche ins Innere des 
Konvergenzkreises jener gemeinsamen Umbildung von ~ (zja) und 
~l (zja1) fallen, besitzen die letzteren Potenz­
reihen immer den gleichen Wert. Auf der Strecke 
be gibt es also Punkte p von der Beschaffen­
heit, daB ~ (zja) = ~l (zja1) fUr jeden Punkt 
der Strecke bP gilt. Wir betrachten die Entfer­
nungen dieser Punkte p von dem Punkte b. Es 
sei bq die obere Grenze dieser Entfernungen 
(Abb. 11). Wirbehaupten: Der Punkt qfallt mit e 
zusammen. Denn auf q laBt sich.dasselbe SchluB­

Abb.1O. 

verfahren anwenden wie vorhin auf b; in einem genugend kleinen urn q 
beschriebenen Kreise gilt also ~ (zja) = ~l (zja1) , weil diese Gleichung 
nach un serer Annahme fUr aIle von q ver­
schiedenen Punkte der Strecke b q gilt. Wenn 
nun q von e verschieden ware, so wurde hier­
nach die Gleichung ~ (zja) = ~l (z/a1) auch 

b p @ c 

Abb.11. 

noch fUr ein Stuck der Verlangerung der Strecke b q uber q hinaus gelten, 
was der Bedeutung des Punktes q widerspricht. Da q mit e zusammen­
fallt, so gilt ~ (zja) = ~l (zja1) auch fUr z = c, w. z. b. w. 

Stehen zwei Potenzreihen in der eben betrachteten Beziehung zu­
einander, haben also ihre Konvergenzkreise ein Stuck gemeinsam und 
besitzen die Reihen innerhalb dieses Stuckes uberall denselben Wert, 
so heiBt jede der Reihen eine unmittelbare Fortsetzung der anderen. 

Nach § 6 ist insbesondere jede Umbildung einer Potenzreihe eine 
unmittelbare Fortsetzung derselben. Es solI nun umgekehrt gezeigt 
werden: 

Jede unmittelbare Fortsetzung einer Potenzreihe kann erhalten werden, 
indem der ProzefJ der U mbildung in geeigneter Weise mehrmals aut die 
Potenzreihe angewendet wird. 

Es sei wieder ~l (zja 1) eine unmittelbare Fortsetzung von ~ (zja) 
und 5 das den Konvergenzkreisen der beiden Potenzreihen gemeinsame 
Stuck. Bedeutet nun a2 irgendeinen Punkt im Inneren von 5, so ist 
die Umbildung von ~ (zja) fur den Punkt a2 identisch gleich der Um­
bildung ~2 (zja 2) von ~l (zja1) fUr denselben Punkt. Kann man also 
~l (zja1) aus ~2 (zja 2) durch wiederholte Umbildung gewinnen, so ist 
damit zugleich ~l (zja1) aus ~ (zja) durch wiederholte Umbildung er­
zeugt. Es ist also nur noch zu zeigen, daB aus jeder Umbildung ~2(zla2) 
einer Potenzreihe ~l (zja1) umgekehrt die Potenzreihe selbst durch ein­
oder mehrmalige Umbildung gewonnen werden kann. 
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Es sei KI der Konvergenzkreis von ~l (zjal), K2 derjenige Kreis 
urn a2 , welcher KI von innen beruhrt, und r2 sein Radius (Abb. 12). 
Liegt nun a l im Inneren von K 2, so ist die Umbildung von ~2(zja2) 
fur den Punkt a l identisch mit ~l (zj al ), also die Behauptung bewiesen. 
Liegt aber a l nicht im Inneren von K 2 , so zeichnen wir den auf der 
Zentralen a l . . . a2 im Abstande t r 2 von a2 gelegenen Punkt aa und 
urn diesen als Mittelpunkt den Kreis K a, welcher KI von innen be­
riihrt. Die Umbildung ~a (zjaa) von ~2 (zja2) fUr den Punkt aa ist dann 
identisch mit der Umbildung von ~l (zjal) fUr diesen Punkt, also im 

Abb.12. 

Kreise Ka vom Radius r3 = { r2 
konvergent. Liegt nun a l im Inneren 
von K a, so ist die Umbildung von 
~3 (zjaa) fUr den Punkt a l identisch 
mit ~l (zjal), also die Behauptung 
bewiesen. Liegt aber a l nicht im 
Inneren von K a, so zeichnen wir 
den auf der Zentralen a l ... aa im 
Abstande i- r a von aa gelegenen Punkt 
a4 und urn diesen als Mittelpunkt 
den Kreis K 4, welcher KI von innen 
beriihrt. Die Umbildung ~4 (zja4) von 
~a(zja3) fUr den Punkt a4 ist dann 
identisch mit der Umbildung von 

~l(zjal) fur diesen Punkt, also im Kreise K4 vom Radius r4=tra 
= (t)2 r2 konvergent. Liegt nun al im Inneren von K 4 , so ist die 
Umbildung von ~4 (zja4) fur den Punkt a l identisch mit ~l (zjal), 
also die Behauptung bewiesen. Liegt aber a l nicht im Inneren von K 4 , 

so setze man das soeben geschilderte Verfahren weiter fort. Dieses 
bricht nach endlich vielen Schritten ab; denn die Radien der in KI 
liegenden Kreise K 2, K a, K 4, ... haben die Werte r2, ra = ~. r2, 
r4 = (!-)2 r2 , ... ; ist also n die kleinste ganze Zahl > 2, fUr welche 
die Ungleichung 2 ({-)n-2 r 2> r l gilt, so liegt offenbar derPunkt a l in K n, 
und dann ist das Verfahren mit n - 1 Schritten zu Ende. 

Damit ist nach dem oben Bemerkten zugleich die Potenzreihe ~l (zjal) 
aus ~ (zja) durch n-mal wiederholte Umbildung gewonnen. 

Aus naheliegenden Grunden werden wir nunmehr, wenn zwei Potenz­
reihen in z - a und z - b unmittelbare Fortsetzungen voneinander 
sind, fur beide dasselbe Zeichen ~ gebrauchen, also die Bezeichnungen 
~ (zja) und ~ (zjb) nebeneinander verwenden. 

§ 9. Laurentsche Reihen. Ein Hilfssatz iiber Potenzreihen. 
Sind ao, aI' a_I, a2, a_2, ... komplexe Zahlen, so wollen wir unter 

dem Zeichen 
(1) 

n=-co 
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die Summe der beiden Reihen 

und 

verstehen. Nur wenn diese beiden Reihen konvergent sind, stellt also 
das Symbol (1) eine bestimmte komplexe Zahl, namIich die Summe 
der beiden Limites 

lim (ao + a1 + a2 + ... + a .. ), lim (a_ 1 + a_2 + ... + a_ m) 
n~oo m~oo 

vor. Die Summe dieser beiden Limites konnen wir auch durch 

.. 
lim .l} ak 

m-+oo k=-m 
.. -+00 

andeuten. Nach diesen Festsetzungen wollen wir nun eine Summe der 
Gestalt 

+00 
:0 (z) = .l} cnz .. 

n=-oo 

betrachten. Fur einen bestimmten Wert von z besitzt 0 (z) einen be­
stimmten endlichen Wert, wenn fur das betreffende z die beiden Potenz­
reihen 

~ (z) = Co + c1 Z + c2 Z2 + ... , 

b.eide zugleich konvergieren. Die Reihe ~ (z) konvergiert im Inneren 

eines Kreises 1 z 1 = r, die Reihe ~l (+) auBerhalb eines Kreises Izl =r1" 

Offenbar haben die beiden Konvergenzgebiete von ~ (z) und ~l (+) nur 

dann ein Stuck gemein, wenn r> r1 ist, und zwar ist in diesem Falle 
das gemeinsame Stuck ein Kreisring. Diesen nennen wir den Konvergenz-

ring von :0 (z). Da ~ (z) und ~l( +) beide im Inneren dieses Kreisringes 

stetige Funktionen von z vorstellen, so gilt gleiches fur 

o (z) = ~ (z) + ~l (+ ) . 
Eine Summe der Gestalt :0 (z) nennt man eine Laurentsche Reihe. 

Eine gewohnliche Potenzreihe konnen wir offenbar als eine Laurentsche 
Reihe ansehen, in welcher die Koeffizienten C_l> c_2, .•. samtlich Null 
sind. 
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Es sei nun e der Radius eines Kreises mit dem Mittelprinkt 0, dessen 
Peripherie ganz im Innern des Konvergenzringes von :0 (z) verlauft 
(also r1 < e < r) (Abb. i3). 

Langs der Peripherie dieses Kreises ist :0. (z) und folglich auch der 
absolute Betrag I :0. (z) I von:O (z) eine stetige Funktion. Daher besitzt 
I :O(z) I auf der Kreisperipherie ein endliches Maximum M, so· daB fUr 
jeden Punkt z der Kreisperipherie 

(2) I :O.(z) I <M 
ist. 

Es besteht nun der ebenso merkwurdige wze wichtige Satz, daft lur 
1·eden Index n ~ 0 die Ungleichung 

(3) 

gilt, wenn langs der Kreisperipherie I z I = e die Ungleichung (2) er­
lullt ist. 

Abb.13. 

Wir beweisen diesen Satz zunachst fUr den 
Index n = O. 

Da die Reihen ~ (z) und ~1 (~) langs der Kreis­

peripherie I z I = e gleichmaBig konvergieren, so 
konnen wir m und n so bestimmen, daB in der 
Gleichung 

n 
Q (z) = .2 ck Zk + ~ 

k=-m 
der Wert von ~ der Ungleichung 

i~1 < e 

geniigt fiir jeden Wert von z mit dem absoluten Betrage e. Dabei be­
deutet, wie gewohnlich, e eine beliebig klein gewahlte positive Zahl. 
Es ist dann 

n 
(4) I (z) = Co + .2' ck Zk = :0 (z) - !5 

k=-m, 

fiir aIle diese Werte z absolut kleiner als M + e, also 

(5) II (z) I < M + e . 

Der Strich an dem Summenzeichen in (4) solI andeuten, daB bei der 
Summation iiber k der Wert k = 0 auszuschlieBen ist. 

Wir wahlen jetzt eine Zahl ~ vom absoluten Betrage 1, die jedoch 
so beschaffen sein solI, daB keine ganzzahlige positive oder negative 
Potenz von ~ gleich 1 wird. (Die Existenz derartiger Zahlen~ wollen wir 
nachher beweisen.) 1st daIm seine positive ganze Zahl und 
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so sind dies s Punkte auf dem Kreise I z I = e, und wir finden leicht 
n 

(6) !J~±li9±··· +! (z'_l) = C -:- .!. ~' C Ilk ~ks~ I 
5 0 , s":"'; k " ~k .- I . 

k=-m 
Nun ist 

wo 

von s unabhangig ist. Mit Riicksicht auf (5) und (6) folgt hieraus 

Ic I <lU~±lL(ZlLj- ... + !(zs-l).! + 2Jc < M + s + 2J .. 
o - 5 S '" 

Da wir s beliebig groB und s beliebig klein annehmen diirfen, so 
wird schliel3lich 

(7) 
Betrachten wir jetzt 

+00 
z-n 0 (z) = .2 Ck zk-n, 

k=-oo 

so ist in dieser Reihe Cn das von z freie Glied. Ferner ist langs des Kreises 

I z 1= e 
I z-n 0 (z) i < e- n M . 

Foiglich gilt nach (7) 

ICn[::;;:e- nM , 

woraus die zu beweisende Ungleichung (3) unmittelbar folgt. 
Es eriibrigt noch die Existenz von Zahlen ~ nachzuweisen, deren 

absoluter Betrag gleich 1 ist, ohne daB irgendeine Potenz von ~ mit 
einem ganzzahligen positiven Exponenten den Wert 1 besitzt. 

Eine solche ist z. B. die Zahl ~ = ·2~-=-' (die offensichtlich den Be­+1 
trag 1 hat). 

Ware namlich ~n = 1 fUr ein positives ganzes n, so folgte 

(2 - i)n = (2 + i)n = (2 - i + 2i)n = (2i)n + n (2 - i) (2i)n-l + ... 
und hieraus 

(2i)n = (2 - i) (A + Bi), 

wo A und B ganze rationale Zahlen bedeuten. Nimmt man die Quadrate 
der absoluten Betrage der beiden Seiten, so ergibt sich 

4n = 5 (A 2 + B2), 

und diese Gleichung enthalt einen Widerspruch. 
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Drittes Kapitel. 

Der Begriff der analytischen Funktion. 
§ 1. Monogene Systeme von Potenzreihen. 

Es sei $ (zja) eine Potenzreihe 

Co + c1 (z-a) + c2(z - a)2 + ... 
mit nicht verschwindendem Konvergenzradius. Sie besitzt unendlich 
viele unmittelbare Fortsetzungen; diese haben ihrerseits wieder un­
mittelbare Fortsetzungen usf. 

AIle auf diese Weise entstehenden Potenzreihen nennen wir Fort­
setzungen der Potenzreihe $ (zja) , so daB also $ (zjb) eine Fortsetzung 
von $ (zja) heiBt, wenn $ (zjb) entweder im friiheren Sinne eine un­
mittelbare Fortsetzung von $ (zja) oder das Endglied einer endlichen 
Folge 

ist, in welcher jedes folgende Glied eine unmittelbare Fortsetzung des 
vorhergehenden ist. 

Nach dem Satze, den wir frillier in Kap.2, § 8 kennen lernten, 
konnten wir den .Begriff der Fortsetzung auch so fassen: 

]ede aus einer Potenzreihe $ (zja) durch eine oder mehrere Umbil­
dungen entstehende Potenzreihe heifJt eine Fortsetzung von $ (zja). 

Ferner leuchtet unmittelbar ein, daB die Reihe $ (zja) Fortsetzung 
von $ (zjb) ist, wenn letztere Reihe Fortsetzung der ersteren ist. 

Ein solches unendliches System von Potenzreihen, welches aus 
einer Reihe $ (zja) und allen ihren Fortsetzungen besteht, nennen wir 
ein monogenes System von Potenzreihen. 

Wir behaupten, daB jede beliebige in einem solchen System ent­
haltene Potenzreihe als erzeugende Reihe angesehen werden kann, daB 
also die Reihe $ (zja) keine ausgezeichnete SteIlung in dem System 
einnimmt. Diese Behauptung laBt sich offenbar auch so aussprechen: 
]ede Potenzreihe des Systems ist eine Fortsetzung ieder anderen. 

Sind namlich $ (zjb) und $ (zjc) irgendzwei Potenzreihen des aus 
der Reihe $ (zja) erzeugten Systems, so ist $ (zjc) eine Fortsetzung von 
$ (zja) und $ (zja) eine Fortsetzung von $ (zjb). Foiglich ist auch 
$(zjc) eine Fortsetzung von $ (zjb) , w. z. b. w. 

Wir bemerken schlieBlich noch, daB wir in ein vorliegendes mono­
genes System von Potenzreihen auch jede Potenzreihe $ (zjoo) auf­
nehmen, von welcher eine Fortsetzung in dem Systeme vorkommt. 
Dabei ist unter einer Fortsetzung einer Reihe $ (zjoo) jede Reihe zu 
verstehen, die aus $ (zjoo) durch eine oder mehrere Umbildungen her-
vorgeht. --
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Aus vorstehendem ergibt sich der evidente Satz: 
Ein System von Potenzreihen bildet ein monogenes System, wenn 
1. jede Potenzreihe des Systems eine Fortsetzung jeder anderen ist und 
2. jede Umbildung einer Potenzreihe des Systems ebenlalls zum System 

gehort. 

§ 2. Definition der analytischen Funktion. 
Jedes monogene System von Potenzreihen definiert eine bestimmte 

Funktion I (z) der komplexen Variablen z. 1st namlich Zo irgendein Wert 
von z, so betrachten wir die Potenzreihen des monogenen Systems, deren 
Konvergenzkreis den Punkt Zo in seinem 1nnern aufnimmt. Die Werte, 
welche diese Potenzreihen fur z = Zo annehmen, ordnen wir dem Werte 
zo.zu. Dadurch ist eine bestimmte Funktion I(z) von z erkHirt, die fUr 
Z = Zo eindeutig oder mehrdeutig heiBt, je nachdem die genannten Potenz­
reihen fUr z = Zo aIle den namlichen Wert annehmen oder nicht. Offen­
bar k6nnen wir die Werte dieser Funktion, die einem bestiIlfmten Argu­
mente Zo entsprechen, auch so definieren: 

Man betrachte die dem monogenen System angehorenden Potenzreihen 
~ (z/ zo)' Die konstanten Glieder dieser Potenzreihen sind dann die Werte 
der Funktion I(z) lur Z = zoo 

Diese Definition haIten wir auch noch fUr Zo = 00 fest. Wenn also 
dem Systeme von Potenzreihen auch eine oder mehrere Potenzreihen 
~ (z/oo) angeh6ren, so sollen die konstanten Glieder dieser Potenzreihen 
die Werte der Funktion I (z) fUr z = 00 sein. 

Eine Funktion I (z) heifit eine "analytische Funktion", wenn sie in 
dieser Weise durch ein monogenes System von Potenzreihen erkliirt werden 
kann. Jede Reihe dieses Systems heifit ein "Element" derFunktion I(z). 

Hierbei ist nun noch folgcndes zu beachten: Liegt ein monogenes 
System von Potenzreihen vor, so ist es denkbar, daB ein bestimmt fixier­
ter Wert Zo von z uberhaupt nicht in den Konvergenzkreis irgendeiner 
Potenzreihe des Systems hineinfallt. Dann ist die betreffende Funktion 
I (z) fUr z = Zo nicht deliniert. 

Man mache sich an dieser Stelle k1ar, einen wie speziellen Typus 
diese analytischen Funktionen schon rein auBerlich darstellen. Eine 
Funktion im allgemeinsten Sinne besteht gemaB Kap. 1, § 6 nur in der 
Zuordnung gewisser Werte w zu gewissen Wert en z; insbesondere sind 
dabei samtliche Argumentwerte z als voneinander v611ig unabhangig ge­
dacht, und man kann die Funktion nach Belieben in einigen Punkten z 
definieren und in anderen undefiniert lassen. Der Begriff einer ana­
lytischen Funktion laBt sich zwar auch noch mittels einer solchen (aller­
dings unter Umstanden mehrdeutigen) Zuordnung fassen, setzt aber 
voraus, daB die Funktion in allen denjenigen Punkten, in denen sie 
nach dem obigen Verfahren durch Fortsetzung der zugeh6rigen Potenz-
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reihen definiert werden konnte, wirklich in der hierdurch bestimmten 
Weise definiert wird, daB sie aber andrerseits in jedem Punkte, in den 
die zugeh6rigen Potenzreihen sich nicht fortsetzen lassen, undefiniert 
bleibt. 

Wollte man beispielsweise eine Funktion j (z) auBerhalb des Punktes 
z = 0 durch Z2 definieren, dagegen im Nullpunkt undefiniert lassen, 
so ware diese Funktion nach der obigen Erklarung nicht analytisch, 
obwohl sie in ihrem ganzen Definitionsbereich durch eine Potenzreihe 
darstellbar ist. Denn diese Potenzreihe konvergiert auch im Nullpunkt. 
(Ebenso ware die Funktion nicht analytisch, wenn man ihr im Null­
punkt einen von 0 2 = 0 verschiedenen Wert beilegte.) 

Die Gesamtheit derjenigen Werte zo, die ins Innere des Ronvergenz­
kreises von Potenzreihen des monogenen Systems fallen und fUr die 
also auch dem System angeh6rende Reihen ~ (z/zo) existieren, bezeich­
nen wir als den Regularitatsbereich der Funktion j (z). Und zwar solI 
jeder Punkt Zo so oft dem Regularitatsbereich zugezahlt werden, als es 
verschiedene Potenzreihen ~ (z/zo) des monogenen Systems gibt. Dabei 
ist der Fall nicht ausgeschlossen, daB zwei verschiedene Potenzreihen 
~ (z/zo) dasselbe konstante Glied haben, so daB ihnen ein und derselbe 
Wert j (zo) entspricht. 

Aber man erkennt leicht, daB dieses nur fUr mehrdeutige Funk-
tionen eintreten kann, daB also folgender Satz gilt: . 

1st die analytische Funktion j(z) durchgehend eindeutig, so ist jeder 
Punkt Zo ihres Regularitatsbereichs nur einjach zu zahlen; die Funktion 
heij3t dann schlechthin "eindeutige Funktion". 

Waren namlich ~ (z/zo) und ~l (z/zo) zwei verschiedene Funktions­
elemente von j(z), so wiirden nach Rap. 2, § 4 in einer genugend kleinen 
Umgebung der Stelle Zo fUr jeden von Zo verschiedenen Punkt Zl die 
beiden Potenzreihen verschiedene Werte besitzen und daher j (z) fUr 
jeden solchen Punkt Zl mindestens zweideutig sein, entgegen der An­
nahme. 

§ 3. Eindeutige Zweige einer analytischen Funktion . 

.Betrachten wir irgendeine Menge}; von Punkten in der komplexen 
Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, so kann sich ein beliebig fixierter 
Punkt a auf drei Arten gegen diese Punktmenge verhalten. 

Entweder geh6ren aUe Punkte einer genugend kleinen Umgebung 
des Punktes a der Menge }; an, 

oder es geh6rt kein Punkt einer geniigend kleinen Umgebung des 
Punktes a der Menge }; an, 

oder endlich es fallt in jede noch so kleine Umgebung des Punktes a 
sowohl mindestens ein Punkt, der zur Menge gehort, wie auch min­
destens ein Punkt, der nicht zur Menge gehort. 
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Im erst en Falle sagen wir, a liege im Inneren der Menge 1: oder 
sei ein innerer Punkt von 1:; im zweiten Falle, a liege auBerhalb der 
Menge 1: oder sei ein iiuj3erer Punkt von 1:; im dritten Falle endlich 
sagen wir, a liege auf dem Rand von 1: oder sei ein Randpunkt von 1:. 
Ein Punkt a heiBe ein isolierter Randpunkt der Menge 1:, wenn in einer 
geniigend kleinen Umgebung von a der Punkt a der einzige Punkt ist, 
der nicht zur Menge 1: gehOrt. 

Eine stetige Kurve ist eine Menge von Punkten, deren Koordinaten x 
und y als stetige Funktionen 

x = cp(t), Y = '/jJ(t) 

einer reellen Veranderlichen t in einem Intervall to < t < t1 definiert 
sind. Die Kurve heiBt geschlossen, wenn ihre Endpunkte zusammeh­
fallen, d. h. wenn 

ist, einjach, wenn diese Gleichungen fUr kein anderes Paar verschiedener 
Werte von t gelten. 

Mit Hilfe dieser Begriffe definieren wir: Eine Punktmenge heiJ3t 
ein Gebiet, wenn 

1. alle ihre Punkte innere Punkte sind, 
2. je zwei ihrer Punkte sich durch eine stetige Kurve verbinden 

lassen, die ganz der Menge angehort. 
Eine wichtige Eigenschaft der einfach geschlossenen stetigen Kurven 

lehrt der J ordansche K urvensatz. Er besagt: 
Jede einjache, geschlossene, stetige Kurve C zerlegt die Ebene in genau 

zwei Gebiete, d. h. die der Kurve nicht angehorenden Punkte der Ebene 
lassen sich in zwei Mengen ohne gemeinsame Punkte einteilen, und 
jede dieser Mengen ist ein Gebiet. Der allgemeine 
und strenge Beweis dieses der Anschauung sehr 
vertrauten Satzes wiirde hier zu weit fUhren; 
doch werden wir den Satz trotzdem gelegentlich 
benutzen 1. Das eine der beiden von C bestimmten 
Gebiete enthalt alle geniigend we it vom Ursprung 
entfernten Punkte; wir nennen es das Auj3ere, das 
andere Gebiet das Innere von C. Abb.14. 

Das Innere einer einfachen, geschlossenen Kurve 
C bildet auch dann noch ein Gebiet, wenn wir einzelne Punkte _P', 
p", . . . und Linienstiicke l im Inneren des betreffenden Stiickes aus­
schlie Ben (Abb. 14). Die Randpunkte eines solchen Gebietes sind die 
Punkte der Linie C, die Punkte der ausgeschlossenen Linienstiicke l 
und die ausgeschlossenen Punkte p', p", ... . Die letzteren sind, soweit 

1 Vgl. Kap.5, § 5, S.92. 



46 I, 3. Der Begriff der analytischen Funktion. 

sie nicht auf einem der Linienstucke 1 liegen, isolierte Randpunkte 
des Gebietes. 

Es sei iedem Punkte z eines Gebietes D ein bestimmter endlicher Wert w 
nach irgendeinem Gesetz zugeordnet, so dafJ also w als Funktion von z in 
dem Gebiete D gegeben ist. Wenn nun die Werte der F unktion w fur eine 
genugend kleine Umgebung jeder Stelle a des Gebietes D durch eine Potenz­
reihe $ (zja) darstellbar sind, so sagen wir, w sei "regular" in D. 

Dann k6nnen wir folgenden fundamentalen Satz beweisen: 

Es gibt eine analytische Funktion f (z), so dafJ fur iedes z von D die 
Funktion w (z) einen der Werte von f (z) vorstellt. 

W ir nennen w (z) einen in dem Gebiete D regularen "eindeutigen Zweig" 
von t (z). 

Alles, was wir zu beweisen haben, ist, daB die Potenzreihen $ (zja) 
und $ (zjb) , welche in den Umgebungen von zwei beliebigen Punkten 
a und b des Gebietes D die Werte von w darstellen, Fortsetzungen von­
einander sind. 

Es sei a ein Punkt des Gebietes D und r der Radius des grofJten 
Kreises mit dem Mittelpunkt a, innerhalb des sen die Werte von w durch 
$ (zja) darstellbar sind. 1st dann r fUr geeignetes a unendlich, so liegt b 
im Inneren des Kreises urn a vom Radius r, und $ (zjb) = w (z) ist Um­
bildung von $ (zja); je zwei Potenzreihen $ (zjb1) und $ (zjb 2) sind also 
Fortsetzungen voneinander. 1st aber r endlich fur jedes a, so zeigen wir 
zunachst, daB r eine stetige Funktion von a innerhalb des Gebietes D 
ist. Es sei a ein beliebig fixierter Punkt des Gebietes D. Ferner sei a' 

ein Punkt, dessen Entfernung d von a kleiner alsi ist (Abb. 15). Da die 

Umbildung $ (zjaja') 1 von $ (zja) fur den Punkt a' mindestens in dem 

Abb. i5. 

Kreise mit dem Mittelpunkt a' und dem Radius r - d 
die Werte von w darstellt, so ist r' > r - d oder 
r - r' < d, wo r' dieselbe Bedeutung fur a' hat wie r 

r 
fur a. Da aber wegen d < "2 der Punkt aim Inneren des 

Konvergenzkreises von $ (zjaja') liegt, so ist aus Symme­
triegrunden r > r' - d oder r' - r < d. Es liegt also 
r' - r zwischen - d und + d, d. h. es ist 

Ir'-rl<d= la'-a/. 

Also ist in der Tat r eine stetige Funktion von a. 

Es seien nun a und b irgendzwei Punkte des Gebietes D. Wir ver­
binden dieselben durch eine stetige Kurve, die ganz in D liegt. Da r 
sich Hi.ngs dieser Linie stetig andert, so besitzt rein Minimum (2, welches 

1 \l3 (z/a/a') gehe aus \l3 (z/a) hervor, indem z- a durch z -a' - (a- a') ersetzt 
und dann die Funktion nach Potenzen von z - a' entwickelt wird. 
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den Wert von r fUr einen gewissen Punkt der Kurve ab darstellt und 
daher von Null verschieden ist. 

Wir wahlen nun auf der Kurve a b zwischen a und b die aufeinander­
folgenden Punkte av a2, as, ... , an' so daB in der Reihe 

der Abstand zweier aufeinanderfolgender Punkte kleiner als e ist 
(Abb.16). b 

Die Potenzreihen /" 
$ (z/a) , $ (z/al) , $ (z/az), ... , $ (z/an ) , $ (z/b) , as 

az 
welche in der Umgebung jener Punkte die Werte der aa1 

Funktion w darstellen, sind dann so beschaffen, daB Abb.16. 

jede folgende durch Umbildung der vorhergehenden 
erzeugt werden kann, da der Konvergenzkreis jeder dieser Reihen 
den Mittelpunkt des Konvergenzkreises der nachstfolgenden Reihe in 
seinem Inneren enthhlt. Es ist daher wirklich, wie gezeigt werden 
sollte, $ (z/b) eine Fortsetzung von $ (z/a). 

§ 4. Beispiele. 
Betrachten wir eine rationale Funktion 

h (z) bo + b1 Z + ... + br zr 

g (z) ao + a1 z + ... + a"z" 
(an =l= 0), 

so besitzt dieselbe fiir jeden endlichen Wert von z, fiir welchen der 
Nenner nicht verschwindet, einen bestimmten endlichen Wert w. Sie 
definiert also in der komplexen Zahlenebene, wenn wir die Wurzeln der 
Gleichung 

(1) 

ausschlieBen, eine eindeutige Funktion von z. 
Ohne den "Fundamentalsatz der Algebra" vorauszusetzen, kann man 

einsehen, daB die Gleichung (1) hochstens n Wurzeln besitzt. Denn ist 
Z = Zl eine Wurzel von (1), so ist die linke Seite g(z) ohne Rest durch 
Z - Zl teilbar; waren nun n + 1 verschiedene Wurzeln z = Zv Z = Zz, 

... , z = zn+1 der Gleichung (1) vorhanden, so wiirde die ganze rationale 
Funktion g (z) durch die ganze rationale Funktion (n + 1) - ten Grades 
(z - Zl) (z - zz) ... (z - zn+l) teilbar sein, was widersinnig ist. Man 
darf auBerdem voraussetzen, daB keine Wurzel von (1) zugleich Wurzel 
von h (z) = 0 ist, weil sonst h (z) und g (z) einen gemeinsamen Faktor 
hatten. Von dem groBten gemeinsamen Teiler kann man aber g(z) und 
h (z) von vornherein befreit annehmen. 

Betrachten wir nun die ganze Zahlenebene oder lieber gleich die 
Zahlenkugel mit AusschluB der etwa vorhandenen Nullstellen des 



48 I, 3. Der Begriff der analytischen Funktion. 

Nenners g(z) und des unendlich fernen Punktes, so haben wir ein Ge-

b· D . 1 h h (z). . d . Z' . let vor uns, m we c em W = g(Z) emen em euhgen welg emer 

analytischen Funktion vorstellt. Denn ist a ein beliebiger Punkt des 
Gebietes D, so ist 

h(z) h(a+(z-a)) $dz-a) 
W=-= . = 

g(z) g(a+(z-a)) $2(z-a)' 

wo \131 (z - a) und \132 (z - a) im Endlichen abbrechende Potenzreihen 
(d. h. ganze rationale Funktionen von z - a) vorstellen, von welchen die 
zweite fUr z = a nicht Null ist. Folglich ist nach Kap.2, § 5 

(2) W = \13 (z - a) 

in einer genugend kleinen Umgebung der Stelle a, also nach § 3 die 
Funktion w ein eindeutiger Zweig einer analytischen Funktion. 

Diese Funktion ist aber sogar eine eindeutige analytische Funktion 
von z. Denn die Potenzreihen (2), welche wechselnden Werten von a ent­
sprechen, bilden ein monogenes System. DaB je zwei der Potenzreihen (2) 
Fortsetzungen voneinander sind, folgt aus dem schon benutzten Satze, 
nach welchem w einen eindeutigen Zweig einer analytischen Funktion 
darstellt. DaB aber auch, wenn \13 (z/a) eine der Potenzreihen (2) be­
deutet, fede Fortsetzung derselben zu den Potenzreihen (2) gehort, 
geht unmittelbar daraus hervor, daB jede Umbildung von \13 (z/a) , etwa 

fur einen Punkt av in einer Umgebung von a1 den Wert von: i;~ darstellt. 

Durch fortgesetzte Umbildungen kommt man also aus dem System der-
.. P 'h d' h (z). dUb . d' P k d Jemgen otenzreI en, Ie g(z) m er mge ung lrgen emes un tes er 

Zahlenkugel darstellen, in der Tat nicht heraus. In dem System dieser 
Potenzreihen kommt auch eine dem Punkte 00 entsprechende Reihe 
\13 (zja) vor, wenn n > r ist. Denn dann hat man 

h (z) _ bo q)~ + ... + br . (~)n-r = \13 (~) • 
g (z) ao ( z) + ... + an 

1st dagegen n < r und br 9= 0, so gibt es eine solche Reihe \13 (! ) nicht. 

Zusammenfassend k6nnen wir sagen: 

Eine rationale Funktion ; ~;~ ist eine eindeutige analytischeFunktion. 

Der Regularitatsbereich umfafJt aile Werte von z mit AusschlufJ der Null­
stellen des Nenners g (z) und, wenn der Grad des Zahlers grofJer als der 
des N enners ist, mit A usschlufJ von z = 00. 

Da an den ausgeschlossenen Stellen ; i;~ unendlich wird, so kann 

kein Funktionselement existieren, welches eine dieser Stellen im Inneren 
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seines Konvergenzkreises enthielte. Die ausgeschlossenen Stellen bilden 
also notwendig den Rand des Regularitatsbereiches. 

Als zweites Beispiel wollen wir eine bestandig konvergierende 
Potenzreihe 

betrachten. Diese definiert eine eindeutige analytische Funktion, deren 
Regularitatsbereich durch aIle Werte von z mit eventuelIem AusschluB 
des Wertes z = 00 gebildet wird. 

In der Tat ist jede Umbildung ~ (zja) von ~ (z) ebenfalls eine be­
standig konvergierende Reihe, und diese Umbildungen bilden daher 
das aus ~ (z) entspringende monogene System von Potenzreihen. Aus 
der bestandigen Konvergenz von ~ (z) erhellt zugleich, daB die Um­
bildungen zu dem Wertevorrat dieser Funktion nichts hinzufugen. 

Wir wollen nun zeigen, daB, abgesehen von dem FaIle, wo ~ (z) sich 
auf das Anfangsglied Co reduziert, der Punkt 00 nicht zu dem Regulari­
tatsbereich der durch ~ (z) definierten Funktion gehi:irt. 

Zu diesem Zwecke beweisen wir den Satz: 
Wenn die bestandig konvergierende Reihe ~ (z) sich nicht auf ihr A n­

fangsglied reduziert, so gibt es in jeder noch so kleinen Umgebung des 
Punktes 00 und zu jedem beliebig grofJen positiven G mindestens einen 
Wert von z, filr welchen 

I ~ (z) I> G 
wird. 

Wir betrachten eine Umgebung des Punktes 00, d. h. das AuBere 
eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0. Es sei ferner G eine beliebig vor­
geschriebene positive Zahl, und es werde angenommen, daB 

I ~(z) I <G 

sei fur jeden Punkt z in der betrachteten Umgebung des Punktes 00. 

Wenn dann r den Radius eines Kreises mit dem Mittelpunkt ° be­
deutet, dessen Peripherie ganz in jener Umgebung verlauft, so ist 

I cn I r":;::: G (n = 0,1,2,3, ... ) 

nach dem Hilfssatz in § 9 des vorigen Kapitels. 
Hieraus folgt 

(3) 

Da wir nun r beliebig groB annehmen konnen, so ist I cn I, falls n > 0, 
hochstens gleich eIller beliebig klein zu machenden positiven GroBe 
und daher 

cn = 0. 

Folglich muB sich dann ~ (z) auf das erste Glied Co reduzieren. 
H urwitz·Courant, Funktionentheorie. 3. AUf!. 4 
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Damit ist offenbar unser Satz bewiesen. 

Wenn nun z = 00 dem Regularitatsbereiche der durch ~ (z) defi­
nierlen Funktion angehOrte, so hatte man in einer genugend kleinen 
Umgebung des Punktes 00 

m (z) = k + kl + k2 + .... 
~+' 0 z Z2 

Fur groBe Werle von z wurde $ (z) wenig von ko verschieden sein 
und daher 1$ (z) I unter einer endlichen positiven Zahl bleiben. Folglich 
geh6rt, wie behauptet wurde, z = 00 nm dann dem Regularitatsbereiche 
unserer Funktion an, wenn $ (z) = Co ist und also die Funktion sich 
auf eine Konstante reduziert. 

Eine analytische Funktion, welche durch eine bestandig konver­
gierende Reihe $ (z) definiert werden kann, nel}nt man nach WEIER­
STRASZ eine ganze Funktion. Wenn die Reihe $ (z) abbricht, so 
heiBt die betreffende ganze Funktion rational, im andern Falle trans­
zendent. 

Als letztes Beispiel wollen wir den Quotienten zweier bestandig 
konvergierender Reihen 

w = $l(z) 
$(z) 

betrachten. Zunachst beweisen wir den folgenden wichtigen Satz: 
Die Nullstellen einer bestandig konvergierenden, nicht identisch ver­

schwindenden Potenzreihe $ (z) konnen keine im Endlichen liegende 
H aufungsstelle haben. 

Betrachten Wlr namlich einen beliebigen endlichen Wert z = a, 
so ist 

wo die rechte Seite die Umbildung von $ (z) ffir z = a bedeutet. Nun 
wissen wir, daB in einer genugend kleinen Umgebung von z = a die 
Reilie $1 (z - a) nicht verschwindet, auBer etwa fUr z = a. Daher ist 
also z = a keine Haufungsstelle der Nullstellen von $ (z). 

Wenn wir nun aus der Zahlenkugel die N ullstellen von $ (z), wenn 
solche existieren, und den Punkt 00 ausscheiden, so entsteht ein Gebiet, 
in welchem w in der Umgebung jeder Stelle nach Kap. 2, § 5 als Potenz­
reihe darstellbar ist. Daraus schlieBen wir wieder, ganz analog wie oben 
fUr rationale Funktionen, daB der Quotient zweier bestandig konver­
gierender Potenzreihen eine eindeutige analytische Funktion darstellt, 
deren Rfgularitatsbereich die Zahlenkugel ist mit AusschluB gewisser 
Punkte. Die letzteren besitzen, wenn sie in unendlicher Anzahl vor­
handen sind, die einzige Haufungsstelle 00. 
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§ 5. Die Elementarzweige und ihre singuHiren Punkte. 
Gehart eine einzelne Potenzreihe I.IS (zja) zu dem monogenen Systemt', 

das die analytische Funktion t (z) definiert, so bezeichneten wir sic als 
ein Element der Funktion t (z). 1m Innern ihres Konvergenzkreises defi­
niert die Potenzreihe 1,j5 (zja) einen eindeutigen Zweig von t (z); wir 
wollen einen solchen Zweig einen Elementarzweig und jeden inneren 
Punkt des Konvergenzkreises einen reguliiren Punkt des Elementar­
zweiges nennen. 

Betrachten wir einen Punkt s auf der Peripherie des Konvergenz­
kreises von I.IS (zja) , so gibt es entweder eine Potenzreihe I.IS (zjs) mit 
nicht vcrschwindendem Konvergenzradius, die eine unmittelbarc Fort­
setzung von I.IS (zja) ist, oder es gibt keine derartige Potenzreihe. 1m 
erst en FaIle wollen wir s einen reguliiren, im letzteren FaIle einen singu­
liiren Punkt des Elementarzweiges nennen. Wir beweisen nun in dicsem 
Paragraphen den fundamentalen Satz: 

Auf der Peripherie des Konvergenzkreises von l.IS(zja) liegt immer 
mindestens ein singuliirer Punkt. 

Beim Beweisc setzen wir der Einfachheit halber a = O. 1st a von 
Null verschieden, so sind die nachfolgenden Betrachtungen nur un­
wesentlich zu modifizieren. 

Es sei also 

eine Potenzreihe, r ihr Konvergenzradius und K ihr Konvergenzkreis. 
Wir nehmen nun an, daB nicht nur im lnneren, sondern auch auf 

der Peripherie des Konvergenzkreises jedem Punkte a eine unmitte1-
bare Fortsetzung I.IS (zja) von I.IS (z) entspricht; dann wird der Konvergenz­
radius r a dieser Fortsetzung einc stetige Funktion von a sein. Dies folgt 
aus einer ahnlichen Betrachtung, wie wir sie in § 3 angcstcllt haben. 
Wenn namlich a' genugend nahe bei a liegt, so ist Ira' - ra I :s d, wo 
d die Entfernung I a' - a I der beiden Punkte voneinander bedeutet. 
Da nun die Punkte a im Inneren und auf der Peri ph erie unseres Kreises 
eine abgeschlossene Menge 1 bilden, so besitzt r a ein Minimum e, welches 
von Null vcrschicden ist. 

Hieraus wurde nun, wie wir zeigen werden, weiter folgen, daB der 
Konvergenzradius von I.IS (z) nicht r, sondern graBer als r ware. 

Wir beschreiben zu dem Zwecke urn den Nullpunkt einen Kreis 
K' mit dem Radius r + 1)', WO I)' eine positive Zahl < (! bedeutct. 
Den Ring zwischen K und K' bezeichnen wir mit C, wobei wir die 
den Ring begrenzenden Kreisperipherien mit zu dem Ringe zahlen 
wollen. 

1 Eine Punktmenge heiJ3t abgeschlossen, wenn sic ihre Haufungspunkte ent­
halt. Eine auf einer abgeschlossenen Punktmenge stetige reelle Funktion besitzt 
daselbst ein l'.faximum und ein 114inimum. 

4* 
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Fur das Innere und die Peripherie des Kreises K' definieren wir 
nun eine eindeutige Funktion von z folgendermaBen: 

Liegt z im Inneren des Konvergenzkreises K von 1.13 (z), so solI 

j (z) = 1.13 (z) 

sein. Gehort dagegen z dem Ringe C an, so bestimmen wir einen Punkt a 
im Inneren von K so, daB sein Abstand von z kleiner als (} ist (Abb. 17). 
Dann fant z ins Innere des Konvergenzkreises der Umbildung 1.13 (zja) 
von 1.13 (z), und wir set zen nun fest, daB 

j (z) = 1.13 (zja) 

genommen werden solI. Der hierdurch definierte Wert j(z) ist un­
abhangig von der Wahl des Punktes a. Denn nehmen wir statt a einen 

andern Punkt a' zu Hilfe, so daB der Konvergenzkreis @,>.zvonl.13(Zja,)ebenfallSdenbetraChtetenpunktzum-
'd, faBt, so gehort, wie man geometrisch sieht, ein gewisses 
o Teilgebiet von K den Konvergenzkreisen von 1.13 (zja) und 

1.13 (zja') zugleich an; diese beiden Reihen haben dart die-
o selben Werte j (z), sind also unmittelbare Fortsetzungen 

Abb.17. voneinander, und daher gilt im betrachteten Punkte z 

1.13 (zja') = 1.13 (zja). 

Die so definierte Funktion j (z) ist fUr den Kreis K' einschlieBlich 
seiner Peripherie eine eindeutige und stetige Funktion. Folglich· hat 
I j(z) I ein endliches Maximum, welches wir mit g bezeichnen wollen. 

Nun sei a wieder ein Punkt im Inneren des Kreises K. Wir be­
schreiben urn a als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius a. Langs 
der Peripherie dieses Kreises ist 

z - a (n) (z - a)" 
j (z) = 1.13 (zja) = 1.13 (a) + 1.13' (a) -1-! + ... + 1.13 (a) -'----n! + ... 

absolut < g. Folglich gilt nach Kap. 2, § 9 

I ~ ~(n) (a) ian < g 
in! 1-

(n = 0, 1,2, ... ). 

Es ist aber 
1 00 kl 00 k 

- m(n) (a) = ,\1_--' _ C aTt,-n = "'( ) c ak - n • 
n!+' ':::";n!(k-n)! k L.; n k 

k=n k=n 

Lassen wir a auf einem Kreise mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius 
oc < r wandern, so ist dabei bestandig 

I $(n) (a) I g 
1-- <­I n! = an 

und folglich nach Kap.2, § 9 fUr k = n, n + 1, 

( k ) I c I ock - n < -L . n k --an 
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Da wir rx belie big dicht bei r nehmen konnen, so ist auch 

I ck I ( ~ ) rk - n an < g. 

Wir nehmen n = 0, 1,2, ... , k und addieren; so kommt 

I ck I (r + a)k < (k + 1) g; 
es ist also 

Q (z) = t g (k + 1) C ~ at 
k=O 

eine Majorante von ~ (z). 
Die Potenzreihe :0 (z) konvergiert aber so we it Wle 

'-""1 ( Z )k 
~ r-!-a ' 
k=O 

also fiir I z I < r + a. Ebensoweit miiJ3te daher auch ~ (z) konver­
gieren. 

Dies ist aber gegen die Voraussetzung, daJ3 K der Konvergenzkreis 
von ~ (z) ist; also ist die Annahme unzuHissig, daJ3 auf der Peripherie 
von K kein singuldrer Punkt liege. Unser Satz ist nunmehr bewiesen. 

Urn ein Beispiel fUr die Anwendung dieses Satzes zu geben, be­
trachten wir den Quotienten zweier besHindig konvergierender Potenz­
reihen 

bo -!- bi Z -!- b2 z2 + ... 
----~.---,,---

wobei wir ao von Null verschieden voraussetzen wollen. Der Einfach­
heit halber wollen wir iiberdies annehmen, daJ3 ~ (z) und ~l (z) keine 
gemeinsame Nullstelle besitzen. 

Wir wissen, daJ3 in der Umgebung der Stelle z = 0 eine Gleichung 

~1 (~) = Co + c 1 Z + c 2 Z2 + ... = 1.lS2 (z) 

gilt. Welches ist nun der Konvergenzkreis der Reihe ~2 (z) ? 
Auf dessen Peripherie muJ3 ein Punkt s vorhanden sein, fur den ~ (z) 

verschwindet. Denn sonst wurde in der Umgebung jedes Punktes der 

Bruch ~ ((:} in die Form einer Potenzreihe gesetzt werden konnen, 

welche offenbar eine unmittelbare F ortsetzung von ~2 (z) ware. Da 
andererseits der Konvergenzkreis von ~2 (z) im Inneren keine Nullstelle 
von ~ (z) enthalten kann, weil fUr eine solche ~2 (z) unendlich wurde, 
wahrend doch ~2 (z) im Inneren des Konvergenzkreises stets einen end­
lichen Wert besitzt, so folgt, dafJ der Konvergenzkreis von ~2 (z) der­
jenige Kreis mit dem Mittelpunkt 0 ist, dessen Peripherie durch die dem 
Punkte z = 0 ndchstgelegene Nullstelle von ~ (z) hindurchgeht. 
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Entwickeln wir beispielsweise 
Z2 

-f - 6z - Z2 

nach Potenzen von z, so erhalten wir 
z2 

I _ 6 z _ Z2 = Z2 + 6 Z3 + 37 Z4 + .... 
Diese Entwicklung ist gultig in demjenigen Kreise mit dem Mittel­

punkt Null, der durch die dem Nullpunkt nachstgelegene Wurzel der 
Gleichung 

Z2 + 6 z - 1 = 0 
geht. Die Wurzeln sind 

Zl = - 3 + flO, 

Der Radius des in Betracht gezogenen Konvergenzkreises ist daher 

ylO - 3. 

§ 6. Der Fundamentalsatz der Algebra. 
Wir. wollen nun auf Grund der Untersuchung des vorigen Para­

graphen einen sehr einfachen Beweis fUr den Fundamentalsatz der Algebra 
geben. Es sei 

g (z) = ao + a 1 z + a2 Z2 + ... + an z" 

eine ganze rationale Funktion, wobei n > 0, an =+= 0 vorausgesetzt werde. 
Verschwande nun g(z) fUr keinen Wert von z, so ware 

I + + 2' (1) a o + a 1 z + a 2 22 + ... + an zn = Co C1 Z C2 Z T···, 

wo nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen die rechte Seite einen 
unendlich groBen Konvergenzradius besitzt, also eine bestandig kon­
vergierende Reihe ist. 

Da aber andererseits die linke Seite von (1) in einer gewissen 

Umgebung von z = 00 in eine Potenzreihe in ~ entwickelbar ist, wei! 
z 

die linke Seite ja in die Form 
1 I 

zU· I I I 
an + a"-l Z + a"-2 ~ + ... + a o z" 

gesetzt werden kann, so muB nach § 4 die rechte Seite sich auf das 
Anfangsglied Co reduzieren. Die dann aus (1) folgende Gleichung 

1 = (ao + a1 z + a2 Z2 + ... + an zn) Co 

ist aber widersinnig. Foiglich mufJ notwendig mindestens eine Wurzel der 
Gleichung g (z) = 0 existieren. 

Hieraus leitet man in bekannter Weise den Satz ab, daB jede ganze 
rationale Funktion n-ten Grades als Produkt von n Linearfaktoren dar­
stellbar ist. 
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§ 7. SinguHire Punkte einer analytischen Funktion. 
Der Regularitatsbereich oder Definitionsbereich einer eindeutigen 

analytisehen Funktion f (z) ist eine Punktmenge, welche beilaufig be­
merkt unter den Begriff eines Gebietes fallt. Die Punkte aUf dem Rande 
des Regularitatsbereichs nennen wir die singularen Punkte der Funk­
tion f (z), die Punkte im 1 nneren des Regularitatsbereiehs die regularen 
Punkte von f (z). Die singularen Punkte bilden eine abgeschlossene Menge, 
d. h. eine Haufungsstelle von singularen Punkten ist ebenfalls ein 
singularer Punkt. Dieser Satz ist nur ein spezieller Fall des allgemeineren: 

1st .E irgendeine Punktmenge, so bilden die Punkte aUf dem Rande 
von .E stets eine abgeschlossene Menge. 

Ein Punkt P liegt naeh der Definition auf S.45 auf dem Rande 
von .E, wenn in jeder Umgebung von P mindestens ein Punkt liegt, der 
zu .E gehi:irt, und aueh mindestens ein Punkt, der nieht zu .E gehi:irt. 

1st nun a eineHaufungsstelle der Punkte PI' P2' P3' ... , die ihrerseits 
auf dem Rande von .E liegen, so fallen in jede Umgebung von a Punkte 
Pk (und zwar in unendlieher Anzahl) hinein. Urn einen solchen Punktpk 
ki:innen wir eine Umgebung (Pk) so klein abgrenzen, daB sie ganz im 
Inneren der betraehteten Umgebung von a liegt. Daher wird in diese 
mindestens ein Punkt, der zu .E gehi:irt, und mindestens ein Punkt, der 
nieht zu 2: gehi:irt, hineinfallen, weil dieses fUr die Umgebung (Pk) 
gilt. Folglieh ist a ebenfalls ein Punkt auf dem Rande von .E; und damit 
ist unser Satz bewiesen. 

Betraehten wir nun einen singularen Punkt der Funktion f (z), so 
wird derselbe entweder Haufungsstelle anderer singularer Punkte sein 
oder nieht. 1m letzteren FaIle nennen wir ihn einen isolierten singularen 
Punkt. Ein isolierter singularer Punkt ist also ein solcher, urn den sich 
eine so kleine Umgebung abgrenzen lant, daB in ihr kein weiterer singu­
larer Punkt der Funktion liegt. 

Betraehten wir einen Elementarzweig I,l3 (z/a) der eindeutigen analy­
tisehen Funktion f (z), so ist jeder singulare Punkt s dieses Elementar­
zweiges auch ein singularer Punkt von f (z). Denn da fUr den Punkt s 
keine Fortsetzung I,l3 (z/s) von I,l3 (z/a) existiert, so ist s selbst kein Punkt 
des Regularitatsbereiehes von f (z), und da s andrerseits Haufungsstelle 
von Punkten des Regularitatsbereiehes ist, so ist s ein Punkt auf dem 
Rande des Regularitatsbereiehes. Nahirlieh ist aueh jeder regulare 
Punkt des Elementarzweiges I,l3 (z/a) ein regularer Punkt der eindeutigen 
Funktion f(z). 

Wenn wir daher die singularen Punkte einer eindeutigen Funktion 
kennen, so konnen wir sofort den Konvergenzkreis eines Funktions­
e1ementes I,l3 (z/a) angeben: 

Der Kreis mit dem Mittelpunkt a, dessen Peripherie durch einen 
singularen Punkt geht, welcher a zuniichst liegt, ist der Konvergenzkreis 
der Reihe I,l3 (z/a). 
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Wir haben nun schlieBlich noch die Einteilung der singuHiren 
Punkte in wesentlich singulare und aufJerwesentlich singulare auseinander­
zusetzen. 

Wenn fUr einen singuHiren Punkt seine Umgebung existiert, inner-

halb deren, abgesehen vom Punkte s seIber, die Werte der Funktion t~Z) 
durch eine Potenzreihe $ (zjs) darstellbar sind, so nennen wir s einen 
aufJerwesentlich singularen Punkt oder auch einen Pol von f (z); im 
anderen FaIle nennen wir s einen wesentlich singularen Punkt. Wir wollen 
einen Pol s der Funktion f (z) einmal naher betrachten. In der Umgebung 
von SO; abgesehen vom Punkte s selbst, ist nach der gegebenen Definition 
eines Poles 

(1) f ~Z) = ck (z - S)k + ck+1 (z - S)k+l + ... = (z - S)k $ (z - s) (k::::: 0), 

wobei wir Ck als nicht verschwindend voraussetzen. Hier ist fUr den Fall 

s = 00 unter z - s, wie immer, ~ zu verstehen. Nach (1) gilt nun in 

einer geeignet gewahlten Umgebung von s, wieder bis auf den Punkt s 
selbst, die Gleichung 

III 
f (z) = (z _ S)k lJ! (z _ s) = (z _ s)k $1 (z - s) 

oder, ausfUhrlich geschrieben, 

(2) 
1 f (z) = (.z _ S)k (ao + a1 (z - s) + ... ) 

Daraus geht hervor, daB k > 0 ist; denn sonst wiirde f(z) nach Potenzen 
von z - s entwickelbar sein, also s entgegen der Voraussetzung nicht 
zu den singularen Punkten gehoren. 

Die Zahl k nennen wir die Ordnung des Poles. Lassen wir den Punkt z 
des Regularitatsbereiches in den Punkt s iibergehen, so wird nach 
Gleichung (2) die Funktion f (z) u~endlich graB und zwar derart, daB 

lim {(z - S)k f (z)} = ao 
2-+8 

einen endlichen, von Null verschiedenen Wert erhalt. Wir driicken 
diese Tatsache dadurch aus, daB wir sagen, f (z) wird fUr z = s von der 
k-ten Ordnung unendlich. 

Setzen wir die Gleichung (2) in die Form 

f ( ) ao + a1 ak 1 () Z = (Z_S)k (Z_S)k-1 + ... + z~s +ak +ak+l z-s +"', 
so sehen wir, daB 

f ( ) ( ao a1 ak - 1 ) () 
Z - (z _ S)k + (z _ S)k-l + ... + z _ s = ak + ak + 1 z - s + ... 
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in der Umgebung von s in eine Potenzreihe ~ (z/s) entwickelbar ist und 
also fUr z = s endlich bleibt. Wir sagen deshalb, ! (z) werde an der Stelle s 
unendlich Wle 

g (_1_) = ~_~o_ ... + _~ __ ~ + ... + ak - 1 
z- s (z ~ S)k (z- 5)k-1 z~ s· 

Diese ganze rationale Funktion von _1_ nennen wir den meromorphen 
Z-5 

Teil oder Hauptteil von! (z) fUr den Pol s. 
Aus der Gleichung (2) folgern wir endlich noch den wichtigen Satz: 

Ein Pol ist stets eine isolierte singuliire Stelle. 

Betrachten wir namlich irgendeine von s verschiedene Stelle Zo in 
derjenigen Umgebung von s, in welcher bis auf den Punkt s die Gleichung 

1 ! (z) = (z=S)k (ao + a1 (z - s) + ... ) 

gilt, so k6nnen wir fUr eine geeignet gewahlte Umgebung von Zo die 
rechte Seite dieser Gleichung als Potenzreihe in z - Zo darstellen. 
Foiglich ist Zo keine singulare Stelle von! (z). 

Bei nicht isolierten singularen Stellen liegen die Verhaltnisse im all­
gemeinen viel verwickelter. Als besonders bemerkenswertes und wichtiges 
Beispiel erwahnen wir die folgende Tatsache. Es kann vorkommen, daB 
jeder Punkt einer Linie singulare Stelle fUr eine analytische Funktion 
ist; man spricht dann von einer singuliiren Linie. Vielleicht das ein­
fachste Beispiel dafUr liefert die im Kreise I z I < 1, im Innern des so­
genannten Einheitskreises, durch die daselbst konvergente Potenzreihe 

i znl erklarte Funktion, fUr die jeder Punkt auf dem Rande des Ein-
n=O 
heitskreises singular istl. Daher laBt sie sich in keiner Weise liber den-
selben analytisch fortsetzen; ihr Definitionsbereich besteht also aus 
dem Inneren des Einheitskreises. Man sagt deshalb auch, der Einheits­
kreis I z I = 1 bilde die naturliche Grenze flir un sere Funktion. 

1 Der Beweis ist einfaeh folgender: Bei radialer Annaherung des Argumentes z 
2nip 

an irgendeine Einheitswurzel e q (P, q teilerfremde ganze Zahlen, q > 0) wird 
2nip 

unsere Funktion stets unendlich. Setzt man namlich z = e c q ,wo 0;;::; e < 1, 
so gilt 

00 q-l 00 00 

I.E zn! 12: -I.E zn! I + I.E zn! 12: - q + .E en! 
n=O n=O n=q n=q 

2nip n! 

- man beachte e q = 1 fUr 12 ~ q -, und die reehte Seite wachst liber aile 
Grenzen, wenn e von Null bis Einslauft. Die Einheitswurzeln sind daher jeden­
falls singulare Stellen. Da diese aber den Einheitskreis : z I = 1 li berall dieht 
erftillen, ist jeder andere Punkt dieser Linie als Haufungspunkt singularer Stellen 
auch singular. 
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Die Definition der singularen Stelle laBt sich nun auch unschwer 
auf den Fall ubertragen, daB die Eindeutigkeit von t (z) nicht voraus­
gesetzt wird, sondern daB nur ein eindeutiger Zweig betrachtet wird. 
Wir wollen aber fiir mehrdeutige Funktionen der Einfachheit halber 
nicht die allgemeine Definition der singularen Stelle geben, sondern 
uns auf einen fUr die Anwendungen genugenden speziellen Fall be­
schranken. 

Es sei t (z) ein in einem Gebiet D regularer eindeutiger Zweig einer 
analytischen Funktion. Ferner sei a ein Randpunkt von D, der so be­
schaffen ist, daB er entweder ein isolierter Randpunkt ist oder daB 
doch wenigstens in seiner Umgebung, von ihm seIber abgesehen, nur 
isolierte Randpunkte des Gebietes liegen. Wir betrachten nun die Ge­
samtheit der Elementarzweige des in D eindeutigen Zweiges t (z), d. h. 
die Gesamtheit der Potenzreihen, durch welche die Werte des Zweiges 
t (z) in dem Gebiet D dargestellt werden. 1st dann der Punkt a singu­
larer Punkt irgendeines Elementarzweiges, so nennen wir ihn auch 
einen singularen Punkt des eindeutigen Zweiges t (z); ist dagegen der 
Punkt a ein regularer Punkt fUr jeden Elementarzweig, des sen Kon­
vergenzkreis a im Inneren oder auf dem Rande enthalt, so heiBt a 
regularer Punkt des eindeutigen Zweiges t (z). 1st nun a ein singularer 

I 
Punkt, so heiBt er ein Pol, wenn T(i) auch noch im Punkte Z= a regular 

ist, im andern Fall heiBt er wesentlich singular. Ordnung und mero­
morpher Teil eines Poles werden genau wie oben definiert, und es gilt 
offenbar wieder der Satz, daB ein Pol stets eine isolierte singulare 
Stelle ist. 

§ 8. Die singularen Stellen der ganzen und der rationalen 
Funktionen. 

Eine Funktion t (z), die durch eine bestandig konvergierende Reihe 
darstellbar ist, also eine sogenannte ganze Funktion, besitzt im End­
lichen keine singulare Stelle. Dieser Satz laBt sich auch umkehren: 

Eine eindeutige Funktion 1, die im Endlichen keine singuliire Stelle 
besitzt, ist eine game Funktion. 

Denn der Konvergenzkreis jedes Funktionselementes muB sich nach 
dem vorigen Paragraphen ins Unendliche ausdehnen. 

Fur die Stelle 00 kann, wie wir wissen, eine Entwicklung ~ (~ ) 
nur dann existieren, wenn die bestandig konvergierende Reihe sich auf 
eine Konstante reduziert. Also gilt: 

Eine eindeutige Funktion, die iiberhaupt keine singulare Stelle besitzt, 
ist eine Konstante. 

1 Den Zusatz analytisch unterdriicken wir, weil es sich hier und im folgenden 
immer nur urn analytische Funktionen handelt. 
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1st eine ganze Funktion f (z) = Co + Cl Z + C2 Z 2 + ... fUr aIle end­
lichen z beschriinkt, d. h. gibt es eine Konstante M derart, daB fUr aIle 
endlichen z 

Ii (z) I <M 
ist, so folgt aus dem Satz im zweiten Beispiel von § 4, daB die Reihe 
fUr f (z) sich auf ihr Anfangsglied Co reduziert. Also: 

Jede beschriinkte ganze Funktion ist eine Konstante (Satz von LIOU­

VILLE). 

Nunmehr betrachten wir cine ganze Funktion f (z), fUr die z = CXl 

eine aufJerwesentlich singulare Stelle ist. 
Wenn aozk + alz"-l + ... + ale_lz der meromorphe Teil von j(z) 

an der Stelle z = 00 ist, so hat die Differeuz 

f (z) - (aozk + alzk - l + ... + a"_lz) 

den Punkt 00 nicht mehr zum singularen Punkt, und da sie ebenso­
wenig im Endlichen eine singulare Stelle besitzt, so ist sie eine Kon­
stante ale; also 

f (z) = ao Zk + a l Zk-l + ... + ak - l z + ak • 

Eine eindeutige Funktion, die nur die aufJerwesentlich singuliire Stelle 
z = 00 besitzt, ist eine ganze rationale Funktion. 

Dnd hie ran kniipft sich sofort der Satz: 
Eine eindeutige Funktion, welche die eine wesentlich singuliire Stelle 

z = CXl besitzt, ist eine ganze transzendente Funktion, und umgekehrt: 
jede ganze transzendente Funktion besitzt die eine wesentlich singuliire 
Stelle z = 00. 

Nun kommen wir zur Betrachtung einer rationalen Funktion 
h (z) l!o + VI Z + ... + br ZT 

W = -i(z) = "0-+ "1 z + ... +-;~-z;, , 
Wo h (Z) und g (z) keinen gemeinsamen Teiler haben. Die singular en 
Stellen derselben sind die Nullstellen des Nenners und, falls r> n ist, 
die Stelle 00. 

1st z = Zo eine Nullstelle des Nenners g(z) und ist (z - ZO)k die 
h6chste Potenz von z - Zo, durch die g (z) teilbar ist, so wird 

I 1z (z) I , 
w = ~-=~)k ~I-(") = (z--=- ZO)k ~l (z - zo) , 

wo 1.131 eine Potenzreihe mit nicht verschwindendem Anfangsglied ist, 
weil h (z) und g (z) keinen gemeinsamen Faktor haben, also der Bruch 
It (z) f" . h N 11 . k --(")" ur z = Zo UIC t U sem ann. 
Ii! " 

Es ist daher z = Zo ein Pol von der Ordnung k. Ebenso sieht man 
leicht ein, daB fUr r > n der Punkt z = 00 ein Pol von der Ordnung 
r - n ist. Also: 

Eine rationale Funktion besitzt nur aufJerwesentlich singuliire Stell en 
(Pole). 
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Wir beweisen nun die Umkehrung dieses Satzes: 
Eine eindeutige Funktion I (z), die nur aufJerwesentlich singulare 

Stellen besitzt, ist notwendig eine rationale Funktion. 
Wenn die singuHi.ren Stellen von I (z) samtlich aufJerwesentlich sind, 

so ist ihre Anzahl endlich. 1m andern FaIle wiirden sie namlich min­
destens eine Haufungsstelle haben, die nach § 7 wesentlich singular 
sein wiirde. Es seien nun 

die singularen Stellen von I (z) und fiir n = 1,2, .. . "r 

1) (n) (n) a (n) 

( 
al a 2 kn 

gn Z - Zn = Z - Zn + (z - zJi! + ... + (z _ zn)kn 

der meromorphe Teil von I (z) fUr den Pol Zn' wobei, wie immer, 1m 

FaIle Zn = 00 der Ausdruck ~ an Stelle von Z-Zn ZU setzen ist. Dann 
Z 

wird die Funktion 

I (z) - gl (_1_) - g2 (_1_) - ... - gr (_1_) Z - Z1 Z - Z2 \ Z - Zr 
eine eindeutige analytische Funktion sein, die iiberhaupt keine singu­
lare Stelle mehr besitzt und daher eine Konstante C ist. Hieraus folgt 

I (z) = C + gl (z ~ Z1) + g2 (z ~ Z2) + ... + gr (z ~ Zr) , 

und diese Gleichung enthalt nicht nur unseren Satz, sondern zeigt 
zugleich, daB jede rationale Funktion in Partialbruche zerlegt werden 
kann. 

§ 9. Einige allgemeine Satze iiber analytische Funktionen. 
Wenn die Funktion I(z) oder ein Zweig von I(z) in dem Gebiet D 

eindeutig ist und in der Umgebung jeder Stelle a des Gebietes D durch 
eine Potenzreihe $ (zja) darstellbar ist, so wollen wir wie in § 3 sagen, 
I (z) sei regular in dem Ge biet D. Aus den Gesetzen der Rechnung mit 
Potenzreihen gehen nun unmittelbar folgende Satze hervor: 

1. Sind 11 (z) und 12 (z) in dem Gebiet D regular, so gilt dasselbe von 
den Funktionen Il(Z) + 12 (z), Il(Z) - 12(Z) und Il(Z)·/2(Z). 

2. Allgemein: Jede mit konstanten Koellizienten gebildete ganze 
rationale Funktion von 11 (z), 12(Z), ... , Ik(Z) ist in dem Gebiet D regular, 
wenn Il(Z), 12 (z), ... , Ik(Z) es sind. 

3. Es sei P a eine aus unendlich vielen verschiedenen Punkten des 
Gebietes D gebildete Punktmenge, welche den Punkt a des Gebietes zur 
H aulungsstelle hat. (Z. B. bilden die Punkte einer beliebig kleinen durch 
a gehenden Linie, die in dem Gebiet D liegt, eine solche Punktmenge.) 
Wenn nun die Funktion I(z) in dem Gebiet D regular und lur die Punkte 
von P a Null ist, so ist sie identisch Null. 
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Denn die Potenzreihe ~ (zja) , welche I (z) in der Umgebung der 
Stelle a darstellt, muB identisch verschwinden und folglich auch alle 
ihre Fortsetzungen. 

4. Wenn 11 (z) und 12 (z) in dem Gebiet D regular sind und die Gleichung 
11 (z) = 12 (z) lur alle Punkte einer Punktmenge P a gilt, so gilt dieselbe 
Gleichung in dem ganzen Gebiet D. 

Denn 11 (z) - 12 (z) ist dann notwendig identisch Null. 
5. Bedeuten Iv 12' ... , Ik Funktionen, die in dem Gebiet D regular 

sind, und G (f v 12' ... , I k) eine ganze rationale F unktion derselben mit 
konstanten Koellizienten, so gilt die Gleichung 

G(fV/2, ... ,lk) =0 

lur alle Punkte des Gebietes D, wenn sie lur die Punkte einer Punktmenge 
Pa gilt. 

Betrachten wir eine in dem Gebiet D reguHire Funktion I(z), so 
ist in einer geeigneten Umgebung einer beliebig gewahlten Stelle a 
von D 

I (z) = ~ (zja) 

und daher fur jeden Punkt z dieser Umgebung 

lim j(z+h)-f(z) =~'(z/a)=f'(z). 
h~O h 

Also gilt der Satz: 
6. Eine in dem Gebiet D regulare Funktion I (z) besitzt einen Dilleren­

tialquotienten f' (z), und dieser wird in der Umgebung einer Stelle a des 
Gebietes durch die abgeleitete Reihe derjenigen Reihe dargestellt, welche in 
der Umgebung der Stelle a die Funktion I (z) darstellt. Der Dillerential­
quotient f' (z) ist daher wieder eine in dem Gebiet D regulare Funktion. 

Wenden wir diesen Satz wiederholt an, so erhalten wir den all­
gemeineren Satz: 

7. Eine in dem Gebiet D regulare Funktion I (z) besitzt Dillerential­
quotienten aller Ordnungen f' (z), f" (z), /'" (z), ... , welche in D ebenlalls 
regulare Funktionen sind. 

In der Umgebung der Stelle a sei 

z - a (z - a)B (z - a)n 
I (z) = ~ (z/a) = Co + C1 - 1!- + C2 - 2-! - + ... + cn n! + ... ; 

dann ist 
z-a 

I(n) (z) = ~(n) (z/a) = Cn + Cn+ 1 - 1!- + .... 
Also gilt I(n) (a) = Cn' und daher ist 

l(z)=~(z/a)=/(a)+I'(a)(z-a)+f"(a) (Z;t)2 + ... +!(n)(a) (z~~)n + ... 
die Reihe, welche I (z) in der Umgebung von a darstellt. Dies ist der 
Taylorsche Satz. 



62 I, 3. Der Begriff der analytischen Funktion. 

Die' Kombination der Satze 5 und 7 ergibt: 
8. Belriedigen die in dem Gebiet D reguliiren Funktionen Iv 12' ... , Ilc 

eine algebraische Dillerentialgleichung mit konstanten Koellizienten 

G (fl' 12' "', IIc' 11',/2', ... , IIc', II", ... , Ik", ... ) = 0 

lur alle Punkte einer Punktmenge P a' SO gilt diese Dillerentialgleichung 
fur alle Punkte des Gebietes D. 

Wir wollen aus diesen Satzen noch einige Folgerungen ziehen. 
Es sei I (z) in dem Gebiet D regular, ferner a ein Punkt des Gebietes. 

Dann wissen wir, daB fUr eine geeignete Umgebung von a 

I (z) = \15 (zja) 

ist, wobei \15 (zja) eine Potenzreihe in z - a bedeutet. Betrachten wir 
nun diejenigen Kreise mit dem Mittelpunkt a, deren Inneres ganz in 
dem Gebiet D liegt, so wird unter ihnen ein graj3ter vorhanden sein. 
Die Peripherie dieses groBten Kreises enthalt mindestens einen Punkt, 
der auf dem Rande des Gebietes D liegt. Sein Radius ist der kurzeste 
Abstand des Punktes a von den Randpunkten von D. 

Bezeichnen wir mit D (a) das Innere des Kreises, so ist D (a) em 
Gebiet, das ganz in dem Gebiet D liegt. Nun gilt der Satz: 

Die Gleichung 
I (z) = \15 (zja) 

besteht fur das Gebiet D (a). 
Es sei, urn dies zu beweisen, K ein Kreis mit dem Mittelpunkt a, 

innerhalb dessen \15 (zja) konvergiert und des sen Inneres dem Gebiet D 
angehOrt. Da f (z) eben so wie \15 (zja) im Inneren von K regular ist und 
beide in einer geeigneten Umgebung von a ubereinstimmen, so ist nach 
Satz 4 

f (z) = \15 (zja) 
uberall im Inneren von K. 

Nun konvergiert aber \15 (zja) in dem Kreise D(a), denn andernfalls 
wurde die Peripherie des Konvergenzkreises C von \15 (zja) ganz in D (a) 
verlaufen, und im Inneren des Konvergenzkreises C ware I (z) = \15 (zja). 
Hieraus wurde folgen, daB zu jedem Punkte der Peripherie des Kon­
vergenzkreises eine unmittelbare Fortsetzung von \15 (zja) existiert, was 
dem Satze von § 5 widerspricht. 

Die Reihe \15(z/a) konvergiert also uberall in D(a), und folglich ist 

f (z) = \15 (zja) 
uberall in D (a), w. z. b. w. 

Es seien D und Dl zwei Gebiete, die einen Punkt a und folglich 
auch eine gewisse Umgebung des Punktes a gemeinsam haben. Wenn 
nun 

I (z), g (z), h (z), ... 
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ein System von endlich vielen in D reguHiren Funktionen ist und ebrnso 

ein System von endlich vielen in D1 regularen Funktionen, so solI das 
letztere System unmittelbare F ortsetzung des ersteren heiGen, wenn die 
Gleichungen 

I(z) = /1 (z), g(z) = g1(Z), h(z) = h1(z), ... 

fUr die Umgebung eines den Gebieten D und D1 gemeinsamen Punktes 
gelten. 

Sind ferner D, D1 , D2 , ••. , Dr Gcbiete und E, E1, E 2, ... , Er Systeme 
von Funktionen, die in ihnen bzw. regular sind, so wollen wir, wenn 
jedes folgende System eine unmittelbare Fortsetzung des vorhergehen­
den ist, aueh jedes System sehleehthin eine Fortsetzung des Systems E 
nennen. 

Bei diesen Definitionen solI natiirlieh aueh der Fall nieht aus­
geschlossen sein, in welch em jedes der betrachteten Systeme nur aus 
einer einzigen Funktion besteht. In diescm FaIle stimmen die Drfini­
tionen offenbar mit den friiheren iiberein. 

1st das System tr(z), gr(z), ... eine Fortsetzung des Systems I(z), 
g (z), ... , so gilt das gleiche offenbar noch, wenn wir die Systeme durch 
Aufnahme von Differentialquotienten der in ihnen enthaltenen Funk­
tionen erweitern. Also beispielsweise wird dann auch das System j/ (z), 
tr(z), gr(z), ... cine Fortsetzung von I'(z), I(z), g(z), ... sem. 

Aus Satz 8 folgt dann: 

Betrachten wir ein System von Funktionen 

t (z), g (z), h (z), ... , 

die in einem Gebiete D regular sind, und nehmen wir an, dafJ zwischen 
ihnen eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten der Gestalt 

G (f (z), g (z), h (z), ... , f' (z), g' (z), h' (z), ... , j" (z), ... ) = 0 

besteht, so gilt diesel be Gleichung auch fur fede Fortsetzung fenes Systems 
von Funktionen. 

Dies ist der Satz von der Permanenz einer Funktionalgleichung. 

§ 10. Der WeierstraBsche Summensatz. 
Es selen 

\131 (z), 1~2 (z), ... , l,l3n (z), ... 

unendlieh viele Potenzreihen, deren Konvergenzradien samtlieh groGcr 
sind als cine positive Zahl i!, so daG der Kreis K mit dem Mittelpunkt 
Null und dem Radius I.! ganz im Inneren des Konvergenzkreiscs 
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jeder einzelnen der betrachteten Potenzreihen liegt. Fur die Punkte 
der Peripherie dieses Kreises K mage ferner die unendliche Reihe 

\,131 (z) + \,132 (z) + ... + \,1371 (z) + ... 
gleiehmii/3ig konvergieren. 

Dann ist fur ieden Punkt z im I nneren von K 

\,13dz) + \,132 (z) + ... + \,1371 (z) + ... = \,13 (z), 

wo die Potenzreihe \,13 (z) dadureh entsteht, da/3 man auf der linken Seite 
der vorstehenden Gleiehung immer die Glieder zusammenfa/3t, welehe dieselbe 
Potenz von z enthalten. 

\Vir setzen 

\,13n (z) = 1; e(n) Zk 
k=O k 

(n = 1, 2, .•. ) • 

Dann ist die Behauptung des Satzes die, daB fur k = 0, 1, 2, ... 

ek = ep) + eJ.2) + ... + eJ.n) + ... 
eine konvergente Reihe ist, daB ferner 

00 

\,13 (z) = Z ekzk 
k=O 

fur jeden Punkt z im Inneren des Kreises K konvergiert und gleich 

\,13dz) + \,132(Z) + ... + \,13n(z) + ... 
ist. 

Da die unendliche Reihe mit dem allgemeinen Gliede \,13n (z) fUr die 
Punkte der Peripherie von K gleichmaBig konvergiert, so kann man 
zu jeder beliebig klein vorgeschriebenen positiven GraBe e eine ganze 
Zahl N so bestimmen, daB die Ungleichung 

l\,13n+1 (z) + \,13n+2 (z) + ... + \,13n+m (z) I <e 

gilt fUr jeden Punkt z der Peripherie von K, sobald n > N gewahlt 
wird, m aber eine ganz beliebige naturliche Zahl ist. Aus dieser Un­
gleichung folgt nach dem Hilfssatz in § 9 des vorigen Kapitels 

(1) I e(n+1) + e(n+2) + ... + e(n+m) I < ~ 
k k k =(/. 

Daher ist 
ek = eJ.1) + eJ.2) + eic3) + ... 

eine konvergente Reihe, und wenn man 

e = e(1) + e(2) + ... + e(n) + r(n) 
k k k k k 

setzt, so gilt nach (1) fur alle n> N die Ungleichung 

(2) I r(n)I<~ 
k = fl' 
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Es sei nun zein Punkt im Inneren des Kreises K und (h der ab­
solute Betrag von z. Dann ist 

i (ck1) + ck2) + ... + ckn») zk = \151 (z) + \152 (Z) + ... + \15" (Z) 
k=O 

konvergent. Ebenso konvergiert fur n > N auch 

i r (n) zk = Q (z) , 
k=O k 

da diese Reihe nach (2) eine Minorante von 

ist; zugleich hat man 

Die Reihe 

konvergiert daher ebenfalls fur den betrachteten Wert von z, und es ist 

sobald n > N ist. Hieraus folgt endlich 

\15 (z) = \151 (z) + \152 (z) + ... + \15n (z) + ... , 
womit nun unser Satz in allen Stucken bewiesen ist. 

Der Satz bleibt offenbar auch gultig, wenn alle in Betracht kom­
menden Potenzreihen nach Potenzen von z - a bzw. nach Potenzen 

von ~ fortschreiten, nur daB dann der Kreis K nicht den Mittelpunkt 0, z 
sondern den Mittelpunkt a besitzt bzw. K das AuBere eines Kreises 
mit dem Mittelpunkt 0 bedeutet. 

Es seien jetzt 

Funktionen, die samtlich im Gebiet D regular sind. Die Reihe 

(3) 11(z) + 12(z) + ... + In(z) + ... 
konvergiere lur jeden Punkt z des Gebietes D, und es werde vorausgesetzt, 
dafJ um jeden Punkt a des Gebietes D ein ganz in dem Gebiete liegender 
Kreis existiert, aul dessen Peripherie die Reihe (3) gleichmafJig konvergiert. 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 5 
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Dann ist die Summe 

Il(Z) + la(z) + ... + I,,(z) + ... = F(z) 

eine im Gebiet D regulare Funktion, deren Ableitungen durch gliedweise 
Dillerentiation iener Summe entstehen, so da/3 also lur iedes positive 
ganze k die Gleichung 

F(k)(z) = !.fk) (z) + 12(k) (z) + ... + I ~k) (z) + ... 
im Gebiet D gilt. 

Wir betrachten zum Beweise einen beliebigen Punkt a des Ge­
bietes D. Es sei K ein Kreis mit dem Mittelpunkt a, langs dessen Peri­
pherie die Reihe (3) gleichmaBig konvergiert. Da nach § 9 (S. 62) in 
einer Umgebung D (a) des Punktes a, welche den Kreis K in sich enthalt, 

00 

I" (z) = ~,,(z/a) = 2} kIt I~k) (a) (z - a)k 
k=O 

gilt, so ist im Inneren des Kreises K die Summe 

F(z) = 11(Z) + la(z) + ... + I,,(z) + ... 
der Reihe (3) dargestellt durch die Potenzreihe 

(4) 
00 

2} kIt ck (z - a)k, 
k=O 

wobei 
ck = !.fk) (a) + IJk) (a) + ... + I~k) (a) + ... 

ist. Foiglich ist F(z) regular in dem Gebiet D. 
Vergleichen wir femer die Taylorsche Entwicklung von F (z) : 

. ~I F (z) = £./ kfF(k) (a) (z - a)k, 
k=O 

mit der Entwicklung (4), so folgt 

Fek) (a) = !.fk) (a) + IJk) (a) + ... + I~k) (a) + .... 
Da hier nun a jeder beliebige Punkt des Gebietes D sein kann, so ist 
unser Satz in allen Stiicken bewiesen. 

Diesen Satz werden wir in der Folge als den Weierstra/3schen Summen­
satz bezeichnen. Als Beispiel seiner Anwendung wollen wir den folgenden 
Satz beweisen: 

00 

1st ~ (z) = 2J ck Zk eine Potenzreihe und I (z) in dem Gebiet D 
k=O 

regular, ist lerner lur ieden Punkt a in dem Gebiet D der zugehOrige 
Punkt I (a) in dem Konvergenzkreise von ~ (z) gelegen, so ist auch 

00 

F (z) = 2) ck {t (Z)}k in dem Gebiet D regular, und die letzte Gleichung 
. k=O 

bleibt richtig, wenn man sie gliedweise beliebig olt nach z dillerenziert. 
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Es sei a ein Punkt des Gebietes D; dann liegt nach Voraussetzung 
der Punkt f (a) im Inneren des Konvergenzkreises C der Reihe $ (z). 
Wir beschreiben einen mit C konzentrischen Kreis C', der kleiner ist 
als der Kreis C, aber den Punkt f(a) in seinem Inneren enthiilt. Ferner 
beschreiben wir in dem Gebiet D einen Kreis K urn a mit einem so 
kleinen Radius, daB fUr jeden Punkt z auf der Peripherie dieses Kreises K 
der Punkt f (z) ins Innere des Kreises C' faUt. Dies ist wegen der Stetig­
keit von I (z) moglich. 

Da nun flir die Punkte im Inneren des Kreises C' die Potenzreihe 
$ (z) gleichmaBig konvergiert, so ist 

F (z) = i ck {t (z) }k 
k=O 

fUr die Punkte z der Peripherie des Kreises K gleichmafJig konvergent. 
Der WeierstraBsche Summensatz findet also hier Anwendung und zeigt 
die Richtigkeit unseres Satzes. 

Ein spezieller Fall hiervon ist der folgende Satz: 

Wenn i ck Zk bestandig konvergiert und f (z) im Gebiet D regular ist, 
k=O 

co 

so ist .2) ck {t (Z)}k in dem Gebiet D regular und beliebig olt gliedweise 
k=O 

ditferenzierbar. 

Viertes Kapitel. 

Untersuchung einiger spezieller analytischer 
Funktionen. 

§ 1. 'Die Exponentialfunktion, 
Wir wollen untersuchen, ob es eine analytische Funktion I (z) gibt, 

welche die Eigenschaft besitzt, ihrem Differentialquotienten f'(z) gleich 
zu sem. 

Es sei 
co 

1:)5 (zja) = .2 cn (z -:!a)n 

n=O 

ein Funktionselement von t (z); dann muB also die abgeleitete Reihe 

mit $ (zja) zusammenfallen. HierfUrist erforderlich und hinreichend, daB 

C,,+1 = cn' d. i. c1 = Co, C2 = c1 , c3 = c2 usf. 

ist, oder also, daB samtliche Koeffizienten en untereinander gleich sind. 
5* 



68 I, 4. Untersuchung einiger spezieller analytischer Funktionen. 

Wird ihr gemeinsamer Wert mit c bezeichnet, so ist 

(I) 
00 

'" (z - a)n \l5 (zja) = c L.,;--,-" n. 
n~O 

Die hier auftretende Potenzreihe ist nun (vgl. Kap.2, § 2) bestiindig 
konvergent und definiert daher eine ganze transzendente Funktion. Also: 

Es gibt eine bis auf einen konstanten Faktor bestimmte ganze trans­
zendente Funktion, welche mit ihrem Differentialquotienten identisch ist. 
Das der Stelle a entsprechende Funktionselement dieser Funktion hat die 
Gestalt (I). 

Wir wollen nun in dieser Funktion iiber den konstanten Faktor so 
verfiigen, daB das zur Stelle z = ° gehorige Funktionselement 

22 z3 
I+z+--+--+··· 2! 3! 

wird. Bezeichnen wir mit f (z) die hierdurch vollig bestimmte ganze 
transzendente Funktion, so gibt es nach (1) zu jedem a ein bestimmtes 
emit 

co 

f (z) = c "(2 - a)n 
L.J n! 
n~O 

oder 
f (z + a) = c f (z) . 

Setzen wir hier z = 0, so folgt, da f (0) = 1 ist, f (a) = c und folglich 

(2) f (z + a) = f (a) f (z) • 

In dieser Gleichung bedeuten z und a zwei beliebige endliche Werte, 
so daB wir auch 

schreiben konnen. Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung ent­
steht 

Indem WIT Zl = Z2 = Z3 = ... = Zn = 1 5etzen, ergibt sich fiir 
n = 1,2, 3, 

(3) f (n) = {! (1) }n. 

Ferner ergibt sich aus (2) fUr a = - z die Gleichung 

1 = f (z) f (- z), f (- z) = {! (Z)}-l, 

so daB (3) auch fUr negative ganze n gilt. Definieren wir nun die Zahl e 
durch die Gleichung 

III 
e = f (1) = 1 + T! + 2T + 3T + ... , 



§ 2. Die trigonometrischen Funktionen. 

so sehen wir, daB fUr jedes ganzzahlige z 

f(z) = eZ 

69 

ist. Wir werden dadurch darauf gefiihrt, un sere Funktion f (z) iiber­
haupt fUr ieden Argumentwert z durch das Symbol 

e" 

zu bezeichnen. Daher heiBt f (z) auch die Exponentialfunktion. 

Die sich unmittelbar darbietenden Eigenschaften dieser Funktion e" 
sind die folgenden: 

1. Es ist in der ganzen Zahlenebene 

Z 22 zn 
e" = 1 T TI + -2T + ... + nT + .... 

Die Funktion eZ ist also eine ganze transzendente Funktion; sie hat die 
eine wesentlich singulare Stelle z = 00. 

2. Es ist 

3. Es ist fUr je zwei Argumente Zl und Z2 

Die hierin ausgesprochene Eigenschaft der Exponentialfunktion heiBt 
ihr Additionstheorem. 

4. Insbesondere ist 

oder 
I 

c· =­
e- Z 

Die Funktion e" hat daher stets einen von Null verschiedenen Wert, 
sze besitzt also keine Nullstelle. 

§ 2. Die trigonometrischen Funktionen. 

Betrachten wir, indem wir unter z einen beliebigen endlichen Wert 
verstehen, die Gleichung 

i " (!2)2 (iZ)3 
e Z = 1 + ~z T2!- + -3! + "', 

so laBt sich die rechte Seite derselben in der Form 

cos z + i sin z 

schreiben, wenn wir zur Abkiirzung setzen: 

( 1) 
Z2 Z4 

cos Z = 1 - - + - - + ... 
2! 4! ' 

Da diese Potenzreihen bestandig konvergieren, so folgt: 

Die Funktionen sin z und cos z sind ganze transzendente Funktionen. 
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Da 
ei z = cos Z + i sin z 

ist, so lassen sich die Eigenschaften der Funktionen sin z und cos z 
aus denen der Exponentialfunktion ablesen. 

(2) 

Wir steIlen hier die hauptsachlichsten Eigenschaften zusammen: 
1. Es ist 

d sin z 
--;[Z=cosz, 

d cos z . 
--= -Slnz 

dz 

und sin 0 = 0, cos 0 = 1. Die Funktion sin z ist eine ungerade. die 
Funktion cos z eine gerade Funktion, d. h. 

sin (- z) = - sinz, cos (- z) = cosz. 

Dies alles folgt sofort aus den Definitionsgleiehungen (1). 
2. Es ist 

(3) cos 2 z + sin2 z = l. 
Dies folgt durch Multiplikation der beiden Gle"ichungen 

eis! = cos z + i sin z, e - i z = cos z - i sin z. 

3. Fur die Funktionen sin z und cos z gelten die Additionstheoreme 

sin (Zl + Z2) = sin Zl cos Z2 + cos Zl sin Z2' 

cos (z~ + Z2) = cos Zl cos Z2 - sin Zl sin Z2' 

deren Beweis unmittelbar aus 

(4) 

Abb.18. 

d. i. 

cos (Zl + Z2) ± i sin (Zl + Z2) 

= (cos Zl ± i sin Zl) (cos Z2 ± i sin Z2) 

folgt. 
Wir wollen nun zeigen, dafJ die Funktionen sin Z 

und cos Z fur reelle Werte von Z mit den in der Ele­
mentarmathematik so bezeichnetenFunktionen, den soge­
nannten trigonometrischen Funktionen, identisch sind. 

Zu dem Zwecke betrachten wir die Gleiehungen 

x = cos z, y = sin z, 

in welchen z aIle reellen Werte annehmen solI und x und y als recht­
winklige Koordinaten in einer Ebene gedeutet werden mogen. 

Die durch (4) dargestellten Punkte (x, y) befinden sieh nach (3) 
auf dem Kreise 

x 2 + y2 = l. 

Fur z = 0 befinden wir uns im Punkt 5 (x = 1, Y = 0); fur kleine 

positive Werte von z liegen cos z und Si~ Z nach (1) dieht bei dem Wert 1, 

so daB der Punkt P (x, y) dann positive Koordinaten besitzt (Abb. 18). 
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Aus den Gleichungen (2) folgt nun weiter, daB x = cos z zunachst ab­
nimmt, y = sin z zunachst wiichst, wenn z von Null ausgehend an­
wachst. Aber sin z muB schlieBlich notwendig einmal vom Wachsen 
. Ab h "b h . d W d sin Z B ms ne men u erge en, mIt an eren orten dZ = cos z mu , 

wenn z von Null aus wachst, einmal von positiven zu negativen Wert en 
iibergehen. In der Tat ist 

cos z = 1 - ;~ (1 - 3~24) - ~: (1 - 72
•
28) - ... ! 

Nehmen wir z = 2, so werden die Klammern 

samtlich positiv und daher 

4 ( I) I cos 2 < 1 - 2 1 -"3 = - "3 ' 

d. h. cos 2 ist negativ. Zwischen z = 0 und z = 2 gibt es daher einen 
kleinsten Wert, fUr welchen cos z durch Null hindurchgehend von posi­
tiven zu negativen Wert en iibergeht; bis zu diesem Werte hin wechselt 
cos z das Vorzeichen nicht. Den betreffenden Wert von z bezeichnen 

• • 11: 
WIT mIt 2' 

11: 
Wenn z von 0 bis 2 wachst, wachst nach (2) die Funktion sin z 

bestandig und zwar von 0 bis 1, well cos ; = 0 und nach (3) folglich 

sin ; = 1 sein muB. Zugleich nimmt cos z von 1 bis 0 ab; wieder mit 

Riicksicht auf (2). Der Punkt x = cos z, y = sin z durchlauft also den 
11: 

Quadranten 55', wenn z von 0 bis 2 wachst. 

Nach den Additionstheoremen ist nun 

( ) • ( 11:\. 11: • 11: 5 sm z + 2) = smzcos 2 + coszsm 2 = cosz, 

(6) ( + 11:) 11:.. 11: • cos z 2 = coszcos 2 - smzsm 2 = - smz. 

Lassen wir hierin z von 0 bis ; wachsen, so erkennen wir, daB der 

Punkt (4) den Quadranten 5' 5" durchlauft, wenn z von ; bis 11: wachst. 

Endlich folgt aus den Gleichungen 

cos (- z) = cos z, sin (- z) = - sin z, 

daB der Punkt (4) den Halbkreis 5" S'" 5 durchlauft, wahrend z von 
-11: bis 0 wachst. Zusammenfassend k6nnen wir sagen: 
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Der Punkt 
x = cos z, y = sin z 

durchliiuft die Peripherie des Kreises x 2 + y2 = 1 gerade einmal, wenn 
z von - n bis + n wiichst. 

Bezeichnen wir nun mit cp den Bogen 5 P, den wir zugleich als 
MaB fur den Zentriwinkel PO 5 nehmen, und normieren wir cp durch 
die Bedingung -n < cp < n, so ist fUr cp =1= n 

(~:r = (~;r + (~;y = (- sinz)2 + (COSZ)2 = 1 

und folglich, da fur z = 0 auch cp = 0 ist, 

cp = z. 

Es ist also z gleich dem von 5 aus gerechneten Kreisbogen. 

Die Identitat der Funktionen sin z und cos z mit den trigonometri­
schen Funktionen Sinus und Kosinus fUr reelle z ist damit erwiesen. 

Insbesondere ist -~ der vierte Teil des Kreisumfangs oder 2 n der Ge­

samtumfang des Kreises. 
:n; 

Aus den Gleichungen (5) und (6) folgt, indem man z durch z + 2 

ersetzt, 
(7) sin (z + n) = - sin z, cos (z + n) = - cos z 

und hieraus, indem man z durch z + n ersetzt, 

(8) sin (z + 2 n) = sin z, cos (z + 2 n) = cos z. 

Die Gleichungen (5) bis (8) ubertragen sich auf die Exponential­
funktion in der folgenden Weise: 

i(Z+"') e 2 = ieiZ, 

und diese Gleichungen fiihren offenbar auf die einfacheren 
7t. 

e-"t = i , e7ti = - 1, e27ti = + 1. 
Hieraus folgt: 

Die Exponentialfunktion besitzt die Periode- 2 n i, d. h. es ist 

eZ + 2 7t i = eZ , 

und die trigonometrischen Funktionen sin z und cos z besitzen die Periode 
2n, d. h. es ist 

sin (z + 2n) = sin z, cos (z + 2n) = cos z. 

Betrachten wir den Punkt e'Pi = cos cp + i sin rp, so durchlauft er, 
wenn cp von - n bis + n variiert, gerade den Einheitskreis. Der Punkt 
ee'Pi, wo e eine reelle positive Zahl ist, durchlauft also den Kreis mit 
dem Mittelpunkt 0 und dem Radius e. Hieraus schlieBen wir (vgl. S. 6): 
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Jede von Null verschiedene komplexe Zahl z liipt sich, und zwar nur 
auf eine Weise, in die Form setzen 

(12 > 0, - n < cp < n) . 

Der Faktor 12 ist der absolute Betrag von z; der Winkel cp ist die Am­
plitude von z. 

§ 3. Der Logarithmus. 

Unter dem Logarithmus von z, in Zeichen log z, verstehen wir fUr 
gegebenes z diejenigen Werte w, welche die Gleichung 

(1) eW = z 

befriedigen. Da die Exponentialfunktion nur endliche von Null ver­
schiedene Werte annimmt, so bleiben die Werte z = 0 und z = 00 

auBer Betracht. 
1st nun zein gegebener von Null verschiedener Wert, so sei 

(12 > 0, - n < cp < n) . 

Die Gleichung (1) lautet dann, wenn wir w = u + iv setzen, 

und folglich muB 
e" = 12, e("-'P)i = 1 

sein. 
Lassen wir u die Werte von 0 bis 00 durchlaufen, so variiert 

U,2 u3 

e" = 1 + u + 2! + 3T + ... 
von 1 bis 00, und da e-"= ~ ist, so nimmt e" von 1 bis 0 ab, wenn u c 

von 0 ausgehend aIle negativen Werte durchHiuft. Daher hat die Glei­
chung 

e"= 12 

eine einzige reelle Losung u, die wir mit I (e) bezeichnen wollen. 
Urn aIle Losungen der Gleichung 

e(v-'P)i = 1 

zu bestimmen, setzen wir fUr einen Augenblick 

'v = cp + t; 
dann haben wir die allgemeinste Losung der Gleichung 

eti = 1 

zu suchen. Durchlauft t das Intervall 0 < t < 2 n, so durchlauft 
der Punkt eti den Einheitskreis. Folglich ist t = 2n die kleinste 
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positive Losung unserer Gleichung. 1st t nun eine be1iebige Losung, so 
konnen wir 

t=2nn+r 

setzen, wo 0 <r < 2n und n eine ganze Zahl ist. Dann wird 

eri = eti - 2n 1<i = eti (e21<i)-n = 1 

und folglich r = O. Die allgemeinste Losung von eli = 1 ist also 

t = 2nn, 

wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet, und 

v=IP+2nn 

ist also die allgemeinste Losung der Gleichung e(v-'I'li = 1. 
Damit sind wir zu folgendem Resultat gelangt: 
1st 

ein gegebener von Null verschiedener Wert, so ist die allgemeinste Losung 
der G1eichung 

eW = z 
die folgende: 

w=l(e) + lPi+2nni. 

Dabei bedeutet l(e) die einzige reelle Losung u der G1eichung 

eU = e 
und n eine be1iebige ganze Zah1. 

Da die ganze Zahl n beliebig bleibt, so ist log z eine unendlich viel­
deutige Funktion von z. Den der Annahme n = 0 entsprechenden Wert 
nennen wir den H auptwert der Funktion log z und bezeichnen ihn mit 1 (z). 
(In dem speziellen Falle, daB z eine positive reelle Zahl e ist, deckt sich 
diese Definition offenbar mit der obigen Definition von 1 (e).) Es ist also 

l(z) = l(e) + lPi, 

wo eden absoluten Betrag von z und IP die der Bedingung - n< IP < n 
geniigende Amplitude von z bedeutet. Ferner driicken sich durch den 
Hauptwert l(z) alle Werle von log z vermoge der Formel 

log z = l(z) + 2nni 
aus. 

Wir wollen nunmehr dasjenige Gebiet D betrachten, welches von 
allen Punkten der komplexen Zahlenebene mit AusschluB der negativen 
Achse der reellen Zahlen 1 gebildet wird. Auf der Zahlenkugel entsteht 
das entsprechende Gebiet, wenn wir die Halfte desjenigen Meridians 
der Kugel ausscheiden, welcher die reellen Zahlen reprasentierl. 

1 Hierbei ist der Nullpunkt mit auszuschlieJ3en. 
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In dem Gebiet D ist, wie aus der Definition sofort folgt, der Haupt­
wert l (z) des Logarithmus eine eindeutige und stetige Funktion. Wir 
werden jetzt zeigen, daB diese Funktion in dem Gebiet D sogar regular 
ist. Es sei a ein Punkt des Gebiets D (Abb. 19). Dann haben wir zu 
zeigen, daB in einer gewissen Umgebung von a eine Gleichung der Form 

l(z) = l(a) + c1 (z - a) + c2(z - a)2 + ... = l(a) + I.1S 

gilt. Soll diese Gleichung bestehen, so muB 

e!(al+!Il = z oder e!ll = .:. 
a 

sein fur genugend kleine Werte des absoluten Betrages von z - a. 
Dann ist aber auch 

~2 ~3 z 1+ ffi +-+-+ ... =-+' 21 31 a' --------iIO 

also, da wir zufolge § 10 des vorigen Kapitels 
nach z differenzieren durfen, 

1.1S' (1 + I.1S + ~2 + ... ) = 1.1S' .:. = -.! 
21 a a' 

d. h. 

Abb.19. 

1.1S' = C1 + 2 C2 (z - a) + 3 c3 (z - a)2 + ... = ~ = + / ) z a z - a 
1 z - a (z - a)2 

=a-~+-a-3-- +"', 

xa 

wenn (was offenbar keine Beschrankung der Allgemeinheit bedeutet) 
I z - a I < I a I angenommen wird. 

Demnach muB die Reihe I.1S folgendermaBen lauten: 

_ z - a 1 (Z - a)2 1 (Z - a)3 1 (Z - a)4 1.1S--a--2' -a- +3' -a- -4' -a- +- .... 
Diese Reihe konvergiert nun in demselben Kreise wie ihre abgeleitete 
Reihe 1.1S', also in dem durch die Bedingung 

bestimmten Kreise. Dieser Kreis, den wir mit Ka bezeichnen wollen, 
hat den Mittelpunkt a, und seine Peripherie geht durch den Nullpunkt. 

Fur jeden Punkt z, der im Inneren des Kreises Ka liegt, ist aber 
wirklich, wenn I.1S die soeben angegebene Reihe bedeutet, 

(2) e!(al+!Il = z. 

Denn zunachst folgt aus dem WeierstraBschen Summensatz aus 
Kap.3, § 10 

e!(al+!Il=a(l+I.1S+~; +~; + .. ·)=l.1Sdz-a) 

und, indem wir die Ableitung nehmen, 

( 
~2 ~3 ) 

a 1.1S' 1 + I.1S + 2T + 3! + . " = 1.1S1' (z - a) 



76 I, 4. Untersuchung einiger spezieller analytischer Funktionen. 

oder, weil ~' = ~ ist, 
Z 

~I(Z - a) = Z~I'(Z - a). 
Set zen wir nun 

so kommt· 

a + bl (z - a) + b2 (z - a)2 + ... 
'::C:' + {a + (z - a)}.{bl + 2b2 (z - a) + 3b3 (z - a)2 + ... } 

und durch Koeffizientenvergleichung 

bl = 1, b2 = 0, b3 = 0, 

Daher ist ~I (z - a) = a + (z - a) = z und damit die Gleichung (2) 
bewiesen. Aus dieser Gleichung geht hervor, daB fiir jeden Punkt z 
im Inneren des Kreises Ka 

l(a) + ~ = l(z) + 2nni 

ist, wo n eine ganze Zahl bezeichnet. 
Es bedeute nun D (a) wieder den groBten Kreis mit dem Mittel­

punkte a, dessen Inneres ganz dem Gebiet D angehort. Dieser Kreis 
D (a) falit mit Ka zusammen, wenn der Punkt a eine nicht negative 
Abszisse hat. Im anderen Falle dagegen wird der Kreis D (a) kleiner 
sein als der Kreis Ka: namlich D (a) wird derjenige Kreis sein, der a 
zum Mittelpunkt hat und die Achse der negativen reellen Zahlen beriihrt. 

Nun sehen wir leicht ein, daB im Inneren von D (a) die Zahl n be­
standig Null ist. Denn es ist 

I 
n = 2'nt {l (a) + ~ - I (z)} 

im Inneren von D (a) stetig, und da n fiir z = a Null ist, so muB n als 
ganze Zahl bestandig Null sein. 

Hiermit sind wir zu folgendem Resultate gelangt: 

Der Hauptwert des Logarithmus I (z) ist in dem Gebiete D eine regulare 
Funktion. Es gilt namlich in der Umgebung D (a) eines beliebigen Punk­
tes a des Gebiets D die Gleichung 

I (z) = I (a) + z: a _ ~ (z : ar + ~ (z : ~r _ + ... : 
diese Gleichung zeigt ferner, dafJ I (z) die Difterentialgleichung 

d I (z) I 
dz z 

befriedigt. 
Wenn z sich in einen Punkt - e (e > 0) der Achse der negativen 

reellen Zahlen hineinbewegt, so geht offenbar 1 (z) stetig in den Wert 
l(e) + ni oder in den Wert l(e) - ni iiber, je nachdem sich z von 
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der Seite der positiven oder von der Seite der negativen Ordinaten 
nach dem Punkt -- e bewegt. 

Betrachten wir nun die Werte 

l(z)+2nni, 

so bilden diese fur jedes bestimmt gewahlte ganze n ebenfalls eine 
regulare Funktion in dem Gebiete D_ Diese Funktion heiBe fUr einen 
Augen blick In' so daB also 10 der Ha u ptwert I (z) ist. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Funktionen 10' 11, 1-1, 12' 1-2, ... 
eindeutige Zweige einer und derselben analytischen Funktion sind. 

Offenbar genugt hierfUr der Nachweis, daB fUr jedes ganze n em 
Funktionselement \13 (zja) von In zur Fortset- a;, 

zung ein Funktionselement \13 (z/b) von In+! r 
besitzt. I 

Wir wahlen a und b als Spiegelpunkte I -~ 
bezuglich der Achse der reellen Zahlen, und I 
zwar so, daB die gemeinsame Abszisse von a b 
und b negativ ist (Abb_ 20)_ Die Konvergenz- Abb.20. 

kreise von \13 (z/a) und \13 (z/b) haben dann 
ein Stuck der Achse der negativen reellen Zahlen gemein. 

I 
o 

1st - e irgendein Punkt dieses gemeinsamen Stuckes, so ist fUr 
z= -e 

\13 (zja) = I (e) + ni + 2nni, 

\13 (zjb) = l(e) - ni + 2 (n + 1) ni, 

folglich \13 (z/a) = \13 (z/b) , und daher ist nach Kap.2, § 8 die Potenz­
reihe \13 (z/b) eine unmittelbare Fortsetzung von \13 (z/a). 

Der Logarithmus ist hiernach eine unendlich vieldeutige Funktion, 
die sich aus den in dem Gebiete D eindeutigen Zweigen l (z) + 2nn i zu­
sammensetzt. Die Eigenschaften des Logarithmus gehen im ubrigen aus 
denen der Exponentialfunktion hervor. 

Z. B. folgt aus 

daB log ZI + log Z2 einen Wert von log (ZIZ2) vorstellt. 
Die Gleichung 

(3) log ZI + log Z2 = log ZI Z2 

ist demnach so aufzufassen: Versteht man unter log ZI und log Z2 irgend 
zwei bestimmte unter den unendlich vielen Werten, welche diese Zeichen 
vorstellen, so ist log ZI + log Z2 einer der unendlich vielen Werte, welche 
log (ZI Z2) besitzt. 

Fur die Hauptwerte des Logarithmus stellt sich, wie leicht zu sehen 
ist, die Gleichung (3) so dar: Es sei 

zl=el e'Pl i , z2=e2 e'P. i (el>O, e2>0, -n<CP1<n, -n<cp2~n). 



78 I, 4. Untersuchung einiger spezieller analytischer Funktionen. 

Dann ist 
l(Zl) + l(Z2) = l(ZlZ2) + 2nni, 

wobei n = 0 oder + 1 oder -r~. ist, je nachdem, welcher von den 
U ngleichungen 

- n < CPl + CP2 < n, n < CPl + CP2 < 2 n , - 2 n < CPl + CP2 < - n 

die Summe der Amplituden CPl und CP2 von Zl und Z2 geniigt. 

§ 4. Die allgemeine Potenz. 
Bedeutet m eine positive ganze Zahl, so versteht man unter der 

Potenz zm das Produkt aus m Faktoren, von welchen jeder gleich Z ist. 
Will man diesen Begriff der Potenz zm ausdehnen auf beliebige kom­
plexe Exponenten m, so erreicht man dies am einfachsten mit Hilfe 
des Logarithmus. Wir setzen fUr Z 9= 0 

(1) 
(m log Z)2 

zm = em!ogS = 1 + mlogz + ~- + .... 
Nach dieser Definition wird die Funktion zm im allgemeinen un­

endlich viele Werte haben, namlich die Werte 

em (!(Z)+2n1ti) = em!(z)·em.2n1ti (n = 0, + 1, -1, + 2, - 2, ... ). 

Wegen eml(z) 9= 0 wird nur dann, wenn unter den Zahlen 

(2) (n = 0, ± 1, + 2, ± 3, ... ) 

bloB endlich viele verschiedene sind, zm nur eine endliche Zahl ver­
schiedener Werte haben. Soll nun 

(n 9= n') 
sein, so muB 

em <n-n').21ti = 1, 

folglich m (n - n') eine ganze Zahl und also m eine rationale Zahl sein. 

Wenn umgekehrt m =~ (r und s teilerfremd; s > 1) eine rationale 

Zahl ist, so sind unter den Zahlen (2) nur s Zahlen voneinander ver­
schieden, als deren Reprasentanten man die Zahlen 

(n=0,1,2, ... ,s-l) 
r 

nehmen kann, und zm = Z8 ist dann eine s-deutige Funktion. 
Unter dem Hauptwert von zm wollen wir denjenigen Wert von zm 

verstehen, der dem Hauptwert von log z entspricht, der also durch 

zm = em! (z) 

definiert ist. Wir bezeichnen ihn mit (zm). In dem Gebiet D, das durch 
A usscheidung der Achse der negativen reellen Zahlen aus der Zahlen­
ebene entsteht, ist (zm) eine regulare Funktion. 
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In der Tat gilt in der Umgebung D (a) irgendeiner Stelle a des Ge­
biets D die Gleichung 

l (z) = l (a) + Z : a _ i ( z : ar + -} ( z --;: ar _ + ... = ~ 
und daher auch 

(zm) = emZ(z) = 1 + m ~ + m2 ~~ + ... = ~1' 

wo nach dem WeierstraBschen Summensatz 

z - a (Z - a)2 (3) ~1=CO+Cl-a-+C2 -a- + ... 
wieder eine Potenzreihe in z - a bedeutet. 

Nun folgt durch Differentiation 

oder 

m ~1 = (a + (z - a)) ~1' = a (1 + z: a) ~l/ 
Beriicksichtigen wir (3), so folgt 

00 00 

= 2) (n + 1) Cn+l (Z : a)" + 2) n Cn (Z : at 
n=O n=O 

und durch Koeffizientenvergleichung 

(n + 1) Cn +1 = (m-n) Cn (n = 0, 1, 2, ... ). 

Hieraus finden wir sukzessiv 

m m (m - 1) m (m - 1) (m - 2) 
C1 = TCo, C2 = 1.2 Co' Ca = 1.2.3 Co, ... , 

allgemein 

wo 
m (m - I)· .. (m - n + I) 

1·2 .. ·n 

der n-te Binomialkoellizient zur Basis mist. 
Fiir Co ergibt sich aus eml(:) = ~1' indem wir z = a setzen, die 

Gleichung Co = em/(a)= (am). Daher wird also in der Umgebung D (a) 
des Punktes a die Darstellung gelten: 

Die iibrigen Werte von zm entstehen aus dem Hauptwerte (zm) 
durch Multiplikation mit den konstanten Faktoren (2). 
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Hieraus schliefJen wir, dafJ die Werte von zm in eindeutige Zweige 
zerlallen, die in dem Gebiete D regulare Funktionen sind und die wegen (1), 
da wir das Entsprechende liir den Logarithmus lestgestellt haben, zu einer 
und derselben analytischen Funktion gehOren. 

Aus der Definitionsgleichung (1) folgt noch 
zmzm = em log ZI + m log z. = emlog (ZIZ2) 

1 2 ' 

also 

Diese Gleichung ist so aufzufassen: Das Produkt aus einem be­
liebig gewahlten der Werte von z~ und einem beliebig gewahlten der 
Werte von z~ ist stets einer der Werte von {Zl Z2}m . 

Ahnliches gilt von der aus (1) folgenden Gleichung 

log zm = m log 2, 

sowie der hieraus sich ergebenden Gleichung 

d. i. 

Fiinftes Kapitel. 

Die Integration analytischer Funktionen. 
§ 1. GleichmaBige Stetigkeit und Differenzierbarkeit 

analytischer Funktionen. 
Einen Bereich in der Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, der 

aus allen Punkten innerhalb und auf einer einfach geschlossenen 1 

stetigen Kurve besteht, wollen wir eine Elementarllache nennen. Jede 
Elementarflache enthalt also ihren Rand. 

Beispielsweise bilden die Punkte im Innern und auf der Peripherie 
irgendeines Kreises eine Elementarflache. 

Liegt eine Elementarflache E mit allen ihren Punkten in einem 
Gebiete D, in welchem eine Funktion I(z) regular ist, so solI I(z) auch 
aul der Elementarllache E regular heiBen. 

Bedeutet a einen beliebigen Punkt im Inneren oder auf dem Rande 
der Elementarflache, so ist nach Kap. 3, § 7 

(1) I (z) = I (a) + (z - a) f' (a) + (z _ a)2 t'~\a) + ... 
fUr aile Punkte z des Gebietes D, welche der Umgebung D (a) des 
Punktes a angehOren. Diese Umgebung D (a) ist definitionsgemaB das 
Innere des gr6Bten Kreises mit dem Mittelpunkt a, der noch mit allen 

1 Vgl. S.45. 
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seinen inneren Punkten dem Gebiete D angehort. Bezeichnen wir mit r a 

den Radius dieses Kreises, so ist r a eine stetige Funktion von a. Da 
die ElementarfHiche E nach ihrer Definition eine abgeschlossene Punkt­
menge vorstellt, so besitzt auf ihr die Funktion ra ein Minimum, und 
dieses ist positiv. Wir bezeichnen in der Folge mit e eine positive GroBe, 
die kleiner als jenes Minimum angenommen werden so11. Dann ist fUr 
jeden Punkt a der Elementarflache 

ra > e. 
Beschreiben wir urn jeden Punkt der Elementarflache E einen Kreis 

mit dem Radius e, so bilden die inneren Punkte und aile Punkte auf 
den Peripherien dieser Kreise einen Bereich E', der die Elementar­
Wiche E ganz enthalt. Dieser Bereich E' liegt ganz in dem Gebiete D 
und stellt, wie leicht ersichtlich ist, eine abgeschlossene Punktmenge 
vor. Da die Funktion t (z) stetig ist, so besitzt I t (z) I im Bereiche E' 
ein Maximum M; dann besteht also fUr jeden Punkt z von E' die Un­
gleichung 

It (z) I <M. 

Insbesondere gilt diese Ungleichung fUr die Peripherie eines Kreises 
vom Radius e, dessen Mittelpunkt ein beliebiger Punkt a der Elementar­
flache E ist. In Riicksicht auf (1) und Kap.2, § 9 folgt daraus 

(2) ~ I' t(n) (a) I <~ 
n! - en (n=O,I,2, ... ). 

Diese Ungleichungen, in welchen M und e feste positive Zahlen 
sind, gelten also fUr jeden Punkt a der Elementarflache E. Wir konnen 
hieraus einige wichtige Folgerungen ziehen. 

Es seien a und b zwei Punkte der Elementarflache E, deren Ab­
stand kleiner ist als eine unterhalb e liegende positive Zahl 15, also: 

Ib- a l<f5<e· 
Dann ist nach (1 ) 

t" (a) 
(3) t (b) - t (a) = (b - a) f' (a) + (b - a)2 2! + ... 
und nach (2) 

r5 

I t (b) - t (a) I < 15 ": + 152 ; + ... = M-_R~-l . 
1-­

e 
1st nun e irgendeine positive Zahl, so konnen wir ein positives 15 < e 

(J 

so klein wahlen, daB M - -- e r5 < e wird; es gilt also der Satz: 
1--

e 
Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 6 
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1st f (z) auf der Elementarflacke E regular, so kann man nack A n­
nahme einer beliebig kleinen positiven Groj3e e die positive Groj3e b so be­
stimmen, daj3 

I f (b) - f (a) I < e 

ist, so bald a und b irgend zwei Punkte der Elementarflacke E bezeicknen, 
die der Bedingung I b - a I < b genugen. 

Diese Eigenschaft der Funktion f (z) bezeichnet man als gleickmaj3ige 
Stetigkeit; sie hatte auch aus allgemeineren Prinzipien gefolgert werden 
konnen, namlich aus dem Satz, daB jede in einer abgeschlossenen 
Punktmenge stetige Funktion in dieser gleichmaBig stetig ist. 

Schreiben wir die Gleichung (3) in der Form 

f (b) - f (a) _ f' (a) = (b _ a) r (a) + (b _ a)2 /'" (a) + ... 
b-a 2! 3! 

und setzen zur Abkiirzung 

f(b~=~(a) -/,(a)=y, 

so folgt 

und hieraus schlieBen wir: 
1st f (z) auf der Elementarflache E regular, so kann man nack A n­

nakme einer beliebig kleinen positiven Groj3e e die positive Groj3e (j so 
bestimmen, daj3 die durch die Gleickung 

f(bi = ~(a) = /' (a) + y 

definierte Groj3e y der Bedingung I y 1< e genugt, sobald nur I b - a 1< b 
ist, wo auck immer die Punkte a und b auf der Elementarflache E an­
genommen werden. 

Da die Ableitung I' (z) auf der Elementarflache E regular und folg­
lich auch gleichmaBig stetig ist, so laBt sich der vorstehende Satz dahin 
verallgemeinern : 

1st e> 0 vorgesckrieben, so kann man b> 0 so bestimmen, daj3 die 
durck die Gleickung 

f (b) - f (a) = /' (c) + 
b -- a y 

definierte Groj3e y der Bedingung 

Iyl < e 

genugt, sobald a, b, c auf der Elementarflacke E irgendwie, jedoch den 
Bedingungen 

Ib-al<b. 
entspreckend angenommen werden. 
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Die in den letzten beiden Satzen ausgesprochene Eigenschaft von 
I (z) deuten wir kurz dadurch an, daB wir sagen, I (z) sei auf der Elemen­
tarflache E gleichmafJig ditlerenzierbar. DaB in den beiden Satzen a 
und b als voneinander verschiedene Punkte vorausgesetzt werden, 
braucht kaum besonders hervorgehoben zu werden. 

§ 2. Integration der Potenzreihen. 
Eine Potenzreihe 

I.l! (zJa) = Co + C1 (z - a) + C2 (z - a)2 + ... 
stellt im Inneren ihres Konvergenzkreises C eine regulare Funktion I (z) 
dar, und umgekehrt laBt sich jede in einem Kreise C regulare Funktion 
durch eine in C konvergierende Potenzreihe darstellen. Bilden wir nun 
die Reihe 

1.l!1 (zJa) = c + Co (z - a) + .;1_ (z - a)2 + ~2 (z - a)3 + ... , 

wo c eine beliebig gewahlte Konstante bedeutet, so falIt die abgeleitete 
Reihe von 1.l!1 (zja) mit I.l! (zja) zusammen. Daher hat 1.l!1 (zja) denselben 
Konvergenzkreis C, und die im Inneren dieses Kreises durch 1.l!1 (zja) 
definierte regulare Funktion 11 (z) geniigt der Gleichung 

d~;Z) = I (z). 

Wir nennen Idz) ein unbestimmtes Integral von I (z). 

§ 8. Integration der Ableitung einer regularen Funktion. 

Wir beweisen nun einen allgemeinen Satz, der sich auf zwei in 
einem Gebiete D regulare Funktionen I (z) und 11 (z) 
bezieht, von denen die eine die Ableitung der anderen 
ist, zwischen denen also etwa die Gleichung 

d~;Z) = I(z) 

besteht. 
Es seien Zo und Z zwei beliebig im Inneren von D Abb. 21. 

fixierte Punkte. Wir verbinden sie durch eine im Inneren 
von D verlaufende rektilizierbare stetige Kurve L von positiver Lange. 
Zwischen Zo und Z schalten wir auf dieser Kurve L irgendwie n - 1 
(n > 2) voneinander und von Zo und Z verschiedene Punkte Zl' Z2' ... , 
zn-l ein (Abb. 21) und bilden nun die Summe 

.21 (z) Liz = I (C1) (Zl - zo) + I (C2) (Z2 - Zl) + ... + I (Cn) (Z - Zn-l) , 

wobei C1 , C2, ... , Cn Punkte der Kurve L bedeuten, die bzw. auf den 
Stiicken zo' .. Zl' Zl' . ,Z2' ... , Zn-l' .. Z beliebig angenommen sind. 

6* 
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Wir wollen nun zeigen, daB die Gleichung 

(1) lim .21 (z) LI Z = 11 (Z) - 11 (zo) 

gilt, in welcher das Limeszeichen bedeutet, daB man die Anzahl der 
Punkte Zv Z2' . .'., zn_1 ins Unendliche anwachsen und zugleich die 
Langen der Stiicke, in welche die Kurve L durch die Punkte zerlegt 
wird, unendlich klein werden lassen soil. 

Wir schlieBen die Kurve L in eine ElementarfHiche ein, die ganz 
im Inneren von D liegtl. Auf dieser Elementarmiche sind 11 (z) und 
11' (z) = I(z) regular. 1st daher e> 0 beliebig klein vorgeschrieben, so 
werden nach § 1 in den Gleichungen 

die GraBen 1'1' 1'2' ... absolut genommen kleiner als e sein, sobald die 
einzelnen Stiicke zo . .. Zl' Zl . .. Z2' ... der Kurve L geniigend klein sind. 

Nun folgt aus den vorstehenden Gleichungen 

11(Z) -11 (Zo) = 21 (Z)LlZ+Yl(Zl-ZO) +1'2 (Z2- Z1) + ... + Yn(Z-Zn_1) 

oder 

wo 
I R I = lydz1 - ZO) + 1'2 (Z2 - ZI) + ... + Yn (Z - Zn-l) I 

< e{ I ZI - Zo I + I Z2 - ZII + ... + IZ - Zn-ll} 
ist. 

Da I Zl - Zo I, I Z2 - ZI I, . . . die Langen der der Kurve L einbe­
schriebenen Sehnen Zo . . . Zl' Zl . . . Z2' . . . sind, so ist 

IRI <el, 
wo l die Lange der Kurve L bedeutet. 

Hieraus folgt nun in der Tat, weil e beliebig klein angenommen 
werden darf, 

lim .21(z) LIz = 11 (Z) -/1 (zo). 

Den hier betrachteten Limes bezeichnen wir mit 
z 
J I (z) dz oder J I(z) dz 

Zo L 

und nennen ihn das durch die Kurve L erstreckte Integral von I (z). Die 
Kurve L heiBt der Integrationsweg. Diese Delinition des Integrals ist 

1 Eine solche erhiUt man z. B., wenn man zu allen Punkten a von L die GroBe 
1'a bildet wie in § 1 und dann mit einem positiven Radius e, der unterhalb des 
Minimums alIer 1'a liegt, um jeden Punkt von L den Kreis beschreibt. 
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unabhiingig davon, ob I (z) die Ableitung einer anderen Funktion 11 (z) 
ist oder nicht. Die Gleichung (1) laBt sich dann so schreiben: 

z 
(2) I I (z) dz = 11 (Z) - 11 (zo)· 

Zo 

In dem bisher ausgeschlossenen Falle, daB L die Lange Null hat, also 
z 

Z = Zo ist, sei unter I I (z) dz der Wert 0 verstanden. Die Gleichung (2) 
'0 

gilt dann auch fUr diesen Fall. 
Die Gleichung (2) lehrt, daB der Wert des Integrales unabhiingig 

ist von der Wahl der die Punkte Zo und Z innerhalb des Gebietes D 
verbindenden Kurve L, falls die in D regulare Funktion I (z) die Ab­
leitung einer anderen in D reguliiren Funktion 11 (z) ist. 

Aus der Definition des Integrales folgt in sofort verstandlicher 
Schreibweise unmittelbar 

z 
II I(z)dzl ~lim17!/(z)1 [Llzl· 
Zo 

Die rechte Seite laBt sich aber durch ein gewohnliches reelles Integral 
ausdriicken; bedeutet namlich s die von Zo aus auf L gemessene Bogen­
lange, so ist I I (z) I auf L eine stetige Funktion von s, und die rechte 
Seite ist gleich 

I 

I I I (z) Ids, 
o 

wofUr wir auch 
z 
I I I (z) I ! dz I oder .r I I (z) II dz I 
Zo L 

schreiben wollen. Es ist also 

z z 
I I I (z) dz I < I I I (z) II d z I < M l, 

Zo Zo 

wo M das Maximum von I I (z) I auf L bedeutet. 
Fallt der Punkt Z mit dem Punkte Zo zusammen, so zeigt die Glei­

chung (2): 
1st I(z) im Gebiete D die Ableitung einer reguliiren Funktion, so hat 

das durch eine geschlossene, rektilizierbare, ganz im Inneren von D liegende 
Kurve erstreckte Integral I I(z) dz den Wert Null. 

Da nach § 2 jede in einem Kreise regulare Funktion I (z) dort als 
Ableitung einer Funktion 11 (z), eines unbestimmten Integrales, dar­
gestellt werden kann, so schlieBen wir nun: 
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I m I nneren eines Kreises, in welchem f (z) regular ist, ist 

z 
ff(z)dz 
z, 

von dem Integrationswege unabhangig, und das durch eine geschlossene 

rektifizierbare Kurve genommene Integral f j(z) dz ist Null. 
Wir werden in § 5 diesen Satz wesentlich erweitern, indem wir 

zeigen, daB an Stelle des Kreises eine beliebige Elementarflache treten 
kann. 

§ 4. Beispiele. 
Ein prinzipiell wichtiges Beispiel bildet das Integral 

SdZ 1 
Z • 

Es sei D das aus allen Punkten der Ebene mit AusschluB der nega­
tiven Achse der reellen Zahlen bestehende Gebiet. In diesem Gebiete 
ist I (z) nach Kap. 4, § 3 eine regulare Funktion und 

d I (z) I 
dz z 

Daher gilt der Satz: 
Das in dem Gebiete D von einem Punkt a nach irgendeinem anderen 

Punkte b genommene Integral 
b 

J~z 
a 

hat den Wert I (b) - I (a). 
Dabei ist der Integrationsweg, d. h. die a mit b verbindende Kurve L, 

L 

a~a 
;31 10 

~b 
~ 

Abb.22. 

durch welche das Integral genommen 
wird, ganz in dem Gebiete D liegend 
vorausgesetzt. Welchen Wert hat nun 
aber das Integral, wenn die Kurve L 
nicht mit allen ihren Punkten in dem 
Gebiete liegt? 

Wir wollen diese Frage zunachst 
fUr den einfachen Fall behandeln, 

daB die Kurve L die Achse der negativen reellen Zahlen nur einmal 
durchschneidet, etwa im Punkt - e. Durchlauft man die Kurve L yom 
Ausgangspunkt a bis zum Endpunkt b, so moge die Uberschreitung der 
Achse der negativen reellen Zahlen von der Seite der positiven nach 
der Seite der negativen Ordinaten hin geschehen, wie das in der Abb. 22 

1 Dies solI natiirIich nur eine kurze Schreibweise fiir S ~ dz sein. .Ahnliche 

Freiheiten erIauben wir uns im folgenden ofters. 



§ 4. Beispiele. 87 

angedeutet ist. Es seien nun oc und fJ zwei zu beiden Seiten des Durch­
schnittspunktes - e der Kurve L mit der Achse der negativen reellen 
Zahlen angenommene Punkte der Kurve L, und zwar liege oc auf der­
selben Seite von - e, auf der a liegt; dann ist 

a b 

f a: + f ~z = 1 (oc) - 1 (a) + 1 (b) - 1 (fJ). 
a fJ 

Lassen wir oc und fJ in den Punkt - e hineinriicken, so wird 

1 (oc) in 1 (e) + ni, 

1(f3) in l(e) - ni 

iibergehen. Daher kommt 

b 

(1 ) f~z =1(b)-1(a)+2ni. 
a 

Trate die Kurve L von der Seite der negativen nach der Seite der 
positiven Ordinaten iiber, so wiirde in vorstehender Gleichung an Stelle 
von + 2ni auf der rechten Seite - 2ni zu schreiben sein. 

Nunmehr betrachten wir einen Integrationsweg L, der die Punkte a 
und b verbindet und die Achse der negativen Zahlen in beliebig vielen 
Punkten S1' S2' ... , s,. durchschneidet. 

Wir wollen jedem einzelnen Punkte Sk die Einheit 13k = + 1 oder 
13k = - 1 zuordnen, je nachdem die Kurve L im Punkte Sk von der 
Seite der positiven auf die Seite 
der negativen Ordinaten oder a 
umgekehrt von der Seite der 
negativen auf die Seite der posi­
tiven Ordinaten durch die Achse 
der negativen reellen Zahlen hin­
durchtritt. In der beigesetzten 
Abb. 23 wiirden z. B. den Punk-

Abb.23. 

ten S1' S2' sa, S4 der Reihe nach die Einheiten 81 = + 1, 82 = - 1, 
8a = + 1, 84 = + 1 entsprechen. 

Nun gilt offenbar fiir das durch die Kurve L erstreckte Integral 

f ~z die Gleichung: 

b 

f d: = 1 (b) -1 (a) + 2ni (81 + 82 + ... + 8r). 

a 

Die Summe 81 + 82 + ... + 8,. heiBt die Windungszahl der Kurve L. 
Lassen wir die Punkte a und b zusammenfallen, so ergibt die Glei­

chung (1) das ResuItat: 
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Es ist 

JdZ 2 . z= n~, 

wenn das Integral in "positivem Sinne" um den Nullpunkt erstreckt wird. 
Diese Ausdrucksweise bedeutet, daB das Integral durch eine einfach ge­

schlossene Kurve L urn den Nullpunkt erstreckt werden soIl, wobei L in 
demjenigen Sinne durchlaufen wird, bei dem der Nullpunkt stets zur Lin­
ken gelegen ist. (Vgl. S. 7, FuBnote.) Diesen Durchlaufungssinn werden 
wir stets den positiven, den entgegengesetzten den negativen nennen. 

Nun betrachten wir das etwas allgemeinere Integral 
b 

I = Jz~zzo' 
II 

wo Zo eine Konstante bedeutet und der Integrationsweg a mit b ver­
bindet. Natiirlich nehmen wir dabei a, b und die Punkte des Inte­
grationsweges L von Zo verschieden an. 

Setzen wir 
z - Zo = 1;, 

so durchlauft I; eine Kurve L', wahrend z die Kurve L durchlauft; und 
zwar entsteht L' aus L durch eine Parallelverschiebung der komplexen 

Zahlenebene (Abb. 24). Bei 
dieser Parallelverschiebung 
geht die durch %0 parallel zur 
Achse der negativen reeIlen 
Zahlen verlaufende Gerade 

lr~o L' 

------------ I 

a in diese Achse iiber. Nun ist 
offenbar unser Integral I 
gleich dem Integral 

o 
a-zo 

Abb.24. 

/I-zo 

f de 
c ' 

a-zo 

wenn letzteres durch die Kurve L' erstreckt wird. Hieraus folgen nach­
stehende Satze: 

Es sei g die durch Zo parallel zur Achse der negativen reeIlen Zahlen 
laufende Halbgerade. Dann ist 

Jb ~ = l (b - zo) - l (a - zo) , 
z- Zo 

II 

wenn der Integrationsweg die Gerade g nicht trifft, dagegen 
b 

f~ = l (b - %0) -l (a - %0) + 2ni (81 -1- 8 2 + ... + 8 r ), 
Z- EO 

II 
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wenn der Integrationsweg die Gerade g in r Punkten trifft. Dabei sind 
81 , 82' ... , 8 r dies en Punkten einzeln zugeordnete positive oder negative 
Einheiten. 

Ferner: 
Das in positivem Sinne um den Punkt z = Zo erstreckte Integral 

f dz 

z - Zo 

hat den Wert 2ni. 
Betrachten wir als zweites Beispiel die Funktion 

I n+l 11 (z) = n + I (Z - Zo) , 

wo n eine von - 1 verschiedene ganze Zahl bedeutet, so ist 

d 11 (z) _ I ( ) _ ( _ )" 
dz - Z - Z zo· 

Die beiden Funktionen I (z) und 11 (z) besitzen, wenn n positiv ist, 
die eine singuHire Stelle z = 00, wenn n negativ ist, die eine singuHire 
Stelle z = Zo; im Falle n = 0 ist 11 (z) nur im Punkte z = 00 singular, 
I (z) dagegen eine Konstante. Es sind also I (z) und 11 (z) jedenfalls regular 
in dem Gebiete D, welches aus allen Punkten der Ebene mit Aus­
schluB der Punkte z = Zo und z = 00 gebildet wird. Daher gilt 

b 

[ (z - zo)" dz = n! I {(b - ZO)n+l_ (a - zot+1} 

fUr jeden Integrationsweg, welcher nicht durch den Punkt Zo geht. 
Insbesondere ist 

J (z - zot dz = 0 

fiir jeden nicht durch Zo hindurchgehenden geschlossenen Integrations­
weg. 

Das in positivem Sinne um z = Zo erstreckte Integral 

J (z - zo)n dz 

ist also immer Null mit Ausnahme des Falles n = - 1, in welchem es 
den Wert 2 n i besitzt. 

§ 5. Integration regularer Funktionen. 
Es sei wie in § 1 die Funktion I (z) regular in dem Gebiete D, und 

E bezeichne eine in dem Gebiete D liegende ElementarfHiche. Ferner 
moge e dieselbe Bedeutung haben wie in § 1, so daB also jeder Kreis 
yom Radius e, des sen Mittelpunkt der Elementarflache E angehort, 
ganz im Inneren des Gebietes D verlauft. 

Wir verbinden zwei Punkte a und b, die im Inneren der Elementar­
flache E liegen, durch eine rektilizierbare Kurve L, die ganz im Inneren 
der Elementarflache E verlauft. 
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Es sei die positive Zahl m kleiner als der kiirzeste Abstand der 
Punkte von L von der Begrenzung von E, so daB jeder Kreis vom 
Radius m, des sen Mittelpunkt ein beliebiger Punkt der Kurve List, 
ganz im Inneren von E liegt. 

Wir zerlegen nun die Kurve L, indem wir zwischen a und b auf 
ihr die Punkte Zl' Z2' ... , Zn_l einschalten, in Stucke L1 , L 2 , ... , L n , 

und zwar seien diese Stucke so klein, daB der Abstand je zweier Punkte 
eines und desselben Stuckes kleiner als e und kleiner als mist. Es sei 
Zo = a, Zn = b gesetzt. Wir bezeichnen das durch die Kurve L bzw. Lk 
(k = 1, ... , n) erstreckte in § 3 definierte Integral 

b 

ff(z)dz 
Zk 

bzw. f f(z)dz 
a Zk_l 

kurz mit (L) bzw. (Lk); dann ist also 

21 Z'! b b 

(L 1) + (L 2) + ... + (Ln) = f + J + ... + f = J f (z) dz = (L). 
a z] Zn-l a 

Es soU sich in diesem Paragraphen um den Nachweis handeln, dall 
der Wert dieses dureh die Kurve L erstreckten Integrals nicht von der 
Wahl der K~trve L, sondern nur von den Grenzen a und b abhiingig ist 
und dall dieser Wert, angesehen als Funktion der oberen Creme b, eine 
im Inneren der Elementarfliiche E reguliire Funktion ist. 

Man kann die Kurve Lk (k = 1, 2, ... , n) ersetzen durch die Ver­
bindungsgerade Gk ihrer Endpunkte, ohne den Wert des Integrals 

Zk 

J f (z) dz dadurch zu andern. Dies folgt unmittelbar aus dem Satze 
Zk_l 

am SchluB von § 3; denn die beiden von Zk-l nach z k fiihrenden Kur­
ven Lk und Gk liegen im Inneren des Kreises vom Radius e urn Zk> 

und in diesem Kreise ist f(z) regular. Die geraden Strecken Gk liegen 
dabei ganz im Inneren von E. Es ist also 

wo G den aus den Strecken G1 , G2 , ..• , G n zusammengesetzten ge­
brochenen Linienzug bedeutet. Wieder sollen dabei die Klammern, wie 
auch im folgenden, die Integralbildung andeuten. 

Urn die U nabhiingigkeit des I ntegralwertes von der Wahl der K urve L 
darzutun, genugt es hiernach, die Gleichheit der beiden Integrale (G) 
und (G') zu beweisen, wo G und G' zwei von a nach b fUhrende ge­
brochene Linienzuge bedeuten, von denen jeder sich aus einer end­
lichen Zahl von geradlinigen, ganz innerhalb E gelegenen Strecken 
zusammensetzt. 

Durchlaufen wir den Linienzug G' in umgekehrter Richtung, so 
andem wir dadurch nur das Vorzeichen des betreffenden Integrals (G'). 
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Es kommt daher der Nachweis der Gleichung (G) = (G') auf den Nach­
weis des folgenden Satzes hinaus: 

Wird das Integral J j (z) dz durch den Umjang eines Polygons er­
streckt, dessen Seiten siimtlich im Inneren von E liegen, so hat es den 
Wert Null. 

Betrachten wir ein solches Polygon, so konnen moglicherweise zwei 
nicht aneinander stoBende Seiten desselben sich schneiden, so daB 
also der Umfang des Polygons sich seIber durchsetzt. In diesem Faile 
zerlegen wir den Umfang in einzelne Stucke, 
von denen jedes fur sich einen einfachen 
geschlossenen Linienzug bildet 1. Offenbar 
genugt es, fUr jedes solche Stuck das Ver­
schwinden des Integrals J f (z) dz zu beweisen. 

Es sei nun P ein Polygon, dessen Umfang 
sich nicht selbst durchsetzt und im Inneren 
von E liegt. Den l'mfang des Polygons P be­
zeichnen wir der Kurze halber ebenfalls mit 

Abb.25. 

P. Dann handelt es sich um den Nachweis, daB (P) = 0 ist. 
Raben zwei Polygone PI und P 2 eine Seite gemeinsam (Abb.25) 

und bedeutet PI + P 2 das Polygon, welches von den Seiten von PI und 
P 2 mit AusschluB der gemeinsamen Seite gebildet wird, so ist, wenn die 
Integrale durch die Polygonumfange stets im positiven 
Sinne erstreckt werden, 

(PI) + (P 2 ) = (PI + P 2)· 

Denn die auf die gemeinsame Seite von PI und P 2 

sich beziehenden Integralteile zerstoren sich, weil diese 
gemeinsame Seite bei dem Integral (PI) in entgegen­
gesetzter Richtung zu durchlaufen ist wie bei dem 
Integral (P 2)' Rieraus folgt nun: Abb. 26. 

K6nnen wir das Polygon Pin Polygone PI' P 2 , •.. , 

P r zerlegen, fUr welche die Integrale (PI)' (P 2),···. (P r) samtlich 
Null sind, so ist auch (P) = O. 

Dies ist nun tatsachlich fur jedes Polygon P moglich, dessen Um­
fang sich nicht selbst durchsetzt und ganz im Inneren von E liegt. 

Man zerlege namlich die Ebene durch aquidistante Parallelen zur 
Achse der reellen und imaginaren Zahlen in Quadrate, deren Diago­
nalen kleiner als (] sind (Abb. 26). Durch diese Parallelen wird die Poly­
gonflache P in Stucke PI' P 2 , ••• zerlegt, von welchen jedes einzelne 
ganz in einem Kreise mit dem Radius (] liegt, des sen Mittelpunkt ein 

I Verfolgen wir namlich das Polygon von einem beliebigen Anfangspunkt 
bis zu dem ersten Punkt PI' der schon durchlaufen wurde, so konnen wir den 
Zug von PI bis PI' ein einfaches Polygon, abtrennen. Wiederholung dieses Ver­
fahrens fiihrt zum Zie!. 
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Punkt von E ist. Jedes einzelne Integral (PI), (P2), ••• hat daher nach 
§ 3 den Wert Null und folglich auch das Integral (P). 

Hierbei haben wir stillschweigend angenommen, daB die FHiche des 
Polygons P ganz im Inneren von E liegt. Es ist aber auch ohne Be­
rufung auf die Anschauung leicht zu zeigen, daB kein Punkt im Inneren 
von P auf dem Rande oder auBerhalb von E liegen kann. Denn wenn 
ein solcher Punkt nicht selbst auBerhalb, sondern auf dem Rande 
von E liegt, so gibt es doch in seiner Nahe Punkte im Innern von P, 
die auBerhalb E liegen. Es sei PI ein solcher Punkt. Da E ganz im End­
lichen liegt, so gibt es auch auBerhalb von P Punkte, die auBerhalb E 
liegen. Ein solcher sei P2' Nach dem Jordanschen Kurvensatz, ange­
wendet auf E, miiBte es eine PI und P2 verbindende Kurve geben, die 
ganz auBerhalb von E verlauft und daher das Polygon P nicht trifft. 
Das steht aber im Widerspruch damit, daB nach dem Jordanschen 
Kurvensatz die Verbindungslinie eines Punktes PI im Inneren von P 
mit einem Punkt P2 auBerhalb von P jedenfalls P treffen muB. 

Nachdem wir gezeigt haben, daB der Wert des Integrals 

b 

fl(z) dz 
a 

von der Wahl der a mit b ihnerhalb E verbindenden Kurve L unab­
hangig ist, beweisen wir nun, dafJ dieser Wert innerhalb E eine regulare 
Funktion von b ist. Wir wollen die obere Grenze jetzt mit z statt mit b 
bezeichnen, die untere Grenze mit Zo und 

2 

Idz) =JI(1;)d1; 
Zo 

setzen, wobei der Integrationsweg ganz in E liegt. 
Es sei nun a ein beliebiger Punkt in E. Liegt dann z in einer Um­

gebung von a, die ganz in D hineinfallt, so ist 
I (z) = Co + cdz - a) + C2 (z - a) 2 + ... 

und nach § 2 und § 3 

2 

J 1(1;) d1; = Co (z - a) + 5c (z - a)2 + 2. (z - a)3 + .... 
a 2 3 

Nun k6nnen wir die Zo und z verbindende Kurve so wahlen, daB 
sie den Punkt a enthalt. Dann ist 

2 a 2 

(1) 11 (z) = fl(1;) d1; = fl(1;) d1; + 11(1;) d1; 
20 20 a 

= C + Co (z - a) + ~ (z - a)2 + ... , 
a 

wo C = I 1(1;) d 1; von z unabhangig ist. 
20 
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Die Gleichung (1) zeigt, daB die Funktion 11 (z) innerhalb E regular 

und df~;Z) = I(z) ist. 

] ede andere innerhalb E regulare Funktion 12 (z), welche ebenlalls der 

Gleichung d f~;Z) = I (z) genugt, unterscheidet sich von 11 (z) nur um eine 

Konstante. Denn ist in der Umgebung einer Stelle a von E 

12(z) - 11(z) = k + k1(z - a) + k2(Z - a)2 +"', 
so folgt nach Kap. 2, § 4, da die Ableitung von 12 (z) - 11 (z) verschwin­
det, daB kl = k2 = ks = ... = 0 sein muB. Foiglich ist 

und diese in der Umgebung der Stelle a giiltige Gleichung gilt nach 
Kap.3, § 9 fUr das ganze Innere von E. 

§ 6. Der Satz von Cauchy. 
Es sei E eine Elementarflache, auf welcher I (z) regular ist. Be­

trachten wir eine geschlossene rektifizierbare Kurve L, die ganz im 
Innern von E liegt, so wird sie durch zwei beliebig auf ihr angenommene 
Punkte a, b in zwei Stucke Ll und L2 zerlegt (Abb.27). Nach dem 
vorigen Paragraphen ist nun in leicht verstandlicher Schreibweise 

b b 

(L')fl (z) dz = (L')fl (z) dz 
a a 

oder 
b a 

(LI)fl (z) dz + (L')fl (z) dz = O. 
a b 

Die Summe der Integrale linker Hand ist aber 
gerade das durch die geschlossene Kurve L ge­
nommen~ Integral f I(z) dz. Es gilt also der Satz: 

L, 
Abb.27. 

Liegt die geschlossene rektilizierbare Kurve L ganz im Innern einer 
Elementarllache, aul welcher I (z) regular ist, so ist 

fl(z)dz=O. 
L 

Dieser von CAUCHY entdeckte Satz gehort wegen seiner mannig­
faltigen Anwendungen zu den wichtigsten Satzen der Analysis. 

Wir wollen, ehe wir zu solchen Anwendungen ubergehen, noch 
einige Bemerkungen an den Satz von Cauchy knupfen. 

Es sei E eine Elementarflache, die mit allen ihren Punkten einem 
Gebiet D angehort und von einer rektifizierbaren Kurve L begrenzt 
wird. Wir konnen dann (vgl. S. 84) die Elementarflache E in eine ge-
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schlossene Kurve L' einschlieBen, welche eine ebenfalls ganz in dem 
Gebiet D liegende ElementarfUiche E' begrenzt (Abb. 28). Wenn nun 
I (z) in dem Gebiet D regular ist, so folgt nach dem Satz von Cauchy, 
wenn dieser auf die Kurve L in der Elementarflache E' angewendet 
wird, die Gleichung 

I I (z) dz = O. 
L 

Es gilt also die Gleichung I I (z) dz = 0 fur jede einfach geschlossene 

Abb.28. 

rektifizierbare Kurve, die eine Elementarflache 
begrenzt, auf welcher I (z) regular ist. 

Ein Flachenstuck G der komplexen Zahlen­
ebene sei nun begrenzt von einer endlichen 
Zahl einfach geschlossener rektifizierbarer Kur­
yen L, L I , L 2, ••• , die sich gegenseitig nicht 
treffen und von denen die eine, L, die iibrigen 

einschlieBt. Das Flachenstiick G mage einschlief3lich seiner Randkurven 
L, L I , L 2 , ••• ganz in einem Gebiet D liegen, in welchem I(z) regular 
ist (Abb.29). Wir wollen dann der Kurze halber sagen, I(z) sei aul 
der Flache G regular. 

Bei der einzelnen geschlossenen Kurve wollen wir als positiven 
Durchlaufungssinn denjenigen nehmen, welcher dem Sinne des Uhr­
zeigers entgegengesetzt ist. Je nachdem das Integral I I(z) dz durch 
eine geschlossene Kurve L im positiven oder im negativen Sinne er­
streckt wird, bezeichnen wir dasselbe mit I I (z) dz oder I I (z) dz. Ent-

L+ L-

sprechend soli hernach I I I (z) II dz I das im positiven Sinn durch die 
L L+ 

Kurve L erstreckte Integral I I I (z) II dz I bedeuten. 

Abb.29. 

also die Kurve L im positiven, aIle anderen 
Kurven L I , L 2 , ••• im negativen Sinne durchlaufen 
werden. Das durch den Rand von G in positivem 

Sinne erstreckte Integral I I (z) dz ist also die Summe 
G+ 

II (z) dz + II (z) dz + II (z) dz + .. '. 
L+ L,- L,-

Es gilt nun folgender Satz: 
W ird das Integral I I (z) d z in positivem Sinne durch den Rand einer 

Flache G erstreckt, aut welcher I(z) regular ist, so hat es den Wert Null. 
Zum Beweise (bei welchem wir der Einfachheit halber etwa drei 

Randkurven L, L I , L2 voraussetzen wollen) verbinden wir die Kurve L 
mit den Kurven LI und L 2, sowie LI mit L2 durch rektifizierbare, im 
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Inneren von G verlaufende Kurven, die sich gegenseitig nicht treffen. 
Hierdurch zerfillt die Flache G in zwei Elementarflachen E1 und E2 
(Abb. 30). Die im positiven Sinne durch den Rand von E1 bzw. E2 
erstreckten Integrale I I (z) dz sind nun gleich Null, folglich auch ihre 
Summe. Nun werden die Hilfslinien bei der 
Integration durch den Rand von E1 gerade 
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen wie 
bei der Integration durch den Rand von E 2 • 

Die betreffenden Integralteile heben sich 
daher bei der Addition auf, und die Summe 
jener beiden Integrale ist also identisch mit 
dem im positiven Sinne durch den Rand 
von G erstreckten Integrale I I (z) d z. 

Abb.30. 

Betrachten wir den speziellen Fall des letzten Satzes, in welchem 
die Flache G nur zwei Randkurven Lund L1 besitzt (Abb. 31), so haben 
wir dann die Gleichung 

II (z) dz + II (z) dz = 0, 
L+ L 1·• 

aus welcher 

II (z) dz = II (z) dz 
L+ L/ Abb.31. 

folgt. Also: 
Begrenzen die beiden K urven Lund L1 eine Flache und ist I (z) aul 

dieser Flache mit Einschluf3 des Randes regular, so andert sich der Wert 
des I ntegrales 

II (z)dz 
L+ 

nicht, wenn man die Kurve L durch die Kurve L1 ersetzt. 

§ 7. Folgerungen aus dem Satz von Cauchy. 

Der Satz von Laurent. 
Es sei L eine einfach geschlossene rektifizierbare Kurve, welche 

eine Elementarflache E begrenzt, auf der die Funktion I (z) regular ist. 
Bedeutet Zo einen Punkt im Inneren dieser ElementarfHi.che E, so ist 
offenbar auf Emit AusschluB des Punktes Zo die dort definierte Funktion 

t (z) - t (zo) .. g (z) = ----- regular. 1st nun 
z- Zo 

I (z) = Co + c1 (z :.-. zo) + c2 (z - zo)2 + ... 
die Potenzreihenentwicklung von I (z) in einer zu E gehOrigen Um­
gebung von zo, so gilt in dieser Umgebung mit AusschluB des Punktes Zo 

g (z) = c1 + c2 (z - zo) + c3 (z - ZO)2 + .... 
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Definiert man also iiberdies g (zo) = c1 = t' (zo), so gilt die vorstehende 
Potenzreihenentwicklung von g(z) in einer ganzen Umgebung von zo; 
die Funktion g (z) ist also auf der ganzen Elementarflache E regular. 
F olglich ist 

I I(z) - I (Zo) dz =I~dz - t(zo)I-1 -dz =Ig(z) dz = o. 
z - Zo z - Zo z - Zo 

V V V V 

Der Faktor von t(zo) hat, wie wir in § 4 gesehen haben, den Wert 2:n;i. 
Also ist 

t (z ) = _1_. I I (z) d z • 
o 2:rt t z - Zo 

L+ 

Wir wollen die Bezeichnung ein wenig andern. Den auf L verander­
lichen Punkt bezeichnen wir mit C statt mit z und den im Inneren von 
L beliebig angenommenen Punkt mit z statt mit ZOo Dann heiBt unsere 
Formel: 

(1) t (z) = -1-I I (l;) dl; • 
2:rtt l;-z 

L+ 

Diese Formel zeigt, daft man die Werte von t(z) im Inneren von L 
berechnen kann, wenn man die Werte von t(z) aut der Kurve L kennt. 
Denn der Wert des Integrals hangt nur von den Wert en t(C) abo 

Die Formel (1) laBt sich leicht verallgemeinern. Eine Flache G sei 
begrenzt von einer endlichen Anzahl von Kurven L, Lv L 2, ••. , L r , 

Abb.32. 

von denen die erste, L, die iibrigen einschlieBt. Auf 
G mit EinschluB des Randes sei t (z) regular. Wir 
fixieren innerhalb G willkiirlich einen Punkt zO' legen 
urn Zo eine Kurve K, die eine ganz in G liegende Ele­
mentarflache einschlieBt, und scheiden diese Elemen­
tarflache aus G aus (Abb. 32). Dadurch erhalten 
wir eine von den Kurven L, Lv L 2, ••• , Lr und 
K begrenzte Flache G'; auf dieser und auf ihrem 

Rande ist ~ regular. 
z- Zo 

Folglich ist das positiv durch den Rand von G' erstreckte Integral 

I ~ dz gleich Null; und hieraus entnehmen wir die Gleichung 
z- Zo 

_1_. I~ dz = _1_. I~ dz + _1_. f~ dz + .... 
2:rt t z - Zo 2:rt t Z - Zo 2:rt t, Z - Zo 

K+ L+ L 1-

Die linke Seite stellt nach Formel (1) den Wert t(zo) dar. 
Ersetzen wir wieder Zo durch z und schreiben wir in den Integralen C 

statt z, so kommt 

(2) t (z) = _1_. It (l;) dl; + _1_. II (l;) dl; + .... 
2:rtt l;-z 2:rtt l;-z 

L+ L 1-
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Diese F ormel driickt wiederum den Wert von I (z) im I nneren der 
Fliiche G durch die Werte dieser Funktion aul dem Rande von G aus. 

Von der Formel (2) wollen wir nun eine interessante Anwendung 
machen. Es sei Rein Kreisring, begrenzt durch zwei Kreise mit dem 
Mittelpunkt a. Die Punkte dieses Kreisringes, zu welchen wir die Punkte 
auf den Peripherien der Begrenzungskreise nicht rechnen, bilden ein 
Gebiet. Es mage die Funktion f (z) in dies em Gebiet reguHir sein. Fixieren 
wir einen beliebigen Punkt z in dem Kreisring, so kannen wir einen 
zweiten Kreisring mit demselben Mittelpunkt a konstruieren, der ganz 
in dem urspriinglichen Kreisring liegt und z in seinem Inneren ent­
halt. Ll und L2 seien die diesen zweiten Kreis­
ring begrenzenden Kreise (Abb. 33). Dann ist 
nach der Formel (2) 

I (z) = 11 (z) + 12 (z), 
wobei 
f (z) = _1_. It (/;) d/; 

1 210/;-Z' 
f (z) = _1_. It (/;) d/; 

2 210 /;-z 
L/ L,-

ist. Wenn' auf Liliegt, so ist [z - a [ < [ ,- a [ 
und also 

(3) I z-al_ -r- - kl < 1. 
I ~ - a 

Abb.33. 

Der Wert kl ist unabhangig von der Lage des Punktes , auf Lv 
weil [ , - a [langs Ll konstant bleibt, namlich den Radius des Kreises 
Ll vorstellt. 

In dem durch Ll + erstreckten Integrale substituieren wir 

1 
/;-z 

lIz -- a (z - a)2 (z _ a)n 
(/; - a)-(z-- a) = /; - --;;: + (/;-=-~2 + (/; - a)3 + ... +(C --a),'{C - z) 

und integrieren dann gliedweise. Hierdurch kommt 

wo bei gesetzt ist 

(4) c =-- -----1 f t(/;)d/; 
k 2]1; Z (/; _ a)k+I 

(k=O,l, ... ,n-l), 

L/ 

Mit unendlich wachsendem n konvergiert r n gegen Null; denn es ist 
nach § 3 

I r n I < 2 ~ I I (~ = :) ni( ~)z II d, I = kIn 2 ~ .f I ( ~) z II d, I, 
L/ L 1+ 

Hurwitz-Courant, FunktioneDtheorie. 3. Auf!. 7 
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und nach (3) ist lim kIn = O. Also ist 
n~oo 

(5) I (z) = -I-.fl(C) dC 
1 2nz C-z 

L ,+ 

= Co + C1 (z - a) + C2 (z - a)2 + ... + C" (z - a)" + .... 
Bei dem Integral, welches den Koeffizienten Ck definiert, darf statt 

des Kreises Ll auch irgend ein anderer Kreis mit dem Mittelpunkt a, 
der ganz im Kreisring R liegt, als Integrationsweg genommen werden. 

D d·· t' F kt' I (z) • t' K" R 1" enn Ie m egnerte un IOn (z _ a)k+l IS 1m relsrmg regu ar. 

Man darf nach dem vorigen Paragraphen statt Ll sogar allgemeiner 
einen beliebigen einfach geschlossenen Integrationsweg nehmen, der 
den Punkt a einschlieBt und ganz im Innern des Kreisringes R verlauft. 
Hieraus folgt beiHiufig, daB Ck von der Wahl des Punktes z im KreisringR 
unabhangig ist. 11 (z) stellt nach (5) eine im Inneren des grojJeren Be­
grenzungskreises des Ringes R reguHire Funktion vor. 

Betrachten wir nun 

I (z) = _1_. II (C) dC 
2 2nz z-C' 

L.+ 

so bemerken wir zunachst, daB fUr jeden Punkt 1; der Kreisperipherie L2 
die Ungleichung 

-- =k2< 1 IC- a [ 
z-a 

gilt. Daher werden wir in dem Integrale substituieren 
1 1 C - a (C - a)2 (C - a)n 

z - C = z=-a + (z- a)2 + (z - a)3 + ... + (z - a)n (z - C) 

Hierdurch kommt 

12 (z) = Ll _1_ + C_2 ~( 1 )2 + ... + Ln ~( I)n + r ,,', z-a z-a z-a 

wo bei gesetzt ist 

(6) Lk = 2!ifl (1;) (1; - a)k- 1 d1; (k=1,2, ... ,n), 

r ' = _1 . I(C - a)n I (C) dC. 
" 2nz z-a z-C 

L2,+ 

Ebenso wie r n konvergiert auch r ,,' mit unendlich wachsendem n gegen 
Null. Also ist 

1 II (C) dC . 1 1 1 (7) 12 (z) = -2 . --,. = C-l - + C-2 -( --)2 + ... +Ln -(---)n + .... nz z-", z-a z-a z-a 
L.+ 

Auch hier darf bei dem Integral (6), welches C-k definiert, die Kreis­
peripherie L2 durch jede andere ganz im Kreisring liegende Kreis-
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peripherie mit dem Mittelpunkt a ersetzt werden und allgemein durch 
jede einfach geschlossene Kurve, welche a umschlieBt und ganz im 
Kreisring liegt. Die Gleichung (7) zeigt, daB t2(Z) eine aufJerhalb des 
inneren Begrenzungskreises unseres Kreisringes regulare Funktion ist. 
Beachten wir noch, daB der Integrand in (6) aus dem in (4) hervorgeht, 
wenn wir in dies em - k an Stelle von k schreiben, so k6nnen wir das 
Resultat un serer Untersuchung so aussprechen: 

1st die Funktion t (z) regular in einem Kreisringe mit dem Mittel­
pltnkte a, so lajJt sich t (z) in diesem Ringe darstellen durch eine nach 
positiven und negativen Potenzen 1 von z - a fortschreitende Potenzreihe: 

+00 
(8) f (z) = .2) cn (z - at. 

n=-oo 

Die Glieder mit positiven Potenzen bilden eine Potenzreihe ~ (z - a), 
welche in dem grojJeren den Ring begrenzenden Kreise konvergiert, die 

Glieder mit negativen Potenzen bilden eine Potenzreihe ~1 (_1_), welche 
z-a 

aujJerhalb des kleineren den Ring begrenzenden Kreises konvergiert. 1st 
ferner L eine Kreisperipherie mit dem Mittelpunkt a, die ganz im Inneren 
des Kreisringes liegt, so hat man 

(9) (n=O, ±l, ±2, ... ). 

Insbesondere ist 

(10) C -1 = 2! t f f (C) d C . 
L+ 

Der vorstehende Satz ist unter dem Namen des Satzes von Laurent 
bekannt. 

Aus dem Hilfssatze von Kap. 2, § 9 wollen wir jetzt noch die Folge­
rung ziehen, dajJ eine in einem Kreisringe mit dem M ittelpunkt a regulare 
Funktion f (z) nur aut eine Weise nach positiven und negativen Potenzen 
von z - a entwickelbar ist. 1st namlich 

+00 +00 
t(z) = .2)cn (z - at, t(z) = .2)dn (z - at, 

n=-oo n=-oo 
so folgt 

+00 
o = .2) (cn - dn) (z - at· 

n=-co 

Die Potenzreihe auf der rechten Seite stellt also im Kreisringe eine 
regulare Funktion vor, die den konstanten Wert 0 hat. Also hat auch 
das Maximum M ihres absoluten Betrages auf der Peripherie eines be­
liebigen im Ringe gelegenen Kreises I z I = (] den Wert O. Setzen wir 

1 Der Ktirze halber nennen wir eine Potenz (z - a)" eine positive oder negative 
Potenz, je nachdem der Exponent n ;:;;:; 0 oder < 0 ist. 

7* 
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aber in jenem Hilfssatze M = 0, so erhalten wir I Cn - dn I en < 0 und 
folglich I Cn - dn I <0, Cn = dn· Die Reihe ffir die Funktion I (z) ist 
also notwendig die Laurentsche Reihe mit den durch (9) gelieferten 
Koeffizienten Cn' 

Aus der Gleichung (9) lesen wir umgekehrt sehr leicht den soeben 
benutzten Hilfssatz iiber Laurentsche Reihen abo Es folgt namlich 
aus (9) die Ungleichung 

Ic,,1 < 2~fl {(;~{~ln+llldCI. 
L+ 

Wenn nun langs der Kreisperipherie L bestandig I/(C) I <M ist, so 
hat man 

Es ist aber I C - a I gleich dem Radius e des Kreises L. Definitions­
gemaB (vgl. § 3, S.85) kommt also, wenn ds das Bogenelement des 
Kreises L bedeutet, 

C <-- ds=-M 1 f M I n I = 2:1t e,,+l e" , 
L+ 

und diese Ungleichung bildet den Inhalt jenes Hilfssatzes. 
Mit Hilfe des Laurentschen Satzes konnen wir den folgenden wich­

tigen Satz beweisen: 

Der absolute Betrag jeder in der Umgebung einer isolierten singu­
laren Stelle eindeutigen analytischen Funktion nimmt dort beliebig grof3e 
Werte an. 

Anders formuliert: Eine in der Umgebung eines Punktes a eindeutige 
regulare Funktion I (z) von beschranktem absolutem Betrag ist in diesem 
Punkte selbst regular. 

Zum Beweise zeichnen wir urn a einen ganz in jener Umgebung ge­
legenen Kreisring und betrachten in der obigen Laurentschen Ent­
wicklung den Koeffizienten Cn (n = -1, - 2, ... ). 1st nun Meine 
Schranke fUr II (z) I in der Umgebung von a, so konnen wir, da der 
innere 'Kreis des Kreisringes beliebig klein genommen werden kann, 

M 
in der Abschatzung I Cn I < 0" die Zahl e beliebig klein wahlen, woraus 

sofort C-1 = 0, C-2 = 0, ... ,~ also die Regularitat von I (z) in z = a folgt. 
Eine wichtige Folgerung des hiermit bewiesenen Satzes ist der Satz 

von Weierstraf3: 
Eine in der Umgebung einer wesentlich singuliiren Stelle a eindeutige 

Funktion I (z) kommt in beliebiger Nahe dieser Stelle jedem betiebigen 
Werte beliebig nahe. 

Ware dies fiir einen Wert ~ nicht richtig, so ware der absolute Be-

trag der in der Umgebung von a eindeutigen regularen Funktion f {Zll_ or. 
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daselbst beschrankt, also diese Funktion nach dem vorigen Satze im 
Punkte z = a regular; die Funktion I (z) - oc, also auch die Funktion 
I (z), ware also in z = a entweder regular oder hatte dort einen Pol, 
also jedenfalls keine wesentlich singulare Stelle. 

§ 8. Die Residuen der analytischen Funktionen. 
In dem Gebiete D sei die Funktion I (z) regular. Ferner sei a ein 

isolierter Randpunkt von D, so daB also in einem genugend kleinen 
urn a beschriebenen Kreise der Mittelpunkt a der einzige nicht zum 
Gebiet D gehOrige Punkt ist. Betrachten wir nun einen Kreisring mit 
dem Mittelpunkt a, der ganz indem Gebiete D liegt, so haben wir inner­
halb desselben nach dem Laurentschen Satze: 

(1) 
+00 I 

i (z) =;:~.§:n (z - a)n = ~ (z - a) + ~1 (2 --a) . 
Der Radius des inneren Begrenzungskreises des Kreisringes kann dabei 

so klein gewahlt werden, wie man will; daher wird ~1 (_1_) eine auBer-
z-a 

halb des Punktes z = a uberall konvergierende Potenzreihe sein. 
Wir fiihren nun die folgende Definition ein: 

Der Wert des positiv um den isolierten Randpunkt a genommenen 
Integrales 

,~- ·St (z) dz 2nt 

soll das "Residuum" von t (z) an der Stelle z = a heifJen. 
Fur dieses Residuum gebrauchen wir nach CAUCHY die Bezeichnung 

r[f(z)]. 
a 

N ach Gleichung (10) des vorigen Paragraphen ist dieses Residuum 

der Koellizient von _1 __ aus der Entwickelung (1) von I (z) in der Um-
z- a 

gebung von z = a nach positiven und negativen Potenzen von z - a. 

Hierbei haben wir a als endlich vorausgesetzt. Wir wollen indessen 
den Begriff des Residuums auf den Fall a = 00 ausdehnen. Es sei also 
der Punkt 00 ein isolierter Randpunkt eines Gebietes D, in welchem 
t (z) regular ist. Wahlen wir zwei Kreise mit dem Mittelpunkt 0 und mit 
genugend groBen Radien, so wird in dem von diesen Kreisen begrenzten 
Kreisring t (z) regular und also in der Form 

(2) I (z) =;:~;:" zn = ~ (z) + ~1 ( ! ) 
darstellbar sein. Hier wird, beilaufig bemerkt, ~ (z) eine bestandig kon­
vergierende Reihe sein, weil wir den Radius des auBeren Begrenzungs­
kreises unseres Kreisringes beliebig groB nehmen durfen. 
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Als Residuum von I (z) lur den Punkt 00 bezeichnen wzr nun den 
Wert von 

2!iSI (Z)dz, 

wenn wir das Integral in negativem Sinne durch einen Kreis erstrecken, 
der ganz in dem Gebiete D liegt und dessen AujJeres, abgesehen vom Punkte 
00, ebenlalls ganz dem Gebiete D angehOrt. 

Fur dieses Residuum wenden wir die Bezeichnung 

r [f(z)] 
00 

an. Nach dem vorigen Paragraphen ist sein Wert der negativ genommene 

Koeffizient von ~ aus der Entwicklung (2) der Funktion I (z) in der z 

Umgebung von z = 00. 

Wir wollen nun die Residttenlormel von CAUCHY 

ableiten. 
Wir nehmen an, I (z) sei regular auf einem 

Flachenstuck F, abgesehen von den inneren Punkten 
aI' a2, •.• , ar' Die Randkurven L, Lv L 2, •.. von F 

Abb.34. setzen wir als rektifizierbar voraus (Abb. 34). Wir 
umgeben die Punkte av a2, •.• , ar mit kleinen 

Kreisen K I , K 2, ••• , K r, die sich gegenseitig nicht treffen und ganz 
im Inneren von F liegen. SchlieBen wir die Flachen dieser Kreise aus 
F aus, so erhalten wir eine Flache F', welche von den Kurven 

L, Lv L 2, •.• , Kv K 2, ••• , Kr 

begrenzt ist, und auf der Flache F' wird die Funktion I (z) regular sein. 
Nach dem Satz v0n CAUCHY ist das positiv durch die Berandung 

von F' erstreckte Integral J f (z) dz gleich Null. Hieraus folgt, wenn die 
Integration durch den Rand von F in positivem Sinne durch das Zeichen 
F+ angedeutet wird, 

2~J I (z) dz + 2~J I (z) dz + 2~'J t (z) dz + ... + 2~J I (z) dz = O. 
r ~ ~ ~ 

Die auf die Kreise Kv K 2, ••• , Kr bezuglichen Glieder dieser Gleichung 
stellen die negativ genommenen Residuen der Funktion t (z) an den 
Stellen av a2, ••• , ar vor. Folglich ist 

(3) 2~J I (z) dz = r[f (z)] + r[f (z)] + ... + r[f (z)]. 
l!+ a1 a2 ar 

Als Beispiel der Anwendung dieser "Residuenlormel" betrachten wir 
das Integral 

+00 

1= J R (z) dz; 
- 00 



§ 8. Die Residuen der analytischen Funktionen. 103 

hierin bedeutet R (z) eine rationale Funktion, die fiir reelle Werte von 
z nicht unendlich wird und fUr z = 00 mindestens von der zweiten 
Ordnung Null wird, worunter wir verstehen, daB Z2 R (z) fUr z = 00 

einen endlichen Grenzwert ergibt. 
Es bedeute peine positive GroBe, die spater unendlich groB werden 

solI. Uber dem Stiick - p . .. + P der Achse der reellen Zahlen als 
Durchmesser beschreiben wir einen Halbkreis K und denken uns p 
schon so groB gewahlt, daB die oberhalb der Achse der reellen Zahlen 
liegenden Pole der rationalen Funktion R (z) samtlich innerhalb des 
Halbkreises liegen (Abb.35). 

Die Anwendung der Gleichung (3) auf 
die Flache dieses Halbkreises liefert : 

+p 
(4) J R (z) dz + J R (z) dz 

-p K -p 0 +p 

= 2n i ..2r[R (z)], 
Abb.35. 

wobei die Summe iiber aIle Pole ale von R (z) zu erstrecken ist, weIche 
positive Ordinaten besitzen. 

Nun strebt das iiber die Halbkreisperipherie K genommene Integral 
J R (z) dz mit wachsendem p gegen Null. In der Tat ist fUr geniigend groBe 
Werte von 1 z I, d. h. in der Umgebung von z = 00, 

c c' c 
(5) R (z) = ~ + zr+l + .,. = ~ (1 + s) (r ~ 2, c 9= 0), 

wo e mit~verschwindet. Daher ist, wenn z auf K liegt, .z 

! R (z) 1 = ~rl 11 + s 1 < I;rl (1 + 1 s I) < 2;: 1 , 

sobald p so groB geworden ist, daB auf K bereits (5) gilt und iiberdies 
1 s 1 < 1 ausfallt. Aus vorstehender Ungleichung folgt nach § 3 

I J R (z) dz I < J I R (z) II dz I < 2pl: I J I dz I = 2p~~11 n, 
KKK 

weil J 1 dz 1 die Lange des Halbkreises Kist. Mit unendlich wachsen­
K 

dem p nahert sich nun ~ ~~~ln und also auch 1 R (z) d z der Grenze Null. 

Die Gleichung (4) geht daher fUr p = 00 iiber in 

+00 
J R (z) dz = 2ni ..2r[R (z)] , 

-00 

wobei iiber aIle Pole ale von R (z) mit positivem Imaginarteil zu sum­
mieren ist. 
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Beispielsweise wird fUr ganzzahliges positives n 
+co 

f dz . [ 1 ] 
(z2 + l)n = 2 7& ~ r (Z2 + l)n • 

-co 

Urn das Residuum zu berechnen, haben wir die Funktion (Z2 + l)n 
nach Potenzen von 

z-i=h 

zu entwickeln. Nun ist fiir I hi < 2 

1 1 1 1 ( ih)-n 
(Z2 + l)n = {(i + h)2 + If~ = {h (2 i + h) }n = (2i)n hn 1 - 2 

= ~1~ (1 + n!:.!::. + n (n + 1) (!:.!::.)2+ n (n + 1) (n + 2) (!:.!::.)3 + ... ). 
(2i)n hn 2 1·2 2 1·2·3 2 

Der Koeffizient von ! in dieser Entwicklung lautet 

_1_'. n (n + 1) (n + 2)· .. (2 n - 2) . (~)n-l = ~. __ 1_. (2 n - 2)! 
(2i)n (n-l)! 2 i 22n - 1 (n-l)! (n-l)!' 

und dieses ist also der Wert des in Betracht kommenden Residuums. 
Daher finden wir 

+co 

f dz ;n; (2n- 2)! 
(z2 + l)n = 22n- 2' (n - I)! (n - I)! . 

-co 

§ 9. Bestimmung der Null- und Unendlichkeitsstellen 
einer Funktion. 

Es sei F eine ElementarfHiche oder eine von einer endlichen Anzahl 
von einfach geschlossenen Kurven begrenzte Flache. Die Randlinien 
werden als rektitizierbar vorausgesetzt. Nun mage t (z) auf der Flache F 
regular sein, abgesehen von den Punkten av a2, ... , ar' welche Pole von 
t (z) sein sollen. Auf dem Rande von F soil t (z) weder verschwinden noch 
Pole haben. Die im Inneren von F vorhandenen N ullstellen von t (z) seien 
bv b2, ••• , bs • Ihre Anzahl ist notwendig endlich, da sie keine Hauflings­
stellen besitzen kannen. Denn nach Kap. 2, § 5 kannte t (z) ill einer 
solchen Haufungsstelle nicht regular sein. Diese miiBte also in einen 
der Pole ak fallen; das widerspricht aber der Definition des Pols, nach 

welcher die Funktion f ~z) in der Umgebung von ak regular sein soil. 

Die Funktion ;(~) ist nun offenbar auf F regular, abgesehen von 

den Punkten av a2 , ••• , ar, bv b2, ••• , bs • 

Besitzt t (z) in der Umgebung einer Stelle a die Entwicklung 

t (z) = Co (z - a)k + c1 (z - a)k+l + ... (Co =l= 0), 
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wobei k eine positive oder negative ganze Zahl bezeichnetl, so ist 

f' (z) = kco (z - a)k-l + (k + 1) c1 (z - a)k + ... 
und folglich 

t' (z) k 
f (z) =:; _ " + I.l3 (z - a) . 

Der Punkt a ist dann also ein Pol von ~ '(~i und k das zugehorige Re­

siduum. Wenn k eine positive Zahl ist, so ist a eine Nullstelle von f(z), 
und zwar solI diese N ullstelle eine k- fache oder von der V ielfachheit oder 
Multiplizitat k heiBen. Wenn dagegen k eine negative Zahl ist, so ist a 
ein Pol von f (z) und h = - k seine Ordnung, oder anders ausgedruckt, 
es ist a eine h-jache U nendlichkeitsstelle der Funktion j (z) oder auch eine 
Unendlichkeitsstelle von der Multiplizitat h. Der Residuensatz ergibt nun 

1 Sf' (z) 2:n i 1 (z) dz = kl + k2 + ... + ks - (hI + h2 + ... + hr), 
p+ 

wo kl' k2' ... , ks die Multiplizitaten der Nullstellen bI> b2, •.. , bs und 
hI> h2' ... , hr die Multiplizitaten der Unendlichkeitsstellen aI> a2, ... , ar 

bedeuten. Rechnen wir jede Nullstelle und jede Unendlichkeitsstelle 
so oft, wie ihre Multiplizitat angibt, so ist kl + k2 + ... + ks die 
Gesamtzahl der Nullstellen und hI + h2 + ... + hr die Gesamtzahl der 
Unendlichkeitsstellen von f (z) innerhalb der Flache F. Also: 

Bezeichnet N die Gesamtzahl der Nullstellen, U die Gesamtzahl der 
Unendlichkeitsstellen von f (z) innerhalb der Plache F, so ist 

I Sf' (z) 
(1) 2:ni I(z) dz=N- U. 

po> 

Hieraus ergibt sich beilaufig ein neuer Beweis fur den Fundamental­
satz der Algebra. 1st namlich 

(n> 0), 

so hat man fUr genugend groBe Werie von I z I die Gleichung 

t' (z) = ~~=1~ = ~ + ki + k2 + .... 
1 (z) zn +. . . z z2 £3 

Es sei nun F die Flache eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0, dessen 
Peripherie im Inneren des Geltungsbereiches der vorstehenden Ent­
wicklung liegt und durch keine N ullstelle von f (z) geht 2; dann kommt 
nach § 7, Formel (10) 

I Sf' (z) 
2:nz I(z) dz=n 

po> 

I Dies bedeutet offenbar, daB I(z) in a entweder eine Nullstelle oder einen 
Pol hat. 

2 Nach Kap.3, § 4 (S. (7) hat f(z) nur endlich viele Nullstellen 
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und folglich, da / (z) nicht unendlich wird, also U = 0 ist, 

N=n, 

d. h. / (z) verschwindet im Innern von F genau nmal. 

Das Integral f j(~) dz = f ~~;~) = f d log /(z) geht durch die Sub­

stitution 
/(z) = , 

in das Integral Sdf iiber. Hieraus ergibt sich eine neue Deutung der 

Formel (1). Wenn namlich z eine der Randlinien L der Flache F durch­

lauft, so wird der Punkt , = / (z) eine geschlossene Kurve L beschreiben. 
Das Integral _I_St' (z) dz = _I __ SdC 

2ni f (z) 2ni C 
L L 

gibt daher nach § 4 die Windungszahl der Kurve L an. Also konnen 
wir den Inhalt der Gleichung (1) auch so aussprechen: 

Der Punkt z beschreibe die Randlinien L, Lv L 2, ••• der Plache F, 
und zwar die aufJere Randlinie L in positivem, die inneren Randlinien 
in negativem Sinne. Dann wird der Punkt , = / (z) gewisse geschlossene 

Kurven L, Lv L 2, ••• durchlau/en. Die Summe der Windungszahlen der 
Ietzteren Kurven ist dann gleich der Ditferenz der Anzahl der Nullstellen 
und der Anzahl der Unendlichkeitsstellen, welche / (z) innerhalb der Flache 
F besitzt. 

Zwei Funktionen / (z) und q; (z) seien auf der Flache F regular. 
Langs des Randes von F sei bestandig 1 q;(z) 1 < I/(z) I. Da 1 q;(z) 1 > 0 
ist, so kann / (z) auf dem Rande von F nicht verschwinden. Ebenso­
wenig kann / (z) + q; (z) in einem Punkte des Randes von F Null sein, 
weil It (z) + q; (z) 1 ;;;::: 1 / (z) 1 - i q; (z) 1 > 0 ist. 

Setzen wir nun 

(2) f(z) + tp(z) = 1 + u = 'll(Z) 
f(z) T , 

so ist nach Voraussetzung u = j ~;? langs des Randes von F bestandig 

absolut genommen kleiner als 1, und es ist daher auch das Maximum e 
von 1 u Ilangs des Randes vonF kleiner als l. Der Punkt 'IjJ(z) = 1 + u 
filit also niemals auBerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt 1 und dem 
Radius e, und dieser Kreis schlieBt den Nullpunkt aus. 

Nun folgt aus (2) 

und daher ist 
1 S f' + tp' 1 f I' 1 f 1JI' 

2ni f+tp dZ=2ni T dz +2ni -:;pdz. 
'P+ F+ F+ 
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Das letzte Integral ist aber Null, weil der Punkt 'IjJ (z), wahrend z eine 
Randlinie von F durchHiuft, eine den Nullpunkt ausschlieBende Kurve 
beschreibt, deren Windungszahl also Null ist. 

Die vorstehende Gleichung lehrt folglich, daB die Funktion 
t (z) + qJ (z) genau dieselbe Anzahl von Nullstellen auf der Flache F 
besitzt wie die Funktion t (z). Also: 

Sind die Funktionen t und qJ aut der Flache F regular und ist langs 
des Randes von F bestandig I qJ I < I t I, so besitzt die Funktion t + qJ 

genau so viele Nullstellen innerhalb F wie die Funktion t. 

Diesen Satz verallgemeinert man leicht auf den Fall, in welchem t 
und qJ in der Flache F eine endliche Zahl von Polen besitzen. Es tritt 
dann in dem Ausspruch des Satzes an die Stelle der Anzahl der Null­
stellen nur die Differenz zwischen dieser Anzahl und der Anzahl der 
Unendlichkeitsstellen. 

Als Anwendung des vorstehenden Satzes wollen wir beweisen, daB 
eine auf der Flache F regulare Funktion t (z), welche auf der Flache 
nirgends verschwindet, die folgende Eigenschaft besitzt: 

Sowohl das Maximum wie das Minimum des absoluten Betrages von 
t (z) tindet sich aut dem Rande der Flache F. 

Angenommen, das Minimum von I t (z) I fande sich nicht auf dem 
Rande von F. Dann ware langs des Randes 

wo Zo einer derjenigen Punkte innerhalb Fist, fUr welche das Minimum 
von I t (z) I stattfindet. Folglich wiirden t (z) und t (z) - t (zo) innerhalb 
F dieselbe Zahl von Nullstellen haben. Diese Zahl ist aber 0 fur t (z) 
und mindestens 1 fUr t (z) - t (zo) , da letztere Funktion die N ullstelle 
z = Zo hat. Die Annahme, von der wir ausgingen, fiihrt also zu einem 
Widerspruch. 

Fande sich auf dem Rande von F nicht das Maximum von I t (z) I, 
so ware fUr einen geeignet gewahlten Punkt Zo im Inneren von F die 
Ungleichung I t (z) I < I t (zo) I langs des Randes erfiillt. Also hatte 
t (zo) - t (z) dieselbe Zahl von Nullstellen innerhalb F wie die von Null 
verschiedene Konstante t (zo), was wiederum widersinnig ist. 

Die Gleichung (1) ist nur ein spezieller Fall der folgenden: 

~ 'f z)· ((z) dz == "b). -- 2J a)., 
2;71;1 I(z) L.J 

F+ 

in welcher il eine nicht-negative ganze Zahl bedeutet und die Summen 
uber die Null- bzw. Unendlichkeitsstellen von t(z) im Inneren von F 
auszudehnen sind. Dabei ist jede Stelle so oft zu berucksichtigen, wie 
ihre Multiplizitat angibt. 
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Sechstes Kapitel. 

Die meromorphen Funktionen. 
§ 1. Begriff der meromorphen Funktion. 

Unter einer meromorphen Funktion verstehen wir eine eindeutige 
Funktion, die im Endlichen keinen wesentlich singuliiren Punkt besitzt. 

Zu diesen Funktionen gehoren die ganzen Funktionen, welche im 
Endlichen iiberhaupt keinen singuHiren Punkt habeI1; ferner die ratio­
nalen Funktionen, welche nur Pole und zwar in endlicher Anzahl 
besitzen. 

Die Definition der meromorphen Funktion besagt in anderer Aus­
drucksweise: 

Bedeutet a einen beliebigen Punkt im Endlichen, so ist fiir eine 
passend gewahlte Umgebung von a entweder 

(1) I(z) = Co + c1 (z - a) + c2 (z - a)2 + ... , 
wenn namlich a ein regularer Punkt ist, oder aber 

1 
(2) 1 (z) = (z- a)r (co + c1 (z- a) + c2 (z- a)2 + ... ) (co + 0; r>O), 

wenn namlich a einPol r-terOrdnung ist. Nehmenwir an, daB die Funk­
tion 1 (z) nicht identisch Null ist, so wird in (1) ein erster Koeffizient 
in der Reihe co' cl> c2, ••• vorhanden sein, der nicht Null ist. Die beiden 
FaIle (1) und (2) konnen daher so zusammengefaBt werden: 

Eine Funktion 1 (z), die nicht identisch Null ist, ist dann und nur 
dann meromorph, wenn lur iede endliche Stelle a eine Darstellung der 
Gestalt 

I(z) = (z - a)k(co + c1 (z - a) + c2(z - a)2 + ... ) (co + 0) 

gilt, wo k eine positive, verschwindende oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Die Zahl k moge Ordnung der Stelle a fiir 1 (z) heiBen. 
Hieraus folgen nun nachstehende Satze: 

1. J ede Konstante ist eine meromorphe Funktion. 

2. Summe und Dillerenz zweier meromorpher Funktionen sind wieder 
meromorphe Funktionen. 

3. Produkt und Quotient zweier meromorpher Funktionen sind wieder 
meromorphe F.unktionen .. 

Zusammenfassend konnen wir sagen: 

4. Eine rationale Funktion von meromorphen Funktionen 

R (/I> 12' ... , Ik) 

mit konstanten Koellizienten ist wieder eine meromorphe Funktion. 

Insbesondere ist also der Quotient zweier ganzer Funktionen eine 
meromorphe Funktion. Da sinz, cosz ganze Funktionen sind, so sind 
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sin z cos z ." 
also tgz = --, cotz = -.- meromorphe FunktlOnen. Uberhaupt ge-cos Z SIn Z 

h6ren die meisten in der Analysis auftretenden eindeutigen Funktionen 
zu den meromorphen. 

§ 2. Die meromorphen Funktionen mit endlich 
vielen Polen. 

1st j (z) eine meromorphe Funktion, die keinen Pol im Endlichen 
besitzt, so ist sie eine ganze Funktion. 

Besitzt die meromorphe Funktion j (z) nur endlich viele Pole im 
Endlichen, so seien diese 

und 

g2 (- 1 ___ ), ... , gk ( ___ 1 _)\ 
z - a2 z ~ ak 

die zugehOrigen meromorphen Teile (vgl. S. 57). 
Dann ist 

k 

j(z) = 2)gnC~ aJ + G{z), 
n~l 

wo G(z) eine ganze Funktion bedeutet. 

§ 3. Die meromorphen Funktionen mit unendlich vielen 
Polen. Der Mittag-Lefflersche Satz. 

Hat eine meromorphe Funktion I (z) unendlich viele Pole, so haben 
diese nur die eine Haufungsstelle 00. Denn jede Hiiufungsstelle von 
Polen ist nach Kap. 3, § 7 eine wesentlich singulare Stelle, und wir haben 
bei der Definition der meromorphen Funktionen vorausgesetzt, daB 
j (z) hOchstens die wesentlich singulare Stelle 00 hat. Da hiernach in 
jedem Kreise mit dem Mittelpunkt Null nur endlich viele Pole von 
t (z) liegen k6nnen, so lassen sich die Pole nach wachsenden absoluten 
Betragen anordnen. Die Pole bilden dann also eine Folge 

von der Beschaffenheit, daB 

und 
I ao I < I a1 I < I a2 1 < I a3 i < I a4 i < ... 

lim an = 00 
n-+oo 

ist. Wir bezeichnen die zugehOrigen meromorphen Teile von j (z) mit 

Fo (z) = go ( __ 1_), Fl (z) = gl (_1_), ... , F n (z) = gn (_ 1 ), .... 
Z - ao \ z - a 1 Z - an 
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1st die Stelle z = ° ein Pol von f (z), so ist ao = 0; auf jeden Fall aber 
sind av a2, aa, ... von Null verschieden. 

Es sei Cl ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, des sen Radius kleiner als 
I a l I sei; dann liegen die Punkte av a2, a3, •.. samtlich auBerhalb des 
Kreises Cl. ]etzt sei C2 ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius 
groBer als der Radius von Cl , aber kleiner als I a2 I sei; dann liegen die 
Punkte a2, aa, ... samtlich auBerhalb des Kreises C2. Nun sei wieder 
Ca ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius groBer als der Radius 
von C2, aber kleiner als I aal ist. So fortfahrend erhalten wir eine Reihe 
von Kreisen Cv C2, Ca, ... mit dem gemeinsamen Mittelpunkt ° und 
bestandig wachsenden Radien, und diese Kreise sind so beschaffen, daB 

der Pol an von F n (z) = gn C ~ a-;') aufJerhalb des Kreises Cn liegt. Da der 

Radius des Kreises Cn beliebig dicht unter I an I angenommen werden 
darf, so konnen wir voraussetzen, daB der Radius von Cn mit n ins 
Unendliche wachst. 

Urn nun fur f (z) eine ahnliche Darstellung zu bekommen wie im 
vorigen Paragraphen fUr die meromorphen Funktionen mit endlich 
vielen Polen, schicken wir zunachst einen allgemeinen Satz voraus. 

Es sei eine Folge von irgendwelchen meromorphen Funktionen 

Fo(z), Fl(z), F 2 (z), ... , Fn(z), 
gegeben. Es seien 

unendlich viele konzentrische Kreise mit dem Mittelpunkt 0, und ihre 
Radien 

mogen bestandig und zwar ins Unendliche anwachsen. Es werde ferner 
vorausgesetzt, daB fUr n = 1,2, ... die singularen Stellen vonF n (z) samt­
lich aufJerhalb des Kreises Cn liegen. 

Auf der durch den Kreis C n gebildeten Flache ist F n (z) regular und 
also fUr Izi <rn 

F n (z) = Co + Cl Z + C2Z2 + .", 
wo die Potenzreihe gleichmafJig fiir aIle diese Werte von z konvergiert. 
1st also en eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl, so kann man 
den Index N so wahlen, daB die ganze rationale Funktion 

der Bedingung 

(1) 

hn (z) = Co + cl Z + c2 Z2 + ... + CN ZN 

fur aIle z mit I z I < r n genugt. 
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Nun mogen 8V 82, 8a, •.. unendlich viele positive Zahlen sein, deren 
Summe 

8 1 + 8 2 + fa + ... 
eine konvergente Reihe bildet. Dann konnen wir zeigen, dafJ die un­
endliche Reihe 

(2) F (z) = Fo (z) + {Fdz) - hdz)} + {F2 (z) - h2 (z)} + ... 
+ {F n (z) - hn (z)} + ... 

in jedem endlichen Gebiete der Ebene einen gleichmiifJig konvergierenden 
Rest besitzt .. 

Es sei G ein solches Gebiet und Ck der erste Kreis der Folge Cv C2, 

Ca, ... , welcher G ganz in seinem Inneren enthalt. Betrachten wir dann 
die Reihe 

r[> (z) = {Fk (z) - hk (z)} + {Fk+l (z) - hk+l (z)} + "', 
also den k- ten Rest der Reihe (2), so konvergiert sie in G gleichmiifJig, 
weil sie nach (1) eine Minorante der konvergenten Reihe 

fk + 8 k+1 + ... 
ist, und damit ist unsere Behauptung bewiesen .. 

Nehmen wir in G einen Kreis K mit dem Mittelpunkt a, so ist nach 
dem WeierstraBschen Summensatz die Funktion r[> (z) regular innerhalb 
K (Abb.36). Da nun 

F (z) = Fo (z) + {Fl (z) - hI (z)} + ... + {Fk - 1 (z) - hk - 1 (z)} + r[> (z) 

ist, so leuchtet ein, daB F (z) sich in der Umgebung von z = a eben­
falls regular verhalt, wenn der Punkt z = a fur keine 
der Funktionen Fo(z), Fl(Z), ... , F k - 1 (Z) ein Pol ist. 
1m anderen FaIle kann z = a fUr F (z) nur ein Pol sein, 
und zwar ist der zugehorige meromorphe Teil von @ C 

F (z) dann gleich der Summe der meromorphen Teile ell v 'f' 
derjenigen endlich vielen Funktionen F 0 (z), F 1 (z), fI 

F 2 (z), ... , welche z = a zum Pol haben. Es hat sich 
also ergeben: 

Die durch die Reihe (2) definierte Funktion F (z) ist 
eine meromorphe Funktion, 1tnd ihre Pole sind unter Abb.36. 

den Polen der Funktionen Fo(z), F1 (z), ... enthalten. 
Wir wollen nun den folgenden speziellen Fall des eben bewiesenen 

Satzes besonders hervorheben: 

Es sei gegeben eine nach wachsenden absoluten Betriigen geordnete 
Folge von verschiedenen Zahlen 
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mit der einzigen Hiiufungsstelleliman = 00. JederZahlan (n = 0,1,2, ... ) 
n~oo 

1 
sei eine ganze rationale Funktion von -- zugeordnet: 

z- an 

Dann lassen sich ganze rationale Funktionen hI (z), h2 (z), ... so bestimmen, 
dafJ die unendliche Reihe 

F (z) = go (_1_) + f gl (_1_) - hI (z)} + {g2 (_1_) - h2 (z)} + ... 
z - ao \ z - a1 z - a2 

+ {gn C~ aJ - hn(Z)} + ... 
in einem beliebig angenommenen, ganz im Endlichen liegenden Bereich 
nach Abtrennung einer endlichen Zahl von Anfangsgliedern gleichmiifJig 
konvergiert und F (z) eine meromorphe Funktion ist mit den Polen ao, at> ... 

und den zugehOrigen meromorphen T eilen 

go (_1_), gl (_1_) , .... 
z-ao z-a1 

Die Funktion hn (z) besteht dabei aus geeignet gewahlten Anfangs­

gliedern der Entwicklung von gn (_1_) nach aufsteigenden Potenzen 
z- an 

von z. 
Der vorstehende Satz wird nach seinem Entdecker der Satz von 

MITTAG-LEFFLER genannt. 

§ 4. Allgemeiner Ausdruck einer meromorphen Funktion 
mit unendlich vielen Polen. 

Es sei nun f (z) wie in § 3 eine meromorphe Funktion mit den un­
endlich vielen Polen 

die wir wieder nach steigenden absoluten Betragen angeordnet denken. 
Die zugehOrigen meromorphen Teile von t (z) seien 

go C ~ aJ, gl C ~ aJ, g2 C ~ aJ ' ... , gn C ~ aJ, .... 
Nach dem Mittag-Lefflerschen Satze konnen wir jetzt 

F (z) = go (_1_) + i{gn (_1_) - hn (z)} 
z - ao n=1 z - an 

bilden, und die Funktion F (z) ist dann eine meromorphe Funktion, 
welche dieselben meromorphen Teile besitzt wie t (z). Foiglich ist 
f (z) - F (z) = G (z) eine ganze Funktion, und es gilt 

t (z) = G (z) + go (z ~ ao) + 1; { g n (z ~ an) - hn (Z)} • 
n=1 
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Eine iede meromorpheFunktion I (z) lapt sich also darsteUen als Summe 
einer ganzen Funktion und einer Reihe aus rationalen Funktionen, von 
welchen iede einzelne im Endlichen nur einen der Pole von I (z) zum Pol hat. 

Eine solche Darstellung von I (z) nennen wir eine Partialbruch­
zerlegung von I (z). 

§ 5. Der Fall einfacher Pole. 
Wir wollen hier den haufig auftretenden Fall besonders diskutieren, 

in welchem die den Punkten 

zugeqrdneten meromorphen Teile die Gestalt 

e2 e .. --, ... ,--, ... z- a2 z- a .. 

besitzen, so daB es sieh also aussehlieBlich urn einfaehe Pole handelt. 
Es ist fiir a.. =l= 0 

--.!.. .. _= _~_l~~ = -~(l+--.!......+ Z2a + ... ); 
z - a.. an 1 _ ~_ an an a .. 

a" 

wir haben also im vorliegenden Falle 

und demnaeh 
00 

(1) F ( ) eo ~ (en en en e.. k 1) 
Z =--+ ~ --+-+ -2Z+ ... +-Z ,,-

z - ao z - an a" a.. a!n 
.. =1 

zu setzen. Die Gleichung (1) laBt sich aueh so sehreiben: 
<Xl 

(2) F (z) = _co_ + L} ( --.!......t _c,,-- , 
z - ao .. =1 an Z - an 

und die ganzen Zahlen k .. sind nun derart zu wahlen, daB in jedem 
endliehen Gebiet der z-Ebene die vorstehende Summe naeh Abtren­
nung einer geeigneten endliehen Zahl von Anfangsgliedern gleiehmaBig 
konvergiert. 

Betraehten wir irgendein festes endliehes Gebiet der z-Ebene, so 
z 

wird, sobald der Index n geniigend groB ist, - absolut genommen 
a" 

z 
unter einer beliebig klein gewahlten positiven Zahl und folglieh 1 - -

an 

beliebig dieht bei 1 liegen, wo aueh der Punkt z in jenem Gebiete an­
genommen werden mage. Wenn daher e eine beliebig klein gewahlte 

Hurwitz:-Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 8 
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positive Zahl < 1 bedeutet, so kann ein Index v so gefunden werden. 
daB fUr aIle n > 11 die Ungleichung 

l-c<!I- a:I<I+c 
gilt; daraus folgt dann 

I ( z )"n Cn I I < I ( z )"n Cn I < I ( Z )kn en I I 
~ a;: I + 8 = a;: Z - an = . a;: a;: I - 8' 

Demnach wird die Reihe F (z) in jedem endlichen Gebiete dann und nur 
dann absolut konvergieren, wenn 

i(~tn~ 
n=l an an 

absolut konvergiert fiir ieden Wert von z. 1st aber diese Bedingung 
erfiillt, so wird die Reihe F (z) in jedem endlichelJ. Gebiete nach Ab­
trennung von endlich vielen Gliedern auch gleichmafiig konvergent sein./ 
Denn liegt irgendein endliches Gebiet vor, so sei e die obere Grenze 
des absoluten Betrages von z in dies em Gebiete. Ferner werde zu der 
positiven Zahl c < 1 der Index 11 wie oben bestimmt, dann ist in dem 
betrachteten Gebiete die Reihe 

(3) i(~)k"_Cn 
an Z - an 

n=1' 

eine Minorante von 

~ ( e )k" I c~ I I 
.L.J ia:T an 1 - 8 • 
n=)' 

Da die letztere Reihe konvergiert und aus konstanten positiven Gliedern 
gebildet ist, so ist die Reihe (3) und folglich nach Abtrennung von end­
lich vielen Gliedern auch die Reihe (2) in dem betrachteten Gebiete 
gleichma.Big konvergent. 

Es gilt also der Satz: 
Werden in der Gleichung (1) bzw. (2) die Zahlen kn so gewiihlt, dafi 

~(~)kn ~ 
~ an an 
n~l 

fur jeden Wert von z absolut konvergiert, also bestandig konvergent ist, 
so ist die Reihe auf der rechten Seite der Gleichung (1) in iedem endlichen 
Gebiet der z-Ebene nach Abtrennung einer geeigneten endlichen Zahl von 
A nfangsgliedern gleichmafiig konvergent. 

Wir fragen nun zunachst: Wann diirfen wir die Zahlen k n samtlich 
gleich einer und derselben Zahl m setzen? 

Das ist erlaubt, wenn die Reihe 
CD co 

~(_~)m ~ = zm '\, ~ 
..:::::.; a a ~ am + 1 

n=l n n n=l n 

fUr jedes z absolut konvergiert. Hieraus folgt: 
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In der Gleichung (1) bzw. (2) dar! man die Zahlen kn samtlich gleich 
einer und derselben Zahl m setzen, wenn 

konvergiert. 
Wann kann ferner kn=n genommen werden? Offenbar dann, wenn 

oder auch 

bestandig konvergiert, also 

CD 

Y;~-zn+l 
~ a"+l 

n=l n 

. n+VET 
nl~n;" I an I = 0 

ist. Diese Bedingung ist insbesondere erfiillt, wenn der obere Limes 

von n+VFJ endlich ist, oder wenn die unendliche Reihe 

einen nicht verschwindenden Konvergenzradius hat. 
Also folgt speziell: 

Fur den Fall, dafJ die absoluten Betrage der Zahler Cn der meromorphen 
Teile unter einer festen positiven Sckranke bleiben, dar! man 

k .. = n 
setzen. 

§ 6. Beispiele. 
Als Beispiele wollen wir die Funktionen 

;rr; ;rr; 

sin ;rr; z ' cos ;rr; z ' 

betrackten. 

n cot n z = ;rr; ws ;rr; z , 
sln;rr; z 

t ;rr; sin;rr; z 
n g nz = cos;rr; z 

Die aus der Definition (Kap. 4, § 2) sofort folgenden Gleichungen 
ei1[Z _ e- inz e~llZ + e-tllZ 

sinnz = 
2i 

cos n z = ----2 

zeigen, daB die Nullstellen von sin nz gleich 

0, 1, -I, 2, - 2, 3, 

sind und die Nullstellen von cosnz gleich 

2 ' 

Wir betrachten nun zunachst die Funktion 

f (z) = sin;rr;;rr; z • 

- 3, 

8* 
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Ihre Pole sind in der Form 

z=n 

enthalten, wo n jede ganze Zahl bedeuten kann. Urn den meromorphen 
Teil, welcher dem Pole n entspricht, zu finden, set zen wir 

z - n = h, also z = n + h. 
Es wird dann 

oder 

71: 
f (z) = sin 71: (n + h) 

(- I)n 71: 

sin 71: It 71:3 h3 
71:h---+- .. · 

3! 

f (z) = (- I)n + ~ (h) = (- I)n + ~ (z - n), 
h z- n 

wo ~ wie immer eine gew6hnliche Potenzreihe bedeutet. Der mero­

morphe T eil ist also (- I) n 
z-n 

Den Polen 

0, I, - I, 2, - 2, 3, - 3, 

entsprechen daher der Reihe nach die meromorphen Teile 

1 -I -I 1 1 -I -I 
Z, z-I' z+I' z-2' z+2' z-3' z+3' 

Es wird demnach die Reihe 

~ I en I 1 1 1 1 
.L.J la"lm+l = Im+l + Im+l + 2",+1 + 2m + 1 + ... 
n=l 

aus § 5 konvergent, wenn wir m = I wahlen. Daher ist 

F (z) = ~ + ~{(-I)n (_1_ +~) + (-I)n (_1 __ ~)} 
z.L.J z-n n z+n n 

n=l 

+00 
1 2)' (I I) = - + (- I)n - + -z z- n n 

n=-co 

eine meromorphe Funktion, deren meromorphe Teile mit denen von _._71:_ 
SIn 71: z 

ubereinstimmen, und folglich ist 

+00 

(1) sin71:71: z = G (z) + ~ + ..E' (- I)n C ~ n + ~). 
n=-co 

Dabei deutet das Komma an dem Summenzeichen an, daB in der Summe 
das fur n = 0 entstehende Glied auszulassen ist, und G (z) bedeutet 
eine ganze Funktion, auf deren Bestimmung wir spater eingehen wollen. 
(Vgl. S. 121.) 
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Bei der Funktion 

I (z) = co~"7n z 

2n-1 
entspricht, Wle leicht zu sehen ist, dem Pole z = --2- der mero-

morphe Teil 

und es ist daher 

2n- 1 ' 
z----

2 

+00 

(2) _n _ _ G (z) + \, (_ l)n( _____ 1 _ + _1_) 
cos n z - 1 n~ctJ z _ 2 n

2
- 1 2 n 2- 1 ' 

wo wieder G1 (z) eine gewisse ganze Funktion bedeutet. 
Die Funktion 

j(z)=ncotnz 

hat die Nullstellen von sin nz zu Polen. Dem Pole 

z=n 
entspricht die Entwicklung 

j (n + h) = ncosJl~ + hl = n~osnh = ~ ~ (h) 
smn(n+h} smnh h + 

und folglich der meromorphe Teil 

1 
z- n 

Also ist 
+00 

(3) 1 2)' (1 1\ n cot n z = G2 (z) + - + ~ + -- I . 
z z-n n/ 

n=-co 
Die Funktion 

j (z) = n tg n z 

hat die Nullstellen von cos nz zu Polen, und dem Pole 

entspricht die Entwicklung 

2n- 1 
z = ---2-

j (~.~:..=- 1 h) = n sill((~.~ t} n + h n} = - n cos h n = _ .1 + ~ (h) . 
2 + cos ((n - t) n + h n) sin h n h 

Daher wird 

(4) + __ 1 __ ) 
2n- 1 . 
--2---

Die in den Partialbruchzerlegungen (I) bis (4) auftretenden ganzen 
Funktionen G (z), G1 (z), G2 (z), Ga (z) bleiben noch zu bestimmen. Ihre 
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Bestimmung verursacht gewisse Schwierigkeiten, die aber auf dem von 
CAUCHY eingeschlagenen Wege zur Herstellung der Partialbruch­
zerlegungen fortfallen. Cauchys Verfahren wollen wir im folgenden 
Paragraphen auseinandersetzen. 

§ 7. Cauchys Methode der Partialbruchzerlegung. 
Es sei t (z) eine meromorphe Funktion mit unendlich vielen Polen; 

die von Null verschiedenen Pole seien aI' a2 , ••• , ferner sei ao = 0. 

Allgemein sei gn (_1_) der dem Pole an entsprechende meromorphe 
z- an 

Teil von t(z). Unter go (_1_) = go (~) verstehen wir, wenn ao = ° z - ao z 

ein Pol von t (z) ist, den meromorphen Tell von t (z) fUr diesen Pol; 

andernfalls sei go (!) identisch gleich Null. 

Wir betrachten nun eine einfach geschlossene rektifizierbare Kurve 
C, welche durch keinen der Pole von t(z) hindurchgeht und die end­
lich vielen Punkte ao = 0, aI' a2, ... , a r in ihrem Inneren enthalt. 
Fur jede naturliche Zahl mist das Integral 

I J (lIZ Zm-l) 1=-. t(C) ------ ... -- dC 
2 n t C - Z C C2 Cm' 

c+ 

welches sich auch in die Form 

1= 2~iJ;: fiC~dzC 
c+ 

setzen laBt, nach dem Residuensatze von CAUCHY leicht auszuwerten. 
In diesem Integrale wollen wir unter z einen im Inneren der Kurve C 
beliebig fixierten Punkt verstehen, der jedoch mit keinem der Punkte 
ao, aI' a2, ... , ar zusammenfallen solI. Dann sind die Punkte 

z, ao = 0, aI' a2, ... , ar 

die Unendlichkeitspunkte der integrierten Funktion ;: ; ~)Z 1m In­

neren von C. 
Dem Punkte C = z entspricht das Residuum 

t (z). 

Beim Punkt C = ak haben wir folgende Entwicklungen: 
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Der Koeffizient von C ~ at in der Entwicklung von ! (C) r~--; lautet 

daher 

Bezeichnen wir den Koeffizienten von ~ in der Entwicklung von 
~ - ak 

_ I (C) (~ + ~ + ... + z~: 1) 
nach steigenden Potenzen von C - ak mit hk (z), so ist hk (z) eine ganze 
rationale Funktion h6chstens (m - I)-ten Grades von z, und das dem 
Punkte ak entsprechende Residuum im Integrale I lautet dann 

Nach dem Residuensatze von Kap.5, § 8 ist nun 

oder 
r 

! (z) = )'(gk (_1_) - hk (Z)) + _1 .Jzm fJQ!-l. 
~ z - ak 211: t c;m c; - z 
k~O 0+ 

Wir lassen nun fur einen fest en Wert von z die Kurve C sich immer 
mehr und mehr ausdehnen. so daB die Anzahl der in ihr Inneres fallen­
den Punkte ao, aI' a2 , aa • ... uber alle Grenzen wachst. Wenn nun 
hierbei der Wert des Integrales 

R = 2! t J C~ i~-~c;Z) 
c+ 

den Grenzwert Null besitzt, so gilt fur den betrachteten Wert von z die 
Gleichung 

(1) 

In bezug auf die ganzen rationalen Funktionen hk (z) ist noch fol­
gendes zu bemerken. Man hat 

gk (z _1 a;) - hk (z) = - 2z:i J C! ~~_~C-;)' 
(akl 

wobei das Integral im positiven Sinne urn den Punkt ak zu erstrecken 
ist. Wenn nun k > 0, also ak von Null verschieden ist, so durfen wir 
in vorstehender Gleichung den Punkt z auf eine beliebig klein ge­
wahlte Umgebung der Stelle z = ° einschranken. Da die Entwicklung 
der rechten Seite nach Potenzen von z mit dem Gliede zm beginnt, 
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so ist mit Riicksicht auf Rap. 2, § 4 klar, daB hk(z) die Summe der 
ersten m Glieder in der Entwicklung von 

nach aufsteigenden Potenzen von z vorstellt. 
Ferner ist 

ho (z) = - 2 ~ iff (C) (~ + CZ2 + ... + Z~~l) de, 
(0) 

wobei das Integral positiv urn den Nullpunkt genommen ist. Da in 
der Umgebung von C = 0 

f (C) = go (+ ) + Co + c 1 C + C2 C2 + ... 
ist, so wird 

ho (z) = - (co + C1 Z + C2 Z2 + ... + Cm-l zm-l) • 

Was den Wert des IntegralsR angeht, so ist jedenfalls nach Rap. 5, § 3 

I R 1< _1 f I DC) dC I 1 . 
= 2n Cm+1 I _ ~ I 

0+ 1 C 

Wenn nun die Rurve C sich so ausdehnt, daB ihre Punkte immer weiter 

hinausriicken, so wird 1 - ~- immer dichter bei 1 liegen. Es wird also, 

wenn e eine beliebig gewahlte positive GroBe < 1 bezeichnet, schlieBlich 

I R I < _1 _1_ f I t (C) dC I 
= 2n 1 - 6 Cm+l 

0+ 

sein. Hieraus folgt: 
Die Entwicklung (1) von f (z) ist sicher gultig, und zwar fur ieden 

Wert von z, falls bei unendlicher Ausdehnung der Kurve C das Integral 

f I t (C) dC I 
Cm+l 

0+ 

den Grenzwert Null annimmt. 

§ 8. Beispiele. 
Als erstes Beispiel betrachten wir die Funktion 

n 
f (z) = sin n z • 

Die Rurve C setzen wir zusammen aus den 4 Seiten des Quadrats 

x = ± A, y = + A, 
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wobei A. = r + ~ und r eine positive ganze Zahl sein solI (Abb. 37). 
1st C ein Punkt auf einer der vertikalen Seiten dieses Quadrats, so ist 

C = ± (r +~) + i y 
und folglich 

f (C) = ~ ± n = ± 2 n 
cosniy e-:r.y + eny 

__ ~±n 
n2 y2 n4 y4 

I +--21 + -41 + ... 

Auf diesen vertikalen Seiten ist daher bestandig 

(1) I f (C) I <n. 
Auf einer der horizontalen Seiten des Quadrats ist 

I; = ± i A. + x ( - A. < x < + A) . 
also 

2in 

Der absolute Betrag des Nenners ist min­
destens gleich e:r. A - e-:r. A und nimmt also 
mit wachsendem A. unbegrenzt zu. Daher 

-r 0 

besteht die Ungleichung (1) auch auf den Abb.37. 

horizontalen Seiten des Quadrats, sobald 

S 

+r N1 

A. = r + ~ eine gewisse Grenze iiberschritten hat. Es ist also dann 

f it (ClilJ_1 < n f II ~ I· I Z; ",+1 i - , Z; ",+1 

G G 

Langs der Seiten des Quadrats ist nun 11; I > r + ~. Daher gilt 

n J I C::1 I «~~-1r+i J I dl; I =2 -(:;~~r+l ·8 (r +0, 
weil J I d1; I den Umfang des Quadrats vorstellt. Es liegt demnach 

G 

f I L(~)dC I Cm+l 
G 

unterhalb ( 8 nl ) m und konvergiert also mit unendlich wachsendem r 
r+ 2 

gegen Null, wenn wir m = 1 nehmen. 
Die Gleichung (1) des vorigen Paragraphen ergibt nun 

+00 

(2) n I, 2)' (I I) 
---c--- =- --t- (-I)n - +- , 
sm n z z z -; n n 

n=-oo 
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womit nicht nur ein neuer Beweis der Gleichung (1) in § 6 erbracht 
ist, sondern zugleich die in dieser Gleichung auftretende ganze Funk­
tion G (z) als identisch Null erkannt worden ist. 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Funktion 
n cos nz t (z) = n cot n z =. . 

Sill n z 

Die Kurve C identifizieren wir, wie beim vorigen Beispiel, mit dem 
Umfang des Quadrats x = ± A, Y = ± A, wo A = r + ~ ist. Auf den 
vertikalen Seiten des Quadrats ist I; = ± (r + ~) + iy, also 

nsinniy n e-nY_eny 
t (I;) = - = - - . 

cos n i y i e - '" y + e '" y 

Dieser Ausdruck andert seinen absoluten Betrag nicht, wenn y durch 
- y ersetzt wird. Fur ein positives y ist aber 

e"'y - e-ny 

enY+e-ny 

positiv und kleiner als 1. Daher hat man 

I t (I;) , < n 

auf den vertikalen Seiten des Quadrats. 
Auf den horizontalen Seiten des Quadrats ist I; = ± i A + x, also 

und daher liegt t (C) fur sehr groBe Werte von A. dieht bei =j= ni. 
Foiglich ist fur genugend groBe Werte von A langs aller Seiten des 

Quadrats I t (I;) I < n + e, 

wo e eine beliebig klein gewahlte positive GroBe bedeutet. Hieraus 
ergibt sich nun weiter, daB das Integral 

f I f (e) de I 
e m+l 

o 
fur m = 1 mit unendlich wachsendem A = r + ~ gegen Null konvergiert. 

Es gilt also 
+00 

(3) 1 2;'( 1 1) n cot n z = - - + --+ - . 
z z-n n 

n=-oo 

In analoger Weise erhalt man 
+00 

_:r __ = n + '5: (_ 1) n ( ____ 1 __ + _1 _) 
cos n z ~ 2 n - 1 2 n - 1 ' 

n=-oo z---- ---
2 2 

+00 

"'g'" ~ -.~oo (,- :ni-'- + 2nH· 
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Die letzten Gleichungen lassen sich ubrigens auch Ieicht aus den 
Gleichungen (2) und (3) ableiten, indem man in dies en z durch z + ~ 
ersetzt und hierauf einige einfache Umformungen vornimmt. 

FaBt man in (2) und (3) je zwei entgegengesetzten Werten von n 
entsprechende Terme zusammen, so kommt 

(4) 

Jl 

sinnz 

co 

1 + ~I(_ l)n (_1_ + ~ ___ ) 
z ~ z-n z+n' 

n=l 

ncotnz = _1+ .s ( __ 1 __ + _1_). 
z n=l z - n z + n 

Nach dem WeierstraBschen Summensatz ist die Differentiation der 
Reihe (4) nach Gliedern erlaubt; daher ist 

§ 9. Ganze Funktionen mit vorgeschriebenen Nullstellen. 
Fur viele Untersuchungen ist es wichtig, den allgemeinen Ausdruck 

einer ganzen Funktion zu kennen, die an vorgeschriebenen Stellen und 
nur an diesen verschwindet. 

Wir wollen zunachst den allgemeinen Ausdruck derjenigen ganzen 
Funktionen aufsuchen, die uberhaupt nicht verschwinden. 

Bezeichnet G (z) eine derartige Funktion, so ist 

G' (z) 
Grz) =~ Co c1 Z + c2 Z2 + ... 

. F k' '1 G' (z) . d .. d k' . 1 S 11 eme ganze un hon, weI G (z) em euhg 1St un eme smgu are te e 

1m Endlichen besitzt. Hieraus folgt 

z f G'(,) 
G (') d, = log G (z) - log G (0) = Co z 

o 
oder 

c2 

log G (z) =c log G (0) + Co z -1- c1 -;- -1- ... =~ H (z) , 

wo H (z) wiederum eine ganze Funktion bedeutet. Die vorstehende Glei­
chung ergibt nun: 
(1) G (z) = eH(z). 

Da umgekehrt die Funktion eH(z) eine ganze Funktion ohne Null­
stellen ist, wenn H (z) eine beliebige ganze Funktion bedeutet, so liefert 
(1) die allgemeine Form der ganzen Funktionen, die nirgends verschwinden. 
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Wir betrachten nun zweitens diejenigen ganzen Funktionen, welche 
nur an einer endlichen Zahl gegebener Stellen verschwinden, und zwar 
an jeder dieser Stellen mit einer beliebig vorgeschriebenen Multiplizitat. 

Wir schreiben uns zunachst die gegebenen Stellen auf, jede einzelne 
so oft, wie die Multiplizitat derselben angibt. Dadurch erhalten wir 
etwa die Reihe 

Offenbar ist nun mit Riicksicht auf das soeben abgeleitete Resultat 

G (z) = (z - a l ) (z - a2) ••• (z - ar) eH(z) 

der allgemeine Ausdruck der in Rede stehenden ganzen Funktionen. 
Wir betrachten endlich den interessantesten Fall einer ganzen Funk­

tion mit unendlich vielen Nullstellen. Wir werden zu einer beliebig ge­
gebenen Folge komplexer Zahlen, die sich im Endlichen nicht haufen: 

(2) 

eine ganze Funktion konstruieren, die genau diese Werte zu Null­
stellen hat, und zwar jeden so oft, wie er in der Folge an vorkommt. 
Zunachst nehmen wir an, die Zahlen an seien alle von Null verschieden. 

Gibt es eine ganze Funktion Gl (z) mit der genannten Eigenschaft, 
so ist nach Kap. 5, § 9 ihre logarithmische Ableitung GIIIGl eine mero­
morphe Funktion, die an den Stellen an und sonst nirgends Pole hat, 
und zwar einfache Pole mit ganzzahligem Residuum, das die Viel­
fachheit der Nullstelle von Gl (z) angibt. Nach dem Mittag-Lefflerschen 
Satz k6nnen wir eine solche Funktion aufstellen in der Gestalt 

(3) 
W( lIz zkn-l) 

K(z) = J: --+-+-+ ... +-_. , 
~ z - a a a 2 a kn 
n=l \ n n n n 

worin nach § 5 die ganzen Zahlen k n so zu wahlen sind, daB die Summe 
in (3) in jedem endlichen Gebiet nach Abtrennung endlich vieler Glieder 
gleichmaBig konvergiert. 

Integriert man die Gleichung (3) von 0 bis z auf einem Wege, der 
die Stellen an vermeidet, so darf man wegen der gleichmaBigen Kon­
vergenz gliedweise integrieren lund erhalt 

Sz K (') d, = j; {log z - an + ~ + ~ + ... + zkn kn}' 
- an an 2 an kn an o n=l 

(4) 

worin die Logarithmen durch den Integrationsweg bestimmt sind. 
Wahlt man einen anderen Integrationsweg, so andern sie sich urn Viel­
fache von 2n i, und dies kann wegen der Konvergenz der Summe in 
(4) nur bei endlich vielen Gliedern vorkommen. 

1 Die Tatsache, daB man bei gleichmaBiger Konvergenz gliedweise integrieren 
darf, folgt genau wie das Entsprechende im Reellen. Vg!. etwa das Lehrbuch von 
KNOPP: Unendliche Reihen. 2. Auf!. Berlin 1924. Kap. XI. 
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Daher ist die Funktion 

z 
SK(~)d~ 00 { z+~(~)2+ ... +_1(~)kn} 

(5) eO = II (I - :J ea" 2 an kn an 

n=l 

eindeutig, und aus der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe in (4) 
geht nach dem WeierstraBschen Summensatz hervor, daB das unend­
liche Produkt in der Umgebung jeder beliebigen Stelle in eine ge­
w6hnliche Potenzreihe entwickelbar ist, alsoeine ganze Funktion von z 
darstellt. Ferner verschwindet das Produkt an genau denjenigen Stellen, 
an welchen irgendein Faktor Null ist; es hat also die Werte an und 
nur diese zu N ullstellen. 

1 Ein unendliches Produkt 

dessen Faktoren c1, c2 ' ... aIle von Null verschieden sind, heiBt konvergent, wenn 
der Grenzwert 
(1) lim (C 1 [2 [a· .. en) = JI 

n~CXJ 

existiert und von Null verschieden ist. 

(2) 

II heiBt der Wert des Produktes: 

00 

JI = (1 C2 Ca ... Cn ... = n Cn . 
n=l 

Da sich aus (1) leicht folgern HiBt, daB 

log JI = lim (log c1 + log c2 + ... + log en) 
n--)ooro 

ist, wo die Logarithmen rechts passend bestimmt sind, und umgekehrt aus (2) 
wieder (1) folgt, so ergibt sich: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fur die Konvergenz von 

00 

II = JIc" 
n=l 

ist die, dafJ die Reihe 

(3) 5 = log c1 + log e2 + ... + log en + ... 
bei geeigneter Bestimmung der Logarithmen konvergiert, und es ist dann 

JI= eS. 

Wenn die Reihe (3) konvergiert, so haben die in ihr auftretenden Logarithmen 
notwendig von einer gewissen Stelle ab ihre Hauptwerte; denn wegen der Kon­
vergenz der Reihe muB cler imaginare Teil von log cn mit wachsenclem n gegen 
Null konvergieren, also schlieBlich zwischen - n unci + n liegen. 

Ein unendliches Proclukt, in welchem einige Glieder Null sincl, heiBt kon­
vergent, wenn das Proclukt der von Null verschiedenen Gliecler konvergiert. Als 
Wert des Produktes bezeichnet man alsdann sinngemaB die Zahl 0, und nattirlich 
bleibt die Gleichung (1) mit II = ° bestehen. Es gilt also der Satz: 

Ein konvergentes unendliches Produkt wird dann und nur dann Null, wenn 
ein Faktor des Produktes Null ist. 
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Das Produkt 

II =!£ {(1- :Je~;+-H:J+"'+k;,(:Jk"} 
stellt also eine ganze F unktion mit den vorgeschriebenen N ullstellen al , 

a2 , ••• dar. 1st nun G (z) irgendeine ganze Funktion mit den Nullstellen an' 
so ist der Quotient Gill eine nirgends verschwindende ganze Funktion; 
daher ist der allgemeine Ausdruck einer ganzen Funktion mit denselben 
Nullstellen der folgende: 

G(z) =eH(z)·II, 

wobei H (z) eine beliebige ganze Funktion bezeichnet. 

SolI endlich auBerdem noch z = 0 eine k-fache Nullstelle der zu 
bildenden ganzen Funktion sein, so hat man beim Produkte II offenbar 
noch den Faktor Zk zuzusetzen. 

Als Beispiel betrachten wir dieienigen ganzen Funktionen, welche die 
einfachen Nullstellen 

0, +1, -1, +2, -2, ... 

besitzen. Eine dieser Funktionen wird durch das Produkt 

dargestellt, wobei n aIle ganzen Zahlen mit AusschluB der Null durch­
lauft. Der allgemeine Ausdruck dieser Funktionen ist also: 

Insbesondere wird also bei geeigneter Wahl der ganzen Funktion H (z): 

+00 { Z} 
sin n z = e H (z) z II' (1 - : ) en . 

n=-ro 

Urn H (z) zu bestimmen, nehmen wir die logarithmische Ableitung der 
beiden Seiten vorstehender Gleichung, wodurch 

+co 

n cos n z = H' (z) + ~ + J;' (_~_ + ~) 
SIn n z z ~ \ Z - n n 

n=-oo 

entsteht. Folglich ist mit Riicksicht auf § 8 die Funktion H' (z) = 0 
und daher H (z) sowie eH(a) eine Konstante. Die letztere Konstante hat 

den Wert n, weil sinn Z fUr z --+ 0 gegen den Wert n strebt. Also ist 
Z 

+00 { Z} 
sinnz=nz II' (1- 1:-) en . 

n=-oo 
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FaBt man die entgegengesetzt gleichen Werten von n entsprechenden 
Faktoren in dem Produkte zusammen, so folgt 

co 

(6) sin n z = n z II (1 - ::). 
n=l 

Dies ist also die Produktzerlegung der Funktion sin nz. 

§ 10. Darstellung der meromorphen Funktionen durch 
ganze Funktionen. 

Es sei t (z) eine beliebige meromorphe Funktion. Ihre Nullstellen 
k6nnen im Endlichen keine Haufungsstelle besitzen, lassen sich also nach 
nicht abnehmenden absoluten Betragen anordnen. Die Nullstellen seien 

( 1) 

wobei jede Nullstelle so oft in diese Reihe (1) aufgenommen werde, 
als ihre Multiplizitat angibt. Entsprechend sei 

(2) 

die Reihe der Pole oder U nendlichkeitsstellen von t (z). 
Wir bilden nun zwei ganze Funktionen 

G1 (z) und G (z) , 

von denen die erste genau die Nullstellen (1), die zweite genau die 
Unendlichkeitsstellen (2) von t(z) zu Nullstellen besitzt. Die Funktion 

t (z) G (z) 
G1 (z) 

hat dann keine Null- und keine Unendlichkeitsstelle und ist folglich 
nach dem vorigen Paragraphen eine ganze Funktion der Gestalt eOIZ), 

wo g (z) wieder eine ganze Funktion bezeichnet. Aus 

folgt 

Es ist aber 

I (~)G (z) ~ eolz) 
(II (z) 

,glz) G1 (z) 
f (z) = G (z) ..• 

eO (z) G1 (z) = H (z) 

eine ganze Funktion, weIche wie G1 (z) genau die N ullstellen von f (z) 
zu Nullstellen hat. Daher besteht der Satz: 

Eine jede meromorphe Funktion f (z) lafJt sich als Quotient zweier 
ganzer Funktionen darstellen: 

H(z) i (z) •.. -c(;) - , 

derart, dafJ der Zahler H (z) ausschliefJlich die Nullstellen, der Nenner 
G (z) ausschlief3lich die U nendlichkeitsstellen von f (z) zu N ullstellen besitzt. 
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§ 11. Die Produktdarstellung der Gammafunktion. 
Wir wollen uns die Frage stellen: LiiBt sich in einfacher Weise 

eine analytische Funktion g (z) definieren, die fur z = 1, 2, 3, 4, ... 
die Werte o! = I, l! = I, 2! = 2, 3! = 6, ... annimmtl? Mit Hilfe 
einer solchen Funktion kann man dann dem Symbol n! auch fiir be­
liebige komplexe Werte einen Sinn erteilen. 

Aus g(n+I)=n! folgt g(I)=1 und g(n+l) =ng(n) fiir 
n = I, 2, 3, ... ; es ist also naheliegend, das Bestehen der Funktional­
gleichung 

(I) g(z + 1) = zg(z) 

fUr den ganzen Regularitiitsbereich der noch unbekannten Funktion g(z) 
zu verlangen. Hieraus ergibt sich dann 

d2 1ogg(z+ 1) = _]. + d2 1ogg(z) 
dz2 Z2 dz2 

und allgemein fur n = 0, I, 2, ... 

n 
(2) d2 1ogg(z) _ ,\, __ 1_ + d2 10gg (z + n+l) 

dz2 -.L.; (z + k)2 dz2 • 
k=O 

Umgekehrt folgt aus (2) wieder (I), wenn die Integrationskonstanten 
geeignet bestimmt werden. 

Setzt man nun 
00 

I (z) = .2 (z : k)2' 
k=O 

so ist nach dem WeierstraBschen Summensatz die Funktion I (z) fiir 
alle endlichen Werle von z regular mit Ausnahme der Werte z = 0, 
- I, - 2; ... , wo sie offenbar je einen Pol zweiter Ordnung besitzt; 
ferner genugt I (z) der Funktionalgleichung 

n 

f (z) = 2 (z : k)2 + f (z + n + I) . 
k=O 

Dies legt uns nahe, zuniichst eine Funktion r(z) durch 

00 

(3) d2 1ogr(z) = f (z) = ",_1_ 
de2 .L.; (z + n)2 

n=O 

zu definieren; dann ist niimlich (2) fiir g(z) =r (z) erfiillt. Wir denken 
uns sogleich die Integrationskonstanten so gewahlt, daB auch (1) fiir 

1 DaB g(n + 1) = nl und nicht g(n) = n! zum Ausgangspunkt der Betrach­
tung gewahlt wird, hat seinen Grund nur in den einmal historisch eingebiirgerten 
Bezeichnungen. 
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g (z) = F (z) zutrifft und F (1) = 1 ist. Aus (3) folgt durch Integration 
langs einer Kurve von 1 bis z 

00 

dlog r (z) = !,'(z) = F' (1) + "(~ _ 1 \) 
d z r ( z) .L..; n z + n - 1 

n=l 

= F'(I) _ ~ + ~(~ __ 1_) 
z .L...J n z+n' 

n=l 
also nach (I) 

00 

j"(z + 12 = F' (I) + "(~ __ 1_) 
r (z + 1) .L...J n z + n 

n=l 

und bei nochmaliger Integration von Obis z 

(4) logF(Z+I)=F'(I)Z+i'{: -log(l+ :)}. 
n=l 

Fur z = I erhalten wir wegen F(2) = I· F(I) = I 

(5) -F'(I) = !d(~ _logn!l) =}~~(1+ ~+ ... +! -logn) = C, 

und dieser Grenzwerl C heiBt Eulersche Konstante. Die Gleichungen 
(4) und (5) liefern schlieBlich 

(6) 

z 
e- cz 00 en 

F(z) = z Il-z -
n=11 +­

n 

Die Gammafunktion F(z) ist nun definitionsgema.B eine Losung der 
Funktionalgleichung (I); dies la.Bt sich auch leicht an dem Ausdruck (6) 
verifizieren. Wegen r(I) = I ist also allgemein 

r(n+I)=n! (n=0,I,2, ... ). 

Die Gammafunktion erfiillt also wirklich die zu Beginn dieses Para­
graphen gestellte Forderung. 

Aus (6) ersieht man ferner: 
Die Gammafunktion ist eine meromorphe Funktion; ihre singuliiren 

Stellen im Endlichen liegen bei z = 0, - I, - 2, ... und sind Pole 
erster Ordnung. Sie hat keine Nullstellen; ihr reziproker Wert ist daher 
eine ganze Funktion mit der Produktdarstellung 

(7) 

Aus (6) folgt 

1 IIoo 
( Z2)-1 r(z)r(-z) = - z2- l- n2 ' 

n=l 
Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 9 
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also nach § 9, (6) 

r(z)r(- z) = ~ 
Z Sln:n Z 

oder in anderer Schreibweise 

(8) r(z) r(1 - z) = _._:n_. 
Sln:n Z 

Speziell ist demnach 
[r(m 2 = n 

und, da nach (6) die Funktion r(z) fur z> ° positiv ist, 

r@=+1n . 

Fiir n = 0, 1, 2, ... ist nach (8) 

z n r z = n (z + n) ._ (- I)n _. ( + ) () sinn (z + n) T(I - z) 

Da die rechte Seite im Punktez = - n den Wert /(: ;~) (-n~)n 
besitzt, so ist damit das Residuum von r(z) in den Polen erster Ord­
nung bei z = 0, - 1, - 2, ... ermittelt: 

Das Residuum der Gammafunktion bei z = - n (n = 0, 1, 2, ... ) 
(_ I)n 

hat den Wert --, - . n. 
Ersetzt man in der Gleichung (3) fur positives ganzes k die Variable z 

durch z, z + {, z + ~., ... , z + k -;; lund addiert die k so entstehen­

den Gleichungen, so wird 
k-l ()) 

(9) ::2 log {r(z)r(z+ {) .. . r(z + k -;; I)} = ~ ~ (z + ~ + nr2 

h=O n=O 

-k2 ~(k + )_2_d21ogT(kz) - ..:::.,; z n - dz2 • 

n=O 

Nun sei zur Abkurzung 

T(Z)T(Z+{) ... T(Z+ k~ I) 
(10) !p (z) = T (k z) 

gesetzt; dann ist nach (9) 
(ll) !p (z) = a bz , 

wo a und b gewisse noch zu bestimmende, von Null verschiedene Kon­
stanten bedeuten. Wegen (1) ist 

_ z (z + {) ( z + ~) ... (z + k ~ I) _-k 

!p (z + 1) - (k z+ k _ I) (k z+ k _ 2) ... (k z) !p (z) - k !p (z) , 

andererseits nach (ll) 
!p (z + 1) = b!p (z), 

also 
(12) 
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Setzt man in dem Ausdruck (10) fUr z den Wert 0, nachdem man 
auf der rechten Seite mit kz erweitert hat, so wird wegen (11) 

<p(0) =kr(})r(f) ... rC~ 1) =a, 
also nach (8) 

(13) (~-r=r(})r(l- ~)r(f)r(l- f).·.r(k ~ l)r(l_k~l) 

• 3"& • 2 n . (k - 1) n 
sIllTslllT··· Slll k 

(2n i)k-l 

-n~ --k-l . k-l ( 2k:rti) 
e 2 IIl-e k 

k=l 

hierbei wurde von der Identitat 

(2n)k-l. 
-k--

(2n i)k-l 

k-l ( 2 kni) 
II x - e --k- = Xk - I = Xk- 1 + Xk-2 + ... + x + 1 

x-I 
k=l 

Gebrauch gemacht. 
Da fUr z> 0 auch r(z) > 0 ist, so ist nach (13) 

k-l 

a = + (2n) 2 fk 
und daher mit Riicksicht auf (10), (11) und (12) 

1 k-l 

(14) r(z) r (z +}) ... r (z + k ~ 1) = k-:;:-kZ (2n)--~ r(kz). 
Die Gleichungen (1), (8) und (14) bringen die Haupteigenschaften 

der Gammafunktion zum Ausdruck. 
Aus (14) folgt fUr den Spezialfall k = 2 

r(z) r(z +~) = 2 Vn4-Zr(2z), 
r (z + 1) r (z + ~) = z r (z) r (z + ~) = in 4- z • 2z r (2 z) 

= Vn4- Z r(2z + 1), 

und die letztere F ormel liefert flir z = 0 wieder r @ = V;. 

§ 12. Die Integraldarstellung der Gammafunktion. 
Die durch das unendliche Produkt (6) im vorigen Paragraphen 

definierte Funktion r(z) laBt sich, wie wir im folgenden zeigen wollen. 
auch als Wert eines bestimmten Integrals darstellen. 

Der reelle Teil x der komplexen GroBe z = x + i Y sel positiv. 
9* 
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Das uneigentliche Integral 
00 

(1) G (z) = -f tz - 1 e- t dt 
o 
00 00 

= f t,m-l cos (y log t) e -t dt + i f tz - 1 sin (y log t) e- t dt 
o 0 

hat als Majorante 
1 00 

ft z- 1 e-t dt + f tZ - 1 e-t dt; 
o 1 

die beiden letzten Integrale sind konvergent. weil fur t> 0 die Unglei­
t 

chung 0 < tz- 1 e-t < tz- 1 , fur t> 1 die UngleichungO < t,m-l e-t < c1 e -2" 

mit geeignet gewahltem konstantem C1 gilt und die Integrale 
1 1 00 _.£ _~ 
ft z- 1 dt = - und f c1 e 2 dt = 2c1 e 2 bestimmte endliche Werte 
o x 1 

haben. Foiglich ist auch das Integral G (z) konvergent. 
Zerlegt man das Intervall von 0 bis 00 in die Teile von 0 bis 1 und 

von 1 bis 00 und fiihrt im zweiten Intervall + an Stelle von t als Inte­

grationsvariable ein, so ergibt sich 

(2) 

Nunmehr sei x> 1, also zein fester Punkt der Halbebene x> 1. 
Ferner sei auch a = b + ic ein in dieser Halbebene gelegener Punkt; 
und zwar enthalte der Kreis um a mit dem Radius b - 1 den Punkt z 
in seinem Inneren. Dann ist also x> 1, b> 1, I z - a I < b - 1. Wir 
zeigen jetzt, daB die unendliche Reihe 

im Intervall 0 < t < 1 gleichmii{Jig konvergiert. Dabei ist unter dem 
allgemeinen Glied der Reihe fiir t = 0 der Limes dieses Gliedes fur 
t -+ 0, also der Wert 0 zu verstehen. 

Es ist 
-~ 1 2b ~ 

t-2b e t = (-I :et-+O 
t I 

also beschrankt fur 0 s t < 1, und daher 

fur t-+O, 

1 

!logn+{( -1)11 ea-1 e-t + t-a- 1 e -e}l < c2 (log1l+) to-I fur O<tsl, 
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WO c2 eine Konstante bedeutet. Foiglich genugt es, die gleichmaBige 
Konvergenz von 

00 

2) ~i (z - a)n (logn -}) tb - I 

n=l 

fur 0 < t < 1 nachzuweisen. 
Nun ist fur k > 1 

k tog (1 J.. ~) = k (~ _ -~ + _1_ - -.-!- + - ... ) < 1 
I k k 2 k2 3 k3 4 k' , 

(1+-}Y<e, 
(k + I)k+l e-1 

kk (k + I) < 1. 

Durch Multiplikation der fur k = 1, 2, ... , n - 1 gebildeten Unglei­
chungen folgt 

(4) 
nn e-n 
~-<1 

n! 
(n = 1, 2, ... ) . 

Ferner ist 'fiir 0 < t < 1 die Funktion 

d { (I) } - n b - ] > -: log logn- + (b -1) logt = -- + --=0 
dt t I I t < ' 

tlog-

je nachdem 

ist, und daher 

I ~ n 
log t <:: b - I 

t 

log (logn -}) + (b - 1) log t < log (b : It - n, 

: (logn~) tb-1' < (_n_\)n e-n 
! t j= b-I ' 

also wegen (4) fur 0 < t < 1 

- (z - a)n logn - tb- I , < i -- --- < --I I (I)' I Z - a In n" e-n I Z - a In 
n! t ,-ib-I n! - b-I 

(n = 1,2,3, ... ). 

Die von t freie geometrische Reihe .i; I ~ = ~ In konvergiert aber wegen 
n=l 

der Voraussetzung I z - a I < b - 1; und damit ist die gleichmaBige 
Konvergenz von (3) bewiesen. 

Man trage nun die Reihe (3) in (2) ein und fiihre die Integration 
der unendlichen Reihe gliedweise aus; dies ist wegen der gleichmaBigen 
Konvergenz gestattet. Dadurch entsteht aber eine Entwicklung von 
G (z) nach Potenzen von z - a, welche sicherlich im Inneren des Kreises 
mit dem Mittelpunkt a und dem Radius b - 1 konvergiert. Folglich 
ist G (z) in der Umgebung des Punktes z regular. Da aber z = x + i Y 
jeden beliebigen Punkt der Halbebene x> 1 bedeuten kann, so ist 
G (z) in dieser Halbebene regular. 
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Nun ist nach (1) fur x> 0 

00 00 

G (z + 1) = f tz e-t d t = [- tz e-t]: + z J tz- 1 e-t d t = z G (z) , 
o 0 

und diese Gleichung zeigt uns, daJ3 die Funktion G (z) in die ganze 
Ebene fortgesetzt werden kann und hochstens bei z = 0, - 1, - 2, ... 
Pole erster Ordnung besitzt, sonst aber regular ist. Setzt man 

G (z) 
r (z) = I (z) , 

so ist nach dem vorigen Paragraphen 

(5) I(z + 1) = I(z), 

und da I (z) fUr x > 1 regular ist, ist also I (z) eine ganze Funktion. 
Wir wollen nun zeigen, daJ3 diese ganze Funktion identisch gleich 1 ist. 

log W 1 2 . • d h d W . Setzt man z = -2-' , a so w = e "'~z, so Wlr nac em eler-
:n~ 

straJ3schen Summensatz I (z) eine fur alle endlichen von Null verschiede­
nen w regulare Funktion von w, und zwar ei~e eindeutige Funktion 
von w, da die Vieldeutigkeit von logw durch die Periodizitatseigen­
schaft (5) gerade kompensiert wird. Nach dem Laurentschen Satze 
gilt also fUr I (z) eine nach positiven und negativen Potenzen von w 
fortschreitende Reihenentwicklung 

+00 

I (z) = .2) en wn , 
f'l,=-oo 

die fUr aIle endlichen w =+= ° konvergiert. 
Fur jedes reelle '1 bedeute nunM ('1) dasMaximum vonl (z) = I (x + i y) 

auf der Strecke 1 < x <2, Y = - '1, also auf dem Kreise I w I = e2 ;;r;'I; 

dann ist nach dem Hilfssatz aus Kap. 2, § 9 fUr n = 0, ± 1, ± 2, ... 

(6) 

Wir schatzen jetzt die rechte Seite dieser Ungleichung auf anderem 
Wege abo Aus § 11, (7) mit z = x bzw. z = x + iy folgt durch Division 
und Ubergang zum absoluten Betrag 

1 ~~12=IIOO (1 _y_2 ) 
r (x + i y) I + (x + '11)2 • 

v=O 

1st nun x > 1, y =+= 0, so ergibt sich also aus der Produktdarstellung 
des Sinus in § 9, (6) 

I 
r (x) 12 IIOO 

( y2) _ sin:ni y _ e"'Y - e-ny 
r (x + i y) I < 1 + p2 - -:n-i-y - - ---02°-:n-y-- • 

v=l 
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Fur 1 < x < 2, I y I > IXI > 0, WO IXI eine passend gewahlte Konstante, 
d. h. von x und y unabhangige GroBe ist, wird also 

1 
__ 1 __ 1 < IX • en 1111 
r(x +IY) = 2 

mit konstantem 1X2. 

Ferner ist nach (1) fUr 1 ::;; x < 2 und beliebiges y 

I G(x +iy)1 < !tx-Ie-tdt < 1X3' 
o 

also fUr 1:Sx<2, Iyl >IXI 

If (x + i y) 1< 1X21X3e:t11l1 = 1X4 e",lvl 

und insbesondere (fUr I y I > IXI ) 

(7) M(y) <1X4 e",lvl, 

wobei IXs und 1X4 von x und y nicht abhangen. 
Aus (6) und (7) folgt nun 

I cn I < 1X4 e(n-2:t Inl )iY , 

fUr I y I > IXI • Also ist Cn = 0 fUr n = ± 1, ± 2, ... , und 

f(z) = co· 

Wegen G(l) = r(l) = 1 ist daher Co = 1 und, wie behauptet war, 

G (z) = r(z). 

(8) 

Die Gammafunktion besitzt also die I ntegraldarstellung 

r(z) = !tz-Ie-tdt; 
o 

und zwar gilt diese fur alle Werte von z = x + i y, fur welche das I n­
tegral (8) konvergiert, d. h. in der Halbebene x> o. 

(1) 

Siebentes Kapitel. 

Die Umkehrung der analytischen 
Funktionen. 

§ 1. Umkehrung der Potenzreihen. 
Set zen wir 

so entspricht jedem Werte von z, der im Inneren des Konvergenz­
kreises der Potenzreihe '-lS (z) liegt, ein bestimmter endlicher Wert w. 
Die Werte z reprasentieren wir geometrisch in einer Ebene, die Werte w 
in einer zweiten Ebene. Vermoge (1) wird dann also jedem Punkte z 
der z-Ebene, der im Inneren des Konvergenzkreises von '-lS (z) liegt, 
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ein bestimmter Punkt w in der w-Ebene zugeordnet. Insbesondere ent­
spricht dem Punkte z = ° der Punkt w = 0. 

Wir wollen nun annehmen, der Koettizient c1 sei nicht Null. Dann 
konnen wir zunachst folgenden Satz beweisen: 

Es sei C ein um den Nullpunkt der z-Ebene beschriebener Kreis, und 
zwar so gewiihlt, dafJ ~ (z) lilr die Punkte im Inneren und aul der Peri­
pherie von C konvergiert und dafJ ~ (z) lilr alle diese Punkte, abgesehen 
vom Punkte z = 0, einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Dann liifJt 
sich um den Nullpunkt der w-Ebene ein Kreis K so beschreiben, dafJ 
fedem Punkte w im I nneren von K ein einziger Punkt z im I nneren von C 
entspricht, filr welchen ~ (z) = wist. Der betrelfende Wert z liifJt sich 
als eine eindeutige Funktion von w innerhalb des Kreises K ansehen. 
Diese Funktion ist eine analytische Funktion von w, d. h. z ist im Inneren 
von K als eine gewohnliche Potenzreihe in w darstellbar. 

Wenn z die Peripherie des Kreises C durchlauft, so wird der ab­
solute Betrag I ~ (z) I ein Minimum M besitzen, welches nach Voraus­
setzung von Null verschieden ist. Unter K verstehen wir nun den Kreis 
urn den Nullpunkt mit dem Radius M. 

Es sei w irgendein Punkt im Inneren des Kreises K. Dann wird 
fUr jeden Punkt C der Kreisperipherie C 

I wi < I ~(C) I 
sein. Nach einem Satze aus Kap. 5, § 9 (S. 107) hat daher die Funk­
tion ~ (z) - w innerhalb C dieselbe Anzahl von Nullstellen wie die 
Funktion ~ (z), also genau eine Nullstelle. 

Hiermit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen. 

Urn den zweiten Teil zu beweisen, betrachten wir das Integral 

1= _1_J \13'(~) d~ 
2ni I(C)\I3(~)-W' 

0+ 

wo I (z) eine auf der Kreisflache C regulare Funktion bedeutet und w 
im Kreise K liegt. 

Nach dem Residuensatze von Kap.5, § 8 ist 

1= I(z), 

falls z die eine im Inneren von C befindliche Losung der Gleichung 

~ (z) = w bedeutet. Andererseits haben wir, da i \l37~) 1<1 ist, langs 

der Peripherie von C: 

\13' (C) 1 \I3'(C) ( W w2 \ 

I (C) \13 (C) w = I (C) -\13 (~) 1 + \13 (~) + \13 (~)2 + .. ") , 
l-~(~) 
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und die unendliehe Reihe auf der reehten Seite kann wegen ihrer gleich­
maBigen Konvergenz gliedweise langs C integriert werden. Daher ist 
fur jeden Punkt w im Inneren von K 

wobei 

(2) 

gesetzt ist. 
Da I.l3 (z) im Inneren von C nur fur z = 0 versehwindet, so ist naeh 

dem Residuensatz 
.- ~'(z) l 

kn = r iJ (z) 1t! (z);;+iJ ' 

oder in anderer Sehreibweise 

rt(z) ~'(Z)J 
kn = l ~(z)n+l ~' 

z 

wo das reehts stehende Symbol den Koeffizienten von 2.. in der Ent­z 
wieklung der eingeklammerten Funktion naeh aulsteigenden Potenzen 
von z bezeiehnet. 

Der Koeffizient kn laBt sieh noeh in anderer Weise sehreiben. 
Da I.l3 (z) fUr z = 0 von der ersten Ordnung Null wird, so laBt sieh 

die Funktion 
t (z) zn+1 ~'(z) 
~;:;:1' 

in eine gewohnliehe Potenzreihe naeh aufsteigenden Potenzen von z 
entwickeln. Der Koeffizient von zn in dieser Potenzreihe ist dann offen­
bar identisch mit k n . Also gilt 

(3) _ I n f ~, (z )n+l} 
k n - n! Dz \1 (z) ~ (z)~Z) z=o' 

wo D~ fUr :;n steht. Wenn n > 0 ist, so kann kn noch einfacher dar­

gestellt werden. N ach (2) ist 

I f I I f f'(!;) (4) kn = - 2nin I(() d ~(c)n + 2nin -~(C)n d(, 
c+ c+ 

wie durch partielle Integration ersichtlieh wird 1 . Folglieh gilt 

I [ t' (z) ] I n-l {' (Z )n} 
k n = n ~(z)n ~= n!Dz f (z) ~(z) z=o (n = 1, 2, ... ). 

Der Koeffizient ko ergibt sich aus (3) gleich f (0). 

1 Die formalen Regeln der Integralrechnung gelten im Komplexen natur­
gemaB genau so wie im Reellen. 
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Fassen wir zusammen, so k6nnen wir sagen: 

Es sei f (z) auf der Kreisflache C regular und M das Minimum von 
II.l3 (z) I auf der Kreisperipherie. Bedeutet dann w einen Punkt im Inneren 
des Kreises K vom Radius M um den Nullpunkt und z den ihm vermoge 

w = l.l3(z) 

entsprechenden Punkt im I nneren von C, so ist 

(5) f (z) = I (0) + kl w + k2 w2 + ... + kn wn + "', 
wobe£ kn lur n = 1, 2, ... durch die Gleichung 

(6) _ I n-l { '( ) ( z )n\ 
kn-n!Dz I z $(z) )z=o 

bestimmt wird. Durch (5) ist die Funktion I (z) nach Potenzen von I.l3 (z) 
entwickelt, und diese Reihe konvergiert sicherlich fiir alle Punkte w 
aus dem 1nneren des Kreises K, d. h. fiir I w I < M. Die Reihe (5) mit 
der Koeffizientenbestimmung (6) wird als Burmann-Lagrangesche Reihe 
bezeichnet. 

Wahlen wir insbesondere I(z) = z, so zeigt die Gleichung (5), daB z 
durch eine gew6hnliche Potenzreihe von w darstellbar, also z eine 
analytische Funktion von w innerhalb des Kreises Kist. Damit ist 
auch der zweite Teil des zu Anlang ausgesprochenen Satzes bewiesen, 
und zwar ist 

mit 

(7) kn = :!D~-l ($z(Z)):=o (n = 1,2, ... ). 

Diese Formel kann auch noch anders geschrieben werden. Nehmen 
wir allgemeiner an, daB w im Kreise I z - a I < r regular ist und da­
selbst nur fiir z = a verschwindet, und zwar von der ersten Ordnung, 
so k6nnen wir fiir I z - a I < r 

w = c1 (z - a) + c2 (z - a)2 + .. , = (z - a) {c1 + c2 (z _ a) + ... } = z - a 
rp (z) 

setzen, wo die Funktion 
z- a 

cp (z) =-w 

in demselben Kreise regular ist. 1st auch I (z) bei z = a regular, so 
folgt aus (5) und (6), wenn in dies en Gleichungen z durch z - a und 
der Punkt z = 0 durch z = a ersetzt wird, ' 

I(z) = I (a) + k1w + ... 
mit 

(8) k - I Dn- 1 (I' (z) (z)n) n - 1I! z cP z=a (n = 1,2, ... ). 
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Wir wollen nunmehr annehmen, der Koeffizient C1 in der Potenz­
reihe (1) sei gleich 0, und unser Ergebnis auf dies en Fall ubertragen. 
Es sei Ck der erste Koejjizient in der Potenzreihe I.l3 (z), welcher von ° 
verschieden ist. Die Gleichung (1) hat dann die Form 

(9) w = ~ (z) = ck zk (1 + ~1 (z)) , 
wo 1.l31 (z) eine mit z verschwindende Potenzreihe bedeutet. 

Aus (9) folgt dann, wenn z auf das Innere eines Kreises beschrankt 
wird, in welchem 11.l31 (z) I < 1 ist, 

1 1 

wI: = ~ z (1 + 1.l31 (z)) I: = vc;: z (1 + ± 1-lS1 (z) + .. 'j , 
oder nach dem WeierstraBschen Summensatz 

1 

(10) , I: ('+' + ) w =c W = Z c1 c2 Z • •. , 

k-

wo nun c1' = V Cle von Null verschieden ist. Umgekehrt: Wenn einer 
1 

der k Werte von w' = w7,,- die Gleichung (10) befriedigt, so besteht 
auch die Gleichung (9). Fur die betrachteten Werte von z kann also 
die Gleichung (9) durch die Gleichung (10) ersetzt werden. 

Wenden wir nun den oben bewiesenen Satz auf die Gleichung (10) 
an, so ergibt sich: 

Urn die Nullpunkte der z- und der w'-Ebene kann man zwei Kreise C 
und K' so beschreiben, daB jedem Punkt w' im Inneren von K' ein 
einziger Punkt z im Inneren von C entspricht, welcher der Gleichung (10) 
geniigt. Wenn nun w' alle Lagen im Inneren von K' annimmt, so nimmt 

w = w'le 

alle Lagen im Inneren des Kreises K an, der in der w-Ebene urn den 
Nullpunkt als Mittelpunkt beschrieben ist, und zwar entsprechen jeder 
Lage von w im Inneren von K genau k Lagen 

1 2ni 1 2ni 1 
- ._- - 2~ -

W' = W Ie, W' = e Ie W Ie, W' = e Ie W Ie , 

von w' im Inneren von K'. 
Also folgt: 

2 :,i 1 
lle-l)--- -

W' = e Ie Wle 

Um die Nullpunkte der z- und der w-Ebene kann man zwei Kreise C 
und K so beschreiben, da(.J dem Punkte w = ° der Punkt z = 0 und 
jedem Punkte w 9= 0 im Inneren von K genau k verschiedene Punkte z 
im Inneren von C entsprechen, jiir welche die Gleichung (9) erfiillt ist. 

Aus unserer Untersuchung geht noch hervor, daB man den Radius 
des Kreises C kleiner als eine belie big klein vorgeschriebene GroBe 
annehmen kann. Gleiches gilt offenbar auch von dem von C ab­
hangigen Kreise K. 
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Die nach vorigem Satze dem einzelnen w entsprechenden k Werte 
1 

von z sind analytisch darstellbar durch eine nach Potenzen von w 7c­
fortschreitende Potenzreihe 

1 2 

(ll) z = b1wk + b2 wk + ... , 
und dabei ist nach (7) fur n = I, 2, ... 

bn = :,D:-1(~/ z )n . 
. r ~ (2) z=o 
1 

Gibt man hier der GroBe w k der Reihe nach ihre k durch k-te Ein­
heitswurzeln als Faktoren voneinander unterschiedenen Werte, so er­
halt man aus (ll) die k dem festen w entsprechenden Werte von z. 

Die bewiesenen Satze lassen sich leicht folgenderma/3en weiter ver­
allgemeinern. 

Es sei ffJ (z) regular an der Stelle z = a und ffJ (a) = b, so daB die 
Entwicklung von ffJ (z) in der Umgebung von z = a die Gestalt 

ffJ(z) = b + c1(z - a) + c2(z - a)2 + ... 
besitzt. 

Durch die Gleichung 

(12) w - b = c1 (z - a) + c2 (z - a)2 + ... 
rp"(a) 

= ffJ'(a) (z - a) + ~(z-a)2 + ... 
wird dann jedem Werte von z, der einer genugend kleinen Umgebung 
der Stelle a angehort, ein bestimmter Wert w zugeordnet. Schreibt 
man zur Abkurzung W fUr w - b und Z fur z - a, so erhalt (12) die 
Form 

und man kann nun die oben bewiesenen Satze anwenden. Dadurch 
gelangt man zu folgendem Satze: 

1st die Funktion ffJ (z) im Punkte a regular und 

ffJ(a) = b, 

so entspricht vermoge der Gleichung 

(13) w = ffJ(z) 

jedem Punkte zeiner gewissen Umgebung des Punktes a der z-Ebene 
ein bestimmter P~tnkt w in der w-Ebene. Man kann nun um den Punkt a 
in der z-Ebene einen Kreis C, der ganz in Jener Umgebung liegt, und um 
den Punkt b in der w-Ebene einen Kreis K so konstruieren, da/3 vermoge 
der Gleichung (13) jedem Punkte w 9= b im Inneren von K genau k ver­
schiedene Punkte z im Inneren von C entsprechen. Die Zahl kist I, wenn 
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rp' (a) von Null verschieden ist; allgemein ist k der Index der ersten nicht 
verschwindenden Ableitung in der Reihe rp' (a), rp" (a), '" . Die k Werte 
von z, welche einem innerhalb K liegenden Punkte w entsprechen, lassen 
sich analytisch dureh eine Gleichung von der Form 

z - a = ~ ((w - b)+) 
1 

darstellen, deren rechte Seite eine gew6hnliche Potenzreihe in (w - b)k 
1 

bedeutet mit einem Anfangsglied der Gestalt c(w - bf"k, wo c eine von 
Null verschiedene Konstante bezeichnet. 

Die Kreise C und K konnen insbesondere so gewiihlt werden, daf3 
ihre Radien kleiner sind als eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl. 

§ 2. Beispiele. 
Als erstes Beispiel betrachten wir die Funktion 

co 

W = ze-az = 1.: i-n~)n zn+1 = ~ (z), 
n=O 

wo a eine beliebige Konstante =+= 0 bedeutet. Dies ist offenbar eine 
ganze transzendente Funktion von z, welche fur alle z =+= 0 von Null 
verschieden ist. Setzen wir fUr beliebiges b =+= 0 

f (z) = ebz , 
so ist fiir n = 1, 2, 

f' (z) = b eb Z , 

f'(z) (.~._)n = be(an+b)z \l3 (z) , 

D:-1{f'(z) (\l3~Z)r} = b (an + b)n-1e(an+b)z, 

also nach den Formeln (5) und (6) des vorigen Paragraphen 

~(an + b)n-l 
ebz = b..::::.,; , wn • n. (1) 

n=O 

Aus der leicht zu beweisenden Gleichung 

1. Vn 'I an + b In-l I I 
1m n' = a e 

n-)-oo . 

ist ersichtlich, daB die Reihe (1) fUr I w I < I all e ' also fUr I az I < I eaz-ll 
konvergiert. Dasselbe ergibt sich auch auf folgendem Wege: Bedeutet C 
einen Kreis vom Radiusr urn den Nullpunkt der z-Ebene, so ist re- !alr 
das Minimum von I ~ (z) I auf der Peripherie des Kreises C. Nach dem 
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Resultat des vorigen Paragraphen ist dann die Reihe (1) konvergent fiir 

Iwl<re- 1al '; in dieser Ungleichung hat aber fiir r=~ die rechte 

Seite den Wert I all e' also konvergiert die Reihe (1) fiir I w 1< I all e . 

Fiir a = b = 1 geht (1) iiber in 

00 

.!... = eZ = '\T (n + 1) .. -1 wn 
w ~ n! ' 

n=O 

00 

'\T n .. - 2 

Z = ~ (n _ I) ! wn , 
n=l 

co 

2 nn- 1 
Z= --wn . 

n! ' 
n=l 

diese Reihe konvergiert fiir 1 w 1< : und liefert die Auflosung der 

Gleichung 
w = ze-Z • 

Speziell ergibt sich fiir z --+ 1 die Formel 

(2) 

co 2 nn- 1 

1= -. n! en 
n=l 

Als zweites Beispiel nehmen wir 

wist eine ganze transzendente Funktion und von Null verschieden 
fiir 0 < 1 z 1 < 2n. Setzen wir f (z) = z, so ist nach Formel (4) und (5) 
des vorigen Paragraphen 

mit 

(n = 1, 2, ... ), 

wo C+ etwa den Kreis 1 C 1 = n bedeuten moge. Durch partielle Inte­
gration folgt 

k = an-I _1_J e(an-l)," d/;= (an-I)(an-2)_I_Je(an-2)," de 
n n(n-I)2ni (e'"-I) .. -l n(n-I)(n-2) 2ni (e<:"_1),,-2 

0+ 0+ 

(a n - I) ... (a n - n + I) I J e(an-n+l) ~ 
n! 2ni eC_ I de 

0+ 
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(fUr n = 1 bedeutet das leere Produkt (an - 1) ... (an - n + 1) die 
Zahl 1), also fUr a =1= 0 

(3) 

FUr a = 1 ist offenbar 

00 

z = ,,(a n) wn 
• 

..:::;.; n an 
n=l 

00 00 

2) 2) wn 1 
z = k wn = - = log--

n n l-w' 
n=l n=l 

wie sich auch direkt aus (2) ergibt. Durch Untersuchung der Zahlen­

folge ~ i k n I ersieht man, daB der Konvergenzradius der Reihe (3) 
(a - 1),-1 I 

fUr a =1= 0 und a =1= 1 den Wert I· a : besitzt, wobei die Potenzen 
i a I 

(a - l)a-l und aa ihre Hauptwerte haben. 
Drittens sei 

(4) 
z-a z-a 

W = 2 z~f = f{! (z) • 

Dann ist nach Formel (8) des vorigen Paragraphen 

(5) + ~ wn {Dn-1 (C2 - 1 )n} z=a /,- C -- • 
..:;..; n! 2 ~=a 
n=l 

Aus (4) folgt nun, wenn z als Funktion von w und a betrachtet wird 1, 

2z-w=2 --1 oz (OZ) 
oa oa ' 

und andererseits 

OZ 
oa 

1 
1- wz 

(WZ)2 - w2 = 2wz - 2aw, (1- WZ)2 = 1 - 2a w + w2 , 

also 

Nach (5) ist aber 

(6) 

und daher 

(7) 

1 
Der Koejjizient von wn in der Entwicklung von (1 - 2aw + w2)-z 

nach Potenzen von w hat also den Wert 2}n! {Dr (,2 -- l)n}~=a' 

1 Das im folgenden benutzte Zeichen 0 hat selbstverstandlich die aus der 
reellen Analysis geHi.ufige Bedeutung der "partiellen Differentiation". 
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Dieser Koeffizient ist offenbar eine ganze rationale Funktion n-ten 
Grades von a mit rationalen Zahlenkoeffizienten; diese fiihrt den N amen 
Legendresche Kugelfunktion n-ten Grades. 

Da die linke Seite von (7), wie man z. B. nach dem WeierstraB­
schen Summensatz leicht erkennt, in jedem Kreise regular ist, der 
keine Wurzel der quadratischen Gleichung 1 - 2aw + w 2 = 0 enthalt, 
so konvergiert die Reihe (7) im Inneren desjenigen Kreises urn den 
NUllpunkt der w-Ebene, auf dessen Peripherie die Wurzel von kleinstem 
absoluten Betrage liegt. DaB der Ubergang von (5) zu (6), also die 
gliedweise Differentiation der Reihe (5) nach a, keinen Fehler enthaIt, 
folgt ohne Schwierigkeit aus dem WeierstraBschen Summensatz. 

Als letztes Beispiel wollen wir die in der theoretischen Astronomie 
auftretende sogenannte Keplersche Gleichung behandeln. Darunter ver­
steht man die Gleichung 

(8) 
z- a 

w=-­
sin z ' 

in welcher a und w zwei gegebene Zahlen bedeuten, von denen a 9= 0, 
± n, ± 2n, ... ist, und z gesucht wird. 

Es ist dann nach Formel (8) aus § 1 

co 

(9) Z = a + 2:: (DC- 1 sinn C)~=a' 
n=l 

Fiir die astronomischen Anwendungen kommen nur reelle Werte 

von a in Frage. Es sei z. B. a = ; und C ein Kreis urn z = a vom Radius 

r < ~ ; dann ist die Funktion w auf der Flache dieses Kreises regular, 

und es gilt fUr aIle Punkte z = ~ + rei<p (0 < g; < 2n) auf der Peri­

pherie von C die Ungleichung 

I I_!z-al_ 2r > 2r 
w -i sinz _[eirei<P+e_irei<P[=er+e_r' 

Folglich ist die Reihe (9) konvergent fiir 

Iwl <_2_r_ 
er + e-r • 

D · F k' 2r h . M' f Ie un hon e' + e-r at em aXImum iir 

(10) 
1 
r 

eT _ e-r 

e' + e-r ' 

2r _ r + 1 
e - r- l' 

:n; 
r = 1,195 ... < 2' 

und zwar hat dieses Maximum den Wert yr2 - i = 0,6627 ... ; die 

Reihe (9) konvergiert daher im FaIle a = ~ sicherlich fiir 

I w I < 0,6627 ... . 
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DaB diese Zahl 0,6627 ... der genaue Konvergenzradius im Falle 

a = ; ist, erkennt man folgendermaBen: 

Aus (8) ergibt sich 
dw sin z - (z - a) cos z 

dz 

D d · Gl' h dw dz . I d . a nun Ie e1c ung dZ' dw = 1 1m nnern es Konvergenzkre1ses K 

von (9) gilt, so ist daselbst ~; 9= 0; jede L6sung von ~; = 0, d. h. von 

(11) tg z = z - a 
n 

liefert also einen nicht innerhalb K gelegenen Punkt w. Fiir a =2' 

z = ~- + i' geht nun aber (11) iiber in 

(12) 

und dies ist gerade die Gleichung (10) mit' statt r. Es wird daher 
wegen (11) und (12) 

I I 2 i . /1"2-1 w = ,-- = - -, -. = --, --._- = t ~ S - , 
cosz slnzC e'-e-' 

i wi = 0,6627 ... ; 

dieser Punkt liegt also nicht innerhalb K und folglich nach dem friiheren 
Resultat auf dem Rande von K. 

Diese Methode zur Bestimmung des Konvergenzradius der Um­
kehrung einer Potenzreihe fiihrt iibrigens auch in allgemeineren Fallen 
zum Ziele. 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 10 



Zweiter Abschnitt. 

Elliptische Funktionen. 
Erstes Kapitel. 

Die doppeUperiodischen meromorphen 
Funktionen. 

Eine eindeutige Funktion f (u) der komplexen Variablen u heiBt 
gemaB Abschn. I, Kap.6 meromorph, wenn sie im Endlichen keinen 
wesentlich singuHiren Punkt hat, so daB jeder im Endlichen liegende 
Punkt a entweder ein regularer Punkt oder ein Pol der Funktion ist. 

Diese Funktionen f (u) sind also dadurch charakterisiert, daB fiir 
die Umgebung jedes Punktes a, wo a einen endlichen Wert bedeutet, 
eine Entwicklung der Gestalt 

f(u) = (u - a)m(co + c1 (u - a) + ... ) = (u - a)m~(u - a) 

besteht; dabei ist m eine ganze Zahl, die positiv, Null oder negativ 
sein kann. Den Ausgangspunkt, welch en wir zur Begriindung der 
Theorie der elliptischen Funktionen wahlen, solI nun die Betrachtung 
derjenigen meromorphen Funktionen bilden, welche periodisch sind. Der­
artigen Funktionen begegnen wir schon unter den elementaren Funktio­
nen. So besitzt die Exponentialfunktion eU, der Gleichung eU + 2ni = eU 

zufolge, die Periode 2ni, die Funktionen sin u und cos u die Periode 2n 
und tg u die Periode n. Es ist auch leicht, aus diesen Funktionen solche 
meromorphe Funktionen zu bilden, die eine beliebig vorgeschriebene 
von Null verschiedene Zahl w als Periode zulassen. Z. B. wird 

2ni 
-u 

f (u) = e W 

eine solche Funktion sein, und allgemeiner wird jede rationale Funk-
2ni 
-u 

tion von e OJ mit konstanten, d. h. von u unabhangigen Koeffizienten 
die Periode w besitzen. 

Ehe wir uns nun unserem eigentlichen Gegenstande zuwenden, 
wollen wir einige haufig zu gebrauchende einfache Satze zusammen­
stellen, die an die geometrische Darstellung der komplexen Zahlen 
durch die Punkte einer Ebene ankniipfen. 
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§ 1. Zur geometrischen Darstellung der komplexen Zahlen. 

Unter dem Punkte 
a = a' + ia" 

(a' und a" reell) werden wir wie im 1. Abschnitt denjenigen Punkt 
der komplexen Zahlenebene verstehen, welcher die komplexe Zahl a 
reprasentiert, der also die Abszisse a' und die Ordinate a" besitzt. Es 
besteht nun zunachst folgender 

Satz 1. Der Punkt a + bt (b 9= 0) besehreibt die Gerade, welehe die 
Punkte a und a + b miteinander verbindet, wenn t aUe reellen Werte durch­
lauft. Insbesondere erhalten wir die Punkte der Strecke a ... a + b, 
wenn t die reellen Werte von 0 bis 1 annimmt. 

Setzen wir a = a' + ia", b = b' + ib", so sind die Koordinaten 
des Punktes a + b t 

x = a' + b't, Y = a" + b" t, 

unO. hieraus folgt nach bekannten Satzen der analytischen Geometrie 
unmittelbar unser Satz. 

Nehmen wir a = 0, so erhalten wir den 

Satz 2. Der Punkt c = bt (b 9= 0) nimmt, wenn t die reellen Werte 
durchlauft, aUe Lagen auf der Geraden an, welche den Nullpunkt mit 
dem Punkte b verbindet. 

Aus diesem Satze ergibt sich sofort 

Satz 3. Die Bedingung dafur, dafJ die Punkte b (9= 0) und emit dem 
c 

Nullpunkt in einer Geraden liegen, ist die, dafJ der Quotient b reell is!. 

b [Ja. d/ 
b, a. a 

0 

Abb.38. Abb.39. 

Ziehen wir zu irgendeiner Strecke a ... b eine gleich gerichtete und 
gleich lange Strecke 0 ... d durch den Nullpunkt, so ist offenbar d der 
Rcprasentant der Differenz b - a (Abb. 38). Betrachten wir daher ein 
Parallelogramm, in we1chem a und aI' bzw. b und bl gegeniiberliegende 
Ecken sind, so wird 

oder 

sein (Abb. 39). 
10* 
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Satz 4. Wenn a, aI' b, bl die vier Ecken eines Parallelogramms 
bilden und zwar a, a l bzw. b, bl ie gegeniiberliegende Ecken, so ist 

a + a l = b + bl . 

Der gemeinsame Wert von i (a + a l ) und i (b + bl ) wird, wie aus 
Satz 1 folgt, durch den Schnittpunkt der Diagonalen des Parallelo~ 

gramms dargestellt. 

§ 2. Siitze tiber die Perioden einer meromorphen Funktion. 
Wenn OJ eine Konstante bedeutet, f(u) eine meromorphe Funktion und 

f(u + OJ) = f(u) 

fiir alle Werte der Variablen u ist, so heiJ3t OJ eine Periode von f(u). 
Hiernach ist OJ = 0 eine Periode jeder Funktion f(u). Die Periode 
OJ = 0 konnen wir als triviale oder uneigentliche Periode bezeichnen und 
im Gegensatz dazu eine Periode OJ, die nicht Null ist, als eine eigent­
liche. Wenn wir von einer periodischen Funktion sprechen, so meinen 
wir damit natiirlich eine solche, die eine eigentliche Periode besitzt. 

Wir wollen nun unter Q das System alIer Perioden einer Funk­
tion f (u) verstehen und einige Eigenschaften dieses Systems Q be­
weisen. Das System der Punkte, welche die Perioden geometrisch dar­
stellen und die wir Periodenpunkte nennen werden, bezeichnen wir als 
Punktsystem Q. 

Satz 1. Das System Q aller Perioden bildet einen Modul. 
Dabei ist unter einem Modul ein System von Zahlen zu verstehen, 

innerhalb dessen die Operationen der Addition und Subtraktion un­
beschrankt ausfiihrbar sind; d. h. mit OJl und OJ2 sollen dem System 
auch OJ1 + OJ2 und OJ1 - OJ2 angehoren. 

Die Behauptung des Satzes 1 ist also die, daB eine Funktion f(u), 
welche die Perioden OJ1 und OJ 2 besitzt, notwendig auch die Perioden 
OJ1 + OJ 2 und OJ1 - OJ 2 hat. Dies ist aber leicht zu zeigen. Aus 

folgt narnlich 

ferner aus 

f(u + OJ 1) = f(u),. f(u + OJ2) = f(u) 

f ((u + OJ1) + OJ2) = f (u + OJ1) = f (u); 

f(u + OJ1 ) = f(u + OJ2), 

indem wir u durch u - OJ2 ersetzen, 

f (u + OJ1 - OJ2) = f (u) . 

GehOren irgend einem Modul die Zahlen 

(1) 
an, so wird auch 

(2) 
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demselben Modul angehoren, wobei mI , m2 , •.. , m k irgendwelche ganze 
lahlen bezeichnen. Denn durch Anwendung der Operationen der Addi­
tion und Subtraktion konnen wir aus den lahlen (1) die lahl 0) bilden. 
Es gilt demnach der 

Satz 2. Gleichzeitig mit den Perioden (1) besitzt eine Funktion f(u) 
auch die Periode (2). 

Die Periode 0) heiBt aus den Perioden 0)1' 0)2' •.• , O)k zusammen­
gesetzt oder abgeleitet. Die aufJersten Faile, die bei einem Modul vor­
liegen konnen, sind die, daB der Modul nur aus der einen lahl Null oder 
aber aus der Gesamtheit ailer lahlen besteht. Der erste Fall tritt fur 
den Modul Q aller Perioden von f (u) ein, wenn f (u) nur die triviale 
Periode Null besitzt, also nicht im eigentlichen Sinne des Wortes perio­
disch ist. Der zweite Fall tritt offenbar ein, wenn f (u) sich auf eine 
Konstante reduziert, da ja eine Konstante vom Argument u gar nicht 
abhiingt und also jede beliebige lahl als Periode besitzt. Den Modul, 
welcher nur aus der einen lahl Null besteht, wollen wir als Modul 
Null, denjenigen, welcher aus der Gesamtheit aller lahlen besteht, als 
M odul 00 bezeichnen. Alle Moduln teilen wir nun in zwei Arten ein: 

Ein Modul Q heifJe von der ersten Art, wenn das Punktsystem Q 

keinen Haufungspunkt im Endlichen besitzt, von der zweiten Art, wenn 
ein solcher H aufungspunkt vorhanden ist. 

Beispielsweise ist der Modul NuJl von der ersten, der Modul 00 von 
der zweiten Art. Wir wollen von einem Systeme von lahlen sagen, 
es enthalte unendlich kleine oder infinitesimale lahlen, wenn unter den 
lahlen des Systems solche vorhanden sind, die von Null verschieden 
sind und deren absoluter Betrag unter einer beliebig klein vorgegebenen 
positiven lahl liegt. Es gilt dann der 

Satz 3. E in M odul Q ist von der zweiten oder von der ersten Art, 
je nachdem er unendlich kleine Zahlen enthiilt oder nicht. 

Enthalt namlich Q unendlich kleine lahlen, so konnen wir offen­
bar die von Null verschiedenen lahlen des Moduls 

so wahlen, daB sie den Limes Null besitzen. Der Modul Q ist also 
zweiter Art. Wir sehen zugleich, daB dann jede lahl 0) des Moduls 
einen Haufungswert des Punktsystems Q liefert. Denn die lahlen 

mit dem Haufungswert 0) gehoren dem Modul an. Besitzt umgekehrt 
das Punktsystem Q einen Haufungspunkt a im Endlichen, so konnen 
wir aus ihm eine Folge verschiedener Werte 
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mit dem Haufungspunkte a herausheben. Dann haben die dem Sy­
sterne Q angehorenden, von Null verschiedenen Zahlen 

W 2 - WI = 81 , W3 - W 2 = 82 , W 4 - W3 = 83 , •.• 

den Limes Null. Daher enthalt Q unendlich kleine Zahlen. 
Wir werden nun den fUr die Theorie der meromorphen periodischen 

Funktionen grundlegenden Satz beweisen: 
Satz 4. Die Perioden einer meromorphen Funktion j(u), die sich 

nicht auj eine Konstante reduziert, bilden einen Modul Q erster Art. 
Nach Satz 3 geniigt es, zu zeigen, daB j (u) keine unendlich kleinen 

Perioden besitzt. Zu dem Ende betrachten wir einen regularen Punkt a 
der Funktion j(u). Fiir alle geniigend kleinen Werte von I W I gilt dann 
eine Entwicklung der Gestalt 

j (a + w) = j (a) + wt" (c + c' W + ... ), 
wo r eine natiirliche Zahl und c einen von Null verschiedenen Wert 
bezeichnet. Wir wahlen nun die positive Zahl 8 so klein, daB fiir I W I < 8 

der Wert der Reihe 
c + c'w + ... 

von Null verschieden bleibt; dies ist wegen c=\=O moglich. Es wird dann 

j(a + w) =\= j(a) 

sein, solange I wi < e und von Null verschieden ist. Daher kann die 
Funktion j (u) eine eigentliche Periode w von einem Betrage < e nicht 

besitzen, womit unser Satz bewiesen ist. 

o 

Abb.40. 

Wir wollen nun die Konstitution der M oduln 
erster Art naher studieren und unterscheiden 
dabei, indem wir den Modul Null beiseite lassen, 
zwei Fane: 

Fall 1. Der Modul Q ist so beschajjen, dafJ 
die Punkte des Punktsystems Q samtlich auj einer 
Geraden liegen. 

Da zu diesen Punkten auch der Nullpunkt gehort, so muB die Ge­
rade durch den Nullpunkt hindurchgehen. Auf der einen der beiden 
Halbgeraden, in welche unsere Gerade durch den Nullpunkt zerlegt 
wird, betrachten wir denjenigen vom Nullpunkt verschiedenen Punkt WI 

des Systems Q, der dem Nullpunkt zunachst liegt (Abb. 40). Ein solcher 
Punkt WI existiert, weil andernfalls der Nullpunkt ein Haufungspunkt 
von Q ware. 

1st nun w ein beliebiger Punkt von Q, so haben wir 

w = WIt 

(Satz 2, § 1) oder, da wir die reelle Zahl t in die Form t = m + r setzen 
konnen, wo m eine ganze Zahl und 0 < r < 1 ist, 

w=wl(m+r), w-mwl=rwl· 
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Da nun rWI ein Punkt von Q ist, der auf der Strecke O ... WI naher 
am Nullpunkt als WI liegt, so muB rW I = 0 und also 

sein. In dem jetzt betrachteten Falle sind also die Zahlen des Moduls Q 

die M ultipla einer Zahl WI' 

Fall 2. Die Punkte des M oduls erster Art Q 

liegen nicht samtlich auf einer Geraden. 
In diesem Falle verbinden wir zunachst den 

Nullpunkt mit einem andern Punkte WI von Q und 
wahlen einen dritten Punkt W 2 , der nicht auf der 
GeradenO '" w1 liegt (Abb. 41). 1m Inneren undauf 

Abb.41. 

dem Rande des Dreiecks 0 WI W2 kann es nur endlich viele Punkte 
des Systems Q geben, weil sonst ein im Endlichen liegender Haufungs­
punkt von Q vorhanden ware. Wenn nun W3 ein weiterer unserem 
Dreieck angehoriger Punkt von Q ist, der 
nicht auf der Geraden 0 ... wlliegt, so wird 
das Dreieck OWl W3 weniger Punkte von Q 

enthalten als das urspriingliche Dreieck, 
weil der Punkt W2 dem letzteren angehorte. 0 

Hieraus folgt, daB wir ein Dreieck von posi­
tiver Flache herstellen konnen, das auBer 

Abb.42. 

seinen Ecken keinen Punkt von Q enthalt, und wir wollen annehmen, 
daB das Dreieck OWl w2 schon diese Beschaffenheit hat. 

den Ecken 0, WI' W 2 , Bilden wir nun das Parallelogramm mit 
WI + W2 (Abb. 42), so sehen wir leicht em, 
daB im Inneren und auf dem Rande dieses 
Parallelogramms, abgesehen von den Ecken, 
kein Punkt von Q liegen kann. Von der durch 
das Dreieck 0 WI W 2 ge bildeten Halfte des &.12 

Parallelogramms ist es von vornherein klar, 
daB sie keinen weiteren Punkt von Q enthalt. 
Ware aber in der anderen Halfte ein solcher 
Punkt W vorhanden, so wiirde der Punkt 

b 
w 

o a 

Abb.43. 

W' = WI + W 2 - w, 
der ebenfalls zu Q gehort, nach Satz 4, § 1 im Dreieck OWl W2 liegen. 
AuBer den Ecken enthalt also das Parallelogramm in der Tat keinen 
Punkt von Q. 

Sei jetzt w ein beliebiger Punkt von Q. Wir konstruieren das 
Parallelogramm mit den Ecken 0, a, w, b, indem wir durch w Par­
allelen zu OWl und Ow2 legen (Abb. 43). Nach den Satzen von § 1 haben 
wir dann: 
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dabei bedeuten tl und t2 reelle Zahlen, die wir in die Formen 

tl = m1 + r1 , 

o <rl < 1, 

t2 = m2 + r2, 

O:S r 2 < 1, 

setzen wollen, wo m1 , m2 ganze Zahlen bezeichnen. Nun geh6rt der Punkt 

w - m1w1 - m2W2 = r1wl + r2w2 

einerseits dem System Q, andererseits, weil r 1w 1 auf der Strecke 
O ... WI und r2 w2 auf der Strecke O ... W2 liegt, dem Parallelogramme 
0, WI' WI + W2' W2 an. Daraus folgt aber, daB der Punkt r1w1 + r2w2 
mit der Ecke 0 dieses Parallelogramms zusammenfaIlen und daher 

(3) 

sein muB. In dem jetzt betrachteten Falle 2 sind also alle Zahlen des Mo­
duls Q gemii/3 Gleichung (3) aus den beiden Zahlen WI und W2 abzuleiten. 

Wir wollen noch bemerken, daB die beiden FaIle auch dadurch 
charakterisiert werden k6nnen, daB im Falle 1 je zwei Zahlen des 
Moduls Q einen reellen Quotienten besitzen (Satz 3, § 1), wahrend im 
FaIle 2 im Modul Q zwei solche Zahlen (wie z. B. WI und ( 2) vorhanden 
sind, deren Quotient nicht reell ist. 

Aus den vorhergehenden Untersuchungen folgt nun fur die mero­
morphen periodischen Funktionen: 

Satz 5. Die Perioden einer solchen Funktion f (u), die sich nicht aUf 
eine Konstante reduziert, lassen sich entweder siimtlich aus einer Peri ode WI 
ableiten oder aber aus zwei Perioden WI und (02' deren Quotient nicht 
reell ist. 

Der erste Fall, in welch em die Funktion f (u) einfach periodisch 
heiBt, liegt z. B. bei der Funktion eU vor, deren Perioden die samt­
lichen Multipla von 2ni sind. 1m zweiten Faile nennen wir f (u) doppelt­
periodisch. Ein Periodenpaar WI' W2, aus welchem alle ubrigen Perioden 
von f (u) abgeleitet werden k6nnen, bezeichnen wir dann aIs ein Paar 
primitiver Perioden oder als Fundamentalperioden von f (u). Die Existenz 
von doppeltperiodischen meromorphen Funktionen, die den Haupt­
gegenstand unserer Untersuchungen bilden sollen, wird sich weiterhin 
ergeben. 

§ 3. Das Periodenparallelogramm. 
Es sei WI' W2 ein Paar von Zahlen, deren Quotient nicht reell ist. 

Wenn nun zwischen irgend zwei komplexen Zahlen u und v die Be­
ziehung 

v = u + m1 WI + m2 W2 oder v - u = m1 WI + m2 W2 

besteht, wo m1 und m2 ganze Zahlen bezeichnen, so wollen wir sagen, 
v sei kongruent u modulis WI' W2, und dies symbolisch durch die Schreib­
weise 

v == u (WI' ( 2) 
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andeuten. Wenn WI und W 2 ein fUr allemal, wie in diesem Paragraphen, 
fest bleiben, schreiben wir auch kiirzer unter Fortlassung der J1IIoduln 
WI' W 2 

v == u. 

Es gelten nun folgende Tatsachen, 
daB wir sie iibergehen k6nnen. 

deren Beweise so einfach sind, 

1. Es ist fUr jeden Wert von u 

u == u. 
2. Aus v == u folgt u == v. 
3. Aus u == v und v = w folgt u == w. 
4. Aus u = v und U 1 == VI folgt u + U I Abb.44. 

== V + VI. 

5. Allgemeiner folgt aus u = v und UI == VI' daB nu + nIltl 
== nv + n I VI ist, wo n und n I irgend zwei ganze Zahlen bedeuten. 

Zur Abkiirzung werden wir von zwei Punkten u und v auch sagen, 
sie seien kongruent, wenn die Zahlen u und v kongruent sind. 

Wir nehmen nun einen beliebigen Punkt U o an und bilden das Par­
allelogramm mit den Ecken uo, U o + WI' U o + WI + (02' U o + (1)2 

(Abb.44). Dieses solI das. aus WI und W 2 gebildete Periodenparallelo­
gramm (uo) heifJen. Zu dem Periodenparallelogramm (uo) rechnen wir 
jeden Punkt u, der im Inneren oder auf einer der in 210 zusammen­
stoBenden Seiten, exklusive der Endpunkte U o + WI bzw. Ito + (1)2 

dieser Seiten, liegt. Da die Punkte des u 

Parallelogramms, die auf den Seiten U o ... uz 

U o + WI bzw. uo · .. U o + W 2 liegen, durch 

a = U o + r1 WI bzw. b = Uo + r2 W 2 

(0 < r l < 1, 0 <r2 < 1) 

dargestellt werden, so gilt 
Satz 1. Die Punkte des Periodenparallelo­

gramms (uo) sind die Punkte 

u = 210 + r 1 WI + r 2 W 2 

U o 

Abb.45. 

Es sei jetzt vein beliebiger Punkt der Zahlenebene und U OV I VV 2 

das Parallelogramm, des sen Ecken VI' v2 auf den Seiten U o ... Ito + WI 

bzw. uo ... U o + w2 des Parallelogramms (uo) liegen (Abb.45). Es ist 
dann 

oder 

wenn die reellen Zahlen t1 , t2 auf die Form tl = m1 + r 1 bzw. t2 = Jn 2 + y 2 

gebracht werden, wo m1 , m2 ganze Zahlen sind und 0< r 1< 1,0:£ Y2< 1 
ist. Hieraus folgt 
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Satz 2. J eder beliebige Punkt V ist einem und ollenbar nur einem Punkte 

u = U o + r1 COl + r2co2 

kongruent, der dem Parallelogramm (uo) angehOrt. 
Wir betrachten jetzt die Punkte 

uo, Uo + COl' Uo - COl' Uo + 2co1 , Uo - 2co1 •••• , 

welche ein System aquidistanter Punkte auf einer Geraden gl, und die 
Punkte 

welche ein ebensolches System auf einer Geraden g2 bilden. Legen wir 

Abb.46. 

durch die ersten Punkte ParaIlelen 
zur Geraden g2, durch die letzten 
ParaIlelen zur Geraden gl' so erhalten 
wir durch diese Konstruktion die 
samtlichen ParaIlelogramme 

(uo + m 1 C01 + m 2co2), 
m1 = 0, ± I, ± 2, ... , 
m2 = 0, ± I, ± 2, ... , 

und wir sepen, daB diese die u-Ebene 
einfach und liickenlos iiberdecken 
(Abb.46). 

Wir wollen nun mit 
[u] 

stets das System aller derjenigen Werte u + m1co1 + m2C02 oder auch 
derjenigen Punkte, welche diese Werte geometrisch darstellen, be­
zeichnen, die einem bestimmten u kongruent sind. Dann k6nnen wir 
sagen: In iedes Parallelogramm unseres Parallelogrammnetzes liiUt ein 
und nur ein Punkt des Systemes [u]. 

§ 4. Definition der elliptischen Funktionen. 
Der Korper K. 

Wir wenden uns nun zur Definition der elliptischen Funktionen: 
Eine analytische Funktion I (u) heifit eine elliptische Funktion, wenn 

sie erstens meromorph ist und zweitens zwei Perioden COl und CO2 besitzt, 

deren Quotient 002 nicht reell ist. 
001 

Wir wollen zunachst die beiden Werte COl und CO2 als fest gegeben 
annehmen und aIle elliptischen Funktionen, welche diese beiden Werte 
zu Perioden haben, zu einem System K zusammenfassen. Unter dem 
Zeichen I (u) werden wir bis auf weiteres stets eine Funktion des Sy­
stems K verstehen. Das System K besitzt einige einfache wichtige 
Eigenschaften, die wir hier zusammenstellen. 
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1. Zu dem System gehort jede Konstante, wenn diese als Funktion 
von u angesehen wird. Denn jede Konstante besitzt als Periode jeden 
beliebigen Wert, also auch WI und W 2 • 

2. Gleichzeitig mit 11 (u) und 12 (u) gehOren auch 11 (u) + 12 (u), 
11 (u) - 12 (u), 11 (u) 12 (u) und, wenn 12 (u) nicht die Konstante Null ist, 
II (u) 
/2 (u) zum System K. 

Wir driicken dies kiirzer aus, indem wir sagen: Die Funktionen des 
Systems K bilden einen Funktionenkorper. Aus 1. und 2. folgt 

3. Jede rationale Funktion von Funktionen 11 (u), 12(U), ... , h(u) 
mit konstanten Koeffizienten ist ebenfalls eine Funktion I (~t). 

4. Gleichzeitig mit I (u) gehOrt auch die Ableitung f' (u) zum Korper K. 
Denn ist I(u) meromorph, so gilt gleiches von f' (u), und aus 

I(u + Wn) = I(u) 
folgt durch Differentiation 

f'(u + Wn) = f'(u). 
5. Essei 

d. h. a' = a + w, wo w = miwi + m 2 w 2 ist. 

(n = 1, 2) 

Wenn nun a ein Pol von I (u) ist und g ( __ 1 -) der zugehorige mero-
u-a 

morphe Teil, so ist auch a' ein Pol und g (-.!--,) der ihm zugehorige 
it-a 

meromorphe Teil. 
In der Tat gilt nach Voraussetzung fUr die Umgebung des Punktes a 

die Entwicklung 

f (u) = g (_. L) + ~ (u - a) 
u~ a ' 

wo ~ (u - a) eine gewohnliche Potenzreihe in u - a bedeutet. Liegt 
nun u in der Umgebung des Punktes a, so liegt u' = u + w in der 
Umgebung des Punktes a' = a + w, zugleich ist u' - a' = u - a und 

f (u') = f (u + w) = f (u) = g (_,_1_,) + ~ (u' - a') , 
u - a 

woraus die Behauptung folgt. 
6. In jedem beliebigen Periodenparallelogramm (uo) hat eine Funk­

tion I (u) nur endlich viele Pole. 
Waren namlich unendlich viele Pole in (uo) vorhanden, so hatten 

diese einen Haufungspunkt, der wesentlich singular fUr I (u) ware; dies 
widerspricht aber der Voraussetzung, daB f(u) meromorph ist. 

Wir wollen uns die Pole von I (u), die im. Parallelogramm (uo) liegen, 
aufgeschrieben denken und zwar jeden so oft, als seine Multiplizitat 
betragt. Die Anzahl r der so aufgeschriebenen Pole 
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heiBt der Grad der Funktion t (u). Die Systeme 

[al ] , [a 2] , ••• , Car] 

umfassen dann die Gesamtheit aller Pole von t (u) und zwar jeden Pol 
so oft, als seine Multiplizitat angibt. Greifen wir aus jedem System 
eine Zahl heraus, so erhalten wir r Zahlen 

von denen wir sagen wollen, daB sie ein vollstandiges System von Polen 
von t (u) bilden. 

Die Begriffe "Grad" und "vollstandiges System von Polen" hangen 
gemaB dieser Definition noch von der Wahl der Perioden WI und W 2 

abo Dasselbe gilt von den im folgenden Paragraphen einzufUhrenden 
Begriffen. 

§ 5. Allgemeine Satze tiber die Funktionen [(u). 

Wir werden nun eine Reihe von allgemeinen Satzen beweiseon, welche 
die Grundlage fUr die Theorie der elliptischen Funktionen bilden. 

Satz 1. Eine Funktion t (u) vom Grade r = 0 ist eine Konstante, oder, 
anders ausgedriickt, eine elliptische Funktion ohne Pole ist eine Konstante. 

Wenn t(u) keinen Pol besitzt, so hat I t(u) I ein endliches Maxi­
mum g, falls u alle Lagen im Periodenparallelogramm annimmt. Da 
t (u) fUr beliebiges u keine anderen Werte annimmt als die, welche den 
Punkten u des Periodenparallelogramms entsprechen, so gilt also fur 

2 ' jedes endliche Argument u die Ungleichung 
1I..+UJ,:,!:2~_-=----,II."+{,)1 f{'),z 

l' 

Abb.47. 

It(u) I <g, 

woraus nach dem Liouvilleschen Satze 1 

folgt, daB die ganze Funktion t (u) sich auf 
eine Konstante reduziert. 

Ehe wir zur Ableitung weiterer Satze 
schreiten, die aIle aus dem Cauchyschen 

Integralsatze folgen werden, schicken wir folgendes voraus. Wir durfen 
und wollen voraussetzen, daB das Parallelogramm (uo) in positivem 
Sinne umlaufen wird, wenn wir seine Seiten in der Folge 2, 1',2', 1 
durchlaufen (Abb. 47). Denn falls dies nicht zutrifft, so k6nnen wir es 
durch Vertauschung von WI mit W 2 erreichen, also durch eine einfache 
Abanderung der Bezeichnung. 

Es sei q;(u) eine auf dem Rande von (uo) regulare Funktion; dann 
setzt sich das positiv urn (uo) erstreckte Integral von cp (u) zusammen 
aus den durch die Seiten 2, 1', 2', 1 erstreckten Integralen. Nun durch­
lauft u + WI die Seite 1', wenn u die Seite 1 durchlauft, und u + W 2 

1 Vgl. Abschn. I, Kap. 3, § 8. 
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die Seite 2', wenn u die Seite 2 durchlauft. Daher ist das erwahnte 
Integral in leicht verstandlicher Bezeichnungsweise durch die Formel 

(1) J <p (u) d u = J{ <P (u + WI) - <P (u)} du - J {<p (u + ( 2) - <p (u)} du 
~J 1 2 

darstellbar, wobei das Integral durch die Seite 1 in der Richtung von 
U o nach U o + W 2 , durch die Seite 2 in der Richtung von U o nach U o + W 1 

zu nehmen ist. 
Wir identifizieren zunachst <p (u) mit einer Funktion 1 (u), wobei 

wir durch passende Wahl von U o dafiir sorgen, daB kein Pol von I(u) 
auf den Rand des Parallelogramms (uo) tant. Die Integrale der rechten 
Seite der Formel (1) verschwinden jetzt, da 1 (u) die Perioden W 1 und 
W2 hat. Das Integral der linken Seite ist, abgesehen vom Faktor 2 ni, 
die Summe der Residuen der verschiedenen Pole von I(u), die im Inneren 
des Parallelogramms (uo) liegen. Man erkennt so die Richtigkeit von 

Satz 2. Die Summe der Residuen lur die irgend einem Perioden­
parallelogramm angehOrenden verschiedenen Pole einer Funktion 1 (u) 
ist Null. 

Hieraus folgt sofort 
Satz 3. Eine Funktion 1 (u) vom Grade r = 1 kann nicht existieren. 
Denn besaBe 1 (u) nur einen Pol erster Ordnung a im Parallelo-

gramm (uo) , so wiirde der zugeharige meromorphe Teil _c_ lauten, 
u- a 

wo das Residuum C =f= 0 ist. Nach Satz 2 miiBte aber, im Widerspruch 
dazu, C = 0 sein. 

Der nachste Satz erfordert eine Vorbemerkung. Bezeichnet u1 eine 
Lasung der Gleichung 
(2) I(u) = c, 

wobei 1 (u) eine nicht konstante in der Umgebung der Stelle U 1 regulare 
Funktion ist, so besteht fUr diese Umgebung eine Potenzreihenentwick­
lung von der Gestalt 

(3) 1 (u) - c = A (u - U 1)k + ... (A =f= 0), 

in welcher k eine natiirliche Zahl ist. Die Stelle U 1 wird dann k mal 
als Lasung der Gleichung (2) gezahlt, oder, anders ausgedriickt, u1 wird 
als Lasung von (2) mit der Viellachheit k gerechnet. - Diese Definition 
stimmt offenbar im Spezialfall c = 0 mit der friiheren Definition der 
Vielfachheit einer Nullstelle (Abschn. I, Kap. 5, § 9) iiberein. 

1m Sinne dieser Bezeichnungsweise gilt der 

Satz 4. E s sei 1 (u) eine F unktion von einem Grade r > 2 und c 
ein gegebener endlicher Wert. Dann gibt es in jedem Parallelogramm (uo) 
genau r Stellen, an welchen 1 (u) den Wert c annimmt. 

Eine Funktion 1 (u) wird also nach diesem Satze in einem Perioden­
parallelogramm genau so oft gleich einem vorgeschriebenen endlichen 
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Werte c, als sie den Wert 00 annimmt. Der Satz 4 ist eigentlich ein 
spezieller Fall des Residuensatzes 2 und entsteht aus diesem, wenn 
wir ihn auf die Funktion 

d { } f' (u) 
du log I (u) - c = f(u) _ c 

anwenden. Man wahle nun den Punkt Uo so, daB die meromorphe Funk­
tion I (u) - c auf dem Rande des Periodenparalle1ogramms (uo) weder 
verschwindet noch Pole hat. Dies laBt sich, n6tigenfalls durch eine 
kleine Verschiebung, stets erreichen. Nach Formel (1) verschwindet 

dann der Ausdruck 2~if f (~/~ c duo Andrerseits stellt er aber die 
(Uo) 

Differenz zwischen der Anzahl der Nullstellen und der Anzahl r der 
Unendlichkeitsstellen von I(u) - c vor, die im Parallelogramme (uo) 
liegen 1. 

Der Satz 4 besagt also, daB die Gleichung (2), in der I(u) nunmehr 
unsre elliptische Funktion bedeutet, genau r Losungen 

(4) 

im einzelnen Periodenparallelogramm zulaBt, wenn wir in die Reihe (4) 
jede einzelne Losung so oft aufnehmen, als ihre Vielfachheit betragt. 

1m allgemeinen werden die Stellen (4) untereinander verschieden, 
also jede L6sung Ui von der Vielfachheit 1 sein. Fragen wir namlich 
nach denjenigen Werlen c, fiir welche in der Gleichung (3) der Ex­
ponent k> 1 ausfillt, so ist hierfiir notwendig und hinreichend, daB 
auBer I (u1) = c auch noch 

I' (u1) = 0 

gilt. Wir erhalten also die gesuchten Werte c, indem wir die vonein­
ander verschiedenen Nullstellen der elliptischen Funktion I' (u) im 
Parallelogramme (uo) aufsuchen. Sind dieselben die Stellen 

wobei ihre Anzahl hOchstens so groB ist wie der Grad der Funktion I' (u), 
so sind die fraglichen Werle von c die Werte 

I (VI) = c1 , I (v2) = c2' ... , I (v1) = c1 ' 

Die Anzahl der Werle von c, fiir welche in der zugehOrigen Reihe (4) 
ein und derselbe Wert mehr als einmal auf tritt, ist also hOchstens gleich 
dem Grade der Funktion I' (u). 

In dem speziellen Fa1le c = 0 besagt der Satz 4, daB eine Funk­
tion I (u) vom Grade r in jedem Parallelogramm (uo) genau r Null­
stellen besitzt, vorausgesetzt, daB jede Nullste1le mit ihrer Vielfach­
heit gezahlt wird. 

1 Vgl. Abschn. J, Kap. 5, § 9. 
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Wir wollen nun wieder unter f (u) eine beliebige Funktion vom 
Grade r > 2 verstehen. Es gilt dann der wichtige 

Satz 5. Bezeichnen bl , b2 , ••. , br die N ullstellen, aI' a2 , ... , aT 
die Pole von f (u) in einem Periodenparallelogramm (uo) , so besteht die 
Kongruenz 
(5) bl + b2 + ... + br == a1 + a2 + ... + ar (WI' ( 2). 

Beim Beweise diirfen wir wieder annehmen, daB keine der Nullstellen 
und keiner der Pole auf dem Rand des Parallelogramms (uo) liegt. 
Wenn wir 

t' (u) 
rp (u) = u t(u) 

setzen, so ist rp (u) eine Funktion, die im Parallelogramm (uo) nur die 
Punkte bi und ai zu Polen besitzt. Nach dem Residuensatz ist daher 

(6) 2~ifrp(U)dU= 2) r[rp(u)] + 2) r[rp(u)], 
(Uo) bn an 

wo die Summen iiber die voneinander verschiedenen Punkte bn bzw. 
an zu erstrecken sind. 

1st nun b irgendeiner der Punkte bn und k seine Multiplizitat als 
Nullstelle von f(u), so ist fiir die Umgebung des Punktes b: 

k(u-b)k-l c + ... kb 
rp (u) = {b + (u - b)} (u _ b)k C + 00 • = u _ b + \lS (u - b), 

also k b das zugehorige Residuum. Ebenso findet sich fur das Residuum 
von rp (u) an einer der Stellen an' etwa a, der Wert - k' a, wenn k' 
die Vielfachheit von a als Pol von f (u) bedeutet. Demnach ist die rechte 
Seite der Gleichung (6) 

(7) E kb - E k' a = bl + b2 + ... + br - (a1 + a2 + ... + arlo 

Andererseits ist nach Formel (1) wegen 

rp (u + W ) - rp (u) = (u + W ) t' (u -twn) _ U t' (u) 
n "f(u+w n ) t(u) 

_ f ( ) _ } t' (u) _ t' (u) 
- \ U + w" u t (u) - wn f (u) (n = 1, 2) 

das Integral (6) gleich 
Uo+W:! UO+Wl 

1 ft'(U) 1 ft'(U) 
(8) 2:n i WI 1M du - 2:ni w2 1M du, 

uo uo 

wobei die Integrale geradlinig zu nehmen sind. Die hier auftretenden 
Integrale sind nun Vielfache von 2 ni. Denn Z. B. ist 

UO+W2 UO+W2 

f j(~; du= f dlogf(u) 
uo uo 
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der stetige Zuwachs, den logf(u) erfahrt, wenn u geradlinig von U o bis 
U o + W 2 wandert. Dabei beschreibt aber, weil f (u + (2) = f (u) ist, 
der Punkt f (u) einen geschlossenen Weg, auf welchem logf (u) also urn 
ein Multiplum von 2 ni wachst oder abnimmt. 

Der Ausdruck (8) hat daher die Gestalt 

(9) 

wo m1 und m2 ganze Zahlen bedeuten. Der Vergleich von (6), (7) und 
(9) gibt die Kongruenz (5). 

Wir wollen den Satz 5 noch in eine andere Form bringen, indem 
wir ihn zugleich etwas verallgemeinern. 

Zunachst setzen wir folgendes fest: 

Sind av a2 , ... , ar die Pole der Funktion f (u), die in einem Parallelo­
gramm (uo) liegen, oder auch ein vollstiindiges System von Polen der 
Funktion f(u), so nennen wir iede Zahl s, welche die Kongruenz 

s - a1 + a2 + ... + a.. (WI' ( 2) 

befriedigt, Polsumme der Funktion f (u). 
Die Polsumme einer Funktion f (u) ist demnach nur bis auf eine 

additive Periode bestimmt. 
Es seien ferner U v u 2, .•. , U r die in einem Periodenparallelogramm 

(uo) gelegenen NuIlstellen von f(u) - c, wobei c einen gegebenen end­
lichen Wert bedeutet. Die Wertsysteme 

umfassen dann alle Werte von u, welche der Gleichung 

(10) f(u) = c 

geniigen. Entnehmen wir dies en Wertsystemen je einen Wert, so er­
halten wir r Werte 

(ll) 

die wir ein vollstiindiges System von Losungen der Gleichung (10) 
nennen wollen. 

Wenden wir den Satz 5 auf die Funktion f (u) - c an, so erhalten 
wir leicht den 

Satz 6. 1st f(u) eine Funktion vom Grade r und bilden die Zahlen (ll) 
ein vollstiindiges System von Losungen der Gleichung (10), so gilt die 
Kongruenz 

u1' + u2' + ... + u..' = s (WI' ( 2) , 

wo s die Polsumme von f (u) bezeichnet. 
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§ 6. Die Funktion SJ(u). 
Wir wollen das Periodenparallelogramm (uo) so wahlen, daB der 

Nullpunkt in sein Inneres faIIt. Unter den nicht konstanten Funktionen 
t (u) werden wir diejenigen von moglichst niedrigem Grade, also vom 
Grade r = 2, als die einfachsten zu betrachten haben. Wir wollen nun 
versuchen, eine derartige Funktion zu bilden, die im Parallelogramm (uo) 
nur den einen Doppelpol u = 0 mit dem zugehOrigen meromorphen T eil 

~~ + : besitzt. Nach dem Residuensatze 2 des vorigen Paragraphen 

muB c = 0 sein, so daB die Entwicklung der herzustellenden Funktion 
fUr die Umgebung der Stelle u = 0 die Form 

1 I (u) = -;;z + \l3 (u) 

besitzen muB. Rieraus folgt leicht, daB die Funktion I(u), wenn sie 
iiberhaupt existiert, bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Denn 
ist 11(u) eine Funktion von derselben Beschaffenheit wie I(u), so hat 
die Differenz 11 (u) - I (u) den Nullpunkt nicht mehr zum Pol und daher 
im Parallelogramm (uo) ubcrhaupt keinen Pol. Nach Satz 1 des vorigen 
Paragraph en ist daher in der Tat notwendig 

11 (u) = I (u) + C. 

Die Konstante C kann, und zwar nur auf eine Weise, so gewahlt 
werden, daB in oer Potenzrcihc, weIche 11 (u) in der Umgebung der 
Stelle u = 0 darstellt, das konstante Glied fehlt. 

Wenn es also iiberhaupt eine Funktion p (u) nach Art der gesuchten 
gibt, so ist sie vollkommcn bestimmt durch folgende Eigenschaften: 
Sie ist eine elliptische Funktion zweiten Grades und besitzt in der Um­
gebung der Stelle u =, 0 eine Entwicklung der Gestalt 

fJ (u) = -1~ U \l3 (u), 

wo \l3 (u) eine Potenzreihe bezeichnet. 
Die Gesamtheit der Pole von s;) (u) wird durch das System [0] aller 

Periodenpunkte 

(1) 

gebildet, und dem Pole w wird nach § 4 der meromorphe Teil (U ~ 1£1)21 

entsprechen, da der zu w kongruenten Stelle 0 der meromorphe Tei1 2 u 

zukommt. 
Wir werden durch diese Bemerkung darauf gefUhrt, zu versuchen, 

die Funktion SJ (u) mit Rilfe des Mittag-Lefflerschen Satzes herzustellen. 
Zuvor haben wir aber noch den folgenden Satz zu beweisen: 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 11 
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Die Summe 

konvergiert. 
Dabei ist die Summe iiber alle Perioden (1) zu erstrecken mit Aus­

nahme der Periode Null, was durch das an das Summenzeichen gesetzte 
Komma angedeutet werden solI. 

Wir betrachten diejenigen Punkte w, fUr welche 

(2) 

ist, wo n eine natiirliche Zahl bedeutet, und setzen 

5 _ ,,_1_. 
n-.L.,; iW13' 

dabei solI die Summe iiber die betrachteten Punkte erstreckt werden. 
Nun schatzen wir die Anzahl dieser Punkte folgendermaBen abo Es sei 
28 eine positive Zahl, die kleiner ist als der Abstand des Nullpunktes 
von jedem anderen Periodenpunkte W. Dann ist auch 

2 8 < I WI - w2 I, 
d. h. kleiner als der Abstand zweier verschiedener Periodenpunkte WI 

und W 2• Wenn wir also urn jeden Periodenpunkt als Mittelpunkt einen 
Kreis mit dem Radius 8 beschreiben, so liegen diese Kreise ganz auBer­
einander. Die Punkte w, welche der Bedingung (2) geniigen und deren 
Anzahl An heiDen mage, geharen dem Kreisring an, der durch die 
Kreise mit dem Mittelpunkt Null und den Radien n und n + 1 begrenzt 
wird. 1st zunachst An > 0, d. h. gibt es mindestens einen Punkt W mit 
der Eigenschaft (2), so folgt fiir j eden solchen Punkt : 28 < I W I < n + 1, 

n + 1 n - 1 d B h'" D' 
8 < -2-' n - 8 > -2- > 0, so a n - e noc POS1tIv 1st. Ie urn 

die An Punkte W mit dem Radius 8 beschriebenen Kreise liegen daher 
ganz in dem Kreisring mit dem Mittelpunkt Null und den Radien n - s 
und n + 1 + s und bedecken also eine Flache, die kleiner ist als die 
Flache dieses Kreisringes. Daher ist 

Ans2n < (n + 1 + 8)2n - (n - 8)2n 
oder 

A 1 + 2 6 (2 + 1) < 1 + 2 6 • 3 = k 
n < 62 n = 62 n n, 

wo k zur Abkiirzung fUr die feste Zahl3 1 + ;- 6 steht. Diese Abschatzung 
6 

An < kn 

gilt trivialerweise auch im Falle An = 0. 
Nun folgt fUr die Summe (3) 

Sn <A n·4 < kn ·4=-~,1 - n 11. n· 
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und die Summe 
51 + 52 + 53 + ... + 5 n + ... 

ist daher konvergent; folglich auch die Summe 5, weil alle Glieder 
von 5, abgesehen von den endlich vielen, fUr die etwa I w I < 1 sein 
sollte, in den Summen 5n auftreten. 

Zufolge des eben bewiesenen Satzes stellt nun nach dem Mittag­
Lefflerschen Theorem (vgl. Abschn. I, Kap. 6, § 3 und § 5) die un­
endliche Reihe 

(4) 1 , ~' (1 1 U ) 1 ~' u 2 

C (tt) =u T.L,; u=-:'w + -zij + w2 =;1- .L,; (u _ w) w2 

eme meromorphe Funktion mit den meromorphen Teilen _1_ vor. 
u-w 

Wir sehen jetzt leicht ein, daB 

(5) 1 ,\,' (1 1 ) \,J (u) = - C' (u) = 7t2 +.L,; (U:"'-:~2- - w 2 

allen Bedingungen, die wir fur die gesuchte Funktion gestellt haben, 
genugt. 

Zunachst hat ~o (u) die Punkte w zu Polen mit den richtigen mero­
morphen Teilen. Weitere singulare Punkte sind nicht vorhanden. 

Ferner hat (,J (u) - ~ den Limes Null fUr u -i> 0, weil die Summe in (5) 
~ u 

fUr tt = ° verschwindet. Es bleibt zu zeigen, daB So (u) die Perioden WI 

und W2 besitzt. Zu dem Ende bilden wir 

~o' (u) = - ~3 - 21)' (U~W)3 = - 2 2 (U~ WY3' 

wo die Summe ohne Komma uber die Gesamtheit aller Perioden 
w = miwi + m 2 w2 (mV m 2 = 0, ± 1, ± 2, ... ) zu erstrecken ist. DaB 
die gliedweise ausgefuhrte Differentiation der rechten Seite von (5) 
die Ableitung von p(u) ergibt, folgt aus dem WeierstraBschen Sum­
mensatz. Nun ist 

{;/ (u --L W ) __ ') ~ 1 ___ 2 ~ ___ 1 _ 
~ I 1 - ~ L.J {1t - (w - wl ))3 - L.J (u _ W)3 ' 

weil 
w - WI = (ml - 1) WI + m 2 w2 

ebenfalls alle Perioden durchlauft. Es ist also 

SJ' (1£ + WI) = r-J' (u); 

und hieraus folgt durch Integration 

(6) p (u WI) = S;J (u) + c l , 

wo Cl eine Konstante bedeutet. Nun ist p (u) eine gerade Funktion. 
Denn nach (5) ist 

1 ),,( 1 1 ) 1 ~'( 1 1 ) p(-u)=~~+~ (';'+w)Z-w Z =7t2+L.J lU--W)2- w2 =p(u), 
11* 
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da - w dieselben Werte wie + w durchlauft. Setzen wir zur Bestim­

mung von ci in (6) u = - ~1, so folgt 

und also ci = O. Wir haben daher 

f.J (u + WI) = p (u); 
und eben so folgt 

p (u + ( 2) = P (u) . 

Die Funktion p (u), die tatsachlich aIle geforderten Eigenschaften 
besitzt, wollen wir die WeierstrafJsche p-Funktion nennen, weil sie von 
WEIERSTRASZ der Theorie der elliptischen Funktionen zugrundegelegt 
wurde. 

Aus dem vorhergehenden Paragraphen folgt sogleich eine Reihe von 
Satzen iiber die Funktion f.J (u), die wir hier zusammenstellen. 

Satz 1. Als Polsumme von ~J (u) kann s = 0 genommen werden. 
Denn die Pole a l und a2 , die SJ (u) in unserem Periodenparallelo­

gramm (uo) besitzt, sind beide Null. 
Satz 2. Die Losungen der Gleichung SJ (u) = C, wo c einen gegebenen 

Wert bedeutet, bilden zwei Systeme [U'] und [U"], und es ist u' + u" == 0 
(Wl> (2)' 

Dies folgt aus Satz 6 von § 5. Wenn wir eines der beiden Systeme, 
etwa [U'], kennen, so wird, da u" - - U' (Wl> (2) ist, das andere das 
System [- u'] sein. 

Satz 3. Die Gleichung 
(7) f) (u) = sJ (v) 

besteht dann und nur dann, wenn 

(8) u - v (WI' ( 2) oder u == - V (WI' ( 2) 

ist. 
Denken wir uns namlich in (7) das Argument v als fest gegeben, u 

als ein zu bestimmendes Argument, so gehort u nach Satz 2 einem von 
zwei Systemen untereinander kongruenter Werte an. Das eine dieser 
beiden Systeme ist offenbar das System [v], und folglich ist [- v] das 
andere; d. h. u muB einer der Kongruenzen (8) geniigen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, fUr welche Werte von v die beiden 
Losungssysteme [v] und [- v] der Gleichung (7) zusammenfallen. Hier­
zu ist notwendig und hinreichend, daB 

v = - v oder 2 v - 0 (WI' ( 2 ) 

ist. Es muE also 2 v = m 1 w 1 + m 2 w 2 oder 

1111 0)1 + 1112 0)2 

V = 2 ' 

die Halfte einer Periode, sein. Da nun 
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m1 = 2 m1' + £1' m2 = 2 m2' + £2 

gesetzt werden kann, wo m1', m2' ganze Zahlen, £1 und £2 je einen der 
beiden Werte 0 und 1 bezeiehnen, so kommt 

£1 W 1 + £2 W2 v=m'w +m'w + .' 1 1 2 2 2' 

d. h. die gesuehten Werte von v sind einer der Zahlen 

(9) 0, 

kongruent. Wahrend fur v = 0 der zugehorige Wert der ~J-Funktion 00 

ist, entspreehen den drei anderen Zahlen (9) drei endliche Funktions­
werte, die wir mit 

P (~l) = C1 , ~J (Wl ~ W2) = e2 , ~J (~2) = C3 

bezeiehnen wollen. Bedeutet c einen endliehen Wert, so sind also die 
Losungen der Gleiehung 

sJ (u) - c = 0 

von d~r Multiplizitat zwei, wenn emit einer der Zahlen e1> e2, c3 zu­
sammenfallt. Hieraus folgt, daB die Gleiehung 

SJ' (u) = 0 

Wl Wl + W2 W2 
fUr u = '2' 2 ''2 erfullt ist. Diese Punkte fallen, wenn wir den 

Punkt U o genugend dieht beim Nullpunkt an­
nehmen, in unser Parallelogramm (uo) und 
bilden mit dem Nullpunkt die Eeken eines 
Parallelogramms (Abb. 48). 

Aus Satz 3 ergibt sieh noch, daB die 
Werte Clf c2, c3 untereinander verschieden 
sind. Das liiSt sich aueh so erschlieBen: 

Abb.48. 

Ware z. B. e1 = e3 , so wurde die Funktion zweiten Grades 

p (u) - e1 = SO (u) - e3 

im Periodenparallelogramm vier Nullstellen, namlich die Stellen ~l 

und ~2, j ede doppelt gezahlt, besitzen; und das ware ein Widerspruch. 

§ 7. Die Differentialgleichung von ~ (u). 

Die Funktion ~J' (u) hat in der Umgebung der Stelle u = 0 die Ent­
wicklung 

1;/ (u) = - -.;. + ~ (u) , 
~ u 

hat also die Stelle u = 0 zum dreifachen Pol, wahrend sie im Perioden­
parallelogramm (uo) sonst uberall regular ist. Es ist daher SJ' (u) eine 
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Funktion vom Grade r = 3 und muB folglich im Periodenparallelo­
gramm auch genau dreimal verschwinden. Nach dem vorigen Para­
graphen sind die drei Nullstellen von p' (u) die Punkte 

an denen s;/ (u) demnach einfach Null wird. In diesen Punkten werden 
bzw. p (u) - e2 , 

je doppelt verschwinden. 
Vergleichen wir nun die Pole und N ullstellen von ri (u) I namlich: 

WI WI + W2 W2 
Pole: 0, 0, 0, Nullstellen: -2' ··2-' 2' 

mit denen von 

f (u) = (p (u) - el ) (So (u) - e2) (p (u) - e3), 

namlich: 
WI WI 

Pole: 0, 0, 0, 0, 0, 0, Nullstellen: 2' 2' 2 
so sehen wir, daB der Quotient 

p/2 (u) 
Q = t (u)--

im Periodenparallelogramm (uo) nirgends unendlich wird, da der Zahler 
dieselben Pole und Nullstellen in derselben Vielfachheit wie der Nenner 
besitzt. Folglich ist der Quotient eine Funktion vom Grade r = ° und 
also eine Konstante. In der Umgebung der Stelle u = ° haben wir die 
Entwicklungen 

f (u) = ~- + .. '. u 

Tragen wir diese in den Quotienten Q ein und lassen dann u in Null 
iibergehen, so erhalten wir den Wert Q = 4, und da Q, wie wir wissen, 
eine Konstante ist, so folgt 

d.h. 
p/2 (u) = 4f(u); 

Satz 1. Die Funktion p (u) befriedigt die Differentialgleichung 

(1) p /2 (u) = 4(p (u) - el ) (p:(u) - e2 ) (p (u) - e3 ). 

Wir wollen diese wichtige Differentialgleichung noch in einer anderen 
Form ableiten. 

Zunachst betrachten wir die Entwicklung der Funktion 8;} (u) an der 
Stelle u = ° etwas naher. Fur 

1 y!'( 1 1 U) 1 ""(U2 
1; (u) = U +..;;...; U _ W + w + w2 = U -~. w3 

U
3 

) -+ ... 
w4 

erhalten wir die Entwicklung 

1 C (u) = - - G u2 - G u3 - ••• - G un- l _ 
U 3 4 n 
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wenn wir zur Abkiirzung 

G = n'~ = n' I 
n /, /, ( ) (n=3,4, ... ) ....... wn - ml WI + m2 W 2 n 

setzen. Die Summe Gn andert sich nicht, wenn wir - w statt w schreiben. 
FUr ein ungerades n ist folglich 

G = )1' - -~-- = - ,,' ~ = . - G 
n .:....; (_ w)n L..: wn . n 

und also Gn = O. Daher ki:innen wir die Entwicklung von '(u) in der 
Form ansetzen: 

(2) 

wobei die Koeffizienten Cn die Werte 

(3) 2)' 1 c = (2n - 1) -n w2f1. (n=2,3,4, ... ) 

haben. 
Demnach lautet die Entwicklung von ~J (u) um den Nullpunkt: 

I 
(4) S9 (u) = - " (u) = 1:£2 + c2 u2 + c3 u4 + ... + cn U 2n - 2 

wobei die Koejjizienten cn gemafJ (3) von den Perioden OJI> OJ2 abhangen. 
Nun folgt aus (4) . 

(/JI(U) = ---;'+2czu+4C3U3+ ... 
~. u 

und, wenn wir die Entwicklungen immer bis zu den von u unabhangigen 
Gliedern fortsetzen, 

'2 () 4 8 C2 16 I {J u = --;- - - - C T 
J US u2 3 

69'2 (u) - 4 SJ3 (~t) = 

und schlieBlich 

_ 20c2 _ 28c 
u2 3 

(5) p ' 2 (u) - 4&J3 (u) + 20cz p (u) = - 28c3 + 
Die links stel;J.ende elliptische Funktion kann im Periodenparallelo­

gramm (uo) hi:ichstens den Pol u, = 0 haben. Tatsachlich hat sie aber 
gemaB (5) den Punkt u = 0 nicht zum Pol. Nach § 5, Satz 1 ist unsere 
Funktion daher eine Konstante, deren Wert sich aus (5) zu - 28 c3 

ergibt. Es ist also fiir aIle Werte von u 

Fiihren wir noch im AnschluB an WEIERSTRASZ die Bezeichnungen ein: 

(6) };' 1 g3=28c3 =140 ~, 
IW 

so haben wir demnach den 
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Satz 2. Die Funktion 8;) (u) geniigt der Differentialgleichung 

(7) p/2=4p3_g2P-g3' 

Dabei ist der Kiirze halber p fUr p (u) und p' fUr p' (u) geschrieben. 
Die Konstanten g2 und g3 heiBen die Invarianten der Funktion p (u). 
Die rechten Seiten in den Gleichungen (1) und (7) sind fUr aUe Werte 

von u beide derselben GroBe (namlich ~J/2(U)) gleich. Daraus folgt, 
daB identisch in x die Gleichung 

4 x3 - g2 X - g3 = 4 (x - e1 ) (x - e2) (x - e3) 

besteht. Es sind also ev e2, e3 die Wurzeln der Gleichung dritten Grades 

4 x3 - g2x - g3 = O. 

Als Diskriminante werden wir den Wert 

LI = 16 (e1 - e2)2 (e1 - e3)2 (e2 - e3)2 

bezeichnen, der nach Fruherem von Null verschieden ist. Bekannten 
algebraischen Satzen zufolge gelten die Beziehungen: 

(8) { e1 + e2 + e3 = 0, e1 e2 + e2 e3 + e3 e1 = - ~ g2' e1 e2 e3 = ~ g3' 

LI = 16 (e1 - e2)2 (~1 - e3)2 (e2 - e3)2 = g23 - 27 g32 • 

Aus der Differentialgleichung (7) erhalten wir auf folgende Weise 
eine Rekursionsformel fur die Entwicklungskoeffizienten Cn der Funk­
tion p(u). Durch Differentiation von (7) finden wir 

2 p' pI! = (12 p2 - g2) p' 
oder 

f/' = 6p2 - tg2 = 6 fJ2 - IOc2· 

Setzen wir hierin die Entwicklung (4) fur p ein, so kommt 

~-+2.1.c +4·3·c u2 + ... -l-(2n-2) (2n-3)c U 2n - 4 -:- ..• u4 2 3 I n I 

= - 10c2 + 6p2 = -lOc2 + 6{~2 + i Cn U2n- 2Y 
n=2 .. 

= - IOc + 6{~ + 2 f; C U 2n- 4 + f; ~ C c U 2 (f+8)-4} 2 u4 ..::....J n ..::....J..::....J r s , 
n=2 r=2 8=2 

woraus durch Vergleichung der Koeffizienten von U 2n- 4 sich leicht 

{ (2 n - 2) (2 n - 3) - 12} cn = 6 2) cr Cs 
j'+8=n 
f~2 

ergibt. Nach einfacher Rechnung erhalt man hieraus 

(n = 4, 5, 6, ... ) 

(n - 3) (2n+ l)cn = 3 (C 2 Cn _ 2 + C3Cn- 3 + ... +C n_ 2 C2) (n= 4, 5, 6, ... ). 
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Vermoge dieser Rekursionsformel konnen wir sukzessiv 

C4 = t C22, C5 = 1~C2C3' C6 = 1\ (2C 2 C4 + C32) = t£ (~C23 + C32), ... 

durch [2 und c3 oder auch wegen (6) durch g2 und g3 ausdriicken. Wir 
erkennen so die Richtigkeit von 

Satz 3. Die Entwicklungskoejjizienten en von &J (u) sind ganze rationale 
Funktionen der Invarianten g2 und g3 mit rationalen positiven Zahlen­
koejjizienten. 

Hierin liegt wegen (3) die bemerkenswerte Tatsache, daB sich die 
Summen 

(n=2,3, ... ) 

ganz und rational mit rationalen positiven Koejjizienten durch G4 und G6 

ausdriicken lassen. 

§ 8. Das Additionstheorem von Sd (u). 
Man sagt von einer Funktion rp (u), sie besitze ein algebraisehes 

Additionstheorem, wenn zwischen rp (u l + u2), rp (u l ), rp (u2) eine alge­
braische Gleichung mit festen, d. h. von U I und U 2 unabhangigen Koeffi­
zienten besteht oder, was dasselbc besagt, wenn rp(u l + u2 ) algebraisch 
durch rp (uI ) und rp (u2) ausdriickbar ist. DaB die Exponentialjunktion 
und die elementaren trigonometrisehen Funktionen solche Additions­
theoreme besitzen, ist eine der Haupteigenschaften dieser Funktionen. 
Wir wollen jetzt zeigen, daB dieselbe Eigenschaft auch der Funktion 
~J (u) zukommt. 

Zu dem Ende betrachten wir die Funktion 

f (u) = ~,)' (u) - ap (u) - b, 

wo wir die Konstanten a und b so wahlen, daB j (u) an zwei beliebig 
fixierten Stellen U I und u2 verschwindet. Setzen wir zur Abkiirzung 

rJ (ul ) = PI' ~,/ (ul ) =PI', p (u2) = P2' p' (u2) = P2', 
so sind also a und b aus den Gleichungen 

(1) 

zu bestimmen. Nun ist j (u) cine Funktion vom Grade r = 3, die im 
Periodenparallelogramm (uo) den dreifachen Pol u = 0 und folglich die 
Polsumme s = 0 besitzt. Nach § 5, Satz 6 bilden daher die Werte 

ul> u2, - (u l + u2) 

ein vollstandiges System von Nullstellen der Funktion j (u). Wenn also 

fo) (ttl tt2) = Ps , Sd' (ttl + u2) = Ps' 

gesetzt wird, so gilt unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB Sd' (u) 
eine ungerade Funktion ist, die Gleichung 

ap3 + b = - P3', 
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welche zum Ausdruek bringt, daB f (u) fUr u = - (u1 + u2) ver­
sehwindet. 

Setzen wir nun in die Differentialgleiehung der go-Funktion 

4 f)3 - g2 f' - g3 = go'2 

fUr das Argument u sukzessive u1> u2 , u1 + u2 ein, so erkennen wir, daB 
die Gleiehung 
(2) 4 x3 - g2x - ga - (ax + b)2 = 0 
die Wurzeln 
(3) 

besitzt. Wir wollen uns U 1 und U 2 etwa im Periodenparallelogramm (uo) 
so fixiert denken, daB P1 = ~0(U1)' P2 = go (u2) , P3 = go(u1 + u2) von­
einander versehieden sind. Dadureh sehlieBen wir, wenn wir 1£1 belie big 
angenommen haben, nur endlich viele Punkte U2 im Periodenparallelo­
gramm aus. Denn die Funktion 

(p (u2 ) - ~J (u1)) (p (u1 + u2 ) - p (u1)) (go (u1 + u2) - go (u2)) 

ist in U 2 elliptiseh mit den Perioden 0)1> 0)2 und verschwindet daher nur 
an endlieh vielen Stellen des Periodenparallelogramms. Wir sind jetzt 
sieher, daB die Werte (3) die samtlichen Wurzeln der Gleichung (2) dar­
stellen. Demnach gelten die Gleiehungen 

j 
a2 

PI + P2 +Pa = 4-' 

P P · + P ab g2 

1 
1 2 -t- PI P3 2 P3 = - 2" - 4 ' 

b2 ga 
AP2P3=T+T· 

(4) 

Aus (1) ·ergeben sich nun we iter fUr a und b die Werte 

a = P/ - P2' b = P1 P2' - P2 Pl' 
Pl - P2 ' Pl - P2 ' 

und die erste der Gleichungen (4) liefert den 

Satz 1. Fur die Funktion p (u) gilt die Gleichung 

. ' 1 (8;)'(Ul ) - 8J' (U2))2 
~J (ul + u2 ) = - gJ (ul ) - &0 (u2 ) + 4 SJ (u l ) - P (u2) , 

wenn U1> U2 zwei beliebige Argumente bedeuten. 
Dje Beschrankung, die wir beim Beweise den Argumenten U v U 2 auf­

erlegten, haben wir im Ausspruch des Satzes wieder fallen lassen, was 
offenbar erlaubt ist. 

Da rJ' (u l ) und pi (u2) vermoge der Differentialgleichung der go-Funktion 
algebraisch durch ~o (u1) bzw. ~o (u 2) ausdruckbar sind, so gibt Satz 1 das 
Additionstheorem von go (u). 

Wenn wir aus den Gleichungen (4) die Zahlen a und b eliminieren, 
so erhalten wir 
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Satz 2. Zwischen 

SJ (ul ) = PI' ~J (U2) = P2' P (Ul + U 2) = P3 
besteht die algebraische Gleichung 

(PI + P2 +P3) (4PlP2P3 - g3) = (PlP2 + PlP3 + P2P3 + ~~r, 
welche das Additionstheorem der S,J-Funktion in anderer Form darstellt. 

§ 9. Darstellung der elliptischen Funktionen 
durch die so-Funktion. 

Es sei f (u) eine meromorphe Funktion mit den Perioden WI' w 2, also 
eine Funktion aus dem Karper K. Dann kannen wir nach § 5 die Kon­
stante c auf unendlich viele Weisen so wahlen, daB die Gleichung 
f(u) = c keine mehrfach zu zahlende Lasung besitzt. 

Wir wollen nun bezuglich der Funktion f (u) drei Falle betrachten: 

Erster Fall: f(u) ist einc gerade Funktion, also 1(- u) = f(u). 

1st dann [u l ] eines der r Lasungssysteme der Gleichung f (~t) = c, 
so ist [- u l ] ein davon verschiedenes. Denn ware u l == - u l (WI> W2)' 
so wurde auch fur jede beliebige Zahl h die Beziehung U l + h - U l + h 
gel ten und daher auch 

f (ttl + h) = f (-'-- Ul + h) = f (ttl - h), f' (2£1 + h) = - f' (ttl - h), 

und hieraus wurde f' (ul ) = 0 folgen. Es ware dann u l eine mehrfach 
zu zahlende Lasung, was der Annahme widerspricht. Insbesondere ist 
also stets U l =F O. - Aus dieser Bemerkung geht hervor, daB die Lasungs­
systeme der Gleichung f (u) = c in Paaren folgendermaJ3en angesetzt 
werden kannen: 

[ttl]' [- ttl]' [tt2] , [- tt2], "', [Uk]' [- ttk], 

woraus beilaufig folgt, daJ3 der Grad r einer geraden Funktion f (u) eine 
gerade Zahl 2 kist. Fur einen anderen "Vert von c, den wir d nennen 
wollen, habe f(tt) = d die Lasungssysteme 

[VI]' [-VI], [V2], [-V2], "', [V k] , [-v/:]. 

Die Funktion 

hat dann dieselben Pole und Nullstellen wie die Funktion 

Q (tt) _ {p (u) - p (u l )} (~;I (u) - p (u 2)) •• 'lS~) =yjuk )} • 

- (jJ (u) - \oJ (VI)} {vI (u) -- ~J (V 2)} ..• {p (u) - ~J (Vk)} , 

der Quotient aus den beiden Funktionen ist daher eme Konstante C 
(§ 5, Satz 1). 
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Die Auflosung der Gleichung 

j(u)-c =CQ(u) 
j(u) - d 

nach 1 (u) ergibt den 

Satz 1. Eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden WI> W2 ist 
als rationale Funktion der mit diesen Perioden gebildeten Funktion p (u) 
darstellbar. 

Zweiter Fall: I(u) ist eine ungerade Funktion, also 1(- u) = -/(u). 

Da SJ' (u) ebenfalls ungerade ist, so wird ;,'~~) gerade sein. Die An­

wendung von Satz 1 auf diese Funktion liefert den 

Satz 2. Eine ~tngerade elliptische Funktion mit den Perioden WI> W2 

ist als Produkt von SJ' (u) mit einer rationalen Funktion von SJ (u) dar­
stellbar. 

Dritter Fall: Es sei I(u) eine beliebige meromorphe Funktion mit 
den Perioden WI> W 2. Durch den Ansatz 

1 (u) = t {t (u) + 1 (- u)} + t {t (u) - 1 (- u)} 

wird/(u) in die Summe zweier meromorpher Funktionenzerlegt, welche 
die Perioden WI> W 2 besitzen und von denen die erste eine gerade, die 
zweite eine ungerade Funktion ist. Die Anwendung der vorhergehenden 
Satze ergibt daher den 

Satz 3. Eine iede elliptische Funktion 1 (u) mit den Perioden WI> W 2 

lii{3t sich als rationale F unktion von p (u) und p' (u) darstellen, und zwar 
in der Form 

(I) 1 (u) = R (p (u)) + sa' (u) RI (SJ (u)), 

wo R (x) und RI (x) rationale Funktionen von x bedeuten. 
Umgekehrt ist jede rationale Funktion R2(~9 (u), SJ' (u)) von foJ (u) 

und foJ' (u) eine elliptische Funktion mit den Perioden WI' W2' Die hier­
aus beiHiufig folgende Tatsache, daB sich jede solche rationale Funktion 
auf die Form (1) bringen laBt, kann auch leicht direkt aus der Differen­
tialgleichung von foJ (u) nachgewiesen werden, da diese gestattet, die 
hOheren Potenzen von foJ' (u) durch fJ (u) und die erste Potenz von foJ' (u) 
auszudrucken. 

Die Ableitungen von &9 (u) geben die einfachsten Beispiele fur die 
hier bewiesenen Satze. Da jede Ableitung gerader Ordnung foJ(2n) (u) 
eine gerade Funktion ist, so muB sie nach Satz I eine rationale Funktion 
von ~9(U) sein; dagegen ist jede Ableitung ungerader Ordnung nach 
Satz 2 das Produkt aus p' (u) und einer rationalen Funktion von ~J(u). 
Setzen wir dementsprechend, indem wir der bequemeren Schreibweise 
wegen das Argument u unterdrucken, 

(2) 
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so wird 
p" = RI (~J), 

in Ubereinstimmung mit der Gleichung 

~J" = 6 ~J2 - } g2 , 

die wir schon fruher durch Differentiation aus der Differentialgleichung 
von SJ (u) fanden. 

Die Differentiation der zweiten Gleichung (2) liefert 

SJ(2n+2) = Rn' (p) SJ" + Rn" (SJ) SJ'2 = Rn+l (SJ) 
und daher 

Rn+dSJ) = Rn' (gJ) (6 bJ2 - + g2) + R.r." (~J) (4 S03 - g2 SJ - g3) . 

Aus dieser Rekursionsformel k6:men wir sukzessiv, ausgehend von 
Rv die rationalen Funktionen R 2, R3, ... bestimmen. So erkennt man 
leicht, daB 

S.)(2n) (u) = Rn(SJ) = (2n + 1)1 S"J nt1 + ... 
eine ganze rationale Funktion (n + I) - ten Grades von SJ (u) wird. 

Der Umstand, daB die hier auftretenden rational en Funktionen 
ganze Funktionen werden, beruht auf dem folgenden allgemeinen Satze: 

Satz 4. Eine Funktion t (u), die im Periodenparallelogramm nur den 
einen Pol u 0 besitzt, ist in der Form 

t (u) = R (~J (u)) + SJ' (u) Rl (r.) (u)) 

darstellbar, wo R und RI ganze rationale Funktionen bezeichnen. 
Denn wurde R (\J) fur einen endlichen Wert von s;) unendlich, so 

wurde auch f (u) + f (- u) = 2 R (SJ (u)) fur einen Wert von u unendlich 
werden, der nicht kongruent Null ist. Folglich ist Reine ganze rationale 
Funktion. Also wird auch S'/(U)RI(S9(U)) fur keinen zu Null inkon­
gruenten Wert von u unendlich. Wurde nun RI fur einen end­
lichen Wert von p unendlich, so muBte zugleich s;)' (u) = 0 sein; wegen 

(-~J' = - ~:: SJ' wurde also dort (~J' als Funktion von u mindestens 

von erster, demnach 1!- mindestens von zweiter, SJ' (u) nur von erster 
1 

Ordnung verschwinden, also SJ' (u) RI (SJ (u)) doch unendlich werden. 
Daher ist auch RI eine ganze rationale Funktion. 

Als zweites Beispiel fUr Satz I betrachten wir die Funktion SJ (nu), 
wo n eine natiirliche Zahl bezeichnet. Diese Funktion ist in der Tat 
gerade und besitzt die Perioden WI und W 2. Also gilt das M ultiplikations­
theorem von SJ (u) : 

Satz 5. Die Funktion s.J(nu) ist als rationaleFunktion von p(u) dar­
stellbar. 
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Die den einzelnen Werten von n entsprechenden Darstellungen sind 
mit Hilfe des Additionstheorems leicht erhaItlich. Z. B. ergibt sich aus 

1 (fJ' (u) - bO' (U1) )2 
(3) SJ (u + u1) = - SJ (u) - SJ (u1) + '4 bO (u) - fJ (u1) , 

wenn wir u1 in u hineinriicken lassen, die Gleichung 

SJ(2u) = -2SJ(u) +! (~'(~)r 
~m 1 2 

( ) 4122 12 
1 6SJ2 --"2 g2 to> +2 gz to> + gato> + 16g2 

SJ (2 u) = - 2 ~Q + 4 4 to>3 - g2 fJ - gs 4 fJ3 - g2 to> - ga 

wo rechter Hand SJ fUr SJ (u) steht. 
Ersetzt man sodann in (3) u1 durch 2 u, so ergibt sich durch leichte 

Rechnung SJ (3 u) usf. 
Der Hauptsatz dieses Paragraphen, der Satz 3, ist von hohem prinzi­

piellen Interesse. Er gibt uns eine klare Anschauung von der Gesamtheit 
der Funktionen I(u), die wir zu dem System K zusammengela{Jt hatten. 
Diese Funktionen lallen vollig zusammen mit denienigen, die sich rational 
aus SJ (u) und SJ' (u) aulbauen lassen. 

§ 10. Weitere Eigenschaften der Funktionen f (u). 
Betrachten wir irgend zwei elliptische Funktionen I (u), 11 (u) mit 

den Perioden W1> w2, so ist nach Satz 3 des vorigen Paragraphen 

I (u) = R (ffJ, ffJ'), 
wo R und Rl rationale Funktionen bedeuten. Verbinden wir hiermit die 
Gleichung 

ffJ'2 = 4 ffJa - g2 ffJ - ga, 
so wird die Elimination von ffJ und ffJ' eine algebraische Gleichung 

G (t (u), 11 (u)) = 0 

!iefem, deren Koeffizienten von u unabhangig sind. Also besteht der 
Satz 1. Zwischen ie zwei elliptischen Funktionen I(u), Idu) mit den­

selben Perioden W1> W2 besteht eine algebraische Gleichung mit konstanten 
Koetfizienten. 

Wenden wir diesen Satz an auf den Fall 11(U) = f' (u), so kommt 
Satz 2. J ede elliptische Funktion I (u) belriedigt eine algebraische 

Ditferentialgleichung 
G(t(u), f'tu))=O, 

deren Zinke Seite eine ganze rationale Funktion mit konstanten Koetfi­
zienten ist. 

Wir beweisen leicht durch ahnliche Betrachtungen den 
Satz 3. ] ede elliptische F unktion I (u) besitzt ein algebraisches A d­

ditionstheorem. 
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Es ist namlich 

(1) 

setzen wir nun zur Abklirzung 

P (uI ) =A, S;)' (uI ) = PI', P (U2) = P2' SJ' (U2) = P2', 

SO ist nach dem Additionstheorem der ~.J-Funktion 

(2) P (ul + u2) = RI (PI' PI', P2' pz') , 
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wo RI wieder eine rationale Funktion bedeutet, deren Koeffizienten 
von U I und U 2 unabhangig sind. 

Durch Differentiation der Gleichung (2) nach u l kommt sodann 

'( ) a Rl P , a Rl ." () R (P P' P P') (3) SQ ul + u2 = apl I + 75p( ~.J UI = 2 I' I' 2' 2 , 

wobei von der Gleichung ~J" (u I ) = 6 Pl 2 - i g2 Gebrauch gemacht 
ist. Tragen wir die Ausdrlicke von (2) und (3) in (1) ein, so erhalten 
wir etwa 
(4) f (u l + u2) = R3 (PI' PI', P2' P2')· 

Diese Gleichung kombinieren wir endlich mit den folgenden: 

(5) { f (U~~ : R (P
3
1' A'), ~(U2) = R,~P~ pz') ~ _ _ 

PI -4PI -gzPI g3' P2 -4P2 g2P2 g3' 

Aus den fiinf Gleichungen (4) und (5) ergibt sich dann durch Elimi­
nation der vier GraBen PI> PI', P2' P2' eine Gleichung der Gestalt 

G(t(UI +U2), f(u l ), f(u2))=O, 

womit unser Satz 3 bewiesen ist. 
Zu diesem Satze wollen wir noch folgendes bemerken. In scinen 

Vorlesungen liber elliptische Funktionen pflegte WEIERSTRASZ von der 
Frage nach denjenigen analytischen Funktionen auszugehen, die ein 
algebraisches Additionstheorem besitzen, und zu beweisen, daB die­
fenigen unter diesen Funktionen, die eindeutig und transzendent sind, 

entweder rationale Funktionen einer Exponentialfunktion e OJ oder 
elliptische Funktionen sind. Auf den Bcweis dieses Satzes k6nnen wir 
aber hier nicht eingehen. 

§ 11. Die Funktion ~ (u). 

Wir wollen jetzt die Funktion ,(u), als deren negativ genommene 
Ableitung ~Q (u) gewonnen wurde, einer naheren Untersuchung unter­
ziehen. 

Es war (§ 6, (4) und § 7, (2)) 

(1) I '( I I U ) I u3 u5 , (u) = - + n - _. + - + - = - - c- - Co - - •••• 
u ..::.,; u - w W w2 U 2 3 u 5 
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Aus der Entwicklung von C (u) am Nullpunkte ist ersichtlich, daB 

C(-u)=-C(u), 

also C (u) eine ungerade Funktion ist. 
Wie verhalt sich nun C(u) bei Vermehrung von u urn eine der 

Perioden? Da 

- ddu (C (u + WI) - C (u)) = SJ (u + WI) - SJ (u) = 0 

ist, so ist C (u + WI) - C (u) eine Konstante, und aus analogem Grunde 
C (u + (2) - C (u) ebenfalls. Wir setzen 

(2) C(u + WI) = C(u) + r;l' C(u + ( 2) = C(u) + r;2' 

wobei r;l und r;2 zwei Konstanten bedeuten, die wir leicht durch WI 

und W 2 ausdriicken ki:innen. Tragen wir namlich in die Gleichungen (2) 

fiir u resp. - ~1 und - ~2 ein und beriicksichtigen, daB C (u) ungerade 

ist, so finden wir 

(3) 

und die rechten Seiten dieser Gleichungen enthalten gemaB (1) nur 
noch WI und W2. 

Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (2) ergibt sich 
offenbar 
(4) 

wenn ml> m2 irgenci zwei ganze Zahlen bezeichnen; d. h.: 

Bei Vermehrung des Argumentes u um eine Periode w = m l WI + m 2 W 2 

vermehrt sich die Funktion C (u) um eine Konstante r; = mlr;l + m 2r;2' 

die gerade so aus r;l> r;2 abgeleitet ist wie die Periode w aus Wl> W 2. 

Zwischen den GrofJen r;l> r;2 und Wl> W 2 besteht eine wichtige Relation, 
die man auf folgende Weise erhalt. In einem Periodenparallelogramm 
(uo) besitzt C (u) nur einen Pol mit dem Residuum 1. Demnach ist 

JC(u)dzt 
(Uo) 

UO+C02 uo+w] 

= J g (u + WI) - C (u)} du - J g (u + ( 2) - C (u)} du = 2ni 

(wo die rechts stehenden Integrale durch geradlinige Wege zu erstrecken 
sind) oder, gemaB den Gleichungen (2), 

r;l W 2 - r;2wI = 2ni. 

Diese Beziehung pflegt man in der Literatur die Legendresche Re­
lation zu nennen. 
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§ 12. Darstellung der elliptischen Funktionen durch ; (u). 

Die meromorphe Funktion ,(u - a) hat an der Stelle u = a und 
den zu ihr kongruenten Stellen, d.h. also an jeder Stelle des Systems raJ, 
einen einfachen Pol. Bei ~t = a gilt nach Formel (1) des vorigen Para­
graphen die Entwicklung 

1 
(1) , (u - a) = ~ _ a + ~ (u - a). 

Es sei nun f (u) eine elliptische Funktion mit den Perioden WI> W2' 

In irgendeinem Periodenparallelogramm (uo) habe f (u) nur einfache 
Pole aI' a2 , ... , ar mit den zugehorigen Residuen AI> A 2 , •.• , A r . Da 
die Summe dieser Residuen verschwindet, so ist 

rp(u) = AI,(u - a l ) + A 2,(u - a2) + ... + Ar'(u - ar) 

eine Funktion, welche die Perioden WI> W 2 besitzt. Denn vermehren wir 
u z. B. urn WI> so kommt nach Gleichung (2) in § 11 

rp(u + WI) = rp(u) + 1hAI + rhA2 + ... + rhAr = rp(u). 

AuBerdem hat zufolge (1) die meromorphe Funktion rp (u) dieselben 
Pole mit denselben Residuen im Periodenparallelogramm (uo) wie f(u), 
und die Differenz f (u) - rp (u) ist, da sie keinen Pol besitzt, eine Kon­
stante. In der somit geltenden Gleichung 

f(u) = A + AI,(u - a l ) + A 2 ,(u - a2) + ... + Ar'(u - ar), 

in welcher A eine Konstante bezeichnet, diirfen wir a, auch durch irgend­
eine zu ai kongruente Zahl ersetzen. Denn nach Gleichung (4) in § 11 
kommt dies nur dar auf hinaus, daB A eventuell durch eine andere Kon­
stante ersetzt wird. Es gilt demnach der 

Satz 1. Besitzt f (u) nur einfache Pole und bilden die Zahlen 

ein vollstiindiges System dieser Pole mit den zugehorigen meromorphen 
Teilen 

Al A2 A, 
U ~ aI' 1£ - a 2 ' u - ar ' 

so ist 

f(U) = A + AI,(u - a l ) + A 2 ,(u - a2) + ... + Ar'(u - ar), 

wo A eine geeignet zu wiihlende Konstante bedeutet. 
Diese Gleichung stellt, da 

(2) I )" (1 1 tl- a) , (u - a) = ---- + .... ----- + - + -. 
1t - II ~ U - a - w W w2 

ist, offenbar die Partialbruchzerlegung von f(u) VOL 

Betrachten wir z. B. die Funktion 

f (tt) =. (I')/ (tt) ( ) = dd log (p (1~) - So (v)), 
\-IU-,\.IV U 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 12 
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wobei wir unter vein beliebig fixiertes Argument verstehen, welches 
zunachst inkongruent zu - v vorausgesetzt wird, also keiner vollen 
oder halben Periode kongruent ist, so bilden die Punkte 

v, -v, 0 

ein vollstandiges System von Polen von t (u) mit den beziiglichen mero­
morphen Teilen 

1 1 -2 
u-v' u+v' u 

Denn an den Stellen u = v, - v wird (ul(u) - &0 (v) von der ersten 
Ordnung Null und an der Stelle u = 0 von der zweiten Ordnung un­
endlich. Nach Satz 1 ist daher 

(3) . ( s;' (u) ( ) = A + ,(u - v) + qu + v) - 2 C (u). 
sJU-r V 

Ersetzen wir hier u durch - u, so kommt, da (ul (u) gerade ist, aber 
(ul' (u) und C (u) ungerade Funktionen sind, 

(4) - (~()'(u) () =A -,(u+v) -C(u-v) + 2C(u). 
8JU -fJV 

Durch Addition von (3) und (4) erkennt man, daB A = 0 ist. 
Vertauschen wir in (3) die Variable u mit v und addieren die da­

durch entstehende Gleichung zu (3), so kommt 

.!,8J'(u) - SJ'(v) =, (u + v) -, (u) -, (v). 
2 8J (u) - P (v) 

Diese Gleichung wollen wir als Additionstheorem der Funktion '(u) 
bezeichnen. 

Durch Differentiation dieser Gleichung nach u oder v ergibt sich 
das Additionstheorem der (ul-Funktion in den neuen Formen 

1 a (P' (14) - 8J' (V)) sJ (u + v) = (ul (u) -"2 au 8J (14) _ P (v) 

1 a (8J' (14) - fJ' (V)) 
= (ul (v) -"2 8V P (u) - So (v) • 

Nunmehr betrachten wir den Fall, wo t (u) Pole von beliebiger 
Vielfachheit besitzt. Es sei a irgendein Pol von t (u); dann k6nnen wir 
den zugeh0rigen meromorphen Teil von t (u) in der folgenden Form 
ansetzen: 

A A' 21 A" (k - 1) 1 A(k-l) 
(5) u_a-(u_a)2+(u_a)3-+···+(-1)lc-l '(u-a)k . 

N ach (2) besitzt nun die Funktion 

A C (u - a) + A' C' (u - a) + A" C" (u - a) + ... + A<k-l) C<lc-l) (u - a) 

denselben meromorphen Teil an der Stelle a wie t (u). Hieraus schlieBen 
wir in einer zu dem Beweis von Satz 1 ganz analogen Weise den 
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Satz 2. Eine beZiebige elliptische Funktion f (u) Zii/3t sich darstellen 
in der Form 
(6) f (u) = C +.2 {A C (u - a) + A' C' (u - a) + A" C" (u - a) + ... 

a 
-+- A (k-l) C(k-l) (u - a)}, 

wobei die Summe zu erstrecken ist iiber die verschiedenen in einem Perioden­
para,lleZogramm befindZichen PoZe a der Funktion, die dem einzelnen Pole 
entsprechenden Konstanten A, A', ... dem in die Form (5) gesetzten 
meromorphen TeiZe von f (u) zu entnehmen sind und C eine Konstante 
bedeutet.. 

Die Ableitungen von C ki:innen natiirlich durch die 8;)-Funktion und 
ihre Ableitungen ausgedriickt werden, wodurch (6) die Gestalt 

f (u) = C + .2 {A C (u - a) - A' 8J (u - a) - A" go' (u - a) -- ... 
a 

erhalt. 

§ 13. Die Funktion 6(U). 
Integrieren wir die Funktion 

1 ,\1' (1 1 u) C (u) - U = ~ u _ w + -;;; + w~ 
auf einem den Nullpunkt mit irgendeinem Punkte u verbindenden 
Wege, so entsteht 

u 

(I) f ( 1) "r' f ( U) u 1 u2) C(v) - 11 dv = ~ [log 1 - -;;; + -;;; + 2" w2J ' 
o 

wobei der Logarithmus den ganz bestimmten Wert 
u 

log (1- ~) =f~ w v- w 
o 

darstellt. Der gewahlte Integrationsweg muB dabei nur der einen Be­
dingung geniigen, daB er die von Null verschiedenen Periodenpunkte w 
vermeidet. 

Nach den allgemeinen Satzen der Funktionentheorie 1 stellt nun 
das unendliche Produkt 

a(u) = u It {(I - :) e~+H,;r} 
cine ganze Funktion von u vor, welche die Periodenpunkte zu einfachen 
N ullstellen besitzt. Die Gleichung (I) laBt sich folgendermaBen schreiben: 

u 

(2) f( 1) a(u) C (v) - ~- dv = log~, 

o 

1 Vgl. Abschn. I, Kap. 6, § 9. 

12* 
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und die logariihmische Differentiation von a(u) fiihrt auf die Funktion 
'(u) zuriick: 

(3) '(u) = dloga(u) = a'(u). 
du a(u) 

Hiermit ist '(u) und auch 

(4) VJ (u) = _ " (u) = _ d2 10g ai:1 = a'2 (u) - a (u) aU (u) 
~ du2 a 2 (u) 

durch die ganze transzendente Funktion a (u) ausgedriickt. 
Die Gleichungen (3) und (4) stellen die meromorphen Funktionen '(tt) 

und p(u) als Quotienten ganzer Funktionen dar. 
Wir wollen nun die Funktion a (u) naher untersuchen. Was zunachst 

ihre Entwicklung an der Stelle u = 0 angeht, von der wir von vorn­
herein wissen, daB sie fiir jeden endlichen Wert von u konvergieren 
muB, so erhalten wir vermage 

1 u3 u5 

'(u) - -;; = - C2 3 - Ca 5 - ... 
aus Gleichung (2) 

u4 u6 

-c'12-c'30- .. . { uS U12 } 
(5) ()' (u) = ue = u 1 - u4 ~ + 2T ~2 - 3T ~a + - ... , 
wobei ~ die Potenzreihe 

ill _ C2 + C3 2 Cn 2n-4 + 
+' - 12 30 u + ... + 2 n (2 n _ 1) u ... 

bedeutet. Beriicksichtigen wir, daB nach § 7, Satz 3 die GraBen C2 , ca' ... , 
Cn' ... ganze rationale Funktionen von g2 und ga mit rationalen Zahlen­
koeffizienten sind, so erhalten wir aus (5) den 

Satz 1. Die Entwicklung von a (u) an der Stelle u = 0 hat die Gestalt 

(6) a (u) = u + k2 u5 + ka u7 + ... , 
wobei die Koejjizienten ganze rationale Funktionen von g2 und g3 mit 
rationalen Zahlenkoejjizienten sind. 

Die Rechnung gibt fiir die ersten beiden Koeffizienten die Werte 

Die Entwicklung (6) zeigt, daB a (u) eine ungerade Funktion ist: 

Satz 2. Es ist a(- u) = - a(u). 
Wie verhalt sich nun a(u) bei Vermehrung von u urn eine Periode 

w = mIQ)I + m2 Q)2? 

Wir wissen, daB 

, (u + w) = , (u) + 'Y} 

ist, wenn wir zur Abkiirzung 

oder 
a' (u + w) a' (u) 
a(u+w) = a(u) + 'Y} 

'Y} = mI'Y}I + m 2'Y}2 
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setzen. Durch Integration ergibt sich demnach 

oder 
loga(u + w) = loga(u) + rJu + C 

a (u + w) = e'1U+Ca (u). 

Diese Gleichung wollen wir in der Form 

'1 (u+ 3£) 
a(u + w) = Ce 2, a(u) 

schreiben, wobei C eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet. 

Urn C zu berechnen, lassen 'Yir u in den Wert 

erhalten, falls a (;) + 0 ist, 

w 
2" iibergehen und 

C = f a (u + w) } 
l a(u) w 

U=--
~ 

a(~) 
-----

a (- ;r 
1st -; keine Periode, d. h. sind ml und m2 nicht beide gerade Zahlen, 

so ist demnach C = - 1. Wenn dagegen ; eine Periode ist, also m l 

und m2 beide gerade sind, so ist die 1etztere Forme1 nicht anwendbar, 

wei1 dann a (-i) verschwindet. Dann wird also, da a'(u) eine gerade 

Funktion und a' (;) + 0 ist, 

a' (;) 

C = a' (_ ;) = + 1. 

Demnach gilt 

Satz 3. Sind ml und m 2 ganze Z ahlen und wird 

w = mlwl + m 2 w2, 1) = 1nl1h + m 2 tj2 

gesetzt, so besteht die Gleichung 

(7) a (u + w) = ce'l (u+ 'i) a (u) , 

wobei E. = + 1 oder E. = - 1 ist, je nachdem !w eine Periode ist oder 
nicht. 

Da ml + m2 + ml m 2 nur dann gerade ist, wenn ml und m2 es sind, 
so kann E. durch 

ausgedriickt werden. 
Aus Satz 3 folgt speziell, daB 

(8) a (u + WI) = _ e'11 (u+ ~,) a (u), 
( w,) 

'12 u+T 
a (u + ( 2 ) = - e a (u) 

ist; und aus diesen G1eichungen kann man durch wiederholte An­
wendung wieder die allgemeine Gleichung (7) erhalten. 
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Betrachten wir noch den Quotienten 

a(u-b) 
cp ('u) = a (u-a) , 

wo a und b irgend zwei Konstanten bedeuten, so erhalten wir fUr sein 
Verhalten bei Vermehrung von u urn die Periode w aus (7) offenbar die 
Gleichung 
(9) cp (u + w) = e'1(a-b) cp (u). 

Der Quotient cp (u) wird also dabei mit der Konstanten e'1 (a-b) multi­
pliziert. 

§ 14. Darstellung der elliptischen Funktionen durch die 
Funktion 6(U). 

1st f (u) eine elliptische Funktion r-ten Grades und bilden bl> b2 , ••• , br 

ein vollstandiges System von Nullstellen, al> a2 , ••. , ar ein vollstandiges 
System von Polen dieser Funktion, so ist nach § 5, Satz 5 

b1 + b2 + ... + br = a1 + a2 + ... + ar + m1 0)1 + m2 0)2' 

Nun kann ar durch ar + m 1 0)1 + m 2 0)2 ersetzt werden, d. h. al> a2, 

... , ar-I> ar + m 1 0)1 + m 2 0)2 bilden gerade so gut wie al> a2, ... , ar 

ein vollstandiges System von Polen von f (u). 
Wir k6nnen also die Nullstellen und Pole so wahlen, daJ3 

(1) 

ist. 1st dies geschehen, so wird die meromorphe Funktion 

F(u) = a(u-bl )a(u-b2)···a(u-br ) 

a (u - a l ) a (u - a2 ) ••• a (u - ar) 

die Perioden 0)1 und 0)2 besitzen. Denn nach Gleichung (9) des vorigen 
Paragraphen wird 

F (u + w) = e'l(al-b1)+'1(a,-b,)+···+'1(ar-b,.) F (u) = F (u), 

zufolge der Gleichung (1). Nun hat aber f(u) genau dieselben Nullstellen 
und Pole wie F(u). Der Quotient beider Funktionen besitzt also keinen 
Pol und ist folglich eine Konstante. Daher gilt der 

Satz 1. J ede elliptische F unktion f (u) lafJt sich darstellen in der 
Form 

f (u) = C a (u - bl ) a (u - b~) .. '!!lu - bT ) 

a (u - a l ) a (u - a!) ... (J (u - aT) , 

wobei C eine Konstante, bl> b2 , ••• , br ein vollstandiges System von Null­
stellen, aI' a2, ... , ar ein vollstandiges System von Polen der Funktion 
f (u) bezeichnen, die so gewahlt sind, dafJ 

b1 + b2 + ... + br = a1 + a2 + ... + ar 

ist. 
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Betrachten wir beispielsweise die Funktion 

I (u) = p (u) - p (v), 

wo vein beliebig fixiertes von allen Periodenpunkten verschiedenes. 
Argument bedeutet, so k6nnen wir 

b1 = v, b2 = - v, a1 = 0, a2 = ° 
wahlen und erhalten 

a (u - v) a (u + v) 
~ (u) - ~) (v) = C a2 (u)---' 

Urn die Konstante C zu bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten 
dieser Gleichung mit u2 und lassen dann u in Null ubergehen. Auf diese 
Weise kommt 

1 = Ca(- v)a(v). 
Also besteht der 

Satz 2. Fur irgend zwei Argumente u und v gilt die Gleichung 

(2) (0 (u) _ «J (v) = _ a (~ + v) a (~-7!) 
~ ~~ a2 (u) a 2 (v) 

Aus dieser Gleichung folgt leicht der 

Satz 3. Fur die mit den Perioden OJI und OJ2 gebildete Funktion ~ (u) 
sind OJ1 und OJ2 ein Paar primitiver Perioden, d. h. SO (u) besitzt keine 
anderen als die Perioden w = m1 0J I + 1n2 OJ 2• 

1st namlich w irgendeine Periode von ~J (u), so ist 

a (2u + w) a (w) 
SO (u + w) - p (u) = - a2 (u+w)u2(u) = 0, 

und zwar fUr alle Werte von u. Folglich muB a(w) = 0, also w eine 
der N ullstellen von a (u), oder 

w = m1 0JI + m2 OJ 2 

sein, was zu beweisen war. 
Nehmen wir auf beiden Seiten der Gleichung (2) den Logarithmus 

und differenzieren sodann nach u, so kommen wir auf die fruher in § 12 
bewiesene Gleichung 

~/ (u) I 
-() ( ) = , (u + v) T ,(u - v) - 2, (u), 
\.JU-,f'V 

aus welcher wir das Additionstheorem der Funktion '(u) erhielten. 
Eine andere interessante Folgerung aus der Gleichung (2) betrifft 

die Funktion So' (u). 
Lassen wir namlich in der Gleichung 

p(u)-p(v) a(u+v) a(u-v) 
-u-= v -- = - a~ (u) a2(v) ·--u =11 

das Argument v in u ubergehen, so kommt 
, a (2u) 

(3) ~J (u) = -a~Tu)' 
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Wenn wir hier gJ(u) naeh § 13, (4) dureh a(u) ausdriieken, so er­
halten wir naeh leiehter Reehnung das folgende bemerkenswerte 
Funktionaltheorem fUr die a-Funktion: 

a (2u) = a (u) {2a'3 (u) - 3a (u) a' (u) a" (u) + a2 (u) a'" (u)}. 

Als wei teres Beispiel fUr den Satz 1 betraehten wir die Funktion 
f (u) = SJ' (u). Hier konnen wir als N ullstellen und Pole die folgenden 
wahlen: 

und erhalten dann 

, a ( u - ~I) a ( u + WI ~ W2) a ( u _ ~) 
SJ (u) = C a3 (u) . 

FUr die Konstante C ergibt sieh, indem man mit u3 multipliziert und 
sodann 11 = 0 setzt, der Wert 

§ 15. Die Funktionen SJ (u), ; (u), lJ(u) 

als Funktionen von u, Wl, W2. 

Die Funktionen SJ (u), C(u), a (u) sind erst bestimmt, naehdem die 

Perioden WI und w 2 gemaB der Bedingung, daB W2 einen nicht reellen 
WI 

Wert besitzen solI, gewahlt worden sind. Diese Funktionen sind also 
Funktionen von drei Argumenten u, WI> W 2 und mogen als solche mit 

SJ{U/WI ,W2), !;(U/W1 ,W2), a{u/wI ,W2) 

bezeiehnet werden. 
Die Definitionsgleiehung von SJ (u/WI> w 2), namlieh 

(I) 1 ~'( 1 1) SJ (u) = 1,£2 + L; (u _ w)2 - w2 , 

zeigt, daB diese Funktion homogen in ihren drei Argumenten ist. Denn 
fUr einen beliebigen von Null versehiedenen Faktor A gilt offenbar die 
Gleiehung 

(2) 

Analog finden wir aus den Definitionsgleiehungen der !;- und der 
a-Funktion 

(3) 
J !;(AU/AWI , AW2 ) = ~ !;(U/WI' W2), 

1 a{AU/AWI , AW2) = Aa{u/w1, w2)· 
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Es gilt also der 

Satz 1. Die Funktionen ~,), " (J sind homogene Fttnktionen der drei 
Argumente u, WI> W 2 von den beziiglichen Graden - 2, - 1, + 1. 

Infolgedessen lassen sich diese Funktionen leicht auf solche von 
nur zwei Argumenten zuriickfUhren. Wahlen wir namlich in den 

Gleichungen (2) und (3) fUr A den Wert ~, so ergibt sich 
WI 

1 'u W) p(u/wI , w 2 ) = -2(.)1-/1, ~ , 
WI \WI WI 

und hiermit sind die Funktionen auf solche der beiden Argumente 
11 W 2 •• k f"h t 
~~' ~l zuruc ge u r . 

Wir wollen hier noch die Frage behandeln, wann identisch in der 
Variablen U 

(4) 

ist, oder, was dasselbe ist, die Frage: Wann ist die mit den Perioden 
WI> W 2 gebildete Funktion 8;) (u) identisch mit derjenigen, die mit den 
Perioden WI', w 2' gebildet ist? 

Besteht die Gleichung (4), so sind sowohl WI> W 2 wie auch WI', w2' 

nach § 14, Satz 3 primitive Perioden der Funktion p (u), und es fallen 
daher die aus WI und W 2 abgeleiteten Perioden 

(5) w = mlWI + m2 W 2 

v6IIig zusammen mit den aus w/, w2' abgeleiteten 

(6) 

Diese notwendige Bedingung fiir das Bestehen der Gleichung (4) 
ist auch hinreichend. Denn sind die Werte w in ihrer Gesamtheit iden­
tisch mit den Wert en w', so sind nach Gleichung (1) auch die mit den 
PeriodenwI> W 2 bzw. WI', W2' gebildeten p-Funktionen identisch gleich. 

Wir fUhren nun folgende Definition ein: 
Zwei Grof3enpaare (WI> w 2) und (WI', W2') heif3en aquivalent, wenn 

die aus dem einen Paare abgeleiteten Zahlen w in ihrer Gesamtheit vollig 
zusammenjallen mit den aus dem anderen Paare abgeleiteten Zahlen w'. 

Es besteht dann der 

Satz 2. Damit aus den Perioden WI> W2 diesel be p-Funktion ent­
springt wie aus den Perioden wt', w2', ist notwendig und hinreichend, 
daf3 die Grof3enpaare (wI> w 2) und (WI', w2') aquivalent sind. 

Wir wollen jetzt die Bedingung, daB die Gesamtheit der Werte (5) 
mit der der Werte (6) identisch sein solI, naher betrachten, wobei wir 

nur die Voraussetzung machen wollen, daB der Quotient W 2 keine rationale 
WI 

Zahl sei. 
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Sollen die w mit den w' zusammenfallen, so miissen jedenfalls 
Gleichungen folgender Gestalt bestehen: 

(7) 

(8) 

W z' = yWI + oWz, 

Wz = 1" WI' + 0' wa', 

wobei rx, (3, ... , 0' ganze Zahlen bedeuten. Tragen wir die Werte von 
WI', wz' aus (7) in (8) ein, so ergibt sich 

WI = (rx'rx + (3' 1') WI + (IX' (3 + (3' 0) W2, 

W2 = (1" rx + 0'1') WI + (1"(3 + 0' 0)W2' 

und da W2 keine rationale Zahl sein solI, so miissen diese Gleichungen 
WI 

in WI> W z identisch bestehen, d. h. es muB 

rx'rx + (3' I' = 1, rx' (3 + (3' 0 = 0, y'rx + 0' y = 0, 1" (3 + 0' 0 = 1 

sein. Nach dem Multiplikationssatz der Determinanten folgt hieraus 

(rxO - (31') (rx' 0' - (3' 1") = 1 
und daher 

rxo - (31' = ± 1. 

Umgekehrt: Bestehen die Gleichungen (7), wo rx, (3, 1', 0 ganze 
Zahlen der Determinante ± 1 bedeuten, so erhalten wir durch Auf-
16sung dieser Gleichungen 

WI = ± (OWl' - (3w2'), Wz = ± (- I' WI' + rx Wz') , 

und es ist klar, daB jede Zahl w = miwi + mzwz auch (und zwar auf 
genau eine Weise) in die Form mI ' WI' + mz' Wz' gesetzt werden kann 
und umgekehrt, daB also (WI' wz) und (wt', wz') aquivalente Paare sind. 

Satz 3. 1st der Quotient W2 nicht rational, so ist die notwendige und 
WI 

hinreichende Bedingung fur die Aquivalenz der GrofJenpaare (WI> w2) 
und (WI', w 2') das Bestehen zweier Gleichungen der Gestalt 

WI' = rxWI + (3W2' Wz' = yWI + OW2, 

wobei rx, (3, 1', 0 ganze Zahlen der Determinante 

0:0 - (31' = ± 1 
bedeuten. 

Der Satz 2 bleibt offenbar giiltig, wenn wir in seinem Ausspruch 
an die Stelle der so-Funktion die '-Funktion oder die a-Funktion treten 

lassen. Denn da &9(U) = - "(u) und '(u) =~(~i ist, so wird die 

Gleichung (4) gelten, wenn aus dem Paare (WI> wz) dieselbe Funktion 
'(u) oder a(u) entspringt wie aus dem Paare (WI', W2'); und wenn 
andrerseits die GroBenpaare (WI> wz) und (WI', W2') aquivalent sind, so 
folgt die Identitat der Funktionen '(u) bzw. der Funktionen a (u) aus 
den Definitionsgleichungen. 
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Da die Entwicklungen der F unktionen S.) (u), C (u), a (u) an der Stelle 
u = 0 Koeffizienten besitzen, weIche ganze rationale Funktionen von g2 
und g3 sind, so kann man die drei Funktionen auch als Funktionen 
von u, g2' g3 betrachten. Dabei ist allerdings die Variabilitat der Argu­
mente g2, g3 auf soIche Werte beschrankt, fUr weIche die Gleichungen 

(9) 
n'l 

g3 = l40~"!vs (w = mIwI + m2w2) 

durch em Wertepaar (wv w2) mit nicht reellem Quotienten 012 be-
OJ1 

friedigt werden konnen. Da durch die Werte von g2 und g3 die Ent-
wicklung von fJ (tt) an der Stelle u = 0 vollig bestimmt ist und also 
auch die Funktion So (tt) selbst, so werden bei festen Wert en g2, g3 zwei 
verschiedene Losungen (WI, W2) und (WI', w2') der Gleichungen (9) 
nach Satz 2 notwendig aquivalent sein. Die Theorie der Gleichungen (9) 
werden wir spater in Kap. 4 eingehend behandeln. 

Tabellarische Ubersicht zurn 1. Kapitel. 

(1) 

a (u) = u + k2 u5 + ka U? T ... + k n u2n+ 1 + ... ; 

(2) 
1 c2 a Ca 5 en 2-1 I,; (u) = -- - -- u _.- u - ... - -- U n - •.• ; 
u 3 5 2n-l 

1 
SJ (u) = 1~2- + C2 112 + Ca 214 + ... + C n u2 n-2 + .... 

Die Koeffizienten Cn sind ganze rationale Funktionen von g2' ga mit posi­
tiven rational en Koeffizienten, die Koeffizienten k n ganze rationale Funktionen 
von g2' ga mit rationalen Koeffizienten: 

c2 = 210g2' ca = -1slia,"" k2 = - ~~og2' k3 = - 8~Og3"" . 

'1 ' 1 
g2 = 602) w4' ga = 1402) w6 ; 

LI = g2a - 27 g32 ; 

(3) e1=S·{t), e2=s.{~1;_W~), ca=~;)(~2); 

(4) 

1)1 = 21,; (~1), 172 = 21,; (~2); 

1)1012 - 1)2 011 = 2n i . 

f p'2 (u) = 4\;)3 (11) - li2 V (u) - ga = 4 (\.) (u) - e1) (\;) (u) - ~2) (p (u) - ea) ; 

\ S/' (u) = 6p2(u) - tg2' 
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(5) 

(6) 
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p(u + w) = IJ(u); 

C(u+w)=C(u)+1]; 

• TJ (u+"') 
a (u + w) = Ii e 2 a (u) . 

(w = m1 WI + m2 W2, 1] = m1 1]1 + m2 112; 

6 = + I oder - I, je nachdem 

m1 , m2 beide gerade sind oder nicht.) 

a(u + v)a(u- v) 
p (u) - p (v) = - -------a2(u) a2 (v) ; 

,J'(u) 
C (u + v) + C (u - v) - 2C (u) = () .. ( ) ; SJu-pv 

1 
C (u + v) - C (u) - C (v) = l.. s;J'(u) - p/0'l ; 

2 SJ(u)-SJ(v) 

I (P/(U) SJ/(V))2 
p(u + v) = - SJ(u)- SO (v) + 49(U)= p(v) . 

Darstellung der meromorphen Funktionen I (u) mit den Perioden WI' W2 

durch a(u), C (u), SJ (u): 

I(u) = C ___ 1 , (b 1+ b2 + ... +b,= a1 + a2 + ... + a,); 
a(u-a1)a(u-a2) ···a(u-a,) I a(u-b )a(u-b2)·· ·a(u-·b ) 

(7) 1/(U) = C + ~{A C (u - a) +A'C'(U-- a) + ... + A(k-l)C1k-l) (u - a)}; 

I(u) = R(SJ(:), p/(U» = R 1(9 (1£» + SJ'(U) R2(IO(U). 

Zweites Kapitel. 

Die Theta-Funktionen. 
Wir werden jetzt'die im ersten Kapitel betrachteten Funktionen 

durch auBerordentlich stark konvergierende Reihen, die sogenannten 
Thetareihen, darstellen. Diese Darstellung beruht auf einem allgemeinen 
Satze, den wir in § 1 vorausschicken. 

§ 1. Darstellung ganzer Funktionen mit einer gegebenen 
Periode. 

Es sei rp (u) eine ganze Funktion von u mit der von Null verschie­
den en Periode w. lndem wir 

2niu 

(1) e OJ = 4 
setzen, wollen wir untersuchen, wie sich rp (u) als Funktion von 4 ver­
halt. Dabei mage u durch die Punkte einer erst en Ebene, der u-Ebene, 
4 durch die Punkte einer zweiten Ebene, der 4-Ebene, reprasentiert 
werden. Fixieren wir in der letzteren einen vom Nullpunkt verschie­
denen, im Endlichen liegenden Punkt Z; = a, so entsprechen dies em 
in der u-Ebene die Punkte 

u = 2w, (log a + m·2ni) = 2 w'.10ga + mw, 
~z ~~ 
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wo loga den Hauptwert des Logarithmus bezeichnet und m aile ganzen 
Zahlen durchlauft. Da rp (u) die Periode w besitzt, so entspricht dem 
fixierten Werte C = a der cine Wert 

rp(u) =rp(2:~loga); 

d. h. es ist rp (u), angesehen als Funktion von C, eine eindeutige Funktion 
in demjenigen Gebiet, welches aus der ganzen C-Ebene mit AusschluB 
der Punkte C = 0 und C = 00 besteht. 

Wir zeigen nun leicht, daB diese Funktion in dem genannten Gebiete 
regular ist. Es seien namlich a und b entsprechende Punkte der C- und 
der u-Ebene, so daB 

(2) 

ist. Liegt dann ~t in der Umgebung von b, so liegt C in der Umgebung 
von a, und aus (1) und (2) folgt 

~i(u-b), , _ a 
e W = -=1+--

a a 

und also 
w ( , -- a) w (' - a I (' - a)2 ) u-b=-log 1+-- =- --.. ---- + - ... =\15(C-a). 

2n I a 2nz a 2 a 
Aus der Entwicklung von rp (u) in der Umgebung von u = b: 

rp (u) = Co + C1 (u - b) + C2 (u - b)2 + "', 

ergibt sich nun nach dem WeierstraBschen Summensatz 

so daB in der Tat (p (u) fUr die Umgebung von C = a durch eine gewohn­
liche Potenzreihe darstellbar ist. 

Beschreiben wir jetzt in der C-Ebene urn den Nullpunkt als Mittel­
punkt einen Kreis mit beliebig klein gewahltem Radius und einen 
zweiten Kreis mit belie big grof3em Radius, so besteht nach dem Laurent­
schen Satzc fUr die Punkte in dem von beiden Krcisen begrenzten 
Kreisring die folgende Darstellung von rp (u) : 

+CO +00 2:7iu, 

(3) rp (u) = .2; A n Cn = .2; An e -;;;-- n 
n-- co n-- -co 

Es gilt also der 

Satz: Jede ganze Funktion rp(u) von u mit der Periode w liijJt 
sich gemiijJ (3) durch eine Potenzreihe darstellen, die nach Potenzen von 

e w mit positiven und negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitet 
und fur jeden Wert von u konvergiert. 
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§ 2. Bezeichnungen. 
Wir betrachten, wie im erst en Kapitel, Funktionen der Variablen u 

und der GraBen W1> w2 ; dabei wollen wir aber einige neue Bezeichnungen 
gebrauchen, an denen wir ein fUr allemal festhalten werden. Wir 
setzen namlich 

so daB also W und w' die halben Perioden iWI bzw. iW2 bedeuten; 
ferner sei 

W W' 
r=~= 

Wl W 

h = ein" 

u 
IL __ +---,Wt V = 2w' 
o 

Abb.49. 
inu 

Z = einv = e2-;;;-. 

Die Gleichung 'fJl W2 - 'fJ2 Oh = 2ni aus Kap. 1, § 11 stellt sich in 
den neuen Bezeichnungen folgendermaBen dar: 

(1) 'fJ w' - 'fJ' W = i n i. 

Die GraBen WI und W 2 sollen der Bedingung geniigen, daB der 
positive Umlaufungssinn des Periodenparallelogramms (0) durch die 
Eckenfolge 0, W1> WI + W2' W2 gegeben ist. Dies hat zur Folge, daB der 
Punkt W 2 auf derselben Seite der Geraden 0 ... WI liegt wie der Punkt 
iw1. Es ist daher (Abb.49) 

wo r und s reell sind und s> 0 ist. Daher kommt 

r = W2 = r + is 
Wl ' 

s>O 

und 
I hi = I ein(r+is) 1= e-ns < 1. 

Wir bemerken noch, daB wir fUr jeden beliebigen Wert des Ex­
ponenten (} unter he bzw. ze stets ei;n;T!] bzw. ei;n;lJ!] verstehen werden. 

§ 3. Die Funktion {}-t (v). 

Das Verhalten der Funktion a(u) bei Vermehrung von u urn WI 

oder W 2 (Kap. I, § 13, (8)) driickt sich in den neuen Bezeichnungen 
folgendermaBen aus: 

a (u + 2 w) = - e2 '1 (u+W) a (u), a (u + 2w') = - e2 '1'(u+w') a (u). 
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Wir wollen nun die Konstanten a und b so bestimmen, daB die Funktion 

cp (u) = eau'+bu a (u) 

die Periode 2 w besitzt. Da 

<p (u + 2m) = _ e2 (2aoo+'I) (u+00)+b.2w ~~±:?~') = _ e2(2aw'+'1') (u+w')+b.2w' 
<p(~ , <p(~ 

wird, so erreichen wir dies, wenn wir 

a=-~ 
2m' 

b=~ 
2m 

wahlen. Zugleich wird dann, wie eine leichte Rechnung ergibt, unter 
Beriicksichtigung von § 2, (1) 

~ ::r:i,. w' ni u 
<p(u+2m) ---(u+w)+nt- --
~-----c:--:-----'- = - e 0) w = - e 00 

<p (u) 
- Z-2. 

Demnach finden wir 

Satz 1. Fur die Funktion 

(1) 
'1 u2 niu 1]U2. --+- --

cp(u)=e 200 2ooa(u)=e 2wza(u) 

gelten die Gleichungen 

(2) cp(u+2w)=cp(u), cp(u+2W')=-Z-2cp(U). 

Da nun cp (u) eine ganze Funktion von u ist, so haben wir nach § 1 

n=-oo n=-(X) 

Tragen wir dies in die zweite Gleichung (2) ein, so wird 

(
in U\ 

Z = e 2w ) . 

+00 +00 +00 
) ...., )-...., J: A z2n h2n =m(u+'>w')=- A z2n-2=_ A z2n 
~ n T - .::-J n ~ n+l , 

n=-oo n=-co n=-OJ 

woraus durch Koeffizientenvergleichung fUr aIle ganzen Zahlen n die 
Gleichung 

A = - h2n A = - h(n+!j2-(n-!j2 A 
nB n n 

oder 
(_l)n+l h-(n+iJ2AnB = (- l)n h-(n-t)2 An 

folgt. Die linke Seite dieser Gleichung geht dadurch aus der rechten 
hervor, daB man n durch n + 1 ersetzt. Hieraus schlieBt man, daB 

(- 1)" h-(n-t)2 An 

fUr jeden Index n denselben Wert besitzt. Nennen wir dies en Wert C i, 
so wird 

n=-oo 

wobei C eine Konstante bezeichnet. 
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Wir fiihren nun folgende Bezeichnung ein: 

(3) 
+00 (2n-1) 2 

{}l (v) = i 2) (- l)n h -2- Z2n-l, 
n=-co 

und haben dann nach (1) 

a (u) = e 2w Z-1 q; (u) = e 2", C {}l (v). 

Zur Bestimmung der Konstanten C dividieren wir mit u = 2 wv 
und lassen dann u, also auch v, gegen 0 konvergieren. Dadurch kommt, 

weil C'\(V)),,=o = {}l' (0) ist, 

und also 

(4) 

1 = C ~l'(O) 
2w 

Die Reihe, welche {}l (v) definiert, konnen wir noch etwas anders schrei­
ben. Dabei wollen wir ein fUr allemal folgendes verabreden: 

Der Summationsbuchstabe n soIl ,§tets alle ganzen Zahlen (0, ± 1, 
± 2, ... ) durchlaufen, der SummC;".u'~sbuchstabe galle geraden natur­
lichen Zahlen (2,4,6, ... ) und der Summationsbuchstabe valle ungeraden 
naturlichen Zahlen (1,3,5, ... ). Dassdbe soU fur die Buchstaben n, g, v 
gelten, wenn dieselben als laufende Indizes bei einem unendlichen Produkte 
auftreten. 

Nach dieser Festsetzung wird wegen (3) 

{ 
v+1 ,,' -,,+ 1.' } , 

{}dv) = i ~ (_1)-2-h4 zv + ~ (_I)-2-h4 z-v ,u" 

da die Zahlen v und - v zusammen alle Zahlen 2 n - 1 ausmachen. 
Nun ist -v+1 -.+1 

(-1) 2 = (-l)v (-1) 2 = _ (_l)~c-

ZV - z-v = evi:nv - e-vinv = 2i sin (v n v) 
und daher 

v-l ,,2 

(5) v 

{ 
1 9 25 , 

=2 h4'sinnv-h4 sin3nv+h4 sin5nv- + ... j. 

Die Funktion {}1 (v) nennen wir die erste Thetafunktion, die sie de­
finierende Reihe (3) oder (5) die erste Thetareihe. Die Funktion ist eine 
ganze und ungerade Funktion von v. Sie hangt auGer von v noch von 
dem Petiodenverhaltnis r ab; dies werden wir notigenfalls dadurch zum 
Ausdruck bringen, daG wir {}1 (vir) statt {}l (v) schreiben. 
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§ 4. Die Funktionen 61 (u), 62 (U), 63 (u). 

Neben der Funktion {}1 (v) haben wir noeh drei weitere Thetafunktionen 
einzufiihren, die wir am besten an die von WEIERSTRASZ mit a1 (u), 
a2 (u), a3 (tt) bezeichneten Funktionen ankniipfen. Setzen wir in der 
Gleichung 

I 11 (u + u/) 11 (u - u /) 
SJ (u) - SJ (u) = - a2 (u) a2 (u') -

fUr u' eine halbe Periode 
w = mw + m l WI, . 

so daB m und m l ganze Zahlen bedeuten, die nicht beide gerade sind, 
so ergibt sieh 

Nun ist aber 
(~= mrJ + mlrJl), 

und hieraus folgt, wenn u dureh u - ill ersetzt wird, 

a(u+w)= -e 2Tju a( -w)=e 2Tju a(w-u), 
so daB man 

(1) 
_ {e'if U I1 (ro_U)}2 

SJ(u) - SJ(w) = a(u)a(ro) 

erhaJt. Hier nehmen wir nun sukzessiv 

m = 1, m' = 0; m = 1, ml = 1; m = 0, m' = 1, 

setzen a der Reihe naeh 

W=W=(I)l 
2 ' 

Mit den Abkiirzungen 

(2) a (u) = e'lu~~)-u) a (u) = e('1+'1')U I1 (w+w'-u) ( ) _ '1'u a (w'-u) 
1 a(w)' 2 a(w+w') , a3 u - e f-,a(w') 

liefert dann (1) die Gleiehungen 

(3) p (u) - e1 = {~\~}y, SJ (u) - e2 = {~(~;r, SJ (u) - e3 = {:~(~}r, 
weIche in Evidenz setzen, daB jede der drei Funktionen r.) (u) - ek nur 
zweijache Nullstellen und zweijache Pole besitzt. 

Die dureh die Gleichungen (2) definierten Funktionen a1 (u), a2 (u), 
a3 (u) sind ganze Funktionen von u, und zwar gerade Funktionen, wie 
aus der Gleiehung 

e-ijua (u + w) = e'ifua (w - u) 

ersiehtlieh ist. AuBerdem ist naeh (2) 

a1 (0) = a2 (0) = a3 (0) = 1. 
Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 13 
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Unter Beriicksichtigung der letzten Gleichungen und der Differential­
gleichung von fJ (u) folgt durch Multiplikation der Gleichungen (3) 
leicht 

§ 5. Die Funktionen {}2 (v), {}s (v), {}o (v). 

Aus der Gleichung (4) in § 3, namlich 
1J U' 

0" (u) = C e 2ro 1fl (2:)' 
in welcher C eine Konstante, d. h. eine von u unabhangige Zahl bedeutet, 
erhalten wir leicht analoge Darstellungen fiir die Funktionen 0"1 (u), 
0"2(U), O"a(u). 

Setzen wir, wie im vorigen Paragraphen, 

w=mw+m'w', 

so ergibt sich zunachst 
_ a(w-u) C i'ju+lJ(wg-U)'.u(W_U) 

e1J U =--e ~OO"U'--
a(w) a(w) 1 200 

oder nach leichter Rechnung 

(1) 

_ 1}U2. .- _ u _ 
- a (w - u) C- -2- (lJ ro-rolJ)- .u (W - U) e1JU - e OJ e OJ"U'--

a(w) - 1 200 

_ TjU' (m m' ) 
= C e 200 z-m' 1fl 2 + 27: - V , 

wo von der Gleichung 

i} w - OJ 1] = (m 1] + m' 1]') w - (m w + m' w') 1] = - m' 7I:2i 

Gebrauch gemacht ist und C eine Konstante bedeutet. Die Gleichung (1) 
spaltet sich in die drei Gleichungen 

j 
TjU' 

0"1 (u) = Cl e 20> 1fl (~ - v), 
'1u' 

1
0"2 (u) = C2 e ~ Z-l 1fl (-~- + ~- - v), 

'fJu' 

O"a (u) = C3 e ~ Z-l 1fl (; - v) . 

(2) 

Benutzen wir hier die Gleichung (3) von § 3, so kommt 

(2n-l)2 
1fl (~- v) = - 1fl (v - ~) = - i 2J (- 1)'" h -2- (- i z) 2n-l 

n 

(2n-l)2 ~ 

= 2J h 2 Z2n-l = 2 2J h 4 cos ('/I n v) . 
n 
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Set zen wir hierin v - ; fiir v, also zh-t fUr z, so ergibt sich weiter 

(2n-l)2 2n-l 
( 1 T) -- --- 1 f}1 - + - - v = 1: h 2 h 2 Z2n-l = h-"4 Z 1: h(n-l)' z2n-2 

2 2 n n 

= h-i- z 1: h n' in 
n 

und, wenn hier V + t statt v, also iz statt z geschrieben wird, 

f}l(i--V) =h-i-iz 1:(-lthn'z 2n . 
n 

Wir definieren nun drei weitere Thetafunktionen durch die Glei­
chungen 

(2n-l)2 
f}2 (v) = f}2 (vir) = 1: h -,2- Z2n-l 

n 
1 9 25 

= 2h'cosnv + 2h4'cos 3nv + 2h'4cos5nv + "', 
f}3 (v) = f}3 (vir) = 1: h n' z2n 

n 

= 1 + 2hcos2nv + 2h 4 cos4nv + 2h 9 cos6nv + "', 
f}o(v) = f}o(vlr) = 1:(_1)nhn'z2n 

n 

= 1 - 2hcos2nv + 2h 4 cos4nv - 2h 9 cos 6nv + - ... ; 
Dann verwandeln sich die Gleichungen (2) zunachst in 

?]U'l. _ '!L~ 'fJU2 

a1 (u) = C1 e 20> f}2 (v), a2 (u) = C2 e 20> f}3 (v), a3 (u) = C3 e 2w f}o (v), 

wobei C2, C3 neue Konstanten bezeichnen. Bestimmen wir diese und 
C1> indem wir u und daher auch v gegen 0 konvergieren lassen, so kommt 
schlieBlich 

§ 6. Zusammenstellung. 
Wir stellen hier noch einmal die Definitionsgleichungen der VIer 

f}-Funktionen und ihren Zusammenhang mit den a-Funktionen und 
der gJ-Funktion iibersichtlich zusammen. Beziiglich der Bezeichnungen 
bemerken wir folgendes: Die nach der Variablen v genommenenAb­
leitungen der f}-Funktionen sollen durch Striche angedeutet werden, 
so daB z. B. f}o" (v) den zweiten nach v genommenen Differentialquo­
tienten der Funktion f}o (v) bedeutet. Werden diese Funktionen und 
ihre Ableitungen ohne HinzufUgen des Argumentes v geschrieben, so 
meinen wir denjenigen Wert, welcher dem Argumente v = 0 entspricht, 

13* 
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den sogenannten N ullwert der betreffenden Funktion. Endlich solI die 
Funktion {}o (v) auch mit {}4 (v) bezeichnet werden, weil es dadurch mog­
lich wird, mehrere Formeln in eine einzige zusammenzufassen 1. 

Wir haben nun folgende Gleichungen: 

(2n-l)2 
{}dv)=i.2(-I)nh 2 Z2n-l 

n 
1 9 25 

= 2h4sinnv - 2h'sin3nv + 2hT sin5nv - + "', 
(2n-l)2 

{}2 (v) = .2 h 2, Z2n-l 
n 

(1) 
1 9 25 

= 2h4'cosnv + 2h'cos3nv + 2hTcos5nv + ''', 
{}3 (v) = .2 hn' Z2n 

n 

= 1 + 2h cos2n v + 2h4 cos4nv + 2h9 cos 6nv + ... , 
{}o (v) = .2 (- It hn' z2n 

n 

= 1- 2hcos2nv + 2h4cos4nv - 2h9 cos6nv + 
'1U' 'fJU' 

(2 ( ) _ 200 ~ _Q ( ) () 1 ~ _Q () 
) (J U - J>I e 'u'l v, (J k U = ~ e 'u'k+1 V 

'U'l 'U'k+1 
(k = 1,2,3), 

(3) i~ - ek = ak (u) = ~ K (}k+l~ 
P a(u) 2oo{}k+1 (}dv) 

(k = 1,2,3), 

wobei v = 2: ist. 
---_.-

Durch die Gleichungen (3) sind die Wurzeln i P (u) - ek als ein-
deutige Funktionen von u erkliirt. Was die auftretenden Nullwerte an­
geht, so sind diese nach (1) durch die stark konvergierenden Reihen 
darstellbar : 

(4) 
1 {}1'=2n(h~-3hf+5h¥-7hT+ -"'), 

1 9 25 49 

{}2 = 2h'4 + 2h'i + 2h4 + 2hT +"', 
j {}3 = 1 + 2h + 2h4 + 2h 9 + ''', 

{}o = 1 - 2h + 2h4 - 2h 9 + - ... 

§ 7. Zusammenfassende Darstellung der {t-Funktionen. 
Die {t-Funktionen als Funktionen von 'V und T. 

Die vier {}-Funktionen sind spezielle FaIle der von HERMITE ein­
gefiihrten Funktion 

f Q +00 2i",,, (n+ t) +i"',(n+",)2+i"'n~ 
(1) ~,u,,,(v) = .2 e 2 2 , 

n=-co 

1 In der Literatur werden die Funktionen (}l(V), (}2(V) , (}a(V) , (}o(v) auch mit 
(}n(v), (}lO(V), (}oo(v), (}Ol(v) bezeichnet. 
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in welcher wir v, /-l, v als unbeschrankt veranderliche komplexe Variable 
betrachten 1, dagegen 'l' = r + is auf die obere H albebene einschranken 
wollen, d. h. auf dasjenige Gebiet der 'l'-Ebene, welches durch s> 0 
charakterisiert ist. Wir werden weiterhin zeigen, daB (9 p., ~ (v) eine ganze 
Funktion von jeder der Variablen v, /-l, v und eine regulare Funktion 
von'l' in der oberen 'l'-Halbebene ist. Zunachst schreiben wir die Reihe (1) 
in der Gestalt 

+00 (2n+f') 2 

(9 (v) = '" einllv h -2- z2n+f' p,v ~ • 
n=-oo 

Vergleichen wir hiermit die Definitionsgleichungen der #-Funk­
tionen (1) des vorigen Paragraphen, so erkennen wir, daB 

I #1 (v) = - i (91.1 (v), #2 (v) = (91,0 (v), 

l {}3 (v) = (90,0 (v), {}o (v) = (90,1 (v) 
(2) 

ist. Dabei ist zu beachten, daB in den Definitionsgleichungen von {}1 (v) 
und {}2 (v) der Summationsbuchstabe n durch n + 1 ersetzt wird, was 
erlaubt ist, well n aile ganzen Zahlen von - 00 bis + 00 durchlauft. 

Wir wollen nun die Konvergenz der Reihe (1) direkt untersuchen, 
wobei wir sie als Summe der beiden Reihen 

00 2inv(n+~) +in.(n+~)2 +innv 
1p.,,,(v)=2}e 2 2 , 

n=1 

00 2i"'v(-n+~)+i"'.(-n+~f-i"'n" 
gf"~ (v) = 2} e 

n=O 

auffassen. Die Variablen v, /-l, v schranken wir auf beliebige beschrankte 
Gebiete ein, die Variable'l' auf ein beschranktes und einschlieBlich des 
Randes im Inneren der oberen 'l'-Halbebene liegendes Gebiet C'. 

Fur alle in Betracht gezogenen Werte von v, /-l, v, 'l' konvergiert dann 
iede der Reihen Ifl,,,(V) und g",,,(v) absolut .und gleichmafJig. 

Da die Reihe fUr gu,,, (v) aus der fur I-,u, _" (- v) durch Hinzu-

fugung des einen Gliedes /i '" v~ + i "r< (if hervorgeht, so genugt es, 
diesen Satz fur die Reihe If', ~ (v) zu beweisen. 

Nach Abtrennung eines von n unabhangigen Faktors lautet das 
allgemeine Glied von IfI'~(v) 

wo zur Abkiirzung 
A=2v+'l'/-l+v 

gesetzt ist. Wenn nun 

'l' = 'l'1 + i'l'2' A =A1 + iA2 

ist, so wird die untere Grenze der Werte, die 'l'2 im Gebiete C' hat, ein 
gewisser positiver Wert 'l'2' und die untere Grenze der Werte, die A2 fiir 

1 'II bedeutet also in diesem Paragraphen keinen Summationsbuchstaben. 
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aile in Betracht gezogenen Werte von v, ft, v, 'T annimmt, ein gewisser 
Wert A 2' sein. Es ist dann 

Nun ist weiter, wenn n groB genug ist, etwa flir n > N, 

n'T2' n2 + nA 2' n > n, 

weil 'T2' > 0 ist. Folglich ist fUr aIle in Betracht kommenden Werte 

v, ft, v, 'T die Reihe .£ e-n eine Majorante von i ei;nn' + inAn, woraus 
n=N n=N 

die Behauptung folgt. 
Die Reihe efl, v (v) stellt daher eine regulare Funktion jeder Vari­

ablen v, ft, v, 'T dar, solange 'T positiven imaginaren Teil hat, und die 
Ableitungen nach diesen Variablen konnen nach dem WeierstraB­
schen Summensatz durch gliedweise Differentiation der Reihe gebildet 
werden. 

Hiernach bestatigt man sofort, daB e fl' v (v) der partieIlen Diffe­
rentialgleichung 

geniigt. Zufolge (2) geniigt also auch jede der vier '/9-Funktionen dieser 
Differentialgleichung. 

Die Reihe (1) andert sich nicht, wenn wir v durch v + 2 ersetzen. 
Sie nimmt den Faktor e-inv auf, wenn fi urn 2 vermehrt wird und dann n 
durch n - I ersetzt wird. 

Die F unktion e (t, v (v) geniigt daher den F unktionalgleichungen: 

(3) e(t,v+dv) = eft,,, (v), e fl +2,V(v) = e-invep,v (v). 

Eine weitere Funktionalgleichung erhalten wir durch folgende Be­
trachtung: 

Bedeuten fi' und v', ebenso wie ft und v, zwei beliebige komplexe 
Zahlen, so ist der Exponent von e im allgemeinen Gliede der Reihe 

namlich 

( + ') ( + ')2 2 in v n + fl- 2 ~ + in 'T n + ~,/'- + inn (v + v'), 

darsteIlbar in der Form 

2i n (v + v' +t' T)( n + ~) + i n 'T ( n + ~ r + inn v + in fi' v 

. fl-'2 • fl- v' + 2n 4 't"-2n 2 · 

Daher befriedigt die Funktion el',v(v) die Gleichung 
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oder in anderer Schreibweise 

(5) 

• ,nv' It''/, '+ I 'l.,;r:---e (v + v_~ \ = e 2 h 4 z- fl' e ' , (v) 
u.v 2) 1'+1' • v+v • 

Durch die Gleichung (4) kann die Funktion e",v(v) auf jede andere 
solche Funktion mit beliebig vorgeschriebenen Werten von f-l und v, 
z. B. auf die Funktion eo,o(v), also auf {}3(V), zuriickgefiihrt werden. 

§ 8. Verwandlungsformeln und Nullstellen der vier 
{}o-Funktionen. 

Nehmen wir in der Gleichung (5) des vorigen Paragraphen fUr 
IU, V, f-l', v' ganze Zahlen der Reihe 0, 1,2 und beriicksichtigen wir dabei 
die Gleichungen (3) und (2) desselben Paragraphen, so erhalten wir 
ein System von Gleichungen, welches wir in nachfolgender Tabelle 
iibersichtlich zusammenstellen. 

Zur Abkiirzung setzen wir: 

1 (inT . )' -'4 - -4-+~nv 

m = h Z-l = e , 

Verwandlungstabelle der {}o-Funktionen. 

1 v+~ Iv+!+~1 v + 1 I v+l+T v+ 2 V+T 
2 

I 

if l 11s i m ifo I m ifa - if l - k ifl k if l 
1 

if2 - if l m ifa I 
- i m ifo - if2 k if2 - k if2 

ifa ifo m if2 i i m if l ifa k ifa k ifs 

ifo I ifa i m if l 
I m if2 ifo - k ifo - k ifo 

Diese Tabelle ist so zu verstehen: Wollen wir {} tX (v + -i + f12T) 

bestimmen, so haben wir diejenige Horizontalreihe der Tabelle zu 
nehmen, vor welcher {}rx steht, also die erste, zweite, dritte oder vierte, 
je nachdem (J. = 1,2,3 oder ° ist. In dieser Horizontalreihe steht der 

zu bestimmende Wert in der mit v + ~ +f12T iiberschriebenen Vertikal­

reihe. Z. B. ist also 
( inT . ) 1 T - -4-+~n!) 

{}1(v+ 2-+ 2 )=m{}3=e {}3(V), 

{}2 (v + -r) = k {}2 = e- (iltT + 2iltv) {}2 (v) , 
usf. 

Wir fUgen dieser Tabelle noch eine zweite hinzu, welche die Null­
stellen und die ihnen entsprechenden Werte von Z2= e2iltv fUr die Theta­
funktionen enthalt. 
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Nach (2) in § 6 hat {}1 (v) dieselben Nullstellen wie a (u) = a (2 wv); 
d.h. {}l(V) verschwindet fUr 2wv=n·2w+n l ·2w' oder fiir 

v = n + n'T, 

wo n und n' aIle ganzen Zahlen von - 00 bis + 00 zu durchlaufen 
haben. 

Die Nullstellen der ubrigen Thetafunktionen lesen wir aus der vor­
stehenden Tabelle abo Z. B. haben wir 

{}2 (v + t) = - {}1 (v) , 

und dahererhalten wir die Nullstellen von {}2(V), wenn wir diejenigen 
von {}1 (v) urn i verrnehren. So entsteht die folgen~e 

Tabelle der NuIlsteIlen der iJ.-Funktionen. 

n + n'T 

1 
n + n'T +"2 

I I T 
n+nT+"2+"2 

n + n'T 
T +-2 

Diese Tabellen werden wir weiterhin zu benutzen haben. 

§ 9. Darstellung von eu ell, es und L1 

durch die Nullwerte der iJ.. 
u I 

In der Formel (3) aus § 6 setzen wir u = w, also v = - = --
2w 2' 

u I T 
und sodann u = w + w', also v = 2w ="2 +"2; dann folgt fUr 

wobei zu beachten ist, daB {}4 (v) dasselbe wie {}o (v) bedeutet. 
Die erste dieser Gleichungen wenden wir an fur k = 2, 3, die 

zweite fur k = 3. Die auftretenden Werte der {}-Funktionen konnen 
wir dann vermoge der Verwandlungstabelle des vorigen Paragraphen 
auf die Nullwerte zuruckfUhren; z. B. ist {}a (v + i) = {}o (v) und daher 
({}h) = {}o (0) = {}o· 
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Auf diese Weise finden wir 

1}a (-}) 

1}1 ( ! ) 
1}o (-}) 

1}1 (-~) 

1}o(-}+~') 

1 1}1' 1}o 

2 w 1}a 1}2' 

1 1}t' 1}a 
2 w 1}o ff-;" 

1 1}1' 1}2 
2 W 1}o 1}a' 

Durch diese Gleichungen ist je ein bestimmter unter den beiden 
Wert en der Quadratwurzeln -V ei -e~ als eindeutige Funktion des 
Periodenverhaltnisses l' in der oberen T-Halbebene dargestellt, wenn 
wir die Gleichungen (4) von § 6 heranziehen. 

Urn ek direkt zu berechnen, setzen wir die Gleichung (3), § 6 in 
die Form 

1}" v 2 

l+~·'+·.· 
-V SO (2 wv) - ek = 2~ :k;,~ :a-

+ 1 ' 
v ~6' -j-'" 

1 

1 ( ( 1)" 1 1} '") v 2 \ 
= 2 w v 1 + 1}::: - '3- ;1' T + .. ")-

Da die Entwicklung von ~J(2 wv) an der Stelle v = 0 kein kon­
stantes Glied enthalt, so ist - ek das konstante Glied in der Entwick­
lung des Quadrats der rechten Seite vorstehender Gleichung nach 
Potenzen von v. Dies ergibt: 

(2) (k = I, 2,3). 

Da die Summe e1 + e2 + e3 verschwindet, so folgt 

(3) 

Nun erhalten wir aus den Differentialgleichungen 

a~1}_f.1Jl = 4in a1}Jv)?~1}J~l = 4in!21} (v) 
av2 aT' ava aVaT ' 

denen die vier -e-Funktionen geniigen, fiir v = 0 die Gleichungen 

(4) .QII-4' afh 
'V'k - t n aT ' 

.Q IIf _ 4' 'a{}I' 
'V'l - tn aT ' 

so daB die Gleichung (3) in der folgenden Weise geschrieben werden 
kann: 
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Dureh Integration folgt hieraus 

{}l' = C {}2 {}3 {}r;, 

wo C eine von 'l' unabhangige GroBe bedeutet. Diese bestimmen wir, 
indem wir die Entwieklungen (4) des § 6 eintragen: 

t 1 
2 n (h - + ... ) = C (2 h4 + ... ) (1 + ... ) (1 - + ... ) , 

und die Anfangsglieder auf beiden Seiten vergleiehen. Es ergibt sieh 
C = n und damit die wichtige Relation: 

(5) 

Vermoge derselben stellen sieh nun die Ghiiehungen (1) folgender­
maBen dar: 

(6) te~-- e2 = 2nO) {}02, i e1 - e3 = 2nO) {}32 , i e2 - e3 = 2nO) {}22, 

wahrend man auf Grund der Gleichungen (4) fUr die Werte (2) der 
ek erhalt 

dlog -&3) 
d. ' 

Die Multiplikation der Gleiehungen (6) ergibt fur die Diskrimi­
nante LI (vgl. S. 168) die Darstellung: 

(8) <!If _ 2 ( n )3 {} 2 {} 2 {} 2 _ n {}' 2 1 LI - 20) 0 3 2 - 40)3 1 • 

§ 10. Darstellung der {}-Funktionen durch 
unendliche Produkte. 

Die Funktion {}3(V) ist als Funktion der Variablen z2=e2in t> regular 
fur alle endliehen von Null versehiedenen Werte von Z2. 

(1) 

(2) 

Ihre N ullstellen bilden naeh § 8 die beiden Punktfolgen 

z2=-h-1, 

Z2 = - h, 

.. -, 

... , 

von welchen die erste den Haufungspunkt Z2 = 00, die zweite den 
Haufungspunkt Z2 = 0 besitzt. Die Punkte Z2 = 00, Z2 = 0 sind also 
wesentIieh singulare Stellen der Funktion. 

Naeh einem Satz der allgemeinen Funktionentheorie 1 stellt nun 

1 Vgl. Abschn. I, Kap. 6, § 9. 
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eine ganze Funktion von x mit den Nullstellen av a2, a3 , ... vor, wenn 
die Reihe I I I -- + - + --- + ... 

a 1 a2 a3 

absolut konvergiert. Nun ist I hi < 1 und daher 

11 = (1 + hz2) (1 + h3z2) (1 + h5z2) ... 

eine ganze Funktion von Z2, welche genau die Punkte (1) zu Nullstellen 
hat. Ebenso wird 

12 = (1 + hz-2) (1 + h3 z- 2) (1 + h5z- 2) ... 

eine ganze Funktion von Z-2 sein, die als Funktion von Z-2 ebenfalls 
genau die Punkte - h-1 , - h-3, - h-5, ... zu Nullstellen besitzt. Als 
Funktion von Z2 betrachtet, ist demnach 12 in der ganzen Ebene mit Aus­
schluB der Punkte 0 und 00 regular und hat dort genau die Punkte (2) 
zu Nullstellen. 

Die Funktion 
00 

I (v) = 11/2 = II(l + h2n - 1 Z2) (1 + h2n - 1 Z-2) 
n=1 

= II (1 + h'- Z2) (1 + h'- Z-2) 

ist daher, als Funktion von v betrachtet, eine ganze Funktion mit den­
selben Nullstellen wie {}3(V). Wie verhalt sich I(v) bei Vermehrung 
von v urn 1 oder urn 't'? Da Z2 = e2i"v bei Vermehrung von v urn 't' den 
Faktor h2 erhalt, so ist offenbar 

I (v + 1) = I (v) 
und 

I (v + 't') = II (1 + hv+2 Z2) (1 + h,·-2 Z-2) 
,-

= I : :~1;-2 II(l + h' Z2) (1 + hV Z-2) = h-1 Z-2 I (v). 
v 

Genau so verhalt sich aber nach der Verwandlungstabelle in § 8 

die Funktion{}3(v), und folglich ist ~3(~) eine Funktion von v, welche 

keinen Pol und die Perioden 1 und 't' besitzt und daher eine Konstante 
ist. Somit kommt 

{}3 (v) = C II (1 + h V Z2) (1 + h'- Z-2), 
,-

wo C eine Konstante, d. h. einen von v unabhangigen Wert bedeutet. 
Nach der Verwandlungstabelle in § 8 folgt hieraus weiter: 

{}o (v) = {}3 (v + -}) = C II(l - h" Z2) (1 - h V Z-2), ,. 

v 

1 

{}1 (v) = - {}2 (v + t) = -i C h' z II (1 - hv+1 Z2) (1 - hv- 1 Z-2), 
v 
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oder in anderer Anordnung und nach leichten Umformungen: 
J z - Z-l 

{}1 (v) = C h4 --. - II (1 - hg Z2) (1 - hg Z-2), 
t g 

I 

{}2 (v) = C h4 (z + Z-l) n (1 + hg Z2) (1 + hg Z-2), 
(3) g 

{}3 (v) = 

{}o (v) = 

C II (1 + hV Z2) (1 + h" Z-2), 
v 

C II (1 - hV Z2) (1 - hV Z-2), 

wobei gemaB friiherer Verabredung g die geraden Zahlen 2,4,6, ... 
und ')I die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, ... durchlaufen muB. 

Da z = einv ist, so ki:innen die Faktoren z -. Z-l resp. Z+Z-l durch 
t 

2 sinnv resp. 2 cosnv ersetzt werden. 
Urn die Konstante C zu bestimmen, setzen wir in den Formeln (3) 

v = 0, wobei wir die erste dieser Formeln noch vorher durch v divi­
dieren. Dadurch kommt zunachst: 

(4) 

Jc 
{}1' = 2nC h4 II(l - hg)2, 

g 

{}2 = 2 C hi IT (1 + hY)2, 
g 

{}3 = C II (1 + hV)2 , 
v 

{}o = C II (1 - hV)2 . 

Wir tragen diese Ausdriicke in die Relation § 9, (5) 

{}l' = n{}2{}3{}O 

ein und erhalten 

II (1 - hg)2 = C2 II (1 + hg)2 II (1 - h2v)2. 
g g v 

Es ist aber weiter 

II(l - hg)2 = II(l - h2g)2 II(l - h2v)2, 
g g v 

weil die geraden Zahlen g mit der Gesamtheit der Zahlen 2 g und 2 ')I 

iibereinstimmen. Somit folgt 

C2 JI (1 + hg)2 = II (1 - h2g)2 = II (1 + hg)2 (1 - hg)2 
g g g 

und schlieBlich 
C = II(l - hg), 

g 

wobei beriicksichtigt ist, daB gemaB (4) in § 6 der Nullwert {}3 fiir 
h = 0 in + 1 und also aueh C naeh (4) fiir h = 0 in + 1 iibergehen 
muB. 
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Fur f}l' ergibt sich nun aus (4) die Darstellung 
1 

f}l' = 2 n h4 II (1 - hu)a 
(J 

und demnach fUr L1 nach (8) des vorigen Paragraphen 

(6) L1 = (~-t h2 If (1 - hU)24. 

Diese Formel setzt die Tatsache in Evidenz, daB L1 fill jede zulassige 
Wahl der Perioden 2 W, 2 w' von Null verschieden ist. 

§ 11. Einige zahlentheoretische Anwendungen 
der erhaltenen Resultate. 

Da der Nullwert der Funktion f}a durch die Reihe 

dargestellt wird, so ist 

(1) 
00 

f}a4 = Z hn,2+n,2+ns'+n.' = Z e (m) hm, 
m=O 

wo e(m) angibt, wie viele Losungen die Gleichung 

m = n 1 2 + n22 + n32 + n42 

in ganzen Zahlen n1 , n2, na, n4 besitzt. 
Nun ist andererseits nach § 9, (6) und (7) 

f} 4 = (2W)2 (e _ e) = ~(~g#o __ qIog#2) = ~ ~(log #0) 
3 n 1 3 n \ d. d. n d. {}2 

oder, da 
d d dh d . 
-=-·-=-·htn 
d. dh d. dh 

ist, 

(2) f}a4 = - 4h ddh (log !:) = 4h ddh (log !:). 
Setzen wir hierin die Produktdarstellungen (4) des vorigen Para­

graphen fur f}2 und f}o ein, so wird 

1 II (1 + hg)2 1 II (1 - h2g)2 ,II (1- h2g)2 
{}2 2hT g 2h4 g 2h4 g ___ _ 
7J~ = II (1 - h·0)2 = -II (1 - hg)2 II (1 - hP )2 = II (1 - h')2 , 

l' g V r 

wo r alle naturlichen Zahlen durchlauft, und (2) geht uber in 

II (1 - h2g ) 

(}a 4 = 1 + 8 h ddh log -""rr-(~l--~h~r) 
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Die Weiterfiihrung der Rechnung liefert 
n rhr n 2gh2g 

{fa 4 = 1 + 8.L.J I _ hr - 8.L.J I _ h2 g 

r g 

= 1 + 8,,2 ,,2rhrrl - 8,,2 ,,22gh2grl, 
r r' g r' 

wo r' ebenso wie r alle natiirlichen Zahlen durchHiuft, und schlieBlich 
00 00 

(3) IN = 1 + 8,,2 f/J (m) hm - 8,,2 f/J' (m) hm. 
m=l m=l 

Hier gibt f/J (m) die Summe aller Zahlen r, die bei alien moglichen 
Darsteliungen von m in der Form m = rr' auftreten, und f/J' (m) die 
Summe alier Zahlen 2 g, die bei alien moglichen Darsteliungen von m 
in der Form m = 2 gr' auftreten. Es bedeutet demnach f/J (m) die 
Summe alier positiven Teiler von m und f/J' (m) die Summe alier durch 
4 teilbaren positiven Teiler von m. 

Die Vergleichung der beiden Entwicklungen (1) und (3) ergibt nun 

d. h.: 
g (m) = 8 { f/J (m) - f/J' (m)} (m= 1, 2, 3, ... ), 

Eine natiirliche Zahl mist so oft als Summe von vier Quadraten ganzer 
Zahlen darstellbar, als das 8fache der Summe derjenigen positiven Teiler 
von m betriigt, die nicht durch 4 teilbar sind. 

Z. B. ist fiir m = 3 die Summe der nicht durch 4 teilbaren positiven 
Teiler 1 + 3 = 4, und in der Tat hat 3 die folgenden 32 Darstellungen: 

3 = 02 + (± 1)2 + (± 1)2 + (± 1)2 = (± 1)2 + 02 + (± 1)2 + (± 1)2 

= (± 1)2 + (± 1)2 + 02 + (± 1)2 = (± 1)2+ (±1)2+ (±1)2+02, 

und keine weiteren. 
Der Satz lii.Bt sich noch in anderer Form aussprechen. Es sei 

m= 2"'m1 , 

wo m1 ungerade ist, und es seien <51> <5 2, ... , <5r die positiven Teiler von m1 , 

also zugleich die ungeraden positiven Teiler von m. 1st dann (t. = 0, 
also m ungerade, so sind <51> <5 2, ••• , <5r zugleich alle nicht durch 4 teil­
baren positiven Teiler von m. Wenn dagegen (t. > 0, also m gerade ist, 
so treten zu ihnen noch die Teiler 2 <51> 2 <5 2, ••• , 2 <5r von m als nicht 
durch 4 teilbare positive Teiler hinzu. Also folgt: 

Eine natiirliche Zahl mist so oft als Summe von vier Quadraten ganzer 
Zahlen darstellbar, als das 8 fache oder 24fache der Summe ihrer ungeraden 
positiven Teiler betriigt, J'e nachdem m ungerade oder gerade ist. 

Dieser tiefliegende zahlentheoretische Satz ist zuerst von JACOBI 
aus der Theorie der elliptischen Funktionen abgeleitet worden. Der 
beriihmte Satz von LAGRANGE, daB jede positive ganze Zahl sich als 
Summe von vier Quadratzahlen darstellen lii.Bt, ist natiirlich in diesem 
Jacobischen Satze enthalten. 
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Eine andere interessante Folgerung ziehen wir aus der Gleichung 

(4) {}3 (v) = II (1 -- hg) II (1 + h" Z2) (1 + hV Z-2) = 2) hn2 z2n, 
g n 

die fUr veranderliche Werte von h und z gilt, in diesen Variablen also 
eine reine Identitat darstellt. Sie kann iibrigens als solche auch un­
abhangig von der Theorie der elliptischen Funktionen nachgewiesen 
werden. 

In (4) sei .1. 
Z2 = _ X2, 

]l 

h = x', 

wobei x eine Variable bedeutet. Dann wird das Produkt, wenn wir noch 
g = 2 r, 'V = 2 r - 1 setzen, 

00 3 1 ~ 1 co 
II(I- x3.) (1- x3'-,+,) (1- x3'-'-1f) = II(I-x3.) (l_x3r- 1 ) (l-x3.-2), 

.=1 7=1 

und die Summe geht liber in 
+co Sn2 t 

2)x 2 (- X2)n. 

n=-oo 

Da nun die Zahlen 3 r, 3 r - 1, 3 r - 2 zusammen wieder alle 
natiirlichen Zahlen r ausmachen, so folgt 

co +co Sn2+n 

II (1 - xr) = 2) (- l)n x 2 = 1 - x - x2 + x5 + x7 -- •••• 

r=1 n=-co 
Diese bemerkenswerte Gleichung riihrt von EULER her, der sie zuerst 

aUf empirischem Wege fand und dem es erst nach langjahrigen Bemiihun­
gen gelungen ist, sie zu beweisen. 

Die Vergleichung der beiden Darstellungen von {}1' in den Formeln 
(4), § 6 und (5), § 10 lehrt, wenn wir h2 mit x bezeichnen, daB ferner die 
Entwicklung 

co co 
11 (1 - xr)3 = 2) (_I)r-1 (2r-l) x ~ = 1 - 3 x + 5 x3 - 7 x6 + ... 
r=1 .=1 

gilt. 
Eine weitere zahlentheoretische Anwendung werden Wir m § 13 

kennenlernen. 

§ 12. Partialbruchzerlegungen von; (u) und 8;) (u) als 
Funktionen von Z2. Darstellungen von 1/, g2, Y3. 

Aus der Gleichung (2) in § 6 
1),,2 

2w ~-
(] (u) = ii' e {}1 (v) 

1 

ergibt sich durch logarithmische Differentiation die folgende Darstellung 
von C(u): 

1] u 1 d C (u) = - + --- - log {} (v) 
w 2w dv l' 
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in welche wir die Produktentwicklung (3), § 10 von {}1 (v) eintragen 
wollen. Auf diese Weise kommt nach leichten Umformungen: 

'T} u i:n; z + Z-1 i:n; '" ( kg Z-2 kg Z2 ) 
(1) '(u) = --w+ 2w z- Z-1 +--w L.; 1- k g z-2 -1- k g z 2 

g 

( i~",:) 
z=e . 

Dies lieferl offenbar die Partialbruchzerlegung der Funktion 

wenn sie als Funktion von 

angesehen wird. 
Da 

inu 

Z2 = e2inv = e ro 

ist, so HiBt sich (1) auch in der Form 

'T} u:n; in '" ( kg Z-2 kg Z2 ) 
(2) '(u) = W + 2w cot:n:v + -;;;L.; 1 _ kg Z-2 - 1 _ kgz2 

g 

schreiben. Die hier auftretenden Summen 

:>: kg Z-2 
und 5-

2 - ~ 1- k g z 2 
g 

( i2"'roU) 
z=e 

konvergieren absolut und gleichmaBig in jedem beschrankten Bereich 
der z2-Ebene, fUr den der Nullpunkt weder innerer Punkt noch Rand­
punkt ist und in welchem auBerdem kein Glied der betreffenden Summe 
einen verschwindenden Nenner hat. Denn ist z. B. fiir die Summe 51 
der Bereich B ein solcher Bereich und M das Maximum von I Z2 I in 
diesem Bereich, so gilt 

I kg Z2 I M I k I g 

1 - kg Z2 I < 1 _ M I k I g < M' I h I g, 

sobald g geniigend groB ist und M' eine positive Zahl bedeutet, die 
urn beliebig wenig gr6Ber als M fixiert worden ist. Demnach ist im 
Bereich B fUr hinreichend groBes G die Reihe 

eine Majorante von 
M' I h IG + M' I h IG+l + ... 

00 

'\, kg Z2 

L.; 1- kg Z2' 
g=G 

und hieraus folgt die absolute und gleichmaBige Konvergenz von 51 im 
Bereiche B. Die analoge Betrachtung gilt fUr 52' 
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Wird nun Z2 auf den Kreisring 

(3) 

eingeschrankt, so ist fiir jede gerade natiirliche Zahl g sowohl hg Z-2 

als auch hg Z2 absolut kleiner als 1, und die Glieder der Summe in (2) 
ki:innen nach Potenzen von z entwickelt und dann die Terme, welche 
dieselbe Potenz von Z2 enthalten, zusammengezogen werden. 

So erhalten wir 

n in " '\' C (2m v) = 2'YJ v + 2w cot n v +w L:.J L:.J (hrg z-2r - hrg Z2T) 

g r 

n in2) h2r 
= 2'Ylv + - cotn v + - --- (z-2r - z2r) ., 2w W I_h2r 

1 

oder 
co 

n 2n" h2r 
(4) C (2m v) = 2'YJ v + 2w cot n v + OJ.L.; r:"':"-h 2r sin (2r n v). 

1=1 

Den Punkten des Kreisringes (3) entsprechen in der v-Ebene die 
der Bedingung 

I e2in , I < I e2irrv I < I e- 2irr , I 

geniigenden Punkte. Setzt man 

so wird diese Bedingung 

oder, was dasselbe ist, 

d.h. die Entwicklung (4) ist giiltig fiir den Parallelstreifen der v-Ebene, 
welcher von den Parallelen zur reellen Zahlenachse durch die Punkte 
< = <1 + iT2 und T = <1 - i<2 begrenzt wird. 

Wir wollen nun die beiden Seiten der Gleichung (4) an der Stelle 
v = 0 entwickeln und die beiden Entwicklungen vergleichen. 

Die Entwicklung von C (2 mv) lautet nach der tabellarischen Uber­
sicht zum 1. Kap., (2) 

C (2m v) = _1 __ g2 (2mv)3 - k (2mv)5 - ... 
2wv 60 140 

Bei der Entwicklung der rechten Seite von (4) haben wir zu beriick­
sichtigen, daB 

1 nv (nv)3 2 (nv):; 
cot (nv) = 1I:V -:3 - ~ - -45.21 - ... 

Hurwitz·Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 14 
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ist. Die Vergleichung der Koeffizienten von v, va und v5 liefert nun die 
folgenden Darstellungen von 'Yj, g2 und ga: 

1/: 2 ( 1 ~ r h2r ) 
'Yj = co 12 - 2.L.; 1- h2r ' 

r=l 

(5) 

Die Vergleichung der h6heren Potenzen von v ergibt ahnliche Dar­
stellungen fUr die Summen 

~' 1 ~' 1 
cn = (2n - 1).L.; w2n = (2n - 1).L.; (2m w + 2m' w')2n' 

Durch Differentiation der Gleichungen (1) und (4) ergeben sich 
analoge Entwicklungen von f.J(u) und f.J(2wv) mit denselben Gilltig­
keitsbereichen. 

§ 13. Entwicklungvon Yf.J(u)-ek. 

Die Entwicklung (1) von C (u) im vorigen Paragraphen gestattet, 
die Funktionen Y f.J (u) - ek in ahnliche Reihen zu entwickeln. Wir 
,wollen hier insbesondere (vgl. (3) in § 6) die Funktion 

betrachten, urn in Erganzung von § 11 von der entstehenden Entwick­
lung eine interessante zahlentheoretische Anwendung zu machen. 

Die Funktion cp (u) geniigt den Gleichungen 

cp(u + 2 w) = - cp(u) , cp(u + 2 w') = cp(u) , 

wie die Verwandlungstabelle der'l?-Funktionen in § 8 zeigt. Denn der 
Vermehrung von u urn 2w bzw. 2w' entspricht die Vermehrung von v 
urn 1 bzw. T. Die Funktion cp(u) hat daher die Perioden 4 w und 2 w', 
und da sie im Periodenparallelogramm 

(0, 4 w, 4 w + 2 w', 2 w') 

nur die beiden Pole u = 0, u = 2 w mit den Residuen 1 und - 1 be­
sitzt, so ist nach Rap. 1, § 12 

(1) cp (u) = Yf.J (u) - ea 

= C (u/4w, 2w') - C (u + 2w/4w, 2w') + C, 
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1 
wo C eine Konstante bedeutet. Da cp (u) - u nach § 9 an der Stelle 

u = 0 verschwindet, so ist ferner 

c= C(2w/4w,2w'), 

d. h. gleich dem Werte von 'Yj, der den Perioden 4 w, 2 w' entspricht 
(vgl. Kap. 1, § 11, (3)). Diesen Wert wollen wir zur Abkiirzung mit 'i/ 
bezeichnen. 

Die Entwicklung (1) des vorigen Paragraphen liefert, indem wir W 

2in-~- 2in~ 
durch 2 w, also Z2 = e 200 durch z und h2 = e 00 durch h ersetzen 

co 

, fj u in z + 1 i n ~ ( hr Z-l hr z ) C(u/4w 2w) =-+--+- ~----------, 2w 4wz-l 2w I-h r z-1 I-hr z' 
r=l 

und hieraus folgt 
C (u + 2w/4w, 2w') 

weil z in - z iibergeht, wenn u durch u + 2 w ersetzt wird. Die vor­
stehenden Entwicklungen ergeben nach Eintragung in (1) und leichter 
Umformung 

,/--- 1 IV Do (v) 
V SJ (u) - e3 = 2w Do Dl (v) 

_ in{_1 ); (_~~_ _ hrz )} 
- W Z_Z-l + ~ I_h2r z-2 I_h 2r z 2 , 

r=l 

und dies ist die gewiinschte Entwicklung. 
u in 

Setzen wir hierin u = w, also z = ein2w = e 2 = i, so finden wir 

oder 

Die linke Seite ist 

(2) -&32 = (2hn')2 = 2 hn1'+n.', 
n n},n2 

die rechte Seite 

(3) 
~ hr ~ h3r 

1 + 4.LJ 1 _ h4r - 4.LJ 1 _ h4, 

= 1 + 4 ~ ~ h(4r'-3)r - 4 1: ~ h(4r'-1)r, 

r r' r r' 

wo r' wie r alle natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ..• durchlaufen muB. 
14* 
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Vergleichen wir in den beiden vorstehenden Gleichungen (2) und (3) 
die Koeffizienten von hm auf den rechten Seiten, so erhalten wir den 
Satz: 

Die Amahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl m als Summe 
von zwei Quadraten ganzer Zahlen ist gleich dem vierjachen Uberschu[J 
der Anzahl der positiven Teiler von m, welche die Form 4 k + 1 haben, 
iiber die Amahl der positiven Teiler von m, welche die Form 4 k + 3 
haben. 

Der Fermatsche Satz, daB jede Primzahl von der Form 4 k + 1 
sich auf genau eine Weise 1 als Summe zweier Quadrate natiirlicher 
Zahlen darstellen laBt, ist ein spezieller Fall des vorstehenden Satzes. 

Drittes Kapitel. 

Die elliptischen Funktionen J acobis. 
Fiir manche Anwendungen der elIiptischen Funktionen ist es zweck­

maBig, statt der WeierstraBschen Funktipn ~o{u) die von JACOBI mit 

(1) sin am (u), cos am (u), Llam(u) 

(Sinus amplitudinis, Cosinus amplitudinis, Delta amplitudinis) bezeich­
neten Funktionen zu gebrauchen. Da die Kenntnis dieser Funktionen 
iiberdies fUr das Verstandnis der alteren Literatur iiber elliptische 
Funktionen erforderlich ist, so wollen wir sie in diesem Kapitel naher 
betrachten. Was die Bezeichnung betrifft, so hat GUDERMANN statt 
der Jacobischen Bezeichnungen (1) die kiirzeren 

snu, cnu, dnu 

eingefiihrt. Wir werden die drei Funktionen (1) noch kiirzer der Reihe 
nach mit 

s (u), c (u), Ll (u) 2 

bezeichnen. 

§ 1. Definition der Funktionen s (u), c (u), Ll (u). 

Es bezeichne T = r + is einen ·beliebig fixierten Wert, fiir welchen 
s> 0 ist. 

Fiir w wahlen wir eine sogleich naher anzugebende, von T abhangende 
Zahl und fUr w' sodann den Wert 

(1) w' = WT. 

1 Dabei wird von der Reihenfolge der Basen der beiden Quadrate abgesehen 
2 L1 (u) hat nichts mit oder piskriminante L1 zu tun. 
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Wir definieren nun die Jacobischen elliptischen Funktionen durch 
folgende Gleichungen: 

I" s (u) = aM = 2w {}o {}l(v) 
a.3 (tt) {}l'{}O(V) , 

(2) c (u) = a~ = {}o {}2 (v) (v = 2Uw) I a3 (tt) {}z {}o (v)' 

L1 (u) = ()zJtt) = {}o. ~~2 
a3 (u) {}3 1'fo (v)' 

Nach Rap. 2, § 6 ist dann 

Y8'J-(u)=-e3 = stU)' YyJ (u)=-e~ = ~i:~, (3) ,/ L1 (u) V(J(u)-e =--. 
~ 2 S (u) 

Eliminieren wir hiera us r (u), so er kennen wir, daB c (u) und L1 (u) in 
einfacher Weise algebraisch durch s (u) ausdriickbar sind, indem 

(4) c2 (u) + (e1 - e3 ) S2 (u) = 1, L12 (1~) + (e2 - e3 ) S2 (u) = 1 

ist. Nun haben wir ferner nach Rap. 2, § 9, (6) die Gleichungen 

(;j) 

wobei sich die Nullwerte der O-Funktionen 0 0, {}2' {}3' etwa vermage der 
Formeln (4) in § 6 des Rap. 2, als Funktionen von r darstellen. 

Wir wahlen w so, daB der Faktor e1 - e3 in der erst en Gleichung (4) 
gleich 1 wird; wir nehmen namlich 

(6) 

dann wird nach (5) 

(7) 

Die Gleichungen (4) lauten jetzt 

(8) 

wenn zur Abkiirzung 

(9) 

gesetzt wird. 
Da nach Fixierung von r gemaB (6) und (1) die GraBen w und w' 

bestimmte Werte haben, so hangen die Funktionen s(u), c(u), L1 (u) 
auBer von u nur von r abo Dies werden wir natigenfalls dadurch zum 
Ausdruck bringen, daB wir die Funktionen bzw. mit s (ujr) , c (ujr) , 
L1 (ujr) bezeichnen. 

Beziiglich der Bezeichnungen ist ferner noch folgendes zu bemerken: 
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Die durch (9) als Funktion von T eingefiihrte GroBe " heiBt der 
Modul der Funktionen s(u), c(u), Ll(u), die GroBe 

(10) 

das Komplement des M oduls. N ach (7) besteht zwischen " und ,,' die 
Relation 

,,2 + ,,'2 = 1. 

JACOBI bezeichnet die Werte von 0) und 0)' bzw. mit K und iK', so 
daB also 

(11) 
:n; 

K=0)=-{}32 
2 ' 

'K" :n; {} 2 2 = 0) = o)T = 2 3 T 

ist. Wir werden indessen an den Bezeichnungen 0) und 0)' festhalten 1, 

miissen aber immer eingedenk sein, daB in diesem KapitelO) und 0)' 
Funktionen von T sind. 

Endlich wollen wir hier unter y--;(" -y ,,', V:' stets die Werte 

verstehen, die eindeutig von T abhangen. 
Die in (3) auftretende Funktion ~ (u) besitzt die von T abMngenden 

Fundamentalperioden 20) und 20)', und die Werte elo e2, e3 sind eben­
falls Funktionen von T, die aus (7) in Verbindung mit e1 + e2 + e3 = 0 
leicht berechnet werden konnen. 

Die Definitionsgleichungen (2) von s (u), c (u), LI (u) lassen sich ver­
moge der Gleichungen 

auch in die folgende Gestalt setzen: 

1 Dl (v) 
(12) s(u) = lr" Do (v)' 

A ,0 f}a (v) ( u ) 
LJ (u) = V" f}o(v) v = 2w . 

Ubrigens ergibt sich aus den Gleichungen (2) in Riicksicht auf die 
bekannten Eigenschaften der (1- und (1k-Funktionen: 

Die Funktion s (u) ist ungerade, und ihre Entwicklung nach auf­
steigenden Potenzen von u beginnt mit dem Gliede u. Die Funktionen 
c (u) und Ll (u) sind gerade, und es ist c (0) = Ll (0) = 1. 

1 Nur in § 4 bis § 6 des siebenten Kapitels werden wir die Bezeichnungen K 
und iK' aufnehrnen, urn sie dort von frei veranderlichen halben Perioden w und w' 
zu unterscheiden. 
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§ 2. Die Funktionen s (u), c (u), LI (u) als elliptische 
Funktionen. 

Vermoge der Gleichungen (12) des vorigen Paragraphen iibertragen 
sich die Tabellen in § 8 des 2. Kapitels von den D-Funktionen ohne 
weiteres auf die Funktionen s(u), c(u), LI(u). Wir erhalten so: 

Tabelle I. Verwandlungsformeln der Funktionen s (u), c (u), A (u). 

u+2w u+2w' IU+2W+2W' 

c(U)j 1 1 I lL1(u) 

Ll (u) I u stu) K c (u) 
- s (u) 5 (u) - s (u) 

- c(u) - c(u) c (u) , s (u) I i .1 (u) K' 1 
- KLJ(uf - u*) 1- ~ xc{u) 

, 1 I . c (u)' ., s (u) 
K Ll(u) I - ~ stu) I ~K -c(u) .1 (u) - .1 (u) -.1 (u) 

Die drei letzten Vertikalreihen zeigen, daB s (u) die Perioden 4 w, 
2w', c(u) die Perioden 4w, 2w + 2w', LI(u) die Perioden 2w, 4w' 
besitzt. 

Tabelle II. Nullstellen, Pole und Perioden der Funktionen 
s(u), c(u), A(u). 

Nullstellen Pole Perioden 

s (u) 2nw+ 2n'w' 2nw + (2n' + l)w' 4w, 2w' 

c (u) (2n+l)w+ 2n'w' 2nw + (2n' + l)w' 4w, 2w + 2w' 

.1 (u) (2n + l)w + (2n'+ 1) w' 2nw + (2n' + l)w' 2w, 4w' 

In den nachfolgenden Abb.50, 51, 52 ist fUr jede der Funktionen 

stu) 
Abb.50. 

c(u) 
Abb.51. 

.1 (u) 
Abb.52. 

das zu den angegebenen Perioden gehorende Parallelogramm (0) ge­
zeichnet und die hineinfallenden Nullstellen und Pole der betreffenden 
Funktion, die ersteren durch kleine Kreise, die letzteren durch Kreuze, 
kenntlich gemacht. 

Hieraus geht hervor: 
Die Funktionen s (u), c (u), LI (u) sind elliptische Funktionen mit den 

Perioden 4 w, 2 w' bzw. 4 w, 2 w + 2 w' bzw. 2 w, 4 w'. In bezug 
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auf diese Perioden haben sie den Grad 2 und die bezuglichen Polsummen 
2 w, 0, 0. 

Da die Funktionen den Grad 2 besitzen, so folgt nach Kap. 1, § 14, 
daB die angegebenen Perioden jeweils Fundamentalperioden sind. 

§ 3. Die Differentialgleichungen von s (u), c (u), LI (u). 

Es ist 
, ,/-- ,/ ,I 2c (u) Ll (u) p (u)=-2yp(u)-e1 rp(u)-e2 y~Q(u)-e3=- {S(U)}3 

nach § 1, (3), wenn die Vorzeichen der Wurzeln wie in Kap. 2, § 6 fest­

gelegt werden. Andererseits folgt aus p (u) - e3 = s2 ~u) die Gleichung 

, 2s' (u) 
P (u) = - {s (u))3' 

Aus dies en beiden Ausdriicken fUr p'(u) ergibt sich 

(1) s' (u) = c (u) LI (u). 

Durch Differentiation der Gleichungen 

(2) c2(u) = 1 - S2(U)' Ll2(U) = 1 - ;.c2S2(U) 

und Benutzung von (1) folgen die zweite und dritte Gleichung des 
Systems: 

(3) s'(u) =c(u)LI(u), c'(u) = -s(u)LI(u), LI'(u) = _;.c2 S(U)C(u). 

Aus (3) gewinnen wir durch Quadrieren und Beriicksichtigung von 
(2) die Differentialgleichungen von s (u), c (u), LI (u): 

1 
{s' (U)}2 = (1 - S2 (u)) (1 _;.c2 S2 (u)), 

(4) {c' (u)}2 = (1- c2 (u)) (;.c'2 +;.c2 c2 (u)), 

{LI' (U)}2 = - (1- Ll2 (u)) (;.c'2 - Ll2 (u)). 

§ 4. Die Additionstheoreme von s (u), c (u), A (u). 

Es sei v ein beliebiger fester Wert, fUr den die sechs Inkongruenzen 

j v$: ± w (2w,2w'), 

(1) v$:±(w-w') (2w,2w'), 

v$:±w' (2w,2w') 

erfiillt sind. Die Funktionen 

1P1(U) = s(u)s(u + v), 1P2(U) = c(u)c(u + v), 1P3(U) = LI (u)LI (u + v) 

besitzen nach Tabelle I in § 2 die Perioden 2 w und 2 w' und in dem mit 
diesen Perioden gebildeten Parallelogramm (0) die Pole 

u = w', u - - v + w' (2w,2w'), 
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sind also in bezug auf die Perioden 2 W, 2 w' elliptische Funktionen 
zweiten Grades mit denselben beiden Polen. Daher werden 
CP2 (tt) + A CPI (u) und CP3 (u) + B CPI (u) Konstante sein, wenn die Kon­
stanten A und B so gewahlt werden, daB die Funktionen CP2 (u) + A CPI (11) 
und CP3 (u) + B 'PI (u) den Punkt w' nicht mehr zum Pol habell. Es bl'­
stehen also zwei Gleichungen der Form 

(2) { 
c (u) c (u + v) + A s (u) s (u + v) = AI' 

J(u)J(u + v) + Bs(u)s(u + v) = B I , 

wo A, AI> B, BI Konstanten, d. h. von u unabhangige \Verte, bedeuten. 

Indem wir u = ° setzen, ergibt sich 

Al = c(v), BI = J (v). 

Sodann erhalten wir durch Differentiation der Gleichungen (2) nach it 

und darauf folgende Substitution u = ° unter Beriicksichtigung der 
Gleichungen (3) im vorigen Paragraphen: 

c' (v) + As (v) = 0, also A = J (v), 

J'(v) + Bs(v) = 0, also B = ;.c2C(V). 

Die Gleichungen (2) lauten daher definitiv: 

(3) { 
c (u) c (u + v) + J (v) s (u) s (u + v) = c (v) , 

J (2t) J (u + v) + ;>,:2 C (v) s (u) s (u + v) = J (v) . 

Nachtraglich k6nnen wir diese Gleichungen - aus Stetigkeitsgriinden -
natiirlich auch fUr die oben durch die Inkongruenzen (1) ausgeschlossenen 
\Verte von v behaupten. 

Setzen wir - u statt u und v + 2t statt v, so kommt 

c (u) c (v) - J (u + v) s (u) s (v) = c (u + v), 

J(u)J(v) - ;>,:2 C (U + v)s(u)s(v) = J(u + v). 

Aus den letzten Gleichungen k6nnen wir c (u + v) und J (u + v) 
berechnen und durch Eintragung des berechneten \Vertes von c (u + v) 
in die erste Gleichung (3) auch s(u + v). Die AusfUhrung der Rech­
nung liefert die A dditionstheoreme von s (u), c (u), J (u) in der Gestalt 

( ) .s (u) c (v) Ll (v) + 5 (v) C (u) Ll (u) 
s u+v = 1 - u2 52 (u) 52 (v) , 

(4) C (u + v) = __ c (u) D(V)-S~u~:1(u)s(V)L!Jv) 
1 - U 2 52 (u) 52 (v) , 

J (u + v) = ~~vl-=-~~sJ~)(;jul~ (1~)(;(V) 
1 - u 2 52 (tt) 52 (v) 
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§ 5. Die trigonometrischen Funktionen als GrenzHille 
der Funktionen s (u), c (u), L1 (u). 

Die Gleichungen § 1, (2) zeigen, wenn sie ausfiihrlich geschrieben 
werden, die Abhangigkeit der Funktionen s(u), c(u), Lt (u) von u und r: 

s (ujr) = -&3 -&dv) = 1 -:- 2h
9
+··· 2 (hisinnv - + ... ) 

-&2 -&0 (v) 2 (h4 + h4 + ... ) 1 - 2 h cos 2 n v + - ... ' 
1 

c(ujr} = -&0 -&a(v) = 1- 2h+ - ... 2 (h4 cosnv + ... ) (h=ein ,), 

(}a -&0 (v) 2 (hi + h t + ... ) 1 - 2 h cos 2 n v + - .. . 

Lt ujr _ -&0 -&3 (v) _ 1 - 2 h + -. . . 1 + 2 h cos 2 n v + .. . 
( )- -&3 {}o (v) -1 + 2h + 2h4+ ... 1 - 2h cos 2nv + - ... ' 

wobei v = : 2 mit {}3 = 1 + 2 h + 2 h4 + 2 h9 + ... zu setzen ist. 
nV3 

Wenn wir nun r = r + is dadurch ins Unendliche iibergehen lassen, 
daB wir r festhalten, wahrend s bis + 00 wachst, so wird 

in Null iibergehen. Dabei geht 2 w in 'It iiber, da {}3 = 1 + 2 h + 2 h4 + ... 
nach 1 konvergiert, und 2 w' riickt ins Unendliche, da 2 w' = 2 wr ist. 

Die vorstehenden Darstellungen von s (u), c (u), Lt (u) lassen nun er­
kennen, da{J bei diesem Grenzubergang 

s (u/r) in sin u, c (u/r) in cosu, Lt (u/r) m 1 

ubergeht. 
Da 

in Null iibergeht, so gehen die Additionstheoreme (4) des vorigen Para­
graphen in die elementaren Formeln 

sin(u + v) = sinucosv + cosusinv, cos(u + v) = cosucosv - sinusinv 

iiber, wie zu erwarten stand. Aus den Differentialgleichungen des § 3 
werden zugleich die bekannten fUr sinu und cosu geltenden Differential­
gleichungen. 

Viertes Kapitel. 

Die elliptischen Modulfunktionen. 
Die in der Theorie der elliptischen Funktionen auftretenden Gr6Ben, 

wie die Invarianten g2' g3' Lt, der Modul x der Jacobischen elliptischen 
Funktionen, die Nullwerte der {}-Funktionen usw., die nur von den 
Perioden oder vom PeriodenverhaItnis abhangen, haben zu der aus­
gedehnten Theorie der elliptischen M odulfunktionen AnlaB gegeben. 
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Wir wollen hier die ersten Elemente dieser Theorie entwickeln, und 
zwar namentlich zu dem Zwecke, eine sich unmittelbar darbietende, 
wichtige Frage zu erledigen. Diese Frage ist die folgende: 1st es moglich, 
die Perioden WI> W 2 so zu wahlen, dajJ die mit ihnen gemajJ den Formeln 
(6) aus Kap. 1, § 7, S. 167 gebildeten Invarianten g2' g3 mit vorgeschrie­
benen Werten zusammenjallen? 

Diese Frage kommt offenbar auf die Frage nach der Losbarkeit der 
Gleichungen 

-60 '"" 1 __ 
g2 - L.; (mi WI + m z W Z)4' 

hinaus, in welchen g2' g3 gegebene, WI> W 2 zu bestimmende Werte be-

zeichnen, welche auBerdem der Bedingung genugen sollen, daB WI 
Wz 

nicht reell ist. 

§ 1. Aquivalenz der GraBenpaare und der GraBen. 
In § 15 des erst en Kapitels haben wir festgesetzt, daB zwei GroBen­

paare (w2', WI') und (W2' WI) aquivalent heil3en sollen, wenn die Gesamt­
heit der aus dem einen Paare gebildeten Zahlen miwi + m2 w2 mit der 
Gesamtheit der aus dem anderen Paare gebildeten ZahlenmI'w/ +m2'w2' 

zusammenfallt. Dort wurde auch gezeigt, daB hierfUr, wenn einer der 

Quotienten ~! und w< als nichtrational vorausgesetzt ist, notwendig 
Wz Wz 

und hinreichend die Existenz von vier ganzen Zahlen a, p, y, 15 ist, fUr 
welche die Gleichungen 

(1) wz' = aW2 + Pw I , WI' = yW2 + 15WI' a15 - py = ± 1 

bestehen. Wir beweisen nun folgenden Satz: 

Satz 1. Zu jedem Paare (W2', WI')' fiir welches w< nicht reell ist, 
WI 

gibt es ein aquivalentes Paar (W2' WI)' welches den Bedingungen 

(2) I W 2 I > I WI I, I W 2 + WI I > I Wz I, I W 2 - WI I > I W2 I 
geniigt. Dabei kann man sogar erreichen, dajJ die in (1) auftretende Deter­
minante a 15 - P y den Wert + 1 erhalt. 

Um dies zu zeigen, ordnen wir die Periodenpunkte mI' WI' + m2' Wz' 
nach nicht abnehmendem Abstande vom Nullpunkt in eine Folge 

(3) 

und bezeichnen mit W k den ersten auf WI folgenden Punkt, der mit 7£\ 
und dem Nullpunkt nicht in gerader Linie liegt. Nehmen wir 

(4) 

so befriedigen WI und W 2 die Bedingungen (2); denn wk + WI und 
Wk - WI sind Punkte der Folge (3), die in dieser hinter W k stehen, 
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weil sie mit WI und dem Nullpunkt nicht in einer Geraden liegen. Nun 
kann ferner nach der Bestimmungsweise der Punkte (4) in dem Drei­
ecke mit den Ecken 0, WI> W 2 kein von diesen Ecken verschiedener 
Punkt aus der Reihe (3) auftreten. Folglich konnen wir das Parallelo­
gramm 0, WI' WI + W 2, W 2 ebensogut wie das Parallelogramm 0, WI', 

WI' + w2', w2' fUr die Funktionen mit den Perioden w/, W2' gebrauchen 
(Kap. 1, § 2); das heiBt aber: das Paar (W2', w/) ist dem Paare (W2' WI) 

aquivalent. Das in Satz 1 auftretende Paar (W2' WI) kann so angenommen 
werden, daB in den Gleichungen (1) die Determinante IXb - f3y = +1 
wird. Denn andernfalls konnen wir an die Stelle des Paares (W2' WI) 

das Paar (W2' - WI) setzen. 
Wir fUhren nun weiter den Begriff der Aquivalenz zweier GrojJen ein. 
Eine GroBe 7:' heiBt zu einer GroBe 7: aquivalent, wenn es vier ganze 

Zahlen IX, f3, y, b gibt, die den Gleichungen 

, r1.7:+fl 
7:=Y7:+a' IXb-f3y=e 

geniigen, wo e einen der Werte + 1 und - 1 bedeutet. 
1m Falle e = + 1 sagen wir, 7:' sei zu 7: eigentlich aquivalent; 1m 

FaIle e = - 1 sagen wir,7:' sei zu 7: uneigentlich aquivalent. 
Beispielsweise sind 7: und 

7:' = 7: + 1 = 1'7: + 1 
0'7: + 1 

zueinander eigentlich aquivalent; eben so 7: und 

7:' = =-!. = 0'7: - 1 
7: 1·7:+0' 

Wir beweisen nun im folgenden iiber die Aquivalenz von GraBen 
zwei Satze. 

Satz 2. 1st 7: eine nicht reelle GrojJe, 7:' eine ihr aquivalente GrojJe, so 
ist auch 7:' nicht reell, und die Punkte 7:' und7: liegen auf der gleichen oder 
auf verschiedenen Seiten der Achse der reellen Zahlen, ie nachdem die 
Aquivalenz eine eigentliche oder eine uneigentliche ist. 

Es sei namlich 7: = r + is, 7:' = r' + i s' = r1. 7: + ~ = t r + !i + ~ r1. s; 
Y7:+U yr+ +zys 

dann findet man 
, r1.a-fly 

s = (y r + 15)2 + y2 52 s, 

woraus ersichtlich ist, daB s' von Null verschieden ist und zwar das 
namliche oder entgegengesetztes Vorzeichen besitzt wie s, j e nachdem 
die Zahl IXb - f3y positiv oder negativ ist. 

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise wollen wir von zwei Punkten 
7: und 7:' in der komplexen Zahlenebene sagen, sie seien aquivalent, wenn 
die durch sie reprasentierten GraBen 7: und 7:' es sind. Es gilt dann 
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Satz 3. Zu einem in der oberen Halbebene beliebig fixierten Punkte if 
gibt es stets einen eigentlich iiquivalenten Punkt i in derselben Halb­
ebene, fur welchen 

(5) 

ist. 

Iii > 1, 

Naeh Satz 1 existiert namlieh zu dem GroBenpaar (if, 1) ein aqui­
valentes (W2' WI)' so daB 

(6) LlO - fly = + 1 

ist und zugleich die Bedingungen (2) erfiillt sind. Set zen wir dann 

so geniigt i, Wle aus (2) folgt, den Bedingungen (5); wegen (6) ist 

und naeh Satz 2 liegt auch i in der oberen Halbebene. 
Die Bedingungen (5) lassen sich in einfacher Weise geometrisch 

interpretieren. Die Ungleichung I i I > 1 besagt, daB der Punkt i auf 
dem Rande oder auBerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt Null 
und dem Radius 1 liegt. Die Bedingung Ii -- 1 I > I i I besagt, daB 
der Punkt i vom Punkte 1 keinc klein ere Entfernung besitzt als vom 
Nullpunkt, d. h. daB er links von der Geraden I 

oder auf der Geraden liegt, die im Punkt i C : c· 
c :8 <:+1 

senkrecht zur Aehse der reellen Zahlen errichtet I 
I 

ist. Analog bedeutet Ii + 1 I > I i I, daB der "C If3 

Punkt i auf oder reehts von der Geraden liegt, / i : -i- ~~'\ 
I I I I \ 

die im Punkte - i senkrecht zur Aehse der /: I : \ 
I 1 I I 

reellen Zahlen steht. Der genannte Kreis und I I : : \ -1 1 . . . 
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Die Punkte A, B, A' und den unendlich fernen Punkt, in welchem 
AC und A'C' zusammenlaufen, wollen wir als Ecken des Bereiches G 
bezeichnen. Wir sehen also Gals ein Viereck an. Die Ecke B repdisen-

2';" 

tiert den Punkt l' = i, die Ecke A den Punkt l' = e 3 = e, die Ecke 
i" 

A' den Punkt l' = e + 1 = - (>2 = e S • Der Winkel, unter welchem 

die Seiten AB und AC in A zusammenstoBen, ist offenbar ; . 

§ 2. Die elementaren Modulformen. 
Die Variablen WI> £02 mogen der einen Einschrankung unterliegen, 

daB die Zahl 

positiven imaginaren Teil s besitzen, der Punkt l' also in der oberen 
Halbebene liegen soil. Es sind dann die Werte 

(1) 
I 2 ' 1 

g2=g2(W1,W2) =60 ( + )" m1 W1 m2 W2 

I gs = gs (WI' (02) = 140 2' (m1W1; maWa)' ' 

LJ (WI' (02) = g2S - 27 gs2 

eindeutige, homogene, stets endliche Funktionen der beiden Variablen 
WI> £02, Wir wollen g2' gs, LJ als die elementaren Modullormen bezeichnen. 

Nach Kap. 2, § 10, (6) und § 12, (5) ist 

(2n)4(1 00 n3h2n) 
g2 = ~ 12 + 20 2 1 _ h2n 

n=l 

= (!:r (1~ + 20h2 + ... + 20Cs (n) h2n + ... ), 

(2) ( 2 n)6 ( 1 7 00 nO ha n ) 

gs = ~ 216 - a 2 1 - ha n 

n=l 

(2n)6 ( 1 7 7 ) = ~ 216 - a h2 - ... - aCs (n) h2n - ..• , 

(2n)12 00 (2n)12 LJ = - h2 II (1 -- h2n)24 = - (h2 - 24 h4 + ... ). 
W1 n=l W1 

Hier bedeuten Cs (n) bzw. Cs (n) die Summen der dritten bzw. fiinften 
Potenzen der positiven Teiler der natiirlichen Zahl n. Die Darstellungen 
(2) sind fiir alle in Betracht kommenden Werte der Variablen WI> £02 

giiItig und lassen ebenso wie (1) erkennen, daB g2' gs, LJ homogen von 
den beziiglichen Graden - 4, - 6, - 12 sind. Auch ersieht man aus (2), 
daB LJ als unendliches Produkt stets von Null verschieden ist. 
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§ 3. Die absolute Invariante J(r). 

Wir bilden nun aus g2 und L1 die nur vom Periodenverhaltnis 7: 
abhangende Funktion 

g23 

J (7:) = 7' 
die auch durch die Gleichung 

(1) 
27 g32 

J(i) - 1 = -,1-

definiert werden kann. Wir nennen J (i) die absolute Invariante; sie 
ist die einfachste und zugleich die wichtigste M odulfunktion und soIl 
als Funktion von i nun naher untersucht werden. 

Es ist nach § 2 

(~ + 20 h2 + ... )3 
_ 12 _ 1 ( 1 2 ) J (i) - ro - 112 123 + CI h +... , 

h2 II (1 - h2 n)24 

(2) 

n=l 

und die hier auftretende Potenzreihe von h2 = e2iJ" konvergiert, so­
lange I h2 1 < 1 ist, weil L1 bestandig von Null verschieden bleibt. 

Wir haben also zunachst: 

Satz 1. J (i) ist eine in der oberen Halbebene reguliire Funktion von i. 
Da g2' ga, L1 sich nicht andern, wenn (CO2, COl) durch ein aquivalentes 

Paar (CO 2', COl') oder, was dasselbe besagt, 7: durch eine aquivalente 
GroBe i' ersetzt wird, so gilt ferner: 

Satz 2. Sind i' und i zwei iiquivalente Punkte der oberen Halb­
ebene, so ist 

J (i') = J (i). 

Die fur uns wichtigste Eigenschaft der Funktion J (i), zu deren 
Beweis wir uns nun wenden, ist aber diese: 

Satz 3. Bedeutet a einen gegebenen endlichen Wert, so besitzt die 
Gleichung 
(3) J(i)-a=O 

eine und nur eine Losung i im Bereiche G. 

Schneiden wir von G durch eine Parallele C C' zur Achse der reellen 
Zahlen den Bereich G' = CABA'C' ab (Abb.54), zu dem wir samt­
liche Randpunkte mit Ausnahme der Punkte der Strecke C C' hinzu­
rechnen, so werden alle Losungen der Gleichung (3), die sich im Bereiche 
G oder auf seinem Rande finden, notwendig dem Bereiche G' angehoren, 
sobald der Abstand c der Parallelen C C' von der Achse der reellen 
Zahlen genugend groB genommen ist. Denn ist i = r + is und 
s > c, so wird 

I h2 1 = I e2i ;tr - 2" s I < e- 2nc , 
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also durch geniigend groJ3e Wahl von c beliebig klein und folglich 
nach (2) der absolute Betrag von J (-r) beliebig groJ3, z. B. 1 J (-r) 1 > 1 a I. 
Dann kann aber eine Lasung der Gleichung (3) im Bereiche G mit 
Rand sicher nicht auBerhalb des Bereiches G' vorhanden sein. 

Wir wollen nun zunachst annehmen, dafJ auf dem Rande von G' 
niemals J (i) - a = 0 wird. Dann ist nach Kap. 5, § 9 des erst en Ab­
schnittes 

1 f J' (T) 1 f N = 2ni ) (T) ~--a di = 2ni d log (](i) - a) 
(G') (G') 

die Anzahl der Lasungen der Gleichung (3), wenn das Integral positiv 
durch die Berandung von G' erstreckt wird. Das Integral zerlegen wir 
nach dem Schema 

B B C' C C 

J-J+J-J+J, 
A A' A' A C' 

wo die erst en beiden Integrale durch die Kreisbagen A B bzw. A' B, 
die iibrigen geradlinig zu nehmen sind. Substituiert man im ersten 

Integrale - ~ fUr i, so geht es in das zweite iiber, und ebenso geht 
T 

das dritte Integral, wenn man i + 1 fUr i setzt, in das vierte iiber; 
denn es bestehen nach Satz 2 die Gleichungen 

(4) J ( - !) = J (i), J(i + I) = J (i). 

Diese Integrale heben sich also auf, und es kommt 
C 

(5) N = 2~~ f d log (](i) - a). 
C' 

Durchlauft nun 
i=r+is 

die geradlinige Strecke C' C, so beschreibt 

in negativem Sinne einen Kreis urn den Nullpunkt mit dem Radius e- 2nc, 

welcher durch VergraBerung von c beliebig klein gemacht werden kann. 
Das Integral (5) gibt daher an, wenn wir J (i) - a als Funktion von h2 

betrachten, von welcher Ordnung diese Funktion im Nullpunkt unendlich 
wird. Daher ist nach (2) 

N= I, 

d. h. J (i) - a wird im Bereiche G genau einmal Null, w. z. b. w. 
Etwas umstandlicher wird der Beweis unseres Satzes, wenn wir die 

Annahme, J (i) - a bleibe aut dem Rande von G' bestandig von Null 
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verschieden, nicht machen. Wir verfahren dann so: Wir markieren auf 
dem Rande von G' die endlich vielen, voneinander und von den Punkten 
der Strecke C C' verschiedenen Punkte 

(6) A, B, A', p, p', PI' A', ... ; 
unter ihnen mogen diejenigen Randpunkte vorhanden sein, fUr welche 
] (i) - a verschwindet (Abb.54). Die Punkte P und P' sollen dabei 
symmetrisch zur Achse des Imaginaren liegen, eben so PI und PI' usw. 
Aus dem Bereiche G' scheiden wir die Punkte p', PI', ... durch Kreis­
stiicke aus, die jeweils von einem Stiick der Strecke A' C' bzw. des 
Bogens BA' und einem Kreisbogen mit dem Mittelpunkt p', PI', 
begrenzt werden. Die Punkte p, PI> ... dagegen 

cr--------,c· umgeben wir mit kleinen Kreisstiicken, die jeweils 
von einem Stiick der Strecke A C bzw. des Bogens 
A B und einem Kreisbogen mit dem Mittelpunkt 
p, PI> ... begrenzt werden, bis auf die Rander 
ganz in das AU/3ere des Bereiches G' fallen und 
deren Radien beziiglich gleich den Radien der Kreise 
urn p', PI', ... sind. Die samtlichen Radien mogen 
dabei so klein gewahlt werden, daB die Flachen 
der Kreisstiicke urn p', PI', . .. ganz dem Be­

Abb.54. 

reiche G', die Flachen der Kreisstiicke urn p, PI> ... ganz der oberen 
Halbebene angehoren. Endlich werden auch noch A, B, A' durch Kreis­
stiicke ausgeschlossen, die jeweils von einem zusammenhangenden Rand­
stiick des Bereiches G' und einem Kreisbogen mit dem Mittelpunkt A, B, A' 
begrenzt sind und ganz in den Bereich G' fallen. Alle vorkommenden 
Kreisstiicke mogen iibrigens so klein gewahlt werden, daB je zwei ihrer 
Flachen keinen Punkt gemeinsam haben und daB auf ihnen, abgesehen 
von den Mittelpunkten, die Funktion J(i) - a keine Nullstelle hat. 
So entstehe aus G' der Bereich Gil. 

Die urn die Punkte (6) gelegten Kreisbogen bezeichnen wir beziig­
lich mit 

(A), (B), (A'), (P), (P'), (PI), (PI')' ... 

und haben dann in leicht verstandlicher Schreibweise, wenn Wir die 
sich aufhebenden Integralteile gleich unterdriicken, 

(7) 2 n i N = J d log (] (i) - a) 
(G U ) 

o 

=J +J +J +J +J +J +J +J +"', 
0' (A) (B) (A') (p) (p') (Pr) (p/) 

wo nun N die Anzahl der Nullstellen von J (i) - a im Bereiche Gil 
bedeutet. 

Wegen der Gleichungen (4) heben sich die Integrale iiber (P) und 
(P') auf, eben so iiber (PI) und (PI') usw. Verschwindet nun die Funk-

Hurwitz·Courant, Fuukticnentheorie. 3. Auf!. 15 
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tion J (7:) - a nicht in den Ecken A, B, A I, so konnen die Integrale 
iiber (A), (B), (A') fortgelassen werden, und (7) geht iiber in 

C 

2'TliN=J, 
C' 

also in (5), woraus wie oben N = 1 folgt. N ist aber offenbar zugleich 
die Anzahl der Nullstellen von J (7:) - a im Bereiche G. 

Es bleibt noch der Fall zu behandeln, dafJ J (7:) - a in den Ecken 
verschwindet. 

Fiir 7: = i wird 

W l 6 ga = ,,' 1 ,,' 
140 L.; (ml + m2 i)6 = - L.J -(c-_-m-l ""7i -+-m----c2)~6 (8) 

1 

= - }7' 1 = ° 
...... (ml + m2 i)6 ' 

da die Zahlen m2, - ml dieselben Wertepaare wie ml , m2 durchlaufen; 
also 

ga = 0, J(i) = 1. 

da die Zahlen - m1 + m2, - m1 dieselben Wertepaare wie ml> m2 durch­
laufen; also 

g2 = 0, J(f!) = 0. 

Fiir a = 1 verschwindet also J (7:) - a in B, aber nicht in A und A I. 
F olglich ist fUr a = 1 

C 

(10) 2'TliN=J+J. 
0' (B) 

Wegen J( - ! ) = J (7:) ist aber, wenn (B') den Bogen (B) zu einem 

Vollkreis K erganzt, 

(ll) f d log (] (7:) - 1) = f dlog{J( - !) - I} = -Lf dlog (J (7:) -1), 
(B) (B') (K) 

wo K in negativem Sinne durchlaufen wird. 
N ach (1) verschwindet nun J (7:) - 1 in 7: = i von gerader Ordnung 

2'1' ('I' :?:: 1). Nach (10) und (ll) ist aber 

N=l- '1', 

also, da N seiner Bedeutung nach > ° ist, 

N = 0, 'I' = 1. 



In Gil verschwindet daher ] (,) - 1 nicht; diese Funktion hat also 
in G nur die eine (zweifache) N ullstelle , = i. 

Auf dieselbe Art zeigt man, daB die Gleichung ] (,) = 0 in G nur 
die eine (dreifache) Losung , = e besitzt. 

Damit ist Satz 3 bewiesen. 

§ 4. Auflosung der Gleichungen g2 (W1' ( 2) = a2 , 

ga (W1' ( 2) = aa· 
Es seien jetzt a2 und as gegebene Werte, fur welche 

von NtJll verschieden ist. 
Die Gleichungen 

(1) g2(WV W2) = a2 , g3(W1, w2) = aa 

seien nach WI und W 2 aufzulosen. 
2,-ei 

1. Es sei a2 = O. Man setze e 3 = e. Fur (02 = w1 e ist dann, = e; 
nach § 3, (9) besteht also fur jedes WI 9= 0 die Gleichung 

g2(WV w1 e) = 0 = a2 · 

Bestimmt man noch WI aus 

6 140 ~' I 
WI = ~--; L.J (-m-l -+-m-2 ---;e )-;;-6 , 

so ist (1) mit W2 = WI e erfullt. 
2. Es sei as = O. Fiir W2 = WI i ist , = i; nach § 3, (8) ist also fur 

jedes WI 9= 0 die Gleichung 

ga(wv w1i) = 0 = as 

erfiillt. Die Losung von (1) wird dann dUTCh 

geliefert. 
3. Es sei a2 9= 0, as 9= O. 
Die Gleichungen (1) sind 

Gleichungen 

(2) 
bestehen. 

g~((1).l'(1)~) a2 

g3 (Wl' (2) aa 

dann und nur dann erfiillt, wenn die 

g23 (wl' (2) a23 

g?(w~w2)-=27g-l(Wl:-W;r a 

Betrachten wir nun WI und W 2 =, als zu bestimmende GraBen, 
Wl 

so schreiben sich die Gleichungen (2) in der Form 

] (1') = a23 
• 

a 

15* 
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Nach § 3, Satz 3 hat die letzte Gleichung eine nicht reelle Losung i; 
dann ergibt sich WI aus der ersten durch Wurzelziehen und ferner W 2 

aus W2 = WI i. 
Damit ist die zu Beginn dieses Kapitels gestellte Frage in bejahen­

dem Sinne beantwortet: 
Es ist stets moglich, die Perioden W1> W2 so zu wahlen, daf3 die In­

varianten g2' g3 vorgeschriebene Werte a2, a3 besitzen, falls diese der Be­
dingung a23 - 27 a32 =l= 0 genugen. 

§ 5. Die Funktion x2 (i). 

1m 3. Kapitel, § 3, haben wir gesehen, daB die elliptische Funktion 
s (u) der Differentialgleichung 

(1) {Sf (U)}2 = (1 - S2 (u)) (1 -- ,,2 S2 (u)) 

geniigt; dabei war ,,2 als Funktion von i definiert durch die Gleichung 

(2) 

Die GroBe ,,2 ist von 0 und 1 verschieden, da die Werte e1, e2, e3 von­
einander verschieden sind. Zu jedem i mit positivem Imaginarteil 
gehort also ein von 0 und 1 verschiedener Wert von ,,2 und eine Funk­
tion s(u). Wir fragen nun, ob umgekehrt zu jedem von 0 und 1 ver­
schiedenen vorgeschriebenen ,,2 die Differentialgleichung (1) durch eine 
elliptische Funktion s (u) befriedigt werden kann. Es ist also zu unter­
suchen, ob fur jedes von 0 und 1 verschiedene a die Gleichung 

(3) ,,2 (i) = a 

durch ein i mit positivem Imaginarteil gelost werden kann. 
Wir set zen 

a+l 
(4) ea = - -3-' e1 = e3 + 1, e2 = ea+a, also e1 +e2+e3 = 0 

und mit Riicksicht auf Kap. 1, § 7, (8) 

(5) g2 = - 4(e1 e2 + e2e3 + e3e1), g3 = 4 e1e2e3 · 

Dann sind die Zahlen e1> e2, e3 voneinander verschieden, und daher ist 

g23 - 27 g3 2 =l= O. 

§ 4 lehrt nun, daB die Gleichungen (5), also auch (4), durch zwei 

Perioden w1> w2 befriedigt werden konnen. Setzt man W 2 = i und 
WI 

triigt (4) in (2) ein, so erkennt man, daB dieses i der Gleichung (3) 
geniigt. 

Zu iedem von 0 und 1 verschiedenen Werte von a gehort also eine ellip­
tische Funktion s (u), die der Differentialgleichung 

{Sf (U)}2 = (1 - S2 (u))(1 - a S2 (u)) 
Genuge leistet. 
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Fiinftes Kapitel. 

Elliptische Gebilde. 

§ 1. Das WeierstraBsche Gebilde. 
Sind x und y zwei komplexe Variable, die durch eine algebraische 

Gleichung mit konstanten Koeffizienten 

(1) G(x, y) = 0 

verbunden sind, so nennen wir die Gesamtheit der Wertepaare, welche 
der Gleichung (1) geniigen, ein algebraisches Gebilde. Jedes Wertepaar 
(x, y) heiBt eine Stelle oder ein Punkt des Gebildes. Sind die Koeffi­
zienten von G(x, y) reell und gibt es reelle Wertepaare (x, y), die zu 
dem Gebilde geharen, so werden diese durch die Punkte der algebra­
ischen Kurve G (x, y) = 0 dargestellt, wenn wir x, y als rechtwinklige 
Koordinaten in einer Ebene deuten. 

Wir wollen uns nun hier mit dem algebraischen Gebilde 

(2) y2 = aox4 + a1 x3 + a2 x2 + a3 x + a4 = G4 (x) 

beschaftigen, wobei wir die Konstanten ao, ... , a4 nur der einen Be­
dingung unterwerfen, daB G4 (x) = 0 lauter verschiedene Wurzeln hat. 

Damit ist insbesondere der Fall ao = 0, a1 = 0 ausgeschlossen; 
sonst wiirde namlich die Doppelwurzel 00 vorliegen. Die rechte Seite 
von (2) ist also ein Polynom dritten oder vierten Grades. Das durch (2) 
dargestellte algebraische Gebilde nennen wir das elliptische Grundgebilde. 

In diesem Paragraphen betrachten wir den speziellen Fall, wo es 
sich urn das Gebilde 

(3) 

das sogenannte Weierstraf3sche Gebilde, handelt. Hierin bedeuten g2 und 
g3 beliebige Zahlen, die nur der Bedingung 

g23 - 27 g32 =F 0 
un terliegen. 

Wir haben im vorigen Kapitel bewiesen: Die GraBen (01 und (02 

kannen so bestimmt werden, daB 

wird und W2 nicht reell ist. 
Wl 

Bildet man mit diesen GraBen (01) (02 die Funktion SO (u), so ist 

so' 2 (u) = 4so3 (u) - gdo (u) - g3' 
und folglich wird 

(4) x = f' (u) , y = 8'/ (u) 
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ein Punkt des Gebildes (3) sein. Vermoge (4) entspricht jedem Punkt 
eines Periodenparailelogramms der Funktion SJ (u) ein Punkt des Ge­
bildes, wenn die Stelle x = 00, Y = 00 zu dem Gebilde gerechnet wird. 
Ferner hat die Gleichung x = SJ (u) im Periodenparallelogramm genau 
zwei Losungen u1 und u2 ; fUr diese ist SJ' (ul ) = - So' (u2). GehOrt also 
u1 ZU (x, y), so gehOrt U2 zu (x, - y); fUr y 9= 0 gehOrt daher zu (x, y) 
genau ein Punkt des Periodenparallelogramms. Fur y = 0 aber ist 
u1 = u2, so daB auch in diesem Faile der Stelle (x, y) des Gebildes genau 
ein Punkt u1 des Parallelogramms entspricht. 

Durch die Gleichungen (4) sind also die Stellen des WeierstrafJschen 
Gebildes und die Punkte eines Periodenparallelogramms der Funktion 
SJ (u) eindeutig umkehrbar aufeinander bezogen. 

Das Ergebnis dieses Paragraphen konnen wir leicht auf den ail­
gemeinen Fall (2) ausdehnen. Das geschieht in den beiden folgenden 
Paragraphen. 

§ 2. Das Gebilde y2 = G3 (x). 

Es sei 
(1) 

und das Polynom G3 (x) habe drei verschiedene Nullstellen. Wir set zen 

XI + b 
x=-a-' 

dann geht (1) uber in 

Y - ll · - a ' 

(2) Yl2 = :: XI 3 + (3 :: b + a2) XI 2 + .... 
Nun wahlen wir a und b derart, daB Xl 3 den Faktor 4 und Xl 2 den 

Faktor 0 erhaIt, also 

a=~, 
4 

Hierdurch erhiilt (2) die Form 

yl2 = 4 Xl 3 - g2 x I - g3' 

wo sich die Koeffizienten g2 und g3 leicht durch av ... , a4 ausdrucken 
lassen. Die Diskriminante g23 - 27 g32 ist dabei 9= 0; denn die Gleichung 
G3 (x) = 0, also auch die Gleichung 4 X I3 - g2xI - g3 = 0 hat lauter 
einfache Wurzeln. Nach § 1 wird daher das Gebilde (1) durch 

4 ( a ) 48J' (u) (3) x = ~ SJ (u) - 1; = q; (u), Y = -a
l
- = q;' (u) 

dargestellt, wo SJ (u) die zu den Invarianten g2' g3 gehOrige SJ-Funktion 
bedeutet. q; (u) ist also eine elliptische Funktion zweiten Grades mit dem 
Doppelpol u = o. 

Die Gleichungen (3) ergeben iede Stelle des Gebildes (1) genau einmal, 
wenn u alle Lagen in einem Periodenparallelogramm annimmt. 
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§ 3. Das Gebilde y2 = Gdx). 

Schlie13lich sei das Gebilde 

(1 ) 

gegeben, wo G4 (x) = 0 vier verschiedene Wurzeln hat. 
Wir setzen 

1 
x = ---- + I 

x ' 1 

und finden 

(2) Y1 2 = ao (1 + IXl)4 + aj xl (1 + IX1)3 + a2x12 (1 + IXl)2 

+ aaxla (1 + lxl ) + a4 x14 

= b1 x13 + b2 x12 + baXl + b4 , 

falls 1 eine Lasung der Gleichung G4 (x) = 0 bedeutet. Da G4 (x) lauter 
einfache Nullstellen hat, so gilt dasselbe fUr das Polynom (2); aus dem­
selben Grunde ist b1 = G4' (l) 1= O. Nach dem Ergebnis des vorigen 
Paragraphen la13t sich nun das Gebilde 

Y1 2 = b1 x13 + bZX 12 + baX1 + b4 

darstellen durch 

x1 = ~-(~J(U) - ~~), 
Das Gebilde (1) wird also dargestellt durch 

y = _ __b1 p' (ti) = rp' (u). 

4 (s.' (u) - ~~r 
Das Ergebnis fassen wir noch einmal zusammen: 

Satz. Die Punkte des elliptischen Grundgebildes 

(3) 

lassen sich darstellen in der Form 

a p (ti) + b 
x = rp (u) = es.) (uf+d' 

, (a d - be) SJ' (til 
Y = rp (u) = (c SJ (ti) +d)2 (a d - b c 1= 0). 

Die F ~mktion rp (u) ist also eine elliptische F unktion zwei ten Grades und hat 
die Polsumme Null. 1st die rechte Seite von (3) ein Polynom dritten Grades, 
also ao = 0, so ist rp (u) eine ganze lineare F unktion von g;) (u). 

Durch die Substitution . 

(a d - be) Yl 
Y = (e Xl + d)2 

geht (3) tiber in das Weierstra13sche Gebilde 

Y1 2 = 4 X 13 - g2 x l - ga' 
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§ 4. Das Legendresche Gebilde. 
Das Gebilde 

(1) 

wo a von 0 und 1 verschieden ist, wollen wir das Legendresche Gebilde 
nennen, weil es der Form der elliptischen Integrale zugrunde liegt, 
die LEGENDRE bei seinen klassischen Untersuchungen benutzte. Das­
selbe fallt natiirlich unter die im vorigen Paragraphen behandelten 
Gebilde. Man kann aber auch ganz direkt zeigen, daB dieses Gebilde 
durch elliptische Funktionen dargestellt werden kann. 

Nach § 5 des vorigen Kapitels laBt sich namlich die Gleichung 

,,2 (i) = a (a =F 0 und =F 1) 

stets durch ein i mit positivem Imaginarteil losen. Die zu diesem i 

gehOrige Funktion s (u) geniigt dann der Differentialgleichung 

{s' (U)}2 = (1 - S2 (u))(l - a S2 (u)). 

Daher lajJt sich das Gebilde (1) darstellen durch 

x = s(u), y = s' (u). 

§ 5. Die Hauptform der Riemannschen FHiche 
des Gebildes y2=G4 (X). 

W ir wollen im tolgenden den inneren Zusammenhang der Stellen, 
aus denen sich das elliptische Grundgebilde zusammensetzt, genauer 
studieren. Hierzu dient die von RIEMANN herriihrende Darstellung der 
mehrdeutigen Funktionen durch die nach ihm benannten Flachen, 
welche wir aber hier nur fiir den uns speziell interessierenden Fall in 
Betracht ziehen wollen. 

Eine Plache F heijJt Riemannsche Flache des elliptischen Gebildes 

(1) y2 = A ox4 + A 1 x3 + A2X2 + A3X + A4 = G4 (x), 

wenn die Punkte der Flache eindeutig umkehrbar den Stellen des Gebildes 
zugeordnet sind, und zwar so, dajJ einer stetigen Lagenanderung des 
Punktes aut der Plache F eine stetige .ifnderung des zugehOrigen Werte­
paares (x, y) entspricht, solange x und y endlich bleiben. 

Aus dieser Definition folgt, wie sogleich noch naher ausgefiihrt 
werden solI, daB die Riemannsche Flache nicht eindeutig bestimmt, 
sondern in den mannigfaltigsten Arten herstellbar ist. 

Zunachst erhalten wir unmittelbar eine besonders einfache Gestalt 
der Riemannschen Flache des Gebildes (1), wenn wir die Darstellung 
des Ge bildes in der Form 

(2) x = q; (u), y = q;' (u) 

heranziehen. Dabei bedeutet q; (u) gemaB § 3 eine elliptische Funktion 
;>;weiten Grades mit der polsumme N'\lll. 
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Die Punkte (x, y) des Gebildes sind durch die Gleichungen (2) 
eindeutig umkehrbar den Punkten des Periodenparallelogramms abed 
zugeordnet. Von den Randpunkten des Parallelogramms sind dabei 
nur die Punkte auf den Seiten ab, ad zum Parallelogramm zu rechnen, 
exklusive der Punkte b und d. Nehmen wir aber die Randpunkte mit 
hinzu, so reprasentieren immer je zwei einander gegeniiberliegende 
Punkte, wie fl, und fl,' oder v und v', denselben Punkt des elliptischen 
Gebildes; insbesondere entsprechen die vier Ecken a, b, e, d aIle vier 
einem und demselben Punkt des Gebildes (Abb. 55). Es wird dann also 
die Eindeutigkeit gest6rt, insofern gewisse Punkte des Gebildes zwei 

e 
d II' II' e 

d 
fL' 

fL' 

b 

II a 
Abb.55, Abb.56. Abb.57. Abb.58. 

verschiedenen Punkten und ein Punkt des Gebildes sogar vier Punkten 
der ParallelogrammfHiche korrespondieren. 

Die M ehrdeutigkeit konnen wir aber aUf folgende Weise wieder be­
seitigen. Wir denken uns das Parallelogramm aus einem vollkommen 
biegsamen und dehnbaren Material hergestellt. Wir bringen es zunachst 
durch geeignete Dehnung in die Form eines Rechtecks (Abb.56). So­
dann biegen wir die Rechtecksflache in die Gestalt eines Zylinders derart, 
daB die Seite be auf die Seite ad falIt, wodurch sich je zwei Punkte fl" fl,' 

in einen einzigen Punkt vereinigen (Abb. 57). Nunmehr biegen wir die 
Zylinderflache in einen Kreisring oder Torus, wobei nun auch je zwei 
entsprechende Punkte v und v', sowie die vier Punkte a, b, e, d zur 
Deckung gelangen (Abb.58). 

A uf die Punkte dieses Kreisringes sind nun die Stellen des elliptisehen 
Gebildes eindeutig umkehrbar und stetig bezogen. 

Dabei ist noch zu bemerken, daB wir zwei Stellen im Periodenparal­
lelogramm, also' auch auf dem Kreisringe haben, an welchen x = 00, 

y = 00 wird, wenn ao von Null verschieden ist, im anderen Falle nur 
eine solche Stelle. 

1m ersteren Falle miissen wir also, urn eine durchgangig eindeutig 
umkehrbare Beziehung zwischen den Stellen des elliptischen Gebildes 
und den Punkten des Kreisringes zu haben, das Wertepaar x = 00, 

y = 00 zweimal als Stelle des elliptischen Gebildes rechnen. 



234 II, 5. Elliptische Gebilde. 

Den Kreisring wollen wir als die H auptjorm der Riemannschen 
Flache des elliptischen Grundgebildes (1) bezeichnen. 

Man beachte, daB den Parallelen zu dem einen Seitenpaar ab, cd 
des Periodenparallelogramms auf dem Kreisringe die Meridiankreise 
entsprechen, den Parallelen zu dem anderen Seitenpaar ad, be die 
Breitenkreise. 

§ 6. Die zweiblattrige Form der Riemannschen Flache 
von y'J= G." (x). 

Wir wenden uns nun zu der Form der Riemannschen Flache unseres 
Gebildes, weIche die urspriinglich von RIEMANN angegebene und in 
der alteren Literatur fast ausschlieBlich verwendete ist. Folgende Be­
merkungen schicken wir zweckmaBig voraus. 

Die Funktion 

y =Yx - a 

hat fiir jeden von a verschiedenen Wert von x zwei entgegengesetzt 
gleiche Werte; sie ist also eine zweideutige Funktion von x. 

1st Xo ein von a verschiedener Wert, so konnen wir 

y = y(xo - a) + (x - xo) = YXo - a (1 + x - xo)·~· 
x o - a 

nach aufsteigenden Potenzen von x - Xo entwickeln; die entstehende 
Potenzreihe wird den einen oder den anderen der beiden Werte von 
y x - a ergeben, je nachdem wir fUr den Faktor y Xo - a den einen 

x x, oder den anderen seiner beiden Werte wahlen. 
/ Man sieht also: 

2 

I 

~/ In der Umgebung einer von a versehiedenen Stelle 
/ 

~/"\.J..:tp ___ -+) Xo zerjiillt der Wertevorrat von y = V x - a in zwei 
a Systeme, von denen iedes dureh eine gewohnliehe 
Abb. 59. Potenzreihe in x - Xo darstellbar ist. 

Wenn wir x eine stetige Kurve Xl'" x2 beschreiben lassen, die 
nicht durch den Punkt a geht, so konnen wir jeder Lage von x auf 
der Kurve einen der beiden Werte von y = {x - a zuordnen. Ver­
langen wir aber, daB y sich stetig andern solI, so ist y in jedem Punkte 
der Kurve Xl •.. x2 offenbar vollig bestimmt, wenn wir fUr den Anfangs­
punkt Xl festgesetzt haben, weIchen der beiden Werte von V Xl - a 
hier y besitzen solI. Setzen wir 

X - a = (2 ei <p , 

so ist der Winkel q; langs der Kurve Xl'" X2 eindeutig bestimmt, 
wenn wir ihn fiir den Anfangspunkt Xl willkiirlich fixiert haben und 
langs der Kurve sich stetig andern lassen (Abb. 59). 



§ 6. Die zweiblattrige Form der Riemannschen Flache von y2 = G4 (x). 235 

Beachten wir, daB 

ist, so erkennen wir sofort, indem wir x2 mit Xl zusammenfallen lassen: 
Beim Durchlaufen einer geschlossenen Kurve, die den Punkt a aus­

schliefJt, nimmt y = -yx=-a seinen ursprunglichen Wert wieder an; 
beim Durchlaufen einer einfachen geschlossenen Kurve, die den Punkt a 
einschliefJt, geht y = -y X - a in seinen entgegengesetzten Wert - -y X --a 
uber. 

Diese Satze lassen sich sofort auf eine Quadratwurzel aus emer 
beliebigen ganzen rationalen Funktion von x iibertragen. 

Insbesondere folgt fUr 

y = -yAOX4 + AI x3 + A2X2 + A3X+A~ 
= -y A~ -y x ---a~ -y~-= a2 -yx=- aa -yx-~ a4 , 

wo Ao =l= 0 ist und die vier GraBen av a2, aa, a4 voneinander verschieden 
sind, daB 

1. in der Umgebung einer von aI' a2, aa, a4 verschiedenen Stelle Xo der 
Wertevorrat von y in zwei Systeme zerfallt, von denen jedes durch eine 
gewohnliche Potenzreihe in x - Xo darstellbar ist: 

Y = - \lS (x - xo), 

2. beim Durchlaufen einer einfach geschlossenen Kurve y in seinen 
ursprunglichen Wert oder in seinen entgegengesetzten Wert - y uber­
geht, je nachdem die Kurve eine gerade oder eine ungerade Anzahl der 
Punkte av a2, aa, a4 einschliefJt. 

Die Punkte av a2, aa, a4 heiBen die Verzweigungspunkte von y. Wir 
haben hier den Fall Ao =l= 0 vorausgesetzt. 1st Ao = 0, Al =l= 0 und 
sind die drei N ullstellen aI' a2, aa des Polynoms A"" 

Al xa + A2x2 + Aax + A4 voneinander verschieden, so at ~- a.t 
bleiben vorstehende Satze giiltig, falls dann a4 = 00 Abb.60. 

genommen wird. Wir denken uns nunmehr in die kom-
plexe Zahlenebene oder Zahlenkugel vom Punkte al zum Punkte a2 

einen Schnitt angebracht. Jeder Punkt A, der von dem Schnitte getroffen 
wird, erscheint nach AusfUhrung des Schnittes einmal auf dem linken 
Rand des Schnittes, ein zweites Mal auf dem rechten Rand; wir unter­
scheiden diese zwei Punkte, die denselben Wert A von x reprasentieren, 
durch die Bezeichnung ..1.+, ..1.- voneinander (Abb.60). 

In derselben Weise fUhren wir einen Schnitt vom Punkte aa zum 
Punkte a4, der jedoch so gewahlt wird, daB er den Schnitt al ... a2 

nicht trifft. Die Punkte der beiden Schnittrander, welche denselben 
Wert fl, von x reprasentieren, seien wieder mit fl,+, fl,- bezeichnet. 
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Die mit den Schnitten a l a2 , aa a, versehene Ebene oder Kugel 
wollen wir mit E bezeiehnen. Die Punkte auf den Randern der Schnitte 
bilden den Rand von E. 

Nunmehr fixieren wir irgend einen Punkt Xo im Innern der Ebene E 
und ordnen diesem Punkte einen der beiden zugehorigen Werte von y 
zu. Diesen Wert von y wollen wir mit Yo bezeiehnen. Gehen wir von Xo 
stetig nach x auf einem in E verIaufenden Wege C, so wird Yo stetig 
in einen der beiden dem Werte x entsprechenden Werte von y iiber­
gehen. Dieser Wert von y ist nun unabhangig von dem gewahlten Wege. 
Denn ist Cl ein anderer Weg, so bildet er mit C eine geschlossene Kurve, 
die notwendig eine gerade Anzahl der Punkte at> a2, as, a4 einschlieBt 
(Abb. 61).' Gehen wir also von Xo langs C nach x, so geht Yo etwa stetig 

x in y iiber; gehen wir weiter von x 
langs Cl nach xo, so geht y wieder 
stetig in den Wert Yo zuriick. Durch­
laufen wir daher Cl in umgekehrter 

. Riehtung von Xo nach x, so wird Yo in 
y iibergehen. Ordnen wir nun jedem 

Abb.61. Punkte x der Ebene E denjenigen 
Wert von y zu, der in der ange­

gebenen Weise entsteht, so haben wir dadurch eine eindeutige Funktion 
in der Ebene E bestimmt. 

Man bemerkt sofort, daB den Randpunkten A,+ und A,- (oder ",+ 
und "'-) entgegengesetzte Werte von y entsprechen. 

Wir denken uns nun ein zweites Exemplar E' der Ebene (oder 
Kugel) E genommen und dasselbe dieht iiber die Ebene E parallel 
zu ihr gelegt, so daB zwei denselben Wert x reprasentierende Punkte 
senkrecht iibereinander liegen. Wenn y der Wert ist, welcher dem Punkte 
x in der Ebene E zugeordnet wurde, so soil dem Punkte x der Ebene 
E' der Wert - y zugeordnet werden. Was die Punkte auf den Schnitt­
randern betrifft, so ist folgendes klar. Dem Punkte A,+ in der Ebene E 
ist derselbe Wert y zugeordnet wie dem Punkte A,- in der Ebene E', 
und umgekehrt dem Punkte A,- der Ebene E derselbe Wert y wie dem 
Punkte A,+ in der Ebene E'. Entsprechendes gilt von den Randpunkten 
",+ und ",-. 

Heften wir nun den linken Rand jedes Schnittes in der Ebene E 
an den rechten Rand des entsprechenden Schnittes der Ebene E' und 
umgekehrt, und zwar so, daB entsprechende Randpunkte aufeinander­
fallen, so entsteht eine aus den beiden Ebenen E und E' bestehende 
Flache, auf deren Punkte die Stellen (x, y) des elliptischen Grund­
gebildes eindeutig umkehrbar bezogen sind. Wir nennen E und E' die 
Blatter der Flache, die Linien al a2 und aaa" bei deren Dberschreiten 
man aus einem Blatt in das andere gelangt, die Verzweigungs- oder 
Ubergangslinien. 
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Diese Fliiche ist die gewohnlich als Riemannsche Fliiche des ellip­
tischen Grundgebildes bezeichneteFliiche. Wir k6nnen von ihr, wie man an 
den beistehenden Abbildungen leicht einsieht, durch stetige Deformation 
zur Hauptform libergehen. Man denke sich namlich E und E' als Kugeln, 
auf denen die Verzweigungslinien zu Kreisen erweitert sind (Abb. 62); 
dann ziehe man diese Kugeln zu Zylindern aus (Abb. 63), und schlieI3-
lich biege man die beiden Zylinder zu einer RingfHiche zusammen, wobei 

?C(\,,+ ,J) -
,~tttWt1tqtf*t fL 

A1irt'tttt"Wf.)P-+ 
Abb.62. Abb.63. Abb.64. 

man die einander zugeordneten Randteile von E' und E zur Deckung 
bringt (Abb.64). Die Vfer der Schnitte a1 a2 und aaa4 gehen dann auf 
der RingfHiche in je einen Meridiankreis liber. 

Sechstes Kapitel. 

Elliptische Integrale. 

§ 1. Definitionen. 

Es sei 
(1 ) 

wo das Polynom auf der rechten Seite keine mehrfache Nullstelle be­
sitzt. Die Funktion y ist also die Quadratwurzel aus einem Polynom 
dritten oder vierten Grades in x. 

In jedem Punkte der Riemannschen Flache F des Gebildes (1) 
hat sowohl x als auch y einen ganz bestimmten Wert; man sagt: Auf 
der Riemannschen Flache F sind x und y eindeutige Funktionen des 
Ortes. 1st R (x, y) irgend eine rationale Funktion von x und y, so wird 
auch sie in jedem Punkte der Flache F einen ganz bestimmten Wert 
besitzen, also eine eindeutige Funktion des Ortes auf F sein. 

Wir betrachten zwei Punkte PI> P2 der Flache Fund verbinden 
sie durch irgend eine Kurve L. Da langs dieser Kurve in jedem Punkte 
sowohl x als auch y einen ganz bestimmten Wert hat, so hat das durch 
die Kurve L erstreckte Integral 

p, 

(2) I =JR (x,y) dx =JR (x,y) dx 
L PI 
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jedenfalls dann einen ganz bestimmten Wert, wenn x und R (x, y) auf 
dem Integrationswege endlich bleiben. Aber auch wenn x oder R (x, y) 
auf der Kurve PI ... P2 Unendlichkeitsstellen hat, kann das Integral 
einen endlichen Wert haben, es ist dann eben ein uneigentliches Integral!. 
Wir nennen das Integral (2) ein bestimmtes elliptisches Integral. 

Lassen wir in (2) den Endpunkt P2 der Kurve L variabel und fiigen 
noch eine willkiirliche Konstante hinzu, so erhalten wir eine Funktion 
von x = x2, d. h. der x-Koordinate von P2' 

J =fR (x,y) dx, 

welche der Differentialgleichung 
dJ a:;; = R (x, y) 

geniigt. Wir nennen sie ein unbestimmtes elliptisches Integral. 

§ 2. Die unbestimmten elliptischen Integrale. 
Wir wollen in diesem Paragraphen beliebige unbestimmte elliptische 

I ntegrale durch gewisse spezielle unter ihnen ausdriicken. 
Nach Kap. 5, § 3 laBt sich durch eine Substitution 

(1) 

die Gleichung 

in die Form 
(2) 

a~ + b 
x=c~+d' 

1] 

y = (c~ + d)2 (ad-bc=l) 

transformieren. Offenbar sind auch ~ und r; rational durch x und y aus­
driickbar. Nun ist 

dx I 
d[ = (c ~ + d)2 ' 

durch die Substitution (1) geht also das elliptische Integral 

z=fR(x,y)dx 
iiber in 
(3) 

wo P wieder eine rationale Funktion ist und zwischen ~ und r; die 
Gleichung (2) besteht. Wir set zen 

r; = ~'(u); 

1 Man definiert bekanntlich ein uneigentliches Integral als Grenzwert eines 
eigentlichen, z. B. 

1 h 

J! dx - Ii J dx 
VI - x - h~ II - x' 

o 0 

wobei II von links gegen I riickt. 
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dann geht (3) iiber in 

z=Jp(~J(u), S;/(u))p/(u)du=JF(u)du, 

wo F (u) eine elliptische Funktion bedeutet. 
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Nach Rap. 1, § 12 lal3t sich nun aber die allgemeinste elliptische 
Funktion F (u) darstellen in der Form 

F (u) = C + .2{AC (u - a) + Al ~J (u - a) + Ad'J' (u - a) + ... 
a 

+ AT ~,;<r-l) (u - a)}; 

zwischen den Residuen A besteht dabei die Gleichung 

Also wird .2A = O. 

z =JF(u)du = Cu + 2,'{AJC(u - a)du + A 1 Jp(u - a)du 

oder, da 

ist, 

r( ) dloga(u-a) ( ) di;,(u-a) 
., u - a = du ,p u - a = - du 

(4) { 
z = C 1 + C u + .2 A log a (U - a) - .2 A 1 C (u - a) 

+ .2 (AdO (u - a) ... + AT p(r-2) (u - a)). 

Die letzte Summe ist als elliptische Funktion rational durch fJ (u) 
und p' (u), d. h. durch x und y ausdriickbar. 

Wir bringen die rechte Seite von (4) noch auf eine andere Gestalt, 
urn das Integral z durch moglichst wenige Terme transzendenter Natur 
auszudriicken. Zunachst bemerken wir, daB 

C (u - a) - C (u) 

die Perioden WI und W 2 besitzt, also eine elliptische Funktion ist. Wir 
ersetzen deshalb 

.2A1 C(u-a) durch C(U).2Al+.2AdC(u-a)-C(u)}. 

Sodann wollen wir 

.2A loga (u - a) = .2A log a (u - a) -loga (u) .2A 

ersetzen durch 
A{l a(a-u) a'(a)} 

.2 og a (u) a (a) + a (a) U . 

Der Unterschied zwischen beiden Summen ist offenbar. eine ganze 
lineare Funktion von u. Wir berner ken noch, daB in der vorstehenden 
Summe gegebenenfalls das a = 0 entsprechende Glied zu unterdriicken 
ist. Die Gleichung (4) laBt sich nunmehr so schreiben: 

z = c + c1 U + c2 C(u) + .2) A {log : ((=)-~ (;) + ~ (~~: u} + Rl (p(u). p'(u)), 

wo Rl eine rationale Funktion bedeutet. 



240 II, 6. Elliptische Integrale. 

Es setzt sich also das allgerneinste elliptische Integral linear zu­
sarnrnen aus Gliedern der Form 

u, 
I a (a - u) a' (a) 

, (u) , og a (u) a (aj- + a (a) U 

und einer rationalen Funktion von x = &0 (u), Y = &O'(u). 
Diese einzelnen Glieder sind selbst elliptische Integrale. Zunachst 

ist narnlich 

u =fdU =f~\J (u) =f~x, s;J' (u) Y , 

dieses Integral f d; heiBt elliptisehes N ormalintegral erster Gattung. 

Ferner ist 

qu) = - J bo) (u) du = - f x :~; 

dieses Integral f x :x heiBt elliptisehes Normalintegral zweiter Gattung. 

Urn auch 

a (a - u) a' (a) a (a - u) 
log a (u) a (a) + a (a) U = log ;;-(uja(a) +, (a) u 

als elliptisches Integral darzustellen, benutzen wir die Gleichung 

1 &0' (u) - 8J' (v) 
-2 8J (u) _ 80 (v) =, (u + v) - '(ti) - , (v) , 

die wir in § 12 des 1. Kapitels ableiteten. Wir setzen in ihr v = - a 
und integrieren dann nach u; auf diese Weise kornmt 

f ~-- e~~ + SJ'(lI{ dti = J, (u - a) du - J '(ti) dti + J?; (a) du 
2 jJ (u) - SJ (a) 

= log a (a - ti) -loga (ti) +, (a) u -loga (a) 

bei geeigneter Verfiigung iiber die Integrationskonstante. Setzen wir 
noch 

&O(u)=x, &O'(ti)=y, p(a)=xo, S9'(a)=yo, 

so kornmt 

10 a (a - u) + a' (a) ti - f~- Y + Y(j ~. 
g a (u) a (a) a (a) - 2 x - Xo Y , 

dieses Integral heiBt elliptisches N ormalintegral dritter Gattting. Es hangt 
von einer willkiirlich bleibenden Stelle Xo = &0 (a), Yo = p' (a) des 
WeierstraBschen Gebildes abo 

Das hauptsachlichste Ergebnis un serer Untersuchung fassen wir in 
folgendem Satze zusarnrnen: 

Wenn y definiert ist dureh die Gleichung 

y2=4x3 -g2x-g3 , 
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so liif3t sich das allgemeinste Integral der Form 

z = f R (x, y) dx 

darstellen als eine lineare Funktion von Integralen der Gestalt 

f d;, f~:~, f+~-~~: dyX_, 
vermehrt um eine rationale Funktion von x und y. Es ist also 
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J f dX fXdX f I y+yodx 
R (x, y) dx = R2 (x, y) + c1 -y- + c2 -y- + 2) A z-x-=-~ y' 

wo in der Summe auf der rechten Seite von Glied zu Glied die Konstanten 
A, xo, Yo wechseln und Rz eine rationale Funktion bedeutet. 

§ 3. Die bestimmten elliptischen Integrale. 
Wir wollen in diesem Paragraphen untersuchen, in welcher Weise der 

Wert eines elliptischen I ntegrales 

P2 

J R (x, y) dx 
P, 

von dem PI mit P2 verbindenden I ntegrationswege abhiingt. 
Nach § 2 diirfen wir uns dabei auf die Betrachtung der Normal­

integrale 

p, p, P, 

beschranken. 
Die Hauptform der Riemannschen 

Zusammenbiegung aus dem Perioden­
parallelogramm entstanden. Bezeich­
nen wir mit A +, A -, B+, B- die 
Seiten des Parallelogramms, so finden 
wir sie auf der Riemannschen Flache 
in der Weise wieder, daB A + mit A­
in der Linie A und B+ mit B- in der 

Flache denken wir uns durch 

Linie B zur Deckung gelangt ist Abb. 65. 

(Abb. 65). Die Gesamtheit der nicht 
auf A und B liegenden Punkte der Riemannschen Flache nennen wir 
T. Die aus A + entstandene Seite der Linie A nennen wir die positive, 
die aus A - entstandene die negative. Einen Punkt p von A nennen wir 
p+ oder p-, je nachdem wir ihn uns durch Hineinriicken eines Punktes 
von T auf die positive oder die negative Seite von A entstanden denken. 
Dieselben Festsetzungen mogen fUr B gelten. 

Hurwitz-Courant. Funktionentheorie. 3. Aufl. 16 
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Jedem Punkte P von T entspricht ein bestimmter Punkt u = u(P) 
des Periodenparallelogramms. Dann ist langs A 

u (p-) - u (P +) = WI 
und Hings B 

Liegt eine Kurve PI ... P2 ganz in T, so entspricht ihr eine im Inneren 

Abb.66. 

des Periodenparallelogramms liegende Kurve U 1 ••• u 2, 

und es ist 
P. u. 

J 1 = J dyX = J d u = u (P2) - u (PI) . 
p, 

Uberschreitet dagegen PI ... P2 die Linie A, und zwar 
von der negativen zur positiven Seite, so ist (Abb. 66) 

P. P- P. 

Jl = J dyX = J + f = u (p-) - u (PI) + u (P2) - u (p+) 
p, p, p+ 

= u (P2) - u (PI) + WI; 

iiberschreitet aber PI ... P2 die Linie A von der positiven zur negativen 
Seite, so ist 

J 1 = u (P2) - u (PI) - WI· 

Ebenso gilt natiirlich, wenn der Weg PI ... P2 die Linie B einmal iiber­
schreitet, 

J 1 = u (P2) - u (PI) ± W2, 

wo das positive oder negative Vorzeichen steht, je nachdem B von der 
negativen zur positiven oder von der positiven zur negativen Seite 
iiberschritten wird. 

Fiihrt nun der Integrationsweg ganz beliebig von PI nach P2' so 
zerlegen wir ihn durch Zwischenpunkte p(l), p(2), ••• , p(k), die keiner 
der Linien A, B angehOren, in die Wege PI . .. p(l), p(l) ... p(2) , •.. , 

p(k) ... P2' so daB jeder dieser Wege hOchstens einen Punkt mit einer 
der Linien A, B gemein hat. Dann ist 

Po p(1) p(2) Po 

J 1 = f d; = f + f + ... + f = u (P2) - u (PI) + m1 WI + m2 W2, 
p, p, p(1) P (k) 

wo m1 angibt, wieviel hiiufiger der Integrationsweg die Linie A von der 
negativen zur positiven Seite als in umgekehrter Richtung durchkreuzt, 
und m2 dieselbe Bedeutung fur B besitzt. 

Insbesondere folgt also 
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wenn C eine geschlossene Kurve ist, die mit keiner der Linien A, B 
zusammenfallt . 

Der Wert des durch eine geschlossene Kurve erstreckten elliptischen 
Integrals erster Gattung ist also gleich einer Periode. 

LaBt sich eine solche geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt 
zusammenziehen, so ist nach dem Satze von CAUCHY offenbar 

f d; =0. 
a 

Die eigentlichen Perioden kommen also dadurch zustande, da/3 es auf 
dem Kreisring geschlossene Linien gibt, die sich nicht stetig auf einen 
Punkt zusammenziehen lassen. 

Wir betrachten ietzt das bestimmte Normalintegral zweiter Gattung 

PI 

Liegt die Integrationskurve ganz in T, so ist 

U(P2) 

J2 = J fJ (u) du = - C(u (P2)) + C (u (PI))' 
U(PI) 

Langs A ist nun u (P-) - u (P+) = Wv also 

C (u (P-)) - C (u (p+)) = 111, 

und entsprechend langs B 

C (u (r)) - C (u (P+)) = 'YJ2 • 

Daraus folgt fur den Fall einer beliebigen K urve PI ... P2 

PI 

wo mi und m2 die oben beim Integral erster Gattung erkliirte Bedeutung 
haben. Man nennt 'YJl und 'YJ2 auch die Perioden des Integrals zweiter 
Gattung, da sie dieselbe Rolle spielen wie WI und W2 beim Integral 
erster Gattung. 

Endlich untersuchen wir das N ormalintegral dritter Gattung 

P2 

J -f~Y+YOdX-
3 - 2 x - Xo Y • 

Es sei Xo = P (a). Ohne Besclirankung der Allgemeinheit diirfen wir 
annehmen, daB die Punkte u = 0 und u = a =F 0 im I nneren des 
Periodenparallelogramms liegen. Wir verbinden sie durch eine Kurve. 

16* 



244 II, 6. Elliptische Integrale. 

Dieser entspricht auf dem Kreisring eine Linie C, auf welcher wir 
wieder eine positive und eine negative Seite unterscheiden (Abb.67). 

PI und P2 seien von u = 0 und u = a verschieden. Vermeidet der 
Weg PI ... P2 alle drei Kurven A, B, C, so ist 

U(P.) 

J3 = f{C (u - a) - C (u) + C (a) }du = [log (J t)- t~ + C (a) u]U(P') , 
(J U (J a u(p,) 

u(p,) 

und hier hat die rechts stehende Differenz einen ganz bestimmten Wert, 
da in dem von u = 0 nach u = a aufgeschnittenen Periodenparallelo­
gramm der rechts auftretende Logarithmus eindeutig ist. 

Abb.67. 

Jetzt moge der Weg Pl ... P2 die Kurve C genau 
einmal kreuzen, dagegen A und B nicht treffen. 
Zunachst seien PI = p+, P2 = P- ein und derselbe 
Punkt auf C, und zwar auf der positiven bzw. nega­
tiven Seite. Der Weg P+ ... P- umschlieBt einen 
der beiden Pole 0 und a des Integranden 

C (u - a) - C (u) + C (a) . 

Diese Pole sind nach Kap. I, § 11 von der ersten 
Ordnung und haben das Residuum - 1 bzw. + 1. Folglich ist fur 
diesen Fall bei geeigneter Fixierung der positiven Seite von C 

13 = 2ni. 

Dasselbe gilt dann natiirlich fiir jeden geschlossenen Integrationsweg, 
der die Kurve C genau einmal schneidet. 

Dieselbe Betrachtung stellen wir fiir die Linien A und Ban. In­
tegrieren wir zunachst von einem Punkte P+ von A bis zum zugehorigen 
Punkt P- von A, ohne dabei A, B oder C zu treffen, so ist 

[1 (J (a - u) ]U(P-) 
J3 = og (J (u) (J (a) + C (a) u U(p+); 

ferner ist u(P-) - u(p+) = COl und nach Kap. I, § 13 

'I, (u+t ro,) 
0" (u + COl) = - e 0" (u). 

also 

1 (J (a - U + WI) { - e'l,(a-u+t ro,) (J (a - u) } 
og (J (u _ wJ (J (a) + C (a) (u - COl) = log 

- e-'1'( u-t ro,) (J (u) (J (a) 

(J (a - u) + C (a) u - C (a) COl = log (J (u) (J (a) + a rh + C (a) u - C (a) COl; 

daher mit Rucksicht auf die Vieldeutigkeit des Logarithmus 

J3= -a'YJl +C(a) COl +n1·2ni=.Ql; 

n1 ist hierbei eine ganze Zahl, die wir nicht naher bestimmen wollen. 
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Integrieren wir von einem Punkte P+ von B zuriick nach p-, ohne 
A, B oder C zu treffen, so ergibt sich ebenso 

13 = - a'f}2 + C (a) £02 + n2· 2ni = D2. 

Die Konstanten Dl und D2 spielen fiir das bestimmte Normal­
integral dritter Gattung dieselbe Rolle wie die Werte WI> £02 bzw. 'f}1> 'f}2 
fur die Integrale erster bzw. zweiter Gattung; sie heiBen daher auch 
Perioden. 

1st nun schlieBlich ein ganz beliebiger Integrationsweg von PI nach 
P2 vorgeschrieben, der nur die Punkte u = 0 und u = a vermeidet 
und nicht ganzlich zu A oder ganzlich zu B gehOrt, so verbinden wir PI 
mit P2 durch eine Hilfslinie, die A, B und C nicht kreuzt, und nennen 
den Wert des durch sie erstreckten Integrales 13' Diesen Wert hatten 
wir an erster Stelle ermittelt. 

Dann ist 
P. f i Y + Yo dx _. . 

J3= -2 ---=J3+m·2nz+~Dl+m2D2 
x - Xo Y 

Pi 

mit ganzzahligen m, m1, m2• Hierbei haben m1 und m2 die fruhere Be­
deutung, und m gibt an, urn wieviel haufiger der Integrationsweg 
PI ... P2 die Linie C von der negativen zur positiven Seite uberschreitet 
als in umgekehrter Richtung; die Bedeutungen von m, ml> m2 sind 
also ganz analog. Der Beweis ergibt sich wie fruher durch Zerlegung 
des Integrationsweges in solche Stucke, die hochstens einmal eine der 
Kurven A, B, C schneiden. 

Siebentes Kapitel. 

Die Transformation der elliptischen 
Funktionen. 

§ 1. Lineare Transformation der WeierstraBschen 
Funktionen. 

Wenn 
(1) 002 = IX £02 + P £01 , WI = I' £02 + ~ £01 

gesetzt wird, wo IX, P, 1', ~ ganze Zahlen der Determinante IX~ - PI' = 1 
bezeichnen, so sagt man, (002, WI) gehe aus (£02' £01) durch lineare Trans­
formation hervor. Wir beschiiftigen uns hier zunachst mit der Frage, 
wie sich die WeierstrafJschen Funktionen bei linearer Transformation 
der Perioden verhalten. Es war 
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Wenn wir WI> w 2 durch wI> w2 ersetzen, so andert sich die Gesamt­
heit der Perioden w gar nicht, und die Periode 0 geht in sich fiber. 
Also ist 

(J (ujw1, w2) = (J (UjWl ,(2). 

Ebenso erkennt man die Richtigkeit der Gleichungen 

C (ujw1 , ( 2) = C (UjWl' ( 2), SJ (ujw1 , w2) = SJ (u/w1 , ( 2)· 

DieFunktionen (J (u), C (u), SJ (u) sind also bei linearer Transformation 
der Perioden invariant!. 

Aus <;lemselben Grunde sind auch g2' g3' L1 = g23 - 27 ga2 invariant. 
Wie verhalten sich die GroBen 

111 = 2 C (~l I WI' Wz), 'Y)2 = 2 C (~21 WI' ( 2) ? 

Bezeichnen wir mit 'iiI> 'ii2 die Werte, in welche 'Y)I> 'Y)2 fibergehen, 
falls wI> w 2 durch wI> w2 ersetzt werden, so ist 

- = 2 r ( IX W2 + f3 WI 1- -) = 2 r ( IX W z + f3 WI 
'Y)2 '" 2 , WI' W2 '" 2 

;n - 2 r ( y W2 + !5 WI I w w) _ 2 r (_ L~~ + !5 WI 
'/1 - '" 2 l' Z - '" 2 

I WI' ( 2), 

I WI' (2)' 
Nun folgt aus 

C (u + lX.W2 + (JW1/W1 , ( 2) = C (u/w1 ' ( 2) + lX.'Y)2 + (Jrh 

f .. . IX W2 + f3 WI d' GI' h'- + (J d t h d ur u = - --2~- Ie elc ung 'Y)2 = lX.1')2 'Y)I> un en sprec en 

'ih = Y'Y)2 + b1')l' Es erfahren also 'Y)1> '12 dieselbe Transformation wie 
WI> W 2· 

Die GroBen 

e1 = SJ (~ll WI' ( 2), . e2 = SJ (WI ~ W 2 \ WI' ( 2), ea = SO (~21 WI' ( 2) 

erfahren offenbar bei linearer Transformation der Perioden eine Ver­
tauschung. 

§ 2. Lineare Transformation der {t-Funktionen. 
Aus Kap. 2, § 6, (2) und § 9, (8) folgt 

(1) f}1 (v/r) = V;~ V2Je - 2'1~lU' a (u) 

Bilden wir dieselbe Gleichung statt fUr die Perioden WI> W 2 ffir die Perioden 
wI> w2, die mit WI> W 2 durch die Gleichungen (1) des vorigen Paragraphen 
verbunden sind, so folgt 

1 VgL Kap. 1. § 15. 
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Dividieren wir (2) durch (1), so folgt, weil LI = LI ist, 

# (_V __ I ~~±E) = # (vir) 1/ WI 8 e(2'J~1 - 21j~J u' 
1 y. + <5 y • + <5 1 V WI ' 

WO 8 eine 8-te Einheitswurzel bezeichnet. Nun ist 

1}1 _ iiI 1}1 (y W2 + <5 WI) - (?,_1}2_~O~lL~..! Y (1}1 W~ - 1}2 WI) y.2 n i 
WI WI WI WI 

----=--- = ------==--, 
WI WI WI WI 

U = WI v, 

so daB wir folgende Formel fUr die lineare Transformation von #1 er­
halten: 

, __ in:y 2 

(3) #1 (y.~+b I~:! ~) = e Vy:t+-J-eyaJv #dvlr). 

Auf die Bestimmung der 8-ten Einheitswurzel 8 beziehen sich mehrere 
Arbeiten. Die griindlichste Untersuchung hieriiber hat DEDEKIND in 
einer ErHiuterung zu einer nachgelassenen Arbeit Riemanns ausgefiihrt. 

Dividieren wir (3) durch #1 (vir) und setzen dann v = 0, so kommt 

,/ I D/(ol~~$i) 
8 V Y r + 0 = YT + (j {}l' (OJ.) . 

Nun war (Kap. 2, § 10, (5)) 
~oo 

{}1' (Olr) = 2 n h ,1 II (1 -- h2n) 3 
n=l 

daher entsteht 

h' t iI (l - h'2n)3 

(4) 8 {yr + o-=_l __ n=~ ____ _ 
yT+<5 .1 00 

( . (H+fJ) .,,--
h = einr , h' = e yr+o • 

h4 II(I- h 2n )3 
n=l 

Wir heben noch die speziellen Falle der Transformationen 

hervor, aus welchen sich, wie man leicht beweisen kann, durch Zu­
sammensetzung die allgemeinste line are Transformation ableiten laSt. 
Diesen speziellen Transformationen entsprechen die Gleichungen 

(5) 
in 2 

(6) {}1 (-~ 1- +) = 8 2 lT" e-~v #dvjr). 

1m Falle (5) ist nach (4), weil h' = ein (r+l)= ein h, also 
in 

1 - 1 
h,4 = e 4 h4 ist, 
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1m Faile (6) hat man nach (4), wenn unter 82' eine achte Einheits­
wurzel verstanden wird, 

.1. co 
_ ht4. II (1 - h'2n)3 ( in) 

82 y:r = 82' V T = -~- l.n : 1 h = ein " h' = e ~--.; . 
h4 II (1 - h2n )3 

n=l 

Fur r: = i wird h = h'. W3hlt man daher fUr Vf in der oberen 

r:-Halbebene diejenige Bestimmung der Quadratwurzel, die sich fUr 

r: = i auf + 1 reduziert, so kommt 82 ' = +. 
Man findet daher definitiv 

in 
(7) {fl (vjr: + 1) = e 4 {fl (vjr:), 

Von der Funktion {fl k6nnen wir zu den drei anderen {f-Funktionen 
durch die Gleichungen (Rap. 2, § 8) 

i1l7: • 

{fl (v + ijr:) = i e --4--
tnv {fo (vjr:), 

inT . 1 ---p,v 
{fl(V+ 2-+-;-jr:)=e 4 {f3(vjr:) 

ubergehen. So finden wir aus (7) 

) D, (v/. + \) ~~;: IJ, (v/.). 

(8) {f3 (vjr: + 1) = {fo (vjr:) , 

{fo (vjr: + 1) = {f3 (vjr:) , 

Fur v = 0 ist also insbesondere nach (8) 

~ .. V~ ~~ _i:n2 
..:::.; etnn , = T ..:::.; e 

n=-co n=-co 

Diese Formel tritt in vielen Anwendungen auf. 
1st 

so wird 

und also 

1 -1 
r + is 
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Es wird daher I h' I < I h I sein, wenn r2 + S2 < 1, d. i. I i I < 1 ist. In 

diesem Falle konvergieren daher die Reihen {} a ( ~ / - ~) besser als 

die Reihen {}a (V/i) , und un sere Transformationsformeln werden dann 
zweekmafJig zu numerisehen Reehnungen benutzt. Allgemein gestattet 
(Kap. 4, § 1) die Formel (3), den Wert von i zu ersetzen durch den aqui-

o(T+i3. I I 
valenten Wert Y-T + <5 =r + H, wo (vgl. Kap.4, § 1) - -=r < r < -2 und 

r2 + S2 > 1 ist. Das Minimum von s, also der fUr die Giite der Kon-

vergenz ungiinstigste Wert von s, ist dann i Y3 und daher 

{s 

I h' I <e -'"'2 = 0,06583 .... 

Die mit diesem h' gebildeten {}-Reihen sind auBerordentlich gut kOIl 
vergent. 

§ 3. Transformation zweiter Ordnung. 
Wenn 

ist, wo a, b, e, d ganze Zahlen der Determinante ad - be = n > ° 
bezeichnen, so sagen wir, (W2' WI) gehe dureh Transformation n-ter Ord­
nung aus (W2' WI) hervor. 

Transformation erster Ordnung ist also gleichbedeutend mit linearer 
Transformation. 

Wir wollen nur den einfachsten Fall n = 2 betrachten. Wir be­
weisen zunachst: 

Es gibt ein zu (W2' WI) aquivalentes Paar (Q 2, Ql) j\tnd ein zu (W2' WI) 
aquivalentes Paar (Q 2' Q 1)' so dafJ 

Q 2 = Q2' Q 1 c. 2 Q 1 
ist. 

Zum Beweise unterscheiden wir zwei Falle. Da ad - be = 2 ist, 
so k6nnen e und d nur 1 oder 2 zum gemeinsamen Teiler haben. 1st 
nun erstens 2 Teiler von e und d, so kann man setzen 

w2 = a W2 + b WI = Q2 , 

WI = 2 (~W2 +~ WI) = 2 Ql' 

1st zweitens 1 der gr6Btc gcmcinsame Teiler von e und d, so sei 

rxd-fJe=1 1 

1 Sind c und d zwei teilerfremde ganze Zahlen, so HiBt sich nach den einfach­
sten Satzen der Zahlentheorie die Gleichung 

O(d - f3c = I 

stets in ganzen Zahien 0(, f3 Ibsen. 
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mit ganzzahligen Werten von ot und {J; hieraus folgt 
a-2oc c 

(a - 2 ot) d - (b - 2 {J} c = 0, b _ 2 fJ - d' 

a=2ot+tc, b=2{J+td, 

wo t, da der Bruch ~ sich nicht mehr kiirzen la.Bt, eine ganze Zahl ist. 

Man hat dann 

£02 = (2 ot + t c) W 2 + (2 (J + t d) WI' WI = C W 2 + d WI' 

also 
£02 - t ~ = 2 (ot W2 + (J WI), W} = C W2 + d WI' 

Setzen wir 

ii2 = WI' Q} = - 002 + t Wl> 
Q 2 =cw2 +dw}, Q1 = - (ot w2 + (J W}), 

so folgt 
li2 = Q2' ii} = 2 Q} . 

Damit ist unser Satz bewiesen. 
Wollen wir nun untersuchen, in welchem Zusammenhange 

50 (U/W} , W2) und 50 (U/Wl , 002) 

stehen, so beriicksichtigen wir, daB 

50 (U/W} , w2) = 50 (u/Q1, Q2) und 50 (U/W1, 002) = 50 (u/!Jl , Q2) 

ist. Bezeichnen wir Q}, D2 jetzt neuerdings mit 2 w, 2 w', so ist 

lEW' Zw+Zw' und wir habe~}alsoW~ur ~:Ch :i:/~Ufgabe, fest­

I II zustellen, in welchem Zusammenhange die Funk­
tionen 

tU ZtU 50 = 50 (u/2 w, 2 Wi) und f.j = 50 (u/w, 2 Wi) 
o 

Abb. 68. miteinander stehen. 
Das Periodenparallelogramm von 50 setzt sich 

aus zwei Periodenparallelogrammen von f.j zusammen (Abb. 68). Wir 
kannen f.j als elliptische Funktion vierten Grades mit den Perioden 
2 w, 2 w' ansehen, die an den Stellen U = 0 und U = W von der zweiten 
Ordnung unendlich wird. Bezeichnen wir die zu p gehOrenden GraBen 
mit iiberstrichenen Buchstaben, so wird 

f.j - lis (lis = 50 (w' /w, 2 Wi)) 

an denselben Stellen unendlich wie p und zweifach Null fUr 

U = Wi I U = w' + w. 

Dieselben Null- und Unendlichkeitsstellen wie KJ - es besitzt die Funktion 

(50 (u) - es) (50 (u + w) - es)· 
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Also ist mit konstantem M 

go (u) - ea = M(rJ (u) - ea) (~(u + w) - ea). 

Die Konstante M ergibt sich durch Entwicklung an der Stelle u = 0, 

und zwar gleich _1_, so daB also 
e1 - e3 

J ~ (u/w, 2 w') - f' (w' /w, 2 w') . 
(1) 1 l = ~-- (~(u/2w,2w') - ~J(w'/2w,2w')) (~(u +w/2w,2w') - «>(w'/2w,2w')) e1 - e3 ~-

folgt. Da ~ (u + w) - el an der Stelle u = w von zweiter Ordnung un­

endlich, bei u = 0 aber von zweiter Ordnung 0 wird und () 1 das-p u - e1 

selbe Verhalten zeigt, so ist, wie das Einsetzen des Wertes u = w' lehrt, 

~ (u + w) - el = (e2 -; ~~) ~ ~ e1) , und durch (1) ist r rational durch 

~ dargesteUt. Aus der Gleichung (1), die wir kiirzer folgendermaBen 
schreiben: 

(2) go (u) - ea = ~--~--e (~(u) - ea) (~J (u + w) - ea), 
1 - 3 

entsteht durch Vertauschung von w mit w' 

fj(u) - el = _I_(~(u) - el ) (~(u + w') - el ), e3 - e1 

wo fj (u) = rJ (u/2 w, w'), el = ~ (w/2 w, w') gesetzt ist. 

§ 4. Zusammenhang zwischen den WeierstraBschen und 
den J acobischen elliptischen Funktionen. 

Fiir das Folgende ist es notwendig, nochmals auf den Zusammen­
hang zwischen den Jacobischen und WeierstraBschen Funktionen 
zuriickzukommen. 

Bezeichnen WI = 2 W, W2 = 2 w' die Perioden, mit denen ~ (u) 

gebildet ist, und s(u), c(u), LI(u) die mit W2= w' =7: gebildeten 
W1 w 

elliptischen Funktionen Jacobis, so k6nnen wir diese folgendermaBen 
durch ~ (u) ausdriicken. Es ist (Kap. 2, § 9, (6) und Kap. 3, § 1, (11)) 

(1) I' 2 K = 'Jt (}a2 = 2 w 1/ el - ea , 

2 i K' = 2 K 7: = 2 w' 1/ e1 - ea , 

Hieraus folgt nach Kap.3, §2, daB s2(u1/el -·ea), c2(u-ye l -e;), 
Ll2(ufe~=-~e;) dieselben Perioden 2w, 2 w' wie ~(u) haben. Die Funk­
tion S2 (u -V el - ea) hat aber ferner den Doppelpol u = w', die Doppel­
nullstelle u = 0 und den Wert 1 fiir u = w. Daraus folgt 

r (u + w') - ea = C S2 (u -V el - ~) = (e2 - ea) S2 (u (i; - e;). 
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Entsprechende Uberlegungen gelten fUr c2 und .1 2, so daB folgende 
Gleichungen bestehen: 

SJ (u + w') - el = (ea - el ) L12( u -yel - ea), 

p(u + w') - e2 = (ea - e2) c2 (u -y~e;), 

SJ(u + w') - ea = (e 2 - ea) S2(U -yel - ea). 

Vermehrt man u urn w, w', w + w' und benutzt die Tabelle I in 
Kap. 3, § 2, so erhaIt man ein weiteres System von Gleichungen, welches 
wir mit dem soeben gewonnenen in folgender Tabelle iibersichtlich 
zusammenstellen: 

u u+(O u + (0 + (0' U + (0' 

c2 s2 1 
(ea - el ) ,12 f.J - el (el - ea) 52 (e l - e2) -Z2 (e2 - ell ,12 

,12 1 (e l - e2) (ea - e2 ) s2 
(ea - e2) c2 &J - e2 (e l - ea) 52 (e l - e2) C2 

el - ea ,12 

1 ,12 c2 
(e 2 - ea) s2 &J - ea (e l - ea) 52 (e l - ea) c2 (e 2 - ea) ,12 

Das gemeinsame Argument der hier auftretenden Funktionen s, c, .1 
ist u -y el - ea. 

§ 5. Die Landensche Transformation. 
Benutzen wir die Tabelle des vorigen Paragraphen und nehmen 

der Deutlichkeit halber das PeriodenverhaItnis 7: mit in die Bezeichnung 
der Funktionen s, c, .1 auf, so folgt aus (2) in § 3 

(_ _ ) 1 1 ( ) ,12 (u Y~/.) 
el - ea ___ = Cl - Ca ---

s2 (u Yel - ea/2.) S2 (u -r el - e3 M c2 (u l el - eaM 

und hieraus 

(1) ( /2) _ s (ul.) c (ul.) 
s m u 7: - m ,1 (ul.) 

Nach Formel (1) des vorigen Paragraphen ist, wenn K, K' die zu 
s(u/27:) gehOrenden Werte von K, K' bezeichnen, 

2 K = w reI - e--; = K m, 
also 

., I - - ., - ~-2 z K = 2 w el - e3 = 2 z K m, 

K'=mK'. 

Die Werte von m und x, dem Modul von s(uj27:), lassen sich durch 'X, 

den Modul von s(u/7:), ausdriicken. Wir setzen zu dem Zwecke in (1) 
K -

u = 2' also mu = K. 1m weiteren Verlauf dieses Paragraphen solI 
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nun bei den Jacobischen Funktionen das Periodenverhaltnis, wenn es 
den Wert 7: hat, immer weggelassen werden. Dann kommt 

(2) 

C (u) I 1 
Aus den Gleichungen s (u + K) = .1 (u) , L1 (u + K) = x .1 (u) von 

Kap. 3, § 2 folgen fUr u = - ~ die Gleichungell 
K C (~) 

s(T) = ~r~f 
L12 ( ~) = x' und demnach wegen (2) 

K ( 1 - .1 2 
( {-) ) 1 - u ' 

l=ms2 (T)=m --u2-- =m~. 
Es wird also 

u2 1 - U /2 
m = --~-·--·i = ~--., = 1 + x' . 

l-u l-u 

Substituiert man u + iK' fUr u in (1), so folgt nach Kap.3, § 2 

1 1 1 L1(u) u2 s(u)c(u) 
X s (m u/2 T) = m u2 s (u) c (u) oder s (m u/27:) ,= m X -~-t) -. 

Daher gilt nach (1) 

u2 
-.~-,-=m, 
mx 

_ u2 1 - U /2 

X = m2 = (1 + U ' )2 

1- u ' 
1 +u' . 

W ir haben also definitiv, wenn wir die zum M odul u gehorenden 
Funktionen mit s(u, u), c(u, x), L1 (u, u) bezeichnen, 

(3) s ((1 + x') u I_-=-- U~) = (1 + x') ~~tt,~~Ju·_:k:L (x2 + U /2 = 1). 
, 1 + u' .1 (u, u) 

Dies ist die sogenannte Landensche Transformation. Sie wird 
meistens in eiller anderen Form dargestellt, zu der wir jetzt iibergehell 
wollen. 

Setzell wir 
s(u,u) =x, s (( 1 + x') u, u) == y, 

so wird gemaB (3) nach Kap. 3, § 1, (8) 

(4) 

und nach Kap. 3, 

xl 1- x 2 

y = (1 + x') ---
II - u2 x2 

§ 3, (4) 

--'Cc~~~ ~ .... dy. = (1 + x') duo 
V (1 - y2) (1 - ,,2 y2) 
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Vermoge der Substitution (4) gewinnen wir daher 

( ) f dy = (1 + ,,') f dx 
5 r (1 _ y2) (1 __ ,,2 y2) Y (1 - x2) (1 _ ,,2X2) 

Der Modul " heiBt zugleich Modul des elliptischen Integrals 

f r (1 -- %2)d(~ _ ,,2 x2) • 

Sind nun" und ,,' reelle zwischen 0 und 1 gelegene Zahlen, so wird 

_ 1 - ,,' 1 - ,,'2 ,,2 
" = 1 + ,,' = (1 + ,,')2 = (1 -+- ,,')2 < ,,2 < ", 

und die Gleichung (5) fuhrt also die Berechnung eines elliptischen In­
tegrals mit dem M odul " auf die eines elliptischen Integrals mit einem 
kleineren M odul u zuruck. Durch wiederholte Anwendung der Landen­
schen Transformation kann man den Modul immer mehr und mehr 
verkleinern. 1st der Modul " so klein geworden, daB er vernachlassigt . f dy f dy • 
werden kann, so 1st y(l_y2) (1_"By2) durch Yl- yl = arcsmy 

ersetzbar, so daB also die mehrfach wiederholte Landensche Trans­
formation zur numerischen Berechnung der elliptischen 1ntegrale dienen 
kann. 

§ 6. Das arithmetisch-geometrische Mittel. 
Die Landensche Transformation gestattet insbesondere eine einfache 

Berechnung des zwischen den festen Grenzen 0 und 1 erstreckten Integrals 
1 

(1) f Y (1 ~ X2)d~1 _ "I x2) , 
o 

wobei " als eine gegebene, zwischen 0 und 1 liegende reelle Zahl voraus­
gesetzt wird. 

Setzt man s (u, ,,) = x und beachtet, daB nach Kap. 3, § 2 die Re­
lationen 

c (0) 
s (co) = Ll (0) = 1, s (0) = 0 

bestehen, so folgt 
1 

f y (1 _ XI)d;1 _ ,,2 X2) = co = K. 
o 

- m 1 + ,,' 
Die Gleichung K = 2" K = -2-K aus § 5 Iiefert ferner 

( - 1 - "') ,,=-- . 
1 +,,,' 
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Das Integral (1) geht nun durch die Substitution x = sin cp tiber in 

'" K =J2 dcp 
Y 1 - x2 sin2 cp 

o 
n; J2 drp 

= lcoS2~ + X'2 sin2 cp' 
o 

so daB die Gleichung (2) so geschrieben werden kann; 
n n; 

(3) K = fll. . d cp = _2_ fll .... ---c-d~cp~~---c-
f cos2-~+ x'2 sin2 cp 1 + x' f cos2 cp + ~'2 sin2 rp , 

o 0 

wobei -, /---~ V (1 - X-'-)2 2 f7 
x = 1 1 - x = 1 - 1 + x' = T + x' 

ist. 
b 

Es sei x' = -, wo a eine beliebig gewahlte positive Zahl bedeutet; a 
dann ist b = ax' positiv und < a. Ferner wird 

-, 2 yab b1 

x = a+b a 1 

mit 

Aus (3) folgt 

(4) 
'" 

K fll dcp 
-a = f a2 cos2 cp + b2 sin2 cp 

o 

Bilden wir nun die Folgen 

a, aI> a2, aa, 
b, bI> b2, ba, 

nach der MaBgabe, daB 

(5) a" + b" 
an+1 =-2-' (n = 1, 2, ... ) 

gesetzt wird, so zeigen wir leicht, daB liman = limbn = M (a, b) eme 
n--).oo fl,~oo 

bestimmte endliche Zahl darstellt. Es ist namlich 
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und allgemein folgen aus an> bn (n > 1) die Ungleichungen 

an + bn 
an+1 = --2- < an , 

so daB die Folgen der an und bn beschriinkt und monoton sind und daher 
konvergieren. Aus (5) folgt dann, daB sie denselben Grenzwert be­
sitzen. 

Die Gleichung (4) gibt, durch den Grenziibergang n ~ 00, 

und demnach 

(6) 

:n: 

K = f 2 J::::=d=c:rp==~ 
V I - x2 sin2 rp 

o 

I 
2 M (I,x')' 

Ersetzt man w durch ~', w' durch iw, so wird'l: zu -~, K ZU K' und 
t T 

"nach Kap. 3, § 1, (9) und (10) und Kap. 7, § 2, (8) zu ,,'. Daher kommt 
n 

(7) K' =f2 drp =!!~ a 
fI- x'2sin2rp 2 M(a,ax} 

11: I 
2 M(I,x}' 

o 

Da das "arithmetisch-geometrische Mittel" M (a, b) Leicht mit grofJer 
Genauigkeit berechnet werden kann, so konnen bei gegebenem " nach (6) 

und (7) die GrofJen K und K' und hieraus 'l: = i ~', h = einr bestimmt 

werden, worauf dann auch die {}-Reihen, sowie s (u), c (u), LI (u) berechnet 
werden konnen. 

Damit ist ein Weg zur praktischen numerischen Lasung des in 
Kap. 4, § 5 behandelten Problems gefunden. 



Dritter Abschnitt. 

Geometrische Funktionentheorie. 
Urn die Theorie der Funktionen einer komplexen Veranderlichen z 

zu entwickeln, kann man verschiedene Ausgangspunkte wahlen. Man 
kann einmal die einfachsten explizit gegebenen Ausdriicke in z, namlich 
die Polynome Co + C1Z + ... + cnzn, zugrunde legen und dann durch 
Grenziibergang, indem man den Grad des Polynoms unbegrenzt wachsen 
laBt, zu allgemeineren durch "Potenzreihen" darstellbaren Funktionen 
iibergehen. Auf dieser Grundlage hat WEIERSTRASZ das Gebaude der 
Theorie der analytischen Funktionen errichtet, und der Darstellung 
dieser Theorie sind die im ersten Abschnitt abgedruckten Vorlesun­
gen von HURWITZ iiber allgemeine Funktionentheorie gewidmet. 

Man kann jedoch bei der Entwicklung der Funktionentheorie auch 
einen andern, in mancher Hinsicht einfacheren Weg einschlagen. Man 
versucht namlich die analytischen Funktionen durch soIche Eigen­
schaften zu charakterisieren, weIche an die geometrische Anschauung 
ankniipfen und leichter als die Definition durch Potenzreihen gestatten, 
einen Uberblick iiber das Verhalten der Funktionen im groBen zu ge­
winnen. Der Aufbau der Funktionentheorie unter solchen Gesichts­
punkten schlieBt im wesentlichen an die bahnbrechenden Arbeiten 
RIEMANNS an, weIche nicht nur von geometrischen, sondern auch von 
physikalischen Vorstellungen angeregt sind. 

Es ist das Ziel der folgenden Kapitel, einen einfiihrenden Uberblick 
iiber diese "geometrische Funktionentheorie" zu geben. Dabei wird 
die Darstellung, obwohl sie sich in vielen Punkten mit der von HURWITZ 
erganzt, vollstandig unabhangig und in sich abgeschlossen sem. 

Erstes Kapitel. 

Vorbereitende Betrachtungen. 
§ 1. Komplexe Zahlen. 

Wir stell en zunachst ohne Beweis einige elementare, die Grund­
begriffe der Funktionentheorie betreffende Tatsachen zusammen, die 
dem Leser bekannt sein diirften und jedenfalls im folgenden als be­
kannt vorausgesetzt werden. 

Hurwitz·Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 17 
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Eine komplexe Zahl ist definiert als das Paar (a, b) zweier "reeller" 
Zahlen a, b, welches auch in der Form 

Z = a + bi 

geschrieben wird. Die komplexe Zahl a + (- b) i heiBt die zu z = a + bi 
konjugierte Zahl und wird mit z bezeichnet. Geometrisch pflegt man 
die komplexe Zahl a + bi durch den Punkt mit den rechtwinkligen Ko­
ordinaten a, b in einer Ebene zu veranschaulichen. Daher redet man 
oft ohne wesentlichen Unterschied der Bedeutung statt von der Zahl 
z = a + bi von dem Punkt z = a + bi. Unter einer "reellen" Zahl 
a soli kiinftig in Wirklichkeit das Zahlenpaar (a,O) verstanden wer­
den, wahrend jedes Zahlenpaar von der Form (0, b) eine rein imagi­
nare Zahl heiBt und kurz mit bi bezeichnet wird. 1st z = a + bi, so 
heiBt die Zahl a der reelle Teil von z, geschrieben ffiz, die Zahl b der 
imaginare Teil von z, geschrieben 3z. 

Als Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen setzt man fest: 

(a + b i) + (c + d i) = (a + c) + (b + d) i; 

(a + b i) . (c + d i) = (a c - b d) + (a d + be) i . 

Mit diesen Bezeichnungen gelten aIle gewohnlichen Rechengesetze; ins­
besondere ergibt sich als Umkehrung der Addition die Subtraktion und 
als Umkehrung der Multiplikation die Division durch eine von 0 ver­
schiedene komplexe Zahl. Ferner wird 

i2 = - 1. 

Statt durch die rechtwinkligen Koordinaten a, b laBt sich der Punkt 
z = a + bi auch durch seine Polarkoordinaten r, cp mit 

r = -Va2 + b2, 

a . b 
cos cp = r ' sm cp = r (fUr z =F 0) 

charakterisieren, wobei cp nur bis auf ein additives Vielfaches von 2 n 
bestimmt ist, beispielsweise auf das Intervall 0 < cp < 2 n beschrankt 
werden kann. Es gel ten dann auch die Umkehrungsformeln: 

und es wird 

a = r cos cp, 

b = r sin cp, 

z = r (cos cp + i sin cp). 

Die Zahl r, der "Radiusvector" des Punktes z, heiBt der absolute Betrag 
der Zahl z, geschrieben I z I; die Zahl cp heiBt Amplitude oder Arkus von 
z, geschrieben arc z. Der Ausdruck I Zl - z21 bedeutet geometrisch die 
Entfernung der Punkte Zl und Z2. 
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Fur den absoluten Betrag geIten die Formeln: 

I Zl ± Z2 I < I Zl I + I Z2 I ; 
I Zl ± Z2 ! > I Zl I - I Z2 I ; 

: Zl z21 = ! Zl II Z2 I . 
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Ist a eine komplexe, Beine positiv-reelIe Zahl, so heiDt die Gesamt­
heit alIer komplexen Zahlen z, fUr welche 

Iz-al<B 

ist, eine Umgebung von a. Geometrisch entspricht ihr das Innere des 
Kreises mit dem Mittelpunkt a und dem Radius B. 

Bedeutet Meine Menge von komplexen Zahlen Z (geometrisch: von 
Punkten in der Ebene), so heiDt der Punkt ~ ein Hiiufungspunkt von M, 
wenn in jeder Umgebung von ~ mindestens ein von ~ verschiedener 
Punkt Z aus M liegt. Eo ipso liegen dann in jeder Umgebung von ~ 
sogar unendlich viele Punkte Z aus M. Der Punkt ~ selbst braucht 
dabei nicht notwendig zu M zu gehi:iren. 

Eine Folge komplexer Zahlen z1> Z2' ... , Zn> ... heiDt konvergent, 
wenn es eine komplexe Zahl Z von der Beschaffenheit gibt, daD in jeder 
Umgebung von Z aIle Zahlen Zn bis auf endlich viele liegen, d. h. daD zu 
jedem B> 0 eine solche naturliche Zahl N existiert, daD fUr jedes 
n>N 

I Zn - Z I < B 

ist. Die (eindeutig bestimmte) Zahl Z heiDt der Grenzwert oder Limes 
der Zahlenfolge und ist zugleich deren einziger Haufungspunkt. Man 
schreibt: 

Eine unendliche Reihe 

lim zn = Z. 
n-+oo 

Zl + Z2 + ... + Zn + .. . 
heiDt konvergent, wenn die Folge 's1> S2' ... , Sn' ... ihrer Partialsummen 

(n = 1, 2, ... ) 

konvergiert. Die Zahl s = lim sn heiDt die Summe der Reihe; man 
n-+oo 

schreibt: 
00 

s = Zl + Z2 + ... = 2 Zn . 
n=l 

Ist eine Menge M von komplexen Zahlen gegeben und jeder zu M 
gehi:irigen Zahl Z in irgendeiner Weise eine Zahlenfolge 1fdz), U 2 (z), ... , 
Un (Z), ... zugeordnet, so heiDen diese Folgen auf der Menge M gleich­
miifJig konvergent, wenn sie nicht nur in jedem einzelnen Punkte Z von 
M nach einer gewissen Zahl u = u (z) konvergieren, sondern sogar zu 

17* 
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jedem e > 0 eine von Z unabhiingige natiirliche Zahl N existierl von der 
Beschaffenheit, daB fiir alle n > N 

I Un (z) - U (z) I < e 

fiir aIle z aus M gilt. - Entsprechend heiBt die unendliche Reihe 
u1(z) + U 2 (z) + ... + un(z) + ... auf der Menge M gleichmiifJig 
konvergent, wenn die Folge Sl(Z), S2(Z) , ... , Sn(Z) , " . ihrer Partial­
summen 

Sn(Z) = u1 (z) + u2(z) + ... + un(z) (n = 1,2, ... ) 

auf M gleichmaBig konvergiert. Ein Beispiel dafiir liefert die "geo­
metrische Reihe" 

(XJ 

1+z+z2 + ... =.l}zn. 
n=O 

Bei gegebenem R mit 0 < R < 1 konvergiert sie im Kreise I Z I < R 

gleichmaBig gegen 1 ~ z . 

Fiir viele Zwecke ist noch eine zweite geometrische Darstellung der 
komplexen Zahlen niitzlich: die Darstellung durch die Punkte einer 
Kugeloberflache, die man durch stereographische Proiektion aus der Dar­
stellung in der Ebene gewinnt. Man wahle die z-Ebene zur Aquator-

Abb.69. 

ebene einer Kugel mit dem 
Nu1lpunkt der Ebene als Mittel­
punkt und dem Radius 1 und 
prOJIZ1ere alle Punkte z = 

x + i y der Ebene vom N ord­
pol der Kugel aus auf die 
Kugeloberflache (Abb. 69) 1. 

Fiihrt man im Raum die recht­
winkligen Koordinaten ~,'Yj, C 
ein, wobei die ~- und 'Yj-Achse 
mit der x- bzw. y-Achse der 
Ebene zusammenfallen mogen 
und die positive Richtung der 
C-Achse nach dem Nordpol 

weisen soll, so bestehen zwischen den ebenen Koordinaten x, y des 
Punktes z und den raumlichen Koordinaten ~,'Yj, C des zugeordneten 
Kugelpunktes Z die Beziehungen 

(1) z+z 
~ = I Zl2 + l' 

z-z 

; 
x = 1- C' 

1 Eine audere Art der stereographischen Projektion, bei der die z-Ebene 
die Kugel im Siidpol beriihrt, wird gleichfalls haufig angewandt. Vgl. die ent­
sprechende Darstelluug in Abschn. I, Kap.l, § 3 (S.9-1O). 
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Der einzige Kugelpunkt, dem in dieser Weise kein Punkt der Ebene 
entspricht, ist der Nordpol. Nahert sich aber der Kugelpunkt Z dem 
Nordpol, so entfernt sich das Bild z von Z beliebig weit vom Nullpunkt 
der z-Ebene. Daher denkt man sich haufig die Punkte der Ebene durch 
einen idealen "unendlich fernen" Punkt erganzt, als dessen Eild auf der 
Kugel man den Nordpol betrachtet, und bezeichnet ihn auch mit dem 
Symbol 00. 

Fur den raumlichen Abstand d zweier Kugelpunkte Zl = (~1> 1]1> C1) 
und Z2 = (~2' 1]2' C2), die den komplexen Zahlen Zl = Xl + iY1 und 
Z2 = x2 + i Y2 entsprechen, ergibt sich 

d = -V (~l - ~2)2 + (1]1 - 1]2)2 + (C1 - C2)2 

undhierausnach Einsetzung der Werte (1) und einigen Umrechnungen 
die Formel 

d = 21 Zl - z21 
} (I zl12 + 1) (I z212 + 1) 

Diese raumliche Abstandsmessung hat den Vorzug, daB sie auch dann 
einen endlichen Wert liefert, wenn einer der beiden Punkte in der 
z-Ebene der unendlich ferne Punkt ist. 

§ 2. Geometrische Grundbegriffe 1 • 

Unter einer stetigen Kurve pflegt man eine Menge von Punkten zu 
verstehen, deren Koordinaten X und Y als stetige Funktionen 

X = ffJ (t), Y = 1jJ (t) 

einer reellen Veranderlichen t in einem Intervall tl < t < t2 definiert 
sind. Fiir die Zwecke der geometrischen Funktionentheorie konnen 
und wollen wir uns in den meisten Fallen auf eine viel speziellere Klasse 
von Kurven beschranken. Wir betrachten zunachst "glatte Kurven­
hagen", d. h. solche, welche in jedem Punkte, einschlieBlich Anfangs­
und Endpunkt, eine Tangente besitzen, deren Richtung sich stetig 
andert, wenn der Punkt den Kurvenbogen durchlauft. Durch An­
einanderhangung von endlich vielen solchen glatten Kurvenbogen ent­
steht eine "stiickweise glatte Kurve" C. An den Zusammenfugungsstellen 
kann sie Ecken oder Spitzen aufweisen. Wenn wir von Kurven reden 

1 Fragen der in § 2 behandelten Art gehoren der Topologie oder Analysis situs 
an. Die Entwicklung dieser Disziplin ist in der Richtung gegangen, die "naive 
Anschauung" mehr und mehr zurtickzudrangen. Bei unseren Betrachtungen hin­
gegen brauchen wir nicht auf die volle Allgemeinheit und Abstraktheit jener 
Theorie einzugehen und werden uns demgemaB nicht scheuen, auch anschauliche 
Hilfsmittel heranzuziehen. 1m Verlaufe unserer spateren Uberlegungen wird sich 
jedoch die Notwendigkeit ergeben, die in diesem Paragraphen gegebenen topologi­
schen Uberlegungen noch zu erweitern. 

Eine zusammenfassende Darstellung der Topologie findet man in Bd. VIII 
dieser Sammlung: B. v. KEREKJARTO, Vorlesungen tiber Topologie r. Berlin 1923. 
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und nicht ausdriicklich etwas anderes bemerken, nehmen wir sie immer 
als stiickweise glatt an. Statt Kurve werden wir iibrigens zuweilen 
auch den Ausdruck "W eg" gebrauchen. 

Analytisch wird die Kurve C durch zwei Gleichungen 

x = rp (t) , Y = 1jJ (t) 

definiert, wobei rp (t) und 1jJ (t) zwei im Intervall t1 < t < t2 stetige 
reelle Funktionen des Parameters t mit stiickweise stetigen 1, nirgends 
gleichzeitig verschwindenden Ableitungen rp' (t) und 1jJ' (t) bedeuten. 
Wachsenden Parameterwerten entspricht hierbei ein gewisser Durch­
laufungssinn der Kurve. 

Von den eben betrachteten Kurven mit Anfangs- und Endpunkt 
unterscheidet man Kurven, bei denen diese Punkte entweder nicht 
hinzugerechnet werden oder iiberhaupt nicht existieren; solche Kurven 
nennen wir ausdriicklich "offene" Kurven. Analytisch werden sie 
wiederum durch zwei Gleichungen 

x = rp (t) , Y = 1jJ (t) 

definiert, wobei aber der Parameter t ein offenes Intervall t1 < t < t2 
durchHiuft, in welchem die Funktionen rp (t) und 1jJ (t) stetig sind und 
stiickweise stetige, nirgends zugleich verschwindende Ableitungen haben. 

Ein Beispiel liefert die Kurve x = t, Y = sin + fUr 0 < t < 2 n. 

Eine Kurve heiBt geschlossen, wenn ihr Anfangs- und Endpunkt 
zusammenfallen, also wenn rp (t1) = rp (t2) , 1jJ (t1) = 1jJ (t2) ist; wir k6nnen 
in dies em Falle offenbar rp (t) und 1jJ (t) als stetige periodische Funk­
tionen von t mit derselben Periode t2 - tv etwa gleich 1, auffassen, so 
daB fUr alle Werte von t die Gleichungen 

rp(t + 1) = rp(t), 1jJ(t + 1) = 1jJ(t) 
bestehen. 

Eine Kurve heiBt einfach oder doppelpunktfrei, wenn Sle sich selbst 
nirgends trifft, d. h. wenn 

[rp (t) - rp (t*)]2 + [1jJ (t) - 1jJ (t*)]2 1= 0 

bleibt, falls t - t* von Null verschieden bzw. bei einer geschlossenen 
Kurve keine Periode ist. Von der speziellen Wahl des Parameters t 
und (bei geschlossenen Kurven) des Anfangspunktes hangt diese De­
finition nicht ab. 

1 Eine Funktion heiBt in einem abgeschlossenen oder offenen Intervalle 
stuck weise stetig, wenn sich dieses Intervall derart in endlich viele Teilintervalle 
zerlegen laBt, daB die Funktion im Innern jedes solchen Teilintervalles definiert 
und stetig ist und bei Annaherung an die Teilpunkte von innen her bestimmten 
endlichen Grenzwerten zustrebt. Zu diesen "Teilpunkten" sind dabei die End­
punkte des Gesamtintervalls nur dann (ausnahmsweise) hinzuzurechnen, wenn 
dieses als abgeschlossen vorausgesetzt war. In den Teilpunkten braucht die 
Funktion nicht definiert zu sein. 
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Gelegentlich ist es n6tig, eine stiickweise glatte Kurve C durch 
eine Folge ebenfalls stiickweise glatter Kurven Cl> C2, .•• zu "appro­
ximieren". Wir wollen sagen: Eine Folge von Kurven Cn approximiert 
die Kurve C, wenn sich fiir Cn eine solche Parameterdarstellung 

x = rpn (t) , Y = "Pn (t), 

wahlen laBt, daB 

lim rpn (t) = rp (t), lim "Pn (t) = "P (t) 
gilt. n-*oo n-*oo 

Diesen Approximationsbegriff verscharfen wir durch die Forderung, 
daB sich die Kurven Cn bei hinreichend groBem n auch in ihrer Rich­
tung von der Richtung in demjenigen Punkte von C, der demselben t 
entspricht, nur beliebig wenig unterscheiden, sofern dieser Punkt von C 
nicht etwa gerade eine Ecke oder Spitze ist. Urn auch diese Bedingung 
analytisch zu formulieren, schlieBen wir zunachst die Stellen t = iI' 

t = i 2, ••• , fUr welche die Tangentenrichtung von C Unstetigkeiten 
erleidet, in Intervalle I t - iy I < B mit beliebig klein gewahltem posi­
tivem B ein und verlangen, daB fiir alle anderen Werte von t im Inter­
valle t1 < t < t2 nicht nur gleichmaBig die Beziehungen 

lim rpn (t) = rp (t) , lim "Pn (t) = "P (t) 
n-). OJ 

gelten, sondern dariiber hinaus noch gleichmaBig die weiteren Re­
lationen 

lim rpn' (t) = rp' (t) , lim "Pn' (t) = "P' (t) . 
n~ro n~oo 

Dabei sind die letzten Gleichungen so zu verstehen, daB in den Punkten, 
wo die Kurve Cn eine Ecke besitzt, fiir rpn' (t) und "Pn'(t) sowohl die 
rechtsseitige als auch die linksseitige Ableitung eingesetzt werden darf 
(die Anzahl der Ecken auf der Kurve Cn kann gr6Ber sein als die der 
Ecken auf der Kurve C und auch fUr n - 00 iiber alle Grenzen wachsen). 
Wenn diese Bedingungen erfUllt sind, sagen wir, daB die Kurven Cn 

die Kurve C "glatt approximieren". Insbesondere k6nnen wir jede stiick­
weise glatte Kurve durch geradlinige Polygone glatt approximieren; 
solche Approximationspolygone lassen sich z. B. aus geeigneten Stiicken 
von Tangenten oder Sehnen der gegebenen Kurve zusammensetzen. 
Wir k6nnen, wenn die Kurve einfach ist, sogar die weitere Bedingung 
stellen, daB sie den Polygonzug nirgends durchschneidet. 

Nach dies en Bemerkungen iiber Kurven kommen wir auf all­
gemeinere Punktmengen zu sprechen. Den unendlich fernen Punkt 
schlieBen wir dabei vorlaufig noch aus. 

Zwei Punktmengen heiGen getrennt, wenn sie keinen gemeinsamen 
Punkt enthalten. 

Eine Punktmenge heiBt abgeschlossen, wenn sie ihre samtlichen 
etwaigen Haufungspunkte enthalt. 
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Eine Punktmenge heiBt zusammenhiingend, wenn je zwei ihrer 
Punkte sich durch eine geeignete stetige Kurve verbinden lassen, deren 
samtliche Punkte zu der Menge gehoren. 

Ein Gebiet in der Ebene ist eine Punktmenge mit den beiden folgen­
den Eigenschaften: erstens: mit jedem Punkte dieser Menge gehort auch 
eine geeignete Umgebung dieses Punktes der Menge an; zweitens: die 
Punktmenge ist zusammenhiingend. 

Randpunkt eines Gebietes heiBt ein Punkt der Ebene, bei dem jede 
noch so kleine Umgebung sowohl Punkte des Gebietes als auch Punkte, 
die nicht dem Gebiete angehoren, enthaIt. Die Menge aller Randpunkte 
heiBt der Rand, die Berandung oder die Begrenzung des Gebietes. Die 
Randpunkte eines Gebietes gehoren nach unserer obigen Definition 
nicht dem Gebiete an, was man dadurch ausdruckt, daB man sagt, ein 
Gebiet sei eine offene Punktmenge oder bestehe nur aus inneren Punkten. 
Besteht eine Kurve C nur aus Randpunkten eines Gebietes G, so sagt 
man, G werde von C begrenzt. Bei Hinzunahme der Randpunkte zum 
Gebiete wollen wir von einem abgeschlossenen Gebiet sprechen, obwohl 
die Verwendung des Wortes "Gebiet" nach unserer Definition eine 
kleine sprachliche Unkorrektheit darstellt. 

GehOren aIle Punkte eines Gebietes G' auch dem offenen oder ab­
geschlossenen Gebiete G an, so heiBt G' ein Teilgebiet von G. Gehoren 
aIle Punkte eines abgeschlossenen Gebietes B zu dem Offenen oder ab­
geschlossenen Gebiete G, so heiBt B ein abgeschlossenes Teilgebiet von G. 

1st G ein Gebiet, so heiBt die Gesamtheit der Punkte, die weder 
innere Punkte noch Randpunkte von G sind, das AufJere von G. 

Fur eine Punktmenge, die entweder ein Gebiet ist oder aus einem 
Gebiet dadurch hervorgeht, daB man die Randpunkte zum Teil oder 
samtlich hinzunimmt, gebrauchen wir auch gelegentlich das Wort 
"Bereich" (z. B. "Existenzbereich"), verwenden es aber nicht aus­
drucklich, wie es in der Literatur manchmal geschieht, als Bezeichnung 
fUr "abgeschlossenes Gebiet". 

Ein Gebiet der Ebene heiBt beschriinkt, wenn es ganz im Innern eines 
Kreises liegt; wir betrachten zunachst nur beschrankte Gebiete. 

Folgende Bemerkung ist haufig nutzlich: 1st C eine in einem be­
schriinkten Gebiete verlaufende stiickweise glatte (nicht often e) Kurve, so 
gibt es eine positive Zahl d derart, dafJ ieder Kreis mit dem Radius d um 
einen Punkt der Kurve noch ganz zum Gebiete gehort; entsprechendes gilt, 
wenn statt einer Kurve ein abgeschlossenes Teilgebiet genommen wird. 
Andernfalls namlich muBte es eine solche Folge von Punkten PI> P 2, ••• 

von C geben, daB der Radius der groBten Kreisscheibe mit dem MiUel­
punkt P n' deren Inneres noch ganz dem Gebiete angehort, mit wachsen­
dem n gegen Null konvergieren wurde. Jeder Haufungspunkt dieser 
Punktfolge muB einerseits Punkt von C sein, konnte aber andererseits 
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nicht mehr zum Gebiete geh6ren, da keine seiner Umgebungen zum 
Gebiete gehOrt. 

Die Randpunkte eines Gebietes konnen eine au13erordentlich kom­
plizierte Punktmenge bilden, die sich nicht mehr mit unserem oben 
definierten Kurvenbegriff fassen laBt und der Anschauung schwer zu­
ganglich ist. Man betrachte etwa die beiden in Abb.70 und 71 an­
gedeuteten Gebiete. In Abb. 70 sind in das Innere des Rechteckes 

D.---------.---,-""nC 

A~------------~~~~~B 

Abb.70. Abb.71. 

ABC D abwechselnd von den Seiten A B und CD ausgehende immer 
langer werdende und sich gegen die Seite Be haufende geradlinige 
Einschnitte gefUhrt; das Gebiet ist die nach Abzug dieser Einschnitte 
und des Rechteckrandes verbleibende Punktmenge im Innern des 
Rechtecks. In Abb. 71 hingegen windet sich das Gebiet asymptotisch 
urn eine Grenzkurve A. 

Wir werden vorerst Gebiete mit derart komplizierter Berandung 
nicht in Betracht zu ziehen haben, sondern uns auf solche Gebiete 
beschranken, deren Rand von endlich vielen stuckweise glatten Kurven­
bogen gebildet wird. Insbesondere spielen solche Gebiete eine bevor­
zugte Rolle, deren Rand eine einzige einfache stuckweise glatte ge­
schlossene Kurve ist. Ein Beispiel is! die von den Punkten im Innern 
eines Kreises gebildete "Kreisscheibe". Wir betrachten ferner bei stuck­
weise glatten Kurven den ] ordanschen Kurvensatz als anschaulich ge­
geben. Er besagt, daB iede einfache geschlossene Kurve die Menge alter 
nicht auf ihr liegenden Punkte der Ebene in z1.e'ei getrennte Gebiete zerZegt, 
ein beschriinktes "I nnengebiet" und ein nicht beschriinktes "A uf3engebiet" 1. 

1 Fiir einen Beweis dieses Satzes vg1. etwa B. v. KEREKJARTO, 1. c. S.59ff. 
- Ein Beweis des J ordanschen Satzes fiir Polygone sei hier kurz skizziert. Wir 
betrachten ein einfach geschlossenes Polygon II und irgendeine Richtung r. welche 
keiner der Polygonseiten parallel ist. Durch jeden nicht auf II liegenden Punkt P 
der Ebene ziehen wir einen Strahl parallel zu r. Trifft dieser Strahl das Polygon II 
in einer geraden Anzahl von Punkten, so rechnen wir den Punkt P zur Punkt­
menge 1\11' andernfalls zur Punktmenge M~. (Fallt dabei lOin Treffpunkt von r 
mit II in eine Ecke von II, so rechnen wir diese Ecke nur dann als Treffpunkt 
mit, wenn das Polygon in diescr Ecke die Gerade r durchsetzt.) Man erkennt 



266 III, 1. Vorbereitende Betrachtungen. 

Wir werden von diesem Satze in seiner allgemeinen Fassung vorHi.ufig 
keinen Gebrauch machen, sondern nur den in der FuBnote zu S. 265 
erledigten Spezialfall anwenden. 

VerschiedentIich werden wir die Tatsache benutzen, daB sich das 
Innengebiet eines einfachen Polygons in eine endliche Anzahl von 
Dreiecken zerlegen Hi.Btl. 

Ein beschranktes Gebiet, dessen Berandung aus stiickweise glatten 
Kurven besteht, heiBt einfach zusammenhiingend, wenn die Randpunkte 
eine einzige zusammenhangende Punktmenge, z. B. eine einfache ge­
schlossene Kurve, bilden. 

Ein solches einfach zusammenhangendes Gebiet G hat die Eigen­
schaft, daB mit jedem in ihm verlaufenden einfachen Polygon auch 
dessen Innengebiet ganz zu ihm gehort. Denn wenn ein einfaches Poly­
gon II ganz im Gebiet G verlauft, so wird der Rand von G entweder 
ganz innerhalb oder ganz auBerhalb des Polygons II verlaufen miissen, 
da er II nicht trifft. 1m ersten Fall wiirde das ganze AuBengebiet vonII, 
im zweiten Fall das ganze Innengebiet dem Gebiet G angehoren. Ersteres 
ist wegen der Beschranktheit von G ausgeschlossen; also gehort das 
Innere von II dem Gebiet G an. 

Die eben bewiesene Tatsache, daB mit jedem einfachen Polygon II 
auch dessen Inneres zum Gebiet G gehort, ist eine innere Eigenschaft 
des Gebietes G, die mit dem Rand nichts mehr zu tun hat. Sie ist die 
einzige Eigenschaft einfach zusammenhangender Gebiete, die im fol-

sehr leicht, daB diese beiden Punktmengen durch II voneinander getrennt werden 
und daB zu jedem Punkt von Ml (und ebenso von M 2) eine volle Umgebung eben­
solcher Punkte gehort. Randpunkte von Ml (und ebenso von M 2) sind demnach 
nur die Punkte des Polygons II, diese aber auch samtlich. Bis jetzt ist die Doppel­
punktfreiheit von II iibrigens noch nicht benutzt; iedes Polygon berandet demnach 
zwei offene Punktmengen Ml und M 2 • Besteht Ml (oder M 2) aus mehreren Gebieten, 
so ist der Rand eines jeden dieser Gebiete offensichtlich aus Teilstrecken von II 
zusammengesetzt und selbst ein Polygon. 1st nun II einfach, so gibt es kein Teil­
polygon von II auBer II selbst, und man erkennt, daB M 1 und l'v12 je nur aus einem 
Gebiet bestehen konnen. - Diese Tatsachen aber enthaIten die Aussage des Jor­
danschen Satzes fiir unser Polygon II. 

I Die Tatsache dieser Zerlegbarkeit erkennt man allgemein folgendermaBen: 
Zunachst ist fiir ein konvexes Polygon die Zerlegbarkeit in Dreiecke unmittelbar 
einleuchtend, weil man lediglich einen inneren Punkt eines solchen Polygons mit 
allen Eckpunkten zu verbinden braucht, um eine solche Zerlegung zu erhaIten. 
1st nun II ein beliebiges Polygon, so verlangert man aIle Polygonseiten nach beiden 
Seiten ins Unendliche. Hierdurch wird die Ebene in eine endliche Anzahl von 
polygonalen Feldern F eingeteilt, von denen eines oder mehrere zusammen das 
Innere von II bilden. 1st g eine das Feld F begrenzende Gerade und H diejenige 
von g begrenzte Halbebene, welcher F angehort, so wird F gebildet von der Gesamt­
heit aller Punkte, welche den samtlichen so definierten Halbebenen H angehoren. 
Da nun aIle diese Halbebenen konvexe Bereiche sind, so muB die ihnen gemein­
same Punktmenge, d. h. F, wieder konvex sein. Somit ist das Innere von II in 
eine endliche Anzahl konvexer Polygonbereiche zerlegt und damit der Zerlegungs­
satz allgemein bewiesen. 
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genden benutzt wird, und konnte daher auch zur Definition des ein­
fachen Zusammenhangs dienen. Diese neue Definition wird dann auch 
auf solche Gebiete ausgedehnt, die nicht von stuckweise {ilatten K urven 
berandet werden. 

Eine Folge der erwahnten Eigenschaft ist: In einem einfach zu­
sammenhangenden ebenen Gebiet laBt sich jeder geschlossene Polygonzug 
durch stetige Abiinderung unter Festhaltung eines beliebigen seiner Punkte 
auf diesen Punkt zusammenziehen. 

Jedes Polygon laBt sich zunachst in einfache Polygone zerlegen. Das 
erkennt man, indem man. von einem nicht einfachen Polygon ein ein­
faches folgendermaBen abtrennt. DurchHiuft man das Polygon (Abb. 72) 
von einer Ecke P aus, so muB man ein letztes Maf einen Punkt Q pas­
sieren, der nach seiner Dber­
schreitung noch genau einmal 
beriihrt wird (bei einem ein­
fa chen Polygon ware P selbst P 

dieser Punkt). Derjenige Teil 
des urspriinglichen Polygons 
nun, der zwischen diesen beiden 
Dberschreitungen des Punktes 
Q durchlaufen wird, bildet ein Abb. 72. 

einfaches einfach durchlaufenes 
Polygon. Trennt man dieses ab und wendet das Verfahren ni:itigen­
falls auf das iibrigbleibende Polygon mehrfach an, so muB zuletzt 
ein einfaches Polygon iibrigbleiben. - Es geniigt also, den Satz fiir 
einfache Polygonziige zu beweisen. 1st II ein einfach geschlossener 
Polygonzug in G, so geh6rt das Innere M von II ebenfalls dem Ge­
biet G an; wir wollen zeigen, daB II sogar im Bereiche M zusammen­
ziehbar ist. 1st M ein Dreieck, so ist die Behauptung klar. 1st M 
etwa aus n Dreiecken aufgebaut, so nehmen wir Induktion nach n vor. 
Es sei n > l. Lassen wir aus M eins der Randdreiecke (das also eine 
oder zwei Seiten mit II gemein hat) weg, so bleibt ein Bereich M' aus 
n - 1 Dreiecken iibrig, und der Rand II' von M' ist innerhalb des 
Gebietes M stetig in den von M iiberfiihrbar, da man eine Seite eines 
Dreiecks stetig in die zwei andern iiberfiihren kann, ohne das Dreiecks­
innere zu verlassen. Das deformierte Polygon II' braucht nicht mehr ein­
fach zu sein; aber es berandet einen Bereich aus weniger als n Dreiecken, 
und die einfachen Bestandteile, in die es sich eventuell zerlegen laBt, 
beranden Bereiche aus noch weniger Dreiecken. Die Induktionsvoraus­
setzung laBt sich also auf II' anwenden; somit ist II' und damit auch n 
auf jeden seiner Punkte stetig zusammenziehbar. 

Auch diese Eigenschaft kann man als Definition des einfachen Zu­
sammenhangs benutzen; diese Definition gilt dann auch fiir Gebiete, 
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die nicht in der Ebene, sondern etwa im Raum oder auf einer "Rie­
mannschen FHiche" (vgl. Kap.5, § 3) liegen. 

1m Falle eines einfach zusammenhangenden Gebietes mit stiick­
weise glatten Randkurven verstehen wir unter positiver Umlaujung des 
Gebietes eine solche Durchlaufung der Randkurven, bei der auf jedem 
glatten Kurvenbogen die in die Durchlaufungsrichtung weisende Tan-

gente durch eine positive Drehung1 urn ; in die in das Innere des Ge­

bietes weisende Normale iibergeht. Wir sagen in diesem Falle auch 
kurz, daJ3 das Gebiet bei der Umlaufung zur Linken bleibt. Wir 

Abb.73. 

bemerken, daJ3 auch bei nicht einfachen Randkurven ein positiver Um­
laufungssinn des Gebietes festgelegt werden kann, in der Art, wie es 
Abb. 73 veranschaulicht. 

Beschrankte Gebiete, deren Begrenzung aus 2, 3, ... , n paarweise 
getrennten geschlossenen Kurven besteht, bezeichnen wir als zweijach, 
dreijach, ... , n-jach, allgemein als mehrjach oder endlich vieljach zu­
sammenhiingend. 

Die Begriffe des ein- und mehrfachen Zusammenhanges werden wir 
natiirlich in sinngemaJ3er Weise auch auf abgeschlossene Gebiete an­
wenden. 

Unter einem Querschnitt eines beliebigen Gebietes verstehen wir eine 
stiickweise glatte einfache Kurve, deren Endpunkte auf dem Rande 
liegen und die im iibrigen im Gebiete verlauft. Ein Gebiet langs eines 
Querschnittes zerschneiden heiJ3t zu einer Punktmenge iibergehen, 
welche aus dem urspriinglichen Gebiete durch Wegnahme der Punkte 
des Querschnittes entsteht. Ein einfach zusammenhangendes Gebiet 
wird durch jeden Querschnitt in getrennte Gebiete zerlegt. Ein n-fach 
zusammenhangendes Gebiet k6nnen wir durch n - 1 geeignete Quer­
schnitte in ein einfach zusammenhangendes Gebiet verwandeln (vgl. 

1 Dnter einer positiven Drehung verstehen wir eine Drehung vom Sinne der­
jenigen. durch welche die positive x-Achse auf dem ktirzesten Wege in die positive 
y-Achse iibergeht. 
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Abb. 74); wir brauchen namlich nur eines der zusammenhangenden 
Randstiicke durch einen Querschnitt mit einem zweiten, dieses mit 
einem dritten, ... , schlieBlich ein (n - l)-tes Randstiick mit dem n-ten 
zu verbinden 1. Ein n-ter Querschnitt von der n-ten Randkurve zur erst en 
zuriick zerlegt dieses Gebiet in zwei einfach zusammenhangende Ge­
biete. 1st das urspriingliche Gebiet von einfachen Kurven begrenzt, so 
sind die beiden zuletzt entstehenden einfach zusammenhangenden Ge­
biete ebenfalls von einfachen Kurven begrenzt. 

Jedem von endlich vielen stiickweise glatten einfachen Kurven C 
begrenzten Gebiet konnen wir einen gewissen Umlaufungssinn zuordnen, 
und zwar wollen wir sagen, daB das Gebiet im positiven Sinne um­
laufen wird, wenn wir jede der Rand­
kurven so umlaufen, daB dabei die 
in die Richtung der Durchlaufung 
weisende Tangente durch positive 
Drehung auf dem kiirzesien Wege 
in die in das Innere des Ge bietes 
gerichtete Normale iibergeht. 

Der Begriff des Gebietes wird 
zweckmaBig noch einer Verallge-
meinerung unterworfen. \iVie schon Abb. 74. 

in § 1 hervorgehoben wurde, ist 
es oft bequem, durch stereographische Projektion von der Zahlen­
ebene zur Zahlenkugel iiberzugehen und dabei das Projektionszentrum, 
den "Nordpol", als "unendlich fernen Punkt" zu bezeichnen, dem wir 
auch in der Ebene als ideales Element einen "unendlich fernen Punkt" 
zuordnen. Es ist demgemaB auch zweckmaBig, von einer "Umgebung 
des unendlich fernen Punktes" in der Ebene zu sprechen und darunter eine 
Gesamtheit von Punkten zu verstehen, welche durch stereographische 
Projektion in eine Umgebung des Nordpoles der Kugel iibergehen. Wir 
wollen somit den Gebietsbegriff durch Zulassung des unendlich fernen 
Punktes erweitern, indem wir jetzt auch "Gebiete" betrachten, zu denen 
dieser unendlich ferne Punkt gehort, z. B. das AuBere eines Kreises. 

Auch auf solche (nieht mehr beschrankten) Gebiete laBt sich die 
Definition des Zusammenhanges ohne weiteres iibertragen. Es sei je-

1 Diese Querschnitte konstruiert man etwa so: Man verbinde einen Punkt 
des ersten mit einem Punkt eines and ern Randstiickes geradlinig und suche auf 
der Verbindungsstrecke den letzten Punkt P, der noch zum ersten Randstiick 
geh6rt, und den ersten darauf folgenden Punkt Q, der zu einem anderen Randstiick 
geh6rt. Dann ist die Strecke PQ der gesuchte Querschnitt vom ersten Randstiick 
zu einem zweiten. Die Strecke zerlegt das Gebiet nicht; denn durch einen \Veg 
im Gebiet, der das zweite B.andstiick approximiert, kann man von einem Ufer der 
Strecke zum and ern gelangcn. Man kann also fortfahren und eine Strecke ziehen, 
die zu einem dritten Randstiick fiihrt und das durch den ersten Querschnitt ent­
standene (n - I)-fach zusammenhangende Gebiet nicht zerlegt, liSW. 
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doch ausdriicklich hervorgehoben, daB z. B. das AuBere eines Kreises 
als einfach bzw. zweifach zusammenhangend betrachtet werden muB, 
je nachdem man den unendlich fernen Punkt mit zum Gebiete rechnet 
oder nicht; denn im letzteren Fall bildet der unendlich ferne Punkt einen 
Teil des Randes. Der fruher bewiesene Satz muB jetzt dahin verallgemei­
nert werden, daB ein einfach zusammenhangendes Gebiet mit jedem Poly­
gon entweder das Innere oder das AuBere dieses Polygons ganz enthalt. 

1m Sinne dieser Bezeichnungen ist z. B. die negativ-reelle Achse als 
ein Querschnitt des aus der ganzen Ebene mit Ausnahme des NuIl­
punkts bestehenden Gebietes anzusprechen, wofern man auch den un­
endlich fernen Punkt als Randpunkt betrachtet. 

§ 3. Kurvenintegrale. 
1st durch 

x = rp (t), y = 1p (t), 

eine in einem einfach zusammenhangenden beschrankten Gebiet G ver­
laufende stuckweise glatte Kurve C definiert und bedeuten a (x, y), 
b (x, y) zwei stetige reelle Funktionen von x und y in G, so verstehen 
wir unter dem K urvenintegral 

] = J {a dx + b dy} 
das bestimmte Integral 

c 

t, 

J [a (rp (t), 1p (t») rp' (t) + b (rp (t), 1p'(t») 1p' (t)] dt. 
t, 

Wie man unmittelbar sieht, ist diese Definition von der speziellen 
Wahl des Parameters t unabhangig. Bei dieser Definition darf iibrigens C 
auch einen Teil des Randes oder den ganzen Rand des Gebietes G be­
deuten, vorausgesetzt, daB der Rand aus einer einfachen Kurve besteht 
und daB die Funktionen a, b in dem aus G durch HinzufUgung der Rand­
punkte entstehenden abgeschlossenen Bereich noch stetig sind. 

Das Kurvenintegral nimmt den entgegengesetzten Wert an, wenn 
man den Durchlaufungssinn von C andert, d. h. den Parameter t von 
der oberen Grenze t2 zur unteren t1 laufen laBt. 

1st der Endpunkt der stiickweise glatten Kurve C1 zugleich Anfangs­
punkt der stuckweise glatten Kurve C2 und setzt man C1 und C2 unter 
Beibehaltung der Orientierung zu einer gerichteten'Kurve C zusammen, 
so besteht die Beziehung 

J{adx + bdy} + J {adx + bdy} = J {adx + bdy}, 
c, c, c 

wofern die beiden Kurvenintegrale iiber C1 und C2 existieren. Ein ent­
sprechender Satz gilt naturlich fUr die Zusammensetzung beliebig vieler 
Integrationswege. 

Zerlegt man das Innere einer stiickweise glatten geschlossenen ein­
fachen Kurve C durch stiickweise glatte Kurvenstiicke in Teilgebiete, 
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wie Abb. 75 es zeigt, so ist das im positiven Sinne liber die Kurve C er­
streckte Kurvenintegral gleich der Summe der im positiven Sinne er­
streckten Integrale liber die Rander Cl> C2, ••. , Cn der einzelnen Teil­
gebiete. Denn jede der Kurven Ck laBt sich zunachst in endlich viele 
Teilkurven D1(k), D2(k), . •. spalten, von denen jede entweder der 
Kurve Coder aber auGer C k noch genau einer andern unter den 
Kurven Cv C2, ... , Cn vollstandig angehort. Die Summe der Integrale 
liber Cl> C2, .•. , Cn ist dann gleich der Summe der Integrale liber die 
samtlichen Kurvenstlicke Dl(k). Diejenigen Dl(k), die zu C gehoren, setzen 
sich dabei wiederum zu der im positiven Sinne durchlaufenen Kurve C 
zusammen; die Integrale liber diese _ 
Kurven ergeben also bei der Addi- -
tion das Kurvenintegral liber C. Jedes 
andere Kurvenstlick Dl(k) wird ge­
nau zweimal durchlaufen, und zwar 
in zwei entgegengesetzten Richtun­
gen. Die Integrale liber zwei zuein­
ander entgegengesetzte Kurven er­
ganzen sich aber nach dem Obigen 
zu Null. 

Abb.75. 

c 

Statt J {a dx + (- b) dy} werden Wir auch kiirzer J {a dx .~ b dy} 
o 0 

schreiben. 
Ein Kurvenintegral wird im allgemeinen seinen Wert andern, wenn 

die Kurve C deformiert wird, gleichviel, ob man bei der Deformation 
die Endpunkte festhalt oder nicht. Wir bemerken zunachst, daG die 
Anderung des Kurvenintegrals stetig vor sich geht, wenn die Kurve C 
stetig deformiert wird. Es gilt mit andern Worten cler Satz: Wenn die 
stiickweise glatte Kurve C durch eine Folge von stiickweise glatten, im 
Gebiete G gelegenen Kurven Cl> C2, ..• , Cn' ... glatt approximiert wird, 
dann konvergiert das iiber die K urve C n erstreckte Integral 

In = J {adx + bdy} 
On 

mit wachsendem n gegen das Integral 

I= J{adx+ bdy}. 
o 

Den Beweis wird der Leser auf Grund der in § 2 gegebenen Definition 
der glatten Approximation und der in ihr liegenden GleichmaGigkeits­
voraussetzung ohne Schwierigkeit selbst durchflihren konnen 1. 

1 Die in der Voraussetzung der glatten Approximation enthaltene Forderung, 
daB auch die Tangentenrichtung auf der approximierenden Kurve gegen die 
Tangentenrichtung auf der Grenzkurve strebt. kann durch die schwachere ersctzt 
werden, daB die Lange der approximierenden Kurven beschrankt bleibt. Der 
auf elementaren Integralabschatzungen beruhende Beweis dieses (kiinftig nicht 
benutzten) Satzes kann wiederum dem Leser iiberlassen bleiben. 
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Von besonderem Interesse ist die Frage, unter welchen Bedingungen 
der Wert eines Kurvenintegrals bei festem Anfangs- und Endpunkt 
yom Wege unabhangig wird. Da zwei Kurven, die Anfangs- und End­
punkt gemein haben, sich hingegen unterwegs nicht treffen, zusammen 
eine geschlossene Kurve ergeben, lauft unsere Frage darauf hinaus, 
wann das iiber eine geschlossene Kurve erstreckte Kurvenintegral 
verschwindet. Auch folgendermaBen k6nnen wir sie fassen: Unter 
welchen Bedingungen stellt das von einem festen Anfangspunkte Po 
mit den Koordinaten xo, Yo aus erstreckte Kurvenintegral eine Funktion 
des Endpunktes P (~, 'fj) dar, die nicht davon abhangt, auf welchem in 
G verlaufenden Wege dieser Endpunkt erreicht wird? 

Wir machen die Voraussetzung, daB die Funktionen a, b in G stetige 

partielle Ableitungen :; = ay, :! = bre besitzen 1. Es gilt folgender Satz: 

Sind die Funktionen a, b, ay , b", in dem einfach zusammenhiingenden be­
schriinkten Gebiete G stetig, so ist das uber eine in G verlaufende stuckweise 
glatte Kurve C erstreckte Kurvenintegral 

(1) J = .r {a dx + b dy} 
o 

dann und nur dann vom Wege unabhiingig, wenn uberall in G die Be­
dingung 

(2) ay = b", 

erfullt ist. Bei festgehaltenem Anfangspunkt stelLt dann das Integral eine 
stetige Funktion F (~, 'fj) der Koordinaten ~, 'fj des Endpunktes von C dar, 
deren erste A bleitungen vorhanden und stetig sind und durch die Glei­
chungen 
(3) F g = a, F'l = b 
geliefert werden. 

Wir beweisen zunachst die Notwendigkeit unserer Bedingung. 
Nehmen wir also an, daB unser Kurvenintegral yom Wege unabhangig 
ist und eine Funktion F (~, 'fj) des Endpunktes allein darstellt. DaB diese 
Funktion stetig ist, folgt sofort aus der Definition des Kurvenintegrals 
und der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktionen a(x, y), b(x, y), 
rp (t), 'IfJ (t) sowie der stiickweisen Stetigkeit der Funktionen rp' (t), 'IfJ' (t). 
Wir zeigen, daB F (~, 'fj) differenzierbar ist und daB hierbei die Glei­
chungen (3) gelten. In der Tat wird z. B. bei hinreichend kleinem 
I hi> 0 Hh 

F(~+h,11)-F(~,11) _ 1 J ( )d 
h - II a x, 'fj x, 

~ 

1 Wir wollen hier und im folgenden, wo es bequem scheint, partielle Ab­
f)a f) a 

leitungen durch angehangte Indizes bezeichnen, also z. B. aa;, a y statt f) x ' f) Y 

schreiben. 
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indem wir den von (~, 1]) nach (~+ h, 1]) fiihrenden, bei hinreichend 
kleinem I h I in G bleibenden Weg als geradlinig voraussetzen. N ach dem 
Mittelwertsatz ist aber die rechte Seite gleich a (~+{}h, 1]) mit 0 <{}< 1, 
und durch den Grenziibergang h -+ 0 entsteht die gewiinschte Gleichung 
Fo = a; analog erhalt man die Beziehung F'I = b. Durch weiteres 
Differenzieren kommen wir zu den Relationen 

F~'I = at), F1J~ = b~. 

Nach Voraussetzung sind a'i und b~ stetig; es ist daher F.1) =F1)~' also 

a'l = b~, 

womit die Notwendigkeit der Bedingung (2) erwiesen ist. 
Urn nun die Bedingung (2) auch als hinreichend zu erkennen, braucht 

man, wie gesagt, unter der Voraussetzung (2) nur zu zeigen, daB das 

Kurvenintegral J {adx + bdy} iiber irgendeine geschlossene, ganz inner-
e 

halb G verlaufende Kurve C den Wert Null hat. Wir behandeln zunachst 
den besonderen Fall, daB sich C in ein ganzlich zu G gehoriges Rechteck 
mit achsenparallelen Seiten einschlieBen laBt. Wir betrachten etwa das 
Rechteck a1 < x <a2' PI < Y < P2 (vgl. Abb. 76). Es geniigt, die 
Existenz einer Funktion F in unserm Rechteck darzutun, derart, daB 
die Gleichungen (3) bestehen. Dann nimmt namlich das Kurvenintegral 
(1) die Gestalt 

~ tz 

J = f [F", q:l' (t) + F y1p' (t)] d t = f ~~ dt = F (~, 1]) - F (xo' Yo) 
tl t] 

an, wobei tl und t2 die dem Anfangs- y 
und Endpunkt xo, Yo bzw. ~,1] der 
Integrationskurve entsprechenden Pa- (121--.--------. 
rameterwerte bedeuten; es wird also 
tatsachlich yom Wege unabhangig. Zur 
Konstruktion der Funktion F definie-
ren wir in unserm Rechteck und auf 

r~,rl 

seinem Rande eine Funktion ifJ(~, 1]) (J11--¢'a-/'+f1,1--..I----I 

durch die Gleichung 
e 1) 

O~--7.X~1------------a~2~·X 

ifJ (~, 1]) = J a (x, PI)dx + Jb (~, y) dy, Abb.76. 

U 1 {31 

also durch ein Kurvenintegral iiber einen den linken unteren Eckpunkt 
a1> PI mit dem Punkt ~, 1] verbindenden achsenparallelen Streckenzug. 
Fiir diese Funktion ifJ (~, 1]) wird 

1) '7 

ifJe = a (~, PI) + J be (~, y) dy = a (~, PI) + J ay (~, y) dy = a (~, 1]) , 
~ ~ 

ifJ1J = b (~, 1]); 
Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Auf). 18 
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also ist F (~, 'Yj) = (]J (~, 'Yj) eine Funktion, fiir welche im Rechteck und 
auf seinem Rande die Gleichungen (3) bestehen. Daher ist das Kurven­
integral (1), wenn es iiber einen das abgeschlossene Rechteck nicht ver­
lassenden Weg mit dem Anfangspunkt xo, Yo und dem Endpunkt g, 'Yj 

erstreckt wird, unseren obigen Betrachtungen zufolge yom Wege un­
abhangig. Um irgendeine im RechtecK liegende geschlossene Kurve er­
streckt, hat daher das Integral (1) den Wert Null, wie wir beweisen 
wollten. 

Nunmehr sei C eine beliebige in G liegende geschlossene Kurve. 
Wir ersetzen C durch ein Polygon. das selbst in G liegt und dessen Ecken 
Punkte von C sind, und vermeiden dabei, daB eine Seite zweimal durch­
laufen wird, sei es nun beide Male in derselben oder in zwei entgegen­
gesetzten Richtungen. Die Seiten des Polygons wahlen wir so klein, 
daB sich das von je einer Polygonseite und dem zugehorigen Kurven­
bogen begrenzte Flachenstiick in ein zu G gehOriges achsenparalleles 
Rechteck einschlieBen laBt (Abb. 77). Nach dem Obigen diirfen wir 
dann die Integrale iiber die einzelnen Kurvenbogen durch die Inte­
grale iiber die betreffenden Polygonseiten ersetzen, und nach S. 270 ge­
nugt es also, das Verschwinden des Kurvenintegrals uber das Polygon 
nachzuweisen. Das Polygon laBt sich, wie in § 2 (S. 267) gezeigt wurde, 
in einfache Polygone zerlegen. Es geniigt also, den Integralsatz fiir 
einfache Polygone zu beweisen. 

Da Gals einfach zusammenhangend vorausgesetzt wurde, so ist 

Abb. 77. 

das Innere eines in G verlaufen­
den einfachen Polygons ganzlich 
in G enthalten. Da nach § 2 das 
Innere jedes einfachen Polygons 
aus Dreiecken aufgebaut werden 
kann, diirfen wir uns also auf 
Dreiecke beschranken ; denn die 
Summe der im positiven Sinn 
uber aIle diese Dreiecke erstreck­
ten Integrale ist nach S.270 f. gleich 
dem Integral iiber das urspriing­

liche Polygon. Jedes Dreieck kann man aber in so kleine Teildrei­
ecke zerlegen, daB jedes von ihnen sich in ein ganz zu G gehoriges 
Rechteck einschlieBen laBt. Das Integral iiber das urspriingliche Dreieck 
ist dann wiederum die Summe der Integrale iiber die Teildreiecke. 
FUr die letzteren ist das Verschwinden des Kurvenintegrals bewiesen; 
daraus ergibt sich dieselbe Tatsache fur das zugrunde gelegte Polygon 
und daher schlieBlich fiir die Kurve C. 

Wesentlich bei unserem Beweis ist die Voraussetzung, daB es sich 
um ein einfach zusammenhangendes beschranktes Gebiet G handelt. 
1st diese Voraussetzung nicht erfiillt, so kann man nur behaupten, daB 
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das Integral uber iedes geschlossene Polygon, dessen lnneres ganz zu G 
gehOrt, oder aUgemeiner uber iede geschlossene Kurve, die ein ganz zu G 
gehOriges Gebiet berandet, verschwindet. Der Beweis wird genau so wie 
vorhin gefiihrt. Bei mehrfach zusammenhangenden Gebieten gibt es 
aber Polygone, deren Inneres nicht zu 
G gehOrt; dies geht z. B. aus i\.bb. 78 
hervor. Dann braucht das Integral tiber 
eine geschlossene Kurve nicht den Wert 
Null zu haben. Betrachtet man z. B. in 
einem Kreisringe urn den Nullpunkt die 
Funktionen 

y 
a(x'Y)=-x2+y2' 

und integriert man im positiven Sinne 
Abb.78. 

iiber ein~n im Kreisringe verlaufenden Kreis K yom Radius r, so wird 

J {adx + bdy} 
K 

2,,; 

= J [a (r cos cp, r sin cp) . (- r sin cp) + b (r cos cp, r sin cp) . r cos cp] d cp 
o 
2,,; 

= J dcp = 2n. 
o 

Zweites Kapitel. 

Die Grundlagen der Theorie der 
analytischen Funktionen. 

In der Theorie der Funktionen einer reellen Veranderlichen x p£1egt 
man zunachst von dem allgemeinsten Funktionsbegriffe auszugehen. 
Man betrachtet ein Intervall I der unabhangigen Variabeln x und denkt 
durch irgendeine eindeutige Vorschrift jedem Werte x aus I eine GroBe 
u zugeordnet. Dann heiBt u = t (x) eine Funktion von x in diesem 
Intervalle. Diesen vagen und fiir die Verwendung viel zu allgemeinen 
Funktionsbegriff schrankt man dann nachtraglich wesentlich ein, in­
dem man weitere Forderungen hinzufiigt, vor allem die Forderung, daB 
die Funktion t(x) stetig oder daB sie differenzierbar ist. Erst durch 
solche Beschrankung auf engere Funktionenklassen wird der Aufbau 
der Analysis im Reellen, insbesondere die Differential- und Integral­
rechnung moglich. 

Ausgangspunkt der Funktionentheorie oder, genauer gesagt, der 
Theorie der analytischen Funktionen ist nun das Problem, den Begriff 
der Funktion einer reellen Veranderlichen x zum Begriffe der Funktion 
einer komplexen Veranderlichen z = x + i Y zu erweitern und diesen 

18* 
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Funktionsbegriff im Komplexen so einzuschranken, daB sich auf den 
neuen Funktionsbereich die Grundoperationen der Differential- und 
Integralrechnung ubertragen lassen. 

Von vornherein konnte man dabei von folgendem allgemeinsten 
Begriff einer komplexen Funktion C = I (z) der komplexen Verander­
lichen z ausgehen: 1st G ein Gebiet 'der Zahlenebene und ist jedem 
Punkte z = x + iy von G durch irgendeine Vorschrift eine komplexe 
Zahl C = u + iv zugeordnet, so heiBt C = I(z) eine komplexe Funktion 
von z in G. Diese Definition besagt also lediglich, daB jedem Paar reeller 
Zahlen x, y, fur weIche der Punkt x, y zu G gehOrt, ein Paar reeller 
Zahlen u, v zugeordnet ist, d. h. daB u und v irgend zwei in G definierte 
reelle Funktionen der beiden reellen Veranderlichen x und y sind. 

Nunmehr schranken wir unseren Funktionsbegriff zunachst durch 
die F orderung der S t e t i g k e i t ein, indem wir verlangen, daB u (x, y) 
und v (x, y) in G stetige Funktionen von x und y sind. 

Wir verlangen ferner, daB die Funktion C = I (z) in G differenzierbar 
sein solI, und wir werden erkennen, daB diese Forderung alIein hin­
reicht, urn einen in sich geschlossenen Bereich von Funktionen festzu­
legen, in welchem unbeschrankt aIle elementaren Operationen der 
Analysis, insbesondere unbeschrankt haufiges Differenzieren und In­
tegrieren moglich ist. Die Tatsache, daB aus der Differenzierbarkeit 
einer komplexen Funktion ihre Integrierbarkeit folgt - und um­
gekehrt -, wird sich als der Grundpfeiler der Theorie erweisen. Die 
Aquivalenz der beiden Forderungen verleiht der Funktionentheorie 
eine Geschlossenheit und Harmonie, weIche der Analysis im Reellen 
vielfach abgehtl. 

§ 1. Die Forderung der Differenzierbarkeit. 
Urn die Forderung der Differenzierbarkeit zu prazisieren, setzen 

wir entsprechend zur Definition des Differentialquotienten reeller Funk­
tionen fest: I (z) = u + iv heifit eine im Punkte z differenzierbare Funk­
tion von z, wenn der Grenzwert 

r I (z + h) - f (z) 
nn h 

h-*O 

liir jede gegen Null konvergierende Folge kompl;xer, nicht verschwindender 
Zahlen h existiert und von der speziellen Wahl der F olge, also von der Art 
der A nnaherung des Punktes z + h an den Punkt z, unabhangig ist. Den 

1 Noch eine dritte Forderung hat sich ebenfalls als gleichwertig mit der Dif­
ferenzierbarkeit oder Integrierbarkeit und somit als brauchbare Definition unserer 
Funktionenklasse erwiesen, namlich die gleichmaBige Approximierbarkeit durch 
Polynome, d. h. die einfachsten mit Hilfe der komplexen Veranderlichen z ge­
bildeten Ausdriicke. Es ist dies der Iuhalt eiues von RUNGE (Acta math. 6 (1885), 
S.229ff.) gefundenen Satzes. Der Beweis wiirde allerdings fUr das vorliegende 
Buch zu umfangreich sein und bleibt deshalb weg. 
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Grenzwert selbst nennen wir die Ableitung oder den Dijjerentialquotienten 
von ,= I (z) und bezeichnen ihn mit " = f' (z). 

Insbesondere besagt un sere Definition, daJ3 der Differentialquotient 
nicht von der "Differentiationsrichtung" abhangen darf, d. h. daJ3 sich 
derselbe Wert des Differentialquotienten ergeben muJ3, gleichviel auf 
welcher Kurve durch den Punkt z der Punkt z + h gegen dies en heran­
ruckt. 

Fur die Differenzierbarkeit der Funktion j (z) im Gebiete Gist es 
zwar offenbar notwendig, aber keineswegs hinreichend, daJ3 u und v 
in G differenzierbare Funktionen von x und y sind. Setzen wir z. B. 
j(z) = x = ffiz, so wird, wenn h nur reelIe Werte durchlauft, 

lim f (z + h) = f (z) = lim .~ = 1 . 
h~O II h~O II ' 

lassen wir aber h rein imaginare Werte durchlaufen, so ergibt sich 

lim f (z + h) - f (z) = lim ~ = O. 
h~O II h~O II 

Die Funktionen u und v muss en also noch weiteren Bedingungen 
genugen, damit die Differenzierbarkeit der Funktion j (z) = u + i v 
gewahrleistet ist. Zur AufstelIung dieser Bedingungen lassen wir h 
einmal reelle, dann rein imaginare Werte durchlaufen.Im ersten FaIle 
bekommen wir 

und im zweiten 

1. f (z + h) - t (z) a It + . av 
1m -- --~~-~ ~- = -- 1--
h~O h ax Jx 

lim l(:±hL~f (z) = ~ (Ult + i UV). 
h~O h z a y oy 

SoIl j (z) differenzierbar sein, so muJ3 also die Beziehung 

a It + . ~ = ~ (a It + .~) 
ux lox z ay lUY 

bestehen, d. h. es muJ3 

(1) 
au av 
rJx rJy' 

au 
oy 

av 
ux 

sein. Wir erhalten daher das Resultat: Fur die Dijjerenzierbarkeit der 
Funktion ,= f (z) = u + i v in einem Gebiete Gist notwendig, dafJ die 
Funktionen u und v den Differentialgleichungen (1) genugen; soU aufJer­
dem die Ableitung f' (z) stetig sein, so mussen auch dieFunktionen u'" und 
v", stetig sein. 

Indem wir umgekehrt die Voraussetzung machen, daJ3 f (z) stetig ist 
und die ersten Ableitungen der Funktionen u und v nach x und y im 
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Gebiete G existieren und stetig1 sind, wollen wir nunmehr nachweisen, 
daB die Bedingungen (1) auch hinreichend fUr die Differenzierbarkeit der 
Funktion f(z) sind. Dazu setzen wir h = r + is mit reellem r und s; 
dann ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 

Q = t (z + h~ - t (z) 

_ U (x + r, Y + s) - U (x, y) + i [v (x + r, y + s) - v (x, y)) 

r + is 

= r Ux (~, 'YJ) + s Uv (~, 'YJ) + i r v. W, 'YJ') + s v. W, 'YJ') , 
r+ts r+ts 

wobei ~ + in und ~' + in' zwei Punkte der Verbindungsstrecke von 
z und z + h sind. Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (1) folgt 
daher 

Q = r u. (~, 'YJ) + is Ux (~', 'YJ') + i r Vx (~', 'YJ') + is Vx (~, 'YJ) 
r+H r+ts 

_ (I: ) +. (1:' ') + . ux(~','YJ') -ux(~,'YJ) + 'rvx(~','YJ') -vx(~,'YJ). 
-u(JJ r,;;,n ~v(JJ r,;;,n ~s r+is ~ r+is ' 

da I-s-.-I und I-+r. I h6chstens gleich 1 sind, so folgt aus der r+ts r 2S 
Stetigkeit der partiellen Ableitungen 

lim Q = u'" + iV(JJ = - iu'U + v'U' 
h~O 

Dieser Grenzwert ist aber unabhangig von der speziellen Wahl der 
Folge der h; d. h. f (z) ist differenzierbar. Zugleich zeigt die letzte 
Gleichung, daB die Ableitung f' (z) wieder stetig ist. 

Die hiernach fUr die ganze Funktionentheorie grundlegenden Re­
lationen (1) heiBen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 2• 

Wir legen dem weiteren Aufbau der Funktionentheorie die folgende 
Definition zugrunde: 

Der A usdruck 1; = f (z) = u + i v heifJt eine im Gebiete G analytische, 
genauer reguliire analytische Funktion von z = x + iy, wenn in diesem 

1 Es sei hier darauf hingewiesen, daB es gelungen ist, die Voraussetzung der 
Stetigkeit der Ableitungen als uberflussig zu erkennen. Das weitestgehende Re­
sultat ruhrt von LOOMAN her (" Uber die Cauchy-Riemannschen Differential­
gleichungen", Gott. Nachr. 1923, S.97-108) und besagt, daB es genugt, auBer 
der Stetigkeit der Funktion f(z) allein das Bestehen der Differentialgleichungen (1) 
vorauszusetzen, wahrend sich die andern hier gemachten Voraussetzungen daraus 
foIgern lassen. 

2 Sie stehen bei A. L. CAUCHY in der Abhandlung "Sur les differentielles de 
quantites aIgebriques ou geometriques, et sur les derivees des fonctions de ces 
quantites", Exercises d'analyse et de physique mathematique, t.4, S.345, Paris 
1847, und bildeten fur B. RIEMANN den Ausgangspunkt seiner beruhmten Disser­
tation "Grundlagen fur eine allgemeine Theorie der Funktionen einer verander­
lichen komplexen GroBe", GOttingen 1851, 2. Abdruck 1867, Ges. math. Werke, 
1. u. 2. Auf!., S. 3££., finden sich aber bereits bei D' ALEMBERT, EULER und LAGRANGE. 
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Gebiete u und V stetige Funktionen von x und y mit stetigen partiellen Ab­
leitungen erster Ordnung sind und dort die Cauchy-Riemannschen Ditteren­
tialgleichungen (1) gelten. 

Nach dem Obigen ist diese Definition v611ig gleiehwertig mit der 
folgenden: 

Der Ausdruck C = t (z) heifJt eine im Gebiete G reguliire analytische 
Funktion von z, wenn C in diesem Gebiete eine stetige Ableitung nach 
z hat. 

Regular in einem Punkte bzw. auf einer Kurve nennen wir 
eine Funktion, wenn sie in einem diesen Punkt bzw. diese Kurve ent­
haltenden Gebiet regular ist. 

Ebenso wie bei der Differentiation reeller Funktionen ergibt sieh, 
daB Summe, Differenz, Produkt und Quotient in G analytischer Funk­
tionen in jedem Punkte von G, wofern in diesem Punkte im Faile des 
Quotienten der Nenner nieht verschwindet, selbst wieder stetige Ab­
leitungen besitzen und zwar unter Giiltigkeit der bekannten Regeln 
der Differentialrechnung. Dasselbe trifft fiir eine analytische Funktion 
t(q;) zu, deren Argument q; = q;(z) eine in G regulare analytische Funk­
tion von z ist; dabei wird vorausgesetzt, daB die Werte q;(z), wenn z in 
G lauft, in einem Gebiete der q;-Ebene liegen, in welchem t(q;) regular 
ist. Also: Summe, Ditterenz, Produkt, Quotient von analytischen Funk­
tionen sowie eine analytische F unktion von einer analytischen F unktion 
sind in geeigneten Gebieten wieder analytisch. Da z selbst und jede Kon­
stante offenbar in jedem Gebiet analytische Funktionen von z sind, 
bilden demnach alle rationalen Funktionen von z Beispiele analytischer 
Funktionen. 

§ 2. Die inverse Funktion. 
Wir wollen in diesem Paragraphen zeigen, daB der soeben ein­

gefiihrte Funktionsbegriff einer weiteren Anforderung geniigt: Der Be­
grill der Umkehrtunktion hat einen Sinn wie bei den Funktionen einer 
reellen Veriinderlichen. 

Damit eine Umkehrfunktion existiert, muB jedenfails eine umkehr­
bar eindeutige Zuordnung der Punkte einer gewissen Umgebung des 
Punktes Zo = Xo + iyo einerseits und der Punkte einer gewissen Um­
gebung des Punktes Co = t (zo) andererseits bestehen, eine Zuordnung, 
welche man als umkehrbar eindeutige "Abbildung" der beiden Gebiete 
auf einander bezeiehnet. Hierzu miissen sich die beiden Gleiehungen 

u = u(x, y), v = v(x, y) 

in einer Umgebung des Punktes xo, Yo von G eindeutig nach x und y 
auflosen lassen. 

Nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung ist dies der 
Fall, wenn die partiellen ersten Ableitungen von u und v fiir x = xo, 
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y = Yo existieren und stetig sind und ihre Jacobische Determinante 
LI = u'" Vy - uy v'" im Punkte x = xo, y = Yo (und wegen der Stetigkeit 
auch in einer gewissen Umgebung dieses Punktes) nicht verschwindet. 
Sind diese Bedingungen erfiillt, so werden in einer Umgebung der Stelle 
u (xo, Yo) = uo, v (xo, Yo) = Vo der uv-Ebene die Funktionen x = x (u, v) 
und y = y (u, v) eindeutige und stetige Funktionen von u und v, deren 
partielle erste Ableitungen stetig sind und die Werte 

u. 
Xv = - Lf' 

haben. 
1st nun die Funktion u + iv analytisch, so ist nach den Cauchy­

Riemannschen Differentialgleichungen 

LI = U",2 + V",2 = u'1l2 + vy2 = 1 f' (z) 12 ; 

im Falle f' (zo) =F 0 sind also alle obigen Bedingungen erfiillt, und iiber­
dies wird nach den Cauchy - Riemannschen Differentialgleichungen 
u'" = vY ' uy = - v"' also 

Wir gewinnen also das Resultat: 

1st lur z = Zo die Ableitung f' (~ von Null verschieden, so wird eine 
hinreichend kleine Umgebung des Punktes Zo umkehrbar eindeutig aUf 
eine Umgebung des Punktes Co = f (zo) abgebildet; d. h. lur diese Um­
gebung von z = Zo ist die Gleichung C = I ($) in der Form z = rp (C) ein­
deutig nach z aullosbar. Die Funktion rp (C) ist in einer Umgebung des 
Punktes Co stetig und hat dart stetige partielle Ableitungen, die den Cauchy­
Riemannschen Ditlerentialgleichungen genugen; sie ist daher eine ana­
lytische Funktion von C. Sie heifit die zu I (z) inverse Funktion oder die 
U mkehrlunktion von t (z); ihre A bleitung lautet 

dz '(C) ax .ay vy-iVm 1 1 de = rp = ifii" + 2ifii" = --Ll~ = Vy + iVm = f' (z) • 

Die Tatsache, daB durch eine analytische Funktion I (z) mit f' (zo) =F 0 
eine hinreichend kleine Umgebung der Stelle Zo wieder auf ein Gebiet 
der C-Ebene abgebildet wird, bezeichnen wir gelegentlich als "Satz 
von der Gebietstreue". In Kap. 4, § 1 werden wir die Voraussetzung 
I' (zo) =F 0 fUr die Gebietstreue als iiberfliissig erkennen. 

§ 3. Das bestimmte Integral einer analytischen Funktion 
und seine Grundeigenschaften. 

Wie schon in der Einleitung zu diesem Kapitel angedeutet wurde, 
ist es eine entscheidende Tatsache der Funktionentheorie, daB die 
Differenzierbarkeit von selbst die Ubertragbarkeit der In tegral­
rechn ung auf die so charakterisierten Funktionen nach sich zieht. 
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In der Theorie der reellen Funktionen wird das Integral einerseits 
als Umkehrung des Differentialquotienten ("unbestimmtes Integral"), 
andererseits als Grenzwert einer Summe ("bestimmtes Integral") ein­
gefiihrt; nachtraglich wird dann bewiesen, daB die beiden Definitionen 
inhaltlich iibereinstimmen. 

Analog konnen wir bei den analytischen Funktionen einer kom­
plexen Variablen vorgehen. Urn zunachst die ErkHirung des bestimmten 
Integrals iibertragen zu konnen, denken wir uns zwei Punkte Zo und Z 
eines Gebietes G durch eine stiickweise glatte Kurve C miteinander 
verbunden, welche ganz in G verHiuft. Eine Funktion t (z) moge im 
ganzen Gebiet G oder auch nur langs der Kurve C stetig sein 1. Wir zer­
legen die Kurve C durch die im Sinne der Orientierung von C aufeinan­
der folgenden Punkte zo, zl> •.. , Zn = Z in n Teile und bilden die Summe 

n 
Sn = 2) t (z,,*) (z" - Z,,_l), 

,,=1 

in welcher z" * einen beliebigen auf C im Intervall von Z,,_l (einschlieBlich) 
bis z" (einschlieBlich) liegenden Punkt bezeichnet. Verfeinern wir nun 
die Einteilung unbegrenzt, indem wir die Anzahl der Teilpunkte iiber 
alle Grenzen wachsen und den groBten ihrer gegenseitigen Abstande 
I z" - z,,_ll gegen Null abnehmen lassen, so strebt Sn einem von der 
speziellen Wahl der Zwischenpunkte Zl> Z2' ... , zn-1 sowie Z1*' Z2*' ... , 
zn-1 * unabhangigen Grenzwert zu. Das kann man ohne Benutzung 
reeller Integrale ganz analog beweisen wie die entsprechende Tatsache 
im Reellen. Auch kann man diesen Satz folgendelmaBen auf reelle 
Kurvenintegrale (vgl. Kap. 1, § 3) zuriickfiihren: Wir setzen 

t (z) = t (x + iy) = u (x, y) + iv (x, y), 

Z,,* = x,,* + iy,,*, 

z" - Z1'-1 = LIz" = Llx" -+- iLly,,; 
dann ergibt sich 

n 
S n = 2) t (z" *) LI Z" 

1'=1 
n 

=2)[U (X,,*, y,,*) Llx1' - v (X,,*, y,,*) Lly,,] 
,,=1 

n 
+ i2)[u (X,,*, y,,*) Lly" + v (X,,*, y,,*) Llx,,]. 

1'=1 

Bei wachsendem n konvergieren die Summen auf der rechten Seite gegen 
die reellen Kurvenintegrale J { u dx - v dy} bzw. J {v dx + u dy }; 

o 0 

daher existiert der behauptete Grenzwert. 

1 Eine Funktion f(z) = u + iv heiBt tiings einer stetigen Kurve C stetig, wenn 
die reellen Funktionen u und v auf der Kurve C stetig vom Kurvenparameter 
abhangen. 
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Den Grenzwert von Sn nennen wir das iiber die Kurve C genommene 
bestimmte Integral 

z 
(0) J t (z) dz 

Zo 

oder J t (z) dz 
o 

der Funktion t (z). Es ist also 
z 

(1) (0) J t (z) dz = J {u dx - v dy} + i J {v dx + u dy}. 
~ a 0 

Das Integral gestattet nach seiner Definition, wenn I t (z) I auf dem 
ganzen Integrationswege eine Schranke M nicht iiberschreitet und L 
die Lange des Integrationsweges bedeutet, die wichtige Abschatzung 

z 
(2) 1(0) J t (z) dz I < M L . 

Zo 

Aus der Definition des bestimmten Integrals folgen sofort die 
Regeln: 

1st der Endpunkt der stiickweise glatt en Kurve C1 zugleich Anfangs­
punkt der stiickweise glatten Kurve C2, ist C die durch Zusammenfiigung 
der Kurven C1 und C2 entstehende Kurve und ist die Funktion t (z) 
langs C stetig, so ist 

J t (z) dz + J t (z) dz = J t (z) dz . 
0, o. 0 

Sind die Funktionen t (z) und g (z) langs C stetig, so ist 

J t (z) dz + J g (z) dz = J (t (z) + g (z)) dz. 
a a a 

1st t (z) langs C stetig und c eine Konstante, so ist 

c J t (z) dz = Jet (z) dz. 
a a 

1st t (z) langs C stetig und C' die aus C durch Umkehrung des 
Durchlaufungssinnes entstehende Kurve, so ist 

J t (z) dz = - J t (z) dz. 
a' a 

§ 4. Der Cauchysche Integralsatz. 
Auch der Begriff des unbestimmten Integrals laBt sich unmittelbar 

auf das komplexe Gebiet ausdehnen. 1st in einem Gebiete einer ana­
lytischen Funktion t (z) eine zweite analytische Funktion F (z) derart 
zugeordnet, daB F' (z) = t (z) ist, so nennen wir F (z) ein unbestimmtes 
Integral von t (z) und schreiben 

F (z) = J t (z) dz. 

Der Begriff des Integrals einer analytischen Funktion erhaIt seine 
Bedeutung erst dadurch, daB sich das bestimmte Integral gleichzeitig 
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als unbestimmtes Integral auffassen HiBt und daB es vom Integrations­
wege unabhangig ist. Es gilt namlich der folgende, als Cauchyscher 
I ntegralsatz 1 bezeichnete fundament ale Satz: 

Es sei G ein einlach zusammenhiingendes Gebiet der z-Ebene und I (z) 
eine in G reguliire analytische Funktion. Ferner sei Zo ein lester, Zein 
veriinderlicher Punkt in G, C irgendeine Zo mit Z verbindende, in G ver­
laulende stuckweise glatte Kurve. Dann ist das uber die Kurve C erstreckte 
Integral 

z 
(0)1 I (z) dz = F (Z) 

Zo 

von der speziellen Wahl des I ntegrationsweges C unabhiingig und stellt 
eine in G reguliire analytische Funktion F(Z) dar, deren Ableitung durch 
die Gleichung 

F' (z) = I (z) 
gegeben wird. 

Gew6hnlich spricht man den Cauchyschen Integralsatz in der 
Fassung aus, daB lur jede ganz im Regularitiitsgebiete G von I (z) liegende 
geschlossene stuckweise glatte Kurve C das Integral I j(z)dz den Wert 
Null hat. 0 

Wir fiihren den Beweis des Integralsatzes durch Bezugnahme auf 
reelle Kurvenintegrale. Die Kurvenintegrale in Forme! (1) des vorigen 
Paragraph en sind nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun­
gen auf Grund des Satzes in Kap. 1, § 3 vom Wege C unabhangig 
und stellen bei festem Zo und variablem Z = X + i Y stetige Funk­
tionen U (X, Y) und V (X, Y) dar, deren Ableitungen nach X und Y 

aU aU 
ax = u (X, Y), BY = - v (X, Y), 

aV av 
ax = v (X, Y)'aY = u (X, Y) 

stetig sind und den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ge­
niigen. Mithin ist F (Z) = U + iV eine analytische Funktion von Z, 
deren Ableitung 

F' (Z) = ~~ + i ~~. = u (X, Y) + iv (X, Y) = j (Z) 

lautet. Damit ist der Cauchysche Integralsatz bewiesen. 

Der Cauchysche I ntegralsatz bleibt unter der V oraussetzung einer ein­
lachen Berandung auch dann noch in Krait, wenn die Integrationskurve 
C ganz oder teilweise mit dem Rande des Gebietes G zusammenjiillt und 
die Funktion j (z) aul dem Rande zwar nicht mehr reguliir analytisch, 

1 CAUCHY, A. L.: Memoire sur les integrales definies, prises entre des limites 
imaginaires, Paris 1825; wieder abgedruckt Darb. Bull. 7 (1874), S. 265 und 8 (1875), 
S.43, 148. GAUSZ war bereits 1811 im Besitze dieses Satzes, vgl. Brief an BESSEL 
vom 18. Dez. 1811; GAUSZ: Werke Bd. 8, S. 90 bis 92. 
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aber im abgeschlossenen Gebiete stetig ist; auch bei nicht ein/ach beran­
deten Gebieten gilt diese erweiterte Fassung, wenn sich das Gebiet durch 
Querschnitte in eine endliche A nzahl ein/ach berandeter Gebiete zerlegen 
liifJt, in denen diesel ben Voraussetzungen erfullt sind. Urn dies einzu­
sehen, braucht man nur die Integrationskurve im Sinne von Kap. 1, § 2 
durch andere, ganz in G verlaufende stiickweise glatte Kurven, z. B. 
geradlinige .5treckenziige, glatt zu approximieren. Denn fUr diese 
Approximationskurven gilt der Cauchysche Integralsatz, und die ent­
sprechenden Kurvenintegrale konvergieren gegen das Kurvenintegral 
iiber die approximierte Kurve. 

Unserem Beweise des Cauchyschen Integralsatzes, bei dem wir uns 
auf die in Kap. 1, § 3 entwickelte Theorie der reellen Kurvenintegrale 
gestiitzt haben, lassen wir jetzt einen zweiten folgen, bei welchem 
wir die Unabhangigkeit des Integrals yom Wege direkt zeigen. Der 
Integrationsweg sei gegeben durch eine komplexe Funktion z = X (t, IX) 

zweier reeller GraBen 1 t und IX, wobei t im Intervalle t1 < t < t2 und 
IX im Intervalle 0 :::; IX < 1 veranderlich sein mage. Jedem festen Wert 
von IX entspricht ein bestimmter Integrationsweg, welcher durchlaufen 
wird, wenn t von t1 bis t2 variiert. Die Anfangs- und Endpunkte aller 
so erhaltenen Integrationswege wollen wir als fest voraussetzen, d. h. 
wir wollen annehmen, daB X (t1' IX) und X (t2' IX) von·1X unabhangig sind. 
Ferner soIl die Funktion X (t, IX), allenfalls mit Ausnahme einer endlichen 
Anzahl fester Werte von t, eine stetige Ableitung nach t sowie zweite 
Ableitung nach t und IX und fUr jedes feste t eine stetige Ableitung nach 
IX besitzen, und ane fUr die verschiedenen Werte von IX sich ergebenden 
Wege sollen in einem Regularitatsgebiete G von / (z) liegen. Differen­
zieren wir nun das Integral 

x (t,. ex) t, 

J = f / (z) dz = f f (xht dt 
x (t" ex) t. 

nach IX, so ergibt sich 
t, 

:~ = f (I' (X) Xex Xt + / (X) Xtex) dt 
t. 

t. 

= f (d~~X) Xex + f (xhtex) dt. 
t] 

Wenden wir im ersten Summanden partielle Integration an, so £ant 
das Glied f(X) Xa fUr die Grenzen fort, und es wird 

t, 

~~ = f (- f (X) Xext + f (xhtex) dt = 0; 
t. 

1 Unter einer komplexen Funktion reeller GroBen verstehen wir eine 
komplexe GroBe, welche von den reellen Veranderlichen abhangt. 



§ 4. Der Cauchysche Integralsatz. 285 

d. h. Jist von rx unabhangig, das Integral andert sich nicht bei emer 
derartigen stetigen Abanderung des Integrationsweges. 

Dasselbe gilt, wenn ein geschlossener Integrationsweg, bei dem 
X (tl' rx) = X (t2' rx) ist, in der angegebenen Weise innerhalb G deformiert 
wird; denn auch in diesem Falle verschwindet bei der partiellen In­
tegration die Differenz der an den Grenzen genommenen Ausdrlicke 
f (X) XC<" 

Urn nunmehr den Cauchyschen Integralsatz in seiner obigen Fas­
sung zu beweisen, mlissen wir zeigen, daB das Integral liber eine be­
liebige in G gelegene stlickweise glatte geschlossene Kurve den Wert 
Null hat. Eine solche Kurve laBt sich 
durch Polygone in G glatt approxi­
mieren; die liber diese Polygone er­
streckten Integrale konvergieren, wie 
sich aus der Definition des Integrals 
ohne weiteres ergibt, gegen das liber 
die Grenzkurve erstreckte Integral. Der 
Integralsatz braucht also nur fUr Poly­
gone bewiesen zu werden. Wie beim Be­
weis des Hauptsatzes liber Kurveninte-

Z1 
grale in Kap. 1, § 3 erkennt man, daB es 
genligt, den Satz fUr Dreiecke zu be­

Abb.79. 

weisen. Flir ein Dreieck mit den Ecken ZI' Z2' Z3 (vgl. Abb. 79) k6nnen 
wir aber eine Funktion X(t, rx), welche die Seite Z1' Z3 in den Strecken­
zug ZI' Z2' Z3 liberflihrt, leicht explizit angeben. Setzt man namlich 

X (t, rx) = ZI + t (Z3 - Z1) + rxt (2 Z2 - Z3 - ZI)' 0 < t < !, 
X (t, rx) = Z3 + (1 - t) (ZI - Z3) + rx (1 - t) (2 Z2 - Z3 - ZI)' ! < t < 1. 

so ist X (t, rx) eine geeignete Funktion, also 
~ ~ ~ 

J f (z) dz = J f (z) dz + J f (z) dz, 
Zl Zl Z2 

Z'2 Z3 ZI 

J + J + J = 0, 
21 Z'l Z3 

was zu beweisen war. 

Einen grundsatzlichen Fortschritt gegenliber diesen Beweisen des 
Integralsatzes erzielt der folgende Beweis von GOURSAT, bei welchem 
nur von der Existenz, nicht aber von der Stetigkeit der Ableitung Ge­
brauch gemacht wird. Wir schicken zwei Hilfssatze voraus. 

Zunachst folgt aus der Definition des Integrals sofort, daB das liber 
irgendeine Kurve K mit dem Anfangspunkt a und dem Endpunkt b 
erstreckte Integral J 1 dz, welches auch kurz J dz geschrieben wird, 

K K 
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stets den Wert b - a hat; uber eine geschlossene Kurve erstreckt, 
hat das Integral also den Wert o. 

Zweitens ist das Integral f zdz nach Definition der Grenzwert eines 
K 

Ausdrucks 
n 

.2 Zy (Zy - Zy-l) 
y=l 

und zugleich der Grenzwert von 

n 
.2 ZY-l (Zy - Zv-l) , 
v=l 

demnach auch der Grenzwert des arithmetischen Mittels 

n n 
( ' ) ( ) 2 2 2 2 b2 2 " Z" I Z"'-l Z" - Z,,-l _ "Z", - ZV-l _ zn - Zo _ - a L.J-----2---- - .L.J -- 2-- - 2 - -2-' 

v=l v=l 

also selbst gleich b
2

; a2
• Fur eine geschlossene Kurve Kist dieser Aus­

druck wiederum Null, also f zdz = o. 
K 

Wie oben erkennt man nun zunachst, daB es genugt, den Cauchy­
schen Integralsatz fur ein Dreieck C zu beweisen. Es bedeute lo den 

l to 
Umfang des Dreiecks. FUr n = 1,2,3, ... setze man n =2n". Ver-

bindet man die Seitenmitten des Dreiecks C, so zerfaIlt es in vier Teil­

dreiecke vom Umfang II = ~ (Abb. 80). Setzt man nun 1ft (z) dz I = ()(o, 
o 

so muB mindestens eins der Teildreiecke die Eigenschaft haben, daB das 
uber seinen Rand C1 erstreckte Integral 
der Bedingung 

()(l = 1ft (z) dz I > ~o 
0 , 

genugt. Denn das Integral uber C setzt 
sich additiv aus den Integralen uber die 
vier Teildreiecke zusammen, und der 

Abb. 80. absolute Betrag einer Summe ist nicht 
groBer als die Summe der Betrage der ein­

zelnen Summanden. Nun wende man auf C1 dasselbe Verfahren wie oben 
auf C an und fahre so fort. Dadurch kommt man zu einer Folge ineinander 
geschachtelter Dreiecke C = Co, Cv C2, ••• ; jedes Cn (n = 0, 1,2, ... ) 

t 
hat die Lange In = 2~' und fUr die zugehOrigen Integrale gilt die Be-

ziehung 

()(n = 1ft (z) dz I > :~ . 
On 
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Diese Dreiecke mussen, da ihr Durchmesser mit wachsendem n gegen 
Null strebt, einen und nur einen gemeinsamen inneren Punkt y enthalten, 
nach welchem ihre samtlichen Ecken konvergieren. Da nun die Funktion 
f (z) im Punkte y differenzierbar ist, so laBt sich zu jedem B > 0 eine 
positive Zahl s so finden, daB fUr alle z, fur die I z -- y I < s ist, 
eine Gleichung 

f (z) = f (y) + (z - y) f I (y) + (J (z) (z - y) 

mit I (J (z) I < B besteht. Diese Aussage ist gleichbedeutend mit der 
Tatsache, daB die Funktion f (z) im Punkte y differenzierbar ist, d. h. 
daB die Zahl 

(J (z) = I(z) -----!(y) - f' (y) 
z- y 

absolut genommen beliebig klein wird, wenn nur I z - y I hinreichend 
klein wird. Weiter k6nnen wir eine naturliche Zahl N so angeben, 
daB fUr alle. n > N der Maximalabstand en zwischen dem Punkte y 
und der Linie en kleiner als s ist. Aus der obigen Gleichung folgt 
dann fUr n > N 

J f (z) dz = J (J (z) (z - y) dz + J f' (y) (z - y) dz + J f (y) dz 
~ ~ ~ ~ 

(1) = J (J (z) (z - y) dz + f' (y) J z dz + (f (y) - y I' (y)) J dz. 
~ ~ ~ 

Da die Integrale J dz und J zdz nach dem Obigen verschwinden, so wird 
On On 

die Gleichung (1) zu 

J f (z) dz = J (J (z) (z - y) dz, 
Cit On 

und hieraus ergibt sich nach § 3, (2) weiter 

I J I (z) dz I < In B en' 
On 

Nun ist en < ln' demnach 

IXn = ! J I (z) dz I < In2 E = ~: E. 
On 

Wegen IXn > :~ ist also 

I J f (z) dz i = 1X0 < l02 E. 
o 

Da B belie big klein gewahlt werden kann, so ist 

J I(z) dz = O. 
c 

Damit ist der Cauchysche Integralsatz vollig bewiesen. 
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Es sei noehmals hervorgehoben, daB in diesem Beweis die Stetig­
keit der Ableitung f' (z) nirgends benutzt wird. In § 7 wird sieh nun 

z 
zeigen, daB aus der Unabhangigkeit des Integrals J f(z)dz yom Weg 

Zo 

aueh umgekehrt der analytisehe Charakter der Funktion f (z) in dem 
betraehteten Gebiete folgt. Somit hatte man bei der Definition der 
analytisehen Funktion in § 1 sieh auf die Forderung der Differenzier­
barkeit besehranken und auf die zusatzliehe Forderung der Stetigkeit 
der Ableitung verziehten kannen. Die Stetigkeit der Ableitung ergibt 
sieh dann naehtraglieh als Folgerung aus ihrer Existenz auf dem Um­
weg iiber den Beweis des Cauehysehen Integralsatzes und seiner Um­
kehrung. 

§ 5. Integrale in mehrfach zusammenhangenden Bereichen. 
Der Cauchysche Residuensatz. 

Fiir das Bestehen des Cauehysehen Integralsatzes ist die Voraus­
setzung wesentIieh, daB das betraehtete Gebiet G einfaeh zusammen­
hangt. 1st die Funktion f (z) in dem n-faeh zusammenhangenden Ge­
biete G, welches von n einfaehen gesehlossenen Kurven begrenzt wird, 
mit EinsehluB des Randes regular, so gilt folgende Verallgemeinerung 
des Cauehysehen Integralsatzes: Bede~ttet f (z) eine in einem n-fach zu­
sammenhangenden einfach berandeten Gebiete G einschliefJlich des Randes 
regulare analytische Funktion, so hat das Integral J f (z) dz den Wert Null, 
wenn es in positivem Sinne um den ganzen Rand von G erstreckt wird. 

Zum Beweis approximieren wir jede der n Randkurven von G glatt 
dureh einen ganz zu G gehorigen Polygonzug. Bei hinreiehender Giite 
der Approximation beranden diese Polygonziige wieder ein n-faeh zu­
sammenhangendes Teilgebiet B von G, das man genau wie das Innere 
eines einfaehen Polygons in Dreieeke zerlegen kann. Das iiber einen ein­
zelnen Dreieeksrand im positiven Sinn erstreekte Integral hat naeh dem 
Cauehysehen Integralsatz den Wert Null. Dureh Summation iiber alle 
Dreieeke ergibt sieh (da die Integrale iiber die inneren Dreieeksseiten 
sich gegenseitig aufheben), daB das Integral iiber den positiv dureh­
laufenen Gesamtrand von B versehwindet. Dureh Grenziibergang er­
haIt man naeh einem Satz aus Kap. 1, § 3 aueh fUr das Integral iiber 
den positiv durehlaufenen Rand von G den Wert Null. 

Hangt speziell das Gebiet zweifaeh zusammen, so wird 

J f (z) dz = J f (z) dz, 
O. O2 

wobei beide Randkurven C1 und C2 im gleiehen Sinne zu durehlaufen 
sind, d. h. so, daB sie beide ihr Innengebiet im selben Sinne umlaufen. 

Die Funktion f (z) mage in einem Gebiet G mit AussehluB eines 
gewissen inneren Punktes Zo regular sein; iiber ihr VerhaIten in Zo wird 
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nichts vorausgesetzt. K1 und K2 seien zwei ganz innerhalb G gelegene 
Kreise mit dem Mittelpunkt Zo und ohne gemeinsame Peripheriepunkte 
(Abb. 81). Da j(z) in dem zwischen K1 und K2 liegenden zweifach zu­
sammenhangenden Ringgebiet mit EinschluB des Randes regular ist, 
so liefert der soeben hervorgehobene Spezialfall die Gleichung 

J j (z) dz = J f (z) dz, 
K, K2 

wenn K1 und K2 beide im positiven Sinne durchlaufen werden. Unser 
Satz besagt also: Die Integrale iiber alle hinreichend kleinen Kreise mit 

c 

Abb.81. Abb.82. 

dem M ittelpunkt Zo haben einen und denselben Wert. Das 2-~-fache dieser 
:Tn 

durch die Funktion f (z) und den Punkt Zo vollig bestimmten GroBe wird 
als das Residuum der Funktion f (z) an der Stelle Zo bezeichnet. 

Eine Funktion f (z) sci nun in dem einfach zusammcnhangenden 
Gebiet G bis auf endlich viele im Innern liegende Punkte Z1> Z2' ... , Zr 
und iiberdies auf dem ganzen Rande C von G regular. Wir umgeben 
(vgl. Abb. 82) jeden der Punkte Z; (i = 1, 2, ... , r) mit einem ganz 
innerhalb G gelegenen kleinen Kreis K;, dcr (mit EinschluB seiner Peri­
pherie) bis auf den Mittelpunkt Zi keine weitere der Stellen Z1' Z2' ... , Zr 
enthalt; iiberdies mogen die Kreise K1> K 2, ... , Kr so klein gewahlt 
sein, daB sie sich gegenseitig nicht treffen. Wendet man den zu Beginn 
dieses Paragraphen bewiesenen Satz auf das aus G nach AusschluB der r 
Kreisflachen entstehendc (r + I)-fach zusammenhangcnde Gebiet an, 
so ergibt sich, wenn aIle Integrationswege im positiven Sinne durch­
laufen werden, die Formel 

J j (z) dz - J f(z) dz - J f (z) dz - ... - J f (z) dz = 0 
C K j K2 Kr 

und hieraus 

J f (Z) dz = J f (Z) dz + J f (Z) dz + ... + J f (Z) dz. 
o K, K2 Kr 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Auf}. 19 
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Da f (z) im Innern und auf dem Rande jedes Kreises Ki mit AusschluB 
des Mittelpunktes Zi regular ist, so stellen in der letzten Gleichung die 
Glieder der rechten Seite die mit 2 ni multiplizierten Residuen der 
Funktion f (z) an den Stellen Zv Z2' ... , Zr dar, und es ergibt sich der 
Cauchysche Residuensatz: 

1st die F unktion f (z) im I nnern und aUf dem Rande des einfach zu­
sammenhangenden Gebietes G mit Ausschluf3 endlich vieler innerer Punkte 
Zv Z2' ••• , zr regular, so ist das im positiven Sinne iiber den Rand von G 
erstreckte Integral J f (z) dz gleich der mit 2 ni multiplizierten Summe der 
Residuen von f (z) in den Punkten Zv Z2' ... , Zr' 

Auf S. 308 wird sich ein rechnerisch in den meisten Fallen brauch­
bares Mittel ergeben, das Residuum einer analytischen Funktion an 
einer gegebenen Stelle zu bestimmen. Hierdurch erhaIt dann der 
Cauchysche Residuensatz seine volle Fruchtbarkeit fUr die Aus­
wertung bestimmter Integrale. VgI. Kap. 3, § 5. 

§ 6. Beispiele. Elementare Funktionen. 
Die bisher gewonnenen Ergebnisse gestatten uns, die samtlichen 

sogenannten elementaren Funktionen auch fiir das komplexe Gebiet 
zu definieren. Fur die rationalen Funktionen ist dies bereits in § 1 
hervorgehoben worden; auch der ProzeB der Differentiation liefert uns 
hier nichts Neues. Dagegen erhaIten wir durch Integration rationaler 
Funktionen neue Funktionen. Das einfachste und wichtigste Beispiel 

liefert uns die Integration der Funktion f (z) = ~ . 
Diese Funktion verhaIt sich "fur aIle von Null verschiedenen Werte 

von z regular. Bei Annaherung an den Punkt z = 0 hingegen wachst 
I f (z) I uber alle Grenzen, so daB sich also f (z) in der Umgebung des 
Nullpunktes nicht mehr wie eine dort regulare Funktion verhaIt. Um­
gibt man daher den Punkt Z = 0 mit einer geschlossenen Kurve C, so 
ist auf diese der Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar. In der Tat 
wird, wenn etwa C ein Kreis vom Radius (! urn den Nullpunkt ist, auf C 

z=(!(cosgJ+isingJ) (0< gJ<2n), 

dz = (! (- sin gJ + icos gJ) d gJ = i (! (cos gJ + isin gJ) d gJ, 1 

also bei positiver Umlaufung des Nullpunktes 
2,,; 

f~~=iJdgJ=2ni (+0).2 
C 0 

1 Der Sinn dieser mitunter beque men und auch im folgenden gelegentlich 
wiederkehrenden Bezeichnungsweise durch "Differentiale" ist klar. 

2 Eine genauere Schreibweise statt J ~z ware J ~ dz. Solche Vereinfachun-

c a 
gen werden wir uns aber in Zukunft ofters erlauben. 
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Nach dem vorigen Paragraph en gilt die Gleichung 

(1) JdZ 2 . - = ;n$ 
z 

o 

291 

nicht nur fiir den Kreis C, sondern fiir jede beliebige einfache geschlossene 
stiickweise glatte Kurve urn den Nullpunkt; denn wir konnen e so klein 
wahlen, daB der Kreis C ganz im Innern dieser Kurve liegt. 

Fiir reelle positive Werte von z gilt bekanntlich 

z 

(2) fdt 
logz = T' 

1 

Wir nehmen diese Formel als Definition der Funktion logz, des Loga­
rithmus, auch fur komplexe Werte von z. Dann ist aber die Funktion logz 
nicht mehr eindeutig; wir konnen namlich den Punkt 1 mit dem Punkte 
z durch zwei verschiedene Integrationswege verbinden, welche sich 
nicht ohne Uberschreitung des Ausnahmepunktes z=o stetig ineinander 
iiberfiihren lassen, indem sie z. B. zusammen eine einfache geschlossene, 
den Punkt 0 umschIieBende Kurve bilden, fiir welche der Gesamtwert 
des Integrales nicht 0, sondern, nach (1), gleich 2;ni ist. 

Der Logarithmus logz erweist sich also im komplexen Gebiete als 
eine (unendlich) vieldeutige Funktion von z. Will man eine eindeutige 
Bestimmung erzielen, so schneidet man die Ebene vom Nullpunkte an 
etwa langs der negativen reellen Achse bis ins Unendliche auf. Die so 
aufgeschnittene Ebene ist ein Gebiet mit einer Randlinie, in dessen 

z 

Innerem die Funktion ~ reguliir ist und in dem das Integral!; =fdt , 
Z t 

1 

wenn der Integrationsweg auf das Innere des Gebietes beschriinkt wird, 
eine eindeutig bestimmte Funktion der oberen Grenze z mit der Ab-

leitung.!.. =l= 0 darstellt. Der so definierle Werl von log z heiBt der 
Z 

Hauptwert des Logarithmus. 

Die fundament ale Eigenschaft des Logarithmus ist das "Additions­
theorem" 

(3) 

eine Gleichung, die wegen der Mehrdeutigkeit des Logarithmus so zu 
verstehen ist, daB bei irgend welcher Bestimmung der Werte von logzl 
und logz2 einer der Werte von log (Zl Z2) gleich der Summe der beiden 
ersteren Logarithmen ist. Das Additionstheorem ergibt sich unmittel-

19* 
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bar aus der folgenden Transformation: 
to z. z. z, z. 

fdt fd(Zlt) fdt fdt log Zl + log Z2 = log Zl + T = log Zl + z;t = T + T 
1 1 1 z. 

= J~t = log (Zl Z2)' 

1 

Setzt man Z = x + iy = e (cos fP + isin fP), wobei e2 = x 2 + y2, 

e > 0, tg fP = ~ ist, und integriert man uber den in Abb. 83 angegebenen 

Weg, der aus dem Stiick der reellen Achse von 1 bis e und einem Kreis­
bogen vom Radius e besteht, so wird 

(4) 

Z I! Z cp 

log Z = f ~ t = f + f = log e + i J d 1p = log e + i fP , 
1 1 I! 0 

womit der komplexe Logarithmus auf reelle Funktionen zuriickgefiihrt 
ist. Daloge und fP aIle reellen Werte annehmen k6nnen, so nimmt logz 
aIle komplexen Werte an. 

Nach dem Satze von § 2 besitzt die Funktion C = logz fiir die Um­
gebung jeder von Z = 0 verschiedenen Stelle eine Umkehrfunktion; 
diese heiBt die Exponentialfunktion und wird mit Z = e~ bezeichnet. 

. I-________ ~z 
t!f 

o 1 
Abb.83. 

Die Gleichung (4) lehrt, 
daB jedem Werte C = loge 
+ i fP ein und nur ein von 
o verschiedener Punkt Z zu­
geordnet ist, d. h. daB e~ in 
der ganzen C-Ebene eindeu­
tig definiert ist. Speziell 
gilt fiir Izl =e=1 
loge = 0, also logz = i fP 

oder 

(5) z = cos fP + i sin fP = eicp • 

Eine beliebige komplexe Zahl C gestattet nach (4) (mit C statt z) die 
Darstellung 

e (cos fP + i sin fP) = C = elog~ = e1ogl!+icp, 

und da log C jede komplexe Zahl z bedeuten kann, so ergibt sich fur be­
liebiges z die wichtige Gleichung 

(6) I eZ 1= e9!z. 

Der Vieldeutigkeit des Logarithmus entsprechend besitzt die Ex­
ponentialfunktion die Periode 2 ni, d. h. sie genugt der Gleichung 

e<:"+2ni = e(;. 
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Insbesondere ist 
e2"i=1. 

Aus dem Additionstheorem (3) folgt die Relation 

Genau wie im Reellen folgt fiir den Differentialquotienten der Ex­
ponentialfunktion 

de' 
di = eZ. 

Die Einfiihrung des Logarithmus erlaubt uns schlieBlich noch, die 
allgemeine Potenz z(J. durch die F ormel 

zu definieren. 
Die hier eingefUhrten Funktionen werden wir auch noch in Kap.4 

untersuchen. 

§ 7. Die Cauchysche Integralformel. 
Der Cauchysche Integralsatz bzw. der allgemeinere Satz von S. 288 

fUr mehrfach zusammenhangende Gebiete ermoglicht die Herleitung 
einer grundlegenden, ebenfalls von CAUCHY herriihrenden Integral­
formel, welche den Wert einer analytischen Funktion j(z) in einem be­
liebigen inneren Punkte z eines abgeschlossenen Regularitatsgebietes 
durch die Werte von j(z) auf dem Rande ausdriickt 1. 

Es sei j (z) eine in dem Gebiete G regulare analytische Funktion 
und C der stiickweise glatte aus einfachen Kurven bestehende Rand 
eines ein- oder mehrfach zusammenhangenden, ganz in G liegenden 
abgeschlossenen Regularitatsgebietes, welches im positiven Sinne um­
laufen wird und den Punkt Zo in seinem Innern enthalt. In dem Gebiet, 
welches aus G durch Ausschneiden eines Kreises urn Zo von hinreichend 

kleinem Radius (! entsteht, verhalt sich also ~ regular. Daher ist, 
z- Zo 

wenn K die positiv umlaufene Kreisperipherie bedeutet, 

Nun gilt auf K 

also 

I-~dz=I~dZ. z - Zo z - Zo 

C K 

dz 'd --=tcp 
z - Zo 

(0 < cp < 2n), 

1 CAUCHY, L. A.: Sur la mecanique celeste et sur un nouveau caleul appele 
caleul des !imites. Turin I83! = Exerc. d'anal. et de phys. math., Bd.2, Paris 1841. 
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und somit 
2,. 

(1) f~dZ = if I (Zo + e ei'P) drp. 
Z -.40 

G 0 

Wegen der Stetigkeit von I (z) im Punkte Zo gilt bei beliebig klein 
vorgegebenem positivem e fUr alle hinreichend klein en Werte von e 
und beliebige rp 

daher wird nach der Abschatzungsformel (2) aus § 3 

2", 

I J (! (zo + e ei'P) - I (zo)) d rp I < 2 n e, 
o 

2", 2,. 2", 

J I (zo + eei'P) drp = J I (zo) drp + J (f (zo + eei'P) - I(zo))drp 
o 0 0 

= 2nl (zo) + 2n'YJ 

mit I 'YJ I < e. Bei verschwindendem e konvergiert mithin die rechte 
Seite der Gleichung (1) gegen 2 ni I (zo). Schreiben wir noch z statt Zo 
und bezeichnen wir die Integrationsvariable mit t, so haben wir damit 
die Integrallormel von CAUCHY bewiesen: 

(2) I (z) = ~J~ dt. 2nz t-z 
G 

Durch diese Formel sind die Werte einer analytischen Funktion im 
Inneren eines abgeschlossenen Regularitatsbereiches vermittels der am 
Rande angenommenen "Randwerte" der Funktion ausgedriickt. 

In derselben Weise wie bei der allgemeineren Formulierung des 
Cauchyschen Integralsatzes (vgl. § 4, S. 283f.) erkennen wir hier, dafJ 
die Cauchysche Integrallormel (2) auch noch gultig bleibt, wenn die Funktion 
in dem von der Kurve C begrenzten abgeschlossenen Bereiche stetig ist, 
ihr analytischer Charakter aber nur lur das Innere vorausgesetzt wird. 

Die eben durchgefiihrten Betrachtungen fiihren in einfacher Weise 
zu einigen prinzipiell wichtigen Ergebnissen. 

Wir zeigen zunachst: Die Ableitung einer analytischen Funktion ist 
wieder eine analytische Funktion. Zu diesem Zwecke beweisen wir so­
gleich folgende weitergehende Tatsache: 1st rp (z) irgendeine langs der 
einlachen geschlossenen, stuckweise glatten K urve C stetige komplexe 
Funktion 1, so wird durch die Gleichung 

(3) I (z) = _1 .J!EJ!ldt 
2nz t-z 

G 

1 D. h. eine stetig von der Bogenlange abhangige GroBe. 
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eine im Innern von G regulare analytische Funktion deliniert, deren 
samtliche A bleitungen existieren und durch die F ormel 

(4) til f rp (t) I (n) (z) = -. . ... --- dt 
2:n;~ (1- z)n+l (n = 1, 2, ... ) 

a 
gegeben sind. 

Bedeutet namlich z einen beliebigen Punkt im Innengebiet G von G, 
so folgt fUr hinreichend kleine, von Null verschiedene, sonst aber ganz 
beliebige Werte von h die Beziehung: 

(5) j(z + hL---.I(z) _ -1-f~~ dt 
h 2:n;i (l-z)2 

a 

= ~fcp (t) {~( ____ 1 __ - ~--)- ~L--}dt 
2:n; ~ h \ t - z - h t - z (t - Z)2 

a 

= 2~if(t - z !i~) (t _ z)2 dt. 
a 

Der absolute Betrag von cp (t) ist auf G beschrankt, und der Nenner 
(t - z - h) (t - Z)2 bleibt bei hinreichend kleinem Betrage von h ab­
solut genommen oberhalb einer fest en positiven Schranke, da die Ent­
fernungen des Punktes z von den Punkten von G eine positive untere 
Grenze haben. Mithin konvergiert (wieder nach § 3, (2)) bei verschwin­
dendem h die rechte Seite in (5) gegen Null, und wir erhalten 

lim f (z + h) - f (z) = f' (z) = _1_. f--IP-(1)2 dt . 
h-+O h 2:n;~ (t - z) 

a 

Damit ist die Existenz der Ableitung f' (z) von f (z) bewiesen. Eine 
ganz analoge Betrachtung lehrt die Existenz der weiteren Ableitungen 
/" (z), /'" (z), ... und die Giiltigkeit der Formel (4); aus der Existenz 
von I" (z) folgt we iter die Stetigkeit von f' (z) und so mit der analytische 
Charakter von j(z) in G. 

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB die durch Formel (3) 
definierte Funktion keineswegs die Randwerte cp (z) zu besitzen brauchtl. 
Damit dies erfiillt sei, muB die komplexe Funktion cp (z) ganz bestimmten 
Bedingungen geniigen, die wir spater (in Kap. 3, § 11) angeben werden. 

1 Als Beispiel betrachten wir ctwa den Einheitskreis und setzen auf ihm 
1 

rp (t) = t . Fur jeden von 0 verschiedenen Punkt z im Innern des Einheitskreises 

hat die durch (3) dargestellte Funktion den Wert 

f~-l - dt = ~ (f- ~- dt -f]-dl) =1 (2ni - 2n i), 
t (I - z) z t - z 1 z 

a a a 
also den Wert 0 (der ubrigens auch im Nullpunkt vorliegt). 
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Wissen wir aber von vornherein, daB 'P (z) mit den Randwerten 
einer analytischen Funktion f (z) iibereinstimmt, so ergibt sieh auf Grund 
der Cauchyschen Integralformel speziell das Resultat: Eine analytische 
Funktion f (z) besitzt stetige Ableitungen, welche durch die Formeln 

(6) f{n) (z) = ~J f (I) dt (n = 1,2, ... ) 
21d (I - z)n+1 

o 
gegeben werden; es sind also samtliche Ableitungen analytischer Funk­
tionen wieder analytische Funktionen 1. Hierbei bedeutet C eine den 
Punkt z umschlieBende Kurve, welche samt ihrem Innern in dem Re­
gularWitsgebiet der Funktion f (z) gelegen ist. 

Der vorstehende Beweis bleibt Wort fiir Wort erhalten, wenn G 
nieht das Innen-, sondern das AuBengebiet der Kurve C bedeutet und z 
in G liegt. Daher stellen die Formeln (3) und (4) nicht nur fiir das Innere, 
sondern auch fiir das AuBere der betrachteten Kurve C eine analytische 
Funktion nebst ihren Ableitungen dar. Diese beiden analytischen 
Funktionen haQen aber an sieh niehts miteinander zu tun. 1st beispiels­
weise 'P (z) mit den Randwerten einer im Innern und auf der Kurve C 
gegebenen reguHiren Funktion f (z) identisch, so stellt das Integral (3) 
fiir jeden Wert von z auBerhalb C den Wert 0 dar, wie unmittelbar aus 

dem Cauchyschen Satze folgt, da die Funktion ~ fiir alle auBerhalb 
z - Zo 

C gelegenen Punkte Zo eine innerhalb C und auf C reguHire analytische 
Funktion darstellt. 

1st aber C eine einfache nicht geschlossene Kurve, so stellen die 
Formeln (3) und (4) eine in der ganzen Ebene mit AusschluB der Kurve C 
reguUire analytische Funktion dar. Auch hierfiir gilt wortlich der obige 
Beweis. 

Aus den gewonnenen Resultaten folgt die Umkehrung des Cauchy­
schen Integralsatzes 2, namlich der Satz: 1st die Funktion f(z) in dem 
Gebiete G stetig und verschwindet das Integral von f(z) iiber iede be­
liebige ganz in G liegende einfache geschlossene Kurve, so ist f(z) in G 
analytisch. 

Zum Beweise brauchen wir nur auf die 'Oberlegungen von § 3 zuriick­
z 

zugehen. Sind Zo und Z zwei Punkte in G, so ist das Integral f f (z) dz 
Zo 

nach unserer Voraussetzung vom Integrationswege unabhangig und 
bei festem Zo und variablem Z eine Funktion F (Z) von Z allein, deren 
Real- und Imaginarteil stetig sind und stetige partielle Ableitungen 
besitzen, die den Cauchy-Riemannschen Differentialgleiehungen ge-

1 1m Komplexen liegen also die VerhaItnisse wesentlich .anders als im ReelIen, 
wo die Existenz und Stetigkeit der ersten Ableitung keineswegs die alIer weiteren 
nach sich zieht. 

2 In der Literatur auch als "Salz von MORERA" bezeichnet. 
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niigen (vgl. S. 281). Daher ist F(z) eine analytische Funktion von z, 
also nach den obigen Resultaten auch ihre Ableitung I(z). 

Wir sehen aus diesem Resultat, daB wir beim Aufbau der Funk­
tionentheorie ebensogut von der Forderung der Integrierbarkeit wie 
von der der Differenzierbarkeit hatten ausgehen konnen. (V gl. die 
Einleitung zu diesem Kapitel.) 

§ 8. Konforme Abbildung. 
In unsern weiteren Entwicklungen wird eine Eigenschaft der ana­

lytischen Funktionen im Mittelpunkt der Betrachtung stehen, welche 
den geometrischen Ausdruck der Differenzierbarkeit bildet: die kon­
lorme A bbildung. 

Indem wir jedem Punkte des Gebietes G der z-Ebene durch die 
in G analytische Funktion C = I (z) einen Punkt der C-Ebene zuordnen, 
erhalten wir eine Abbildung des Gebietes G auf eine gewisse Punkt­
menge der C-Ebene. Wir wollen jetzt die Natur dieser Abbildung genauer 
studieren. Es sei zein Punkt von G, in dem I' (z) 9= 0 ist. Nach dem in 
§ 2 bewiesenen Satze von der Gebietstreue einer durch eine analytische 
Funktion vermittelten Abbildung wird eine hinreichend kleine Um­
gebung des Punktes z umkehrbar eindeutig auf eine Umgebung des 
entsprechenden Punktes der C-Ebene abgebildet. 

Durch den Punkt z legen wir zwei Kurven CI und C2, die mit be­
stimmten Orientierungen versehen sind und im Punkte z die beiden 
mit dem entsprechenden Richtungssinn versehenen Tangenten ti und t2 
be sit zen mogen; mit CfJI und CfJ2 bezeichnen wir die Winkel von tl und t2 
gegen die positive x-Achse, mit 0 = CfJ2 - CfJI den zwischen ihnen ein­
geschlossenen Winkel. Nun sei Zl = Z + hI ein Punkt auf C1> der also 
mit verschwindendem absoluten Betrage von hI gegen z riickt, Z2 =Z + h2 

ein ebensolcher Punkt auf C 2; dann wird sowohl 

(1) lim f (z + hI) - j(z) = I' (z) 
h,~O hI 

wie auch 

(2) 

N ehmen wir insbesondere hI und h2 von gleichem absolutem Be­
trage r, indem wir 

(3) 

setzen, wo 'ljJi und 'ljJ2 noch von r abhangen, so folgt aus (1) und (2) wegen 
I' (z) 9= 0 
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also, da bei geeigneter Normierung von '1fJ1 und '1fJz (die man ja nach Be­
lieben um Vielfache von 2 n vermehren kann) 

ist, 

Schreiben wir 

lim'1fJ1 = CPI' 
r~O 

lim'1fJz = cpz 
r~O 

j (z + hI) - j (z) = !?l eix1 , 

so nimmt die letzte Beziehung die Form 

lim ~ e i (x2-xl) = eia 
r~O el 

an, und diese Gleichung zerfaIlt sofort in die beiden Relationen 

(4) 

(5) 

lim~=l, 
r~O el 

falls bei Messung der Winkel von Vielfachen von 2 n abgesehen wird. 
Nun werden, wie man leicht sieht, durch die Funktion j(z) die Kurven 
Cv Cz der z-Ebene auf zwei Kurven rv r z der C-Ebene abgebildet, weIche 
im Punkte C = f (z) Tangenten besitzen; nach der Definition von Xl 
und X2 konvergieren diese Winkel bei gegen Null abnehmendem r gegen 
zwei Winkel, weIche die Tangenten i l und i2 von rl und r2 im Punkte 
C mit der positiv-reellen Achse bilden. Die Relation (5) besagt daher, 
daJ3 der'Winkel zwischen den Tangenten i l und i2 in der C-Ebene gleich 
dem entsprechenden Winkel zwischen den Tangenten tl und t2 in der 
z-Ebene ist; der Richtungssinn auf i1 und i2 ist hierbei entsprechend 
derjenigen Orientierung der Kurven r l und r z gewahlt, die sich ver­
mage der Abbildung aus dem Richtungssinn von Cl und C2 ergibt. 
Bildet man also die z-Ebene durch die analytische Funktion f(z) aut die 
C-Ebene ab, so bleiben die Winkel zwischen entsprechenden Kurven in 
jedem Punkte, fur den f' (z) 9= 0 ist, der Groj3e und dem Sinne nach 
erhalten; die Abbildung ist, wie man auch sagt, "winkeltreu" oder 
"konform" . 

Als Ergebnis halten wir fest: Eine analytische Funktion vermittelt 
eine konforme Abbildung, genauer eine konforme Abbildung mit Erhaltung 
des Drehsinns. 

Man kann die obigen Schliisse riickwarts durchlaufen und erkennt 
so, daB aus der Konformitat der Abbildung unter Voraussetzung der 
Existenz und Stetigkeit der Ableitungen von u und v umgekehrt die 
Differenzierbarkeit der Funktion C = t (z) = u + i v folgt. Setzt man 
noch voraus, daB u'" und v", in dem betrachteten Gebiet nirgends beide 
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zugleich verschwinden, so folgt iiberdies, daB f' (z) in dem Gebiet iiberall 
von Null verschieden ist. 

Die Konformitat der Abbildung ist unter der eben erwahnten Vor­
aussetzung mit dem analytischen Charakter der Abbildungsfunktion mit 
der Nebenbedingung des Nichtverschwindens der Ableitung aquivalent. 

Bei einer winkeltreuen Abbildung muB ein kleines Dreieck der 
z-Ebene offenbar annahernd in ein ahnliches Dreieck der C-Ebene 
iibergehen. Man nennt daher cine konforme Abbildung auch "in den 
kleinsten Teilen ahnlich". Der Ausdruck 

If' (z) 1= Y ux2 + vx 2 = YUy2+ v/' 
stellt dabei, wie aus Gleichung (1) hervorgeht, das lineare VergrojJerungs­
verhiiltnis dar. 

Wird durch die analytische Funktion C = f (z) ein Gebiet G der 
xy-Ebene auf ein Gebiet r der uv-Ebene konform abgebildet, so ist 
der Flacheninhalt des Bildgebietes r durch das Integral 

I I du dv = I I (Ux Vy - U y V x ) dx dy = II(u x2 -+ V x2) dx dy 
Z' G G 

= I II f' (z) i2 dx dy 
gegeben. G 

Fiir die Konformitat der Abbildung ist das Nichtverschwinden der 
Ableitung wesentlich. Wir werden spater (Kap.4, § 1 und 2) sehen, 
wie sich die Abbildung an Stellen verhalt, fiir weIche die Ableitung 
verschwindet. 

Neben den betrachteten konformen Abbildungen, weIche GroBe 
und Drehsinn der Winkel erhalten, treten gelegentlich auch Abbildungen 
auf, bei denen zwar die GroBe der Winkel erhalten bleibt, aber ihr Dreh­
sinn umgekehrt wird. Eine soIche Abbildung werden wir stets als kon­
forme Abbildung mit Umlegttng der Winkel bezeichnen. Das einfachste 
Beispiel einer derartigen Abbildung bekommen wir durch 

C = Z, 

wobei z, wie ublich, die zu z = x + i Y konjugiert komplexe Zahl 
Z = x - i y bezeichnet; geometrisch bedeutet diese Abbildung eine 
Spiegelung an der reellen Achse. Ebenso definiert die Zuordnung von 

z zu den konjugiert komplexen Werten C einer analytischen Funktion 
C = f (z) eine konforme Abbildung mit Umlegung der Winkel. Da um­
gekehrt jede soIchc Zuordnung von ~ und z zu einer analytischen Funk­
tion C = f (z) fiihrt, so folgt hieraus, daB wir auf diese Art zu allen kon­
formen Abbildungen mit Umlegung der Winkel gelangen. Als einfaches 
Beispiel durfte dem Leser die Transformation durch reziproke Radien 
bekannt sein, auf die wir auch spater eingehen werden (Kap. 4, § 3). 

Die Bedeutung konformer Abbildungen fiir die Anwendungsgebiete 
der Mathematik (Kartenprojektion u. a.) ist hinreichend bekannt. 
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Drittes Kapitel. 

Folgerungen aus der Cauchyschen 
Integralformel. 

Bevor wir daran gehen, die Konsequenzen des Begriffes der kon­
formen Abbildung zu entwickeln, wollen wir in diesem Kapitel eine 
Reihe von allgemeinen funktionentheoretischen Tatsachen ableiten, 
welche aIle mehr oder weniger unmittelbare Folgerungen aus der 
Cauchyschen Integralformel sind. 

§ 1. Der Satz vom arithmetischen Mittel. 

Prinzip vom Maximum und Schwarzsches Lemma. 
Durch Anwendung der Cauchyschen Integralformel auf einen mit 

dem Radius e um den Punkt z beschriebenen Kreis, welcher ein ab­
geschlossenes Regularitatsgebiet der Funktion j (z) bildet, bekommen 
wir die Formel 

2,,; 

(1) j (z) = 2 ~-f j (z + e ei 'P) dq;. 
o 

Der Wert von j (z) im Punkte z ist also gleich dem arithmetischen Mittel 
der Funktionswerte auj dem Umjange des Kreises um z. 

1st Meine obere Schranke fUr den absoluten Betrag von j (z) auf 
dem Kreis, so folgt aus der Formel (1) unmittelbar I j(z) I < M. 

Dieser Abschatzung k6nnen wir den folgenden als "Prinzip vom 
Maximum und Minimum" bezeichneten Sa tz entnehmen: Der absolute 
Betrag einer im abgeschlossenen Gebiete G reguliiren analytischen Funktion 
j (z) erreicht seinen grofJten und, wenn j (z) in G nullstellenjrei ist, auch 
seinen kleinsten Wert auj dem Rande von G, und zwar, wenn j(z) in G 
nicht konstant ist, auch nur auj dem Rande. ' 

Wir schicken die Bemerkung voraus, daB I j (z) I dann und nur dann 
konstant wird, wenn f (z) = u + i v eine Konstante ist. Man erkennt 
dies entweder durch Ubergang zur Funktion logj(z) oder dadurch, daB 
man die Gleichung u 2 + v2 = konst. nachx und y differenziert und 
dadurch unter Beriicksichtigung der Cauchy-Riemannschen Differential­
gleichungen zu den beiden Relationen vu'" - uv'" = 0, uu'" + vv'" = 0 
gelangt; aus diesen folgt, daB entweder die Determinante u 2 + v2 oder 
UIJ) = Vy und vlJ) = - u y verschwindet. 

1st f (z) konstant, so ist der obige Satz trivial. Wurde bei nicht 
konstantem f(z), also auch nicht konstantem I j(z) I, der gr6Bte Wert 
M von I j (z) I im Inneren von G angenommen, so miiBte es auch einen 
inneren Punkt z* geben, in welchem I j (z*) I = Mist und in des sen be­
liebig klein gewahlter Umgebung Punkte liegen, fur die I j(z) I <M wird. 
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Man konnte also urn z* einen ganz in G gelegenen Kreis vom Radius (! 

derart beschreiben, daB I j (z) I auf seinem Rande nirgends groBer als 
M, langs eines oder einiger Stucke des Randes aber kleiner als Mist. 
Dies steht aber im Widerspruch mit der nach (1) notwendigen Un-
gleichung 2,,; 

(2) M < 2~ fl f (z* + (! ei'P) I drp. 
o 

Die Behauptung iiber das Minimum ergibt sich durch Anwendung des 
eben bewiesenen Satzes auf die unter der Voraussetzung der Null-

stellenfreiheit in G regulare Funktion f ~Z) . 

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Satze vom Maximum und 
Minimum ist das sogenannte Schwarzsche Lemma. 

Es sei f (z) eine im Einheitskreise I z I < 1 regulare analytische 
Funktion mit f (0) = 0, fUr welche 

If (z) I <1 fUr aile z mit I z I < 1 

gilt. Dann besagt das Schwarzsche Lemma, daB fUr I z I < 1 sogar 

If (z) I :::; I z J 

bleibt, wobei das Gleichheitszeichen 
Punkte gilt, wenn j(z) die Form 

nur dann m mindestens einem 

f (z) = eiiz (y reell) 
hat. 

Zum Beweise betrachten wir die Funktion JJzl. Wie man durch z 
Entwicklung von f (z) in eine Potenzreihe und Division durch z sieht, 

ist die Funktion f ;Z) fUr J zJ < 1 (also auch im Nullpunkt) regular, und 

ihr Betrag nimmt fUr jeden Kreis I z I < R mit R < 1 sein Maximum 
auf der Peripherie an. Nach Voraussetzung gilt also 

lJill < ~ 
lz: = R' 

woraus sich durch den Grenziibergang R --+ 1 so fort die Behauptung 
ergibt. Wenn das Gleichheitszeichen an einer einzigen Stelle gilt, so 

B f I · d h f (z) i . d d If (z) . M . . mu iir zl <1 urc weg--,-= 1 seln, a ann-, -I-sem aXlmum 
, Z I I z 

. . . P kt . t 1 . t h f (z) k t t d m emem mneren un e anmmm ; a so IS auc --- ons an un z 

j(z) = eir z, wo y eine reelle Konstante bedeutct. 

§ 2. Abschatzungsformeln. Satz von Liouville. 
Aus der Integralformel (6) von Kap. 2, § 7 konnen wir leicht Ab­

schatzungsformeln fur die Ableitungen einer analytischen Funktion im 
Innern eines Regularitatsgebiets erhalten. Es sei C eine einfach ge-
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schlossene Kurve der Lange L, welche samt ihrem 1nnem dem Re­
gularitatsgebiet der Funktion I (z) angehOrt; femer sei Meine obere 
Schranke fur die Werte von I t (z) I auf der Kurve C und zein Punkt 
im 1nnem von C, welcher von dieser Kurve einen Abstand mindestens 
gleich c5 besitzt. Dann folgt aus Formel (2) von Kap.2, § 7 die Ab­
schatzung 

(1) 
ML 

It(z)I<2nt5 

bzw. aus (6) Kap. 2, § 7 die Abschatzung 

(2) I j (n) (z) I < ,!!I M L 
- 2nt5n+l 

(n = 1, 2, ... ) , 

die fiir n = 0 die vorige umfaBt. 1st C insbesondere ein Kreis Urn den 
Punkt z mit einem Radius (!, so gilt 

(3) I j(n) (z) I < n~~ (n = 0, 1,2, ... ). 

Aus dieser Formel, welche fiir n = 1 

(4) I I' (z) I < : 

lautet, folgt der Liouvillesche Satz: Wenn eine Funktion in der ganzen 
Ebene regular und beschrankt ist, so ist sie eine Konstante. Man kann dann 
namlich den Radius (! beliebig groB nehmen, so daB aus (4) folgt: I' (z) 
ist identisch Null. 

§ 3. GleichmaBige Konvergenz. 
Ein Konvergenzsatz von WeierstraB. 

Wir wenden uns nunmehr von der Untersuchung einzelner analy­
tischer Funktionen zu der Betrachtung von Funktionenmengen, wobei 
uns vor allem die Frage der Konvergenz von Funktionenfolgen in­
teressiert. Hierzu erinnem wir an den Begriff der gleichmaBigen Kon­
vergenz (Kap. 1, § 1). Eine Funktionenfolge 11 (z), tz(z), ... , die in einer 
Punktmenge M definiert ist, heiBt in M gleichmafJig konvergent, wenn 
sie in jedem Punkte z von M konvergiert und zwar fur aIle diese Punkte 
"gleich gut", in folgendem prazisen Sinne: 1st I (z) die in M definierte 
Grenzfunktion lim In (z), so laBt sich zu gegebenem e > 0 stets eine 

n-+ro 

naturliche Zahl N finden von der Beschaffenheit, daB fur n > N 

It n (z) - t (z) I < s 

ist - gleichgultig, welchen speziellen Punkt z von M man dabei ins 
Auge faBt. 1st G ein Gebiet oder C eine stetige Kurve in der Ebene und 
sind die Funktionen In (z) in G oder langs C stetig, so ist auch die Grenz­
funktion I (z) = lim t n (z) in G bzw. langs C stetig; das kann man genau 

n-+ro 
so beweisen wie den entsprechenden Satz im Reellen. 
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Sind die Funktionen 11 (z), 12 (z), ... langs der stuckweise glatten 
Kurve C stetig und konvergiert ihre Folge aul C gleichmafJig, so geniigt 
die Grenzlunktion I (z) der Bedingung 

lim Iin (z) dz = II (z) dz. 
n-+ooO a 

Zunaehst folgt namlieh aus dem oben Gesagten die Stetigkeit, also 
aueh die Integrierbarkeit von I (z). Da nun 

1 Iin (z) dz - II (z) dz 1=[ IUn (z) - I (z))dz 1 
a a a 

ist, so folgt aus der gleiehmaBigen Absehatzung von 1 In (z) - I (z) I 

und der Integralabsehatzung § 3, (2) unser Satz genau so wie der analoge 
Satz im Reellen. 

Man kann diesen Satz kurz so ausspreehen: Bei gleiehmaBiger Ron­
vergenz darf man Integral- und Limeszeiehen vertausehen. 

Unter den tieferen Satzen uber konvergente Funktionenfolgen steht 
nun an erster Stelle der folgende von WEIERSTRASZ herriihrende Satz: 
1st 11(Z), 12(Z), 13(Z), ... eine Folge von Funktionen, welche in dem ein­
lach zusammenhangenden Gebiete G mit der Randkurve C einschliefJlich 
des Randes regular sind und aul dem Rande gleichmafJig konvergieren, 
so konvergieren sie auch im Innern gleichmafJig. Die Grenzlunktion I (z) 
ist eine in G regulare analytische Funktion, deren Ableitungen die Grenz­
lunktionen der entsprechenden Ableitungen von 11 (z), 12 (z), 13 (z), ... sind. 

Die gleiehmaBige Ronvergenz fur das Innere von G folgt sofort 
aus dem Satze vom Maximum und Minimum, da das Maximum des 
Absolutbetrages der Differenz In (z) - 1m (z) auf dem Rande C erreieht 

wird. Die Funktionenfolge /=..(1; (v = 1,2,3, ... ) konvergiert offenbar 

ebenso wie die Funktionenfolge Iv (t) langs C gleichmafJig. In der Formel 

I (z) = lim Iv (z) = lim _~f!dt) dt 
v-+oo v-+oo2Jl"o t-z 

darf man also naeh dem obigen Hilfssatz Integral- und Limeszeiehen 
vertausehen, und demnaeh laBt sieh die Grenzfunktion f (z) im Innern 
von G mittels der Cauehysehen Integralformel darstellen: 

f (z) = _1_. fiJtl dt. 
2Jl~ t-z 

a 

Hieraus ergibt sieh, wie in Rap. 2, § 7 gezeigt wurde, unmittelbar die 
stetige Differenzierbarkeit der Grenzfunktion im Innern, d. h. ihr 
analytiseher Charakter, und derselbe Paragraph liefert fUr die Ableitung 
die Formel 

I 1 f Itt) . 
l(z)=2ni (t_Z)2 dt , 

a 
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woraus wegen der leicht einzusehenden gleichmaBigen Konvergenz der 

Funktionenfolge (/"_(;)2 (V = 1,2,3, ... ) wiederum 

f' (z) = lim 2! i J u'''-(;) 2 dt = lim j / (z) 
'V-+ 00 0 v---)o- co 

folgt. In derselben Weise ergibt sich auch fUr die n-te Ableitung die 
Formel 

j(n) (z) = lim j,,(n) (z). 
,,""* 00 

Es ist mitunter niitzlich, den Begriff der gleichmaBigen Konvergenz 
durch einen anderen, ihm gleichwertigen Begriff zu ersetzen. Einen 
solchen liefert die folgende Definition: 

Eine in dem Gebiet G definierte Folge von Funktionen 11 (z), 12 (Z), ... 
heiBt in G stetig konvergent gegen eine Funktion I (z), wenn folgende Be­
dingung erfiiIlt ist: 1st zein beliebiger Punkt aus G und z1> Z2' Z3' ..• 

irgend eine Folge von Punkten, die gleichfalls zu G gehoren und iiber­
dies gegen z konvergieren, so konvergiert In (Zn) gegen I (z), unabhangig 
von der speziellen Wahl der Punkte Zn. 

Insbesondere diirfen dabei aIle Zn mit Z zusammenfallen. Aus der 
stetigen Konvergenz folgt also die Konvergenz im gewohnlichen Sinne. 

1st B ein beschriinktes abgeschlossenes Gebiet, so ist eine F olge stetiger 
Funktionen 11(z), 12(z), ... dann und nur dann in B gleichmafJig kon­
vergent, wenn sie dort stetig konvergent ist. 

DaB aus der gleichmaBigen Konvergenz die stetige folgt, ist leicht 
zu sehen. Es sei lim Zn = z, wobei Z und die Zn zu B gehoren. Bei ge­

n""* 00 

gebenem s> 0 ist dann in der Ungleichung 

wegen der gleichmaBigen Konvergenz das erste Glied der rechten 

Seite kleiner als +, sobald etwa n ;:::: N (s) gemacht wird. Da iiberdies 

die Grenzfunktion I (z) als gleichmaBiger Limes stetiger Funktionen in 
B stetig ist, so ist, wenn N hinreichend groB gewahlt wird, fUr n > N 

auch I I (z,,) - I (z) I < ;, demnach 

I In (Zn) - j (z) 1< s, 

womit die stetige Konvergenz bewiesen ist. 
Umgekehrt setzen wir nun die stetige Konvergenz der In (z) voraus. 

Es sei N1> N 2, N 3 , ••• eine Folge ganzer Zahlen, die ins Unendliche 
wachsen. Ware die Konvergenz der In (z) nicht gleichmaBig, so gabe es 
ein IX> 0 und eine Folge in B gelegener Punkte z1> Z2' Z3' ..• von der 
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Beschaffenheit, daB fUr k = 1,2,3, ... jedesmal fUr em geeignetes 
n=n(k»Nk 

(1) If n (Zk) - f (Zk) I > IX 

ware. Fur jedes feste k strebt aber die Folge der Zahlen 11 (Zk), f2(Zk), ..• 
gegen den Grenzwert I (Zk)' Wegen (1) gabe es also zu jedem k einen wei­
teren Index m, den wir groBer als n wahlen konnen, so daB auch schon 

(2) 

ware. Da nun der Bereich B beschrankt und abgeschlossen ist, so hat 
die Folge der Punkte Zk mindestens einen in B gelegenen Haufungs­
punkt z. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, 
daB Z = limzk ist. LaBt man in (2) die Zahl k und damit n und m tiber 

k-*oo 
aIle Grenzen wachsen, so folgt wegen der vorausgesetzten stetigen Kon-
vergenz: 

If (z) - f (z) I > IX 

und damit ein Widerspruch, so daB die Annahme ungleichmaBiger 
Konvergenz hinfalIig wird. 

Wie sich aus diesem Satz ohne weiteres ergibt, ist eine Folge stetiger 
Funktionen in einem beschrankten ollenen Gebiet dann und nur dann 
stetig konvergent, wenn sie in jedem abgeschlossenen Teilbereich gleich­
maBig konvergiert. 

§ 4. Die Taylorsche und Laurentsche Reihe. 
Die Cauchysche Integralformel erlaubt uns, eine analytische Funk­

tion in eine Potenzreihe zu entwickeln und damit den AnschluB an den 
Weiersti-aBschen Aufbau der Funktionentheorie herzustellen. Diese 
Uberlegungen seien hier in Ktirze durchgefUhrt. 

Bedeutet Zo einen festen Punkt im Innern der Kurve C, so erhalten 
wir aus der Cauchyschen Integralformel fUr die Punkte Z innerhalb 
von C die Gleichung 

(1) f (z) = -l~fJJ!L dt = ~1~. fJJ!L 1 dt. 
2 n z t - Z 2 n l t - Zo Z - Zo a a 1- ---

t - Zo 

In ihr konnen wir den zweiten Faktor im Integranden in die geometrische 
Reihe 

entwickeln, wenn der Quotient tZ 
- Zo absolut kleiner als 1 ist. Dies trifft 
- Zo 

sicher dann zu, wenn Z im Innern eines Kreises K urn den Punkt Zo 

liegt, welcher samt seinem Rande ganz dem Innern von C angehort, 
Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 20 
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und zwar konvergiert die Reihe dann sogar gleichmaBig in bezug auf t. 
Nach § 3 durfen wir also nach Eintragung der geometrischen Reihe in 
die Gleichung (I) gliedweise integrieren und gewinnen dadurch unter 
Beachtung der Beziehungen (6) aus Kap.2, § 7 die Entwicklung 

(2) t (z) = t (zo) + t'1(;0) (z - zo) + 1"2(;°) (z - ZO)2 + ... 
00 

= '\:l/(n) (zo) (z _ z )n 
L.; n! 0 , 
n=O 

gultig· fUr alle Werte von z im Innern des Kreises K urn zoo In Analogie 
zu der in der elementaren Differentialrechnung ublichen Bezeichnung 
nennt man diese Reihe die Taylorsche Reihe der Funktion j(z) in der 
Umgebung der Stelle Zo und das gewonnene Ergebnis den Taylorschen 
Satz. 

Die Taylorsche Reihe (2) konvergiert gleichmaBig in jedem Kreise 
urn zo, der samt seinem Rande im Innern des Regularitatsgebietes von 
f(z) liegt. Nach dem WeierstraBschen Konvergenzsatz aus § 3 stellt 
sie also dort eine analytische Funktion dar, die in der Umgebung der 
Stelle Zo mit der gegebenen Funktion f (z) ubereinstimmt. 

An die Taylorsche Formel knupfen wir folgende Definition an: 
Wenn fur die Stelle z = Zo sowohl j (z) als auch die Ableitungen f' (z), 
••• , f(n-1) (z) verschwinden, wahrend f(n) (zo) + 0 ist, wenn also die 
Entwicklung von j (z) in ihre Taylorsche Reihe 

j (z) = (z - zo)" (a + b (z - zo) + ... ) (a + 0) 

lautet, so sagen wir, j(z) habe an der Stelle z = zo eine n-fache Null­
stelle. 

Aus der Taylorschen Entwicklung laBt sich noch eine wichtige 
Folgerung ziehen, die wir Bfters benutzen werden. Die Funktion j(z) 
sei in einer Umgebung des Punktes z = Zo regular und lasse sich dort 
in die Potenzreihe 

j (z) = Co + c1 (z - zo) + c2 (z - ZO)2 + ... 
entwickeln. Vorausgesetzt werde, daB diese Reihe wenigstens einen von 
Null verschiedenen Koeffizienten hat. 1st etwa Ck (k > 0) der. fruheste 
nicht verschwindende Koeffizient, so ist die Funktion 

/ (z) 
g (z) = (z _ ZO)k 

in der Umgebung von z = Zo mit AusschluB dieses Punktes seIber de­
finiert und dort regular; zugleich gestattet sie in diesem Gebiete die 
Reihenentwicklung 

g (z) = ck + ck+1 (z - zo) + .... 
Setzt man also noch 
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so ist die Funktion g (z) in einer ganzen Umgebung von Zo regular und 
geniigt der Bedingung 

(3) (z - zo) kg (z) = f (z) , 

wenn im FaIle k = 0 unter (z - ZO)k auch fUr z = Zo die Zahl 1 ver­
standen wird. Da die Funktion g (z) im Punkte Zo den von Null ver­
schiedenen Wert Ck hat, so la13t sich wegen der Stetigkeit eine ganze 
Umgebung von Zo abgrenzen, in der uberall g (z) + 0 ist. Aus (3) folgt 
alsdann, daD in dieser Umgebung, vom Punkte Zo selbst abgesehen, 
iiberall f (z) + 0 ist. 

Damit ist der Satz bewiesen: 

1st die Funktion j(z) im Punkte z = Zo regular und in seiner Um­
gebung nicht identisch Null, so kann Zo kein Haufttngspunkt von Null­
stellen von f (z) sein. 

Auf Grund des Taylorschen Satzes erkennt man ohne weiteres, 
daD die bekannten unendlichen Reihen fUr eZ , 10g(1 + z), (1 + z)U 
auch fur komplexe Werte von z bestehen bleiben und mit Rucksicht 
auf die obige Bemerkung uber die Konvergenz der Reihe (2) (S. 306) 
in der ganzen Ebene bzw. im Innern des Einheitskreises konvergieren. 

Eine Verallgemeinerung der Taylorschen Reihe (2), bei der wir die 
Funktion j (z) als regular in einem gewissen Kreise K urn Zo voraus­
gesetzt haben, ist die Laurentsche Reihe. Es sei die Funktion f (z) in 
einem von zwei Kreisen Kl und K2 urn Zo begrenzten Ringgebiet mit 
Einschlu13 des Randes regular. Fur Werte z im Innern des Ringgebietes 
nimmt die Cauchysche Integralformel die Gestalt an: 

f (z) =_1 f f (I) dt +_l_JDt'j dt, 
2nt I-z 2nt t-z 

K, K, 

wobei uber Kl und K2 so zu integrieren ist, daD das l<inggebiet zur 
Linken bleibt. Auf dem auf3eren Kreise, etwa K 2 , set zen wir 

und auf dem inneren Kreise Kl 

Dann entsteht durch gliedweise Integration die Entwicklung 

(4) f ( ~( )" 1 f f (I) d z) = /) Z - Zo 2 - -(I _ 0-)"+1 t 
~ nz "0 

n=O K, 

+ )';(0. !-)n+i -2 ~o 00 ff (t) (t - zo)" dt, 
~ z _. Zo nt. 
n=O K, 

20* 
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wobei die Integration uber K2 und Kl beidemal im positiven Sinne 
lauft, oder auch 

(5) j (z) = i(Z - zot 2!i f (t! ;:;n+1 dt = iCn (z - zot, 
n=-oo 0 n=-oo 

wobei die Integrationskurve C eine beiiebige einfache, geschlossene 
Kurve um Zo im Ringgebiet ist. Dieses Ergebnis bezeichnet man als den 
Laurentschen Satz. Die Entwicklung (4) oder (5) heiBt die Laurentsche 
Reihe der Funktion j (z); sie ist namentlich dann von Bedeutung, wenn 
sich j(z) in einer gewissen Umgebung von Zo mit alleiniger Ausnahme 
der Stelle Zo selbst regular verhalt. Dann gilt die Entwicklung (5) in 
einem gewissen Kreise um zo, aus dem Zo selbst ausgeschlossen ist. 

1st C speziell ein Kreis mit dem Mittelpunkt Zo und dem Radius e 
und bedeutet Meine obere Schranke fUr den Betrag der Funktion / (z) 
auf C, so folgt aus (5) fiir den Koeffizienten Cn der Laurentschen Ent­
wicklung die Abschatzung 

(6) 
M Ic 1<-n = en (n = ... , - 1, 0, 1,2, ... ). 

Ferner ergibt sich fur den Koeffizienten C-1 der Ausdruck 

Ll =2!iSf (t)dt. 
o 

Der Koeffizient C_1 ist also im Sinne von § 5 das Residuum von / (z) 
an der Stelle zoo Fur diesen Fall gilt ferner der Satz: 

Hat der A usdruck (z - zo) / (z) fUr z -- Zo einen Grenzwert, so ist dieser 
gleich dem Residuum der Funktion / (z) im Punkte zoo 

Da namlich (z - zo)/(z) zufolge der Voraussetzung in der Umgebung 
von Zo beschrankt ist, so muss en in der Laurentschen Entwicklung dieser 
Funktion fur die Umgebung des Punktes Zo die Koeffizienten aller 
Glieder mit negativem Exponenten verschwinden. Der Beweis ergibt 
sich ohne weiteres z. B. aus dem Laurentschen Satze; denn wir k6nnen 
in (6) die Zahl e beliebig klein wahlen. Aus 

(z - zo) f (z) = Co + c1 (z - zo) + c2 (z - zo)2 + ... 
folgt aber 

das Residuum von / (z) an der Stelle Zo hat also den Wert 
Co = lim (z - zo) j(z). 

Z-40 Zo 

Raben in der Laurentschen Entwicklung der Funktion / (z) fUr die 
Umgebung eines Punktes Zo nur endlich viele nichtverschwindende 
Glieder, aber mindestens eins, einen negativen Exponenten, so heiBt 

die Stelle Zo ein Pol der Funktion / (z). 1st etwa (2 ~ zo)" (n > 1, C 9= 0) 
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das niedrigste Glied, so hei13t Zo ein Pol n-ter Ordnung oder ein Pol von 
der V ieljachheit n. 

Urn jedenPoleinerFunktionj(z) lii13t sich eine Umgebung abgrenzen, 
in welcher die Funktion, abgesehen vom Mittelpunkt, dem Betrage nach 
durchweg gra13er als eine vorgegebene positive Ronstante C ist. Denn ist 

l(z)=~"+"'+~+C +c (z-z)+", (c_ n9=O,n>l) 
(z - zo)n Z - Zo 0 1 0 

die Laurentsche Reihe fUr j (z) in der Umgebung des Punktes zo, so ist 
die Funktion 

(7) g(z) =Ln+C-(n-l)(Z-Zo) + ... +co(z-zo)n+c1(z _zo)n+1+ ... 

in einer Umgebung von Zo reguliir und, abgesehen vom Mittelpunkt, 
gleich (z - zo) n j (z). Es ist g (zo) = c- n ; wegen der Stetigkeit gibt es 
also eine Umgebung von zo, in welcher durchweg 

I g (z) I > ~ I Ln I > ° 
ist. WiihH man diese Umgebung iiberdies so klein, da13 in ihr iiberall 

I z - Zo In < li~,l 
ist, so folgt aus (7), da13 in dieser Umgebung mit Ausschlu13 des Punktes 
Zo selbst 

I j(z) I > C 

wird. - Insbesondere kann ein Pol also niemals Hiiufungspunkt von 
Nullstellen sein. 

Durch die AusfUhrungen dieses Paragraphen ist der Anschlu13 an 
die Weierstra13sche Auffassung der Funktionentheorie hergestellt. Die 
Klasse der durch Potenzreihen dejinierten Funktionen ist vollstiindig 
identisch mit der Klasse der Funktionen, welche wir auj Grund der Existenz 
stetiger Ableitungen als analytisch bezeichnet haben. 

§ 5. Anwendungen des Cauchyschen Integralsatzes und 
Residuensatzes. 

Der Cauchysche Integralsatz (Rap. 2, § 4) und seine Erweiterung, 
der Cauchysche Residuensatz (Rap. 2, § 5), bieten neben ihren zahllosen 
Anwendungen in der Funktionentheorie auch fUr andere mathematische 
Disziplinen ein vielfach niitzliches Hilfsmittel. 1m folgenden sollen 
hierfiir einige Beispiele aus der reellen Analysis gegeben werden. Die 
beiden Siitze werden hier oft mit Vorteil dazu benutzt, unhandliche 
reelle Integrale, namentlich iiber ein unendliches Integrationsintervall, 
auf dem Umweg iiber das komplexe Gebiet explizit auszuwerten. Wir 
bringen die nachstehenden Beispiele erst jetzt, weil bei den Anwendungen 
des Residuensatzes ein Satz aus dem vorigen Paragraph en benutzt wird. 
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Ais erstes Beispiel betrachten wir das Integral 

] = f-e;z dz 

iiber den positiv durchlaufenen Rand des in Abb. 84 angegebenen 
Bereiches. Der Integrand ist in diesem Bereich mit EinschluB des Randes 
regular. Durch Zerlegung des Integrationsweges kann man] folgender­
maBen als Summe von Integralen iiber reelle Integrationsintervalle 
darstellen : 

(1) 

R 

r J ~ f ':. dx + I'-R".+iR~.idP 

I j-.r 0 

+ e~x dx + f e-rsin<p+(rcos<p i dq; . 
-R :;r; 

Wir lassen nun r gegen 0 streben und unabhangig davon R iiber aIle 
Grenzen wachsen. Das zweite Glied der rechten Seite von (1) strebt 
dann gegen Null; denn der Betrag des Integranden 

I e-Rsin<p+iR cos<p I = e-Rsin<p 

ist in jedem der Teilintervalle 0, ; und ~ , n monoton und konvergiert 

dort iiberaIl, von den Endpunkten 0 und n abgesehen, gegen Null. Das 

Abb.84. 

vierte Integral strebt gegen 
o 

"jidq;=-ni. 
" 

Endlich ergeben das erste und dritte Inte­
gral zusammen nach Kap. 2, § 6, (5) den 
Wert 

R R 

f_e,_· x_-_x_e_-i_X dx = 2 if S_i_:_X dx. 

r r 

Andrerseits hat] nach dem Cauchyschen Integralsatz den Wert 0; 
durch den Grenziibergang ergibt sich also: 

co fSinxd _ n 
-x- x-2"' 

o 

Ferner bilden wir z. B. das Integral 

] = fe-z'dz 

iiber die positiv umlaufene Berandung eines Kreissektors mit den 

Ecken 0, r, rei<p und dem Mittelpunkt 0, wobei r> 0, 0 < q; < : sein 
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soIl (Abb. 85). Nach dem Cauchyschen Integralsatz hat] den Wert O. 
Auf dem Kreisbogen ist nun 

Z2 = (rei ")2 = r2e2ia =, r2 (cos20: + isin 20:) 

also nach Kap. 2, § 6, (6) 

i e-- z'! i =--= e-r2.cos2a; 

(O~o::Stp), 

daraus ergibt sich fUr das liber den Bogen erstreckte Integral die Ab­
schatzung 

re i (I' (p 

I J e- z' dz I < r J e-r'cos:3a do:. 
r 0 

Die rechte Seite strebt mit wachsendem r gegen Null; das ist im FaIle 

tp< : ohne weiteres ersichtlich, wahrend es sich 

im FaIle tp =: durch eine besondere Diskussion 

ergibt, die wir, da sie der reellen Analysis an­
gehort, hier nicht auszufUhren brauchen. Folg­
lich hat auch das Integral liber den Kreisbogen 
bei r ~ 00 den Grenzwert O. Es wird also 

rei (r r 

(2) lim J e- z' dz = lim J e- z' dz, 
r-)o-ooO t)-co{J 

reUp 

o 
Allh.85. 

falls einer der beiden Grenzwerte existiert. Dies ist aber gewiG der Fall; 
denn nach einem bekannten Satze der reellen Analysis ist das uneigent­
liche Integral 

00 

Ie-x'dx 
o 

konvergent und hat den Wert i yn. Da fUr jedes r 

re'iq) r 

I , . I 2'i,f' , e- Z dz = e"r e-e Z dz, 
o 0 

rei rp r 

e-i(P J e- z2 dz = I e- (cos2r+isin2r)z2 dz 
o U 

ist, so ergibt sich beim Grenzubergang r ~ 00 durch Trennung von Real­
und Imaginarteil unter Berlicksichtigung von (2) 

Icc 1 /-
e-x'cos2,1' cos (X2 sin 2 tp) dx =2 cos tp. 1 n, 

o 

00 

Ie- x'cos2', sin (x2 sin2rp) dx = !sintp.yn. 
u 
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Speziell fiir f{J =: lauten diese Formeln 

jcosx2 dx =jsinx2 dx = ! J/i 
o 0 V 

(Fresnelsche Integrale). 
Eine Anwendung des Residuensatzes liefert das Integral 

Abb.86. 

f zetz 
z2 + k2 dz (k positiv-reell) 

iiber den positiv durchlaufenen Rand 
C des zweifach zusammenhangenden 
Bereiches aus Abb. 86. Das Integral 
1st gleich dem 2 ;7!;i-fachen der zuge­
horigen Residuensumme. Da der Punkt 
ki die einzige im Innern gelegene sin­
gulare Stelle ist und andrerseits das 
dortige Residuum nach § 4 den Wert 

. . z et z • Z ei z k i e-k e-k 

hm (z- k~) 2+k2=hm -+k' =~ =2" 
z~ki z z~ki z ~ ~ 

hat, so folgt 

f zeiz -' -Tc 
Z2 + k2 dz -;7!; ~ e . 

a 

Das iiber den Halbkreisdurchmesser von - r nach + r erstreckte In­
tegral hat nun nach Kap. 2, § 6, (5) den Wert 

r r r 

f xeiz _fX(eiZ-e-h) _ 'fxsinx 
.¥2 + k2 dx - x 2 + k 2 dx - 2 ~ x2 + k2 dx. 

-r 0 0 

Das Integral iiber den Halbkreis ist dem Betrage nach gleich dem 
Ausdruck 

strebt also mit wachsendem r gegen Null. Durch den Grenziibergang 
r -+ 00 folgt also: 

00 

2 'f x sin x d - '-Tc 
~ x2 + k2 X - ;7!; ~ e , 
o 

00 f x sin x d _ n e-k 

x2 + k2 X - 2 . 
o 
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Eine Verallgemeinerung des "GauBschen Fehlerintegrals" J~~x2dx 
- OJ 

ist das uneigentliche Integral 
X; 

Jc~x2cosaxdx 
-0:) 

mit reellem a. Zu seiner Berechnung dient uns folgende Hilfsbetrach­
tung: Es sei c = r + is eine 
beliebige nicht reelle Zahl, (:J. > o. 
Uber das Parallelogramm P mit 
den Ecken ± (:J. und c ± (:J. er­
streckt (Abb. 87), hat dann das 
Integral 

J e-- z' dz 
p 

nach dem Cauchyschen Integral­
satz den Wert O. Bei festem c und 

c-a; c 

o 

Abb.87. 

wachsendem (:J. bleibt die Lange der beiden nicht horizontalen Seiten 
erhalten, wahrend der Betrag des Integranden 

I e~z' I = eiR(~z') = e(3'z)'~(iRz)' 

= e(ts)'~(tr±a)' (0 < t < 1) 

auf diesen Seiten unterhalb einer mit wachsendem rt. gegen Null kon­
vergierenden Schranke bleibt. Der Grenziibergang rt. --->- 00 liefert also 
die Gleichung 

00 00 

Je~(x+C)'dx = Je-x'dx =r~-. 

Setzt man nun hierin c = i~-, so folgt weiter: 

durch Ubergang zum Realteil ergibt sich also: 

co a'l 

Je--x'cosaxdx = e~-4 rn. 
Eine sehr allgemeine Klasse von Integralen laBt sich mit Hilfe des 

folgenden Satzes auswerten: 

Die F unktion j (z) sei in der oberen H albebene .s: z > 0 regular mit 
A usnahme von endlich oder abzahlbar unendlich vielen singularen Stellen 
Zv Z2' Z3' ... , die sivh im Endlichen nirgends hiiujen. Auj der reellen Achse 
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sei I(z) uberall regular. Es gebe drei positive Zahlen r, C und E so, dafJ lur 
I z I > r uberall 

(3) 

ist. Dann existiert das reelle uneigentliche Integral 

if (x) dx 

und ist gleich dem 2 ni-Iachen der Summe der Residuen von j (z) in den 
singularen Punkten zv, wenn diese Punkte im F aUe unendlicher Anzahl 
nack wachsenden Betragen geordnet werden. 

Beweis: Die Existenz des Integrals folgt unmittelbar daraus, daB 

I(x) fUr groBe I xl die Majorante ++ hat und das Integral foo ~1+ dx 
I x I ' I x I ' 

konvergiert. In der Relation 1 

00 R 

J I (x) dx = lim J I (x) dx 
-00 R->-oo -R 

darf man sich R sprungweise ins Unendliche wachsend denken, und zwar 
moge dies so geschehen, daB die obere Halfte des Kreises I z I = R dabei 
niemals durch einen singularen Punkt von I (z) geht. Bedeutet nun K 
den von - R naeh + R durehlaufenen Halbkreis (Abb. 88), so folgt 

aus dem Residuensatz die Gleiehung 
R 

Jf (x) dx = Jf (z) dz + 2n i .2;r., 
-R K 

_~~ __ ~ __ +-_ wo r. das Residuum von j(z) im Punkte Z,. 
bedeutet und die Summe tiber aIle Indizes 
'I' zu erstrecken ist, fUr welche Zv im Innern 
des Halbkreises liegt. Fiir R > r ist aber 
hierin nach Kap. 2, § 3, (2) Abb.88. 

I Jf ( ) d '< _C_ R - ~~. 
K Z zl=R1+en - R" 

mit waehsendem R konvergiert also das Integral iiber den Halbkreis 
gegen Null. Dureh den Grenztibergang R ---+ 00 folgt also 

It (x) dx = 2n i .2;r., 
-00 

worin die Summe tiber die Indizes aller singularen Stellen z. (bei un­
endlicher Anzahl in der oben naher bezeiehneten Reihenfolge) zu er­
strecken ist. 

Beispiel: Die Funktion 
1 f (z) =--- ---- , 

az2 + b z + c 
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in der die Koeffizienten a, b, c reelle, der Bedingung 

b2 - 4ac < 0 

geniigende GraBen sein sollen, ist in der Halbebene ,3z > 0 mit Aus­

nahme des Punktes z = ~la (- b + i -y 4 ac - b2 ) = zI> wo der Quadrat­

wurzel das Vorzeichen von a zu geben ist, regular und erfiillt fUr hin­
reichend groBe I z I die Bedingung (3) mit e = 1 und geeignetem C. 
Das Residuum von t(z) im singularen Punkte z = Zl hat den Wert 

1· ( ) 1 1· Z - zl 1 1 
1m z - ZI az2-+ b z + --;; = Im·( ._).( -- -) .- . ~--. 

Z--+Z1 Z--+Z1 a z - zl Z - ZI a (zl-ZI) i 14 a c - b2 

Nach unserm Satz ist also 

J':' 1 2 n 
-2 ~- ~- - dx = cc· ~,===, . 
a x + b x + c 14 a c _ b2 

-00 

Auf die groBe Bedeutung des Cauchyschen Integral- und Residuen­
satzes fiir die analytische Zahlentheorie kann hier nur hingewiesen 
werden. Dagegen ist fUr uns eine Anwendung des Residuensatzes auf die 
Funktionentheorie von Wichtigkeit. Es handelt sich urn die Abzahlung 
der Nullstellen und Pole einer analytischen Funktion. 

Die Funktion t (z) sei auf einer einfachen geschlossenen Kurve C 
und in ihrem Innern regular, abgesehen von den endlich vielen Punkten 
aI> a2 , ••• , ar ; diese sollen Pole von t (z) sein. Auf C selbst sei die Funktion 
durchweg regular und von Null verschieden. Die N ullstellen von t (z) 
im Innern von C seien bI> b2, ••• , bs . Ihre Anzahl ist notwendig endlich, 
da sie andernfalls eine Haufungsstelle im Innern von Coder auf C 
selbst besitzen miiBten, die nach § 4 weder eine regulare Stelle noch 
ein Pol sein kannte. 

Die Funktion f(~) ist nun offenbar auf C und im Innern regular, 

abgesehen von den Punkten aI' a2 , ..• , an bI> b2 , •.• , b,. 
Hat t (z) in der Umgebung einer Stelle Zo die Gestalt 

f (z) = (z -- ZO)k g (z) , 

wo k eine positive oder negative ganze Zahl und g (z) eine im Punkte 
z = Zo regulare und nicht verschwindende Funktion bezeichnet, so ist 

f' (z) = k (z - ZO)k-l g (z) + (z - zo)k g' (z) 

= (z - zo)k-l h (z), 

wobei auch die Funktion h(z) = kg(z) + (z - zo)g'(z) im Punkte z = Zo 

regular und von Null verschieden ist. Daher wird 

/'(2) 11l(z) 
}(zj- = z - zo- g(z)' 
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Die Funktion ; i:~ nimmt an der Stelle z = Zo den Wert k an, besitzt 

also in der Umgebung dieser Stelle eine Entwicklung 

h (z) ) , 

so daB 
g (z) = k + cI (z - zo) + c2 (z - Zo 2 -t .... , 

II'((Z)) = _k_ + cI + c2 (z - zo) + ... 
z z - Zo 

wird. Der Punkt Zo ist dann also ein Pol von I; f:; und k das zugehorige 

Residuum. Wenn k eine positive Zahl ist, so ist Zo eine Nullstelle k-ter 
Ordnung von j (z). 1st dagegen k eine negative Zahl, so ist Zo ein Pol von 
j(z) und - k seine Ordnung. Der Residuensatz (Kap. 2, § 5) ergibt nun 

1 f t' (z) 2 nil (z) dz = (kI + k2 + ... + ks) - (hI + h2 + ... + hr) , 

C 

wo kI> k2' ... , k. die Vielfachheiten der NulIstelIen bI> b2, ... , bs und 
hI> h2' ... , kr die Vielfachheiten der Pole aI> a2, ••• , ar bedeuten und die 
Integration iiber C im positiven Sinne vorgenommen wird. Rechnenwir 
jede NulIstelIe und jeden Pol so oft, wie ihre Vielfachheit angibt, so ist 
kI + k2 + ... + ks die Gesamtzahl der Nullstellen und hI + h2 + ... + hr 
die Gesamtzahl der Pole von j (z) innerhalb der Kurve C. Also: 

Bezeichnet N die Gesamtzahl der Nullstellen, P die Gesamtzahl der 
Pole von j (z) innerhalb der K urve C, so ist 

I ft'(Z) 
(4) hi !(Z)dz=N-P, 

C 

wenn das Integral uber C im positiven Sinne erstreckt wird. 
In ganz ahnlicher Weise kann man noch folgende Verallgemeinerung 

dieses Satzes ableiten: 
1st A > 0 eine ganze Zahl, so ist 

1ft' (z) • r 
-2 . z!.-/() dz = 2)b/ - 2)a/, 
n~ Z k=l k=I 

C 

(5) 

wenn wiederum aI> a2, ••• , ar die Pole, bI> b2, ••• , bs die NulIstelIen von 
j (z) irn Innern der Kurve C bezeichnen. 

§ 6. Das Haufungsstellenprinzip fiir analytische Funktionen. 
Die Resultate von § 2 erlauben es, den Beweis eines tiefer liegenden 

allgemeinen Satzes zu erbringen, welcher eine Reihe scheinbar aus­
einanderliegender Tatsachen der Funktionentheorie von einem einheit­
lichen Gesichtspunkte beleuchtet. Wir wollen ihn aus dies em Grunde 
hier entwickeln, obwohl wir un sere spateren Uberlegungen stets unab­
hangig von ihm durchfiihren werden. 
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Viele Uberlegungen und Beweise der Analysis stlitzen sich auf 
den elementaren WeierstraBschen Haufungsstellensatz: Jede in einem 
beschrankten Gebiete liegende unendliche Zahlenmenge besitzt min­
destens einen Haufungspunkt. Schwierigkeiten, die sich bei Beweisen der 
Analysis, besonders bei Existenzbeweisen, ergeben, beruhen haufig darauf, 
daB es nicht immer moglich ist, einen entsprechenden Satz fUr Mengen 
anderer mathematischer Objekte aufzustellen. Z. B. ist es nicht richtig, 
daB man aus jeder Menge von unendlich vielen in einem festen Intervalle 
stetigen und dem Betrage nach unterhalb einer festen Schranke liegenden 
reellen Funktionen eine konvergente Teilfolge auswahlen kann. 

Es ist nun fUr die Theorie der analytischen Funktionen einer kom­
plexen Variablen von der groBten Bedeutung, daB hier ein Haufungs­
stellenprinzip in weitem Umfange gilt, was natlirlich darauf beruht, 
daB der Begriff der analytischen Funktion einer komplexen Variablen 
ein vie 1 engerer ist als der der stetigen reellen Funktion einer reellen 
Variablen. Wir sprechen das Haufungsstellenprinzip in folgender Form 1 

aus: 1st eine Folge unendlich vieler Funktionen fl(Z), f2(Z), ... in einem 
Gebiete G regular analytisch und sind ihre absoluten Betrage in G gleich­
mafJig 2 beschrankt, so lafJt sich aus ihnen eine Teilfolge auswahlen, welche 
in jedem ganz in G liegenden abgeschlossenen Bereich gleichmafJig gegen 
eine regulare analytische Grenzfunktion konvergiert. 

Wir fUhren den Beweis in mehreren Schritten. 

Zunachst zeigen wir: 1st B ein abgeschlossener einfach und stiick­
weise glatt berandeter Teilbereich von G, so sind die samtlichen Funk­
tionen f n (z) in B gleichmaBig stetig, d. h. es gibt zu jedem d > 0 eine 
nicht von n abhangige positive GroBe (j = (j (d), weIche mit d zugleich 
gegen 0 strebt, derart daB I fn(zl) - fn(z2) I < b(d) wird, wenn Zl und 
Z2 zwei Punkte von B sind, fUr weIche I Zl - z21 < d gilt. Zum Beweise 
dieser Tatsache bezeichnen wir mit e eine soIche positive GroBe, daB 
jede Kreisscheibe mit dem Radius e urn einen Punkt von B ganz zu 
G gehort. Dann gilt fur jeden Punkt Z von B auf Grund der Abschatzung 
(4) § 2 

wenn Meine obere Schranke fUr die absoluten Betrage aller Funk­
tionen f n (z) bedeutet. Werden die beiden Punkte Zl und Z2 von B durch 
eine in B liegende Kurve der Lange 1 verbunden, so ist (wenn liber jene 
Kurve integriert wird) 

z, 1\,[ I 
I In (Z1) - In (Z2) I = I fin' (z) dz I <-. 

z, (! 

1 Uber dieses Haufungsstellenprinzip, seine Verallgemcinerungen und Anwen­
dungen vgl. z. B. die Arbeiten von MaNTEL und JULIA. (MaNTEL: Ann. Ec. Norm. 
sup. 1912, 1916; JULIA: J ourn. d. math. 1918 und Ann. Ec. Norm. sup. 1919, 1920.) 

2 D. h. durch eine flir aIle diese Funktionen gemeinsame obere Schranke. 
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Die Lange 1 dieses Weges kann aber, wenn die Distanz d von Zl und Z2 

beliebig klein gewahlt wird, ebenfaIls, und nur von d abhangig, beliebig 
klein gemacht werden 1. 

Nunmehr beweisen wir die folgende Tatsache: Wenn eine Folge 
Tl (z), T2 (z), '" von Funktionen, welche in G analytisch und gleich­
maDig beschrankt sind, in einem abgeschlossenen Teilbereich B von G 
oder auch nur in einer in B iiberall dichten Punktmenge konvergiert, 
so konvergiert sie in dem ganzen Bereiche B gleichmaDig. Wir fUhren 
den Beweis indirekt. Falls die behauptete gleichmaDige Konvergenz 
nicht bestiinde, so gabe es eine positive Konstante IX, eine unendliche 
F olge ZI> Z2' •.. von Punkten in B und ganze Zahlen p = p (m), q = q (m), 
welche zugleich mit m beliebig groD werden, derart, daD 

(m=I,2, ... ) 

ist. Nach dem WeierstraDschen Haufungsstellensatz besitzen die 
Punkte Zm mindestens einen Haufungspunkt Z in B; wir diirfen, notigen­
falls nach Weglassung anderer Punkte und Umnumerierung, annehmen, 
daD limzn = Z ist. In beliebiger Nahe des Punktes Z gibt es nach Vor-

n-+co 

aussetzung einen Punkt t, fUr welchen die Funktionen Tn konvergieren 
(unter Umstanden gilt dies bereits fUr Z selbst). 1st e eine vorgegebene 
beliebig kleine positive Zahl, so konnen wir den Punkt t nach dem 
vorhin bewiesenen Satze so nahe an Z wahlen, daD fUr aIle Indizes n 

I Tn (z) - Tn (t) I < i-
wird. Wenn m hinreichend groD ist, wird andererseits 

also 

Da die Funktionen Tn nach Voraussetzung im Punkte t konvergieren 
und p und q zugleich mit m liber aIle Grenzen wachsen, so wird bei 
hinreichend groDem mauch 

[ Tp (t) - Tq (t) I < i, 
also 

I Tp (zm) - Tq (zm) I < e, 

was der Voraussetzung IX > 0 widerspricht. 

1 Andernfalls gabe es namlich in Beine Folge von Punktepaaren, deren Ab­
stand gegen Null konvergiert und welche sich nicht in B durch eine Kurve von 
einer Lange kleiner als eine feste positive Zahl G( verbinden lassen. Diese Punkte­
paare miiBten aber einen zu B gehorigen Haufungspunkt besitzen; und da aile 
Punktepaare in B, welche in einer hinreichend kleinen Umgebung dieses Haufungs­
punktes liegen, sich durch eine belie big kurze Kurve in B verbinden lassen, so 
wiirden wir zu einem Widerspruch gelangen. 
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Nunmehr ergibt sieh der Beweis des Haufungsstellenprinzipes, 
indem wir aus der Funktionenfolgc 11 (z), 12 (z), ... eine Teilfolge heraus­
greifen, welche in einer in G iiberall diehten abzahlbaren Punktmenge 
konvergiert. Eine solche Punktmenge, deren Punkte wir mit t1 , t2 , ... 

bezeiehnen, erhalten wir etwa in der Gesamtheit alIer zu G gehorigen 
Punkte mit rationalen Koordinaten. Auf Grund des WeierstraHsehen 
HaufungsstelIensatzes konnen wir, da die Funktionswerte In (t1) bc­
sehrankt sind, eine Teilfolge "h(z), '/fJ2(Z), ... unter der Folge 11(z), 
12(z), ... derart auswahlen, daH die Wcrte '/fJn(tl) einen Grenzwert be­
sitzcn. Aus der Funktionenfolge '/fJl (z), '/fJ2 (z), ... konnen wir ebenso 
einc Teilfolge xdz) , X2 (z), ... auswahlen, derart, daG die Werte Xn (t2) 
einen Grenzwert besitzen. Ebenso wahlen wir unter den Funktionen 
Xn (z) eine Teilfolge WI (z), W2 (z), ... derart aus, daG die Werte Wn (t3) 
einen Grenzwert haben, usw. Bilden wir nun die "Diagonalfolge" 
'PI (z) = '/fJl (z), 'P2 (z) = X2 (z), 'P3 (z) = W3 (z), ... , so konvergiert diese 
offenbar in allen Punkten tv. Da die Punktmenge der t,. aueh in jedem 
abgesehlossenen Teilgebiete von G iiberall dieht liegt, so ist naeh dem 
obigen Satze dicse Diagonalfolge eine Teilfolge der urspriingliehen 
Folge 11 (z), 12 (z), ... , welche die behauptete Konvergenzeigensehaft 
bcsitzt. 

Eine unmittelbare Anwendung ist der Satz von VITALI: Eine in dem 
Gebieie G gleichmaf3ig beschrankte Polge analytischer F tmktionen 11 (z), 
12(Z)' ... konvergiert in G gleichmaf3ig, wenn sie in einer pl£nktmenge M 
konvergiert, die einen zu G gehorigen Hal£lungspunkt ( hat. 

Es sei ZI' Z2' Z3' ... eine Folge zu M gehoriger Punkte mit dem Grenz­
wert (. Da die Funktionenfolge 11 (z), 12(Z)' ... in G gleiehmaGig be­
sehrankt ist, so laGt sieh naeh dem vorigen Satz eine in jedem ab­
gesehlossenen Teilgebiet von G gleiehmaHig konvergente Teilfolge 
gl (z), g2 (z), ... herausheben, die in G gegen eine dort regulare Funktion 
g (z) konvergiert. Diese Grenzfunktion stimmt in den Punkten Zn 
(n = 1,2,3, ... ) mit den dortigen Grenzwerten limlv (zn) = I (zn) uber-

v~co 

ein. Wahlt man aus der Folge 11 (z), I 2(Z), ... irgend eine andere in jedem 
abgcsehlossenen Teilgebiet von G gleichmaGig konvcrgente Teilfolge 
hI (z), h2 (z), ... aus, so konvergiert sie in derselben Weise in G gegen eine 
dort regulare Funktion h (z), welche den Bedingungen h (zn) = I (zn) 
geniigt. Die Differcnz g (z) - h (z) ist also in G regular und hat in den 
Punkten ZI' zz, za, ... denWertO. Nach §4 (S.:~07) verschwindet sie also 
im ganzen Gebiet G; d. h. fUr aIle z aus Gist g (z) = h (z). Allc in jedem 
abgeschlossenen Teilgebiet von G gleichmaGig konvergenten Teilfolgen 
der gegebenen Funktioncnfolge strebcn also im Gebiete G gegen eine 
und dieselbe Grcnzfunktion. Daher hat die gesamte Folge 11 (z), 12 (z), ... 
in G nur eine Haufungsfllnktion, ist also dort konvergcnt, und ill jedem 
abgesehlossenen Teilgebiet ist die Konvergenz sogar gleichmaGig. 
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§ 7. Zusammenhang mit der Potentialtheorie. 
Aus der in Kap. 2, § 7 bewiesenen Tatsache, daB eine analytische 

Funktion in ihrem Regularitatsgebiet unbeschrankt differenzierbar ist, 
folgt unmittelbar, daB auch die Real- und Imaginarteile u (x, y) und 
v (x, y) einer analytischen Funktion von z = x + i y unbeschrankt 
differenzierbare Funktionen der reellen Variablen x und y sind; ins­
besondere diirfen wir also die Cauchy-Riemannschen Differential­
gleichungen nach x und y differenzieren. Da hierbei die gemischten 
zweiten Ableitungen stetig und daher von der Reihenfolge der Differen­
tiation unabhangig sind, so ergeben sich sofort die beiden Differential­
gleichungen 

(1) 

Real- und Imaginarteil einer analytischen Funktion sind also Losungen 
der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

Llq?=O, 
wo zur Abkiirzung 

iJ2 rp :a2 rp 
Llq? = 8~ + iJy2 

gesetzt ist. Diese Differentialgleichung, welche in zahlreichen An­
wendungen eine Rolle spielt, heiBt die "Potentialgleichung"; ihre Lo­
sungen werden als "Potentialjunktionen" oder "Potentiale" bezeichnet. 
Eine Potentialfunktion heiBt in einem Gebiete G regular, wenn sie 
dort mit ihren samtlichen partiellen ersten und zweiten Ableitungen 
stetig ist. Real- und I maginarteil einer analytischen F unktion sind also re­
gulare Potentialjunktionen. Eine Funktion v, welche mit einer regularen 
Potentialfunktion u durch die Cauchy-Riemannschen Differential­
gleichungen verkniipft ist, ist wieder eine regulare Potentialfunktion 
und heiBt eine zu u konjugierte Potentialfunktion. Die konjugierte 
Potentialfunktion ist bis auf eine additive Konstante durch u eindeutig 
bestimmt. Nach dieser Definition ist u konjugiert zu - v. 

1st v eine zu u konjugierte Potentialfunktion, so schneidet jede 
Kurve der Schar u (x, y) = konst. jede Kurve der Schar v (x, y) = konst. 
unter rechtem Winkel, ausgenommen die Stellen, an denen U x = uy = 0 
ist. Dies folgt ohne weiteres aus der allgemeinen Tatsache der kon­
formen Abbildung, da diese Kurven die Bilder der in der uv-Ebene 
aufeinander senkrechten Geraden u = konst., v = konst. sind 1. 

Gehen wir statt von einer analytischen Funktion j (z) von einer 
beliebigen regularen Potentialfunktion u (x, y) aus, so konnen wir uns, 
vermoge der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, eine kon-

1 Dbrigens folgt dies auch unmittelbar aus der Beziehung 

U z V z + u. v. = - u~ u. + u. U z = O. 
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jugierte Potentialfunktion V (x, y) und dadurch eine analytische Funktion 
f = u + iv konstruieren. Die Theorie der regularen Potentialfunktionen 
ist also aquivalent mit der Theorie der analytischen Funktionen 1. 

Wahrend bisher bei der Untersuchung analytischer Funktionen 
Real- und Imaginarteil grundsatzlich nicht getrennt wurden, wird in 
dem folgenden Teile dieses Kapitels mehr der potentialtheoretische 
Gesichtspunkt in den Vordergrund treten. 

§ 8. Darstellung der analytischen Funktionen und der 
Potentialfunktionen durch das Poissonsche Integral. 
1st die Funktion f (z) = u + i v im Innern und auf dem Rande 

eines Kreises K vom Radius R regular (als Mittelpunkt des Kreises 
wahlen wir etwa den Nullpunkt), so gilt fUr einen beliebigen Punkt 
z = x + i y = rei'!' im Innern von K nach der Cauchyschen Integral­
formel 

2,n 

(1) f (z) = -l-fm dt = ~ff (R ei'l') R eir d 
2ni 1- z 2n Reir _ rei,!' rp. 

K 0 

Betrachten wir andererseits irgend einen auBerhalb von K gelegenen 

Punkt z*, etwa den Punkt z* = R2 = R2ei11', so wird die Funktion 
z l' 

f (z) * in K einschlieBlich des Randes regular sein, also die Gleichung z-z 

(2) 1 f f (I) 1 f . l' i 'I' 0=-. -- dt = --- f (R et'P) --.-----. drp 
2nt 1-2* 2n ret'P_Rct'l' 

K 0 

bestehen. Durch Subtraktion von (1) und (2) folgt 
2n f (z) = ~ff (R ei '1') ( __ --;I? ei 

'1'_. __. _ r ~-~--) d rp , 
2 n ]( et'l' _ l' et '1' r ft 'I' _ ]( et ~, 

o 

wofiir wir auch schreiben k6nnen 
~n 

Z - U 2 V - - R et 'P d . 1 f' ](2 - 1'2 
f ( ) - + - 2 n t ( ) R2 - 2 R r cos (1p - 'P) + 1'2 rp. 

o 

1 Hieran schlieJ3t sich der folgende Satz: lsi P (x, y) eine in einem Gebiete G 
der xy-Ebene reguliire Poten#alfunktion und ist u + iv = f(z) = f(x + iy) eine 
in diesem Gebiete reguliire analytische Funktion von z, welche das Gebiet G auf ein 
Gebiet r der uv-Ebene abbildet, so geht die Funktion p (x, y) bei Einfuhrung der 
neuen unabhiingigen Veriinderlichen u und v in eine im Gebiete r reguliire Potenlial­
funktion P* (u, v) = P (x, y) uber. Bedeutet namlich q (x, y) die zu p konjugierte 
Potentialfunktion, so ist p + iq eine analytische Funktion von z in G, also auch 
eine analytische Funktion von C = u + i v in r. Die Einfuhrung der neuen 
Variablen u, v statt x, y werden wir gelegentlich als "Ubertragung" der Poten­
tialfunktion p von G nach r bezeichnen. 

Hurwitz-Courant, Funkiionentheorit'. 3. Anfl. 21 
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Trennen wir links und rechts Reelles und Imaginares, so erhalten wir 
die Formel 

2,. 

1 f R2 - r2 
(3) u (r, 'If) = 2n u (R, cp) R2 _ 2Rrcos (1p_ cp) + r2dcp, 

o 

welche die Poissonsche Integralformel heiBt. Da sich jede regulare 
Potentialfunktion als Realteil einer analytischen Funktion auffassen 
laBt, wird durch diese Formel der Wert jeder Potentialfunktion im 
Innern eines Kreises durch ihre Randwerte ausgedruckt. Wir merken 
noch an, daB man die partiellen Ableitungen von u nach r und 'If (oder 
x und y) fur das Innere des Kreises aus der Formel (3) erhalt, indem 
man unter dem Integralzeichen differenziert. 

Besonders einfach gestaltet sich die Formel (3), wenn r = 0 wird; 
dann ergibt sich 

2,. 

(4) U (0) = u (0, 'If) = 21nf u (R, cp) dcp. 
o 

Es ist also der Wert einer reguliiren Potentialfunktion im Mittelpunkt 
eines Kreises gleich dem arithmetischen Mittel der Werte auf dem Rande 
des Kreises. 

Selbstverstandlich gilt eine entsprechende Formel, wenn wir u 
durch eine konjugierte Potential£unktion ersetzen. 

Wir k6nnen aber auch die zu u konjugierte Funktion v, bis auf 
eine additive Konstante, durch die Randwerte von u ausdrilcken. 
Hierzu addieren wir die beiden Gleichungen (1) und (2); dann er­
gibt sich 

oder 

f (z) = u + i v 
2", If( . (. 2Rrsin(1p-tp) ) 

=2n u(R,cp)+zv(R,cp)) I+ZR2_2RrCOS(1p_tp)+r2 dcp. 
o 

2", 

Da nach (4) 21nf v (R, cp) dcp = v (0) ist, so folgt hieraus durch Tren­
o 

nung von Reellem und Imaginarem die Relation 
2,. 

(5) 1 f R r sin (Ijl - tp) 
v(r,'If)=v(O)+- u(R,CP)R2 2R ( )+ 2 d cp, n - r cos Ijl - tp r 

o 

welche die gesuchte Darstellung leistet. 



§ 8. Darstellung durch das Poissonsche Integral. 323 

Durch Zusammenfassung dieser Gleichung mit der Gleichung (3) 
erhalten wir fUr t(z) = t(re iV') = u + iv 

2", 

t (z) = i v (0) + ~Ju (R ) R2 - y2 + 2i R r sin (1p - tp) d 
2n ' cp R2 - 2R r cos (1p - tp) + r2 cp 

o 
2n 

2.71 . IJ Rei'P + rei'P 
=zv(0)+-2 u(R,cp) '" . dcp 

n R e' / - r e''I' 
o 
2", 

=iv(O) +2~JU(R,cp):!idcp. 
o 

Entwickeln wir hierin den Bruch t_±-~_ in eine geometrische Reihe 
t - z 

co co t+z ~(z)n J;(l')n. - -- = 1 + 2 /, - = 1 + 2 - e,n('I'-q;) 
t-z ~ t R' 

n=l n=l 

so diirfen wir gliedweise integrieren und bekommen dann 

(6) 

mit 

(7) 

oder 

co 

t (z) = iv (0) + ~ + J; (it Cl.nein'l' 
n=l 

2", 

Cl. n = ! J u (R, cp) e-in'P dcp 
o 

co 

(n=0,1,2, ... ) 

(8) u (r, 1jJ) = ~- + J; (it (an cos n 1jJ + bn sin n 1jJ) , 
n=l 

co 

(9) v (r, 1jJ) = v (0) + }) (it (- bn cos n 1jJ + an sin n 1jJ) 

mit 
n=l 

2", 

an = ~JU(R,cp)cosncpdcp 
o 
2", 

bn = ! J u (R, cp) sin n cp dcp 
o 

(n = 0, 1, 2, ... ) , 

(n=1,2, ... ). 

Da jedes Glied in (8) oder (9) fUr sich eine Potentialfunktion darstellt 
(es ist z. B. rn cos n 1jJ der Realteil der analytischen Funktion zn), so 

21* 



324 III, 3. Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel. 

haben wir in den Formeln (8) und (9) die Entwicklung einer beliebigen 
regularen Potentialfunktion u und der zu ihr konjugier"ten Potential­
funktion v in eine konvergente Reihe besonders einfacher Potential­
funktionen vor uns. 

Ersetzen wir in den obigen Formeln (3) und (5) u (R, gJ) durch 
eine beliebige Hings der Kreisperipherie stetige oder auch nur stiickweise 
stetige 1 Funktion g ( gJ), so werden durch die F ormeln 

2,. 

1 f R2 - r2 
(lO) u (r, 'IjJ) = 211: g (gJ) R2 _ 2R r cos (1p _ qy) + r2 dgJ 

o 
und 

2,. 

o 1 f R r sin (1p - qy) d 
(U) v(r,'IjJ)=v( )+-n g(gJ)R2-2RrCOS(1p-qy)+r2 gJ 

o 

zwei Funktionen definiert, welche im Innern des Kreises selbst wieder 
Potentialfunktionen, im FaIle eines durchweg stetigen g (gJ) sogar re­
gulare Potentialfunktionen sind. Wir k6nnen namlich die Ausdriicke 
L1 u und L1 v durch Differenzieren unter dem Integralzeichen bilden, 
wobei sich identisch Null ergibt, da die Faktoren von g (gJ) selbst Po­
tentialfunktionen sind. Wir werden in § lO sehen, daB die durch diese 
Formel dargestellte Funktion u auch die Randwerte g (gJ) besitzt. Vor­
her ziehen wir aus den gefundenen Resultaten einige Folgerungen. 

§ 9. Folgerungen. 
Wir k6nnen aus dem Vorangehenden eine Reihe von Folgerungen 

ziehen, welche den oben bei der Cauchyschen Integralformel gewonnenen 
Resultaten entsprechen. Aus der Mittelwertformel (4) § 8 folgt der 
Satz vom Maximum und Minimum einer Potentialfunktion: Eine in 
einem Gebiete G einschliefJlich des Randes regulare Potentialfunktion 
nimmt ihren grofJten und ihren kleinsten Wert am Rande an; wird ein 
solcher Extremwert im Innern angenommen, so ist die Funktion konstant. 
Der Beweis verlauft ganz analog zu dem in § 1 gegebenen Beweis des 
Prinzips vom Maximum und M'rnimum fUr den Betrag einer analytischen 
Funktion; die Betrage I f (z) I sind dabei durch die Potentialfunktion zu 
ersetzen, und die zu der Formel (2) aus § 1 analoge Formel gilt sogar mit 
dem Gleichheitszeichen. 

Ebenso laBt sich der Konvergenzsatz aus § 3 in folgender Form 
iibertragen ("Satz von HARNACK"): Es sei u1 (r, 'IjJ), u2 (r, 'IjJ), ... eine 
Folge von Potentialfunktionen, welehe in einem Kreise K einschliefJlich 
des Randes regular sind und deren Randwerte gl (gJ), g2 (gJ), ... gleich­
mafJig gegen eine stetige Funktion g (gJ) konvergieren. Dann konvergieren 

1 Vgl. S. 262, FuBnote. 
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die Potentialtunktionen Un uberall im Kreise K gleichmiifJig gegen eine 
reguliire Potentialtunktion u mit den Randwerten g ( rp). 

Der Beweis verlauft wie bei dem WeierstraBschen Satze von § 3. 
Das Maximum der Differenz I Un - U m Iliegt auf dem Rande, wo die 
Differenz I gn - gm I nach Voraussetzung fUr hinreichend groBes n und 
aIle m > n gleichmaBig in rp beliebig klein ist; daher konvergieren die 
Funktionen Un uberall in K gleichmaBig gegen eine stetige Grenzfunktion 
u mit den Randwerten g (rp). Die Funktion u laBt sich, da wir den Grenz­
ubergang wegen der GleichmaBigkeit der Konvergenz unter dem Integral­
zeichen ausfuhren diirfen, durch das Poissonsche Integral (3) § 8 aus­
drucken. Dieses steUt aber, wie oben bemerkt, im Innern von K eine 
regulare Potential£unktion dar. 

Eine weitere Folgerung aus den Uberlegungen des vorigen Para­
graphen ist der folgende Konvergenzsatz fur analytische Funktionen, 
den wir an spaterer Stelle (Kap.6, § 2) gebrauchen werden: Wenn in 
einem Gebiete G die Funktionen einer Folge Wl(Z), w2(z), ... in einem 
Punkte, etwa z = 0, mit wachsendem Index gegen Null streben und wenn 
die Realteile dieser Funktionen im Gebiete G gleichmiifJig gegen Null kon­
vergieren, so konvergieren die Funktionen Wn (z) in jedem abgeschlossenen 
Teilgebiete von G gleichmiifJig gegen Null. 1st namlich G* irgend ein 
abgeschlossenes Teilgebiet von G, so verstehen wir unter Reine solche 
positive Zahl, daB jede abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius R urn 
einen Punkt von G* noch ganz im Gebiete G liegt (vgl. Kap. 1, § 2, 
S. 264). Fur jeden Punkt P des Gebietes G* wenden wir die Formel (3) 
§ 8 mit diesem Punkt als Mittelpunkt an, differenzieren sie nach r 
und setzen r = 0; dann erhalten wir 

2", 

a Un (0, 1p) I f (R ) ( ) d --a-y-- = Rn Un , rp cos 'IjJ - rp rp. 
o 

Hieraus folgt: Gilt im ganzen Gebiete G fUr die Realteile I Un I < M n' 

so ist in jedem Punkte P von G* sowohl I ~:n i wie I ~:n I < 2;". 
Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind also 
auch die Ableitungen der Imaginarteile Vn ihrem Betrage nach unter 
derselben Schranke gelegen; also konvergiert die Schwankung 1 der 
Funktion v in dem abgeschlossenen Teilgebiet G* gleichmaBig gegen 
Null, womit unser Satz bewiesen ist. 

Die Formeln (10) und (11) von § 8 erlauben uns ferner, fUr den 
Real- und Imaginarteil einer im Innern und auf dem Rande eines 
Kreises I z I < R regularen Funktion t (z) = u + i v prazise Schranken 
anzugeben; wir setzen hierbei voraus, daB die Randwerte g (rp) des 
Realteils fUr die Peripherie des Kreises einen Betrag < 1 haben. 

1 D. h. der gr6J3te auftretende Betrag der Differenz zweier Funktionswerte. 
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Die beiden Ausdrucke 
2", 

o 1 f R r cos ('IjJ - cp) - r2 d 
(1) u(r,lj!)-u( )=-n- g(rp)R2-2RrCOS('IjJ-cp)+r2 rp, 

o 
2:< 

o If Rrsin(lJ! - cp) d 
(2) v(r,lj!)-v( )=;- g(rp)R2_2RrcOS('IjJ-cp)+r2 rp 

o 

seien zunachst positiv. Sie erhalten dann unter der Voraussetzung 
I g(rp) I <1 einen moglichst groBen Betrag, wenn man g(rp) dort gleich 
1 setzt, wo der zweite Faktor des Integranden positiv ist, dagegen sonst 
g (rp) = - 1 nimmt. Da stets R2 + r2 - 2 Rrcos(lj! - rp) > 0 ist, so 
hat man nur den Zahler jener Faktoren zu beachten. Man hat also dem­
gemaB in (1) 

g (rp) = 1 fUr cos (lj! - rp) > i, 
g (rp) = - 1 fUr cos (lj! - rp) < i 

zu setzen. Ebenso erhalt man fur (2) als vorzuschreibende Randwerte 

g (rp) = 1 fUr 0 < lj! - rp < n, 

g (rp) = - 1 fUr n < lj! - rp < 2n. 

- 1st einer der beiden Ausdrucke (1), (2) negativ oder Null, so bringt 
man, urn eine Abschatzung fur den Betrag zu erhalten, dieFllllktions­
werte g (rp) = lund g (rp) = - I gerade in entgegengesetzter Ver­
teilung an. 

Unter dies en Annahmen lassen sich die beiden Integrale direkt aus­
rechnen, und man erhalt 

(3) I u (r, lj!) - u (0) I < ~ arcsin~, 

(4) I 2 R+r I v (r, lj!) - v (0) <;- log R _ r' 

Die erste dieser beiden Abschatzungen wird auch als "Schwarzsche 
Arcussinus-Formel" bezeichnet 1. 

§ 10. Losung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
fiir den Kreis. 

Bisher diente uns das Poissonsche Integral zur Darstellung einer 
von vornherein als bekannt betrachteten Potentialfunktion. Seine Be­
deutung reicht jedoch, wie schon angedeutet wurde, weiter. Es gilt 

1 Ausfiihrliche Uberlegungen in ahnlicher Richtung findet der Leser bei 
P. KOEBE: Uber das Schwarzsche Lemma ... , Math. Zeitschr. Bd.6 (1920), 
S.52 bis 84. 
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namlich der Satz: 1st g ( q;) eine beliebige reelle stetige F unktion der reellen 

Veriinderlichen q; mit der Periode 21&, so stellt das Integral 

(1) 

2:1: 

I J R2_ r2 
u(r,lp) = 2n g(q;) R2-2Rrcos(1J!- rp) + r2dq;, 

o 

das auch in die unendliche Reihe 
00 

mit 

u (r, 1p) = ;0 + 2} (iJ (a" cos '1111' + b~ sin '1111') 
~=1 

2:1: 2", 

a~ = ~ f g (q;) COS'llq;dq;, 
o 

b~= ~Jg(q;)sin'llq;dq; ('11=0,1,2, ... ) 

o 

entwickelt werden kann, eine im Innern des Kreises vom Radius R t6m 

den N ullpunkt regulare Potentialfunktion dar, welche die Randwerte g ( q;) 

annimmt. 
Man sagt: Das Poissonsche Integral lost die Randwertaufgabe der 

Potentialtheorie fur den Kreis. 

Zum Beweise approximieren wir, was nach einem bekannten Satze 

von FEJER immer moglich istl, die stetige Funktion g (q;) gleichma13ig 

1 Der Beweis dieses Fejerschen Satzes verU!.uft folgendermaBen: Es sei I (x) 

eine stetige Funktion mit der Pedode 2 n; ferner 

und 

2", 

or;~ = 2Inf I (0) e-i~iJ dO 

o 

n-l 

/"-1 (x) = ! 2} s" 

(v = ... , - 2, -1,0, 1,2, ... ) 

(n = 0, 1,2, ... ) 

(n = 1,2, ... ). 

Dann ist zunachst ,.=0 

2", If· (-Q ) 1- e-i(2n+1) (iJ-lIl) 
= _ 1(0) etn u-lIl dO 

2n 1- e- i (iJ-lIl) 
o 
2", i 2tH \iJ_1Il) _i2n+\iJ_1Il) If e 2 -e 2 

=- 1(0) iJ iJ dO 
2n i~ -i~ 

o e 2 -8 2 

2", 
I f (ei (n+l)(iJ-lIl) + e-i(tHl)(iJ-lIl») - (ein (iJ-lIl) + e-in (fJ-lIl») 

= 2n / (0) ( iiJ-lIl _iiJ-1Il)2 d.O; 

o e 2 -e 2 
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durch eme Folge trigonometrischer Polynome von der Form 
n 

a (,0 ~ 
gn (rp) = + + L.J (a,,(n) cos v rp + b,,(n) sin v rp). 

,,=1 

Die regularen Potentialfunktionen 
n a (n) ~(r)'. 

Un (r, 1p) = + + ~ Ii (a,,(n) cos v 1p + b,,(n) sin v 1p) 
,·=1 

folglich 
2,,; 

I f ein({}-x) - 2 + e-in({}-x) 

In-d x) = 2nn I(f}) ( i~-=!'. _i'!..-X)2 df) 
o e 2 -e 2 

2... (. n(f}_X))2 2", (. nf})2 Slll---- Sln-

=2~lIJ/(f}) . f}~x df}=2~nJI(f}+X) ~ df}. 
o Sill --2- 0 sm 2 

Speziell gilt also fiir I (x) = I 

(*) 1= 2~ nf(sm nt)2 df}, 
o sm 2 

also im allgemeinen Falle 

In-l (x) - I(x) = 2~ lIf~/(f} + xl _ I (x)) (Si~ n;f}) 2 df). 

o sm-2" 

Man zerlegt nun das Intervall 0, 2 n mit Hilfe einer zwischen 0 (ausschlieBlich) 

und ; (ausschlieBlich) .gelegenen Zahl 0 in die Teilintervalle 0,0; 0, 2n - 0; 2n - a, 
2 n. Bei vorgegebenem e> 0 kann man dann auf Grund der gleichmaBigen Stetigkeit 
und der Periodizitat von I (x) die Zahl 0 = 0 (e) so klein wahlen, daB fiir alle f} des 

e 
ersten und dritten Teilintervalls und alle x die Ungleichung 1 I (f) + x) - I (x) 1 < 2 
besteht, und da fiir den andern Faktor des Integranden die Formel (*) gilt, so wird 

2nll 
f(l(f} + x) _ I(x)) (·sm 1I;f}) 2 df) + r (I(f) + x) _ I(x)) (sm 11£)2 df) 

o sm') 2",-5 sm 2 

Bei diesem 0 kann man aber N = N(e) so groB wahlen, daB fiir 11 ~ N stets 

2~ n 2T~1 (f) + x) _ I(x)) (sm lIt-) 
2 

df) < i-
o , Sill 2 

wird. Fiir n;;;;: N(e) ist also 1 In_dx) - l(x)1 < 8 fiir alle x . 
. Die reellen trigonometrischen Polynome In (x) konvergieren also gleichmaBig 

gegen I(x). 
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haben offenbar die Randwerte gn (rp). Die Auswertung der Integrale 

r 
2'< -!-j gn (rp) COS V rp drp (v = 0, 1, 2, ... j, 

(2) 

1 J.. Jgn (rp) sin v rp drp (v = 1,2, ... ) 
no 

liefert nach den bekannten "Orthogonalitatsrelationen der trigono­
metrischen Funktionen" fUr v = 0,1, ... , n die Werte ay(n) bzw. by(n) , 

fiir v> n dagegen stets den Wert 0. Bezeichnet man die Ausdriicke (2) 
fiir jedes v >0 mit ay(n) und by(n), so wird also fUr v> n stets 
ay(n) = bv(n) = 0, und man kann schreiben 

(3) un (r, 1p) = ..:z~~) + j; (iJ (ay(n) cos V1p -I by(n) sin v1p), 
v=l 

wo nunmehr die Summe ins Unendliche erstreckt ist. Mit wachsendem n 
konvergieren aber die Funktionen Un nach dem erst en Konvergenzsatz 
aus § 9 gegen eine regulare Potentialfunktion u mit den Randwerten 
lim gn(rp) = g(rp). In den Ungleichungen 
n-+oo 

[ 
2", 2", [ 2", 

J g (rp) cos v rp d rp - J g n (rp) cos v rp d rp < Jig (rp) - g n (rp) I d rp , 
000 

sind die rechten Seiten von v unabhangig und konvergieren mit wachsen­
dem n gegen Null, da gn (rp) gleichmaBig gegen g (rp) strebt. Daher gilt 
gleichmaBig in v 

2", 

lim ay(n) = -!.. J g (rp) cos v rp drp, 
n-+oo no 

2", 

lim by(n) = ~ J g(rp) sinvrpdrp. 
n-+oo no 

Wegen der GleichmaBigkeit dieser Konvergenz darf man in (3) in der 
unendlichen Summe gliedweise zur Grenze n = 00 iibergehen und er­
halt dadurch fUr die Funktion u gerade die in der Behauptung auf­
tretende Reihe. DaB aber diese Reihe gleich dem Integral (1) ist, er­
kennt man genau analog zu der Entwicklung von § 8, wo an Stelle von 
g (rp) die Potentialfunktion u (R, rp) stand. 

Weitere Beweise des obigen Satzes findet der Leser am Schlusse 
des nachsten Paragraphen und in Kap.4, § 3. 

SchlieBlich sei darauf hingewiesen, daB das Poissonsche Integral 
die Randwertaufgabe auch noch unter der allgemeineren Voraussetzung 
lOst, daB die Funktion g (rp) auf dem Rande nur stiickweise stetig ist. 
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Die dargestellte Potentialfunktion nimmt an allen Stetigkeitsstellen 
der Funktion g (tp) die vorgeschriebenen Randwerte an und hat bei 
Annaherung an eine Unstetigkeitsstelle tpo bestimmte Haufungswerte, 
welche zwischen limg (tpo + e) und limg (tpo - e) liegen. Den einfachen 

E~O E~O 

Beweis dieser Tatsache iibergehen wir hier, da er an einer spateren Stelle 
(Kap.6, § 6, S.408f.) in allgemeinerem Zusammenhange nachgeholt 
werden wird. 

§ 11. Die Randwerte einer analytischen Funktion. 
Die Randwerte, welche eine in einem einfach zusammenhangenden 

abgeschlossenen Gebiete analytische Funktion am Rande dieses Ge­
bietes annimmt, konnen gewiB nicht willkiirlich vorgeschrieben werden. 
Dies lehrt uns unmittelbar der Satz vom Maximum und Minimum fiir 
Potentialfunktionen. Sind namlich die Randwerte fiir den Realteil u 
gegeben, so ist dieser Realteil dadurch eindeutig bestimmt; denn die 
Differenz zweier Potentialfunktionen u1 und U 2 mit dense1ben Rand­
werlen ist eine Potentialfunktion mit den Randwerlen 0 und muB also 
nach dem Satze vom Maximum und Minimum im ganzen abgeschlosse­
nen Gebiete identisch verschwinden. Durch den Realteil sind aber der 
Imaginarteil und seine Randwerte bis auf eine additive Konstante ein­
deutig bestimmt; seine Randwerte konnen daher nicht mehr neben den 
Randwerlen des Realteiles willkiirlich festgesetzt werden. 

Zeigen uns diese "Oberlegungen, daB das MaB von Willkiir, welches 
in'der Konstruktion einer analytischen Funktion steckt, nicht groBer 
sein kann, als es in der willkiirlichen Wahl von stetigen Randwerlen 
des Realteils (und einer rein imaginaren Konstanten) gelegen ist, so 
lehrl uns das Resultat des vorigen Paragraphen fiir den speziellen Fall 
kreisformiger Gebiete, daB hier genau dieses MaB von Willkiir auch 
wirklich vorliegt. Erst spater (Kap.6, § 5 und 6) werden wir durch 
Losung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie fiir einen in weiten 
Grenzen beliebigen einfach zusammenhangenden Bereich diesem Re­
sultat seine volle Allgemeingiiltigkeit verleihen. Wir sind aber bereits 
hier in der Lage, notwendige und hinreichende Bedingungen fUr die 
Randwerle einer analytischen Funktion in einem einfach zusammen­
hangenden Bereich anzugeben, den wir der Einfachheit halber als von 
einer einzigen stetig gekriimmten Kurve C begrenzt voraussetzen. 

Wir kniipfen an die Formel (3) von Kap.2, § 7 an, welche uns in 
jedem von Punkten der Kurve C freien Gebiet eine analytische Funktion 
darstellt. Zerlegen wir die Kurve in mehrere Bestandteile, so entspricht 
jedem Bestandteil eine durch Integration iiber ihn entstehende Funktion, 
welche in der ganzen Ebene mit Ausnahme jenes Kurvenbogens regular 
analytisch ist. Aus diesen einzelnen Funktionen setzt sich die urspriing­
lich betrachtete additiv zusammen. Die folgenden Betrachtungen werden 
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davon unabhangig sein, ob wir es mit einer geschlossenen oder einer 
nicht geschlossenen Kurve zu tun haben. 

Wir bediirfen im folgenden des auch sonst wichtigen Begriffes des 
"Cauchyschen Hauptwertes" eines Integrals. 1st g (x) eine in einem ab­
geschlossenen Intervalle a < x < b der reellen Veranderlichen x mit 
ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Funktion und 
ist Xo ein Punkt im Innern des Intervalles, so hat nach der gew6hn-

b 

lichen Definition des Integrals im allgemeinen der Ausdruck J~ dx 
x - xo 

a 
keinen Sinn. Dagegen existiert der folgende Grenzwert: 

der sogenannte Cauchysche Hauptwert des Integrals, bei dem also 
wesentIich ist, daB die singulare Stelle von beiden Seiten gleichzeitig 
und symmetrisch approximiert wird. Urn die Existenz dieses Grenz­
wertes einzusehen, brauchen wir nur zu beachten, daB sich nach unseren 
Voraussetzungen g (x) in der Form darstellen laBt: 

wobei h (x, xo) eine im Bereich a < x < b, a < Xo < b stetige Funktion 
der Variablen x, Xo ist. Es braucht also nur die Existenz des Cauchyschen 

b 

Hauptwertes von J~ bewieslon zu werden; diese ist aber unmittel­
x- xo 

a 

bar klar. Gleichzeitig erkennt man, daB der Cauchysche Hauptwert 
H (xo) in jedem ganz im Innern des Intervalles a, b gelegenen abge­
schlossenen Teilintervalle eine stetige Funktion von Xo ist. 

Dieser Begriff des Cauchyschen Hauptwertes liiBt sich leicht auf 
das komplexe Gebiet iibertragen. Es sei C ein stetig gekriimmter 
Kurvenbogen der komplexen Zahlenebene, dessen Punkte durch die 
komplexe Variable t = ; + i'Yj bezeichnet werden. Bedeutet s die 
Bogenlange auf der Kurve, so ist t eine mit stetigen Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung versehene komplexe Funktion von s, fUr welche 
I tf (s) I = 1 ist. Es sei nun cp (t) eine Funktion der auf der Kurve C 
laufenden komplexen Veranderlichen t, welche nach Ersetzung von t 
durch t (s) stetige erste und zweite Ableitungen nach s besitztl. 1st dann 

1 Es ist dabei zu beachten, daB die Variable t ausschlieBlich auf dem Kurven­
bogen lauft, so daB die Existenz der Ableitungen nicht den analytischen Charakter 
yon rp (t) nach sich zieht. 
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to ein beliebiger innerer Punkt auf dem Bogen C, so definieren wir als 

Cauchyschen Hauptwert des Integrals r_~ dt den Grenzwert J"t- to 
a 

80-6 b 

lim (f !p(t) t' ds + f !p(t) t' dS), 
6-+0 t- to t- to 

a 80+6 

wobei a und b die Werte von s am Anfangs- und Endpunkt von C be­
deuten und to = t (so) ist. Die Existenz dieses Hauptwertes HiBt sich 
leicht durch Zuriickfiihrung auf den Hauptwert im Reellen beweisen. 

Es ist namlich 

t - to = (s - so) t' (so) (1 + (s - so) ot1 (s, so)), 

also, wenn nur Is - So I hinreichend klein ist, 

I I 
t-t = ( )t'() (1 + (s - so) ot2 (s, so)), 

- 0 s- So So 

wobei ot1(s, so), ot2(s, so), wie auch hernach ot3, ot4, fUr alle zu C gehorigen 
Werte s, So stetige Funktionen bedeuten. Ebenso ist 

q; (t) = q; (to) + (s - so) ot3 (s, so). 

!p (to) t' (s) 

Unser Integrand nimmt also die Form t' (so) + ot4(S, so) an, womit 
S - So 

die Zuriickfiihrung auf den Hauptwert reeller Integrale erfolgt ist. 
Auch hier ist der Hauptwert eine stetige Funktion von so' solange der zu 
So gehorige Punkt auf einem abgeschlossenen Teilbogen im Innern 
von C liegt. 

Nunmehr definieren wir f(z) durch die Formel 

I (z) = _1_.J3!J!l dt 
2:rn t - z 

a 

fiir jeden Punkt z, welcher nicht auf der Kurve C liegt; fiir einen Punkt 
z = to auf der Kurve verstehen wir unter dem Ausdruck rechts seinen 
Hauptwert und bezeichnen ihn mit h (to). 

Wir bezeichnen mit f+ (to) bzw. f- (to) die Grenzwerte von f (z) (falls 
sie vorhanden sind), welche wir erhalten, wenn wir uns dem Punkte to 
auf der in to errichteten Normalen zur Kurve C aus "positiver" bzw. 
"negativer" Richtung annahern; dabei verstehen wir unter "positiver 
Normalenrichtung" diejenige Richtung, welche bei positiver Durch­
laufung der Kurve C nach links weist. 
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Unser Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes: Die Grenzwerte 
t+ (to) bzw. t- (to) existieren und sind mit den Werten f{! (to) und h (to) durch 
die Gleichungen 

(1) 

verkniipjt. 

f+ (to) - t cp (to) = h (to) , j- (to) + t f{! (to) = h (to) , 

j+ (to) - j- (to) = cp (to) 

Zum Beweise konnen wir offenbar annehmen, daB die Integrations­
kurve C aus einem beliebig klein zu wahlenden, den Punkt to umgeben­
den Stuck besteht; denn das von einem etwaigen anderen Bogen her­
ruhrende Integral stellt in der Umgebung des Punktes to eine regulare 

y 

iy 

o 
Abb.89. 

und somit stetige Funktion von z dar. Wir denken uns das Ko­
ordinatensystem so gelegt, daB to = 0 wird und C dort die x-Achse be­
ruhrt (vgl. Abb. 89). Der Durchlaufungssinn der Kurve C solI im Null­
punkte mit der positiven x-Richtung zusammenfallen. Der Punkt 
z = i y wird dann auf der imaginaren Achse gegen den Punkt 0 rucken, 
und zwar von der positiven Seite her bei der Bildung von f+ (0). Die 
Bogenlange s zahlen wir yom Nullpunkt abo Auf Grund der obigen Be­
merkung diirfen wir von vornherein den Kurvenbogen C so klein an­
nehmen, daB sich seine Richtung von der der x-Achse nirgends urn mehr 
als 30 0 entfernt. 

Den zu untersuchenden Ausdruck 
b 

2nij(z) = 2nij(iy) =f-tl{!(t) t'ds 
- t y (y =1= 0) 

a 

zerlegen wir nun in zwei Summanden G(e, y) und H(e, y), wobei 

, 

G(e,y)= ft~(;yt'ds 

ist, unter e eine hinreichend kleine positive GroBe verstanden. Fur 
[s I> e ist auf Grund un serer Voraussetzung It - iy I> Ce, worin c 
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eine von e unabhangige positive Konstante bedeutet. Hieraus ergibt 
sich fur beliebige reelle Werte Yv Y2 mit konstantem ci die Abschatzung 

b 

I H ( ) H ( ) I f I tp (t) I) I d I Yl - Y21 (2) e, Yl - e, Y2 < "C2T Yl - Y2 S < c1 c2 • 

a 
Auf der Kurve C wird 

rp(t) = rp(O) + spds)' t = s + S2P2(S) , t f = 1 + SP3(S) , 

wobei PI (s), P2 (s), ... stetige Funktionen von s bedeuten. Es ist also 
e 

G (e y) = f tp (0) + s fJd s) (1 + s P (s)) ds 
, s-tY+S2fJ2(S) 3 

-e 

e e 

=f~ d +f (s - iy) SfJ4 (s) + s2fJ. (s) d 
s - i Y s (s _ i y) (s - i Y + s2 fJ2 (s) s. 

-e -e 

Wir verbinden nunmehr die GroBen e und Y durch die Gleichung 
) Y 1 = e3• Ruckt 1 Y I, und damit e, gegen 0, so konvergiert H(e, y) 
nach Formel (2), in der wir I YII = e3, Y2 = 0 setzen, gegen den Haupt­
wert 2nih(0). 1m Integral G(e, y) hat der zweite Bestandteil den 
Grenzwert 0; denn da fUr Y --+ 0 im Punkte s = 0 der Zahler des Inte­
granden mindestens von der zweiten, der Ne,nner aber genau von der 
zweiten Ordnung in s verschwindet, so liegt der Betrag des Integran­
den in der Umgebung von s = 0 unterhalb einer von Y unabhangigen 
endlichen Grenze, wahrend der Integrationsweg sich auf diesen Punkt 
zusammenzieht. Der erste Bestandteil von G (e, y) wird gleich 

e 

rp (0) lim f ;$ 3' 
e-+O S T t c 

-e 

wobei das Vorzeichen von ie3 bei Bildung von t+ negativ, bei Bildung 
von t- positiv zu wahlen ist. Fuhren wir eine neue Integrationsvariable (1 

durch s = e3 (1 ein, so erhalten wir 

e-' 

rp (0) lim f~; 
e-+O a=ft 

_£-2 

dieser Grenzwert ist aber gleich + ni rp (0), womit die obige Behaup­
tung bewiesen ist. 

Aus dem bewiesenen Satze ergibt sich nun ohne weiteres eine Be­
dingung dafur, daB die Werte rp (t) auf dem Rande eines einfach zu­
sammenhangenden abgeschlossenen Gebietes, das wir von stuckweise 
stetig gekrummten Kurven begrenzt voraussetzen, Randwerte einer regu­
laren analytischen Funktion rp (z) sind. Es muB namlich dann, zufolge der 
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Cauchyschen Integralformel, diese Funktion im Innern des Gebietes 

1 f 'P (I) . durch den Ausdruck 2----: -t - dt dargestellt sem, welcher aul3erhalb nt - Z 
o 

identisch den Wert 0 haben mul3. Indem wir in dem obigen Satze f+(to) 
mit cp (to) identifizieren, dagegen t- (to) = 0 setzen, erhalten wir fiir 
diese Randwerte cp (t) im Innern jedes stetig gekriimmten geschlossenen 
Kurvenbogens C die Bedingung 

(3) m (t ) = ~fyjtl dt 
, o. n t t - 10 ' 

o 

wobei dieses Integral als Hauptwert zu verstehen ist. Diese Bedingung 
hat die Form einer sogenannten Integralgleichung. Sie ist notwendig 
und, wie Einsetzen in Formel (1) zeigtl, auch hinreichend dafiir, dal3 
die Funktion cp (t) die Randwerte der durch sie im Innengebiete de­
finierten analytischen Funktion cp (z) darstellt. 

Fur den Fall, dal3 die Kurve C ein Kreis ist, k6nnen wir aus unseren 
Ergebnissen leicht einen neuen Beweis dafiir erhalten, dal3 das Poisson­
sche Integral tatsachlich die Randwertaufgabe lOst 2. Wir schreiben es 
gemal3 § 8 in der Form 

1 f 'P (I) 1 J 'P (t) (4) u(r,1p)=2ni l_z dt -2ni t_z*dt, 
o 0 

wobei z* = ~2 ist und mit cp (t) die vorgegebenen (reellen) Randwerte 

auf der Kreisperipherie bezeichnet sind. Wenn sich der Punkt z einem 
Randpunkte to von innen her nahert, so konvergiert der Punkt z* von 
auBen gegen denselben Wert to; Formel (1) lehrt dann, dal3 der Grenz­
wert der Differenz (4) tatsachlich cp (to) ist. 

§ 12. Stromungen. 
Die Potentialtheorie steht in engem Zusammenhang mit physi­

kalischen Vorstellungen. Da uns diese spater als heuristische Hilfs­
mittel niitzlich sein werden, so wollen wir hier kurz auf sie 'eingehen; 
eine ausfiihrliche Diskussion der Anwendungen der Potentialtheorie 
wiirde allerdings den Rahmen dieses Buches iiberschreiten. 

1 Es sei darauf hingewiesen, daB die bei den obigen Ableitungen gemachte 
Voraussetzung der Annaherung langs einer Normalen fallen gelassen werden 
kann; die Grenzwerte j+ und j- und damit auch die Formeln (1) behalten ihren 
Sinn auch bei beliebiger Annaherung an den betreffenden Punkt. Man erkennt 
dies leicht auf Grund der Bemerkung, daB aUe unsere Abschatzungen gleichmaBig 
fiir jeden ganz im Innern des Bogens C liegenden abgeschlossenen Teilbogen gelten. 

2 Unser Beweis gilt auf Grund der Uberlegungen des Textes nur fiir radiale 
Annaherung; die vorstehende Anmerkung lehrt aber seine Giiltigkeit fUr beliebige 
Annaherung. 
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Wir gehen aus von der Betraehtung eines "Vektorfeldes" in einem 
Gebiete G der xy-Ebene, d. h. eines Systems von zwei in G definierten 
stetigen Funktionen 

b", = P (x, y), by = q (x, y), 

die wir als Komponenten eines Vektors b auffassen. Dieses Vektorfeld 
solI ansehaulieh dun::h die Gesehwindigkeitsverteilung einer "statio­
niiren ebenen Stromung einer Flussigkeit mit uberall gleicher Dichte" ge­
deutet werden 1. 

Wir wollen nunmehr annehmen, daB das Gebiet G einfaeh zusammen­
hiingend ist, und wollen ferner voraussetzen, daB die Stromung "quellen­
frei" ist, d. h. daB sieh in jedem Teilgebiet von G der Zu- und Abstrom 
von Fliissigkeit iiber den Rand das Gleiehgewieht halten. Diese Voraus­
setzung fiihrt zu einer Bedingung, welcher der Gesehwindigkeitsvektor b 

geniigen muB. Wir betraehten eine einfaehe gesehlossene stiiekweise 
glatte Kurve C in G mit der Bogenliinge s. Wird die Komponente von b 

normal zur Kurve emit bn bezeiehnet, wobei die positive Riehtung der 
Normalen naeh dem Innengebiet von C gereehnet werden solI, so ist 
der Ausdruek 

J bnds 
c 

der Einstromung von Fliissigkeit in das dureh C begrenzte Teilgebiet 
von G wiihrend der Zeiteinheit proportional. Zufolge der Voraussetzung 
der Quellenfreiheit muB er den Wert Null haben, gleichviel, wie die 
Kurve C gewiihlt wird. Nun ist 2 

dy d.t; 
bn = peos (n, x) + qeos (n, y) = - P(iS + q(iS; 

es ergibt sieh also die Bedingung 

J(q~; -P ~~)ds= j{qdX-Pdy}=O. 
c c 

Sind nun, wie wir im folgenden annehmen, die partiellen ersten Ab­
leitungen von P und q vorhanden und stetig, so folgt aus Kap. 1, § 3: 
Fur die Quellenfreiheit unserer Stromung ist die Bedingung 

ap aq ax - ay (1) 

notwendig und hinreichend. 

1 Die materielle Natur der stromenden Fliissigkeit braucht nicht naher fixiert 
zu werden. Die mathematische Darstellung trifft ebenso die Stromung von Elek­
trizitat in diinnen Lamellen wie Stromung von Warme oder Stromung von Fliissig­
keits- oder Luftmengen. Wesentlich ist nur, daB alle diese Stromungen als Trans­
port eines Fluidums aufgefaBt werden konnen, bei dem wir von Quantitat sprechen 
konnen. 

2 (n, x) und (n, y) bedeuten die Winkel der positiven Normalen gegen die 
x-Achse bzw. die y-Achse. 



§ 12. Stromungen. 337 

Bezeichnet ". die Komponente des Geschwindigkeitsvektors " in 
Richtung der Tangente der einfachen geschlossenen stuckweise glatten 
Kurve C in G, so nennt man das Integral 

f "8 ds 
a 

die von der Kurve C umschlossene Wirbelstiirke oder Zirkulation. Die 
BogenHinge solI dabei so gerechnet werden, daB bei wachsendem s das 
von der Kurve C eingeschlossene Gebiet in positivem Sinne umlaufen 
wird. Wenn die Wirbelstarke fUr jede in G verlaufende einfache, ge­
schlossene Kurve C Null ist, heiBt die Stromung wirbellrei. Da nunl 

dx dy "8 = P cos (s, x) + q cos (s, y) = P dS + q dS 

ist, erhalten wir aus der Gleichung 

J(p ~: + q ~~) ds = f{PdX + qdy} = 0 
a a 

folgende Bedingung fur die Wirbelfreiheit: U nsere Stromung ist dann 
und nur dann wirbe1lrei, wenn die Geschwindigkeitskomponenten die 
Di Iferentialgleichung 

(2) 

erliillen. 

i)p i)q 
ay=a; 

Die beidenGleichungen (1) und (2) stimmen mit denCauchy-Riemann­
schen Differentialgleichungen uberein. 

Bei einer wirbelfreien Stromung in einem einfach zusammenhangen­
den Gebiet sind, wie aus den Ergebnissen von Kap. 1, § 3 hervorgeht, 
p und q die partiellen Ableitungen einer Funktion von x und y, die 
etwa - u(x, y) heiBen moge: 

(3) 

Die Funktion u (x, y) heiBt Geschwindigkeitspoten#al der Stromung; 

die Geschwindigkeit selbst ist durch (::Y+ (~;Y gegeben. 1st die 

Stromung auch noch quellenfrei, so folgt aus (3) und (1) die Gleichung 

(4) 
i)2 u i)2 u 

L1 u = ox2 + oy2 = o. 
Jede quellen- und wirbelfreie Stromung besitzt ein Geschwindigkeits­
potential u(x, y), welches der Potentialgleichung (4) genugt. 

Die Kurven u = konst. werden Niveaulinien oder Aquipotential­
linien genannt. Langs dieser Kurven findet keine Flussigkeitsbewegung 
statt, vielmehr stromt die Flussigkeit iiberall senkrecht zu ihnen. Fur 

1 (s, x) und (s, y) sollen die Winkel der positiven Tangente gegen die Achsen 
bedeuten. 

Hurwitz·Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 22 
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die Geschwindigkeitskomponente tl. in einer beliebigen Richtung s gilt 
namlich die Beziehung 

es wird also wegen (3) 

(5) 
du 

\:)'=-a:s' 

woraus sich ergibt, daB langs einer Kurve u = konst. die Geschwindig­
keitskomponente Null ist. 

1st v die zu u konjugierte Potentialfunktion, die sogenannte "Strom­
funktion" der Stromung, so liefem die Kurven v = konst. die "Strom­
linien" der Stromung. 

Fassen wir v als Geschwindigkeitspotential einer Stromung, - u als 
zugehOrige Stromfunktion auf, so heiBt die zugehOrige Stromung. die 
zur urspriinglichen "konjugierte" Stromung. 

Viertes Kapitel. 

Spezielle Funktionen und ihre 
Singularitaten. 

§ 1. Singularitaten und Kreuzungspunkte. 
Die elementaren Funktionen sind durch ihre expliziten Ausdriicke 

fiir alle Werle von z mit Ausnahme gewisser Punkte definiert. Gerade 
diese Punkte und das Verhalten der Funktion in ihrer Umgebung sind 
fiir das Verstandnis des Gesamtverlaufes der Funktion von entscheiden­
der Bedeutung; sie heiBen singuliire Punkte oder singuliire Stellen. 
Ahnliche Wichtigkeit besitzen diejenigen Stellen, wo die Abbildung auf­
horl, konform zu sein, wo also die Ableitung der Funktion verschwindet. 
Solche Punkte nennen wir Kreuzungspunkte; es wird sich zeigen, daB 
ein Kreuzungspunkt eine singulare Stelle der Umkehrfunktion definiert. 

Wir werden in diesem Paragraphen an Hand typischer Beispiele die 
einfachsten derarligen Vorkommnisse betrachten. Die allgemeine Theorie 
der Singularitaten werden wir erst im nachsten Kapitel entwickeln. 

Wir schicken zunachst eine Bemerkung iiber die sogenannten heb­
baren Unstetigkeiten voraus. Wenn in einem einfach zusammenhangen­
den Gebiete, etwa in einem Kreise, eine regulare analytische Funk­
tion f (z) fiir alle Punkte mit Ausnahme eines Punktes, etwa des Mittel­
punktes z = 0, definiert ist und wenn die Funktionswerte iiberall absolut 
genommen unterhalb einer festen Schranke M bleiben, so konnen wir 
dem Ausnahmepunkt z = 0 einen solchen Funktionswert f (0) zuweisen, 
daB f (z) im ganzen Gebiet regular analytisch wird. Das erkennt man z. B., 
wenn man die Funktion f(z) in ihre Laurentsche Reihe in derUmgebung 
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des Punktes z = 0 entwickelt: Die Koeffizienten a11er Glieder mit 
negativem Exponenten verschwinden, da man in der Abschatzungs­
formel Kap. 3, § 4, (6) die Zahl e beliebig klein wahlen kann 1. Mithin 
ist f (z) in der Umgebung von z = 0 durch eine regulare Potenzreihe 
dargestellt, deren Wert fUr z = 0 als Definition von 1(0) dienen sol1. 
Eine derartige belanglose Singularitat nennen wir eine hebbare Unstetig­
keit oder hebbare U nbestimmtheit und denken sie uns ein fUr allemal nach 
der obigen Vorschrift behoben. 

Wir betrachten zunachst singuliire Stellen z = Zo folgender Art: 
Es laBt sich eine Umgebung von Zo so angeben, daB 1 (z) fUr diese ganze 
Umgebung auBer fi.ir z = Zo eindeutig definiert und regular analytisch 
ist. In der Umgebung einer soIchen isolierten singuliiren Stelle laBt sich 
1 (z) in eine Laurentsche Reihe entwickeln. Wir sagen wie in Rap. 3, § 4, 
die Stelle ist ein Pol, wenn nur endlich viele Glieder mit negativen Ex­
ponenten in der Entwicklung auftreten; andernfalls heiBt die Stelle 
eine wesentlich singuliire Stelle 2. In der Umgebung eines Poles laBt sich 
die Funktion folgendermaBen darstellen: 

t (z) = g (z) + h (_1_) , 
z - zo 

wobei heine ganze rationale Funktion ihres Argumentes bedeutet, deren 
Grad im Einklang mit Rap. 3, § 4 die Ordnung des Poles heiBt, und 
g (z) in der Umgebung der Stelle Zo regular ist. 

Wir konnen einen Pol auch durch jede der folgenden Eigenschaften 

charakterisieren: Die Funktion t (z) laBt sich in der Form -( _I_)n q; (z) 
z-zo 

darstellen, wobei q; (z) fUr z = Zo regular ist. Oder: Der Pol ist eine 
singulare isolierte Eindeutigkeitsstelle, fi.ir weIche der absolute Betrag 
der Funktionswerte bei jeder Annaherung unendlich wird3• Oder: Der 
Pol n-ter Ordnung ist eine Stelle z = zo, fi.ir weIche der reziproke Wert 

f tZ) eine Nullstelle n-ter Ordnung besitzt, vorausgesetzt, daB man die 

Unbestimmtheit fi.ir z = Zo nach der obigen Vorschrift behoben hat. 
Fi.ir eine wesentlich singulare isolierte Eindeutigkeitsstelle Zo besteht 

der Satz von WEIERSTRASZ, nach weIchem in ihrer Umgebung die Funk­
tionswerte jedem Werte a beliebig nahe kommen. Der Beweis folgt un-

mittelbar aus der Tatsache, daB f (z) 1_ a in der Umgebung von Zo nicht 
1 

beschrankt bleiben kann. Sonst ware namlich g (z) = f (z) _ a an der 
1 

Stelle Zo regular, und t (z) = a + -(-) ware an der Stelle Zo entweder . g z 
regular oder hatte dort einen Pol, entgegen der Voraussetzung. 

1 Vgl. das analoge SchluBverfahren Kap.3, § 4 (S.308). 
2 tJberhaupt nennt man nach WEIERSTRASZ jede singuHi.re Stelle, welche nicht 

ein Pol ist, wesentlich singular. 
S Vgl. Kap. 3, § 4. 

22* 
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Die Moglichkeit eines ganz anderen singuliiren Verhaitens zeigt die 
Funktion f (z) = logz fi.ir z = o. Hier kann man nicht mehr in der Um­
gebung von z = 0 einen Funktionsverlauf eindeutig definieren (vgl. 
Kap. 2, § 6). Wir sagen, der Punkt z = 0 ist ein logarithmischer Ver­
zweigungspunkt. 

Ebenso werden wir auch in der Stelle z = 0 eine singuliire Stelle 
1 

der Funktion f(z) = 'Vz = z" erkennen, in deren Umgebung sich die 
Funktion nicht eindeutig definieren liiBt. 

Zu den Kreuzungspunkten fi.ihrt uns die Frage nach den Stellen, 
an denen f' (z) verschwindet, wo also die durch f (z) vermittelte Abbildung 
nicht mehr konform ist. Ein Kreuzungspunkt heiBt n-fach, wenn in 
ihm siimtliche Ableitungen der Funktion bis zur n-ten einschlieBlich 
verschwinden, wiihrend die (n + 1)-te von Null verschieden bleibt. Ist 
also Zo ein n-facher Kreuzungspunkt der Funktion f (z), so lautet fUr die 
Umgebung dieser Stelle die Taylorsche Entwicklung von f(z): 

(1) 
(z_z)n+1 

f (z) = j (zo) + ~: I)! - j(n+l) (zo) (1 + a (z - zo) + ... ) 
(j(n+l) (zo) =F 0). 

Die Funktion f (z) - f (zo) hat also im Punkte z = Zo eine (n + 1)-fache 
Nullstelle. 

Die Abbildung in der Umgebung eines Kreuzungspunktes ist durch 
den folgenden Satz charakterisiert: Der Winkel zwischen zwei Kurven 
durch einen n-fachen Kreuzungspunkt Zo der z-Ebene multipliziert sich 
bei der Abbildung auf die C-Ebene 'l'n'it n + 1. 

Es seien niimlich 

zwei Punkte in der Niihe von Zo auf den fraglichen Kurven durch zo, 

ihre Bilder in der C-Ebene; dann ergibt sich aus (1), daB {}l und {}2 bei 
geeigneter Normierung bestimmten Grenzwerten zustreben, voraus­
gesetzt, daB CPl und CP2 dies tun, und ferner 

also 

(!2 (!:!)n+l ei [(n+l) ('P)-'P,)- (D,-.?,)]l + a r1 e~'P) + ... = 1. 
(!l r 2 1 + a r 2 et 'P, + .. . 

Lassen wir nun r 1 und r 2 gegen Null konvergieren, so ergibt sich 

lim (!2 (~)n+l = 1 
(!l r 2 
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und bei geeigneter Festsetzung uber das noch verfugbare Vielfache 
von 2n 

so daB der Winkel zwischen den Rurven der ,-Ebene durch '0 gerade 
(n + 1) mal so groB ist wie der entsprechende Winkel in der z-Ebene. 

Wir k6nnen iibrigens auch folgenden Satz aussprechen: In der Um­
gebung eines n-fachen Kreuzungspunktes Zo von f (z) ist die F unktion 

n+ V f (z) -=/ (zo) = cp (z) 

bis aUf eine (n + 1)-te Einheitswurzel als Faktor eindeutig bestimmt und 
regular. Wir erkennen dies aus der Darstellung 

fIn +1) (z ) 
f (Z) - j (ZO) = (Z - ZO)n+l {n+---m- (1 + g (z)), j(n+1) (Zo) =+= 0, 

wobei g (z) eine fur z = Zo verschwindende reguHire Funktion ist. 
n+l -,,----- ----VI + g(z) ist in der Umgebung von z = Zo z. B. durch die Binomial-
reihe bis auf eine (n+ 1) -te Einheitswurzel eindeutig und regular de­
finiert, woraus sich die Behauptung unmittelbar ergibt. 

Wegen 
(cp (z))n+ 1 = I (z) - I (zo) 

muB die Funktion cp (z) im Punkte z = Zo von erster Ordnung ver­
schwinden; die Ableitung cp' (z) ist also dort von Null verschieden, und 
die durch cp (z) bewirkte Abbildung der Umgebung von Zo ist somit 
(nach Rap. 2, § 2) gebietstreu. Da die Potenzierung mit n + 1 offenbar 
ein Gebiet wieder in ein Gebiet uberfiihrt, so erkennt man, daB auch 
die Umgebung eines Rreuzungspunktes wieder auf ein Gebiet abgebildet 
wird, wenn auch nicht mehr umkehrbar eindeutig. Damit ist der in 
Rap. 2, § 2 ausgesprochene Satz von der Gebietstreue von der dort 
gemachten einschrankenden Voraussetzung befreit. 

Die Einfiihrung des unendlich fernen Punktes (vgl. Rap. 1, § 1 und 2) 
erlaubt uns, unsere Begriffsbildungen folgendermaBen zu erweitern. 

Wir setzen z = z~ und betrachten an Stelle von f (z) in der Umgebung 

von z = 00 die Funktion g (z*) = f (-~) fur die Umgebung der Stelle 

z* = O. Je nachdem, ob g(z*) fur z* = 0 regular ist (genauer: nur heb­
bar unbestimmt ist) oder einen Pol n-ter Ordnung oder eine Singula­
riUit anderer Art oder einen n-fachen Rreuzungspunkt besitzt, weisen 
wir der Funktion f (z) fUr z = 00 dasselbe Verhalten zu. 

Wenn f(z) im unendlich fernen Punkte regular ist, so muB die Ab­
leitung g' (z*) im N ullpunkte existieren und stetig sein. Das heiBt aber: 

g' (z*) =- I' (:*) . z*\ = - Z2 f' (z) 

mu!3 beim Grenzubergange z --->- 00 einem Grenzwerte zustreben. Also: 
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Die A bleitung einer liir z = 00 regularen Funktion I (z) verschwindet fiir 
unendlich grope Werte von z mindestens von zweiter Ordnung. 

Eine in der ganzen Ebene eindeutig definierte Funktion, welche 
hochstens im Unendlichen singular wird, heiBt eine ganze Funktion. 
1st der Punkt z = 00 nur ein Pol, so ist die Funktion ganz rational; 
ist dagegen der Punkt z = 00 eine wesentlich singulare Stelle, so heiBt 
die Funktion ganz transzendent. - Eine im Endlichen bis auf Pole iiber­
all regulare und eindeutige Funktion heiI3t meromorph. 

§ 2. Veranschaulichung der einfachsten Singularitaten 
und Kreuzungspunkte. 

Urn das VerhaIten einer analytischen Funktion in ihren Ausnahme­
punkten zu veranschaulichen und mit den Vorstellungen von einer 
stromenden Fliissigkeit in Verbindung zu bringen, gehen wir am besten 
von der logarithmischen Singularitat aus. 

Wegen der Gleichung C = logz = logr + i q; = u + iv geht bei der 
Abbildung der z-Ebene auf die C-Ebene durch die Funktion logz das 
Polarkoordinatensystem r, q; der z-Ebene in das rechtwinklige Ko­
ordinatensystem u, v der C-Ebene iiber. Den Kurven u = konst. ent­
sprechen die konzentrischen Kreise logr = konst. urn den Nullpunkt, 
den KUl'Ven v = konst. die Strahlen q; = konst. aus dem Nullpunkt. 
Betrachten wir die Funktion log r als Geschwindigkeitspotential einer 
Fliissigkeitsstromung in der z-Ebene mit den Stromlmien q; = konst. 
und den Niveaulinien log r = konst., so wird die Stromungsgeschwindig­
keit - b., welche radial nach innen gerichtet ist, nach Formel (5) 
aus Kap. 3, § 12 durch 

gegeben. Die Menge Q der bei dieser Stromung in der Zeiteinheit in 
den Kreis C vom Radius r eintretenden Fliissigkeit ist nach Kap. 3, § 10 
dem iiber den Umfang des Kreises erstreckten Integral 

2,. 

Q=- f b• dS = f~rdq;=2n 
C 0 

proportional. Die logarithmische Singularitat im Punkte z = 0 stort 
also die Quellenfreiheit unseres Stromungsfeldes; sie stellt, wle man 
sagt, eine Senke von der Starke 2n dar. Yom unendlich fernen Punkte 
aus, wo man sich eine QueUe der Ergiebigkeit 2 n gelegen denken muB, 
stromt die Fliissigkeit radial zum Nullpunkt, wo sie wieder verschwindet. 
Urn die Verh~i.ltnisse besser iibersehen zu konnen, denken wir uns den 
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unendlich fernen Punkt durch eine line are Transformation 1 ins End~ 
liche gebracht, indem wir etwa 

z*=_Z_ 
z- I' 

z* . 
Z=--­

z* - I 
setzen. Dann ergibt sich 

, = logz = logz* -log (z* - 1). 
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In derselben Weise wie hier kann man jeder analytischen Funk­
tion f(z) eine Stromung in der z-Ebene zuordnen, indem man den 
reellen Teil von f (z) als Geschwindigkeitspotential auffaBt. 

Betrachten wir aUgemein die Funktion 

, = log (z - Zl) - log (z - Z2) = u + i v 

so ist der Punkt Zl eine Senke, der Punkt z2 eine QueUe von der Starke 2n. 

l Vgl. § 3. 



344 III, 4. Spezielle Funktionen und ihre Singularitaten. 

Denn nehmen wir etwa 

an, so wird 
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Die Stromlinien v = konst. werden also (nach dem elementargeometri­
schen Satze uber die Peripheriewinkel im Kreise) von den Kreisen des 
Kreisbuschels K durch Zl und Z2 gebildet, wahrend die Niveaulinien 
u = konst. niit den Kreisen des Orthogonalkreisbuschels K' zusammen­
fallen. Zur Veranschaulichung dient Abb. 90, die wir auch noch in § 3 
diskutieren werden. 

Statt die Kurven v = konst. als Stromlinien und die Kurven 
u = konst. als Niveaulinien zu nehmen, k6nnen wir die Flussigkeit 
auch umgekehrt langs der Kreise der Schar K' str6men lassen. Bei dieser 
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Auffassung erscheinen die Punkte Zl und Z2 als "Wirbelpunkte", 
deren entgegengesetzt gleiche Wirbelstarken den Betrag 217: haben. 

Aus logarithmischen Singularitaten erhalten wir Pole durch Grenz­
iibergang. Wir betrachten die Funktion 

I 

/ 
I 
I 

/ , 
,,, ........... 

/ 
/ 

/ 

, = log (z + h) - log z 
h 

" ------, 

----,.,..'" 

Abb.92. 

(h > 0); 

/ 

/ 

die ihr zugeordnete Str6mung weist im Punkte Z = - heine Senke, im 

Punkte Z = 0 eine QueUe von der Ergiebigkeit 2h1T- auf. Fiir limh = 0 

erhalten wir die Funktion ,=.!., d. h. eine Funktion, welche im z 
Punkte Z = 0 einen Pol erster Ordnung besitzt. Wir k6nnen ihn auf­
fassen als die Vereinigung einer QueUe und einer Senke von "gleicher, 
unendlich groBer Ergiebigkeit". Man spricht daher auch von einer 
Doppelquelle (in der Physik auch Dipol genannt). Durch Zusammen-
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riicken mehrerer Doppelquellen entstehen Pole hoherer Ordnung oder 
Vielfachpole. 

Urn das geometrische Bild der Niveaulinien u = konst. und der 
Stromlinien v = konst. in der Umgebung eines Poles n-ter Ordnung z = Zo 

zu erhalten, brauchen wir, wenn wir 
uns auf eine hinreichend kleine Um­
gebung von Zo beschranken, nur das 
Glied 

( a" )" = a: (cosnrp _ isinnrp) 
Z - Zo r 

(z = Zo + rei 'P) 

der Laurentschen Entwicklung zu be­
rucksichtigen. In der Umgebung eines 
einfachen Poles ergibt sich so im 
wesentlichen das Bild der Abb. 91 
mit zwei zueinander orthogonalen 

Abb. 93. Kreisscharen, deren jede im Pole eine 
gemeinsame Tangente besitzt. Fur 

Pole hoherer Ordnung gewinnt man entsprechende, nur verwickeltere 
Figuren, z. B. Abb. 92 fUr n = 2. 

Ein n-facher Kreuzungspunkt wird fUr die FaIle n = 1 und n = 2 
durch die Abb. 93, 94 ver­
anschaulicht. In einer ge­
nugend klein.en Umgebung 
des Kreuzungspunktes Zo ist 
die Funktion f (z) yom Ty­
pus der Funktion (z-zo)n+\ 
woraus sich z. B. fUr n = 1 
ergibt, daB die Kurven 
u = konst. und v = konst. 
annahernd gleichseitige 
Hyperbeln sind. Allgemein 
stehen in einem n-fachen 
Kreuzungspunkte die Kur-

yen u = konst. und 
v = konst. (fUr n > 1) nicht 
mehr aufeinander senk-

Abb.94. recht, sondern teilen die 
Umgebung des Kreuzungs­

punktes in je 2 (n + 1) gleiche Winkelraume ein. Deuten wir sie als 
Niveau- und Stromlinien einer Flussigkeitsbewegung, so stromt die 
Flussigkeit in verschiedenen Richtungen nach dem Kreuzungspunkte 
hin und von ihm weg; in dem Punkte selbst herrscht die Geschwindig­
keit Null (daher auch der Name "Staupunkt" fur Kreuzungspunkt). 



§ 3. Lineare Funktionen. 347 

§ 3. Lineare Funktionen. 
Wir gehen nunmehr zur naheren Betrachtung der einfachsten 

Funktionen iiber und beginnen mit der linearen Funktion 

(I) 

wobei a, b, e, d vier komplexe Zahlen von nicht verschwindender De­
terminante ad - be bedeuten 1. 

Diese Funktion C (z) ist fiir alle diejenigen z regular, welche den 
Nenner ez + d nicht zu Null machen. Nun verschwindet ez + d im 

d 
Falle e = 0 iiberhaupt nicht, bei e 9= 0 nur fiir z ';= - c' Daher ist die 

lineare Funktion C in allen Punkten der z-Ebene regular mit hochstens 
einer Ausnahme. 

Ais Umkehrung folgt aus (I) 

(2) 
dC- b 

Z= . 
- cC + a 

Auch z ist also, als Funktion von C betrachtet, eindeutig bestimmt und 

uberall regular, im Falle e 9= 0 mit Ausnahme der Stelle C = ~. 
Die genannten Ausnahmepunkte sind einfache Pole fur die lineare 

Funktion C (z) und ihre Umkehrfunktion. 1m Falle e = 0 sind die beiden 
unendlich fernen Punkte der z- bzw. C-Ebene diese Pole. In jedem Falle 
entspricht, wenn wir die beiden unendlich fernen Punkte zu den Zahlen­
ebenen hinzuriehmen, jedem Punkt der einen Ebene ein und nUr ein 
Punkt der anderen Ebene. 

Diese Eigenschaft ist sogar eharakteristiseh fur die linearen Funk­
tionen, d. h. es gilt der Satz: Wenn eine Funktion f(z) die volle z-Ebene, 
d. h. die Ebene mit Einsehlufl des Punktes z = 00, umkehrbar eindeutig 
und konform auf die volle 1;-Ebene abbildet, so ist f(z) eine lineare Funktion. 

Beim Beweise konnen wir annehmen, indem wir notigenfalls zeiner 
geeigneten linearen Transformation unterwerfen, daB sich die Punkte 
z = 00 und C = 00 und auch die Punkte z = 0 und C = 0 entsprechen. 
Dann muB also f (z) eine ganze Funktion von z sein, und da der Punkt 
z = 00 ein Pol der Funktion ist, so ist f (z) eine ganze rationale Funktion. 
Ware ihr Grad groBer als I, so wiirde ihre Ableitung f' (z) eine Null­
stelle Zo besitzen. Die Stelle Zo ware also ein Kreuzungspunkt der Funk­
tion f(z), dessen Umgebung nach § I nicht mehr umkehrbar eindeutig 
auf die Umgebung der Stelle Co = f (zo) abgebildet ware, im Wider­
spruch mit unserer Voraussetzung. Damit ist unser Satz bewiesen. 

Zum naheren Studium der durch die Gleichung (I) gegebenen kon­
formen Abbildung betrachten wir die Kreise der z-Ebene, wobei wir 

1 Man bezeichnet eine solche Beziehung auch als lineare Trans/ormation oder 
lineare Substitution. 



348 III, 4. Spezielle Funktionen und ihre Singularitaten. 

die Geraden als Kreise mit unendlich groBem Radius ansehen. Es seien 
Zl' za, za, z, vier voneinander verschiedene und in dieser Reihenfolge auf 
einem Kreise der z-Ebene aufeinanderfolgende Punkte, ferner oc und {3 
die Winkel zwischen den Vektoren ZaZl und ZSZ2 bzw. Z,Zl und z,za, und 
zwar in solchem Sinne gemessen, daB eine positive Drehung urn oc bzw. {3 
die Richtung des Vektors ZSZl bzw. Z,Zl in die Richtung des Vektors 
zsza bzw. Z,Z2 ilberfiihrt, und so normiert, daB 0 < oc < 231:, 0 <{3 < 231: 
ist; schlieBlich sei zur Abkiirzung I Zh - Zk I = rhk (h, k = 1,2, 3,4) 
gesetzt. Dann wird 

und da (nach dem Satze von den Peripheriewinkeln ilber demselben 
Bogen) ot = {3 gilt, so hat das "Doppelverhiiltnis" 

einen positiv reellen Wert. Wie man leicht feststellt, geht es bei der 

Transformation (1) in das Doppelverhiiltnis ;3 - ;1 :;4 - ;1 iiber. Auch 
"3-"2 "'-"2 

dieses Doppelverhiiltnis ist also positiv reell, und da der Satz von den 
Peripheriewinkeln umkehrbar ist, so folgt, daB CI> C2' Ca, C, ebenfalls 
auf einem Kreise liegen. Wir haben daher den Satz: Bei der durch die 
lineare Funktion (1) vermittelten Abbildung gehen die Kreise der z-Ebene 
in Kreise der C-Ebene iiber und umgekehrt. 

Man nennt deshalb eine solche Abbildung auch eine Kreisverwandt­
schaft. 

Oft ist es vorteilhaft, den Funktionswert C nicht als Punkt einer 
zweiten Ebene, sondern als Punkt der z-Ebene selbst zu deuten. Hier­
bei sind diejenigen Punkte von besonderer Bedeutung, welche ihren 
Platz nicht iindern, die sogenannten"Fixpunkte" derTransformation (1). 
Damit zein Fixpunkt ist, muB 

az+ b 
Z = cz + d 

gelten; dies liefert fiir Z die quadratische Gleichung 

(3) Cz 2 + (d - a)z - b = O. 

1st a = d, b = 0, c = 0, so liegt die identische Transformation C = Z 

vor. Dann ist jeder Punkt Fixpunkt. Sehen wir von diesem trivialen 
Falle ab, so hat die Gleichung (3) zwei einfache Wurzeln oder eine 
Doppelwurzel; im Falle c = 0 muB dabei Z = 00 als Wurzel mitgerechnet 
werden. 

Zuniichst nehmen wir an, die beiden WurzelIi Zl und Z2 der Glelchung 
(3) seien endlich und voneinander verschieden. Dann geht jeder Kreis 
durch Zl und Z2 bei der Transformation (1) in einen Kreis durch die-. 
selben Punkte ilber, das gesamte Kreisbiischel K durch zl und za also 
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in sich. Wegen der Konformitat der Abbildung muB dann auch die zu 
K orthogonale Kreisschar K' in sich ubergehen (vgl. wiederum Abb. 90, 
S. 343). Rierbei sind drei Moglichkeiten zu unterscheiden, von denen 
die beiden erst en als Grenzfalle der dritten anzusehen sind. 

1. J eder Kreis von K geht in sich selbst uber. Dann liegen die Bilder 
der Schnittpunkte eines festen Kreises von K mit den Kreisen von K' 
wieder auf diesem Kreise. Man kann also die Kreise von K als die 
Bahnen ansehen, auf denen die Punkte der Ebene nach ihren Bild­
punkten wandern. Eine solche Transformation heiBt hyperbolisch. 

2. Jeder Kreis von K' geht in sich selbst uber. Dann sind die Kreise 
von K' Bahnkurven fiir die Punkte der Ebene. Wir sprechen in diesem 
FaIle von einer elliptischen Transformation. 

3. Weder jeder Kreis von Knoch jeder Kreis von K' geht in sich selbst 
uber. Die entsprechende Transformation heiBt loxodromisch. 

Fiir diese drei Arten von Transformationen gibt es gewisse Normal­
formen, die wir jetzt aufstellen wollen. Es seien za und Z zwei Punkte 
auf einem Kreise durch die Fixpunkte Zl und Z2' Ca und C die Bildpunkte 
von za und z. Die Bilder C1 und C2 der Fixpunkte sind Zl und Z2 selbst. 
Nach dem oben iiber das Doppelverhaltnis Gesagten gilt also 

(4) 

1m Falle einer hyperbolischen Transformation liegen nun Zv Z2' Za, Ca 

auf einem Kreise. Also ist das Doppelverhaltnis Za - Zl : ~a - Zl eine reelle 
Za - Z2 Sa - Z2 

Konstante rt.. + 0, und wir bekommen 

(5) (rt.. reell, =\= 0). 

Umgekehrt folgt aus (5), daB sich der Bildpunkt C von Z auf dem Kreise 
durch Zv Z2 und Z befindet; die Relation (5) definiert also, da sich C aus 
ihr durch Ausrechnen als lineare Funktion von Z ergibt, eine hyper­
bolische Transformation. 

Raben wir es mit einer elliptischen Transformation zu tun, so be­
steht nach dem bekannten elementargeometrischen Satze von ApOL­
LONIUS die Gleichung 

(6) 

oder 

(7) (1rt..1=1.rt..+1). 

1st umgekehrt die Transformation (7) vorgelegt, so ergibt sich 
gemaB (6), daB C und Z auf einem zum Kreisbiischel durch Zl und Z2 
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orthogonalen Kreise liegen, also (7) eine elliptische Transformation 
darstelltl. 

1m FaIle einer loxodromischen Transformation schlieBlich gilt 
nach (4) 

(8) (IX nicht reell; lal =+= 1). 

Die Gleichungen (5), (7) und (8) geben die Normalformen der hyper­
bolischen, elliptischen und loxodromischen Transformation. 

Rtickt einer der Fixpunkte, etwa Z2' ins Unendliche, so schreiben 
wir die Transformation in der Gestalt 

Z - Zl = IX (C - Zl) ~ - Z2 
.. -Z2 

und lassen hierin Z2 unendlich groB werden. Dann erhalten wir 

Z - Zl = IX (C - Zl)' 

Je nach dem oben charakterisierten Verhalten von a haben wir die 
Normalform einer hyperbolischen, elliptischen oder loxodromischen 
Transformation mit einem unendlich fernen Fixpunkt. 1m ersten Falle 
liegt eine Streckung der Ebene vom Punkte Zl aus vor; die Geraden 
durch Zl gehen einzeln in sich tiber und die Schar der konzentrischen 
Kreise urn Zl in sich. 1m zweiten FaIle hat man eine Drehung der Ebene 
urn Zl' wobei die konzentrischen Kreise einzeln in sich tibergehen und 
das Geradenbiischel durch Zl in sich. Der dritte Fallliefert eine Dreh­
streckung, d. h. die Zusammensetzung einer Drehung und einer. Streckung. 
Bei ihr geht ein System logarithmischer Spiralen urn den Punkt Zl in 
sich tiber; da diese Kurven auch Loxodromen genannt werden, erklart 
sich hieraus die Bezeichnung loxodromische Transformation2• 

Fallen schlieBlich die beiden Fixpunkte Zl und Z2 in Zl zusammen, 
so spricht man von einer parabolischen Transformation. Liegt der Fix­
punkt Zl im Endlichen, so ist ihre Normalform 

(9) _1_ - _1_ + fJ (fJ =+= 0). 
z- Zl - C-z1 

Denn offenbar sind auch Z - Zl und C - Zl durch eine Transformation 
von der Form (1) verkniipft, fUr welche die Gleichung (3) die Doppel­
wurzel 0 haben muB; dies fiihrt sofort zu der Formel (9). Der ganze 
SchluB ist umkehrbar; (9) liefert also die N ormalform einer parabolischen 

1 Hiernach gibt es Transformationen, die sowohl hyperbolisch als auch 
elliptisch sind. Ihre Normalform ist: 

z- Zl C - Zl 

Z - Z2 = - C - Z2 • 

2 Die Bezeichnung "hyperbolisch", "parabolisch", "elliptisch" ist lediglich 
eine sprachliche Anspielung an formal ahnliche Unterscheidungen in der analyti-

schen Geometrie. ' 
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Substitution mit dem endlichen Fixpunkt Zl' 1st hingegen Zl = 00, so 
hat die Normalform der parabolischen Transformation die Gestalt 

(lO) Z=C+y (y 4= 0). 

Die parabolischen Transformationen lassen sich als Grenzfalle der 
oben betrachteten Transformationen mit zwei Fixpunkten auffassen; 
man braucht nur Zl geradlinig gegen Z2 rucken zu lassen. Dann geht das 
Kreisbuschel K durch Zl und Z2 uber in ein Buschel, dessen samtliche 
Kreise sich in Z2 beruhren, und das Buschel K' in das dazu orthogonale 
durch Z2 (vgl. Abb. 91, S. 344). 

1m FaIle Z2 = 00 ist K eine Schar von parallelen Geraden, K' die 
dazu senkrechte Geradenschar und die Transformation wegen (lO) eine 
Translation. 

In der Gleichung (1) sind nur drei Konstanten wesentlich; denn 
offenbar k6nnen a, b, e, d mit demselben von Null verschiedenen Faktor 
multipliziert werden, ohne daB die line are Funktion sich andert. Also 
hangt die allgemeine line are Transformation von drei willkurlichen 
Konstanten abo Wir k6nnen vorschreiben, daB durch die Abbildung (1) 
drei beliebig gegebene voneinander verschiedene Punkte der z-Ebene 
in drei beliebig gegebene voneinander verschiedene Punkte der C-Ebene 
ubergehen sollen; dies liefert drei homogene line are Gleichungen fUr 
a, b, e, d, die sich bekanntlich stets lOs en lassen. Da durch drei Punkte 
ein Kreis bestimmt wird, konnen wir also durch eine lineare Funktion 
einen beliebigen Kreis der z-Ebene auf einen beliebigen Kreis der C -Ebene 
abbilden. Ehe wir zu Beispielen hierfur ubergehen, wollen wir erst 
einige Bezeichnungen einfuhren und einen Hilfssatz ableiten. 

Es sei K ein Kreis yom Radius r urn einen Punkt M. Unter dem 
Spiegelpunkt eines Punktes P in bezug auf den Kreis K versteht man 
denjenigen Punkt P' des Strahles M P, fUr den 

MP·MP'=r 2 

gilt. Fallt P mit M zusammen, so bedeutet P' den unendlich fernen 
Punkt; ist umgekehrt P der unendlich ferne Punkt, so soIl P' der Punkt 
M sein. Wir benutzen diese Ausdrucksweise auch, wenn K in eine gerade 
Linie ausartet; dann wird pI als der zu P in bezug auf die Gerade sym­
metrische Punkt definiert. 

Analytisch kann man den ProzeB der Spiegelung an einem Kreise, 
den man auch Transformation durek reziproke Radien nennt, folgender­
maBen darstellen: Indem wir der Einfachheit halber den Einheits­
kreis als Spiegelkreis wahlen, ordnen wir dem Punkte z = rei'P den 
Punkt 

I I. 
C===-e''P z r 
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zu. Wegen C = + ist also gemiiB der Bemerkung am Schlusse von § 8 

in Kap. 2 die Transformation durch reziproke Radien eine konforme Ab­
bildung mit U mlegung der Winkel. 

Fur diese Transformation besteht nun folgender Satz: Sind z undz' 
Spiegelpunkte in bezug auf einen Kreis K, so sind bei linearer Trans­
formation die Bilder C und C' von z und z' Spiegelpunkte in bezug auf den 
Bildkreis K. 

Nach einem bekannten Satze der elementaren Geometrie sind niim­
lich aIle Kreise durch z und z' orthogonal zu K, und umgekehrt sind zwei 
Punkte C und C' Spiegelpunkte in bezug auf einen Kreis K, wenn aIle 
Kreise durch sie auf K senkrecht stehen. Nun geht aber das zu K ortho­
gonale Kreisbuschel durch z und z' bei linearer Transformation uber in 
ein Kreisbuschel, das einerseits durch C und C' geht, andrerseits aber zu 
K orthogonal ist; folglich sind, wie behauptet, C und C' Spiegelpunkte 
in bezug auf K. 

Als erstes Beispiel fUr die Abbildung eines Kreises der z-Ebene auf 
einen Kreis der C-Ebene suchen wir aIle linearen Funktionen, welche die 
obere Halbebene 3z> 0 auf das Innere des Einheitskreises I C I < 1 
abbilden. Wenn die Funkticin 

C = az + b 
cz +d 

die gesuchte Abbildung vermittelt, so muB c =1= 0 sein, da sonst die 
Gerade 3z = 0 wieder in eine Gerade ubergeht. Der Punkt C = 00 

ist daher das Bild des endlichen Punktes z = - !:... Nach dem Hilfssatze c 
mussen die Bildpunkte der in bezug auf den Kreis I C I = 1 spiegel­
bildlich gelegenen Punkte C = 00 und C = 0 in bezug auf die reelle 
Achse 3z = 0 Spiegelpunkte sein; das besagt aber, daB die Punkte 

z = - ~ und z = -~ konjugiert komplex sein mussen. Wir konnen 

also 
b - - = fl, a 

d -- c = fl, 
C = a (z- {J) 

c (z - {J) 
(a =1= 0, fl nicht reeIl) 

setzen. Der reelle Punkt z = 0 verwandelt 
Einheitskreises I C I = 1, woraus 

sich in einenPunkt des 

1~'=~I=I~I=I, 
(ll) J- .z-{J ., =eH --_ 

z- {J 

a . 
-=eH 
c 

(t' reell), 

folgt. Da z = fl in C = 0 transformiert wird und die obere Halbebene 
in das Innere des Einheitskreises iibergehen soIl, muB der imaginiire 
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Teil von (3 positiv sein. Unter der Bedingung S (3 > 0 leistet die Funk­
tion (11) bei beliebigem reellem 7: wirklich die gesuchte Abbildung; 
denn zunachst folgt aus (11) fur reelle z die Gleichung 

! z fll ICI=lz=fl =1, 

so daB die reelle z-Achse in den Einheitskreis transformiert wird; femer 
geht ein Punkt der oberen Halbebene (namlich (3) in einen inneren 
Punkt des Einheitskreises (in C = 0) iiber, also aus Stetigkeitsgriinden 
die ganze obere Halbebene in das ganze Innere des Einheitskreises. 
(1st 7: reell, S (3 < 0, so wird durch (11) die obere Halbebene auf das 
AuBere des Einheitskreises abgebildet.) 

DaB in (11) drei reelle Konstanten 7:, m (3, S (3 willkiirlich sind, ent­
spricht der Tatsache, daB man noch drei beliebigen verschiedenen 
Punkten der reellen Achse drei beliebige verschiedene Punkte des Ein­
heitskreises zuordnen kann. Beispielsweise bildet die Funktion 

z-z l+zz C=------=-
z+i l-iz 

die obere Halbebene Sz > ° so auf den Einheitskreis I C 1< 1 ab, daB 
die Punkte 

z = 0, 1, 00 in C = 1, i, -1 

iibergehen; der Nullpunkt C = ° entspricht dem Punkte z = z. Die 
Umkehrfunktion lautet 

.1-, 1'-1 
z = 21+, = i, + l' 

Als zweites Beispiel ermitteln wir aIle linearen Transformationen 
des Einheitskreises in sich selbst. Den Spiegelpunkten C = ° und C = 00 

miissen Spiegelpunkte z = ()( und z = ~ entsprechen, woraus 
ex 

z - rx 
C=Yaz-l 

mit konstantem y folgt. Fur z = 1 muB I C I = 1 sein, also 

(12) 

I 
1 - rx I 

Ya_lj=lyl=l, 

. z - rx C= eH -_--. 
exz - 1 

(7: reell), 

Damit das Innere I z I < 1 wieder in das Innere I C I < 1 des Einheits­
kreises iibergeht, muB sich speziell der Punkt z = ° in einen Punkt C 
mit I C I < 1 verwandeln; hieraus folgt die Bedingung I ()( I < l. Um­
gekehrt liefert unter dieser Bedingung, wie man leicht feststellt, die 
Transformation (12) mit beliebigem reellem 7: die gewiinschte Abbildung, 

Hurwitz·Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 23 
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wobei der willkiirlich wahlbare Punkt z = IX in den Nullpunkt ~ = 0 
verwandelt wird. 

Insbesondere sei bemerkt, daB wir den Einheitskreis so auf sich 
selbst abbilden konnen, daB hierbei ein vorgegebener Punkt in den 
Nullpunkt, eine vorgegebene Richtung in dem gegebenen Punkte in 
die Richtung der positiven reellen Achse tibergeht. 

Ais letztes Beispiel wollen wir ohne Beweis eine analytische Dar­
stellung fill die Drehungen einer Kugel angeben. Wir denken uns die 
z-Ebene stereographisch auf die Einheitskugel projiziert (vgl. Kap. 1, 
§ 1), die Kugel mit irgendeinem Durchmesser als Achse urn irgendeinen 
Winkel gedreht und dann wieder stereographisch auf die ~-Ebene pro­
jiziert. Es laBt sich leicht zeigen, daB die entsprechende Abbildung 
der z-Ebene auf die ~-Ebene durch eine lineare Funktion der Form 

~ = ~z+~ 
qz- p 

geliefert wird und daB umgekehrt jeder solchen linearen Funktion eine 
Kugeldrehung entspricht. 

Wir fligen noch die beiden folgenden Aufgaben hinzu: 
1. Man be weise den Satz, daB das Poissonsche Integral die Rand­

wertaufgabe der Potentialtheorie fUr den Kreis lOst, in folgender Weise. 
Durch Abbildung des Kreises auf die obere Halbebene gebe man dem 
Poissonschen Integral die Form ' 

u(x, y) = ~Jt(~) (;_ x~2 + y2 d~. 
-00 

Dabei bedeutet x, y den bei der Abbildung aus dem Punkte r,1p des 
Kreises hervorgehenden Punkt der oberen Halbebene. Nun sei I(~) 

eine beliebige reelle, stetige, beschrankte Funktion der reellen Ver­
anderlichen ~ im Intervall - 00 < ~ < 00. Dann ist zu zeigen, daB 
die durch das Integral definierte Funktion u (x, y) eine in der oberen 
Halbebene regulare Potentialfunktion ist, welche auf der reellen Achse 
die Randwerte 1m annimmt. Es moge also der Punkt x, y der oberen 
Halbebene gegen den Randpunkt ~o, 0 riicken. Man zerlege dann das 
Integral in drei Teile: 

;;o-~ ;;o+~ 00 

f+f+J, 
-00 I;o-~ I;o+~ 

entsprechend einer gewissen Umgebung des fraglichen Randpunktes ~o 
und Restintegralen. 1st etwa x = ~o und wahlt man y = <53, so unter­
scheidet sich das Integral tiber das Intervall ~o - <5, ~o + <5 wegen der 
Stetigkeit von I(~) bei hinreichend kleinem y beliebig wenig von I(~o)' 
und die Restintegrale werden beliebig klein. 

2. Man untersuche, was im Grenzfalle mit der konformen Abbildung 
eines Kreises auf sich selbst geschieht, bei welcher der Mittelpunkt 
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in einen Punkt IX iibergeht, wenn dieser Pu,nkt gegen einen Randpunkt 
riickt. 

Ebenso untersuche man das Verhalten einer linearen Transformation, 
welche drei feste Punkte eines Kreises in drei andere Punkte desselben 
Kreises iiberfiihrt, wenn von diesen zwei bzw. alle drei in einen Punkt 
zusammenriicken. 

§ 4. Die Funktion ; = zn. 

Beispiele fUr das Auftreten von Kreuzungspunkten liefem die 
Funktionen 

C = zn fUr n = 2, 3, . .. . 

Da der Fall n = 2 bereits alles Wesentliche hervortreten liiBt, be­
schriinken wir uns zuniichst auf die Funktion 

C = Z2. 

Wir wollen feststellen, wie ein Polarkoordinatennetz urn den Null­
punkt der xy-Ebene auf die uv-Ebene abgebildet wird. Setzen wir 

so wird bei geeigneter N ormierung der Winkel 

Die Schar der konzentrischen Kreise r = konst. geht also in die Schar 
der konzentrischen Kreise e = konst. iiber, und die Winkel rp werden 
verdoppelt. LiiBt man also rp bei festem 
r > 0 von 0 bis 2:n; laufen, so variiert 
{} monoton zwischen 0 und 4:n;, und 
der Bildpunkt C durchwandert den 
Kreis e = konst. zweimal, wenn der 
Punkt z den Kreis r = konst. einmal 
durchHiuft. Somit entsprechen einem 
Werte von C zwei Werte von z; d. h. 
die U mkehrfunktion 

z= if 
unserer Funktion C = Z2 ist eine "zwei­
deutige" Funktion von C. 

Au\). 05. 

Zur Veranschaulichung dieser Verhiiltnisse denkt man sich die 
C-Ebene in zwei Exemplaren, zwei "Bliittern", iibereinandergelegt. 
Dann fUhrt man in beiden Bliittem von C = 0 bis C = 00 kongruente 
Schnitte, etwa liings der positiven reellen Achse, und heftet die vier 
entstehenden Schnittufer unter wechselweiser Durchdringung der beiden 
Bliitter kreuzweise aneinander (Abb.' 95). Auf dem so entstehenden 

23* 
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Gebilde verwandelt sich der zweimal zu durchlaufende Kreis der C-Ebene 
in eine einmal zu durchlaufende, aus zwei kongruenten Kreisen des 
unteren und oberen Blattes durch die Zusammenheftung hervorgehende 
Kurve. Die Bilder der Punkte z = rei rp und - z = rei(rp+:r) werden jetzt 
durch Punkte verschiedener Bliitter repriisentiert. - Die Nullpunkte 
der beiden Bliitter betrachten wir nicht als getrennt. 

Unser zweibliittriges Gebilde ist ein einfaches Beispiel einer Rie­
mannschen Flache. Die durch die Funktion C = Z2 vermittelte Ab­
bildung der z-Ebene auf sie wird eindeutig umkehrbar, wiihrend dies 
bei der Abbildung auf die gewohnliche einbliittrige oder "schlichte" 
C-Ebene nicht der Fall ist. 

Der Bildpunkt C = 0 des Kreuzungspunktes z = 0 heiBt ein Ver­
zweigungspunkt (oder Windungspunkt) erster Ordnung der Riemannschen 
Fliiche der Funktion z = {f. Da es nicht moglich ist, in der Umgebung 
dieses Punktes Funktionswerte z = -y l; auf eindeutige und stetige 
Weise festzulegen, so ist die Stelle C = 0 eine singuliire Stelle der Funk­
tion z (C) = it-1 Eine eindeutige Festlegung der Funktionswerte wird 
erst auf der Riemannschen Fliiche moglich. 

Die Untersuchung der Potenz C = zn mit beliebigem positiven ganzen 

Exponenten n und ihrer Umkehrfunktion z = 'V" verliiuft in ent­
sprechender Weise. Die 
zugehOrige Riemann­
sche Flache besitzt n 
Bliitter und hat einen 

" Verzweigungspunkt 
y~qol7st (n - l)-ter Ordnung" 

oder einen ,,(n - 1)­
jachen Verzweigungs­
punkt" an der Stelle 
C = O. FiirdieFunktion 
C = zn ist der Punkt 

Abb. 96. z = 0 ein (n - 1 )-facher 
Kreuzungspunkt. 

Ein selbstandiges Interesse bietet auch die Betrachtung der von 
der Funktion C = Z2 vermittelten konformen Abbildung, wenn man 
von einem rechtwinkligen Koordinatensystem der C- bzw. z-Ebene 
ausgeht. 

Durch Trennung von Reellem und Imaginarem ergibt sich 

u = x2 - y2, V = 2xy; 

d. h. den Geraden u = konst. und v = konst. eI).tsprechen zwei Scharen 
gleichseitiger Hyperbeln 

x2 - y2 = konst.; 2xy = konst. 

1 Auch der Punkt ~ = 00 ist Verzweigungspunkt der Funktion z = fC. 
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Diese beiden Scharen (vgl. Abb. 93, S. 346) sind iiberall orthogonal 
zueinander, auBer im Nullpunkt, wo sie sich unter 45° schneiden, 
entsprechend der Tatsache, daB der Punkt z = 0 ein einfacherKreuzungs­
punkt ist. 

Setzen wir andrerseits x = c bzw. Y = c, so folgt 

v2 = 4 C2 (C 2 - u) bzw. v2 = 4 C2 (C 2 + u). 

Die Bilder der Geraden x = konst. und y = konst. der xy-Ebene in 
der uv-Ebene sind zwei zueinander orthogonale, nach links bzw. rechts 
geoffnete Scharen konfokaler Parabeln (Abb. 96). 

Endlich sei dem Leser empfohlen, zu untersuchen, wie sich das 
Polarkoordinatensystem urn den Punkt C = 1 auf die z-Ebene abbildet. 
Ais Bilder der konzentrischen Kreise ergeben sich konfokale Lemnis­
katen mit den Brennpunkten z = - 1 und z = 1, als Bilder der Strahlen 
durch den Punkt C = 1 gleichseitige Hyperbeln, welche durch die 
Punkte z = ± 1 gehen. 

§ 5. Die Funktion ;= ! (z+ !). 
Setzt man z =rei'P, so ergeben sich fUr den Real- und Imaginarteil 

der Funktion 

die Gleichungen 

u = ! (r + +) cos tp, 
1 ( 1). v=T\t---y smtp. 

Hieraus folgt 

Bei der Abbildung der z-Ebene auf die C-Ebene gehen also die kon­
zentrischen Kreise r = konst. in konfokale Ellipsen mit der Exzentrizi-

tat 1 und den Hauptachsen r + -! und I r - ! I liber. Lassen wir r von 

o an monoton nach 1 anwachsen, so verktirzen sich beide Hauptachsen 
von anfanglich sehr groBen Werten an monoton, und die Ellipsen ziehen 
sich mehr und mehr zusammen, bis sich schlieBlich fUr r = 1 die Ellipse 
auf die doppelt durchlaufene Strecke - 1 < C :S;; 1 zwischen den Brenn­
punkten reduziert. Wachst r von 1 an weiter, so nehmen beide Haupt­
achsen wieder monoton zu, wobei jede friihere Ellipse noch einmal 
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auftritt. Ais Bilder der Strahlen ({J = konst. der z-Ebene bekornrnen wir 
die zu unseren Ellipsen orthogonalen und konfokalen Hyperbeln 

u 2 v2 
~----=l 
cos 2 rp sin 2 rp 

der C-Ebene (Abb.97). 
Schneiden wir die C-Ebene langs der Strecke - 1 < C < 1 auf, so 

wird sowohl das Innere als auch das AuBere des Einheitskreises der 
z-Ebene auf die so entstehende "aufgeschlitzte" Vollebene abgebildet. 
Urn die Abbildung urnkehrbar eindeutig zu gestalten, bedienen wir uns 

Abb.97. 

wieder des Hilfsrnittels der Riernannschen Flache. Wir legen zwei Exern­
plare der C-Ebene iibereinander, schneiden jedes langs der Strecke 
- 1 < C < 1 auf und heften die vier Rander kreuzweise aneinander. 
Dadurch gewinnen wir eine zweiblattrige Riernannsche Flache, deren 
eines Blatt konforrn auf das Innere und deren anderes Blatt konforrn 
auf das AuBere des Einheitskreises bezogen ist, so daB zwischen den 
Punkten der z-Ebene und den Punkten der Flache eine urnkehrbar ein­
deutige Beziehung besteht. Die Urnkehrfunktion z = C + -V C2 - 1 wird 
also auf der Flache eindeutig, wahrend sie in der schlichten .C-Ebene 
zweideutig ist. In den Punkten z = ± 1 verschwindet die Ableitung 

r' = ~(l- 2_) ., 2 Z2 , 

wahrend die zweite Ableitung 

C" = ~ 
Z3 

dort von Null verschieden ist; diese Punkte sind sornit einfache Kreu­
zungspunkte, ihre Bilder C = ± 1 einfache Verzweigungspunkte der 
Riernannschen Flache der Funktion z(C). 
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Den engen Zusammenhang mit der einfachen Abbildung durch die 
Quadratwurzel zeigt die Formel 

~~! = (S !t 
§ 6. Logarithmus und Exponentialfunktion. 

Urn den Gesamtverlauf der Funktion C = logz (vgl. Kap. 2, § 6) 
durch eine Riemannsche Flache zu veranschaulichen, denken wir uns 
ein zweites Exemplar der langs der negativen reellen Achse auf­
geschnittenen z-Ebene tiber das erste gelegt. Dann sollen den Punkten 
des ersten Blattes die Hauptwerte, den Punkten des zweiten Blattes 
die urn 2 ni vermehrten Hauptwerte des Logarithmus zugeordnet werden. 
Nach Kap. 2, § 6 stimmen jetzt die Funktionswerte in den Punkten des 
unteren Schnittufers des zweiten Blattes mit den Funktionswerten in 
den entsprechenden Punkten des oberen Schnittufers des erst en Blattes 
tiberein. Daher vereinigen wir nachtraglich das obere Schnittufer des 
erst en Blattes mit dem unteren Schnittufer des zweiten Blattes. Analog 
heften wir an das obere Schnittufer des zweiten Blattes das untere 
eines dritten und fahren so in infinitum fort; ferner verbinden wir das 
untere Schnittufer des erst en Blattes mit dem oberen eines darunter­
liegenden, dessen Punkten urn 2 ni verminderte Funktionswerte ent­
sprechen, usw. So entsteht ein Gebilde mit unendlich vielen Blattern, 
die "Riemannsche Plache des Logarithmus". Auf ihr ist der Logarithmus 
eine eindeutige Funktion des Ortes. Die Punkte z = 0 und z = 00 werden 
Verzweigungspunkte oder W indungspunkte unendlich hoher Ordnung ge­
nannt, weil in ihnen unendlich viele Blatter zusammenhangen. 

Aus den Gleichungen 

C = u + i v = log r + i 97 , 

~t = log r , v = 97 

(vgl. Kap. 2, § 6) folgt, daB dasjenige Blatt der Riemannschen Flache, 
welches bei der obigen Konstruktion das erste war, durch die Funktion 
logz umkehrbar eindeutig auf den unendlichen Parallelstreifen 
- n < v <n der C-Ebene abgebildet wird. Dabei entsprechen das 
untere bzw. obere Schnittufer den Randern v = - n bzw. v = n. 1 Die 
gesamte unendlich-vielblattrige Riemannsche Flache wird also um­
kehrbar eindeutig auf die volle C-Ebene abgebildet, wobei tibereinander­
liegende Punkte der Flache in solche Punkte der C-Ebene verwandelt 
werden, welche sich auf einer Parallelen zur v-Achse in einem Abstande 
voneinander befinden, der ein ganzzahliges Vielfaches von 2 n ist. 

1 Wir betrachten hier die Abbildung der aufgeschnittenen Ebene einschlieJ3-
lich des Randes. 
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Da der Nullpunkt der z-Ebene in den unendlich fernen Punkt der 
C-Ebene transformiert wird, verschwindet die Umkehrfunktion z = el; 
flir keinen endlichen Wert von C. Die Exponentialfunktion ist also eine 
nicht konstante ganze F unktion ohne N ullstellen 1. 

§ 7. Die trigonometrischen Funktionen. 
Durch die Gleichungen 

eiz _ e- iz 

sin z = ----;~-
2i 

lei. - e- i • 
tgz=-c-. ., 

~ elZ + e-' Z 

eiz + e-iz 
cos Z = --2--- , 

I 
ctgz = -t­gz 

fiihren wir vier Funktionen ein, die fiir reelle Werte der Veranderlichen 
mit den gewohnlichen trigonometrischen Funktionen iibereinstimmen 2 

und deshalb auch im Komplexen den Namen trigonometrische Funk­
tionen fiihren. Wir wollen hier nur die Abbildung betrachten, weIche 
zwischen z- und C-Ebene durch die Funktion C = tgz vermittelt wird. 
Dazu ersetzen wir die eine Gleichung 

I e2h - I 
C = tg z = T e 2 i z + 1 

durch die folgenden drei Gleichungen: 

(1) t=2iz, (2) (3) 
I w - 1 

C=iw+l' 
Die Gleichung (1) definiert eine Drehstreckung der z-Ebene. Das Ver­

groBerungsverhaItnis ist gleich 2 und der Drehwinkel gleich ;. Durch 

die Gleichung (2) wird die t-Ebene konform auf die Riemannsche Flache 
des Logarithmus abgebildet; d. h. ein zur reellen Achse paralleler 
Streifen der t-Ebene von der Breite 2'lt wird in die aufgeschnittene 
OJ-Ebene verwandelt. Die lineare Transformation (3) ist uns aus § 3 be­
kannt. Durch sie wird der Einheitskreis der OJ-Ebene auf die obere Halb­
ebene der C-Ebene abgebildet, wobei die Punkte OJ = 0 und OJ = 00 

in die Punkte C = i und C = - i iibergehen. Wir gelangen so fiir die 
Umkehrfunktion von C = tgz, die man mit z = arctgC bezeichnet, zu 
einer Riemannschen Flache, weIche ahnlich wie die des Logarithmus 
zwei Verzweigungspunkte unendlich hoher Ordnung aufweist und zwar 
in den Punkten C = i und C = - i. Dies laBt vermuten, daB die Funk-

1 Sie ist in gewissem Sinne sogar die einfachste derartige Funktion. Denn 

ist k (Cl eine ganze Funktion ohne Nullstellen, so muB ~'(~) ebenfalls eine ganze 

Funktion sein, etwa g(C). Hieraus folgt aber, daB k(C) von der Form 

\' k(C)=efg(')dT=eg,(~) 

sein muB, wo gdC) eine gal1?;e FURktion bedeutet. 
2 Vgl. Kap. 2, § 6, (5). 
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tion arctgC nahe mit dem Logarithmus verwandt ist. In der Tat folgt 
aus den Beziehungen (1), (2) und (3) die Gleichung: 

I 1+ i 1;, z = arctg r = - log -~~---~ 
~ 2i I - i 1;, • 

In ganz ahnlicher Weise lassen sich die durch die tibrigen trigono­
metrischen Funktionen vermittelten Abbildungen studieren. 

§ 8. Potenzen mit beliebigen Exponenten. 
Kreisbogenzweiecke. 

Die allgemeine Potenz 

mit einem beliebigen reellen oder komplexen Exponenten (X wurde in 
Kap.2, § 4 durch die Gleichung 

C = e,,!ogz 

definiert. Die Funktion C = z(l. ist also eine eindeutige Funktion des 
Logarithmus log z; man kann sie III Parameterdarstellung durch die 
Gleichungen 

charakterisieren oder, wie man auch sagt, durch eindeutige Funktionen 
uniformisieren. 

1st (X keine rationale Zahl, so ist die Funktion z(l. = e alogz unendlich 
vieldeutig wie der Logarithmus selbst. Bei einem positiven Umlauf urn 
den Punkt z = 0 multipliziert sich namlich der Funktionswert mit 
e2ni (l., bei n-maligem Umlauf mit e2nin (l., und dieser Faktor falIt fur 
zwei verschiedene n stets verschieden aus. Auf der Riemannschen Flache 
des Logarithmus, die bei z = 0 und z = 00 je einen Verzweigungspunkt 
unendlich hoher Ordnung hat, ist z(l. eine eindeutige Funktion des Ortes. 

1st hingegen (X eine rationale Zahl1>-. (p, q teilerfremd, q > 0), so q 
ergibt sich nach q Umlaufen zum erstenmal wieder der Ausgangswert. 
An die Stelle der unendlich vielblattrigen Flache k6nnen wir daher eine 
q-blattrige Riemannsche Flache von der Art der in § 4 untersuchten 
Flache treten lassen; alsdann wird z(l. auf dieser Flache eine eindeutige 
Funktion des Ortes. 

Wir betrachten schlieBlich die konforme Abbildung, welche durch 
die allgemeine Potenz vermittelt wird. 

Bei reellem oc -+= 0 gehen das System der konzentrischen Kreise urn 
den Nullpunkt und dasSystem der yom Nullpunkt ausgehenden Strahlen 
je in sich tiber; der Winkel zwischen zwei einzelnen Strahlen wird mit 
(X multipliziert. Indem wir z und C je einer linearen Transformation 
unterwerfen, welche die Punkte 0 und 00 der z- bzw. C-Ebene in beliebige 
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voneinander verschiedene Punkte Zv Z2 bzw. ~l' ~2 iiberfiihrt (vgl. § 3), 
erkennen wir, daB allgemein durch eine Beziehung 

ein Kreisbogenzweieck der z-Ebene mit den Ecken Zl und Z2 und mit 
dem Winkel A, d. h. ein von zwei sich in den Punkten Zl und Z2 unter 
dem Winkel A schneidenden Kreisen begrenztes Gebiet, in ein Kreis­
bogenzweieck der ~-Ebene mit den Ecken ~l und ~2 und dem Winkel IX A 
verwandelt wird. 

Beispielsweise konnen wir ein beliebiges Kreisbogenzweieck immer 
in einen Halbkreis transformieren. Hierzu miissen wir insbesondere IX 

so wahlen, daB IX A = ; wird. Z. B. geht bei der Transformation 

die obere Halbebene, die man als Kreisbogenzweieck durch die Punkte 
Z = 0 und Z = 1 mit dem Winkel:71: auffassen kann, in einen Halbkreis 
iiber der Strecke zwischen ~ = 0 und ~ = 1 iiber. 

Ganz anders liegen die Dinge, wenn IX rein imaginar ist. Es sei etwa 
IX = i, also 

~ = zi. 

Wir wollen die konforme Abbildung der oberen Halbebene 3z > 0 stu­
dieren. Dazu setzen wir 

z=re ir , 

dann wird 
e = e- r , {} = log r. 

Den Strahlen rp = konst. = c der z-Ebene entsprechen somit kon­
zentrische Kreise e = e-c der ~-Ebene, den Kreisen r = konst. = c der 
z-Ebene Strahlen {} = log c der ~ -Ebene. Speziell sind den Halbgeraden 
rp = 0 und rp =:71:, welche die Halbebene 3z > 0 nach unten begrenzen, 
die in beiden Richtungen unendlich oft durchlaufenen Kreise e = 1 
bzw. e = e-:t zugeordnet. 1m Nullpunkt und im unendlich fernen Punkte 
der z-Ebene wird der Wert von ~ unbestimmt. Wir erhalten so als Bild 
der oberen z-Halbebene ein Band, das den Kreisring e-:r: < e < 1 der 
~ -Ebene unendlich oft iiberdeckt. 

Es sei dem Leser iiberlassen, die durch ~ = zo. vermittelte konforme 
Abbildung fiir den Fall eines beliebigen komplexen IX zu untersuchen. 
An Stelle der Radien und Kreise der z-Ebene treten zwei Scharen von 
sich orthogonal schneidenden logarithmischen Spiralen. 
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§ 9. Anhang. Raumgeometrische Deutung der linearen 
Substitutionen. 

Wir wollen in diesem Paragraphen eine geometrische Veranschau­
lichung der linearen Substitutionen einer komplexen Veranderlichen z 
behandeln, deren Wesen darin besteht, neben den auf der Zahlenkugel K 
selbst gelegenen Punkten die Punkte des dreidimensionalen Raumes R, 
in dem die Kugelliegt, mit zu betrachten. 

Die Gleichung der Kugel K, deren Radius wir etwa gleich 1 nehmen, 
lautet in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, dessen Ursprung in 
den Mittelpunkt der Kugel fam, 

(1) X2 +X2 +Z2 = 1. 

Die Werte z tibertragen wir auf die Kugel, indem wir die Ebene Z = 0 
als z-Ebene (z = X + i Y) benutzen und sie aus dem Punkte X = Y = 0, 
Z = 1 stereographisch auf die Kugel projizieren. Dann bestehen nach 
Kap. 1, § 1 zwischen den Koordinaten X, Y, Z eines Kugelpunktes und 
seinem zugeordneten z-Werte die Beziehungen 

(2) X = _//+i1, Y = - i -;h-+-;, Z = ~i ~. 
Da wir den Raum R im Sinne der projektiven Geometrie zu behandeln 
haben werden, gehen wir zu homogenen Raumkoordinaten tiber, in-
dem wir . 

X=~ X' 4 

y=X2 

X' 4 

setzen, wodurch sich die Formeln (1) und (2) in 

(3) 
bzw. 

(4) 

verwandeln. Die letzte Beziehung laBt sich auch in der Form 

(5) (Xl + i X 2 ) : (Xl - i X 2 ) : (X3 + X 4 ) : (X4 - X 3) = z : Z : z z: 1 
schreiben. 

Einen Punkt des Raumes R nennen wir reell, wenn seine Koor­
dinatenverhaltnisse reelle Werte haben. Eine Kollineation 

~ 

(6) X/~2)aikXk (i = I, 2, 3, 4) 
k=l 

heiBe reell, wenn sie jeden reellen Punkt wieder in einen reellen Punkt 
verwandelt; das ist dann undnur dann der Fall, wenn der in den aik 
enthaltene willktirliche Proportionalitatsfaktor so gewahlt werden kann, 
daB die aik samtlich reell werden. Wirwerden bei reellen Kollineationen 
die aik stets von vornherein reell annehmen. Die reellen Kollineationen 
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zerfallen in zwei Arten; diejenigen der ersten Art sind dadurch aus­
gezeichnet, daB sich ihre Koeffizienten aik durch stetige Abanderung 
auf reellem Wege in die Koeffizienten 

{
I fUr i = k, 

t5' k = 
• Ofiiri=l=k 

der identischen Kollineation uberfuhren lassen, ohne daB die Kolli­
neation wahrend dessen ausartet, d. h. ohne daB ihre Determinante I aik I 
verschwindet. Bei den Kollineationen der zweiten Art ist dies nicht 
moglich. Fur· die Kollineationen der erst en Art ist daher die Trans­
formationsdeterminante I aik I positiv, fur die der zweiten Art ist sie 
negativ. Die Kollineationen erster Art verwandeln jedes Rechts­
koordinatensystern in ein Rechtskoordinatensystem, die der zweiten 
Art verwandeln jedesRechtskoordinatensystem in ein Linkskoordinaten­
system. 

Nach diesen Vorbemerkungen sprechen wir den Satz, dessen Beweis 
das Hauptziel dieses Paragraphen ist, folgendermaBen aus: Zu jeder 
linearen Substitution der komplexen Veriinderlichen z gehort genau eine 
reelle Kollineation erster Art des Raumes R, welche die Kugel K so in sich 
uberfuhrt, daft die einzelnen Punkte von K durch die Kollineation dieselbe 
Lageniinderung erfahren wie durch die lineare Substitution. Umgekehrt 
gehort zu jeder reellen Kollineation erster Art, welche K in sich uberfuhrt, 
genau eine lineare Substitution der komplexen Veriinderlichen z, welche 
die Punkte der Kugel K in derselben Weise untereinander vertauscht wie 
die Kollineation. 

Bei dem Beweise ist es wesentlich, den EinfluB unserer Kollineationen 
auch auf die komplexen Punkte der Kugel K zu betrachten. Nimmt 
man die komplexen Punkte der Kugel mit hinzu, so liegen auf ihr zwei 
Scharen geradliniger Erzeugender in der Weise, daB durch jeden Kugel­
punkt je eine Erzeugende aus jeder der beiden Scharen lauft und daB 
jede Erzeugende genau einen reellen Punkt enthaltl. Das gibt uns die 

1 Die Existenz dieser Erzeugenden und ihre wichtigsten Eigenschaften lassen 
sich aus der Gleichung (3) der Kugel sehr leicht herleiten. Schreibt man diese in 
der Form 

(Xl + i X 2 ) (Xl - i X 2 ) - (Xa + X 4 ) (X4 - Xa) = q, 
so sieht man, daB sie befriedigt wird, wenn man entweder gleichzeitig 

(*) Xl + i X 2 = A (X4 - X a), Xa + X 4 = A (Xl - iX2) 

oder gleic.hzeitig 

(**) Xl - i X 2 = f! (X4 - X a), Xa + X 4 = f1 (Xl + i X 2 ) 

setzt, unter A und f! beliebige komplexe Zahlen verstanden. (Auch A = 00 = ~ 
1 

bzw. f! = 00 = 0 sind zulassig.) Die Gleichungspaare (*) und (**) stellen aber bei 

festem A bzw. f! gerade Linien dar, ~ie folglich ihrer ganzen Erstreckung nach der 
Kugel K angehoren. Die Parameter A und f! sind in (*) bzw. (**) genau so gewahlt, 
wie im Text angegeben. 
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M6glichkeit, die Erzeugenden der beiden Scharen durch Zahlenwerte ). 
bzw. fh zu kennzeichnen. Einer Erzeugenden der erst en Schar ordnen 
wir denjenigen Zahlenwert ). zu, der gleich dem Wert der Variablen z 
in dem reellen Punkt der Erzeugenden (also einem reellen Kugelpunkt) 
ist; einer Erzeugenden der zweiten Schar ordnen wir denjenigen Zahlen­
wert fh zu, der konjugiert komplex zu dem Werte z in ihrem reellen 
Punkte ist. Ein beliebiger reeller oder komplexer Punkt der KugelliiJ3t 
sich dann als Schnittpunkt einer Erzeugenden der ersten Schar mit 
einer der zweiten Schar durch Angabe zweier Zahlen ). und fh festlegen; 
die reellen Kugelpunkte sind insbesondere dadurch ausgezeichnet, daJ3 
). und fh konjugiert komplex zueinander sind. 

Urn zuniichst den zweiten Teil unseres Satzes zu beweisen, be­
merken wir, daJ3 die als gegeben betrachtete reelle Kollineation erster 
Art C nicht nur jeden reellen Kugelpunkt wieder in einen reellen Kugel­
punkt verwandelt, sondern iiberhaupt jeden Kugelpunkt in einen 
Kugelpunkt. Da C als Kollineation jede Gerade in eine Gerade iiber­
fiihrt, geht jede geradlinige Erzeugende der Kugel durch Anwendung 
von C wieder in eine geradlinige Erzeugende tiber, und zwar gehen 
zwei Erzeugende der gleichen Schar in Erzeugende der gleichen Schar 
iiber. Denn eine beliebige Erzeugende schneidet keine andere Er­
zeugende aus der Schar, der sie selbst angehort, dagegen jedeErzeugende 
der anderen Schar, und diese Schnittpunktsbeziehungen sind gegen­
iiber Kollineationen invariant. Die Kollineation C vertauscht daher 
entweder die beiden Erzeugendenscharen miteinander, oder sie bewirkt 
nur innerhalb der Scharen eine Vertauschung der Geraden. Die erste 
Moglichkeit scheidet aber aus; denn die Unterscheidung der beiden 
Erzeugendenscharen als erster und zweiter ist gleichbedeutend mit der 
Festlegung eines Umlaufssinnes auf der reellen Kugeloberflache 1, und 
weil die Kollineation C nach Voraussetzung von der erst en Art ist, 
bewahrt sie den Umlaufssinn. Es seien nunP einbeliebigerreeller Kugel­
punkt, gv g2 die beiden durch ihn gehenden Erzeugenden und tv t2 zwei 
beliebige reelle Tangenten an die Kugel durch P. Durch Anwendung 
der Kollineation C wird aus P ein reeller Kugelpunkt P'; gv g2 gehen 
in die beiden Erzeugenden gI', g2' durch P tiber, wobei g/ und gI' bzw. 
g2 und g2' je der gleichen Erzeugendenschar angehoren mogen, und 
tv t2 werden in zwei reelle Kugeltangenten t/, t2' durch P' verwandelt. 
Nach den Regeln der projektiven MaJ3bestimmung ist der Winkel 2 

zwischen tl und t2 gegeben durch 

1:: tl t2 = -; log D (ti ,t2, gi ,g2)' 

1 Dies folgt aus dem Ausdruck des Winkels als Logarithmus eines Doppel­
verhaltnisses, der im Text sogleich zur Anwendung gelangen wird. 

2 Wir erinnern daran, daB der in der l;.ehre von der projektiven MaBbestim­
mung betrachtete Winkel zwischen zwei Geraden eine nur mod. n, nicht mod. 2 n 
bestimmte GroBe ist. 



366 III, 4. Spezielle Funktionen und ihre Singularitaten. 

wo D zur Abkiirzung fiir das Doppelverhaltnis der vier in der Klammer 
enthaltenen Geraden steht. Ebenso ist der im gleichen Umlaufssinn 
gemessene Winkel zwischen t/ und t2' gegeben durch 

:r:. t1' t2' = ~ log D (t1', t2', gl', g2')· 

Da das Doppelverhaltnis gegeniiber projektiven Transformationen un­
veranderlich ist, folgt somit 

:r:. t1 t2 = :r:. t1' t2' . 

Aus Stetigkeitsgriinden ist es ferner klar, daB auch der mod. 2 n ge­
messene Winkel zwischen den mit irgend einem Richtungssinn ver­
sehenen Tangenten tv t2 gleich dem mod. 2 n gemessenen Winkel 
zwischen den mit dem entsprechenden Richtungssinn versehenen 
Tangenten tl" t2' ist; d. h. aber: Die Kollineation C bewirkt eine um­
kehrbar eindeutige Abbildung der reellen Kugeloberfliiche K auf sich, die 
in allen Punkten winkeltreu ist. Eine solche Abbildung wird aber, wie 
wir in § 3 gesehen haben, durch eine line are Funktion von z vermittelt. 

Den erst en Teil des Satzes k6nnten wir durch ahnliche geometrische 
Uberlegungen beweisen wie den zweiten; wir ziehen es jedoch der Kiirze 
halber vor, den Beweis rechnerisch zu erbringen. Die Formel (5) legt 
es nahe, an Stelle der Koordinaten Xv X 2, X 3, X 4 neue Koordinaten 
81> 8 2, 8 3, 8 4 durch die Formel 

8 1 : 8 2 : 8 3 : 8 4 = (Xl + iX2) : (Xl - iX2) : (X3 + X 4) : (X4 - X 3) 

einzufiihren. Dann wird die Gleichung der Kugel K 

und die der Formel (5) entsprechende Beziehung zwischen den 8-Ko­
ordinaten eines reellen Kugelpunktes und dem Werte der Variablen z 
in ihm nimmt die einfache Gestalt an: 

(7) 
~ ~ ~ ~ - - 1 
~1 : ~2 : ~3: ':;4 == Z: z: z z: . 

Es sei nun 

(8) , az+b (ad-bc...LO) 
Z=cz+d I 

eine vorgelegte lineare Substitution. 1st 8 1': 8 2' : 8 3' : 8 4' das Ko­
ordinatenverhaltnis des Kugelpunktes, der den Wert z' tragt, so gelten 
zufolge (7) und (8) die Beziehungen 

j (2:1: = ~d:l + ~C:2 + :C:3 + ~d:4' 
(2'::'2 = bC'::' l + ad'::' 2 + aC~3 + bd.::. 4 , 

1(2:3: = a~:l +'~b:2 +a~:3 + bb_:4 , 

(2'::'4 =cd'::' l + cd'::' 2 + cC'::'3 + dd.::. 4 , 

(9) 
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wo e einen willkurlichen von Null verschiedenen Proportionalitats­
faktor bezeichnet. Indem wir (9) als Transformation fur beliebige Raum­
punkte, nicht nur fUr reelle Kugelpunkte auffassen, haben wir eine 
Kollineation vor uns, von der es leicht ist nachzuweisen, daD sie reell 
und von der ersten Art ist. 

Wir wollen schlieI31ich unsern Satz in die Sprache der nichteuklidi­
schen Geometrie ubersetzen. Auf die Kugel K als Fundamentalflache 
grunden wir eine projektive MaDbestimmung; dann stellen die reellen 
Kollineationen erster Art des Raumes, we1che die Kugel K in sich iiber­
fuhren, gerade die Gesamtheit der nichteuklidischen Bewegungen dar, 
und wir k6nnen sagen: Die nichteuklidischen Bewegungen des Raumes R 
und die linearen Transformationen der komplexen Variablen z entsprechen 
einander umkehrbar eindeutig. 

Wir k6nnen uns nun von den verschiedenen Typen linearer Sub­
stitutionen (hyperbolische, parabolische, elliptische und loxodromische) 
leicht eine anschauliche Vorstellung machen. Indem wir zunachst die 
parabolischen Substitutionen beiseite lassen, wissen wir von den 
ubrigen, daD sie zwei Fixpunkte haben, die Fl und F2 heiDen m6gen. 
Eine Kollineation, die zwei Punkte fest laDt, verwandelt die ganze 
Verbindungsgerade derselben in sich. Nun besitzt die Verbindungs­
gerade g der Fixpunkte in bezug auf die Kugel K eine konjugierte 
Polare g/, und da die Kollineation sowohl gals auch K in sich trans­
formiert und die Polarenbeziehung gegen Kollineationen invariant ist, 
verwandelt sie auch g/ in sich. Ferner geht jede durch g (bzw. g/) gehende 
Ebene wieder in eine durch g (bzw. g/) gehende Ebene uber. Das Buschel 
der Ebenen durch g schneidet nun aus der Kugel K die Schar 
der Kreise aus, die durch Fl und F2 gehen, wahrend das Buschel 
der Ebenen durch g/, die im nichteuklidischen Sinne auf den Ebenen 
des ersten Buschels senkrecht stehen, aus K die Orthogonalkreise zu 
der ersten Kreisschar ausschneidet. Mit Rucksicht auf die AusfUhrungen 
von § 3 erkennen wir daher sofort: 

Einer elliptischen Substitution entspricht eine nichteuklidische Be­
wegung, bei der die Punkte der Geraden g sowie die Ebenen durch die 
Gerade g/ einzeln jestbleiben, wahrend die Punkte der Geraden g/ auf dieser 
wandern und die Ebenen durch die Gerade g um diese gedreht werden. 

Bei einer nichteuklidischen Bewegung, die einer hyperbolischen Sub­
stitution entspricht, bleiben umgekehrt die Punkte der Geraden g/ und 
die Ebenen durch die Gerade g einzeln fest, wahrend die Punkte der Geraden 
g auf dieser wandern und die Ebenen durch die Gerade g/ um diese ge­
dreht werden. 

Wir k6nnen dies kurzer auch so ausdrucken: Einer elliptischen 
Substitution entspricht eine nichteuklidische Drehung um die Gerade g, 
einer hyperbolischen Substitution eine nichteuklidische Translation langs 
der Geraden g. 
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Bei einer loxodromischen Substitution sind natiirlich beide Arten 
nichteuklidischer Bewegungen kombiniert; ein beliebiger Raumpunkt 
wird sich dabei auf einer schraubenlinienartig gewundenen Raumkurve 
bewegen, die man als Loxodrome bezeichnen mag. 

Die parabolischen Substitutionen schlieBlich gewinnen wir als 
Grenzfall zwischen den elliptischen und hyperbolischen. Lassen wir die 
beiden Punkte FI und F2 langs einer glatten Kurve auf K in einen 
einzigen Punkt F zusammenriicken, so geht die Gerade gin eine Tan­
gente an die Kugel im Punkte F iiber und die Gerade g' in die auf g 
senkrecht stehende Kugeltangente durch F. Dabei deckt sich in diesem 
FaIle die euklidische und die nichteuklidische Bedeutung des Wortes 
"senkrecht". Der allgemeinsten parabolischen Substitution mit dem 
Fixpunkt F entspricht dann wieder die Kombination einer nicht­
euklidischen Drehung urn die Achse g mit einer soIchen urn die 
Achse g'. Eine derartige doppelte Drehung laBt sich aber stets er­
setzen durch eine einfache Drehung urn eine passende Kugeltangente 
gil durch F. 

Ebenso wie den linearen Transformationen 

, az + b z =-­
cz + d 

(ad - be + 0) 

die nichteuklidischen Bewegungen entsprechen, so entsprechen den 
linearen Transformationen mit Umlegung der Winkel 

I az + b z =-­cz + d 
(ad - be + 0) 

die nichteuklidischen Umlegungen. Das sind soIche Raumtransforma­
tionen, bei denen die Raumfiguren in im nichteuklidischen Sinne spiegel­
bildlich kongruente verwandelt werden. Insbesondere entspricht einer 
Transformation durch reziproke Radien in bezug auf einen Kreis auf 
der Kugel K die nichteuklidische Spiegelung an der Ebene, die den 
Kreis aus K ausschneidet. Der Begriff der nichteuklidischen Spiegelung 
laBt sich dabei genau so erklaren wie der der euklidischen. Urn zu 
einem Punkte P den Spiegelpunkt in bezug auf eine Ebene E zu finden, 
fallen wir von P das nichteuklidische Lot auf E, d. h. verbinden P mit 
dem Pol von E in bezug auf K, und bestimmen auf dem Lot den­
jenigen Punkt P', der auf der P entgegengesetzten Seite von E liegt 
und von Eden gleichen nichteuklidischen Abstand hat wie P. Auf 
Grund dieser raumlichen Deutung der Transformation durch reziproke 
Radien wird der in § 3 (S. 352) bewiesene Satz zur Selbstverstand­
lichkeit. 



III, 5. Analytische Fortsetzung und Riemannsche Flachen. 369 

Funftes Kapitel.-

Analytische Fortsetzung und Riemannsche 
Flachen. 

Bisher haben wir nur Beispiele solcher analytischen Funktionen 
kennen gelernt, welche uns durch ubersichtIiche analytische Ausdriicke 
in ihrem Gesamtverlauf gegeben waren. FUr die allgemeine Theorie 
mussen wir aber davon ausgehen, daB ein Funktionsverlauf von vorn­
herein nur fur ein gegebenes beschranktes Gebiet Go der z-Ebene definiert 
ist, wie z. B. durch eine Potenzreihe in ihrem Konvergenzkreise. Dann 
entsteht das Problem der analytischen Fortsetzung, d. h. die Frage, ob 
und wie es moglich ist, den ursprunglichen Definitionsbereich Go zu 
erweitern. Den Funktionsverlauf in einem gegebenen Gebiete bezeichnen 
wir von diesem Standpunkte aus als "Funktionselement". 

§ 1. Allgemeines iiber analytische Fortsetzung. 

Der erste Schritt zu analytischer Fortsetzung eines in Go definierten 
Funktionselementes t (z) ist die F ortsetzung durch blofJe Gebietserwei­
terung: 1st in einem Go enthaItenden Gebiet Go' eine analytische Funk­
tion q; (z) definiert, welche in Go mit f (z) iibereinstimmt, so heiBt q; (z) 
analytische F ortsetzung von t (z) in das Gebiet Go', 

Diese analytische Fortsetzung ist, wenn iiberhaupt, nur auf eine 
Weise moglich. Es seien namlich q;1 (z) und q;2 (z) zwei in Go' regulare 
Funktionen, die beide in Go mit t (z) iibereinstimmen. Die Differenz 
q;1 (z) - q;2 (z) ist in Go' regular und mindestens in Go gleich Null. Es 
sei G* diejenige Punktmenge in Go', fiir welche q;1 - q;2 verschwindet. 
Wenn G* nicht mit Go' identisch ware, so gabe es einen in G* liegenden 
Punkt P derart, daB wir urn ihn eine Kreisscheibe legen konnen, welche 
ganz zu Go' gehort, aber auch nicht zu G* gehorige Punkte enthaIt 
und in welcher q;1 - q;2 durch eine Potenzreihe darstellbar ist. Da P 
Haufungspunkt von G* ist, so kann diese Potenzreihe nach Kap. 3, § 4 
keinen von Null verschiedenen Koeffizienten besitzen, muB also in 
ihrem ganzen Konvergenzkreise verschwinden. Da dieser Konvergenz­
kreis auch Punkte von Go' enthaIten wurde, die nicht zu G* gehoren, so 
bedeutet dies einen Widerspruch. 

Durch eine solche Erweiterung des Definitionsbereiches Go ge­
langen wir immer nur zu Gebieten der z-Ebene, in denen der Funk­
tionsverlauf eindeutig definiert ist. Urn auch das Wesen der mehr­
deutigen Funktionen und der zugehorigen Riemannschen Flachen 
mit Hilfe der analytischen Fortsetzung erfassen zu konnen, nehmen 

Hurwitz·Courant, FWlktionentheorie. 3. Aufi. 24 
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wir die folgende Erweiterung unserer Begriffsbildungen VOL Wie oben 
sei in einem Gebiete Go eine regulare Funktion I (z) definiert und in 
ein Go umfassendes Gebiet Go' analytisch fortgesetzt; wir bezeichnen 
(auf Grund der Eindeutigkeit dieses Verfahrens) auch diese Funktion 
mit I(z). G1 sei ein Teilgebiet von Go' und G1' ein beliebiges G1 ent­
haltendes Gebiet (vgl. Abb. 98). Konnen wir dann eine in G1' regulare 
Funktion 11 (z) finden, die in G1 mit I (z) ubereinstimmt, so solI jetzt 
11 (z) analytische F ortsetzung von I (z) in das Gebiet G1' heiBen. Dabei 
kann es sehr wohl vorkommen, daB G1' und Go Teile gemeinsam haben, 

G; 

Abb.98. Abb.99. 

in den en 11 (z) von I (z) verschieden ist. Allgemeiner heiBe eine in einem 
Gebiete G* regulare Funktion f* (z) analytische F ortsetzung von I (z) in 
das Gebiet G*, wenn sich eine Folge von endlich vielen Gebieten Go, Go', 
Gv G/, ... , Gk, Gk', G* angeben laBt (vgl. Abb. 99) mit folgenden beiden 
Eigenschaften: 1. GoistTeilgebiet von Go'; Gp (v = 1,2, ... , k) ist gemein­
sames Teilgebiet von Gp_t' und G/; G* ist Teilgebiet von Gk'. 2. Zu jedem 
Gebiet G/ gibt es eine in ihm regulare Funktion Ip (z) derart, daB fur v = 0, 
1, ... , k -1 die Funktionen tp (z) und tp+dz) in Gp+l iibereinstimmen und 
daB ferner in Go die Gleichung t (z) = 10 (z) und in G* die Gleichung 
tk(Z) = t* (z) gilt. Wir nennen eine derartige Gebietsfolge eine "Kette" 
von Gebieten und sagen, "die Funktion t (z) sei vermoge dieser Kette lort­
gesetzt". Die zugehorigen Funktionen tp(z) nennen wir eine Kette von 
F unktionselementen. 

Genau wie am Anfang des Paragraphen zeigt sich, daB der soeben 
geschilderte ProzeB der Fortsetzung bei gegebener Gebietskette, wenn 
iiberhaupt, nur auf eine Weise moglich ist. 

Wahlen wir in jedem Gebiet Gp (v = 0,1, ... , k) einen Punkt z,,' 
in G* einen Punkt z* = zk+l und verbinden wir Zp (v = 0, 1, ... , k) mit 
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Zv+1 durch eine in G/ verlaufende stetige Kurve, so sagen wir, 1* (z) 
entstehe durch analytische F ortsetzung von I (z) langs der K urve zo, Zv 
•.. , Zk+1' 1st umgekehrt eine stetige Kurve C mit dem Anfangspunkt Zo 

und dem Endpunkt z* gegeben, so laBt sich I (z) langs C dann analytisch 
fortsetzen, wenn es gelingt, in solcher Weise die Kurve C in Teilbogen 
zozv ZI Z2' ... , ZkZk+1 (zk+1= z*) zu zerlegen, jeden Teilbogen z"zv+1 mit 
einem Gebiet G/ und jeden Teilpunkt z" mit einem sowohl in Gv _ / wie 
in Gv' enthaltenen Gebiet Gv zu umgeben 1, daB man zu der so her­
gestellten Gebietskette eine Kette von Funktionselementen Iv (z) 
(v = 0,1, ... , k) finden kann, fur die Iv (z) in G/ regular ist und fUr die 
die Gleichungen gelten: 10 (z) = I (z) in Go und Iv + 1 (z) = Iv (z) in G v + 1 

(v = 0, 1, ... , k - 1). Wie man den obigen Uberlegungen entnimmt, 
ist die analytische Fortsetzung langs einer gegebenen Kurve, wenn 
uberhaupt, nur auf eine Weise moglich 2. 

Wenn die analytische Fortsetzung langs zweier die Punkte Zo und 
zk+1 verbindenden Kurven vermoge derselben Gebietskette erfolgen 
kann, so ist das Resultat der Fortsetzung des Ausgangselementes das­
selbe, da die Fortsetzung allein durch die Gebietskette definiert ist. 
Daraus folgt: Die analytische Fortsetzung langs jeder der Kurve C hin­
reichend nahe benachbarten 3 und dieselben Punkte verbindenden Kurve C* 
ist zugleich mit der Fortsetzung langs C moglich und lielert dasselbe Re­
sultat. Insbesondere konnen wir also sagen: W ird die K urve C, langs 
deren die analytische Fortsetzung erjolgt, mit lestgehaltenem Anjangs 
punkt Zo und jestem Endpunkt z* stetig geandert, jedoch immer so, dafJ 
die analytische Fortsetzung langs C moglich bleibt, so andert sich das Er­
gebnis der Fortsetzung nicht, d. h. man gelangt immer Zit demselben Funk­
tionselement im Endpunkt. 

PrinzipielllaBt sich die analytische Fortsetzung durch das folgende 
Verfahren 4 bewerkstelligen: 1st, unter Beibehaltung def. obigen Be­
zeichnungen, d der kleinste Abstand des Bogens Z1' z1'+1 yom Rande von 
G/, so teilen wir diesen Bogen durch Teilpunkte zv,o = Z1" Z",1' ... , 

z1',z= zv+1 in Teilbogen, deren Durchmesser 5 kleiner als d ist, und schlagen 
urn jeden Teilpunkt einen Kreis mit dem Radius d. In diesem Kreise 
liegt dann auch noch der folgende Teilpunkt; wir konnen daher die 
Potenzreihe, die bei zv,i.+1 die Funktion tv (z) darstellt, durch Umbildung 

1 G -1' bedeute dasselbe wie Go'. 
2 Natiirlich nur dann, wenn das Gebiet, in welches fortgesetzt werden soll, 

vorgegeben ist; diese triviale Vorbedingung erwahnen wir im folgenden nicht mehr 
ausdriicklich. 

3 D. h. im Sinne von Kap. 1, § 2 hinreichend genau approximierenden. 
4 Es ist praktisch wegen seiner Umstandlichkeit wenig brauchbar. Ein in 

vielen Fallen zum Ziele fiihrendes Verfahren werden wir in § 3 kennen lemen. 
5 Unter dem "Durchmesser" einer Kurve verstehen wir die gr6J3te Entfemung 

zweier Kurvenpunkte. 

24* 
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der zu z",). gehorigen erhalten 1. Wenden wir dies Verfahren auf alle 
Teilbogen z" z,,+1 an, so sehen wir: Jedes Funktionselement einer ana­
lytischen Fortsetzung von 1 (z) laBt sich aus einem bestimmten durch 
wiederholte Umbildung ableiten. 

Aus den vorangehenden Tatsachen folgem wir leicht den folgenden 
Satz ("Monodromiesatz"): 1st die Funktion 1 (z) in einem einlach zu­
sammenhangenden Gebiet G langs jeder stetigen Kurve lortsetzbar, so ist 
sie in G eindeutig, d. h. bei Fortsetzung liings jeder geschlossenen stetigen 
Kurve C in G gelangt man zum Ausgangswert zuriick. 

Beweis. Wir konnen die Kurve C durch einen geschlossenen Polygon­
zug II derart approximieren, daB die Fortsetzung langs II dasselbe 
Resultat ergibt wie die Fortsetzung langs C. Nach einem Satz aus 
Kap. 1, § 2 liiBt sich jedes geschlossene Polygon II innerhalb G auf 
einen seiner Punkte, etwa P, stetig zusammenziehen. Nach unserer 
obigen Bemerkung liefert die Fortsetzung des Ausgangselementes langs II 
dasselbe wie die Fortsetzung langs einer Kurve in beliebiger Nahe des 
Ausgangspunktes, also insbesondere langs einer Kurve, die ganz in dem 
Gebiet verlauft, in dem das Ausgangselement eindeutig definiert ist. 

§ 2. Das Prinzip der Stetigkeit und das Spiegelungsprinzip. 
Bevor wir aus den entwickelten Begriffen allgemeine Folgerungen 

ziehen, wollen wir eine wichtige, die analytische Fortsetzung betreffende 
Tatsaclie kennen lemen, welche uns gestattet, den ProzeB der Fort­
setzung noch anders als durch Ketten iibereinander greifender Gebiete 
allgemein zu charakterisieren; vor aIlem aber werden wir aus dieser 
Einsicht ein einfaches und anschauliches Hilfsmittel zur wirklichen 
Durchfiihrung des Fortsetzungsprozesses gewinnen, welches zwar nur 
auf eine bestimmte Klasse spezieIler FaIle anwendbar ist, sich dann aber 
urn so wirksamer zeigt. 

Wir stellen den folgenden Satz an die Spitze: Grenzen zwei Gebiete 
G1 und G2 langs eines glatten Bogens B aneinander, ist in G1 bzw. G2 je 
eine regulare Furiktion 11 (z) bzw. 12 (z) gegeben, die bei Annaherung an B 
gegen eine stetige Wertelolge konvergiert, und stimmen die Grenzwerte 
der beiden Funktionen h(z), 12(Z) aul B iiberein, so sind 11(Z) und 12(Z) 
analytische Fortsetzungen voneinander. 

Kurz gesagt heiBt dies, daB stetige Fortsetzung immer analytische 
Fortsetzung ist. Der Satz erlaubt uns also, die analytische Fortsetzung 
einer Funktion statt durch Ketten iibereinander greifender Gebiete 

1 Die "Umbildung" einer nach Potenzen von z - a fortschreitenden Potenz­
reihe fUr einen inneren Punkt b des Konvergenzkreises K erhalt man, indem man 
z - a durch (b - a) + (z - b) ersetzt und formal nach wachsenden Potenzen von 
z - b ordnet. Man beweist unschwer, daB die entstehende Reihe in jedem ganz 
innerhalb K gelegenen Kreis urn b mit positivem Radius konvergiert und denselben 
Wert wie die Ausgangsreihe darstellt. (Vgl. Abschn. I, Kap.2, § 6.) 
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durch Folgen solcher Gebiete zu bewerkstelligen, die nur mit emem 
glatten Kurvenbogen aneinander grenzen. 

Zum Beweise dieses Satzes konstruieren wiruns einKurvenviereck R, 
welches von dem Bogen B in zwei zu G1 bzw. G2 gehorige Teile Rl bzw. 
R2 zerlegt wird (vgl. Abb. 100), und bilden in Reine Funktion I(z), 
welche in Rl bzw. R2 mit 11(Z) bzw. 12(Z) und auf dem in R liegenden 
Stuck von B mit den gemeinsamen Grenzwerten von 11 (z) und 12 (z) 
ubereinstimmt. Das Integral 

-1-f f(C)dC 
2ni C-z' 

Rl 

im positiven Sinne urn Rl erstreckt, 
stellt dann nach Kap. 2, § 7 (vgl. 

B 
Abb.100. 

besonders die Bemerkung auf S. 294) fUr aIle z in Rl die Funktion I (z) 
dar und hat auBerhalb R1, insbesondere in R 2, den Wert Null. Ebenso 
stellt 

in R2 die Funktion I (z) dar und ist in Rl gleich Null. Addieren wir die 
beiden Integrale, so heben sich die Beitrage des Bogens B auf. Da­
her stellt 

_1_flJC)dC 
2ni C-z 

R 

sowohl in Rl als auch in R2 die Funktion I (z) dar. Dieses Integral hangt 
aber (nach Kap. 2, § 7, S. 294f.) fUr aIle Werte innerhalb R analytisch 
von z ab, womit der gewunschte Beweis erbracht ist. 

Als wichtigste Folgerung dieses Stetigkeitssatzes beweisen wir das 
folgende von RIEMANN und SCHWARZ aufgestellte "Spiegelungsprinzip": 
Das Gebiet G habe ein geradliniges oder allgemeiner kreisbogenfOrmiges 
Begrenzungsstuck B; die Funktion , = I(z) sei in G regular und kon­
vergiere bei Annaherung an B gegen eine stetige F olge von Werten 1, 

die in der ,-Ebene ebenfalls auf einer geraden Linie bzw. einem Kreis­
bogen L liegen. Spiegeln wir G an B und ordnen wir dem Spiegelbild 
z* von z den durch Spiegelung an L aus , = I (z) hervorgehenden Wert '* 
zu, so ist die so delinierte Funktion '* = 1* (z*) in dem gespiegelten Ge­
hiet G* regular und analytische F ortsetz1tng von I (z). 

Beim Beweise durfen wir annehmen, daB es sich nur urn Spiegelung 
an Geraden handelt; jeder Kreisbogen kann namlich durch eine ge­
eignete lineare Transformation in eine geradlinige Strecke ubergefUhrt 

1 Wie wir spater (vgl. Kap. 6, § 4, S.401) sehen werden, k6nnten wir die Vor­
aussetzungen tiber die Stetigkeitseigenschaften de. Randwerte fallen lassen. 
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werden, wobei nach Kap. 4, § 3 (S. 352) Spiegelpunkte an dem Kreis­
bogen in Spiegelpunkte an der Strecke iibergehen. Die Funktion t* 
ist in G* analytisch, da sie dort offenbar stetige Ab1eitungen besitzt. 
Sie nimmt auf B dieselben Werte an wie t (z) und ist daher nach unserem 
Stetigkeitsprinzip analytische Fortsetzung von t (z). 

Ausgehend von dem gewonnenen .Resultate k6nnen wir auch den 
allgemeinen Fall behandeln, daB die entsprechenden Randkurven des 
Gebietes G und des Bildgebietes r analytische Kurven sind 1. Es gilt 
namlich der fo1gende Satz: 1st die Funktion C = t(z) in einem Gebiete G 
regular, verhalt sie sich bei Annaherung an einen analytischen Rand­
bogen B von G noch stetig und entspricht dem Bogen B ein analytischer 
Bogen B' der C-Ebene, so la/3t sich t (z) uber B hinaus analytisch tort­
setzen. 

Der Beweis beruht auf der folgenden Tatsache. 1st Zo ein regularer 
Punkt eines ana1ytischen Bogens B in der z-Ebene, so 1aBt sich eine 
Umgebung von Zo umkehrbar eindeutig und konform auf ein Gebiet 
einer t-Ebene so abbilden, daB B in eine Strecke der reellen Achse 
iibergeht. 

Es sei z = x + i y, und x = cp (t), Y = 1p (t) (t reel1) sei eine Para­
meterdarstellung des Bogens B durch die reellen analytischen Funk­
tionen cp und 1p. Dem Werte t = 0 entspreche der Punkt zo, so daB 
also Zo = cp (0) + i1p(O) ist. Es sei Zo ein regu1arer Punkt und dem­
gemaB cp' (0) =1= 0 oder 1p' (0) =1= O. Die Funktion z = cp (t) + i1p (t) = w (t), 
als Funktion der komplexen Variablen t aufgefaBt, laBt sich in eine in 
der Umgebung von t = 0 konvergente Potenzreihe entwickeln, ist daher 
in dieser Umgebung ana1ytisch und bildet demnach eine Umgebung 
von t = 0 auf eine Umgebung von z = Zo so ab, daB reellem t Punkte 
von B entsprechen. Da cp' (0) + i1p' (0) =1= 0 ist, 1aBt sich die Abbi1dung 
in der Umgebung von z = Zo eindeutig umkehren, womit die verlangte 
Abbildung ge1eistet ist. 

Nunmehr bi1den wir die Umgebung eines regu1aren Punktes Zo 

von B durch t = n (z) auf die Umgebung des Nullpunktes der t-Ebene 
so ab, daB B in ein Stuck der reellen Achse iibergeht. Ebenso bi1den 
wir eine Umgebung des Punktes Co = t (zo) durch r = A (C) auf die 
Umgebung des Nullpunktes der r-Ebene so ab, daB B' in ein Stuck der 
reellen Achse iibergeht. Sind z = w (t), C = A(r) die Umkehrfunktionen 
von n bzw. A, so ist r = A (f (w (t))) = X (t) auf der einen Seite der 
reellen Achse regular und auf der Achse se1bst stetig und reel1, laBt 

1 Eine durch .:Ii = 'P (f), y = 11' (f) dargestellte Kurve heiBt "analyfisch", wenn 
'P (f) und 11' (f) analytische Funktionen der reellen Veranderlichen f sind, d. h. sich 
in Potenzreihen nach t entwickeln lassen. Der Variabilitatsbereich der unabhangig 
Veranderlichen f kann dann ohne weiteres auf das komplexe Gebiet erweitert 
werden. Ein Punkt der Kurve, fiir welchen bei geeigneter Parameterdarstellung 
nicht zugleich 'P' (t) und 11" (t) verschwinden, heiBt ein "reguliirer" Punkt. 
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sich also nach dem Spiegelungsprinzip iiber diese hinaus fortsetzen. 
Die Funktion Z; =), (X (Q (z))) ist daher in der Umgebung von z = zo 
regular und stimmt in G mit I (z) iiberein. 

Das eben charakterisierte Prinzip der analytischen Fortsetzung 
iiber einen Kurvenbogen hinaus bezeichnet man auch als "Spiegelung 
an einem analytischen K urvenbogen". 

Falls die Kurve B algebraisch ist, d. h. sich durch eine Gleichung 

F(x, y) = 0 

darstellen UU3t, wo Fein Polynom in zwei Variabeln ist, so empfiehlt 
sich zuweilen die folgende analytische Darstellung der Spiegelung 1: 

1st wieder x = ffJ (t), Y = 1J! (t) (t reell) eine Parameterdarstellung des 
Kurvenbogens B, so gilt in einem gewissen Gebiete der komplexen Va­
riabeln t identisch 

(1) F ( ffJ (t), 1J! (t)) = o. 
Ein beliebiger Punkt z in der Nachbarschaft von B hat die Form 

z = ffJ(t) + i1J!(t) , 

wobei aber t, wenn z nicht auf der Kurve selbst liegt, im allgemeinen 
nicht reell ist. Der als Spiegelpunkt von z in bezug auf B definierte 
Punkt ist dann 

Es folgt 

z"'- = ffJ (t) - i 1J! (t), 
also 

(t)=Z+Z* 
ffJ 2' 

Z - z* 
1J!(t) =~. 

Wegen (1) ist also 

F(Z~Z*, Z;}*) =0. 

Diese Gleichung ermoglicht es, z* als analytische Funktion von z zu 
gewinnen; mit z* hat man aber auch den Spiegelpunkt z* von z. 

Zum Schlusse bemerken wir, daB sich aus dem allgemeinen Stetig­
keitssatze noch der folgende wichtige Satz ergibt: Besitzt eine in einem 
Gebiete G analytische F unktion an einem glatten K urvenbogen die Rand­
werte Null, so ist sie identisch Null. 

Wir konnen namlich die Funktion I (z) iiber den Kurvenbogen hinaus 
stetig durch die Funktion 11 (z) = 0 fortsetzen. Diese Fortsetzung ist 
aber analytisch, und da eine analytische Funktion, die in einem be-

1 Ich verdanke den Hinweis auf diese Darstellung einer miindlichen Mit­
teilung von Herrn CAjl.ATRf}oDORY, 
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liebig kleinen Gebiete verschwindet, tiberall verschwinden muB, so ist 
t (Z) identisch Null. 

Wir konnen diesen Satz auch so aussprechen: Zwei in G verschiedene 
analytische Funktionen konnen aut keinem glatten Kurvenbogen des 
Randes ubereinstimmende Randwerte besitzen. 

§ 3. Der Gesamtverlauf der analytischen Funktionen und 
ihre Riemannschen FHichen 1. 

Indem wir uns wieder allgemeinen Ubedegungen zuwenden, stellen 
wir die Frage, wie wir, ausgehend von einem Funktionselement, alle 
Moglichkeiten seiner analytischen Fortsetzung in Betracht ziehen konnen, 
urn damit den Begriff des Gesamtverlaufs einer Funktion, ihrer Singu­
laritaten und ihrer Riemannschen Flache allgemein festzulegen. Es 
sei schon hier bemerkt, daB sich dabei die Bedeutung der Riemannschen 
Flache, welche uns in den frtiher betrachteten Beispielen nur mehr oder 
weniger Mittel zur Veranschaulichung der Mehrdeutigkeit eines Funk­
tionsverlaufes war, wesentlich vertiefen wird. 

Wir erinnern an den allgemeinen Begriff eines Funktionselementes; 
wir verstanden darunter eine in einem Gebiete G eindeutig definierte 
regulare Funktion; hierbei kann es selbstverstandlich auch vorkommen, 
daB G den unendlich fernen Punkt enthalt. Es ist dann wieder vorteil­
haft, von der Zahlenebene zur Zahlenkugel iiberzugehen. Wir wollen 
ferner sagen: ein Funktionselement "liegt uber dem Punkte zo", wenn 
der Punkt Zo in dem Definitionsgebiete G des Funktionselementes ge­
legen ist; ein solches Funktionselement liegt also auch tiber allen Punkten 
einer hinreichend klein en Umgebung von zoo Zwei tiber dem selben 
Punkte gelegene Funktionselemente sollen "iiquivalent" heiBen, wenn 
sie in einer gentigend kleinen Umgebung des Punktes iibereinstimmen; 
die beiden Funktionselemente werden also in der Umgebung dieses 
Punktes durch dieselbe Potenzreihe dargestellt 2 • Gehen wir von dem 
im Gebiete G liegenden Punkte Zo und einem tiber ihm gelegenen Funk­
tionselemente t (z) aus und verbinden in der z-Ebene den Punkt Zo mit 
einem Punkte Zl durch eine stetige Kurve, langs welcher sich das Aus­
gangselement t (z) in ein tiber dem Punkte ZI gelegenes Funktions­
element fortsetzen laBt, so wollen wir sagen: Der Punkt ZI mit dem 
tiber ihm liegenden Funktionselement3 ist "ein Punkt der zu t (z) ge­
hOrigen Riemannschen Plache" und zwar ein "uber dem Punkte ZI der 
z-Ebene gelegener" Punkt der Riemannschen Flache. 

1 Vgl. zu der hier entwickelten (fur das erste Verstandnis des Folgenden 
ubrigens nicht absolut notwendigen) Theorie auch H. WEYL: Die Idee der Rie­
mannschen Flache; 2 Aufl., Leipzig und Berlin 1923. 

2 1m AnschluB an WEIERSTRASZ wird das Funktionselement oft geradezu 
mit dieser Potenzreihe identifiziert. 

3 Wir diirfen es, gemaB § 1, wieder mit t (z) bezeichnen. 
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Wenn zwei tiber demselben Punkte ZI gelegene Funktionselemente 
iiquivalent sind, so wollen wir sagen, daB sie mit ZI den selben iiber ZI 

gelegenen Punkt der Riemannschen Fliiche definieren. 

Die Gesamtheit aller in der angegebenen Weise definierten Punkte, 
d. h. Werte von Z mit zugehOrigen durch analytische Fortsetzung aus 
einem Ausgangselemente f (z) entstandenen Funktionselementen I be­
zeichnen wir als Riemannsche Flache der Funkt£on t (z), werden diesen 
Begriff aber im folgenden noch etwas zu erweitern haben (vgl. S. 382). 

Urn uns von einer Riemannschen Fliiche ein anschauliches Bild 
machen zu konnen, betrachten wir das Definitionsgebiet G eines Funk­
tionselementes t (z); sind ZI und Z2 zwei Punkte von G, so definieren sie 
zusammen mit dem tiber ihnen gelegenen Funktionselement zwei (tiber 
ZI bzw. z2liegende) Punkte der Riemannschen Fliiche von t (z), welche wir 
als in demselben "Blatt" gelegen bezeichnen wollen; mit anderen 
Worten: die Punkte eines Blattes sind in umkehrbar eindeutiger Weise 
den Punkten eines Gebietes der Ebene zugeordnet 2. Es sei ausdrticklich 
betont, daB dieser Begriff des Blattes keineswegs eine bestimmte Ein­
teilung der ganzen Riemannschen Fliiche in Bliitter liefert; im Gegen­
teile bleibt bei einer solchen Einteilung noch ftir eine weitgehende 
Willktir Spielraum. 

"Ober einem Punkte der z-Ebene konnen mehrere "Bliitter" der 
Riemannschen Fliiche gelegen sein. Wir gehen wieder von dem tiber 
dem Punkte Zo gelegenen Funktionselemente t (z) und einem aus ihm 
durch Fortsetzung nach dem Punkte ZI entstandenen Funktionselemente 
aus, dessen Definitionsgebiet wir mit GI bezeichnen; dann ist es mog­
lich, daB sich der Punkt Zo mit ZI durch eine zweite Kurve, liings deren 
das Ausgangselement wieder analytisch fortsetzbar ist, so verbinden 
liiBt, daB das Resultat dieser Fortsetzung ein tiber dem Punkte ZI ge­
legenes, aber mit dem frtiheren nicht iiquivalentes Funktionselement 
etwa mit dem Definitionsgebiet G( ist, das also mit dem Punkte ZI 

einen weiteren tiber ZI gelegenen Punkt der Riemannschen Fliiche de­
finiert. 1st GI * dasjenige Gebiet, das aus den GI und GI ' gemeinsamen 
Punkten besteht 'und den Punkt ZI enthiilt, so rechnen wir aIle Punkte 
der Riemannschen Fliiche, welche durch dieses neue Funktionselement 
und Punkte von GI * definiert sind, zu einem zweiten tiber ZI gelegenen 
"Blatte" der Riemannschen Fliiche. 

In entsprechender Weise konnen wir gegebenen Falles zu beliebig 
vielen tiber einem Punkte gelegenen Bliittern gelangen. Es sei aber 

1 Diese Gesamtheit ist selbstverstandlich von der speziellen Wahl des Aus­
gangselementes unabhangig. 

2 Den durch ein Blatt der Riemannschen Flache reprasentierten Funktions­
verlauf, d. h. ein Funktionselement, werden wir, wie es auch sonst in der Literatur 
geschieht, gelegentlich als einen "Zweig" der Funktion bezeichnen. 
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bemerkt, daB die Mannigfaltigkeit der iiber einer Stelle z gelegenen 
Punkte der Riemannschen Flache hochstens abzahlbar unendlich 
sein kann. J eder Punkt der Riemannschen Flache ist namlich durch 
eine von Zo nach Zl fUhrende stetige Kurve der z-Ebene definiert; be­
trachten wir zunachst nur Punkte Zl mit rationalen Koordinaten, so 
konnen wir diese Kurve durch eine dasselbe Funktionselement iiber Zl 
ergebende Kurve ersetzen, welche aus endlich vielen geraden Stiicken 
besteht und deren Eckpunkte rational sind. Wegen der Abzahlbarkeit 
der rationalen Zahlen erhalten wir auf diese Weise nur abzahlbar viele 
Funktionselemente. Da nun jedes einen Punkt der Riemannschen Flache 
definierende Funktionselement auch iiber einem rationalen Punkt liegen 
muB, so ergibt sich un sere Behauptung. 

Die Bezeichnung .. Plache" fUr das soeben definierte Gebilde ist 
dadurch gerechtfertigt, daB wir auch fiir die Riemannsche Flache einen 
Umgebungsbegriff und den Begriff des stetigen Zusammenhanges de­
finieren konnen und daB die Punkte einer solchen Umgebung unmittel­
bar 1 den Punkten eines Gebietes der Ebene entsprechen, iiber den en sie 
liegen. Wir sagen namlich: Der iiber dem Punkte Z2 der z-Ebene liegende 
Punkt Q der Riemannschen Flache gehOrt zu einer .. Umgebung", genauer 
zu einer .. e-Umgebung" (e> 0) eines iiber dem Punkte Zl liegenden 
Punktes P der Riemannschen Flache, wenn I Z2 - Zl I < e ist und wenn 
P und Q demselben den Kreis I Z - zll < e iiberdeckenden Blatte an­
gehoren. 

Auf Grund des Umgebungsbegriffes konnen wir den Begriff des 
Limes auf einer Riemannschen Flache folgendermaBen definieren: Eine 
Folge von Punkten PI> P 2, ••• einer Riemannschen Flache konvergiert 
gegen den Punkt P, wenn in jeder Umgebung von P aIle Punkte P n 

bis auf endlich viele liegen. Damit ist auch der Stetigkeitsbegriff auf 
einer Riemannschen Flache gegeben. Unter einer stetigen Kurve ver­
stehen wir eine Menge von Punkten P (t) der Riemannschen Flache, 
welche stetig von einem Parameter t abhangen in dem Sinne, daB fur 
lim tn = t der Punkt P (tn) gegen den Punkt P (t) konvergiert; ins-
n~oo 

besondere bilden dann auch die zu diesen Punkten gehorigen z-Werte 
eine stetige Funktiondieses Parameters. 

Der Begriff eines Gebietes der z-Ebene erforderte zu seiner De­
finition lediglich den Begriff der Umgebung und des stetigen Zusammen­
hanges (vgl. Kap. I, § 2). Da wir diese beiden Begriffe nunmehr auch 
fUr eine Riemannsche Flache definiert haben, so laBt sich jetzt die 
Gebietsdefinition wortlich auf jede Riemannsche Flache ubertragen: 
Eine Menge von Punkten heiBt ein Gebiet, wenn mit jedem Punkte auch 
eine Umgebung des Punktes zur Menge gehort und wenn diese Menge 

1 Dnd zwar umkehrbar eindeutig und in dem sogleich zu definierenden Sinne 
stetig. 
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zusammenhangend ist. Wir wollen deswegen von nun an ausdriicklich 
von "schlichten" Gebieten sprechen, wenn wir unseren urspriinglichen 
Begriff eines Gebietes der z-Ebene besonders bezeichnen wollen. 

Besitzt die Riemannsche Flache einer Funktion f (z) iiber einer 
Stelle Zo nur ein einziges Blatt, so hei13t f (z) an der Stelle Zo eindeutig. 
Eine analytische Funktion hei13t schlechthin "eindeutig", wenn sie iiber 
allen Stellen, fiir die sie definiert ist, eindeutig ist; ihre Riemannsche 
Flache ist dann "einblattrig", d. h. ein schlichtes Gebiet. J ede analy­
tische Funktion ist auf ihrer Riemannschen Flache eine eindeutige 
Funktion, auch wenn sie iiber der z-Ebene mehrdeutig ist. 

Durch eine analytische Funktion wird eine "stetige A bbildung" 
ihrer Riemallnschen Flache auf eine andere Riemannsche Flache ver­
mittelt. Hierbei hei13t eine eindeutige Abbildung einer Riemannschen 
Flache auf eine andere stetig, wenn die Bilder der Punkte einer kon­
vergenten Punktfolge gegen das Bild des Grenzpunktes konvergieren. 
So bildet z. B. die Funktion C = f (z) ihre Riemannsche Flache stetig 
auf die einblattrige Riemannsche Flache iiber der C-Ebene abo Doch 
braucht die Abbildung nicht eindeutig umkehrbar zu sein, wie Z. B. 
die Funktion C = Z2 zeigt. Betrachten wir aber die Umkehrfunktion 
z = <p (C) und ihre Riemannsche Flache, so entsprechen sich die Punkte 
der beiden Flachen umkehrbar eindeutig, wenn man die Kreuzungs­
punkte der Funktion·f (z), d. h. die Nullstellen von f' (z), bzw. die Kreu­
zungspunkte von <p (C) ausnimmt. 

1m Hinblick auf solche Ausnahmepunkte werden wir sogleich den 
Begriff der Riemannschen Flache noch etwas erweitern, miissen uns 
aber hierzu mit dem Begriffe der "singuliiren Stellen" einer Funktion 
beschaftigen: 

Wir beschranken uns zunachst auf eindeutige Funktionen, deren 
Riemann sche Flache also ein Ge biet G der z-Ebene ist; die singularen 
Stellen der Funktion werden dann in den Rand dieses Gebietes zu ver­
weisen sein. Demgema13 betrachten wir nun die Randpunkte eines 
schlicht en Gebietes, und zwar vorerst die "erreichbaren" Randpunkte. 
Es liegt nahe, als erreichbaren Randpunkt des Gebietes jeden nicht zu G 
gehorigen Punkt Q zu bezeichnen, der sich mit einem Punkt P von G 
durch eine bis auf den Endpunkt Q ganz in G gelegene Kurve verbinden 
la13t. Nun kann es aber vorkommen, da13 sich der Punkt Q auf mehrere 
(wesentlich) verschie<;lene Arten erreichen la13t, wie z. B. bei einer ge­
schlitzten Kreisscheibe ein Punkt des Schlitzes von beiden Seiten her. 
Urn in einem solchen FaIle von mehreren verschiedenen statt von einem 
"mehrfachen" Randpunkt sprechen zu konnen, miissen wir der De­
finition des erreichbaren Randpunktes eine etwas andere Wendung 
geben, indem wir nicht mehr sagen, ein erreichbarer Randpunkt "ist" 
ein Punkt Q der Ebene, sondern einen "iiber dem Punkte Q der Ebene 
gelegenen erreichbaren Randpunkt" definieren durch eine bis auf 
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ihren Endpunkt ganz in G verlaufende stetige Kurve. Zwei verschiedene 
Kurven C1 und C2 von P nach Q definieren dann und nur dann denselben 
iiber Q gelegenen Randpunkt, wenn es moglich ist, innerhalb einer be­
liebig kleinen Kreisscheibe urn Q einen Punkt von C1 mit einem Punkt 
von C2 durch eine ganz in G verlaufende stetige Kurve zu verbinden. 

J eden erreichbaren Randpunkt von G bezeichnen wir nunmehr als 
singuliire Stelle der Funktion. 

Es ist darauf zu achten, daB nach dieser Definition nicht jeder 
Randpunkt des Existenzbereiches einer eindeutigen Funktion als sin­
gularer Punkt gilt, sondern nur jeder erreichbare Randpunkt. 1st z. B. 
der Existenzbereich das Quadrat 0 < x < 1, 0 < y < 1 (z = x + i y) 

1 
mit Ausnahme der Strecken x = 2n (n = 1, 2, ... ), 0 < y <! (vgl. 

Abb.lOl), so sind diePunkte x = 0,0 < y< i 
nicht erreichbare Randpunkte, also keine sin­
gularen Punkte. Das ist dadurch gerechtfer­
tigt, daB man die Funktion nicht beliebig Iiahe 
an einen dieser Punkte heran fortsetzen kann, 
ohne zugleich anderen Punkten, z. B. dem 
Punkt z = ! i beliebig nahe zu kommen. 

Wir konnen nun leicht unserer Definition 
der singularen Stellen ~ine Form geben, die 

Abb. 101. sich auch auf mehrdeutige Funktionen iiber-
tragen Hi.Bt. Es sei der im Definitionsgebiete 

von f (z) gelegene Punkt Zo mit einem Punkte a der z-Ebene durch eine 
stetige Kurve verbunden, derart, daB sich das iiber Zo gelegene Ausgangs­
element langs dieser ganzen Kurve fortsetzen laBt mit Ausnahme allein 
des Punktes a; ein solcher Weg definiert dann eine iiber a gelegene singuliire 
Stelle der Funktion. Zwei verschiedene, den Punkt Zo mit dem Punkte a 
verbindende Wege C1 und C2 von dieser Eigenschaft definieren dann und 
nur dann dieselbe iiber a gelegene singulare Stelle, wenn die folgende Be­
dingung erfiillt ist: 1st ZI bzw. Z2 je ein auf C1 bzw. C2 gelegener Punkt, fiir 
welchen I ZI - a I < e bzw. I Z2 - a I < e (e > 0) gilt, so lassen sich die 
durch Fortsetzung langs C1 bzw. C2 entstandenen, tiber ZI bzw. Z2 ge­
legenen Funktionselemente ineinander analytisch fortsetzen langs eines 
Weges, welcher beliebig nahe an a bleibt, sobald nur e hinreichend 
klein gewahlt wird 1. 

Da in dieser Definition in keiner Weise auf Ein- oder Mehrdeutig­
keit der Funktion Bezug genommen ist, so kOnnen wir sie ohne weiteres 

1 Diese Definition der singuHiren Stelle schlieJ3t sich im wesentlichen an die 
von L. BIEBERBACH gegebene an: Encyklopadie der mathematischen Wissen­
schaften II C 4 S.401 bis 404; Lehrbuch der Funktionentheorie I, Leipzig und 
Berlin 1921, S.213 bis 217. 



§ 3. Der Gesamtverlauf der analytischen Funktionen. 381 

auch als Definition der singularen Stellen mehrdeutiger Funktionen 
wahlen. 

Urn nun zu einer naturgemaBen Erweiterung des Begriffes der 
Riemannschen Flache zu gelangen, charakterisieren wir zunachst noch 
gewisse einfache Singularitaten etwas naher, namlich die sogenannten 
"isolierten" singularen Stellen. Eine durch die Kurve C definierte iiber 
dem Punkte a gelegene singulare Stelle S heiBt isoliert, wenn ein in a 
beginnendes zusammenhangendes Stiick C' der Kurve C in einen solchen 
Kreis K urn a eingeschlossen werden kann, daB man, ausgehend von 
einem iiber einem Punkte von C' liegenden Funktionselemente, die 
Funktion langs jedes in dem "punktierten" Kreise (d. h. dem Kreise K 
ohne Mittelpunkt) verlaufenden Weges fortsetzen kann. (Selbstver­
standlich konnen iiber der Stelle a oder einer beliebig benachbarten 
Stelle auch noch andere regulare oder singulare Punkte liegen, die 
nur nicht durch Fortsetzung innerhalb K erreicht werden konnen.) 
Innerhalb des Kreises Kohne seinen Mittelpunkt ist dann die Funktion 
f (z) unbeschrankt fortsetzbar. Wenn nun bei dieser Fortsetzung nur 
eine endliche Anzahl nicht aquivalenter iiber einem Punkt Zo in K ge­
legener Funktionselemente erzielt werden kann, so ist diese Anzahl fiir 
jeden Punkt Zo 9= a dieselbe. Denn dehnt man diese Bestimmungen der 
Funktion durch analytische Fortsetzung nach irgend einem andern 
Punkt Zl von derselben Eigenschaft aus, so erhalt man auch iiber Zl 

lauter verschiedene Blatter, da andernfalls auch die Ausgangselemente 
nicht aIle verschieden sein konnten. Es sei etwa k die Anzahl der iiber 
jedem Punkt Zo 9= a gelegenen Funktionselemente. Wenn nun jede 
dieser k Bestimmungen von f (z) bei Annaherung an Z = a demselben 
bestimmten endlichen oder unendlichen Grenzwert zustrebt, so heiBt 
Seine algebraische Singularitat (weil Singularitaten dieser Art die einzigen 
sind, die bei algebraischen Funktionen auftreten konnen; vgl. § 4). 1st 
r der Radius des Kreises K urn a und setzen wir 

z - a 
-~-- = e'" 

r ' 

so ist die Funktion f(z) = f(a + re"') = rp(u) in der Halbebene ffiu < ° 
unbeschrankt fortsetzbar und daher (da die Halbebene einfach zu­
sammenhangt) nach dem Monodromiesatz eindeutig nach beliebiger 
Festsetzung eines Ausgangselementes. Uberdies entsprechen den Werten 
u + 2 n ni dieselben z-Werte. Da jedem Wert z nur k Elemente von 
f(z)zukommen, muB fiir eine natiirlicheZahll die Relation rp(u + 2lni) 
= rp (u) bestehen. 1st 1 die kleinste Zahl dieser Art, so kommen dem 
Punkt z die 1 verschiedenen Funktionselemente 

f (z) = rp (u + 2 v ni) (v = 0, 1, ... , 1 - 1) 

zu; es ist also 1 = k, d. h. die Funktion f(z) kehrt bei k-maliger Um­
kreisung des Punktes z = a zu ihrem Ausgangswert zuriick. Sie ist 
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daher eine innerhalb des Kreises I z - a I < r eindeutige Funktion von 
1 

v = (z - a)k, die nach Voraussetzung bei v = 0 einen endlichen oder 
unendlichen Grenzwert hat, HiJ3t sich also nach Kap. 4, § 1 in der Um­
gebung der Stelle v = 0 in eine Potenzreihe nach v mit hochstens end­
lich vielen negativen Potenzen entwickeln; fiir f (z) gilt also eine Ent­
wicklung 

co v 

(1) f (z) = ); cv (z - a)k 

Unter diesen Singularitaten sind auch die Pole enthalten; bei ihnen ist 
k = 1 und n < o. Die Ubertragung dieser Begriffe und Entwicklungen 
auf den Fall, daJ3 an Stelle des Punktes a der unendlich ferne Punkt 
tritt, bedarf keiner besonderen Erorterung. 

Auf Grund dieser Betrachtungen nehmen wir nun die folgende Er­
weiterung des Begriffes der Riemannschen Flache vor: Zunachst wollen 
wir als Funktionselemente auch solche Funktionsverliiufe in einem 
Gebiete G zulassen, welche in diesem Gebiete Pole aufweisen; allgemeiner 
wollen wir aber als Funktionselement auch einen Funktionsverlauf in 
der Umgebung einer beliebigen algebraischen Singularitiit hinzunehmen, 
welcher also durch eine Reihe der Form (1) dargestellt wird und durch 

1 

die Transformation v = (z - a) Ii in ein gewohnliches Funktionselement 
der v-Ebene iibergeht. Ein solches Funktionselement iiber der ent­
sprechenden Stelle der Zahlenebene definiert einen ,,(k - 1)-fachen 
Verzweigungspunkt" ; auch diesen rechnen wir zur Riemannschen Fliiche. 
Wir konnen uns die Riemannsche Fliiche in der Umgebung eines solchen 
Verzweigungspunktes k-bliittrig iiber der z-Ebene ausgebreitet denken, 
wobei diese k Bliitter in dem Verzweigungspunkte so zusammenhiingen 
wie die Bliitter der in Kap. 4, § 4 behandelten Beispiele. 

Hiermit ist die Riemannsche Fliiche einer analytischen Funktion end­
gultig definiert. Es sei noch darauf hingewiesen, daJ3 man den Aufbau 
der Riemannschen Fliiche auch in etwas anderer Weise beschreiben 
kann. Man kann niimlich, etwa auf Grund des im vorigen Paragraphen 
bewiesenen Stetigkeitsprinzipes, an das Ausgangsgebiet weitere Gebiete 
anhiingen, in welche sich das urspriingliche Funktionselement analytisch 
fortsetzen liiJ3t, und diesen ProzeJ3 in geeigneter Weise, im allgemeinen 
unendlich oft, wiederholen. Die hierdurch entstehenden Gebiete konnen 
die Ebene (ganz oder teilweise) mehrfach iiberdecken und geben so zur 
Mehrbliittrigkeit der Riemannschen Fliiche AnlaJ3. 

1 Aus der Darstellung (1) folgt, daB Summe, Differenz, Produkt und Quotient 
zweier Funktionen, welche in a hochstens algebraische Singularitaten aufweisen, 
(und ebenso die Ableitung einer solchen Funktion) in a hochstens algebraisch 
singular sind. 
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Diese Auffassung ermoglicht eine wichtige Verallgemeinerung des 
Cauchyschen Integralsatzes. Wir bemerken zunachst, daJ3 wir jede be­
liebige Funktion q; (z) als abhangig von den Punkten einer Riemann­
schen Flache einer Funktion f (z) ansehen konnen, wenn diese Rie­
mannsche Flache den Existenzbereich der Funktion q; (z) iiberdeckt. 
Diese Funktion kann, auch wenn sie in der z-Ebene mehrdeutig ist, in 
einem Gebiete B der Riemannschen Flache eindeutig definierbar sein. 
Es sei etwa B ein endlich vielblattriges, von stiickweise glatt en Kurven 
begrenztes und nicht ins Unendliche reichendes Gebiet der Riemann­
schen Flache, welches keine Verzweigungspunkte enthalt, und q; dort 
(einschlie13lich des Randes) eindeutig und regular. Dann laJ3t sich B 
aus endlich vielen schlichten, von stiickweise glatten Kurven begrenzten 
Gebieten aufbauen. Da fUr solche Gebiete der Cauchysche Integralsatz 
(bzw. seine Verallgemeinerung von Kap. 2, § 5) gilt, so find en wir durch 
Addition der Teilintegrale, daJ3 dieser Satz auch fUr eine mehrdeutige 
Funktion von z bestehen bleibt, wenn der Integrationsweg ein Gebiet 
der eben definierten Art umschlieJ3t. Der Cauchysche Integralsatz bleibt 
aber auch bestehen fur jedes endlich vielblattrige von stuck weise glatten 
Kurven begrenzte im Endlichen gelegene Gebiet einer Riemannschen Flache, 
in welchem die Funktion einschlie(Jlich des Randes eindeutig und regular 
ist. Wir definieren zunachst: Eine in einem Gebiete B der Riemannschen 
Flache eindeutige Funktion heiJ3t in einem Verzweigungspunkte regular, 
wenn sie in der Umgebung des Verzweigungspunktes regular und be­
schrankt 1 bleibt und daher bei konformer Abbildung der Umgebung 
des Verzweigungspunktes auf ein schlichtes Gebiet in eine dort regulare 
Funktion iibergeht2. Die Giiltigkeit des Cauchyschen Integralsatzes 
folgt nun, indem wir zunachst die Verzweigungspunkte durch kreis­
formige Umgebungen aus dem Gebiete B ausschneiden, sodann auf das 
Restgebiet den obigen Beweis des Integralsatzes anwenden und schlieJ3-
lich die Radien der Kreise gegen Null konvergieren lassen. 

In den vorangehenden Betrachtungen scheint die Riemannsche 
Flache einer von vornherein gegebenen Funktion zugeordnet, deren 
Gesamtverlauf sie reprasentiert. Urn nun dem Begriff der Riemannschen 
Flache einen rein geometrischen Sinn zu geben, nehmen wir die 
folgende Identitatsdefinition hinzu: Die Riemannschen Flachen zweier 
Funktionen heiJ3en miteinander identisch, wenn sich ihre Punkte einander 
ein-eindeutig so zuordnen lassen, daJ3 zwei zugeordnete Punkte stets 
beide iiber demselben Punkt der Ebene liegen und entweder beide ein-

1 Hat dagegen die Funktion in dem Verzweigungspunkte eine Unendlichkeits­
stelle, so sagen wir, sie besitzt dort einen Pol. 

2 Diese Definition steht nur scheinbar im Widerspruch zu der Auffassung aus 
Kap.4, § 1, wonach Verzweigungspunkte stets als singuHire Stellen zu betrachten 
waren. Damals wurde die Funktion als mehrdeutige Funktion in der Ebene, jetzt 
dagegen als eindeutige Funktion auf einer Riemannschen Flache betrachtet. 
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fache Punkte oder beide Verzweigungspunkte gleicher Vielfachheit sind. 
Es ist klar, in welcher Weise hiernach die Definition der Riemannschen 
Flache ohne Heranziehung analytischer Funktionen zu einer allgemeinen 
geometrischen Definition erweitert werden konnte. Die tiefste Bedeutung 
der Riemannschen Flachen beruht nun auf der Tatsache, daB es sich 
hier nur urn eine scheinbare Erweiterung handelt, daB namlich auch 
umgekehrt einer solchen unabhangig von jeder Funktion definierten 
"Riemannschen Flache" ~ stets eine analytische Funktion entspricht, 
deren Riemannsche Flache gerade ~ ist. Mit andern Worten: Die M annig­
faltigkeit aller ein- und mehrdeutigen analytischen Funktionen wird durch 
die Mannigfaltigkeit aller von vornherein geometrisch definierbaren 
"Riemannschen Fliichen" geliefert. Der Beweis dieser Tatsache hangt 
aufs engste mit dem Problem zusammen, die Riemannsche Flache 
konform auf gewisse einfach iibersehbare Bereiche abzubilden. Die 
Untersuchung dieser Fragen wird ein Hauptziel der spateren Kapitel 
sein (vgl. Kap. 8). 

1m Sinne der eben angedeuteten geometrischen Auffassung, bei 
welcher die Riemannsche Flache gegeniiber der Funktion das primar 
Gegebene ist, liegt es schlieBlich nahe, noch einen Schritt weiter zu 
gehen und die Riemannsche Flache von ihrer Beziehung zur z-Ebene 
10szulOsen und sie sich z. B. durch krumme Flachen im Raum oder 
allgemeiner durch eine abstrakte Mannigfaltigkeit ersetzt zu denken. 
Wie dies geschehen kann, wird an einer spateren Stelle (Kap.9, § 7) 
erortert werden. 

§ 4. Die algebraischen Funktionen. 
Die allgemeinen Betrachtungen des vorigen Paragraphen lassen sich 

in anschaulicher Weise an den algebraischen Funktionen und deren 
Riemannschen Flachen verfolgen. . 

Wir bezeichnen als algebraische Funktion eine endlich vieldeutige 
Funktion f(z), welche nur algebraische Singularitaten in endlicher An­
zahl besitzt. Liegen iiber den Punkten Zv Z2' ••• , Zr die singularen 
Stellen der Funktion f (z), so ist f (z) bei Vermeidung dieser Punkte un­
beschrankt fortsetzbar. Sind nun iiber einer von diesen verschiedenen 
Stelle Zo genau n verschiedene Blatter gelegen, so kann man diese 
nach jedem nicht singularen Wert z durch analytische Fortsetzung 
ausdehnen und erhalt dort n verschiedene Funktionselemente, da sonst 
auch die Ausgangselemente nicht alle verschieden hatten sein konnen. 
Also gehOrt zu jedem nicht singularen Wert z dieselbe Zahl n verschie­
dener Blatter der Riemannschen Flache von f (z). 

Die Riemannsche Flache einer algebraischen Funktion konnen wir 
uns hiernach aus n iibereinander liegenden Exemplaren der vollstandigen 
z-Ebene bzw. z-Kugel bestehend denken, welche in den Verzweigungs­
punkten zusammenhangen und sich in geeigneten "Verzweigungs-
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schnitten" gegenseitig durchdringen; jedes solche Exemplar konnen 
wir als ein Blatt der Riemannschen Flache bezeichnen. Man nennt eine 
solche Riemannsche Flache auch eine "geschlossene" Flache. Beispiels­

weise ist die Funktion i R (z), wo R (z) eine ganze rationale Funktion 
von z bedeutet, eine algebraische Funktion, welche eine zweiblattrige 
Riemannsche Flache besitzt 1. Die Abb. 102 und 103 veranschaulichen 
den Fall R (z) = 1 - Z4 unter Verwendung zweier verschiedener Systeme 
von "Verzweigungsschnitten". 

-----I---- -~ 
Abu. 102. 

Abb.103. 

1st die Blatterzahl n = 1, d. h. die Funktion eindeutig, so sind, wie 
schon in § 3 bemerkt wurde, die Singularitaten z. Pole; zu jedem von 
ihnen gehort eine Entwicklung 

t (z) = g" ( z ~ z,,) + 1,jS" (z - z,,) 

bzw. 1m FaIle z" = 00 

t (z) = g" (z) + 1,jS" (-~-), 
wo g" eine ganze rationale Funktion, 1,jS" eine Potenzreihe ist. Subtrahieren 

wir die Summe samtlicher "Hauptteile" g. (_1_) bzw. g" (z) von t (z), 
z - z" 

so bleibt eine im Endlichen uberall regulare und im Unendlichen be-
schrankte Funktion ubrig; eine solche ist aber eine Konstante. Eine 
eindeutige Funktion mit nur algebraischen Singularitiiten ist daher stets 
rational. 

lIst der Grad der ganzen rationalen Funktion R (s) speziell gleich 3 oder 4 und hat 
R (z) keine mehrfache N ullstelle, so nennt man die entsprechende Riemannsche 
Flache eine "elliptische" Riemannsche Flache; die zweiblattrigen Flachen, bei 
denen der Grad von R (z) groBer als 4 ist, heiBen dann "hyperelliptische" Rie­
mannsche Flachen. 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie . 3. Aufl. 25 



386 III, 5. Analytische Fortsetzung und Riemannsche Flachen. 

Ist aber n > 1, so bilden wir die symmetrischen Grundfunktionen 
der n zu einer nicht singularen Stelle z gehorigen Funktionswerte 
I(z) = C1> C2' ... , Cn, namlich 

Ifdz) = C1 + C2 + ... + Cn' 

Iff/. (z) = C1 C2 + C1 C3 + ... + Cn-l Cn, 

Ifn{z) = C1 C2" ·Cn. 

Sie sind bei Vermeidung der singularen Stellen unbeschrankt fortsetz­
bar und, da sich die Werte C1> C2' ... , Cn bei Fortsetzung langs eines 
in der z-Ebene geschlossenen Weges hochstens untereinander ver­
tauschen, eindeutig. Ferner sind die Funktionen Ifl (z), 1f2 (z), ... , Ifn (z) 
algebraische Funktionen, da sie nur durch Addition und Multiplikation 
aus denalgebraischenFunktionen C1> C2, ... , Cn gebildet sind (vgl. S. 382, 
insbes. Anm. 1). Die Funktionen Ifv(z) sind somit nach dem oben be­
wiesenen Satze rational. Nun geniigen die Werte C1> C2, ... , Cn der 
Gleichung 

(C - C1) (C - C2)· .. (C - Cn) = Cn -If 1 (z) Cn-l + ... + (- 1)" If" (z) = O. 

Multiplizieren wir sie mit dem Hauptnenner der rationalen Funktionen 
Ifdz) , 1f2(Z), ... , !fJn(z), so erkennen wir: Die Werte einer algebraischen 
Funktion genilgen einer algebraischen Gleichung 

(1) F (z, C) = Po (z) Cn + Pl (z) Cn-l + ... + Pn (z) = 0, 

in der Po (z), PI (z), ... , P n (z) Polynome ohne gemeinsamen Teiler sind. 
Wir wollen nun zeigen, daB die Gleichung (1) irreduzibel ist, d. h. 

daB sich F (z, C) nicht als Produkt zweier nicht konstanter ganzer ratio­
naler Funktionen F 1 (z, C) und F 2 (z, C) von z und C darstellen laBt. Ist 
zo, Co ein Punkt unserer Riemannschen Flache und C das zu diesem 
Punkte gehorige Funktionselement, so folgt aus der Gleichung 
F1 (z, C) F2(z, C) = 0, daB mindestens einer der Faktoren F1(z, C), 
F2 (z, C), z. B. F1(z, C), in der Umgebung der Stelle zo, Co unendlich oft 
verschwindet. Daher ist er auf der Riemannschen Flache identisch 
Null; d. h. aber die Gleichung F 1 (z, C) = 0 wird bei beliebigem z durch 
die n Werte C1 (z), C2 (z), ... , Cn(z) befriedigt. Foiglich hat die Funktion 
Fdz, C) in C den Grad n, da sie als Faktor von F (z, C) nicht in beiden 
Variablen identisch Null sein kann. F 2 (z, C) muB demnach in C den 
Grad Null haben, kann aber auch in z keinen positiven Grad haben, 
weil die Polynome Po (z), PI (z), ... , Pn (z) ohne gemeinsamen Teiler sind. 
Damit ist die Irreduzibilitat von F (z, C) bewiesen. 

Wir zeigen nun auch die Umkehrung: Die Wurzeln C1> C2' ... , Cn 
einer irreduziblen algebraischen Gleichung (1) stetten die Zweige einer 
algebraischen Funktion dar. Die Gleichung (1) hat fUr jeden Wert z, 
der nicht mit einer Nullstelle von Po(z) zusammenfillt, n Wurzeln. 
Sie sind dann und nur dann nicht aIle voneinander verschieden, wenn 
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die Diskriminante der Gleichung (1), die ein Polynom D (z) in z ist, 
verschwindet. Wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitat der Funktion 
F (z, ') kann D (z) nicht identisch Null sein 1. Mit Ausnahme endlich 
vieler Stellen der z-Ebene sind daher immer n verschiedene endliche 
Wurzeln vorhanden; es ist zu zeigen, daB sie die Zweige einer einzigen 
analytischen Funktion von z sind. Es sei also Zo ein von den Ausnahme­
punkten verschiedener Punkt der z-Ebene, und 'iO>, '~O>, ... , ,~) seien seine 
Bildpunkte in der ,-Ebene. Urn jeden dieser Punkte ,~o) schlagen wir 
einen KreisK., der auBer ,~o) keinen der Punkte 'iO), '~O>, ... , ,~) enthalt. 
Dann ist nach Kap. 3, § 5, (4) 

(2) ~1-f FI (zo,ejd, = 1 
2 n i F (zo'~) 

(v = 1,2, .. . ,n). 
Kp 

Liegt nun z in dem Kreise I z - Zo I < e, wo e eine hinreichend kleine 
positive Konstante bezeichnet, so verschwindet F (z, ') (als Funktion 
von ') auf dem Rande des Kreises Kp nicht; daher ist das Integral 

(3) _1 _ f~l (z, ~) d, 
2 n z F (z, ~) 

Kp 

fUr I z - Zo I < e eine stetige Funktion von z. Andererseits ist es gleich 
der Anzahl der in Kp gelegenen N ullstellen der Funktion F (z, '), also 
jedenfalls eine ganze Zahl. Eine stetige Funktion, die nur ganzzahlige 
Werte annimmt, ist aber konstant. Foiglich liegt fUr hinreichend wenig 
von Zo verschiedene z in jedem Kreise Kp genau eine Wurzel 'p der 
Gleichung F (z, ') = o. Ihren Wert konnen wir nach Kap. 3, § 5, (5) 
durch das Integral f r r 

r z =~1_ sFt(z,s) d, 
Sp () 2 n i F (z, ~) 

Kp 

ausdriicken, wodurch zugleich ihre analytische Abhangigkeit von z ge­
wahrleistet wird. 

Die Funktionen ,,, (z) lassen sich auBer in die endlich vielen Aus­
nahmepunkte in jeden Punkt der z-Ebene analytisch fortsetzen. In 
der Umgebung eines Ausnahmepunktes Zf" den wir der Einfachheit 
halber als im Endlichen gelegen annehmen2, sind sie hochstens n-deutig. 
Umzuzeigen, daB sie in Zll keine anderen als algebraische Singularitaten 
haben konnen, brauche~ wir nur noch nachzuweisen, daB sie nach 
Multiplikation mit einer geeigneten Potenz (z - z/Jk dem Grenzwert 
Null zustreben, wenn z gegen z" konvergiert; denn dann sind sie die 
Quotienten zweier Funktionen ~it hochstens algebraischen Singulari­
taten in ZiP also selbst in Zit hochstens algebraisch singular. Aus der 

1 Der Beweis hierfiir findet sich z. B. bei H. WEBER: Lehrbuch der Algebra, 
2. Aufl., Bd. 1 (Braunschweig 1898), S. 168. 

2 SoUte der Punkt z = 00 zu den Ausnahmepunkten gehi:iren, so lassen sich 
fiir ihn vi:illig entsprechende Betrachtungen anstellen. 

25* 
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Gleichung (1) folgt, daB die Werle 'YJ" = CO'(z - z,Jk der Gleichung 

'YJ" + (z - ZI')kPl 'YJ"-1 + ... + (z - zl')"ep" = 0 
Po Po 

geniigen. Fiir hinreichend groBes k streben bei Annaherung von z an zp 
alle Koeffizienten, abgesehen vom ersten, gegen Null. Dann gilt aber 
dasselbe von den Wurzeln 'YJ.. 1st namlich 
(4) t ('YJ) = 'YJ" + al 'YJ,,-1 + ... + a" = 0 

die Gleichung, der 'YJ" geniigt, und ist 

" (5) .21 al' 1 < 1, 
1'=1 

so gelten nach (4) die Abschiitzungen 

1 'YJO'I" < 1 'YJ" 1"-1 .21 au 1 
1 'YJ"I" <.21 al' 1 

aus denen mit Riicksicht auf (5) in beiden Fii.llen folgt 

° 1 'YJ"I < l' .21 au 1 . 

ffir 1 'YJ" 1 > 1, 

ffir 1 'YJ" 1 < 1, 

Die Wurzeln 'YJ" streben also samtlich zugleich mit den Koeffizienten a" 
gegen Null. 

Die Funktionen C" (z) sind somit endlich vieldeutige analytische 
Funktionen mit nur algebraischen Singularitaten in endlicher Anzahl, 
d. h. sie sind algebraische Funktionen. Es fehlt nur noch der Nachweis, 
daB sie die Zweige einer einzigen algebraischen Funktion sind. Ge1angte 
man durch analytische Fortsetzung von C1 nur zu den Funktionen /;2' 
/;3' ... , Cm' WO m < n ist, so wiirde /;1 auf Grund der Schliisse auf S. 386 
bereits einer Gleichung 

F* (z, C) = p'C(z) Cm + P'f(z) Cm-1 + ... + P:' (z) = 0 

vom m-ten Grade geniigen, und F* (z, C) wiirde also ein nicht trivialer 
Teiler von F (z, C) sein, was der vorausgesetzten Irreduzibilitat von 
F (z, C) widerspricht. 

Wir kehren zur Betrachtung der zu einer algebraischen Funktion 
. C = C (z) gehOrigen n-bliittrigen Riemannschen Flache zuriick. Auf 
dieser ist offenbar jeder in z und C rationale Ausdruck R (z, C) eindeutig 
und bis auf endlich viele Pole regular. Wir wollen zeigen, daB auch die 
Umkehrung gilt: Jede analytische Funktion w(z), welche aut der ge­
gebenen Flacke eindeutig und his aut endlich viele Pole regular ist, la{Jt 
sich als rationale Funktion von z und C darstellen. 

Zum Beweise bilden wir mit Hilfe der n (gleichen oder verschie­
denen) Zweige wI> w2, ••• , w" der Funktion w die n Gleichungen 

WI + w2 + ... + w" = flJo (z), 

(6) w1 C1 + w2 C2 + ... + w" C" = flJdz) , 
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wobei C1> ... , Cn die entsprechenden (voneinander verschiedenen) 
Zweige der Funktion C bedeuten. Wie oben erkennt man, daB !J?o(z), 
!J?I(Z), ••. , !J?""-l (z)rationale Funktionenvonzsind. Die Determinante 
des Systems (6) ist die Quadratwurzel aus der Diskriminante der Glei­
chung F (z, C) = 0, der C geniigt, verschwindet also nicht identisch I. 

Man kann daher etwa WI als Quotienten zweier Determinanten dar­
stellen, also als rationale Funktion in z, C1> C2' ... , Cn> welche auBerdem 
in C2' ... , Cn symmetrisch ist. Die rationalen symmetrischen Funktionen 
von C2, ... , Cn sind aber rational durch die Koeffizienten der Gleichung 

F~~ _ 
(n -: I)-ten Grades C _ C1 = 0 darstellbar, der C2' ... , Cn genugen, also 

rational in z und CI ; es ist also auch WI rational durch z und CI ausdriick­
bar, etwa WI = R (z, CI). Daher ist in der Tat fUr die ganze Riemann­
sche FHiche W = R(z, C), wie behauptet wurde. 

Entsprechend den allgemeinen SchluBbemerkungen zum vorigen 
Paragraphen werden wir spater (Kap.9) die in diesem Paragraphen 
durchgefUhrten Uberlegungen insofern umkehren, als wir uns rein 
geometrisch eine "algebraische Riemannsche Flache" vorgeben (d. h. 
eine die ganze Ebene bzw. die Kugel n-fach iiberdeckende geschlossene 
Flache mit endlich vielen Windungspunkten) und die Frage stellen, ob 
und wie wir eine zu dieser Flache "gehOrige" algebraische Funktion 
konstruieren konnen. 

Sechstes Kapitel. 

Die konforme Abbildung einfach 
zusammenhiingender schlichter Gebiete. 
Am Ende von § 3 des vorigen Kapitels ergab sich das Problem, 

analytische Funktionen durch geometrische Eigenschaften zu charak­
terisieren; dieser Frage wollen wir uns nunmehr zuwenden. Wir haben 
in Kap. 2, § 8 gesehen, daB eine in einem Gebiete analytische Funktion 
eine konforme Abbildung dieses Gebietes auf ein anderes Gebiet ver­
mittelt. Wir stellen nunmehr die umgekehrte Frage: Gegeben sind zwei 
Gebiete G und r der Ebene; gesucht ist eine analytische Funktion, 
welche die konforme Abbildung des Gebietes G auf das Gebiet r 
liefert. 

In diesem Kapitel wollen wir uns auf den einfachsten Fall be­
schranken, indem wir die Voraussetzung machen, daB beide Gebiete 
sowohl schlicht als einfach zusammenhangend sind. Wir konnen ferner 
annehmen, daB eines der beiden Gebiete, etwa r, der Einheitskreis ist, 
da man, wenn die Aufgabe fiir diesen speziellen Fall gelOst ist, durch 

1 Vgl. Anmerkung 1 von S.387. 
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Zwischenschaltung eines Kreisgebietes die Abbildung beliebiger Gebiete 
aufeinander erhalten kann. Dann gilt der folgende Satz, der als "Rie­
mannscher Abbildungssatz" bezeichnet wird und zu den wichtigsten 
Satzen der Funktionentheorie gehort: J edes einfach zusammenhangende 
Gebiet G, welches von der vollen und der "punktierten" 1 Ebene verschieden 
ist, lafJt sich durch eine analytische Funktion umkehrbar eindeutig und 
konform auf das Innere des Einheitskreises abbilden und zwar so, dafJ 
man noch einem bestimmten Punkte in G und einer Richtung in ihm etwa 
den NUllPunkt und die Richtung der positiven reellen Achse zuordnen kann. 

AnschlieBend an diesen Satz werden wir zeigen, daB eine Funktion, 
unter Zugrundelegung der eben genannten Normierung, durch die von 
ihr vermiUelte Abbildung eindeutig festgelegt wird. 

Wir haben also im Riemannschen Abbildungssatze ein geometrisches 
Prinzip zur Erzeugung analytischer Funktionen, dessen Auswirkung 
wir im nachsten Kapitel verfolgen werden; erst in Kap. 8 werden wir 
unseren Abbildungssatz auf anderer Grundlage in der weitest moglichen 
Weise verallgemeinern. In dem hier betrachteten speziellen Falle werden 
wir unsere Ergebnisse noch dadurch vervollstandigen, daB wir die Ab­
bildung bis auf den Rand des Gebietes verfolgen und andererseits die 
Gesichtspunkte der Potentialtheorie mit den Abbildungsproblemen in 
Zusammenhang bringen. 

Wir beginnen mit dem Beweise des Riemannschen Abbildungs­
satzes. 

§ 1. Vorbemerkungen und Hilfssatze. 

Es sei r der Einheitskreis der C-Ebene; dann miissen wir zunachst 
eine bei der Abbildung eines Gebietes der z-Ebene auf den Einheitskreis 
verbleibende Willkiir durch eine bestimmte Normierung ausschalten. 
Man kann namlich, wie aus den Uberlegungen von Kap.4, § 3 folgt, 
den Einheitskreis durch eine Iineare Transformation derart auf sich 
selbst abbilden, daB dabei zwei vorgegebene Linienelemente (d. h. zwei 
Punkte und Richtungen durch jeden von ihnen) einander entsprechen. 
DemgemaB muB es, wenn sich ein Gebiet G iiberhaupt auf den Einheits­
kreis abbilden laBt, auch stets moglich sein, die Abbildung so zu nor­
mieren, daB ein vorgegebenes Linienelement im Gebiete G in den Null­
punkt des Einheitskreises und die Richtung der positiven reellen Achse 
iibergeht. Wenn wir uns, was keine Beschrankung der Allgemeinheit 
bedeutet, das Gebiet G so in der z-Ebene gelegen denken, daB da.s vor­
gegebene Linienelement mit der Richtung der positiven reellen Achse im 
Nullpunkt der z-Ebene iibereinstimmt, so bedeutet dies fiir die Abbil­
dungsfunktion C = f (z) die Forderung, daB f (0) = 0, f' (0) > ° sein soH. 

1 Hierunter versteht man die volle Ebene, aus der ein einzelner Punkt ent­
fernt ist. 
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Wir wollen nunmehr zeigen, daB sich ein Gebiet G in zwei Fallen 
sicherlich nich t konform auf das Innere des Einheitskreises abbilden 
laBt: dann namlich, wenn G entweder die volle oder die "punktierte" 
Ebene ist. Urn die Unmoglichkeit einer solchen Abbildung zu beweisen, 
betrachten wir eine Funktion C = t(z), von der wir annehmen, daB sie 
die ganze z-Ebene, hochstens mit Ausnahme eines einzigen Randpunktes, 
den wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit als den Punkt 00 annehmen 
durfen - andernfalls wenden wir vorher eine passende lineare Trans­
formation an, die den Ausnahmepunkt nach 00 bringt -, auf das Innere 
des Einheitskreises der C-Ebene umkehrbar eindeutig und konform ab­
bildet. Diese Funktion f (z) muB eine ganze Funktion von z sein; 
andererseits ist sie beschrankt. Also muBte die Abbildungsfunktion, 
nach dem Satze von LIOUVILLE Kap. 3, § 2, eine Konstante sein, was 
unmoglich istl. 

Wir werden demgemaB fur das abzubildende Gebiet G von vorn­
herein voraussetzen mussen, daB es mindestens zwei verschiedene Rand­
punkte, also wegen des einfachen Zusammenhanges auch eine zusammen­
hangende, die beiden Punkte verbindende Randpunktmenge besitzt. 
Sind a und b zwei verschiedene im Endlichen gelegene Randpunkte, 
so konnen wir durch eine Transformation 

* V~ z = ---
z-b 

das Gebiet G konform in ein Gebiet G* verwandeln, welches einen Teil 
der z*-Ebene frei laBt. Die Quadratwurzel ist namlich nach dem Mono­
dromiesatz als eine im Gebiet G eindeutige Funktion definierbar, und 
wenn sie einen von Null verschiedenen Wert z* samt Umgebung an­
nimmt, laBt sie den Wert - z* samt einer Umgebung sicher aus, da 
- z* zum selben Wert von z gehoren wurde wie z*. 1st oc ein Punkt 
der z*-Ebene, welcher samt seiner Umgebung auBerhalb des Ge­
bietes G* liegt, so erhalten wir durch die Abbildung vermoge der 

Funktion C = ~;/- aus G* ein neues Gebiet, welches ganz im 1nnern 
z - IX 

eines endlichen Kreises gelegen ist und welches wir durch Verschiebung 

1 Wir erwahnen noch den folgenden etwas allgemeineren Satz: ] ede 
Funktion f(z) , weleke die ganze, hOckstens mit einem (und ebenso mit endlick vielen) 
A usnakmepunkten . versekene Ebene auf ein scklichtes Gebiet umkekrbar eindeutig 
und konform abbildet und nirgends im Endlicken unendlick wird, ist eine ganze 
lineare Funktion. Da namlich f (z) nirgends im Endliehen unendlich wird, miissen 
die im Endlichen gelegenen Ausnahmepunkte hebbare Unstetigkeiten sein. 
l; = f (z) ist demnach eine ganze Funktion; wegen der geforderten umkehrbaren 
Eindeutigkeit der Abbildung kann f (z) nicht ganz rational von h6herem als erstem 
Grade sein; f (z) kann aber aueh keine ganze transzendente Funktion sein, da 
man sieh sonst nach dem WeierstraBschen Satze (vgl. Kap. 4, § 1) jedem Punkte 
der l;-Ebene beliebig annahern k6nnte, wenn z in geeigneter Weise gegen den Rand­
punkt z = 00 riickt. 
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dieses Kreises und durch Ahnlichkeitstransformation in ein Gebiet 
iiberfiihren konnen, das im Innern des Einheitskreises gelegen ist und 
den Nullpunkt in seinem Inneren enthalt. Wir werden uns daher im 
folgenden Paragraphen auf solche Gebiete beschranken, welche im 
Innern des Einheitskreises liegen und den Nullpunkt enthalten. 

Beim Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes bediirfen wir noch 
der Kenntnis einiger Eigenschaften einer einfachen Hilfsfunktion, welche 
den doppelt iiberdeckten Einheitskreis mit exzentrisch gelegenem Ver­
zweigungspunkt auf den einfach iiberdeckten Einheitskreis konform 
abbildet. Urn diese Hilfsfunktion zu definieren, denken wir uns den 
Einheitskreis der i-Ebene von einem Punkte P, der vom Nullpunkt die 
positive Entfernung f' < 1 hat, nach dem Rande zu aufgeschnitten 

t-Ebene t:-Ebene 

Abb. 104. Abb.105. 

und zwei iibereinander gelegte Exemplare in der iiblichen Weise langs 
dieses Schnittes miteinander verbunden (vgl. Abb. 104, 105). Durch die 
Funktion 7: = 'IjJ (t) = 'ljJf1. (t) moge diese doppelt iiberdeckte Kreisscheibe 
derart auf den Einheitskreis der 7:-Ebene konform abgebildet werden, 
daB dabei fiir das eine Blatt 'IjJ (0) = 0, 'IjJ' (0) > 0 wird. Es ist fiir uns 
nicht notig, diese Funktion explizite aufzuschreiben; wir konnen sie 
konstruieren, indem wir zunachst durch eine lineare Transformation, die 
den Einheitskreis in sich iiberfiihrt, den Verzweigungspunkt P in den 
Nullpunkt bringen, sodann die Quadratwurzel bilden und endlich durch 
eine neue lineare Transformation die vorgeschriebene Zuordnung der 
Linienelemente in den Nullpunkten herstellen. Die Umkehrfunktion 
der Funktion 'ljJf1. (t) bezeichnen wir mit t = X (7:); sie ist im Einheitskreise 

eindeutig und regular. Offenbar ist auch x ;T) im Einheitskreise 17: 1 < 1 

regular; da I X ~T) I am Einheitskreise die Randwerte 1 besitzt, so ist im 

ganzen Innern des Einheitskreises nach dem Prinzip vom Maximum 

des absoluten Betrages (vgl. Kap. 3, § 1) I X~T) 1<1, wobei ausdriicklich 

das Zeichen < gilt, weil diese Funktion nicht konstant ist. Mit anderen 
Worten: Es besteht zwischen den GroBen t und 7: stets die Beziehung 
I 7: I > I t I, solange 1 t I < 1 ist. 
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Bei dieser Abbildung wird also jeder Punkt des Kreises I t I < 1 in 
einen vom Nullpunkt weiter entfernten Punkt des Kreises I i I < 1 
verschoben. 

Wir konnen diese Verschiebung noch pdiziser charakterisieren, 
wenn wir uns auf aIle Punkte einer abgeschlossenen konzentrischen 
Kreisscheibe der t-Ebene, etwa auf aIle Punkte der Kreisscheibe I t I < p, 
beschranken. Es gibt dann fUr I t I <p, eine feste positive Zahl q (p,), 
welche groBer als 1 ist, so daB 

lil>q(p,)ltl 

wird. Wir brauchen namlich fiir q nur den kleinsten Wert zu wahlen, 

den die GroBe I ; I im betreffenden Kreise I t I <p, annimmt. Dieser 

kleinste Wert muB ja nach dem Obigen groBer als 1 sein. 
Liegt im Einheitskreise I t I < 1 ein schlichtes Gebiet K, welches 

den Punkt P zum Randpunkt (oder auch zum auBeren Punkt) hat, so 
wird bei der Abbildung 

i = 'If! (t) 

das Gebiet K auf ein Teilgebiet K des Kreises I i I < 1 umkehrbar ein­
deutig abgebildet, und jeder Punkt von K wird einen groBeren Absolut­
betrag, d. h. Abstand vom Nullpunkt haben als der entsprechende Punkt 
von K. Wenn K den Nullpunkt enthalt, hat also K bei dieser Abbildung 
gewissermaBen die Tendenz, sich uber den ganzen Kreis I i I < 1 auszu­
dehnen bzw. sich diesem Kreise genauer anzuschmiegen; bei dieser 
Abbildung von K auf K bleiben der Nullpunkt und in ihm die Richtung 
der positiv-reellen Achse ungeandert. 

Enthalt K eine Kreisscheibe I t I < e < p" so enthalt K eine Kreis­
scheibe I i I < e* mit e* = q (p,) e > e· 

Als weitere Vorbereitung fiir unseren Beweis formulieren wir den 
folgenden Hilfssatz: Wenn die in einem Gebiete G delinierte Funktionen­
lolge 11 (z), 12 (z), ... in iedem abgeschlossenen Teilgebiet von G gleich­
miifJig gegen eine Funktion I (z) konvergiert, welche nicht konstant ist, 
und wenn iede Funktion In (z) das Gebiet G umkehrbar eindeutig aul ein 
schlichtes Bildgebiet abbildet, so daB also In (z) in zwei verschiedenen Punkten 
von G stets verschiedene Werte annimmt, dann bildet auch I (z) das 
Gebiet Gaul ein schlichtes Gebiet abo Zum Beweise betrachten wir 
einen Punkt z = Zo in G; wir schlagen urn ihn einen in G liegenden hin­
reichend klein en Kreis mit der Peripherie ", auf welcher I (z) von dem 
Werte I(zo) = a verschieden bleiben soIl, was nach Voraussetzung 
moglich ist. Es ist dann (vgl. Kap. 3, § 5, (4)) 

1 f t' (z) 
2ni !(z)_adz='V, 

" 



394 111,6. Die konforme Abbildung einfach zusammenhangender schlichter Gebiete. 

wobei 'JI eine positive ganze Zahl ist, welche angibt, eine wievielfache 
a-Stelle der Punkt z = Zo fUr die Funktion I (z) ist. Da aus der gleich­
miiBigen Konvergenz von In (z) gegen I (z) auch die von In' (z) gegen 
f' (z) folgt (vgl. Kap. 3, § 3), so ist das Integral 

-l-f In' (z) dz 
2ni In(z)-a 

" 
von dem obigen Integral bei hinreichend groBem n beliebig wenig ver­
schieden, muB also, da es nur einen der ganzzahligen Werte 0,1, ... 
besitzen darf, dem obigen Integrale gleich sein; da aber In (z) im Innern 
der Kreisperipherie " nur eine einzige a-Stelle haben darf und iiberdies 
nur eine einfache, so ist 'JI = 1, also z = Zo eine einfache a-Stelle von 
I(z), demnach f' (zo) =l= o. 1st ,,' ein in G liegender Kreis, der Zo nicht in 
seinem Innern enthiilt und auf dessen Rand I (z) von a verschieden ist, 
so hat der Ausdruck 

-l-f t' (z) dz 
2n i I (z) - a 

,,' 
den Wert O. Denn andernfalls wurde auch die Funktion In (z) im Kreis ,,' 
fUr aIle groBen n irgendwo den Wert a annehmen; da dasselbe fUr " gilt 
und" beliebig eng auf den Punkt Zo zusammengezogen werden kann, so 
hatte also In (z) in G fUr groBe 1t mindestens zwei verschiedene a-Stellen, 
was der Voraussetzung widerspricht. t (z) nimmt also auBerhalb von Zo 
den Wert a nirgends an. 

§ 2. Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes. 
Zum Beweise des Riemannschen Abbildungssatzes diirfen wir nach 

§ 1 annehmen, daB das Gebiet G im Kreise I z I < 1 gelegen ist und den 
Nullpunkt enthiilt; die gesuchte Abbildungsfunktion I (z) wollen wir 
gemaB den Bedingungen 1(0) = 0, f' (0) > 0 normieren. Wir betrachten 
die Gesamtheit m aller Abbildungsfunktionen rp (z), welche den Be­
dingungen rp (0) = 0, rp' (0) > 0 geniigen und das Gebiet G auf ein 
schlichtes Teilgebiet des Einheitskreises konform abbilden. 

Wir fUhren nun den Beweis des Abbildungssatzes auf zwei ver­
schiedene Arten, von denen die erste sich auf das Hiiufungsstellen­
prinzip aus Kap. 3, § 6 stiitzt und dadurch in wenigen Schritten zum 
Ziele fiihrt. Der Gedanke dieses Beweises ist, die gesuchte Abbildungs­
funktion C = I (z) durch eine Maximumeigenschaft zu charakterisieren 1. 

Wir stellen niimlich folgendes Problem: Es sei a ein beliebiger vom 
NuUpunkt verschiedener fest gewiihlter Punkt in G; dann suchen wir 
in unserer Funktionenmenge we eine solche Funktion rp (z) = I (z), fur 
welche der Bildpunkt rx. = I (a) einen moglichst groBen Abstand vom 

1 Diese, friihere Darstellungen vereinfachende Charakterisierung verdanke 
ich einer miindlichen Mitteilung von Herrn CARATHEODORY. 
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Nullpunkt erMlt, fUr welche mit anderen Worten 1 (X 1 = 1 1 (a) 1 groBer 
oder mindestens gleich dem Betrage 1 fP (a) 1 fUr jede andere Funktion fP 
der Menge wird. Wir werden uns zunachst mit Hilfe des Haufungs­
stellenprinzips davon uberzeugen, daB dieses Maximumproblem eine 
Losung j (z) besitzt, und wir werden sodann mittels der in § 1 disku­
tierten Hilfsfunktion erkennen, daB diese Funktion j (z) tatsachlich 
die gewunschte Abbildung leistet. 

Urn die Existenz einer Losung j(z) unseres Maximumproblems ein­
zusehen, gehen wir von der Bemerkung aus, daB es fur die Menge aIler 
Zahlen 1 fP (a) 1 (wenn die Funktion fP die Gesamtheit der Funktionen 
aus m durchlauft) eine obere Grenze (X gibt. Es gibt dann eine Folge 
von Funktionen fPl(Z), fP2(Z), fPa(z), ... aus unserer Funktionenmenge, 
fur welche 

lim I fPn (a) I = (X 

ist. Nach dem HaufungssteIlenprinzip konnen wir aus der Folge dieser 
Funktionen, welche ja aIle im Gebiet G absolut genommen kleiner als 1 
sind, eine konvergente Teilfolge lP1(z), lP2(z), lPa(z), ... auswahlen, 
welche gegen eine analytische Grenzfunktion C = 1 (z) konvergiert und 
zwar gleichmaBig fUr jeden ganz im Innern von G liegenden abgeschlos­
senen Teilbereich. Es wird daher 

I/(a) I = lim IlPn (a) I = (X. 

Nun 1st wegen lP",(O) = 0 und lPn' (0) > 0 sicherlich auch 1(0) = 0 
und f' (0) > O. Daher kann die Grenzfunktion C' = 1 (z) keine Kon­
stante sein - die Zahl (X ist von Null verschieden - und bildet also 
nach dem letzten Hilfssatz von § 1 das Gebiet G auf ein schlichtes 
Gebiet H ab, welches ganz dem abgeschlossenen Einheitskreise I t; I < 1, 
also wegen der Gebietseigenschaft bereits dem Innern des Einheitskreises 
I C I < 1 angehOrt. Ware f' (0) = 0, so wurde nach Kap. 4, § 1 die 
Umgebung von z = 0 nicht mehr umkehrbar eindeutig auf die Um­
gebung von t; = 0 abgebildet werden. Es ist daher f' (0) > 0, und so­
mit gehOrt 1 (z) unserer oben definierten Funktionenklasse m an. Die 
Funktion 1 (z) lOst also unser Maximumproblem. 

Wir erkennen nun leicht, daB diese Funktion t; = 1 (z) das Gebiet 
wirklich auf den vollen Kreis I t; I < 1 abbildet. Ware dies nicht der 
Fall, so gabe es im Einheitskreise I t; I < 1 einen Punkt P, der nicht zum 
Bildgebiet H von G gehort, etwa einen im Innern des Einheitskreises 
gelegenen Randpunkt von H. Zu diesem Punkte P, welcher vom Null­
punkt den Abstand", haben moge, konstruieren wir die in § 1 definierte 
Funktion C* = "PI-' (C), wobei wir C mit t und C* mit T identifizieren. 
Durch diese Funktion wird das Gebiet H auf ein Gebiet H* im Ein­
heitskreise I C* I < 1 abgebildet, und fUr aIle Punkte von H gilt 

I C*I > ICI· 



396 III, 6. Die konforme Abbildung einfach zusammenhangender schlichter Gebiete. 

Die Funktion 
C* = 'IjJ (C) = 'IjJ(f (z)) = F (z) 

gehort nun offenbar ebenfalls unserer Funktionenklasse IDl an; denn sie 
bildet G auf ein Teilgebiet des Einheitskreises ab, und es ist F (0) = 0 
und F' (0) = "P' (0) t' (0) > o. Fiir diese Funktion aber wiirde sieh, 
wenn wir den Punkt emit dem Punkt ex. identifizieren, 

I ex.* I = 1'IjJ (IX) I = I F (a) I > IIX I 
ergeben, im Widerspruch zu der Tatsache, daB I ex. I der groBte absolute 
Betrag I q; (a) I fiir unsere Funktionenmenge ist. Wir werden also zu 
einem Widerspruch gefUhrt, solange wir annehmen, daB es im Einheits­
kreis I C I < 1 einen nicht zu H gehOrigen Punkt P gebe. Somit ist H 
mit dem Einheitskreis I C I < 1 identisch, und unser Abbildungssatz 
ist bewiesen. 

Der eben durchgefUhrte Beweis erkauft den Vorleil der Kiirze 
damit, daB er einen reinen Existenzbeweis darstellt und darauf ver­
zichtet, einen Weg zur prinzipiellen Konstruktion der Abbildungs­
funktion t (z) aufzuzeigen. Von diesem Gesiehtspunkt aus hat die fol­
gende Modifikation der Beweisfiihrung, welche sieh nieht auf den 
Haufungsstellensatz stiitzt, gewisse Vorziige. 

Fiir jede der Menge IDl angehOrige Funktion q; (z), welche das Gebiet 
G auf irgend ein Teilgebiet H des Einheitskreises konform abbildet, 
sei (! der Radius des groBten Kreises urn den Nullpunkt, dessen 
Inneres ganz zu H gehort. Wir behaupten: Es gibt eine Folge von Funk­
tionen q;d,z) , q;2(Z)' ... , welche den Bedingungen q;n(O) =0, q;n'(O) > 0 
geniigen 1 und fUr welche lim (!n = 1 ist; oder mit anderen Worten: 

n~oo 

Es IaBt sich das Gebiet G auf ein dem Kreisgebiet beliebig genau sieh 
anschmiegendes Gebiet kQnform abbilden. Ware namlich die obere 
Grenze I-' aller Zahlen (! kleiner als I, so betrachten wir irgend eins der 
Gebiete H, welche einen Kreis vom Radius (! = I-' - e > 0 enthalten, 
wobei e eine positive hinreichend kleine, sogleich naher zu fixierende 
GroBe ist. Dann gibt es einen nieht zu H gehorigen Punkt P des Ein­
heitskreises, welcher vom Nullpunkt den Abstand I-' besitzt. Die kom­
plexe Variable im Gebiete H wollen wir mit t bezeichnen und zu dem be­
treffenden Punkte P die in § 1 definierte Funktion 7: = 'IjJ (t) = 'IjJ" (t) 
betrachten. Ein Zweig dieser Funktion bildet das Gebiet H auf ein im 
Einheitskreise der 7:-Ebene gelegenes Gebiet H* ab, welches das Innere 
einer Kreisscheibe vom Radius (I-' - e)q(fl) ganz enthiilt. Zugleieh ge­
niigt die durch Zusammensetzung entstehende Abbildung wieder den 
beiden Normierungsbedingungen. Wir konnen, da q(fl) > 1 ist, e so klein 
wahlen, daB (fl - e)q(fl) > fl wird, was der Voraussetzung, daB fl die 

I Diese Funktionen haben also in der Umgebung des Nullpunktes eine Ent­
wicklung tp .. (z) = alz + ... , wo a l > 0 ist. 
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obere Grenze der Werte e bedeutet, widerspricht. Also ist fl = 1, wie 
behauptet wurde. Es gibt also eine Folge von Funktionen IPl (z), IP2 (z), ... 
mit der obigen Eigenschaftl. 

Es bleibt zu zeigen, daB die Funktionen IPn (z) mit wachsendem n 
gegen die gesuchte Abbildungsfunktion konvergieren. Zu diesem Zwecke 

b h . d Q. 'Pn (z) d· F k· . . G etrac ten W1r en uobenten --( -); lese un bon 1st 1m ganzen e­
'Pm Z 

biet G regular und von 0 verschieden. Also liegt ihr absoluter Betrag 
zwischen der oberen und der unteren Grenze der Randwerte des ab­
soluten Betrages. Es ist also 

(1) < I 'P" (z) I :::;; _I en = 'Pm (z) - (!m 

fUr das ganze Gebiet G. Mithin gilt gleichmaBig fUr das Gebiet G 

(2) lim I-'Pn (z) [' = 1· 
m,n-+ 00 'Pm (z) , 

auBerdem ist fUr z = 0 der Wert des Quotienten 'P" ((Z)) stets reell. Be­
'Pm Z 

trachten wir also die im ganzen Gebiete regulare Funktion 

() 1 'Pn (z) 1 \ 'P" (z) \ . 
W k Z = og 'Pm (z) = og 'Pm (z) + t "P, 

wo etwa die kleinste der Zahlen n und m mit k bezeichnet und die andere 
davon abhangig gedacht wird, und machen wir den Grenziibergang 
k -+ 00, so konvergiert nach (2) der Realteil der Funktionen Wk im 
ganzen Gebiete G gleichmaBig gegen Null, wahrend im Nullpunkt 
limwk(O) = 0 ist. Nach dem Satze aus Kap. 3, § 9 (S. 325) gilt also in 
k-+ 00 

jedem abgeschlossenen Teilgebiet von G gleichmaBig limwk (z) = 0, 
k-+oo 

d. h. aber lim 'Pn ((z;) = 1, woraus unmittelbar lim (<Pn (z) - <Pm (z)) = 0 
n,m--)oooo({Jm n,m-40-oo 

folgt. Die Funktionen <Pn (z) konvergieren also in jedem abgeschlossenen 
Teilgebiet von G gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion 1 (z) = lim <Pn (z), 

n-+oo 
fUr welche 1(0) = 0,1'(0) > 0 ist. Der absolute Betrag der Werte dieser 
Funktion I(z) am Rande von Gist gleich 1. Gehen wir namlich in (1) 
bei festem m zur Grenze n = 00 iiber, so folgt 

1< j_!J!Lj <_I . 
- 'Pm (z) - (!m 

1 Anstatt die Existenz einer Folge von Funktionen 'Pl (z), 'P2 (z), ... , welche 
das Gebiet G auf die gegen den Kreis konvergierenden Bildgebiete H l , H 2, ••• ab­
bilden, durch Berufung auf die Existenz einer oberen Grenze zu beweisen, k6nnen 
wir eine solche Funktionenfolge auch direkt konstruieren, indem wir von jedem 
Gebiet Kv (Kl = G) zum nachstfolgenden K P +1 vermittels eines Zweiges der 
Funktion "Pe" (I) iibergehen. DaB eine solche Gebietsfolge gegen den Einheitskreis 
konvergieren muB, erkennt man ganz ahnlich wie oben. 
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Da die Funktion I rpm (z) I bei hinreichend groBem m und in hinreichen­
der Niihe des Randes von G beliebig wenig von I verschieden ist und 

I 
letzteres fUr groBe mauch von - gilt, so folgt die Behauptung em 
uber die Randwerte von / (z) hieraus unmittelbar. Die Funktion / (z) 
ist also, da / (0) = 0 ist, nicht konstant. Somit bildet sie, nach dem Hilfs­
satze aus § I, das Gebiet G auf ein schlichtes Gebiet ab, woraus ins­
besondere folgt, daB f' (0) nicht nur > 0, sondern > 0 sein muB. Dieses 
Gebiet liegt ganz im Einheitskreise, da aus I CPn (z) I < I auch I / (z) I < 1 
folgt. Da nach dem oben Bewiesenen aIle Randpunkte des Bildgebietes 
auf dem Einheitskreis liegen mussen, so ist das Bildgebiet mit dem 
Innern des Einheitskreises identisch. 

Hiermit ist der Riemannsche Abbildungssatz bewiesen, welcher also 
besagt: ] edes ein/ach zusammenhiingende Gebiet G, mit A usnahme der 
vollen oder punktierten Ebene, liifJt sich umkehrbar eindeutig und kon/orm 
au/ das Innere des Einheitskreises abbilden, derart dafJ einem willkiirlich 
angenommenen Punkte im Gebiete G und einer Richtung in ihm der 
Nullpunkt des Einheitskreises bzw. die Richtung der positiven reellen 
Achse in ihm entspricht. 

Will man diesen Satz ohne Erwahnung der Ausnahmefiille aus­
sprechen, so braucht man nur zu berucksichtigen, daB man als Gebiet r 
auch das AuBere eines Kreises hatte nehmen k6nnen; man kann also 

. sagen: ] edes ein/ach zusammenhiingende Gebiet mit mindestens einem 
Randpunkt liifJt sich durch eine analytische Funktion au/ das AufJere 
eines Kreises abbilden. Hierbei ist ein einzelner Punkt als Grenzfall eines 
Kreises anzusehen. 

§ 3. Der Eindeutigkeitssatz. 
Nachdem durch den Riemannschen Abbildungssatz die Existenz 

einer Abbildungsfunktion gesichert ist, zeigen wir nunmehr, daB es nur 
eine Funktion geben kann, welche diese Abbildung leistet. 

Wir stellen also den folgenden Eindeutigkeitssatz auf: Eine Funk­
tion C = / (z), welche das den N ullpunkt enthaltende ein/ach zusammen­
hiingende GebietG der z-Ebene so au/ den Einheitskreis der C-Ebene kon/orm 
abbildet, dafJ /(0) = 0, f' (0) > 0 wird, ist dureh diese Forderung eindeutig 
bestimmt. Gabe es namlich zwei solche Funktionen C = / (z) und C* = t* (z), 
so k6nnte man mit Hilfe dieser beiden Beziehungen C* als analytische 
Funktion von C, etwa cp(C), ausdrucken. Diese Funktion C* = cp(C) 
bildet den Einheitskreis umkehrbar eindeutig auf sich selbst ab und 
erfUllt die Bedingungen cp (0) = 0, cp' (0) > O. Wir haben zu zeigen, 

daB C* = cp (C) = C ist. In der Tat ist tp iC) eine im Nullpunkt positive, 

nirgends im Einheitskreise verschwindende Funktion, deren absoluter 
Betrag die Randwerte I besitzt. Also ist, nach dem Prinzip vom Maximum 
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und Minimum, der absolute Betrag der Funktion ffJ iC) iiberall gleich 1 

und daher die Funktion identisch gleich l. Hiermit ist der gewiinschte 
Eindeutigkeitsbeweis erbracht. 

Man kann fiir diese Tatsache einen anderen Beweis geben, welcher 
zu einer wesentlich allgemeineren Formulierung des Eindeutigkeits­
satzes fiihrt, indem darin keinerlei Voraussetzung iiber die Zusammen­
hangszahl des Gebietes gemacht wird. Urn die Eindeutigkeit der Ab­
bildung eines Gebietes auf ein anderes zu sichern, geniigt offenbar der 
Nachweis, daB die Abbildung eines Gebietes auf sich selbst, unter den 
Normierungsbedingungen der obigen Form, nur die identische Abbildung 
sein kann. DemgemaB formulieren wir folgenden Satz: Wenn eine F unktion 
I(z), welehe der Bedingung 1(0) = 0,1'(0) > 0 geniigt, das den Nullpunkt 
enthaltende, ganz im Endliehen gelegene Gebiet G der z-Ebene aul dasselbe 
Gebiet umkehrbar eindeutig und konlorm abbildet, so ist I (z) = z. 

Zum Beweise beachten wir, daB wir I' (0) > 1 annehmen diiden. 
Ware namlich I' (0) < 1, so brauchten wir nur an Stelle der Funktion 
I (z) ihre Umkehdunktion zu betrachten. Wir beachten ferner, daB mit 
der Funktion 11(Z) = I(z) auch aIle weiteren Funktionen 12(Z) = /(11 (z)). 
13(Z) = 1(l2(Z)), ... eine Abbildung des Gebietes G auf sich vermitteln, 
wobei immer' In (0) = 0, In' (0) > 0 ist. Die Funktion I (z) besitzt nach 
Voraussetzung im NUllpunkt eine EntwickJung der Form 

I (z) = a z + b ZV + ... , 
wobei 'II > 2 und a > 1 ist. Offenbar hat die Reihenentwicklung der 
Funktion In(z) die Gestalt In(z) = anz + .... Ware a> 1, so wiirde 
bei hinreichend groBem n die Ableitung In' (0) = an groBer als eine be­
liebig vorgegebene Zahl A werden. Bedeutet aber M den Radius eines 
Kreises urn den Nullpunkt, welcher das Gebiet G ganz enthalt, ist also 
in G iiberall lin (z) I < M, ist ferner e der Radius eines Kreises urn den 
Nullpunkt, welcher ganz im Innern des Gebietes G liegt, so ist, nach 
Kap.3, § 2, 

Da diese Ungleichung fiir jeden Wert von n bestehen muB, so kann a 
nicht groBer als 1, sondern nur gleich 1 sein. Es ist also entweder 

oder 
f (z) = z 

I (z) = z + b ZV + ... (b =1= 0, 'II :?: 2). 

Aus der letzteren Annahme folgt aber sofort 1 

12 (z) = Z + 2 b ZV + ... , 

1 Vgl. zu dieser Betrachtung die S.413 genannte Arbeit von BIEBERBACH. 
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Nun ist naeh den Ungleiehungen (3) von Rap. 3, §2 

Es ist also 
Iln(V) (0) I <v! ; . 

nlbl<; ; 
da reehts eine von n unabhangige Zahl steht, diese Ungleiehung aber 
fUr jeden Wert von n gilt, so wiirde folgen b = 0 entgegen der Voraus­
setzung b =F 0; es kann also nicht I (z) von z versehieden sein. 

§ 4. Randerzuordnung bei konformer Abbildung. 
Entspreehend der Tatsaehe, daB zu einem Gebiete G die Rand­

punkte grundsatzlieh nieht hinzugereehnet werden, hatten wir bei den 
auf die konforme Abbildung beziigliehen Betraehtungen von § 2 die 
Randpunkte auBer aeht gelassen. Wir wollen jetzt zeigen, daB die 
Abbildungsfunktionen aueh noeh eine umkehrbar eindeutige und stetige 
Abbildung der Rander der Gebiete aufeinander vermitteln, sobald diese 
Rander gewissen sehr allgemeinen Bedingungen geniigen 1. 

Wir formulieren zunaehst fUr den einfaehsten und ansehauliehsten 
Fal12 den folgenden Satz: Es sei G ein von einer stiickweise glatten ein­
fachen geschlossenen Kttrve begrenztes Gebiet der z-Ebene mit dem Rande 5; 
durch die Funktion ~ = I (z) mage dieses Gebiet umkehrbar eindeutig und 
konlorm aul ein ebensolches Gebiet r der ~-Ebene mit der Berandung J: 

1 Es ist selbstverstandlich, daB sich die Rander zweier aufeinander konform 
abgebildeter Gebiete G und r in der Weise entsprechen, daB der Bildpunkt eines 
Punktes P in G gegen den Rand des Bildgebietes r rticken muB, wenn sich P 
dem Rande von G nahert; diese Annaherung des Bildpunktes muB sogar gleich­
maBig erfolgen, d. h. zu jedem e> 0 gibt es eine nur von e abhangige und mit e 
gegen Null strebende Zahl 15 = 15 (e) derart, daB der Bildpunkt jedes vom Rande 
des Gebietes G urn weniger als e entfernten Punktes Peine Entfernung kleiner 
als 15 vom Rande des Bildgebietes r besitzt. Ware dieses namlich nicht der Fall, 
so gabe es eine Punktfolge PI' P 2 , ••• in G, deren Haufungspunkte auf dem Rande 
von G liegen und deren Bildpunkte Ql' Qz, ... samtlich eine Entfernung vom 
Rande von r besitzen wtirden, welche oberhalb einer festen positiven Zahl tX liegt. 
Wir dtirfen nach dem WeierstraBschen Haufungsstellensatz, n6tigenfalls nach 
Weglassung einer Teilmenge der P" und Q", annehmen, daB die Punkte P" einen 
einzigen Haufungspunkt P und die Punkte Qn einen einzigen Haufungspunkt Q 
besitzen. Dieser letztere muB aber vom Rande von r einen Abstand mindestens 
,gleich tX haben, also ein innerer Punkt des Gebietes r sein; einer Umgebung eines 
solchen Punktes Q entspricht aber bei der konformen Abbildung eine Umgebung 
.eines inneren Punktes des Gebietes G, was unvereinbar damit ist, daB der Hau­
fungspunkt P der Punkte P" auf dem Rande liegt. - Wenn wir im folgenden 
von dem "Entsprechen" zweier Randstticke reden, so meinen wir damit, daB jeder 
gegen einen Punkt des Randsttickes des einen Gebietes konvergierenden Punkt­
folge im anderen Gebiet eine Punktfolge entspricht, deren samtliche Hll.ufungs­
punkte auf dem anderen Randstticke gelegen sind, und umgekehrt. 

2 Die folgenden Ausftihrungen gelten auch bei endlich vielfach zusammen­
hll.ngenden Gebieten, worauf wir aber hier nicht einzugehen brauchen. 
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abgebildet werden. Dann sind dureh die Funktion C = f (z) aueh die Riinder 
5 und .E umkehrbar eindeutig und stetig einander zugeordnet. 

Dieser Satz erlaubt uns, bei der analytischen Fortsetzung von Ab­
bildungsfunktionen durch Spiegelung an Kreisen oder analytischen 
Kurvenbogen die friiher (Kap.5, § 2) gemachte Voraussetzung der 
Stetigkeit der Abbildung am Rande fallen zu lassen; es folgt also ins­
besondere, dafJ eine Funktion, welehe ein von analytisehen KurvenbOgen 
begrenztes einfaeh zusammenhiingendes Gebiet umkehrbar eindeutig auf 
ein ebensolehes abbildet, iiber diese KurvenbOgen hinaus fortsetzbar ist. 

Urn unseren Satz zu beweisen, geniigt es, zu zeigen, daG die Abbildungs­
funktion f (z) im ganzen Gebiete G (bzw. die Umkehrfunktion in r) gleich­
maBig stetig ist. Dann laGt sich namlich f (z), bzw. die Umkehrfunktion, 
in eindeutiger Weise stetig auf den Rand fortsetzen, indem wir jedem 
Randpunkte denjenigen eindeutig bestimmten Funktionswert zuordnen, 
der sich als Grenzwert soIcher Funktionswerte ergibt, weIche in einer 
gegen diesen Punkt konvergierenden Punktfolge angenommen werden. 

Bestiinde diese GleichmaGigkeitseigenschaft nicht, so gabe es in G 
eine Folge von Punktepaaren zn', zn" (n = 1,2, ... ; zn' + zn") , so daG 
lim I zn' - zn" I = 0 ist, wahrend trotzdem der Abstand I Cn' - Cn" I 
n-+oo 

= I f (zn') - f (zn") I oberhalb einer festen positiven Schranke IX bliebe. 
Nach dem WeierstraGschen Haufungsstellensatze konnen wir (notigen 
Falles unter Weglassung geeigneter Punkte­
paare) annehmen, daG diese Punktepaare zn', 
zn" einen einzigen Hiiufungspunkt P besitzen, 
wahrend die Bildpunkte C n', C nil (weIche wir 
etwa mit Qn', Qn" bezeichnen) genau zwei 
Haufungspunkte, Q' und Q", aufweisen, deren 
Abstand mindestens gleich IX sein muG. Der 
Punkt P muG auf dem Rande von G liegen, 
da die Funktion f (z) in einem inneren Punkte Abb. 106. 

von G von selbst stetig ist. Ebenso miissen Q' 
und Q" auf dem Rande von r liegen; denn lage etwa Q' im Innern 
von r, so wiirde wegen der Stetigkeit der Umkehrfunktion Z = cP (C) 
in r die Punktfolge zn' = cp (Cn') gegen einen inneren Punkt von G kon­
vergieren, wahrend sie gegen den Randpunkt P konvergiert. 

Urn den Randpunkt Pals Zentrum fiihren wir Polarkoordinaten r 
und {f ein; mit ihrer Hilfe definieren wir eine zum Punkte P gehorige 
Folge von ineinander geschachtelten, in G liegenden einfach zusammen­
hangenden Gebieten Kr durch folgendes Verfahren: Es sei Po irgend 
ein fester Punkt im Innern von G (etwa der Punkt Z = 0), den wir durch 
eine stetige Kurve L in G mit dem Punkte P verbunden denken (Abb.106). 
1st dann die Zahl A kleiner als die Entfernung der Punkte Po und P 
voneinander, so trifft die von Po nach P durchlaufene Kurve L ein 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 26 
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letztes Mal den Kreis mit dem Radius r urn P, wenn nur 0 < r < A ist. 
Verfolgen wir diesen Kreis von hier aus nach beiden Seiten bis zu seinem 
jeweils ersten Treffpunkt mit dem Rande 5 von G, so werde mit Kr das­
jenige Teilgebiet von G bezeichnet, das durch diesen einen Kreisbogen 
vom Radius r und jenen Teil von 5 begrenzt wird, auf dem der Punkt P 
gelegen ist. Fur 0 < r1 < r2 < A ist dann K" ein Teilgebiet von E". 
Mit gegen Null abnehmendem r ziehen sich die Gebiete Kr gegen den 
Punkt P zusammen. 1st e < A eme feste positive Zahl, so mussen 

z-fbene s 
(-Ebene 

Q' Q" 

r 

Abb.107. 

die Punkte zn', zn" fur hinreichend groBes n innere Punkte des Ge­
bietes K. sein. 

Es seien Ql und Q2 beliebige fest gewahlte, voneinander verschiedene 
Punkte im Innern von r, denen in G die Punkte PI und P2 entsprechen. 
Wir verbinden Ql mit Qn', Q2 mit Qn" durch die Kurve en' bzw. en" 
(vgl. Abb. 107), so daB diese beiden Kurven ganz in r liegen und ein­
ander nicht treffen. Diese Kurven k6nnen wir in Abhangigkeit von n so 
wahlen, daB ihr gegenseitiger kurzester Abstand fiir alle groBen n ober­
halb einer fest en nur von (/. (und der Lage der Punkte Q', Q", Q1' Q2) ab­
hangigen positiven Schranke fJ bleibt. 1st Rein derartiger Wert, daB die 
Punkte PI und P 2 auBerhalb des Gebietes K R liegen, so mussen die 
Bildkurven von en' und en" bei hinreichend groBem n fur jedes r mit 
e < r < R die kreisf6rmige Begrenzung von K .. durchschneiden, da sie 
ja die Punkte zn' und zn" mit PI bzw. P2 verbinden. Also ist die Schwan­
kung der Funktion t (z) fUr jeden solchen Kreisbogen oberhalb der festen 
Schranke fJ gelegen. Es gilt also fur zwei geeignete Punkte ZI und Z2 des 
Kreisbogens 

2. 

fJ < It (Z2) - t (Zl) I = I J f' (z) dz I < J If' (z) I r d {}. 
2, 

wo das Integral liber den entsprechenden Teil des Kreisbogens vom 
Radius r zu erstrecken ist. Hieraus folgt mit Hilfe der Schwarzschen 
Ungleichung 1 

fJ2 < (J If' (z) I rd{})2 < 2n J I f' (z) 12r2d{) 

1 Als "Schwarzsche Ungleichung" bezeichnet man die folgende wichtige Ab­
schatzung: Sind g und h zwei in einem (ein- oder mehrdimensionalen) Gebiete G 
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oder 

Durch Integration nach r von r = e bis r = R folgt 

{J2Jog: < 271: J J I f' (z) 12rdr d{} < 271: J J I f' (z) 12rdr d{}, 
KR 

wobei dieses letzte Integral uber das ganze Gebiet K R zu erstrecken ist. 
Da dieses Integral den Fliicheninhalt des Bildgebietes von K R darstellt, 
also eine unterhaib einer festen Schranke (niimlich des Fliicheninhalts 

des Gebietes r) liegende Zahl ist, so muB auch der Ausdruck {J2Iog~ 
Il 

unter einer festen Zahl bleiben. Hiermit ist aber die Annahme, daB {3 
nicht gleichzeitig mit e gegen Null strebt, unvertriiglich. Daher ent­
spricht jeder Punktfolge in G mit dem Hiiufungspunkte P auf dem 
Rande 5 sicherlich eine Punktfolge aus r mit nur einem Hiiufungs­
punkt auf dem Rande .E. 

Da sich dieselbe Betrachtung fur die inverse Abbildung von r auf 
G durchfuhren liiBt, so ist damit die umkehrbar eindeutige und stetige 
Zuordnung der Randpunkte dargetan. 

Die eben durchgeflihrten Betrachtungen liber die Zuordnung der 
Riinder bei konformer Abbildung des Innern von Gebieten sind ihrem 
Wesen nach keineswegs an die Voraussetzung gebunden, daB es sich urn 
stlickweise glatte oder einfache Randkurven handelt. Zur Ubertragung 
unserer Betrachtungen auf den allgemeinen Fall erinnern wir an die 
in Kap. 5, § 3 (S. 379f.) angestellten Uberlegungen liber die Randpunkte 
eines Gebietes. 

Jeder liber dem Punkte Q liegende erreichbare Randpunkt wurde 
definiert durch eine bis auf ihren Endpunkt Q in G verlaufende stetige 
Kurve. Zwei verschiedene erreichbare Randpunkte Rl und R2 haben 
die folgende Eigenschaft: Sind C lund C 2 irgend zwei sie definierende 
Kurven und PI bzw. P 2 Punkte auf diesen beiden Kurven, weIche yom 
Rande urn weniger als eine beliebig klein gewiihlte Zahl h entfernt sind, so 
liegt der Durchmesser l jeder stetigen, die Punkte PI und P 2 in G ver­
bindenden Kurve bei hinreichend klein em h nicht unterhalb einer 
positiven Schranke t, weIche unabhiingig von der speziellen Wahl der 

definierte reelle Funktionen und bedeutet df das Integrationselement in G, so gilt 

(J ghd f)2;;;;; J g2df-J h2df. 

Diese Ungleichung folgt sofort aus der Bemerkung, daB der in den reellen Para­
metern .1., p, homogen quadratische Ausdruck 

J {.1.g + p,h)2df 
negativer Werte nicht fahig ist. • 

1 Als Durchmesser einer Kurve wurde die griiBte Entfernung zwischen irgend 
zwei Kurvenpunkten bezeichnet. 

26* 
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Kurven C1 und C2 ist; die obere Grenze der Werte dieser Schranke 
konnte man als "Entfe~nung" der beiden Randpunkte bezeichnen 1. 

Wesentlich fUr die obigen Schliisse war die Konstruktion der Ge­
biete K r, welche zu einem Randpunkte P gehoren. Diese Konstruktion 
konnen wir nunmehr fUr jeden erreichbaren Randpunkt des Gebietes G 
analog zu den obigen Betrachtungen durchfUhren. Die Kurve C, welche 
den Randpunkt definiert, muB bei hinreichend kleinem r die Peripherie 
des Kreises mit dem Radius r urn P ein letztes Mal treffen. Von diesem 
Punkte aus verfolgen wir die Kreisperipherie nach beiden Seiten bis zu 
ihrem ersten Schnittpunkt mit dem Rande, den es bei hinreichend 
kleinem r geben muB, sofern P kein isolierter Randpunkt 2 ist. Durch 
den so definierten Kreisbogen ist das Gebiet Kr vollstandig festgelegt. 
Alle oben durchgefiihrten Schliisse bleiben unverandert bestehen, so­
bald beide Gebiete G und r nur erreichbare Randpunkte haben. Es be­
steht also der Satz: Falls die Riinder von G und r aus lauter erreichbaren 
Randpunkten bestehen, so sind bei konformer Abbildung des Innern der 
beiden Gebiete auch die Riinder umkehrbar eindeutig und stetig aufeinander 
bezogen. Es gilt dann auch der Satz von der gleichmaBigen Stetigkeit 
der Abbildungsfunktionen in den beiden Gebieten. Dabei ist dem 
Stetigkeitsbegriff die obige Verallgemeinerung des Entfernungsbegriffes 
zugrunde zu legen. 

Was die nicht erreichbaren Randpunkte betrifft, so wollen wir auf 
deren punktmengentheoretische Untersuchung nicht eingehen 3. Wir 
begniigen uns damit, auf die Beispiele in den Abb. 70, 71 und 101 (S. 265 
bzw. 380) hinzuweisen, wo nicht erreichbare Randpunkte durch die 

Linie BC, den Kreis A bzw. die Strecke 0, ~ gegeben sind. Diese Abbil­

dungen erlautern uns die hier nicht weiter zu diskutierende Tatsache, daB 
man nicht erreichbare Randpunkte zu einfachsten, durch Querschnitte 
nicht weiter zerlegbaren Bestandteilen des Randes, "Primenden" , zu­
sammenfassen kann. Jede der oben genannten Linien stellt ein solches 

Primende dar, welches, mit Ausnahme des Punktes ; bei Abb. 101, 

keinen einzigen erreichbaren Randpunkt besitzt. Man kann nach der­
selben Methode wie bei erreichbaren Randpunkten zeigen, daB diesen 
Primenden eines Gebietes bei konformer Abbildung auf ein anderes 
Gebiet in umkehrbar eindeutiger Weise die Primenden des Bildgebietes 

1 Man beachte, daB zwei "gegeniiberliegende" Punkte der Ufer eines Schnittes 
hierdurch eine "Entfernung" erhalten, die nur der halben Lange eines sie urn 
den Schlitz verbindenden Weges entspricht. 

II Diesen trivialen Ausnahmefall wollen wir im folgenden ausdriicklich aus­
schlieBen. 

3 Vg1. CARATHEODORY: 'Ober die Begrenzung einfach zusamrnenhangender 
Gebiete, Math. Ann. Bd. 73 (1913), S. 323 bis 370, sowie KEREKJARTO: 1. c. 3. Ab­
schnitt, § 2. 
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zugeordnet sind, wobei auch erreichbare Randpunkte als Primenden zu 
ziihlen sind 1. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen bemerken wir noch, daB durch 
den Abbildungssatz und den Satz von der Riinderzuordnung sich auch 
die Frage beantwortet, ob es analytische Funktionen gibt, deren Rie­
mannsche Fliiche mit dem gegebenen Gebiete G identisch ist, die also, mit 
andern Worten, liberall in G reguliir sind, sich aber nicht liber G hinaus 
fortsetzen lassen. Da wir Funktionen kennen, welche im Einheitskreise 
regular sind, sich aber nicht liber diesen hinaus fort set zen lassen, weil 
sie in der Umgebung jedes Randpunktes des Einheitskreises beliebig 
groBe Werte annehmen 2, so gehen diese analytischen Funktionen durch 
Abbildung des Einheitskreises auf G tatsiichlich in Funktionen liber, 
deren Riemannsche Fliiche mit G identisch ist. Eine solche Funktion 
nimmt niimlich in der Umgebung jedes Randpunktes von G beliebig 
groBe Werte an, liiBt sich also nicht liber G hinaus fortsetzen. 

§ 5. Die Greensche Funktion und die Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie. 

Ist l; = f (z) = u + i v die analytische Funktion, welche das den 
Punkt Zo = Xo + i Yo enthaltende von einer stlickweise glatten Kurve 
begrenzte einfach zusammenhiingende Gebiet G der z-Ebene auf den 
Einheitskreis der l;-Ebene konform abbildet, so daB f (zo) = 0, f' (zo) > 0 
ist 3, so wird der Realteil g (x, y; xo, Yo) von log f (z) die zum Quellpunkte 
xo, Yo gehorige Greensche Funktion des Gebietes G genannt. Die Greensche 
Funktion ist eine Potentialfunktion, welche in der Umgebung des Quell-

punktes die Form logr +y (x, y; xo' Yo) hat, wobei r = -V (x-xo) 2+(Y_Yo)2 
ist und y (x, y; xo, Yo) eine in der Umgebung des Quellpunktes reguliire 

1 Man kann geradezu die Primenden eines einfaeh zusammenhangenden Ge­
bietes G dureh die konforme Abbildung von G auf einen Kreis definieren, indem 
man al!e Punktfolgen aus dem Kreise, welche gegen einen seiner Randpunkte R 
konvergieren, betrachtet und die Haufungspunkte al!er der zugehorigen Folgen 
von Bildpunkten in Gals einem Primende zugehorig bezeiehnet. 

2 Eine solche Funktion wird z. B. durch die Potenzreihe 13 zn! geliefert. Zu­
n=O 

naehst ist namlieh diese Reihe innerhalb des Einheitskreises offensichtlich kon-
2"ip 

vergent, strebt aber, wenn z sich radial einer Einheitswurzel e q (P, q ganz und 
teilerfremd, q > 0) nahert, ins Unendliche, da (/ z / = e gesetzt) 

co, q-l I co r co, 
j .lJ zn'j2; - j .lJ zn. j + j .lJ zn'j2; - q + .lJ en. 
n=O n=O n=q n=q 

ist. Da die Einheitswurzeln auf der Kreisperipherie liberal! dieht liegen, so ist auch 
jeder andere Punkt dieser Linie singular. 

3 In den vorigen Paragraphen wurde der Einfachheit halber Zo = 0 an­
genommen. 
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Potentialfunktion bedeutet. 1m iibrigen ist g eine im Gebiete G reguHire 
Potentialfunktion, welche am Rande verschwindet. Durch diese Eigen­
schaften ist die Greensche Funktion eindeutig charakterisiert, weil die 
Differenz zweier derartiger Funktionen am Rande verschwindet und im 
Innern regular ist, also identisch verschwinden muB. 

Die Greensche Funktion konnen wir also durch Losung der folgenden 
Randwertaufgabe erhalten: Es ist diejenige im Gebiete G regulare 
Potentialfunktion 'Y (x, y; xo' Yo) gesucht, welche am Rande des Gebietes 
dieselben Randwerte wie die Funktion - logr besitzt. Die Greensche 
Funktion entsteht aus ihr durch Addition von logr. 

Bei der konformen Abbildung des Gebietes G auf ein anderes der­
artiges Gebiet G* geht die Greensche Funktion in die Greensche Funk­
tion des Bildgebietes iiber. 1st namlich z = h (z*) die inverse Abbildung 
von G* auf G, so geht die normierte Abbildung F (z*) des Gebietes G* 
auf den Einheitskreis durch eine einfache Drehung urn den Nullpunkt 
aus der Abbildung f (h (z*)) hervor. Demnach haben log F (z*) und 
log f (h (z*)) = log f (z) dieselben Realteile. 

Die Greensche Funktion besitzt eine einfache anschauliche physi­
kalische Bedeutung. Die Kurven g = konst. geben uns die Niveaulinien 
einer Stromung, die wir uns folgendermaBen erzeugt denken: Das Ge­
biet G sei auf seiner Ober- und Unterseite mit einer leitenden Schicht 
bedeckt und diese beiden Schichten auBer am Rande gegeneinander 
isoliert. Entsprechend dem Punkte Zo denken wir uns auf der Ober­
und Unterseite des Gebietes eine QueUe von der Starke - 2'JT, bzw. 
+ 2'JT, aufgesetzt, durch welche die Stromung verursacht wird. Fassen 
wir dagegen die Kurven g = konst. als Stromlinien auf, so erhaltell 
wir einen Wirbel, welcher den Punkt Zo umkreist, derart daB eine Strom­
linie mit der Randkurve von G zusammenfallt. 

Wie man aus der Abbildungsfunktion f(z) die Greensche Funktion 
g (x, y; xo' Yo) erhiilt, kann man umgekehrt aus der Kenntnis der Green­
schen Funktion die Abbildungsfunktion gewinnen, indem man, unter h 
die zu g konjugierte Potentialfunktion verstanden, f (z) = ef1HlI setzt. 
Die in h noch willkiirliche additive Konstante muB dabei gemaB der 
Normierungsbedingung f' (zo) > 0 bestimmt werden. 

Wenn auch zunachst die Konstruktion der Greenschen Funktion 
nur mit der Losung einer speziellen Randwertaufgabe gleichbedeutend 
erscheint, so laBt sich aus dieser Losung doch die Losung des allgemeinsten 
Randwertproblems gewinnen, d. h. die Losung der Aufgabe: Auf dem 
Rande des Gebietes G seien stetige Randwerte gegeben; gesueht ist eine in 
G regulare Potentialfunktion u (x, y), welehe diese Randwerte annimmt. 
Wir brauchen namlich nur das Gebiet G auf den Einheitskreis konform 
abzubilden, was auf Grund des Riemannschen Abbildungssatzes oder 
der damit aquivalenten Kenntnis der Greenschen Funktion moglich 
ist; dabei gehen wegen des Satzes von der Riinderzuordnung die Rand-
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werte in stetige Werte auf der Kreisperipherie iiber. Mit diesen Rand­
werten kannen wir aber fiir den Kreis durch das Poissonsche Integral 
die Randwertaufgabe lOsen (vgl. Kap. 3, § 10). Die so gewonnene Po­
tentialfunktion ist dann, aufgefaJ3t als Funktion in G, die Lasung u (x, y) 
der gestellten Randwertaufgabe. 

Beilaufig sei folgende Tatsache erwahnt, deren Beweis dem Leser 
iiberlassen bleiben kann. Die Greensche Funktion des Einheitskreises 

hat die Form g (x, Y; xo, Yo) = logr -logrl + log V xo2 + Y02, wobei 

r = V(x - XO)2 + (y - YO)2 und r1 = V (x - X1)2 + (y - Yl)2 ist, xO' Yo 
einen Punkt im Kreise (den Quellpunkt) und Xl> Yl seinen Spiegelpunkt 
am Einheitskreise bedeutet. Das Poissonsche Integral laJ3t sich, wenn 
die Randwerte als Funktion der Bogenlange s mit cp (s) bezeichnet werden, 
in der Form schreiben 

u(x y) = _~fm(S)ag(x'Y;XO'YO)ds 
0' 0 2n r an ' 

wobei aan die Ableitung nach der inneren Normalen bezeichnet und der 

Punkt x, Y auf dem Kreise variiert. Diese Formel bleibt bei konformer 
Abbildung auf das Gebiet G unverandert und liefert die Lasung der 

Randwertaufgabe fUr G, sofem dort ~: eine stetige Funktion der Bogen­

lange darstellt. 
Es liegt auf Grund unserer Betrachtungen iiber die Randwertauf­

gabe nahe, den hier dargelegten Zusammenhang umzukehren und zu 
versuchen, ob man den Riemannschen Abbildungssatz nicht dadurch 
gewinnen kann, daJ3 man zuvor die Lasbarkeit der Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie fUr das Gebiet G bzw. die Existenz der Greenschen 
Funktion beweist. Wir wollen im nachsten Paragraphen kurz dartun, 
in welcher Weise man durch das "alternierende Verfahren" von H. A. 
SCHWARZ dieses Ziel erreichen kann. 

§ 6. Das alternierende Verfahren. Stetigkeitseigenschaften 
der Abbildungsfunktionen. 

Wir beweisen zunachst den folgenden Hilfssatz. Es sei G ein einfach 
zusammenhangendes, von einer stiickweise glatten Kurve begrenztes 
Gebiet der z-Ebene, C ein stiickweise glatter Querschnitt, welcher die 
Randpunkte P und Q miteinander verbindet und in P und Q den Rand 
nicht tangential trifft (vgl. Abb. 108); der Einfachheit halber wollen wir 
annehmen, daJ3 die Tangentenrichtung der Randkurve von G in P und 
Q stetig sei. A und B seien die TeilbOgen des Randes, in we1che dieser 
durch P und Q zerlegt wird. Wir setzen femer voraus, daJ3 wir fiir das 
Gebiet G die Randwertaufgabe der Potentialtheorie bei stetigen oder 
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stiickweise stetigen 1 Randwerlen lOsen k6nnen 2. 1st dann w eine in G 
reguHire Potentialfunktion, deren Randwerle auf dem Bogen A ver­
schwinden und auf dem Bogen B absolut genommen unterhalb einer 
Schranke M gelegen sind, so gibt es eine nur von der geometrischen 
Konfiguration, nieht aber von der speziellen Wahl der Randwerle auf 
B bzw. der Schranke M abhangige positive Konstante q, welche kleiner 
als 1 ist, derart, daB auf dem Bogen C 

Iwl<qM 
gilt. 

Beim Beweise k6nnen wir uns auf den Fall M = 1 beschranken, da 

wir sonst nur die Funktion .: zu betrachten hatten. Wir bezeiehnen mit 

e W eine Potentialfunktion, 
~------~~-o--~------

Abb.108. 

welche in G regular ist, auf 
dem Bogen A verschwindet, 
auf B die konstanten Rand­
werle 1 hat, also iiberall in G, 
insbesondere auch in den inne­
ren Punkten von C, positiv 
und kleiner als 1 ist. Wegen 
des Satzes vom Maximum und 
Minimum ist ,offenbar in G 
iiberall - W < w < W. Unser 
Hilfssatz ist bewiesen, sobald 

gezeigt wird, daB W bei Annaherung an den Randpunkt P oder Q langs 
der Kurve C gegen Grenzwerle strebt, welche kleiner als 1 sind. Zum Be­
weise betrachten wir ein Polarkoordinatensystem etwa im Punkte P; 
seinen Winkel rp zahlen wir von ,derjenigen Tangentenrichtung in Pan, 
welche gegen den Bogen A weist (vgl. Abb. 108). Jedem Punkte des 
Randes von G ordnen wir nun denjenigen Werl rp zu, welcher ihm in 
diesem Koordinatensystem entspricht, wenn man in stetiger Weise, 
von Null ausgehend, zunachst iiber den Bogen A hingeht, wobei die 
positive Zahlung von rp derarl' gewahlt werden solI, daB die Werle von 
rp bei Annaherung an P von B her gegen + n, nieht etwa gegen - n, 
streben. Den inneren Punkten von G ordnen wir diejenigen Werle rp zu, 
welche sieh stetig an diese Randwerle anschlieBen. Dann ist rp eine im 
ganzen Gebiete G regulare Potentialfunktion, deren Randwerte iiberall 
auBer im Punkte P stetig sind und dorl einen Sprung des Betrages n 

machen. Die in G regulare Potentialfunktion W - .!E. hat also Randwerle, 
n 

1 Vgl. die FuBnote zu S.262. 
2, Von einer solchen Losung verlangen wir, daB ihre Haufungswerte bei An­

naherung an eine Sprungstelle der Randfunktion zwischen den beiden Grenz­
werten liegen, welche die Randfunktion an der Sprungstelle besitzt (vgl. S. 330). 
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welche in P stetig sind, und verschwindet dart 1. Diese Funktion schlieBt 
sich im Punkte P stetig an den Randwert Null an; da in der Umgebung 
von P der Winkel qJ auf evan 0 und n verschieden ist, so strebt W bei 
Annaherung langs C an P gegen Randwerte, welche zwischen 0 und 1 
mit AusschluB dieser Grenzen gelegen sind. Da Entsprechendes fUr den 
Punkt Q gilt, so wird die Funktion W auf dem Bogen C uberall unter 
einer positiven Schranke q bleiben, welche kleiner als 1 ist. Hiermit ist 
der Beweis des Hilfssatzes erbracht. 

Das "alternierende Verfahren" erlaubt uns nun, die Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie fUr ein Gebiet K zu 16sen, das sich aus zwei Ge­
bieten G und H zusammensetzt, fUr deren jedes die Losbarkeit der Rand­
wertaufgabe schon feststeht. 
G und H seien einfach zu­
sammenhangende, von stuck­
weise glatt en Kurven be­
grenzteGebiete(vgl.Abb.l 09), 
welcheeineinfachzusammen- A 
hangendes durch je einen 
Bogen des Randes von G und 
H begrenztes Teilgebiet ge­
meinsam haben. Das Gebiet 

D 

Abb.109. 

K besteht aus allen Punkten, welche mindestens einem der beiden Gebiete 
G und H angehoren. Den in H liegenden Bogen des Randes von G il(~nnen 
wir B, den ubrig bleibenden Bogen A; die entsprechenden Bogen fUr 
den Rand des Gebietes H bezeichnen wir mit C und D. Die Bogen B 
und C mogen sich unter einem von 0 und n verschiedenen Winkel 
treffen; die Schnittpunkte P und Q seien (der Einfachheit halber) Stetig­
keitsstellen der Richtung der Tangenten an die Randkurven von G 
und H. 

Auf dem Rande des Gebietes K seien irgendwelche stetige Rand­
werte vorgegeben, welche ihrem Betrage nach unterhalb einer festen 
Schranke M liegen. Wir erganzen diese Randwerte auf dem Bogen B 
derartig, daB dadurch eine stetige, sonst ganz willkurliche Verteilung 
von Randwerten auf dem ganzen Rande des Gebietes G entsteht, aber 
diese Randwerte uberall absolut kleiner als M bleiben. Nunmehr 16sen 
wir mit diesen Randwerten die Randwertaufgabe fUr das Gebiet G 
durch eine regulare Potentialfunktion u1. Uberall in Gist I u1 I < M; 
die Werte von u1 auf dem Bogen C bilden zusammen mit den auf D 
vorgegebenen Werten eine stetige Randfunktion auf dem Rande von 

1 Es sei hier darauf hingewiesen, daB uns dieser Kunstgriff erlaubt, die Liis­
barkeit der Randwertaufgabe bei stiickweise stetigen Randwerten als er­
wiesen anzusehen, falls sie fijr stetige Randwerte feststeht. Wir kiinnen namlich 
stiickweise stetige Randwerte durch Addition von Funktionen des obigen Typus 
in stetige Randwerte verwandeln. 
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H mit einem Betrage kleiner als M. Mit diesen Randwerten lOsen wir 
fUr H die Randwertaufgabe durch eine in H reguHire Potentialfunktion 
Vv welche in H dem Betrage nach ebenfalls kleiner als M bleibt und 
welche wiederum auf dem Bogen Beine stetige Wertefolge definiert. 
Diese Werte mit den ursprunglich auf A gegebenen Werten fiihren zu 
einer neuen Potentialfunktion U2 in G. In dieser Weise definieren wir 
eine unendliche Folge Uv Vv U2, v2, ••• ; wir behaupten, daB die Funk­
tionen Un und Vn in den Gebieten G bzw. H gleichmaBig konvergieren 
und daB die Grenzfunktion im Gebiete K die Losung der Randwert­
aufgabe fur die ursprunglichen Randwerte darstellt. 

Zum Beweise bezeichnen wir die erste auf dem Bogen B gewahlte 
Werteverteilung mit vO' Die Funktion U 2 - u l nimmt auf A die Rand­
werte Null an, auf dem Bogen B Randwerte, die durch v l - Vo dar­
gestellt sind, also ihrem Betrage nach unter der Schranke 2 M liegen. 
Es ist also nach unserem Hilfssatz auf dem Bogen C 

wobei q einen positiven echten Bruch bezeichnet, der nur von der geo­
metrischen Konfiguration abhangt. Ebenso hat va - vl auf D die Rand­
werte Null, auf C Randwerte, die durch u2 - u l gegeben sind, also ab­
solut kleiner als 2 q M sind. Also ist auf B 

I v2 - VI I < 2 q q' M t 

wo q' einen zweiten positiven echten Bruch bedeutet. Fahrt man in 
derselben Weise fort, so erkennt man, daB auf dem Bogen C bzw. B gilt 

bzw. 

oder, wenn man mit qo den groBten der beiden Bruche q und q' be­
zeichnet, 

I Un+l - Un I < 2q~n-IM, 
I vn + l - vn I < 2q~nM. 

Hieraus folgt aber unmittelbar die gleichmaBige Konvergenz der Funk­
tionen Un im Gebiete G bzw. der Funktionen Vn im Gebiete H sowie die 
Dbereinstimmung der beiden Grenzfunktionen in dem G und H gemein­
samen Teilgebiete. Diese Grenzfunktion ist also eine im Gebiete K 
regulare Potentialfunktion, welche die Randwertaufgabe lost . 

. Von dieser als "alternierendes Verfahren" bezeichneten Methode 
:machen wir nun Gebrauch, indem wir von Kreisgebieten ausgehen. Da 
wir durch das Poissonsche Integral die Randwertaufgabe fiir den Kreis 
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bereits ge16st haben, so folgt hieraus nunmehr ihre L6sbarkeit fur ein 
aus zwei sich teilweise uberdeckenden Kreisscheiben bestehendes Ge­
biet 1 und ebenso fUr ein aus endlich vie len Kreisscheiben aufgebautes 
Gebiet (wenn nicht drei von den Kreisen durch einen Punkt gehen oder 
zwei einander beruhren). Insbesondere ist also die Existenz der Green­
schen Funktion fUr jedes solche Gebiet festgestellt. 

Urn die Greensche Funktion fur ein beliebiges einfach zusammen­
hangendes Gebiet G zu konstruieren, bedarf es noch eines Grenzuber­
ganges. Unser Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes: Es sei Gv Gz, ... 
eine Folge von einfach zusammenhangenden, den Nullpunkt enthalten­
den Gebieten, welche in dem gegebenen Gebiete G gelegen sind und 
gegen dasselbe konvergieren. Hierunter verstehen wir, daB bei hin­
reichend groBem n jeder Randpunkt von Gn von dem Rande von G 
(und daher jeder Randpunkt von G von dem Rande von Gn ) eine be­
liebig kleine Entfernung besitzt. Es sei In (z) eine Funktion, welche fUr 
z = 0 verschwindet, dort eine positive Ableitung besitzt und das Ge­
biet Gn auf den Einheitskreis der C-Ebene konform abbildet; dann 
existiert in G die Funktion limln(z) = I(z) und bildet dieses Gebiet derart 

n-+ 00 

aul den Einheitskreis ab, dafJ 1(0) = 0, f' (0) > 0 ist. 
Auf Grund dieses Satzes k6nnen wir also aus der Existenz der Ab­

bildungsfunktionen fUr die Approximationsgebiete die der Abbildungs­
funktion fUr das Grenzgebiet erschlieBen. Da wir jedes einfach zusammen­
hangende Gebiet als Grenzgebiet einer Folge von Teilgebieten Gn dar­
stellen k6nnen, deren jedes aus endlich vielen Kreisscheiben besteht 2, so 
folgt nach diesem Satze aus der Existenz der Greenschen Funktion fUr 
solche Kreisgebiete die Existenz der Abbildungsfunktion und somit der 
Greenschen Funktion auch fur das Gebiet G. 

Wir schicken dem Beweise unseres Satzes einen etwas allgemeineren 
Satz voraus. Es seien die Gebiete Gn und G und die Funktionen In(z) 
wie oben definiert; dann gibt es zu jeder noch so kleinen positiven Zahl 
heine nur von h, nicht aber von n abhangige mit h zugleich gegen Null 
strebende Zahl (j (h) derart, daB die Bildpunkte In (z) jedes Punktes 

1 Wie wir in Kap. 4, § 8 gesehen haben, ist fiir Kreisbogenzweiecke dieses 
Resultat bereits durch einfachere Hilfsmittel gesichert. 

2 Solche Gebiete Gn erhalten wir, indem wir von einer Einteilung der Ebene 
in achsenparallele Quadrate ausgehen, die auseinander durch fortgesetzte Hal-

bierung entstehen und die Seitenlangen 1. ~ , ... , ;n' ... besitzen. Jedem dieser 

Quadrate denken wir uns einen Kreis umbeschrieben; das Gebiet Gn ist dann, von 
einem gewissen nab, das groBte den Nullpunkt enthaltende Teilgebiet von G, 

1 
welches aus Kreisscheiben gebildet ist, die Quadraten der SeitenHinge 2n zu-

geordnet sind. - Um die oben beim alternierenden Verfahren gemachten Voraus­
setzungen zu erfiillen, miissen wir die Kreise zuvor von mren Mittelpunkten aus 
gewissen Ahnlichkeitstransformationen (etwa im MaBstabe 1: 1,1) unterwerfen. 
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von Gn , welcher vom Rande von Gn keine groBere Entfernung als h 
besitzt, von der Peripherie des Einheitskreises hOchstens urn (j (h) ent­
fernt sind. 

Wir fUhren den Beweis kurz in Anlehnung an die Betrachtungen in 
§ 4 iiber die Randerzuordnung. Ware die Behauptung falsch, so gabe 
es (notigen Falles unter Weglassung gewisser Approximationsgebiete) 
eine Folge von Punkten Zn (zn sei Punkt von Gn), welche sich gegen 
einen Randpunkt P von G haufen, derart, daB die Funktionswerte 
Cn = fn(zn) im Innern eines Kreises mit einem Radius (! < 1 urn den 

(-Ebene 

Abb. llO. 

Nullpunkt der C-Ebene liegen (vgl. Abb.llO). Wir verbinden den Punkt 
Cn mit dem Nullpunkt durch irgendeine im Kreise I C I < (! liegende 
stetige Kurve; dann wird ihre Bildkurve C in Gn den Punkt Zn mit dem 
Punkte Z = 0 verbinden. 

Andererseits muB es bei hinreichend groBem n in beliebiger Nahe 
des Punktes Zn einen Punkt zn' von Gn geben, welcher so nahe am Rande 
von Gn liegt, daB der Punkt Cn' = fn(zn') der Peripherie des Einheits-

kreises beliebig nahe kommt, etwa auBerhalb des Kreises I C I = 1 ~ (} 
liegt. Wir denken uns ein fUr allemal jedem n ein Zn' von dieser Be­
schaffenheit zugeordnet, das so nahe an dem jeweiligen zn liegt, daB 
Zn - zn' gegen 0 und demnach auch zn' gegen, P konvergiert. Ziehen wir 

auBerhalb des Kreises I C I = 1 ~ (} langs der ganzen Peripherie des 

Einheitskreises eine geschlossene, durch den Punkt Cn' gehende Kurve, 
welche den Punkt C = OumschlieBt, so entspricht dieser im Gebiet Gn 

eine durch den Punkt zn' laufende den Punkt Z = 0 umschlieBende Kurve 
C. Wir verstehen unter K'I' die bereits in § 4, S. 401 f. definierten Teil­
gebiete von G, welche den Punkt P auf dem Rande enthalten; die damals 
zur Konstruktion benutzte Kurve L kann jetzt eine beliebige aus dem 
Innern von G kommende und in P miindende Kurve sein. Kr(nl sei dann 
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dasjenige Teilgebiet von K r , das zu Gn gehort, und Reine soIche feste 
positive Zahl, daB der Kreis K R den Punkt z = 0 ausschlieBt. Dann 
liegen die Punkte Zn und zn' in Kr(n), sobald r nicht kleiner ist als eine mit 
wachsendem n gegen Null strebende Schranke 13 = 13 (n). Fur alle groBen 
n wird s(n) < R; fUr s(n) < r < R durchschneiden dann die Kurven 
C und C' die Peripherie des Kr(n) begrenzenden Kreisbogens. Auf diesem 

Kreisbogen ist also die Schwankung der Funktion In (z) groBer als I ~ e, 
was nach derselben SchluBweise wie in § 4 mit der Annahme e < 1 
nicht vereinbar ist. Damit ist die behauptete GleichmaBigkeitseigenschaft 
bewiesen. 

Aus dies em Satze konnen wir nun die oben ausgesprochene Stetig­
keitseigenschaft der Abbildungsfunktionen folgendermaBen schlieBen. 
Wir betrachten das groBte den Nullpunkt enthaltende Teilgebiet G' 
von G, dessen Punkte von dem Rande von G urn mehr als eine hinreichend 
klein gewahlte positive GroBe h entfernt sind. h sei gleich so klein ge­
wahlt, daB das oben konstruierte b (h) kleiner als 1 ist. Bei hinreichend 
groBem m und n fiilIt dann G' mit EinschluB des Randes ganz in die 
Gebiete Gm und Gn. Auf dem Rande von G' ist sowohl\ In (z) \ wie \ fm(z) \ 
zwischen 1 ausschlieBlich und 1 - b(h) einschlieBlich gelegen. Der 

Quotient ~: ~:~ ist eine nirgends in G' verschwindende Funktion, fUr 

weIche bei hinreichend groBem n und m auf Grund des Satzes vom 
Maximum und Minimum gleichmaBig in G' 

1 ~ (h) < I I .. (z) I < I 
-.u = t::(z) = 1- <5 (h) 

gilt. Hieraus folgt aber, da wir h beliebig klein nehmen konnen, daB 

fUr jedes abgeschlossene Teilgebiet von G der Ausdruck I ti:i I gleich­

maBig gegen 1 konvergiert; wie in § 2 (S. 397 f.) folgt nun weiter die Kon­
vergenz der Funktion In (z) gegen eine Grenzfunktion I(z) , fUr weIche 
1(0) = 0, f' (0) > 0 gilt und weIche das Gebiet G auf den Einheitskreis 
abbildet 1. 

Die fUr die letzten Betrachtungen entscheidende Frage der stetigen 
Abhangigkeit der Abbildungsfunktionen vom Gebiete kann man mit 
den angegebenen Methoden noch wesentlich weiter verfolgen. Betrachtet 
man z. B. eine Folge von Gebieten, weIche dadurch entstehen, daB man 

zwei Gebiete G und G' durch einen geraden Steg der Breite ~ zu einem 
n 

1 Es sei hier noch auf ein anderes Verfahren zum Beweise der Stetigkeits­
eigenschaften hingewiesen, welches wesentlich das Hll.ufungsstellenprinzip von 
Kap.3, § 6 benutzt und es auf die Funktionen j .. (z) bzw. deren Umkehrfunktionen 
anwendet. Vgl. L. BlEBERBACH: Uber einen Satz des Herrn CARATH:EODORY. 
G6ttinger Nachrichten 1913, S.552 bis 560. 
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Gebiete Gn verschmilzt (vgl.Abb.11 l)und dann n tiber alle Grenzen wachsen 
HiBt, so konvergieren die A b bildungsfunktionen In (z) , so bald der N ullpunkt 

dem Gebiete G angehOrt, 
gegen die Abbildungsfunk­
tion 1 (z) des Gebietes G 

• z=O auf den Einheitskreis (mit 

Abb. 111. 

1(0) = 0, 1'(0) > 0), wah­
rend im Gebiete G' Kon­
vergenz gegen einen kon­
stanten Wert stattfindet. 
Der Beweis dieser Tat­
sachen und ihre Verallge­
meinerung k6nnen dem 
Leser tiberlassen bleiben1. 

§ 7. Verzerrungssatze. 
Das Schwarzsche Lemma aus Kap. 3, § 1 besagt, geometrisch aus­

gesprochen, daB eine im Kreise I z I < 1 definierte Funktion ,= I(z), 
welche diesen Kreis auf ein ganz im Kreise I , I < 1 enthaltenes Gebiet 
konform abbildet und dabei den Punkt z = 0 in den Punkt , = 0 tiber­
fUhrt, stets fUr den Bildpunkt ,einen h6chstens so groBen Abstand yom 
Nullpunkt liefert wie fUr den Originalpunkt z, wobei die Gleichheit der 
beiden Abstande dann und nur dann eintritt, wenn die Abbildung eine 
einfache Drehung urn den Nullpunkt darstellt. Dieser Satz macht also 
eine bestimmte einschrankende Aussage tiber die "Verzerrungen" bei 
einer durch ,= 1 (z) bewirkten konformen Abbildung, wobei die ein­
schrankende Aussage gleichmaBig fUr eine weite Funktionenklasse 1 (z) 
gilt und die angegebenen Schranken fUr gewisse wohldefinierte Funk­
tionen der Klasse auch wirklich erreicht werden 2. Umgekehrt erkennen 
wir: Sind Zo und '0 Punkte im Innern des Einheitskreises und besteht 
die Ungleichung 1 '0 I < 1 ZO I, so gibt es immer eine Funktion aus 

1 Es ist instruktiv, dieses Verhalten bei der konformen Abbildung von Kreis­
bogenzweiecken der in Abb. 112 angegebenen Gestalt explizite 
zu verfolgen, wenn die beiden Eckpunkte gegeneinander riicken. 

2 DaB ganz allgemein solche einschrankenden A~ssagen 
gel ten miissen, zeigt schon die Integraldarstellung der Ab­
leitung einer Funktion f (z) mit Hilfe der Randwerte von f (z 
(Kap.2, § 7, (6)). Sind die Randwerte beschrankt und haben 
ilire Betrage die obere Schranke M, so ergeben sich hieraus 
fiir jeden im Innern liegenden abgeschlossenen Teilbereich 
auch fiir die GraBen 1/,(z)l, lR/'(z), :;Jf'(z) Schranken, die 
nur von M abhangen, und diese liefern wiederum Schran­
ken fiir die Verzerrungen, die bei der Abbildung dieses Teil­
bereiches durch irgendeine Funktion aus unserer Funk-

Abb. 112. tionenmenge entstehen kannen. 
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un serer Funktionenklasse, die den Punkt Zo in den Punkt Co transformiert; 
schon eine passende Abbildung durch Drehung und ahnliche Ver­
kleinerung yom Nullpunkt aus leistet dies. Das Schwarzsche Lemma ist 
also der Ausdruck dafiir, daB bei der Gesamtheit der konformen Ab­
bildungen C = t(z), die den Einheitskreis der z-Ebene in einen Teil­
bereich des Einheitskreises der C -Ebene transformieren und dabei den 
Nullpunkt fest lassen, der Bildpunkt eines gegebenen Punktes Zo in 
jeden Punkt des Kreises I C I < I Zo I fallen kann und nur in einen solchen. 

Wenn man diese Tatsache mit dem allgemeinen Riemannschen Ab­
bildungssatz kombiniert, so gelangt man unmittelbar zu einer vielfach 
angewandten, nach LINDELOF benannten Verallgemeinerung. Es sei G 

Abb.113. 

ein einfach zusammenhangendes berandetes Gebiet der z-Ebene und H 
ein ebensolches der C-Ebene (Abb. 113); beide mogen den Nullpunkt 
enthalten. Wir betrachten die Gesamtheit iJ)( aller Funktionen C = t (z), 
die in G regular sind, im Nullpunkt verschwinden und jeden Punkt von 
Gin einen Punkt von H iiberfiihren. Urn die beiden Nullpunkte in den Ge­
bieten G und H denken wir uns die Niveaulinien der zu den NUllpunkten 
gehorigen Greenschen Funktionen der beiden Gebiete gezogen, d. h. 
diejenigen Kurven, die bei einer Abbildung der Gebiete G bzw. H auf 
den Einheitskreis einer komplexen t-Ebene, bei welcher der Nullpunkt 
in den Nullpunkt iibergefiihrt wird, den konzentrischen Kreisen 
I t I = konst. < 1 entsprechen. Durch jeden Punkt von G und durch 
jeden Punkt von H geht eine und nur eine solche Niveaulinie; die 
Niveaukurven in H entsprechen umkehrbar eindeutig denjenigen von 
G, wobei solche Niveaukurven einander zugeordnet sind, die demselben 
Kreis I t I = konst. entsprechen. 

Es gilt nun folgender Satz: 

1st Zo irgendein Punkt von G und Co die dureh ihn gehende Niveau­
linie der Greensehen Funktion, ist terner ro die Co entspreehende Niveau­
linie in H, so wird der Punkt Zo bei irgendeiner Abbildung C = t (z) aus 
der Funktionenmenge iJ)( in einen solehen Punkt von H transtormiert, der 
aut der Kurve ro oder in ihrem 1nnern liegt, und der gesamte Wertevorrat, 
den t (zo) bei gegebenem Co annehmen kann, wenn Zo beliebig aut Co und 
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die Funktion I(z) belie big in der Menge we variiert, erschOPlt den durch ro 
begrenzten abgeschlossenen Bereich. 

Der Beweis dieser Tatsache folgt unmittelbar, wenn wir das Gebiet G 
nullpunktstreu auf den Einheitskreis I t I < 1 und das Gebiet H ebenso 
auf den Einheitskreis I i I < 1 abgebildet denken. Die Funktion l; = I (z) 
geht bei dieser Abbildung iiber in eine Funktion i = q; (t), welche die 
samtlichen Punkte des Kreises I t I < 1 in Punkte des Kreises I i I < 1 
transformiert und der Bedingung q; (0) = 0 geniigt. Wenden wir auf 
diese Funktion das Schwarzsche Lemma an und iibertragen dessen 
Aussage riickwarts auf die Gebiete G und H, so ergibt sich unmittelbar 
der obige Satz. 

Unter den Anwendungen dieses "Lindelolschen Prinzips" m6gen 
hier zwei besonders wichtige herausgegriffen werden, deren genaue Aus­
fiihrung dem Leser iiberlassen bleiben kann. 

1. Fiir I z I < 1 sei I (z) regular und ffi I (z) < a, wo a eine Konstante 
ist. Dann ergibt das Linde16fsche Prinzip eine Abschatzung von I I (z) I 
im Kreise I z I <(), wo 0 < () < 1 ist (Ungleichung von CARATHEODORY). 

2. 1m Kreise I z I < R sei I (z) regular und - 1 < ffil (z) < 1. Dann 
folgen aus dem Linde16fschen Prinzip die Formeln (3) und (4) aus Kap. 3, 
§ 9 (S. 326)1. 

Hinsichtlich weiterer Anwendungen sei auch noch ausdriicklich auf 
die in Kap. 7, § 6 zu liefernden Beweise der Satze von SCHOTTKY, 
LANDAU und PICARD hingewiesen. 

Einem etwas andern Typus geh6ren die folgenden, im wesentlichen 
auf KOEBE zuriickgehenden Verzerrungssatze an. 

Wir denken uns den abzubildenden Einheitskreis in der z-Ebene 
gelegen; G sei sein schlichtes Bildgebietin der l;-Ebene, das den Punkt 
l; = 0 enthalt. Die Abbildungsfunktion l; = I (z) k6nnen wir so nor­
mieren, daB 1(0) = 0, I' (0) > 0 ist. Wir wollen sogar annehmen, daB 
I' (0) = 1 ist, was offenbar keine Beschrankung der Allgemeinheit be­
deutet. Dann hat also I(z) die Gestalt 

(1) l; = I (z) = z + a2 Z2 + .... 
Unter diesen Annahmen 2 wollen wir die folgenden Verzerrungssatze 
beweisen: 

1st r < 1 und I z I = r, so gilt 

(2) 1 - r < I I' ( ) 1"'- 1 + r 
(1 + r)3 = Z ~ (1 _ r)3 • 

1 Genau in dieser Weise verlief auch der alte Koebesche Beweis in der auf 
S. 326, Ful3note 1, z~tierten Abhandlung. 

2 Wird die obige Normierung t' (0) = 1 nicht gewlihlt, so tritt iu Formel (2) 
an Stelle des absoluten Verzerrungsfaktors 11'(.0)1 das Verzerrungsverhliltnis 

It' (.0) I 
t' (0) • 
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Ebenso gilt fur I f (z) I 

(3) (1 ~ r)2 :s 1 f (z) 1 < (T~-;j2 ; 
hieraus folgt insbesondere fur limr = 1, dafJ das Bildgebiet G des Ein­
heitskreises immer den Kreis I C I < i enthalten mufJ. In beiden Formeln 
gilt das Gleichheitszeichen nur fur die Funktionen 

z 
(4) f (z) - (0( reell) 1. 

- (1 + eia z)2 

Der Beziehung (2) entspricht fUr den Arkus von I' (z) der sogenannte 
"Drehungssatz" 

1 + r 
1 arc f' (z) 1 < 2 log 1 _. r . (5) 

Man kennt hier jedoch keine spezielle Funktion, fUr welche diese Schranke 
erreicht wird 2. 

Dem Beweise dieser Satze schicken wir folgenden Hilfssatz ("Fliichen­
satz") voraus: Setzt man 

1 1 
(6) f (z) = -z + bo + bi z + ... , 
wo also 

ist, so gilt 
co 

(7) 17 n I bn 12 < l. 
n=I 

1 Diese Funktion bildet fiir IX = 0 den Einheitskreis auf die vom Punkte 
l; = t langs der positiven reellen Achse aufgeschnittene l;-Ebene abo Sucht man 
unter allen Funktionen der Form (1) mit der Nebenbedingung, daB diese Funk­
tionen eine schlichte Abbildung liefern, eine Funktion extremaler Verzerrung·s­
eigenschaften, so wird uns die Uisung dieser Aufgabe durch ein solches Individuum 
aus der Gesamtheit aller zugelassenen Vergleichsfunktionen gegeben, welches 
gerade noch die Nebenbedingung erfiillt, namlich bei Ausfiihrung gewisser be­
liebig kleiner Variationen keine schlichte Abbildung mehr ergibt. Dies entspricht 
einem sehr allgemeinen Prinzip aus der Lehre von den Maxima und Minima mit 
Nebenbedingungen: Haben solche Nebenbedingungen die Gestalt von Ungleichun­
gen, so sind diese Ungleichungen entweder ohne EinfluB auf die Uisung, oder die 
Losung ist so beschaffen, daB fiir sie in den nicht einfluJ310sen Ungleichungen das 
Gleichheitszeichen gilt. 

2 Der nachfolgende Beweis dieser Satze schlieBt sich in der Hauptsache an 
die Arbeit von R. NEVANLINNA: Uber die schlichten Abbildungen des Einheits­
kreises (Oeversikt av Finska Vetensk.-Soc. Forh. Bd.62 Avd. A., Nr. 7) an, wo 
auch weitere Literatur nachgewiesen ist. Verzichtet man auf die explizite An­
gabe der Schranken fiir I f' (z) I bzw. I f (z) I, d. h. begniigt man sich mit der Tat­
sache, daB allein von r abhangige Schranken existieren, so kann man den Beweis 
dieser Verzerrungssatze in einfacher Weise auf Grund des Haufungsstellenprinzipes 
{Kap. 3, § 6) fiihren. In dieser Art hat KOEBE zuerst diese Satze aufgestellt und 
unter Benutzung eines Gedankens von CARATHEODORY bewiesen, als Hilfsmittel 
fiir die Untersuchung allgemeiner Abbildungsprobleme. Wir werden jedoch in 
den Untersuchungen der nachsten Kapitel von den Koebeschen Verzerrungssatzen 
keinen Gebrauch zu machen haben. - Der Drehungssatz wurde zuerst von L. BIE­
BERBACH gefunden und bewiesen. 

Hurwitz-Courant. Funktionentheorie. 3. Aufl. 27 
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Dieser Satz wird sich lediglich als ein Ausdruck fUr die Tatsache 

erweisen, daB die Funktion f ~) den Einheitskreis auf ein schlichtes, den 

Punkt 00 in seinem Inneren enthaltendes Gebiet B abbildet. 
Zum Beweise betrachten wir den Kreisring e < I z I < 1, wobei 

o < n < 1 ist. Durch die Funktion ~ =~) wird dieser Kreisring auf 
<;; f (z 

ein Gebiet Be der ~-Ebene abgebildet, welches einerseits von dem Rande 
von B, andrerseits von einer Kurve begrenzt wird, welche sich durch 

(8) 

mit Hilfe des Parameters cp darstellen laBt, wobei co (e, cp) bei variabelm 
e und cp beschrankt bleibt. Da durch die Gleichung 

-i~ 1 -i('P + 'f) i('P+f) 
~ e = - e + I bIle e (tp = arc bI ) e 

eine Ellipse mit den Halbachsen ~ + I bi I e und ~ - I bi I e gegeben e e 
wird, so unterscheidet sich der FHicheninhalt F des Innengebietes der 

durch (8) gegebenen Kurve von ~ urn weniger als das e-fache einer be­
II 

schrankt bleibenden Zahl. Der Flacheninhalt des Gebietes Be ist ge-
geben durch 

1 2n 

f f I~' 12 r dr dcp = n (:2 - 1 + i n 1 bn 12 - i n 1 bn 12 e2 n) , 

e 0 n=l n=l 

wie man leicht nachrechnet. Zieht man dies von ;2 ab und lafit e gegen 

Null konvergieren, so erhalt man den FHi.cheninhalt des von B frei­
gelassenen Teiles der ~-Ebene, der nicht negativ sein kann, woraus un­
mittelbar die Behauptung (7) folgt. 

Wir verwenden nun die Formel (7) dazu, eine Abschatzung des 
Koeffizienten a2 zu gewinnen, und zwar behaupten wir: Es ist stets 

(9) 

und das Gleichheitszeichen gilt nur fiir eine Funktion 

t (z) = __ z-;--~ 
(1 + i,a Z)2 (IX reell) . 

Zum Beweise bedienen wir uns des folgenden Kunstgriffes. Die 
Funktion 

1/-1- 1 r f (Z2) = Z + fh z + ... , 
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bildet, wie man leicht erkennt, den Einheitskreis 1 z 1 < 1 ebenfalls auf 
ein schlichtes Gebiet abo Da sie offenbar das Reziproke einer Funktion 
von der Gestalt (1) ist, so ist also nach dem FHichensatze 

1.8112 = Ib~12 < 1, 

woraus wegen bo = - a2 die Abschatzung (9) folgt. 
Nach (7) kann die Gleichung 1.811 = 1 nur dann gelten, wenn 

.82 = .83 = ... = 0 ist. Es gilt also 1 a2 1 = 2 dann und nur dann, wenn 

(ex reell) 

ist oder 

- = ~+ e~a V z , 1 (1 . ,'-)2 
f (z) l z 

d. h. 
z 

1 (z) = (1 + ei a Z)2 

ist. 
Wir untersuchen nun die gegebene Funktion 1 (z) in irgendeinem 

inneren Punkte Zo des Einheitskreises. Wegen der schlichten Abbildung 
ist insbesondere f' (zo) =1= O. Die Substitution 

z - Zo 

~=l-ZOZ 

fiihrt den Kreis 1 z 1 < 1 in 1 ~ 1 < 1 iiber und verwandelt den Punkt Zo 

in ~ = O. Es ist 
~ + Zo 

Z=---. 
1 + ZO~ 

Setzt man 

f* (~) = 1 (/: ~o~) - 1 (zol , 

so bildet die Funktion f* (~) den Kreis 1 ~ 1 < 1 auf ein schlichtes Gebiet 
ab und laBt den Nullpunkt fest. Es ist also nach dem Taylorschen Satze 

1* (~) = (1 - Izo 12) f' (Zo) ~ 

+ t (1 - 1 Zo 12)[/" (zo) (1 - 1 Zo 12) - 2 Zo f' (zo)] ~2 + .... 
Die Funktion 

f* (~) 

ist also im Kreise 1 ~ 1 < 1 regular und geniigt den Voraussetzungen, 
unter denen wir 1 a2 1 < 2 bewiesen haben. Es ist daher 

It" (zol (1 1 12) 2 - I < 4 -I' (zo) - Zo - Zo 1 = . 
27* 



420 III, 6. Die konforme Abbildung einfach zusammenhangender schlichter Gebiete. 

In jedem Punkte des Kreises I z I = r (r < 1) gilt also 

I z l;;(~i- - 1 2~2r21 < 1 ~r r2 

und daher 
_ 4 r - 2 12 < m (z _1'_' _(z_) ) < _4~r_+~2~r_2 

1 - r2 = I' (z) = 1 - r2 , 

In< ( til (z) ) I 4 r 
<\5 z f' (z) < 1 _ r2 . 

Nun ist aber 

( t" (z) ) 0 , m z f' (z) = r 7iY log I I (z) I, n< ( til (z) ) _ ~ , 
<\5 \ z t'(z) - r 0 r arc I (z), 

woraus folgt 
_ 4 - 2 r < ~ 10 I I' (z) I < 4 + 2 r 

1 - r2 - 0 r g - 1 - r2 , 

__ 4_ < ~arcl' (z) < 
1 - r2 - or -

4 
1 - r2 • 

Durch Integration von 0 bis r folgt 

~<II'(Z)I<~ bzw. (1 + r)3 = = (1 - r)3 
1 + r I arc!' (z) I <2log~, 

womit der Verzerrungssatz (2) und der Drehungssatz (5) bewiesen sind. 
Die Formel (3) ergibt sich ohne Schwierigkeit aus (2) mit Hilfe einer 
nochmaligen Integration 1. 

AnschlieBend an die Koebeschen Siitze mag noch erwiihnt werden, 
daB man zu einer viel allgemeineren Gruppe von Verzerrungssiitzen 
gelangt, wenn man die Voraussetzung der Schlichtheit von I (z) im 
Einheitskreis aufgibt. Eine besondere Rolle spielt in diesem Fragen­
komplex der Satz von BLOCH, den wir ohne Beweis mitteilen: Die Funk­
tion I (z) sei lur I z I < 1 regular; es sei I' (0) = 1. Dann enthalt die Rie­
mannsche Flache, aul die I (z) den Einheitskreis der z-Ebene abbildet, in 
einem ihrer Blatter eine ollene Kreisscheibe vom Radius B, wo Beine 

absolute positive Konstante ist. Beispielsweise ist der Satz mit B = ~ 
richtig. 

§ 8. Anwendungen des Prinzips yom Maximum. 
Das in Kap. 3, § 1 entwickelte Prinzip vom Maximum zeigt, daB der 

Betrag einer in einem abgeschlossenen Bereich analytischen Funktion 
sicher unterhalb einer Schranke M bleibt, wenn die Randwerte diese 
Schranke M besitzen. Es ist nun fUr manche Anwendungen solcher Ab-

1 Dabei muE zum Beweise der linken Halfte der Ungleichung (3) die Inte­
gration im Kreise I z I < 1 iiber denjenigen Weg gefiihrt werden, welcher der 
geradlinigen Verbindungsstrecke des Punktes C = 0 mit dem ihm nachsten Punkte 
der Bildkurve des Kreises I z I = r in der C-Ebene entspricht. 
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schiitzungen wichtig, daB man in einem sehr allgemeinen Fall einen 
iihnlichen SchluB auch dann noch ziehen kann, wenn man liber das Ver­
halten der Funktion am Rande nur schwiichere Voraussetzungen macht, 
indem man fUr einen einzelnen Punkt des Randes die ausdrlickliche 
Voraussetzung der Regularitiit und Beschriinktheit aufgibt. Die For­
mulierung eines solchen Satzes gelingt nach PHRAGMEN und LINDELOF 1 

in besonders einfacher Weise, wenn man als Bereich einen vertikalen 
"Halbstreifen" wiihlt und den Ausnahmepunkt dabei als den unendlich 
fernen Punkt des Halbstreifens annimmt -
was ja nach dem Riemannschen Abbildungs-
satz durch eine geeignete Transformation 
stets erreichbar ist. Es gilt dann der folgende, 
in modernen Untersuchungen hiiufig ange- X~X1 

wandte Satz: 
In der Ebene der komplexen Variabeln 

z = x + i y sei durch 

Xl < x:::;: x2 , y > Yo (> 0) 

ein "Halbstreilen" H deliniert (vgl. Abb. 114). 

H 

.!I-go 

Abb.1l4. 

Die Funktion I(z) sei in H regular und aUf dem Rande von H beschrankt: 

(1) j X = Xl' Y > Yo; 

I I (z) I <c lilr X = x2 , Y > Yo; 

Y = Yo, Xl < X < X2 • 

Endlich gebe es zwei von X unabhangige Konstanten C und y so, dafJ in H 

If (z) I < C e)'Y 

ist. Dann gilt auch im Innern von H 

1 t (z) I < c. 

Beweis: Bei gegebenem c > 0 ist die Funktion 

g (z) = e e Z2 f (z) 

ebenfalls in H reguliir. In H ist nun 

1 g (z) 1= edll (z2) If (z) 1= ee(x?-y2 ) I f (z) I < es (a-y2) If (z) I, 
wenn a die groBte der beiden Zahlen Xl 2 und xz2 bezeichnet. Auf dem 
~ande wird also insbesondere 

Ig(z)l<eeac; 

1m Innern und auf dem Rande ist 

(2) I g (z) I < ee(a - y2) eerY = C e-ey2+ry+eG 

1 "Sur une extension d'un principe classique de l'analyse et sur quelques 
propri6t6s des fonctions monogimes dans Ie voisinage d'un point singulier", Acta 
math. 31 (1908), S. 381ff. 
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Da in dem quadratischen Ausdruck - sy2 + yy + sa bei groBem I y I 
das hOchste Glied uberwiegt, so strebt die von x unabhangige rechte 
Seite von (2) bei wachsendem y gegen Null. Bei hinreichend groBem 
YI besteht also auf der "Querstrecke" 

Xl < X <X2 , Y = Y1 

(vgl. Abb. 115) die Abschatzung 

(3) Ig(z)l<ce,a. 

Da diese wegen (1) selbstverstandlich auch auf dem iibrigen Rande des 
Rechtecks Xl < X <X2' Yo < Y < YI richtig 
ist, so ergibt das Prinzip vom Maximum 
auch fur das ganze Innere dieses Recht­
ecks die Abschatzung (3) und demnach: 

X-Xf 

g-go 

Abb.1l5. 

(4) I I (z) I < c e,a e 6 (Y"-X2) < c e' (a+y') . 

Da nun jeder fest gewahlte Punkt 
z = X + i Y des Halbstreifens H dem Recht-
eck Xl < X < x2 ' Yo:S:; Y < YI angeh6rt, 
wenn nur YI groB genug gewahlt wird, 
gilt die AbscMtzung (4) im ganzen Halb­
streifen H, und zwar mit jedem positiven 
s. Bei festem z aus H k6nnen wir daher den 
Grenziibergang s --+ 0 machen und erhaIten 

I I (z) I < lim c ee(a+y2) = c, 
,-+0 

womit der Satz bewiesen ist. 
Ahnlichen Charakter tragt eine weitere Anwendung des Prinzips 

vom Maximum, der H adamardsche Dreikreisesatz: 

Die Funktion I(z) sei im Kreise I z I < Roder auch in der ganzen 
Ebene regular, uberdies nicht identisch Null. Fur jedes r mit 0 < r < R 
bzw., wenn I (z) eine ganze Funktion ist, lur jedes r > 0 bedeute M (r) 
den gropten Wert von log I I (z) I aul der Kreisllache I z I <r. Dann ist 
M(r) eine "konvexe" Funktion von logr; d. h. lur 0 < r1 < r2 < ra « R) 
gilt stets 

M (r2 ) < M (rI ). log Y3 - log Y2 + M (ra) . log Y2 - log Y1 • 
- log Ya - log Y1 log Y3 - log Y1 

tum Beweise setzen wir 

u(x,y) =logl/(x+iy)l. 

Das Maximum M (rk) (k = 1, 2, 3) von u (x, y) auf dem Kreis mit dem 
Radius rk werde kurz mit Mk bezeichnet. Wir bilden die Potentialfunk­
tion von X und y 

(M M log r - log Yl 
u(X,y)+ 1- a)logra-logy1 ' 
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in welcher r fUr I x + i y I steht. Diese Funktion hat auf der Peripherie 
des Kreises r1 den Wert u(x, y), also den Hochstwert M 1 ; auf der Peri­
pherie des Kreises rs hat sie den Wert u (x, y) + Ml - Ms, also ebenfalls 
den Hochstwert Ml (= Ms + Ml - Ms). Ihr Hochstwert auf dem 
Kreise I z I = r2 betragt nun 

M + (M _ M ) log ra - log rl. 
2 1 Slog ra - log rl 

Durch Anwendung des Prinzips vom Maximum auf das von den Kreisen 
rl und rs begrenzte Ringgebiet folgt also: 

M + (M _ M ) log r 2 - log r1 < M 
2 1 Slog Ya - log r l = I' 

M < M logra -logr2 + M logr2 -logrl . 
2 = llog ra - log r1 Slog ra - log Y1 

Das ist gerade die Behauptung. 

Siebentes Kapitel. 

Spezielle Abbildungsfunktionen. 
Wenn auch durch den Riemannschen Abbildungssatz ein Prinzip 

zur Erzeugung analytischer Funktionen gegeben ist, indem man nam­
lich jedem willkiirlich geometrisch definierten einfach zusammenhangen­
den schlichten Gebiet eine Abbildungsfunktion zuordnet, so kann man 
doch von dieser Abbildungsfunktion iiber die bloBe Existenz hinaus 
nur wenig aussagen. Wahlt man jedoch als Bildbereich des Einheits­
kreises (oder, was hier bequemer sein wird, der oberen Halbebene) hin­
reichend" einfache geometrische Figuren, namlich Bereiche, welche 
geradlinig oder durch Kreisbogen begrenzt sind, so gelangt man zu einer 
groBen Klasse wichtiger spezieller Abbildungsfunktionen, fUr die man 
mit Hilfe des Spiegelungsprinzipes eine Reihe charakteristischer Eigen­
schaften unmittelbar aus der Gestalt dieser Bildbereiche ablesen 
kann; es wird dann sogar das V ordringen bis zu einem mehr oder 
minderexpliziten Ausdruck fUr jene Funktionen ermoglicht. Der 
Untersuchung dieser Funktionenklasse ist das vorliegende Kapitel ge­
widmet. 

§ 1. Die allgemeine Polygonabbildung. 

Wir wollen uns zunachst damit beschaftigen, den expliziten Aus­
druck einer Funktion z = rp(C) anzugeben, welche die obere C-Halb­
ebene konform auf das Innere eines in der z-Ebene gelegenen geradlinigen 
einfachen Polygons abbildet. Es sei etwa II ein solches n-Eck in der 
z-Ebene, und CXI:7(;, CX2 :7(;, ••• , CX n :7(; (0 < CXk < 2, CXk =l= 1) seien seine 
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Winkel, so daB also 0(.1 + ... + O(.n = n - 2 wird (vgl. Abb. B6). 
Die Eckpunkte von II seien durch die Werte z = bv ... , z = bn 

gegeben. 

Urn einen Ausdruck fUr die Abbildungsfunktion z = rp (C) zu finden, 
gehen wir von der Bemerkung aus, daB unser Polygon bei einer Trans­
lation und Drehung in eine kongruente Figur ubergeht, wahrend anderer-

seits der Ausdr~ck ::'(~~ gegenuber allen Transformationen z* = rp* 

= 0(. rp + {J = o(.z + {J mit beliebigen komplexen Konstanten 0(., {J (0(. +0) 
*/1 cp" 

invariant ist, d. h. daB ~ = --,- ist, wenn rp* und rp durch eine der-
rp rp 

artige Transformation zusammenhangen. Die n Punkte der reellen 
Achse der C-Ebene, welche 
den n Eckpunkten des Poly­
gons II entsprechen, seien 
bzw. mit aV a2, ... , an be­
zeichnet. Wir setzen nun 
die konforme Abbildung 
des Polygons nach dem 
Spiegelungsprinzip in die 
untere Halbebene fort. 
Einer Spiegelung von II 

Abb. 116. an einer seiner Seiten ent-
spricht ein Ubergang von 

der oberen zur unteren C-Halbebene. Eine erneute Spiegelung von 
II bringt das abermals umgeklappte Polygon in eine Lage, die aus 
der ursprunglichen durch bloBe Drehung und nachfolgende Verschie­
bung hervorgeht; gleichzeitig gelangt man in der C-Ebene wieder 
in die obere Halbebene, d. h. zu den Ausgangswerten von C zuruck. 
Eine gerade Anzahl von Spiegelungen ergibt also immer wieder die­
selben C-Werte, wahrend sie fUr z = rp(C) eine ganze lineare Trans­
formation z* = O(.z + fJ mit 0(. + 0 (sogar I 0(. I = 1) bedeutet. Eine 

solche laBt aber den Ausdruck rp'; invariant; dieser stellt also eine in 
rp 

der ganzen C-Ebene eindeutige Funktion dar. Da sowohl rp' wie rp" 
fur aIle von C = aI' C = a2, ... , C = an verschiedenen Punkte re­
gular ist und auBerdem rp' nur fur die Bilder der Eckpunkte ver-

schwinden kann, so sind hOchstens diese Stellen fur die Funktion IP'; 
rp 

singular. 

Urn die Natur dieser Singularitaten zu bestimmen, betrachten wir 
einen der Punkte C = ak' von denen wir zunachst voraussetzen, daB sie 
vom unendlich fernen Punkt verschieden sind; dann ist rp (C) fur C = 00 

regular. Wir werden zeigen, daB C = ak ein einfacher Pol der Funktion 
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1 

tp': ist 1. Wir fUhren hierzu eine neue Veranderliche t = (z - bl:) -;;; ein. 
tp 

Einem gestreckten Winkel im Punkte t = 0 entspricht dann der Winkel 
IXk'lt im Punkte z = bl:, d. h. wieder ein gestreckter Winkel im Punkte 
(; = ak • Einer Spiegelung der (;-Halbebene an der reellen Achse ent­
spricht also eine ebensolche Spiegelung der t-Halbebene und umgekehrt, 
so daB t eine in der Umgebung der Stelle t = 0 umkehrbar eindeutige 
Funktion von (; sein muB, welche, wegen lim z = bk , im Punkte (; = al: 

~-.ak 
eine (wegen der umkehrbaren Eindeutigkeit) einfache Nullstelle besitzen 
muB. Also gilt in der Umgebung des Punktes (; = ak die Entwicklung: 

1 

t = (z - bk ) a.k = C (C - ak ) {I + c1 (C - ak ) + ... }, 
WI) C 9= 0 ist; hieraus folgt fUr z - bl: I 

z - bk = c* (C - ak)ak {I + c1* (C - ak) + ... ] 
.. tp" 

Fur V gilt also schlieBlich 

(c* 9= 0). 

tp" (e) IXk - 1 In (r 
(1) 1// (e) = e - ak ++' .. - al:) , 

wo ~ (C - ak ) eine im Punkte ak regulare Potenzreihe darstellt. Eine 
analoge Entwicklung gilt fUr jeden anderen der Punkte ai' a2, ••• , an' 
die wir zunachst aIle im Endlichen gelegen voraussetzen wollen, so daB 

tp': eine bis auf endlich viele Pole regulare eindeutige Funktion von C 
tp 

ist; nach dem Satze aus Kap. 5, § 4 (S. 385) ist also dieser Quotient 
eine rationale Funktion von C, hat also 2 nach (1) die Gestalt 

tp" (e) _ rz" _ IX1 - 1 + IX2 - 1 + ... + IX" - J 
q/ (el - z' - 'e - a1 e - aa e - an . 

Hieraus ergibt sich durch Integration fur die gesuchte Abbildungs. 
funktion des Polygons 

" 
(2) z = q; (C) = c J (t - al )aJ -l(t - a2)a.-1 . .. (t - an)an-l dt + c', 

o 
wo c, c' beliebige komplexe Konstanten bedeuten. 

1 Womit die Eindeutigkeit der Funktion tp': nochmals bewiesen ist. 
tp 

2 Da tp (el im Unendlichen regular vorausgesetzt ist, so ist in der Umgebung 
1 

des unendlich fernen Punktes eine Entwicklung nach Potenzen von T moglich. 

c 
1st etwa e: das erste nicht verschwindende Glied mit positivem v, so gibt dies fUr 

tp" v + 1 tp" 
---, zu einem Gliede - -r- AnlaB. Es muB also -, im Unendlichen verschwinden. 
tp \'" tp 

so daB zu dem obigen Ausdrucke fiir!E, keine von Null verschiedene Konstante 
tp 

hinzukommen kann. 
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Die oben gemachte Beschrankung, daB keine der Stellen ak im Un­
endlichen gelegen sein solI, konnen wir leicht durch eine lineare Trans­
formation aufheben. Verlegen wir etwa den Punkt an ins Unendliche, 

indem wir C durch an - ~ ersetzen bzw. im Integral durch die Glei-

chung t = - ~ + an eine neue Variable 'I:' einfUhren, so erhalten wir • 
unter Beriicksichtigung der Relation CXl + ... + CXn = n - 2 

1; 

(3) z=cf(a -a _~)al-l(a -a _~)a.-l ... ( __ ~)an-1d. +c' 
n 1. n 2. ..3 1 

o 

= Cl ft ('I:' - al ') «,-1 ('I:' - a2') a,-1 ... ('I:' - an-t') an-1-1d'l:' + Cl', 

o 

wobei aI', a2', ••• , an-t' Konstante bedeuten. Ersetzen wir 'I:' durch eine 
neue Variable a'l:' + b (a =f= 0), so konnen wir noch zweien der Kon­
stanten aI', ... , an - 1' beliebige voneinander verschiedene Werte erteilen. 

Durch eine lineare Transformation konnen wir von der oberen Halb­
ebene zum Einheitskreis als Bildgebiet iibergehen. So erhalt man z. B. 
fUr die Abbildung eines regelmaBigen n-Eckes (n;;::::: 3) mit dem Mittel­
punkt im Nullpunkt der z-Ebene auf den Einheitskreis die Funktion 

1; 

z = J V (1 ~ t n )2 

o 

Es sei feruer bemerkt, daB sich auch leicht die konforme Abbildung 
des AuBeren eines Polygons auf die Halbebene bzw. den Einheitskreis 
bewerkstelligen laBt; als Beispiel, dessen Bestatigung ebenfalls dem 
Leser iiberlassen bleiben kann, sei hier nur die Funktion 

1; 

= f ff+14 dt z 12 

1 

angefUhrt, weIche das AuBer~ eines Quadrats der z-Ebene auf das Innere 
des Einheitskreises konform abbildet, wobei dem Nullpunkt der C-Ebene 
der Punkt 00 in der z-Ebene entspricht 1. 

§ 2. Die Funktionen des geradlinigen Dreiecks. 

Als ersten Spezialfall der allgemeinen Polygonabbildung betrachten 
wir die Abbildungsfunktion eines geradlinigen Dreiecks. Auf Grund der 

1 Vgl. H. A. SCHWARZ: Uber einige Abbildungsaufgaben. Ges. Math. Abh. 
Bd. II, S. 65-83. 
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Formel (3) von § 1 erhalten wir fiir die Abbildungsfunktion, wenn wir die 
Punkte ai', a2' bzw. in die Punkte 0, 1 verlegen, den Ausdruck 

(I) 

~ 

z = c f tal-1 (1 - t)a,-1dt + c' . 
o 

Wir wollen die durch (1) definierte Funktion nach dem Spiegelungs­
prinzip analytisch fortsetzen. Spiegeln wir die obere Halbebene an einer 
der Strecken ° 1 oder 1 00 oder 00 0, so erhalten wir entsprechend je 
ein gespiegeltes, mit dem ersten Hings einer der drei Seiten zusammen­
hangendes Dreieck; ein Doppeldreieck wird auf die volle, langs eines 
Teiles der reellen Achse aufgeschnittene C-Ebene abgebildet. Durch un­
begrenzte Fortsetzung des Spiegelungsprozesses erhalten wir als Rie­
mannsche Flache der Funktion z = z(C) eine unendlich vielfache Uber­
deckung der ganzen C-Ebene mit Verzweigungspunkten iiber den 
Stellen 0, 1, 00. Die Uberdeckung der z-Ebene mit Dreiecken wird im 
allgemeinen nicht einfach sein, sondern zu einer kompliziert verzweigten 
Riemannschen Flache fiir die Funktion C = C (z) fiihren. Dann und nur 
dann erhalten wir eine einfache Bedeckung der z-Ebene, wenn sich in 
jeder Ecke die Reihe der zusammenstoBenden Doppeldreiecke schlieBt, 
d. h. wenn 2 n ein ganzzahliges Multiplum des betreffenden Winke~s 
ist; die Winkel der Doppeldreiecke sind aber gleich 2 CXl n, 2 CX2 n, 2 CX3 n; 
wir erhalten also als Bedingung fiir die Einfachheit der Doppeldreiecks-

iiberdeckung die Forderung daB ~ = ~ = r ~ = r ~ = r , 2 (Xln (Xl l' (X2 2' (Xa 3 

ganze Zahlen sein miissen, welche im iibrigen wegen CXl + CX 2 + CX3 = 1 
der Gleichung 

(2) 

zu geniigen haben. 
Die funktionentheoretische Bedeutung unserer Fragestellung ist, 

daB im Falle einer einfachen Uberdeckung der z-Ebene die Umkehr­
funktion C = C (z) in der ganzen z-Ebene eine eindeutige Funktion wird, 
wiihrend sie andernfalls in den Ecken des Dreiecks und allen daraus 
durch Spiegelung hervorgehenden Punkten Windungspunkte endlich 
oder unendlich hoher Ordnung besitzt. 

Alle Falle, in welchen diese eindeutige Umkehrbarkeit stattfindet, 
konnen wir nun leicht durch Diskussion der diophantischen Gleichung (2) 
ermitteln, wobei wir aus Symmetriegriinden r l < r2 < r3 annehmen 
diirfen. Eine erste Losung ist r l = r2 = r3 = 3; bei jeder weiteren 
Losung muB eine der Zahlen, also auch rv kleiner als 3 sein. 1st rl = 1, 

so wird notwendig ~ = 0, ~ = 0, was durch ganzzahlige rz, ra nicht 
1'2 1'3 

zu erreichen ist. Obwohl unsere Betrachtung, die auf die Gleichung (2) 
fiihrte, dann versagt, wollen wir als Grenzfall den Fall r1 = I, r2 = ra = 00 
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mitzahlen; ihm entspricht die Abbildung der Halbebene auf ein ge­
radliniges Dreieck, von dem zwei Ecken im unendlich fernen Punkt 
liegen, so daB man ihnen die Winkel 0, ° zuschreiben kann, wahrend 
die dritte, im Endlichen gelegene Ecke den Winkel 'Jl hat. Ein solches 
Dreieck ist ein unendlicher Paralleistreifen. 

1st fl = 2, so wird~ + ~ = -2-~' d. h. entweder r 2 = ra = 4 oder 
r 2 ra 

r 2 = 3, ra = 6 oder schlieBlich als Grenzfall r 2 = 2, ra = 00. Die ver­
schiedenen FaIle werden durch folgende Tabelle dargesteIlt: 

ri r 2 ra 

1. 3 3 3 
2. I 00 00 
3. 2 4 4 
4. 2 3 6 
5. 2 2 00 

~-.... 

1m Grenzfall 2 lautet die Abbildungsfunktion bti passender Wahl 
der beiden Konstanten in (1): 

i; 

I dtl 1 
z = T-=--t = .log T=T ' 

o 

in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von Kap. 4, § 6. 
Der GrenzfaIl5 ergibt die Abbildung auf einen dreieckigen Bereich mit 

den Winkeln ;, ;,0, d.h. einenHalbstreifen; bei geeigneterWahl der 

Konstanten lautet die Abbildungsfunktion 

z- II; dt 

Y t (1 - t) 
o 

und das ist, wie man unmittelbar durch Differenzieren nachweist, die 
Umkehrfunktion des Sinus: z = arc sin (2 , - 1).1 

Die FaIle 1, 3, 4 fiihren tiber den Bereich der elementaren Funktionen 
hinaus. Sie liefern die Abbildung der Halbebene auf ein gleichseitiges, 
ein gleichschenklig rechtwinkliges und ein rechtwinkliges, durch Hal­
bierung des gleichseitigen entstehendes Dreieck. Die betreffenden Ab­
bildungsfunktionen lauten bei passender Wahl der Konstanten 

f~ dt fl; dt 

z = y 12 (1 _ t)2' Z = V 12 (1 _ 1)3 ' 

I; f dt z-- yt3 (I-t)4 
o 0 o 

1 Die Abbildungseigenschaften der Grenzfalle 2 und 5 ergeben sich auch un­
mittelbar aus den Formeln. 
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Wie sich aus den Betrachtungen des nachsten Paragraphen ergeben 
wird, sind ihre Umkehrfunktionen "doppeltperiodische" Funktionen. 
Aus diesem Grunde ist es an der Zeit, daB wir hier einige einfache Grund­
begriffe aus der Theorie der "periodischen" Funktionen zusammen­
stellen. Eine analytische Funktion j (z) heiBt von der Periode OJ, wenn 
fUr jeden regularen Punkt z 

j(z + OJ) = j(z) 

ist. 1st dabei OJ + 0, so heiBt die Funktion j(z) periodisch. Zwei Perioden 
einer Funktion heiBen voneinander abhiingig, wenn ihr Quotient reell 
ist, andernfalls unabhiingig. Eine eindeutige analytische Funktion kann, 
wie sich zeigen laBP, kein System von mehr als zwei voneinander 
unabhangigen Perioden haben. Sind aIle Perioden einer periodischen 
Funktion voneinander abhangig, so heiBt die Funktion einjach perio­
disch; die Perioden bestehen dann aus allen ganzzahligen Vielfachen 
einer geeigneten unter ihnen. Besitzt die Funktion j (z) zwei von­
einander unabhiingige Perioden, so heiBt j (z) doppeltperiodisch. Es kon­
nen dann (auf unendlich viele Arten) zwei "Fundamentalperioden" OJI 

und OJ2 gefunden werden, so daB die Perioden von j (z) genau die Zahlen 

mlOJI + m2 OJ2 

mit ganzen mi' m2 sind. Jedes Parallelogramm, dessen Ecken bei ge­
eignetem komplexem u die Gestalt 

u, u + OJI' u:+ OJ1 + OJ2, u + OJ2 

haben, heiBt ein Periodenparallelogramm der Funktion j(z). 

§ 3. Abbildung des Rechteckes. Elliptische Funktionen. 
Einen weiteren speziellen Fall der Polygonabbildung liefert das 

Problem, ein Rechteck der z-Ebene auf die obere C-Halbebene konform 
abzubilden. 

Wir denken uns die (d1 • iW2 aI 
--+ LalZ ,...--------1I-="------,!!tIz + i (d. 

Ecken des Rechteckes Z • 

bzw. in den Punkten 

_!!!t. o 
2 

Abb.1l7. 

der z-Ebene gelegen (vgl. Abb. 117), wobei OJ!> OJ2 zwei beliebige positive 
reelle Zahlen bedeuten. Wir wollen dieses Rechteck so auf die obere 
C-Halbebene abbilden, daB sich die beiden Nullpunkte entsprechen und 

der Punkt z = ~1 in den Punkt C = 1 fiillt. Urn die Abbildung so zu 

1 Man vergleiche hier und im folgenden etwa Abschn. II, Kap. I, § 2. 
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normieren, daB der Punkt z = - ~l in den Punkt C = - 1 zu liegen 

kommt, bilden wir das in dem Quadranten ffiz:2': 0, 3z > 0 gelegene 
halbe Rechteck auf die Vierlelebene ffiC :2': 0, 3 C :2': 0 derarl ab, daB 

sich die Punkte z = 0 und C = 0 bzw. z = ~1 und C = 1 bzw. z = iW2 

und C = 00 entsprechen. Durch Spiegelung an den imaginaren Achsen 
erhalten wir die Abbildung des Gesamtrechteckes auf die obere Halb-

ebene. Hierbei £allt der Bildpunkt der Ecke z = ~1 + i W2 in einen 
1 

Punkt derreellen C-Achse rechtsvonl,etwadenPunkt C= - (0< x< 1); 
" 

das Bild der Ecke K = - ~1 + i W2 ist dann der Spiegelpunkt C = - ~ . 

Die gesuchte Abbildungsfunktion hat also nach § I, (2) die Gestalt 

z ~ c J V (~_ 1:(" _ ,!. ) , 
o 

wo c eine reelle Konstante bedeutet, oder, wenn wir xc wieder mit c 
bezeichnen, 

(1) z = cfC dt • 
f (1 - tl) (1 - "a tl) 

o 

Setzt man fest, daB fiir t = 0 das Vorzeichen der Wurzel positiv zu 
nehmen ist, so ist dadurch die Konstante c vollig festgelegt und zwar 
positiv. Man bezeichnet diesen Ausdruck als Legendresches Integral erster 
Gattung. 

Die GroBe x ist durch das Verhaltnis der Seiten des halben Rechtecks 
1 

1 

2 --c 001 J dt 
() 2 - f (1 - tl) (1 - ,,9 tl) , 

o 

bestimmt, wahrend die GroBe c einen Ausdruck fUr die absolute GroBe 
des Rechteckes darstellt. 

Sind umgekehrt zwei beliebige positive reelle Zahlen c und x < 1 
verfiigbar, so kann durch einen Ausdruck der Form (1) die Abbildung 
der oberen C-Halbebene auf jedes beliebige Rechteck der z-Halbebene 
von der oben festgesetzten Lage bewerkstelligt werden. Variierl nam­
lich x zwischen 0 und I, so variierl das durch (2) gegebene SeitenverhaIt­
nis zwischen 0 und 00, wahrend durch c die GroBe des Rechtecks be­
stimmt wird. 

Zur naheren Beschreibung des Gesamtverlaufes der durch den Aus­
druck (1) gegebenen analytischen Funktion wenden wir das Spiegelungs­
prinzip an. 
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Wir bezeichnen die Seiten des Rechteckes gemaB Abb. 118 mit 
I, II, III, IV, die ihnen entsprechenden Strecken der reellen C-Achse 
mit I', II', III', IV'. Wir spiegeln zunachst an der Strecke 1. Dann 
erhalten wir in der z-Ebene zwei langs I zusammenhangende kongruente 
Rechtecke und in der C-Ebene die volle obere und untere Halbebene, 
welche langs der Strecke I' aneinander hangen. Spiegeln wir anderer­
seits an II, III oder IV, so erhalten wir jedesmal ein neues Rechteck, 
das mit dem alten Hings der Seite II, III oder IV zusammenhangt, und 

I I I 

IV ][ 1fT ][ 

m m III 

][ IV' .II 

I I I 

1T1 ][ IV II 

III III .lII 

Abb. ll8. 

liber der C-Ebene drei untere Halbebenen, die mit der oberen langs II', 
III' oder IV' verbunden sind. J etzt spiegeln wir die neuen Rechtecke an 
ihren freien Seiten und setzen dieses Verfahren in infinitum fort, in­
dem wir die ganze z-Ebene llickenlos und einfach mit Rechtecken liber­
decken; in der C -Ebene entstehen dann entsprechend unendlich viele neue 
obere und untere Halbebenen, die sinngemaB langs der Strecken I', II', 
III', IV' zu verbinden sind. Die Punkte ,bilden also eine unendlich viel-

blattrige Riemannsche Flache F, welche liber den Punkten ± I, ±!. 
" verzweigt ist (aber nicht wie die Fliiche des Logarithmus, sondern in-

dem unendlich viele Verzweigungspunkte erster Ordnung libereinander 
geschichtet sind). Die einfachste Vorstellung von den Zusammenhangs­
verhiiltnissen der Bliitter erhiilt man durch Betrachtung der Rechtecks­
figur. Je zwei Rechtecken mit einer gemeinsamen Seite entspricht ein 
voIles Exemplar der C-Ebene. Spiegelt man ein Rechteck an einer Seite 
und geht dabei der Punkt Zl in den Punkt Z2 liber, so sind die Funktions­
werte von Zl und Z2 zueinander konjugiert komplex. Nun sieht man 
geometrisch sofort ein, daB ein beliebiger Punkt Zo nur dann durch eine 
Anzahl aufeinanderfolgender Spiegelungen in sich selbst zurlickkehren 
kann, wenn diese Anzahl gerade ist. Die Funktion C (z) ist also in der 
ganzen z-Ebene eindeutig1. Spiegeln wir ein Rechteck R zweimal in 
derselben Richtung, etwa in der Richtung der Halbachse des positiv 

1 Vgl. die entsprechenden Uberlegungen in § 2 (S.427). 
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Reellen, so gelangen wir zu einem neuen Rechteck R1, welches wir auch 
durch Parallelverschiebung von R urn die GroBe 2 W1 erhalten konnen; 
ebenso entspricht einer doppelten Spiegelung in der Richtung des positiv 
Imaginaren eine Parallelverschiebung der Punkte des Rechteckes urn 
die GroBe 2 i W2' In der C -Ebene erhalten wir bei einer solchen doppelten 
Spiegelung wieder die Ausgangswerte. Es ergibt sich also fUr die Umkehr­
funktion C (z) die Relation 

C(z + 2 (1) = C(z + 2 w2i) = C(z) 
oder allgemeiner 

C(z + 2 h1Wl + 2 h2w2i) = C(z) (hI> h2 = 0, ± I, ± 2, ... ). 

Wir erkennen also, daB die Umkehrfunktion C (z) eine in der ganzen 
z-Ebene eindeutige doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 2 WI 

und 2 w2 i ist. Auf diese Weise haben wir anschaulich das einfachste 
Beispiel einer "elliptischen Funktion", d. h. einer doppeltperiodischen 
meromorphen Funktion erhalten 1. 

N ach dem obigen Vorbilde kann man entsprechende Ubedegungen fiir 
die Funktionen des vorigen Paragraphen anstellen, wobei man sich aus den 
Dreiecken geeignete Rechtecke bzw. Parallelogramme zu konstruieren hat. 

§ 4. Modulfunktionen und automorphe Funktionen. 
Wir gehen nun dazu tiber, die konforme Abbildung der oberen 

Halbebene auf diejenigen regelmaBigen Gebilde zu studieren, welche 
nachst den geradlinigen Polygonen die 
einfachsten sind: die Kreisbogenpolygone. 
Der Fall des Kreisbogenzweieckes wurde 
bereits in Kap. 4, § 8 besprochen. Als 
nachst einfache Figur kommt also das 
Kreisbogendreieck in Betracht und hier­
bei wieder als einfachster Fall das gleich­
seitig nullwinklige Dreieck. 

Wir denken uns ein solches Dreieck 
G im Einheitskreise der z-Ebene gelegen 
(vgl. Abb. U9). Dann lehrt der Rie-

Abb. 119. mannsche Abbildungssatz, daB es eine 
analytische Funktion C = f (z) gibt, welche 

im Inneren des Gebietes G definiert ist und welche dieses derart auf 
die obere C-Halbebene abbildet, daB den Ecken von G die drei Punkte 
'0, I, 00 der reellen Achse entsprechen. 

1 Es sei betont, daB es sich in diesem Kapitel nur um spezielle Fiille der e1lip­
tischen Funktionen handelt und daB im allgemeinen Falle eines beliebigen Perioden­
parallelogramms durch die elliptische Funktion keine konforme Abbildung auf die 
Halbebene geliefert wird. 



§ 4. Modulfunktionen und automorphe Funktionen. 433 

Ohne den expliziten Ausdruek dieser Funktion zu kennen, sind wir 
mit Hilfe des Spiegelungsprinzipes imstande, ihre wesentliehen Eigen­
sehaften fast unmittelbar aus den geometrisehen Beziehungen abzu­
leiten. 

Wir bezeiehnen die drei Dreiecksseiten mit I, II, III, ihre Bilder 
auf der reellen Achse bzw. mit I', II', III'. Spiegeln wir die C-Halb­
ebene an einem der geradlinigen Stiicke I', II', III', so erhalten wir 
eine langs dieses Stiickes mit der oberen Halbebene zusammenhangende 
untere Halbebene; entspreehend ergibt sieh dureh Spiegelung des 
Dreiecks G an der betreffenden Seite ein anliegendes, ebenfalls null­
winkliges Kreisbogendreieck, das zwar nicht mehr gleiehseitig sein wird, 
das aber wiederum dem Einheitskreise der z-Ebene einbeschrieben sein 
muB; der Einheitskreis steht namlieh auf dem Kreise, an dem gespiegelt 
wird, senkrecht, muB also durch die Spiegelung in einen Kreis iiber­
gehen, der den Spiegelkreis in denselben Punkten senkrecht trifft, d. h. 
er wird in sich transformiert. Gehen wir in derselben Weise weiter, in­
dem wir jedes in der Figur der z-Ebene vorhandene Kreisbogendreieck 
an seinen freien Seiten spiegeln und analog iiber der C-Ebene ent­
sprechende obere und untere Halbebenen aneinander reihen bzw. iiber­
einander schiehten, so gelangen wir einerseits iiber der C-Ebene zu einer 
unendlieh vielblattrigen Riemannsehen Flaehe, weIche ihre Verzwei­
gungspunkte in 0, 1, 00 hat; andererseits erhalten wir in der z-Ebene 
eine "Modultigur" , d. h. ein Netz von unendlich vielen nullwinkligen, 
dem Einheitskreise einbesehriebenen Kreisbcigendreieeken, weIche den 
ganzen Einheitskreis ausfiillen, indem sie sieh gegen jeden Randpunkt 
anhaufen, und deren Seiten samtlich zum Einheitskreise senkreeht 
stehen. 

Diese letztere, anschaulich aus der Figur unmittelbar einlcuchtende 
geometrische Tatsache beweist man folgendermaBen: Wir nehmen den 
SpiegelungsprozeB derart vor, daB wir dabei stets die volle Symmetrie 
wahren. Zunachst spiegeln wir G gleichzeitig an den drei Seiten und 
gelangen so zu einem einbeschricbenen nullwinkligen Kreisbogensechs­
eck; dieses spiegeln wir an jeder seiner sechs AuBenseiten und gelangen 
so zu einem dem Einheitskreise einbeschriebenen nullwinkligen 30-Eck, 
usw.; wir zeigen nun, daB die Kreisperipherie von den Eekpunkten 
iiberall dieht bedeekt wird. Ware y ein Bogen des Einheitskreises, 
weIcher von Eckpunkten frei bliebe, so miiBte es unendlich viele in­
einander geschachtelte Orthogonalkreisbagen geben, weIche sieh iiber 
dem Bogen y (bzw. einem diesen enthaltenden Bogen) des Einheits­
kreises walben. Diese Kreisbagen miiBten gegen einen Kreisbogen kon­
vergieren, der sich ebenfalls iiber y walbt und mit dem Bogen yoder 
einem graBeren Bogen des Einheitskreises ein von unseren Dreiecken 
nicht angetastetes Gebiet G* begrenzt. Dies kann jedoch nicht sein, da 
wir sicherlich zu Punkten im Inneren dieses Gebietes gelangen, wenn 

Hurwitz·Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 2R 
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wir das Ausgangsdreieck oder ein anderes an einem derjenigen Ortho­
gonalkreise spiegeln, welche die Begrenzung von G* hinreichend nahe 
approximieren. Andererseits iiberdeckt das einbeschriebene nullwinklige 
n-Eck bei hinreichend gro13em n das Kreisinnere beliebig genau, wenn 
die Eckpunkte bei wachsendem n hinreichend dieht liegen. 

Die Funktion '(z) bildet nun gema13 dem Spiegelungsprinzip das 
ganze Innere des Einheitskreises der z-Ebene auf die vorher geschilderte 
Riemannsche Flache konform ab; zwei langs einer Seite zusammen­
sto13enden Dreiecken entspricht dabei immer ein ganzes Exemplar 
der ,-Ebene. Die Funktion '(z) nimmt also im Inneren des Einheits­
kreises jeden Wert au13er 0, I, 00 unendlich oft an, wahrend diese Werte 
selbst nirgends angenommen werden; auf dem ganzen Rande des Ein­
heitskreises ist die Funktion '(z) singular; denn in der Umgebung jedes 
Punktes haufen sich die Kreisbogendreiecke, und es wird daher in be­
liebiger Nahe jedes Randpunktes jeder Wert au13er 0, I, 00 unendlich 
oft angenommen, was gewi13 in der Umgebung eines regularen Punktes 
nicht moglich ware. Der Einheitskreis ist also eine singulare Linie der 
Funktion ,(z), und diese Funktion kann somit auf keine Weise iiber 
diesen Kreis hinaus fortgesetzt werden, sie besitzt den Einheitskreis zur 
"naturlichen Grenze". 

Zu den durch die historische Entwicklung der Theorie der elliptischen 
Funktionen eingebiirgerten Bezeichnungen gelangen wir, indem wir 
den Einheitskreis der z-Ebene auf die obere Halbebene einer neuen Ver­
anderlichen 7: abbilden und diese Abbildung so normieren, da13 die den 
Punkten 0, I, 00 der reellen ,-Achse entsprechenden Eckpunkte unseres 
Ausgangsdreieckes bzw. den Punkten 00,0, I der 7:-Ebene entsprechen, 
d. h. da13 man als Bild von G den in Abb. 120 dargestellten Bereich 
erhalt. Die Funktion, welche diesen Bereich auf die obere ,-Halbebene 
abbildet, bezeichnen wir mit ,,2 (7:). 

Sodann teilen wir das nullwinkelige Dreieck der Abb. 120 durch 
seine "Hohen" in 6 Teildreiecke (vgl. Abb. 121). Zum Ausgangsbereich, 
der auf die obere ,-Halbebene abgebildet werden solI, wahlen wir nun-

mehr ?en eng schraffierten 1 Bereich, der den Winkel ; im Punkte 
1l~ 

7: = e 3, den Winkel ; im Punkte 7: = I + i und den Winkel ° in dem 

unendlich fernen dritten Eckpunkte aufweist. Normiert man die Ab­
bildung derart, da13 diesen Punkten bzw. die Werte 0, I, 00 der ree11en 
'-Achse entsprechen, so entsteht eine in der Literatur mit J (7:) be­
zeichnete Funktion. 

Aus der Tatsache, da13 der Ausgangsbereich der Abb. 121 durch 
eine Sechsteilung des Bereiches von Abb. 120 entstanden ist, kann, 

1 Die beiden anderen in der Abbildung schraffierten Bereiche gehen durch je 
zweimalige Spiegelung aus dem ersteren hervor. 
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wie hier nicht naher ausgefiihrt werden solI, geschlossen werden, daB 
zwischen den beiden Funktionen x2 (T) und J (T) eine Relation besteht, 
durch die J (T) <ils rationale Funktion sechsten Grades von x2 aus­
gedriickt wird; diese lautet: 

Die beiden Funktionen J und x 2 sind es insbesondere, welche man 
als "Modulfunktionen" bezeichnet. In Anlehnung an dies en Namen 

t:-Ebene 

o 
f1J 

(OJ 

Abb.120. 

1 
(00) 

(00) 

c-Ebene 

o 1 

Abb.121. 

wollen wir hinfort die auf S. 433 geschilderte Riemannsche Flache 
fiber der C-Ebene kurz die "Modulfliiche" nennen. 

Auch die wichtigste Eigenschaft der Modulfunktionen ergibt sich 
direkt aus der geometrischen Betrachtung. Einer geraden Anzahl von 
Spiegelungen der oberen J- bzw. x2-Halbebene, durch die man also zu 
den Ausgangswerten zuriickkehrt, entspricht namlich eine gewisse 
lineare Transformation der Variablen T. Man driickt dies dadurch aus, 
daB man sagt: die Modulfunktionen gestatten lineare Transformationen 
in sich. Wir erhaltcn aIle derartigcn linearen Transformationen einer 
Modulfunktion in sich, indem wir auf aIle moglichen Weisen eine gerade 
Anzahl von Spiegelungen unserer Dreiecksfigur aneinanderreihen. Die 
Gesamtheit dieser Transformationen bildet eine Gruppe. Dabei verstehen 
wir unter einer Gruppe von Transformationen eine Gesamtheit von 
Transformationen, die mit jeder Transformation auch ihre inverse ent­
ha.lt und insbesondere so beschaffen ist, daB die Zusammensetzung 

28* 
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zweier Transformationen wieder eine Transformation dieser Gesamt­
heit ist 1. 

Man nennt solche eindeutige Funktionen einer Veranderlichen, 
welche sich bei einer Gruppe linearer Transformationen dieser Verander­
lichen nicht andern, automorphe Funktionen. Die Modulfunktionen sind 
nachst den elliptischen Funktionen das einfachste nicht elernentare 
Beispiel dieser fUr die h6here Funktionentheorie wichtigen Funktionen-
lli~. . 

Weitere automorphe Funktionen k6nnen wir auf ahnlichern Wege 
erhalten, indern wir von allg~eineren Kreisbogenpolygonen ausgehen. 
Nehmen wir ein Kreisbogenpolygon, welches bis auf die Ecken ganz irn 
Innern des Einheitskreises der z-Ebene liegt, dessen Ecken entweder 
auf dem Rande oder ebenfalls im Innern liegen und dessen n Seiten 
(eventuell nach Verlangerung) sarntlich den Einheitskreis senkrecht 
schneiden, so k6nnen wir das Innere G des Polygons durch eine Funktion 
C(z) wiederurn auf die obere C-Halbebene abgebildet denken, wobei den 
n Eckpunkten gewisse n Punkte auf der reellen C-Achse entsprechen 
werden. Wir k6nnen, genau wie oben bei den Modulfunktionen, durch 
fortlaufende Spiegelung des Kreisbogenpolygons an seinen Seiten bzw. 
der Halbebene an ihren geradlinigen Randstiicken die Funktion ana­
lytisch fortsetzen; dabei erhalten wir eine unendlichvielblattrige Rie­
mannsche Flache iiber der C-Ebene, wahrend sich in der z-Ebene un­
endlich viele den Halbebenen der Riernannschen Flache entsprechende 
Kreisbogenpolygone aneinanderreihen; aus dernselben Grunde· wie 
oben miissen diese Polygone sarntlich ihre Seiten senkrecht zurn Ein­
heitskreise behalten; der Einheitskreis ist "Orthogonalkreis" fUr die 
Funktion. 

Wir sorgen nun dafUr, daB die Figur aus Kreisbogenpolygonen, 
welche wir erhalten, zu einer einfachen Uberdeckung des Einheits­
kreises fUhrt, und zwar so, daB dabei urn jeden irn Innern gelegenen Eck-

1 Denkt man sich etwa die Abb. 121 durch Spiegelung liber die ganze obere 
.-Halbebene fortgesetzt, so erkennt man', daB diese ganze Einteilung der Halb­

I 
ebene in sich iibergeht, wenn man hierauf die Substitution.' = • + I oder.' = -_. 

T 

ausiibt. Diese Substitutionen sind spezielle Fiille der als "M odulsubstitutionen" 
bezeichneten Substitutionen 

, (n + fl 
• =---

y. + 0 

(rt, fl, y, 0 ganze Zahlen, rtO - fly = I). 

DaB sich samtliche Modulsubstitutionen durch wiederholte Zusammensetzung 
der beiden oben genannten erzeugen lassen, ist eine Tatsache, auf deren Beweis 
wir hier nicht eingehen konnen. 

Zur Theorie der Modulfunktionen fiberhaupt sei insbesondere auf das Werk 
von KLEIN und FRICKE: Vorlesungen· fiber die Theorie der elliptischen Modul­
funktionen (2 Bde., Leipzig 1890 und 1892), hingewiesen. 
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punkt eine gerade Anzahl von Polygonen liegt; zu diesem Zwecke 
mussen wir die Winkel zwischen den aneinanderstoBenden Seiten des 

:It:lt :It h b . n-Ecks als von der Form-, -, ... ,-- anne men, wo el r l , r2 , •• ·, rn 
r1 r2 r n 

natiirliche Zahlen oder 00 sind. Als Beispiel ist in der Abb. 122 der 
Fall n = 3, r l = 2, r 2 = 7, ra = 3 gezeichnet. Eine nahere, hier zu 
iibergehende, elementargeometrische Diskussion ergibt, daB die so 

Abb.122. 

entstehenden Polygone dann zu einer einfachen und luckenlosen Uber­
deckung des Einheitskreises fiihren, wobei sie sich gegen jeden Rand­
punkt dieses "Grenzkreises" haufen. Ohne weiteres erkennen wir, daB 
die so gewonnene Funktion 1.; (z) wieder eine eindeutige automorphe 
Funktion von z ist. Denn jede Umkreisung eines Verzweigungspunktes 
in der z-Ebene ist aquivalent mit einer geraden Anzahl von Spiegelungen; 
einer zweimaligen Spiegelung aber entspricht Riickkehr zum Ausgangs­
wert ,. Sodann liefert in der z-Ebene eine zweimalige Spiegelung eine 

1· T f . , rxz + f3 d . d 't me are rans orma hon z = y z + <5' un es Wir somi 

'(z') = t (z) . 
Genau wie bei der Modulfunktion besitzt also un sere Funktion ,(z) 
eine Gruppe linearer Transformationen, bei welchen die Funktion nicht 
geandert wird. Auf ein genaueres Studium dieser Funktionen, welches 
ein Eingehen auf die Eigenschaften der geometrisch gelieferten Trans-
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formationsgruppe erfordert, mtissen wir hier verzichten; der Leser findet 
eine· ausfiihrliche Darstellung in der Monographie von FRICKE-KLEIN: 
"Vorlesungen tiber die Theorie der automorphen Funktionen"1. 

§ 5. Der Picardsche Satz. 
Auf der Existenz der Modulfunktionen beruht der folgende Beweis 

des Picardschen Satzes. Dieser Satz stellt eine Verscharfung des in 
Kap. 4, § 1 genannten WeierstraBschen Satzes dar und besagt: ] ede 
ganze Funktion, welche keine Konstante ist, nimmt beliebige vorgeschriebene 
Werte hOchstens mit einer A usnahme an. 

DaB eine solche Ausnahme moglich ist, lehrt das Beispiel der Ex­
ponentialfunktion, welche nirgends verschwindet. 

Zum Beweise des Picardschen Satzes nehmen wir an, eine ganze 
transzendente 2 Funktion G (s) nahme zwei verschiedene Werte, etwa 

. ~ G(s)-a . 
G = a und G = b mcht an; dann 1st g (s) = b _ a eme ganze trans-

zendente Funktion, welche die Werte ° und 1 nicht annimmt; den 
Wert 00 nimmt sie nach der tiber G(s) gemachten Voraussetzung nicht 
an, da sie tiberall im Endlichen reguHir ist. Es sei C = x2 (r) = m (z) die 
im vorigen Paragraphen definierte Modulfunktion, welche den Ein­
heitskreis der z-Ebene auf die Modulflache tiber der C-Ebene abbildet. 
Wir betrachten die unendlich vieldeutige .Umkehrfunktion z (C). 1st So 

ein beliebigef'endlicher Punkt, so ist g (so) nach Voraussetzung von 0, 
1 und 00 verschieden, demnach die Funktion z (C) im Punkte C = g (so) 
regular und zwar unendlich vieldeutig. Wir denken irgend einen in der 
Umgebung von C = g (so) eindeutigen Zweig der Funktion z EC) heraus­
gegriffen und ordnen die zugehorigen Werte von C ihrerseits vermoge 
der Funktion C = g (s) den Punkten einer Umgebung von s = So zu. 
Das so entstandene Funktionselement T (s) = z (g (s)) laBt sich vom 
Punkte s = So aus langs jedes beliebigen im Endlichen verlaufenden 
Weges analytisch fortsetzen, da die ganze Funktion g (s) die Werte 0, 
1 und 00 vermeidet; zugleich sieht man, daB die durch alle moglichen 
Fortsetzungen entstehende Funktion T (s) an jeder endlichen Stelle s 
die Eigenschaft behalt, einem der unendlich vielen Werte von z (g (s)) 
gleich zu sein. Nach dem Monodromiesatz (Kap.5, § 1) ist T (s) in der Um­
gebung jeder endlichen Stelle s eindeutig. Mithin muB T (s) wieder eine 
ganze Funktion sein. Nun liegen aber alle Funktionswerte T(s) = z (g(s)) 
dieser Funktion im Einheitskreise I T I < 1; also muB diese Funktion 

1 2 Bde., Leipzig 1897 und 1912. Ebenso sei auf die Originalarbeiten von 
H. POINCARE und F. KLEIN (POINCARE, ffiuvres Ed. 2; KLEIN, Ges. math. Abh. 
Bd. 3) hingewiesen. Auch in Kap. 9 werden wir uns noch mit diesen Funktionen zu 
beschMtigen haben. 

2 Von einer ganzen rationalen Funktion wird nach dem Fundamentalsatz der 
Algebra jeder Wert angenommen. 
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nach dem Satze von LIOUVILLE (Kap.3, § 2) eine Konstante sein, was 
offenbar nur mi:iglich ist, wenn auch der Wert des Argumentes g(s) eine 
Konstante ist. Damit haben wir den Picardschen Satz bewiesen 1. 

§ 6. Anderer Beweis des Picardschen Satzes. 
Die Satze von Schottky und Landau. 

Wichtige Folgerungen aus der Existenz der Modulfunktionen sind 
auch die Satze von SCHOTTKY und LANDAU, aus denen sich unter anderem 
wieder der Picardsche Satz ergibt. 

Der Satz von SCHOTTKY gehi:irt zu der Klasse der in Kap. 6, § 7 
charakterisierten Verzerrungssatze und lautet: Die Menge aller im Kreise 
I z I < R reguliiren Funktionen C = f (z), die in diesem Kreise die Werte ° 
und 1 nicht annehmen und im Nullpunkt den vorgegebenen Wert Co 
haben, ist in jedem Kreis I z I < RI < R gleichmiifJig beschriinkt. 

Es bedeute t = t (C) die Umkehrung der im Sinne von § 4 gebildeten 
Modulfunktion C = m (t). Analog zu dem Verfahren von § 5 ordne man 
zunachst dem Nullpunkt der z-Ebene irgend einen der unendlich vielen 
Werte von t (Co) zu und erzeuge hieraus durch analytische Fortsetzung 
eine Funktion von der Gestalt T (z) = t (f (z)). Da f (z) im Kreise 
I z I < R nirgends die Werte 0, 1, 00 annimmt, so ist die analytische 
Fortsetzung langs jedes ganz im Kreise I z I < R verlaufenden Weges 
mi:iglich. Die hierdurch den Punkten dieses Kreises zugeordneten Funk­
tionswerte liegen im Innern des Einheitskreises; aus dem Monodromie­
satz folgt zugleich, daB die entstandene Funktion T (z) im Kreise 
I z I < R eindeutig ist. Das Lindeli:ifsche Prinzip (Kap. 6, § 7) lehrt nun, 
daB nach Vorgabe der Zahl Co und des dazu ausgewahlten Wertes von 
t (Co) zu dem Kreise I z I < RI ein bestimmtes (den Punkt t (Co) ent­
haltendes) abgeschlossenes Teilgebiet HI des Einheitskreises existiert, 
das fiir aUe zugelassenen Funktionen f (z) die Bilder T (z) der samt­
lichen Punkte aus I z I < RI aufnimmt, wenn nur jedesmal zur Bildung 
der Funktion T (z) = t (f (z)) derselbe Ausgangswert T (0) = t (Co) be­
nutzt wurde. Die den Punkten t von HI entsprechenden Punkte C = m (t) 
bilden in der C-Ebene ein abgeschlossenes Gebiet, welches die Punkte 

1 Bei diesem Beweise werden von der Funktion z (C) nur die folgenden Eigen­
schaften gebraucht: 

1. Es gibt eine von 0, 1, 00 verschiedene Stelle Co' in deren Umgebung z (C) 
eindeutig und regular ist. 

2. Beschreibt man von Co aus irgendeinen Weg, der nur die Punkte 0, 1, 00 
vermeidet, so ist z (C) langs (lieses Weges unbeschrankt fortsetzbar; insbesondere 
ist also jeder Zweig von z (C) in der Umgebung jedes durch Fortsetzung erreichten 
Punktes eindeutig regular. 

3. Die Werte, die z (C) annimmt, liegen in einem Bereiche der z-Ebene, der 
einen Teil derselben frei laBt. 

4. z (C) ist keine Konstante. 
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0, 1, 00 nicht enthalt und daher beschrankt ist; andrerseits stellen sie 
genau die Gesamtheit der Wertel: dar, die vermoge der Funktion 
1: = I (z) den Punkten des Kreises I z I < RI entsprechen, unabhangig 
von der speziellen Wahl der Funktion I (z). Damit ist der Schottkysche 
Satz bewiesen. 

An den Schottkyschen Satz schlieBen wir noch einige wichtige 
Folgerungen an. 

1st die Funktion 
I(z) = a o + alz + a2 z2 + ... 

im Kreise I z I < 1 regular und ist 0 < e < 1, so folgt zunachst aus der 
Cauchyschen Integralformel fiir die Ableitung aus Kap. 2, § 7, (6): 

2", 

a = I' (0) = -Lf f (e~i",) d 
I 2n ee'''' fjJ, 

o 

lall < 21n· 2n Maxl/(z)l· e Izl=(.> 

Wird nun I (z) im Kreis I z I < 1 von 0 und 1 verschieden vorausgesetzt, 
so hat uns der Schottkysche Satz gelehrt, daB Max I I (z) I unterhalb 

Izl =e 
einer nur von ao = I (0) und von e abhangigen Schranke (9 (ao' e) liegt. 
Es folgt also weiter: 

I I < e (au, e) £l ( ) 
al = e = ""1 ao' e . 

1st nun die Funktion f(z) nicht mehr im Kreise I z I < 1, sondern im 
Kreise I z I < R (R> 0) als regular und von ° und 1 verschieden 
vorausgesetzt, so wird die Funktion 

g(z) = I(Rz) = a o + alRz + ... 
im Kreise I z I < 1 regular und von ° und 1 verschieden sein. 1st iiber­
dies a l =1= 0, so lehrt das vorige Ergebnis, auf die Funktion g(z) an­
gewandt, daB fUr ° < e < 1 

I a1 R I < (91 (ao' e), 

( 1) 

ist. Diese Abschatzung fiir den Radius des Regularitatskreises I z I < R 
hangt nur von den Anfangskoeffizienten ao und a1 wesentlich ab, da e 
willkiirlich ist. Bezeichnen wir z. B. fiir e = ~ die rechte Seite von (I) 

mit (92 (ao, all, so haben wir den Satz von LANDAU: 

Sind ao und al komplexe Zahlen und ist a1 =1= 0, so gibt es eine aUein 
von ao und al abhiingige positive Zahl (92 = (92 (ao, al ) mit lolgender 
Eigenschaft: 1st R> (92 und -

~ (z) = ao + alz + a2Z2 + ... 
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eine beliebige Potenzreihe mit den ersten Koetlizienten ao, a l , so ist ent­
weder $ (z) nicht im ganzen Kreise I z I < R konvergent, oder die durch 
$ (z) dargestellte Funktion wird in diesem Kreise mindestens an einer 
Stelle gleich 0 oder 1. 

Hieraus ergibt sich nun auf einfachem Wege ein neuer Beweis des 
Picardschen Satzes. Gabe es eine ganze Funktion I (z) = ao + alz + ... 
mit a l =+= 0, die nirgends den Wert 0 oder 1 ann1i.hme, so folgte aus 
dem Landauschen Satze, daB die Potenzreihe ao + alz +. " nicht 
iiberall konvergent ware, gegen die Voraussetzung. Jede ganze 
Funktion, deren Ableitung im Nullpunkt nicht verschwindet, muB 
also irgendwo den Wert 0 oder 1 annehmen. 

Da man jeden beliebigen Punkt durch eine Verschiebung in den 
Nullpunkt bringen kann, so geniigt es, vorauszusetzen, daB die Ab­
leitung I' (z) in irgendeinem Punkte der Ebene nicht verschwindet, d. h. 
daB I(z) keine Konstante ist. 

SchlieBlich konnen die Zahlen 0 und 1 noch durch irgend zwei von­
einander verschiedene GroBen u und A ersetzt werden; denn mit I (z) 

ist auch die Funktion g (z) = f y~ -" " (vgl. § 5) ganz und nicht kon­

stant, und aus g(z) = 0 oder g(z) = I folgt I(z) = u bzw. I(z) = A. 
Das hiermit gewonnene Ergebnis ist gerade der Picardsche Satz. 

§ 7. Die Abbildungsfunktionen von Kreisbogenpolygonen 

als Losung von Differentialgleichungen. 

Wiihrend wir die Funktionen z = cp (C), welche die konforme Ab­
bildung eines geradlinigen Polygons der z-Ebene auf die obere C-Halb­
ebene liefern, explizite darstellen konnten, ist dasselbe Ziel bei all­
gemeinen Kreisbogenpolygonen noch keineswegs erreicht. Wir wollen 
hier nur in Kiirze zeigen, daB diese Funktionen gewissen Differential­
gleichungen geniigen, welche wir auf Grund der geometrischen Angaben 
aufstellen konnen und welche umgekehrt fUr die fragliche konforme 
Abbildung charakteristisch sind. In diesen Differentialgleichungen, 
deren Integration ja stets, notigenfalls durch Potenzreihenentwicklung, 
zu bewerkstelligen ist, hat man dann den Ersatz fUr die formelmiiBige 
Darstellung der Abbildungsfunktionen zu erblicken. 

Urn zu diesen Differentialgleichungen zu gelangen, kniipfen wir an 
die Betrachtungen von § 1 an; wir denken uns das Kreisbogenpolygon II 
mit den Winkeln otl~' ot2~"'" otn~ konform auf die obere C-Halb­
ebene abgebildet, wobei den Ecken sukzessive die Punkte at> a2, ••• , an 
der reellen Achse entsprechen mogen. Die konforme Abbildung liiBt 
sich nun nach dem Spiegelungsprinzip unbegrenzt fortsetzen, wobei 
man nach einer geraden Anzahl von Spiegelungen iiber der C-Ebene 
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immer wieder zum selben Werte C gelangt, wahrend dieser Operation 
in der z-Ebene eine lineare Transformation 

* a.z+f3 
(1) z = yz +!5 

entspricht. Selbst wenn sich also die Doppelpolygonfigur iiber der 
z-Ebene nicht schlieBt, wenn also C(z) keine eindeutige Funktion ist, 
so behiilt sie doch den durch die Gleichungen C (z*) = C (z) ausgedriickten 
automorphen Charakter; man pflegt z(C) eine linear-polymorphe Funk­
tion zu nennen. Diese "lineare Polymorphie" HiBt sich folgendermaBen 
erkliiren: Die Funktion z(C) ist aufJer fur C = at> a2, ••• , an in der Um­
gebung jedes Punktes der C-Ebene eindeutig und nirgends wesentlich sin­
gular; umlauft der Punkt C einen der Punkte av , so erfahrt z eine lineare 
Substitution. 

Aus dieser Eigenschaft folgt leicht, daB z die Lasung einer gewissen 
Differentialgleichung dritter Ordnung sein muB. Urn diese zu erhalten, 
wollen wir einen Differentialausdruck [z],; fUr eine willkiirliche ana­
lytische Funktion z von C herstellen, welcher gegeniiber allen linearen 
Transformationen von z invariant ist, d. h. bei Definition von z* durch 
(1) der Relation [z*]~ = [zl geniigt, ebenso wie der Ausdruck z' gegen 

die Transformation z* = z + {3, der Ausdruck zz': gegen die Transfor­

mation z* = ("J.Z + (3 invariant ist 1. 

Urn den fraglichen Differentialausdruck zu erhalten, differenzieren 
wir die Relation 

z*·(yz + b) = ("J.Z + {3 

dreimal und finden so die Gleichungen 

y (z* z)' + bz*' - ("J. z' = 0, 

y (z* z)" + bz*" - ("J.z" = 0, 

y(z*z)'" + bz*'" - ("J.z'" = 0, 

aus welchen sich durch Elimination der Konstanten y, 15, ("J. ergibt: 

(z* z)' z*' z' 

(z* z)" z*" z" = 0, 

(z* z) '" z*'" z'" 

eine Gleichung, die nach einfacher Umformung die Gestalt 

z*'" _ ~ (Z*")2 = Z"' _ ~ (~)2 
z*' 2 z*' z' 2 z' 

annimmt; wir haben demnach in dem Ausdruck 

2 z' z'" - 3 Z"2 

[z]t = 2 z'2 

1 Hierbei bedeuten a. und f1 beliebige Konstanten (a. of 0). 
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einen Differentialausdruck dritter Ordnung mit der gesuchten In­
varianzeigenschaft, den man in der Literatur mit dem Namen "Schwarz­
scher Differentialparameter" bezeichnet findet, wenngleich er schon vor 
SCHWARZ bei LAGRANGE und anderen Autoren vorkommt 1. 

N unmehr verstehen wir unter z = p (C) unsere linear -polymorphe 
Funktion; der fur sie gebildete Schwarzsche Differentialparameter ver­
halt sich in der ganzen C-Ebene eindeutig, da eine gerade Anzahl von 
Spiegelungen der C-Halbebene nur eine line are Substitution fUr z = p (C) 
bedeutet, also den Ausdruck [zJ~ unverandert laBt. Wie in § 1 kann man 
aus der Voraussetzung der Konformitat der Abbildung (unter der An­
nahme, daB der Ausgangszweig z (C) in der oberen Halbebene keinen 
Pol hat) mit Hilfe des Spiegelungsprinzipes schlieBen, daB [zJc nur in 
den Punkten all a2, ••• , an singular werden kann. Wir behaupten, daB 
diese Singularitaten Pole sein mussen. Ohne Beschrankung der All­
gemeinheit ki:innen wir a I = 0, lim p(C) = 0 annehmen. Es sei zunachst 

c-+o 
1 

ct.I > O. Durch die Substitution t = ZUl wird ein gestreckter Winkel mit 
dem Scheitel im Punkte t = 0 auf einen gestreckten Winkel bei C = 0 
abgebildet, so daB t sich nach dem Spiegelungsprinzip in der Umgebung 
von C = 0 als umkehrbar eindeutige Funktion von C ergibt, also, mit 
Rucksicht auf die einfache Nullstelle bei C = 0, eine Entwicklung 

besitzen muB, wo c eine Konstante t 0 bedeutet. Es ist also auch 

wo c* 9= O. Hieraus erhalt man fUr den Schwarzschen Differential­
parameter 

Dieser Ausdruck bleibt aber auch gultig, wenn ct.} = 0 ist. Dann 
c 

erhalt man namlich die Entwicklung z = -I --,. (1 + ... ), die fUr [zJc 
og C1 ~ 

denselben Ausdruck ergibt. 
Damit haben wir bewiesen, daB die Singularitaten von [zl nur Pole 

sind, und haben zugleich den Hauptteil der Funktion an einem solchen 
Pole angegeben. Da die Funktion [zl also bis auf endlich viele Pole 
uberall in der C-Ebene regular und eindeutig ist, so muB sie eine rationale 

1 H. A. SCHWARZ hat in seiner grundlegenden Arbeit "Uber diejenigen Flille, 
in welchen die GauJ3ische hypergeometrische Reihe eine algebraische Funktion ... 
darstellt" die Bedeutung dieses Ausdruckes erst zur rechten Geltung gebracht 
(vgl. H. A. SCHWARZ: Ges. Math. Abh. Bd.2, S.211ff.). 
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Funktion sein. Wir haben also das Resultat: ] ede linear-polymorphe 
Funktion z (C) geniigt einer Differentialgleichung dritter Ordnung 

(2) [zJt = R (C), 

wobei R (C) eine rationale Funktion von C ist. 
Die Differentialgleichung (2) hat die bemerkenswerte Eigenschaft, 

daB man ihre samtlichen Lasungen kennt, wenn man eine von ihnen 
besitzt. Aus dem Vorangehenden ergibt sich namlich unmittelbar, daB 
jede line are Funktion einer Lasung z von (2) wieder eine Lasung ist; 
da umgekehrt diese lineare Funktion drei willkiirliche Konstanten ent­
halt, so gewinnen wir auf diese Art auch das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung (2). 

Die Theorie dieser Differentialgleichung ist aufs engste verkniipft 
mit der Lehre von den linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit rationalen Koeffizienten. Eine Lasung der Differential­
gleichung (2) laBt sich auf mannigfache Weise auffassen als Quotient 
zweier partikularer Integrale solcher linearer Differentialgleichungen, 
und umgekehrt geniigt der Quotient zweier linear unabhangiger La­
sungen einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
einer Gleichung vom Typus (2). Insbesondere fiihrt der Fall n = 3 aUf 
die hypergeometrische Differentialgleichung. 

Handelt es sich speziell urn die Funktionen der Kreisbogendreiecke, 
d. h. urn die Funktionen, welche ein Kreisbogendreieck der Winkel 
cxln, cx2n, cxan auf die obere C-Halbebene abbilden, so erhalt man fUr 
den mit einer solchen Funktion z = z (C) gebildeten Schwarzschen Dif­
ferentialparameter auf Grund einer leicht durchfUhrbaren Bestimmung 
der Konstanten den Ausdruck: 

[zJ = (1 - 0(12) (al - a2) (al - aa) + (1 - 0(22) (as - aa) (a 2 - al ) 

t 2 (C - a l )2 (C - a2) (C - aa) 2 (C - a2 )S (C - aa) (C - a l ) 

+ (1 - 0(32) (a 3 - a l ) (a 3 - a2) 

2(C - as)2 (C - a l ) (C - as)' 

wobei av a2, aa die auf der reellen C-Achse gelegenen Bildpunkte der 
Ecken des Kreisbogendreiecks darstellen. Normiert man die Abbildung 
insbesondere so, daB a1 = 0, a2 = I, aa = 00 wird, so ergibt sich 
hieraus 

Wahlt man insbesondere CXl = CXz = lXa = 0, so erhalt man die Diffe­
rentialgleichung der in § 4 definierten Modulfunktion ,,2 (0) 

[oJ .:...... 1 1 1 
,,' - 2,,4 + 2("S - 1)2 - 2"S (,,2 - 1) . 
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Setzt man dagegen ell = !, el2 = +, el3 = 0, so ergibt sich fUr die zu­

gehOrige Funktion T = T(]), d. h. fur die Abbildungsfunktion des 
sechsten Teiles des vorigen Bereiches, 

[ 4 3 23 
T]J = 9]2 + 8U-- 1)2 - -~f2U - I)J' 

Auf diese wichtigen und schonen Zusammenhange kann hier nur 
hingewiesen werden 1. 

Achtes Kapitel. 

Die Verallgemeinerung des Riemannschen 
Abbildungssatzes. Das Dirichletsche 

Prinzip. 
Wir haben in Kap. 6 unser allgemeines Ziel, zu vorgegebenen Be­

reich en zugehorige analytische Funktionen zu konstruieren, nur fUr den 
speziellen Fall schlichter einfach zusammenhangender Gebiete gelOst. 
Die dort entwickelten Methoden, insbesondere das Schwarzsche alter­
nierende Verfahren, sind zwar weitgehender Verallgemeinerungen fahig. 
Wir werden aber in diesem Kapitel, in dem wir uns der gestellten Auf­
gabe in ihrer vollen Allgemeinheit zuwenden, von vornherein einen 
ganz anderen, von den Resultaten des Kap. 6 unabhangigen Weg ein­
schlagen, der .sich enger an den ursprunglichen Ansatz RIEMANNS an­
schlieBt und von RIEMANN mit dem Worte "Dirichletsches Prinzip" 
bezeichnet worden ist. Diese Methode beruht wesentlich auf potential­
theoretischen Gedanken und hangt auf das engste mit anschaulichen Vor­
stellungen von Stromungsvorgangen zusammen. Den einzuschlagenden 
Weg kennzeichnen wir zunachst unter der vereinfachenden Annahme, daB 
es sich urn ein schlichtes Gebiet handelt, werden aber dann unseren 
Existenzbeweis unter den allgemeinsten Voraussetzungen durchfUhren. 

§ 1. Heuristische Betrachtungen. Schlitzbereiche. 
Urn zu einem zweckmaBigen Ansatz fUr die Untersuchung unserer 

Fragestellungen zu gelangen, wollen wir uns durch die anschauliche 
Vorstellung einer Stromung leiten lassen. Wir setzen der Einfachheit 

1 Der Leser findet Naheres z. B. in dem Werk von F. KLEIN: Voriesungen 
tiber das Ikosaeder (Leipzig 1884), sowie in den autographierten Voriesungen 
"Ausgewahite Kapitel aus der Theorie der Iinearen Differentiaigieichungen zweiter 
Ordnung" (Giittingen 1891) und "Uber die hypergeometrische Funktion" 
(Giittingen 1894). Ausfiihrliche Literaturangaben finden sich in den Enzykiopadie­
art ike In von R. FRICKE II B 3 und II B 4. Uber 'die so eben beriihrten Fragen bei 
den Dreiecksfunktionen (dort iibrigens ais "Schwarzsche s-Funktionen" 5 (IX, fl, y; ]) 
bezeichnet) vgl. insbesondere das Kapitel III des ersten Bandes der bereits 
S.436 genannten Monographie von KLEIN und FRICKE tiber Modulfunktionen. 
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wegen voraus, daB das Gebiet G, weIches der Trager unserer zwei­
dimensionalen Stromung sein solI, ein schlichtes von endlich vielen 
stiickweise glatten Kurven begrenztes Gebiet ist; die Stromung denken 
wir uns erzeugt, indem wir in einem Punkte von G, etwa dem Punkte 0 
mit den Koordinaten x = 0, y = 0, eine Doppelquelle anbringen; das 

Potential u (x, y) der Stromung moge in 0 etwa die Singularitat 2 +x 2 
X Y 

besitzen, also das konjugierte Potential v (x, y) die Singularitat ;+y 2' 
X Y 

Die Stromung muB langs der Kurven v = konst. erfolgen, indem 
sie aus der Doppelquelle in 0 parallel zur x-Achse austritt und wieder 
dorthin in derselben Richtung zuriickkehrt, wie das in Abb. 91 auf 
S. 344 gekennzeichnet ist. Langs einer geschlossenen Kurve v = konst., 
weIche keinen Kreuzungspunkt enthalt, werden sich die Werte von u 
monoton von - 00 bis + 00 andern, wenn wir von 0 ausgehend zu 
o zuriickkehren; denn es ist zufolge der Cauchy-Riemannschen Differen-

tialgleichungen ~: = ::' unter s die in Richtung der Stromung ge­

messene Bogenlange auf der Stromlinie, unter n die Lange auf der nach 

Abb. 123. 

der linken Seite genommenen Nor­
malen verstanden; und da die Werte 
von v auf der einen Seite der Kurve 
v = konst.groBer, auf der anderen 
Seite kleiner sind als diese Konstante, 

so hat :; langs der ganzen Kurve 

v = konst. dasselbe Vorzeichen. 
Es ist nun ohne weiteres plau­

sibel, daB das Bild der Stromlinien 
so aussieht, wie es in Abb. 123 fUr 
den Fall eines zweifach zusammen­
hangenden Gebietes angedeutet ist, 
d. h. daB keine Kreuzungspunkte 
der Stromung in G vorkommen und 
daB alle Kurven v = konst. einfach 
geschlossene, durch 0 gehende, 
ganz im Innern von G verlaufende 

Kurven sind, mit Ausnahme von zwei Kurven v = C1 und v = c2, von 
denen jede auf eines der beiden zusammenhangenden Randstiicke von 
G miindet und sich auf diesem gewissermaBen in zwei Stromaste spaltet, 
die in entgegengesetzter Richtung urn das Randstiick herumfUhren, 
sich an einem Randpunkte wieder vereinigen und durch das Innere 
nach 0 gemeinsarp zuriickflieBen. 

Jede Stromlinie, weIche ganz im Inneren verlauft, wird durch die 
analytische Funktion C = u + iv = f (z) auf eine volle Gerade v = konst. 
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der ~-Ebene umkehrbar eindeutig abgebildet, wobei der Punkt 0 dem 
Punkte ~ = 00 entspricht; lassen wir den Wert der Konstanten von 
- 00 bis + 00 monoton wachsen, so wird die Gerade v = konst. die 
ganze ~-Ebene einmal uberstreichen; nur bei den Ausnahmegeraden 
v = C1> V = c2 haben wir zu beachten, daB nicht ihre samtlichen Punkte 
inneren Punkten von G entsprechen; vielmehr wird zu einer gewissen 
Strecke auf der Geraden v = c1 bzw. v = c2 das betreffende Randstuck 
von G gehoren, so daB man also die ~-Ebene langs zweier bzw. fUr ein 
n -fach zusammenhangendes Gebiet langs n solcher geradlinigen 
Strecken parallel zur reellen Achse aufgeschnitten denken muB. Nennen 
wir ein solches Gebiet einen "geradlinigen Schlitzbereich", so wird also 
das Gebiet G durch die analytische Funktion ~ = u + iv = /(z) auf 
einen solchen abgebildet. Wir heben hervor, daB diese Funktion im 
Punkte 0 einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 besitzt, d. h. sich 

in der Form / (z) = -} + g (z) darstellen laBt, wobei g (z) fUr z = 0 regular 

bleibt. Es bedarf keiner besonderen AusfUhrung, daB man den Quell­
punkt auch in einem beliebigen Punkt Zo hatte anbringen und dort 
Starke und Richtung der Doppelquelle beliebig vorschreiben durfen. 
Dem wurde eine Abbildungsfunktion ~ = / (z) entsprechen, welche in 
der Umgebung von z = Zo die Form hat 

/(z) = -~-+g(z), 
Z - Zo 

wobei rx eine beliebige reelle oder komplexe Konstante und g (z) eme 
fur z = Zo regulare Funktion bedeutet. 

Fur den Fall eines ein/ach zusammenhiingenden Gebietes enthiilt dies 
den Riemannschen Abbildungssatz; denn wenn G nicht aus der ganzen 
oder punktierten z-Ebene besteht, so konnen wir also G auf die mit 
einem geradlinigen Schlitz versehene ~ -Ebene konform abbilden; wir 
konnen den Schlitz durch eine lineare Transformation in die Strecke 
o < u < 00 der u-Achse verlegt denken und bilden dann diese ge-

schlitzte Ebene durch die Funktion '1 = If auf die obere C1-Halbebene 
ab, was ja gleichbedeutend mit der Abbildung auf den Einheits. 
kreis ist. 

Anstatt die Stromung im Gebiete G durch eine Doppelquelle zu 
erzeugen, konnen wir auch andere Stromungen betrachten, z. B. eine 
solche, die durch zwei in den Punkten Zo und Z1 angebrachte logarith­
mische Quellpunkte von entgegengesetzt gleicher Starke oder durch 
zwei Wirbel in diesen Punkten von entgegengesetzter Richtung und 
absolut gleicher Starke oder auch durch eine in einem Punkte Zo an­
gebrachte Quelle von hoherer als erster Ordnung erzeugt wird. Solchen 
Stromungen wurden analytische Funktionen entsprechen, weIche sich 
in G bis auf die Punkte zo, Zl (bzw. zo) regular verhalten und deren 
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'Singularitat durch einen Ausdruck 

log z - Zo 
Z - Zl 

geliefert wird. 

oder '1 Z - Zo 
~ og-­

Z - Zl 
oder 

I 
(z _ zO)2 USW. 

Es wird nun unsere Aufgabe sein, die vorausgehenden Betrach­
tungen durch eine mathematische Theorie zu ersetzen und insbesondere 
die Existenz der oben reinheuristisch eingefUhrten Potentialfunktionen,die 
wir von nun an als "Stromungspotentiale" bezeichnen wollen, zu beweisen. 

Urn zu einem zweckmaBigen Ansatz zu gelangen, bediirfen wir der 
Betrachtung gewisser tiber das Gebiet G erstreckter Integrale, weIche 
uns den Betrag der Energie einer soIchen Stromung liefern. 1st cp (x,y) 
das Geschwindigkeitspotential einer Stromung, so wird ihre kinetische 
Energie bis auf einen von cp unabhangigen Faktor fUr ein Teilgebiet B 
von G durch das Integral 

J f (cpro2 + cp,i) dx dy 
B 

gegeben; der gewtinschte Ansatz wird darauf beruhen, daB wir ver­
suchen, Ausdrticke dieser Form unter passend gewahlten Bedingungen 
zu einem Minimum zu machen. Der Formulierung dieses Minimum­
problems schicken wir im nachsten Paragraphen einige Betrachtungen 
tiber derartige Integrale voraus. 

§ 2. Das Dirichletsche Integral und die Greensche Forme!' 
1st B ein beliebiges schlichtes Gebiet, so bezeichnen wir den Ausdruck 

(1) D [cp] = DB [cp] = J J(cpro2 + cpy2) dxdy 
B 

als das "Dirichletsche Integral" von cp tiber B; 1 hierbei ist cp (x, y) 
irgend eine reelle Funktion der rechtwinkligen Koordinaten x, y, fUr 
weIche dieses Doppelintegral existiert. Wenn der Integrand nicht im 
Gebiete B mit EinschluB des Randes stetig ist oder wenn B den unend­
lich fernen Punkt enthalt, so muB dabei das Integral als uneigentliches 
Integral aufgefaBt werden 2. 

1 Den Index zur Bezeichnung des Integrationsgebietes lassen wir weg, wenn 
kein MiBverstandnis zu befiirchten ist. 

2 Dieses kann hier folgendermaBen definiert werden: Es sei B' irgend ein 
abgeschlossener Teilbereich von B oder eine aus mehreren solchen Teilbereichen 
bestehende Punktmenge. 1st I (x, y) eine in B nirgends negative Funktion, so ver­
stehen wir unterJJI(x, y)dxdy die obere Grenze der Werte aller Integrale 

B 
J J I(x, y)dxdy fiir aIle in Betracht kommenden Punktmengen B'. Nimmt die 
B' 
Funktion I(x, y) dagegen auch negative Werte an, so zerlegen wir sie in eineSumme 
t = 1* + f**, wo 1* an allen Stellen mit I iibereinstimmt, an denen f;:;;; 0 ist, 
sonst aber gleich Null gesetzt wird, wahrend t** die entsprechende Bedeutung fiir 
die Stellen mit I ~ 0 besitzt. Unter J J I (x, y) d xd y verstehen wir jetzt die Differenz 

B 
der Integrale von f* und - f**. 



§ 2. Das Dirichletsche Integral und die Greensche Forme!' 449 

Bei EinfUhrung von Polarkoordinaten r, f} nimmt das Dirichletsche 
Integral die Form 

(2) D[<p] = f f (<Pr2 + ~ <Pu2) rdrdf} 

an. B 

Das Dirichletsche Integral ist gegen konforme Abbildung invariant, 
d. h. bei konformer Abbildung des Gebietes B auf ein Gebiet B* durch 
die Funktion C = j(z) = j(x + iy) = u + iv gilt fUr jede Funktion <p, 
fUr welche die betreffenden Integrale einen Sinn haben, 

J J(<Px2 + <py2) dx dy = J J(<Pu2 + <Pv 2) du dv. 
B B* 

Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen haben Wlr 
namlich 

Andererseits ist ux2 + uy2 = UXv y - uyVX gerade die Funktionaldetermi­
nante von u, v nach x, y und nicht negativ; somit gilt in der Tat nach 
dem bekannten Satze der Integralrechnung liber Transformation von 
Doppelintegralen die obige Relation. 

Setzen wir speziell <p = u, so erhalten wir 

D[u] =JJif'(z) 1
2 dxdy =JJdudv. 

B B* 

Das Dirichletsche Integral einer Potentialfunktion u liber ein Gebiet B 
stellt also den Flacheninhalt 1 des durch die analytische Funktion 
C = u + i v erzeugten Bildbereiches B* von B dar. 

Offenbar bleibt das Dirichletsche Integral auch bei einer konformen 
Abbildung des Gebietes mit Umlegung der Winkel invariant, wie z. B. 
bei der Spiegelung an einer Geraden oder einem Kreise. 

Flihren wir weiter die Abklirzung 

(3) D[<p,1p]=JJ(<Px1px+<py1py)dxdy 
B 

ein, so gilt bei konstantem A und {l die Identitat 

(4) D[A<p +{l1p] =A2 D[<p] + 2A{lD[<p,1p] + {l2D[1p]. 

Da D [A <p + {l1p] eine nicht negative homogene quacfratische Funk­
tion von A und {l ist, folgt 

(5) D[<p,1p]2<D[<p]D[1p], 

wobei natlirlich liberall vorausgesetzt ist, daS die betreffenden Integrale 
liberhaupt Sinn haben. Aus (5) folgt safart, daS die Existenz von D[<p] 
und D [1p] die von D [ <p, 1p] nach sich zieh t. 

Der Ausdruck D [<p, 1pJ ist ebenfalls gegenliber konformer Abbildung 
invariant, wie man entweder wie oben bei D [<p ] erkennt oder der Identi­
tat (4) entnimmt. 

1 Vgl. Kap. 2, § 8. 
Ht1rwitz~Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 2H 
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Endlich werden wir im folgenden von einer einfachen Umformung des 
Integrales D [tpf "1'] Gebrauch machen, welche man als "Greensche F ormel" 
bezeichnet. 

Wir setzen voraus, daB das Gebiet B von endlich vielen stiick­
weise glatten Kurvenbogen begrenzt wird. Es sei tp eine im ganzen Ge­
biete stetige und mit stiickweise stetigen 1 Ableitungen versehene Funk­
tion. Es sei ferner "I' eine Funktion, die einschlieBlich des Randes mit 

ihren ersten und zweiten Ableitungen stetig ist, und es bezeichne iJ~ die 

Differentiation nach der inneren Normalen des Randes, ds das Linien­
element auf dem im positiven Sinne zu umlaufenden Rand S. Dann 
lautet die Greensche F ormel: 

(6) D[tp,1p] = -fftpL11pdxdY-ftpiJiJ"Pds. 
B S n 

Diese Relation ist nichts anderes als ein Ausdruck fiir die partielle In­
tegration des Integrals D[tp,1p]. 

Zum Beweise geniigt es, die entsprechende Forme! fiir eine Folge 
von Gebieten zu beweisen, deren Rii.nder den Rand von B "glatt" 
approximieren (vgl. Kap. I, § 2). Da dies mit Hilfe von ganz in B 
liegenden Polygonen moglich ist, so konnen wir unseren Beweis auf 
Polygone, und da sich diese in Dreiecke zerlegen lassen, sogar auf Drei­
ecke beschranken, die wir auBerdem rechtwinklig annehmen diirfen, 
da wir sie sonst durch eine geeignete Hohe in rechtwinklige Dreiecke 
zerlege.n konnten. Wir beachten, daB die zu beweisende Greensche 
Formel gegeniiber Drehung und Verschiebung des Koordinatensystems 
invariant ist, so daB wir dieses derart wahlen konnen, daB die Ecken 
des betrachteten Dreiecks 6 bzw. die Koordinaten 0, 0; a,O; 0, b 
erhalten. Dann erhii.lt man durch partielle Integration 

f f(tpfIJ "I'fIJ + tp1l1p1l) dx dy 
[:, 

~ (b-II) ~ (a-z) 
b b a a 

= f dy f tpfIJ"I'fIJdx + J dx J tp1l "1'11 dy 
o 0 0 0 

= j [tp1pfIJJ::-:(b- II
) dy + j [tp1p1lJ;:o~(a-z)dX - f f tp (1p(JJ(JJ + 1p!l1l) dxdy 

00[:, 

= - fftpL11pdXdY- ftp:~ ds, 
[:, 

1 "Stuckweise stetig" heiBt eine Funktion in einem Gebiete G, wenn man das 
Gebiet derartig in von stiickweise glatten einfachen Kurven begrenzte Teilgebiete 
zerIegen kann, daB jeder abgeschlossene Teilbereich von G nur mit endlich vielen 
dieser Teilgebiete Punkte gemein hat und daB die J:unktion in jedem dieser Teil­
gebiete stetig ist und stetige Randwerte besitzt. 
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wo das letzte Integral iiber den Rand des Dreiecks zu erstrecken ist, 
wahrend die Normale nach innen positiv zu zahlen ist. Hiermit ist die 
Greensche Formel bewiesen. 

§ 3. Das Dirichletsche Prinzip. 
Das Dirichletsche Integral ist urspriinglich nicht im Zusammen­

hange mit den Stromungspotentialen in der Funktionentheorie an­
gewandt worden; es trat vielmehr zuerst bei den Bemiihungen urn 
die Losung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie auf. Der hier 
von RIEMANN eingeschlagene Gedankengang laBt sich im einfachsten 
Falle folgendermaGen darstellen. Es sei G ein von einer stiickweise 
glatt en Kurve 5 begrenztes Gebiet der xy-Ebene, auf dessen Rande 
irgend welche stetige Randwerte vorgegeben sind; man betrachte das 
iiber G erstreckte Dirichletsche Integral D[p], wobei unter peine im 
Gebiete G einschlielllich des Randes stetige und mit stetigen ersten und 
zweiten Ableitungen versehene Funktion mit den vorgeschriebenen 
Randwerten verstanden wird. Wenn es dann unter allen derartigen 
Funktionen eine Funktion u(x, y) gibt, welche den kleinstmoglichen 
Wert fUr das Integral D[p] liefert, so muG u der Differentialgleichung 
Ll u = 0 geniigen und somit die Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
losen. 1st namlich h(x, y) eine am Rande verschwindende, im Gebiete 
G einschlieBlich des Randes mit ihren ersten und zweiten Ableitungen 
stetige, sonst willkiirliche Funktion, fiir welche D [h] endlich bleibt, so 
mull fiir jeden reellen Wert des Parameters e 

D[u + eh] = D[u] + 2eD[u, h] + e2 D[h] > D[u] 

sein. Es mull also 
e (2D [u, h] + e D [h]) ~ 0 

sein, was offenbar bei beliebigem e nur unter der Bedingung 

D[u, h] = 0 
moglich ist. 

Die Anwendung der Greenschen Formel ergibt nun ohne weiteres 

ffhLludxdy=O; 
G 

hieraus folgt aber wegen der Willkiirlichkeit der Funktion h das Be­
stehen der Gleichung 

Llu = 0; 

denn ware die in G stetige Funktion Ll u an irgend einer Stelle von Null 
verschieden, etwa positiv, so gabe es auch eine in G gelegene Umgebung 
dieser Stelle, wo Ll u positiv bleibt; wahlen wir nun fiir h irgend eine 
mit ihren erst en und zweiten Ableitungen in G stetige Funktion, welche 

29* 
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auBerhalb dieser Umgebung verschwindet, aber innerhalb derselben 
positiv ist, so sttinde dies im Widerspruch mit der obigen Relation. 

Diese von RIEMANN als "Dirichletsches Prinzip" bezeichnete SchluB­
weise gentigt aber keineswegs, urn die Losbarkeit der Randwertaufgabe 
zu beweisen, worauf zuerst WEIERSTRASZ hingewiesen hat. Es ist nam­
lich keineswegs evident, daB das Integral unter' den angegebenen Be­
dingungen ein Minimum be sit zen muB, und ein unmittelbarer Beweis 
hierftir gelang zunachst nicht. Man kann eben im allgemeinen von einer 
nach unten beschrankten Zahlenmenge nur die Existenz einer unteren 
Grenze, aber nicht die eines wirklich erreichten Minimums behaupten 1. 

Trotzdem werden wir im folgenden sehen, wie der Grundgedanke 
des Riemannschen Beweises, die Charakterisierung der Potential­
funktion durch Minimumseigenschaften eines Dirichletschen Integrals, 
doch zum Ziele fUhren wird; wir behalten daher auch hierftir die Be­
zeichnung "Dirichletsches Prinzip" beL Anstatt aber diesen Gedanken 
des Dirichletschen Prinzips fUr die Randwertaufgabe der Potential­
theorie durchzufiihren, wenden wir ihn hier zum Beweise der Existenz 
von Stromungspotentialen an. Hierbei mtissen wir jedoch das obige 
Minimumproblem etwas modifizieren; die Notwendigkeit einer solchen 
Modifikation ergibt sich vor allem daraus, daB das Dirichletsche Integral 
nicht existiert, wenn das Integrationsgebiet einen Quellpunkt oder 
irgend eine andere der oben betrachteten singularen Stellen enthalt. 
Urn dieser Schwierigkeit zu begegnen, betrachten wir zunachst den Fall, 
wo es sich urn eine im Punkte 0 gelegene Doppelquelle handelt, und 
denken uns urn den Quellpunkt 0 als Mittelpunkt einen ganz im Inneren 
von G liegenden Kreis K mit der Peripherie " gegeben, welcher den 
Radius a haben moge. Wir definieren nun eine Funktion S (x, y) durch 

(1) S (x, y) 1 = x2 ~ y2 + :2 in K einschlieBlich der Peripherie ", 

= 0 auBerhalb K. 

Diese Funktion 5 besitzt dieselbe Singularitat wie die gesuchte Po­
tentialfunktion u. 2 

Wir heben hervor, daB auch die Funktion 5 eine Potentialfunktion 
ist, namlich tiberall in K auBer in 0 der Differentialgleichung 

(2) 

1 Ein bekanntes Beispiel fur die Unlosbarkeit eines Minimumproblems bietet 
die Aufgabe, die Punkte 0 und 1 der x-Achse durch eine stetig gekrummte, mog­
lichst kurze Kurve zu verbinden, welche in den Endpunkten auf der x-Achse 
senkrecht steht; die untere Grenze der Lange, namlich die Lange 1, wird offenbar 
von keiner zulassigen Vergleichsfunktion erreicht. 

2 Die von WEYL herruhrende Einfuhrung der obigen Funktion S bringt bei 
der Durchfiihrung des Beweises gegenuber fruheren Ansatzen Vereinfachungen 
mit sich. Vgl. das S.376, Anm.l genannte Buch. 
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geniigt, und daB ferner langs u die Relation 

(3) q~=O on 

besteht, wenn mit oOn die Differentiation nach der inneren Normalen des 

Kreises bezeichnet wird; diese letzte Eigenschaft ergibt sich sofort, wenn 
wir Polarkoordinaten r, {} im Kreise einfiihren, wodurch 5 in die Gestalt 
cos {} r {} "b ht I h -- + "2' cos u erge ,aus we c er r a 

_ (0 5) _ (0 5) _ 0 
Dr r=a- on r=a-

folgt. 
Wollen wir Stromungspotentiale mit den anderen oben betrachteten 

Singularitaten erhalten (weIche wir uns der Einfachheit halber in dem 
obigen Kreise K mit dem Radius a gelegen denken), so wahlen wir als 
,,5ingularitiitenjunktion" eine Funktion 5, weIche in den vorgeschrie­
benen Punkten die verlangten Singularitaten besitzt, wahrend sie 
sonst eine in K regulare Potentialfunktion ist, auBerhalb K identisch 
verschwindet und auf der Peri ph erie von K verschwindende Ableitung 
in Richtung der Normalen besitzt. Wir fiihren die folgenden Betrach­
tungen nur fiir den Fall eines einfachen Poles im Punkte 0 durch, be­
merken aber, daB sich diese Uberlegungen ohne weiteres auch auf die 
iibrigen genannten Singularitaten iibertragen lassen 1. 

1st nunmehr peine in G mit EinschluB des Randes bis auf den Punkt 
o stetige und mit stiickweise stetigen Ableitungen versehene Funktion, 
weIche in 0 die vorgeschriebene Singularitat besitzt, so ist die Funktion 
tP = p - 5 im ganzen Gebiete G stetig, abgesehen von der Kreis­
peripherie x, wo sie den durch die Funktion 5 vorgeschriebenen Sprung 
erleidet. Das Dirichletsche Integral D [tP] darf dann iiber den Punkt 0 
hin erstreckt werden. 

Wir nennen nun eine Funktion tP eine "zuliissige" Funktion, wenn 
folgende Bedingungen erfiillt sind: 1. Die Funktion tP + 5 = r ist in 
dem Gebiete G einschlieBlich des Randes, abgesehen yom Punkte 0, 
stetig und mit stiickweise stetigen Ableitungen versehen, wahrend Sle 

in 0 die Singularitat 2 +x 2 besitzt. 2. Es existiert das Integral 
x y 

D [tP] = J J (tP~ + tP~) dx dy. 
G 

Wir beachten, daB eine zulassige Funktion tP bei Addition einer 
willkiirlichen Konstanten zulassig bleibt und daB der Wert von D [tP] 
dadurch nicht geandert wird. Daher konnen wir es ohne Anderung von 
D [tP] immer erreichen, daB die betrachteten Funktionen tP an der 

1 Vgl. z. B. Kap. 9, § 2. 
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Stelle 0 den Wert 0 besitzen; solche Funktionen wollen wir "normiert" 
nennen und gebrauchen diese Bezeichnung auch fUr die zugehorige 
Funktion q; = t/> + S. 

Wir stellen nun das folgende Minimumproblem: Unter allen zuliissigen 
Funktionen t/> ist eine solehe zu linden, lur welche das uber G erstreekte 
Integral D [t/>] einen mogliehst kleinen Wert besitzt. 

Dieses Minimumproblem hat jedenfalls einen Sinn, d. h. es gibt 
wenigstens eine zulassige Funktion t/>, fUr welche das Integral D [t/>] 
einen endlichen Wert besitzt. 1st namlich K' ein zu K konzentrischer 
ganz in G gelegener Kreis mit einem Radius a' > a, so definieren wir t/> 

2 a' - r 
folgendermaBen: t/> = 0 in K und auBerhalb K', dagegen t/> = ~ -,-~ cos 1} 

a a - a 
fUr a <r< a'. Offenbar ist t/> eine zulassige Vergleichsfunktion, deren 
Dirichletsches Integral endlich bleibt. 

Die Menge aller fUr zulassige Funktionen t/> angenommenen Werte 
D [t/>] ist also nicht leer und muB eine untere Grenze besitzen, welche 
nicht negativ ist und mit d bezeichnet werden solI. 

Wenn also unser Minimumproblem ge16st werden kann, etwa durch 
eine Funktion U, so muB fUr jede in G mit EinschluB des Randes stetige 
und mit stiickweise stetigen Ableitungen versehene Funktion h, fUr 
welche D[h] existiert, bei beliebigen Werten von e der Ausdruck 
D[U + eh] > D[U] sein; woraus sich wie oben (S.451) ergibt, daB 

(4) D[U, h] =0 
istl. 

Falls eine Losung U iiberhaupt existiert, so existiert auch eine nor­
mierte Losung, und diese ist durch das Minimumproblem eindeutig be­
stimmt. Gabe es namlich noch eine weitere normierte Losung U', so 
ware auch die Funktion U - U' iiberall in G stetig und ihre erst en 
Ableitungen in G stiickweise stetig. Es existierte ferner 

D[U - U'] = D[U] + D[U'] - 2 D[U, U']; 

da nach (4) sowohl 
D [U, U - U'] = 0 

als auch 
D[U', U - U'] =0 

gilt, so folgt durch Subtraktion 

D[U - U']= o. 
Es miissen also die partiellen Ableitungen von U - U' iiberall in G 
verschwinden, und da die Funktionen U und U' im Punkte 0 iiberein­
stimmen, so sind sie im ganzen Gebiete G identisch. 

1 Aus dieser Gleichung kann man wieder schlieBen, daB U bzw. u = U + s 
Potentialfunktionen sind, wie sich spater direkt ergeben wird. 
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Wir bemerken schlieBlich, daB die Willkiir, welche bei der Wahl 
der GroBe a in unserem Ansatze verbleibt, auf die Funktion u = U + 5 
ohne EinfluB ist. Bezeichnet namlich a' < a den Radius eines neuen 
Kreises K' urn 0 und 5' die zu a' gehorige Funktion 

5' (x, y) 1= xB ~ yB + a~B in K' einschlieBlich der Peripherie u', 

= 0 auBerhalb K', 

so gilt die folgende Tatsache: Die Losung U' des neuen Minimum­
problems ist durch U' = U + 5 - 5' gegeben, so daB u = U + 5 
= U' + 5' wird; die Lasbarkeit des einen Minimumproblems zieht die 
des anderen nach sich. 

Zum Beweise setzen wir 5 - 5' = a; diese Funktion ist auBerhalb 
K identisch Null und innerhalb des Kreises K' sowie innerhalb des Kreis­
ringes R zwischen" und ,,' eine regulare Potentialfunktion. 1st (p eine 
zuHissige Funktion des ersten Minimumproblems, so ist die Funktion 
(P' = (P + a zulassige Funktion des zweiten und umgekehrt. Nun ist 

D [(P'] = D [W] + D [a] + 2D [(P, a] 

und, wie wir sogleich beweisen werden, 

(5) D [(P, a] = 0; 

es unterscheiden sich also die Integrale D [(P] und D [(P'J nur urn einen 
von der Wahl der Vergleichsfunktionen (P und (P' unabhangigen Aus­
druck, so daB in der Tat die beiden Minimumprobleme aquivalent sind. 
Zum Beweise von (5) haben wir uns nur der Greenschen Formel zu be­
dienen und zu beachten, daB im Innern von K' und von R iiberall 
Ja = 0 ist, wahrend auf u und im Innern von K in der Nahe des Randes 

noch a = 5, auf" also :: = 0 gilt. Daher ist 

DK , [W, a] = - II (PJadxdy- I w~: ds = f (P~:ds 
K' x' x' 

DR[(P,a]=- II(PJadXdY- I(P~:dS- I(P~:ds 
und 

R x x' 

= - f W::ds. 
,,' 

Addition dieser beiden Formeln ergibt die Behauptung D[(P, aJ = O. 
Bevor wir zur Lasung des gestellten Minimumproblems schreiten, 

wollen wir noch die Voraussetzung abstreifen, daB G ein schlichtes 
Gebiet ist, urn nachher die Betrachtungen gleich fUr den allgemeinsten 
Fall durchfUhren zu kannen. Wir haben hierzu vor aHem den Begriff 
eines Gebietes allgemeinster Art (Riemannsche Flache) geometrisch 
festzulegen, wie es auch den am Ende von Kap. 5, § 3 beriihrten Ge­
dankengangen entspricht. 
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§ 4. Erweiterte Fassung des Problems. 
Ein schlichtes Gebiet G konnen wir stets durch iibereinandergreifende 

Kreisgebiete ausschopfen; d. h. wir konnen eine abzahlbare Folge von 
Kreisen Kl> K 2 , ••• angeben, derart, daB jeder Punkt von G in min­
destens einem dieser Kreise liegt und daB jedes abgeschlossene Teil­
gebiet von G nur Punkte aus endlich vielen dieser Kreisbereiche ent­
halt. In analoger Vleise konnen wir auch mehrblattrige Bereiche, wie 
sie in Kap. 5 als Riemannsche Flachen zu jeder analytischen Funktion 
konstruiert wurden, durch "Kreisbereiche" ausschopfen. Dabei verstehen 
wir unter einem Kreisbereich oder Kreisgebiet entweder eine schlichte 
Kreisscheibe oder die Ebene mit Ausnahme einer solchen oder eine 
endlich vielblattrige Kreisscheibe mit einem Windungspunkt im Mittel­
punkt oder das entsprechende den Punkt 00 enthaltende Gebilde. 
SchlieBlich wollen wir der Bequemlichkeit halber diese Kreisbereicht:; 
stets als abgeschlossene Gebiete annehmen. Eine solche Ausschopfung 
der Riemannschen Flache ergibt sich von selbst aus der analytischen 
Fortsetzung mit Hilfe von Potenzreihen durch die Betrachtung zu­
gehoriger Kreise gleichmaBiger Konvergenz. Insbesondere lassen sich 
geschlossene Riemannsche Flachen, welche n-blattrig iiber der ganzen 
Ebene ausgebreitet sind, durch endlich viele solche Kreisbereiche voll­
standig ausschi:ipfen. Mit Hilfe solcher Kreisbereiche ki:innen wir ein 
schlichtes Gebiet G bzw. eine gegebene Riemannsche Flache darstellen 
als "Limes" einer Folge einander umfassender abgeschlossener Gebiete 
Gn , derart, daB Gn ein Teilbereich von Gn +1 ist und daB jeder Punkt von 
G in einem der Bereiche Gn (und also in allen folgenden) gelegen ist. 
Wir haben fUr Gn nur einen aus endlich vielen geeigneten Kreisbereichen 
zusammengesetzten Bereich zu nehmen. 

Wir. miissen nun unseren Begriff des mehrblattrigen Gebietes ohne 
. Bezugnahme auf eine analytische Funktion definieren, urn erst hinter­
her die Existenz zugehi:iriger Funktionen zu beweisen. 

Zur Definition der allgemeinsten iiber der z-Ebene ausgebreiteten 
Gebiete betrachten wir die oben definierten schlichten oder mehr­
blattrigen Kreisbereiche als einfachste Bausteine und set zen zunachst 
aus endlich vielen von ihnen ein abgeschlossenes Gebiet G zusammen, 
welches durch folgende F estsetzungen gekennzeichnet sein soll: J eder 
Punkt einer der gegebenen Kreisbereiche soll Punkt von G heWen. 
Gewisse der Kreisbereiche, welche ein und dasselbe Kreisbogenzweieck 
der z-Ebene gemeinsam iiberdecken, sollen iiber dies em Zweieck 1 

zusammengefiigt werden, indem die betreffenden Punkte der beiden 

1 Bei unseren Festsetzungen wollen wir demgemaB ausschlieBen, daB zwei 
Kreisgebiete zusammengefiigt werden, welche ein Ringgebiet gemeinsam bedecken 
oder von den en eines im andern enthalten ist; diese Einschrankung ist aber keines­
wegs wesentlich. 
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Kreisgebiete als Punkte von G identifiziert werden. 1st dabei eines der 
beiden Kreisgebiete gewunden, so so11 das andere nicht tiber seinen 
Mittelpunkt hinausgreifen und nicht selbst wieder gewunden sein. 
Ferner machen wir die selbstverstandliche Einschrankung, daJ3 gleich­
zeitig mit der Identitat eines Punktes P aus dem Kreisgebiet A mit 
einem Q aus dem Kreisgebiet B und mit der Identitat von Q mit einem 
Punkt R aus dem Kreisgebiet C auch die von P und R vorgeschrieben 
sein muJ3; und endlich, daJ3 durch den ZusammenftigungsprozeJ3 eine 
einzige zusammenhangende Punktmenge entsteht. 

1st jeder Randpunkt einer der endlich vie len vorgegebenen Kreis­
bereiche innerer Punkt eines anderen dieser Kreisbereiche, so haben 
wir eine geschlossene Flache vor uns. Andernfalls konnen wir nach 
der obigen Vorschrift an das Gebiet G, das wir stets als abgeschlossen 
anzusehen haben, noch eine endliche Anzahl weiterer Kreisbereiche 
anhangen und so G zu einem Gebiet G* erweitern, das Gals Teilgebiet 
enthalt. Wir betrachten nun eine Folge Gv G2 , ••• derartiger Gebiete, 
wobei immer Gn in Gn+1 enthalten ist, und sagen dann, daJ3 eine solche 
Folge ein "Gebiet" G definiert, indem wir unter G die Gesamtheit der 
zu mindestens einem der Gebiete Gn gehorigen Punkte verstehen. Wir 
bezeichnen Gauch als "Limes" der ineinander geschachtelten Gebiete 
Gn und haben damit den geometrischen Begriff der aUgemeinsten Rie­
mannschen Flache definiert. 

In dem derart definierten Gebiete G konnen wir nun Funktionen 
des Ortes betrachten, welche in jedem schlicht en Teilgebiete von G 
Funktionen der Koordinaten x, y der z-Ebene sind und daher mit f(x, y) 
(bzw. rp (x, y) usw.) bezeichnet werden sollen. 

LiiJ3t sich ein Gebiet B in eine endliche Anzahl schlichter Teilgebiete 
zerlegen und existieren die Integrale einer in B definierten Funktion 
f(x, y) tiber jedes dieser Teilgebiete, so bezeichnen wir die Summe dieser 
Integrale als das tiber B erstreckte Integral von f (x, y) und schreiben 
dafiir 

II f(x, y)dxdy. 
B 

Wir betrachten nunmehr Integrale tiber unsere Gebiete Gn . Wenn 
lim I I f(x, y)dxdy existiert, so solI dieser Grenzwert das tiber G er-
n-+co Gn 

streckte Integral von f(x, y) heiJ3en und mit I I f(x, y)dxdy bezeichnet 
G 

werden. 
Wenn die Funktion f(x, y) im Gebiete G nirgends negativ ist und 

wenn a11e Integrale tiber Gn unterhalb einer von n unabhangigen Schranke 
bleiben, so existiert offenbar das Integral tiber G. Die im folgenden auf­
tretenden Integrale werden wir in dem hier dargelegten Sinne verstehen 
(vgl. Anm. 2 von S.448). 
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Nach diesen Vorbereitungen kannen wir nun das in § 3 gestellte 
Minimumproblem wartlich auch fUr ein Gebiet G der eben definierten 
Art aussprechen. Wir setzen dabei voraus, daB der Quellpunkt 0 in 
keinem Windungspunkt des Gebietes G liegtl. 

Die Aufgabe der folgenden Paragraphen wird es sein, unser Mini­
mumproblem in diesem allgemeinsten Sinne zu 16sen. Hierzu schicken 
wir eine Reihe von Hilfsbetrachtungen voraus. 

§ 5. Randwertaufgabe und Minimumprinzip fiir den Kreis. 
Wir beginnen mit dem Nachweis, daB die Lasung der Randwert­

aufgabe fUr den Kreis (weIche wir ja schon in Kap. 3, § 10 durch das 
Poissonsche Integral gegeben haben) mit der Lasung eines Minimum­
problems der in § 3 betrachteten Art aquivalent ist. Wir formulieren 
folgenden Satz: Es sei w (x, y) eine in einem Kreise K vom Radius R 
einschlieBlich des Randes x stetige und mit stiickweise stetigen Ab­
leitungen versehene Funktion mit endlichem Dirichletschen Integral 
D[w]; es sei u diejenige im Innern von K regulare Potentialfunktion, 
weIche auf seiner Peripherie mit w iibereinstimmt; dann existiert 2 

D [u], und es gilt 
(1) D[u] <D[w]. 

Die Randwertaufgabe der Potentialtheorie ergibt sich also hiernach 
als iiquivalent mit der Aufgabe, bei gegebenen Randwerten D [w] zum 
Minimum zu machen. 

Der Beweis ware sofort zu erbringen, wenn wir die Greensche Formel 
auf die Funktionen u und u - w fUr den Kreis K anwenden diirften; 
denn da 

D[w] = D[u + (w - u)] = D[u] +D[w - u] + 2D[u, w - u] 

ist, hatten wir nach der Greenschen Formel mit Riicksicht auf L1 u = 0 
und die Gleichheit der Randwerte von u und w 

D[u, w - u] = - ff(W - u)L1udxdy - f(W -u) ~: ds = 0, 
K ~ 

also 
D [w] = D [u] + D [w - u] > D [u]. 

1 Man kiinnte sich von dieser Voraussetzung durch Dberfuhrung des Win­
dungspunktes in einen einfachen Punkt mit Hilfe konformer Abbildung leicht 
frei machen. 

2 Gerade dieser Puukt bedarf eines Beweises, da man leicht stetige Rand­
werte vorschreiben kann, fur welche D [u] unendlich wird, z. B. 

'" t ({}) = ~ cos n! {} . 
,L..; n 2 

n=l 

Es gibt also Fane, wo die Randwertaufgabe zwar durch das Poissonsche Integral, 
nicht aber durch das Minimumprinzip liisbar ist, was z. B. von HADAMARD hervor­
gehoben wurde. 
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Nun kann man aber im allgemeinen tiber die Werte der Ableitungen 
von U auf der Peripherie u nichts aussagen. Wir bedenken daher, daB 
sich U nach Kap.3, § 8, Formel (8) (S.323) als Grenzwert U = limun 

n-+oo 

einer Folge tiberall reguliirer Potentialfunktionen Un (endlicher trigono-
metrischer Summen) darstellen liiBt und daB dasselbe auch fUr die 
Ableitungen gilt. Es kann niimlich (wenn r, 0. Polarkoordinaten bedeuten) 

n 

Un = a; + }) (; r (ak cos k 0. + bk sin k D) 
k=l 

gesetzt werden, wobei fUr k = 0, 1, ... , n bzw. k = 1, ... , n die Ko­
effizienten 

2,. 2", 

ak = !f w(R, D)coskDdD, 
o 

bk =~-f w (R, D) sin k DdD 
o 

nur von den gegebenen Randwerten von w abhiingen; also ist ftir r = R 
2,. 

f (w - Un) aa:"dD = 0, 
o 

denn fiir jedes der beiden Integrale 

2", 

f oUn dO. 
Un or 

o 

findet man fiir r = R den Wert 

n 

; 2) k (ak2 + bk2 ) • 

k=l 

Da Un in K einschlieBlich u stetige erste und zweite Ableitungen be­
sitzt, so ist nunmehr die Anwendung der Greenschen Formel erlaubt 
und ergibt wie oben aus D[w] = D[un + (w - un)] die Beziehung 

D [w] > D [un]. 

1st nun Kv K 2 , ••• irgend eine Folge konzentrischer Kreise, die von 
innen gegen K konvergieren, so gilt erst recht 

DK [w] > DKh [un]. 

Da die Funktionen Un mit ihren samtlichen Ableitungen in K" gleich­
maBig gegen U bzw. gegen die Ableitungen von U konvergieren, so 
existiert auch DKh [u], und es gilt 

DK [w] > DKh [u]. 
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Daher existiert DE [u], und es ist 

DE [u] = lim DEh [u] < DE [w], 
h-+ro 

wie behauptet wurde. 
Wir konnen das gewonnene Resultat noch weitgehend verall­

gemeinern. Zunachst folgt aus der Invarianz des Dirichletschen Inte­
grals gegen konforme Abbildung, daB derse1be Zusammenhang zwischen 
Minimumproblem und Losung der Randwertaufgabe wie beim Kreise 
auch fUr alle abgeschlossenen Gebiete besteht, welche wir konform 
auf den Kreis abbilden konnen. Insbesondere gilt dies z. B. fUr das 
AuBere eines Kreises oder eine n - fach uberdeckte Kreisscheibe mit 
dem Windungspunkt im Mittelpunkt, d. h. fUr alle von uns in § 4 als 
"Kreisbereiche" bezeichneten Gebiete. 

Zum Schlusse betrachten wir noch eine weitere Verallgemeinerung 
des obigen Minimumsatzes fUr den Kreis: Es sei K ein Kreis, des sen 
Peripherie " in zwei Bogen "1 und "2 geteilt ist; w (x, y) sei irgend eine 
in K einschlief31ich " stetige Funktion mit dort stuckweise stetigen 
ersten Ableitungen und endlichem Dirichletschem Integral D[w]. 
Dann existiert eine in K einschlief31ich " stetige und auf "2 noch regulare 
Potentialfunktion u(x, y), welche auf "1 mit w ubereinstimmt, wahrend 
ihre Ableitung III Richtung der Normalen auf "2 verschwindet, und 
fUr die 

(2) D[u] <D[w] 
gilt. 

Dies besagt: Die Potentialfunktion u lost die A ufgabe, das Dirichlet­
sche Integral uber den Kreis zum Minimum zu machen, wenn die Rand­
werte nur aUf einem Teile der Peripherie vorgeschrieben sind, auf dem 
ubrigen Teile aber freigelassen werden. 

Zum Beweise bilden wir den Kreis K derart auf ein halbkreisfOrmiges 
Kreisbogenzweieck konform ab, daB hierbei der Bogen "1 in den Halb­
kreisbogen, "2 aber in den Durchmesser ubergeht, was nach Kap.4, 
§ 8 sicher moglich ist. Hierbei geht w in eine Funktion des Ortes in 
dem Halbkreis uber, die wir wieder mit w bezeichnen. Wir spiegeln den 
Halbkreis an seinem Durchmesser und setzen w derart in den spiege1-
bildlichen Halbkreis fort, daB Spiegelpunkten jeweils derselbe Funk­
tionswert zugewiesen wird. Fur diesen neuen Kreis konnen wir mit den 
stetigen Randwerten, die w auf seiner Peripherie annimmt, durch das 
Poissonsche Integral die zugehorige Potentialfunktion u konstruieren. 
Nach unserem obigen Satze gilt dann fUr diesen Kreis 

.(3) D[u] <D[w], 

eine Relation, die wegen der spiegelbildlichen Symmetrie auch fUr jeden 
der Halbkreise richtig bleibt. Aus demselben Grunde ist auch auf dem 
ausgezeichneten Durchmesser die Ableitung von u in Richtung seiner 
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Normalen gleich Null. Indem wir die konforme Abbildung des Halb­
kreises auf den Ausgangskreis riickgangig machen, wobei die Normalen­
richtung an dem Durchmesser in die Normalenrichtung auf dem Bogen 
"2 iibergeht, erkennen wir die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Es bedarf kaum einer besonderen Bemerkung, daB auf Grund der 
Invarianz des Dirichletschen Integrals gegen konforme Abbildung auch 
unser verallgemeinerter Minimumsatz bestehen bleibt, wenn man statt 
des Kreises einen beliebigen "Kreisbereich" zugrunde legt. 

§ 6. Hilfssiitze. 

Wir werden aus der Kleinheit des Dirichletschen Integrales D [If! ] 
auf den Integranden selbst Riickschliisse zu ziehen haben; dies ist bei 
einer beliebigen Funktion If! im allgemeinen unmoglich, gelingt jedoch 
leicht, wenn man If! als Potentialfunktion annimmt. Es gilt dann folgen­
der fUr zahlreiche Anwendungen in der Funktionentheorie niitzliche 
Hilfssatz. 

Hilfssatz I. Es sei p (x, y) eine im Gebiete B regulare Potential­
funktion, deren Dirichletsches Integral DB [PJ unterhalb einer Schranke 
M liegt. Es sei ferner B' irgend ein im Innern von B liegendes ab­
geschlossenes Gebiet und Reine solche Zahl, daB jede Kreisscheibe mit 
dem Radius R urn einen beliebigen Punkt von B' noch einschlieBlich 
des Randes ganz zu B gehort; dann gilt iiberall in B' 

(1) p.,2 + py2 < R~n' 

1st also t (z) = P + i q eine analytische Funktion mit dem Realteil p, 
so bleibt fUr jeden im Inneren von B liegenden abgeschlossenen Teil­
bereich B' das VergroBerungsverhaltnis der durch t (z) vermittelten 
Abbildung unterhalb einer nur von M und B' abhangenden, mit M 
gleichzeitig gegen Null riickenden Schranke 1. 

Zum Beweise betrachten wir die Ableitung t' (z) = p., - iPy auf einer 
einschlieBlich des Randes ganz innerhalb B liegenden Kreisscheibe K 
mit dem Radius R. Nach der Cauchyschen Integralformel gilt fUr den 
Funktionswert t' (zo) im Mittelpunkte Zo 

f' (z) = -l-·fl.!!ldt o 2n ~ t - Zo ' 

wobei das Integral im positiven Sinne iiber den Rand irgend eines 
Kreises mit dem Mittelpunkt Zo und einem positiven Radius r < R er­
streckt werden darf. Es ist also, wenn wir t - Zo = reib setzen, dann 

1 Dieser Hilfssatz laBt sich in mancher Hinsicht als Gegenstiick zu den Ver­
zerrungssatzen (Kap. 6, § 7) ansehen. 
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diese Gleichung mit r multiplizieren und von Obis R integrieren, 

~2 f' (zo) = 2! iff :'e~~ rei*·i d{}·rdr = 2~ ff t' (t)dxdy, 
K K 

somit 

If' (Zo) I < R!n ff I f' (t) I dxdy. (2) 
K 

Wenden wir nun hierauf die Schwarzsche Ungleichung (vgl. Kap. 6, § 4, 
S. 402f.) an, so erhalten wir aus (2) 

1 f' (zo) 12 < R! nff it' (t) 12 dx dy = R! nDK [PJ. 
K 

Nun kann nach Voraussetzung jeder Punkt un seres Bereiches B' 
als Mittelpunkt eines Kreises K mit festem Radius R aufgefaBt werden, 
der noch ganz im Innern von B liegt, fUr den also DK[P] < Mist. Mit­
hin haben wir fur den Bereich B' 

p",2 + P,i = If' (z) 12 < M· R!n' 

womit die Behauptung bewiesen ist. 
Hieraus folgt unmittelbar der folgende Satz: 

Hilfssatz II. 1st ul , u2 , .,. eine Folge in einem Gebiete B regu­
Hirer Potentialfunktionen, welche in einem Punkte von B konvergiert 
und fur welche 
(3) lim DB [un] = 0 

n-+ 00 

gilt, so konvergieren die Funktionen Un in jedem ganz im Inneren von B 
gelegenen abgeschlossenen Teilgebiet B' gleichmaBig gegen eine Kon­
stante. 

Gilt aber (neben den anderen Voraussetzungen) an Stelle von (3) 

(4) lim DB [un - um] = 0, 
m-+oo 
n-+oo 

so konvergieren die Funktionen Un in B' gleichmaBig gegen eine regulare 
Potentialfunktion u. 

Nach Hilfssatz 1 konvergieren namlich im ersten Falle die Ab­
leitungen der Funktionen Un in B' gleichmaBig gegen Null; auf Grund 
der Voraussetzung der Konvergenz in einem Punkte konvergieren also 
alle Funktionen Un gleichmaBig in B' gegen eine Konstante. Ebenso 
folgt im zweiten Falle die gleichmaBige Konvergenz der Folge gegen 
eine Grenzfunktion u, welche nach Kap. 3, § 9 wieder eine in B' regulare 
Potentialfunktion ist. 

Set zen wir nicht die Konvergenz der Folge Ul> u2, ••• in einem 
inneren Punkt voraus, machen wir aber entsprechende Voraussetzungen 
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uber ein Stuck des Randes, so konnen wir ebenfalls auf die Konvergenz 
irn Innern schlieBen; es gilt namlich: 

Hilfssatz III. Es sei B ein abgeschlossenes Gebiet, dessen Rand 
einen Kreisbogen C enthalt, und B' ein abgeschlossenes Teilgebiet von 
B, das hochstens soIche Punkte des Randes von B enthalt, weIche innere 
Punkte des Bogens C sind. 1st Uv u2' ••• eine Folge in B regularer Po­
tentialfunktionen, fUr weIche einerseits in B 

(5) 
n-+oo 

gilt, andererseits auf C 
(6) u1 = u2 = ... = 0 

ist, so konvergieren Sle in B' gleichmaBig gegen Null. 
1st aber 

(7) limDB[un-um] =0, 

wahrend auf C 
(8) 

m-+oo 
n-+oo 

gilt, so konvergiert die Folge der Un in B' gleichrnaBig gegen eine regu­
lare Potentialfunktion u. 

Zurn Beweise spiegeln wir das Gebiet B an dern Kreisbogen C. Wir 
setzen nun unter Voraussetzung von (6) samtliche Potentialfunktionen 
Un dadurch in das gespiegelte Gebiet fort, daB wir spiegelbildlichen 
Punkten entgegengesetzt gleiche Werte von Un zuweisen 1; dann hat 
(nach § 2) D [un] fur das gespiegelte Gebiet denselben Wert wie fur B, 
so daB (5) nun fUr das ganze aus B und seinern Spiegelbild bestehende 

1 Fur die analytische Fortsetzung einer Potentialfunktion u uber einen Kreis­
bogen hinaus gilt, wie unmittelbar durch Anwendung des Spiegelungsprinzipes 
von Kap. 5, § 2 (bzw. Kap. 6, § 4) auf die analytische Funktion u + iv folgt, der 
Satz: Verschwindet u auf dem Kreisbogen, so hat man spiegelbildlichen Punkten 
entgegengesetzt gleiche Werte zuzuweisen; verschwindet dagegen die Ableitung 
au an in Richtung der Normalen auf diesem Bogen, so entsprechen spiegelbildlichen 

Punkten gleiche Werte von u. 
Man kann dieses "Spiegelungsprinzip fur Potentialfunktionen" auch ohne Be­

rufung auf das Spiegelungsprinzip fur analytische Funktionen direkt beweisen 
und dabei die Regularitatsvoraussetzungen auf dem Bogen C einschranken. 1st 
namlich z. B. u eine in einem abgeschlossenen Halbkreise stetige und im Inneren 
regulare Potentialfunktion, welche auf dem begrenzenden Durchmesser konstante 
Randwerte, etwa den Wert Null, besitzt, so laEt sich u in den spiegelbildlichen 
Halbkreis durch Spiegelung fortsetzen. Denn die durch das Poissonsche Integral 
gelieferte Potentialfunktion, deren Randwerte durch die Randwerte von u auf 
dem gegebenen Halbkreisbogen und durch die entgegengesetzt gleichen Werte 
auf dem gespiegelten Halbkreise gegeben sind, hat auf dem ausgezeichneten Durch­
messer den Wert Null, da sic bei Spiegelung in sich ubergehen muE; sie stimmt 
also auf der ganzen Berandung des ursprunglichen Halbkreises, also auch uberall 
in seinem Innern mit der Funktion u uberein. 
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Gebiet gilt. Wenden wir hierauf Hilfssatz II an, so ergibt sich die Be­
hauptung. Die entsprechende Uberlegung gilt unter Annahme von (7) 
und (8). 

Analog beweisen wir schlieBlich noch 

Hilfssatz IV. Haben B, B' und C dieselbe Bedeutung ,wie in Hilfs­
satz III und gilt in B (5) bzw. (7), wahrend auf C 

(9) 
aUl _ aU2 _ _ 0 
an - an - ... -

bzw. 

(10) 

ist (wo n die Normale auf C bedeutet), und konvergiert ferner die Folge 
U v U 2, ••• in einem Punkte von B, so konvergiert sie gleichmaBig in 
B' gegen eine Konstante bzw. gegen eine regulare Potentialfunktion u. 

Zum Beweise spiegeln 1 wir das Gebiet B an C, woraus sich, wie bei 
Hilfssatz III, die Behauptung ergibt. 

Wir heben noch hervor, daB die im Falle (10) erhaltene Potential­
funktion U auch noch auf dem Kreisbogen C stetig ist und dort die­
selben Ableitungen in Richtung der Normalen besitzt wie die Funk­
tionen Un' 

§ 7. Losung des Minimumproblems fiir spezielleGebiete. 
Wir sind nunmehr zur DurchfUhrung des Beweises fur die Existenz 

einer Lasung unseres Minimumproblems vorbereitet und fUhren ihn 
zunachst unter der Voraussetzung, daB das Gebiet G aus einer end­
lichen Anzahl N von "Kreisbereichen" der in § 4 definierten Art auf­
gebaut ist 2• 

Wir nehmen an, daB der Kreis K mit dem Radius a urn den Null­
punkt 0, welcher zur Definition un serer "Singularitatenfunktion" 5 
diente, einschlieBlich der Peripherie ganz im Innern des Kreisbereiches 
Kl gelegen ist und daB keiner der KreisbereicheK2 , K 3 , ••• , KN mit K 
gemeinsame Punkte hat. SchlieBlich mage Kl ganz im Inneren von G 
gelegen sein. 

Ob unser Minimumproblem eine Lasung besitzt, muB zunachst 
dahingestellt bleiben; jedenfalls besitzt aber die Gesamtheit der Werte 
D [(/>J, welche durch Einsetzen zulassiger Funktionen (/> entstehen 
kannen, eine untere Grenze d > 0, derart, daB fUr jede zulassige 
Funktion 
(1) D [(/>] > d 

1 VgL die FuBnote zu Hilfssatz III. 
2 Es sei daran erinnert, daB ein solches Gebiet als a bgeschlossen anzu­

sehen ist. 
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gilt und da13 es Funktionenfolgen Wv W2 , ••• gibt, fUr weIche 

(2) lim D [Wn] = d 
n~CXl 

wird. Das folgt unmittelbar aus der Existenz der unteren Grenze einer 
Menge positiver Zahlen. (Unter Umstanden konnen dabei aIle Funk­
tionen Wn gleich einer und derselben Funktion U sein, falls diese wirk­
lich den Wert D [U] = d liefert, also das Problem lOst.) Eine soIche 
Funktionenfolge Wv W2, .•• nennen wir eine Minimaljolge. 

Wir leiten zunachst eine wichtige, fUr jede Minimalfolge giiltige 
Relation ab. Es seien hv h2, ••• in G stetige, mit stiickweise stetigen 
Ableitungen versehene Funktionen, fUr weIche die Integrale D [hn] 

unterhalb einer von n unabhangigen Schranke M bleiben; dann gilt 
fUr jede Minimalfolge Wv W2' ••• 

(3) lim D [Wn , Itn ] = 0, 
n-~ro 

und zwar gleichma13ig in dem Sinne, daB bei gegebenem M, unabhangig 
von der speziellen Wahl der Funktionen hn , der Ausdruck auf der 
linken Seite von (3), absolut genommen, unter jede vorgegebene Grenze 
sinkt, wenn nur n hinreichend groB genom men wird. 

Bilden wir namlich mit einem Parameter s die Funktionen Wn +shn, 
so ist 

D [Wn + s hn] = D [Wn] + s (2D [Wn, hn] + s D [hn]) > d ; 

ware nun fUr gewisse beliebig gro13e Indizes n 

ID[Wn, hn]i > ex > 0, 

0( d' so konnte man e = ± M setzen; ann 1St 

0(2 Ie (2D [(1)n, hn] + eD [hn]) I > M; 

da nun D [(1)n] mit wachsendem n gegen d konvergiert, so ware fUr 
gewisse hinreichend gro13e n, falls e entgegenge~etztes Vorzeichen wie 
D [W n' hn] bekommt, 

0(2 

D [Wn] + e (2D [Wn, hn] + e D [hn]) < D [(1)n] - Nt < d, 

entgegen dem Obigen. 
Speziell diirfen wir hn = Wm - (1)n setzen, wobei m entweder fest 

bleibt oder irgendwie mit n variieren darf; denn sicher liegt D [hn] 

= D [Wn] + D [Wm] - 2 D [Wn, Wm] wegen § 2, (5) unterhalb einer von 
n und m unabhangigen Schranke. Schreiben wir nun 

D [Wm] = D [Wn + (Wm - Wn)] 

= D [(1)n] + 2D [(1)n, (1)m - (1)n] + D [(1)m - (1)n], 
Hurwitz·Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 30 
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so folgt, wenn wir n und m hinreichend groB nehmen, aus 

lim D [tPml = lim D [tPnl = d 
n-+co 

mit Riicksicht auf (3) sofort, daB der Ausdruck D [tPm - tPn] beliebig 
klein wird. 

Es gilt also fur jede Minimalfolge die Relation 

(4) lim D [tPn - tPml = 0, 
m-+co 
n-+co 

welche fur die folgende Beweisfuhrung grundlegend ist 1. 

Es sei nun tPv tP2 , ••• irgend eine Minimalfolge unseres Minimum­
problems. Wir bilden aus ihr eine neue Minimalfolge, deren Funk­
tionen aus denen der urspriinglichen Folge tPv tP2, •• : durch ein "Gliit­
tungsverfahren" entstehen, urn hierdurch zur Losung unseres Problems 
vorzudringen. 

Zur Beschreibung unseres GHittungsprozesses nehmen wir zu­
niichst an, K", sei ein Kreisbereich, welcher ganz im Innern von G ge­
legen ist und von Kl verschieden sei. Wir sagen: eine zuliissige Ver­
gleichsfunktion tP wird fiir den Bereich K", "geglattet", wenn wir eine 
Funktion bilden, welche auBerhalb K", mit tP iibereinstimmt, wahrend 
sie im Innern vOn K", eine reguliire Potentialfunktion ist, welche da­
durch entsteht, daB man die Randwertaufgabe der Potentialtheorie fiir 
den Kreisbereich K", mit den Werten als Randwerten lOst, die tP am 
Rande von K", annimmt. Hat aber K", einen Bogen emit dem Rande 
von G gemein, so verstehen wir unter Gliittung fiir K", das Ersetzen 
von tP durch eine zuliissige (also auf der Peripherie von K", stetige) 
Funktion, welche auBerhalb K", mit tP iibereinstimmt, aber in K", eine 
reguliire Potentialfunktion ist, die auf dem Bogen C verschwindende 
Ableitungen in Richtung der Normalen besitzt. Endlich verstehen wir 
unter Gliittung in Kl das Ersetzen von tP durch eine solche zuliissige 

1 Man kann diese Relation nach dem Vorgange von BEPPO LEVI auch ohne 
Benutzung der Relation (3) folgendermaBen erhalten. Gleichzeitig mit den Funk­
tionen tP", und tP .. ist auch (bei be1iebigen konstanten A und J-l) die Funktion 

tP = A tP", + J-l tP,. 
A+J-l 

eine konkurrenzfahige Funktion unseres Minimumproblems. Also ist D [tP] :;:::: d. 
Dies ergibt 

A2 (D [tP ... ] - d) + 2A J-l (D [tP"" tP .. ] - d) + J-l2 (D [tP,.] - d) ~ 0; 

da dies ffir beliebiges A und J-l gilt, so folgt 

(D [tP",] - d) (D [tP .. ] - d) - (D [tP"" tP .. ] - d)2 > O. 
Daher wird 

I D [tP", - tP .. ] i < 1 D [tP ... ] - d I + 1 D [tP .. ] - d 1 + 21 D [tP"" tP .. ] -d I 

;;;;; 1 D [tP ... ] - d 1 + 1 D [tP .. ] - d I + 2 ~(D [tP",] - d)(D [tP .. ] - d); 

hieraus folgt sofort die Relation (4). 
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Vef'gleichsfunktion C/>*, daB 
C/>* + 5 _ .. x _ _ ~ 

x2 + y2 a2 

eine im Innern von Kl reguHire Potentialfunktion ist, wa.hrend C/>* 
auBerhalb von Kl und auf dem Rande mit C/> ubereinstimmt. 

Bringen wir nun die Kreisbereiche Kl> K 2, ••• , KN in irgend eine 
Reihenfolge, in der jeder dieser Kreisbereiche mindestens einmal vor­
kommt, und glatten eine zulassige Vergleichsfunktion C/> zunachst fur 
den erst en dieser Kreisbereiche, die hierdurch entstandene Funktion 
fUr den zweiten usw., bis dieser GlattungsprozeB mindestens einmal 
fUr jeden der Kreisbereiche Kl> ... , KN erfolgt ist, so sagen wir, daB 
die hierdurch gewonnene Funktion lJI eine durch "Glattung der Funk­
tion C/> fUr das Gebiet G" entstandene zulassige Vergleichsfunktion sei. 
Offenbar bleibt eine solche Funktion in G ~eglattet, wenn man eine 
weitere Glattung fUr irgend ein Kreisgebiet KII hinzufugt. Jede in G 
geglattete Funktion ist in jedem von Kreisbogen un serer Kreisbereiche 
KII freien Teilgebiet eine regulare Potentialfunktion. 

Bei einer Glattung wird der Wert des Dirichletschen Integrals nicht 
vergroBert, d. h. es gilt stets 
(5) D [lJI] < D [C/>], 

wenn lJI durch Glattung aus C/> gebildet ist. Dies folgt fUr jeden von Kl 
verschiedenen Kreisbereich aus § 5, (1). Fur Kl set zen wir 

S __ x __ ~=k' 
x 2 + y2 a2 ' 

dann ist in K die Funktion k gleich Null, und im Innern des Kreisrings 
R zwischen den Peripherien x und Xl von K bzw. Kl besteht die Gleichung 
L1 k = 0; auf x verschwindet die in Richtung der Normalen genommene 

Ableitung ~~. Da lJI + k eine im Innern von Kl regulare Potential­

funktion ist, welche auf dem Rande mit C/> + k ubereinstimmt, so gilt 
nach § 5 fUr den Kreis Kl 

D [lJI + k] < D [C/> + k] 
oder 

D [lJI] < D [C/>] + 2D [C/> - lJI, k]. 

Nun ist nach der Greenschen Formel 

D [C/> - lJI, k] = DR [C/> - lJI, k] 

= -ff(c/>-lJI)L1kdXdy- f(C/>-lJI)~~ ds- f(c/>--lJI) ~~ ds = 0, 
R Xl X 

8k 
da in R die Gleichung L1 k = 0 gilt, wahrend auf x uberall an = 0 und 

auf Xl uberall lJI = C/> wird. Es ist somit, wie behauptet wurde, 

D [lJI] < D [C/>]. 

Diese Beziehung besteht also bei jeder Glattung fUr das Gebiet G. 
30* 
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Wir wenden nunmehr den beschriebenen GliittungsprozeB auf die 
Funktionen (1)1' (1)2' ..• unserer Mini'malfolge an, indem wir von jeder 
Funktion (1)n zu einer Funktion lJ' n iibergehen, die aus (1)n durch GHit­
tung fiir das Gebiet G hervorgeht. Diese Funktionen lJ' n wollen wir 
mit Hilfe additiver Konstanten so normieren, daB sie in 0 verschwinden. 

Da jede Funktion lJ'n eine zuliissige Vergleichsfunktion ist, so muB 
D[lJ'n] > d sein; aus D[lJ'n] < D[(1)n] und lim D[(1)n] = d folgt aber 

n .... 00 

lim D[lJ'n] = d. 
n .... 00 

Es bilden also auch die Funktionen lJ'1' lJ'2' eine Minimallolge und 
genugen daher der Relation 

(6) lim D [lJ'n -lJ'm] = o. 
m .... oo 
fI.+OO 

Wir wollen zuniichst die Gliittung so ausgefiihrt denken, daB hier­
bei der Kreis K1 zuletzt an die Reihe kommt; dann sind also die Funk­
tionen lJ'n + 5, abgesehen vom Nullpunkt, im Kreise K1 regulare 
Potentialfunktionen. Hieraus folgt aber die gleichmaBige Konvergenz 
der Funktionen lJ'n fiir jedes abgeschlossene Gebiet im Innern des 
Kreises K1 unmittelbar aus dem Hilfssatz II, § 6. Denn es ist lJ'n - lJ'm 
im Kreise K1 eine regulare Potentialfunktion, welche im Punkte 0 ver­
schwindet und fiir welche (6) gilt. Wir bezeichnen die Grenzfunktion 
lim lJ' n mit U; dann ist U + 5 = u eine in Kv abgesehen vom Null-

" .... 00 

punkt, reguliire Potentialfunktion. 
Es sei K'J, ein Kreisbereich, welcher mit K1 ein abgeschlossenes 

Teilgebiet B gemeinsam hat; wir wollen zeigen, daB die Folge derFunk­
tionen lJ'n auch in dem Kreisbereiche K2 eine Potentialfunktion definiert, 
welche in dem gemeinsamen Gebiete B mit der soeben fiir K1 definierten 
Funktion U iibereinstimmt. Denken wir uns niimlich aus der Minimal­
folge der Funktionen lJ'n eine neue Minimalfolge D" hergestellt, wobei 
Dn aus lJ'" durch Gliittung fiir den Kreisbereich K2 entsteht, so gilt 
sowohl 
(7) lim D[D" - DmJ = 0 

m .... oo 
n .... oo 

als auch 

da auch die Folge lJ'1' Dl> lJ'2' D2, . .. eine Minimalfolge ist. Urn so mehr 
gilt also 

Da D" - lJ' .. auf dem in K1 liegenden Kreisbogen der Begrenzung von 
K'J, verschwindet, so muB nach dem Hilfssatze III aus § 6 die Funktion 



§ 7. Losung des Minimumproblems fur spezielle Gebiete. 469 

Q n -lJIn mit wachsendem n in B gegen Null konvergieren; d. h. Q" 

konvergiert gegen die vorhin definierte Funktion U. Wegen (7) kon­
vergieren also nach Hilfssatz II im ganzen Kreise K2 die Potential­
funktionen Q n gegen eine Potentialfunktion U, welche die analytische 
Fortsetzung der oben fUr Kl konstruierten Funktion U ist. 

In derselben Weise konnen wir weitergehen und erhalten so eine 
Potentialfunktion U, welche in jedem abgeschlossenen, von Kreisbcigen 
unserer Kreiseinteilung freien Teilgebiet G* von G gleichmaBiger Limes 
einer jeden geglatteten Minimalfolge ist und fUr welche u = U + S 
eine auBer in 0 iiberall in G regulare Potentialfunktion (mit der vor­
geschriebenen Singularitat in 0) darstellt. 

Wir haben noch zu zeigen, daB U unser Minimumproblem lOst. 
Zunachst folgt leicht, daB das Integral D [U] existiert und nicht groBer 
als d sein kann. Da namlich die Funktionen lJIn in jedem abgeschlossenen 
von Kreisbogen un serer Einteilung freien Teilgebiet gleichmaBig gegen 
U konvergieren und da hieraus nach Kap. 3, § 9 die gleichmaBige Kon­
vergenz ihrer Ableitungen folgt, so ist 

Da [UJ = lim Da [lJInJ < lim D [lJInJ = d, 
n~co n~co 

wenn wir unter Da die Summe der Dirichletschen Integrale iiber eine 
Gesamtheit (; solcher Teilgebiete verstehen. Indem wir (; gegen G kon­
vergieren lassen, erhalten wir tatsachlich D [U] < d. 

Sobald wir noch zeigen, daB U eine zulassige Funktion ist, haben 
wir hiermit die Gleichung D [U] = d bewiesen, da das Dirichletsche 
Integral fUr eine zulassige Funktion nicht kleiner als d sein kann. 

Urn zu zeigen, daB U eine zulassige Funktion ist, braucht nur noch 
bewiesen zu werden, daB U oder, was dasselbe ist, u am Rande des als 
abgeschlossen vorausgesetzten Gebietes G stetige Randwerte annimmt. 
Fiir jeden Kreisbogen C der Begrenzung folgt aus § 6, Hilfssatz IV, 
daB auf ihm u stetig ist und verschwindende Ableitung in Richtung 
der Normalen besitzt. Die konjugierte Potentialfunktion v mufJ also 
wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen aUf jedem 
solchen Bogen ~ konstante Randwerte besitzen. Wir zeigen nunmehr, daB 
auf jedem zusammenhangenden Randstiick dieser Wert derselbe ist, 
daB also die Randwerte von v auch an dem Schnittpunkt P zweier 
aufeinanderfolgender Kreisbogen C1 und C2 des Randes von G stetig 
bleiben. Wir denken uns hierzu eine hinreichend kleine Umgebung des 
Punktes P, sowcit sie zu G gehort, (etwa durch eine Potenz) so auf ein 
schlichtes Gebiet der ';1}-Ebene abgebildet, daB der Punkt P in den 
Nullpunkt und die an P anstoBenden Teile von C1 und C2 in zwei 
Strecken Tl und T2 der ,;-Achse iibergehen. Die Funktion v ist dann 
auch eine Potentialfunktion von'; und 1}, die wir wieder mit v bezeichnen; 
sie besitzt auf Tl und T2 konstante Randwerte VI bzw. v2 und ist hoch­
stens im Nullpunkt unstetig, wahrend sie in einem an Tl und T2 an-
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stoBenden Gebiete H (dem Bildgebiete des obigen Teilgebietes von G), 
das wir uns etwa in der oberen Halbebene gelegen denken k6nnen, 
regular ist. Wir fUhren nun urn den Nullpunkt Polarkoordinaten r, {} 
ein und zahlen {} von der positiven ~-Achse an. 1st R so gewahlt, daB 
der Halbkreis r = R, 0 < {} < n ganz im Gebiete H gelegen ist, so ist 
die Schwankung von v auf jedem Kreisbogen 0 < {} < n (0 < r < R) 
mindestens gleich IX = I VI - vzl. Es ist also 

n 

IX < f I av ~~; D) I d{} 
o 

und wegen der Schwarzschen Ungleichung 

n 

1X2 < n f (:; r d{}. 
o 

Dividieren wir diese Relation durch r und integrieren von r = 8, (s > 0) 
bis r = R, so ergibt sich 

R If 1 (aV)2 1X2log-;- < n r aD drd{} 
H* 

wenn wir mit H* den Halbkreisring s < r < R, 0 < {} < n bezeichnen. 
Da D [v] = D [u] ist, so bleibt der Ausdruck rechts endlich, wenn wir 

das Integral bis r = 0 erstrecken, so daB 1X210g ~ unter einer von s 
e 

freien Schranke gelegen ist; hieraus folgt aber IX = 0, d. h. VI = v2• I 

Nurimehr folgt auch leicht, daB u stetige Randwerte auf der ganzen 
Begrenzung von G besitzt. Da im Innern jedes Kreisbogens C des Randes 
von G die Funktion u stetige Randwerte besitzt, so haben wir die Stetig­
keit von u nur noch fUr die Eckpunkte des Randes zu beweisen. Die eben 
betrachtete konforme Abbildung einer Ecke auf ein Ge1?iet der ~1]-Ebene 
zeigt, daB die analytische Funktion u + iv, als Funktion von ~ + i1] 
betrachtet, in der Umgebung des Nullpunktes iiber die reelle Achse der 
~1]-Ebene hinaus nach dem Spiegelungsprinzip fortsetzbar ist 2. Mithin 
ist u in dieser Umgebung stetig, woraus durch Riickiibertragung auf G 
die Behauptung folgt. 

Damit ist der Nachweis beendet, daB unser Minimumproblem durch 
die Funktion U ge16st wird. 

1 Vgl. die entsprechenden Uberlegungen aus Kap. 6, § 4. 
2 Vgl. Anm. 1 von S.463. 



§ 8. Die Stetigkeit der Str6mungspotentiale in ihrer Abhangigkeit vom Gebiet. 471 

§ 8. Die Stetigkeit der Stramungspotentiale in ihrer 
Abhangigkeit yom Gebiet. Lasung des allgemeinen 

Minimumproblems. 

Nachdem wir das Minimumproblem fUr unsere speziellen Gebiete 
gelost haben, ergibt sich die Lasung fUr ein allgemeines Gebiet als ein­
fache Folgerung eines auch an sich interessanten Satzes, welcher die 
Stetigkeit der Stromungspotentiale in ihrer Abhangigkeit yom Ge­
biete ausspricht. 

Wir nehmen an, daD ein Gebiet G (gemaD § 4) als "Limes" einer 
Folge ineinander geschachtelter Gebiete Gn definiert ist, wobei diese 
Gebiete Gn ubrigens nicht die im vorigen Paragraph en angegebene 
spezielle Gestalt zu haben brauchen. Dann lautet der zu beweisende 
Satz folgendermaDen: Wir setzen voraus, daD samtliche Gebiete Gn 

den Punkt 0 (mit den Koordinaten x = 0, y = 0) enthalten; Un (x, y) sei 
das zu Gn gehorige normierte Stramungspotential mit der Singularitat 

x 2 ~ y2 im Punkte O. Dann konvergieren die Potentiale Un in jedem 0 

ausschlieDenden in G gelegenen abgeschlossenen Teilgebiet B von G 
gleichmaDig gegen eine Potentialfunktion U (x, y), welche das Stramungs­
potential des Gebietes G darstellt. Mit anderen Worten: A us der E xistenz 
der Stromungspotentiale fur die Gebiete Gn kann man die Existenz des 
Stromungspotentiales fur das Gebiet G schliej3en und dieses einfach durch 
Grenzubergang gewinnen. 

Es sei also wieder 5 die in § 3 eingefuhrte, der Singularitat -2 +x 2 
x y 

entsprechende Funktion. Wir betrachten die Funktionen Un = Un - 5 
und setzen 

Da Un das Stromungspotential fUr das Gebiet Gn bedeutet, so ist die 
Zahl dn der Minimumwert fur das Gebiet Gn-

1st t[J irgend eine fUr das Minimumproblem des Gebietes G zulassige 
Funktion und d die untere Grenze aller entsprechenden Dirichletschen 
Integrale DG [t[J], so gilt fUr alle n 

dn < d; 

denn es gibt ja zu jedem noch so kleinen positiven seine in G zulassige 
Funktion t[J, so daD DG[t[J] < d + s, also erst recht Dn[t[J] < d + s 
ist. Wenn andererseits n < mist, so gilt, weil U mauch in Gn zulassige 
Vergleichsfunktion ist, 

dn = D n [ Un] < D n [U m] < D m [U m] = d m> 

dn < dm ; 

1 Uberhaupt schreiben wir del' Einfachheit halber immer Dn[clI] fur DGn[clI]. 
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mithin existiert lim dn = t5 und ist nicht groBer als d, d. h. es gilt 

(I) lim dn = t5 < d. 

'Setzen wir U m - Un = h, so wird, da nach § 3, (4) (S.454) Dn[U n' h] = 0 
gilt, 

dm > Dn [Um] = Dn [Un +h] = Dn [Un] +Dn[h] = dn + Dn[Um- Un]. 

Es wird also bei hinreichend groBem m und n das Integral D n [U m - Un] 
beliebig klein, d. h. es gilt fUr jedes feste im Innern von G liegende ab­
geschlossene Teilgebiet B 

lim DB[Um - Un] = o. 
m-+oo 
n-+oo 

Aus Hilfssatz II in § 6 und der Voraussetzung Un = 0 in 0 folgt 
nunmehr die gleichmaBige Konvergenz der Funktionen Un bzw. das 
Entsprechende fUr die Stromungspotentiale un; wir nennen die Grenz­
funktionen U bzw. u. Da die Konvergenz auch fUr die Ableitungen 
gleichmaJ3ig bleibt, so ist 

DB[U] = lim DB [Un] < limDn[Un] = t5. 

Da B ein beliebiges inneres abgeschlossenes Teilgebiet von Gist, so 
folgt hieraus sofort die Existenz von D [U] und zwar die Relation 

(2) D [U] < t5 <d. 

Da aber d die untere Grenze der Werte der Dirichletschen Integrale 
D[q>] fUr aIle zulassigen Funktionen q> ist, so folgt aus (2) 

(3) D[U] = d. 

Somit stellt U eine, also nach § 3 die Lasung unseres Minimumproblems 
dar, womit un sere Behauptung bewiesen ist. 

Aus diesem Stetigkeitssatze folgt unmittelbar die Existenz der 
Lasung unseres Minimumproblems fill das aIlgemeinste in § 4 definierte 
Gebiet, da wir fUr die zu seinem Aufbau verwandten Gebiete Gn die 
Existenz der StrQmungspotentiale in § 7 bewiesen haben. 

§ 9. Die konforme Abbildung auf Schlitzbereiche. 
Wir gehen nunmehf dazu liber, die konforme Abbildung zu stu­

dieren, welche durch die analytische Funktion C = j(z) = u + iv, die 
"Stromungsjunktion.", vermittelt wird, wobei u die soeben gewonnene 
Potentialfunktion, vdas konjugierte Potential bedeutet. Hierzu bedarf. 
es zunachst einiger geometrischer Vorbemerkungen liber die Zusammen­
hangsverhaltnisse des Gebietes ·G. Bei nicht schlichten Gebieten kannen 
namlich in gewisser Hinsicht v6llig andersartige Verhaltnisse auftreten 
als bei schlicht en Gebieten, indem es "Riickkehrschnitte", d. h. in G 
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verlaufende einfache geschlossene stetige Kurven, geben kann, welche 
das Gebiet nicht in getrennte. Teilgebiete zerlegen. Wenn aber das 
Gebiet G die Eigenschaft hat, durch j eden Rtickkehrschnitt zerlegt zu 
werden, so wollen wir G "schlichtartig" nennen 1. Als Beispiel fUr ein 
nicht schlichtartiges Gebiet kann die in Abb. 124 gezeichnete zwei­
bHittrige Riemannsche Flache dienen, welche durch die im oberen Blatte 
verlaufende geschlossene Kurve nicht zerlegt wird, wogegen das Gebiet, 
welches hieraus durch AusfUhrung eines Schnittes langs dieser Kurve 
entsteht, schlichtartig ist. 

Offenbar geht bei jeder umkehrbar eindeutigen stetigen Abbildung 
eines Gebietes auf ein anderes ein nicht zerlegender Rtickkehrschnitt 

Abb.124. 

des einen Gebietes in einen ebensolchen des anderen tiber. Es ist also 
eine konforme Abbildung auf ein schlichtes Gebiet nur dann moglich, 
wenn G selbst schlichtartig ist. Diese Voraussetzung werden wir also 
von nun an machen. 

Ein schlichtartiges Gebiet heiBt (genau wie ein schlichtes) n-jach 
zusammenhangend, wenn sein Rand aus n getrennten Kurven besteht. 

Ein Hauptziel dieses Paragraphen ist dann der Beweis des folgenden 
Satzes: Die Funktion C = u + iv = j(z) bildet ein n-jach zusammen­
hangendes schlichtartiges Gebiet G auj einen n-jachen Schlitz bereich r 
der C-Ebene umkehrbar eindeutig und konjorm abo Hierbei verstehen wir 
unter einem "n-jachen Schlitzbereich" die volle C-Ebene, welche langs n 
geradliniger, zur reellen Achse paralleler Strecken aufgeschnitten ist. 
Einzelne dieser Schlitze dtirfen sich dabei auf Punkte reduzieren. 

Wenn das schlichtartige Gebiet G nicht mehr endlich vieljach zu­
sammenhangend ist, so wird sich ohne weiteres ergeben, daB es durch 
die Funktion C = j (z) auf ein schlichtes Gebiet abgebildet wird. Wenn 
wir den Begrijj des Schlitzbereiches auch jur den Fall unendlich vieljachen 
Zusammenhanges sinngema/J dejinieren, so behalf der obige Satz seine 
Gultigkeit auch jur diesen Fall. 

Wir wollen vorerst zeigen, daB die analytische Funktion C = u + iv 
in G eindeutig ist. Da das Stromungspotential u seiner Definition nach 
eine in G eindeutige Ortsfunktion ist, so haben wir nur die Eindeutig-

1 DaB ein schlichtes Gebiet schlichtartig ist, folgt aus dem Jordanschen 
Kurvensatz (Kap. 1, § 2). 
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keit der konjugierten Potentialfunktion V nachzuweisen. Wir machen 
hierzu Gebrauch von der Relation 

D[U, h] = 0, 

welche besteht, wenn h irgend eine in G stetige Funktion mit stiick­
weise stetigen erst en Ableitungen und endlichem Werte von D [h] ist; 
diese Relation driickt die Tatsache aus, daB U die Lasung unseres 
Minimumproblems ist; sie ergibt sich entweder wie Formel (4) in § 3 
(S. 454) oder aus (3) § 7, indem wir dort (/)1 = (/)2 = ... = U, 
hI = h2 = ... = h setzen. Wahlen wir die Funktion h speziell so, daB 
sie in K identisch verschwindet, so kannen wir statt U auch U setzen 
und erhalten 
(1) D[u,h]=O. 

Zufolge der Unabhangigkeit der Funktion U von dem Radius des Kreises 
K (vgl. § 3) gilt (1), wenn nur h in einer noch so kleinen Umgebung des 
Punktes 0 identisch verschwindet. 

Aus der Relation (1) konnen wir nun die Eindeutigkeit der Funk­
tion v erschlieBen. 1st namlich C eine in G verlaufende geschlossene, 
nicht durch 0 gehende, stiickweise glatte Kurve, so zeigen wir, daB fUr 
Sle stets die Relation 

(2) fouds=-f~dS=O on os 

gilt, wobei unter :s die Differentiation nach der Bogenlange, unter :n 
die nach derjenigen Normalen verstanden wird, welche durch positive 

Drehung urn ; aus der Richtung der Tangente hervorgeht, die in die 

Richtung wachsender Bogenlange s weist. C teilt nach Voraussetzung 
Gin zwei Gebiete G' und G", in deren einem, etwa G', der Punkt 0 liegt. 
Wir wahlen die Funktion h in G" identisch gleich 1, in G' so, daB sie 
jedenfalls in einer Umgebung von 0 und ferner in der Umgebung jedes 
Randpunktes von G, der auch Randpunkt von G' ist, verschwindet, 
was ohne weiteres moglich istl. Dann ist DG" [u, h] = 0, also wegen (1) 
auch DG, [u, h] = 0; wenn wir hier die Greensche Formel anwenden, 
so folgt so fort die behauptete Gleichung (2) und damit die Eindeutig­
keit von v. 

Wir fUhren den Beweis unseres Abbildungssatzes zunachst unter der 
Annahme, daB es sich urn ein aus endlich vielen "Kreisbereichen" zu­
sammengesetztes Gebiet G handelt, wie wir es in § 7 zugrunde gelegt haben. 
Sodann werden wir durch Grenziibergang zum allgemeinen FaIle gelangen. 

Es sei also G ein Gebiet der genannten speziellen Art, von dem wir 
ferner annehmen, daB es iiberhaupt Randpunkte besitzt (also nicht 

1 Wir nehmen etwa h in G' nur in einem schmalen, an C angrem:enden Streifen 
von Null verschieden. 
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z. B. aus der vollen Ebene besteht). Dann folgt aus der in § 7 bewiesenen 
Konstanz der Randwerte von v auf jedem zusammenhangenden Rand­
stuck von G leicht der behauptete Satz. Wir brauchen nur zu zeigen, 
daB die Funktion C = j(z) jeden Wert a = IX + i{3, fUr welchen {3 mit 
keinem der n Randwerte c1> c2, ••. , Cn von v ubereinstimmt, ein- und 
nur einmal in G annimmt. Zu diesem Zwecke haben wir (entsprechend 
Kap.3, §5, (4)) die Anderung von log(f(z) - a) zu betrachten, wenn 
der Punkt z im positiven Sinne den gesamten Rand des Gebietes G um­
lauft. Nun ist bei Umlauf um jedes zusammenhangende Randstuck diese 
Anderung gleich Null, weil sich der Wert j(z) lediglich auf einer geraden 
Linie der C-Ebene hin und her bewegt und schlieBlich zu seinem Aus­
gangspunkt zuruckkehrt, wahrend der Punkt a auBerhalb dieser geraden 
Linie liegt. Andererseits wird hierdurch die Differenz der Anzahl der 
Nullstellen und der Anzahl der Pole der Funktion in G angegeben; da 
die Funktion j (z) in G, namlich im Punkte 0, einen Pol erster Ordnung 
besitzt, so wird der Wert a in G ein- und nur einmal angenommen. Das 
Bildgebiet besteht also aus der vollen C-Ebene, begrenzt lediglich von n 
zusammenhangenden Randpunktmengen, die auf n Geraden v = c1> 

V = c2, ••• , v = Cn liegen; d. h. die Bilder der n stetigen Randkurven 
von G sind n Schlitze, wie behauptet wurde. 

Wir geben fUr diese Schlitzabbildung noch einen zweiten, auf der 
Betrachtung der Kurven v = konst. beruhenden Beweis. Es sei C eine 
Konstante, verschieden von jedem der Randwerte C1> c2, ••• , Cn der 
Funktion v. Wir betrachten die Kurve v = C im Gebiete G und behaup­
ten, daB sie aus einem einzigen geschlossenen, durch den Quellpunkt 
o gehenden Zuge besteht. Zum Beweise bemerken wir zunachst, daB 
wegen der Eindeutigkeit der Funktion v in G und wegen des schon in 
Kap. 4, § 2 gekennzeichneten Verhaltens der Kurven v = konst. in der 
Umgebung eines Poles fUr jeden Wert C nur ein Kurvenzug v = C 

durch den Punkt 0 gehen kann. Nunmehr betrachten wir die durch 
die Kurve v = C getrennten Teilgebiete von G, in deren einem v < C 

und in deren anderem v> c ist. Wenn un sere Behauptung nicht zu­
trafe, muBte es, da die Kurve v = c nirgends an deij, Rand herankommen 
kann, einen geschlossenen nicht durch den Punkt 0 gehenden Kurven­
zug v = c geben, welcher etwa ein Gebiet v > c begrenzt. Es ware also 
auf diesem Kurvenzug die Ableitung von v in Richtung der inneren 
Normalen dieser Kurve uberall positiv. Es ware daher auch die Ab­
leitung von u in Richtung der Tangente an die Kurve positiv; die 
Funktion u wurde also beim Umlauf um dieses Gebiet nicht zum Aus­
gangswert zuruckkehren, also keine eindeutige Funktion des Ortes in 
dem Gebiete G sein, was nicht zutrifft. 

Daher besteht tatsachlich die Kurve v = c aus einem einzigen 
durch den Quellpunkt 0 laufenden geschlossenen Zuge. Auf jeder solchen 
Kurve muB, wenn man sie in einem Sinne durchlauft, die normale Ab-
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leitung von v, also auch die tangentielle von u, einerlei V orzeichen 
haben. Da nun bei Umlauf vom Punkte 0 aus bis zu ihm zuruck sich u 
von + 00 bis - 00 andert, entsprechend der Tatsache, daB die Sin­
gularitat in 0 ein Pol ist, so wird die Kurve v = c umkehrbar eindeutig 
auf eine Gerade der C-Ebene abgebildet, und dies gilt fur jeden Wert 
von c zwischen - 00 und + 00, abgesehen von den n Ausnahmewerten 
Cv ... , Cn" Damit ist wiederum unser Abbildungssatz bewiesen. 

Wenn unser Gebiet G keine Randpunkte besitzt, also, wegen seiner 
endlichen Blatterzahl, eine "geschlossene" Riemannsche Flache bildet, 
so gibt es keine Ausnahmekurven v = konst., und das Gebiet G wird 
daher umkehrbar eindeutig und konform auf die volle C-Ebene ab­
gebildet. 1st z = "P(C) die Umkehrfunktion von f(z), so ist sie in der 
vollen Ebene definiert und eindeutig und kann, da jedem Wert von C 
ein bestimmter Punkt von G entspricht, als Singularitaten nur Pole 
haben (also auch nur endlich viele). Daher ist "P(C) nach Kap.5, § 4 
eine rationale Funktion, etwa vom m-ten Grade, und Gist die zu f (z) 
gehOrige geschlossene m-blattrige Riemannsche Flache. Es ist also die 
Gesamtheit derienigen Gebiete, welche auf die volle C-Ebene abbildbar sind, 
identisch mit der Gesamtheit der Riemannschen Flachen fur die U mkehr-
funktionen rationaler Funktionen. . 

Wir wollen nunmehr un sere Voraussetzungen uber den Aufbau des 
Gebietes G aus Kreisbereichen fallen lassen und ein beliebiges schlicht­
artiges Gebiet G betrachten, welches im Sinne von § 4 als "Limes" in­
einander geschachtelter Gebiete Gm der obigen speziellen Art definiert 
ist. Wir konnen fUr jedes Gebiet Gm eine zur vorgeschriebenen Singu­
laritat in 0 gehorige "Stromungsfunktion" Cm = f m (z) konstruieren und 
erhalten dann nach § 8 in der Grenzfunktion 

f (z) = lim f m (z) = lim (um + i v m) 
m-).ro m-)ooo 

die Stromungsfunktion fUr das Gebiet G. 
Da die Funktionen fm (z) die Abbildung des Gebietes Gm auf ein 

schlichtes Gebiet der C-Ebene vermitteln, so folgt durch sinngemaBe 
Dbertragung des Hllfssatzes aus Kap.6, § 1 (S. 393), daB auch die 
Funktion C = f(z) das Gebiet G auf ein schlichtes Gebiet r der C-Ebene 
abbildet. 

Dber die Zusammenhangszahl des Gebietes G war dabei keinerlei 
Voraussetzung zu machen. Sie braucht insbesondere nicht endlich zu 
sein. Wir haben damit den folgenden allgemeinen Abbildungssatz be­
wiesen: J edes endlich oder unendlich vielfach zusammenhiingende schlicht­
artige Gebiet la(Jt sich umkehrbar eindeutig und konform aUf ein schlichtes 
Gebiet abbilden 1. 

1 Dieser wichtige Satz wird von KOEBE das "allgemeine Uniformisierungs­
prinzip" genannt. 
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Wir wollen nunmehr zeigen, daB auch im jetzt betrachteten FaIle 
eines allgemeinen schlichtartigen "Limes"-Gebietes G, wenn dieses 
endlich vielfach zusammenhangt, das Bildgebiet r wieder ein Schlitz­
bereich ist. Wegen der Invarianz des Dirichletschen Integrals gegen­
uber konformer Abbildung folgt aus (1), wenn wir die Koordinaten 
U, v des Bildbereiches r als unabhangige Variable einfuhren, wegen 
U u = 1, u" = 0, die Formel 

(3) JJhududv=O. 
l' 

Dabei b edeutet h irgend cinc in einer Umgebung des unendlich fernen 

u Bildpunktcs von 0 im Gebietc r identi ch verschwindende, in 
r onst stetige und mit stuckwcise stetigen ersten Ableitungen 
versehenc Funktion, fur weiche D J'[/t] cxistiert. Hicraus k6nnen 

u 

Abb.125. c 

wir leicht schlieBen, daB rein Schlitzbereich ist. Nehmen wir an, ein 
zusammenhangendes Randstuck L von r besaBe zwei Punkte mit den 
verschiedenen Koordinaten VI und v2, wobei etwa VI < v2 sei. Da aIle 
Punkte mit hinreichend groBem absoluten Betrag von' zum Gebiet r 
gehoren, so konnen wir eine positive Zahl c wiihlen, so daB aIle Punkte 
, mit U > c zu r gehoren. Auf der Geraden u = c seien die Punkte Av 
A2 mit V = VI bzw. V = v2 markiert (vgl. Abb. 125); ihre Verbindungs­
strecke liegt ganz in r. 

Wir ziehen dann von der Strecke AIA2 nach links die Geraden 
V = konst. bis jeweils zu ihrem ersten Treffpunkt mit dem Rand­
stucke L. Ein soicher Punkt muB jedenfalls vorhanden sein, da das 
Randstiick L Punkte mit jeder Ordinate zwischen VI und v2 besitzen 
muS; es seien etwa BI bzw. B2 diese Punkte fUr die Geraden V = VI 

und V = v2. Durch die Teile der Strecken AIBv A 2B2, die in rverlaufen, 
durch die Strecke AIA2 und allenfalls andere zwischen AIA2 und L 
gelegene Randstucke von r werden ein oder mehrere Teilgebiete von r 
bestimmt, deren Gesamtheit wir kurz mit F' bezeichnen. Wir be­
trachten nun irgend eine stetige Funktion g(v) von V im Intervalle 
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VI < V :;:;; v2, von der wir voraussetzen, daB sie fUr V = VI und V = v2 

gleich Null ist (aber nicht identisch verschwindet) und daB sie nirgends 
negativ wird, z. B. g(v) = (v - Vl)2(V - V2)2. Wir definieren ferner in 
F'tiberall h(u, v) =g(v); schlieBlich schlagen wir tiber AIA2 einen Halb­
kreis nach rechts und denken uns h in diesen Halbkreis so fortgesetzt, 
daB h auf dem Rande tiberall verschwindet, etwa indem wir h auf allen 
vom Mittelpunkt gleich weit entfernten Punkten denselben Wert bei­
legen. Die Gesamtheit F' von Gebieten vermehrt urn den Halbkreis 
tiber AIA2 bezeichnen wir mit r* und setzen auBerhalb von r* tiberall 
in r die Funktion h gleich Null. Nun ist fUr diese Funktion h offenbar 

v, 

JJhududv = JJhududv = - J g(v)dv, 
r r* v, 

also im Gegensatz zu Gleichung (3) nicht Null. Hierdurch ist bewiesen, 
daB alle Punkte eines zusammenhiingenden Randsttickes von r auf 
einer zur u-Achse parallelen Strecke liegen, d. h. aber, daB rein Schlitz­
bereich ist. Damit ist unser Satz fUr endlich vielfach zusammenhiingende 
Bereiche bewiesen. 

1m Falle unendlich vielfach zusammenhiingender Gebiete definieren 
wir als "geradlinigen Schlitzbereich" ein schlichtes Gebiet, fUr welches 
jede zusammenhiingende Menge von Randpunkten aus einer Strecke 
parallel zur reellen Achse besteht. Dann tibertriigt sich der obige Be­
weis leicht auch auf diesen Fall. Wir bedtirfen hierzu nur der Kon­
struktion der Gebietsmenge r' zu einem zusammenhiingenden Rand­
sttick E eines schlichten Gebietes F. Denken wir uns das Gebiet r er­
setzt durch dasjenige von der Punktmenge E begrenzte einfach zu­

sammenhiingende Gebiet r der C-Ebene, welches den Punkt 00 enthiilt, 

so ist die Konstruktion des Gebietes r' unmittelbar moglich. Von 
dies em Gebiete sind nun noch alle diejenigen Punkte auszunehmen, 
welche nicht zu r gehoren; die tibrigbleibende Punktmenge ist die ge­
suchte Menge F'. Nach der Konstruktion von F' bleibt aber der Beweis 
fur den Schlitzcharakter von E genau derselbe wie oben. 

Es sei bemerkt, dafJ die durch die Schlitze eines unendlich vieljach 
zusammenhiingenden Schlitzbereiches r gebildete Punktmenge den I nhalt 
Null besitzt. Das besagt: Es ist moglich, die siimtlichen Schlitze von r 
in endlich viele sttickweise glatte Kurven einzuschlieBen, so daB das von 
diesen begrenzte Gebiet einen beliebig kleinen Fliicheninhalt besitzt. 
Der Beweis folgt leicht aus der obigen Beziehung (3) 

(4) 

wenn wir sie auf eine Funktion h anwenden, welche in einer Umgebung 
des unendlich fernen Punktes identisch verschwindet, in r stetig ist 
und sttickweise stetige Ableitungen besitzt und in einem alle Schlitze 
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von r enthaltenden Kreise mit u iibereinstimmt. Entsprechend der Tat­
sache, daB das Gebiet Gals Limes einer Folge einander umfassender 
Gebiete Gn definiert ist, von denen jedes einzelne auf ein von endlich 
vielen stiickweise glatt en Kurven begrenztes schlichtes Gebiet rn ab­
bildbar ist, konnen wir auch r als Limes solcher Gebiete rn auffassen. 
Die obige Relation (4) besagt dann 

(5) limffhududv=O. 
n-+oo rn 

Jedes dieser Integrale ist aber gleich einer endlichen Summe von Inte­
gralen der Form f udv, wo jeder Summand iiber je eine der Begrenzungs­
linien von rn im positiven Sinne zu erstrecken ist. Es stellt also 

den GesamtfIacheninhalt der durch die Randkurven von rn aus der 
vollen Ebene ausgeschnittenen Gebiete dar, womit wegen (5) unsere 
Behauptung bewiesen ist. 

Zum SchluB sei noch auf die noch nicht restlos gekHirte Frage hin­
gewiesen, was es fUr ein Gebiet G bedeutet, wenn sich einer der Schlitze 
von r auf einen Punkt reduziert. 1st r einfach zusammenhangend, so 
gibt es nur einen einzigen Randpunkt, den wir durch eine lineare Trans­
formation ins Unendliche verlegen; wir haben dann in der Umkehr­
funktion 'IjJ (C) eine ganze, bzw. (wenn G den Punkt z = 00 iiberdeckt) 
eine meromorphe Funktion vor uns. Wir werden so auf den Fragenkreis 
des Picardschen Satzes verwiesen; diese Problemstellung ki:innen wir 
so auffassen, als ob nach der geometrischen Struktur so1cher unendlich 
vielblattriger schlichtartiger Riemannscher Flachen gefragt wiirde, 
welche bei ihrer konformen Abbildung auf einen schlichten Bereich in 
die punktierte Ebene iibergehen. 

§ 10. Die eindeutige Bestimmtheit der Schlitzabbildung. 
In § 3 haben wir erkannt, daB die Stromungsfunktion durch die 

Minimumseigenschaft bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. 
Wir wollen nunmehr zeigen, daB diese Funktion fUr ein endlich vielfach 
zusammenhangendes schlichtartiges Gebiet Gauch durch die eben be­
wiesene Abbildungseigenschaft eindeutig charakterisiert ist. Dem ent­
sprechend formulieren wir den folgenden Satz: Sind C = f (z) und 
C* = f* (z) zwei im Gebiete G reguliire analytische Funktionen, deren jede 
das Gebiet G konform aUf einen Schlitzbereich abbildet, so ist ihre Differenz 
konstant. 

Zum Beweise betrachten wir den Schlitzbereich r, auf den G durch 
C = f(z) abgebildet wird. Es ist T = P + iq = C - C* = f(z) - f*(z) 
= q; (C) eine im Gebiete r einschlieBlich des unendlich fernen Punktes 
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eindeutige und regulare Funktion von C, deren Imaginarteil auf jedem 
der Schlitze von r konstante Randwerte haben muB. 1st q = qo irgend 
ein im Gebiete r angenommener Wert von q, so betrachten wir die 
Kurve q = qo, welche das Teilgebiet von r, in dem q> qo ist, von dem 
Teilgebiete mit q < qo trennt. Die Kurve kann nicht in r geschlossen 
sein, da sonst bei Umlauf urn sie p nicht zum Ausgangswert zuriick­
kehren wiirde (vgl. § 9, S. 475). Also muB die Kurve q = qo in Rand­
punkten von r endigen, so daB q mit einem der Randwerte iiberein­
stimmen muB. Da es nur endlich viele solche Randwerte gibt, so folgt 
hieraus, daB alle diese Randwerte miteinander und mit dem Werte von q 
in einem beliebigen Punkte von r identisch sind. Es ist daher q und p, 
also auch qJ (C) konstant, wie behauptet wurde 1. 

N euntes Kapitel. 

Weitere Existenztheoreme der 
Funktionentheorie. 

Wir wollen das allgemeine, im vorigen Kapitel bewiesene Existenz­
theorem dazu verwenden, einige der wichtigsten tieferen Probleme der 
Funktionentheorie zu behandeln. Wir legen unseren Untersuchungen 
algebraische Riemannsche Fliichen zugrunde, d. h. (gemaB Kap. 5, § 4 
bzw. Kap. 8, § 4) geschlossene, die ganze Ebene, bzw. Kugel, endlich viel­
jach iiberdeckende Fliichen mit nur endlich vielen Verzweigungspunkten. 

1m ersten Paragraphen wollen wir uns von dem Verlaufe dieser 
Flachen eine genauere Vorstellung machen. Wir werden uns dabei zu­
nachst ausgiebig auf die raumlich geometrische Anschauung stiitzen. 
Zur Vervollstandigung werden dann in einem Anhang die topologi­
schen Uberlegungen auf eine axiomatische Grundlage gestellt werden 2, 

§ 1. Die Analysis situs der algebraischen Riemannschen 
FHichen. 

Wir haben bereits in Kap. 8, § 9 den Begriff des Riickkehrschnittes 
kennen gelernt und gesehen, daB es Flachen gibt, namlich die nicht 
schlichtartigen Flachen, welche durch eine solche Schnittkurve nicht 
immer in getrennte Teilgebiete zerlegt werden. Da dieser Fall im 
folgenden allein in Betracht kommt, so wollen wir von nun an unter 
"Riickkehrschnitt" schlechthin eine geschlossene einfache stetige Kurve 
auf der Flache verstehen, welche diese nich t in getrennte Teilgebiete 
zerlegt. Jeder Riickkehrschnitt besitzt zwei "Ufer", welche nach 

1 Es sei dem Leser iiberlassen, den Beweis dieses Eindeutigkeitssatzes auch 
durch Zuriickfiihrung auf die Betrachtungen von Kap. 6, § 3 zu erbringen. 

2 Man vergleiche hierzu etwa die Bucher von WEYL (vgl. S. 376) und KEREK­
]ART6 (vgl. S. 261). 
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Definition nicht getrennten Teilgebieten angehoren. Es ist also mog­
lich, zwei "gegeniiberliegende" Punkte der Ufer eines Riickkehr­
schnittes Q durch eine Kurve Q' zu verbinden, welche Q sonst nicht 
mehr trifft. Die geschlossene Kurve Q', fUr sich genommen, ist wieder 
ein Riickkehrschnitt, da nunmehr Q zu ihr im selben Verhaltnis steht 
wie eben Q' zu Q. Zwei 
derartige Riickkehr­
schnitte heiBen zu ein­
ander konjugiert. Als 
Beispiel mogen die in 
Abb. 126 gezeichneten 
Paare von Riickkehr-
schnitten auf einer Abb. 126. 

hyperelliptischen 1 

Flache mit 6 Verzweigungspunkten dienen. 

----_ .. 

Urn uns ein anschauliches Bild von einer m-blattrigen Riemannschen 
Flache G zu verschaffen, denken wir sie uns so auseinander genommen, 

Abb. 1 27. 

daB wir m Exemplare der voUen Ebene oder, was hier bequemer ist, 
der vollen Kugel erhalten, welche langs gewisser die Verzweigungs-

Abb. 128 . 

punkte geeignet verbindenden Kurven, der "Verzweigungsschnitte", 
aufgeschlitzt sind. Wir denken uns die Ufer dieser Schnitte derart 
numeriert, daB diejenigen von ihnen, welche auf G aneinander stoBen. 

1 Vgl. FuBnote 1 von S.385. 
Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 31 
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dieselbe Nummer erhalten. Nunmehr verzerren 1 wir jedes solche "Blatt" 
so lange, bis es sack- oder r6hrenf6rmige Gestalt angenommen hat, wie 
dies die Abb. 127 bis 129 fiir den Fall ein-, zwei- bzw. dreifachen Zu­
sammenhanges eines Blattes darstellen. So erhalten wir m raumliche 
Gebilde Rv R2, ••• , Rm , deren Rander aus den Verzweigungsschnitten 
von G entstanden sind. Nun heften wir diese Gebilde wieder derart 

Abb. 129. 

aneinander, daB hierbei gleich bezeichnete Randstiicke zur Deckung 
gelangen, wobei wir durch stetige Verzerrung Sorge tragen, daB iiberall 
gerade solche Punkte aneinander kommen, die auch auf der urspriing­
lichen'Riemannschen Flache zusammenfielen. Indem wir Rv R 2, ••• , Rm 
schrittweise aneinanderfiigen, k6nnen wir offenbar (n6tigenfalls unter 

Abb . 130. 

weiterer stetiger Verzerrung) erreichen, daB 
sich die entstehende Flache nirgends selbst 
durchdringt oder knotet. Man erhalt so eine 
im Raume gelegene geschlossene Flache. 
Bei dies em Verfahren k6nnen selbstver­
standlich auch Flachen yom Typus der 
Kugel auftreten 2; der nachst h6here Fall 
ergibt eine fUr die Theorie der elliptischen 
Funktionen wichtige Ringflache, die man 
sich auch in eine Kugel mit einem auf­
gesetzten "Henkel" verzerrt denken kann 
(vgl. Abb. 130). So weitergehend, erhiilt 
man Flachen mit zwei Henkeln ("Bretzel­
form"), drei Henkeln usw. 

Die nach dem geschilderten Verfahren 
entstandene raumliche Fliiche bezeichnen 

wir wieder als "Riemannsche Plache"; sie ist ein umkehrbar eindeutiges 
und stetiges Bild der urspriinglichen Flache und besitzt dieselben Zu­
sammenhangsverhaltnisse wie diese; insbesondere behiilt jeder Riick-

1 Das durch "Verzerrung" entstandene Gebilde ist dem urspriinglichen um­
kehrbar eindeutig und stetig zugeordnet. 

2 Man veranschauliche sich dies etwa an dem Falle der Riemannschen Flache 

der Funktion f (z) = f (z - 1) (z + 1) . 



§ 1. Die Analysis situs der algebraischen Riemannschen Flachen. 4'83 

kehrschnitt seine charakteristische Eigenschaft, die Flache nicht zu 
zerlegen. 

Die Gewinnung einer leicht iibersehbaren, der urspriinglichen Flache 
aquivalenten Gestalt einer Riemannschen Flache, namlich einer Kugel 
mit aufgesetzten Henkeln, ermoglicht uns die Einfiihrung einer fiir die 
inn ere Struktur einer Riemannschen Flache charakteristischen Zahl: 
W ir nennen die A nzahl p der Henkel einer Riemannschen Flache ihr 
Geschlecht. 

Urn diese Zahl mit den durch die Existenz von. Riickkehrschnitten 
charakterisierten Eigenschaften der Flache in 
ziehen wir auf unserer 
"Henkelflache" ein System 
von p Paaren konjugierter 
Riickkehrschnitte Qi' Q/ 
(i = 1,2, ... , P) derart, daB 
etwa Q/ eine "Meridian­
kurve" eines Henkels bil­
det, wahrend Q i an dem 
Henkel entlang lauft und 
dann auf die Kugel iiber­
tritt (vgl. Abb. 131). Man 
erkennt unmittelbar, daB 
die Ausfiihrung dieser 2 p 
Schnitte die Flache vom Ge-
schlecht p in eine schlicht-

Verbindung zu bringen, 

Abb. 131. 

artige Flache (; verwandelt, da es nach dieser Zerschneidung keine Riick­
kehrschnitte von C gibt. Unser Ergebnis ist also: Eine Riemannsche Flache 
des Geschlechtes p la(3t sich durch p getrennte Paare konjugierter Riickkehr­
schnitte in ein schlichtartiges Gebiet (; verwandeln. Einer schlichtartigen 
Flache weisen wir das Geschlecht Null zu. W ir konnen das Geschlecht auch 
aullassen als die Anzahl der Paare konjugierter Riickkehrschnitte, die man 
aul der Flache ziehen mu(3, um sie in eine schlichtartige Flache zu ver­
wandeln. 

Man erkennt, daB die p Riickkehrschnitte Q1> Q2' ... , Q1> die Flache 
G in ein schlichtartiges Gebiet verwandeln, das nicht mehr einfach, 
sondern 2 p-fach zusammenhangend ist. 

Wir gehen nunmehr von einem beliebigen Punkte P unserer raum­
lichen Riemannschen Flache G des Geschlechtes p aus und denken uns 
unser obiges System von 2 p Riickkehrschnitten Qi' Q/ (i = 1,2, ... , P) 
so gewahlt, daB P auf keine dieser Kurven falIt. Nun fiihren wir von 
P aus nach jedem dieser Riickkehrschnittpaare (etwa nach dem Treff­
punkt der zu ihm gehi:irigen Riickkehrschnitte) einen Schnitt Ci (i = 1, 
2, ... , P), so daB diese Kurven Ci weder einander (auBer in P) noch 
einen der Riickkehrschnitte sonst treffen. Wir bringen nun diese Schnitte 

31* 
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Ci dadurch wieder zum Verschwinden, daB wir den Treffpunkt jedes 
Riickkehrschnittpaares Qi' Q/ langs der Kurve Ci in den Punkt P 
hineinziehen (vgl. Abb. 132). Diese Art der Zerschneidung einer Rie­
mannschen Flache wird als "kanonische Zerschneidung" bezeichnet. 

Abb. 132. 

Die Ufer des Systems von 
Riickkehrschnitten Qi' Q/ 
(i = 1,2, ... , P) bilden dann 
einen geschlossenen Zug, 
welcher die Flache in einen 
einfach zusammenhangen­
den schlichtartigen Bereich 
verwandelt. Wir konnen 
uns von der zerschnittenen 
Fliiche und der Zuordnung 
der Schnittufer dadurch 
eine bequeme Vorstellung 
machen, daB wir uns diesen 
Bereich durch stetige Defor-
mation in ein geradliniges 

regelmiiBiges Polygon von 4 p Seiten verwandelt denken, dessen Seiten den 
Ufern der 2 p Riickkehrschnitte entsprechen. Der Fall p = 2 (Abb. 132) 
wird so durch das in Abb.133 gezeichnete Achteck veranschaulicht; hierbei 

Abb. 133. 

sind einander gegeniiber lie­
gende Ufer durch Qi+, Q/+ 
bzw. Qi-' Q/- gekennzeich­
net, wahrend ihre Zuordnung 
durch die Pfeile angegeben 
ist. Bei der als "kanonisch" 
bezeichneten Art der Zer­
schneidung unserer Flache ge­
horen immer je vier geeignet 
aufeinander folgende Kan­
ten des 4 p-Eckes zu einem 
Paar konjugierter Riickkehr­
schnitte. 

Das im vorangehenden 
unter Berufung auf die An­
schauung definierte "Ge­
schlecht" einer Flache wird 

sich in § 2 als eine von der Willkiir, welche noch in der kanonischen 
Zerschneidung liegt, unabhangige Zahl erweisen. 

DaB sich j ede algebraische Riemannsche Flache tatsachlich ka­
nonisch zerschneiden 1a13t, soIl nun in dem nachstehenden Anhang 
ausftihrlich bewiesen werden. 
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Anhang zu § 1. Die Moglichkeit der kanonischen Zerschneidung1 • 

1. Triangulierung. Man verbinde einen festen Punkt der Ebene, der nicht auf 
der Verbindungsgeraden zweier Verzweigungspunkte liegt, mit allen Verzweigungs­
punkten w, ziehe die Geraden durch bis ins Unendliche und verbinde noch alle 
Verzweigungspunkte zyklisch miteinander (Abb. 134). Die Linien w ... 00 be­
nutzen wir als Verzweigungsschnitte, langs deren 
die z-Kugel aufgeschnitten wird und langs deren 
die Blatter aneinandergeheftet werden. Jedes Blatt, 
und damit die ganze FIache, erscheint in Dreiecke 
eingeteiIt, d. h. trianguliert. 

2. Verwandlung in ein konvexes Polygon. Durch 
Verzerrung der Dreiecke kann jedes Blatt nach der 
Zerschneidung in ein (in Dreiecke eingeteiltes) 
konvexes Polygon verwandelt werden. Heftet man 
femer an ein solches Blatt ein zweites langs eines 
Verzweigungsschnittes, langs dessen die beiden 
Blll.tter auf der Flache wirklich ineinander iiber­
gehen, so kann man in entsprechender Weise an 
das erste Polygon ein zweites anhll.ngen, welches 

Abb.134. 

eine Seite, aber keinen weiteren Punkt mit ihm gemein hat (vgl. Abb. 135). Man 
kann sogleich wieder annehmen, daB die Vereinigung der Polygonekonvex ist. 
So fortfahrend, heftet man sukzessiv alle Blll.tter aneinander und hat schlieBlich 
die (Iangs gewisser Linien aufgeschnittene) Flll.che in ~oo _____ _ 

ein einziges (trianguliertes) konvexes Polygon ver­
wandeIt. 1m allgemeinen werden bei dieser Zusammen­
heftung keineswegs alle moglichen Ubergange von Blatt 
zu Blatt ausgefiihrt, die lll.ngs der Schnitte moglich sind. 
Jedem noch nicht realisierten Ubergang zwischen 00 

zwei Blattem lll.ngs eines geeigneten Schnittes ent­
sprechen zwei Polygonseiten, die man zusammenheften 
muB, wenn man die Flache wieder erhalten will. (Die 
Anzahl der Polygonseiten ist also gerade.) Solche zu­
sammengehorigen Seiten sollen mit demselben Buch­

TV3 

Abb.135. 

staben bezeichnet werden. Da eine gleichzeitige Vereinigung aller dieser Seiten­
paare das Bild uniibersichtlich gestalten wiirde, so soll jetzt unter 3., 4. und 5. 
nur eine teilweise Vereinigung, zugleich aber noch eine Verlagerung der Teil­
dreiecke schrittweise vorgenommen und dadurch 
ein anschaulich brauchbares topologisches Aquiva­
lent der Riemannschen Flache aufgebaut werden. 

3. Operation A. StoBen zwei gleichnamige Seiten 
a, a aneinander, so lassen sie sich nach dem Schema 
der Abb. 136 zusammenheften. Dabei verringert sich 
die Seitenzahl des Polygons. Unmoglich wird diese Zu­
sammenheftung nur in dem Fall, daB die Seitenzahl4 
ist; dieser kann aber offen bar nur bei einer einbIatt-

Abb.136. 

rigen Flll.che, d. h. einer gewohnlichen z-Kugel, eintreten und ist demnach trivial. 
Nach wiederhoIter Anwendung der Operation A konnen wir also annehmen, 

daB nirgends mehr zwei benachbarte Polygonseiten mit demselben Buchstaben 
bezeichnet sind. 

4. Operation B. Es laBt sich nunmehr erreichen, daB alle Ecken des Polygons 
einem und demselben Punkt der Flll.che entsprechen, d. h. daB die Triangulierungs-

1 Die folgenden Ausfiihrungen riihren inhaltlich von Herm v AN DER 

WAERDEN her. 
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punkte mit Ausnahme eines einzigen durch lauter im Innern des Polygons ge­
legene Eckpunkte von Teildreiecken wiedergegeben sind. Liegt namlich dieser 
Sachverhalt noch nicht vor, so gibt es (vgl. Abb. 137) zwei aufeinanderfolgende 
Polygonecken P, Q, die zu verschiedenen Punkten der FHi.che gehoren. Die auf 
PQ folgende Ecke heiBe R. Die Seite Q R = b muB noch einmal vorkommen, aber 
nicht in Gestalt der Seite PQ, da aIle benachbarten Polygonseiten mit gleichem 
N amen bereits vereinigt sind. Schneidet man das Dreieck PQ R ab und heftet es 

langs der Seite Q R an das zweite Exemplar von b wieder an 
~ (vgl. Abb. 137), so entsteht ein neues Polygon, das in derselben 

Weise wie das alte die Zusammenhangsverhaltnisse der Rie­
mannschen Flache veranschaulicht, wenn man nur die notwen­
digen Randerzuordnungen vornimmt. Durch Verzerrung kann 
man auch erreichen, daB das neue Polygon konvex wird. Nach 
dieser Operation kommt die Ecke P einmal mehr, die Ecke Q 
einmal weniger vor als bis dahin. Solange aber Q iiberhaupt noch 
als Ecke auf tritt, laBt sich auch eine zu einem Q benachbarte 

Abb. 137. und mit Q ungleichnamige Ecke (wie vorhin P) finden; durch 
Wiederholung der Operation B kann man also schlieBlich die 

Ecke Q ganz ins Innere bring en. 
Entsprechen alsdann noch nicht aIle Ecken einem und demselben Flachen­

punkt, so laBt sich mittels desselben Verfahrens wiederum eine Ecke entfernen, usw. 

p c pi 

b 

P' 
fO 

Abb.138. Abb.140. 

Nach endlich vielen Schritten ist also ein konvexes Polygon hergesteIlt, das den 
Zusammenhang der Flache veranschaulicht und dessen samtliche Ecken einen 

·und denselben Punkt auf ihr reprasentieren. 
5. Operation C. Nunmehr wird die Reihenfolge der freien Polygonseiten durch 

Umgruppierung auf eine Normalform gebracht. Die Endpunkte der beiden Exem­

Abb. 141. 

plare einer Seite a seien mit P, Q bzw. P', Q' 
bezeichnet; diese Punkte mogen bei Umlau­
fung des Polygons etwa in der Reihenfolge P, 
Q, Q', P' aufeinander folgen (Abb. 138). Es muB 
dann eine Seite b geben, die sowohl auf dem (Q 
und Q' vermeidenden) Streckenzug von P nach 
P' vorkommt als auch auf dem (P und P' 
vermeidenden) Streckenzug von Q nach Q'; 
denn sonst wiirden sich die Ecken des ersten 
Streckenzugs nicht mit denen des zweiten iden­

tifizieren lassen, entgegen der Operation B. Man schneide nun das Polygon langs der 
Geraden P P' auf, wie es Abb.138 zeigt, hefte die beiden Stiicke langs b zusammen und 
verzerre die Figur so, daB ein konvexes Polygon entsteht. Dadurch ist die Seite b ver­
schwunden, dafiir aber eine neue Seite P P' = c aufgetaucht, deren zweites Exem­

. plar etwa P pi heiBen moge. Folgen die Punkte P, P', Ft, P etwa in dieser Reihen-

folge aufeinander, so schneide man das neue Polygon langs der Geraden P P abermals 
auf (Abb.139) und hefte die Stiicke langs der Seite a zusammen. Wird die entstehende 
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Seite P P mit d bezeichnet, so folgen nunmehr die Seiten c, d, C, d unmittelbar 
aufeinander (Abb. 140). Dieser Tatbestand bleibt auch dann erhalten, wenn jetzt 
die Operation C auf ein weiteres Seitenpaar an Stelle von a und b angewandt wird. 
Durch Wiederholung des Verfahrens erhalt man schlieJ31ich als Normal/arm der 
Flache ein 4p-Eck aus P Seitenquadrupeln (a1b1a1b1), (a2 b2 a2 b2), ••• , (apbpapb p). 
Die einfachsten Beispiele zeigen die Abb. 141 und 142. 

§ 2. Die Abelschen Integrale und algebraischen Funktionen 

auf einer gegebenen Riemannschen FHiche. 

Einer der groBten Erfolge der Riemannschen Begriffsbildungen war 
der Einblick, den sie in das Wesen der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale gestatten. Wir wollen hier, fuBend auf den im vorigen 
Kapitel gewonnenen Ergebnissen, die Grundlagen dieser Theorie ent­
wickeln. Wir stellen uns entsprechend den Bemerkungen von Kap. 5, § 3 
die Aufgabe, zu einer gegebenen algebraischen Riemannschen FHiche G 
die zugehorigen, d. h. auf ihr eindeutigen algebraischen Funktionen zu 
konstruieren. Fur diese Untersuchung ist es charakteristisch, daB man 
nicht unmittelbar nach den algebraischen Funktionen selbst fragt, 
sondern zuerst ihre (unbestimmten) Integrale sucht, die zwar auf G im 
allgemeinen unendlich vieldeutig sind, aber in anderer Hinsicht oft ein­
facheres Verhalten zeigen als die algebraischen Funktionen selbst; aus 
ihnen gewinnt man die algebraischen Funktionen durch Differentiation. 
Man nennt diese Integrale, einem Vorschlage JACOBIS folgend, Abelsche 
Integrale, weil ABEL sie zum erst en Male systematisch untersucht hat. 

Ohne auf die Entstehung durch Integration einer algebraischen 
Funktion Bezug zu nehmen, definieren wir die Abelschen Integrale in 
folgender Weise: E ine ein- oder mehrdeutige analytische F unktion aut G 
heifJt ein zur Flache G gehoriges Abelsches Integral, wenn sie langs jedes 
Weges aut G, der nur endlich viele Ausnahmestellen vermeidet, unbe­
schrankt /ortsetzbar ist, wenn sie in den A usnahmestellen keine anderen 
Singularitaten hat als hochstens Pole oder logarithmische Singularitaten 
und wenn ihre verschiedenen uber einer und derselben Stelle von G ge­
legenen Zweige sich nur um Konstante unterscheiden. Nach dieser De­
finition ist es klar, daB die Ableitung eines Abelschen Integrales auf G 
eindeutig ist und hochstens endlich viele und nur algebraische Singu­
laritaten besitzt, d. h. eine algebraische Funktion ist; aber auch um­
gekehrt besitzt das unbestimmte Integral einer zu G gehorigen algebra­
ischen Funktion alle in unserer Definition genannten Eigenschaften. 
Insbesondere gehoren also die algebraischen Funktionen seIber zu den 
Abelschen Integralen. 

Wir unterscheiden je nach der Natur ihrer Singularitaten dreiArten 
von Abelschen Integralen, auf die man, wie sich zeigen wird, das all­
gemeinste Abelsche Integral reduzieren kann: 
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Integrale erster Gattung oder iiberall endliche Integrale. Sie sind 
auf G iiberall regular, werden also auf G insbesondere nirgends un­
endlich. 

Integrale zweiter Gattung. Sie besitzen auf G keine anderen Singu­
laritaten als Pole. 

Integrale dritter Gattung. Sie haben auf G logarithmische Singu­
laritaten. 

Ehe wir uns der Konstruktion der zu unserer gegebenen Riemann­
schen Flache G gehorigen Abelschen Integrale zuwenden, beweisen wir 
noch einige ihrer Eigenschaften, indem wir ihre Existenz zunachst 
voraussetzen. Es sei f(z) ein Abelsches Integral erster oder zweiter Gat­
tung und Q ein durch keinen Pol der Funktion gehender Riickkehr­
schnitt. Betrachten wir das iiber Q erstreckte Integral von f' (z), so 
andert es sich bei stetiger Deformation von Q in einen anderen eben­
solchen Riickkehrschnitt Q* nach dem Cauchyschen Integralsatz nicht, 
solange bei dieser Deformation kein singularer Punkt von f' (z) iiber­
strichen wird, in dem f' (z) ein von Null verschiedenes Residuum hat. 
Die Residuen von f' (z) miissen aber samtlich verschwinden, weil nach 
Voraussetzung unser Integral nicht von der dritten Gattung ist. Es gilt 
demnach der Satz: Die Anderung, die ein Abelsches Integral erster oder 
zweiter Gattung beim Umlauf um irgend einen durch keine seiner Singu­
laritaten gehenden Riickkehrschnitt Q erfahrt, ist gleich der Anderung beim 
Umlauf um jeden zu Q aquivalenten durch keine Singularitiit gehenden 
Riickkehrschnitt Q*. Sie heiBt der zu diesem Riickkehrschnitt gehorige 
Periodizitatsmodul. 

Wir denken uns jetzt die Riemannsche Flache wie im vorigen 
Paragraphen von einem Punkte P aus durch ein System von p Paaren 
konjugierter Riickkehrschnitte Qi' Q/ (i = 1, 2, ... , P), die durch 
keine singulare Stelle gehen, kanonisch zerschnitten; sie wird dadurch 
in einen einfach zusammenhangenden Bereich "G verwandelt. In (; ist 
dann jedes Abelsche Integral erster oder zweiter Gattung eindeutig; 
das erkennt man genau analog zu dem obigen Satz unter Benutzung 
der Tatsache, daB die Residuen der Ableitung an den singularen 
Stellen verschwinden .. Zu den Riickkehrschnitten Q i' Q / gehoren 2 p 
Periodizitatsmoduln, aus denen sich aIle anderen Periodizitatsmoduln 
des Integrals linear mit ganzzahligen Koeffizienten zusammensetzen 
lassen 1. 

1 Auf der kanonisch zerschnittenen Riemannschen Flache ist namlich ein 
solches Integral eindeutig; dem "Oberschreiten eines Schnittes der kanonischen 
Zerschneidung entspricht eine Vermehrung (bzw. Verminderung) des in der zer­
schnittenen Riemannschen Flache eindeutig festgelegten Integrals urn denjenigen 
Periodizitatsmodul, der zum konjugierten Riickkehrschnitt geh6rt. Die Anderung 
des Integrals auf einem beliebigen geschlosseueu Wege seb;t !!i<;h dab.er additiv aus 
solchen Anderungen zusammen. -
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1st f (z) ein Integral dritter Gattung, so besitzt es auBer der Viel­
deutigkeit, die beim Durchlaufen der Ruckkehrschnitte entsteht, eine 
Vieldeutigkeit, die im Umkreisen der logarithmisch singularen Stellen 
ihren Ursprung hat. Aber auch hier ist die Anderung beim Umlauf urn 
zwei solche aquivalente, durch keine Singularitat gehende Ruckkehr­
schnitte Q, Q*, die ineinander stetig deformiert werden kannen, ohne 
daB dabei eine logarithmische Singularitat iiberschritten wird, die 
gleiche. Erstrecken wir ferner das Integral J f' (z) dz urn die ganze Be­
randung von C, so finden wir, da iiber jedes Stuck des Weges sowohl 
hin als auch zuriick integriert wird, daj3 die Summe der Residuen siimt­
licher Singularitiiten von f' (z) in G gleich Null ist. Bei der Summation 
braucht man ubrigens die Pole von f (z) nicht zu berucksichtigen, da 
f' (z) dort das Residuum 0 hat. 

Die Existenz der zu G geharigen Abelschen Integrale beweisen 
wir nun, indem wir der Reihe nach gewisse besonders einfache Integrale 
herstellen, aus denen sich dann das allgemeinste Abelsche Integral 
durch Addition zusammensetzen laBt. Wir behaupten zunachst: Es 
gibt aUf G ein Abelsches Integral zweiter Gattung, welches in einem ge­
gebenen Punkte 0 einen Pol mit gegebenem Hauptteil besitzt, auj3er in 0 
nirgends auf G singuliir wird und dessen siimtliche Periodizitiitsmoduln 
rein imaginiir sind. 

Wir wollen zuerst nur einen Spezialfall dieses Satzes beweisen. Der 
Punkt 0, der etwa uber z = 0 liege, sei einfacher Punkt, d. h. nicht 
Verzweigungspunkt der Riemannschen Flache, und die vorgeschriebene 

Singularitat sei !. Dann liefern uns die Dberlegungen von Kap. 8 sofort z 
die Existenz einer Funktion f (z) mit den verlangten Eigenschaften; 
sie vereinfachen sich sogar prinzipiell dadurch, daJ3 sich Gals ge­
schlossene Flache bereits mit endlich vie len Kreisbereichen der natigen 
Art iiberdecken laJ3t. Un sere Funktion f (z) besitzt wirklich, wie verlangt, 
rein imaginare Periodizitatsmoduln; dies folgt daraus, daB die Potential­
funktion u, welche wir als Lasung unseres Minimumproblems erhaIten, 
ihrer Definition nach eindeutig ist, so daB sich die Mehrdeutigkeit von 
f (z) allein im Imaginarteil v auspragen kann. 

Beim allgemeinsten FaIle des obigen Satzes verfahren wir im Prinzip 
genau so, nur legen wir eine andere Singularitatenfunktion zugrunde. 
Es sei etwa 0 ein (m - 1)-facher (m > 1) Verzweigungspunkt 1 von G, 
und der vorgeschriebene Hauptteil im Punkte 0 sei 

n n-l 

(1) an z m + an -1 Z m + ... + a1 Z m 

Dann verstehen wir unter K eine m-fach uberdeckte Kreisscheibe mit 

1 Unter einem O-fachen Verzweigungspunkt ist dabei ausnahmsweise ein ein­
facher Punkt zu verstehen. 
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dem Mittelpunkt 0 und dem positiven Radius a, der so klein gewahlt 
sei, daB kein weiterer Ver7:weigungspunkt von G in K faUt. Indem wir 
Polarkoordinaten r, {} mit dem Mittelpunkt 0 einflihren und av = I av I ei "v 

setzen, definieren wir die Singularitatenfunktion durch 

tt (" v 2V) I ! ~ I av I r - m- + rm a- m cos (IXv - ~ {}) 

5 = ;:lK einschlieBlich des Randes von K, 

o auBerhalb von K. 

(2) 

Diese Funktion ist so konstruiert, daB sie in K, abgesehen von 0, eine 
regulare Potentialfunktion ist, daB sie in 0 ebenso unendlich wird wie 
der Realteil von (1) und daB auf der Peripherie von K ihre in Richtung 
der Normalen genommene Ableitung verschwindet. Daher laBt sich der 
Existenzbeweis aus dem vorigen Kapitel auf sie anwenden und liefert 
uns den Realteil des verlangten Integrals zweiter Gattung. 

Natiirlich konnen wir eben so ein Integral zweiter Gattung mit 
einem einzigen vorgeschriebenen Pol und lauter reeUen Periodizitats­
rnoduln konstruieren; dazu brauchen wir nur in (2) die Kosinus durch 
die Sinus derselben Argurnente zu ersetzen und die zurn SchluB erhal­
tene Funktion mit i zu multipli~ieren. Die Differenz zweier solcher 
Integrale zweiter Gattung mit den gleichen Hauptteilen, von denen das 
eine rein imaginare, das andere reeUe Periodizitatsmoduln hat, ist not­
wendig ein Integral erster Gattung, das sicher dann nicht konstant ist, 
wenn auch nur ein einziger Periodizitatsmodul eines der beiden Integrale 
zweiter Gattung von Null verschieden war. Doch verfolgen wir diese 
Bemerkung nicht weiter, da wir nachher die Integrale erster Gattung 
auf einem anderen Wege gewinnen werden. 

Auch die Konstruktion der Integrale dritter Gattung gelingt auf 
ahnlichem Wege. Die einfachsten unter ihnen sind die in dem folgenden 
Satz genannten: Es seien PI und P 2 zwei voneinander verschiedene 
Stellen der Plache G, die iiber den Punkten zl> Z2 der z-Ebene liegen mogen. 
Dann gibt es zwei I ntegrale dritter Gattung 1jJ (z; PI' P 2) und 
1jJ* (z ; PI> P 2)' die aut G iiberull auf3er in PI und P 2 endlich bleiben und 
an den Riickkehrschnitten Qi' Q/ (i = 1, 2, ... , p) rein imaginare 
Periodizitatsmoduln besitzen. In PI und P 2 wird 1jJ (z; PI> P 2) singular 
wie log (z - Zl) bzw. wie -log (z - Z2) und 1jJ* (z; PI' PJ . wie 
- ilog(z - Zl) bzw. wie i log (z - z:i). 

Den Beweis flihren wir zunachst nur unter der beschrankenden 
Ann,ahme, daB die J;>unkte PI> P2 in das Innere einer schlichten, auf G 
liegenden Kreisscheibe K fallen, deren Mittelpunkt von PI und P 2 ver­
schieden sei. Wir spiegeln PI und P 2 an dem Kreise K; die Spiegel-

_punkte und die zu ihnen gehorigen z-Werte bezeichnen wir mit PI') P 2' 

bzw. Zl', Z2'. Die geradlinigen Entfernungen eiues belie big en Punktes P 
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von Pv P 2 , PI', P 2' bezeichnen wir mit rl' r2, r/, r2', femer die Winkel 
der gerichteten Geraden PIP, P 2 P, PI' P, P 2' P gegen die positive 
x-Achse mit {}I>{}2,fN,fN. Urn 'IJ! (z; PI> P 2) zu konstruieren, setzen wir 
in K einschlieI3lich des Randes 

(3) 

wahrend auBerhalb von K wieder 5 = 0 sein solI; dann ist - 5 in K 
die konjugierte Potentialfunktion zu ({}l - {}2) + ({}l' - {}2'). Da nun fUr 
einen Punkt P der Kreisperipherie nach einem bekannten elementar­
geometrischen Satze die Beziehung 

({}l - {}2) + ({}1' - {}2') = konst. 

gilt, erkennen wir sofort, daB 5 auf der Kreisperipherie die Bedingung 

as =0 
on 

erfullt; wir konnen daher auch hier wortlich wie in Kap. 8 weiter 
schlieBen und gelangen zu einem Abelschen Integral dritter Gattung, 
das genau die von 'IJ! (z; PI' P 2) verlangten Eigenschaften besitzt. 

Fur 'IJ!* (z; PI' P 2) gebrauchen wir dagegen die folgende Singulari­
tatenfunktion I: 

1 
({}l - {}2) - ({}l' - {}2') 

5 = in K einschlieBlich des Randes von K, 

o auBerhalb von K. 
(4) 

Urn sie innerhalb von K zu einer eindeutigen Funktion zu machen, 
verbinden wir PI und P2 durch eine einfache stetige, ganz in K ver­
laufende Kurve C und verbieten dem Argumentpunkt, diese Kurve zu 
uberschreiten. Die Werte von 5 an den beiden Ufem von C unter­
scheiden sich dann urn 2n. Verlangen wir wieder wie in Kap.8, § 3 
die Stetigkeit der zulassigen Konkurrenzfunktionen rp in K, so werden 
zwar die Funktionen cp = <[J + 5 dieselbe Mehrdeutigkeit erhalten wie 

1 Wenn man den Betrachtungen von § 9 des vorigen Kapitels die Singulari­
tatenfunktion (3) bzw. (4) zugrunde legt, so erhalt man als Bildgebiet einer schlicht­
artigen Riemannschen Flache G nicht mehr einen "geradlinigen Schlitz bereich" . 
Gehen wir z. B. von der Funktion (3) aus, so erhalten wir eine Abbildungsfunktion 
~ = u + iv, deren Imaginarteil v auf jedem zusammenhangenden Randstiick 
konstante Werte annimmt, die sich selbst aber an den Stellen Pl und P 2 verhalt 

Z - Zl 
wie log --. So erkennen wir, daB die Funktion 

Z - Z2 

1) = l = eU fiv 

den Bereich G konform auf die volle 1)-Ebene abbildet, welche Hi.ngs endlich oder 
unendlich vieler auf Strahlen durch den Nullpunkt gelegener Schlitze aufgeschnit­
ten ist. 1m FaIle der Funktion (4) dagegen ergibt sich, daB G durch die Funktion 

1) = eit = eiu e- v 

auf die volle 1)-Ebene abgebildet wird, welche langs endlich oder unendlich vieler 
konzentrisch urn den Nullpunkt angeordneter Kreisbogen aufgeschnitten ist. 
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S, was aber in keiner Weise die im vorigen Kapitel durchgefUhrte Be­
trachtung behindert. Wir haben nur noch nachzuweisen, daB auf dem 
Rande von K die in Richtung der Normalen genommenen Ableitungen 
von S verschwinden. Dies folgt wie oben daraus, daB die zu - S kon­
jugierte Potentialfunktion 

(logrl - 10gr2) - (logrl ' - 10gr2') 

auf dem Rande konstant ist. 
Sind P', P", ... , p(n) irgendwelche voneinander und von PI> P 2 

und dem Mittelpunkt von K verschiedene Punkte innerhalb von K, 
so konnen wir die Kurve C so legen, daB sie der Reihe nach durch 
PI' P', P", ... , p(n), P2 geht, und erkennen die Giiltigkeit der Formeln 

(5) {'IjJ (z; PI' P2) = 'IjJ (z; PI' P') + 'IjJ (z; P', PII
) + ... + 'IjJ (z; p(n), P2), 

'IjJ* (z; PI' P2 ) = 'IjJ* (Z; P10 P') + 'IjJ*(Z; P',P") + ... +'IjJ*(Z; p(n),P2). 

Diese Formeln benutzen wir, urn 'IjJ (Z; P 10 P2) und 'IjJ* (z; PI' P2) auch 
dann zu definieren, wenn es keine schlichte auf G gelegene Kreisscheibe 
gibt, in deren Inneres beide Punkte PI und P 2 fallen. Denn es HiBt sich 
stets zwischen PI und P 2 eine Kette von Punktepaaren PIP', P' P", ... , 
p(n) P2 schalten, fUr welche die Funktionen 'IjJ bzw. 'IjJ* wie oben gebildet 
werden konnen. Sollte einer der Punkte PI oder P 2' etwa P v in einen 
(m - l)-fachen Verzweigungspunkt von G fallen, so brauchen wir dabei 
nur an Stelle von K eine m-fach iiberdeckte Kreisscheibe zu nehmen, 
die PI enthalt, aber einen von PI verschiedenen Mittelpunkt besitzt; 
die zugehorigen Singularitatenfunktionen erhalten wir, indem wir zu­
erst die m-blattrige Kreisscheibe auf eine schlichte Kreisscheibe abbilden, 
fiir diese die Singularitatenfunktionen (3) bzw. (4) bilden und dann 
diese Funktionen auf die m-blattrige Kreisscheibe zuriick iibertragen. 

Es ist aber wohl zu beachten, daB un sere Definition die Funktionen 'IjJ 
und 'IjJ* nicht notwendig in eindeutiger Weise festlegt; verschiedene 
Ketten zwischen PI und P 2 geschalteter Punkte konnen zu ganz ver­
schiedenen Funktionen fiihren. Das ist mit unserem Satze durchaus 
vertraglich; durch die dort angegebenen Eigenschaften sind ja 
'IjJ (z; PI> P 2) bzw. 'IjJ* (z; P10 P 2) nur bis auf additiv hinzutretende Inte­
grale erster Gattung mit rein imaginaren Periodizitatsmoduln bestimmt. 

Es seien jetzt PI' P2 , ••• , P k beliebige Stellen der Riemannschen 
Flache G und ax = ax' + i ax" (u = 1, 2, ... , k) ihnen zugeordnete 
komplexe Zahlen, deren Summe gleich Null ist. Bedeutet dann Po einen 
beliebig angenommenen Hilfspunkt auf G, so haben wir in 

(6) ai' 'IjJ (z; PI' Po) + a2' 'IjJ (z; P2, Po) + ... + ak' 'IjJ (z; Pk, Po) 

- a l " 'IjJ* (z; PI' Po) - a2"'IjJ* (z; P2, Po) - ... - ak"'IjJ* (z; Pk, Po) 

ein Abelsches Integral dritter Gattung vor uns, das in den Punkten 
Plo P 2, ••• , Pk logarithmisch unendlich wird, wahrend seine Ableitung 
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in ihnen bzw. die Residuen a1 , a2, ••. , ak hat. Sonst ist es auf G regular 
und hat rein imaginare Periodizitatsmoduln an den Sehnitten Qi' Q/. 

ZU den Integralen erster Gattung gelangen wir in folgender Weise. 
Es sei Q ein beliebiger Ruekkehrsehnitt und P 1> P 2' .•• , P n-V P n = PI 
eine sieh sehlieBende Kette von Punkten auf Q, die so dieht liegen, daB 
wir fur je zwei aufeinanderfolgende P y - 1, P" das Integral 'ljJ* (z;Pv _ 1, P,,) 
dureh das oben angegebene direkte Konstruktionsverfahren herstellen 
konnen. Dann wird die Sum me 

f (z) = 'ljJ* (z; PI' P 2) + ... + 'ljJ* (z; P n - 1 , PI) 

eine in G uberall regulare, also endlieh bleibende Funktion; aber ihr 
reeller Teil ist nieht, wie bei den friiheren Ausdrueken, eindeutig, son­
dem erleidet beim Ubersehreiten des Quersehnittes Q den Sprung 2:n, 
oder besser ausgedruekt, f (z) besitzt auf jedem zu Q konjugierten Ruek­
kehrsehnitt Q' einen Periodizitatsmodul mit dem reellen Teil 2:n; f (z) 
ist somit ein nicht konstantes Integral erster Gattung. Indem wir unsere 
Konstruktion fUr jeden der 2 p Ruekkehrsehnitte Qi' Q/ un serer kano­
nisehen Zerschneidung ausfUhren, erhalten wir 2 p Integrale erster Gat­
tung, die wir mit j1 (z), f2 (z), ... , f211 (z) bezeichnen. Sie sind in dem Sinne 
voneinander linear unabhangig, dafJ es keine lineare Kombination 

c1 f1 (z) + C2 f2 (z) + ... + C211 f2 P (z) 

mit reellen nicht samtlich verschwindenden Koettizienten c1 , ••. , c2 P gibt, 
welche konstant ist. Jede solche Kombination hat namlieh mindestens 
einen nieht verschwindenden Periodizitatsmodul, kann alsonieht kon­
stant sein. Weiter gilt der Satz: J edes aut G iiberall endliche Integral ist 
bis aut eine additive Konstante eine lineare Kombination der Integrale 
f1(Z), f2(Z), ... , i211 (z) mit reellen Koejjizienten. Sind namlieh die reellen 
Teile der Periodizitatsmoduln des vorgelegten Integrals erster Gattung 
f(z) an den 2p Ruekkehrsehnitten Qi' Q/ gleieh 2:nc1 , 2:nc2, ••. , 2:nC211 , 

so wird 

ein Integral erster Gattung, dessen reeller Teil auf den Ruekkehr­
sehnitten Qi' Q/ die Periodizitatsmoduln Null besitzt, somit auf G ein­
deutig ist. Eine auf G eindeutige und uberall endliehe Potentialfunktion 
wist aber eine Konstante. Denn wendet man die Greensche Formel auf 
die kanoniseh zersehnittene Flaehe G an, so erhalt man so fort die Be­
ziehung 

Di][w] = o. 
- -

Folglieh ist der Realteil von f (z) und somit j (z) selbst eine Konstante. 

Wir konnen den soeben bewiesenen Satz aueh so ausspreehen: Die 
M aximalzahl voneinander reell linear unabhangiger I ntegrale erster Gat-



494 III, 9. Weitere Existenztheoreme der Funktionentheorie. 

tung ist gleich dem doppelten Geschlecht dey Fliiche. Damit haben wir ge­
zeigt, daB die Zahl p wirklich eine von der speziellen Zerschneidung der 
Flache unabhangige Konstante ist. Wir erwahnen noch, daB bei Zu­
lassung beliebiger komplexer Konstanten als Koeffizienten die Maximal­
zahllinear unabhangiger Integrale erster Gattung gleich p ist. 
, Nunmehr haben wir die Aufstellung samtlicher Abelscher Integrale 

auf G erreicht. Denn wir konnen durch lineare Kombination der ge­
wonnenen Funktionen ein Integral herstellen, welches an gegebenen 
Stellen von G Pole mit gegebenen Hauptteilen besitzt, an anderen ge­
gebenen Stellen logarithmische Unstetigkeiten mit gegebenen Residuen 
der Ableitung l (wobei natiirlich die Summe aller Residuen gleich Null 
sein muB) und deren Periodizitatsmoduln an den 2 p Riickkehrschnitten 
gegebene reelle Teile besitzen. Andererseits ist durch diese Bedingung 
ein Abelsches Integral bis auf eine Konstante festgelegt; denn der 
Realteil der Differenz zweier solcher ist eine auf G eindeutige und iiberall 
regulare Potentialfunktion, also der obigen Bemerkung zufolge eine 
Konstante. Mit der Gesamtheit der Abelschen Integrale auf der Flache 
ist auch die Gesamtheit der algebraischen Funktionen auf der Flache 
gegeben. 

Wir wollen jetzt eine algebraische Funktion herstellen, fUr welche G 
g e n a u die zugehorige Riemannsche Flache ist, und damit die Frage 
beantworten, die am Beginne des Paragraphen aufgeworfen wurde. 
Hierzu verfahren wir folgendermaBen. Es sei m die Blatterzahl der 
Flache G und Zo ein Punkt der z-Ebene, der im Endlichen gelegen sei 
und iiber dem die m Blatter der Flache getrennt, d. h. ohne Verzwei­
gungspunkte, verlaufen. Wir konstruieren nun ein Abelsches Integral 
zweiter Gattung, welches in den m iiber Zo gelegenen Stellen PI' P 2 , ••• , 

Pm je einen Pol erster Ordnung hat, wobei wir die Residuen dieser Pole 
aIle voneinander verschieden wahlen. Die Ableitung dieses Integrales ist 
dann eine auf'G eindeutige algebraische Funktion t (z) mit der Eigenschaft, 
daB iiber Zo genau m voneinander verschiedene Zweige von ihr liegen. 
Eine solche Funktion gehort aber genau zu G. Denn da sie auf G ein­
deutig ist, konnte es hochstens eintreten, daB sie schon bei ,u-fachem 
Umlauf um einen (v - l)-fachen (,u < v) Verzweigungspunkt von G 
in sich zuriickkehrt. Daraus wiirde aber durch geeignete analytische 
Fortsetzung folgen, daB mindestens zwei der zu PI' P 2, ••• , Pm ge­
horigen Funktionselemente iibereinstimmen, im Widerspruch zu unserer 
Konstruktion. 

Die Differentiation der Abelschen Integrale ist nicht die einzige Art 
der Erzeugung algebraischer· Funktionen. Man kann zu ihnen z. B. 
auch durch Addition von Integralen zweiter und erster Gattung ge­
langen, indem man die Periodizitatsmoduln vermoge der verfiigbaren 

1 Diese Stellen diirfen zum Teil mit den ersten zusammenfallen. 
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Konstanten zum Verschwinden bringt. Fur die nahere AusfUhrung dieses 
Gedankens verweisen wir auf die Spezialliteratur uber algebraische 
Funktionen 1. 

Es sei noch bemerkt, daB man zu den Integralen erster Gattung 
auch direkt gelangen kann, indem man diejenige in G uberall endliche 
und auBer auf dem Ruckkehrschnitte Q stetige und mit stuckweise stet i­
gen Ableitungen erster Ordnung versehene reelle Funktion u von x und y 
sucht, welche beim Uberschreiten von Q den Sprung 2 n erfahrt und 
das Integral D[uJ maglichst klein macht. Diese Funktion muB naturlich, 
wenn sie existiert, eine Potentialfunktion sein und erweist sich so fort 
als Realteil des von uns oben betrachteten, zum Ruckkehrschnitt Q 
geharigen Integrales erster Gattung. Ihre Existenz laBt sich ganz ahn­
lich wie in Kap.8, § 7 beweisen, indem man von einer Minimalfolge 
f{J1> f{J2' ••• zuHissiger Funktionen ausgeht und diese dann glattet. Eine 
Singularitatenfunktion wird dabei uberhaupt nicht benatigt. Der 
GlattungsprozeB verlauft ganz nach dem Muster des genannten Para­
graphen. Die Riemannsche Flache G wird zuerst mit endlich vielen 
Kreisscheiben uberdeckt, die so gewahlt sein sollen, daB jede Kreis­
scheibe, die uberhaupt einen Punkt von Q enthalt, durch Q in genau 
zwei einfach zusammenhangende Teile zerlegt wird. Fur eine Kreis­
scheibe, die keinen Punkt von Q enthalt, gehen wir durch Lasen der 
Randwertaufgabe zu einer geglatteten Folge uber; fUr eine solche aber, 
die durch Q in zwei Teile T1 und T2 zerlegt wird, addieren wir zu den 
Funktionen der jeweils zu glattenden Folge im Teile T1 die Konstante 
2 n, wodurch wir in der Kreisscheibe stetige Funktionen erhalten, 16sen 
dann mit deren Randwerten die Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
und ziehen hernach in T1 den Wert 2 n wieder ab. Die genaue Durch­
fuhrung der Einzelheiten sowie der Konvergenzbeweis kann dem Leser 
uberlassen bleiben. 

§ 3. Die Existenz automorpher Funktionen mit gegebenem 
Fundamen tal bereich. 

Bereits in Kap. 7, § 4 wurden als automorphe Funktionen solche 
eindeutige Funktionen einer komplexen Variablen z definiert, die un­
geandert bleiben, wenn man auf z die samtlichen linearen Transfor­
mationen einer Gruppe anwendet. Die Beispiele, durch die wir dort 
zu diesem Begriffe gefuhrt wurden, waren die Funktionen, welche ein 

1 AuBer auf den ersten Band der "Modulfunktionen" von KLEIN-FRICKE 
(vgl. S. 436) sei noch auf C. NEUMANN: Vorlesungen uber Riemanns Theorie der 
Abelschen Integrale (2. Aufl., Leipzig 1884). sowie H. F. BAKER: Abel's Theorem 
and the allied Theory (Cambridge 1897). und HENSEL-LANDSBERG: Theorie der 
algebraischen Funktionen einer Variabeln (Leipzig 1902) verwiesen. Ausfuhrliche 
Literaturangaben finden sich in den Referaten II B 2. II B 7. II C 5 der Enzy­
klopadie. 
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geeignetes Kreisbogenpolygon der z-Ebene konform auf die obere 
C-Halbebene abbildeten. Die Fortsetzung tiber den Ausgangsbereich 
hinaus geschah durch das Spiegelungsprinzip. Der Bereich, welcher 
aus dem Kreisbogenpolygon und dem aus ihm durch Spiegelung an 
einer seiner Kanten entstehenden Polygon zusammengesetzt ist, hat 
die Eigenschaft, daB seine Kanten paarweise auseinander vermoge ge­
wisser linearer Substitutionen hervorgehen; diese Substitutionen sind 
dann "Erzeugende" der Gruppe, zu welcher die betrachteten Abbildungs­
funktionen gehoren 1. Wir gehen jetzt allgemeiner von einem Bereich 
aus, dessen Randkurven paarweise durch line are Substitutionen zu­
sammengeordnet sind, ohne daB er sich in spiegelbildlich gleiche Half ten 
zerlegen zu lassen braucht, und werden mit Hilfe des Dirichletschen 
Prinzips unter sehr weitgehenden Voraussetzungen die Existenz zu­
gehoriger automorpher Funktionen beweisen, urn sodann die Ver­
bindung mit dem im vorigen Paragraphen behandelten Gegenstande 
herzustellen. 

Es sei ein schlichter, ein- oder mehrfach zusammenhangender, von 
einer endlichen und zwar geraden Anzahl analytischer Kurven Cv 
C2, ••• , Cn; C1', C2', ••• , Cn' begrenzter Bereich B gegeben. Von den 
2 n Kurven Cl> ... , Cn' set zen wir voraus, daB es einfache geschlossene 
oder mit zwei Endpunkten versehene analytische Kurven sind, ferner, 
daB je zwei von ihnen, auBer hochstens den Endpunkten, keine Punkte 
gemeinsam haben. Die Punkte, in denen zwei verschiedene dieser 
Kurvenbogen zusammenstoBen, nennen wir die "Ecken" des Bereichs 
und fordern, daB in jeder Ecke auch nur zwei der Bogen aneinander 
grenzen. Die wichtigste Voraussetzung tiber den Bereich B ist aber die 
folgende: Es soIl n line are Substitutionen 5 y (v = 1, 2, ... , n) geben, 
durch welche jeweils die im positiven Sinne durchlaufene Kurve Cy 

in die im entgegengesetzten Sinne zu durchlaufende Kurve C/ 
(v = 1, 2, ... , n) verwandelt wird. Die Substitutionen 5" zusammen 
mit ihren inversen 5;1 erzeugen eine Gruppe @ linearer Substitutionen. 
Zwei Punkte (bzw. Kurvenbogen oder Bereiche), die auseinander ver­
moge einer Substitution der Gruppe @ hervorgehen, nennen wir aqui­
valent. 

Der Bereich, der aus B durch Anwendung der in @ enthaltenen 
Substitution 5 entsteht, heiBe Bs. Urn nachher zu eindeutigen Funk­
tionen zu gelangen, machen wir die Voraussetzung, daB die Gesamtheit 
der den verschiedenen Substitutionen 5 aus @ entsprechenden Ge­
biete Bs keinen Teil der Ebene mehrfach tiberdeckt 2, so daB wir (wenig-

1 D. h. alle Substitutionen der Gruppe lassen sich aus den "Erzeugenden" zu­
sammensetzen. 

2 Fur die weiter unten angefiihrte Konstruktion der zu B gehorigen auto­
morphen Funktionen ist diese Voraussetzung unwesentlich; sogar die Voraus­
setzung der Schlichtheit von B darf man fur diese fallen lassen. 
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stens innerhalb eines Teiles der Ebene) B als Fundamentalbereich 1 der 
Gruppe @ ansehen konnen. Fur die geometrische Gestalt des Funda­
mentalbereiches B bedeutet diese Annahme vor aHem, daB diejenigen 
der Bereiche Bs, die an einer Ecke Evon B zusammenstoBen, die Um­
gebung von E hochstens einfach iiberdecken durfen. D. h. also, die 
Winkelsumme in den jeweils miteinander iiquivalenten Ecken von B 

muB gleich 2nlt sein, wo n eine ganze Zahl oder 00 ist. Diese Forderung 

reicht aber durchaus noch nicht hin, wie das Beispiel von Abb. 143 
zeigt, bei dem die genannte 
Bedingung fUr jede der vier 
Ecken erfullt ist, die Ver­
vielfiiltigung durch S2 aber 
doch zu einer mehrfachen 
Uberdeckung eines Teiles 
der Ebene fuhrt. 

Betrachten wir iiquiva­
lente Randpunkte von B als 
nicht verschieden, so ist B 
eine geschlossene Fliiche von 
endlichem Geschlecht p, also 
topologisch iiquivalent mit 
einer algebraischen Rie­

c; 

z' = kz 
z'=ei <1.z 

Abb. 143. 

mannschen Fliiche. Wir behaupten nun, daB dies (vorbehaltlich einer 
spiiter einzufUhrenden Voraussetzung uber B) auch im Sinne der kon­
formen Abbildung gilt; d. h. der Bereich B lafJt sich umkehrbar eindeutig 
und bis auf endlich viele Punkte konform auf eine algebraische Riemannsche 
Flache G abbilden, derart, dafJ aquivalenten Randpunkten von B ein und 
derselbe Punkt von G entspricht. 

Bevor wir zu diesen Fragen iibergehen, wollen wir einige Beispiele 
von Fundamentalbereichen betrachten. Wir verweisen zuniichst auf 
diejenigen, die bereits in Kap. 7, § 4 vorkamen. Gemeinsam war ihnen, 
daB durch Vervielfiiltigung des Ausgangsbereichs nicht die ganze Ebene, 
sondern nur das Innere eines Kreises (bzw. eine Halbebene) uberdeckt 
wurde. Die zugehorigen Funktionen lassen sich uber den Kreis nicht 
analytisch fortsetzen und heiJ3en daher automorphe Funktionen mit 
Grenzkreis. Genau so, wie wir in Kap. 4, § 9 die Gesamtheit aHer 
linearen Substitutionen als riiumliche nichteuklidische Bewegungen 
deuten konnten, lassen sich hier die linear en Substitutionen, die 
einen Kreis in sich iiberfiihren, als ebene nichteuklidische Bewegungen 

1 Unter einem "Fundamentalbereich" einer Gruppe versteht man einen Be­
reich, der aus jeder Schar in bezug auf die Gruppe 1iquivalenter Punkte (wenig­
stens innerhalb des betrachteten Teiles der Ebene) einen und nur einen Re­
prll.sentanten enth1ilt. 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 32 



498 III, 9. Weitere Existenztheoreme der Funktionentheorie. 

auffassen 1. An Stelle des Begriffes der aquivalenten Bereiche tritt dann 
der der nichteuklidisch kongruenten Bereiche. 

Es gibt aber noch ganz anders geartete Gruppen linearer Sub­
stitutionen. Wir gehen z. B. aus von einem Bereich B, der von 2 p ge­
trennt liegenden Kreisen begrenzt wird, und wahlen p hyperbolische 
oder loxodromische Substitutionen, welche diese Kreise einander paar­

weise zuordnen (vgl. 
Abb. 144). Die dem 
Bereich B im Sinne 
der Analysis situs 
entsprechende ge­
schlossene Flache hat 
offenbar das Ge­
schlecht p und kann 
etwa nach § 1 als 
Flache mit p Henkeln 
dargestellt werden. 

Abb. 144. Dabei entsprechen 
den 2 p Randkurven 

von B gewisse p Riickkehrschnitte auf dieser Flache, deren jeder einen 
der Henkel umschlieBt. Vervielfiiltigen wir den Bereich durch die Sub­
stitutionen der zugeh6rigen Gruppe, so bedecken die zu B aquivalenten 
Bereiche die ganze Ebene bis auf unendlich viele Grenzpunkte, die 
in der Ausdrucksweise der Mengenlehre eine perfekte, nirgends zu­
sammenhiingende Punktmenge bilden, wie wir hier nicht naher aus­
fiihren konnen 2. 

Zu einem weiteren Beispiel gelangen wir, indem wir um einen Punkt 
des Ausgangsvierecks der Modulteilung (vgl. Abb. 121, S.435, wo das 
eng schraffierle Dreieck an die Hnke Seite seines Hnken Spiegelbildes 
angesetzt zu denken ist), z. B. um einen Punkt der imaginaren Achse, 
einen ganz in das Innere des Vierecks fallenden Kreis schlagen und das 
Viereck an ihm spiegeln. Der zwischen den beiden Viereckskonturen 
gelegene Bereich (vgl. Abb. 145) ist dann als Fundamentalbereich 

1 Wenden wir namlich die dort behandelte Deutung der linearen Substitu­
tionen als raumliche nichteuklidische Bewegungen an, so erkennen wir, daB diese 
Bewegungen, falls sie den GrenzkI;eis fest lassen, auch diejenige Ebene, welche aus 
der z-Kugel den Grenzkreis ausschneidet, in sich iiberfiihren. In dem Teile dieser 
Ebene, der im Innern der z-Kugel verlauft, ergibt sich eine der Bewegungsgruppe 
entsprechende Einteilung in geradlinig begrenzte nichteuklidisch kongruente 
Bereiche. Projizieren wir dieses Netz zuerst aus dem Pol der Ebene auf die z-Kugel. 
sodann von dieser stereographisch auf die Zahlenebene, so erhalten wir gerade die 
Figuren des Textes. Man kann auch bei ihnen von einer nichteuklidischen Gebmetrie 
reden, wenn man z. B. unter den "Geraden" die Orthogonalkreise zum.Grenz,kreise 
versteht. . 

B Vgl. jedoch auch § 5, S.519. 
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brauchbar und hat offenbar, wenn man die zusammengehorigen Rand­
stucke vereinigt denkt, das Geschlecht Null. Reproduzieren wir ihn 
durch die zugehOrige Gruppe linearer Sub-
stitutionen, so uberdeckt dasNetz der aqui-
valenten Bereiche einen Teil der Ebene, der 
von unendlich vielen Kreisen (darunter eine 
Gerade) begrenzt wird. Die entstehende 
Figur laBt sich beschreiben als ein System 
von unendlich vielen "ineinander gescho­
benen" Modulteilungen. 

Diese Angaben mogen genugen; die 
AusfUhrung der hier nur skizzierten Kon­
struktionen sowie andere Beispiele mit er­
lauternden Figuren findet der Leser in dem 
auf S.438 genannten Werke von FRICKE // 
und KLEIN. 

Wir wenden uns nunmehr dem oben 
ausgesprochenen Abbildungssatze zu. Auf 
die erwahnte einschrankende Vorausset-
zung uber die Natur des Bereiches B 
werden wir von selbst gefUhrt, wenn wir 
uns eine Abbildung von ihm auf die Rie-
mannsche Flache Gals fertig gegeben vor-
stellen. Jeder Punkt Q der Flache Ghat Abb. 145. 

die Eigenschaft, daB sich eine Umgebung 
von Q, hochstens mit Ausnahme von Q selbst (falls Q Windungspunkt 
ist), konform auf eine schlichte Kreisscheibe abbilden laBt. Wenn nun 
G konform auf B bezogen ist, muJ3 p' 

das gleiche fUr die "Umgebung" 
jedes PunktesP von B moglich sein, 
sobald der Begriff "Umgebung" so 
gefaBt wird, daB vermoge der Ab­
bildung von B auf G einer Umgebung 
eines Punktes P in B die Umgebung 
seines Bildpunkte's Q in G entspricht. 
1st Pinnerer Punkt von B, so ist die 
"Umgebung" von P offenbar die Um­
gebung von Pim gewohnlichen Sinne. 
Liegt aber P auf dem Rande von B, 
so erscheint die "Umgebung" von 
P im allgemeinen in mehrere Stucke 
zerschnitten, die an samtliche mit P 
aquivalente Randpunkte heranreichen. Liegt z. B. P auf der Rand­
kurve Cv , aber in keiner Ecke, so besitzt B genau einen von P verschie-

32* 
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denen mit P aquivalenten Randpunkt P' auf C,,', so daB die Umgebung 
von P aus zwei getrennten Teilen U l und U 2' besteht (vgl. Abb. 146). 
Diese "Umgebung" laBt sich gewiB konform auf eine schlichte Kreis­
scheibe abbilden; durch die lineare Funktion 5;;-1 wird namlich U2' kon­
form auf U 2 abgebildet, und das aus U l und U2 zusammengesetzte Ge­
biet ist eine schlichte Umgebung von P im gewohnlichen Sinne. Es bleibt 

E~"~"~e,~~~~ 

Abb. 147. 

zu untersuchen, was geschehen kann, wenn Pin 
eine Ecke des Bereiches B faUt. Es sei Cl die eine 
der beiden durch E gehenden Randkurven von 
B. Dann ist die andere entweder die mit Cl 

aquivalente Randkurve Cl ', oder sie ist von Cl ' 

verschieden. 1m ersten FaUe entstehen offenbar 
alle an die Ecke E heranreichenden Bereiche B s 
durch Anwendung einer Substitution 5~ (')I = 0, 
± 1, ± 2, ... ) aus B; daher gibt es auBer E 

selbst keinen mit E aquivalenten Punkt auf dem Rande von B, und 
unter einer "Umgebung" von E ist ein sektorformiges Gebiet zu ver-

Abb.148. 

stehen, wie es Abb. 147 zeigt. Dabei sind die Punkte von Cl zur "Um­
gebung" hinzuzunehmen, diejenigen von C/ aber (auBer E selbst) nicht. 
Ist dagegen die zweite durch E gehende Randkurve von C/ verschieden, 
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etwa die Kurve C2, so gibt es auf dem Rande von B mindestens eine 
von E verschiedene, aber mit E aquivalente Ecke, namlich die Ecke 
52 (E). Dann legen wir neben den Bereich B den Bereich Bsg1 und er-

B 

Abb.149. 

halten eine neue durch E gehende Kurve, die Randkurve von BS21 ist 
(vgl. Abb. 148). Sie ist entweder mit Cl aquivalent, dann nennen wir 
sie C, oder sie ist dies nicht; dann ist sie mit einer von Cl und C2 ver­
schiedenen Randkurve Ca von B aquivalent 1. 

In diesem FaIle legen wir neben den Bereich 
BS2 1 den neuen Bereich BSii1 S2 1 (vgl. Abb.149) 
und gelangen wieder zu einer neuen durch E 
gehenden Kurve. J edenfalls erhalten wir nach 
endlich vielen, etwa m, Schritten zum ersten 
Male eine Randkurve C, die mit Cl aquiva­
lent ist. Dann liegen auf dem Rande von B ge­
nau m mit E aquivalente Ecken, und die "Umgebung" von E erscheint 
in m Stucke Ut> U2, ••• , U m zerschnitten, die aber ahnlich wie oben 
im Sinne der konformen Abbildung durch das Sektorgebiet der Abb. 150 

1 Wilre sie mit Cs ilquivalent, so ergilbe sich ein Widerspruch gegen die bisher 
gemachten Voraussetzungen. 
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ersetzt werden diirfen. Da die Gesamtheit der Gebiete Bs die Ebene 
schlicht bedecken soli, ist jedenfalls der Winkel zwischen C1 und C 
im Punkte E hochstens gleich 2n. Ist er geI\au gleich 2n. so decken 
sich C1 und C, und unser Sektor wird eine schlichte Umgebung von 
E im gewohnlichen Sinne, ist folglich auf eine Kreisscheibe kon­
form abbildbar. Ist der Winkel aber kleiner als 2 n. so ist E Fixpunkt 
einer von der IdentiHit verschiedenen linearen Substitution 5 unserer 
Gruppe @, und die Forderung, die wir stellen miissen, lautet: Der 
Sektor der Abb. 150 soll mit Ausnahme des Punktes E konform auf 
eine schlichte Kreisscheibe K abgebildet werden konnen, derart, daB 
vermoge der Substitution 5 aquivalente Punkte von C1 und C in die 
gleichen Punkte von K iibergehen. Wie hier nicht naher bewiesen 
werden solll, ist eine solche Abbildung dann, aber auch nur dann mog­
lich, wenn die Substitution 5 parabolisch oder elliptisch, nicht aber, 
wenn sie hyperbolisch oder loxodromisch ist. Nennen wir eine Ecke 
von E, die Fixpunkt einer in @ enthaltenen Substitution 5 ist, je nach 
dem Charakter von 5 kurz eine elliptische, parabolische, hyperbolische 
oder loxodromische Ecke. so konnen wir die hinzuzufiigende V ora ussetzung 
folgendermaBen aussprechen: Der Bereich B dar! nur elliptische und 
parabolische, aber keine hyperbolischen oder loxodromischen Ecken haben. 

Auf Grund der letzten Voraussetzung sind wir imstande, den Be­
reich B mit endlich vielen Teilbereichen zu iiberdecken, die entweder 
selbst Kreisscheiben sind oder aus mehreren Stiicken bestehen, die 
sich konform auf eine schlichte Kreisscheibe abbilden lassen, wobei die 
Konformitat hochstens im Mittelpunkt gestort ist. Hiermit konnen wir 
aber die Entwicklungen des vorigen Paragraphen wortlich iibertragen; 
wir beginnen damit, auf dem geschlossen gedachten Bereich B ein kano­
nisches System von p Riickkehrschnittpaaren Qi' Q/ (i = 1,2, ... , P) 
zu ziehen, und stellen dann wie in § 2 Potentiale zweiter und dritter 
Gattung her, was genau wie dort moglich ist. Diese Potentiale erganzen 
wir dann durch Bildung der konjugierten Potentiale zu entsprechen­
den "Integralen" und gewinnen schlieBlich auf B eindeutige Funktionen 
durch Differentiation nach Z oder durch lineare Zusammensetzung der 
Integrale zweiter Gattung. Die so hergesteliten eindeutigen Funktionen 
haben die Besonderheit, in B nur Pole als Singularitaten zu haben, wenn 
man sie an jeder. Stelle P von B in ihrer Abhangigkeit von der zu­
gehorigen lokalen Uniformisierenden t betrachtet 2• Wir werden we iter­
hin in oiesem Paragrapben die Bezeichnung "automorphe Funktionen" 
nllr auf s<!lchegegeniiber unserer Gruppe @ invariante Funktionen an-

1 Vgl. etwa F.KLEIN; Ges. math. Abh .• Bd.3. S.718. 
c' 2'Als lokale Uniformisierende bezeichnen wir dabei eine Funktion t(z}, die in 

P verschwindet und eine passende Umgebung von P auf eine schlichte Kreis­
Icheioe. urn ~. =; 0 abbildet. Wenn wir von der Ordnung eines Poles oder einer 
a-Stelle reden. so solI stets die Ordnung in t gemeint sein. 
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wenden, die sich in dem eben angegebenen Sinne in B iiberall wie 
rationale Funktionen verhalten 1. 

1st nun cp (z) eine der eben konstruierten eindeutigen Funktionen 
in B, so nimmt die Funktion cp (z) in iiquivalenten Randpunkten von B 
die gleichen Werte an, d. h. sie geniigt auf der Kurve C" (v = 1,2, ... , n) 
hochstens mit Ausnahme endlich vieler Punkte der Funktionalgleichung 

(1) cp (5" (z)) = cp (z) (v=1,2, ... ,n). 

Hieraus schlie Ben wir sofort die Fortsetzbarkeit der Funktionen cp (z) 
in die Nachbarbereiche Bs", BS;l, also in jeden Bereich Bs. Zugleich 

erkennen wir die Giiltigkeit der Funktionalgleichung 

(2) cp (5 (z)) = cp (z) 

fUr jede Substitution 5 aus @, d. h. den automorphen Charakter von 
cp(z). Da sich cp(z) an jeder Stelle von B im oben angegebenenSinne 
wie eine rationale Funktion verhiilt, bildet cp (z) die "Umgebung" 
jeder Stelle des Bereiches B entweder auf ein schlichtes Gebiet iiber 
der cp-Ebene oder auf die Umgebung eines endlich vielblattrigen Ver­
zweigungspunktes abo SchlieBlich wird cp (z) nur an endlich vielen, etwa 
m Stellen von B einfach unendlich 2. 1st nun c ein beliebiger komplexer 
Zahlwert, so laBt sich der Bereich B stets ohne Beschrankung der All­
gemeinheit so wahlen, daB cp (z) auf dem Rande von B weder den Wert c 
annimmt noch Pole hat. Das im positiven Sinne iiber den Rand des 
Bereiches B erstreckte Integral 

_1_ f qi (z) dz 
2ni rp (z) - c 

hat dann wegen des automorphen Charakters der Funktion cp (z) den 
Wert Null, ist aber andrerseits nach Kap. 3, § 5, (4) gleich der Differenz 
aus der Anzahl der c-Stellen und der Anzahl der Pole von cp (z) im 
Innern des Bereiches B. Die Funktion cp (z) nimmt also jeden komplexen 
Zahlwert an genau m (gleichen oder verschiedenen) Stellen von Ban. 
Damit ist bewiesen, daB cp (z) den Bereich B mit Ausnahme endlich 
vieler Punkte konform auf eine m-blattrige algebraische Riemannsche 
Flache G iiber der cp-Ebene abbildet. 

Es sei jetzt ,= C( cp) eine algebraische Funktion von cp, welche 
genau zu dieser Riemannschen Flache G gehort; die Existenz einer 
solchen wurde ja im vorigen Paragraphen bewiesen. Betrachten wir sie 
als Funktion von z, so wird sie offenbar auch eine eindeutige auto­
morphe Funktion "p (z) von z. Das Gleiche gilt von jeder rationalen 
Funktion von cp und " d. h. nach Kap.5, § 4 von jeder auf G ein­
deutigen algebraischen Funktion von cpo 1st umgekehrt X (z) irgend 

1 Auch bei der Definition der elliptischen Funktionen verlangt man ja aus­
driicklich das Fehlen wesentlich singularer Stellen im Periodenparallelogramm. 

2 Eine v-fache Unendlichkeitsstelle soll dabei wie v einfache gezahlt werden. 
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eine der zu B gehorigen eindeutigen automorphen Funktionen, so wird 
sie auf der Flache G eine eindeutige Ortsfunktion, also eine algebraische 
Funktion von tp:die als rationale Funktion von C und tp darstellbar ist. 
Da tp (z) und X (z) ganz beliebige der zu B gehOrigen automorphen Funk­
tionen sind, besteht somit zwischen je zwei von diesen eine algebraische 
Gleichung. Hiermit· haben wir das Ergebnis gewonnen: Die eindeutigen 
automorphen Funktionen von z, die zu ·der Gruppe @ gehOren und sich in 
ihrem Fundamentalbereich B uberall wie rationale Funktionen verhalten, 
entsprechen umkehrbar eindeutig einem System algebraischer Funktionen, 
die aut einer zu B in passender Weise konstruierten Riemannschen Plache 
G eindeutig sind. 

Wir haben fiir die Existenz der automorphen Funktionen einen 
Beweis gegeben, der zwar theoretisch ihre Bildung ermoglicht, aber 
keinen fertigen analytischen Ausdruck zu ihrer Berechnung liefert. 
Einen solchen hat H. POINCARE in seinen ersten, dieses Gebiet be­
treffenden Arbeiten in Gestalt unendlicher Reihen aufgestellt. Der Poin­
caresche Ansatz wurde spater namentlich von E. RITTER bis in die 
Einzelheiten durchgearbeitet 1. 

§ 4. Die Uniformisierung der algebraischen und 
analytischen Funktionen durch automorphe Funktionen 

mit Grenzkreis. 
Die Theorie der automorphen Funktionen steht in engem Zusammen­

hange mit einem wichtigen Problem der Funktionentheprie. Wir sahen 
im vorigen Paragraphen, daB zwei automorphe Funktionen 

(1) z = tp (s), C = 'P (s) 

mit demselben Fundamentalbereich in der s -Ebene einer algebraischen 
Gleichung F (z, C) = 0 geniigen; d. h. daB C eine algebraische Funktion 
von z ist. Diese algebraische Funktion erscheint somit durch die .ein­
deutigen automorphen Funktionen (1) "unitormisiert". 

Allgemein verstehen wir unter "Unitormisierung" einer analytischen 
Funktion C = t (z) die Konstruktion zweier in einem Gebiete der kom­
plexen Zahlenebene der "uniformisierenden Variablen" s eindeutiger 
bis auf Pole analytischer Funktionen 

z = tp(s), 

derart, daB die Gleichung 
1J'(s) = f(tp(s» 

1 VgI. H. POINCARE: (Euvres Bd.2, sowie die Arbeiten von RITTER: Math. 
Ann. in den Bden. 41 bis 47 (1893-1896); sodann FRICKE-KLEIN, VorIesungen 
fiber die Theorie der automorphen Funktionen, Bd. 2. 
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identisch in s erfUllt ist. Beispiele solcher Uniformisierungen sind uns 
vielfach begegnet. So wird die Funktion C = z<1. bei beliebigem oc durch 
die Darstellung 

z = eS , C = e<1.8 

uniformisiert, die Funktion C = VI - Z2 durch 

oder durch 
z = sins, 

25 
z=--

1 + s2 ' 

C = coss 

fiir die Funktion C = y'4 Z3 - g2Z - g3' wo g2 und g3 komplexe Kon­
stanten bedeuten, die der Nebenbedingung 

g23 - 27 g32 =+= 0 

geniigen, gelingt, wie hier nicht naher ausgefUhrt werden soIl, eine Uni­
formisierung in der Gestalt 

mit HiIfe einer elliptischen Funktion p (t), der "WeierstraBschen p­
Funktion mit den Invarianten g2' g3'" 

In allen diesen Beispielen wird die Uniformisierung entweder durch 
rationale oder durch einfach- bzw. doppeltperiodische Funktionen ge­
leistet und erstreckt sich jedesmal auf den Gesamtverlauf der uniform i­
sierten Funktion. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob es immer moglich ist, die Uni­
formisierung fUr den Gesamtverlauf einer beliebigen algebraischen 
Funktion zu bewerkstelligen. Dies ist in der Tat der Fall, und es ist 
dabei einer der sch6nsten und merkwiirdigsten Zusammenhange der 
Funktionentheorie, daB die Uniformisierung stets durch automorphe 
Funktionen bewirkt werderi kann. Auf Grund der Resultate von § 3 
k6nnen wir diesen Zusammenhang auch so aussprechen: . Algebraische 
Riemannsche Fliichen und Fundamentalbereiche automorpher Funktionen 
sind einander iiquivalente geometrische Gebilde. Die Uniformisierung durch 
automorphe Funktionen kann in jedem einzelnen FaIle noch auf mannig­
fache Arten geschehen; man darf namlich den Typus des Fundamental­
bereichs der zur Verwendung kommenden automorphen Funktionen 
weitgehend vorschreiben. Wir beschranken uns hier auf den einfachsten 
und auch interessantesten, Fall, die sogenannte Grenzkreisuniformi­
sierung. Dabei ziehen wir eine beliebige algebraische Funktion C = C (z) in 
Betracht, deren Riemannsche Flache G heiBe. 1m folgenden Para­
graphen werden wir dann noch einen anderen Typus der Uniformi­
sierung behandeln. 

Wir konstruieren zunachst an Stelle von G eine neue Flache G, 
welche zwar im allgemeinen unendlich viele Blatter besitzt, jedoch hin-
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sichtlich ihrer Zusammenhangsverhaltnisse vie! einfacher ist als G; 
diese FHiche, welche wir die zu G gehOrige universelle tJberlagerungs­
jliiche nennen, erhalten wir folgendermaBen: Falls G das Geschlecht 

p = ° hat, soIl G mit G iibereinstimmen; ist aber p> 0, so denken 
wir uns die durch kanonische Zerschneidung von G gebildete schlicht-

artige Flache G in unendlich vielen kongruenten Exemplaren vorhanden 
und die SchniUufer der RiickkehrschniUe iiberall in derselben Weise mit 
den Buchstaben Q/, Qi-' Q/+, Q/- (i = 1, 2, ... , P) bezeichnet. Dann 
heften wir an jedes SchniUufer Q+ von G ein neues Exemplar mit seinem 
entsprechenden Ufer Q- an, ebenso an jedes Ufer Q- ein neues Exemplar 
mit Q+ uhd fahren so fort, indem wir an jeden freien SchniUuferrand 
Q+ bzw. Q- eine neue Flache G mit dem entsprechenden Rand Q- bzw. 
Q+ anfiigen. Nur in einem FaIle sollen an die freien Rander keine neuen 
Exemplare von (; angehangt, sondem staU dessen zwei der schon vor­
handenen freien Rander vereinigt werden. Ref ten wir namlich ein 
Exemplar nach dem anderen an, so erhalten wir der Reihe nach lauter 
Bereiche, deren Berandllllg aus aufeinander folgenden Ufem von 
RiickkehrschniUen besteht, die den zusammengehefteten Exemplaren 
von G angehoren. Sobald nun bei Durchlaufung der Berandung eines 
dieser Bereiche zwei entsprechende Ufer Q1I + und Q1I- (oder Q,,+ und 

Q~-) mit demselben h unmiUelbar aufeinander folgen, sollen sie zu­

sammengefiigt und an sie keine neuen Exemplare G angehangt werden 1. 

Indem wir uns diesen ProzeB in infinitum fortgesetzt denken 2, haben 

wir einen unendlich vielblaUrigen Bereich G definiert, der aus unendlich 
vielen kongruenten Exemplaren von (; besteht und der unsere gesuchte 
Uberlagerungsflache darstellt. 

Diese tJberlagerungsjliiche Gist im FaIle p> ° ein schlichtartiger 
einjach zusammenhangender Bereich. Dies erkennen wir unmiUelbar an 
Rand von Abb. 133 in § 1, indem wir (; ebenso wie die kongruenten 
Exemplare durch ebene Polygone reprasentieren, deren Seiten je ein 
SchniUufer darstellen. Wenn wir dann unseren AnhangungsprozeB mit 
den Polygonen jeweils genau entsprechend demjenigen mit den Ex­
emplaren (; vomehmen und dafiir Sorge tragen, daB bei jedem 
Schritt ein ebenes einfaches Polygon entsteht, sehen wir unmittelbar 

1 Andernfalls wtirde namlich die entstehende' Flache tiber dem Punkt P von 
G, von dem aus G kanonisch zerschnitten wurde, unendlich viele logarithmische 
Verzweigimgspunkte aufweisen, was wir vermeiden wollen. 

2 DaB er sich unter der Voraussetzung p > 0 wirklich unbegrenzt fortsetzen 
laBt. d. h. daB nicht etwa nach endlich vielen Schritten eine geschlossene Flache 
entsteht, indem aIle freien Rander nach der Regel des Textes paarweise vereinigt 
sind, entnehmen wir unmittelbar daraus, daB die Anzahl der freien Rander bei 
jeder Anheftung wachst. 
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die Richtigkeit unserer Behauptung hinsichtlich des Zusammenhanges 

von C- ein l . 

Zeichnen wir eins der zusammengehefteten Exemplare Gals An­
fangsexemplar aus und bezeichnen es mit Co, so entspricht jedem Punkt 
P von 'G genau ein Punkt Po von Go, dessen Lage in Go kongruent ist zu 
der Lage von P in dem Exemplare G, in dem P selbst liegt. Offenbar 
befinden sich P und Po liber derselben Stelle der z-Ebene. Jedem auf 
G geschlossenen Wege entspricht in diesem Sinne ein auf Go geschlossener 
Weg; d. h. jede .':.uf G eindeutige Funktion ist erst recht auf der Uber­

lagerungsfliiche G eindeutig 2. 

Der abstrakte Aufbau des Begriffes der Riemannschen Fliiche, wie 
wir ihn in Kap. 5, § 3 gegeben haben, ermoglicht es uns auch, den Be­
griff der UberlagerungsfHiche ohne den oben geschilderten Anheftungs­
prozeB abstrakt zu definieren. Auf Grund des Monodromiesatzes (Kap. 5, 
§ 1) ist niimlich ein liber der z-Ebene ausgebreiteter Bereich B fUr 
funktionentheoretische Zwecke vollstandig charakterisiert, wenn nur 
feststeht, ob man bei Umlauf urn jeden in der z-Ebene geschlossenen 
Weg auch in B zum Ausgangspunkte zurlickkommt oder ob man hier­
bei in ein zweites Blatt gelangt. DemgemaB konnen wir die universelle 
Uberlagerungsfliiche 'G zu einer Riemannschen Fliiche G durch die 
folgende Festsetzung definieren: Jeder geschlossenen Kurve auf ~ 
die sich stetig auf einen Punkt zusammenziehen laBt, solI auch auf G 
eine geschlossene Kurve entsprechen, jeder anderen geschlossenen 
Kurve auf G eine auf G nicht geschlossene Kurve. Wir erreichen das 
dadurch, daB wir jedem von einem Punkt P ausgehenden offen en 
Kurvenbogen PQ einen Punkt der Uberlagerungsflache entsprechen 
lassen, jedoch allen solchen Kurven, die sich unter Festhaltung von 
Anfangs- und Endpunkt in eine gegebene Kurve stetig iiberfUhren 
lassen, einen und denselben Punkt. Es ist leicht, die Aquivalenz 
dieser Definition mit der friiheren nachzuprlifen; die zuletzt gegebene 
hat den Vorteil, von einer Zerschneidung des Gebietes G keinen Ge­
brauch zu machen, laBt sich daher auch auf ganz beliebige Bereiche 
anwenden, was fUr die Uniformisierung nicht algebraischer Funktionen 
von Bedeutung ist. 

1 Dabei brauchen die Polygone, insofern es nur auf die Zusammenhangs­
verhaItnisse ankommt, keineswegs kongruent zu sein, sondern k6nnen sogar aIle 
schlicht in einer Ebene untergebracht werden. 

2 Allgemein nennt man eine iiber einer gegebenen Riemannschen FHi.che G ausge­
breitete Flache G* dann" Uberlagerungsjliiche" von G, wenn sich jedem Punkt von G* 
.ein iiber derselben Stelle liegender Punkt von G eindeutig und stetig zuordnen laBt, 
derart, daB eine Umgebung eines jeden Punktes von G* umkehrbar eindeutig und 
beiderseits stetig auf eine Umgebung des Bildpunktes in G abgebildet wird. Jede 
soIche Dberlagerungsflache kann, wenn sie schlichtartig ist, zur Uniformisierung 
benutzt werden. Die von uns zugrunde gelegte gibt den iibersichtlichsten Fall. 
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Nach Rap. 8, § 9 konnen wir nunmehr die OberlagerungsfHiche G 
umkehrbar eindeutig und konform auf einen schlichten Bereich ab­
bilden, und zwar entweder auf die volle unberandete s-Ebene oder auf 
die nur von einem Punkte, etwa dem Punkte 00 berandete s-Ebene 
oder schlieBlich auf das Innere des Einheitskreises. Der erste Fall ist 
nach der Bemer~ung_von S.476 (Rap. 8, § 9) . ausgeschlossen, sobald 

p> 0 ist, weil dann G unendlich vielbUittrig wird; ist aber p = 0, so 
erhalten wir als Bild von G die volle s-Ebene, und z und C werden rationale 
Funktionen p(s) bzw. 1p(s) der Variablen s. Also: Fur Flachen vom Ge­
schlechte Null gelingt die Uniformisierung stets durch ratiO.!}:ale Funktionen. 

1m Falle p>O bezeichnen wir den Bildbereich von G in der s-Ebene 
mit S, gleichviel ob er die ganze Ebene auBer dem P~nkte 00 oder der 

Einheitskreis ist. Dann werden die Punkte der Flache G, also gewiB auch 
die auf dieser Flache eindeutigen Werte von z und C eindeutig den Punk­
ten von S zugeordnet sein, also werden z und C iiberall in S eindeutige 
Funktionen von s werden, die wir wieder mit p(s) bzw. 1p(s) bezeichnen; 
d. h. aber, die algebraische Funktion C = C (z) ist durch die Funktionen 
p(s) und 1p(s) uniformisiert. Durchlauft die uniformisierende Variable s 
irgend einen Weg in S, so durchlauft das Wert system (z, C) einen Weg 
auf der FHiche G, dem, wie oben erortert, ein bestimmter Weg auf G ent­
spricht. 1st der erstere Weg geschlosse~, so ist es sicher auch der letztere. 
Wir erkennen also, daB sogar alle auf G eindeutigen Funktionen, obwohl 
sie auf G mehrdeutig sein konnen, sich als eindeutige Funktionen von s 
darstellen lassen. Insbesondere gehoren zu ihnen die Abelschen Integrale 
erster und zweiter Gattung der Flache G. 

Urn nun die Eigenschaften der Funktionen p(s), 1p(s) naher zu 
unters~hen, beachte~ wir die periodische Struktur der Uberlagerungs-

flache G. Die Flache G gestattet "Decktransformationen", d. h. kongruente 
Transformationen in _ sich, zu d~nen wir folgendermaBen gelangen: 

Jeder Punkt P auf G liegt in irgend einem der unendlich vielen Ex­
emplare der Flache (;; zu diesem Exemplar gehort eindeutig ein be­
stimmtes weiteres, in welches wir bei "Oberschreitung eines Schnittufers 
Q+ oder Q-; Q'+, Q'- gelange~, und in diesem Exemplare gibt es einen 
bestimmten zu P kongruent gelegenen Punkt. Urn die Zuordnung auch 
auf den Ufem Q eindeutig zu machen, haben wir fiir jeden Schnitt nur 
immer das eine Ufer Q+, Q'+ ZU (; z~rechnen, das andere Q-, Q'- nicht. 

Wir ordnen nun jedem Punkt P auf G fUr jeden der Werte i = 1,2, ... , p 
den so durch Uberschreitung eines der Ufer Qi+ ~der Qi-' Q/+, Q/­
erhaltenen Punkt P' zu und erkennen, daB dabei G in sich iibergeht. 
Die so erhaltenen 4 p Decktransformationen und alle, die sich durch 
wiederholte Anwendung aus ihnen er~eben, bilden eine Gruppe, die 

"Gruppe der Decktransformationen von G". 
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Was bedeutet dies fUr die Funktionen rp (s) und 'IjJ (s) ? Einer Deck­
transformation unserer Gruppe entspricht umkehrbar eindeutig in der 
s-Ebene eine Zuordnung von Punkten des Bereiches 5 untereinander, 
durch welche 5 in sich abgebildet wird. Da die Decktransformation als 
kongruente Abbildung konform ist, so ist es auch die Abbildung von 5 
in sich; sie ist also 1 eine lineare Transformation 

(2) , as + f3 
s =ys+t5' 

Die siimtlichen linearen Transformationen, die wir so als Gegenstiick zu 
den Decktransformationen erhalten, bilden natiirlich auch eine Gruppe; 
und zwar ist sie isomorph zur Gruppe der Decktransformationen, d. h, 
die Operationen der beiden Gruppen entsprechen einander umkehrbar 
eindeutig derart, daJ3 einer aus mehreren Operationen zusammen­
gesetzten Operation der einen Gruppe die analog zusammengesetzte 
Operation der anderen entspricht. 

Da nun zu zwei auf G in dem angegebenen Sinne durch eine Deck­
transformation einander zugeordneten Punkten genau dieselben Werte 
der komplexen Variablen z und ihrer Funktion C gehi:iren, so folgt fiir 
aIle Transformationen unserer Gruppe identisch in s die Giiltigkeit der 
Beziehungen 

(3) rp (~JL) = rp (s) 
y s + t5 ' 

( as+ f3 ) 'IjJ --- ='IjJ(s). 
ys + t5 

Wir erhalten also das Ergebnis: Die algebraische Funktion C (z) ist durch 
eindeutige automorphe Funktionen von s mit der Gruppe (2) uniformisiert. 

Zur genaueren Untersuchung der Funktionen rp(s) , 'IjJ(s) unter­
scheiden wir jetzt, ob 5 die ganze Ebene mit Ausnahme des Punktes 00 

oder das Innere des Einheitskreises ist. 1m erst en FaIle miissen die 
Funktionen (2), da der Punkt 00 in sich iibergeht, die Gestalt 

(4) s' = IXS + {3 

haben. Hierin muJ3 aber die Konstante 17. den Wert 1 haben. Denn 

andernfalls wiirde der von 00 verschiedene Punkt So = 1 ~ a bei der 

!ransformation (4) fest bleiben, also auch der entsprechende Punkt von 

G bei der (4) entsprechenden Decktransformation. Eine von der Identitiit 
verschiedene Decktransformation liiJ3t aber keinen Punkt fest. Folglich 
hat die Transformation (4) die Form 

(5) s' = s + {3, 

lIst S die punktierte Ebene, so folgt dies aus Kap. 4, § 3. Eine Abbildung 
des Einheitskreises in sich kann aber durch eine lineare Transformation in eine 
ebensolche Abbildung verwandelt werden, welche Nullpunkt und positive x-Rich­
tung fest laBt; eine solche ist jedoch nach Kap. 6, § 3 die Identitat. 
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Die Funktionen q; (s) und 1jJ (s) sind somit periodisch. Der Fall einfacher 
Periodizitat, also nur einer erzeugenden Substitution der Gruppe, 
kann fUr p > 0 nicht vorkommen, da dann schon mindestens 4 Schnitt­
ufer auftreten, also mindestens zwei wesentlich verschiedene Trans­
formationen die Gruppe erzeugen. Andererseits kann er aber auch fUr 

p = 0 nicht vorkommen, da hierbei die mit G identische FlacheG keine 
von der Identitat verschiedene Decktransformation zulaBt 1. 

Doppelte Periodizitat wird fur p = I eintreten; dann werden q;(s) 
und 1jJ(s) elliptische Funktionen mit zwei unabhangigen Perioden Wl> W 2• 

Ein hoheres Geschlecht kommt aber nicht in Frage; denn dann haUe 
die Gruppe (5) mehr als zwei wesentlich verschiedene Erzeugende, 
wahrend eine eindeutige analytische Funktion hochstens zwei unab­
hiingige Perioden besitzt2• In der Tat leisten fur p = I die elliptischen 
Funktionen die Uniformisierung der elliptischen Riemannschen Flachen3 ; 

man kann aber ganz allgemein zeigen, daB sich jede Riemannsche 
Flache vom Geschlecht I durch doppeltperiodische Funktionen uni­
formisieren laBt 4. 

Zu wesentlich anderen Funktionen gelangen wir im zweiten Falle, 
wenn 5 der Einheitskreisder s-Ebene wird. AIle linearen Transfor-

- i Es sei bemerkt, daB die Gruppe der Transformationen (5) auch im Fane 
einfacher Periodizitat eine Uniformisierung einer Flache vom Geschlechte Null 

liefert, der aber ein~ andere Art von Uberlagerungsflache G entspricht. Man hat 
in G einenEinschnitt Q zwischen irgendzwei Punkten zu fiihren, die so zerschnittene 

Flache G in unendlich vielen Exemplaren zu nehmen und wie oben an jedes freie 

Schnittufer ein neues Exemplar von G anzuhangen. Hierbei sind aber im Gegen­
satz zu oben niemals zwei schon vorhandene Ufer zu verbinden. Fur algebraische 
Funktionen vom Geschlechte Null gibt es also stets auf3er der Uniformisierung durch 
rationale Funktionen eine Uniformisierung durch eindeutige einfach periodische 
Funktionen. 

2 Vgl. Kap. 7, § 2. 
3 Vgl. die FuBnote zu S.385. 
4 Urn dies einzusehen, brauchen wir nach den obigen Bemerkungen nur zu 

zeigen, daB die Uberlagerungsflache G einer Riemannschen Flache G vom Ge­

schlecht 1 durch die Stromungsfunktion C = f (z), welche die Abbildung von G­
auf einen Schlitzbereich leistet (vgl. Kap. 8), auf die punktierte C-Ebene ab-

gebildet wird. Zum Beweise fassen wir Gals Limes von ineinandergeschachtelten 
- -

Gebieten G" auf, wobei G".aus (2 n + 1)2 Exemplaren der kanonisch zerschnittenen 
Flache G 1?esteht und von einer Randkurve en begrenzt wird, die aus 4 (2 n + 1) 
Schnittufern unseres Riickkehrschnittsystemes gebildet ist. AIle diese Schnitte 
mogen Langen unterhalb der festen Schranke a besitzen und durch keinen Ver-

zweigungspunkt gehen. Wir konnen dann en auf G mit einem Streifen Sn umgeben, 
der dadurch entsteht, daB man den Mittelpunkt einer schlichten Kreisscheibe 
mit geeignetm:'n'von n unabhangigen positiven Radius auf en urn diese Kurve herum­
fiihrt; wir wollen ferner annehmen, daB keiner der Streifen S" den Quellpunkt 
enthaIt und daB sich keine zwei dieser Streifen gegenseitig iiberdecken. Bezeichnen 
wir mit D,.das Integral von 1 f' (z) 12 iiber S", so konvergiert jedenfalls die Reihe 
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mationen der Gruppe miissen diesen Kreis in sich iiberfiihren, indem sie 
das Innere umkehrbar eindeutig auf sich selbst abbilden. Das Bild eines 
der Exemplare G, aus denen G aufgebaut ist, wird ein schlichter Bereich 
ganz im Innern von 5, in dem die Funktionen cp(s), tp(s) den gesamten 
Vorrat ihrer Wertepaare genau einmal annehmen. Es ist ein Bereich 
von derselben Art, wie wir ihn im vorigen Paragraphen als Fundamental­
bereich der Gruppe (2) bezeichneten und dort an die Spitze der Be­
trachtungen stellten. Die unendlich vielen Fundamentalbereiche, die 
samtlich durch die linearen Transformationen (2) aus einem festen unter 
ihnen hervorgehen, miissen den ganzen Einheitskreis ausfiillen und 
infolgedessen jedenfalls, in eine Reihe B1, B2, B3, ••• , B16 , ••• geordnet, 
einen gegen Null konvergierenden FHicheninhalt haben. Dies ist nur 
moglich, wenn sie selbst bei hinreichend groBem h in einem beliebig 
kleinen Kreise Platz finden 1. Daraus schlieBen wir, daB in beliebiger 
Nahe jedes Randpunktes des Einheitskreises noch ganze Fundamental­
bereiche liegen. Denn wird ein Punkt nur nahe genug am Kreisrand 
gewahlt, so ist der Index h des Bereiches B16 , dem er angehort, beliebig 
groB, also der Durchmesser von B16 beliebig klein. Somit nehmen die 
Funktionen cp(s), tp(s) dort noch jeden Wert an; also ist jeder Punkt 
der Kreisperipherie wesentlich singularer Punkt fiir beide Funktionen; 
mit andern Worten, der Kreis ist die natiirliche Grenze fUr die uniformi­
sierenden automorphen Funktionen. Wir fassen unsere Ergebnisse in 
dem Satz zusammen: Die Uniformisierung einer algebraischen Funktion 

Dl + D2 + Ds + .... Andererseits erlaubt uns der Hilfssatz I aus Kap. 8, § 6 
(Formel (2)), auf die Existenz einer von n unabhangigen Konstanten b zu schlieBen. 
so daB J It' (z) 121 dz I < bD" gilt. Fiir die Lange L" der Bildkurve von Cn in der 

0" 
C-Ebene ergibt sich nun mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung 

L,,2 = (J I f'(z) II dz 1)2 ~ 4 (2n + 1) a J i f'(z) 121 dz I 
0" 0" 

< 4 (2n + 1) a b D" < enD .. , 

wobei c eine von n unabhangige Konstante bedeutet. Daraus folgt aber, daB fiir 
gewisse beliebig groBe n die Lange L" beliebig klein werden muB, weil sonst ED" 
nicht konvergieren konnte. Da nun bei wachsendem n die Bilder der ~urven C .. 

in der C-Ebene ineinanderliegen, so folgt tatsachlich, daB das Bild von G die punk­
tierte C-Ebene ist. - Es sei noch bemerkt, daB unsere SchluBweise bei p > 1 ver­
sagt, weil dann die Anzahl der Riickkehrschnittufer, aus denen der Rand des wie 

oben definierten Gebietes G" zusammengesetzt ist, schneller als die erste Potenz 
von n wachst. 

1 Der Beweis dieser Behauptung folgt z. B. sofort aus Hilfssatz I in Kap. 8. 
§ 6, wenn wir ihn auf ein Gebiet anwenden, das ganz in 5 liegt und den Ausgangs­
fundamental bereich B in sich enthalt, etwa durch Hinzufiigen der samtlichen 
anstoBenden Fundamentalbereiche aus fum entsteht. Auch dieses Gebiet wird 
durch die betreffende Transformation noch auf eines mit"beliebig kleinem Flachen­
inhalt abgebildet, und nun folgt aus dem Hilfssatz I, daB im ursprunglichen Fun­
damentalbereich die Abbildungsfunktion entsprechend der Kleinheit der BildfHl.che 
annahernd konstant wird. 
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gelingt stets durch automorphe Funktionen mit Grenzkreis, indem wir den 
Fall, daB 5 die punktierte Ebene ist, in diese Ausdrucksweise einbe­
ziehen 1. Dieser Satz wird als "Grenzkreistheorem" bezeichnet. 

Der Einheitskreis in der s-Ebene mit seiner Einteilung in Funda­
mentalbereiche leistet uns dasselbe wie die Riemannsche Flache einer 
algebraischen Funktion mit der zugehorigen Uberlagerungsflache. In­
dem wir auf die im letzten Paragraphen (S. 497f.) besprochene Deutung 
der linearen Transformationen des Einheitskreises in sich als nicht­
euklidische Bewegungen zuruckgreifen, konnen wir sagen: Die Rie­
mannsche Flache einer algebraischen Funktion mit der zugehorigen Uber­
lagerungsflache wird dargestellt durch ein aus unendlich vielen nicht­
euklidisch kongruenten Bestandteilen aufgebautes Stuck der Ebene, 
anders ausgedruckt, durch einen "nichteuklidischen Kristall". 1m FaIle 
der elliptischen Funktionen tritt an Stelle der nichteuklidischen die 
euklidische Kongruenz. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB sich auf demselben Wege 
auch die Uniformisierung beliebiger analytischer Funktionen durch auto­
morphe Funktionen erreichert laJ3t. Denn die Konstruktion der ent­
sprechenden einfach zusammenhangenden Uberlagerungsflache gelingt 
auf Grund ihrer abstrakten Definition, die wir oben auf S. 507 gegeben 
haben, und diese Uberlagerungsflache brauchen wir wieder nur kon­
form auf die volle oder punktierte Ebene oder auf das Innere eines 
Kreises abzubilden. Falls die Riemannsche Flache der Ausgangsfunktion 
selbst schon einfach zusammenhangend und schlichtartig ist, so ist sie 
ihre eigene Uberlagerungsflache, und die Gruppe der Decktransforma­
tionen schrumpft auf die Identitat zusammen. Die Bezeichnung "auto­
morphe Funktionen" fUr die uniformisierenden Funktionen erscheint 
dann kaum mehr gerechtfertigt. 

Ferner sei darauf hingewiesen, daB unsere Betrachtungen auch die 
gleichzeitige Uniformisierung mehrerer Funktionen durch automorphe 
Funktionen mit gemeinsamer Gruppe liefern. Man braucht nur von 
einer Riemannschen Flache auszugehen, auf welcher gleichzeitig aIle be­
trachteten Funktionen eindeutig sind. 

§ 5. Die konforme AbbildunK schlichtartiger Bereiche auf 
Kreisbereiche. Das Riickkehrschnitt-Theorem. 

Wir wollen zum SchluB noch eine Anwendung des allgemeinen 
Theorems aus Kap. 8, § 9 machen, welches besagt, daB man jeden be­
liebigen schlichtartigen Bereich konform auf einen schlichten abbilden 

1 Dies rechtfertigt sich sofort, wenn wir statt der s-Ebene die s-Kugel zu­
grunde legen; der Existenzbereich der automorphen Funktionen ist dann das 
Innere eines gewissen Kreises auf der Kugel, dessen AuBeres sich im Grenzfalle 
auf einen Punkt zusammenziehen kann. 
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kann, und zwar wollen wir beweisen, dafJ es moglich ist, jeden nicht ge­
schlossenen endlich vielfach, etwa n-fach, zusctmmenhiingenden schlicht­
artigen Bereich auf die volle Ebene mit A usschlufJ von n kreisfOrmigen 
Lochern ("Kreisbereich") umkehrbar eindeutig und konform abzubilden. 
Es geniigt hierzu nach Kap. 8, § 9, den Beweis unter der Voraussetzung 
zu fUhren, daB der Ausgangsbereich G ein ebener geradliniger n-facher 
Schlitzbereich iiber der z-Ebene ist und daB dieser wirklich Grenz­
schlitze aufweist, die sich nicht auf einen Punkt reduzieren. Da wir 
namlich punktformige Schlitze als Kreise mit verschwindendem Radius 
auffassen konnen, ware andernfaUs nichts mehr zu beweisen. Das be­
hauptete Theorem ist eine VeraUgemeinerung des Riemannschen Ab­
bildungssatzes, und zwar in der Formulierung, die wir ihm in Kap.6 
am Ende von § 2 gegeben haben. 

Zu einem Beweisansatz werden wir auf ganz naturgemaBe Art ge­
fUhrt, wenn wir die konforme Abbildung von G auf einen Kreisbereich K 
der ,-Ebene fUr den Augenblick als fertig vorliegend annehmen und 
nach dem Spiegelungsprinzip fortgesetzt denken. Das durch den Spiege­
lungsprozeB iiber der z-Ebene entstehende Gebilde konnen wir folgender­
maBen schrittweise aufbauen: Wir gehen zunachst von G zu einem Ge­
biete G1 iiber, indem wir G an seinen n Schlitzen spiegeln. Der ent­
stehende Bereich G1 ist ein mehrblattriger, namlich aus n + 1 voUen 
Ebenen bestehender Bereich, dessen Begrenzung von n (n - 1) gerad­
linigen zur reellen Achse paraUelen Schlitzen, den Spiegelbildern jedes 
der urspriinglichen Schlitze Lv L2 , ••. , L n , gebildet wird. Von G1 aus 
erzeugen wir eine neue Flache G2, indem wir G1 wieder an jedem seiner 
freien Schlitzrander spiegeln, und gehen so weiter zu Ga, G4 , G5 , •••• 

Den "Limes" der ineinander geschachtelten Bereiche Gi bezeichnen wir 
mit GOO' 

Von den Zusammenhangsverhaltnissen der anschaulich nicht leicht 
vorsteUbaren Bereiche Gi bzw. Goo erhalten wir sofort ein iibersichtliches 
Bild, wenn wir die entsprechenden Spiegelungen an dem Kreisbereiche K 
vorgenommen denken. Den Bereichen Gv G2 , ••• entsprechen dann in­
einander geschachtelte Kreisbereiche Kv K2, ••• mit einer immer 
wachsenden Anzahl von Kreislochern. Den Limes dieser Kreisbereiche 
bezeichnen wit mit Koo. In Abb. 151 (S. 514) ist fiir n = 3 der Naherungs­
bereich K2 gezeichnet; dabei sind die Teile von K2, die aus K durch eine 
gerade Anzahl von Spiegelungen hervorgehen, schraffiert, die iibrigen 
weiB gelassen. Gleichviel, ob sich die Kreisfigur K", wirklich durch kon­
forme Abbildung von Goo gewinnen laBt oder nicht, so veranschaulicht 
sie uns doch im Sinne der Analysis situs die Zusammenhangsverhalt­
nisse von Gi (j = 1,2, ... ) und Goo., Wir sehen, daB Goo jedenfaUs schlicht­
artig ist, wenn auch nicht mehr von endlicher Zusammenhangszahl. 

Die konforme Abbildung des Bereiches Goo auf einen Bereich mit 
den Eigenschaften von Koo gelingt nun, indem wir zu irgend emer 

Hurwitz.Courant, Funktionentheorie. 3. Auf!. 33 
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Stelle 0 (Z = zo) auf G co. die etwa im urspriinglichen Bereiche G liegen 
moge, nach Kap. 8 die Stromungsfunktion konstruieren. die in 0 einen 
Pol erster Ordnung mit gegebenem Residuum besitzt. Sie ist eine auf 
Gco eindeutige analytische Funktion C = u + iv = f(z) und bildet Gco 

auf einen schlichten Bereich ab, der K~ heiBen moge. Die ineinander 
geschachtelten Bereiche, welche dabei als Bilder von G, G1, Gil' ... 

Abb.I5I. 

entstehen, wollen wir K', K1', Kil" ... nennen. Dann haben wir zu 
beweisen, daB diese genau die Eigenschaften der oben mit K, K1 , 

KIl , ••• bezeichneten Bereiche haben, d. h. daB K' aus der voUen 
Ebene mit AusschluB von n kreisformigen Lochern besteht und daB 
K1', Kil" ... aus K' durch den oben geschilderten SpiegelungsprozeB 
hervorgehen. 

Der Beweis dieser Tatsache gelingt leicht, wenn wir vorher zeigen, 
da{J die Abbildungsfunktion f (z) dq,rch die beiden folgenden Eigenschaften 
bis auf eine willkurliche additive Konstante festgelegt ist: 1. f (z) hat an 
der Stelle 0 von Gco einen einfachen Pol mit dem vorgeschriebenen 
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Residuum und ist irn iibrigen auf Geo eindeutig und reguliir. 2. Das 
Dirichletsche Integral 

DGeo-Ko[u] = J J If'(z) 12dxd y, 
Goo-Ko 

erstreckt iiber den aus Goo durch Weglassung eines beliebig kleinen 
Kreises Ko urn 0 entstehenden Bereich, ist endlich. 

Urn die Richtigkeit dieser Behauptung darzutun, geniigt es, fUr jede 
zweite Funktion C* = u* + i v* = f* (z) mit den Eigenschaften 1. und 
2. nachzuweisen, daB die iiberall in G eo regula.re und dem Betrage nach 
beschrankte Potentialfunktion w = u - u* die Relation 

DG oo [w] = 0 
erfiillt. 

Zu diesem Zwecke bedenken wir zunachst, daB das Integral DGoo [wJ, 
erstreckt iiber den ganzen Bereich G eo' existieren muB; denn einerseits 
existiert DKo[w], andererseits wegen der Beziehung 

D [u - u*J < D [u] + D [u*] + 2 i D [u] D [u*J 

auch DGoo-Ko[w]. 
Wir umgeben nun jeden Schlitz };i von G im Abstande R mit einem 

Rechteck Qi (i = 1, 2, ... , n) (vgl. Abb. 152), wobei die feste Zahl R 
so bestimmt ist, daB es kein Schlitzpaar gibt, dessen Punkte sich naher 
als 4 R kommen I; ebenso verfahren wir mit den Spiegelbildern dieser 
Schlitze. Das schlichte abgeschlossene Gebiet aller Punkte, welche von 
Qi einen Abstand nicht groBer als R besitzen, bezeichnen wir mit B i . 

Fiir jeden festen Wert des Index i = 1, 2, ... , n wollen wir die aus Qi 
bzw. Bi durch Spiegelung entstehenden 
Gebilde in eine Reihe 

Bi,I' B i,2' ... 
0------_<0 

so geordnet denken, daB bei dieser Auf- Abb.152. 

zahlung zuerst aIle in G1 liegenden, dann 
aIle in G2 neu hinzukommenden Gebilde angefiihrt werden usw. Wir 
setzen 

dann ist wegen der Existenz von DGoo [w] klar, daB die Relation 

(1) 

besteht. 

00 n 
lim 2) 2) Wi,T = 0 
i~oo r=i i=l 

1 Die Rechtecke Q, dienen nUT dazu, Hilfssatz I aus Kap. 8, § 6 anwenden zu 
k6nnen. 

33* 
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Nach Hilfssatz I von Kap. 8, § 6 gilt fur jeden Punkt van Qi,r die 
Ungleichung 

(2) 

Es ist also, wenn s auf Qi,r die Bogenlange, n die Normale bedeutet, 

(3) I ~I <_I_,I-W-as = R in Y t, r , 

Aus der ersten Gleichung folgt, wenn wir unter wl r irgend einen von 
w auf Qi,r angenommenen Wert verstehen, fur all~ w auf Qi,r 

(4) I w - w2 r I < 1_ ,IJiV i r L, 
, - R fn Y • 

wobei L eine gemeinsame obere Schranke fUr die Langen aller Q i be­
deutet. 

Nunmehr betrachten wir statt des Bereiches Gj denjenigen Be­
reich G/, welcher aus Gj entsteht, wenn wir die noch nicht durch Spiege­
lung geschlossenen Schlitze auf Gj durch die jeweils benachbarten 
Kurven Qi,r ersetzen und deren Innengebiet aus dem Bereich Gj weg­
lassen. G/ liegt in Gj , enthalt jedoch Gj _ 1 in sich, so daB Goo auch als 
Limes der G/ aufgefaBt werden kann. Nach der GreenschenFormel, 
angewandt auf den Bereich G/ und die Funktionen cp = w, 1p = w, 
wird wegen L1 w = 0 

DG'[w] = - ~f w~ds 
J ~ an' 

Qi.r 

wobei die Randintegrale uber diejenigen Kurven Qi,r ZU erstrecken sind, 
welche die Begrenzung von G/ darstellen. Nun haben wir wegen der 
Eindeutigkeit der Funktion v - v* auf Goo 

f aw 
~ds=O, 

Qi,r 

also 

mithin wegen (3) und (4) 

If w ~: dsl < R!n Wi.rL. 
Qi.r 

Es ist also 
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und da bei hinreichend groBem j aIle Indizes r beliebig groB werden, 
ergibt sich hieraus wegen (1) unmittelbar 

DGoo [w] = .lim DGHw] = O. 
}-+ 00 

Damit ist die Behauptung bewiesen, daB w und somit auch j (z) - j* (z) 
konstant ist. 

Nachdem wir so un sere Funktion C = j(z) durch die oben an­
gegebenen Eigenschaften 1. und 2. charakterisiert haben, folgern wir, 
daB die zu verschiedenen Quellpunkten 0 in Goo und beliebigen dort 
vorgegebenen Residuen gehorigen Funktionen, welche Goo auf ein 
schlichtes Gebiet abbilden, lineare Funktionen voneinander sind. Einer­
seits ist namlich, wenn C = j(z) un sere zum Punkte Zo geh6rige Funktion 
bedeutet, jede lineare Funktion 

(5) C* = rx. C + fJ 
yC + 15 

wieder eine Funktion von z, welche das Gebiet Goo auf einen schlichten 
Bereich der C*-Ebene abbildet, namlich auf den durch (5) aus dem Bild­
bereich K:x, von Goo entstehenden. AuBerdem hat C* offenbar die Eigen­
schaft 2., wODei unter Ko natiirlich ein beliebig kleiner Kreis um den 
Pol von C* zu verstehen ist. Andrerseits kann man durch geeignete Wahl 
der Konstanten rJ., p, y, b in (5) eine Funktion C* konstruieren, die an einer 
beliebig gegebenen Stelle der C-Ebene, also auch an einer beliebig ge­
gebenen Stelle von Geo einen einfachen Pol mit gegebenem Residuum 
besitzt. Nach dem bewiesenen Eindeutigkeitssatz erschopfen somit 
die linearen Funktionen von C die Gesamtheit der zu Goo gehorigen 
Funktionen, welche fUr irgend eine StelleO in Goo und irgend ein Re­
siduum die angegebenen Eigenschaften 1., 2. besitzen. 

Wir k6nnen dies Resultat auch so ausdriicken: Jede konforme Ab­
bildung von Goo auf ein schlichtes Gebiet der C*-Ebene, welches den 
Punkt C* = 00 im Inneren enthalt 1, wird vermittelt durch eine lineare 
Funktion der oben konstruierten Stromungsfunktion C = j(z). Hieraus 
folgt weiter, daB jede konforme Abbildung von Goo auf ein schlichtes, 
den Punkt 00 im Inneren enthaltendes Gebiet einer C**-Ebene mit 
Umlegung der Winkel durch Ubergang von unserer Funktion C = j(z) 
oder von einer linearen Funktion von C = j(z) zu der konjugiert kom­
plexen Funktion vermittelt wird, also durch eine Beziehung der Form 

(6) 
--- rx. C + fJ C** = --- --­

yC + 15' 

wobei C** die zu C** konjugiert komplexe Zahl bedeutet. 
Indem wir jetzt von den Symmetrieeigenschaften des Bereiches Goo 

Gebrauch machen, erhalten wir das Resultat, daB die Funktion j (z) 

1 Natiirlich ist diese Bedingung unwesentlich. 
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in der Tat den Ausgangsbereich Goo auf einen Kreisbereich der gewiinsch­
ten Art konform abbildet. Die FHiche Goo gestattet namlich Trans­
formationen in sich: Sie geht in sich selbst iiber, wenn man sie an einem 
der Schlitze 1: von G spiegelt; dabei vertauschen sich die beiden Gebiete 
miteinander, in die Goo durch 1: zerlegt wird, wahrend die Punkte von 
E selbst festbleiben. Wir bezeichnen voriibergehend unsere Funktion 
C = /(z), indem wir sie als Funktion eines Punktes P auf Goo ansehen, 
mit / {p}. 1st dann P' der aus P durch Spiegelung an unserem Schlitze 1: 
entstehende Punkt, so ordnen wir ihm in einer C**-Ebene den Punkt 
C** {p'} = / {P} zu. Durch diese Zuordnung wird eine konforme Ab­
bildung der Flache Goo mit Umlegung der Winkel auf das schlichte Ge­
biet Kc:, der C**-Ebene definiert. Da dieses den Punkt 00 im Inneren 
enthalt, ist nach den vorangegangenen Uberlegungen C** die kon­
jugiert komplexe Funktion zu einer linearen Funktion von / (z) und 
etwa durch Gleichung (6) mit C = /(z) verkniipft. 

Denken wir C und C** in derselben Ebene dargestellt, so definiert 
die Gleichung (6) eine solche Abbildung der Ebene in sich, bei der 
Kreise wieder in Kreise iibergehen. Ferner muB jeder Punkt des Bildes 
C von 1: in sich selbst iibergehen, wahrend die beiden Teile, in die K~ 
durch C zerlegt wird, miteinander vertauscht werden. Dies ist nur 
moglich, wenn C ein Kreis ist. Legen wir namlich durch drei willkiirlich 
gewahlte voneinander verschiedene Punkte von eden durch sie be­
stimmten Kreis, so geht er bei der Abbildung (6) in sich iiber, da drei 
seiner Punkte fest bleiben; sein Inneres und sein AuBeres werden ver­
tauscht; also kann die Kurve C keine Punkte im Inneren oder AuBeren 
des Kreises haben und muB, da sie K~ in zwei getrennte Teile zerlegt, mit 
seiner ganzen Peripherie identisch sein. Bei der Abbildung von Goo auf 
die C-Ebene wird also jeder Schlitz des Ausgangsbereiches G auf einen 
Kreis abgebildet; das Gebiet Gist somit in der Tat auf einen durch 
Kreise begrenzten schlichten Bereich konform abgebildet, der im 
iibrigen den Punkt 00 im Inneren enthalt, da der PolO im Ausgangs­
bereich G gewahlt ist. Damit ist das behauptete Abbildungstheorem 
bewiesen. 

Gleichzeitig ist bewiesen, dafJ die Abbildung im wesentlichen, d. h. 
bis au/ eine lineare Trans/ormation, eindeutig bestimmt ist. Denn wenn 
zwei verschiedene Kreisbereiche der z-Ebene auf denselben n-fach zu­
sammenhangenden schlichtartigen Bereich konform abgebildet sind, 
so lassen sie sich auch auf denselben Schlitzbereich G der z-Ebene kon­
form abbilden; indem wir zu diesem G die obige Flache Goo konstruieren 
und die Abbildung von G auf die Kreisbereiche nach dem Spiegelungs­
verfahren fortsetzen, erkennen wir, daB unsere Abbildungsfunktionen 
mit unseren oben betrachteten Funktionen C* (z) identisch, also lineare 
Funktionen voneinander sind. Wir k6nnen dieses Eindeutigkeitstheorem 
auch so formulieren: Zwei Kreisbereiche lassen sich dann und nur dann 
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umkehrbar eindeutig und konform aufeinander abbilden, wenn sie durch 
lineare Transformationen auseinander hervorgehen. 

Wir wollen schlieBlich noch die Struktur des Bereiches Koo 1 be­
trachten, auf den die Flache Goo durch die Funktion C = f(z) abgebildet 
wird. Koo ist, wie in Abb. 151 (S. 514) angedeutet, Limes der ineinander 
geschachtelten Bereiche Kj (j = 1, 2, ... ), deren Zusammenhangszahl 
mit j iiber aIle Grenzen wachst. Wir behaupten: J eder einzelne der 
Begrenzungskreise von Kj hat einen bei hinreichend groBem j beliebig 
kleinen Radius, und zwar konvergiert der Gesamtflacheninhalt der von 
diesen Kreisen aus der C -Ebene ausgeschnittenen Flache bei wachsen­
dem j gegen Null. Dies ist zwar eine rein geometrische Tatsache, die nur 
mit der Entstehung des Bereiches Koo aus K durch den Spiegelungs­
prozeB, dagegen nichts mit der konformen Abbildung der Flache Goo 
auf Koo zu tun hat. Trotzdem ergibt sich der Beweis fUr uns am rasche­
sten dadurch, daB wir von der Existenz der konformen Abbildung Ge­
brauch machen und an die in Kap. 8, § 9 auf S. 478 erorterte Eigen­
schaft der Stromungsfunktion erinnern. Die Begrenzung unseres Bild­
bereiches Koo besteht darnach aus einer Punktmenge, der Menge der 
Haufungspunkte unserer Kreise, welche den "Inhalt Null" hat, d. h. sich 
in endlich viele Gebiete von beliebig kleinem Gesamtflacheninhalt ein­
schlieBen laBt. Damit ist die Behauptung bewiesen. Die Begrenzung 
von Koo ist auBerdem "nirgends zusammenhangend", da sich je zwei 
ihrer Punkte durch eine ganz auBerhalb derselben laufende Kurve 
trennen lassen, und im FaIle n > 3 doch "perfekt", d. h. mit der Menge 
ihrer Haufungspunkte identisch. 

Die Gedankengange dieses Paragraphen erlauben uns, in einfacher 
Weise ein weiteres Uniformisierungstheorem, das "RUckkehrschnitt­
theorem", zu beweisen, das dem "Grenzkreistheorem" von § 4 an die 
Seite tritt und sich folgendermaBen ausspricht: 

Es sei G eine algebraische Riemannsche Flache vom Geschlechte 
p und Ql> Q2' ... , Ql1 ein System einander nicht treffender Riickkehr­
schnitte auf ihr, durch die sie in ein schlichtartiges 2 p-fach zusammen­
hangendes Gebiet G* verwandelt wird. Dann laBt sich G* auf einen von 
2 p einfachen geschlossenen getrennt verlaufenden Randkurven be­
grenzten Bereich B derart konform abbilden, daB je zwei Randkurven C i 
und C/, welche die Bildkurven der beiden Ufer Q/ bzw. Qi- eines der 
Riickkehrschnitte Qi (i = 1, 2, ... , p) sind, auseinander durch eine 
lineare Transformation hervorgehen. Dabei werden durch diese line are 
Transformation jeweils sOlche Punkte von C i und C/ zusammengeordnet, 
deren entsprechende Punkte in G* auf Q/ und Qi- einander gegeniiber­
liegen. Die auf G eindeutigen algebraischen Funktionen werden also durch 

1 Wir lassen jetzt, nachdem unser Abbildungssatz bewiesen ist, die Akzente 
an K', K/, K2', ••• , K:" wieder fort. 
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eindeutige automorphe Funktionen uniformisiert, deren Fundamental­
bereich das eben geschilderte Gebiet B ist 1. 

Den Beweis dieses "Riickkehrschnitt-Theorems" beginnen wir mit 
der Konstruktion einer passenden Uberlagerungsflache. Nach dem 
Muster von § 4 denken wir uns die Flache G* in unendlich vielen Exem­
plaren vorhanden und auf allen in dergleichen Weise die Vfer der Riick­
kehrschnitte mit Q/, Qi- bezeichnet. Sodann heft en wir an jedes Vfer 
Qi+ bzw. Qi- (i = 1,2, ... , P) eines Ausgangsexemplars ein neues Exem­
plar mitseinem entsprechenden Vfer Qi- bzw. Q/ an und set zen diesen 
AnheftungsprozeB unbegrenzt fort. Dabei sind stets neue Exemplare 
anzuhangen und nie zwei schon vorhandene Vfer zu vereinigen. Die im 
Limes entstehende Flache G** ist unsere gesuchte Uberlagerungsflache. 
Sie ist, wie man leicht sieht, schlichtartig und kann daher durch eine 
Stromungsfunktion auf ein schlichtes Gebiet konform abgebildet wer­
den. Genau wie am Beginne des Paragraphen zeigt man nun, daB aIle 
Funktionen, weIche G** auf ein schlichtes, den Punkt 00 im Inneren 
enthaltendes Gebiet konform abbilden, line are Funktionen einer unter 
ihnen sind. Mit Riicksicht auf die Decktransformationen, weIche G** 
zulaBt, ergibt sich dann un sere Behauptung ohne weiteres. 

§ 6. Die Moduln eines schlichtartigen Bereiches. 
Wir wenden die gewonnenen Ergebnisse noch an, urn die Frage zu 

beantworten, wann zwei vorgegebene schlichtartige Bereiche G1 und G2 

von endlicher Zusammenhangszahl sich konform aufeinander abbilden 
lassen. Wenn be ide Bereiche einfach zusammenhangend sind, so ist 
dies immer moglich, hochstens abgesehen von dem Ausnahmefall, daB 
einer der Bereiche aus der vollen oder der punktierten Ebene besteht 
bzw. auf diese abbildbar ist. 1m FaIle einer beliebigen endlichen Zu­
sammenhangszahl n denken wir uns beide Bereiche nach dem vorigen 
Paragraphen auf Kreisbereiche, namlich Kl und K2, abgebildet. Nun 
kann man zufolge dem auf S. 518 f. angegebenen Satze G1 und G2 dann und 
nur dann konform aufeinander abbilden, wenn die Kreisbereiche Kl 
und K2 auseinander durch line are Transformationen hervorgehen. Be­
tragt die Zusammenhangszahl zwei, so bringen wir jeden der Kreis­
bereiche zunachst durch eine lineare Transformation auf eine Normal­
gestalt: Der Bereich solI ein Kreisring zwischen zwei urn den N ull­
punkt geschlagenen Kreisen sein, wobei die Grenzfalle zugelassen sind, 
daB der inn ere Kreis in den Nullpunkt oder der auBere in den unendlich 
fernen Punkt iibergeht. Einen derartigen Bereich bezeichnen wir als 

1 Ein Beispiel eines Fundamentalbereiches yom Typus des hier betrachteten 
Bereiches B haben wir schon in § 3 erwahnt; dort waren alle Randkurven Cl' 
C2 • •••• Cp ; CI '. C2' • ••.• C/ Kreise, wahrend bei den Bereichen unseres Satzes viel 
allgemeinere geschlossene Kurven als Randkurven vorkommen k6nnen. 
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"Parallelkreisring". Flihrt eine lineare Transformation zwei solche 
Kreisringe ineinander liber, wobei etwa die auBeren Kreise einander 
entsprechen mogen 1 , so muB sie die Gestalt C1 = IXC2 haben, weil jede 
Gerade durch den Mittelpunkt der konzentrischen Kreise als gemein­
samer Orthogonalkreis wieder in einen gemeinsamen Orthogonalkreis, 
d. h. eine Gerade durch den Mittelpunkt libergehen muB, so daB der 
Nullpunkt und infolgedessen auch der unendlich ferne Punkt fest bleibt. 
Bei einer solchen Transformation wird das Radienverhaltnis der beiden 
Kreise nicht geandert (dem in den Grenzfallen die Werte t,~, ~ beizu­
legen sind). Umgekehrt lassen sich zwei Parallelkreisringe von gleichem 
Radienverhaltnis durch Streckung stets aufeinander konform abbilden. 
Wir schlie Ben also: Zwei zweifach zusammenhangende schlichtartige 
Bereiche lassen sich dann und nur dann konform aufeinander abbilden, 
wenn das Radienverhaltnis der zugehorigen Parallelkreisringe bei beiden 
dasselbe ist. Es ist demnach eine reelle Bedingung notwendig und hin­
reichend, oder, wie man nach RIEMANN sagt, ein zweijach zusammen· 
hiingender schlichtartiger Bereich besitzt e i n e n "M odul". 

1st die Zusammenhangszahl n der Bereiche G1 und G2 groBer als 
zwei, so konnen wir uns wieder durch eine line are Transformation jeden 
der zugehorigen Kreisbereiche K1 , K2 von vornherein so umgestaltet 
denken, daB zwei seiner Kreise konzentrisch urn den Nullpunkt und die 
librigen in dem Kreisring zwischen ihnen liegen. Dann sind also Kv K2 
mit kreisformigen Lochern versehene Parallelkreisringe, wobei der Fall 
der mehrfach punktierten Ebene als Grenzfall eingeschlossen bleibt. 
Wenn es liberhaupt eine lineare Transformation gibt, die K2 in Kl 
liberflihrt, diirfen wir wieder ohne Einschrankung der Allgemeinheit 
annehmen, daB bei ihr die beiden auBeren Kreise sowie die beiden inneren 
Kreise der Kreisringe einander entsprechen. Eine lineare Transformation, 
welche die beiden konzentrischen Kreise wieder in konzentrische, ebenso 
angeordnete Kreise urn den Nullpunkt liberfiihrt, muB die Form Cl = a.:C2 

besitzen. Kl und K2 mussen daher durch Drehung und Streckung aus­
einander hervorgehen. Wir finden somit, indem wir beachten, daB hier 
alle Schllisse umkehrbar sind, das Ergebnis: Zwei schlichtartige n-fach 
zusammenhangende Bereiche (n > 2) lassen sich dann und nur dann 
mit gegebener Zuordnung der Randkurven aufeinander konform ab­
bilden, wenn bei den betrachteten zugehorigen ringformigen Kreis­
bereichen die Verhaltnisse der n Radien sowie die Winkel, unter denen 
die n - 2 im Kreisringe gelegenen Kreise und die gegenseitigen Abstande 
ihrer Mittelpunkte yom Nullpunkt aus erscheinen, je miteinander liber­
einstimmen. Wir haben also hier, da die Radienverhaltnisse durch 

1 Den anderen Fall fiihrt man auf dies en zuriick, indem man vorher einen 
1 

der Bereiche der Transformation z' = -- unterwirft. 
z 
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n - I, die Winkel der ersten Art durch n - 2 und die der zweiten Art 
durch n - 3 Zahlen gegeben sind, als notwendige und hinreichende Be­
dingung fUr die Abbildbarkeit der Gebiete G1 und G2 aufeinander zu 
fordern, daB gewisse 3 n - 6 dem Gebiete G1 zugeordnete reelle Zahlen 
mit den entsprechenden Zahlen des Gebietes G2 iibereinstimmen. Diese 
Konstanten des Bereiches, die fUr seine Abbildungseigenschaften 
charakteristisch sind, nennt man wieder die "Moduln" des Bereiches. 
Zusammenfassend k6nnen wir daher sagen: Ein schlichtartiger, n-fach 
zusammenhiingender Bereich hat fur n = I gar keinen, fur n = 2 einen, 
fur n > 2 dagegen 3 n - 6 reelle M oduln. 

DaB fUr n = lund n = 2 der allgemeine Ausdruck 3 n - 6 fUr die 
Anzahl der Moduln nicht gilt, hat seinen Grund darin, daB sich der 
Bereich fUr n = I noch durch eine von drei willkiirlichen reellen Kon­
stanten abhangige Funktion, im Falle n = 2 durch eine von einer will­
kiirlichen reellen Konstanten abhangige Funktion in sich transformieren 
laJ3t, wahrend bei n > 2 keine solchen Scharen von Transformationen 
des Bereiches in sich mehr auftreten k6nnen, wie die obigen Betrach­
tungen zeigen. 

§ 7. Der allgemeine Begriff der Riemannschen FHiche. 
Wahrend die Riemannschen Flachen, wie wir sie anfanglich ein­

fUhrten, iiber der Zahlenebene oder der Zahlenkugel ausgebreitet ge­
dacht waren, sind wir, urn ihre Zusammenhangsverhaltnisse zu ver­
anschaulichen, darauf gefiihrt worden, sie beliebigen stetigen Defor­
mationen zu unterwerfen und so durch im Raume gelegene geschlossene ge­
kriimmte Flachen zu ersetzen. Diese dienten bisher lediglich den Zwecken 
der Analysis situs; wir wollen jetzt aber zeigen, daB sie auch im Sinne 
der konformen Abbildung als "Riemannsche Flachen" dienen konnen. 

Urn dies naher auszufUhren, setzen wir voraus, G sei eine im ge­
wohnlichen Raume gelegene Flache, auf der sich eine Anzahl von 
Teilgebieten derart abgrenzen laJ3t, daB jeder Punkt von G in mindestens 
einem der Teilgebiete liegt und daB die Punkte eines jeden Teilgebietes 
sich durch zwei reelle Koordinaten x, y festlegen lassen, wobei der 
Punkt x, y ein schlichtes Gebiet der xy-Ebene durchlauft. Das Linien­
element ds sei durch den Ausdruck 

(I) ds 2 = Edx2 + 2 Fdxdy + Gd y 2 

gegeben; hierbei sind E, F, G Funktionen von x und y, deren Gestalt 
natiirlich von den zugrunde gelegten Koordinaten x, y abhangt. Wir 
setzen voraus, daB sie stetige partielle Differentialquotienten besitzen, 
und erinnern an die aus der Differentialgeometrie bekannte Tatsache, 
daB iiberall 
(2) EG -P> 0 
gilt. 
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Es seien nun u = u (x, y) und v = v (x, y) zwei mit stetigen par­
tiellen Ableitungen versehene reelle Funktionen von x und y, deren 
Funktionaldeterminante u",vy - uyv", an einer Stelle in G nicht ver­
schwindet. Dann lassen sich u und v in einer hinreichend kleinen Um­
gebung dieser Stelle ebenso wie x und y als Koordinaten der Flachen­
punkte verwenden, so daJ3 diese Umgebung umkehrbar eindeutig und 
stetig auf ein schlichtes Gebiet der uv-Ebene abgebildet erscheint. 
Offenbar ist diese Abbildung dann und nur dann winkeltreu, wenn das 
Quadrat des Linienelementes, in u, v geschrieben, die Gestalt 

(3 ) 

annimmt, wobei A eine positive stetige Funktion von u und v bedeutet. 
Indem wir auf G einen bestimmten Umlaufssinn einfiihren 1, konnen 
wir es durch geeignete Vorzeichenbestimmung von u und v stets so 
einrichten, daJ3 die winkeltreue Abbildung auch den Umlaufssinn er­
halt. Wir nennen dann den komplexen Ausdruck u + iv = ?; eine in der 
Umgebung der betrachteten Stelle analytische Funktion oder kurz eine 
analytische Funktion auf der Flache. 1st u* + iv* =?;* eine andere 
Funktion auf der Flache, so haben wir offenbar wegen der Konformitat 
der Abbildung der ?;-Ebene auf die ?;*-Ebene in ?;* eine analytische 
Funktion der komplexen Variablen ?; im gewohnlichen Sinne vor uns; 
mit anderen Wort en : Zwei beliebige nicht konstante analytische Funk­
tionen auf einer Flache G sind analytische Funktionen voneinander. 1m 
Spezialfall der eben en tiber der z-Ebene ausgebreiteten Riemannschen 
Flachen (E = G = 1, F = 0) liegt die Sache einfach so, daJ3 z und ?; 
Funktionen auf der Flache sind; unsere allgemeine Auffassung beseitigt 
die Sonderstellung der unabhangigen Variablen gegeniiber der abhangigen. 

Wir formen die Bedingung (3) urn, indem wir du = uxdx + uydy, 
dv = v",dx + vydy einsetzen und dann mit (1) vergleichen. So erhalten 
wir die drei Bedingungen 

(4) E = A (u x2 + V ",2) , 

(5) 

(6) 
aus denen sofort 

(7) 

F = A (u", U y + v", v y ), 

G = A(U/ + v,/) , 

folgt, wobei die Wurzel mit dem Vorzeichen der GroJ3e u",v y - uyv", zu 
nehmen ist (denn A ist seiner Definition nach positiv). Durch Elimination 
von A aus (4) und (5) mit Hilfe von (7) erhalten wir zwei Gleichungen, 

1 Dies geschieht zunachst in der Umgebung der betrachteten Stelle durch 
willktirliche Festsetzung. Soll die Ausdehnung dieser Festsetzung nach dem Prinzip 
der Stetigkeit tiber die ganze Flache G hin widerspruchsfrei moglich sein, so mul3 
G eine orientierbare Flache sein. 
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die in den Gr6Ben u Y ' Vy linear sind und, nach ihnen aufge16st, die Be­
ziehungen 

E 

ergeben, die wir unter Benutzung von (6) auch schreiben k6nnen 

f u~ = 
EVy-Fv. 

v~= -
Euy - Fu. 

W w 
(8) 

Fvy - Gv. 
oder 

F u. - Gu. t u - Vy =-y- W W 

Diese Gleichungen haben fiir die Funktionen auf der FHiche ge­
nau dieselbe Bedeutung wie die Cauchy- Riemannschen Differential­
gleichungen fUr· die analytischen Funktionen einer unabhangigen 
komplexen Variablen. In der Tat gehen sie in diese fiir E = G = 1, 
F = 0 iiber. Setzen wir auch die Existenz stetiger zweiter partieller 
Differentialquotienten der Funktionen u und v voraus, so folgern wir 
aus (8), daB u und v L6sungen der partiellen Differentialgleichung von 
BELTRAMI 

(9) L1 w = ~_ (~ G Wx - F w. + ~ E Wy - F Wx) = 0 
W ox W oy W 

sind, welche das Analogon zur Potentialgleichung fUr un sere Flache 
darstellt. Daher nennt man die L6sungen dieser Gleichung Potentiale 
aUf der Flache. Zwei Potentiale u, v, welche durch die Beziehungen (8) 
aneinander gebunden sind, heiBen konfugiert. AIle unsere friiheren 
auf ebene Str6mungen beziiglichen Oberlegungen iibertragen sich mit 
Hilfe der eben entwickelten Begriffe unmittelbar auf unsere Flache G; 
insbesondere lassen sich zwei konjugierte Potentiale durch die Strom­
linien und die Niveaulinien einer Str6mung auf der Flache veran­
schaulichen. Die Greensche Formel und die Satze iiber das Dirichlet­
sche Integral bleiben ebenfalls erhalten, wenn wir unter D [cp, "p] das 
Integral 

D [cp, "p] = SS E CPu '/fJy - F (CP.'/fJ.: CPu '/fJ.) + G CP.'/fJ. dxdy 

verstehen. AIle diese Tatsachen beweist man leicht, wenn man be­
achtet, daB die hier gebildeten Ausdriicke gegeniiber beliebigen um­
kehrbar eindeutigen stetigen Transformationen der Koordinaten und 
ihrer Ableitungen invariant bzw. kovariant sind, daB stets das Quadrat 
des Linienelementes von G die Form ds 2 = )'(du2 + dv 2) annimmt, 
wenn wir zwei konjugierte Potentiale u, v auf der Flache als Koordinaten 
einfiihren, und daB fUr diese Koordinatenwahl un sere Ausdriicke in die 
friiher von uns behandelten iibergehen. 
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Auf Grund dieser Vorstellungen ergibt sich ohne wei teres eine Aus­
dehnung der friiher entwickelten Abbildungs- und Existenztheoreme 
auf Gebiete G, die auf beliebigen krummen FHichen im Raum aus­
gebreitet sind, da man die Umgebung jedes Punktes von G in der eben 
geschilderten Art konform auf einen schlichten ebenen Bereich ab­
bilden kann. Dabei darf der Bereich G sogar im Raume Singularitaten 
aufweisen. So storen z. B. Kanten, langs deren zwei stetig gekriimmte 
Flachenstiicke aneinanderstoJ3en, die Moglichkeit der konformen Ab­
bildung keineswegs, da die Ortsfunktionen E, F, G sich bei geeigneter 
Koordinatenwahl nebst ihren Ableitungen stetig iiber die Kanten hin­
weg fortsetzen. Sogar ki:irperliche Ecken, in denen drei oder mehr 
Flachenstiicke unter von Null verschiedenen Winkeln aneinander 
stoJ3en, darf der Bereich G in seinem Inneren enthalten. Denn wie man 
z. B. nach den MethQden von Kap.6, § 4 leicht feststellt, kann man 
die Umgebung der ki:irperlichen Ecke konform auf einen ebenen Bereich 
derart abbilden, daJ3 dabei der Ecke ein einzelner Punkt entspricht. 

Zum Schlusse geben wir dem Begriffe der Riemannschen Flache 
eine noch gri:iJ3ere Allgemeinheit als bisher, indem wir die Besonder­
heiten, die mit dem Wesen der Sache nichts zu tun haben, abstreifen. 
Zunachst kommt es gar nicht darauf an, daJ3 die Stellen un serer Rie­
mannschen Flache geometrisch durch Raumpunkte dargestellt werden. 
Es geniigt, eine beliebige orientierbare zweidimensionale Manniglaltig­
keit M von irgend welchen "Elementen" zugrunde zu legen, welche die 
Eigenschaft hat, sich in Teilmannigfaltigkeiten zerlegen zu lassen, inner­
halb deren die Elemente sich durch Angabe zweier reeller Koordi­
naten x, y eindeutig kennzeichnen lassen. Auf einer solchen Mannig­
faltigkeit muJ3, damit wir von konformer Abbildung reden ki:innen, 
eine M afJbestimmung lilr die " Winkel" gegeben sein. Wahrend wir bei 
den raumlichen Riemannschen Flachen einfach die natiirliche MaJ3-
bestimmung des dreidimensionalen euklidischen Raumes iibernehmen 
konnten, miissen wir hier willkiirlich eine MaJ3bestimmung vorschreiben, 
indem wir nach Festlegung eines Koordinatensystems x, y drei reelle 
stetig differenzierbare Funktionen E(x, y), F(x, y), G(x, y), die nur 
die Bedingung EG-P>O 

erfiillen miissen, willkiirlich wahlen und festsetzen, das Quadrat des 
Linienelements solIe gleich 

Edx 2 +2Fdxdy +Gd y 2 

sein. Da es uns aber nur auf die Winkel, nicht auf die Langen an­
kommt, geben wir E, F, G nicht einmal vi:illig vor, sondern nur bis 
auf einen gemeinsamen reellen von Null verschiedenen Proportionali­
tatsfaktor. Eine in dieser Weise mit einer WinkelmaJ3bestimmung 
ausgestattete zweidimensionale Mannigfaltigkeit bezeichnen wir als 
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"Riemannsche Mannigjaltigkeit". Offenbar ist eine Riemannsche Mannig~ 
faltigkeit genau in der gleichen Weise wie eine raumliche Riemannsche 
Flache geeignet, die Grundlage fUr funktionen- und potentialtheo­
retische Betrachtungen abzugeben. 

§ 8. Historische Angaben zu. den letzten Kapiteln. 
Die Theorien, denen die letzten Kapitel gewidmet sind, hangen aIle 

mehr oder weniger mittelbar mit den grundlegenden Gedanken zu­
sammen, welche BERNHARD RIEMANN (geb.1826, gest.1866) in die 
Analysis eingefuhrt haP. DaB RIEMANN das Dirichletsche Prinzip zur 
Grundlage seiner Existenzbeweise genommen hat, ist schon fruher be­
richtet worden; auch die WeierstraBsche Kritik dieses Ansatzes war 
schon erwahnt, welche zur Folge hatte, daB C. NEl!MANN und H. A. 
SCHWARZ andere Methoden ausbildeten, mit deren Hilfe ihnen der Be­
weis der wichtigsten Existenztheoreme gelang. Sie konnten die Existenz 
der Abe1schen Integrale und der algebraischen Funktionen zu einer 
gegebenen geschlossenen Riemannschen Flache sowie die Moglichkeit 
der konformen Abbildung schlichter einfach zusammenhangender, von 
einer stuckweise glatt en Kurve begrenzter Bereiche auf das Innere 
eines Kreises beweisen. Dagegen gelang es noch nicht, unendlich viel­
blattrige schlichtartige Bereiche auf schlichte Normalbereiche konform 
abzubilden, weil der Beweis fur die Konvergenz der Potentialfunktionen, 
welche die Abbildung der Naherungsbereiche leisten, damals noch un­
uberwindliche Schwierigkeiten bot. 

Vor neue Fragen sah man sich gestellt, als aus der Theorie der 
automorphen Funktionen, deren erste Anfange schon bei GAUSZ und 
RIEMANN zu finden sind 2, das Problem der Uniformisierung heraus­
wuchs. Die kuhnen Gedankengange, in denen F. KLEIN und H. POIN­
CARE Anfang der achtziger Jahre des vorigen Jahrhunderts dieses 
Problem nach den verschiedensten Richtungen hin durchdrangen, 
gaben irtsofern noch keine befriedigende Losung, als der strenge Beweis 
fur die Moglichkeit der Uniformisierung in diesen Arbeiten noch nicht 
erbiacht werden konnte. Er gelang erst viel spater, nachdem einerseits 
eine intensive Entwicklung, vor allem unter dem EinfluB von F. KLEIN, 
die Gedanken und Methoden der Riemannschen Funktionentheorie 
verbreitet und fortgefuhrt hatte, wahrend andererseits mittlerweile 
die Auffassungen WeierstraBscher Strenge in allen Fragen der Analysis 

1 Vor allem in seiner Inaugural-Dissertation "Grundlagen fiir eine allgemeine 
Theorie der Functionen einer veranderlichen complexen GroBe" (Gottingen l851) 
und in seiner Abhandlung "Theorie der Abelschen Functionen" (Journ. f. d. reine 
u. angew. Math. Bd.54, 1857). Beide Arbeiten sind wieder abgedruckt in den 
Gesammelten Math. Werken B. RIEMANNS, 2. Auf I., Leipzig 1892. 

2 Vgl. den Bericht "Zur Vorgeschichte der automorphe~ Funktionen" in Ed. 3, 
S. 577 bis 586 der Ges. Math. AbhandI. von F. KLEIN, Berlin 1923. 
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zum Allgemeingut der folgenden Mathematikergeneration geworden 
waren. Auf cler Grundlage der Neumann-Schwarzschen Methoden auf­
bauend, vermochten gleichzeitig P. KOEBE und H. POINCARE im Jahre 
1907 das wichtigste Uniformisierungstheorem (dasjenige, von dem in 
§ 4 die Rede war) zu beweisen, und von da ab hat hauptsachlich KOEBE 
diesen Fragenkreis nach allen Richtungen hin in voIlig befriedigender 
Weise behandelt 1. 

Inzwischen war das vorher verworfene Dirichletsche Prinzip von 
D. HILBERT wieder aufgenommen worden. HILBERT zeigte zunachst 
nur in einigen einfacheren Fallen, daB die Krafte der Analysis aus­
reichten, urn den Weg des Dirichletschen Prinzipes zu Ende zu gehen, 
d. h. daB es moglich ist, die Existenz des Minimums eines Integrals in 
aller Strenge zu beweisen. Aber nach diesem erst en Erfolge setzten die 
Bemiihungen vielet Mathematiker ein mit dem Ergebnis, daB nunmehr 
der Weg des Dirichletschen Prinzipes vielleicht den bequemsten Zugang 
zu der modernen geometrischen Funktionentheorie darstellt 2. 

1 Aus der groBen Reihe der Koebeschen Abhandlungen kommen vor aHem 
iiie folgenden in Betracht: "Uber die Uniformisierung der algebraischen Kmven", 
Abh. I bis IV, Math. Annalen Bd. 67 bis 75 (1909 bis 1914), "Uber die Uniformisie­
rung beliebiger analytischer Kmven", J ourn. f. d. reine u. angew. Math. Bd. 138 
u. 139 (1910 u. 1911), "Allgemeine Theorie der Riemannschen Mannigfaltig­
keiten (konforme Abbildung und Uniformisierung)", Acta math. Bd. 50 (1927), 
sowie eine Serie an verschiedenen Stellen veraffentlichter Aufsatze "Zur Theorie 
der konformen Abbildung". In diesen Arbeiten ist auch vielfach andere Litera­
tm zitiert. 

2 Flir die vorliegende Darstellung mage man foIgende Arbeiten des Verfassers 
vergleichen: "Uber die Anwendung des Dirichletschen Prinzipes auf die Probleme 
der konformen Abbildung", Math. Annalen Bd.71 (1912), "Uber die Existenz­
theoreme der Potential- und Funktionentheorie", Journ. f. d. reine u. angew. 
Math. Bd. 144 (1914), "Uber eine Eigenschaft der Abbildungsfunktionen bei kon­
former Abbildung", Gattinger Nachrichten, Jahrgang 1914 und 1922. 
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