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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Es bedarf kaum eines Wortes der Rechtfertigung, wenn neben
den schon vorhandenen funktionentheoretischen Lehrbiichern nunmehr
die Vorlesungen von ADOLF HURWITZ iiber allgemeine Funktionentheorie
und elliptische Funktionen erscheinen.

Der erste Abschnitt behandelt die allgemeine Theorie der ana-
lytischen Funktionen einer komplexen Variablen. Der Aufbau dieser
Theorie wird im Geiste der WEIERSTRASZschen Ideenbildungen auf
arithmetischer Grundlage konsequent vollzogen. Im zweiten Abschnitt
wird, ebenfalls von WEIERSTRASZ schen Gesichtspunkten aus, eine knappe,
aber recht vollstindige und iibersichtliche Einfiihrung in die Theorie
der elliptischen Funktionen gegeben.

Bei aller inneren Konsequenz des so errichteten Gebdudes kann
der Lernende sich heute mit den Gesichtspunkten der WEIERSTRASZschen
Theorie allein nicht mehr begniigen. Hieraus ergab sich der Plan, in
einem selbstindigen Anhang eine Einfithrung in den RIEMANNschen
geometrisch-funktionentheoretischen Gedankenkreis zu geben.

Das vorliegende Buch als Ganzes gibt, aus drei verhaltnismédlig
selbstindigen und fiir sich allein lesbaren Abschnitten bestehend,
einen einfithrenden Uberblick iiber die meisten wichtigen funktionen-
theoretischen Gedankenreihen. — Dem Anfinger, der dieses Buch zum
Selbststudium benutzen will, mag empfohlen werden, zugleich mit
dem ersten Abschnitt die ersten Kapitel des dritten zu lesen.

Gottingen, im Juni 1922.

Aus dem Vorwort zur zweiten Auflage.

Die vorliegende zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten
in den beiden von HURWITZ herrithrenden Abschnitten durch Verbesse-
rung und Glittung von Einzelheiten.

Eine Umgestaltung von Grund aus dagegen hat der vom Unter-
zeichneten herrithrende Abschnitt iiber geometrische Funktionentheorie
erfahren. Hierbei ist allerdings dieser Abschnitt in seinem Umfange
wesentlich angewachsen und hat sich zu einer selbstindigen Dar-
stellung entwickelt, die in ihrem Charakter von der HURWITZschen
wesentlich abweicht. So wie das Buch jetzt vorliegt, hoffe ich, daB
es als Ganzes — trotz der mit seiner Entstehung (und vielleicht der
Natur der Sache) zusammenhingenden Unhomogenitéit — demLernenden
einen lebendigen Eindruck zugleich von der Vielgestaltigkeit und der
Einheit unserer Wissenschaft vermitteln wird.

Gottingen, im Mirz 1925.
R. COURANT.



Vorwort zur dritten Auflage.

Auch in der dritten Auflage haben die von HURWITZ herriithrenden
beiden ersten Abschnitte keine Anderungen erfahren, abgesehen von
Verbesserungen und Erginzungen in Einzelheiten. Der dritte Abschnitt
jedoch ist wiederum in vielen Punkten erweitert und umgestaltet worden.
Es soll ‘dadurch erreicht werden, dal er eine wirklich vollstindig un-
abhingig von den vorangehenden Abschnitten lesbare Darstellung der
Funktionentheorie vom geometrischen Standpunkt aus gibt und auch
den Zugang zu den neueren Spezialforschungen o6ffnet. Eine kleine
Vermehrung des Umfanges war dabei nicht zu vermeiden.

Ich schulde einer Reihe von Fachgenossen fiir Ratschlige und
sonstige Mithilfe herzlichen Dank, vor allem den Herren HARALD BOHR,
CARATHEODORY und V. D. WAERDEN. Ganz besonders aber muf3 ich
an dieser Stelle Herrn Dr. WERNER WEBER fiir seine selbstlose Hilfe
bei jeder kleinen und groBen mit der Herausgabe der Neuauflage ver-
bundenen Miihe danken. Ohne diese Hilfe wire das Erscheinen des
Buches zum mindesten um viele Monate hinausgezégert worden.

Gottingen, im Oktober 1929.
R. COURANT.
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Erster Abschnitt.

Allgemeine Theorie der Funktionen
einer komplexen Veranderlichen.

Erstes Kapitel.

Die komplexen Zahlen.

§ 1. Begriff der komplexen Zahl.

Die Einfithrung der komplexen Zahlen hat ihren Grund bekanntlich
in dem Umstande, daB} die Gleichungen zweiten Grades mit reellen
Koeffizienten in zwei Kategorien zerfallen: in solche mit Losungen und
solche ohne Lésungen. Wird man in mathematischen Untersuchungen
auf die Unmoglichkeit gefithrt, gewissen Aufgaben zu geniigen, so ver-
sucht man, durch eine Erweiterung der fundamentalen Begriffe diese
Unmoglichkeit zu beseitigen. So fallt die Unmog-
lichkeit, gewisse quadratische Gleichungen aufzu-
16sen, fort, wenn wir den Bereich der reellen Zahlen
erweitern durch Einfithrung der komplexen Zahlen. ' 5

|

Um die komplexen Zahlen zu definieren, betrachten
wir die Gesamtheit aller Zahlenpaare (a, b), welche
wir durch die Punkte einer Ebene geometrisch
versinnlichen wollen (Abb. 1). Jedem solchen Zahlenpaar ordnen wir
das Zeichen

a

Abb. 1.

a -+ bt

zu, in welchem der Buchstabe ¢ zunichst nur als ein reines Symbol
anzusehen ist. Wir setzen sogleich fest, dal statt 4 4 07 einfach a ge-
schrieben werden soll, statt 0 -+ b7 einfach b7 und statt 17 einfach 7.
Die allgemeinen Zahlen a, welche wir von jetzt ab reelle Zahlen nennen
wollen, sind also als Symbole den Punkten zugeordnet, deren zweite
Koordinate Null ist. Insbesondere ist @ 4 b7 dann und nur dann die
Zahl 0, wenn a = b = 0 ist.

Den Symbolen a 4 47 geben wir nun dadurch den Charakter von
Zahlen, daB3 wir bestimmte Festsetzungen iiber das Rechnen mit diesen
Symbolen treffen. Dementsprechend werden wir von jetzt an die Sym-
-bole a + b7 als komplexe Zahlen bezeichnen. Wir nennen a den reellen

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl, 1



2 I, 1. Die komplexen Zahlen,

und b den imagindren Teil der komplexen Zahl a + b¢. Die Zahlen b7,
deren reeller Teil Null ist, heiBen rein ¢magindr. Endlich heiBt die Zahl
14 =1 die imagindre Einhedt.

Die Addition der komplexen Zahlen a + b7 und a’ + &'¢ definieren
wir durch die Gleichung

(1) (@+ b))+ (@ +Vi)=(a+a")+ (b4 ¥b)s.
Offenbar geniigt die Addition, wie im Gebiete der reellen Zahlen, dem
kommutativen und dem assoziativen Gesetze.

Uberdies ist die Addition eindeutig umkehrbar, oder, wenn wir
diese Umkehrung der Addition wieder als Subtraktion bezeichnen: die
Subtraktion ist stets in eindeutiger Weise ausfiihrbar.

Die Multiplikation von a + bi und a’ + b’ definieren wir durch
die Gleichung

2) (@ 4 bi) (@' + b'0) = (aa’ — bb') + (ad’ 4 ba')d.
Nehmen wir ¢ =a’ =0, b =0 = 1, so ist also speziell
i =12=—1.
Nimmt man b = 0, so ergibt sich
a@ +bi)= (-4 07)(a" 4 b'%) =aa’ + ab's.
Insbesondere gilt also fiir jede komplexe Zahl x
lex = x«.

Ein anderer wichtiger spezieller Fall der Definitionsgleichung (2) ist
der folgende:
(@ + bi) (@ — bi) = a® 4 b2.

Er enthilt das Gesetz der Multiplikation zweier komjugierter Zahlen.
Darunter verstehen wir zwei komplexe Zahlen, welche denselben reellen,
aber entgegengesetzten imaginidren Teil haben.

Aus der Gleichung (2) ist ersichtlich, daB (a 4 b7) (¢’ 4 b'4) die-
selbe Zahl vorstellt wie (¢" + b'7) (¢ + bz), daB also das kommutative
Gesetz fiir die Multiplikation der komplexen Zahlen gilt.

Sind ferner

a=a-+0bi, o=a +0bi, o' =a"+0b':
drei komplexe Zahlen, so ergibt eine leichte Rechnung, daB die beiden
Zahlen (xa'}e’” und «(x’a’”) identisch sind, also
(') = ofo’a’’).

Es gilt daher auch das assoziative Gesetz fir die Multiplikation. Da
der reelle und der imaginire Teil des Produktes (a - b7) (¢’ 4 8'%)



§ 1. Begriff der komplexen Zahl, 3

homogene lineare Funktionen von a’ und & sind, so gilt ersichtlich
die Gleichung
afe + o) =aa” + oo

fiir je drei komplexe Zahlen «, o', «”’; d. h. das distributive Gesetz ist
giiltig.

Nach (2) ist ein Produkt zweier komplexer Zahlen Null, wenn ein
Faktor Null ist. Aber auch umgekehrt:

Ist esn Produkt Null, so ist notwendig ein Faktor des Produkies Null.

In der Tat folgt aus

(@ 4+ bi) (@’ + b'7) =0,
daB auch
(@ —bi){a" — b'7) (a+ b2) (@' +0'4) =0

ist, oder, wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren in einem Produkt,

(@ + b3) (@ — b3)-(a’ + b'5) (@ — b'5) = (a® + b2) (a’2 4 b%) = 0.

Daher muB
a?+b2=0 oder a2+02%2=0

sein. Im ersten Falle ist a = b = 0, also der Faktor a 4 b7 = 0, im
zweiten Falle ist a'= &' = 0, also der Faktor a’ 4+ 4’7 = 0.

Endlich bemerken wir, daB die Division, mit Ausnahme der Di-
vision durch Null, eine im Reiche der komplexen Zahlen stets eindeutig
ausfithrbare Operation ist. Denn betrachten wir die Gleichung

(3) (@ + bi)x = (a’ + b'9),
so folgt aus derselben
(a® 4+ b%) 2 = (a — bi) (a’ + b'7)
und hieraus, wenn @ -+ b7 =0, d. h. a® + 5% &= 0 ist,
1 N
x:l-x:—(uz—l—lﬂ)x:m(a—bi) (@' + b'1).

Dieser Wert von x befriedigt auch wirklich die Gleichung (3), welche
demnach stets eine und nur eine Losung zulaBt.
Die Gleichungen

(@—0bi)+ (@ —bi)=(a+a)—(b+ V)7,
(@ — bi) (@ — b'5) = (aa’ — bY) — (ab’ + ba') i

zeigen, wenn man sie mit (1) und (2) vergleicht, daBl die Summe bzw.

das Produkt zweier komplexer Zahlen in den konjugierten Wert iiber-

geht, wenn man die Summanden bzw. die Faktoren des Produktes

durch ihre konjugierten Werte ersetzt. Oder in anderer Ausdrucks-

weise: Ordnet man jeder komplexen Zahl ihre konjugierte Zahl als

Bild zu, so entsteht dadurch eine Abbildung des Systems aller kom-
1*
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plexen Zahlen auf sich selbst von der Eigenschaft, daB Gleichungen
von der Form
atf=y, a—f=y, af=y

bestehen bleiben, wenn man die in ihnen vorkommenden Zahlen durch
ihre Bilder ersetzt. Daraus folgt dann sofort, daB {iberhaupt jede Glei-
chung zwischen komplexen Zahlen, deren beide Seiten durch aus-
schlieBliche Anwendung der Operationen der Addition, Subtraktion
und Multiplikation gebildet sind, bestehen bleibt, wenn man jede der
komplexen Zahlen durch ihre konjugierte Zahl ersetzt.

§ 2. Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen.
Sitze iiber den absoluten Betrag.

Die komplexen Zahlen lassen sich nach § 1 den Punkten einer Ebene
umkehrbar eindeutig zuordnen, indem man der komplexen Zahl

o=a- bz

den Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten 4, b entsprechen 148t.
Zur Vereinfachung werden wir in der Folge den Punkt, welcher einer
komplexen Zahl « entspricht, ebenfalls mit « benennen. Die Ebene,
durch deren Punkte wir die komplexen Zahlen reprisentieren, nennen
wir die komplexe Zahlenebene. Der Koordinatenanfangspunkt, welcher
der Zahl Null entspricht, heiBe der Nullpunki.

Die Entfernung » des Punktes o« vom Null-

% punkt ist (Abb. 2)

/ b r = Ya* + b = V(a + bi) (a — bi).
2 Diese GroBe wird der absolute Betrag der
0‘ a komplexen Zahl a genannt und nach WEIER-
Abb. 2. STRASZ mit |o| bezeichnet. Diejenigen Zahlen,

welche einen und denselben absoluten Betrag » be-

sitzen, werden offenbar durch die Punkte einer Kreislinie mit dem Null-
punkt als Mittelpunkt und dem Radius 7 reprisentiert. Die einzige
komplexe Zahl, deren absoluter Betrag 0 ist, ist die Zahl 0. Ferner
beweisen wir leicht:

Der absolute Betrag der Differenz oo — o’ 1st die Enifernung der beiden
Punkte o und o' :

Ist nimlich a = a 4 b7, &’ = a’ 4 b'7, so wird

o—a =(a—a)4+ (b—0b)<
und folglich
o —a'| = Yla—a)F + (b —b).
Einige weitere wichtige Sitze {iber die absoluten Betrige erhalten
wir durch folgende Betrachtungen.
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Bezeichnen wir den reellen Teil der komplexen Zahl « mit Re, den
imagindren Teil mit J o ! so ist

o] = V(3o + Fo?
und demnach
(1) Roe < Jaf, [Ra|=af,
Saslal, |Su|<|al.
Die Richtigkeit dieser Ungleichungen leuchtet auch geometrisch sofort
ein: In dem rechtwinkligen Dreieck von Abb. 2 ist jede Kathete
hochstens von der Linge der Hypotenuse.

Bezeichnen wir mit «, § zwei komplexe Zahlen, mit g, ,6 die zu
ihnen konjugierten Zahlen, so ist

o = Yoz, |81~ VBB, |ap|= Vi) ) = Voux
und folglich

2) jap]=]a] B
Ersetzen wir hier « durch (6 =+ 0), so kommt, i; ﬂ} \-;“‘ﬁi[und
daraus |
ESNLI]
B) BT 18

Die Gleichung (2) 1aBt sich leicht auf ein Produkt afy --- 4 von
beliebig vielen komplexen Zahlen ausdehnen; fiir ein solches Produkt gilt

laBy -2l =]a|-|B]-|y]--- 1]

und speziell, wenn alle Faktoren einander gleich angenommen werden,

|on] = || n=123,..).
Nunmehr vergleichen wir den absoluten Betrag einer Summe
o+ |

mit den absoluten Betrigen |« | und |8| der Summanden. Es sei zu-
nichst « + f 4 0. Wegen

1=
o

8

ist dann
_ x 4
1—9‘{;——4—% T

also nach (1) und (3)

L Bt el 1Bl
L ey Sl ey e PR T Py
endlich
4) lo + B < la] + | B].

Im Falle o 4+ 8 = O besteht dieselbe Beziehung trivialerweise.

1 Dlese Bezelchnungen sollen auch im folgenden beibehalten werden.
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Die sehr hiufig zu brauchende Ungleichung (4) hat eine einfache

geometrische Bedeutung. Betrachten wir nimlich die drei Punkte (Abb. 3)
0, @, «+p,

so bedeutet |o 4 f| die geradlinige Entfernung des Punktes o 4 f

vom Punkte 0, wihrend | « | die Entfernung des Punktes « vom Punkte 0

und |B]| die Entfernung des Punktes « vom Punkte o 4 f darstellt.

Die Ungleichung (4) besagt also, daB die Summe der beiden letzteren
Entfernungen mindestens so groB3 ist wie die

o8 erstgenannte Entfernung.
3 Ersetzen wir in (4) die Zahl « durch die
Zahl oo — f, so kommt
A o] < foo— B[+ 18]
g und hieraus
ADD. 3. |« — Bl =[] — 8]

Indem wir — g fiir 8 schreiben, gewinnt die vorstehende Unglei-
chung wegen | — fg| = || die Gestalt
(5) o+ 8] =[] — [B]-

Nach (4) und (5) liegt also der Wert von |« + B| stets zwischen
den beiden Grenzen |o| — || und |a| 4 |B].

Der Winkel ¢ zwischen der Halbachse der positiven reellen Zahlen
und der Richtung vom Nullpunkt zur komplexen Zahl o« wird Winkel,
Arkus oder Amplitude von o genannt und mit arc « bezeichnet. Offen-
bar ist (Abb. 2)

a=rcosp, b=rsing, a=a-+ bi=7(cos @+ ¢sin ¢).
o  Dieser Darstellung von a werden wir noch

1 spater begegnen (S. 73).

f Wir wollen nun noch kurz die geometrischen

Konstruktionen besprechen, welche der Addition

6 und der Multiplikation der komplexen Zahlen ent-
sprechen. :

Sind o und «' zwei Punkte in der komplexen

z ;a der Mittelpunkt ihrer

Abb. 4.

Zahlenebene, so ist
Verbindungsstrecke; Wenn daher
wta =f+f
ist, so bilden die Punkte o, o', B, f’ die Ecken eines Parallelogramms
(Abb. 4). Um also aus «, o', §
=uto—p
zu konstruieren, erginze man das Dreieck faa’ zum Parallelogramm

foapf'e’, dann ist die § gegeniiberliegende Ecke f’ der zu konstruierende
Punkt. Wihlt man 8 = 0, so ist hierin die Konstruktion fiir die Summe
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o + o' enthalten; wihlt man «’ = 0, so hat man die Konstruktion fiir
die Differenz o — f.

Betrachten wir nun in der komplexen Zahlenebene zwei Dreiecke
aa’e’” und §B'F" (Abb. 5), so sind diese dhnlich, wenn

o' —a B’ —§
“N — - ﬁ// — ﬂ
ist. Denn zunichst folgt aus der vorstehenden Gleichung, indem man

beide Seiten um 1 vermindert,

a/ _ a/l ﬂ/ — ﬂ//
—a F—§

und, indem man zu den absoluten Betrigen iibergeht,

|0 = a: o —aft]a’ —a”| = | — B[:|B" — B|:|B'— B"],

d. h. die Seiten des Dreiecks a «'a’’ sind proportional den Seiten des
Dreiecks g 'f"”. Eine nihere Betrachtung, die wir

14
iibergehen, zeigt, daB die beiden Dreiecke o o’’’ und
B B’ gleichorientiert sind; d. h. wenn der Punkt o’ .
zur Linken der Durchlaufungsrichtung o o’ liegt, so T
liegt auch der Punkt §’* zur Linken der Durchlaufungs- &
g
/ ﬂll
o

richtung ', und wenn der Punkt «'’ zur Rechten

der Durchlaufungsrichtung «o’ liegt, so liegt auch

der Punkt " zur Rechten der Durchlaufungsrich-

tung 4.1 i
Sind fiinf der Punkte o, «, o, 8, B, B, etwa Abb. 5.

die ersten fiinf, gegeben, so kann man hiernach den sechsten

B =B+ —p% =2

leicht konstruieren. Man hat nur nétig, iiber 8 8 ein Dreieck 8 '8’ zu
errichten, das dhnlich und gleichorientiert mit dem Dreieck « oo’ ist.
Nehmen wir speziell

=0, =1, a=0,

so erhalten wir eine Konstruktion fiir den Quotienten —“;’, wihrend der
Annahme *
=0, a=0, o« =1

eine Konstruktion fiir das Produkt §'«’" entspricht.

—
1 Nimmt man an, daB der Punkt ¢ zur Linken der positiven Richtung 01
der Achse der reellen Zahlen liegt, so liegt o zur Linken oder zur Rechten der

o — o
Durchlaufungsrichtung o «’, je nachdem der imaginare Teil des Bruches o

positiv oder negativ ist.
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§ 3. Konvergente Zahlenfolgen. Die Zahlenkugel.
Eine unendliche Folge komplexer Zahlen
oy =ay + bit, ay=ay+ byt, ..., a,=a,+ b,?,

wollen wir konvergent nennen, wenn jede der beiden Folgen reeller
Zahlen

) jal,az,...,an,...;
| &y, by, .., by,
konvergiert!l. Es sind dann
lima,=a, limbd,=1b
n-—>»co n-» o
bestimmte endliche Zahlen. Wir nennen o« = a 4 b7 die Grenze oder den
Limes der Zahlenfolge o, oy, ..., %,, ... und schreiben

lim «, = o.
n->»co

Jede unendliche Zahlenfolge, die nicht konvergent ist, heiBt divergent.
Die Folgen (1) sind bekanntlich dann und nur dann konvergent,
wenn zu jeder beliebig klein vorgeschriebenen positiven Zahl & der
Index # so bestimmbar ist, daB
(2) lay —a,] <e und b, —b,|<e
ist, falls nur %2 und % gréBer als # sind.

Hieraus werden wir jetzt den Fundamentalsatz der Konvergenz fiir
das komplexe Zahlgebiet ableiten:
Die Zahlenfolge

Ayy Koy o v vy Ky, oo
st imamer und nur dann konvergent, wewn zu jedem positiven & der In-
dex n so gewdhit werden kann, daf
[, — o] < e
ist, sobald k und h gréfer als n sind.
Offenbar ist dies eine nofwendige Bedingung; denn aus (2) folgt

l“k_“hl = V(“k““h)z‘f‘ (b — ba)? < VEE:

und Y2 kann ebenso jede beliebige positive Zahl darstellen wie &
selbst. Die Bedingung ist aber auch hinreichend; denn aus

o~ oa] = Y (@ — @n)* + (b — bp)% <&
folgt
|a, —a] <& und |b,—b,|<e,
d.h. das Bestehen der Ungleichungen (2).

1 Definitionen und einfache Tatsachen aus der Theorie der unendlichen Folgen
reeller Zahlen und Reihen mit reellen Gliedern werden als bekannt vorausgesetzt.

Man vergleiche etwa das Lehrbuch von Kwnopp: Unendliche Reihen. 2. Aufl.
Berlin 1924.
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Wir bemerken hier sogleich, daBl die Bedingung des Fundamental-
satzes der Konvergenz schon erfiillt ist, wenn nur zu jedem positiven &
der Index # so gewahlt werden kann, dal

“xk - 0(n| <e
ist, falls £ > » ist. Denn ist letztere Bedingung erfiillt, so kénnen wir

zu% den Index # so bestimmen, daf3
£ e
]ock—ocn[<§, |oc,,—oc”[<—2—
ist, wenn & und % zwei beliebige Indizes > # bedeuten. Dann ist aber
“xk—“nl = I(“k— %,) + (o, — %)\
& &
glmk—*‘xni + !mh—arL1<§+§:8:

also wirklich die Bedingung des Fundamentalsatzes der Konvergenz
erfillt.

An die Definition der konvergenten Zahlenfolgen kniipfen wir
nun noch eine weitere Definition.

Kann bei einer Zahlenfolge

Og, Oy, «vvy Oy s e

zu jeder beliebig groB gewihlten positiven Zahl G der Index » so be-
stimmt werden, daB3

|o| > G

ist, sobald & > # ist, so wollen wir
sagen, die Zahlenfolge habe die
Grenze Unendlich. Wit driicken
dies durch die Gleichung

lim a, = oo

n—>»
aus. Um fiir das hierdurch ein-
gefiithrte Symbol co ebenfalls eine
geometrische Darstellung zu er-
halten, stellen wir folgende Uber-
legung an:

Wir betrachten eine Kugel, deren Mittelpunkt sich senkrecht iiber
dem Nullpunkt der komplexen Zahlenebene befindet. Diese selbst denken
wir uns horizontal liegend und die Kugel im Nullpunkte berithrend
(Abb. 6). Verbinden wir den hé&chsten Punkt N der Kugel mit dem
Punkte o der komplexen Zahlenebene geradlinig, so schneidet die Ver-
bindungsgerade die Kugeloberfliche auBer in N noch in einem weiteren
Punkte, den wir ebenfalls o« nennen wollen. Diese Konstruktion, welche
jedem Punkte der Ebene einen bestimmten Punkt der Kugel zuordnet,

Abb. 6.
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nennt man stereographische Projektion. Jede komplexe Zahl o findet
nun auf diese Weise einen ihr entsprechenden Punkt « der Kugel. Um-
gekehrt entspricht, mit Ausnahme des Punktes N, jedem Punkte der
Kugel eine bestimmte komplexe Zahl. Und nun wollen wir festsetzen,
daB der Punkt N als Reprisentant des Symboles co angesehen werden
und dementsprechend Punkt oo heiflen soll.

Betrachten wir eine Zahlenfolge o, o, . .., a%,, ..., fir die

lima, = o©

n > co
ist, so nihern sich die Punkte oy, s, . . ., oy, . . . der Kugel mit wachsen-
dem Index immer mehr dem Punkte N, wihrend die entsprechenden
Punkte der Zahlenebene immer weiter vom Nullpunkt abriicken. Es
entspricht also der Punkt N dem unendlich Fernen der Zahlenebene.
Deshalb sprechen wir zuweilen kurz vom umnendlich fernen Punki der
Zahlenebene, worunter wir uns dann aber immer den Punkt oc der
Zahlenkugel vorzustellen haben?.

Der Vollstindigkeit halber wollen wir hier die Formeln kurz ab-
leiten, die zwischen den Koordinaten des Punktes (x, y) der Zahlenebene
und den Koordinaten des entsprechenden Punktes (&, #, {) der Zahlen-
kugel bestehen. Wir nehmen den Nullpunkt der Zahlenebene als Anfangs-
punkt und lassen die positive Z-Achse mit der Richtung ON zusammen-
fallen.

Der Radius der Kugel heile 4. Dann ist die Gleichung, welche
ausdriickt, dafl der Punkt (&,#, {} auf der Kugeloberfliche liegt,

& 424 (L — a)? = a?
oder
B p?=2al — 2
Liegen nun der Punkt N (0, 0, 2 @), der Punkt (£, %, {) der Kugel und
der Punkt (x, y, 0) der Zahlenebene in einer Geraden, so ist
¥x=—0__y—0_ 0~ 2a
E—0 n—0 ¢—2a’

d. h.
2a ¢ 2an

x=2a—C’ y=2a—C'

Hieraus folgt
_ e+ _ 4a2¢
22 4 92 =442 @a—0F —2a—¢"
Es driicken sich also x, ¥ und x2 4+ y? durch folgende Formeln ver-
moge &, 7, { aus:

_ 2a§ _ 2anq X
(3) x—m’ y_2a—{" x2+y2_2a—c—4ﬂ2'

1 Diese der Funktionentheorie angemessene Auffassung des unendlich Fernen
der Ebene als eines Punktes steht in charakteristischem Gegensatz zu der Auf-
fassung der projektiven Geometrie, in welcher bekanntlich das unendlich Ferne
der Ebene als eine Gerade angesehen wird.
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Umgekehrt folgt:
4a%x 4a2y 8 ad
P 1T e Ay

Betrachten wir in der Zahlenebene diejenigen Punkte, welche der
Gleichung
4) A2+ y) 4+ Bx+Cy+D =0
geniigen, so bilden dieselben eine Kreisperipherie oder, falls 4 = 0
ist, eine Gerade. Der Kiirze halber werden wir jede Gerade in der kom-
plexen Zahlenebene auch als Kreis (mit unendlichem Radius) bezeich-
nen, so daB also die vorstehende Gleichung (4) in jedem Falle einen
Kreis in der Zahlenebene definiert.

Den Formeln (3) zufolge geniigen die Koordinaten &, 7, der
Gleichung

{=2a—

8 ad 2a& 2an
Ay —4a) + B =5 +C5 e+ D=0
oder
(5) 2aB&+2aCn+ (4a%?4A — D)+ 2aD =0,

wenn x und y der Gleichung (4) geniigen. Die Gleichung (5) stellt eine
Ebene vor, wenn &, 7, { als laufende Koordinaten angesehen werden.
Da eine Ebene die Kugel in einem Kreise schneidet, so folgt:

Jedem Kreise in der Zahlenebene entspricht ein Kreis auf dey Zahlen-
kugel.

Der Satz darf offenbar auch umgekehrt werden, da die Koeffi-
zienten 4, B, C, D so gewihlt werden kénnen, dal die Gleichung (5)
eine beliebige Ebene darstellt. Also:

Jedem Kreise auf dey Zahlenkugel entspricht ein Kreis in der Zahlen-
ebene.

Diejenigen Kreise der Kugel, welche durch den Punkt oo hindurch-
gehen, entsprechen den Geraden der Zahlenebene. Daher sagen wir, da
eine Gerade ein Kreis sei, welcher durch den unendlich fernen Punkt
der Zahlenebene hindurchgeht.

Die leicht beweisbare Tatsache, daB die stereographische Projektion
eine konforme Abbildung der Ebene auf die Kugel darstellt, d. h. daB
der Winkel zwischen zwei Kurven in der Ebene derselbe ist wie der
Winkel zwischen den entsprechenden Kurven auf der Kugel, sei hier
nur beildufig erwéhnt.

§ 4. Hiufungswerte unendlicher Zahlenmengen.

Bezeichnet ¢ eine positive Zahl, so wollen wir unter der Umgebung ¢
eines im Endlichen liegenden Punkies o der komplexen Zahlenebene
die Gesamtheit derjenigen Punkte z verstehen, welche der Bedingung
|2 — a| < & geniigen. Diese Punkte erfiillen das Innere eines Kreises
mit dem Mittelpunkt o und dem Radius e. Die Zahl ¢ nehmen wir als
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Maf der GréBe der Umgebung. Auf der Zahlenkugel bilden die Punkte
einer Umgebung des Punktes a das Innere eines um den Punkt « sich
legenden Kreises, der sich mit abnehmendem & immer mehr auf den
Punkt o zusammenzieht, aber im allgemeinen nicht den Punkt « zum
Mittelpunkt hat.

Unter der Umgebung ¢ des unendlich fernen Punktes wollen wir die

. . . 1
Gesamtheit derjenigen Punkte z verstehen, die der Bedingung |z|>
geniigen. Diese Punkte erfiillen das AuBere eines Kreises mit dem Mittel-
punkt 0 und dem Radius % Auch hier nehmen wir ¢ als MaB fiir die

GroBe der Umgebung. Auf der Zahlenkugel stellt sich die Umgebung &
des unendlich fernen Punktes als das Innere eines Kreises dar, der um
den Punkt co der Kugel abgegrenzt ist und um so kleiner wird, je
kleiner ¢ ist.

Wir betrachten nun eine Menge 2" von unendlich vielen komplexen
Zahlen. Dieselbe wird geometrisch durch eine Menge von unendlich
vielen Punkten der Zahlenebene oder der Zahlenkugel dargestellt,
welche wir ebenfalls mit 2" bezeichnen wollen. Dabei wollen wir nicht
ausschlieBen, dafl unter den Zahlen der Menge X' sich gleiche finden,
und rechnen in diesem Falle einen und denselben Punkt der Punkt-
menge mehrfach zu.

Die Punktmenge 2 auf der Zahlenkugel bildet eine Punktmenge im
dreidimensionalen Zahlenraum, in welchem unsere Kugel liegt. Die
Héufungsstellen dieser Punktmenge X' sind gewisse Punkte der Kugel.

Wenn « eine solche im Endlichen oder Unendlichen gelegene Hau-
fungsstelle ist!, so liegen in jeder noch so kleinen Umgebung von «
unendlich viele Punkte der Menge X. Wir kénnen daher aus X' eine
Zahlenfolge

Oy, Olg, Olg, -« + 5 Olpy « - o
so herausheben, daf3

limo, = a

n—> oo

ist. Daher nennen wir « auch einen Hiujungswert der Zahlenmenge 2.
Wir kniipfen an diese Betrachtung noch folgende Sitze:
Liegt eine Zahlenfolge

Og, Olgy + v vy Oy v e e
vor mit der Grenze «, so daf also
lima, = «
> o
ist, so besitzt die aus den Punkien oy, oy, ..., &,, ... bestehende Punki-
menge nur die Hiufungsstelle o.

1 Jede beschrankte unendliche Punktmenge auf einer Geraden, in einer Ebene
oder im Raum hat bekanntlich mindestens eine Haufungsstelle.
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Umgekehrt :

Besitzt etne Punkimenge der Zahlenkugel nur eine Hiufungsstelle «,
so ist die entsprechende Zahlenwmenge abzihlbar, lift sich also in eine
Reihenfolge

P P N
bringen, und es ist dann
lima, = o.
n—>» co

Wir wollen den letzten Satz unter der Annahme beweisen, daB} die
eine Hiufungsstelle « im Punkte co liegt. Man erkennt leicht, dafl die
Schliisse, die wir in diesem Falle machen, auch fiir jeden beliebigen
Wert von o anwendbar bleiben.

Es liege also eine unendliche Punktmenge 2 vor mit der einen
Hiufungsstelle co. Betrachten wir irgendeine Umgebung ¢ des Punktes oo,
so kénnen auBerhalb derselben nur endlich viele Punkte von 2 liegen.
Im anderen Falle wiirde nimlich eine von oo verschiedene Haufungs-
stelle von 2 existieren. In der komplexen Zahlenebene wird die Um-
gebung & durch das AuBlere des Kreises mit dem Mittelpunkt 0 und dem

.1 . . . .
Radius e dargestellt. Im Inneren eines solchen Kreises liegen also immer

nur endlich viele Punkte von 2.

Wir beschreiben nun um den Nullpunkt eine Reihe von Kreisen,
deren Radien nach irgendeinem Gesetze ins Un-
endliche wachsen, und zerlegen dadurch die Ebene
in die Stiicke I, II, III, ..., welche, abgesehen
vom ersten, lauter Kreisringe sind (Abb. 7).

Diesen Stiicken entsprechend teilen wir die
Punkte von X'in Gruppen (I), (II), (III), .. . ein,
indem wir in jede Gruppe diejenigen aufnehmen,
welche in dem betreffenden Stiicke liegen. Jede
einzelne Gruppe enthilt nur eine endliche Zahl Abb. 7.
von Punkten. Diese ordnen wir immer irgendwie,
doch so, daB diejenigen voranstehen, welche dem Nullpunkte naher
liegen.

Auf diese Weise erkennen wir, dal3 die Zahlen von X sich in eine
Folge

0y, Oy, Olg, Oy, - - -
bringen lassen, und zwar derart, daf}
[“1!§ [“2{§|°‘3t§ !“4|§"'

und lima, = co ist. Dies war aber zu beweisen.
7n—>» o0
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§ 5. Konvergenz der Reihen mit komplexen Gliedern.
Die Reihe
(1) W+ Wy Wyt w0,
deren allgemeines Glied
W, = U, + 10,

eine komplexe Zahl ist, heiBit konvergent, wenn

lim (wy, +wy, +~w; 4+ ---4w,) =s

n—>» o
einen bestimmten endlichen Wert vorstellt, wenn also die Folge der
Teilsummen
$; =Wy, Sg=W; + Wy, S3=w;+ wy+ wg,...

eine konvergente Zahlenfolge bildet. Die Zahl s heiBt dann die Summe
der Reihe (1). Die Reihe (1) konvergiert daher dann und nur dann,
wenn die beiden Reihen

“1+“2+"'+”n+"':
(2T i 2% SRS S S
konvergieren; sind # und v ihre Summen, so ist s = # 4 7v.
Jede Reihe, die nicht konvergent ist, heiBt divergent.

Wendet man den Fundamentalsatz der Konvergenz auf die Zahlen-
folge s, s3, S5, ... an, so folgt das allgemeine Konvergenzkriterium:

Die unendliche Reihe
Wyt wy Wyt w, e

konvergiert dann und nur dann, wenn zu jedem positiven & der Index n
so bestimmt werden kann, daf die Ungleichung

2)

’wn+1+wn+2+"'+wn+k’<5

fir jede natiivliche Zahl k erfiillt istl.

Wir wollen nun eine konvergente Reihe (1) wnbedingt konvergemt
nennen, wenn sie bei beliebiger Umstellung der Glieder konvergent
bleibt und ihre Summe nicht 4ndert. Fiir die unbedingte Konvergenz
ist notwendig und hinreichend, da8 die Reihen (2) unbedingt konvergent
sind, und dies ist bekanntlich dann und nur dann der Fall, wenn die
Reihen

(3)

konvergieren.

la |+ g + oo g | 4o
loa| + oa| + o A v, + -

! Insbesondere ist also notwendig, daB w, mit wachsendem » gegen 0 kon-
vergiert.
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Da nun
|0, | = Vo2 4 0,2 = |y + 10, | < [, | + |0,
ist, so konvergiert mit den Reihen (3) zugleich die Reihe
@) foy| +]wp [+ o, [+

Da ferner sowohl | u, | als auch | v, | nicht gréBer als

|wnl = lfunz'i—vng

ist, so konvergiert mit der Reihe (4) auch jede der beiden Reihen (3).
Wir haben also erhalten:

Eine Rethe w, + wy + -+ w, + -+ Ronvergiert stets und nuy
dann unbedingt, wenn sie ,,absolut’* konvergiert, d. h. wenn die Reihe der
absoluten Betrige

g | - g | | -
konvergiert.

Aus der Reihe (1) kann man in mannigfaltiger Weise eine unendliche
Anzahl von Reihen

wa,+wa2+wa3+"':
wg, + wp, +Wp, + -0

(5) w, +w, +w, +--,

derart bilden, daB jedes Glied w, der urspriinglichen Reihe in einer
und nur einer der neuen Reihen, und zwar einmal, auftritt. Beispiels-
weise wiirde

w, +w, +w, +w, Fwy A+,

wy +ws +wy + W+,

Wy +wy +w A+,

Wy + Wiy 00,

W5+,
eine derartige Zerlegung der Reihe (1) in unendlich viele Reihen sein.
Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen, den wir als Doppel-
rethensatz bezeichnen werden:

Wenn die Rethe (1) absolut konvergiert und die Summe s besitzt, so
konvergiert auch jede der Reihen (5) absolut. Werden die Summen dieser

Revhen mit sy, Sy, Sy, . . . beziiglich bezeichmet, so kowvergiert auch die
Reihe
(6) S+ Syt s3+-e-

absolut, und thre Summe ist s.



16 I, 1. Die komplexen Zahlen,
Die Reihe
|wa, | + |@e,| + |wa,| + -
ist konvergent, weil ihre Teilsummen unterhalb der endlichen Zahl
S =|w |+ [w, |+ |wy| + -

bleiben. Die erste der Reihen (5) ist daher absolut konvergent; und in
gleicher Weise folgt, daB jede einzelne der Reihen (5) absolut konvergiert.

Es sei nun
slzwa1+wa,+waa+"':
s2=wﬁ1+wﬁ2+wﬂa+“"
S3 =Wy, +w,, +w,, + -+,
Dann wird

S=(s1+ S+ +sy) =W, +w,+

sein, wo 5, #,, . . . diejenigen Indizes bedeuten, die in den ersten m
Reihen (5) nicht auftreten. Ist nun # eine beliebig angenommene natiir-
liche Zahl, so werden fiir geniigend groBe Werte von  die Glieder w;,
Wy, ..., W, in den ersten m Reihen (5) vorkommen und also #,, %,, . . .
iber # liegen. Dann ist also

[s—= (1t 4+ ) | S @npa |+ |©n o] + -0 =74,
wo 7, den n-ten Rest der Reihe
lwll+iw2|+lw3’+"'

bezeichnet. Da aber # so angenommen werden kann, daB », kleiner
als eine beliebig klein vorgeschriebene positive Zahl ist, so hat man
Hm (s; + s+ -+ s,) =s.
m —>» oo

Die Reihe (6) konvergiert also und hat die Summe s. DaB} diese Reihe
absolut konvergiert, folgt aus den Ungleichungen

59| < w0, |+ [0, + -,
|s2] < |wg, | 4. wp,| + -,

aus welchen man sofort

Isi| =+ [sa] + o4 [sp| S|+ |wp] +]wg| + -0 =S
schlieBt. Die Reihe
[su+ o] +[s5] 4+
ist demnach konvergent, da ihre Teilsummen die feste Zahl S nicht
iibersteigen. Hiermit ist der Doppelreihensatz in allen Stiicken bewiesen.

Mit Hilfe des Doppelreihensatzes ist es leicht, folgenden wichtigen
Satz zu beweisen:
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Das Produkt ss' dev Summen s und s’ zweier absolut komvergenter
Reihen

s =w +w, +wy + -,
S =w +w + w4
wird durch die ebenfalls absolut kownvergenie Reihe

ss' =w w,’ + (w0, + w,w,’) + (@, wy'+ wyw,’ + wyw’) + -+
+ (@w, + ww, o ww)
dargestellt.
In der Tat ist die aus den Gliedern

(7) wwy, wwy, wWw', wwy, ww, wyw,...
gebildete Reihe absolut konvergent. Betrachten wir nimlich irgend-

welche Glieder dieser Reihe, so ist die Summe ihrer absoluten Betrige
nicht gréBer als

(o[ +|wo] oo+ [wa]) (o' |+ [ |+ + @i ])

wenn # der hochste Index ist, der in jenen Gliedern auftritt. Um so
mehr iiberschreitet diese Summe nicht das Produkt WW’, wo

W= fu |+ |+ o [+,
| W= |+ |+ g |+
ist.
Die Summe der aus den Gliedern (7) gebildeten Reihe ist nun einer-
seits gleich

w, Wy + (00 + wywy) + (W Wy + wywy + wyw,') + .-

und andererseits nach dem Doppelreihensatz gleich der Summe der un-
endlich vielen Reihen

s =ww’ +ww +ww - =ws,
S =ww," + Wy w,” + wywy + - = w,s’,
Sy = W W, + WaW," + Wawy' + -+ = w,§’,
d. h. gleich
w; S + wy s 4+ wys’' + .- =55,

§ 6. Komplexe Variable und Funktionen derselben.

Betrachten wir eine Menge 2 von komplexen Zahlen und setzen
wir fest, daBl die komplexe Zahl z = x + ¢y mit jeder Zahl dieser
Menge 2 identifiziert werden darf, so nennen wir z eine komplexe
Variable und X ihr Gebieil. Dies Gebiet 2 wird geometrisch durch
eine Punktmenge in der komplexen Zahlenebene oder auf der Zahlen-
kugel dargestellt. Wie frither wollen wir die Punktmenge ebenfalls mit

1 Das Wort Gebiet werden wir spater nur in speziellerer Bedeutung verwenden.
(Vgl. Kap. 3, §3, S.45.)

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl, 2
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2 und ebenfalls als Gebiet der komplexen Variablen z bezeichnen. Be-
dienen wir uns der Darstellung der Zahlen von X durch die Zahlenkugel,
so brauchen wir dann den Fall nicht auszuschlieBen, in welchem der
Punkt oo zu der Punktmenge X gehort, in welchem also unter den
Zahlen von X auch der Wert oo vorkommt.

Wenn nun jedem Wert, den z annehmen darf, also jeder Zahl von 2,
nach einem bestimmten Gesetze ein komplexer Zahlenwert w = % + v
zugeordnet ist,” so nennen wir w eine Funktion von z. Ist wie oben
2= x + iy, so sind dann # und v 7eelle Funktionen der reellen Variablen
x und y. Wenn uns also w als Funktion von z gegeben ist, so kommt das
darauf hinaus, daB uns im reellen Gebiete zwei Funktionen # und v
von x und y gegeben sind.

Betrachten wir die Punktmenge 2, sei es in der Zahlenebene oder
auf der Zahlenkugel, welche das Gebiet der Variablen z ist, so entspricht
jedem Punkte von X ein bestimmter komplexer Zahlenwert w. Stellen
wir den letzteren wieder geometrisch als Punkt in einer Zahlenebene
oder auf einer Zahlenkugel dar, so erhalten wir den verschiedenen
Werten, die w annimmt, entsprechend eine Punktmenge 2”. Dabei kann
die Punktmenge 2’ einen und denselben Punkt mehrfach enthalten,
wenn nimlich verschiedenen Werten von z derselbe Wert w zugeord-
net ist.

Nun stellt sich die Abhingigkeit des Wertes von w von dem Werte
von z geometrisch offenbar so dar:

Die Punkimengen X und X' stehen in der Bezichung zueimander, daf
jedem Pumkte von X ein bestimmier Punkt von X' zugeordmet ist.

Wenn wir die Punktmengen 2 und 2" auf der Zahlenkugel betrachten,
so brauchen wir den Fall nicht auszuschlieBen, in welchem zu der Punkt-
menge 2’ der Punkt oo gehort, in welchem also unter den Funktions-
werten w auch w = oo vorkommt.

Wir wollen nun den Begriff der Stefigkeit einfiihren.

Es sei z, ein bestimmter Wert der Variablen z, geometrisch dar-
gestellt durch den Punkt 2z, von 2, und es sei w, der zugehorige Funk-
tionswert, geometrisch dargestellt durch den Punkt w, von 2". Wenn
nun z, eine Hiufungsstelle der Punktmenge X' ist, so sagen wir, w sei
stetig fiir den betrachteten Wert z,, falls w, endlich ist und zu jeder be-
liebig kleinen Umgebung ¢ von w, sich eine Umgebung é von z, so an-
geben liaBt, daB den Punkten von 2, welche in letztere Umgebung
fallen, Punkte von 2" entsprechen, die in die Umgebung ¢ von w,, fallen.

Diese Bedingung liBt sich auch durch folgende ersetzen:

Haben die Punkte 2/,2",2", ... von X die Grenze z,, so sollen die
entsprechenden Punkte w',w”,w'’,... von 2" die endliche Grenze w,
besitzen.

Betrachten wir den Fall, wo z, einen endlichen Wert besitzt, so
driickt sich die Bedingung der Stetigkeit offenbar folgendermaBen aus:
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Die Funktion w, welche fiir z = z, den Wert w, annimmi, ist fir
2o stetig, falls zu jedem beliebig klein vorgeschriebemen positiven & die
positive Grofie 0 so bestimmt werden kann, daff | w — w, | < ¢ ist, sobald
| 2 — 29 | << O ist.

Dies bleibt auch noch giiltig fiir den Fall z, = 0o, wenn wir nur dem

. . . 1. .
an sich sinnlosen Symbol z — occ die Bedeutung — beilegen.

Ist z. B.
w=2z" (n>0 ganz),

so kénnen wir als Gebiet der Variablen z die ganze Zahlenkugel mit
Ausschlufl des Punktes z == co annehmen. Ist z, ein bestimmter Wert
von z und w, = 2,", so ist

W— Wy =2" — 2z = (z2—2) (" + 2"z + -+ 257
und folglich "
|w —wy| = |2 —z||2n-1 22z + - 201 @
Sle—zllrt =g+ 75,
wobei wir |z|=7, |z|=7, gesetzt haben. Be-
trachten wir nun die Umgebung § des Punktes z,
so ist fir jedes z dieser Umgebung offenbar

r=|z] <OM =r,+ 6 (Abb. 8). Daher wird U
dann

| — wy | < |2 — 20| [(7o + 0)"~* + (ro + 0)"~2 (7 + 6) + - -]
<nd(ry -+ o)~1.

Wie aus dieser Ungleichung ersichtlich ist, kénnen wir ¢ so klein
wihlen, da |w — w,| fiir alle 2 der Umgebung 6 von z, unter einem
beliebig vorgeschriebenen positiven ¢ liegt. Also ist w = 2" stetig fiir
jeden endlichen Wert von z. Ebenso zeigt man, daf§ allgemeiner dasselbe
gilt fiir jede ganze rationale Funktion

w=ayz" +a, 2"+ .-+ a, (n = 0).

Abb. 8.

§ 7. GleichmiBige Konvergenz.
Wir betrachten eine Reihe
&) S=wybwy b wg o b, b

deren Glieder Funktionen der komplexen Variablen z sind. Das Gebiet
dieser Variablen sei 2, und fiir jeden der Punktmenge 2" angehérenden
Punkt z moge die Reihe (1) konvergieren. Die Summe s der Reihe ist
dann ebenfalls eine Funktion der Variablen z.
Wird nun ein bestimmter Punkt z = z; des Gebietes X' zugrunde
gelegt, so sind also die Glieder der Reihe (1) ganz spezielle kom-
PAd
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plexe Zahlen. Bezeichnen wir mit 7, den #-ten Rest der Reihe, so
daB also

s—(wy,fwy,+w;+ - +w,) =7,
oder

s=w,+w,+wy+ - +w, +7,
ist, so folgt aus der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe, daf3
(2) 76| <&
ist, sobald der Index % gréBer als ein geeignet gewihliter Index # ge-
worden ist. Dabei bedeutet, wie gewthnlich, ¢ eine beliebig klein an-
genommene positive Zahl.

Stellt man dieselbe Betrachtung fiir die in irgendeinem andern
Punkte z = z, des Gebietes 2 gebildete Reihe (1) an, so 148t sich wieder-
um zu jedem ¢ ein solcher Index # angeben, daB fiir £ > # stets die Un-
gleichung (2) gilt. Esist aber nicht gesagt, daB man diesmal bei gegebe-
nem ¢ dasselbe # verwenden kann wie vorher im Falle 2z = z,.

Wenn nun aber zu beliebig gegebenem positivem & ein fester Index n so
gewdhlt werden kann, daf die Ungleichung (2) besteht fiir k > n und jeden
beliebigen Punkt z des Gebietes X, so heifjt die Reihe (1) im Gebiet X ,,gleich-
mafig' konvergent?.

Die Bedeutung dieses Begriffes der gleichmifBigen Konvergenz

beruht wesentlich auf folgendem Satze:
Sind die Glieder der Reihe
S=w, + W+ wg+ ** Fw, + -
fir das Gebiet X stetige Funktionen von z und konvergiert die Reihe im
Gebiet X gleichmdfig, so ist auch die Summe s der Reihe fiir das Gebiet X
eine stetige Funktion von z.

Denn ist ¢ eine beliebig klein vorgeschriebene positive Zahl, so kann
der Index # zundchst so gewihlt werden, daB in der Gleichung

$=35,+7,
der absolute Betrag von 7, kleiner als % ist fiir jeden Punkt z des Ge-

bietes 2. Bezeichnet dann z* einen bestimmten Punkt von X und nehmen
wir in vorstehender Gleichung z = 2*, so kommt etwa

* ¢ % *
s¥=s,% 47,
und

]s—s*[=[sn—sn*—]—rn“rn*lglsn—sn*[-{—[rnl—}—]fn*].

1 Zum Verstandnis des Begriffes der gleichm#Bigen Konvergenz dient am
besten die Betrachtung einer ungleichméBig konvergenten Reihe, z. B. der Reihe
g a2 ' . . P
n=1(—1-+7)”' welche, wie der Leser leicht nachpriifen wird, im Intervall
—1Z 4 < + 1 ungleichmafig konvergiert.
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Da s, als Summe einer endlichen Anzahl stetiger Funktionen selbst
stetig ist, kénnen wir eine Umgebung von z* so wihlen, dafl

Isnﬁsn*l<7§

ist fiir jedes 2, welches dieser Umgebung angehért. Fiir eben diese Um-
gebung ist dann

|s—s*[<§+—§-+»§=e,

womit die Stetigkeit von s dargetan ist.
Die gleichmiBige Konvergenz einer Reihe 148t sich hiufig mit Hilfe
des folgenden Satzes feststellen:

Es seien
wy+w, +wy+ -,
01+ 0 + 03+ -
zwet Reihen ; die Glieder der evsten Reihe seien Funkiionen von 2z in dem

Gebiete X, die Glieder der zweiten Reihe konstante positive Zahlen. Wenn
dann fiir jedes z im Gebiete 2 die Ungleichungen

|0 | < 00 (n=123,..)

gelten und die zweite Reihe konvergent ist, so konvergiert die erste Reihe
im Gebiet X absolut und gleichmafig.

DaBl die erste Reihe absolut konvergiert, folgt aus
lo |+ ey 4+ o, Lo+t Fon<er+ 0+ 05+

Da ferner fiir jedes z im Gebiete X' der Rest der ersten Reihe die Un-
gleichung

Iwn+1+wn+2+"'lélwn+ll+!wn+2,+"'§gn+l+en+2+"'

erfiillt, also dem Betrage nach héchstens gleich dem Reste der zweiten
Reihe ist, so leuchtet auch die gleichmiBige Konvergenz der ersten
Reihe ein.

Unser Satz gestattet noch eine bemerkenswerte Verallgemeinerung.
Wir wollen zwei Reihen betrachten:

(3) Wi+ W, +Ws+ -,
(4) wy + wy + wy o+ -,

deren Glieder Funktionen von 2z im Gebiete 2’ sind.
Wenn nun fiir jedes z in diesem Gebiete

(Wal 2| wal

ist, so soll die Reihe (8) eine Majorante der Reihe (4) fiir das Gebiet 2
heiBen. Umgekehrt heiBe (4) Minorante von (3).
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Nun gilt offenbar folgender Satz:

Ist fiir das Gebiet X' die Rethe (4) Minorante der Reihe (3) und kon-
vergiert die Rethe der absoluten Betrige dev Glieder von (3) gleichmdifig
fiir das Gebiet X, so konvergiert die Reihe (4) absolut und gleichmdifig fir
das Gebret 2.

Fiir den Fall, daB die Glieder der Majorante (3) positive Konstanten
sind, geht dieser Satz in den vorhergehenden iiber.

Zweites Kapitel.

Die Potenzreihen.

Die Theorie der analytischen Funktionen, wie wir sie hier nach
WEIERSTRASZ entwickeln wollen, stiitzt sich auf die Betrachtung der
Potenzreihen. Daher werden wir uns in diesem Kapitel eingehend mit
den Eigenschaften dieser Reihen zu beschiftigen haben.

§ 1. Konvergenzgebiet einer Potenzreihe.
~ Jede Reihe von der Form
Bz) =cog+cr2F 22+ <o+ Fcpz® 4 -+,
deren Koeffizienten ¢,, ¢;, ¢, ..., ¢,, ... irgendwelche komplexe
Zahlen sind, heiBt eine Potenzreihe.

Diejenigen Punkte z in der komplexen Zahlenebene, fiir welche die
Reihe konvergiert, bilden dann das Konvergenzgebiet oder den Kon-
vergenzbereich der Potenzreihe. Jedenfalls gehort der Punkt z = 0 dem
Konvergenzgebiete an.

Es gibt auch Potenzreihen, welche nur fiir z = 0 konvergieren,
deren Konvergenzgebiet also aus dem einen Punkte z = 0 besteht. Wir
werden nachher zeigen, daf3 z. B. die Reihe

142421224 - +nlzn -
eine derartige Reihe ist.

SchlieBen wir diesen Fall aus, so wird B (z) auch konvergieren fiir
einen geeignet gewihlten Wert z,, der von Null verschieden ist. Wenn
nun ‘

Co~4 012+ €20 4 oo Cpzp oo
konvergiert, so ist sicher
lime, zy = 0.
n-—» oo

Die Punkte cg, 125 C92g% - .., Cn2e", ... haben also die einzige
Hiufungsstelle Null, und es ist daher moglich, um den Nulipunkt einen
Kreis zu beschreiben, der alle diese Punkte in seinem Inneren aufnimmt.
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Ist g der Radius dieses Kreises, so ist
enzo | < g
firn=20,1,2,3,....
Wir beschreiben nun mit positivem Radius ¢ um den Nullpunkt
irgend einen Kreis, der den Punkt 2, nicht enthilt; dann ist also g<< | zy].

Ist nun 7 ein beliebiger Punkt im Inneren oder auf der Peripherie dieses

Kreises, so ist
— e zm 12" e \"
|c,2m| = |cnzo Iizol"<g<izo[> .

Setzen wir zur Abkiirzung

so wird also die Reihe
grghtghr+ o+ gh"+ -
fiir den betrachteten Kreis eine Majorante der Potenzreihe
Co+ 122+ oo 2t -
sein. Die erstere Reihe konvergiert als geometrische Reihe mit dem
positiven Quotienten & < 1. Folglich gilt der Satz:

Wenn die Potenzreihe B (z) fiir z = 2, konvergiert, so konvergiert sie
absolut und gleichmdfig in den Punkien jedes Kreises mit dem Mittel-
punkt 0 und einem Radius, der kleiner als |z, | ist.

Sie konvergiert daher insbesondere absolut fiir jeden Wert 2z, dessen
absoluter Betrag kleiner als | z, | ist, d. h. fiir alle Punkte z im Inneren
desjenigen Kreises, der den Mittelpunkt O hat und dessen Peripherie
durch den Punkt z, geht.

Wir betrachten nun die Gesamtheit derjenigen Kreise C mit dem
Mittelpunkt O, welche die Eigenschaft haben, daB im Inneren eines
solchen Kreises die Potenzreihe ‘B (z) konvergiert. Es sei 7 die obere
Grenze der Radien dieser Kreise, wobei ein unendlich groBer Wert
von 7 nicht ausgeschlossen ist, und K der Kreis mit dem Mittelpunkt 0
und dem Radius 7. Ist z* ein Punkt auBerhalb dieses Kreises, so kann
B (2) fiir diesen Punkt nicht konvergieren. Denn es wiirde sonst einen
Kreis (durch z*) geben, in dessen Innerem ‘% (z) konvergiert und dessen
Radius > 7 ist.

Ist dagegen z ein Punkt im Inneren des Kreises K, so wird ‘()
fiir diesen Punkt konvergieren; denn unter den Kreisen C gibt es solche,
deren Radien beliebig dicht bei 7 liegen, also auch solche, die den Punkt z
in ihr Inneres aufnehmen. Wir haben damit folgenden Satz erhalten:

Ist B (z) eine Potenzrethe, so gibt es einen Kreis K mit dem Mittel-
punkt O von der Eigenschaft, dafi B (2) konvergiert filr jeden Punkt z im
Inneren des Kreises K, daff dagegen B (z) divergiert fiir jeden Punkt z
auferhalb des Kreises K.
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Ob B(2) fiir die Punkte der Peripherie des Kreises K konvergiert
oder divergiert, bleibt unentschieden.

Diesen Kreis K nennen wir den Konvergenzkreis von P (z), seinen
Radius r den Konvergenzradius von % (2).

In dem ausgeschlossenen Fall, in welchem $(z) nur fiir z = 0 kon-
vergiert, wollen wir sagen, der Konvergenzradius 7 sei Null, und ent-
sprechend, der Konvergenzkreis K reduziere sich auf den Nullpunkt.

Ist der Konvergenzradius 7 (also die obere Grenze der Radien der
Kreise C) unendlich, so bedeckt der Konvergenzkreis K die ganze kom-
plexe Zahlenebene, und die Potenzreihe B(z) konvergiert dann fiir
jeden Wert von z. Eine solche Potenzreihe nennen wir bestindig kon-
vergent.

Das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe B (z) besteht nun offenbar
aus den Punkten, die im Inneren des Konvergenzkreises liegen, zu
welchen eventuell noch diejenigen Punkte der Peripherie des Konver-
genzkreises hinzukommen, in welchen % (z) konvergiert.

Wegen der oben bewiesenen gleichmiBigen Konvergenz einer Potenz-
reihe stellt eine Potenzreihe % (z) im Inneren ihres Konvergenzkreises
eine stetige Funktion vor.

§ 2. Bestimmung des Konvergenzradius.
Nach Caucry kann man den Konvergenzradius einer Potenzreihe
() PB@)=cotecrz+c22+- - +c,2m -

auf folgende Weise aus ihren Koeffizienten bestimmen.
Wir bilden die Zahlenfolge

(@) lecls VTeals VIels VIeal, --er VTenls oo -

Alle Glieder dieser Folge sind als reelle nicht-negative Zahlen zu
nehmen.

Unter den Hiufungswerten dieser Zahlen sei der grifte 1, d. k.
= ITIE"]MC,L [, dann ist
n—>oo

—_— 1‘
=7
der Konvergenzradius der Potenareihe (1).

Zum Beweise denken wir uns einen beliebig fixierten Wert z.
Dann ist

Tim e, 2| = 1] 2].
n->»o
Ist nun

]z]>%, also I|z|>1,
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so ist fiir unendlich viele Indizes »

7i/|cnz"[>1, also |c 27| > 1,

und es findet Divergenz statt, weil lim ¢, 2" nicht Null sein kann. Ist
> 0o
aber

[z|<%, also 1]z| <1,

so ist von einem gewissen # ab

"|/’cnz"| <k,

wo k eine zwischen / | z | und 1 fixierte Zahl bedeutet; also ist, wenn C
eine geeignete positive Konstante bedeutet, die Reihe

CO+h+ R+ )
eine Majorante von B (2), woraus die Konvergenz von $(z) folgt.
Der Fall / =0 (d. h. # = o0) tritt dann und nur dann ein, wenn
die Zahlenfolge (2) die einzige Haufungsstelle 0 besitzt, d.h. wenn
lim ] ¢, | = 0

ist n—>» o

Die Potenzreihe
Cot izt 22+ -+ 2 4 - e

konvergiert bestindig dann und nur dann, wenn

lim J[e, [ = 0
n->»co
1st.
Fir die vorstehenden Sitze wollen wir nun einige Beispiele be-
trachten.

Fiir die Potenzreihe
1+z—}—z4+z9+zlﬁ+

ist 7]'/] ¢, | gleich 1 oder 0, je nachdem # ein Quadrat ist oder nicht.
Die Zahlenfolge (2) hat also die beiden Hiufungswerte 0 und 1; es ist
/=1 und r:-}:l.
Fir die Reihe
22 2n
Ldz4 g+t oyt
ist
1

Cn:m.

Um Lim ,i/lm zu finden, betrachten wir
n—>r o

(2 = {L-m)-{2 (0 — D} {8 (n — D)+ 1),
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Unter den # Faktoren der rechten Seite ist keiner kleiner als #,
denn es ist
am—a—+1)—n=@—1)(n—a) >0

fir a =1,2,3,..., n Folglich ist

ez, wlz{n)", Yuizyn
Lk,

1m?ﬁﬂ=£ﬁV%=0,

n->» oo

und daher

Hiernach ist

und die betrachtete Reihe konvergiert also in der ganzen komplexen
Zahlenebene.
Fiir die Reihe
1+z42122 4 - f 24 -
ist
lim ']L/mz lim 71‘/? = 00;

n-—>oo n—>co

folglich /=00 und rz% = 0. Die Reihe konvergiert also nur fir

2=0.
Wir erwihnen schlieBlich noch folgenden hiufig gebrauchten Satz
iber den Konvergenzkreis:
Stehen die Potenzreihen
SB (Z) =0y +CIZ+6222+-'-+07L2’"+“-,
Py (@) = e+ o'z + /o
in der Beziehung zueinander, daf von einem gewissen Index ab bestindig
lenl < e’
1st, so ist der Konvergenzkveis von B (2) mindestens so grof wie der von
By (2)-
Denn fiir jeden Punkt im Inneren des Konvergenzkreises von $, (2)
konvergiert %, (z) absolut, folglich auch P (z).,~

e

§ 8. Das Rechnen mit Potenzreihen.
Betrachten wir mehrere Potenzreihen

Pi(2), Balz), ..., Bil2),

so wollen wir den kleinsten unter ihren Konvergenzkreisen als gemein-
samen Konvergenzkreis der Reihen bezeichnen. Fiir jeden Punkt inner-
halb des Kreises konvergieren simtliche Reihen, und zwar absolut; fiir
jeden Punkt auBerhalb dieses Kreises divergiert wenigstens eine der
Reihen.
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Durch formale Addition zweier Potenzreihen

By (0) = o Pzt P

§B2(z) — C:)z)_%_c(lmz_i_ ,,,_'_C(nZ)zn +
entsteht die neue Potenzreihe
(1) By (2) + By () = (" + ) + (" F- ) 24 -+

e )

Diese konvergiert fiir jedes z, fiir welches sowohl B, (2) wie B, (z) kon-
vergiert. Das gleiche gilt offenbar von der Differenz

(2) By (2) — By (2) = (¢ — ) + (" =)z + -
(e — )
Wenn wir ferner das Produkt der beiden Reihen 9B, (z) und B, (2)
bilden:

B RO BE= @R PR,

so ist die hierdurch erhaltene neue Potenzreihe nach Kap.1, §5 ab-
solut konvergent fiir jedes z, fiir welches %8, (z) und B, (2) absolut kon-
vergieren, und die Summe dieser neuen Potenzreihe ist dann das Pro-
dukt aus den Summen der Reihen %, (z) und P, (2).

Durch wiederholte Anwendung dieser Bemerkungen erhalten wir
folgenden Satz:

Es bedeute G (P1(2), By (2), - . ., Br(2)) eine ganze rationale Funktion
der Potenzreihen P1(z), Bs(2), ..., By (2), also einen Ausdruck, der
durch ausschliefliche Anwendung der Operationen der Addition, Sub-
traktion und Multiplikation aus diesen Reihen wund Konstanten zu-
sammengesetzt ist. Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (1),
(2) und (3) lift sich dann diese ganze rationale Funktion wieder in die
Form einer Potenzrethe bringen. Die auf diese Weise entstehende Reihe
B(z) konvergiert [ilr jedes z im Inneven des gemeinsamen Konvergenz-
kreises der Reihen By (2), Bo(2), . . ., Br(2), und fiir jedes solche z besteht
die Gleichung

G(R (@, By @, ..., B (@) =B (2),
in welcher unter By (2), Bp(2), ..., Pup(2) und B (2) die Summen der
Reihen fiir den betreffenden Wert von z zu verstehen sind.

Wir gehen nun zur Betrachtung der Division der Potenzreihen tiber

und wollen zunichst den Quotienten

ins Auge fassen, wobei wir annehmen, dafl die Potenzreihe im Nenner
einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt. Dann ist der
groBte Hiaufungswert [ der Zahlenfolge

CVTel o Vel -

ley], Ve,
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endlich, und es liegen daher diese Zahlen unterhalb einer geeignet
gewdhlten positiven Zahl. Verstehen wir unter g eine derartige Zahl,
so ist fiir jeden Index »

) len] < g

Nunmehr bestimmen wir die Potenzreihe

(5) Q@ =14kz+hk2+hkB4+- -+ Ek,2n ...

so, daB formal?

6) (I —crz—cpz2 —cg2® — +o-) (LA kg2 + kpz® 4+ ky28 + -+-) =1

wird. Wenn wir nach (3) das Produkt ausfiihren, so kommt
LA (b —c) 2+ (By— iy — ) 2+ (kg — Cr Ry — Ca by —cg) 22 - - =11,
und diese Gleichung ist formal befriedigt, wenn

ky=1cy, by =1ciky + ¢y, Ry =CrRy + Cohy + ¢, ...

genommen wird.
Nun findet man nach (4) sukzessiv:

[kl <g, k| =|e||b]+ o] <g?+ 82 =2¢%

(ks = le] k] + o] [l] 4o <20+ +e8 =48 ...,
und allgemein ist
) k] <2" g,
Nimmt man dies nidmlich bis zu einem gewissen Index # hin als
bewiesen an, so folgt

Ikn+1| = Iclkn + kg +r Cn+1l

éIclllknl—*—l%lIkn—ll-i_'“_,_]cn+1|
und also

|Bnia | <g-2"7Hgn + g2 2" " o fgreg 4 g™
g (L L2 2B e 2 = g gn,
Die Ungleichung (7) gilt daher allgemein, weil sie fiir # = 1 gilt.
Aus dieser Vergleichung folgt, daB die Potenzreihe (5) eine Minorante
von
1+ gz 21g2z2 422823 4 ... —}—2"_1g"z" + ...
ist. Die letzte Reihe konvergiert aber absolut, solange

1

2] < 3
ist; unter derselben Bedingung ist daher sicherlich die Reihe (5) ab-
solut konvergent. Aber auch die Reihe 1 — ¢;2 — cp22 —cg28 — -+ -
konvergiert absolut in jenem Kreise |z] < %; denn der Konvergenz-

1 D.h. wenn wir mit den Potenzreihen nach denselben Rechenregeln wie
mit endlichen Summen rechnen.
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. 1 .. . . . .
radius 7 = dieser Reihe ist, wegen ! < g, nicht kleiner als gl und

um so mehr gréBer als %. Hierdurch gewinnt die formal gebildete

Gleichung (6) eine Bedeutung.
Da auf der rechten Seite dieser Gleichung die Zahl 1 steht, so ist
auf der linken Seite der Faktor
1l —¢iz2—cy22—---0;
es folgt also
1

2
1—cy2—cy22— .-

=14 Rzt k2t

und dies gilt fir |z| < %.
Sei jetzt
Ble) =ap+a,2+ay2>+ -+

eine Potenzreihe, deren erster Koeffizient a4, von Null verschieden ist
und die einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt. Dann
kénnen wir setzen

%(Z)=a0(l—clz_czz2_c3za_ )’
wOo

@y ] as

€ =— .
! ay’ ay’ a
ist. Es wird dann nach dem vorigen Satze

1 1 1 1 k

R (2) :;;T—clz—czzz;csz3~“- ay aq ay

fir diejenigen Werte von z, deren absoluter Betrag kleiner als eine
geeignet gewihlte positive Zahl ng— ist. Fiir g darf man irgendeine

positive Zahl nehmen, welche gréBer ist als jede Zahl der Folge

Ay

(i 3 n /i
,/w_g! U
’ i) ottty
| %o | %

Tl e e
A

e
%

Wenn also B (2) einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt
und fiir z=0 nicht Null ist, so gibt es eine andere Potenzreihe £ (2)
mit ebenfalls nicht verschwindendem Konvergenzradius, so beschaffen,
daB in einem geeignet gewihlten Kreise mit dem Mittelpunkte Null die
Reihen $P(z) und £ (z) beide konvergieren und in der Beziehung

zueinander stehen.
Hieraus folgern wir nun sofort:

Eine gebrochene rationale Funktion der Potenzreihen

i), Balz), -0 Beld)
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ist in einem micht verschwindenden Kreise wieder als Potenzveihe day-
stellbar, wenn die Potenzvethen B, (2), Bo(2), . . ., By (2) nicht verschwin-
dende Konvergenzradien besitzen und dev Nenner der rationalen Funktion
fir z =0 nicht Null ist.

§ 4. Prinzip der Koeffizientenvergleichung.

Das Prinzip der Koeffizientenvergleichung beruht auf folgendem
Satze:

Es sei B (2) eine Potenzreihe, deven Koeffizienten nicht simtlich Null
sind. Der Konvergenzradius der Potenzreihe sei nicht Null. Dann kann
man stets eine Umgebung & der Stelle 2 = 0 bestimmen, innerhalb deven
die Funktion B (2), aufer etwa fiir 2 = 0, nivgends verschwindet.

Es sei ndmlich ¢, der erste von Null verschiedene Koeffizient der
Potenzreihe 9 (z); dann ist

B2) =2"(cr + Cpyr12+ i@+ ) =28Py (2),

wo die Potenzreihe P, (z) denselben Konvergenzkreis wie 9 (z) besitzt.

Da eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzkreises eine stetige
Funktion ist, so kénnen wir eine Umgebung & des Nullpunktes be-
stimmen, innerhalb deren %B;(z) von ‘B;(0) = ¢;, um eine GréBe ver-
schieden ist, deren absoluter Betrag kleiner als | ¢, | ist. In dieser Um-
gebung ist

| B1(2) | = [(Br(x) — B1(0)) + el 2 | ca |—] Balz) — B1(0)] > 0.

In der betrachteten Umgebung kann also B(z) = z* B,(z) nur fiir
2z =10 den Wert 0 haben, und zwar ist dieses der Fall oder nicht, je
nachdem %2 > 0 oder & = 0 ist.

Der soeben bewiesene Satz 148t sich offenbar auch so aussprechen:

Diejenigen Werte von z, fiir welche eine Potenzreihe B (z) mit nicht
samilich verschwindenden Koeffizienten verschwindet, die sogemannten
Nullstellen™ von B (z), konnen nicht die Hiufungsstelle z=0 besitzen.

Hieraus folgt nun weiter, daBl zwei Potenzreihen miteinander iden-
trsch sein miissen, wenn fir unendlich viele Werte von z, welche die
Hiufungsstelle z = 0 besitzen, die beiden Potenzreihen konvergieren
und denselben Wert haben. Denn die Differenz der beiden Reihen
muf nach dem letzten Satze identisch Null sein, d. h. lauter verschwin-
dende Koeffizienten haben. Also:

Aus der Gleichung

’ ’ ’
Co+ 12+ 22+ - =c¢y )’z 4 '3+ -
darf man
’ ’ !
Co=2Cp, C1=20C1, Ca=2Co , ...
schliefen, wenn die beiden Seiten der Gleichung nicht verschwindende

Komnvergenzradien besitzen und die Gleichung fiir unendlich viele ver-
schiedene Werte von z mit der Hdiufungsstelle z = O gilt.
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§ 6. Ausdehnung der erhaltenen Sitze.

Die bisherigen Resultate sind unmittelbar zu iibertragen auf Potenz-
reihen von der Gestalt

(1) Bla)=co+alz—a)+taE—a?+ - Fele—a)+ ---

Setzt man bei einer solchen Potenzreihe

r—a=1{(,
so wird

PBzfa) =co+ 0+ 02+ - F e lr -,

also eine nach Potenzen von ( fortschreitende Reihe. Ist # ihr Kon-
vergenzradius, so konvergiert oder divergiert die Reihe (1), je nachdem

[¢]|=]2z—a|<r oder >vr

ist. Die Punkte 2, fiir welche | 2 — a | < 7 ist, erfiillen das Innere des
Kreises, der den Mittelpunkt 4 und den Radius 7 besitzt. Also:

Zu jeder Potenzveihe B (z/a) gehort ein Kreis mit dem Mittelpunkt a,
innerhalb dessen die Reihe konvergiert, aufSerhalb dessen die Rethe divergiert.

Dieser Kreis heilt der Konvergenzkreis, sein Radius der Konvergenz-
radius der Reihe B (z/a).

Betrachten wir einen Kreis, der den Mittelpunkt a hat und dessen
Radius kleiner ist als der Konvergenzradius, so konvergiert B (z/a) fiir
alle Punkte dieses Kreises absolut und gleichmaBig.

Die Summe der Potenzreihe $(z/a) stellt daher insbesondere im
Inneren des Konvergenzkreises eine stetige Funktion von z dar.

Aus §3 schlieBt man:

Eine rationale Funktion von wmehveven Potenzrethen B, (z/a), ...,
B (z/a) ist in einem nicht verschwindenden Kreise mit dem Mittelpunkt a
wieder in der Form einer Potenzrethe B (z/a) darstellbar, wenn die Potenz-
vethen By (z/a), ..., B, (z/a) wicht verschwindende Konvergenzradien be-
sitzen und der Nenner der rationalen Funkiion fiir z = a nicht verschwindet.

Entsprechendes wie fiir die Potenzreihen P (z/a) gilt auch fir die
Reihen der Gestalt

¢ ¢, Cp
2) SE(Z/OO):Co+;1+;§+"'+;,;+"'-
Diese konvergieren oder divergieren, je nachdem

H‘ <7 oder ‘% >r, di |z] >% oder |z| <ly
P
ist, wobei 7 den Konvergenzradius von ¢y ¢, {4 ¢, 024+ - 4-¢, {" - -
bedeutet.

Eine Reihe von der Gestalt (2) konvergiert oder divergiert also, je nach-
dem der Punkt z auPerhalb oder innerhalb eines gewissen Kreises mil

dem Mittelpunkt O liegt.
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Die Ausnahmestellung des Punktes oo verschwindet, wenn wir die
komplexen Zahlen durch die Punkte einer Kugel darstellen. Es gilt
dann, gleichgiiltig ob a endlich oder oo ist, der Satz:

Jeder Potenzreihe B (z/a) entspricht auf der Kugel ein Kreis, welcher
die Kugel in zwei Gebiete von folgender Beschaffenheit zerlegt: Im Inneren
desjenigen Gebietes, in welchem der Punkt a liegt, konvergiert R (z/a), im
Inneren des anderven Gebietes divergiert B (z/a).

Der wesentliche Inhalt des vorigen Paragraphen iibertrigt sich auf
die Potenzreihen P (z/4), wo a endlich oder oc sein darf, in folgender
Form:

Wenn die Koeffizienten einer Potenzreihe B (z/a) nicht similich ver-
schwinden, so kann man wm den Punkt a eine Umgebung so abgrenzen,
dap in thr B (z/a), aufer etwa fiir z = a, nirgends verschwindes.

Wenn die Gleichung
ot il —a) +oplr— @)t —cy o G —a) + o (=)t oo

fiir unendlich viele verschiedene Punkie z mit der Hiufungsstelle 2 = a
gilt, so ist

§ 6. Die Umbildungen einer Potenzreihe.
Wir betrachten eine Potenzreihe
P(z/a) =co+c1(z—a) +calz—a)2 4+,

deren Konvergenzradius # von Null verschieden ist.

Es sei b ein Punkt im Inneren des Konvergenzkreises von 9 (z/a).
Wir kénnen dann

z—a=Mb—a)+(z—0b=04¢
setzen, wo 0 und ¢ Abkiirzungen fiir 8 — 4 und z — b resp. sind.
Die Potenzreihe % (z/a) nimmt dadurch die Gestalt an:
() Bfa)=co+e,(0+E) + 0+ 02+ cs(0+8)PF+ -
=Co+{c10+ ¢, L} + {c30% + 2¢,6C + ¢, %}
(a0 + 36,820 + 303017 + g%} + oo

Wir fragen jetzt: Diirfen wir hier auf der rechten Seite nach Po-
tenzen von { = z — b anordnen ?

Das ist jedenfalls dann erlaubt, wenn die Reihe der absoluten Betrige
@ ol +lerd] 4ol |+ [er0| + 2608 | + || + -

konvergiert. Eine Reihe aus lauter nicht negativen reellen Gliedern kon-
vergiert aber, sobald sie bei irgendeiner beliebigen Zusammenfassung
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von Gliedern zu endlichen Summen konvergiert. Daher konvergiert die
Reihe (2), wenn die Reihe

(3 eol +lea| (Jo] +1C) + el ([8] + (D> + [es| ([6] + [+

konvergiert. Die letztere Reihe ist aber die Reihe der absoluten Be-
trige von P (z/a), wenn z —a durch |0 4 || ersetzt wird. Die
Reihe (3) konvergiert also, falls

[6|+|¢|<r, dh |z—b|<r—]|b—a]

ist. Diese Bedingung ist fiir jeden Punkt z im Inneren desjenigen Kreises
erfullt, dessen Mittelpunkt & ist und der den Konvergenzkreis von
B (2/a) von snnen beriihrt (Abb. 9). Liegt also zim

Inneren dieses Kreises, so diirfen wir die rechte Seite

in der Gleichung (1) nach Potenzen von { =2z —5 9
anordnen.

Wir wollen nun folgende Terminologie einfiihren:

Setzt man in einer Potenzreihe B (z/a) an Stelle
von z — a liberall (b — a) + (2 — b), entwickelt so-.
dann jedes Glied der Potenzreihe nach Potenzen von Abb. 9.

z — bund ordnet schliellich die ganze Reihe nach den
Potenzen von z — b an, so soll die dadurch erhaltene Potenzreihe B, (z/5)
die Umbildung der Reihe ‘B (z/a) fir den Punkt b heiflen.

Wir haben dann soeben den Satz bewiesen:

Die Umbildung B, (z/b) konvergiert sicher wm Inmeren desjenigen
Kreises, der den Mittelpunkt b hat und den Konvergemzkreis der Reihe
B (2/a) von iunen berithrt; innerhalb des gemannten Kreises besteht tiber-
all die Gleichung

B (z/a) — By (2/0).

Ein entsprechender Satz gilt fiir die Potenzreihen $(z/o0). Es sei
PB(sfoo) =co+ T DAk o
konvergent auBerhalb des Kreises |z | =7 und & ein Punkt auBlerhalb
dieses Kreises. Wir setzen

2=b—(b—2) =b—7_,
wo { zur Abkiirzung fiir b6 — z steht; dann kommt

C., Cg

‘q s

Solange nun | (| < |b] ist, d. h. solange z in dem Kreise liegt,
der' b als Mittelpunkt hat und durch den Nullpunkt hindurchgeht, ist

11, ¢ ¢
ot Ty Tt

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl, 3
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und nach den Sitzen des §3 auch
11,2t
GomTE T E T

1 1 3Z
T

Daher ist dann

@ Blefoo) =cota(p+mt ) et )+

Hier diirfen wir nun nach Potenzen von  anordnen, wenn

ool + Teal (|2 4 | o)+ Teal (| 3] ++) + -

£ 20
b2 b3
d. h. wenn

1 1
leol el par=rer * 1ol fray=epe +
konvergiert. Dies ist der Fall, wenn
[6] —|C]>7r, dh |b—2z|<|b|]—7
ist, wenn also z in demjenigen Kreise mit dem Mittelpunkt & liegt,

der den Kreis |z | =7 von aufen beriihrt.
Innerhalb dieses Kreises ist also

B (2/00) = B1(2/b),
wo 9B, (z/b) diejenige Potenzreihe ist, welche durch Anordnung der
rechten Seite der Gleichung (4) nach Potenzen von { = b — z entsteht.
Diese Potenzreihe nennen wir die Umbildung der Reihe B (z/oc) fiir
den Punkt .

§ 7. Die Ableitungen einer Potenzreihe.

Betrachten wir den Koeffizienten von { = z — b in der Umbildung
B, (2/b) der Potenzreihe

(1) Bfa)=coyt-ex(b—a+0)+a b —a+ O+ +enlb—ati) + -,
so ist derselbe
e+ 2c0—a)+3c(0b—a)2+---+Fnc,(b—a)y14---.

Wir wissen, daB diese Reihe fiir jeden Punkt & im Inneren des Kon-
vergenzkreises von ‘B (z/a) konvergiert. Mit anderen Worten:

Die Reihe
@ c+2cF—a)+3c(z—a):+---+nc,(z—a)y*14---
hat einen Konvergenzradius #’, der mindestens so grof ist wie der
Konvergenzradius » von P (z/a), also

r=v.
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Vergleichen wir nun die beiden Reihen
Gtelz—a)+cz—a)?+- 4 (z—a)r+ -,
iz —a) +2¢(z—a) 44 nc,(z—ar+---,

so ist » der Konvergenzradius der ersten, 7' der Konvergenzradius

der zweiten. Da aber |¢, | = |nc,| (n=1, 2, ...), so ist der Kon-
vergenzradius der ersten mindestens so groB wie der der zweiten, also
r>r.

Folglich ist 7 = 7. Die Reihe (2) bezeichnen wir mit %’ (z/a) und nennen
sie die abgeleitete Reihe von B (z/a).

Es gilt also der Satz:

Die abgeleitete Reihe

B'(z/a) = c; + 2¢o(z2 —a) + 3c5(z — @) + -+ -+ nc,(z — a)rL 4 -
hat denselben Konvergenzkreis wie die urspriingliche Reihe
Blefa) = co+ 1 — 0) + 6 — @)+ o+ ua— @) -

Die Potenzreihen

B(z/a), B'(z/a), B"(z/a), B (fa), ...,

von denen jede folgende die abgeleitete Reihe der vorhergehenden Reihe
ist, haben also sdmtlich denselben Konvergenzkreis wie P (z/a) selbst.
Wir nennen P™ (z/a) die n-fe abgeleitete Reihe von B (z/a), wobei wir,
um diesen Begriff auch fiir den Fall » = 0 anwendbar zu machen,
unter der 0-ten abgeleiteten Reihe ¥ (z/a) die urspriingliche Reihe
B (2/a) selbst verstehen wollen.

Wenn wir in der Gleichung (1) auf der rechten Seite nach Potenzen

von { = z — b anordnen, so ergibt sich als Darstellung der Umbildung
B, (2/b) von B (z/a), wie man leicht erkennt:

(3) % (z/a) = By (2/6) = B (6/a) + B (ba) (z—b) + -+ B (b)) T 1 ..

Diese Entwicklung ist, wie wir wissen, sicher giiltig im Inneren des
Kreises mit dem Mittelpunkt b, der den Konvergenzkreis von % (z/a)
von innen beriihrt.

Setzen wir z = b + 4, so folgt aus (3) fiir alle Werte von %, deren
absoluter Betrag eine gewisse positive GroBe nicht iiberschreitet,

%(b‘f‘h/“}z — B (b/a) — gB/(b/a) 4+ ;B(n) (b/d) hj;l + ...

Da nun die Potenzreihe rechter Hand eine stetige Funktion von 4 ist,
so kommt

lim
h—>0

B b+ h/“ib— RO _ 9 (/).

Die Potenzreihe % (z/a) definiert also im Inneren ihres Konvergenz-
kreises eine stetige Funktion von z, welche differenzierbar ist, und
3*



36 I, 2. Die Potenzreihen.

zwar ist der Wert der abgeleiteten Reihe 9’ (z/2) immer der Differential-
quotient von % (z/a).
Der Begriff des Differentialquotienten einer fiir ein gewisses Gebiet
2 der Variablen z betrachteten Funktion f(z) ist dabei so aufzufassen:
Ist z ein bestimmter Wert der Variablen, dargestellt durch einen
bestimmten Punkt des Gebietes 2, so betrachte man den Quotienten
fzn) — 19

2
2 —-2

wo z; einen von z verschiedenen und verinderlich gedachten Punkt
des Gebietes 2’ bezeichnet.

Gibt es nun einen bestimmten endlichen Wert f* von der Art, daf3

flz) — 1 ()
24— 2 T f’

absolut genommen kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene positive
Zahl ¢ ist, sobald 2, einer geeignet gewdhlten Umgebung des Punktes 2z
angehort, so driicken wir diese Tatsache durch die Gleichung

lim @) =16 _

z, >z 4 — 7
aus, nennen f(z) fiir den betrachteten Wert z im Gebiete X' differenzier-
bar und bezeichnen j' als den Differentialguotienten von f(z) fir den
betrachteten Wert z. Es ist / von z abhingig und also im Gebiete X
wieder eine Funktion von 2. Der Differentialquotient f"* dieser
Funktion, wenn er existiert, heiBt der zweite Differentialguotient von

f (2)ust. AnStellevon f(2), /" (2), ... schreibt man auch *2¢, £7¢)

Die Ableitung P’ (z/a) von P (z/a) ist als Potenzreihe ihrerseits im
Konvergenzkreis von P (z/a) differenzierbar und hat als Differential-
quotienten B’ (z/a) usf.

Die Potenzreihe B (z/a) definiert also im Inmeren ihres Konvergenz-
kreises eine Funktion von z, welche Differentialguotienten alley Ordnungen
besitzt.

§ 8. Unmittelbare Fortsetzungen einer Potenzreihe.

Die Konvergenzkreise zweier Potenzreihen B (z/a) und %, (z/a,)
mogen ineinandergreifen; S sei das ihnen gemeinsame Stiick und b ein
Punkt innerhalb S (Abb. 10).

Wenn nun die Gleichung
B (z/a) = By (z/a,)

fiir unendlich viele Punkte innerhalb S gilt, die dovt die Hdaufungsstelle b
haben, so gilt dieselbe Gleichung fiir jeden beliebigen Punkt ¢ innerhalb S.
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Aus der Voraussetzung folgt mit Riicksicht auf §4, daB die Um-
bildungen von P (z/a) und %,(z/a,) fir den Punkt & identisch sind.
Denn diese Umbildungen sind Potenzreihen in z — b, die fiir unendlich
viele Werte von z in beliebiger Nihe von b einander gleich sind. Fiir
diejenigen Punkte der geradlinigen Strecke b¢, welche ins Innere des
Konvergenzkreises jener gemeinsamen Umbildung von % (z/a) und
B, (2/a,) fallen, besitzen die letzteren Potenz-
reihen immer den gleichen Wert. Auf der Strecke
bc gibt es also Punkte p von der Beschaffen-
heit, daB S (z/a) = P, (z/a,) fir jeden Punkt ﬁ
der Strecke bp gilt. Wir betrachten die Entfer-
nungen dieser Punkte p von dem Punkte b. Es
sel bg die obere Grenze dieser Entfernungen
(Abb. 11). Wir behaupten: Der Punkt ¢ falit mit ¢
zusammen. Denn auf ¢ 148t sich.dasselbe SchluB-
verfahren anwenden wie vorhin auf ; in einem geniigend kleinen um ¢
beschriebenen Kreise gilt also B (z/a) = B, (z/a,), weil diese Gleichung
nach unserer Annahme fiir alle von g ver- N\
schiedenen Punkte der Strecke bggilt. Wenn 5 ; W -
. s .. . P
nun ¢ von ¢ verschieden wire, so wiirde hier-
nach die Gleichung B (z/a) = B, (z/a,) auch
noch fiir ein Stiick der Verlingerung der Strecke &g iiber ¢ hinaus gelten,
was der Bedeutung des Punktes ¢ widerspricht. Da ¢ mit ¢ zusammen-
fallt, so gilt B (z/a) = B, (2/a,) auch fir z =—¢, w.z.b. w.

Stehen zwei Potenzreihen in der eben betrachteten Beziehung zu-
einander, haben also ihre Konvergenzkreise ein Stiick gemeinsam und
besitzen die Reihen innerhalb dieses Stiickes tiberall denselben Wert,
so heit jede der Reihen eine unmittelbare Forisetzung der anderen.

Nach §6 ist insbesondere jede Umbildung einer Potenzreihe eine
unmittelbare Fortsetzung derselben. Es soll nun umgekehrt gezeigt
werden:

Jede unmattelbare Forisetzung einer Potenzveihe kann evhalten werden,
indem der Prozef der Umbildung itn geeigneter Weise mehymals auf die
Potenzreihe angewendet wivd.

Es sei wieder B, (z/a;) eine unmittelbare Fortsetzung von B (z/a)
und S das den Konvergenzkreisen der beiden Potenzreihen gemeinsame
Stiick. Bedeutet nun a, irgendeinen Punkt im Inneren von S, so ist
die Umbildung von $(z/a) fir den Punkt 4, identisch gleich der Um-
bildung B,(z/a,) von B,(z/a,) fiir denselben Punkt. Kann man also
B, (2/ay) aus Py(z/a,) durch wiederholte Umbildung gewinnen, so ist
damit zugleich B, (z/a,) aus P(z/a) durch wiederholte Umbildung er-
zeugt. Es ist also nur noch zu zeigen, dal aus jeder Umbildung B, (z/a,)
einer Potenzreihe %, (z/a,) umgekehrt die Potenzreihe selbst durch ein-
oder mehrmalige Umbildung gewonnen werden kann.

Abb. 10.

Abb. 11.
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Es sei K, der Konvergenzkreis von %,(z/a,), K, derjenige Kreis
um a,, welcher K; von innen beriihrt, und 7, sein Radius (Abb. 12).
Liegt nun @, im Inneren von K,, so ist die Umbildung von P, (z/a,)
fiir den Punkt a, identisch mit P, (z/4,), also die Behauptung bewiesen.
Liegt aber a, nicht im Inneren von K,, so zeichnen wir den auf der
Zentralen a; ... a, im Abstande$ 7, von a, gelegenen Punkt a; und
um diesen als Mittelpunkt den Kreis K;, welcher K; von innen be-
rithrt. Die Umbildung B;(z/as) von By (2/as) fiir den Punkt a4 ist dann
identisch mit der Umbildung von ‘B, (z/a,) fiir diesen Punkt, also im
Kreise K; vom Radius 7, =% 7,
konvergent. Liegt nun «, im Inneren
von K, so ist die Umbildung von
Bs(z/as) fir den Punkt a4, identisch
mit P, (z/a,), also die Behauptung
bewiesen. Liegt aber a; nicht im
Inneren von K,, so zeichnen wir
den auf der Zentralen 4, ...a; im
Abstande } 7; von a; gelegenen Punkt
a, und um diesen als Mittelpunkt
den Kreis K,, welcher K; von innen
beriihrt. Die Umbildung ‘B, (z/4,) von
B3 (z/as) fiir den Punkt a, ist dann
identisch mit der Umbildung von
%1(z/ay) fir diesen Punkt, also im Kreise K, vom Radius 7, =27,
= (2)27, konvergent. Liegt nun a, im Inneren von K,, so ist die
Umbildung von %,(z/a,) fir den Punkt a, identisch mit R, (z/a,),
also die Behauptung bewiesen. Liegt aber 4, nicht im Inneren von K,,
so setze man das soeben geschilderte Verfahren weiter fort. Dieses
bricht nach endlich vielen Schritten ab; denn die Radien der in K,
liegenden Kreise K,, Ky, K,, ... haben die Werte 7,, 73=27,,
7= (£)%7,, ...; ist also » die kleinste ganze Zahl = 2, fiir welche
dieUngleichung 2 (3)*~27,>> 7, gilt, so liegt offenbar der Punkt «, in K,
und dann ist das Verfahren mit # — 1 Schritten zu Ende.

Damit ist nach dem oben Bemerkten zugleich die Potenzreihe %, (2/a,)
aus P (z/a) durch n-mal wiederholte Umbildung gewonnen.

Aus naheliegenden Griinden werden wir nunmehr, wenn zwei Potenz-
reihen in 2 —a und z — b unmittelbare Fortsetzungen voneinander
sind, fiir beide dasselbe Zeichen P gebrauchen, also die Bezeichnungen
B(z/a) und P(2/d) nebeneinander verwenden.

Abb. 12.

§ 9. Laurentsche Reihen. Ein Hilfssatz iiber Potenzreihen.

Sind ay, a,, a_y, a5, a_,, . . . komplexe Zahlen, so wollen wir unter
dem Zeichen .
(1) > ay

= —00
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die Summe der beiden Reihen

ag+a,+ay,+az+ ---

und

a_1+a_2+a_3+ e

verstehen. Nur wenn diese beiden Reihen konvergent sind, stellt also
das Symbol (1) eine bestimmte komplexe Zahl, nimlich die Summe
der beiden Limites

lim(@y+ay+ay+ -+ +a,), lim(@;4+a,+--+a_,)

n->o m—> oo

vor. Die Summe dieser beiden Limites kénnen wir auch durch

n
lim Ya,
m->c k=-—m
n—>» oo

andeuten. Nach diesen Festsetzungen wollen wir nun eine Summe der
Gestalt

+ oo
Q@)= Yc,2*

n=-—0oo

betrachten. Fiir einen bestimmten Wert von z besitzt £ (2) einen be-
stimmten endlichen Wert, wenn fiir das betreffende z die beiden Potenz-
reihen

P2)=cy+c 24224+,
1 c_ c_
B(z)= FHF
beide zugleich konvergieren. Die Reihe 9 (z) konvergiert im Inneren
eines Kreises | z | = 7, die Reihe %, <%> auBerhalb eines Kreises |z|=7,.

Offenbar haben die beiden Konvergenzgebiete von  (z) und B, (%) nur

dann ein Stiick gemein, wenn 7 > #; ist, und zwar ist in diesem Falle
das gemeinsame Stiick ein Kreisring. Diesen nennen wir den Konvergenz-

ring von £(z). Da B (z) und 5,]31<%> beide im Inneren dieses Kreisringes

stetige Funktionen von z vorstellen, so gilt gleiches fiir

0@ =%+ ()

Eine Summe der Gestalt £ (z) nennt man eine Lawurenische Rethe.
Eine gewdhnliche Potenzreihe konnen wir offenbar als eine Laurentsche
Reihe ansehen, in welcher die Koeffizienten c_y, ¢_,, . . . simtlich Null
sind.
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Es sei nun g der Radius eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0, dessen
Peripherie ganz im Innern des Konvergenzringes von £ (z) verliuft
(also 7, < ¢ < 7) (Abb. 13).

Langs der Peripherie dieses Kreises ist £(z) und folglich auch der
absolute Betrag | Q.(z) | von £ (z) eine stetige Funktion. Daher besitzt
| £(2) | auf der Kreisperipherie ein endliches Maximum M, so daB fiir
jeden Punkt z der Kreisperipherie

(2) ()| <M
ist. :

Es besteht nun der ebenso merkwiirdige wie wichtige Satz, daf fiir
jeden Index n%o die Ungleichung

(3) lea|en =M

gilt, wenn lings der Kveisperipherie |z | = p die Ungleichung (2) er-
feillt ist.
Wir beweisen diesen Satz zunichst fiir den
Index #n = 0.

Da die Reihen $ (2) und B, <%> langs der Kreis-
peripherie | z | = p gleichmidBig konvergieren, so
konnen wir # und # so bestimmen, daB in der
Gleichung

n
Abb.13. Q) = 3 e,z + 6
k=-m
der Wert von ¢ der Ungleichung
6] <e
geniigt fiir jeden Wert von z mit dem absoluten Betrage . Dabei be-
deutet, wie gewohnlich, ¢ eine beliebig klein gew#hlte positive Zahl.
Es ist dann

@ FlA) =cot+ 3 ey =0() — &

k=-m
fiir alle diese Werte z absolut kleiner als M + ¢, also
() [f@) | <M+e.

Der Strich an dem Summenzeichen in (4) soll andeuten, daB bei der
Summation iber £ der Wert k2 = 0 auszuschlieBen ist.

Wir wihlen jetzt eine Zahl & vom absoluten Betrage 1, die jedoch
so beschaffen sein soll, daB keine ganzzahlige positive oder negative
Potenz von & gleich 1 wird. (Die Existenz derartiger Zahlen & wollen wir
nachher beweisen.) Ist dann s eine positive ganze Zahl und

=9, =450, n=2~Ep0, ..., z,_,=§E1p,
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so sind dies s Punkte auf dem Kreise |z | = p, und wir finden leicht
Flzg) +7(z) 4 - A floe L1 5’”1—1
(6) 1) T 1) ' V. y 60 0" .
k-—~m
Nun ist
", gh 1 i [ o
§ ’ i ¢ g I X
Yaee = X gt (er ) =2
=-m | k=-m ‘
WO
n’ !
A= D
k=—m & }

von s unabhingig ist. Mit Riicksicht auf (5) und (6) folgt hieraus
Pyl e I 27
}Colél_f.(M(‘l),;— ’ “i—,ﬁ‘_}_%}i<M+6+2§_

Da wir s beliebig gro und e beliebig klein annehmen dirfen, so
wird schlieBlich
(7) ENES'S

Betrachten wir jetzt

+ oo
() = 3 ¢ 2F-",
k=—o0
so ist in dieser Reihe c,, das von z freie Glied. Ferner ist langs des Kreises
[z]=e |
ECIEYEs’S
Folglich gilt nach (7)
le,| =0 M,
woraus die zu beweisende Ungleichung (3) unmittelbar folgt.

Es eriibrigt noch die Existenz von Zahlen £ nachzuweisen, deren
absoluter Betrag gleich 1 ist, ohne daB irgendeine Potenz von & mit
einem ganzzahligen positiven Exponenten den Wert 1 besitzt.

Eine solche ist z.B. die Zahl & = ;% (die offensichtlich den Be-
trag 1 hat).

Wire namlich & = 1 fiir ein positives ganzes #, so folgte

@—dr=2+)"=2—35+2)"=2)"+n(2—14) 2"+
und hieraus
@i = (2 — ) (4 + Bi),

wo A und B ganze rationale Zahlen bedeuten. Nimmt man die Quadrate
der absoluten Betrige der beiden Seiten, so ergibt sich

=5(42 + B?),
und diese Gleichung enthilt einen Widerspruch.
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Drittes Kapitel.
Der Begriff der analytischen Funktion.

§ 1. Monogene Systeme von Potenzreihen.

Es sei B (z/a) eine Potenzreihe
Co+ c1(z—a) +cy(z —a)2 4 ---

mit nicht verschwindendem Konvergenzradius. Sie besitzt unendlich
viele unmittelbare Fortsetzungen; diese haben ihrerseits wieder un-
mittelbare Fortsetzungen usf.

Alle auf diese Weise entstehenden Potenzreihen nennen wir Fort-
setzungen der Potenzreihe B (z/a), so daB also $(z/b) eine Fortsetzung
von B (z/a) heillt, wenn P (z/b) entweder im fritheren Sinne eine un-
mittelbare Fortsetzung von P (z/a) oder das Endglied einer endlichen
Folge

Bla), BEla), BEla), ... Bla), B

ist, in welcher jedes folgende Glied eine unmittelbare Fortsetzung des
vorhergehenden ist.

Nach dem Satze, den wir frither in Kap. 2, §8 kennen lernten,
konnten wir den Begriff der Fortsetzung auch so fassen:

Jede aus einer Potenzreihe B (z/a) durch eine oder mehrere Umbil-
dungen entstehende Potenzreihe heifit eine Forisetzung von B (z/a).

Ferner leuchtet unmittelbar ein, dal die Reihe $(z/a) Fortsetzung
von % (2/b) ist, wenn letztere Reihe Fortsetzung der ersteren ist.

Ein solches unendliches System von Potenzreihen, welches aus
einer Reihe B (z/a) und allen ihren Fortsetzungen besteht, nennen wir
ein monogenes System von Potenzreihen.

Wir behaupten, daB jede beliebige in einem solchen System ent-
haltene Potenzreihe als erzeugende Reihe angesehen werden kann, da8
also die Reihe % (z/a) keine ausgezeichnete Stellung in dem System
einnimmt. Diese Behauptung 148t sich offenbar auch so aussprechen:
Jede Potenzreihe des Systems ist eine Forisetzung jeder anderen.

Sind ndmlich $B(z/b) und P (z/c) irgendzwei Potenzreihen des aus
der Reihe B (z/a) erzeugten Systems, so ist B (z/c) eine Fortsetzung von
B (z/a) und P(z/a) eine Fortsetzung von P (z/d). Folglich ist auch
% (z/c) eine Fortsetzung von P(z/d), w.z.b. w.

Wir bemerken schlieBlich noch, da wir in ein vorliegendes mono-
genes System von Potenzreihen auch jede Potenzreihe 9 (z/00) auf-
nehmen, von welcher eine Fortsetzung in dem Systeme vorkommt.
Dabei ist unter einer Fortsetzung einer Reihe % (z/c0) jede Reihe zu
verstehen, die aus 9 (z/00) durch eine oder mehrere Umbildungen her-
vorgeht. -
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Aus vorstehendem ergibt sich der evidente Satz:

Ein System von Potenzreihen bildet ein monogenes System, wenn

1. jede Potenzreihe des Systems eine Fortsetzung jeder anderen ist und

2. jede Umbildung einer Potenzrethe des Systems ebenfalls zum System
gehort.

§ 2. Definition der analytischen Funktion.

Jedes monogene System von Potenzreihen definiert eine bestimmte
Funktion f(z) der komplexen Variablen z. Ist nimlich z, irgendein Wert
von z, so betrachten wir die Potenzreihen des monogenen Systems, deren
Konvergenzkreis den Punkt z, in seinem Innern aufnimmt. Die Werte,
welche diese Potenzreihen fiir z = z, annehmen, ordnen wir dem Werte
Z zu. Dadurch ist eine bestimmte Funktion f(z) von z erklart, die fiir
2 = z, esndeutig oder mehrdeutig heilit, je nachdem die genannten Potenz-
reihen fiir z = 2, alle den ndmlichen Wert annehmen oder nicht. Offen-
bar konnen wir die Werte dieser Funktion, die einem bestimmten Argu-
mente 2, entsprechen, auch so definieren:

Man betrachte die dem monogenen System angehorvenden Potenzreihen
B (2/2p). Die konstanten Glieder dieser Potenzrethen sind dann die Werte
der Funktion f(2) fiir 2 = z,.

Diese Definition halten wir auch noch fiir z, = 0o fest. Wenn also
dem Systeme von Potenzreihen auch eine oder mehrere Potenzreihen
% (z/oc) angehéren, so sollen die konstanten Glieder dieser Potenzreihen
die Werte der Funktion f(z) fiir z = co sein.

Eine Funktion f(2) heift eine ,,analytische Funktion'‘, wenn sie in
dieser Weise durch ein monogenes Svystem von Potenzrethen erklirt werden
kann. Jede Reihe dieses Systems heifst ein ,,Element’ der Funktion f(2).

Hierbei ist nun noch folgendes zu beachten: Liegt ein monogenes
System von Potenzreihen vor, so ist es denkbar, daB ein bestimmt fixier-
ter Wert z, von z iiberhaupt nicht in den Konvergenzkreis irgendeiner
Potenzreihe des Systems hineinfillt. Dann ist die betreffende Funktion
f(2) fir z = z, nicht definiert.

Man mache sich an dieser Stelle klar, einen wie speziellen Typus
diese analytischen Funktionen schon rein duBerlich darstellen. Eine
Funktion im allgemeinsten Sinne besteht gemiB Kap. 1, § 6 nur in der
Zuordnung gewisser Werte w zu gewissen Werten z; insbesondere sind
dabei simtliche Argumentwerte z als voneinander véllig unabhingig ge-
dacht, und man kann die Funktion nach Belieben in einigen Punkten z
definieren und in anderen undefiniert lassen. Der Begriff einer ana-
lytischen Funktion 148t sich zwar auch noch mittels einer solchen (aller-
dings unter Umstinden mehrdeutigen) Zuordnung fassen, setzt aber
voraus, daB3 die Funktion in allen denjenigen Punkten, in denen sie
nach dem obigen Verfahren durch Fortsetzung der zugehdérigen Potenz-
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reihen definiert werden kénmte, wirklich in der hierdurch bestimmten
Weise definiert wird, dal3 sie aber andrerseits in jedem Punkte, in den
die zugehorigen Potenzreihen sich nicht fortsetzen lassen, undefiniert
bleibt.

Wollte man beispielsweise eine Funktion f (z) auBerhalb des Punktes
2 =0 durch 22 definieren, dagegen im Nullpunkt undefiniert lassen,
so wire diese Funktion nach der obigen Erklirung nicht analytisch,
obwohl sie in ihrem ganzen Definitionsbereich durch eine Potenzreihe
darstellbar ist. Denn diese Potenzreihe konvergiert auch im Nullpunkt.
(Ebenso wire die Funktion nicht analytisch, wenn man ihr im Null-
punkt einen von 0% = 0 verschiedenen Wert beilegte.)

Die Gesamtheit derjenigen Werte z,, die ins Innere des Konvergenz-
kreises von Potenzreihen des monogenen Systems fallen und fiir die
also auch dem System angehérende Reihen B (z/z,) existieren, bezeich-
nen wir als den Regularititsbereich der Funktion f(z). Und zwar soll
jeder Punkt z; so oft dem Regularititsbereich zugezihlt werden, als es
verschiedene Potenzreihen % (z/z,) des monogenen Systems gibt. Dabei
ist der Fall nicht ausgeschlossen, daB zwei verschiedene Potenzrethen
B (2/2y) dasselbe konstante Glied haben, so daB ihnen ein und derselbe
Wert f(z,) entspricht.

Aber man erkennt leicht, daB dieses nur fiir mehrdeutige Funk-
tionen eintreten kann, daB also folgender Satz gilt: ,

Ist die analytische Funktion f(2) durchgehend eindeutig, so ist jeder
Punkt z, ihres Regularititsbereichs nur einfach zu zihlen; die Funktion
heift dann schlechthin ,.eindeutige Funkiion®.

Wairen ndmlich P (z/z) und B, (z/2,) zwei verschiedene Funktions-
elemente von f(z), so wiirden nach Kap. 2, § 4 in einer geniigend kleinen
Umgebung der Stelle z, fiir jeden von z, verschiedenen Punkt z, die
beiden Potenzreihen verschiedene Werte besitzen und daher f(z) fiir
jeden solchen Punkt z; mindestens zweideutig sein, entgegen der An-
nahme.

§ 3. Eindeutige Zweige einer analytischen Funktion.

Betrachten wir irgendeine Menge X2 von Punkten in der komplexen
Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, so kann sich ein beliebig fixierter
Punkt a auf drei Arten gegen diese Punktmenge verhalten.

Entweder gehéren alle Punkte einer geniigend kleinen Umgebung
des Punktes a der Menge X' an,

oder es gehort kein Punkt einer geniigend kleinen Umgebung des
" Punktes 2 der Menge X' an,

oder endlich es fallt in jede noch so kleine Umgebung des Punktes a
sowohl mindestens ein Punkt, der zur Menge gehért, wie auch min-
destens ein Punkt, der nicht zur Menge gehért.
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Im ersten Falle sagen wir, a liege im Inneren der Menge X oder
sei ein immerer Punkt von 2'; im zweiten Falle, a liege auBerhalb der
Menge X' oder sei ein duferer Punkt von X'; im dritten Falle endlich
sagen wir, a liege auf dem Rand von X' oder sei ein Randpunkt von 2.
Ein Punkt a heiBe ein isolierter Randpunkt der Menge 2, wenn in einer
geniigend kleinen Umgebung von a der Punkt a der einzige Punkt ist,
der nicht zur Menge X' gehort.

Eine stetige Kurve ist eine Menge von Punkten, deren Koordinaten x
und y als stetige Funktionen

x= @), y=19y()

einer reellen Verdnderlichen ¢ in einem Intervall ¢, < ¢ < ¢, definiert
sind. Die Kurve heiBit geschlossen, wenn ihre Endpunkte zusammen-
fallen, d. h. wenn

plto) = @), plt) =v(t)

ist, esnfach, wenn diese Gleichungen fiir kein anderes Paar verschiedener
Werte von ¢ gelten,

Mit Hilfe dieser Begriffe definieren wir: Eine Punktmenge heif3t
ein Gebiet, wenn ,

1. alle ihre Punkte innere Punkte sind,

2. je zwei ihrer Punkte sich durch eine stetige Kurve verbinden
lassen, die ganz der Menge angehort.

Eine wichtige Eigenschaft der einfach geschlossenen stetigen Kurven
lehrt der Jordansche Kurvensatz. Er besagt:

Jede einfache, geschlossene, stetige Kurve C zerlegt die Ebene in genau
zwet Gebiete, d. h. die der Kurve nicht angehérenden Punkte der Ebene
lassen sich in zwei Mengen ohne gemeinsame Punkte einteilen, und
jede dieser Mengen ist ein Gebiet. Der allgemeine
und strenge Beweis dieses der Anschauung sehr
vertrauten Satzes wiirde hier zu weit fithren;
doch werden wir den Satz trotzdem gelegentlich
benutzen!. Das eine der beiden von C bestimmten
Gebiete enthilt alle genligend weit vom Ursprung
entfernten Punkte; wir nennen es das Aufere, das
andere Gebiet das Innere von C. Abb. 14.

Das Innere einer einfachen, geschlossenen Kurve
C bildet auch dann noch ein Gebiet, wenn wir einzelne Punkte p’,
$", ... und Linienstiicke / im Inneren des betreffenden Stiickes aus-
schlieBen (Abb. 14). Die Randpunkte eines solchen Gebietes sind die
Punkte der Linie C, die Punkte der ausgeschlossenen Linienstiicke /
und die ausgeschlossenen Punkte ', p”, ... . Die letzteren sind, soweit

1 Vgl. Kap. 5, §5, S.92.
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sie nicht auf einem der Linienstiicke / liegen, isolierte Randpunkte
des Gebietes.

Es sei jedem Punkte 2 eines Gebietes D ein bestimmier endlicher Wert w
nach irgendeinem Gesetz zugeordnet, so daf also w als Funktion von z in
dem Gebiete D gegeben ist. Wenn nun die Werte der Funktion w fiir eine
gentigend kleine Umgebung jeder Stelle a des Gebietes D durch eine Potenz-
rethe B (z/a) darstellbar sind, so sagen wir, w sei ,regulir in D.

Dann kénnen wir folgenden fundamentalen Satz beweisen:

Es gibt eine analytische Funktion f(z), so daf fir jedes z von D die
Funktion w(z) einen der Werte von f(z) vorstelit.

Wiy nennen w(z) einen in dem Gebiete D reguliven ,.eindeutigen Zweig*
von f(z).

Alles, was wir zu beweisen haben, ist, da die Potenzreihen % (z/a)
und B (2/b), welche in den Umgebungen von zwei beliebigen Punkten
a und b des Gebietes D die Werte von w darstellen, Fortsetzungen von-
einander sind.

Es sei a ein Punkt des Gebietes D und » der Radius des griften
Kreises mit dem Mittelpunkt a, innerhalb dessen die Werte von w durch
B (z/a) darstellbar sind. Ist dann 7 fiir geeignetes a unendlich, so liegt b
im Inneren des Kreises um @ vom Radius 7, und $ (2/0) = w (2) ist Um-
bildung von % (z/a); je zwei Potenzreihen B (z/b,) und P (z/d,) sind also
Fortsetzungen voneinander. Ist aber » endlick fir jedes a, so zeigen wir
zunichst, daB 7 eine stefige Funktion von a innerhalb des Gebietes D
ist. Es sei @ ein beliebig fixierter Punkt des Gebietes D. Ferner sei a’

ein Punkt, dessen Entfernung 4 von a kleiner als% ist (Abb. 15). Da die

Umbildung B (z/a/a’)* von P (z/a) fir den Punkt a’ mindestens in dem
Kreise mit dem Mittelpunkt 4’ und dem Radius » — 4
die Werte von w darstellt, so ist ' =7 —d oder
r —v' < d, wo v dieselbe Bedeutung fiir @’ hat wie »

fiir a. Da aber wegen d < % der Punkt a im Inneren des

Konvergenzkreises von 9 (z/a/a’) liegt, so ist aus Symme-
triegriinden » = #' — 4 oder v — » < d. Es liegt also
" — 7 zwischen —d und 4+ 4, d.h. es ist

|7 —7r|<d=|a"—a].

Abb. 15.

Also ist in der Tat 7 eine stetige Funktion von a.

Es seien nun @ und b irgendzwei Punkte des Gebietes D. Wir ver-
binden dieselben durch eine stetige Kurve, die ganz in D liegt. Dar
sich langs dieser Linie stetig dndert, so besitzt 7 ein Minimum g, welches

1 B (z/a/a’) gehe aus P(z/a) hervor, indem 2z~ a durch z —a’ — (a— a’) ersetzt
und dann die Funktion nach Potenzen von z — a’ entwickelt wird.
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den Wert von 7 fiir einen gewissen Punkt der Kurve ab darstellt und
daher von Null verschieden ist.

Wir wihlen nun auf der Kurve ab zwischen a und b die aufeinander-
folgenden Punkte ay, a5, 45, . . ., 4, so daB in der Reihe

aa,aydy . . . a,b

der Abstand zweier aufeinanderfolgender Punkte kleiner als p ist

(Abb. 16). b
Die Potenzreihen an
Ba), Blefa) Blfa) . Bla), B, L

welche in der Umgebung jener Punkte die Werte der <¢,*’

Funktion w darstellen, sind dann so beschaffen, daf3 Abb. 16.
jede folgende durch Umbildung der vorhergehenden

erzeugt werden kann, da der Konvergenzkreis jeder dieser Reihen
den Mittelpunkt des Konvergenzkreises der nichstfolgenden Reihe in
seinem Inneren enthdlt. Es ist daher wirklich, wie gezeigt werden

sollte, B (z/b) eine Fortsetzung von P (z/a).

§ 4. Beispiele.
Betrachten wir eine rationale Funktion

hiz) _bot+byzt---4b2"

g(2) " @yt ayz e+ agst
so besitzt dieselbe fiir jeden endlichen Wert von z, fiir welchen der
Nenner nicht verschwindet, einen bestimmten endlichen Wert w. Sie
definiert also in der komplexen Zahlenebene, wenn wir die Wurzeln der
Gleichung

1) ay+ a2+ - +aa"=0

ausschlieBen, eine eindeutige Funktion von z.

Ohne den ,,Fundamentalsatz der Algebra“ vorauszusetzen, kann man
einsehen, daB die Gleichung (1) hdchstens n Wurzeln besitzt. Denn ist
z = z, eine Wurzel von (1), so ist die linke Seite g(z) ohne Rest durch
z — z; teilbar; wiren nun # 4 1 verschiedene Wurzeln z = 2z, 2z = 2,,
...,z = 2,,, der Gleichung (1) vorhanden, so wiirde die ganze rationale
Funktion g(z) durch die ganze rationale Funktion (# + 1)-ten Grades
(z—2)) (2 —23) *+ (2 — 2,4,) teilbar sein, was widersinnig ist. Man
darf auBerdem voraussetzen, dafl keine Wurzel von (1) zugleich Wurzel
von h(z) = 0 ist, weil sonst A(2) und g(z) einen gemeinsamen Faktor
hitten. Von dem groBten gemeinsamen Teiler kann man aber g(z) und
h{z) von vornherein befreit annehmen.

Betrachten wir nun die ganze Zahlenebene oder lieber gleich die
Zahlenkugel mit Ausschlu der etwa vorhandenen Nullstellen des

(@, +0),
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Nenners g(z) und des unendlich fernen Punktes, so haben wir ein Ge-

. . h(z) . . . .
biet D vor uns, in welchem w = z (s cinen eindeutigen Zweig einer
analytischen Funktion vorstellt. Denn ist a ein beliebiger Punkt des

Gebietes D, so ist
h(g) _ ha+(e—a) _ Py(z

YT T st E—a) T Bl—a
wo B;(z — a) und B, (¢ — a) im Endlichen abbrechende Potenzreihen
(d. h. ganze rationale Funktionen von z — a) vorstellen, von welchen die

zweite fiir z = a nicht Null ist. Folglich ist nach Kap. 2, §5
2) w= Pz — a)

in einer geniigend kleinen Umgebung der Stelle a, also nach §3 die
Funktion w ein eindeutiger Zweig einer analytischen Funktion. .
Diese Funktion ist aber sogar eine eindeutige analytische Funktion
von z. Denn die Potenzreihen (2), welche wechselnden Werten, von a ent-
sprechen, bilden ein monogenes System. DaB je zwei der Potenzreihen (2)
Fortsetzungen voneinander sind, folgt aus dem schon benutzten Satze,
nach welchem w einen eindeutigen Zweig einer analytischen Funktion
darstellt. Da aber auch, wenn P (z/a) eine der Potenzreihen (2) be-
deutet, jede Fortsetzung derselben zu den Potenzreihen (2) gehort,

geht unmittelbar daraus hervor, da jede Umbildung von % (z/a), etwa
h (2)

fiir einen Punkta,, in einer Umgebung von 4, den Wert von - darstellt.
Durch fortgesetzte Umbildungen kommt man also aus dem System der-
jenigen Potenzreihen, die % in der Umgebung irgendeines Punktes der
Zahlenkugel darstellen, in der Tat nicht heraus. In dem System dieser
Potenzreihen kommt auch eine dem Punkte oo entsprechende Reihe

B (z/a) vor, wenn n = v ist. Denn dann hat man

g (2 a <_1_>7"+ i toa, z z

Ist dagegen# << 7 und b, = 0, so gibt es eine solche Reihe 5,]3( > nicht.

Zusammenfassend kénnen wir sagen:
h
Eine vationale Funktion 5—7% ist eime esndeutige analytische Funktion.
Der Regularititsbereich umfaBt alle Werte von z mit Ausschluf der Null-
stellen des Nenmers g(z) und, wenn der Grad des Zihlers gréfer als der
des Nenners ist, mit Ausschiuf von z = co.

Da an den ausgeschlossenen Stellen % unendlich wird, so kann

kein Funktionselement existieren, welches eine dieser Stellen im Inneren

h(2) b°<%>r+“'+bi <1>n—r_%(l>



§ 4. Beispiele. 49

seines Konvergenzkreises enthielte. Die ausgeschlossenen Stellen bilden
also notwendig den Rand des Regularititsbereiches.

Als zweites Beispiel wollen wir eine bestindig konvergierende
Potenzreihe

Blz) =co+ ez + cp2* + -+

betrachten. Diese definiert eine eindeutige analytische Funktion, deren
Regularitdtsbereich durch alle Werte von z mit eventuellem Ausschlufl
des Wertes z = co gebildet wird.

In der Tat ist jede Umbildung ‘B (z/2) von B (z) ebenfalls eine be-
stindig konvergierende Reihe, und diese Umbildungen bilden daher
das aus B (z) entspringende monogene System von Potenzreihen. Aus
der bestindigen Konvergenz von P (z) erhellt zugleich, daBl die Um-
bildungen zu dem Wertevorrat dieser Funktion nichts hinzufiigen.

Wir wollen nun zeigen, daf3, abgesehen von dem Falle, wo B (2) sich
auf das Anfangsglied c, reduziert, der Punkt oo #nicht zu dem Regulari-
tatsbereich der durch B (z) definierten Funktion gehort.

Zu diesem Zwecke beweisen wir den Satz:

Wenn die bestindig konvergievende Rethe B (3) sich nicht auf thy An-
fangsglied veduziert, so gibt es in jeder moch so kleinen Umgebung des
Punktes 0o und zu jedem beliebig grofen positiven G mindestens einen
Wert von z, fiir welchen

| B(z) [ >G
wird.

Wir betrachten eine Umgebung des Punktes co, d. h. das AuBere
eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0. Es sei ferner G eine beliebig vor-
geschriebene positive Zahl, und es werde angenommen, daf

| B | =G

sei fiir jeden Punkt z in der betrachteten Umgebung des Punktes oco.
Wenn dann 7 den Radius eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0 be-
deutet, dessen Peripherie ganz in jener Umgebung verliuft, so ist

le | 7" =G n=0,1,2,3,...

nach dem Hilfssatz in §9 des vorigen Kapitels.
Hieraus folgt
(3) ! Cn ‘ g ;(; )
Da wir nun 7 beliebig gro annehmen kénnen, so ist | ¢, |, falls # > 0,
héchstens gleich einer beliebig klein zu machenden positiven Groéle
und daher
¢, =0.
Folglich mufB sich dann P (2) auf das erste Glied ¢, reduzieren.

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3, Auil, 4
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Damit ist offenbar unser Satz bewiesen.

Wenn nun z = co dem Regularitdtsbereiche der durch $B(z) defi-
nierten Funktion angehérte, so hitte man in einer geniigend kleinen
Umgebung des Punktes oo

B =h+ L+ 4

Fiir groBe Werte von z wiirde B (2) wenig von k&, verschieden sein
und daher |8 (z)| unter einer endlichen positiven Zahl bleiben. Folglich
gehort, wie behauptet wurde, 2 = 0o nur dann dem Regularitétsbereiche
unserer Funktion an, wenn B (2) = ¢, ist und also die Funktion sich
auf eine Konstante reduziert.

Eine analytische Funktion, welche durch eine bestindig konver-
gierende Reihe P (z) definiert werden kann, nennt man nach WEIER-
STRASZ eine gamze Fumktion. Wenn die Reihe %(z) abbricht, so
hei3t die betreffende ganze Funktion rational, im andern Falle trans-
zendent.

Als letztes Beispiel wollen wir den Quotienten zweier bestdndig
konvergierender Reihen

— By (2)
P (2)

w

betrachten. Zunichst beweisen wir den folgenden wichtigen Satz:

Die Nullstellen einer bestindig konvergievenden, nicht identisch wver-
schwindenden Potenzreihe B (z) konnen keine im Endlichen liegende
Haéufungsstelle haben.

Betrachten wir nidmlich einen beliebigen endlichen Wert z = a,
so ist

B(2) = Pilz —a),

wo die rechte Seite die Umbildung von % (z) fiir z = a bedeutet. Nun
wissen wir, daB in einer geniigend kleinen Umgebung von z = a die
Reihe B, (z — a) nicht verschwindet, auBer etwa fiir z = a. Daher ist
also z = a keine Haufungsstelle der Nullstellen von % (z).

Wenn wir nun aus der Zahlenkugel die Nullstellen von % (z), wenn
solche existieren, und den Punkt oo ausscheiden, so entsteht ein Gebiet,
in welchem w in der Umgebung jeder Stelle nach Kap. 2, § 5 als Potenz-
reihe darstellbar ist. Daraus schlieBen wir wieder, ganz analog wie oben
fir rationale Funktionen, dafl der Quotient zweier bestindig konver-
gierender Potenzreihen eine eindeutige analytische Funktion darstellt,
deren Regularitatsbereich die Zahlenkugel ist mit AusschluB gewisser
Punkte. Die letzteren besitzen, wenn sie in unendlicher Anzahl vor-
handen sind, die einzige Hiufungsstelle co.
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§ 5. Die Elementarzweige und ihre singulidren Punkte.

Gehoért eine einzelne Potenzreihe 8B (z/a) zu dem monogenen Systeme,
das die analytische Funktion f(z) definiert, so bezeichneten wir sie als
ein Element der Funktion f(z). Im Innern ihres Konvergenzkreises defi-
niert die Potenzreihe % (z/a) einen eindeutigen Zweig von f(z); wir
wollen einen solchen Zweig einen Elementarzwerg und jeden inneren
Punkt des Konvergenzkreises einen reguldren Punkt des Elementar-
zZweiges nennen.

Betrachten wir einen Punkt s awuf der Peripherie des Konvergenz-
kreises von B (z/a), so gibt es entweder eine Potenzreihe $(z/s) mit
nicht verschwindendem Konvergenzradius, die eine unmittelbare Fort-
setzung von P (z/a) ist, oder es gibt keine derartige Potenzreihe. Im
ersten Falle wollen wir s einen reguliren, im letzteren Falle einen singu-
laren Punkt des Elementarzweiges nennen. Wir beweisen nun in diesem
Paragraphen den fundamentalen Satz:

Auf der Peripherie des Komvergenzkreises von B (z/a) liegt immer
mindestens ein singuliver Punki.

Beim Beweise setzen wir der Einfachheit halber ¢ = 0. Ist 4 von
Null verschieden, so sind die nachfolgenden Betrachtungen nur un-
wesentlich zu modifizieren.

Es sei also

B(2) = ¢y + 12+ c22 + -

eine Potenzreihe, 7 thr Konvergenzradius und K ihr Konvergenzkreis.

Wir nehmen nun an, daB nicht nur im Inneren, sondern auch auf
der Peripherie des Konvergenzkreises jedem Punkte a eine unmittel-
bare Fortsetzung B (z/a) von B (z) entspricht ; dann wird der Konvergenz-
radius 7, dieser Fortsetzung eine stefzge Funktion von a sein. Dies folgt
aus einer dhnlichen Betrachtung, wie wir sie in § 3 angestellt haben.
Wenn ndmlich o’ geniigend nahe bei a liegt, so ist |7y — 7, | = d, wo
d die Entfernung [a’ — a | der beiden Punkte voneinander bedeutet.
Da nun die Punkte ¢ im Inneren und auf der Peripherie unseres Kreises
eine abgeschlossene Menge ! bilden, so besitzt 7, ein Minimum p, welches
von Null verschieden ist.

Hieraus wiirde nun, wie wir zeigen werden, weiter folgen, dal3 der
Konvergenzradius von % (z) nicht 7, sondern grofler als » wire.

Wir beschreiben zu dem Zwecke um den Nullpunkt einen Kreis
K’ mit dem Radius 7 4- 0, wo ¢ eine positive Zahl < p bedeutct.
Den Ring zwischen K und K’ bezeichnen wir mit C, wobei wir die
den Ring begrenzenden Kreisperipherien mit zu dem Ringe zihlen
wollen.

1 Eine Punktmenge heit abgeschlossen, wenn sie ihre Haufungspunkte ent-
hilt. Eine auf einer abgeschlossenen Punktmenge sfefige reelle Funktion besitzt
daselbst ein Maximum und ein Minimum.

4%
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Fir das Innere und die Peripherie des Kreises K’ definieren wir
nun eine eindeutige Funktion von z folgendermaBen:
Liegt z im Inneren des Konvergenzkreises K von % (z), so soll

f(z) =B ()
sein. Gehort dagegen z dem Ringe C an, so bestimmen wir einen Punkt «
im Inneren von K so, daB sein Abstand von z kleiner als g ist (Abb. 17).

Dann fillt z ins Innere des Konvergenzkreises der Umbildung P (z/a)
von P (2), und wir setzen nun fest, daB

1(z) = B (z/a)
genommen werden soll. Der hierdurch definierte Wert f(z) ist un-
abhingig von der Wahl des Punktes . Denn nehmen wir statt 4 einen
andern Punkt 4’ zu Hilfe, so dall der Konvergenzkreis
] 2\, von B (z/a’) ebenfalls den betrachteten Punkt z um-
faBt, so gehort, wie man geometrisch sieht, ein gewisses
Teilgebiet von K den Konvergenzkreisen von B (2/2) und
B (2/a’) zugleich an; diese beiden Reihen haben dort die-
selben Werte f(z), sind also unmittelbare Fortsetzungen
Abb. 17. voneinander, und daher gilt im betrachteten Punkte 2z
B (2/a’) = B(z/a).

Die so definierte Funktion f(z) ist fiir den Kreis K’ einschlieBlich
seiner Peripherie eine eindeutige und stetige Funktion. Folglich- hat
| /(2)| ein endliches Maximum, welches wir mit g bezeichnen wollen.
Nun sei a wieder ein Punkt im Inneren des Kreises K. Wir be-
schreiben um « als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius ¢. Lings

der Peripherie dieses Kreises ist

Z—a

f(z) =B (z]a) =B (a) + P (a)T 4o R (a)
absolut < g. Folglich gilt nach Kap. 2, §9

(z— a)"
n!

+.-

1 n l n
;m‘,ﬁ”(a)}a <y m=0,1,2,..).
Es ist aber
1 (n) — <i07 k! k—n — [k k—n
B0 @) = i o = M(; )eatr.
k=n k=n
Lassen wir 4 auf einem Kreise mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius
o < v wandern, so ist dabei bestindig

PO - g
n!

:6"

und folglich nach Kap.2, §9 fir 2=#», n +1, ...

()lalar= .
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Da wir o beliebig dicht bei » nehmen kénnen, so ist auch
BN
k_ n
Eck'<”)7 "o =g
Wir nehmen # = 0,1, 2, ..., 2 und addieren; so kommt

}ck§(7—}—a)k§(k—l—l)g;

26 = Yet+n(;)
k=0

eine Majorante von ‘B (z).
Die Potenzreihe £(z) konvergiert aber so weit wie

bt z \k
2/7<7 + a> ’
k=0
also fiir |z | <7+ o. Ebensoweit miilte daher auch %B(z) konver-
gieren.

Dies ist aber gegen die Voraussetzung, daBl K der Konvergenzkreis
von B (z) ist; also ist die Annahme unzulissig, daB auf der Peripherie
von K kein singuliver Punkt liege. Unser Satz ist nunmehr bewiesen.

Um ein Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes zu geben, be-
trachten wir den Quotienten zweier bestindig konvergierender Potenz-
reihen

es ist also

PBi(2) _ boFbyzbyP -

PB(z)  agtagzt a4

wobei wir a, von Null verschieden voraussetzen wollen. Der Einfach-
heit halber wollen wir iiberdies annehmen, daB % (z) und %, (2) keine
gemeinsame Nullstelle besitzen.

Wir wissen, daB in der Umgebung der Stelle z = 0 eine Gleichung

B, (2)
B (2

gilt. Welches ist nun der Konvergenzkreis der Reihe P,(z)?
Auf dessen Peripherie muB ein Punkt s vorhanden sein, fiir den % (z)
verschwindet. Denn sonst wiirde in der Umgebung jedes Punktes der

By (2)

Bruch B in die Form einer Potenzreihe gesetzt werden konnen,

=co+crzFcy2®+-=%,(2)

welche offenbar eine unmittelbare Fortsetzung von %B,(z) wire. Da
andererseits der Konvergenzkreis von %, (z) im Inneren keine Nullstelle
von $B(z) enthalten kann, weil fiir eine solche %B,(z) unendlich wiirde,
wihrend doch $,(z) im Inneren des Konvergenzkreises stets einen end-
lichen Wert besitzt, so folgt, daf der Komvergenzkreis von B, (z) der-
jenige Kreis mit dem Mittelpunkt O ist, dessen Peripherie durch die dem
Punkte z = 0 nichstgelegene Nullstelle von B (z) hindurchgeht.
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Entwickeln wir beispielsweise
22
1—6z—2%
nach Potenzen wvon z, so erhalten wir
22
- 44 ...
1_62_22—22+6z3+37z+ .

Diese Entwicklung ist giiltig in demjenigen Kreise mit dem Mittel-
punkt Null, der durch die dem Nullpunkt nichstgelegene Wurzel der
Gleichung

22462—1=0
geht. Die Wurzeln sind

n=—3+710,  z=—3— 0.

Der Radius des in Betracht gezogenen Konvergenzkreises ist daher

Y10 — 3.

§ 6. Der Fundamentalsatz der Algebra.

Wir wollen nun auf Grund der Untersuchung des vorigen Para-
graphen einen sehr einfachen Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra
geben. Es sei

g@ =ay+az+az2+---+a,2
eine ganze rationale Funktion, wobein > 0, a,, & 0 vorausgesetzt werde.
Verschwinde nun g(z) fir keinen Wert von 2, so wire
1
(1) g+ ayz+a, 2244 a, 2"
wo nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen die rechte Seite einen
unendlich groBen Konvergenzradius besitzt, also eine bestindig kon-
vergierende Reihe ist.
Da aber andererseits die linke Seite von (1) in einer gewissen

=cy+ciztc2 40,

Umgebung von z = co in eine Potenzreihe in — entwickelbar ist, weil

die linke Seite ja in die Form
1 1
o 1

1
an+a1z—17+an~2?+"'+ao

1

7~

gesetzt werden kann, so muB nach §4 die rechte Seite sich auf das
Anfangsglied ¢, reduzieren. Die dann aus (1) folgende Gleichung

l=(ay+az+a,22+---+a,2")c,
ist aber widersinnig. Folglich muf notwendig mindestens eine Wurzel der
Gleichung g(z) = 0 existieren.
Hieraus leitet man in bekannter Weise den Satz ab, daf jede ganze

rationale Funktion n-ten Grades als Produkt von # Linearfaktoren dar-
stellbar ist.
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§ 7. Singuldre Punkte einer analytischen Funktion.

Der Regularititsbereich oder Definitionsbereich einer eindeutigen
analytischen Funktion f(z) ist eine Punktmenge, welche beiliufig be-
merkt unter den Begriff eines Gebietes fillt. Die Punkte auf dem Rande
des Regularititsbereichs nennen wir die singuldren Punkie der Funk-
tion f(z), die Punkte im Inneren des Regularitdtsbereichs die reguldren
Punkte von f (2). Die singuldren Punkte bilden eine abgeschlossene Menge,
d.h. eine Haufungsstelle von singuliren Punkten ist ebenfalls ein
singuldrer Punkt. Dieser Satz ist nur ein spezieller Fall des allgemeineren:

Ist X drgendeine Punkimenge, so bilden die Pumkie auf dem Rande
von X stets eine abgeschlossene Menge.

Ein Punkt p liegt nach der Definition auf S.45 auf dem Rande
von X, wenn in jeder Umgebung von p mindestens ein Punkt liegt, der
zu X gehort, und auch mindestens ein Punkt, der nicht zu X gehort.

Ist nuna eine Hiufungsstelle der Punkte p;, ps, s, ..., die ihrerseits
auf dem Rande von X liegen, so fallen in jede Umgebung von a Punkte
#7 (und zwar in unendlicher Anzahl) hinein. Um einen solchen Punktp,
konnen wir eine Umgebung (p;) so klein abgrenzen, daf3 sie ganz im
Inneren der betrachteten Umgebung von a liegt. Daher wird in diese
mindestens ein Punkt, der zu X gehért, und mindestens ein Punkt, der
nicht zu X' gehort, hineinfallen, weil dieses fiir die Umgebung (py)
gilt. Folglich ist a ebenfalls ein Punkt auf dem Rande von &'; und damit
ist unser Satz bewiesen. .

Betrachten wir nun einen singuldren Punkt der Funktion f(z), so
wird derselbe entweder Haufungsstelle anderer singulirer Punkte sein
oder nicht. Im letzteren Falle nennen wir ihn einen zsolierten singuldren
Punkt. Ein isolierter singulirer Punkt ist also ein solcher, um den sich
eine so kleine Umgebung abgrenzen 146t, daf3 in ihr kein weiterer singu-
lirer Punkt der Funktion liegt.

Betrachten wir einen Elementarzweig 9 (z/a) der eindeutigen analy-
tischen Funktion f(z), so ist jeder singulire Punki s dieses Elementar-
2weiges auch ein singuldver Punkt von f(z). Denn da fiir den Punkt s
keine Fortsetzung R (2/s) von B (z/a) existiert, so ist s selbst kein Punkt
des Regularititsbereiches von f(z), und da s andrerseits Haufungsstelle
von Punkten des Regularititsbereiches ist, so ist s ein Punkt auf dem
Rande des Regularititsbereiches. Natiirlich ist auch jeder regulire
Punkt des Elementarzweiges B (z/a) ein regulirer Punkt der eindeutigen
Funktion f(2).

Wenn wir daher die singuliren Punkte einer eindeutigen Funktion
kennen, so kénnen wir sofort den Konvergenzkreis eines Funktions-
elementes B (z/a) angeben:

Der Kreis mit dem Mittelpunkt a, dessen Peripherie durch einen
singuliven Punkt geht, welcher a zundchst liegt, ist der Konvergenzkreis
der Reihe B (2/a).
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Wir haben nun schlieBlich noch die Einteilung der singuliren
Punkte in wesentlich singulire und auferwesentlich singulire auseinander-
zZusetzen.

Wenn fiir einen singuldren Punkt s eine Umgebung existiert, inner-

halb deren, abgesehen vom Punkte s selber, die Werte der Funktion 7_(%
durch eine Potenzreihe B (z/s) darstellbar sind, so nennen wir s einen
auferwesentlich singuliren Punkt oder auch einen Pol von f(z); im
anderen Falle nennen wir s einen wesentlich singuldren Punkt. Wir wollen
einen Pol s der Funktion f(z) einmal niher betrachten. In der Umgebung
von s; abgesehen vom Punkte s selbst, ist nach der gegebenen Definition
eines Poles

W) 77 = E =9 +ep (e — st o= —9)* Bz —3) (£ 20),

wobei wir ¢, als nicht verschwindend voraussetzen. Hier ist fiir den Fall
.. 1 . .
§ = 00 unter z — s, wie immer, — zu verstehen. Nach (1) gilt nun in

einer geeignet gewihlten Umgebung von s, wieder bis auf den Punkt s
selbst, die Gleichung

1 1 1
f(Z) = (z—s)" S‘B(z‘“s) =(z_5)k s'Bl(z_-s)

oder, ausfiihrlich geschrieben,

@) - f(z)z(,g__ls)k<“o+ﬂ1(z_s)+"') <a0=}—>.

Ck

Daraus geht hervor, daB £ > 0 ist; denn sonst wiirde /(z) nach Potenzen
von z — s entwickelbar sein, also s entgegen der Voraussetzung nicht
zu den singuliren Punkten gehéren.

Die Zahl % nennen wir die Ordnung des Poles. Lassen wir den Punkt z
des Regularititsbereiches in den Punkt s iibergehen, so wird nach
Gleichung (2) die Funktion f(2) unendlich groB und zwar derart, daB

lim {(z — 5)*f (2)} = a

2 >8
einen endlichen, von Null verschiedenen Wert erhilt. Wir driicken
diese Tatsache dadurch aus, daB wir sagen, f(z) wird fiir z = s von der
k-ten Ordnung unendlich.

Setzen wir die Gleichung (2) in die Form

)

1(x) = ot e o o ek G (=)

(z—s

so sehen wir, daBB

f(z)—<(z_uos)k +(Z_dsl)k—1+"'+%>=ak+ak+1(z_s)+"'
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in der Umgebung von s in eine Potenzreihe B (z/s) entwickelbar 1st und
also fiir z = s endlich bleibt. Wir sagen deshalb, f(z) werde an der Stelle s
unendlich wie

g< 1»7>: o 4 :‘81)%14...._}_;":—_1;.

Z—S (2 —9) (2

Diese ganze rationale Funktion von nennen wir den meromorphen

Z— S
Teil oder Hauptieil von f(z) fiir den Pol s.
Aus der Gleichung (2) folgern wir endlich noch den wichtigen Satz:

Ein Pol ist stets eine isolierte singuldre Stelle.

Betrachten wir nimlich irgendeine von s verschiedene Stelle z, in
derjenigen Umgebung von s, in welcher bis auf den Punkt s die Gleichung

1) = e @0+ @ e = 5) + )

gilt, so konnen wir fiir eine geeignet gewdhlte Umgebung von z, die
rechte Seite dieser Gleichung als Potenzreihe in z — z, darstellen.
Folglich ist z, keine singulire Stelle von f(z).

Bei nicht isolierten singuliren Stellen liegen die Verhiltnisse im all-
gemeinen viel verwickelter. Als besonders bemerkenswertes und wichtiges
Beispiel erwihnen wir die folgende Tatsache. Es kann vorkommen, daB8
jeder Punkt einer Linie singuldre Stelle fiir eine analytische Funktion
ist; man spricht dann von einer singuliren Linie. Vielleicht das ein-
fachste Beispiel dafiir liefert die im Kreise | z | < 1, im Innern des so-
genannten Einheitskreises, durch die daselbst konvergente Potenzreihe

5’2’“ erklirte Funktion, fir die jeder Punkt auf dem Rande des Ein-
n=0

heitskreises singulir ist 1. Daher 1aBt sie sich in keiner Weise iber den-
selben analytisch fortsetzen; ihr Definitionsbereich besteht also aus
dem Inneren des Einheitskreises. Man sagt deshalb auch, der Einheits-
kreis |z | = 1 bilde die natiirliche Grenze fir unsere Funktion.

1 Der Beweis ist einfach folgender: Bei radialer Annaherung des Argumentes 2
2z7ip
an irgendeine Einheitswurzel ¢ ¢  (p, ¢ teilerfremde ganze Zahlen, ¢ > 0) wird
21 p
unsere Funktion stets unendlich. Setzt man namlichz=pe¢ ¢ , wo 0 =Z0<1,
so gilt

© ¢—1 [es) ©
[ DMz =T 4| DMz g+ D™
n=0 n=0 n=q n=q

27xip !
— man beachte e ¢ =1 fiir n Z2¢ —, und die rechte Seite wichst iiber alle
Grenzen, wenn @ von Null bis Eins lauft. Die Einheitswurzeln sind daher jeden-
falls singulare Stellen. Da diese aber den Einheitskreis ' z| = 1 iiberall dicht
erfilllen, ist jeder andere Punkt dieser Linie als Haufungspunkt singuldrer Stellen
auch singular.
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Die Definition der singuliren Stelle 148t sich nun auch unschwer
auf den Fall iibertragen, daB3 die Eindeutigkeit von f(z) nicht voraus-
gesetzt wird, sondern daB nur ein eindeutiger Zweig betrachtet wird.
Wir wollen aber fir mehrdeutige Funktionen der Einfachheit halber
nicht die allgemeine Definition der singuldren Stelle geben, sondern
uns auf einen fiir die Anwendungen geniigenden speziellen Fall be-
schrianken.

Es sei f(2) ein in einem Gebiet D reguldrer eindeutiger Zweig einer
analytischen Funktion. Ferner sei 2 ein Randpunkt von D, der so be-
schaffen ist, daB3 er entweder ein isolierter Randpunkt ist oder daf
doch wenigstens in seiner Umgebung, von ihm selber abgesehen, nur
isolierte Randpunkte des Gebietes liegen. Wir betrachten nun die Ge-
samtheit der Elementarzweige des in D eindeutigen Zweiges f(z), d. h.
die Gesamtheit der Potenzreihen, durch welche die Werte des Zweiges
7(z) in dem Gebiet D dargestellt werden. Ist dann der Punkt a singu-
lirer Punkt irgendeines Elementarzweiges, so nennen wir ihn auch
einen singuldren Punkt des eindeutigen Zweiges f(z); ist dagegen der
Punkt @ ein regulirer Punkt fiir jeden Elementarzweig, dessen Kon-
vergenzkreis @ im Inneren oder auf dem Rande enthilt, so heiBit a4
regulirer Punkt des eindeutigen Zweiges f(z). Ist nun a ein singuldrer

. . 1 .
Punkt, so heiBit er ein Pol, wenn e auch noch im Punkte 2= a reguldr
ist, im andern Fall heiBt er wesentlich singulir. Ordnung und mero-
morpher Teil eines Poles werden genau wie oben definiert, und es gilt
offenbar wieder der Satz, daB ein Pol stets eine isolierte singulidre

Stelle ist.

§ 8. Die singuléiren Stellen der ganzen und der rationalen
Funktionen.

Eine Funktion f(z), die durch eine bestindig konvergierende Reihe
darstellbar ist, also eine sogenannte gamze Funktion, besitzt im End-
lichen keine singuldre Stelle. Dieser Satz 148t sich auch umkehren:

Eine eindeutige Funktionl, die im Endlichen keine singuldre Stelle
besitzt, ist eine ganze Funktion.

Denn der Konvergenzkreis jedes Funktionselementes mul sich nach
dem vorigen Paragraphen ins Unendliche ausdehnen.

Fiir die Stelle oo kann, wie wir wissen, eine Entwicklung P (%)
nur dann existieren, wenn die bestidndig konvergierende Reihe sich auf
eine Konstante reduziert. Also gilt:

Eine eindeutige Funktion, die iiberhaupt keine singulire Stelle besitzt,
ist eine Konstante.

1 Den Zusatz analytisch unterdriicken wir, weil es sich hier und im folgenden
immer nur um analytische Funktionen handelt.
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Ist eine ganze Funktion f(2) = ¢y + ¢;2 + ¢422 + - -+ fiir alle end-
lichen 2z beschrinkt, d. h. gibt es einc Konstante M derart, dal3 fiir alle
endlichen z

e =M
ist, so folgt aus dem Satz im zweiten Beispiel von §4, daB die Reihe
fiir f(z) sich auf ihr Anfangsglied ¢, reduziert. Also:

Jede beschvinkte ganze Funktion ist eine Konstante (Satz von Liou-
VILLE).

Nunmehr betrachten wir cine ganze Funktion f(z), fir die z = 0o
eine auferwesentlich singuldre Stelle ist.

Wenn a,z* + a;2~1 4 -+ + a;_,z der meromorphe Teil von f(2)
an der Stelle z = 0o ist, so hat die Differenz

f(2) — (@2 4 ay 2=+ -+ ay_y 2)
den Punkt oo nicht mehr zum singuliren Punkt, und da sie ebenso-

wenig im Endlichen eine singuldre Stelle besitzt, so ist sie eine Kon-
stante a; also
f(2) =apz* +a 2" 1+ fa,_12+ a,.

Eine eindeutige Funktion, die nuy die auferwesentlich singulire Stelle
2 = 00 besitat, ist eine ganze vationale Funktion.

Und hieran kniipft sich sofort der Satz:

Eine eindeutige Funktion, welche die eine wesentlich singulive Stelle
z =00 besitzt, ist eine gamze tramszemdente Funktion, und wmgekehrt:
jede ganze tramszendente Funktion besitzt die eine wesentlich singuldre
Stelle z = oo. '

Nun kommen wir zur Betrachtung einer rationalen Funktion
h(z) by byz+ -4 b, 2"
g(2) Zto +a;z - CFan e’
wo h(z) und g(z) keinen gemeinsamen Teiler haben. Die singulidren
Stellen derselben sind die Nullstellen des Nenners und, falls » > # ist,
die Stelle oo.

Ist 2z ==z, eine Nullstelle des Nenners g(z) und ist (z — z,)* die
héchste Potenz von z — z,, durch die g(z) teilbar ist, so wird

1 &) 1 .
P ) (e PR

wo B, eine Potenzreihe mit nicht verschwindendem Anfangsglied ist,

weil 4(z) und g(z) keinen gemeinsamen Faktor haben, also der Bruch
h (2)
Z,’l ()
Es ist daher z = z, ein Pol von der Ordnung &. Ebenso sieht man
leicht ein, daB fir » > # der Punkt z = 0o ein Pol von der Ordnung
r — n ist. Also:
Eine rationale Funktion besitzt nur auferwesentlich singuldre Stellen

(Pole).

w =

fir z = z, nicht Null sein kann.
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Wir beweisen nun die Umkehrung dieses Satzes:

Eine eindeutige Funktion f(2), die nur auferwesemtlich simgulire
Stellen besitzt, ist notwendig eine rationale Funktion.

Wenn die singuldren Stellen von f(z) simtlich auferwesentlich sind,
so ist ihre Anzahl endlich. Im andern Falle wiirden sie nimlich min-
destens eine Haufungsstelle haben, die nach §7 wesentlich singulir
sein wiirde. Es seien nun

29, Rgy oy Bp
die singuldren Stellen von f(z) und fir v =1,2,...,7
1 _ a{n) alm a™
g"(z—zn>_z~zn+(z—22+ +z—z)

der meromorphe Teil von f(2) fiir den Pol z,, wobei, wie immer, im
1 .

Falle z, = oo der Ausdruck — an Stelle von z—z, zu setzen ist. Dann

wird die Funktion

f(z)_g1<2_131>_g2<z_122>_“__gr(z_lzr>

eine eindeutige analytische Funktion sein, die iiberhaupt keine singu-
lare Stelle mehr besitzt und daher eine Konstante C ist. Hieraus folgt

f()—C+g1( >+g2< >+ +gr<—l—>,

82— 2,
und diese Gleichung enthdlt nicht nur unseren Satz, sondern zeigt
zugleich, daB jede rationale Funktion in Partialbriiche zerlegt werden
kann.

§ 9. Einige allgemeine Sitze iiber analytische Funktionen.

Wenn die Funktion f(2) oder ein Zweig von f(z) in dem Gebiet D
eindeutig ist und in der Umgebung jeder Stelle a des Gebietes D durch
eine Potenzreihe % (z/a) darstellbar ist, so wollen wir wie in § 3 sagen,
f(2) sei reguldr in dem Gebiet D. Aus den Gesetzen der Rechnung mit
Potenzreihen gehen nun unmittelbar folgende Sitze hervor:

1. Sind f,(2) und f,(z) in dem Gebiet D regulir, so gilt dasselbe von
den Funktionen f,(2) + f5(2), f1(2) — [2(2) und 1,(2) 15 (2)-

2. Allgemein: Jede mit konstanten Koeffizienten gebildete ganze
rationale Funktion von f,(2), f2(2), . . ., [x(2) ist in dem Gebiet D veguliy,
wenn fi(2), f2(2), ..., [x(2) es sind.

3. Es sei P, eine aus unendlich vielen verschiedenen Punkten des
Gebietes D gebildete Punkimenge, welche den Punkt a des Gebietes zur
Hiufungsstelle hat. (Z.B. bilden die Punkte einer beliebig kieinen durch
a gehenden Linie, die in dem Gebiet D liegt, eine solche Punktmenge.)
Wenn nun die Funktion f(z) in dem Gebiet D regulir und fiir die Punkte
von P, Null ist, so ist sie 1dentisch Null.
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Denn die Potenzreihe B (z/a), welche f(z) in der Umgebung der
Stelle a darstellt, muB identisch verschwinden und folglich auch alle
ihre Fortsetzungen.

4. Wenn f1(2) und [, (2) in dem Gebiet D regulir sind und die Gleichung
f1(2) = f5(2) fiir alle Punkte einer Punktmenge P, gilt, so gilt dieselbe
Gleichung in dem ganzen Gebiet D.

Denn f,(2) — f5(2) ist dann notwendig identisch Null.

5. Bedeuten f, fa, ..., |, Funktionen, die in dem Gebiet D reguldr
sind, und G(fy, s ..., [x) eine ganze vationale Funktion derselben mit
konstanten Koeffizienten, so gilt die Gleichung

G(fl) f21 st flc) =0
fiir alle Punkte des Gebietes D, wenn sie fiir die Punkte einer Punktmenge
P, gilt.
Betrachten wir eine in dem Gebiet D reguldre Funktion f(z), so
ist in einer geeigneten Umgebung einer beliebig gewdhlten Stelle a
von D

1(z) = B(2/a)
und daher fiir jeden Punkt z dieser Umgebung

lim ﬂzj‘%‘@— =B (z]a) =F(2).
h->0
Also gilt der Satz:

6. Eine in dem Gebiet D regulire Funktion f(z) besitat esnen Differen-
tialquotienten ' (2), und dieser wird in der Umgebung einer Stelle a des
Gebietes durch die abgeleitete Reihe derjenigen Reihe dargestellt, welche in
der Umgebung der Stelle a die Funktion f(z) darstellt. Der Differential-
quotient ' (2) ist daher wieder eine in dem Gebiet D regulire Funktion.

Wenden wir diesen Satz wiederholt an, so erhalten wir den all-
gemeineren Satz:

7. Eine in dem Gebiet D regulive Funkiion f(z) besitat Differential-
quotienten aller Ordnungen f (2), ' (2), [""'(2), ..., welche in D ebenfalls
reguldve Funktionen sind.

In der Umgebung der Stelle a sei

— — 2 — n
16 =B lea) = co+ o e+ E T e, I
dann ist
Fo0 (@) = B (afa) = 0+ Cpy S F
Also gilt f*™ (a) = En, und daher ist
(z2—a)? (z—a)n

=B (zla)=/ (@) +1' @) c—a) +1" (@) T3+ o f (@) T

die Reihe, welche f(z) in der Umgebung von a darstellt. Dies ist der
Taylorsche Satz.
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Die- Kombination der Sitze 5 und 7 ergibt:
8. Befriedigen die in dem Gebiet D reguliven Funktionen fy, fs, . . ., [4
etne algebraische Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

G(]ll,fz,---,ka fllyfg,,-.-, fkl, 1”, e ey k”:'-')=0

Jiir alle Punkte einer Punkimenge P,, so gilt diese Differentialgleichung
fiir alle Punkte des Gebietes D.

Wir wollen aus diesen Sitzen noch einige Folgerungen ziehen.

Es sei f(2) in dem Gebiet D regulir, ferner a ein Punkt des Gebietes.
Dann wissen wir, daB3 fiir eine geeignete Umgebung von «

/(z) = B (z/a)

ist, wobei B (z/a) eine Potenzreihe in z — a bedeutet. Betrachten wir
nun diejenigen Kreise mit dem Mittelpunkt a, deren Inneres ganz in
dem Gebiet D liegt, so wird unter ihnen ein griffer vorhanden sein.
Die Peripherie dieses groften Kreises enthdlt mindestens einen Punkt,
der auf dem Rande des Gebietes D liegt. Sein Radius ist der kiirzeste
Abstand des Punktes a von den Randpunkten von D.

Bezeichnen wir mit D(a) das Innere des Kreises, so ist D(a) ein
Gebiet, das ganz in dem Gebiet D liegt. Nun gilt der Satz:

Die Gleichung
f(z) = B(z/a)
besteht fiir das Gebiet D (a).

Es sei, um dies zu beweisen, K ein Kreis mit dem Mittelpunkt a,
innerhalb dessen B (z/a) konvergiert und dessen Inneres dem Gebiet D
angehort. Da f(z) ebenso wie % (z/a) im Inneren von K reguldr ist und
beide in einer geeigneten Umgebung von a tbereinstimmen, so ist nach
Satz 4

/() = B (z/a)
iberall im Inneren von K.

Nun konvergiert aber % (z/4) in dem Kreise D (a), denn andernfalls
wiirde die Peripherie des Konvergenzkreises C von B (z/a) ganz in D (a)
verlaufen, und im Inneren des Konvergenzkreises C wire f(2) = B (z/a).
Hieraus wiirde folgen, daB3 zu jedem Punkte der Peripherie des Kon-
vergenzkreises eine unmittelbare Fortsetzung von % (z/a) existiert, was
dem Satze von §5 widerspricht.

Die Reihe B (z/a) konvergiert also iiberall in D (a), und folglich ist

1(2) = B (z/a)
iberall in D(a), w.z. b. w.
Es seien D und D, zwei Gebiete, die einen Punkt a und folglich
auch eine gewisse Umgebung des Punktes a4 gemeinsam haben. Wenn
nun



§ 10. Der WeierstraBlsche Summensatz. 63

ein System von endlich vielen in D reguliren Funktionen ist und ebenso

11(z), g1(2), hilz), ..

ein System von endlich vielen in D, reguliren Funktionen, so soll das
letztere System wummittelbare Forisetzung des ersteren heiflen, wenn die
Gleichungen

1E) =1Hh(), gl =), h@E)=Mm), ...

fiir die Umgebung eines den Gebieten D und D, gemeinsamen Punktes
gelten.

Sind ferner D, Dy, D,, ..., D, Gebiete und X, 2, 2, . . ., 2, Systeme
von Funktionen, die in ihnen bzw. regulir sind, so wollen wir, wenn
jedes folgende System eine unmittelbare Fortsetzung des vorhergehen-
den ist, auch jedes System schlechthin eine Forisetzung des Systems 2
nennen.

Bei diesen Definitionen soll natiirlich auch der Fall nicht aus-
geschlossen sein, in welchem jedes der betrachteten Systeme nur aus
einer einzigen Funktion besteht. In diesem Falle stimmen die Defini-
tionen offenbar mit den fritheren iiberein.

Ist das System f,(z), g.(2), ... eine Fortsetzung des Systems f(z),
g(z), ..., so gilt das gleiche offenbar noch, wenn wir die Systeme durch
Aufnahme von Differentialquotienten der in ihnen enthaltenen Funk-
tionen erweitern. Also beispielsweise wird dann auch das System 7.’ (2),
fr(2), g-(2), ... eine Fortsetzung von f'(z), /(2), g(z), ... sein.

Aus Satz 8 folgt dann:

Betrachten wiv ein System von Funktionen

1), g@), h(z), ...,

die in etnem Gebiete D vegulir sind, und nehmen wir an, dafl zwischen
thnen eine algebvaische Gleichung mit konstanten Koeffizienten der Gestalt

GUE), gE), k(@) -y £ € K@, oo (), ) =0
besteht, so gilt dieselbe Gleichung auch fir jede Forisetzung jenes Systems
von Funktionen.

Dies ist der Saiz von der Permanenz einer Funktionalgleichung.

§ 10. Der Weierstra3sche Summensatz.

Es seien
B, Bala), .., B (), -
unendlich viele Potenzreihen, deren Konvergenzradien siamtlich groBer

sind als eine positive Zahl g, so daB der Kreis K mit dem Mittelpunkt

Null und dem Radius ¢ ganz im Inneren des Konvergenzkreises
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jeder einzelnen der betrachteten Potenzreihen liegt. Fiir die Punkte
der Peripherie dieses Kreises K moge ferner die unendliche Reihe

By (2) + Bo(e) + -+ B, (2) + -+

gleschmifig konvergieren.
Dann ist fiir jeden Punkt z im Inneren von K

Py () + Bo (@) + o+ By () o= B (2),

wo die Potenzveihe B (z) dadurch entsteht, daf man auf der linken Seite
der vorstehenden Gleichung immer die Glieder zusammenfaft, welche dieselbe
Potenz von z enthalten.

Wir setzen

ﬂsn(z):ﬁcg’”zk (n=1,2,...).
k=0

Dann ist die Behauptung des Satzes die, daB fir 2 =0, 1, 2, ...
ck_:cl‘(:l) +c]§2)+ N _i_c](cn)_.l._ N
eine konvergente Reihe ist, daBl ferner
B(2) = Do
=0
fir jeden Punkt z im Inneren des Kreises K konvergiert und gleich

Br(@) + Bol) + -+ Bule) +---
ist.

Da die unendliche Reihe mit dem allgemeinen Gliede B, (z) fiir die
Punkte der Peripherie von K gleichmiBig konvergiert, so kann man
zu jeder beliebig klein vorgeschriebenen positiven GroBe ¢ eine ganze
Zahl N so bestimmen, daBl die Ungleichung

‘%n+1 (Z) + an+2 (Z) + <ot S'Bn+'m(’z) ‘ é&

gilt fiir jeden Punkt z der Peripherie von K, sobald #» > N gewihlt
wird, m aber eine ganz beliebige natiirliche Zahl ist. Aus dieser Un-
gleichung folgt nach dem Hilfssatz in §9 des vorigen Kapitels

€
(1) |C’(Cn+1) + C7(cn+2) 44 c’gn+m)| < F
Daher ist
— D (2) @) 4 ...
Cp=1Cp’ T ¢ 4¢P+

eine konvergente Reihe, und wenn man
Cp=C + ¢ + - W 4 W
setzt, so gilt nach (1) fiir alle » > N die Ungleichung

@ IS
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Es sei nun z ein Punkt im Inneren des Kreises K und g, der ab-
solute Betrag von z. Dann ist

feed

S (et o o) = By (@) + Bo () o+ Ba )

E=0
konvergent. Ebenso konvergiert fir » > N auch

(o]
X rim k=R (2),
E=0

da diese Reihe nach (2) eine Minorante von

0‘07 @k_ e
1%8<9>_1—9—1
e
ist; zugleich hat man
Q)| < ——.
o<
14

Die Reihe
%@+%@+m+&m+a®=g%ﬂ=wa

konvergiert daher ebenfalls fiir den betrachteten Wert von z, und es ist

o
4

B (2) — (Boz) + Bo(x) + - + SJ3n(z))l'=!®(z)l§1 —,
sobald # > N ist. Hieraus folgt endlich
B(2) = Pi(z) + Bolz) 4+ Bp(z) +---,

womit nun unser Satz in allen Stiicken bewiesen ist.
Der Satz bleibt offenbar auch giiltig, wenn alle in Betracht kom-
menden Potenzreihen nach Potenzen von z — a bzw. nach Potenzen

1 . . . .
von — fortschreiten, nur daB3 dann der Kreis K nicht den Mittelpunkt O,

sondern den Mittelpunkt a besitzt bzw. K das AuBere eines Kreises
mit dem Mittelpunkt O bedeutet.
Es seien jetzt

hie), @, - [,

Funktionen, die simtlich im Gebiet D regulir sind. Die Rethe

(3) h&) + 6+ e )+

konvergiere fiir jeden Punkt z des Gebietes D, und es werde vorausgesetzt,
daf um jeden Punki a des Gebietes D ein ganz in dem Gebiete liegender
Kreis existiert, auf dessen Peripherie die Reihe (3) gleichmdifig konvergiert.

o

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl. 15}



66 I, 3. Der Begriff der analytischen Funktion,

Dann ist die Summe

L@ +HE + -+ fal) + o =F ()
eine im Gebiet D regulire Funktion, deven Ableitungen durch gliedweise
Differentiation jener Summe entstehen, so daf also fir jedes positive
ganze k die Gleichung
F®(z) = f® (2) + [0 (2) + -+ [0 (&) + -
im Gebiet D gilt.

Wir betrachten zum Beweise einen beliebigen Punkt a des Ge-
bietes D. Es sei K ein Kreis mit dem Mittelpunkt «, lings dessen Peri-
pherie die Reihe (3) gleichmiBig konvergiert. Da nach §9 (S. 62) in
einer Umgebung D (@) des Punktes a, welche den Kreis K in sich enthilt,

fa (@) = Ba(ela) = ) 5P (@) (z — a)F

k=0
gilt, so ist im Inneren des Kreises K die Summe
F(z)=h(z)+ fa(e) + -+ fale) +
der Reihe (3) dargestellt durch die Potenzreihe

(@ | Dot —ar
wobei .
ey =1 (a) + 1P (@) + - + [P (@) +

ist. Folglich ist F (z) reguldr in dem Gebiet D.
Vergleichen wir ferner die Taylorsche Entwicklung von F(z):

F(y) = Q%F"" (@) (z — a)*,

mit der Entwicklung (4), so folgt
F® (@) = [ (@) + [ (@) + -+ [P (&) +

Da hier nun « jeder beliebige Punkt des Gebietes D sein kann, so ist
unser Satz in allen Stiicken bewiesen.

Diesen Satz werden wir in der Folge als den Weierstrafschen Summen-
satz bezeichnen. Als Beispiel seiner Anwendung wollen wir den folgenden
Satz beweisen:

Ist P(z) = Zoo'ck 2k eime Potenzreshe und f(2) in dem Gebiet D
k=0

vegulir, ist ferner fiir jeden Punkt a in dem Gebiet D der zugehirige
Punkt f( a) in dem Konvergenzkveise von ‘P (z) gelegen, so ist auch

F (7) = ch{ (2)}¢ in dem Gebiet D regulir, und die letzte Gleichung

bleibt Mchtzg, wenn man sie glhiedwerse beliebig oft nach z differenziert.
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Es sei a ein Punkt des Gebietes D; dann liegt nach Voraussetzung
der Punkt f(a) im Inneren des Konvergenzkreises C der Reihe P (z).
Wir beschreiben einen mit C konzentrischen Kreis C’, der kleiner ist
als der Kreis C, aber den Punkt f(a) in seinem Inneren enthilt. Ferner
beschreiben wir in dem Gebiet D einen Kreis K um « mit einem so
kleinen Radius, daB fiir jeden Punkt z auf der Peripherie dieses Kreises K
der Punkt f(z) ins Innere des Kreises C’ fillt. Dies ist wegen der Stetig-
keit von f(z) moglich.

Da nun fiir die Punkte im Inneren des Kreises C’ die Potenzreihe
B (2) gleichmidBig konvergiert, so ist

H%ﬁ%%%

fiir die Punkte z der Peripherie des Kreises K gleichmdifig konvergent.
Der WeierstraBsche Summensatz findet also hier Anwendung und zeigt
die Richtigkeit unseres Satzes.

Ein spezieller Fall hiervon ist der folgende Satz:

Wenn Zo,’ock 2k bestandig konvergiert und f (2) im Gebiet D reguldr ist,
¥=0

so st j’)ck{ f(2)}F in dem Gebiet D veguldr und beliebig oft gliedweise
F=0

differenzierbar.

Viertes Kapitel.

Untersuchung einiger spezieller analytischer
Funktionen.

§ 1. ‘Die Exponentialfunktion.

Wir wollen untersuchen, ob es eine analytische Funktion f(2) gibt,
welche die Eigenschaft besitzt, ihrem Differentialquotienten f'(z) gleich
zu sein.

Es sei

(z—a
B () =D e, ",
ein Funktionselement von f(z); dann muB also die abgeleitete Reihe

, 7 (a—arml N1 (z—a)n
SE (Z/d) =n§cn (n— 1)7, ':n;(:cn—%-l‘_;!‘

mit P (z/a) zusammenfallen. Hierftr ist erforderlich und hinreichend, daf

Cpi1=2Cq, Al ¢g=1¢y, ¢3=10;, ¢3=7C, usf.

ist, oder also, daB simtliche Koeffizienten ¢, untereinander gleich sind.
5*
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Wird ihr gemeinsamer Wert mit ¢ bezeichnet, so ist

(2 — a)®

(1) B (zfa) = D)
n=0

Die hier auftretende Potenzreihe ist nun (vgl. Kap. 2, §2) bestindig
konvergent und definiert daher eine ganze transzendente Funktion. Also:

Es gibt eine bis auf einen konstanten Faktor bestimmie ganze trans-
zendente Funktion, welche mit thvem Differentialquotienten identisch ist.
Das der Stelle a entsprechende Funktionselement dieser Funktion hat die
Gestalt (1).

Wir wollen nun in dieser Funktion {iber den konstanten Faktor so
verfiigen, daB das zur Stelle z = 0 gehérige Funktionselement

2 23
l1+z+5+5+

wird. Bezeichnen wir mit f(z) die hierdurch villig bestimmie ganze
transzendente Funktion, so gibt es nach (1) zu jedem a ein bestimmtes
¢ mit

(o]

fle) = 3OS

n=0
e+ a)=ci(a).
Setzen wir hier z = 0, so folgt, da f(0) = 1 ist, f(a) = ¢ und folglich
(2) fz+a)=1()](F.

In dieser Gleichung bedeuten z und 4 zwei beliebige endliche Werte,
so daB wir auch ’

oder

fzr + 25) = f(z1) f(20)

schreiben kénnen. Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung ent-
steht

Flg+at 2+ 4 2,) =1(2)F(2) f(25) [ (2)-

Indem wir 2z, =2 =z23;= -+ =12,=1 setzen, ergibt sich {fir
n=1,2 3, ...

(3) fm) = {f @)}

Ferner ergibt sich aus (2) fir ¢ = — z die Gleichung

l=7@7(=2), [(—2a={@)"

so daB (3) auch fiir negative ganze # gilt. Definieren wir nun die Zahl e
durch die Gleichung

e=1() =1+ 7 +5+37+
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so sehen wir, daB fiir jedes ganzzahlige z
f(z) = e
ist. Wir werden dadurch darauf gefiihrt, unsere Funktion f(z) tber-
haupt fiir jeden Argumentwert z durch das Symbol
o?
zu bezeichmen. Daher heiit f(z) auch die Exponentialfunkiion.

Die sich unmittelbar darbietenden Eigenschaften dieser Funktion e*
sind die folgenden:

1. Es ist in der ganzen Zahlenebene
z 22 2"

Die Funktion e? ist also eine ganze transzendente Funktion; sie hat die
eine wesentlich singulire Stelle z = co.
2. Es ist

3. Es ist fiir je zwei Argumente z; und 2z,

ctt 2 == g% %2,

Die hierin ausgesprochene Eigenschaft der Exponentialfunktion heif3t
ihr Additionstheorem.

4. Insbesondere ist

1
2.0 =¢" =1 oder e%=—-

ez

Die Funktion e* hat daher stets einen von Null verschiedenen Wert,
ste besitzt also ketne Nullstelle.

§ 2. Die trigonometrischen Funktionen.

Betrachten wir, indem wir unter z einen beliebigen endlichen Wert

verstehen, die Gleichung

2 ;)3
eiz:1+iz_;_,(f2?,+w(gl+...,

so 148t sich die rechte Seite derselben in der Form
cos z + 1sin z

schreiben, wenn wir zur Abkiirzung setzen:

2 P

3 5
(1) Cosz=l~%+z—+m, sinz:z—%+—;~!—+~-.

Da diese Potenzreihen bestindig konvergieren, so folgt:
Die Funktionen sin z und cos z sind ganze transzendente Funktionen.
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Da
et? = cosz 4 1sinz

ist, so lassen sich die Eigenschaften der Funktionen sin z und cos z
aus denen der Exponentialfunktion ablesen.
Wir stellen hier die hauptsichlichsten Eigenschaften zusammen:

1. Es ist
dsin z dcosz

(2) —— =08z, —— = —sinz

und sin0 = 0, cos 0 = 1. Die Funktion sin z ist eine ungerade, die
Funktion cos z eine gerade Funktion, d. h.

sin (— 2) = —sing, cos(— z) = cosz.
Dies alles folgt sofort aus den Definitionsgleichungen (1).
2. Es ist
(3) cos?2z }sin?z=1.
Dies folgt durch Multiplikation der beiden Gleichungen
et = cosz +4sinz, e~%%=cosz— ¢sinz.
3. Fiir die Funktionen sin z und cos z gelten die Additionstheoreme
sin (2, + 2,) = sin 2z, cos 2, + €Os 2, sin z,,
cos (2, + %) = COs 2, COS 2, — sin 2z; sin z,,

deren Beweis unmittelbar aus

etri(zit+2) — eiizl.giizz, d. i.

‘y/
p cos (21 + 25) + 7 sin (2 + 2,)
= (cos 2; =& 7 sin z;) (cos 25 =+ ¢ sin 2,)
o folgt.
Wir wollen nun zeigen, daf die Funktionen sin z
und cos z fir reelle Werte von z mit den in der Ele-

SIII ; ;
Abb.18. mentarmathematik so bezeichneten Funktionen, den soge-

nannten trigonometrischen Funktionen, identisch sind.
Zu dem Zwecke betrachten wir die Gleichungen

4) x=cosz, Yy =sinz,

in welchen z alle reellen Werte annehmen soll und x und y als recht-
winklige Koordinaten in einer Ebene gedeutet werden mégen.
Die durch (4) dargestellten Punkte (x, y) befinden sich nach (3)
auf dem Kreise
22+ y2=1.

Fiir z = 0 befinden wir uns im Punkt S (x = 1, ¥ = 0); fiir kleine

positive Werte von z liegen cos z und Sl—?—i nach (1) dicht bei dem Wert 1,
so daB der Punkt P (#, y) dann positive Koordinaten besitzt (Abb. 18).
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Aus den Gleichungen (2) folgt nun weiter, daB x = cos z zunichst ab-
nimmt, y = sin z zunichst wdchst, wenn z von Null ausgehend an-
wichst. Aber sin z muf} schlieBlich notwendig einmal vom Wachsen
. . . dsi

ins Abnehmen {iibergehen, mit anderen Worten :I:Z = cos 2 mubB,

wenn z von Null aus wichst, einmal von positiven zu negativen Werten
iibergehen. In der Tat ist

22 22 28 22
cosz=1— 7 (1—53) — g7 (1= 7g) =

Nehmen wir z = 2, so werden die Klammern

22 22
=5z o7 -
samtlich positiv und daher
4 1 1
COS2<1_§<1——3">=—-‘—§,

d. h. cos 2 ist negativ. Zwischen z = 0 und z = 2 gibt es daher einen
kleinsten Wert, fiir welchen cos z durch Null hindurchgehend von posi-
tiven zu negativen Werten iibergeht ; bis zu diesem Werte hin wechselt
cos z das Vorzeichen nicht. Den betreffenden Wert von z bezeichnen

. .tﬁ
WIr' mil 9 -

Wenn z von 0 bis%— wichst, wichst nach (2) die Funktion sin z

bestdndig und zwar von 0 bis 1, weil cos 321 = 0 und nach (3) folglich
r
2
Riicksicht auf (2). Der Punkt x = cos z, y = sin z durchliuft also den

Quadranten SS’, wenn z von 0 bis—;z wachst.

sin 5 = 1 sein muB. Zugleich nimmt cos z von 1 bis 0 ab; wieder mit

Nach den Additionstheoremen ist nun

(5) sin(z—f—%)=smzcos%+coszsin—721=cosz,
(6) cos(z—i—%)=coszcos%—sinzsin%=——sinz.

. « . . T .
Lassen wir hierin z von O bis ) wachsen, so erkennen wir, daB3 der

Punkt (4) den Quadranten S’ S durchlduft, wenn z von % bis r wichst.
Endlich folgt aus den Gleichungen

cos (—z) =cosz, sin(—2) = —sinz,

daB der Punkt (4) den Halbkreis S S’ S durchlduft, wihrend z von
—zm bis 0 wichst, Zusammenfassend kénnen wir sagen:
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Der Punkt
x¥=cosz, y=sinz

durchliuft die Peripherie des Kreises x* 4+ y? = 1 gerade einmal, wenn
z vom — 7 bis -+ m wichst.

Bezeichnen wir nun mit ¢ den Bogen SP, den wir zugleich als
MaB fiir den Zentriwinkel PO S nehmen, und normieren wir ¢ durch
die Bedingung —z << ¢ <=, so ist fir p + =z

do\2 dx\2 dy\2 .
(B = () (3 = s o=
und folglich, da fiir 2 =0 auch ¢ =0 ist,
p ==z.

Es ist also z gleich dem von S aus gevechmneten Kreisbogen.
Die Identitdt der Funktionen sin z und cos z mit den trigonometri-
schen Funktionen Sinus und Kosinus fiir reelle z ist damit erwiesen.
Insbesondere ist 721 der vierte Teil des Kreisumfangs oder 2 der Ge-
samtumfang des Kreises.
Aus den Gleichungen (5) und (6) folgt, indem man z durch =z —}—%
ersetzt,
(7) sin (z +a) = —sinz, cos(z 47 = — cosz
und hieraus, indem man z durch z + & ersetzt,
(8) sin (z 4 2x) = sinz, cos (z 4+ 27) = cos z.
Die Gleichungen (5) bis (8) tibertragen sich auf die Exponential-
funktion in der folgenden Weise:
= jei?, ptm = — gz gaH2m  gin

und diese Gleichungen fithren offenbar auf die einfacheren
Zté’i:i, emi= — 1, et —= 11,
Hieraus folgt:

Die Exponentialfunktion besitzt die Periode 2w i, d. h. es ist
erteni — e?,
und die trigonometrischen Funktionen sin z und cos z besitzen die Periode
2m, d. h. es ist
sin (z + 2x) =sinz, cos (z + 2a) = cos z.

Betrachten wir den Punkt e?* = cos @ + isin fp, so durchlduft er,
wenn ¢ von — x bis 4 x variiert, gerade den Einheitskreis. Der Punkt
p€e®t, wo ¢ eine reelle positive Zahl ist, durchlduft also den Kreis mit
dem Mittelpunkt 0 und dem Radius p. Hieraus schlieBen wir (vgl. S. 6):
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Jede von Null verschiedene komplexe Zahl z lift sich, und zwar nur
auf eine Weise, in die Form setzen
z==pe¥t >0, —a<p<md).

Der Faktor ¢ ist der absolute Betrag von z; der Winkel @ ist die Am-
plitude von z.

§ 3. Der Logarithmus.
Unter dem Logarithmus von z, in Zeichen log z, verstehen wir fiir
gegebenes z diejenigen Werte w, welche die Gleichung

(1) v =z

befriedigen. Da die Exponentialfunktion nur endliche von Null ver-
schiedene Werte annimmt, so bleiben die Werte 2z =0 und z = o
auBer Betracht.
Ist nun z ein gegebener von Null verschiedener Wert, so sei
7= gev? >0, —a<p=mn).
Die Gleichung (1) lautet dann, wenn wir w = u - 1v setzen,
ou eVt — 0 et ,
und folglich muf3
6“:9’ e(v_q’)izl
sein.
Lassen wir # die Werte von 0 bis oo durchlaufen, so variiert

u2 u3
v =1 fu g g+t

. 1 . . .
von 1 bis 0o, und da e %= —r ist, so nimmt e* von 1 bis 0 ab, wenn #

von 0 ausgehend alle negativen Werte durchlduft. Daher hat die Glei-
chung
e¥=p

eine etnzige reelle Losung u, die wir mit () bezeichnen wollen.
Um alle Losungen der Gleichung

elv—9)t = ]
zu bestimmen, setzen wir fiir einen Augenblick
V=@ -+
dann haben wir die allgemeinste Losung der Gleichung
ett =1

zu suchen. Durchlauft ¢ das Intervall 0 < ¢ < 2a, so durchlauft
der Punkt ¢'* den Einheitskreis. Folglich ist ¢ =2z die kleinste
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positive Losung unserer Gleichung. Ist ¢ nun eine beliebige Losung, so
koénnen wir
t=2nm+7r

setzen, wo 0 =<7 << 2z und # eine ganze Zahl ist. Dann wird
ori = gii-2nmi — pii (27H)-n — |

und folglich » = 0. Die allgemeinste Lésung von ¢!* =1 ist also
it =2nm,
wo # eine beliebige ganze Zahl bedeutet, und
v=¢@ -+ 2nxn

ist also die allgemeinste Losung der Gleichung e~ %% = 1.
Damit sind wir zu folgendem Resultat gelangt:
Ist
z=ge?t >0, —a<op=mn)

ein gegebener von Null verschiedener Wert, so ist die allgemeinste Losung
der Gleichung
eV =z
die folgende:
w=10(0) + @i+ 2nms.

Daber bedeutet 1(0) die einzige veelle Losung w der Gleichung
e = o

und n eime beliebige ganze Zahl.

Da die ganze Zahl # beliebig bleibt, so ist log z eine unendlich viel-
deutige Funktion von z. Den der Annahme »# = 0 entsprechenden Wert
nennen wir den Hauptwert der Funktion log z und bezeichnen ihn mit I (2).
(In dem speziellen Falle, da8 z eine positive reelle Zahl p ist, deckt sich
diese Definition offenbar mit der obigen Definition von Z(g).) Es ist also

L) = (o) + @i,
wo o den absoluten Betrag von z und ¢ die der Bedingung —n< ¢ ==

geniigende Amplitude von z bedeutet. Ferner driicken sich durch den
Hauptwert [(z) alle Werte von log z vermége der Formel

logz=1(z) + 2nms
aus.

Wir wollen nunmehr dasjenige Gebiet D betrachten, welches von
allen Punkten der komplexen Zahlenebene mit AusschluB der negativen
Achse der reellen Zahlen! gebildet wird. Auf der Zahlenkugel entsteht
das entsprechende Gebiet, wenn wir die Hélfte desjenigen Meridians
der Kugel ausscheiden, welcher die reellen Zahlen reprisentiert.

1 Hierbei ist der Nullpunkt mit auszuschlieBen.
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In dem Gebiet D ist, wie aus der Definition sofort folgt, der Haupi-
wert 1(z) des Logarithmus eine eindeutige und stetige Funktion. Wir
werden jetzt zeigen, daB diese Funktion in dem Gebiet D sogar reguldr
ist. Es sei a ein Punkt des Gebiets D (Abb. 19). Dann haben wir zu
zeigen, daB in einer gewissen Umgebung von a eine Gleichung der Form

le) =1(a) talz—a)+lz—a?+ =@+ P
gilt. Soll diese Gleichung bestehen, so muBl
g@+3 =z oder % =
a

sein fiir geniigend kleine Werte des absoluten Betrages von z — a.
Dann ist aber auch

xa
) PP :
+§B+§+3ﬁ+:;, 10
also, da wir zufolge § 10 des vorigen Kapitels Abb. 19.
nach z differenzieren diirfen, A
, B bz 1
P14+ B+ 5+ =W o=1,
d. h.
. 1t
P —C1+202(z—61)+303(Z—d)2‘[‘"'——-;—a_{_(zga)
1 —a (2 — a)?
:;_Za2 S 5 ) —— e,

wenn (was offenbar keine Beschriankung der Allgemeinheit bedeutet)
|z —a| < |a| angenommen wird.
Demnach muB die Reihe P folgendermallen lauten:

Z—a l/z—a\2 1l/z—a\8 1 /z—a\d
R 1 I 1 G B G I
Diese Reihe konvergiert nun in demselben Kreise wie ihre abgeleitete
Reihe %, also in dem durch die Bedingung

lz—a

<1

| " a
bestimmten Kreise. Dieser Kreis, den wir mit K, bezeichnen wollen,
hat den Mittelpunkt a, und seine Peripherie geht durch den Nullpunkt.

Fiir jeden Punkt z, der im Inneren des Kreises K, liegt, ist aber
wirklich, wenn B die soeben angegebene Reihe bedeutet,
(@) A@+® — g,

Denn zunichst folgt aus dem WeierstraBschen Summensatz aus
Kap. 3, §10

sty =a(1+P+a+ 5+ ) =B

und, indem wir die Ableitung nehmen,

aas'<1+%+§+§+~~>=‘Bl’(z—a)
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. 1.
oder, weil P’ = - ist,

Bz —a) =2, (z — a).
Setzen wir nun
Biz—a)=a+b(z—a)+ b(z—a)24---,
so kommt-
a+b(z—a)+bz—ap?4 -
= +{a+(z—a)}-{by + 2b,(z —a) + 3bs(z — @) + -}

und durch Koeffizientenvergleichung
by=1  b0,=0, b=0,

Daher ist ;(z — a) = a + (2 — a) = z und damit die Gleichung (2)
bewiesen. Aus dieser Gleichung geht hervor, daB fiir jeden Punkt z
im Inneren des Kreises K,

La) + B =1()+2nn1

ist, wo # eine ganze Zahl bezeichnet.

Es bedeute nun D (a2) wieder den gréBten Kreis mit dem Mittel-
punkte a, dessen Inneres ganz dem Gebiet D angehort. Dieser Kreis
D(a) fallt mit K, zusammen, wenn der Punkt a eine nicht negative
Abszisse hat. Im anderen Falle dagegen wird der Kreis D (a) kleiner
sein als der Kreis K,; ndmlich D(a) wird derjenige Kreis sein, der a
zum Mittelpunkt hat und die Achse der negativen reellen Zahlen beriihrt.

Nun sehen wir leicht ein, daB im Inneren von D (a) die Zahl # be-
stindig Null ist. Denn es ist

1
=i {l(@) + B —1())
im Inneren von D (a) stetig, und da #» flir z = a Null ist, so muB # als
ganze Zahl bestindig Null sein.
Hiermit sind wir zu folgendem Resultate gelangt:

Der Hauptwert des Logarithmus L(z) ist in dem Gebiete D eine regulire
Funktion. Es gilt namlich in der Umgebung D (a) eines beliebigen Punk-
tes a des Gebiets D die Gleichung

Z—a 1/2—a\2 1/2— a\3
Mg =l + =5 (5 +5(5Y -+

a a a

diese Gleichung zeigt ferner, daf 1(z) die Differentialgleichung
aiz 1

dz  z
befriedigt.
Wenn 2z sich in einen Punkt —p (p > 0) der Achse der negativen
reellen Zahlen hineinbewegt, so geht offenbar /(z) stetig in den Wert
l(0) + =i oder in den Wert /(p) — &¢ lber, je nachdem sich z von
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der Seite der positiven oder von der Seite der uegativen Ordinaten
nach dem Punkt — g bewegt.

Betrachten wir nun die Werte

Iz) +2nms,

so bilden diese fir jedes bestimmt gewihlte ganze # ebenfalls eine
reguldre Funktion in dem Gebiete D. Diese Funktion heiBe fiir einen
Augenblick f,, so daB also f, der Hauptwert I(z) ist.

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Funktionen f,, /;, /-1, fa) fa) - - -
etndeutige Zweige einer und derselben analytischen Funktion sind.

Offenbar geniigt hierfiir der Nachweis, daB fir jedes ganze » ein

Funktionselement B (z/a) von f, zur Fortset- @

zung ein Funktionselement $(z/8) von f,., |T

besitzt. | . ‘
Wir wihlen a und & als Spiegelpunkte [ "o

beziiglich der Achse der reellen Zahlen, und l

zwar so, daB die gemeinsame Abszisse von a 3

und b negativ ist (Abb. 20). Die Konvergenz- Abb. 20
kreise von P (z/a) und P (z/b) haben dann
ein Stiick der Achse der negativen reellen Zahlen gemein.
Ist — g irgendein Punkt dieses gemeinsamen Stiickes, so ist fiir
2= —
Bzla) =1(p) +ni+ 2nxni,
B(z/d) =1() —mwi+2(n+1)ns,
folglich P (z/a) = B (2/b), und daher ist nach Kap. 2, §8 die Potenz-
reihe B (z/b) eine unmittelbare Fortsetzung von B (z/a).

Der Logarithmus 1ist hiernach eine unendlich vieldeutige Funktion,
die sich aus den in dem Gebiete D eindeutigen Zweigen 1(2) + 2nmi 2u-
sammensetzt. Die Eigenschaften des Logarithmus gehen im tibrigen aus
denen der Exponentialfunktion hervor.

Z. B. folgt aus

elogzl+logzz — elogz,_glogzz o Zl 22’

daB log 2, + log 2z, einen Wert von log (z;2,) vorstellt.

Die Gleichung
(3) log 2, + log 2, = log 2,2,
ist demnach so aufzufassen: Versteht man unter log z; und log z, irgend
zweil bestimmte unter den unendlich vielen Werten, welche diese Zeichen
vorstellen, so ist log z; + log z, einer der unendlich vielen Werte, welche
log (2,2,) besitzt.

Fiir die Hauptwerte des Logarithmus stellt sich, wie leicht zu sehen
ist, die Gleichung (3) so dar: Es sei

B=01e%%, Z=gye%t  (0,>0, 0,>0, —a<p; =, —a<P=7).
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Dann ist

Hz) + Uzy) = U(2120) + 2nms,
wobei # =0 oder 4 1 oder — f; ist, je nachdem, welcher von den
Ungleichungen

—a<ptep=a a<gptes=2a —22a<¢+ep=s-—a
die Summe der Amplituden ¢, und ¢, von z und z, geniigt.

§ 4. Die allgemeine Potenz.

Bedeutet m eine positive ganze Zahl, so versteht man unter der
Potenz z™ das Produkt aus m Faktoren, von welchen jeder gleich z ist.
Will man diesen Begriff der Potenz 2™ ausdehnen auf beliebige kom-
plexe Exponenten #, so erreicht man dies am einfachsten mit Hilfe
des Logarithmus. Wir setzen fiir 2 <= 0

m log 2)2

(1) zm-___emlﬂg’:1+m10gz+£j_+....

Nach dieser Definition wird die Funktion z™ im allgemeinen un-
endlich viele Werte haben, ndmlich die Werte
6’m(l(z)+2n7li) = emi(2).gm-2n71 (n — 0’ _I_ 1’ — 1’ + 2’ — 2) . )
Wegen e™®@ == 0 wird nur dann, wenn unter den Zahlen
@) em-2n7i (n=0,+1,4+2, +3,..)
bloB endlich viele verschiedene sind, z” nur eine endliche Zahl ver-
schiedener Werte haben. Soll nun
em-2nni — pm.2n/ni (n:{,:n’)
sein, so muB3
em(n—n’)-2ni —_— 1,
folglich m (n — »’) eine ganze Zahl und also m eine rationale Zahl sein.
Wenn umgekehrt =£ (r und s teilerfremd; s = 1) eine rationale

Zahl ist, so sind unter den Zahlen (2) nur s Zahlen voneinander ver-
schieden, als deren Repridsentanten man die Zahlen
T .
o8 2" n=0,1,2,...,s—1)
r
nehmen kann, und 2™ = z* ist dann eine s-deutige Funktion.
Unter dem Hauptwert von z™ wollen wir denjenigen Wert von 2™
verstehen, der dem Hauptwert von log z entspricht, der also durch

2m == eml(z)
definiert ist. Wir bezeichnen ihn mit (z™). In dem Gebiet D, das durch

Ausscheidung der Achse der megativen veellen Zahlen aus der Zahlen-
ebene entsteht, ist (2™) eine regulire Funkiion.
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In der Tat gilt in der Umgebung D (a) irgendeiner Stelle a des Ge-
biets D die Gleichung

1@) =1(a) + Z‘“_%<Z_:ﬁ>2+%<z—“>3_+...=q;

a a a
und daher auch

@) = et =14 mB ko E =y,
wo nach dem Weierstra3schen Summensatz
Z — —_ 2
(3) $1=00+017ﬁ+02<2 a>+"'

wieder eine Potenzreihe in z — a bedeutet.
Nun folgt durch Differentiation

m
Zeml(z) — ’
7 ¢ @ = B,

oder

mP, =(a+ (z—a) ‘Bl-—a<
Beriicksichtigen wir (3), so folgt

.

n=1
=7§ -+ 1)0n+1<z; a>"+n§ncn(z ; a>n

und durch Koeffizientenvergleichung
m+ Ve, = (m—mn)c, n=0,1,2,...).

Hieraus finden wir sukzessiv

m m (m — 1) m(m — 1) (m — 2)
a=7f% =71z ‘0 &7 1.2:3 Cor s
allgemein

m
¢ =1, )%

<m>= m(m—1).--(m —n- 1)

n 1-2...n

WO

der n-te Binomialkoeffizient zur Basis m ist.

Fiir ¢, ergibt sich aus e™® = §,, indem wir z = a setzen, die
Gleichung ¢, = ¢™'@= (a™). Daher wird also in der Umgebung D ()
des Punktes a die Darstellung gelten:

z2—a m\ (2 — a\2 m\ /2 — a\3
e =t i+ ()55 + G+ G+
Die iibrigen Werte von z™ entstehen aus dem Hauptwerte (z™)
durch Multiplikation mit den konstanten Faktoren (2).
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Hieraus schlieflen wiv, dafi die Werte von z™ in eindeutige Zweige
zerfallen, die in dem Gebiete D vegulire Funktionen sind und die wegen (1),
da wir das Enisprechende fiir den Logarithmus festgestellt haben, zu einer
und derselben analytischen Funktion gehiren.

Aus der Definitionsgleichung (1) folgt noch

zlngm — egmlogz. + mlogz, — pmlog (zlzz),
also
amam — {z1 zz}m.

Diese Gleichung ist so aufzufassen: Das Produkt aus einem be-
liebig gewdhlten der Werte von 2% und einem beliebig gewihlten der
Werte von 2P ist stets einer der Werte von {zz,}™.

Ahnliches gilt von der aus (1) folgenden Gleichung

log 2™ = m log z,
sowie der hieraus sich ergebenden Gleichung
{zm}ml — gMulog 2" _ pmy mlog z,
d. i

{zm}ml — gmm

Finftes Kapitel.
Die Integration analytischer Funktionen.

§ 1. GleichmaiBige Stetigkeit und Differenzierbarkeit
analytischer Funktionen.

Einen Bereich in der Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, der
aus allen Punkten innerhalb und auf einer einfach geschlossenen?
stetigen Kurve besteht, wollen wir eine Elementarfliche nennen. Jede
Elementarfliche enthilt also ihren Rand.

Beispielsweise bilden die Punkte im Innern und auf der Peripherie
irgendeines Kreises eine Elementarfliche.

Liegt eine Elementarfliche E mit allen ihren Punkten in einem
Gebiete D, in welchem eine Funktion f(z) reguldr ist, so soll f(z) auch
auf der Elementarfliche E regulir heiBen.

Bedeutet a einen beliebigen Punkt im Inneren oder auf dem Rande
der Elementarflache, so ist nach Kap. 3, §7
M PO =f@+E—a)f @+ E—ap 0
fir alle Punkte z des Gebietes D, welche der Umgebung D(a) des
Punktes a angehéren. Diese Umgebung D (a) ist definitionsgemaB das
Innere des gréBten Kreises mit dem Mittelpunkt a, der noch mit allen

1 Vgl. S. 45.
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seinen inneren Punkten dem Gebiete D angehort. Bezeichnen wir mit 7,
den Radius dieses Kreises, so ist 7, eine stetsge Funktion von a. Da
die Elementarfliche £ nach ihrer Definition eine abgeschlossene Punkt-
menge vorstellt, so besitzt auf ihr die Funktion 7, ein Ménimum, und
dieses ist positiv. Wir bezeichnen in der Folge mit p eine positive Grofe,
die kleiner als jenes Minimum angenommen werden soll. Dann ist fiir
jeden Punkt a der Elementarfliche

g >0

Beschreiben wir um jeden Punkt der Elementarfliche E einen Kreis
mit dem Radius g, so bilden die inneren Punkte und alle Punkte auf
den Peripherien dieser Kreise einen Bereich E’, der die Elementar-
fliche E ganz enthilt. Dieser Bereich E’ liegt ganz in dem Gebiete D
und stellt, wie leicht ersichtlich ist, eine abgeschlossene Punktmenge
vor. Da die Funktion f(z) stetig ist, so besitzt | f(z) | im Bereiche E’
ein Maximum M ; dann besteht also fiir jeden Punkt z von E’ die Un-
gleichung

1@ =M.

Insbesondere gilt diese Ungleichung fiir die Peripherie eines Kreises
vom Radius g, dessen Mittelpunkt ein beliebiger Punkt @ der Elementar-
fliche E ist. In Riicksicht auf (1) und Kap. 2, §9 folgt daraus

1
(2) T

Diese Ungleichungen, in welchen M und g feste positive Zahlen
sind, gelten also fiir jeden Punkt 4 der Elementarfliche E. Wir kénnen
hieraus einige wichtige Folgerungen ziehen.

Es seien a und b zwei Punkte der Elementarfliche E, deren Ab-
stand kleiner ist als eine unterhalb p liegende positive Zahl §, also:

M
Qn

n=0,1,2,..).

f™ (a) I <

[b—al<d<p.
Dann ist nach (1)

(3) FO) —f@) = b —a)f @)+ (b —apl 8 o
und nach (2)

J
M M —
iO) —f@| <o +op 4+ =M,
¢ ¢ 1— 2
4
Ist nun ¢ irgendeine positive Zahl, so kénnen wir ein positives é < g

6
so klein wihlen, daf3 M ¢ s <¢ wird; es gilt also der Satz:
. 1— =
o

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 6
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Ist f(z) auf der Elementarfliche E regulir, so kann man nach An-
nahme einer beliebig kleinen positiven Grofe ¢ die positive Grofe & so be-
stimmen, daf

[f(0) —fla)|<e
ist, sobald a und b ivgend zwei Punkic der Elementarfliche E bezeichnen,
die der Bedingung |b — a | < 0 gendigen.

Diese Eigenschaft der Funktion f(z) bezeichnet man als gleichmdfige
Stetigkeit; sie hitte auch aus allgemeineren Prinzipien gefolgert werden
konnen, nidmlich aus dem Satz, daB jede in einer abgeschlossenen
Punktmenge stetige Funktion in dieser gleichmifig stetig ist.

Schreiben wir die Gleichung (3) in der Form

1010 @y =p—al 0@ —aplf 4.

und setzen zur Abkiirzung
1) —f ,
'T_—a(al — /@)=,
so folgt
6

M M M
<0 2 . =
v =dz+85+ e 3"
e

und hieraus schlieBen wir:

Ist f(z) auf der Elementarfliche E regulir, so kann man nach An-
nahme einer beliebig kleinen positiven Gréfe ¢ die positive Grofe & so
bestimmen, dafl die durch die Gleichung

1O =10 _ @) +y

a
definierte Gréfe v der Bedingung |y|<< e gemdigt, sobald nur |b—a|<
ist, wo auch tmmer die Punkte a und b auf der Elementarfliche E an-
genommen werden.

Da die Ableitung f’ (z) auf der Elementarfliche E regulir und folg-
lich auch gleichmiBig stetig ist, so laBt sich der vorstehende Satz dahin
verallgemeinern:

Ist & > O vorgeschricben, so kann man 6 > 0 so bestimmen, daf die
durch die Gleichung

CETCR
definierte Gvofe v der Bedingung
[yl <e
gentigt, sobald a, b, ¢ auf der Elementarfliche E irgendwie, jedoch den
Bedingungen
|6 —a|<d, Jc—al|<$é

entsprechend angenommen werden.



§ 3. Integration der Ableitung einer reguliren Funktion. 83

Die in den letzten beiden Sitzen ausgesprochene Eigenschaft von
{(2) deuten wir kurz dadurch an, daB wir sagen, f(2) sei auf der Elemen-
tarfliche E gleichmdfig differenzierbar. DaBl in den beiden Sitzen a
und & als voneinander verschiedene Punkte vorausgesetzt werden,
braucht kaum besonders hervorgehoben zu werden.

§ 2. Integration der Potenzreihen.

Eine Potenzreihe

Blefa) =cot ez —a) + ¢z —a) +- -
stellt im Inneren ihres Konvergenzkreises C eine regulire Funktion f(z)
dar, und umgekehrt 148t sich jede in einem Kreise C regulire Funktion

durch eine in C konvergierende Potenzreihe darstellen. Bilden wir nun
die Reihe

Bulela) =cte—a)+ 3 E—a tgE—ap -,
wo ¢ eine beliebig gewihlte Konstante bedeutet, so fillt die abgeleitete
Reihe von B, (z/a) mit P (z/a) zusammen. Daher hat 9, (z/a) denselben

Konvergenzkreis C, und die im Inneren dieses Kreises durch B, (2/a)
definierte reguldre Funktion f, () gentigt der Gleichung

dfy(2)
G _ ).

Wir nennen f, (2) ein wunbestimmies Integral von f(z).

§ 3. Integration der Ableitung einer regulidren Funktion.

Wir beweisen nun einen allgemeinen Satz, der sich auf zwei in
einem Gebiete D regulire Funktionen f(z) und f,(2)
bezieht, von denen die eine die Ableitung der anderen
ist, zwischen denen also etwa die Gleichung

dfy (9
"
besteht.
Es seien z, und Z zwei beliebig im Inneren von D Abb. 21.

fixierte Punkte. Wir verbinden sie durch eine im Inneren

von D verlaufende rektifizierbare stetige Kurve L von positiver Linge.
Zwischen z, und Z schalten wir auf dieser Kurve L irgendwie » — 1
(n = 2) voneinander und von z, und Z verschiedene Punkte 2, 2, . . .,
Zp—y €in (Abb. 21) und bilden nun die Summe

2@ Az =) (3 —20) +1 (o) (22 — 2) 4+ -+ (L) (Z — 2,9),

wobei £y, &,, ..., {, Punkte der Kurve L bedeuten, die bzw. auf den
Stiicken 2y...2;, 2y...%, ..., 84 ...Z beliebig angenommen sind.
6*
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Wir wollen nun zeigen, daB die Gleichung
(1) lim Y f(z)dz = f(Z) — f1(2)

gilt, in welcher das Limeszeichen bedeutet, dal man die Anzahl der
Punkte z,2,...,2,—; ins Unendliche anwachsen und zugleich die
Lingen der Stiicke, in welche die Kurve L durch die Punkte zerlegt
wird, unendlich klein werden lassen soll.

Wir schlieBen die Kurve L in eine Elementarfliche ein, die ganz
im Inneren von D liegt!. Auf dieser Elementarfliche sind f,(2z) und
f' (2) = f(2) reguldr. Ist daher ¢ > 0 beliebig klein vorgeschrieben, so
werden nach §1 in den Gleichungen

BB ZhG) _j) 4y,

23— 2y
f1 (zzz) :le;(Zl) — ]( (52) + Va»
2 1
die GréBen y,, s, - - - absolut genommen kleiner als ¢ sein, sobald die

einzelnen Stiicke z. . . 29, 21 - . . 23, . . . der Kurve L geniigend klein sind.
Nun folgt aus den vorstehenden Gleichungen

h(Z) —fy(z) = 3 f () Az —4-p1 (21 —20) +pa(a—2) ++ - - +Vu(Z—2,1)
oder

2@ Az =1 (2) —f(z) + R,

wo
|R|=i7’1(21—z0)+72(32—21)+“'+?’n(z”‘zn—1)i
<6{|z1"'zol+lzz*21[+"'+!Z_zn-1|}
ist.
Da |2z, — 25|, |2, — 2, |, ... die Langen der der Kurve L einbe-
schriebenen Sehnen z, ... 2z;, 2; ... 2y, ... sind, so ist

IR| < el,
wo [ die Linge der Kurve L bedeutet.

Hieraus folgt nun in der Tat, weil ¢ beliebig klein angenommen
werden darf,

im 3/(2) Az = f,(Z) — 1 () .

Den hier betrachteten Limes bezeichnen wir mit

Z
[1@dz oder [f(z)dz
2 L

und nennen ihn das durch die Kurve L erstreckte Integral von f(z). Die
Kurve L heiBt der Integrationsweg. Diese Definition des Integrals ist

1 Eine solche erhilt man z. B., wenn man zu allen Punkten a von L die GréBe
7, bildet wie in § 1 und dann mit einem positiven Radius @, der unterhalb des
Minimums aller 7, liegt, um jeden Punkt von L den Kreis beschreibt.
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unabhingig davon, ob f(z) die Ableitung einer anderen Fumktion f,(z)
ist oder nichi. Die Gleichung (1) 148t sich dann so schreiben:

4

2) J 1@ dz= f(Z) — f1(z)-

Zo

In dem bisher ausgeschlossenen Falle, daBl L die Linge Null hat, also
z
Z = z, ist, sei unter f f(z) dz der Wert 0 verstanden. Die Gleichung (2)

%o
gilt dann auch fiir diesen Fall.

Die Gleichung (2) lehrt, daB der Wert des Integrales unabhingig
ist von der Wahl der die Punkte z; und Z innerhalb des Gebietes D
verbindenden Kurve L, falls die in D regulire Funktion f(z) die Ab-
leitung einer anderen in D reguldren Funktion f;(2) ist.

Aus der Definition des Integrales folgt in sofort verstdndlicher
Schreibweise unmittelbar

Z
fff dz|<11m2|f )| 14z

Die rechte Seite 14Bt sich aber durch ein gewohnliches reelles Integral
ausdriicken ; bedeutet ndmlich s die von 2z, aus auf L gemessene Bogen-
linge, so ist | f(z) | auf L eine sfetige Funktion von s, und die rechte
Seite ist gleich

4
[116)as,

woftir wir auch

[17@]|dz] oder f]f 2)| |dz|

2o

schreiben wollen. Es ist also
z z
1[t@dz| < [|f@)]]dz] < M1,
2 20

wo M das Maximum von |f(z) | auf L bedeutet.

Fallt der Punkt Z mit dem Punkte z, zusammen, so zeigt die Glei-
chung (2):

Ist {(2) im Gebiete D die Ablettung einer reguliven Funktion, so hat
das durch eine geschlossene, rektifizierbare, ganz im Inneren von D liegende
Kurve erstreckte Integral f f(2) dz den Wert Null.

Da nach § 2 jede in einem Kreise regulire Funktion f(z) dort als
Ableitung einer Funktion f,(z), eines unbestimmten Integrales, dar-
gestellt werden kann, so schlieBen wir nun:
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Im Inneren eines Kreises, tn welchem f(z) reguldr ist, ist

VA
zf @) dz

von dem Integrationswege unabhingig, und das durch eine geschlossene
rekbifizierbare Kurve gemommene Integral f f(z) dz ist Null.

Wir werden in §5 diesen Satz wesentlich erweitern, indem wir
zeigen, daB an Stelle des Kreises eine beliebige Elementarfliche treten
kann.

§ 4. Beispiele.
Ein prinzipiell wichtiges Beispiel bildet das Integral

&,
.

z

Es sei D das aus allen Punkten der Ebene mit AusschluB der nega-
tiven Achse der reellen Zahlen bestehende Gebiet. In diesem Gebiete
ist /(z) nach Kap. 4, §3 eine regulire Funktion und

@ 1

dz z"
Daher gilt der Satz:
Das in dem Gebiete D von einem Punkt a nach irgendeinem anderen

Punkte b genommene Integral
b
dz

z

hat den Wert 1(b) — I(a).
Dabei ist der Integrationsweg, d. h. die a mit b verbindende Kurve L,
durch welche das Integral genommen

P £ wird, ganz in dem Gebiete D liegend
r\a vorausgesetzt. Welchen Wert hat nun
/ aber das Integral, wenn die Kurve L

[29
10
s \_/ »  wicht mit allen ihren Punkien in dem
= Gebiete liegt?
Abb. 22. Wir wollen diese Frage zunichst

fiir den einfachen Fall behandeln,
da die Kurve L die Achse der negativen reellen Zahlen nur einmal
durchschneidet, etwa im Punkt — p. Durchlduft man die Kurve L vom
Ausgangspunkt a bis zum Endpunkt b, so mége die Uberschreitung der
Achse der negativen reellen Zahlen von der Seite der positiven nach
der Seite der negativen Ordinaten hin geschehen, wie das in der Abb. 22

1 Dies soll natiirlich nur eine kurze Schreibweise fiir fl dz sein. Ahnliche
z

Freiheiten erlauben wir uns im folgenden &fters.
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angedeutet ist. Es seien nun « und § zwei zu beiden Seiten des Durch-
schnittspunktes — ¢ der Kurve L mit der Achse der negativen reellen
Zahlen angenommene Punkte der Kurve L, und zwar liege o auf der-
selben Seite von — p, auf der a liegt; dann ist

f”“+f—~l — @) + 1) —L(§).

Lassen wir « und 8 in den Punkt — g hineinriicken, so wird
o) in I(p) + ms,
Ip) in l) —ai

ibergehen. Daher kommt

b

(1) 92 _ 1) —1(a) + 2i.

z
a
Trate die Kurve L von der Seite der negativen nach der Seite der
positiven Ordinaten iiber, so wiirde in vorstehender Gleichung an Stelle
von + 2z auf der rechten Seite — 277 zu schreiben sein.
Nunmehr betrachten wir einen Integrationsweg L, der die Punkte a
und b verbindet und die Achse der negativen Zahlen in beliebig vielen

Punkten s;, s;, - . ., s, durchschneidet.
Wir wollen jedem einzelnen Punkte s, die Einheit g, = 4 1 oder
g, = — 1 zuordnen, je nachdem die Kurve L im Punkte s; von der

Seite der positiven auf die Seite
der negativen Ordinaten oder
umgekehrt von der Seite der
negativen auf die Seite der posi-
tiven Ordinaten durch die Achse
der negativenreellen Zahlen hin-

durchtritt. In der beigesetzten Abb. 23.
Abb. 23 wiirden z. B. den Punk-
ten s;, Sy, S3, S der Reihe nach die Einheiten g = -} 1, gg= — 1,

g5 =+ 1, ¢, = + 1 entsprechen.
Nun gilt offenbar fiir das durch die Kurve L erstreckte Integral
dz . .
JTT die Gleichung:
b
a .
f72=l(b)—l(a) +27mi(e, et -+ 8.
a

Die Summe &; + &, + - - - + ¢, heiBt die Windungszahl der Kurve L.
Lassen wir die Punkte @ und b zusammenfallen, so ergibt die Glei-
chung (1) das Resultat:
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Es 1st
J'iz—=2ni,
2

wenn das Integral in , positivem Sinne'* um den Nullpunki erstreckt wird.
Diese Ausdrucksweise bedeutet, daB das Integral durch eine einfach ge-

schlossene Kurve L um den Nullpunkt erstreckt werden soll, wobei L in

demjenigen Sinne durchlaufen wird, bei dem der Nullpunkt stets zur Lin-

ken gelegen ist. (Vgl. S. 7, FuBnote.) Diesen Durchlaufungssinn werden

wir stets den positiven, den entgegengesetzten den negativen nennen.
Nun betrachten wir das etwas allgemeinere Integral

wo z, eine Konstante bedeutet und der Integrationsweg a mit b ver-
bindet. Natiirlich nehmen wir dabei @, & und die Punkte des Inte-
grationsweges L von z, verschieden an.
Setzen wir
2—zy=1,

so durchliuft ¢ eine Kurve L', wihrend z die Kurve L durchliuft; und
zwar entsteht L’ aus L durch eine Parallelverschiebung der komplexen
Zahlenebene (Abb. 24). Bei
dieser Parallelverschiebung
geht die durch z, parallel zur
Achse der negativen reellen
Zahlen verlaufende Gerade
5-2, in diese Achse iiber. Nun ist
offenbar unser Integral I
gleich dem Integral

o
a-z, ar
Abb. 24, z
a—2o

wenn letzteres durch die Kurve L’ erstreckt wird. Hieraus folgen nach-
stehende Sitze:

Es sei g die durch z, parallel zur Achse der negativen reellen Zahlen
laufende Halbgerade. Dann ist

b

[ =16—m) —1e—x),

z— 7,

a
wenn der Integrationsweg die Gerade g nicht trifft, dagegen
b

f dz =lb—2z)—l(@a—2z)+2ni(e;+6+---+5)),

Z2—2,

a
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wenn der Integrationsweg die Gerade g in # Punkten trifft. Dabei sind
&1, &, ..., & diesen Punkten einzeln zugeordnete positive oder negative
Einheiten.

Ferner:

Das in positivem Sinne um den Punkt z = z, erstreckie Integral

dz
.J‘ z— 2z,
hat den Wert 274,
Betrachten wir als zweites Beispiel die Funktion

)n+1,

@) =g =2

wo # eine von — 1 verschiedene ganze Zahl bedeutet, so ist
at, ( n
1 _~f():(z—z0).

Die beiden Funktionen f(z) und £, (2) besitzen, wenn » positiv ist,
die eine singuldre Stelle 2 = oo, wenn # negativ ist, die eine singulire
Stelle z = z;; im Falle #» = 0 ist f,(z) nur im Punkte z = oo singulir,
f(2) dagegen eine Konstante. Es sind also f(2) und f, (2) jedenfalls regulir
in dem Gebiete D, welches aus allen Punkten der Ebene mit Aus-
schluB der Punkte z = z; und z = oo gebildet wird. Daher gilt

b

J =) dz = s {6 — )" — @ — )"

a

fiir jeden Integrationsweg, welcher nicht durch den Punkt z, geht.
Insbesondere ist

f(z—zo)"dz =0
fiir jeden nicht durch z, hindurchgehenden geschlossenen Integrations-
weg.
Das in positivem Simme um z = z, erstreckie Integral

f (2 —2,)"dz
ist also immer Null mit Ausnahme des Falles n = — 1, in welchem es
den Wert 271 besitzt.

§ 6. Integration reguldrer Funktionen.

Es sei wie in § 1 die Funktion f(2) reguldr in dem Gebiete D, und
E bezeichne eine in dem Gebiete D liegende Elementarfliche. Ferner
moge p dieselbe Bedeutung haben wie in §1, so daB also jeder Kreis
vom Radius p, dessen Mittelpunkt der Elementarfliche E angehort,
ganz im Inneren des Gebietes D verlduft.

Wir verbinden zwei Punkte ¢ und b, die im Inneren der Elementar-
fliche FE liegen, durch eine rektifizierbare Kurve L, die ganz im Inneren
der Elementarfliche E verliuft.



90 I, 5. Die Integration analytischer Funktionen.

Es sei die positive Zahl m kleiner als der kiirzeste Abstand der
Punkte von L von der Begrenzung von E, so daBl jeder Kreis vom
Radius m, dessen Mittelpunkt ein beliebiger Punkt der Kurve L ist,
ganz im Inneren von E liegt.

Wir zerlegen nun die Kurve L, indem wir zwischen 4 und & auf
ihr die Punkte 2, 2,, . . ., 2, einschalten, in Stiicke L,, L,, ..., L,,
und zwar seien diese Stiicke so klein, dal der Abstand je zweier Punkte
eines und desselben Stiickes kleiner als ¢ und kleiner als m ist. Es sei
2y = a, 2, = b gesetzt. Wir bezeichnen das durch die Kurve L bzw. L,

(B =1, ..., n) erstreckte in §3 definierte Integral
b 2
[t@az baw. [ f(z)dz .
a Zk_

kurz mit (L) bzw. (L;); dann ist also

2 2, b b

L)+ @)+ o+ @)= [+ [+t [=[1Ea= ),

Es soll sich in diesem Paragraphen uwm den Nachweis handeln, daf
der Wert dieses durch die Kurve L erstreckien Integrals nicht von der
Wahl der Kurve L, sondern nur von den Grenzen a und b abhingig ist
und daf dieser Wert, angesehen als Funktion der oberen Grenze b, eine
im Inneven der Elementarfliche E vegulire Funktion 1ist.

Man kann die Kurve L, (¢ =1, 2, ..., n) ersetzen durch die Ver-
bindungsgerade G, ihrer Endpunkte, ohne den Wert des Integrals

%
f f(2) dz dadurch zu dndern. Dies folgt unmittelbar aus dem Satze
2

am SchluB von § 3; denn die beiden von z,_; nach z, fithrenden Kur-
ven L; und G, liegen im Inneren des Kreises vom Radius ¢ um z,
und in diesem Kreise ist f(z) regulir. Die geraden Strecken G, liegen
dabei ganz im Inneren von E. Es ist also

(L) =(G) + Go) + -+ (Ga) = (G),

wo G den aus den Strecken G,, G,, ..., G, zusammengesetzten ge-
brochenen Linienzug bedeutet. Wieder sollen dabei die Klammern, wie
auch im folgenden, die Integralbildung andeuten.

Um die Unabhingigkeit des Integralwertes von der Wahl der Kurve L
darzutun, geniigt es hiernach, die Gleichheit der beiden Integrale (G)
und (G') zu beweisen, wo G und G’ zwei von a nach b fithrende ge-
brochene Linienziige bedeuten, von denen jeder sich aus einer end-
lichen Zahl von geradlinigen, ganz innerhalb E gelegenen Strecken
zusammensetzt.

Durchlaufen wir den Linienzug G’ in umgekehrter Richtung, so
dndern wir dadurch nur das Vorzeichen des betreffenden Integrals (G').
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Es kommt daher der Nachweis der Gleichung (G) = (G’) auf den Nach-
weis des folgenden Satzes hinaus:

Wird das Integral f f(2) dz durch den Umfang eimes Polygons er-
streckt, dessen Seiten samtlich tm Inneren von E liegen, so hat es den
Wert Null.

Betrachten wir ein solches Polygon, so kénnen méglicherweise zwei
nicht aneinander stoBende Seiten desselben sich schneiden, so daB
also der Umfang des Polygons sich selber durchsetzt. In diesem Falle
zerlegen wir den Umfang in einzelne Stiicke,
von denen jedes fiir sich einen einfachen
geschlossenen Linienzug bildet!. Offenbar
geniigt es, fir jedes solche Stiick das Ver-
schwinden des Integrals f f(2) dz zu beweisen.

Es sei nun P ein Polygon, dessen Umfang
sich nicht selbst durchsetzt und im Inneren =
von E liegt. Den Umfang des Polygons P be- Abb. 25.
zeichnen wir der Kiirze halber ebenfalls mit
P. Dann handelt es sich um den Nachweis, dall (P) = 0 ist.

Haben zwei Polygone P; und P, eine Seite gemeinsam (Abb. 25)
und bedeutet P; + P, das Polygon, welches von den Seiten von P; und
P, mit AusschluB der gemeinsamen Seite gebildet wird, so ist, wenn die
Integrale durch die Polygonumfinge stets im positiven
Sinne erstreckt werden, w|

(Py) + (Pg) = (Py + Py). A
Denn die auf die gemeinsame Seite von P, und P,
sich beziehenden Integralteile zerstoren sich, weil diese

NU

gemeinsame Seite bei dem Integral (P,) in entgegen- (

gesetzter Richtung zu durchlaufen ist wie bei dem

Integral (P,). Hieraus folgt nun: Abb. 26.
Koénnen wir das Polygon P in Polygone P,, P,, . . .,

P, zerlegen, fiir welche die Integrale (P;), (Py), ..., (P,) samtlich

Null sind, so ist auch (P) = 0.

Dies ist nun tatsichlich fiir jedes Polygon P moéglich, dessen Um-
fang sich nicht selbst durchsetzt und ganz im Inneren von E liegt.

Man zerlege namlich die Ebene durch 4quidistante Parallelen zur
Achse der reellen und imaginiren Zahlen in Quadrate, deren Diago-
nalen kleiner als g sind (Abb. 26). Durch diese Parallelen wird die Poly-
gonfliche P in Stiicke P, P,, ... zerlegt, von welchen jedes einzelne
ganz in einem Kreise mit dem Radius g liegt, dessen Mittelpunkt ein

1 Verfolgen wir nidmlich das Polygon von einem beliebigen Anfangspunkt
bis zu dem ersten Punkt P;, der schon durchlaufen wurde, so kénnen wir den
Zug von P, bis P,, ein einfaches Polygon, abtrennen. Wiederholung dieses Ver-
fahrens fithrt zum Ziel.
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Punkt von E ist. Jedes einzelne Integral (P,), (P,), . . . hat daher nach
§3 den Wert Null und folglich auch das Integral (P).

Hierbei haben wir stillschweigend angenommen, daB die Fliche des
Polygons P ganz im Inneren von E liegt. Es ist aber auch ohne Be-
rufung auf die Anschauung leicht zu zeigen, daB kein Punkt im Inneren
von P auf dem Rande oder auBerhalb von E liegen kann. Denn wenn
ein solcher Punkt nicht selbst auBerhalb, sondern auf dem Rande
von E liegt, so gibt es doch in seiner Nihe Punkte im Innern von P,
die auBerhalb E liegen. Es sei p, ein solcher Punkt. Da E ganz im End-
lichen liegt, so gibt es auch auBerhalb von P Punkte, die auBerhalb £
liegen. Ein solcher sei p,. Nach dem Jordanschen Kurvensatz, ange-
wendet auf E, miiBte es eine p; und p, verbindende Kurve geben, die
ganz auBerhalb von E verliuft und daher das Polygon P nicht trifft.
Das steht aber im Widerspruch damit, daBl nach dem Jordanschen
Kurvensatz die Verbindungslinie eines Punktes p; im Inneren von P
mit einem Punkt p, auBerhalb von P jedenfalls P treffen muB.

Nachdem wir gezeigt haben, daB der Wert des Integrals

b
af/(z)dz

von der Wahl der ¢ mit b innerhalb E verbindenden Kurve L unab-
hingig ist, beweisen wir nun, daf dieser Wert innerhald E eine regulire
Funktion von b ist. Wir wollen die obere Grenze jetzt mit z statt mit b
bezeichnen, die untere Grenze mit z, und

@) =Jiga

setzen, wobei der Integrationsweg ganz in E liegt.
Es sei nun a ein beliebiger Punkt in E. Liegt dann z in einer Um-
gebung von «, die ganz in D hineinfillt, so ist
o) = o+ er(e — @) + calz — @) + -
und nach §2 und §3

JiQdt=coz—a)+F z—ap+2LE—ap+---

Nun kénnen wir die z, und z verbindende Kurve so wihlen, daB
sie den Punkt a enthilt. Dann ist

0 he = J1@1ae = J1@yac + 1o ac

=c+co(z~—a)+-02l(z——a)2-}—---,

WO ¢ = f f(§) 4 von z unabhingig ist.
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Die Gleichung (1) zeigt, daB die Funktion f; (2) innerhalb E regulir
und 2810 _ ) st
J ede cmdere innevhalb E reguldve Funktion f,(2), welche ebenfalls der
Glewhung = [f(2) genmiigt, unterscheidet sich von f,(z) nur um eine
Konstante. Denn ist in der Umgebung einer Stelle a von E
f2(2) — f1(z) =k + By (2 — a) + ky(z — )2 + -+,

so folgt nach Kap. 2, §4, da die Ableitung von f,(2) — f; (2) verschwin-
det, daB A, = &y = k3 = -+ = 0 sein muB. Folglich ist

falz) = f1(2) + &

und diese in der Umgebung der Stelle @ giiltige Gleichung gilt nach
Kap. 3, §9 fiir das ganze Innere von E.

§ 6. Der Satz von Cauchy.

Es sei E eine Elementarfliche, auf welcher f(z) reguldr ist. Be-
trachten wir eine geschlossene rektifizierbare Kurve L, die ganz im
Innern von E liegt, so wird sie durch zwei beliebig auf ihr angenommene
Punkte @, b in zwei Stiicke L, und L, zerlegt (Abb. 27). Nach dem
vorigen Paragraphen ist nun in leicht verstdndlicher Schreibweise

b b
[t @) dz =[] (z) dz

oder

b a
W[t@)dz+ " [f @) dz=o0.
a b

o
Abb. 27.

Die Summe der Integrale linker Hand ist aber
gerade das durch die geschlossene Kurve L ge-
nommene Integral f f(2) dz. Es gilt also der Satz:

Liegt die geschlossene rektifizierbare Kurve L ganz im Innern einer
Elementarfliche, auf welcher f(z) reguldr ist, so ist

[1@) dz=o0.
L

Dieser von CaucHY entdeckte Satz gehort wegen seiner mannig-
faltigen Anwendungen zu den wichtigsten Sitzen der Analysis.

Wir wollen, ehe wir zu solchen Anwendungen iibergehen, noch
einige Bemerkungen an den Satz von Cauchy kniipfen.

Es sei E eine Elementarfliche, die mit allen ihren Punkten einem
Gebiet D angehort und von einer rektifizierbaren Kurve L begrenzt
wird. Wir kénnen dann (vgl. S. 84) die Elementarfliche E in eine ge-
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schlossene Kurve L’ einschlieBen, welche eine ebenfalls ganz in dem
Gebiet D liegende Elementarfliche E’ begrenzt (Abb. 28). Wenn nun
/(2) in dem Gebiet D regulir ist, so folgt nach dem Satz von Cauchy,
wenn dieser auf die Kurve L in der Elementarfliche E’ angewendet
wird, die Gleichung

[t dz=0.
L

Es gilt also die Gleichung f f(z) dz = 0 fiir jede einfach geschlossene
rektifizierbare Kurve, die eine Elementarfliche
begrenzt, auf welcher f(z) regular ist.

Ein Flichenstiick G der komplexen Zahlen-
ebene sei nun begrenzt von einer endlichen
Zahl einfach geschlossener rektifizierbarer Kur-
~——= ven L,L;, L,, ..., die sich gegenseitig nicht

Abb. 28. treffen und von denen die eine, L, die ibrigen
einschlieBt. Das Flichenstiick G moge einschlieflich seiner Randkurven
L,L,,L,, ... ganz in einem Gebiet D liegen, in welchem f(z) regulir
ist (Abb.29). Wir wollen dann der Kiirze halber sagen, f(z) sei auf
der Fliche G reguliy.

Bei der einzelnen geschlossenen Kurve wollen wir als positiven
Durchlaufungssinn denjenigen nehmen, welcher dem Sinne des Uhr-
zeigers entgegengesetzt ist. Je nachdem das Integral f f(z) dz durch
eine geschlossene Kurve L im positiven oder im negativen Sinne er-
streckt wird, bezeichnen wir dasselbe mit f f(2) dz oder f f(2) dz. Ent-

I+ i

sprechend soll hernach f [ f(2) || 2 | das im positiven Sinn durch die
Lt

y4
Kurve L erstreckte Integral f [f(2)| ]| dz| bedeuten.

Man sagt, der Rand eines Flichenstiicks werde
positiv umlaufen, wenn das Flichenstiick dabei zur
Linken bleibt. Im Falle unseres Flichenstiicks G
muBl also die Kurve L im positiven, alle anderen
Kurven L,, L,, ... im negativen Sinne durchlaufen
werden. Das durch den Rand von G in positivem

Sinne erstreckte Integral f f(2) dz ist also die Summe
G+

[i@az+ [1@az+ [f@dz+---.
L* L~ L

Es gilt nun folgender Satz:

Wird das Integral f 1(2) dz in positivem Sinne durch den Rand einer
Fliche G erstreckt, auf welcher {(z) regulir ist, so hat es den Wert Null.

Zum Beweise (bei welchem wir der Einfachheit halber etwa drei
Randkurven L, L,, L, voraussetzen wollen) verbinden wir die Kurve L
mit den Kurven L, und L,, sowie L; mit L, durch rektifizierbare, im

Abb. 29.
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Inneren von G verlaufende Kurven, die sich gegenseitig nicht treffen.
Hierdurch zerfillt die Fliche G in zwei Elementarflichen E, und E,
(Abb. 30). Die im positiven Sinne durch den Rand von E; bzw. E,
erstreckten Integrale f f(z) dz sind nun gleich Null, folglich auch ihre
Summe. Nun werden die Hilfslinien bei der
Integration durch den Rand von E, gerade
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen wie
bei der Integration durch den Rand von E,.
Die betreffenden Integralteile heben sich
daher bei der Addition auf, und die Summe
jener beiden Integrale ist also identisch mit
dem im positiven Sinne durch den Rand
von G erstreckten Integrale f f(z) dz.

Betrachten wir den speziellen Fall des letzten Satzes, in welchem
die Fliche G nur zwei Randkurven L und L, besitzt (Abb. 31), so haben
wir dann die Gleichung /

Ll[f(z)dz —}—L{f(z)dzzo, /

aus welcher

[i@)az= [t()dz
A Lt Abb. 31.
folgt. Also:

Begrenzen die beiden Kurven L und L, eine Fliche und ist f(z) auf
dieser Fliche mit Einschiuf des Randes veguldr, so dndert sich der Wert

des Iniegrales
[f @) dz
L1‘

nicht, wenn man die Kurve L durch die Kurve L, ersetzt.

§ 7. Folgerungen aus dem Satz von Cauchy.

Der Satz von Laurent.

Es sei L eine einfach geschlossene rektifizierbare Kurve, welche
eine Elementarfliche E begrenzt, auf der die Funktion f(z) regular ist.
Bedeutet z, einen Punkt im Inneren dieser Elementarfliche E, so ist
offenbar auf £ mit Ausschlufl des Punktes z, die dort definierte Funktion

g = lw reguldr. Ist nun
0

f(z)———co’f‘cl(z._zo)+02(z—zo)2+"’

die Potenzreihenentwicklung von f(z) in einer zu E gehérigen Um-
gebung von z,, so gilt in dieser Umgebung mit Ausschlul des Punktes z,

g =c oz —2z) +c3(z—z)2+---.
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Definiert man also tiberdies g(z,) = ¢; = f (%), so gilt die vorstehende
Potenzreihenentwicklung von g(2) in einer ganzen Umgebung von z,;
die Funktion g(2) ist also auf der ganzen Elementarfliche E regulir.
Folglich ist

J‘f Z:zfo(zo iz —f iz z—fzo)f _lzodz=fg(z)dz=0.

L I+

Der Faktor von f(z,) hat, wie wir in § 4 gesehen haben, den Wert 27+,
Also ist
1 f(2)dz
2nid z— 2y "
L+

f(zg) =

Wir wollen die Bezeichnung ein wenig dndern. Den auf L verdnder-
lichen Punkt bezeichnen wir mit { statt mit z und den im Inneren von
L beliebig angenommenen Punkt mit z statt mit z,. Dann heiBt unsere
Formel:

() Fo) =gy [ R
§a .

Diese Formel zeigt, dafi man die Werte von f(2) im Inneren von L
berechnen kann, wenn man die Werte von f(2) auf der Kurve L kennt.
Denn der Wert des Integrals hingt nur von den Werten f({) ab

Die Formel (1) 148t sich leicht verallgemeinern. Eine Fliche G sei
begrenzt von einer endlichen Anzahl von Kurven L, L,, L,, ..., L,,
von denen die erste, L, die iibrigen einschlieBt. Auf

O G mit EinschluB des Randes sei f(z) regulir. Wir

fixieren innerhalb G willkiirlich einen Punkt z,, legen

um z, eine Kurve K, die eine ganz in G liegende Ele-
O mentarfliche einschlieBt, und scheiden diese Elemen-
tarfliche aus G aus (Abb. 32). Dadurch erhalten
Abb. 32. wir eine von den Kurven L, L,, L,, ..., L, und
K begrenzte Fliche G’; auf dieser und auf ihrem
Rande ist - regular
Folghch 1st das p051t1v durch den Rand von G’ erstreckte Integral
J‘ 1 entnehmen wir die Gleichung
1 (2 _ 1 1) /(2
2n1 z—-zodz—2ni z—zod +2nz d +-
E* FA

Die linke Seite stellt nach Formel (1) den Wert f(z,) dar.
Ersetzen wir wieder zy durch z und schreiben wir in den Integralen ¢
statt 2, so kommt
1 1 a
@) f(2) = 1 C+__ 1) ag

27m C——z 2nid C— 2 +ee
Ly~
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Diese Formel driickt wiederum den Wert von f(2) im Inneren der
Fliche G durch die Werte dieser Funktion auf dem Rande von G aus.

Von der Formel (2} wollen wir nun eine interessante Anwendung
machen. Es sei R ein Kreisring, begrenzt durch zwei Kreise mit dem
Mittelpunkt . Die Punkte dieses Kreisringes, zu welchen wir die Punkte
auf den Peripherien der Begrenzungskreise nicht rechnen, bilden ein
Gebiet. Es moge die Funktion f (z) in diesem Gebiet regulir sein. Fixieren
wir einen beliebigen Punkt z in dem Kreisring, so kénnen wir einen
zweiten Kreisring mit demselben Mittelpunkt a konstruieren, der ganz
in dem urspriinglichen Kreisring liegt und z in seinem Inneren ent-
halt. L, und L, seien die diesen zweiten Kreis-
ring begrenzenden Kreise (Abb. 33). Dann ist
nach der Formel (2)

He)=h{E+1@,
wobei

1 (/&) dg _ 1 ri@)ag
h) = 2nid C—2° fz(z)_2ni‘]‘§——z
Ia L,”
ist. Wenn ¢ auf L, liegt, soist [z —a | < |{ — a|
und also

|iza
@) ' E—a
Der Wert %, ist unabhingig von der Lage des Punktes { auf L,,
weil | { — a | lings L, konstant bleibt, nimlich den Radius des Kreises
L, vorstellt.

In dem durch L;* erstreckten Integrale substituieren wir

=k <1.

1 1 1 Z—a

N e T =

a)? z—a)

+Z"

—2)
und integrieren dann gliedweise. Hierdurch kommt
fl(z) = Cy + (21 (Z - a) + Cy (Z J— a)z + + Cpr (Z — ﬂ)"_1+7n,

wobei gesetzt ist

1 ) d
(4) % =2 NC )kc+1 (f=0,1,....n—1),
_ 1 pra—a\"f({)dl
7"——2nzLJ;<§~a) t—z

Mit unendlich wachsendem » konvergiert 7, gegen Null; denn es ist
nach §3
1

a\”/‘
o =5

+.‘<C~a) wltdé‘l klnzlnr‘c_z‘ldé"

1
Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl, 7

|7
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und nach (3) ist lim £® = 0. Also ist

1 d

() A C) =2—;,7f ;(C)_ ZC
R 7

=ct+oz—a)tez—a@+--Fc,(z—a)" +---

Bei dem Integral, welches den Koeffizienten ¢, definiert, darf statt
des Kreises L, auch irgend ein anderer Kreis mit dem Mittelpunkt «,

der ganz im Kreisring R liegt, als Integrationsweg genommen werden.

1@

Denn die integrierte Funktion mist im Kreisring R regulir.

Man darf nach dem vorigen Paragraphen statt L, sogar allgemeiner
einen beliebigen einfach geschlossenen Integrationsweg nehmen, der
den Punkt a einschlieBt und ganz im Innern des Kreisringes R verlduft.
Hieraus folgt beildufig, daB ¢;, von der Wahl des Punktes z im KreisringR
unabhingig ist. f,(z) stellt nach (5) eine tm Inneren des griferen Be-
gremzungskretses des Ringes R regulire Funktion vor.

Betrachten wir nun

1 a
fz(z) =27tij z(é:)_cc,
L,*

so bemerken wir zundchst, daB fiir jeden Punkt { der Kreisperipherie L,
die Ungleichung

¢ —

Z—a

=k, <1

gilt. Daher werden wir in dem Integrale substituieren

et et et e
Hierdurch kommt
fold) = c1smy Foms s b en e
wobei gesetzt ist
(6) Gy = 2mff ) (& — a)b-td¢ k=1,2,...,n),
’n’=2i¢Lf+(§:Z>niz@—)—df'

Ebenso wie 7, konvergiert auch 7,’ mit unendlich wachsendem # gegen
Null. Also ist

1
(M 1) 2nszz_; pie 2] a)z—l—---—l—c_nim_;_....

Auch ,hler darf bei dem Integral (6), welches c_; definiert, die Kreis-
peripherie L, durch jede andere ganz im Kreisring liegende Kreis-
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peripherie mit dem Mittelpunkt a ersetzt werden und allgemein durch
jede einfach geschlossene Kurve, welche 4 umschlieBt und ganz im
Kreisring liegt. Die Gleichung (7) zeigt, daBl f,(2) eine auferhaldb des
inneren Begrenzungskreises unseres Kreisringes regulidre Funktion ist.
Beachten wir noch, daB der Integrand in (6) aus dem in (4) hervorgeht,
wenn wir in diesem — k& an Stelle von % schreiben, so kénnen wir das
Resultat unserer Untersuchung so aussprechen:

Ist die Funktion [(2) regulir in eimem Kreisringe mit dem Moittel-
punkte a, so lift sich f(z) in diesem Ringe darstellen durch eine nach
positiven und negativen Potenzen von z — a fortschreitende Potenzreihe:

+ o0
8) 1@ =Xc,(z—a)
n=— oo
Die Glieder mit positiven Potenzen bilden eine Potenzrethe B (z — a),
welche in dem grifleren den Ring begremzenden Kreise kownvergiert, die
——), welche
z—a

auferhalb des kleineren dem Ring begremzenden Kreises konvergiert. Ist
ferner L eine Kreisperipherie mit dem Maittelpunkt a, die ganz im Inneren
des Kreisringes liegt, so hat man

Glieder mit megativen Potenzen bilden eine Potenzreihe B, (

1 ¢ @4
9) cn=2mf# (n=0,+1,+2,....
L+
Insbesondere ist
1
(10) =g [1ac.
Lt

Der vorstehende Satz ist unter dem Namen des Satzes von Laurent
bekannt.

Aus dem Hilfssatze von Kap. 2, § 9 wollen wir jetzt noch die Folge-
rung ziehen, daf eine in einem Kreisringe mit dem Mittelpunkt a vegulire
Funktion [(z) nur auf eine Weise nach positiven und negativen Potenzen
von z — a entwickelbar ist. Ist namlich

)= Se,c—a () =S4, — )

n=-— 00 n=— 0o
so folgt

+ o0

0=J3(,—4d,) (z—a)".
n=—o0c0
Die Potenzreihe auf der rechten Seite stellt also im Kreisringe eine
regulire Funktion vor, die den konstanten Wert 0 hat. Also hat auch
das Maximum M ihres absoluten Betrages auf der Peripherie eines be-
liebigen im Ringe gelegenen Kreises |z | == p den Wert 0. Setzen wir

1 Der Kiirze halber nennen wir eine Potenz (z — a)” eine positive oder negative
Potenz, je nachdem der Exponent # =2 0 oder < 0 ist.

7*
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aber in jenem Hilfssatze M = 0, so erhalten wir | ¢, — d, | o* < 0 und
folglich | ¢, —d,| =0, ¢, =d,. Die Reihe fiir die Funktion f(z) ist
also notwendig die Laurentsche Reihe mit den durch (9) gelieferten
Koeffizienten c,.

Aus der Gleichung (9) lesen wir umgekehrt sehr leicht den soeben
benutzten Hilfssatz iiber Laurentsche Reihen ab. Es folgt niamlich
aus (9) die Ungleichung

|ag].

Cn —275‘[[ C__a)n+1

Wenn nun lings der Kreisperipherie L bestindig | /()| < M ist, so
hat man

M at

l Cn l = 9 IC‘L#H .
L+

Es ist aber | { — a | gleich dem Radius g des Kreises L. Definitions-
gemdB (vgl. §3, S.85) kommt also, wenn ds das Bogenelement des
Kreises L bedeutet,

] g n+1fd = n’

und diese Ungleichung bildet den Inhalt jenes Hilfssatzes.
Mit Hilfe des Laurentschen Satzes konnen wir den folgenden wich-
tigen Satz beweisen:

Der absolute Betrag jeder in der Umgebung eimer isolierten singu-
liren Stelle eindeutigen analytischen Funktion nimmi dort beliebig grofe
Werte an.

Anders formuliert: Eine in der Umgebung eines Punktes a eindeutige
regulive Funktion f(z) von beschrinkiem absolutem Betrag ist in diesem
Punkte selbst regulir.

Zum Beweise zeichnen wir um « einen ganz in jener Umgebung ge-
legenen Kreisring und betrachten in der obigen Laurentschen Ent-
wicklung den Koeffizienten ¢, (n = —1, —2, ...). Ist nun M eine
Schranke fiir | f(z)| in der Umgebung von 4, so kénnen wir, da der
innere Kreis des Kreisringes beliebig klein genommen werden kann,

in der Abschitzung |c,| < i‘é die Zahl g beliebig klein wihlen, woraus

sofort c_; =0, ¢c_, =0, . . ., also die Regularitit von f(z) in z = a folgt.

Eine wichtige Folgerung des hiermit bewiesenen Satzes ist der Satz
von Weierstraf3:

Eine in der Umgebung einer wesentlich singuliren Stelle a eindeutige
Funktion f(z) kommt in beliebiger Nihe dieser Stelle jedem beliebigen
Werte beliebig nahe.

Wire dies fiir einen Wert « nicht richtig, so wire der absolute Be-

trag der in der Umgebung von « eindeutigen reguliren Funktion 7‘(;)*1:;
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daselbst beschrankt, also diese Funktion nach dem vorigen Satze im
Punkte z = a regulir; die Funktion f(z) — «, also auch die Funktion
f(z), wire also in z = a entweder reguldr oder hitte dort einen Pol,
also jedenfalls keine wesentlich singulire Stelle.

§ 8. Die Residuen der analytischen Funktionen.

In dem Gebiete D sei die Funktion f(z) regulir. Ferner sei a ein
isolierter Randpunkt von D, so daB also in einem geniigend kleinen
um a beschriebenen Kreise der Mittelpunkt a der eimzige nicht zum
Gebiet D gehorige Punkt ist. Betrachten wir nun einen Kreisring mit
dem Mittelpunkt , der ganz in dem Gebiete D liegt, so haben wir inner-
halb desselben nach dem Laurentschen Satze:

(1) f(Z)T:éicn(Z““)”= (z_“)‘*‘%‘( liz‘)'

z—

Der Radius des inneren Begrenzungskreises des Kreisringes kann dabei

so klein gewdhlt werden, wie man will; daher wird ‘,Bl( > eine aufler-

z— a
halb des Punktes z = a tiberall konvergierende Potenzreihe sein.

Wir fithren nun die folgende Definition ein:

Der Wert des positiv um den isolierten Randpunki a gemommenen
Integrales

- {12z

soll das ,,Residuum'* von [(2) an der Stelle z = a heifen.
Fiir dieses Residuum gebrauchen wir nach Caucuy die Bezeichnung

rlf (=]

Nach Gleichung (10) des vorigen Paragraphen ist dieses Residuum
der Koeffizient von 7_17{; aus der Entwickelung (1) von f(2) in der Um-

gebung vom 2z = a nach positiven und negativen Potenzen von z — a.

Hierbei haben wir a als endlich vorausgesetzt. Wir wollen indessen
den Begriff des Residuums auf den Fall 4 = oo ausdehnen. Es sei also
der Punkt oo ein isolierter Randpunkt eines Gebietes D, in welchem
f(2) regular ist. Wahlen wir zwei Kreise mit dem Mittelpunkt 0 und mit
geniigend groBen Radien, so wird in dem von diesen Kreisen begrenzten
Kreisring f(z) reguldr und also in der Form

+ 1
@) o) = Jegz = B + B ()
n=—0o0
darstellbar sein. Hier wird, beildufig bemerkt, P (z) eine bestindig kon-
vergierende Reihe sein, weil wir den Radius des duBeren Begrenzungs-
kreises unseres Kreisringes beliebig grol nehmen diirfen.
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Als Residuum von f(z) fiir den Pumki oo bezeichnen wiv nun den

Wert von
1

2mff(z)dz’

wenn wir das Integral in negativem Sinne durch eimen Kreis erstrecken,
der ganz in dem Gebiete D liegt und dessen Auperes, abgesehen vom Punkte
oo, ebenfalls ganz dem Gebiete D angehirt.

Fiir dieses Residuum wenden wir die Bezeichnung
r[f ()]
an. Nach dem vorigen Paragraphen ist sein Wert der negativ genommene
Koeffizient von % aus der Entwicklung (2) der Funktion f(z) in der
Umgebung von z = oo.
Wir wollen nun die Residuenformel von CAUCHY
ablesten.

Wir nehmen an, f(z) sei regulir auf einem
Flachenstiick F, abgesehen von den inneren Punkten

aq, 4y, . . ., 4. Die Randkurven L, L, L,, ... von F

Abb. 34. setzen wir als rektifizierbar voraus (Abb. 34). Wir
umgeben die Punkte ay, a,, ..., a, mit kleinen

Kreisen K;, K,, ..., K,, die sich gegenseitig nicht treffen und ganz

im Inneren von F liegen. SchlieBen wir die Flichen dieser Kreise aus
F aus, so erhalten wir eine Fliche F’, welche von den Kurven
L, L, L, ... K, K,, ..., K,
begrenzt ist, und auf der Fliche F’ wird die Funktion f(z) regulér sein.
Nach dem Satz ven CAucHY ist das positiv durch die Berandung
von F’ erstreckte Integral f f(2)dz gleich Null. Hieraus folgt, wenn die

Integration durch den Rand von F in positivem Sinne durch das Zeichen
F* angedeutet wird,

i 1@@+ o [rads+ o [1@ds + -+ o i dz =0,
I K- K,- K-

Die auf die Kreise K;, K,, . . ., K, beziiglichen Glieder dieser Gleichung
stellen die negativ genommenen Residuen der Funktion f(z) an den
Stellen a,, a,, ..., 4, vor. Folglich ist

3) i%ﬁ@mz=rwwy+ﬂﬂm+~~+rU@l
F* @ o ar

Als Beispiel der Anwendung dieser ,,Residuenformel’* betrachten wir
das Integral

+ o0
I=[R(z)dz:
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hierin bedeutet R (2) eine rationale Funktion, die fiir reelle Werte von
z nicht unendlich wird und fiir 2 = co mindestens von der zweiten
Ordnung Null wird, worunter wir verstehen, daB 22R(z) fir x = oo
einen endlichen Grenzwert ergibt.

Es bedeute p eine positive GroBe, die spater unendlich gro werden
soll. Uber dem Stiick — p -+ + p der Achse der reellen Zahlen als
Durchmesser beschreiben wir einen Halbkreis K und denken uns
schon so groB3 gewahlt, dal die oberhalb der Achse der reellen Zahlen
liegenden Pole der rationalen Funktion R (z) simtlich innerhalb des
Halbkreises liegen (Abb. 35). P

Die Anwendung der Gleichung (3) auf \
die Fliche dieses Halbkreises liefert:

(4) fR dz + fR L - s
_ 27ri2r[R (z)], Abb. 35.

wobei die Summe iiber alle Pole a; von R (2) zu erstrecken ist, welche
positive Ordinaten besitzen.

Nun strebt das tiber die Halbkreisperipherie K genommene Integral

fR (2) dz mat wachsendem p gegen Null. In der Tat ist fiir geniigend grofle
Werte von |z, d. h. in der Umgebung von z = oo,

() R =S4 Trt =204 22 c40,

1 . . .
wo & mit — verschwindet. Daher ist, wenn z auf K liegt,

2]e]
pr

R@| =1+ e < lase) <

sobald $ so groB geworden ist, daBl auf K bereits (5) gilt und iiberdies
| e | < 1 ausfallt. Aus vorstehender Ungleichung folgt nach §3

-1

[R@az| < [IR@)as| <% |dz] =52

weil f | dz | die Lange des Halbkreises K ist. Mit unendlich wachsen-
4

2|cln
Pt

Die Gleichung (4) geht daher fiir » = oo iber in

dem p nihert sich nun und also auch f R(z)dz der Grenze Null.

+co

SR@dz=2xi Ir[R ()],

— O

wobei iiber alle Pole a; von R (z) mit positivem Imaginirteil zu sum-
mieren ist.
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Beispielsweise wird fiir ganzzahliges positives »
1 dz . 1
f(z“rl)" 22”1,-’[(z2+1)"]'
Um das Residuum zu berechnen, haben wir die Funktion (22 4 1)*
nach Potenzen von
2—i=h

zu entwickeln. Nun ist fiir |4 | < 2

1 _ 1 _ 1 1 . ¢h>
(@+D T {(+h2 +1}" {h 21+h}" 21)"h”( 2

(2t)l"h" <1+ + 1.2 + 1 (%) _I__(ﬁ+1_1;(3"_+ﬁ(%h>3+>

Der Koeffizient von —}17 in dieser Entwicklung lautet

1 "wm+l)(n+2)---(2n—2) (i)"—l_ 1 1 (2n—2)!

2o (n—1)! 2) T U@ (w1l (n— 1)1’

und dieses ist also der Wert des in Betracht kommenden Residuums.
Daher finden wir

~+-co
dz 11 2n—2)!
f(zz

T 2t (w— DI (n— 1!

-— 00

§ 9. Bestimmung der Null- und Unendlichkeitsstellen
einer Funktion.

Es sei F eine Elementarfliche oder eine von einer endlichen Anzahl
von einfach geschlossenen Kurven begrenzte Fliche. Die Randlinien
werden als rektifizierbar vorausgesetzt. Nun moge f(z) auf der Fliche F
reguldy sein, abgesehen von den Punkten a,, a,, . . ., a,, welche Pole von
7 (2) sein sollen. Auf dem Rande von F soll j(z) weder verschwinden noch
Pole haben. Die im Inneren von F vorhandenen Nullstellen von f (2) seien
by, b, . . ., bs. Thre Anzahl ist notwendig endlich, da sie keine Haufungs-
stellen besitzen kénnen. Denn nach Kap. 2, § 5 kénnte f(2) in einer
solchen Hiufungsstelle nicht regulir sein. Diese miiite also in einen
der Pole a, fallen; das widerspricht aber der Definition des Pols, nach

welcher die Funktion f(l) in der Umgebung von 4; regulir sein soll.

Die Funktion % ist nun offenbar auf F regulir, abgesehen von
den Punkten a,, a,, ..., a,, by, by, ..., b,.
Besitzt f(z) in der Umgebung einer Stelle 2 die Entwicklung

fA=cle—af ez —aPi (e +0),
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wobei % eine positive oder negative ganze Zahl bezeichnet!, so ist

1'(@) =Fkeo(z — @)k 4 (R +- 1) ¢y (2 — @) + -
und folglich
' (2) k

7 - + Bz —a).
Der Punkt a ist dann also ein Pol von —;‘((Zi)) und % das zugehdrige Re-

siduum. Wenn £ eine positive Zahl ist, so ist a eine Nullstelle von f(2),
und zwar soll diese Nullstelle eine k- fache oder von der Vielfachheit oder
Multiplizitit k heiBen. Wenn dagegen % eine negative Zahl ist, so ist a
ein Pol von f(z) und # = — k seine Ordnung, oder anders ausgedriickt,
es ist a eine h-fache Unendlichkeitssielle der Funktion f (2) oder auch eine
Unendlichkeitsstelle von der Multiplizitit h. Der Residuensatz ergibt nun

1 117
2t f(z)dz=k1+k2++ks_(h1+h2++hr)>
F+
wo ky, ko, . . ., kg die Multiplizititen der Nullstellen &y, b,, ..., b; und
hy, ko, . . ., b, die Multiplizititen der Unendlichkeitsstellen ay, a,, . . ., 4,

bedeuten. Rechnen wir jede Nullstelle und jede Unendlichkeitsstelle
so oft, wie ihre Multiplizitit angibt, so ist &, -+ &y -+ -+ - + &, die
Gesamtzahl der Nullstellen und %, + hy + - -+ + h, die Gesamtzahl der
Unendlichkeitsstellen von f(z) innerhalb der Fliche F. Also:
Bezeichnet N die Gesamizahl dev Nullstellen, U die Gesamitzahl der
Unendlichkeitsstellen von f(2) inmerhalb der Fliche F, so ist

1 (1@, _
(1) Mff(z) dz=N—U.

Hieraus ergibt sich beildufig ein neuer Beweis fiir den Fundamental-
satz der Algebra. Ist nidmlich

fle) =204 ay2" P+ ape™2+-- -+ a, (n > 0),
so hat man fiir geniigend groBe Werte von | z| die Gleichung

f’(z)_nz”"l—k'--__n_ ﬁ k

fiey zﬁiiF'---ii_—z+z2+T32+ :

Es sei nun F die Fliche eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0, dessen
Peripherie im Inneren des Geltungsbereiches der vorstehenden Ent-
wicklung liegt und durch keine Nullstelle von f(z) geht ?; dann kommt
nach §7, Formel (10)

1 7
2n

' (2) d
Z=mn
v J 1)
F*
1 Dies bedeutet offenbar, daB f(z) in & entweder eine Nulistelle oder einen
Pol hat.
2 Nach Kap.3, §4 (S.47) hat f(z) nur endlich viele Nullstellen
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und folglich, da f(z) nicht unendlich wird, also U = 0 ist,
N =mn,

d. h. f(z) verschwindet im Innern von F genau zmal.

Das Integral f’; ((z? dz = ii(;) =fd log /(2) geht durch die Sub-

stitution
f&)=¢
. ag . . . . .
in das Integral f? iiber. Hieraus ergibt sich eine neue Deutung der
Formel (1). Wenn nimlich z eine der Randlinien L der Fliche F durch-

lauft, so wird der Punkt { = (2) eine geschlossene Kurve L beschreiben.
Das Integral
L e, 1 rag

2m‘ff(z) di=5 )

z z
gibt daher nach §4 die Windungszahl der Kurve L an. Also kénnen
wir den Inhalt der Gleichung (1) auch so aussprechen:

Der Punkt z beschreibe die Randlinien L, L,, L,, ... der Fliche F,
und zwar die dufere Randlinie L in positivem, die inneren Randlinien
. negativem Stmne. Dann wird der Punkt { = f(z) gewisse geschlossene

Kurven L, Ly, L,, . .. durchlaufen. Die Summe der Windungszahlen der
letzteren Kurven ist dann gleich der Differenz der Anzahl der Nullstellen
und der Anzahl der Unendlichkeitsstellen, welche f(z) innerhald der Fliche
F besitzt.

Zwei Funktionen f(z) und ¢(z) seien auf der Fliche F regulir.
Léngs des Randes von F sei bestindig | ¢ (2)| < |f(2)]. Da | ¢(2)| = 0
ist, so kann f(z) auf dem Rande von F nicht verschwinden. Ebenso-
wenig kann f(z) + ¢(z) in einem Punkte des Randes von F Null sein,
weil | 1(2) + p(@)| Z | /()] — |g(z)] > 0 ist.

Setzen wir nun

Z
@ HAXPE 1 tu=y),
? (2)
f(2)
absolut genommen kleiner als 1, und es ist daher auch das Maximum g
von |« | langs des Randes von F kleiner als 1. Der Punkt p(2) = 1 + «
fallt also niemals auBerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt 1 und dem
Radius g, und dieser Kreis schlieBt den Nullpunkt aus.
Nun folgt aus (2)

so ist nach Voraussetzung # = lings des Randes von F bestindig

rhv S v
f+<p*f+w’
und daher ist
1 (/' +¢ 1 o7 1 "
ﬂ?ffwd 5w ) 7t g [ dz
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Das letzte Integral ist aber Null, weil der Punkt v (2), wihrend z eine
Randlinie von F durchliuft, eine den Nullpunkt ausschlieBende Kurve
beschreibt, deren Windungszahl also Null ist.

Die vorstehende Gleichung lehrt folglich, daB die Funktion
f(z) + @(2) genau dieselbe Anzahl von Nullstellen auf der Fliche F
besitzt wie die Funktion f(z). Also:

Sind die Funktionen [ und @ auf der Fliche F regulir und ist lings
des Randes von F bestindig | ¢ | < |f|, so besitzt die Funktion | + ¢
genau so viele Nullstellen innerhalb F wie die Funktion f.

Diesen Satz verallgemeinert man leicht auf den Fall, in welchem f
und ¢ in der Fliche F eine endliche Zahl von Polen besitzen. Es tritt
dann in dem Ausspruch des Satzes an die Stelle der Anzahl der Null-
stellen nur die Differenz zwischen dieser Anzahl und der Anzahl der
Unendlichkeitsstellen.

Als Anwendung des vorstehenden Satzes wollen wir beweisen, daf3
eine auf der Fliche F regulire Funktion f(z2), welche auf der Fliche
nirgends verschwindet, die folgende Eigenschaft besitzt:

Sowohl das Maximum wie das Minimum des absoluten Betrages von
f(2) findet sich auf dem Rande der Fliche F.

Angenommen, das Minimum von |/(z)| finde sich nicht auf dem
Rande von F. Dann wire lings des Randes

) [ <@ ]

wo 2z, einer derjenigen Punkte innerhalb F ist, fiir welche das Minimum
von | f(z)| stattfindet. Folglich wirden f(z) und f(2) — f(z,) innerhalb
F dieselbe Zahl von Nullstellen haben. Diese Zahl ist aber 0 fir /(z)
und mindestens 1 fiir f(z) — f(z,), da letztere Funktion die Nullstelle
z == 2, hat. Die Annahme, von der wir ausgingen, filhrt also zu einem
Widerspruch.

Finde sich auf dem Rande von F nicht das Maximum von [ ],
so wire fiir einen geeignet gewihlten Punkt z, im Inneren von F die
Ungleichung | f(2)| < |/(z)| lings des Randes erfiillt. Also hitte
f(z) — f(2) dieselbe Zahl von Nullstellen innerhalb FF wie die von Null
verschiedene Konstante f(z,), was wiederum widersinnig ist.

Die Gleichung (1) ist nur ein spezieller Fall der folgenden:

R I PR
F+

in welcher A eine nicht-negative ganze Zahl bedeutet und die Summen

iiber die Null- bzw. Unendlichkeitsstellen von f(2) im Inneren von F

auszudehnen sind. Dabei ist jede Stelle so oft zu beriicksichtigen, wie

ihre Multiplizitat angibt.
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Sechstes Kapitel
Die meromorphen Funktionen.

§ 1. Begriff der meromorphen Funktion.

Unter einer meromorphen Funktion verstehen wir eine eindeutige
Funktion, die sm Endlichen keinen wesentlich singuliren Punkt besitzt.

Zu diesen Funktionen gehéren die ganzen Funktionen, welche im
Endlichen tiberhaupt keinen singuliren Punkt haberi; ferner die ratio-
nalen Funktionen, welche nur Pole und zwar in endlicher Anzahl
besitzen.

Die Definition der meromorphen Funktion besagt in anderer Aus-
drucksweise:

Bedeutet 4 einen beliebigen Punkt im Endlichen, so ist fiir eine
passend gewihlte Umgebung von a entweder

(1) f(z)=co+01(z_d)+02(z-—a)2+. el

wenn nimlich @ ein regulirer Punkt ist, oder aber
1
(2) 7(2) =m(co+c1 (z—a) +ca(z—a)l+ 1) (¢4 0; 7>0),

wenn ndmlich « ein Pol 7-ter Ordnung ist. Nehmen wir an, daB die Funk-
tion f(z) nicht identisch Null ist, so wird in (1) ein erster Koeffizient
in der Reihe ¢, ¢4, ¢, . . . vorhanden sein, der nicht Null ist. Die beiden
Fille (1) und (2) konnen daher so zusammengefalt werden:

Eine Funktion f(z), die nicht identisch Null ist, ist dann und nur
dann meromorph, wenn fiir jede endliche Stelle a eine Darstellung der
Gestalt

fe)=(—a)f G+ alz—a +alz—a)}+ ) (+0)
gilt, wo k eine positive, verschwindende oder negative ganze Zahl bedeutet.

Die Zahl k& moge Ordnung der Stelle a fiir f(z) heiBen.

Hieraus folgen nun nachstehende Sitze:

1. Jede Konstante ist eine meromorphe Funktion.

2. Summe und Differenz zweier meromorpher Funktionen sind wieder
meromorphe Funktionen.

3. Produkt und Quotient zweier meromorpher Funktionen sind wieder
meromorphe Funktionen.
Zusammenfassend konnen wir sagen:

4. Eine rationale Funktion von meromorphen Funktionen

R(fl)fm i ’fk)
mat konstanten Koeffizienten ist wieder eine meromorphe Fumktion.

Insbesondere ist also der Quotient zweier ganzer Funktionen eine
meromorphe Funktion. Da sinz, cosz ganze Funktionen sind, so sind
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also tgz = iloﬂ cotz = gﬁf—zz meromorphe Funktionen. Uberhaupt ge-

s 2’
héren die meisten in der Analysis auftretenden eindeutigen Funktionen
zu den meromorphen.

§ 2. Die meromorphen Funktionen mit endlich
vielen Polen.

Ist f(z) eine meromorphe Funktion, die keinen Pol im Endlichen
besitzt, so ist sie eine ganze Funktion.
Besitzt die meromorphe Funktion f (2) nur endlich viele Pole im
Endlichen, so seien diese
ay, Ay, ..., dg

6(ta) al ) el

die zugehorigen meromorphen Teile (vgl. S. 57).

Dann ist
k
= Dea(s=
- En <z —a
n=1

wo G(2) etme ganze Funktion bedeutet.

und

)+ 6@,

§ 8. Die meromorphen Funktionen mit unendlich vielen
Polen. Der Mittag-Lefflersche Satz.

Hat eine meromorphe Funktion [(z) unendlich viele Pole, so haben
diese nur die eine Haufungsstelle co. Denn jede Hdufungsstelle von
Polen ist nach Kap. 3, § 7 eine wesentlich singulire Stelle, und wir haben
bei der Definition der meromorphen Funktionen vorausgesetzt, dal
f(2) hoéchstens die wesentlich singulire Stelle oo hat. Da hiernach in
jedem Kreise mit dem Mittelpunkt Null nur endlich viele Pole von
f(2) Hegen koénnen, so lassen sich die Pole nach wachsenden absoluten
Betrigen anordnen. Die Pole bilden dann also eine Folge

Ay, @y, By, A3, By - ..
von der Beschaffenheit, daf3

l%lé!%lé!dzlélasléIa4l§---
und
lima, = oo
n—>» co

ist. Wir bezeichnen die zugehérigen meromorphen Teile von f(z) mit

R =g(; 40 ) Fi@=a(2) - Fald =a(5,.)



110 1, 6. Die meromorphen Funktionen.

Ist die Stelle z = 0 ein Pol von f(z2), so ist a5, = 0; auf jeden Fall aber
sind a,, a5, a3, . . . von Null verschieden.

Es sei C; ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius kleiner als
| a, | sei; dann liegen die Punkte a;, a,, a3, . . . simtlich auBerhalb des
Kreises C;. Jetzt sei C, ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius
gréBer als der Radius von C,, aber kleiner als | a, | sei; dann liegen die
Punkte a,, a5, ... simtlich auBlerhalb des Kreises C,. Nun sei wieder
C, ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius groBer als der Radius
von C,, aber kleiner als | a5 | ist. So fortfahrend erhalten wir eine Reihe
von Kreisen C,, C,, Cg, ... mit dem gemeinsamen Mittelpunkt 0 und
bestindig wachsenden Radien, und diese Kreise sind so beschaffen, da8

der Pol a, von F,, (2) =g, <#> auferhald des Kreises C,, liegt. Da der

Z2— a,

Radius des Kreises C,, beliebig dicht unter | 4, | angenommen werden
darf, so kénnen wir voraussetzen, daBl der Radius von C, mit # ins
Unendliche wichst.

Um nun fiir f(z) eine dhnliche Darstellung zu bekommen wie im
vorigen Paragraphen fiir die meromorphen Funktionen mit endlich
vielen Polen, schicken wir zunichst einen allgemeinen Satz voraus.

Es sei eine Folge von irgendwelchen meromorphen Funktionen

Fo(2), Fy(2), Fy(2), ... Fol2), ...

gegeben. Es seien
Cy, Cy, Cqy .., Cpy - ..

unendlich viele konzentrische Kreise mit dem Mittelpunkt 0, und ihre
Radien
71 oo F3o ooy Py o e

mogen bestindig und zwar ins Unendliche anwachsen. Es werde ferner
vorausgesetzt, daf firn =1, 2, . . . die singuldren Stellen von F,, (2) simt-
lich awuperhalb des Kreises C, liegen.

Auf der durch den Kreis C, gebildeten Flache ist F,, (z) regular und
also fir |z | < 7,

F,(2) =cy+ cy2 4 c22 + -+,

wo die Potenzreihe gleichmdfig fiir alle diese Werte von z konvergiert.
Ist also ¢, eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl, so kann man
den Index N so wéahlen, daBl die ganze rationale Funktion

hy(2) =co+¢12+cyz2+ - Fcy2¥
der Bedingung

fiir alle z mit |z | < 7, geniigt.
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Nun mogen ¢, &, &;, .. . unendlich viele positive Zahlen sein, deren
Summe

&+ &+ e+ -

eine konvergente Reihe bildet. Dann kinnen wir zeigen, daB die un-
endliche Reihe

(2) F(2) =Fo(2) + {Fy (2) — by (3)} + {Fy (2) — by ()} + -+
+{F, (&) — by (&)} + -
wn jedem endlichen Gebicte der Ebene einen gleichmifig konvergierenden
Rest besitzt,
Es sei G ein solches Gebiet und C,, der erste Kreis der Folge C,, C,,

Cs, . . ., welcher G ganz in seinem Inneren enthilt. Betrachten wir dann
die Reihe

D (2) ={Fk(z) — R ()} {Frun (2) = lyir )} + -,

also den k-ten Rest der Reihe (2), so konvergiert sie in G gleichmdifig,
weil sie nach (1) eine Minorante der konvergenten Reihe

&+ Epya o

ist, und damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Nehmen wir in G einen Kreis K mit dem Mittelpunkt «, so ist nach
dem Weierstraf3schen Summensatz die Funktion @ (2) regulir innerhalb
K (Abb. 36). Da nun

F(z) =Fy(2) + {F, (2) — @)}t Fee () =R (B) )+ D (2)

ist, so leuchtet ein, daB F(z) sich in der Umgebung von z = a eben-
falls regular verhilt, wenn der Punkt z = a fiir keine
der Funktionen Fg(z), Fy(2), ..., Fp—(2) ein Pol ist.
Im anderen Falle kann z = a fiir F (2) nur ein Pol sein,
und zwar ist der zugehorige meromorphe Teil von
F(2) dann gleich der Summe der meromorphen Teile
derjenigen endlich vielen Funktionen F,(2), F,(2),
F,(z), ..., welche 2 = a zum Pol haben. Es hat sich
also ergeben:

Die durch die Reihe (2) definierte Funktion F (z) ist
eine mevomorphe Funktion, und ihve Pole sind unter Abb. 36.
den Polen der Funktionen Fy(z), Fy(2), ... enthallen.

Wir wollen nun den folgenden speziellen Fall des eben bewiesenen
Satzes besonders hervorheben:

Es sei gegeben eine nach wachsenden absoluten Betrigen geovdnete
Folge von verschiedenen Zahlen

Qg Ay, Ay, Ag, . -
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mit dey einzigen Haufungsstellelima,, = co. Jeder Zahla, (n ==0,1,2, ..))
n-> o

.. . . 1
sei eine ganze rationale Funktion von _——— zugeordnet:

an

1
Fn(z) =g"(z——a:)'
Dann lassen sich ganze vationale Funktionen hy(2), by (2), . . . so bestimmen,
daB die unendliche Rethe
_ 1 ( 1 1
F (2) = go (") + 6 (7:71> —h (Z)} + {gz (;:7;) — by (Z)}—i-

0 +{ea (=) — @} 4+

in einem beliebig angemommenen, ganz im Endlichen liegenden Bereich
nach Abtrennung einer endlichen Zahl von Anfangsgliedern gleichmdfig
konvergiert und F (2) eine meromorphe Funktion ist mit den Polen ag, a4, ...
und den zugehirigen meromorphen Teilen

go<z—_170>: g1<z_la1),....

Die Funktion %,(2) besteht dabei aus geeignet gewdhlten Anfangs-

gliedern der Entwicklung von g,,( >nach aufsteigenden Potenzen

Z— ay,
von 2.
Der vorstehende Satz wird nach seinem Entdecker der Safz von

MiTTAG-LEFFLER genannt.

§ 4. Allgemeiner Ausdruck einer meromorphen Funktion
mit unendlich vielen Polen.

Es sei nun f(z) wie in §3 eine meromorphe Funktion mit den un-
endlich vielen Polen
Ay, @y, Ay oo vy Ay, - oo,
die wir wieder nach steigenden absoluten Betrigen angeordnet denken.
Die zugehérigen meromorphen Teile von f(z) seien

go(;jl'a—o‘>» g1<z_1a1>, gz(z_l%),..., g“(z—hla)""'

Nach dem Mittag-Lefflerschen Satze konnen wir jetzt

1 - 1
F (2) =g, (;‘;7() +217{gn (Z_ a,,> — hy, (Z)}
n—
bilden, und die Funktion F(2) ist dann eine meromorphe Funktion,
welche dieselben meromorphen Teile besitzt wie f(2). Folglich ist
f(2) — F (2) = G(2) eine ganze Funktion, und es gilt
1 & 1
10 =6@+8(;=7) + len(725) — @)
n=1

z— a, zZ— a,
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Eine jede meromorphe Funkiton f(2) 1St sich also darstellen als Summe
einer ganzen Funktion und einer Reihe aus rationalen Funktionen, von
welchen jede einzelne im Endlichen nur einen der Pole von [ (2) zum Pol hat.

Eine solche Darstellung von f(z) nennen wir eine Partialbruch-
zerlegung von f(z).

§ 5. Der Fall einfacher Pole.

Wir wollen hier den hiufig auftretenden Fall besonders diskutieren,
in welchem die den Punkten

Ay, Ay, Aoy - ooy Ay v -
zugeordneten meromorphen Teile die Gestalt

Co ¢ Cq Cn
2—ay’ z—ay’ z—ay’ " z—a,’ "

besitzen, so daB es sich also ausschlieBlich um einfache Pole handelt.
Es ist fiir a, =0

n Cp z 22 .
ma T T e = —7,;(1+7"+7”='+"'>’

c c
Bo(g) = —Sn o Cny e a1
"() a, a,? a,’? akn

und demnach

c

8y F(z)=z_a+2<zﬁa——+—+ R R T

zu setzen. Die Gleichung (1) 148t sich auch so schreiben:

(2) F(2) :Z_HO—L:Z% > z——na

und die ganzen Zahlen %, sind nun derart zu wihlen, daB8 in jedem
endlichen Gebiet der z-Ebene die vorstehende Summe nach Abtren-
nung einer geeigneten endlichen Zahl von Anfangsgliedern gleichmiBig
konvergiert.

Betrachten wir irgendein festes endliches Gebiet der z-Ebene, so

wird, sobald der Index » geniigend grof3 ist, di absolut genommen

unter einer beliebig klein gewihlten positiven Zahl und folglich 1 — 7;—

n

beliebig dicht bei 1 liegen, wo auch der Punkt z in jenem Gebiete an-
genommen werden moége. Wenn daher ¢ eine beliebig klein gewihlte

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Auifl. 8
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positive Zahl < 1 bedeutet, so kann ein Index » so gefunden werden.
daB fiir alle # = v die Ungleichung

<l+4e¢

< (i n Cn
= l\a, ay,

i z
l1—¢e< ' 1 ——
gilt; daraus folgt dann
2z \kn ¢, 1 z2\kn ¢, 1
(aT) wlTHe S (7) ‘—ay T—
Demnach wird die Reihe F (2) in jedem endlichen Gebiete dann und nur
dann absolut konvergieren, wenn

2 \kn ¢,
2"

absolut konvergiert fiir jeden Wert von z. Ist aber diese Bedingung
erfiillt, so wird die Reihe F(z) in jedem endlichen Gebiete nach Ab-
trennung von endlich vielen Gliedern auch gleichmdfig konvergent sein.”
Denn liegt irgendein endliches Gebiet vor, so sei g die obere Grenze
des absoluten Betrages von z in diesem Gebiete. Ferner werde zu der
positiven Zahl ¢ << 1 der Index v wie oben bestimmt, dann ist in dem
betrachteten Gebiete die Reihe

o

z kn Cq
®) ()
n=v
eine Minorante von
j<‘_e—)kn 6,; 1
[a;, | a, |1—e”

n=»
Da die letztere Reihe konvergiert und aus konstanten positiven Gliedern
gebildet ist, so ist die Reihe (3) und folglich nach Abtrennung von end-
lich vielen Gliedern auch die Reihe (2) in dem betrachteten Gebiete
gleichmiBig konvergent.
Es gilt also der Satz:
Werden in der Gleichung (1) bzw. (2) die Zahlen k, so gewdhit, daf
2 \kn ¢,
2
fiir jeden Wert von z absolut konvergiert, also bestindig konvergemt 1st,
so ist die Rethe auf der rechten Seite dev Gleichung (1) in jedem endlichen
Gebiet der z-Ebene nach Abtrennung einer geeigneten endlichen Zahl von
Anjfangsgliedern gleichmdfig konvergent.
Wir fragen nun zunichst: Wann diirfen wir die Zahlen £, siamtlich
gleich einer und derselben Zahl m setzen?
Das ist erlaubt, wenn die Reihe

© ©
2 a a am+1
n=1 " " n=1 "

fiir jedes z absolut konvergiert. Hieraus folgt:
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In der Gleichung (1) bzw. (2) darf man die Zahlen k,, similich gleich
einer und derselben Zahl m selzen, wenn

0 el
2 Iun|7n+

n=1
konvergiert.
Wann kann ferner %, =#» genommen werden ? Offenbar dann, wenn
fee] o
T Cn n n+1
‘2/ a1 4 Oder auCh Z ‘aT_;l* Znt
n=1 " n=1 "
bestindig konvergiert, also
nt+l,—r
_"YTad
lim =0
n>o | 9nl

ist. Diese Bedingung ist insbesondere erfiillt, wenn der obere Limes
IR  pem— . . . . .
von " §[c,] endlich ist, oder wenn die unendliche Reihe

©
26, 2"
n=1

einen nicht verschwindenden Konvergenzradius hat.
Also folgt speziell:
Fiiy den Fall, daf die absoluten Betriige der Zihler c, der mevomorphen
Teile unter einer festen positiven Schranke bleiben, darf man
Rp=mn
setzen.
§ 6. Beispiele.

Als Beispiele wollen wir die Funktionen

44 41 7T COS 7T 2 sinmz
. , , acotmz="""", mtgmz=——-
sl 2 COoST 2 SInJm2 COsS Tt 2
betrachten.
Die aus der Definition (Kap. 4, §2) sofort folgenden Gleichungen
. _ einz__e—iﬂz _ glnz_}_g—lnf
sinmz = 57 » COSTE=
zeigen, daB die Nullstellen von sinzz gleich
o, 1, -1, 2, —2 3, -3,

sind und die Nulistellen von coszz gleich
1 1 8 3

3 — 3> 90 TG e
Wir betrachten nun zunichst die Funktion
T
f (z) = snmz’

S*
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Thre Pole sind in der Form
2=1"n

enthalten, wo # jede ganze Zahl bedeuten kann. Um den meromorphen
Teil, welcher dem Pole » entspricht, zu finden, setzen wir

2—m=~h, also z=mn -+ h.
Es wird dann

— i _(=Nhrm (— D x
/(z)— sinmw (n + &) " sinmh 73 h3
. ,,h__?!_ _
oder
___ln _ln
=" = e,

wo P wie immer eine gewShnliche Potenzreihe bedeutet. Der mero-

morphe Teil ist also Q

—_n

Den Polen .
o 1, -—1, 2, —2 3 -3,
entsprechen daher der Reihe nach die meromorphen Teile
1 —1 —1 1 1 -1 -1

Z2’ z—1° z+1’ z—2’ z+2’ z—3’ z4+3° """
Es wird demnach die Reihe

fee]
lenl 1 1 1 1
2 Ianlm+1_ 1m+1 + 1m+1 + 9m +1 + 9m+1 +

aus §5 konvergent, wenn wir m = 1 wihlen. Daker ist

F () =%+§{<—1>n(z_‘n+%> + (=" (55— )]

EER S

Z—n n
n=—oco0

eine meromorphe Funktion, deven meromorphe Teile mit denen von

sinz 2
tibereinstimmen, und folglich 1ist

+ oo
I A R PSR I ey

Dabei deutet das Komma an dem Summenzeichen an, da8 in der Summe
das fiir » = 0 entstehende Glied auszulassen ist, und G (2) bedeutet

eine ganze Funktion, auf deren Bestimmung wir spiter eingehen wollen.
(Vgl. S.121))
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Bei der Funktion

T

CosSTz

fle) =
#n—1

. . . . 2
entspricht, wie leicht zu sehen ist, dem Pole z = g— der mero-

morphe Teil o

2n—1 "7
2 —
2

und es ist daher

+ o

4 7 1 , 1

(2) cosnz:Gl(z) _I;g (__1)7»(7 2n—1 " 2n——1>’

e T )

wo wieder G,(z) eine gewisse ganze Funktion bedeutet.
Die Funktion
f(z) = mcotmz

hat die Nullstellen von sinzz zu Polen. Dem Pole

2=mn
entspricht die Entwicklung
__mcosm(n+h)  mcosmh 1
fn+h) = sing (n+ k)  sinmk k. + B (7)
und folglich der meromorphe Teil
1
z—n"
Also ist
1 vy 1 1
N=—o00
Die Funktion
f@R)=ntgnz
hat die Nullstellen von cos zz zu Polen, und dem Pole
_2n-—1
- 2
entspricht die Entwicklung
2n—1 _msin((r—Ha+ha) —amcoshm 1
f( 2 +h>— cos((n— Y a4+ ha) ~  sinkm 7+§’B(h)
Daher wird
+ o
1 1
4 ﬂtgnz=Gg(z)—Z<—~~2nﬁl —I—2n“1>.
nETeNET e T

Die in den Partialbruchzerlegungen (1) bis (4) auftretenden ganzen
Funktionen G(z), G,(z), G,(2), G5(2) bleiben noch zu bestimmen. Ihre
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Bestimmung verursacht gewisse Schwierigkeiten, die aber auf dem von
CaucHy eingeschlagenen Wege zur Herstellung der Partialbruch-
zerlegungen fortfallen. Cauchys Verfahren wollen wir im folgenden
Paragraphen auseinandersetzen,

§ 7. Cauchys Methode der Partialbruchzerlegung.

Es sei f(2) eine meromorphe Funktion mit unendlich vielen Polen;
die von Null verschiedenen Pole seien a,, a,, ..., ferner sei a, = 0.

Allgemein sei g, <Z~__l—a-) der dem Pole a, entsprechende meromorphe
. 1 .

Teil von f(z). Unter g, <7:—To> = 8o (—:—) verstehen wir, wenn g, =0

ein Pol von f(z) ist, den meromorphen Teil von f(z) fiir diesen Pol;

andernfalls sei go( > identisch gleich Null

Wir betrachten nun eine einfach geschlossene rektifizierbare Kurve
C, welche durch keinen der Pole von f(z) hindurchgeht und die end-

lich vielen Punkte 4y=0, a,, a,, ..., @, in ihrem Inneren enthilt.
Fir jede natiirliche Zahl m ist das Integral
z gm-1
welches sich auch in die Form
L z f()ag
nz T t— 2

setzen 14Bt, nach dem Residuensatze von CaucHY leicht auszuwerten.
In diesem Integrale wollen wir unter z einen im Inneren der Kurve C
beliebig fixierten Punkt verstehen, der jedoch mit keinem der Punkte

@y, a1, 4y, ..., a, zusammenfallen soll. Dann sind die Punkte
2, ay=0, ay, a,, ..., a,

die Unendlichkeitspunkte der integrierten Funktion g; Cff)z im In-
neren von C,

Dem Punkte { = z entspricht das Residuum

f(2).
Beim Punkt { = a; haben wir folgende Entwicklungen:
10 =g(7=o) + BC —a,
1 1 _ /1 C—ap —a)? )
(—2 C—ap— (z—ay) (z—ak+(z—ak2+z—a)+ )
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Der Koeffizient von
daher

1 . . 1
{—a 0 der Entwicklung von f({) 7 lautet

“gk<zjak>-

. . .. 1 . .
Bezeichnen wir den Koeffizienten von a0 der Entwicklung von

¢

1@t et +Z";m1)

nach steigenden Potenzen von { — a, mit 4, (z), so ist A, (z) eine ganze
rationale Funktion héchstens (m — 1)-ten Grades von z, und das dem
Punkte a; entsprechende Residuum im Integrale I lautet dann

(o (i)~ he).

Nach dem Residuensatze von Kap. 5, §8 ist nun

=10 - Xa(t) o)

k=0

oder

r
7)) = 2<gk (zwl ak> — (Z)> + 271zi g_m%c")—d—f
=0 &

Wir lassen nun fiir einen festen Wert von z die Kurve C sich immer
mehr und mehr ausdehnen, so daB die Anzahl der in ihr Inneres fallen-
den Punkte ag, a,, s, @5, . .. uber alle Grenzen wichst. Wenn nun
hierbei der Wert des Integrales

1 (i@
R—szcw—z’)
C+

den Gremzwert Null besitzt, so gilt fiir den betrachteten Wert von z die
Gleichung

(1) 16 = (e () — 1o 9)-

k=0

In bezug auf die ganzen rationalen Funktionen /(z) ist noch fol-
gendes zu bemerken. Man hat

aelimay) = M ey

(ak)

wobei das Integral im positiven Sinne um den Punkt a; zu erstrecken
ist. Wenn nun % > 0, also a, von Null verschieden ist, so diirfen wir
in vorstehender Gleichung den Punkt z auf eine beliebig klein ge-
wihlte Umgebung der Stelle z==0 einschrinken. Da die Entwicklung
der rechten Seite nach Potenzen von z mit dem Gliede z™ beginnt,
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so ist mit Riicksicht auf Kap. 2, §4 klar, daB 4,(z) die Summe der
ersten » Glieder in der Entwicklung von

gk(z_lak>

nach aufsteigenden Potenzen von z vorstellt.
Ferner ist

By () = — — Jf(g‘)(%+c_z2+...+

271
(

wobei das Integral positiv um den Nullpunkt genommen ist. Da in
der Umgebung von ¢ = 0

1(9) :go<%>—l—co+clc+c2§2+...

)dc,

am~1
Cm

ist, so wird
ho(2) = — (o 4124322 - -+ cp_y 2™,
Was den Wert des Integrals R angeht, soist jedenfalls nach Kap. 5, §3

1 1) ag 1
Rl= 4, |

m+41 z
c+ : 11_”

Wenn nun die Kurve C sich so ausdehnt, daB ihre Punkte immer weiter
hinausriicken, so wird 1 — zz immer dichter bei 1 liegen. Es wird also,
wenn ¢ eine beliebig gew#hlte positive GréBe < 1 bezeichnet, schlieBlich

11 1) a¢
iRléfgl_ef L m+L
o+

sein. Hieraus folgt:

Die Entwicklung (1) von [(2) ist sicher giiltig, und zwar fiir jeden
Wert von 2, falls bei unendlicher Ausdehnung der Kurve C das Integral

AlsKis
| Cm+1
c+

den Grenzwert Null annimmt.

§ 8. Beispiele.
Als erstes Beispiel betrachten wiv die Funktion
f(z) =
Die Kurve C setzen wir zusammen aus den 4 Seiten des Quadrats
x=+4 y==1,

T
: .
Sinme
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wobei A =7 + § und 7 eine positive ganze Zahl sein soll (Abb. 37).
Ist ¢ ein Punkt auf einer der vertikalen Seiten dieses Quadrats, so ist

f=x+d)+iy (m25y<+7)
und folglich
2
O = = i o =
cosmiy +e TRyl AR

Auf diesen vertikalen Seiten ist daher bestindig
() FO<=.
Auf einer der horizontalen Seiten des Quadrats ist

E=tiddx (—A<x=<+ 7).
also

2im ¢

= - — — T
etmE Ak i Al
2im ' .
— i :F - -r 19} dIg

= — - e
eThpriaT _ —wh Fing

Der absolute Betrag des Nenners ist min-
destens gleich ¢** — ¢="* und nimmt also
mit wachsendem A unbegrenzt zu. Daher
besteht die Ungleichung (1) auch auf den Abb. 37.
horizontalen Seiten des Quadrats, sobald

A=r7r+ 3 eine gewisse Grenze iiberschritten hat. Es ist also dann

5ydg ‘ ag
l CmTI i - ‘ é‘m+1
C

Lings der Seiten des Quadrats ist nun | ¢ | = 7 4 3. Daher gilt
e 1
nf = m+l J é‘I—im mt1 '8<7+ 2'>,
¢ +3)

Cm+1
weil f | dC| den Umfang des Quadrats vorstellt. Es liegt demnach
¢

Sl

unterhalb - in .- und konvergiert also mit unendlich wachsendem 7
)
gegen Null, wenn wir m = 1 nehmen.
Die Gleichung (1) des 'uom'gen Paragraphen ergibt nun

2) smﬂz:_w 2 — 1) <z—n+1l¢>’

n=-—0co
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womit nicht nur ein neuer Beweis der Gleichung (1) in § 6 erbracht
ist, sondern zugleich die in dieser Gleichung auftretende ganze Funk-
tion G(z) als identisch Null erkannt worden ist.

Als zweites Beispiel betrachten wiv die Funktion

T COSTT2
[(2) =mcotma=—-———

Die Kurve C identifizieren wir, wie beim vorigen Beispiel, mit dem
Umfang des Quadrats v =+ 4, y =44, wo A=7r+ 1 ist. Auf den
vertikalen Seiten des Quadrats ist { = + ( + 3) + ¢y, also

1O =—

Dieser Ausdruck indert seinen absoluten Betrag nicht, wenn y durch
— y ersetzt wird. Fir ein positives y ist aber

e™Y

wsinmey w e”TY — 7Y
)

cosmiy e Y 4 7Y

— e
emY 7Y
positiv und kleiner als 1. Daher hat man

1O <=
auf den vertrkalen Seiten des Quadrats.
Auf den horizontalen Seiten des Quadrats ist { = 4- ¢4 + #, also

1 ¥ —7 Talk
. g'bnxg+nl+e 'L-mg,n)

f()=mi REZPEE VI LTS LV I
und daher liegt f({) fiir sehr groBe Werte von A dicht bei Fmz.
Folglich ist fiir geniigend groBe Werte von A lings aller Seiten des
uadrats
? 1@ <7+e,

wo ¢ eine beliebig klein gewidhlte positive GroBe bedeutet. Hieraus
ergibt sich nun weiter, daB das Integral

f 1@ az
C

C m+1
fiir m = 1 mit unendlich wachsendem 4 = » + } gegen Null konvergiert.
Es gilt also

(3) ncotnzz—;wt§z<zin+%>.

In analoger Weise erhdlt man

+ oo
4 1 1
cosnz_n—}_z’(hl)n( 2n — 1 +2n—1>,
N =—o0o Z —
2 2

+ oo

L 1 1
ntgnz—— <Z_2n—1 +2n——1)'

Nn=—0c0
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Die letzten Gleichungen lassen sich iibrigens auch leicht aus den
Gleichungen (2) und (3) ableiten, indem man in diesen z durch z + §
ersetzt und hierauf einige einfache Umformungen vornimmt.

FaBt man in (2) und (3) je zwei entgegengesetzten Werten von #»
entsprechende Terme zusammen, so kommt

x 1, v 1 1
sinwi T%(‘ (=)
7
4) mweotmz = - +2< . Z+n>

Nach dem WeierstraBschen Summensatz ist die Differentiation der
Reihe (4) nach Gliedern erlaubt; daher ist

§ 9. Ganze Funktionen mit vorgeschriebenen Nullstellen.

Fiir viele Untersuchungen ist es wichtig, den allgemeinen Ausdruck
einer ganzen Funktion zu kennen, die an vorgeschriebenen Stellen und
nur an diesen verschwindet.

Wir wollen zunidchst den allgemeinen Ausdruck derjenigen ganzen
Funktionen aufsuchen, die iiberhaupt nicht verschwinden.

Bezeichnet G (z) eine derartige Funktion, so ist

R LR R

G’

eine ganze Funktion, weil = ((j))
im Endlichen besitzt. Hieraus folgt

eindeutig ist und keine singuldre Stelle

f dC log G (z) — lOgG(O):coz%-c1»§+...
b
oder

log G (2) =10g G (0) + ¢z + ¢, % + -+ = H(z),

wo H (z) wiederum eine ganze Funktion bedeutet. Die vorstehende Glei-
chung ergibt nun:

(1) G(z) =eH®,
Da umgekehrt die Funktion ¢#® eine ganze Funktion ohne Null-

stellen ist, wenn H (z) eine beliebige ganze Funktion bedeutet, so liefert
(1) die allgemeine Form der ganzen Funktionen, die nirgends verschwinden.
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Wir betrachten nun zweitens diejenigen ganzen Funktionen, welche
nur an einer endlichen Zahl gegebener Stellen verschwinden, und zwar
an jeder dieser Stellen mit einer beliebig vorgeschriebenen Multiplizitit.

Wir schreiben uns zunichst die gegebenen Stellen auf, jede einzelne
so oft, wie die Multiplizitit derselben angibt. Dadurch erhalten wir
etwa die Reihe

ay, a4y, ..., 4a,.
Offenbar ist nun mit Riicksicht auf das soeben abgeleitete Resultat
G@)=(2—a) (z—ay) - (z—a,) eH
der allgemeine Ausdruck der in Rede stehenden ganzen Funktionen.

Wir betrachten endlich den interessantesten Fall esner ganzen Funk-
tion mit unendlich vielen Nulistellen. Wir werden zu einer beliebig ge-
gebenen Folge komplexer Zahlen, die sich im Endlichen nicht hiufen:

2) ay, 4y, 43, ... —>00,

eine ganze Funktion konstruieren, die genau diese Werte zu Null-
stellen hat, und zwar jeden so oft, wie er in der Folge a, vorkommt.
Zunichst nehmen wir an, die Zahlen a,, seien alle von Null verschieden.

Gibt es eine ganze Funktion G, (z) mit der genannten Eigenschaft,
so ist nach Kap. 5, § 9 ihre logarithmische Ableitung G,’/G, eine mero-
morphe Funktion, die an den Stellen @, und sonst nirgends Pole hat,
und zwar einfache Pole mit ganzzahligem Residuum, das die Viel-
fachheit der Nullstelle von G, (2) angibt. Nach dem Mittag-Lefflerschen
Satz koénnen wir eine solche Funktion aufstellen in der Gestalt

® K@ _E(z L ’“k>

worin nach § 5 die ganzen Zahlen kn so zu wihlen sind, daf die Summe
n (3) in jedem endlichen Gebiet nach Abtrennung endlich vieler Glieder
gleichmiBig konvergiert.

Integriert man die Gleichung (3) von O bis z auf einem Wege, der
die Stellen a, vermeidet, so darf man wegen der gleichmifligen Kon-
vergenz gliedweise integrieren! und erhilt

fK V¢ — T{log -

worin die Logarithmen durch den Integrationsweg bestimmt sind.
Wihlt man einen anderen Integrationsweg, so dndern sie sich um Viel-
fache von 27 ¢, und dies kann wegen der Konvergenz der Summe in
(4) nur bei endlich vielen Gliedern vorkommen.

1 Die Tatsache, daB man bei gleichmaBiger Konvergenz gliedweise integrieren
darf, folgt genau wie das Entsprechende im Reellen. Vgl. etwa das Lehrbuch von
Knope: Unendliche Reihen. 2. Aufl. Berlin 1924, Kap. XI.
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Daher ist die Funktion

2
JR@Odc 2
0

- R B A L
]

eindeutig, und aus der gleichmiBigen Konvergenz der Reihe in (4)
geht nach dem WeierstraB3schen Summensatz hervor, daB das unend-
liche Produkt in der Umgebung jeder beliebigen Stelle in eine ge-
wohnliche Potenzreihe entwickelbar ist, also eine ganze Funktion von z
darstellt. Ferner verschwindet das Produkt an genau denjenigen Stellen,
an welchen irgendein Faktor Null ist; es hat also die Werte 4, und
nur diese zu Nullstellen.

1 Ein wunendliches Produkt

€1CgCgr-Chenn,
dessen Faktoren ¢;, ¢, . .. alle von Null verschieden sind, heit konvergent, wenn
der Grenzwert
(1) lim (¢ycp¢q...¢,) = IT
n->co

existiert und von Null verschieden ist.
II heiBt der Wert des Produktes:

(o]
IT=cicp¢3...¢p...=TlC,.
n=1
Da sich aus (1) leicht folgern laBt, daB
(2) log IT = lim (log ¢; 4 log ¢y + - - -+ log ¢,,)

>0
ist, wo die Logarithmen rechts passend bestimmt sind, und umgekehrt aus (2)
wieder (1) folgt, so ergibt sich:
Die notwendige und hinveichende Bedingung fir die Konvergenz von

[ee]
IH=1IIca
n=1
ist die, daf die Reihe
3) S=1logc¢, +logecy+---+loge, +---
bei geeigneter Bestimmung dev Logavithmen kowvergievt, und es ist dann
II= es.

Wenn die Reihe (3) konvergiert, so haben die in ihr auftretenden Logarithmen
notwendig von einer gewissen Stelle ab ihre Hauptwerte; denn wegen der Kon-
vergenz der Reihe muf3 der imagindre Teil von log ¢, mit wachsendem % gegen
Null konvergieren, also schlieBlich zwischen -— 7 und -+ 7z liegen.

Ein unendliches Produkt, in welchem einige Glieder Null sind, hei3t kon-
vergent, wenn das Produkt der von Null verschiedenen Glieder konvergiert. Als
Wert des Produktes bezeichnet man alsdann sinngemiaB die Zahl 0, und natiirlich
bleibt die Gleichung (1) mit Il = 0 bestehen. Es gilt also der Satz:

Eiwn konvergentes unendliches Produkt wivd dann und nur dann Null, wenn
ein Faktor des Produktes Null ist.
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Das Produkt
LA N2 I N AL
H 1]{(1 . > an 2 (an) + +k1L(l"n/ }

stellt also eime ganze Funktion mit den vorgeschriebenen Nullstellen a,,
Ay, . . . dar. Ist nun G (2) irgendeine ganze Funktion mit den Nullstellen a,,,
so ist der Quotient G/II eine nivgends verschwindende ganze Fumktion;
daher ist dev allgemeine Ausdruck einer ganzen Funktion mit denselben
Nullstellen der folgende:

G (2) =eH@. T,
wobei H (2) eine beliebige ganze Funktion bezeichnet.

Soll endlich auBerdem noch z =0 eine k-fache Nullstelle der zu
bildenden ganzen Funktion sein, so hat man beim Produkte II offenbar
noch den Faktor z* zuzusetzen.

Als Beispiel betrachten wiv diejenigen ganzen Funktionen, welche die
enfachen Nullstellen

0; +1J —]-) _|_2: _2:

besttzen. Eine dieser Funktionen wird durch das Produkt

i)

n=—0o

dargestellt, wobei # alle ganzen Zahlen mit AusschluB der Null durch-
lauft. Der allgemeine Ausdruck dieser Funktionen ist also:

Insbesondere wird also bei geeigneter Wahl der ganzen Funktion H (2):

Slnnz——eﬂ(”z]] {(1---) z}

n=-—0o

JLCOSTT 2

Um H (2) zu bestimmen, nehmen wir die logarithmische Ableitung der
beiden Seiten vorstehender Gleichung, wodurch
H (&) +++ 7 ()

entsteht. Folglich ist mit Riicksicht auf §8 die Funktion H'(z) =0
und daher H () sowie eH(‘ eine Konstante. Die letztere Konstante hat

sinzm 2

den Wert 7, weil 2 fiir z—» 0 gegen den Wert & strebt. Also ist

smm_nz]] (=

n=—o
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FaBt man die entgegengesetzt gleichen Werten von # entsprechenden
Faktoren in dem Produkte zusammen, so folgt

(6) sinnz:nz]I(l——j;).
n=1

Dies ist also die Produktzerlegung dev Funktion sinmz.

§ 10. Darstellung der meromorphen Funktionen durch
ganze Funktionen.
Es sei f(z) eine beliebige meromorphe Funktion. Ihre Nullstellen

kénnen im Endlichen keine Hiufungsstelle besitzen, lassen sich also nach
nicht abnehmenden absoluten Betrigen anordnen. Die Nullstellen seien

(1) Ay, Ay, Ay, ...,
wobei jede Nullstelle so oft in diese Reihe (1) aufgenommen werde,
als ihre Multiplizitit angibt. Entsprechend sei
(2) by, by, by, ...
die Reihe der Pole oder Unendlichkeitsstellen von f(z).

Wir bilden nun zwei ganze Funktionen

G, (2) und G(2),
von denen die erste genau die Nullstellen (1), die zweite genau die
Unendlichkeitsstellen (2) von f(z) zu Nullstellen besitzt. Die Funktion
1@ G ()

Gy ()

hat dann keine Null- und keine Unendlichkeitsstelle und ist folglich
nach dem vorigen Paragraphen eine ganze Funktion der Gestalt 7%,
wo g(z) wieder eine ganze Funktion bezeichnet. Aus

TAO6E e
Gy (2) ¢
TGy (2)
f(Z) - G (2) '
191G, (2) = H (2

eine ganze Funktion, welche wie G,(z) genau die Nullstellen von f(2)
zu Nullstellen hat. Daher besteht der Satz:

Eine jede meromorphe Fumktion f(z) 1aft sich als Quotient zweier
ganzer Funktionen darstellen:

folgt

Es ist aber

; H (z
f(z) = ‘zf(%))' >

devart, daB der Zihler H (z) ausschiieflich die Nullstellen, der Nenmner
G (2) ausschlieflich die Unendlichkeitsstellen von f(z) zu Nullstellen besitzt.
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§ 11. Die Produktdarstellung der Gammafunktion.

Wir wollen uns die Frage stellen: LiBt sich in einfacher Weise
eine analytische Funktion g(z) definieren, die fir z =1, 2, 3, 4, ...
die Werte 0! =1, 1! =1, 2! =2, 3! =6, ... annimmt!? Mit Hilfe
einer solchen Funktion kann man dann dem Symbol #! auch fiir be-
liebige komplexe Werte einen Sinn erteilen.

Aus g(n+1)=n! folgt g(1)=1 und g(n+ 1) =ng(n) fir
n=1,2,3,...;esist also naheliegend, das Bestehen der Funktional-
gleichung

(1) glz+ 1) =2g(2)

fiir den ganzen Regularititsbereich der noch unbekannten Funktion g (2)
zu verlangen. Hieraus ergibt sich dann

d?logg(z+1) 1 d?log g (2)
TTam T et Tga
und allgemein fir z =0, 1, 2,

n
dlogg(s) 1 1 dﬂogg(z—{—%—{—l)
@) dz? _%/) (z+ k)2 + dz?

Umgekehrt folgt aus (2) wieder (1), wenn die Integrationskonstanten
geeignet bestimmt werden.
Setzt man nun

§z+k

so ist nach dem WeierstraBschen Summensatz die Funktion f(z) fiir
alle endlichen Werte von z regulir mit Ausnahme der Werte z = 0,
—1, —2, ..., wo sie offenbar je einen Pol zweiter Ordnung besitzt;
ferner geniigt f(z) der Funktionalgleichung

n

/@) =k2(z+k2+f(z+n+ 1).
Dies legt uns nahe, zunichst eine Funktion I'(z) durch
d?log I’ 1
®) A ICED

zu definieren; dann ist namlich (2) fiir g(z) = I (2) erfiillt. Wir denken
uns sogleich die Integrationskonstanten so gewihlt, daB auch (1) fiir

1 DaB g(n + 1) = »! und nicht g(#) = »! zum Ausgangspunkt der Betrach-
tung gewahlt wird, hat seinen Grund nur in den einmal historisch eingebiirgerten
Bezeichnungen.
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g(z) = I' (2) zutrifft und I"(1) =1 ist. Aus (3) folgt durch Integration
lings einer Kurve von 1 bis z

dlogI'(z)  I"(2)
dz T I'(?)

also nach (1)

Feb-rme -

und bei nochmaliger Integration von 0 bis z

4) logI'(z + 1) z—[—z {A, —log< )}

Fir z = 1 erhalten wir wegen I'(2) = 1-I'(1) =

[ee)

(5) —]"(1):2(%—logn+l->_hm<l+ + - +~—logn)—C

n=1 n->» 0
und dieser Grenzwert C heilit Eulersche Konstante. Die Gleichungen
(4) und (5) liefern schlieBlich

e~ C2

(6)

n—11+—

Die Gammafunktion I'(z) ist nun definitionsgemaB eine Losung der
Funktionalgleichung (1); dies 148t sich auch leicht an dem Ausdruck (6)
verifizieren. Wegen I'(1) =1 ist also allgemein

I'in+1) = n! mn=0,1,2,..).

Die Gammafunktion erfiillt also wirklich die zu Beginn dieses Para-
graphen gestellte Forderung.
Aus (6) ersieht man ferner:

Die Gammafunktion ist eine meromorphe Funktion; ihre singuldren
Stellen im Endlichen liegen bei 2 =0, — 1, — 2, ... und sind Pole
erster Ordnung. Sie hat keine Nullstellen; ihr veziproker Wert ist daher
eine ganze Funktion mit der Produktdarstellung

@ o eczzﬁ {(1 + ) e_%} :
Aus (6) folgt i
rer-9=-LII0-57"

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 9
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also nach §9, (6)
— Tt
zsinm z

'z lr(—z=
oder in anderer Schreibweise
(8) 'erl—2=
Speziell ist demnach

1
sinmz

QP ==
und, da nach (6) die Funktion I'(z) fir z > 0 positiv ist,
rg)=+7ya=.
Fir n=20, 1, 2, ... ist nach (8)

et (=)
Ct+m) '@ = g T

Da die rechte Seite im Punkte z = — # den Wert I’((; 41-);) — (—n})"

besitzt, so ist damit das Residuum von I'(2) in den Polen erster Ord-
nung bei =0, — 1, — 2, ... ermittelt:
Das Residuum der Gammafunktion bei 2= —n n=0,1, 2, ...)

hat den Wert (= br

n!
Ersetzt man in der Gléichung (8) fiir positives ganzes & die Variable z

durch z, z 4 %, Z+ %-, o, 24 k—;—l und addiert die 2 so entstehen-
den Gleichungen, so wird
-1 o
a2 1 E—1 h -2
(9) Eﬁ%v@P@+ﬁnT@ “r%=ZL2@+z+@
h=0 n=0

Nun sei zur Abkﬁrzt;og
I’(z)l’(z—{—%)-‘-l’(z—{— k—;—})

(10) @ (2) = T2
gesetzt; dann ist nach (9)
(1) 9 =abs,

wo a und b gewisse noch zu bestimmende, von Null verschiedene Kon-
stanten bedeuten. Wegen (1) ist

1 2\ E—1
Zlz4+ —lz4 =)o {24 ——
¢@-+1)=(£b+:zgnkilk52%,fk2¢(ﬂ==k*¢(@,

andererseits nach (11)

ple+1) =bg(),
also '
(12) b=Fkk,
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Setzt man in dem Ausdruck (10) fiir z den Wert 0, nachdem man
auf der rechten Seite mit %z erweitert hat, so wird wegen (11)

@ (0) :kF<%>F<%)---F<5;—1> —a,
also nach (8)

0w (el Dr()re- Yt -t

. k-1 . (27 4)%—1
= Sa=T]

sin—sin—yf- sm( — D= ]] ek ¢ k)

k k r=1
_ (27 7)*-1 _ (2m)k-t
R U HE B
4 -
e T <1—e k >
h=1

hierbei wurde von der Identitit

k—1 2hnq

—_ xk_l o .
” <x—e "):xhlzx’“—l—kxk—-—l—---—}—x—f—l
h=1

Gebrauch gemacht.

Da fiir z> 0 auch I'(z) > 0 ist, so ist nach (13)
k-1
a=+(2n)° ]/7e

und daher mit Riicksicht auf (10), (11) und (12)

1

——kz

4

(14) ]’(z)F(z—}-%)...]’ <z+?i'_;_1> iy (2n)kgll’(k2).

Die Gleichungen (1), (8) und (14) bringen die Haupteigenschaften
der Gammafunktion zum Ausdruck.
Aus (14) folgt fiir den Spezialfall £ = 2

I IE+Y)=2Yr4-+T22),
Fe+1)I'z+) =@ E+1) = Yad*#2:T22)
= VYrd4*I' 224 1),

und die letztere Formel liefert fir z = 0 wieder I'(}) = }x.

§ 12. Die Integraldarstellung der Gammafunktion.

Die durch das unendliche Produkt (6) im vorigen Paragraphen
definierte Funktion ['(z) 148t sich, wie wir im folgenden zeigen wollen,
auch als Wert eines bestimmten Integrals darstellen.

Der reelle Teil x der komplexen GroBe z = x + iy sei positiv.

9*
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Das uneigentliche Integral

1) f 1o~ dt

f’” lcos (ylogt)e —tdt—{—zft“ lgin (ylogt)e-tdt
y

hat als Majorante
1 w0
[tetetdt 4 [to1e-tar;
0 1

die beiden letzten Integrale sind konvergent, weil fiir ¢ > 0 die Unglei-
t

chung 0 < ##-1e—t < ¢#-1, fiir =1 die Ungleichung0 <#*-le~? <c,e ?
mit geeignet gewihltem konstantem ¢, gilt und die Integrale
1

1 o _t L
f eldt = % und f c,e *di=2c e ? bestimmte endliche Werte
0 i
haben. Folglich ist auch das Integral G(2) konvergent.

Zerlegt man das Intervall von 0 bis oo in die Teile von 0 bis 1 und
von 1 bis oo und fithrt im zweiten Intervall—i— an Stelle von ¢ als Inte-

grationsvariable ein, so ergibt sich

2 G(2) = j <tz—1 et + t—o1 e—‘i> dt.

Nunmehr sei x > 1, also z ein fester Punkt der Halbebene x > 1.
Ferner sei auch 4 = b + ic ein in dieser Halbebene gelegener Punkt;
und zwar enthalte der Kreis um a mit dem Radius & — 1 den Punkt z
in seinem Inneren. Dann ist also x > 1, b>1, |z—a| <b— 1. Wir
zeigen jetzt, daB die unendliche Reihe

1

1
3) 2 (10g ) {(_ 1)rto-lg=t 4 pma-lg ¢ —prleg~t | fgs-lg ¢

im Intervall 0 < ¢ < 1 gleichmdfig konvergiert. Dabei ist unter dem
allgemeinen Glied der Reihe fiir £ = 0 der Limes dieses Gliedes fiir
t — 0, also der Wert 0 zu verstehen.

Es ist
1
1\26 — .
=<7> et —0 fir t—0,

- also beschrinkt fiir 0 < ¢ <1, und daher

1
|1ogn—}{(—1)nta—le-t+t-a—le”T}\gc2 (logn}) 8t fir 0<t<1,
|
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wo ¢, eine Konstante bedeutet. Folglich geniigt es, die gleichméBige
Konvergenz von

j_{ z—a)r (log" —tl—) -1

n!
n=

-

fiir 0 < ¢ < 1 nachzuweisen.
Nun ist fir 2 > 1

(1 (g et )<

<]. —+ ’k—> <e,
(b + DFtt ot
BE(E L) <l
Durch Multiplikation der fir 2 =1, 2, ..., n — 1 gebildeten Unglei-
chungen folgt
4) i< n=12,..).
Ferner ist fiir 0 < ¢ < 1 die Funktion
a
E{log (log" -i—) + (6 —1)log t} T+ —-*]—ZO
: t
tlog——
je nachdem
lo 1> =
8T < —1

ist, und daher
o o 1)+ 6 gt o 2~ .

(log” >tb - < (b — l\)ne“",
also wegen (4) fir 0 <¢ <1
z— aln uren ‘z—a\n

1 |
(s —an <log" >tb1‘§-}b~li o= o1 (=123

I

Z —

Die von ¢ freie geometrische Reihe 2 konvergiert aber wegen

1\
n=1
der Voraussetzung |z —a | < b — 1; und damit ist die gleichmaBige
Konvergenz von (3) bewiesen.

Man trage nun die Reihe (3) in (2) ein und fithre die Integration
der unendlichen Reihe gliedweise aus; dies ist wegen der gleichmaBigen
Konvergenz gestattet. Dadurch entsteht aber eine Entwicklung von
G (2) nach Potenzen von z — a, welche sicherlich im Inneren des Kreises
mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius & — 1 konvergiert. Folglich
ist G(z) in der Umgebung des Punktes z regulir. Da aber z = x + 1y
jeden beliebigen Punkt der Halbebene x > 1 bedeuten kann, so ist
G(2) in dieser Halbebene regulir.
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Nun ist nach (1) fir x > 0
Giz+1) = J'otze—*dt =[—tret]’ +z0j°‘°tz—1 etdt=12G(3),
und diese Gleichung zeigt uns, daB die Funktion G(z) in die ganze

Ebene fortgesetzt werden kann und héchstens bei 2 =0, — 1, — 2, . ..
Pole erster Ordnung besitzt, sonst aber regulir ist. Setzt man

so ist nach dem vorigen Paragraphen

() flz41) =7,

und da f(z) fir x > 1 reguldr ist, ist also f(z) eine ganze Funktion.
Wir wollen nun zeigen, daB diese ganze Funktion identisch gleich 1 ist.

log w o = . .
Setzt man 2z =57 also w = ¢27%2, so wird nach dem Weier-

straBschen Summensatz f(z) eine fiir alle endlichen von Null verschiede-
nen w regulire Funktion von w, und zwar eine esmdeutige Funktion
von w, da die Vieldeutigkeit von logw durch die Periodizitatseigen-
schaft (5) gerade kompensiert wird. Nach dem Laurentschen Satze
gilt also fiir /(z) eine nach positiven und negativen Potenzen von w
fortschreitende Reihenentwicklung

+
i —_;=g]cn wn,

die fiir alle endlichen w == 0 konvergiert.
Fiir jedesreelle ) bedeute nun M (n) dasMaximum vonf (2) =f(x -+ ¢ y)

auf der Strecke 1 < x < 2, y = —m, also auf dem Kreise | w | = e2™%;
dann ist nach dem Hilfssatz aus Kap. 2, §9 fir» =0, 41, 4 2,
(6) fe,letmmn < M (n).

Wir schitzen jetzt die rechte Seite dieser Ungleichung auf anderem
Wege ab. Aus § 11, (7) mit z = » bzw. 2 = x + ¢y folgt durch Division
und Ubergang zum absoluten Betrag

[Fxnwy!:j( x+1)>

Ist nun x =1, y <= 0, so ergibt sich also aus der Produktdarstellung
des Sinus in §9, (6)

[o0]

I (%) 2 y2\  sinmiy &V — 77
|F(x+1y)!§’g<l+}§>_ iy 2=y
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Firl<x<2,|y|> a; > 0, wo a, eine passend gewihlte Konstante,
d. h. von x und y unabhingige GréBe ist, wird also
1

‘T’(x—]—zy) §a2.e

7ly|

mit konstantem a,. .
Ferner ist nach (1) fiir 1 < x < 2 und beliebiges y
|Gx+iy)| = ft”“le—tdt < ady,
also fir 1<2<2, [y|>a '
[F (x4 iy)| <oyoge™Vl = o eVl
und insbesondere (fiir | y| > o)
(7) M(y) <aye™l?,

wobei oy und «, von x und y nicht abhingen.
Aus (6) und (7) folgt nun

[e,| < agete—2xlnbizl

fiir |y|> o . Alsoist ¢, =0 fir n =41, £ 2, ..., und
1) = ¢q-
Wegen G (1) = I'(1) = 1 ist daher ¢, = 1 und, wie behauptet war,
Gz) = TI'(2).

Die Gammafunktion besitzt also die Integraldarstellung
(8) I'(z) = [ttetde;
0

und zwar gilt diese fir alle Werte von z = x - iy, fiir welche das In-
tegral (8) kowvergiert, d. h. in der Halbebene x > 0.

Siebentes Kapitel.
Die Umkehrung der analytischen

Funktionen.
§ 1. Umkehrung der Potenzreihen.
Setzen wir
(1) W= 2 + 22 - =B (2),

so entspricht jedem Werte von z, der im Inneren des Konvergenz-
kreises der Potenzreihe P (z) liegt, ein bestimmter endlicher Wert w.
Die Werte z reprisentieren wir geometrisch in einer Ebene, die Werte w
in einer zweiten Ebene. Vermége (1) wird dann also jedem Punkte z
der z-Ebene, der im Inneren des Konvergenzkreises von B (z) liegt,
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ein bestimmter Punkt w in der w-Ebene zugeordnet. Insbesondere ent-
spricht dem Punkte z = 0 der Punkt w = 0.

Wir wollen nun annehmen, der Koeffizient ¢, sei micht Null. Dann
konnen wir zunidchst folgenden Satz beweisen:

Es set C etn um den Nullpunkt der z-Ebene beschriebener Kreis, und
zwar so gewdihit, daf P (2) fiir die Punkte im Inneren und auf der Peri-
pherie von C konvergiert und daf B (z) fiir alle diese Punkte, abgesehen
vom Punkie z = 0, einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Dann lift
sich um den Nullpunkt dev w-Ebene ein Kreis K so beschreiben, daf
jedem Punkte w im Inneren von K ein einziger Punkt z im Inneren von C
entspricht, fir welchen B (z) = w ist. Der betreffende Wert z lifit sich
als eine eindeutige Funktion von w innerhalb des Kreises K ansehen.
Diese Funktion ist eine analytische Funktion von w, d. h. z ist im Inneren
von K als eine gewohnliche Potenzrethe in w davstellbar.

Wenn z die Peripherie des Kreises C durchliuft, so wird der ab-
solute Betrag | B (2) | ein Minimum M besitzen, welches nach Voraus-
setzung von Null verschieden ist. Unter K verstehen wir nun den Kreis
um den Nullpunkt mit dem Radius M.

Es sei w irgendein Punkt im Inneren des Kreises K. Dann wird
fiir jeden Punkt ¢ der Kreisperipherie C

|w | <% |

sein. Nach einem Satze aus Kap. 5, §9 (S. 107) hat daher die Funk-
tion P(z) — w innerhalb C dieselbe Anzahl von Nullstellen wie die
Funktion ‘B(z), also genau eine Nulistelle.

Hiermit ist der erste Teil unseves Saizes bewiesen.
Um den zweiten Teil zu beweisen, betrachten wir das Integral

_ 1 P8 al
1= o5 1o Fo%
c+

wo f(z) eine auf der Kreisfliche C reguldre Funktion bedeutet und w
im Kreise K liegt.

Nach dem Residuensatze von Kap. 5, §8 ist
I'=f(@),

falls z die eine im Inneren von C befindliche Losung der Gleichung

B (2) = w bedeutet. Andererseits haben wir, da ';;%5 ‘ <1 ist, lings

der Peripherie von C:

T~
=
™
&
b
o
-
T~
=
vy
3
3
3
o
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und die unendliche Reihe auf der rechten Seite kann wegen ihrer gleich-
miBigen Konvergenz gliedweise lings C integriert werden. Daher ist
fiir jeden Punkt w im Inneren von K

I="rky+ kw4 kyw? + -,
wobei

1 (i O
@) b — mgfj(é) AL

gesetzt ist.
Da B (z) im Inneren von C nur fiir z = 0 verschwindet, so ist nach
dem Residuensatz

oder in anderer Schreibweise

b= s

z

wo das rechts stehende Symbol den Koeffizienten VOH% in der Ent-

wicklung der eingeklammerten Funktion nach awufsteigenden Potenzen
von z bezeichnet.

Der Koeffizient k, it sich noch in anderer Weise schreiben.

Da P (2) fiir z =0 von der ersten Ordnung Null wird, so laBt sich
die Funktion

(5) "+ PB'(2)
§B(z)n+1

in eine gewohnliche Potenzreihe nach aufsteigenden Potenzen von z
entwickeln. Der Koeffizient von 2” in dieser Potenzreihe ist dann offen-
bar identisch mit %,. Also gilt

z \n+1
3) b= D@ ¥ @ (),
wo D} fiir ;Z,, steht. Wenn # > 0 ist, so kann %, noch einfacher dar-
gestellt werden. Nach (2) ist
- 1 (&)
) ko= annjf ) +2nz’nf§B(C)"d
c+

wie durch partielle Integration ersichtlich wird!. Folglich gilt

fn = % [ﬂ];((zz”i: %Dggl{f' ) (iBZ(z)>n}z=o p=L2 .

Der Koeffizient &, ergibt sich aus (3) gleich f(0).

1 Die formalen Regeln der Integralrechnung gelten im Komplexen natur-
gemalB genau so wie im Reellen.
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Fassen wir zusammen, so kénnen wir sagen:

Es sei f(2) auf der Kreisfliche C regulir und M das Minimum von
| B (2) | auf der Kreisperipherie. Bedeutet dann w einen Punkt im Inneren
des Kreises K vom Radius M um den Nullpunkt und z den thm vermdige

w = P (2)
entsprechenden Punkt tm Inneren von C, so ist
o) F2) = FO) + hyw+ hyw? o+ hywn o,
wobet k, fiir n =1, 2, ... durch die Gleichung
— Lty (2N
© ko= D210 (575) s

bestimmt wird. Durch (5) ist die Funktion f(2) nach Potenzen von % (z)
entwickelt, und diese Reihe konvergiert sicherlich fiir alle Punkte w
aus dem Inneren des Kreises K, d. h. fiir |w | < M. Die Reihe (5) mit
der Koeffizientenbestimmung (6) wird als Bérmann-Lagrangesche Reihe
bezeichnet.

Wihlen wir insbesondere f(z) = 2, so zeigt die Gleichung (5), daB z
durch eine gewéhnliche Potenzreihe von w darstellbar, also z eine
analytische Funktion von w innerhalb des Kreises K ist. Damsit st
auch der zweite Teil des zu Anfang ausgesprochenen Satzes bewiesem,
und zwar ist

z2="Fhyw -+ kw24
mit
1 - z \n
(7) k=D 1(%(2)) m=12,..).

2=0

Diese Formel kann auch noch anders geschrieben werden. Nehmen
wir allgemeiner an, daB w im Kreise |z — a | < 7 reguldr ist und da-
selbst nur fiir z = & verschwindet, und zwar von der ersten Ordnung,
so konnen wir fiir [z —a | <7

w=c (z—a)+e(r—a)P+ - =(—a){e, tlz—a)+ -} =

setzen, wo die Funktion

in demselben Kreise reguldr ist. Ist auch f(z) bei 2 = a reguldr, so
folgt aus (5) und (6), wenn in diesen Gleichungen z durch z — 2 und
der Punkt z = 0 durch z = a ersetzt wird, ’

He) = 1@) + kyw 4 -+
mit
®) o= D@ @M, (=12,



§ 1. Umkehrung der Potenzreihen. 139

Wir wollen nunmehr annehmen, der Koeffizient ¢; in der Potenz-
reihe (1) sei gleich 0, und unser Ergebnis auf diesen Fall {ibertragen.
Es sei ¢, der erste Koeffizient in der Potenzreihe B (z), welcher von 0
verschieden 1st. Die Gleichung (1) hat dann die Form

) w=P(2) =, 2* (L + B, (2)),
wo B, (2) eine mit z verschwindende Potenzreihe bedeutet.

Aus (9) folgt dann, wenn z auf das Innere eines Kreises beschrankt
wird, in welchem | B, (2) | < 1 ist,

et B0 = Ve (145 B+,

oder nach dem WeierstraB3schen Summensatz
1

(10) w' = w?:z(cl'%— Cy'2 1),

ki . . .
wo nun ¢, = ]/ ¢, von Null verschieden ist. Umgekehrt: Wenn einer

1

der £ Werte von w’ = w* die Gleichung (10) befriedigt, so besteht
auch die Gleichung (9). Fiir die betrachteten Werte von z kann also
die Gleichung (9) durch die Gleichung (10) ersetzt werden.

Wenden wir nun den oben bewiesenen Satz auf die Gleichung (10)
an, so ergibt sich:

Um die Nullpunkte der z- und der w’-Ebene kann man zwei Kreise C
und K’ so beschreiben, daB3 jedem Punkt w’ im Inneren von K’ ein
einziger Punkt z im Inneren von C entspricht, welcher der Gleichung (10)
geniigt. Wenn nun w’ alle Lagen im Inneren von K’ annimmt, so nimmt

w=w'k

alle Lagen im Inneren des Kreises K an, der in der w-Ebene um den
Nullpunkt als Mittelpunkt beschrieben ist, und zwar entsprechen jeder
Lage von w im Inneren von K genau % Lagen

1
w=wk, w=e¢

1 27 1 2 1
g_ﬂ —_ , (k—1) - 27 1

21
Bk w=e¢ b wk, w=e¢ bk

von @' 1m Inneren von K'.

Also folgt:

Uwm die Nullpunkte der z- und der w-Ebene kann man zwei Kreise C
und K so beschreiben, daf dem Punkie w =0 der Punki 2 =0 und
jedem Punkte w == 0 im Inneren von K genau k verschiedene Punkie z
im Inmeren von C enisprechen, iy welche die Gleichung (9) erfiillt ist.

Aus unserer Untersuchung geht noch hervor, daB man den Radius
des Kreises C kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene GroBe
annehmen kann. Gleiches gilt offenbar auch von dem von C ab-
hingigen Kreise K.
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Die nach vorigem Satze dem einzelnen w entsprechenden & Werte
1

von z sind analytisch darstellbar durch eine nach Potenzen von w#®
fortschreitende Potenzreihe

1 2
(11) 2=>b wk + bywk 4 ...,
und dabei ist nach (7) fir n =1, 2, ...

1 _ n
VB@),—0

1
Gibt man hier der GroBe w* der Reihe nach ihre 2 durch &-te Ein-
heitswurzeln als Faktoren voneinander unterschiedenen Werte, so er-
hilt man aus (11) die 2 dem festen w entsprechenden Werte von z.

Die bewiesenen Sdize lassen sich leicht folgendermaflen weiter ver-
allgemeinern.

Es sei ¢@(2) reguldr an der Stelle 2 =4 und @(a) = b, so daBl die
Entwicklung von ¢(2) in der Umgebung von z = a die Gestalt

@) =0+ ci(z—a) + cylz — a)2 4 -

besitzt.
Durch die Gleichung
(12) w—b=c(z—a)+c,(z—a®2+--
v @e—a+ 7 a—ap

wird dann jedem Werte von z, der einer geniigend kleinen Umgebung
der Stelle a4 angehort, ein bestimmter Wert » zugeordnet. Schreibt
man zur Abkiirzung W fiir w — b und Z fir z — 4, so erhilt (12) die
Form

W=c,Z+cZ%+ -,

und man kann nun die oben bewiesenen Sitze anwenden. Dadurch
gelangt man zu folgendem Satze:

Ist die Funktion @ (2) im Punkte a regulir und

¢(@) =0,
so entspricht vermoge der Gleichung
(13) w = @z)

jedem Punmkie z einer gewissen Umgebung des Punktes a der z-Ebene
ein bestimmier Punkt w in der w-Ebene. Man kann nun um den Punkt a
in der z-Ebene einen Kreis C, der ganz in jener Umgebung liegt, und um
den Punkt b in der w-Ebene einen Kreis K so konstruieren, daB vermige
der Gleichung (13) jedem Punkie w == b im Inneren von K genau k ver-
schiedene Punkte z im Inneren von C entsprechen. Die Zahl k ist 1, wenn
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¢’ (@) von Null verschieden ist; allgemein ist k der Index der ersten nicht
verschwindenden Ablettung in der Reihe ¢ (a), ¢''(a), ... . Die k Werte
von z, welche einem innerhald K liegenden Punkte w entsprechen, lassen
sich analytisch durch eine Gleichung von der Form

o=l )

darstellen, deren rechte Seite eine gewdhmliche Potenzreihe in (w — b)
1

bedeutet mit eimem Anfangsglied der Gestalt c(w — b)'k‘, wo ¢ eine vVon
Null verschiedene Konstante bezeichnet.

e
%

Die Kreise C und K kinnen insbesondere so gewihlt werden, daf
ihre Radien FKleiner sind als eime beliebig vorgeschriebene positive Zahl.

§ 2. Beispiele.
Als erstes Beispiel betrachten wir die Funktion

o
— Ll)"

_ {
e et )
n=0

wo a eine beliebige Konstante == 0 bedeutet. Dies ist offenbar eine
ganze transzendente Funktion von z, welche fiir alle z == 0 von Null
verschieden ist. Setzen wir fiir beliebiges b == 0

f(z) = eb2,
soist firnw =1, 2, ...

D?~1{f' (2) <§BV>"} =blan -+ b)rlelantdz,

also nach den Formeln (5) un

[a¥

(6) des vorigen Paragraphen

7 (an + byt

n!

Nl

(1) hr = b

wn .

n=0

Aus der leicht zu beweisenden Gleichung

m——
tim [/ 222 g
>0 "

ist ersichtlich, daB die Reihe (1) fiir | w | < W}r@’ also fiir |az | < |e4? 1|

konvergiert. Dasselbe ergibt sich auch auf folgendem Wege: Bedeutet C
einen Kreis vom Radius7 um den Nullpunkt der z-Ebene, so ist re~!4!"
das Minimum von | 8 (z) | auf der Peripherie des Kreises C. Nach dem
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Resultat des vorigen Paragraphen ist dann die Reihe (1) konvergent fiir
|w|< re~lel"; in dieser Ungleichung hat aber fiir 7 = %‘} die rechte

, also konvergiert die Reihe (1) fir |w |[<—— Tale "

Seite den Wert 1
lale

Fiir a = b =1 geht (1) iiber in

7 (7 4 1)
n 4 1)
p— 2z ~ n
€ o w",
n=0
it 2
Y nt
2 = w"
= (n— 1)t ’
[oe]
pr—1
— n
e = e
n=1

diese Reihe konvergiert fir |w |<— und liefert die Auflésung der

Gleichung
w=2ze .

Speziell ergibt sich fiir z— 1 die Formel

hd 1

—y pn—

1= } -,
nlen

n=1

Als zweites Beispiel nehmen wir
(2) w=(e*—1)e** =242+ ---;

w ist eine ganze transzendente Funktion und von Null verschieden
fiir 0 < |z | < 27. Setzen wir f(2) =2, so ist nach Formel (4) und (5)
des vorigen Paragraphen
2= Zk wn
ne1
mit

1 @1t
f( )dC n=12..),

"= 2nin

wo C* etwa den Kreis | { | =z bedeuten mége. Durch partielle Inte-
gration folgt

an—1 1 fe(an~1)5 . (an—l@n—2) 1 Jlan—2)¢
(

k”:n(n—l)m ,,_zdé‘
o+

1yt o nim—1)(n—2) 2mi & —1
o+

(@an—1)---(an—n+1) 1 e(’”‘—“+1)§dé_
n! 2ni0+ & — 1
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(fiir # = 1 bedeutet das leere Produkt (an — 1):--(an — n -+ 1) die
Zahl 1), also fiir a 0
1 /an
k" = ﬁ( n > ’

(3) p zg (“n”) 2.
Fiir a =1 ist offenbar
2= by :Z’%ﬁ:k’gl—lw’
n=1 n=1

wie sich auch direkt aus (2) ergibt. Durch Untersuchung der Zahlen-

folge V |k,| ersiecht man, daB der Konvergenzradlus der Reihe (3)
fiir a &= 0 und a <= 1 den Wert l P @— Dt | besitzt, wobei die Potenzen

(2 — 1)*-1 und a¢ ihre Hauptwerte haben.

Drittens sei
zZ— a Z— a
(4) w=25T= 0

Dann ist nach Formel (8) des vorigen Paragraphen

_ 7w (g1 ({2 —1\n
(5) 2—“+£H{Dg < B) )}4_:“.
Aus (4) folgt nun, wenn z als Funktion von w und a betrachtet wird?,
0z 1

225 w—2< —1),

und andererseits

da  1—wz

(w2)? — w2 =2wz—2aw, (1—w2?=1—2aw+ w?,
1
also o .,
37 = (1—2aw+ w?) °
Nach (5) ist aber

0 0% w"

(6) =2 g DR D,
n=0

und daher

1 . 3 2" phre !
Y e e T e

Der Koeffizient von w™ in der Entwicklung von (1 — 2aw + wz)_%

nach Potenzen von w hat also den Wert 2" gin D (S VL M

1 Das im folgenden benutzte Zeichen 0 hat selbstverstandlich die aus der
reellen Analysis gelaufige Bedeutung der ,,partiellen Differentiation’.
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Dieser Koeffizient ist offenbar eine ganze rationale Funktion #-ten
Grades von a mit rationalen Zahlenkoeffizienten ; diese fithrt den Namen
Legendresche Kugelfunktion n-ten Grades.

Da die linke Seite von (7), wie man z. B. nach dem WeierstraB3-
schen Summensatz leicht erkennt, in jedem Kreise regulir ist, der
keine Wurzel der quadratischen Gleichung 1 — 24w + w? = 0 enthilt,
so konvergiert die Reihe (7) im Inneren desjenigen Kreises um den
Nullpunkt der w-Ebene, auf dessen Peripherie die Wurzel von kleinstem
absoluten Betrage liegt. DaB der Ubergang von (5) zu (6), also die
gliedweise Differentiation der Reihe (5) nach a, keinen Fehler enthilt,
folgt ohne Schwierigkeit aus dem WeierstraBschen Summensatz.

Als letztes Beispiel wollen wir die in der theoretischen Astronomie
auftretende sogenannte Keplersche Gleichung behandeln. Darunter ver-
steht man die Gleichung

(8) w— "2

sinz ’

in welcher @ und w zwei gegebene Zahlen bedeuten, von denen a == 0,
+ 7, + 27, ... ist, und z gesucht wird.
Es ist dann nach Formel (8) aus §1

9 2=a+ Z%:i (DZ»'_1 sin® £)

n=1

{=a
Fir die astronomischen Anwendungen kommen nur reelle Werte
. . JT . . .
von « in Frage. Esseiz. B. 4 = - und C ein Kreis um z = a vom Radius

7 <%; dann ist die Funktion w auf der Fliche dieses Kreises regulir,

und es gilt fir alle Punkte z = g— + 767 (0 < ¢ < 2x) auf der Peri-
pherie von C die Ungleichung
lz2—al 27 27
lwl:’sinzizlinw Sy It
P _|_ e 1re ’ e -|_ e

Folglich ist die Reihe (9) konvergent fiir

27
le < er - e=r*
. . 2 . . .
Die Funktion ;'-I—% hat ein Maximum fiir
1 er— e~r y+ 1 n
—_— = 2 = == ... —_—
(10) T = o ST=q, r=119-- <,

und zwar hat dieses Maximum den Wert 72— 1=0,6627...; die

Reihe (9) konvergiert daher im Falle a =% sicherlich fiir

|w|< 06627 ....
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DaB diese Zahl 0,6627 ... der genaue Konvergenzradius im Falle

a= % ist, erkennt man folgendermafen:
Aus (8) ergibt sich

dw _ sinz— (z— a) cosz
dz sin?z ’
. . dw dz . .
Da nun die Glelchungd—;~ 75 = 1 im Innern des Konvergenzkreises K

von (9) gilt, so ist daselbst % <+ 0; jede Losung von%zzE =0, d. h. von
(11) tgz=2—a

liefert also einen nicht innerhalb K gelegenen Punkt w. Fiir a :-7!2«,
2= g— + 2{ geht nun aber (11) iber in

“ .
> 4-e” "

(12) ={,

und dies ist gerade die Gleichung (10) mit { statt ». Es wird daher
wegen (11) und (12)
1 1 21

er — e °

=iy —1, lw|=06627...;

cosz siniC:;CAg—:
dieser Punkt liegt also nicht innerhalb K und folglich nach dem friiheren
Resultat auf dem Rande von K.

Diese Methode zur Bestimmung des Konvergenzradius der Um-
kehrung einer Potenzreihe fithrt iibrigens auch in allgemeineren Féllen
zum Ziele.

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl, 10



Zweiter Abschnitt.
Elliptische Funktionen.

Erstes Kapitel.

Die doppeltperiodischen meromorphen
Funktionen.

Eine eindeutige Funktion f(#) der komplexen Variablen # heiBt
gemiB Abschn. I, Kap. 6 meromorph, wenn sie im Endlichen keinen
wesentlich singuldren Punkt hat, so daB jeder im Endlichen liegende
Punkt a entweder ein regulirer Punkt oder ein Pol der Funktion ist.

Diese Funktionen f(x) sind also dadurch charakterisiert, daB fiir
die Umgebung jedes Punktes @, wo a einen endlichen Wert bedeutet,
eine Entwicklung der Gestalt

fu) = (u—a)y™(co+cr(v —a) +--) = (u —a)" P (v — a)
besteht; dabei ist m eine ganze Zahl, die positiv, Null oder negativ
sein kann. Den Ausgangspunkt, welchen wir zur Begriindung der
Theorie der elliptischen Funktionen wihlen, soll nun die Betrachtung
derjenigen mevomorphen Funktionen bilden, welche periodisch sind. Der-
artigen Funktionen begegnen wir schon unter den elementaren Funktio-
nen. So besitzt die Exponentialfunktion ¢%, der Gleichung % *27¢ = ¢*
zufolge, die Periode 277, die Funktionen sin # und cos # die Periode 2n
und tg # die Periode . Es ist auch leicht, aus diesen Funktionen solche
meromorphe Funktionen zu bilden, die eine beliebig vorgeschriebene
von Null verschiedene Zahl o als Periode zulassen. Z. B. wird

2nd
f(u) =e”
eine solche Funktion sein, und allgemeiner wird jede rationale Funk-

27g
tion von e ® - mit konstanten, d. h. von u unabhingigen Koeffizienten
die Periode w besitzen.

Ehe wir uns nun unserem eigentlichen Gegenstande zuwenden,
wollen wir einige hiufig zu gebrauchende einfache Sitze zusammen-
stellen, die an die geometrische Darstellung der komplexen Zahlen
durch die Punkte einer Ebene ankniipfen.
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§ 1. Zur geometrischen Darstellung der komplexen Zahlen.

Unter dem Punkte
a=ua +ia"’

(@’ und a” reell) werden wir wie im I. Abschnitt denjenigen Punkt
der komplexen Zahlenebene verstehen, welcher die komplexe Zahl a
reprasentiert, der also die Abszisse a’ und die Ordinate a4’’ besitzt. Es
besteht nun zunichst folgender

Satz 1. Der Punkt a + bt (b == 0) beschreibt die Gerade, welche die
Punkte a und a - b mitesnander verbindet, wenn t alle reellen Werte durch-
lauft. Insbesondere erhalten wiv die Punkie der Strecke a...a + b,
wenn t die veellen Werte von 0 bis 1 annimmt.

Setzen wir a =a’ +-¢a”’, b =10+ 1b"”, so sind die Koordinaten
des Punktes a -+ b¢

x=a + bt y=a + bt

und hieraus folgt nach bekannten Sitzen der analytischen Geometrie
unmittelbar unser Satz.

Nehmen wir a = 0, so erhalten wir den

Satz 2. Der Punkt ¢ = bt (b == 0) nimmt, wenn ¢t die veellen Werte
durchliuft, alle Lagen auf der Geraden an, welche den Nullpunkt mat
dem Punkte b verbindet.

Aus diesem Satze ergibt sich sofort

Satz 3. Die Bedingung dafiir, daf die Punkte b (<= 0) und c mit dem

Nullpunkt in einer Geraden liegen, ist die, daf der Quotient% reell ist.

a,
% 1/

Abb. 38. Abb. 39.

Ziehen wir zu irgendeiner Strecke 4 . . . b eine gleich gerichtete und
gleich lange Strecke 0. ..d durch den Nullpunkt, so ist offenbar d der
Reprisentant der Differenz b — a (Abb. 38). Betrachten wir daher ein
Parallelogramm, in welchem @ und a,, bzw. b und b, gegeniiberliegende
Ecken sind, so wird

b—a=a, — b
oder
a+a,=b-+b
sein (Abb. 39).
10*
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Satz4. Wenn a, a,, b, b, die vier Ecken eines Parallelogramms
bilden und zwar a, a; bzw. b, by je gegentiberliegende Ecken, so ist

a-+a, =b+b.

Der gemeinsame Wert von % (2 4 a,) und }(b + b,) wird, wie aus
Satz 1 folgt, durch den Schnittpunkt der Diagonalen des Parallelo-
gramms dargestellt.

§ 2. Sitze iiber die Perioden einer meromorphen Funktion.

Wenn w eine Konstante bedeutet, f(#) eine meromorphe Funktion und
fu+ w) = [(u)

fiir alle Werte der Variablen # ist, so heiit w eine Periode von f(u).
Hiernach ist w = 0 eine Periode jeder Funktion f(#). Die Periode
w = 0 kénnen wir als triviale oder uneigentliche Periode bezeichnen und
im Gegensatz dazu eine Periode w, die nicht Null ist, als eine eigent-
liche. Wenn wir von einer periodischen Funktion sprechen, so meinen
wir damit natiirlich eine solche, die eine eigentliche Periode besitzt.

Wir wollen nun unter £ das System aller Perioden einer Funk-
tion f(u) verstehen und einige Eigenschaften dieses Systems £ be-
weisen. Das System der Punkte, welche die Perioden geometrisch dar-
stellen und die wir Periodenpunkte nennen werden, bezeichnen wir als
Punktsystem £.

Satz 1. Das System Q aller Perioden bildet einen Modul.

Dabei ist unter einem Modul ein System von Zahlen zu verstehen,
innerhalb dessen die Operationen der Addition und Subtraktion un-
beschrinkt ausfithrbar sind; d.h. mit @, und w, sollen dem System
auch w; + w, und w, — w, angehdren.

Die Behauptung des Satzes 1 ist also die, da3 eine Funktion f(u),
welche die Perioden w; und w, besitzt, notwendig auch die Perioden
o, + @, und w; — w, hat. Dies ist aber leicht zu zeigen. Aus

flo + 1) =f(w), . [lu+ @) = f(u)
folgt namlich
F(( + @) + wp) = f (u+ o)) = (4);
flu + @) = f(u + ),
indem wir # durch # — w, ersetzen,
flu + 0 — wp) = f(u).

Gehéren irgend einem Modul die Zahlen

ferner aus

(1) Wy, Wy, ..., Wg
an, so wird auch

(@) W = My + Mywy + * - -+ MWy
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demselben Modul angehéren, wobei m,, #,, . . ., m; irgendwelche ganze
Zahlen bezeichnen. Denn durch Anwendung der Operationen der Addi-
tion und Subtraktion kénnen wir aus den Zahlen (1) die Zahl e bilden.
Es gilt demnach der

Satz 2. Gleichzeitig mit den Perioden (1) besitzt eine Funktion f(u)
auch die Periode (2).

Die Periode e heit aus den Perioden wq, w,, ..., w, usammen-
gesetzt oder abgeleitet. Die dufersten Fille, die bei einem Modul vor-
liegen kénnen, sind die, daB der Modul nur aus der einen Zahl Null oder
aber aus der Gesamtheit aller Zahlen besteht. Der erste Fall tritt fiir
den Modul £ aller Perioden von f(#) ein, wenn f(#) nur die triviale
Periode Null besitzt, also nicht im eigentlichen Sinne des Wortes perio-
disch ist. Der zweite Fall tritt offenbar ein, wenn f(u#) sich auf eine
Konstante reduziert, da ja eine Konstante vom Argument # gar nicht
abhidngt und also jede beliebige Zahl als Periode besitzt. Den Modul,
welcher nur aus der einen Zahl Null besteht, wollen wir als Modul
Null, denjenigen, welcher aus der Gesamtheit aller Zahlen besteht, als
Modul oo bezeichnen. Alle Moduln teilen wir nun in zwei Arten ein:

Ein Modul £2 heifle von dev ersten Avi, wenn das Punkisystem £
keinen Hdaufungspunkt im Endlichen besitzt, von der zweiten Art, wenn
ein solchey Hiufungspunkt vorhanden ist.

Beispielsweise ist der Modul Null von der ersten, der Modul oc von
der zweiten Art. Wir wollen von einem Systeme von Zahlen sagen,
es enthalte unendlich kleine oder infinitesimale Zahlen, wenn unter den
Zahlen des Systems solche vorhanden sind, die von Null verschieden
sind und deren absoluter Betrag unter einer beliebig klein vorgegebenen
positiven Zahl liegt. Es gilt dann der

Satz 8. Ein Modul Q ist von der zweiten oder von der ersten Avt,
je nachdem ey unendlich kleine Zahlen enthdlt oder wicht.

Enthilt ndmlich £ unendlich kleine Zahlen, so kénnen wir offen-
bar die von Null verschiedenen Zahlen des Moduls

€1, €9, €3, « .

so wihlen, daB sie den Limes Null besitzen. Der Modul £ ist also
zweiter Art. Wir sehen zugleich, da8 dann jede Zahl w des Moduls
einen Haufungswert des Punktsystems {2 liefert. Denn die Zahlen

w4t &, ot e, o+ e,

mit dem Haufungswert w gehéren dem Modul an. Besitzt umgekehrt
das Punktsystem {2 einen Hiufungspunkt « im Endlichen, so kénnen
wir aus ihm eine Folge verschiedener Werte

Wy, Wy, Wy, . ..
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mit dem Haufungspunkte a herausheben. Dann haben die dem Sy-
steme £ angehérenden, von Null verschiedenen Zahlen
Wy — W) =&, W3 — Wy=28, W — Wg===~;,...

den Limes Null. Daher enthilt £ unendlich kleine Zahlen.

Wir werden nun den fiir die Theorie der meromorphen periodischen
Funktionen grundlegenden Satz beweisen:

Satz 4. Die Perioden einer mevomorphen Funktion f(u), die sich
nicht auf eine Konstante reduziert, bilden einen Modul Q erster Art.

Nach Satz 3 geniigt es, zu zeigen, dabB f(«) keine unendlich kleinen
Perioden besitzt. Zu dem Ende betrachten wir einen reguliren Punkt a
der Funktion f(u). Fiir alle geniigend kleinen Werte von | w | gilt dann
eine Entwicklung der Gestalt

flata) =1@)+o+cot ),
wo 7 eine natiirliche Zahl und ¢ einen von Null verschiedenen Wert
bezeichnet. Wir wihlen nun die positive Zahl ¢ so klein, daB fiir |w| <&
der Wert der Reihe
ct+cw+--
von Null verschieden bleibt ; dies ist wegen ¢==0 moglich. Es wird dann
fa+ o) +{(a)
sein, solange | w | < ¢ und von Null verschieden ist. Daher kann die
Funktion f(u) eine eigentliche Periode @ von einem Betrage < & nicht
besitzen, womit unser Satz bewiesen ist.
Wir wollen nun die Konstitution der Moduln
erster Art niher studieren und unterscheiden
o dabei, indem wir den Modul Null beiseite lassen,
7] zwei Fille: )

Fall 1. Der Modul Q ist so beschaffen, daf
die Punkte des Punkisystems £2 simtlich auf einer
Geraden liegen.

Da zu diesen Punkten auch der Nullpunkt gehért, so mubl die Ge-
rade durch den Nullpunkt hindurchgehen. Auf der einen der beiden
Halbgeraden, in welche unsere Gerade durch den Nullpunkt zerlegt
wird, betrachten wir denjenigen vom Nullpunkt verschiedenen Punkt w,
des Systems £, der dem Nullpunkt zundchst liegt (Abb. 40). Ein solcher
Punkt w, existiert, weil andernfalls der Nullpunkt ein Hiufungspunkt
von £ wire.

Ist nun w ein beliebiger Punkt von £, so haben wir

Abb. 40.

W= w,;!

(Satz 2, § 1) oder, da wir die reelle Zahl ¢ in die Form ¢ = m 4 7 setzen
koénnen, wo m eine ganze Zahl und 0 <7 < 1 ist,

w=wm-+7r), w—mw =rw,.
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Da nun 7w, ein Punkt von £ ist, der auf der Strecke 0. .. w, niher
am Nullpunkt als e, liegt, so mul @, = 0 und also

W = M,

sein. In dem fetzt betrachieten Falle sind also die Zahlen des Moduls Q
die Multipla einer Zahl w,.

Fall 2. Die Punkie des Moduls erster Art Q
liegen micht samtlich auf einer Geraden.

In diesem Falle verbinden wir zunichst den w,
Nullpunkt mit einem andern Punkte w, von 2 und @
wiahlen einen dritten Punkt w,, der nicht auf der
GeradenO... w, liegt (Abb. 41). Im Inneren und auf
dem Rande des Dreiecks Ow,w, kann es nur endlich viele Punkte
des Systems £2 geben, weil sonst ein im Endlichen liegender Hiufungs-
punkt von £ vorhanden wire. Wenn nun w; ein weiterer unserem
Dreieck angehoriger Punkt von £ ist, der
nicht auf der Geraden0 . . . w, liegt, so wird
das Dreieck 0w, w; weniger Punkte von £2
enthalten als das urspriingliche Dreieck,
weil der Punkt w, dem letzteren angehorte. w,
Hieraus folgt, daB wir ein Dreieck von posi- Abb. 42.
tiver Fliche herstellen kénnen, das aufler
seinen Ecken keinen Punkt von Q enthilt, und wir wollen annehmen,
daB das Dreieck Ow,w, schon diese Beschaffenheit hat.

Bilden wir nun das Parallelogramm mit den Ecken 0, w,, w,,
w, + w, (Abb. 42), so sehen wir leicht ein,
daB im Inneren und auf dem Rande dieses
Parallelogramms, abgesehen von den Ecken,
kein Punkt von £ liegen kann. Von der durch Wy~ @2
das Dreieck Ow,w, gebildeten Hilfte des «,

Parallelogramms ist es von vornherein klar,
daB sie keinen weiteren Punkt von £ enthilt. @,
Waire aber in der anderen Hilfte ein solcher o a
Punkt w vorhanden, so wiirde der Punkt Abb. 43.
0 =, + 0, — ,
der ebenfalls zu £ gehort, nach Satz 4, §1 im Dreieck 0w, w, liegen.
AuBler den Ecken enthilt also das Parallelogramm in der Tat keinen
Punkt von 0.

Sei jetzt w ein beliebiger Punkt von . Wir konstruieren das
Parallelogramm mit den Ecken 0, ¢, w, b, indem wir durch w Par-
allelen zu Ow; und Ow, legen (Abb. 43). Nach den Sitzen von § 1 haben
wir dann:

(3

Abb. 41.

[ Wy *w,

b w

w=a-4 b=={tw + o,
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dabei bedeuten #, und ¢, reelle Zahlen, die wir in die Formen
b=y 7y, ly = My =73,
os=rn<l, 0, <1,
setzen wollen, wo m,, m, ganze Zahlen bezeichnen. Nun gehort der Punkt
W — MWy — MaWy = Y11 + V20,

einerseits dem System £, andererseits, weil 7;w, auf der Strecke
0...w; und 7w, auf der Strecke 0. .. w, liegt, dem Parallelogramme
0, w;, w; + wy, wy an. Daraus folgt aber, daB der Punkt »,w, + 7,0,
mit der Ecke O dieses Parallelogramms zusammenfallen und daher

(3) W = M1 + My,

sein muB. In dem jetzt betrachteten Falle 2 sind also alle Zahlen des Mo-
duls Q2 gemdf Gleichung (3) aus den beiden Zahlen w, und w, abzuleiten.

Wir wollen noch bemerken, daB die beiden Fille auch dadurch
charakterisiert werden konnen, daBl im Falle 1 je zwei Zahlen des
Moduls £ einen reellen Quotienten besitzen (Satz 3, § 1), wihrend im
Falle 2 im Modul £ zwei solche Zahlen (wie z. B. , und w,) vorhanden
sind, deren Quotient nicht reell ist.

Aus den vorhergehenden Untersuchungen folgt nun fiir die mero-
morphen periodischen Funktionen:

Satz 5. Die Perioden einer solchen Funktion f(u), die sich nicht auf
eine Konstante veduziert, lassen sich entweder simitlich aus einer Periode w,
ableiten oder aber aus zwei Perioden w, und w,, deren Quotient nicht
reell 1st.

Der erste Fall, in welchem die Funktion f(#) einfach periodisch
heiBt, liegt z. B. bei der Funktion e¢* vor, deren Perioden die simt-
lichen Multipla von 274 sind. Im zweiten Falle nennen wir f(u) doppelt-
periodisch. Ein Periodenpaar w,, w,, aus welchem alle iibrigen Perioden
von f(u) abgeleitet werden konnen, bezeichnen wir dann als ein Paar
primitiver Perioden oder als Fundamentalperioden von f(u). Die Existenz
von doppeltperiodischen meromorphen Funktionen, die den Haupt-
gegenstand unserer Untersuchungen bilden sollen, wird sich weiterhin
ergeben.

§ 3. Das Periodenparallelogramm.

Es sei w,, w, ein Paar von Zahlen, deren Quotient nicht reell ist.
Wenn nun zwischen irgend zwei komplexen Zahlen # und v die Be-
ziehung

=U4mw, +mw, oder v —u=m w; + Myw,
besteht, wo m,; und m, ganze Zahlen bezeichnen, so wollen wir sagen,

v sei kongruent u modulis w,, w,, und dies symbolisch durch die Schreib-

welise
V=Uu (wlx wz)
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andeuten. Wenn w, und w, ein fiir allemal, wie in diesem Paragraphen,
fest bleiben, schreiben wir auch kiirzer unter Fortlassung der Moduln
Wy, W,

v=1u.

Es gelten nun folgende Tatsachen, deren Beweise so einfach sind,
daB wir sie tibergehen konnen.

. . . Up + . Yo 26t @,
1. Es ist fiir jeden Wert von —*
uUu=1u.
b
2. Aus v = u folgt u = v.
3. Aus # = v und v = w folgt » = w. o~ a Ut w,
4. Aus » = v und u, = v, folgt u + u, Abb. 44.

=9 4 v,.

5. Allgemeiner folgt aus # ==v und u, = v,, daB nu + nyu,
= nv 4 n,v; ist, wo # und #, irgend zwei ganze Zahlen bedeuten.

Zur Abkiirzung werden wir von zwei Punkten w und v auch sagen,
sie seien kongruent, wenn die Zahlen » und v kongruent sind.

Wir nehmen nun einen beliebigen Punkt %, an und bilden das Par-
allelogramm mit den Ecken u,, uy+ w,, %+ w; + Wy, 4 + w,
(Abb. 44). Dieses soll das aus w, und w, gebildete Periodenparallelo-
gramm (ug) heifen. Zu dem Periodenparallelogramm (u,) rechnen wir
jeden Punkt #, der im Inneren oder auf einer der in #, zusammen-
stoBenden Seiten, exklusive der Endpunkte #, 4 w; bzw. uy + o,
dieser Seiten, liegt. Da die Punkte des v

Parallelogramms, die auf den Seiten ... “
%y + wy bzw. uy . . . 4y + w, liegen, durch
a =ty + 7,0, bzw. b= uy + 7, w, vz
0=rn<l1, 0=7,<1)
o,
dargestellt werden, so gilt o Zorw, 1
Satz 1. Die Punkte des Periodenparallelo- Abb. 45.
gramms (u,) sind die Punkte
U= Uy + 73 01 + ¥y 0, 0=rn<l 0= <1).

Es sei jetzt v ein beliebiger Punkt der Zahlenebene und ugv;vv,
das Parallelogramm, dessen Ecken v;, v, auf den Seiten #, . .. #,+ w;
bzw. u, . .. uy, + w, des Parallelogramms (u,) liegen (Abb. 45). Es ist
dann

V=10 + Uy — Uy = (U + fyw1) + (4 -+ fws) — %,
oder
V= Uy + M0y + MyWy + 7107 + 7504,

wenn die reellen Zahlen t,, £, auf die Form ¢, = m, + 7, baw. 1, = m, + 7,
gebracht werden, wo m,, m, ganze Zahlen sind und 07, << 1,0 r,< 1
ist. Hieraus folgt
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Satz 2. Jeder beliebige Punkt v ist esnem und offenbar nuy esnem Punkte
U = Uy + 7,0, + 7300,
kongruent, der dem Parallelogramm (ug) angehirt.
Wir betrachten jetzt die Punkte
- Uy, Uy + @1, Uy — @y, Uyt 20y, g — 20,4, ...,

welche ein System dquidistanter Punkte auf einer Geraden g;, und die
Punkte
Ug, Uy~ Wy, Uy — Wy, Uy + 2wy, 4y — 2w, ...,

welche ein ebensolches System auf einer Geraden g, bilden. Legen wir

durch die ersten Punkte Parallelen
., , /, , ozur Geraden g,, durch die letzten
/ UoH 2y, / Parallelen zur Geraden g,, so erhalten

2

wir durch diese Konstruktion die
Uopf ey samtlichen Parallelogramme

(o + My + Mmywy),

Kz
%7@ 170476 7&;7‘”2@ m =0, +1, +2, ...,
my, =0, +1, 4-2, ...,

Uof @
/ / / ’ / / und wir sehen, daB diese die #-Ebene
7 @ tza; 77 einfach und liickenlos iiberdecken

(Abb. 46).
ADD. 46. Wir wollen nun mit
[«]

stets das System aller derjenigen Werte # + m,w, + #m,0, oder auch
derjenigen Punkte, welche diese Werte geometrisch darstellen, be-
zeichnen, die einem bestimmten # kongruent sind. Dann kénnen wir
sagen: In jedes Parallelogramm unseres Parallelogrammnetzes fillt ein
und nur ein Punkt des Systemes [u].

§ 4. Definition der elliptischen Funktionen.
Der Korper K.

Wir wenden uns nun zur Definition der elliptischen Funktionen:
Eine analytische Funktion f(u) heift eine elliptische Funktion, wenn
sie erstens mevomorph ist und zweitens zwei Perioden w, und w, besitzt,

deren Quotient % nicht reell ist.
1

Wir wollen zunéichst die beiden Werte w, und w, als fest gegeben
annehmen und alle elliptischen Funktionen, welche diese beiden Werte
zu Perioden haben, zu einem System K zusammenfassen. Unter dem
Zeichen f(u) werden wir bis auf weiteres stets eine Funktion des Sy-
stems K verstehen. Das System K besitzt einige einfache wichtige
Eigenschaften, die wir hier zusammenstellen.
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1. Zu dem System gehort jede Konstante, wenn diese als Funktion
von # angesehen wird. Denn jede Konstante besitzt als Periode jeden
beliebigen Wert, also auch w; und w,.

2. Gleichzeitig mit f;(#) und f,(u) gehéren auch f,(u) + f,(«),
f1(w) — f5(u), f1(w) fo () und, wenn f, (#) nicht die Konstante Null ist,
11 (w)
?2 (u)

Wir driicken dies kiirzer aus, indem wir sagen: Die Funktionen des

Systems K bilden einen Funktionenkirper. Aus 1. und 2. folgt
3. Jede rationale Funktion von Funktionen f, (u), fy(#), ..., fi (%)
mit konstanten Koeffizienten ist ebenfalls eine Funktion f(u).
4. Gleichzeitig mit f () gehért auch die Ableitung ' (#) zum Kérper K.
Denn ist f(#) meromorph, so gilt gleiches von /' (#), und aus

flu + o) = () (n=12)
folgt durch Differentiation

[+ ) = ().

zum System K.

5. Es sei

’

a=a (0, wy),
d.h. 2’ =a+ w, wo w=m w; |+ Myw, ist.

. . 1 .
Wenn nun a ein Pol von f(u) ist und g <m> der zugehorige mero-

morphe Teil, so ist auch a' ein Pol und g (Tj"?{’) der ihm zugehdrige

meromorphe Teil.
In der Tat gilt nach Voraussetzung fir die Umgebung des Punktes a
die Entwicklung

1
a

u—

Fo) =g () + B a),

wo P (u — a) eine gewdhnliche Potenzreihe in # — a bedeutet. Liegt
nun % in der Umgebung des Punktes a, so liegt ' = u + w in der
Umgebung des Punktes ¢’ = a + w, zugleich ist " — a’ =« — a und

fay=1f+w) =1 ) =g(5=7) + BW —a),

woraus die Behauptung folgt.

6. In jedem belicbigen Periodenparallelogramm (uy) hat eine Funk-
tion f(u) nur endlich viele Pole.

Wiren ndmlich unendlich viele Pole in (#,) vorhanden, so hitten
diese einen Hiufungspunkt, der wesentlich singuldr fiir f(») wire; dies
widerspricht aber der Voraussetzung, daB f(x) meromorph ist.

Wir wollen uns die Pole von f(u), die im Parallelogramm (#,) liegen,
aufgeschrieben denken und zwar jeden so oft, als seine Multiplizitat
betrigt. Die Anzahl » der so aufgeschriebenen Pole

ay, Gs, - .., a4,
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heiBt der Grad der Funktion f(#). Die Systeme
[“1]: [“2]: R [“r]

umfassen dann die Gesamtheit aller Pole von f(#) und zwar jeden Pol
so oft, als seine Multiplizitit angibt. Greifen wir aus jedem System
eine Zahl heraus, so erhalten wir » Zahlen

7 ’
a,ay,...,a/,

von denen wir sagen wollen, daB sie ein vollstindiges System von Polen
vor f(u) bilden.

Die Begriffe ,,Grad" und ,,vollstdndiges System von Polen‘ hingen
gemiB dieser Definition noch von der Wahl der Perioden w, und w,
ab. Dasselbe gilt von den im folgenden Paragraphen einzufiihrenden
Begriffen.

§ 5. Allgemeine Sitze iiber die Funktionen f(u).

Wir werden nun eine Reihe von allgemeinen Sitzen beweisen, welche
die Grundlage fir die Theorie der elliptischen Funktionen bilden.

Satz 1. Eine Funktion f(u) vom Grade r = 0 ist eine Konstante, oder,
anders ausgedriickt, eine elliptische Funktion ohne Pole ist eine Konstante.

Wenn f(u) keinen Pol besitzt, so hat |f(u) | ein endliches Maxi-
mum g, falls u alle Lagen im Periodenparallelogramm annimmt. Da
f(u) fiir beliebiges u keine anderen Werte annimmt als die, welche den
Punkten # des Periodenparallelogramms entsprechen, so gilt also fiir
jedes endliche Argument # die Ungleichung

1) | =g
woraus nach dem Liouvilleschen Satze?l
Tt folgt, daB3 die ganze Funktion f(#) sich auf
eine Konstante reduziert.
Abb. 47. Ehe wir zur Ableitung weiterer Sitze
schreiten, die alle aus dem Cauchyschen
Integralsatze folgen werden, schicken wir folgendes voraus. Wir diirfen
und wollen voraussetzen, da das Parallelogramm (#%,) in positivem
Sinne umlaufen wird, wenn wir seine Seiten in der Folge 2, 1/, 2/, 1
durchiaufen (Abb. 47). Denn falls dies nicht zutrifft, so konnen wir es
durch Vertauschung von @, mit w, erreichen, also durch eine einfache
Abanderung der Bezeichnung.

Es sei ¢ (#) eine auf dem Rande von (u,) regulire Funktion; dann
setzt sich das positiv um (#,) erstreckte Integral von ¢ () zusammen
aus den durch die Seiten 2, 1’, 2’, 1 erstreckten Integralen. Nun durch-
lauft 4 4 w,; die Seite 1, wenn # die Seite 1 durchliuft, und # + w,

Ugt @y iy

1 Vgl. Abschn. I, Kap. 3, §8.
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die Seite 2', wenn # die Seite 2 durchliuft. Daher ist das erwihnte
Integral in leicht verstindlicher Bezeichnungsweise durch die Formel

W) Jowdu=[{p+o)—pjde—[{putol—p)d
Uo P

darstellbar, wobei das Integral durch die Seite 1 in der Richtung von
ugnach uy 4 w,, durch die Seite 2 in der Richtung von %, nach %, + w,
zu nehmen ist.

Wir identifizieren zunichst ¢(#) mit einer Funktion f(ux), wobei
wir durch passende Wahl von #, dafiir sorgen, da3 kein Pol von f(u)
auf den Rand des Parallelogramms (u,) fillt. Die Integrale der rechten
Seite der Formel (1) verschwinden jetzt, da f(#) die Perioden w,; und
w, hat. Das Integral der linken Seite ist, abgesehen vom Faktor 27,
die Summe der Residuen der verschiedenen Pole von f («), die im Inneren
des Parallelogramms (u,) liegen. Man erkennt so die Richtigkeit von

Satz 2. Die Summe der Residuen fiir die irgend einem Perioden-
parvallelogramm angehovenden verschiedemen Pole eimer Funktion f(u)
1st Null.

Hieraus folgt sofort

Satz 8. Eine Funktion f(u) vom Grade v = 1 kann wicht existieren.

Denn besiBe f(#) nur einen Pol erster Ordnung 4 im Parallelo-

. . C
gramm (u,), so wirde der zugehérige meromorphe Teil .—— lauten,

wo das Residuum C <= 0 ist. Nach Satz 2 miiite aber, im Widerspruch
dazu, C = 0 sein.

Der ndchste Satz erfordert eine Vorbemerkung. Bezeichnet %, eine
Losung der Gleichung
(2) f(u) =c,

wobei f(u) eine nicht konstante in der Umgebung der Stelle %, regulire
Funktion ist, so besteht fiir diese Umgebung eine Potenzreihenentwick-
lung von der Gestalt

3) fl —c=A(u—ut (4 +0),

in welcher % eine natiirliche Zahl ist. Die Stelle #; wird dann % mal
als Losung der Gleichung (2) gezahlt, oder, anders ausgedriickt, #; wird
als Lésung von (2) mit der Vielfachheit k gerechnet. — Diese Definition
stimmt offenbar im Spezialfall ¢ = 0 mit der fritheren Definition der
Vielfachheit einer Nullstelle (Abschn. I, Kap. 5, §9) iiberein.

Im Sinne dieser Bezeichnungsweise gilt der

Satz 4. Es sei f(u) eine Funktion von einem Grade v = 2 und ¢
ein gegebener endlicher Wert. Dann gibt es in jedem Parallelogramm (u,)
genaw v Stellen, an welchen f(u) den Wert ¢ annimmt.

Eine Funktion f(x#) wird also nach diesem Satze in einem Perioden-
parallelogramm genau so oft gleich einem vorgeschriebenen endlichen
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Werte ¢, als sie den Wert co annimmt. Der Satz 4 ist eigentlich ein
spezieller Fall des Residuensatzes 2 und entsteht aus diesem, wenn
wir ihn auf die Funktion

a 1" ()
anwenden. Man wihle nun den Punkt #, so, daB die meromorphe Funk-
tion f(#) — ¢ auf dem Rande des Periodenparallelogramms (u,) weder
verschwindet noch Pole hat. Dies 148t sich, nétigenfalls durch eine
kleine Verschiebung, stets erreichen. Nach Formel (1) verschwindet

dann der Ausdruck —l—f I ()
2mi) f(u) — ¢

(uo)
Differenz zwischen der Anzahl der Nullstellen und der Anzahl » der

Unendlichkeitsstellen von f(#) — ¢ vor, die im Parallelogramme (z,)
liegen®.

Der Satz 4 besagt also, dafBl die Gleichung (2), in der f(#) nunmehr
unsre elliptische Funktion bedeutet, genau » Lésungen

du. Andrerseits stellt er aber die

(4) Wy, Ug, - - - Uy

im einzelnen Periodenparallelogramm zuldBt, wenn wir in die Reihe (4)
jede einzelne Losung so oft aufnehmen, als ihre Vielfachheit betrégt.

Im allgemeinen werden die Stellen (4) untereinander verschieden,
also jede Losung #; von der Vielfachheit 1 sein. Fragen wir ndmlich
nach denjenigen Werten ¢, fiir welche in der Gleichung (3) der Ex-
ponent % > 1 ausfillt, so ist hierfiir notwendig und hinreichend, da8
auBer f(u,) = ¢ auch noch

f'(uy) =0
gilt. Wir erhalten also die gesuchten Werte ¢, indem wir die vonein-

ander verschiedenen Nullstellen der elliptischen Funktion f'(#) im
Parallelogramme (u,) aufsuchen. Sind dieselben die Stellen

Vis Vo, ones ¥y,

wobei ihre Anzahl héchstens so gro8 ist wie der Grad der Funktion f' (u),
so sind die fraglichen Werte von ¢ die Werte
fo) =c, ) =065 ..., [(0) =¢;.

Die Anzahl der Werte von ¢, fiir welche in der zugehérigen Reihe (4)
ein und derselbe Wert mehr als einmal auftritt, ist also héchstens gleich
dem Grade der Funktion /" (u).

In dem speziellen Falle ¢ = 0 besagt der Satz 4, daB eine Funk-
tion f(#) vom Grade 7 in jedem Parallelogramm (%,) genau 7 Null-

stellen besitzt, vorausgesetzt, daB jede Nullstelle mit ihrer Vielfach-
heit gezdhlt wird.

1 Vgl. Abschn. I, Kap. 5, §9.
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Wir wollen nun wieder unter f(#) eine beliebige Funktion vom
Grade 7 = 2 verstehen. Es gilt dann der wichtige

Satz 5. Bezeichnen by, by, ..., b, die Nullstellen, a,, a,, ..., a,
die Pole von f(u) in einem Periodenparallelogramm (uy), so besteht die
Kongruenz
(5) by+by+ b =a+a+ -+ a (0, @)

Beim Beweise diirfen wir wieder annehmen, daB keine der Nullstellen
und keiner der Pole auf dem Rand des Parallelogramms (u,) liegt.
Wenn wir

setzen, so ist ¢ (#) eine Funktion, die im Parallelogramm (u,) nur die
Punkte b, und 4; zu Polen besitzt. Nach dem Residuensatz ist daher

1 .
(6) g;fw ) du= 2 rip @]+ ) rip ),
) " o
wo die Summen iiber die voneinander verschiedenen Punkte &, bzw.
a, zu erstrecken sind.
Ist nun b irgendeiner der Punkte b, und % seine Multiplizitit als
Nullstelle von f(#), so ist fiir die Umgebung des Punktes b:

B(u—b)E=lc ... 3
Pl ={b+@—0) L L S — ),

also kb das zugehorige Residuum. Ebenso findet sich fiir das Residuum
von ¢(u) an einer der Stellen a,, etwa a, der Wert — %’a, wenn &’
die Vielfachheit von & als Pol von f () bedeutet. Demnach ist die rechte
Seite der Gleichung (6)

(1Y 2Zkb—2Ka=0b+by+--+b—(a,+a,+ -+ a).

Andererseits ist nach Formel (1) wegen

’ + n ’
Pt o) — ) = (o w,) L g L8
() 1" ()
== I —_ p—— ==

das Integral (6) gleich

Uo+ Wz %o+ 0,

1 ) 1 1 (w)

®) %Twlfn—u)d“‘zm wsz(m du,

Uo Uo

wobei die Integrale geradlinig zu nehmen sind. Die hier auftretenden
Integrale sind nun Vielfache von 2z:. Denn z. B. ist

Ug+ @, Ug 1@,
Flw oo [
ff(u) du—t d log f (u)

Uo Uo
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der stetige Zuwachs, den logf(#) erfihrt, wenn u geradlinig von #, bis
#y + w, wandert. Dabei beschreibt aber, weil f(u 4 w,) = f(u) ist,
der Punkt f(u) einen geschlossenen Weg, auf welchem logf(x) also um
ein Multiplum von 277 wichst oder abnimmt.

Der Ausdruck (8) hat daher die Gestalt
9) My @y + My,

wo m; und m, ganze Zahlen bedeuten. Der Vergleich von (6), (7) und
(9) gibt die Kongruenz (5).

Wir wollen den Satz 5 noch in eine andere Form bringen, indem
wir ihn zugleich etwas verallgemeinern.

Zunichst setzen wir folgendes fest:

Sind ay, a,, . . ., a, die Pole der Funktion f(u), die in esnem Parallelo-
gramm (u,) legen, oder auch ein vollstindiges System von Polen der
Funktion f(u), so nennen wir jede Zahl s, welche die Kongruenz

s=a;+a+ o +a (0, 0)

befriedigt, Polsumme der Funktion f(u).

Die Polsumme einer Funktion f(#) ist demnach nur bis auf eine
additive Periode bestimmt.

Es seien ferner u,, #,, . . ., #, die in einem Periodenparallelogramm
(#o) gelegenen Nullstellen von f(#) — ¢, wobei ¢ einen gegebenen end-
lichen Wert bedeutet. Die Wertsysteme

[ul] ) [MZ] RN [ur]

umfassen dann alle Werte von #, welche der Gleichung
(10) flu) =c

geniigen. Entnehmen wir diesen Wertsystemen je einen Wert, so er-
halten wir » Werte
(11) u', Uy, ..

’

U, ,

die wir ein vollstindiges System wvom Liosungen der Gleichung (10)
nennen wollen.

Wenden wir den Satz 5 auf die Funktion f(#) — ¢ an, so erhalten
wir leicht den

Satz 6. Ist f(u) eine Funktion vom Grade v und bilden die Zahlen (11)

ein vollstindiges System vom Liosungen der Gleichung (10), so gilt die
Kongruenz

u oy’ +- e u, =5 (0, 0,),

wo s die Polsumme von f(u) bezeichnet.
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§ 6. Die Funktion @ (u).

Wir wollen das Periodenparallelogramm (1) so wihlen, daB der
Nullpunkt in sein Inneres féllt. Unter den nicht konstanten Funktionen
f(#) werden wir diejenigen von moglichst niedrigem Grade, also vom
Grade » = 2, als die einfachsten zu betrachten haben. Wiy wollen nun
versuchen, eine derartige Frunktion zu bilden, die im Parallelogramm (ug)
nur den einen Doppelpol uw = 0 mit dem zugehirigen mevomorphen Teil

1 c . . .
F+% besitzt. Nach dem Residuensatze 2 des vorigen Paragraphen

mul ¢ = 0 sein, so daB die Entwicklung der herzustellenden Funktion
fir die Umgebung der Stelle # = 0 die Form

f() =5+ B (1)

besitzen mufl. Hieraus folgt leicht, daBl die Funktion f(u), wenn sie
iberhaupt existiert, bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Denn
ist f;(#) eine Funktion von derselben Beschaffenheit wie f(u), so hat
die Differenz f; (#) — f(#) den Nullpunkt nicht mehr zum Pol und daher
im Parallelogramm (#,) iiberhaupt keinen Pol. Nach Satz 1 des vorigen
Paragraphen ist daher in der Tat notwendig

f1(u) = f(u) + C.

Die Konstante C kann, und zwar nur auf eine Weise, so gewihlt
werden, daB in aer Potenzreihe, welche f,(#) in der Umgebung der
Stelle # = 0 darstellt, das konstante Glied fehlt.

Wenn es also iiberhaupt eine Funktion ¢ (#) nach Art der gesuchten
gibt, so ist sie vollkommen bestimmt durch folgende Eigenschaften:
Sie ist eine elliptische Funktion zweiten Grades und besitzt in der Um-
gebung der Stelle # = 0 eine Entwicklung der Gestalt

() =+ uB ),

wo ‘B (u) eine Potenzreihe bezeichnet.

Die Gesamtheit der Pole von ¢ (#) wird durch das System [0] aller
Periodenpunkte
(1) W = My + My,

. . 1

gebildet, und dem Pole w wird nach § 4 der meromorphe Teil - (0 — )l
entsprechen, da der zu w kongruenten Stelle 0 der meromorphe Teil —5
zukommt.

Wir werden durch diese Bemerkung darauf gefiihrt, zu versuchen,
die Funktion ¢ («) mit Hilfe des Mittag-Lefflerschen Satzes herzustellen.
Zuvor haben wir aber noch den folgenden Satz zu beweisen:

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl, 11
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Die Summe

1
s=) -
konvergiert.

Dabei ist die Summe iiber alle Perioden (1) zu erstrecken mit Aus-
nahme der Periode Null, was durch das an das Summenzeichen gesetzte
Komma angedeutet werden soll.

Wir betrachten diejenigen Punkte w, fiir welche

(2) n<|w|<n-+1

ist, wo # eine natiirliche Zahl bedeutet, und setzen

3 o=

dabei soll die Summe tber die betrachteten Punkte erstreckt werden.
Nun schitzen wir die Anzahl dieser Punkte folgendermaBen ab. Es sei
2¢ eine positive Zahl, die kleiner ist als der Abstand des Nullpunktes
von jedem anderen Periodenpunkte w. Dann ist auch

2e < |w — w,],

d. h. kleiner als der Abstand zweier verschiedener Periodenpunkte w,
und w, Wenn wir also um jeden Periodenpunkt als Mittelpunkt einen
Kreis mit dem Radius & beschreiben, so liegen diese Kreise ganz auller-
einander. Die Punkte w, welche der Bedingung (2) geniigen und deren
Anzahl A4, heiBen mége, gehéren dem Kreisring an, der durch die
Kreise mit dem Mittelpunkt Null und den Radien # und # - 1 begrenzt
wird. Ist zunichst 4, > 0, d. h. gibt es mindestens einen Punkt w mit
der Eigenschaft (2), so folgt fiir jeden solchen Punkt: 2e < |w| < n 4 1,

1 1 ek .
e< n; , n— &> "75»27—2 0, so daBl » — & noch positiv ist. Die um

die 4, Punkte w mit dem Radius ¢ beschriebenen Kreise liegen daher
ganz in dem Kreisring mit dem Mittelpunkt Null und den Radien # — &
und # + 1 4+ & und bedecken also eine Fliche, die kleiner ist als die
Fliche dieses Kreisringes. Daher ist

dfn<(m+ 14 e)m— (n— &)z

oder

14+2¢

L2 en ) s 220 3n =1k,

n 82

A
142¢

&2

wo % zur Abkiirzung fiir die feste Zahl3 steht. Diese Abschitzung
4, < kn
gilt trivialerweise auch im Falle 4, = 0.
Nun folgt fiir die Summe (3)

1 k
SnéAn'”nT<kn";4T:‘p‘:.
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und die Summe »

ist daher konvergent; folglich auch die Summe S, weil alle Glieder
von S, abgesehen von den endlich vielen, fiir die etwa |w | << 1 sein
sollte, in den Summen S, auftreten.

Zufolge des eben bewiesenen Satzes stellt nun nach dem Mittag-
Lefflerschen Theorem (vgl. Abschn.I, Kap. 6, §3 und §5) die un-
endliche Reihe

1 rro1 1 u 1 'y
W = X (et =t Y e
eine meromorphe Funktion mit den meromorphen Teilen u_lw vor.

Wir sehen jetzt leicht ein, daf

) p) ===+ (lur — w)

" — w)2 w?
allen Bedingungen, die wir fiir die gesuchte Funktion gestellt haben,
gentigt.
Zunichst hat @ (u) die Punkte w zu Polen mit den richtigen mero-
morphen Teilen. Weitere singulire Punkte sind nicht vorhanden.
Ferner hat ¢ (u) — uiz den Limes Null fiir # — 0, weil die Summe in (5)

fiir # = 0 verschwindet. Es bleibt zu zeigen, daBl ( (#) die Perioden w,
und w, besitzt. Zu dem Ende bilden wir

" 2 !
R D

wo die Summe ohne Komma {iber die Gesamtheit aller Perioden
W = mywy -+ Mywy(mq, my =0, + 1, 42, .. .) zu erstrecken ist. Daf}
die gliedweise ausgefithrte Differentiation der rechten Seite von (5)
die Ableitung von @ (u) ergibt, folgt aus dem Weierstraschen Sum-
mensatz. Nun ist

4 . [ —_—
SO (lel — )Z “'_w'_“wl 22 u._w ’

w— w, = (m; — LYo, + myw,
ebenfalls alle Perioden durchliuft. Es ist also
@ (1 ) = @' (u);
und hieraus folgt durch Integration
(6) @ (4 ) = () +cy,

wo ¢, eine Konstante bedeutet. Nun ist @ (#) eine gerade Funktion.
Denn nach (5) ist

RIS SIS SRS L R (AN W § H

u+w w?

weil
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da — w dieselben Werte wie + w durchliuft. Setzen wir zur Bestim-

mung von ¢, in (6) # = — %, so folgt
o(3)=9(-3)Ta=p(3)ta
und also ¢; = 0. Wir haben daher
@ (14 o) = @ (u);
und ebenso folgt
P (4 + wy) = @ (u).

Die Funktion §(«), die tatsdchlich alle geforderten Eigenschaften
besitzt, wollen wir die Weserstrafsche @-Funktion nennen, weil sie von
WEeIERSTRASZ der Theorie der elliptischen Funktionen zugrundegelegt
wurde.

Aus dem vorhergehenden Paragraphen folgt sogleich eine Reihe von
Sétzen {iber die Funktion ¢ (), die wir hier zusammenstellen.

Satz 1. Als Polsumme von () (u) kann s =0 genommen werden.

Denn die Pole @, und a,, die @ (%) in unserem Periodenparallelo-
gramm (u,) besitzt, sind beide Null.

Satz2. Die Losungen der Gleichung ¢ (u) = c, wo c einen gegebenen
Wert bedeutet, bilden zwei Systeme [u'] und [w''], und es ist ' + u'’ =0
(1, @s).

Dies folgt aus Satz 6 von §5. Wenn wir eines der beiden Systeme,
etwa [#'], kennen, so wird, da "’ = — u’ (w,, w,) ist, das andere das
System [— #'] sein.

Satz 8. Die Gleichung
(7) @ (u) =@ ©)
besteht dann und nur dann, wenn
(8) u=1v(w;, ) oder u= — 0w, w,
1st.

Denken wir uns nidmlich in (7) das Argument v als fest gegeben, u
als ein zu bestimmendes Argument, so gehért » nach Satz 2 einem von
zwel Systemen untereinander kongruenter Werte an. Das eine dieser
beiden Systeme ist offenbar das System [v], und folglich ist [— v] das
andere; d. h. » muf einer der Kongruenzen (8) geniigen.

Wir wollen jetzt untersuchen, fiir welche Werte von v die beiden
Losungssysteme [v] und [— v] der Gleichung (7) zusammenfallen. Hier-
zu ist notwendig und hinreichend, daf3

= —v oder 2v=0(w;, w,)
ist. Es muf} also 2 v = m,w,; + myw, oder

_ My + Mg wy
po=_1"1 71 72772
2 >

die Hilfte einer Periode, sein. Da nun
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my =2m + &, my=2my + g

gesetzt werden kann, wo m,’, m," ganze Zahlen, ¢, und &, je einen der

beiden Werte 0 und 1 bezeichnen, so kommt
' ' &0 + & Wy
U=y @y - iy 0y R

d. h. die gesuchten Werte von v sind einer der Zahlen

W W+ Wy We
© 0. %, wde @
kongruent. Wahrend fiir v = 0 der zugehérige Wert der @-Funktion oo
ist, entsprechen den drei anderen Zahlen (9) drei endliche Funktions-
werte, die wir mit

S’7<%> =, @ <w1 —;— wz) =€, <%> = o,
bezeichnen wollen. Bedeutet ¢ einen endlichen Wert, so sind also die
Losungen der Gleichung
@) —c=0
von der Multiplizitit zwei, wenn ¢ mit einer der Zahlen ¢, ¢,, e; zu-
sammenfillt. Hieraus folgt, daB die Gleichung
@ () =0
W W + Wy Wy
27 2 2
Punkt u, geniigend dicht beim Nullpunkt an-
nehmen, in unser Parallelogramm (#,) und
bilden mit dem Nullpunkt die Ecken eines
Parallelogramms (Abb. 48).

Aus Satz 3 ergibt sich noch, daB die
Werte ey, ¢y, e, untereinander verschieden
sind. Das laft sich auch so erschlieBen:
Wire z. B. ¢; = ¢;, so wiirde die Funktion zweiten Grades

@) — ey =@ u) —e

im Periodenparallelogramm wvier Nullstellen, ndmlich die Stellen

fir v = erfiillt ist. Diese Punkte fallen, wenn wir den

Abb. 48.

s
2

und %, jede doppelt gezihlt, besitzen; und das wire ein Widerspruch.

§ 7. Die Differentialgleichung von g (u).

Die Funktion @’ («) hat in der Umgebung der Stelle # = 0 die Ent-
wicklung
, 2
@ )= — 5+ B,

u3

hat also die Stelle # = 0 zum dreifachen Pol, wihrend sie im Perioden-
parallelogramm (#,) sonst tiberall regular ist. Es ist daher @’ (4) eine
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Funktion vom Grade » = 3 und muB folglich im Periodenparallelo-
gramm auch genau dresmal verschwinden. Nach dem vorigen Para-
graphen sind die drei Nullstellen von (' (#) die Punkte

wy Wy + Wy Wy
“=% T2 0

an denen (' (4) demnach einfach Null wird. In diesen Punkten werden
bzw. ,
) —ea, PU)—e, p)—e
je doppelt verschwinden.
Vergleichen wir nun die Pole und Nullstellen von ' (%), ndmlich:
Pole: 0, 0, 0, Nullstellen: 5%, 1522, 22,
mit denen von

f(u) = (p (4) — &) (@ (4) — e) (SJ () — e3),

nidmlich:
Pole: 0,0,0,0,0,0, Nullstellen: 21, 21, 15 @2 @170 02 02
so sehen wir, daB der Quotient
. @2 (u)
0= f(u)

im Periodenparallelogramm (u,) nirgends unendlich wird, da der Zahler
dieselben Pole und Nullstellen in derselben Vielfachheit wie der Nenner
besitzt. Folglich ist der Quotient eine Funktion vom Grade » = 0 und
also eine Konstante. In der Umgebung der Stelle # = 0 haben wir die

Entwicklungen

G == f) =~ ...

u8 u8
Tragen wir diese in den Quotienten Qein und lassen dann # in Null

iibergehen, so erhalten wir den Wert Q = 4, und da @, wie wir wissen,
eine Konstante ist, so folgt

in 2 () = 41 (u);
Satz1. Die Funktion (@ (u) befriedigt die Differentialgleichung
(1) @2 (u) = 4(p (1) — e;) (i) — ) ( () — &5).

Wir wollen diese wichtige Differentialgleichung noch in einer anderen
Form ableiten.

Zunichst betrachten wir die Entwicklung der Funktion () (#) an der
Stelle # = 0 etwas nédher. Fiir

cw =+ (g ) = - Y )

W

erhalten wir die Entwicklung

L) = — Gyt — Gytl® =+ — Gunt — -,
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wenn wir zur Abkiirzung
"1 ! 1
Gr= 2 =2 rartmey =Bt )
setzen. Die Summe G, dndert sich nicht, wenn wir — w statt w schreiben.
Fiir ein ungerades » ist folglich

Gn': 371,7771>7: —_ ,i :‘*—‘G

— (= W) wn . n

und also G, = 0. Daher kénnen wir die Entwicklung von {(#) in der

Form ansetzen:
ud ub u2n-1

1
(2) C(u):_1[—[;2_:3._—(;3?_...__0”27_:1,_...,
wobei die Koeffizienten ¢, die Werte
3) cn:(2n—1)2’£~" n=2,3,4,...)

haben.
Demmach lautet die Entwicklung von (@ (u) wm den Nullpunkt:

@) @)= — () = g+ Cot - Cqub oo g un =t

wober die Koeffizienten c,, gemifs (3) von den Perioden wy, v, abhingen.
Nun folgt aus (4)

P () = — 2 4 2oy dcgud -

und, wenn wir die Entwicklungen immer bis zu den von # unabhingigen
Gliedern fortsetzen,

4 8¢
@) =g — gt — 16
1 3¢ |
PP ) =5+ 5+ 3c -+,
20 ¢q

@) — 498 (u) = —
und schlieBlich

(5) @2 (1) — 4% (u) +20c, @ (u) = — 28¢5 - - -.

Die links stelpende elliptische Funktion kann im Periodenparallelo-
gramm (#,) hochstens den Pol # = 0 haben. Tatsédchlich hat sie aber
gemdl (5) den Punkt # = 0 nicht zum Pol. Nach § 5, Satz 1 ist unsere
Funktion daher eine Konstante, deren Wert sich aus (5) zu — 28 ¢4
ergibt. Es ist also fiir alle Werte von #

@2 (u) — 4% (u) +20c, 0 (u) = — 28¢;.
Fihren wir noch im Anschlul an WEIERSTRASZ die Bezeichnungen ein:
"1 r1
(6) G =200,=60 —o, g =280, =140 s

so haben wir demnach den
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Satz 2. Die Funktion @ (u) geniigt der Differentialgleichung

(7 PP=4P — g — g
Dabei ist der Kiirze halber @ fiir (@ () und @’ fiir ' (#) geschrieben.
Die Konstanten g, und g, heiBen die Invarianten der Funktion @ (u).
Die rechten Seiten in den Gleichungen (1) und (7) sind fiir alle Werte
von u beide derselben GroBe (niamlich ('?(u)) gleich. Daraus folgt,
daB identisch in x die Gleichung

42 — g — g =4 —¢)) (x — ¢) (¥ — &)
besteht. Es sind also ey, e,, e, die Wurzeln der Gleichung dritten Grades
4% —gox —g,=0.
Als Diskriminante werden wir den Wert
A =16 (e, — €)% (¢ — €3)? (€, — €52

bezeichnen, der nach Fritherem von Null verschieden ist. Bekannten

algebraischen Sitzen zufolge gelten die Beziehungen:

(8) G tete=0, ¢efeye5teze=— T8 G663 = 8
4 =16 (¢; — ¢,)* (6 — €5)% (62 — €3)® = g® — 27 gy”.

Aus der Differentialgleichung (7) erhalten wir auf folgende Weise
eine Rekursionsformel fiir die Entwicklungskoeffizienten ¢, der Funk-
tion @ (). Durch Differentiation von (7) finden wir

2pl p// — (12 WZ . gz) p’
SO” :692 _%gz =6S/J2 — 1002.

oder

Setzen wir hierin die Entwicklung (4) fiir @ ein, so kommt

2 lcy 4Byt b 20— 2) 2 —B)c,uBn .

2 1 S 2 92
— —10c,+ 67 = —10c2+6{ﬁ + N e, u n—-}

n=2
1 [ee] [ee] [ee] *
= — 10¢, - ﬁ{ﬁ +2 ) e urnt 4 3 N o, u2<r+s>—4},
n=2 r=2 §=2

woraus durch Vergleichung der Koeffizienten von #27—* sich leicht

{@n—2) 2n—3) —12}c, =6 Yc,c, (n=4,5,6,...)
r+8=n
r=2
]
ergibt. Nach einfacher Rechnung erhilt man hieraus

(n_ 3) (2n+ ].)Cn= 3(020n—2+c3cn—3+ +Cn—-262) (1’L=4, 5’ 6’ ‘)
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Vermoge dieser Rekursionsformel kénnen wir sukzessiv
G =36"  C=1760, =126+ 6Y) =350G6" 16, .
duarch ¢, und ¢y oder auch wegen (6) durch g, und g; ausdriicken. Wir
erkennen so die Richtigkeit von

Satz 3. Die Entwicklungskoeffizienten c,, von ¢ (u) sind ganze rationale
Funktionen der Invarianten g, und g, mit vationalen positiven Zahlen-
koeffizienten.

Hierin liegt wegen (3) die bemerkenswerte Tatsache, daB sich die

Summen . S ) ) .
Zn_Z EH#Z (mlwqu—mzwz)Zn (%——- B ;-‘-)

my, Mo

ganz und vational mit rationalen positiven Koeffizienten durch G, und G,
ausdriicken lassen.

§ 8. Das Additionstheorem von g (u).

Man sagt von einer Funktion ¢(u), sie besitze ein algebraisches
Additionstheorem, wenn zwischen @(u, + u,), @(u;), @(u,) eine alge-
braische Gleichung mit festen, d. h. von #; und %, unabhingigen Koeffi-
zienten besteht oder, was dasselbe besagt, wenn ¢ (#, + u,) algebraisch
durch @(u;) und ¢(u,) ausdriickbar ist. Dal die Exponentialfunktion
und die elementaren trigonometrischen Funkitonen solche Additions-
theoreme besitzen, ist eine der Haupteigenschaften dieser Funktionen.
Wir wollen jetzt zeigen, dal dieselbe Eigenschaft auch der Funktion
§? (u) zukommt.

Zu dem Ende betrachten wir die Funktion

fu) =@ () —agp @) —0b,
wo wir die Konstanten @ und b so wihlen, daB f(#) an zwei beliebig
fixierten Stellen #, und u, verschwindet. Setzen wir zur Abkiirzung

9 () =Py, ¢ () =9/, @ () = s, [ (uy) = ps,
so sind also a und b aus den Gleichungen
(1) apy+b=1p/, ap,+b=7p
zu bestimmen. Nun ist f(#) eine Funktion vom Grade » = 3, die im
Periodenparallelogramm (#,) den dreifachen Pol # = 0 und folglich die
Polsumme s = 0 besitzt. Nach § 5, Satz 6 bilden daher die Werte
Uy, Uy, — (Ug + ty)
ein vollstindiges System von Nullstellen der Funktion f(x#). Wenn also
¥ (uy + uy) = P, @ (uy + Uy) = Py’
gesetzt wird, so gilt unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB (@’ ()
eine ungerade Funktion ist, die Gleichung

aps + b= —p,,
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welche zum Ausdruck bringt, daB f(u) fir u = — (uy + u,) ver-
schwindet.
Setzen wir nun in die Differentialgleichung der @-Funktion

40 — g — g ="*

fiir das Argument u sukzessive u,, #,, %, + #, ein, so erkennen wir, daf3
die Gleichung

(@) 428 — gyx — gy — (ax + )2 =0
die Wurzeln
(3) X=1pP1, X=py ¥=p;

besitzt. Wir wollen uns #; und #, etwa im Periodenparallelogramm (u,)
so fixiert denken, daB p, = @ (u,), po = §(4s), p3 = § (4y + u,) von-
einander verschieden sind. Dadurch schlieBen wir, wenn wir u, beliebig
angenommen haben, nur endlich viele Punkte u, im Periodenparallelo-
gramm aus. Denn die Funktion

(@ (u) — @ (1)) (W (g + 1) — @ (1)) (SO (g + 1) — @ (3))
ist in #, elliptisch mit den Perioden ,, w, und verschwindet daher nur
an endlich vielen Stellen des Periodenparallelogramms. Wir sind jetzt

sicher, daB die Werte (3) die sdmilichen Wurzeln der Gleichung (2) dar-
stellen. Demnach gelten die Gleichungen

bt bbb =",
(4) lmm+mm+m%—%—?

brDabs = % gT3
Aus (1) -ergeben sich nun weiter fiir « und & die Werte
— pll _ pZ/ b — p1p2/ - pZ pll
P1— P2 ’ p1— P2 ’
und die erste der Gleichungen (4) liefert den
Satz 1. Fir die Funktion ((u) gilt die Gleichung

9+ 1) = — @ (1) — 2 () + (LD # te)?

9 (ug) — g (ug)

a

wenn iy, 4, 2wel beliebtge Avgumente bedeuten.

Die Beschriankung, die wir beim Beweise den Argumenten u,, #, auf-
erlegten, haben wir im Ausspruch des Satzes wieder fallen lassen, was
offenbar erlaubt ist.

Da @' (uy) und ' (uy) vermoge der Differentialgleichung der (-Funktion
algebraisch durch () (uy) bzw. @ (uy) ausdriickbar sind, so gibt Satz 1 das
Additionstheorem von @ (u).

Wenn wir aus den Gleichungen (4) die Zahlen 4 und b eliminieren,
so erhalten wir
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Satz 2. Zwischen
¥ () =Py, @ y) =P, ¢ (1, + u,) = P
besteht die algebraische Gleichung

(by + o +85) (dipots — &) — (Brda+ bibs + Pty + 55

welche das Additionstheorem der S,)-Funktion in andever Form darstellt.

§ 9. Darstellung der elliptischen Funktionen
durch die p-Funktion.

Es sei f(u) eine meromorphe Funktion mit den Perioden w;, w,, also
eine Funktion aus dem Kérper K. Dann kénnen wir nach § 5 die Kon-
stante ¢ auf unendlich viele Weisen so wihlen, daB die Gleichung
f(u) = ¢ keine mehrfach zu zihlende Losung besitzt.

Wir wollen nun beziiglich der Funktion f(«) drei Fille betrachten:

Erster Fall: f(u) ist eine gerade Funktion, also f(— u) = f(u).

Ist dann [u,] eines der » Losungssysteme der Gleichung f(u) = c,
so ist [— #,] ein davon verschiedenes. Denn wire u, == — #; (1, @),
so wiirde auch fiir jede beliebige Zahl / die Beziehung u, + h = — u;+ h
gelten und daher auch

flg +h) = (=uy +h)=f(uy—h), [ (w+h)=—f—"h,

und hieraus wiirde ' (u;) = 0 folgen. Es wire dann u; eine mehrfach
zu zihlende Losung, was der Annahme widerspricht. Insbesondere ist
also stets u; == 0. — Aus dieser Bemerkung geht hervor, dafl die Losungs-
systeme der Gleichung f(u) == ¢ in Paaren folgendermaflen angesetzt
werden konnen:

[Ml]: [— Ml]: [M2]: ['— Mz]: ) [%k]r ['— Mlc]:

woraus beildufig folgt, daB der Grad 7 einer geraden Funktion f(u) eine
gerade Zahl 2 % ist. Fiir einen anderen Wert von ¢, den wir 4 nennen
wollen, habe f(#) = 4 die Losungssysteme

(o], [— o], [9s], [— 22, -, [ad, [— 2.
Die Funktion

hat dann dieselben Pole und Nullstellen wie die Funktion

{p () — 9 ()} (v @) —yp @)} (@) —p @)’

der Quotient aus den beiden Funktionen ist daher eine Konstante C
(§ 5, Satz 1).

0 (u) = {9 () — @ ()} {9 () —p ()} -~ {p () — @ ()} .
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Die Auflésung der Gleichung

fo)—c _
nach f(#) ergibt den

Satz 1. Eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden w,, w, it
als rationale Funktion der mit diesen Perioden gebildeten Funktion () (u)
darstellbar.

Zuweiter Fall: f(u) ist eine ungerade Funktion, also f(— u) = — f(u).
f(w)
2 ()
wendung von Satz 1 auf diese Funktion liefert den

Da @’ (u) ebenfalls ungerade ist, so wird gerade sein. Die An-

Satz 2. Eine ungerade elliptische Funktion mit den Perioden w;, w,
ist als Produkt von ' (u) mit einer vationalen Funktion von @ (u) dar-
stellbay .

Dritter Fall: Es sei f(u) eine beliebige meromorphe Funktion mit
den Perioden w;, w, Durch den Ansatz

F) = ${f () + [ (— W)} + ${f () — f (— )}

wird f (#) in die Summe zweier meromorpher Funktionen zerlegt, welche
die Perioden w,, w, besitzen und von denen die erste eine gerade, die
zweite eine ungerade Funktion ist. Die Anwendung der vorhergehenden
Sitze ergibt daher den

Satz 3. Eine jede elliptische Funktion f(u) mit den Perioden w,, w,
laft sich als vationale Funktion von @ (u) und @' (u) darstellen, und zwar
in dev Form
o /() = R (@ (u)) + @' (w) Ry ( (),
wo R(x) und Ry(x) rationale Funktionen von x bedeuten.

Umgekehrt ist jede rationale Funktion R,(f(«), ¢’ (u)) von @ (u)
und @’ (u) eine elliptische Funktion mit den Perioden w;, w,. Die hier-
aus beildufig folgende Tatsache, daB sich jede solche rationale Funktion
auf die Form (1) bringen 148t, kann auch leicht direkt aus der Differen-
tialgleichung von @ (#) nachgewiesen werden, da diese gestattet, die
hoheren Potenzen von (' (#) durch ¢ (#) und die erste Potenz von @’ (x)
auszudriicken.

Die Ableitungen von (@ (u) geben die einfachsten Beispiele fiir die
hier bewiesenen Sitze. Da jede Ableitung gerader Ordnung (@™ (u)
eine gerade Funktion ist, so muB sie nach Satz 1 eine rationale Funktion
von (2 (u) sein; dagegen ist jede Ableitung ungerader Ordnung nach
Satz 2 das Produkt aus (' (#) und einer rationalen Funktion von @ (u).
Setzen wir dementsprechend, indem wir der bequemeren Schreibweise
wegen das Argument # unterdriicken,

(2) W(WL) =R, (Sg) , also 80(2n+1) =R,/ (W) S’QI’
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so wird
@' =Ry (p),
in Ubereinstimmung mit der Gleichung
P =60 — 1g,,
die wir schon frither durch Differentiation aus der Differentialgleichung

von () («) fanden.
Die Differentiation der zweiten Gleichung (2) liefert

2 dat PeMY =R () 0" + R, (0) 9’2 =R,y ()
un aner

R,.@ =R, (p)69°— 1g) + R, () 40° — gp — &)

Aus dieser Rekursionsformel kénnen wir sukzessiv, ausgehend von
R,, die rationalen Funktionen R,, R;, ... bestimmen. So erkennt man
leicht, daB3

8()(2%) (M) — Rn(s{)) — (2% + 1)1 sgn+1 N

eine ganze rationale Funktion (n + 1)-ten Grades von @ (») wird.
Der Umstand, daB die hier auftretenden rationalen Funktionen
ganze Funktionen werden, beruht auf dem folgenden allgemeinen Satze:

Satz 4. Eine Funktion f(u), die im Periodenparallelogramm nur den
etnen Pol uw = 0 besitzt, ist in der Form

[W) = R(p (W) + ¢ (1) By (p ()

darstellbar, wo R und R, ganze rationale Funktionen bezeichnen.

Denn wiirde R(p) fiir einen endlichen Wert von ¢ wunendlich, so
wiirde auch f(u) + f(— ) = 2 R (@ (u)) fiir einen Wert von # unendlich
werden, der nicht kongruent Null ist. Folglich ist R eine ganze rationale
Funktion. Also wird auch ¢’ (u) R, (¢ (u)) fiir keinen zu Null inkon-
gruenten Wert von # unendlich. Wiirde nun R, fiir einen end-
lichen Wert von ( unendlich, so miiBte zugleich (' () = 0 sein; wegen

Iy R,/ . 1\ . )
(‘ﬁ‘) = - R12 @’ wiirde also dort <R—> als Funktion von # mindestens
1 1 1

1 . .
von erster, demnach - mindestens von zweiter, ('(«) nur von erster
1

Ordnung verschwinden, also @' (u) R, (¢ ()) doch unendlich werden.
Dabher ist auch R, eine ganze rationale Funktion.

Als zweites Beispiel fiir Satz 1 betrachten wir die Funktion § (nu),
wo # eine natiirliche Zahl bezeichnet. Diese Funktion ist in der Tat
gerade und besitzt die Perioden w, und w,. Also gilt das Multiplikations-
theorem von (@ (u):

Satz 5. Die Funktion {) (nu) ist als rationale Funktion von ¢ (u) dar-
stellbar.
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Die den einzelnen Werten von # entsprechenden Darstellungen sind
mit Hilfe des Additionstheorems leicht erhiltlich. Z. B. ergibt sich aus

(3) @+ u) =— @ u) — @ (u) + %(S‘/ (u) — @’ (uy) )2

wenn wir u#, in % hineinriicken lassen, die Gleichung

@) — @) /7

pRu)=—2p0) +5 (507

oder 1 2 1 1
(6 ¥ =5 gz) Pt 5 8P+ 260 + g8’

pRuW=—2p+ 1 2 . 2 16

4 - 4

>

48 —gap—g AP — P
wo rechter Hand @ fiir @ (u) steht.

Ersetzt man sodann in (3) #, durch 2 %, so ergibt sich durch leichte
Rechnung ¢ (3 ) usf.

Der Hauptsatz dieses Paragraphen, der Satz 3, ist von hohem prinzi-
piellen Interesse. Ev gibt uns eine klave Anschawung von der Gesamtheit
der Funktionen f(u), die wir zu dem System K zusammengefafit hatten.
Diese Funktionen fallen villig zusammen mit denjenigen, die sich vational
aus ) (u) und Q' (u) aufbauen lassen.

§ 10. Weitere Eigenschaften der Funktionen f (u).

Betrachten wir irgend zwei elliptische Funktionen f(u), f,(#) mit
den Perioden w;, w,, so ist nach Satz 3 des vorigen Paragraphen

fu)=R(p,p),  H#)=R(p ),
wo R und R, rationale Funktionen bedeuten. Verbinden wir hiermit die
Gleichung
PP=40"—gp — g,
so wird die Elimination von @ und @’ eine algebraische Gleichung

G(f (u), f; () =0
liefern, deren Koeffizienten von # unabhingig sind. Also besteht der
Satz 1. Zwischen je zwei elliptischen Funktionen f(u), f(u) mit den-
selben Perioden w,, w, besteht eine algebraische Gleichung mit konstanten
Koeffizienten.
Wenden wir diesen Satz an auf den Fall f, () = ' (#), so kommt
Satz 2. Jede elliptische Funktion f(u) befriedigt eine algebraische
Differentialgleichung
G(f (), /') =0,
deren linke Seite eine ganze rationale Funktion mit konstanten Koeffi-
zienten 1st.
Wir beweisen leicht durch #hnliche Betrachtungen den
Satz 3. Jede elliptische Funktion f(u) besitzt ein algebraisches Ad-
ditionstheorem.
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Es ist ndmlich
(1) fluy 4+ u) =R (SO () + u,), @ (g + uy));
setzen wir nun zur Abkiirzung
@ (u)) =91, @' (u) =P, @ () = by, @ () = By,
so ist nach dem Additionstheorem der @-Funktion
(2) @ (g + 1) = Ry (Py, P, P2, $2),

wo R, wieder eine rationale Funktion bedeutet, deren Koeffizienten
von #, und %, unabhingig sind.
Durch Differentiation der Gleichung (2) nach #; kommt sodann

(3) @ (g + uy) = %;—? P+ ‘i‘f“ll/ @ () = Ry (Pr, D1 P2, o))
wobei von der Gleichung (" (#,) = 6 p,2 — } g, Gebrauch gemacht
ist. Tragen wir die Ausdriicke von (2) und (3) in (1) ein, so erhalten
wir etwa

(4) fluy + uy) = Ry (P1, Py, Do, §5)-
Diese Gleichung kombinieren wir endlich mit den folgenden:
fm) = R (b1, 1), [(0) = R (Do, $2)

PP =4pP — b — g PP =4P P — g

Aus den fiinf Gleichungen (4) und (5) ergibt sich dann durch Elimi-
nation der vier GroBen p;, 9y, P, po eine Gleichung der Gestalt

G(f(uy + 1), [(uy), f(u)=0,

womit unser Satz 3 bewiesen ist.

Zu diesem Satze wollen wir noch folgendes bemerken. In seinen
Vorlesungen iiber elliptische Funktionen pflegte WEIERSTRASZ von der
Frage nach denjenigen analytischen Funktionen auszugehen, die ein
algebravsches Additionstheovem besitzen, und zu beweisen, daB die-

jenigen unter diesen Funktionen, die eindeutig und transzendent sind,
2ty

(5)

entweder rationale Fumktionen einer Exponentialfunktion e “  oder
elliptische Funktionen sind. Auf den Beweis dieses Satzes konnen wir
aber hier nicht eingehen.

§ 11. Die Funktion § (u).

Wir wollen jetzt die Funktion {(#), als deren negativ genommene
Ableitung ¢ («) gewonnen wurde, einer niheren Untersuchung unter-
ziehen.

Es war (§6, (4) und §7, (2))

1 1 1 ud u’

W =gt YTt otm) ==y~
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Aus der Entwicklung von {{«x) am Nullpunkte ist ersichtlich, daf
C(—u) = —C(w),

also {(u) eine ungerade Funktion ist.
Wie verhilt sich nun ((#) bei Vermehrung von # um ein€ der
Perioden? Da

— Lt o)~ L) =Pt @) — () =0

ist, so ist {(# + w,) — {(«) eine Konstante, und aus analogem Grunde
{(# + w,) — {(u) ebenfalls. Wir setzen

(2) L+ o) =C() +m, L+ o) =L () + 1.,

wobei 7, und 7, zwei Konstanten bedeuten, die wir leicht durch w,
und o, ausdriicken kénnen. Tragen wir ndmlich in die Gleichungen (2)

fiir » resp. —% und — % ein und beriicksichtigen, daB { (#) ungerade

ist, so finden wir
3) m=20(%), mn=2¢(%3)

und die rechten Seiten dieser Gleichungen enthalten gemiB (1) nur
noch w; und w,.

Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (2) ergibt sich
offenbar

(4) C(u -+ mywy + mywy) = L (u) + myny -+ mym,,
wenn m,, m, irgend zwei ganze Zahlen bezeichnen; d. h.:

Bei Vermehrung des Argumentes u um eine Periode w = m, w, + mym,
vermehrt sich die Funktion C(u) um eine Konstante 5 = myn, + mgn,,
die gerade so aus 1, 1, abgeleitet ist wie die Periode w aus w,, w,.

Zwischen den Grofen 1y, ny und w,, w, besteht eine wichtige Relation,
die man auf folgende Weise erhilt. In einem Periodenparallelogramm
(uy) besitzt {(u) nur einen Pol mit dem Residuum 1. Demnach ist

fC (u)du
(%)
Uo T+, Yo,
= [{C @+ o) — C0)}du— [{L(u+ o) — L (@w))du =23

(wo die rechts stehenden Integrale durch geradlinige Wege zu erstrecken
sind) oder, gem4l den Gleichungen (2),

MWy — Ny = 275,

Diese Beziehung pflegt man in der Literatur die Legendresche Re-
lation zu nennen.
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§ 12. Darstellung der elliptischen Funktionen durch §(w).

Die meromorphe Funktion {(# — a) hat an der Stelle # = a und
den zu ihr kongruenten Stellen, d.h. also an jeder Stelle des Systems [a],
einen einfachen Pol. Bei # = a gilt nach Formel (1) des vorigen Para-
graphen die Entwicklung

(1 Elw—a) =+ B (u—a),

Es sei nun /f(u) eine elliptische Funktion mit den Perioden w,, w,.
In irgendeinem Periodenparallelogramm (#,) habe f(#) nur einfache
Pole ay, a,, . . ., a, mit den zugehorigen Residuen 44, 4,, ..., 4,. Da
die Summe dieser Residuen verschwindet, so ist

p) = A, 0w — a)) + Ayl (w — ay) + - + 4,5 (u — a,)
eine Funktion, welche die Perioden w, w, besitzt. Denn vermehren wir
# z. B. um w;, so kommt nach Gleichung (2) in §11

pu+ o) = o) +md, +mds 4 - +pd, = p(u).
AuBerdem hat zufolge (1) die meromorphe Funktion ¢ (#) dieselben
Pole mit denselben Residuen im Periodenparallelogramm (u,) wie f(u),

und die Differenz f(#) — p(u) ist, da sie keinen Pol besitzt, eine Kon-
stante. In der somit geltenden Gleichung

f) =4 + 4, 0w —ay) + 4,0(u — ag) + -+ + 4,0(u — ay),
in welcher 4 eine Konstante bezeichnet, diirfen wir a, auch durch irgend-
eine zu a; kongruente Zahl ersetzen. Denn nach Gleichung (4) in §11

kommt dies nur darauf hinaus, daB3 A eventuell durch eine andere Kon-
stante ersetzt wird. Es gilt demnach der

Satz 1. Besitzt f(u) nur einfache Pole und bilden die Zahlen
ay, Qg .., 4

ein vollstindiges System dieser Pole mit den zugehorigen meromorphen

Teilen
A, A, 4

» y . H
U — ay U — Qg u— a,

S0 st
f) = A4 + A0 — ay) + Al — ag) + -+ + 4, L(u — a),

wo A eine geeignet zu wihlende Konstante bedeutet.
Diese Gleichung stellt, da

@) Cw—a =+ Y (o )

w?
ist, offenbar die Partialbruchzerlegung von f(u) vor.
Betrachten wir z. B. die Funktion

100 =, = dalog (@ — 9 o),

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl, 12



178 II, 1. Die doppeltperiodischen meromorphen Funktionen.

wobei wir unter v ein beliebig fixiertes Argument verstehen, welches
zunichst inkongruent zu — v vorausgesetzt wird, also keiner vollen
oder halben Periode kongruent ist, so bilden die Punkte

v, —v, 0

ein vollstindiges System von Polen von /(%) mit den beziiglichen mero-

morphen Teilen
1 1 —2

u—v’ wu-fv’  u’

Denn an den Stellen » =v, — v wird @ () — @(v) von der ersten
Ordnung Null und an der Stelle # = 0 von der zweiten Ordnung un-
endlich. Nach Satz 1 ist daher

O _ _
(3) ga(u)—p(v)fA'FC(M v) + (4 v) — 20 (u).
Ersetzen wir hier # durch — u, so kommt, da (@ () gerade ist, aber
¢’ (u) und {(u) ungerade Funktionen sind,

e g —

Durch Addition von (3) und (4) erkennt man, da 4 = 0 ist.

Vertauschen wir in (3) die Variable # mit v und addieren die da-

durch entstehende Gleichung zu (3), so kommt

1" () — '

Ew—C(M“FU)—C() ¢ (v).
Diese Gleichung wollen wir als Additionstheorem der Funktion ((u)
bezeichnen.

Durch Differentiation dieser Gleichung nach # oder v ergibt sich
das Additionstheorem der @-Funktion in den neuen Formen

1 0 (p" (¥) — 9" (v)
SO(“_I“U)ZW(M)——;()_u(g(u) ))

_ @ (u) —
=pw _Ea_v<so<u> e ))

Nunmehr betrachten wir den Fall, wo f(«) Pole von beliebiger
Vielfachheit besitzt. Es sei @ irgendein Pol von f(#); dann kénnen wir
den zugehérigen meromorphen Teil von f(#) in der folgenden Form
ansetzen:

4 4’ 2'A” BE— 1)l A®~D
O) Tt — o (e O
Nach (2) besitzt nun die Funktlon
Al w—a) +A4'0 (w—a)+ A" (w—a) + -+ AF-DE-D (1 —q)

denselben meromorphen Teil an der Stelle a wie f(«). Hieraus schlieBen
wir in einer zu dem Beweis von Satz 1 ganz analogen Weise den

( —a)®
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Satz 2. Eine beliebige elliptische Funktion [(u) lift sich darstellen
in der Form

6) f)=CH+I{Al(w—a)+ A0 (w—a)+A4"" (u—a)+ -
‘ 4 A®=D =D (4 — g)),

wobei die Summe zu erstrecken ist iiber die verschiedenen in einem Perioden-

parallelogramm befindlichen Pole a der Funktion, die dem einzelnen Pole

entsprechenden Konstanten A, A’, ... dem in die Form (5) gesetzien

meromorphen Teile von f(u) 2u entnehmen sind und C eine Komstante

bedeutet.

Die Ableitungen von { kénnen natiirlich durch die @-Funktion und
ithre Ableitungen ausgedriickt werden, wodurch (6) die Gestalt

JW)=C+3{Atw—a)—A'9u—a)— A" ¢ (u—a) — -

— A(k—l)sg(k—m (u — d)}
erhilt.

§ 13. Die Funktion o (w).
Integrieren wir die Funktion
1 ! 1 1 u
-y =2 et )
auf einem den Nullpunkt mit irgendeinem Punkte # verbindenden
Wege, so entsteht
K3
1 N\ u u 1 u?)
0 f e - g)ar=3 fos(1 - 2)+ £+ 35
0

wobei der Logarithmus den ganz bestimmten Wert

w
10g<1 —%> :invw

darstellt. Der gewdhlte Integrationsweg mull dabei nur der einen Be-
dingung gentigen, dal er die von Null verschiedenen Periodenpunkte w
vermeidet.

Nach den allgemeinen Sitzen der Funktionentheorie! stellt nun
das unendliche Produkt

, . (1) 3
o(u):u]] {<1—£~>ew 2w }
eine ganze Funktion von # vor, welche die Periodenpunkte zu einfachen
Nullstellen besitzt. Die Gleichung (1) 148t sich folgendermaBen schreiben:

u

(2) f(é‘ (v) — ;) dv = logZ () )
0

u

1 Vgl. Abschn. I, Kap. 6, §9.
12%
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und die logarithmische Differentiation von o (#) fiihrt auf die Funktion

£ (u) zuriick:

dl " (u
® = ZoE2) 2,

Hiermit ist {(#) und auch

__d?loga(u) _ o'%(u) —o (u) 0’ (1)

4) P @) =—1C"(u)= it o® ()

durch die ganmze transzemdente Funktion o(u) ausgedriickt.

Die Gleichungen (3) und (4) stellen die meromorphen Funktionen { (u)
und @ (u) als Quotienten ganzer Fumktionen dar.

Wir wollen nun die Funktion ¢ (#) ndher untersuchen. Was zunichst
ihre Entwicklung an der Stelle # = 0 angeht, von der wir von vorn-
herein wissen, daf3 sie fiir jeden endlichen Wert von # konvergieren
muB, so erhalten wir vermége

1 u3 ud
£ (u) Ty = T g TGy

aus Gleichung (2)

L oo s \
(6) o(m)=wue =u{1—u4513—|-2—!‘l32—§,—‘l33+~"'y
wobei P die Potenzreihe

S T T N T NN .7 T B

=gttt FToe.op® Tt

bedeutet. Beriicksichtigen wir, daB nach §7, Satz 3 die GréBen ¢, ¢s, .. .,
Cn, - . . ganze rationale Funktionen von g, und g; mit rationalen Zahlen-
koeffizienten sind, so erhalten wir aus (5) den

Satz 1. Die Entwicklung von o (u) an der Stelle v = 0 hat die Gestalt

(6) o) =u+ kg + kyu® + -,

wober die Koeffizienten ganze rationale Funktionen von g, und g, mit
rationalen Zahlenkoeffizienten sind.
Die Rechnung gibt fiir die ersten beiden Koeffizienten die Werte

b o— _ 2 _ __ 82 — B ____ 6
2 12 240° 8 30 840°
Die Entwicklung (6) zeigt, daBl o(«) eine ungerade Funktion ist:
Satz 2. Es ist o(— u) = — o(u).
Wie verhlt sich nun ¢ (#) bei Vermehrung von # um eine Periode
W = M Wy + My, ?
Wir wissen, daB
{(uw-4w) =C(u)+n  oder

ist, wenn wir zur Abkiirzung

" (u)

o(utw) o
o (u)

o(u+w)y

+ 7

7 = MMy -+ Ma7,
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setzen. Durch Integration ergibt sich demnach
logo (v + w) =logo () +nu +c¢

o (1 + w) = e g (u).

oder

Diese Gleichung wollen wir in der Form

nku‘i— 5
o(u—+w) =Ce "o (u)
schreiben, wobei C eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet.

Um C zu berechnen, lassen wir # in den Wert —% iibergehen und

erhalten, falls ¢ (%) =+ 0 ist,

CZIM} :,i%l_
() u:—% a<7%>

Ist —;ﬁ keine Periode, d. h. sind m, und m, nicht beide gerade Zahlen,

so ist demnach C = — 1. Wenn dagegen % eine Periode ist, also m,
und m, beide gerade sind, so ist die letztere Formel nicht anwendbar,

[ W

weil dann 0‘( 2> verschwindet. Dann wird also, da ¢’ (#) eine gerade
Funktion und ¢’ (%) =+ 0 ist,

3

C= R
(%)

Satz 8. Sind my und m, ganze Zahlen und wird

Demnach gilt

W == My -F Mawy, 1 = Myd)y -+ Mat)y

gesetzt, so besteht die Gleichung
7 (u*?)

(7) o(u-+ w) =ce o (u),
wobei ¢ = + 1 oder ¢ = — 1 ist, je nachdem +w eine Periode ist oder
nicht.

Da m, + m, -+ my my, nur dann gerade ist, wenn m; und m, es sind,

so kann ¢ durch
& = (* 1>m1+m2+m] Mo

ausgedriickt werden.
Aus Satz 3 folgt speziell, daf

8) o+ w)=— e?]1 (u+?)

ist; und aus diesen Gleichungen kann man durch wiederholte An-
wendung wieder die allgemeine Gleichung (7) erhalten.

N2 (u + %)

ou), o+ w,)=—e o (u)
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Betrachten wir noch den Quotienten

oy o(u—0)
P = Gu—a

wo a und b irgend zwei Konstanten bedeuten, so erhalten wir fiir sein
Verhalten bei Vermehrung von # um die Periode w aus (7) offenbar die
Gleichung

9) @ (u+ w) = e N (u).

Der Quotient ¢(#) wird also dabei mit der Konstanten ¢7©@~% multi-
pliziert.

§ 14. Darstellung der elliptischen Funktionen durch die
Funktion o(w).

Ist /(u) eine elliptische Funktion 7-ten Grades und bilden &y, b,, ..., b,
ein vollstindiges System von Nullstellen, 44, 4y, . . ., 4, ein vollstindiges
System von Polen dieser Funktion, so ist nach §5, Satz 5

by+b+ - +b=a,+ay+ - + a, + mo;, + myw,.

Nun kann 4, durch a, + m;w; 4 myw, ersetzt werden, d. h. a,, 4,,
.ey @pq, @y + My + myw, bilden gerade so gut wie a4, a5, .. ., a,
ein vollstindiges System von Polen von f(u).
Wir kénnen also die Nullstellen und Pole so wihlen, daB3

1) by+bet - Fbr=a,+a+ - +a

ist. Ist dies geschehen, so wird die meromorphe Funktion

_cw—b)o(u—1Dby)---o6(u—1>,)
F(u) - o‘(u—ai)o’(u——a:) :-a'(u—a,)

die Perioden w, und w, besitzen. Denn nach Gleichung (9) des vorigen
Paragraphen wird

Fu+w = e —b)+7@:— b))+ +9(ar—b) | (u)y = F (u),
zufolge der Gleichung (1). Nun hat aber f (#) genau dieselben Nullstellen

und Pole wie F (#). Der Quotient beider Funktionen besitzt also keinen
Pol und ist folglich eine Konstante. Daher gilt der

Satz 1. Jede elliptische Funktion f(u) lift sich darstellen in der
Form

o (u—Db)o(u—2Dby)---0(u—10,)
fw)=C o(u—ay)o(n—a,)- -0(u—a,)’
wobei C eine Konstante, by, by, . . ., b, ein vollstindiges System von Null-
stellen, ay, ay, . . ., a, ein vollstindiges System von Polen der Fumktion
f(u) bezeichnen, die so gewdhlt sind, daf

b1+b2+---+b,=a1+a2—|----—[—a,

18t.
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Betrachten wir beispielsweise die Funktion
1) = p (W) —p (),
wo v ein beliebig fixiertes von allen Periodenpunkten verschiedenes.
Argument bedeutet, so kénnen wir
by=v, by=—v, a;,=0, a;,=0

wiahlen und erhalten
o(u—v)o(u+v)
P ) —p)=C B Tr e
Um die Konstante C zu bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten
dieser Gleichung mit %2 und lassen dann # in Null {ibergehen. Auf diese
Weise kommt
1 =Co(—v)o(v).
Also besteht der
Satz 2. Fir irgend zwei Argumente w und v gilt die Gleichung

_6(%+v)o(u—v)

(2) P —pv=—"27 ) o (0)
Aus dieser Gleichung folgt leicht der

Satz 8. Fiir die mit den Perioden w, und w, gebildete Funktion @ (u)
sind w, und w, ein Paar primitiver Perioden, d. h. ((u) besitzt keine
anderen als die Perioden w = myw, + Myw,.

Ist namlich w irgendeine Periode von @ (u), so ist

. o (2u 4+ w)o (w)
Pt =90 == o wetm = 0
und zwar fiir alle Werte von #. Folglich muB ¢(w) = 0, also w eine
der Nullstellen von o (%), oder
W = My + MyWy
sein, was zu beweisen war.

Nehmen wir auf beiden Seiten der Gleichung (2) den Logarithmus
und differenzieren sodann nach #, so kommen wir auf die friher in § 12
bewiesene Gleichung

Al G oy
gT(z;)—ga(v)_C(u+v)+§(u 'U) 25(“’))
aus welcher wir das Additionstheorem der Funktion {(#) erhielten.

Eine andere interessante Folgerung aus der Gleichung (2) betrifft
die Funktion @' (u).

Lassen wir namlich in der Gleichung

P =90) _ _ ot o)

w—v  oA(we(v) w—v

das Argument v in # iibergehen, so kommt

(3) @ (w) = — o (2u)

ot (u)
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Wenn wir hier ¢ () nach §13, (4) durch o(u) ausdriicken, so er-
halten wir nach leichter Rechnung das folgende bemerkenswerte
Funktionaltheorem fiir die ¢-Funktion:

0 (2u) = o (u) (20" (u) — 30 (u) o' () 6" (1) + 62 (u) 0"’ ()} .

Als weiteres Beispiel fiir den Satz 1 betrachten wir die Funktion
/() = @' (u). Hier kénnen wir als Nullstellen und Pole die folgenden
wahlen:

b]:%l, by D1+ b3=%2; a,=0, a,=0, a,=0,

und erhalten dann

Fir die Konstante C ergibt sich, indem man mit #3 multipliziert und
sodann # = 0 setzt, der Wert
2

BB

§ 15. Die Funktionen @ (w), §(w), o (u)
als Funktionen von w, oy, ws.

Die Funktionen @ (u), (), o(u) sind erst bestimmt, nachdem die
Perioden w, und w, gemiB der Bedingung, daB ZJ einen nicht reellen
1

Wert besitzen soll, gewihlt worden sind. Diese Funktionen sind also
Funktionen von drei Argumenten u, w,, w, und mogen als solche mit

% (], w,), ¢ (u]o,, w,), o (1w, w,)

bezeichnet werden.
Die Definitionsgleichung von @ (#/w,, w,), nimlich

1 ’ 1 1
(1) 80(“):;2‘1‘2((14‘_70?—@),
zeigt, daB diese Funktion komogen in ihren drei Argumenten ist. Denn
fir einen beliebigen von Null verschiedenen Faktor A gilt offenbar die

Gleichung

(2) P hufhwy, Aoy = 2+ 0 (ufo,, o).

Analog finden wir aus den Definitionsgleichungen der ¢- und der
o-Funktion

3) C(Aufd wy, Awy) = %C(”/wl: ),

o (Aufdw;, Awy) = Ao (u|w,, w,).
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Es gilt also der

Satz 1. Die Funkiionen oy £, o sind homogene Funktionen der drei
Argumente u, w,, w, von den beziiglichen Graden — 2, — 1, 4+ 1.

Infolgedessen lassen sich diese Funktionen leicht auf solche von
nur zwei Argumenten zuriickfithren. Wihlen wir namlich in den
Gleichungen (2) und (3) fiir 4 den Wert ZUI—, so ergibt sich

1

@ (o, 0p) = ;01;2' % (wil/l’ Zj) ’
¢ (ujoy, wy) = ;]):C (—;—‘1/1, zj\) o (ujow,, wy) = w0 (%1/1, %i) )

und hiermit sind die Funktionen auf solche der beiden Argumente
u

, % zuriickgefiihrt.
Wy Oy

Wir wollen hier noch die Frage behandeln, wann identisch in der
Variablen u
4) [ (u]wy, wy) = Y (uwy’, @y)
ist, oder, was dasselbe ist, die Frage: Wann ist die mit den Perioden
w,, w, gebildete Funktion ¢ (#) identisch mit derjenigen, die mit den
Perioden o,’, w, gebildet ist?

Besteht die Gleichung (4), so sind sowohl @, w, wie auch w,’, w,’
nach §14, Satz 3 primitive Perioden der Funktion ¢ («), und es fallen
daher die aus w; und w, abgeleiteten Perioden
(5) W = My + My,
vollig zusammen mit den aus w,’, w," abgeleiteten
(6) W =my o + my w,.

Diese notwendige Bedingung fiir das Bestehen der Gleichung (4)
ist auch hinreichend. Denn sind die Werte w in ihrer Gesamtheit iden-
tisch mit den Werten %’, so sind nach Gleichung (1) auch die mit den
Perioden w,, w, bzw. o', w," gebildeten @-Funktionen identisch gleich.

Wir fithren nun folgende Definition ein:

Zwei Grofenpaare (wq, ,) und (o), w,') heiflen dquivalent, wenn
die aus dem einen Paave abgeleiteten Zahlen w in threr Gesamtheit vollig

zusammengallen mit den aus dem andeven Paarve abgeleiteten Zahlen w'.

Es besteht dann der

Satz 2. Damit aus den Perioden w,, w, dieselbe (-Funktion ent-
springt wie aus den Perioden w,, w,, ist notwendig und hinreichend,
daf die Grofenpaare (w,, w,) und (o, , w,') dquivalent sind.

Wir wollen jetzt die Bedingung, daB die Gesamtheit der Werte (5)
mit der der Werte (6) identisch sein soll, niher betrachten, wobei wir

nur die Voraussetzung machen wollen, daf der Quotient gﬁ keine rationale
1
Zahl sei.
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Sollen die w mit den w’ zusammenfallen, so miissen jedenfalls
Gleichungen folgender Gestalt bestehen:

() ) = aw; + fw, @) =yw, + dw,,
(8) oy =aw + fw, w,=y0+d5a0)
wobel «, f, ..., &' ganze Zahlen bedeuten. Tragen wir die Werte von

', wy" aus (7) in (8) ein, so ergibt sich
wy = @'+ fy)o,+ (@'f + §0)w,,
wy = (Yo + O'p)oy + (Y'f + 8" ) w,,
und da Z’f keine rationale Zahl sein soll, so miissen diese Gleichungen
in @y, w, identisch bestehen, d. h. es muf
W4 fy=1, &pf+p0=0Yya+dyp=0, yf+d=1

sein. Nach dem Multiplikationssatz der Determinanten folgt hieraus

(@0 — By) @ o —fy) =1

xd — fy =+ 1.
Umgekehrt: Bestehen die Gleichungen (7), wo «, f, ¥, 6 ganze
Zahlen der Determinante -+ 1 bedeuten, so erhalten wir durch Auf-
16sung dieser Gleichungen

0=+ (0w — o)), wy=F(—yw'+aew)),
und es ist klar, dafl jede Zahl w = m,w, + myw, auch (und zwar auf

genau eine Weise) in die Form m, w," -+ m," w," gesetzt werden kann
und umgekehrt, daB} also (w,, w,) und (w,’, w,') dquivalente Paare sind.

und daher

Satz 3. Ist der anfzemf—i nicht rational, so ist die notwendige und

hinveichende Bedingung [iir dze Aquivalenz der Grofenpaare (w,, w,)
und (w,', w,") das Bestehen zweier Gleichungen der Gestalt

) =aw; + fwy, @) =yw, + dw,,

wobel o, ff, y, 6 ganze Zahlen devr Determinante

b — fy =
bedeuten.

Der Satz 2 bleibt offenbar giiltig, wenn wir in seinem Ausspruch
an die Stelle der @-Funktion die {-Funktion oder die g-Funktion treten
lassen. Denn da @ (u) = — {'(u) und () = Z((Z))
Gleichung (4) gelten, wenn aus dem Paare (w;, w,) dieselbe Funktion
{(u) oder o(u) entspringt wie aus dem Paare (w,’, w,’); und wenn
andrerseits die GroBenpaare (w,, ®,) und (w,’, w,’) dquivalent sind, so
folgt die Identitdt der Funktionen {(#) bzw. der Funktionen o () aus
den Definitionsgleichungen.

1st, so wird die
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Da die Entwicklungen der Funktionen ¢ (), { («), o (#) an der Stelle
u = 0 Koeffizienten besitzen, welche ganze rationale Funktionen von g,
und g, sind, so kann man die drei Funktionen auch als Funktionen
von u, g,, g5 betrachten. Dabei ist allerdings die Variabilitit der Argu-
mente g,, g; auf solche Werte beschrankt, fiir welche die Gleichungen

7' 1 1
9) 82 = 602,/ Py g3 — 1402 w8 (w = my w; ~+ My w,)

durch ein Wertepaar (w;, w,) mit nicht reellem Quotienten :%2 be-
1

friedigt werden kénnen. Da durch die Werte von g, und g, die Ent-
wicklung von @ (») an der Stelle # = 0 vdllig bestimmt ist und also
auch die Funktion @ (u) selbst, so werden bei festen Werten g,, gz zwei
verschiedene Lésungen (w,, w,) und (w,, w,) der Gleichungen (9)
nach Satz 2 notwendig d4quivalent sein. Die Theorie der Gleichungen (9)
werden wir spiter in Kap. 4 eingehend behandeln.

Tabellarische Ubersicht zum 1. Kapitel.

o () :MI]/{<1 B %) Cm;(a) 1[;

(1) C(u):;lt -{-Zl{u_l +_Z%+ji}=g’(u); (w =my Wy 4+ My w,.)

@ w? o (1)
= v 1]_ d (o'(u)
o=+ X sl =~ (o)
o ()= u -+ kgtS L Egu? 4 oo |k utntl 4
_l_a ud — B ys b mee1 )
@ (T s T i
5‘7(“):;15+02“2+03M4+---+cnu2n—2+..,

Die Koeffizienten ¢, sind ganze rationale Funktionen von g,, g mit posi-
tiven rationalen Koeffizienten, die Koeffizienten %, ganze rationale Funktionen
von g,, gz mit rationalen Koeffizienten:

52:20672;53—518‘53- :k2=~ﬁ0‘g2:k3:—81033,‘---
g2_60}_’ 4: g3"’1402
4 = g® — 27g4?;

) 23 o)

nlwz——ngwl:flnz.

(972 (1) = 495 (1) — gy (1) — g5 = 4 (9 () — ¢3) ( () — 23) (9 () — €3);
Lo () =692 () — gy

4)
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@ (1 + w) = p(u); ( + +
W= My W1 T Mg Wy, 1 = My Ny + My N3
) S(u+w)={(u)+n; &= 41 oder —1, je nachdem
’ 2 (u+—> my, my beide gerade sind oder nicht.)
o(u+w) =c¢e 20’(“)-
o(+v)ou—uv),
o?(u)otlw)
@ () —p )’
_ 1 o) —9'w)
g(u—}-v)—C(M)—C(U)~§§’(‘5_§9(U)’
g 4 L (PO
Pu+0)=—p@) SO(”)+4<SO(M)_53(U)> :

Darstellung der meromorphen Funktionen f(#) mit den Perioden Wy, Wy
durch o (u), {(u), @ (u):

P —p)=—"

Clu+o)+l(u—v)—20(uw) =

o(u—by)o(u—by)---o(u—>b,) _ .
1) = € e ot (lZ) sli—ay Gttt dbi=atat - ta);

(7) lf(u)=C+2{Ar:(u— )4 AL (= a) 4 - AN EED (o g)}

Huy = R(p (w), p'(0)) = Ry (9 ) + 9’ (u) Ry(p (1)) .

Zweites Kapitel.
Die Theta-Funktionen.

Wir werden jetzt 'die im ersten Kapitel betrachteten Funktionen
durch auBerordentlich stark konvergierende Reihen, die sogenannten
Thetarethen, darstellen. Diese Darstellung beruht auf einem allgemeinen
Satze, den wir in § 1 vorausschicken.

§ 1. Darstellung ganzer Funktionen mit einer gegebenen
Periode.

Es sei ¢ (u) eine ganze Funktion von # mit der von Null verschie-

denen Periode . Indem wir
2ty

(1) ' e ® ={

setzen, wollen wir untersuchen, wie sich ¢ (#) als Funktion von ¢ ver-
hilt. Dabei moge # durch die Punkte einer ersten Ebene, der #-Ebene,
{ durch die Punkte einer zweiten Ebene, der {-Ebene, reprdsentiert
werden. Fixieren wir in der letzteren einen vom Nullpunkt verschie-

denen, im Endlichen liegenden Punkt { = a, so entsprechen diesem
in der #-Ebene die Punkte

w\loga—[—mw,

u=z3—(loga+ m-2xi) = S

271
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wo loga den Hauptwert des Logarithmus bezeichnet und  alle ganzen
Zahlen durchlauft. Da ¢ (#) die Periode w besitzt, so entspricht dem
fixierten Werte { = a der eine Wert

/[ ®

P () = p (57, loga);

27
d. h. esist ¢(#), angesehen als Funktion von £, eine eindeutige Funktion
in demjenigen Gebiet, welches aus der ganzen {-Ebene mit Ausschlufl
der Punkte { =0 und ¢ = oo besteht.

Wir zeigen nun leicht, daB diese Funktion in dem genannten Gebiete
reguldr ist. Es seien ndmlich 4 und b entsprechende Punkte der - und
der #-Ebene, so daB

@) e © =a

ist. Liegt dann # in der Umgebung von b, so liegt ¢ in der Umgebung
von a, und aus (1) und (2) folgt

B A {—a
e = =1+
und also

b=y t0g(1+55 ) = (A S — ) = —a).

a

Aus der Entwicklung von ¢(«#) in der Umgebung von u = b:
@) =co+cy(w —b) + cp(u — )2+ -+,

ergibt sich nun nach dem Weierstraschen Summensatz

) =c+ Bl —a) + (Bl —a)+ - =B —4a),

so daB in der Tat ¢ (#) fiir die Umgebung von { =a durch eine gewohn-
liche Potenzreihe darstellbar ist.

Beschreiben wir jetzt in der {-Ebene um den Nullpunkt als Mittel-
punkt einen Kreis mit beliebig klein gewdhltem Radius und einen
zweiten Kreis mit beliebig groBem Radius, so besteht nach dem Laurent-
schen Satze fiir die Punkte in dem von beiden Kreisen begrenzten
Kreisring die folgende Darstellung von ¢ (u):

2atu

+oo +oo
(3) )= A,00= 4"

N —o N— =0
Es gilt also der
Satz: Jede ganze Funktion ¢(u) von u mit der Periode w lift

sich gemdfs (3) durch eine Potenzreihe darstellen, die nach Potenzen von
2aiy

e “ mit positiven und negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitet
und fiir jeden Wert von u konvergiert.
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§ 2. Bezeichnungen.

Wir betrachten, wie im ersten Kapitel, Funktionen der Variablen #
und der GroBen w,, w,; dabei wollen wir aber einige neue Bezeichnungen
gebrauchen, an denen wir ein fiir allemal festhalten werden. Wir
setzen namlich

0w, =20, w,=20u,

so daB also w und w’ die halben Perioden 1w, bzw. $w, bedeuten;

iw, ferner sei
w w’
T — 2 = -,
wy w
Wyt w. )
b [7) 2 h = e,
- R ’
m=2n n=27,
" u
) 3 @y - 2w’
Abb. 49. pad

7= TV = ¢ 2:.
Die Gleichung 7, wy — 1, w; = 277 aus Kap. 1, §11 stellt sich in
den neuen Bezeichnungen folgendermafBen dar:
1) no'—uyw=}mni.

Die GroBen w; und w, sollen der Bedingung geniigen, daB der
positive Umlaufungssinn des Periodenparallelogramms (0) durch die
Eckenfolge 0, w,, ®; + w,, w, gegeben ist. Dies hat zur Folge, da3 der
Punkt w, auf derselben Seite der Geraden O ... w, liegt wie der Punkt
tw,. Es ist daher (Abb. 49)

wy=a -+ b=rw; + siw;,

wo 7 und s reell sind und s > 0 ist. Daher kommt

_ W2 :
r—wl—r—}—zs, s>0
und
!hlzlein(r+is)|:e—ns<1_

Wir bemerken noch, daB wir fir jeden beliebigen Wert des Ex-
ponenten g unter A€ bzw. z¢ stets e*®*¢ bzw. ¢?**¢ verstehen werden.

§ 3. Die Funktion 3, (v).

Das Verhalten der Funktion o(4) bei Vermehrung von # um o,
oder w, (Kap.1, §13, (8)) driickt sich in den neuen Bezeichnungen
folgendermallen aus:

6(u+2w)= —e1tolg(y), ou-+20)=— 7t g (y).
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Wir wollen nun die Konstanten a und & so bestimmen, da3 die Funktion
@ (u) = gou'+bu c (M)
die Periode 2 @ besitzt. Da

ﬂw(r)?aﬁ = 2oty whe)+b 2o QU207 seaw ) @t +b2er
(p U

@ ()
wird, so erreichen wir dies, wenn wir

i _m

T 7% T2

withlen. Zugleich wird dann, wie eine leichte Rechnung ergibt, unter
Beriicksichtigung von §2, (1)

pu+20) il (u+w’)+ni% N ——n:%l'_ s
Tew T = e o=t
Demnach finden wir
Satz 1. Fiir die Funktion
A AN _nw
(1) (p(u)ze 2w 2w0-(%):e 2""20’(%)

gelten die Gleichungen
2) plut+20) =g, @ut+20)=—2"2pW).
Da nun ¢(u) eine ganze Funktion von # ist, so haben wir nach §1

T 2atu +o ’L‘.’tu)
-y N S
(p(u)zz A,e?° = E 4,227 (z:e“’/.
n=~—0co N=-—00
Tragen wir dies in die zweite Gleichung (2) ein, so wird
+ -+ oo -+ oo
N\’ R’
DA, 2kt =gt 20) = — DA, 2nt= — DA, e,
n=—00 n=—00 N=—00

woraus durch Koeffizientenvergleichung fiir alle ganzen Zahlen # die
Gleichung
A= —hnd, = — potd =01 4

n+1 - n

oder
(—Nrtp=td? g (— gD 4

n

folgt. Die linke Seite dieser Gleichung geht dadurch aus der rechten
hervor, dafl man » durch # - 1 ersetzt. Hieraus schlieBt man, dal

(= ra=tdia,
fiir jeden Index n demselben Wert besitzt. Nennen wir diesen Wert C+,
so wird .
. 1)2
@)= Ci 3 (—1)npn—22n,

n=—o

wobel C eine Konstante bezeichnet.
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Wir fithren nun folgende Bezeichnung ein:

o =y
3) By(e) =i X (= 1nh = gt
n=-—00
und haben dann nach (1)
UK nu?

o) =62 2 lg(u) = e CO(v).

Zur Bestimmung der Konstanten C dividieren wir mit 4 = 2 wv
und lassen dann #, also auch v, gegen 0 konvergieren. Dadurch kommt,

. (9 Lo
weil <—lv»(v—)>v=0: 9, (0) ist, /
. 1=c %0
und also
1w 2w u
4) o () =e2® =9, (v) v =)
9(0) 2w

Die Reihe, welche 9, (v) definiert, kénnen wir noch etwas anders schrei-
ben. Dabei wollen wir ein fiir allemal folgendes verabreden:

Der Summationsbuchstabe n soll «Stets alle ganzen Zahlen (0, + 1,
42, ...) durchlaufen, der Summ...onsbuchstabe g alle geraden natiir-
lichen Zahlen (2, 4,6, . . .) und der Summationsbuchstabe v alle ungeraden
natiirlichen Zahlen (1,3, 5, ...). Dasselbe soll fiir die Buchstaben », g, v
gelten, wenn dieselben als laufende Indizes bei einem unendlichen Produkte
auftreten.

Nach dieser Festsetzung wird wegen (3)

v+l —r+1 o
8 (v) =¢{2<— D ate 4 Y (=) 7 A z—}
da die Zahlen » und — » zusammen alle Zahlen 2 # — 1 ausmachen.
Nun ist y+1 —v+1 —v41
(—1)* = (=1 (=1 * =— (-1
unc : _ _
2 — 27V = " Y — ¢~V = 24gin (v v)
und daher
»—1 »?
9 () =2 (—1) * h*sin wav)
(5) »

1 9 25 R

=2{l*sinav —hisin3mv 4+ hisinsmo — + ).
Die Funktion ¢, (v) nennen wir die erste Thetafunktion, die sie de-
finierende Reihe (3) oder (5) die erste Thetareihe. Die Funktion ist eine
ganze und ungerade Funktion von v. Sie hingt auBer von v noch von

dem Periodenverhiltnis 7 ab; dies werden wir nétigenfalls dadurch zum
Ausdruck bringen, daBl wir ¢, (v/7) statt 9, (v) schreiben.
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§ 4. Die Funktionen o, (u), 0;(u), d;(u).

Neben der Funktion ¢, (v) haben wir noch dres westere Thetafunktionen
einzufiihren, die wir am besten an die von WEIERSTRASZ mit oy (u),
0y (u), 04(1s) bezeichneten Funktionen ankniipfen. Setzen wir in der
Gleichung

_ ot wjolu—u)

SO (M) - Q (u’) - 0% (u) 6 ()

fiir 4’ eine halbe Periode

o=mw+ m o,
so daB m und m’ ganze Zahlen bedeuten, die nicht beide gerade sind,

so ergibt sich
: +B)o (5 —
@ () — p (0) = (L(*Mgz (Z;sz(%@

Nun ist aber
o +20) = — T Do) (f=mn+m'y),

und hieraus folgt, wenn # durch # — @ ersetzt wird,

o(u+ @)= —eitgl —)=-e?i%g(0— u),
so dal man
) o feT%g (& — u)|?
(1) S‘) (M) - W ((U) - {_0' (M)O' (a‘;)i}

erhilt. Hier nehmen wir nun sukzessiv
m=1,m =0, m=1,m'=1;, m=0 m =1,

setzen a der Reihe nach

s e > r__ 011 @ ~ , g
W= @ = — w=w+o =——"r w = =2
2’ 2 ) 2
Mit den Abkiirzungen
(2) oy (u) = e"ug(m_@, oy (4) = g(n+n’>uwﬂ, 0y (u) = enu?\?

o () o (w+w’)

liefert dann (1) die Gleichungen
@) pu) —e = {61 (M)}z: 2 (u) — ey = {Gz(u)}z, @ (u) —e; = {?3 @}2 ,

o () o (u)

welche in Evidenz setzen, daB3 jede der drei Funktionen ¢ (#) — e, nur
zweifache Nullstellen und zweifache Pole besitzt.

Die durch die Gleichungen (2) definierten Funktionen o, (1), g, (#),
0y (u) sind ganmze Funktionen von #, und zwar gerade Funktionen, wie
aus der Gleichung

e"i%g (u 4 @) =eT%0 (0 — u)
ersichtlich ist. AuBerdem ist nach (2)
0,(0) = 05 (0) = 05 (0) = 1.

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 13
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Unter Beriicksichtigung der letzten Gleichungen und der Differential-
gleichung von () folgt durch Multiplikation der Gleichungen (3)
feicht 01 (1) 0 (1) 34 (1)

P' (u) = —2 o® ()

§ 5. Die Funktionen ¥, (v), ¥; (v), ¥, (v)-
Aus der Gleichung (4) in § 3, niamlich

n%*

o(u) = CeE&(zi:;),

in welcher C eine Konstante, d. h. eine von # unabhingige Zahl bedeutet,
erhalten wir leicht analoge Darstellungen fiir die Funktionen o, (),

0y (1), o5(u).

Setzen wir, wie im vorigen Paragraphen,

&=mwo-+mao, n=mn+m'y,
so ergibt sich zunichst
¢ (B—u) c quen® m_
elv R = 2o 9 <—>
o (@) o (®) 1\ 2w

oder nach leichter Rechnung

ay0@—1) 2 1 Go-ant  Go—u
(1) EWWT(B)——Ce e 191< P )
- nu* ’
= Ce?20® z‘M’%(—?—I—%T—‘IJ),
wo von der Gleichung
77(0—67)17:(171,17—{—7;'1,'17’)(0—(mw—l—m’co’)n=——m’y—;—z

Gebrauch gemacht ist und C eine Konstante bedeutet. Die Gleichung (1)
spaltet sich in die drei Gleichungen

nu?

o 1
oy (u) = Cre?e 9 (—5 v),
nu? T
(2) 0y () = Cye?e 771 9 ( + 5 — >,
nu?
03(u)=C362“’z"1191<%——v>.

Benutzen wir hier die Gleichung (3) von §3, so kommt

(2n 1)2
hG—o)=—ho—=—iJ(=1"h T (—igm

2

(2n—1> »?
=h\? / 221 =2 Mph4cos(vmv).
n

v
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Setzen wir hierin v —% fiir v, also zh_lf fiir 2, so ergibt sich weiter
9 <l + X v) — Zh(zﬂzﬂ)zh_g_g_—lzgnA = h~tz 3 pn-1r gen-2
1 2 2 n n
=htz " A"
n
und, wenn hier v + % statt v, also iz statt z geschrieben wird,

B, (g — v) =h iz (- )" 5 22,

Wir definieren nun drei weitere Thetafunktionen durch die Glei-

chungen
(2"7-1)2
By (v) = Gy (vfr) = Jh\ *

22”’_1

= 2h4icosnv -+ 2h%cos 3mv -+ 2h2T5cos Bro 4 -,
By (v) = 95 (vj7) = S B" 2"
=1+ 2hcosgnv + 2h*cosdmv + 2h%cos by + - -+,
B (0) = By (o) = 3 (— 1)" A" 2*"
=1- 2hcos;7w + 2htcosdnmv — 2h% cos 6wy - — -+ ;
Dann verwandeln sich die Gleichungen (2) zunichst in

nu nu? nu?

oy () = C1e2” 9y (v), 0y () =Coe?” 04 (v), 0y (u) =Cye®® Gy (v),
wobei (72, 6‘3 neue Konstanten bezeichnen. Bestimmen wir diese und

C,, indem wir # und daher auch v gegen 0 konvergieren lassen, so kommt
schlieBlich

nu?
oy (u) =e?®

U
oy (1) = e 2%

nu?

B3(v) o Do (v)

192(11) — 2w
8,000 2= 575)"

#2(0)”

§ 6. Zusammenstellung.

Wir stellen hier noch einmal die Definitionsgleichungen der vier
#-Funktionen und ihren Zusammenhang mit den ¢-Funktionen und
der @-Funktion iibersichtlich zusammen. Beziiglich der Bezeichnungen
bemerken wir folgendes: Die nach der Variablen » genommenen Ab-
leitungen der ¢-Funktionen sollen durch Striche angedeutet werden,
so daB z. B. 9,” (v) den zweiten nach v genommenen Differentialquo-
tienten der Funktion d,(v) bedeutet. Werden diese Funktionen und
ihre Ableitungen ohne Hinzufiigen des Argumentes v geschrieben, so
meinen wir denjenigen Wert, welcher dem Argumente v = 0 entspricht,

13*
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den sogenannten Nullwert der betreffenden Funktion. Endlich soll die
Funktion &, (v) auch mit ¢, (v) bezeichnet werden, weil es dadurch még-
lich wird, mehrere Formeln in eine einzige zusammenzufassen?.

Wir haben nun folgende Gleichungen:

2n—1\2
% (v) =123 (— 1)nh(T) z2n—-1

1 9
— 2hi'sinmv — 2T sin 30 4 2hCsin By — + -+,
<2n—1)2
Py ()= h* ?-
n
9 2
(1) = 2h11i'cosnv + 2h%cos3mv + QhTﬁcos Bmv -+ ..,
By (v) = S B™ 220
n
=1-+2hcos2nv -+ 2htcosdmv + 2h%cosbmv + - -,
9 (0) = 3 (— 1" A" 22

n

=1—2hcos2nv -+ 2htcosdmv —2h%cosb6mv + — -,

z2n—1

90 1Y 1
(2) a(u)-—-ﬁ—l,e%’ % (v), o“,c(u)zme?"’ P 0)  (R=1,2,3),
— Gy (u) 1 By 94y (v) .
(3) Vo) == =t b A=L23)

wobei v = 2—u~ ist.
. w o

Durch die Gleichungen (3) sind die Wurzeln ]/so(u) — ¢, als ein-
deutige Funktionen von # erklirt. Was die auftretenden Nullwerte an-
geht, so sind diese nach (1) durch die stark konvergierenden Reihen

darstellbar:
L ) 25 49
N =2nm(ht —3hv 4 5h¢ —ThE 4+ —...),

8y = 24 + 205 + 2hF 4 2R 4 ...,
9y =1+ 2h +2h* 4+ 28° + .-,
9o =1—2h + 2% — 208 4 — ...

(4)

§ 7. Zusammenfassende Darstellung der ¥-Funktionen.
Die ¥-Funktionen als Funktionen von v und .

Die vier ¢-Funktionen sind spezielle Fille der von HERMITE ein-
gefithrten Funktion

/ +o 2inq)<n+,£>+inr(n+g>2+innv
(1) Ou»(v)= e : : ,
n=—oo

1 In der Literatur werden die Funktionen & (v), #5(v), 95(v), 9¢(v) auch mit
B13(0), Fyp(v), Bge(v), B91(v) bezeichnet.



§ 7. Zusammenfassende Darstellung der @#-Funktionen. 197

in welcher wir v, u, v als unbeschrankt verdnderliche komplexe Variable
betrachten?, dagegen v = 7 + ¢s auf die obere Halbebene einschrianken
wollen, d.h. auf dasjenige Gebiet der 7-Ebene, welches durch s > 0
charakterisiert ist. Wir werden weiterhin zeigen, da @, , (v) eine ganze
Funktion von jeder der Variablen v, 4, » und eine regulére Funktion
von 7 in der oberen 7-Halbebene ist. Zunachst schreiben wir die Reihe (1)
in der Gestalt

+ oo <2n+;¢>2
O, (v) = 3 eimnrp\ 2 ) gk,
n=—o

Vergleichen wir hiermit die Definitionsgleichungen der #-Funk-
tionen (1) des vorigen Paragraphen, so erkennen wir, daB

‘ ﬁl(v)z —1.@1‘1(7)), ﬂz(v):@Lo('IJ),
(9500 = Ouo(®), () =601 (v)
ist. Dabei ist zu beachten, daf in den Definitionsgleichungen von ¥, (v)
und 9, (v) der Summationsbuchstabe # durch # - 1 ersetzt wird, was
erlaubt ist, weil # alle ganzen Zahlen von — co bis -4 oo durchlduft.

Wir wollen nun die Konvergenz der Reihe (1) direkt untersuchen,
wobei wir sie als Summe der beiden Reihen

(2)

2
o 21nv<n+ﬁ>+inz<n+fi) t+inny
f/x,w ('U) = Ze 2 ?
n=1

B . w\e o
0 2ww<—n+; ‘ez —n+§ —tTNnY

u, v (V) = e
n=0
auffassen. Die Variablen v, u, » schrinken wir auf beliebige beschrinkte
Gebiete ein, die Variable v auf ein beschrinktes und einschlieBlich des
Randes im Inneren der oberen t-Halbebene liegendes Gebiet G'.
Fiir alle in Betracht gezogemen Werte von v, u, v, T konvergiert dann
jede der Reihen f, ,(v) und g, ,(v) absolut und gleichmdifig.
Da die Reihe fiir g, ,(v) aus der fir f_,, _,(—v) durch Hinzu-
2

13 123
. . 2 mo-+iar|=
figung des einen Gliedes e A <2 hervorgeht, so geniigt es,

diesen Satz fiir die Reihe f,,,(v) zu beweisen.
Nach Abtrennung eines von # unabhingigen Faktors lautet das
allgemeine Glied von f, ,(v)
einrn’+inA’n’
wo zur Abkiirzung
A=2v+Tu-+v
gesetzt ist. Wenn nun
T=1T + 17T, A=A,+ 14,

ist, so wird die untere Grenze der Werte, die 7, im Gebiete G’ hat, ein
gewisser positiver Wert 7,” und die untere Grenze der Werte, die 4, fiir

1 p» bedeutet also in diesem Paragraphen keinen Summationsbuchstaben.
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alle in Betracht gezogenen Werte von v, g, », v annimmt, ein gewisser
Wert 4, sein. Es ist dann

|ginen +imdn | — pmv,nt—adyn L pman'nt-wdln
Nun ist weiter, wenn # groBl genug ist, etwa fiir » = N,
aTy n? 7wy n>n,
weil 7," > 0 ist. Folglich ist fiir alle in Betracht kommenden Werte

v, u, », T die Reihe 2 ¢~" eine Majorante von 2 et timAn  woraus
n=N n=N

die Behauptung folgt.

Die Reihe 0, , (v) stellt daher eine regulire Funktion jeder Vari-
ablen v, u, », T dar, solange T positiven imaginiren Teil hat, und die
Ableitungen nach diesen Variablen konnen nach dem WeierstraB3-
schen Summensatz durch gliedweise Differentiation der Reihe gebildet
werden.

Hiernach bestitigt man sofort, daB @, ,(v) der partiellen Diffe-
rentialgleichung

2e,, . 00,

Tr T A
geniigt. Zufolge (2) geniigt also auch jede der vier #-Funktionen dieser
Differentialgleichung.

Die Reihe (1) andert sich nicht, wenn wir » durch » + 2 ersetzen.
Sie nimmt den Faktor ¢~¢*” auf, wenn 4 um 2 vermehrt wird und dann »
durch # — 1 ersetzt wird.

Die Funktion @ /M(v) geniigt daher den Funktionalgleichungen:
(3) @,u,v+2(v) = @,L,,,(‘U), @,u +2,1'(v) = e_inv@,u,v ('l))

Eine weitere Funktionalgleichung erhalten wir durch folgende Be-
trachtung:

Bedeuten x’ und #', ebenso wie y und v, zwei beliebige komplexe
Zahlen, so ist der Exponent von e im allgemeinen Gliede der Reihe

. Ou s, v+v (),
nimlich

2ww<n+”+’u> —{—wn(n —l—lf—_‘—_—i> +ian@+9),
darstellbar in der Form
2wz<v —{—” +” T><n+ ﬂ) +inr<n+ﬁ>2+innv+in,u'v
+ 1 al” M;
Daher befriedigt die F unktwn 0,,,(v) die Gleichung

u'®

. . ’ —a ' ’ ’
(4) Ou s, virw (V) = 2 ) @w(v L +2ﬂ)
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oder in anderer Schreibweise

’ ’ 'l::zﬂ —'u—,g
(5) @M<v 4 %ﬂ) et Ot vin (0.
Durch die Gleichung (4) kann die Funktion @, ,(v) auf jede andere
solche Funktion mit beliebig vorgeschriebenen Werten von x4 und »,
z. B. auf die Funktion 6, ((v), also auf #;(v), zuriickgefiihrt werden.

§ 8. Verwandlungsformeln und Nullstellen der vier
J-Funktionen.

Nehmen wir in der Gleichung (5) des vorigen Paragraphen fiir
u, v, u', v' ganze Zahlen der Reihe 0, 1, 2 und beriicksichtigen wir dabei
die Gleichungen (3) und (2) desselben Paragraphen, so erhalten wir
ein System von Gleichungen, welches wir in nachfolgender Tabelle
iibersichtlich zusammenstellen.

Zur Abkiirzung setzen wir:

1 OF 2

me—h fa— eﬁ(THM)’ b= hly2 — g—limt+26m0)

Verwandlungstabelle der 9-Funktionen.

1 T 1 T
v—}-? v—}-? v+?—}—§ v 41 v+4+71T |v+147
l
&y g im J‘ m Dy — % | — kY kY,
R — % m g } — im B, — B, | — kD,
g B md, | im Y, Bg k9, k Oy
o 9 | imd, | md, By | — ke | — kD,

Diese Tabelle ist so zu verstehen: Wollen wir 9, (v —!—% + /g)

bestimmen, so haben wir diejenige Horizontalreihe der Tabelle zu
nehmen, vor welcher ¢, steht, also die erste, zweite, dritte oder vierte,
je nachdem o =1, 2, 3 oder 0 ist. In dieser Horizontalreihe steht der

zu bestimmende Wert in der mit v + % —!—P—;—Tﬁberschriebenen Vertikal-
reihe. Z. B. ist also

[tz

01(”‘,‘%4‘%):”“93:3 By (),
Dy (v + 7) = kdy = e~ Wnrt2in0 g, (v),
usf.
Wir fiigen dieser Tabelle noch eine zweite hinzu, welche die Null-
stellen und die ihnen entsprechenden Werte von z2=¢2*#? fiir die Theta-
funktionen enthilt.
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Nach (2) in § 6 hat &, (v) dieselben Nullstellen wie o (4) = ¢(2 wv);
d. h. 9, (v) verschwindet fir 2wv =n-2w 4 #'-2 @’ oder fiir
v=mn+4n'T,

wo # und #’ alle ganzen Zahlen von — oo bis + oo zu durchlaufen
haben. ‘

Die Nullstellen der iibrigen Thetafunktionen lesen wir aus der vor-
stehenden Tabelle ab. Z. B. haben wir

R+ =—9.0),

und daher erhalten wir die Nullstellen von &, (v), wenn wir diejenigen
von ¥ (v) um % vermehren. So entsteht die folgende

Tabelle der Nullstellen der 3-Funktionen.

v 2= g2t7
& n 4 n't 2
&y n+n't 4 %— — B
8 ”+nlr+i+i ___h2n’+1
3 2 2
’ T 2n' +1
B n 4 n'r +? )3

Diese Tabellen werden wir weiterhin zu benutzen haben.

§ 9. Darstellung von e, €,, ¢; und 4
durch die Nullwerte der 9.
u 1

In der Formel (3) aus § 6 setzen wir # = w, also v = e = 9

und sodann # = w -+ o', also v = 2 é— - %; dann folgt fiir

2w
k=1,2,3 .
1 191/ "9k+1<'2—>

Vel_gk:?a?ﬁ,,ﬂ s (1) ’
1

1 T
1 191/ 791:+1 (’E + E‘)

2w 9 1 T\ ’
k+1 ,191 (? + 7)

1/:32 — b=

2

wobei zu beachten ist, dafl3 ¥,(v) dasselbe wie 9,(v) bedeutet.

Die erste dieser Gleichungen wenden wir an fir 2=2,3, die
zweite fiir 2 = 3. Die auftretenden Werte der #-Funktionen kénnen
wir dann vermdge der Verwandlungstabelle des vorigen Paragraphen
auf die Nullwerte zuriickfithren; z. B.ist d;(v + %) = ¢ (v) und daher
(935) =9,(0) =J,.
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Auf diese Weise finden wir

1
V "17_Lﬂ293<5> _ 13
a 27 2w O 0<1> T 20 9,5 9y’
(L
2
1
9. (=
, X °<2> 190,
M Va—a=g5,% Wl TEewe
[
2
1 T
y ! 19”9“(‘2“+“2‘> 188,
2T %= 959, I 7\ 2w B 9
191<‘2*+2>

Durch diese Gleichungen ist je ein bestimmter unter den beiden
Werten der Quadratwurzeln ]/ ¢; — ¢, als eindeutige Funktion des
Periodenverhiltnisses 7 in der oberen z-Halbebene dargestellt, wenn
wir die Gleichungen (4) von § 6 heranziehen.

Um ¢, direkt zu berechnen, setzen wir die Gleichung (3), §6 in
die Form

1+_12’,6,+_1i+...
Vo Coov) —e, = 1 P 2
k 260 19/// U3 )
vt
9 6
_ 1 s 119{") v? )
—m<1+<am—§ﬁ; gt )

Da die Entwicklung von ((2 wv) an der Stelle v = 0 kein kon-
stantes Glied enthilt, so ist — ¢; das konstante Glied in der Entwick-
lung des Quadrats der rechten Seite vorstehender Gleichung nach
Potenzen von v. Dies ergibt:

_ 1 1 gy 19,’0’4,1_> _ \
@) &= 1ot (3 e (k=1,2,3).
Da die Summe ¢; + ¢, + ¢; verschwindet, so folgt
29.1/// _ 792// 198// 00//
3) X =+ By + N
Nun erhalten wir aus den Differentialgleichungen
EOE . 0w PO . PO W)
61)27'"—‘“”&61 ’ 0v? =dim dvot ’

denen die vier #-Funktionen geniigen, fiir v = 0 die Gleichungen

a9, 99,

ot ’ ot ’

so daB die Gleichung (3) in der folgenden Weise geschrieben werden
kann:

(4) 8, =4din

9" =din

199y 1 99, , 1 09, 1 89,
37 or — 8, ar T B, ax T @y ot
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Durch Integration folgt hieraus
191, = C 192 19'3 19@,

wo C eine von 7 unabhingige GroBe bedeutet. Diese bestimmen wir,
indem wir die Entwicklungen (4) des § 6 eintragen:

1
2 (bt — 4 ) =CRIE ) L) (1= o),
und die Anfangsglieder auf beiden Seiten vergleichen. Es ergibt sich
C =n und damit die wichtige Relation:
(5) & =a0,048,.

Vermége derselben stellen sich nun die Gleichungen (1) folgender-
maBen dar:
6 Ve —e=x
wahrend man auf Grund der Gleichungen (4) fir die Werte (2) der
e; erhalt

R 14 A 14
_2;1902, ]/61—63 :2_w1932’ 1/32_33=%ﬁ22r

(1) e __i_n<_,l_ dlog 9§, dlog192> —ﬂ<l dlog 9y’ dlogﬁ:;)
17 w2 \3 dv dt P2 T w2 \3 dt dt ’
B TERL O L
37 w2\ 3 dt dt :

Die Multiplikation der Gleichungen (6) ergibt fiir die Diskrimi-
nante A (vgl. S. 168) die Darstellung:

® C VA=2(35) 00 09 02 = 0y

§ 10. Darstellung der 3-Funktionen durch
unendliche Produkte.

Die Funktion ¥ (v) ist als Funktion der Variablen z2= 2! regulir
fiir alle endlichen von Null verschiedenen Werte von z2.

Ihre Nullstellen bilden nach §8 die beiden Punktfolgen
(1) 2= —h1, — k3 —h5 L,
(2) 2= —h, —h, =K, ...
von welchen die erste den Hiufungspunkt 22 = oo, die zweite den
Haufungspunkt 22 = 0 besitzt. Die Punkte 22 = 00, 22 = 0 sind also
wesentlich singuldre Stellen der Funktion.

Nach einem Satz der allgemeinen Funktionentheoriel stellt nun

S -5 -5 (-5

1 Vgl. Abschn. I, Kap. 6, §9.
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eine ganze Funktion von x mit den Nullstellen a,, a,, a5, . . . vor, wenn
die Reihe 1 1 1
u + w + w I
absolut konvergiert. Nun ist |4 | < 1 und daher

fi= 14 hz2)(1 + h323) (1 4 B52%) . ..
eine ganze Funktion von z2, welche genau die Punkte (1) zu Nullstellen
hat. Ebenso wird

fo=0 4 hz3)(1 + kP22 (1 + h5z7%) ...
eine ganze Funktion von z~2 sein, die als Funktion von z~2 ebenfalls
genau die Punkte — A1, — %2-3, — A4~5, . .. zu Nullstellen besitzt. Als
Funktion von 22 betrachtet, ist demnach f, in der ganzen Ebene mit Aus-
schluB der Punkte 0 und oo regulir und hat dort genau die Punkte (2)
zu Nullstellen.
Die Funktion
FO) = fify = IT U+ Bn12) (L4 etz

n=1

= j[(l + A" 22) (1 + B 272)

ist daher, als Funktion von v betrachtet, eine ganze Funktion mit den-
selben Nullstellen wie #4(v). Wie verhidlt sich f(v) bei Vermehrung
von v um 1 oder um 7? Da 22 = ¢2¢? bei Vermehrung von v um 7 den
Faktor A? erhilt, so ist offenbar

flv+1)=7()
Fo+7) = T QU+ e22) (L 2 2?)

14t

= o HA+W2) L+ B2 = k22 ().

und

Genau so verhilt sich aber nach der Verwandlungstabelle in §8

die Funktiond, (v), und folglich ist ’9;((0”))
keinen Pol und die Perioden 1 und 7 besitzt und daher eine Konstante

ist. Somit kommt

Py @) =CJ[ (1 +h2% Q1+ h 22,

wo C eine Konstante, d. h. einen von v unabhingigen Wert bedeutet.
Nach der Verwandlungstabelle in § 8 folgt hieraus weiter:

o) = G+ = CII(—#2)Q—hHz3),

eine Funktion von v, welche

By() =g (b 5) = CHZI[(1+wHa) (14 ks,

9,0) = — O+ 1) = —iCHz[[(1 — bi2d) (1 — 1),
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oder in anderer Anordnung und nach leichten Umformungen:
i R
G 0)=Ch* 2= [T —w2) (1 —hz?),

[

Oy (W) = C ¥ (2 4+ 20 J] (L + h922) (1 + 49 22,

(3) ¢
Py (v) = CITA+n 2 (1 +4" 277,
Py (v) = CITA—r 22 (1—h 27,
wobei gemidB fritherer Verabredung g die geraden Zahlen 2, 4,6, ...
und v die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, ... durchlaufen muB.
z— 21

Da z = ¢'7? ist, so koénnen die Faktoren resp. 2-+z"1 durch

7
2 sinzv resp. 2 cosmv ersetzt werden.

Um die Konstante C zu bestimmen, setzen wir in den Formeln (3)
v = 0, wobel wir die erste dieser Formeln noch vorher durch v divi-

dieren. Dadurch kommt zunichst:

9, =2x ChE [T(1 — ho)e,
g

9= 2CH [ (1+hop,

(4) g
9y = CIT(A+ A2,
99 = CII(— e,

Wir tragen diese Ausdriicke in die Relation §9, (5)

19'1, = 7'[’[92 193 79‘0
ein und erhalten
IT (1 — h9)* = C2 [T (1 + ho)? JT (1 — 2*)2.
g g v
Es ist aber weiter
T —hop = JT(1— B29) [T (1 — B2,
g 9 v
weil die geraden Zahlen g mit der Gesamtheit der Zahlen 2 g und 2 »

iibereinstimmen. Somit folgt
CHI[ (14 M) = [T (1 — ) = JT(L+ o) (1 = ho)?
7

g g
und schlieBlich
C=]JI(1—h9),
g

wobei berticksichtigt ist, dall gemiB (4) in §6 der Nullwert @, fiir
h=0in 4 1 und also auch C nach (4) fir # =0 in + 1 iibergehen
mub.
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Fiir 4," ergibt sich nun aus (4) die Darstellung
1
(5) & =2xah* [[(1 — ho)3
9
und demnach fir A nach (8) des vorigen Paragraphen
(TN e — )24

(6) A_<w> L= o

Diese Formel setzt die Tatsache in Evidenz, daB A fiir jede zuldssige
Wahl der Perioden 2 w, 2 @’ von Null verschieden ist.

§ 11. Einige zahlentheoretische Anwendungen
der erhaltenen Resultate.

Da der Nullwert der Funktion ¢; durch die Reihe

+ o
Dy =3 hn
n=—oo
dargestellt wird, so ist
(1) 1934 — 2hn12+n22+n3?+n42 — oo@ (m) h}nJ
m=0

wo O (m) angibt, wie viele Losungen die Gleichung
m = 1,2 4+ ny% + ng? 4 n,?

in ganzen Zahlen n,, n,, ny, n, besitzt.
Nun ist andererseits nach §9, (6) und (7)

2w\2 44 (dlog 9 dlog ¥ 47 4 )
D= (200 o — e = (B0 DBy 41y Doy

24 7 \ dr dt dx Ty
oder, da .
ine 4 d dh 4 .
b= =T =i
ist,
t— 45 % (100 %) = 45 2 By
2) Byt = — ah-(log 02) =45 (log 190).

Setzen wir hierin die Produktdarstellungen (4) des vorigen Para-
graphen fiir ¢, und &, ein, so wird

IT (1 + ho)? IT (1 — h2op2 IT (1 — 2oy
23 = Qh%—gﬁ———— = 2};‘ -9 R th Ki B
e I (1—#) ITA—mP (1 —wye TaA—we?
v g » r

wo 7 alle natiirlichen Zahlen durchliuft, und (2) geht {iber in

IT (1 — A9

— d 4
1934-— 1 +8hﬁlog'ﬂ(lw
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Die Weiterfiilhrung der Rechnung liefert
v h"
1934=1+82—1_h, — SZI_W
r g

=148 3rhv —83 N 2gh2r,
r o7

g
wo 7’ ebenso wie 7 alle natiirlichen Zahlen durchliuft, und schlieBlich

3) Sb=1-183 & m)hm — 85 & (m)hm.
m=1 m=1

Hier gibt @ (m) die Summe aller Zahlen 7, die bei allen mdglichen
Darstellungen von m in der Form m = 77’ auftreten, und @' (m) die
Summe aller Zahlen 2 g, die bei allen méglichen Darstellungen von m
in der Form m = 2 g7’ auftreten. Es bedeutet demnach @ (m) die
Summe aller positiven Teiler von # und @' (m) die Summe aller durch
4 teilbaren positiven Teiler von .

Die Vergleichung der beiden Entwicklungen (1) und (3) ergibt nun
dh- O(m)=8{Dm) — & (m)} (m=1,2,3,...),

Eine natiirliche Zahl m ist so oft als Summe von vier Quadyaten ganzer
Zahlen daystellbar, als das 8fache der Summe derjenigen positiven Teiler
von m betrdgt, die nicht durch 4 teilbar sind.

Z. B. ist fiir m = 3 die Summe der nicht durch 4 teilbaren positiven
Teiler 1 + 3 = 4, und in der Tat hat 3 die folgenden 32 Darstellungen:

3=0+ (1) (L2 + (LD =(LD*+ 0+ (£ 1)+ (£ 1)°
=(ED*+(E D+ 0+ (£ )= (£ 1>+ (£ 1)+ (£ 1)+ 0

und keine weiteren.
Der Satz 1aBt sich noch in anderer Form aussprechen. Es sei
m=2%m,,

wo m, ungerade ist, und es seien §y, d,, . . ., 0, die positiven Teiler von m,,
also zugleich die ungeraden positiven Teiler von m. Ist dann « = 0,
also m ungerade, so sind d;, d,, . . ., 0, zugleich alle nicht durch 4 teil-
baren positiven Teiler von m. Wenn dagegen o > 0, also m gerade ist,
so treten zu ihnen noch die Teiler 2 4,, 26,, . .., 2 §, von m als nicht
durch 4 teilbare positive Teiler hinzu. Also folgt:

Eine natiirliche Zahl m ist so oft als Summe von vier Quadraten ganzer
Zahlen daystellbar, als das 8 fache oder 24 fache der Summe threr ungeraden
positiven Teiler betrigt, je nachdem m ungerade oder gerade ist.

Dieser tiefliegende zahlentheoretische Satz ist zuerst von Jacosr
aus der Theorie der elliptischen Funktionen abgeleitet worden. Der
beriihmte Satz von LAGRANGE, daB jede positive ganze Zahl sich als
Summe von vier Quadratzahlen darstellen 148t, ist natiirlich in diesem
Jacobischen Satze enthalten.
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Eine andere interessante Folgerung ziehen wir aus der Gleichung

@) 00 =T —m) [[(L4+ 72 (1443 = St a2n,
g v n

die fiir verinderliche Werte von % und z gilt, in diesen Variablen also
eine reine Identitdt darstellt. Sie kann iibrigens als solche auch un-
abhingig von der Theorie der elliptischen Funktionen nachgewiesen
werden.

In (4) sei

wobel x eine Variable bedeutet. Dann wird das Produkt, wenn wir noch
g=27, v=27 — 1 setzen,

[T(1— 3 (1= 2=ty (L g = [T a) (1—r2) (1 302)
r=1 r=1

und die Summe geht iber in

o 372 1
x? (— &)
n=-—co
Da nun die Zahlen 37, 3» — 1, 37 — 2 zusammen wieder alle
natiirlichen Zahlen 7 ausmachen, so folgt
+oo 3n2t+n

]?(l—xr):-Z(—l)”x 2o =1—x—a24 x5+ a7 — ..
r=1

n=-—ow

Diese bemerkenswerte Gleichung rithrt von EULER her, der sie zuerst
auf empirischem Wege fand und dem es erst nach langjihrigen Bemithun-
gen gelungen ist, sie zu beweisen.

Die Vergleichung der beiden Darstellungen von 4, in den Formeln
(4), § 6 und (5), § 10 lehrt, wenn wir %2 mit x bezeichnen, daB ferner die
Entwicklung

10—y =
r=1

gilt.
Eine weitere zahlentheoretische Anwendung werden wir in §13
kennenlernen.

r2—r

(—1)r1(@2r—1)x 2 =1—3x+523— T2+

ool

[

r=

§ 12. Partialbruchzerlegungen von §(u) und g (u) als
Funktionen von 22. Darstellungen von 1%, g,, ¢,.
Aus der Gleichung (2) in §6

nu?
e p
o (u) = 79762 % (v) kv = »2%>

ergibt sich durch logarithmische Differentiation die folgende Darstellung

von {(u): 1 4

C() =" + 5 4y 10891 (),
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in welche wir die Produktentwicklung (3), § 10 von &, (v) eintragen
wollen. Auf diese Weise kommt nach leichten Umformungen:

Ty

tmz4+21  im ho 22 h9 22 ( EE)

(D) &)= +2wz z*1+ Z(l—h"z"z_l—hgzz> r=e ’
g

wenn sie als Funktion von
1TYU
2= =
angesehen wird.
Da

2421 . eV p—iTty
1 =i
e—-iﬂv

=cotmv

z2—z1 ety

ist, so laBt sich (1) auch in der Form

r1TU
h9 2 ho 22 ( o >
2) C(u)z_ ——cotnv—}— Z( hgz—g_l—hgz") 2=c¢
schreiben. Die hier auftretenden Summen

ho 22 A9 22
Sl:Zl—h”z2 und S, _-Zlyl—hgz:‘2
g

[

konvergieren absolut und gleichmiBig in jedem beschrinkten Bereich
der z2-Ebene, firr den der Nullpunkt weder innerer Punkt noch Rand-
punkt ist und in welchem auBerdem kein Glied der betreffenden Summe
einen verschwindenden Nenner hat. Denn ist z. B. fiir die Summe S,
der Bereich B ein solcher Bereich und M das Maximum von | 22| in
diesem Bereich, so gilt
M EaN
— M|kl

ll/\

‘ ho 2 <¢M’[hlg,

|
1— h922 ’

sobald g geniigend groB ist und M’ eine positive Zahl bedeutet, die
um beliebig wenig groBer als M fixiert worden ist. Demnach ist im
Bereich B fiir hinreichend grofies G die Reihe

MllhlG+M'|hlG+1+
eine Majorante von
O% ho 22
1— ho 22’
g=@Q
und hieraus folgt die absolute und gleichmaBige Konvergenz von S, im
Bereiche B. Die analoge Betrachtung gilt fiir S,.
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Wird nun 2% auf den Kreisring
(3) |h*| <|2?[ <[h=%]

eingeschrinkt, so ist fiir jede gerade natiirliche Zahl g sowohl A¢9z-2
als auch 4922 absolut kleiner als 1, und die Glieder der Summe in (2)
kénnen nach Potenzen von z entwickelt und dann die Terme, welche
dieselbe Potenz von 2% enthalten, zusammengezogen werden.

So erhalten wir

(Cwv)=2qv —}—;a;cotnv —l—lg%j;(h’gz—“ — hT9227)

11 i h2r
e i 7 " (=27 __ »2
—2nv+2wcotnv+w El_hh(z T — g2%7)
r
oder

2m N1 AT
(4) {2wv)=2nv —l—%)cotyw —l—grgf—_jm—,sm(an).
Den Punkten des Kreisringes (3) entsprechen in der v-Ebene die
der Bedingung
IeZinr‘ < 56211:“)] < le—2inz]

geniigenden Punkte. Setzt man
T="17y+ 1Ty, v=10;+ 10,

so wird diese Bedingung

— T, << — U<+ T,
oder, was dasselbe ist,

— Ty < Uy < + Ty

d.h. die Entwicklung (4) ist giiltig fiir den Parallelstreifen der v-Ebene,
welcher von den Parallelen zur reellen Zahlenachse durch die Punkte
T =1; + 11, und 7 = 7; — 97, begrenzt wird.

Wir wollen nun die beiden Seiten der Gleichung (4) an der Stelle
v = 0 entwickeln und die beiden Entwicklungen vergleichen.

Die Entwicklung von (2 wv) lautet nach der tabellarischen Uber-
sicht zum 1. Kap., (2)
1

8 8

Bei der Entwicklung der rechten Seite von (4) haben wir zu bertick-
sichtigen, daB

1 TV (mo)®  2(mo)
cot (mv) = — — 5 — "= ol

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl, 14
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ist. Die Vergleichung der Koeffizienten von v, v3 und v3 liefert nun die
folgenden Darstellungen von #, g, und g:

’7=7j(11_2_2£17—h:?>’
® o= (3) (h+20 S5,
o=5) (a5 21=5)

Die Vergleichung der héheren Potenzen von v ergibt &hnliche Dar-
stellungen fiir die Summen

"1 ! 1
cn=(2n—1)2 W=(2n—1)2 m

Durch Differentiation der Gleichungen (1) und (4) ergeben sich
analoge Entwicklungen von @ (#) und ¢ (2wv) mit denselben Giiltig-
keitsbereichen.

§ 18. Entwicklung von Vg (w)—ex.

Die Entwicklung (1) von {(u) im vorigen Paragraphen gestattet,
die Funktionen y @ (#) — e; in #hnliche Reihen zu entwickeln. Wir
wollen hier insbesondere (vgl. (3) in §6) die Funktion

— 1 8,9
o) = VP ) — o5 = 555 50 (v=5o)

betrachten, um in Erginzung von § 11 von der entstehenden Entwick-
lung eine interessante zahlentheoretische Anwendung zu machen.
Die Funktion ¢(u) geniigt den Gleichungen

put20)=— U, ¢u+20)=g¢pMH),

wie die Verwandlungstabelle der {-Funktionen in §8 zeigt. Denn der
Vermehrung von % um 2w bzw. 2@’ entspricht die Vermehrung von v
um 1 bzw. 7. Die Funktion ¢(«) hat daher die Perioden 4 w und 2 w’,
und da sie im Periodenparallelogramm

0,40, 40+ 20, 2w

nur die beiden Pole # = 0, # = 2 w mit den Residuen 1 und — 1 be-
sitzt, so ist nach Kap.1, §12

(1) ) =Vp @) —e
={(u/dw, 20") — { (4 + 20/4w, 20') + C,
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wo C eine Konstante bedeutet. Da ¢ (#) — % nach §9 an der Stelle

# = 0 verschwindet, so ist ferner
C=C(2w/M4itw2a),

d.h. gleich dem Werte von #, der den Perioden 4 w, 2 @’ entspricht
(vgl. Kap. 1, §11, (3)). Diesen Wert wollen wir zur Abkiirzung mit 7
bezeichnen.

Die Entwicklung (1 ) des vorigen Paragraphen hefert indem wir

durch 2 w, also z2=e 2“’ durch 2z und A2 =¢ Ty durch % ersetzen

[o0]
imz4+1 hr -1 Wz
¢ (udo, 207) = 3+ 00 "[’2wr~1 <1__hﬁ - 'f;;;;;),
und hieraus folgt

((u+ 20/tw, 20')

_ 1w —z+1 im & ( At 21 hrz
40 z+1 2w - 1+ Arzt 1+h'z)’
r=

weil z in — z Gibergeht, wenn # durch # + 2 @ ersetzt wird. Die vor-
stehenden Entwicklungen ergeben nach Eintragung in (1) und leichter

Umformung
1 88, (0)
V@ (M) — 3= 270—-1?0'19:(1})

17 >—7 hr 21 hTz
-y z—z—l ( hzfz—zml—h“ﬂ) ’

und dies ist die gewunschte Entw1ck1ung.

.o im
. « . v, 9 . . .
Setzen wir hierin % = @, also z=¢ 2@ =¢?2 = 4, so finden wir

— @ e w(l hT BT\

T = =g, 0t = o+ 2 (e + )|

; ,
oder
hT — p87

1932:1+421+h2, 1+4Z —
Die linke Seite ist

(2) 9 = (W) = J AT
n Ny Ny
die rechte Seite
B3
3) 1+4 2 1 — 17

=1 4 h (4r'—3)r 4 h(etr'—l)r,
NS S S

wo 7' wie 7 alle nathrhchen Zahlen 1, 2, 3, ... durchlaufen muB.
14*
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Vergleichen wir in den beiden vorstehenden Gleichungen (2) und (3)
die Koeffizienten von 2™ auf den rechten Seiten, so erhalten wir den
Satz:

Die Anzahl der Darstellungen einer natiivlichen Zahl m als Summe
von zwei Quadraten ganzer Zahlen ist gleich dem wvierfachen Uberschuf
der Anzahl der positiven Teiler von m, welche die Form 4 k + 1 haben,
siber die Anzahl der positiven Teiler von m, welche die Form 4 k + 3
haben.

Der Fermatsche Satz, daB jede Primzahl von der Form 4% + 1
sich auf genau eine Weise! als Summe zweier Quadrate natiirlicher
Zahlen darstellen 148t, ist ein spezieller Fall des vorstehenden Satzes.

Drittes Kapitel.

Die elliptischen Funktionen Jacobis.

Fiir manche Anwendungen der elliptischen Funktionen ist es zweck-
méBig, statt der WeierstraBschen Funktipn (#) die von JacoBI mit

1 sinam (#), cosam(#), Aam (u)

(Stnus amplitudinis, Cosinus amplitudinis, Delta amplitudinis) bezeich-
neten Funktionen zu gebrauchen. Da die Kenntnis dieser Funktionen
iiberdies fiir das Verstindnis der i#lteren Literatur iiber elliptische
Funktionen erforderlich ist, so wollen wir sie in diesem Kapitel niher
betrachten. Was die Bezeichnung betrifft, so hat GUDERMANN statt
der Jacobischen Bezeichnungen (1) die kiirzeren

sn#, cnu, dnu

eingefiihrt. Wir werden die drei Funktionen (1) noch kiirzer der Reihe
nach mit

bezeichnen.

§ 1. Definition der Funktionen s(w), ¢ (u), 4(u).

Es bezeichne 7 = 7 + ¢s einen beliebig fixierten Wert, fiir welchen
s> 0 ist.

Fiir w wahlen wir eine sogleich niher anzugebende, von T abhingende
Zahl und fir o’ sodann den Wert

1) o =wr.

1 Dabei wird von der Reihenfolge der Basen der beiden Quadrate abgesehen
2 A(u) hat nichts mit ,der Diskriminante A4 zu tun.
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Wir definieren nun die Jacobischen elliptischen Funktionen durch
folgende Gleichungen:

_o(u) Py 4 (v)
S0 = o) = ﬁf 19; (v)”
oy (u) By (v) S u
@ W= = ey (v =35w)
_op{u) By 5 (v)
A0 =0 = B

Nach Kap. 2, §6 ist dann
—- e (u A (u)
B W —a= py TW—a=50. TpW—ea="5.

Eliminieren wir hieraus ( (u), so erkennen wir, daf ¢(#) und 4 () in
einfacher Weise algebraisch durch s(u#) ausdriickbar sind, indem

@) F)t (e —e) () =1, A (u) + (6 —e5) s (u) = 1
ist. Nun haben wir ferner nach Kap. 2, §9, (6) die Gleichungen

. 7 \2 T \2 7 \2
(B) e—e= <§;> Vo', e —eg= <%> B, ey —eg= (Q"@) 9,

wobei sich die Nullwerte der #-Funktionen &, 9,, 95, etwa vermoge der
Formeln (4) in § 6 des Kap. 2, als Funktionen von v darstellen.

Wir wihlen w so, daBl der Faktor ¢; — ¢; in der ersten Gleichung (4)
gleich 1 wird; wir nehmen ndmlich

T g, 7

(6) ="y 3-:?(1—1—2k+2h4+2h9+---)2 (h = ei77);

dann wird nach (5)

Bt

(7 €, — €y = 54 eg—eg =1 €y — €3 = o4-
) 1 2 1934’ ? 2 1934

Die Gleichungen (4) lauten jetzt

(8) c2(u) + s (u) =1, A%(u) + #%s%(u) =1,
wenn zur Abkiirzung
) =,

3

gesetzt wird.

Da nach Fixierung von 7 gemiB (6) und (1) die Gréfen w und o’
bestimmte Werte haben, so hingen die Funktionen s(u), c(u), 4 (u)
auBer von # nur von 7 ab. Dies werden wir nétigenfalls dadurch zum
Ausdruck bringen, daB wir die Funktionen bzw. mit s(u/7), c(u/7),
A (u/t) bezeichnen.

Beziiglich der Bezeichnungen ist ferner noch folgendes zu bemerken:
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Die durch (9) als Funktion von v eingefithrte GroBe » heit der
Modul der Funktionen s(u), c(u), 4 (u), die GroBe

(10) 5 = 2O

das Komplement dés Moduls. Nach (7) besteht zwischen » und »’ die
Relation
%24 %'2=1.

Jacosr bezeichnet die Werte von w und @’ bzw. mit K und +K’, so
daB also

(11) K=o0=1%59 iK' =o' =o0t="7187
ist. Wir werden indessen an den Bezeichnungen w und o’ festhalten?,
miissen aber immer eingedenk sein, daB in diesem Kapitel @ und o’
Funktionen von 7 sind.

Endlich wollen wir hier unter ]/;, V%, I/%/ stets die Werte

’

4 — 9 x D
T=gy V=5 Ji=3

verstehen, die eindeutig von = abhingen.

Die in (3) auftretende Funktion ¢ () besitzt die von v abhingenden
Fundamentalperioden 2 w und 2 w’, und die Werte e, ¢,, ¢, sind eben-
falls Funktionen von 7, die aus (7) in Verbindung mit ¢; + ¢, + ¢; = 0
leicht berechnet werden kénnen.

Die Definitionsgleichungen (2) von s(u), ¢ (), 4 (#) lassen sich ver-
moge der Gleichungen

By 2190_2;__ 1 By 1/% gq_ —
ks <ok I el T e

auch in die folgende Gestalt setzen:

1 B4 (v) 1/ % Py (v) g Psv) . u
(2) s =30, e =) TRE A= 2l (o= L).

Ubrigens ergibt sich aus den Gleichungen (2) in Riicksicht auf die
bekannten Eigenschaften der o- und o,-Funktionen:

Die Funktion s(u) ist ungerade, und ihre Entwicklung nach auf-
steigenden Potenzen von # beginnt mit dem Gliede #. Die Funktionen
¢(u) und A (u) sind gerade, und es ist ¢(0) = 4(0) = 1.

2w

1 Nur in §4 bis § 6 des siebenten Kapitels werden wir die Bezeichnungen K
und ¢ K’ aufnehmen, um sie dort von frei veranderlichen halben Perioden @ und w’
zu unterscheiden.
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§ 2. Die Funktionen s(w), ¢ (u), 4(w) als elliptische
Funktionen.

Vermoége der Gleichungen (12) des vorigen Paragraphen iibertragen
sich die Tabellen in §8 des 2. Kapitels von den ¥-Funktionen ohne
weiteres auf die Funktionen s(u), ¢(u), A (u). Wir erhalten so:

Tabelle I. Verwandlungsformeln der Funktionen s(u), ¢(u), 4 (u).

w4+ w uto |vtot+o| w20 | #+20 |u+ 20+ 20
S| o ,1757115 22O - s | s
. —"Z%“;é% —if | e | —ew ¢ (w)
A "/'A% ini(z)) | in EZ; Aw) | —Aw) | — Aw)

Die drei letzten Vertikalreihen zeigen, dalBl s(u#) die Perioden 4 w,
2 ', c(u) die Perioden 4w, 2w + 2 w’, A(u) die Perioden 2 0, 4o’
besitzt.

Tabelle II. Nullstellen, Pole und Perioden der Funktionen

s (u), c(u), 4 (u).
T

Nullstellen ‘ Pole Perioden
s (u) 2nw+ 27w | 270+ (20" + 1)@’ 4o, 2w’
c(u) [ (2n+1)o+ 20w | 2nw 4+ (20" 4+ 1)’ do, 20+ 20’
Aw) |2+ Do+ 2+ o' | 270 + 22 + 1) 20, 40’

In den nachfolgenden Abb. 50, 51, 52 ist fiir jede der Funktionen

4o

g Zw = ?
s (%) c(u) A (u)
Abb. 50. Abb. 51. Abb. 52.

das zu den angegebenen Perioden gehérende Parallelogramm (0) ge-
zeichnet und die hineinfallenden Nullstellen und Pole der betreffenden
Funktion, die ersteren durch kleine Kreise, die letzteren durch Kreuze,
kenntlich gemacht.

Hieraus geht hervor:

Die Funktionen s(u), c(u), A(u) sind elliptische Funktionen mit den
Perioden 4w, 20 bzw. 40, 20+ 20 bw. 20, 4w'. In bezug
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auf diese Perioden haben sie den Grad 2 und die beziiglichen Polsummen
2w,0,0.

Da die Funktionen den Grad 2 besitzen, so folgt nach Kap. 1, § 14,
daB die angegebenen Perioden jeweils Fundamentalperioden sind.

§ 3. Die Differentialgleichungen von s(w), ¢(w), 4 (w).

Es ist
P = =219 —a Yo W) —e 1o ) —e = — 200

nach §1, (3), wenn die Vorzeichen der Wurzeln wie in Kap. 2, § 6 fest-

gelegt werden. Andererseits folgt aus @ (u) — e, Z%W) die Gleichung

25" (u
P00 = =

Aus diesen beiden Ausdriicken fiir @' (u) ergibt sich

(1) §'(u) = c(u) 4 (u).
Durch Differentiation der Gleichungen
2) c2(u) =1 —s2(u), A%u) =1 — x2s%(u)

und Benutzung von (1) folgen die zweite und dritte Gleichung des
Systems:

@) s'(u)=c)d(u), ' (u)=—su)d(u), A (u)= — x2s(u)c(u).

Aus (3) gewinnen wir durch Quadrieren und Beriicksichtigung von
(2) die Differentialgleichungen von s(u), c(u), A(u):

‘ {s" (@) =1 —s2(u)(1 — x? s (u)),
(4) {e" W)} = (1 — e (u)) (2 + 52 c* (w)),
{4 ()P = — (1 — 42 (u)) (x'2 — 42 (u)) .

§ 4. Die Additionstheoreme von s (w), ¢ (u), 4(w).
Es sei v ein beliebiger fester Wert, fiir den die sechs Inkongruenzen
1=+ Cw, 2w,
(1) 1= 4 (0 — o) 20,20),
V= 4 o’ 2w,2w’)
erfillt sind. Die Funktionen
Pal0) = s(u)s(u +0), @ylu) = c(w)olu +0), py() = A@W)A(u + v)

besitzen nach Tabelle I in § 2 die Perioden 2 @ und 2 @’ und in dem mit
diesen Perioden gebildeten Parallelogramm (0) die Pole

=0, uw=—v+0 (2o,20),
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sind also in bezug auf die Perioden 2 w, 2 w’ elliptische Funktionen
zweiten Grades mit denselben beiden Polen. Daher werden
@5 (1) + A @; () und @g(u) + B @, (1) Konstante sein, wenn die Kon-
stanten 4 und B so gewéhlt werden, dal die Funktionen g, (1) + 4 ¢, (1)
und @g(#) + B ¢, (s) den Punkt @’ nicht mehr zum Pol haben. Es be-
stehen also zwei Gleichungen der Form

cu)c(u-v)+As(u)s(uw+v)=4,,

@) A(u) A(uw 4 v) + Bs(u)s (u + v) = By,

wo A, 4,, B, B; Konstanten, d. h. von » unabhingige Werte, bedeuten.
Indem wir # = 0 setzen, ergibt sich

A,=c¢c@), B;=A4(v).

Sodann erhalten wir durch Differentiation der Gleichungen (2) nach u
und darauf folgende Substitution # = 0 unter Beriicksichtigung der
Gleichungen (3) im vorigen Paragraphen:

¢ (v) + As(v) =0, also 4 = A(v),
A’ (v) + Bs(v) =0, also B = x2c(v).
Die Gleichungen (2) lauten daher definitiv:
c(u)c(u+v)+ A@W)s(u)s(u+v) =c(v),
A () A(u + v) + %P c (v) s (u)s(u +v) = A(v).

Nachtriglich kénnen wir diese Gleichungen — aus Stetigkeitsgriinden —
natiirlich auch fiir die oben durch die Inkongruenzen (1) ausgeschlossenen
Werte von v behaupten.

3)

Setzen wir — # statt # und v -+ # statt v, so kommt

c(u)c(v) — A(u + v)s(u)s(v) = c(u + v),

Aw)A(v) — x2c(u + v)s(u)s(v) = A{u + v).
Aus den letzten Gleichungen kénnen wir c¢(u -+ v) und 4 (s + v)
berechnen und durch Eintragung des berechneten Wertes von ¢ (i + v)

in die erste Gleichung (3) auch s(# -+ v). Die Ausfilhrung der Rech-
nung liefert die Additionstheoreme von s(u), c¢(u), A(u) in der Gestalt

s(u)c @) 4 @)+ s () c(u)d(u)
] S(%—I"U):* 1 — %22 (u) s2 (v) ,
(1) ¢ (v) — s (w) 4 (u) s (v) 4 (v)
@) ¢ (u40v) == c(vl';'fz;(u);"(j})y

) A (v) — %%s (u) ¢ (1) s (v) ¢ (v)

1 — 2 szr(u) s2 (v) B

A+ v) = 2
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§ 5. Die trigonometrischen Funktionen als Grenzfille
der Funktionen s (u), ¢ (u), 4 (u).

Die Gleichungen §1, (2) zeigen, wenn sie ausfithrlich geschrieben
werden, die Abhingigkeit der Funktionen s(u), ¢ (), 4 (#) von # und 7:

S(M/T)_%ﬁl(”)z 1+2h4--. 2(hésin7w—-+...)
T By B (v) 2(h%+h%+._‘)I~2hcosva+~...’
1
_Qgﬁz(v)__ 1—2h+ —-.- 2 (W cosmv + -+ ) B g
C(M/T)_'aaﬁo(v)~2(hi+h%+“‘)1~2hcos2nv+~... (h=e ),

_ P Pyw)  1~2h+4 —-.- 14 2hkcos2m0 4 ...
T 9, 0,(v) 14+2h4+2M44+...1 —2hcos2mu + —-.-’

A(ufT)

wobei v =;% mit 93=1+2hs4+2h* 4+ 2k 4 --- zu setzen ist.
3
Wenn wir nun 7 = » + ¢s dadurch ins Unendliche {ibergehen lassen,
daB3 wir 7 festhalten, wihrend s bis + oo wichst, so wird
h = et7T — gtnr g—7s
in Null ibergehen. Dabei geht 2 w inz iiber, dady =1+ 24 4 244+ - --
nach 1 konvergiert, und 2 o’ riickt ins Unendliche, da 2 o’ = 2 w7 ist.

Die vorstehenden Darstellungen von s(u), c(u), A(u) lassen nun er-
kennen, daf bei diesem Gremziibergang

s(ufr) in sinu, c(u/t) in cosu, A(ufz) in 1
tibevgeht.
Da B 2(h%+h%+---) 2
R }

in Null l'ibefgeht, so gehen die Additionstheoreme (4) des vorigen Para-
graphen in die elementaren Formeln

sin (# + v) = sinucosv + cosusiny, cos(# 4 v) = cosucosy — sinu sinv

iiber, wie zu erwarten stand. Aus den Differentialgleichungen des § 3
werden zugleich die bekannten fiir sin# und cos# geltenden Differential-
gleichungen.

Viertes Kapitel.
Die elliptischen Modulfunktionen.

Die in der Theorie der elliptischen Funktionen auftretenden GréBen,
wie die Invarianten g,, g5, 4, der Modul » der Jacobischen elliptischen
Funktionen, die Nullwerte der #-Funktionen usw., die nur von den
Perioden oder vom Periodenverhiltnis abhingen, haben zu der aus-
gedehnten Theorie der elliptischen Modulfunktionen AnlaBl gegeben.
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Wir wollen hier die ersten Elemente dieser Theorie entwickeln, und
zwar namentlich zu dem Zwecke, eine sich unmittelbar darbietende,
wichtige Frage zu erledigen. Diese Frage ist die folgende: Ist es moglich,
die Perioden w,, wy o zu wihlen, daff die mit thnen gemifs den Formeln
(6) aus Kap. 1, §7, S. 167 gebildeten Invarianten g,, gs mit vovgeschrie-
benen Werten zusammenfallen ?

Diese Frage kommt offenbar auf die Frage nach der Losbarkeit der

Gleichungen
’ 1 ’ 1
g2 = 60 2 -(_7;1 1 + my wp)*’ g = 140 Z (my 1 -+ My )%

hinaus, in welchen g,, g; gegebene, w,, w, zu bestimmende Werte be-

zeichnen, welche auBerdem der Bedingung geniigen sollen, daB Zl
2

nicht reell ist.

§ 1. Aquivalenz der GréBenpaare und der GréBen.

In § 15 des ersten Kapitels haben wir festgesetzt, dall zwei GréBen-
paare (w,’, ®;") und (w,, w,) dquivalent heifen sollen, wenn die Gesamt-
heit der aus dem einen Paare gebildeten Zahlen m;w; + myw, mit der
Gesamtheit der aus dem anderen Paare gebildeten Zahlenm,'w,” -+ m,' @,
zusammenfillt, Dort wurde auch gezeigt, daB hierfiir, wenn einer der
Quotienten 2)71 und Zl, als nichtrational vorausgesetzt ist, notwendig

2 2
und hinreichend die Existenz von vier ganzen Zahlen «, 8, y, 4 ist, fiir
welche die Gleichungen

1) W, =aw, + fw;, ©, =yw;+ dw,, ad —fy =41

bestehen. Wir beweisen nun folgenden Satz:

Satz 1. Zu jedem Paare (w,, wy’), fiir welches Z—z, wicht veell ist,

1
gibt es ein dquivalentes Paar (w,, ®,), welches den Bedingungen
(2) (0| Z o], |oet o =[], |o;—o =0

gendigt. Dabei kann man sogay erveichen, dafS die in (1) auftretende Deter-
minante o0 — By den Wert + 1 erhilt.

Um dies zu zeigen, ordnen wir die Periodenpunkte #," ;" -+ my @,
nach nicht abnehmendem Abstande vom Nullpunkt in eine Folge

(3) 0, @y, ©,, Wy, . ..

und bezeichnen mit w, den ersten auf w; folgenden Punkt, der mit w,
und dem Nullpunkt nicht in gerader Linie liegt. Nehmen wir

4) W) = Wy, W= W,

so befriedigen w; und w, dic Bedingungen (2); denn w; -+ w; und
w, — w, sind Punkte der Folge (3), die in dieser hinter w; stehen,
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weil sie mit w; und dem Nullpunkt nicht in einer Geraden liegen. Nun
kann ferner nach der Bestimmungsweise der Punkte (4) in dem Drei-
ecke mit den Ecken 0, w,;, w, kein von diesen Ecken verschiedener
Punkt aus der Reihe (3) auftreten. Folglich kénnen wir das Parallelo-
gramm 0, w,, ®; + ®,, w, ebensogut wie das Parallelogramm 0, w,’,
w; + w,, w, fiir die Funktionen mit den Perioden w,’, w," gebrauchen
(Kap. 1, § 2); das heiBit aber: das Paar (w,’, w;') ist dem Paare (w,, w,)
dquivalent. Das in Satz 1 auftretende Paar (w,, w;) kann so angenommen
werden, daB in den Gleichungen (1) die Determinante «d — fy = -1
wird. Denn andernfalls konnen wir an die Stelle des Paares (w,, ;)
das Paar (w,, — w,) setzen.

Wir fithren nun weiter den Begriff der Aquivalenz zweier Grofen ein.

Eine GroBet’ heifit zu einer Gréfe v dguivalent, wenn es vier ganze
Zahlen «, 8, v, 0 gibt, die den Gleichungen

’ ot +
T = YT+ g ’

geniigen, wo ¢ einen der Werte + 1 und — 1 bedeutet.

Im Falle ¢ = + 1 sagen wir, 7’ sei zu 7 esgentlich dquivalent; im
Falle £ = — 1 sagen wir, ©’ sei zu T uneigentlich dquivalent.

Beispielsweise sind 7 und

ad—Py=c¢

;o _lz+1
v=Tr+l=57171
zueinander eigentlich dquivalent; ebenso v und
, -1 0.7—1
T =—=

T  1lt+0°

Wir beweisen nun im folgenden iiber die Aquivalenz von GrdBen
zwel Sitze.

Satz 2. Ist T eine nicht veelle Grifle, T’ eine ihr dgquivalente Grife, so
st auch ©' nicht reell, und die Punkie v undv liegen auf der gleichen oder
auf verschiedenen Seiten der Achse der reellen Zahlen, je nachdem die
Aquivalenz eine eigentliche oder eine umeigentliche ist.
oc't—l—ﬂ_ (xr+ B) +tas,
yT+d (pr+0) +iys’

Es sei namlich 1 =7 415, v/=¢ 418 =

dann findet man
r__ o 5 - ﬂy s
Ty 04yt

woraus ersichtlich ist, daB s’ von Null verschieden ist und zwar das
ndmliche oder entgegengesetztes Vorzeichen besitzt wie s, je nachdem
die Zahl «ad — By positiv oder negativ ist.

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise wollen wir von zwei Punkten
7 und 7’ in der komplexen Zahlenebene sagen, sie seien dquivalent, wenn
die durch sie reprisentierten GrofSen 7 und 7’ es sind. Es gilt dann
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Satz 8. Zu etnem in der oberen Halbebene beliebig fixierten Punkte v
gibt es stets eimen eigentlich dquivalenten Punkt 1 tn derselben Halb-
ebene, filr welchen

(5) It =1, |t+1[=]7], |t—1|=|7]

188,
Nach Satz 1 existiert ndmlich zu dem GroBenpaar (z/, 1) ein dqui-
valentes (w,, ), so daB

6) v —awy+foy, L =yoy+ O,  wd—fy=-+1

ist und zugleich die Bedingungen (2) erfiillt sind. Setzen wir dann

w
2
-k:‘[,
21

so geniigt 7, wie aus (2) folgt, den Bedingungen (5); wegen (6) ist
" “Fl’z’ijﬂc% _7“7’57‘?‘5

- W/iwz—i— dw, y;+t§’

und nach Satz 2 liegt auch 7 in der oberen Halbebene.

Die Bedingungen (5) lassen sich in einfacher Weise geometrisch
interpretieren. Die Ungleichung |7 | = 1 besagt, dafl der Punkt 7 auf
dem Rande oder auBerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt Null
und dem Radius 1 liegt. Die Bedingung |z — 1| = |7 | besagt, daB
der Punkt 7 vom Punkte 1 keine kleinere Entfernung besitzt als vom
Nullpunkt, d. h. daf er links von der Geraden
oder auf der Geraden liegt, die im Punkt 3 e
senkrecht zur Achse der reellen Zahlen errichtet
ist. Analog bedeutet |7 + 1| = |7 |, da8 der
Punkt 7 auf oder rechts von der Geraden liegt, gl
die im Punkte — % senkrecht zur Achse der
reellen Zahlen steht. Der genannte Kreis und _ |
die beiden erwidhnten Geraden begrenzen nun -7
einen Bereich G in der oberen Halbebene Abb. 53.

(Abb. 53). Zwei gegentiberliegende Punkte 7
und 7 -+ 1 auf den geradlinigen Begrenzungslinjen AC und 4’C’ von G

c

T+7

@

3]

]
S
y:4
s
-
s
~

-

N
R =3

+
"‘4\———-_4755/
+ —
Wi

sind dquivalent; ebenso je zwei gegeniiberliegende Punkte v und — z

auf den Begrenzungsteilen A B und BA’ von G. Setzen wir daher fest,
daB von den Randpunkten des Bereiches G die auf den Randteilen
AC und AB liegenden Punkte mit EinschluB des Punktes B zum
Bereiche gerechnet werden sollen, die iibrigen auf den Randteilen B4’
und A’C’ liegenden aber nicht, so a8t sich Satz 3 folgendermallen
formulieren:

Zu jedem Punktt' in der obeven Halbebene gibt es einen dquivalenten
Punkt T, der dem Bereiche G angehirt.
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Die Punkte 4, B, A’ und den unendlich fernen Punkt, in welchem
AC und A’C’ zusammenlaufen, wollen wir als Ecken des Bereiches G
bezeichnen. Wir sehen also G als ein Viereck an. Die Ecke B reprisen-

297
tiert den Punktz = ¢, die Ecke 4 den Punkt 7 =¢ ® = p, die Ecke
(%1

A’ den Punkt v =0 + 1 = — g2 =¢3% . Der Winkel, unter welchem

die Seiten AB und AC in A zusammenstoBen, ist offenbar %

§ 2. Die elementaren Modulformen.

Die Variablen w,, w, mogen der einen Einschrinkung unterliegen,
daB die Zahl

Wg _ - -

Z)—l =T=7+1$
positiven imagindren Teil s besitzen, der Punkt 7 also in der oberen
Halbebene liegen soll. Es sind dann die Werte

, 1
g = ga (W1, W) = 602 (my 01 + my w5)t’

’ 1
8 = gs (@1, @) = 140 3T e

A (o, wy) = g,® — 27 g5?

1)

eindeutige, homogene, stets endliche Funktionen der beiden Variablen
w,, wy. Wir wollen g, g5, A als die elementaren Modulformen bezeichnen.
Nach Kap. 2, §10, (6) und §12, (5) ist

:(%;)4<é+20h2+---+20:3(n)h2n+ ),
@ o= (3 -5y ) (h = o)
T Ta e T,
A= <%,_1,_>12 Bt JT (1 — henyet — (%’:)12 (B2 — 2474 4 -.).

Hier bedeuten {;(n) bzw. {;(n) die Summen der dritten bzw. fiinften
Potenzen der positiven Teiler der natiirlichen Zahl #. Die Darstellungen
(2) sind fiir alle in Betracht kommenden Werte der Variablen w,, w,
giiltig und lassen ebenso wie (1) erkennen, daB g,, g;, 4 homogen von
den beziiglichen Graden —4, — 6, — 12 sind. Auch ersieht man aus (2),
daB A als unendliches Produkt stets von Null verschieden ist.



§ 3. Die absolute Invariante J (7). 223

§ 8. Die absolute Invariante J (7).

Wir bilden nun aus g, und A4 die nur vom Periodenverhiltnis 7
abhingende Funktion

3

J@ =2,
die auch durch die Gleichung
2
M J@—1="T%

definiert werden kann. Wir nennen [ (t) die absolute Invariante; sie
ist die einfachste und zugleich die wichtigste Modulfunktion und soll
als Funktion von 7 nun niher untersucht werden.

Es ist nach §2

1 3
<—+mw+m)
12 171

o = — _— h2 - s .
(2) ](T) a2 [ (1 B h2n)24 %2 (]_23 + cl + ))

n=1

und die hier auftretende Potenzreihe von k2 = e2*** konvergiert, so-
lange | A2 | << 1 ist, weil 4 bestindig von Null verschieden bleibt.
Wir haben also zunéichst:
Satz 1. [ (v) ist esne in der oberen Halbebene regulire Funktion von T.
Da g,, g,, 4 sich nicht dndern, wenn (w,, w,) durch ein dquivalentes
Paar (w,’, w,") oder, was dasselbe besagt, T durch eine dquivalente
GroBe 7' ersetzt wird, so gilt ferner:
Satz 2. Swnd T und v zwer dquivalente Punkte der oberen Halb-
ebene, so st

J (@) =7J{).

Die fiir uns wichtigste Eigenschaft der Funktion J(7), zu deren
Beweis wir uns nun wenden, ist aber diese:

Satz 8. Bedeuiet a einen gegebenen emdlichen Wert, so besitzt die
Gleichung
®3) J@) —a=0

eine und nuy eine LOsung T im Bereiche G.

Schneiden wir von G durch eine Parallele CC’ zur Achse der reellen
Zahlen den Bereich G' = CABA’'C’ ab (Abb. 54), zu dem wir simt-
liche Randpunkte mit Ausnahme der Punkte der Strecke C C’ hinzu-
rechnen, so werden alle Lésungen der Gleichung (3), die sich im Bereiche
G oder auf seinem Rande finden, notwendig dem Bereiche G’ angehoéren,
sobald der Abstand ¢ der Parallelen CC’ von der Achse der reellen
Zahlen geniigend groB genommen ist. Denn ist 7=17 4 7s und
s = ¢, so wird

Ih2] — Ieéinr—2n3| §8—2’”",
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also durch geniigend groBe Wahl von ¢ beliebig klein und folglich
nach (2) der absolute Betrag von [ (7) beliebig groB, z. B. | J(z) | > | 4 |.
Dann kann aber eine Losung der Gleichung (3) im Bereiche G mit
Rand sicher nicht auBerhalb des Bereiches G’ vorhanden sein.

Wir wollen nun zundchst annehmen, daf auf dem Rande von G’
niemals J () — a = 0 wird. Dann ist nach Kap. 5, § 9 des ersten Ab-
schnittes

1 / 1
N=or 7{7@_?7 dv = %Id log (J(7) — a)

@) (@

die Anzahl der Losungen der Gleichung (3), wenn das Integral positiv
durch die Berandung von G’ erstreckt wird. Das Integral zerlegen wir
nach dem Schema

B B O ¢ ¢

[=J+[-T+]

4 a4 & i ¢
wo die ersten beiden Integrale durch die Kreisbégen A B bzw. A’B,
die iibrigen geradlinig zu nehmen sind. Substituiert man im ersten

1 .. . .
Integrale —— fiir 7, so geht es in das zweite iiber, und ebenso geht

das dritte Integral, wenn man 7 4 1 fiir 7 setzt, in das vierte {iber;
denn es bestehen nach Satz 2 die Gleichungen

1

@ I(—4)=T@, JTa+n=J@.

T

Diese Integrale heben sich also auf, und es kommt
¢
= 1
&) N=t (a5 —a).
&
Durchliuft nun

T=7r-+1s
die geradlinige Strecke C’'C, so beschreibt

he —= g2nirg—2ms — p2amir p—2me

in negativem Sinne einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius e—27¢,
welcher durch VergréBerung von ¢ beliebig klein gemacht werden kann.
Das Integral (5) gibt daher an, wenn wir ] (r) — a als Funktion von h2
betrachten, von welcher Ordnung diese Funktion im Nullpunkt unendlich
wird. Daher ist nach (2)

N=1,

d. h. J(r) — @ wird im Bereiche G genau einmal Null, w. z. b. w.

Etwas umstindlicher wird der Beweis unserves Satzes, wenn wir die
Annahme, J(t) — a bleibe auf dem Rande von G’ bestindig von Null
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verschieden, nicht machen. Wir verfahren dann so: Wir markieren auf
dem Rande von G’ die endlich vielen, voneinander und von den Punkten
der Strecke CC’ verschiedenen Punkte

(6) A’ Br A” P, p,: Plr pll’ SN
unter ihnen mégen diejenigen Randpunkte vorhanden sein, fiir welche
J (¥r) — a verschwindet (Abb. 54). Die Punkte $ und p’ sollen dabei
symmetrisch zur Achse des Imaginiren liegen, ebenso p, und p," usw.
Aus dem Bereiche G’ scheiden wir die Punkte #’, P41, ... durch Kreis-
stiicke aus, die jeweils von einem Stiick der Strecke A’C’ bzw. des
Bogens BA’ und einem Kreisbogen mit dem Mittelpunkt #’, g/, . ..
begrenzt werden. Die Punkte p, $;, ... dagegen
umgeben wir mit kleinen Kreisstiicken, die jeweils ° c’
von einem Stiick der Strecke 4 C bzw. des Bogens
A B und einem Kreisbogen mit dem Mittelpunkt
P, b1, . .. begrenzt werden, bis auf die Rinder
ganz in das Awufere des Bereiches G’ fallen und
deren Radien beziiglich gleich den Radien der Kreise n
um p’, p;’, . .. sind. Die siémtlichen Radien mégen 4 gNA
dabei so klein gewihlt werden, daB die Flichen Abb. 54.
der Kreisstiicke um ’, p,/, ... ganz dem Be-
reiche G’, die Flachen der Kreisstiicke um ¢, p,, ... ganz der oberen
Halbebene angehoren. Endlich werden auch noch A4, B, 4’ durch Kreis-
stiicke ausgeschlossen, die jeweils von einem zusammenhingenden Rand-
stiick des Bereiches G’ und einem Kreisbogen mit dem Mittelpunkt 4, B, 4’
begrenzt sind und ganz in den Bereich G’ fallen. Alle vorkommenden
Kreisstiicke mogen iibrigens so klein gewihlt werden, daB je zwei ihrer
Flachen keinen Punkt gemeinsam haben und daB auf ihnen, abgesehen
von den Mittelpunkten, die Funktion J(z) —a keine Nullstelle hat.
So entstehe aus G’ der Bereich G”.

Die um die Punkte (6) gelegten Kreisbdgen bezeichnen wir beziig-
lich mit

(4), (B), (47, (), ), (1), (81), -

und haben dann in leicht verstindlicher Schreibweise, wenn wir die
sich aufhebenden Integralteile gleich unterdriicken,

(7) 2aiN = [dlog(] (z) — a)
' @)

=f+f+f+fﬁfﬁjﬁf+f+~u

¢ 4 B A o ) (D))
wo nun N die Anzahl der Nullstellen von J(z) —a im Bereiche G”
bedeutet.
Wegen der Gleichungen (4) heben sich die Integrale iiber (p) und
(p") auf, ebenso iiber (p,) und (p,’) usw. Verschwindet nun die Funk-
Hurwitz-Courant, Funkticnentheorie. 3. Aulfl, 15
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tion J(r) — @ nicht in den Ecken 4, B, A’, so konnen die Integrale
iiber (4), (B), (4') fortgelassen werden, und (7) geht iiber in

[

2niN=——-f,
&

also in (5), woraus wie oben N = 1 folgt. N ist aber offenbar zugleich
die Anzahl der Nullstellen von J(r) — 4 im Bereiche G.

Es bleibt noch der Fall zu behandeln, daf J(t) — a in den Ecken
verschwindet.

Fir v = ¢ wird

wbgs ! 1 _ ! 1
(8) 140 Z (my 4 my0)® 2 (— myi + my)®

— yl 1 -0

=T i O
da die Zahlen m,, — m, dieselben Wertepaare wie #,, m, durchlaufen;
also

Fir 7 = g ist
0 ! S —— 1
©) 60 _2 (m1+m29 2 (my 0® +m2

1 1
Z(—mlg—~m1+m y(”’ﬁ“‘”"z@) =0

da die Zahlen — m, + m,, — m, dieselben Wertepaare wie m,, m, durch-
laufen; also

=0, J(0)=0.

Fiir 4 = 1 verschwindet also J(r) — ain B, aber nicht in4 und 4'.
Folglich ist fiir a =1

C
(10) 2aiN=[+].

c’ (B)

Wegen ] (——%) = J (z) ist aber, wenn (B’) den Bogen (B) zu einem
Vollkreis K erginzt,

) [a10g7@—1=[aug7(~ 1) 1} =] [¢10g(7 1),
(B) (B") (K)

wo K in negativem Sinne durchlaufen wird.

Nach (1) verschwindet nun J(r) — 1 in v = ¢ von gerader Ordnung
v (v = 1). Nach (10) und (11) ist aber

N=1—uv,
also, da N seiner Bedeutung nach = 0 ist,
N=0, »=1.
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In G verschwindet daher J(r) — 1 nicht; diese Funktion hat also
in G nur die eine (zweifache) Nullstelle 7 = 1.

Auf dieselbe Art zeigt man, daBl die Gleichung J(r) =0 in G nur
die eine (dreifache) Losung 7 = p besitzt.

Damit ist Satz 3 bewiesen.

§ 4. Auflésung der Gleichungen ¢, (0,, ©,) = a,,
g3 (01, 05) = ag.
Es seien jetzt a, und a; gegebene Werte, fiir welche
a2 —27a2=a

von Null verschieden ist.
Die Gleichungen

(1) 8oy, W) = a5, g3(wy, wg) = ag
seien nach w; und w, aufzulésen.
27

1. Esseia, = 0. Man setze ¢ ® = p. Fiir w, = w, 0 ist dann v == g;
nach §3, (9) besteht also fiir jedes w; & 0 die Gleichung

ga(wy, 010) =0 = a,.
Bestimmt man noch w, aus
.8 — 140 v 1
1T a (my + my 0)® °
so ist (1) mit w, = w0 erfiillt.
2. Es sel ag = 0. Fiir w, = w,1¢ ist T = ¢; nach §3, (8) ist also fur
jedes w; 0 die Gleichung
g3(wy, wy7) = 0 = a4

erfilllt. Die Losung von (1) wird dann durch

60 ’ 1 .
Wt = — e 0y = @y ©
geliefert Pm Z (£ ma )8 : '

3. Es sei a, 0, a; + 0.
Die Gleichungen (1) sind dann und nur dann erfiillt, wenn die
Gleichungen

(@) g2 (M, @)  ay 8% (w1, wy) ag®

y

g3 (@, wy) as 82" (01, wy) — 27 g% (wy, wy) T oa

bestehen.

. w . .
Betrachten wir nun w; und w—2 =1 als zu bestimmende GréBen,
1

so schreiben sich die Gleichungen (2) in der Form

1
oy
a my + my 7)8
w12:_a‘2— (1 1 2 P ](T):"ﬂ-
3 60 2/ e

(ml + mz T)(

15%
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Nach § 3, Satz 3 hat die letzte Gleichung eine nicht reelle Losung 7;
dann ergibt sich w; aus der ersten durch Wurzelziehen und ferner w,
aus w, = wyT.

Damit ist die zu Beginn dieses Kapitels gestellte Frage in bejahen-
dem Sinne beantwortet:

Es ist stets moglich, die Perioden w,, wy S0 zu wihlen, daf dw In-
varianten g, g, vorgeschriebene Werte ay, ag besitzen, falls diese der Be-
dingung a,® — 27 as® 4= 0 gendigen.

§ 5. Die Funktion 2 (7).

Im 3. Kapitel, § 3, haben wir gesehen, daB die elliptische Funktion
s(#) der Differentialgleichung
M {5 ()2 = (1 — 5 () (1 — s (u)
geniigt; dabei war %2 als Funktion von v definiert durch die Gleichung

: _ %t ep—ey

@ B AT ey
Die GroBe »2 ist von 0 und 1 verschieden, da die Werte ¢, ¢,, ¢; von-
einander verschieden sind. Zu jedem v mit positivem Imaginirteil
gehort also ein von 0 und 1 verschiedener Wert von %2 und eine Funk-
tion s(u). Wir fragen nun, ob umgekehrt zu jedem von 0 und 1 ver-
schiedenen vorgeschriebenen »2 die Differentialgleichung (1) durch eine
elliptische Funktion s(u) befriedigt werden kann. Es ist also zu unter-
suchen, ob fiir jedes von 0 und 1 verschiedene a die Gleichung

3) ®(t)=a
durch ein v mit posittivem Imagindrieil geldst werden kann.
Wir setzen
a+1

@) ea=——5— a=¢+l, a=¢gta, also ¢ +e+e;=0
und mit Riicksicht auf Kap.1, §7, (8)
(5) g2 = —4(e16, + €365+ €361), gz =4 er6565.

Dann sind die Zahlen ¢, ¢,, ¢; voneinander verschieden, und daher ist
g8 — 27 g2 0.

§ 4 lehrt nun, daB die Gleichungen (5), also auch (4), durch zwei
Perioden w,, w, befriedigt werden koénnen. Setzt man % =17 und
tragt (4) in (2) ein, so erkennt man, dafl dieses 7 der Gleichung (3)
geniigt.

Zu jedem von O und 1 verschiedenen Werte von a gehort also eine ellip-
tische Funktion s(u), die der Differentialgleichung

{s" ()2 = (1 — s%(u))(1 — as®(u))

Gendige leistet.
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Finftes Kapitel.
Elliptische Gebilde.

§ 1. Das Weierstrafische Gebilde.

Sind x und y zwei komplexe Variable, die durch eine algebraische
Gleichung mit konstanten Koeffizienten

(1) G(x,9) =

verbunden sind, so nennen wir die Gesamtheit der Wertepaare, welche
der Gleichung (1) geniigen, ein algebraisches Gebilde. Jedes Wertepaar
(%, v) heiBt eine Stelle oder ein Punkt des Gebildes. Sind die Koeffi-
zienten von G(x, y) reell und gibt es reelle Wertepaare (x, y), die zu
dem Gebilde gehéren, so werden diese durch die Punkte der algebra-
ischen Kurve G(x, y) = 0 dargestellt, wenn wir #, y als rechtwinklige
Koordinaten in einer Ebene deuten.

Wir wollen uns nun hier mit dem algebraischen Gebilde

(2) Y2 = ayx? + a, 2% -+ ayx% + a;x + ay = Gy (%)

beschiftigen, wobei wir die Konstanten a,, ..., @, nur der einen Be-
dingung unterwerfen, daBl G,(x) = O lauter verschiedene Wurzeln hat.

Damit ist insbesondere der Fall a, =0, a, =0 ausgeschlossen;
sonst wiirde namlich die Doppelwurzel co vorliegen. Die rechte Seite
von (2) ist also ein Polynom dritten oder vierten Grades. Das durch (2)
dargestellte algebraische Gebilde nennen wir das elliptische Grundgebilde.

In diesem Paragraphen betrachten wir den speziellen Fall, wo es
sich um das Gebilde

(3) Y2=4x — g% — gy,

das sogenannte Weierstrafische Gebilde, handelt. Hierin bedeuten g, und
g; beliebige Zahlen, die nur der Bedingung

g — 27¢g" + 0
unterliegen.
Wir haben im vorigen Kapitel bewiesen: Die GréBen w; und w,
kénnen so bestimmt werden, daB

Goy ml‘“l""’”z“’z) =8 1402 m1w1+m2w2 s =8

wird und aﬁ nicht reell ist.
Bildet man mit diesen GréBen ,;, w, die Funktion @ (u), so ist
2 (1) = 40° () — g2 () — gs>
und folglich wird
4) x=g W), y=g (4
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ein Punkt des Gebildes (3) sein. Vermoge (4) entspricht jedem Punkt
eines Periodenparallelogramms der Funktion @ (#) ein Punkt des Ge-
bildes, wenn die Stelle ¥ = 00, y = 00 zu dem Gebilde gerechnet wird.
Ferner hat die Gleichung x = ( () im Periodenparallelogramm genau
zwei Losungen u, und u,; fiir diese ist ' (u,) = — ' (u,). Gehort also
u, zu (%, ¥), so gehort u, zu (x, — y); fiir y 4 0 gehort daher zu (¥, y)
genau ein Punkt des Periodenparallelogramms. Fir y = 0 aber ist
%, == Uy, 50 daB auch in diesem Falle der Stelle («, y) des Gebildes genau
ein Punkt #, des Parallelogramms entspricht.

Durch die Gleichungen (4) sind also die Stellen des WeierstrafBschen
Gebildes und die Punkle eines Periodenparallelogramms der Funktion
@ (u) eindeutig umkehrbar aufeinander bezogen.

Das Ergebnis dieses Paragraphen koénnen wir leicht auf den all-
gemeinen Fall (2) ausdehnen. Das geschieht in den beiden folgenden
Paragraphen.

§ 2. Das Gebilde y?*=0G; (x).

Es sei
1 YE=a;%® + ay¥® + a;x + a, = G (%) (@ +0),
und das Polynom Gg(x) habe drei verschiedene Nullstellen. Wir setzen
g=2t0 _
a a

dann geht (1) dber in
(2) y12=%x13—l—(3[2—1b+a2>x12+---

Nun wihlen wir @ und & derart, daB x,® den Faktor 4 und ;2 den
Faktor 0 erhilt, also
4
4’ 12°
Hierdurch erhilt (2) die Form

P=42%" — g2, — g,
wo sich die Koeffizienten g, und g, leicht durch 4, .. ., a, ausdriicken
lassen. Die Diskriminante g,3 — 27 g,2ist dabei 4 0; denn die Gleichung
G4(x) = 0, also auch die Gleichung 4 x,®* — g,%, — g; = 0 hat lauter
einfache Wurzeln. Nach §1 wird daher das Gebilde (1) durch
" (u

@  r=a(pw -3 =ew y="EY-gw
dargestellt, wo @ (#) die zu den Invarianten g,, g; gehorige @-Funktion
bedeutet. @ (u) ist also eine elliptische Funktion zweiten Grades mit dem
Doppelpol u = 0.

Die Gleichungen (3) ergeben jede Stelle des Gebildes (1) genau einmal,
wenn u alle Lagen in einem Periodenparallelogramm annimmi.

a =
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§ 8. Das Gebilde y*=0G, (x).
SchlieBlich sei das Gebilde

(1) vy = ayxt + a; 4% + a,%% 4 azx + a, = G4(x)
gegeben, wo G,(x) = 0 vier verschiedene Wurzeln hat.
Wir setzen
1 _ N
ey th Y=
und finden

(2) yi2 = ag (L4 Ix)* + ay %y (L4 1xy)® 4 ap 2,2 (1 + 1 %y)?
+ azx3 (1 + lx) + a, %2
= by x> + by x® + by %y + by,
falls ! eine Losung der Gleichung G,(x) = 0 bedeutet. Da G,(x) lauter
einfache Nullstellen hat, so gilt dasselbe fiir das Polynom (2); aus dem-

selben Grunde ist &; =G, (!) += 0. Nach dem Ergebnis des vorigen
Paragraphen 148t sich nun das Gebilde

Y12 = by + byxy® + byxy + by
darstellen durch
4 b 4o’ (u)
x1:‘b-l'<ﬁt) (u) _ﬁ>’ =
Das Gebilde (1) wird also dargestellt durch

b b .4 ,
1 b -+ l=¢u), y:_iilﬁ‘i,(?f)b = ¢’ (u).

2
4 <SO (u) — E)
Das Ergebnis fassen wir noch einmal zusammen:
Satz. Die Punkte des elliptischen Grumdgebildes

x =

(3) 2= qggxt + a 2% + a,x% 4 azx + a,
lassen sich darstellen in der Form
_ — ap+b
=g () = cp(wy+d’
, ad — bc)p’ (u)
y=¢ (u) = ( (c 9 (M)'c}rs’;j)(zu : (@ad —bc40).

Die Funktion ¢ (u) ist also eine elliptische Funktion zweiten Grades und hat
die Polsumme Null. Ist die rechie Seite von (3) ein Polynom dritten Grades,
also ay =0, so ist @(u) eine ganze lineare Funktion von g (u).

Durch die Substitution
axy +b (ad —bc)y,
e Y= e+ aE
geht (3) iiber in das Weierstrallsche Gebilde

VP =452 — go%y — &5
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§ 4. Das Legendresche Gebilde.

Das Gebilde
(1) y2P=(1—2%(1 —ax?),

wo @ von 0 und 1 verschieden ist, wollen wir das Legendresche Gebilde
nennen, weil es der Form der elliptischen Integrale zugrunde liegt,
die LEGENDRE bei seinen klassischen Untersuchungen benutzte. Das-
selbe fillt natiirlich unter die im vorigen Paragraphen behandelten
Gebilde. Man kann aber auch ganz direkt zeigen, daB3 dieses Gebilde
durch elliptische Funktionen dargestellt werden kann.

Nach §5 des vorigen Kapitels 148t sich ndmlich die Gleichung

®% (1) =a (@0 und =+1)

stets durch ein T mit positivem Imaginirteil 16sen. Die zu diesem T
gehorige Funktion s(#) genligt dann der Differentialgleichung

g @P=0—s w1 —as@).
Daher laft sich das Gebilde (1) darstellen durch

x=s(u), y=-s(u).

§ 5. Die Hauptform der Riemannschen Fliche
des Gebildes y?=G,(x).

Wir wollen im folgenden den inneren Zusammenhang der Stellen,
aus denen sich das elliptische Grundgebilde zusammensetzt, gemauer
studieren. Hierzu dient die von RIEMANN herriihrende Darstellung der
mehrdeutigen Funktionen durch die nach ihm benannten Flichen,
welche wir aber hier nur fiir den uns speziell interessierenden Fall in

Betracht ziehen wollen.

Eine Fliche F heift Riemannsche Fliche des elliptischen Gebildes
(1) V2=Ayx*+ A x84 A,x2 4 A;x -+ A, =G, (%),
wenn die Punkte der Fliche eindeutig umkehrbar den Stellen des Gebildes
zugeovdnet sind, und zwar so, daf einer stetigen Lageninderung des
Punktes auf der Fliche F eine stetige Anderung des zugehorigen Werte-
paares (x,y) entspricht, solange x und y endlich bleiben.

Aus dieser Definition folgt, wie sogleich noch niher ausgefiihrt
werden soll, daB die Riemannsche Fliche nicht eindeutig bestimmt,
sondern in den mannigfaltigsten Arten herstellbar ist.

Zunichst erhalten wir unmittelbar eine besonders einfache Gestalt
der Riemannschen Fliche des Gebildes (1), wenn wir die Darstellung
des Gebildes in der Form

2) x=g¢m), y=¢ @4
heranziehen. Dabei bedeutet ¢ (#) gemiB § 3 eine elliptische Funktion
zweiten Grades mit der Polsumme Null,
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Die Punkte (¥,y) des Gebildes sind durch die Gleichungen (2)
eindeutig umkehrbar den Punkten des Periodenparallelogramms abcd
zugeordnet. Von den Randpunkten des Parallelogramms sind dabei
nur die Punkte auf den Seiten 4b, ad zum Parallelogramm zu rechnen,
exklusive der Punkte 4 und 4. Nehmen wir aber die Randpunkte mit
hinzu, so reprasentieren immer je zwei einander gegeniiberliegende
Punkte, wie 4 und g’ oder » und »’, denselben Punkt des elliptischen
Gebildes; insbesondere entsprechen die vier Ecken a, b, ¢, d alle vier
einem und demselben Punkt des Gebildes (Abb. 55). Es wird dann also
die Eindeutigkeit gest6rt, insofern gewisse Punkte des Gebildes zwei

c c
v a c a
d//
4 ~
“
b 2
a L—v a v (4
Abb. 55. Abb. 56. Abb. 57. Abb. 58.

verschiedenen Punkten und ein Punkt des Gebildes sogar vier Punkten
der Parallelogrammfliche korrespondieren.

Die Mehrdeutigkeit kinmen wiv aber auf folgende Weise wieder be-
seitigen. Wir denken uns das Parallelogramm aus einem vollkommen
biegsamen und dehnbaren Material hergestellt. Wir bringen es zunichst
durch geeignete Dehnung in die Form eines Rechtecks (Abb. 56). So-
dann biegen wir die Rechtecksfliche in die Gestalt eines Zylinders derart,
daB die Seite b¢ auf die Seite ad fallt, wodurch sich je zwei Punkte u, u’
in einen einzigen Punkt vereinigen (Abb. 57). Nunmehr biegen wir die
Zylinderfliche in einen Kreisring oder Torus, wobei nun auch je zwei
entsprechende Punkte » und #', sowie die vier Punkte a,¥b,c, d zur
Deckung gelangen (Abb. 58).

Auf die Punkte dieses Kreisvinges sind nun die Stellen des elliptischen
Gebildes eindeutig umkehrbar und stetig bezogen.

Dabei ist noch zu bemerken, daB wir zwer Stellen im Periodenparal-
lelogramm, also auch auf dem Kreisringe haben, an welchen x = o0,
y = o0 wird, wenn a, von Null verschieden ist, im anderen Falle nur
etne solche Stelle.

Im ersteren Falle miissen wir also, um eine durchgingig eindeutig
umkehrbare Beziehung zwischen den Stellen des elliptischen Gebildes
und den Punkten des Kreisringes zu haben, das Wertepaar x = oo,
y = 00 zweimal als Stelle des elliptischen Gebildes rechnen.
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Den Kreisring wollen wir als die Hauptform der Riemannschen
Fliache des elliptischen Grundgebildes (1) bezeichnen.

Man beachte, daBl den Parallelen zu dem einen Seitenpaar ab, cd
des Periodenparallelogramms auf dem Kreisringe die Meridiankreise
entsprechen, den Parallelen zu dem anderen Seitenpaar ad, bc die
Breitenkreise.

§ 6. Die zweiblittrige Form der Riemannschen Fliche
von y?=G,(x).

Wir wenden uns nun zu der Form der Riemannschen Fliche unseres
Gebildes, welche die urspriinglich von RIEMANN angegebene und in
der dlteren Literatur fast ausschlieBlich verwendete ist. Folgende Be-
merkungen schicken wir zweckmiBig voraus.

Die Funktion

y=Vx—a

hat fiir jeden von & verschiedenen Wert von x zwei entgegengesetzt
gleiche Werte; sie ist also eine zwerdeutige Funktion von x.
Ist x4 ein von a verschiedener Wert, so kénnen wir

X — x,

y =Vt —a) + (& — 20 = Vo — a (14 =22)}

Xog— a

nach aufsteigenden Potenzen von x — x, entwickeln; die entstehende

Potenzreihe wird den einen oder den anderen der beiden Werte von

Y% — a ergeben, je nachdem wir fiir den Faktor  x, — @ den einen
z_.z, oder den anderen seiner beiden Werte wihlen.
/ Man sieht also:

/ In der Umgebung einer von a verschiedenen Stelle

AN %o zerfdllt der Wertevorrat von y = Yx — a in zwes
a . . . .
Abb. 50, Systeme, von denen jedes durch eine gewidhnliche

Potenzrethe in x — x, darstellbar ist.

Wenn wir x eine stetige Kurve x, ... x, beschreiben lassen, die
nicht durch den Punkt & geht, so kénnen wir jeder Lage von x auf
langen wir aber, daB y sich stetig dndern soll, so ist y in jedem Punkte
der Kurve %, . .. x, offenbar v6llig bestimmt, wenn wir fiir den Anfangs-
punkt x, festgesetzt haben, welchen der beiden Werte von }x; — a
hier y besitzen soll. Setzen wir

¥ —a=ge?,

so ist der Winkel ¢ lings der Kurve x,...x, eindeutig bestimmt,
wenn wir ihn fiir den Anfangspunkt x, willkiirlich fixiert haben und
lings der Kurve sich stetig d4ndern lassen (Abb. 59).
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Beachten wir, daB
I _ 3
o a= e
ist, so erkennen wir sofort, indem wir %, mit x, zusammenfallen lassen:
Beim Durchlaufen einer geschlossenen Kurve, die den Punkt a aus-
schlieft, mimmt y = Vx — a seinen urspriinglichen Wert wieder an;
beim Durchlaufen einer einfachen geschlossenen Kurve, die den Punkta
einschlieft, geht y = VT—Ta wm seimen entgegengesetzien Wert — VT—_E
tiber.
Diese Satze lassen sich sofort auf eine Quadratwurzel aus einer
beliebigen ganzen rationalen Funktion von x {ibertragen.
Insbesondere folgt fiir

y= VA2t + A, 23+ Ayx® + Agx + A,
= VA Yx = a1
wo A, == 0ist und die vier GréBen a4, a,, a,, a, voneinander verschieden
sind, daB

1. in der Umgebung einer von ay, a,, as, a, verschiedenen Stelle x, der
Wertevorrat von y in zwer Systeme zerfdllt, von demen jedes durch eine
gewdhnliche Potenzrethe in x — % darstellbar ist:

y=P(x —x), y=—PBx—x),

2. besm Durchlaufen einer einfach geschlossenen Kurve y in seinen
urspriinglichen Wert oder in seimen entgegengesetzten Wert — vy diber-
geht, je machdem die Kurve eine gerade oder eine ungerade Anzahl der
Punkte ay, ay, as, ay einschlieft.

Die Punkte ay, a,, a5, a4 heiBen die Verzweigungspunkte von y. Wir
haben hier den Fall 4, = 0 vorausgesetzt. Ist 49 =0, 4; + 0 und
sind die drei Nullstellen a,, a,, a; des Polynoms 2%

A 3+ Ay x®+ Agx + A, voneinander verschieden, so 7= =%
bleiben vorstehende Sitze giiltig, falls dann @, = oo Abb. 60.
genommen wird. Wir denken uns nunmehr in die kom-

plexe Zahlenebene oder Zahlenkugel vom Punkte ; zum Punkte a,
einen Schnitt angebracht. Jeder Punkt 4, der von dem Schnitte getroffen
wird, erscheint nach Ausfithrung des Schnittes einmal auf dem linken
Rand des Schnittes, ein zweites Mal auf dem rechten Rand; wir unter-
scheiden diese zwei Punkte, die denselben Wert 4 von « reprisentieren,
durch die Bezeichnung 4%, 1~ voneinander (Abb. 60).

In derselben Weise fithren wir einen Schnitt vom Punkte 4, zum
Punkte a4, der jedoch so gewihlt wird, daB er den Schnitt a; ... a,
nicht trifft. Die Punkte der beiden Schnittrinder, welche denselben
Wert u von #x reprisentieren, seien wieder mit u*, u— bezeichnet.



236 11, 5. Elliptische Gebilde.

Die mit den Schnitten a;a,, 43 a, versehene Ebene oder Kugel
wollen wir mit E bezeichnen. Die Punkte auf den Réndern der Schnitte
bilden den Rand von E.

Nunmehr fixieren wir irgend einen Punkt %, im Innern der Ebene E
und ordnen diesem Punkte einen der beiden zugehérigen Werte von y
zu. Diesen Wert von y wollen wir mit y, bezeichnen. Gehen wir von x,
stetig nach x auf einem in E verlaufenden Wege C, so wird y, stetig
in einen der beiden dem Werte ¥ entsprechenden Werte von y iiber-
gehen. Dieser Wert von y ist nun unabhingig von dem gewéhlten Wege.
Denn ist C; ein anderer Weg, so bildet er mit C eine geschlossene Kurve,
die notwendig eine gerade Anzahl der Punkte a,, a,, a4, 2, einschlieBt
(Abb. 61). Gehen wir also von %, lings C nach x, so geht y, etwa stetig
in y iiber; gehen wir weiter von %

X
c lings C; nach %, so geht y wieder
%“I stetig in den Wert y, zuriick. Durch-
aF= A laufen wir daher C, in umgekehrter
% ¢  Richtung von %y nach x, sowird y,in
y iibergehen. Ordnen wir nun jedem
Abb. 61. Punkte x der Ebene E denjenigen

Wert von y zu, der in der ange-
gebenen Weise entsteht, so haben wir dadurch eine eindeutige Funktion
in der Ebene E bestimmt.

Man bemerkt sofort, da den Randpunkten A* und A~ (oder u*
und u~) entgegengesetzte Werte von y entsprechen.

Wir denken uns nun ein zweites Exemplar E’ der Ebene (oder
Kugel) E genommen und dasselbe dicht iiber die Ebene E parallel
zu ihr gelegt, so dal zwei denselben Wert x reprisentierende Punkte
senkrecht iibereinander liegen. Wenn y der Wert ist, welcher dem Punkte
% in der Ebene E zugeordnet wurde, so soll dem Punkte x der Ebene
E’ der Wert — y zugeordnet werden. Was die Punkte auf den Schnitt-
randern betrifft, so ist folgendes klar. Dem Punkte A* in der Ebene E
ist derselbe Wert y zugeordnet wie dem Punkte A~ in der Ebene E’,
und umgekehrt dem Punkte A~ der Ebene E derselbe Wert y wie dem
Punkte A* in der Ebene E’. Entsprechendes gilt von den Randpunkten
ut und p.

Heften wir nun den linken Rand jedes Schnittes in der Ebene E
an den rechten Rand des entsprechenden Schnittes der Ebene E’ und
umgekehrt, und zwar so, dal entsprechende Randpunkte aufeinander-
fallen, so entsteht eine aus den beiden Ebenen E und E’ bestehende
Flache, auf deren Punkte die Stellen (x,y) des elliptischen Grund-
gebildes eindeutig umkehrbar bezogen sind. Wir nennen E und E’ die
Blitter der Fliche, die Linien a,a, und asa,, bei deren Uberschreiten
man aus einem Blatt in das andere gelangt, die Verzweigungs- oder
Ubergangslinien.
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Diese Fliche ist die gewohnlich als Riemannsche Fliche des ellip-
tischen Grundgebildes bezeichnete Fliche. Wir kénnen von ihr, wie man an
den beistehenden Abbildungen leicht einsieht, durch stetige Deformation
zur Hauptform {ibergehen. Man denke sich nimlich E und E’ als Kugeln,
auf denen die Verzweigungslinien zu Kreisen erweitert sind (Abb. 62);
dann ziehe man diese Kugeln zu Zylindern aus (Abb. 63), und schlieB-
lich biege man die beiden Zylinder zu einer Ringfliche zusammen, wobei

man die einander zugeordneten Randteile von E’ und E zur Deckung
bringt (Abb. 64). Die Ufer der Schnitte 4,4, und a4a, gehen dann auf
der Ringfliche in je einen Meridiankreis iiber.

Sechstes Kapitel.

Elliptische Integrale.

§ 1. Definitionen.

Es sei
M y% = agx* -+ a, %% + a,x% 4 azx + a,,

wo das Polynom auf der rechten Seite keine mehrfache Nullstelle be-
sitzt. Die Funktion y ist also die Quadratwurzel aus einem Polynom
dritten oder vierten Grades in «.

In jedem Punkte der Riemannschen Fliche F des Gebildes (1)
hat sowohl x als auch y einen ganz bestimmten Wert; man sagt: Auf
der Riemannschen Fliache F sind x und y emdeutige Funktionen des
Ortes. Ist R (x, y) irgend eine rationale Funktion von » und y, so wird
auch sie in jedem Punkte der Fliche F einen ganz bestimmten Wert
besitzen, also eine eindeutige Funktion des Ortes auf F sein.

Wir betrachten zwei Punkte p,, p, der Fliche F und verbinden
sie durch irgend eine Kurve L. Da lings dieser Kurve in jedem Punkte
sowohl x als auch y einen ganz bestimmten Wert hat, so hat das durch
die Kurve L erstreckte Integral

P2
2 ]:LfR (%,9)dx =R (x,9) dx
P
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jedenfalls dann einen ganz bestimmten Wert, wenn x und R (x, y) auf
dem Integrationswege endlich bleiben. Aber auch wenn x oder R (x, y)
auf der Kurve p,...p, Unendlichkeitsstellen hat, kann das Integral
einen endlichen Wert haben, es ist dann eben ein uneigentliches Integral .
Wir nennen das Integral (2) ein bestimmies elliptisches Integral.

Lassen wir in (2) den Endpunkt p, der Kurve L variabel und fiigen
noch eine willkiirliche Konstante hinzu, so erhalten wir eine Funktion
von x = %,, d.h. der x-Koordinate von p,,

]=fR (x,y)dx,
welche der Differentialgleichung

aj '
T = R#y)

genigt. Wir nennen sie ein unbestimmies elliptisches Integral.

§ 2. Die unbestimmten elliptischen Integrale.

Wir wollen in diesem Paragraphen beliebige unbestimmie elliptische
Integrale durch gewisse spezielle unter ihnen ausdriicken.
Nach Kap. 5, §3 laBt sich durch eine Substitution

_aé+b _ Ui _
(1) x—c§+d, y—(—cm)'z- (ﬂd—bC—l)

die Gleichung
y2i=ayx* + a, % + 4,22 + ayx + a,
in die Form
(2) P=48 —gd—yg,
transformieren. Offenbar sind auch & und # rational durch # und y aus-

driickbar. Nun ist
1

&+ ap’
durch die Substitution (1) geht also das elliptische Integral

z=fR(x,y)dx

ax
ag

iber in
(3) =[P n)dé,

wo P wieder eine rationale Funktion ist und zwischen & und 7 die
Gleichung (2) besteht. Wir setzen

E=p), =g ;

! Man definiert bekanntlich ein uneigentliches Integral als Grenzwert eines
eigentlichen, z. B.
1 h
todx . dx
——— = lim )
]/1 —x 1) )1 —x
0 0

wobei % von links gegen 1 riickt.
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dann geht (3) iiber in

z :fP(s/,)(u), @' (1) @' (w) du =fF (u) du,

wo F (u) eine elliptische Funktion bedeutet.

Nach Kap. 1, §12 148t sich nun aber die allgemeinste elliptische
Funktion F (u) darstellen in der Form

Fluy=C+H J{Al(u —a) + A p (u—a) + 40" (4 —a) + - -

a
+ 4,00 (u — a)};

zwischen den Residuen A4 besteht dabei die Gleichung

Also wird 24=0.

e=[Fuydu=Cu+ S{Af(u—a)du+ 4, [p (u— a)du
+ A, p(u—a)+--+ A, 0" (u—a)}+ C,

oder, da
dlog o (u— af (u — a)

a)
b —a)=—5— ph—a=——7
2=C;+Cu+ SAlogo(u —a) — JA,{ (v — a)
F 3(Ayp (6 —a) -+ A, (4 — a).
Die letzte Summe ist als elliptische Funktion rational durch @ («)
und @’(#), d. h. durch » und y ausdriickbar.
Wir bringen die rechte Seite von (4) noch auf eine andere Gestalt,

um das Integral z durch mdéglichst wenige Terme transzendenter Natur
auszudriicken. Zunichst bemerken wir, dal3

{(u—a) —C(u)

die Perioden w, und w, besitzt, also eine elliptische Funktion ist. Wir
ersetzen deshalb

DA L(w—a) durch C(u) YA+ YA, {C(w—a)—(u)}.

Sodann wollen wir

MAlogo (u—a)= dAlogo (u — a) —logo (u) 3 A

ersetzen durch

ist,

(4)

ZA{log (a “’+"'(“’u}.

) o (a) o (a)
Der Unterschied zwischen beiden Summen ist offenbar, eine ganze
lineare Funktion von #. Wir bemerken noch, daB in der vorstehenden
Summe gegebenenfalls das ¢ = 0 entsprechende Glied zu unterdriicken

ist. Die Gleichung (4) 148t sich nunmehr so schreiben:
s coyutonl() + YAllog ZEZ M 4T w4 R (o), p'(w),

o (a)

wo R; eine rationale Funktion bedeutet.
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Es setzt sich also das allgemeinste elliptische Integral linear zu-
sammen aus Gliedern der Form

w, L), logT st

o (u) o (a)

o’ ()
o (a)

und einer rationalen Funktion von x = @ (), y = @’ (u).
Diese einzelnen Glieder sind selbst elliptische Integrale. Zunichst

ist nidmlich
d d
uﬁfdu_f —‘—9 W _ -—x;
(u) y

dieses Integral J‘T heiBt elliptisches Normalintegral erster Gattung,

Ferner ist
d
L) — — [ mdu—— | 25,
dieses Integral f%ﬁ“x heiBt elliptisches Normalintegral zweiter Gattung.
Um auch
ola—w) | o), o 0l
lOg ()U(“)—{_G(a)u_—logo‘(u)o‘(a) +c(a)%

als elliptisches Integral darzustellen, benutzen wir die Gleichung

die wir in §12 des 1. Kapltels ableiteten. Wir setzen in ihr v = —a
und integrieren dann nach #; auf diese Weise kommt

I2KEJEZ;i§Z( ““J‘C”_“ d%'—fﬁ du—{—f&‘(a)du

=logo (@ — u) — logo (u) + £ (a) v — log o (a)

bei geeigneter Verfiigung iiber die Integrationskonstante. Setzen wir
noch
go(u):x, P'(“)=3’» @(“):xo» 80’(“):3%7

so kommt

o (@ — u) +a'<a)uzfgfy+yod_x.

o (u) o (a) 2 x—x v’

log

dieses Integral heiB3t elliptisches Normalintegral dritter Gattung. Es hingt
von einer willkiirlich bleibenden Stelle x, = @ (a), y, =’ (a) des
WeierstraBschen Gebildes ab.

Das hauptsichlichste Ergebnis unserer Untersuchung fassen wir in
folgendem Satze zusammen:

Wenn vy definiert ist durch die Gleichung
V=42 — gy X — g,



§ 3. Die bestimmten elliptischen Integrale. 241

so ldpt sich das allgemeinste Integral der Form

z = f R(x,y)dx
darstellen als eine lineare Funktion von Integralen der Gestalt
d x dx 1 y+y, dx
Ty 2 ¥ — 7‘0‘ y ’

vermehrt um eine mtionale Funszwn von x und y. Es ist also

SR (x,y)dx = R, (x,9) —}—clf SRRy J‘“,”_l_ yAflz’i&O‘L”

2 ¥ — 2z

wo in der Summe auf der vechten Seite von Glied zu Glied die Konstanten
A, %y, vy wechseln und R, eine rationale Funktion bedeutet.

§ 3. Die bestimmten elliptischen Integrale.

Wir wollen in diesem Paragraphen untersuchen, in welcher Weise der
Wert eines elliptischen Integrales

f2R(x,y) ax

y 2
von dem p, mit p, verbindenden Iniegrationswege abhingt.
Nach §2 diirfen wir uns dabei auf die Betrachtung der Normal-
integrale

D2 D2 D2
dx xdx 1 y+y, dx
Ji= )5 szf”y“’ ]3=fz’x_x27 (= 42® —gor — &)
D1 D1 Y41
beschrianken.

Die Hauptform der Riemannschen Fliche denken wir uns durch
Zusammenbiegung aus dem Perioden-
parallelogramm entstanden. Bezeich- &
nen wir mit 4+, A-, Bt, B~ die
Seiten des Parallelogramms, so finden 2
wir sie auf der Riemannschen Fliche
in der Weise wieder, dafl A+ mit 4-
in der Linie 4 und B* mit B~ in der
Linie B zur Deckung gelangt ist Abb. 65.

(Abb. 65). Die Gesamtheit der nicht

auf A und B liegenden Punkte der Riemannschen Fliche nennen wir
T. Die aus A+ entstandene Seite der Linie 4 nennen wir die positive,
die aus 4~ entstandene die negative. Einen Punkt $ von 4 nennen wir
Pt oder p~, je nachdem wir ihn uns durch Hineinriicken eines Punktes
von T auf die positive oder die negative Seite von A entstanden denken.
Dieselben Festsetzungen mogen fiir B gelten.

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl. 16
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Jedem Punkte p von T entspricht ein bestimmter Punkt # = u (p)
des Periodenparallelogramms. Dann ist lings A

() — u () = o,
w(p) — 4 (pY) = w,.

Liegt eine Kurve p, . . . p, ganzin T, so entspricht ihr eine im Inneren
des Periodenparallelogramms liegende Kurve #, . . . #,,

und lings B

A

n+ " undesist
/,/""‘ L Do Uz
2y adx
/T To=[40 = [au=uip) —uipy).
Abb. 66. P “

Uberschreitet dagegen p, . . . p, die Linie 4, und zwar
von der negativen zur positiven Seite, so ist (Abb. 66)

D2 » D2
To= [2 = [ 4 (=) i) + i) — w6
21 D »*
=u (py) — u(py) + oy;

iiberschreitet aber p, . . . p, die Linie 4 von der positiven zur negativen
Seite, so ist

Ji=1u(py) — u(py) — ;.
Ebenso gilt natiirlich, wenn der Weg #; . . . 9, die Linie B einmal {iber-
schreitet,

Ji=u(p) —u(p) * s,

wo das positive oder negative Vorzeichen steht, je nachdem B von der
negativen zur positiven oder von der positiven zur negativen Seite
iiberschritten wird.

Fithrt nun der Integrationsweg ganz beliebig von $, nach p,, so

zerlegen wir ihn durch Zwischenpunkte p™, p®, ..., ¥, die keiner
der Linien 4, B angehéren, in die Wege p, ... p®, p® ... p®, . .,
p® ... Py, s0 daB jeder dieser Wege hochstens einen Punkt mit einer

der Linien 4, B gemein hat. Dann ist
Do (1) p(2) P,

Ji= de=f+f+"'+f2=“(P2)_“(Pl)+mlw1+m2w2:

D p W »®

wo my angibt, wieviel hiufiger der Integrationsweg die Linie A von der
negativen zur positiven Seite als in umgekehrier Richtung durchkreuz,
und m, dieselbe Bedeutung fiir B besitzt.
Insbesondere folgt also
d
—izmlwl‘*‘mzwzn

y
(o]
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wenn C eine geschlossene Kurve ist, die mit keiner der Linien A, B
zusammenfillt.

Der Wert des durch eine geschlossene Kurve erstreckien elliptischen
Integrals erster Gattung ist also gleich einer Periode.

LaBt sich eine solche geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt
zusammenziehen, so ist nach dem Satze von CAUcCHY offenbar

dx

y

=0.

Die eigentlichen Perioden kommen also dadurch zustande, daf es auf
dem Kreisring geschlossene Linien gibt, die sich nichi stetig auf einen
Punkt zusammenziehen lassen.

Wir betrachten jetzt das bestimmibe Normalintegral zweiter Gattung

Liegt die Integrationskurve ganz in T, so ist

% (Ds)

Jo=[ @ t0)du= —¢(u(p)) +¢(u(py)).

% (P)
Langs 4 ist nun #u(p~) — u(p*) = w,, also
L(u(p7)) — C(u(p) =m,
und entsprechend lings B
E(u(p) — L (b)) =1
Daraus folgt fitr den Fall einer beliebigen Kurve py . . . Do

Do

Jom [ 28— 2w p0) — 2 (B) — mmy — s,

y
21

wo my und m, die oben beim Integral erster Gattung erklirie Bedeutung
haben. Man nennt 7, und 7, auch die Perioden des Integrals zweiter
Gattung, da sie dieselbe Rolle spielen wie w; und w, beim Integral
erster Gattung.

Endlich untersuchen wir das Normalintegral dritter Gattung

P2
1 y+y, dx
Li=)92"% 5
21
Es sei x, = @ (a). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir
annehmen, daB die Punkte # =0 und # =a == 0 im Inneren des
Periodenparallelogramms liegen. Wir verbinden sie durch eine Kurve.

16*
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Dieser entspricht auf dem XKreisring eine Linie C, auf welcher wir
wieder eine positive und eine negative Seite unterscheiden (Abb. 67).

$, und p, seien von # = 0 und # = a verschieden. Vermeidet der
Weg $, ... p, alle drei Kurven 4, B, C, so ist

% (P2)
Jo= [ {60 —a) — )+ ¢ @) du—[1og 7= 1 ¢ ) u]
%(p1)

und hier hat die rechts stehende Differenz einen ganz bestimmten Wert,
da in dem von # = 0 nach # = a aufgeschnittenen Periodenparallelo-
gramm der rechts auftretende Logarithmus eindeutig ist.

Jetzt moge der Weg 9, . .. p, die Kurve C genau
einmal kreuzen, dagegen 4 und B nicht treffen.
Zunichst seien p; = p*, p, = p~ ein und derselbe
Punkt auf C, und zwar auf der positiven bzw. nega-
tiven Seite. Der Weg $* ... p~ umschlieBt einen
der beiden Pole 0 und a des Integranden

C(u—a)—C(u)+C(a).
Diese Pole sind nach Kap. 1, §11 von der ersten

Ordnung und haben das Residuum — 1 bzw. + 1. Folglich ist fiir
diesen Fall bei geeigneter Fixierung der positiven Seite von C

Js=2mz1.
Dasselbe gilt dann natiirlich fiir jeden geschlossenen Integrationsweg,
der die Kurve C genau einmal schneidet.

Dieselbe Betrachtung stellen wir fiir die Linien 4 und B an. In-
tegrieren wir zunichst von einem Punkte p+ von 4 bis zum zugehérigen
Punkt 4~ von A4, ohne dabei A, B oder C zu treffen, so ist

o(a— u)
Js=[log £ 4 (@)u]

u) ¢ (a

% (p2)

uwipy)’

Abb. 67.

u@)
wh’
ferner ist #(p~) — u(pt) = w, und nach Kap.1, §13

o+ = — g,

—n(u—1
oc(u—aw)=—¢e n(udon

o

also ),
(@ — u 4+ wy —em(e-uron) o (a — u)

l%ff*;m;—+z<uu—wo=m4

—e—m(u- 77“")0' u) o (a)

+ ¢ (@)u — ¢ (a) o, = log 2 a_u+ﬂm+CUM—C@wﬁ

o (u) o (a)
daher mit Riicksicht auf die Vieldeutigkeit des Logarithmus
Js=—an +l@) o, +n-20i=20;

7, ist hierbei eine ganze Zahl, die wir nicht niher bestimmen wollen.
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Integrieren wir von einem Punkte p* von B zuriick nach -, ohne
A, B oder C zu treffen, so ergibt sich ebenso

Jo=—an+{(@w,+n-2m1=90,.

Die Konstanten ; und @, spielen fiir das bestimmte Normal-
integral dritter Gattung dieselbe Rolle wie die Werte w;, w, bzw. 55, 1,
fir die Integrale erster bzw. zweiter Gattung; sie heiBen daher auch
Perioden.

Ist nun schlieBlich ein ganz beliebiger Integrationsweg von $; nach
p, vorgeschrieben, der nur die Punkte # =0 und % = a vermeidet
und nicht ginzlich zu 4 oder ginzlich zu B gehért, so verbinden wir p,
mit p, durch eine Hilfslinie, die 4, B und C nicht kreuzt, und nennen
den Wert des durch sie erstreckten Integrales J,. Diesen Wert hatten
wir an erster Stelle ermittelt.

Dann st
D2

Js= fl’zi%z%x = Jg+m-2mi 4 m Q) + my Q,
D1

mit ganzzahligen m, m,, my. Hierbei haben m; und m, die friihere Be-
deutung, und m gibt an, um wieviel hiufiger der Integrationsweg
Py . .. Py die Linie C von der negativen zur positiven Seite tiberschreitet
als in umgekehrter Richtung; die Bedeutungen von m, m,, m, sind
also ganz analog. Der Beweis ergibt sich wie frither durch Zerlegung
des Integrationsweges in solche Stiicke, die hochstens einmal eine der
Kurven 4, B, C schneiden.

Siebentes Kapitel.

Die Transformation der elliptischen
Funktionen.

§ 1. Lineare Transformation der WeierstraBschen
Funktionen.
Wenn

(1 wy = 0wy + fog, W=y w;,+ 0w

gesetzt wird, wo «, B, y, 6 ganze Zahlen der Determinante ad — fiy =1
bezeichnen, so sagt man, (w,, ®,) gehe aus (w,, w,) durch lineare Trans-
formation hervor. Wir beschéftigen uns hier zundchst mit der Frage,
wie sich die Weiersirafschen Funktionen bei linearer Transformation
der Perioden verhalten. Es war

o (uw,, w,) —uﬂ {(1——) u+%(%)2} (0 = my w, + My w,).
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Wenn wir w,, w, durch w,, @, ersetzen, so indert sich die Gesamt-
heit der Perioden w gar nicht, und die Periode 0 geht in sich {iber.

Also ist 0 (4w, ®,) =0 (ujw, , w,).

Ebenso erkennt man die Richtigkeit der Gleichungen
¢ (M/al, E52) ={ (%/0)1, wz)’ % (M/al: CT)2) = (%/601, wz) .
Die Funktionen o (u), £ (u), @ (u) sind also bei linearer Transformation
der Perioden invarianil.

Aus demselben Grunde sind auch g,, g;, 4 = g, — 27 g;? invariant.
Wie verhalten sich die GréBen

7]1:25@)2“1 Wy, a)2>, 772=2C<%2\w1:w2>?

Bezeichnen wir mit %, 7, die Werte, in welche #,, 7, tibergehen,
falls w,, w, durch w,, w, ersetzt werden, so ist

1—72=2c<__—aw2—21-/3w1 |51:52>:2C<—aw2;ﬁw1 wl»“’z),
7_71:2&'<——yw2—;_(Swl 51:62>:2C<’22‘2‘“‘—42_6w1 wpwz)-

Nun folgt aus
C(u+ aw, + foyfoy, 05) = (ufowy, wp) + amy + iy
fiir u = — ﬂ%——& die Gleichung %, = an, + f7,, und entsprechend

Ty = yne + 0ny. Es erfahven also ny, 1, dieselbe Transformation wie

wl, wz.
Die Gréfien
w w; + o w
61:p<—-2—1 wl,w2>, 62:§)< 12 2 wl,w2>, 33:§)<?2lw1,w2>

erfahren offenbar bei linearer Transformation der Perioden eine Ver-
tauschung.

§ 2. Lineare Transformation der ¥-Funktionen.
Aus Kap. 2, §6, (2) und §9, (8) folgt

7

1) ?91(”/T)=]/2E;3/A—[25u“”0(u) oot o)

Wy Wy

Bilden wir dieselbe Gleichung statt fiir die Perioden w,, w, fiir die Perioden
®,, @,, die mit w,, w, durch die Gleichungen (1) des vorigen Paragraphen
verbunden sind, so folgt

= /- u Wy v
; =8, — 42 U::—:v:A:__“é’
-5 oy g 2w, [0 wy YT+
(2) 01(7//7)—‘1/ﬂ1416 g(u) %g_a‘%_“.,;_l_ﬁ’ ’
@yt

1 Vgl Kap. 1, §15.
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Dividieren wir (2) durch (1), so folgt, weil 4 = A is
’h 2
v at+ f ( ) w
(e alyets) = mom) gree ™
wo ¢ eine 8-te Einheitswurzel bezeichnet. Nun ist

)

Mo My N (ywg + dwy) - (’Zﬂz\tﬁﬂ;)j{’l _ Yoy — ) — y2ni

w0, o W, By Wy 0y Wy oy’

u=w,

so daB wir folgende Formel fiir die lineare Transformation von ¥, er-
halten:
et + B

®) 191(713+_(3. ’yr+a>"8V”+6ema 91 (/7).

Auf die Bestimmung der 8-ten Einheitswurzel ¢ beziehen sich mehrere
Arbeiten. Die griindlichste Untersuchung hieriiber hat DEDEKIND in
einer Erliuterung zu einer nachgelassenen Arbeit Riemanns ausgefiihrt.

Dividieren wir (3) durch ¢ (v/7) und setzen dann v = 0, so kommt

, ot + 8
o1 lhes)

v yT+o 8, (0)
Nun war (Kap. 2, §10, (5))

Ty

1
'191' (O/T) —2aht ]I(]_ . h2n)3 (h . 6’:’”);
n=1
daher entsteht
o ey
4) 8]/yr—|—6 — 3 nzlm L <h—_—e"’”, [T yt+5>.
yT‘!’a hiﬂ(l—h“)a
n=1

Wir heben noch die speziellen Fille der Transformationen
afy /11 afy (0—1
o) =(1) Ga)=( )
hervor, aus welchen sich, wie man leicht beweisen kann, durch Zu-

sammensetzung die allgemeinste lineare Transformation ableiten 14Bt.
Diesen speziellen Transformationen entsprechen die Gleichungen

(5) O (vt +1) =& 9, (v/7),
1 e
(6) N (% r) =g Yre" O (o).
Im Falle (5) ist nach (4), weil & = e FV=¢i"p, also

’&JT

h:%f h4 -
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Im Falle (6) hat man nach (4), wenn unter &,’ eine achte Einheits-
wurzel verstanden wird,

in

— T 1 = ;

Fir 7 =1 wird A = /. Wihlt man daher fiir V% in der oberen
7-Halbebene diejenige Bestimmung der Quadratwurzel, die sich fiir
7 =1 auf 1 reduziert, so kommt &,’ :—i—.

Man findet daher definitiv

() 0y fe 1) =t B, ), 0, (-1 =T g .

Von der Funktion ¢, kénnen wir zu den drei anderen #-Funktionen
durch die Gleichungen (Kap. 2, §8)

twr
—_— TV

191(11—}—%/1:):192 (v/7), 191<v—}——;</1:>=ie_ * 9 (v/7),

1T .
—_— Y

1 _
(vt g +5/t)=c * S 0M
ibergehen. So finden wir aus (7)

i ___in

Dafe ) =c* d), h(L/ - L) =) a0m,

D Noertn = awm, s - =) 800,

GO+ = B0, (L~ L) =) g, 0m.

Fir v = 0 ist also insbesondere nach (8)

Tn?

+ o 4+
E ei”"“tzl/% Ze °

n=—co n=—oco

Diese Formel tritt in vielen Anwendungen auf.

Ist
T=7-}1s,
so wird
1 -1 —rtis
_?_7—{-1'5: 72 L s2
und also
‘ iz at_
|h] =]|et| = ¢, W] =le " |=e "
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Es wird daher | %" | < | /| sein, wenn 72 4 s2< 1, d. 1. |7 | < 1 ist. In
diesem Falle konvergieren daher die Reihen &, (—: | — ;) besser als

die Reihen 9, (v/7), und unsere Transformationsformeln werden dann
aweckmdfig zu numerischen Rechnungen benutzt. Allgemein gestattet
(Kap. 4, § 1) die Formel (3), den Wert von 7 zu ersetzen durch den dqui-

«t + f

. 1 1
valenten Wert yrroe =" + s, wo (vgl. Kap. 4, §1) — T=r<g und

72 + s2 = 1 ist. Das Minimum von s, also der fiir die Giite der Kon-

vergenz unglinstigste Wert von s, ist danné—]@ und daher
L8
W[<e * =006583....
Die mit diesem 4’ gebildeten ¢#-Reihen sind auBerordentlich gut kon
vergent.

§ 3. Transformation zweiter Ordnung.
Wenn
Wy =awy,+bw, o =cw,+do,

ist, wo a,b,¢,d ganze Zahlen der Determinante ad — bc =% > 0
bezeichnen, so sagen wir, (w,, ®,) gehe durch Transjormation n-ter Ord-
nung aus (wy, @) hervor.

Transformation erster Ordnung ist also gleichbedeutend mit linearer
Transformation.

Wir wollen nur den einfachsten Fall # = 2 betrachten. Wir be-
weisen zunichst:

Es gibt ein 2u (,, 0,) dguivalentes Paar (24, Q1) und ein zu (w,, o)
dquivalentes Paar (Q2,, 2,), so daf

0, =0, 02,=20,
1st.
Zum Beweise unterscheiden wir zwei Fille. Da ad — bc = 2 ist,
so konnen ¢ und 4 nur 1 oder 2 zum gemeinsamen Teiler haben. Ist
nun erstens 2 Teiler von ¢ und 4, so kann man setzen

Wy = awy +bw =y,
— ; d
w1:2<—;—w2—|—»§w1>:291.

Ist sweitens 1 der groBte gemcinsame Teiler von ¢ und 4, so sei
ad —fc=11

1 Sind ¢ und d zwei teilerfremde ganze Zahlen, so 148t sich nach den einfach-
sten Sitzen der Zahlentheorie die Gleichung

od — fc=1
stets in ganzen Zahlen «, § losen.
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mit ganzzahligen Werten von « und f§; hieraus folgt

— 2 ¢
(@—2a)d — (b —2p)c=0, Z‘_—2%=7»

a=2a-+tc, b=2B-+1td,
wo ¢, da der Bruch -di sich nicht mehr kiirzen 14Bt, eine ganze Zahl ist.
Man hat dann
=Q2a+tc)w,+ 2+t o, ® =cw,+dw,

also
Wy —tw =2 (@wy, + fow), o =cw,+dow.
Setzen wir
[—22:51» 91:_52+t61,
Q,=cw,+dw,, ,=—(xw,+pw),
so folgt

‘62:‘92’ §1:2Q1.

Damit ist unser Satz bewiesen.

Wollen wir nun untersuchen, in welchem Zusammenhange

P (o, wy)) und @ (u/o,, w,)

stehen, so beriicksichtigen wir, dalBl

@ (t]oy, wg) = (4/2,, ;) und Y (4], @) “/-91: 92
ist. Bezeichnen wir §1, !_22 jetzt neuerdings mit 2 w, 2 w’, so ist

2w’ 3 2w+2W' ‘Ql =, 92 :20),,

und wir haben also nur noch die Aufgabe, fest-
zustellen, in welchem Zusammenhange die Funk-

tionen
7w Pp=p#2w0 20) ud p=puw,2o)
Abb. 68. miteinander stehen.

Das Periodenparallelogramm von § setzt sich
aus zwei Periodenparallelogrammen von @ zusammen (Abb. 68). Wir
kénnen @ als elliptische Funktion vierten Grades mit den Perioden
2 w, 2 ' ansehen, die an den Stellen # = 0 und » = w von der zweiten
Ordnung unendlich wird. Bezeichnen wir die zu () gehorenden GréBen
mit iiberstrichenen Buchstaben, so wird

P (=g, 20)
an denselben Stellen unendlich wie ¢ und zweifach Null fiir
u=w, u=o }to.
Dieselben Null- und Unendlichkeitsstellen wie g — e, besitzt die Funktion
(9 () — ) ( (4 + @) — 25).
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Also ist mit konstantem M
@ () —eg =M () (u) — e5) (0 (u + ©) — ¢5).
Die Konstante M ergibt sich durch Entwicklung an der Stelle # = 0,
. 1
und zwar gleich ——, so daB also
€y — €3
P Wo,20) —@@w, 20
1 ’ ! 4 ’ !
l: 7é;(p(u/2w,2w )— @ ('[20,20") (PH+o/20,20") —p0’'[20,20"))

ey —

(1)

folgt. Da @ (v 4+ w) — €, an der Stelle # = o von zweiter Ordnung un-

endlich, bei # = 0 aber von zweiter Ordnung 0 wird und STW)I_e das-
e

selbe Verhalten zeigt, so ist, wie das Einsetzen des Wertes # = o' lehrt,
U+ o) —e = (es 20‘;114)) (:jil) , und durch (1) ist @ rational durch
@ dargestellt Aus der Gleichung (1), die wir kiirzer folgendermalBen
schreiben:

— - 1
@ P —a= ) —e) (ot o) ),
entsteht durch Vertauschung von o mit o’

_ - 1 ,

Pl — o= () — e) (p (u + o) — &),
wo @ (4) =@ (2w, 0'), 6, = P (02w, ') gesetzt ist.

§ 4. Zusammenhang zwischen den Weierstraschen und
den Jacobischen elliptischen Funktionen.

Fiir das Folgende ist es notwendig, nochmals auf den Zusammen-
hang zwischen den Jacobischen und WeierstraBschen Funktionen
zuriickzukommen.

Bezeichnen w; = 2 w, w, = 2 @’ die Perioden, mit denen @ ()
gebildet ist, und s(), c(u), A(u) die mit 2 == =7 gebildeten

1
elliptischen Funktionen Jacobis, so konnen wir diese folgendermaBen
durch @ (#) ausdriicken. Es ist (Kap. 2, §9, (6) und Kap. 3, §1, (11))

(1) 2K =nd2=20 Je —e, R Tl SEVE B St
21:K':2K17:'2(1)'}/€1—«63, €y~ €3 ey — €3
Hieraus folgt nach Kap.3, §2, daB s2(u ]/e1 — €g), ]/31 — e5),

A? M]/el — ¢3) dieselben Perioden 2 0, 2 ' wie @ (u) haben Die Funk-

tion s2(u ]/ e; — €;) hat aber ferner den Doppelpol # = w’, die Doppel-
nu.llstelle # =0 und den Wert 1 fiir # = w. Daraus folgt

@ (-t o) —e —Cs*(uy ey —eg) = (o —ex) s> (u ¥ e — ¢5).
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Entsprechende Uberlegungen gelten fiir ¢ und A2, so daB jolgende
Gleichungen bestehen

Pt o) —ea=(6—ea)Bwye—e),

Pt o) —ey=(eg—e) 2(uy e, — ),

Pt o) —eg=(—e5) 2] ey —e5).
Vermehrt man # um w, o’, w + o’ und benutzt die Tabelle T in
Kap. 3, § 2, so erhilt man ein weiteres System von Gleichungen, welches

wir mit dem soeben gewonnenen in folgender Tabelle iibersichtlich
zusammenstellen :

u %+ o ® 4w+ o u 4+ o’
c? s2 1
P —eé (e, — €3) 2 (ex — &3) = (e2 — &9) e (e3 — e,) 42
42 1 (67 — e3) (65 — €5) s2
§ — e (61— ¢3) 2 {ex — &) =z 1—12_—:3—2* q& (eg — €q) c®
1 A2 c?
P — e (e — e3) = (e; — ¢€3) ) (2 — e3) Az (eg — eg) s2

Das gemeinsame Argument der hier auftretenden Funktionen s, ¢, A4
ist u ]/e1 — 3.

§ 5. Die Landensche Transformation.

Benutzen wir die Tabelle des vorigen Paragraphen und nehmen
der Deutlichkeit halber das Periodenverhiltnis v mit in die Bezeichnung
der Funktionen s, ¢, 4 auf, so folgt aus (2) in §3

(e — &) ! = ! —— (e, — €3) 2w V___ﬁ/r)
s? (ue;, — &527) s2(uY ey — egft) 2 (u] ey — es/7)
und hieraus
_ . S(uft)c (ufr) ( _1/a- a)
(1) s(muf27) =m A (] m——l/el_e3 .

Nach Formel (1) des vorigen Paragraphen ist, wenn K, K’ die zu
s(u/27) gehbrenden Werte von K, K’ bezeichnen,
2K=we,—ea=Km, 2iK =20 & —¢;=2iK'm,
also
K=my, K—=mEK.
Die Werte von 7 und %, dem Modul von s(%/27), lassen sich durch #,
den Modul von s(u/7), ausdriicken. Wir setzen zu dem Zwecke in (1)

%=+, also mu = K. Im weiteren Verlauf dieses Paragraphen soll
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nun bei den Jacobischen Funktionen das Periodenverhiltnis, wenn es
den Wert 7 hat, immer weggelassen werden. Dann kommt

K\ (K
(3)()
) 1w 2 2]
a(3)
Aus den Gleichungen s (v + K) :%, Au+ K) :%,%(u) von

K)__j(%{-)

Kap. 3, § 2 folgen fiir v = — %; die Gleichungen s <?

A2 <§> =" und demnach wegen (2)

K 2 1 —»
- 2 — —
lgms<2>;m< 2 >*m 2

Es wird also

Substituiert man # 4 7K' fiir # in (1), so folgt nach Kap.3, §2
11 1 A

n® s (u)c (u)

% s (muf2T) =M (%) ¢ (u) oder s (mu/27) T mx A
Daher gilt nach (1)
2 - #2122 1w
mn x_m_z_(l—l—x’)z—l—]—x"

Wir haben also definitiv, wenn wir die zum Modul x gehorenden
Funktionen mit s(u, %), c(u, %), A(u, x) bezeichnen,
11—

@) s ((1 + ) u, T—W) = (1+#') iﬁ%ﬁ*(,g"%)* (X +x'2=1).

Dies ist die sogemannte Landensche Transformation. Sie wird
meistens in einer anderen Form dargestellt, zu der wir jetzt iibergehen
wollen.

Setzen wir
s{u,x) ==, s((L4")u, %) =y,
so wird gemiB (3) nach Kap.3, §1, (8)
A x)1—a?
(4) y=([1+x) ——
J1 — %2 42
und nach Kap. 3, §3, (4)
dx dy

— =4 . — (1 Ndu.
VA —x% (1—x2?) * YA —9% 1%y (1) du
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Vermége der Substitution (4) gewinnen wir daher

dy dx
= (1 ’
®) fV(l—y“‘) (1 — %%y ( +%)fw’(l—xz) (1 — %242

Der Modul » heiB3t zugleich Modul des elliptischen Integrals
ax
V(1 — 4?) (1 — =2 4?)

Sind nun 2 und »’ reelle zwischen O und 1 gelegene Zahlen, so wird

1= 1wz »? 2

T N T A EH)E T (L S
und die Gleichung (5) fithrt also die Berechnung eines elliptischen In-
tegrals mit dem Modul » auf die eines elliptischen Integrals mit einem
kleineren Modul % zuriick. Durch wiederholte Anwendung der Landen-
schen Transformation kann man den Modul immer mehr und mehr
verkleinern. Ist der Modul % so klein geworden, daB er vernachlissigt

. dy

werden kann, so ist J‘V(l_—w-——x”_y?)
ersetzbar, so dafB also die mehrfach wiederholte Landensche Trans-
formation zur numerischen Berechnung der elliptischen Integrale dienen
kann,

ay .
durch f Ty — arc sin y

§ 6. Das arithmetisch-geometrische Mittel.

Die Landensche Transformation gestattet insbesondere eine einjache
Berechnung des zwischen den festen Grenzen 0 und 1 erstreckten Integrals

1
) f ,,,,, S A
V(@ — 22 (1 — =249
0

wober % als eine gegebene, zwischen 0 und 1 licgende reelle Zahl voraus-
gesetzt wird.

Setzt man s(u, x) = x und beachtet, daB nach Kap. 3, §2 die Re-
lationen :

bestehen, so folgt

=w=K.

1
dx
f V@ —#%) (1 —=x24?)
0

Die Gleichung K = %n k=1 +2x/ K aus §5 liefert ferner

1
@) K=ot = - L
JY T a— 1+x'0f Fi o i)
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Das Integral (1) geht nun durch die Substitution x = sin ¢ iiber in

R (.S —— @ _
VT»rxz sin® yc052 o+ sm"‘ st @

—f Vcos? ¢ +n'2 sin? g

so daf die Gleichung (2) so geschrieben werden kann:

44

3 K — __2 (¥ 9

Y cos? @ + k’2 sin? ¢ 14+ ¥ ég{q}i—’l—i’é sin? @ ’

0
wobei
1—%2 2V

— 2

#=11— ]/1 1+% =1y
ist.

. b . C s
Es sel %' = —-, wo a eine beliebig gewdhlte positive Zahl bedeutet;
dann ist b = ax’ positiv und < a. Ferner wird

mit

Aus (3) folgt

7T
@ % “f? il 2 F dg
a a2 cos? Zsinfg O+0D — 3a
5 } a? cos? p + b2sin? g Y ]/c,osztp+s—lzsin21p
1

_f }a,2cos? —}« b,%sin? ¢ '
Bilden wir nun die Folgen

a, a1, Ay, A3, .. .,

b, by, by, by, ...

nach der MaBgabe, daB

a, + b, _—
(5) Gy = "5, bua=7a,b, (m=12..)
gesetzt wird, so zeigen wir leicht, daB lima, = limb, = M (4, b) eine

7n > oo n-> o
bestimmte endliche Zahl darstellt. Es ist nimlich
a+b a-t a

4 =—5—<-—p-=a, b=|ab>|bb=10,

o —b="E Yab=i(Ja— {00, a >0,
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und allgemein folgen aus a, > b,(rn = 1) die Ungleichungen

by
anﬂ—f—}*<a Vab >b,,

ntba 1 ~
an+1_bn+1= £ —2}— - V“nbn=§<M* Vbn)2>0’ an+1>bn+1’

so daB die Folgen der a, und b,, beschrdnkt und monoton sind und daher
konvergieren. Aus (5) folgt dann, daB sie denselben Grenzwert be-
sitzen.

Die Gleichung (4) gibt, durch den Grenziibergang 7 — 00,

~—11m dg = 49 =
n_,oo ]/a 2cos? p + b,2sin2p M (a,b) ]coszgv—f— sm2 2M (a,b)
und demnach
T
(= dg _ " a _ 7 1
) K= J1=2sin? g T 2 M(a,ax) 2 M(,x)’

Ersetzt man w durch -t:.—, o’ durch 1w, so wird 7 zu — %, K zu K’ und
% nach Kap. 3, § 1, (9) und (10) und Kap. 7, § 2, (8) zu »'. Daher kommt

(7) — _z a = 1
f ]/1~x’251n2 2 M(a,an) 2 M(Lx)"

Da das ,,arithmetisch-geometrische Mittel'® M (a, b) leicht mit grofer
Genawigkeit bevechnet werden kann, so kinnen bei gegebenem x mach (6)

und (7) die Grifen K und K' und hieraus v = i.{ ,
werden, worauf dann auch die O-Reihen, sowie s(u), c(u), A (u) berechnet
werden kinnen.

Damit ist ein Weg zur praktischen numerischen Losung des in

Kap. 4, §5 behandelten Problems gefunden.

b= &77 bestimmi



Dritter Abschnitt.
Geometrische Funktionentheorie.

Um die Theorie der Funktionen einer komplexen Verinderlichen z
zu entwickeln, kann man verschiedene Ausgangspunkte wihlen. Man
kann einmal die einfachsten explizit gegebenen Ausdriicke in z, nimlich
die Polynome ¢y + ¢,z + -+ + ¢,2", zugrunde legen und dann durch
Grenziibergang, indem man den Grad des Polynoms unbegrenzt wachsen
1aBt, zu allgemeineren durch ,,Potenzreihen* darstellbaren Funktionen
tibergehen. Auf dieser Grundlage hat WEIERSTRASZ das Gebidude der
Theorie der analytischen Funktionen errichtet, und der Darstellung
dieser Theorie sind die im ersten Abschnitt abgedruckten Vorlesun-
gen von HUrRwiTz iiber allgemeine Funktionentheorie gewidmet.

Man kann jedoch bei der Entwicklung der Funktionentheorie auch
einen andern, in mancher Hinsicht einfacheren Weg einschlagen. Man
versucht ndmlich die analytischen Funktionen durch solche Eigen-
schaften zu charakterisieren, welche an die geometrische Anschauung
ankniipfen und leichter als die Definition durch Potenzreihen gestatten,
einen Uberblick iiber das Verhalten der Funktionen im groflen zu ge-
winnen. Der Aufbau der Funktionentheorie unter solchen Gesichts-
punkten schlieBt im wesentlichen an die bahnbrechenden Arbeiten
RIEMANNs an, welche nicht nur von geometrischen, sondern auch von
physikalischen Vorstellungen angeregt sind.

Es ist das Ziel der folgenden Kapitel, einen einfithrenden Uberblick
iber diese ,,geometrische Funktionentheorie** zu geben. Dabei wird
die Darstellung, obwohl sie sich in vielen Punkten mit der von HURWITZ
erginzt, vollstindig unabhingig und in sich abgeschlossen sein.

Erstes Kapitel
Vorbereitende Betrachtungen.
§ 1. Komplexe Zahlen.

Wir stellen zunichst ohne Beweis einige elementare, die Grund-
begriffe der Funktionentheorie betreffende Tatsachen zusammen, die
dem Leser bekannt sein diirften und jedenfalls im folgenden als be-
kannt vorausgesetzt werden.

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3. Aufl. 17
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Eine komplexe Zahl ist definiert als das Paar (a, b) zweier ,,reeller”
Zahlen a, b, welches auch in der Form

2=a -+ bt

geschrieben wird. Die komplexe Zahl a + (— b)7 heiit diezuz = a 4 b:
konjugierte Zahl und wird mit z bezeichnet. Geometrisch pflegt man
die komplexe Zahl a + b7 durch den Punkt mit den rechtwinkligen Ko-
ordinaten a, b in einer Ebene zu veranschaulichen. Daher redet man
oft ohne wesentlichen Unterschied der Bedeutung statt von der Zahl
z=a -+ bi von dem Punkt z =a -+ b¢. Unter einer ,,reellen’* Zahl
a soll kiinftig in Wirklichkeit das Zahlenpaar (a, 0) verstanden wer-
den, wihrend jedes Zahlenpaar von der Form (0, b) eine rein imagi-
ndre Zahl heiBt und kurz mit b7 bezeichnet wird. Ist 2 = a + b3, so
heit die Zahl a der reelle Teil von z, geschrieben Rz, die Zahl b der
imagindre Teil von z, geschrieben Jz.
Als Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen setzt man fest:

(@4 bi) + (c + di) = (@ + ) + (b + d)5;
(@+0b3) - (c+di)=(ac—0bd)+ (ad+bc)s.

Mit diesen Bezeichnungen gelten alle gewthnlichen Rechengesetze; ins-

besondere ergibt sich als Umkehrung der Addition die Subtraktion und

als Umkehrung der Multiplikation die Division durch eine von 0 ver-
schiedene komplexe Zahl. Ferner wird

12 = —1.
Statt durch die rechtwinkligen Koordinaten a, b 148t sich der Punkt
2z = a + bz auch durch seine Polarkoordinaten 7, ¢ mit
r = Va4 b2,
a . b .
Cosp=—, sing=-— (fir z 4 0)

charakterisieren, wobei @ nur bis auf ein additives Vielfaches von 27
bestimmt ist, beispielsweise auf das Intervall 0 < ¢ < 27 beschrinkt
werden kann. Es gelten dann auch die Umkehrungsformeln:

a=17cos @,

b =7sin ¢,
und es wird
z2=7r(cos ¢ + isin ¢).

Die Zahl 7, der ,,Radiusvector* des Punktes z, heiBt der absolute Betrag
der Zahl z, geschrieben |z |; die Zahl ¢ heilit Amplitude oder Arkus von
z, geschrieben arc z. Der Ausdruck |z; — z,| bedeutet geometrisch die
Entfernung der Punkte z; und z,.
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Fiir den absoluten Betrag gelten die Formeln:
|5 o=z + 2]
B = N E YT
52| =4z

Ist a eine komplexe, ¢ eine positiv-reelle Zahl, so heiBt die Gesamt-
heit aller komplexen Zahlen z, fiir welche

|z —a|<e

ist, eine Umgebung von a. Geometrisch entspricht ihr das Innere des
Kreises mit dem Mittelpunkt 4 und dem Radius e.

Bedeutet M eine Menge von komplexen Zahlen z (geometrisch: von
Punkten in der Ebene), so heit der Punkt { ein Haufungspunkt von M,
wenn in jeder Umgebung von { mindestens ein von { verschiedener
Punkt z aus M liegt. Eo ipso liegen dann in jeder Umgebung von ¢
sogar unendlich viele Punkte z aus M. Der Punkt [ selbst braucht
dabei nicht notwendig zu M zu gehdren,

Eine Folge komplexer Zahlen 2z, z,, ..., Z,, ... heilt konvergent,
wenn es eine komplexe Zahl z von der Beschaffenheit gibt, daB in jeder
Umgebung von z alle Zahlen z, bis auf endlich viele liegen, d. h. daBl zu
jedem &> 0 eine solche natiirliche Zahl N existiert, daB fiir jedes
n=N

|z, —z| < &

ist. Die (eindeutig bestimmte) Zahl z heiBt der Gremzwert oder Limes
der Zahlenfolge und ist zugleich deren einziger Hiufungspunkt. Man
schreibt :

limz, = z.

n—>»

Eine unendliche Reihe
2 F2g o oz, o
heiBt konvergent, wenn die Folge sy, Sy, . . ., Sy, . . . ihrer Partialsummen

Sp=2y 24tz m=1,2..)

konvergiert. Die Zahl s = lims, heiBt die Swumme der Reihe; man
N>

schreibt :
s=z4 2+ =2z,.

n=1

Ist eine Menge M von komplexen Zahlen gegeben und jeder zu M
gehorigen Zahl z in irgendeiner Weise eine Zahlenfolge u, (2), #5(2), - . .,
#,(2), . .. zugeordnet, so heiBlen diese Folgen auf der Menge M gleich-
mdfig komvergent, wenn sie nicht nur in jedem einzelnen Punkte z von
M nach einer gewissen Zahl # = % (z) konvergieren, sondern sogar zu

17*
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jedem ¢ > 0 eine von z unabhdngige natiirliche Zahl N existiert von der
Beschaffenheit, da firr alle » > N

|un(2) —u(e) | < e
fiir alle z aus M gilt. — Entsprechend heiBt die unendliche Reihe
y(2) + ua(2) + -+ + uy(2) + -+ auf der Menge M gleichmaifig
konvergent, wenn die Folge S;(2), Sy(2), ..., Sp(?), ... threr Partial-
summen

Sald) = () + (@) + - +und) m=12..)

auf M gleichmiBig konvergiert. Ein Beispiel dafiir liefert die ,,geo-
metrische Rethe*

1+z+zz+...=2°j’z”.

7=0
Bei gegebenem R mit 0 < R < 1 konvergiert sie im Kreise |2| < R

gleichmaBig gegen 1— .
Fiir viele Zwecke ist noch eine zweite geometrische Darstellung der
komplexen Zahlen niitzlich: die Darstellung durch die Punkte einer
Kugeloberfliche, die man durch stereographische Projektion aus der Dar-
stellung in der Ebene gewinnt. Man wahle die z-Ebene zur Aquator-
ebene einer Kugel mit dem
£ Nullpunkt der Ebene als Mittel-
punkt und dem Radius 1 und
projiziere alle Punkte 2z =
%+ 1y der Ebene vom Nord-
pol der Kugel aus auf die
Kugeloberfliche (Abb. 69)2.
Fihrt man im Raum die recht-
winkligen Koordinaten &, %, ¢
ein, wobei die &- und #-Achse
mit der »- bzw. y-Achse der
Ebene zusammenfallen mégen
Abb. 69. und die positive Richtung der
{-Achse nach dem Nordpol
weisen soll, so bestehen zwischen den ebenen Koordinaten #, y des
Punktes z und den riumlichen Koordinaten ¢, 7, ¢ des zugeordneten
Kugelpunktes Z die Beziehungen
24z z—Z z|2—1
I e e O et

__ ¢ __n
Tree YTi-v

1 Eine andere Art der stercographischen Projektion, bei der die z-Ebene
die Kugel im Siidpol berithrt, wird gleichfalls haufig angewandt. Vgl. die ent-
sprechende Darstellung in Abschn. I, Kap.1, §3 (S.9—10).
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Der einzige Kugelpunkt, dem in dieser Weise kein Punkt der Ebene
entspricht, ist der Nordpol. Nihert sich aber der Kugelpunkt Z dem
Nordpol, so entfernt sich das Bild # von Z beliebig weit vom Nullpunkt
der z-Ebene. Daher denkt man sich hiufig die Punkte der Ebene durch
einen idealen ,,unendlich fernen’’ Punkt ergdnzt, als dessen Bild auf der
Kugel man den Nordpol betrachtet, und bezeichnet ihn auch mit dem
Symbol co.

Fiir den rdumlichen Abstand d zweier Kugelpunkte Z, = (&;, %, {y)
und Z, = (&, 15, {5), die den komplexen Zahlen z; = x; + 7y, und
Zy = %, -+ 1y, entsprechen, ergibt sich

d= 1/ (61 — &% - (771 — M2 (& — 8)?

)2+
und hieraus nach Einsetzung der Werte (1) und einigen Umrechnungen
die Formel

2\21——221

i

V(P +1) (aP+1)

Diese rdumliche Abstandsmessung hat den Vorzug, daBl sie auch dann
einen endlichen Wert liefert, wenn einer der beiden Punkte in der
2z-Ebene der unendlich ferne Punkt ist.

§ 2. Geometrische Grundbegriffe'.

Unter einer stetigen Kurve pflegt man eine Menge von Punkten zu
verstehen, deren Koordinaten x und y als stetige Funktionen

x=g¢@), y=v0
einer reellen Verdnderlichen ¢ in einem Intervall ¢, < ¢ < {, definiert
sind. Fiir die Zwecke der geometrischen Funktionentheorie kénnen
und wollen wir uns in den meisten Fillen auf eine viel speziellere Klasse
von Kurven beschrinken. Wir betrachten zunichst ,.glatte Kurven-
bigen', d.h. solche, welche in jedem Punkte, einschlieBlich Anfangs-
und Endpunkt, eine Tangente besitzen, deren Richtung sich stetig
andert, wenn der Punkt den Kurvenbogen durchlduft. Durch An-
einanderhingung von endlich vielen solchen glatten Kurvenbdgen ent-
steht eine ,,strickwerise glatte Kurve'' C. An den Zusammenfiigungsstellen
kann sie Ecken oder Spitzen aufweisen. Wenn wir von Kurven reden

1 Fragen der in § 2 behandelten Art gehoren der Topologie oder Analysts situs
an. Die Entwicklung dieser Disziplin ist in der Richtung gegangen, die ,,naive
Anschauung’‘ mehr und mehr zuriickzudringen. Bei unseren Betrachtungen hin-
gegen brauchen wir nicht auf die volle Allgemeinheit und Abstraktheit jener
Theorie einzugehen und werden uns demgemaB nicht scheuen, auch anschauliche
Hilfsmittel heranzuziehen. Im Verlaufe unserer spateren Uberlegungen wird sich
jedoch die Notwendigkeit ergeben, die in diesem Paragraphen gegebenen topologi-
schen Uberlegungen noch zu erweitern.

Eine zusammenfassende Darstellung der Topologie findet man in Bd. VIII
dieser Sammlung: B. v. KEREKJARTS, Vorlesungen iiber Topologie I. Berlin 1923.
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und nicht ausdriicklich etwas anderes bemerken, nehmen wir sie immer
als stiickweise glatt an. Statt Kurve werden wir ibrigens zuweilen
auch den Ausdruck ,,Weg" gebrauchen.

Analytisch wird die Kurve C durch zwei Gleichungen

x=g), y=v0
definiert, wobei ¢(#) und y(f) zwei im Intervall ¢ < ¢t < ¢4, stetige
reelle Funktionen des Parameters ¢ mit stiickweise stetigen?!, nirgends
gleichzeitig verschwindenden Ableitungen ¢’ (f) und 9’ () bedeuten.
Wachsenden Parameterwerten entspricht hierbei ein gewisser Durch-
laufungssinn der Kurve.

Von den eben betrachteten Kurven mit Anfangs- und Endpunkt
unterscheidet man Kurven, bei denen diese Punkte entweder nicht
hinzugerechnet werden oder {iberhaupt nicht existieren; solche Kurven
nennen wir ausdriicklich ,,offene’* Kurven. Analytisch werden sie
wiederum durch zwei Gleichungen

x=9@), y=v@
definiert, wobei aber der Parameter ¢ ein offenes Intervall ¢, < ¢ < ¢,
durchlduft, in welchem die Funktionen ¢ () und (f) stetig sind und
stiickweise stetige, nirgends zugleich verschwindende Ableitungen haben.

Ein Beispiel liefert die Kurve x =, y = sin —1— fir 0 <t < 2m.

Eine Kurve heiflt geschlossen, wenn ihr Anfangs- und Endpunkt
zusammenfallen, also wenn @ (¢,) = @), ¥ () = ¥ (%) ist; wir kénnen
in diesem Falle offenbar ¢(f) und w(¢) als stetige periodische Funk-
tionen von ¢ mit derselben Periode ¢, — #;, etwa gleich 1, auffassen, so
daB fiir alle Werte von ¢ die Gleichungen

plt+1) =@, pt+1) =9
bestehen.
Eine Kurve hei3t esufach oder doppelpunkifrei, wenn sie sich selbst
nirgends trifft, d. h. wenn

@) —@@)F+Iy@) —pE)P+0
bleibt, falls # — #* von Null verschieden bzw. bei einer geschlossenen
Kurve keine Periode ist. Von der speziellen Wahl des Parameters ¢
und (bei geschlossenen Kurven) des Anfangspunktes hiangt diese De-
finition nicht ab.

! Eine Funktion heiBt in einem abgeschlossenen oder offenen Intervalle
stiickweise stetig, wenn sich dieses Intervall derart in endlich viele Teilintervalle
zerlegen 1aBt, daB die Funktion im Innern jedes solchen Teilintervalles definiert
und stetig ist und bei Annsherung an die Teilpunkte von innen her bestimmten
endlichen Grenzwerten zustrebt. Zu diesen ,, Teilpunkten‘ sind dabei die End-
punkte des Gesamtintervalls nur dann (ausnahmsweise) hinzuzurechnen, wenn
dieses als abgeschlossen vorausgesetzt war. In den Teilpunkten braucht die
Funktion nicht definiert zu sein.
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Gelegentlich ist es notig, eine stiickweise glatte Kurve C durch
eine Folge ebenfalls stiickweise glatter Kurven Cy, C,, ... zu ,,appro-
ximieren‘‘. Wir wollen sagen: Eine Folge von Kurven C, approximiert
die Kurve C, wenn sich fiir C, eine solche Parameterdarstellung

=g, 0, y=y.00), LSt=th,
wihlen 14Bt, daB
lim g, (f) =@ @), limy, @)=y
Diesen Approximationsbegriff verschirfen wir durch die Forderung,
daB sich die Kurven C, bei hinreichend groflem » auch in ihrer Rich-
tung von der Richtung in demjenigen Punkte von C, der demselben ¢
entspricht, nur beliebig wenig unterscheiden, sofern dieser Punkt von C
nicht etwa gerade eine Ecke oder Spitze ist. Um auch diese Bedingung
analytisch zu formulieren, schliefen wir zunichst die Stellen ¢ =1y,
t =1, ... fir welche die Tangentenrichtung von C Unstetigkeiten
erleidet, in Intervalle | ¢ — 7, | < & mit beliebig klein gewdhltem posi-
tivem ¢ ein und verlangen, daB fiir alle anderen Werte von ¢ im Inter-
valle ¢, < ¢ < ¢, nicht nur gleichmiBig die Beziehungen
lime, () =¢ @, lmy,[t)=1yp(
n-»co N>
gelten, sondern dariiber hinaus noch gleichmiBig die weiteren Re-
lationen
lim ¢,/ (f) = ¢'(¢), lim /() = y'(®).
n->» o 7 —>» o
Dabei sind die letzten Gleichungen so zu verstehen, da8 in den Punkten,
wo die Kurve C, eine Ecke besitzt, fir ¢, (f) und y,'(?) sowohl die
rechtsseitige als auch die linksseitige Ableitung eingesetzt werden darf
(die Anzahl der Ecken auf der Kurve C, kann groBer sein als die der
Ecken auf der Kurve C und auch fiir » — oo iiber alle Grenzen wachsen).
Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, sagen wir, daB die Kurven C,
die Kurve C ,glatt approximieren’. Insbesondere konnen wir jede stiick-
weise glatte Kurve durch geradlinige Polygone glatt approximieren;
solche Approximationspolygone lassen sich z. B. aus geeigneten Stiicken
von Tangenten oder Sehnen der gegebenen Kurve zusammensetzen.
Wir konnen, wenn die Kurve einfach ist, sogar die weitere Bedingung
stellen, daB sie den Polygonzug nirgends durchschneidet.

Nach diesen Bemerkungen iiber Kurven kommen wir auf all-
gemeinere Punktmengen zu sprechen. Den unendlich fernen Punkt
schlieBen wir dabei vorliufig noch aus.

Zwei Punktmengen heifen getrennt, wenn sie keinen gemeinsamen
Punkt enthalten.

Eine Punktmenge heiBt abgeschlossen, wenn sie ihre sémtlichen
etwaigen Hiaufungspunkte enthilt.
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Eine Punktmenge heiBt zusammenhingend, wenn je zwei ihrer
Punkte sich durch eine geeignete stetige Kurve verbinden lassen, deren
samtliche Punkte zu der Menge gehéren.

Ein Gebiet in der Ebene ist eine Punktmenge mit den beiden folgen-
den Eigenschaften: erstens: mit jedem Punkte dieser Menge gehirt auch
eine geeignete Umgebung dieses Punktes der Menge an; zweitens: die
Punktmenge ist zusammenhingend.

Randpunkt eines Gebietes heilt ein Punkt der Ebene, bei dem jede
noch so kleine Umgebung sowohl Punkte des Gebietes als auch Punkte,
die nicht dem Gebiete angehéren, enthilt. Die Menge aller Randpunkte
heiBt der Rand, die Berandung oder die Begremzung des Gebietes. Die
Randpunkte eines Gebietes gehéren nach unserer obigen Definition
nicht dem Gebiete an, was man dadurch ausdriickt, daB man sagt, ein
Gebiet sei eine offene Punktmenge oder bestehe nur aus ¢uneren Punkten.
Besteht eine Kurve C nur aus Randpunkten eines Gebietes G, so sagt
man, G werde von C begrenzt. Bei Hinzunahme der Randpunkte zum
Gebiete wollen wir von einem abgeschlossenen Gebiet sprechen, obwohl
die Verwendung des Wortes ,,Gebiet” nach unserer Definition eine
kleine sprachliche Unkorrektheit darstellt.

Gehoren alle Punkte eines Gebietes G’ auch dem offenen oder ab-
geschlossenen Gebiete G an, so heiBit G’ ein Teilgebiet von G. Gehoren
alle Punkte eines abgeschlossenen Gebietes B zu dem offenen oder ab-
geschlossenen Gebiete G, so heilt B ein abgeschlossenes Teilgebiet von G.

Ist G ein Gebiet, so heiBt die Gesamtheit der Punkte, die weder
innere Punkte noch Randpunkte von G sind, das Aupere von G.

Fiir eine Punktmenge, die entweder ein Gebiet ist oder aus einem
Gebiet dadurch hervorgeht, daB man die Randpunkte zum Teil oder
simtlich hinzunimmt, gebrauchen wir auch gelegentlich das Wort
,,Bereich’ (z. B. ,Existenzbereich®), verwenden es aber nicht aus-
driicklich, wie es in der Literatur manchmal geschieht, als Bezeichnung
fiir ,,abgeschlossenes Gebiet*’.

Ein Gebiet der Ebene heiBt beschrdnkt, wenn es ganz im Innern eines
Kreises liegt; wir betrachten zunichst nur beschrinkte Gebiete.

Folgende Bemerkung ist hiufig niitzlich: Ist C eine in einem be-
schrinkten Gebiete verlaufende stiickweise glatte (nicht offene) Kurve, so
gibt es eine positive Zahl d derart, daf jeder Kreis mit dem Radius d um
einen Punkt der Kurve noch ganz zum Gebiete gehort; entsprechendes gilt,
wenn statt einer Kurve ein abgeschlossenes Teilgebiet genommen wird.
Andernfalls ndmlich miite es eine solche Folge von Punkten Py, P,, . . .
von C geben, daB der Radius der gréBten Kreisscheibe mit dem Mittel-
punkt P,, deren Inneres noch ganz dem Gebiete angehért, mit wachsen-
dem n gegen Null konvergieren wiirde. Jeder Hiufungspunkt dieser
Punktfolge muB einerseits Punkt von C sein, kénnte aber andererseits
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nicht mehr zum Gebiete gehoren, da keine seiner Umgebungen zum
Gebiete gehort.

Die Randpunkte eines Gebietes konnen eine auBerordentlich kom-
plizierte Punktmenge bilden, die sich nicht mehr mit unserem oben
definierten Kurvenbegriff fassen 148t und der Anschauung schwer zu-
ganglich ist. Man betrachte etwa die beiden in Abb.70 und 71 an-
gedeuteten Gebiete. In Abb. 70 sind in das Innere des Rechteckes

Abb. 70. Abb. 71.

A BCD abwechselnd von den Seiten 4B und CD ausgehende immer
linger werdende und sich gegen die Seite BC hiufende geradlinige
Einschnitte gefithrt; das Gebiet ist die nach Abzug dieser Einschnitte
und des Rechteckrandes verbleibende Punktmenge im Innern des
Rechtecks. In Abb. 71 hingegen windet sich das Gebiet asymptotisch
um eine Grenzkurve 4.

Wir werden vorerst Gebiete mit derart komplizierter Berandung
nicht in Betracht zu ziehen haben, sondern uns auf solche Gebiete
beschrinken, deren Rand von endlich vielen stiickweise glatten Kurven-
bogen gebildet wird. Insbesondere spielen solche Gebiete eine bevor-
zugte Rolle, deren Rand eine einzige einfache stiickweise glatte ge-
schlossene Kurve ist. Ein Beispiel isf die von den Punkten im Innern
eines Kreises gebildete ,,Kreisscheibe'. Wir betrachten ferner bei stiick-
weise glatten Kurven den Jordanschen Kurvemsatz als anschaulich ge-
geben. Er besagt, daB jede einfache geschlossene Kurve die Menge aller
nicht auf thr liegenden Punkte der Ebene in zwei getrennte Gebiete zerlegt,
ein beschrinktes ,,Innengebiet” und ein nicht beschrinktes ,, Auflengebiet' 2.

1 Fiir einen Beweis dieses Satzes vgl. etwa B.v. KEREKJARTO, lc. S.591f.
— Ein Beweis des Jordanschen Satzes fiir Polygone sei hier kurz skizziert. Wir
betrachten ein einfach geschlossenes Polygon II und irgendeine Richtung r, welche
keiner der Polygonseiten parallel ist. Durch jeden nicht auf IT liegenden Punkt P
der Ebene ziehen wir einen Strahl parallel zu . Trifft dieser Strahl das Polygon I
in einer geraden Anzahl von Punkten, so rechnen wir den Punkt P zur Punkt-
menge M,, andernfalls zur Punktmenge 3,. (Fallt dabei ein Treffpunkt von 1t
mit I7 in eine Ecke von II, so rechnen wir diese Ecke nur dann als Treffpunkt
mit, wenn das Polygon in dieser Ecke die Gerade v durchsetzt.) Man erkennt
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Wir werden von diesem Satze in seiner allgemeinen Fassung vorldufig
keinen Gebrauch machen, sondern nur den in der FuBnote zu S. 265
erledigten Spezialfall anwenden.

Verschiedentlich werden wir die Tatsache benutzen, daB sich das
Innengebiet eines einfachen Polygons in eine endliche Anzahl von
Dreiecken zerlegen laBt!.

Ein beschrinktes Gebiet, dessen Berandung aus stiickweise glatten
Kurven besteht, heit einfach zusammenhingend, wenn die Randpunkte
eine einzige zusammenhingende Punktmenge, z. B. eine einfache ge-
schlossene Kurve, bilden.

Ein solches einfach zusammenhingendes Gebiet G hat die Eigen-
schaft, daBl mit jedem in ihm verlaufenden einfachen Polygon auch
dessen Innengebiet ganz zu ihm gehdrt. Denn wenn ein einfaches Poly-
gon II ganz im Gebiet G verlduft, so wird der Rand von G entweder
ganz innerhalb oder ganz auBerhalb des Polygons I1 verlaufen miissen,
da er I nicht trifft. Im ersten Fall wiirde das ganze AuBengebiet von I7,
im zweiten Fall das ganze Innengebiet dem Gebiet G angehéren. Ersteres
ist wegen der Beschridnktheit von G ausgeschlossen; also gehort das
Innere von II dem Gebiet G an.

Die eben bewiesene Tatsache, daB mit jedem einfachen Polygon I1
auch dessen Inneres zum Gebiet G gehort, ist eine innere Eigenschaft
des Gebietes G, die mit dem Rand nichts mehr zu tun hat. Sie ist die
einzige Eigenschaft einfach zusammenhingender Gebiete, die im fol-

sehr leicht, daB diese beiden Punktmengen durch I7 voneinander getrennt werden
und daB zu jedem Punkt von M, (und ebenso von M,) eine volle Umgebung eben-
solcher Punkte gehort. Randpunkte von M, (und ebenso von M,) sind demnach
nur die Punkte des Polygons 7, diese aber auch samtlich. Bis jetzt ist die Doppel-
punktfreiheit von I7 iibrigens noch nicht benutzt; jedes Polygon bevandet demmach
zwet offene Punktmengen M, und M,. Besteht M, (oder M,) aus mehreren Gebieten,
so ist der Rand eines jeden dieser Gebiete offensichtlich aus Teilstrecken von IT
zusammengesetzt und selbst ein Polygon. Ist nun I7 einfach, so gibt es kein Teil-
polygon von IT auBer I7 selbst, und man erkennt, daB M, und M, je nur aus einem
Gebiet bestehen konnen. -— Diese Tatsachen aber enthalten die Aussage des Jor-
danschen Satzes fur unser Polygon I7.

1 Die Tatsache dieser Zerlegbarkeit erkennt man allgemein folgendermaBen:
Zunéchst ist fiir ein konvexes Polygon die Zerlegbarkeit in Dreiecke unmittelbar
einleuchtend, weil man lediglich einen inneren Punkt eines solchen Polygons mit
allen Eckpunkten zu verbinden braucht, um eine solche Zerlegung zu erhalten.
Ist nun 7 ein beliebiges Polygon, so verlingert man alle Polygonseiten nach beiden
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