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VI VerzeichDis der Begrilfsnamen 

Verzeichnis der Begriffsnamen. 
Die den Begrift"snamen beigefiigten Zahlen beseichnen diejenigen Seiten des 

Bnches, auf denen der Begriff erkll\rt; ist: 

Axiom der Abgeschlossenheit des 
Systems der Bewegung~n 169. 
Archimedisches 22, 123. 
der Gruppeneigenschaft des 
Systems der Bewegungen 167. 
der Drei~ckskongruenz 12. 
der Dreieckskongruenz in enge
rer Fassung 122. 
der Nachbarschaft .J24. 
Parallelen- 20, 123. 
sich schneidender und nicht 
schneidender Geraden 147. 
der unendlichen Anzahl der 
Drehungen 168. 

- Vollsländigkeits. 22. 
Axiome der Anordnung 4, II3, 

120, 145. 
- der Kongruenz 9, 1-20, 146. 
- der Stetigkeit 22, II3, 123. 
- der Verknüpfung 3, 112, 120, 

145· 
Bewegung 167. 
Desarguesscher Satz (Satz 33) 64. 
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Ebcne 3. 165; 166. 
- Zahlen- 165. 
Eichmaß 99. 
Elemente der linearen Geometrie 2. 
- - ebenen Geometrie 2. 
- - räumlichen Geometrie 2. 
Ende einer Halbgeraden 148. 
Figur 19. 
Geometrie, Nicht-Archimedische 
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- Nicht.Desarguessche 66. 
- Nicht·Euklidische 27. 
- Nicht-Pascalsche 195. 
- Nicht-Pythagoräische 137. 
Gerade 2. 

- wahre 213. 
Halbdrehung -23. 

Inhaltsgleichheit 54, 136. 
InhaltsmaS des Dreiecks 57. 
- - Polygons 60. 

Jordansche Kurve 165. 
Jordansches Gebiet 165. 

Kongruenz von Strecken 9. 
- - Winkeln 11. 
- - Dreiecken 12. 
- - Figuren 19. 
Kreis 21. 
- wahrer 168. 
- Zahlen- 1'73. 

Nebenwinkel 13. 

Parallelenaxiom 20, 123. 
Pascalscher Satz (Satz 21) 36. 
Polygon 8. 
- Zerfallen und Zusammensetzen 

53· 
Punkt 2, 166. 

Rechter Winkel 14. 

Scheitelwinkel 14. 
Seite emes Punktes auf einer Ge-

raden 7. 
- einer Geraden in der Ebene 7. 
- einer Ebene 9. 
Spiegelbild 153. 
Strecke 5. 
Streckenprodukt 44. 
Streckenzug 7. 
Winkel 10. 

Zahlenebene 165. 
Zahlenkreis 173. 
Zahlensystem. komplexes 34. 
- Archimedisches. 36. 
- Nicht-Archimedisches 36. 
- Desarguessches 85. 
Zerlegungsgleichheit 53, 136• 
Zwischen 4. 



So fingt denn aUe menschliche Erkenntnis 
mit Anschauungen an, geht von da zu Begrilren· 
und endigt mit Ideell. 

Kant, Kritik der reinen Vernunft, 
Elementarlehre 2. T. 2. Abt. 

Einleitung. 

Die Geometrie bedarf - ebenso wie die Arithmetik;. -
zu ihrem folgerichtigen Aufbau nur weniger und einfacher 
Grundsätze. Diese Grundsätze heißen Axi ome der Geometrie. 
Die Aufstellung der Axiome der Geometrie und die Erfor
schung ihres Zusammenhanges ist eine Aufgabe, die seit Eu
kli d in zahlreichen vortrefflichen Abhandlungen der mathe
matischen Literatur 1) sich erörtert findet. Die bezeichnete Auf
gabe läuft auf die logische Analyse unserer räumlichen An
schauung hinaus. 

Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer Versuch, für 
die Geometrie ein vollständiges und möglichst ein
faches System von Axiomen aufzustellen und aus denselben 
die wichtigsten geometrischen Sätze in der Weise abzuleiten, 
daß dabei die Bedeutung der verschiedenen Axiomgruppen 
und die Tragweite der aus den einzelnen Axiomen zu zie
henden Folgerungen möglichst klar zutage tritt. 

I) Man vergleiche die zusammenfassenden und erläuternden Be
richte von G. Veronese, "Grundzüge der Geometrie", deutsch von 
A. Schepp, Leipzig 1894 (Anhang), und F. Klein, "Zur ersten Ver
teilung des Lo batschefsky·Preises", Math. Anu. Bd. 50. 



Kapitel I. 

Die fünf Axiomgruppen. 

§r. 
Die Elemente der Geometrie und die fllnfAxiom

gruppen. 

Erklärung. Wir denken drei verschiedene Systeme von 
Dingen: die Dinge des ersten Systems nennen wir Punkle 
und bezeichnen sie mit A, B, C, ..• ; die Dinge des zweiten 
Systems nennen wir Gerade und bezeichnen sie mit a, b, c, ••• ; 
die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen und be
zeichnen sie mit a, p, ", ... ; die Punkte heißen auch die 
Elemente der linearen Geometn"e, die Punkte und Geraden heißen 
die Elemenle der ebenen Geometrie und die Punkte, Geraden 
und Ebenen heißen die Elemenie der räumlichen Geomeln"e oder 
des Raumes. 

Wir denken die Punkte, Geraden; Ebenen in gewissen 
gegenseitigen Beziehungen und bezeichnen diese Beziehungen 
durch Worte wie "liegen", "zwischen CI, "parallel CI,,, kon
gruent", .. stetig"; die genaue und für mathematische 
Zwecke vollständige Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt 
durch die Axiome der Geometrie. 

Die Axiome der Geometrie können wir in fünf Gruppen 
teilen; jede einzelne dieser Gruppen drückt gewisse zusam
mengehörige Grundtatsachen unserer Anschauung aus. Wir 
benennen diese Gruppen von Axiomen in folgender Weise: 

1. 1-8. Axiome der Verknüpfung, 
H. I -4. Axiome der Anordnung, 

H1. 1-5. Axiome der Kongruenz, 
IV~ Axiom der Parallelen, 
V. 1-2. Axiome der Stetigkeit. 



§ 2. Axiome der Verknüpfung 3 

§ 2. 

Die Axiomgruppe I: Axiome der Verknüpfung. 

Die Axiome dieser Gruppe stellen zwischen den oben 
erklärten Begriffen Punkte, Geraden und Ebenen eine Ver
knüpfung her und lauten wie folgt: 

I I. Zwei voneinander verschiedene Punkle A, B besh'mmen sIels 
eine Gerade a. 

Statt"bestimmen" werden wir auch andere Wendungen 
gebrauchen, ~. B. a "geht durch" A "und durch" B, a 
"verbindet" A "und" oder "mit" B. Wenn A ein Punkt 
ist, der mit einem anderen Punkte zusammen die Gerade a 
bestimmt, so gebrauchen wir auch die Wendungen: A "liegt 
auf" a, A "ist ein Punkt von" a, "es gibt den Punkt" A 
"auf'! a usw. Wenn A auf der Geraden a und außerdem auf 
einer anderen Geraden b liegt, so gebrauchen wir auch die 
Wendung: "die Geraden" a "und ,. b "haben den Punkt 
A gemein" usw. 

I 2. Irgend zwei voneinander 1)erschiedene Punkte einer Geraden 
bestimmen diese Gerade. 

I 3. Auf einer Geraden gibt es stds wenigstens zwei Punkle, 
in einer Ebene gibt es stds wenigstens drei nicht auf einer Geraden 
gelegene Punkle. i ) 

I 4. Drei nicht auf ein und derselben Geraden liegende Punkte 
A, B, C bestimmen stets eine Ebene IX. 

Wir gebrauchen auch die Wendungen: A, B, C "liegen 
in" IX; A, B, C "sind Punkte von" IX; usw, 

I) A. RosenthaI hat (Math. Ann. 69) gezeigt, daß es unter Heran
ziehung der räumlichen Axiome dieser Gruppe genügt zu postlJIieren, 
daß es in einer Ebene stets wenigstens einen Punkt gibt. Beschränkt 
man sich auf die Elemente einer Ebene, so kann man unter Heran
ziehung der ebenen Axiome der Gruppe II, den ersten Teil von I3 be
schränken auf die Forderung, daß es auf einer Geraden stets wenig
stens einen Punkt gibt. 



4 Kap. I. Die fünf Aldomgruppen 

I 5. Irgend drti Punklt tintr Ebtnt, dit nkkl auf tin urul 
dtrstlben Gtraden liegen, besh"mmen diese Ebtnt. 

16. Wmn zwei Punkte A, B tin". Geraden a ;n e;ner Ebme 
« liegen, so liegl jeder Punkl 'lJ(l1I a in fitr Ebme CI. 

In diesem Falle sagen wir: die Gerade a "liegt in der" 
Ebene CI; usw. 

I 7. Wenn zwei Ebenen er, (J einen Punkt A gemein habm, '80 

haben sie wenigstens nock einen weiteren Punkt B gemein. 
18. Es gibt wenigstens 'lJiermchtin einer Ebene gelegene Punkle. 
Die Axiome I 1-3 mögen die ebenen Axiome fitr Gruppt I 

heißen zum Unterschied von den Axiomen I 4 -8, die ich 
als die räumltcken Axiome der Gruppt I bezeichne. 

Von den Sätzen, die aus den Axiomen I I -8 folgen, er
wähne ich nur diese beiden: 

Satz I. Zwei Geraden einer Ebene haben einen oder keinen 
Punkt gemein; zwei Ebenen haben keinen Punkt oder eine 
Gerade gemein; eine Ebene und eine nicht in ihr liegende 
Gerade haben keinen oder einen Punkt gemein. 

Satz 2. Durch eine Gerade und einen 'nicht auf ihr lie
genden Punkt, sowie auch durch zwei verschiedene Geraden 
mit einem gemeinsamen Punkt gibt es stets eine und nv.r eine 
Ebene. 

§ 3· 

Die Axiomgruppe 11: Axiome der Anordnung.1) 

Die Axiome dieser Gruppe definieren den Begriff "zwischen" 
und ermöglichen auf Grund dieses Begriffes die Anordnung 
der Punkte auf einer Geraden, in einer Ebene und im Raume. 

Erklärung. Die Punkte einer Geraden stehen in gewissen 
Beziehungen zueinander, zu deren Beschreibung uns insbe
sondere das Wort "zwischen" dient. 

I) Diese Axiome hat zuerst M. Pasch in seinen Vorlesungen über 
neuere Geometrie, Leipzig 1882, ausflihrlich untersucht. Insbesondere 
rührt das Axiom n 4 inhaltlich von M. Pasch her. 
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II I. Wmn A, B, C Punkte eintr Geradm sind, und B zwischm 
A und C lügl, so liegt Bauch zwischm C und A. 

A .B c 
n 2. Wenn A und C zwei Punkle einer Geraden sind, so Clöl 

es siels wenigstens einm Punkt B, der- zwischen A und C liegl, 
und wmigslen ei"en Punkl D, so daß C zwischen A und D liegl. 

A .B c J) 

II 3. Unter {rgmd drei Punkten einer Geraden gibt es stds einen 
und nur einen, der zwischen den bei den anderen liegt. 

Erklärung. Wir betrachten auf einer Geraden a zwei 
Punkte A und B; wir nennen das System der beiden Punkte 
A und B eine Strecke und bezeichnen dieselbe mit AB oder 
mit BA. Die Punkte zwischen A und B heißen Punkte der 
Strecke AB oder auch innerhalb der Strecke AB gelegen; die 
Punkte A, B heißen Endpunkte der Strecke AB. Alle übrigen 
Punkte der Geraden a heißen außerhalb der Strecke AB 
gelegen. 

II 4. Es seien A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene 
Punkte und a eine Gerade in der Ebene AB C, die keinen der Punkte 
A, B, C tnfft: wenn dann die 
Gerade a durch einen .Punkt der 
Strecke AB geht, so geht sie ge~ 
wiß auch entweder durch einen 
Punkt der Strecke B C oder durch 
einen Punkt der Strecke A C. B 

Die Axiome II 1-3 ent- .A "'------I---~ 
halten nur Aussagen über die 
Punkte auf einer Geraden und 
mögen daher die linearen Axiome der Gruppe II heißen; 
das Axiom II 4 enthält eine Aussage über die Elemente der 
ebenen Geometrie und heiße daher das ebene Axiom der 
Gruppe II. 
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§ 4· 
Folgerungen aus den Axiomen der Verknüpfung uDd 

der Anordnung. 

Aus den Axiomen I und 11 folgen die nachstehenden Sätze: 
Satz 3. Zwischen irgend zwei Punkten einer Geraden gibt 

es stets unendlichviele Punkte. 
Satz 4. Sind irgend vier Punkte einer Geraden gegeben. 

so lassen sich dieselben stets in der Weise 'mit A, B, C, D 
bezeichnen, daß der mit B bezeichnete Punkt zwischen A 
und C und auch zwischen A und D und ferner der mit C 
bezeichnete Punkt zwischen A und D und auch zwischen B 
und D liegt.l) 

Satz 5 (Verallgemeinerung von Satz 4). Sind irgendeine 
endliche Anzahl von Punkten einer Geraden gegeben, so lassen 
si~h dieselben stets in der Weise mit A, B, C. D, E, •• ., K 
bezeichnen, daß der mit B bezeichnete Punkt zwischen A 
einerseits und C, D, E, ••• , K andererseits, femer C zwischen 
A, B einerseits und D, E, ••• , K andererseits, sodann D 
zwischen A, B, C einerseits und E, ... , K andererseits usw • 

.A. .B c:n E K 

liegt. Außer dieser Bezeichnungsweise gibt es nur noch die 
umgekehrte Bezeichnungsweise K, ••. , E, D, C, B, A, die von 
der nämlichen Beschaffenheit ist. 

I) Dieser in der ersten Auflage als Axiom bezeichnete Satz ist von 
E. H. Moore, Transactions of the American Mathematical Society 
1902, als eine Folge der aufgestellten ebenen Axiome der Verlmüpfung 
und der Anordnung erkannt worden. Vgl. auch die sich hieran an. 
schließenden Arbeiten von Veblen, Trans. Math. Soc. 1904. Schwei. 
tzer, American Joum. 1909. - Es ist wünschenswert, ein solche. 
System von unabhängigen Axiomen aufzustellen, daS die auf die An. 
ordnung der Punkte einer Geraden bezüglichen Axiome diese Anordnung 
vollständig beschreiben, d. i. daS aus ihnen allein der Satz 5 folgt. 



§ 4. Folgerungen 7 

Satz 6. Jede Gerade a, welche in einer Ebene 0: liegt, 
trennt die nicht auf ihr liegenden Punkte dieser Ebene a 
in zwei Gebiete von folgender Beschaffenheit: ein jeder Punkt 
Ades einen Gebietes bestimmt mit jedem Punkt B des anderen 
Gebietes eine Strecke AB, innerhalb derer ein Punkt der 
Geraden a liegt; dagegen bestimmen irgend zwei Punkte A 

A' 

A 

und A' ein und desselben Gebietes eine Strecke AA', welche 
keinen Punkt von a enthält.1) 

Erklärung. Es seien A, A', 0, B vier Punkte einer Ge
raden a, so daß 0 zwischen A und B, aber nicht zwischen 
A und A' liegt; dann sagen wir: die Punkte A, A' liegen in 
der Geraden a auf ein und derselben Seile vom Punkle 0, und 

.A A' o B 

die Punkte A, B liegen in der Geraden a, auf verschiedenen 
Sez'len vom Punkle O. Die sämtlichen auf ein und derselben 
Seite von 0 gelegenen Punkte der Geraden a heißen auch 
ein von 0 ausgehender Halbslrahl,' somit teilt jeder Punkt 
einet Geraden diese in zwei Halbstrahlen. 

Erklärung. Indem wir die Bezeichnungen des Satzes 6 
benutzen, sagen wir: die Punkte A, A' liegen in der Ebene a 
auf nn und denelben Sez"le von der Geraden a und die Punkte 
A, B liegen zn der Ebene a auf verscm"edenen Sdlen von der 
Geraden (t. 

I) VgL den Beweis bei M. Pasch a. a. O. S. 25. 
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Erklärung. Ein System von Strecken AB,..BC, CD, ... , KL 
heißt ein Streckenzug, der die Punkte A und L miteinander 
verbindet; dieser Streckenzug wird auch kurz mit ABCD 
••. KL bezeichnet. Die Punkte innerhalb der Strecken AB, 
BC, CD, ... , KL, sowie die Punkte A, B, C, D, ... , K, L 
heißen insgesamt die Punkte des Streckenzuges. Fällt insbeson
dere der Punkt L mit dem Punkt A zusammen, so wird der 
Streckenzug ein Polygon genannt und als Polygon A B CD .•. K 
bezeichnet. Die Strecken AB, Be, CD, .•. , KA heißen auch 
die Seiten des Polygons. Die Punkte A, B, C, D, ... , K heißen 
die Erken des Polygons. Polygone mit 3, 4, ... , n Ecken heißen 
bzw. Dreiecke, Vierecke, ..• , n-Ecke. 

Erklärung. Wenn die Ecken eines Polygons sämtlich von
einander verschieden sind und keine Ecke des Polygons in 
eine Seite fällt und irgend zwei Seiten eines Polygons keinen 
Punkt miteinander gemein haben, so heißt das Polygon einfach. 

Mit Zuhilfenahme. des Satzes 6 gelangen wir jetzt ohne 
erhebliche Schwierigkeit zu folgenden Sätzen: 

Satz 7. Ein jedes einfache Polygon, dessen Ecken sämtlich 
in einer Ebene " liegen, trennt die 'Punkte dieser Ebene ", 

die nicht dem Strek
kenzuge des Polygons 
angehören, in zwei Ge
biete, ein Inneres und 

B' ein Äußeres, von fol
gender Beschaffen
heit: ist A ein Punkt 
des Inneren (innerer 
Punkt) und Bein 
Punkt des Äußeren 
(äußerer Punkt), so 
hat jeder Streckenzug, 

der A mit B verbindet, mindestens einen Punkt mit dem 
Polygon gemein; sind dagegen A, A' zwei Punkte des Inneren 
und B, B' zwei Punkte des Äußeren, so gibt es stets Strecken-
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züge, die A mit A' und B mit B' verbinden und keinen 
Punkt mi t dem Polygon gemein haben. Es gibt Gerade in 
It, die ganz im Äußeren des Polygons verlaufen, dagegen 
keine solche Gerade, die ganz im Inneren des Polygons verläuft. 

Satz 8. Jede Ebene It trennt die übrigen Punkte des 
Raumes in zwei Gebiete von folgender Beschaffenheit: jeder 
Punkt A des einen Gebietes bestimmt mit jedem Punkt B 
des anderen Gebietes eine Strecke AB, innerhalb derer ein 
Punkt von a liegt; dagegen bestimmen irgend zwei Punkte 
von A und A' eines und desselben Gebietes stets eine Strecke 
AA', die keinen Punkt von a enthält. 

Erklärung. Indem wir die Bezeichnungen dieses Satzes 8 
benutzen, sagen wir: die Punkte A, A' liegen im Raume auf 
ezn und derselben Seile von der Ebene a, und die Punkte A, B 
liegen im Raume auf verschiedenen Seilen von der Ebene a. 

Der Satz 8 bringt die wichtigsten Tatsachen betreffs der 
Anordnung der Elemente im Raume zum Ausdruck; diese 
Tatsachen sind daher lediglich Folgerungen aus den bisher 
behandelten Axiomen und es bedurfte in der Gruppe TI 
keines neuen räumlichen Axioms. 

§ 5· 
Die Axiomgruppe 111: Axiome der Kongruenz. 

Die Axiome dieser Gruppe definieren den Begriff der 
Kongruenz und damit auch den der Bewegung. 

Erklärung. Die Strecken stehen in gewissen Beziehungen 
zueinander, zu deren Beschreibung uns die Worte "kongrumI" 
oder "gleich" dienen. 

TIr. I. Wenn A, B zwei Punkte auf einer Geraden a undlerner 
A' ezn Punkt auf derselben oder eIner anderen Geraden a' ist, so 
kann man auf ezner gegebenen Seite der Geraden a' von A' stels 
einen und nur einen Punkt B' finden, so daß die Strecke AB 
der Strecke A' B' kongruent oder gleich ist, zn Zeichen: 

AB=A'B'. 
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Jede Strecke ist sicll ulbst kongruent, d. 11. es ist stels: 

AB=AB und AB=: BA. 

Wir sagen auch kürzer: eine jede Strecke kann auf einer 
gegebenen Seite einer gegebenen Geraden von einem ge
gebenen Punkte in eindeutig bestimmter Weise abgetragen 
werden. 

Irr. 2. Wenn eine Strecke AB sowohl der Strecke A'B' als auell 
der Strecke A" B" kongruent ist, so ist aucll A' B' der Strecke A".B" 
kongruent, d. 11. wenn 

AB= A'B' und AB = A"B", 
so ist aucll 

A' B' =: A" B". 

m. 3. Es seien AB und B G zwei Strecken ollne gemeinsame 
Punkle auf der Geraden a und firner A' B' und B' G' zwei Strecken 

B c 

a' A' .B' C' 
--~I~--------~I~------~I~-----------

auf derselben oder einer anderen Geraden a' ebenfalls ohne gemein. 
same Punkte,. wenn dann 

AB = A'B' und BG=: B'G' 

ist, so ist auell stets 
AG= A'G'. 

Erklä~ung. Es sei Ct eine beliebige Ebene und h,k seien 
irgend zwei verschiedene von einem Punkte 0 ausgehende 
Halbstrahlen in a, die verschiedenen Geraden angehören. 
Das System dieser beiden Halbstrahlen h,k nennen wir einen 
Winkel und bezeichnen denselben mit-9:::(h,k) oder mit-9:::(k,II). 
Aus den Axiomen II I -4 kann leicht geschlossen werden, 
daß die Halbstrahlen hund k, zusammengenommen mit dem 
Punkte 0 die übrigen Punkte der Ebene Ct in zwei Gebiete 
von folgender Beschaffenheit teilen: Ist A ein Punkt des einen 



§ S. Axiome der Kongruenz 11 

und B ein Punkt des anderen Gebietes, so geht jeder Strecken
zug, der A mit B verbindet, entweder durch 0 oder hat mit 
h oder k wenigstens einen Punkt gemein; sind dagegen A,A' 
Punkte desselben Gebietes, so gibt es stets einen Strecken
zug, der A mit A' verbindet und weder durch 0 noch durch 
einen Punkt der Halbstrahlen h, k hindurchläuft. Ei~s dieser 
beiden Gebiete ist vor dem anderen ausgezeichnet, indem 
jede Strecke, die irgend zwei Punkte dieses ausgezeichneten 
Gebietes verbindet, stets ganz in demselben liegt; dieses aus
gezeichnete Gebiet heiße das Innere des Winkels<}:: (h, k) 
zum Unterschiede von dem anderen Gebiete, welches das 
Äußere des Winkels -9:: (h,k) genannt werden möge. Die Halb
strahlen h,k heißen Schenkel des Winkels, und der Punkt 0 
heißt der Scheitel des Winkels. 

Erklärung. Die Winkel stehen in gewissen Beziehungen 
zueinander, zu deren Bezeichnung uns ebenfalls die Worte 
"kongruenl" oder "gleich" dienen. 

III. 4. Es sei ein Winkel -9:: (h, k) in einer Ebene " und eine 
Gerade a' in einer Ebene IX', sowie eine bestimmte Set~e von a' 
auf IX' gegeben. Es bedeule h' einen Halbs/rahl der Geraden a', 
der vom Punkle 0' ausgeht: dann gibl es in der Ebene IX' einen 
und nur einen Halbslrahl k, so daß der Winkel<}:: (h, k) kon
gruenl oder gleich dem Winkel<}:: (h', k') isl und zugleich alle 
inneren Punkle des Winkels<}:: (h', k') auf der gegebenen Setle von 
a' liegen, in Zeichen: 

<}:: (h, k) = <}:: (h', k). 
Jeder Winkel ist sich selbsl kongruent, d. h. es isl siels 

<}:: (h, k) = -9:: (h, k) und <}:: (lz, k) = -9:: (k, h). 

Wir sagen auch kurz: ein jeder Winkel kann in einer ge
gebenen Ebene nach einer gegebenen Seite an einen ge
gebenen Halbstrahl auf eine eindeutig bestimmte Weise ab
getragen werden. 

Erklärung. Es sei ein Dreieck ARC vorgelegt; wir be
zeichnen die beiden von A ausgehenden durch Bund C 

H i 1 b "r t: Grundlaoren der Geoa.etrie. ~. Auf!. 
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laufenden Halbstrahlen mit n und k. Der Winkel (h, k) heißt 
dann der von den Seiten AB und AC eingeschlossene oder 
der der Seite BC gegenüberliegende Winkel des Dreieckes 
ABC; er enthält in seinem Inneren sämtliche innere Punkte 
des Dreieckes ABC und wird mit ~ BAC oder ~ A be
zeichnet. 

m. 5. ~nnfiir swej Dreiecke ABC und A'B'C' die Kon
grumsm 

AB=sA'B', AC=sA'C', ~BAC=s~B'A'C' 

gel1m, so sind aucn siels die Kongrumsm 

~ABC=~A'B'C' und ~ACB=s~A'C'B' 

erfülll. 
Die Axiome m 1-3 enthalten nur Aussagen über die 

Kongruenz·von Strecken; sie mägen daher die linearen Axiome 
der Gruppe m heißen. Das Axiom III 4, enthält Aussagen 
über die Kongruenz von Winkeln. Das Axiom m 5 knüpft 
das Band zwischen den Begriffen der Kongruenz von Strecken 
und von Winkeln. Die Axiome m 4 und 5 enthalten Aus
sagen über die Elemente der ebenen Geometrie und mögen 
daher die ebenen Axiome der Gruppe m heißen. 

§ 6. 

Folgerungen aus den Axiomen der Kongruenz. 

Erklärung. Es sei die Strecke AB kongruent der Strecke 
A'B'. Da nach Axiomm I auch die Strecke AB kongruent 
AB ist, so ist nach Axiom. m 2 auch ·A' B' kongruent AB; 
wir sagen: die beiden Strecken AB und A' B' sind unler
einander kongrueni. 

Erklärung. Sind A, B, C, D, •.• , K, Lauf a und A', B', 
C', D', ... , K', L' auf a' zwei Reihen von Punkten, so daß 
die sämtlichen entsprechenden Strecken AB und A' B', AC 
und A'e', BC und B'C', ... , KL und K'L' bezw. ~inander 
kongruent sind, so heißen die heiden Reihen von Punkten 
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untereinander kongruent; A und A', .B und .B', •• ., L und L' 
heißen die entsprechenden Punkte der kongruenten Punktreihen. 

Aus den linearen Axiomen III 1-3 schließen wir leicht 
folgende Sätze: 

Satz 9. Ist von zwei kongruenten Punktreihen A, .B, •• ., 
K, L und A', .B', ••• , K', L' die erste so geordnet, daß .B 
zwischen A einerseits und C, D, ..• , K, L andererseits, C 
zwischen A,.B einerseits und D, •.. , K, L andererseits, usw. 
liegt, so sind die Punkte A', .B', ••• , K', L' auf die gleiche 
Weise geordnet, d. h . .B' liegt zwischen A' einerseits und 
C', D', .•. , K' L' andererseits, C' zwischen A',.B' einerseits 
und D', ... , K', L' andererseits usw. 

Es ergibt sich ferner: 
Satz 10. Wenn ein Winkel<}:: (k, k) sowohl dem ~ (k', i1 

als auch dem <}::(k",k") kongruent ist, so ist auch der Winkel 
~ (h', k') dem Winkel ~ (h", k") kongment, d. h. wenn 

~ (h, k) = ~ (h ', k') und <}:: (h, k) = 1::: (h", k") 
ist, so ist auch stets 

1::: (h', k') = <}:: (h", k'V) 
Erklärung. Es sei <}::(h,k) kongruent dem Winkel 1::: (h',k'). 

Da nach Axiom III 4 der Winkel<}:: (h, k) kongruent<}:: (h, k) 
ist, so folgt aus Satz 10, daß<}:: (h ', k') kongruent<}:: (h, k) 
ist; wir sagen: die beiden Winkel 1::: (h, k) und<}:: (k', k') 
sind untereinander kongruent. 

Erklärung. Zwei Winkel, die den Scheitel und einen 
Schenkel gemein haben und deren nicht gemeinsame Schen
kel eine gerade Linie bilden, heißen Nebenwinkel. Zwei Winkel 
mit gemeinsamem Scheitel, deren Schenkel je eine Gerade 
bilden, heißen Sche#elwinkel. Ein Winkel, welcher einem sei
ner Nebenwinkel kongruent ist, heißt ein reell/er Winkel. 

I) Dieser Satz ist in de! früheren Auflage als Axiom aufgestellt 
und von A. Rosenthai Math. Ann. 71 aus den übrigen Axiomen 
der Kongruenz unter Verwendung von Axiomen der Gruppen I und n 
bewiesen worden. Gleichzeitig zeigt er, wie man 111 I und 4 durch 
weniger fordernde Axiome ersetzen kann. 

2* 
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Die Existenz rechter Winkel folgt in bekannter Weise 
aus m I, III 4, 111 5. Wenn man nämlich einen beliebigen 
Winkel vom Scheitel aus an einen seiner Schenkel anträgt 
und dann die äußeren Schenkel gleichmacht, so schneidet 
die Verbindungsgerade der Endpunkte den gemeinsamen 
Schenkel senkrecht. 

Zwei Dreiecke AB C und A' B' C' heißen einander kon
gruent, wenn sämtliche Kongruenzen 

AB = A'1J', AC= A'Cf , BC=. .ll'Ci, 

-9:: A = -9:: A', -9:: B = -9:: B', -9:: C = -9:: C' 
erfüllt sind. 

Satz I I (ErsterKongruenzsatz fürDreiecke). Wenn 
für zwei Dreiecke ABC und A'B'C' die Kongruenzen 

AB =. A' B', AC = A' C', -9:: A = -9:: A' 

gelten, so sind die beiden Dreiecke einander kongruent. 
Beweis. Nach Axiom m 5 sind die Kongruenzen 

-9:: B = -9:: B' und -9:: C =. -9:: C' 
erfüllt, und es bedarf somit nur des Nachweises, daß die 
Seiten B C und B' C' einander kongruent sind. Nehmen wir 
nun im Gegenteil an, es wäre etwa B C nicht kongruent B' C', 

und bestimmen auf B' C' den Punkt D', so daß BC=B'D' 
wird, so stimmen die bei den Dreiecke ABC und A'B'D' in 
zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel 
überein ; nach Axiom III 5 sind mithin insbesondere die 
beiden Winkel-9::BAC und-9::B'A'D' einander kongruent. 
Es wäre also -9:: BA C sowohl -9:: B' A' D' wie -9:: B' A' C' 
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kongruent; dies ist nicht möglich, da nach Axiom nI 4 ein 
jeder Winkel an einen gegebenen Halbstrahl nach einer 
gegebenen Seite in einer Ebene nur auf eine Weise ab
getragen werden kann. Damit ist der Beweis für Satz 11 

vollständig erbracht. 
Ebenso leicht beweisen wir die weitere Tatsache: 
Satz 12 (Zweiter Kongruenzsatz für Dreiecke). 

Wenn in zwei Dreiecken je eine Seite und die beiden an
liegenden Winkel kongruent ausfallen, so sind die Dreiecke 
stets kongruent. 

Wir sind nunmehr imstande, die folgenden wichtigen 
Tatsachen zu beweisen: 

Satz 13. Wenn zwei Winkel-}: ABC und -}: A'B' C' m.
ander kongrumlsind, so sind auen illre Nebmwinkel-}: eBD 
und -}: c' B' D' einander kongruent. 

Beweis. Wir wählen die Punkte A', C', D' auf den durch 
B' gehenden Schenkel derart, daß 

A'B' = AB, C'B' = CB, D'B' = DB 

wird. In den beiden Dreiecken ABC und A' B' C' sind dann 
die Seiten AB und CB bezw. den Seiten A' B' und C' B' 
kongruent und, da überdies die von diesen Seiten einge
schlossenen Winkel nach Voraussetzung kongruent sein 
sollen, so folgt nach Satz II die Kongruenz jener Dreiecke, 
d. h. es gelten die Kongruenzen 

AC= A'C' und -}: BAC= <,::. B'A'C'. 

Da andererseits nach Axiom m 3 die Strecken AD und 
A' D' einander kongruent sind, so folgt wiederum aus Satz 11 
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die Kongruenz der Dreiecke CAD und C' A'D', d. h. es 
gelten die Kongruenzen 

CD = C' D' und 1:: ADC:::: -1:: A D'e' 

und hieraus folgt mittels Betrachtung der Dreiecke BGD 
und B' C' D' nach Axiom m 5 die Kongruenz der Winkel 
1:: GBD und ~ G'B'D'. 

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 13 ist der Satz von 
der Kongr.uenz der Scheitelwinkel. 

Satz 14. Es sei der Winkel 1:: (h, k) in der Ebene (X dem 
Winkel 1:: (h', k') in der Ebene (x' kongruent und ferner sei / 
ein Halbstrahl der Ebene 1lC, der vom Scheitel des Winkels 
~(h,k) ausgeht und im Inneren dieses Winkels verläuft: dann 
gibt es stets einen Halbstrahl /' in der Ebene 1lC', der vom 

L' 

]z,' 

Scheitel des Winkels 1:: (h', k') ausgeht und im Inneren 
dieses 1:: Winkels (h', k') verläuft, so daß 

~ (h, !) = 1:: (h', I') und. 1:: (k, !) = 1:: (k', l') 
wird. 

Beweis. Wir bezeichnen die Scheitel der Winkel -9:: (h, k) 
und 1:: (h', k') bez. mit 0, 0' und bestimmen dann auf den 
Schenkeln h, k, h', k' die Punkte A, B, A', B' derart, daß 
die Kongruenzen 

OA = O'A' und OB =: O'B' 

erfiillt sind. Wegen der Kongruenz der Dreiecke OAB und 
O'A'B' wird 

AB=:A'B', 1:: OAB=:1:: O'A'B', 1:: OBA=:1:: O'B'A'. 

Die Gerade AB schneide / in G; bestimmen wir dann auf 
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der Strecke A'B' den Punkt C', so daß A'C' = AC wird, 
so ist 0' C' der gesuchte Halbstrahl I'. In der Tat, aus 
AC=A'C' und AB=.A'B' kann mittels Axiom ill3 leicht 
die Kougruenz B C =. B' C' geschlossen werden; nunmehr 
erweisen sich die Dreiecke OAC und O'A'C', sowie femer 
die D~eiecke OBC und O'B'C' untereinander kongruent; 
hieraus ergeben sich die Behauptungen des Satzes . I 4. 

Auf ähnliche Art gelangen wir zu folgender Tatsache: 
S at II 15. Es seien einerseits lz, k, I und andererseits lz', k', l' 

je drei von einem Punkte ausgehende und je in einer Ebene 
gelegene Halbstrahlen: wenn dann die Kongruenzen 

~ (lz, l) = <}:: (lz'! 11 und ~ (k, l) =. ~ (k', 1') 
erfüllt sind, so ist stets auch 

<}:: (lz, k) = ~ (lz', "1. 
Auf Grund der Sätze 13 und 14 gelingt der Nachweis des 

folgenden einfachen Satzes, den Euklid - meiner Meinung 
nach mit Unrecht - unter die Axiome gestellt hat. 

Satz 16. Alle reeMen Winkel sind einander kongruent. 1) 
Beweis. Der Winkel <}:: BAD sei seinem Nebenwinkel 

~ CAD kongruent und desgleichen sei der Winkel ~B' A'D' 
seinem Nebenwinkel ~ C'A'D' kongruent; es sind dann 
~ BAD, <}:: CAD, <}:: B'A'D', <}:: C'A'D' sämtlich rechte 
Winkel. Wir nehmen im Gegensatz zu unserer Behauptung 
an, es wäre der rechte Winkel ~B' A' D' nicht kongruent dem 
rechten Winkel<}::B AD, und tragen dann <}::B' A' D' an den 
Halbstrahl AB an, so daß der entstehende Schenkel AD" 
entweder in das Innere des Winkels <}::B AD oder des Winkels 

I) Th. Vahlen bemerkt in seinem Buche "Abstrakte Geometrie", 
Leipzig 1905, S.242, daß bereits Legendre diesen Satz bewiesen hat. 
Doch setzt Legendre voraus, daß die Winkel ein stetiges GröSensystem 
bilden. Zugleich zeigt Th.Vahlen daselbst, daß umgekehrt unter Vor
aussetzung des Satzes 16 die Eindeutigkeit der Winkelabtragung, also 
ein Teil des Axioms m 4. aus dem anderen Teile des Axioms In 4, 
nämlich der Möglichkeit der Abtragung der Winkel und den übrigen 
Kongruenzaxiomen folgt. 



18 Kap. I. Die fünfAxiomgruppen 

-9=: CAD fällt; es treffe etwa die erstere Möglichkeit zu. Weg~n 
der Kongruenz der Winkel -9=: B' A' IJ' und -9=: BAD" folgt 
nach Satz I 3, daß auch der Winkel -9=: C' A' D' dem Winkel 

-9=: CAD" kongruent ist, und da die Win-
IJ" 1J lJ'" kel-9=: B'A'D' und -9=: C'A'D' einander 

\ I kongruent sein sollen, so lehrt Satz 10, 

" : daß auch der Winkel-9=: BAD" dem Win-
I I 
\ I kel-9=: CAD" kongruent sein muß. Da 
I I I " I I ferner -9=: BAD kongruent -9=: C All ist, so '\ . ! können wir nach Satz 14 innerhalb des 

I ' Winkels -9=: CAD einen von A ausgehen-
, ' den Halbstrahl AD'" finden, 
\1 A C B ______ .!:.L:I..~_.___ so daß -9=: B All" kongruent 

-9=: CAD'" und zugleich -9=:DAff' 
kongruent -9=:D All'" wird. Nun war aber <j:.BAD" kongruent 
-9=: CAD", und somit müßte nach Satz 10 auch -9=: CAll" 
kongruent -9=: CAll'" sein; das ist nicht möglich, weil nach 
Axiom III 4 ein jeder Winkel an einen gegebenen Halb-

strahl nach einer gegebenen Seite in einer 
Ebene nur auf ein e Weise abgetragen 
werden kann; hiermit ist der Beweis für 
Satz 16 erbracht. 

Wir können jetzt die Bezeichnungen "spit
zer Winkel" und "stumpfer WInkel" in bekann
ter Weise einführen. 

B' C' Der Satz von der Kongruenz 
~ _____ ~~ _____ ~ des Basiswinkel-9=:A und <r:..B. 

im gleichschenkligen Dreieck 
AB C folgt unmittelbar durch Anwendung des Axioms III 5 
auf Dreieck AB C und Dreieck BA C. Mit Hilfe dieses Satzes 
und unter Hinzuziehung des Satzes 15 beweisen wir dann 
leicht in bekannter Weise die folgende Tatsache: 

Satz I, (DritterKongruenzsatz fürDreiecke). Wenn 
in zwei Dreiecken die drei Seiten entsprechend kongruent 
ausfallen, so sind die Dreiecke kongruent. 



§ 6. Folgerungen 19 

Erklärung. Irgendeine endliche Anzahl von Punkten heißt 
eine Figur; liegen alle Punkte der Figur in einer Ebene, so 
heißt sie eine ebene Figur. 

Zwei Figuren heißen kongruent, wenn ihre Punkte sich paar
weise einander so zuordnen lassen, daß die auf diese Weise 
einander zugeordneten Strecken und Winkel sämtlich einander 
kongruent sind. 

Kongruente Figuren haben, wie man aus den Sätzen xo 
und X 3 erkennt, folgende Eigenschaften: Drei Punkte einer 
Geraden liegen auch in jeder kongruenten Figur auf einer 
Geraden. Die Anordnung der Punkte in entsprechenden 
Ebenen in bezug auf entsprechende Gerade ist in kongruenten 
Figuren die nämliche; das gleiche gilt von der Reihenfolge 
entsprechender Punkte in entsprechenden Geraden. 

Der allgemeinste Kongruenzsatz für die Ebene und für den 
Raum drückt sich wie folgt aus: 

Satz x 8. Wenn (A. B, C, •.• ) und (A', B', C', ... ) kongruente 
ebene Figuren sind und Peinen Punkt in der Ebene der ersten 
bedeutet, so läßt sich in der Ebene der zweiten Figur stets 
ein Punkt P' finden, derart, daß (A, B, C, ••• , p) und (A', B', 
C', ... , P') wieder kongruente Figuren sind. Enthält die Figur 
(A, B, C, .•• ) wenigstens drei nicht auf einer Geraden liegende 
Punkte, so ist die Konstruktion von.P' nur auf eine Weise 
möglich. 

Satz 19. Wenn (A, B, C, ... ) und (A', B', C', ... ) kongruente 
Figuren sind und P einen beliebigen Punkt bedeutet, so läßt 
sich stets ein Punkt P' finden, so daß die Figuren (A,B, C, ... , P) 
und (A', B', C'" ... , P') kongruent sind. Enthält die Figur 
(A, B, c, ... ) mindestens vier nichtin einer Ebene liegende Punk
te, so ist die Konstruktion von P' nur auf eine Weise möglich. 

Der Satz 19 spricht das wichtige Resultat aus, daß die sämt
lichen rä umlichen Tatsachen der Kongruenz und mithin der 
Bewegung im Raume - unter Hinzuziehung der Axiom
gruppen I und II - Folgerungen aus den fünf oben aufge
stellten linearen und ebenen Axiomen der Kongruenz sind. 
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§ 7· 
Die Axiomgruppe IV: Axiom der Parallelen. 

Aus den bisherigen Axiomen folgt in bekannter Weise der 
Euklidische Satz, daS der Außenwinkel eines Dreieckes stets 
gräßer ist als jeder der bei den inneren Winkel. 

Es sei nun a eine beliebige Ebene, a eine beliebige Gerade 
in a und A ein Punkt in a und außerhalb a. Ziehen wir dann 
in a eine Gerade c, die durch A geht und a schneidet, und 
sodann in a eine Gerade b durch A, so <laß die Gerade c die 
Geraden a, b unter gleichen Gegenwinkeln schneidet, so folgt 
leicht aus dem erwähnten Satze vom Außenwinkel, daß die 
Geraden a, b keinen Punkt miteinander gemein haben, d. h. 
in einer Ebene a läßt sich durch einen Punkt A außerhalb 
einer Geraden a stets eine Gerade ziehen, welche jene Ge
rade, a nicht schneidet. 

Das Parallelenaxiom lautet nun: 
IV (E u kU di s c h e s A xi 0 m). .Er se; aemebeliebige Geradeund 

A einPun/d au)trhalb a: dann gibt es in derdurckaundA bestimmten 
Dme Mclutms eine Gerade, die durch A läuft und a nicki sckneidl.t. 

Erklärung. Nach dem Vorhergehenden und auf Grund 
des Parallelenaxioms erkennen wir, daS es in der durch a 
und A bestimmten Ebene eine und nur eine Gerade gibt, 
die durch A läuft und a nicht schneidet; wir nennen dieselbe 
die Parallele su a durch A. 

Das Parallelenaxiom IV ist gleichbedeutend mit der folgen
den Forderung: 

Wenn zwei Geraden a, b in einer Ebene eine dritte Ge
rade c derselben Ebene nicht treffen, so treffen sie auch ein
ander nicht. 

In der Tat, hätten a, b einen Punkt A gemein, so würden 
durch A in derselben Ebene die beiden Geraden a, b mögüch 
sein, die c nicht treffen; dieser Umstand widerspräche dem 
Parallelenaxiom IV. Ebenso leicht folgt umgekehrt das Par
allelenaxiom IV aus der genannten Fordemng. 
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Das Parallelenaxiom IV ist ein ebenes Axiom. 
Die Einführung des Parallelenaxioms vereinfacht die 

Grundlagen und erleichtert den Aufbau der Geometrie in 
erheblichem Maße. 

Nehmen wir nämlich zu den Kongruenzaxiomen das Par
allelenaxiom hinzu. so gelangen wir leicht zu den bekannten 
Tatsachen: 

Satz 20. Wenn zwei Parallelen von einer dritten Geraden 
geschnitten werden, so sind die Gegenwinkel und Wechsel
winkel kongruent, und umgekehrt: die Kongruenz der Gegen· 
oder Wechselwinkel hat zur Folge, daß die Geraden parallel 
sind. 

Satz 21. Die Winkel eines Dreiecks machen zusammen 
zwei Rechte aus.t ) 

Erklärung. Wenn Mein beliebiger Punkt in einer Ebene 
11 ist, so heißt die Gesamtheit aller Punkte A, für welche 
die Strecken M A einander kongruent sind, ein Kreis; Mheißt 
der Mitlelpunkt des Kreises. 

Aur Grund dieser Erklärung folgen mit Hilfe der Axiom
gruppen III -IV leicht die bekannten Sätze über den Kreis, 
insbesondere die Möglichkeit der Konstruktion eines Kreises 
durch irgend drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte, 
sowie der Satz über die Kongruenz aller Peripheriewinkel 
über der nämlichen Sehne und der Satz von den Winkeln im 
Kreisviereck. 

§ 8. 

Die Axiomgruppe V: Axiome der Stetigkeit. 

V I (Axiom des Messens oder Archimedischea 
Ax i 0 m). Es sei ~ ein beliebiger Punkt auf einer Geraden zwischen 
den beliebig gegebenen Punklen A und B; man konstruiere dann die 
Punkle A., All' A, • ••• , so daß As. zwischen A und A2,/emer A. 

I) Betreffs der Frage, inwieweit dieser Satz umgekehrt das Parallelen
axiom zu ersetzen vermag, vergleiche man die Bemerkungen am SchluS 
von Kap. n § 12. 
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zwischen Al und As,/erner A. zwz"schen A, und A, usw.liegl und 
ülJerdies die Strecken 

AAl' AI .4" AsAs' AsA" .•• 

einander gleich sind: dann gzö/ es in der Reine der Punkte A" AI' 
A" •.. stets einen solchen Punkt .A", daß B zwischen A und A,. 
liegt. 

A A, A3 . .A". . .An-, B ATl/ 
, .' 

V 2 (Axiom der Vollstän digkeit). Dit Elemen/e (Punkte, 
Geraden, Ebenen) der Geomeln"e bz1den ein System flon Dingen, 
welches bei Aufrechlerhalfung sämtlicher genannten Axiome keiner 
Erweilerungmehrfähigisl, d.h.: zu dem System der Punkte, 
Geraden. Ebenen ist es nicht möglich, ein anderes 
System von Dingen hinzuzufügen, so daß in dem 
durchZusammensetzung en tstehendenSystem säm t
liche aufgeführten Axiome I-IV, V I erfüllt sind. 

Das Archimedische Axiom V I ist ein lineares Axiom. 
Hinsichtlich des Axioms der Vollständigkeit V 2 füge ich 

hier folgende Bemerkung hinzu. 
DieAufrechterhaltung sämtlicher Axiome, von der in diesem 

Axiom die Rede ist, hat man so zu verstehen, daß na c h der 
Erweiterung sämtliche früheren Axiome in der früheren 
W ei s e gültig bleiben sollen, d. h. sofern man die vorhandenen 
Beziehungen der Elemente, nämlich die vorhandene Anord
nung und Kongruenz der Strecken und Winkel nirgends stört, 
also z. B. ein Punkt, der vor der Erweiterung zwischen zwei 
Punkten liegt, dies auch nach der Erweiterung tut, Strecken 
und Winkel, die vorher einander kongruent sind, dies auch 
nach der Erweiterung bleiben. 

Die Erfüllbarkeit des V.ollständigkeitsaxioms ist 
wesentlich durch die Voran stellung des Archime
dischen Axioms bedingt; in der Tat läßt sich zeigen, daß 
zu einem System von Puukten, Geraden und Ebenen, welche 
die Axiome I-IV erfüllen, stets noch auf mannigfache Weise 
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aolcheElemente hinzugefügt werden können, daß in dem durch 
Zusammensetzung entstehenden Systeme die Axiome I-IV 
ebenfalls. sämtlich gültig sind; d. h. das Vollständigkeitsaxiom 
würde einen Widerspruch einschließen, wenn man den Axiomen 
I-IV nicht noch das Archimedische Axiom hinzufügt. 

Das Vollständigkeitsaxiom ist nicht eine Folge 
des ArchimedischenAxioms. In· der Tat reicht das Archi
medischeAxiom allein nicht aus, um mit Benutzung der Axiome 
I-IV unsere Geometrie als identisch mit der gewöhnlichen 
analytischen "Cartesischen" Geometrie nachzuweisen (vgl.§9 
und § 12). Dagegen gelingt es unter Hinzunahme des Voll
ständigkeitsaxioIDS - obwohl dieses Axiom unmittelbar keine 
Aussage über den Begriff der Konvergenz enthält -, die 
Existenz der einem Dedekindschen Schnitte entsprechenden 
Grenze und den Bolzanoschen Satz vom Vorhandensein der 
Verdichtungsstellen nachzuweisen, womit dann unsere Geo
metrie sich als identisch mit derCartesischen Geometrie erweist. 

Durch die vorstehende Betrachtungsweise ist die Forderung 
der Stetigkeit in zwei wesentlich verschiedene Bestandteile 
zerlegt worden, nämlich in das Archimedische Axiom, 
dem zugleich die Rolle zukommt, die Forderung der 
Stetigkeit vorzubereiten, und in das Vollständig
keitsaxiom, das den Schlußstein des ganzen Axio
mensystems bildet.1) 

In den nachfolgenden Untersuchungen stützen wir uns 
wesentlich nur auf das Archimedische Axiom und setzen im 
allgemeinen das Y ollständigkeitsaxiom nicht voraus. 

I) Man vergleiche auch die Bemerkungen am Schluß von § 17 sowie 
meinen hier als Anhang VI abgedruckten Vortrag über den Zahlbegrüf: 
Berichte der Deutschen Mathematiker.Vereinigung, 1900. - Bei der 
Untersuchung des Satzes vou der Gleichheit der Basiswinkel im gleich
schenkligen Dreieck bin ich auf ein weiteres Stetigkeitsaxiom geflihrt 
worden, das ich Axiom der Nachbarschaft genannt habe; man sehe meine 
als Anhang II abgedruckte Abhandlung .. Über den Satz von der Gleich
heit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck". Proceedings ofthe 
London Mathematical Society, Bd.XXXV 19°3. VgL S.92 und S.107. 



Kapitel n 
Die Widerspruchslosigkeit und gegenseitige 

Unabhängigkeit der Axiome. 

§ 9· 

Die Widerspruchslosigkeit der Axiome. 

Die Axiome der fünf in Kapitel I aufgestellten Axiom
gruppen stehen miteinander nicht in Widerspruch, d. h. es 
ist nicht möglich, durch logische Schlüsse aus denselben eine 
Tatsache abzuleiten, welche einem der aufgestellten Axiome 
widerspricht. Um dies einzusehen, wollen wir aus d~ reellen 
Zahlen ein System von Dingen bilden, in dem sämtliche Axiome 
der fünf Gruppen erfüllt sind. 

Man betrachte zunächst den Bereich ~ aller derjenigen 
algebraischen Zahlen, welche hervorgehen, indem man von 
der Zahl I ausgeht und ein endliche Anzahl von Malen die 
vier Rechnungsoperationen: Addition, Subtraktion, Multipli-

kation, Division und die fünfte Operation \ Y I + enll \ an
wendet, wobei QJ jedesmal eine Zahl bedeuten kann, die ver
möge jener fünf Operationen bereits entstanden ist. 

Wir denken uns ein Paar von Zahlen (x,y) des Bereiches 
~ als einen Punkt und die Verhältnisse von irgend drei Zahlen 
(u: v : w) aus.Q, falls u, v nicht beide Null sind, als eine Ge
rade; femer möge das Bestehen der Gleichung 

ux+vy+w-o 

ausdrücken, daß der Punkt (x, y) auf der Geraden (u: 'IJ: w) 
liegt; damit sind, wie man leicht sieht, die Axiome I 1-3 
und IV erfüllt. Die Zahlen des Bereiches .Q. sind sämtlich 
reell; indem wir berücksichtigen, daß dieselben sich ihrer Größe 
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nach anordnen lassen, können wir leicht solche Festsetzungen 
für unsere Punkte und Geraden treffen, daß auch die Axiome n 
der Anordnung sämtlich gültig sind. In der Tat, sind (Xl'''.)' 
(x"y,), (XI' JI.), .•. irgendwelche Punkte auf einer Geraden, 
so möge dies ihre Reihenfolge auf der Geraden sein, wenn 
die Zahlen x.' x S' x S' ••• oder Jll,JlI'Y8' ••• in dieser Reihen
folge entweder beständig abnehmen oder wachsen; um femer 
die Forderung des Axioms II 4 zu erfüllen, haben wir :nur 
nötig, festzusetzen, daß alle Punkte (x,JI), für die ux+"y+w 
kleiner oder größer als 0 ausfällt, auf der einen bzw. auf der 
anderen Seite der Geraden (u:,,:w) gelegen sein sollen. Man 
überzeugt sich leicht, daß diese Festsetzung sich mit der 
vorigen Festsetzung in Übereinstimmung befindet, denufolge 
ja die R:eihenfolge der Punkte auf einer Geraden bereits be
stimmt ist. 

Das Abtragen von Strecken 
und Winkeln erfolgt nach 
den bekannten Methoden 
der analytischen Geometrie. 
Eine Transformation von der 
Gestalt 

x'-x+a, 

p' =y + b 

ve~ttelt die Parallelver- 0(0.0) E{I,O) 
schIebung von Strecken 
und Winkeln. Wird femer der Punkt (0,0) mit 0, der Punkt 
(1,0) mit E und ein beliebiger Punkt (a, b) mit Cbezeichnet, 
so entsteht durch Drehung um den Winkel -9:: CO E, wenn 0 
der feste Drehpunkt ist, aus dem beliebigen Punkte (x,,,) 
der Punkt (x',y). wobei 

, a " 
X = Va' + 61 X - Va' + o'y, 
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zu setzen ist. Da die Zahl 

Va' + bl = bM~)' 
wiederum dem Bereiche .Q angehört, so gelten bei unseren 
Festsetzungen auch die Kongruenzaxiome III, und offenbar 
ist auch das Archimedische Axiom V 1 erfüllt. Das Axiom 
der Vollständigkeit V 2 ist nicht erfüllt. 

Jeder Widerspruch in den Folgerungen aus unseren geo
metrischen Axiomen I-IV, V I müßte demnach auch in der 
Arithmetik des Bereiches .Q erkennbar sein. i ) 

Wählen wir in der obigen Entwickelung statt des Bereiches 
.Q den Bereich aller reellen Zahlen, so erhalten wir eine 
Geometrie, in der s äm tli c he Axiome I-V gültig sind; diese 
Geometrie ist die gewöhnliche Cartesische Geometrie. 

Jeder Widerspruch in den Folgerungen aus den Axiomen 
I-V müßte demnach in der Arithmetik des Systems dt:r 
reellen Zahlen erkennbar sein. 

Die entsprechende Betrachtungsweise für die räumliche 
Geometrie bietet keine Schwierigkeit. 

Wie man erkennt, gibt es unendlichviele Geometrien, die 
den Axiomen I-IV, V 1 genügen, dagegen nureine, nämlich 
die Cartesische Geometrie, in der auch zugleich das V 011-
ständigkeitsaxiom V 2 gültig ist. 

§ 10. 

Die Unabhängigkeit des Parallelenaxioms (Nicht
Euklidische Geometrie). 

Nachdem wir die Widerspruchslosigkeit der Axiome erkannt 
haben, ist es von Interesse, zu untersuchen, ob sie sämtlich 
voneinander unabhängig sind. In der Tat zeigt sieB, daß keine 

I) Betreffs der Frage nach der Widerspruchslosigkeit der arith. 
metischen Axiome vergleiche man mei,ue Vorträge über den Zahlbegriff : 
Jlerichte der Deutschen Mathematiker.Vereinigung, 1900 (Anhang VI), 
sowie"Mathematische Probleme" ,gehalten auf dem intemationalenMathe. 
matikerkongreß 1900, Göttinger Nachr. 1900, insbesondere Problem Nr.2. 
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wesentlichen Bestandteile der genannten Axiomgruppen durch 
logische Schlüsse aUs c:ien jedesmal voranstehenden Axiom
gruppen abgeleitet werden können. 

Was zunächst die einzelnen Axiome der GruppenI,II und 
m betrifft, so ist der Nachweis dafür leicht zu führen, daß 
die Axiome ein und derselben Gruppe je unter sich unab
hängig sind. 

Die Axiome der Gruppen I und II liegen bei unserer Dar
stellung den übrigen Axiomen zugrunde, so daß es sich nur 
noch darum handelt, für jede der Gruppen 111, IV und V die 
Unabhängigkeit von den übrigen nachzuweisen. 

Das Parallelenaxiom IV ist von den übrigen Axiomen unab
hängig; dies zeigt man in bekannter Weise am einfachsten, 
wie folgt: Man wähle die Punkte, Geraden und Ebenen der 
gewöhnlichen, in § 9 konstruierten (Cartesischen) Geometrie, 
soweit sie innerhalb einer festen Kugel verlaufen, für sich 
allein als Elemente einer räumlichen Geometrie und vermittle 
die Kongruenzen dieser Geometrie durch solche lineare Trans
formationen der gewöhnlichen Geometrie, welche die feste. 
Kugel in sich überführen. Bei geeigneten Festsetzungen er
kennt man, daß in dieser ,,Nichl-Euklidischen" Geome/ne sämt
liche Axiome außer dem Euklidischen Axiom IV gültig sind, 
und da die Möglichkeit der gewöhnlichen Geometrie in § 9 
nachgewiesen worden ist, so folgt nunmehr auch die Mög
lichkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie. 

§ 11. 

Die Unabhlngigkeit der Kongruenzaxiome. 

Von den die Unabhängigkeit der Kongruenzaxiome be
treffenden Tatsachen wollen wir als besonders wichtig die 
folgende beweisen: das Axiom m 5 oder, was auf das näm
liche hinausläuft, der erste Kongruenzsatz für Dreiecke, d. i. 
Satz 1 1 kann durch logische Schlüsse nicht aus den übrigen 
Axiomen 1, II, m 1-4, IV, V abgeleitet werden. 

Hilb e r t: Grundlagen der Geometrie. S. Anß. 3 
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Wir wählen die Punkte, Geraden, Ebenen der gewöhnlichen 
Geometrie auch als Elemente der neuen räumlichen Geo
metrie und definieren das Abtragen der Wlnkel ebenfalls wie 
in der gewöhnlichen Geometrie, etwa in der Weise, wie in 
§ 9 auseinandergesetzt worden ist; dagegen definieren wir 
das Abtragen der Strecken auf andere Art. Die zwei Punkte 
A., ~ mögen in der gewöhnlichen Geometrie die Koordinaten 
X 1')'I' BI bzw,x1')'I,BI haben; dann bezeichnen wir den po
lIitiven Wert von 

y(x1 - x, +)'. - )'I)S + (Pl - )'.)" + (B1 - B.)I 
als die Länge der Strecke Al~' und nun sollen zwei be
liebige Strecken Al~ und ~'A.' einander kongruent heißen, 
wenn sie im eben festgesetzten Sinne gleiche Längen haben. 

Es leuchtet unmittelbar ein, daß in der so hergestellten 
räumlichen Geometrie die Axiome I, II, IIlI-2, 4, IV, V. 
(sowie übrigens auch die Sätze 10, 13, 14, 15, 16, die mit 
Hilfe von m 5 abgeleitet wurden) gültig sind. 

Um zu zeigen, daß auch das Axiom Ill3 erfüllt ist, wählen 
wir eine beliebige Gerade a und auf ihr drei Punkte A., AJ, As. 
so daß A. zwischen Al und Aa liegt. Die Punkte x,)', B der 
Geraden a seien durch die Gleichungen 

X .... l/ + 4', 

)' .... 1'1 + 1", 

B - vi + v' 

gegeben, worin 1, 4"I"I",11,V' gewisse Konstante und I einen 
Parameter bedeutet. Sind 11,19 « 11), la « I.) die Parameter
werte, die den Punkten ~, As' Aa entsprechen, so finden wir 
für die Längen der drei Strecken ~~, A,A. und ~ A. bzw. 
die Ausdrücke: 

(/1 - I,) I Y(l + 1')' + 1" + vii, 
(11 - I,) I Y (4 + 1'). + I'll + v'l ! 
(11 - I~ I Y(l + 1')2 + 1" + v' I. 
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und mithin ist die Summe der Längen der Strecken ~ As 
und AI Aa gleich der Länge der Strecke Al AI; dieser Um
stand bedingt die Gültigkeit des Axioms m 3. 

Das Axiom III 5 oder vielmehr der erste Kongruenzsatz 
für Dreiecke ist in unserer Geometrie nicht immer erfüllt. Be
trachten wir nämlich z. B. in der Ebene 8=0 die vier Punkte 

o mit den Koordinaten x =- 0, JI'" 0, 

A " 

B " 
" 
" 

" 
" 

x =- I, JI = 0, 

x = 0, J' - I, 

c"" " x - t, 
so sind in den bei den (rechtwink
ligen) Dreiecken 0 A C und 0 Be 
die Winkel bei C und die an-· 
liegenden Seiten entsprechend 
kongruent,' da die Seite OCbeiden }'i 
Dreiecken gemeinsam ist und die 
Strecken A C und B C die gleiche 
Länge t besitzen. Dagegen haben O{o,o) 
die dritten Seiten 0 A und OB die A(1,O) 

Länge I, bzw. Vi" und sind daher nicht einander kongruent. 
Es ist auch nicht schwer, in dieser Geometrie zwei Drei

ecke zu finden, für welche das Axiom m 5 selbst nicht er
füllt ist. 

§ 12. 

Die Unabhängigkeit der Stetigkeitsaxiome V 
(Nicht-Archimedische Geometrie). 

Um die Unabhängigkeit des Archimedischen Axioms V I 

zu beweisen, müssen wir eine Geometrie herstellen, in der 
sämtliche Axiome mit Ausnahme der Axiome V, diese letz
teren aber nicht erfüllt sind.1) 

1) G. Ver 0 n e s e hat in seinem tiefsinnigen Werke: .. Grundzüg~ der 
Geometrie", deutsch von A. Schepp, Leipzig 1894, ebenfalls den Ver-

3-
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Zu dem Zwecke konstruieren wir den Bereich Sl,(/) aller 
derjenigen algebraischen Funktionen von I, welche aus t durch 
die fünf Rechnungsoperationen der Addition, Subtraktion, 

Multiplikation, Division und durch die Operation I Y I + wt I 
hervorgehen; dabei soll w irgendeine Funktion bedeuten, die 
vermöge jener fünf Operationen bereits entstanden ist. Die 
Menge der Elemente von Sl,(/) ist - ebenso wie von Sl, in 
§ 9 - eine abzäblbare. Die fünf Operationen sind sämtlich 
eindeutig und reell ausführbar; der Bereich Sl,(t) enthält da
her nur eindeutige und reelle Funktionen von t. 

Es sei c irgendeine Funktion des Bereiches Sl, (I); da die 
Funktion c eine algebraische Funktion von I ist, so kann sie 
jedenfalls nur für eine endliche Anzahl von Werten I ver
schwinden, und es wird daher die Funktion c für genügend 
große positive Werte von t entweder stets positiv oder stets 
negativ ausfallen. 

Wir sehen jetzt die Funktionen des Bereiches Sl,(/) als eine 
Art komplexer Zahlen an; offenbar sind in dem so definierten 
komplexen Zahlensystem die gewöhnlichen Rechnungsregeln 
sämtlich gültig. Ferner möge, wenn a, b irgend zwei verschie
dene Zahlen dieses komplexen Zahlensystems sind, die Zahl 
a größer oder kleiner als b, in Zeichen: a> b oder a < h, 
heißen, je nachdem die Differenz c = a - b als Funktion von 
t für genügend große positive Werte von t stets positiv oder 
stets negativ ausfällt. Bei dieser Festsetzung ist für die Zahlen 
unseres komplexen Zahlensystems eine Anordnung ihrer Größe 
nach möglich, die derjenigen bei reellen Zahlen analog ist; 
auch gelten, wie man leicht erkennt, für unsere komplexen 
Zahlen die Sätze, wonach Ungleichungen richtig bleiben, wenn 
man auf bei den Seiten die gleiche Zahl addiert oder beide 
Seiten mit der gleichen Zahl > 0 multipliziert. 

Bedeutet n eine beliebige positive ganze rationale Zahl, so 
gilt für die beiden Zahlen n und I des Bereiches Sl,(t) gewiß 

such gemacht, eine Geometrie aufzubauen, die von dem Archimedischen 
Axiom unabhängig ist. 
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die Ungleichung ,,< /, da die Differenz ,,-/, als Funktion 
von / betrachtet, für genügend große positive Werte von / 
offenbar stets negativ ausfällt. Wir sprechen diese Tatsache 
in folgender Weise aus: Die beiden Zahlen I und / des Be
reiches .Q(/), die beide > 0 sind, besitzen die Eigenschaft, 
daß ein beliebiges Vielfaches der ersteren stets kleiner als 
die letztere Zahl bleibt. 

Wir bauen nun aus den komplexen Zahlen des Bereiches 
~(/) eine Geometrie genau auf dieselbe Art au~ wie dies in 
§9 unter Zugrundelegung des Bereiches.Q von algebraischen 
Zahlen geschehen ist: wir denken uns ein System von drei 
Zahlen (x,y, s) des Bereiches .Q(/) als einen Punkt und die 
Verhältnisse von irgend vier Zahlen (u: 'lI: w : r) aus .Q(/), 
falls U, fI, w nicht sämtlich Null sind, als eine Ebene; ferner 
möge das Bestehen der Gleichung 

ux + 'lIy + ws + ,. - 0 

ausdrücken, daß der Punkt (x,y, s) in der Ebene (u: 'lI : w : " 
liegt, und die Gerade sei die Gesamtheit aller in zwei Ebenen 
Init verschiedenen u: 'lI : w gelegenen Punkte. Treffen wir so
dann die entsprechenden Festsetzungen über die Anordnung 
der Elemente und über das Abtragen von Strecken und Win
keln, wie in § 9, so entsteht eine "M'dll-Archimediscll4" Geo
me/ne, in welcher, wie die zuvor erörterten Eigenschaften des 
komplexen Zahlensystems .Q(t) zeigen, sämtliche Axiome mit 
Ausnahme derStetigkeitsaxiome erfüllt sind. In derTat können 
wir die Strecke I auf der Strecke I beliebig oft hintereinander 
abtragen, ohne daß der Endpunkt der Strecke / überschritten 
wird; dies widerspricht der Forderung des Archimedischen 
Axioms. 

Daß auch das Vollständigkeitsaxiom V 2 von allen voran
stehenden Axiomen I-IV, V I unabhängig ist, zeigt die 
erste in § 9 aufgestellte Geometrie, da in dieser das Archi
medische Axiom erfüllt ist. 

Auch die Nicht-Archimedischen und zugleich Nicht-Eukli .. 
dischen Geometrien sind von prinzipieller Bedeutung, und 
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insbesondere erschien mir die Frage nach der Abhängigkeit 
der Sätze über die Winkelsumme im Dreieck vom Archi
medischen Axiom von hohem Interesse. Die Untersuchung, 
die M. Dehn1) auf meine Anregung hin über diesen Gegen
stand untemommen hat, führte zu einer vollen Aufklärung 
dieser Frage. Den Untersuchungen von M. Dehn liegen die 
Axiome 1-111 zugrunde. Nur zum Schlusse der Dehnschen 
Arbeit - damit auch die Riemannsche (elliptische) Geo
metrie in den Bereich der Untersuchung hineinfällt - sind 
die Axiome II der Anordnung allgemeiner als in der gegen
wärtigen Abhandlung, nämlich etwa wie folgt zu fassen: 

Vier Punkte A, B, C, D einer Geraden zerfallen stets in 
zwei Paare A, C und B, D, so daß A, C und B, D getrennt 
sind und umgekehrt. Fünf Punkte auf einer Geraden können 
immer in der Weise mit A, B, C, D, E bezeichnet werden, 
daß A, C durch B, D und durch B, E, femer daß A, D durch 
JJ, E und durch C, E usw. getrennt sind. 

Die hauptsächlichsten von M.De hn auf Grund der Axiome 
I-III, also ohne Benutzung der Stetigkeit, bewiesenen Sätze 
Silld folgende: 

Wenn in irgend einem Dreieck die Summe der 
Winkel größer bezüglich gleich oder kleiner als zwei 
Rechte ist, so ist sie es ill jedem Dreieck.lI) 

Aus der Annahme unendlichvieler Parallelen zu 
einer Geraden durch einen Punkt folgt, wenn man 
das Archimedische Axiom ausschließt, nicht, daß 
die Winkelsumme im Dreieck kleiner als zwei Rechte 
ist. Es gibt vielmehr sowohl eine Geometrie (die 
Nicht-Legendresche Geometrie), in der man durch 

I) "Die Legendreschen Sätze über die Winkelsumme im Dreieck". 
Math. Ann. ·Bd. 53. 1900. 

2) Einen Beweis für diesen Satz hat später auch F. Schur er. 
bracbt, Math. Ann.:Bd 55 und weiter Hjelmslev Math. Ann. 64; 
in dem let:z.teren ist hervorzuheben die sehr kurze Schlußfolge, die 
zum Beweise des mittleren Teiles dieses Satzes führt. 
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einen Punkt zu einer Geraden unendlich viele Par
allelen ziehen kann und in der trotzdem die Sätze 
der Riemannschen (elliptischen) Geometrie gültig 
sind. Andererseits gibt es eine Geometrie (die Semi
Euklidische Geometrie), in welcher es unendlich
viele Par allelen durch einen Punkt zu einer Geraden 
gibt und in der dennoch die Sätze der Euklidischen 
Geometrie gelten. 

Aus der Annahme, daß es keine Parallelen gibt, 
folgt stets, daS die Winkelsumme im Dreieck größer 
als zwei Rechte ist. 

Ich bemerke endlich, daß, wenn man das Archime
dische Axiom hinzunimmt, das Parallelenaxiom durch 
die Forderung ersetzt werden kann, es solle die Winkel
summe im Dreieck gleich zwei Rechten sein. 



Kapitel TII. 

Die Lehre von den Proportionen. 

§ 13· 

Komplexe Zahlensysteme.1} 

Am Anfang dieses Kapitels wollen wir einige kurze Aus
einandersetzungen über komplexe Zahlensysteme voraus
schicken, die uns später insbesondere zur Erleichterung der 
Darstellung nützlich sein werden. 

Die reellen Zahlen bilden in ihrer Gesamtheit ein System 
von Dingen mit folgenden Eigenschaften: 

Sätze der Verknüpfung (1-6): 
I. Aus der Zahl a und der Zahl b entsteht durch "Aa

di tion" eine bestimmte Zahl c, in Zeichen: 

a + b = c oder c = a + b. 

2. Wenn a und b gegebene Zahlen sind, so existiert stets 
eine und nur eine Zahl x und auch eine und nur eine 
Zahl)l, so daß 

a + x == b bzw. .y + a = b 
wird. 

3. Es gibt eine bestimmte Zahl - sie heiße 0 -, so daß 
für jedes a zugleich 

a + 0 = a und 0 + a = a 
ist. 

4. Aus der Zahl a und der Zahl b entsteht noch auf eine 
andere Art durch "Multiplikation" eine bestimmte Zahl e, 
in Zeichen: 

ab = e oder c = ab. 

I) V gl. meinen Vortrag: "Über den ZahlbegrilF" , Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 8. 1900 (Anhang VI). 
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5. Wenn a und h beliebig gegebene Zahlen sind und a 
nicht 0 ist, so existiert stets eine und nur eine Zahl x und 
auch eine und nur eine Zahl y, so daß 

ax - h bzw. ya - b 
wird. 

6. Es gibt eine bestimmte Zahl - sie heiße I -, so daß 
für jedes a zugleich 

a . I - a und I· a = a 
ist. 

Regeln der Rechnung (7-12): 
Wenn a, h, e beliebige Zahlen sind, so gelten stets Colgende 

Rechnungsgesetze: 
7. a + (h + e) .... (a + h) + " 
8. a+h =b+a 
9. a(he) - (ab)e 

10. a(b + e) .... ab + ae 
11. (a + h}e .... ae + be 
12. ah - ha. 
Sätze der Anordnung (13-16): 
13. Wenn a, h irgend zwei verschiedene Zahlen sind, so 

ist stets eine bestimmte von ihnen (etwa a) größer (» als die 
andere; die letztere heißt dann die kleinere, in Zeichen: 

a > hund h < a. 

14. Wenn a > bund h> e, so ist auch a > e. 
15. WenD. a > b ist, so ist auch stets 

a+ e >h +e. 

16. Wenn a > bund e > 0 ist, so ist auch stets 

ae > be. 

Sätze von der Stetigkeit (17-18): 
17. (Archimedischer Satz.) Wenn a>o und h>o zwei 

beliebige Zahlen sind, so ist es stets möglich, a zu sich selbst so 
oftzu addieren, daß die entstehende Summe die Eigenschaft hat 

a+a+ ... +a>b. 
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18. (Satz von der Vollständigkeit.) Es ist nicht mög
lich, dem System der Zahlen ein anderes System von Dingen 
hinzuzufügen, so daß auch in dem durch Zusammensetzung 
entstehenden Systeme bei Erhaltung der Beziehungenzwischen 
den Zahlen die Sätze 1-17 sämtlich erfüllt sind; oder kurz: 
die Zahlen bilden ein System von Dingen, welches bei Auf
rechterhaltung sämtlicher Beziehungen und sämtlicher auf
geführten Sätze keiner Erweiterung mehr fahig ist. 

Ein System von Dingen, das nur einen Teil der Eigenschaften 
I - 18 besitzt, heiße ein komplexes Zahlensystem. Ein komplexes 
Zahlensystem heiße ein Archimedisches oder ein Nicht-Archi
medisches, je nachdem dasselbe der Forderung 17 genügt oder 
nicht. 

Von den aufgestellten Eigenschaften I - I 8 sind einige 
Folgen der übrigen. Es entsteht die Aufgabe, die logische Ab
hängigkeit dieser Eigenschaften zu untersuchen 1). Wir werden 
im Kapitel VI § 32 und § 33 zwei bestimmte Fragen der an
gedeuteten Art wegen ihrer geometrischen Bedeutung beant
worten und wollen hier nur darauf hinweisen, daß jedenfalls 
die Forderung 17 keine logische Folge der voranstehenden 
Eigenschaften ist, da ja beispielsweise das in § I 2 betrachtete 
komplexe Zahlensystem .Q (t) sämtliche Eigenschaften I - 16 
besitzt, aber nicht die Forderung 17 erfüllt. 

Im übrigen gelten betreffs der Sätze von der Stetigkeit 
(17 - 18) die entsprechenden Bemerkungen, wie sie in § 8 
über die geometrischen Axiome der Stetigkeit gemacht worden 
sind. 

§ 14· 
Beweis des Pascalsehen Satzes. 

In diesem und dem folgendem Kapitel legen wir unserer 
Untersuchung die ebenen Axiome sämtlicher Gruppen mit 
Ausnahme der Stetigkeitsaxiome, d.h. die Axiome I 1-3 un4 
II-IV zugrunde. In dem gegenwärtigen KapitelllI gedenken 

I) Vgl. meinen bereits zitierten Vortrag über den Zahlbegriff. 
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wir Euklids Lehre von den Proportionen mittels der genannten 
Axiome, d. h. in der Ebene und unabhängig vom Archi~ 
medischen Axiom zu begründen. 

Zu dem Zwecke beweisen wir zunächst eine Tatsache, die 
ein besonderer Fall des bekannten Pascalschen Satzes aus 
der Lehre von den 
Kegelschnitten ist 
und die ich künftig 
kurz als den Pas
calschen Satz be
zeichnen will. Die~ 
Ber Satz lautet: 

Satz22.1) (pas- A' 
calscher Satz). 
Es seien A,B, Cbzw. 
A' B', C' je drei 
Punkte auf zwei sich schneidenden Geraden, die vom Schnittpunkte 
der Geraden verschieden situl; ist dann CB' parallel BC' und 
CA' parallel AC', so ist auch BA' parallel AB'. 

Um den Beweis für diesen Satz zu erbringen, führen wir 
zunächst folgende Bezeichnungsweise ein: In einem recht
winkligen Dreieck ist offenbar die Ka
thete a durch die Hypothenusec und den 
von a und c eingeschlossenen Basiswinkel 
(X eindeutig bestimmt; wir setzen kurz 

a = (Xc, 

so daß das Symbol (Xc stets eine bestimmte Strecke bedeutet, 
sobald c eine beliebig gegebene Strecke und IX ein beliebig 
gegebener spitzer Winkel ist. 

I) F. Sc h u r hat einen interessanten Beweis des Pascalschen Satzes 
auf Grund der ebenen und räumlicben Axiome I-In in den Math. 
Ann.Bd.51 veröffentlicbt. J.Hjelmslev ist es dann, indem er sich 
auf die Resultate von G. Hessenberg (Math. Ann. Bd. 61) stützt, 
gelungen, den Pascalscben Satz allein auf Grund der ebenen Axiome 
I-rn zu beweisen ( .. Neue Begründung der ebenen Geometrie"; Matb. 
Ann. Bd. 64)' Vgl. Anhang rn. 
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Nunmehr möge t eine beliebige Strecke und «, ß mögen 
zwei beliebige spitze Winkel bedeuten; wir behaupten, daß 

allemal dieStreckenkongruenz 

a(Jt s: ßat 

besteht und somit die Symbole 
a, ß stets miteinander ver
tauschbar sind. 

Um diese Behauptung zu 
beweisen, nehmen wir die 
Strecke e = AB und tragen 

t.-.:::;;....;t------..JC:.....--- an diese Strecke in A zu bei-

den Seiten die Winkel a bzw. p 
an. Dann feillen wir von B aus auf die anderen Schenkel 
dieser Winkel die Lote BC und BD, verbinden C mit D 
und feillen schließlich von A aus das Lot AE auf CD. 

Da die Winkel1=: ACB und 1=: ADB Rechte sind, 80 

liegen die vier Punkte A,B, C,D auf einem Kreise, und dem
nach sind die beiden Winkel1=:A CD und <f.: AB D, als Peri
pheriewinkel auf derselben Sehne AD, einander kongruent. 
Nun ist einerseits 1=:ACD zusammen mit dem 1=: CAEund 
andererseits 1=:AB D zusammen mit 1=:B AD je ein Rechter, 
und folglich sind auch die Winkel ~ CAE und ~ BAD 
einander kongruent, d. h. es ist 

~ CAE=ß 
und daher 

~DAE=a. 

Wir gewinnen nun unmittelbar die Streckenkongruenzen 

(Je s: AD, ats: AC, 

aße = a(AD) = AE, ßae s: ß(AC) = AE 

und hieraus folgt die Richtigkeit der vorhin behaupteten Kon
gruenz. 

Wir kehren nun zur Figur des Pascalschen Satzes zurück 
und bezeichnen den Schnittpunkt der beiden Geraden mit 0 
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und die Strecken OA, OB, OC, OA', OB', OC', CB', BC', 
AC', CA', BA', AB' bzw. mit a, h, c, a't h', c', 1,1*, m, m*, n, 
n*. Sodann fällen wir von 0 Lote auf I, m*, n; das Lot auf 1 
schließe mit den beiden Geraden OA, OA' die spitzen Winkel 
.. '," ein und die 
Lote auf m bzw. n 
mögen mit den Ge
raden OA und OA' 
die spitzen Winkel 
fA-"fA- bzw. v', v bil
den. Drücken wir 
nun diese drei Lote 
in der vorhin an
gegebenen Weise 
mit Hilfe der Hy- 0 C q 
pothenusen und 
Basiswinkel in den betreffenden rechtwinkligen Dreiecken 
auf doppelte Weise aus, so erhalten wir folgende drei Strecken
kongruenzen : 
(I) .th'==l.'c, 

(2) p,a'= ,,'c, 

(3) va' = v'h. 

Da nach Voraussetzung 1 parallel 1* und m parallel m* sein 
soll, so stimmen die von 0 auf 1* bzw. m zu fällenden Lote 
mit den Loten auf 1 bzw. m* überein, und wir erhalten somit 

l.c' == .t'h, 

Wenn wir aufdieKongruenz (3) links und rechts das Symbol 
.t'" anwenden und bedenken, daß nach dem vorhin Bewie
senen die in Rede stehenden Symbole miteinander vertausch
bar sind, so finden wir 

vl' "a' == v' fA-l'b. 
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In dieser Kongruenz berücksichtigen wir links die Kongruenz 
(2) und rechts (4); dann wird 

v t p.' c = v' p.lc' 
oder 

v p.'l' c = v'lp.c'. 

Hierin berücksichtigen wir links die Kongruenz (I) und rechts 
(5); dann wird 

oder 
lp.'vb' = lp.'v'a. 

Wegen der Bedeutung unserer Symbole schließen wir aus der 
letzten Kongruenz sofort 

p.'vb'= p.'v'a 
und hieraus 
(6) vb' == v'a. 

Fassen wir nun das von 0 auf n gefällte Lot ins Auge und 
fällen auf dasselbe Lote von A und B' aus, so zeigt die Kon
gruenz (6), daß die Fußpunkte der letzteren beiden Lote zu
sammenfallen, d. h. die Gerade n*= AB' steht zu dem Lote 
auf n senkrecht und ist mithin zu n parallel. Damit ist der 
Beweis für den Pascalschen Satz erbracht. 

Wir benutzen im Folgenden zur Begründung der Geometrie 
lediglich denjenigen speziellen Fall des Pascalchen Satzes, 
in dem die Streckenkongruenz 

OC== OA' 
und folglich auch 

OA= OC' 

gilt. In diesem speziellen Fall gelingt der Beweis besonders 
einfach, nämlich folgendermaßen (Figur S. 41): 

Wir tragen auf OA' von O,au/J die Strecke OB bisD' ab, 
so daß die Verbindungsgerade B D' parallel zu CA' und AC' 
wird. Wegen der Kongruenz der Dreiecke OC'B und OAD' 
wird 
(1+) <}:: OC'B == ~ OAD'. 
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Da CD' und BC' nach Voraussetzung einander parallel sind, 
so ist 
(2t) ~ OC'B=:~. OB'C; 

aus (It) und (2t) folgern wir 
~ OAD'=: ~ OB'C; 

dann aber ist nach der Lehre vom Kreise A CD' B' ein Kreis
viereck und mithin gilt nach einem bekannten Satze von den 
Winkeln im Kreisviereck die Kongruenz 

(3t) ~ OD'C= ~ OAB'. 
Andererseits ist wegen der Kongruenz der Dreiecke 
OD'C und OBA' auch 

(4t) ~ OD'C=: ~ OBA'; 
aus (3 t) und (4 t) folgern wir 

~ OAB' =: ~ ODA', . 
und diese Kongruenz lehrt, daß AB' 
und BA' einander parallell sind, wie 

der Pascalsche Satz verlangt. 
Wenn irgendeine Ge

rade, ein Punkt auBerhalb 
derselben und irgendein 
Winkel gegeben ist, so 

kann man offen-
o bar durch Ab-

tragen dieses 
Winkels Und Ziehen einer Parallelen eine Gerade finden, 
die durch den gegebenen Punkt geht und die gegebene Ge
rade unter dem gegebenen Winkel schneidet. Im Hinblick 
auf diesen Umstand dürfen wir endlich zum Beweise des all
gemeineren Pascalschen Satzes auch das folgende einfache 
Schlußverfabren anwenden, das ich einer Mitteilung von an
derer Seite verdanke (Figur S. 41). 

Man ziehe durch B eine Gerade, die OA' im Punkte D' 
unter dem Winkel OCA' trifft, so daß die Kongruenz 
(1*) ~ OCA' =: ~ OD'B 
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gilt; dann ist nach einem bekannten Satze aus der Lehre vom 
Kreise C B D' A' ein Kreisviereck und mithin gilt nach dem 
Satze von der Kongruenz der Peripheriewinkel auf der näm
lichen Sehne die Kongruenz 

(2*) ~ OBA'=~ OD'C. 

Da CA' und AC' nach Voraussetzung einander parallel sind, 
so ist 

(3*) ~ OCA'= ~OAC'; 

".,.,--', :~'--"'-''''',\aus (I*) und (3 *) folgem wir die 
, .I \ '\. Kongruenz 

I \ " 

/ \', \ 1:: OD'B = ~ OAC'; 

( B' "~\ 
~t 

~ .~ 

dann aber ist auch 
BAD' C' ein Kreisvier& 
eck, und mithin gilt nach 

A '. 
" "'. 

1:: OAD'=~ OC'B. 

dem Satze von 
den Winkeln 
im Kreisvier
eck die Kon-
gruenz 

Da femer nach Voraussetzung CB' parallel BC' ist, so haben 
wir auch 
(S*) ~ OB'C= 1:: OC'B; 

aus (4*) und (5 *) folgem wir die Kongruenz 

~ OAD'=~ OB'C; 

diese endlich lehrt, daS CAD'B' ein Kreisviereck ist, und 
mithin gilt auch die Kongruenz 

(6*) ~ OAB'= ~ OD'C. 

Aus (2*) und (6*) folgt 

~ OBA'=~ OAB', 
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und diese Kongruenz lehrt, daß BA' und AB' einander par
allel sind, wie es der Pascalsche Satz verlangt. 

Fällt D' mit einem der Punkte A', B', C' zusammen, so 
wird eine Abänderung dieses Schlußverfahrens notwendig, die 
leicht ersichtlich ist.1) 

§ 15· 
Die Streckenrechnung auf Grund des Pascalsehen Satzes. 

Der im vorigen Paragraph bewiesene Pascalsche Satz setzt 
uns in den Stand, in die Geometrie eine Rechnung mit Strecken 
einzuführen, in der die Rechnungsregeln für reelle Zahlen 
sämtlich unverändert gültig sind. 

Statt des Wortes "kongruent" und des Zeichens == bedienen 
wir uns in der Streckenrechnung des Wortes "gleich" und des 
Zeichens =. 

Wenn A,B, Cdrei Punkte _< ___ a. ____ )( ___ h ___ ) 
einer Geraden sind und B ( C:o a" + b ) 
zwischen A und C liegt, so 
bezeichnen wir c = AC als die Summe der beiden Strecken 
a == AB und b = BC und setzen 

c = a + b. 

Die Strecken a und b heißen kleiner als c, in Zeichen: 

a<c, b<c, 
und c heißt größer als a und b, in Zeichen: 

c > a, c > b. 

Aus den linearen Kongruenzaxiomen III 1-3 entnehmen 
wir leicht, daß für die eben definierte Addition der Strecken 
das assoziative Gesetz 

a + (b + c) = (a + b) + c, 

Il Interes~e verdient auch die Verwendung, die der Satz vom ge
meinsamen Schnittpunkt der· Höhen eines Dreieckes zur Begründung 
des Pascalscheu Satzes bzw. der Proportionenlehre findet; man ver
gleiche hierüber F. Schur, Math. Ann. Bd. 57 und J. Mollerup, 
"Studier over den plane geometris aksiomer", Kopenhagen 1903· 

H i I b e r t: Grundlagen der Geometrie. 5. Auf!. 4 
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sowie das kommutative Gesetz 

a+b .... b+a 
gültig ist. 

Um das Produkt einer Strecke a in eine Strecke b geo-
metrisch zu definieren, bedienen wir uns folgender Konstruk

tion: Wir wählen zunächst eine beliebige 
Strecke, die für die ganze Betrachtung 
die nämliche bleibt, und bezeichnen 
dieselbe mit I. Nunmehr tragen wir anf 

dem einen Schenkel eines 
rechten Winkels vom Schei

'----.....=..-----""""7::--- tel 0 aus die Strecke I und 
o 1 b ferner ebenfalls vom Scheitel 

o die Strecke b ab; sodann tragen wir auf dem anderen 
Schenkel die Strecke a ab. Wir verbinden die Endpunkte der 
Strecken 1 und a durch eine Gerade und ziehen zu dieser 
Geraden durch den Endpunkt der Strecke b eine Parallele; 
dieselbe möge auf dem anderen Schenkel eine Strecke c 
abschneiden: dann nennen wir diese Strecke c das Produkt 
der Strecke a in die Strecke b und bezeichnen sie mit 

c = ab. 

Wir wollen vor allem beweisen, daß für die eben definierte 
b Multiplikation der Strecken das kommutative Gesetz 

o 

"''''", .. , 
',. ab == ba 

"'\. gültig ist. Zu dem Zwecke konstruieren wir 
• zuerst auf die oben festgesetzte Weise die 
'"'' Strecke ab. Ferner tragen wir auf dem ersten 

". Schenkel des rechten Winkels 
""\'~ 

a 1 11 

die Strecke a und auf dem an
deren Schenkel die Strecke b 
ab, verbinden den Endpunkt 
der Strecke I mit dem Endab = ba 

punkt von b auf dem anderen Schenkel durch eine Gerade 
und ziehen zu dieser Geraden durch den Endpunkt von a 
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auf dem ersten Schenkel eine Parallele: dieselbe schneidet 
auf dem anderen Schenkel die Strecke ba ab; in der Tat 
fällt diese Strecke ba, wie die Figur zeigt, wegen der Pa
rallelität der punktierten Hilfslinien nach dem Pascalsehen 
Satze (Satz 22) mit der vorhin konstruierten Strecke ab zu
sammen. Auch umgekehrt folgt, wie man sofort sieht, aus der 
Gültigkeit des kommutativen Gesetzes in unserer Strecken
rechnung der spezielle Fall (S. 40) des Pascalsehen Satzes. 

Um für unsere Multiplikation der Strecken das assoziative 
Gesetz 

a(bc) = (ab)c 

zu beweisen, tragen wir auf dem einen Schenkel des rechten 
Winkels vom Scheitel 0 aus die Strecken I und b und auf 

dem anderen Schenkel ebenfalls von 0 aus 
die Strecken a und c ab. Sodann konstruieren 

, wir die Strecken d = ab und e = cb und tragen 
",,,-,,,,,_ diese Strecken d und e auf dem ersteren Schen-

, kel von 0 aus ab. Konstruieren wir sodann ae 
-'" und cd, so ist wiederum auf Grund des Pascal-

"'" sehen Satzes aus nebenstehender 
""" Figur eFsichtlich, daß die End-

"'. punkte dieser Strecken zusam-
", menfallen, d. h. es ist 

""'" ae=cdodera(cb)=c(ab), 

""""".""""",und hieraus folgt mit Zu-
. hilfenahme des kommu-

tativen Gesetzes auch 

a(bc) = (ab)c. 1) 

o e Wie man 
sieht, haben wir im Vorstehenden beim Nachweise sowohl 
des kommutativen wie des assoziativen Gesetzes der Multi-

I) Man vergleiche hierzu auch die Methoden zur Begründung der 
Proportionenlehre, die neuerdings von A. K n e s er. Archiv für Math. 
und Phys., R.IlI, Bd. 2, und J. Mollerup, Math. Ann., Bd. Sb, sowie 

4* 
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plikation lediglich denjenigen speziellen Fall des Pascalsehen 
Satzes benutzt, dessen Beweis auf S. 40 bis 4 I (§ 14) in be
sonders einfacher Weise durch einmalige Anwendung des 
Kreisvierecksatzes gelang. 

Durch Zusammenfassung dieser Ent
wickelungen gelangen wir zu folgender 
Begründung der Multiplikationsgesetze 
der Streckenrechnung, die mir von all en 
bisher bekannten Begründungsarten die 
einfachste zu sein scheint: 

Auf dem einen Sehen-
kel eines rechten Winkels 
trage man vom Scheitel 0 
aus die Strecken a = A 0 
undb= OB und außerdem 
auf dem anderen Schen-
kel die Einheitsstrecke 

I = oe ab. Der durch A, B, e gelegte Kreis schneide den 
letzteren Schenkel noch im Punkte D. Der Punkt D wird leicht 
ohne Benutzung des Zirkels nur auf Grund der Kongruenz
axiome gewonnen, ind~m man vom Mittelpunkt des Kreises 
das Lot auf oe fällt und an diesem den Punkt e spiegelt. 
Wegen der Gleichheit der Winkel -9:: OeA und 1:=: 0 B D ist 
nach der Definition des Produktes zweier Strecken (S. 44) 

OD = ab, 

und wegen der Gleichheit der Winkel1:=: 0 D A und 1:=: 0 Be 
ist nach der nämlichen Definition 

OD = ba. 

"Studier over den plane geometris aksiomer", Kopenhagen 19°3, ange
geben worden sind und bei denen die Proportionengleichung voran
gestellt wird. F. Sch ur, Zur Proportionenlehre, Math. Ann. Bd. 57 be
merkt, daß bereits Ku pffer (Sib.ungsber. der Naturforschergesellschaft 
zu Dorpat 1893) das kommutative Gesetz der Multiplikation richtig be
wiesen hat. Jedoch ist Ku P f f er s weitere Begründung der Proportionen
lehre als unzureichend anzusehen. 
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Das hieraus folgende kommutative Gesetz der Multiplikation 

ab = ba 

beweist nunmehr nach einer Bemerkung auf S. 45 den spe
ziellen Fall (S. 40) des Pascalsehen Satzes, und aus diesem 
wiederum folgt nach S. 45 das assoziative Gesetz der Mul
tiplikation 

a (be) = (ab) e. 

Endlich gilt in unserer Streckenrechnung auch das dis
tributive Gesetz 

a(b + e) = ab + ae. 
Um dasselbe zu beweisen, konstruieren wir die Strecken ab, 
ae und a(b + e) und ziehen dann durch den Endpunkt der 

Strecke e (s. nebenstehende Figur) eine Parallele zu 
dem anderen Schenkel des rechten Winkels. Die 

Kongruenz der beiden rechtwinkligen, in der 
Figur schraffierten Dreiecke und die An

wendung des Satzes von der 
Gleichheit der Gegenseiten 
im Parallelogramm liefert 

dann dengewünschten 
~""""","",~--''''-_.....;:)o,r;.:..r;,"~""",::100...._ Nachweis. 
OIe b+c Sind bund e zwei 

beliebige Strecken, so gibt es stets eine Strecke a, so daß 

c = ab wird; diese Strecke a wird mit ~ bezeichnet und der 

Quotient von e durch b genannt. 

§ 16. 
Die Proportionen und die Ähnlichkeitssätze. 

Mit Hilfe der eben dargelegten Streckenrechnung läßt sich 
E ukli ds Lehre von den Proportionen einwandsfrei und ohne 
Archimedisches Axiom in folgender Weise begründen: 

Erklärung. Sind a, b, a', b' irgend vier Strecken, so soll 
die Proportion 

a: b = a': b' 
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nichts anderes bedeuten als die Streckengleichung 

ab' == ba'. 

Erklärung. Zwei Dreiecke heißen lilm/ich, wenn entspre
chende Winkel in ihnen kongruent sind. 

Satz 23. Wenn a, b, und a', b' entsprechende Seiten in 
zwei ähnlichen Dreiecken sind, so gilt die Proportion 

a: b - a': b'. 

Beweis. Wir betrachten zunächst den besonderen 
b' Fall, wo die von a, bund a', b' eingeschlossenen Win-

kel in beiden Dreiecken Rechte sind, 
6 und denken uns die beiden Dreiecke in 
e ein und denselben rechten Winkel ein-

o 1 a: 

getragen. Wir tragen sodann 
vom Scheitel aus auf einem 
Schenkel die Strecke I ab 
und ziehen durch den End-

p1Ulkt dieser Strecke I die Parallele zu den bei den Hy
pothenusen; dieselbe schneide auf dem anderen Schenkel die 
Strecke e ab; dann ist nach unserer Definition des Strecken

produktes 
b =- ea, b' - ea'; 

mithin haben wir 
ab' - ba', 
d.b. 

a:b-d:b'. 

Nunmehr kehren wir 
zu dem allgemeinen 
Falle zurück. Wir kon-

Btruieren in jedem der bei den ähnlichen Dreiecke den Schnitt
punkt Sbezw. S' der drei Winkelhalbierenden, deuenExistenz 
aus dem Satze vom gleichschenkligen Dreieck leicht abzu
leiten ist, und fällen von diese~ die drei Lote, bezw.,' auf 
die Dreiecksseiten; die auf diesen entstehenden Abschnitte 
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bezeichnen wir mit 

bezw. 

Der vorhin bewiesene spezielle Fall unseres Satzes liefert 
dann die Proportion 

a6 : r =- a6 : r' I be : r = b~ : r' 

Qc : r === a~ : r' ba : r =- b~: ,'; 

aus diesen schließen wir mittels des distributiven Gesetzes 

a: r == a': r', b: r = b': r' 

und folglich mit Rücksicht auf das kommutative Gesetz der 
Multiplikation 

a: b .... a': b'. 

Aus dem eben bewiesenen Satze 23 entnehmen wir leicht 
den Fundamentalsatz in der Lehre von den Proportionen, der 
wie folgt lautet: 

Satz 24. Schneiden zwei Parallele auf den Schenkeln eines be
liebigen Winkels die Strecken a, b bzw. a', b' ab, so g,lt die Pro
portion 

a: b .... a': b'. 

Umgekehrt, wenn vier Strecken a, b, a', b' diese Proportion er
füllen und a, a' und b, b' je auf einem Schenkel eines beliebigen 
Winkels abgetragen werden, so SInd die Verbindungsgeraden der End

punkte von a, b bsw. von a', b' einander parallel. 

§ 17· 
Die Gleichungen der Geraden und Ebenen. 

Zu dem bisherigen System von Strecken fügen wir noch ein 
zweites ebensolches System von Strecken hinzu; die Strecken 
des neuen Systems denken wir uns durch ein Merkzeichen 
kenntlich gemacht und nennen sie dann "negahve" Strecken 
zum Unterschiede von den bisher betrachteten ,,positiven" 
Strecken. Führen wir noch die Strecke 0 ein, so gelten bei ge-
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hörigen Festsetzungen in dieser erweiterten Streckenrechnung 
sämtliche Rechnungsregeln für reelle Zahlen, die in § 13 zu
sammengestellt worden sind. Wir heben folgende spezielle 
Tatsachen hervor: 

Es ist stets a • I = I . a = a. 
Wenn ab -. 0, so ist entweder a = ° oder b - 0. 

Wenn a > b und e> 0, so folgt stets oe> be. 
Wir nehmen nun in einer Ebene « durch einen Punkt 0 

zwei zueinander senkrechte Gerade als festes rechtwinkliges 
Achsenkreuz an und tragen dann die beliebigen Strecken 
x,y von 0 aus auf den bei den Geraden ab, und zwar nach 
der einen oder nach der anderen Seite hin, je nachdem die 
abzutragende Strecke x bzw.y positiv oder negativ ist; sodann 
errichten wir die Lote in den Endpunkten der Strecken X,.J' 
und bestimmen den SchnittpunktP dieser Lote: die Strecken 

x,y heißen die Koordinaten des 
Y Punktes Pi jeder Punkt der 

yt----7t'D 
bl---~ 

Ebene « ist durch seine Koor
dinaten x,y, die positive oder 

negative Strecken 
oder ° sein kön
nen, eindeutig be
stimmt. 

X Es sei 1 irgend-
...... ~--*"--:~---::!~--~ eine Gerade in 

der Ebene «, die durch 0 und 
durch einen Punkt Cmit den Koor-
dinaten a, b gehe. Sind dann x, J' 

die Koordinaten irgendeines Punktes von I, so finden wir 
leicht aus Satz 23 

o:h=x:y 
oder 

hx- ay= ° 
als die Gleichung der Geraden I. Ist l' eine zu 1 parallele 
Gerade, die auf der x-Achse die Strecke c abschneidet, so 
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gelangen wir zu der Gleichung der Geraden 1', indem wir in 
der Gleichung der Geraden I die Strecke x durch die Strecke 
x - cersetzen; die gewünschte Gleichung lautet also 

bx - ay - bc """ o. 
Aus diesen Entwicklungen schließen wir leicht auf eine 

Weise, die von dem Archimedischen Axiom unabhängig ist, 
daß jede Gerade in einer Ebene durch eine lineare Gleichung 
in den Koordinaten x, JI dargestellt wird und umgekehrt jede 
solche lineare Gleichung eine Gerade darstellt, wobei die 
Koeffizienten derselben in der betreffenden Geometrie vor
kommende Strecken sind. 

Die entsprechenden Resultate beweist man ebenso leicht 
in der räumlichen Geometrie. 

Der weitere Aufbau der Geometie kann von nun an nach 
den Methoden geschehen, die man in der analytischen Geo
metrie gemeinhin anwendet. 

Wir haben bisher in diesem Kapitel Irr das Archimedische 
Axiom nirgends benutzt; setzen wir jetzt die Gültigkeit des
selben vorans, so können wir den Punkten einer beliebigen 
Geraden im Raume reelle Zahlen zuordnen, und zwar auf 
folgende Art: 

Wir wählen auf der Geraden zwei beliebige Punkte aus 
und ordnen diesen die Zahlen ° und I zu; sodann halbieren 
wir die durch sie bestimmte Strecke ° I und bezeichnen den 
entstehenden Mittelpunkt mit!, ferner den Mittelpunkt der 
Strecke o! mit t usw.; nach nmaliger Ausführung dieses Ver-

fahrens gelangen wir zu einem Punkte, dem die Zahl ~ zu-
2" 

zuordnen ist. Nun tragen wir die Strecke ° .!... an den Punkt ° 
2n 

sowohl nach der Seite des Punktes I als auch nach der an
deren Seite hin etwa mmal hintereinander ab und erteilen den 

so entstehenden Punkten die Zahlenwerte ~ bzw. - ~. Aus 
2" Zn 

dem Archimedischen Axiom kann leicht geschlossen werden, 
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daß aufGmnd dieser Zuordnung sich jedem beliebigen Punkte 
der Geraden in eindeutig bestimmter Weise eine reelle Zahl 
zuordnen läßt und zwar so, daß dieser Zuordnung folgende 
Eigenschaft zukommt: wenn A, B, C irgend drei Punkte der 
Geraden und bzw. IX, ß, r die zugehörigen reellen Zahlen sind 
und B zwischen A und C liegt, so erfüllen diese Zahlen stets 
entweder die Ungleichung IX < fJ < r oder IX > fJ > r· 

Aus den Entwickelungen im Kap. n § 9 leuchtet ein, daß 
dort für jede Zahl, die dem algebraischen Zahlkörper .Q an
gehört, notwendig ein Punkt der Geraden existieren muß, dem 
sie zugeordnet ist. Ob auch jeder anderen reellen Zahl ein 
Punkt entspricht, hängt davon ab, ob in der vorgelegten Geo
metrie das Vollständigkeitsaxiom V 2 gilt oder nicht gilt. 

Dagegen ist es, auch wenn man nur die Gültigkeit des Archi
medischen Axioms annimmt, stets möglich, das System von 
pUnkten, Geraden und Ebenen so durch" i rr a ti 0 na I e" Ele
mente zu erweitern, daß auf jeder Geraden der entstehenden 
Geometrie jedem 'System von drei reellen Zahlen ohne Aus
nahme ein Punkt zugeordnet ist. Durch gehörige Festsetzung 
kann zugleich erreicht werden, daß in der erweiterten Geo
metrie sämtliche Axiome I-V gültig sind. Diese (durch 
Hinzufügung der irrationalen Elemente) erweiterte Geometrie 
ist keine andere als die gewöhnliche analytische Cartesische 
Geometrie des Raumes, in welcher auch das V ollständigkeits
axiom V 2 gilt.1) 

I) Vgi. die Bemerkungen am Schluß von § 8. 



Kapitel IV. 
Die Lehre von den Flächeninhalten in der 

Ebene. 
§ 18. 

Die Zerlegungsgleichheit und Inhaltsgleichheit von 
Polygonen. 

Wir legen den Untersuchungen des gegenwärtigen Ka
pitels IV dieselben Axiome wie im Kapitel IIIzugrunde, 
nämlich die linearen und ebenen Axiome sämtlicher Gruppen 
mit Ausnahme der Stetigkeitsaxiome, d. h. die Axiome I I 

bis 3 und lI-IV. 
Die im Kapitel III erörterte Lehre von den Proportionen 

und die daselbst eingeführte Streckenrechnung setzt uns in 
den Stand, die Euklidische Lehre von den Flächeninhalten 
mittels der genannten Axiome, d. h. in der Ebene und un
abhängig von den Sieligktilsaxiomen zu begründen. 

Da nach den Entwickelungen im Kapitel III die Lehre 
von den Proportionen wesentlich auf dem Pascalschen Satze 
(S atz 22) beruht, so gilt dies auch für die Lehre von den 
Flächeninhalten; diese Begründung der Lehre von den 
Flächeninhalten erscheint mir als eine der merkwürdigsten 
Anwendungen des Pascalschen Satzes in der Elementar
geometrie. 

Erklärung. Verbindet man zwei Punkte eines Polygons P 
durch irgendeinen Streckenzug, der ganz im Innem des Poly
gons verläuft, so entstehen zwei neue Polygone Pt und Pe. 
deren innere Punkte alle im Innem von Pliegen; wir sagen: 
P zerfällt in Pt und PI' oder Pt und PI setzen P zu
sammen. 

Erklärung. Zwei Polygone heißen ztrlegungsgleich, wenn 
sie in eine endliche Anzahl von Dreiecken zerlegt werden 
können, die paarweise einander kongruent sind. 



54 Kap. IV. Lehre von den Flllcheninhalt~n 

Erklärung. Zwei Polygone heißen inluzllsgleick oder von 
gleickem Inluzlle, wenn es möglich ist, zu denselben zerlegungs
gleiche Polygone hinzuzufügen, so daß die beiden zusammen
gesetzten Polygone einander zerlegungsgleich sind. 

Aus den letzteren Erklärungen folgt sofort: durch Zusammen
fügung zerlegungsgleicher Polygone entstehen wieder zer
le gu ngsg le ich e Polygone, und wenn man zerlegungsgleiche 

Polygone von zerlegungs
gleichen Polygonen weg
nimmt, so sind die übrigbleibenden Po
lygone inhaltsgleich. 

~::-;~~'f:---~ Ferner gelten folgende Sätze: 
Satz 25. Sind zwei Polygone p,. und 

Pt mit einem dritten Polygon Pa zer
legungsgleich, so sind sie auch unter
einander zerlegungsgleich. Sind zwei 

Polygone mit einem dritten inhaltsgleich, so sind sie unter
einander inhaltsgleich. 

Beweis. Nach Voraussetzung läßt sich sowohl für p,. als auch 
für p. eine Zerlegung in Dreiecke angeben, so daß einer jeden 
dieser beiden Zerlegungen je eine Zerlegung des Polygons Pa 
in kongruente Dreiecke entspricht. Indem wir diese Zer
legungen von Ps gleichzeitig in Betracht ziehen, wird im all
gemeinen jedes Dreieck der einen Zerlegung durch Strecken, 
welche der anderen Zerlegung angehören, in Polygone zer
legt. Wir fügen nun noch so viele Strecken hinzu, daß jedes 
dieser Polygone selbst wieder in Dreiecke zerfällt, und bringen 
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dann die zwei entsprechenden Zerlegungen in Dreiecke in ~ 
und in Pa an; dann zerfallen offenbar diese beiden Polygone 
~ und Pa in gleich viele paarweise einander kongruente Drei
ecke und sind somit nach der Erklärung einander zerlegungs
gleich. 

Der Beweis der zweiten Aussage des Satzes 25 ergibt sich 
nunmehr ohne Schwierigkeit. 

Wir erklären in der üblichen Weise die Begriffe: Rechteck, 
Grundlinie und Höhe eines Parallelogrammes, Grundlinie und 
Höhe eines Dreiecks. 

§ 19· 
Parallelogramme und Dreiecke mit gleicher Grund

linie und Höhe. 

Die bekannte, in den untenstehenden Figuren illustrierte 
Schlußweise Euk/ids liefert den Satz: 

Satz 26. Zwei Parallelogramme mit gleicher Grundlinie 
und Höhe sind einander inhaltsgleIch. C 

Ferner gilt die bekannte Tatsache: 
Satz 27. Ein jedes Dreieck ABCiststets 

einem gewissen Parallelogramm 
mit gleicher Grundlinie und haI- D F 
ber Höhe zerlegungsgleich. 

Beweis. Halbiert man A C in 
D und B C in E und verlängert 
dann D E um sich selbst bis F, A 
so sind die Dreiecke D E C und FB E einander kongruent, 
und folglich sind Dreieck AB C und Parallelogramm AB F D 
einander zerlegungsgleich. 
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Aus Satz 26 und 27 folgt mit Hinzuziehung von Satz 25 
unmittelbar: 

Satz 28. Zwei Dreiecke mit gleicher Grundlinie und Höhe 
sind einander inhaltsgleich. 

Bekanntlich zeigt man leicht, daß zwei Dreiecke mitgleicher 
Grundlinie und Höhe auch stets zerlegungsgleich sind. Wir 
bemerken jedoch, daß dieser Nachweis ohne Benutzung des Archi
medischen Axioms nicht möglich ist,. in der Tat lassen sich in 
unserer Nicht-Archimedischen Geometrie (vgl. Kap. II § 12) 

ohne Schwierigkeit zwei solche Dreiecke angeben, die gleiche 
Grundlinie und Höhe besitzen und folglich dem Satze 28 
entsprechend inhaltsgleich, aber die dennoch nicht zer
legungsgleich sind. Als Beispiel mögen zwei Dreiecke ABC 
und ABD mit der gemeinsamen Grundlinie AB= I und der 
gleichen Höhe I dienen, wenn die Spitze C des ersteren Drei
ecks senkrecht über A und im zweiten Dreieke der Fußpunkt F 
der von der Spitze D gefällten Höhe so gelegen ist, daß 
AF= t wird. 

Wir erwähnen noch den leicht zu beweisenden Satz: 
Satz 29. Zu einem beliebigen Dreieck und mithin auch 

zu einem beliebigen Polygon kann stets ein rechtwinkliges 
Dreieck konstruiert werden, das eine Kathete I besitzt und 
das mit dem Dreieck bzw. Polygon inhaltsglelch ist. 

Auch die übrigen Sätze aus der elementaren Geometrie 
über die Inhaltsgleichheit von Polygonen. insbesondere der 
Pythagoräische Lehrsatz sind leichte Folgerungen der eben 
aufgestellten Sätze. Wir begegnen aber dennoch bei der wei
teren Durchführung der Theorie der Flächeninhalte einer 
wesentlichen Schwierigkeit. Insbesondere lassen es unsere bis
herigen Betrachtungen dahingestellt, ob nicht etwa alle Poly
gone stets einander inhaltsgleich sind. In diesem Falle wären 
die sämtlichen, vorhin aufgestellten Sätze nichtssagend und 
ohne Bedeutung. Hiermit hängt die Frage zusammen, ob zwei 
inhaltsgleiche Rechtecke mit einer gemeinschaftlichen Seite 
auch notwendig in der anderen Seite übereinstimmen, d. h. 
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ob ein Rechteck durch eine Seite und den Flächeninhalt ein
deutig bestimmt ist? 

Wie die nähere Überlegung zeigt, bedarf man zur Beant
wortung der aufgeworfenen Fragen der Umkehrung des 
Satzes 28, die folgendermaßen lautet: 

Satz 30. Wenn zwei inhallsgleiche Dreiecke gleiche Grundlinie 
haben, so haben sie auch gleiche Höhe. 

Dieser fundamentale Satz 30 findet sich im ersten Buch 
der Elemente des Euklid als 39 ster Satz; beim Beweise des
selben beruft sich jedoch Euklid auf den allgemeinen Größen
satz: "Kerl TO 8lov Toii f'l~o1J~ f'Eit6v ia'rlv" - ein Verfahren, 
welches auf die Einführung eines neuen geometrischen Axioms 
über Flächeninhalte hinausläuft. 

Es gelingt nun, ohne ein solches neuesAxiom den 
Satz 30 und damit die Lehre von den Flächenin
halten auf dem hier von uns in Aussicht genommenen 
Wege, d. h. lediglich mit Hilfe der ebenen Axiome 
und ohne Benutzung des Archimedischen Axioms 
zu begründen. Um dies einzusehen, haben wir den Begriff 
des Inhaltsmaßes nötig. 

§ 20. 

Das Inhaltsmaß von Dreiecken und Polygonen. 

Erklärung: Wenn wir in einem Dreieck AB C mit den 
Seiten a, b, c die beiden Höhen ha = AD, hh = BE konstru
ieren, so folgt aus der Ähnlichkeit 
der Dreiecke BCEund ACD nach 
Satz 23 die Proportion 

a: hh - b: ha , 

d.h. 
ah" = bhh; 

o 

mithin ist in jedem Dreieck das A'----=---....;;:~ 
Produkt aus einer Grundlinie und 
der zu ihr gehörigen Höhe davon unabhängig, welche Seite des 
Dreiecks man als Grundlinie wählt. Das halbe Produkt aus 



58 Kap. IV. Lehre von den FlIchen1nhalten 

Grundlinie und Höhe eines Dreiecks LI ist also eine für das 
Dreieck charakteristische Strecke; sie heiße das InIuzllsmaß 
des Dreiecks LI und werde mit J(d) bezeichnet. 

Erklärung. Eine Strecke, welche eine Ecke eines Drei
ecks mit einem Punkte der gegenüberliegenden Seite ver
bindet, heißt eine Transversale des Dreiecks; dieselbe zerlegt das 
Dreieck in zwei Dreieckemitgemeinsariler Höhe, deren Gnmd
linien in dieselbe Gerade fallen; eine solche Zerlegung heiße 
eine transversale Zerlegung des Dreiecks. 

Satz 31. Wenn ein Dreieck LI durch beliebige Gerade 
irgendwie in eine gewisse endliche Anzahl von Dreiecken LI" 

zerlegt wird, so ist stets das Inhaltsmaß 
des Dreiecks LI gleich der Summe der 
Inhaltsmaße der sämtlichen Drei

ecke LI,.. 
Beweis. Aus dem distributiven 

.-:; ______ ..::..... __ -'-~ Gesetz in unserer Streckenrech-
nung folgt unmittelbar, daß das 

Inhaltsmaß eines beliebigen Dreiecks gleich der Summe der 
Inhaltsmaße zweier solcher Dreiecke ist, die durch irgend
welche transversale Zerlegung aus jenem Dreieck hervorgehen. 

Die wiederholte Anwendung dieser Tatsache 
zeigt, daß das Inhaltsmaß eines beliebigen 
Dreiecks auch gleich der Summe der Inhalts
maße der sämtlichen Dreiecke ist, die aus 
dem vorgelegten Dreiecke entstehen, wenn 
man nacheinander beliebig viele transversale 

Zerlegungen ausführt. 
Um nun den entsprechenden Nach

weis für die beliebige Zerlegung des 
Dreiecks LI in Dreiecke LI" zu erbringen, 

____ ~Io:;.. ___ -.::::~ ziehen wir von der einen Ecke Ades 

Dreiecks LI durch jeden Teilpunkt der Zerlegung, d. h. durch 
jeden Eckpunkt der Dreiecke LI" eine Transversale; durch 
diese Transversalen zerfällt das Dreieck LI in gewisse Dreiecke 
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LI/< Jedes dieser Dreiecke LI, zerfällt durch die Teilstrecken 
der gegebenen Zerlegung in gewisse Dreiecke und Vierecke. 
Wenn wir in denVierecken noch je eine Diagonale kon
struieren, so zerfällt jedes Dreieck LI, in gewisse Dreiecke LI, .. 
Wir wollen nun zeigen, daß die Zerlegung in Dreiecke LI" 
sowohl für die Dreiecke 4, als auch für die Dreiecke LI" nichts 
anderes als eine Kette von transversalen Zerlegungen bedeutet. 

In der Tat, zunächst ist klar, daß jede Zerlegung eines 
Dreiecks in Teildreiecke stets durch eine Reihe von trans
versalen Zerlegungen bewirkt werden kann, wenn bei der Zer
legung im Inneren des Dreiecks keine Teilpunkte liegen und 
überdies wenigstens eine Seite des Dreiecks von Teilpunkten 
frei bleibt. 

Nun ist für die Dreiecke LI, unsere Behauptung aus dem 
Umstande ersichtlich, daß für jedes derselben das Innere 
sowie eine Seite, nämlich die dem Punkte A gegenüberlie
gende Seite von weiteren Teilpunkten frei ist. 

Aber auch für jedes 4a ist die Zerlegung in LI'I auf trans
versale Zerlegungen zurückführbar. Betrachten wir nämlich 
ein Dreieck LI", so wird es unter den von A ausgehenden 
Transversalen im Dreieck LI eine bestimmte Transversale geben, 
in welche entweder eine Seite von LI" hineinfällt oder welche 
selbst das Dreieck LI" in zwei Dreiecke zerlegt. Im ersten Falle 
bleibt die betreffende Seite des Dreiecks Li" überhaupt frei 
von weiteren Teilpunkten bei der Zerlegung in Dreiecke LI/8; 
im letzteren Falle ist die im Inneren des Dreiecks" LI" ver
laufende Strecke jenerTransversalen in den bei den entstehen
den Dreiecken eine Seite, die bei der Teilung in Dreiecke LI/I 
von weiteren Teilpunkten gewiß frei bleibt. 

Nach der, am Anfang dieses Beweises angestelltenBetrach
tung, ist das Inhaltsmaß J(LI) des Dreiecks LI gleich der Summe 
aller Inhaltsmaße J(Llt) der Dreiecke Llt, und diese Summe 
ist gleich der Summe aller Inhaltsmaße J(4t.). Andererseits 
ist auch die Summe über die Inhaltsmaße J(4,,) aller Drei
ecke LI" gleich der Summe allerInhaltsmaße J(Ll16), und hier-

Hi I hert: Grundlagen der Geometrie. 5. Auf!. 5 
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aus folgt endlich, daß das Inhaltsmaß J(Ll) auch gleich der 
Summe aller Inhaltsmaße J(,d,,) ist. Damit ist der Beweis des 
Satzes vollständig erbracht. 

Erklärung. Definieren wir das InhaltsmaßJ(p) eines Poly
gons als die Summe der Inhaltsmaße aller Dreiecke, in die 
dasselbe bei einer bestimmten Zerlegung zerfällt, so erkennen 
wir auf Grund des Satzes 31 durch eine ähnliche Schlußweise, 
wie wir sie in § 18 beim Beweise des Satzes 25 angewandt 
haben, daß das Inhaltsmaß eines Polygons von der Art der 
Zerlegung in Dreiecke unabhängig ist und mithin allein durch 
das Polygon sich eindeutig bestimmt. Aus dieser Erklärung 
entnehmen wir vermittelst des Satzes 31 die Tatsache, daß 
zerlegungsgleiche Polygone gleiches Inhaltsmaß 
haben. 

Sind ferner P und Q inhaltsgleiche Polygone, so muß es 
nach der Erklärung zwei zerlegungsgleiche Polygone P und 
Q' geben, so daß das aus Pund P' zusammengesetzte Polygon 
(P + P') mit dem aus Q und Q' zusammengesetzten Poly
gon (Q + Q') zerlegungsgleich ausfällt. Aus den beiden Glei
chungen 

J(P + P) = J(Q + Q'), 

J(P') = J( Q') 
schließen wir leicht 

J(P) = J(Q) , 
d. h. inhaltsgleiche Polygone haben gleiches 1n
haltsmaß. 

§21. 

Die Inhaltsgleichheit und das Inhaltsmaß. 

In § 20 haben wir gefunden, daß inhaltsgleiche Polygone 
stets gleiches 1nhaltsmaß haben. Aus dieser Tatsache ent
nehmen wir unmittelbar den Beweis des Satzes 30. Bezeichnen 
wir nämlich die gleiche Grundlinie der bei den Dreiecke mit g, 
die zugehörigen Höhen mit hund h', sp schließen wir aus der 
angenommenen Inhaltsgleichheit der bei den Dreiecke, daß 
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dieselben auch gleiches Inhaltsmaßhabenmüssen, d.h.esfolgt: 
tgk = tgk ' 

und mithin nach Division durch t g 
k = k'; 

dies ist die Aussage des Satzes 30. 
Auch läßt sich nunmehr die am Schluß von § 20 gemachte 

Aussage umkehren. In der Tat, seien P und Q zwei Polygone 
mit gleichem InhaltsmaB, so konstruieren wir gemäß Satz 29 
zwei rechtwinklige Dreiecke d und E, von denen jedes eine 
Kathete 1 besitzt und so, daß das Dreieck d mit dem Poly
gon P und das Dreieck E mit dem Polygon Q inhaltagleich 
ist. Aus dem am Schluß von § 20 bewiesenen Satze folgt dann, 
daß d mit P und ebenso E mit Q gleiche InhaltsmaBe habea. 
Wegen des gleichen Inhaltamaßes von Pund Q folgt hieraus, 
daß auch LI und E gleiches Inhaltsmaß haben. Da nun diese 
bei den rechtwinkligen Dreiecke in der Kathete 1 überein
stimmen, so stimmen notwendig auch ihre anderen Katheten 
überein, d. h. die beiden Dreiecke d und E sind miteinander 
kongruent und mithin sind nach Satz 25 die beiden Polygone 
P und Q einander inhaltagleich. 

Die beiden in diesem und dem vorigen Paragraphen gefun
denen Tatsachen fassen wir in den folgenden Satz zusammen: 

Satz 32. Zwei ;nhal/sgleuke PolYgone kalJm slell tItu gleieM 
Inhallsmaß, und BUlei PolYgone mil gleichem Inluzlllmaß sind lieb 
einander inhaltsgle;ck. 

Insbesondere müssen zwei inhaltagleiche Rechtecke mit 
einer gemeinsamen Seite auch in den anderen Seiten über-
einstimmen. Auch folgt der Satz: 

Satz 33. Zerlegt man ein Rechteck durch Gerade in mehrere 
Dreiecke und läßt auch nur eines dieser Dreiecke fort, 80 kann 
man mit den übrigen Dreiecken das Rechteck nicht mehr aus
füllen 1). 

I) Hinsichtlich der meJ'kwürdigen Rolle, die dieser Satz 33 behufs 
ErgiiDzung der sogenallllten "Kongruenzsätze im eugereu SiDne" Ipielt, 
vergleiche man den Schluß von Anhang 11. 

s· 
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Dieser Satz ist von de ZOHI) und O. Stolz') als Axiom 
hingestellt und von F. Schur') und W. Killing') mit Hilfe 
des Archimedischen Axioms bewiesen worden. Im Vorstehen
den ist gezeigt, daß derselbe völlig unabhängigvon dem 
Archimedischen Axiom gilt. 

Zum Beweis der Sätze 30, 3 1,32 haben wir wesentlich die 
in Kapitel m § I 5 eingeführte Streckenrechnung benutzt, und 
da diese im wesentlichen auf dem Pascalschen Satze (Satz 22) 

oder vielmehr auf dem speziellen Falle (S. 40) desselben be
ruht, so erweist sich für die Lehre von den Flächeninhalten 
der Pascalsche Satz als der wichtigste Baustein. 

Wir erkennen leicht, daß auch umgekehrt aus den Sätzen 
28 und 30 der Pascalsche Satz wiedergewonnen werden kann. 

In der Tat, aus der Parallelität 
der Geraden CB' undC' B folgt 
nach Satz 28 die Inhaltsgleich
heit der Dreiecke OB B' und 
OCc'; ebenso folgt aus der Par
allelität der Geraden CA' und 

AC' die Inhaltsgleich
heit der Dreiecke 

OAA' und 
o OCC'. Da 

hiernach auch 
die Dreiecke OAA' und OBB' einander inhaltsgleich sind, 
so ergibt Satz 30, daß auch BA' zu Aß' parallel sein muß. 

Von zwei nicht inhaltsgleicilen Polygonen P und Q nennen 
wir P inluUIsklei1Ul' bzw. inkallsg1'Ößer als Q, je nachdem das In-

I) Principü deUa eguaglianza di poligoni preceduti.da aleuni critici 
sulla teoria della equivalenza geometrica. Milano, Briola 1881. Vgl. auch 
Principü della eguaglianza di poliedri e di poligoni sCerici. Milano, 
Briola 1883. 

2) Mouatshefte für lIatb. und Phys., Jahrgang S, 1894. 
3) Sitzungsberichte der Dorpater NaturC. Ges. 1892. 
4) Grundlagen der Geometrie, Bd. 2, Abschnitt 5, § s, 18cJ8. 
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haltsmaß J(P) kleiner oder größer als J( Q) ausfällt. Es ist nach 
dem Vorstehenden klar, daß die Begriffe inhaltsgleich, inhalts
kleiner und inhaltsgrößer sichgegenseitigansschließen. Femer 
erkennen wir leicht, daß ein Polygon, welches ganz im Innem 
eines anderen Polygons liegt, stets inhaltskleiner als dieses 
sein muß. 

Hiermit haben wir die wesentlichen Sätze der Lehre von 
den Flächeninhalten in der Ebene begründet. 

Bereits Gauß hat die Aufmerksamkeit der Mathematiker 
auf die entsprechende Frage für den Raum gelenkt. Ich habe 
die Vermutung der Unmöglichkeit einer analogen Begrundung 
der Lehre von den Inhalten im Raume ausgesprochen und 
die bestimmte Aufgabe 1) gestellt, zwei Tetraeder mit gleicher 
Grundßäche und von gleicher Höhe anzugeben, die sich auf 
keine Weise in kongruente Tetraeder zerlegen lassen, und die 
,sich auch durch Hinzufügung kongruenter Tetraeder nicht zu 
solchen Polyedern ergänzen lassen, für die ihrerseits eine Zer
legung in kongruente Tetraeder möglich ist. 

M. Dehn I) ist dieser Nachweis in der Tat gelungen; er 
hat damit in strenger Weise die Unmöglichkeit dargetan, die 
Lehre von den räumlichen Inhalten so zu begründen, wie dies 
im Vorstehenden für die ebenen Inhalte geschehen ist. 

Hiemach wären zur Behandlung der analogen Fragen für 
den Raum andere Hilfsmittel, etwa das Cavalierische Prinzip 
'heranzuziehen 1). 

I) Vgl. meinen Vortrag "Mathematische Probleme" Nr.3. 
:I) "t:rberraumgleichePolyeder", GöttingerNachr.1900, sowie,,'Ober 

den Rauminhalt" ,Math. Aun.Bd. 55. 190:1. vgL ferner Kagan, Math. ADD. 
Bd·57· 

3) Nur der erste Teil des Satzes 3:1, sowie Satz 30 und Satz 33 gelten 
analog tür den Raum; vgL etwa'Schatunowsky, ,,'Ober den Raum
inhalt der Polyeder", Math. Ann. Bd. 57. M. Dehn hat in der Abhand
lung: ,,'Ober den Inhalt sphärischer Dreiecke", Math. Ann. Bd. 60 ge. 
zeigt; daß man die Lehre vom Flächeninhalt in der Ebene auch ohne 
das Parallelenaxiom allein mitHilfe der Kongruenzsätze begrindenkann. 
Siehe ferner F in ze I, "Die Lehre vom Flächeninhalt in der allgemeinen 
Geometrie", Math. ADD. Bd.7:1. 



Kapitel V. 

Der Desarguessche Satz. 

§ 22. 

Der Desarguessche Satz und der Beweis desselben in 
der Ebene mit Hilfe der Kongruenzaxiome. 

Von den im Kapitel I aufgestellten Axiomen sind diejenigen 
der Gruppen li-V sämtlich teils lineare, teils ebene Axiome; 
die Axiome 4-8 der Gruppe I sind die einzigen räumlichen 
Axiome. Um die Bedeutung dieser räumlichen Axiome klar 
zu erkennen, denken wir Uns irgendeine ebene Geometrie 
vorgelegt und untersuchen allgemein die Bedingungen dafür, 
daß diese ebene Geometrie sich als Teil einer räumlichen 
Geometrie auffassen läßt, in welcher die Axiome der Grup
pen I-li sämtlich erfüllt sind. 

Auf Grund der Axiome der Gruppen I-li, IV ist es be
kanntlich leicht möglich, den sogenannten Desarguesschen 
Satz zu beweisen; derselbe ist ein ebener Schnittpunktsatz. 
Wir nehmen insbesondere die Gerade, auf der die Schnitt
punkte entsprechender Seiten der beiden Dreiecke liegen 
sollen, zur "Unendlichfemen", wie man sagt, und bezeichnen 
den so entstehenden Satz nebst seiner Umkehrung schlecht
hin als Desarguesschen Satz; dieser Satz lautet wie folgt: 

Satz 34. (Desarguesscher Satz.) Wenn zwei Dreiecke 
in einer Ebene so gelegen sind, daß je zwei entsprechende 
Seiten einander parallel sind, so laufen die Verbindungslinien 
der entsprechenden Ecken durch ein und denselben Punkt 
oder sind einander parallel, und umgekehrt: 

Wenn zwei Dreiecke in einer Ebene so gelegen sind, daß 
die Verbindungslinien der entsprechenden Ecken durch einen 
Punkt laufen oder einander parallel sind, und wenn femer 
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zwei Paare entsprechender Seiten in den Dreiecken parallel 
sind, so sind auch die dritten Seiten der beiden Dreiecke ein
ander paralleL 

Wie bereitserwäh1\t, ist der Satz 34 
eineFolgederAxiomeI,II, IV; dieser 
Tatsache gemäß ist die Gültigkeit 
des Desarguesschen Satzes in der 
Ebene jedenfalls eine not
wendige Bedingung da
für, daß die Geometrie die
ser Ebene sich als Teil 
einer räumlichen Geo
metrie auffassen läßt, 
in welcher die Axiome der Gruppen I, I!, IV sämtlich erfüllt sind. 

Wirnehmennun, wie in den Kapitelnill und IV, eine ebene 
Geometrie an, in welcher die Axiome I 1-3 und lI-IV 
gelten, und denken uns in derselben nach § 15 eine Strecken
rechnung eingeführt: dann läßt sich, wie in § 17 dargelegt 
worden ist, jedem Punkt~ der Ebene ein Paar von Strecken 
(x,y) und jeder Geraden ein Verhältnis von drei Strecken 
(u: 'IJ : w), wobei u, 'IJ nicht beide Null sind, zuordnen derart, 
daß die lineare Gleichung 

uX+'lJy+w=o 
die ßedingung für die vereinigte Lage von Punkt und Ge
rade darstellt. Das System aller Strecken in unserer Geometrie 
bildet nach § I 7 einen Zahlenbereicb, für welchen die in § 13 
aufgezählten Eigenschaften 1 - I 6 bestehen, und wir können 
daher mittels dieses Zahlenbereiches, ähnlich wie es in § 9 
oder § 12 mittels des Zahlensystems .Q bzw . .Q(t) geschehen 
ist, eine räumliche Geometrie konstruieren; wir setzen zu dem 
Zwecke fest, daß ein System von drei Strecken (x,y, s) einen 
Punkt, die Verhältnisse von vier Strecken (u : 'IJ : w : r)eine 
Ebene darstellen mögen, während die Geraden als Schnitte 
zweier Ebenen definiert sind; dabei drückt die lineare Gleichung 

ux + 'lJY + ws + r .... 0 
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aus, daß der Punkt (x,y, z) auf der Ebene (u: v : w : r) liegt. 
Was endlich die Anordnung der Punkte auf einer Geraden 
oder der Punkte einer Ebene in bezug auf eine Gerade in 
ihr oder endlich die Anordnung der Punkte in bezug auf eine 
Ebene im Raume anbetrifft, so wird diese in analoger Weise 
durch Ungleichungen zwischen Strecken bestimmt, wie dies 
in § 9 für die Ebene geschehen ist. 

Da wir durch das Einsetzen des Wertes z-o die ursprüng
liche ebene Geometrie wiedergewinnen, so erkennen wir, daß 
unsere ebene Geometrie als Teil einer räumlichen Geometrie 
betrachtet werden kann. Nun ist hierfür die Gültigkeit desDe
sarguesschen Satzes nach den obigen Ausführungen eine not
wendige Bedingung, und daher folgt, daß in der angenommenen 
ebenen Geometrie auch der Desarguessche Satz gelten muß. 

Wir bemerken, daß die eben gefundene Tatsache sich auch 
direkt aus dem Satze 24 in der Lehre von den Proportionen 
ohne Mühe ableiten läßt. 

§ 23· 

Die Nichtbeweisbarkeit des Desarguesschen Satzes in 
der Ebene ohne Hilfe der Kongruenzaxiome. 

Wir untersuchen nun die Frage, ob in der ebenen Geo
metrie auch ohne Hilfe der Kongruenzaxiome der Desargues
sehe Satz bewiesen werden kann, und gelangen dabei zu fol
gendem Resultate: 

Satz 35. Es gzöt eine ebene Geometn'e, in welcher die Axtome! 
1-3, H, In 1-4, IV, V, d. h. sämtliche linearen und ebenen 
Axiome mit Ausnahme des Kongruenzaxioms m 5 eifUllt sind, wäh
rend der .Desarguessche Satz (8 atz 34) nickt gt1l • .Der .Desargues
.reize Satz kann mithin aus den genannten Axiomen allein nicht ge
folgert werden,' es bedarf zum Beweise desse/Den notwendig ent
weder der räumlichen Axiome oder des AxtOms m 6 über die Kon-
grUenz der .Dreiecke. 

Beweis. Wir wählen in der gewöhnlichen ebenen Geometrie, 
deren Möglichkeit bereits im Kapitel H § 9 erkannt worden 
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ist, irgend zweizueinander senkrechte Gerade als Koordinaten
achsen X, Y und denken uns um den Nullpunkt 0 dieses 
Koordinatensystems als Mittelpunkt eine Ellipse z.B. mit den 
Halbachsen I und t konstruiert: endlich bezeichnen wir mit 
F den Punkt, welcher in der Entfemung t von 0 auf der 
positiven X-Achse liegt. 

Wir fassen nun die Gesamtheit aller Kreise ins Auge, welche 
die Ellipse in vier reellen - getrennten oder beliebig zu
sammenfallenden - Punkten schneiden, und suchen unter 
allen auf diesen Kreisen gelegenen Punkten denjenigen Punkt 
zu bestimmen, der auf der positiven X-Achse am weitesten 
vom Nullpunkt entfernt ist. Zu dem Zwecke gehen wir von 
einem beliebigen Kreise aus, der die Ellipse in vier Punkten 
schneidet und die positive X-Achse im Punkte C treffen möge. 
Diesen Kreis denken wir uns dann um den Punkt C derart 
gedreht, daß zwei von den vier Schnittpunkten oder mehr in 
einen einzigen Punkt A zusammenfallen, während die übrigen 
reell bleiben. Der so entstehende Berührungskreis werde als
dann vergrößel"t derart, daß stets der Punkt A Berührungs
punkt mit der Ellipse bleibt; hierdurch gelangen wir notwendig 
zu einem Kreise, der die Ellipse entweder noch in einem an
deren Punkte B berührt oder in A mit del" Ellipse eine viel"
punktige Berührung aufweist und der überdies die positive 
X-Achse in einem entfernteren Punkte als C trifft. Der ge
suchte entfernteste Punkt wird sich demnach unter denjenigen 
Punkten befinden, die von den doppeltberührenden, außer
halb der Ellipse verlaufenden Kreisen auf der positiven X
Achse ausgeschnitten werden. Diedoppeltberührenden, außer
halb der Ellipse verlaufenden Kreise liegen nun, wie man leicht 
sieht, sämtlich zur Y-Achse symmetrisch. Es seien a,o die 
Koordinaten irgendeines Punktes der Ellipse: dann lehrt eine 
leichte Rechnung, daß der in diesem Punkte berührende zur 
..Y-Achse symmetrische Kreis auf der positiven X-Achse die 
Strecke 
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abschneidet. Der größtmögliche Wert dieses Ausdrucks tritt 

für b =- t ein und wird somit gleich t IV7l Da der vorhin 
mit F bezeichnete Punkt auf der X-Achse die Abszisse 
l> -!-I V71 aufweist, so folgt, daß unter den die Ellipse 
viermal treffenden Kreisen sich gewiß keiner be
findet, der durch den Punkt F läuft. 

Nunmehr stellen wir uns eine neue ebene Geometrie in 
folgender Weise her: Als Punkte der neuen Geometrie nehmen 
wir die Punkte der X Y-Ebene; als Gerade derneuen Geometrie 

y nehmen wir diejenigen Geraden der 
X Y-Ebene unverändert, welche die 
feste Ellipse berühren oder gar nicht 
treffen; ist dagegen g eine Gerade der 
XY-Ebene, die die Ellipse in zwei 

Punkten P und Q trifft, so kon
struieren wir durch P, Q und 
den festen Punkt Feinen Kreis; 
dieser Kreis hat, wie aus dem 

oben Bewiesenen hervorgeht, keinen weiteren Punkt mit der 
Ellipse gemein. Wir denken uns nun an Stelle des zwischen 
Pund Q innerhalb der Ellipse gelegenen Stückes der Geraden g 
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denjenigen Bogen des eben konstruierten Kreises gesetzt, der 
zwischen P und Q innerhalb der Ellipse verläuft. Den Linien
zug, welcher aus den beiden von P und Q ausgehenden un
endlichen Stücken der Geraden g und dem eben konstruierten 
Kreisbogen PQ besteht, nehmen wir als Gerade der neu her
zustellenden Geometrie. Denken wir uns für alle Geraden der 
X Y-Ebene die entsprechenden Linienzüge konstruiert, so ent
steht ein System von Linienzügen, welche, als Gerade einer 
Geometrie aufgefaßt, offenbju den Axiomen 11-2 und m 
genügen. Bei Festsetzung der natürlichen Anordnung für die 
Punkte und Geraden in unserer neuen Geometrie erkennen wir 
unmittelbar, daß auch die Axiome II gültig sind. 

Femer nennen wir zwei Strecken AB und A' B' in unserer 
neuen Geometrie kongruent, wenn der zwischen A und B ver
laufende Linienzug 
die gleiche natür
liche Länge hat, wie 
der zwischen A' 
und B' verlaufende 
Linienzug. 

Endlich bedürfen 
wir einer Festset
zung betreffs der 
Kongruenz der 
WinkeL Sobald 
keiner von den 
Scheiteln der zu 

vergleichenden 
Winkel auf der El
lipse liegt, nennen 
wir zwei Winkel einander kongruent, wenn sie im gewöhn
lichen Sinne einander gleich sind. Im anderen Falle treffen 
wir folgende Festsetzung: Es mögen die Punkte A, B, C in 
dieser Reihenfolge und die Punkte A', B', C' in dieser Reihen
folge je auf einer Geraden unserer neuen Geometrie liegen; 
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D sei ein Punkt au&erhalb der Geraden ABC und D' ein 
Punkt außerhalb der Geraden A' B' C': dann mögen für die 
Winkel zwischen diesen Geraden in unserer neuen Geo
metrie die Kongruenzen 

-1:. ABD - -1:. A'B'D' und -1:. CBD - -1:. C'B'D' 
gelten, sobald für die natürlichen Winkel zwischen den ent
sprechenden LinieDZÜgen in der gewöhnlichen Geometrie die 
Proportion 

-1:.ABD:-1:. CBD--1:.A'B'D': ~ C'B'D' 
erfüllt ist. Bei diesen Festsetzungen sind auch die Axiome 
m 1-4 und V giiltig. 

Um einzusehen, daß Y 
in unserer neu herge-
.tellten Geometrie der 
Desarguessche Satz 

nicht gilt, betrachten 
wir folgende drei ge
wöhnliche gerade Li-
nien in der XY-Ebene: die X-Achse, die Y-Achse und die 
Gerade, welche die beiden Ellipsenpunkte .% - t. y -- '* und 
.% - - t. y - - '* miteinander verbindet. Da diese drei ge
wöhnlichen geraden Linien durch den Nullpunkt 0 laufen, 
so können wir leicht zwei solche Dreiecke angeben, deren 
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Ecken bzw. auf jenen drei Geraden liegen, deren entsprechende 
Seiten paarweise einander parallel laufen und die sämtlich 
außerhalb der Ellipse gelegen sind. Da die LinieDZÜge, welche 
aus den genannten drei geraden Linien entspringen, sich, wie 
die Figur auf S. 70 zeigt und wie man leicht durch Rechnung 
bestätigt, nicht in einem Punkte treffen, so folgt, daß der Da
sarguessche Satz in der neuen ebenen Geometrie für die bei. 
den vorhin konstruierten Dreiecke gewiß nicht gilt. 

Die von uns hergestellte ebene Geometrie dient zugleich 
als Beispiel einer ebenen Geometrie, in welcher die Axiome 
11-3, 11, m 1-4, IV, V gültig sind, und die sich doch nicht 
als Teil einer räumlichen Geometrie auffassen läßt. 

§ 24· 
Einführung einer Streckenrechnung ohne Hilfe der Kon. 
gruenzaxiome auf Grund des Desarguesschen Satzes.l ) 

Um dieBedeutung desDesarguesschenSatzes (Satz 34) voll. 
ständig zu erkennen, legen wir eine ebene Geometrie zugrunde, 
in welcher die Axiome I 1 - 3, 11, lVI), d. h. die sämtlichen 
linearen und ebenen Axiome außer den Kongruenz-und Stetig
keitsaxiomen gültig sind, und führen in diese Geometrie un· 
abhängig von den Kongruenzaxiomen auf folgende 
Weise eine neue Streckenrechnung ein: 

1) Eine an die Ideenbildungen der Geometrie der Lage sich an· 
schließende Ableitung derStreckenrechnung gibtG.Hessenberg in seiner 
Arbeit "Über einen geometrischen Kalkül" Acta math. Bd. 29 (1904). 
Manche Teile der Ableitung ergeben sich leichter, wenn man zunächst 
die Vektorenaddition in der Ebene auf Grund des Desarguesschen Satzes 
entwickelt. V gl.H ölde r , "Streckenrechnung und projektive Geometrie". 
Leipz. Ber. 1911. 

2) Das Parallelenaxiom (IV) ist für die Ableitung der neuenStrecken. 
rechnung entbehrlich. Es soll in folgender Fassung zugrunde gelegt 
werden: Es sei in der betrachteten Ebene a eine beliebige Gerade 
und A ein Punkt ausserbalb a, dann gibt es in der Ebene eine und 
nur eine Gerade, die durch A läuft und a nicht schneidet. 
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Wir nehmen in der Ebene zwei feste Geraden an, die 
sich in dem Punkte 0 schneiden mögen, und rechnen im 
Folgenden nur mit solchen Strecken, deren Anfangspunkt 0 
ist und deren Endpunkte auf einer dieser beiden festen Ge
raden beliebig liegen. Auch den Punkt 0 allein bezeichnen 
wir als Strecke 0, in Zeichen: 

00 = 0 oder 0 - 00. 

Es seien E und E' je ein bestimmter Punkt auf den festen 
Geraden durch 0; dann bezeichnen wir die beiden Strecken 
OE und OE' als die Strecken I, in Zeichen: 

OE .... OE' == I oder 1== OE- OE'. 

Die GeradeEE' nennen wir kurz die Einheitsgerade. Sind 
femer A und A' Punkte auf den Geraden OEbzw. OE und 
läuft die Verbindungsgerade A A' parallel zu EE, so nennen 
wir die. Strecken OA und OA' einander gleich, in Zeichen: 

OA =- OA' oder OA' = OA. 

Um zunächst die Summe der Strecken a = 0 A und b = OB 
zu definieren, konstruiere man AA' parallel zur Einheits

o 

geraden EE' und ziehe sodann durch A' 
eine Parallele zu OEund durch B eine Pa

rallele zu OE'. Diese beiden Paral
lelen mögen sich in A" schneiden. 

E B 
1 b 

C 
a+b 

Endlich ziehe man durch 
A" zur Einheitsgeraden 
EE eine Parallele; 
dieselbe treffe die festen 
Geraden 0 E und OE' 
in C und C': dann heiße 

c == 0 C== OC' die Summe der Strecke a = OA mit der 
Strecke b == OB, in Zeichen: 

c =- a + b oder a + b = c. 
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Um das Produkt einer Strecke a == OA in eine Strecke 
b == OB zu definieren, bedienen wir uns genau der in § 15 
angegebenen Konstruktion, nur daß an Stelle der Schenkel 

des rechten Winkels hier die bei den festen 
Geraden OE und OE' treten. Die Kon
struktion ist demnach folgende: Man be

stimme auf OE' den 
Punkt A', so daß AA' 
parallel der Einheits
geraden EE' wird, 

verbinde E 
~------~~~~----------------~~~--mitA'und 

b ziehe durch 
Beine Pa-

rallele zu EA'; trifft diese Parallele die feste Gerade OE' 
im Punkte C', so heißtc= OC' das Produkt derStreckea .... OA 
in die Strecke b .... OB, in Zeichen: 

c = ab oder ab == c. 

§ 25· 
Das kommutative und assoziative Gesetz der Addition 

in der neuen Streckenrechnung. 
Wir untersuchen jetzt, welche von den in § 13 aufgestellten 

Rechnungsgesetzen für unsere neue Streckenrechnung gültig 
sind, wenn wir eine ebene Geometrie zugrunde legen, in der 
die Axiome I 1-3, li-IV erfüllt sind und überdies der 
Desarguessche Satz gilt. 

Vor allem wollen wir beweisen, daß für die in § 24 definierte 
Addition der Strecken das kommutative Gesetz 

gilt. Es sei 
a= OA= OA', 

b .... OB= OB', 

wobei unserer Festsetzung entsprechend AA' und BB' der 
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Einheitsgeraden parallel sind. Nun konstruieren wir die Punkte 
A" und B", indem wir A' A" sowie B' B" parallel 0 A und 
ferner AB" und BA" parallel OA' ziehenj wie man sofort 
sieht, sagt dann unsere Behauptung aus, daß die Verbindungs
linie A" B" parallel mit AA' läuft. Die Richtigkeit dieser Be

hauptung erkennen wir auf Grund des Desar
guesschen Satzes (Satz 34) wie folgt: Wir be
zeichnen den Schnittpunkt vonAB" undA' A." 

mit F und den Schnittpunkt 
von BA" und B' B" mit Dj 
dann sind in den Dreiecken 
AA' Fund B B' D die ent
sprechenden Seiten einander 

.A. .B C parallel. Mittels des Desar-
a, 1J guesschen Satzes schließen 

a + 0 ... 0 + a wir hieraus, daß die drei 
Punkte 0, F, D in einer Geraden liegen. Infolge dieses Um
standes liegen die beiden Dreiecke OAA' und DB" A" der
art, daß die Verbindungslinien entsprechender Ecken durch 

a,+b+c den nämlichen Punkt Flau-
fen, und da überdies zwei 
Paare entsprechender Seiten, 
nämlich 0 A und D D" sowie 
o A' und DA" einander pa

rallelsind, so laufen 
nach der zweiten 
Aussage desDesar-

.#-o ___ ...L._-t.. __ ~_~ ___ _.::::.. guesschen Satzes 

o CL c a+1J b+c (Satz 34) auch die 
a + (0 + c) = (a + b) + c dritten Seiten AA' 

und B" A" einander parallel. 
Zum Beweise des assoziativen Gesetzes der Addition 

a + (0 + c) = (a + 0) + c 
oient die nebenstehende Figur. Mit Berücksichtigung des eben 
bewiesenen kommutativen Gesetzes der Addition spricht sich 
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die obige Behauptung, wie man sieht, darin aus, daß die Ge
rade A" B" parallel der Einheitsgeraden verlaufen muß. Die 
Richtigkeit dieser Behauptung ist offenbar, da der schraffierte 
Teil dieser Figur mit der vorhergehenden Figur genau über
einstimmt. 

§ 26, 

Das assoziative Gesetz der Multiplikation und die beiden 
distributiven Gesetze in der neuen Streckenrechnung. 

Bei unseren Annahmen gilt auch für die Multiplikation der 
Strecken das assoziative Gesetz: 

a(l}() == (ab)c. 

Es seien auf der ersteren der bei den festen Geraden durch 
o die Strecken 

I .. OA, b== OC, c- OA' 

und auf der anderen Geraden die Strecken 

a == 0 G und b = OB 

gegeben. Um gemäß der Vorschrift in § 24 der Reihe nach die 
Strecken bc- OB' und bc,... OC', 

ab == OD 

(ab)c == OD' 

zu konstruieren, ziehen wir A' B' parallel AB, B' C' parallel 
B C, CD parallel AG sowie A' D' parallel AD; wie wir sofort 
erkennen, läuft dann unsere Behauptung darauf hinaus, daß 
auch CD parallel C' J)' sein muß. Bezeichnen wir nun den 
Schnittpunkt der Geraden AD und B CmitFund den Schnitt
punkt der Geraden A' D' und B' C' mit F, so sind in den 
Dreiecken AB Fund A' B' F die entsprechenden Seiten ein
ander parallel; nach dem Desarguesschen Satze liegen daher 
die drei Punkte 0, F, F auf einer Geraden. Wegen dieses 
Umstandes können wir die zweite Aussage des Desarguesschen 
Satzes auf die beiden Dreiecke CDFund C'D' Fanwenden 
und erkennen hieraus, daß in der Tat C.D parallel C' D' ist. 

Hilb e r t: GruDdlageD der Geometrie. S. Auß. 6 
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Wir beweisen endlich in unserer Streckenrechnung auf 
Grund des Desarguesschen Satzes die beiden distributiven 

, 

Gesetze: 

a(b + e) == ab + ae 

und 

/' (a + b)e =- ae + be. 

CA' C' 
bebe 

a (be) """ (ab)e 

Zum Beweise des ersteren Gesetzes dient die Figur S. 77 1). 

In derselben ist 
b- OA', e= OC', 

ab = OB', 

und es läuft 

ab = OA", ac = OC" usf., 

B" D, parallel 

B'Dl 

ferner ist 

und 

" 

C" D l parallel zur festen Geraden 0 A', 

C' D t " "" " OA"; 

A' A" parallel C' C" 

A' B" parallel B' A" parallel F' D, parallel F" Dl' 

Die Behauptung läuft darauf hinaus, daß dann auch 

F' F" parallel A' A" und C' C" 
sein muß. 

J) Die Figuren S. 76, 77 und 79 hat Herr Dr. von Schaper ent· 
worfen und auch die zugehörigen Beweise ausgeführt. 



o 

§ 26. Multiplikation in der neuen Streckenrechnung 77 

Wir konstruieren folgende Hilfslinien: 

F'] parallel der festen Geraden OA', 

OA"; F] " " " " 
die Schnittpunkte der Geraden C" D l und C' D j , C" D 1 und 
F], c' Ds und F'] heißen G, Hl , I4; endlich erhalten wir 

noch die weiteren in der untenstehenden 
Figur punktierten Hilfslinien durch 

H~ J 

'WW{7!~~{~~_ 
,'6' , 
I, ~. 

I , r:==:::=:7 

" \; ,> 1 , 

~ ,-' 
'.~ 
I 

Verbindung bereits konstruierter Punkte. 
In den beiden Dreiecken A' B" C" und F D, G laufen die 

Verbindungsgeraden entsprechender Ecken einanderparallel; 
nach der zweiten Aussage des Desarguesschen Satzes folgt 
daher, daß 

A' C" parallel F' G 

sein muß. In den heiden Dreiecken A' C" F' und F G I4 
laufen ebenfalls die Verbindungsgeraden entsprechender 
Ecken einander parallel; wegen der vorhin gefundenen Tat
sache folgt nach der zweiten Aussage des Desarguesschen 
Satzes, daß 

A' F' parallel F' I4 
sein muß. Da somit in den heiden wagerecht schraffierten 
Dreiecken 0 A' F' und] Hg F' die entsprechenden Seiten par
allel sind, so lehrt der Desarguessche Satz, daß die drei Ver-

6* 
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bindungsgeraden 
OJ, A'Hg, F'F 

sich in einem und demselben Punkte, etwa in P, treffen. 
Auf dieselbe Weise finden wir, daß auch 

A" F' parallel F' H" 
sein muß, und da somit in den beiden schräg schraffierten 
Dreiecken 0 A" F und J H 1 F' die entsprechenden Seiten 
parallel laufen, so treffen sich dem Desarguesschen Satze zu
folge die drei Verbindungsgeraden 

OJ, A"H", FF' 

ebenfalls in einem Punkte - dem Punkte Po 
Nunmehr laufen für die Dreiecke OA'A" undJHgH1 die 

Verbindungsgeraden entsprechender Ecken durch den näm
lichen Punkt P, und mithin folgt, daß 

H" Bi parallel A' A" 

sein muß; mithin ist auch 

H" Bi parallel C' C". 

Endlich betrachten wir die Figur F' Hg C' C" H" F F '. Da 
in derselben 

F ' H2 parallel C' F parallel C" H", 

" 
F'C" 

" H"F', 

" 
ausfällt, so erkennen wir hierin die erste Figur S. 74 (B' B" AA' 
A" BE) wieder, die wirin § 25 zum Beweise für das kommutative 
Gesetz der Addition benutzt haben. Die entsprechenden 
Schlüsse wie dort zeigen dann, daß 

F' F" parallel H" H i • 

sein muß, und da mithin auch 

F' F' parallel A' A" 

ausfällt, so ist der Beweis unserer Behauptung vollständig 
erbracht. 



§ 26. Multiplikation in der neuen Streckenrechnung 79 

Zum Beweise der zweiten Formel des distributiven Ge
setzes dient die untenstehende völlig verschiedene Figur. 
In derselben ist 

I ... OD, a == OA, a == OB, b = OG, t: == OD' 

at: """ OA', at: .... OB', bt: - OG' usf., 

und es läuft 

GH parallel G' H parallel zur festen Geraden OA, 

AU .. A' U' .. .... .. OB 

und femer 
AB parallel A' B', 

BD .. B' j)'. 

DG 

Hf 

.. 

.. 
D'G', 

Hf· 
Die Behauptung läuft dar
aufhinaus, daBdannauch 

D] parallel D'f 

sein muß. 

(a + b)t: == at: + lu 

O'~----~~~--~~----~~-----------
a c 

Wir bezeichnen die Punkte, in denen B D und GD dIe 
Gerade AU treffen, bzw. mit C und Fund femer die Punkte, 
in denen B' D' und G' D' die Gerade A' H treffen, "bzw. JDit 
C' und F; endlich ziehen wir noch die in der obenstehen
den Figur punktierte Hilfslinien F] und F' f. 
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In den Dreiecken ABC und A' B' C' laufen die entspre
chenden Seiten parallel; mithin liegen nach dem Desargues
schen Satze die drei Punkte 0, C, C' auf einer Geraden. Ebenso 
folgt dann aus der Betrachtung der Dreiecke CDF und 
C' D' F, daß 0, F, F' auf einer Geraden liegen, und die Be
trachtung derDreieckeFGHundFG'H lehrt, daß O,H,H 
Punkte einer Geraden sind. Nun laufen in den Dreiecken 
F H] und F Hf die Verbindungsgeraden entsprechender 
Ecken durch den nämlichen Punkt 0, und mithin sind zu
folge der zweiten Aussage des Desarguesschen Satzes die Ge
raden F] und F f einander parallel. Endlich zeigt dann die 
Betrachtung der Dreiecke DF] und D'Ff, daß die Ge
raden D] und D'f einander parallel sind, und damit ist der 
Beweis unserer Behauptung vollständig erbracht. 

§ 27· 
Die Gleichung der Geraden. auf Grund der neuen 

Streckenrechnung. 

Wir haben in § 24 bis § 26 mittels der in § 24 ange
führten Axiome und unter Voraussetzung der Gültigkeit des 
Desarguesschen Satzes in der Ebene eine Streckenrechnung 
eingeführt, in welcher das kommutative Gesetz der Addition, 
die assoziativen Gese~e der Addition und Multiplikation, 
sowie die bei den distributiven Gesetze gültig sind. Wir wollen 
in diesem Paragraphen zeigen, in welcher Weise auf Grund 
dieser Streckenrechn)lng eine analytische Darstellung der 
Punkte und Geraden in der Ebene möglich ist. 

Erklärung. Wir bezeichnen in der Ebene die beiden an
genommenen festen Geraden durch den Punkt ° als die X
und Y-Achse und denken uns irgendeinen Punkt P der Ebene 
durch die Strecken x,y bestimmt, die man auf der X- bzw. 
Y-Achse erhält, wenn man durch P zu diesen Achsen Par
allelen zieht. Diese Strecken x, JI heißen Koordinalen des 
Punktes P. Auf Grund der neuen Streckenrechnung und mit 
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Hilfe des Desarguesschen Satzes gelangen wir zu der fol
genden Tatsache: 

Satz 36. Die Koordinalen X,J' der Punkle auf einer beliebigen 
Geraden etjüllen sltls eine Sireckengleir:hung von der Geslall: 

ax + bJl + c = 0; 
in dieser Gleichung slehen die SIrecken a, b nolwnuJig linksseilig 
von den Koordinalen x, JI " die Strecken a, b sind niemals beide Null, 
und c isl eine beliebige Strecke. 

llmgekehrl: jede SIreckengleichung der beschn'ebmen Arl sielli 
siels eine Gerade in der zugnmtie gelegten ebenen Geomeln'e dar. 

Beweis. Wir nehmen zunächst an, die Gerade I gehe durch 
o und sei von den Achsen verschieden. Ferner sei C ein be
stimmter von 0 verschiedener Punkt auf I und P ein be
liebiger Punkt auf li C habe die Koordinaten OA, OB und P 
habe die Koordinaten X,Jli wir bezeichnen die Verbindungs

o 1 

y gerade der Endpunkte von X,JI 
mit g. Endlich ziehen wir durch 
den Endpunkt der Strecke I auf 
der X-Achse eine Parallele h zu 

l 

x 
A Bi diese Parallele schneide auf der Y-Achse die Strecke e 
ab. Aus der zweiten Aussage des Desarguesschen Satzes folgt 
leicht, daß die Gerade g stets parallel zu AB läuft. Da somit 
auch g stets zu h parallel ist, so folgt für die Koordinaten X,JI 
des beliebigen Punktes P auf I die Streckengleichung 

ex =JI. 
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Nunmehr sei I' eine beliebige nicht zu den Achsen pa
rallele Gerade in unserer Ebene; dieselbe schneide auf der 
X-Achse die Strecke c == 00' ab. Wir ziehen ferner die Ge
rade I durch 0 parallel, zu 1'. Es sei P' ein beliebiger Punkt 
auf I'; die Parallele durch P' zur X-Achse treffe die Gerade I 
in P und schneide auf der Y-Achse die Strecke)' = OB ab; 
ferner mögen die Parallelen durch P und P' zur Y-Achse 
auf der X-Achse die Strecken x - OA und x' - OA' ab
schneiden. 

Wir wollen nun beweisen, daß die Streckengleichung 

x'-x + c 

besteht. Zu diesem Zwecke ziehen wir 0' C parallel zur Ein
heitsgeraden, ferner CD parallel zur X-Achse und AD par-

y 

l' 

r--7--------~~~------~-x V' .A' 
;Je C X' 

allel zur Y-Achse; dann läuft unsere Behauptung darauf hin
aus, daß 

A' D parallel 0' C 

sein muß. Wir konstruieren noch D' als Schnittpunkt der Ge
raden CD und A' P' und ziehen 0' C' parallel zur Y-Achse. 

Da in den Dreiecken 0 CP und 0' C' P' die Verbindungs
geraden entsprechender Ecken parallel laufen, so folgt mittels 
der zweiten Aussage des Desarguesschen Satzes, daß 

C P parallel C' P' 
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sein muß; auf gleiche Weise lehrt die Betrachtung der Drei
ecke A CP und A' C' P, daß 

AC parallel A' C' 

ist. Da somit in den Dreiecken A CD und C' A' 0' die ent
sprechenden Seiten einander parallel laufen, so treffen sich 
die Geraden AC', CA', D 0' in einem Punkte, und die Be
trachtung der beiden Dreiecke C' A' D' und A CO' zeigt dann, 
daß A' D und CO' einander parallel sind. 

Aus den beiden bisher gef?Ddenen Streckengleichungen 

IX -)' und x' .... x + c 

folgt sofort die weitere Gleichung 

IX' =)' + ec. 

Bezeichnen wirschUeßlich mit n die Strecke, die zur Strecke I 
addiert die Strecke 0 liefert, so folgt. wie man leicht beweist, 
aus der letzten Gleichung 

IX' + nJ' + nec == 0, 

und diese Gleichung ist von der Gestalt, wie der Sa~ 36 be
hauptet. 

Die zweite Aussage des Satzes 36 erkennen wir nun ohne 
Mühe als richtig; denn eine jede vorgelegte Streckengleichung 

ax + bJ' + C ... 0, 

wo b + 0 ist, läßt sich offenbar durch linksseitige Multipli
kation mit einer geeigneten Strecke in die vorhin gefundene 
Gestalt 

IX + ny + nec = 0 
bringen. 

Es sei noch ausdrücklich bemerkt, daß bei unseren An
nahmen eine Streckengleichung von der Gestalt 

xa + J'b + C - 0, 

in der die Strecken a, b rechtsseitig von den Koordinaten 
x,J' stehen, im allgemeinen nicht eine Gerade darstellt. 

Wir werden in § 30 eine wichtige Anwendung von dem 
Satze 36 machen. 
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§ 28. 
Der Inbegriff der Strecken aufgefa8t als komplexes 

Zahlensystem. 

Wir sehen unmittelbar ein, daß für unsere neue in § 24 be
gründete Streckenrechnung die Sätze 1-6 in § 13 erfüllt 
sind. 

Ferner haben wir in § 25 und § 26 mit Hilfe des Desar
guesschen Satzes erkannt, daß für diese Streckenrechnung die 
Rechnungsgesetze 7-11 in § 13 gültig sind; es bestehen so
mit sämtliche Sätze der Verknüpfung, abgesehen vom kom
mutativen Gesetze der Multiplikation. 

Um endlich eine Anordnung der Strecken zu ermöglichen, 
treffen wir folgende Festsetzung: Es seien A, B irgend zwei 
verschiedene Punkte der Geraden 0 E; dann bringen wir ge
mäß Axiom II 4 die vier funkte 0, E, A, B in eine Reihen
folge. Ist dies auf eine der folgenden sechs Arten 

ABOE, AOBE, AOEB, OABE, OAEB, OEAB 

möglich, so nennen wir die Strecke a == 0 A kleine,. als die 
Strecke h - OB, in Zeichen: 

a < h. 

Findet dagegen eine der sechs Reihenfolgen 

BA OE, BOAE, BOEA, OBAE, OBEA, OEBA 

statt, so nennen wir die Strecke a = 0 A größer als die Strecke 
h == OB, in Zeichen: 

a >ho 

Diese Festsetzung bleibt auch in Kraft, wenn A oder B mit 
o oder E zusammenfallen, nur daß dann die zusammen
fallenden Punkte als einziger Punkt anzusehen sind und 
somit lediglich die Anordnung dreier Punkte in Frage 
kommt. 

Wir erkennen leicht, daß nunmehr in unserer Strecken
rechnung auf Grund der Axiome II die Rechnungsgesetze 
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,13- I 6 in § 13 erfüllt sind; somit bildet die Gesamtheit aller 
verschiedenen Strecken ein komplexes Zahlensystem, für wel
ches die Gesetze 1-11,13-16 in § 13, d.h. die sämtlichen 
Vorschriften außer dem kommutativen Gesetze der 
Multiplikation und den Sätzen von der Stetigkeit ge
wiß gültig sind; wir bezeichnen ein solches Zahlensystem 
im Folgenden kurz als ein Desarguessches Za/dt1UJlsltm. 

§ 29· 
Aufbau einer rlumlichen Geometrie mit Hore eines 

Desarguesschen Zahlensystems. 

Es sei nun irgendein Desarguessches Zahlensystem D vor
gelegt; dasselbe ermöglicht uns den Aufbau einer 
:täumlichen Geometrie, in der die Axiome I, 11, IV 
sämtlich erfüllt sind. 

Um dies einzusehen, denken wir uns das Syatem von irgend 
drei Zahlen (x,y, s) des Desargueaschen Zahlensystems D als 
einen Punkt und das System von irgend vier Zahlen (u: v:w:r) 
in D, von denen die ersten drei Zahlen nicht zugleich 0 sind, 
als eine Ebene; doch sollen die Systeme (u: v :'w : r) und 
(au: av : aw : ar), wo airgendeine von 0 verschiedene Zahl 
in D bedeutet, die nämliche Ebene darstellen. Das Bestehen 
der Gleichung 

ux + vy + ws + r =- 0 

möge ausdrücken, daß der Punkt (x, J', s) auf der Ebene 
(u : v : w : r) liegt. Die Gerade endlich definieren wir mit Hilfe 
eines Systems zweier Ebenen (u': v':w':r1 und (u":v":w":r'1, 
wenn es nicht möglich ist, zwei von 0 verschiedene Zahlen 
a', a" in D zu finden, so daß gleichzeitig 

a'"' -= a" ",1', a''IJ' _ a"f)", a'w' - a"w" 

wird. Ein Punkt (x,y, s) heißt auf dieser Geraden 

[(u': Vi: w': 1'1, (u": v": w": 1''')] 



86 Kap. V. Desarguesscher Satz: 

gelegen, wenn er den bei den Ebenen (te': v' : w' : r) und 
(u": v": w": r') gemeinsam ist. Zwei Gerade, welche diesel
ben Punkte enthalten, gelten als nicht verschieden. 

Indem wir die Rechnungsgesetze I-I I in § 13 anwenden, 
die nach Voraussetzung für die Zahlen in D gelten sollen, 
gelangen wir ohne Schwierigkeit zu dem Resultate, daß in 
der soeben aufgestellten räumlichen Geometrie die Axiome 
I und IV sämtlich erfüllt sind. 

Damit auch den Axiomen II de'r Anordnung Genüge ge
schehe, treffen wir folgende Festsetzungen. Es seien 

(xl' PI' ZI)' (Xi' )'S' Zs)' (XS' Ys' z,) 

irgend drei Punkte einer Geraden 

[( ' '. '. ') u:v.w.r, (u": v": 7()": r")]; 

dann heiße der Punkt (xs'Y I' zs) zwischen den bei den anderen 
gelegen, wenn wenigstens eine der sechs Paare von Unglei
chungen 

(1) Xl < X s < X s' Xl > X 2 > X S ' 

(2) PI < Y2 < Ys' Yl > Y, > Ys' 

(3) Zl < z2< zs' ZI > ZI> z, 

erfüllt ist. Besteht nun etwa eine der beide.n Doppelunglei
chungen (I), so schließen wirleicht, daß entwederYI = Ys Ys 
oder notwendig eine der bei den Doppelungleichungen (2) und 
ebenso daß entweder ZI =- z2 = Zs oder eine der Doppel
ungleichungen (3) gelten muß. In der Tat, aus den Glei
chungen 

U' Xi + v' Y" + W' Zi + r' = 0, 

U" Xi + v'y,. + w" z, + r" = 0, 

(i= I, 2, 3) 

leiten wir durch linksseitige Multiplikation derselben mit ge
eigneten Zahlen aus D, die + ° sind, und durch nachherige 
Addition der entstehenden Gleichungen ein Gleichungssystem 
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von der Gestalt 
(4) ,l" x.' + v"'y,. + r"' .. 0 

(i= I, 2, 3) 
ab. Hierin ist der Koeffizient v'" sicher nicht 0, da sonst die 
Gleichheit der drei Zahlen Xl' XI' Xs folgen würde. Aus 

< < 
Xl >XI >xa 

schließen wir 
u"',Xl ~ u'" xI s: u'" x. 

und mithin wegen (4) 

V";'l + ,'" Sv";', + ,'" S v";'1 + r'" > > 
und daher 

~,'" ~ ... ",)' Sv"', 
".J'1>" I > s' 

und da v'" nicht 0 ist, so haben wir 
< < ,. 

.J'l >.J'I >.J'a' 

in jeder dieserDoppelungleichungen soll stets entweder durch
weg das obere oder durchweg das mittlere oder durchweg 
das untere Zeichen gelten. 

Die angestellten Überlegungen lassen erkennen, daß in 
unserer Geometrie die linearen Axiome II 1-3 der Anord
nung zutreffen. Es bleibt noch zu zeigen übrig, daß in unserer 
Geometrie auch das ebene Axiom II 4 gültig ist. 

Zu dem Zwecke sei eine Ebene (u: v : w : r) und in ihr 
eine Gerade. [(u: v: w : r), (u': v': w': ,')] gegeben. Wir 
setzen fest, daß alle in der Ebene (u: v : w : ,) gelegenen 
Punkte (x,y, s), für die der Ausdruck u'x + v;' + w's + " 
kleiner oder größer als 0 ausfällt, auf der einen bzw. auf der 
anderen Seite von jener Geraden gelegen sein sollen, und 
haben dann zu beweisen, daß diese Festsetzung sich mit der 
Vorigen in Übereinstimmung befindet, was leicht geschehen 
kann. 

Damit haben wir erkannt, daß die sämtlichen Axiome 1, 
II, IV in derjenigen räumlichen Geometrie erfüllt sind, die in 
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der oben geschilderten Weise aus dem Desarguesschen Zahlen
system D entspringt. Bedenken wir, daß der Desarguessche 
Satz eine Folge der Axiome I, Ir, IV ist, so sehen wir, daß 
die eben gefundene Tatsache die genaue Umkehrung des
jenigen Ergebnisses darstellt, zu dem wir in § 28 gelangt sind. 

§ 3°· 
Die Bedeutung des Desarguesschen Satzes. 

Wenn in einer ebenen Geometrie die Axiome I 1-3,II,IV 
erfüllt sind und überdies der Desarguessche Satz gilt, so ist 
es nach § 24 bis § 28 in dieser Geometrie stets möglich, eine 
Streckenrechnung einzuführen, für welche die Regeln 1-11, 
13-16 in § 13 anwendbar sind. Wir betrachten nun weiter 
den Inbegriff dieser Strecken als ein komplexes Zahlensystem 
und bauen aus denselben nach den Entwickelungen in § 29 
eine räumliche Geometrie auf, in der sämtliche Axiome I, II, IV 
gültig sind. 

Fassen wir in dieser räumlichen Geometrie lediglich die 
Punkte (x,y, 0) und diejenigen Geraden ins Auge, auf denen 
nur solche Punkte liegen, so entsteht eine ebene Geometrie, 
und wenn wir den in § 27 abgeleiteten Satz J6 berücksich
tigen, so leuchtet ein, daß diese ebene Geometrie genau mit 
der zu Anfang vorgelegten ebenen Geometrie übereinstimmen 
muß, d. h. die bei den Geometrien besitzen dieselben, in gleicher 
Weise verknüpften und angeordneten Elemente. Damit gewin
nen wir folgenden Satz, der als das Endziel der gesamten 
Entwickelungen dieses Kapitels anzusehen ist: 

Es seien in einer ebenen Geometrie die Axiol1U I, 1-3, 1I, IV 
etjüllt: dann ist die Gültigkeit des Desarguesschen Salzes die not
wendige und hinreichende Bedingullg dafür, daß diese ebene Geometn"t 
sich auffassen läßt als ein Teil einer räumlichen Geometn"t, in welcher 
dt"t sämtlichen Axiome I, Ir, IV ufollt sind, 

Der Desarguessche Satz kennzeichnet sich so gewissermaßen 
für die ebene Geometrie als das Resultat der Elimination der 
räumlichen Axiome. 
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Die gefundenen Resultate setzen uns auch in den Stand, 
zu erkennen, daß jede räumliche Geometrie, in der die Axiome 
I,II,IV sämtlich erfüllt sind, sich stets als ein Teil einer "Geo
metrie von beliebig vielen Dimensionen" auffassen läßt; dabei 
ist unter einer Geometrie von beliebig vielen Dimensionen 
eine Gesamtheit von Punkten, Geraden, Ebenen und noch 
weiteren Elementen zu verstehen, für welche die entsprechend 
erweiterten Axiome der Verknüpfung, die der Anordnung so
wie das Parallelenaxiom erfüllt sind. 
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Der Pascalsehe Satz. 

§ 3 1• 

Zwei S!l.tzeüber die Beweisbarkeit des Pascals ehen Satzes. 

Der Desarguessche Satz (Satz 34) läßt sich, wie bereits be
merkt wurde, aus den Axiomen I, II, IV, d. h. unter wesent
licher Benutzung der räumlichen Axiome, ab~r ohne Hinzu
ziehung der Kongruenzaxiome, beweisen; in § 23 habe ich 
gezeigt, daß derBeweis desselben ohne die räumlichen Axiome 
der GruppeI und ohne die KongruenzaxiomeIII nicht möglich 
ist, selbst wenn die Benutzung der Stetigkeitsaxiome 
gestattet wird. 

In § 14 ist der Pascalsehe Satz (Satz 22) und damit nach 
§ 22 auch der Desarguessche Satz aus den Axiomen I 1 - 3, 
II-IV, also mit Ausschluß der räumlichen Axiome und unter 
wesentlicher Benutzung der Kongruenzaxiome abgeleitet wor
den. Es entsteht die Frage, ob auch der Pascalsche Satz 
ohne Hinzuziehung der Kongruenzaxiome bewiesen 
werden kann. Unsere Untersuchung wird zeigen, daß in 
dieser Hinsicht der Pascals ehe Satz sich völlig anders als der 
Desarguessche Satz verhält, indem bei dem Beweise des Pas
calschen Satzes die Zulassung oder Ausschließung des 
Archimedischen Axioms von entscheidendem Einflusse 
für seine Gültigkeit ist. Die wesentlichen Ergebnisse unserer 
Untersuchung fassen wir in den folgenden zwei Sätzen zu
sammen: 

S atz 37. Der Pascalsche Salz (Satz 22) ist beweisbar auf Grund 
der Axiome I, II, IV, V, d. h. unter Ausschließung der Kongruenz
axiome mit Zuhilfenahme des Archimedischen Axioms. 

Satz 38. Der Pascalsche Salz (Satz 22) ist nicht beweisbar 
auf Grund der Axiome I, II, IV, d. h. unter Ausschließung der 
Kongruenzaxiome sowie des Archimedischen Axioms. 
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In der Fassung dieser beiden Sätze können neich dem all
gemeinen Satze 36 die räumlichen Axiome 14-8 auch durch 
die Forderung der ebenen Geometrie ersetzt werden, daß der 
Desarguessche Satz (Satz 34) gelten solL 

§ 32 • 

Das kommutative Gesetz der Multiplikation im Archi
mediS'Chen Zahlensystem. 

Die Beweise der Sätze 37 und 38 beruhen wesentlich auf 
gewissen gegenseitigen Beziehungen, welche für die Rech
nungsregeln und Grundtatsachen der Arithmetik bestehen und 
deren Kenntnis auch an sich von Interesse erscheint. Wir stellen 
die folgenden zwei Sätze auf: 

Satz 39. Für ein Archimedisches Zahlensystem ist das kommu
lahve Gesetz der Multiplikation eine notwendige Folge der ülm'gen 
Rechnungsgesetze ; d. h. wenn ein Zahlensystem die in § 13 au/ge
sählten Eigenschaften 1-11, I3-17'milBl, so folgt notwendig, 
das dasselbe auck der Formel 12 genügt. 

Beweis. Zunächst bemerken wir: wenn a eine beliebige 
Zahl des Zahlensystems und 

n==I+I+"'+1 
eine positive ganze rationale Zahl ist, so gilt für a und n stets 
das kommutative Gesetz der Multiplikation; es ist nämlich 

an .... a(1 + 1 + ... + I) = a • 1 + a· 1 + ... + a . I 

=a+a+ ••. +a 
und ebenso 

na = (I + 1 + ... + I)a - 1 . a + 1 . a + ... + 1 . a 

=a+a+".+a. 

Es seien nun im Gegensa.tz zu unserer Behauptung a, b solche 
zwei Zahlen des Zahlensystems, für welche das kommutative 
Gesetz der Multiplikation nicht gültig ist. Wir dürfen dann, 
wie leicht ersichtlich, die Annahmen 

a> 0, b > 0 ab - !Ja > 0 

Hilb er t: Grundlagen der Geometrie. S. Auf!. i 
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machen. Wegen der Forderung 5 in § 13 gibt es eine Zahl 
c(> 0), so daß 

(a + b + I)C = ab - ba 

ist. Endlich wählen wir eine Zahl d, die zugleich den Un-
gleichungen 

d>o, d< I, d<c 

genügt, und bezeichnen mit mund n zwei solche ganze ratio
nale Zahlen > 0, für die 

md< a ~ (m + I)d 
bzw. 

nd< b < (n + I)d 
wird. Das Vorhandensein solcher Zahlen m, n ist eine un
mittelbare Folgerung des Archimedischen Satzes (Satz 17 in 
§ 13). Mit Rücksicht auf die Bemerkung zu Anfang dieses 
Beweises erhalten wir aus den letzteren Ungleichungen durch 
Multiplikation 

ab ~ mntP + (m + n + l)cP, 

ba > mncP, 

also durch Subtraktion 

Nun ist 

und folglich 

d. h. 

ab - ba ~ (m + .n + l)tP. 

md< a, nd< b, d< 1 

(m + n + I)d< a + b + I, 
ab - ba < (a + b + I)d 

oder wegen d < c 

ab - ba < (a + b + I)C. 
Diese Ungleichung widerspricht der Bestimmung der Zahl c, 
und damit ist der Beweis für den Satz 39 erbracht. 

§ 33· 
Das kommutative Gesetz der Multiplikation im Nicht

Archimedischen Zahlensystem. 

Satz 40. Für ein Nicht-Archimedisches Zahlensystem ist das 
kommutative Gesetz der Multiplikation ni c h t eine notwendige Folge 
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tier üDrigm Redznungsgeselse,. d. h. es gzöl ein Zahlensyslem, das 
die in § 13 aufgeslihllm Eigenschaftm I-II, 13-16 Denlsl
ein Desa"guessches Zahlensystem nach § 28-, in welchem nic'" 
dttr kommulative Geselts (I 2) tie" Mulliplikahon besieht. 

Beweis. Es sei I ein Parameter und T irgendein Ausdruck 
mit einer endlichen oder unendlichen Gliederzahl von der 
Gestalt 

T = 1'01" + "11"+1 + "S/"+1 + ".1"+8 + ... : 
darin mögen "0 (+ 0), 1'1' 1', • ••• beliebige rationale Zahlen 

bedeuten und n sei eine beliebige ganze rationale Zahl ~ o. 

Ferner sei s ein anderer Parameter und Sirgendein Ausdruck 
mit einer endlichen oder unendlichen Gliederzahl von der 
Gestalt 

S __ s"'To + &",+lT1 + &",+IT, + .. '; 
darin mögen T o (+ 0), Tl' T" ... beliebige Ausdrücke von 
der Gestalt T bezeichnen, und m sei wiederum eine beliebige 

ganze rationale Zahl ~ o. Die Gesamtheit aller Ausdrücke 

von der Gestalt S sehen wir als ein komplexes Zahlensystem 
.Q, (s, I) an, in dem wir folgende Rechnungsregeln festsetzen: 
Man rechne mit s und I, wie mit Parametern nach den Re
geln 7-II in § 13, während man an Stelle der Regel I2 
stets die Formel 
(1) ts =- 2St 
8J).wende. 

Sind nun S', S" irgend zwei Ausdrücke von der Gestalt S: 

S' .... sm' T; + &",'+1 Tl' + &,*'+t TI' + ... , 
S" .... &"''' 7'0" + &","+1 Tt + S"'''+I T!" + ... ,. 

SO kann man offenbar durch Zusammenfügung einen 
neuen Ausdruck S' + S" bilden, der wiederum von der 
Gestalt S und zugleich eindeutig bestimmt ist; dieser Aus
druck S' +S" heißt die Summe der durch S', S" dargestellten 
Zahlen. 

7* 
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Durch gliedweise Multiplikation der beiden Ausdrücke 
S', S" gelangen wir zunächst zu einem Ausdruck von der 
Gestalt 

S' S" .... sm' To' s"." To" + (s"., T t/ sm "+ 1 Tt + s""+ 1 Tl' Sm" TO") 

+ (sm' TO' Sm"+ 11 T," + Sm'+ 1 Tl' s'" "+ 1 Tt +s""+ 11 TI' s"''' TO") 

+ .... 
Dieser Ausdruck wird bei Benutzung der Formel (I) offenbar 
ein eindeutig bestimmter Ausdruck von der Gestalt S; der 
letztere heiße das Produkt der durch S' dargestellten Zahl 
in die durch S" dargestellte Zahl. 

Bei der so festgesetzten Rechnungsweise leuchtet die Gül
tigkeit der Rechnungsregeln 1-5 in § 13 unmittelbar ein. 
Auch die Gültigkeit der Vorschrift 6 in § 13 ist nicht schwer 
einzusehen. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es seien etwa 

S' = s"., To' + s""+1 Tt' + s""+1 T,: + ... 
und 

gegebene Ausdrucke von der Gestalt S, und bedenken, daß 
unseren Festsetzungen entsprechend der erste Koeffizient "0' 
aus To' von 0 verschieden sein muß. Indem wir nun die näm
lichen Potenzen von sauf beiden Seiten einer Gleichung 

(2) S' S" == S", 

vergleichen, finden wir in eindeutig bestimmter Weise zu
nächst eine ganze Zahl mIt als Exponenten und sodann der 
Reihe nach gewisse Ausdrücke 

Tt/', Tl'" T,", ... 
derart) daß der Ausdruck 

S" .... s"''' To" + S ... "+l Tt + s"'''+' T," + ... 
bei Benutzung der Formel (I) der Gleichung (2) genügt; hier
mit ist der gewünschte Nachweis erbracht. 

Um endlich die Anordnung der Zahlen unseres Zahlen
systems .Q(s, I) zu ermöglichen, treffen wir folgende Fest-
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setzungen: Eine Zahl des Systems heiße <oder >0, je nach
dem in dem Ausdrucke S, der sie darstellt, der erste Koeffi-_ 
zient ro von T(I < oder> ° ausfällt. Sind irgend zwei Zahlen 
a und b des komplexen Zahlensystems vorgelegt, so heiße 
a<b bzw. a>b, je nachdem a-b <0 oder >0 wird. Es 
leuchtet unmittelbar ein, daß bei diesen Festsetzungen die 
Regeln 13-16 in § 13 gültig sind, d.h . .Q(s, /) ist ein Desar
guessches Zahlensystem (vgl. § 28). 

Die Vorschrift 12 in § 13 ist, wie Gleichung (I) zeigt, für 
unser komplexes Zahlensystem .Q(s, t) nicht erfüllt, und da
mit ist die Richtigkeit des Satzes 40 vollständig erkannt. 

In Übereinstimmung mit Satz 39 gilt der Archimedische 
Satz (Satz 17 in § 13) für das soeben aufgestellte Zahlen
system .Q(s, t) nicht. 

Es werde noch hervorgehoben, daß das Zahlensystem.Q (s,/) 
- ebenso wie die in § 9 und § 12 benutzten Zahlensysteme 
.Q und .Q(t) - nur eine abzählbare Menge von Zahlen enthält. 

§ 34· 
Beweis der beiden Sätze über den Pascalsehen Satz. 

(Nicht.Pascalsche Geometrie.) 

Wenn in einer räumlichen Geometrie die sämtlichen 
Axiome I, II, IV erfüllt sind, so gilt auch der Desarguessche 
Satz (Satz 34), und mithin ist nach Kapitel V § 24 bis § 26 
in dieser Geometrie die Einführung einer Streckenrechnung 
möglich, für welche die Vorschriften 1 - I I, I 3-1 6 in § I 3 
gültig sind. Setzen wir nun das Archimedische Axiom V in 
unserer Geometrie voraus, so gilt offenbar für die Strecken
rechnung der Archimedische Satz (Satz 17 in § 13) und mithin 
nach Satz 39 auch das kommutative Gesetz der Multiplikation. 
Da aber die hier in Rede stehende, in § 24 (Fig. S. 73) ein
geführte Definition des Streckenproduktes mit der in § I 5 
(Fig. S. 44) angewandten Definition übereinstimmt, so bedeutet 
gemäß der in § 15 ausgeführten Konstruktion das kommu
tative Gesetz der Multiplikation zweier Strecken auch hier 
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nichts anderes als den Pascalsehen Satz. Damit ist die Richtig
keit des Satzes 37 erkannt. 

Um den Satz 38 zu beweisen, fassen wir das in § 33 auf
gestellteDesarguesscheZahlensystem.Q(s,1} ins Auge und kon
struieren mit Hilfe desselben auf die in § 29 beschriebene Art 
eine räumliche Geometrie, in derdiesämtlichenAxiomeI,II,IV 
erfüllt sind. Trotzdem gilt der Pascals ehe Satz in dieser Geo
metrie nicht, da das kommutative Gesetz der Multiplikation 
in dem Desarguesschen Zahlensystem .Q(s, t) nicht besteht 
Die so aufgebaute "Nicht-Pascalsche" Geometrie ist, in Über
einstimmung mit dem vorhin bewiesenen Satz 37, notwendig 
zugleich auch eine "Mcht-Archimedische" Geometn"e. 

Es ist offenbar, daß der Pascalsche Satz sich bei unseren 
Annahmen auch dann nicht beweisen läßt, wenn man die 
räumliche Geometrie als einen Teil einer Geometrie von 
beliebig vielen Dimensionen auffaßt, in welcher neben den 
Punkten, Geraden und Ebenen noch weitere Elemente vor
handen sind und für diese ein entsprechendes System von 
Axiomen der Verknüpfung und Anordnung, sowie das Pa
rallelenaxiom zugrunde gelegt ist. 

§ 35· 
Beweis eines beliebigen Schnittpunktsatzes mittels des 

Desarguesschen und des Pascalsehen Satzes. 

Ein jeder ebener Schnittpunktsatz hat notwendig diese 
Form: Man wähle zunächst ein System von Punkten und Ge
raden willkürlich, bzw. mit der Bedingung, daß für gewisse 
von diesen Punkten und Geraden die vereinigte Lage vor
geschrieben ist; wenn man dann in vorgeschriebener Weise 
Verbindungsgerade und Schnittpunkte konstruiert, so gelangt 
man schließlich zu einem bestimmten System von Geraden, 
von denen der Satz aussagt, daß sie durch den nämlichen 
Punkt hindurchlaufen. 

Es sei nun eine ebene Geometrie vorgelegt, in der sämtliche 
Axiome I 1-3, II-V gültig sind; nach Kap.lII § 17 können 
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wir dann vermittels eines rechtwinkligen Achsenkreuzes jedem 
Punkte ein Zahlenpaar (x,y) und jeder Geraden ein Ver
hältnis von drei Zahlen (u: v: w) entsprechen lassen; hierbei 
sind x,y und u, v, w jedenfalls reelle Zahlen, von denen u, v 
nicht beide verschwinden, und die Bedingung für die ver
einigte Lage von Punkt und Geraden 

ux + vy + w ..;. 0 

bedeutet eine Gleichung im gewöhnlichen Sinne. 
Andererseits dürfen wir, falls xV',u, v, w insbesondere Zahlen 

des in § 9 konstruierten algebraischen Bereiches .Q. sind und 
u, v nicht beide verschwinden, annehmen, daß umgekehrt das 
Zahlenpaar (x,y) und das Zahlentripel (u, v, w) einen Punkt 
bzw. eine Gerade in der vorgelegten Geometrie liefert. 

Führen wir für alle Punkte und Geraden, die in einem be
liebigen ebenen Schnittpunktsatze auftreten, die betreffenden 
Zahlenpaare und Zahlentripel ein, so wird dieser Schnittpunkt
satz aussagen, daß ein bestimmter, von gewissen Parametern 
P l' ... , p,. rational abhängiger Ausdruck A (Pt, ... , p,.) mit 
reellen Koeffizienten stets verschwindet, sobald wir für jene 
Parameter insbesondere irgendwelche Zahlen des in § 9 be
trachteten Bereiches .Q. einsetzen. Wir schließen hieraus, daß 
der Ausdruck A(P1' •• • ,p,.) auch identisch auf Grund der 
Rechnungsgesetze 7 -12 in § 13 verschwinden muß. 

Da in der vorgelegten Geometrie nach § 22 der Desar
guessche Satz gilt, so können wir gewiß auch die in § 24 ein
geführt~ Streckemechnung benutzen, und wegen der Gül
tigkeit des Pasca1schen Satzes trifft für diese Streckemech
nung auch das kommutative Gesetz der Multiplikation zu, so 
daß in dieser Streckemechnung sämtliche Rechnungsgesetze 
7-12 in § 13 gültig sind. 

Indem wir die Achsen des bisher benutzten Achsenkreuzes 
auch.als Achsen dieser neuen Streckenrechnung gewählt und 
die Einheitspunkte E und E' geeignet festgesetzt denken, er
kennen wir die Übereinstimmung der neuen Streckenrech
Dung mit der früheren Koordinatemechnung. 
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Um in der neuen Streckenrechnung das identische Ver
schwinden des Ausdruckes A (Pi' ... ,Pr) nachzuweisen, ge
nügt die Anwendung des Desarguesschen und Pascalschen 
Satzes, und damit erkennen wir, daß jeder in der vorge
legten Geometrie geltende Schnittpunktsatz durch 
Konstruktion geeigneter Hilfspunkte und Hilfsge
raden sich stets als eine Kombination des Desar
guesschen und Pascalschen Satzes herausstellen 
muß. Zum Nachweise der Richtigkeit des Schnittpunktsatzes 
brauchen wir also ni c h t auf die Kongruenzsätze zurückzu
greifen.l ) 

I) G. He s s en b erg (" Begründung der elliptischen Ge,Qmetrie", Math. 
Ann. Bd. 61) hat erkannt, daß man den Desarguesschen Satz aus dem 
Pascalschen auch ,ohne Benutzung der Kongruenz- und Stetigkeitsaxi,Qme 
herleiten kann. Mit Hilfe dieses Resultates f,Qlgt dann aus dem im 
Text Bewiesenen, wie G. Hessenberg (a. a. O. S. 162) angibt, der 
bemerkenswerte Satz, daß jeder Schnittpunktsatz sich allein mit mlfe 
des Pascalschen Satzes ,ohne Heranziehung der K,Qngruenz- und Stetig
keitsaxiome beweisen läßt. 



Kapitel vn. 
Die geometrischen Konstruktionen auf Grund 

der Axiome I-IV. 

§ 36. 
Die geometrischen Konstrull;tionen mittels Lineals und 

Eichmaßes. 

Es sei eine räumliche Geometrie vorgelegt, in der die sämt
lichen Axiome I-IV gelten; wir fassen der Einfachheit wegen 
in diesem Kapitel nur eine ebene Geometrie ins Auge, die 
in dieser räumlichen Geometrie enthalten ist, und untersuchen 
dann die Frage, welche elementaren Konstruktionsaufgaben 
(geeignete praktische Hilfsmittel vorausgesetzt) in eiDersolchen 
Geometrie notwendig ausführbar sind. 

Auf Grund der Axiome I ist die Ausführung der folgenden 
Aufgabe stets möglich: 

Aufgabe I. ZWei Punkte durch eine Gerade zu verbinden 
und den Schnittpunkt zweier Geraden zu finden, falls die Ge
raden nicht parallel sind. 

Auf Grund der Axiome der Gruppe 11 werden keine neuen 
Aufgaben lösbar. 

Auf Grund der Kongruenz axiome 111 ist das Abtragen von 
Strecken und Winkeln möglich, d.h. es lassen sich in der vor
gelegten Geometrie folgende Aufgaben lösen: 

Aufgabe 2. Eine gegebene Strecke auf einer gegebenen 
Geraden von einem Punkt aus abzutragen. 

Aufgabe 3. Einen gegebenen Winkel an eine gegebene 
Gerade anzutragen oder eine Gerade zu konstruieren, die eine 
gegebene Gerade unter einem gegebenen Winkel schneidet. 

Das Axiom IV ermöglicht die Ausführung der folgenden 
Aufgabe: 
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Aufgabe 4. Durch einen gegebenen Punkt zu einer Ge
raden eine Parallele zu ziehen. 

Wir sehen somit, daß unter Zugrundelegung der Axiome 
I-IV alle und nur diejenigen Konstruktionsaufgaben lösbar 
sind, die sich auf die ebengenannten Aufgaben I -4 zurück
führen lassen. 

Wir fügen den fundamentalen Aufgaben 1 -4 noch die 
folgende hinzu: 

Aufgabe 5. Zu einer gegebenen Geraden eine Senkrechte 
zu ziehen. 

Wir erkennen unmittelbar, daß diese Aufgabe 5 auf ver
schiedene Arten durch die Aufgaben 1 -4 gelöst werden kann. 

Zur Ausführung der Aufgabe I bedürfen wir des Lineals. 
Um die Aufgaben 2-5 auszuführen, genügt es, wie im Fol
genden gezeigt wird, neben dem Lineal das Eichmaß an
zuwenden, ein Instrument, welches das Abtragen einer ein
zigen l ) bestimmten Strecke, etwa der Einheitsstrecke er
möglicht. Wir gelangen damit zu folgendem Resultat: 

Satz 41. Diejenigen geometrischen Konstruktionsatifgaben, die 
unter Zugrundelegung der Axiome I-IV lösbar sz'nd, lassen szeh 
notwendig lIdttels Lineals find Ez'chmaßes ausführen. 

Beweis. Um die Aufgabe 4 auszuführen, D 
verbinden wir den gegebenen Punkt P mit 
irgendeinem Punkte A der gegebenen Ge
raden a und tragen von A aus auf a zwei
mal hintereinander mittels des Eichmaßes 
die Einheitsstrecke ab, etwa bis Bund C. 

--",,-*--f---,;if-

Es sei nun Dirgendein 
Punkt auf Ap, ferner E der a 

--=---~~~~~~~----
Treffpunktvon CPundBD 
und endlich F der Treffpunkt von AE und CD: dann ist 
nach Steiner PF die gesuchte Parallele zu a. 

I) Daß hier die Forderung des Abtragens für eine einzige Strecke 
genügt, ist von J. Kürschäk bemerkt worden; vgl. dessen Note "Das 
Streckenabtragen" Math. Ann. Bd. 55. 1902. 
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Die Aufgabe 5 lösen wir auf folgende Weise: Es sei A ein 
beliebiger Punkt der gegebenen Geraden; dann tragen wir 
von A aus auf dieser Geraden nach beiden Seiten hin mittels 
des Eichmaßes die Einheitsstrecken AB 
und A C ab und bestimmen dann auf zwei 
beliebigen anderen durch A gehenden Ge
raden die Punkte E und D, so daß auch 
die Strecken AD und AE 

F 

gleich der Einheitsstrecke 
werden. Die Geraden B D und 
CE mögen sich in F, die Ge
raden BE und CD in H 
schneiden: dann ist FH die 
gesuchte Senkrechte. 
In der Tat: die Winkel --B..k:.::...----~---L--~:-

-9:: B D Cund -9::B E C 
sind als Winkel im Halbkreise über B C Rechte, und daher 
steht nach dem Satze vom Höhenschnittp\lD.kt eines Dreiecks, 
den wir auf das Dreieck B CF anwenden, auch FH auf 
B C senkrecht. 

Wir können nunmehr leicht auch die Aufgabe 3 allein 
mittels Lineals und Eichmaßes lösen; wir sehlagen etwa fol
gendes Verfahren ein, welches nur 
das Ziehen von Parallelen und das 
Fällen von Loten erfordert: Es sei ~ 
der abzutragende Winkel und Ader 
Scheitel dieses Winkels. Wir ziehen 
die Gerade I (A C) durch A parallel zu 
der gegebenen Geraden, an 
welche der gegebene Winkel 
fl angetragen werden soll. A·t6i::.::...I4-----.....JCI..--
Von einem beliebigen Punk-
te B eines Schenkels von fl fällen wir Lote auf den anderen 
Schenkel des Winkels fJ und auf I. Die Fußpunkte dieser 
Lote seien D und C. Das Fällen von Loten geschieht vermöge 
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der Aufgaben 2 und 5. Sodann femen wir von A eine Senkrechte 
auf CD, ihr Fußpunkt sei E. Nach dem in § 14 S. 38 ausge
führten Beweise ist -9:: CAE=ß; die Aufgabe 3 ist somit gelöst 

E Um endlich die Aufgabe 2 

auszuführen, benutzen wir die 
einfache, vonJ.K ürs chäk an

Ä""'-;,---!..:------}!~-- gegebene Konstruktion: es 
sei AB die abzutragende 

Strecke und P der gegebene 
-+ _______ ~--- Punkt auf der gegebenen Ge-

raden I. Man ziehe durch P 
die Parallele zu AB und trage auf derselben mittels des Eich
maßes von P aus die Einheitsstrecke ab etwa bis C; ferner 
trage man auf 1 von P aus die Einheitsstrecke bis .D ab. 
Die zu AP durch B gezogene Parallele treffe PC in Q und 
die durch Q zu CD gezogene Parallele treffe 1 in E: dann ist 

-PE-AB. 
Damit ist gezeigt, daß die Aufgaben 1-5 sämtlich durch 

Lineal und Eichmaß lösbar sind, und folglich der Satz 41 
vollständig bewiesen. 

§ 37· 
Analytische Darstellung der Koordinaten 

konstruierbarer Punkte. 
Außer den in § 36 behandelten elementargeometrischen 

Aufgaben gibt es noch eine große Reihe weiterer Aufgaben, 
zu deren Lösung man lediglich das Ziehen von Geraden und 
das Abtragen von Strecken nötig hat. Um den Bereich aller 
auf diese Weise lösbaren Aufgaben überblicken zu können, 
legen wir bei der weiteren Betrachtung ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem zugrunde und denken uns die Koordi
naten der Punkte in der üblichen Weise als reelle Zahlen 
oder Funktionen von gewissen willkürlichen Parametern. Um 
die Frage nach der Gesamtheit aller konstruierbaren Punkte 
zu beantworten, stellen wir folgende Überlegung an: 

Es sei ein System von bestimmten Punkten gegeben; wir 
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setzen aus den Koordinaten dieser Punkte einen Bereich R 
zusammen; derselbe enthält gewisse reelle Zahlen und ge
wisse willkürliche Parameter p. Nunmehr denken wir uns die 
Gesamtheit aller derjenigen Punkte, die durch Ziehen von 
Geraden und Abtragen von Strecken aus dem vorgelegten 
System von Punkten konstruierbar sind. Der Bereich, der von 
den Koordinaten dieser Punkte gebildet wird, heiße .Q(R); 
derselbe enthält gewisse reelle Zahlen und Funktionen der 
willkürlichen Parameter p. 

Unsere Betrachtungen in § I 7 zeigen, daß das Ziehen von 
Geraden und Parallelen analytisch auf die Anwendung der 
Addition, Multiplikation, Subtraktion, Division von Strecken 
hinausläuft; ferner lehrt die bekannte, in§ 9 aufgestellte Formel 
für die Drehung, daß das Abtragen von Strecken auf einer 
beliebigen Geraden keine andere analytische Operation er
fordert, als die Quadratwurzel zu ziehen aus einer Summe 
von zwei Quadraten, deren Basen man bereits konstruiert hat. 
Umgekehrt kann man zufolge des Pythagoräischen Lehrsatzes 
vermöge eines rechtwinkligen Dreiecks die Quadratwurzel 
aus der Summe zweier Streckenquadrate durch Abtragen von 
Strecken stets konstruieren. 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, daß der Bereich . 
.Q(R) alle diejenigen und nur solche reelle Zahlen und Funk
tionen der Parameter p enthält, die aus den Zahlen und Para
metern inR vermöge einer endlichen Anzahl von Anwendungen 
von fünf Rechnungsoperationen hervorgehen; nämlich der vier 
elementaren Rechnungsoperationen und einer fünften Ope
ration, als die man das Ziehen der Quadratwurzel aus einer 
Summe zweier Quadrate betrachtet. Wir sprechen dieses Re
sultat wie folgt aus: 

Satz 42. Eine geometrische KO!lstruktionsaufgabe ist dann 
und nur dann durch Ziehen von Geraden und Abtragen von 
Strecken, d. h. mittels Lineals und Eichmaßes lösbar, wenn 
bei der analytischen Behandlung der Aufgabe die Koordi
naten der gesuchten Punkte solche Funktionen der Koordi-
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Daten der gegebenen Punkte sind, deren Herstellung nur ratio
nale Operationen und die Operation desZiehens der Quadrat
wurzel aus der Summe zweier Quadrate und diese fünf Ope
rationen in endlicher AI1ZJIhl erfordert. 

Wir können aus diesem Satze sofort erkennen, daß nicht 
jede mittels Zirkels lösbare Aufgabe auch allein mittels Lineals 
und Eichmaßes gelöst werden kann. Zu dem Zwecke legen 
wir diejenige Geometrie zugrunde, die in § 9 mi~ Hilfe des 
algebraischen Zahlenbereiches ,Q, aufgebaut worden ist; in 
dieser Geometrie gibt es lediglich nur solche Strecken, die 
mittels Lineals und Eichmaßes konstruierbar sind, nämlich die 
durch Zahlen des Bereiches .Q. bestimmten Strecken. 

Ist nun co irgendeine Zahl in,Q" so erkennen wir aus der 
Definition des Bereiches .Q. leicht, daß auch jede zu co kon
jugierte algebraische Zahl in ,Q, liegen muß, und da die Zahlen 
des Bereiches.Q. offenbar sämtlich reell sind, so folgt hieraus, 
daß der Bereich,Q, nur solche reelle algebraische Zahlen ent
halten kann, deren Konjugierte ebenfalls reell sind. 

Wir stellen jetzt die Aufgabe, ein rechtwinkliges Dreieck 

mit der Hypotenuse I und einer Kathete 1 V21- I zu kon

struieren. Nun kommt die algebraische Zahl Y 21 V21- 2, 
die den Zahlenwert dei: anderen Kathete ausdrückt, im 
Zahlenbereich ,Q, nicht vor, da die zu ihr konjugierte Zahl 

y - 21 V21- 2 imaginär auslallt. Die gestellte Aufgabe ist 
mithin in der zugrunde gelegten Geometrie nicht lösbar und 
kann daher überhaupt nicht mittels Lineals und Eichmaßes 
lösbar sein, obwohl die Konstruktion mittels des Zirkels sofort 
ausführbar ist. 

§ 38. 

Die Darstellung algebraischer Zahlen und ganzer 
rationaler Funktionen als Summe von Quadraten. 

Die Frage nach der Ausführbarkeit geometrischer Kon-
struktionen mittels Lineals und Eichmaßes erfordert zu ihrer 
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weiteren Behandlung einige Sätze zahlentheoretischen und 
algebraischen Charakters, die, wie mir scheint, auch an sich 
von Interesse sind. 

Nach Fermat ist bekanntlich jede ganze rationale positive 
Zahl als Summe von vier Quadratzahlen darstellbar. Dieser 
Fermatsche Satz gestattet eine merkwürdige Verallgemeine
rung von folgender Art: 

Erklärung. Es sei k ein beliebiger Zahlkörper; der Grad 
dieses Körpers k heiße m, und die m - I zu k konjugierten 
Zahlkörper mögen mit k', k", ... , k(m-l) bezeichnet werden. 
Trifft es sich, daß unter den m Körpern k, k', ••• , k(m-1) einer 
oder mehrere aus lauter reellen Zahlen gebildet sind, so nennen 
wir diese Körper selbst reell; es seien diese Körper etwa 
k, k', ••• , k«-l). Eine Zahl ct des Körpers k heiße in diesem 
Falle total positiv in k, falls die s zu ct konjugierten bzw. in 
k,k', ... ,k<'-l) gelegenen Zahlen sämtlich positiv sind. Kommen 
dagegen in jedem der m Körper k, k', •.. , k(m-1) auch ima
ginäre Zahlen vor, so heiße eine jede Zahl ct in k stets total 
positiv. 

Satz 43. Jede lotal positive Zahl in k läßt sich als Summe von vier 
Quadraten darstdlen, deren Basen ganze oder gebrochene Zahlen 
des Körpers k sind. 

Der Beweis dieses Satzes bietet erhebliche Schwierigkeiten 
dar; er beruht wesentlich auf der Theorie der relativquadra
tischen Zahlkörper, die ich in mehreren Arbeiten 1) entwickelt 
habe. Es sei hier nur auf denjenigen Satz dieser Theorie hin
gewiesen, der die ßedingungen für die Lösbarkeit einer ter
nären Diophantischen Gleichung von der Gestalt 

«~! + ß1j2 + 1'b'!= 0 

angibt, worin die Koeffizienten ct, ß, l' gegebene Zahlen in k 
und ~, 1j, b' gesuchte Zahlen in k bedeuten. Der Beweis des 

I) "Über die Theorie der relativquadratischen Zahlkörper", Jallres
bericht d. Deutschen Math.·Vereinigung Bd. 6, 1899 und Math. Ann. 
Bd. 51; ferner: "Über die Theorie der relativ·Abelschen Zahlkörper", 
Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen 1898 und Acta mathematica Bd. 26. 
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Satzes 43 wird durch wiederholte Anwendung des eben ge
nannten Satzes erbracht. 

Aus dem Satze 43 folgt eine Reihe von Sätzen über die Dar
stellung solcher rationaler Funktionen einer Veränderlichen 
mit rationalen Koeffizienten, die niemals negative W 3rte haben. 

Erwähnt sei noch folgender Satz, der uns im nächsten Para
graphen von Nutzen sein wird. 

Satz 44. Es bedeute f(x) eine solche ganze rationale Funk
tion von x mit rationalen Zahlenkoeffizienten, die niemals 
negative Werte annimmt, wenn man für x beliebige reelle 
Werte einsetzt: dann läßt sich f(x) stets als Summe von Qua
draten darstellen, so daß die sämtlichen Basen dieser Qua
drate ganze rationale Funktionen von x mit rationalen Koeffi
zienten sind. I) 

Es dürfte sehr schwierig sein, die entsprechenden Tat
sachen für ganze rationale Funktionen von zwei oder mehr 
Veränderlichen aufzustellen und zu beweisen, doch sei hier 
darauf hingewiesen, daß die DarsteIlbarkeit einer beliebigen 
definiten ganzen rationalen Funktion zweier Veränderlichen 
als Quotient von Quadratsummen ganzer Funktionen auf einem 
völlig anderen Wege von mir bewiesen worden ist - unter 

I) Der Beweis flir die Darstellbarkeit von fex) als Quotient zweier 
Quadratsummen ist von mir auf Grund des Satzes 43 in der ersten 
Auflage ausgeflihrt worden. Inzwischen ist es E. La n d au gelungen, 
den Beweis flir die Darstellbarkeit von fex) direkt als Quadratsumme, 
wie oben behauptet, zu erbringen, und zwar lediglich mit Benutzung 
sehr einfacher und elementarer Hilfsmittel. Math. Ann. Bd. 57 (1903). 
V gl. endlich die Arbeiten von F I eck, "Zur Darstellung definiter binärer 
Formen als Summen von Quadraten ganzer rationalzahliger Formen", 
Arch. d. Math. u. Phys. R. Irr Bd. 10 (1906) und E. Landau, ,;Über 
die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate", Arch. d. Math. u. Phys. 
R. m Bd. 7 (1904) und .. "Über die Darstellung definiter Funktionen 
durch Quadrate", Matb. Ann. Bd. 62 (1906), in denen die Frage nach 
der kleinsten Anzahl der Quadrate, die zur Darstellung von fex) als 
Summe notwendig ist, behandelt wird; insbesondere in der letzteren 
Arbeit zeigt E. Landau, daß zu jener Darstellung jedenfalls acht 
Quadrate genügen, welches auch der Grad von fex) sein möge. 
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der Voraussetzung, daß für die darstellenden Funktionen nicht 
bloß rationale, sondem beliebige reelle Koeffizienten zulässig 
sind.1) 

§ 39· 
Kriterium für die Ausführbarkeit geometrischer Kon

struktionen mittels Lineals und Eichmaßes. 

Es sei eine geometrische Konstruktionsaufgabe vorgelegt, 
die mittels des Zirkels ausführbar ist; wir wollen dann ein 
:&r:terium aufzustellen versuchen, welches unmittelbar aus der 
analytischen Natur der Aufgabe und ihrer Lösungen beur
teilen läßt, ob die Konstruktion auch allein mittels Lineals 
und Eichmaßes ausführbar ist. Wir werden bei dieser Unter
suchung auf den folgenden Satz geführt: 

Satz 45. Es sei eine geometrische Konstruktionsaufgabe vor
gelegt von der Art, daß man bei ana!JItischer Behandlung derselben 
die Koordinaten der gesuchten Punkte .:zus den Koordinaten der ge
gebenen Punkte lediglich durch rationale Operationen und durch 
Ziehen von Quadratwurzeln finden kann; es sei n die kleinste Anzahl 
der Quadratwurzeln, die hierbei zur Berechnung der Koordinaten 
der Punkte ausreichen .. soll dann die vorgelegte Konstruktionsaufgabe 
sich auch allein durch Ziehen von Geraden und Abtragen von Strecken 
ausführen lassen, so ist dafor notwendig und hi'nrezchend, daß die 
geometrische Aufgabe genau 2" reelle Lösungen besz"lzl, und zwar jür 
aUeLagen der gegebenen Punkte, d.h.foralle WertederindenKoor
dinaten der gegebenen Punkte atifirelenden wzllkürlzi:hen Parameter. 

Beweis. Wir beweisen diesen Satz 45 ausschließlich für den 
Fall, daß die Koordinaten der gegebenen Punkte rationale 
Funktionen eines Parameters p mit rationalen Koeffizienten 
sind. 

Die Notwendigkeit des aufgestellten Kriteriums leuchtet 
aus § 37 ein. Um zu zeigen, daß dasselbe auch hinreicht, 
setzen wir dieses Kriterium als erfüllt voraus und betrachten 
zunächst eine solche von jenen 11 Quadratwurzeln, die bei der 

1) "t'ber ternäre definite Formen", Acta Mathematica Bd. 17. 

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. S. Auf!. 8 
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Berechnung der Koordinaten der gesuchten Punkte zuerst 
zu suchen ist. Der Ausdruck unter dieser Quadratwurzel ist 
eine rationale Funktionh(p) des Parameters p mit rationalen 
Koeffizienten; diese rationale Funktion darffür beliebige reelle 
Parameterwerte pniemals negative Werte annnehmen, da sonst, 
entgegen der Voraussetzung, die vorgelegte Aufgabe für ge
wisse Werte p imaginäre Lösungen haben müßte. Aus Satz 44 
schließen wir daher, daß h (p) als Quotient von Summen von 
Quadraten ganzer rationaler Funktionen darstellbar ist. 

Nunmehr zeigen die Formeln 
~-===c---

Va3+ b2+ (2= y(y;;r+ b2)2+ c2, 

Va2 + b2 + (S+ tP= V(Va2 + b' +cll) 2 + (p. 

daß allgemein das Ziehen der Quadratwurzel aus einerSumme 
von beliebig vielen Quadraten sich stets zurückführen läßt auf 
wiederholtes Ziehen der Quadratwurzel aus der Summe zweier 
Quadrate. 

Nehmen wir diese Bemerkung mit dem vorigen Ergebnisse 

zusammen, so erkennen wir, daß der Ausdruck Vt;,(p) gewiß 
mittels Lineals und Eichmaßes konstruiert werden kann. 

Wir betrachten ferner eine solche von denn Quadratwurzeln, 
die bei der Berechnung der Koordinaten der gesuchten Punkte 
an zweiter Stelle zu ziehen ist. Der Ausdruck unter dieser 

Quadratwurzel ist eine rationale Funktionh(p. vit) des Para
meters p und der zuerst betrachteten Quadratwurzel; auch 
diese Funktionh ist bei beliebigen reellen Parameterwertenp 

und für jedes Vorzeichen von Y.lt niemals negativer Werte 
fähig, da sonst entgegen der Voraussetzung die vorgelegte 
Aufgabe unter ihren 2 n Lösungen für gewisse Werte p auch 
imaginäre Lösungen haben müßte. Aus diesem Umstande folgt, 
daß h einer quadratischen Gleichung von der Gestalt 

h 2 - CPl(P)h + 'l/Jl(P) = 0 

genügen muß, worin CPl(P) und 'l/Jl(P) notwendig solche ratio-
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nale Funktionen von p mit rationalen Koeffizienten sind, die 
für reelle Werte von P niemals negative Werte besitzen. Aus 
der letzteren quadratischen Gleichung entnehmen wir 

J; =/,'+ ""l(P). 
I rp1(P) 

Nun müssen wiederum nach Satz 44 die Funktionen rpl (P) 
und 1J'l(P) Quotienten von Summen von Quadraten rationaler 
Funktionen sein, und andererseits ist nach dem Vorigen der 
Ausdruckfs mittels Lineals·und Eichmaßes konstruierbar; der 
gefundene Ausdruck für 12 zeigt somit, daß fs ein Quotient 
von Summen von Quadraten konstruierbarer Funktionen ist, 

Also läßt sich auch der Ausdruck ~ mittels Lineals und 
Eichmaßes konstruieren. 

Ebenso wie der Ausdruckh., erweist sich auch jede andere 

rationale Funktion f/JJ(P, vlJ von p und VA als Quotient zweier 
Summen von Quadraten konstruierbarer Funktionen, sobald 
diese rationale Funktion f/Js die Eigenschaft besitzt, niemals 
negative Werte anzunehmen bei reellem Parameter p und für 

beiderlei Vorzeichen von VA. 
Diese Bemerkung gestattet uns, das eben begonnene Schluß

verfahren in folgender Weise fortzusetzen: 

Es sei .ta(p, vit, V!s) ein solcher Ausdruck, der von den 

drei Argumentenp, Wt, Y.1s in rationaler Weise abhängt und 
aus dem bei der analytischen Berechnung der Koordinaten 
der gesuchten Punkte an dritter Stelle die Quadratwurzel 
zu ziehen ist. Wie vorhin schließen wir, daß.ta bei beliebigen 

reellen Werten p und für beiderlei Vorzeichen von Y.1t und Vh 
niemals negative Werte annehmen darf; dieser Umstand wieder
um zeigt, daß.fa einer quadratischen Gleichungvonder Gestalt 

.tat - f/Jj(p, V)J.ta + 1/Js(p, V)J ,., 0 

genügen muß, worin f/J2 und 1/Js solche rationale Funktionen 

von p und Y.1t bedeuten, die für reelle Werte p und beiderlei 

Vorzeichen von Y.h negativer Werte nicht fähig sind. Da mit-
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hin 9'1 und",. nach der vorigen Bemerkung Quotienten zweier 
Summen von Quadraten konstruierbarer Ausdrücke sind, so 
folgt das gleiche auch für den Ausdruck 

F Ja'+ '1/1, (p, VJD 
ja.... (~ ) , 

'P, U', 11ft 
und mithin ist auch Ws mittels Lineals und Eichmaßes kon
struierbar. 

Die Fortsetzung dieser Schlußweise führt zum Beweise des 
Satzes 45 in dem betrachteten Falle .eines Parameters p. 

Die allgemeine Richtigkeit des Satzes 45 hängt davon ab, 
ob der Satz 44 in entsprechender Weise sich auf den Fall 
mehrerer Veränderlicher verallgemeinern läßt. 

Als Beispiel für die Anwendung des Satzes 45 möge1'l die 
regulären mittels Zirkels konstrllierbaren Polygone dienen; in 
diesem Falle kommt ein willkürlicher Parameter p nicht vor, 
sondem die zu konstruiert!nden Ausdrücke stellen sämtlich 
algebraische Zahlen dar. Man sieht leicht, daß das Kriterium 
des Satzes 45 erfüllt ist, und somit ergibt sich, daß man jene 
regulären Polygone auch allein mittels Ziehens von Geraden 
und Abtragens von Strecken konstruieren kann-ein Resultat, 
welches sich auch aus der Theorie der Kreisteilung direkt 
entnehmen läßt. 

Was weitere aus der Elementargeometrie bekannte Kon
struktionsaufgaben anbetrifft, so sei hier nur erwähnt, daß 
das Malfattische Problem, nicht aber die Appollonische Be
IÜhrungsaufgabe allein mittels Lineals und Eichmaßes gelöst 
werden kann. 1) 

Schlußwort. 

Die vorstehende Abhandlung isteinekrltische Untersuchung 
der Prinzipien der Geometrie; in dieser Untersuchung leitete 

I) Betreffs weiterer geomebischer Konstruktionen mittels Lineals 
und Eichmaßes vgI. M. F eId b I um, ,;Ober elementargeometrische Kon
struktionen", Inauguraldissertation, Göttingen 1899. 
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UDS der Grundsatz, eine jede sich darbietende Frage in der 
Weise zu erörtern, daß wir zugleich prüften, ob ihre Beant
wortung auf einem vorgeschriebenen Wege mitgewiss.eneinge
schränkten Hilfsmitteln möglich ist. Dieser Grundsatz scheint 
mir eine allgemeine und naturgemäße Vorschrift zu enthalten; 
in der Tat wird, wenn wir bei unseren mathematischen Be
trachtungen einem Probleme begegnen oder einen Satz ver
muten, unser Erkenntnistrieb erst dann befriedigt, wenn uns 
entweder die völlige Lösung jenes Problems und der strenge 
Beweis dieses Satzes gelingt. oder wenn der Grund für die 
Unmöglichkeit des Gelingens und damit zugleich die Not
wendigkeit des Mißlingens von uns klar erkannt worden ist. 

So spielt denn in der neueren Mathematik die Frage nach 
der U n mö g li ch k e i t gewisser Lösungen oder Aufgaben eine 
hervorragende Rolle. und das Bestreben, eine Frage solcher 
Art zu beantworten, war oftmals der Anlaß zur Entdeckung 
neuer und fruchtbarer Forschungsgebiete. Wir erinnern nur 
an Abels Beweis für die Unmöglichkeit der Auflösung der 
Gleichungen fünften Grades durch Wurzelziehen, femer an die 
Erkenntnis der Unbeweisbarkeit des Parallelenaxioms und an 
Hermites und Lindemanns Sätze von der Unmöglichkeit, 
die Zahlen t und n auf algebraischem Wege zu konstruieren. 

Der Grundsatz, demzufolge man überall die Prinzipien der 
Möglichkeit der Beweise erörtern soll, hängt auch aufs engste 
mit der Forderung der "Reinheit" der Beweismethoden zu
sammen, die von mehreren Mathematikern mit Nachdruck 
erhoben worden ist. Diese Forderung ist im Grunde nichts 
anderes als eine subjektive Fassung des hier befolgten Grund
satzes. In der Tat sucht die vorstehende geometrische Unter
suchung allgemein darüber Aufschluß geben, welche Axiome, 
Voraussetzungen oder Hilfsmittel eum Beweise einer eIe
mentargeometrischen Wahrheit nötig sind, und es bleibt 
dann demjedesmaligen Ermessen anheimgestellt, welche Be
weismethode von dem gerade eingenommenen Standpunkte 
aus zu bevorzugen ist. 



Anhang 1. 

'Ober die gerade Linie als kürzeste Ver
bindung zweier Punkte.I ) 

[Abgedmckt aus Math. Ann. Bd. 46.] 
(Aus einem an Herrn F. Klein gerichteten Briefe.) 

Nehmen wir die Punkte, die Geraden und die Ebenen als 
Elemente, so können zur Begründung der Geometrie die fol
genden Axiome dienen: 

I. Die Axiome, welche die Verknüpfung dieser 
Elemente untereinander betreffen; kurz zusammen
gefaßt, lauten dieselben wie folgt: 

Irgend zwei Punkte A und B bestimmetl slets eine Gerade a. 
- Irgend drd meht atif einer Geraden gelegene Punkle A,.B, C 
bestimmen eine Ebene IX. - Wenn zwei Punkte A, .B einer Ge
raden a t'n ~t1ter Ebene IX liegen, so liegl die Gerade a vollständig 
in der Ebene a. - Wenn zwei Ebenen u, ß einm Punkt A ge
mn'n haben, so haben ste wemgstens noch einen wdleren Punkt B 
gemein. - Atif jeder Geraden gibt es wemgstens zwei Punkle, 
in jeder Ebene wemgslens dm' mehl atif dner Geraden gelegene 
Punkle, und zm Raume gibt es wemgstens vier mehl in einer Ebene 
gelegene Punkle. -

2. Die Axiome, durch welche der Begriff der 
Strecke und der Begriff der Reihenfolge von Punk
ten einer Geraden eingeführt wird. Diese Axiome sind 
von M. Pasch2) zuerst aufgestellt und systematisch unter
sucht worden; dieselben sind im wesentlichen folgende: 

I) Betreffs allgemeinerer Formulierung dieses Problems vergleiche 
meinen auf dem internationalen Mathematiker-KongreB in Paris 1900 

gehaltenen Vortrag: Mathematische Probleme. Göttinger Nachr. 1900 
Nr.4, sowie G. Hamei, lnaugural-Dissertation, Göttingen 1901, und 
dessen Abhandlung: "Über die Geometrien, in denen die Geraden die 
Kürzesten sind". Math. Ann. Bd. 57, 19°3, 

2) Vgl. "Vorlesungen über neuere Geometrie". Teubner 1882. 
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Zwischen zwei Punklen A, B einer Geraden giht es siels wenig~ 
sims einen dn"flen Punkt C der Geraden. - Unter dm' PunkIen 
einer Geraden gihl es slets einen und nur einen, welcher zwischen 
den beiden anderen liegt. - Wenn A, B auf der Geraden a liegen, 
so gibt es stels einen Punkt C der nämlichen Geraden a, so daß 
B zwischen A und C Hegl. - Irgend vier Punkte A,~, All' A. 
einer Geraden a können siels in der Weise angeordnet werden, daß 
allgemein A, zwischen An und Ak liegt, sobald der Index h kleiner 
und k größer als I' isl. - Jede Gerade a, ,welche in einer Ebene a 
Hegt, trennt die Punkle dieser Ebene ce In zwei GeMete von fol
gender Beschaffenhe#: eIn jeder Punkl Ades eznen Gebietes be
slz'mmt m# jedem Punkt A' des anderen Gebietes zusammen eine 
Strecke AA', Innerhalb welcher eIn Punkt der Geraden a liegt; 
dagegen bestimmen irgend zwei Punkte A und B des nämlichen 
Gebietes eine Strecke AB, welche keinen Punkt der Geraden a enthält. 

3. Das Axiom der Stetigkeit, welchem ich folgende 
Fassung gebe: 

Wenn A, ~ , A" ' .. eine unendliche Reihe von Punkten eIner 
Geraden a SInd und Bein we#erer Punkt auf a ist, von der Art, 
tkJß allgemein A. zwischen An und B liegl, sobald der Index h kleiner 
als i isl, so gibt es eInen Punkt C, welcher folgende Eigenschaft 
beSl"fzt: sämtliche Punkte der unendlichen Reihe A" As' A,l' ••• 
liegen zwischen A und C, undjeder andere Punkt C',jür welchen 
dies ebenfalls ~ulrifft, liegt zwischen C und B. 

Auf diese Axiome läßt sich in vollkommener Strenge die 
Theorie der harmonischen Punkte gründen, und wenn wir uns 
derselben in ähnlicher Weise bedienen, wie dies F. Linde
mann 1) tut, so gelangen wir zu folgendem Satze: 

Jedem. Punkte kann man drei endliche reelle Zahlen x,y, z 
und jeder Ebene eine lineare Relation zwischen diesen drei 
Zahlen x,y, z zuordnen, derart, daß alle Punkte, für welche 
die drei Zahlen x,y, z die lineare Relation erfüllen, in der 
betreffenden Ebene liegen und daß umgekehrt allen in dieser 

1) Vgl. "Vorlesungen über Geometrie" Bd. 11, Teil 1; S. 433f. 
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Ebene gelegenen Punkten Zahlen x,y, SI entsprechen, welche 
der linearen Relation genügen. Werden femer x,y, SI p.ls die 
rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes im gewöhnlichen 
Euldidischen Raume gedeutet, so entsprechen den Punkten 
des ursprünglichen Raumes Punkte imInnem eines gewisseb 
nirgends konkaven Körpers des Euklidischen Raumes, und um
gekehrt entsprechen allen Punkten im Innem dieses nirgends 
konkaven Körpers Punkte unseres ursprünglichen Raumes: 
unzer urspriJngliclur Raum isl milhin auf das Innere eint!s nir
gends konkaven Körpers des Raumes abgebildet. 

Hierbei ist unter einem nirgends konkaven Körper ein 
Körper von der Beschaffenheit verstanden, daß, wenn man 
zwei im Iunem des Körpers gelegene Punkte miteinander 
durch eine Gerade verbindet, der, zwischen diesen bei den 
Punkten gelegene Teil der Geraden ganz in das Innere des 
Körpers fällt. Ich erlaube mir, Sie darauf aufmerksam zu 
machen, daß diesen hier auftretenden, nirgends konkaven 
Körpem auch in den zahlentheoretischen Untersuchungen 
von H. MinkowskP) eine wichtige Rolle zukommt, und daß 
H.Minkowski für dieselben eine einfache analytische Defi
nition gefunden hat. 

Wenn umgekehrt im Euklidis.chen Raume ein beliebiger 
nirgeJIds konkaver Körper gegeben ist, so definiert derselbe 
eine bestimmte Geometrie, in welcher die genannten Axiome 
sämtlich gültig sind: jedem Punkt im Innem des nirgends 
konkaven Körpers entspricht ein Punkt in jener Geometrie: 
jeder durch das Innere des Körpers gehenden Geraden und 
Ebene des Euklidischen Raumes entspricht eine Gerade 
bezüglich Ebene der allgemeinen Geometrie; den auf der 
Grenze oder außerhalb des nirgends konkaven Körpers ge
legenen Punkten und den ~ außerhalb des Körpers ver
laufenden Geraden und Ebenen des Euklidischen Raumes 
entsprechen keine Elemente der allgemeinen Geometrie. 

I) VgL "Geometrie der Zahlen". TeubneJ' 18«)6. 
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obige Satz über die Abbildung der Punkte in der all
gemeinen Geometrie auf das Innere des nirgends konkaven 
Körpers im Euklidischen Raume drückt somit eine Eigen
schaft der Elemente der allgemeinen Geometrie aus, welche 
inhaltlich mit den anfangs aufgestellten Axiomen vollkommen 
gleichbedeutend ist. 

Wir definieren nun den Begriff der Länge einer Strecke 
AB in unserer allgemeinen Geometrie und bezeichnen zu 
dem Zwecke diejenigen bei den Punkte des Euklidischen 
Raumes, welche den Punkten A und B des ursprünglichen 
Raumes entsprechen, ebenfalls mit A und B; wir verlängern 
dann die Gerade AB im Euklidischen Raume über A und 
B hinaus, bis dieselbe die Begrenzung des nirgends kon
kaven Körpers in den Punkten X bezüglich Y trifft, und 
bezeichnen allgemein die Euklidische Entfernung zwischen 
irgend zwei Punkten P und Q des Euklidischen Raumes 

kurz mit PQ; dann heiße der reelle Wert 

AB = I { YA • XB} 
YB XA 

die Länge der Strecke AB in .unserer allgemeinen Geo
metrie. Wegen 

YA =>1, 
YB 

ist die Länge stets eine positive Größe. 
Es lassen sich leicht die Eigenschaften des Begriffes der 

Länge aufzählen, welche mit Notwendigkeit auf einen Aus-

---druck der angegebenen Art für AB führen; doch unterlasse 
ich dies, damit ich durch diesen Brief nicht allzu sehr Ihre 
Aufmerksamkeit ermüde. 

--. 
Die aufgestellte Formel für AB lehrt zugleich, in welcher 

Weise diese Größe von der Gestalt des nirgends konkaven 
Körpers abhängt. Halten wir nämlich die Punkte A und B 
im Inneren des Körpers fest und ändern nur die Begrenzung 
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des Körpers derart, daß der Grenzpunkt X sich nach A hin
bewegt und Ysich dem Punkte B nähert, so ist klar, daß jeder 
der beiden Quotienten 

YA XB 

YB' XA 
,.-.,. 

und folglich auch der Wert von AB sich vergröBert. 
Es sei jetzt im Inneren des nirgends konkaven Körpers ein 

Dreieck ABC gegeben. Die Ebene CI desselben schneidet aus 
dem Körper ein nirgends kon- W 
kaves Oval aus. Wir denken uns 
femerjede der drei Seiten AB, 
AC, BC des Dreieckes über 

beide Endpunkte hinaus verlängert, bis sie die Begrenzung 
des Ovals bezüglich in den Punkten X und F, U und V. T 
und Z schneidenj dann konstruieren wir die geraden Ver
bindungslinien UZ und TP" und verlängern dieselben bis zu 
ihrem Durchschnitt Wj ihre Schnittpunkte mit der Geraden 
XYbezeichnen wir mit X' bezüglich r. Wir legen nunmehr 
statt des ursprünglichen nirgends konkaven Ovals in der 
Ebene CI das Dreieck UWT zugrunde und erkennen leicht, 
daß in der durch dieses Dreieck bestimmten ebenen Geo-
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..-.- ..-.-
metrie die Längen AC und BC die gleichen sind wie in der 
ursprünglichen Geometrie, während die Länge der Seite AB 
durch die vorgenommene Änderung vergrößert worden ist. Wir 
bezeichnen die neue Länge der Seite AB zum Unterschiede 

~ ~ ~ ~ 
von der ursprüngliehen Länge AB mit AB; dann ist AB> A.B. 

Es gilt nun für die Längen der Seiten des Dreieckes A.BC 
die einfache Beziehung 

~ ..-.- ..-.-
AB=AC+BC. 

Zum Beweise verbinden wir W mit C und verlängern diese 
Gerade bis zum Durchschnitt D mit Aß. Nach dem be
kannten Satze vom Doppelverhältnis ist dann wegen der 
perspektiven Lage der beiden Punktreihen X', A, D, Y' und 
lT,A,C, V 

Y' A X'D VA. UC 

Y'D X'.A. == VC U.A. ' 

und wegen der perspektiven Lage der beiden Punktreihen 
Y', .B, D, X' und T, B, C, Z ist 

----=--. 
X'D Y'B ZC TB 

Die Multiplikation bei der Gleichungen ergibt 

Y'.A. XB V.A. UC ZR TC ----=----.--. 
Y'B X'.A. VC U.A. ZC TB 

und diese neue Gleichung beweist meine Behauptung. 
Aus obiger Untersuchung erkennen Sie, daß lediglich auf 

Grund der zu Anfang meines Briefes aufgezählten Axiome 
und der aus den einfachsten Eigenschaften des Längen
begriffes sich mit Notwendigkeit ergebenden Definition der 
Länge der allgemeine Satz gilt: 

In jedem Dreieck ist die Summe swez'er Seilen größer oder gleich 
der dn11en Seile. 

Zugleich ist klar, daß der Fall der Gleichheit dann und 
nur dann vorkommt, wenn die Ebene ce aus der Begrenzung 
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des nirgends konkaven Körpers zwei gerade Linienstücke 
UZ und TVausschneidet. Die letztere Bedingung läBt sich 
auch ohne Zuhilfenahme des nirgends konkaven Körpers aus
drücken. Sind nämlich irgend zwei in einer Ebene «gelegene 
und in irgendeinem Punkte C sich schneidende Geraden a 
und h der ursprünglichen Geometrie gegeben, 1"0 werden im 
allgemeinen in jedem der vier in « um Cherum entstehenden 
ebenen Winkelräume solche gerade Linien vorhanden sein, 
welche keine der beiden Geraden a und h scbneiden; sind 
jedoch insbesondere in zwei sich gegenüberliegenden ebenen 
Winkelräumen keine solchen geraden Linien vorhanden, so 
ist die fragliche Bedingung erfüllt, und ,s giht dann st,ts .Drei
"k" für w,lclu dze Summt sw,;er S,üm gl",,, der drillen ül. In 
dem betrachteten Falle ist also zwischen sewissen Punkten 
A und B ein aus zwei geradlinigen Stücken zusammenge
setzter Weg möglich, dessen Gesamtlänge gleich der direkten 
Entfemung der beiden Punkte A und B ist; es läßt sich ohne 
Schwierigkeit zeigen, daß all, ~ge swis'Mn den h"äen Punklen 
A und B 'Don demlhm Eigmsdllzfl sie" aus den konslnlÜrlffl Wegen 
susammms,lsm lassm und daß dze ührigm V,""indungsw'IJ' 'Don 
grUß".". G,samlläng' sind. Die nähere Untersuchung dieser 
Frage nach den kürzesten Wegen ist leicht ausfülubar und 
bietet ein besonderes Interesse in dem Falle, daß für die Be
grenzung des nirgends konkaven Körpers ein Tetraeder zu
grunde gelegt wird. 

Zum Schluß erlaube ich mir, darauf hinzuweisen, daß ich 
bei der vorstehenden Entwickelung stets den nirgends kQn
kaven Körper als ganz im Endlichen gelegen angenommen 
habe. Wenn jedoch in der durch die ursprünglichen Axiome 
definierten Geometrie eine Gerade und ein Punkt vorhanden 
ist von der Eigenschaft, daß durch diesen Punkt zu der ~ 
raden nur eine einZige Parallele möglich ist, so ist jene An': 
nahme nicht gerechtfertigt. Es wird leicht erkannt, welche 
Abänderungen meine Betrachtung dann zu erfahren hat. 

Kleinteich bei Ostseebad Rauschen den 14. Aug. 1894. 
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Ober den Satz von der Gleichheit der Basis
winkel im gleichschenkligen Dreieck. 

[Mit Zusätzen abgedruckt aus den Proceedings of the London Mathe
matical Soeiety, Vol XXXV.] 

Unter der axiomalisclzen Erforschung einer mathematischen 
Wahrheit verstehe ich eine Untersuchung, welche nicht da
hin ziehlt, imZusammenhangemitjenerWahrheitneueoderall
gemeinere Sätze zu entdecken, sondern die vielmehr die Stellung 
jenes Satzes innerhalb des Systems der bekannten Wahrheiten 
und ihren logischen Zusammenhang in der Weise klarzulegen 
sucht, daß sich sicher angeben läßt, welche Voraussetzungen zur 
Begründung jener Wahrheit notwendig und hinreichend sind. 

So habe ich beispielsweise in meiner Festschrift "Grund
lagen der Geometrie" Kap. V und VI (vgl. S. 64-98) die 
ebenen Schnittpunktsätze, nämlich den speziellen Pascalschen 
Satz für das Geradenpaar und den Desarguesschen Satz von 
den perspektiv liegenden Dreiecken einer axiomatischen Unter
suchung unterworfen, und in gleicher Weise haben auf meine 
Anregung hin M. Dehn 1) den Satz von der Winkelsumme 
im Dreieck und G. Hamell) den Satz von der Geraden als 
der kürzesten Verbindung zwischen zwei Punkten behandelt. 

Die vorliegende Note betrifft die Stellung des. Satzes von 
der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck 
in der ebenen Euklidischen Geometrie. Zur Erleichterung des 
Verständnisses stelle ich - im wesentlichen wie in meinen 
"Grundlagen der Geometrie" - die Axiome der ebenen 
Euklidischen Geometrie zusammen wie folgt: 

I) Mathematische Annalen, Bd. LIII, 1900. 
2) Inauguraldissertation, Göttingen 1901, und dessen Abhand

lung: ,;(iber die Geometrieen, in denen die Geraden die Kürzesten 
sind", Math. Ann. Bd. 57, 19"3. 
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I. Axiome der Verknüpfung. 
I I. Zwei voneinander verschiedene Punkte A, B bestimmen siels 

eine Gerade. 
I 2. Irgend BWei voneinander versd"edme Punkle einer Ge

raden bestimmen diese Gerade. 
I 3. Atif Jeder Geraden gibt es wemgstens zwei Punkle. Es 

gibl wenigstens drei Punkle, welche nicht in einer Geraden lIegen. 

ll. Axiome der Anordnung. 
n I. ~nn A. B, C Punkte einer Geraden sind und B zwischen 

A und C begt, so begt auch .B zwischen C und A. 
II 2. Wenn A und B zwei Punkte einer Geraden sind, so gibt 

es wenigstens einen Punkt C, der zwischen A und B liegt, und 
wenigstens einen Punkt D, so dtzß B zwischen A und D lIegt. 

n 3. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibl es stels einen 
und nur einen Punkt, der zwischen den beiden anderen liegl. 

Dtjmition. - Die zwischen zwei Funkten A und B gelege
nen Funkte heißen auch die Funkte der Strecke AB. 

II 4. Es seren A, B, C drei nicht in gerader Lznze gelegene Punkte 
und a eine Gerade, dte keinen der Punkte A, B, C tnfft; wenn dann 
diese Gerade durch einen Punkt der Strecke AB geht, so geht sie 
gewiß auch durch einen Punkt der Strecke B C oder der Strecke AC. 

m. Axiome der Kongruenz. 
m I. Wenn A, B zwei Punkte der Geraden a sind und A' 

ein Punkt einer Geraden a' ist, so kann man atif einer gegebenen 
Hä!fle der Geraden a' von A' aus stets einen und nur e,nen Punkt 
B' finden, so daß die Strecke AB der Strecke A'.B' kongruent 
Dder gleich ist; in Zeichen 

AB=A'B'. 

Jede Strecke ist sich selbst kougruent, d. h. es ist stels: 

AB= AB und AB=BA. 

m 2. Wenn die Strecke AB sowohl der Strecke A'.B' als auch 
der Strecke A" E" kongruent ist, so ist auch A' B' derS/recke A" B" 
kongruent. 
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111 3. Es seien AB und BG zwei Siruken ohne gemeinsame 
Punkle auf a, undfirner A'B' und B'G' zwei Strecken ohne ge
meinsame Punkte auf einer Geraden a'; wenn dann 

AB == A'B' und BG= B'G' 

ist, so ist auck sltls: 
AG==A'G'. 

Definition. - Ein von einem Punkte ausgehendes Paar von 
Halbstrahlen h, k nennen wir einen Winkel und bezeichnen 
ihn entweder mit -9=: (h, k) oder -9=: (k, h). 

III 4. Es sei ein Wznkel -9=: (h, k), eine Gerade a' und ezne be~ 
stimmte Seite von a' gegeben.' Es bedeute k' eznen Halbstrakl der 
Geraden a', der vom Punkte 0' ausgeht: dann gibt es einen und 
nur eznen Halbstrahl k', so daß 

-1: (h, k) = -1: (k', kl 

ist und zugleich alle Inneren Punkle des Wznkels (k', k') auf der 
gegebenen Seite von a' liegen. Jeder Wznkel ist sitk selbsl kon
gruenl, d. k. 

-9=: (h, k) = -1: (h, k) und -1: (h, k) = -1: (k, h). 

III 5. Wenn eIn Wznkel1=: (k, k) sowohl dem Wznkel-9=: (h', k') 
als auch dem Wznkel -9=: (h", k'l kongruent isl, so zst auch der 
Wznkel -9=: (k', k') dem Winkel -9=: (k", k'') kongruent. 

III 6*. Wenn für zwei Dreiecke ABC und A'B'C' die Kon
gruenzen 

AB=A'B', AC=A'C' und -9=:BAC=1=:B'A'C' 

gellen, so gilt auck stels 

-9=: ABC= -1: A'B'C' und ~ ACB = 1=: A'C'B'. 

Es ist nun für die nachfolgende Untersuchung wesentlich, 
dem letzten Kongruenzaxiom, nämlich dem Axiom llI6* über 
die Dreieckskongruenz eine engere Fassung zu erteilen, indem 
wir die Aussage desselben nur für Dreiecke mit gleichem Um
laufssinn als gültig hinstellen. Um diesen einschränkenden Zu
satz scharf zu formulieren, nehmen wir irgendeine durch zwei 
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Punkte A, B bestimmte Gerade in der Ebene beliebig an, und 
bezeichnen eine der beiden Halbebenen, in die diese Gerade 
die Ebene teilt, als rechts von der Geraden Aß in der Rich
tung von A nach B, und dieselbe Halbebene zugleich auch 
als links .von BA in der Richtung von B nach A; die andere 
Halbebene bezeichnen wir als links von der Geraden Aß und 
zugleich als rechts von der Geraden BA gelegen. Ist nun C; 
irgendein Punkt auf der rechten Halbebene von AB, so be
zeichnen wir diejenige Halbebene von AG, auf welcher der 
Punkt B liegt. als die linke Halbebene von AC. Auf diese 
Weise können wir durch analoge Festsetzungen schließlich in 
eindeutig bestimmter Weise für jede Gerade angeben, welche 
Halbebene rechts oder links von dieser Geraden in gegebener 
Richtung gelegen ist. Zugleich wird von den Schenkeln irgend
eines Winkels in eindeutig bestimmter Weise stets der eine 
als der rechte Schenkel und der andere als der linke Schenkel 
zu bezeichnen sein, nämlich so, daß der rechte Schenkel auf 
der rechten Halbebene von derjenigen Geraden liegt, die 
durch den anderen Schenkel nach Lage und Richtung be
stimmt ist, während der linke Schenkel links von derjenigen 
Geraden liegt, die durch den ersteren Schenkel nach Lage 
und Richtung bestimmt ist. 

Stellen wir nun die Aussage des Axioms III 6 * nur dann 
als gültig hin, wenn in den beiden Dreiecken die Seiten AB 
und A'B' bez. AC und A'C' zugleich die rechten bez. die 
linken Schenkel der Winkel BAC und B'A'C' sind, so er
halten wir jenes Axiom in der folgenden engeren Fassung: 

m 6. Wmn für zwei Dreiecke ABC und A'ß'C' die Kon
gruenzm 

Aß =. A'B', AC=.A'C' und <'::'BAC=<'::'B'A'C' 

gdlm, so gill auch siels 

<;::'AB.C=.~A'B~C' und ~ACB=<;::'A'C'B', 

'l1orausgesehl. daß AB und A'ß' die rechlen Sclzmkel, AC und 
A'C' die linken Sclzmkel der Winkel BAC bez. ß'A'e' sind. 
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Das letzte Axiom in seiner ursprünglichen weiteren Fas
sung III 6* hat sofort den Satz von der Gleichheit der Basis
winkel im gleichschenkligen Dreieck zur Folge. Auch ist leicht 
zu erkennen, daß umgekehrt mitHilfe dieses Satzes vom gleich
schenkligen Dreieck, aus jenem Kongruenzaxiom in der enge
ren Fassung llI6 und den vorangehenden Axiomen das Axiom 
m 6 * in der weiteren Fassung notwendig folgt. 

Das engere Axiom llI6 zusammen mit den früheren Axio
men I, ll, IllI-5 gestattet den Nachweis des Satz~s von der 
Gleichheit der Scheitelwinkel und der Möglichkeit der Hal
bierung einer jeden Strecke, sowie den Beweis des Euklidi
schen Satzes, daß der Außenwinkel eines Dreiecks stets größer 
ist als jeder der beiden inneren Winkel. 

IV. Axiom der Parallelen (Euklidisches Axiom). 

IV Durch dnen Punkt A außerhalb der Geraden a läßt sich 
nur eine Gerade zieken, welche a nicht schneide/. 

Der Satz von der Gleichheit der Wechselwinkel und mithin 
auch der Satz, daß die Winkelsumme im Dreieck zwei Rechte 
beträgt, folgen aus dem Parallelenaxiom mit Hilfe der voran
gehenden Axiome, auch wenn wir das letzte Kongruenzaxiom 
nur in der engeren Fassung III 6 zugrunde legen. 

V. Axiome der Stetigkeit. 

V I. Axiome des Messens (Archimedisches Axiom). 

Es sei Al ein beliebiger Punkt auf einer Geraden zwischen den 
beliebig gegebenen Punkten A und B; man konstruiere dann die 
Punkte A,l' As, 4" ... , so daß Al zwischen A und As' firner 
At zwischen Al und As, j,,-ner As zwischen A, und A4. tlsw.liegt 
und überdies die Strecken 

A~, ~Atf A,Aa, AaA'f'" 

einander gleich sind: dann gzöt es in der Reihe der Punkte AI f Aa, 
A4.f •.. stets einen solchen Punkt An, daß B zwischen A und An 
liegl. 

H i I be r t: Grundlagen der Geometrie. 5. Ann. 9 
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V 2. Axiom der Nachbarschaft. 

Ist irgendeine Strecke AB vorgelegt, so gzöl es stets ein Drei
eck, in dessen Innerem keine zu AB kongruente Strecke sich fin
den läßt. 

Dieses Axiom der Nachbarschaft ist eine notwendige Folge 
aus dem Satze von der Gleichheit der Basiswinkel im gleich
schenkligen Dreieck, wie man aus dem Umstande erkennt, 
daß wegen dieses Satzes vom gleichschenkligen Dreieck die 
Summe zweier Seiten in jedem Dreieck größer als die dritte 
Seite ausfillt. 

Ich stelle nun folgende Behauptung auf: 
Mit Benutzung der sämtlichen Axiome I-V ist es möglich, den 

Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Drei
eck zu beweisen, auch wenn wir das Axiom von der Dreieckskon
gruenz nur zn der engeren Fassung In 6 zugrunde legen. 

Um dies einzusehen, wählen wir zwei sich schneidende Ge
rade als Achsen eines schiefwinkligen Koordinatensystems und 
ordnen den Punkten dieser Geraden auf Grund der linearen 
Kongruenzaxiome In 1-3 und des Archimedischen Axioms 
V 1 reelle Zahlen zu; die sämtlichen Punkte der Ebene sind 
dann durch Zahlenpaare darstellbar. 

Das engere Kongruenzaxiom In 6 zusammen mit V 1 ge
stattet leicht die Begründung der Proportionenlehre, und aus 
dieser folgt, daß die Geraden durch lineare Gleichungen dar
stellbar sind. 

Fassen wir nun den Punkt mit den Koordinaten x= 1 und 
" = s ins Auge, wo s eine beliebige Größe ist, und betrachten 
diejenige Kongruenz der Ebene mit sich im engeren Sinne, 
bei welcher der Koordinatenanfang sich selbst und die x-Achse 
der Verbindungsgeraden des Koordinatenanfanges mit jenem 
Punkte I, s entspricht, so erkennen wir leicht, daß diese Dre
hung durch. ein Formelsystem von der Gestalt 

x' = ".x + fJ,JI, 
y'= r.x + o,Y 
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vermittelt wird, worin a., P" r" 6. Zahlen bedeuten, die durch 
$ eindeutig bestimmt sind. Indem wir nun einer jeden Ge
raden durch den Koordinatenanfang ihren Treffpunkt (I, t) 
mit der Geraden X-I zuordnen, erhalten wir zu jeder sol
chen Drehung der Ebene um den Koordinatenanfang eine 
Transformation der Punkte der Geraden x = ( von der Ge
stalt 

t'= r.+~,t. 
a, + (l,t 

Die Koeffizienten a" ß~, r" 6, bezeichnen Funktionen von $, 

die sicher für alle rationalen Werte von s definiert sind; man 
sieht dann leicht ein, daß diese Funktionen sich nach dem 
Prinzip der Stetigkeit so ergänzen lassen müssen, daß man 
aus ihnen stetige und für alle reellen Werte von s, sowie für 
$= 00 eindeutig definierte Funktionen erhält. Wenn das ge
schehen ist, so liefert die Formel 

t'·= f,+ 6,t 
a,+ P,t 

eine Gruppe von linearen Transformation~n, die gewiß fol
gende Eigenschaften besitzt: 

I. Es gibt außer der Identität keine Transformation der 
Gruppe, welche einen Wert der Variabeln t festhält. 

2. Es gibt stets eine Transformation der Gruppe, welche 
einen gegebenen Wert von tin irgendeinen anderen bestimm
ten Wert dieser Variabeln überführt. 

In meiner Abhandlung über die Grundlagen der Geometrie 1) 
(§ 18) habe ich bewiesen, daß eine Gruppe mit diesen Eigen
schaften notwendig holoedrisch-isomorph ist mit der Gruppe 
der gewöhnlichen Drehungen eines Kreises in sich und folg
lich auch mit derjenigen Transformationsgruppe, die durch 
die Formel 

T'= ST+ 1 
-T+S 

1) Math. Ann. 1903. Anhang IV S. 2°9-213. 
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dargestellt wird, wo T, T' die Variabeln und S den Para
meter bedeutet. Hieraus können wir nun entnehmen, daß die 
obige Gleichung zwischen T und T' so gelöst werden kann, 
daß wir 

C+ DT 
t= A+BT' 

t' == C+ DT' 
A+BT' 

setzen, wobei A, B, C, D Konstante bedeuten. Führen wir 
dann mittels der Formeln 

x == AX + Br, 

Y== CX+DY 

statt der Koordinaien x,y die Koordinaten X, Yein, so ent
spricht einer bestimmten Drehung um den Koordinatenanfang 
dle Formel 

Y' X+Sy 
X == sx- y' 

und hieraus entnehmen wir die Drehungsformeln 

X' =- C.(SX - Y), 

Y' = C.(X + SY), 

wobei C, eine von S abhängige Größe bezeichnet. 
Unter Zuhilfenahme des Axioms der Nachbarschaft V 2 folgt, 

daß die Determinante dieser eine Drehung vermittelnden 
Transformationsformeln notwendig = I sein muß; mithin ist 

I C.=-==. __ , 
VI +st 

und die Gruppe der Drehungen stellt sich daher in den Ko
ordinaten X, Y wie folgl dar: 

.Y'= S X- I Y. 
V I + s~ V I + S2 ' 

Y'= I X+ s Y. 
VI+SS V'I+ Si 

Aus diesen Formeln entnehmen wir die Gültigkeit aller Tat
sachen der gewöhnlichen Euklidischen Geometrie und ins-
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besondere den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im 
gleichschenkligen Dreieck. 

Wir haben im Vorstehenden kurz den Beweis dafür ange
deutet, daß das Axiom von der Dreieckskongruenz im wei
teren Sinne m 6* eine Folge dieses Axioms im engeren Sinne 
m 6 ist, wenn man die Stetigkeitsaxiome V I und V 2 zu 
Hilfe nimmt. 

Nunmehr ensteht die Frage, ob auek okne die AxiOflU der 
Stetigkeil V I und V 2 die weitere Fassung deI Axioms "on der 
Dreieclukongruens siek als eine notwendige Folge der mger.es 
Fassung desse/lJm "pi. Die nachfolgmtie Unlmucktmg wirdzei~ 
gm, dajl dies mekl der Fall ist, selbst dann mekt, wenn man noc" 
die Proporlionm/ekre als gililig f}Of'(Zussetsl. Die Geometne, welcM 
,ek zu dzesnn Zwecke im Folgendm konslnliere, beantwortet meM 1UW 

die eom aufgeworfene Frage, sondern veroreitet üDerkaupl, Wie ick 
glaube, ükr den logisclun Zusammmlu!.ng des Satzes flom glelek
sekmkligen DreIeck mil den anderen in Belrackt kommenden ele
mentaren Sätzen der eomm Geomelne neues Lekl. 

Es sei I ein Parameter uad airgerdein Ausdruck mit einer 
endlichen oder unendlichen Gliederzahl von der Gestalt 

a = aol"+ °11"+1+ at I" +lI + ,. '; 
darin mögen ao(+ 0), a1 , os' ' , , beliebige reelle Zahlen be

deuten und n sei eine beliebige ganze rationale Zahl (~ 0). 
Die Gesamtheit aller Ausdrücke von dieser Gestalt a sehen 
wir als ein komplexes Zahlensystem T an, indem wir folgende 
Festsetzungen treffen: Man addiere, subtrahiere, multipliziere, 
dividiere irgendwelche Zahlen des Systems T, als wären sie 
gewöhnliche Potenzreihen, die nach steigenden Potenzen der 
Variabeln I fortschreiten. Die entstehenden Summen, Differen
zen, Produkte und Quotienten sind dann wiederum Ausdrücke 
von der Gestalt a und mithin Zahlen des komplexen Zah
lensystems T. Eine Zahl a in T heiße< oder> 0, je nach
dem in dem betreffenden Ausdrucke a der erste Koeffizent a. < oder> 0 ausfä.llt. Sind irgend zwei Zahlen a, fJ des kom-
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plexen Systems T vorgelegt, so heiße «< {j bez. « > f1, je 
nachdem a - fI < 0 oder > 0 ausfaIlt. Es leuchtet ein, daß 
bei diesen Festsetzungen alle formalen Regeln und Gesetze, 
wie bei den gewöhnlichen reellen Zahlen, gültig sind; da
gegen gilt für unser System T das Archimedische Axiom nicht, 
da ja, wie groß auch die positive reelle Zahl A gewählt sei, 
stets At< I bleibt; unser komplexes Zahlensystem T ist ein 
Nicht-Archimedisches System. 

Sind a, {j irgend zwei Zahlen des Systems T, und bedeutet 

i die imaginäre Einheit Y I, so heiße 

'Y = a + i{j 
eine imaginäre Zahl zum komplexen System T. 

Ist femer '" ein Ausdruck von der Gestalt 

'" = 401" + a11"+1 + t;tn+1I + .. " 
wo ao (+ 0), a1' as' ••• reelle Zahlen bedeuten und der Ex,. 
ponent n der niedrigsten Potenz von tpositiv ausfa.Ilt, so heiße 
'" eine fllUndlick kleine Zakl des komplexen Systems T. 

Offenbar läßt sich stets die unendliche Reihe 

I + (I + .}r + (I + z)t-rt + (I + z)8-rS + ... 
I! :z! 3! 

nach steigenden Potenzen von I ordnen, und stellt dann eine 
imaginär~ Zahl zum komplexen System T dar; wir bezeich
nen diese imaginäre Zahl mit e(l+'l-r. Ist dann noch.& irgend
eine gewöhnliche reelle Zahl, so setzen wir 

ei:t. e(l+i)" __ ei:t+(l+ .)-r. 

Nunmehr konstruieren wir mit Hilfe des komplexen Zah
lensystems T eine ebene Geometrie wie folgt: 

Wir denken uns ein Paar von Zahlen (x,y) des SysteInB T 
als einen Punkt und die Verhältnisse von irgend drei Zahlen 
(u : v : w) aus T, falls u, v nicht beide 0 sind, als eine Ge
rade; femer möge das Bestehen der Gleichung 

ux +'Oy +w-o 

ausdrücken, daß der Punkt (x,y) auf der Geraden (u:'O:w) liegt. 
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Berücksichtigen wir die obige Festsetzung, derzufolge die 
Zahlen in Tsich ihrer Größe nach anordnen lassen, so können 
wir leicht solche Festsetzungen für unsere Punkte und Ge
raden treffen, daß auch die Axiome lI.det Anordnung sämt
lich erfüllt sind. In der Tat, stellen (xl'Yl)' (x!,Y.), (xs,yJ, ••. 
irgendwelche Punkte auf einer Geraden dar, so möge dies 
ihre Reihenfolge auf der Geraden sein, wenn die Zahlen Xl' 

X" Xs' ••• oderYl'YII'Y" •.. in dieser Reihenfolge entweder 
beständig abnehmen bez. wachsen; um femer die Forderung 
des letzten Axioms der Anordnung II 4 zu erfüllen, haben 
wir nur nötig festzusetzen, daß alle Punkte (x, y), für die 
ux + f1 J' + w kleiner oder größer als 0 ausfiillt. auf der 
einen bez. auf der anderen Seite der Geraden (u: v : w) ge
legen sein sollen. 

Wenn zwei Punkte A, B beide zugleich entweder auf der 
x-Achse oder auf der y-Achse liegen, so nennen wir die ab
solute Differenz der Abszissen bez. der Ordinaten dieser bei
den Punkte ihre Entfemung oder auch die Länge der durch 
sie bestimmten Strecke. Nunmehr definieren wir das Abtragen 
von Strecken und Winkeln durch die Parallelverschiebungen 
und Drehungen der Ebene in sich wie folgt: Die Parallel
verschiebung wird durch eine Transformation von der Ge
stalt x'=x+ /x, 

oder 
X' + iy' = X + iy + /X + i~ 

vermittelt, worin /x, ß Zahlen in T, nämlich die Projektionen 
der Parallelverschiebung in Richtung der Achsen sind. Die 
Drehung der Ebene um den Koordinatenanfangspunkt (0,0) 
werde durch die Formel 

x' + (1" = ei~+(1+i)'t (x + iy) 

vermittelt, worin .ft irgendeine reelle Zahl bedeutet und l' 

irgendeine unendlich kleine Zahl im komplexen System Tbe
deutet; .a- + 't' heiße der Drehungswinkel dieser Drehung. 
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Zunächst ist klar, daß bei allen Verschiebungen und Dreh
ungen der Ebene jede Gerade wiederum in eine Gerade über
geht, und zugleich die Anordnung der Punkte auf einer Ge
raden, sowie ihre Lage zu der Geraden ebenfalls unverän
dert bleibt. 

Es seien nun (x,y) und (x',),,) irgend zwei vom Koordi
natenanfangspunkt verschiedene Punkte. Die Punkte der Ver
bindungsgeraden von (x',y') mit dem Koordinatenanfangs
punkt werden durch die Koordinaten I'x', I'y' dargestellt, wo
rin p. irgendeine Zahl des komplexen Systems T bedeutet. 
Wir wollen nun zeigen, daß es stets eine Drehung um den 
Koordinatenanfangspunkt gibt, durch welche der Funkt (x,y) 
in einen Punkt jener Verbindungsgeraden übergeht. Zu dem 
Zwecke untersuchen wir die Gleichung 

ei.'t+(l+i)~(x + ~y) = I'(x' + :y'). 

Durch Division mit der konjugiert imaginären Gleichung felgt 

!i(.'t+~)x + il' = x' + il" e . I. , t 
X - 'l' x -tl' 

oder 

worin 
S + i = x - il' . x' + z"y' 

'" x + il' x' - t"y' 
gesetzt ist. Wegen 

SI + ",2 = I 

folgt, daß ;, '" solche Zahlen in T sind, bei deren Darstellung 
durch / die niedrigsten Exponenten der Potenzen von t > 0 

sind, und mindestens einer derselben =0 ausfällt. Wir können 
mithin setzen 

; = a + ;', 
'" = b + ",', 

worin a, b gewöhnliche reelle Zahlen mit der Quadratsumme I 
und /;" ",' unendlich kleine Zahlen in T bedeuten. 

Die reelle Zahl {}> ist durch die Gleichung 
eSi{J= a + ib 
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bis auf ganze Vielfache von n:, und ferner ~ als unendlich 
kleine Zahl in T durch die Gleichung 

~2i~= I + ~'+iTj' 
a + ib 

völlig eindeutig bestimmt. Nach Einsetzung von {t und ~ in 
die ursprüngliche Gleichung folgt /A- eindeutig als eine Zahl 
in T. Wir sehen daraus, daß es stets eine Drehung von der 
gewünschten Beschaffenheit gibt, und daß diese Drehung bis 
auf Drehungen um den Winkel n: eindeutig bestimmt ist. 

Nunmehr nennen wir irgendwe1che Strecken und Winkel 
einander kongruent oder gleich, sobald es gelingt, dieselben 
durch Verschiebungen und Drehungen der Ebene miteinander 
zur Deckung zu bringen. Unsere obige Entwickelung zeigt dann, 
daß die sämtlichen Axiome III erfüllt sind, wobei das letzte Kon
gruenzaxiom im engeren Sinne III6 zu verstehen ist. Auch gilt, 
wie man sieht, das Parallelenaxiom IV, und aus der Formel für 
die Drehung kann ferner leicht ersehen werden, daß auch das 
Axiom V 2 der Nachbarschaft in unserer Geometrie gültig ist. 

Wir fassen dies wie folgt zusammen: 
In unserer Geometrie gelten die sämtlichen oben 

aufgestelltenAxiome der gewöhnlichen ebenenGeo
metrie mit Ausnahme des Archimedischen Axioms 
V I, so jedoch, daß das Axiom über die Dreieckskon
gruenz dabei in der engeren Fassung III 6 zu ver
stehen is t. 

Wir leiten noch einige weitere Sätze ab, die in unserer 
Geometrie gültig sind: 

In unsererGeometrie gi bt es einen rechten Winkel, 
und jeder beliebige Winkel ist halbierbar. 

In der Tat, !!.. ist gewiß ein rechter Winkel, weil derselbe 
2 

bei einer Drehung um !!.. in seinen Nebenwinkel übergeht. 
2 

Ebenso leuchtet ein, daß, wenn {} + 1: einen beliebigen Winkel 

bedeutet, .! + ~ d.ie Hälfte desselben ist. 
2 2 
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Wir führen nun den Begriff der Spiegelung an einer Ge
raden a wie folgt ein: Fällen wir von irgendeinem Punkte A 
auf irgendeine Gerade a das Lot und verlängern dieses um 
sich selbst über den Fußpunkt B hinaus bis A', so heiße A' 
der Spiegelpunkt von A. Wir wählen zunächst zur Geraden 

A a die x-Achse und für A einen 
Punkt im positiven Quadranten 
mit den Koordinaten IX, {J. Der 
Winkel A 0 B zwischen dem Halb
strahl 0 A und der positiven 

O~~-'-''------~-- x-Achse sei .ft + f, und zwar 
möge der Punkt x = y auf der 
x-Achse bei der Drehung um den 
Winkel.ft +f in den PunktA über

AI gehen, so daß 

ei~+(1+i)~r = IX + iß 

wird. Der Spiegelpunkt A' des Punktes A in bezug auf die 
x-Achse hat die Koordinate IX, - ß. Führen wir mithin die 
Drehung um den Winkel .ft + f aus, so entsteht aus dem 
Punkte A' ein Punkt, der durch die imaginäre Zahl 

eiH(1+')~(1X _ iß} .... 0: + ip (IX _ iß) = 0:' + pi 

" " dargestellt wird, d. h. der entsprechende Punkt liegt auf der 
x-Achse; folglich ist der Winkel A' OB ebenfalls gleich .ft+f 
und stimmt mithin mit dem Winkel A 0 Büberein. Wir sprechen 
dies Resultat wie folgt aus: 

Wenn in zwei symmetrisch liegenden rechtwink
ligen Dreiecken die beiden Katheten übereinstim
men, so sind auch die entsprechenden Winkel an 
der Hypotenuse einander gleich. 

Wir folgern hieraus zugleich den allgemeineren Satz: 
Im Spiegelbilde einer Figur stimmen die Winkel 

stets mit den entsprechenden Winkeln der ursprüng
lichen Figur überein. 



Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck 133 

Es sei a il'gendeine Gerade durch den Anfangspunkt 0, 
und .& + 't sei der Winkel zwischen a und der x-Achse: 
dann erhält man zu dem beliebigen Punkt (x,y) den Spie
gelpunkt in bezug auf die Gerade a, indem man die Ebene 
zunächst um den Winkel -.& - 1: dreht, sodann an der x
Achse spiegelt und schließlich die Ebene um den Winkel 
.& + 't dreht. Die Ausführung dieser Operationen liefert der 
Reihe nach aus der imaginären Zahl x + iy die Zahlen 

e-i"-(l+i)~(x + iy}, t""-(l-i)~(x - ty), 

t'i"+(1+i)~e'''-(1-i)~(x - ty) = e2i{"+>t}(x _ (y); 

mithin wird die Spiegelung an der Geraden a durch die 
Formel 

x' + ty' == ei ; (" + .. ) (x - ty) 

für den Spiegelpunkt vermittelt. 
Nun mögen a j , aB ebenfalls zwei Gerade durch den An

fangspunkt 0 und .&1 + 1:1 bez . .&j + 'tB die Winkel bedeu
ten, die diese Gerade mit der x-Achse einschließen. Führen 
wir der Reihe nach die Spiegelungen an der Geraden a, a1 , a2 

aus, so wird die entsprechende Transformation des Punktes 
(x, y) durch die Formel 

x' + ty' = eti("-", +",+,,-~, + ... .>(x - ty) 

vermittelt, und hieraus entnehmen wir das folgende Resultat: 
\Venn man an irgend drei durch einen Punkt 

gehenden Geraden nacheinander die Spiegelung 
ausführt, so ist die dann entstehende Transfor
mation der Ebene wiederum eine Spiegelung. 

Aus diesem Satze beweisen wir leicht die weiteren Sätze: 
Die Mittelsenkrechten auf den drei Seiten eines 

Dreieckes treffen sich in einem Punkt. 
Wenn in einem Vierecke Aßcn ohne einsprin

gende Ecken die Winkel A CB un d ADE überein
stimmen, so sind auch die Winkel BA C und BDC 
einander gleich. 
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Die genannten Sätze genügen, um die Proportionenlehre 
ohne Hilfe des Satzes vom gleichschenkligen Dreieck zu 
begründen; man hat nur nötig, den in meiner Festschrift 
"Grundlagen der Geometrie" (§§ 14-16) dargelegten Be
weis in geeigneter Weise abzuändern, was leicht geschehen 
kann. Wir erkennen hieraus, daß es zur Begründung der 
Proportionenlehre in der ebenen Euklidischen Geometrie 
nicht des vollständigen Axioms von der Dreieckskongruenz 
im weiteren Sinne Irr 6* bedarf, sondern daß dazu die
jenigen Bestandteile dieses Axioms hinreichen, die in den 
eben genannten Sätzen enthalten sind. 

Der Fundamentalsatz der Proportionenlehre lautet: 
Schneiden zwei Parallele auf den Schenkeln eines 

beliebigen Winkels die Strecken a, " bez. a', '"~ ab, so 
gilt die Proportion 

a : " == a': 1/. 

Umgekehrt, wenn vier Strecken a, ", a', lJ' diese 
Proportion erfüllen," und a, a' und ", '" je auf einem 
Scheitel eines beliebigen Winkels abgetragen wer
den, so sind d"ie Verbindungsgeraden der End
punkte von a, " bez. von a', '" einander paralleL 

Dieser Satz konnte auch direkt aus dem Umstande ab
geleitet werden, daß in unserer Geometrie die Geraden durch 
lineare Gleichungen definiert sind, und zugleich erkennen 
wir hieraus diese Tatsachen: 

In unserer Geometrie gelten die Schnittpunkt
sätze von Pascal und Desargues, und daher über
haupt alle Sätze der projektiven Geometrie. 

Wir kommen nun zu der wesentlichsten Frage, ob in un
serer Geometrie der Satz von der Gleichheit der Basiswinkel 
des gleichschenkligen Dreieckes gilt. 

Zum Zwecke dieser Untersuchung sei a eine Gerade durch 
den Koordinatenanfang 0, die mit der x-Achse den Winkel 
& + 'Z' einschließt; ferner sei A ein Punkt auf a so, daß die 
Strecke OA = 1 ausfällt, und A' sei der Spiegelpunkt von 
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A in bezug auf die x-Achse. Um die Koordinaten (x, JI) des 
Punktes A zu berechnen, bedenken wir, daß die Drehung 
um den Winkel - 0& -" den Punkt A in den Punkt mit 
den Koordinaten I, 0 überführen muß; ,vir haben mithin 

e-;~-(l+I)~(x + iJl) = I, 

und folglich 

d. h. 
x -- OB == e't cos (0& + ,,), 

JI = AB == A'B == e~sin (.0- + ,,). 
Um die Länge der Strecke OA' zu berechnen, bedenken 

wir, daß A' die Koordinaten x, - y besitzt; die Drehung 
um den Winkel 0& + " liefert mithin 

e'''+(1+i)~(x - iy) = e'~+(l+i)~-I"+(l-i)~ == eh, 

d. h. die Strecke OA' fällt gleich eh aus, und sie unter
scheidet sich mithin von der Strecke 1 um eine unendlich 
kleine von 0 verschiedene komplexe Zahl. 

Wir ersehen hieraus, daß im allgemeinen inzweisym
metrisch liegenden rechtwinkligen Dreiecken mit 
übereinstimmen den Katheten die Hy
potenusen voneinander verschieden 
ausfallen, und mithin bei der Spiege
lunganeinerGeradendieStrek
ken im Spiegelbilde denj eni
gen in der ursprünglichen Figur O~-"!r""""'----~"
nicht notwendig gleich sind. 

In unserer Geomeln'e gz11 nicht der Salz vom 
gleichschenkligen Dreieck und also auch ni chi 
das Axiom von der Kongruenz der .Dreiecke im A' 
weiteren Sinne. 

Wir erörtern noch in unserer Geometrie die Euklidische 
Lehre vom Flächeninhalt der Polygone und den Satz von der 
Geraden als der kürzesten Verbindung von zwei Punkten. 
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Was die erste Frage betrifft, so mögen zwei Polygone zer
legungsgleich heißen, wenn sie in eine endliche Anzahl von 
Dreiecken zerlegt werden können, die paarweise einander 
kongruent sind, und zwei Polygone mögen inhaltsgleich heißen, 
wenn es möglich ist, zu denselben zwei zerlegungsgleiche 
Polygone zuzufügen, so daß die bei den zusammengesetzten 
Polygone einander zerlegungsgleich sind. 

Aus diesen Definitionen wird leicht die Inhaltsgleich
heit zweier Dreiecke mit gleicher Grundlinie nnd 
gleicher Höhe bewiesen. 

Auch gilt in unserer Geometrie der Pythagorä
ische Lehrsatz, demzufolge die bei den Quadrate 
über den Katheten irgendeines rechtwinkligen 
Dreieckes zusammen inhaltsgleich dem Quadrate 
über der Hypotenuse sind. Denn wir erkennen, daß in 
dem Eüklidischen Beweise des Pythagoräischen Lehrsatzes 
durchweg nur die Kongruenz von gleichliegenden Dreiecken, 
und mithin nur das Axiom über die Dreieckskongruenz im 
engeren Sinne benutzt wird. 

Wenden wir den Pythagoräischen Lehrsatz auf die beiden 
vorhin konstruierten symmetrisch liegenden rechtwinkligen 
Dreiecke OAR und OA'.B (Fig. S. 135) an, so folgt, daß 
die Quadrate über den bei den Hypotenusen OA =0 1 und 
OA' = eh einander inhaltsgleich sind, d. h. es gibt in un
serer Geometrie Quadrate, derenSeiten sich um un
endlich kleine von 0 verschiedene Zahlen unter
scheiden und die dennoch einander inhaltsgleich 
sind. 

Infolge dieses Umstandes hat in unserer Geometrie 
derfundamentaleSatz Euklids, wonach zwei inhalts
gleiche Dreiecke mit gleicher Grundlinie stets von 
gleicher Höhe sind, ebenfalls keine Gültigkeit. 

Unsere Geometrie führt uns mithin zu folgender Erkenntnis: 
Es ist unmöglich, atif das Axiom der .Dreieckskongruenz im 

engeren Sinne die Euklidische Lehre vom Flächeninhalt zu begriin-
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den, sei ost wenn man die Gültigkeit der PrflPorhOnenlehe hinsu,.. 
nimmt. 

ln meiner Festschrift "Grundlagen der Geometrie" habe ich 
den Satz Euklids von der Gleichheit der Höhen in inhalts
gleichen Dreiecken auf gleicher Grundlinie dadurch bewie
sen, daß ich den Begriff des Flächenmaßes einführte. Dieses 
Flächenmaß habe ich als das halbe Produkt aus Grundlinie 
und Höhe definiert. Der Nachweis, daß diese Größe davon 
unabhängig ist, welche Seite des Dreiecks man als Grundlinie 
wählt, erfordert in der Tat die Benutzung symmetrisch ge
leg'ener ähnlicher Dreiecke, und mithin das Axiom über die 
Dreieckskongruenz im weiteren Sinne. 

Da in unserer Geometrie die bekannte Beziehung zwischen 
der Hypotenuse und den Katheten .eines rechtwinkligen Drei
ecks, welche in der gewöhnlichen Geometrie aus dem Pytha
goräischen Lehrsatz geschlossen wird, nicht gilt, so möchte ich 
unsere Geometrie eine M'clzt-lYthagoräisclze Geome/ne nennen. 

Eine weitere Folgerung, die Euklid aus dem Satze von 
der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck 
zieht, ist der Satz, daß in jedem Dreieck die Summe zweier 
Seiten größer als die dritte ausfällt. Um die Gültigkeit dieses 
Satzes in unserer Geometrie zu prüfen, nehmen wir in dem 
rechtwinkligen Dreieck OA'B (Fig. S. 135) .(}o =0 0, so daß 
die Hypotenuse OA' mit der Kathete OB den unendlich 
kleinen von 0 verschiedenen Winkel 'f einschließt. Wir er
halten dann die Summe der bei den Katheten durch die kom
plexe Zahl 

e't(cos-r + sin-r) 

= (I + -r + :! + .. -) (I _ :1 + ... + 'f _ ~a + .. -) 
= I + 2-r + -rs+ ... 

ausgedrückt, und diese Zahl ist offenbar um eine unendlich 
kleine von 0 verschiedene Zahl kleiner als die Hypotenuse 

o A' .... eS., = I + 2 -r + 2 -rS + .... 
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Der Satz, wonach die Summe zweier Seiten in 
jedem Dreieck größer als die dritte ist, gilt also 
nicht in unserer Geometrie. 

WÜ" erkennen hieraus die wesentliche Abhängigkeit dieses Satzes 
von dem Axiom über die Dreieckskongruenz im weiteren Sinne. 

Wir fassen die hauptsächlichsten aus unserer Nicht-Pytha
goräischen Geometrie entspringenden Resultate zusammen 
wie folgt: 

Verstehen wir das ~tom über die Dreieckskongruenz im engeren 
Sinne und nehmen wir von den Sietigkeitsaxtomen nur das AxIOm 
der Nachbarschaft als gültig an, dann ist der Satz von der Gleich
heit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck nicht beweisbar, 
selbst dann nicht, wenn wir dte Lehre von den ProporlzOnen als 
gültig voraussetzen. Ebensowenig folgt dze Euklidische Lehre von 
den Flächeninhalten ,. auch der Satz wonach dze Summe zweier Seilet! 
im Dreieck größer als dte drille ausfällt, ist keine notwendzge Folge 
de,.. gemachten Annahmen. 

Wir wollen noch eine andere Nicht-Pythagoräische Geo
metrie konstruieren, die sich von der eben behandelten Geo
metrie dadurch unterscheidet, daß in ihr das Archimedische 
Axiom (V I), dagegen nicht das Axiom von der Nachbar
schaft (V 2) gültig ist. 

Man betrachte den Bereich .Q aller derjenigen algebra
ischen Zahlen, welche hervorgehen, indem man von der 
Zahl I ausgeht und eine endliche Anzahl von Malen die vier 
Rechnungsoperationen: Addition, Subtraktion, Multiplikation, 

Division und die fünfte Operation V I + 0)1 anwendet, wobei 
0) jedesmal eine Zahl bedeuten kann, die vermöge jener fünf 
Operationen bereits entstanden ist. 

Wir denken uns ein Paar von Zahlen x, J' aus.Q als einen 
Punkt und die Verhältnisse von irgend drei Zahlen (u: v : w) 
aus.Q, falls u, v nicht beide 0 sind, als eine Gerade; ferner 
möge das Bestehen der Gleichung 

ux + VJ' + w =0 
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ausdrücken, daß der Punkt (x, y) auf der Geraden (u: v : w) 
liegt. 

Die Anordnung der Punkte und Geraden, sowie die Fest
setzung über die Parallelverschiebung treffen wir genau wie 
vorhin, dagegen weichen wir von der früheren Festsetzung 
hinsichtlich der Drehung um einen Punkt in folgender Weise ab: 

Wir fassen die Punkte der Geraden x = I ins Auge; da 
dieselben ein abzählbares System bilden, so können wir sie 
in diese Reihe bringen: Pt' Ps' Ps, .... Es sei dann allgemein 
.fJ'i: der Winkel, unter welchem die Verbindungslinie des Punk
tes Pot mit dem Koordinatenanfang die x-Achse schneidet. 
Wir wählen nun aus der Reihe .fJ'l' .fJ's' .fJ's' ••• eine solche 
Reihe .fJ'k ' .fJ'k ' .fJ'k ' ••• aus, daß für' keinen Wert von n eine , . , 
Gleichung von der Gestalt 

.fJ'k" = rn + r1 .fJ'k, + ... + r"-1.fJ'k"_1 

besteht, wo 1', 1'1' rs"'" 1',,_1 rationale Zahlen sind, während 
andererseits für jedes k sich ein Wert von n bestimmen· läßt, 
so daß 

.fJ'k = rn + r1.fJ'k, + rs.fJ'.t, + ... + r".fJ'k,. 

besteht, wobei r, 1'1' rs' .•. , r" rationale Zahlen sind. 
Die Drehung unserer Ebene um den Winkel .fJ'k werde 

dann durch die Formel 

vermittelt. 
Es stellt sich heraus, daß in dieser Geometrie sämtliche 

Axiome I bis IV erfüllt sind, wenn das Axiom über die 
Dreieckskongruenz im engeren Sinne III 6 verstanden wird. 
Außerdem gilt da" Archimedische Axiom V I, dagegen nicht 
das Axiom der Nachbarschaft V 2. Auch die oben genannten 
Sätze und die aus diesen zu ziehenden Forderungen, ins
besondere die Proportionslehre ist gültig. Dagegen gilt nicht 
der Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenk
ligen Dreieck, und folglich auch nicht die Euklidische Lehre 
vom Flächeninhalt. Der Satz, daß die Summe zweier Seiten 

H i I b er t: Grundlagen der Geometrie. 5. Auf!. 10 
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größer als die dritte ist, gilt in unserer Geometrie ebenfalls 
nicht, da ja aus diesem Satze das Axiom der Nachbarschaft 
V 2 notwendig folgen würde. 

Zur Gültigkeit des Satzes 110n der Gleichheit der Basiswinkel 
im gleichschenkligen .Dreieck sind mitkin beide Steligkeitsaxiome 
V I, V 2 eiforderlick: in der Tat haben wir in dem früheren 
Beweise am Anfange dieser Untersuchung (S. 124-127) 
jedes dieser beiden Axiome benutzt. 

Wir haben oben (vgl. S. 123) erwähnt, daß aus dem Drei
eckskongruenzaXiom in der engeren Fassung III 6 und 
den vorangehenden Axiomen notwendig das Kongruenz
axiom III 6* und mithin allgemein die Kongruenz der Fi
guren in der weiteren Fassung folgt, sobald wir den Satz 
von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Drei
eck als gültig annehmen. Es erscheint mir bemerkenswert, 
daß diese Ergänzung des Kongruenzaxioms in der engeren 
Fassung III 6 noch auf eine ganz andere Weise geschehen 
kann, nämlich mittels einer sehr anschaulichen Forderung, 
deren Inhalt wesentlich mit dem in den Grundlagen von mir 
bewiesenen Satz 33 (S. 61) übereinstimmt und die anderer
seits, wie wir in dieser Note (vgl. S. 136) gezeigt haben, nicht 
eine Folgerung der Kongruenzsätze im engeren Sinne ist. 

Es seien die Begriffe "zerlegungsgleich" und "inhalts
gleich" wie in § 18 der "Grundlagen der Geometrie" definiert 
- so jedoch, daß dabei der Kongruenzbegriff im engeren 
Sinne zu verstehen ist. Dementsprechend werden im Folgen
den stets nur das Kongruenzaxiom in der engeren Fassung 
III 6 und die vorangehenden Axiome I, II, III 1-5, sowie 
das Parallelaxiom IV angewandt. 

Die fragliche Forderung, die dann als Ergänzung dienen 
soll, lautet: 

Ax~'om der Einlagerung. Ein PolYgon ist niemals mit einem 
PolYgone zerlegungsgleick, dessen Begrenzung innere Punkte, je-
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(/gen keine äußeren Punkte des ersteren PolYgons enJlziilt d. n. tlas 
dem ersteren eingelagert isl. 

Zunächst folgt aus diesem Axiom leicht der Satz: 
Ein Polygon ist niemals mit einem Polygone inhalts

gleich, das dem ersteren Polygone eingelagert ist. 
In der Tat, wäre ein Polygon Pdem innerhalb Pgelegenen 

Polygon Q inbaltsgleich, so müßten zwei einander zerlegongs
gleiche Polygone P' und, Q' existieren, 80 daß das Polygon 
P + P' mit dem Polygon Q + Q' zerlegungsgleich ware. 
Da dann auch P+ P' mit P + Q' zerlegungsgleich wäre, 
so müßten auch die Polygone P + Q' und Q + Q' zer
legungsgleich sein, was dem aufgestellten Axiom der Ein
lagerung widerspricht. 

Nunmehr beweisen wir der Reihe nach die folgenden 
Sätze: 

Wenn in einem Dreieck ABC die bei den Winkel 
bei A und B einander gleich sind, so sind auch stets 
die diesen Winkeln gegenüberliegenden Seiten ein
ander gleich. 

Zum Beweise bestimmen wir auf AB die Punkte E und 
D, so daß A.D=BCundBE=ACwird. Nach dem ersten 
Kongruenzsatze in der engeren Fassung folgt die Kongruenz 
der Dreiecke DA C und CB E; diese 
beiden Dreiecke sind mithin auch 
inhaltsgleich. Wir schließen hieraus, 
daß auch ihre Grundlinien AD und 
BE miteinander überein
stimmen. Wäre dies nämlich 

c 

nicht der Fall und nehmen A"::=-=:':::;===~-::!:"----"B 
wir etwa AD' = BE, so WÜI--+ .. ,----" ..... , ---
de nach dem bekannten Eu
klidischen Verfahren (vgl. S. 55) folgen, daß die beiden Drei
ecke AD' C und B EC einander inhaltsgleich sind. Dann aber 
müßten auch die Dreiecke ADC und AD' C einander inhalts
gleich sein , was dem vorhin aus unserem Axiom der Einlagerung 
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gewonnenen Satze widerspricht. Die Gleichheit der Strecken 
AI) und BE führt unmittelbar zu der von uns aufgestellten 

Behauptung. 
Wenn in einem DreieckABC 

die beiden Seiten ACund BC 
einander gleich sin.d, so sind 

auch stets die diesen 
Seiten gegenüberlie-

f.A gen den Winkel ein
ander gleich. 

Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil an, daß der Winkel 
-9:: CAB größer als -9:: CB A sei. Sodann bestimmen wir auf 
der Geraden AB die Punkte A' und B' derart, daß 

-9:: CA'B -= -9:: CBA und -9:: CB'A = -9:: CAB 

wird. Nach dem vorhin bewiesenen Satze ist mithin 

GA' = GB und CB' .... CA, 

und hieraus folgt mit Benutzung der Voraussetzung: 

(I~) GA' = GB'. 

Wenden wir den Satz vom Außenwinkel auf die Dreiecke 
AGA' und BGB' an, so erhalten wir die Gleichungen 

uild 

mithin ist 
(2*) 

-9:: ACA' -= -9:: GAB - 1: GA' B 

-9:: BCB' .... -9:: CB'A - -9:: GBA; 

-9:: AGA' = -9:: BCB'. 

Die Formeln (1*) und (2*) in Verbindung mit der Voraus
setzung lehren, daß die Dreiecke AGA' und BGB' im 
engeren Sinne miteinander kongruent sind; dann aber wäre 
auch insbesondere 

-9:: AA' G = -9:: BB' G. 

Diese Folgerung ist ein Widersinn, da die bei den Winkel 
bzw. innerer Winkel und nicht anliegender Außenwinkel im 
Dreieck A' B' G sind. 
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Damit ist der aufgestellte Satz bewiesen, und wir erkennen 
zugleich, da./3 die Dreieckskongruenzsätze im weiteren Sinne 
eine notwendige Folgerung aus dem Kongruenzaxiom in der 
engeren FormIll6 sind, wenn man noch das obige anschau
liche Axiom der Einlagerung betreffend den Begriff der Zer
legungsgleichbeit zu Hilfe nimmt. 

Mit Hilfe der bei den Stetigkeitsaxiome V 1 und V 2 ist es 
noch nicht möglich, die ebene Geometrie als identisch DUt 
der gewöhnlichen analytischen "Carlesischen" Geometrie 
nachzuweisen, in der jedem Zahlenpaar ein Punkt der Ebene 
entspricht. Zu diesem Nar.hweise ist aber weder das Axiom 
vom Dedekindschen Schnitte noch das Axiom von der Exi
stenz der Grenzpunkte notwendig; vielmehr genügt es, das 
Axiom V 2 durch das Axiom allgemeineren Charakters zu 
ersetzen, welches ich bereits in den "Grundlagen der Geo
metrie"1) aufgestellt und Axiom de, Vollständigkeit genannt 
habe. 

I) § 8 S.22; man vergleiche auch meinen Vortrag über den Zahl
begriff; Berichte der deutschen Mathematiker-VereiniguDg, 1900. (An
haug VI.) 

ZU Anhang n s. S. 259. 



Anhang III. 

Neue Begründung der Bolyai-Lobatsehefsky
sehen Geometrie. 

[Abgedruckt aus Math. Ann. BeL 57.] 

In meiner Festschrift "Grundlagen der Geometrie" Kap. I 
(S. 2-23)1) habe ich ein System von Axiomen für die Eukli
dische Geometrie aufgestellt und dann gezeigt, daß lediglich 
auf Grund der die Ebene betreffenden Bestandteile dieser 
Axiome der Aufbau der ebenen Euklidischen Geometrie mög
lich ist, selbst wenn man die Anwendung der Stetigkeits
axiome vermeidet. In der folgenden Untersuchung ersetze ich 
das Parallelenaxiom durch eine der Bolyai-Lobatschefsky
schen Geometrie entsprechende Forderung und zeige dann 
ebenfalls, daß ausschließlich auf Grund der ebenen Axiome ohne 
Anwendung von Sleligkeilsaxiomen die Begründung der Bolyai
Lobalschefikyschen Geometrie in der Ebene möglich ist. I) 

i) Vergleiche auch meine Abhandlung ,,'Ober den Satz von der 
Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck". Procee
dings of the London Mathematical Society, Bd. 35. 1903 (Anhang 11). 

2) Inzwischen ist das entsprechende Problem. auch unabhängig 
von dem die Bolyai-Lobatschefskysche Geometrie kennzeichnenden 
Axiom IV S.147 untersucht worden. Zunächst hat M. Dehn in der 
Abhandlung ,;Über den Inhalt sphärischer Dreiecke" Math. Ann. 
Bd. 60 für die ebene elliptische Geometrie ohne Anwendung von 
Stetigkeitsaxiomen die Lehre von den Flächeninhalten begründet; 
sodann gelang es G. He ss e n be r g, in der Abhandlung "Begründung 
der elliptischen Geometrie" Math. Ann. Bd. 61 unter denselben Vor
aussetzungen auch den Nachweis der Schnittpunktsätze für die ebene 
elliptische Geometrie zu erbringen, und endlich hat J. Hjelmslev 
in der Abhandlung "Neue Begründung der ebenen Geometrie" Math. 
Ann. Bd. 64 gezeigt, daß die ebene Geometrie sich ohne Stetigkeits
axiome und sogar ohne irgendeine Annahme über die sich schneiden
den oder nicht schneidenden Geraden aufbauen läßt. 
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Diese neue Begründung der Bolyai-Lobatschefskyschen 
Geometrie steht, wie mir s.cheint, auch hinsichtlich ihrer Ein
fachheit den bisher bekannten Begrundungsarten, nämlich 
derjenigen von Bolyai und Lobatschefsky, die beidesich 
der GreDZkugel bedienten, und derjenigen von F.Klein mit
tels der projektiven Methode nicht nach. Die genannten Be
gründungen benutzen wesentlich den Raum sowohl wie die 
Stetigkeit. 

Zur Erleichterung des Verständnisses stelle ich nach meiner 
Festschrift "Grundlagen der Geometrie" die Axiome der 
ebenen Geometrie zusammen, wie folgt: 

L Axiome der Verkntlpfung. 

I I. Zwei.voneinander verschiedene Punkte A und B beshmmen 
siels eine Gerade. 

I 2. Irgend swei voneinander verschiedene Punkle einer Geraden 
bestimmen diese Gerade. 

I 3. Auf jeder Geraden gibt es wenigstens zwei Punkle. Es gibt 
wenigstens drei Punkle, welche nichl in einer Geraden liegen. 

D. Axiome der Anordnung. 

II I. Wenn A, B, C Punkle einer Geraden sind und B swischen 
A und C liegt, so liegt auch B swischen C und A. 

112. Wenn A und B zwei Punkte einer Geraden sind, so pt 
es wenigstens einen Punkt C, der swischen A und B liegt, und 
wenigslens einen Punkt D, so daß B swischen A und D liegt. 

TI 3. Unler irgend drei Punkten einer Geraden gzöt es stels einen 
und nur einen Punkt, der zwischen den 'Jetäm anderen liegt. 

Erklärung. Die zwischen zwei Punkten .A. und B ge
legenen Punkte heißen auch die Punkte der Strecke AB 
oder BA. 

TI4. Es seien A,B, C drei m"cht in gerader Linie gelegene Punkte 
und a eine Gerade, die keinen der Punkte A,B, C InTt,· wenn dann 
diese Gerade durch einen Punkt der Strecke AB gelzt, so gehl sie 
gewiJl auch 4urch einen Punkt der Strecke B C oder der Strecke AC. 
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m. Axiome der Kongruenz. 

Erklärung. Jede Gerade zerfällt von irgendeinem ihrer 
Punkte aus in zwei Halbgerade (Halbstrahlen) oder Hä!ften. 

III 1. Wenn A, B zwei Punkte der Geraden a sind und A' eilt 
Punkt einer Geraden a' ist, so kann man auf einer gegebenm Hä!fte 
der Geraden a' von A' aus sltls einen und nur einen Punkt B' ftndm, 
so daß die Strecke AB der Strecke A'B' kongruent oder gleich ist, 
in Zeichen: 

AB = A'B'. 

Jede SIrecke ist sich selbst kongruent; in Zeichen: 
AB=AB und BAaAB. 

III 2. Wenn die Strecke AB sowohl der Struke A' B' als auch 
der Strecke A" B" kongruent ist, so ist auch A' B' der Strecke 
A" B" kongruent. 

III 3. Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsame 
Punkle auf a undfirnerA' B' und B' C' zwei Strecken ohne ge
meinsame Punkte auf einer Geraden a'; wenn dann ABaA'B' 
und BC= .B'C', so ist auch AC= A'C'. 

Erklärung. Ein von einem Punkte A ausgehendes Paar 
von Halbgeraden hund k, die nicht zusammen eine Gerade 
ausmachen, nennen wir einen Winkel und bezeichnen ihn 
entweder mit 

-9:: (hk) oder -9:: (kh). 

Die Punkte der Ebene, welche bezüglich h auf derselben 
Seite wie k und zugleich bezüglich k auf derselben Seite wie 
h liegen, bilden den Winkelraum von -9:: (hk). 

III 4. Es sei ein Winkel (hk), eine Gerade a und eine bestimmte 
Seile von a' gegeben. Es bedeute h' eine Halbgerade der Geraden 
a', die vom Punkte 0 ausgeht: dann gibt es eine und nur eine Halb
gerade k', so daß der Winkel (hk} dem Winkel (h' k') kongruent 
oder gleich ist, zn Zeichen: 

-9:: (hk) a ~ (h'k') 

und daß zugleich alle Funkle des Wtnke/raums von ~ (h' k') auf 
der gegebenen Sdte von a' liegen. 
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Jeder Winkel ist sick sel/;s/ kongruent, in Z"cken: 

-9:: (kIe) == -9:: (kIe) UM -9:: (kIe) = -9;: (kk). 

147 

m 5. Wenn ein Winkel (kk) sQWokl tkm Winkel (k' k') als auck 
dem Winkel (k" k'') kongruent ist, so ist auck der Winkel (k' k') tkm 
Winkel (k" k") kongruent. 

m 6. Wennjür sweiDreiecke AB CundA'B' C' t/z'eKongruensm 

AB == A'B', AC== A'C' und -9:: BAC= -9:: B'A'C' 

geltm, so gilt auck siels 

-9:: ABC=. -9:: A'B'C' u1Jd -9:: ACB = -9:: A'C'B'. 

Aus den Axiomen 1-111 folgen leicht die Sätze über die 
Kongruenz der Dreiecke und über das gleichschenklige 
Dreieck, und zugleich erkennt man die Möglichkeit, ein Lot 
zu errichten oder zu fällen, sowie eine gegebene Strecke oder 
einen gegebenen Winkel zu halbieren. Insbesondere folgt auch 
wie bei Euklid der Satz, daß in jedem Dreieck die Summe 
zweier Seiten größer als die dritte ist. 

IV. Axiom von den sich schneidenden und nicht 
schneidenden Geraden. 

Wir sprechen nun das Axiom, welches in der Bolyai-Lobat
schefskyschen Geometrie dem Parallelenaxiom der Eukli
dischen Geometrie entspricht, wie folgt, aus: 

IV. Ist b ,,'tu IJlliebige Gerade und A ein nickt auf mr gelegmer 
Punkt. so gibt es stets dUrck A sw,; Hal/;~ 
gerade a1 , a.. t/z., nickt ein und t/z'eselbe \...t 
Gerade ausmackm und die Ge-

rade 0 ",ckt sclmei4m, während !. \\ B (I. 11, 
jede in dem durck 4,.. a. geo;l- ~ 
delen Winkelraum gelegme, 'Don A ausgelunde b \. 
lIalogerade dt'e Gerade 0 sckneidet. \ 

Erklärung. Die Gerade 0 zerfalle von irgendeinem ihrer 
Punkte B aus in die beiden Halbgeraden 01 , 0" und es mögen 
.1' 01 auf der einen und a., 0, auf der anderen Seite der 
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Geraden AB liegen: dann soll die Halbgerade ~ zu der Halb
geraden 61 und ebenso die Halbgerade al zu der Halbgeraden 
h. parallel genannt werden; desgleichen sagen wir, es seien 
die beiden Halbgeraden al' a. zu der Geraden 6 parallel und 
auch von jeder der beiden Geraden, von denen a1 bez.al Halb
gerade sind, sagen wir, daß sie zu 6 parallel sind. 

Es folgt sofort die Richtigkeit folgender Tatsachen: 
Wenn eine Gerade oder Halbgerade zu einer anderen Ge

raden oder Halbgeraden parallel ist, so ist stets auch diese 
.zu jener paralleL 

Wenn zwei Halbgerade einer dritten Halbgera,den parallel 
sind, so sind sie untereinander parallel. 

Erklärung. Jede Halbgerade bestimmt einEnde; von allen 
Halbgeraden, die zueinander parallel sind, sagen wir, daß sie 
dasselbe Ende bestimmen. Eine vom Punkte A ausgehende 
Halbgerade mit dem Ende « werde allgemein mit (.d«) bezeich
net. Eine Gerade besitzt stets zwei Enden. Allgemein werde 
eine Gerade, deren Enden « und fJ sind, mit (<<, fJ) bezeichnet. 

Wenn A, B und A', B' zwei Punktepaare und« und «' zwei 
Enden von der Art sind, daß die Strecken AB und A' B' ein
ander gleich sind und überdies der von AB und der Halb
geraden (A,«) gebildete Winkel gleich dem von A' B' und der 
Halbgeraden (A',«') gebildeten Winkel wird, so ist, wie man 
leicht erkennt, stets auch der von BA und (B,«) gebildete 
Winkel gleich dem von B' A' und (B' «') gebildeten Winkel; 
die beiden Figuren AB« und A'B '«'heißen einander kongruent. 

Endlich definieren wir noch in bekannter Weise den Be
griff des Spiegelbildes: 

Erklärullg. Wenn wir von einem Punkte aus auf eine Ge
rade das Lot fällen und dieses über seinen Fußpunkt hinaus 
um sich selbst verlängern, so heiße der entstehende Endpunkt 
das Spiegelln1d des ursprünglichen Punktes an jener Geraden. 

Die Spiegelbilder für die Punkte einer Geraden liegen 
wiederum auf einer Geraden; diese heiße das Spiege/!JiId der 
rmprimglichm GmuJm. 
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§ 1_ 

Hilfscltze. 

149 

Wir beweisen zunächst der Reihe nach folgende Hilfssätze: 
Satz I. Wenn zwei Gerade eine drltteGeradeuntergleichen 

Gegenwinkeln schneiden, so sind sie gewiß Dicht zueinander 
paralleL 

Beweis. Wir nehmen im Gegenteil an, daß die beiden Ge
raden nach einer Richtung hin zueinander parallel wiren. 
Führen wir dann um die Mitte der auf der dritten Geraden 
ausgeschnittenen Strecke eine Halbdrehung aus, d. h. kon
struieren wir über der anderen Seite jener Strecke das be
treffende kongruente Dreieck, so würde folgen, daß die beiden 

ersteren Geraden auch nach der anderen Richtung hin zu
einander parallel sind, und dies wiederspräche dem AxiomIV. 

Satz 2_ Wenn irgend zwei Gerade a," vorgelegt sind, die 
sich weder schneiden noch zueinander parallel sind. so gibt 
es stets eine Gerade, welche auf beiden zugleich senkrecht 
steht. 

Beweis. Von irgend zwei Punkten A und Pder Geraden 
a fällen wir die Lote AB und P B' auf die Gerade lJ. Es sei 
das Lot P B' größer als das Lot AB; dann tragen wir AB 
von B' aus auf B' P ab bis A', so daß der Punkt A' zwischen 
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Pund B' liegt. Nunmehr konstruieren wir die Gerade a' durch 
A', welche B' A' in A' unter demselben Winkel und in dem
selben Sinne wie die Gerade a das Lot BA in Aschneider. 
Wir wollen beweisen, daß diese Gerade a' notwendig die Ge
rade a treffen muß. 

Zn dem Zwecke bezeichnen wir diejenige Halbgerade, in 
welche a von P aus zerfällt und auf welcher der Punkt A liegt, 
mit lZt und ziehen dann von B aus eine Halbgerade /z parallel 
z·u al' Ferner sei /Z' diejenige Halbgerade, welche von B' unter 
demselben Winkel gegen" und nach derselben Richtung wie 
h .von B ausgeht. Da nach Satz I die Halbgerade /Z' nicht 
zu h und daher auch nicht zu a1 paralld ist und auch h gewiß 
nicht schneidet, so schneidet sie, wie man im Hinblick auf 
Axiom IV leicht erkennt, notwendig a1; es sei T der Schnitt
punkt der Halbgeraden /Z' und al' Da a' wegen unserer Kon
struktionen parallel zu /Z' ist, '110 muß nach Axiom n 4 die Ge
rade a' das Dreieck PB' T durch die Seite PT verlassen, 
womit der gewÜDschte Nachweis erbracht ist. Wir wollen den 
Schnittpunkt der Geraden a und a' mit Q bezeichnen. 

Von Q fällen wir das Lot QR auf "; sodann tragen wir 
B'R von B aus auf" bis zum Punkte R' ab, so daß auf" 
die Richtung B nach R' dieselbe, wie die von B' nach R 
ist. Ebenso tragen wir die Strecke A' Q von A aus auf a in 
derselben Richtung bis Q' ab. Suchen wir dann die Mitten 
Mund N der Strecken Q Q' bez. RR', so liefert deren Ver
bindungagerade MN das gesuchte gemeinsame Lot auf a 
und". 

In der Tat, aus der Kongruenz der Vierecke A'B'QR 
und AB Q'R' folgt die Gleichheit der Strecken QR und 
Q' R', sowie die Tatsache, daB Q' R' auf " senkrecht steht. 
Hieraus wiederum erschließen wir die Kongruenz der Vier
ecke QRlI-INund Q'R'MN, und damit ist die aufgesteUte 
Behauptung und zugleich der Satz 2 vollständig bewiesen. 

Satz. 3. Wenn irgend zwei zueinander nicht parallele 
Halbgeraden vorgelegt sind, so gibt es stets eine Gerade, 
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welche zu diesen beiden Halbgeraden parallel ist, d. h. es 
gibt stets eine Gerade, die zwei vorgeschriebene Enden ce 
und ß besitzt. 

Beweis. Wir ziehen durch irgendeinen Punkt 0 zu den 
vorgelegten Halbgeraden Parallele und tragen auf diesen von 
o aus gleiche Strecken ab, etwa bis A und .0, so daß 

OA= OB 

wird und die von 0 aus durch A gehende Halbgerade das 
Ende a und die von 0 aus durch B gehende Halbgerade das 
Ende P besitzt. Sodann verbinden wir den Punkt A mit dem 

o 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I . 
I 

......... f 

--_ I 
'~-- F 

I " 

Ende ß und """\, W· :,: 
halbieren den 
Winkel zwischen \ 't '" ! ,~ " 

" I den bei den von A 
ausgehenden Halb~ 
geraden; desgleichen 
verbinden wir den 
PunktB mit dem Ende a 

\. I 
, • I 

\ \ : 

und halbieren den Winkel 

\ • I 
, • I 
, • I 
\ . , 

\ ~l ' 
\. I 
\. ' .' , \\ ' 

\, ' 
\. I 

zwischen den bei den von B 
ausgehenden Halbgeraden. 

'\ ,: 
" ' 

VAL 

Die erstere Halbie
rungslinie werde mit 
a, die letztere mit " 
bezeichnet. Aus der 
Kongruenz der Fi~ 

garen OAß und O.otIt 
folgt die Gleichheit 
der Winkel 

~(OAP)=~(O.oa), 

~(aAß)""~ (a.o{l), 
und aus letzterer 
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Gleichung entnehmen wir auch die Gleichheit der Winkel, 
die durch die Halbierungen entstanden sind, nämlich 

-9::: (aAa) co. ~ (aAfJ) == ~ (aBb) === ~ (cB{J). 

Es kommt zunächst darauf an, zu zeigen, daß die bei den 
Halbierungslinien a und b sich weder schneiden noch zu
einander parallel sind. 

Wir nehmen an, a und b schnitten sich im Punkte M. Da 
OAB nach Konstruktion ein gleichschenkliges Dreieck ist, 
so folgt 

~BAO=~ABO 

und hieraus nach den vorigen Gleichungen 

~ BAM -== -}::: ABM; 
mithin ist 

AM-BM. 

Verbinden wir nun M mit dem Ende a durch eine Halb
gerade, so folgt aus der letzteren Streckengleichung und 
wegen der Gleichheit der Winkel ~ (CIAM) und (aB M) die 
Kongruenz der Figuren aAMund aBM, und diese Kongru
enz hätte die Gleichheit der Winkel ~(aMA) und -1:.-(aMB) 
zur Folge. Da diese Folgerung offenbar nicht zutrifft, so ist 
die Annahme zu verwerfen, daß die Halbierungsgeraden a 
und b sich schneiden. 

Wir nehmen ferner an, die Geraden a und b seien zu
einander parallel; das durch sie bestimmte Ende möge dann 
mit f' bezeichnet werden. Die von B aus nach a gehende 
Halbgerade möge die von A nach p gehende Halbgerade 
im Punkte C und die "Gerade a im Punkte D treffen, dann 
beweisen wir die Gleichheit der Strecken DA und DB. In 
der Tat, im gegenteiligen Falle tragen wir DAvon D aus 
auf D B etwa bis B' ab und verbinden B' mit f' durch eine 
Halbgerade. Aus der Kongruenz der Figuren D Aa und D B' f' 
würde dann die Gleichheit der Winkel-1=: (.D ACI) und -}::: (D B' 1-') 
folgen, und mithin wären auch die Winkel -1=: (D B' 1-') und 
-}::: (D B 1-') einander gleich, was nach Satz I nicht möglich ist. 
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Die Gleichheit der Strecken DA und DO hat nun die 
Gleichheit der Winkel ..?J:.(DAB) und ..?J:.·(DßA) zur Folge 
und. da nach dem Früheren auch die Winkel-}:(CAB) und 
-}: (CßA) einander gleich sin·d, so würde auch die Gleich
heit der Winkel ..?J:. (DAß) und..?J:. (CAB) folgen. Diese Fol
gerung trifft aber offenbar nicht zu, und mithin ist auch die 
Annahme zu verwerfen, daß die Geraden a nnd beinander 
parallel sind. 

Da nach diesen Entwickelungen die Geraden a, " sich 
weder schneiden noch zueinander parallel sind. so gibt es 
nach Satz 2 eine Gerade c, die auf beiden Geraden a, b 
senkrecht steht etwa in den Punkten E bez. F. Ich behaupte, 
daß diese Gerade c die gesuchte Gerade ist, die die beiden 
vorgelegten Enden a, ß miteinander verbindet 

Zum Beweise dieser Behauptung nehmen wir im Gegenteil 
an, es habe c nicht das Ende a. Dann verbinden wir jeden 
der beiden Fußpunkte E und F mit dem Ende a durch Halb
gerade. Da E A = F ß sein muß, wie leicht erkaxint wird, so 
folgt die Kongruenz der Figuren aEA 
und aF 0 und aus dieser die Gleich
heit der Winkel :9:: (AEa) und 
-9::: (0 Fa), und folglich sind auch 0", ~ 
diejenigen Winkel einander gleich, 
die die von E und F ausgehenden Halbge
raden mit der Geraden c bilden. Diese Fol
gerung widerspricht dem Satze I, und damit 
ist der Beweis für unsere Behauptung voll
ständig erbracht. 

Satz 4. Es seien a, b zwei zueinander pa-
rallele Gerade· und 0 ein Punkt innerhalb des zwischen a 
und b gelegenen Gebietes der Ebene; ferner sei 0 a das Spiegel
bild des Punktes 0 an a und Ob das Spiegelbild des Punk
tes 0 an bund M die Mitte der Strecke 0 a Ob: dann steht 
diejenige Halbgerade von M aus, die zugleich zu a und" 
parallel ist, senkrecht in M auf ° a 0 6• 
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Beweis. Denn im entgegengesetzten Falle errichte man 
nach der nämlichen Seite hin in Mauf 0aO& die Senkrechte. 
Die Gerade 0a06 schneide a,b bez.in den Punkten P, Q. Da 
PO< PQ + Q 0, mithin POa < PO. ist und desgleichen 
Q 0.< Q ° a' so fällt M notwendig in das Innere des zwischen 
a und b gelegenen Gebietes der Ebene. Jene Senkrechte in 
M müßte daher eine der Geraden a oder b treffen; träfe sie 
etwa a im Punkte A, so würde AOa=AO undAOa .... AO. 
folgen und mithin wäre auch A ° =- A 0., d. h. A müßte auch 
ein Punkt von b seiD, was der Voraussetzung des Satzes wider
spräche.l ) 

Satz 5. Wenn a, b, t: drei Gerade sind, die das nämliche 
Ende CI) besitzen und die Spiegelungen an diesen Geraden 
bez. mit Sa' Sb' Sc bezeichnet werden, so gibt es stets eine 
Gerade d mit demselben Ende co, so daß die aufeinander
folgende Anwendung der Spiegelungen an den Geraden a, fI. t: 

der Spiegelung an der Geraden d gleichkommt, was wir durch 
die Formel 

ausdrücken. 
Beweis. Wir nehmen zunächst an, es fiele die Gerade 

fI ins Innere des zwischen a und t: gelegenen Gebiets der 
Ebene. Dann sei 0 ein Punkt auf fI, und die Spiegelbilder 
von ° an a und t: seien bezeichnet mit 0a und Oe' Bezeich
nen wir nun mit d diejenige Gerade, die die Mitte der Strecke 
° a Oe mit dem Ende co verbindet, so sind wegen Satz 4 die 
Punkte 0a und Oe Spiegelbilder an d, und folglich ist die 
Operation S"ScS6Sa eine solche, die den Punkt ° a sowie die
jenige Gerade ungeändert läßt, die 0a mit dem Ende co ver
bindet. Da jene Operation überdies aus vier Spiegelungen 
zusammengesetzt ist, so lehren die Kongruenzsätze, daß jene 
Operation die Identität ist; hier,aus folgt die Behauptung. 

I) Diese Folgerung stimmt im wesentlichen mit einer Schlußweise 
-.on LobatscheCsky überein; vgl. "Neue Anfangsgrüude der Geometrie 
mit einer vollständigen Theorie der Parallellinien" (1835) § IIl. 
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Wir erkennen zweitens leicht die Richtigkeit des Satzes 5 
in dem Falle, daß die Geraden c und a miteinander über
einstimmen. Ist nämlich b' diejenige Gerade, die aus b durch 
Spiegelung an der Geraden a hervorgeht, und bezeichnen 
wir mit Sb' die Spiegelung an b', so erkennen wir sofort die 
Richtigkeit der Formel 

SaSbSa = Sb" 

Nunmehr nehmen wir drittens an, es fiele die Gerade c 
ins Innere des zwischen a uad b gelegenen Gebietes der Ebene. 
Dann gibt es nach dem ersten Teile dieses Beweises gewiß 
eine Gerade d', so daß die Formel 

SaScSb == S,l 

gilt. Bezeichnen wir mit d das Spiegelbild von d' an a, so ist 
nach dem zweiten Teile dieses Beweises: 

ScSbSa == SaSaScSbSa = SaSd.,sa == Sd.' 

Damit ist Satz 5 vollständig bewiesen. 

§ 2. 

Die Addition der Enden. 

Wir nehmen eine bestimmte Gerade an und bezeichnen 
deren Enden mit ° und 00. Auf dieser Geraden (0, (0) 
wählen wir einen Punkt 0 und errichten dann in 0 ein Lot; 
die Enden dieses Lotes mögen mit + I und - I bezeichnet 
werden. 

Wir definieren jetzt die Summe zweier Enden folgender
maßen: 

Erklärung. Es seien IX, {J irgend zwei Enden; ferner sei 
Va das Spiegelbild des Punktes 0 an der Geraden (a, (0) 
und 0 (i sei das Spiegelbild des Punktes 0 an der Geraden 
(P, (0); die Mitte der Strecke 0 a 0 fi verbinden wir mit dem 
Ende 00: das andere Ende der so konstruierten Geraden 
heiße die Summe der heiden Endm IX und ß und werde mit 
a + P bezeichnet. 

H i I b e rt: Grundlagen der Geometrie. 5. Auf!. 11 
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Wenn wir eine Halbgerade mit dem Ende ce an der Ge
raden (0. (0) spiegeln, so werde das Ende der so entstehen
den Halbgeraden mit - ce bezeichnet. 

Wir erkennen leicht die Richtigkeit der Gleichungen 

ce + ° = ce, 

1+(- I) == 0, 

ce + (- a) == 0, 

a+{J ={J+a. 

Die letsie Gleichung spnclzl das kommutative Gesetz für die Addi
tion von Enden aus. 

o Um das assoziative 
Gesetz für die Addition 
von Enden zu beweisen, 
bezeichnen wir mit So' Sa' 
Sfl bez. die Spiegelungen an 

+.l.-~-4.......J1--~~-+-- -1 den Geraden (0, (0), (a, (0), 
(ß, (0); nach Satz 5 in § I 

gibt es dann gewiß eine Gerade 
(a, (0), so daß für die Spiegelung So 
an dieser Geraden die Formel 

\ So = SflSoSa 
'-"...-" 

00 gilt. Da bei der Operation SflSoSa 
der Punkt 0 a in den Punkt 0 fl über

geht, so ist notwendig 0 fI das Spiegelbild von 0 a an der Ge
raden (a. (0), und folglich wird a = IX + (J, d. h. es gilt die 
Formel S 

a+fl = SflSOSa' 

Bezeichnet rebenfalls em Ende, so lehrt die wiederholte 
Anwendung der eben gefundenen Formel: 

Sa+(fI+,,) == Sfl+"SoSa = S"SOSflSOSa' 

S(a+I1)+" = S"SOSa+fl = S"SoSflSoSa 
und folglich ist 
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und mithin auch 
a + (fl + r) =- (a + P) + r· 

Die vorhin abgeleitete Formel 

Sa.+{J = S{JSoSa 
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lehrt zugleich, daß die angegebene Konstruktion der Summe 
zweier Enden von der getroffenen Wahl des Punktes 0 auf 
der Geraden (0,00) unabhängig ist. Be- 0 
zeichnet mithin 0' irgendeinenvon 0 
verschiedenen Punkt der Geraden (0,00) 
und sind O~, 0; die 0 
Spiegelbilder des Punk- +1. -----=+------ -~ 

tes 0' bez. an den Ge- " _____ ~.A4_-------lIe 
raden (a, (0). (fl, (0), so 
ist die Mittelsenkrechte tJ ____ -=B=+-______ -{J 

auf O~ 0'(1 wiederum C 
die Gerade (a+p, (0). «-tJ------"'-+------ -a.fJ 

Wir führen hier noch eine Tatsache 
an, deren Kenntnis für unsere Entwicke-
lungen in § 4 nötig ist. 

Wenn wir die Gefade (a, (0) an der 00 

Geraden (fl, (0) spiegeln, so entsteht die Gerade (2P - a,oo). 
In der Tat, ist P irgendein Punkt derjenigen Geraden, 

die aus (a,oo) durch Spiegelung an (fl. (0) vorgeht, so bleibt 
derselbe offenbar ungeändert, wenn wir auf ihn der Reihe 
nach die Spiegelungen· 

S{J' So' S_a' So' S{J 
anwenden. Wegen der obigen Formel ist aber 

S{JSoS_aSIJ~fI == SS{J-a' 
d. h. jener zusammengesetzte Prozeß kommt einer Spiegelung 
an der Geraden (2 ß - a, (0) gleich; der Punkt P liegt mit
hin notwendig auf der letzteren Geraden. 
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§ 3· 
Die Multiplikation der Enden. 

Wir definieren jetzt das Produkt zweier Enden folgender
maßen: 

Erklärung. Wenn ein Ende auf derselben Seite der Ge
raden (0,00) wie das Ende + I liegt, so heiße das Ende 
positiv, und wenn ein Ende auf derselben Seite der Geraden 
(0,00) wie das Ende - I liegt, so heiße das Ende negativ. 

Es seien nun er, p irgend zwei von 0 und 00 verschiedene 
Enden. Die beiden Geraden (a, - a) und (p, - fJ) stehen 
senkrecht auf der Geraden (0,00); sie mägen diese Gerade 
bez. in A ulld B schneiden. Femer tragen wir die Strecke 
OA von B aus auf der Geraden (0,00) bis C in der Weise 
ab, daß auf der Geraden (0,00) die Richtung von 0 nach 
A die nämliche wie die Richtung von B nach C ist: dann 
konstruieren wir in C auf der Geraden (0,00) die Senkrechte 
und bezeichnen das positive oder das negative Ende dieser 
Senkrechten als das Produkt ap der heiden Enden a, p, je nach
dem diese Enden entweder beide positiv bez. beide negativ 
oder eines positiv und das andere negativ ist. 

Wir setzen endlich die Formel 

fest. 
Auf Grund der Axiome m, 1-3 über die Kongruenz von 

Strecken erkennen wir unmittelbar die Gültigkeit der Formeln 

ap =- pa, 

a(Pr) ... (ap)y, 
d. h. es 1J11t sowohl das kommulalzfJe wie auen das assosialioe. Ge-
seb für die Multiplillalion von Enden. 

Auch finden wir leicht, daß die Formeln 

I . a -= a, (- I)a == - a 

gelten, und daß, wenn die Enden a, p einer Geraden die 
Gleichung 
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a{J - - I 

erfüllen, diese durch den Funkt 0 gehen muß. 
Die Möglichkeit der Division erhellt unmittelbar; auch gibt 

es zu jedem positiven Ende 111 stets ein positives (und ebenso 
ein negatives) Ende, dessen Quadrat jenem Ende 111 

o 
gleich wird und welchesdabermit Y; bezeichnet wer-
den möge. p,~~--____________ ~ __ 

Um das distribu- "{J~--;;: __ 
tive Gesetz für die 1'=:::::---""-"-:?', ...----------1'----
Rechnung mit En- "'1 ~-~":.:::-"--~.",,-------------- --------

den zu beweisen, ~::---'.!.,' ~",,;"y..----f---
konstruieren wir 
zunächst aus den 
Enden fl und rauf 
die in § 2 angege
bene Weise dasEn-

+J------~-~~~~pL----

de fJ+r. Suchen wir sodann auf die 
eben angegebene Weise die Enden 
"p, ar,"(fJ + r), so erkennen wir, daß diese 
Konstruktion auf einer Verschiebung der 
Ebene längs der Geraden (0, (0) um die 
Strecke OA hinausläuft, und wenn wir 
demnach die Summe der Enden "fl und 
"r durch eine Konstruktion von A aus an
statt von 0 aus ermitteln -- was nach einer der Bemer
kungen in § 2 gestattet ist -, so ergibt sich in der Tat für 
diese Summe das Ende "(fJ + r), d. h. es gilt die Formel: 

"fl + "r = "(fJ + r)· 

§ 4· 
Die Gleichung des Punktes. 

Nachdem wir in §2-§3 erkannt haben, daß für die Rech
nung mit F..nden die nämlichen Regeln gelten wie für die 
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Rechnung mit gewöhnlichen Zahlen, bietet der Aufbau der 
Geometrie keine weiteren Schwierigkeiten; er geschehe etwa 
in folgender Weise: 

Wenn ~''1 die Enden irgendeinerGeraden sind, so mögen 
die Enden 

t/.=-h. 
71_ e+'1 

2 

die Koordinaten jener Geraden heiJen. Es gilt die fundamen
tale Tatsache: 

Wenn fit fl. '1 drei E1IIIm von so/dur Buc/Jaffinlzeil sind, Jaß 
tiIu Etuk 4«'1- fll positiv ausfrillt, so lao/'m die sämtlichm Ge
radm, derm KoortlintJIm u, v der Gleidnmg 

«u + flv + '1 - 0 

genügen, durch einen Punkt. 
Beweis. Konstruieren wir gemäß § 2-§ 3 die Enden 

2« 11 
,,- ,1- • 

V4«1-1I1 V4«1-II1 

so nimmt mit Rücksicht auf die Bedeutung der Koordinaten 
u, v und da jedenfalls «+ 0 ist, die vorgelegte lineare Glei
chung die Gestalt an 

(,,~ + 1) ("'I + 1) ... - I. 

Wir wollen nunmehr die Transformation eines willkürlich 
veränderlichen Endes ID untersuchen, welche durch die Formel 

ID' ..... "ID + 1 
vermittelt wird. Zu dem Zwecke betrachten wir zunächst 
die Transformationen 

co' =- "CD und ti)' -= CD + 1-

Was die erstere Transformation betrifft, so kommt offen
bar die Multiplikation des willkürlichen Endes ID mit einer 
Konstanten " nach § 3 einer Verschiebung der Ebene längs 
der Geraden (0, (0) um eine gewisse von" abhängige Strecke 
gleich. 
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Aber auch der letzteren Transformation, d.h.der Zufügung 
des Endes l. zu dem willkürlich veränderlichen Ende m, ent
spricht eine gewisse nur von l. abhängige Bewegung der Ebene 
in sich, nämlich eine solche, die sich als eine Drehung der 
Ebene um das Ende 00 auffassen läßt. 

Um dies einzusehen, bedenken wir, daß nach den Dar
legungen am Schluß von § 2 die Gerade (m, (0) durch Spie
gelung an der Geraden (o, (0) in die Gerade (- m, (0) 
und diese wiederum durch Spiegelung an der Geraden 

(! ' (0) in die Gerade (m + 1, (0) übergeht, d. h. die Hin

zufügung des Endes 1 zu dem willkürlich veränderlichen Ende 
m kommt den nacheinander ausgeführten Spiegelungen an 

den Geraden (o, (0) und (! ' (0) gleich. 

Aus dem eben Bewiesenen folgt, daß, wenn S,." die Enden 
einer Geraden sind, durch die Formeln 

f="s + 1, 

.,,' = "." + A. 
sich die Enden einer solchen Geraden bestimmen, die durch 
eine gewisse allein von Ho 1 abhängige Bewegung. der Ebene 
aus der Geraden mit den Enden s,." hervorgeht. Da aber 
die obige Gleichung 

("s + 1){"11 + 1) = - 1 

für die Enden S', t{ die Relation 

S'1I' = - I 

zur Folge hat und nach einer Bemerkung in § J diese Relation 
die Bedingung dafür ist, daß die betreffenden Geraden durch 
den Punkt 0 laufen, so ersehen wir, daß auch alle der ur
sprünglichen Gleichung 

("s + 1){"1I + 1) - - 1 

genügenden Geraden (s, 11) durch einen Punkt laufen, und 
damit ist der Beweis für den aufgestellten Satz vollkommen 
erbracht. 
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Nachdem wir erkannt haben, daß die Gleichung des 
Punktes in Linienkoordinaten eine lineare ist, folgern wir 
leicht den speziellen Pascalschen Satz für das Geradenpaar 
und den Desarguesschen Satz tiber perllpektiv liegende Drei
ecke, sowie die übrigen Sätze der projektiven Geometrie. 
Auch sind dann die bekannten Formeln der Bolyai-bobat
schefskyschen Geometrie ohne Schwierigkeit ableitbar, und 
damit ist der Aufbau dieser Geometrie mit alleiniger Hilfe 
der Axiome I-IV vollendet. 



Anhang IV. 

Ober die Grundlagen der Geometrie.1) 

[Aus Math. Ann. Bd. 56, 1902.J 

Die Untersuchungen von Riemann und Heimholtz über 
die Grundlagen der Geometrie veranlaßten Lie, das Problem 
der axiomatischen Behandlung der Geometrie unter Voran
steIlung des Gruppenbegriffes in Angriff zu nehmen, und 
führten diesen scharfsinnigen Mathematiker zu einem System 
von Axiomen, von denen er mittels seiner Theorie der Trans
formationsgruppen nachwies. daß sie zum Aufbau der Geo
metrie hinreichend sind.') 

Nun hat Lie bei der Begründung seiner Theorie der Trans
formationsgruppen stets die Annahme gemacht, daß die die 
Gruppe definierenden Funktionen differenziert werden kön
nen, und daher bleibt in den Lieschen Entwickelungen un
erörtert, ob die Annahme der Differenzierbarkeit bei der 
F.rage nach den Axiomen der Geometrie tatsächlich unver
meidlich ist, oder ob die Differenzierbarkeit der betreffenden 
Funktionen nicht vielmehr als eine Folge des Gruppenbe
griffes und der übrigen geometrischen Axiome erscheint. Auch 
ist Lie zufolge seines Verfahrens genötigt, ausdrücklich das 
Axiom aufzustellen, daß die Gruppe der Bewegungen von 
infinitesimalen Transformationen erzeugt sei. Diese Forde
rungen, sowie wesentliche Bestandteile der übrigen von Lie 
zugrunde gelegten Axiome bezüglich der Natur der die Punkte 
in gleicher Entfernung definierenden Gleichung lassen sich 

J) Zur Kennzeichnung der nachfolgenden Begründungsweise der 
Geometrie im Vergleich mit dem in meiner Festschrift "Grundlagen 
der Geometrie" befolgten Verfahren sehe man die am Schluß dieser 
Abhandlung gemachte Bemerkung (S. 216). 

2) Lie-Engel. Theorie der Transformationsgruppen Bd. 3 Ab
teilung 5. 
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rein geometrisch nur auf recht gezwungene und komplizierte 
Weise zum Ausdruck bringen und scheinen überdies nur 
durch die von Lie benutzte analytische Methode, nicht durch 
das Problem selbst bedingt. 

Ich habe daher im Folgenden für die ebene Geometrie ein 
System von Axiomen aufzustellen gesucht, welches, ebenfalls 
auf dem Begriff der Gruppe beruhend, nur einfache und geo
metrisch übersichtliche Forderungen enthält und insbeson
dere die Differenzierbarkeit der die Bewegung vermittelnden 
Funktionen keineswegs voraussetzt. Die Axiome des von mir 
aufgestellten Systems sind als spezielle Bestandteile in den 
Li eschen Axiomen enthalten oder, wie ich glaube, aus ihnen 
sofort ableitbar. 

Meine Beweisführung ist völlig von der Methode Li e s ver
schieden: ich operiere vornehmlich mit den von G. Cantor 
ausgebildeten Begriffen der Theorie der Punktmengen und 
benutze den Satz von C. Jordan, wonach jede ebene stetig
geschlossene Kur've ohne Doppelpunkte die Ebene in ein 
inneres und ein äußeres Gebiet teilt. 

Gewiß sind auch in dem von mir aufgestellten System noch 
einzelne Bestandteile entbehrlich; doch habe ich von einer 
weiteren Untersuchung dieses Umstandes abgesehen aus 
Rücksicht auf die einfache Fassung der Axiome und vor allem, 
weil ich eine verhältnismäßig zu komplizierte und geometrisch 
nicht übersichtliche Beweisführung vermeiden wollte. 

Ich behandle im Folgenden die Axiome nur für die Ebene, 
obwohl ich meine, daß ein analoges Axiomensystem für den 
Raum aufgestellt werden kann, das den Aufbau der räum
lichen Geometrie in analoger Weise ermöglicht.1) 

Wir schicken einige Erklärungen voraus. 

I) Durcb die nachfolgende Untersuchung wird zugleich, wie ich 
glaube, eine allgemeine die Gruppentheorie betreffende Frage, die 
ich in meinem Vortrag "Mathematische Probleme", Göttinger Nach. 
richten 1900, S. 17 aufgeworfen habe, für den speziellen Fall der 
Gruppe der Bewegungen in der Ebene beantwortet. 
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Erklärungen. Wh: verstehen unter der ZaAlmehene die 
gewöhnliche Ebene mit einem rechtwinkligen Koordinaten
system .x, y. 

Eine doppelpunktlose und einschließlich ihrer Endpunkte 
stetige Kurve in dieser Zahlenebene heiße eine Jon:lonsc", 
Kuroe. Ist eine ]ordansche Kurve geschlossen, so heiße das 
Innere des von derselben begrenzten Gebietes der Zahlen
ebene ein JortIansdlls Gemel. 

Der leichteren Darstellung und Faßlichkeit wegen will ich 
in der vorliegenden Untersuchung die Definition der Ebene 
enger fassen, als es meine Beweisführung erfordertl), ich will 
nämlich annehmen, daß es möglich ist, die sämtlichen Punkte 
unserer Geometrie zugleich auf die im Endlichen gelegenen 
Punkte der Zahlenebene oder auf ein bestimmtes Teilsystem 

1). Betreffs der weiteren Fassung des Begriffes der Ebene vergleiche 
man meine Note über die Grundlagen der Geometrie in den Göttinger 
Nachrichten 1902. Ich habe daIIelbst die folgende allgemeinere Defi. 
nition der Ebene aufgestellt: 

Di4 Ebene ist ein Systtm 'Von Dingen, welche Punkte heißen. :leder 
Punkt A bestimmt gt1'1lJisse Tt1Üsysteme 'Von Punkten, IIU denen er sellut 
reMrt und welche Umgebungen des Punktes A heijlen 

Di4 Punkte einer Umgoebung lassen sich stets umkehrbar eindeutig 
auf di4 Punkte eines ge'llJissen :lordtuuchm Gebietes in "der ZtJhlmebme 
abbilden. Das JordanscM Gelnlt wzrd ein Büd}117I41'" UmKebunK 
genannt. 

:ledes in einem Büde enthaltene Jordansche Gebüt, innerhalb dessen 
der Punkt A liegt, ist wiederum ein Biltl einer Umrebung- 'Von A. 
Liegen 'Verschiedene Büder einer Umgebunr 'Vor, so ist die dadurch 
vermittelte umkehrbar eindeutil"e Transformation der betreffenden 
:J0rdanschen Gebüte aufeinander eine stetip. 

Ist B zrgmdein Punkt in einer Umgebung 'Von A, so ist diese 
UmKebung auch zugleich ezn, Umgebung 'Von B. 

Zu irgend Wlez· Umgoebungen eines Punktes A ribt es stets ezn, 
solche Umgebung des Punktes A, die bez"dm Umrebungen gemez"n. 
sam ist. 

1Venn A und B zrrend _ei Punkte unser" Ebene sind, so gwt 
es stets eine Umgebung 'Von A, die ,zurleich den Punkt B enthält. 

Diese Forderungen enthalten, wie mir scheint, für den Fan zweier 
Dimensionen die scharfe Definition des Begriffes, den Riemann und 
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derselben umkehrbar eindeutig abzubilden, so daß dann jeder 
Punkt ul'serer Geometrie durch ein bestimmtes Zahlenpaar 
x,y charakterisiert ist. Wir formulieren diese Fassung des 
Begriffes der Ebene wie folgt: 

Definition der Ebene. Die Ebme ist ein System von Dingen, dü 
Punkte heißen, und die sich umkehrbar eindeutig auf die im Endlichen 
gelegenen Punkte der Zahlenebme oder auf ein gewisses Tez1system 
derselben aMildm lassen; diese Punkte der Zahlenebene (d. h. die 
Bildpunkte) werden auch zugleich zur Bezeichnung der Punkte un
serer Ebene selbst verwandt. 

Zu jedem Punkle A unserer Ebene gibt es in der Zahlmebene 
Jordansehe Gebiete, in denen der Bildpunkt von A liegt und deren 
sämtltche Punkte ebenfalls Punkte unserer Ebene darstellen. Diese 
Jordansehen Gebiete heißen Umgebungen des Punktes A. 

Jedes in einer Umgebung von A enthaltene Jordansehe Gebiet, 
innerhalb dessen der Punkt A (Bildpunkt von A) liegt, ist wiederu1l1 
eine Umgebung von A. 

Ist Birgendein Punkt in einer Umgebung von A, so ist diese 
Umgebung auch zugleIch eine Umgebung von B. 

Wenn A und B irgend zwei Punkte unserer Ebene sind, so gibt 
es stets eine Umgebung von A, die zugleich den Punkt B enthält. 

Wir werden die Bew~gung als eine umkehrbar eindeutige 
Transformation unserer Ebene in sich definieren. Offenbar 
lassen sich von vornherein zwei Arten von umkehrbar ein-

Heimholtz als "mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit" undLie als 
"Zahlenmannigfaltigkeit" bezeichneten und ihren gesamten Untersuchun· 
gen zugrunde legten. Auch bieten sie die Grundlage für eine strenge 
axiomatische Behandlung der Analysis situs. 

Indem wir die obige engere Definition der Ebene annehmen, wird 
offenbar die elliptische Geometrie von vornherein ausgeschlossen, da 
sich deren Punkte nicht in einer mit unseren Axiomen verträglichen 
Weise auf die im Endlichen gelegenen Punkte der Zahlenebene ab. 
bilden lassen. Es ist jedoch nicht schwer, die Abänderungen zu er· 
kennen, die in unserer Beweisführung nötig sind, wenn man die weitere 
Fassung des Begriffes der Ebene zugrunde legt. 
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deutigen stetigen Transformationen der Zahlenebene in sich 
unterscheiden. Nehmen wir nämlich irgendeine geschlossene 
Jordansehe Kurve in der Zahlen ebene an und denken uns 
dieselbe in einem bestimmten Sinne durchlaufen, so geht die
selbe bei einer solchen Transformation wiederum in eine ge
schlossene Jordansehe Kurve über, die in einem gewissen 
Sinne umlaufen wird. Wir wollen nun in der gegenwärtigen 
Untersuchung annehmen, daß dieser Umlaufssinn derselbe ist, 
wie für die ursprüngliche Jordansehe Kurve, wenn wir eine 
Transformation der Zahlenebene in sich anwenden, welche 
eine Bewegung definiert. Diese Annahme 1) bedingt folgende 
Fassung des Begriffes der Bewegung: 

.Defim·tion der Bewegung. Eine Bewegung ist eine umkehrbar 
eindeutige stetige Transfo171l4tion der Bz1dpunllle der Zahlenebene 
in sich von der Art, daß dabez' de,. Umlauftsinn einer geschlossenen 
jordanschen Kurve stels derselbe bleibt. ])ie Umkehrung der zu 
einer Bewegunggehörmdm Transformahonistwiedereine Bewegung. 

Eine Bewegung, bei welcher ein Punkt M ungeändert bleibt, heißt 
eine .Drehung um dm Fllnkt M. 

Nach Festlegung des Begriffes "Ebene" und "Bewegung" 
stellen wir folgende drei Axiome auf: 

Axzom I. Werden zwei Bewegungen hintereinander ausgefiihrt, 
so ist die dann entstehende Transformah"on unserer Ebene in sich 
wiederum eine Bewegung. 

Wir sagen kurz: 
Axiom I. Die BeffJeg1mgen hilden eine Gruppe. 

I) Bei Lie ist diese Annahme in der Forderung erhalten, daß die 
Gruppe der Bewegung durch infinitesimale Transformationen erzeugt 
sei. Die entgegengesetzte Annahme (d. h. die Annahme der Möglich
keit von Umlegungen) würde wesentlich die BeweisfUhrung f'rleichtern, 
insofern als dann die "wahre Geradt" unmittelbar als der Ort der
jenigen Punkte definiert werden kann, welche bei einer den Umlaufs
sinn ändernden Transformation, die ~wei Punkte ungeändert läSt, fest 
bleiben. 
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Axiom II. Wenn A und M oelieoige voneinander vend,iedene 
PunlUe der E!Jene sind" so kann man den Punkl A durc" .Drehung 
um M siels in unendl;clz'/Jiele verschiedene Lagen bringen. 

Nennen wir die Gesamtheit derjenigen Punkte, die durch die 
sämtlichen Drehungen um M aus einem von M verschiedenen 
Punkte entstehen, einen wahren Kreis in unserer ebenen Ge0-
metrie, so können wir die Aussage des Axioms II auch so fassen: 

Axiom n. :Jeder f!iJah.,.e K.,.eis besteht aus 1ItIefUl
IIch"ielen Punkten. 

Dem letzten noch erforderlichen Axiom schicken wir eine 
Erklärung voraus. 

Erklärung. Es sei AB ein bestimmtes Punktepaar in un
serer Geometrie; mit den nämlichen Buchstaben mögen auch 
die Bilder dieses Punktepaares in derZahlenebene bezeichnet 
werden. Wir grenzen um die Punkte A und B in der Zahlen
ebene je eine Umgebung a bez. {J ab. Wenn ein Punkt A* 
in die Umgebung « und zugleich ein Punkt B* in die Um
gebung {J fällt, so sagen wir: das Punktepaar A* B* liegt in 
der Umgebung a{J von AB. Die Aussage, daß diese Umgebung 
a{J beliebig klein sei, soll bedeuten, daß a eine beliebig kleine 
Umgebung von A und zugleich {J eine beliebig kleine Um
gebung von Bist. 

Es sei ABC ein bestimmtes Punktetripel in unserer Geo~ 
metrie; mit den nämlichen Buchstaben mögen auch die Bilder 
dieses Punktetripels in der Zahlenebene bezeichnet werden. 
Wir grenzen um die Punkte A, B, C in der Zahlenebene je 
eine Un:gebu~g a, bez. p, bez." ab. Wenn ein Punkt A* in 
die Umgebung a und zugleich ein Punkt B* in die Umge
bung {J und ein Punkt C* in die Umgebung" rant, so sagen 
wir: das Punktetripel A*B*C* liegt in der Umgebung aßr 
von ABC. Die Aussage, daß diese Umgebung «{Jr beliebig 
klein sei, soll bedeuten, daß a eine beliebig kleine Umgebung 
von A und zugleich {J eine beliebig kleine Umgebung von B 
und " eine beliebig kleine Umgebung von C ist. 
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Beim Gebrauch der Worte "Punktepaar" und "Punkte
tripel" wird nicht angenommen, daß die Punkte des Punkte
paares oder des Punktetripels voneinander verschieden sind. 

Axiom 111. Wenn es Bewegungen gibt, durch welche Punkte
tripel in beliebiger Nähe des Punkletripels ABC in beliebige Nähe 
des Punktetnpels A'B'C' übergeführl werden klJnnen, so gibt es 
sieis auch eine solche Bewegung, durch. welche dtu Punktelnpel 
ABC genau in das Punk/etnpel A' B' C' übergeht.1) 

Die Aussage dieses Axioms wollen wir kurz so ausdrücken: 
Axiom m. Die Bewegungen bilden ein a,lJge

scl,lossenes System. 
Wenn wir in Axiom m gewisse Punkte der Punktetripel 

zusammenfallen lassen, so ergeben sich leicht einige spezielle 
Fälle des Axioms 111, die wir noch besonders hervorheben, 
wie folgt: 

Wenn es Drehungen um einen Punkt M gibt, durch welche 
Punktepaare in beliebiger Nähe des Punktepaares AB in 
beliebige Nähe des Punktepaares A'B' übergeführt werden 
können, so gibt es stets auch eine solche Drehung um M. 
durch welche das Punktepaar AB genau in das Punktepaar 
A' B' Übergeht. 

Wenn es Bewegungen gibt, durch welche Punktepaare in 
beliebiger Nähe des Punktepaares AB. in beliebige Nähe des 
Punktepaares A' B' übergeführt werden können, so gibt es 
stets auch eine solche Bewegung, durch welche das Punkte
paar AB genau in das Punktepaar A'B' übergeht. 

'Wenn es Drehungen um den Punkt M gibt, durch welche 
Punkte in beliebiger Nähe des Punktes A in beliebige Nähe 
von A' übergeführt werden können, so gibt es stets auch 
eine solche Drehung um M, durch welche A genau in A' 
übergeht. 

1) Es genügt, Axiom III für genügend kleine Umgebungen als er
füllt anzunehmen, wie es ähnlich auch bei Lie geschieht; meine Be
weisführung läßt sich so abändern, daß nur diese engere Annahme darin 
benutzt wird. 



Anhang IV 

Diesen letztenSpezialfall des Axioms TIr werde' ich bei der 
nachfolgenden Beweisführung oftmals in der Weise anwenden, 
daß für A der Punkt M eintritt.1) 

Ich beweise nun folgende Behauptung: 
Eine ebene Geometrie, in welcher die Axiome I-III 

erfüllt sind, isl entweder die Euklidische oder die Bolyai
Lobatschifskysche ebene Geometrie. 

Wollen wir allein die Euklidische Geometrie erhalten, so 
haben wir nur nötig, bei Axiom I den Zusatz zu machen, daß 
die tJruppe der Bewegungen eine invariante Untergruppe be
sitzen soll. Dieser Zusatz vertritt die Stelle des Parallelen
axioms. 

Den Gedankengang meiner Beweisführung möchte ich kurz 
wie folgt skizzieren: 

In der Umgebung irgendeines Punktes M wird durch ein 
besonderes Verfahren ein gewisses Punktgebilde kk und auf 
diesem ein gewisser Punkt Kkonstruiert (§ I-§ 2) und dann 
der wahre Kreis " durch KumM der Untersuchung unter
worfen (§ 3). Es ergibt sich, daß der wahre Kreis" eine ab
geschlossene und in sich dichte, d. h. eine perfekte Punkt
menge ist. 

Das nächste Ziel unserer Entwickelungen besteht darin, 
zu zeigen, daß der wahre Kreis" eine geschlossene Jordan
sche Kurve ist.1) Dies gelingt, indem wir zunächst die Möglich-

1) Eine Folgerung, die ich im mündlichen Vortrage in der Fest
sitzung zur Jubelfeier der Ges. d. Wiss. zu Göttingen 1901 als be
sonderes Axiom aufgeführt habe, ist diese: "Irgend zwei Punkte köunen 
durch Bewegung niemals in beliebige Nähe zueinander geraten." Es 
wäre zu untersuchen, inwieweit bez. mit welchen Forderungeb zu
samD;len diese Forderung das oben aufgestellte Axiom In zu ersetzen 
imstande ist. 

2) Vgl. hierzu die ein ähnliches Ziel verfolgende interessante Note 
von A. Schönflies: ,;Über einen grundlegenden Satz der Analysis Situs", 
Göttinger Nachrichten 1902, sowie weitere Ausführungen und Literatur
angaben ; "Berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Erg.-Bd. n 
(1908) S. 158 u.-S. 178. 
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keit einer Anordnung der Punkte des wahren Kreises " er
kennen (§ 4-§ 5), hieraus eine umkehrbar eindeutigeAbbildung 
der Punkte von " auf die Punkte eines gewöhnlichen Kreises 
schließen (§6-§ 7) und endlich beweisen, daß diese Abbildung 
notwendig eine stetige sein muß (§ 8). Nunmehr ergibt sich 
auch, daß das ursprünglich konstruierte Punktgebilde kk. mit 
dem wahren Kreise" identisch. ist (§ 9). Weiter gilt der Satz, 
daß jeder wahre Kreis innerhalb" ebenfalls eine geschlossene 
Jordansche Kurve ist (§ IO-§ 12). 

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der Gruppe der 
Transformationen, die bei den Drehungen der Ebene um M 
der wahre Kreis" in sich erfährt (§ 13). Diese Gruppe besitzt 
folgende Eigenschaften: I) Jede Drehung um M, die einen 
Punkt von" festläßt, läßt alle Punkte desselben fest (§ 14). 
2) Es gibt stets eine Drehung um M, die irgendeinen ge
gebenen Punkt von" in irgendeinen anderen Punkt von" über
führt (§ 15). 3) Die Gruppe der Drehungen um M ist eitle 
stetige (§ 16). Diese drei Eigenschaften bestimmen vollständig 
den Bau der Gruppe der Transformationen, die allen Drehungen 
des wahren Kreises in sich entsprechen. Wir stellen nämlich 
den folgenden Satz auf: Die Gruppe aller Transformationen 
des wahren Kreises" in sich, die Drehungen um M sind, ist 
holoedrisch isomorph mit der Gruppe der gewöhnlichen Dre
hungen des gewöhnlichen Kreises in sich (§ 17-§ 18). 

Nunmehr untersuchen wir die Gruppe der Transformationen 
aller Punkte unserer Ebene bei Drehungen um M. Es gilt 
der Satz, daß es außer der Identität keine Drehung der Ebene 
um M gibt welche jeden Punkt eines wahren Kreises,... festläßt 
(§ 19). Wir erkennen jetzt, daß jeder wahre Kreis eine ge
schlossene Jordansche Kurve ist, und gewinnen Formeln für 
die Transformationen jener Gruppe aller Drehungen um M 
(§ 20-§ 21). Endlich folgen leicht die Sätze: Wenn irgend 
zwei Punkte bei einer Bewegung der Ebene festbleiben, so 
bleiben alle Punkte fest, d. h. die Bewegung ist die Iden
tität. Jeder Punkt der Ebene läßt sich durch eine geeignete 

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 5. Anfl. 12 
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Bewegung in jeden anderen Punkt der Ebene überführen 
(§ 22). 

Unser wichtigstes weiteres Ziel besteht darin, den Begriff 
der wahren Geraden in unserer Geometrie zu definieren und 
die für den Aufbau der Geometrie notwendigen Eigenschaften 
dieses Begriffes zu entwickeln. Zunächst werden die Begriffe 
Halbdrehung und Mitte einer Strecke definiert (§ 23). Eine 
Strecke hat höchstens eine Mitte (§ 24), und wenn man von 
einer Strecke ihre Mitte kennt, so folgt, daß auch jede kleinere 
Strecke eine Mitte besitzt (§ 2S-§ 26). 

Um die Lage der Streckenmitten zu beurteilen, haben wir 
einige Sätze über sich berührende wahre Kreise nötig, und 
zwar kommt es vor allem daraufan, zwei zueinander kongruente 
Kreise zu konstruieren, die sich einander von außen in einem 
und nur in einem Punkte berühren (§ 27). Wir leiten ferner 
einen allgemeinen Satz über Kreise, die sich von innen be
rühren, ab (§ 28) und so dann einen Satz über den besonderen 
Fall, daß der von innen berührende Kreis durch den Mittel
punkt des berührten Kreises geht (§ 29). 

Nunmehr wird eine bestimmte genügend kleine Strecke als 
Einheitsstrecke zugrunde gelegt und aus dieser durch fort
gesetzte Halbierung und Halbdrehung ein System von Punkten 
von der Art konstruiert, daß jedem Punkte dieses Systems eine 
bestimmte Zahl a zugeordnet erscheint, die rational ist und 
nur eine Potenz von 2 als Nenner hat (§30). Nach Aufstellung 
eines Gesetzes über diese Zuordnung (§ 31) werden die Punkte 
des gewonnenen Punktsystems untereinander angeordnet, 
wobei die früheren Sätze über sich berührende Kreise zur 
Geltung kommen (§ 32). Jetzt gelingt der Nachweis, daß die 
den Zahlen t, t,i ... entsprechenden Punkte gegen den Punkt ° 
konvergieren (§ 33). Dieser Satz wird schrittweise verallge
meinert, bis wir schließlich erkennen, daß eine jede Punkt
reihe unseres Systems konvergiert, sobald die entsprechende 
Zahlenreihe konvergiert (§ 34-§ 35). 

Nach diesen Vorbereitungen gelingt die Definition der 
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'wahren Geraden als eines Systems von Punkten, die aus zwei 
zugrunde gelegten Punkten entstehen, wenn man fortgesetzt 
die Mitten nimmt, Halbdrehungen ausführt und die Häufungs
stellen aller erhaltenen Punkte hinzufügt (§ 36). Sodann können 
wir beweisen, daß die wahre Gerade eine stetige Kurve ist 
(§37), keinen Doppelpunkt besitzt (§38) und mit irgendeiQer 
anderen wahren Geraden höchstens einen Punkt gemein hat 
(§ 39). Es ergibt sich ferner, daß die wahre Gerade jeden um 
einen ihrer Punkte gelegten Kreis schneidet, und hieraus folgt, 
daß man irgend zwei beliebige Punkte der Ebene stets durch 
eine wahre Gerade verbinden kann (§40). Auch erkennen wir 
in unserer Geometrie die Kongruenzsätze als gültig, wobei sich 
jedoch zwei Dreiecke nur dann als kongruent erweisen, wenn 
für sie auch der Umlauf sinn der gleiche ist (§ 4 I). 

Hinsichtlich der Lage des Systems aller wahren Geraden 
gegeneinander sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
das Parallelenaxiom gültig ist oder durch jeden Punkt zu einer 
gegebenen Geraden zwei Ger~de existieren, die die schneiden
den Geraden von den nicht schneidenden Geraden abgrenzen. 
Im ersteren Falle gelangen wir zur Euklidischen, im letzteren 
zu Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie (§ 42). 

§ 1. 

Es sei 111 irgendein Punkt in unserer Geometrie und zugleich 
der Bildpunkt in der Zahlenebene x, y. Unser nächstes Ziel 
ist dann, um M gewisse Punktgebilde zu konstruieren, die sich 
schließlich als die wahren Kreise um M herausstellen werden. 

Wir schlagen in derZahlenebene uml/lIeinen"Zahlenkreis", 
d. h. einen Kreis st' im Sinne der gewöhnlichen Maßbestimmung, 
so klein, daß sämtliche Punkte innerhalb undaufdiesemKreise 
§ ebenfalls Bildpunkte sind und es auch Punkte außerhalb 
st' gibt. Dann gibt es gewiß einen zu st' konzentrischen Kreis r 
innerhalb st' von der Art, daß sämtliche Bildpunkte iDuerhalb 
dieses Kreises r bei beliebigen Drehungen um 1/1 innerhalb 
des Kreises JlI bleiben. 
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Um dies zu beweisen, betrachten wir in der Zahlenebene 
eine unendliche Reihe von konzentrischen Zahlenkreisen t1, 

f2, Is"" mit abnehmenden und gegen 0 konvergierenden Radien 
und nehmen dann im Gegensatz zur Behauptung in jedem 
dieser Kreise einen Bildpunkt von der Art an, daß derselbe 
bei einer gewissen Drehung um~vIan eine außerhalb des Kreises 
~ gelegene Stelle kommt oder auf die Peripherie des Kreises 
~ ruckt: es sei Ai ein solcher im Kreise fi gelegener Bildpunkt, 
der bei der Drehung Ai in eine außerhalb des Kreises st' oder 
auf demselben gelegene Stelle übergeht. Wir denken uns dann 
von Mnachjedem Punkte Ai den Radius r i des betreffenden 
Zahlenkreises t i gezogen und fassen die Kurve ri ins Auge, 
in welche der Radius r i , bei der Drehung Ai übergeht. Da 
diese Kurve ri vom Punkte l1:lnach einer gewissen Stelle außer
halb oder auf dem Kreise se läuft, so muß sie notwendig die 
Peripherie des Kreises st' treffen; es sei Bi einer dieser Treff
punkte und B eine Verdichtungsstelle der Treffpunkte B l' 
B 2, B s' •••• Nun sei allgemein Ci derjenige Punkt auf dem 
Radius ri , der bei der Drehung Ai in Bi übergeht. Da die 
Punkte Cl' CJ , Cs' ... gegen 3f konvergieren, so gibt es nach 
Axiom III eine Drehung um lVI, bei welcher der auf der Peri
pherie des Kreises sr gelegene Punkt B in den Punkt LV über
geh •. Dies widerspricht dem vorhin definierten Begriff der Be
wegung. 

§ 2. 

Wie bereits in § I festgesetzt, sei tein Zahlenkreis inner
halb $t', der die Bedingungen des dort bewiesenen Satzes er
füllt, so daß sämtliche Bildpunkte innerhalb t bei den Drehun
gen um M innerhalb st' bleiben; ferner sei kein Zahlenkreis 
innerhalb f, dessen sämtliche Punkte bei den Drehungen um 
M innerhalb f bleiben. Dann bezeichnen wir kurz diejenigen 
Punkte der Zahlenebene, die bei irgendeiner Drehung um M 
aus Punkten innerhalb oder auf k entstehen, als unbedeckt. 
Aus Axiom III folgt sofort, daß die bedekten Punkte eine 
abgeschlossene Punktmenge bilden. Ferner sei A ein be-
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stimmter Punkt außerhalb ~, welcher Bildpunkt für einen 
Punkt unserer Geometrie ist. Wenn sich nun ein unbedeckter 
Punkt A' durch eine Jordansche Kurve, die aus lauter un
bedeckten Punkten besteht. mit A verbinden läßt, so heiße 
A' außerhalb kk gelegen. Insbesondere sind alle Punkte außer
halb des Zahlenkreises f gewiß außerhalb kk gelegene Punkte. 
Jeder bedeckte Punkt, zu dem in beliebig kleiner Umgebung 
sich Punkte außerhalb kk befinden, heiße ein Punkt auf kk. 
Die Punkte auf kk bilden eine abgeschlossene Punktmenge. 
Diejenigen Punkte j, die weder Punkte außerhalb kk noch 
Punkte auf kk sind, sollen Punkte innerhalb kk heißen. Ins
besondere sind also alle bedeckten Punkte, zu welchen nicht 
in beliebiger Nähe unbedeckte Punkte liegen, wie z. B. der 
Punkt M und die Punkte innerhalb k, sicher innerhalb kk ge
legen. 

§ 3· 
Indem wir bedenken, daß, wie f bestimmt war, A bei den 

Drehungen um M niemals in das Innere von f hineingelangt, 
erkennen wir, daß bei einer jeden Drehung um M die Punkte 
außerhalb kk wieder in Punkte außerhalb kk, ferner die Punkte 
auf kk wieder in Punkte auf kk und die Punkte innerhalb kk 
wiederum in Punkte innerhalb k k übergehen. 

Jeder Punkt auf kk ist nach unserer Festsetzung ein be
deckter Punkt, und da wir wissen, daß die Punkte innerhalb 
k auch innerhalb kk liegen, so schließen wir hieraus folgende 
Tatsache: 

Zu jedem Punkte Kauf kk gibt es gewiß eine Drehung 
A um 111; durch welche ein auf der Peripherie von k gelegener 
Punkt K' nach K gelangt. Der Radius MK' des Zahlenkreises 
k liefert nach der Drehung 6. um AI eine Jordansehe Kurve, 
welche M mit dem Punkte Kauf kk verbindet und die sonst 
ganz innerhalb kk verläuft. 

Zugleich sehen wir, daß mindestens ein Punkt der Peri
pherie des Zahlenkreises k, nämlich gewiß der Punkt K', auf 
kk liegt. 
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Wir verbinden den außerhalb kk gelegenen Punkt A durch 
irgendeine }ordansche Kurve mit Mund bezeichnen jetzt mit 
K denjenigen Punkt dieser }ordanschen Kurve der auf kk 
liegt und von der Art ist, daß alle auf der }ordanschen Kurve 
zwischen Kund A gelegenen Punkte außerhalb kk liegen. 

Sodann fassen wir das System aller aus K durch Drehungen 
um M hervorgehenden Punkte, d. h. den wahren Kreis " um 
M durch K ins Auge. Die Punkte dieses wahren Kreises sind 
sämtlich Punkte auf kk. 

Nach Axiom II enthält" unendlichviele Punkte. Ist K* 
eine Verdichtungsstelle von Punkten des wahren Kreises ", 80 

gehört diese wegen Axiom III ebenfalls zum wahren Kreise "
Bezeichnet A; irgendeinen Punkt des wahren Kreises '" so 
folgt, wenn wir diejenige Drehung um M ausführen, welche 
K* in R;. überführt, daß auch R;. eine Verdichtungsstelle von 
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Punkten des wahren Kreises " ist. Wir erhalten somit den 
Satz: 

Der wahre Kreis " ist eine ahgeschlossene und in sich dichte 
d. h. eine perfekte Punktmenge. 

§ 4· 
Das wichtigste Ziel der nächstfolgenden Entwickelungen be

steht darin, zu zeigen, daß der wahre Kreis" eine geschlossene 
Jordansche Kurve ist. Es wird sich ferner herausstellen, daß 
der wahre Kreis " mit den Punkten auf kk übereinstimmt. 

Zunächst beweisen wir, daß irgend zwei Funkte ..A;, ~ des 
wahren Kreises " siek stds untereinander sowohl durch ezne Jor~ 
dansehe .Kurve verbinden lassen, dz'e abgesehen von den Endpunkten 
ganz innerhalb kk verläuft, als durch ezne solche .1ordansche .Kurve, 
die ahgeseken von den Endpunkten ganz außerhaib kk verläuft. 

In der Tat, ziehen wir entsprechend den obigen Aus
führungen die Jordanschen Kurven M~ und MKz, welche 
innerhalb kk den Mittelpunkt M mit ~ bezüglich Kz ver
binden, und bestimmen auf der Kurve M ~ von Mausgehend 
den letzten auf M ~ gelegenen Punkt P, so bildet das Stück 
P..A; der ersteren Jordanschen Kurve zusammen mit dem 
Stück P K,. der letzteren Jordanschen Kurve eine Verbindungs
kurve von der zuerst verlangten Art. 

Andererseits fassen wir die Drehungen um Mins Auge, bei 
denen Kin.x; bezüglich in .zr, übergeht; die Punkte At bez. ~, 
die dabei aus A entstehen, sind nach § 3 Punkte außerhalb 
kk und lassen sich daher außerhalb kk mit A verbinden. Aus 
diesen Verbindungskurven und denjenigen ]ordanschen Kur
ven, die bei jenen Drehungen aus der in § 3 konstruierten 
Jordanschen Kurve AK entstehen, können wir leicht eine 
Jordansche Kurve zwischen.x; und K; zusammensetzen, die 
ganz außerhalb kk verläuft. 

§ 5· 
Der eben gefundene Satz setzt uns in den Stand, die 

Punkte des wahren Kreises x in bestimmter Weise anzuordnen. 
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Es seien x;, , Xs, AS, K.. irgend vier verschiedene Punkte 
des wahren Kreises '" Wir verbinden die Punkte x;, ,.x;. einer
seits durch eine Jordansche Kurve, die ganz (d. h. zwischen 
x;, und Xs> innerhalb kk verläuft, und andererseits durch eine 
solche, die ganz außerhalb kk verläuft. Da diese beiden Ver
bindungskurven einschließlich ihrer Endpunkte x;, , Xs stetig 
sind, so bilden sie zusammen eine geschlossene Jordansche 
Kurve. Eine in dieser Weise aus x;, , AS hergestellte Kurve 
\Vollen wir stets mit x;,.x;. bezeichnen. Die ganze Zahlen
ebene zenallt dann, abgesehen von x;, A; selbst, nach dem 
bekannten Jordanschen Satze in zwei Gebiete, nämlich das 

Innere und das·Äußere dieser Kurve x;, Ks. Betreffs der Lage 
der Punkte AS, -K.. sind nun zwei Fälle möglich: erstens, die 

Punkte A;, ~ werden durch die Kurve x;, X. nicht getrennt, 
d. h. sie liegen beide innerhalb oder beide außerhalb derselben; 
zweitens, die Punkte Ka; -K.. werden durch die Kurve ~.x;. 
getrennt, d. h. es liegt x;. innerhalb und ~ außerhalb der Kurve 
A;.x;. oder umgekehrt. 

Verbinden wir die Punkte x;, , X. irgendwie anders durch 
einen innerhalb kk und einen außerhalb kk verlaufenden Weg, 
so erkennen wir leicht, daß hinsichtlich der Lage der Punkte 
Ka, -K.. zu der neu entstehenden geschlossenen Jordanschen 

Kurve .R;, 14 gewiß derselbe Fall eintritt wie vorhin. In der 
Tat, liegt beispielsweise der erste Fall vor, und befmden sich 

X;, -K.. b~ide im Innem von A; 14, so verbinde man X; und 
K.. durch einen innerhalb kk verlaufenden Weg W. Sollte 
derselbe aus dem Inneren der geschlossenen Kurve x;,.x;. 
heraustreten, so müßte er im weiteren Verlauf doch schließ
lich wieder in dieses Innere zurückführen; es ist daher ge-

wiß möglich, den außerhalb ~ X. verlaufenden Teil dieses 
Weges W durch einen nahe an dem betreffenden Stücke von 
x;,.x;. verlaufenden Weg zu ersetzen, welcher ganz innerhalb 

kk und zugleich innerhalb ~ K, verläuft, so daß dadurch ein 
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VerbiDduilgsweg W* zwischen A; und ~ entsteht, welcher 

ebenfalls ganz innerhalb kR und innerhalb A; .A; verläuft. Setzen 

wir aus dem innerhalb kk liegenden Teil der Kurve A; X. 
und dem außerhalb kk liegenden Teil der Kurve A;.A; eine 

neue geschlossene ]ordansche Kurve ~ A; zusammen, so ist 
W* offenbar ein Weg, welcher Ks und K, innerhalb dieser 

neuen Kurve verbindet, ohne die Kurve A;.A; Zol durchsetzen, 

d. h. Ks und x.. werden durch K,. X. gewiß nicht getrennt. 
Hieraus folgt nach entsprechender Konstruktion außerhalb 

kk, daß Ks und x.. auch durch die Kurve K,. X. nicht getrennt 
werden. Wir dürfen daher im ersten Falle schlechthin sagen: 
das Punktepaar .A;, x.. wird durch das Punktepaar K,., X. 
nicht getrennt. Dann aber folgt auch im zweiten Falle, daß 
wir schlechthin sagen dürfen: das Punktepaar .A;, x.. wird 
durch das Punktepaar A;, R; getrennt. 

Wir führen nun irgendeine Drehung um M aus, durch 
welche die Punkte A;, K" A;, ~ in A;', R;', Ks', K; über
gehen. Bedenken wir, daß die Drehung nach der Definition 
eine stetige und eindeutig umkehrbare Transformation der 
Zahlenebene ist und die Punkte innerhalb kk in Punkte inner
halb kk, die Punkte außerhalb kk in Punkte außerhalb kk 
überführt, so folgt, daß die Punktepaare A;', K,' und Ka', KA' 

voneinander getrennt oder nicht getrennt liegen, je nachdem 
die Punktepaare A;, K, und X., X. sich einander trennen 
oder nicht, d. h. die gegenseitige Lage der Punktepaare K,., X. 
und A;, x.. bleibt bei einer beliebigen Drehung um M unverändert. 

Wir leiten in ähnlicher Weise auch die Sätze ab, die den 
übrigen bekannten Tatsachen hinsichtlich der gegenseitigen 
Lage der Punktepaare auf der Peripherie eines gewöhnlichen 
Zahlenkreises entsprechen, nämlich die Sätze: 

Wenn K,., K, du"h Ka, X. getrennt werdm, SO werden auch 
K" Xi durch Kx, R; getrennt. Wenn R;, X. durch A;, K6 und 
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A;, ~ durch A;, R5 getrennt werden, so wird auch X; , ~ durch 
A;, .K6 getrennt. 

Dadurch sind wir zu dem folgenden Ergebnis gelangt: 
.Die Punkte des wahren Kreises " sind zyklisch, d. h. mit Rück

sicht auf die gegenseihge Trennung von Punkte paaren wie die 
Punkte eines gewöhnlichen Zahlenkreises angeordnet. .Diese An
ordnung ist gegenüber den .Drehungen um den Mittelpunkt M des 
wahren Kreises " i1wan'ant. 

§ 6. 

Eine weitere wichtige Eigenschaft des wahren Kreises " 
sprechen wir wie folgt aus: 

Zu irgendeznem Punktepaar des wahren Kreises " gibt es stels 
ein Punktepaar dieses Kreises '" welcher jenes Punktepaar trennt. 

Wir bezeichnen mit Kco einen fest gewählten Punkt des 
wahren Kreises " und wollen dann von irgend drei anderen 
Punkten X;, Kg, A; des wahren Kreises " sagen, es liege 
Xs' zwischen X; und A; bez. nicht zwischen X; und KS, je 
nachdem das Punktepaar .R;. , Ks durch das Punktepaar K s, K"", 
getrennt oder nicht getrennt wird. 

Wir nehmen im Gegensatz zu der obigen Behauptung an, 
es seien Kund K' zwei Punkte des wahren Kreises '" die 
durch kein Punktepaar getrennt werden; dann folgt nach 
unserer Festsetzung gewiß auch, daß zwischen denselben kein 
Punkt von " liegt. Ferner dürfen wir annehmen, es gäbe 
einen Punkt X; von der Art, daß das Punktepaar .R;., K' 
durch das Punktepaar K,Kco getrennt wird; anderenfalls näm
lich denken wir uns in der folgenden Entwickelung die Rollen 
der Punkte Kund K' miteinander vertauscht. Sodann wählen 
wir eine unendliche Reihe R von Punkten des wahren Kreises '" 
die gegen den Punkt K konvergieren. und verbinden .K,. mit 
K ' sowohl durch eine innerhalb kk verlaufende Kurve, wie 
durch eine außerhalb kk verlaufende Kurve. Durch Zusammen
setzung dieser heiden Kurven erhalten wir eine geschlossene 
Jordansche Kurve ~ K ', welche K'YJ von K trennt und daher 
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notwendig auch von unendlichvielen Punkten der gegen K 
konvergenten Punktreihe R trennen muß. Es sei .Ei einer 
diesel' Punkte der Reihe R. Da .Ei zwischen R;. und X' liegt 
und nicht zwischen X und X' liegen darf, so liegt .Ei not
wendig zwischen A; und K. Nunmehr verbinden wir analog 

.Ei mit X' durch eine geschlossene Jordansche Kurve .KiX' 
und' gelangen ebenso zu einem Punkte Ka der Reihe R, der 
zwischen Ka und X liegt usf. Auf diese Weise erhalten wir 
eine unendliche Reihe von Punkten R;., Ks, Ka •.•. , von denen 
jeder Punkt zwischen dem vorangehenden und X gelegen ist, und 
die gegen den Punkt X konvergieren. 

Wir führen jetzt eine Drehung um JIII aus, bei welcher X 
in einen der Punkte Xl' .Ei, Eis, ... , etwa in ~ übergeht. Der 
Punkt X' gehe bei dieser Drehung in den Punkt K; über. 
Da unserer Annahme zufolge X und X' durch kein Punkte
paar getrennt werden, so ist das gleiche mit dem Punktepaar 
~, X; der Fall. Infolgedessen muß X; ~ntweder mit ~-1 
oder mit ~+1 zusammenfallen oder zwischen ~-l und XH1 

liegen; in jedem Falle liegt also X; zwischen ~-2 und~+I' 
so daß auch die unendlicM Reihe von Punkten A;,Ka',K", 
K,',~, Xil"" gewiß von der Beschaffenheit ist, daß jeder 
Punkt dieser Reihe zwischen dem vorangehenden Punkte und 
dem Punkte X gelegen ist. 

Wir wollen nun zeigen, daß auch die Punkte Xa', 14', X;1' •.• 
gegen den Punkt X konvergieren müssen. In der Tat, würden 
die Punkte Ka', 14', X;l"" einen von X verschiedenen Punkt 
Q zur Verdichtungsstelle haben, so wähle man aus ihnen einen 
Punkt K,' aus. Da X; +', X( +8.' X; + 11' ••• sämtlich zwischen 
K,' und X liegen, so gibt es eine geschlossene Jordansche 

Kurve K,' K, die den Punkt X'" von den Punkten X( +4.' X( +8' 

K,' + 12' ••• und daher auch von Q trennt, d. h. Q liegt not
wendig zwischen K,' und K. Wegen der Anordnung der Punkte 
~ zu den Punkten K,' folgt hieraus, daß Q auch zwischen 
den sämtlichen Punkten A; ,Es, R;, ... einerseits und X ande-
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rerseits liegt. Die geschlossene ]ordansche Kurve QK.., müßte 
mithin sämtliche Punkte A;,.K5, ~, ... von K trennen; dann 
könnten aber die Punkte K;., .K5, .A;, ... nicht gegen K kon-
vergieren, wie es sein sollte. 

Nunmehr betrachten wir die gegen K konvergierenden 
Punkte Ka, A;, A;1"" und die Punkte Ka', ~', K;.1'···' die 
nach dem eben Bewiesenen ebenfalls gegen Kkonvergieren. 
Da mittels einer Drehung um M der Punkt Kin Ki und zu
gleich K' in I( übergeht, so müßte es nach Axiom III auch 
eine Drehung geben, welche Kund zugleich K' in die gemein
same Konvergenzstelle K überführt. Dies ist aber ein Wider
spruch gegen die Definition der Drehung. Somit ist durch 
Widerlegung unserer Annahme der zu Anfang dieses § 6 auf
gestellte Satz vollständig bewiesen. 

§ 7· 
Mit Rücksicht auf die Festsetzungen zu Beginn des §" 6 

fassen wir den wahren Kreis " unter Ausschluß des Punktes 
K"" als eine geordnete Punktmenge im Sinne Canlors auf: datln 

besitzt diese Punk/menge den Ordnungstypus des Linearkonlinuums. 
Zum Beweise hierfür bestimmen wir zunächst eine abzähl

bare Menge S von Punkten des wahren Kreises ", deren V er
dichtungsstellen den wahren Kreis" selbst ausmachen. Eine 
solche Menge S besitzt nach Can/or l ) den Ordnungstypus des 
Systems aller rationalen Zahlen in ihrer natürlichen Rang
ordnung, d.h. es ist möglich, den Punkten des Systems S der
art die rationalen Zahlen zuzuordnen, daß, wenn A, B, C ir
gend drei Punkte in S sind, von denen B zwischen A und 
C liegt, von den drei zugeordneten rationalen Zahlen a, b, c 
allemal die Zahl b ihrem Werte nach zwischen a und c liegt. 

Es sei nun Kirgendein Punkt des wahren Kreises ". weI
cher nicht dem System S angehört; sind dann A, B Punkte 

Ij "Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre". Math.An. 
nalen Bd. 46, § 9; hinsichtlich der weiteren Schlußweise des Textes 
vergleiche mau insbesondere § I I. 
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von S, so nennen wir A, B auf verschiedenen Seiten oder auf 
derselben Seite von K gelegen, je nachdem K zwischen A und 
B oder nicht zwischen A und B liegt. Übertragen wir diese 
Festsetzung von den Punkten des Systems S auf die denselben 
zugeordneten rationalen Zahlen, so erhalten wir unter Vermitte
Jung des Punktes Keinen bestimmten Schnitt im Sinne D e de
kinds durch das System der rationalen Zahlen: wir ordnen dem 
Punkte K die durch diesen Schnitt definierte irrationale Zahl zu. 

Es kann nicht zwei verschiedene Punkte Kund K' auf 
" geben, denen die gleiche irrationale Zahl zugeordnet er
scheint. In der Tat, konstruieren wir eine geschlossene Jor-

dansche Kurve KK' und sei H irgendein zwischen K und X' 

und folglich innerhalb KK' ßelegener Punkt von", so muß 
es, da H eine Verdichtungsstellp von Punkten des Systems S 
ist, gewiß auch einen Punkt A in S geben, der innerhalb KX' 
und daher auch zwischen Kund K' liegt. Die zu A gehörige 
rationale Zahl a bedingt daher jedenfalls eine Verschiedenheit 
der Schnitte, die unter Vermittelung der Punkte K und X' 
entstanden sind. 

Wir wollen endlich zeigen, daß es auch umgekehrt zu jeder 
irrattonalen Zahl IX einen Punkt .l( auf" gibt, dem diese zu
geordnet erscheint. Zu dem Zwecke sei a1 , as' a., ... eine 
Reihe zunehmender und b1 , h" bl , ••• eine Reihe abnehmen
der Zahlen, deren jede gegen IX konvergiert. Man konstruiere 
die diesen Zahlen zugehörigen Punkte ~, At' As, ... bez. 
Bi' B",Bs, ... und bezeichne mit Kirgendeine Verdichtungs
stelle dieser Punkte Al' At, A,; ... , B 1 , B", Bs' .... Der Punkt 
K gehört dann notwendig der Zahl IX zu. Denn, wenn wir 

allgemein eine geschlossene ]ordansche Kurve A.Bi kon
struieren, so liegen die Punkte AH1 , AHt , AH8 , ••• , B i +1 , 

B.+". Bi+l' .•. und folglich auch der Verdichtungspunkt 

innerhalb AiB., d. h. zwischen den Punkten Ai' Bi. Der unter 
Vermittelung von K entstehende Schnitt ist mithin kein an
derer als derjenige, der die Zahl IX bestimmt. 
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Betrachten wir nun die Punkte auf der Peripherie eines 
gewöhnlichen Zahlenkreises mit dem Radius I und ordnen 
einem dieser Punkte das Zeichen ± 00 und den Punkt K"" 
zu, den übrigen Punkten dagegen in stetiger Folge die sämt
lichen reellen Zahlen und diesen wiederum die entsprechen
den Punkte des wahren Kreises '" so gelangen wir zu fol
gendem Resultat: IJie Punkte des wahren Kreises " lassen sich 
unter Erhaltung ihrer Anor~ung umkehrbar eindeutig auf die Punkte 
der Periphme eines gewöhnlichen Zahlenkreises mil dem Radius I 

abbzlden. 

§ 8. 

Um das in §4 bezeichnete Ziel zu erreichen, bleibt nur noch 
die Stetigkeit der gewonnenen Abbildung, d. h. die Lücken
losigkeit des wahren Kreises" zu zeigen übrig. Zu dem Zwecke 
denken wir uns die Punkte des wahren Kreises" durch die 
Koordinaten x, y der Zahlenebene und andererseits die 
Punkte des Zahlenkreises mit dem Radius I durch den Bogen 
1 von einem festen Anfangspunkte an bestimmt: dann haben 
wir zu beweisen, daß x, y stetige Funktionen von t sind. 

Es seien nun 11' 12 , 's, ... irgendeine Reihe gegen t* kon
vergierender, entweder sämtlich wachsender oder sämtlich ab
nehmender Werte und ~ , ~, Ka, ... seien bez. die diesen Para
meterwerten zugeordneten Punkte des wahren Kreises '" wäh
rend der Wert t* einem Punkte K* auf" entsprechen möge. 
Es sei ferner Q eine VerdichtungssteÜe der Punkte ..li.';., ~, 
~ •.... Konstruieren wir allgemein eine geschlossene Jordan
sche Kurve K;K*, so liegen notwendig die Punkte K;+1' 
K.+2' K;+s, ... und folglich auch deren Verdichtungsstelle 
Q innerhalb K;K*, d. h. es liegt auch der Punkt Q zwischen 
K; und K*; demnach muß sich auch der zu Q gehörige Wert 
des Parameters t allgemein zwischen 'i und 1* befinden. Der 
letztere Widerspruch löst sich nur, wenn Q und K* zusammen
fällt; mithin konvergieren die Punkte A;, Ka, Ka, ... gegen 
den Punkt K*. Damit ist die Stetigkeit der Funktion x, y vom 
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Parameter t völlig bewiesen, und es folgt eine Tatsache, die 
wir in § 4 als das erste wichtige Ziel unserer Entwickelung 
hingestellt haben, nämlich der folgende Satz: 

Der wahre Kreis " ist ~n der Zahlmeoene eIne geschlossene 
Jorda1lSche Kurve. 

§ 9· 
Wir wissen, daß die Punkte des wahren Kreises " sämtlich 

zu den Punkten auf kk gehören; es wird sich auch zeigen, 
daß letztere Punkte sämtlich auf" liegen, so daß der weiter
gehende Satz gilt: 

Der wahre Kreis" ist identisch mit den Punkten auf kk; die 
innerhalO " liegenden Punkte s~"nd zugleich die Punkte tnnerkalo kk, 
und die außerhalo " liegenden Punkte sind zugleich die Punkte 
außerhalo kk. 

Um diesen Satz zu erkennen, zeigen wir zunächst, daß der 
Punkt M, der "Mittelpunkt" des wahren Kreises '" mit jedem 
Punkte J innerhalb" durch eine stetige Kurve verbunden wer
den kann, ohne daß dabei der wahre Kreis " überschritten 
wird. 

In der Tat, ziehen wir durch J irgendeine gewöhnliche Ge
rade in der Zahlenebene, eine sogenannte "Zahlengerade", 
so seien A; und .Kj die ersten Punkte dieser Zahlengeraden, 
die auf " liegen, nach den bei den Richtungen hin von J aus 
gerechnet. Da A; und K J auch Punkte auf kk sind, so können 
sie mit AI durch je eine Jordansche Kurve MA; bez.MK, ver
bunden werden, die ganz innerhalb kk verlaufen und daher 
gewiß nicht den wahren Kreis " überschreiten. Trifft eine 
dieser Jordanschen Kurven das Geradenstück ~.Kj etwa im 
Punkte B, so bildet das Kurvenstück MB mit dem Geraden
stück J B zusammen den gesuchten Verbindung'sweg. Im ent
gegengesetzten Falle bilden M14 und MRj zusammen mit 
dem Geradenstück A; Ks eine geschlossene Jordansche Kurve 
r. Da diese Kurve 'Y ganz innerhalb des Zahlenkreises f (§ I) 
liegt, so läßt sich der außerhalb des Zahlenkreises ~ gelegene 
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Punkt A gewiß nicht mit einem Punkte innerhalb r verbinden, 
ohne daß dabei ein Punkt der Kurve r überschritten wird. Die 
Kurve r besteht nun aus Punkten innerhalb kk, aus Punkten 
auf kk und aus Punkten innerhalb ". Da die letzteren Punkte 
von A aus nur durch Überschreitung eines Punktes auf", der 
ebenfalls ein Punkt auf kk ist, erreicht werden können, so liegt 
das ganze innerhalb r gelegene Gebiet notwendig auch inner
halb kk. Verbinden wir also M mit J durch einen stetigen, 
innerhalb r verlaufenden Weg, so überschreitet dieser Weg 
den wahren Kreis " sicher nicht und ist mithin von der ge
wünschten Art. 

Wir schließen daraus zunächst, daß M innerhalb " liegt, 
d. h. der Mittelpunkt M des wahren Kreises " liegt innerhalb des
selben. 

Da ferner jeder Punkt auf kk mit M durch eine Jordan
sche Kurve verbunden werden kann, die, von den Endpunkten 
abgesehen, ganz innerhalb kk verläuft und also" gewiß nicht 
trifft, so liegt jeder Punkt auf kk notwenllig auf" oder inner
halb", Gäbe es einen Punkt P auf kk, der innerhalb" liegt, so 
könnte der außerhalb ~ gelegene Punkt A nicht mit Punkten 
in beliebiger Nähe von P verbunden werden, ohne daß da
bei ein Punkt von" überschritten wird; da aber jeder Punkt 
von " zu den bedeckten gehört, so könnte P nicht ein Punkt 
auf kk sein; dies ist ein Widerspruch. Alle Punkte auf kk 
liegen also zugleich auf", womit obige Behauptung völlig 
erwiesen ist. 

§ 10. 

Das Punktgebilde kk ist in § 2 durch eine gewisse Kon
struktion aus dem Zahlenkreise k hervorgegangen. Da der 
Zahlenkreis k, wie in § 3 gezeigt worden ist, mindestens einen 
Punkt auf kk enthält und im übrigen ganz auf oder innerhalb 
kk liegt und die Punkte auf kk nach § 9 nichts anderes als der 
wahre Kreis" sind, so haben wir in der obigen Konstruktion 
zugleich ein Mittel, um aus dem Zahlenkreise k einen wahren 
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Kreis" zu konstruieren, welcher eine geschlossene Jordan
sche Kurve ist und den Zahlenkreis k umschließt, diesen von 
außen berührend; hier und im Folgenden sagen wir von zwei 
Jordanschen Kurven, wenn die eine die andere im Inneren 
enthält und mit ihr wenigstens einen Punkt gemein hat, daß 
die erste die zweite von außen, diese aber jene von innen 
berührt. 

Durch eine geringe Abänderung des früheren Verfahrens, 
nämlich durch eine Vertauschung der Rollen, die den Punk
ten innerhalb und außerhalb k zugeteilt worden sind, können 
wir aus dem Zahlenkreise k noch einen anderen wahren 
Kreis konstruieren; wir bezeichnen jetzt diejenigen Punkte 
der Zahlenebene, die bei irgendeiner Drehung um Maus 
Punkten außerhalb oder auf k entstehen, als bedeckt; alle an
deren Punkte dagegen als unbedeckt. Wenn nun ein unbe
deckter Punkt sich durch eine Jordansche Kurve, die aus 
lauter unbedeckten Punkten besteht, mit M verbinden läßt, 
so heiße dieser Punkt innerhalb kkk. Die Grenzpunkte dieser 
Punkte innerhalb kkk heißen Punkte auf kkk, und alle übrigen 
Punkte heißen außerhalb kkk. Wir zeigen dann ähnlich wie 
in § 3 bis § 9, daß die Punkte auf kkk einen wahren Kreis um 
M bilden, der eine geschlossene Jordansche Kurve ist, den Mitfe/~ 
punkt M umschließt und innerhalb des Zahlenkreises k verläuft, 
diesen von innen berührend. 

§ Il. 

An Stelle des Zahlenkreises k kann man nun eine beliebige 
geschlossene, innerhalb k verlaufende Jordansche Kurve z 
wählen, die den Punkt M im Innem enthält: durch Anwendung 
der nämlichen Konstruktion erhalten wir dann zu dieser Kurve z 
sowohl eznen bestimmten sz'e umsch/z"eßenden wahren Kreis um M, 
der ezne geschlossene jordansche Kurve ist und z von außm berührt, 
als auch eznen beslz"mmten imurhalb z verlaufenden wahrm Kreis 
um M, der eine geschlossene jordansche Kurve z'st und z von znnen 
berührt. 

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 5. Aufl. 13 
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Wir bemerken noch, daß jeder solche aus einer Jordan
sehen Kurve z konstruierte wahre Kreis auch aus einem Zah
lenkreise erzeugt werden kann: man braucht nur denjenigen 
Zahlenkreis zu wählen, der innerhalb des vorgelegten wahren 
Kreises ihn von innen berührend verläuft bez. ihn von außen 
berührend umschließt; denn zwei wahre Kreise, die geschlos
sene Jordansehe Kurven sind und denselben Zahlenkreis sei 
es beide umschließend, sei es beide ganz innerhalb verlau
fend berühren, müßten gewiß einen Punkt gemein haben und 
wären folglich überhaupt miteinander identisch. 

§ 12. 

Nunmehr können wir ohne erhebliche Schwierigkeit die 
wichtige Tatsache beweisen, daß jeder durch irgendeinen Punkt 
p innt~rhalb " gehende wahre Kreis um M ebenso wie die in § I I 

konstruierten wahren Kreise eine geschlossene Jordansche Kurve ist, 
die Mim Innern enthält. 

Zum Beweise fassen wir einerseits alle wahren Kreise um 
Mins Auge, die geschlossene Jordansehe Kurven sind und P 
ausschließen: sie mögen wahre Kreise erster Art heißen; und 
andererseits alle diejenigen, die geschlossene Jordansehe 
Kurven sind und P einschließen: sie mögen wahre Kreise 
zwdter Art heißen. 

Wir denken uns zunächst aus jedem Zahlenkreise mit dem 
Mittelpunkt M den umschließenden wahren Kreis erzeugt und 
fassen dann diejenigen Zahlenkreise ins Auge, aus denen 
wahre Kreise entspringen, die erster Art sind. So dann suchen 
wir für diese Zahlenkreise den Grenzkreis g, d. h. den klein
sten Zahlenkreis, der sie sämtlich enthält. Alle Zahlenkreise, 
die kleiner als g sind, liefern dann wahre Kreise erster Art. 
Der aus dem Zahlenkreise g entspringende wahre Kreis r 
müßte, wenn er nicht durch P geht, diel:len Punkt ebenfalls 
ausschließen. Denn lä.ge P innerhalb r, so ziehe man eine 
ganz innerhalb r verlaufende, die Punkte Mund P umschlie
ßende geschlossene Jordansche Kurve und erzeuge aus dieser 
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den wahren Kreis, der sie umschließt. Dieser wahre Kreis ließe 
sich, da er ja gewiß in das Innere des Zahlenkreises g hinein
tritt, durch einen Zahlenkreis erzeugen, der kleiner als g ist; 
er umschließt ferner den Punkt P, was nicht möglich ist. Da 
wie erwähnt, alle wahren Kreise um lI-:f, die geschlossene Jor
dansehe Kurven sind, auch aus Zahlenkreisen um M entsprin
gen, so ist offenbar der aus g entspringende wahre Kreis ein 
solcher Kreis erster Art, welcher alle anderen wahren Kreise 
erster Art umschließt. 

Indem wir andererseits aus jedem Zahlenkreise mit dem 
Mittelpunkt M denjenigen wahren Kreis erzeugt denken, der 
jenen Zahlenkreis ausschließt, beweisen wir auf ähnlichem 
Wege die Existenz eines wahren Kreises zweiter Art, welcher 
von allen anderen wahren Kreisen zweiter Art umschlossen 
wird. 

Würden nun die gefundenen wahren Grenzkreise b~ide 
nicht durch P gehen, so könnte man eine Jordansche Kurve 
in dem zwischen ihnen gelegenen ringförmigen Gebiete 
ziehen, welche sicher durch unser Verfahren einen wahren 
Kreis liefern würde, der eine geschlossene JOl'dansche Kurve, 
aber weder von der ersten noch von der zweiten Art wäre; 
dies ist ein Widerspruch, und damit haben wir die zu An
fang von § 12 aufgestellte Behauptung bewiesen. 

§ 13· 

Nachdem wir im Vorstehenden die wichtigsten Eigenschaf
ten der wahren Kreise umM gefunden haben, die durch Punkte 
innerhalb" laufen, wenden wir uns nun zur U1ltersuchung der 
Gruppe al/er Bewegungen, die bei den Drehungen der Ebene um 
M der wahre Kreis" in sich eifiihrt. 

Es seien den Entwickelungen in § 8 gemäß, die Punkte des 
wahren Kreises" auf die Punkte t der Peripherie eines Zahlen
kreises mit dem Radius I unter Erhaltung ihrer Anordnung 
abgebildet: dann entspricht einer jeden Drehung 6 unserer 
Ebene um lJf eine bestimmte umkehrbar eindeutige stetige 
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Transformation der Punkte t des Einheitskreises in sich, da 
ja nach § 5 bei einer Drehung die Anordnung der Punkte auf 
dem wahren Kreise und daher mit Rücksicht auf § 7 auch 
die Anordnung der Parameterwerte tungeändert bleibt. Diese 
Transformation läßt sich durch eine Formel von der Gestalt 

I' = 6(/) 

darstellen, wo 6 (I) eine stetige Funktion ist, die mit wach
sendem 1 entweder stets wächst oder stets abnimmt und die 
bei Vermehrung des Arguments I um 2 n sich ebenfalls um 
den Betrag 2 n ändert. 

Diejenigen Funktionen 6(/), die bei wachsendem Argument 
J ahnehmen, entsprechen Transformationen, die den Umlaufs
sinn auf dem wahren Kreise änderu, und da zufolge unserer 
Fassung des Begriffes der Bewegung bei einer Bewegung der 
Umlaufssinn stets derselbe bleiben soll, so ergibt sich, daß die 
Funktion 6 (J) bei wachsendem Argument I stets wachsen muß. 

§ 14· 
Wir fragen zunächst, ob es in dieser Gruppe aller Drehungen 

um M eine Drehung geben kann, bei welcher ein Punkt A des 
wahren Kreises" ungeändert bleibt. Es seil =Q der Parameter
wert für einen solchen Punkt A und dieser bleibe bei der 
eigentlichen Drehung 6 fest, die durch die Formel 

t' = 6(/) 

dargestellt wird. Ferner sei Birgendein Punkt des wahren 
Kreises mit dem Parameterwert J ce 0, der bei der Drehung 
6 seine Lage verändere; wir machen etwa die Annahme o<a, 
worin keine Einschränkung liegt. 

Sowohl 6 (I) als auch die umgekehrte Funktion 6 - 1 (I) sind 
von der Art, daß sie bei zunehmendem Argument zunehmen. 
Wegen 6(a) = a schließen wir hieraus der Reihe nach, daß 
sämtliche Größen, die durch die symbolischen Potenzen 

6(0), 66(0) = 6 2 (b), .63 (0), ... , 11- 1 (b), 6-'(0), 6- S (o), ••• 



Über die Grundlagen der Geometrie 

dargestellt werden, unterhalb a liegen. Nun bilden, falls A (6) > 6 
ausfällt, die Größen 

A(b), 6 2 (b), A,8(b), ••• 

eine Reihe beständig zunehmender Werte; im Falle A(6)<6 
gilt das gleiche von der Größenreihe 

6- 1 (b), 6- 2 (b), 6- 8 (0), .... 

Aus diesen Tatsachen entnehmen wir, daß im ersteren Falle 
die direkten Wiederholungen der Drehung 6 auf bangewandt, 
im letzteren die symbolischen Potenzen von 6 (6) mit negativen 
Exponenten sich einem Grenzwert g nähern müssen, der 
zwischen a und b liegt oder mit a übereinstimmt. Entspricht 
der Grenzzahl g etwa der Punkt G auf dem wahren Kreise '" 
so bilden die Potenzen von 6 mit positiven bez. negativen 
ExponentenBewegungen, so daß durch sie der PunktBschließ
lieh in beliebige Nähe von G übergeht und zugleich durch 
sie Punkte in beliebig kleiner Umgebung von G in beliebig 
kleiner Umgebung von G bleiben. Nach Axiom III müßte es 
demnach eine Bewegung geben, welche B in G überführt und 
zugleich Gungeändert läßt; dies widerspräche dem Begriffe 
der Bewegung. Es ist demnach die IJrehung 6, welche den Punkt A 
feslläßt, notwendig eine solche, die alle PUllkte des Kreises .,.fislläßt, 
d. h. für diesen Kreis die Ident#ät. 

§ 15· 

Aus der Definition des wahren Kreises leuchtet unmittelbar 
die folgende Tatsache ein: 

Es g,öt stets eine IJrehung um M, welche den beliebig gege6enen 
Punkt 0 des wahren Kreises" in einen anderen beliebig gegebenen 
Punkt S desselben übeiführt. 

§ 16. 

Wir leiten jetzt eine weitere Eigenschaft für die Gruppe der 
Bewegungen eines wahren Kreises in sich ab. 
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Es seien 0, S. T, Z vier solche Punkte auf dem wahren Kreise", 
daß diejenigeDrehung umM, vermöge welcher OinSübergeht, 
den Punkt T nach Z bewegt, so daß die Lage von Z eindeutig 
durch die Punkte 0, S, T mitbestimmt ist. Halten wir 0 fest 
und bewegen Sund T auf dem wahren Kreise, so erfolgt Im 
stetiger Änderung von S und T auch die Änderung von Z sleh"g. 

Um dies zu beweisen, wählen wir eine unendliche Reihe 
von Punkten SI' SI' Ss' •. ., die gegen den Punkt S konver
gieren, und eine unendliche Reihe von Punkten Tl' T" Ta' .•. ; 
die gegen den Punkt T konvergieren. Die Drehungen um M, 
vermöge deren 0 in SI' SI' Ss' ... übergeht, bezeichnen wir 
bez. mit 6", ~,' ~s'.'. und die durch diese Drehungen bez. 
aus Tl' TI' Ts' •.• entspringenden Punkte seien Zl ,Zs, Zs' ... ; 
dann haben wir zu zeigen, daß die Punkte Zl' ZII' Z., ••• gegen 
Z konvergieren. Es sei Z* eine Verdichtungsstelle der Punkte 
Zl' Zs, Zs,· •• · Nach Axiom 111 gibt es dann eine Drehung 
nm M, vermöge deren 0 in S und zugleich Tin Z* übergeht. 
Hierdurch erweist sich aber Z* als eindeutig bestimmt und 
mit Z identisch. 

§ '17· 

In § 14 bis § 16 haben wir erkannt, daß die Gruppe aller 
Drehungen des wahren Kreises" in sich die folgenden Eigen
schaften besitzt: 

I. Es gibt außer der Identität keine Drehung um M, welche 
einen Punkt des wahren Kreises " festläßt. 

2. Wenn 0, S irgend zwei beliebige Punkte des wahren 
Kreises" sind, so gibt es gewiß eine Drehung um M, welche 
o in S überführt, 

3. Bei einer Drehung um M, die 0 nach S bewegt, gehe 
zugleich T in Z über; der somit durch 0, S, T eindeutig be
stimmte Punkt Z erfährt auf" eine stetige Änderung, wenn 
Sund Tauf" stetig ihre Lage ändem. 

Diese drei Eigenschaften bestimmen vollständig den Bau 
der Gruppe der Trausformationen ~ (I), die den Bewegungen 
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des wahren Kreises in sich entsprechen. Wir stellen nämlich 
den folgenden Satz auf: 

Die Gruppe aller Bewegungen des wahren KreiSts " zn sich, 
die Drehungen um M sInd, ist holoedrisch-isomorph mz~ der Gruppe 
der gewöhnlichen Drehungen des Zahlenetnhet~skreises umMtn sich. 

§ 18. 

Wenn wir uns diejenige Drehung um M, die den Punkt 
o des wahren Kreises " mit dem Parameterwert 0 in den 
Punkt S mit dem Parameterwert s überführt, durch die Trans
formationsformel 

t' = ß(/, s) 

dargestellt denken, wobei wir den Funktionswert ß (t, 0\ = t 
nehmen, so erkennen wir auf Grund der gefundenen Eigen
schaften der Drehungsgruppe, daß die Funktion ß(/, s) ein
deutig und stetig für alle Werte der heiden Veränderlichen 
t, s ist. Auch folgt, da s bis auf Vielfache von 2 n eindeutig 
durch zwei zusammengehörige Werte t und t' bestimmt ist, 
daß die Funktion ß (t, s) bei k~nstantem I mit wachsendem s 
nur entweder beständig wächst oder abnimmt, und da sie für 
t = 0 in s übergeht, so tritt notwendig der erstere Fall ein. 
Nun ist 

ß(/, t) > ß(o, I), ß(o, t) = tj (I> 0) 

und wegen 
6.(2n, s) = 2n + 6.(0, s) = 2n + s 

folgt 
ß(2n, 2n) = 4". 

Mithin hat die Funktion ß (I, t) (> I) der einen Veränder
lichen I die Eigenschaft, beständig von 0 bis 4" zu wachsen, 
während das Argument t von 0 bis 2" wächst. Aus diesem 
Umstande schließen wir sofort folgende Tatsache: 

Wenn irgendeine positive Zahl I ' < 2n vorgelegt ist, so 
gibt es stets eine und nur eine positive Zahl I, so daß 

ß(/, t) = 1' 
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wird; es ist t< I'. Der Parameterwert t liefert einen Punkt 
des wahren Kreises von der Art, daß bei einer gewissen Dre
hung um M der Punkt 1 == 0 sich nach 1 und zugleich der 
Punkt 1 nach t' bewegt. 

Wir bezeichnen nun denjenigen Wert I, für welchen 

A(t, I) = 2n 

wird, mit «p(t), denjenigen, für welchen 

A(/, t) = «p(t) 

wird, mit «p (;.) , denjenigen, für welchen 

A (/, t) -= cp G,) 
wird, mit «p (;.) , ••• ; femer setzen wir allgemein 

A (<<p (:n) , «p (;n) ) = «p e! I) , 
wo 2 a eine gerade ganze Zahl bedeutet und n eine ganze 
Zahl :2 1 ist, und ferner setzen wir 

«p(o) = 0, «p(I) = 2n. 

DaInit ist die Funktion «p für alle rationalen Argumente, deren 
Nenner eine Potenz von 2 ist, widerspruchslos definiert. 

Ist nun 11 ein beliebiges positives Argument < I, so ent
wickeln wir Cf in einen Dualbruch von der Form 

Zt z, Za 
Cf = 2" + 2i + 28 + " . ", 

wo Bl' B" Ba' • • • lauter Ziffern 0, 1 bedeuten. Da die Zah
len der Reihe 

gewiß niemals abnehmen und sämtlich < «p(I) bleiben, so 
nähem sie sich einem Grenzwert; diesen bezeichnen wir Init 
fJJ (Cf). Die Funktion «p (11) ist eine Funktion, die mit wachsen
dem Argument stets wächst; wir wollen beweisen, daß sie 
auch stetig ist. In der Tat, wäre sie an einer Stelle 
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a = ~ + ~ + z. + ... = L a,. = L an + 1 
2 2 1 2 1 Il=OO 2" n=.oc 2" ' 

nicht stetig, so müßten die bei den Grenzwerte 

n:! (::) und .. :! e" ~ ') 
voneinander ·verschieden ausfallen und mithin die unendliche 
Reihe von Punkten, die den Parametern 

1= cp (:1) , f=CP(~), t=cp(~1),'" 
entsprechen, gegen einen anderen Punkt konvergieren als die 
unendliche Reihe von Punkten, die den Parametern 

t = cP e1 ;- 1), t = cP es ;; I), t.". cP (as ~ 1), ... 
entsprechen. Nun führt dieselbe Drehung, vermöge deren der 

Punkt t = cp (:~) in den Punkt t = cp e" ;- 1) übergeht, auch 

zugleich den Punkt f = cp (;,.) in den Punkt t = cp (2n~1) 

über, und da die Zahlen cp(+), cp G,), cp Ga),'" beständig 

abnehmen und die diesen Parameterwerten entsprechenden 
Punkte daher gegen eine Stelle A konvergieren müssen, so 
konvergieren mit Rücksicht auf Axiom III einer oft angewand
ten Schlußweise zufolge auch die vorhin genannten unend
lichen Reihen von Punkten beide gegen denselben Punkt. 

Die Funktion cp(l1) gestattet, da sie stets wächst und stetig 
ist. auch eine eindeutige und stetige Umkehrung. 

Die Drehung um M. durch welche der Punkt t ... 0 in 

den Punkt t = cp (::) übergeht, führt zugleich den Punkt 

1= cp (~:ii) in t = cp G: + ::) über, unter bm irgendeine ganze 

Zahl verstanden. Da für n =- 00 die Werte cp (::) gegen cp(a) 
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und zugleich die Zahlen rp G: + ::) gegen tp (:::: + 0') kon

vergieren, so gibt es nach Axiom m eine Drehung, welche 
den Punkt t = 0 nach t = rp(O') und zugleich den Punkt 

I = rp G:) nach I = rp G: + 0') bewegt, d. h. es ist 

und da es eine stetige Funktion ist, so folgt hieraus allgemein 
für beliebige Parameterwerte 1', 0' 

6. (rp (1') , rp(es») = rp(l' + 0'). 

Damit ist bewiesen, daß, wenn wir in der Transformations
formel 

I' = 6.(/, s) 

mittels einer gewissen umkehrbar eindeutigen Funktion rp an 
Stelle von I, I', s net:e Parameter '1', '1", 0' gemäß 

1= rp(l') , I' = rp(l") , s = rp(O') 

einführen, sich die Drehung in den neuen Parametern durch 
die Formel 

1"= 'I' + 0' 
ausdrückt. Dieser Satz lehrt die Richtigkeit der in § 17 auf
gestellten Behauptung. 

Wir setzen noch an Stelle des Parameters 0' den Para. 
meter 0) -- 2nO', und nennen diesen Parameter 0) den Winkel 
oder die Bogenlänge zwischen den Punkten 0(0' .... 0) und S 
(d. h. 0') auf dem wahren Kreis "; die Drehung, bei welcher 
der Punkt 0(0' = 0) in den Punkt S (d h. 0') übergeht, heiße 
eine Drehung 6. (0)] des wahren Kreises" in sich um den Winkel 0). 

§ 19· 

Durch diesen Beweis des Satzes in § 1 7 haben wir die 
Untersuchung der Drehungen des wahren Kreises" in sich 
beendet. Wegen § I I und § 12 erkennen wir, daß die in 
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§ 13 bis § 18 für den wahren Kreis " angewandten Schluß
weisen und bewiesenen Tatsachen auch für alle wahren Kreise 
um M gültig sind, die innerhalb " liegen. 

Wir wenden uns nun zu der Gruppe der Transformationen 
aller Punkte bei den Drehungen der Ebene um den festen 
Punkt M und beweisen der Reihe nach folgende Sätze: 

Es sei von einem wahrm Kreise Il um M bekannt, daß er eine 
gescMossme Jordansehe Kurve ist, in deren Innerem M liegt: dann 
gibt es außer der Identität keine Drehung der Ebme um M, welche 
jedm Punkt des wahrm Kreises Il fistlößt. 

Zum Beweise bezeichnen wir eine Drehung um M, die 
jeden Punkt auf Il festläßt, mit M und nehmen dann erstens 
im Gegensatz zur Behauptung an, es gäbe auf Il einen Punkt A, 
in dessen beliebiger Nähe Punkte liegen, die ihre Lage bei 
einer Drehung M verändern. Um A schlagen wir, was nach 
§ 12 gewiß möglich ist, einen wahren Kreis IX, der durch einen 
gegenüberM veränderlichen Punkt gehe und hinreichend klein 
ist, so daß zufolge der obigen Bemerkung der Satz in § 14 für 
ihn zutrifft. Es sei B ein Schnittpunkt dieses Kreises mit Il, 
dann charakterisiert sich die Bewegung M zugleich als eine 
Drehung des Kreises IX in sich, bei der B festbleibt. Bei einer 
solchen Drehung bleiben aber nach § 14 alle Punkte auf a 

fest, was nicht der Fall ist; unsere erstere Annahme erweist 
sich demnach als unzulässig. 

Wir konstruieren nunmehr ein System von geschlossenen 
]ordanschen Kurven um M, zu denen Il gehört und von denen 
die andere entweder ganz ein- oder ganz umschließt, so daß 
durch jeden Punkt der Zahlebene eine und nur eine Kurve des 
Systems hindurchgeht. Dann nehmen wir zweitens im Gegen
satz zur obigen Behauptung an, es sei 1 eine Kurve dieses 
Systems innerhalb Il bez. außerhalb Il, so daß alle Punkte in 
dem ringförmigen Gebiete zwischen Il und 1 bei jeder Drehung 
M festbleiben, während in beliebiger Nähe der Kurve.t solche 
Punkte vorhanden sind, die nicht bei jeder Drehung M fest
bleiben. 
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Es sei A ein Punkt auf 1, in dessen beliebiger Nähe bei M 
bewegliche Punkte liegen; dann schlagen wir um A einen 
wahren Kreis, der durch einen dieser beweglichen Punkte 
läuft und hinreichend klein ist, so daß der Satz in § 14 für ihn 
zutrifft. Da dieser Kreis bei genügender Kleinheit jedenfalls 
durch einen Teil des ringförmigen, bei den Bewegungen M 
festbleib enden Gebietes hindurchläuft, so charakterisiert sich 
die Bewegung M zugleich als eine Drehung des Kreises tJI in 
sich, bei welcher unendlich viele Punkte von ce festbleiben. Bei 
M müßten daher nach § 14 alle Punkte von IX festbleiben, was 
nicht der Fall ist. Damit ist gezeigt, daß bei den Drehungen M 
alle Punkte der Ebene festbleiben. 

§ 20. 

Wir stellen nun folgende wichtige Behauptung auf: 
Jeder wahre Kreis isl eine geschlossene Jormmsche Kurve: das 

~slem aller wahren Kreise um irgendeinen Punkt M eifülltlückm
los unsere Ebene, so tl4ß jeder wahre Kreis um M jeden anderen 
solchen Kreis ein- oder umschließI. Die sämtlichen Drehungen 6. [Ol] 
unserer Ebene um M werrkn durch Transfonnalionsformeln Vim 

der Gestalt 
x' =-/(x,y, Ol), y' =- g(x,y; 11)) 

ausgedrückt,· darin bedeulen x,y bes. x',y' die Koordinaten in 
der Zahlebene und f, g eindeutige steh"ge Funkh"onen in den drei 
Veränderlichen x,y,lI). Ferner haben für jeden Punkt x,y die 
Funkhonm f, g hinsichtlich rks Arguments Ol die Zahl 2 n zur 
kleinsten simultanen Pmode, d. h. man erhält jeden Punkt rks wahren 
Kreises durch den Punkt (x,y) je einmal und nur einmal, wenn 
man Ol die Werle von 0 bis 2 n durchlaufen läßt. End/ich gill 

.fiJr die Zusammense/sung sweier Drehungen um die WZnkel Ol, m' 
die Formel 

~[Ol]t;.[m'] = t;.[Ol + m1. 

§ 2 I. 

Zum Beweise der aufgestellten Behauptungen fassen wir 
wiederum. zunächst den in § 3 bis § 18 untersuchten wahren 
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Kreis " um M ins Auge, der eine geschlossene ]ordansche 
Kurve ist; und betrachten die Drehungen dieses wahren Krei
ses" in sich. Nach § 18 führen wir den Winkel 0) ein, so 
daß durch die Angabe eines Wertes von co zwischen 0 und 2" 

eine Bewegung des wahren Kreises " in sich eindeutig be
stimmt ist. Nun entspricht aber einer jeden Drehung des 
wahren Kreises " in sich nur ein e bestimmte Drehung der 
Ebene um M, da ja .nach § 19 bei Festhaltung aller Punkte 
auf" überhaupt alle Punkte der Ebene festbleiben. Daraus 
folgt, daß in den in § 20 aufgestellten Formeln für die Dre
hung der Ebene um M die Funktionen/. g für alle :e,y, 0) 

eindeutige Funktionen sind, die hinsichtlich 0) die Periode 2" 

besitzen. 
Wir beweisen nun, daß j', g stetige Funktionen in :e,y co 

sind. Zu dem Zwecke sei 0 irgendein Punkt auf", femer 
0)1' co" cos ' ..• eine unendliche Reihe von Werten, die gegen 
einen bestimmten Wert co konvergieren, und Tl' TI' Ts' •.. 
eine unendliche Reihe von Punkten unserer Ebene, die gegen 
irgendeinen Punkt T konvergieren. Diejenigen Punkte, die 
aus 0 bez. bei Anwendung der Drehungen um den Winkel 
O)t' cos' cos ' ... hervorgehen, bezeichnen wir mit Sl' S" SB' ... 
und die Punkte, die aus Tl' Ts• Ts •••• bez. bei den Drehungen 
0)1' co!' O)s"" entstehen, mägen Zl' Z" Zs"" heißen. Endlich 
mägen die Punkte, die aus 0 bez. T durch eine Drehung 
um den Winkel co hervorgehen, bez. mit S, Z bezeichnet wer
den. Es kommt darauf an, zu zeigen, daß die Punkte Zl' 
Z" Zs' ••. gegen Z konvergieren. 

Da die Punkte Tl' TI' Ta •.•. gegen T konvergieren, so 
können wir ein Jordansches Gebiet G bestimmen, in dessen 
Inneren die sämtlichen Funkte M, T, Tl' T" Ta' . . . liegen. 
Auf dieses Jordansehe Gebiet wenden wir dann diejenige 
Drehung um M an, welche 0 nach S bewegt. Das so aus G 
entstehende Jordansehe Gebiet heiße Hi dasselbe enthält 
gewiß die Punkte Mund Z. Endlich konstruieren wir eine 
geschlossene Jordansehe Kurve «, die das Gebiet H ganz 
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im Inneren enthält, d. h. umschließt, ohne daß ein Punkt auf 
H liegt. 

Wir wollen nun beweisen, daß von den Punkten. Zl' ZII' 
Zs' ... gewiß nur eine endliche Anzahl außerhalb der Kurve ce 
liegen. In der Tat, würden unendlich viele von ihnen, etwa 
die Punkte Z. , z., Zi' ... außerhalb ce liegen, so denke 

'1 '2. J 

man sich allgemein M mit Ti" durch eine Jordansehe. inner-
halb G verlaufende Kurve f" verbunden und dann mit r" die 
Drehung um den Winkel co'A ausgeführt. Die so entstehende 
Kurve verbindet lI-I mit Zi" und schneidet folglich die Kurve ce 
gewiß in einem Punkte, etwa B,,; es sei A la der Punkt auf rAt 

der bei der Drehung um den Winkel (Di" in B 1a übergeht. Da 
die Punkte Al' As• As' ••• sämtlich innerhalb G und die 
Punkte B 1 • Bs' Ba'''' sämtlich auf oe bleiben. so gibt es ge
wiß eine uuendliche Reihe von Indizes hl' hs' ha • ••• von 
der Art, daß AAl' All,.' All,.' ••• gegen einen Punkt A innerhalb 

G oder auf der Grenze von G und zugleich B h ,B •• B" •. ,. 
I "'2 • 

gegen einen Punkt B auf oe konvergieren. Nun wissen wir, 
daß die Punkte Sl' S2' S:I' .•. gegen S konvergieren; mit 
Rücksicht auf Axiom 111 müßte es demnach eine Drehung 
um M geben, die 0 nach S und zugleich A nach B bewegt; 
dies ist aber nicht möglich. Denn bei dieser Drehung müßte 
A in einen Punkt innerhalb H oder auf der Grenze von H 
übergehen; dagegen ist B ein Punkt auf der Kurve oe, die 
das Gebiet H ganz im Inneren enthält. 

Damit haben wir erkannt, daß das Punktsystem Zl' Ziil' 

Zs •... ganz innerhalb eines gewissen Jordanschen Gebietes 
liegen muß. 

Es sei nun Z* eine Verdichtungs stelle der Punkte Zl' Z" 
Zs ... · Da die Punkte S1' Ss' Ss'''' gegen S konvergieren, 
so gibt es nach Axiom 111 eine Drehung um M, bei welcher 
o in S und zugleich Tin Z* übergeht. Da aber bei derjenigen 
Drehung um M, welche 0 in S überführt, Tin Z übergehen 
sollte. so folgt wegen der vorhin bewiesenen Eindeutigkeit der 
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Funktionen f, g notwendig Z* = Z, d. h. die Punkte Zl' Z., 
Za' ••. verdichten sich nur an einer Stelle, nämlich an der 
Stelle Z. Damit ist die Stetigkeit der Funktionen f,g in XV',CD 
bewiesen. 

Wir setzen jetzt in f,g für xV' die Koordinaten irgendeines 
Punktes P unserer Ebene ein, der innerhalb oder außerhalb 
des Kreises" liegt. Die dann entstehenden Funktionenf(CD), 
g(CD) in der Veränderlichen CD allein dürfen nicht beliebig 
kleine simultane Perioden haben. Denn da sie stetige Funk
tionen von CD sind, so wären sie in diesem Falle Konstante; 
dann aber würde der Punkt P bei allen Drehungen der Ebene 
um M festbleiben, was Axiom II widerspräche. Die kleinste 
simultane Periode jener beiden Funktionen /(m), g(m) muß 

demnach von der Form 2 n sein, wo n eine ganze positive Zahl 
n 

bedeutet. Hieraus folgt, daß der durch P gehende wahre 
Kreis erhalten wird, wenn man in den F~rmeln 

x = /(m),y =- g(m) 

den Wert m von 0 bis zn laufen läßt. Diese Kurve ist ge-
n 

schlossen und ohne Doppelpunkte; sie stellt daher den durch 
P gehenden wahren Kreis um M dar. Wenden wir nunmehr 

auf die Ebene eine Drehung um den Winkel z:n: an, so bleiben 
n 

dabei alle Punkte dieses durch P gelegten wahren Kreises 
fest, und daher müßten nach § 19 alle Punkte der Ebene fest
bleiben; die Punkte auf dem wahren Kreise" bleiben aber 
bei jener Drehung nur fest, wenn n = I ist, und damit haben 
wir die Aussagen des in § 20 aufgestellten Satzes in allen 
Teilen bewiesen. 

§ 22. 

Wir erkennen jetzt leicht auch die Richtigkeit der folgen
den Tatsachen: 

Wenn irgend zwei Punkle bei einer Bewegung der Ebene fis/
bleiben, so bletöen alle Punkle /esl, d.h. die Bewegung ist die Iden/ität. 
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Jeder Punkt der Ebene läßt sich durch eine Bewegung (d. h. 
zwei Drehungen) gewiß in jeden anderen Punkt der Ebene üher
führen. 

Die erstere Tatsache folgt sofort mit Rücksicht auf den Satz 
in § 20; die letztere, wenn wir um jeden der Punkte den wah
ren Kreis durch den anderen legen, wobei diese Kreise sich 
notwendig treffen müssen. 

§ 23· 

Unser wichtigsles weiteres Ziel hestelzt darin, den Begriff der 
wahren Geraden in unserer Geomelne eimufülzren und dze für den 
Aufbau der Geomelne notwendigen Eigenschaften dzeses Begriffes 
su entwickeln. 

Zu dem Zwecke setzen wir zunächst folgende Benennungen 
fest: Wenn A, B und A', B' zwei Paare von Bildpunkten von 
der Art sind; daß sich vermöge einer Bewegung A in A' und 
zugleich B in B' überfUhren läßt. so sagen wir, dz'e (wahre) 
SIrecke AB sei kongruent (in Zeichen ) der (wahren) Strecke 
A' B'. Ferner nennen wir zwei waßre Kreise kongruent, wenn 
es eine Bewegung gibt, welche ihre Mittelpunkte und zugleich 
sie selbst ineinander überführt. 

Unter einer Halhdrehung H um einen Punkt M verstehen 
wir eine Drehung um den Winkel :71:, d. h .. eine Drehung, die 
noch einmal ausgeführt die Identität ergibt. Wenn A, B, C 
drei Punkte sind, so daß A bei einer Halbdrehung um B in 
C und demnach auch zugleich C bei dieser Halbdrehung in 
A übergeht, so heiße B die Mitle der Strecke AC. 

Wenn C ein Punkt innerhalb bez. außerhalb des um. A 
durch B geschlagenen wahren Kreises ist, so nennen wir die 
Strecke AC kleiner heB. größer als die Strecke AB. Um in ana
loger Weise die Begriffe "kleiner' und "größer" für beliebige 
Strecken bez. für beliebige Kreise zu definieren, führe man 
Bewegungen aus, vermöge welcher die Anfangspunkte der 
Strecken bez. die Mittelpunkte der Kreise in den nämlichen 
Punkt fallen. 
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§ 24· 

Eine wahre Strecke AChat höchstens ~ine Mitte; gäbe es 
nämlich für AC zwei Mitten und bezeichnen wir die Halb
drehungen um diese Mitten mit 0;. und n;" so würde die 
zusammengesetzte Substitution n;. ~ -1 eine Bewegung dar
stellen, welche jeden der Punkte A und C festließe, und somit 
entnehmen wir nach § 22, indem wir symbolisch die Identität 
mit I bezeichnen. 

0;.n,-1 = I, d. h. 0;. = H2; 

mithin stimmen auch die Mitten selbst überein.. Insbesondere 
folgern wir hieraus die weitere Tatsache: 

Wenn zwei Strecken einander kongruent sind, so sind auch 
ihre Hälften einander kongruent. 

§ 25· 
Für die weiteren Entwickelungen brauchen wir folgenden 

Hilfssatz: 
Es mögen die Punkte Al' All' A:I' .•. gegen den Punkt A 

und die Punkte M;., ~, M;, ." gegen den Punkt M kon
vergieren; wenn dann allgemein bei Ausführung der Halb
drehung um M; der Punkt Ai in Bi übergeht, so konvergieren 
die Punkte Bi' B'l' Bs' ... ebenfalls, und zwar gegen den
jenigen Punkt B, der durch die Halbdrehung um Maus A 
entsteht. 

Zunächst läßt sich gewiß ein Jordansches Gebiet finden, 
innerhalb -dessen das Punktsystem B l , B ll , B s , ..• gelegen 
ist. Davon überzeugen wir uns durch das nämliche Schluß
verfahren, welches in § 2 I auf das Punktsystem Zl' Z2' Zs' ... 
angewandt worden ist. 

Wir bezeichnen nun mit B* eine Verdichtungsstelle der 
Punkte Bl,Bs,Bs,'" Auf Grund des AxiomsIll muß es dann 
eine Bewegung geben, welche die Punkte A, M, B* bez. in 
die Punkte B*, M, A überführt; d. h. B* geht aus A durch 
die Halbdrehung um Mhervor. Da aber auch Baus A durch 

Hilb e rt: Grundlagen der Geometrie. 5- AufL 14 
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die Halbdrehung um M hervorgeht, 110 folgt B* =- B, und 
damit ist der gewünschte Nachweis erbracht. 

§ 26. 

Es sei M die M#te einer gewissen Strecke AB,. dann 'U!ollen 
wir zeigen, daß jede Strecke AC, die kleiner als AB ist, ~benfalls 
eine Mz'lIe N besitzt, 

Zu dem Zwecke ziehen wir irgendeine stetige Kurve 'I' von 
A bis Mund suchen zu jedem PunkteM' dieser Kurve 'I' den 
Punkt B', so daß M' die Mitte von AB' wird; dann ist der 
Ort derPunkteB', wie wir aus dem in §25 bewiesenen Hilfs
satze schließen, eine stetige Kurve '1". Diese Kurve '1" mündet 
gewiß in A, wenn der Punkt M' auf der Kurve I' nach A hin 
läuft. Denn im anderen Falle nehmen wir an, es sei ~,M" 
M" ... eine unendliche Reihe von Punkten auf '1" die gegen 
A konvergieren, und Bi ,B" Bs"'" die entsprechenden Punkte 
auf der Kurve '1". Würden nun Bi' BI' Bs"" eine von A ver
schiedene Verdichtungsstelle A* besitzen, so entnehmen wir 
daraus, daß es eine Bewegung gibt, welche gewisse Punkte 
in beliebiger Nähe von A in beliebiger Nähe von A* läßt und 
zugleich den Punkt A in beliebige Nähe von A* bringt. Dann 
müßte also auf Grund des Axioms III bei einer gewissen Be
wegung A festbleiben und zugleich in A* übergehen, was un
möglich ist. 

Da nun unserer Annahme zufolge AC'kleiner als AB ist, 
so muß der um A durch C geschlagene wahre Kreis die A 
mit B verbindende stetige Kurve '1" in irgendeinem Punkte 
B' treffen. Der diesem Punkte entsprechende Punkt M' auf 'I' 
ist die Mitte der wahren Strecke AB', und da AC = AB' 
ist, so findet man durch geeignete Drehung um A aus M' 
auch die gesuchte Mitte N von AC. 

Da die Strecke AC durch ihre Halbdrehung um ihre Mitte 
N in die Strecke CA übergeht, so folgt aus unserem eben 
bewiesenen Satze: 

Die Strecke AC ist stets der Strecke CA kongruent - vor-
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ausgesetzt, daß die Strecke AC kleiner als die bestimmte, 
am Anfange dieses § 26 zugrunde gelegte Strecke AB ist. 

Zugleich erkennen wir, daß, wenn die Punkte Cl' c" CI' ••. 
gegen den Punkt A konvergieren, stets auch die Mitten N., 
N" Na, ... der Strecken bez. ACII ACI , ACs' ••• gegen A kon
vergieren. 

§ 27· 
Für unsere weiteren Entwickelungen haben wir einige Sätze 

über sich berührende wahre Kreise nötig, und zwar kommt 
es vor allem darauf an, zwei zueinander kongruente Kreise zu 

konstruieren, die sich einander von außen in einem und nur ,n einem 
Punkle berühren. 

Zu dem Zwecke wählen wir einen Kreis ,,' so klein, daß 
innerhalb desselben keine Strecke liegt, die der bestimmten 
in § 26 zugrunde gelegten Strecke AB kongruent wird; der 



206 Anhang IV 

Satz in § 20 zeigt, daß dies gewiß möglich ist, da sich sonst 
die Punkte A und B gleichzeitig beliebig nahe an Mbewegen 
ließen. So dann sei" ein innerhalb ,,' liegender Kreis um den
selben Mittelpunkt wie ,,'. Wir nehmen nun auf dem Kreise 
" irgend zwei Punkte an und schlagen um diese zueinander 
kongruente Kreise Ct und f3 so klein, daß irgend zwei Punkte 
auf", die innerhalb" liegen, niemals von irgend zwei Punkten 
auf '" die innerhalb ß liegen, im Sinne der Anordnung der 
Punkte auf" getrennt liegen können. Außerdem seien die 
Kreise IX, ß so klein gewählt, daß sie ganz innerhalb des Kreises 
,,' liegen. Dann nehme man einen Punkt P' an, der inner
halb IX und außerhalb " liegt, und einen Punkt R' an, der 
innerhalb ß und innerhalb " liegt, und schlage dann um P' 
und R' zueinander kongruente Kreise 11:' und f!' so klein, daß 
n;' ganz innerhalb IX und außerhalb "und ferner f!' ganz inner
halb {J und innerhalb " fällt. Nun führe man eine Drehung 
um den Mittelpunkt von IX aus, so daß der Kreis 11:' in einen 
Kreis 11:" übergeht, der den Kreis" von außen berührt: die 
Berührungspunkte bilden ein Punktsystem, welches mit S be
zeichnet werden möge. Sodann führe man eine Drehung um 
den Mittelpr.nkt von {J aus, so daß der Kreis f!' in einen Kreis 
Q übergeht, der den Kreis "von innen berührt. Die Berührungs
punkte bilden ein Punktsystem, welches mit T bezeichnet 
werden möge. 

Da wegen der Wahl der Kreise CI, {J keine zwei Punkte 
des Systems S durch ein Punktepaar des Systems Tauf" 
getrennt werden, so ist es gewiß möglich, durch eine Dre
hung der Ebene um den Mittelpunkt des Kreises" einen der 
äußersten Punkte von Sauf" mit einem der äußersten Punkte 
von Tauf" derartig zur Deckung zu bringen, daß die übrigen 
Punkte von S in Punkte übergehen, die von den Punkten des 
Systems T durchweg verschieden sind. Bei dieser Drehung 
gelangt der Kreis 11:" mit dem Kreise f! in Berührung in der 
Weise, daß der Punkt C, in dem das Zusammenfallen statt
findet, der einzige Berührungspunkt wird. Wir bezeichnen den 
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Kreis n;" in seiner neuen Lage mit n; und die Mittelpunkte 
von n; und ~ bez. mit P und R. 

Wir wollen nun beweisen, daß der Berührungspunkt Cnot
wendig die Mitte zwischen den beiden Mittelpunkten P, Rist. 
In der Tat, wegen unserer Wahl von ,,' ist die Strecke PR 
notwendig kleiner als die bestimmte Strecke AB und besitzt 
daher nach § 26 gewiß eine Mitte; dieselbe heiße C*. Dann 
geht jeder der beiden Kreise n;, ~ durch eine Halbdrehung um 
C* in den anderen über, und daher wird aus jedem Punkte 
des einen Kreises ein Punkt des andem. Da der Punkt C 
heiden Kreisen n;, ~ gemeinsam ist, so muß er bei einer solchen 
Halbdrehung ebenfalls in einen den Kreisen 1C,~ gemeinsamen 
Punkt übergehen, er muß folglich bei dieser Halbdrehung 
ungeändert bleiben und stimmt mithin notwendig mit dem 
Punkte C* überein, um welchen die Halbdrehung ausgeführt 
wurde. 

Aus dem eben bewiesenen Satze erkennen wir zugleich 
folgende Tatsache: 

Aus dem Kreise 1C entsteht durch Halbdrehung um den Punkt C 
auf n; der Kreis ~, der" in C 'lJon außen oeri1hrl; es gzöl außer ~ 
keinen anderen Kreis, der mit dem Kreise" kongruent isl und ilm 
im Punkle C und nur in diesem einen Punkte 'lJon außen oerührt. 

Ferner gilt der Satz: 
Wenn ;rgendein Kreis, 'lJon dem Kreis n; umschlossen und oeri1hrt 

wird, so findet diese BeTÜhnmg nur in einem Punkte stalt. 
Zum Beweise nehmen wir an, es seien Q, Q' zwei vonein

ander verschiedene Berührungspunkte der Kreise , und "
Dann führen wir eine Halbdrehung um Q' aus; durch diese 
geht " in einen Kreis 1C' über, der" nur im Punkte Q' berührt, 
und, geht in einen Kreis " über, der innerhalb ,,' und daher 
gewiß ganz auBerhalb 1C verläuft, beide Kreise", 1C' nur in 
Q' berührend. Führen wir jetzt diejenige Drehung um den 
Mittelpunkt des Kreises 1C aus, durch welr.he Q in Q' über-
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geht, so entsteht aus, ein Kreis ,", welcher ganz innerhalb 
" und daher gewiß auch außerhalb " liegt, diesen nur in Q' 
berührend. Damit haben wir zwei Kreise" ,", die beide den 
kongru.enten Kreis " in Q' und nur in diesem Punkte von 
außen berühren, und dieser Umstand widerspricht dem Satze 
in § 27. 

Die in § 27 und § 28 gefundenen Tatsachen bleiben gültig. 
wenn wir statt '" ~ kletnere Kreise nehmen. 

§ 29· 

Es sei P der Mittelpunkt des in § 27 konstruierten Kreises" 
und Q ein Punkt auf '" femer sei 0 ein beliebiger Punkt. 
Dann können wir unter Heranziehung der Bemerkung am 

Schluß von § 26 und wie in 
§ 27 auf Grund des Satzes in 
§ 20 gewiß einen Punkt E in 
solcher Nähe von 0 angeben 
daß innerhalb des Kreises " 

• derumdieMitteMderStrecke 
OE durch 0 und E gelegt 

wird, keine zu PQ kongruente Strecke 
existiert und das gleiche auch für jeden 
PunktE' und denentsprechendenKreis,' 
gilt, wenn Er noch näher als E an dem 
Punkte 0 gelegen ist. 

Alsdann gilt der Satz: 
Dn- um die Mille M (hes. M) von OE (hes. 0 E') durch 0 

gelegle Kreis , (hes. ,'j wird von dem Kreise um 0 durch E (hes. 
E) gans umschlossen und nur in E (hes. E) heriihrl. 

Zum. Beweise konstruieren wir zunächst denjenigen Kreis ID 

um 0, der den Kreis, umschließt und zugleich berührt. Dieser 
Kreis ID ist notwendig kleiner . als der Kreis "; denn im an
deren Falle würde der um 0 gelegte, ZU" kongruente Kreis 
ins Innere des Kreises , eintreten und dann müßte innerhalb, 
eine zu PQ kongruente Strecke existieren, was nicht der Fall 
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sein sollte. Nach dem in § 28 bewiesenen Satze kann dieser 
Kreis (0 mit, nur einen Berührungspunkt haben; derselbe sei 
E,.. Wäre nun Ei verschieden von E, so führe man um M 
diejenige Drehung aus, durch wel
che E 1 nach 0 gelangt; bei dieser 
Drehung gelangt dann 0 in einen 
Punkt Es des Kreises " der von E1 

verschieden sein müßte. Da die 0 
Strecke 0 E 1 der Strecke Es 0 und 
also auch 0 EI kongruent wird, so 
müßte E, ebenfalls ein Punkt des 
Kreises Q) sein, dies widerspräche 
dem Umstande, daß Ei der einzige den Kreisen OJ und, ge
meinsame Punkt sein sollte; d. h. der Kreis Q) läuft durch E, 
und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

§ 30 • 

Bei den folgenden Entwickelungen legen wir die zu Be
ginn des § 29 konstruierte Strecke 0 E zugrunde und erteilen 
den Punkten 0, E die Zahlenwerte ° bez. I; sodann kon
struieren wir die Mitte von OE und erteilen dieser Mitte den 
Zahlenwert t. ferner erteilen wir den Mitten der Strecken 
(0, t) bez. (t, I) die Werte t bez. t und dann den Mitten 
der Strecke (0, t) bez. (t, t), (t. t), (t, I) die Werte i bez. 
t, i,i; und so fort. Ferner führen wir mit der ganzen Strecke 
(0, I) um den Punkt 0 eine Halbdrehung aus und erteilen 
allgemein demjenigen Punkte, der aus dem zur Zahl a ge
hörigen Punkte hervorgeht, denZahlenwert-a; sodannführen 
wir um den Punkt I eine Halbdrehung aus und erteilen all
gemein demjenigen Punkte, der aus dem zur Zahl a gehörigen 
Punkte hervorgeht, den Zahlenwert 2 -a, und so fort denken 
wir uns abwechselnd Halbdrehungen um 0 und um E aus~ 

geführt und die neu entstehenden Punkte entsprechend be· 
nannt, bis schließlich jede Zahl a einem bestimmten Punkte 
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zugeordnet erscheint, wenn a eine rationale Zahl bedeutet, 
deren Nenner eine Potenz von 2 ist. 

§ 3 1 • 

Wir erkennen durch diese Zuordnung leicht folgendes 
Gesetz: 

Durch eine Halbdrehung um den zur Zahl a gehörigen 
Punkt, geht jeder Punkt .x in den Punkt 2 a -.x über. Wenn 
wir mithin erst eine Halbdrehung um den Punkt 0 = 0 und 
dann eine solche um den Punkt a ausführen, so wird jeder 
Punkt .~ in den Punkt .x + 2 averwandelt. 

§ 32 • 

Um die Punkte, denen Zahlen zugehören, untereinander 
anzuordnen und die von ihnen begrenzten Strecken mitein
ander zu vergleichen, benutzen wir den in § 29 aufgestellten 
Satz über sich berührende Kreise in folgender Weise: 

Der Kreis um den 
Punkt 0 durch den 
Punkt t umschließt 
ganz den Kreis um {
durch t, und da die
ser die Kreise um i 

~ durch * = t und um 
-«- durch { = -} um
schließt, die letzteren 
wiederum die Kreise 
um 16 durch i\ = -!, 
um [6 durch /6 =!, 
um 16 durch fs = i· 
um t& durch fs = -~, 

usf., 80 erkennen, wir, daß die Strecke (0, t) größer als alle 
Strecken (0, a) ist, wenn a eine positive rationale Zahl be
deutet, deren Nenner eine Potenz von 2 ist und deren Wert 
unterhalb t liegt. 
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Ferner umschließt der Kreis um ° durch t den Kreis qm 
i durch * = t- Der zweite umschlossene Kreis umschließt 
seinerseits die Kreise um fs durch fs und um fs durch i\, diese 
umschließen wiederum die kleineren Kreise um /S, s\ bez. 
~,-lt usf.; daraus erkennen wir, daß die Strecke (0, t) größer 
ist als alle Strecken (o,a), wenn a eine positive rationale Zahl 
bedeutet, deren Nenner eine Potenz von 2 ist und deren 
Wert unterhalb 1- liegt. 

Weiter betrachten wir den Kreis um ° durch i; derselbe 
umschließt den Kreis um ts durch ts = t, und dieser wiede
rum umschließt die kleineren Kreise um l2 durch 3\ usf.; dar
aus erkennen wir, daß die Strecke (o,t) größer als alle Strecken 
(0, a) ist, wenn a eine positive rationale Zahl bedeutet, deren 
Nenner eine Potenz von 2 ist und deren Wert unterhalb t 
liegt. Durch Fortsetzung dieses Schlußverfahrens finden wir 
das allgemeine Resultat: 

Ist a eine positive rationale Zahl, deren Nenner eine Potenz von 2 

t'st und deren Wert unterhalb ~ liegt, so ist die Strecke (0, a) 
2 m 

slets kleiner als die Strecke (0, 21m) 0 

§ 33· 
Nunmehr sind wir imstande, der Reihe nach folgende Hilfs

sätze zu beweisen: 
Die Punkte, die den Zahlen t, "h -h fs. 0 • 0 entspreche1/., kon-

?Iergieren gegen den Punkt 0. 

Denn im entgegengesetzten Falle müßten, da die Strecken 
(0, t), (0, -t), (0, i), (0, f-r,)," , beständig kleiner werden, die 
Punkte t, 1-, t, -lr" ... ihre Verdtchtungsstellen auf einem be
stimmten wahren Kreise " um den Punkt ° haben. Es sei 

I I I 0 R °h P k d' etwa - , -, - , 0 '0 eine el e von un ten, le gegen 
zftl zn'2 2"" 

einen Punkt Kauf" konvergieren: dann mögen die Punkte 
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im. Punkte K* eine Verdichtungsstelle haben. Aus dem Satze 
im. § 25 geht hervor, daß dann K* die Mitte der Strecke 0 K 
sein müßte; dies widerspricht unter Hinzuziehung der am 
Schlusse von § 27 gefundenen Tatsache, dem Umstande, daß 
K* ebenfalls auf dem Kreise " liegt. 

§ 34· 
Es m6gm al , a'l t;, ... positive rationale Zahlmlmkuten, deren 

Nenner Potenzm von 2 nM. Wenn dann fit'e unendlzi:he Zahlmreilu 
~, ~, a., ••• gegen 0 konvergIert, so konvergzert auch die diesen 
Zahlen mtsprechendl Amklreihe gegen tim Punkt o. 

Zum Beweise wählen wir die ganzen Exponenten "t '''t' n. I" • 

derart, daß 
I a.<-,··· 2'" 

wird, und die Reihe ~, 2-, ~, ... ebenfalls gegen 0 kon-2'" 2"" 2'" . 
vergiert. Da zufolge des Satzes in § 32 allgemein der Punkt 4, 
innerhalb des Kreises um 0 durch ~ liegt und nach dem in 

2 .... 

§33 bewiesenenHilfssatze dieKreiseumodurch~,..!...,~, •.• 
2'" 2'" 2'" 

gegen 0 konvergieren, so folgt sofort auch die zu beweisende 
Behauptung. 

§ 35· 
EndHch.gilt der folgende Satz: 
Es sezm ~, a" t; • •.. eine. unendlli:he Reihe von ratiOnalen 

Zahlen, derm Nenner Po/enzen von 2 nnd und die gegen irgmJ.. 
eine reelle Zahl a konvergzeren: dann konvergzeren fite entsprechmdm 
Punkte a1 , a" aa, ... ebenfalls gegen einen bestlTnm/en Punkt. 

Zum Beweise nehmen wir das Gegenteil an: es seien' etwa 
V' und V" zwei voneinanderverschiedene Verdichtungsstellen 
der Punkte a1' a

" 
aal •.•• ; und zwar mögen die Punkte a1" a,', 

a." ". gegen V' und ~'" a.", a.", ... gegen V" konvergieren. 
Nach den Bemerkungen in § 3 I gibt es für jeden Punkt al: 
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eine aus zwei Halbdrehungen zusammengesetzte Bewegung, 
die allgemein den Punkt aj' in den Punkt aj'-a. und zugleich 
den Punkt a(' in den Punkt ai" - ak überführt, und da sowohl 
die Zahlenwerte a;,-ak als auch die Zahlenwerte a;,,-ak mit 
wachsenden Indizes beliebig nahe an 0 kommen, so erkennen 
wir mit Rücksicht auf den Satz in § 34. daß es Bewegungen 
gibt, die einen Punkt in beliebiger Nähe von V und zugleich 
einen Punkt in beliebiger Nähe von V" in beliebige Nähe des 
Punktes 0 bringen. Dies ist im Hinblick auf Axiom III einer 
oft angewandten Schlußweise zufolge nicht möglich. 

§ 36. 

Erteilen wir nun dem Punkte, gegen den die Punkte a1 , a2 , 

as"" konvergieren, den Zahlenwert a, so ist damit überhaupt 
jedem reellen Zahlenwerte ein bestimmter Punkt unserer Ebene 
zugeordnet; wir nennen das System aller dieser Punkte eine 
wahre Gerade, so daß also unter dieser wahren Geraden dasjenige 
,5iystem von Punklen verstanden wird, die aus den Punkten 0, E ent
stehen, wenn man fortgesetzt die .Mi"tten m'mmt, Halbdrehungen aus
führt und die Hätifungsstellen aller erhaltenen Punkte hinzufügt. 
Sämtliche durch Bewegung aus dieser wahren Geraden entstehenden 
Punktsysteme heißen wiederum wahre Gerade. Die wahre Gerade 
Zl!ifällt von jedem ihrer Punkte aus in zwei Halbgerade. 

§ 37· 
Mit Benutzung des Hilfssatzes in § 25 erkennen wir leicht, 

daß bei der Halbdrehung um einen beliebigen Punkt a unserer 
wahren Geraden allgemein der Punkt x in den Punkt 2a-x 
übergeht; bei der Ausführung zweier Halbdrehungen um die 
Punkte 0 und a geht also allgemein x in x + 2 a über. 

Aus dem Satze in § 35 folgern wir leicht, daß auch dann, 
wenn a1 , as' as •... beliebige gegen a konvergente Zahlen sind. 
die entsprechenden Punkte al • a2• as'''' stets gegen den ent
sprechenden Punkt a konvergieren; d. h. die wahre Gerade ist 
eine sletige Kurve. 
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§ 38. 

Versuchen wir die Annahme, daß es zwei Zahlenwerte a 
und b gäbe, die auf der wahren Geraden den nämlichen Punkt 

P der Ebene darstellen. Der Punkt a + b ist die Mitte der 
2 

Strecke (a, b); derselbe müßte daher mit dem Punkte P über
einstimmen. Das gleiche müßte dann von den Mitten der 

I a+b) (a+o) 3a+" Strecken ~ a, -2- und -2-' b d. h. den Punkten --4-

und a + 3 b gelten. Indem wir fortgesetzt die Mitten nehmen, 
4 

k . d ß .. tr h P kt Ana +Bll" A B er ennen wIr, a sam le e un e 2" ,WO n' " 

positive ganze Zahlen mit der Summe 2" bedeuten, mit Piden
tisch sein müßten, und hieraus folgt nach § 37, daß überhaupt 
allen zwischen a und b gelegenen reellen Zahlen der nämliche 
Punkt Pder Geraden entsprechen müßte. Dieser Widerspruch 
zeigt, daß die wahre Gerade keinen Doppelpunkt besitzt. Ebenso 
erkennen wir, daß die wahre Gerade nicht in sich selbst zuriick~ 
laufen kann. 

§ 39· 
Zwei Gerade haben höchstens einen Punkt gemein. 
In der Tat, hätten sie die zwei Punkte A und B gemein 

und entsprächen diesen Punkten auf der einen Geraden die 
Zahlenwerte a,b und auf der anderen Geraden die Zahlenwerte 

a', b', so müßten nach § 24 auch die Mitten a + bund a' + 1>' 
2 2 

miteinander übereinstimmen. Indem wir fortgesetzt wie in § 38 
die Mitten nehmen, schließen wir in ähnlicher Weise, daßsämt
liche zwischen a und b bez. a' und b' gelegenen Punkte auf 
bei den Geraden und mithin diese Geraden selbst miteinander 
identisch sind. 

§ 40. 

Unsere wahre Gerade schnez'detjeden, um einm ihrer Punkte, etwa 
um den Punkt ° gelegten Kreis. 
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In der Tat, bei der entgegengesetzten Annahme sind nur 
zwei Fälle möglich: entweder es gibt einen bestimmten Kreis" 
um den Punkt 0, der von der wahren Geraden g noch getroffen 
wird, während die den Kreis" umschließenden Kreise um 0 

von g nicht mehr getroffen werden; oder es gibt einen be
stimmten Kreis '" der von g nicht getroffen wird, während alle 
innerhalb " verlaufenden Kreise um den Punkt 0 von g ge
troffen werden. 

Da die Gerade g ihrer Konstruktion gemäß über jeden ihrer 
Punkte hinaus stets fortgesetzt werden kann und, wie in § 38 
gezeigt worden ist, keinen Doppelpunkt besitzen darf, so müßte 
es im ersteren Falle gewiß einen innerhalb" verlaufenden 
Kreis um den Punkt 0 geben, den sie auf derselben Seite von 
o an zwei Stellen A, B träfe, wobei B auf der F OI:tsetzung von g 
hinter A und genügend nahe an A innerhalb" zu nehmen ist. 
Führt man nun eine Drehung um den Punkto aus, durch welche 
A in B übergeht, so würde dabei unsere Gerade g in eine 
andere übergehen, welche g außer in 0 noch in .B schnitte; 
dies ist dem in § 39 bewiesenen Satze zufolge unmöglich. 

Im zwei ten Falle bezeichne K einen Punkt des Kreises '" 
in dessen beliebige Nähe die wahre Gerade g gelangt. Man 
schlage dann um Keinen wahren Kreis n*, der kleiner als" 
ist und g etwa im Punkte M treffe. Sodann schlage man um 
11-/ einen Kreis 11:, der größer als n* und kleiner als" ist. Dieser 
Kreis n enthält, da er größer als n* ist, denPunktKimInneren, 
und da er kleiner als " ist, so ergibt unsere Annahme in 
Verbindung mit dem vorhin Bewiesenen, daß die durch ,lI 
gehende Gerade g stetig innerhalb 11: verläuft, nach der einen 
oder anderen Richtung hin verlängert je durch einen Punkt 
auf n aus dem Kreise 11: heraustritt und dann nicht mehr in den 
Kreis n zurückläuft. Da die Gerade g andererseits dem inner
halb n gelegenen Punkte Kbeliebig nahe kommen soll, so ent
hält sie notwendig den Punkt K selbst; hierin liegt ein Wider
spruch mit unserer gegenwärtigen Annahme. 

Da das System aller Kreise um einen Punkt die ganze 
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Ebene lückenlos bedeckt, so folgt zugleich aus dem Vorigen, 
daß irgend zwei Punkle in unserer ebenen Geometne slets durch 
eine wahre Gerade verbunden werden können. 

Wir haben nun zu zeigen, daß dle Kongruenza:xiome in un~ 
serer ebenen Geomefn'e gültig sind. 

Zu dem Zwecke wählen wir einen bestimmten wahren Kreis 
" aus und führen für die Punkte desselben nach § 18 die Para
meter darstellung durch den Winkel 00 ein: dann wird, wenn 
00 die Werte 0 bis 2 n erhält, der wahre Kreis in einem be
stimmten Sinne durchlaufen. Aus dieser Einführung folgt für 
jeden anderen mit" kongruenten Kreis ebenfalls ein be
stimmter Umlaufssinn, nämlich derjenige, der sich ergibt, 
wenn wir den Mittelpunkt des Kreises" nach § 22 durch zwei 
hintereinander angewandte Drehungen mit dem Mittelpunkt 
des vorgelegten Kreises zur Deckung bringen. Da es im Hin
blick auf den zu Anfang dieser Abhandlung definierten Begriff 
der Bewegung nicht möglich ist, den ursprünglichen Kreis" 
mit sich selbst im umgekehrten Umlaufssinn zur Deckung zu 
bringen, so existiert in der Tat für jeden Kreis ein bestimmter 
Umlaufssinn. 

Jetzt nehmen wir zwei von einem Punkte Mausgehende 
Halbgeraden, die nicht beide zusammen eine wahre Gerade 
ausmachen, schlagen um M einen zu " kongruenten Kreis 
und fixieren dasjenige von den Halbgeraden ausgeschnittene 
Stück dieses Kreises, welches einem unterhalb der Zahl n 
liegenden Parameterintervall entspricht. Der festgesetzte Um
laufssinn führt dann innerhalb des fixierten Kreisbogenstückes 
von einer der beiden Halbgeraden zu der anderen Halb
geraden; wir bezeichnen die erstere Halbgerade als den rech
ten, die letztere Halbgerade als den linken Schenkel des Win
kels zwischen beiden Halbgeraden, während das Parameter
intervall « n) selbst das Maß für diesen Winkel abgibt. Aus 
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unserem Begriff der Bewegung folgt dann der erste Kon
gruenzsatz für zwei Dreiecke in folgender Gestalt: 

Wenn für zwei Dreiecke ABC und A'B' C' die Kongruen~n 

AB = A'B', AC= A'C', ~ BAC= -1: B'A'C' 

gelten, wenn firner AB bez. A'B' die rechten, AC bez. A' C' die 
linken Sc henkel der Winkel BA C bez. B' A' C' sind, so gelten stels 
auch die Kongruenzen 

-1: ABC= -1: A'B'C' und ~ ACB = -1: A'C'B', 
BC=B'C'. 

§ 4 2 • 

Nachdem in §§ 30-40 die wahre Gerade definiert und 
ihre Eigenschaften abgeleitet worden sind, haben wir zwei 
Fälle zu unterscheiden: 

Erstens nehmen wir an, daß es durch einen Punkt nur eine 
Gerade gibt, die eine gegebene Gerade nicht schneidet (Pa
rallelenaxiom). Für unsere Ebene gelten dann die sämtlichen 
ebenen Axiome, die ich in meiner Festschrift über die Grund
lagen der Geometrie (Kap. I) aufgestellt habe, nur daß das 
Kongruenzaxiom IV6 dort in der vorhin in §41 aufgestellten 
engeren Fassung zu nehmen ist. Auch bei dieser engeren Fas
sung des letzten Kongruenzaxiomes folgt mit Notwendigkeit die 
Euklidische ebene Geometrie (vgl.Anhang IIS. 1 20 bis S. 123). 

Zweitens nehmen wir an, daß es durch jeden Punkt A zwei 
Halbgerade gibt, die nicht zusammen ein und dieselbe Gerade 
ausmachen und die eine gegebene Gerade g nicht schneiden, 
während jede in dem durch sie gebildeten Winkelraum ge
legene, von A ausgehende Halbgerade die Gerade g schneidet; 
dabei liege A außerhalb g. 

Mit Hilfe der Stetigkeit folgt dann leicht, daß auch um
gekehrt zu irgend zwei von einem Punkte A ausgehenden 
Halbgeraden, die nicht zusammen ein und dieselbe Gerade 
ausmachen, stets eine bestimmte Gerade g gehört, die jene 
beiden Halbgeraden nicht schneidet, dagegen von jeder 
anderen Halbgeraden getroffen wird, die von A ausgeht und 
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in dem Winkelraum zwischen den beiden gegebenen Halb· 
geraden verläuft. Unter diesen Umständen folgt dann die 
Bolyai.Lobatschefskysche ebene Geometrie, auch weDD. wir 
das Kongruenzaxiom IV 6 in der vorhin aufgestellten engeren 
Fassung zugrunde legen, wie sich dies mit Hilfe meiner 
"Enden".Rechnung1) zeigen läßt. 

Zum Schlusse möchte ich auf den charakteristischen Unter· 
schied hinweisen, der zwischen der vorstehenden Begründung 
der Geometrie und derjenigen besteht, die ich in meiner Fest~ 
schrift "Grundlagen der Geometrie" zu geben verSucht habe. 
In der Festschrift ist eine solche Anordnung der Axiome be· 
folgt worden, wobei die Stetigkeit hinter allen übrigen Axiomen 
an let z te r Stelle gefordert wird, so daß dann naturgemäß die 
Frage in den Vordergrund tritt, inwieweit die bekannten Sätze 
und Schlußweisen der elementaren Geometrie von der Forde· 
rung der Stetigkeit unabhängig sind. In der vorstehenden 
Untersuchung dagegen wird die Stetigkeit vor allen übrigen 
Axiomen an erster Stelle durch die Definition der Ebene und 
der Bewegung gefordert, so daß hier vielmehr die wichtigste 
Aufgabe darin bestand, das geringste Maß von Forderungen 
zu ermitteln, um aus demselben unter weitester Benutzung der 
Stetigkeit die elementaren Gebilde der Geometrie (Kreis und 
Gerade) und ihre zum Aufbau der Geometrie notwendigen 
Eigenschaften gewinnen zu können. In der Tat hat die vorsteh· 
ende Untersuchung gezeigt, daß hierzu die in den obigen Axio· 
men I-III ausgesprochenen Forderungen hinreichend sind. 

Göttingen, den LO. Mai 1902. 

I) VgI. meine Abhandlung: "Neue Begründung der Bolyai.Lobat. 
schefskyschen Geometrie", Anhang m. Das dort eingeschlagene Beweis· 
verfahren ist für den gegenwärtigen Zweck in geeigneter Weise abzu. 
ändem, so daß die Stetigkeit herangezogen, dagegen die Anwendung 
des Satzes von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Drei· 
eck vermieden wird. Um die Sätze über die Addition der Enden 
(S. 155-159) zn gewinnen, betrachten wir die Addition als Grenzfall 
einer Drehung der Ebene, wenn der Drehpunkt auf einer Geraden ins 
Unell,dliche rückt. 



Anhang v. 
Ober Flächen von konstanter Gaußscher 

Krümmung. 
[Aus den Transactions of the Americain Math. Society VoL 2, 1901.] 

Ober Flächen von negalioer konstanter Krümmung. 

Nach BeltramP) verwirklicht eine Fläche von negativer 
konstanter Krümmung ein Stück einer Lobatschefkyschen 
(Nicht-Euklidischen) Ebene, wenn man als Geraden der Lo
batschefskyschen Ebene die geodätischen Linien der Fläche 
von konstanter Krümmung betrachtet und als Längen und 
Winkel in der Lobatsc~efskyschen Ebene die wirklichen Län
gen und Winkel auf der Fläche nimmt. Unter den bisher unter
suchten Flächen negativer konstanter Krümmung finden wir 
keine, die sich stetig und mit stetiger Änderung ihrer Tan
gentialebene in der Umgebung jeder Stelle überallhin aus
dehnt; vielmehr besitzen die bekannten Flächen negativer 
konstanter Krümmung singuläre Linien, über die hinaus eine 
stetige Fortsetzung mit stetiger Änderung der Tangential
ebene nicht möglich ist. Aus diesem Grunde gelingt es mittels 
keiner der bisher bekannten Flächen negativer konstanter 
Krümmung, die ganze Lobatschefskysche Ebene zu verwirk
lichen, und es erscheint uns die Frage von prinzipiellen Inter
esse, ob die ganze L oba t sc h eis ky sehe Ebene überhaupt mekt durch 
eine ana{ytische'l) Fläche negativer konstanter Krümmung auf die 
Bellramische we,se zur Darstell,mg gebrackt werden kann. 

I) Giornale di Matematiche, Bd. 6, 1868. 
2) Der leichteren Ausdrucksweise wegen setze ich hier rur die zu 

betrachtende Fläche analytischen Charakter voraus, obwohl die Be
weisführung und das erlangte Resultat (vgl. S. 232) gültig bleiben, 
wenn in Gleichung (I) lß(x,y) eine genügend oft differenzierbare nicht
analytische Funktion von x, y bedeutet. Daß es tatsächlich reguläre 
und nicht analytische Flächen von konstanter negativer Krümmung 

Hilb e r t: GrlllldlageD der Geometrie. s. Allfl. 1 S 



220 AnhaDg V 

Um diese Fnge zu beantworten, gehen wir von der An
nahme einer analytischen Fläche der negativen kOl)stanten 
Krümmung - I aus, die im Endlichen überall sich regulär ver
hält und keine singulären Stellen aufweist; wir werden dann 
zeigen, daß diese Annahme auf einen Widerspruch führt. Eine 
solche Fläche, wie wir sie annehmen wollen, ist durch fol
gende Aussage vollständig charakterisiert: 

Je de im "Endlichen gelegene Verdichtungss teIle 
von Punkten der Fläche ist ebenfalls ein Punkt der 
Fläche • 

. Bedeutet 0 irgendeinen Punkt der Fläche, so ist 
es stets möglich, die rechtwinkligen Koordinaten
achsen x,y, 13 so zu legen, daß 0 der Anfangspunkt 
des Koordinatensystems wird und die Gleichung der 
Fläche in der Umgebung dieses Punktes 0 wie folgt 
lautet: 
(1) 13 = ax' + byB + ~(x,J'), 
wo die Konstanten a, b die Relation 

4ab = - I 

befriedigen und die Potenzreihe ~(x,y) nur Glieder 
dritter oderhöherer Dimension in x,y enthält. Offen
bar ist dann die 13-Achse die Normale der Fläche. 
und die x- undy·Achse geben die Richtung an, die 
durch die Hauptkrümmungen der Fläche bestimmt 
sind. 

Die Gleichung 
axJ + by'= 0 

bestimmt die bei den Haupttangenten der Fläche durch den 
Punkt 0 in der xy-Ebene; dieselben sind daher stets von
einander getrennt und geben die Richtungen an, in denen 
die beiden Asymptotenkurven der Fläche durch den belle-

gibt, It,t auf meine ADregung hin G. Lütkemeyer in seiDer Inaugural
dissertation: 'Ober den analytischen Charakter der Integrale von par
tiellen Dift'erentialgleichuDgeD, Göttingen 1902, bewiesen. 
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bigen Punkt 0 verlaufen. Jede dieser Asymptotenkurveb. ge
hört einer einfachen Schar von Asymptotenkurven an, die w"'e 
ganze Umgebung des Punktes 0 auf der Fläche regulär und 
lückenlos überdecken. Verstehen wir daher unter u, '0 genü~ 

gend kleine Werte, so können wir gewiß folgende Konstruktion 
ausführen. Wir tragen auf einer der beiden durch 0 gehenden 
Asymptotenkurven den Parameterwert u von 0 als Länge ab, 
ziehen durch den erhaltenen Endpunkt die andere mögliche 
Asymptotenkurve und tragen auf dieser den Parameterwert 
'0 als Länge ab: der nun erhaltene Endpunkt ist ein Punkt 
der Fläche, der durch die Parameterwerte u, 11 eindeutig be
stimmt ist. Fassen wir demgemäß die rechtwinkligen Koordi
naten x, y, z der Fläche als Funktionen von u, 11 auf, indem 
wir setzen: 
(1) x = x(u; 11), y =y(u, 11), z - z{u, 11), 
so sind diese jedenfalls für genügend kleine Werte von u, '0 

reguläre analytische Funktionen von u, v. 
Die bekannte Theorie der Flächen von der konstanten 

Krümmung - I liefert uns ferner die folgenden Tatsachen: 
Bedeutet tp den Winkel zwischen den beiden Asymptoten

kurven durch den Punkt u, 11, so erhalten die drei Funda
mentalgrößen der Fläche die Werte: 

(OX)' (OY)' (OZ)' g = Ov + OV + ov .... I 

und mithin wird das Quadrat der Ableitung der Bogenlänge 
einer beliebigen Kurve auf der Fläche nach einem Para
meter t von der Form: 

(dS)! (dU)! du dv (dV)1 - = -- + 2COStp--+ - . 
dt dt dt dt dt 

Der Winkel tp genügt als Funktion von U, '0 der partiellen 
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Differentialgleichung 

(3) 

Anhang V 

0·" . OU O!' = sln tp. 

Die Formeln (2) und (3) beweisen den bekannten Satz:1) 
In jedem Vierecke, das von vier Asvmptotenkur

ven unserer Fläche gebildet wird, sind die gegen
überliegenden Bogen einander gleich. 

Die Formel (3) gestattet die Berechnung des Flächen
inhaltes eines von Asymptotenkurven gebildeten Viereckes 
mittels seiner Winkel; Darbouxl) ist auf diesem Wege zu 
dem folgenden Satze gelangt: 

Der Flächeninhalt eines aus Asymptotenkulven 
gebildeten Viereckes auf unserer Fläche ist gleich 
der Summe d er Winkel des Viereckes vermindert 
um 2:/1:. 

Die Formeln (I) liefern eine Parameterdarstellung unserer 
Fläche, bei welcher die Koordinatenlinien 

u = const., v = const. 

die AS}'IDptotenkurven sind. Nach den obigen Ausführungen 
erweisen sich die rechtwinkligen. Koordinaten x,y, B gewiß 
für genügend kleine Werte von u,v als umkehrbar eindeutige 
Funktionen der Variabeln u,v, d.h. die Formeln (I) vermitteln 
jedenfalls die umkehrbar eindeutige Abbildung eines S tü c kes 
der uv-Ebene in der Umgebung des Punktes u = 0, v .... 0 

auf ein Stück unserer Fläche in der Umgebung des Punktes 
O. Unsere Aufgabe besteht darin, die gesamte Abbildung 
der uv-Ebene auf unsere Fläche zu untersuchen, welche durch 
die analytische Fortsetzung der Formeln (I) erhalten wird. 

Fassen wir irgendeine Asyinptotenkurve unserer Fläche ins 
Auge, so erkennen wir sofort, daß dieselbe im EDdlichen 

I) DiDi. ADnali di lIatematica, Bd. 4, 1870, S. 175. Darboux, 
Le~oDS Bur la th~rie g&l&ale des surl'aces, Bd.3, Nr.773. Bianchi, 
LeziODi di geometria dift"erenziale, § 67. 

2) I. a. 0., Bd. 3, Nr.773. 
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keinen singulären Punkt haben und daher auch nirgends auf
hören darf; denn bei Annahme einer solchen singulären Stelle 
könnten wir in dieselbe den Punkt 0 verlegen, und dies gäbe 
einen Widerspruch mit unseren früheren Ausführungen, wo
nach durch 0 stets zwei reguläre Asymptotenkurven hindnrch
laufen und eine genügend kleine Umgebung des Punktes 0 
auf unserer Fläche durch regulär verlaufende Asymptoten
kurven lückenlos erfüllt wird. 

Aus diesem Umstande entnehmen wir die analytische Tat
sache, daß die Funktionen x,y, z für alle reellen u, v ein
deutig und unbegrenzt fortsetzbar sind. Um dies· sicher zu 
erkennen, tragen wir vom 
Punkte 0 aus auf der Asymp
totenkurve v = 0 die Länge u 
nach der einen oder anderen 
Richtung, je nachdem u po
sitiv oder negativ ist, ab, zieh
en durch den erhaltenen End-
punkt die andere Asymptoten- u ----r-kurve, tragen dann auf dieser 
die Länge v nach der einen 
oder anderen Richtung hin, je nachdem v positiv oder ne
gativ ausfällt, ab und erteilen endlich dem so erhaltenen End
punkte, der die rechtwinkligen Koordinaten xtY, z haben möge, 
die Parameterwerte u, v. Auf diese Weise ist jedem Punkte 
der uv-Ebene jedenfalls ein bestimmter Punkt unserer Fläche 
zugeordnet, und die Funktionen x,y, z, die diese Zuordnung 
vermitteln, sind eindeutige für alle reellen Variabeln U, v de
finierte und reguläre analytische Funktionen. 

Auch zeigt sich sofort, daß umgekehrt jedem Punkte unserer 
Fläche mindestens ein Wertepaar u, v entspricht. Um dies 
einzusehen, bezeichnen wir diejenigen Punkte, deren Koordi
naten durch Funktionswerte 

x(u, v), y(u. v). z(u, v) 
dargestellt werden, mit p, dagegen die Punkte der Fläche, 
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die durch Ullsere Abbildung nicht betroffen werden, mit Q. 
Würden nun im Endlichen ein oder mehrere Punkte Q vor
handen sein, so müßte es gewiß mindestens einen Punkt A 
auf der Fläche geben, in dessen beliebiger Nähe sowohl Punkte 
P als auch Punkte Q gelegen sind. 

Nach den früheren Ausführungen existieren nun für die 
Umgebung des Punktes A zwei Scharen von Asymptotenkurven, 
deren jede diese Umgebung einfach und lückenlos über
deckt. Unter diesen Asymptotenkurven muß notwendig min
destens eine solche vorhanden sein, die sowohl einen Punkt P 
als auch einen Punkt Q enthält. In der Tat, fassen wir eine 
der bei den durch A hindurchgehenden Asymptotenkurven ins 
Auge und nehmen wir an, dieselbe bestände aus lauter Punk
ten P (bez. Q), so würden die Asymptotenkurven derjenigen 
Schar, zu welcher jene erstere Asymptotenkurve nicht gehört, 
mindestens je einen Punkt P (bez. Q), nämlich den Schnitt
punkt mit der ersteren Asymptotenkurve enthalten. Die sämt
lichen Kurven dieser Schar können aber gewiß nicht aus lauter 
Punkten P (bez. Q) bestehen, da sonst die ganze Umgebung 
von A nur Punkte P (bez. Q) enthielte. 

Es sei nun I die Länge eines Stückes einer Asymptoten
kurve, deren Anfangspunkt ein Punkt P und deren Endpunkt 
ein Punkt Q sein möge. Fassen wir die beiden durch den 
Anfangspunkt P laufenden Asymptotenkurven der Fläche ins 
Auge, so ist jenes Stück von der Länge I notwendig die Fort
setzung einer dieser beiden Asymptotenkurven, und wenn 
daher u, 11 die Koordinaten des Anfangspunktes P sind, so 
wird der Endpunkt jenes Kurvenstückes entweder durch die 
Parameterwerte u ± I, 11 oder U,1I ± I dargestellt - entgegen 
unserer Annahme, derzufolge der Endpunkt Q nicht durch 
die Formeln (I) darstellbar sein sollte. 

Damit ist bewiesen worden, daß durch die Formeln (I) die 
ganze Fläche zur Darstellung gebracht wird, wenn u, 11 alle 
reellen Zahlenwerte durchlaufen. 

Endlich ist es für unsere Untersuchung notwendig, ein-
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zusehen, daß die Formeln (I) jeden Punkt der Fläche nur 
durch ein Wertepaar u, v darstellen, d. h. daß die gefundene 
Abbildung unserer Fläche auf die uv-Ebene nicht bloß für 
genügend kleine Gebiete, sondern im ganzen genommen eine 
umkehrbar-eindeutige sein muß. 

Wir beweisen zu dem Zwecke der Reihe nach folgende Sätze: 
I. Es gzöt auf unserer Fläche keine geschlossene, d. h. in sich 

zurückkehrende AS)'mptotenkurve. 
Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil an, es sei eine solche 

Asymptotenkurve auf unserer Fläche vorhanden. Wir konstru
ieren durch jeden Punkt derselben die andere Asymptoten
kurve und tragen auf diesen Kurven stets ein Stück s nach 
derselben Seite ab. Die er
haltenen Endpunkte wer
den dann entweder eine 
in sich zurücklaufende 
Asymptotenkurve bilden, 
oder die Endpunkte des 
Stückes s beschreiben erst 
nach zweimaligem Durch
laufen der Grundkurve eine in sich zurückkehrende Asymp
totenkurve - ein Fall, der eintreten könnte, wenn unsere 
Fläche eine sogenannte Doppelfläche wäre. Fassen wir nun 
eine derjenigen Asymptotenkurven von der Länge s ins Auge, 
die uns vorhin zur Konstruktion der neuen geschlossenen 
Asymptotenkurve dienten, so bildet dieselbe doppelt gerechnet 
zusammen mit den bei den geschlossenen Asymptotenkurven 
ein Asymptotenviereck, dessen Winkelsumme offenbar genau 
gleich 211: ist. Diese Tatsache aber steht im Widerspruch zu 
dem vorhin angeführten Satze, wonach der Inhalt eines Asymp
totenkurvenvierecks stets gleich dem Überschuß der Summe 
seiner Winkel über 211: ist und dieser· Überschuß daher not
wendig positiv sein muß. 

2. Irgend zwei durch einen Punkt gehende AsYTIlptotenkuroen 
schneiden sich zn keznem anderen Punkle unserer Fläche. 
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Wir deDkeD UDS eine AsymptoteDkurve a Dach beiden Rich
tungen biD ins UDeDdliche verlängert und dann durch einen 
PUDkt Po derselben Dach eiDer Seite die aDdere ASymptoteD
kurve "gezogeD. Nehmen wir danD im Gegensatz zu unserer 
Behauptung an, daß diese AaymptoteDkurve " die ursprüDg
liche a zum ersteDmal im Punkt Ji schnitte, so sind die fol
geDdeD zwei Fälle deDkbar: 

ErsteDs: die AsymptoteDkurve" könnte so verlaufen, daß 
sie iD P1 VOD derselbeD Seite der AsymptoteDkurve a her 
eiDtritt, als sie dieselbe verlasseD hat; 

zwei teDS: die AsymptoteDkurve " könnte derart verlaufen, 
daß sie VOD der anderen. Seite der ursprünglicheD AsymptoteD
kurve a herkommt und mithiD Dach Verlassen des Schnitt
pUDktes P1 Dach der DämlicheD Seite der Asymptotenkurve a 
gerichtet 1st, wie anfänglich, als sie vom Punkte Po ausgiDg. 

Wir wollen zeigen, daß beide Fälle unmöglich siDd. Was 
deD ersteD Fall.betrifft, so bezeichDeD'wir die Länge der 
Strecke PoJi auf a mit / uDd 
die Mitte dieser Strecke mit 
Q. SodaDD deDkeD wir 
durch jeden Punkt 
der AsymptoteD
kurve a die andere 

AsymptoteDkurve gezogeD und Dach der Seite, Dach welcher 
hiD die fragliche Strecke POP1 auf" liegt, die Länge t/ ab
getrageD. Aus deD PunkteD Po und Ji der Kurve a erhalteD 
wir auf diese Weise deD DämlicheD PUDkt Q als EndpuDkt. 
Die sämtlicheD erhalteDeD EndpuDkte bilden mithin eine 
AsymptoteDkurve, welche durch deD Punkt Q geht und zu 
demselbeD Punkte Q mit der Dämlichen Tangente zurück-
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kehrt. Dies ist unmöglich, da es nach I. auf unserer Fläche 
keine geschlossene Asymptotenkurve gibt. 

Damit ist gezeigt, daß der erste Fall nicht stattfinden kann. 
Aber auch der zweite Fall ist unmöglich. Verliefe nämlich 
die Asymptotenkurve in der Weise, daß sie nach Überschreitung 
des Schnittpunktes Pi die nämliche Richtung aufweist wie 
früher in Po' so könnten wir die Fortsetzung dieses Stückes 
POPi der Asymptotenkurve h über Pi hinaus offenbar dadurch 
erhalten, daß wir von Po ausgehend durch jeden Punkt des· 
Stückes PoP,. von h die andere Asymtotenkurve konstruieren 
und auf allen diesen Asymptotenkurven nach der betreffenden 
Seite hin das gleiche Stück POPi der Asymptotenkurve a ab
tragen. Die erhaltenen Endpunkte bilden die Fortsetzung der 

Asymptotenkurve h von Pi bis zu einem Punkte Ps auf a. Aus 
diesem Stücke Pi PI der Asymptotenkurve h können wir in 
gleicher Weise ein neues Stück der Asymptotenkurve h kon
struieren, welches über p, hinausgeht und bis zu einem Punkt 
Ps auf a reicht usf. Auch ist klar, wie wir die Asymptoten
kurve h nach der anderen Richtung hin über Po hinaus durch 
die entsprechende Konstruktion fortsetzen können und so der 
Reihe nach zu den Kurvenstücken POP-i' P-iP- J , .. , ge
langen. Die Asymptotenkurve h schneidet also die Asymptoten
kurve a in den unendlichvielen gleichweit voneinander ent
fernten Punkten: 

... P-s' P_ 1, P- i , Po' p,.. p" Ps"" . 
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Die Winkel, die die Asymptotenkurve h mit a in bestimmtem 
Sinne in jenen Schnittpunkten bildet, bezeichnen wir bez.mit 

... a_a' a_ J , a_ l , ao' a l , as' as'''' . 

Wir betrachten nun das Asymptotenkurvenviereck Po P1 Pt 
Pt Po' welches von den Stücken POP1 auf a, Pt P, auf h, PIPt 
auf a, P.. Po auf h gebildet wird. Die vier Winkel die~es Vier
ecks sind 

ao' n-al , a
" 

n-~, 

und da nach dem angeführten Satze über das Asymptoten
kurvenviereck der Inhalt desselben gleich dem Überschuß der 
Summe seiner Winkel über 2" ist und dieser Überschuß daher 
positiv sein muß, so folgt 

ao + fC - al + as + fC - a1 > 2n, 
d. h. 
(4) 00 - a1 > at - as• 

Ebenso folgt allgemein 

(5) a i - ak+l > ai +l - ak+l' (k-o, ±I, ±2, ... ). 
Wegen der obigen Ungleichung (4) können jedenfalls ao - al 

und al - a, nicht zugleich 0 sein; wir dürfen die Annahme 

ao - a l + 0 

treffen. Aus (5) folgen die Ungleichungen: 

(6) 

und 
oder 
(7) ap +1 - ap > a1 - ao (p- I, 2 t3, ... ). 

Bilden wir die Ungleichungen (6) und (7) für P-I, 2,3 , .. ,n, 
80 folgt durch Addition derselben leicht 

a_ .. > ao + n (ao - a1), 

a .. +1> al + n (al - al))' 

Fällt nun ao - al > 0 aus, so ist für genügend große Werte 
'Von n jedenfalls die erstere dieser heiden Gleichungen un-
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möglich, da die Winkel ak sämtlich kleiner als" sind; Fallt 
dagegen a1 - ao > 0 aus, so folgt aus demselben Grunde für 
genügend große Werte von n die Unmöglichkeit der letzteren 
Gleichung. 

Die Asymptotenkurve h darf daher auf keine der beiden 
angenommenen Arten verlaufen, und mithin ist der Beweis für 
2. vollständig erbracht. 

3. Eine Asymplolenkuroe unserer Fläche durcluelsl sich seihst an 
keiner Sielle, d. h. sie hesi/!1 keinen Doppelpunkt. 

Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil an, es existiere eine 
Asymptotenkurve mit einem Doppelpunkt; dann verlegen wir 
den Anfangspunkt der krummlinigenKoordinaten U,'lI in diesen 
Doppelpunkt und wählen die beidenZweige der Kurvenschleife 
zu Koordinatenlinien, nach der Schleife hin den positiven Sinn 
gerechnet. 

Wir ziehen jetzt vom Punkte (- s, 0) beginnend auf der 
u-Koordinatenlinie durch jeden Punkt derselben die andere 
Asymptotenkurve und tragen auf die~er nach der positiven 
Seite hin eine Strecke s ab; wählen wir diese Streckes genügend 
klein, so werden die sämt
lichen erhaltenen Endpunkte 
pach einem oben angeführ- V 
ten Satze über das Asym- ~ 
ptotenkurven- -8, 8 
viereck wie- t 

derum eine -S,O 
Asymptoten-

kurve bilden. 
Diese Asym
ptotenkurve geht vom Punkte (-s,s) aus, läuft durch den Punkt 
(s, s) und endigt im Punkte (s,o) bez. (....:.... s, 0), durchsetzt sich 
daher selbst in (s, s) bez. (- s, s). Wir sehen also, daß die 
soeben konstruierte Asymptotenkurve die ursprüngliche Asym
ptotenkurve in· zwei verschiedenen Punkten (0, s) und (s, 0) 
bez. (0, s) und (- s, 0) schneidet; dies ist nach 2. unmöglich. 
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4. Wenn wir durch jeden Punkt ezner Asymptotenkurve a die andere 
Asymptotenkurve ziehen und auf dieser nach der nämlichen Seile hzn 
ezne bestimmte Strecke s abtragen, so bilden die erhaltenen Endpunkte 
eine neue Asymptotenkurve b, die die ursprüngliche Asymptotenkurve a 
an kezner Stelle schneide!. 

Denn wäre P ein Schnittpunkt des Asymptotenkurve h mit 
der ursprünglichen a, und tragen wir, derim Satze angegebenen 
Konstruktion zufolge von P aus auf der Asymptotenkurve h 
die Strecke s nach der betreffenden Seite von a hin ab, so 
bekommen wir einen durch den entstehenden Endpunkt Q 
hindurchgehenden Asymptotenkurvenzweig, der ebenfalls zur 
Asymptotenkurve b gehören müßte und andererseits den an
fangs betrachteten Zug der Kurve b in Q schneidet; mithin 
wäre Q ein Doppelpunkt der Asymptotenkurve h; das Auftreten 
eines Doppelpunktes ist aber nach 3. unmöglich. 

b,_-__ Aus den Sätzen x. 
bis 4. können wir 
sofort diese Schluß
folgerungen ziehen: 

Die sämtlichen Asym
ptotenkurven unserer 
Fläche zerfallen zn 
zwei Scharen. Irgend 

zwei derselben Schar angehörende Asymptotenkurven schneiden sich 
nz'cht,' dagegen schneiden sich je zwei Asymptotenkurven, die ver'" 
schiedenen Scharen angehören, stels zn ez'nem und nur einem Punkte 
der Fläche. 

Die Koordinatenlinien u = 0, v =-=0 sind zwei Asymptoten
kurven, die verschiedenen Scharen angehören. Wegen der 
Bedeutung der Koordinaten u,v als Längen gewisser Koordi
natenabschnitte entnehmen wir aus den eben ausgesprochenen 
Tatsachen zugleich, daß zu bestimmt gegebenen Werten von 
u, v stets nur ein Punkt unserer Fläche gehört, d. h. die zu 
untersuchende Abhildung (x) unserer Fläche atif die uv-Ebene ist 
notwendig eine umkehrbar ezndeulige. Insbesondere folgt hieraus, 
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dajl unsere Fläche einen einjadztn Zusammenhang besitzt und keine 
Doppe(jläche ist. 

Nachdem wir zu dieser wichtigen Einsicht gelangt sind, 
berechnen wir den gesamten Inhalt unserer Fläche auf zwei 
Wegen; wir werden dadurch zu einem Widerspruch gelangen. 

Der erstere Weg ist der folgende~ Wir betracllten auf 
unserer Fläche dasjenige aus Asymptotenkurven gebildete 
Viereck, dessen Ecken durch die Koordinaten 

11, V; - 11, V; - u, - V; 11, - V 
bestimmt sind. Da jeder Winkel dieses Vierecks < # sein 
muß, so ist die Summe der Winkel des Vierecks jedenfalls 
< 4# und der Inhalt des Vierecks, d. h. der Überschul3 der 
.Summe seiner Winkel über 2 n, ist mithin notwendig < 211:. 

Lassen wir nun die Werte von u, V unbegrenzt wachsen, so 
kommt jeder bestimmte Punkt der Fläche sicher einmal im 
Inneren eines Viereckes zu liegen und bleibt dann im Inneren 
aller weiteren Vierecke, so daß das unbegrenzt wachsende 
Viereck schließlich die ganze Oberfläche umfaßt. Wir ent
nehmen daraus, daß der Gesamtinhalt unserer Fläche ;;;; 2 # 

sein muß. 
Andererseits betrachten wir die geodätischen Linien auf 

unserer Fläche. Wegen der negativen Krümmung unserer 
Fläche ist jede geodätische Linie zwischen irgend zweien 
ihrer Punkte gewiß kürzeste Linie, d. h. von kleinerer Länge 
als jede andere Linie, die auf der Fläche zwischen den näm
lichen zwei Punkten verläuft und sich durch stetige Änderung 
in die geodätische Linie überführen läßt. Wir fassen nun irgend 
zwei vom Punkt 0 ausgehende geodätische Linien auf unserer 
Fläche ins Auge und nehmen an, dieselben schnitten sich 
noch in einem anderen Punkt P der Fläche. Da nach dem 
oben Bewiesenen unsere Fläche einen einfachen Zusammen
hang besitzt, so läßt sich jede dieser beiden geodätischen 
Linien 0 P in die andere durch stetige Veränderung über
führen; es müßte also nach dem eben Ausgeführten jede der
selben kürzer sein als die andere, was nicht möglich ist. Unsere 
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Annahme der Existenz eines Schnittpunktes P ist also zu ver
werfen. Durch die nämlichen Schlüsse erkennen wir auch, daß 
eine geodätische Linie unserer Fläche weder sich durchsetzen 
noch in sich selbst zurücklaufen darf. 

Denken wir uns nun auf allen von 0 ausgehenden geo
dätischen Linien die gleiche Länge r abgetragen, so bilden 
die erhaltenen Endpunkte eine geschlossene doppelpunkts
lose Kurve auf unserer Fläche. Das von dieser Kurve um
spannte Gebiet besitzt nach den bekannten Formeln der 
Lobatschefskyschen GeometrIe den Flächeninhalt 

( 
r r)t 

n e2 -e 2 • 

Da dieser Ausdruck für unendlich wachsende Werte von r 

selbst über alle Grenzen wächst, so entnehmen wir hieraus, 
daß auch der Gesamtinhalt unserer Fläche unendlich. groß 
sein müßte. Diese Folgerung steht im Widerspruch mit der 
vorhin bewiesenen Tatsache, wonach jener Inhalt stets <2n 
ausfallen sollte. Wir sind daher gezwungen, unsere Grund
annahme zu verwerfen, d. h. wir erkennen, daß es eine singu
lan"Jätenfreie und überall regulä'r ana{ytische Fläche von konslan/f!r 
negativer Krümmung meht gibt. 1) Insbesondere ist daher auch die 
su Anfang atifgeworfine Frage Stt verneinen, ob auf die Be 1-
Iramische Wezse die ganze Lobatschefskysche Ebene durch eine 
regulär ana{ytzscne t) Fläche im Raume sich verwirklzehen läßt. 

Über Flächen von positiver konstanter Krümmung,~ 

Wir gingen zu Anfang dieser Untersuchung aus von der 
Frage nach einer Fläche negativer konstanter Krümmung, 

I) Inzwischen hat E.Holmgren in seiner Note: "Sur les sunaces 
a courbure constante negative" (Comptes rendus; Paris'1902) einen sehr 
einfachen und ebenfalls auf Formel (3) beruhenden mehr analytischen 
Beweis für diesen Satz erbracht. 

2) Vgl. die Anmerkung auf S. 219. 
3) Die Frage der Verwirklichung der Nicht·Euklidischen elliptischen 

ebenen Geometrie durch die Punkte einer überall stetig gekrümmten 
Fläche ist auf meine Anregung von W. Boy uJrtersucht worden: "Über 
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die überall im Endlichen regulär analytisch verläuft, und ge
langten zu dem Resultate, daß es eine solche Fläche nicht 
gibt. Wir wollen nunmehr mittels der entsprechenden Methode 
die gleiche Frage für positive konstante Krümmung behandeln. 
Offenbar ist die Kugel eine geschlossene singularitätenfreie 
Fläche positiver konstanten Krümmung, und nach dem von 
H. Liebinann 1) auf meine Anregung hin geführten Beweise 
gibt es auch keine andere geschlossene Fläche von derselben 
Eigenschaft. Diese Tatsache nun wollen wir aus einem Satze 
herleiten, der von einem beliebigen singularitätenfreien Stücke 
einer Fläche positiver konstanter KrümmungS) gilt und fol
gendermaßen lautet: 

A,g einer Fläche der positiven konstanten Krümmung + I sei 
tin singulan'lätetifreies einfach oder mehrfach zusammenhängendes 
Gebiel im Endlichen abgegrenzt; denken wir uns dann in jedem 
Punkle dieses Gebietes sowie in den Randpunkten desselben die heiden 
Hauplkrümmungsradien der Fläche konstruiert, so wird das Maxi
mum der gröjJeren und folglich auch das Minimum der kleineren 
der beiden Hauptkn"immungsradien gewiß in keinem Punkte ange
nommen, der im Imuren des Gebietes liegt - es sei denn unsere 
Fläche ezn SIt'ick der Kugel mz'l dem Radius I. 

Zum Beweise bedenken wir zunächst, daß wegen unserer 
Voraussetzung das Produkt der bei den Hauptkrümmungs-

die Curvatura integra und die Topologie geschlossener Flächen". Inau· 
guraldissertation, Göttingen 1901 und Math.Ann.Bd.57 1903. W. Boy 
hat in dieser Arbeit eine topologisch sehr interessante, ganz im End
lichen gelegene einseitige geschlossene Fläche angegeben, die abge
sehen von einer geschlossenen Doppelkurve mit dreifachem Punkt, in 
welcher sich die Mäntel der Fläche durchdringen, keine Singularität 
aufweist und den Züsammenhang der Nicht-Euklidischen elliptischen 
Ebene besitzt. 

J) Göttinger Nachrichten 1899, s. 44. V gl. ferner die interessanten 
Arbeiten desselben Verfassers in Math. Ann. Bd. 53 und Bd. 54. 

2) Den analytischen Charakter der Flächen konstanter positiver 
Krümmung nachzuweisen ist G. Lütkemeyer in der S. 220 genannten 
Inauguraldissertation und E. Holmgren in den Math. Ann. Bd. 57 ge
lungen. 
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radien überall - I und daher der größere der beiden Haupt
krümmungsradien stets 2 I sein muß. Aus diesem Grunde ist 
das Maximum, der größeren Hauptkrümmungsradien offenbar 
nur dann -= I, wenn beide Hauptkrümmungsradien in jedem 
Punkte unseres Flächenstückes = I sind. In diesem beson
deren Falle ist jeder Punkt des Flächenstückes ein Nabel
punkt, und man schließt dann leicht in der bekannten Weise, 
daß das Flächenstück ein Stück der Kugel Diit dem Radius I 

sein muß. 
Nunmehr sei das Maximum der größeren der beidenHaupt

krümmungsradien unserer Fläche> I; dann nehmen wir im 
Gegensatz zu der Behauptung an, es gäbe im Inneren des 
Flächenstückes einen Punkt 0, in welchem jenes Maximum 
stattfinde. Da dieser Punkt 0 gewiß keinNabelpunkt sein kann 
und überdies ein regulärer Punkt unserer Fläche ist, so wird 
die Umgebung dieses Punktes lückenlos und einfach von jeder 
der beiden Scharen vonKrümmungslinien der Fläche bedeckt. 
Benutzen wir diese Krümmungslinien als Koordinatenlinien 
und den Punkt 0 selbst als Anfangspunkt 'des krummlinigen 
Koordinatensystems, 80 gelten nach der bekannten Theorie 
der Flächen positiver konstanter Krümmung die folgenden 
Tatsachen:1) 

Es bedeute "1 den größeren der beiden Hauptkrümmungs
radien für den Punkt (u, v) in der Umgebung des Anfangs
punktes 0 = (o, 0); es ist in dieser Umgebung "1> I. Man 
setze 

r + I 
(l =- t log-l--; 

r 1 - I 

dann genügt die positive reelle Größe (l als Funktion von u, v 
der partiellen Differentialgleichung 

Oll! 0'11 e- 2e _ eSe 
oui+ovJ = 4 

I) Darboux, Le~ons sur 1& theorie generale des surCaces, Bd. 3, 
Nr. 776. Bianchi, Lezioni di geometria düferenziale, § :z64. 
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Da bei abnehmendem r1 die Funktion Q notwendig wächst, 
so muß ~ als Funktion v('n u, v an der Stelle u = 0, v == ° 
einen Minimalwert aufweisen, und demnach hat die Entwicke
lung von Q nach Potenzen der Variabeln u, v notwendig die 
Gestalt 

f! = a + au'+ 2{JUV + r v'+ ...• 
wo a. a, p, r Konstante bedeuten und dabei die quadratische 
Form 

au' + 2PUV + rvl 

für reelle u, v niemals negative Werte annehmen darf. Aus 
letzterem Umstande folgen für die Konstanten a und r not
wendig die Ungleichungen: 

(9) a 2 ° und r 2 o. 

Andererseits wollen ~ir die Entwickelung für (! in die Diffe
rentialgleichung (8) einsetzen; für u = 0, v = ° erhalten wir 
dann 

"-t,, Sa 
2 (ce + r) = - " . 

4 

Da die Konstante a den Wert von Q im Punkte 0 = (0, 0) 
darstellt und mithin positiv ausfällt, so ist hier der Ausdruck 
rechter Hand jedenfalls <0; die letztere Gleichung führt des
halb zu der Ungleichung 

ce + r < 0, 

welche mit den Ungleichungen (9) in Widerspruch steht. Damit 
ist unsere ursprüngliche Annahme, wonach die Stelle des 
Maximums im Inneren des Flächenstückes liege, als unzu
treffend und mithin der oben aufgestellte Satz als richtig er
kannt. 

Der eben bewiesene Satz lehrt offenbar folgende Tatsache: 
Wenn wir aus der Kugeloberfiäche ein beliebiges Stück aus
geschnitten denken und dann dieses Stück beliebig verbiegen, 
so findet sich das Maximum aller größeren vorkommenden 
Hauptkrümmungsradien stets auf dem Rande des Flächen-

H i1 b er t: Grundlagen der Geometrie. 5. Auf). 16 



stückes. Eine geschlossene Fläche besitzt keinen Rand und 
daraus folgt, wie bereits oben bemerkt, sofort der Satz, daß 
eine zesch/ossene singu!an"lälm/reie Fläche mit der positiven k0n
stanten K'riimmung I slets dIe .Kugel mit dem Radius I sein muß. 
Dieses Resultat drückt zugleich aus, daß man die Kugel all 
Ganzes nicht verbiegen kann, ohne daßaufder Flächeirgendwo 
eine Singularität auftritt. 

Göttingen, 1900. 
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Ober den Zahlbegriff. 
[Abgedruckt aus dem Jahresbericht der Deutschen Mathematiker

Vereinigung Bd. 8 1900.] 

Wenn wir in der Literatur die zahlreichen Arbeiten über 
die Prinzipien derArithmetik und über dieAxiomederGeo
me tr i e überschauen und miteinander vergleichen, 80 nehmen 
wir neben zahlreichen Analogien und Verwandtschaften dieser 
bei den Gegenstände doch hinsichtlich der Methode der 
Untersuchung eine Verschiedenheit wahr. 

Vergegenwärtigen wir uns zunächst die Art und Weise der 
Einführung des Zahlbegritres. Ausgehend von dem Begriff der 
Zahl I, denkt man sich gewöhnlich durch den Prozeß des 
Zählens zunächst die weiteren ganzen rationalen positiven 
Zahlen 2, 3, 4, ... entstanden und ihre Rechnungsgesetze ent
wickelt; sodann gelangt man durch die Forderung der all
gemeinen Ausführung der Subtraktion zur negativen Zahl; man 
definiert ferner die gebrochene Zahl, etwa als ein Zahlen
paar - dann besitzt jede lineare Funktion eine Nullstelle -, 
und schließlich die reelle Zahl als einen Schnitt oder eine 
Fundamentalreihe - dadurch erreicht man, daß jede ganze 
rationale indefinite, und überhaupt jede stetige indefinite Funk
tion eine Nullstelle besitzt. Wir können diese Methode der 
Einführung des Zahlbegritrs die genetische Me/hode nennen, weil 
der allgemeinste Begriff der reellen Zahl durch sukzessive Er
weiterung des einfachen Zahlbegriffes erzeugt wird. 

Wesentlich anders verfährt man beim Aufbau der Geo
metrie. Hier pflegt man mit der Annahme der Existenz der 
sämtlichen Elemente zu beginnen, d. h. man setzt von vorn
herein drei Systeme von Dingen, nämlich die Punkte, die Ge
raden und die Ebenen voraus, und bringt dann diese Elemente 
- wesentlich nach dem Vorbilde von Eu k li d- durch gewisse 

,6' 



Anhang VI 

Axiome, nämlich die Axiome der Verknüpfung, der Anord
nung, der Kongruenz und der Stetigkeit, miteinander in 
Beziehung. Es entsteht dann die notwendige Aufgabe, die 
Widerspruchslosigkeit und Vollständigkeit dieser 
Axiome zu zeigen, d. h. es muß bewiesen werden, daß die 
Anwendung der aufgestellten .A%iome nie zu Widersprochen 
fUhren kann, und ferner, daß das System der Axiome zum 
Nachweis aller geometrischen Sätze ausreicht. Wir wollen das 
hier eingeschlagene Untersuchungsverfahren die axiomatische 
Methode nennen. 

Wir werfen die Frage au~ ob wirklich die genetische Me
thode gerade für das Studium des-Zahlbegrifi'es, und die axio
matische Methode für die Grundlagen der Geometrie die 
allein angemessene ist? auch scheint es von Interesse, beide 
Methoden gegenüberzustellen und zu untersuchen, welche 
Methode die vorteilhaftere ist, wenn es sich um die logische 
Untersuchung der Grundlagen der Mechanik oder anderer 
physikalischer Disziplinen handelt. 

Meine Meinung ist diese: Trotz des hohen pädagogi
schen undheuristischen Wertes der genetischenMe
tho de verdi en t doch zur en dgül tigenDars tell ung un d 
völligen logischen Sicherung des Inhaltes unserer 
Erkenntnis die axiomatische Methode den Vorzug. 

In der Theorie des Zahlbegrifi'es gestaltet sich die axio
matische Methode wie folgt: 

Wir denken ein System von Dingen; wir nennen diese 
Dinge Zahlen und bezeichnen sie mit a, b, c, .... Wir denken 
diese Zahlen in gewissen gegenseitigen Beziehungen, deren 
genaue und vollständige Beschreibung durch die folgenden 
Axiome geschieht: 

L Axiome der Verlmüpfung 

I I. Aus der Zahl a und der Zahl b entsteht durch "Ad
dition" eine bestimmte Zahl c, in Zeichen: 

a + b == c oder c = a + b. 
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12. Wenn a und 0 gegebene Zahlen sind, so existiert stets 
eine und nur eine Zahl x und auch eine und nur eine Zahly, 
so daß 

a + x - 0 bez. y + a ""' 0 
wird. 

I 3. Es gibt eine bestimmte Zahl- sie heiße 0 -, so daß 
für jedes a zugleich 

a + 0 = a und 0 + a = a 
ist. 

I 4. Aus der Zahl a und der Zahl 0 entsteht noch auf eine 
andere Art, durch "M ulti p lika tion ", eine bestimmte Zahl c, 
in Zeichen: ao = c oder c=ao. 

15. Wenn a und 0 beliebig gegebene Zahlen sind und a 
nicht 0 ist, so existiert stets eine und nur eine Zahl x, und 
.auch eine und nur eine Zahly, so daß 

ax = 0 bez. ya == 0 
wird. 

I 6. Es gibt eine bestimmte Zahl - sie heiße I -, so daß 
für jedes a zugleich 

a . I = a und I· a = a 
ist. 

II. Axiome der Rechnung. 

Wenn a,o,c beliebige Zahlen sind, so gelten stets folgende 
Formeln: 

II 1. a + (0 + c) .... (a + 0) + c, 
a + 0 ... b + a, 
a(bc) = (ab)c, 

a(b + c) = ab + ac, 
(a+b)·c -ac+oc, 
ao = ba. 

ill. Axiome di, .Anordnung. 

III I. Wenn a, b irgend zwei verschiedene Zahlen sind, so 
ist stets eine bestimmte von ihnen (etwa a) größer (» als die 
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anderej die letztere heißt dann die kleinere, in Zeichen: 

a>o und 0 <a. 
m 2. Wenn a > bund" > c, so ist auch a> c. 
III 3. Wenn a > b ist, so ist auch stets 

a + c > b + c und c + a> c + b. 

m 4. Wenn a > bund c > 0 ist, so ist auch stets 

ac> oc und ca > co. 

IV. Axiome der Stetigkeit. 

IV x. (Archimedisches Axiom.) Wenn a > 0 und" > 0 

zwei beliebige Zahlen sind, so ist es stets möglich, a zu sich 
selbst so oft zu addieren, daß die entstehende Summe die 
Eigenschaft hat 

a+a + ... +a>b. 
IV 2. (Axiom der Vollständigkeit.) Es ist nicht möglich, 

dem Systeme der Zahlen ein anderes System von Dingen hin
zuzufügen, so daß auch in dem durch Zusammensetzung ent
stehenden Systeme die Axiome I, II, III, IV I sämtlich erfüllt 
sind; oder kurz: die Zahlen bilden ein System von Dingen, 
welches bei Aufrechterhaltung sämtlicher Axiome keiner Er
weiterung mehr iahig ist. 

In Axiom IV 1 haben wir den Begriff der endlichen Anzahl 
vorausgesetzt. 

Einige der Axiome I 1-6, II 1-6, III 1-40 IV 1-2 sind 
Folgen der übrigen, und es entsteht so die Aufgabe, die lo
gische Abhängigkeit der genannten Axiome zu erörtern. Für 
die Untersuchung der Prinzipien der Arithmetik liefert diese 
Aufgabe manchen Dellen und fruchtbaren Gesichtspunkt. Wir 
erkennen beispielsweise folgende Tatsachen: 

Die Existenz der Zahl 0 (Axiom I 3) ist eine Folge der 
Axiome I I, 2 und II x; sie beruht also wesentlich auf dem 
assoziativen Gesetz der Addition. 

Die Existenz der Zahl I (Axiom 16) ist eine Folge der 



Axiome I 4t 5 und n 3; sie beruht also wesentlich auf dem 
assoziativen Gesetz der Multiplikation. 

Das kommutative Gesetz der Addition (AxiomII2) ist eine 
Folge der Axiome I, 11 I, 4, 5; dasselbe erscheint also im 
wesentlichen als eine Folge des assoziativen Gesetzes der Ad
dition und der beiden distributiven Gesetze. 

Beweis. Es ist 

(a + o) (I + I) .... (a + 0) 1 + (a + o) 1 -- a + lJ + a + 0, 

- a(1 + I) + 0(1 + I} - a + a + 0 + 0; 
folglich 

a + 0 + a + 0 - a + a + lJ + 0, 

und daher nach I 2 

o+a_a+ o. 

Das kommutative Gesetz der Multiplikation (Axiom 11 6) 
ist eine Folge der Aiiome I, n 1-5, III, IV I, dagegen nicht 
schon eine Folge der Axiome I, 11 1-5, ill; jenes Gesetz 
kann hiernach aus den übrigen Axiomen dann und nur dann 
gefolgert werden, wenn man das Archimedische Axiom (Axiom 
IV I) hinzuzieht. Diese Tatsache hat für die Grundlagen der 
Geometrie eine besondere Bedeutung.!) 

Die Axiome IV 1 und IV 2 sind voneinander unahängig; 
sie enthalten keine Aussage über den Begriff der Konvergenz 
oder über die Existenz der Grenze, und dennoch folgt, wie 
man zeigen kann, aus ihnen der Bolzanosche Satz von der 
Existenz der Verdichtungsstelle. Wir erkennen mithin die Ober
einstimmung unseres Zahlensystems mit dem gewöhnlichen 
Systeme der reellen Zahlen. 

Um die Widel'Spruchslosigkeit der aufgestellten Axiome zU 
beweisen, bedarf es nur einer geeigneten Modifikation be
kannter Schlußmethoden. In diesem Nachweise erblicke ich 
zugleich den Beweis für die Existenz des Inbegriffs der reellen 
Zahlen oder - in der Ausdrucksweise G.Cantors - den 

I) Vgl. Kap. VI. 
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Beweis dafür, daß das System der reellen Zahlen eine kon
sistente (fertige) Menge ist. 

Die Bedenken, welche gegen die Existenz des Inbegriffs 
aller reellen Zahlen und unendlicher Mengen überhaupt gel
tend gemacht worden sind, verlieren bei der oben gekenn
zeichneten Auffassung jede Berechtigung: unter der Menge 
der reellen Zahlen haben wir uns hiemach nicht etwa die 
Gesamtheit aller möglichen Gesetze zu denken, nach denen 
die Elemente einer Fundamentalreihe fortschreiten können, 
sondern vielmehr - wie eben dargelegt ist - ein System 
von Dingen, deren gegenseitige Beziehungen durch das obige 
endliche und abgeschlossene System von Axiomen I-IV 
gegeben sind, und über weIcht" neue Aussagen nur Gültigkeit 
haben, falls man sie mittels einer endlichen Anzahl von lo
gischen Schlüssen aus jenen Axiomen ableiten kann. 

Würden wir in ähnlicher Weise deli Beweis für die Existenz 
eines Inbegriffs aller Mächtigkeiten (oder aller Cantorschen 
Alephs) erbringen wollen, so würde dieser Versuch mißlingen; 
in der Tat der Inbegriff aller Mächtigkeiten existiert nicht, 
oder - in der Ausdrucksweise G. Cantors - das System 
aller Mächtigkeiten ist eine nichtkonsistente (nichtfertige) 
Menge.1) 

Göttingen, den 12. Oktober 1899. 

I) Vgl. die inzwischen erschienenen scharfsiDDigen Untersuch1lDgen 
von E; Zermelo: "Beweise im die Möglichkeit einer WoblordallDf" 
Mlth. Ann. Bd. S9 (1904) und Bd.6S (1907) sowie seine Untersuchun
gen ,,"Ober die Grundlagen der Mengenlehre" Math. Ann. Bd. 6S (1907). 
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Ober die Grundlagen der Logik und der 
Arithmetik. 

[Aus den Verhandlungen des m Internationalen Mathematiker
Kongresses in Heidelberg 1904.] 

Während wir heute bei den Untersuchungen über die Grund
lagen der GeQmetrie über die einzuschlagenden Wege und 
die zu erstrebenden Ziele im wesentlichen untereinander einig 
sind, ist es mit der Frage nach den Grundlagen der Arithmetik 
anders bestellt: hier stehen sich gegenwärtig noch die ver
schiedenstenMeinungen der Forscher schroff einander gegen
über. 

Die Schwierigkeiten bei der Begründung der Arithmetik 
sind zum Teil in der Tat anders geartete als diejenigen, die 
bei der Begründung der Geometrie zu überwinden waren. Bei 
der Prüfung der Grundlagen der Geometrie konnten gewisse 
Schwierigkeiten, die rein arithmetischer Natur sind, beiseite 
gelassen werden; bei der Begründung der Arithmetik aber 
erscheint die Berufung auf eine andere Grunddisziplin un
erlaubt. Ich werde die wesentlichen Schwierigkeiten bei der 
Begründung der Arithmetik am deutlichsten hervortreten 
lassen, indem ich die Anschauungen einzelner Forscher einer 
kurzen kritischen Erörterung unterwerfe. 

L.Kronecker hat bekanntlich in dem Begri1f der ganzen 
Zahl das eigentliche Fundament der Arithmetik erblickt; er 
bildete sich die Auffassung, daß die ganze Zahl, und zwar 
als Allgemeinbegriff (parameterwert) direkt und unmittelbar 
da sei; dadurch wurde er verhindert zu erkennen, daß der 
Begriff der ganzen Zahl einer Begründung bedürftig und r-ahig 
ist. Insofern möchte Ich ihn als Dogmatilur bezeichnen: er 
nimmt die ganze Zahl mit ihren wesentlichen Eigenschaften 
als Dogma hin und blickt nicht weiter rückwärts. 
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H.Helmholz vertritt den Standpunkt des Empiristen; der 
Standpunkt der reinen Erfahrung aber scheint mir durch den 
Hinw~is widerlegt, daß aus der Erfahrung, d. h. durch das 
Experiment, niemals die Möglichkeit oder die Existenz einer 
beliebig großen Zahl entnommen werden kann. Denn die Zahl 
der Dinge, die Gegenstand unsererErfährung sind, liegt, wenn 
sie auch groß ist, doch unterhalb einer endlichen Grenze. 

E.B.Christoffel und alle diejenigen Gegner Kroneckers, 
die, von dem richtigen Gefühl geleitet, daß ohne den Begriff 
der Irrationalzahl die ganze Analysis zur Unfruchtbarkeit ver
urteilt bliebe, durch Auffindung "positiver" Eigenschaften 
dieses Begriffes oder durch ähnliche Mittel die Existenz der 
Irrationalzahl zu retten suchen, möchte ich als Opportunisten 
bezeichnen. Eine sachliche Widerlegung des Kroneckerschen 
Standpunktes aber wurde durch dieselben meiner Meinung 
nach nicht erreicht. 

Unter den Gelehrten, welche tiefer in das Wesen der ganzen 
Zahl eingedrungen sind, nenne ich die folgenden: 

G. Frege stellt sich die Aufgabe, die Gesetze der Arith
metik durch die Mittel der Logik, diese in hergebrachtem 
Sinne aufgefaßt, zu begründen. Er hat das Verdienst, die wesent
lichen Eigensclwlften des Begriffes der ganzen Zahl sowie die 
Bedeutung des Schlusses der vollständigen Induktion richtig 
erkannt zu haben. Indem er aber seinem Plane treu unter 
anderem auch dies als Grundsatz hinnimmt, daß ein Begriff 
(eine Menge) definiert und unmittelbar verwendbar sei, wenn 
nur für jeden Gegenstand bestimmt ist, ob er unter den Begriff 
falle oder nicht, und auch den Begriff .. jeder" dabei keiner 
Einschränkung unterwirft, setzt er sich gerade denjenigen 
mengentheoretischen Paradoxien aus, die beispielsweise in dem 
Begriffe der Menge aller Mengen liegen und die, wie mir scheint, 
zeigen, daß die Auffassungen und Untersuchungsmittel der 
Logik, im hergebrachten Sinne aufgefaßt, nicht den strengen 
Anforderungen, die die Mengenlehre stellt, gewachsen sind. 
Die Vermeidung solcherWidersprücheund die Klä· 
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rung jener Paradoxien ist vielmehr bei den Unter
suchungen über den Zahlbegriff von vornherein als 
ein Hauptziel ins Auge zu fassen. 

R.Dedekind hat die mathematischen Schwierigkeiten bei 
der Begründung des Zahlbegriffes klar erkannt und in äußerst 
scharfsinniger Weise zuerst einen Aufbau der Theorie der 
ganzen Zahlen geliefert. Ich möchte aber seine Methode in
sofem als eine transz enden/a lebezeichnen, als er den Nach
weis für die Existenz des Unendlichen auf einem Wege führt, 
dessen Grundidee wohl in ähnlicher Weise von philosophischer 
Seite benutzt wird - ein Weg freilich, den ich wegen des 
unvermeidlichen Widerspruches des dabei zur Verwendung 
kommenden Begriffes der Gesamtheit aller Dinge als gang
bar und sicher nicht anerkennen kann. 

G. C an to r hat den genannten Widerspruch empfunden und 
diesem Empfinden dadurch Ausdruck verliehen, daß er "kon
sistente" und "nichtkonsistente" Mengen unterscheidet. In
dem er aber, meiner Meinung nach, für diese Unterscheidung 
kein scharfes Kriterium aufstellt, muß ich seine Auffassung 
über diesen Punkt als eine solche bezeichnen, die dem sub
jektiven Ermessen noch Spielraum läßt und daher keine ob
jektive Sicherheit gewährt. 

Ich bin der Meinung, daß alle die berührten Schwierigkeiten 
sich überwinden lassen und daß man zu einer strengen und 
völlig befriedigenden Begründung des Zahlbegiffes gelangen 
kann, und zwar durch eine Methode, die ich die axiomalisc1zt 
nennen und deren Grundidee ich in der folgenden Mitteilung 
kennzeichnen möchte; eine strenge und konsequente Durch
führung und Entwicklung der Methode behalte ich mir vor. 

Man bezeichnet wohl die Arithmetik als einen Teil der Logik 
und setzt meist bei der Begründung der Arithmetik die her
gebrachten logischen Grundbegriffe voraus. Allein bei auf
merksamer Betrachtung werden wir gewahr, daß bei der her
gebrachten Darstellung der Gesetze der Logik gewisse arith
metische Grundbegriffe, z.B.der Begriff der Menge, zum Teil 
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auch der Begriff der Zahl insbesondere als Anzahl bereits zur 
Verwendung kommen. Wir geraten so in eine Zwickmühle und 
zur Venneidung von Paradoxien ist daher eine teilweise gleich
zeitige Entwicklung der Gesetze der Logik und der Arith
metik erforderlich. 

Wie ich mir diesen gemeinsamen Aufbau denke, kann ich 
in der Kürze eines Vortrages nur andeuten. Ich bitte daher 
zu _entschuldigen, wenn es mir nur gelingt, Ihnen eine unge
fähre Vorstellung davon zu geben, in welcher Richtung meine 
Untersuchungen sich bewegen. Auch werde ich mich der leich
teren Verständlichkeit wegen mehr der gewohnten Sprache 
"in Worten" und der darin mittelbar zum Ausdruck kommen
den Gesetze der Logik bedienen, als bei einem exakten Auf
bau wüchenswert wäre. 

Ein Gege~tand unseres Denkens heiße ein Ge dan ken d in g 
oder kurz ein Ding und weFde durch ein Zeichen benannt. 

Wir legen unserer Betrachtung zunächst ein Gedanken
ding I (eins) zugrunde. Die Zusammenfassungen dieses Dinges 
mit sich zu je zwei, drei oder mehr Malen, wie: 

II, 111, 1111 

bezeichnen wir als Kombinationen des Dinges I mit sich; 
ebenso heißen irgendwelche Kombinationen dieser Kombi
nationen, wie: 

(I) (11), (I I) (11) (I I), «1 I) (1 I) (I I), «I I I) (I) (I) 

wieder Kombinationen jenes Dinges I mit sich. Die Kom
binationen werden ebenfalls schlechtweg als Dinge und dem 
gegenüber dann das zugrunde gelegte Gedankending I als 
einfaches Ding bezeichnet. 

Wir fügen nun ein zweites einfaches Gedankending hinzu 
und benennen dasselbe mit dem Zeichen = (gleich). Alsdann 
bilden wir die Kombinationen dieser zwei Gedankendinge, wie: 

I =, I I =, ... (1) (- I) (==-- -- =), «I I) (I) (=) (=- -), 
I .. I, (I I) = (I) (I). 
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Wir sagen, die Kombination a der einfachen Dinge I, == 

differiere mit der Kombination o jener Dinge, wenn sie, was 
die Art und Reihenfolge der Kombination oder die Wahl und 
das Eingehen der Dinge I, - selbst anbetrifft, irgendwie von
einander abweichen, d. h. wenn a und 0 nicht miteinander 
identisch sind. 

Jetzt denken wir uns die Kombinationen jener zwei ein
fachen Dinge in zwei Klassen, die Klasse der Seienden 
und die der Nichtseienden verteilt: jedes Ding, das der 
Klasse der Seienden angehört, differiert mit jedem Dinge, daß 
der Klasse der Nichtseienden angehört. Jede Kombination 
der zwei einfachen Dinge I, - gehört einer dieser beiden 
Klassen 8.D 

Wenn a eine Kombination der zwei zugrunde liegenden 
Dinge I, - ist, so bezeichnen wir mit a auch die Aussage, 
daß a der Klasse der Seienden angehört, und mit i.i die A us
sage, daß a der Klasse der Nichtseienden angehört. Wir be
zeichnen a als eine richtige Aussage, wenn a der Klasse 
der Seienden angehört; dagegen heiße ä eine richtige Aus
sage, wenn a der Klasse der Nichtseienden angehört. Die 
Aussagen a und ä bilden einen Widerspruch. 

Der Inbegriff zweier Aussagen A, B, in Zeichen 

AlB, 
in Worten: "aus A folgt B" oder "wenn A richtig ist, ist auch 
B richtig" heißt ebenfalls eine Aussage, und zwar heißt A dann 
die Voraussetzung, B die Behauptung. Voraussetzung 
und Behauptung können selbst wiederum awt mehreren Aus
sagen ~,A, bes. Bt , BI' Bs usw., bestehen, in Zeichen: 

Al u. A, I BIo. B, o. Bs' 

in Worten: "aus ~ und A, folgt BI oder B, oder Bs" usw. 
Wegen des Zeichens o. (oder) wäre, da die Negation be

reits eingeführt ist, das Zeichen I zu vermeiden möglich; ich 
benutze es in diesem Vortrage lediglich, um mich an die ge
wohnte Wortsprache möglichst anzuschließen. 
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Wir wollen unter ~,A" , .• bez. diejenigen Aussagen ver· 
stehen die - kurz ausgedruckt - aus einer Aussage A (x) 
hervorgehen, in dem wir an Stelle der "Willkürlichen".% 
die Gedankendinge- I, = und die Kombinationen derselben 
nehmen; dann schreiben wir die Aussagen 

A,. o. AI o. A., ••• bez. Al ... A, a. A., ••• 

auch wie folgt 

A (x(O», in Worten "wenigstens für x" 

bez. A (x("», in Worten "für jedes einzelne x"; 

hierin erblicken wir lediglich eine abkürzende Schreibweise. 
Wir bilden nun aus den zugrunde gelegten zweiDingen I,"" 

die folgenden Aussagen: 

I. x-x 

2. {x -.Y u. w(x)} I w(y). 

Dabei bedeutet x (im Sinne von X(II» jedes der zwei zu
grunde gelegten Gedankendinge und jede Kombination der
selben; in 2 isty (im Sinne vonJl(II» ebenfalls jedes jener Dinge 
und jede Kombination, ferner w(x) eine "willkürliche," Kom
bination, die die "Willkürliche" x (im Sinne von XCII» enthält; 
die Aussage 2. lautet in Worten: Aus x-y und w(x) folgt 
w(y). 

Die Aussagen I.,2.bilden die Definition desBegriffes 
- (gleich) und werden insofern auch Axiome genannt. 

Wenn man an Stelle der willkürlichen x,y in den Axiomen 
1.,2. die einfachen Dinge I, - oder besondere Kombina
tionen derselben setzt, so entstehen besondere Aussagen, wel
che Folgerungen jener Axiome heißen mögen. Wirbetrach
ten eine Reihe gewisser Folgerungen .von der Art, daß die 
Voraussetzungen der letzten Folgerung der Reihe mit den Be. 
hauptungen der voranstehenden Folgerungen. identisch sind. 
Nehmen wir dann die Voraussetzungen der voranstehenden 
Folgerungen als Voraussetzung und die Behauptung der letz
ten Folgerung als Behauptung, so entsteht eine neue Aus-
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sage, die wiederum als Folgerung aus den Axiomen be
zeichnet werden möge. Durch Fortsetzung dieses SchluBver
fahrens können wir weitere Folgerungen erhalten. 

Wir wählen nun aus diesen Folgerungen diejenigen aus, 
die die einfache Form der Aussage a (Behauptung ohne Vor
aussetzung) haben, und fassen die so entstehenden Dinge a 
in der Klasse der Seienden zusammen, während die von diesen 
differierenden Dinge zu der Klasse der Nichtseienden ge
hören mögen. WiJ; erkennen, daß aus 1.,2. immer nur Folgen 
von der Form IX - IX entstehen, wo a eine Kombination der 
Dinge I, -= ist. Die Axiome 1.,2. sind auch ihrerseits gegen
über der getroffenen Verteilung der Dinge in die zwei Klassen 
erfüllt, d. h. richtige Aussagen, und wegen dieser Eigenschaft 
der Axiome 1.,2. bezeichnen wir den durch dieselbe definier
ten Begriff - (gleich) als einen wider.spruchsfreien Begriff. 

Ich möchte darauf aufmerksam machen, daß die Axiome 
I., 2. eine Aussage von der Form ä, d. h. eine Aussage, wo
nach eine Kombination in der Klasse der Nichtseienden vor
kommen soll, überhaupt nicht enthalten. Wir würden also auch 
den Axiomen genügen können, indem wir die Kombinationen 
der zwei einfa'Chen Dinge sämtlich in die Klasse der Seien
den aufnehmen und die Klasse der Nichtseienden leer ließen. 
Die vorhin gewählte Verteilung in die zwei Klassen zeigt je
doch besser, wie man in den späteren schwierigen Fällen zu 
verfahren hat. 

Wir führen jetzt den Bau der logischen Grundlagen des 
mathematischen Denkens weiter, indem wir zu den zwei Ge
dankendingen I, === die drei weiteren Gedankendinge u (un
endliche Menge, Unendlich), f (Folgendes), f' (begleitende 
Operation) hinzufügen und für dieselben die folgenden Axi
ome festsetzen: 

3· f (ux) ... u (f' x) 

4· f(ux) - f(uy) I ux - u,.. 

5. f{ux) - U I 
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Dabei bedeutet die Willkürliche x (im Sinne von .x<to» jedes 
der fünf jetzt zugrunde liegenden GedankendiDge und jede 
Kombination derselben. Das Gedankending U werde kurz 
unendlicheMenge und die Kombination uX (Z.B.UI, U(I I), 
uf) ein Element dieser unendlichen Menge U genannt. Das 
Axiom 3. drückt dann aus, daß auf jedes Element ux ein 
bestimmtes Gedankending f (ux) folgt, welches einem Element 
der Menge U, nämlich dem Element U (f' x) gleich ist, d. h. 
ebenfalls der Menge u angehört. Das Axiom 4. spricht die 
Tatsache aus, daß, wenn auf zwei Elemente der Menge U 

das gleiche Element folgt, jene Elemente ebenfalls einander 
gleich sind. Nach Axiom 5. gibt es in u kein Element, dem 
das Element UI folgt; dieses Element UI heiße daher das 
erste Element in u. 

Wir haben nun die Axiome 1.-5. der entsprechenden 
Untersuchung zu unterwerfen, wie vorhin die Axiome 1.,2.; 
dabei ist zu beachten, daß jene Axiome 1.,2. zugleich eine 
Erweiterung ihrer Gültigkeit erfahren, insofern nunmehr die 
Willkürlichen x, JI beliebige Kombinationen der fünf zugrunde 
liegenden einfachen Dinge bedeuten. 

Wir fragen wiederum, ob gewisse FolgeTUngen aus den 
Axiomen 1.-5. einen Widerspruch bilden oder ob im Gegen
teil die zugrunde gelegten fünfGedankendinge I, -, U, f, f' und 
deren Kombinationen sich in die Klasse der Seienden und 
c:ie Klasse der Nichtseienden verteilen lassen derart, daß die 
Axiome 1.-5. dieser Klasseneinteilung gegenüber sich er
füllen, d. h. jede Folgerung aus jenen Axiomen zu einer 
richtigen Aussage gegenüber jener Klasseneintellung wird. 
Zur Beantwortung dieser Frage berücksichtigen wir, daß das 
Axiom 5. das einzige ist, welches zu Aussagen von der Form a, 
d. h. daß eine Kombination a der fünf zugrunde liegenden 
Gedankendinge zur Klasse der Nichtseienden gehören 8011, 

Anlaß gibt. Aussagen, die mit 5. einen Widerspruch bilden, 
müssen daher jedenfalls von der Form 

6. f(u.x<o» ... UI 
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lein; eine solche Folgerung aber kann aus den Axiomen 1.-4. 
auf keine Weise entstehen. 

Um dies einzusehen, bezeichnen wir die Gleichung, d. h. 
das Gedankending a .... b als eine homogene Gleichung, 
wenn sowohl a wie " Kombinationen von je zwei einfachen 
Dingen sind, ebenso wenn a und b beide irgendwelche Kom
binationen von je drei oder beide irgendwelche Kombina
tionen von je vier oder mehr einfachen Dingen sind; bei
spielsweise heißen 

(I I) =- (fu), (ff = (uf'), (fl I) = (UI -), 

(fI)(fI) = (Il II), (f<ff'u») "'" (IUUI), 

«ff)(I I I» = «1)(11)(1 I», (fUI I 1-) - (UUI I IU) 
homogene Gleichungen. Aus den Axiomen I. und 2. allein 
folgen, wie wir vorhin gesehen haben, lauter homogene Glei
chungen, nämlich die Gleichungen von der Form a-a. Eben
so liefert Axiom 3., wenn wir darin für .x irgendein Gedanken
ding nehmen, nur homogene Gleichungen. Desgleichen weist 
Axiom 4. in der Behauptung gewiß stets eine homogene Glei
chung auf, sobald die Voraussetzung eine homogene Glei
chung ist, und somit können überhaupt nur homogene Glei
chungen als Folgerungen aus den Axiomen 1.-4. auftreten. 
Nun ist aber die Gleichung 6., die doch bewiesen werden 
sollte, gewiß keine homogene Gleichung, da man darin an 
Stelle von x(o) eine Kombination zu nehmen hat und dadurch 
die linke Seite eine Kombination von drei oder mehr ein
fachen Dingen wird, während die rechte Seite eine Kombi. 
nation von den zwei einfachMl Dingen u und 1 bleibt. 

Hiermit ist, wie ich glaube, der Grundgedanke, um die 
Richtigkeit meiner Behauptung zu erkennen, dargelegt; zur 
vollständigen Durchführung des Beweises bedarf es des Be
griffes der endlichen Ordnungszahl und gewisser Sätze über 
den Begriff der Gleichzahligkeit, die man in der Tat an dieser 
Stelle schon ohne Mühe aufstellen und ableiten kann; man 
hat eben zur vollständigen Durchführung des dargelegten 

Hilbert: GnmdIaceD der Geometrie. 5. Aut!. 
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Grundgedankens ·noch diejenigen Gesichtspunkte zu berück
sichtigen, auf die ich am Schlusse meines Vortrages (vgl. V.) 
noch kurz hinweisen will. 

Die gewünschte Klasseneinteilung ergibt sich also, wenn 
man alle Dinge a, wo a eine Folgerung aus den Axiomen 1.-4. 
ist, zur Klasse der Seienden zählt und alle diejenigen Dinge 
in die Klasse der Nichtseienden aufnimmt, die mit diesen 
differieren, insbesondere die Dinge f (ux) === UI • Wegen der 
1.'0 gefundenen Eigenschaft der aufgestellten Axiome erkennen 
wir, daß dieselben überhaupt nie zu einem Widerspruch füh
ren, und bezeichnen daher die durch dieselben definierten 
Gedankendinge u, f, f' als widerspruchsfreie Begriffe 
oder Operationen oder als widerspruchsfrei existierend. 
Was insbesondere den Begriff des Unendlichen u anbetrifft, 
so erscheint durch die oben angedeutete Darlegung die Be
hauptung der Existenz des Unen dlichen u gerechtfertigt; 
denn sie erhält jetzt eine bestimmte Bedeutung und einen 
später stets anzuwendenden Inhalt. 

Die eben skitzierte Betrachtung bildet den ersten Fall, in 
dem es gelingt, den direkten Nachweis für die Widerspruchs
losigkeit von Axiomen zu führen, während die sonst - ins
besondere in der Geometrie - für solche Nachweise übliche 
Methode der geeigneten Spezialisierung oder Bildung von Bei
spielen hier notwendig versagt. 

Daß dieser direkte Nachwei&hier gelingt, ist, wie man sieht, 
wesentlich dem Umstande zu verdanken, daß eine Aussage 
von der Form a, d. h. eine Aussage, wonach eine gewisse 
Kombination der Klasse der Nichtseienden angehören soll, 
nur an einer Stelle als Behauptung. nämlich in Axiom 5. 
auftritt. 

Indem wir die bekannten Axiome für die vollständige In
duktion in die von mir gewählte Sprache übertragen, gelangen 
wir in ähnlicher Weise zu der Widerspruchsfreiheit der so ver
mehrten Axiome, d. h. zum Beweise der widerspruchsfreien 
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Existenz des sogenannten kleinsten Unendlich1) 

(d. h. des Ordnungstypus 1,2,3, •.• ). 
Es bietet keine Schwierigkeit, den Begriff der endlichen 

Ordnungszahl nach den oben aufgestellten Prinzipien zu be
gründen; es geschehe dies auf Grund des Axioms, daß jede 
Menge, die das erste Element der Ordnungszahl und, falls ihr 
irgend eines angehört, auch das diesem folgende enthält, ge
wiß stets das letzte Element enthalten muß. Der Beweis der 
Widerspmchslosigkeit der Axiome erfolgt hier sehr leicht 
durch Heranziehung eines Beispieles, etwa der Zahl zwei. Es 
kommt dann darauf an zu zeigen, daß eine Anordnung, der 
Elemente der endlichen Ordnungszahl möglich ist, so daß jede 
Teilmenge derselben ein erstes und ein letztes Element besitzt 
- eine Tatsache, die wir dadurch beweisen, daß wir ein Ge
dankending < durch das Axiom 

(z <y a. ,. < .) I z < .. 
definieren und dann die Widerspmchsfreiheit der aufgestell
ten Axiome unter Hinzufügung dieses neuen Axiomes erken
nen, sobald z,y," willkürliche Elemente der endlichen Ord
nungszahl bedeuten. Mit Benutzung der Tatsache der Existenz 
des kleinsten Unendlich folgt dann auch der Satz, daß zu 
jeder endlichen Ordnungszahl eine noch größere Ordnungs
zahl gefunden werden kann. 

Die Prinzipien, die für den Aufbau und die weitere Aus
führung der Gesetze des mathematischen Denkens in der be
absichtigten Weise maßgebend sein müssen, sind kurz fol
gende: 

I. Auf einem bestimmten Standpunkt in der Entwickelung 
der Theorie angelangt darf ich eine weitere Aussage als richtig 
bezeichnen, sobald erkannt worden ist, daß sie als Axiom zu 
den bisher als richtig befundenen Aussagen hinzugefügt, keinen 

I) V gl. meineD aDf dem Internationalen Mathematiker-Kongre8 zu 
Paris 1900 gehaltenen Vortrag: "Mathematische Probleme", 2. Die Wi· 
derspruchslo5igkeit der arithmetischen Aziome. 



254 ADhang VII 

Widerspruch ergibt, d.h. zu Folgerungen führt; die gegenüber 
einer gewissen Verteilung der Dinge in dieKlasse der Seienden 
und die der Nichtseienden sämtlich richtige Aussagen siud. 

n. In.den Axiomen vertreten die Willkürlichen - als Ersatz 
für den Begrüf "jedes" oder "alle" in der üblichen Logik -
nur diejenigen Gedankendinge und deren Kombinationen 
untereinander, die auf jenemStandp1JDkt zugrunde gelegt sind 
oder neu definiert werden sollen. Bei der Herleitung von 
Folgerungen aus den Axiomen dürfen daher die Willkür
lichen, die in den Axiomen auftreten, nur durch solche Ge
dankendinge und deren Kombinationen ersetzt werden. Auch 
iat in gehöriger Weise zu berücksichtigen, daß durch die Zu
fiigung und Zugrundelegung eines neuen G.edankendinges die 
bisherigen Axiome eine Erweiterung ihrer Gültigkeit erfahren 
bez. einer sinngemäßen Abänderung zu unterwerfen sind. 

m Die Menge ist allgemein als ein GedaDkending 111 de
finiert, und die Kombinationen 1IIX heißen die Elemente der 
Menge m, so daß also - im Gegensatz zu der üblichen Auf
faasung - der Begriff des Elementes einer Menge erst als 
späteres Erzeugnis des Mengenbegriffes selbst erscheint. 

Genau so wie der Begriff "Menge" sind auch "Zuord
nung", "Transformation", "Beziehung", "Funktion" 
GedankendiDge, für die, geJiau wie vorhin mit dem Begriff 
"Unendlich" geschehen ist, die passenden Axiome in Ansatz 
zu bringen sind und die dann im Falle der Möglichkeit der 
Verteilung der betreffenden Kombinationen in die Klasse der 
Seienden und die der Nichtseienden als widerspruchslos exi
stierend erkannt werden können. 

In Lkommt das schöpferische Prinzip zum Ausdruck, das 
UDS im freiesten Gebrauch zu immer neuen B~griffsbildungen 
berechtigt mit der einzigen Beschränkung der Vermeidung 
eines Widerspruches. Die zu Anfang dieses Vortrages er
wähnten Paradoxien werden durch ll. und m unmöglich; ins
besondere gilt dies von dem Paradoxon der Menge aller sich 
nicht selbst als Element enthaltenden Mengen. 
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Um die weitgehende inhaltliche 'Übereinstimmung dea in' 
m. definierten Mengenbegriffes mit dem üblichen Mengen
begri1l'e erkennen zu lassen, beweise ich folgenden Satz: 

Es seien auf einem bestimmten Standpunkte in der Ent
wickelung I, ••• , er, ••• , f die zugrunde liegenden Gedanken
dinge und a(~} eine Kombination derselben, die die Will
kürliche ~ enthält; ferner sei a(a} eine richtige Aussage (d. b. 
a(<<) in der Klasse der Seienden): alsdann existiert gewil ein 
Gedankending m von der Art, daß a(mx) für die Willkürliche 
x lauter richtige Aussagen darstellt (d.h.a(mx) immer in der 
Klasse der Seienden sich befindet) und auch umgekehrt jedes 
Ding ~, für welches a.(~) eine richtige Aussage darstellt, einer 
Kombination mz{o) gleich wird, so daß die Aussage 

~ _ mz{o) 

richtig ist, d.h. die Dinge ~, für die a (~) eine richtige Aussage 
wird, bilden die Elemente einer Menge m im Sinne obiger 
Definition. 

Zum Beweise stellen wir das folgende Axiom auf: es ist m 
ein Gedankending , fü.r welches die Aussagen 

7. a(~) Im; - ~ 

8. a(s) / ms - er 

richtig sind, d. h. wenn ; ein Ding ist, derart, daS a (;) zur 
Klasse der Seienden gehört, so soll m~ =;, sonst m~ - er 
gelten, fügen aieses Axiom zu den Axiomen hinzu, die für die 
Dinge I, ••• , a, .. ., f gelten, und nehmen dann an, daß da
durch ein Widerspruch zustande komme, d. h. daS für die 
Dinge I, ••• , a, ••. , f, m etwa die Aussagen 

p(",) und p(m) 

zugleich Folgerungen seien, wo p(",) eine gewisse Kombi
nation der Dinge I, ••• , f, m ist. Dabei bedeutet 8. in Worten 
die Festsetzung ",s .... a, wenn a(~) zur Klasse der Nichtseien
den gehört. Überall, wo in p(m) das Ding m in der Kombi
nation m; auftritt, ersetze man den Axiomen 7. und 8. ent-
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sprechend und mit Rücksicht auf 2. die Kombination m~ 
durch S bez. a; aus p(m) entstehe auf diese Weise q(m) (wo 
nun q(m) das Ding m nicht mehr in einer. Kombination m,x 
enthält), dann müßte q(m) eine Folgerung aus dem ursprüng
lich zugrundeliegenden Axiome für I, ••• , a, ... , r sein und 
mithin auch richtig bleiben, wenn wir für m irgend eines dieser 
Dinge, etwa das Ding I, nehmen. Da die nämliche Überlegung 

auch für die Aussage p (m) gilt, so wäre also auch auf dem 
ursprünglichen Standpunkte bei Zugrundelegung der Dinge 
I, ••. , rc, ••. , f der Widersp11lch 

q(l) und q(I) 

vorhanden, was nicht sein kann - vorausgesetzt, daß die 
Dinge 1, ••• , ! widerspruchsfrei existieren. Wir müssen also 
unsere Annahme, daß ein Widerspruch zustande komme, ver
werfen, d.h. m existiert widerspruchsfrei, was zu beweisen war. 

IV. Wenn man ein bestimmt vorgelegtes System von Axi
omen nach den obigen Prinzipien untersuchen will, so hat man 
die Kombinationen der zugrunde liegenden Dinge in die zwei 
Klassen, die der Seienden und die der Nichtseienden, zu ver
teilen, wobei den Axiomen die Rolle von Vorschriften zufallt, 
denen die Verteilung genügen muß. Die Hauptschwierigkeit 
wird darin bestehen, die Möglichkeit der Verteilung aller 
Dinge in die zwei Klassen, die der Seienden und die der 
Nichtseienden, zu erkennen. Die Frage nach der Möglichkeit 
dieser Verteilung ist wesentlich gleichbedeutend mit der Frage, 
ob .die Folgerungen, die man aus den Axiomen durch Spe
zialisierung und Verbindung in dem früher erläuterten Sinne 
gewinnen kann, zu einem Widerspruch führen oder nicht, 
wenn man noch die bekannten logischen Schluß-
weisen wie 

{ (a I b) u. (ii I b) }\ b 
{ (a o. b) 11. (a o. c) } I { a o. (b 11. c) } 

hinzunimmt. Die Widerspruchslosigkeit der Axiome kann 
dann entweder so erkannt werden, daß man zeigt, wie ein 



Logik uDd Arithmetik 257 

etwaiger Widerspruch sich schon auf einem früheren Stand
punkt in der Entwickelung der Theorien zeigen müßte, oder 
indem man die Annahme macht, es gäbe einen Beweis, der 
aus den Axiomen auf einen bestimmten Widerspruch führt, 
und alsdann dartut, daß ein solcher Beweis nicht möglich 
ist, "J1ämlich in sich einen Widerspruch enthielte. So lief ja 
auch der vorhin skizzierte Beweis für die widerspruchs freie 
Existenz des Unendlichen darauf hinaus, zu erkennen, daß 
ein Beweis für. die Gleichung 6. aus den Axiomen 1.-4. 
nicht möglich ist. 

V. Wenn im Bisherigen von mehreren Gedankendingen, 
Kombinationen, Kombinationen mehrfacher Art oder meh
rer en Willkürlichen die Rede war, so sollte dabei stets eine 
begrenzte Anzahl solcher Dinge gemeint sein. Nach Auf
stellung der Definition der endlichen Zahl sind wir imstande, 
jene Ausdrucksweise in ihrer allgemeinen Bedeutung zu 
fassen. Auch die Bedeutung der "beliebigen" Folgerung und 
des "Differierens" einer Aussage mit allen Aussagen von ge
wisser Art ist nunmehr auf Grund der Definition der end
lichen Zahl - der Idee der vollständigen Induktion ent
sprechend - durch ein rekurrentes Verfahren einer exakten 
Beschreibung fähig. So' ist dann auch die vollständige Durch
führung des vorhin angedeuteten Beweises zu denken, daß 
die Aussage f(ux(o») = UI von jeder Aussage differiert, die 
durch eine endliche Anzahl von Schritten als Folgerung aus 
den Axiomen 1.-4. entsteht; man hat·eben den Beweis selbst 
als ein mathematisches Gebilde, nämlich eine endliche Menge 
zu betrachten, deren Elemente durch Aussagen verbunden 
sind, die zum Ausdruck bringen, daß der Beweis aus der 1.-4. 
auf 6. führt, und man hat dann zu zeigen, daß ein solcher 
Beweis einen Widerspruch enthält und also nicht in unserem 
definierten Sinne widerspruchsfrei existiert. 

Ähnlich wie die Existenz des kleinsten Unendlich bewiesen 
werden kann, folgt die Existenz des Inbegriffs der reellen 
Zahlen; in der Tat sind die Axiome, wie ich sie für die reellen 
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Zahlen aufgestellt habei), genau durch solche Formeln aus
drückbar , wie die bisher aufgestellten Axiome. Was insbe
sondere dasjenige Axiom betrifft, das ich das Vollständig
keitsaxiom genannt habe, so bringt dasselbe zum Ausdruck, 
daß der Inbegriff der r~ellen Zahlen im Sinne der umkehrbar 
eindeutigen elementweisen Beziehbarkeit jede andere Menge 
enthält, deren Elemente ebenfalls die vorangehenden Axiome 
erfüllen; in dieser Auffassung wird auch das V ollständigkeits
axiom eine durch Formeln von obiger Bauart ausdrückbare 
Forderung, und die Axiome für den Inbegriff der reellen Zah
len unterscheiden sich qualitativ in keiner Hinsicht etwa von 
den zur Definition der ganzen Zahlen notwendigen Axiomen. 
In der Erkenntnis dieser Tatsache liegt, wie ich meine, die 
sachliche Widerlegung der von L. Kronecker vertretenen 
und zu Anfang meines Vortrages als dogmatisch bezeichneten 
Auffassung der Grundlagen der Arithmetik. 

In gleicher Weise zeigt sich, daß den Grundbegriffen der 
Can torsehen Mengenlehre, insbesondere den Can torsehen 
Alefs die widerspruchsfreie Existenz zukommt. 

Heidelberg, August 19°4. 

Zum Schlusse spreche ich meinem Freunde Hermann 
Minkowski, sowie den Herren Professor Max Dehn und 
Alfred Haar für ihre Unterstützung beim Lesen der Kor
rektur und die empfangenen mannigfachen und wertvollen 
Ratschläge meinen herzlichsten Dank aus. 

11 Vgl. S. 34-36. 

•• 



Zu Anhang 11. 

Im Anschluß an die Formulierung des engeren Kongruenz
axioms III 6 (S. 122) ist die Beh!luptung aufgestellt worden, 
daß mit "Hilfe des Satzes vom gleichschenkligen Dreieck aus 
jenem Kongruenzaxiom in der engeren 
Fassung UI6 und den vorangehenden 
Axiomen das Axiom III 6 * in der 
weiteren Fassung notwendig folgt" 
(S. I 23, erster Absatz). 

Diese Behauptung bedarf der Be
richtigung. Tatsächlich ist die Beweis
barkeit des Axioms III 6 * aus den A 

genannten Sätzen nur unter Hinzu
nahme noch eines Axioms er
wiesen, welchesdieKommu tativi tät 
der W in ke 1 ad di tion zum Ausdruck 
bringt und das sich folgendermaßen 
aussprechen läßt: 

IU 7. Wzrd an einem Wz'nkel BA C nach rechts und links der 
güiche Wz'nkel angetragen und entsteht durch die Rechtsan/ragung 
ein Wz,zkel DA C mit AC als lz'nkem Schenkel, so entsteht durch 
die Linksantragung ein Winkel BA E mit AB als rechtem Schenkel, 
und es ist -9:: BAE= 0:: DAC. 

Aus diesem Axiom folgt insbesondere, daß von zwei un
gleichen Winkeln eindeutig einer der größere und einer der 
kleinere ist. 

Der Beweis von III 6:;: mit Hilfe der Axiome 1,11, III I -6, des 
Satzes vom gleichschenkligen Dreieck und des Axioms III 7 
gestaltet sich folgendermaßen: Mau zeigt zunächst,. daß im 
gleichschenkligen Dreieck die zur Basis gehörige Mittellinie 
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den Winkel an der Spitze halbiert. Hiervon beweist man 
dann die Umkehrung: die Halbierungslinie des Winkels an 
der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks halbiert die Ba
sis. Indem man ferner die bei den durch die Mittellinie der 
Basis getrennten Hälften des gleichschenkligen Dreiecks an
einanderlegt, ergibt sich unter wesentlicher Benutzung von 
III 7. daß die zur Basis eines gleichschenkligen Dreiecks 

.A gehörige Mittellinie auf der Basis senk
recht steht. 

Sodann beweist man, daß zwei 
gleichen Winkeln eines Dreiecks gleiche 
Seiten gegenüberliegen. Und auf Grund 
davon folgt durch einen indirekten Be
weis, daß. wenn in einem Dreieck diezu 

, einer Seite gehörige Mittellinie zugleich 
IJ Höhe ist, dann die bei den andem Seiten 

des Dreiecks einander gleich sind. 
Nach diesen Vorbereitungen gelingt nun leicht der 

Beweis von III 6* durch die Methode des Aneinander
legens. 

In dem geschilderten Beweise spielen eine wesentliche 
Rolle die Sätze von der Halbierbarkeit einer jeden Strecke 
und von der Gleichheit der Scheitelwinkel sowie der Satz, 
daß ein Außenwinkel eines Dreiecks stets größer ist als 
jeder der beiden ihm gegenüberliegenden inneren Winkel. 

C Wie im Text hervorgehoben ist 
........ (S. 123. zweiter Absatz), können 

" ... " ' ., diese Sätze aus dem engeren 

.Af-"-"-~----:.f----~ Kongruenzaxiom III 6 und den 
... 1J vorhergehenden Axiomen abge-

""" ... " '" leitet werden. Hierzu ist das 
... ,,/ Axiom III 7 nicht nötig. 

]) Die Halbierung einer Strecke 
erhält man durch folgende Konstruktion: Man nehme einen 
Punkt C außerhalb der Geraden AB und verbinde ihn mit B. 
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Sodann trage man ~ CBA an AB im Punkte A nach der 
zu C entgegengesetzten Seite hin an und trage auf den 
freien Schenkel die Strecke B C von A aus ab. Den so er
haltenen Endpunkt D verbinde man mit C. Dann halbiert 
C.D die Strecke AB. 

Der Beweis geschieht durch Betrachtung kongruenter Drei
ecke unter Anwendung gleichsinnigeT Winkeladdi
tionen. 

Im Anschluß hieran ergibt sich auch gleich der Beweis für 
den Satz von der Gleichheit der Scheitelwinkel. Es genügt 
ja zu zeigen, daß, wenn bei zwei gleichen Winkeln BOr 
und A O.D der Schenkel 0 A auf der Verlängerung von B 0 
liegt, auch 0 D auf der Verlängerung von CO liegt. Die 
Lage der Punkte A, B, C, .D auf den von 0 ausgehenden 
Halbstrahlen kann so angenommen werden, daß die 
Strecken OA, OB, OC, OD C 
einander gleich sind. Dann er
gibt sich aus der Anwendung 
von 111 6 auf die Dreiecke OB C 
und OAD, daß"( B 

oe}:: CBA = ~ BAD 

und BC= AD 

ist. Hieraus folgt aber, daß CD D 

durch den Halbierungspunkt 0 der Strecke AB hindurchgeht; 
d. h. 0 D liegt auf der Verlängerung von CO. 

Der Beweis für den Satz vom Außenwinkel geschieht durch 
den üblichen indirekten Schluß. 

Noch an einer zweiten Stelle des Anhanges II ist die 
Einfügung des Axioms 111 7 erforderlich. In dem letzten 
Abschnitt (S. 140-143) handelt es sich nämlich um den 
Nachweis, daß bei der engeren Fassung der Kongruenzaxiome 
l1Dd Vermeidung der Stetigkeitsaxiome V der Satz von den 
Basiswinkeln im gleichschenkligen Dreieck beweisbar wird, 
sofem man das Axiom der Eiulagerung einführt. 
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Bei diesem Nachweise wird zuletzt (S. 142) implizite die 
Voraussetzung der Kommutativität der Winkel-Addition be
nutzt. Es muß daher in dem Wortlaut der Behauptung zu 
dem Axiom der Einlagerung noch das Axiom m 7 hinzu
genommen werden, damit die Beweisführung ihre Gültigkeit 
behält. 

Auf die hier vorliegende Lücke bin ich zuerst durch 
W. Zabel hingewiesen worden. 

Daß das Axiom III 7 nicht etwa .fIchon die Gültigkeit des 
Axio~ der Einlagerung nach sich zieht, geht aus den bei den 
in diesem Anhang II konstruierten Beispielen von nicht py
thagoräischen Geometrien hervor, bei welchen beidemal die 
Addition der Winkel kommutativ ist, aber der Satz von den 
Basiswinkeln im gleichschenkligen Dreieck nicht zutrifft und 
daher auch das Axiom der Einlagerung nicht erfüllt sein kann. 

Die Einführung des Axioms von der Kommutativität der 
WinkeladditioD scheint an den bei den erwähnten Stellen 
unentbehrlich zu sein. Doch müßte hierfür ein strenger Nach
weis erst noch erbracht werden. 
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Als eine unmittelbare Konsequenz des Axioms von den 
sich schneidenden und {licbt schneidenden Geraden IV 
(S. 147) ist der Satz angeführt: 

"WenD eine Gerade oder Halbgerade zu einer andem Ge
raden oder Halbgeraden parallel ist, so ist stets auch diese 
zu jener parallel" (S. 148). 

P. Hertz machte mich darauf aufmerksam, daß die Gültig
keit dieses Satzes nicht ohne weiteres ersichtlich ist. Ich trage 
daher hier die BeweisfiUlrung nach. 

Es kommt auf~ie Begründung folgender Behauptung an: 
Ist eine von A ausgehende Halbgerade a zu einer von B 

ausgehenden Halbgeraden b parallel, so wird a voneinerjeden 
Halbgeraden c ~eschDitten, welche in dem durch die Strecke 
A.B und die Halbgerade " bestimmten Winkelraum verläuft. 

Es werde zunächst der Spezialfall betrachtet, daß AB auf 
" senkrecht steht. Dann bildet AB mit c einen spitzen WinkeI.. 

Daher gehört A~_F"'="=-==-=a=-=~ ___ _ 
der Fußpunkt G 
C des vonA auf 
c gefällten Lo
tesderHalbge
raden c selbst 
an, und die D 
Verbindungs- ~ ..... ~ ____ ':"' __ ......::lo<: 

strecke A Gilt B 4 E 
kürzer als AB. Man trage nun AG auf AB von A aus 
ab und errichte in dem erhaltenen Endpunkt D die Senk
rechte d auf AB. Diese kann mit" keinen Punkt gemein
sam haben. 
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Femer trage man den von A C und a gebildeten Winkel 
an AB im Punkte A nach der Seite von a hin an. Gemäß 
der Voraussetzung, daß a zu " parallel ist, muß der freie 
Schenkel e die Halbgerade b in einem Punkte E schneiden. 
Und aus der Betrachtung des Dreiecks AB E geht hervor, 
daß die Halbgerade d, welche die Seite AB, dagegen nicht 
BEtrifft, auch die Seite' A E, also die Halbgerade e schneidet. 
Der Schnittpunkt heiße F. Trägt man nun die Strecke DF 

A a auf c von C aus 

~
.Q nach der Seite 

c von a hin ab und 
B verbindet den er-
~ haltenen End-

P punkt G mit A, 
so folgt aus der Kongruenz der Dreiecke ADF und A CG, 
daß die Strecke A G dem Halbstrahl a angehört. Somit wird 
a von c geschnitten. 

Der allgemeine Fall erledigt sich nun folgendermaßen: 
Man fälle von A das Lot AB' auf ". Gehört dann B' der 
Halbgeraden " an, 80 verlängere man c über B hinaus bis 
zu einem Punkte P und ziehe von P aus die durch B' führende 
.A. Q Halbgerade. Diesemußnach 
~ dem eben Bewiesenen ~inen 
~ Schnittpunkt Q mit ahaben, 

B..,.'.::;;;....;B~-- und da nun c die Seite AB' 
des Dreiecks AB' Q dagegen nicht B' Q, schneidet, so muß 
A Q, also a, von c geschnitten werden. 

Wenn aber B' auf der Verlängerung von" liegt, so wähle 
man einen Punkt P auf c und ziehe von B' die durch P 
führende Halbgerade. Diese muß dann a in einem Punkte Q 
schneiden, und es folgt wieder, daß A Q von c geschnitten 
wird. 



Zu Anhang VIII. 
ZU Kap. IV § 21 S. 63. 

4) In diesem Sinn bat W. Süß die Inhaltslehre im Raum begründet 
(Math. Ann. Bd. 82). W. Süß nennt zwei Tetraeder von gleichen 
Höhen und inhaltgleichen Grundflächen Cavalierisch gleich, außerdem 
zwei Polyeder, die sich in endlich viele paarweise Cavalierisch gleiche 
Tetraeder zerlegen lassen, Cavalierisch zerlegungsgleich und endlich 
zwei Polyeder, die sich als Differenzen Cavalierisch zerlegungsgleicher 
Polyeder darstellen lassen, Cavalierisch ergänzungsgleich. Ohne Be
nutzung von Stetigkeitsaxiomen läßt sich nachweisen, daB Gleichheit 
des InhaltsmaBes 'und Cavalierische Ergänzungsgleichheit äquivalente 
Begriffe sind, während die Cavalierische Zerlegungsgleichbeit bei Poly
edern gleichen Inhaltsmaßes nur mit Hilfe des Archimedischen 
Axioms beweisbar ist. 
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