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So fingt denn alle menschliche Erkenntnis
mit Anschauungen an, geht von da zu Begriffen
und endigt mit Ideen.

Kant, Kritik der reinen Vernunft,
Elementarlebre 2. T. 2. Abt.

Einleitung.

Die Geometrie bedarf — ebenso wie die Arithmetik —
zu jhrem folgerichtigen Autbau nur weniger und einfacher
Grundsitze. Diese Grundsitzeheien A xiome der Geometrie.
Die Aufstellung der Axiome der Geometrie und die Erfor-
schung ihres Zusammenhanges ist eine Aufgabe, die seit Eu-
klid in zahlreichen vortrefflichen Abhandlungen der mathe-
matischen Literatur?) sich erortert findet. Die bezeichnete Auf-
gabe lauft auf die logische Analyse unserer riumlichen An-
schauung hinaus.

Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer Versuch, fiir
die Geometrie ein vollstindiges und moglichst ein-
faches System von Axiomen aufzustellen und aus denselben
die wichtigsten geometrischen Sitze in der Weise abzuleiten,
daB dabei die Bedeutung der verschiedenen Axiomgruppen
und die Tragweite der aus den einzelnen Axiomen zu zie-
henden Folgerungen moglichst klar zutage tritt.

I) Man vergleiche die zusammenfassenden und erliuternden Be-
richte von G. Veronese, ,,Grundziige der Geometrie*, deutsch von
A.Schepp, Leipzig 1894 (Anhang), und F. Klein, ,,Zur ersten Ver-
teilung des Lobatschefsky-Preises*, Math. Ann. Bd. 50.



Kapitel L
Die funf Axiomgruppen.

§ 1
Die Elemente der Geometrie und die fiinf Axiom-
gruppen.

Erklirung. Wir denken drei verschiedene Systeme von
Dingen: die Dinge des ersten Systems nennen wir Punkfe
und bezeichnen sie mit 4, B, C,...; die Dinge des zweiten
Systems nennen wir Gerade und bezeichnen sie mit @, 4, ¢, ...;
die Dinge des dritten Systems nennen wir Zbenen und be-
zeichnen sie mit ¢, §, 9, ...; die Punkte heiBen auch die
Elemente der linearen Geometrie, die Punkte und Geraden heiien
die Elemente der ebenen Geometrie und die Punkte, Geraden
und Ebenen heiflen die Elemente der riumlichen Geometyie oder
des Raumes.

Wir denken die Punkte, Geraden; Ebenen in gewissen
gegenseitigen Beziehungen und bezeichnen diese Beziehungen
durch Worte wie ,liegen*, ,zwischen*,,parallel%, ,kon-
gruent%, ,stetig®; die genaue und fir mathematische
Zwecke vollstindige Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt
durch die Axiome der Geomelrie.

Die Axiome der Geometrie kdnnen wir in fiinf Gruppen
teilen; jede einzelne dieser Gruppen driickt gewisse zusam-
mengehoérige Grundtatsachen unserer Anschauung aus. Wir
benennen diese Gruppen von Axiomen in folgender Weise:

I. 1—8. Axiome der Verknipfung,
II. 1—4. Axiome der Anordnung,
III. 1—s5. Axiome der Kongruens,
IV. Axiom der Parallelen,

V. 1—2, Axiome der Stetigkes.



§ 2. Axiome der Verkniipfung 3

§ 2.
Die Axiomgruppe I: Axiome der Verkntipfung.

Die Axiome dieser Gruppe stellen zwischen den oben
erklirten Begriffen Punkte, Geraden und Ebenen eine Ver-
kniipfung her und lauten wie folgt:

I 1. Zwei voneinander verschiedene Punkte A, B bestimmen stets
eine Gerade a.

Statt ,bestimmen“ werden wir auch andere Wendungen
gebrauchen, z. B. 2 ,,geht durch% 4 ,und durch® B, a
sverbindet® 4 ,,und* oder ,,mit* B. Wenn 4 ein Punkt
ist, der mit einem anderen Punkte zusammen die Gerade a
bestimmt, so gebrauchen wir auch die Wendungen: 4 ,liegt
auf“ g, 4 ,ist ein Punkt von“ o, ,,es gibt den Punkt« 4
wauf4 z usw. Wenn 4 auf der Geraden ¢ und aufierdem auf
einer anderen Geraden & liegt, so gebrauchen wir auch die
Wendung: ,,die Geraden“ a2 ,,und¥ ,,habenden Punkt
A gemein® usw.

I 2. Irgend swei voneinander verschiedene Punkie einer Geraden
bestimmen diese Gerade.

1 3. Auf einer Geraden gibt es stefs wenigstens zwei Punkte,
in einer Ebene gibt es stets wenigstens drei nicht auf einer Geraden
gelegene Punkle))

1 4. Drei nicht auf ein und derselben Geraden liegende Punkte
A, B, C bestimmen stels eine Ebene a.

Wir gebrauchen auch die Wendungen: 4, B, C ,liegen
in“ «; 4, B, C ,sind Punkte von* «; usw,

1) A.Rosenthal hat (Math. Ann. 69) gezeigt, daB es unter Heran-
ziehung der riumlichen Axiome dieser Gruppe geniigt zu postylieren,
daB es in einer Ebene stets wenigstens einen Punkt gibt. Beschrinkt
man sich auf die Elemente einer Ebene, so kann man unter Heran-
zichung der ebenen Axiome der Gruppe II, den ersten Teil von I3 be-
schrinken auf die Forderung, daB es auf einer Geraden stets wenig-
stens einen Punkt gibt.



4 Kap. I. Die finf Axiomgruppen

1 5. Irgend drei Punkie einer Ebene, die nicht auf ein und
derselben Geraden liegen, bestimmen diese Ebene.

1 6. Wenn swei Punkte A, B einer Geraden a in einer Ebene
o licgen, so liegt jeder Punkt von a in der Ebene a.

In diesem Falle sagen wir: die Gerade @ ,liegtin der
Ebene «; usw.

1 7. Wenn swei Ebenen o, B einen Punki A gemein haben, so
haben sie wenigstens nock einen weiteren Punkt B gemein.

18. Es gibt wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkle.

Die Axiome I 1—3 mogen die ebenen Axiome der Gruppe 1
heiBen zum Unterschied von den Axiomen I 4 —8, die ich
als die réumlichen Axiome der Gruppe 1 bezeichne.

Von den Sitzen, die aus den Axiomen I 1—8 folgen, er-
wihne ich nur diese beiden:

Satz 1. Zwei Geraden einer Ebene haben einen oder keinen
Punkt gemein; zwei Ebenen haben keinen Punkt oder eine
Gerade gemein; eine Ebene und eine nicht in ihr liegende
Gerade haben keinen oder einen Punkt gemein.

Satz 2. Durch eine Gerade und einen nicht auf ihr lie-
genden Punkt, sowie auch durch zwei verschiedene Geraden
mit einem gemeinsamen Punkt gibt es stets eine und nur eine
Ebene.

§3
Die Axiomgruppe II: Axiome der Anordnung.!)

Die Axiome dieser Gruppe definieren den Begriff,,zwischen*
und ermoglichen auf Grund dieses Begriffes die Anordnung
der Punkte auf einer Geraden, in einer Ebeneund im Raume.

Erkliarung. Die Punkte einer Geraden stehen in gewissen
Beziehungen zueinander, zu deren Beschreibung uns insbe-
sondere das Wort ,,swischen* dient.

1) Diese Axiome hat zuerst M. Pasch in seinen Vorlesungen iiber
neuere Geometrie, Leipzig 1882, ausfiihrlich untersucht. Insbesondere
rithrt das Axiom II 4 inhaltlich von M, Pasch her.



§ 3. Axiome der Anordnung 5

Il 1. Wenn A, B, C Punkte einer Geraden sind, und B zwischen
A und C liegs, so liegt B auch swischen Cund A.

A B c

11 2. Wenn Aund C zwei Punkte einer Geraden sind, so gibt
es stets wenigstens einen Punkt B, der-zwischen A und C liegt,
und wenigsten einen Punkt D, so daf3 C zwischen A und D liegt.

A B C D

4

I1 3. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es stels einen
und nur einen, der zwischen den beiden anderen liegl.

Erklirung. Wir betrachten auf einer Geraden a zwei
Punkte 4 und B; wir nennen das System der beiden Punkte
A und B eine Strecke und bezeichnen dieselbe mit 4B oder
mit BA. Die Punkte zwischen 4 und B heiflen Punkte der
Strecke 4B oder auch #nnerkalb der Strecke 4B gelegen; die
Punkte 4, B heiBen Endpunkte der Strecke 4B. Alle iibrigen
Punkte der Geraden a heifien auferkalb der Strecke AB
gelegen.

II 4. Es seien A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene
Punkte und a eine Gerade inder Ebene AB C, die keinen der Punkte
A, B, C trifft: wenn dann die
Gerade a durch einen Punkt der 4
Strecke AB geht, so geht sie ge~
wiff auch entweder durch einen
Punkt der Strecke B C oder durch
einen Punkt der Sirecke AC.

Die Axiome Il 1—3 ent- 4
halien nur Aussagen iiber die \
Punkte auf einer Geraden und Y
mogen daher die lAnearen Axiome der Grugpe II heifien;
das Axiom II 4 enthilt eine Aussage iiber die Elemente der
ebenen Geometrie und heiBe daher das cbene Axiom der
Gruppe 11.

B



6 Kap. I. Die fiinf Axiomgruppen

§ 4
Folgerungen aus den Axiomen der Verkniipfung und
der Anordnung.

Aus den Axiomen I und II folgen die nachstehenden Sitze:

Satz 3. Zwischen irgend zwei Punkten einer Geraden gibt
es stets unendlichviele Punkte.

Satz 4. Sind irgend vier Punkte einer Geraden gegeben,
so lassen sich dieselben stets in der Weise mit 4, B, C, D
bezeichnen, daB der mit B bezeichnete Punkt zwischen A4
und C und auch zwischen 4 und D und ferner der mit C
bezeichnete Punkt zwischen 4 und D und auch zwischen 2
und D liegt.})

Satz § (Verallgemeinerung von Satz 4). Sind irgendeine
endliche Anzahl von Punkten einer Geraden gegeben, so lassen
sich dieselben stets in der Weise mit 4, B, C, D, E, .., K
bezeichnen, daB der mit B bezeichnete Punkt zwischen 4
einerseits und C, D, Z, ..., K andererseits, ferner C zwischen
A, B einerseits und D, £, ..., K andererseits, sodann D
zwischen 4, B, C einerseits und £, ..., X andererseits usw.

A B CD E ¢

liegt. AuBer dieser Bezeichnungsweise gibt es nur noch die
umgekehrte Bezeichnungsweise X; ..., £, D, C, B, 4, die von
der nimlichen Beschaffenheit ist.

1) Dieser in der ersten Auflage als Axiom bezeichnete Satz ist von
E. H. Moore, Transactions of the American Mathematical Society
1902, als eine Folge der aufgestellten ebenen Axiome der Verkniipfung
und der Anordnung erkannt worden. Vgl. auch die sich hieran an-
schlieBenden Arbeiten von Veblen, Trans. Math. Soc. 1904. Schwei-
tzer, American Journ. 1909. — Es ist wiinschenswert, ein solches
System von unabhingigen Axiomen aufzustellen, daB die auf die An-
ordnung der Punkte einer Geraden beziiglichen Axiome diese Anordnung
vollstindig beschreiben, d. i. daB aus ihnen allein der Satz 5 folgt.



§ 4. Folgerungen vi

Satz 6. Jede Gerade @, welche in einer Ebene o liegt,
trennt die nicht auf ihr liegenden Punkte dieser Ebene «
in zwei Gebiete von folgender Beschaffenheit: ein jeder Punkt
A des einen Gebietes bestimmt mit jedem Punkt B des anderen
Gebietes eine Strecke A48, innerhalb derer ein Punkt der
Geraden a liegt; dagegen bestimmen irgend zwei Punkte 4

AI

B

und A’ ein und desselben Gebietes eine Strecke 4.4’, welche
keinen Punkt von ¢ enthilt.?)

Erklirung. Es seien 4, 4', O, B vier Punkte einer Ge-
raden a, so daB O zwischen 4 und B, aber nicht zwischen
A und A4’ liegt; dann sagen wir: die Punkte 4, 4’ liegen i
der Geraden a auf ein und derselben Seite vom Punkte O, und

A4 A (4 B

die Punkte 4, B liegen i der Geraden a, auf verschiedenen
Seiten vom Punkte O. Die simtlichen auf ein und derselben
Seite von O gelegenen Punkte der Geraden « heiBen auch
ein von O ausgehender Halbstrahl; somit teilt jeder Punkt
einer Geraden diese in zwei Halbstrahlen.

Erklirung. Indem wir die Bezeichnungen des Satzes 6
benutzen, sagen wir: die Punkte 4, 4" liegen in der Ebene o
auf ein und derselben Seite von der Geraden a und die Punkte
A, B liegen in der Ebene o auf verschiedenen Seiten won der
Geraden a.

1) Vgl. den Beweis bei M. Pasch a. a. O. S. 25.
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Erklirung. Ein System von Strecken 458,8C,CD, ..., KL
heiBt ein Streckenzug, der die Punkte 4 und Z miteinander
verbindet; dieser Streckenzug wird auch kurz mit ABCD
... KL bezeichnet. Die Punkte innerhalb der Strecken A2,
BC, CD, .., KL, sowie die Punkte 4, B, C, D, ..., K, L
heilen insgesamt die Punkle des Sireckenguges. Fillt insbeson-
dere der Punkt Z mit dem Punkt 4 zusammen, so wird der
Streckenzug ein Polygon genannt und als Polygon ABCD ... K
bezeichnet. Die Strecken 4B, BC, CD, ..., KA heiBen auch
die Seiten des Polygons. Die Punkte 4, B, C, D, ..., K heifien
die Etken des Polygons. Polygone mit 3, 4,..,7 Ecken heiien
bzw. Dreiecke, Vierecke, ..., n-Ecke.

Erklirung. Wenn die Ecken eines Polygons simtlich von-
einander verschieden sind und keine Ecke des Polygons in
eine Seite fillt und irgend zwei Seiten eines Polygons keinen
Punkt miteinander gemein haben, so heifit das Polygon eznfack.

Mit Zuhilfenahme. des Satzes 6 gelangen wir jetzt ohne
erhebliche Schwierigkeit zu folgenden Sitzen:

Satz 7. Ein jedes einfache Polygon, dessen Ecken simtlich
in einer Ebene ¢ liegen, trennt die Punkte dieser Ebene «,
die nicht dem Strek-
kenzuge des Polygons
angehoren, in zwei Ge-
biete, ein Inneres und
B’ ein AuBeres, von fol-
gender Beschaffen-
heit: ist 4 ein Punkt
des Inneren (innerer
Punkt) und B ein
Punkt des AuBeren
(auBerer Punkt), so
hat jeder Streckenzug,
der 4 mit B verbindet, mindestens einen Punkt mit dem
Polygon gemein; sind dagegen 4, 4’ zwei Punkte des Inneren
und B, B’ zwei Punkte des AuBeren, so gibt es stets Strecken-




§ 5. Axiome der Kongruenz 9

ziige, die 4 mit 4’ und B mit B’ verbinden und keinen
Punkt mit dem Polygon gemein haben. Es gibt Gerade in
o, die ganz im AuBeren des Polygons verlaufen, dagegen
keine solche Gerade, die ganzim Inneren des Polygonsverliuft.

Satz 8. Jede Ebene ¢ trennt die tibrigen Punkte des
Raumes in zwei Gebiete von folgender Beschaffenheit: jeder
Punkt 4 des einen Gebietes bestimmt mit jedem Punkt B
des anderen Gebietes eine Strecke A8, innerhalb derer ein
Punkt von « liegt; dagegen bestimmen irgend zwei Punkte
von 4 und 4’ eines und desselben Gebietes stets eine Strecke
AA’, die keinen Punkt von « enthilt.

Erkldarung. Indem wir die Bezeichnungen dieses Satzes 8
benutzen, sagen wir: die Punkte 4, 4" liegen im Raume awf/
ein und derselben Seite von der Ebene o, und die Punkte 4, B
liegen im Raume auf verschiedenen Seiten von der Ebene «.

Der Satz 8 bringt die wichtigsten Tatsachen betreffs der
Anordnung der Elemente im Raume zum Ausdruck; diese
Tatsachen sind daher lediglich Folgerungen aus den bisher
behandelten Axiomen und es bedurfte in der Gruppe II
keines neuen riumlichen Axioms.

§s
Die Axiomgruppe III: Axiome der Kongruenz.

Die Axiome dieser Gruppe definieren den Begriff der
Kongruenz und damit auch den der Bewegung.

Erklarung. Die Strecken stehen in gewissen Beziehungen
zueinander, zu deren Beschreibung uns die Worte ,,kongruent*
oder ,,gleick* dienen.

IIL 1. Wenn A, B swei Punkée avuf einer Geraden a und ferner
A’ cin Punkt auf derselben oder einer anderen Geraden a’ ist, so
kann man auf einer gegebenen Seite der Geraden a’ von A’ stets
einen und nur einen Punkt B’ finden, so da die Strecke AB
der Strecke A'B’ kongruent oder gleich ist, in Zeichen:

AB = A'B'.
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Jede Strecke ist sich selbst kongruent, d. k. es ist stels:
AB=AB und AB = BA.

Wir sagen auch kiirzer: eine jede Strecke kann auf einer
gegebenen Seite einer gegebenen Geraden von einem ge-
gebenen Punkte in eindeutig bestimmter Weise abgetragen
werden.

IIL 2. Wenn eine Strecke AB sowohl der Strecke A'B’ als auck
der Strecke A” B kongruent ist, soist auch A'B’ der Strecke A"’ B”
kongruent, d. h. wenn

AB=A'B’ und AB= A"B",
so st auch
A'B'=A"B".

IIL 3. Es seien AB und B C zwei Strecken okne gemeinsame

Lunkie auf der Geraden a und ferner A'B’ und B’ C’ swet Strecken

A B C a

4‘ _8' cl al

auf derselben oder einer anderen Geraden a’ ebenfalls okne gemein-
same Punkie; wenn dann

AB=A'B’ und BC=B'C

ist, so ist auch siets

AC=A'C.

Erkldrung. Es sei « eine beliebige Ebene und 4, £ seien
irgend zwei verschiedene von einem Punkte O ausgehende
Halbstrahlen in «, die verschiedenen Geraden angehoren.
Das System dieser beiden Halbstrahlen 4,k nennen wir einen
Winkel und bezeichnen denselben mit<JC (4, %) oder mit<c (%, 4).
Aus den Axiomen I 1 —4 kann leicht geschlossen werden,
daB die Halbstrahlen % und %, zusammengenommen mit dem
Punkte O die iibrigen Punkte der Ebene « in zwei Gebiete
von folgender Beschaffenheit teilen: Ist 4 ein Punkt des einen
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und B ein Punkt des anderen Gebietes, so geht jederStrecken-
zug, der 4 mit B verbindet, entweder durch O oder hat mit
# oder k wenigstens einen Punkt gemein; sind dagegen 4,4’
Punkte desselben Gebietes, so gibt es stets einen Strecken-
zug, der 4 mit 4’ verbindet und weder durch O noch durch
einen Punkt der Halbstrahlen 4, 2 hindurchliuft. Eines dieser
beiden Gebiete ist vor dem anderen ausgezeichnet, indem
jede Strecke, die irgend zwei Punkte dieses ausgezeichneten
Gebietes verbindet, stets ganz in demselben liegt; dieses aus-
gezeichnete Gebiet heiBe das Jumere des Winkels < (4, &)
zum Unterschiede von dem anderen Gebiete, welches das
Aupere des Winkels < (%,%) genannt werden mége. Die Halb-
strahlen %,% heiBen Sckenke/ des Winkels, und der Punkt O
heiBit der Scheitel des Winkels.

Erklarung. Die Winkel stehen in gewissen Beziehungen
zueinander, zu deren Bezeichnung uns ebenfalls die Worte
whongruent oder ,,glezch* dienen.

IIL. 4. Es sei ein Winkel X (ky k) in einer Ebene o und eine
Gerade a’ in einer Ebene &', sowie eine bestimmie Seite von a’
auf o gegeben. Es bedeute ' einen Halbstrahl der Geraden a’,
der vom Punkte O' ausgeht: dann gibt es in der Ebene o einen
und nur einen Halbstrahl k, so daf der Winkel I (k, k) kon-
gruent oder gleich dem Winkel L (h', k') ist und zugleich alle
inneren Punkle des Winkels ST (h', k) auf der gegebenen Seite von
a’ liegen, in Zeichen:

X (5 B) =X (#, &)

Jeder Winkel ist sich selbst kongruent, d. k. es ist stels

X=X (kA und X (kK=< A).

Wir sagen auch kurz: ein jeder Winkel kann in einer ge-
gebenen Ebene nach einer gegebenen Seite an einen ge-
gebenen Halbstrahl auf eine eindeutig bestimmte Weise aé-
gelragen werden.

Erkliarung. Es sei ein Dreieck 4.8C vorgelegt; wir be-
zeichnen die beiden von 4 ausgehenden durch 2 und C

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 5. Aufl, 2
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laufenden Halbstrahlen mit 2 und % Der Winkel (4, ) heifit
dann der von den Seiten 4.8 und AC eingeschlossene oder
der der Seite BC gegeniiberliegende Winkel des Dreieckes
ABC; er enthilt in seinem Inneren simtliche innere Punkte
des Dreieckes 48C und wird mit ¢ BAC oder L 4 be-
zeichnet.

L 5. Wenn fiir swei Dreiecke ABC und A’B’C’ die Kon-
gruengen

AB=A'B'", AC=A4'C, X BAC=XB'AC
gellen, so sind auch stetls die Kongruenzen

KX ABC=X AB'C' und L ACB=Y A'CB’
erfillt,

Die Axiome III 1—3 enthalten nur Aussagen iiber die
Kongruenz von Strecken; sie mogen daher die linearen Axiome
der Gruppe III heifien. Das Axiom III 4, enthilt Aussagen
iber die Kongruenz von Winkeln. Das Axiom III 5 kniipft
das Band zwischen den Begriffen der Kongruenz von Strecken
und von Winkeln. Die Axiome III 4 und 5 enthalten Aus-
sagen iiber die Elemente der ebenen Geometrie und moégen
daher die cbenen Axiome der Gruppe III heiBien.

§ 6.

Folgerungen aus den Axiomen der Kongruenz.

Erklarung. Es sei die Strecke 4.8 kongruent der Strecke
A’B’. Da nach AxiomIII 1 auch die Strecke 4.8 kongruent
AB ist, so ist nach Axiom III 2 auch -4’B’ kongruent 4.B;
wir sagen: die beiden Strecken 4B und A’B’ sind wnter-
einander kongruent.

Erklarung. Sind 4, B, C, D, .., K, L auf 2 und 4", B’,
C,D',.., K, L auf a’ zwei Reihen von Punkten, so da8
die samtlichen entsprechenden Strecken 48 und 4’B’, AC
und A4’C’, BC und B’'C/, ..., KL und K’L’ bezw. einander
kongruent sind, so heiBen die beiden Reihen von Punkten
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unteretnander kongruent; A und A’y B und B',...,L und L’
heiBen die entsprechenden Punkte der kongruenten Punktreihen.

Aus den linearen Axiomen III 1—3 schlieBen wir leicht
folgende Sitze:

Satz 9. Ist von zwei kongruenten Punktreihen 4, B, ...,
K, L und 4, B', ..., XK', L' die erste so geordnet, daB B
zwischen A einerseits und C, D, ..., X, L andererseits, C
azwischen A4, B einerseits und D, ..., K, L andererseits, usw.
liegt, so sind die Punkte 4’, B’, ..., XK', L' auf die gleiche
Weise geordnet, d.h. B’ liegt zwischen A’ einerseits und
C, D', .., K L andererseits, C' zwischen 4’, B’ einerseits
und D', ..., K, L' andererseits usw.

Es ergibt sich ferner:

Satz 1o. Wenn ein Winkel 9 (%, £) sowohl dem < (%', ¥")
als auch dem < (#”,4") kongruent ist, so ist auch der Winkel
X (&, k") dem Winkel < (2", #”) kongruent, d. h. wenn

XA =x@®, %) und Xk AH=XR" L
ist, so ist auch stets
K (B, B = X (" K.Y

Erklarung. Essei J7(4 £) kongruent dem Winkel<C (&', %").
Da nach Axiom III 4 der Winkel <C (4, ) kongruent < (4, &)
ist, so folgt aus Satz 1o, daB < (%', #") kongruent < (4, )
ist; wir sagen: die beiden Winkel SC (4 ) und <C (%', &)
sind wuntereinander kongruent.

Erklirung. Zwei Winkel, die den Scheitel und einen
Schenkel gemein haben und deren nicht gemeinsame Schen-
kel eine gerade Linie bilden, heiflen Nebenwinkel. Zwei Winkel
mit gemeinsamem Scheitel, deren Schenkel je eine Gerade
bilden, heiflen Scheitelwinkel. Ein Winkel, welcher einem sei-
ner Nebenwinkel kongruent ist, heit ein rechter Winkel.

1) Dieser Satz ist in der friilheren Auflage als Axiom aufgestellt
und von A. Rosenthal Math. Ann. 71 aus den iibrigen Axiomen
der Kongruenz unter Verwendung von Axiomen der Gruppen I und II
bewiesen worden. Gleichzeitig zeigt er, wie man III 1 und 4 durch
weniger fordernde Axiome ersetzen kann.

2%
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Die Existenz rechter Winkel folgt in bekannter Weise
aus ITI 1, III 4, IIT 5. Wenn man nimlich einen beliebigen
‘Winkel vom Scheitel aus an einen seiner Schenkel antrigt
und dann die duBeren Schenkel gleichmacht, so schneidet
die Verbindungsgerade der Endpunkte den gemeinsamen
Schenkel senkrecht.

Zwei Dreiecke 48 C und 4’B’C’ heilen einander %on-
gruent, wenn simtliche Kongruenzen

AB=A'B'), AC=A'C, BC=ZRC,
XA=X 4, X B=X B, X C=XC
erfiillt sind.

Satz 11 (ErsterKongruenzsatz fiirDreiecke). Wenn
fir zwei Dreiecke 48C und 4’B’C’ die Kongruenzen

AB=A'B, AC=A4'C, X A= 4
gelten, so sind die beiden Dreiecke einander kongruent.
Beweis. Nach Axiom III 5 sind die Kongruenzen

XB=<xB" uwd X C=XC
exfiillt, und es bedarf somit nur des Nachweises, daB die

Seiten BC und B'C’ einander kongruent sind. Nehmen wir
nun im Gegenteil an, es wire etwa B C nicht kongruent B’ C’,

C

B A

und bestimmen auf B’C’ den Punkt D’, so daB BC=28'D’
wird, so stimmen die beiden Dreiecke ABC und 4°B’D’ in
zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel
tberein; nach Axiom III 5 sind mithin insbesondere die
beiden Winkel C B AC und g B’4’D’ einander kongruent.
Es wire also 9C BAC sowohl C B’'A’D’ wie L B'A’C’
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kongruent; dies ist nicht moglich, da nach Axiom III 4 ein
jeder Winkel an einen gegebenen Halbstrahl nach einer
gegebenen Seite in einer Ebene nur auf eine Weise ab-
getragen werden kann. Damit ist der Beweis fiir Satz 11
vollstindig erbracht.

Ebenso leicht beweisen wir die weitere Tatsache:

Satz 12 (Zweiter Kongruenzsatz fir Dreiecke).
Wenn in zwei Dreiecken je eine Seite und die beiden an-
liegenden Winkel kongruent ausfallen, so sind die Dreiecke
stets kongruent.

Wir sind nunmehr imstande, die folgenden wichtigen
Tatsachen zu beweisen:

Satz 13. Wenn zwei Winkel I ABC und L A'B’C’ ein-
ander kongruent sind, so sind auch ihre Nebemwinkel 32 CBD
und L C'B’'D’' einander kongruent.

C ¢’

B B’
Beweis. Wir wihlen die Punkte 4’, C', D’ auf den durch
B’ gehenden Schenkel derart, daf

AB'=A4AB, CB'=CB, D'B'=DB

wird. In den beiden Dreiecken 48C und 4'B’C’ sind dann
die Seiten 4B und CB bezw. den Seiten 4’8" und C'B’
kongruent und, da iiberdies die von diesen Seiten einge-
schlossenen Winkel nach Voraussetzung kongruent sein
sollen, so folgt nach Satz 11 die Kongruenz jener Dreiecke,
d. h. es gelten die Kongruenzen

AC=A'C’ und L BAC=<X B'AC.

Da andererseits nach Axiom III 3 die Strecken 4.0 und
A’D' einander kongruent sind, so folgt wiederum aus Satz 11
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die Kongruenz der Dreiecke C4D und C'A’D’, d. h. es
gelten die Kongruenzen

CD=CD' ud X ADC=XADC

und hieraus folgt mittels Betrachtung der Dreiecke 2CD
und B’C’D’ nach Axiom III 5 die Kongruenz der Winkel
X CBD und < C'B'D’,

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 13 ist der Satz von
der Kongruenz der Scheitelwinkel.

Satz 14. Es sei der Winkel 3 (%4, #) in der Ebene « dem
Winkel X (%',%") in der Ebene o’ kongruent und ferner sei Z
ein Halbstrahl der Ebene «, der vom Scheitel des Winkels
(A, %) ausgeht und im Inneren dieses Winkels verlauft: dann
gibt es stets einen Halbstrahl /’ in der Ebene «’, der vom

0 h 4 0" % A
Scheitel des Winkels << (&', #') ausgeht und im Inneren
dieses < Winkels (&', #") verliuft, so daB

Xh)=X@E" wd XEGH=XED)
wird.

Beweis. Wir bezeichnen die Scheitel der Winkel < (4, %)
und << (4’,%") bez. mit O, 0" und bestimmen dann auf den
Schenkeln 4, %, 4, ¥’ die Punkte 4, B, 4, B’ derart, daB
die Kongruenzen

0A=0'A" und OB = O0'B'
erfillt sind. Wegen der Kongruenz der Dreiecke 048 und
O’A'B’ wird
AB=A'B’, XL 0AB=<O0'AB', L 0BA=0'B'4".
Die Gerade A2 schneide / in C; bestimmen wir dann auf
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der Strecke 4’B’ den Punkt C', so daB 4'C’' = AC wird,
so ist O'C" der gesuchte Halbstrahl /. In der Tat, aus
AC=A'C’ und AB = A'B’ kann mittels Axziom III 3 leicht
die Kougruenz BC = B'C‘ geschlossen werden; nunmehr
erweisen sich die Dreiecke OAC und 0’4’C’, sowie ferner
die Dreiecke OBC und O'B’C’ untereinander kongruent;
hieraus ergeben sich die Behauptungen des Satzes 14.
Auf ahnliche Art gelangen wir zu folgender Tatsache:
Satz 15. Es seien einerseits 4, £,/ und andererseits 4”, 2/, /'
je drei von einem Punkte ausgehende und je in einer Ebene
gelegene Halbstrahlen: wenn dann die Kongruenzen

Xh)=X@E,2) wd Xk)=XE 7

erfiillt sind, so ist stets auch

X (B R =X @G, F).

Auf Grund der Sitze 13 und 14 gelingt der Nachweis des
folgenden einfachen Satzes, den Zwk/id — meiner Meinung
nach mit Unrecht — unter die Axiome gestellt hat.

Satz 16. Alle rechten Winkel sind einander kongruent.l)

Beweis. Der Winkel 9C BAD sei seinem Nebenwinkel
X CAD kongruent und desgleichen sei der Winkel JCB'4'D’
seinem Nebenwinkel JC C'4’D’ kongruent; es sind dann
X BAD, & CAD, X B'A’D’y, ¢ C'A'D’ simtlich rechte
Winkel. Wir nehmen im Gegensatz zu unserer Behauptung
an, es wire der rechte Winkel <8’ 4’D’ nicht kongruent dem
rechten Winkel B 4D, und tragen dann JCB'4’D’ an den
Halbstrahl A2 an, so daB der entstehende Schenkel 4.0”
entweder in das Innere desWinkels C 8 4D oder des Winkels

1) Th. Vahlen bemerkt in seinem Buche ,,Abstrakte Geometrie®,
Leipzig 1905, S.242, daB bereits Legendre diesen Satz bewiesen hat.
Doch setzt Legendre voraus, dag die Winkel ein stetiges Griensystem
bilden. Zugleich zeigt Th.Vahlen daselbst, daB umgekehrt unter Vor-
aussetzung des Satzes 16 die Eindeutigkeit der Winkelabtragung, also
ein Teil des Axioms III 4, aus dem anderen Teile des Axioms III 4,
nimlich der Mdglichkeit der Abtragung der Winkel und den iibrigen
Kongruenzaxiomen folgt.
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X CAD fallt; es treffe etwa die erstere Moglichkeit zu. Wegen
der Kongruenz der Winkel <C B’4’D’ und L BAD” folgt
nach Satz 13, daB auch der Winkel 9 C'4’D’ dem Winkel
< CAD" kongruent ist, und da die Win-

D" D pw kel X B'A’D’' und 3 C'A’D’ einander
/ kongruent sein sollen, so lehrt Satz 10,

/ daB auch der Winkel < 2 4.D"” demWin-

\ '4' kel 9 CAD” kongruent sein muB. Da
' ferner < B A.D kongruent JC CAD ist, so

\ ! konnen wir nach Satz 14 innerhalb des
H Winkels JC CAD einen von A4 ausgehen-

/’ den Halbstrahl 40" finden,
A C s dag X BAD"” kongruent

Bl

X CAD" und zugleich <t DAD"’
kongruent LD AD" wird. Nun war aber {84 D" kongruent
<< CAD", und somit miite nach Satz 10 auch ¢ C4D"
kongruent C CAD"” sein; das ist nicht moglich, weil nach
Axiom III4 ein jeder Winkel an einen gegebenen Halb-
D’ strahl nach einer gegebenen Seite in einer

Ebene nur auf eine Weise abgetragen
werden kann; hiermit ist der Beweis fiir
Satz 16 erbracht.

Wir konnen jetzt die Bezeichnungen ,,sp:7-
ser Winkel* und ,,stumpfer Winkel in bekann-
ter Weise einfiihren.

, C ;, Der S‘atz‘ von derKongruenz

, des Basiswinkel 3C4 und C.B

im gleichschenkligen Dreieck
AB C folgt unmittelbar durch Anwendung des Axioms III 5
auf Dreieck 4.8 C und Dreieck B 4 C. Mit Hilfe dieses Satzes
und unter Hinzuziehung des Satzes 15 beweisen wir dann
leicht in bekannter Weise die folgende Tatsache:
Satz 17 (DritterKongruenzsatz firDreiecke). Wenn
in zwei Dreiecken die drei Seiten entsprechend kongruent
ausfallen, so sind die Dreiecke kongruent.
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Erklarung. Irgendeine endliche Anzahl von Punkten heifit
eine Figur; liegen alle Punkte der Figur in einer Ebene, so
heiBt sie eine ebene Figur.

Zwei Figuren heiBien kongruent, wenn ihre Punkte sich paar-
weise einander so zuordnen lassen, daB die auf diese Weise
einander zugeordneten Strecken und Winkel simtlich einander
kongruent sind.

Kongruente Figuren haben, wie man aus den Satzen 10
und 13 erkennt, folgende Eigenschaften: Drei Punkte einer
Geraden liegen auch in jeder kongruenten Figur auf einer
Geraden. Die Anordnung der Punkte in entsprechenden
Ebenen in bezug auf entsprechende Gerade ist in kongruenten
Figuren die nimliche; das gleiche gilt von der Reihenfolge
entsprechender Punkte in entsprechenden Geraden.

Der allgemeinste Kongruenzsatz fiir die Ebene und fiir den
Raum driickt sich wie folgt aus:

Satz 18. Wenn (4, B, C, ...) und (4, B’, (', ...) kongruente
ebene Figuren sind und Peinen Punkt in der Ebene der ersten
bedeutet, so 14Bt sich in der Ebene der zweiten Figur stets
ein Punkt 7 finden, derart, daB (4, 3, C, ..., P) und (4, B’,
C’, ..., P’) wieder kongruente Figuren sind. Enthalt die Figur
(4, B, C, ...) wenigstens drei nicht auf einer Geraden liegende
Punkte, so ist die Konstruktion von.”’ nur auf eine Weise
moglich.

Satz 19. Wenn (4, B, C,...) und (4', B’, C,...) kongruente
Figuren sind und P einen beliebigen Punkt bedeutet, so 148t
sich stets ein Punkt 7’ finden, so daB die Figuren (4,8,C,..,.P)
und (4', B', C',,..., P) kongruent sind. Enthilt die Figur
(4, B, C,...) mindestens vier nichtin einer Ebeneliegende Punk-
te, so ist die Konstruktion von 7’ nur auf eine Weise moglich.

Der Satz 19spricht das wichtige Resultat aus, da8 die simt-
lichen raumlichen Tatsachen der Kongruenz und mithin der
Bewegung im Raume — unter Hinzuziehung der Axiom-
gruppen I und II — Folgerungen aus den fiinf oben aufge-
stellten linearen und ebenen Axiomen der Kongruenz sind.
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§7.
Die Axiomgruppe IV: Axiom der Parallelen.

Aus den bisherigen Axiomen folgt in tekannter Weise der
Euklidische Satz, daB der AuBenwinkel eines Dreieckes stets
groBer ist als jeder der beiden inneren Winkel.

Es sei nun « eine beliebige Ebene, a eine beliebige Gerade
in @ und 4 ein Punkt in ¢ und auBerhalb a. Ziehen wir dann
in « eine Gerade ¢, die durch 4 geht und a schneidet, und
sodann in ¢ eine Gerade b durch 4, so daB die Gerade ¢ die
Geraden ¢, b unter gleichen Gegenwinkeln schneidet, so folgt
leicht aus dem erwihnten Satze vom AuBenwinkel, daB die
Geraden g, b keinen Punkt miteinander gemein haben, d. h.
in einer Ebene « 148t sich durch einen Punkt 4 auBerhalb
einer Geraden a stets eine Gerade ziehen, welche jene Ge-
rade a nicht schneidet.

Das Parallelenaxiom lautet nun:

IV (Euklidisches Axiom). Essei aeinebeliebige Geradeund
A ein Punkt auflerhalb a: dann gibt es in der durchaund Abestimmien
Ebene hichstens eine Gerade, die durch A liuft und a nicht schneidet,

Erkldarung. Nach dem Vorhergehenden und auf Grund
des Parallelenaxioms erkennen wir, daB es in der durch ¢
und 4 bestimmten Ebene eine und nur eine Gerade gibt,
die durch A4 liuft und a nicht schneidet; wir nennen dieselbe
die Parallele zu a durch A

Das Parallelenaxiom IV ist gleichbedeutend mit der folgen-
den Forderung:

Wenn zwei Geraden g, b in einer Ebene eine dritte Ge-
rade ¢ derselben Ebene nicht treffen, so treffen sie auch ein-
ander nicht.

In der Tat, hitten ¢,  einen Punkt 4 gemein, so wiirden
durch 4 in derselben Ebene die beiden Geraden o, b méglich
sein, die ¢ nicht treffen; dieser Umstand widerspriche dem
Parallelenaxiom IV. Ebenso leicht folgt umgekehrt das Par-
allelenaxiom IV aus der genannten Forderung.
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Das Parallelenaxiom IV ist ein ebenes Axiom.

Die Einfiihrung des Parallelenaxioms vereinfacht die
Grundlagen und erleichtert den Aufbau der Geometrie in
erheblichem MaBe.

Nehmen wir nimlich zu den Kongruenzaxiomen das Par-
allelenaxiom hinzu, so gelangen wir leicht zu den bekannten
Tatsachen:

Satz 20. Wenn zwei Parallelen von einer dritten Geraden
geschnitten werden, so sind die Gegenwinkel und Wechsel-
winkel kongruent, und umgekehrt: die Kongruenz der Gegen-
oder Wechselwinkel hat zur Folge, da8 die Geraden parallel
sind.

Satz 21. Die Winkel eines Dreiecks machen zusammen
zwei Rechte aus.!)

Erklarung. Wenn M ein beliebiger Punkt in einer Ebene
« ist, so heift die Gesamtheit aller Punkte 4, fir welche
die Strecken M 4 einander kongruent sind, ein Kreis; M heibt
der Mittelpunkt des Kreises.

Auf Grund dieser Erklirung folgen mit Hilfe der Axiom-
gruppen III —IV leicht die bekannten Sitze iiber den Kreis,
insbesondere die Moglichkeit der Konstruktion eines Kreises
durch irgend drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte,
sowie der Satz iiber die Kongruenz aller Peripheriewinkel
tiber der namlichen Sehne und der Satz von den Winkeln im
Kreisviereck.

§ 8.

Die Axiomgruppe V: Axiome der Stetigkeit.

V 1 (Axiom des Messens oder Archimedisches
Axiom). Es sei A, ein beliebiger Punkt auf einer Geraden swischen
den belicbig gegebenen Punkien A und B; man konstruiere dann die
Punkte Ay, Agy Ay - o 0 daf A zwischen A und Ay, ferner 4,

1) Betreffs der Frage, inwieweit dieser Satz umgekehrt das Parallelen-
axiom zu ersetzen vermag, vergleiche man die Bemerkungen am Schlu8
von Kap. II § 13.
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swischen A, und Ay, ferner Ay swischen Ay und A, usw. liegt und
tiberdies die Strecken

AA, A4y, A4y, A A, ...

einander gleich sind: dann gibl es in der Rethe der Punkte Ay, Ay,
A, ... stets einen solchen Punkt A,, daff B swischen A und A,
liegt.

A A 4, 4, A,  A,BA,

V 2 (Axiom der Vollstindigkeit). Die Elemente (Punkte,
Geraden, Ebenen) der Geomelrie bilden ein System von Dingen,
welches bei Aufrechterhaltung simtlicher genannten Axiome keiner
Erweiterung mekr fihigist, d.h.:zu dem System der Punkte,
Geraden, Ebenen ist es nicht moglich, ein anderes
System von Dingen hinzuzufiigen, so daB in dem
durchZusammensetzungentstehendenSystemsamt-
liche aufgefiihrten Axiome I—IV, V 1 erfillt sind.

Das Archimedische Axiom V 1 ist ein Jineares Axiom.

Hinsichtlich des Axioms der Vollstindigkeit V 2 fiige ich
hier folgende Bemerkung hinzu.

Die Aufrechterhaltung simtlicher Axiome, von der in diesem
Axiom die Rede ist, hat man so zu verstehen, daf nach der
Erweiterung siamtliche fritheren Axiome in der friheren
‘Weise giiltig bleiben sollen, d.h. sofern man die vorhandenen
Beziehungen der Elemente, namlich die vorhandene Anord-
nung und Kongruenz der Strecken und Winkel nirgends stért,
also z.B. ein Punkt, der vor der Erweiterung zwischen zwei
Punkten liegt, dies auch nach der Erweiterung tut, Strecken
und Winkel, die vorher einander kongruent sind, dies auch
nach der Erweiterung bleiben.

Die Erfiillbarkeit des V.ollstindigkeitsaxioms ist
wesentlich durch die Voranstellung des Archime-
dischen Axioms bedingt; in der Tat 146t sich zeigen, da
zu einem System von Punkten, Geraden und Ebenen, welche
die Axiome I—IV erfiillen, stets noch auf mannigfache Weise
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solche Elemente hinzugefiigt werden kdnnen, dain dem durch
Zusammensetzung entstehenden Systeme die Axiome [—IV
ebenfalls simtlich giiltig sind; d.h. das Vollstindigkeitsaxiom
wiirde einen Widerspruch einschlieBen, wennman den Axiomen
I—IV nicht noch das Archimedische Axiom hinzufiigt.

Das Vollstindigkeitsaxiom ist nicht eine Folge
desArchimedischen Axioms. In derTatreicht das Archi-
medische Axiom allein nicht aus, ummitBenutzung der Axiome
I—IV unsere Geometrie als identisch mit der gewShnlichen
analytischen ,,Cartesischen* Geometrie nachzuweisen (vgl.§9
und § 12). Dagegen gelingt es unter Hinzunahme des Voll-
stindigkeitsaxioms — obwohl dieses Axiom unmittelbar keine
Aussage iber den Begriff der Konvergenz enthilt —, die
Existenz der einem Dedekindschen Schnitte entsprechenden
Grenze und den Bolzanoschen Satz vom Vorhandensein der
Verdichtungsstellen nachzuweisen, womit dann unsere Geo-
metriesichalsidentischmitderCartesischen Geometrie erweist.

Durch die vorstehende Betrachtungsweise ist die Forderung
der Stetigkeit in zwei wesentlich verschiedene Bestandteile
zerlegt worden, nimlich in das Archimedische Axiom,
dem zugleich dieRolle zukommt, die Forderung der
Stetigkeit vorzubereiten, und in das Vollstindig-
keitsaxiom, das den Schlufistein des ganzen Axio-
mensystems bildet.)

In den nachfolgenden Untersuchungen stitzen wir uns
wesentlich nur auf das Archimedische Axiom und setzen im
allgemeinen das Vollstindigkeitsaxiom nicht voraus.

1) Man vergleiche auch die Bemerkungen am Schlu8 von §17 sowie
meinen hier als Anhang VI abgedruckten Vortrag iiber den Zahlbegriff:
Berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1900. — Bei der
Untersuchung des Satzes von der Gleichheit der Basiswinkel im gleich-
schenkligen Dreieck bin ich auf ein weiteres Stetigkeitsaxiom gefiihrt
worden, das ich Axiom der Nachbarschaft genannt habe; man sehe meine
als Anhang IT abgedruckte Abhandlung ,,Uber den Satz von der Gleich-
heit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck¢. Proceedings of the
London Mathematical Society, Bd. XXXV 1903. Vgl. S.92 und S.107.



Kapitel IL

Die Widerspruchslosigkeit und gegenseitige
Unabhangigkeit der Axiome.

§o
Die Widerspruchslosigkeit der Axiome.

Die Axiome der finf in Kapitel I aufgestellten Axiom-
gruppen stehen miteinander nicht in Widerspruch, d. h. es
ist nicht moglich, durch logische Schlisse aus denselben eine
Tatsache abzuleiten, welche einem der aufgestellten Axiome
widerspricht. Um dies einzusehen, wollen wir aus den reellen
Zahlen ein System von Dingen bilden, in demsimtliche Axiome
der fiinf Gruppen erfillt sind.

Man betrachte zundchst den Bereich Q aller derjenigen
algebraischen Zahlen, welche hervorgehen, indem man von
der Zahl 1 ausgeht und ein endliche Anzahl von Malen die
vier Rechnungsoperationen: Addition, Subtraktion, Multipli-
kation, Division und die finfte Operation |J/T + w?| an-
wendet, wobei o jedesmal eine Zahl bedeuten kann, die ver-
moge jener finf Operationen bereits entstanden ist.

Wir denken uns ein Paar von Zahlen (v, y) des Bereiches
£ als einen Punkt und die Verhiltnisse von irgend drei Zahlen
(#:7:w) aus , falls « v nicht beide Null sind, als eine Ge-
rade; ferner mdge das Bestehen der Gleichung

ux+ovytw=o0

ausdriicken, daB der Punkt (,7) auf der Geraden (¢:v: )
liegt; damit sind, wie man leicht sieht, die Axiome I 1—3
und IV erfiillt. Die Zahlen des Bereiches £ sind simtlich
reell; indem wirberiicksichtigen, daB dieselben sichihrer GroBe



§ 9. Wiederspruchslosigkeit der Axiome 2§

nach anordnen lassen, konnen wir leicht solche Festsetzungen
fir unsere Punkte und Geraden treffen, da8 auch die Axiome I
der Anordnung simtlich giiltig sind. In der Tat, sind (x;,,),
(xg Ys) (%4 #3)y - -+ irgendwelche Punkte auf einer Geraden,
so moge dies ihre Reihenfolge auf der Geraden sein, wenn
die Zahlen x,, xg Xy, ... oder y,, 9,94, -.. in dieser Reihen-
folge entweder bestindig abnehmen oder wachsen; um ferner
die Forderung des Axioms II 4 zu erfiillen, haben wir nur
notig, festzusetzen, daB alle Punkte (x,), fir die sx+42y+w
kleiner oder groBer als o ausfillt, auf der einen bzw. auf der
anderen Seite der Geraden (x:7:w) gelegen sein sollen. Man
iiberzeugt sich leicht, daB diese Festsetzung sich mit der
vorigen Festsetzung in Ubereinstimmung befindet, derzufolge
ja die Reihenfolge der Punkte auf einer Geraden bereits be-
stimmt ist.,

Das Abtragen von Strecken
und Winkeln erfolgt nach PR
den bekannten Methoden (x:y)
der analytischen Geometrie.
Eine Transformation von der

Gestalt C(a,b)
X' =xa, (z, y)
y'=y+5

vermittelt die Parallelver- 0{0'0 ) Ef0)

schiebung von Strecken
und Winkeln. Wird ferner der Punkt (0, 0) mit O, der Punkt
(1, 0) mit £ und ein beliebiger Punkt (4, ) mit Cbezeichnet,
8o entsteht durch Drehung um den Winkel S C O £, wenn O
der feste Drehpunkt ist, aus dem beliebigen Punkte (x, y)
der Punkt (x’, y"), wobei

’ a b
x' = x—
Va'l F &° Vo' + b,}':
)" 4 a

=Va’+ b!x+ Vaz +bry
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zu setzen ist. Da die Zahl

Vara=s) 1+ (&)

wiederum dem Bereiche Q angehort, so gelten bei unseren
Festsetzungen auch die Kongruenzaxiome III, und offenbar
ist auch das Archimedische Axiom V 1 erfiilllt. Das Axiom
der Vollstindigkeit V 2 ist nicht erfiillt,

Jeder Widerspruch in den Folgerungen aus unseren geo-
metrischen Axiomen I—IV, V 1 miite demnach auch in der
Arithmetik des Bereiches Q erkennbar sein.!)

Wahlen wir in der obigen Entwickelung statt des Bereiches
R den Bereich aller reellen Zahlen, so erhalten wir eine
Geometrie, in dersimtliche Axiome I—V giiltig sind; diese
Geometrie ist die gewdhnliche Cartesische Geometrie.

Jeder Widerspruch in den Folgerungen aus den Axiomen
I—V miifite demnach in der Arithmetik des Systems der
reellen Zahlen erkennbar sein.

Die entsprechende Betrachtungsweise fir die riumliche
Geometrie bietet keine Schwierigkeit.

Wie man erkennt, gibt es unendlichviele Geometrien, die
den Axiomen I—IV, V 1 geniigen, dagegen nur eine, nimlich
die Cartesische Geometrie, in der auch zugleich das Voll-
stindigkeitsaxiom V 2 giiltig ist.

§ 10.
Die Unabhingigkeit des Parallelenaxioms (Nicht-
Euklidische Geometrie).

Nachdem wir die Widerspruchslosigkeit der Axiome erkannt
haben, ist es von Interesse, zu untersuchen, ob sie simtlich
voneinander unabhingig sind. In der Tat zeigt sich, daB keine

1) Betreffs der Frage nach der Widerspruchslosigkeit der arith-
metischen Axiome vergleiche man meine Vortrige iiber den Zahlbegriff:
Rerichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1900 (Anhang Vi),
sowie,,Mathematische Probleme*,gehalten aufdem internationalenMathe-
matikerkongreB 1900, Géttinger Nachr. 1900, insbesondere Problem Nr. 2.
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wesentlichen Bestandteile der genannten Axiomgruppen durch
logische Schliisse aus den jedesmal voranstehenden Axiom-
gruppen abgeleitet werden konnen.

Was zunichst die einzelnen Axiome der Gruppen I,II und
III betrifft, so ist der Nachweis dafiir leicht zu fithren, daB
die Axiome ein und derselben Gruppe je unter sich unab-
hingig sind.

Die Axiome der GruppenI undII liegen bei unserer Dar-
stellung den ibrigen Axziomen zugrunde, so daB es sich nur
noch darum handelt, fiir jede der Gruppen III, IV und V die
Unabhingigkeit von den tdbrigen nachzuweisen.

Das Parallelenaxiom IV ist von den iibrigen Axiomen unab-
hangig; dies zeigt man in bekannter Weise am einfachsten,
wie folgt: Man wihle die Punkte, Geraden und Ebenen der
gewohnlichen, in § 9 konstruierten (Cartesischen) Geometrie,
soweit sie innerhalb einer festen Kugel verlaufen, fiir sich
allein als Elemente einer riumlichen Geometrie und vermittle
die Kongruenzen dieser Geometrie durch solchelineare Trans-
formationen der gewdhnlichen Geometrie, welche die feste.
Kugel in sich iberfiihren. Bei geeigneten Festsetzungen er-
kennt man, daB in dieser ,,Nicki- Euklidischen Geomelrie simt-
liche Axiome auBer dem Euklidischen Axiom IV giiltig sind,
und da die Moglichkeit der gewohnlichen Geometrie in § 9
nachgewiesen worden ist, so folgt nunmehr auch die Mog-
lichkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie.

§r1.

Die Unabhingigkeit der Kongruenzaxiome.

Von den die Unabhingigkeit der Kongruenzaxiome be-
treffenden Tatsachen wollen wir als besonders wichtig die
folgende beweisen: das Axiom III 5 oder, was auf das nim-
liche hinausliuft, der erste Kongruenzsatz fiir Dreiecke, d.i.
Satz 11 kann durch logische Schliisse nicht aus den iibrigen
Axiomen I, II, Il 1—4, IV, V abgeleitet werden.

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 5. Aufl. 3
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Wir wihlen die Punkte, Geraden, Ebenen dergewdhnlichen
Geometrie auch als Elemente der neuen riumlichen Geo-
metrie und definieren das Abtragen der Winkel ebenfalls wie
in der gewohnlichen Geometrie, etwa in der Weise, wie in
§ 9 auseinandergesetzt worden ist; dagegen definieren wir
das Abtragen der Strecken auf andere Art. Die zwei Punkte
4, A, mbgen in der gewohnlichen Geometrie die Koordinaten
Xy, ¥y, 55 baW. Xy, 5, 33 haben; dann bezeichnen wir den po-
sitiven Wert von

V(xx — x5 =2 + (5 =) + (6 — 2)°
als die Lange der Strecke 4,4,, und nun sollen zwei be-
liebige Strecken 4,4, und A4,’4,’ einander kongruent heiien,
wenn sie im eben festgesetzten Sinne gleiche Lingen haben.

Es leuchtet unmittelbar ein, da8 in der so hergestellten
riumlichen Geometrie die Axiome I, IT, III 1—2, 4, IV, V,
(sowie iibrigens auch die Sitze 10, 13, 14, 15, 16, die mit
Hilfe von III 5 abgeleitet wurden) giiltig sind.

Um zu zeigen, daB auch das Axiom III 3 erfiillt ist, wihlen
wir eine beliebige Gerade 4 und aufibr drei Punkte 4,, Ag, Ay,
so daB 4, zwischen 4, und 4; liegt. Die Punkte x,y,z der
Geraden a seien durch die Gleichungen

x=2+12,

y=ult+p

g=vt 4y
gegeben, worin 1,1, p,p',v,v" gewisse Konstante und # einen
Parameter bedeutet. Sind £, 4, (< 4), 4 (< 4;) die Parameter-
werte, die den Punkten 4, Ay, A, entsprechen, so finden wir
fir die Langen der drei Strecken 4, 4;, 4; 4, und 4, 4, bzw.
die Ausdricke:

(’1_’s)lv<l+l‘)s+l‘2+”2l’
=5 | VO + o + o+ 44,
L= VaFrw + e+
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und mithin jst die Summe der Lingen der Strecken 4, 4,
und 4, 4, gleich der Linge der Strecke 4, 4,; dieser Um-
stand bedingt die Giiltigkeit des Axioms III 3.

Das Axiom IIl 5 oder vielmehr der erste Kongruenzsatz
fiir Dreiecke ist in unserer Geometrie nicht immer erfiillt. Be-
trachten wir nimlich z. B. in der Ebene z=0 die vier Punkte

O mit den Koordinaten x = 0, y=o0,

A ” ” ” x=1, y=0,

B, ”» ”» X =0, y=I,

C , » ) x=‘%1 }’=%"
so sind in den beiden (rechtwink- B(o,1)
ligen) Dreiecken OAC und OB C
die Winkel bei C und die an--
liegenden Seiten entsprechend
kongruent, da die Seite OCbeiden vz
Dreiecken gemeinsam ist und die
Strecken 4 C und B C die gleiche
Linge 1 besitzen. Dagegen haben
die ritien Seiten 04 nd 08 die 9000 A(1,0)
Linge 1, baw. ]/; und sind daher nicht einander kongruent.

Es ist auch nicht schwer, in dieser Geometrie zwei Drei-
ecke zu finden, fir welche das Axiom III 5 selbst nicht er-
fillt ist.

C%:%)

§ 12

Die Unabh#ngigkeit der Stetigkeitsaxiome V
(Nicht-Archimedische Geometrie).

Um die Unabhingigkeit des Archimedischen Axioms V x
zu beweisen, miissen wir eine Geometrie herstellen, in der
samtliche Axiome mit Ausnahme der Axiome V, diese letz-
teren aber nicht erfiillt sind.?)

1) G. Veronese hat in seinem tiefsinnigen Werke: ,,Grundziige der
Geometrie®, deutsch von A. Schepp, Leipzig 1894, ebenfalls den Ver-

30
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Zu dem Zwecke konstruieren wir den Bereich () aller
derjenigen algebraischen Funktionen von 7, welche aus # durch
die finf Rechnungsoperationen der Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Division und durch die Operation I V1 + o? I
hervorgehen; dabei soll » irgendeine Funktion bedeuten, die
vermoge jener fiinf Operationen bereits entstanden ist. Die
Menge der Elemente von Q(¢) ist — ebenso wie von £ in
§ 9 — eine abzahlbare. Die fiinf Operationen sind samtlich
eindeutig und reell ausfiihrbar; der Bereich (/) enthilt da-
her nur eindeutige und reelle Funktionen von 2

Es sei ¢ irgendeine Funktion des Bereiches 2(¢); da die
Funktion ¢ eine algebraische Funktion von #ist, so kann sie
jedenfalls nur fiir eine endliche Anzahl von Werten ¢ ver-
schwinden, und es wird daher die Funktion ¢ fiir geniigend
groBe positive Werte von 7 entweder stets positiv oder stets
negativ ausfallen.

Wir sehen jetzt die Funktionen des Bereiches (/) als eine
Art komplexer Zahlen an; offenbar sind in dem so definierten
komplexen Zahlensystem die gewohnlichen Rechnungsregeln
samtlich giiltig. Ferner moge, wenn q, 5 irgend zwei verschie-
dene Zahlen dieses komplexen Zahlensystems sind, die Zahl
a groBer oder kleiner als 4, in Zeichen: @ > 4 oder a < 4,
heiBen, je nachdem die Differenz ¢ = a — 4 als Funktion von
¢ fir geniigend groBe positive Werte von / stets positiv oder
stets negativ ausfallt. Bei dieser Festsetzung ist fiir die Zahlen
unseres komplexen Zahlensystems eine Anordnung ihrer GroBe
nach moglich, die derjenigen bei reellen Zahlen analog ist;
auch gelten, wie man leicht erkennt, fiir unsere komplexen
Zahlen die Sitze, wonach Ungleichungen richtig bleiben, wenn
man auf beiden Seiten die gleiche Zahl addiert oder beide
Seiten mit der gleichen Zahl > o multipliziert.

Bedeutet » eine beliebige positive ganze rationale Zahl, so
gilt fir die beiden Zahlen 7 und # des Bereiches L (f) gewiB

such gemacht, eine Geometrie aufzubauen, die von dem Archimedischen
Axiom unabhingig ist.
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die Ungleichung # <4, da die Differenz #n — 4, als Funktion
von f betrachtet, fir geniigend groBe positive Werte von ¢
offenbar stets negativ ausfillt. Wir sprechen diese Tatsache
in folgender Weise aus: Die beiden Zahlen 1 und / des Be-
reiches 2(¢), die beide > o sind, besitzen die Eigenschaft,
daB ein beliebiges Vielfaches der ersteren stets kleiner als
die letztere Zahl bleibt.

Wir bauen nun aus den komplexen Zahlen des Bereiches
f(#) eine Geometrie genau auf dieselbe Art auf, wie dies in
§9 unter Zugrundelegung des Bereiches L von algebraischen
Zahlen geschehen ist: wir denken uns ein System von drei
Zahlen (x,y, ) des Bereiches (/) als einen Punkt und die
Verhiltnisse von irgend vier Zahlen (#:2:w:7) aus (),
falls %, 7,2 nicht simtlich Null sind, als eine Ebene; ferner
moge das Bestehen der Gleichung

ux 4oy +wz+r=o0

ausdriicken, daB der Punkt (x,y,2) in der Ebene (x:2:w:7s)
liegt, und die Gerade sei die Gesamtheit aller in zwei Ebenen
mit verschiedenen «:7: w gelegenen Punkte. Treffen wir so-
dann die entsprechenden Festsetzungen iiber die Anordnung
der Elemente und iber das Abtragen von Strecken und Win-
keln, wie in § 9, so entsteht eine ,,Nickt-Archimedische” Geo-
melrie, in welcher, wie die zuvor erorterten Eigenschaften des
komplexen Zahlensystems £ (/) zeigen, simtliche Axiome mit
Ausnahme derStetigkeitsaxiome erfiilltsind. Inder Tat konnen
wir die Strecke 1 auf der Strecke / beliebig oft hintereinander
abtragen, ohne daf der Endpunkt der Strecke £ iiberschritten
wird; dies widerspricht der Forderung des Archimedischen
Axioms.

DaB auch das Vollstindigkeitsaxiom V 2 von allen voran-
stehenden Axiomen I—IV, V 1 unabhingig ist, zeigt die
erste in § 9 aufgestellte Geometrie, da in dieser das Archi-
medische Axiom erfillt ist.

Auch die Nicht-Archimedischen und zugleich Nicht-Eukli-
dischen Geometrien sind von prinzipieller Bedeutung, und
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insbesondere erschien mir die Frage nach der Abhingigkeit
der Sitze iber die Winkelsumme im Dreieck vom Archi-
medischen Axiom von hohem Interesse. Die Untersuchung,
die M. Dehn!) auf meine Anregung hin iiber diesen Gegen-
stand unternommen hat, fihrte zu einer vollen Aufklirung
dieser Frage. Den Untersuchungen von M. Dehn liegen die
Axiome I—III zugrunde. Nur zum Schlusse der Dehnschen
Arbeit — damit auch die Riemannsche (elliptische) Geo-
metrie in den Bereich der Untersuchung hineinfillt — sind
die Axiome II der Anordnung allgemeiner als in der gegen-
wirtigen Abhandlung, nimlich etwa wie folgt zu fassen:

Vier Punkte 4, B, C, D einer Geraden zerfallen stets in
zwei Paare 4, C und B, D, so daB 4, C und B, D getrennt
sind und umgekehrt. Fiinf Punkte auf einer Geraden kénnen
immer in der Weise mit 4, B, C, D, £ bezeichnet werden,
daB 4, C durch B, D und durch B, Z, ferner daB 4, .D durch
B, £ und durch C, £ usw. getrennt sind.

Die hauptsichlichsten von M.Dehn auf Grund der Axiome
I—1I1I, also ohne Benutzung der Stetigkeit, bewiesenen Sitze
sind folgende:

Wenn in irgend einem Dreieck die Summe der
Winkel groBerbeziglich gleich oderkleineralszwei
Rechte ist, so ist sie es in jedem Dreieck.)

Aus der Annahme unendlichvieler Parallelen zu
einer Geraden durch einen Punkt folgt, wenn man
das Archimedische Axiom ausschlieBt, nichs, da8
dieWinkelsummeimDreieckkleineralszweiRechte
ist. Es gibt vielmehr sowohl eine Geometrie (die
Nicht-Legendresche Geometrie), in der man durch

1) ,,Die Legendreschen Sitze iiber die Winkelsumme im Dreieck.
Math. Ann. Bd. 53.. 1900.

2) Einen Beweis fiir diesen Satz hat spiter auch F. Schur er.
bracbt, Math. Ann. Bd 55 und weiter Hjelmslev Math. Ann. 64,
in dem letzteren ist hervorzuheben die sehr kurze SchluSifolge, die
zum Beweise des mittleren Teiles dieses Satzes fiihrt.
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einen Punkt zu einer Geraden unendlich viele Par-
allelen ziehen kann und in der trotzdem die Sitze
der Riemannschen (elliptischen) Geometrie giiltig
sind. Andererseits gibt es eine Geometrie (die Semi-
Euklidische Geometrie), in welcher es unendlich-
viele Parallelen durch einen PunktzueinerGeraden
gibtund in der dennoch die Sitze der Euklidischen
Geometrie gelten.

Aus der Annahme, daB es keine Parallelen gibt,
folgt stets, daB die Winkelsumme imDreieck grofier
als zwei Rechte ist.

Ich bemerke endlich, da8, wenn man das Archime-
dische Axiom hinzunimmt, das Parallelenaxiom durch
die Forderung ersetzt werden kann, es solle die Winkel-
summe im Dreieck gleich zwei Rechten sein.



Kapitel III
Die Lehre von den Proportionen.

§ 13
Komplexe Zahlensysteme.?)

Am Anfang dieses Kapitels wollen wir einige kurze Aus-
einandersetzungen iiber komplexe Zahlensysteme voraus-
schicken, die uns spiter insbesondere zur Erleichterung der
Darstellung niitzlich sein werden.

Die reellen Zahlen bilden in ihrer Gesamtheit ein System
von Dingen mit folgenden Eigenschaften:

Sitze der Verkniipfung (1—6):

1. Aus der Zahl z und der Zahl 4 entsteht durch ,,Ad-
dition* eine bestimmte Zahl ¢, in Zeichen:

a+b=c oder c=a-+0b

2. Wenn ¢ und & gegebene Zahlen sind, so existiert stets
eine und nur eine Zahl x und auch eine und nur eine
Zahl y, so daB

a+x=0b bzw. y4a=15%
wird.

3. Es gibt eine bestimmte Zahl — sie heifle 0 —, so da8
fir jedes @ zugleich

a+0=a und o+a=a
ist.

4. Aus der Zahl a und der Zahl 4 entsteht noch auf eine
andere Art durch ,,Multiplikation* eine bestimmte Zahl ¢,
in Zeichen:

ab=c¢ oder c¢=ab

1) Vgl. meinen Vortrag: ,,Uber den Zahlbegriff“, Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 8. 1900 (Auhang VI).
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5. Wenn a und § beliebig gegebene Zahlen sind und a
nicht o ist, so existiert stets eine und nur eine Zahl x und
auch eine und nur eine Zahl y, so daB

ax =056 bzw. ya=15
wird.

6. Es gibt eine bestimmte Zahl — sie heiBe 1 —, so da8
fiir jedes a zugleich

a-I1=a und 1:-a=a
ist.
Regeln der Rechnung (7—12):

Wenn g, b, ¢ beliebige Zahlen sind, so gelten stets folgende
Rechnungsgesetze:

7. at+@G+o)=(@+8+c¢c
8. a4 b =b+4a

9. a(be) = (ad)c

10. alb+¢) =ab+ac
11. (e+8c =ac+bc
12, ab == ba.

Sitze der Anordnung (13—16):

13. Wenn ¢, b irgend zwei verschiedene Zahlen sind, so
ist stets eine bestimmte von ihnen (etwa a) groBer (>) als die
andere; die letztere heifit dann die kleinere, in Zeichen:

ea>b und s<a.

14. Wenn @ > b und b > ¢, so ist auch ¢ > ¢.

15. Wenn a > b ist, so ist auch stets

et c>b4c
16. Wenn e > b und ¢ > o ist, so ist auch stets
ac > be.
Sitze von der Stetigkeit (r7—18):
17. (Archimedischer Satz.) Wenn ¢>>0 und 4>>0 zwei

beliebige Zahlen sind, so ist es stets moglich, a zu sich selbst so
oftzuaddieren, daf die entstehende Summe die Eigenschafthat

a+a+4---4+a>hb
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18. (Satz von der Vollstindigkeit) Es ist nicht mog-
lich, dem System der Zahlen ein anderes System von Dingen
hinzuzufiigen, so daB auch in dem durch Zusammensetzung
entstehenden Systeme bei Erhaltung der Beziehungen zwischen
den Zahlen die Sitze 1—17 samtlich erfiillt sind; oder kurz:
die Zahlen bilden ein System von Dingen, welches bei Auf-
rechterhaltung simtlicher Beziehungen und simtlicher auf-
gefiihrten Sitze keiner Erweiterung mehr fahig ist.

EinSystem vonDingen, dasnureinen Teil der Eigenschaften
1—18 besitzt, heile ein komplexes Zahlensystem. Ein komplexzes
Zahlensystem heiBe ein Archimedisches oder ein Nicht-Archi-
medisches, je nachdem dasselbe der Forderung 17 geniigt oder
nicht.

Von den aufgestellten Eigenschaften 1—18 sind einige
Folgen der iibrigen. Es entsteht die Aufgabe, die logische Ab-
hingigkeit dieser Eigenschaften zu untersuchen?). Wir werden
im Kapitel VI§ 32 und § 33 zwei bestimmte Fragen der an-
gedeuteten Art wegen ihrer geometrischen Bedeutung beant-
worten und wollen hier nur darauf hinweisen, daB jedenfalls
die Forderung 17 keine logische Folge der voranstehenden
Eigenschaften ist, da ja beispielsweise dasin § 12 betrachtete
komplexe Zahlensystem Q (/) simtliche Eigenschaften 1—16
besitzt, aber nicht die Forderung 17 erfiillt.

Im iibrigen gelten betreffs der Satze von der Stetigkeit
(17—18) die entsprechenden Bemerkungen, wie sie in § 8
iiber die geometrischen Axiome derStetigkeit gemacht worden
sind.

§ 14
Beweis des Pascalschen Satzes.

In diesem und dem folgendem Kapitel legen wir unserer
Untersuchung die ebenen Axiome samtlicher Gruppen mit
Ausnahme der Stetigkeitsaxiome, d.h. die AxiomeI 1—3 und,
II—IV zugrunde. In dem gegenwirtigen KapitelIII gedenken

1) Vgl. meinen bereits zitierten Vortrag iiber den Zahlbegriff.
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wir Euklids Lehre von den Proportionen mittels der genannten
Axiome, d. h. in der Ebene und unabhingig vom Archi-
medischen Axiom zu begrinden.

Zu dem Zwecke beweisen wir zunichst eine Tatsache, die
ein besonderer Fall des bekannten Pascalschen Satzes aus
der Lehre von den
Kegelschnitten ist
und die ich kiinftig
kurz als den Pas-
calschen Satz be-
zeichnen will. Die-
ser Satz lautet:

Satz22.) (Pas-
calscher Satz).
Es seien A, B, Chzw.

A B, C je drei ¢ B 4
Punkte auf zwei sich schneidenden Geraden, die vom Schnitlpunkte
der Geraden verschieden sind; ist dann CB' parallel BC' und
CA’ parallel AC', so ist auck B A’ parallel AB’.

Um den Beweis fiir diesen Satz zu erbringen, fiihren wir
zunichst folgende Bezeichnungsweise ein: In einem recht-
winkligen Dreieck ist offenbar die Ka-
thete ¢ durch die Hypothenuse ¢ und den

von a und ¢ eingeschlossenen Basiswinkel T
« eindeutig bestimmt; wir setzen kurz
a = «ac, (24 v

80 daB das Symbol «c stets eine bestimmte Strecke bedeutet,
sobald ¢ eine beliebig gegebene Strecke und « ein beliebig
gegebener spitzer Winkel ist.

1) F.Schur hat einen interessanten Beweis des Pascalschen Satzes
auf Grund der ebenen und riumlichen Axiome I—III in den Math.
Ann. Bd. 51 veriffentlicht. J. Hjelmslev ist es dann, indem er sich
auf die Resultate von G. Hessenberg (Math. Ann. Bd. 61) stiitzt,
gelungen, den Pascalschen Satz allein auf Grund der ebenen Axiome
I—III zu beweisen (,,Neue Begriindung der ebenen Geometrie*; Math,
Ann. Bd. 64). Vgl. Anhang III,
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Nunmehr moge ¢ eine beliebige Strecke und «, 8 mogen
zwei beliebige spitze Winkel bedeuten; wir behaupten, daB
allemal dieStreckenkongruenz
D efc=fac

besteht und somit die Symbole
B «,  stets miteinander ver-

tauschbar sind.
Um diese Behauptung zu
beweisen, nehmen wir die
Strecke ¢ = AB und tragen

C an diese Strecke in 4 zu bei-

den Seiten die Winkel o bzw. 8

an. Dann fillen wir von B aus auf die anderen Schenkel

dieser Winkel die Lote BC und B.D, verbinden C mit D
und fillen schlieBlich von 4 aus das Lot 4 £ auf CD.

Da die Winkel 3 A4CB und <C A DB Rechte sind, so
liegen die vier Punkte 4, B, C,D auf einem Kreise, und dem-
nach sind die beiden Winkel C ACD und g7 48D, als Peri-
pheriewinkel auf derselben Sehne 4.0, einander kongruent.
Nun ist einerseits I ACD zusammen mit dem < C4 £ und
andererseits 4 4.5 D zusammen mit LB 4D je ein Rechter,
und folglich sind auch die Winkel JC CAZ und X B4AD
einander kongruent, d. h. es ist

X CAE=p
und daher
X DAE=u.
Wir gewinnen nun unmittelbar die Streckenkongruenzen
fe=AD, ac= AC,
afic =a(AD) = AE, Pac =p(AC)= AE

und hieraus folgt die Richtigkeit der vorhin behaupteten Kon-
gruenz. '

Wir kehren nun zur Figur des Pascalschen Satzes zuriick
und bezeichnen den Schnittpunkt der beiden Geraden mit O



§ 14. Pascalscher Satz 39

und die Strecken 04, 0B, OC, 04’, OB', OC’, CB',BC’,
AC', CA’, BA', AB’ bzw.mit @, b, ¢, a’, V', ¢’, 1, 1*, m, m*, n,
n*, Sodann fillen wir von O Lote auf /, m¥*,»; das Lot auf /
schlieBe mit den beiden Geraden 04, 04’ die spitzen Winkel
1,2 ein und die
Lote auf m bzw. »
mogen mit den Ge-
raden O4und 04’
die spitzen Winkel
p’yu bzw. v’, v bil-
den. Driicken wir
nun diese drei Lote
in der vorhin an-
gegebenen Weise

mit Hilfe der Hy-
pothenusen und
Basiswinkel in den betreffenden rechtwinkligen Dreiecken
auf doppelte Weise aus, so erhalten wir folgende drei Strecken-
kongruenzen:

(1) A6 = d'c,
(2) ua' = p'e,
(3) va = v'b.

Da nach Voraussetzung / parallel /¥ und m parallel m* sein
soll, so stimmen die von O auf /¥ bzw. m zu fillenden Lote
mit den Loten auf / bzw. m¥* iiberein, und wir erhalten somit

(4) A'=2%,

(s) we'=p'a.
Wenn wir auf die Kongruenz (3) links und rechts dasSymbol
A’y anwenden und bedenken, daB nach dem vorhin Bewie-

senen die in Rede stehenden Symbole miteinander vertausch-
bar sind, so finden wir

viua' = v'ul’b.
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In dieser Kongruenz beriicksichtigen wir links die Kongruenz
(2) und rechts (4); dann wird

vlp'c =v'pdc’
oder

vp'de = v'iuc’
Hierin beriicksichtigen wir links die Kongruenz (1) und rechts
(5); dann wird

vu'Ad' = v'iua
oder

lp'vd' = dp'va
Wegen der Bedeutung unserer Symbole schlieBen wir aus der
letzten Kongruenz sofort

p'vd =yu'va

und hieraus
(6) v&' =v'a.

Fassen wir nun das von O auf 7 gefillte Lot ins Auge und
fallen auf dasselbe Lote von 4 und B’ aus, so zeigt die Kon-
gruenz (6), daB die FuBipunkte der letzteren beiden Lote zu-
sammenfallen, d.h. die Gerade n%*= 4B’ steht zu dem Lote
auf » senkrecht und ist mithin zu » parallel. Damit ist der
Beweis fiir den Pascalschen Satz erbracht.

Wir benutzen im Folgenden zur Begriindung der Geometrie
lediglich denjenigen speziellen Fall des Pascalchen Satzes,
in dem die Streckenkongruenz

oC= 04
und folglich auch

04= 0C
gilt. In diesem speziellen Fall gelingt der Beweis besonders
einfach, nimlich folgendermaBen (Figur S. 41):

Wir tragen auf 04’ von O aus die Strecke 0.8 bis D’ ab,
so daB die Verbindungsgerade B.D’ parallel zu C4’ und 4C’
wird. Wegen der Kongruenz der Dreiecke OC'B und 04D’
wird
() K O0CB =< 04D
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Da CB’ und BC’ nach Voraussetzung einander parallel sind,
so ist
(29 X 0C'B=<.0RC;
aus (1}) und (2+) folgern wir
X 04D'= <X OB'C;
dann aber ist nach der Lehre vom Kreise ACD’'B’ ein Kreis-
viereck und mithin gilt nach einem bekannten Satze von den
Winkeln im Kreisviereck die Kongruenz
(31 X OD'C= < OA4PB'.
Andererseits ist wegen der Kongruenz der Dreiecke
OD'C und OB A’ auch
@ X 0D C=<x 084;
aus (31) und (41) folgern wir
X O4AB'= 0B4,
und diese Kongruenz lehrt, daB 4.8’
und B A’ einander parallell sind, wie
es der Pascalsche Satz verlangt.
Wenn irgendeine Ge-
rade, ein Punkt auBerhalb
derselben und irgendein
Winkel gegeben ist, so
A kann man offen-
0 ¢ B A bar durch Ab-
tragen dieses
Winkels und Ziehen einer Parallelen eine Gerade finden,
die durch den gegebenen Punkt geht und die gegebene Ge-
rade unter dem gegebenen Winkel schneidet. Im Hinblick
auf diesen Umstand diirfen wir endlich zum Beweise des all-
gemeineren Pascalschen Satzes auch das folgende einfache
Schlufverfahren anwenden, das ich einer Mitteilung von an-
derer Seite verdanke (Figur S. 41).
Man ziehe durch B eine Gerade, die 04’ im Punkte D’
unter dem Winkel OC4’ trifft, so daB die Kongruenz
(%) X O0CA'=< 0D'B
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gilt; dann ist nach einem bekannten Satze aus der Lehre vom
Kreise CBD’A’ ein Kreisviereck und mithin gilt nach dem
Satze von der Kongruenz der Peripheriewinkel auf der nim-
lichen Sehne die Kongruenz

(2%) X 0BA'=% 0D'C

Da CA’ und AC’ nach Voraussetzung einander parallel sind,
so ist

(3%*) <X 0C4’'=<x04C’;

aus (1¥) und (3*) folgern wir die
Kongruenz

X OD'B= 0AC';

dann aber ist auch
BAD'C’ ein Kreisvier-
eck, und mithin giltnach
dem Satze von
den Winkeln
im Kreisvier-
eck die Kon-
gruenz

P
-
~,

(4% X 04D = OCB.

Da ferner nach Voraussetzung CB’ parallel BC’ ist, so haben
wir auch
(5% X O0B'C= < 0CB;
aus (4%) und (5%) folgern wir die Kongruenz
X 0OAD'= < OB'C;
diese endlich lehrt, daB CAD’B’ ein Kreisviereck ist, und
mithin gilt auch die Kongruenz
6%) X 04B’'= < 0D'C.
Aus (2%) und (6%) folgt
X O0BA'=< 0AF,
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und diese Kongruenz lehrt, dafi B4’ und 4B’ einander par-
allel sind, wie es der Pascalsche Satz verlangt.
Fillt D’ mit einem der Punkte 4’, B’, ¢’ zusammen, so

wird eine Abinderung dieses Schlufiverfahrens notwendig, die
leicht ersichtlich ist.})

§15.
Die Streckenrechnung auf Grund des Pascalschen Satzes.
Der im vorigen Paragraph bewiesene Pascalsche Satz setat
uns in denStand, in die Geometrie eine Rechnung mitStrecken
einzufithren, in der die Rechnungsregeln fiir reelle Zahlen
samtlich unverindert giltig sind.
Statt des Wortes ,,kongruent“ und des Zeichens =bedienen

wir uns in der Streckenrechnung des Wortes ,,gleich* und des
Zeichens =.

Pas Se S
‘Wenn 4, B, C drei Punkte °© i i hd 4

einer Geraden sind und B E —Cc-ath R
zwischen 4 und Cliegt, so

bezeichnen wir ¢ = AC als die Swmme der beiden Strecken
a = A8 und b = BC und setzen

c=a+ b
Die Strecken 4 und & heifien kleiner als ¢, in Zeichen:
ale, b<e,
und ¢ heifit groBer als ¢ und &, in Zeichen:
c>a, ¢> b

Aus den linearen Kongruenzaxiomen III 1—3 entnehmen

wir leicht, daB fiir die eben definierte Addition der Strecken
das assoziative Gesetz

a+@P+o)=(@+08+e

1) Interesse verdient auch die Verwendung, die der Satz vom ge-
meinsamen Schnittpunkt der Hohen eines Dreieckes zur Begriindung
des Pascalschen Satzes bzw. der Proportionenlehre findet; man ver-
gleiche hieriiber F. Schur, Math. Ann. Bd. 57 und J. Mollerup,
,,Studier over den plane geometris aksiomer, Kopenhagen 1903.

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 5. Aufl. 4
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sowie das kommutative Gesetz
a+b=0b+a
giiltig ist.

Um das Produkt einer Strecke ¢ in eine Strecke & geo-
metrisch zu definieren, bedienen wir uns folgender Konstruk-
tion: Wir wihlen zunichst einebeliebige
ab Strecke, die fiir die ganze Betrachtung
die namliche bleibt, und bezeichnen
dieselbe mit 1. Nunmehr tragen wir auf

a dem einen Schenkel eines

\ rechten Winkels vom Schei-
tel O aus die Strecke1 und
0 7 b ferner ebenfalls vom Scheitel

O die Strecke 6 ab; sodann tragen wir auf dem anderen

Schenkel die Strecke @ ab. Wir verbinden die Endpunkte der

Strecken 1 und e durch eine Gerade und ziehen zu dieser

Geraden durch den Endpunkt der Strecke 4 eine Parallele;

dieselbe moge auf dem anderen Schenkel eine Strecke ¢

abschneiden: dann nennen wir diese Strecke ¢ das Produkt
der Strecke a in die Strecke & und bezeichnen sie mit

¢ = ab.

‘Wir wollen vor allem beweisen, da8 fiirdie eben definierte
Multiplikation der Strecken das kommutative Gesetz

ab = ba

giiltig ist. Zu dem Zwecke konstruieren wir
hS zuerst auf die oben festgesetzte Weise die

@ .. Strecke aé. Ferner tragen wir auf dem ersten
g Schenkel des rechten Winkels

\ die Strecke ¢ und auf dem an-

0 @ 7 B deren Schenkel die Strecke &

ab, verbinden den Endpunkt
der Strecke 1 mit dem End-
punkt von 4 auf dem anderen Schenkel durch eine Gerade
und ziehen zu dieser Geraden durch den Endpunkt von a

ab=ba
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auf dem ersten Schenkel eine Parallele: dieselbe schneidet
auf dem anderen Schenkel die Strecke éa ab; in der Tat
fallt diese Strecke ba, wie die Figur zeigt, wegen der Pa-
rallelitit der punktierten Hilfslinien nach dem Pascalschen
Satze (Satz22) mit der vorhin konstruierten Strecke ad zu-
sammen. Auch umgekehrt folgt, wie man sofort sieht, aus der
Giiltigkeit des kommutativen Gesetzes in unserer Strecken-
rechnung der spezielle Fall (S. 40) des Pascalschen Satzes.

Unm fiir unsere Multiplikation derStrecken das assoziative
Gesetz

a(bc) = (abd)c

zu beweisen, tragen wir auf dem einen Schenkel des rechten
Winkels vom Scheitel O aus die Strecken 1 und 4 und auf
dem anderen Schenkel ebenfalls von O aus
die Strecken ¢ und ¢ ab. Sodann konstruieren
wir die Strecken d=ab und ¢=1c5 und tragen
diese Strecken & und ¢ auf dem ersteren Schen-
kel von O aus ab. Konstruieren wir sodann ae
und ¢d, so ist wiederum auf Grund des Pascal-
schen Satzes aus nebenstehender
Figur ersichtlich, daB die End-
punkte dieser Strecken zusam-
menfallen, d. h. es ist

ae=cdodera(cd)=c(abd),

e-cb

und hieraus folgt mit Zu-
hilfenahme des kommu-
tativen Gesetzes auch

A\ a(be) = (abd)c)
Z 1 d o € Wie man
sieht, haben wir im Vorstehenden beim Nachweise sowohl
des kommutativen wie des assoziativen Gesetzes der Multi-

1) Man vergleiche hierzu auch die Methoden zur Begriindung der
Proportionenlehre, die neuerdings von A. Kneser, Archiv fir Math.
und Phys., R. IlI, Bd. 2, und J. Mollerup, Math, Anu., Bd. §6, sowie

4.
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plikation lediglich denjenigen speziellen Fall des Pascalschen
Satzes benutzt, dessen Beweis auf S. 40 bis 41 (§ 14) in be-
sonders einfacher Weise durch einmalige Anwendung des
Kreisvierecksatzes gelang.

Durch Zusammenfassung dieser Ent-
wickelungen gelangen wir zu folgender
Begrindung der Multiplikationsgesetze
der Streckenrechnung, die mir von allen
bisher bekannten Begrindungsarten die
einfachste zu sein scheint:

Auf dem einen Schen-
kel eines rechten Winkels
trage man vom Scheitel O
aus die Strecken a=A4 0O
undé=0ABundauBerdem
auf dem anderen Schen-
kel die Einheitsstrecke
1= OC ab. Der durch 4, B, C gelegte Kreis schneide den
letzteren Schenkel noch im Punkte 0. Der Punkt D wird leicht
ohne Benutzung des Zirkels nur auf Grund der Kongruenz-
axiome gewonnen, indem man vom Mittelpunkt des Kreises
das Lot auf OC fallt und an diesem den Punkt C spiegelt.
Wegen der Gleichheit der Winkel 3¢ OC4 und < OB D ist
nach der Definition des Produktes zweier Strecken (S. 44)

0D = ab,

und wegen der Gleichheit der Winkel SCOD A4 und L. 0B C
ist nach der namlichen Definition

0D = ba.

‘-ﬂ‘“‘*}l\ ) B

»Studier over den plane geometris aksiomer*, Kopenhagen 1903, ange-
geben worden sind und bei denen die Proportionengleichung voran-
gestelit wird. F. Schur, Zur Proportionenlehre, Math. Ann. Bd. 57 be-
merkt, dall bereits Kupffer (Sitzungsber. der Naturforschergeselischaft
zu Dorpat 1893) das kommutative Gesetz der Multiplikation richtig be-

wiesen hat. Jedoch ist Kupffers weitere Begriindung der Proportionen-
lehre als unzureichend anzusehen.
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Das hieraus folgende kommutative Gesetz der Multiplikation
ab=ba
beweist nunmehr nach einer Bemerkung auf S. 45 den spe-
ziellen Fall (S. 40) des Pascalschen Satzes, und aus diesem
wiederum folgt nach S. 45 das assoziative Gesetz der Mul-
tiplikation
a(bec) = (ad)c.

Endlich gilt in unserer Streckenrechnung auch das dis-

tributive Gesetz
a(d 4+ ¢) =ab + ac.
Um dasselbe zu beweisen, konstruieren wir die Strecken a3,
ac und ¢(f + ¢) und ziehen dann durch den Endpunkt der
Strecke ¢ (s. nebenstehende Figur) eine Parallele zu
dem anderen Schenkel des rechten Winkels. Die
Kongruenz der beiden rechtwinkligen, in der
Figur schraffierten Dreiecke und die An-
wendung des Satzes von der
Gleichheit der Gegenseiten
im Parallelogramm liefert
danndengewiinschten
Nachweis.
b 1 c b+c  Sind 4 und ¢ zwei

beliebige Strecken, so gibt es stets eine Strecke @, so dab

¢=ab wird; diese Strecke ¢ wird mit —;i bezeichnet und der

Quotient von ¢ durch 4 genannt,

§ 16.
Die Proportionen und die Ahnlichkeitssitze.

Mit Hilfe der eben dargelegten Streckenrechnung 148t sich
Euklids Lehre von den Proportionen einwandsfrei und ohne
Archimedisches Axiom in folgender Weise begriinden:

Erklirung. Sind ¢, 4, @', 3’ irgend vier Strecken, so soll
die Proportion

e:b=a': b’
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nichts anderes bedeuten als die Streckengleichung
ab’ = ba'.
Erkliarung. Zwei Dreiecke heilen dhnlich, wenn entspre-
chende Winkel in ihnen kongruent sind.
Satz 23. Wenn g, 4, und a’, 4" entsprechende Seiten in
zwei ahnlichen Dreiecken sind, so gilt die Proportion
atb=a':b'.

Beweis. Wir betrachten zunichst den besonderen
Fall, wo die von q, b und a’, b’ eingeschlossenen Win-
kel in beiden Dreiecken Rechte sind,

b und denken uns die beiden Dreiecke in
e ein und denselben rechten Winkel ein-
getragen. Wir tragen sodann

vom Scheitel aus auf einem

(4] 7 a a Schenkel die Strecke 1 ab

und ziehen durch den End-
punkt dieser Strecke 1 die Parallele zu den beiden Hy-
pothenusen; dieselbe schneide auf dem anderen Schenkel die
Strecke ¢ ab; dann ist nach unserer Definition des Strecken-
produktes

b=-ca, & =ca’;

mithin haben wir
ab' = ba’,
d. h

atb=2d:0b".

&

Nunmehr kehren wir
zu dem allgemeinen
G p Falle zuriick. Wir kon-
struieren in jedem der beiden dhnlichen Dreiecke den Schnitt-
punkt Sbezw. S’ der drei Winkelhalbierenden, dessen Existenz
aus dem Satze vom gleichschenkligen Dreieck leicht abzu-
leiten ist, und fillen von diesen die drei Lote » bezw. »’ auf
die Dreiecksseiten; die auf diesen entstehenden Abschnitte
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bezeichnen wir mit
asy @y boy bay Cay €5
bezw.
a3y aco By Uy oy Che
Der vorhin bewiesene spezielle Fall unseres Satzes liefert
dann die Proportion

apir=ay:?r boir=20,:7r

a:r=a.:7r bair=208,:7;
aus diesen schlieBen wir mittels des distributiven Gesetzes
air=2a'tr, bir=20":r
und folglich mit Ricksicht auf das kommutative Gesetz der
Multiplikation
a:b=a':bd".

Aus dem eben bewiesenen Satze 23 entnehmen wir leicht
den Fundamentalsatz in der Lehre von den Proportionen, der
wie folgt lautet:

Satz 24. Schneiden swei Parallele auf den Schenkeln eines be-
lichigen Winkels die Sirecken a,b bzw.a’, b’ ab, so gilt die Pro-
portion

a:b=a':bd
Umgekehrt, wenn vier Strecken a, b, @', 8" diese Proportion er-
Siillen und a, @’ und b, b’ je auf einem Schenkel eines belickigen
Winkels abgetragen werden, so sind die Verbindungsgeraden der End-
punkle von a, b baw. von a', b’ einander parallel,

§17.
Die Gleichungen der Geraden und Ebenen.

Zu dem bisherigen System von Strecken fiigen wir noch ein
zweites ebensolches System von Strecken hinzu; die Strecken
des neuen Systems denken wir uns durch ein Merkzeichen
kenntlich gemacht und nennen sie dann ,,negative' Strecken
zum Unterschiede von den bisher betrachteten ,posifivent
Strecken. Fithren wir noch die Strecke o ein, so gelten bei ge-
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hérigen Festsetzungen in dieser erweiterten Streckenrechnung
simtliche Rechnungsregeln fiir reelle Zahlen, die in § 13 zu-
sammengestellt worden sind. Wir heben folgende spezielle
Tatsachen hervor:

Esiststets a- 1 =1-2=a.

Wenn ab = o, so ist entweder @ = 0 oder 4 = 0.

Wenn a > b und ¢ > o, so folgt stets ac > be.

Wir nehmen nun in einer Ebene &« durch einen Punkt O
zwei zueinander senkrechte Gerade als festes rechtwinkliges
Achsenkreuz an und tragen dann die beliebigen Strecken
x, y von O aus auf den beiden Geraden ab, und zwar nach
der einen oder nach der anderen Seite hin, je nachdem die
abzutragende Strecke x bzw. y positiv oder negativ ist; sodann
errichten wir die Lote in den Endpunkten der Strecken x, y
und bestimmen den Schnittpunkt ” dieser Lote: die Strecken

x,y heiBen die Koordinaten des

Y Punktes P; jeder Punkt der

A 1/ Ebene ¢ ist durch seine Koor-

dinaten x, », die positive oder
negative Strecken
? oder o sein kdn-

y P nen,eindeutigbe-

b C stimmt.

p > X 'Es sei/ irgenc'l-
a X T eine Gerade in

der Ebene «, die durch O und
durch einen Punkt C mit den Koor-
dinaten ¢, gehe. Sind dann x, y
die Koordinaten irgendeines Punktes von /, so finden wir
leicht aus Satz 23
arb=ux:y
oder
bx —ay=o0
als die Gleichung der Geraden /. Ist /' eine zu / parallele
Gerade, die auf der x-Achse die Strecke ¢ abschneidet, so
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gelangen wir zu der Gleichung der Geraden /', indem wir in
der Gleichung der Geraden / die Strecke x durch die Strecke
x — ¢ ersetzen; die gewiinschte Gleichung lautet also

bx —ay — bc =o.

Aus diesen Entwicklungen schlieBen wir leicht auf eine
Weise, die von dem Archimedischen Axiom unabhingig ist,
daB jede Gerade in einer Ebene durch eine lineare Gleichung
in den Koordinaten x, y dargestelit wird und umgekehrt jede
solche lineare Gleichung eine Gerade darstellt, wobei die
Koeffizienten derselben in der betreffenden Geometrie vor-
kommende Strecken sind.

Die entsprechenden Resultate beweist man ebenso leicht
in der riumlichen Geometrie.

Der weitere Aufbau der Geometie kann von nun an nach
den Methoden geschehen, die man in der analytischen Geo-
metrie gemeinhin anwendet.

Wir haben bisher in diesem Kapitel IIT das Archimedische
Axiom nirgends benutzt; setzen wir jetzt die Giiltigkeit des-
selben vorans, so konnen wir den Punkten einer beliebigen
Geraden im Raume reelle Zahlen zuordnen, und zwar auf
folgende Art:

Wir wihlen auf der Geraden zwei beliebige Punkte aus
und ordnen diesen die Zahlen o und 1 zu; sodann halbieren
wir die durch sie bestimmte Strecke o 1 und bezeichnen den
entstehenden Mittelpunkt mit 1, ferner den Mittelpunkt der
Strecke 0% mit } usw.; nach »maliger Ausfithrung dieses Ver-

fahrens gelangen wir zu einem Punkte, dem die Zahl —I; zZu-

zuordnen ist. Nun tragen wir die Strecke o -I—" an denPunkt o
2

sowohl nach der Seite des Punktes 1 als auch nach der an-

deren Seite hin etwa mmal hintereinander ab und erteilen den

so entstehenden Punkten die Zahlenwerte —'f;‘ bzw., — ﬁ” - Aus
2 2

dem Archimedischen Axiom kann leicht geschlossen werden,
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daB auf Grund dieser Zuordnung sich jedem beliebigen Punkte
der Geraden in eindeutig bestimmter Weise eine reelle Zahl
zuordnen laBt und zwar so, daB dieser Zuordnung folgende
Eigenschaft zukommt: wenn 4, B, C irgend drei Punkte der
Geraden und bzw. o, 8, y die zugehdrigen reellen Zahlen sind
und B zwischen 4 und C liegt, so erfiillen diese Zahlen stets
entweder die Ungleichung « << <y oder « > f > 9.

Aus den Entwickelungen im Kap.II § 9 leuchtet ein, daB
dort fiir jede Zahl, die dem algebraischen Zahlkdrper  an-
gehort, notwendig ein Punkt der Geraden existieren mu8, dem
sie zugeordnet ist. Ob auch jeder anderen reellen Zahl ein
Punkt entspricht, hingt davon ab, ob in der vorgelegten Geo-
metrie das Vollstindigkeitsaxiom V 2 gilt oder nicht gilt.

Dagegen ist es, auch wenn man nur dieGiiltigkeit des Archi-
medischen Axioms annimmt, stets moglich, das System von
Pimkten, Geraden und Ebenen so durch ,irrationale Ele-
mente zu erweitern, daB auf jeder Geraden der entstehenden
Geometrie jedem‘System von drei reellen Zahlen ohne Aus-
nahme ein Punkt zugeordnet ist. Durch gehérige Festsetzung
kann zugleich erreicht werden, daB in der erweiterten Geo-
metrie simtliche Axiome I—V giiltig sind. Diese (durch
Hinzufiigung der irrationalen Elemente) erweiterte Geometrie
ist keine andere als die gewohnliche analytische Cartesische
Geometrie des Raumes, in welcher auch das Vollstindigkeits-
axiom V 2 gilt.})

1) Vgl die Bemerkungen am Schluf von § 8.



Kapitel IV.

Die Lehre von den Flacheninhalten in der
Ebene.

§ 18.

Die Zerlegungsgleichheit und Inhaltsgleichheit von
Polygonen.

Wir legen den Untersuchungen des gegenwirtigen Ka-
pitels IV dieselben Axiome wie im Kapitel III zugrunde,
namlich die linearen und ebenen Axiome simtlicher Gruppen
mit Ausnahme der Stetigkeitsaxiome, d.h. die Axiome I 1
bis 3 und II—IV.

Die im Kapitel III erdrterte Lehre von den Proportionen
und die daselbst eingefiihrte Streckenrechnung setzt uns in
den Stand, die Euklidische Lehre von den Flicheninhalten
mittels der genannten Axiome, d. h. in der Ebene und un-
abhingig von den Stetigheitsaxiomen zu begriinden.

Da nach den Entwickelungen im Kapitel III die Lehre
von den Proportionen wesentlich auf dem Pascalschen Satze
(Satz 22) beruht, so gilt dies auch fiir die Lehre von den
Flicheninhalten; diese Begrindung der Lehre von den
Flicheninhalten erscheint mir als eine der merkwiirdigsten
Anwendungen des Pascalschen Satzes in der Elementar-
geometrie.

Erklirung. Verbindet man zwei Punkte eines Polygons P
durch irgendeinen Streckenzug, der ganz im Innern des Poly-
gons verlduft, so entstehen zwei neue Polygone 7, und 7,
deren innere Punkte alle im Innern von P liegen; wir sagen:
P zerfillt in P, und 7, oder 7, und 7, setzen P zu-
sammen.

Erklirung. Zwei Polygone heifien zerlegungsgleick, wenn
sie in eine endliche Anzahl von Dreiecken zerlegt werden
konnen, die paarweise einander kongruent sind.
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Erkldarung. Zwei Polygone heiBen inkaltsgleick oder von
gleichem Inkalle, wenn es moglich ist, zu denselben zerlegungs-
gleiche Polygone hinzuzufiigen, so da8 die beiden zusammen-
gesetzten Polygone einander zerlegungsgleich sind.

Ausdenletzteren Erklarungen folgtsofort: durch Zusammen-
figung zerlegungsgleicher Polygone entstehen wieder zer-
legungsgleiche Polygone, und wenn man zerlegungsgleiche

Polygone von zerlegungs-
gleichen Polygonen weg- '
nimmt, so sind die iibrigbleibenden Po-
lygone inhaltsgleich.

Ferner gelten folgende Sitze:

Satz 25. Sind zwei Polygone 7, und
F, mit einem dritten Polygon 7, zer-
legungsgleich, so sind sie auch unter-
einander zerlegungsgleich. Sind zwei
Polygone mit einem dritten inhaltsgleich, so sind sie unter-
einander inhaltsgleich.

Beweis. Nach Voraussetzung a8t sich sowohl fiir 7, als auch
fiir 7, eine Zerlegung in Dreiecke angeben, so daB einer jeden
dieser beiden Zerlegungen je eine Zerlegung des Polygons £,
in kongruente Dreiecke entspricht. Indem wir diese Zer-
legungen von 7, gleichzeitig in Betracht zichen, wird im all-
gemeinen jedes Dreieck der einen Zerlegung durch Strecken,
welche der anderen Zerlegung angehéren, in Polygone zer-
legt. Wir fiigen nun noch so viele Strecken hinzu, daB jedes
dieser Polygone selbst wieder in Dreiecke zerfillt, und bringen

Zy
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dann die zwei entsprechenden Zerlegungen in Dreiecke in 2,
und in 7 an; dann zerfallen offenbar diese beiden Polygone
P, und P, in gleich viele paarweise einander kongruente Drei-
ecke und sind somit nach der Erklirung einander zerlegungs-
gleich.

Der Beweis der zweiten Aussage des Satzes 25 ergibt sich
nunmehr ohne Schwierigkeit.

Wir erklaren in der iiblichen Weise die Begriffe: Rechleck,
Grundlinie und Hohe eines Parallelogrammes, Grundlinie und
Hohe eines Dreiecks.

§ 10.
Parallelogramme und Dreiecke mit gleicher Grund-
linie und Hohe.

Die bekannte, in den untenstehenden Figuren illustrierte
SchluBweise Euklids liefert den Satz:

\

Satz 26. Zwei Parallelogramme mit gleicher Grundlinie
und Hohe sind einander inhaltsgleich. C

Ferner gilt die bekannte Tatsache:

Satz 27. Ein jedes Dreieck 4.8 Cist stets
einem gewissen Parallelogramm
mit gleicher Grundlinie und hal- D F
ber Hoéhe zerlegungsgleich.

Beweis. Halbiert man 4C in
D und BC in £ und verlingert
dann DZ um sich selbst bis #, A B
so sind die Dreiecke D ZC und FB E einander kongruent,
und folglich sind Dreieck 48 C und Parallelogramm 48 F.D
einander zerlegungsgleich.
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Aus Satz 26 und 27 folgt mit Hinzuziehung von Satz 25
unmittelbar:

Satz 28. Zwei Dreiecke mit gleicher Grundlinie und Héhe
sind einander inhaltsgleich.

Bekanntlich zeigt man leicht, daB zwei Dreiecke mitgleicher
Grundlinie und Hohe auch stets zerlegungsgleich sind. Wir
bemerken jedoch, daB dieser Nackweis okne Benutzung des Archi=
medischen Axioms nicht moglich ist; in der Tat lassen sich in
unserer Nicht-Archimedischen Geometrie (vgl. Kap. II § 12)
ohne Schwierigkeit zwei solche Dreiecke angeben, die gleiche
Grundlinie und Hohe besitzen und folglich dem Satze 28
entsprechend inhaltsgleich, aber die dennoch nicht zer-
legungsgleich sind. Als Beispiel mogen zwei Dreiecke ABC
und 48D mit der gemeinsamen Grundlinie A8=1 und der
gleichen Hohe 1 dienen, wenn die Spitze C des ersteren Drei-
ecks senkrecht iiber 4 und im zweiten Dreieke der FuBpunkt 7
der von der Spitze D gefillten Hohe so gelegen ist, da8
AF = { wird.

Wir erwihnen noch den leicht zu beweisenden Satz:

Satz 29. Zu einem beliebigen Dreieck und mithin auch
zu einem beliebigen Polygon kann stets ein rechtwinkliges
Dreieck konstruiert werden, das eine Kathete 1 besitzt und
das mit dem Dreieck bzw. Polygon inhaltsgleich ist.

Auch die tbrigen Siatze aus der elementaren Geometrie
iber die Inhaltsgleichheit von Polygonen, insbesondere der
Pythagoriische Lehrsatz sind leichte Folgerungen der eben
aufgestellten Sitze. Wir begegnen aber dennoch bei der wei-
teren Durchfiihrung der Theorie der Flicheninhalte einer
wesentlichen Schwierigkeit. Insbesondere lassen es unsere bis-
herigen Betrachtungen dahingestellt, ob nicht etwa alie Poly-
gone stéts einander inhaltsgleich sind. In diesem Falle wiren
die samtlichen, vorhin aufgestellten Sitze nichtssagend und
ohne Bedeutung. Hiermit hingt die Frage zusammen, ob zwei
inhaltsgleiche Rechtecke mit einer gemeinschaftlichen Seite
auch notwendig in der anderen Seite iibereinstimmen, d. h.
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ob ein Rechteck durch eine Seite und den Flicheninhalt ein-
deutig bestimmt ist?

Wie die nihere Uberlegung zeigt, bedarf man zur Beant-
wortung der aufgeworfenen Fragen der Umkehrung des
Satzes 28, die folgendermaBen lautet:

Satz 30. Wenn swei inkaltsgleiche Dyeiecke gleiche Grundlinie
haben, so haben sie auch gleicke Hihe.

Dieser fundamentale Satz 30 findet sich im ersten Buch
der Elemente des Eukl/id als 3gster Satz; beim Beweise des-
selben beruft sich jedoch Zuklid auf den allgemeinen GroSen-
satz: ., Kel td Glov tov puégovs peitév éovlv® — ein Verfahren,
welches auf die Einfiihrung eines neuen geometrischen Axioms
iber Flicheninhalte hinausliuft.

Es gelingtnun, ohne ein solches neues Axiom den
Satz 30 und damit die Lehre von den Flichenin-
halten aufdemhiervonunsin Aussichtgenommenen
Wege, d. h. lediglich mit Hilfe der ebenen Axiome
und ohne Benutzung des Archimedischen Axioms
zu begrinden. Um dies einzusehen, haben wir den Begriff
des InhaltsmaBes notig.

§ 20.
Das InhaltsmaB von Dreiecken und Polygonen.

Erklirung: Wenn wir in einem Dreieck 4.8 C mit den
Seiten q, b, ¢ die beiden Hohen 4, = AD, k= B E konstru-
ieren, so folgt aus der Ahnlichkeit
der Dreiecke BCEund ACD nach o
Satz 23 die Proportion
athy="b:h,, 1/

d. h. b
ab, = bﬁb;

mithin ist in jedem Dreieck das i

Produkt aus einer Grundlinie und B

der zu ihr gehorigen Hohe davon unabhingig, welche Seite des

Dreiecks man als Grundlinie wihlt. Das halbe Produkt aus
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Grundlinie und Hohe eines Dreiecks 4 ist also eine fiir das
Dreieck charakteristische Strecke; sie heife das [nkaltsmaf
des Dreiecks 4 und werde mit /(4) bezeichnet.

Erklirung. Eine Strecke, welche eine Ecke eines Drei-
ecks mit einem Punkte der gegeniiberliegenden Seite ver-
bindet, heiBt eine Z7ansversale des Dreiecks ; dieselbe zerlegtdas
Dreieck in zwei Dreiecke mitgemeinsamer Hohe, deren Grund-
linien in dieselbe Gerade fallen; eine solche Zerlegung heiBie
eine lransversale Zerlegung des Dreiecks.

Satz 31. Wenn ein Dreieck 4 durch beliebige Gerade
irgendwie in eine gewisse endliche Anzahl von Dreiecken 4;

zerlegt wird, so ist stets das InhaltsmaB

des Dreiecks 4 gleich der Summe der

InhaltsmaBe der simtlichen Drei-
ecke 4;.

Beweis. Aus dem distributiven

Gesetz in unserer Streckenrech-

nung folgt unmittelbar, daB das
InhaltsmaB eines beliebigen Dreiecks gleich der Summe der
InhaltsmaBe zweier solcher Dreiecke ist, die durch irgend-
welche transversale Zerlegung aus jenem Dreieck hervorgehen.
Die wiederholte Anwendung dieser Tatsache
zeigt, daB das InhaltsmaB eines beliebigen
Dreiecks auch gleich der Summe der Inhalts-
mafBe der simtlichen Dreiecke ist, die aus
dem vorgelegten Dreiecke entstehen, wenn
man nacheinander beliebig viele transversale
Zerlegungen ausfiihrt.

Um nun den entsprechenden Nach-
weis fir die beliebige Zerlegung des
Dreiecks 4inDreiecke 4;zuerbringen,
ziehen wir von der einen Ecke 4 des
Dreiecks 4 durch jeden Teilpunkt der Zerlegung, d. h. durch
jeden Eckpunkt der Dreiecke 4; eine Transversale; durch
diese Transversalen zerfallt das Dreieck 4 in gewisse Dreiecke
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4y Jedes dieser Dreiecke 4, zerfillt durch die Teilstrecken
der gegebenen Zerlegung in gewisse Dreiecke und Vierecke.
Wenn wir in denVierecken noch je eine Diagonale kon-
struieren, so zerfillt jedes Dreieck 4, in gewisse Dreiecke 4,,.
Wir wollen nun zeigen, dafl die Zerlegung in Dreiecke 4,,
sowohl fiir die Dreiecke 4;als auch fiir die Dreiecke A nichts
anderes als eine Kette von transversalen Zerlegungenbedeutet.

In der Tat, zunichst ist klar, daB jede Zerlegung eines
Dreiecks in Teildreiecke stets durch eine Reihe von trans-
versalen Zerlegungen bewirkt werden kann, wenn bei der Zer-
legung im Inneren des Dreiecks keine Teilpunkte liegen und
iberdies wenigstens eine Seite des Dreiecks von Teilpunkten
frei bleibt.

Nun ist fiir die Dreiecke 4; unsere Behauptung aus dem
Umstande ersichtlich, da8 fiir jedes derselben das Innere
sowie eine Seite, nimlich die dem Punkte 4 gegeniiberlie-
gende Seite von weiteren Teilpunkten frei ist.

Aber auch fiir jedes 4, ist die Zerlegung in A,, auf trans-
versale Zerlegungen zuriickfiihrbar. Betrachten wir nimlich
ein Dreieck 4;, so wird es unter den von 4 ausgehenden
Transversalenim Dreieck 4 eine bestimmte Transversale geben,
in welche entweder eine Seite von 4; hineinfillt oder welche
selbst das Dreieck 4; in zwei Dreiecke zerlegt. Im ersten Falle
bleibt die betreffende Seite des Dreiecks 4, tiberhaupt frei
von weiteren Teilpunkten bei der Zerlegung in Dreiecke dys;
im letzteren Falle ist die im Inneren des Dreiecks 4; ver-
laufende Strecke jener Transversalen in den beiden entstehen-
den Dreiecken eine Seite, die bei der Teilung in Dreiecke 4y,
von weiteren Teilpunkten gewiB frei bleibt.

Nach der, am Anfang dieses Beweises argestellten Betrach-
tung, ist das Inhaltsma8 /(4) desDreiecks 4 gleich der Summe
aller Inhaltsmafe /(4,) der Dreiecke 4,, und diese Summe
ist gleich der Summe aller InhaltsmaBe /(d;;). Andererseits
ist auch die Summe iiber die InhaltsmaBe /(dy) aller Drei-
ecke 4, gleich der Summe aller Inhaltsma8e /(4,,), und hier-

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 5. Aufl, 5
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aus folgt endlich, daB das InhaltsmaB /(4) auch gleich der
Summe aller InhaltsmaBe /(4;) ist. Damit ist der Beweis des
Satzes vollstindig erbracht.

Erklarung. Definieren wir das Inhaltsma /() eines Poly-
gons als die Summe der InhaltsmaBe aller Dreiecke, in die
dasselbe bei einer bestimmten Zerlegung zerfillt, so erkennen
wir auf Grund des Satzes 31 durch eine dhnliche SchluBweise,
wie wir sie in § 18 beim Beweise des Satzes 25 angewandt
haben, daB das Inhaltsmaf eines Polygons von der Art der
Zerlegung in Dreiecke unabhingig ist und mithin allein durch
das Polygon sich eindeutig bestimmt. Aus dieser Erklirung
entnehmen wir vermittelst des Satzes 31 die Tatsache, daB
zerlegungsgleiche Polygone gleiches InhaltsmaB
haben.

Sind ferner P und ( inhaltsgleiche Polygone, so muf es
nach der Erklirung zwei zerlegungsgleiche Polygone 7' und
Q' geben, so daB das aus Pund P’ zusammengesetzte Polygon
(P+ P) mit dem aus @ und Q’ zusammengesetzten Poly-
gon (Q + Q') zerlegungsgleich ausfillt. Aus den beiden Glei-

chungen
J@+ P)=](@+ @),
J(P)=J(@)
schliefen wir leicht
J(P) = J(Q)

d. h. inhaltsgleiche Polygone haben gleiches In-
haltsmaB.

§ 21,
Die Inhaltsgleichheit und das Inhaltsma8.

In § 20 haben wir gefunden, daB inhaltsgleiche Polygone
stets gleiches InhaltsmaB haben. Aus dieser Tatsache ent-
nehmen wir unmittelbar den Beweis desSatzes 30. Bezeichnen
wir nidmlich die gleiche Grundlinie der beiden Dreiecke mit g,
die zugehorigen Hohen mit # und 24, so schlieBen wir aus der
angenommenen Inhaltsgleichheit der beiden Dreiecke, daf
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dieselben auch gleiches InhaltsmaBhaben miissen, d. h.es folgt:

teh =% gk
und mithin nach Division durch } g
h=h";

dies ist die Aussage des Satzes 3o.

Auch 148t sich nunmehr die am SchluB von § 20 gemachte
Aussage umkehren. In der Tat, seien 2 und Q zwei Polygone
mit gleichem InhaltsmaB, so konstruieren wir gemiB Satz 29
zwei rechtwinklige Dreiecke 4 und E, von denen jedes eine
Kathete 1 besitzt und so, daBl das Dreieck 4 mit dem Poly-
gon P und das Dreieck E mit dem Polygon Q inhaltsgleich
ist. Aus dem am SchluB von § 20 bewiesenen Satze folgt dann,
daB 4 mit P und ebenso E mit Q gleiche InhaltsmaBie haben.
Wegen des gleichen InhaltsmafBies von 2 und Q folgt hieraus,
daB auch 4 und E gleiches Inhaltsma haben. Da nun diese
beiden rechtwinkligen Dreiecke in der Kathete 1 iiberein-
stimmen, so stimmen notwendig auch ihre anderen Katheten
iiberein, d.h. die beiden Dreiecke 4 und E sind miteinander
kongruent und mithin sind nach Satz 25 die beiden Polygone
P und @ einander inhaltsgleich.

Die beiden in diesem und dem vorigen Paragraphen gefun-
denen Tatsachen fassen wir in den folgenden Satz zusammen:

Satz 32. Zweri inkalisgleiche Polygone haben stets das gleiche
Inhaltsmaf, und zwei Polygone mit gleichem Inhallsmaf sind séets
einander inhallsgleich.

Insbesondere miissen zwei inhaltsgleiche Rechtecke mit
einer gemeinsamen Seite auch in den anderen Seiten iiber-
einstimmen. Auch folgt der Satz:

Satz 33. Zerlegt man ein Rechteck durch Gerade in mehrere
Dreiecke und liBt auch nur eines dieser Dreiecke fort, so kann
man mit den iibrigen Dreiecken das Rechteck nicht mehr aus-
fillent).

1) Hinsichtlich der merkwiirdigen Rolle, die dieser Satz 33 behufs

Erginzung der sogenannten ,,Kongruenzsitze im engeren Sinne* spielt,
vergleiche man den SchluB von Anhang IIL

5‘
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Dieser Satz ist von de Zolt?) und O. Stolz?) als Axiom
hingestellt und von F.Schur®) und W.Killing?) mit Hilfe
des Archimedischen Axioms bewiesen worden. Im Vorstehen-
den istgezeigt, daB derselbevolligunabhingigvondem
Archimedischen Axiom gilt.

Zum Beweis der Sitze 30, 31, 32 haben wir wesentlich die
in Kapitel III § 15 eingefiihrte Streckenrechnung benutzt, und
da diese im wesentlichen auf dem Pascalschen Satze (Satz 22)
oder vielmehr auf dem speziellen Falle (S. 40) desselben be-
ruht, so erweist sich fiir die Lehre von den Flicheninhalten
der Pascalsche Satz als der wichtigste Baustein.

Wir erkennen leicht, daB auch umgekehrt aus den Sitzen
28 und 30 der Pascalsche Satz wiedergewonnen werden kann.
In der Tat, aus der Parallelitit
derGeraden CB’ und C’ B folgt
nach Satz 28 die Inhaltsgleich-
heit der Dreiecke OB B’ und
OCC’; ebenso folgt aus der Par-
allelitit der Geraden C4’ und
AC’ die Inhaltsgleich-
heit der Dreiecke

044 und
> occ. Da
[44 B A hiernach auch

die Dreiecke 044’ und OB B’ einander inhaltsgleich sind,
so ergibt Satz 30, daB auch B A’ zu 4B’ parallel sein muB.

Von zwei nicht inhaltsgleichen Polygonen P und Q nennen
wir P inhaliskleiner bzw. inhallsgrifier als Q, je nachdem das In-

1) Principii della eguaglianza di poligoni preceduti .da alcuni critici
sulla teoria della equivalenza geometrica. Milano, Briola1881. Vgl.auch
Principii della eguaglianza di poliedri e di poligoni sferici. Milano,
Briola 1883.

2) Monatshefte fir Math. und Phys., Jahrgang 5, 1894.

3) Sitzungsberichte der Dorpater Naturf. Ges. 1892.

4) Grundlagen der Geometrie, Bd. 2, Abschnitt 5, § 5, 1898.
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haltsma8 /(P) kleiner oder groBer als /(Q) ausfillt. Es istnach
dem Vorstehenden klar, daB die Begriffe inhaltsgleich, inhalts-
kleiner und inhaltsgréBer sich gegenseitig ansschlieBen. Ferner
erkennen wir leicht, da8 ein Polygon, welches ganz im Innern
eines anderen Polygons liegt, stets inhaltskleiner als dieses
sein muB.

Hiermit haben wir die wesentlichen Sitze der Lehre von
den Flicheninhalten in der Ebene begrindet.

Bereits Gauf hat die Aufmerksamkeit der Mathematiker
auf die entsprechende Frage fiir den Raum gelenkt. Ich habe
die Vermutung der Unméglichkeit einer analogen Begriindung
der Lehre von den Inhalten im Raume ausgesprochen und
die bestimmte Aufgabe?) gestellt, zwei Tetraeder mit gleicher
Grundfliche und von gleicher Hohe anzugeben, die sich auf
keine Weise in kongruente Tetraeder zerlegen lassen, und die
sich auch durch Hinzufiigung kongruenter Tetraeder nicht zu
solchen Polyedern erginzen lassen, fiir die ihrerseits eine Zer-
legung in kongruente Tetraeder moglich ist.

M. Dehn?) ist dieser Nachweis in der Tat gelungen; er
hat damit in strenger Weise die Unmoglichkeit dargetan, die
Lehre von den riumlichen Inhalten 8o zu begriinden, wie dies
im Vorstehenden fiir die ebenen Inhalte geschehen ist.

Hiernach wiren zur Behandlung der analogen Fragen fiir
den Raum andere Hilfsmittel, etwa das Cavalierische Prinzip
‘heranzuziehen¥).

1) Vgl. meinen Vortrag ,Mathematische Probleme** Nr. 3.

2) ,,Uber raumgleiche Polyeder*, Gottinger Nachr. 1900, sowie,,Uber
den Rauminhalt, Math. Ann.Bd. 55. 1902, vgl.ferner Kagan, Math, Ann.
Bd. 57.

3)5;111: der erste Teil des Satzes 32, sowie Satz 30 und Satz 33 gelten
analog fiir den Raum; vgl. etwa'Schatunowsky, ,,Uber den Raum-
inhalt der Polyeder, Math. Ann, Bd. §7. M. Dehn hat in der Abhand-
lung: ,,Uber den Inhalt sphirischer Dreiecke*’, Math. Ann. Bd. 60 ge-
zeigt, daB man die Lehre vom Flicheninhalt in der Ebene auch ohne
das Parallelenaxiom allein mit Hilfe der Kongruenzsitze begriindenkann.
Siehe ferner Finzel, ,Die Lehre vom Flicheninhalt in der allgemeinen
Geometrie*, Math., Ann. Bd. 72.



Kapitel V.
Der Desarguessche Satz.

§ 22.

Der Desarguessche Satz und der Beweis desselben in
der Ebene mit Hilfe der Kongruenzaxiome.

Von den im Kapitel I aufgestellten Axiomen sind diejenigen
der Gruppen II—V simtlich teils lineare, teils ebene Axiome;
die Axiome 4—8 der Gruppe I sind die einzigen riumlichen
Axiome. Um die Bedeutung dieser riumlichen Axiome klar
zu erkennen, denken wir uns irgendeine ebene Geometrie
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