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Vorwort.

Der vorliegende zweite Band meines Lehrbuches der Elektro-
dynamik bietet ebenso wie der erste, einige Besonderheiten dar, die
ich hier kurz erwihnen mdéchte.

Ich habe den ganzen Stoff in zwei Abschnitte eingeteilt, wobei
zunichst die Grundlagen und dann die Probleme der makroskopischen
Theorie behandelt werden.

Da die allgemeinen Gesetze — einschlieBlich der relativistischen
Formulierung der Elektrodynamik — als schon (aus dem I. Bande)
bekannt anzusehen sind, konnte ich im ersten Abschnitt neben der
gewohnlichen dreidimensionalen Form der Grundgleichungen auch die
vierdimensionale (relativistisch invariante) Form angeben. Dadurch
ist es moglich gewesen, die Feldgleichungen und die Ausdriicke fiir
die Energie und Krifte nicht nur fiir ruhende Kérper, sondern gleich-
zeitig fiir bewegte Korper aufzustellen, wobei sich unter anderem eine
nicht unwesentliche Berichtigung der erwihnten Ausdriicke ergeben
hat. Ich habe ferner versucht, die iibliche Einteilung der linearen
GroBen (Ladungs- und Stromdichte, Feldstirken und Erregungen?) in
die den freien (Leitungs-) Elektronen und den gebumdenen Elektronen
zugehoérigen Anteile auch fiir die quadratischen Groéfen konsequent
durchzufiithren, wodurch eine erhebliche Vertiefung und Prizisierung
der entsprechenden Begriffe (Energie, Strahlung, Spannungen) fiir die
materiellen Korper erzielt worden ist. Zum SchluBl des zweiten Kapitels
sind die allgemeinen Begriffe durch Heranziehung der Thermodynamik
und der Elastizititstheorie konkretisiert und auf thermische und
elastische Gleichgewichtszustinde angewandt worden.

Im dritten Kapitel habe ich die ,,quasimikroskopische’ Theorie der
elektromagnetischen Eigenschaften der materiellen Korper entwickelt,
und zwar ohne mich in die Einzelheiten zu vertiefen habe ich die
Gesamtheit aller GréSen und Erscheinungen betrachtet, welche fiir
diese Eigenschaften (elektrische und magnetische Suszeptilitit, optische
Gyration, Dispersion, Absorption, Widerstand und elektrolytische
Polarisation) maBgebend sind.

Im zweiten Abschnitt, bei der Behandlung der Grundprobleme der
makroskopischen Theorie, habe ich einen gegeniiber dem gewdhnlichen

1) Es sei bemerkt, daB ich eine zur iiblichen verkehrte Definition und Be-
zeichnung der magnetischen Feldstirke und magnetischen Erregung eingefiihrt
und im ganzen Buche benutzt habe.
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entgegengesetzten Weg eingeschlagen, indem ich zunichst die allgemeine
und exakte Theorie der Schwingungsvorginge, dann die angenzherte
Theorie der langsamen Schwingungen (quasi-stationire Vorginge) und
schlieBlich die rein statischen Erscheinungen behandelt habe. Wenn
einfache Dinge von einem héheren Standpunkte aus betrachtet werden,
so erhalten sie eine tiefere Bedeutung, wobei die entsprechenden physi-
kalischen oder formellen Zusammenhinge klar zutage treten. Diese
Anordnung scheint mir einen bedeutenden Vorzug zu haben gegeniiber
der iiblichen Darstellungsweise, wo ganz dhnliche Fragen, wie z. B. die
galvanischen, elektrostatischen und magnetostatischen Erscheinungen,
getrennt voneinander in ‘verschiedenen Abschnitten der Elektizititslehre
behandelt werden.

Was die allgemeinen Schwingungsvorgiange anbetrifft, so habe ich
hier neben der {iiblichen analytischen Methode der Integration der
makroskopischen Feldgleichungen manchmal auch die direkte Methode
der Integralgleichungen (in #uBerst einfacher Form), welche dem
Standpunkte der Fernwirkungstheorie entspricht, benutzt. Auf diese
Weise 148t sich der Mechanismus der betreffenden Erscheinungen
verstehen, wobei die rein formelle Bedeutung der ,,Nahwirkungs-
theorie”, deren Ausdruck man in der Differentialform der Feld-
gleichungen zu sehen pflegt, klargemacht wird. — Gelegentlich habe
ich die Beziehung der Optik der quasi-homogenen Medien zur
Mechanik (im Hamiltfon-Schrédingerschen Sinne), ferner die Theorie der
riumlichen Wellengruppen (,,Wellenpakete) und die Theorie der
elektrischen Eigenschwingungen etwas ausfiihrlicher entwickelt, als
dies iiblich ist, wegen der wichtigen Bedeutung dieser Fragen in der
modernen Mikrophysik (die im III. Bande zu behandeln ist).

Die vollstindige Behandlung (d. h. rechnerische Durchfiihrung) der
Probleme der freien und erzwungenen elektrischen Schwingungen, wie
auch der entsprechenden statischen Probleme, erfordert einen sehr um-
fangreichen und ziemlich komplizierten mathematischen Apparat.
Dieser Apparat reduziert sich hauptsichlich zur Methode der komplexen
Integration (Darstellung der gesuchten und bekannten Funktionen durch
Integrale im komplexen Gebiet) und besonders zur Methode der Reihen-
entwicklung. Leider konnte ich auf eine ausfiihrliche Darstellung dieser
Dinge nicht eingehen, um den Umfang meines Buches nicht zu erweitern.
Dies wire iibrigens kaum nétig, da die entsprechenden Fragen in vielen
Biichern iiber die Differentialgleichungen der mathematischen Physik
behandelt werden (besonders schén und vollkommen in der ,,Neuaus-
gabe* von Riemann-Weber durch R. Mises und P. Framck). Um
die physikalischen Begriffe durch mathematische Schwierigkeiten
nicht zu komplizieren, habe ich im zweiten Abschnitt mdglichst
elementare Losungsmethoden benutzt. Die allgemeine Theorie der
kriimmungslinigen Koordinaten und der Reihenentwicklung nach den
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harmonischen Funktionen oder den Eigenfunktionen dieser Koordinaten
habe ich anhangsweise kurz entwickelt und auf die einfachsten (teilweise
schon geldsten) statischen und Schwingungsaufgaben angewandt.

Der in den zwei ersten Binden zuriickgelegte Weg umschlieBt also
— obwohl selbstverstindlich sehr umvollkommen, besonders hinsicht-
lich der verschiedenen speziellen Probleme — das eigentliche Gebiet
der , klassischen Elektrodynamik“ (und Mechanik). In der von mir be-
nutzten Darstellungsweise erscheint dieser Weg als das Uberschreiten
eines Gebirges, wobei im ersten Bande man auf der einen etwas 6den
Seite bis zum Gipfel aufsteigt, um dann im zweiten Bande auf der
anderen griinen und belebten Seite wieder ins Tal zuriickzukommen.
Der noch fehlende dritte Band soll dem Eindringen in diesen Berg ge-
widmet werden, durch den Tunnel, welcher eben von manchen Forschern
energisch durchgelegt wird, zum Anfangspunkt zuriick.

Zum SchluB mochte ich den Herren Dr. J. Dorfmann und Dr.
G. Griinberg fiir die Durchsicht eines Teiles des Manuskriptes herzlich
danken, ebenso Frl. Dr. H. Miiller, die mir bei der Korrekturarbeit
in der freundlichsten Weise sehr viel geholfen hat. Dem Verlage
Julius Springer mochte ich fiir die iibliche GroBziigigkeit ebenfalls
meinen tiefsten Dank aussprechen.

Leningrad, Ende 1927. J. Frenkel.
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Erster Abschnitt.

Allgemeine Grundlagen
der makroskopischen Theorie.
Erstes Kapitel.

Die Grundgleichungen des makroskopischen
elektromagnetischen Feldes.,

- § 1. Abhéngigkeit der gemittelten FeldgroBen von den
gemittelten SubstanzgriBen.

1. Definition der Mittelwerte verschiedener GréBen.

Die elektromagnetischen Erscheinungen in materiellen Kérpern, die
aus einer sehr grofien Anzahl von elementaren Teilchen — Molekiilen,
Atomen oder Elektronen — bestehen, sind auBerordentlich kompliziert.
Eine genaue Beschreibung dieser Erscheinungen ist praktisch unmdglich
und sogar kaum notig, denn unsere Sinnesorgane und Beobachtungs-
mittel sind zu grob, um uns zu erlauben, die Einzelheiten solcher kompli-
zierter Erscheinungen wahrzunehmen. Damit ist nicht gemeint, daB
wir im allgemeinen nicht imstande sind, die elementaren Vorginge, wel-
che in den einzelnen Kirperteilchen stattfinden, zu beobachten. Es han-
delt sich vielmehr um die empirische Beschreibung und theoretische Be-
urteilung der elektromagnetischen Vorginge in Systemen, die aus einer
ungeheuren Anzahl solcher Teilchen bestehen. Dabei sollen die von
der GroBe dieser Zahl herrithrenden Komplikationen irgendwie aus-
geschlossen werden, d.h. wir miissen die wirklichen Erscheinungen
durch bestimmte vereinfachte ersetzen, die mit den wirklichen hinsicht-
lich ihrer beobachtbaren Effekte dquivalent sind.

Diese vereinfachten Ersatzerscheinungen bilden den Gegenstand der
makroskopischen Theorie. Die Vereinfachung besteht im Prinzip in einer
Ausglattung der mikroskopischen Inhomogenititen,d. h.der Schwankungen,
welche die verschiedenen elektromagnetischen GréBen innerhalb sehr
Kleiner rdumlicher und zeitlicher Gebiete wegen der diskontinuierlichen
Verteilung der elektrischen Elementarladungen und ihrer raschen Be-
wegung erfahren. Um diese Begriffe zu prizisieren, wollen wir unter
einem ,,sehr kleinen oder ,,mikroskopischen Raumgebiet ein solches
Raumgebiet verstehen, dessen lineare Abmessungen L von der GroBen-
ordnung des mittleren Abstandes der Nachbarmolekiile des betrachteten
Korpers sind. Mit anderen Worten: ein mikroskopisches Raumgebiet

Frenkel, Elektrodynamik II, 1



2 Die Grundgleichungen des makroskopischen elektromagnetischen Feldes.

soll das durch ein Molekiil durchschnittlich eingenommene Volum be-
deuten. Ferner wollen wir ein ,,sehr kleines’ oder mikroskopisches
Zeitintervall T definieren als ein Zeitintervall von der GréB8enord-
nung der natiirlichen Umlaufs- bzw. Schwingungsperiode der Elek-
tronen (oder Ionen), aus welchen die betrachteten Molekiile aufge-
baut sind.

Die obenerwihnte ,,Ausglattung der mikroskopischen Unhomogeni-
titen fiir irgendwelche elektromagnetische GréB8e F, die als eine ge-
gebene Orts- und Zeitfunktion zu behandeln ist, kann man nun allgemein
definieren als den Ersatz des wirklichen Wertes dieser Funktion fiir
einen bestimmten Raumzeitpunkt durch seinen Mittelwert in einem
diesen Punkt enthaltenden mikroskopischen Raumzeitgebiet von be-
liebiger, aber fiir alle Punkte derselben Gestalt und GroBe. Es ist

dieser Mittelwert F, welcher in der makroskopischen Theorie statt des
wirklichen Wertes F betrachtet wird.

Eine solche Betrachtungsweise hat, wie leicht einzusehen, gewisse
prinzipielle Grenzen, auBBerhalb deren sie jeden physikalischen Sinn ver-
liert. Und zwar ist sie nur dann erlaubt und vorteilhaft, wenn die mi-
kroskopischen Lingen und Zeiten (L, T) klein genug im Vergleich mit
den entsprechenden ,,makroskopischen‘‘ GréBen sind. Im Falle schwin-
gungs- bzw. wellenartiger elektromagnetischer Vorginge sind diese ma-
kroskopischen Lingen- und Zeiteinheiten in einer ganz natiirlichen und
unzweideutigen Weise durch die Wellenlinge A und die Schwingungs-
periode v festgelegt. Sonst bleiben sie gewissermafBen unbestimmt, ja
sogar willkiirlich.

Eine konsequente makroskopische Theorie der Fortpflanzung elek-
tromagnetischer Wellen in einem materiellen Koérper ist also im all-
gemeinen nur dann méglich, wenn die Ungleichungen

A>SL, ©>T (1)

erfiillt sind, d. h. wenn die Wellen nicht zu kurz sind oder wenn die
Materie nicht zu verdiinnt ist.

Solange L sehr klein im Vergleich zu 4 bleibt, kann man das Orts-
mittel der Funktion F fiir esn mikroskopisches Gebiet ersetzen durch das
entsprechende Mittel fiir ein mikroskopisch sehr groBes Gebiet, welches
eine sehr groBe Anzahl von Molekiilen enthilt und trotzdem sehr klein
gegen das makroskopische Einheitsvolumen (43) ist. Dies ist besonders
bei amorphen Kérpern notwendig wegen der nicht ganz regelmiBigen
Anordnung der Nachbarmolekiile.

Ein solches ,,erweitertes’* Ortsmittel stellt im allgemeinen auch
das Zeitmittel der betrachteten Funktion dar, denn die zeitlichen
Schwankungen, welche von der Bewegung der Elektronen in den ein-
zelnen Molekiilen herriihren, zerstéren sich gegenseitig bei Zusammen-
setzung vieler Molekiile.
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2. Bestimmung der Mittelwerte der FeldgroBen.

Wir wenden uns jetzt speziell dem Falle zu, daB F eine elektromagne-
tische FeldgroBe (elektrische oder magnetische Feldstirke, Potential
usw.) bedeutet. Nach der allgemeinen Theorie, die im ersten Bande
entwickelt worden ist, kann sie — jedenfalls prinzipiell ~— bestimmt
werden, falls die Lage aller den betrachteten Korper bildenden Ele-
mentarladungen (Elektronen) zu jeder Zeit bekannt ist. Diese Bestim-
mung kann auf zwei verschiedene Weisen geschehen, und zwar ent-
weder direkt, mittels der Integralausdriicke fiir das elektromagnetische
Feld (oder Potential) jedes einzigen Elektrons, eder sndirekt, mittels
der Differentialgleichungen, welche die raumzeitlichen Ableitungen von
F mit der rdumlichen Dichte s der Elektrizitit (d. h. der Ladung, des
Stromes, der Polarisation usw.) verkniipfen. Fiir die ,,mikroskopische”
Theorie sind beide Methoden physikalisch wie mathematisch vollkommen
dquivalent. Anders ist es mit der makroskopischen Theorie, wo wir
nicht die wirklichen Werte von F, sondern nur die mikroskopischen

Mittelwerte F brauchen. Hier erweist sich die indirekte Methode in
mathematischer Hinsicht viel einfacher als die direkte, denn die Mittel-
wertsbildung 14Bt sich schon wor der Integration der Feldgleichungen
vollziehen. Schreibt man nidmlich diese Differentialgleichungen sym-
bolisch in der Form

DF)=s, (2)

so gilt wegen der Linearitdt des Differentialausdruckes D (F) in bezug
auf F

D(F)=D(F), (22)
und folglich

D(F)=s. (2Db)

Wir wollen die Formel (2a), wegen ihrer fundamentalen Bedeutung fiir
den weiteren Aufbau der makroskopischen Theorie, etwas niher be-
trachten und strenger beweisen.

Es seien die riumlichen Koordinaten des betrachteten Punktes P
und die Zeit durch %,, x,, %3, %, bezeichnet. Die entsprechenden Grofen
fiir einen benachbarten Punkt P’ seien #y, x5, 3, ;. Den mikroskopi-
schen Mittelwert von F in P definieren wir durch die Formel
SIS F (af, #!, 25, 2{) dxidxjdxgdsg 3)

[{ffdx daxfdxgdx] ’
wobei die Integration auf ein den Punkt P enthaltendes mikroskopisches
Raumzeitgebiet erstreckt werden muf. Wir kénnen uns P als Mittel-
punkt dieses Gebiets denken. Setzt man

F (%1, %, %3, %) =

x:x_xa= €x
und
Axy, dxg, dxgy, dxy=d& dE,dE;dE,=d 2,
1*
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so wird
F (2, %, %y %) = %)IF (%t &y, %+ &y 2y + &5, %4+ £0) A2 . (32)

In dem rechtsstehenden Integral treten die Koordinaten des betrach-
teten Punktes als Parameter auf. Differenziert man es nach einem
dieser Parameter und beachtet, daf3

F:} b7} a P
—F(x1—|—§1, .. ) = EF(xl—{-El, .. ) == a—xiF(xl,. )

Oxy

ist, so erhidlt man
0 = 10 ,
"97“1‘—"(?51, .. )=§J'RF(X1, .. ) dQ ,

5‘;’,—“1:(:;1, )= F ). (3b)
Diese Formel 14Bt sich sofort auf einen beliebigen Differentialope-
rator D verallgemeinern.

Neben dem Vorteil der mathematischen Einfachheit hat aber die
indirekte Methode gegeniiber der direkten den Nachteil der physikali-
schen Unanschaulichkeit und Formalitdt. Um den physikalischen Sinn
ihrer Resultate sich klarmachen zu kénnen und einen tieferen Einblick
in den Mechanismus der elektromagnetischen Erscheinungen in mate-
riellen Kérpern zu gewinnen, mu8 man diese Resultate — wenigstens
in den einfachsten Fillen — auch nach der direkten Methode ableiten
und interpretieren.

§ 2. Abhingigkeit der gemittelten SukstanzgréBen von den
gemittelten Feldgrofen.

Fiir die Bestimmung von F nach der indirekten Methode ist die
genaue Kenntnis der wirklichen Elektrizititsverteilung nicht nétig; wir
brauchen nach (2b) nur den mikroskopischen Mittelwert der entspre-
chenden Dichtefunktion s zu wissen. Dieser Mittelwert s ist aber im
allgemeinen nicht vorgegeben, sondern muf selbst als eine bestimmie

Funktion des gemittelten Feldes F betrachtet werden. Die Gestalt dieser
Funktion

s=5(F) (@)
hidngt von den speziellen elektromagnetischen Eigenschaften des ent-
sprechenden Korpers ab; ferner von dem Charakter des zu behan-
delnden Vorgangs, z.B. im einfachsten Falle von rein sinusoidalen
Schwingungsvorgingen von der Schwingungsfrequenz (oder der Wellen-
linge), und schlieBlich gewissermaBen auch von der Art der Mittel-
wertsbildung, d.h. von der GroéBe des gewihlten mikroskopischen
Raumzeitgebietes. Wir werden aber im folgenden den letzten Um-
stand auBer acht lassen, was in ziemlich weiten Grenzen erlaubt scheint.
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Es sei bemerkt, daB diese Grenzen durch den Charakter des fiir

die Funktion s (F) gemachten Ansatzes tatsichlich festgelegt werden
(s. unten).

1. Allgemeine Ansitze und Einfiihrung von Material-
konstanten.

Die genaue Ermittlung der Funktion (4) bildet eine Aufgabe, die
auBerhalb der makroskopischen Theorie liegt und ein tieferes Ein-
dringen in die Mechanik der einzelnen Molekiile und Elektronen
erfordert. Die allgemeinen Prinzipien einer solchen ,,mikroskopischen‘
Mechanik, die wir im ersten Bande aufgestellt haben, erweisen sich aber
dabei als inexakt und unvollkommen. Thre Berichtigung und Vervoll-
stdndigung wollen wir nur im dritten Bande unternehmen, wo auBer
der neuen Quantenmechanik auch die quantentheoretische Umgestal-
tung der Elektrodynamik dargelegt werden soll.

Verzichtet man also auf die exakte Lésung des mikromechanischen
Problems, welche zur Ermittlung der Funktion (4) notwendig ist, so
bleiben zwei Methoden {ibrig, um die Gestalt dieser Funktion wenigstens
niherungsweise festzustellen.

In der ersten, rein phinomenologischen Methode wird ein ganz be-
stimmter, moglichst einfacher Ansafz iiber die Funktion s (F) gemacht.
Und zwar wird angenommen, daB die GréBe s oder ihre Komponenten

sich linear durch die Komponenten von F bzw. durch deren Ableitungen
nach den rdumlichen Koordinaten und nach der Zeit ausdriicken. Die
Koeffizienten dieses linearen Zusammenhanges betrachtet man dabei als
bestimmte Materialkonstanten, welche die elektromagnetischen Eigen-
schaften des betreffenden Korpers charakterisieren und sich empirisch
bestimmen lassen (sie kénnen dabei selbstverstandlich auch von der Art
des betrachteten Vorganges, z. B. von der Schwingungsfrequenz, ab-
hingen). — Diese Betrachtungsweise ist der iiblichen Betrachtungsweise
der Elastizititstheorie und der Hydrodynamik, wobei das obenerwihnte

lineare Gesetz fiir die Funktion s (F) dem Hookeschen Gesetz oder dem
Reibungsgesetz entspricht, ganz analog.

In der zweiten, gewissermaBen mikroskopischen Methode wird ein
dem Hookeschen Gesetz analoger Ansatz fiir die eimzelnen Kérper-
molekiile (oder Atome) gemacht. Und zwar nimmt man an, da8 die Elek-
tronen, aus welchen diese Molekiile bestehen, miteinander guasielastisch
gebunden sind, d. h. bei einer Verschiebung aus ihren (relativen) Gleich-
gewichtslagen eine riickireibende Kraft erfahren, die dieser Verschiebung
proportional ist. Obwohl eine solche Annahme sicher unrichtig ist,
fiihrt sie trotzdem zu Resultaten, die mit den Erfahrungstatsachen und
mit den Ergebnissen der exakten quantenmechanischen Theorie in
voller Ubereinstimmung sind.



6 Die Grundgleichungen des makroskopischen elektromagnetischen Feldes.

Es sei daran erinnert, daB die elektromagnetischen Eigenschaften
eines Molekiils durch Angabe seiner elekirischen und magnetischen Mo-
mente verschiedener Ordnung charakterisiert werden kénnen. Den Ein-
fluB AuBerer, z. B. von den anderen Molekiilen herrithrender Krifte
kann man folglich durch die zus#tzlichen, von diesen Kriften ,,indu-
zierten* elektromagnetischen Momente des betrachteten Molekiils cha-
rakterisieren. Fiir den Spezialfall zeitlich konstanter duBerer Krifte
haben wir diese Frage schon im ersten Bande (Kap. IV, § 8) behandelt;
die dort betrachteten ,,reellen Systeme’ entsprechen vollkommen dem
oben definierten ,,quasielastischen‘’ Modell eines Molekiils. Gewdhnlich
pflegt man nur die elektrischen und magnetischen Momente erster Ord-
nung (,,Dipolmomente) zu beriicksichtigen. Sind diese Momente be-
kannt, so ist es leicht, ihre Mittelwerte zu berechnen, d. h. die elek-
trische und magnetische Polarisation des betrachteten Kérpers als li-
neare Funktion der entsprechenden gemittelten Feldgr6Ben zu bestim-
men. Die auf diese Weise bestimmte Funktion ist selbstverstindlich

identisch mit der linearen Funktion s (¥) der phdnomenologischen Theorie,
wobei die in der letzteren auftretenden makroskopischen Materialkon-
stanten sich durch die entsprechenden Molekularkonstanten (Kompo-
nenten des Polarisationstensors) ausdriicken lassen.

2. Behandlung von Schwingungsvorgingen in der quasi-
elastischen Theorie.

Wir sehen also, daB im Falle zeitlich konstanter Felder die phino-
menologische und die quasielastische Theorie vollkommen #quivalent
sind. Der Vorteil der letzteren liegt aber in dem Umstand, daf sie auch
auf den allgemeinen Fall zeitlich variabler Felder mit vollem Erfolg an-
gewandt werden kann. Es handelt sich dabei um die Integration der
Bewegungsgleichungen der quasielastisch gebundenen Elektronen unter
dem kombinierten Einflu der duBeren Kréfte einerseits und der ihrer
Verschiebung proportionalen inneren Krifte andererseits. Diese Frage
werden wir im 3. Kapitel eingehend betrachten. Hier sei zur Erldute-
rung der Begriffe das einfachste Beispiel eines ,linearen Oszillators®,
d. h. eines Elektrons, das nur in einer bestimmten Richtung (x) sich
verschieben kann, behandelt.

Die Gleichgewichtslage sei # = 0. Wir denken uns in dieser Lage
ein’ zweites unbewegliches Elektron mit der entgegengesetzten La-
dung —e. Das elektrische Moment des durch die beiden Elektronen
gebildeten Dipols ist folglich p = ex. Die innere quasielastische Kraft
wollen wir mit — 2x bezeichnen. Dabei bedeutet % einen konstanten
Faktor, welcher die Stirke der Bindung charakterisiert. Bei Anwesen-
heit eines duBeren elektrischen Feldes mit der zeitlich konstanten Feld-
stiarke E (in der x-Richtung) verschiebt sich die Gleichgewichtslage des be-
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weglichen Elektrons nach x = e—k— . Vergleichen wir das entsprechende
2
induzierte Dipolmoment $ = ex = % E mit dem Ausdruck p =« E auf
S. 120 des ersten Bandes, so ergibt sich die folgende Formel fiir den
statischen Polarisationskoeffizient o:
x=-. (5)

Es sei nun FE eine zeitlich variable Gré8e. Dann lautet die Bewegungs-
gleichung des Elektrons, wenn m seine Masse bedeutet:

d*x

mm=—kx+eE. (6)

Die Integration dieser Gleichung bei Fehlen der duBeren Kraft (E = 0)
ergibt bekanntlich

x=acoswyt-+ bsinwyt (7)

wy = V% . (7a)

Wir bekommen also ungedimpfte freie Schwingungen mit der ,,natiir-

mit

. )
lichen*‘ Frequenz vy = Z: .

Im Falle eines harmonisch mit der Frequenz v= % schwingenden
Feldes
E =E,cos (wt— )
laBt sich die Gleichung (6) 16sen durch den einfachen Ansatz
% = % COS (Wi — @) .

.. d%x 2
Dabei wird wegen —; =—w?x

(F—mw?)x=¢eE,
d. h. wegen (7a)

e E e FE
S mei—w Tk, o ®)
~
und folglich
p=ouE (8a)
mit
o
Uy = — 5= . (8b)
1— e 1— 7

Sofern es also die erzwumgemen Schwingungen unseres Oszillators
anbetrifft, kann man ihn, ebenso wie im statischen Falle, durch einen
bestimmten dynamischen oder ,harmonischen’ Polarisationskoeffi-
zienten o, charakterisieren.
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Im allgemeinen Falle eines unharmonisch schwingenden Feldes bleibt
die Abhingigkeit des Dipolmomentes von der Feldstirke zwar linear,
kann aber durch eine Formel vom Typus (8a), die der einfachsten
,,Sstatischen Form des Hookeschen Gesetzes entspricht, nicht aus-
gedriickt werden. Wir bekommen vielmehr fiir  eine Fourierreihe
oder ein Fourierintegral von der Gestalt

p:zawEm, bZW. p=jawdEm, (9)
0

je nachdem E eine periodische oder unperiodische Funktion der Zeit
darstellt, wobei E,, bzw. dE, seine harmonischen Komponenten be-
deuten (E= JE, oder E = f dE,). Will man auch die freien Schwin-
gungen des Elektrons bertiicksichtigen, so mu3 man zu den angegebenen
Ausdriicken fiir p noch die der Formel (7) entsprechenden Glieder hin-
zufiigen.

Die angefiihrten Erorterungen machen es klar, daB die makroskopi-
sche Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen in materiellen Kor-
pern zundchst nur fiir rein harmonische Schwingungsvorginge entwickelt
werden kann (die statischen Erscheinungen sind dabei als Grenzfall bei
verschwindendem @ zu betrachten). Die allgemeine Losung des ent-
sprechenden Problems fiir beliebige elektromagnetische Vorginge 14Bt
sich dann leicht als eine Superposition solcher harmonischer Lésungen
darstellen. -~

Die Materialkonstanten, welche in den linearen Funktionen s (F)
auftreten, haben nur fiir diese harmonischen Lésungen bestimmte Werte,

die im allgemeinen den mit dem Faktor lw, multiplizierten Werten
'
dieser Konstanten fiir den statischen Fall gleich sind.

Die fiir ungeddmpfte harmonische Schwingungen abgeleiteten Re-
sultate lassen sich in einer ganz formalen Weise ohne Zerlegung in ein
Fourierintegral auf den Fall gedimpfter harmonischer Schwingungen
tibertragen. Eine Schwingung dieser Art (fiir die elektrische Feld-
stirke E) kann man durch den reellen Teil des Ausdrucks Ey*®? mit
einer komplexen Frequenz und einer im allgemeinen auch komplexen
Amplitude darstellen. Setzt man namlich w =o'+ ‘0" und
E,=|Ey e?? =E' —4iE”, wo o',»"” E' und E" reelle GroBen sind,
so wird

R (Ege~i@t) = |Ey| 6"t cos (w't— @) = e~*"* (E’ cos @'t + E'’ sin o' ¢).

Wir bekommen also eine gedimpfte Schwingung mit der Frequenz w’,
der Diampfungskonstante o’ (> 0) und der urspriinglichen Amplitude
Ey|. ‘

Wegen der Linearitit der Bewegungsgleichung (6) kann man die
erzwungenen Schwingungen des Oszillators durch den reellen Teil der
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Lésung (8) bestimmen, wenn man dort fiir E den allgemeinen kom-
plexen Ansatz E = E,¢!“* macht. Dabei muB man selbstverstindlich
fiir den harmonischen Polarisationskoeffizienten «, einen komplexen
Wert bekommen.

Wir kénnen uns ferner vorstellen, daB die natiirlichen Schwingungen
des Oszillators auch gedimpft sind (wir werden spiter sehen, dafl dies
im allgemeinen tatsichlich der Fall ist). Diese natiirliche Dimpfung
laBt sich formal beriicksichtigen durch Einfithrung einer komplexen
Schwingungsfrequenz w,= wy + twy. Dynamisch kann sie erklirt
werden durch Hinzufiigung einer z. B. der ersten oder dritten Ab-
leitung von x proportionalen ,,Reibungskraft* auf der rechten Seite der
Bewegungsgleichung (6). Dabei muf8 der Polarisationskoeffizient o,
auch fiir ungeddmpfte erzwungene Schwingungen einen komplexen
Wert haben, der neben der Amplitude dieser Schwingungen auch ihre
Phasenverschiebung (gegen E) bestimmen soll.

3. Drehbewegung von Dipolmolekiilen und fortschreitende
Bewegung von Ionen.

Die oben skizzierte quasielastische Theorie betrachtet nur die rela-
tive Bewegung der gebundenen Elektronen, aus denen ein Molekiil be-
steht, in bezug auf den Mittelpunkt dieses Molekiils oder eher auf ein
mit ihm fest verbundenes Koordinatensystem. Sie ist deshalb ohne wei-
teres nur auf den Fall idealer fester Korper, wo die Molekiile sich als
ganze weder drehen noch verschieben koénnen, anwendbar. Im Falle
fliissiger und gasférmiger Koérper (und zum Teil auch wirklicher fester
Korper) muB man noch diese Drehungs- und Verschiebungsbewegung
der Molekiile in Betracht ziehen. Die erstere ist besonders zu beriick-
sichtigen, wenn die betrachteten Molekiile (oder Atome) ein festes
(,,natiirliches’) elektrisches oder magnetisches Moment besitzen; in-
folgedessen miissen sie sich in einem AuBeren Felde mehr oder minder
in der entsprechenden Richtung orientieren und auf diese Weise einen
gewissen Beitrag zur vollstindigen elektrischen oder magnetischen
Polarisation des betreffenden Korpers, unabhingig von der relativen
Verschiebung der gebundenen Elektronen, beibringen.

Was die Verschiebungsbewegung anbetrifft, so spielt sie eine sehr
wichtige Rolle, wenn die Molekiile geladen sind, d. h. einen UberschuB
von positiven oder negativen Elektronen besitzen. Solche geladenen
Molekiile oder Atome pflegt man als Jonen zu bezeichnen. Einen Spe-
zialfall der Ionen bilden die fre: beweglichen oder ,,freien Elektronen,
die in festen und fliissigen Metallkérpern stets vorhanden sind und ihre
charakteristische elektrische Leitfihigkeit bedingen. In anderen nicht-
metallischen Kérpern treten solche Elektronen nur ausnahmsweise auf.
Die elektrische Leitfahigkeit dieser Kérper, sofern sie nicht vollkommene
Isolatoren sind, ist also auf den Umstand zuriickzufithren, daB sie wenig-
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stens teilweise nicht aus neutralen Molekiilen (oder Atomen), sondern
aus Ionen bestehen, die eine gewisse Beweglichkeit besitzen.

Unter der Wirkung eines duBeren elektrischen Feldes miissen die
,»freien“ Elektronen und die Ionen eine zusitzliche Geschwindigkeit in
der Richtung der auf sie ausgeiibten Krifte bekommen. Diese zusitz-
liche Bewegung dullert sich als der durch das betrachtete Feld hervor-
gerufene elektrische Ledtungssirom. Nach dem Ohmschen Gesetze ist
die Stirke dieses Stromes immer proportional der entsprechenden elek-
trischen Feldstirke. Um diesen phinomenologischen Zusammenhang
beider GréBen, die der iiblichen Form des Reibungsgesetzes fiir die Be-
wegung fester Korper in Gasen und Fliissigkeiten entspricht, zu erklidren,
muB man eine mikroskopische Reibungstheorie aufbauen, nach welcher
die freien Elektronen und Ionen bei ihrer Bewegung im betreffenden
Korper eine Reibungskraft erfahren, die der mittleren Geschwindigkeit
proportional ist und die der ZuBeren Kraft das Gleichgewicht hilt.
Dem Polarisationskoeffizienten eines gebundenen Elektrons entspricht
hier die Beweglichkeit eines ,,freien* Elektrons (oder Ions), die man ge-
wéhnlich als das Verhéltnis der mittleren Geschwindigkeit v zu der
eingeprigten (duBeren) Feldstirke E definiert. Fiihrt man noch den

Retbungskoeffizienten #, den wir als Verhiltnis der duBeren Kraft zu
der mittleren Geschwindigkeit definieren wollen, so wird

dv=¢E (10)
und folglich fiir die Beweglichkeit

B=5. (102)
Es sei bemerkt, daB die Formel (10) oder, was dasselbe ist,

7=8E, (10b)

streng genommen nur fiir statische oder harmonisch schwingende Felder
gilt, ebenso wie (8a). Dabeiist §als eine bestimmte Funktion der Schwin-
gungszahl @ zu betrachten.

§ 3. Die Differentialgleichungen des makroskopischen Feldes.

1. Trennung der Beitragen der freien und der gebundenen
Elektronen; Erregungsgréfen.

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir uns zur tatsichlichen Auf-
stellung der Differentialgleichungen des gemittelten oder makroskopischen
elektromagnetischen Feldes in materiellen Kérpern wenden. Wir miissen
also statt der symbolischen Gleichung (2b) die Maxwell-Lorentzschen
Gleichungen einfiilhren. Der Einfachheit halber wollen wir die die
Mittelwertsbildung bezeichnenden Querstriche weglassen, d. h. unter
F (€, ) und s(j, o) die mikroskopischen Mittelwerte der entsprechenden
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GroBen verstehen. Die Grundgleichungen des makroskopischen Feldes
werden dann formal identisch mit den Gleichungen I und II auf
S.132 des ersten Bandes. Es gilt also mit den iiblichen Bezeich-
nungen:

divy =0
I
rot@—l——t—%%: @
und
div€=4mnp
I1
rotbf%%=4n1 &

Die mittlere Stromdichte setzt sich im allgemeinen aus zwei verschie-
denen Anteilen, die von der fortschreitenden Bewegung der freien Elek-
tronen oder Ionen relativ zum betrachteten Kirper als Ganzem bzw. von
der Bewegung der gebundenen Elektronen, aus welchen diese Ionen und
die neutralen Molekiile bestehen, relativ zu den letzteren oder zu ihren
Mittelpunkten (Drehungsbewegung) herriihren, zusammen. Der erste
Anteil, den wir mit j, bezeichnen werden, bildet den Lestungsstrom
und laB8t sich nach dem Ohmschen Gesetz durch die elektrische Feld-
starke ausdriicken. Der zweite Anteil j, hingt in einer ganz verschie-
denen, dem Hookeschen Gesetze analogen Weise von der elektrischen
und magnetischen Feldstirke ab und muB deshalb einzeln behandelt
werden.

Dementsprechend wollen wir auch die (mittlere) elektrische Ladungs-
dichte p in zwei Teile zerlegen. Der erste Teil g, soll nur von der Kon-
zentration der freien Elektronen und der Ionen oder genauer der Ionen-
mittelpunkte abhingen, wihrend der zweite durch die relative Lage der
gebundenen Elektronen in bezug auf die Mittelpunkte der Ionen und
der neutralen Molekiile, oder kurz: von der Verteslung der Elektronen
in diesen Teilchen bestimmt wird.

Wir stellen uns vor, daB der betrachtete Kérper aus Teilchen meh-
rer Arten besteht, mit den resultierenden Ladungen ¢* und den Konzen-
trationen N* (N* bedeutet die Anzahl der Mittelpunkte der Teilchen
a-er Art pro Volumeinheit). Es kénnen diese Teilchen sowohl Elektronen
und Ionen als auch neutrale Molekiile sein (im letzteren Falle hat man
¢* = 0). Dann gilt nach den obigen Definitionen

or=INe, j;=3IN& (11)

wo p” die mittlere Geschwindigkeit der entsprechenden Teilchen ist.
Zur Berechnung von g, und j, filhren wir die von den Ionen und den
neutralen Molekiilen bedingte elektrische und magnetische Polarisation
des betrachteten Korpers 9 und % ein. Dabei wird nach (18a) und
(18b) S. 134—135 des I. Bandes
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0y =—div P l

. 10 .

=19 e
Es sei daran erinnert, dafl die Vektoren P und IR das elektrische und
magnetische Moment pro Volumeinheit bedeuten. Wenn man sich die
Molekiile (und Ionen) als elementare Dipole denkt, d. h. ihre elektrische
und magnetische Momente p“, m” in den entsprechenden Mittelpunkten
lokalisiert, so hat man offenbar ‘

P=INp% M=IN'm" (12a)

Um die Konzentration N* als eine bestimmte ,glatte’* Ortsfunktion
behandeln zu kénnen, betrachtet man jeden Raumpunkt als den Mittel-
punkt eines kugelformigen Volumens v, welches eine grofe Anzahl
n* der betreffenden Molekiile enthilt, und definiert N* als das Ver-
hiltnis #* : v. Je gréBer man dabei v wihlt, desto glatter verhilt sich
die Funktion N°%(r). Man muf8 aber v nicht zu gro83 wihlen, denn sonst
verliert diese Funktion und die damit verkniipften Mittelwerte g, j,
B, M jeden physikalischen Sinn.

Bei einer volikommen regelmiBigen Verteilung der Molekiile im
Raume (wie dies z. B. in kristallinischen Koérpern der Fall ist) oder
auch bei regelloser, aber durchschnittlich homogener Verteilung,
(N* = konst) ist es im allgemeinen vorteilhaft, statt der grob definier-
baren Konzentration N* (im obigen Sinne) die dazu reziproken GréBen

(12)

V® = 7% einzufithren und sie als das durch ein einziges Teilchen der

betrachteten Art, bei Fehlen aller Teilchen anderer Art, durchschnitt-
lich eingenommenes Volum zu definieren. Man kann sich also vor-
stellen, daB die GréBen g, j (oder P, ), durch eine gleichférmige
Verteilung der Ladungen ¢* oder der Momente p* usw. iiber die zu-

gehorigen Volumina (V) und durch eine Superposition solcher Mittel-

1
werte % (oder —%) fiir Teilchen verschiedener Art entstehen.

Es ist wichtig zu bemerken, daB aus den angefiihrten Definitionen
der mittleren Ladungs- und Stromdichte eine ganz bestimmte Vor-
schrift fiir die Mittelwertsbildung der elektrischen und magnetischen
Feldstdrken folgt. Und zwar muB8 man bei dem Ubergang von den
exakten Feldgleichungen (2) zu den makroskopischen (2b) die Feld-
stirken (F) auf dieselbe Weise wie die Elektrizitdtsdichte (s) mitteln.

Eine konsequente Durchfiihrung dieser Regel fiihrt zur folgenden
Vorschrift zur Mittelwertsbildung fiir die Feldstdrken (F).

Es soll zunichst F in einzelne Bestandteile F” zerlegt werden, die
den verschiedenen Teilchenarten entsprechen. Jeder dieser Bestand-

teile muB ferner iiber das zugehdrige Volumen V* =N17‘ um den be-

trachteten Raumpunkt gemittelt werden, und schlieBlich miissen solche
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,,Partialmittelwerte’‘ zusammengesetzt werden zu dem gesuchten ma-
kroskopischen Mittelwert?)

F:%‘F:%’%J'F"dV“=;’N“J'F“dV". (13)

Der Einfachheit und auch der Bestimmtheit halber ist es zweck-
maBig, fiir alle Volumina V* dieselbe Gestalt anzunehmen, und zwar
die Gestalt einer Kugel, deren Mittelpunkt mit dem betrachteten Punkt
zusammenfillt. Es ist ferner zu beachten, daB3 neben den Raummittel-
werten auch die Zeitmittelwerte zu bilden sind. — Falls die vollstandige
Feldstirke F noch einen Teil F° enthilt, der von fremden (,,4uBeren)
Ladungen herrithrt, so muB man fiir diesen Teil seinen exakten Wert

benutzen, d. h, F% = F9 setzen.

Wenn man die Molekiile und Ionen nicht als elementare Dipole
behandelt und ihre elektromagnetischen Momente zweiter und hoherer
Ordnung berticksichtigt, treten auf der rechten Seite von (12a) zusitz-
liche Glieder, die wir in § 5 eingehend betrachten werden, auf.

Die Ionen bilden den allgemeinen Typus der Kérperteilchen; es
konnen dabei die Elektronen und die neutralen Molekiile als Spezial-
fille angesehen werden. Es ist aber manchmal methodologisch vor-
teilhaft, mit Riicksicht auf die oben angefiihrte Einteilung der Elektri-
zititsdichte, sich die Ionen durch freie Elektronen mit derselben Kon-
zentration und Ladung, und neutrale Molekiile ersetzt zu denken. Eine
solche ,,Aufspaltung’ der Ionen ist auch deshalb niitzlich (obwohl
selbstverstindlich nicht notwendig), weil nur neutrale Teilchen ein
ganz bestimmtes, von der Wahl ihres Mittelpunktes unabhingiges elek-
trisches Dipolmoment besitzen. Will man also die elektrische Polari-
sation nach (12a) eindeutig bestimmen, so muB man die Ladung des
Ions einem quasi freien Ersatzelektron zuschreiben. — Wir werden dem-
entsprechend von den Ionen nicht mehr reden und nur zwischen den
freien und den gebundenen Elektronen (die neutrale Molekiile bilden)
unterscheiden. Bei Einsetzen von (12) in die Grundgleichungen (II)
nehmen die letzteren die folgende Gestalt an:

div(E+4nP)=4mny,,

10 .o

rot (9 —4aM)— -5, (€ + 47 P) =4xj,,

oder, wenn wir noch die Beieichnungen

D=C+4nB, (14)
B=9—4aM (14a)
1) Es sei Bemerkt, daB die auf diese Weise definierten Mittelwerte auch fiir
den Fall der Fortpflanzung sehr kurzer Wellen — wie es die Rontgenwellen

sind — einen physikalischen Sinn beibehalten, wihrend die iibliche Definition
sich auf diesen Fall gar nicht anwenden 148t.
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einfiihren und die Indizes ; weglassen

div®=4mp
190 (- (I1I)
rot §— 7 D=4nj

Diese Gleichungen haben dieselbe Gestalt wie (II), aber eine andere
Bedeutung. Und zwar sind die elektrische und magnetische Feldstirke
ersetzt durch die Vektoren ® und B, die wir als die elektrische bzw.
magnetische Erregung bezeichnen werden!). Dabei sollen ¢ und { hier
und auch im folgenden nicht die totalen, sondern nur die von den
freien Elektronen herrithrende Ladungs- und Stromdichte bedeuten.

2. Unstetigkeitsflichen und Grenzbedingungen.

In den vorhergehenden Betrachtungen haben wir die Gréfen g, i, B,
M als endlich und stetig vorausgesetzt. Diese Voraussetzung gilt aber im
allgemeinen nur fiir das innere irgend eines materiellen Kérpers. Sofern
der letztere begremzt ist, muB3 die Grenzfliche in der makroskopischen
Theorie als eine Uunstetigkestsfliche betrachtet werden, wobei dort ¢
und j auch unendlich werden konnen, was einer endlichen Flichendichte
der elektrischen Ladung () und des elektrischen Stroms () entsprechen
soll. Die an der Grenzfliche zwischen zwei verschiedenen Korpern
(als einer von ihnen kann auch das Vakuum auftreten) geltenden Be-
ziehungen lassen sich sehr einfach aus den Gleichungen (I) und (III)
mittels des folgenden Kunstgriffes ableiten. Wir stellen uns zunéchst
vor, daB der eine Kérper (4) in den anderen (b) steftg iibergeht und
lassen dann die Dicke & der Ubergangsschicht gegen Null streben.
Integriert man (I) und (IIT) iiber ein Volumen V dieser Schicht, welches
einem bestimmten Teil S der wirklichen Grenzfliche entspricht und be-
zeichnet die dieser Fliche parallelen (fingierten) Grenzflichen der Schicht
mit S, und S, so folgt nach den bekannten Formeln der Vektorrech-
nung [vgl. (16a) und (16b) Einleitung, Bd. I], wenn wir noch die vom
Koérper a zum Koérper & weisende Normale mit 1t bezeichnen (n, =mn,
n, = —n) und die Bedingung dS, = dS, = dS beriicksichtigen:

Jn(gr—goyas—o,
[ux(@—69as+ L5 [pav=0,

und ebenso
Sn (D—D9)dS=4n[odV,

jnx(EBb—SB“)dS—%%jSDdesz'jdV.

1) Diese Bezeichnung ist hinsichtlich der GréSen § und 9B gegeniiber der
iiblichen verkehrt. Die Griinde dafiir werden wir weiter unten anfiihren.
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Da offenbar die Vektoren  und ® und ihre Ableitungen nach der
Zeit endlich bleiben miissen, so ergibt sich bei verschwindender Schicht-
dichte, wenn wir noch die Flichendichte der Ladung und des Stroms
durch die Formeln

Lim [ odV=[5dS, Lim[jdV=/[tdS
80 §—0

definieren und die Bezeichnungen §® — % = A4 9 usw. einfithren:
[n-49ds=0, [uxA€dS=0
und
[n-4DdS=4n[5dS, [nxABdS=4xz[1dS.
Daraus folgt wegen der Willkiirlichkeit des betrachteten Flichenteils (S):
n-49=0, nx4€=0 (T')
und
nAD=4ny, nxAB=4nt. (IIT)
Diese Formeln?!) zeigen, daB die Normalkomponente von $ und die
Tangentialkomponente von € sich immer stetig 4ndern, die entsprechen-
den Komponenten von D und B dagegen nur dann, wenn es keine freie
Flichenladung oder keinen Flichenstrom gibt. Es sei bemerkt, daB
die Formeln (IIT’) tatsichlich den Flichensprung der Normalkompo-
nente von & und der Tangentialkomponente von § bestimmen, und
zwar durch die Flichendichte der totalen — d.h. nicht nur von den
freien, sondern auch von den gebundenen Elektronen — herriithrenden
Ladung und des totalen Stroms. In der Tat wird die Flichendichte
der ,,gebundenen’ Ladung und Stromes auf jedem der angrenzenden
Korper bestimmt durch die bekannten Formeln [vgl. (3la) S. 90
und (33a) S.92, Bd.I]:
ng_sBa'na’ I=Maxn,,
nﬁ:—%b.nb’ fg:mbxnb‘
Fiir die resultierende Flichendichte bekommt man folglich mit Riick-
sicht auf n,=—mn, =n:
ng=m-4%, g=nx4M. (15)
Die Formeln (III’) lassen sich also nach (13) und (14) folgendermaBen
aufschreiben:

n'A(‘g:4n(77f+77a)’ nXA$=4n(ff+fa)- (IT’y

3. Der verkehrte Charakter der iiblichen Definition der
magnetischen Erregung.

Die von den gebundenen Elektronen herrithrende magnetische Po-
larisation 9 kann, in ganz formaler Weise, auf fiktive ,,molekulare‘

1) Die wir teilweise schon in ‘Bd. I, S. 116 und 117, abgeleitet haben.
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magnetische Dipole, die den in den Molekiilen rotierenden Elektronen
dquivalent sind, zuriickgefiihrt werden. Dabei mull man statt der ge-
bundenen Stromdichte {, und ¥,, die den gebundenen Ladungsdichten g,
und 7, analogen magnetischen GréBen g,, und #,, nach den Formeln:
om=—divIl,  yp=unM (16)
einfiihren. Bei Fehlen von freien Elektronen, d. h. im Falle nichtleiten-
der Korper, erlaubt dieses Verfahren eine weitgehende Analogie zwischen
elektrischen und magnetischen Gré8en durchzufiihren, die von der all-
gemeinen Beziehung zwischen ihnen ganz verschieden ist und gegen-
iiber dieser Beziehung einen sozusagen ,,gekreuzten’ Charakter hat.
Und zwar kénnen dabei die Gleichungen (I), (III) und die Grenz-
bedingungen (I'), (III') folgendermaBen umgruppiert werden:

div®d=0, divp=0, (17)
19D 109
rot 8—- % =0, rotE4+_5r=0 (18)
und ‘
nxAdD=0, nx49=0, (19)
n-46=0, n-48=0; (20)
statt (II') hat man ferner
n-A4C€=4n,,, n-48B=4my, (21)

In diesen Formeln spielen die Vektoren & und B einerseits, ® und H
andererseits eine ganz analoge Rolle. Dabei ist die Bezichung von
D zu € (D = € + 47 PB) identisch mit der Beziehung von Hzu B (H=1B
+ 47M). Aus diesen Griinden werden gewohnlich fiir die beiden’ letz-
teren GroBen zu den unserigen wmgekehrte Definitionen und Bezeich-
nungen benutzt: die mittlere (makroskopische) magnetische Feld-
stirke (9) nennt man iiblicherweise die ,,magnetische Erregung* (oder
Induktion) und bezeichnet sie mit B; dagegen nennt man unsere
GroBe B die magnetische ,Feldstirke und bezeichnet sie mit 9.
Diese Bezeichnungsweise stammt noch aus der Zeit, zu der den
magnetischen Substanzen dieselbe physikalische Realitit zugeschrieben
wurde wie den elektrischen Ladungen. Da wir in diesem Buche die
,,magnetischen Substanzen” von Haus aus ausgeschlossen haben, so
diirfen wir die alte Bezeichnungsweise modernisieren und wollen es
einfach durch Umkehrung der beiden Begriffe tun.

Wir miissen aber noch einen Umstand erwihnen, weshalb die {ibliche
Auffassung der GréBen § und B fiir praktische Zwecke manchmal be-
quemer und ,,natiirlicher als die unsrige erscheint. Die magnetische
Polarisation wird gewohnlich!) durch Einfilhrung des betreffenden
Korpers in ein duferes magnetisches Feld, dessen Kraftlinien sick inner-

1) Besonders bei der Untersuchung der ferromagnetischen Korper.
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halb dieses Korpers schliefen und folglich parallel zu seiner Oberfliche
laufen, erzeugt. Dies erreicht man am einfachsten dadurch, da3 man einen
ringférmigen Kérper in ein Stromsolenoid derselben Gestalt einfiihrt.

Es ist nun leicht zu zeigen, daB im Falle eines homogenen Ké&rpers
die durch die duBere Feldstirke erzeugte Erregung 9B (in unserem
Sinne) an jeder Stelle mit dieser Feldstdrke selbst identisch ist. Dabei
verstehen wir unter ,,iuBerer Feldstirke* diejenige Feldstirke, welche
im betrachteten Stromsolenoid bei Fehlen des Koérpers herrscht und
nehmen sie als zeitlich konstant an. — Diese Behauptung folgt sofort
aus der Grenzbedingung 4 Bx n =0 [sieche (20)] in Verkniipfung mit
dem Umstand, daB innerhalb des Kérpers die Grofe B derselben
Gleichung rot 8 = 0 wie die erwihnte duBere Feldstirke geniigt. —
Es ist aber zu beachten, daB dieseIdentitit zwischen den beiden GroBen
im allgemeinen nicht stattfindet.

Im Falle der elektrischen Polarisation hat man gewdhnlich (bei
der Untersuchung von dielektrischen Kérpern) mit dufBeren zeitlich
konstanten Feldern zu tun, deren Kraftlinien nicht geschlossen sind
und senkrecht zur Oberfliche der betrachteten Korper durchlaufen (wie
dies z. B. in einem elektrischen Kondensator der Fall ist). Es muf
dabei wegen der Bedingung n1-4%® = 0 die elektrische Erregung ® mit
der #uBeren Feldstirke iibereinstimmen, und um konsequent zu sein,
sollte man diese GroBe und nicht € als (makroskopische) Feldstirke
bezeichnen.

§ 4. Die vierdimensionale Form der Grundgleichungen und
ihre Anwendung auf langsam bewegte Korper.

Der verkehrte Charakter der iiblichen Auffassung der Gréfen 9
und B 148t sich am klarsten erkennen, wenn man die Grundgleichungen
(I) und (III) auf eine vierdimensionale Form bringen will. Dabei mul}
man offenbar die Vektoren $ und € als den raumlichen und zeitlichen
Anteil des schon im ersten Bande (Kap. ITI, § 1) eingefithrten schief-
symmetrischen Feldtensors 2§ — oder genauer seines mikroskopischen
Mittelwertes — behandeln und dementsprechend die Vektoren B und D
als den riwmlichen bxw. den zeitlichen Aniteil eines zweiten schiefsymme-
trischen Tensors 2B, den wir als elekiromagnetischen Erregungstensor
bezeichnen werden, betrachten.

Die Gleichungen (I) lassen sich bekanntlich zu dem Gleichungs-
system

D 0y M0 (ik1=1,2,3,4) (22)

zusammenfassen [vgl. (6) S. 252, Bd. I], wobei
Hy=H,, Hy =H,, H,=Hj,
H14:—iE1> H24:—iE2, H34:‘_iE3

Frenkel, Elektrodynamik I1. 2

(22a)
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gesetzt wird. Die Gleichungen (III) haben, wegen ihrer formalen Ana-
logie mit (II), auch dieselbe vierdimensionale Gestalt, namlich
4

2‘/’%13'9% —d4nj, (h=1,2,3,4) (23)
i ad

[vgl. (7) S. 253]. Es sei daran erinnert, daf} 7, hier die nur von den
freien Elektronen herrithrende mittlere Strom- (und Ladungs-)dichte
bedeutet. Fiir den von den gebundenen Elektronen herrtihrenden
,, Viererstrom‘‘ gilt die Formel

(24)

wo 2B der schiefsymmetrische Polarisationstensor mit den Kompo-

nenten Poy=M,, Py =M,, My, = M, l

Py=+1Py, Py=+1iP,, Py=+1iP, l

ist. Die Tensoren 28, 28, 2R sind miteinander durch die Gleichung

W=2H—47P, (25)

welche den beiden Gleichungen (18) und (14) dquivalent ist, verkniipft.
Die Komponenten von 28 sind also durch das folgende Schema

323:31, B31:B27 B12:B3' 1
Byy=—1iD,, By =—1D,, B34:"iD3J

(244)

(25a)

gegeben.

Um die Grenzbedingungen (I'), (III') in die vierdimensionale Ge-
stalt zu bringen, muB man zu den drei rdumlichen Komponenten des
Vektors 1 noch eine vierte n, = ¢ m hinzufiigen, die 1m Falle ruhender
Korper gleich Null ist. Die Gleichungen (I’) lassen sich dabei folgender-
maBen schreiben:

AH ny+ AHyn,+ AH, ,n,=0 (26)

oder, wenn man statt 2§ den ,,dualen‘‘ Tensor 2§* einfiihrt (vgl. Bd. I.,
S. 257), 4
SAHg n, =0 (429* n=0). (26a)
=1

Ebenso bekommt man nach (III’)

4
DAB, ny=4nk, (4*8-n=4x¥), (27
=1
wo &, die mit J—1 multiplizierte Dichte der Flichenladung bedeutet.
Die angefiihrte vierdimensionale Darstellung der Differentialglei-
chungen und der Grenzbedingungen, die wir im vorigen Paragraphen
fiir den Fall ruhender Korper aufgestellt haben, zeigt, daB die obigen
dreidimensionalen Gleichungen auch fiir geradlinig wund gleich{érmig
bewegte Korper giiltig bleiben. Denn die ,,Vierdimensionalitdt‘* bedeutet
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nichts anderes als die Invarianz gegeniiber Lorentztransformationen,
welche den Ubergang von einem ,,ruhenden‘ Koordinatensystem zu
einem geradlinig-gleichférmig bewegten bestimmen.

Da die (relative) Geschwindigkeit der materiellen Korper (0) immer
klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit (c) bleibt, gentigt es bei solchen

. . " . b ..
Transformationen nur die angendherten, in bezug auf - -linearen Trans-

formationsformeln fiir die in unseren Gleichungen auftretenden Kompo-
nenten der Vierer- und Sechservektoren zu beriicksichtigen.

Bewegt sich folglich der betrachtete Kérper als festes Ganzes relativ
zum Koordinatensystem S’ mit der konstanten Geschwindigkeit v, so
bestehen zwischen den sich auf dieses System beziehenden Werten von
verschiedenen Gréflen und ihren Werten im mitbewegten Koordinaten-
system S die folgenden angeniherten Beziehungen (vgl. Bd. I, Kap. IX,
§§ 1 und 2; das mitbewegte System wurde dort mit S’, das ,,ruhende*
mit S bezeichnet; die Geschwindigkeit v entspricht der fritheren v’):

H'=9H+ t; xE
o o v (28)
€¢=C— X9
P=P+ tz X M
. (28a)
M =M— xP
und
¥=8+IxD|
N (28b)
- D x|
Ferner hat man
T , v
=1+ .0, o=e¢+ 1]
/ 0 ’ 0 (29)
F=t+ -n, y=n+ -t
und schlief8lich, wegen #n, == 0,
n=nmn. (29a)
Die mittels dieser Formeln und der Formeln
v=r-vot, =it (20b)
transformierten Gleichungen (I), (III) usw. miissen dieselbe Gestalt

haben wie die urspriinglichen (bis auf die in 2 quadratischen GroéBen),

was sich leicht direkt priifen 148t. Es gilt speziell

. 1 0%’ .
div' D' =4mp’, rot’ B — Ea;?,:éinl'

2%
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oder, wenn man hier ' =€+ 4aP’' =€ +4aP + 4x %Xim und
B'=9 —4aW =9 —4aM+ 471% X P einsetzt:

dv' ¢ =4n <g’ — div’ P —div’ %X EUE) ,

rer 10 o y ' ;b 1B , o _ oM
rot @ — 05} § = 4:.7'[ (1 +r0t %—rot ?XGB—’— ’C *a't’,"‘— 62’ X 797/)

(30)
Die rechtsstehenden Glieder stellen offenbar die verschiedenen Anteile
der totalen elektrischen Ladungs- bzw. Stromdichte dar. Zu den schon
frither betrachteten Gliedern kommen jetzt noch einige hinzu, die durch
die Mitbewegung der gebundenen Elektronen bedingt sind. Es sei

bemerkt, daB die GréBe — rot’ (b X ) = rot’ < B x%) gewohnlich als

Rontgenstrom bezeichnet wird. — Diese Zusatzglieder beziehen sich streng
genommen nichi auf die Gleichungen, sondern auf die elektromagneti-
schen Grdfen, welche in den letzteren auftreten und welche sich beim
Ubergange vom ruhenden zum bewegten Koérper nach den angegebenen
Formeln transformieren. Will man aber die fiir ruhende Kérper
giiltigen Definitionen dieser GréBen — speziell der elektrischen und
magnetischen Polarisation — auch im Falle bewegter Korper
beibehalten, so muB man in den entsprechenden Differential-
gleichungen Zusatzglieder einfithren. Diese (iibliche) Betrachtungs-
weise ist aber prinzipiell verkehrt, denn es sind tatsichlich die
Drfferentialgleichungen (I) und (III), die bei dem erwahnten Uber-
gang invariant bleiben, wihrend die in ihnen auftretenden
GroBen nach den Formeln (28) und folgenden transformiert werden
miissen.

Dasselbe gilt selbstverstiandlich auch fiir die Grenzbedingungen. Es
wird z. B. nach (III') und (29a)

n-A4AD =4nay, nxA4B =4n¥,

oder, wenn man hier die urspriinglichen (,,wahren*) Werte der elek-
trischen und magnetischen Polarisation einfiihrt:

A =4 (i —u -34213~ © A

: (31)

nxdb’:cln(f'—i-nx M — i x A )

Wir bekommen also fiir die linksstehenden Oberflichenspriinge

der elektrischen und der magnetischen Feldstirke die ,,Zusatz-
glieder*

/H/-<_4n%>< Aim) und (—47z i X Ai@.
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§ 5. Die elektromagnetische Polarisation zweiter und hdherer
Ordnung *.

1. Die der elektrischen Polarisation héherer Ordnung
dquivalente Raum- und Flichenladung.

Wir haben in § 3 die GroBen B und 9% als die Verhiltnisse der mitt-
leren Dipolmomente eines Molektils zu dem von diesem Molekiil ein-
genommenen (mittl:ren) Volum definiert. Bei einer solchen Definition
miissen die Beitrdge der Quadrupol- und hoheren Multipolmomente
der Molekiile zu g, und j, besonders beriicksichtigt werden. Zu diesem
Zweck fithren wir neben den Vektoren 9§ und M noch die Tensoren
zweiten und hoheren Ranges 258, 2 usw. ein, die das Verhiltnis des
mittleren elektrischen bzw. magnetischen Momentes der entsprechenden
Ordnung eines Molekiils zu ihrem Volumen [im Sinne der Gleichung (12a)]
darstellen sollen.

Wir wollen zunichst der Einfachheit halber nur die ,elektrische
Polarisation zweiter Ordnung‘ 2% betrachten. Es 148t sich nun leicht
zeigen, daB diese von den elektrischen Quadrupolmomenten herriihrende
Polarisation auf eine gewohnliche Polarisation (erster Ordnung) nebst
einer elektrischen Doppelschicht auf der Grenzfliche S des betrachteten
Korpers zuriickgefithrt werden kann. — Dies geschieht am einfachsten
mittels der Methode, die wir in Bd. I, Kap. III, § 10 bei der Zuriick-
filhrung der gewshnlichen Polarisation auf eine Volum- und Flichen-
ladung benutzt haben.

Es bedeute also ¢ das skalare Potential irgend eines duferen elek-
trischen Feldes, das wir als zeitlich komstant voraussetzen werden.
Dann driickt sich die potentielle Energie des betrachteten Koérpers —
sofern er aus Quadrupolen besteht — in bezug auf dieses Feld durch
das Volumintegral

3 3
U:J‘; ggag\gﬂpde (32)

(vgl. (9a) S.102, Bd. I; dabei ist ¢;; durch P,,-dV zu ersetzen).
Man kann nun mittels der Identititen

R ] 0( a¢>_?i@9¢

Ox, 0x, ¥ 9w \" iR9x) T G, O,
) g 9 P, PP,
~oxiPirge) =06 (#05) T Y oxom,

1) Die in diesem und in dem n#chsten Paragraphen darge'egten Resultate
haben fiir das folgende keine praktische Bedeutung, sind aber von prinzipiellem
Interesse. Ich mochte dazu bemerken, daB sie mir zum Teil zuerst von Herrn
V. Bursian mitgeteilt worden sind; ich habe sie aber in einer viel einfacheren
unten dargestellten Weise abgeleitet.
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das obige Integral auf die folgende Gestalt bringen
U= [div BV ¢)aV— [divep.vpav (32a)
oder
U="1 [divEp.-ve)dv lfd' divesR)dV +
=, [div BV @) aV — 5 [ div (g diveyp)
1 . .
+.é_f¢ div (div 2$) dV (32b)

(vgl. Bd. I, Einleitung, §§20 und 23).

Formt man diese Ausdriicke nach der Gaufschen Formel um, so
ergibt sich im ersten Falle [wegen (2% - Ve¢), = 2R -Ve¢) - u
=(B-n)-Ve=129,-Vg]

U= [y -VodS+ [P -VedV (33)
mit den Bezeichnungen
W=y B, W= ) divesp, (334)
und im zweiten Falle
U=[ow - VedS+ [gidS+ [o’av (34)
mit?)
7'=%B,, o =—divP’. (34a)

Die betrachtete Polarisation zweiter Ordnung 2 ist also nach (33)
einer Polarisation erster Ordnung 9’ und einer Doppelschicht mit dem
Moment #’ pro Flicheneinheit dquivalent (es sei bemerkt, daB dieses
Moment im allgemeinen nicht parallel der Flichennormale n ist). Die
Formeln (34) und (34a) stellen die uns schon bekannte Zuriickfiihrung
der Polarisation B’ auf eine Flichen- und eine Volumladung dar.

Dieselben Resultate ergeben sich selbstverstindlich, wenn man statt
der Energie U das Potential des von den Quadrupolmomenten des
Koérpers herrithrenden Feldes

N A O 782<11?>
(p_lfé %%8,@ Xy P;aVv

betrachtet und es in analoger Weise transformiert (vgl. Bd. I, S. 91).
Durch Anwendung des geschilderten Verfahrens auf die elektrische
Polarisation k-er Ordnung bekommt man die Rekursionsformeln :

,  ®¥B.n o , 1 ..
=1y = gli L EEDR = b div®R. (35)

Dabei bedeutet ®* =D’ die dquivalente Polarisation (¢ — 1)-er Ordnung
und ®—Dy’ die Flichendichte des Moments der sie erginzenden 2¢~1-
fachen Schicht. Daraus folgt, da die betrachtete Polarisation &-er Ord-
nung immer auf eine Polarisation erster oder auch nullter Ordnung

1) Den Index g lassen wir in diesem Paragraphen der Einfachheit halber weg.
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zurtickgefithrt werden kann, nebst einer Anzahl erginzender Ober-
flichenschichten. Die Volumdichte der dquivalenten elektrischen La-
dungsverteilung driickt sich durch die Formel

3
(35a)

1,

1) 1) K p.o.

= a3
t1...%
aus!) oder bei anderer Bezeichnung fiir die Komponenten von *9
[entsprechend der Bezeichnung e(k,, k5, k;). Vgl. Bd. I, S. 99]

_ N 1 0% P (ky by ky) .
S e ST S
Von den vielfachen Oberflichenschichten, die sich bei Reduktion der
Polarisationen hoherer Ordnungen auf eine Volumladung ergeben, be-
wirkt nur die Schicht nullter Ordnung einen Sprung der elektrischen
Feldstirke an der Grenze zweier Kérper. Bezeichnet man durch 4*%$
die Differenz *f® — *P@ an dem betrachteten Grenzflichenelement,
so hat man fiir den entsprechenden Sprung der elektrischen Feldstirke

(AE® . =47 4y® (36)
wobei nach (35)

7 = ARE=. =D divi-r gy (362)

ist (die Tangentialkomponente von € bleibt immer stetig).

Es ist aber zu beachten, daf3 die Oberflichenschichten erster und
hoherer Ordnung auBerdem noch eine sprunghafte Anderung des elektro-
statischen Potentials ¢ bedingen. Es war nidmlich in Bd. I (S. 89
und 117) gezeigt, daB ¢ beim Durchgang im Sinne der dufleren Normale
durch eine Doppelschicht mit dem Moment ¢ pro Flicheneinheit um den
Betrag 4mi springt. Der Anteil des Sprunges A, welcher von der
Polarisation k-er Ordnung herriihrt, ist also gleich

(Ape=4m Ayl0 . (37)
Fiir den Fall & = 2 ergibt sich speziell
(A)@=2mxA2R-11-11. (37a)

Sofern wir diese Unstetigkeiten des skalaren Potentials (und auch des
Polarisationspotentials 3) auBer acht lassen, kénnen wir den EinfluB
der Quadrupol- und hoheren elektrischen Momente der Molekiile auf
das gemittelte (makroskopische) Feld € formal durch eine Erweiterung
der oben angegebenen Definition des Vektors 9§ beriicksichtigen; wir
brauchen nur darunter nicht nur die von den Dipolmomenten herriih-
rende, sondern die vollstindige Polarisation erster Ordnung zu verstehen.
Die Einteilung dieser Polarisation entsprechend den Beitrigen der
elektrischen Momente verschiedener Ordnungen ist darum nétig, weil

1) Dabei bedeutet divk die k-mal wiederholte Divergenzoperation.
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diese Beitrige auf eine verschiedene Weise von der makroskopischen
Feldstirke und deren Ableitungen nach den Koordinaten abhingen
miissen.

Ganz dhnliche Resultate ergeben sich fiir die magnetischen Polari-
sationen zweiter und hoherer Ordnung, falls man sie als zeitlich konstant
voraussetzt und sich die elektrischen Strome durch fiktive magnetische
Ladungen ersetzt denkt.

2. Relativistische Verallgemeinerung.

Die Relativitdtstheorie erlaubt es aber, die vorhergehenden, sich
nur auf zeitlich konstante elektrische Felder und Polarisationen be-
ziehenden Formeln in einer duBerst einfachen, obwohl etwas formalen
Weise auf den Fall beliebiger (zeitlich veranderlicher) elektromagne-
tischer Felder und Polarisationen zu verallgemeinern. Diese Verall-
gemeinerung bekommt man nimlich durch eine wvierdimensionale Ev-
weiterung der entsprechenden Grofen und Operationen.

Da die elektrische Ladungsdichte ¢® die (durch }—1 dividierte)
vierte Komponente des Viererstroms j® darstellt, so muB die vier-
dimensionale Erweiterung der Formel (35b) folgendermafBen lauten:

- 1 O Py (ky, by, by By)

(k) — (—_1\k r 4

5= > XN NURYRERY omam (38)
ki+kot+ks+ka=

oder anders geschrieben:

*U" ﬁé Piyy g, ..tk b 0% Phiiy i )
2 6/171(?/14; 61’1, k Z aM,l, axlp '“'.a'xik. (38d)

Es bedeuten dabe1 P, i, .. e die Komponenten eines vierdimensio-
nalen Tensors vom Range k 41, der die elektromagnetische Polarisa-
tion k-er Ovdnung bestimmi. Fiir B = 1 hat man nach (38a)

4

7,;‘1):*_ WaPth ZW@afzi. (3‘“))
=1 i=1

Diese Formel ist identisch mit der Formel (24), so daB der Tensor Py;
nichts anderes als der durch (24a) definierte Sechservektor der elektro-
magnetischen Polarisation (erster Ordnung) ist. Wir kénnen also be-
haupten, daB auch im allgemeinen Falle (¢ > 1) die Komponenten des
Polarisationstensors  P; ; ;.5 schiefsymmetrisch beziiglich der
Indexpaare ¢,  sind (daraus folgt die Relation P; ; . 4.5 = (—1)*
Py; 4,4, ..4); ihre Symmetrie beziiglich der k& Indizes i,, .. .7, folgt
unmittelbar aus der Symmetrie der entsprechenden dreidimensionalen
Tensoren. — Da alle Komponenten von P; ; . ;.5 bei welchen
einer der Indizes ¢ gleich % ist, verschwinden, ist die Anzahl der nicht-
verschwindenden Komponenten, vom Vorzeichen abgesehen, fiir jeden
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Wert von % identisch mit der Anzahl der Komponenten eines symme-
trischen dreidimensionalen Tensors vom Range k.

Es sei bemerkt, dal die Formel (38a) auch fiir den Fall 2 = 0 einen
Sinn behilt, wenn wir die GréBen P, mit den Komponenten des von
den freien Elektronen herrithrenden Viererstromes identifizieren.

Wegen der oben aufgestellten Antisymmetrie des Tensors Py, i, . g4
in bezug auf die Indexpaare (7, 4) mull die allgemeine Formel (38a)
fiir 2 = 4 mit der ,speziellen” (35a) zusammenfallen (denn es kdnnen
dabei Differentiationen nach der Zeit x, nicht auftreten). Ebenso treten
bei £ =1, 2, 3 die Ableitungen nach x, im Ausdruck fiir 5, nicht auf.
Es ist z. B.

o L [02Py 0Py, @ Puy | 0Py, 0 Psyy 0% Py,
1= g ant H Tt T g pa et S,

Die zweite Gruppe der Differentialgleichungen des makroskopischen
elektromagnetischen Feldes kann bei Beriicksichtigung der Polarisa-
tionen héherer Ordnungen folgendermaBen geschrieben werden:

4
\71 0 H . . ,
zf)l “on, =AY ),
d. h. nach (38a), wenn man sich die Summation beziiglich aller gleichen

Indexpaare ausgefiihrt denkt, unter Fortlassung der entsprechenden
Summenzeichen:

0Hy, T (1) 0% Piyi, . gk
9, =47 ) 94, 0x1y - O %s,

(39)
k=0

Diese Gleichungen lassen sich auf die iibliche Form (23) bringen, wenn

man j§ = P} = j, setzt und den elektromagnetischen Erregungstensor 28

mittels der Formel

\ ‘?f.,},)ilz,i%,:r b h

= 0x4,0x4,...0%4,

By, =H,,—4n (39a)
definiert. Wir kénnen auch die urspriingliche Definition von #8 bei-
behalten, miissen aber dann unter der gewdhnlichen Polarisation
(erster Ordnung) die vollstindige oder resultierende Polarisation, d. h.
die Summe

10 Pin 1 Pyiisn

(r) - D
Pl=Py, 2 O 31 Oxg, Ox,

(39b)
verstehen.

Wie schon oben erwihnt wurde, ist diese Einteilung der resultie-
renden Polarisation fiir die Bestimmung ihrer Abhingigkeit vom elektro-
magnetischen Feldtensor wesentlich. Sie ist auch bei der Betrachtung
der Potentialspriinge auf der Grenzfliche zweier Kérper zu beriicksich-
tigen.
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§ 6. Geometrische Deutung der makroskopischen
Elektrizititsverteilung mittels Molekiilmodellen.

1. Elektrische Polarisation und Ladungsdichte.

Zur Erlduterung und Veranschaulichung der im vorhergehenden
Paragraphen abgeleiteten Resultate wollen wir sie nochmals von einem
etwas anderen Standpunkt behandeln.

Wir stellen uns zunichst vor, daB3 die Molekiile des betrachteten
Korpers je zwei Elektronen enthalten, und zwar ein negatives Elek-
tron — ¢ im Mittelpunkt P und ein positives Elektron -+ ¢ in einem
Punkt P’, dessen Koordinaten in bezug auf P(&;, &,, &;) stetige Funk-
tionen der Koordinalen x, x, %, von P beziiglich eines festen Punktes O
sind. Mit anderen Worten, die Differenz der Vektoren O P’ und O P
t'—1 =& sei eine stetige Funktion von r. Die Lage eines Molekiils
ist durch den Radiusvektor r seines Mittelpunktes definiert. Die Anzahl
dieser Mittelpunkte in einem makroskopischen Volumelement 4V be-
zeichnen wir mit NdV. Die auf diese Weise definierte Konzentration v
der Molekiile ist dabei als eine gewisse stetige Funktion von t zu behan-
deln. Die entsprechende GroBe fiir die positiven Elektronen, d. h. fiir
die P’-Punkte, sei N'. Den P-Punkten, die im Volumenelement 4V (Ra-
diusvektor t) enthalten sind, entsprechen P’-Punkte, die das ,,zu-
gehorige” Volumelement 4V’ auffiillen. Es besteht dabei offenbar die
Gleichung

N (t')dV'=N(@)dV. (40)
Vermoge der Relationen
U=1+&(1) (40a)
und
| 08 0& 0&
105y om ox
av_ |ag, 0E, 0
a7 = |awy Yo on (40b)

0§, 0&, 0&,

vy 0xy 1T,
kann man aus dieser Gleichung die Konzentration N’ als Funktion von
t bestimmen, d.h. eine Beziehung zwischen den Konzentrationen N
und N’ fiir denselben Rauwmpunkt ermitteln. Die direkte Methode zur
Losung dieser Aufgabe besteht in der Benutzung der bekannten La-
grangeschen Reihenentwicklung. Man kommt aber viel einfacher zum
Ziele durch eine indirekte Methode, die wir im vorigen Paragraphen
tatsichlich schon benutzt haben. Und zwar betrachte man das iiber
ein beliebiges Volum V' erstreckte Integral '

U=[y)N@)av, (41)

wo v (t') eine ganz willkiirliche stetige Funktion von t’ bedeutet. Dieses
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Integral 14Bt sich auf zweierlei Arten umformen. Erstens kann man
setaen U= [y @N (1)dV + fF'dS (41a)
wobei das rechtsstehende Volumintegral iiber das zu V' zugehorige
Volum V erstreckt wird, w'ahrend das Flichenintegral die Differenz
f )N @) dV’ — f w(t) N'(xr) dV darstellt. Diese Darstellung ergibt
sich unmlttelbar wenn man beachtet daB die Differenz der beiden
Volumina durch das iiber die Grenzfliche S von V erstreckte Integral
V'—V=4§§&,dS

ausgedriickt werden kann (Abb. 1). Es gilt dementsprechend in erster
Anndherung

F=y@N(@)§,. (41b)

Eine genauere Rechnung mul} noch die Anderung von 9 und N’ inner-
halb eines dem Flichenelement 4S entsprechenden Volumelement &,d4S
beriicksichtigen.

Zweitens kann man, nach der Gleichung 5
(40), das Integral (41) durch das iiber das
Volum V erstreckte Integral

U'=[pa)NwdV (42)
ersetzen. Entwickelt man hier
') = plag +& % + &, x5 + &)
in eine Taylorsche Reihe nach Potenzen der
GroBen &, und formt das Produkt jedes
Gliedes mit N (r) durch partielle Integration (d.h. durch wiederholte
Anwendung des Gaufschen Satzes) um, so bekommt man [vgl. die
Ableitung der Formeln (32) bis (35b) im Vorigen Paragraphen]

y c 1 !
v={vo [No—) ENa) N EEN@) -
+ [Fas. (42a)
Die Summenzeichen beziiglich gleicher Indexpaare sind dabei fort-
gelassen; wir verzichten auch auf eine explizite Darstellung von F. —
Die Formeln (41a) und (42a) haben eine ganz dhnliche Gestalt. Wegen
der willkiirlichen Wahl der Funktion y miissen ihre Koeffizienten in

den beiden Volumintegralen identisch sein, ebenso wie die GréBen F
und F’. Die gesuchte Beziehung zwischen N’(r) und N (r) lautet also:

Y B 1 o ,
N=N— (NE) +gi5,5, (NEE)— - (43)

Abb. 1.

Multipliziert man diese Gleichung mit ¢ und beachtet, daf
o=-¢(N'(x) — N (7))

die mittlere Dichte der durch die beiden Elektronen der Molekiile be-

dingten Raumladung darstellt, und daB} ferner die Produkte Neé&,,
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Ne&,&, usw. nichts anders als die Komponenten der elektrischen Po-
larisation erster, zweiter und hoherer Ordnungen sind. so folgt
2 p

o= o
Wir haben also das uns schon bekannte Resultat wiedergefunden, und
zwar praktisch in derselben Weise wie frither!). Das neue, was wir dabei
gewonnen haben, ist die geometrische Imterpretation dieses Resultats.
Wir haben nimlich gezeigt, daB die von den gebundenen Elektronen
herrithrende Volumladung eines Korpers durch die azentrische Lage
dieser Elektronen oder eines Teiles von ihnen in bezug auf den Mittel-
punkt der Molekiile bedingt wird. Die soeben angefiihrten Betrach-
tungen lassen sich auf eine beliebige Anzahl von Elektronen verall-
gemeinern, wobei der ,,Mittelpunkt“ des von ihnen gebildeten Systems
(Molekiils) ganz beliebig gewidhlt werden kann. Es sei bemerkt, daf die
elektrischen Momente zweiter und héherer Ordnung im allgemeinen eine
von der Wahl des ,,Mittelpunktes“‘ abhingige GroéBe haben; nur die
Momente erster Ordnung sind — sofern das Molekiil im ganzen neutral
ist — von dieser Wahl unabhingig. Man kann aber leicht zeigen, da8
die durch (43a) resultierende bestimmte Volumdichte der elektrischen
Ladung von der Wahl des Mittelpunktes unabhingig bleibt. In der Tat
schreibt man die relativen Koordinaten §&; der verschiedenen Elektronen
in der Form & + &, wo &, &, & die Koordinaten des neuen Mittel-
punktes beziiglich desurspriinglichen bedeuten, und driickt dieurspriing-
lichen elektrischen Momente durch die neuen aus, so wird nach der

Definition der elektrischen Polarisation (P, , .. =Ne; s, . 5
=Neé&; & ...&,, vgl. Bd. I, S.102)
e 0 o ‘ (43b)
Pi=P+ 28 P+ Y8R [

usw., wo zur Abkiirzung mit 2 die Summe aller durch Vertauschung
der Indizes sich ergebender Glieder bezeichnet ist. Setzt man diese
Ausdriicke in die Formel (43a) ein und beachtet, daf3 die Reihe

Zap,——zzégazzl;x +3' yz >j Eofgax anPIBA

die Entwicklung der GroBe Z 55, fur den Punkt x, — & = %, be-

deutet [Ahnliches gilt fiir andere GroBen, die in (43a) auftreten], so
bekommt man wieder eine Formel derselben Gestalt, wobei aber o
nicht auf den urspriinglichen, sondern auf den verschobenen Punkt
mit den Koordinaten x; — &3, x, — &3, x5 — £3 bezogen werden mub.

1) Diese Formel gilt selbstverstindlich auch dann, wenn es Molekiile von
mehreren verschiedenen Arten gibt. Es ist dabei nur nétig, in (43) die Produkte
eN§&,, eNEE, usw. durch Summen solcher Produkte iiber alle Molekiilarten zu
ersetzen.
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Ganz analog wie die Volumladung 148t sich auch die durch die ge-
bundenen Elektronen bedingte Fliachenladung ebenso wie die Momente
der Doppel- und Vielfachenschichten erkliren.

Diese Oberflichenschichten entstehen durch Verschiebung der die
verschiedenen Elektronen enthaltenden Volumina gegeneinander. Im
Falle einfacher Dipolmolekiile bekommen wir zwei Volumina (Abb. 1),
deren Teile, die sich nicht tiberdecken, eine diinne Schicht mit der

Ladung ) =Nek, =P

pro Flicheneinheit bilden. Diese Schicht kann man in erster Annédhe-
rung als eine einfache Flichenbelegung betrachten und sich auf der
Oberfliche S, die durch die duBersten Molekiilmittelpunkte geht, ver-
teilt denken. Will man aber ihre endliche Dicke berticksichtigen, so mufl
man zu der letztgenannten esnfachen Schicht auf S eine Doppelschicht
hinzufiigen, deren eine Seite durch die entgegengesetzte Oberflichen-
schicht auf S gebildet ist, und die andere Seite durch die zwischen S
und S’ eingeschlossene Volumladung. In zweiter Anndherung kann man
diese Volumladung durch eine Flichenladung von derselben Grofe er-
setzen, wobei die entsprechende Fliche S’ ungefdhr in der Mitte zwi-
schen den Flichen S und S’ laufen muB. Auf diese Weise bekommen wir

eine Doppelschicht mit dem Moment # * —;~ &, = A;— Nel = -% 2P n PTO

Fliacheneinheit — im Einklang mit der Formel (33a). Wenn man noch
den Umstand beriicksichtigt, da die Raumdichte der Ladung zwischen S
und S’ nicht exakt konstant ist, sondern sich in einer durch die Ab-
hingigkeit der Konzentration N von den Koordinaten bestimmten
Weise dndert, so erhilt man eine zusitzliche einfache Flichenladung

. . 1 NE, 1 . .

(auf S) mit der Dichte 5" = — n,?—(f#ﬁ =—5 n-div *p. — Diese
k

Betrachtungen kénnen leicht weiter fortgesetzt werden. Doch werden

wir auf diese Frage nicht niher eingehen und wollen jetzt die ent-

sprechende Frage fiir die magnetische Polarisation und die davon her-
rithrende Strémungsdichte ganz kurz besprechen.

2. Magnetische Polarisation und relativistische
Verallgemeinerung.
Wir betrachten wieder das Molekiilmodell mit zwei Elektronen,

stellen uns aber vor, daB das positive Elektron nicht ruht, sondern
um das negative (d. h. den ,Mittelpunkt des Molekiils) sich mit der

a
Geschwindigkeit b = E% bewegt. Dementsprechend muB jedes Molekiil
das magnetische Moment

m=,-Exv (44)

besitzen (vgl. Bd. I, S. 87, 241).
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. . . Y .
Die elektrischen Impulse der einzelnen Elektronen ¢ ~ setzen sich zu

einem Impuls zusammen, dessen mittlere Grée pro Volumeinheit in
derselben Weise bestimmt werden kann, wie die mittlere Ladungsdichte.
Und zwar behandelt man b, ebenso wie £ und N, als stetige Ortsfunk-
tion, so hat man fiir den Mittelwert des Produktes N ’v;“ auf die Mittel-
punkte der Molekiile bezogen, nach (43)

, . o . 1 02
N Up == N Un N#a;(i (1\/ Un 51) T 9 ax’;dxk (Nwh 'fz 51) e (45)

Da die Geschwindigkeit v sich sehr schnell dndert, miissen wir um
den gesuchten Raumzertmitielwert der Stromdichte § zu bekommen,
den Ausdruck (45) noch iiber die Zeit (d. h. iiber einige Umlaufsperioden
der Elektronen) mitteln. Der zeitliche Mittelwert der Ableitung einer
Koordinate (§,) oder eines Produktes von mehreren Koordinaten ist
offenbar gleich Null zu setzen. Wir haben also

dé, d
dgi =0, =0 g ) =vé &0, =0,
d
d¢($h§z§k):7'h§i5k + 088y 0. 68, =0
usw. Daraus folgt

=&, = ; <vh§z“”i5h>;

ferner
vh§i§ls‘:"”vz‘fkfh*“kah@: _15 (”hfifzc—"”i&hfh”“kahfi):
d. h.
g’vhfsz: i (0 & & — 0,86 o &6 —v 60 éi) s
oder schlieBlich
v, &6 = ]; [(vhé:,—”,fh) &+ (& —viéa) ‘fi]
usw.

Multipliziert man das Zeitmittel von (45) mit Z und ersetzt den

Vektor m durch den entsprechenden schiefsymmetrischen Tensor *m
mit den Komponenten

My ;= ; (nvi—&;va), (452)

so bekommt man fiir die mittlere Dichte des von der Umlaufsbewegung
der Elektronen herrithrenden Stroms (elektrischer Impuls pro Volum-
einheit) die folgende Formel

R R R . e -

=g, (N my) + 3 d,,.(ax;; {A (0 &1+ mhké:i)} + - (45b)

Das erste Glied auf der rechten Seite kann offenbar als die 4-Kompo-
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nente des Vektors rot IR aufgefaBlt werden, wo MM = Nm das (mitt-
lere) magnetische Moment pro Volumeinheit, d.h. die magnetische
Polavisation erster Ordnung bedeutet. Wir bekommen also in erster
Anndherung unsere urspriingliche Formel | = rot M.

LaBt man die Indizes 4, ¢, & . . . nicht drei, sondern alle vier Werte 1,
2, 3, 4 durchlaufen, so bekommt man als vierdimensionale Erweiterung
von (45b) die Formel (38a) oder eher die Summe der Ausdriicke (38a)
von £ = 1 bis & = o0, wobei fiir die GréBen P, ,; ;, . ..sich die folgenden

Ausdriicke ergeben:
2

Py, =Nwmy,;, - Ppip= 3N(mhg§k+mhk5i): Uusw. (45¢)
Diese Ausdriicke haben tatsidchlich die Symmetrieeigenschaften, welche
oben behauptet (aber nicht streng bewiesen) wurden.

Es seien noch einige Worte zur geometrischen Deutung des von den
gebundenen Elektronen bedingten Flichenstromes hinzugefiigt. — In
der durch S und S’ begrenzten Flachenschicht (Abb. 1) sind durch-
schnittlich N¢ Elektronen pro Flicheneinheit eingeschlossen, welche
sich in tangentialer Richtung mit der Geschwindigkeit v bewegen.
Dabei bedeuten & und v Mittelwerte, die derart zu wihlen sind, daf

die Beziehung §-'U— \sxn\ bestehen soll. Auf diese Weise ergibt

sich fiir den elektrlschen Impuls pro Flacheneinheit, d. h. fiir die
Stromdichte  der bekannte Ausdruck

f:Nrrsz;f(Ex—n)xnzﬁmxn.

Wir haben bisher die Tatsache auBler acht gelassen, daB die Elek-
tronen wegen ihrer Eigemrotation ein zusdtzliches magnetisches und
elektrisches Moment besitzen. Diese Momente miissen offenbar zur
magnetischen und eventuell auch zur elektrischen Polarisation des
betrachteten Korpers auch etwas beitragen. Insofern dieser Beitrag
bekannt ist, kénnen wir nach der in den vorhergehenden Paragraphen
geschilderten analytischen Methode die dquivalente Strom- und La-
dungsdichte berechnen. Um ihren Ursprung geometrisch zu deuten,
sollte man die Elektronen in Elementarladungen einteilen und die
letzteren auf dieselbe Weise behandeln wie wir es oben bei den Elek-
tronen selbst getan haben. Dies ist selbstverstidndlich nur dann moglich,
wenn man die Elektronen als ausgedehnte Teilchen betrachtet.

Bezeichnet man das eigene magnetische Moment eines Elektrons
mit m, so kann man den Mittelwert des Produktes N'm,, bezogen auf
die Mittelpunkte der Molekiile, durch die Formel

My=Nomy— Lo (Nm &) + 5 50— (Nm £ E,) (46)

bestimmen [diese Formel ergibt sich aus (45), wenn man dort v durch
m ersetzt]. Der unmittelbare Effekt der Elektronenmagnete ist folglich
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eine einfache magnetische Polarisation (erster Ordnung) von der durch
(46) definierten GroBe. Aus dieser Polarisation bekommt man die dqui-
valente Stromdichte in der iiblichen Weise, d. h. mittels der Formel
j=rot M (ohne irgendwelche Zusatzglieder). Ahnliches gilt fiir die ent-
sprechende elektrische Polarisation (falls sie iiberhaupt nicht verschwin-
det). Auf diese Frage werden wir nicht eingehen. Es muf3 aber darauf
geachtet werden, daB die Abhingigkeit des betrachteten Anteils der
magnetischen Polarisation von dem (mittleren) Feld von der Abhén-
gigkeit des anderen Anteils, welcher von der Umlaufsbewegung herriihrt,
verschieden sein kann.

§ 7. Die einfachste Form der elektremagnetischen Feldgleichungen
fiir isotrope und anisotrope Korper.

1. Die elektromagnetischen Konstanten isotroper Korper.

Die endgiiltige Form der Differentialgleichungen des makroskopi-
schen elektromagnetischen Feldes muB}, wie im § 2 gezeigt wurde, von
der Wahl der Funktion s(F) oder, ausfithrlicher geschrieben, der Funk-

tionen )
BE 9, ME9), ¢@E9) und j(€9H)

abhingen. Es bedeuten dabei 8 und M die vollstindige elektrische bzw.
magnetische Polarisation im gewohnlichen Sinne, d. h. die Summe der
Polarisationen erster Ordnung, welche von den Dipol-, Quadrupol- und
héheren Momenten der Molekiile abhingen, wihrend ¢ und j die von
den freien Elektronen herrithrenden Ladungs- und Stromdichte sind.
Der einfachste Ansatz, den man fiir die Funktionen  und M in
Analogie zum Hookeschen Gesetz machen kann, ist der folgende:

P=xE, 47)
M=y 9, (47a)

wo » und y zwei Materialkonstanten bedeuten, die wir als elektrische
bzw. magnetische Suszeptibilitit des betrachteten Korpers bezeichnen
werden. Dieser Ansatz entspricht offenbar dem Falle eines isofropen
Korpers, dessen Molekiile keine natirlichen elektrischen und magne-
tischen Momente, sondern nur die durch das duBlere Feld induzierten
Momente erster Ordnung besitzen ; induzierte Momente héherer Ordnung
sind in (47) und (47a) nicht beriicksichtigt. Bei homogenen Koérpern
haben die Suszeptibilititen » und y dieselben Werte im ganzen Volumen;
sonst sind sie als bestimmte Ortsfunktionen zu behandeln. Wir werden
spiter sehen, daB die Formeln (47) und (47a) anniherungsweise auch
dann giiltig bleiben, wenn die Kérpermolekiile natiirliche Dipolmomente
besitzen, falls sie beim Fehlen des Feldes unregelmiaBig orientiert sind,
so daB das Zeit- oder Raummittel ihrer Komponente in jeder be-
stimmten Richtung verschwindet. Es ist ferner zu beachten, daB die
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mittels (47) und (47a) eingefiihrten Suszeptibilititen streng genommen
nur fiir harmonisch schwingende (oder statische) Felder einen Sinn,
d. h. einen bestimmten Wert haben. Im allgemeinen Falle eines beliebig
wechselnden Feldes muB3 man es in harmonische Komponenten zerlegen
und jeder Komponente die entsprechende Komponente der Polarisation
mit dem zugehorigen Wert der Suszeptibilitit zuordnen.

Ahnliches gilt beziiglich der Funktion j, die sich nach dem Ohmschen
Gesetz linear durch die Feldkomponenten ausdriicken muB. Der ein-
fachste, fiir isofrope Korper giiltige Ansatz fiir i lautet bei Vernachlissi-
gung der elektromagnetischen Kraft

i=2¢, (48)

wo ¢ die spezifische elektrische Leitfihigkeit (oder das Leitvermdgen)
des betreffenden Korpers ist?).

Will man den EinfluB des eventuell vorhandenen magnetischen
Feldes auf die Stromdichte beriicksichtigen, so mufl man € durch die

Summe € —|—% X 9 ersetzen, wo b die mittlere Geschwindigkeit der

betrachteten ,,freien’ Elektronen bedeutet (wenn mehrere Elektronen
oder Ionengattungen vorhanden sind, muB man die entsprechenden
Anteile von j einzeln behandeln). Es wird folglich

. C 0
Die Geschwindigkeit b 148t sich aus der Stromdichte nach der Formel

neyp

j="2 (482)

berechnen (# bedeutet hier die mittlere Anzahl freier Elektronen pro
Volumeinheit). Wir bekommen auf diese Weise die folgende Glei-

chung fir § B .
i=2(C+.ix9).

Vernachldssigt man die in § quadratischen Glieder, so kann man im

zweiten Gliede der rechten Seite j durch %@ ersetzen; dies liefert fiir

i den Ausdruck .

. @ d

]=7@+W@X$ (48b)
Das erste Glied stellt den gewshnlichen Okmschen Strom dar; das zweite
mag als Hallscher Strom ‘bezeichnet werden, da es den von Hall ent-
deckten Effekt miBt. Im folgenden werden wir diesen Hallschen Strom

weglassen, also die einfache Formel (48) benutzen.

1) Bei dieser Definition ist die Leitfahigkeit in elektrostatischen Einheiten ge-

o
messen. Das Verhaltnis - stellt dieselbe Leitfihigkeit in elektromagnetischen
Einbeiten dar.

Frenkel, Elektrodynamik II. 3
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Fiir die elektrische Ladungsdichte p (die von den freien Elektronen
herriihrt) gibt es keine Beziehung zu den elektromagnetischen Feld-
groBen. Wegen der Differentialgleichung

}J?g%_divj:o,

die den Erhaltungssatz der Elektrizitit ausdriickt, kann eine selb-
stindige Beziehung dieser Art iiberhaupt nicht existieren. In dem
Falle eines homogenen (und isotropen) Kérpers 1iBt sich die letzte

Gleichung leicht integrieren. Setzt man nimlich § = ‘? ein und

beriicksichtigt die Gleichung div®=4zmp, und die Beziehung
D=C +47P = (1 +47nx% E [nach (47)], so wird

S . o . 4no
CleI=0’le@=mle@——- mg
Wir haben also fiir jede Komponente die folgende Differential-
gleichung
do 4no .
at + 11--4mx e=0,
deren Integral lautet .
@=00¢"% (go=konst), (49)
wo zur Abkiirzung
14+-4mx
T =
4no

(492)
gesetzt ist.

Diese Formeln zeigen, daB in einem homogenen isotropen Korper
mit nicht verschwindender Leitfdhigkeit eine dauernde Volumver-
teilung der Elektrizitit unmdéglich ist; ihre Dichte muB, ganz unab-
hangig von dem zeitlichen Verlauf der anderen elektromagnetischen
GroBen in jedem Raumpunkt mit der Zeit exponentiell abklingen,
und zwar desto rascher, je kleiner die GréBe r — die sogenannte Re-
laxationszeit — ist.

Die soeben eingefiihrte ‘GroBe

e=14+4nx (50)
heilBt die Dielektrizititskonstante des Koérpers. Sie ist dem Verhiltnis
der elektrischen Erregung D zur elektrischen Feldstirke € gleich, d. h.

D=¢cE. (50a)
Die entsprechende Beziehung zwischen der magnetischen Erregung
B = 9 — 4aM und magnetischen Feldstirke lautet

B=p19, (1)
wobei der Proportionalititsfaktor — die ,,magnetische Konstante® —
sich nach (47a) folgendermaBen ausdriickt

ul=1—4mny. (5la)
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Wie schon oben erwihnt wurde, definiert man in der iiblichen Darstel-
lung der Elektrizititslehre die gemittelte Feldstarke § als die magne-
tische Erregung und die GroBe %B als die ,Feldstarke. Dementspre-
chend definiert man die magnetische Suszeptibilitit y durch die Formel

M=xB (62)

I . . .
und fithrt statt g~ die reziproke Grofe y = o €in, die als magnetische

Peymeabilitit bezeichnet wird und die sich durch y auf dieselbe Weise
wie & durch » ausdriickt, d. h. nach der Formel

p=1+4ny. - (52a)

Diese gewdhnliche Suspeztibilitdt y ist mit unserer y durch die Bezie-

hung 1 4-4ny = T-_}ZH verkniipft. Man hat folglich
: .
Y = fdng— (52D)
und .
Y=uB. (52¢)

2. Die Grundgleichungen und die Grenzbedingungen.

Wenn man die Ausdriicke (50a) und (52c) in die Gleichungen (17)
und (18) fiir nichtleitende Kérper einfithrt, nehmen diese Gleichungen
die folgende Gestalt an:

dive€=0, divpB=0, (53)
rot € 4 % 98 _ =0, (63a)
rot 8—2 9% =0. (53b)

Fir leitende Korper (o0 > 0) muB die letzte Gleichung durch
rot §— = %—? 5’;’5 € (54)

ersetzt werden (die elektrische Ladungsdichte ¢ kénnen wir von vorn-
herein gleich Null setzen).

Wie schon manchmal erwihnt wurde, konnen diese Gleichungen
nur in dem Fall harmonisch schwingender Felder streng giiltig sein.
Wir machen demgemiB den Ansatz

@___ o glot , b — g,o gtot (55)
und bekommen zur Bestimmung der Amplituden E° und $° als Orts-
funktionen die Gleichungen:

dive =0, divp9°=0, (65a)
rot G0+ "2 Bo—0, (55Db)
rot Bo— 25 G0 =0. (55¢)

3*
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Wir haben dabei die beiden Konstanten & und ¢ zu einer einzigen kom-
plexen GroBe
g=e—1i—— (65d)

vereinigt, die als , komplexe Dielektrizititskonstante’ des betreffen-
den Korpers bezeichnet werden kann. Es sei daran erinnert, daB auch
bei ¢ = 0 die Grofe & ebenso wie u einen komplexen Wert haben kann
(vgl. Ende §2).

Neben den Differentialgleichungen fiir die elektromagnetischen Feld-
groBen, wollen wir noch die auf der Grenzflache zweier solcher Kérper
(2 und b) geltenden Bedingungen kurz betrachten. Falls es keine Fli-
chenladung und keinen Flichenstrom gibt, hat man nach (19) und (20)

e B2 = ¢ EY, E‘:=E,”]
D D! 6
DZ:DZ, ’E:‘e_bj (5)
und
peBy=pr B,  Bi=B)
He Hb¢ 56a
=t = o
wo E,, D, usw. die tangentiellen Komponenten der entsprechenden
Vektoren bedeuten. Bezeichnet man die Winkel zwischen der Flichen-
normale nt und der elektrischen Feldstdrke (oder Erregung) in den beiden
Koérpern mit 4, und ¢,, so bekommt man nach (56) das folgende
,,Brechungsgesetz der elektrischen Kraftlinien
tgi, &
i (66Db)
Ein dhnliches Gesetz gilt fiir die magnetischen Kraftlinien, welche die
Vektoren $ und B graphisch darstellen.

Die oben angefithrten Differentialgleichungen und Grenzbedin-
gungen lassen sich leicht auf den Fall anisoiroper Kirper verallgemeinern.
Und zwar muB3 man einfach statt der skalarer Materialkonstanten #, &,
% # (oder p, u~1) und o entsprechende Tensoren zweiten Ranges ein-
fithren. Es wird dabei

3 3 ‘
P,=Yu Ey, D;= Ye; Ey, &= 0;x + 47y, (67)
k=1 k=1
wo 2§ den Einheitstensor bedeutet; ferner

: 3 3
Mi=k§X¢kBk» Hi:gllu'ikBkr pir=0;+ 47y (573)

oder

3 3
Mz-=k21}’ika, Bi=£ill?in;. Wit =0,y — 47y, (B7b)
und schlieBlich 3

Js== Zoj;k E;. (57c)

k=1
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Die Tensoren 2y und 2y~ ? sind zueinander reziprok. Bezeichnet man
die aus den Komponenten von 2y gebildete Determinante mit |ul|,
so gilt

Pit =

Wie wir es spiter zeigen werden, sind die obigen Tensoren im allgemeinen
alle symmetrisch. Man kann folglich fiir jeden anisotropen Korper
solche rechtwinkligen Koordinatenachsen wihlen, in bezug auf welche
die nichtdiagonalen Komponenten der Tensoren 2¢ und 2% oder %y und
2u verschwinden. Diese Achsen heillen die elektrischen bzw. magnetischen
Achsen des betrachteten Korpers (oder Volumelementes, falls der Kor-
per nicht nur anisotrop, sondern auch inhomogen ist). Die entsprechen-
den nichtverschwindenden Komponenten der erwihnten Tensoren
heiBen ihre Hauptkomponenten und werden gewohnlich durch Anhin-
gung eines Indizes, also z. B. mit x,, »,, #; bezeichnet,

Die elektrischen und magnetischen Achsen, ebenso wie die Achsen
des Leitfahigkeitstensors kénnen im allgemeinen verschiedene Rich-
tungen haben. Fallen sie alle zusammen, so nehmen die Differential-
gleichungen des elektromagnetischen Feldes, bezogen auf diese Achsen,
die folgende verhiltnismiBig einfache Gestalt an:

a 7] /]
571(81 E)) +W (e2 E) +W (e3E3) =0

; , (55)
87,1(:“13) ax (1q 2)+ (;us 3) =0
0E; O0E, mo
'axz 3x3+ c _O
0E, OJE aB
ar " an T e 0t =0 |- (582)
9E, 9E, psaB
A ro i Tl
0B, 0B, & 0E_, o
%, 0xg *cww—‘yt_c_El
9B, 0B, & 0E,_, o
0B, 0B, & 0E_, oy
07;_5)7;_'0‘—6_!_ Pt

Die elektrischen und magnetischen Achsen sind dadurch ausgezeichnet,
daB fir sie — und nur fiir sie — die Feldstarken und die entsprechenden
Erregungen einander parallel sind. Im allgemeinen aber miissen die
Kraftlinien und die Erregungslinien in verschiedenen Richtungen ver-
laufen. An der Grenzfliche zweier Koérper werden sie folglich ver-
schieden gebrochen.
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§ 8. Die Verallgemeinerung der Feldgleichungen fiir bewegte Korper.
1. Direkte Beriicksichtigung der Bewegungsgeschwindigkeit.

Die oben angefiihrten Feldgleichungen fiir isotrope Koérper lassen
sich leicht noch nach einer anderen Richtung verallgemeinern, nimlich
fiir den Fall, da3 der Korper sich in bezug auf das betreffende Koordi-
natensystem S’ geradlinig und gleichférmig bewegt. Das mit dem
Korper fest verbundene Koordinatensystem sei S. Wir nehmen an,
daB die beiden Systeme gleich orientiert sind und daB S sich gegen-
iber S’ in der Richtung der (gemeinsamen) ersten Achse mit der Ge-
schwindigkeit v bewegt.

Diese Frage haben wir in §4 von einem allgemeinen Standpunkte
aus, d. h. unabhéngig von irgend einer Beziehung zwischen den Feld-
stirken (€, ) und den Polarisationen (, M) oder Erregungen (D, B)
schon ausfiihrlich diskutiert. Jetzt bleibt uns folglich die im vorigen
Paragraphen fiir das System S eingefithrten Beziehungen (47), (47a),
(50a) und (51) zu beriicksichtigen (wir betrachten zunichst den Fall
eines nicht leitenden Koérpers, d. h. setzen o = 0).

Dies 14Bt sich mittels der (angenidherten) Transformationsgleichun-
gen (28), (28a) und (28b) des § 4 sehr leicht ausfithren. Wir setzen
niamlich in den Gleichungen (28a) und (28b) die Ausdriicke B = xE,
M=7y9, D =1eC€, B=p 19 ein, und driicken ferner € und $ durch
€’ und ' aus nach den Formeln

=9~ %€
C=¢+"x9|

die sich durch Umkehrung von (28) bei Vernachlissigung der in 2 qua-

dratischen Glieder ergeben. Auf diese Weise bekommen wir die fol-
genden (angeniherten) Beziehungen

P=xC+x+y) - x§

’ ’ D ’ (59)
W=y —(x+y) -, XE€
und mit Riicksicht auf die Relationen (50) und 51a)
D= & + (e—u'l)%x 9’
(59a)

B =p 1+ (Y X €

‘Aus den letzten Gleichungen ergeben sich mit derselben Anndherung
die Formeln

ARl L) ’
D=:cC + Pt B
7 1 ’ _lb
9 =— oLV 1
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| ot

d.h. mit g1 = -

D =@ +(ep—1) " x ¥
. (59b)
9 =p®—(ep—1) " xE

Es sei daran erinnert, daf3 die Grundgleichungen (I) und (III) bei einem
Ubergang von S zu S’ unverindert bleiben, d.h. die dibliche Gestalt
div' ' =0 rot' ¢ -if)a—?, =0

1909
car =0

(60)
div®' =0, rot'B —

beibehalten. Driickt man aber hier " und B’ (oder $’) durch €’ und
9’ (bzw. B’) nach (59a) oder (59b) aus, so bekommt man Gleichungen,
die von den einfachen, sich auf das mit dem Korper bewegte Koordi-
natensystem S beziehenden Gleichungen (53), (53a) und (53b), wesent-
lich verschieden sind. Diese verallgemeinerten, fiir einen in bezug auf
das System S’ mit der Geschwindigkeitb bewegten Kérper geltenden
Gleichungen lauten, mit der Abkiirzung

v
w=(p—1)" (61)
und mit Riicksicht auf die Identitit div’ (WX E') = — v - rot €', folgen-
dermafBen:
div e 4+t -rot’ B' =0,
div'uB'—t -rot' € =0, l
v 1 0% FIca
rot @ —f'—C(M‘a’t -~m><-87)—0, (61&)
o1 ¢ 0%’
rot’B —7<{‘ —87+m X —07;—>———0

Wir haben bisher die elektrische Leitfihigkeit des betrachteten Kor-
pers vernachlissigt. Wenn es sich um harmonisch schwingende Felder
handelt, kann man sie sehr einfach beriicksichtigen, und zwar durch

. . . .4 . .
Hinzuftigung der imagindren Gréfe — 1 %—G zur dielektrischen Kon-

stante &. Hier bedeutet w die (mit 2z multiplizierte) Frequenz der
Schwingungen in bezug auf das System S. In der von uns gebrauchten
Anndherung kann @ mit der entsprechenden GroBSe fir S° identifi-

ziert werden <die exakte Beziehung lautet o' = 11—3?/?)'
— Vé/C

" Im allgemeinen Falle beliebiger elektromagnetischer Vorginge muB
man auf der rechten Seite der ersten und letzten der Gleichungen (61a)
die (mit 4w multiplizierte) Ladungsdichte g’ bzw. die Stromdichte j’

einfilhren. Setzt man wie iiblich ¢ =0, so wird nach (29) ¢ =’2 i
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und j' = j. Es ergibt sich folglich wegenj=%@"; und € = ¢’ +%>< o'
O [, D ,
j =7<(&3 +7><$g>

(62)
, GO (/1] ’
0 _—6‘2'@(”—-—-0—2 . @

Diese Formeln stellen die angeniherte Form der folgenden exakten
vierdimensionalen Relation

4
=2 Dl (i=1,...4) (62a)
E=1

dar, wo Hj, die durch (22a) definierten Komponenten des elektro-
magnetischen Feldtensors bedeuten und %, die Komponenten des Vierer-
vektors #, welcher die Translationsgeschwindigkeit des Korpers cha-
v/c

W und die zeit-
—V4/C

rakterisiert (die rdumliche Projektion von u ist

. i
liche Vﬁﬁ) .

2. Relativistische Verallgemeinerung der
elektromagnetischen Materialkonstanten.

Die angefiihrten Beziehungen zwischen den Polarisationen, Erre-
gungen und Strom- (bzw. Ladungs-) dichte einerseits und den Feld-
starken andererseits sind zuerst von H. Minkowski abgeleitet worden.
Man kann aber diese Beziehungen in einer etwas verschiedenen vier-
dimensionalen Form darstellen in der Weise, daB die Translations-
geschwindigkeit v des Korpers nicht explizite in sie eingeht, sondern
inplizite in den Materialkonstanten enthalten ist. Diese verallgemei-
nerten Materialkonstanten eines bewegten isotropen Korpers lassen
sich nicht mehr als skalare GréBen behandeln, sondern ebenso wie bei
anisotropen Kérpern (die Anisotropie riihrt im betrachteten Fall von der
Bewegung her) miissen als gewisse Tensoren aufgefaBit werden, und zwar,
wie leicht einzusehen ist, als wvierdimensionale Tensoven vierten und
dritten Ranges').

In der Tat will man die Komponenten des Erregungstensors 2B
als lineare Funktionen der Komponenten des Feldtensors 2§ definieren,
so miissen die Koeffizienten dieses linearen Zusammenhanges die Kom-
ponenten eines Tensors vierten Ranges bilden. Bezeichnet man diesen

Tensor mit 48, so wird
Bikzsik;aﬁHaﬁ , (63)

wobei die Summenzeichen fiir gleiche Indexpaare (ao und ff) weg-
gelassen sind. Da die Tensoren 2§45 und 28, schiefsymmetrisch sind,

1) Die nachfolgenden Resultate rithren von Ig. Tamm her (Math. Zs. 1923).
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so miissen die Tensorkomponenten ;. o, bezdiglich der Indexpaare 1, k
und o, # auch schiefsymmetrisch sein. Man kann ferner leicht zeigen,
daB im Falle isotroper Korper die folgende Formel

Sik;aa ™ Sia Skp (63a)
gilt, wo s,, und s,, die Komponenten eines symmetrischen Tensors
zweiten Ranges 28 sind. Diese Formel 148t sich unmittelbar fiir einen

ruhenden Korper beweisen, wobei die Komponenten von % nach dem
folgenden Schema gebildet sind:

L
U

—
=]
=)
[

1
0,=-00
(Sep) = Vo . (63b)
1
00 Ve 0
0 0 0 ¢yu
Wegen des invarianten Charakters der Beziehung (63a) gegeniiber be-
liebiger Lorentztransformationen muB sie aber dann auch fiir bewegte
Korper bestehen bleiben.
Die Lorentztransformation, welche dem Ubergang vom ,mit-
bewegten* System S zum ,,ruhenden’ S’ entspricht, ist bekanntlich
durch das folgende Koeffizientenschema

yOOgy

0
1 00 (}l 1 1c,>

0010 T =g’ (64)

(oter) =

B
—570 0y

definiert (vgl. Bd. I, S.291; wir miissen dabei das Vorzeichen von v
wechseln).
Setzt man diese Koeffizienten in die Transformationsformel
SK B = O i %pp’ Sup
ein, so bekommt man nach einer einfachen Rechnung:

y? By*
o 1—Bep), 0, 0, (l—eu),
W( B em) w( 1z
0) V:: 0: 0:
S = # . . (64a)
0: ) _'/tt 0:
7
b2 ey, 0, 0, peyu(1—2)
'/7‘ ) F) ) e”
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Daraus ergibt sich nach (63) und (63a)
ih Dy =1iBy =1isj, SiﬂH;cﬂ =1 (S Saa Hig + sS4 50 Hy)

. / ’ , 7 / 3 ’ ﬂz

Dy = (51154 —S14541) Ey=E &4 [(1 —pRPep) (1__5)_52 (1_'3/‘)2]
oder

. 1\-
/ —nd 2,2 il .
D; e[l y /5'2<e‘u a,u—|—£M>JE1,
ferner
i Dy =i By =1 sy, s;ﬂH,'“g=is;2 (S Hoy + s34 Hyy)

D= ey2<1—~ﬂ2

, Byt y
) et e B

und in derselben Weise
’ ﬂg ’ /372 ’
— 2 N M Ll —
Di=c¢y (1 8”>E3+ (1l —ep) H;.
Ahnliche Formeln ergeben sich fiir die Komponenten von $8. Vernach-
lassigt man die in 8 =% quadratischen Glieder, so kann man diese

Komponenten vektoriell zu den schon oben abgeleiteten angeniherten
Formeln (59a) oder (59b) zusammenfassen.
Die Formeln (62a) fiir die Komponenten des Viererstroms kann
man in der Gestalt
ji = Hi 0} (65)

umschreiben, wodurch statt des Leitfihigkeitsskalars o der entspre-

chende Vektor mit den Komponenten o7, =%u,c eingefithrt wird. Im

Falle anisotroper Korper ist aber eine solche Darstellung der Leitfibig-
keit nicht mehr méglich; wir miissen vielmehr statt des dreidimensio-
nalen Tensors zweiten Ranges 20 einen Tensor dritten Ranges einfiihren
mittels der Gleichung

fi=0ix1 Hyy - (65a)

Auf die Diskussion dieses Tensors, sowie des Tensors 28 fiir anisotrope
Korper soll hier nicht eingegangen werden. Es sei nur bemerkt, daB
der Leitfihigkeitstensor sich in diesem Falle nicht auf einen Tensor
zweiten Ranges zuriickfithren 148t.

Um die eventuell auch in einem ruhenden Kérper vorhandene freie
Raumladung zu beriicksichtigen, muB man ihre Dichte g als die zeit-
liche Komponente eines Vierervektors mit verschwindender riumlicher
Projektion betrachten. Fiir einen bewegten Korper, d. h. in bezug auf

das Koordinatensystem S’, ist diese Projektion von Null verschieden,
0
ez
Hl—o?jc®
zeichnet, im Gegensatz zu dem durch das Ohmsche Gesetz bestimmten

und zwar gleich Sie wird gewohnlich als Konvektionsstrom be-
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Lettungsstrom. Dem Konvektionsstrom entspricht als zeitliche Kompo-

nente die freie Ladungsdichte o’ = 2

n—wj

; sieist praktisch <fﬁr kleine

Werte von %) mit g identisch.

Bei Fehlen eines Konvektionsstromes nehmen die allgemeinen elektro-
magnetischen Feldgleichungen fiir bewegte anisotrope Koérper in vier-
dimensiomaler Schreibweise nach (22), (23), (63) und (Gﬁ) die folgende
Gestalt an:

OH;, | 0Hy, , 0H,,

_8x, 0x, + 76;,%." =0

7}

9%
Dieses Gleichungssystem kann man als die Zusammenfassung der ge-
wohnlichen makroskopischen Theorie des elektromagnetischen Feldes
in materiellen Kérpern betrachten.

Fithrt man das gemittelte Viererpotential ¥ nach der iblichen Formel

Hi= g, G (662)

(66)
(Sﬁ; wi Hy)) =470, Hy

ein (vgl. Bd. I, S.252; dort bedeuten H;, und A, die exakten Werte
der entsprechenden GréBen im betrachteten Raumzeitpunkt), so werden
die ersten Gleichungen (66) identisch erfiillt, wihrend die zweiten die

Gestalt
a 04 04\
AR et vl
annehmen.

Durch Integration dieser Gleichungen mit Riicksicht auf die oben
angefilhrten Grenzbedingungen kann man ein harmonisch schwin-
gendes (oder statisches) elektromagnetisches Feld eindeutig bestimmen.
Im allgemeinen Falle nichtperiodischer Vorginge miissen noch gewisse
Anfangsbedingungen angegeben werden, welche zur Bestimmung der
harmonischen Komponenten der FeldgréBen dienen. Diese Frage wer-
den wir im zweiten Abschnitt ausfiihrlich behandeln.

f?ff’z_‘?éc>
dxy dx,

=470, (66b),

§ 9. Verschiedene Komplikationen der Theorie bei wirklichen Korpern.

Die in den letzten zwei Paragraphen entwickelte, von Maxwell her-
rithrende phinomenologische Theorie des makroskopischen Feldes, ver-
vollstindigt durch die mikroskopische Dispersionstheorie, welche die
Abhingigkeit der Materialkonstanten ¢, u, ¢ fiir harmonische Schwin-
gungen von ihrer Frequenz bestimmt, ist erfahrungsgemiB mit der
Mehrzahl der Beobachtungstatsachen in sehr gutem Einklang. In
dieser Hinsicht, ebenso wie hinsichtlich der Form der Grundgleichungen
entspricht sie vollkommen der klassischen, auf dem Hookeschen Gesetz
basierenden Elastizitidtstheorie, die ihre mathematische Formulierung
in lLinearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fir die Verschie-
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bungskomponenten findet (den letzteren entsprechen in der Max-
wellschen Theorie die elektromagnetischen Potentiale).

In beiden Fillen werden aber die materiellen Korper beziiglich
ihrer elektromagnetischen bzw. elastischen Eigenschaften etwas ideali-
stert. Um die Erscheinungen behandeln zu konnen, wo diese Ideali-
sierung nicht mebr zutrifft, mit anderen Worten, um die Abweichungen
wirklicher Korper von den ,,idealen” zu beriicksichtigen, muB man
in die iibliche phinomenologische Theorie gewisse Komplikationen ein-
filhren. Diese Komplikationen werden mathematisch durch Zusaiz-
glieder, welche die Ordnung oder den Grad der Differentialgleichungen er-
hGhen, ausgedriickt.

1. Die von den Polarisationen héherer Ordnung
herrithrenden Komplikationen.

Die ersten dieser Komplikationen rithren in unserem Falle von
der elektromagnetischen Polarisation zweiter und hoéherer Ordnung,
die wir in § 5 ausfiihrlich besprochen haben, die aber bei der Aufstellung
der Grundgleichungen in § 7 auBer acht gelassen wurden, her. — In
Bd. I (Kap. IV, § 8) haben wir fiir die induzierten elektrischen Momente
eines Molekiils den folgenden linearen Ansatz gemacht:

— o wlwly e
P (ny, my, 1) = n{'%lé“ (1), Mg, M35 My, Mg, Mg) DA 0x%s 9l
wo @ das Potential des duBeren, zeitlich konstant vorausgesetzten elek-
trischen Feldes bedeutet und die Summation sich auf alle (nichtnega-
tive) Werte der Zahlen %y ny ng erstreckt, die den Ungleichungen
0<ny+ny +ng=n" <n=mn, +n, + n, geniigen. Die vierdimen-
sionale Verallgemeinerung dieses Ansatzes lautet in einer etwas ver-
schiedenen Schreibweise unter Weglassung der Summenzeichen fiir

gleiche Indexpaare?)
n
M, iy ... o0 == 2 Ohiy...ins kifi ..y D37 Ony . Dy, (67)
=1 "

Es bedeuten dabei m,; die Komponenten des gewohnlichen elektro-
magnetischen Momenttensors (mgyy = m,, Mgy = my, M,y = my stellen
das induzierte magnetische Moment, — imy, = p;, — imy = p,,
—img, = p3 — das induzierte elektrische Moment des betrachteten
Molekiils dar). Man hat ferner nach (45c¢)

2
M, ik *——?(mhi & +mp &) usw.

1) Diese Indexpaare durchlaufen unabh#ingig voneinander die vier Zahlen -
werte 1, 2, 3, 4.
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Multipliziert man die mikroskopischen Mittelwerte der induzierten Mo-
mente mit der Anzahl der Molekiile pro Volumeinheit, so bekommt man
die entsprechenden Polarisationen. Die letzteren lassen sich nach (39b)
auf eine resultierende Polarisation erster Ordnung reduzieren, die wegen
(67) und (66a) die folgende Gestalt annimmt

n+n'-—2H o

(), X 0 k4

Pii, = 2 2 Rhiy...ins k8 .8 50 an BA . Dy - (67a)
n n n tg 7T Tim [ t

n’

Die Koeffizienten » koénnen leicht durch die Polarisationskoeffizienten o

ausgedriickt werden, worauf wir aber nicht eingehen werden.
Vereinigt man in (67a) alle Glieder, welche dieselbe Ableitung von

H,,, enthalten, so bekommt man statt (67a) die folgende Formel

0
Pi’%=2%hi;kz; Jieeein 5;*(%%%3;5, (67D)
n=0 N J2 In
WO  Xhiikl;jy...5n die Summe aller Koeffizienten von der Form
Hhijy..jvskljver...in T0r =0, 1, . ., % und fiir verschiedene Permutationen
der Indizes 7;...7, untereinander bedeutet. Die Koeffizienten %, die wir
als ,,Suszeptibilitdtskoeffizienten‘‘ bezeichnen kénnen, bilden fiir jeden
festen Wert von # einen Tensor vom Range # -+ 4; sie sind offenbar
symmetrisch in bezug auf die Indizes 7,, . . . j, und schiefsymmetrisch
in bezug auf die Indexpaare 47 und k/.
Wir fithren nun statt der resultierenden Polarisation die entspre-
chende Erregung ’

B,;=H,,—4a P} (68)
ein. Aus (67b) folgt
e2]
o H
Bhi”—'zshi;kl;il ---inﬁ’ (63a)
o 1 n

wobei die ,Erregungskoeffizienten* s mit den Polarisationskoeffizienten
durch die Beziehungen

Shiski = Opi Oy — 4T %hsskt,  Shiskis fy...=— 4T Hnisp;4,... (68D)

verkniipft sind.

Die Formel (68a) stellt die gesuchte, die Polarisationen hoherer Ord-
nungen beriicksichtigende Verallgemeinerung der Beziehung (63) dar.
Bei Beibehaltung der drei ersten Glieder von (68a) erhilt man

— 0 Hy, * Hy,
Bui=sni; s Hi + i, 01500 Ty, T SBEELRS §agar (68¢)

Es sei bemerkt, daB diese drei Glieder die Polarisation erster und
zweiter Ordnung (und nur teilweise die der dritten Ordnung) beriick-
sichtigen.

. e . 0B
Setzt man den letzten Ausdruck in die Gleichungen -5% =470, Hpy
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. . 04 04 . . .
ein, so bekommt man mit Hy, = ?ﬂ_l_Txk vier lineare Gleichungen
k i

vierter Ordnung fiir die Komponenten des Potentials. Diese Gleichungen
wollen wir fiir den allgemeinen Fall nicht diskutieren. Es sei hier nur
der einfachste Fall harmonisch schwingender (oder statischer) Felder
in einem ruhenden Kérper etwas niher betrachtet. Dabei kénnen wir

die Differentiation nach x, = ic# durch Multiplikation mit % ersetzen

<% bedeutet die Frequenz der Schwingungen) und die entsprechenden

Glieder mit solchen der vorhergehenden Ordnung vereinigen. Man
kann ferner die elektrische und magnetische Erregung einzeln behandeln,
und zwar als Funktionen der entsprechenden Feldstirken. Auf diese
Weise ergibt sich fiir die elektrische Erregung eine Formel von folgender
Gestalt O 2 E

Di:é‘mEk‘}‘sikzj;f‘*“SilczlzzaThg%;) (69)

wobei iiber gleiche Indexpaare von 1 bis 8 zu summieren ist. In dem
Spezialfall isotroper Kérper reduziert sich- der Tensor &;, auf einen
Skalar & oder, genauer gesprochen, auf das Produkt dieses Skalars
mit dem symmetrischen Einheitstensor

100
62'].7: O].O
001

Was den Tensor &;;, anbelangt, so reduziert er sich in diesem Fall auf
das Produkt eines zweiten Skalars &’ mit dem schiefsymmetrischen
Einheitstensor dritten Ranges §,,;, dessen Komponenten gleich 1 sind,
wenn ¢kl eine zyklische Permutation der Indizes 123 darstellt, — 1
bei Vertauschung zweier Indizes, und Null, falls zwei von ihnen oder alle

drei zusammenfallenl). Die Summe 6;; %x—" stellt dabei, wie leicht
14 ,
einzusehen ist, die negative 7-Komponente des Vektors rot € dar, so

daB die zwei ersten Glieder von (69) sich vektoriell in der Formel
D=e€C—¢'rot € (69a)

zusammenfassen lassen. Der Tensor &;;;; muB sich auch auf zwei
Skalare reduzieren, und zwar nach der Formel

o 122
Eivute =8 0710y, + " 054, 01y,
woraus folgt:

0* E, n OE;

_}_ g 0 aEk
Ciktle Gy "9, © Gxp0xn ' B, Oy

2 .
—_ 2 2 1
=¢''V?E,+ ¢ “6xidw@'

!) Die allgemeine Bedingung fiir die Komponenten von 36 lautet: d,,, = — 6,

ilk *
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Wir haben also bei Beriicksichtigung des dritten Gliedes in (69)
D=eC—er0tE+&"P2€ 4"V diveE. (69D)

Ahnliche Formeln ergeben sich fiir die magnetische Erregung 9B als
Funktion der magnetischen Feldstirke, wobei aber div $ identisch
verschwindet.

2. Komplikationen, welche die Linearitit der Gleichungén
aufheben.

Wir haben bisher nur die von den induzierten Quadrupolen her-
rithrenden und sich auf die Ordnung der Differentialgleichungen des
makroskopischen Feldes beziehenden Komplikationen betrachtet. Es
bleiben aber noch andere Komplikationen iibrig, welche den Grad dieser
Gleichungen beeinflussen und ihre Linearitit aufheben.

Wir miissen zunichst solche Komplikationen erwihnen, die die
Abhingigkeit der elektrischen und magnetischen Polarisation von den
Feldstiarken betreffen und den bekannten Abweichungen von dem
Hookeschen Gesetz in der Elastizititstheorie entsprechen. Sie werden
gewohnlich auf eine Abweichung der elektrischen oder magnetischen
Suszeptibilitit von den ,konstanten®, sich auf schwache Felder be-
ziehenden Werten zuriickgefiihrt. In verhiltnismaBig einfachen Fillen
kann man diese Abweichungen durch Entwicklung der dielektrischen
,,Konstante* oder der magnetischen Permeabilitit in eine Reihe nach
Potenzen der elektrischen bzw. magnetischen Feldstirke beriicksich-
tigen. Auf diese Weise lassen sich z. B. die fiir einige Stoffe charakte-
ristischen ,,Sattigungserscheinungen’“ beschreiben, d.h. das Streben
der Polarisation gegen einen endlichen Grenzwert bei unendlich wachsen-
der Feldstirke. Es gibt ferner solche Erscheinungen, welche durch die
gleichzeitige Wirkung eines schwachen, schnell schwingenden Feldes
und eines starken konstanten Feldes bedingt werden (Faraday-Effekt,
Kerr-Effekt) und welche sich durch Hinzufiigung zur gewoshnlichen Di-
elektrizitdtskonstante eines der Stirke des konstanten Feldes proportio-
nalen Zusatzgliedes erkliren lassen.

Ahnliche Abweichungen von der Linearitit sind in der allgemeinen
Beziehung (65a) zwischen Stromdichte und Feldstirke zu beriicksich-
tigen. Wir haben schon den Fall des Hallschen dem Produkte von E
und H proportionalen Stromes erwihnt [vgl. (48b)]. Aber auch bei
Fehlen eines magnetischen Feldes kénnen bei sehr groBen elektrischen
Feldstirken bestimmte Abweichungen vom Ohmschen Gesetze auf-
treten, welche die Erscheinung des elektrischen Durchschlags in schlecht
leitenden oder ,,isolierenden‘‘® Substanzen bedingen (in Metallen und
Elektrolyten sind Abweichungen dieser Art nicht beobachtet).

Zusammenfassend kann man sagen, da8 die Komplikationen ,,zweiter
Art“, infolge deren die Linearitit der Gleichungen verloren geht, nur
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bei sehr starken Feldern vorkommen. Es ist deshalb zweckmiBig, die
elektromagnetischen Erscheinungen in materiellen Korpern in zwei
Klassen einzuteilen: solche, die schwachen, und solche, die starken
Feldern entsprechen. Nur die ersten sind einer allgemeinen theoreti-
schen Behandlung fihig. In diesem Buche werden wir deshalb die Elek-
trodynamik materieller Kérper hauptsichlich fiir schwache Felder ent-
wickeln (entsprechend der gewéhnlichen Elastizititstheorie, die sich
ausschlieBlich mit kleinen Deformationen, fiir welche das Hookesche
Gesetz giiltig bleibt, beschiftigt). Die elektromagnetischen Erschei-
nungen der zweiten Gruppe (starke Felder) werden wir nur fiir die wich-
tigsten Spezialfiille, die sich auf konstante Felder beziehen, betrachten.

Zweites Kapitel.

Energie und Krifte,
§ 1. Vorbemerkungen.
1. Physikalische Bedeutung der Energie in der
makroskopischen Elektrodynamik.

Wir haben in Bd. I gezeigt, daB die vollstindige elektrische Energie
eines Systems ruhender Elektronen mit endlicher Volum- oder Flichen-
ladung durch das auf den ganzen Raum erstreckte Integral %f@de

dargestellt werden kann, wobei € die resultierende elektrische Feld-
stirke im Volumelement dV bedeutet. Wir haben ferner gesehen, daf3
diese Energie sich aus zwei Teilen zusammensetzt, nidmlich 1. der
Summe der Eigenenergien der einzelnen Elektronen und 2. der gegen-
seitigen Energie dieser Elektronen. Und zwar zerlegt man € in Sum-
manden @,, die den einzelnen Elektronen entsprechen, so driickt sich

. . . &3
der erste —immer iiberwiegende — Anteil durch die Summe EJ‘% av

aus, und der zweite durch die Doppelsumme
2 2[5t
@£ P
Dieselbe Einteilung der Energie ergibt sich, wenn man sie durch die auf
das Volum oder die Oberfldche der Elektronen erstreckte Integral %j(pg av

bzw. %J.‘P’i dS darstellt, falls man dabei das Potential ¢ in zwei Teile
zerlegt, die von dem betrachteten Elektron selbst und von allen iibrigen
Elektronen herriithren (vgl. Bd. I, Kap. VII, §1).

Es ist nun von vornherein klar, daB in der makroskopischen Elektro-
dynamik materieller Kérper eine derartige Darstellung der vollstindigen



Vorbemerkungen. 49

elektrischen Energie im obigen Sinne (d. h. der Energie der Elektronen,
aus welchen der betrachtete Korper aufgebaut ist) prinzipiell unmdglich
ist. In der Tat hat ja die makroskopische Theorie nur mit (mikroskopi-
schen) Mittelwerten der GréBen €, ¢, o usw. zu tun. Diese Mittelwerte,
die wir im folgenden, wie am Anfang des Kap. I, durch Uberstreichen
bezeichnen werden, sind aber fiir die Bestimmung der vollstindigen
Energie ganz unzutreffend, denn die letzte driickt sich durch Produkte
oder Quadrate der entsprechenden exakien GroBen aus. Man koénnte
selbstverstindlich statt dieser Produkte oder Quadrate ihre Mittelwerte

23
in Betracht ziehen, also z. B. die Energiedichte % durch die mittlere

(G2)
Dichte (-8@77) ersetzen. Dadurch wiirde — jedenfalls bei zeitlich kon-

stanten Feldern — das die vollstindige Energie darstellende Volum-
integral keine Anderung erleiden. Es ist aber im allgemeinen ganz
unmdoglich, den Mittelwert des Produktes zweier GréBen « und b durch
das Produkt oder irgend eine andere Funktion ihrer Mittelwerte aus-

zudriicken. Es besteht vielmehr zwischen den Ausdriicken @b und

a - b gar keine Beziehung. Dies 148t sich im Falle elektromagnetischer
GroBen am einfachsten einsehen, wenn man einen materiellen Kérper
,,im Normalzustand“ betrachtet, d.h. in einem solchen Zustand, in
dem die Mittelwerte der Ladungsdichte, der Feldstirke usw. verschwin-
den. Die entsprechenden quadratischen Mittelwerte aber bleiben offen-
bar dabei von Null verschieden. Wir kénnen also die dem Normalzu--
stand entsprechende elektromagnetische Gesamtenergie W, des Kor-
pers in keiner Weise bestimmen, solange wir nur mit den linearen Mittel-
werten der makroskopischen Theorie operieren.

Diese ,,Normalzustandsenergie’* muB unter anderem auch die E¢gen-
energie der Elektronen einschlieBen, welche durch ¢? dividiert, den
Hauptteil ihrer Gesamtmasse bestimmt (es ist noch ein geringer, durch
die gegenseitige Energie bedingter ,,Massendefekt‘‘ zu beriicksichtigen).
Speziell muB sie die kinetische Energie der Elektronen, Atome und
Molekiile enthalten, welche z. B. in der Wiarmebewegung zum Vorschein
kommt. Zu der ,,Normalzustandsenergie’* miissen ferner die gegen-
seitige Energie der Elektronen in den einzelnen Atomen und die gegen-
seitige Energie dieser Atome und Molekiile gehéren. Alle diese Energie-
betrage, welche in der mikroskopischen Theorie der materiellen Kérper
als die verschiedenen Anteile derselben elektromagnetischen Gesamt-
energie anzusehen sind, werden in der makroskopischen Theorie als
qualitativ verschiedene Energieformen behandelt — nimlich als me-
chanische, interatomare, chemische, molekulare, elastische Energie,
Wirme usw. Als elektromagnetische Energie 148t sich in der makro-
skopischen Elektrodynamik der materiellen Kérper nur derjenige Anteil
der mikroskopischen Gesamtenergie definieren, welcher dem Ubergange

Frenkel, Elektrodynamik I1. 4
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vom Normalzustand zu einem ,,elektromagnetisch angeregten‘‘ Zustand,
entspricht, d. h. einem solchen Zustand, wo der mikroskopische Mittel-
wert mindestens einer der ,linearen’ GréBen g, {(n, £), B, M usw. von
Null verschieden ist. Diese makroskopische elekiromagnetische Emergie
oder Zusatzenergie kann als eine gewisse Funktion der ,linearen Mittel-
werte’ bestimmt werden, und zwar im allgemeinen als eine gquadra-
tische Funktion, ebenso wie in der mikroskopischen Theorie. Es sei be-
merkt, daf3 diese Funktion, deren Bestimmung uns im folgenden be-
schiftigen wird, eine andere Form haben kann als die einfachste
nach dem Muster der makroskopischen Theorie gebildete Funktion

o [{(@r+(®)r}av.

2. Physikalische Bedeutung der makroskopischen elektro-
magnetischen Krifte.

Wir haben bisher nur von der Energie gesprochen; damit sind aber
die im Korper und auf seiner Oberfliche wirkenden Krifte und Span-
nungen, ferner auch die Energiestrémung und die elektromagnetische
BewegungsgroBe eng verkniipft. Alle diese dynamischen GroBen driicken
sich in der mikroskopischen Theorie durch Quadrate oder Produkte der
oben erwihnten linearen GréBen aus?). Zum Beispiel die auf die Volum-
einheit wirkende elektromagnetische Kraft & ist' durch den Ausdruck
o€ +iX $ gegeben. — Es fragt sich nun, ob der mikroskopische Mittel-
wert dieses Ausdrucks als makroskopische ,,Kraftdichte’* definiert wer-
den darf. Diese Frage miissen wir aber verneinen schon aus dem Grunde,
weil der obige Mittelwert dem Lorentzschen Bewegungsprinzip gemif3
(Bd. I, S. 202) zmmer gleich Null ist, also fiir die makroskopische Theorie
ganz belanglos ist. Der tiefere Grund fiir eine andere Definition der
makroskopischen Kraft (oder Kraftdichte) liegt in der Tatsache, daB
diese Definition der oben angefiihrten Definition der makroskopischen
elektromagnetischen Energie entsprechen muB, und zwar in der Weise,
daB die Arbeit der Kraft gleich der Energieabnahme sein soll. Be-
trachtet man die Frage von diesem Standpunkte aus, so sieht man
sofort, daB3 die dem Lorentzschen Bewegungsprinzip zugrunde liegenden
Selbstkrifte aus der mikroskopischen Gesamtkraft ausgeschlossen wer-
den miissen. Denn diesen Kriften entspricht die Eigenenergie der Elek-
tronen (oder Atome und Molekiile), die in der makroskopischen Theorie
nicht mehr als elektromagnetische Energie, sondern als Masse und kine-
tische Energie zu behandeln sind. Neben den Selbstkriften (die sich

1) In dieser Hinsicht besteht zwischen der Elektrodynamik und der Elastizi-
tatstheorie, die wir im vorigen Kapitel manchmal in Parallele gestellt haben,
ein gewisser Gegensatz, da in der Elastizititstheorie die Krifte und Spannungen
sich linear durch die Deformationskomponenten ausdriicken. In der Elektro-
dynamik entsprechen den Deformationskomponenten die Feldstarken und den Span-
nungen — die Polarisationen und die Stromdichte.
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hauptsichlich als Trégheitskrifte #ufBlern), miissen wir aus der im
Mittel verschwindenden mikroskopischen Gesamtkraft noch andere
Bestandteile subtrahieren, welche als interatomare, chemische, Kohi-
sionskrifte usw. aufgefaBt werden sollen. Der iibrigbleibende Bestand-
teil, welcher im ,,Normalzustand“, d.h. bei verschwindenden Mittel-
werten von g, i, B, M usw. verschwindet, bildet die eigentliche makro-
skopische elektromagnetische Kraft (pro Volumeinheit). Diese letztere
laBt sich offenbar als eine gewisse — im allgemeinen quadratische —
Funktion der erwihnten linearen Mittelwerte bestimmen, ebenso wie die
elektromagnetische Energie und selbstverstindlich im Einklang damit.
Es ist dabei zu beachten, daB3 diese Funktion von dem einfachsten der
mikroskopischen Theorie nachgebildeten Ausdruck g€ + j X  ver-
schieden sein kann.

Ahnliche Betrachtungen sind bei der makroskopischen Umdeutung
anderer dynamischer Gré8en, die wir hier nicht niher behandeln wer-
den, anwendbar.

Es sei zum SchluB3 noch folgendes bemerkt. In der allgemeinen oder
mikroskopischen Elektrodynamik war die Alternative: ausgedehnte
oder punktférmige Elektronen fiir den Aufbau der Energielehre sehr
wichtig. Und zwar wurde eine konsequente Entwicklung dieser Lehre
nur im Falle ausgedehnter Elektronen mit endlicher Raum- bzw.
Flachenladung moglich. Fiir die makroskopische Energielehre hat die
erwihnte Alternative gar keine Bedeutung. Die rdumliche Ausdehnung
der Elektronen, solange sie als klein gegen die Abmessungen der Atome
und Molekiile vorausgesetzt wird, kommt fiir die makroskopische
Theorie kaum in Betracht. Indem sie die wirkliche L.adungs- und Strom-
verteilung durch die entsprechenden Mittelwerte iiber die den einzelnen
Molekiilen zukommenden (oder noch gréBeren) Volumina ersetzt, ver-
teilt sie tatsdchlich die Elektronenladungen {iber diese Volumina.
Die ,,Individualitdt der verschiedenen Elektronen geht folglich voll-
stindig verloren, und die Gesamtenergie des sie ersetzenden quasi-
kontinuierlichen elektrischen Mediums stellt nur einen duBerst geringen
Teil ihrer Eigenenergie dar.

3. Einteilung der quadratischen GroéBen entsprechend den
Beitrigen der freien und der gebundenen Elektronen.

Die verschiedenen linearen GréBen (Ladungs- und Stromdichte,
Feldstirken usw.), welche den elektromagnetischen Zustand eines Kér-
pers im makroskopischen Sinne charakterisieren, lassen sich, wie im
vorigen Kapitel gezeigt wurde, in zwei Teile zerlegen, welche resp. den
freien und den gebundenen Ladungen (Elektronen) entsprechen. Diese
zwei Bestandteile irgendeiner linearen GréBe @ wollen wir mit a,
bzw. a, bezeichnen (die die Mittelwertsbildung ausdriickenden Quer-
striche lassen wir im folgenden wieder weg).

4*
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Fiir quadratische GroBen, wie z. B. die elektromagnetische Energie,
Krifte, Spannungen usw., die sich durch Produkte zweier linearer
GréBen ¢ und b (oder Summen von Produkten dieser Art) darstellen
lassen, ist eine solche Einteilung offenbar unméglich. Denn das Pro-
dukt a - b zerfillt in vier Summanden a,b;, a,b,, a,b,, a,b,, die den
verschiedenen Kombinationen der freien und der gebundenen Elektronen
untereinander entsprechen. Jede quadratische GroBe Q = 3'ab kann
dementsprechend in wvier Bestandteile zerlegt werden:

Qrr=20,b;, Qpp=230ab,, Qgr=2a,b;, Qyp=2a,b,.

Die physikalische Bedeutung von @, und Q,, ist ohnehin klar. Um
die Bedeutung von Q;, und Q,, zu prizisieren, miissen wie die Tatsache
beachten, daB einer der beiden Faktoren, sagen wir @, im allgemeinen
eine Feldgrofe (Feldstirke, Potential), wihrend der andere die zu-
gehorige Substanzgréfe (Ladungs- oder Stromdichte, Polarisation usw.)
bedeutet. Ist das der Fall fiir alle Summanden in } ab, so lassen
sich Q;, und @,, eindeutig definieren als die Wirkung, welche von den
freien (bzw. gebundenen) Ladungen herriihrt und auf die gebundenen
(freien) ausgeiibt wird. Wenn man noch ein guferes, von irgendwelchen
fremden Ladungen herrithrendes Feld betrachtet, das als gegeben be-
handelt wird, muBl man zu den obigen Bestandteilen a, und @, von @
(nicht aber b!) noch einen dritten 4, hinzufiigen und dementsprechend
die eigentlich quadratischen Terme von @ durch lineare Q,; = 3a,b;
und Q,, = Ja,b, vervollstindigen. Die Summen

Qr =0Qos + Qs + 00y, (1
Qa:QOv+Qfa+an (1a)

konnen dabei als die den freien bzw. den gebundenen Ladungen des
betrachteten Korpers zugehorigen Anteile von Q aufgefait werden.

Diese Einteilung der quadratische Gréfen ist nicht nur prinzipiell,
sondern auch methodologisch wesentlich, denn hinsichtlich der auf sie
wirkenden Krifte b.stehen fiir die freien und die gebundenen Elek-
tronen ganz verschiedene Bedingungen; dementsprechend miissen sie
auf verschiedene Weisen behandelt werden.

§ 2. Die den freien Ladungen zugehorigen quadratischen Grofen
(Energie, Krifte, Spannungen).
1. Die auf die freien Elektronen wirkenden (effektiven)
Krifte und deren Arbeit.

Bei der Behandlung der freien Elektronen macht man (gewdshnlich
implizite) die folgende Annahme: Das mittlere ,effektive’ elektro-
magnetische Feld, welches in einem materiellen Kérper auf irgend ein
freies Elektron seitens aller anderen (fremden, freien und gebundenen)
wirkt, ist durchschnittlich mit dem gemittelten Totalfeld der makro-
skopischen Theorie identisch.
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Diese Annahme scheint zunichst ganz trivial zu sein und keiner
Rechtfertigung zu bediirfen. Dies ist aber nicht der Fall. Denn das
von dem betreffenden Elektron selbst erzeugte Feld mu8 bei der Be-
rechnung des effektiven Feldes auBer acht gelassen werden; dagegen
ist es bei der Berechnung des makroskopischen Totalfeldes auch zu
berticksichtigen. Die obige Annahme bedeutet also, daB der Mittelwert
des von einem Elektron erzeugten Feldes in einem mikroskopischen
Volum, dessen Mittelpunkt mit diesem Elektron zusammenfillt, ver-
schwindet. Fiir das elektrostatische (Coulombsche) und das magne-
tische (Biof-Savarische) Feld, die von der Lage bzw. der Geschwindig-
keit des Elektrons abhingen, ist diese Voraussetzung sicher erfiillt.
Der Mittelwert des durch die Beschleunigung des Elektrons bedingten
elektrischen Feldes ist dagegen von Null verschieden. Es ist aber
leicht einzusehen, daB3 dieser Mittelwert verschwindend klein im Ver-
gleich mit dem effektiven Feld ist, und da8 er deshalb auBer acht ge-
lassen werden kann. Dies folgt aus der Tatsache, daB -der Radius des
Elektrons (wenn man sich letzteres als ausgedehnt denkt) sehr klein
gegeniiber den mikroskopischen Abstinden ist. Bei der Berechnung
des erwdhnten Feldes kann man das Elektron sogar als punktférmig
behandeln. Bezeichnet man seine Ladung mit ¢ und seine Beschleuni-
gung mit ¥, so bekommt man fiir die entsprechende Feldstirke im
Abstand R, nach der Formel (17) Bd. I, S. 201, den folgenden Ausdruck:

C®=—-" {1 — R (Ro- 1)},

dessen Mittelwert fiir verschiedene Richtungen von R (bei festgehaltener
GroBe) lautet 9 4

@)= "
€ 302Rm'

Wir miissen noch die betrachtete Feldstirke iiber verschiedene Ab-
stinde R mitteln. Der Einfachheit halber nehmen wir ein kugelférmiges
Volumen mit dem mikroskopischen Radius / (von der Gré8enordnung
des Abstandes zwischen zwei Nachbarmolekiilen). Dann ist
1 !

<2 1 et ew

€¥— . [Co4nRdR——3% [2RaIR=—0. (@)
0

3P0

Um die GréBenordnung von §® zu bestimmen, ersetzen wir tv durch
e @w

, wo ey die effektive elektrische Feldstirke und m die Masse

des Elektrons bedeuten. Wir setzen ferner
e2

o —
me 5,

wo a der Elektronenradius im Sinne der elektromagnetischen Theorie
der Masse ist. Aber auch unabhingig von dieser Theorie kann man @
als eine HilfsgroBe, die fiir negative Elektronen gleich 10-1%3 cm
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fiir positive gleich 10716 cm ist, einfithren. Es wird folglich nach (2)
@(23 == —

2] —‘% Cess. (2a)

Da [ immer groBer als 1078 cm, also —(;- immer kleiner als 10~3 ist, sind
wir vollkommen berechtlgt die mittlere effektive Feldstirke mit dem

Mittelwert der totalen & = Gesr + €® zu identifizieren.

Die mittlere Kraft §,, welche auf die sich in der Volumeinheit des
betrachteten Korpers befmdhchen freren Elektronen wirkt, driickt sich
folglich durch

Sewr+ S(2xs)=(3 e+ (I xo

Wir bekommen also wegen 2 = gy und 2 8—:—) == j; die iibliche Formel
Sr=0,€+j;x9. (3)

Ebenso bekommen wir fiir die entsprechende, pro Volum- und Zeit-
einheit geleistete Arbeit

Lf:——ze(&-b——-c(&-zf%,

d. h. wie in der mikroskopischen Theorie
Li=cC-j,. (32)
Es sei daran erinnert, daB zwischen § und L keine direkte Beziehung

besteht; sie sind vielmehr als die Summen der Elementarkrifte bzw.
der Arbeiten dieser Krifte zu definieren.

2. Transformation der Arbeit; die den freien Elektronen
zugehorige elektromagnetische Energie.

Der Ausdruck (3a) liBt sich auf eine dhnliche Weise umformen
wie der entsprechende Ausdruck (19) Bd.I, S.205. Setzt man nim-
lich nach den allgemeinen makroskopischen Feldgleichungen:

b= (et 3= 250).

so bekommt man unter Hinzufiigung des verschwindenden Ausdruckes
my___° 109
Lt = 471% <rot@+ >

welcher die Arbeit der magnetischen Krifte bei nicht verschwindender
magnetischer Stromdichte darstellen sollte:

:L,+L<;n)=4%{(s,<-rot%—%-rot@} ((83 —+SB 9)
d.h.

L, =—div &, — % 4)
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R =7-ExB (4a)
und
€.dD4 B-d

ag ==RERA0,
Diese Formeln sind den entsprechenden Formeln des Bd.I (S. 205)
ganz analog. Wir kénnen also den Vektor &, als den Strahlunsgvektor
definieren und die skalare GroBe &, falls sie iiberhaupt existiert (siehe
unten), als die Energiedichte. Es ist aber dabei zu beachten, daB diese
Gréflen nicht die vollstindigen, sondern nur die den freien Elektronen
2ugehdrige Energiedichte und Emnergiestrahlung darstellen. Nach den
allgemeinen Bezeichnungen, die am Anfang dieses Paragraphen ein-
gefilhrt worden sind, koénnten wir schreiben &, = &y + & + &,5,
& = Ry + K + &, usw. Die gebundenen Elektronen sind also in
den obigen GroBen nur teilweise beriicksichtigt, und zwar nur hin-
sichtlich der vom ihnen herriihrenden, nicht aber der auf sie ausgeiibten
Wirkungen.

Zur Existenz der GréBe &, als einer bestimmten Ortzeitfunktion ist
es notwendig (und hinreichend), daB der sie definierende Differential-
ausdruck (4b) ein vollstindiges Differential darstellen soll. Wir werden
spiater sehen, daB diese Forderung nicht immer erfiillt zu werden
braucht. In den Fillen, wo sie verletzt ist, kann von einer Energie der
freien Elektronen iiberhaupt keine Rede sein.

Solange die Erregungen ® und % nur von den entsprechenden
Feldstirken abhidngen (was nur bei ruhenden Korpern der Fall

sein kann), und im Giiltigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes kann
man setzen:

€ dD=D-dE=1d(CD) und B-dH=9-dB=54d(B-9),
d. h. nach (4b)

(4b)

_ ED+%B9
= " 8x - (5)

Diese Formel bleibt wie bei isotropen so auch bei anisotropen Kérpern
giiltig. Im ersten Fall nimmt sie die folgende einfache Gestalt an:

&

g _SE tuB_ cE'i pTiER
= =

8n 87 ’ (53')
im zweiten Falle aber die etwas kompliziertere
3 3
1
5f=g22(6mEiEk+kain). (5b)
1 1

Es sollen aber dabei fiir die Existenz der Energie &, die folgenden Sym-
metriebedingungen erfiillt sein:

€k = €xy M= Prc; (Wie=HEi)- (6)
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3
In der Tat, damit € - d® = YE,-dD; ein vollstindiges Differential
1

3
ist, muB es der Ausdruck ® - d€ =3 D,d E, offenbar auch sein. Daraus
1

oD; 0D
folgt aberé—E—kza—];:, d.h. wegen D, = Ye, E,;, &;;, = &,. In der-

selben Weise ergibt sich die zweite Bedingung (6).
Fiir isotrope Kérper hat man nach dem Ohmschen Gesetz j= -‘-:—(63,
und folglich nach (3a)

L;,=cE%. (7)
Fiir anisotrope Korper muB man diese Formel durch
Li=2X30, EE, (7a)

ersetzen.

Wir bekommen also fiir die Arbeit der auf die freien Elektronen
wirkenden Krifte zwei duBlerlich ganz verschiedene Ausdriicke, nim-
lich (4) einerseits und (7) oder (7a) andererseits. Diesen zwei Aus-
driicken fiir L; entsprechen zwei makroskopisch verschiedene Energie-
formen, die durch die erwihnte Arbeit miteinander verkniipft werden —
die elektromagnetische Energie und die mechanische oder Wairmeenergie.
Die letztere wird auf Kosten der ersteren entwickelt durch einen Me-
chanismus, welcher allen Reibungsprozessen gemein ist. Und zwar
muBl die zusétzliche, von der Arbeit L, herriihrende kinetische Energie
der freien Elektronen, wegen der auf sie seitens der Atome (und Mole-
kiile) des Korpers ausgeiibten Reibungskrifte in die mechanische
Energie dieser Atome tibergefiihrt werden (vgl. Kap. I, Ende des § 2).
Diese pro Volum- und Zeiteinheit entwickelte Wairmeenergie oder
»Joulesche Wiarme* ist durch (7) oder (7a) gegeben. Bezeichnet man
die in einem beliebigen Volumen V des betrachteten Kérpers erzeugte
Wirme [ L,dV mit Q, so wird nach (4)

aw,

— Q1§ 8,45, ()

Hier bedeutet W, die im Volumen V enthaltene, den freien Elektronen
zugehdrige elektromagnetische Energie f £;dV. Beschrinkt man sich
auf den Fall isotroper Korper, so hat man

W,=;;f(eE2+,uBz)dV:8%f(€E2+”_1H2)dV (8a)
und
Q=foE2av. (8b)

Die Formel (8) driickt die Tatsache aus, daB die im betreffenden Vo-
lumen verlorene elektromagnetische Energie der freien Elektronen teil-
weise nach auBen ausgestrahlt und teilweise in Wirme verwandelt
wird.
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3. Transformation der Krifte; der den freien Elektronen
zugehorige Spannungstensor.

Ebenso wie die Arbeit L,, 148t sich auch die durch (3) definierte

Kraft §, umformen, falls dabei gewisse Bedingungen erfiillt sind, die

der Integrierbarkeit des Ausdrucks (4b) fiir die Energie entsprechen.
Wir ersetzen zunichst g und j durch die bekannten ,,Feldausdriicke*

1 .. . 1 199D
0=z VD, j=g(rotB—< ).

Dabei wird
1909

%, -__~~{@d1V§D+r0t %XQ—W*X©}'

Zur Umformung dieses Ausdrucks versuchen wir ihn zu symme-
trieren durch Hinzufiigung des entsprechenden Ausdruckes fiir die
,,magnetische Kraft*

= (Bdivy+rotExD — L+ Dx5P),

der wegen der Feldgleichungen
divH=0 und rot@f—!— 1 a'@ =0

identisch verschwindet (vgl. Bd.I, S.215). Wir bekommen also
%},=;1;{(@div‘D-l—rot(SfxSD)—I—(SBdiv@—I—rot?Bx@ c-(,ﬁ(sbx@)} )
Aus dieser Formel folgt, daB der Vektor

6= DXP (9a)

als die Raumdichte der den freien Elektronen zugehérigen Bewegungs-
groBe definiert werden kann. Es 148t sich aber leicht einsehen, daB
der Vektor

3,:11;((83div‘,b+rot@><SD-HBdiV&)—I—rOt’BX@) (9b)

im allgemeinen keine Divergenz irgendeines (auch asymmetrischen)
Tensors zweiten Ranges ist. Damit ndmlich eine Gleichung von der

Gestalt §, = — div?g, (10)

bestehen kdnnte, miissen die Erregungen ® und 8 mit den entsprechen-
den Feldstirken durch Beziehungen ganz spezieller Art verkniipft sein.
Diese Beziehungen miissen offenbar die rdumlichen Koordinaten nicht
explizite oder implizite — durch die Materialkonstanten — enthalten
(dasselbe gilt im Falle von (4b) beziiglich der Zeit). Daraus folgt, daB
die Formel (10) nur im Falle homogener Kérper bestehen kann. Fiir den
Spezialfall isotroper Kérper, die dem Hookeschen Gesetz gehorchen,
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148t sich 2T, sofort bestimmen. Und zwar setzt man in (9Db)
D =¢E€ und .{)=,u§8 (oder B = p19) ein, so wird

=1 ((Sfdlv@—l— rot@x(&)+ — (B div B +rot Bx B)

und folglich nach der Formel (30b) S. 216, Bd. I:

im=—<e@E"+y§BBn+niEi_¥g> (10a)

oder

! DG+ B-
Tyn=—3-(6D, + 9 B,—n 'g—g’) (10b)

Es ist leicht zu zeigen, daB die letzte Formel auch im Falle anisotroper
Korper giiltig bleibt, sofern fiir diese Korper die Symmetriebedin-
gungen (6) erfiillt sind. — Zu diesem Zweck betrachten wir irgend
eine — z. B. die erste — Komponente des Vektors € div® + rot € X D,
d. h. die GréBe

E D 5t (g =) Do (G 5a) s Ezan
ZD,Z? ZD'ax Zax(EDw)

Setzt man im letzten Gliede D,= Y, E,, ein, so wird wegen &;,=¢&,:

0E,
2 zax “ZzezkEkax —228110 13%

:22?%’“ (Ekax +E’?)€k> (’)x1< ZEngE E>

L a]

’6;{'

Wir bekommen also nach (9b)

J0 €D 8
]fl—————-—-{- _S_ax (E1D,)— ‘b%—f- Eax )
d. h.

27 0
Jre=— a‘;_Tﬂn‘ (11)
’L. L3

1 €G- D -8B
~Tni= g (EaDi+ HyBi— 0, 223 2%) (1)

mit

wo 0;; die Komponenten des Einheitstensors sind. Diese Formeln
sind offenbar mit (10) und (10b) gleichbedeutend. Es ist zu beachten,
daB der Tensor 2%, im Gegensatz zum vollstindigen Spannungstensor 2%
des Bd. I nicht symmetrischist (vgl. unten, § 3). Sonst aber unterscheidet
er sich von 2% nur in dem Sinne, daB er die passive Wirkung der gebun-
denen Elektronen gar nicht enthilt.
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Nach der urspriinglichen Definition der Volumkraft &, in Ver-
bindung mit dem Ohmschen Gesetz hat man fiir isotrope Korper

Fr=0C+jx9=0,CE+ZEx.

In diesem Ausdruck ist der Hallsche Strom selbstverstindlich nicht
beriicksichtigt. Im Falle homogener isotroper Kérper kann man ferner
os = 0 setzen, denn die Raumdichte der freien Ladung nimmt mit der
Zeit nach dem Gesetz g, = const %, wo 7 = ﬁ; die in §7, Kap. I

eingefithrte Relaxationszeit bedeutet, ab. Andererseits haben wir in
diesem Falle nach (9a)

€
0= 7. €x9.
Es wird folglich
1
F=2Cx9=—g. (12)

Durch Integration der Kraft §, iiber ein beliebiges Volumen des betrach-
teten (homogenen und isotropen) Kérpers bekommen wir nach (9),

(9a) und (9Db)
f%,dV=~§—,fg,dV—Sﬂz,nds.

Daraus folgt nach (12):

1 d
7.[ gde+a—tfg,dV=—€ﬁi,ndS. (12a)

4. Grenzfliche und Flichenkrifte,

Die angefiihrten Formeln lassen sich im allgemeinen auf den Fall in-
homogener Koérper oder mehrerer aneinander grenzender homogener
Korper nicht iibertragen. Dabei ist nur die Inhomogenitit beziiglich
der Parameter ¢ und u wesentlich; die elektrische Leitfihigkeit kann
dagegen eine ganz beliebige Ortsfunktion sein. Bei der Behandlung
begrenzter (d.h. gegen den leeren Raum oder gegeneinander grenzender)
homogener Korper ist es ferner notwendig, die gewohnlich vorhandenen
Flachenladungen und eventuell auch die Flichenstréme zu beriicksich-
tigen. Die entsprechenden zusitzlichen Flichenkrifte lassen sich mit
Riicksicht auf die Grenzbedingungen durch die Grenzwerte der Feld-
stirken und der Erregungen ausdriicken, wobei sie eine zur Normal-
projektion des Spannungstensors 2%, analoge Gestalt annehmen.

Wir betrachten zunichst die auf der Grenzfliche zwischen zwei
Kérpern a und b verteilte Ladung mit der Dichte % = #; + 7,. Die
von dcr sich auf einem Flichenelement dS b:findlichen Ladung be-
dingte Feldstirke muB offenbar auf den beiden Seiten von dS den-
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selben Betrag und entgegengesetzte, zu dS senkrechte Richtungen
haben. Da die Differenz der beiden Feldstirken (oder genauer, ihrer
Normalkomponenten) gleich 4z (7, + 7,)
ist, so bekommen wir fiir ihre Werte
in & und a2n(n; + n)n bzw. — 27 (n;
+n,)n (die Normale n ist von & nach b
gerichtet, vgl. Abb. 2).

Die effektive elektrische Feldstirke
©etr, welche auf die im betrachteten
Flichenelement befindlicheLadung seitens
anderer mehr oder minder entfernter
Ladungen wirkt, bestimmt sich also durch
die Gleichungen

Cetr = @b““2n(7]f+ ny)n=@“+2n(17,+77,) n,
woraus folgt

£@ Eorr  E®

Abb. 2.

G = 5 (2 + 6. (13)

Andererseits haben wir fiir die Flichendichte der freien Ladung
nach (IIT'), §3, Kap.1

1 1
Ny =$n'd®=1‘nll EEnZG(EbE:—EaE:) .
Die auf diese Ladung wirkende Kraft T ist folglich gleich
— %P = g (6° 4+ 67) (2 B — e E2). (13a)

Um die vollstindige Kraft zu bestimmen, welche auf den Kérper a,
einschlieBlich seiner Oberflache, ausgeiibt wird, miissen wir zu (13a)
noch den elektrischen Anteil des Vektors (10a) fiir diesen Kérper, also

7 ____<£a Ge Eo —

1 EaZ>

5 (13b)

hinzufigen. Wenn die Dielektrizititskonstante von b (z. B. des den
Koérper @ umgebenden leeren Raumes) denselben Wert hat wie fiir 4,
muf die Summe von (13a) und (183b) mit dem Vektor ¥}, auf der b-Seite
der Grenzfliche S identisch sein. Diese Gleichung (d1e man symbolisch
in der Form ¥% + %% = ¥? schreiben kann) muB offenbar auch dann
bestehen bleiben, wenn die Dielektrizititskonstanten £ und & ver-
schieden sind, falls die elektrische Feldstarke im Kérper a verschwindet
(denn dabei wird die Verschiedenheit von £% und &® belanglos). Das ist
z. B. der Fall, wenn a ein Metallkérper ist, der sich im elektrostatischen
Gleichgewicht befindet. Es mufB dabei die Feldstirke G* verschwinden
und @ senkrecht zur Oberfliche stehen (vgl. unten Kap VI) Die

Flachenkraft (13a) reduziert sich in diesem Falle auf n>-— 8 , fallt
also mit dem Vektor (13b) fiir den Kérper b zusammen. Die auf die



Die den gebundenen Elektronen zugehérigen quadratischen GroBen. 61

Flacheneinheit eines Metalls wirkende Zugkraft ist also der den freien
Elektronen zugehorigen elektrostatischen Energie im angrenzenden Di-
elektrikum gleich.

Ahnliche Betrachtungen sind bei Anwesenheit von Flichenstromen
anwendbar. Es gilt dabei, wenn mit f-—§, 4-f, die Flichendichte
des totalen (von freien und gebundenen Elektronen herrithrenden)
Stromes bezeichnet wird:

Dett =9 —2ntxXn=90*+2xnfxn,

1
et =5 (9" + 9. (14)
Die Flichendichte der freien Strémung ist nach (III') Kap.I:

X AB = nx (B~ Be).

Wir bekommen also fiir die entsprechende magnetische Flichenkraft
den Ausdruck

T = g (X (B0 — B9 ] X (1 B0+ oo B)

d. h.

ffz

oder
TP = | (B0 D) (4 B+ B2) — (B~ B9) - (2 B-+u2 B9} (142)

§ 8. Die den gebundenen Elektronen zugehdrigen quadratischen
GroBen.

‘Wir gehen jetzt zur Bestimmung der Krifte, welche auf die gebun-
denen Elektronen, d.h. auf die neutralen Molekiile, wirken und der
zugehorigen Energie iiber. Wir sollten dabei, ebenso wie im Falle
freier Elektronen, die Beziehung der gemittelten fotalen Feldstirken
zu den entsprechenden effektiven untersuchen. Wir wollen dies aber
erst im nichsten Paragraphen tun und zunichst den Unterschied
zwischen den Feldstirken beider Art auBer acht lassen.

Es scheint nun, daB dabei die auf die gebundenen Elektronen aus-
geiibten Wirkungen einer Volumkraft §, = ,& + j, X § und einer
Arbeit L, = ¢€ - j, (pro Volum- und Zeiteinheit) entsprechen miissen.
Dieser Ansatz ist aber physikalisch nicht zutreffend, denn die gebun-
denen Elektronen, welche einem beliebigen Korperteil (z. B. einem
einzigen Molekiil) angehoren, kénnen durch eine riumliche Ladung
und Strémung nur in Verkniipfung mit den entsprechenden Flichen-
belegungen repriasentiert werden. Es ist deshalb natiirlicher, die
Volumkraft &, und die Arbeit L, in diesem Fall durch die Formeln:

JF,aV=[(0,G+i,x9)dV +§(n, G+, x9)dS,  (15)
JL,av=c[&j,dV+c§E-t,dS (16)

zu definieren.
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1. Die den gebundenen Elektronen zugehorige Energie.

Setzt man in die Formel (16) die bekannten Ausdriicke

199

Iﬂ_ c ('N

ein, so wird mit Riicksicht auf die Identitat € - (M X n) =n - (€ X M)
JL,av= j@ dV+cjrot§m GdV +cdn(ExM)dS .

+rot® und f,=MXxn

Berticksichtigt man noch die Identitit

E-rot M =div(MxE) +M-rot €
und die Gleichung

rot@-——ia@,
c Ot
so bekommt man
[r,av= f( >dV+c div (M x €) AV + ¢ [n (Ex M) dS,

oder, da die beiden letzten Integrale sich nach der Gaufschen Formel

gegenseitig aufheben, P P
Lﬂzgﬁ?_am%l. a7

Diese Formel entspricht der Formel (4) fiir die auf die freien Elektronen
geleistete Arbeit L;. Sie 148t sich in derselben Gestalt schreiben
L=—div®,— 54, (17a)

wenn man die den gebundenen Elektronen zugehorige Energiedichte
durch den Differentialausdruck

df,=—C-dB+M-49 (18)
definiert und die entsprechende Energiestrahlung gleich Null setzt
f,=0. (18a)

Es sei bemerkt, daB der Ansatz L, = ¢ - j, ebenso wie (16) zur
Formel (17a) fithrt, und zwar mit derselben Definition der Energie-
dichte, aber mit einer von Null verschiedenen Energiestrahlung

KR,=cEXM. (18b)
Der Differentialausdruck (18) ist im allgemeinen kein vollstdndiges
Differential, so daB die Einteilung der elektromagnetischen Energie
nach den freien und gebundenen Elektronen nicht immer moglich ist.
Die Bedingungen der Integrierbarkeit von (18) sind selbstverstandlich
dieselben wie fiir (4a). Im Giiltigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes

hat man offenbar 1 1
§,=——2—(&-‘B+~§§m-$. (19)

Die verschiedenen Vorzeichen der beiden Glieder erkliren sich dadurch,
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daB das erste der potentiellen und das zweite der kinetischen Energie
entspricht.

Wir wollen noch eine direkte elementare Ableitung dieser
Formel angeben; es wird sich daraus unter anderem ergeben, daB die

. . . 1
magnetische Energie -+ %éﬂt - § ebenso wie die elektrische —5 B-C

im allgemeinen #egativ sein mub.

Wir stellen uns zunichst vor, daB ein Molekiil des betrachteten
Korpers in einem #uBeren elektrischen Felde ein induziertes Dipol-
moment p bekommt von einer der effektiven Feldstirke € proportio-
nalen GréBe und positiven Richtung (d. h. pz > 0). Die diesem Dipol-
moment entsprechende potentielle Energie U setzt sich aus zwei Teilen
zusammen : aus der gewohnlichen ,,duBeren‘ elektrischen Energie — p-€

und der inneren ,,quasielastischen” Energie 5 - €. Es wird also

1
U=—2pE<0 (20)

(vgl. Bd. 1, S.102). Die potentielle Energie der polarisierten Molekiile

in der Volumeinheit ist folglich gleich ——% % - € in Ubereinstimmung
mit (19).

Wenn man die magnetische Energie als potentielle behandelt (wie
wir es am Anfang von Bd. I getan haben), so ergibt sich bei Proportio-
nalitit zwischen dem induzierten magnetischen Moment eines Mole-

kiils m und der effektiven Feldstirke § eine Energie ——;—m-.b pro

Molekiil oder —~-21—5,)Jt - 9 pro Volumeinheit, ebenso wie in dem elek-

trischen Fall. Dieser Energie entspricht die auf die Molekiile aus-
geiibte ,,pondermotorische Wirkung. Beriicksichtigt man aber neben
dieser mechanischen Wirkung noch die elektromotorischen Krifte,
welche auf die im Molekiil kreisenden Elektronen in longitudinaler
Richtung wirken, so bekommt man statt der potentiellen Energie eine
kinetische Energie von entgegengesetzter GréBe (Bd. I, S. 128).

Um eine tieferes Verstindnis dieser Beziehungen und gleichzeitig
ein Urteil iiber die (normale) Richtung der magnetischen Polarisation
zu gewinnen, wollen wir noch beispielsweise den Fall eines elementaren
linearen Leiters, welcher ein wirkliches Molekiil modellmiBig vertreten
soll, betrachten.

Wir haben in Bd. I gezeigt, daB in einem linearen Leiter bei Ein-
schaltung eines dufleren Magnetfeldes oder bei Einfithrung in ein schon
vorhandenes Feld elektrische Induktionskrifte erzeugt werden, derart,
daB ein im Sinne dieser Krifte zirkulierender Strom ein magnetisches
Moment von der zur #uBeren Feldstirke entgegengesetzten Richtung
bedingen wiirde [dieser Umstand ist durch das negative Vorzeichen
in den Formeln (3) und (4) auf S. 125 und 127 angedeutet]. Nun muBl
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in jedem wirklichen Leiter ein solcher Induktionsstrom tatsichlich ent-
stehen und desto linger flieBen, je groBer die Leitfihigkeit ist. Bei
unendlich groBer Leitfahigkeit kann seine Starke sich nur bei Anderung
der magnetischen Feldstarke oder eher des 4uBeren magnetischen Flus-
ses fH ods indern, und zwar, wie leicht zusehen ist, genan proportional
au diesem FluB. In der Tat, bezeichnet man den Selbstinduktions-
koeffizienten des betrachteten Leiters mit L und die Stromstirke mit

1, s0 hat man fiir dieAnderung seiner eigenen magnetischen Energie —;— Lq2
die folgende Gleichung (vgl. Bd. I, S. 127 und 199):

.di .
dt< L2) de—zt=c§F,zd0'——z——§H s

(§ F, do ist die induzierte elektromotorische Kraft), woraus folgt:
Li=—¢§H,dS + konst.

Da das magnetische Moment des Leiters m der Stromstéirke proportional
ist, so muB auch m bei festgehaltener Orientierung und Feldrichtung
der Feldstirke proportional sein. Im Falle eines elementaren Leiters
oder eines homogenen #uBeren Feldes hat man bekanntlich die Be-

ziehung ¢ f H,dS=m-$ (Bd.I, S.56). Es wird also, wenn wir die
Konstante in der vorhergehenden Formel gleich Null setzen, entspre-
chend dem Fehlen des Stromes (oder des Moments) bei H = 0

—Lzz———m 9. (20a)
Aus dieser Formel folgt sofort, daB das induzierte magnetische Moment
eine zur magnetischen Feldstirke negative Richtung haben muB, denn

. . ‘e U ST, . . ", .\ .
die ,,innere” Energie ~2—L12 ist eine wesentlich positive GroBe. Um die

vollstindige magnetische Energie T des betrachteten Leiters zu erhal-
ten, muB man noch dazu seine ,,4uBere (oder gegenseitige) Ener-
gie + m - § addieren. Es wird also

T=+%m-@<0.

2. Krdfte und Spannungen.

Setzt man in die Formel (15), welche die auf die gebundenen
Elektronen (oder neutralen Molekiile) pro Volumeinheit wirkende
Kraft definiert, die bekannten Ausdriicke fiir g, i,, 7,, f, ein, so wird

[&oav =[[—divp-6+ (528 +rot M) x ] av

+96[Pn@+(smxn)x@]ds.
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Nun ist [vgl. Bd. I, Einleitung, Formeln (16c) und (27)]:
§P,EdS=§mP)EdS=[{(PV)E+Cdiv B}dV,
FAMX)xHaS=¢n(9-M)—Mn-9)]4S
=V (M) — (HV) M—M div )4V
=[[(MV) D+ M X rot H+ H X rot MW — M div H]aV.
Es wird folglich:

307 =[[(8-7) €+ 5 x 0+ @P) 9+ M x rot §—Mdiv |4V

oder nach den Glelchungen

divg=0 und rotG+-%0=o,

[Boav=[[(BV) €+ Bxrot €+ (MV) H + Mxrot

1343 109
+ 2%+ pxrP)av.

Wir bekommen also wegen der Willkiirlichkeit des ausgewihlten Vo-
lumens

S0 = (BP) G+ Bxrot € + (MF) 9+ Mxrot H +— o (Px ). 21)

Diese Formel 148t sich bei gewissen Bedingungen in der Gestalt

%a=—a—gl—dlv2$ (21a)

mit
8=— Bx9 (21b)

und
— diveg, = (RPPV)E+ PXrot E+ (MP) H+MxrotH  (21¢)

aufschreiben. Dies ist sicher dann méglich, wenn der betrachtete
Korper homogen und isotrop ist. Setzt man ndmlich

P=%x€ und M=9y9,
so bekommt man mit Riicksicht auf die Identitit
V(E)=2(CP)E+2Exrot E:
%, = — 8dg: _I_V(xE3+yH’>. (22)
In diesem Falle reduziert sich also der Spannungstensor *, auf einen

Skalar, der einem negativen hydrostatischen Druck — % (xE*+ yH?)

entspricht, oder eher auf das Produkt dieses Skalars mit dem Einheits-
tensor 2§: 1
°F, =—2 5 (¢ B4y H?). (222)
Dieses Resultat 148t sich auf den Fall homogener anisotroper Kérper

Frenkel, Elektrodynamik 11. 5
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mit symmetrischen Tensoren ¢ und 2y verallgemeinern. Bildet man
die erste Komponente des Vektors (RV)E + B X rot €, so bekommt
man [vgl. oben die Ableitung der Formeln (11) und (11a)]:

2Pyt PG — %%>—P3<%%—%>=2Pfa%E
-3 Prendine 3 nnt:
(LS Sarm) -5

[(W)Sawmxrots;]l:gi;%’-
Es wird folglich
Fo=— 20 17 L (B C+M- ), (23)

und ebenso

d.h.
zzy —_ inggg;b (23 a)
wie oben.

Die angefiihrten Formeln konnen leicht direkt aufgestellt werden,
wenn man die Kraft betrachtet, welche auf die eimzelmen Molekiile
wirkt. Die Molekiile miissen dabei als elementare elektrische und magne-
tische Dipole behandelt werden. Die auf einen solchen Dipol mit dem
elektrischen Moment p in einem #uBleren elektrischen Felde € wir-
kende Kraft ist bekanntlich gleich (pV)E (vgl. Bd. I, S.47). Wenn
das Moment p sich mit der Zeit dndert, muB man bei Anwesenheit
eines duBeren magnetischen Feldes § zu der obigen ,,elektrostatischen‘

Kraft noch die ,,elektromagnetische’ Kraft —c% X 9 hinzufiigen und

ferner die magnetostatische Kraft V' (m9), wo m das als fest gedachte
magnetische Moment des Molekiils ist [Bd. I, S. 56, Formel (9)]. Es
gilt folglich V(m )= mF)9 +m X rot . Durch Addition der
obigen drei Krifte und Multiplikationen mit der Anzahl N der
Molekiile in der Volumeinheit ergibt sich fiir die Kraft %}, die Formel

&= (BY) ®+(E)Jtl7)@+§m><rot@+- x@ (24)

die durch Hinzufiigung des immer verschwindenden Ausdrucks
‘ 199
‘BX(C = +rot@>

in die frithere Formel (21) iibergeht.

Nach derselben direkten Methode bekommen wir den folgenden
Ausdruck fiir das auf die Volumeinheit bezogene Drehmoment & der auf
dle Molekiile wirkenden Kréfte

C=PXE+MxH. (24a)
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Diese Formeln (23a, b, ¢} sind nur innerhald homogener Korper giiltig,
nicht aber an ihrer Oberfliche, wo die Feldstirken € und $ sich sprung-
haft dndern.

Will man die vollstindige Kraft berechnen, die auf einen begrenzten
Korper a (oder eher die darin enthaltenen gebundenen Elektronen)
ausgeiibt wird, so muBl man in dem oben benutzten Ausdruck fiir die
Flichenkraft § [P,€ + (M < n)X 9] 4S, dieinneren Feldstirken € = E*
und 9 = $* durch

C=5E+6),  H= 5B+
ersetzen, ebenso wie dies im vorhergehenden Paragraphen bei Beriick-
sichtigung der freien Flichenladungen und Stréme getan wurde.

Wir miissen folglich nach den oben angefiihrten Formeln berech-

neten Volumkraft f % dV noch eine eigentliche (d. h. auf Volumkrifte
irreducible) Flichenkraft

TP, @69+ @exm x @ — 914,
hinzufiigen, d. h. pro Flicheneinheit die Kraft
B 1) 4G+ (Mx ) x 49). (24D)

Statt dessen kann man selbstverstindlich die betrachtete vollstindige
Kraft auch als Summe der eigentlichen Volumkraft

JT——~ div-€ + (% %E-P—rot 9]%) X fb] av,
und der Flachenkraft

FPUBD @ +6) - Mxwx @+ 1S, @10

darstellen.

Es sei bemerkt, daB auch das vollstindige Drehmoment in #hnlicher
Weise ergidnzt werden muB, und zwar durch Hinzufiigung zu dem nach
(24a) bestimmten Volummoment f (B x €+ M x 9) dV, eines eigent-
lichen Flichenmomentes

%érx[%-nd(&%—(%&xn)le@]dsa (244d)

oder durch Addition der Drehmomehte, welche der ,eigentlichen
Volumkraft’ und der vollstindigen Flichenkraft entsprechen.

§ 4. Beziehung zwischen den gemittelten, effektiven und totalen
Feldstirken im Falle gebundener Elektronen; Berichtigung der
Resultate des vorhergehenden Paragraphen.

1. Die effektiven Feldstirken im Mittelpunkt eines neutralen
Molekiils; Korrektion der Energie- und Strahlungsdichte.

Die mittlere effektive Feldstdrke in irgend einem Punkte eines ge-
gebenen Molekiils kann man allgemein definieren als die Differenz

b*
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zwischen der entsprechenden totalen Feldstirke und dem Mittelwert
derjenigen Feldstiike (€yg, Detg), Welche von dem betrachteten Molekiil
selbst erzeugt wird. Unsere Aufgabe reduziert sich folglich auf die
Untersuchung des gemittelten Feldes eines einzigen neutralen Molekiils.

Wir denken uns ein solches Molekiil als eine kleine Kugel K mit
dem Radius 4, innerhalb deren die gebundenen Elektronen ganz beliebig
angeordnet sein kénnen. Sofern es sich um die Bestimmung des vom
Molekiil erzeugten duferen Feldes handelt, kann man diese Anordnung
durch eine beliebige andere Verteilung der elektrischen Ladung und
Stromung innerhalb oder auf der Oberfliche von K ersetzen, die zu den-
selben Werten der elektrischen und magnetischen Momente des Mole-
kiils AnlaB3 geben. Wir wollen nun annehmen, da8 auch bei der Berech-
nung des mittleren Feldes innerhalb des Molekiils (d. h. innerhalb der
Kugel K) alle solche dquivalenten Elektrizititsverteilungen dasselbe Resultat
liefern. Diese Annahme 148t sich selbstverstindlich nicht streng recht-
fertigen; doch muB sie als erste Approximation sicher zutreffend sein.

Wir denken uns also statt der wirklichen Anordnung der Elcktronen
die dquivalente Flichenverteilung auf K und berechnen den raumlichen
Mittelwert der elektrischen und magnetischen Feldstirke innerhalb
einer mit K konzentrischen Kugel S mit dem Radius /> a; I soll dabei
von der GroBenordnung des mittleren Abstandes zwischen zwei Mole-

. . 4 .
kiilen sein, so daf3 das Volumen von S (?n 13) mit demVolumen zusammen-

fallt, welches durchschnittlich einem Molekiil des betrachteten Kérpers
angehort. Ist also die Anzahl der Molekiile pro Volumeinheit gleich N?),
so bestimmt sich / durch
4 1
5 B= - (25)
Wir betrachten zunichst das elektrostatische Feld, welches dem
Dipolmoment des Molekiils oder, genauer, seinem zeitlichen Mittel-

wert p entspricht. Das Potential dieses Feldes auBlerhalb K ist bekannt-
lich ¢/@® = ”—R? und innerhalb ¢'¥ = p'? (vgl. Bd. I, S. 108). Die ent-

a

sprechenden Feldstirken sind folglich

S =12 3% (Ro-p)—p] (vgl Bd.IS.86)
und

i T e——
eig =— ad

Der gesuchte Mittelwert driickt sich durch die Formel

a i
{f@i,dV—i—f@;‘.,dV}
0 a

1) Wir nehmen nur eine Art von Molekiilen an; vgl. unten Nr. 3.

!
= 1 1
0 —_
T 4n lsf@d‘dv 4_‘7113
30 3
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aus. Durch den Index , wird die Tatsache angedeutet, daB dieser Mittel-
wert sich auf den Mittelpunkt des Molekiils bezieht. Es ist nun leicht

z
zu sehen, daB3 das Integral f E? 4V verschwindet, denn der Mittelwert

a
von @¢ fiir verschiedene Richtungen von R, (bei festgehaltenem Ab-
stand R) gleich Null ist. Wir bekommen also

ol=___lﬂ.£ 4n 3
elg ﬂls ad 3 4
3
d. h. nach (14) an 4
@:—?Np—_—_‘?%, (26)

wo P die elektrische Polarisation des betrachteten Kérpers bedeutet.
Auf eine dhnliche Weise kann man den Mittelwert der anderen,
den elektrischen Momenten zweiter und héherer Ordnung entsprechen-
den Feldstarken berechnen. Es sind dabei nur die snnerhalb K wirkenden
Felder zu beriicksichtigen, denn die Mittelwerte der 4uBeren Feldstdrken
fiir verschiedene Richtungen von R, sind immer gleich Null. Die in
einer beliebigen festen Richtung x genommene Komponente der elek-
trischen Feldstirke, die von einem Moment #-ter Ordnung herriihrt,
ist in der Tat auBerhalb K formal mit dem Potential eines Multipols
(n + 1)-er Ordnung, dessen eine Achse mit dieser Richtung zusammen-
fallt, identisch. Da aber ein solches Potential einer Kugelfunktion
(n 4 1)-er Ordnung proportional ist, muf} sein Mittelwert auf jeder mit
K konzentrischen Kugelfliche verschwinden (Bd.I. S.110). Was die
inneren Feldstdrken anbelangt, so mull man zwei Fille unterscheiden,
je nachdem sie elektrischen Momenten gerader oder ungerader Ord-
nung entsprechen. Im ersten Falle ist das elektrische Potential eine
gerade und die Feldstirke eine ungerade Funktion der Koordinaten
(innerhalb K), so daB ihr Mittelwert verschwindet. Im zweiten Fall
kann dieser Mittelwert von Null verschieden sein. — Insbesondere geben
die Quadrupolmomente keinen Beitrag zur mittleren Feldstirke, so
daB die letztere, wenn man die Momente dritter und héherer Ordnung
auBer acht 14B8t, durch die einfache Formel (26) ausgedriickt werden kann.
Ahnliche Resultate ergeben sich fiir den Mittelwert der von einem
Molckiil erzeugten magnetischen Feldstirkel). Denkt man sich die
wirkliche Stromvertelung innerhalb K durch eine dquivalente Flichen-
strémung mit dem magnetischen Moment 1 ersetzt, so bekommt man
innerhalb K ein homogenes Magnetfeld von der Stirke
2m
ad

L J—

elg 7

1) Sofern die letztere von seinem magnetischen Moment abhangt. Dazu
kommt noch die zeitliche Anderung des elektrischen Moments. Es ist aber leicht
zu sehen, daB das entsprechende Feld keinen Beitrag zum obigen Mittelwert
gibt (vgl. unten).
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(vgl. Bd. I, S.118) und auBerhalb ein Feld von demselben Typus wie
im Falle eines elektrischen Dipols. Da dieses duBere Feld keinen Beitrag
zum Mittelwert gibt, so wird

<o _ 1 2m 4m 4

eig_@ @3
d.h.

8, =" Nm =", (262)
wo M die magnetische Polarisation des betrachteten Kdorpers ist. Diese
Formel, ebenso wie (15), erfordert noch eine von den magnetischen
Momenten dritter, fiinfter usw. Ordnung herrithrende Korrektion, die
wir aber im folgenden auBer acht lassen werden.

Wir sind jetzt imstande, die auf ein Molekiil wirkende duBere oder
effektive Feldstirke zu berechnen. Diese effektive Feldstirke ergibt
sich, wenn man von der mittleren totalen Feldstirke (€, §) den Mittel-
wert des von dem betreffenden Molekiil selbst erzeugten Feldes, d. h.
die GréBe (26) bzw. (26a) subtrahiert. Es wird folglich

=G+ B (27)
d
" b=9— M. (272)

Die letztere Formel nimmt eine der Formel (27) ganz 4hnliche Gestalt
an, wenn man statt der magnetischen Feldstirke die entsprechende
Erregung B = 9 — 4x einfilhrt, ndmlich

HU=B + 7M. (27b)

Die Formeln (27) und (27a) sind zuerst von H. A. Lorentz (in einer
von der hier angefiihrten, etwas verschiedenen Weise) abgeleitet worden.
Sie sind selbstverstindlich nur als eine erste Niherung anzu-
sehen, auch wenn man sich auf die Polarisation erster Ordnung be-
schriankt. Es ist aber unméglich, sie theoretisch zu verbessern, ohne
genauere Kenntnis der Struktur der Atome und Molekiile. Man
kénnte versuchen, sie durch empirische Formeln von der Gestalt

CL=C+yP oder EH=C+2%-PB (27¢)

zu ersetzen. Es erweist sich aber, daB der theoretische Wert des
Koeffizienten y sehr gut mit der Erfahrung iibereinstimmt (vgl.
unten Kap. III).

Es ist nun leicht, die im § 3 gegebenen Ausdriicke fiir die elektrische
und magnetische Energiedichte zu berichtigen. Dazu braucht man
nimlich in die erwidhnten Ausdriicke statt der totalen die entsprechen-
den effektiven Feldstirken fiir die Mittelpunkte der Molekiile einzu-
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fithren. Fiir die elektrische Energie eines Molekiils bekommt man
dabei U =— p(G+7 B), d.h. eine Energic

1 2n
fi=—5P-C—75 P2 (28)
pro Volumeinheit.

Eine analoge Formel ergibt sich fiir die magnetische Energie, falls
letztere als potentielle Energie der pondermotorischen Krifte definiert
wird. Will man aber die eigentliche magnetische Energie, die der Arbeit
der elektrischen Induktionskrifte entspricht, betrachten, so mu3 man
wieder die entgegengesetzte Gr6Be einfiihren, d. h.

1 27 1 47
Ezn=§“%%+?M2:?%©—-§M2 (28&)
setzen. in
Der Ursprung des Zusatzgliedes — -5 M % mag zunichst etwas

ritselhaft erscheinen, denn in unserer allgemeinen Ausgangsformel (16)
fiir §, tritt die magnetische Feldstédrke gar nicht auf (sie bleibt in der Tat
immer ,,arbeitslos’“). Wir miissen vielmehr in dieser Formel € durch
€ ersetzen und dabei den Umstand beachten, daB fiir den Mittelpunkt

des Molekiils die Beziehung rot @eu=-—%g} Detr giltl). Dement-
sprechend bekommen wir statt (17) die Formel

7] a9y
L= % g 2P (29)
und folglich, falls die Beziehung
L,—--2%
0= "
iiberhaupt méglich ist, nach (27) und (27a)
28, =—G-dP+M-d9—d (7 P14 47 ) (292)
oder:
27 2n
d§,=—@-dﬂ3+9ﬁ-d®—-d<?P2——?M2) (29b)

2. Gradient der effektiven Feldstirken im Mittelpunkt
eines Molekiils; Korrektion der Krifte und Spannungen.

Wir miissen jetzt die von dem Unterschied zwischen den gemittel-
ten totalen und effektiven Feldstirken herrithrenden Korrektionen in
den Formeln des vorangehenden Paragraphen fiir die Krifte und
Spannungen einfithren. — Es scheint zunichst, daB man dafiir nur
die Feldstirken € und 9 durch die effektiven Feldstdrken (16) und (16a)
zu ersetzen braucht. Was die Formel (24a) betrifft, die nur die Feld-

1) Beziehungen dieser Art werden wir eingehend unten betrachten.
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stirken, nicht aber deren Ableitungen nach den Koordinaten ent-
hilt, so ist dies sicher richtig. Dadurch aber wird keine Anderung in
den Ausdruck fiir & eingefiihrt, denn die duBeren Produkte von P
und I mit den entsprechenden Lorentzschen Korrektionsgliedern
identisch verschwinden.

Ganz anders wird die Sache im Falle der Formel (24). Hier miissen
wir bei den drei ersten Gliedern nicht die effektiven Feldstdrken selbst,
sondern ihre Differentialquotienten im Mittelpunkt des Molekiils be-
trachten. Es wire ganz irrig anzunehmen, daB aus der Gleichung
€= G+T auch [(BV)ELy= (RV)(C-+"= ) folgen soll. Um die
Beziehung zwischen den Differentialquotienten von €y und € 41n Mittel-
punkt eines Molekiils zu erhalten, muB man nach dem am Anfang dieses
Paragraphen geschilderten Verfahren die (mittlere) effektive Feldstarke
nicht nur fiir diesen Mittelpunkt (O), sondern auch fiir naheliegende
Punkte (0') bestimmen. Unsere frithere effektive Feldstdrke 0%, be-
zieht sich nur auf den Punkt 0. Es ist nun ganz klar, daB3 die Diffe-
renz G, —GY%;, wo Gy die effektive Feldstirke im Punkte O’ bedeutet,
nichts mit der GréBe (00'F) G¥=(00'F) <§+4§§B> zu tun hat.
Bezeichnet man die unendlich kleine Strecke OO0’ mit , so hat man
Gop — C% = [(DF) Eerr]?, wobei durch den Index °, wie frither an-
gedeutet wird, daB die entsprechende GréBe fiir den Punkt O zu be-
rechnen ist.

Die Bestimmung von @ reduziert sich auf die Berechnung des
Mittelwertes der von dem Molekiil selbst erzeugten Feldstarke €, in
einer Kugel von derselben Gré8e wie frither, aber mit exzentrisch lie-
gendem Mittelpunkt O’. Die Differenz zwischen den Integralen dieser
Feldstirke iiber das Volumen der Kugeln S’ (Radius/, Mittelpunkt O’)
und S (Radius /, Mittelpunkt O) 148t sich offenbar durch das Fliachen-
integral § €, d,, S darstellen (es bedeutet hier d,, 4S das mit positiven
oder negativen Vorzeichen genommene Element des zwischen S und
S’ eingeschlossenen Volumens). Dieses Integral hingt nur vom duferen
Feld des Molekiils ab und kann folglich ohne irgendwelche verein-
fachenden Annahmen ausgerechnet werden.

Die Komponente von €, in einer festen Richtung kann auf S durch
eine Reihe von Kugelfunktionen verschiedener Ordnung ausgedriickt
werden. Wenn das Molekiil neutral ist, wie wir es von Anfang an vor-
ausgesetzt haben, muB3 diese Reihe mit einer Funktion zweiter Ord-
nung, die dem Dipolmoment des Molekiils entspricht, anfangen. Die
GréBe d,, d. h. die Projektion des Vektors D auf den Kugelradius
stellt offenbar auch eine Kugelfunktion, und zwar erster Ordnung dar
(denn sie ist dem Kosinus des Winkels zwischen b und n proportional).
Wegen der Orthogonalititseigenschaft der Kugelfunktionen verschie-
dener Ordnung (Bd.I, S.110) muB das Integral § €y, d, 4S identisch
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verschwinden. Es gilt also @ —_&g =[(bV)€ Cegl® =0 und

folglich — —

[OF) Cerr]°=[(dV) (E—Cerg)°=(dV) €.
Dasselbe gilt selbstverstindlich auch beziiglich des magnetischen Feldes,
sofern es von der magnetischen Polarisation abh4ngt. Wir miissen aber
noch dasjenige magnetische Feld berticksichtigen, welches von der
zeitlichen Anderung des elektrischen Momentes des Molekiils herriihrt.
Da dieses Feld eine Zylindersymmetrie besitzt (d. h. seine Linien sind

koaxiale Kreise, die senkrecht zum Vektor _1_3_ verlaufen, vgl. Bd. I,

S. 83), so muB sein Mittelwert fiir den Mlttelpunkt des Molekiils ver-

schwinden — wie schon oben bemerkt wurde. Es ist aber leicht einzu-

sehen, daB fiir solche Punkte, die auBlerhalb der den Vektor 5? ent-

haltenden Gerade liegen, dieser Mittelwert @eig und folglich auch das

Differential [(DV) E)eig]o einen von Null verschiedenen Wert hat. Es
gilt in der Tat nach dem Bio¢-Savartschen Gesetz fiir den betrachteten
Anteil des Magnetfeldes auBerhalb des Molekiils

1dp_ R
Detg = catXQRg

Auf der Oberfliche der Kugel S fillt der Einheitsvektor ®, = R: R
mit der duBeren Normale zusammen, so dafl wir

= 1 N 9
[(w)S;>ag]°=z@€£®agd"d5=ﬁa—fxsﬁndnds
3

bekommen, oder, da der Mittelwert des Vektors nd, =n(d-n) auf

der Kugeloberfliche gleich % b ist,

[0F) Darglo =5+ %2 xb . (30)
Daraus folgt ferner, wenn man .Eelg als Funktion des Radiusvektors d
betrachtet: ot (Pag— Hite) — ot Perg = 83n 10 i)_? ' (30a)
Es sei bemerkt, daB diese Formel sich direkt aus der Gleichung

1ot Herg — lz ?g““ 47 Jerg
ergibt, wenn man hier fe;g =4 n%%? und @eig =— % B einsetzt.

Der von dem magnetischen Moment des Molekiils bedingte Anteil der
Stromdichte darf auBer acht bleiben, da der Volumstrom f rot MdV
durch den entsprechenden Oberflichenstrom ¢ % X 1t dS kompensiert
wird — in Ubereinstimmung mit der vorangehenden Betrachtung.



74 Energie und Krafte.

Es ist nun klar, daB3 auch bei der Berechnung von (0 )@eig das von
der zeitlichen Anderung des magnetischen Moments des Molekiils her-
rithrende elektrische Feld zu beriicksichtigen wire. Dieses zusitzliche
(nicht rein elektrostatische) Feld 148t sich aus der Gleichung
la_r@em
[

9t — 0

rot @elg

mit Riicksicht auf die Beziehung Eeig=§3§§m bestimmen. Daraus
folgt aber, wie der Vergleich von (25) und (25a) zeigt,

— 47 1 OM oM
[(bV)(‘gelg](]: 3 9t b‘" TS b X P
Diese Formel kann man auch aus der Definition des betrachteten zu-
sitzlichen elektrischen Feldes

(30b)

‘ 1 am R
(‘Eeig == c X ﬁg
(vgl. Bd. I, S.165) unmittelbar ableiten, ebenso wie (30).
Durch Subtraktion der GréBen (30), (30a) und (30 b) von den ent-
sprechenden GroBen fiir das totale gemittelte Feld bekommt man,
wenn man den Vektor d durch 9P oder I ersetzt

4z 1 M

[(BV)Cers0 = (BVE+ 557X B, (31)
[(%V)beuP—(émV)@—i"%%—? XM, (31a)
[IM X rot ete]* = WEXrot@——?ﬁ i 6(%3 (31Db)

Ersetzt man die drei ersten Glieder von (24) § 3 durch die obigen Aus-
driicke und fithrt im vierten statt § die effektive Feldstirke

= 8

Dot =H — éi m
ein, so wird
Fo= (BV)E+(MV) O+ M X rotH + i o% X9+ .-
oder [vgl. (22)]

Fe=(BV)E+ P Xrot E+ (MP)H + M X rot
1 0 4n (32a)
g B ()| m.

Die Beriicksichtigung der Differenz zwischen den effektiven und den
totalen (gemittelten) Feldstirken und deren Ableitungen 148t also den
den gebundenen Elektronen zugehérigen Spannungstensor (sofern er
iiberhaupt existiert) unverindert, wihrend der frithere Ausdruck (21b)

47 0

5: 5t (WX P), (32)
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fiir die Dichte der entsprechenden BewegungsgroBe dabei durch
1 4n
g =—1 Bx(9—FTM) (32b)

ersetzt werden muf.

3. Effektive Feldstirken im Falle einer Mischung
verschiedener Molekiile.

Wir haben bisher nur solche Korper betrachtet, die aus neutralen
Molekiilen einer einzigen Art und eventuell auch aus freien Elektronen
aufgebaut sind. Wir wollen nun die Verallgemeinerung der obigen
Resultate aufsuchen fiir den Fall eines Korpers, der aus einer Menge
verschiedenartiger Molekiile oder Iomen besteht (die letzteren konnen
selbstverstidndlich auch unbeweglich sein).

Die durch diese Ionen bedingten Ladungs- und Stromdichten sind
durch die Formeln (11), (12) und (12a) des Kap. I gegeben. Wir miissen
aber noch neben den totalen Feldstirken €, $ die fiir verschiedene
Ionenarten verschiedenen effektiven Feldstirken Gy, @;"ﬁ unterscheiden.
Wir kénnen dabei wie im Falle einer Ionengattung

et =C — g, Deit=H— Doig - ' (33)
setzen.

Es wire aber irrtiimlich anzunehmen, daB die GréB8en (Feig) © (Deig) °—
oder eher ihre Mittelwerte fiir die Mittelpunkte der entsprechenden
Ionen — mit den von diesen Ionen herriihrenden ,,partiellen‘ Polari-

sationen* R* = N p* = V“’ M*=N"m® = %& durch dieselben Be-
ziehungen

(B0 =—" B, (Dlg° =" ", (33)

welche fiir esme Ionengattung gelten, verkniipft sind. Dies 148t sich am
einfachsten aus der folgenden Uberlegung einsehen. Wir denken uns
die Ionen einer Gattung (Konzentration N, Moment p) in zwei gleich-
zahlige Hilften eingeteilt. Dann wiirde man gemi8 (82a) fiir jede Hilfte
eine zweimal kleinere Korrektion fiir die mittlere effektive Feldstirke
bekommen als ohne diese Einteilung.

Es ist leicht einzusehen, daB die Sachlage nicht wesentlich ver-

bessert wird, wenn man die Koeffizienten — 437: und 3% in (83a) durch

irgendwelche andere Zahlenkoeffizienten ersetzt. Erstens miiften dabei
die letzteren von den relativen Konzentrationen der verschiedenen
Ionen und von ihren Momenten abhingen, so daB die Beziehung zwi-
schen (€g;)° und B* [oder (D%,)° und IM*] nicht linear sein sollte. —
Ferner wurde rnan dabei auf Widerspriiche mit den aus den Gleichungen

rot Si):‘ig p 6t@zm 47j* und rot @eig-l— 16 a"i)eiS—O folgenden Be-
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ziehungen stoBen [vgl. Nr. 2]. Damit ist noch eine andere Schwierig-
keit verkniipft. Verschwindet nidmlich die resultierende freie Ladungs-
dichte 2@}' , so sind die einzelnen Summanden im allgemeinen von Null
verschieden; dementsprechend sollte auch die resultierende Kraft
D€ - 0f =— XCg, - of nach unserem Ansatz von Null verschieden
sein. Dies ist aber sicher unmdoglich, denn sonst wiirde ein neutraler, aus
entgegengesetzten Ionen aufgebauter Koérper in einem homogenen
elektrostatischen Felde eine im allgemeinen sehr groBe Kraft erfahren.

Aus allen diesen Widerspriichen scheint es nur einen Ausweg zu
geben, und zwar in der Ersetzung der Formeln (33a) durch die all-
gemeinen linearen Beziehungen von der Gestalt

(€e)o=— = sO PP, (9%)° =+ ﬂZSf,’g’ Mme (33D)

mit Zahlenkoeffizienten Sffz; , S,%), die nur von dem allgemeinen Charak-
ter der Ionenverteilung (unregelmiBige oder regelmifBige Anordnung im
Raume usw.) abhdngen. Die Notwendigkeit des Auftretens von ,,gegen-
seitigen’* Koeffizienten (8 == ) 148t sich am einfachsten aus der folgen-
den Uberlegung erkennen. Wir stellen uns vor, daB der betrachtete
Korper aus zweiatomigen Molekiilen besteht, die vollkommen identisch
und gleichorientiert sind. Nun koénnen wir offenbar diese Atome als
einzelne Molekiile « = 1 und &« = 2 behandeln. Ist die effektive elek-
trische Feldstérke fiir die zusammengesetzten Molekiile nach der Formel
(€eg)® = € + sP Dbestimmt, so muB man bei der Bestimmung der
effektiven Feldstirken fiir die einzelnen Atome auch ihre gegenseitige
Wechselwirkung in Betracht ziehen. Die effektiven Feldstirken
@4)° und (€Q)° ergeben sich in erster Niherung aus (€e)° durch
Hinzuftigung der Feldstirken €2 bzw. €%1, welche die betrachteten
Atome aufeinander austiben und welche offenbar ihren elektrischen
Momenten, d. h. den entsprechenden partiellen Polarisationen " und
B ® proportional sind (wir setzen die Atome als neutral voraus).

Man bekommt selbstverstindlich wesentlich verschiedene Resultate,
je nachdem die einzelnen Atome (oder Atomgruppen) relativ zueinander
regelmifig oder unregelmiBig angeordnet sind. Im ersten Falle kann
man sie in sehr natiirlicher Weise zu Molekiilen vereinigen (oder ver-
einigt denken); im zweiten Falle ist dies kaum maoglich.

Wir kénnen hier auf diese Frage nicht niher eingehen, da sie auBer-
halb des Rahmens der makroskopischen Theorie liegt. Wir werden
darauf noch in einem etwas verschiedenen Zusammenhange (und
zwar bei der Bestimmung der Dielektrizititskonstante zweiatomiger
Substanzen, Kap. III, § 1) zuriickkommen. In diesem Kapitel werden
wir aber die materiellen Kérper als chemisch homogen behandeln und
nur diejenige Inhomogenitit zulassen, die der Anwesenheit von neutralen
Molekiilen und freien Elektronen (oder , Ersatzelektronen‘’) entspricht.
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§ 5. Die vollstindigen quadratischen GroBen und die
verallgemeinerten Bedingungen ihrer Aufspaltung.
1. Der vollstindige Energiespannungstensor.

Durch Addition der quadratischeri GroBen, die sich einzeln auf die
freien und die gebundenen Elektronen beziehen und die in den
vorhergehenden Paragraphen berechnet worden sind, bekommt man die
entsprechenden vollstindigen GréBen. Es lassen sich dabei, wie wir
sogleich sehen werden, die elektromagnetische Energie und der Span-
nungstensor ¢mmer ganz unabhingig von irgendwelchen Beziehungen
zwischen den Polarisationen und den Feldstirken definieren.

In der Tat, durch Addition der Ausdriicke (4b) und (29Db) ergibt
sich fiir die vollstindige Energiedichte der Differentialausdruck

dE=dE, +dE, = (€-(dD—4nd B) + (B + 47 M) -4 D)

2n 4n
—d(g P M,
d. h. 2
dE= 1 (GAG+ 9dP) —d(’F P2t %Mﬂ) ,
woraus folgt 4n
§=w_—“P2—‘TM2. (34)

In derselben Weise bekommen wir fiir den vollstindigen Spannungs-
tensor nach (9b) und (32a)

—-div2i=zlﬁ- (EdivD+rot EX D)+ (RV)E+ P X rot €

+ o (BdivH + rot B X 9) + (MV)H+H x ot 9,
d. h. wegen .
D=E+4xP und B=9H—42M,
—diveT = (G div € +rot € x €+ $ div § +rot  x H)

+ Ediv P + (BV)E —MAivH — 1ot MX D+ (MP)H+ M xr0t H
oder

—div2i}j=4%((§div@+rot@x C+ HAivH+rotHx H)

+ Ediv B4 (BV)E—MdivH— (HV)M+ V(M- D)

Der mit;}; multiplizierte Klammerausdruck ist formal mit dem auf der

S. 215, Bd. I, angefiihrten Ausdruck fiir die (negative) Divergenz des
Spannungstensors identisch. Es gilt ferner bei der Integration iiber
ein beliebiges Volumen [nach Formel (16¢) Bd. I, S. 15]

(€ div P + (BV)E]dV =§ (Pn)EdS=§ CP,dS.
S[Mdiv + (V) M]dV = § MH,dS
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und JV(R-9)aS=¢sn(M-9)4S.

Wir sehen also, daB der Tensor 2% immer existiert, denn das Inte-
gral — f div 2 dV 1aBt sich in ein Flichenintegral — § ¥, dS transfor-
mieren. Der Vektor §,, d. h. die Projektion des Tensors 2F auf die
Normalenrichtung driickt sich dabei folgendermaBen aus:

Tu= g7 (n 75T —CE,— 9 H,)—CP, + MH, —n(1-)
oder 7 1 E® 4 (B — 4
in=47;{n + ( =Ll )-b—@D,,—EBH,,}. (342)

Die Komponenten von ®*%T in bezug auf je zwei Koordinatenachsen
lauten folglich
E* 4 9.
Tz'k = 6ik < 9 -

87

1
5M-9)—ED,—BH,.  (34b)

Was schlieBlich die elektromagnetische Energiestrahlung = &, + R,
und die Dichte der BewegungsgréBe g = g,+ g, anbetrifft, so be-
kommen wir nach (4a), (9a), (18a) und (32b):

9=4‘—”(&><98 (35)

und

g:zylﬁf[ibx@—msﬁx <®__f13’19)z>].

0= EX 9+ X M. (352)

Esist beachtenswert, daB die elektrischen und magnetischen linearen
GroBen in einer nicht ganz symmetrischen Weise in die quadratischen
GroBen &, 2T, & und g eingehen.

Man kénnte den Vektor & und den Tensor 2%, d. h. die Energie- und
Impulsstrahlung auf eine etwas verschiedene Weise definieren, wenn
man die den gebundenen Elektronen entsprechende Flichenladung und
den Flachenstrom bei der Berechnung der Kraft auBer acht lassen wollte.
Es wire dabei nach (18b)®, = ¢€ X I zu setzen und folglich

c
R=1-Cx9. (35b)
Ebenso ergibt sich unter Weglassung der Lorentzschen Korrektionen
T,=p(n 2 _EE,—HE 35
ﬂ‘G(“ 8 T ”>' (35¢)

Die exakte Formel sieht ziemlich kompliziert aus. Die GroBen (35b)
und (35c¢) sind formal mit den entsprechenden Vektoren der allgemeinen
Theorie des I. Bandes identisch. Dies folgt sofort aus der entsprechenden
Definition der (unvollstindigen) Arbeit und Kraft nach den Formeln

LO=L;+ Ly=c€(j; +j,) =c€-j
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und Co s .
T =T+ 8o=(es+0) E+(is +i) X D=0€ +jx 9,

denn die vollstindigen (mittleren) Elektrizitdtsdichten ¢ und { sind
mit den entsprechenden Feldstirken durch die in Bd.I behandelten
Feldgleichungen

divE=4np, rot.i)—%%gt:tinj

verkniipft. Die Ausdriicke L® und ° lassen sich deshalb auf dieselbe
Weise wie dort (Kap. VII, §§ 4 und 5) umformen.

Die obigen Formeln gelten ganz unabhingig von der Beziehung
zwischen den Polarisationen und den Feldstirken. Sie kénnen
also auf beliebige Korper oder Korpersysteme angewandt werden, im
Gegensatz zu den Formeln der zwei vorhergehenden Paragraphen, die
nur bei gewissen, in der Wirklichkeit nicht streng erfiillbaren Bedin-
gungen giiltig sind. Wir konnen also sagen, daB8 die vollstindige
elektromagnetische Energie und der Spannungstensor immer existieren—
und zwar als quadratische oder bilineare Funktionen der gemittelten
Feldstirken und Polarisationen (totalen oder auch partiellen); ihre Zer-
legung in die den freien und den gebundenen Elektronen zugehéorigen
Anteile ist dagegen im allgemeinen nicht mdglich.

In dem Spezialfall nicht leitender Korper, die aus unbeweglichen
Ionen oder aus lauter neutralen Molekiilen aufgebaut sind (fiir die
also die Leitfiahigkeit ¢ verschwindet), miissen die vollstindigen
quadratischen GréBen mit solchen, die den gebundenen Elektronen
zugehoéren, physikalisch dquivalent sein. Beide GroBenarten bleiben
aber, wie leicht zu sehen ist, auch in diesem Fall formal von-
einander verschieden. Es sei daran erinnert, daB die Bedingungen,
welche wir in den §§ 2 und 3 fiir die Existenz der GroBen &,
und 23, (als bestimmter Funktionen der linearen GréBen) aufgestellt
haben, sich nur auf die Abhingigkeit der Polarisationen von den Feld-
stirken beziehen und von der elektrischen Leitfahigkeit der betreffenden
Korper ganz unabhingig sind. Sofern diese Bedingungen erfiillt werden,
d. h. sofern die GroBen &,, &, g,, 2T, sich iiberhaupt definieren lassen,
miissen sie mit den entsprechenden vollstindigen GroB8en durch die
Gleichungen

&, . a& .
— L=t diveR, =3 +div e, (36)
— =204 aivez, =28 1 diveg 36a
%‘ ot v [ANFY ( )

verkniipft sein. Es sind dies die Gleichungen, welche die physikalische
Aquivalenz beider GroBenarten ausdriicken; daraus aber soll keineswegs
geschlossen werden, daB die Gleichungen £, =&, &, =&, g, =g,
2Z, = 2% einzeln bestehen. In der Tat sind die letzteren Gleichungen
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strenggenommen #niemals erfiillt. Dies 148t sich schon aus dem Um-
stand ersehen, daB der Vektor &, immer gleich Null bleibt, wihrend
® im allgemeinen von Null verschieden ist.

Diese Bemerkung wirft ein neues Licht auf den physikalischen Sinn
der Bedingungen, welche fiir die Existenz der Gré8e &, notwendig
sind1). Damit nimlich die Gleichung

deV=—aa~tj§,dV (37)

bestehen kann, muB die resultierende durch die Bewegung der gebun-
denen Elektronen bedingte Energieausstrahlung verschwinden. Das ist
aber nur dann méglich, wenn die freien Schwingungen dieser Elektronen
ungedimpft sind. Im entgegengesetzten Falle kann man die elektro-
magnetische Energie eines (nicht leitenden) Korpers durch die GroBe &,
nur bei rein statischen Erscheinungen definieren.

2. Die Mittelwerte der quadratischen GréBen im Falle
harmonischer Schwingungen; Hermitesche Bedingungen fiir
die Suszeptibilititstensoren.

Wir wollen jetzt den allgemeineren Fall eines hdrmonischen Schwin-
gungsvorgangs betrachten unter der Voraussetzung, daB die elektrische
und magnetische Polarisation der entsprechenden Feldstirken proportio-
nal sind. Die Abhingigkeit der verschiedenen linearen Gré8en von der
Zeit soll dabei durch den komplexen Faktor ¢! dargestellt werden

(wo%: v die Frequenz der Schwingungen bedeutet). Wie schon

in Kap. I angedeutet wurde, muB man den Suszeptibilititen x, ¥ und
den Erregungskoeffizienten ¢, 4 — oder den entsprechenden Tensoren
im Falle anisotroper Koérper — im allgemeinen komplexe Werte beilegen,
um eine eventuelle Phasenverschiebung in den Schwingungen der
GréBen €, P (oder O, M), zu beriicksichtigen. Im Falle erzwungener
Schwingungen der gebundenen Elektronen #uBlert sich die fiir ihre
freien Schwingungen charakteristische DAmpfung gerade in einer solchen
Phasenverschiebung des elektrischen Moments der aus ihnen gebildeten
Molekiile beziiglich der duBeren Kraft (vgl. Kap. I, §2; siehe auch
unten Kap. ITI, §4). Wir sehen also, daB bei Anwesenheit von natiir-
licher Dampfung die GréBen %, y,&, u — oder allgemeiner die ent-
sprechenden Tensorkomponenten — komplexe Werte annehmen miissen.

Bei der Formulierung der Symmetriebedingungen (6), welchen die
GroBen &;; und y,, fiir die Existenz der Energie &, und folglich auch
der Energie &, geniigen miissen, haben wir diese GréBen als reell voraus-

1) Es sei in diesem Zusammenhang bemerkt, daB die Energie &, im be-
trachteten Korper selbst zu lokalisieren ist, denn sie verschwindet mit P und IR,
wahrend die ,,vollstindige* Energie im allgemeinen auch auBerhalb des Koérpers
verbreitet ist (sieche unten § 7).
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gesetzt. Es ist leicht zu zeigen, daB auch bei Fehlen der (natiirlichen)
Dimpfung die betrachteten Tensorkomponenten komplexe Werte an-
nehmen konnen, die nur den folgenden sogenannten Hermiteschen
Bedingungen geniigen miissen

ehi =&k, M= Uik, (37a)
wo durch a* die zu a komplex-konjugierte GréBe bezeichnet wird.
Die Gleichungen (37) stellen selbstverstindlich gleichzeitig die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz der
Energie £, dar und kénnen dementsprechend als die Verallgemeinerung
der fritheren Symmetriebedingungen (6) angesehen werden?).

Zum Beweis geniigt es nur, den allgemeinen Zusammenhang zwischen
quadratischen und linearen GréBen fiir den betrachteten Fall, wenn
letztere als reelle Anteile komplexer GréBen definiert sind, festzustellen,

Es seien also @ und b zwei GréBen von der Form a = a,e?, b = byet®t,
wo ay und b, im allgemeinen auch komplex sind. Ihre reellen An-

telle Ra =5 (@ + a* und Rb= 4 (b+ b%) sollen zwei beliebige

lineare GroBen, z. B. die Feldstirke und die Polarisation darstellen;
die (reellen) Amplituden dieser GroBen sind offenbar gleich den Mo-
duln der entsprechenden komplexen Amplituden |a, und |,|.

Wir betrachten nun die quadratische GréBe

1 1
(Ra) (RD) =5 (a+ a*)-5 (b+ b¥). (38)
Sie 148t sich offenbar als reeller Anteil der folgenden komplexen GréBe
1 1
oder auch Q0= @+a*)b=y (ab+a*b) (382)

%(ab*-}—a*b*), %(ab—I—ab*), %(a*b—(—a*b*)
auffassen. Da der zeitliche Mittelwert von €“¢und e*2*? verschwindet,

reduziert sich der zeitliche Mittelwert von Q auf —;— a*b,und wir bekommen

folglich — 1 1

Esseinung =—E und b = %, wo € und P komplexe Vektoren

sind, welche die elektrische Feldstirke und Polarisation darstellen. Es
bedeutet dann @ die zeitliche Ableitung der (komplexen) elektrischen
Energiedichte &, so daB wir schreiben kénnen
o0& 0P
R>=2=—_RE-R-*
d. . a¢ at
9 1 P 9P
L)

1) Im Falle isotroper Kérper bedeuten die Bedingungen (43a) nichts anderes
als die Realitdt der dielektrischen Konstante und der magnetischen Permeabilitit.

Frenkel, Elektrodynamik II. 6
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Damit die Funktion & existiere, mufl ihr Muittelwert durch die kom-
plexen Amplituden von € und P sich folgendermaBen ausdriicken:

_ 1 3
&= — L RG} -dBo=—5R 3 E§idPo;,
i=1
d. h. es soll die Summe
3 3
S E§dPo; + S Eq,-d P
i=1 E=1
und folglich auch die Summe:
AU= 3Py ;dE§;+ 3 P§rd Ey;, (39)

ein vollstandiges Differential darstellen.
Setzt man nun (fiir eine gegebene Schwingungsfrequenz)

3
Py, =k21”ikE0k

ein und behandelt die GréBen Eo,; und Eg; als unabhingige Variable,
so wird

9 (0UN\ _9P% . 9 U\ 0P,
s (om,.) ~ors = 4 gi (5Eg) =g m = e

d. h. sy = %;,;. Dieselben Hermiteschen Symmetriebedingungen miissen
sich fiir die Komponenten des Erregungstensors % ergeben.

Fiir die GroBe U als homogene quadratische Funktion der Argu-
mente Ey, und Eg; ergibt sich ferner

1, .« 1
= (YP§Ey; + ISPy ESi) = 5 35 3 (5 EE§r + %1 ESi Eo)
2 % 2T %

1 o 1 ,

=5 > Z”kiEoiE?)(-k + ) 22xkiEngoi =22 xkiEa(-kEoi .
Die rechtsstehende quadratische Form ist reell, denn sie ist, wegen der
Bedingung %;; = #%,,, mit der konjugierten Grofe

22’%@ EokEO’b ZzzlkEokEOz 2 Z”szMEOk

identisch. Der Mittelwert der Energie & ergibt sich dabei ebenfalls
als eine reelle GréBe, die durch die Formeln

= 1 1
55:—2‘§2”kiE§kPoi: _‘ZZE&PM
?

1
=—12E0iP?ﬁ

dargestellt werden kann.

Ahnliche Resultate ergeben sich fiir den magnetischen Anteil der
Energie &,.

Bei harmonischen Schwingungsvorgingen muB der Mittelwert der
Arbeit L (= L,) nach (37) verschwinden, denn die Energie &,, falls sie

} (392)
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iiberhaupt existiert, kann nur um seinen konstanten Mittelwert schwin-
gen. Es wird also in diesem Fall auf die Bewegung der gebundenen
Elektronen durchschnittlich keine Energie verbraucht. Dieses Resultat
gilt bekanntlich fiir ungeddmpfte Schwingungen jeder Art. — In Wirk-
lichkeit aber sind die Schwingungen der gebundenen Elektronen smmer
als geddmpft anzusehen, obwohl diese Dampfung in manchen Fillen
sehr gering ist. Es 148t sich dementsprechend die Energie £, — aufler-
halb des Falles statischer Erscheinungen — nicht streng definieren. Wir
miissen folglich strenggenommen stets, auch bei nicht leitenden Kérpern,
mit der vollstindigen Energie & und anderen damit verkniipften GréB8en
operieren.

3. Gedampfte Schwingungen und Zurtickfiithrung der
Dimpfung auf eine scheinbare Leitfdhigkeit.

Im Falle harmonischer Schwingungen ist es aber gewthnlich még-
lich, den Begriff der Energie &, formal zu retten, und zwar durch Zu-
riickfiihrung der Dimpfungserscheinungen auf eine fiktive elektrische
Lestfahigkeit des betreffenden Kérpers. Diese ,.effektive’ Leitfihigkeit
148t sich fiir einen isotropen Kérper mit der komplexen Dielektrizitéts-
konstante &’ nach der Formel (55d), Kap. I, bestimmen (es soll dabei
in der genannten Formel € nicht die wirkliche Dielektrizitdtskonstante,
sondern deren reellen Teil bedeuten). Die wirkliche elektrische Leit-
fahigkeit des Korpers, falls es kein absoluter Isolator ist, kann dabei
mit der erwidhnten fiktiven ,,Dampfungsleitfdhigkeit’ zu einer einzigen
Konstante vereinigt werden. — Es ist aber gewohnlich einfacher und
vorteilhafter, umgekehrt die wirkliche elektrische Leitfihigkeit durch
eine imaginédre Dielektrizititskonstante (oder bei anisotropen Koérpern
durch einen der Hermiteschen Bedingung nicht geniigenden Tensor)
zu ersetzen und den Kérper als einen vollkommenen Isolator zu be-
handeln, der nur gebundene, schwingungsfihige Elektronen enthilt,
wobei ihre Schwingungen schwach oder stark, je nach dem Material
und der Schwingungsfrequenz, gedimpft sind. — Es sei bemerkt,
dafl komplexe Werte der magnetischen Permeabilitat sich auf eine ge-
wohnliche elektrische Leitfihigkeit nicht zuriickfithren lassen. Man
konnte selbstverstindlich den entsprechenden magnetischen Begriff
konstruieren und fiktive ,,magnetische Stréme‘* betrachten. Dies
wiirde aber kaum eine Vereinfachung der Theorie bedeuten.

Bei langsamen Schwingungen und besonders bei zeitlich konstanten
Feldern ist eine Verschmelzung der dynamischen Effekte, welche von
den freien und den gebundenen Elektronen herrithren, nicht mehr
moglich. Eine Trennung der vollstindigen Energie oder des vollstin-
digen Spannungstensors in die den freien und den gebundenen Elek-
tronen gehérigen Anteile ist deshalb in diesem Falle empfehlenswert.
Die vollstindige Arbeit L reduziert sich dabei offenbar auf den ersten

6*
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Anteil (L,;), wihrend der zweite (L,) verschwindet. Wir bekommen
also
L=cE2. (40)
Dies ist die in der Volumeinheit pro Zeiteinheit entwickelte (Joulesche)
Wirme.
Es wird folglich nach (30)

ﬁEW:-—;Sg((Ex B),dS . (40a)

Diese Formel driickt die Tatsache aus, daB die von auBBen durch die Ober-
fliche S eingestrahlte Energie vollstindig in Warme transformiert wird.

In dhnlicher Weise ergibt sich bei Fehlen von Dampfung fiir harmo-
nische Schwingungen die Formel

J‘a(&@*de—:lné (E* X B),dS, (40D)

welche das (doppelte) Zeitmittel der entsprechenden quadratischen
GroBen bestimmt.

Bei Anwesenheit von Dimpfung tritt auf der linken Seite noch die
GroBe 2 f L,aV auf, wobei L, nach (21) und (38Db) folgendermaBen de-
finiert wird:

2L, —R(6* 5} — W2} = Rio(C* $—M*-). (1)

Die zusitzliche Grofe 38; (2?7! P2+4TnM 2> ist hier weggelassen, da ihr
Mittelwert verschwindet. Es verschwindet ebenfalls derjenige Anteil
von (41), welcher den Hermiteschen Anteilen von P und 9N ent-
spricht (denn damit wird die zeitliche Ableitung einer bestimmten
Funktion der linearen GroéBen ausgedriickt). Es bleibt uns folglich
nur den nicht-Hermiteschen Anteil der Polarisationen zu beriick-
sichtigen. Zu diesem Zweck spalten wir die komplexen Suszeptibilitits-
tensoren x und y in die symmetrischen oder genauer ,,Hermiteschen
Anteile ', " und die ,,Anti-Hermiteschen %'/, "’ nach den Formeln

’ 1 ’ ’” 1 ’”
%ikzg(”ik-i‘%lfi):%ﬁ ) %isz(%m—%lfi)z—%m* l
(42)

’ 1 ’ 17 1 ’”
Vie= g ix+ yE)=VEL . ¥ik= 5 e — Vi) = — Vi
und setzen dementsprechend P = B’ + B’ und P =M’ + M"’. Da
die GroBen €* - B’ und I'* - H reell sind, liefern sie keinen Beitrag
zu L,. Die GréBen €* - B’ und M''* - H sind dagegen rein imdginir.
Es gilt in der Tat

C* B =JEFPi{=3 Suit Ef E;=— 3 J#({ Ei* E,
@ T T %

=— Y Yuip' E,Ef =—YE P/*=—G-p"*
ki T



Die vollstandigen quadratischen Groben. 8H

und ebenfalls
9]2//*. @ =_9Jt"‘ g*
Das Produkt dieser GroBen mit dem imagindren Faktor s stellt

folglich eine reelle GréBe dar, und zwar gerade den gesuchten Wert
von 2L,. Fiihrt man also die Bezeichnungen

V—loxy=0f, |—loyis=—d; (422)
ein, so wird

2L,= 3 St B Byt 3 ot H, HY (43)
und folglich

| S3U0ino+ota) X Bx+ ol HHE]AV=—_§ (6* x B),.dS. (432)

Das linksstehende Volumintegral ist der doppelte Mittelwert der pro
Zeiteinheit in Warme (und eventuell auch andere Energieformen) um-
gewandelten elektromagnetischen Energie, welche in das entsprechende
Volum von auBen zugestrahlt wird. Die GréBen of; und o7}, sind die
oben erwdhnten Komponenten der fiktiven elektrischen und magne-
tischen Leitfahigkeitstensoren, welche die von den gebundenen Elek-
tronen erfahrenen Reibungskrifte charakterisieren. Was die freien Elek-
tronen anbelangt, so muB man die auf sie ausgeiibten Reibungskrifte
im allgemeinen auch durch einen Tensor 2o (die wirkliche Leitfahigkeit)
charakterisieren, dessen Komponenten o¢,, statt der GréBen d,,0 in
(43a) eingesetzt werden sollen.

Wir haben bisher hauptsichlich die Frage nach der Arbeit, Energie
und Strahlung diskutiert. Ahnliche Betrachtungen sind aber auf die
entsprechenden ImpulsgréBen §, g, 2T anwendbar. Es besteht ein
Unterschied zwischen diesen GroBen und den EnergiegréBen L, &, &
nur insofern, als g immer eine Zerlegung in die den freien und den
gebundenen Elektronen gehdrigen Anteile zuldBt, im Gegensatz zu &,
wihrend fiir 2¥ (im Gegensatz zu &) eine solche Zerlegung nur in ge-
wissen speziellen Fillen moglich ist. Da aber hier (bei der Betrachtung
raumlicher und nicht zeitlicher Differentialquotienten) die auf die ge-
bundenen Elektronen wirkenden Dampfungskrifte nicht beriicksichtigt
zu werden brauchen, kann nichts Neues zu dem frither Gesagten hin-
zugefiigt werden. Es sei nur bemerkt, daBl die Symmetriebedingung (6)
die wir friiher fiir die Existenz des Tensors 23, aufgestellt hatten, ebenso
wie im Falle der Energie durch die allgemeinere Hermitesche Bedingung
(37a) ersetzt werden kann. Das Zeitmittel der auf die gebundenen Elekt-
ronen wirkenden Kraft driickt sich dabei (beiharmonischen Schwingungs-
vorgédngen) nach (23) und (38b) durch die folgende einfache Formel

f%adV~§ﬁn(‘B*-@+§m*‘®)d5 (44)
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aus, in welcher die partiellen Polarisationen explizite nicht auftreten
[vgl. die Formeln (21) und (32a)]. Fiir die freien Elektronen bekommen
wir demenstprechend nach (10b)

f%fdv_ gﬁ{— (P20 6Dy +p-Br [as  (44a)

(freie Oberflichenladungen und Stréme sind dabei auszuschlieBen),
WObel andererseits im Falle einer skalaren Leitfihigkeit die Beziehung
& O 4m

Sr=5,C*xH= j s (44b)
gilt [vgl. (11)]. — Wenn die Hermiteschen Bedingungen nicht erfiillt
sind, verlieren die Gleichungen (44) und (44a) jeden Sinn, denn ihre
rechten Seiten nehmen komplexe Werte an, und wir kénnen in diesem
Falle nur die Summe § = &, + §F, bestimmen.

§ 6. Vierdimensionale Form des Energiespannungstensors.

1. Oberflicheneffekte und die aus der Invarianzforderung
folgenden Zusatzglieder.

Bei Weglassung der Lorentzschen Korrektionen und der Oberflachen-
effekte kann man die GréBen &, &, g, 2T zu einem vierdimensionalen
symmetrischen Tensor 260 vereinigen, und zwar genau in derselben
Weise, wie dies in Bd. I ausgefiihrt worden ist (vgl. Bd. I, S.255).
Wie aber schon manchmal angedeutet wurde, sind die von den gebun-
denen Elektronen herriihrenden dynamischen Oberflicheneffekte von
den entsprechenden Volumeffekten prinzipiell untrennbar. Bei der
Aufstellung des vierdimensionalen Energiespannungstensors 2@, der die
vier ,,vollstindigen GréBen &, &, g, 2T als zeitliche, raumzeitliche
und raumliche Projektionen enthalten soll, miissen wir deshalb zunichst
die erwihnten Oberflicheneffekte untersuchen,

Diese Effekte reduzieren sich bekanntlich, bei dreidimensionaler
Rechnung, auf die zusitzliche Arbeit

JLav=c§Mxn)-€ds
und die zusitzliche Kraft
[& av=¢[P,E+ Mxn)xH]dsS.
Es gilt folglich
L'=cdiv(Ex M) (45)

und

' = (BV) €+ CdivP —(9F) M—Mdiv B+ p (M- 9) (452)
[vgl. die Formel (28a)].

Um die vollstindige Arbeit L und Kraft oder Impuls & pro Volum-
und Zeiteinheit zu finden, muB man die obigen GréBen zu den GréBen

L'=¢cE-j, F'=pE+ix 9 (46)
addieren (Q =05 +Qg » 1: jf +70) .
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Setzt man scf=x, und %L°=F4°, so wird nach Bd. I, S.254 und
255

004
Z dxg B - (46a)
wo der Tensor 2@9 durch die auf S. 255 angefiihrten Formeln definiert

ist (wir miissen uns nur bei den dort auftretenden GréBen &, &, g, 2T
den Index © hinzugefiigt denken). Wir versuchen dementsprechend

. . i .
die vier GréBen Fy, F,, Fs, — L’ = F, in der Form
142 £3, 4
"

’ a@:lﬂ
Fa=$ ET (47)

darzustellen.

Im Falle statischer Erscheinungen, die von der Zeit (x,) unabhédngig
sind, 148t sich die Formel (47) tatsichlich befriedigen, und zwar
durch den Ansatz

4
@,’lﬂ=—- ZIHGYPV/S':ZHGYP}?V’ (473.)
y =

wo H,, und Pg, die nach den Formeln (22a) und (24a) des Kap.I
definierten Komponenten des Feldtensors und des Polarisationstensors
bedeuten. Es wird z. B. bei « =4

Oy =—H,, P, —H,, Py =i(E,M,—E, M;)=i(ExM),. (47b)
und ebenso @i =1 (€ X M),, O =1(€ X M),, woraus folgt nach (47)
=1div(EXIM), d.h. L=cdiv(ExM).
Man hat ferner bei a =1

On=H,P,+H, P, +H14P14=H3M:;+H2M2+E1P1

0i=H,P,,+H,P,, =—H,M,+E,P, (47¢)
®is=H,P,+H,P,, ——H,M,+E,P,
und folglich
3
. 8@ Py

Das ist aber nichts anderes als die erste Komponente des Vektors &',
denn es wird nach (45a) beia =1,2,3

3
aP OMy_,, 0Hp
Fo= Z{Pﬂaxﬂ E,+E, 8x: Hﬂ axﬁa uaxﬂ +0x (MﬁHﬁ)}

f=1

3

a

= 3 (o e Ea—Hy M) + ;2 (M5 H).
f=1
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Aus der Tatsache, daB die Gleichungen (47) und (47a) bei statischen
Erscheinungen richtig sind, folgt sofort wegen ihrer Symmetrie hin-
sichtlich aller vier Indizes 1, 2, 3, 4 (d. h. wegen ihrer Invarianz gegen
Lorentztransformationen), daB sie allgemein fiir beliebige, von der Zeit
abhingige Erscheinungen giiltig bleiben miissen.

Wir sehen also, daB unsere Ausgangsformeln (45) und (45a) unvoll-
standig sind, denn es fehlen bei ihnen auf der rechten Seite die zeitlichen
Ableitungen des ,,Skalars‘

—Ou=—(Hy P+ HpPp+H, Py)=—C€-P (474d)
bzw. des dreidimensionalen Vektors mit den Komponenten
1, 1, 1 .
7O ,0n, O,
d. h.
(@a4 ‘@ X By (47¢€)

Wir miissen folglich, wie es schelnt, die GréBen L' und §§’ durch die
Formeln

Lr:_g.i(@-sg)+cdiv(&x9lt, (48)

’ i) )

& =5, (OXP)+ (PBV)E+ CdivP—(HV) M
—MAivO+ TV (H M)

definieren, die als zeitliche und rdumliche Projektion der vierdimensio-

nalen Gleichung (47a) anzusehen sind.

Durch Addition von (46a) und (47) bekommt man die vollstindige
Viererkraft in der Form

(48a)

6@,13
0x,

F.= (49)

(die Summationszeichen in bezug auf gleiche Indexpaare, welche alle
vier Werte 1, 2, 3,4 durchlaufen sollen, lassen wir im folgenden weg), mit

Oup=02;+ 04, (492)
d. h. nach (47a) und nach der Formel (11) auf S. 255, Bd. I:
HZ
Oup=0up—5— + wy (Hyg—4nP, ),

oder nach der Definition des Erregungstensors Byg [siehe Formel (25)

des Kap. I}: H2 —E?  Hy By,

87 + 4n
Fithrt man die rdumliche, raumzeitliche und zeitliche Projektion des
Tensors @y nach dem Schema

—2F, —icq
20 = 14 P (50)

9«{3: 60”3

(49Db)
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ein (vgl. das entsprechende Schema auf S. 255, Bd. I), so ergeben sich
fir die GréBen &, &, g, 2T die folgenden Formeln:

E2 4 H2? H2 ~E?  @.9D
5 == ’;nf‘ + @ * sB = ‘7W"’7‘ —}_F > (503)
c
1
g= o DxH (50¢)
und
1 H? | E2
—0,=T,— - [n (" —dam- §)— H,8—D,6] (500)
oder

—T,= o (5 9 8)+ H, B84+ D,6].  (50¢)

Es erhalten folglich® und 2T ihren fritheren Wert (35) und (34a), wihrend
bei £ und g zusitzliche Glieder auftreten, welche ihre urspriingliche
Symmetrie hinsichtlich der elektrischen und magnetischen GréBen zer-
stéren, und zwar in einer zu & und %% entgegengesetzten ,,komplemen-
taren Weise.

Das Auftreten der Grofle P -d€ statt — € - 4B im Energiediffe-
rential &, kann man sich folgendermaBen erkliren. — Ein (elemen-
tarer) Dipol mit dem festen elektrischen Moment 9§ hat in einem AduBeren
Felde € die potentielle Energie — € « B. Das Integral — f €-a%p ist
im allgemeinen von — € - P verschieden, und die Differenz

—JEaR—(—C P =C-p—[C.ap=[p.4C
stellt offenbar die snnere elektrische Energie des Dipols, d. h. die Arbeit,
welche gegen die smneren ,,quasielastischen® Krifte bei Zunahme des
Moments von 0 bis P geleistet werden muB, dar. Im einfachsten Falle
der Proportionalitit zwischen P und € ist diese innere quasielastische

Energie gleich + ; § - € , wahrend — [ - d% = — + % ihre Summe
mit der duBeren potentiellen Energie darstellt (vgl. Bd. I, S. 120). —
Im Falle der magnetischen Polarisation hat man statt der quasielasti-
schen die innere kinetische Energie f M- d9H, aus welcher sich durch
Subtraktion von + § - I die der GroBe — f € - dB entsprechende ,,voll-
standige’ magnetische Energie ergibt. Diese Beziehung zwischen den

GroBen beider Art werden wir im nichsten Paragraphen noch von
einem anderen Standpunkte aus betrachten.

2. Aufspaltung des vierdimensionalen Energiespannungs-
tensors in die den gebundenen und den freien Elektronen
gehorigen Anteile.

Die physikalische Bedeutung der sich aus der Invarianzforderung
der Relativititstheorie ergebenden Zusatzglieder wird uns klarer sein,
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wenn wir die nach den Formeln (17) und (21) bestimmte Arbeit L,
und Kraft , in vierdimensioneller Schreibweise darzustellen suchen.
Wir miissen dabei die Komponenten von ,, F{, F§, F{ und die

GroBe - L, = F{ als die vier Komponenten des vierdimensionalen

Impulsarbeitsvektor 2y¢ auffassen, welcher die auf die (neutralen)
Molekiile pro Volum- und Zeiteinheit ausgetibte Wirkung charakteri-
siert. Wir haben schon bei der Ableitung der Formel (23) gesehen,
daB die Komponenten des Vektors (BV)E + PR X rot € gleich

ZP, oy o sind (E=1,2,3). Es wird folglich nach (21)
i=1 , .
Fp= Pt Bt DM, 0 H o+ L 2 (B X e
oder ol e
Fy= 5 Pas 8‘1 aa+%§—t(ﬂ3><@)k, (k=1,2,3)

wobei nach den Indizes « und § von 1 bis 4 zu summieren ist. Ebenso
bekommen wir nach (17)

iL, 1 9H,
“_:Fzzfpaﬁ 3+06t(@%

c

Vom Standpunkte der Relativititstheorie kénnen diese Ausdriicke
nicht richtig sein, da sie dem fundamentalen Invar1anzpr1nz1p wegen des
Auftretens der Zusatzgheder p a 7 (B X 9)p und - 6 7 (€ - %) nicht
geniigen. Man kann sie mit diesem Prinzip am einfachsten in Einklang
bringen, wenn man diese Zusatzglieder wegliBt, d. h. wenn man
1 0H;y

2 Pyy- e

setzt und dementsprechend in den Gleichungen

T
L=—4r

Fo= (51)

—dive, F=—98 —diviy

fiir die vollstandige Arbeit und den Impuls (pro Volum- und Zeiteinheit)
die urspriinglichen GroBen & und g durch die Zusatzglieder € - R bzw.
% P X O erweitert; dabei ergeben sich gerade die oben aufgestellten

Formeln (50a) und (50c).
Infolge der Feldgleichungen

?HM 0Hyq | 0Hapy
T dxg + Oy =0
14Bt sich (51) folgendermaBen umschreiben
1 O0Hgpy | 0Hpe\_ 1 OHyy 0Hya _ OHuy
Fi=5 P4y <6x, %, >—§ 07 oz, T2 tre g, = ey an,
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Es folgt daraus durch Subtraktion aus (49)
o 0H,,

Fé:Fa_F?x: a/f+ ( alyPM)_‘PMW:
d. h.
;00 0 Pyy
Fl,= ax, +H,, ax, " (51a)

Diese Formel fiir die auf die freien Elektronen wirkende Viererkraft
ergibt sich sofort aus dem Ausdruck
Fl= Haﬁ 75; ’
1 0B,y
wenn man hier 5 = in f—a— einsetzt [vgl. § 4 Kap. I].

Die durch die Relativititstheorie erforderte Modifikation der
Viererkraft, sofern es die dreidimensionale Kraft &, anbelangt, reduziert
sich, wie leicht zu sehen ist, auf die Ersetzung unseres urspriinglichen
Ausdrucks (pV)E fiir die auf einen elektrischen Dipol wirkende Kraft
durch den Ausdruck V(p:-€) = (pF)€ 4 p X rot & (das Moment p
des Dipols ist dabei als fest zu denken). Es kann zunichst scheinen,
daB irgendwelche Anderung des fritheren Ausdrucks aus rein physikali-
schen Griinden ausgeschlossen sei. In der Tat: definiert man die auf
einer elementaren Dipol wirkende Kraft f als die geometrische Summe
derjenigen Krifte +e@, und —e@®,, welche auf seine Enden wirken,
so ergibt sich f = ¢ (€, —E,) = ¢(IVV)E = (pV)E. Es ist aber zu be-
achten, daB diese Definition oder vielmehr diese Formel auf der impliziten
Annahme beruht, daB die beiden Enden des Dipols zu derselben Zeit
betrachtet werden sollen. Diese Annahme hat vom Standpunkte der
Relativitdtstheorie keinen physikalischen Sinn. LaBt man sie fallen,
so ist das Erscheinen eines Zusatzgliedes nicht mehr verwunderlich.

Man konnte nun fiir dieses Zusatzglied die Gestalt e%—cf At vermuten,
wo At ein der Dipollange { proportionales Zeitintervall bedeutet, d. h.

die Gestalt ¢, p BT (01 = unbestimmter Proportionalititskoeffizient)

10
und nicht p Xrot . Die Beziehungen ~ (?T(f =rotHundrot € = — 7%)
in Verkniipfung mit der engen Relation zwischen dem elektrischen und
dem magnetischen Moment eines Dipols scheinen nun die folgende
Vermutung zu stiitzen: in dem vollstindigen Ausdruck fiir die auf

ein Teilchen mit den Momenten p, m wirkende Kraft

Vip-C+m-9)=@pV)C+pxrotE+mPV)H+mxrot
ist
mXx roth—lmX %‘(f
als das elektrische und

pXrotL———an‘b
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als das magnetische Zusatzglied zu den statischen Ausdriicken (pV)@&
bzw. (mV) H anzusehen.

Es sei bemerkt, daB der Ansatz (51) vollkommen mit der im
letzten Paragraphen des Bd.I entwickelten relativistischen Theorie
der Bewegung eines ,rotierenden’ Elektrons iibereinstimmt. Wir
haben n&mlich dort die auf ein solches Elektron infolge seines elektro-
magnetischen Moments (u,g) wirkende Viererkraft auf eine Energie-

funktion U = — % Uap Hoyp zuriickgefiihrt [siehe Formel (55a) auf S.856],
d. h. diese Kraft durch die Formel
0 1 9
Fo=—5,. U=" 3 g5 (tar Hyy) (52)

bestimmt, wobei die Differentiation nur auf den Tensor Hyg, bezogen
wurde. Will man aber den Momenttensor auch als von den Koordi-
naten x,, %,, ¥, %, abhingig betrachten, so muB man offenbar die obige
Formel durch (51) ersetzen. Wir haben ferner gezeigt, daB das auf
das rotierende Elektron ausgeiibte Drehmoment sich durch den Sechser-
vektor M, g = pio, Hg, — g, H,, darstellen 14Bt. Dementsprechend
bekommen wir fiir den auf die Volum- und Zeiteinheit bezogenen Dreh-
momenttensor 29, der die auf die Molekiile infolge der Existenz
ihrer elektrischen und magnetischen Momente ausgeiibten Drehkrifte
charakterisiert, den Ausdruck
M§,=P,,H,, — P,y Hey .

Da die freien, als momentlos gedachten Elektronen keine Drehkraft
erleiden kénnen, ist durch diese Formel auch die wollstindige Dreh-
wirkung Mg = Mjg bestimmt. Der rdumliche Anteil des Sechser-
vektors (5la), d.h. das eigentliche dreidimensionale Drehmoment
driickt sich offenbar durch die Formel (24a) aus. Es sei bemerkt, daB
der Tensor M,z den (doppelten) antisymmetrischen Anteil des Energie-
spannungstensors (49b) bildet. Es gilt in der Tat wegen

Byy=H,;—4nP,,

Mop=Bup—Op, . (53)
Damit es méglich wére, den Tensor @,4 in zwei, den gebundenen und
den freien Elektronen — oder genauer den elektromagnetischen Mo-
menten und den Ladungen der Jomen —— zugehérende Anteile zu
spalten, wire es nach (51) notwendig und hinreichend, daB die Summe

— % Py, dHpg,, welche als die bei einer unendlich kleinen Anderung der

Feldstarken geleistete elementare Arbeit dL, definiert werden kann,
ein vollstindiges Differential, d. h. das Differential einer bestimmten
Funktion des Tensors Hp, darstellt. Bezeichnet man diese Funktion
mit @7, so muB folglich gelten:

3
—dL,= 3 P, dH,, = S(PAE+ MdH) =467,  (54)
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d. h. 0Pyy _ 0P, (54a)
0H,: 0H,y
oder in dreidimensionaler Schreibweise
9P, 9P, OM, 0M, 4P, oM, 54b)
0E, O0E,’ 0H, oH,’ 0H, OE, " (

Die beiden ersten Gruppen dieser Gleichungen sind uns schon bekannt.
Die dritte Gruppe ist dann zu beriicksichtigen, wenn die elektrische
Polarisation auch von der magnetischen Feldstirke und wvice versa ab-
hiingt, wie dies z. B. bei bewegten Kérpern der Fall ist. Nimmt man an,
dal die GréBen Ppg, sich linear durch H,, nach den Formeln

P, =gy, 6: Hso (85)

ausdriicken, so ergeben sich aus (52a) die folgenden Symmetrieeigen-
schaften des ,,Suszeptibilititstensors 4ix:

Xy; or = %oz; By - (552)
Sind diese Bedingungen fiir einen ruhenden Kérper erfiillt, so miissen
sie wegen ihrer Invarianz gegen die Lorentztransformation auch bei
geradlinig gleichférmiger Bewegung erfiillt bleiben. Es ist leicht zu
sehen, daB3 im Falle harmonischer Schwingungsvorginge diese Symmetrie-
bedingungen durch die etwas allgemeineren Hermiteschen Bedingungen

%8y; or =Hor; By (55b)
ersetzt werden konnen.

Es folgt aus (54) und (55)

1 1
@0:’4'PﬂrH37:*§(§B'@+%'®) (56)
und
aJ - 0
Fo= G @ = 55 Os (562)
mit
Of ;=030 (56D)

[vgl. (23a), § 3). ©9 ust folglich mit der Energie &, identisch. Fiir den den
freien Elektronen, d.h. der Ionenladungen zugehérigen Energiespan-
nungstensor @,; =0, ,— 0% ergibt sich folglich im betrachteten Falle
nach (49b) mit Riicksicht auf die Formeln

H:—E*=} H,H,,, B,=H, —4nP,, wnd} B, H,,=B-H—C D

B-9—C-D  Hay By

@{l/? = 60!/? - 87 + 47 ’ (57)
d. h.
_H5B+E-D S
g=281CD g g,
(57a)
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Die beiden Anteile von 2@ sehen also ganz symmetrisch in bezug auf
die elektrischen und magnetischen GréBen aus. Bei ihrer Addition
wird aber diese Symmetrie teilweise zerstért infolge der entgegengesetz-
ten Vorzeichen in den Beziehungen ® =€ + 47z Bund B=9H —4z M.

3. Relativistische Betrachtung der Lorentzschen
Korrektionen.

Wir haben bisher den Unterschied zwischen den totalen und den
effektiven Feldstirken auBer acht gelassen. Bei Beriicksichtigung dieses
Unterschieds auf Grund der Relativititstheorie st68t man ebenfalls

auf einen Widerspruch mit den Resultaten der in § 4 angefiihrten drei-

dimensionalen Rechnung beziiglich der Zahlenkoeffizienten s¢ = 4?”

und s™ = STTE in den Formeln €g, = —s°p und Py, =+ s*IM. Und

zwar koénnen diese Formeln mit dem Invarianzprinzip der Relativitits-
theorie nur dann vertrédglich sein, wenn diese Koeffizienten denselben
Wert s haben. Sie lassen sich dabei zu esmer vierdimensionalen Be-
ziehung

(Hg2)o =5 P, ,, (58)

vereinigen, welche, wie leicht einzusehen ist, die einzige durch (invariante)
skalare GroBen darstellbare lineare Beziehung zwischen Sechservektoren
bildet. Im allgemeinen Fall asymmetrischer Tensoren kénnte man

4
noch auf der rechten Seite von (58) einen Tensor von der Form7 4, Y P,,,
1

mit einem zweiten, von s unabhingigen Zahlenkoeffizienten 7 hinzufiigen.
In unserem Falle aber sind die Komponenten P, identisch gleich Null.
Uber die GroBe des Koeffizienten s kann man auf Grund des Invarianz-
prinzips allein selbstverstdndlich keine Aussage machen. Es wire aber
von vornherein natiirlich, fiir ihn das Mittel der beiden friiher

gefundenen Werte s¢ :‘4%; und sm=8?n anzunehmen, d. h.

s=2x (68a)
zu setzen. .
Wir haben aber in § 4 auf die Tatsache hingewiesen, daB alle von der
obigen (Lorentzschen) verschiedenen Zahlenwerte der Koeffizienten s®
und s™ den Feldgleichungen

. 1 9 Hei
rot @eig———~7=4n]eig, rot @eig—{—? §28=0

widersprechen miissen, falls man fiir die mittlere Stromdichte jeig den

Y

Wert % Fr annimmi und dementsprechend den Gradient von Peig in
irgend einer Richtung nach der Formel (80), d. h. auf Grund des Biot-
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Savartischen Gesetzes bestimmt. Wegen des grob angensherten Cha-
rakters der Uberlegungen, die zu der Formel (30) und folgenden gefiihrt
haben und die ohne genaue Kenntnis des Aufbaus und der Mechanik
der einzelnen Atome und Molekiile sich kaum verfeinern und prizisieren
lassen, wollen wir auf diese Frage hier nicht niher eingehen. Es sei
nur bemerkt, daBl man bei einer genauen Rechnung vielleicht den bei

Betrachtung der Arbeit L’ entdeckten, dem Zusatzgliede—a% € - PB)

entsprechenden Oberflicheneffekt auch beriicksichtigen muB.

Sofern der erwdhnte Widerspruch beseitigt ist, kann die der Ein-
fiihrung der effektiven Feldstirken entsprechende Anderung der Energie
ohne Schwierigkeit bestimmt werden. Wir miissen nimlich in der
Formel (54) die totalen Feldstirken H,, durch die effektiven
H,,—sP,, ersetzen (fir die ,freien Elektronen“ sind die beiden
als identisch anzusehen). Dabei ergibt sich sofort, daB der Energie-

skalar @7, falls er tatsichlich existiert, durch die GréBe

N S
A07 = ——4 Pypg Pyp=-+ o (P*—M?) (59)
zu vermehren ist.
Es wird also nach (50a)

e="T L gL s (M), (59a)

Dieselbe Korrektion wie & (nur dividiert durch ¢) erhilt auch der
Vektor g. Da aber die Formel

(H)° =Hap—s Pup

nicht differenziert werden darf, kénnen wir daraus keine Schliisse fiir
die Korrektionen der beiden anderen GréBen & und 2% ziehen.

§ 7. Elektromagnetische Energie und Thermodynamik.

1. Allge-meine Prinzipien und fundamentale GréBen;
Bedeutung der den gebundenen Elektronen zugehérigen
Energie.

Nach der im Bd.I entwickelten allgemeinen Elektronentheorie
konnen alle Erscheinungen in materiellen Kérpern als elektromagne-
tische Erscheinungen aufgefaBt werden. Die makroskopische Elektro-
dynamik der materiellen Koérper beschiftigt sich dagegen nur mit
solchen Erscheinungen, bei welchen die raumzeitlichen Mittelwerte der
Elektrizititsdichten, Polarisationen, Feldstirken usw. von Null ver-
schieden sind. Diese im makroskopischen Sinne elektromagnetischen
Erscheinungen sind aber mit anderen — chemischen, thermischen und
mechanischen — eng verkniipft und lassen sich oft nur in Verbindung
mit jenen verstehen.
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Das einfachste und vielleicht wichtigste Beispiel dieser Verkniipfung
ist die schon oben betrachtete Verwandlung der elektromagnetischen
Energie in Wirme. Dieser Vorgang findet fast immer in leitenden und
in nichtleitenden Kérpern, bei Stromdurchgang oder bei gediampften
Schwingungen der gebundenen Elektronen statt. Nur in vollkommen
isolierenden Korpern, die keine freien Elektronen oder bewegte Ionen
enthalten, bei rein statischen Erscheinungen, d. h. bei zeitlich konstanten
elektrischen und magnetischen Feldern tritt keine Warmeentwicklung
auf Kosten der elektromagnetischen Energie auf. — Es bestehen aber
auch in diesem Falle sehr wichtige Beziehungen zwischen elektro-
magnetischen und thermischen GroBen, und zwar solche, welche nach
den bekannten thermodynamischen Methoden untersucht werden kénnen.
Die Beziehungen dieser Art spielen eine wichtige Rolle bei verschie-
denen quasistatischen Vorgingen, welche in der Thermodynamik als
,,umkehrbar® (oder reversibel) bezeichnet werden. Dazu gehoren be-
kanntlich alle geniigend langsamen Zustandsinderungen, die als eine
Reihe nacheinanderfolgender Gleichgewichtszustinde aufgefalt werden
kénnen, in denen also die Zeit nicht explizite auftrit.

Um die erwihnten Beziehungen zu formulieren, miissen wir zundchst
noch zwei thermische GréBen einfithren, und zwar die (absolute) Tempe-
ratur T und die Entropie S, die wir auf die Volumeinheit des betrach-
teten Korpers beziehen werden (das spezifische Volum setzen wir vor-
laufig als konstant voraus). Die Entropie entspricht offenbar den Po-
larisationen und die Temperatur den Feldstirken.

Wir nehmen ferner an, daB die durch den Ausdruck @&, = P - d€
+ M - 49 definierte, den gebundenen Elektronen zugehorige innere
Energie &, existiere, d.h. daB die Bedingungen (52b) be: gegebener
Temperatur erfiillt sind. Die Konstanz der Temperatur war frither
deshalb nicht ausdriicklich vorausgesetzt, weil wir nur mit elektro-
magnetischen GroéBen zu tun hatten. Sofern aber die Polarisationen
nicht nur von den Feldstirken, sondern auch von der Temperatur
abhingig sind, was tatsichlich der Fall ist, wenn sie wenigstens teil-
weise durch Orientierung der Molekiile mit natiirlichen Dipolmomenten
bedingt werden, mu8 man bei der Aufstellung der Integrabilitdts-
bedingungen fiir die unendlich kleine Arbeit dL, = — d§, eine gleich-
zeitige Anderung der Temperatur von vornherein ausschlieBen.

Man kénnte freilich statt der GroBe &, die vollstindige Energie-
dichte & betrachten. Die letzte GréBe ist aber nicht mit dem betreffen-
den Kérper selbst, sondern mit seinem elekiromagnetischen Feld ver-
bunden und muB deshalb manchmal gréBtenteils auBerhalb des Kor-
pers lokalisiert werden. Die Energie &, dagegen, falls sie {iberhaupt
existiert, muB durch die elektrische und magnetische Polarisation an
der betreffenden Stelle bestimmt werden; sie ist folglich, ebenso wie die
Entropie S, im Korper selbst zu lokalisieren und darf dementsprechend
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als eine Eigenschaft dieses Korpers und nicht seines Feldes angesehen
werden.

Es sei daran erinnert, daB die unendlich kleine Anderung der inneren
Ewnergie U eines homogenen Korpers, welcher bei einem allseitigen
Druck p das Volum V besitzt, nach den Grandprinzipien der Thermo-
dynamik durch die Gleichung

AU=TdS—pdV (60)

bestimmt wird. Es bedeutet hier Td S die dem Korper zugefiithrte Warme
und — pdV die durch die duBleren Druckkrifte, welche bei $ > 0 das
Volumen zu vermindern streben, geleistete Arbeit.
Fiihrt man statt U die freie Energie des Kérpers
F=U-TS

oder sein thermodynamisches Potential

D=F+pV=U—TS+pV
ein, so bekommt man statt (60) die Gleichungen:

AF=—SdT —paV (60a)
bzw.
AP =—SdT +Vdp. (60Db)

Wir setzen nun das (spezifische) Volumen als konstant voraus und
ziehen statt der duBeren Druckkrifte effektive elektrische Krifte, die
das elektrische Moment der Volumeinheit ¥ zu vergrdBern suchen, in
Betracht. Die Arbeit dieser Kréfte bei einer unendlich kleinen Ande-
rung von B 148t sich bekanntlich durch das innere Produkt + €y - 4B
darstellen [vgl. (18)]. Es entspricht also die Polarisation § dem Vo-
lumen V und die effektive elektrische Feldstirke @' = @4 dem nega-
tiven Druck — p in der Gleichung (60). Diese Gleichung miissen wir
folglich in unserem Falle durch

AU=TdS+ E-aP (61)
ersetzen. Ebenso bekommen wir statt (60a) und (60b) die Gleichungen
dF=—SdT+ & -dP (61a)

und
AP =—SdT—R-d¢ (61D)

mit
F=U—TS und @=F—CF'-P. (61c)

Bei konstanter Temperatur (T = 0) und H = M = 0 fillt dF mit
der nach (18) definierten GréBe — d&, zusammen, wihrend d@ mit
der nach (52) definierten GréBe — d§, iibereinstimmt. Die Tatsache,
daB in beiden Fillen negative Vorzeichen auftreten, erklirt sich dadurch,
daf wir die Arbeit der elektrischen Krifte nicht der Zunahme der elek-
trischen Energie gleichgesetzt hatten, wie dies in der Thermodynamik
iiblich ist, wenn es sich um #uBlere Krifte handelt, sondern ihrer Ab-

Frenkel, Elektrodynamik II. 7
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nahme. Wir haben folglich die elektrische Energie nicht als innere
Energie des Korpers selbst, sondern als die duBere Energie der auf ihn
wirkenden Krifte definiert. Die Gleichung (61) driickt den Gedanken
aus, daB diese duBere elektrische Energie vermdége der erwihnten Arbeit
bei adiabatischen Vorgingen in innere Energie des betreffenden Korpers
ibergeht. Dagegen geht sie bei ssothermischen Vorgingen nach (61a) in
seine freie Energie tiber. Dementsprechend bedeutet die GroBSe R-d@¢’,
die wir in §6 als Zunahme der inneren Energie zu interpretieren ver-
suchten, tatsdchlich die Abnahme des thermodynamischen Potentials
bei konstanter Temperatur. Da die Existenzbedingungen fiir die
Funktionen

B ¢
J@d% und — [ B-d€

im allgemeinen nur fiir isothermische Prozesse formuliert werden kénnen,
sind diese Funktionen als elektrische Anteile nicht der totalen inneren
Korperenergie, sondern der freien Energie oder des thermodynami-
schen Potentials zu behandeln. Bei nicht isothermischen Prozessen
sind die Werte der obigen Integrale, sofern ¥ nicht nur von ¢, son-
dern auch von der Temperatur abhiingt, durch die Integrationsgrenzen,
d. h. die Endzustinde, nicht eindeutig bestimmt.

Auf dieselbe Weise lassen sich die fiir isothermische Vorginge be-
stimmten Integrale f.‘b’ +dM und —f&)ﬁ ‘a9 (9 = D) als die
magnetischen Anteile der freien Energie bzw. des thermodynamischen
Potentials des betreffenden Korpers definieren. Dabei bekommt man
fiir die vollstindigen Werte dieser GroBe (F bzw. @) und der inneren
Energie U (alle auf die Volumeinheit bezogen) die Gleichungen

AU= TdS+E-dP+9-dM, (62)

AF=—SdT+ € -dR+H'-aM, (62a)

AdP=—SdT —PB-d¢' —M-dH'=—SdT —d§, (62b)
it F=U—TS und ®=F—C -PL—-9" M. (62c¢)
In der Gleichung (62b) haben wir die GréBe &, in Einklang mit (52)
eingefiihrt.

Fiir die Aufstellung der oben erwihnten thermodynamischen Be-
ziehungen sind die Ausdriicke (62a) und (62b) vollkommen dquivalent,da
sie sich voneinander durch ein vollstindiges Differential unterscheiden.
Aus demselben Grunde kann man in diesen Formeln die effektiven
Feldstirken durch die totalen oder auch durch die entsprechenden
Erregungen ersetzen, wobei selbstverstdndlich unter W, F und @ von
den urspriinglichen etwas verschiedene Funktionen desselben Typus
zu verstehen sind. Setzt man z. B.

C=C+s, P, H'=B+snM,
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so wird nach (62), (62a) und (62b)
dU = TdS+E-dP+ B-dM,
AF =—SdT 4+ E€-dP+ B-dM,
AP'=—SdT— PdE—IM-dB
1 1

U'=U—ygs,PP— ysuM?, F=F—_sPiers, M

@’z(p-{—‘;—sePz—k%smMz.

2. Fundamentale thermodynamische Relationen f{fiir die
elektrischen und magnetischen Polarisationserscheinungen.

Der Einfachheit halber wollen wir uns auf den Fall ruhender iso-
troper Koérper beschranken und die Polarisationen als skalare Funk-
tionen der entsprechenden Feldstirken oder Erregungen behandeln.
Die Frage nach der Gestalt dieser Funktionen lassen wir dabei ganz
offen. Die Integrabilititsbedingungen der Differentialausdriicke

—PdE—MdH, E'dP—MdH', E4dP-+BdM

usw. sind dabei (fiir T = konst oder S = konst.) von selbst erfiillt,
und es miissen nur die Integrabilititsbedingungen ihrer Summe mit
TdS oder — SdT beriicksichtigt werden.

Fiihrt man als unabhingige Variable die GroBe T, E, H ein, so
lauten diese eigentlich thermodynamischen Bedingungen:

62)ra= 6w Galns Gr)oa @

Sie verkniipfen also den thermischen (kalorischen) Effekt der elek-
trischen und magnetischen Feldstirken mit den Temperaturkoeffi-
zienten der entsprechenden Polarisationen.

Die GroBe <g7§2>1' bedeutet die durch 7T dividierte Warmemenge,
welche bei einer isothermischen Anderung der elektrischen Feldstirke
der Volumeinheit des betrachteten Korpers zugefilhrt werden muB.

In dhnlicher Weise bekommt man eine Reihe anderer Beziehungen der-
selben Art, z. B.

89S\ (oM as _<ai4>
<3717>T,E" <67“>E,H" <3B>T,E— 0T/g, B

usw. Es gilt dabei, wegen dH" = dB + s, d M,

<8M _ (oM 4(@%) <f’£’>
ﬁ)E,B_<8T>E,H' "\0H')g,7\ 0T /E.B
_ (M (aﬂ <aiw>
—<97‘>E,H'+sm 0H’>E,T T /g, B’
7*
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d. h., wenn wir den Index E weglassen,

B, <zf%> '
m aH/ T

Da die thermoelektrischen und thermomagnetischen Beziehungen ganz
analog sind, wollen wir nur die letzteren betrachten und P = E =0
setzen. Es sei daran erinnert, daB die magnetische Erregung gewdhn-
lich mit der duBeren Feldstirke (d. h. der Feldstirke des duBBeren Feldes,
in welchem sich der betreffende Koérper befindet) identisch ist (vgl.
Kap. I, § 3). — Bezeichnet man die Warmekapazitit (pro Volumeinheit)
bei konstanten Werten von B oder M mit ¢z bzw. ¢, so bekommt man
nach (62)

o), = o)

. —
d.h. _
CB=CM—L%~<BM+% SmM2>JB. (63a)

Es ergibt sich ferner durch partielle Differentiation von (63) nach T
(wenn man H durch B ersetzt)
9 0S_00S_ 9 [cs
9T dB~ 9BoT 8B< T>
und folglich
0 Cp . 62 M
BT (7 »)B. (63b)

Diese Beziehungen sind besonders fiir ferromagnetische Korper, die unter
einer bestimmten ,kritischen (oder Curie-) Temperatur durch ihre
auBerordentlich grofle Suszeptibilitit (%) fiir kleine Erregungen (B)
charakterisiert sind, wichtig. In der Nihe dieses kritischen Punktes
fallt aber diese Suszeptibilitit sehr rasch ab. — Bei sehr groBen Feld-
starken (duBeren B oder totalen H) strebt die Magnetisierung M ober-
halb wie unterhalb der kritischen Temperatur zu einem Maximal- oder
., Sittigungswert M, ., der von der Temperatur ebenso wie von der
Feldstirke unabhingig ist.

Aber gerade bei den ferromagnetischen Koérpern sind die obigen
Beziehungen streng genommen nicht anwendbar. Denn diese Kérper
unterscheiden sich von den gewdhnlichen (schwach magnetischen) noch
durch den Umstand, daB ihre magnetische Polarisation auch bei kon-
stanter Temperatur keine eindeutige Funktion von B oder H ist, d. h. daB3
der Ausdruck MdH kein vollstindiges Differential ist.

Es hingt also M in diesem Falle nicht nur von dem momentanen
Wert von B, sondern gewissermaBen auch von der ,,Vorgeschichte
d. h. von der Weise, auf welche der betreffende Wert der duBeren Feld-
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stirke erreicht worden ist, ab. Diese Erscheinung heiBit die magne-
tische Hysteresis. Sie ist unmittelbar mit der Erscheinung der ,,per-
manenten Magnetisierung'* verkniipft. Letztere beobachtet man, wenn
man einen ferromagnetischen Korper, der
urspriinglich keine Magnetisierung besaB,
durch ein starkes duBleres Feld magnetisiert
und dann das Feld wieder zum Verschwinden
bringt. Es ergibt sich dabei die in der
Abb. 3 durch die Kurve 040, angedeutete
Anderung von M mit B. 00, stellt die er-
wiahnte permanente Magnetisierung dar. Um
diese ,,permanente’ oder besser remanente
Magnetisierung zu vernichten, muf3 man ein Abb. 3.

duBeres Feld von entgegengesetzter Richtung

einwirken lassen. Seine Stirke (OC’) bestimmt die sogenannte ,,Koerzi-
tivkraft”. Falls man jetzt die duBere Feldstirke zum Verschwinden
bringt, bleibt der Kérper wieder entmagnetisiert. VergréBert man sie
dagegen weiter bis zum urspriinglichen Wert 0D’ = 0D, so wichst
die Magnetisierung nicht nach der zu O A symmetrisch liegenden (punk-
tierten) Kurve O 4’, sondern nach der Kurve C’A’. Wenn die maximale
Feldstirke groB3 genug ist (was oben vorausgesetzt wurde), sind die ent-
sprechenden Sattigungswerte der Magnetisierung einander gleich und
iberhaupt von der Feldstirke unabhingig.

Wenn man die Feldstirke von OD’ wieder bis zu OD #ndert, ver-
lguft die Magnetisierung lings der zu A0,C’A’ symmetrischen (in
bezug auf den Nullpunkt O} Kurve 40,C A. Die durch die beiden Kurven
gebildete Schleife heiBt die Hysteresisschleife. Bei den sogenannten
,»»magnetisch-weichen* Koérpern ist sie sehr schmal, so daB M nihe-
rungsweise als eine bestimmte eindeutige Funktion von B oder H
behandelt werden kann. Im entgegengesetzten Falle , magnetisch
harter* Korper 148t sich M als Funktion von B und T {iberhaupt nicht
definieren. Es kann also in diesem Falle von einer magnetischen Energie
(oder auch freien ,,Energie und ,,Potential‘) in dem am Anfang dieses
Paragraphen aufgestellten Sinne keine Rede sein. Es bleibt selbst-
verstandlich die Moglichkeit {ibrig, statt dieser Energie die immer
existierende Energie des magnetischen Feldes einzufithren. Es wire
dann aber nétig, auch den Begriff der Entropie auf eine dhnliche Weise
umzuformen. Wir werden auf diese Frage noch spiter zurtickkommen.

Der Flacheninhalt der Hysteresisschleife, d. h. das Integral § Md B
stellt offenbar die Arbeit dar, welche bei dem entsprechenden Kreis-
proze3 in der Volumeinheit des Kérpers durch die elektrischen Induk-
tionskrifte geleistet wird. Diese Arbeit kann man auch in der Ge-
stalt — [ BAM oder [MdH = — [ HdM darstellen und dement-
sprechend als die Arbeit der ,magnetischen Krifte*“ (die dabei auf
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fiktive magnetische Pole wirken sollen) auffassen. Sie muB selbstver-
stindlich auf Kosten einer duBeren Energiequelle stattfinden, ebenso
wie die Arbeit der in einem leitenden Koérper auf die freien Elektronen
wirkenden Krifte, falls dieser Koérper zum urspriinglichen Zustand
wiederkehrt. Und in derselben Weise wie im letzten Fall — obwohl
durch einen verschiedenen Mechanismus — mufl die duBere Energie
in Warmeenergie, die an der betreffenden Stelle des ferromagnetischen
Korpers entwickelt wird, iibergehen. Dieser Effekt — die sogenannte
. Hysteresiswdrme'' — 1aBt sich im Falle schwacher harmonisch schwin-
gender magnetischer Felder durch eine Phasenverschiebung der Magneti-
sierung (beziiglich der Erregung B oder der Feldstdrke H) beschreiben
und kann dementsprechend in derselben Weise behandelt werden wie
die Dampfungswirme, welche durch die (natiirliche) Dampfung der
elektrischen Oszillatoren erzeugt wird.

Es muB3 aber beachtet werden, daB3 die beiden Effekte nur formal
einander (und zugleich der Jouleschen Warme) analog sind, und daB sie
von ganz verschiedenen Ursachen herriihren. Dies 148t sich am klarsten
aus der Tatsache erkennen, daB die erwdhnte Analogie bei starken
langsam wechselnden Feldern (quasi-statische Vorginge) verschwindet.
Es gibt nidmlich kein elektrisches Analogon zur oben beschriebenen
Erscheinung der magnetischen Hysteresis, obwohl Kristalle existieren,
die eine permanenteelektrische Polarisation aufweisen (,, piesoelektrische®
Kiristalle, siehe § 8). — Man kann folglich bei der Betrachtung der
elektrischen Polarisation die entsprechende Energie (freie Energie, Po-
tential) immer definieren, und es bleibt die zur Gleichung (63b) analoge
elektrische Beziehung

dcg J* P
aE=Tor (63c)
immer giiltig.

Neben diesen Beziehungen kann man eine Reihe anderer von der-
selben Art ableiten, indem man als unabhingige Variable die GréBen P,M
(eventuell auch S) wihlt und von den Differentialausdriicken fiir die ent-
sprechenden Energie- oder Potentialfunktionen ausgeht. Wir wollen
aber auf diese Frage hier nicht nédher eingehen.

Wir haben bisher nur von den nichtleitenden Kérpern gesprochen. Die
angefiihrten Resultate — sofern sie sich auf die Polarisationserscheinungen
beziehen — lassen sich aber ohne jegliche Anderung auf den Fall, daB
alle oder einige der betrachteten XKoérper eine endliche Leitfahigkeit be-
sitzen, ausdehnen. Will man aber dabei statt der GroBe &, die ent-
sprechende, den freien Elektronen zugehorige GréBe &, in Betracht ziehen,
so st6Bt man auf die folgende Schwierigkeit.

Im Gegensatz zur Energie &,, die, falls sie tiberhaupt existiert, in
dem betreffenden Korper lokalisiert werden muB, ist die Energie &;
nicht mit diesem Kérper, sondern mit seinem elektromagnetischen Feld
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verbunden — denn sie ist im allgemeinen auch auBerhalb des Kor-
pers (bei P =M = 0) von Null verschieden. Dies erklirt sich, wie
schon oben angedeutet wurde, durch den Umstand, daB in leitenden
Korpern eine irreversible Warmeentwicklung stattfindet, und da8 die
Quelle dieser Wirmeenergie im &duBeren elektromagnetischen Felde
liegt, aus welchem sie in Form elektromagnetischer Energie durch die

Kérperoberfliche immer mit einer durch den Vektor &, = 4%@5 X B

bestimmten Intensitit strémt.

Es scheint deshalb nicht erlaubt zu sein, irgendwelche zu den
vorhergehenden #hnliche thermodynamischen Beziehungen fiir die den
freien Elektronen zugehorende Energie &; aufzustellen.

3. Thermodynamische Relationen fiir die von den f{freien
Elektronen abhingigen Kontakterscheinungen.

Die freien Elektronen und frei beweglichen Ionen kénnen aber bei Be-
rithrung zweier leitender Korper zu einer zusitzlichen Oberflichen-
energie AnlaBl geben, und zwar durch Bildung von elektrischen Doppel-
schichten auf der entsprechenden Grenzfliche. Einfache Oberflichen-
schichten dieser Art haben wir in § 2 untersucht. Man kann aber die
ihnen zugehérige Energie nicht als Flichenenergie darstellen, d. h.
auf der Grenzfliche lokalisieren. Sie bieten auch vom thermodynami-
schen Standpunkte aus kein Interesse, da ihre Dichte mit der Tempe-
ratur nichts zu tun hat und im Gleichgewichtszustand nur von der
resultierenden Ladung des Korpers und seiner Gestalt abhingt. Die
Doppelschichten erzeugen dagegen kein oder ein nur sehr schwaches
duferes Feld, so daB die mit ihnen verkniipfte Energie als Flichen-
energie aufgefaBt werden kann.

Die erwidhnten Doppelschichten lassen sich durch ihr auf die
Fliacheneinheit bezogenes elektrisches Moment oder den entsprechen-
den Potentialsprung ¢, der bekanntlich gleich dem Produkt dieses
Moments mit 4 & ist, charakterisieren. Dieser Potentialsprung
entspricht einer zusitzlichen Arbeit dL = ¢de, welche von den
elektrostatischen Kriften geleistet wird, wenn die Elektrizititsmenge
de durch die Schicht in positiver Richtung (d h. in der Rich-
tung des Potentialgefilles) durchgeht. Wir bezeichnen mit ¢ die voll-
standige Elektrizitdtsmenge, die durch die Schicht pro Flicheneinheit
vom Korper @ zum Koérper b in der erwdhnten Richtung hindurch-
geflossen ist. Im allgemeinen muB man ¢ als Funktion von e und zu-
gleich als Funktion der Temperatur behandeln (im Falle zweier Metall-
korper, die keine beweglichen Ionen enthalten, hingt ¢ nuz von der
Temperatur ab). Fiihrt man noch die auf die Flicheneinheit bezogene
Entropie s ein, so bekommt man die folgende Gleichung fiir die Ande-
rung der freien Energie ¢ (pro Flicheneinheit)

dy=—sdT —epde (64)
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[vgl. (60a)]. Es ergibt sich daraus die Beziehung

ds  Oe
oder de 0T
dp

‘1=T5’T’ (64a)

wo ¢ die Warmemenge bedeutet, welche bei Durchgang der Elektrizi-
titsmenge ¢ =1 in der Doppelschicht entwickelt wird (und selbst-
verstdndlich von ihr abgefiihrt werden muf}, damit ihre Temperatur
konstant bleiben kann). Das ist die sogenannte Pelfierwirme. Sie
entspricht — obwohl nicht vollkommen — der durch (63) bestimmten
»latenten Polarisationswarme‘“. Ein vollkommenes Analogon zur Pel-
tierwdrme ergibt sich, wenn man statt E (oder) H die Polarisation P
(bzw. M) als unabhingige Variable einfilhrt. — Die der GréBe y ent-
sprechende gewohnliche Energie w 148t sich nach der Formel

w=yp+Ts
berechnen oder wenn man hier den aus (64) folgenden Ausdruck
§=— g‘;’f einsetzt, o
w=y—Tx. (64b)

Es sei bemerkt, daB die dem isothermischen Durchgang der Elektrizi-
tatseinheit entsprechende Abnahme von g gleich ¢ ist. Die entspre-
chende Abnahme von w ist folglich gleich

d
Aw=9—T3F. (64.c)

Wenn der Stromdurchgang mit einer chemischen Umsetzung verbunden
ist (das ist immer dann der Fall, wenn der elektrische Strom durch
Ionen bedingt wird), kann man Aw als die entsprechende Reaktions-
wdrme definieren und nach den iiblichen thermodynamischen Methoden
direkt bestimmen. Sie ist mit der Peltierwirme nach (64a) durch die
Beziehung ¢ = ¢ — Aw verkniipft.

4. Thermodynamik der elektromagnetischen
Strahlungserscheinungen.

Wir miissen noch zum Schluf den Weg andeuten, auf welchem die
thermodynamische Betrachtungsweise ausgedehnt werden kann auf
den Fall der der klassischen Mechanik und Wirmelehre ganz fremden
Darstellung der elektromagnetischen Energie als einer nicht mit den
materiellen Kérpern, sondern mit ihrem Feld verbundenen und in diesem
Feld lokalisierbaren GréBe.

Zu diesem Zweck ist es offenbar notwendig, die Entropie ebenfalls
als eine Feldgrofe zu betrachten. Man muB ferner dem elektromagneti-
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schen Feld auch eine Temperatur zuschreiben, die im Falle thermo-
dynamischen Gleichgewichts im betrachteten Raumgebiet (wenn nicht
im ganzen Raum) denselben Wert haben soll. Dementsprechend wiirde
es notig sein, die iibliche Warmeenergie (und iberhaupt jede andere
Energieform) als elektromagnetische Feldenergie aufzufassen. Mit
anderen Worten, es sollte zum betrachteten makroskopischen Feld
ein anderes, vom makroskopischen Standpunkte aus nicht beschreib-
bares Feld hinzugefiigt werden, das als Tridger dieser Wairmeenergie
anzusehen wire.

Man kann aber dieses recht radikale Programm durch einen Kom-
promiB mit den iiblichen mechanischen Vorstellungen etwas verengen
und vereinfachen. Die Méglichkeit eines solchen Kompromisses ergibt
sich aus der in Bd. I, S.209 angefithrten Zerlegung der vollstindigen
elektromagnetischen Energie in zwei Teile W©® - W® und W@, wobei
der erste Teil durch die Lage und die Geschwindigkeit der Elektronen
bedingt wird und der zweite durch ihre Beschleunigung. Der erste
Teil entspricht der gewshnlichen mechanischen Energie der betreffenden
Korper und kann (ndherungsweise) in diesen Koérpern lokalisiert werden.
Den zweiten Teil muBl man aber als eine zusitzliche nichtmechanische
Feldenergie behandeln. Das obenerwihnte Programm wird dement-
sprechend nur auf diese Energie W®, die man als ,,Strahlungsenergie*
zu bezeichnen pflegt, angewandt, wihrend die Energie W® 4 W in
der iiblichen Weise behandelt wird.

Man schreibt also dem Strahlungsfeld, welches sich mit einem
System materieller Kérper im thermodynamischen Gleichgewicht be-
findet und den Energieaustausch zwischen ihnen — wenigstens teil-
weise — bedingt, dieselbe Temperatur zu wie diesen Korpern selbst und
eine mit bestimmter Dichte verteilten Entropie S®. Man zieht ferner
die mechanische Wirkung, welche von dem Strahlungsfeld auf die mate-
riellen Korper ausgetibt wird, in Betracht. Diese mechanische Wirkung
reduziert sich bekanntlich auf einen Strahlungsdruck, dessen Betrag
durch die Formel

T, ,=&cos?0 (65)

(Bd. I, S. 220) bestimmt wird. Es bedeutet hier T, , die Normalkompo-
nente des Spannungstensors, welcher einem elementaren Bestandteil des
Strahlungsfeldes angehort, und zwar einem Lichtbiindel (oder Licht-
welle), das mit der Flichennormale den Winkel 8 bildet. Es sei bemerkt,
daB ein in einer bestimmten Richtung einfallendes Lichtbiindel nach (65)
denselben Druck ausiibt wie ein in der entgegengesetzten Richtung
emittiertes Lichtbiindel derselben Intensitit. Man kann sich das be-
trachtete Strahlungsfeld aus einer Menge solcher einfallender und emit-
tierter Lichtbtindel (oder ebenen Wellen) zusammengesetzt denken,
die nach den verschiedenen Richtungen gleichformig verteilt sind und
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keine konstanten Phasenbeziehungen zueinander haben. Dann 148t sich
der resultierende mittlere Lichtdruck p auf die Flicheneinheit irgend
eines Kérpers nach der Formel (65) berechnen, wenn man dort unter
& die resultierende mittlere Energiedichte versteht und fiir cos2? 6 seinen

Mittelwert - cinsetzt. Es wird folglich
1
p=gk. (652)

Die tangentiellen Krifte brauchen dabei nicht beriicksichtigt zu
werden, da ihr Mittelwert offenbar verschwindet.

Wir sehen also, daB die ,,Hohlraumstrahlung*, die durch feste
materielle Wande in einer Hiille mit dem Volumen ¥V eingeschlossen
ist, sich in &hnlicher Weise wie ein gasférmiger Kérper verhilt. Es
besteht ein Unterschied zwischen ihnen nur in der Hinsicht, daB der
von einem Gas ausgeiibte Druck nicht ein, sondern zwe: Drittel der
mittleren Energiedichte betrigt, wie dies aus der bekannten gaskine-

tischen Formel p = %N mv? folgt. Es bedeutet hier N die Anzahl der

Molekiile in der Volumeinheit, » ihre Masse und v ihre Geschwindig-
keit; die kinetische Energie pro Volumeinheit driickt sich dabei nach

der klassischen Mechanik durch --%Nm"zﬁ aus.

Will man aber die Analogie zwischen dem Strahlungsfeld und einem
materiellen Gas konsequent durchfiihren, so muB man die Tatsache
berticksichtigen, daB die den Lichtstrahlen entsprechenden Teilchen
sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegen (vgl. Bd. I, S.207 und 217)
und daB fiir diese kritische Geschwindigkeit, ebenso wie fiir solche
Geschwindigkeiten, die ihr nahe kommen, die klassische Mechanik
versagt und durch die relativistische Mechanik ersetzt werden muB.
Nach der letzteren besitzt aber ein sich mit der Geschwindigkeit »
bewegtes Teilchen mit der Ruhmasse m, eine kinetische Energie

1
% my (flthﬁ — 1) = ¢% (m — my)
(Bd. I, Kap. X, §1). Im Falle von Teilchen, die sich mit der Licht-
geschwindigkeit bewegen, muB man die Ruhmasse gleich Null setzen,
wobei sich fiir ihre kinetische Energie der Ausdruck msc2?, d.h. mo?

(v=c) statt der klassischen ~21—mv2 ergibt. Die oben angefiihrte klassische

Druckformel bleibt auch im betrachteten Falle giiltig, da der Gasdruck
nicht durch die Energie der Teilchen, sondern durch das Produkt
ihrer Bewegungsgréfle mit der Geschwindigkeit bestimmt wird; die
BewegungsgroBe aber driickt sich in der Relativititsmechanik auf die-
selbe Weise wie in der klassischen durch das Produkt mw aus. Es folgt
daraus, dal der Druck eines dem Strahlungsfeld analogen Gases sich
durch dieselbe Formel (65a) ausdriicken wiirde.
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Es sei bemerkt, daB es richtiger wire, die Hohlraumstrahlung, d. h.
das auBerhalb der materiellen Korper im leeren Raum befindliche
Strahlungsfeld nicht als ein Gas, sondern als einen Dampjf zu behan-
deln, der sich mit dem in den materiellen Kérpern enthaltenen ,,Licht-
stoff“ im statischen Gleichgewicht befindet. Denn die Energie-
dichte &, und auch die Entropiedichte s der Hohlraumstrahlung ist
von ihrem Volum V offenbar unabhingig und muf nur von der Tempe-
ratur abhingen, ebenso wie dies fiir einen sich mit den entsprechenden
festen oder fliissigen Korpern im Gleichgewicht befindlichen Dampf
der Fall ist.

Nach diesen Vorbemerkungen koénnen wir die thermodynamische
Grundgleichung fiir den betrachteten Fall in der {iblichen Form

AW =TdS—pdV
aufschreiben mit den folgenden Werten fiir die im Volum ¥V vorhan-
dene Energie W und Entropie S:

W=¢&V, S=sV.
Es wird also:
Vaé +&dV =TVds + TsdV —pdV

oder, da ¢ und s nur von T abhingen:

dk=Tds (66)
und
§ == TS - i) H
d. h. nach (65a)
&= % Ts. (66a)

Daraus folgt nach leichter Rechnung
E=0T1, (66b)

wo ¢ einen Proportionalititsfaktor bedeutet. Das ist die wohlbekannte
Stephan-Boltzmannsche Formel.

Diese Formel kann man als einen Spezialfall der allgemeinen Dampf-
druckformel betrachten, und zwar fiir eine solche Substanz, deren
latente Verdampfungswirme bei T = 0 gleich Null ist. Fiihrt man
statt der Energie W die freie Energie nach der Gleichung

dF = —SdT — pdV

ein, so bekommt man die Beziehung
9p\ _ [0S\
Gr)y =57}
die in dem Falle eines gewohnlichen Verdampfungsprozesses in der

bekannten Form op _ y

AT T(V,—Vy)
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geschrieben werden kann (Clausiussche Formel; r-Verdampfungswirme

pro Masseneinheit, V,— V, — die entsprechende Volumvermehrung).
In unserem Falle gilt offenbar

dS\ _ 1[dW4pdV] _E4p

(55), = H 5], =42,

woraus folgt

ip _S+°?
aT T
oder wegen (65a)
i __4¢&
dT— T

d. h. die Formel (66D).

§ 8. Elektromagnetische Krifte und Elastizititstheorie.

1. Elektro- und Magnetostriktion in gasférmigen und
fliissigen Korpern.

Bei der Aufstellung der Beziehungen (62), (62a), (62b) haben wir
das spezifische Volumen (v) als konstant vorausgesetzt. Wir wollen
nun diese Voraussetzung fallen lassen und verschiedene, mit den elektro-
magnetischen Kriften verkniipfte elastische Deformationen des Korpers
betrachten.

Im einfachsten Fall, der bei gasférmigen und fliissigen Kérpern
immer verwirklicht wird, lassen sich diese Deformationen auf eine
Anderung des spezifischen Volums (oder Dichte) zuriickfiihren. Bezieht
man die GroBen S, F, @ usw. nicht auf die Volumeinheit (was nur bei
konstantem Volumen erlaubt ist), sondern auf die Masseneinheit, d. h.
auf das (verinderliche) spezifische Volumen, so kann man den EinfluB
der Voluminderung durch Hinzufiigung des Produktes — p dv oder
vdp zu den fritheren Ausdriicken fiir dF bzw. d® Dberiicksichtigen
(je nachdem es sich von der freien Energie oder des thermodynamischen
Potentials handelt), wobei selbstverstindlich die Polarisationen 9§ und I
mit » zu multiplizieren sind. Da wir den Fall isotroper Kérper betrach-
ten, kénnen wir die GréBen P, M, E, H als Skalare behandeln. Es
wird also

AP =—SdT —PvdE —MvdH + vdp. (67)

Daraus ergibt sich bei T = konst. und M = H = 0 die Relation

ov) __[ope)) g (aen

(aE),, [ ap L=l ap ) (672)
wWo % = -gdie elektrische Suszeptibilitit ist. Die vollstandige Anderung

von v bei gleichzeitiger Anderung von E und p,

dv=(3z),22 + (55,9
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1aBt sich folglich in der Gestalt

_ (o) (v
dv=—( o)) EAE+(52) ap (68)
schreiben, oder auch mit der Abkiirzung
0%
%, = <5'P>E , (68a)
d 1 /0v
TUZleEdE-{—?(aﬁE(d;b—zEdE). (68b)

Nun gilt nach der Grundgleichung der Hydrostatik im Gleichge-
wichtszustand einer Fliissigkeit oder eines Gases:

V=%, (69)

wo & die (dubere), auf die Volumeinheit bezogene Kraft bedeutet. In

unserem Falle ist § = (BV)E + P X rot € = xV(%) =xEVE,

so daB die Gleichgewichtsbedingung (69) die Form
Vp=xEVE=nl 5 (69a)

annimmt. Daraus aber folgt, daB bei einer quasistatischen Anderung
von p und E

dp =xEdE
ist und wir erhalten nach (68b) die Gleichung
2 o % EdE. (69b)

Diese Gleichung bestimmt die sogenannte Erscheinung der Elektro-
striktion, d. h. die durch das elektrische Feld bedingte Anderung
des (spezifischen) Volums (oder der Dichte) des betrachteten Korpers.

Im Falle eines Gases ist die elektrische Suszeptibilitdt der Dichte (%)
streng proportional. Man hat folglich
»v =konst = %,
und wegen der Beziehung pv = RT (wo R die Gaskonstante und T
die absolute Temperatur bedeutet):

_ %P __ %o
X=RT’ “1TRT:
&
Es 148t sich nun die Gleichung (69a) sofort integrieren und man bekommt

»#o E2

lgvz—éRT—i—konst (70)
oder
lgp=—+ Qx‘;% + konst (70a)

Im Falle schwach komprimierbarer Fliissigkeiten kann man die GréBe »,
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ebenfalls als konstant behandeln, sofern sie von der Feldstirke unab-
hingig ist, und man bekommt fiir kleine Voluminderungen

v—vy % E?
=" (70b)

. . .. 1
Ist aber » eine Funktion von E, so muB3 man in diesen Formeln 5 %1 E?

E
durch das Integral f #,EdE ersetzen. Es sei bemerkt, daB dieses Inte-
0

gral nichts anderes als die Ableitung nach p der elektrischen
, Energie’ & = fxEdE = deE ist.

Ganz dhnliche Resultate ergeben sich fiir die Magnetostriktion, man
braucht nur in den vorhergehenden Formeln E durch H (= uB) und

% durch y = % zu ersetzen.
Die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung (69) kann man noch
in der folgenden Form darstellen:
E? E2
—Vp+V (%) —5 Vx=0. (71)
Es lassen sich folglich die elektrischen Volumkréfte durch einen all-

E2
seitigen Zug (negativer Druck) vom Betrage if und durch zusitzliche

E? . . .
oder eher Restkrifte —717 % ersetzen, die in einem homogenen

Koérper nur insofern von Null verschieden sind, als » wegen der
Elektrostriktion und auch eventuell wegen seiner Abhingigkeit von E
eine verdnderliche GréBe sein mu3. Man kann offenbar im allgemeinen

Vi=uVp+n,VE (71a)
setzen, wo x, = <%> bedeutet. Wir konnen uns folglich vorstellen,

daB die Oberfliche einer Fliissigkeit, die sich in einem elektrischen
Feld befindet, einen von der Richtung dieses Feldes unabhingigen

E? . .
Zug xT in Richtung der duBeren Normalen erfihrt. Die Grenzfliche
zweier sich berithrender Fliissigkeiten (oder einer Fliissigkeit und eines
Gases) mit den Suszeptibilitdten »% und x* wird folglich einer senkrechten
Zughkraft X =11 (x3Ea2 — xb £02) (71b)

unterworfen. Es sei erinnert, daB die Tangentialkomponenten der
beiden Feldstirken E% und E® denselben Wert haben, wihrend die
Normalkomponenten zueinander im Verhiltnis der reziproken Di-
elektrizitdtskonstanten stehen.

2. Grundziige der Elastizitdtstheorie fester Korper.

Auf den Fall fester Korper lassen sich die obigen Resultate nicht
streng anwenden, auch wenn es sich von einer einfachen Voluminderung
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eines isotropen Korpers handelt. Wir miissen deshalb diesen Fall be-
sonders untersuchen und wollen dies etwas eingehender machen wegen
der zahlreichen Analogien der Elastizititstheorie fester Kérper mit der
in diesem Kapitel dargelegten Theorie der elektromagnetischen Krifte
und Spannungen.

Wir stellen uns die Verrtickungen u der Teilchen eines festen Kor-
pers als Funktionen ihrer Gleichgewichtslagen vor, d. h. der ent-
sprechenden Radiusvektoren t dargestellt. Es bedeutet also die
Summe t’ =t + u die verschobene Lage eines Teilchens, das sich im
undeformierten Zustande des Korpers im Punkte tr befindet.

Wir betrachten ferner die relative Verschiebung zweier Nachbar-
teilchen t; =t und ty =1t + dt, d. h. die Differenz

Su=u,—u, =u{r+dr)—u(xr).
Diese relative Verschiebung kann man offenbar durch die Formel
Su=(dtV)u (72)

darstellen oder in tensorieller Schreibweise bei Weglassung der Summen-
zeichen fiir paarweise gleichen Indizes

ou;
du, = Py 0%, .

(2

Die Ableitungen aA: bilden einen asymmetrischen Tensor zweiten
k

Ranges mit dem symmetrischen Anteil

1 /0u; | du
%= "9 (axk +8fx,> (722)
und dem asymmetrischen
1 /0u du;
biv="4 (5}:_ 0x,,>’ (72D)
der offenbar dem Vektor
1
b=, rotu

dquivalent ist (b; = by, by = by, by = by5, vgl. Bd. I, Einleitung).

Dieser Vektor bestimmt die unendlich kleine Rotation des die beiden
betrachteten Punkte enthaltenden Volumelements als ganzen und ist
deshalb fiir die Elastizitidtstheorie unwesentlich, ebenso wie die absolute
Verschiebung u. Die eigentliche relative Deformation ist also volkommen
durch den Tensor &, bestimmt. Wenn die Koordinatenachsen mit den
Symmetrieachsen dieses Tensors zusammenfallen (was durch eine
Drehung des urspriinglichen Koordinatensystems immer erzielt werden
kann), sind nur seine Hauptkomponenten a,;, dgs, @35 von Null (und im
allgemeinen auch voneinander) verschieden. Man kann sie offenbar als
die linearen Ausdehmungskoeffizienten des Korpers im betreffenden
Punkte definieren (Hauptdilatationen). Ihre Summe

a;;=divu
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ist von der Koordinatenwahl unabhingig und bestimmt die relative
Volumdilatation (ﬁv”_)

Die durch die Deformation hervorgerufenen elastischen Krifte
lassen sich ebenfalls durch einen Tensor charakterisieren, dessen Kom-
ponente p;; die auf eine zur i-Achse senkrechte Einheitsfliche in Rich-
tung der A-Achse wirkende Kraft bedeutet. Wir stellen uns dabei vor,
daB diese Kraft auf den in der ,,positiven Richtung von ¢ liegenden
Teil des Korpers seitens des anderen ,,negativen‘’ Teils ausgetibt wird.
Es bedeutet also die GréBe p,; die von der ,negativen Hailfte auf
die positive pro Flicheneinheit ausgelibte Druckkraft bei p;; > 0
und Zugkraft bei p,; < 0.

Wir stellen uns ein Volumelement des Kérpers, welches (im Gleich-
gewichtszustand) die Gestalt eines Quaders (Parallelepipeds) mit den
Kanten dx;, 65, x5 hat, vor. Die auf seine Grundflichen in Richtung
der k-Achse wirkende Kraft 4Bt sich offenbar durch die Summe

ap
0;:“ 8%, 0%, 0%,

darstellen, woraus sich fiir die auf die Volumeinheit bezogene elastische
Kraft der Ausdruck

fo=— 2 (73)

0x;

ergibt. Man kann diesen Ausdruck auch durch eine koordinatenfreie
Rechnung bekommen, wenn man den Umstand beachtet, da die auf
einen beliebigen Teil des Kérpers ausgeiibte elastische Kraft durch das Fl4-
chenintegral — § p,, 4S ausgedriickt werden kann (es bedeutet hier
p, die Projektion des elastischen Spannungstensors %p auf die Rich-
tung der duBleren Normale; S bezieht sich auf den undeformierten
Zustand), und daB dieses Integral dem Volumintegral — f div 2p dV
gleich ist.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daB der Spannungstensor p,;
ebenso wie der Deformationstensor a;; symmetrisch ist!). — Wir betrach-
ten ferner die unendlich kleine Arbeit, welche bei einer unendlich kleinen
Anderung der Deformation des oben erwiahnten Quaders durch die auf
ihn wirkenden Flichenkrifte geleistet wird. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dafl die Koordinatenachsen mit den Symmetrieachsen
des Tensors da;;, welcher die zusitzliche Deformation bestimmt, zu-
sammenfallen. Die betrachtete Arbeit driickt sich dabei, wenn man die
Drehung auBer acht 148t, durch die Summe

— (P11~ 0% 0%y A ay; 0%, + Py %5 0%, d Agy %y + Pgq 0% 0%y d g3 6,)

1) Dies folgt aus der Untersuchung der Drehkrifte, die auf einen beliebigen
Teil des Korpers (Volum und Oberfliche) wirken. Auf den Beweis werden wir hier
nicht eingehen.
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aus, oder, da die nichtdiagonalen Komponenten da;, verschwinden,
durch
—Pieda 0V (OV =10x,0x,0x,).

Wir nehmen nun an, daB es eine elastische Energie (oder freie
Energie) gibt, die im Kérper mit einer bestimmten Volumdichte w
verteilt ist. Dann konnen wir die obige Arbeit der Vermehrung der dem
betrachteten Volumelement 6V zugehérigen Energie (oder eher freien
Energie, da die Temperatur als konstant vorausgesetzt wird) wd V
setzen. Es wird folglich

dw=—p,, da,,. (73a)

Der rechtsstehende Ausdruck ist gegeniiber beliebigen Koordinaten-
transformationen invariant und mufl deshalb fiir jedes (rechtwinklige)
Koordinatensystem giiltig bleiben. Es folgt ferner

a
=0 (73b)
und
81’1’7: N aphl

= (73¢)

Oan, Oay,

Der Symmetrie der Deformationskomponenten (a,; = a;,) entspricht
dabei die Symmetrie der Spannungskomponenten (p;; = p;). Nach
dem Hookeschen Gesetz miissen diese GréBen miteinander durch lineare
Beziehungen von der Form

— Dk =Air, n1 W1, (74)

T =—"Vix,m Pix (742)
verkniipft sein. Die Proportionalitdtsfaktoren 4 und y bezeichnet man
gewohnlich als die Elastizititsmoduln bzw. die Elastizititskoeffizienten
des betreffenden Kérpers. Es gelten offenbar die Symmetrierelationen

Z'ki,hlzﬂik,hl:lhl,z‘k

(74Db)
Yrei,ni=Vik,n1 = Yhi, ik

welche die Anzahl der voneinander verschiedenen Komponenten der
Tensoren 44 und % von 3¢ = 81 auf 36 reduzieren.

In dem einfachsten Fall isotroper Kérper reduzieren sich ferner
diese 36 varianten, d. h. von der Wahl des Koordinatensystems abhin-
gigen, Skalare auf zwei invariante Materialkonstanten. Die allgemeinste
lineare Beziehung zwischen den beiden Tensoren 2p und 2z mit lauter
invarianten Proportionalititsfaktoren muB in der Tat die Gestalt

—Pir=2A 0 a,,+ 1" a; (75)
oder

= =Y O b Ty bin (75a)
haben. Die Moduln 2" und A" (die man gewdhnlich mit 4 und 2u be-

Frenkel, Elektrodynamik II, 8
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zeichnet), sind mit den Koeffizienten y’, "’ durch die Formeln
rr 1 ].

Y T 3N+ AV =5 (75b)
verkniipft. A 3+
Diese Gleichungen kénnen auch auf den Fall fliissiger und gasfér-
miger Kérper angewandt werden, wenn man die Konstante y = 5 —den
sogenannten Scherrungsmodul — gleich Null setzt. — In allen Fillen
driickt sich die Deformationsenergie w nach der Formel
1
w=—g Pix %k (76)
aus.

Die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung (69) ist jetzt durch
die folgende allgemeinere Gleichung:

— 4 F=0 (77)

zu ersetzen. Wir nehmen wieder an, daB die duBere Volumkraft & von
einem elektrostatischen Feld herriihrt und setzen dementsprechend

F,— Pka E,=% (77a)

’
0%,

wobei fiir anisotrope Kérper mit einem konstanten, d. h. von der Feld-
stirke unabhingigen, Suszeptibilititstensor die Formel

1 1
§=§Pk5k=§"mEiEk (77Db)
gilt( i
Es sei bemerkt, daf§ die Gleichung (77) in der Gestalt
)
Tﬁ(aik’s_?ik)zo (77¢)

;0P . .
=~ -*setzen wiralserfiillt voraus> .
d d x;

umgeschrieben werden kann?). Sie 148t sich im allgemeinen nicht direkt
integrieren. Man muB vielmehr zu diesem Zweck die Spannungs-
komponenten p,, durch die Verriickungskomponenten #, ausdriicken.
Man bekommt dabei im Falle isotroper Kérper nach (75) und (72a)

(l’dlvu +§)+A2 ai <8uk+0u‘> ,

EPs
d. h.
8x [+ p) divu - &] H‘ax o5, =0
oder in vektorieller Schreibweise
V(E+@A+pdivu)+ul2u=0. (78)

1) Die elektrische Energie & entspricht folglich #ickt der elastischen Energie w,
sondern dem elastischen Spannungstensor.
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Daraus ergibt sich durch Divergenzbildung die folgende Gleichung fiir

v

die kubische Dilatation divuy =& = —

v
Ky + V=0, (78a)
wo
K=l42u=1+421" (78b)
den Kompressibilititsmodul (fiir allseitigen Druck) bedeutet. Die Glei-
chung (78a) ist mit der entsprechenden, sich aus (69a) mittels der Re-
lation p = K-9¥ ergebenden hydrostatischen Gleichung fiir schwach
kompressible Fliissigkeiten identisch.

3. Elektromagnetische Striktionserscheinungen in festen
Korpern.

Die Arbeit — p dv, welche durch die d4uBeren Druckkrifte bei einer
Anderung des Volums einer bestimmten Fliissigkeitsmasse geleistet
wird, ist im Falle fester Korper nach (73a) durch — vyp;;, da;, zu er-
setzen, wo v, das von der betrachteten Masse im undeformierten Zu-
stand eingenommene Volumen bedeutet. Diese Arbeit stellt bei kon-
stant gehaltener Temperatur die Zunahme der freien Energie des be-
treffenden Korperelements dar. Dementsprechend bekommen wir fiir
die Anderung seines thermodynamischen Potentials statt (67) die fol-
gende allgemeine Gleichung

AP =—SdT —vP,dE,—vM;dH;+vya,,dp,, (79)

aus welcher sich die Gleichung (67) als Spezialfall ergibt.
Wir betrachten wieder wie friither quasistatische Vorginge bei kon-
stanter Temperatur und bei Fehlen des Magnetfeldes. Es wird dabei

statt (67a)
R AR IC RN £

und ferner wegen

Aix

dau= (55 2B+ (30 3 m

_ 1 0(va:a) day
da,, = v 0pir Ethl+aphldphl‘ (79b)
Setzt man hier
L1414, =149 (80)
Yo Yo
und ferner zur Abkiirzung
0x
(W:DE:’{M’ ik (80a)

so wird bei Vernachlissigung von a,, gegen 1 in dem Faktor 1+ a,,:

0 0ay,
e =—rmn o Ead Byt (552) dpny—(G57) mnEad By (80D)

8*
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oder nach (74)

dasy=—%1nix En@E;—yix, 019 Pait Vnn i 2§ - (80c)
Die GroBen p;; sind hier als die durch (77c) bestimmten Funktionen
anzusehen. Falls es moglich wire, diese Gleichungen durch den An-
satz p,; = 0,,& + konst zu befriedigen, so miiiten sich die zwei letzten
Glieder (oder eher Summen) auf der rechten Seite von (80c) gegenseitig
zerstéren und man wiirde einfach
1 ¢
A= "7 %in ik E E;=— (m)E
bekommen. Der obige Ansatz ist aber zu speziell und fiihrt zu Wider-
spriichen mit den allgemeinen Beziehungen (74a), welche bei der Lo-
sung der Gleichungen (77c) und (80c) mitberiicksichtigt werden miissen.
Man bekommt einfachere Resultate, wenn man nicht die Deforma-
tionskomponente a;;, sondern die Spannungskomponente ,, nach
der thermodynamischen Methode untersucht. Betrachtet man namlich
statt (79) das ,,gemischte’ thermodynamische Potential

AP=—SdT —v P, dE,—vyp; 4 a;s, (81)
so ergeben sich die Beziehungen
Ipi) _ 1 (0P
<6 Et)a_ 1)0< aa“c >E’ (813)
d. h. nach (80)
9p;
<5€§f)a:cm,ikEh+6ik”zhEh (82)
mit der neuen Abkiirzung
0
Cinin= (TZ::)E (82a)

Daraus folgt

0p; o0p;
di’ik“":(ai;;f)ad E 4 (6 it)Ed 1 ="Cuin i End Ey+ 0 dE+ (A bipr -

Es bedeutet hier (dpy)yz die Zunahme der gewohnlichen, durch die
Deformation a; bedingten Spannung bei konstant gehaltener Feld-
stirke (ndherungsweise bei E = 0). Die GroBe

1 1 b}
Aibilc=’2"czh,ilthEz‘f‘*gaik"thhEz:M—i‘f'51'7:5 (82Db)

stellt dagegen die zusitzliche Spannung, welche bei festgehaltener De-
formation durch das Einschalten des elektrischen Feldes erzeugt wird.
Sie besteht aus einem allseitigen Druck & und einem ,erginzenden‘
0§
da;,

Die dieses System charakterisierenden GréB8en (82a) bilden einen
Tensor 4-ten Ranges mit denselben Symmetrieeigenschaften wie bei
den Tensoren 41 oder 4y. Daraus folgt, daB im Spezialfall isotroper

Spannungssystem
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Korper die Formel (82b) sich auf die folgende Gestalt reduzieren muB3
1. (75)], , '
[vel. (7)) Api=10,, (§+E?)+("EE;, (82¢)

wo {’ und ¢’ zwei fiir den betreffenden Koérper charakteristische Kon-
stanten sind. Wie leicht zu ersehen ist, entspricht dieses erginzende
Spannungssystem einem Druck {’E? senkrecht zu den elektrischen
Kraftlinien und einem Druck (£’ + {'') E2 parallel dazu.

In den obigen Ausfiihrungen haben wir das elektrische Feld als
gegeben, d. h. die elektrische Feldstarke als eine bekannte Ortsfunktion
vorausgesetzt. Bei der tatsichlichen Behandlung der Elektrostriktion
irgend eines Korpers pflegt man aber nur den duferen Anteil dieses
Feldes anzugeben, d. h. dasjenige dulere Feld, welches an der betreffen-
den Stelle bei Abwesenheit des Korpers herrschen wiirde. Bei Anwesen-
heit des Korpers bekommt man ein davon verschiedenes resultierendes
Feld, das nach den allgemeinen Methoden der Elektrostatik (oder
Elektrodynamik) bestimmt werden muB, bevor man zur Losung des
Striktionsproblems tibergeht. Streng genommen muB man die beiden
Probleme — das elektrische und das elastische — simultan 16sen, denn
die elektrischen Eigenschaften des Kérpers, welche das resultierende
Feld bedingen, werden durch die Elektrostriktion einigermaBen modi-
fiziert. Da aber diese Anderung gewéhnlich duBerst gering ist, kann man
sie bei der Losung des elektrischen Problems (in erster Anniherung)
vernachldssigen.

Wir miissen noch zum SchluBl den zur Elektrostriktion reziproken
Effekt erwihnen, ndmlich die Anderung der elektrischen Polarisation
eines Korpers, welcher sich in einem gegebenen duferen elekirischen Feld
befindet, bei elastischen Deformationen, die durch irgendwelche nichi-
elektrische duBlere Krifte (z. B. durch einen #uBeren Druck oder Zug)
erzeugt werden. Im Falle einiger azentrischer Kristalle (wie z. B. Quarz
und Turmalin), tritt dieser piesoelekirische Effekt auch bei Fehlen
duBerer elektrischer Krifte auf. Man bekommt also in diesem Fall
eine elektrische Polarisation des betreffenden Korpers infolge seiner
elastischen Deformation. Die Komponenten der Polarisation driicken
sich dabei durch lineare Funktionen der Deformationskomponenten aus

nach der Gleichung Po=Pte,, a, (83)

wo P} die bei verschwindender Deformation eventuell auch vorhandene
natiirliche oder ,remanente Polarisation bedeutet. Die piesoelektri-
schen Konstanten ¢, ,; bilden einen Tensor dritten Ranges, der wegen
ihrer Symmetrie beziiglich der letzten zwei Indizes nur 18 verschiedene
Komponenten besitzt. Setzt man die Ausdriicke (83) in die Beziehungen
(81a) ein, so bekommt man statt (82)

@z%)a = e+ 01 Py
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Daraus folgt, daB ein (4uBeres) elektrisches Feld bei festgehaltener
Deformation die zusétzlichen Spannungen

Apir=erE;+0,: P E; (83a)
erzeugt. Wir haben dabei die Abhingigkeit der piesoelektrischen Polari-
sation von der elektrischen Feldstirke in erster Nidherung auBer acht
gelassen.

Ahnliche Resultate ergeben sich fiir die Magnetostriktion und die
dazu reziproke Erscheinung des Piesomagnetismus, sofern man die
Hysteresis vernachlissigen kann. Bei Beriicksichtigung der Hysteresis
bekommt man wegen des Aufhbrens des Energiebegriffs viel kompli-
ziertere Erscheinungen, auf welche wir hier nicht niher eingehen wollen.

Drittes Kapitel.

Quasi-mikroskopische Theorie der elektromagnetischen
Eigenschaften materieller Korper.

§ 1. Elektrostatische Polarisation (elektrische Suszeptibilitit
fiir zeitlich konstante Felder).

1.Berechnung der Suszeptibilitdt vondielektrischen Kérpern
mittels des Polarisationstensors der einzelnen Molekiile.

Wie schon in Kap. I, §2 erwihnt wurde, kann die elektrische Polari-
sation eines materiellen Korpers (abgesehen von piesoelektrischen und
anderen zusammengesetzten Effekten derselben Art) durch zwe: ver-
schiedene Ursachen bedingt werden, und zwar erstens durch eine
quasielastische Deformation der Molekiile im duBeren elektrischen Felde
und zweitens durch ihre Orientierung in diesem Felde. Sofern das letz-
tere in demjenigen sehr kleinen Raumgebiet, welches von einem Molekiil
eingenommen ist, als (niherungsweise) somogen angesehen werden darf,
braucht man dabei nur die elektrischen Momente erster Ordnung zu
beriicksichtigen, d. h. die Molekiile als elementare Dipole zu behandeln.

Wir betrachten zunichst den am hiufigsten vorkommenden Fall,
daB die Molekiile kein natiirliches oder ,,remanentes* Dipolmoment be-
sitzen. In diesem Fall kann der oben erwihnte Orientierungseffekt
nicht auftreten, und es bleibt nur der Deformationseffekt iibrig, welchen
wir als eine intramolekulare oder ,,mikroskopische* Elektrostriktion
behandeln diirfen.

Wir stellen uns also ein Molekiil als einen sehr kleinen, festen, elasti-
schen, deformierbaren Kérper vor und nehmen an, daB er in einem
aduBeren, rdumlich und zeitlich konstanten elektrischen Felde G0 ein der
Feldstarke proportionales und im positiven Sinne gerichtetes elektri-
sches Moment p annimmt. Fiihrt man ein mit dem Molekiil fest ver-
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bundenes Koordinatensystem (S) ein, so bekommt man zwischen den
Komponenten von p und E° eine Beziehung von der Form

pi= o Ex, @
wo die «,; ganz bestimmte, fiir das betrachtete Molekiil charakteristische
GroBen sind, die einen symmetrischen Tensor — den sogenannten

Polarisationstensor — bilden. Seine Symmetrie fiir den hier betrachteten
Fall eines zeitlich konstanten Feldes ist als eine Folge des Energie-
prinzips, d. h. der Tatsache, da die Summe 3 E? dp, oder 3p;dE? ein
vollstindiges Differential darstellt, anzusehen. Falls die Koordinaten-
achsen mit den Symmetrieachsen dieses Tensors zusammenfallen, kann

man einfach
Pr= EY, py=w,EY, py=ozE} (la)

setzen, wo oy = otyy, oy = gy, %3 = 0tg; die Hauptkomponenten des
Polarisationstensors bedeuten (die anderen Komponenten miissen dabei
verschwinden).

Wir nehmen nun an, da8 der betrachtete Korper aus gleichen und
gleich orientierten Molekiilen besteht, wie dies bei festen kristallinischen
Korpern tatsichlich der Fall ist. Um die Polarisation, d. h. das elek-
trische Moment der Volumeinheit $§ zu bekommen, geniigt es dann,
p mit der Konzentration der Molekiile, d.h. ihrer Anzahl N in der
Volumeinheit zu multiplizieren. Das duBere Feld ist dabei mit dem
im vorigen Kapitel (§ 4) bestimmten effektiven Feld zu identifizieren.
Es wird also dn

P=Np, C=C+sP, s=4, (1b)
wo & wie iiblich die mittlere totale Feldstirke bedeutet. Man kénnte

statt des Lorentzschen Wertes %t fiir den Koeffizient s einen anderen
empirisch zu bestimmenden Zahlenwert benutzen. — Durch Einsetzen
von (1b) in (la) bekommt man die Gleichungen

P,=Nuo,(E;+sP),
deren Losung lautet:

P,=ux,E, 2)
mit
N o,
n, = fm . (23.)

Das sind die Hauptkomponenten des Suszeptibilititstensors %« (3¢; = %;;).
Die Hauptkomponenten des Tensors % (dielektrische Konstante) lassen
sich daraus nach den Beziehungen &; = 1 + 47, berechnen.

Wir wenden uns jetzt dem Falle eines isotropen Korpers mit voll-
kommen regellos orientierten Molekiilen zu. Diese Regellosigkeit kann
man sich bei Gasen und Fliissigkeiten durch die Drehung der Molekiile
entstanden denken. Es 148t sich dabei die Polarisation als das Produkt
der Konzentration N mit dem zeitlichen Mittelwert des Momentes irgend
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eines Molekiils definieren. Sonst muB3 man die Raummittelwertsbildung
iber ein physikalisch kleines Gebiet vollziehen, welches gentigend
viele Molekiile enthilt. In beiden Fillen bekommt man statt (1) eine
,isotrope Beziehung von der Gestalt

p=a@°, (3)
woraus sich ergibt:
R=xE, (3a)
mit
No

Der mittlere Polarisationskoeffizient « stellt offenbar eine Molekular-
konstante dar, die von der Konzentration N und anderen Zustands-
groBen des betreffenden Koérpers unabhingig ist. Die Formel (3b)
bestimmt folglich die Abhingigkeit der elektrischen Suszeptibilitdt
dieses Korpers von seiner Dichie — falls die letztere verindert werden
kann. Bei experimenteller Priifung der Formel (3b) in dieser Hinsicht
ist es bequemer, die GroBe Na, welche der Dichte exakt proportional
ist, durch » oder durch die Dielektrizititskonstante ¢ =1 4 4m » aus-
zudriicken. Es wird dabei

% e—1
No=1ion = tnis@e1) (4)
. . 47
oder mit dem theoretischen Wert von s <= 3 )
3 e—1
Noe=qrere (4a)

Diese letzte Loremtzsche Formel ist experimentell bei komprimierten
Gasen und Fliissigkeiten sehr gut bestitigt worden. Im Falle verdiinnter
Gase kann man die GroéBe s»x gegen 1 vernachlissigen und einfach
e—1
setzen. No=n="4 (4b)
Es sei bemerkt, daB die elektrische Suszeptibilitdt von Fliissigkeiten
und festen (amorphen) Kérpern gewthnlich von der GréSenordnung 1
oder etwas kleiner ist. Daraus folgt, daB der (mittlere) Polarisations-
koeffizient « von derselben GréBenordnung (und auch selbstverstind-

lich von derselben physikalischen Dimension) ist, wie das VolumlN,

welches von einem Molekiil in solchen Kérpern eingenommen ist. Da
aber dieses Volum von dem eigentlichen Volum des Molekiils selbst
nicht sehr verschieden ist, so kann man schlieBlich sagen, daB der
Polarisationskoeffizient eines Molekiils der Grofenordnung wach mit
seinem Volum dibereinstimmi. Um die physikalische Bedeutung dieses
Resultats einzusehen, stellen wir uns ein Molekiil als eine Kugel vor,
wie wir es bei der Bestimmung der effektiven Feldstirke in § 4, Kap. II
schon getan haben. Dann ist die mittlere Feldstirke, die snnerhalb
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eines polarisierten Molekiils mit dem Radius & herrscht, bekanntlich

gleich __up? Nach dem oben Gesagten hat man aber a3xo Es mufl

folglich das durch die Polarisation (oder Elektrostriktion) des Molekiils
erzeugte inmere Feld das duBere Feld €9, welche diese Polarisation
bedingt, nidherungsweise kompensieren. Wir sehen also, daB das Molekiil
sich gegeniiber duBeren elektrischen Kriften wie ein elektrisch leitendes
Teilchen von derselben GroBe verhilt.

Es ist leicht zu sehen, daB der mittlere Polarisationskoeffizient
eines Molekiils « gleich dem arithmetischen Mittel aus seinen drei
Hauptpolarisationskoeffizienten:

0=y (o + oy + 1) 6)

ist. In der Tat, bezieht man die Komponenten von p und €0 in der
Formel (1) auf ein raumfestes Koordinatensystem und bildet die ent-
sprechenden Mittelwerte fiir verschiedene Orientierungen des Molekiils,
so ergibt sich, da die Mittelwerte von p und E° einander parallel sein
miissen:

) P1:°‘11E(1]: 1’2:d22Eg’ P3:&33Eg
mit

_ _ 1
%y == gy == Ugz = "g° (011 + 0tgp + atgg) = .
Die Summe ay; + @45 -+ 55 ist aber invariant gegeniiber verschie-
denen Koordinatentransformationen; sie bleibt folglich immer gleich

oy + oy + ag.

2. Berechnung des Polarisationstensors der Molekiile mittels
der Polarisationskoeffizienten der einzelnen Atome.

Die elektrische Anisotropie der Molekiile 1Bt sich auf die Wechsel-
wirkung der Atome, aus welchen sie aufgebaut sind, zuriickfithren,
wobei jedes Atom in elektrischer Hinsicht als kugelsymmetrisch angesehen
werden darf. Wir betrachten z.B. ein zweiatomiges Molekiill 4’4"
und nehmen an, daB die beiden Atome, einzeln genommen, sich isotrop
verhalten, d.h. durch die skalaren Polarisationskoeffizienten «’ und
o'’ charakterisiert werden kénnen. Wenn das duBere Feld zur Molekiil-
achse, d.h. zur Verbindungslinie der beiden
Atome (oder eher ihrer Mittelpunkte A4’
und A”) parallel gerichtet ist (Abb. 4a), —> =, 1
muB seine Wirkung durch ihre Wechsel- A'O=z=04
wirkung verstirkt werden. Bei senkrechter a —>D
Richtung des Feldes (Abb.4b) ist dagegen Abb. 4. 4
seine Wirkung durch die Wechselwirkung
der beiden Atome geschwicht. Der vollstindige Polarisations-
koeffizient des Molekiils mufl deshalb im ersten Falle groBer und
im zweiten kleiner sein als die Summe o' 4+ «’’. Es miissen

/4//
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dabei offenbar in beiden Fillen die induzierten Dipolmomente der
Atome p’ und p”’ mit dem HuBeren Feld gleichgerichtet sein. Be-
zeichnet man mit &’ und €’ die zusitzlichen Feldstirken, welche im
Mittelpunkt jedes Atoms (4’ bzw. A'’) durch die Polarisation des an-
deren erzeugt werden, so hat man zur Bestimmung dieser Polarisation
die Gleichungen
pl . “, (@0 -I_ @l) , pl! — all (@0 + @l!) .
Es wird dabei im Falle (a) (vgl. Bd. I, S. 85):
’ 2p” 1 2 !
¢t et
und im Falle (b) ., i
@/=_g§’ @ll:__P'

da
wo d den Abstand A’ A’ bedeutet.
Wir bekommen also im ersten Fall:
pl‘—%?“=d1E0, pu_2;; ?’=OC”E0,
d. h.
1, 2y, 1 2y,

<a/’ + d3> p == <a)7 + ds) ?

und
(' +p")=p=0, E°

mit

1o

SN ST 55 T W ¥ FY Tl
o dd 420" o d° B2«
In dhnlicher Weise ergibt sich im zweiten Falle:

P+ =ty = E°

1 1

I S I I N W e

o A8 dd o o T8 ds

mit

Diese ziemlich komplizierten Formeln vereinfachen sich betrichtlich,
wenn man den beiden Atomen dieselben Polarisationskoeffizienten zu-
schreibt. Setzt man nidmlich o’ = «'’, so wird

2o
BW= Uy
-G )
2“1 ()
oy = — ;
o
142,

Es stellen offenbar die Koeffizienten «; und «, die Hauptpolari-
sationskoeffizienten des betrachteten Molekiils fiir die Richtungen
parallel und senkrecht zu seiner ,,Figurenachse* 4’4"’ dar, die wir als
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erste Koordinatenachse gewihlt haben. Da die dritte Achse der zweiten
vollkommen dquivalent ist, so muB oy = oty sein. Man kann also den
Polarisationstensor eines zweiatomigen Molekiils durch ein Rotations-
ellipsoid darstellen. Fiir den mittleren Polarisationskoeffizienten « be-
kommt man dabei nach (5) und (6)

1 2, 1 2
o=y (o +20) = 5 <-27+~— ) (62)

Wenn das Molekiil nicht aus neutralen Atomen, sondern aus zwei
Ionen mit entgegengesetzten Ladungen (- ¢) aufgebautist, muB esauch
bei Fehlen duBerer elektrischer Krifte ein natiirliches Dipolmoment p©
besitzen. Bei Vernachlissigung der gegenseitigen Polarisation der
beiden Ionen kann man dieses Moment einfach dem Produkt ed gleich-
setzen. Bei Beriicksichtigung dieser Polarisation mu man dazu noch
die entgegengesetzt gerichteten induzierten Momente addieren. Diese
induzierten Momente lassen sich niherungsweise aus den Gleichunger

’ ’ e 2 pll rr ’ e 2 p’
p=—d(m—) P == (k)
die sich aus den oben fiir den Fall (a) betrachteten ergeben, wenn man die

duBere Feldstirke E0 durch die innere Coulombsche Feldstirke ——«EZ
ersetzt, bestimmen. Bei Anwesenheit eines #ufleren elektrischen
Feldes €° muB das Molekiil noch ein zusitzliches Dipolmoment
p—p0=AJdp

bekommen, welches bei fester Orientierung durch die Polarisation der
beiden Ionen und zum Teil durch die Anderung ihres Abstandes bedingt
wird. Neben diesem Striktionseffekt muB aber jetzt, sofern der Molekiil
frei drehbar ist, d. h. in fliissigen und gasférmigen Kérpern, der viel
wesentlichere Orientierungseffekt entstehen. Bei der Betrachtung dieses
Effektes kann man in erster Niherung den Striktionseffekt ganz auBer
acht lassen, d. h. das elektrische Moment der Molekiile seinem Betrage
nach als konstant (= $9) voraussetzen.

3. Die durch Orientierung von Dipolmolekiilen bedingte
Polarisation.

Die orientierende Wirkung des (4uBeren) Feldes besteht in der
Tendenz, die Molekiildipole in seiner eigenen Richtung einzustellen,
was dem Minimalwert ihrer potentiellen Energie — €99 entspricht.
Diese Tendenz kann sich aber bei schnell rotierenden Molekiilen gar
nicht duBern. Nur solche Molekiile, deren Rotationsenergie so klein
ist, daB sie ihre Richtung nicht umkehren kénnen und deshalb um die
Feldrichtung pendeln miissen, sind durch das Feld tatsichlich — wenn
auch teilweise — orientiert. Der Bruchteil aller Molekiile, den die
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,,pendelnden‘‘ Molekiile bilden, oder — was auf dasselbe herauskommt —
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein bestimmtes Molekiil wegen Mangel
an Rotationsenergie eine solche Pendelbewegung ausfiihrt, ist eine
abnehmende Funktion der Temperatur des betreffenden Korpers.
Diese Funktion 148t sich ndherungsweise auf Grund des Maxwellschen
Verteilungsgesetzes ermitteln. Man kann namlich leicht zeigen, daB
im Falle zweiatomiger Molekiile, die zwei Rotationsfreiheitsgrade be-
sitzen, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB} die Rotationsenergie W im
Intervalle dW liegt, proportional dem Produkte von dW mit

- )

e kT
ist, wo T die absolute Temperatur und % die bekannte Boltzmannsche
Konstante bedeutet. Die Wahrscheinlichkeit, daB diese Energie gleich
oder kleiner als ein vorgegebener Wert W, ist, driickt sich folglich
durch die Formel

W, _w C W,
[errdW: [eTrrdW=1—¢ k7 (Ta)
0 0

aus. Man kann die pendelnden Molekiile von den rotierenden nihe-
rungsweise durch den Grenzwert W, = pE° trennen; das ist die kine-
tische Energie, die notwendig ist, damit ein zum Feld € senkrecht
orientiertes Molekiil die zu E° entgegengesetzte Richtung erreichen
kann.

Wir sehen also, daB3 der Bruchteil der Molekiile, die wegen ihrer

Orientierung zur Polarisation des Korpers beitragen, ndherungsweise
»E°
gleich 1—e¢ &7 ist; bei geniigend schwachen Feldern oder nicht zu

tiefen Temperaturen (d. h. bei der Bedingung pE® <€ kT) reduziert
sich dieser Ausdruck auf

PE®

ET "
Um die gesuchte Orientierungspolarisation der GréBenordnung nach zu
bestimmen, geniigt es, diesen Ausdruck mit Np zu multiplizieren. Es
wird folglich

B ~%7—’;1 €. (7b)

Die angefiihrte, anschauliche, aber ungenaue Uberlegung 1) wollen wir
nun durch eine exakte, von Debye herrithrende Uberlegung, die zuerst
von Langevin auf die magnetische Polarsiation desselben Typus ange-
wandt worden ist, ersetzen. Die Maxwellsche oder eher Boltzmannsche
Wahrscheinlichkeitsfunktion (7) bezieht sich bekanntlich nicht nur auf
die kinetische Energie, sondern auch auf die pofenticlle und ebenfalls
auf die Summe beider Energieformen, d. h. auf die vollstindige Energie.

1) Sie riihrt von W. Pauli her.
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Bei der Betrachtung des Orientierungseffektes und anderer Effekte
derselben Art, die unmitielbar nur durch die Koordinaten der Molekiile
und nicht durch ihre Geschwindigkeiten bedingt werden, kann man von
der kinetischen Energie ganz absehen und dementsprechend unter
W die potentielle Energie eines Molekiils verstehen. Bezeichnet man

mit F den geometrischen Mittelwert irgend einer Funktion F der
Koordinaten, d. h. denjenigen Mittelwert, welcher der Gleichwahrschein-
lichkeit aller Konfigurationen (oder im betrachteten Falle aller Orientie-
rungen entspricht), so 148t sich der physikalische oder statistische Mittel-
wert derselben Funktion unter Beriicksichtigung von (7) nach der
Formel

A
Fe *T

[F]=

= (8)
e kT
berechnen.

Die potentielle Energie eines Molekiils, dessen Dipolmoment den

Winkel @ mit der Feldrichtung bildet, ist gleich
W=—@Ep=—Ecos6.

Wenn diese Energie kein gegen 27T, d. h. gegen die mittlere Energie
der Wirmebewegung ist, kann man fiir ihren statistischen Mittelwert
die Reihenentwicklung

LA L LI
- w — [t ! S
[W]ﬂ_We BT kT+2( TR 6GTR
W 1w ws

w
- 1 P A A
e kT AT T 2 (kT2  6(RT)
benutzen. Es ergibt sich dabei nach den bekannten Formeln (vgl.

Bd. I, S.238)

c0sO=0, cost@=, cos’ O =0, costO= g,
(Eop (B
3kT "30(RTR T
) =— 22—
d.h 0Ty
(B (E°p) \
[W]—“?k"f’( TisETE (8a)

Da andererseits
[) = —[&5] =—6+-[5]
ist und da der statistische Mittelwert des Vektors p mit der Feldstéarke

gleichgerichtet ist, geniigt es, um diesen Mittelwert zu bekommen,
(8a) durch — E° zu dividieren. Daraus ergibt sich durch Multipli-
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kation mit N die gesuchte Polarisation
Nt 1 (E°p\2
B=g37C [1—55(Gr) + ] (8b)

Wir sehen also, daB3 diese ,,Orientierungspolarisation’ im Gegensatz
zur gewdhnlichen ,,Striktionspolarisation von der Feldstirke wnicht
linear abhingt. Bei sehr groBen Feldstdrken oder sehr tiefen Tempera-
turen muB die Polarisation (8b) dem Sittigungswert

Prax=Np (8¢c)

zustreben, welcher derselben Orientierung aller Molekiile entspricht,
Fiir diesen Grenzfall ist die Reihenentwicklung (8b) unbrauchbar. Es
ist aber nicht schwer, die exakte Form der entsprechenden Funktion zu
ermitteln.

Bei derselben Wahrscheinlichkeit aller Orientierungen ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB der Winkel @ im Intervall 4@ liegt, bekannt-

lich gleich ﬁ ‘27sin® dO =% sin@de = — %d cos @. Daraus folgt

1 E7 w +1
?rWe kT g cos @ fe”xdx
— _ 3
(=t =B P
?J‘e kT § cos @ J‘e“”dx
0 -1
wo zur Abkiirzung
E%
W =acos®, a= 9)
gesetzt ist. Nun gilt
+1 s +1 )
_a _deoet st oo
je”xdx_oafgawdx_ da a  a a
—1 -1

Es wird folglich
. e® + e~¢ 1
[W] - Eoib (é{'_’;’_;; - ;)
oder

P=Np(cotha—-). 92)

Bei kleinen Werten von a ergibt sich aus dieser Langevin-Debyeschen
Formel wieder die Reihe (8D).

Im Falle von Gasen, wo die effektive Feldstirke E° mit der totalen
E praktisch iibereinstimmt, kann man sofort durch Division von (8b)
mit E¢ die Orientierungssuszeptibilitit bestimmen. Sonst muB man
sie aus der transzendenten Gleichung, die sich ergibt, wenn man

in (8b) E®=F 4 43j P einsetzt, ermitteln. Es ist aber dabei auch die
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Striktionspolarisation zu beriicksichtigen. Mit einer gewéhnlich genii-
genden Approximation kann man sie einfach zu (8b) addieren und sich
auf die zwei ersten Glieder dieser Reihe beschrinken. Wenn man noch

im zweiten Gllede Tp gegen E vernachlissigt, so bekommt man fiir

die vollstandige D1e1ektrlzltatskonstante als Funktion der Dichte (V)
der Temperatur und der Feldstirke die folgende Formel [vgl. (4a)]

tmerz =Nt (-5 (7)) (9D)

Mittels dieser Formel lassen sich die natiirlichen Momente der Molekiile
aus experimentellen Daten iiber die Temperaturabhingigkeit von &
bestimmen. Man bekommt dabei Zahlenwerte von der GroBenord-
nung 10-18 (z. B. » = 1,87 - 1018 fiir Wasser), was nach der ange-
nidherten Beziehung p =ed bei ¢ =4,8-10"1¢ (Elementarladung)
einem Abstand 4« 10-8 cm zwischen den Ionen, aus welchen das
Molekiil besteht, entspricht. — Die angefiihrten Resultate bleiben selbst-
verstandlich nicht nur bei zweiatomigen Molekiilen, sondern auch bei
mehratomigen Molekiilen mit festen Dipolmomenten giiltig. Die ent-
sprechenden, aus solchen Molekiilen bestehenden Fliissigkeiten und
Gase sind gerade durch die starke Temperaturabhingigkeit ihrer Di-
elektrizititskonstante ausgezeichnet. Bei den gewdhnlichen nicht
polaren (oder ,,homopolaren’) Substanzen ist die Dielektrizititskon-
stante eine von der Temperatur praktisch unabhingige GroBe.

4. Orientierungseffekt im Falle nicht-polarer Molekiile.

Es muB aber erwidhnt werden, daB auch in diesem Falle eine vielleicht
auch sehr schwache Temperaturabhingigkeit stattfindet, solange die
Molekiile in elektrischer Hinsicht keine Kugelsymmetrie besitzen, d. h.
solange die Hauptkomponenten ihres Polarisationstensors nicht ein-
ander gleich sind. Denn die potentielle Energie eines solchen Molekiils
in einem gegebenen duBeren Felde §° hingt — obwohl in nicht so
hohem Grade wie bei Dipolmolekiilen — von seiner Orientierung ab.
In dem oben betrachteten Falle eines zweiatomigen Molekiils entspricht
die Lage a (Figurenachse parallel zur Feldrichtung) dem Minimum und
die Lage b (Figurenachse senkrecht zur Feldrichtung) dem Maximum
der potentiellen Energie. Dies bedeutet, daB das Molekiil im all-
gemeinen ein Drehomment p X 0 erfihrt, welches seine Figuren-
achse parallel zur Feldrichtung einzustellen sucht. Die entgegengesetz-
ten Orientierungen sind dabei energetisch dquivalent (im Gegensatz zu
den Dipolmolekiilen, wo sie entgegengesetzten Werten der Energie
entsprechen). In der Tat bezeichnet man den Winkel zwischen der
Feldrichtung und der Figurenachse mit @, so bekommt man nach (1)
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oder (1a) mit Riicksicht auf ay = a3 den folgenden Ausdruck fiir die
Energie 1 1
W:—?p-@":—?EW(a1c0520+a2sin2@). (10)

Es wird dabei vorausgesetzt, da8 die Feldstarke in der (1, 2)-Ebene
liegt. Wegen der Symmetrie der Molekiile ist aber die Wahl dieser
Ebene, sofern sie die Figurenachse enthilt, belanglos. Im allgemeinen
Falle eines Molekiils mit drei verschiedenen Hauptpolarisationskoeffi-
zienten muB man (10) durch

W=— %E“ (oty €052 O + a, sin2 @ cos? g 4 oz sin2 @ sin? ) (10a)

ersetzen, wo @ den Winkel zwischen der (1, 2)-Ebene und der (1, E9)-
Ebene bedeutet.
Die Formel (10) 14Bt sich auch in der folgenden Gestalt schreiben:

W =— ) E%2 (a, + 4 cos? 0) (10D)
mit

A=ay—ay. (10¢)
Wir haben frither bei der Berechnung des mittleren Polarisations-
koeffizienten « nach den Formeln (5) oder (6a) alle Orientierungen als
gleichwahrscheinlich angenommen. Diese Formeln stellen folglich den
geometrischen und nicht den statistischen Mittelwert dar. Um diesen
statistischen Mittelwert [o] = a zu erhalten, berechnen wir wieder den
statistischen Mittelwert der Energie W nach der schon benutzten Formel
_ T w W
[Wl=We xr:¢ k7"

Es wird dabei nach (10Db):

E%2 A cos? & E%2 A cos? &

[W]=——;‘ Eo: (OC2+AC052@)8+ 2kT cetTTexr (11)
oder mit der Abkiirzung
Eo2 4
b=%57 (11a)

cos?2 ® (1 ~+b cos?@ 4 _; b2 cost @ >

1+bcosz@+%bzcos4@...
Unter Weglassung von Gliedern dritter und héherer Ordnung in 4
— 1 1
ergibt sich daraus mit Riicksicht auf cos?@ =5 und cost @ = 5
= 1 1 4 ,\]
(W)= — 5 Esfoat 5 4 (14 50)}
Andererseits gilt nach der Definition von « = [¢]

[W]=—}§aE°2.
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Wir bekommen folglich
— 02y
=yt oy (o —ag) (14 15 2 B (11b)
Bei kleinen Feldstdrken oder hohen Temperaturen geht dieser Ausdruck
in den fritheren (6b) iiber.

Wir haben bisher das elektrische Feld als homogen vorausgesetzt.
Bei stark inhomogenen Feldern treten zusitzliche Striktions- und Orien-
tierungseffekte auf, die man durch Einfiihrung induzierter und natiir-
licher Quadrupolmomente berticksichtigen kann. Diese Komplikationen
spielen aber in der makroskopischen Elektrostatik, die nur mit schwach
inhomogenen Feldern zu tun hat, gar keine Rolle.

§ 2. Magnetostatische Polarisation (dia-, para~und ferromagnetische
Erscheinungen).

Die mikroskopische Theorie der magnetischen Polarisation oder kurz
der Magnetisierung ist in vieler Hinsicht zu der in § 1 dargelegten
Theorie der elektrischen Polarisation ganz analog. Der Striktionspolari-
sation entspricht dabei die diamagnetische Polarisation, die ebenfalls
einen allgemeinen, bei allen Kérpern zu beobachtenden Effekt darstellt.
Der Orientierungspolarisation entspricht die paramagnetische Polari-
sation, welche man nur bei solchen Substanzen beobachtet, deren
Atome oder Molekiile feste (natiirliche) magnetische Momente besitzen.
SchlieBlich gibt es noch eine verhiltnismiBig sehr geringe Anzahl ferro-
magnetischer Korper, die unterhalb gewisser , kritischer’* Temperaturen
durch eine paramagnetische Polarisation von anomaler GroBe und
Charakter ausgezeichnet sind (vgl. Kap. II, § 7).

1. Das Wesen des Diamagnetismus.

Wihrend die elektrische Striktionspolarisation als eine elekirosta-
tische Induktionswirkung aufgefaBt werden kann, 148t sich ihr magne-
tisches Analogon als eine elektromagnetische Induktionswirkung erklidren.
Bei der Betrachtung der magnetischen Krifte muB man stets auch
die elektrischen Induktionskrifte, welche wihrend der Einstellung des
Magnetfeldes und bei seiner zeitlichen Anderung immer titig sind und
von deren Arbeit die magnetische Energie herriihrt, in Betracht ziehen.
Dieselbe Rolle kénnen auch diejenigen ,,elektromotorischen Krifte
spielen, die bei der Bewegung eines materiellen Korpers in einem zeit-
lich konstanten magnetischen Felde auftreten. Nach dem Relativitéts-
prinzip sind sie mit den obigen Induktionskriften prinzipiell gleich-
wertig (vgl. Bd. I, Kap. V).

Die elektrostatische Induktion (oder ,,Striktion®) hat immer eine
positive, d. h. im Sinne des elektrischen Feldes gerichtete Polarisation
zur Folge. Die entsprechende diamagnetische Polarisation hat aber

Frenkel, Elektrodynamik 1T 9
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dagegen eine zur magnetischen Feldstirke immer umgekehrte Richtung.
Dabei bleibt sie dieser Feldstirke streng proportional und ist von der
Temperatur und anderen ZustandsgréBen, ebenso wie ihr elektrisches
Analogon, praktisch unabhingig. Diese Tatsachen kénnen, worauf
schon Ampére hingewiesen hat, in einer quasi-makroskopischen Weise
erkliart werden, wenn man annimmt, da8 sich die Atome und Molekiile
gegeniiber dem magnetischen Feld, ebenso wie gegeniiber dem elek-
trischen, wie sehr kleine ideal leitende Teilchen verhalten. Eine solche
grob modellmédBige Erklirung des Diamagnetismus, bei welcher das
Molekiil durch einen elementaren Stromleiter ersetzt wurde, haben wir
schon in Kap. II, §4 angefiihrt. Man kann sie aber leicht verfeinern
und préizisieren, und zwar indem man statt des elementaren
linearen Stromleiters ein Atom mit einem um seinen Mittelpunkt

kreisenden Elektron einfilhrt. Die Eigenenergie des Stromes —;-Li2
(L-Selbstinduktionskoeffizient, ¢-Stromstirke) mu man dabei einfach
durch die kinetische Energie des Elektrons %mv2 ersetzen. Es wird
dann nach der Formel (20a), Kap.II

1 1
ymP=—ym 9. (12)

Bei der Ableitung dieser Formel haben wir nur die Arbeit der elektro-
motorischen Krifte beriicksichtigt, d. h. keine anderen Krifte als diese
elektrischen Induktionskrifte in Betracht gezogen. In dem Augen-
blick, wo die magnetische Feldstirke ihren konstanten Endwert 9
erreicht, miissen die elektrischen Induktionskrifte verschwinden und
das Elektron muB sich von hier an mit der gewonnenen Geschwindig-
keit gleichférmig bewegen. Es ist leicht zu sehen, daB die {ibrig
bleibenden magnetischen Krifte gerade diese durch die elektrischen
Krifte erzeugte und ihnen als Erbung dbergebene Bewegung bedingen
miissen. Bewegt sich nimlich ein Elektron mit der Geschwindigkeit »
senkrecht zu den magnetischen Kraftlinien (d. h. in der Richtung
der induzierten elektrischen Krifte, von denen es, nach unserer
Voraussetzung, im Ruhezustand angegriffen wurde), so erfdhrt es
eine ihrem Betrag nach konstante Kraftﬂjg , die in derselben, zu 9
senkrechten Ebene blecibt und nach der Bahnnormale gerichtet ist.
Das Elektron muB folglich (sofern keine anderen Krifte auf es wirken)
eine Kreisbahn beschreiben mit dem Radius #, der sich aus der
Gleichung
muv2  ev
7 =

bestimmen 148t. Falls das Elektron um ein festes Zentrum kreist,

1 . . . .
muB das Produkt 57 % gleich seinem magnetischen Moment m sein.
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Man kénnte dann, unter Beriicksichtigung der Tatsache, daBl im
Falle eines positiven Elektrons der Umlaufssinn negativ (hin-
sichtlich der Feldrichtung) ist, die vorhergehende Formel in der
Gestalt

1
9 mvi=—m-9,

schreiben. Das Fehlen des Faktors % (auf der rechten Seite) erklart sich

dadurch, daB die obige Definition des magnetischen Moments nur fiir
gebundene Elektronen gilt, d. h. fiir solche Elektronen, die sich (wie im
Falle eines linearen Leiters) in einer festen Bahn bewegen oder — wie
dies bei Atomen tatsichlich der Fall ist — um ein festes Anziehungs-
zentrum kreisen. Aber im Falle eines freien Elektrons, das nur magne-
tischen Kriften unterworfen ist, mu8 man nach der Formel (12) das

magnetische Moment verdoppeln, d.h. es durch das Produkt 7% defi-

nieren [vgl. Bd. I, S. 339, Formel (31)].
Die entsprechende Formel fiir ein gebundenes Elektron muBl, wie
leicht einzusehen ist, folgendermafen lauten:

/J-%fmzﬁ:mn-zln:~m-$, (12a)

wo Ap die zusidtzliche, durch das magnetische Feld (oder eher durch
die elektrischen Induktionskrifte, welche bei seinem Anwachsen er-
zeugt wurden) bedingte Geschwindigkeit und m das wurspriingliche
magnetische Moment der ungestérten Elektronenbahn bedeuten. Es
wird dabei vorausgesetzt, daB die Anderung dieses Momentes Am
relativ sehr klein ist, d. h. daB die Geschwindigkeit des Elektrons bei
der Einschaltung des Magnetfeldes nur unbetrichtlich geindert wird. —
Zur Ableitung der Formel (12a) ersetzen wir wieder das kreisende
Elektron durch einen elementaren linearen Strom, nehmen aber an,
im Gegensatz zu unserer fritheren Voraussetzung, daB die urspriing-
liche Stromstirke (bei H = 0) nicht Null ist, sondern einen sehr groflen
Wert 7 hat, welcher bei Anwachsen des Feldes eine verhiltnismiBig
kleine Anderung A4 erfihrt. Es ergibt sich dann [vgl. die Ableitung
der Formel (26) des Kap. II]:

(‘;t(;z i?) =i :szndS,
d. h. in erster Niherung
Lidi=—i$4H,dS=—m 9.
Das ist aber, wenn man %Liz durch \;rmvz ersetzt, nichts anderes als

die Formel (12a). Man konnte sie selbstverstdndlich auch direkt ab-
o*
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leiten durch zeitliche Mittelwertbildung tiber die Bewegung des Elek-
trons, ohne irgendwelche Ersatzmodelle einzufithren!).

Falls fiir die ungestérte Bewegung der Fliachensatz gilt, d. h. wenn
das mechanische Impulsmoment des Elektrons J ==t X mb konstant
bleibt, muB sich die durch die elektrischen Induktionskrifte bedingte
Stérung auf eine gleichférmige Prizession reduzieren. Setzt man in
der Tat Av =0 X t, wo D die entsprechende (zusitzliche) Winkel-
geschwindigkeit bedeutet, so wird:

mu-Ap=mp-(0X1)=0-(rXmp)=0-J
und folglich nach (12a)

0 F=—m-9 (121b)
oder, da die Vektoren § und m einander parallel sind,
m
=15
Mit der iiblichen Definition des magnetischen Momentes
1 en
m= ) T X =
bekommen wir also .
0:—‘2';;,;@ . (120)

Das ist aber genau die Larmorsche Prizessionsgeschwindigkeit, die, wie
in Bd. T (S. 243 und 244) gezeigt wurde, durch ein zeitlich konstantes
magnetisches Feld bedingt werden muB.

2. Berechnung der diamagnetischen Suszeptibilitit.

Es ist nun leicht das dieser Prizessionsbewegung entsprechende
zusitzliche magnetische Moment des betrachteten Elektrons auszu-
rechnen. Man hat ndmlich nach der Definition von m fiir seinen zeit-
lichen Mittelwert:

e ——

Am=2—6-r X—Ziﬁ:';é;(_(oxr)=2%[052—';(5‘{)];
d. h. wegen (12c)
2 B R
Am=— S [pT—1(® 1], (13)

oder in Koordinatendarstellung (unter Weglassung der Summations-
zeichen)

Am; =B H; (13a)
mit
2 — e
Bin =g (8: Fn %r—%: %) (13b)

1) Sie 1aBt sich iibrigens als ein unmittelbarer Ausdruck der Tatsache auf-
fassen, daB die potentielle Enevgie eines gebundenen Elektrons in einem auBeren
magnetischen Felde nichts anderes ist als die zusdizliche kinetische Emnergie
seiner Umlaufsbewegung.
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Es bedeuten hier die Querstriche zeitliche Mittelwerte fiir die unge-
storte Bewegung. Diese Mittelwerte lassen sich ohne genaue Kenntnis
der Bewegling nicht berechnen. Im einfachsten Falle einer ebenen
Bewegung mit durchschnittlicher Symmetrie beziiglich der Bahnachse,
d. h. der durch den Mittelpunkt (Anziehungszentrum) in Richtung des
Impulsmoments gezogenen Geraden, hat man, wenn man diese Ge-
rade zur 1. Achse wihlt,

#=0 %7%=0, x—§=’€_§:’2'r2
und folglich
ﬂ12=ﬂ23=ﬂ31=0,

e 12 212 1 (14)
= — 4c2m’ Bo=Bss=— gcTrm =9 B -
Man bekommt dabei fiir das innere Produkt von Am und 9
1 1 .
(Am)-9 = f1, (H% +-5 (H%—I—H%)] = p, H? (cosz@ + 5 sin? @>
) (14a)

= ; B H? (1 +cos20),

wo @ den Winkel zwischen der Bahnachse und der Feldrichtung be-
deutet.

Nimmt man ferner an, da8 alle Orientierungen der Bahnachse (oder
Bahnebene) gleichwahrscheinlich sind und bildet den entsprechenden
Mittelwert von (14a), so wird

T 2
(dm)- 9 =2 py, H?
oder nach (14)

e2 Y2

Am -9 =—gg H?. (14b)

Da offenbar der Mittelwert von Am parallel zur Feldstirke ist, so folgt
daraus L A5

dm=—02Fg. (140)

Dieses Resultat 148t sich auf den Fall der Atome mit beliebig vielen
Elektronen ausdehnen. Denn jedes Atom besteht bekanntlich aus einem
Zentralkern mit positiver Ladung und einer Anzahl von ,,Planetelek-
tronen®, welche dieselbe Ladung ¢ == — 4,77-10~1° und Masse m,=9-10~ 28
haben. Sie miissen deshalb, sofern man von ihrer Eigenrotation ab-
sieht, bei Einschaltung eines #duBeren Magnetfeldes ohne Anderung
ihrer relativen Konfiguration als ein festes Ganzes um die Feldrichtung
mit der durch (12¢) bestimmten Winkelgeschwindigkeit prizessieren.
Um das zusitzliche magnetische Moment des ganzen Atoms zu ermitteln,
geniigt es folglich, die oben berechneten Beitrige der einzelnen Elek-
tronen einfach zu addieren. Eine wesentliche Rolle spielen dabei nur
die duferen Elektronen, deren Bahnradius () von der GréBenord-
nung 1078 cm ist. Da diese (mittleren) Bahnradien quadratisch im Aus-
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druck von 4m eintreten, kénnen die inneren Elektronen nur einen ver-
hiltnisméBig kleinen Beitrag zu Am liefern.

Die Eigenrotation der Elektronen kann auf die GroBe des gesamten
induzierten Momentes des Atoms keinen wummittelbaren EinfluB haben
(sie ist in dieser Hinsicht vollkommen einer Bewegung in einer Bahn
von den Eigendimensionen des Elektrons selbst dquivalent). Sie muB
sich aber indirekf ZuBern, und zwar in der durch sie bedingten Stérung
in der Umlaufsbewegung des Elektrons. Diese Storung darf keineswegs
als unwesentlich angesehen werden, besonders bei Anwesenheit eines
duBeren Magnetfeldes. Denn die natiirliche Prizessionsgeschwindig-
keit fiir die Eigenrotation ist zweimal groBer als die Larmorsche. Sofern
die Drehimpulse der Rotations- und der Umlaufsbewegung mitein-
ander fest gekoppelt bleiben, miissen sie um das resultierende Impuls-
moment des Elektrons prizessieren, wihrend das letztere mit einer
,,kompromiBhaften®, zwischen o und 20 liegenden Winkelgeschwindig-
keit um die Feldrichtung prizessiert.

Wir konnen aber auf diese Einzelheiten hier nicht niher eingehen,
denn sie gehéren zur eigentlichen mikroskopischen Theorie, die wir erst
in Bd. III ausfiihrlich behandeln werden. Wir miissen vielmehr schon
damit zufrieden sein, daB die dargelegte quasi-mikroskopische Theorie1)
nicht nur den allgemeinen Charakter der betrachteten Erscheinung,
sondern auch seine GréBenordnung zu bestimmen gestattet.

Was diese Gré8enordnung anbetrifft, so ergibt sich fiir das Ver-

haltnis 5'5“—‘ nach (14¢) mit e @ — 4,8 - 10-19, m — 9 - 10-28, ¢ =3-10%
und 7 © 1078 cm etwa 4 - 10730, Um die GréBenordnung der diamagne-
tischen Suszeptibilitit y eines festen oder fliissigen Koérpers zu bestim-
men, muf3 man diese Zahl noch durch das von einem Atom durchschnitt-
lich eingenommene Volum (etwa 10-23 — 10-2%¢ cm?®) dividieren. Es
ergibt sich dabei — y © 10-% — 10-7, und das ist tatsichlich der Maxi-
malwert der experimentell bestimmten diamagnetischen Suszeptibili-
taten verschiedener Substanzen (abgesehen von einigen Ausnahmefillen).

Wegen dieser Kleinheit der diamagnetischen Suszeptibilitit braucht
man bei ihrer theoretischen Bestimmung den Unterschied zwischen der
effektiven und der totalen (gemittelten) Feldstirke gar nicht zu beriick-

sichtigen. Es ist ebenfalls kaum nétig, die beiden Suszeptibilititen y= —Iﬂj
M
und y =5 (B = H — 47 M) zu unterscheiden, da sie praktisch zusam-
menfallen. Fiir isotrope Kérper kann man also einfach setzen:
M=x9 (15)
mit N -
1L~ gam ST, (152)

1) Sie ist ebenso wie die Theorie des Paramagnetismus zuerst von Langevin
entwickelt worden.
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wo N die Anzahl der Molekiile in der Volumeinheit bedeutet und die
Summe 3’12 auf alle Elektronen, die sich in einem Molekiil befinden,
zu erstrecken ist.

Den Fall diamagnetisch anisotroper Kérper wollen wir nicht disku-
tieren. Es sei bemerkt, dal diese Anisotropie nur von einer bestimmten
Orientierung der Atome herrithren kann, nicht aber von ihrer Wechsel-
wirkung wie im Falle der elektrischen Striktionspolarisation.

3. Paramagnetismus,

Eine solche Orientierung ist selbstverstindlich nur in dem Fall
moglich, wenn die Atome in magnetischer Hinsicht nicht kugelsymme-
trisch sind, d. h. wenn sie ein von Null verschiedenes Moment haben.
In diesem Fall tritt aber neben der diamagnetischen Polarisation noch
eine durch die orientierende Wirkung des Feldes unmittelbar bedingte
paramagnetische Polarisation auf, die sie gewohnlich vollkommen iiber-
deckt. Diese paramagnetische Polarisation 148t sich formal in genau
derselben Weise wie die entsprechende elektrische Orientierungspolari-
sation behandeln. Siehingt in der Tat nicht von den elektromotorischen,
sondern von der ,,pondermotorischen’ Wirkung des Magnetfeldes ab,
d.h. von dem durch dieses Feld ausgeiibten Drehmoment m X $°
(m-resultierendes magnetisches Moment des Atoms, §°-effektive Feld-
starke) oder der entsprechenden potentiellen Energie

W=—m- 9" (16)
Sie muB deshalb im Gegensatz zur diamagnetischen Polarisation eine

positive Richtung — ebenso wie im elektrischen Falle — haben. Seine
GroBe kann man folglich durch die (Langevinsche) Formel

M=Nm <coth a— i)

m EO (16a)
T RT
bestimmen oder ndherungsweise durch die Formel
N m? 1 (Hom\2 0
M= 5779 [1—g5(57) + | (16b)
die sich aus (9a) bzw. (8a) ergeben, wenn man p durch m und &° durch

9O ersetzt.

Es muB dabei beachtet werden, daB diese Identitit der elektrischen
und magnetischen Orientierungspolarisation rein formaler Natur ist und
daf sie ihrem Mechanismus nach voneinander ganz verschieden sind. Wir
haben im vorigen Paragraphen gesehen, daB die elektrische Polarisation
durch das Pendeln der Dipolmolekiile mit geringer Drehungsenergie um
die Feldrichtung entsteht. Das magnetische Feld kann eine solche Pendel-
bewegung nicht bedingen. Seine Tendenz, die magnetischen Atome oder
die einzelnen Magnetonen (Elektronenbahnen) in seine eigene Richtung
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einzustellen, wird durch den gyroskopischen Effekt vollkommen zer-
stort; deshalb entsteht statt der Orientierung eine Prdzessionsbewegung
der Atome um die Feldrichtung. Diese Prizessionsbewegung bedingt
aber, wie wir soeben gezeigt haben, eine diamagnetische Polarisation.
Der sich aus der formalen statistischen Betrachtung ergebende — und
tatsichlich beobachtbare — Orientierungseffekt ist folglich nicht als
direkte Wirkung des Magnetfeldes selbst-anzusehen, sondern ist der
kombinierten Wirkung dieses Feldes und gewisser anderer durch die
Wirmebewegung der Atome oder durch ihre Wirmestrahlung bedingten
Krifte zuzuschreiben. Diese zusidtzlichen Wechselwirkungskrifte spielen
also eine doppelte Rolle: einerseits eine begiinstigende und andererseits
verzogernde, denn mit der Erhohung der Temperatur muf die Orien-
tierungspolarisation nach (16a) und (16b) rasch abnehmen.

Wihrend die elektrische Orientierungspolarisation nur in Gasen und
Fliissigkeiten mit zwei oder mehratomigen Molekiilen stattfindet, kann
die ,,Paramagnetisierung‘‘ ebensogut bei einatomigen Substanzen im
festen Zustand auftreten, wobei ihre Abhingigkeit von der Feldstirke
und der Temperatur durch dieselbe Langevinsche Formel ausgedriickt
wird. Diese Tatsache erkldrt sich dadurch, daB die einzelnen Atome
keine angreifbaren elektrischen Dipolmomente besitzen, und daB die
Molekiile, bei welchen solche Dipolmomente vorhanden sind, in festen
Korpern sich weder drehen noch orientieren kénnen. — Die magneti-
schen Momente dagegen sind schon bei den einzelnen Atomen oder
sogar Elektronen vorhanden ; ihre Orientierung kann deshalb unabhingig
von der chemischen Zusammensetzung und dem Aggregatzustand ent-
stehen.

Wie schon in Bd. I (S. 245) erwihnt wurde, sind die magnetischen
Momente der Atome kleine Vielfache einer ElementargréBe [m| « 10-2°,
Diese Tatsache, die zuerst von Weif experimentell gefunden worden
ist, werden wir in Bd. ITI erkliren. Hier sei nur eine kleine Uberschlags-
rechnung zur Priifung der GroBenordnung angefithrt. — Im Falle
eines Elektrons, welches sich in einer Kreisbahn mit dem Radius 7
um ein festes Zentrum mit der entgegengesetzten Ladung (— ¢) bewegt,
mub die folgende Gleichung gelten:

2

(Zentrifugalkraft) my Z;; (Anziehungskraft).

Es ergibt sich daraus

e v

T2 m

Setzt man hier » © 10-8, was ungefihr den Bahndimensionen der duleren
Elektronen entsprechen muB, so wird mit den iiblichen Werten fiir ¢, ¢
und m:

. e
tm'zﬁrv

|m|«x3-10-20

in Ubereinstimmung mit der Erfahrung.



Magnetostatische Polarisation. 137

Daraus folgt ferner, daB der Sittigungswert von M, d.h. das Pro-
dukt Nm/| die GréBenordnung 102 — 104 haben mufB. Der griBte tat-
sdchlich beobachtete Wert ist gleich etwa 2 - 10 (im Falle von Eisen). —
Bei tiefen Temperaturen kann dieser Sattigungswert schon bei ver-
hiltnismaBig sehr schwachen duBeren Magnetfeldern erreicht werden.
Bei hohen Temperaturen bleibt dagegen die paramagnetische Polari-
sation auch in starken Feldern sehr gering, obwohl doch im allgemeinen
viel groBer als die diamagnetische.

4. Ferromagnetische Erscheinungen.

Bei groBen Werten von M muBl man die effektive Feldstirke HO
von der totalen H und von der magnetischen Erregung B scharf unter-
scheiden. Es ist dabei zu beachten, daB bei den gewéhnlichen experi-
mentellen Bedingungen B mit der duferen Feldstirke zusammenfillt
(vgl.Kap.I, §3). — Will man also nach der Langevinschen Formel (16a) die
Magnetisierung als Funktion dieser duBeren Feldstirke bestimmen, d. h.

- M
die iibliche magnetische Suszeptibilitit y = - berechnen, so muBl man

Ho— H—%" M — B+ °7 M setzen und die Moglichkeit beriicksich-
tigen, daBB M eventuell viel groBer als B ist.

In diesem Fall ist eine direkte Ermittelung von y aus (16a) kaum
moglich, und es ist vorteilhafter, die folgende von Weif eingefiihrte
graphische Methode zu benutzen.

Man zeichnet einerseits die Langevinsche Kurve M = L(a) nach
(16a) und andererseits die ,,Lorentzsche Gerade‘

_ |ml 4n
a=37(B+75 M)
mit a als Abszisse, M als Ordinate und B als willkirlich angebbarem

Parameter.
Der Allgemeinheit halber ersetzen wir den Lorentzschen Koeffi-

zient %ﬁ durch einen zunichst unbestimmten Zahlenkoeffizient s. Es

wird dabei
H=B-+sM (17)
und

M= (%a—B> (17a)

Der Wert von M, welcher einem gegebenen Wert von B und T
entspricht, ergibt sich als die Ordinate des Schnittpunktes der Lange-
vinschen Kurve und der Gerade (17a). Dabei bestimmt die Tempe-
ratur die Neigung dieser Geraden gegen die a-Achse und die Erregung
ihren Schnittpunkt mit der M-Achse (Abb. 5).

Aus dieser graphischen Darstellung lassen sich leicht die folgenden
Schliisse ziehen.
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1. Solange der Neigungskoeffizient der Geraden (17a) i% kleiner
ist als der Neigungskoeffizient —:1,’— Nm der Tangente zur Langevinschen

Kurve im Nullpunkt O [vgl. die asymptotische Formel (16b)], bleibt
die Magnetisierung auch bei B = 0, d. h. bei Verschwinden des duBeren
Feldes von Null verschieden. Die ,kritische Temperatur*, unterhalb
welcher diese remanente Magnetisierung existieren kann, ist folglich
gleich s Nmt

O=5% 1s)
Oberhalb dieser Temperatur kann die Abhingigkeit der Magnetisierung
von der Erregung B (bei kleinen Werten von B) niherungsweise durch
die aus (16b) und (17) folgende Formel

Nm?

M =6 Ly
/UZ-’O — % ._(:- Lo
A

~Bx
K 3
: <
Lo =

Abb. 5.

dargestellt werden. Ersetzt man hier den Koeffizienten s nach (18)

3rO .
durch Nz » SO wird I Nm?B
3k(T—0)"

Bei @ = 0 bekommt man das von Curie experimentell gefundene Ge-
setz M T = konst B. Die kritische Temperatur wird gewéhnlich als
die Curie-Temperatur bezeichnet.

2. Unterhalb der kritischen Temperatur bekommt man fiir den-
selben Wert der Erregung im allgemeinen drei verschiedene Werte der
Magnetisierung, die drei Schnittpunkten der Langevinschen Kurve mit
der Geraden (17a) entsprechen. Um diese Tatsache zu erkliren, stellen
wir uns zunichst vor, daB die Erregung einen sehr groBen positiven
Wert hat, bei welchem der Sittigungszustand erreicht wird. Es gibt
in diesem Falle nur einen Schnittpunkt L. (ebenso wie bei T > @),
und zwar fir M = + Nm = Mp,,. Wenn man nun bei konstanter
Temperatur die Erregung verkleinert, d. h. die Gerade (17a) bei fest-
gehaltener Neigung nach oben verschiebt, bekommt man neben dem
ersten Schnittpunkt, der sich dabei allmihlich nach unten und nach links
verschiebt, einen Berithrungspunkt K’ auf dem negativen Aste der

(18a)
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Kurve. Der entsprechende Schnittpunkt mit dem positiven Ast sei
mit L;; und die Erregung mit B, bezeichnet. Obwohl die ,mathe-
matische Moglichkeit'* besteht, daB die Magnetisierung in diesem Augen-
blick auf die negative Achse iiberspringt, kann sich diese Moglich-
keit offenbar nicht verwirklichen, und bei weiterer Abnahme der
Erregung wird sich die Magnetisierung in einer dhnlichen Weise wie
bisher #ndern, einen positiven Wert beibehaltend, bis man die Rich-
tung der Erregung umkehrt und den negativen Wert B = — B, erreicht.
Bei diesem Werte von B beriihrt die Gerade (17a) den positiven Ast im
Punkte K und schneidet den negativen im Punkte L, die symmetrisch
(beziiglich 0) zu den Punkten K’ und L; liegen. Wenn man die Ei-
regung noch ferner in der negativen Richtung vergréBert, muBl die Magne-
tisierung zu dem negativen Wert, welcher dem Schnittpunkte L}, ent-
spricht, iiberspringen (positive Werte von M sind nicht mehr moglich!)
und schlieBlich den negativen Sittigungswert M = — Nm erreichen.

Nachdem man in umgekehrter Ordnung zur urspriinglichen
positiven Erregung zuriickgekehrt ist, wird man nicht die fritheren
Werte der Magnetisierung bekommen, sondern Werte, die der Strecke
L, — L, — K’ des negativen Astes entsprechen und dann der L, — L,-
Strecke des positiven Astes.

Wir sehen also, daB die Strecken K — K’ zwischen den beiden
Beriihrungspunkten #niemals und die Strecken L, — K und L; — K’
nur ezwmal in der durch die Pfeile angedeuteten Richtung passiert
werden kénnen. Die Ubergangspunkte KK’ sind dabei um so mehr
von dem Nullpunkt O entfernt, je weniger die Neigung der Geraden,
d. h. je tiefer die Temperatur ist.

Wir bekommen folglich fiir die Temperaturen, die unterhalb der
kritischen Temperatur @ liegen, eine teilweise zweideutige Abhingig-
keit der Magnetisierung von der Erregung, "
die durch die Abb. 6 graphisch dargestellt
ist. Diese Kurve ist nichts anderes als eine j;}(/}'——
Schematisierung der in Kap. II, § 7 schon T
angefithrten experimentellen Hysteresiskurve
der ferromagnetischen Substanzen (vgl. Abb. 3).
Die GroBen M; und B, d. h. die remanente (_‘\/'M‘/
Magnetisierung und die sogenannte Koerziti- — -7
vitdt (oder ,koerzitive Kraft') sind dabei ge-
wisse Funktionen der Temperatur, die nach
der graphischen Methode der Abb. 5 leicht bestimmt werden kénnen;
bei Anndherung der Temperatur an den kritischen Punkt streben sie
gegen Null und bei 7 = @ verschwinden sie.

Wir sehen also, daB die am Anfang dieses Paragraphen angefiihrte
Einteilung der positiv magnetisierbaren Kérper in para- und ferromagne-
tische theoretisch nicht zutreffend ist. Wir sollten vielmehr sagen, daf3

l By Bx

Abb. 6.
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die paramagnetischen Koérper in zwei Zustdnden existieren konnen, die
etwa dem gasférmigen und dem fliissigen Aggregatzustand der Materie
entsprechen und die voneinander in einer dhnlichen Weise — durch
eine bestimmte kritische Temperatur — getrennt sind.

Was die GroBenordnung dieser Temperatur anbetrifft, so sollte
man dafiir nach den oben erwihnten Daten fiir Nym| und m| in Ver-
bindung mit dem bekannten Wert der Boltzmannschen Konstante
(2 1,4-10-1%) und bei Benutzung des Loremizschen Wertes fiir

den Koeffizienten s (=é§> etwa @ = 1 Grad (Maximum!) be-

kommen. Tatsichlich aber liegt die kritische Temperatur im Falle von
Eisen und anderer eigentlich ferromagnetischer Koérper zwischen etwa
500 und 1000 Grad (der absoluten Skala). Will man also die dargelegte
Theorie des Ferromagnetismus — oder des ferromagnetischen Zu-
standes — behalten, so mu3 man den Lorentzschen Koeffizienten s etwa
tausendmal vergréfern. P. Weifs, von welchem diese Theorie herriihrt,
hat das sich ergebende zusdtzliche Glied sM in (17) als molekulares
Feld bezeichnet. Es ist aber sicher unmdglich, die GroBe sM bei
s © 1000 als eine wirkliche magnetische Feldstirke zu deuten. Denn
die (gemittelte) totale Feldstirke H = B + 47 M muf} bei verhiltnis-
miBig kleinen Werten von B von der GréBenordnung 13 - M sein. Dies
gibt im Sittigungszustand ungefihr H « 25000, wihrend das We:f-
sche molekulare Feld von der GroBenordnung 107 ist.

Die rein formale Natur des WeiBschen molekularen Feldes folgt
am klarsten aus der Tatsache, daB sich die Suszeptibilitit mancher para-
magnetischer Stoffe (z. B. des Sauerstoffes und einer groBen Anzahl von
Salzen) sehr genau durch die Formel (18a) mit einem negativen Weri
der Konstante @ ausdriickt. Dies entspricht offenbar einem negativen
Wert des Koeffizienten s und folglich einem negativen molekularen Feld.

Die Langevin-Weifische Theorie kann also nur als formal richtig
anerkannt werden; den eigentlichen Mechanismus des duBeren (von
B herrithrenden) und des inneren oder gegenseitigen (durch sM dar-
gestellten) Orientierungseffektes 14Bt sie aber vollkommen ungeklirt.

5. Spontane Magnetisierung.

Nach dieser Theorie sollten die eigentlich ferromagnetischen Kérper
unterhalb ihrer (sehr hohen) kritischen Temperatur immer, d. h. auch
bei Fehlen duBerer magnetischer Kriafte magnetisiert sein. Da aber die
Richtung dieser ,,spontanen‘‘ Magnetisierung ganz unbestimmt bleibt,
so muB sie im allgemeinen nur in verhiltnism#Big kleinen Volumele-
menten (die aber eine groBe, vielleicht auch sehr groBe Anzahl Atome
enthalten) dieselbe Richtung haben. Beim Ubergang von einem solchen
Volumelement zum nichsten kann sich die letzte — in einer stetigen
oder unstetigen Weise — 4ndern. Wenn diese Anderung ganz unregel-
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miBig geschieht, so wird in makroskopisch groBen Raumgebieten keine
resultierende Magnetisierung beobachtet. Es geniigt aber schon ein
sehr schwaches duBeres Feld, um die spontane Magnetisierung in der-
selben Richtung einzustellen, wobei man sofort die fiir die ferromagne-
tischen Korper charakteristische Abh#ingigkeit der resultierenden Magne-
tisierung von der duBeren Feldstirke erhdlt. — Bei magnetisch harten
Korpern wird diese Richtung auch beim Verschwinden des Feldes teil-
weise beibehalten (remanente Magnetisierung); bei magnetisch weichen
Korpern bekommt man dagegen wieder die urspriingliche unregelmiBige
Verteilung der spontanen Magnetisierung, die sich unmittelbar nicht
duBert, obwohl sie bei niedrigen Temperaturen zum Sittigungswert
sehr nahe sein kann.

Thre Verkleinerung bei Erhohung der Temperatur muf3 sich aber
indirekt duBern, und zwar in einem abnorm groB8en Wert der Wirme-
kapazitit des betreffenden Korpers. Diese zusitzliche, durch die Ab-
nahme der spontanen Magnetisierung bedingte ,ferromagnetische
Wirmekapazitit kann man nach der Formel

Ac=cB—cM=~—aiT<—;~sM2> (19)

berechnen, die sich aus der Formel (63a) Kap. IT bei verschwindender
Erregung ergibt. Die Gestalt der Funktion M (T) fiir B = 0 148t sich
leicht graphisch ermitteln (siehe Abb. 5)
und darstellen (Abb. 7). Man bekommt
dabei den gréBten Wert fiir Ac in der Nihe yp
des kritischen Punktes, wo die Magnetisie-
rung am raschesten abnimmt. Bei Ubergang
durch diesen Punkt muB sie aber plétzlich ver-
schwinden, was tatsichlich beobachtet wird ¢ e
(vgl. die schraffierte Kurve in der Abb. 7). Abb. 7.

Diese sprunghafte Anderung der Wirmekapazitit bei T =@ und
B = 0 kann niherungsweise direkt ausgerechnet werden mittels der
etwas fortgesetzten Reihenentwicklung (16b) in Verbindung mit (17)
und (18). Es ergibt sich dabei

M

s

Bs(Nmp_ 5
6 ©® 2

(de)o 2 kN (19a)
in qualitativer Ubereinstimmung mit der Erfahrung.

Auf die Frage nach der Natur der ,,magnetischen Héirte und auf
die weitere Entwicklung der Theorie der ferromagnetischen Korper
koénnen wir hier nicht eingehen. Es sei zum SchluBl bemerkt, dal man
dhnliche Erscheinungen auch im Falle der elektrischen Orientierungs-
polarisation bekommen wiirde, falls die entsprechenden Dipolsubstanzen
unterhalb ihrer ,,elektrischen kritischen Temperatur’ im fliissigen Zu-
stand existieren kénnten. Bei einigen kristallinisch-fliissigen Koérpern,
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deren Molekiile sehr groBe Momente haben, ist das nach Born tat-
sdchlich der Fall. Fir gewohnliche Dipolfliissigkeiten mit Momenten
von der {iblichen GréBenordnung (m « 10-18) bekommt man aber bei

s = 4—; kritische Temperaturen, die unterhalb des Erstarrungspunktes

liegen. Der obige (Loremtzsche) Zahlenwert fiir s wird also im Falle
der elektrischen Polarisation nicht nur durch die Abhingigkeit der
Dielektrizitidtskonstante von der Dichte bestitigt, sondern auch durch
das Fehlen eines ferromagnetisch-dhnlichen Zustandes.

§ 3. Elektrische Polarisation bei harmonisch schwingenden Feldern;
Gyration und optische AKktivitit.

1. Polarisationstensor und Gyrationsvektor.

Die im §1 dargelegte Theorie der Striktionspolarisation 148t sich
sofort auf den Fall eines harmonisch schwingenden elektrischen Feldes
verallgemeinern, wenn man die Molekiile wie quasielastische Oszilla-
toren (oder Systeme von quasielastisch gebundenen Elektronen) be-
handelt. Zur vollkommenen Charakterisierung dieser Oszillatoren
geniigt es, wie im §2, Kap. I gezeigt wurde, neben ihren statischen
Polarisationskoeffizienten ihre Eigenfrequenzen anzugeben. Man muB
dabei den resultierenden statischen Polarisationstensor eines Molekiils 2x
im allgemeinen als die Summe einer Anzahl von elementaren Bestand-
teilen 2« auffassen, die von harmonischen Oszillatoren mit verschiedenen
Eigenfrequenzen v, herrithren. Diese Auffassung ist nicht nur im Falle
mehratomiger Molekiile, wo sie ganz natiirlich erscheint, sondern er-
fahrungsgemiB auch im Falle der einzelnen Atome beizubehalten: man
muB sich also jedes Atom als ein System von harmonischen Oszilla-
toren vorstellen mit den fiir sein Emissions- oder Absorptionsspektrum
charakteristischen Eigenfrequenzen, wobei die Anzahl dieser Ersatz-
oszillatoren mit der Anzahl der im Atom tatsichlich vorhandenen
Elektronen nichts zu tun hat.

Bezeichnet man die Frequenz der durch die effektive Feldstirke ¢

erzwungenen Schwingungen mit » = %, so erhilt man fiir die Kom-

ponenten des elektrischen Momentes eine Formel von der iiblichen
Gestalt [vgl. (1)]

pi =i (v)ER (27)
mit '
_ Y R
oLik('v) - %11 _ 1,727 (208)
vi

nach (8b) Kap.I. Es miissen dabei €° und p als komplexe Vektoren

behandelt werden, die demselben Phasenfaktor e/ —1277¢— gi®t pro-
portional sind.
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Wir wollen zunidchst die Eigenfrequenzen v, als reell ansetzen,
d. h. jegliche Dampfung ausschlieBen und dementsprechend nur solche
erzwungene Schwingungen betrachten, deren Frequenz mit den Eigen-
frequenzen nicht zusammenfillt; das Versagen der Formel (20a) bei
v = v, bedeutet nichts anderes als die Unmaoglichkeit stationirer Schwin-
gungen fiir solche ,,Resonanzstellen’ (sieche unten § 4).

Was die partiellen Polarisationskoeffizienten of® anbetrifft, so
nehmen wir sie als reell und symmetrisch oder im allgemeinen als kom-
plex und konjugiert symmetrisch an im Sinne der Hermiteschen Bedin-
gungen (37a) Kap. III.

Diese Annahme ist prinzipiell notwendig, um die Existenz einer
den gebundenen Elektronen, d.h. den sie vertretenden Ersatzoszilla-
toren zugehorigen elektrischen Energie zu sichern. — Die Komponenten
des resultierenden harmonischen Polarisationstensors o,,(») miissen
folglich auch den Hermiteschen Bedingungen

ol (v) = o, (¥) (21)

geniigen. Wir zerlegen nun diesen Tensor in seinen reellen (symmetri-
schen) und imagindren (antisymmetrischen) Anteil

a () =B+ V= 1y (21a)
und fithren den dem Tensor y,; dquivalenten Vektor g mit den Kom-
ponenten

§1=Ve,» E2=Vs1» E3=V12 (21b)

ein. Dieser Vektor bestimmt die sogenannte Gyration des betreffen-
den Molekiils (s. unten) und wird als Gyrationsvektor bezeichnet. —
Es 1aBt sich dann das induzierte elektrische Moment p nach (20) in
der Gestalt

b6 160 x g 2)
darstellen, oder in koordinatenméifBiger Schreibweise, beziiglich eines

mit den Symmetrieachsen des Tensors 28 zusammenfallenden Achsen-
system:

pr=PHEY+ Y —1(E3gs— ESg,)
m=m@+V—um&—m&w (22a)
753:ﬁ3Eg -+ V* l(E(l)gz'_ Egg1)

Es sei bemerkt, daB die Symmetrieachsen der partiellen Polari-
sationstensoren B = Rof® im allgemeinen voneinander und von den
Symmetrieachsen des resultierenden Tensors 28 verschieden sind. Setzt
man also, entsprechend (20a)

v (22b)
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so muB man unter 8 nicht die Hauptkomponenten der Tensoren 2™,
sondern einfach ihre (&, £)-Komponenten in bezug auf das betrachtete
Koordinatensystem verstehen. Es ist schlieBlich zu beachten, daB
im statischen Falle (v = 0) der Tensor «,; reell und symmetrisch sein
muB. Daraus folgt, daB die Vektoren g® im Gegensatz zu den Ten-
soren 28 von der Frequenz der erzwungenen Schwingungen abhingen
miissen, und zwar in der Weise, daB sie bei » = 0 simtlich verschwinden.
Diese eigentiimliche Abhéngigkeit kann aus der quasielastischen Theorie
der Striktionspolarisation nicht abgeleitet werden, denn nach der
letzteren sollte man immer g* = 0 haben.

Es 1aBt sich zeigen, daB man fiir g¢® von Null verschiedene Werte
bekommt, wenn man die Elektronen nicht als quasielastisch gebunden
behandelt, sondern das wirklische Rutherfordsche Kernatommodell
zugrunde legt und die Stérung betrachtet, welche durch das elektrische
Feld €° in der normalen Umlaufsbewegung der Elektronen bedingt
wird. Wir kénnen auf diese Frage nicht ndher eingehen, da sie auer-
halb des Rahmens der hier dargelegten quasi-mikroskopischen Theorie
liegt. Wir wollen aber beispielsweise einen einfachen Fall untersuchen,
wo neben den phinomenologischen quasielastischen Kriften zusitz-
liche Krifte auf die Elektronen wirken, welche von einem zeitlich
konstanten magnetischen Feld herrtihren. Wegen der durch dieses
Feld bedingten ,,diamagnetischen* Prizessionsbewegung bekommt
man dabei, solange die Frequenz » von Null verschieden bleibt, nicht
verschwindende Werte fiir die Vektoren g®.

2. Die durch ein zusitzliches magnetisches Feld bedingte
Gyration,

Der Einfachheit halber stellen wir uns einen isotropen harmo-
nischen Oszillator vor, welcher aus einem quasielastisch gebundenen
Elektron mit der Ladung ¢ und der Masse # und einer zweiten im Mittel-
punkt O festgehaltenen Ladung — e besteht. Die Bewegung dieses
Elektrons unter kombinierter Wirkung der harmonisch schwingenden
elektrischen Feldstirke €° und der zeitlich und ridumlich konstanten
magnetischen Feldstirke §° geschieht nach der folgenden Gleichung

d2y e
Mg+ hkr=2eC"+ 0 X §°, (23)
wo k = mwf = 4nxvim den Bindungsfaktor und v, die Eigenfrequenz
bedeutet (vgl. [6] § 2 Kap. I); t ist der Radiusvektor des Elektrons
beziiglich O und p = % — seine Geschwindigkeit.

Fiihrt man in (23) statt ¢ das Dipolmoment des betrachteten Oszil-
lators p = et ein, so wird

dz ap
a totp = @+ (G < 9°)
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oder da p ~ €% ist (w = 27)
(w%——wz)p=%@°+%px®0. (i=7y-—-1) (23a)
Um den EinfluB des magnetischen Feldes in erster Naherung zu be-

stimmen, setzten wir auf der rechten Seite von (23a) fiir p den Ausdruck
0
L ein, der sich daraus in nullter Ndherung, d. h. bei H° =0
“m(wf — o?)
ergibt. Dies gibt als erste Naherung
e2 0 iwe?
b= m(wi — w?) + cm? (w3 — wi)?

€0 x §o. (23b)
Diese Formel stimmt mit der allgemeinen Formel (22) iiberein,

wenn man &2

ﬂik = 62'19 m(w%iﬁj (24)
und
wer§HO
3= (o} — i (242)
setzt. Diese letzte Formel kann man auch in der Gestalt
28w
g= '(;g'i’wz‘ 0 (24b)
schreiben, wo
e
0=g,m®’

die Winkelgeschwindigkeit der Larmorprizession bedeutet. Wie zu
erwarten war, verschwindet g bei w =0.

Die betrachtete Wirkung des magnetischen Feldes #dufBlert sich,
wie wir im folgenden Kapitel zeigen werden, in der Drehung der Polarisa-
tionsebene des Lichtes, welches sich im betreffenden Korper parallel
zu den magnetischen Kraftlinien fortpflanzt (der sogenannte Faraday-
effekt). Da sie von der effektiven Feldstirke abhingt, so bietet sie
eine neue Moglichkeit, auf einem rein optischen Wege die durch die
Weifsche Theorie des Ferromagnetismus verlangten Werte des ,,mole-
kularen Feldes* zu priifen. Es ergeben sich dabei fiir ferromagnetische
Korper tatsdchlich dieselben ungeheuren Werte von H® (= B +sM).

Man muB aber darauf achten, daB3 dieser Effekt in einer ganz ver-
schiedenen Weise entstehen kann, und zwar nicht durch eine auBer-
ordentlich rasche Prizessionsbewegung und die damit verkniipfte
diamagnetische Polarisation, sondern durch die orientierende ,,para-
magnetische Wirkung des Magnetfeldes. Es muB3 dabei angenommen
werden, daB auch bei Fehlen des letzteren die Atome (oder Molekiile)
feste Gyrationsvektoren besitzen, die ihren natiirlichen magnetischen
Momenten parallel sind. Man bekommt dabei fiir den statistischen
Mittelwert von g oder die auf die Volumeinheit bezogene Gyration

®=N[g] 25)

Frenkel, Elektrodynamik II. 10
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eine Formel derselben Gestalt wie fiir die magnetische Polarisation
M = N [m], so daBl man einfach

= n%\&m (25a)
setzen kann.

Eine solche Orientierung der Gyrationsvektoren kann auch durch
ein zusitzliches, geniigend starkes elektrisches Feld bedingt werden,
falls die Molekiile des betreffenden fliissigen oder gasformigen Kérpers
feste Dipolmomente mit dazu parallelen Gyrationsvektoren besitzen.

Um die Abhingigkeit der elektrischen Polarisation von der totalen
(harmonisch schwingenden) Feldstirke @ nach (22) zu bestimmen,
multiplizieren wir diese Gleichung mit N, und ersetzen E° durch die

Summe € —}—%zﬂs Es ergibt sich dabei im einfachsten Falle, wenn

der Tensor %8 sich auf einen Skalar § reduziert:
P=Np(E+TR)+i(C+ B)x .

Diese Gleichung kann man niherungsweise lésen, indem man in das
zweite Glied auf der rechten Seite den Wert von P einsetzt, welcher
G =0 entspricht. Nun gilt bekanntlich in diesem Fall [vgl. (3a)
und (3b)]:

Ng

P=xC, x= -, . (26)
1-S7NB
Wir bekommen folglich in erster Anniherung
)
P=xE+1 471’@)(@'
1~
d. h.
PG i (262)
(1= )

Ein Korper der betrachteten Art, d.h. mit einer von Null verschie-
denen Gyration @, wollen wir als ,,gyrotrop’ bezeichnen, um ihn von
den gewdhnlichen isotropen und anisotropen Kérpern zu unterscheiden.
Ein Koérper kann selbstverstandlich gleichzeitig anisotrop und gyrotrop
sein. Diesen allgemeinen Fall wollen wir aber nicht niher betrachten.

3. Die durch ein zusitzliches elektrisches Feld bedingte
optische Anisotropie.

Ebenso wie die Gyrotropie kann auch die Anisotropie bei Fliissig-
keiten und Gasen durch duBlere Einwirkungen, speziell durch zusitz-
liche statische Felder bedingt werden. Eine solche kiinstliche An-



Elektrische Polarisation bei harmonisch schwingenden Feldern. 147

isotropie beziiglich der schnellen Lichtschwingungen erreicht man
z. B. durch Einschalten eines starken zusitzlichen elektrostatischen
Feldes (Kerr-Effekt). Wenn die Frequenz » hoch genug ist, und die
Feldstirke E° sehr schwach im Vergleich zu der zusitzlichen zeitlich
konstanten Feldstirke @, muB die Orientierung der Molekiile aus-
schlieBlich durch die letztere bedingt werden (s. unten). Wir nehmen
an, daB die Molekiile eine Rotationssymmetrie um ihre ,,erste’ Achse
besitzen. Die Hauptkomponenten des Polarisationstensors %8 fiir die
dazu senkrechten Richtungen miissen folglich denselben Wert 8, = f,
haben. Wir wollen nun die statistischen Mittelwerte seiner Kompo-
nenten fiir die raumfeste Richtung des Vektors § (B1,) und fiir die dazu
senkrechten Richtungen (By,) bestimmen?). Dabei betrachten wir
die potentielle Energie der Molekiile W als eine bekannte Funktion
ihrer Orientierung, d.h. des Winkels @ zwischen ihrer Figurenachse
und ¥.

Wir fiihren fiir einen Augenblick die Winkelkosinus y,;; zwischen
den mit einem Molekiil verbundenen und den raumfesten Achsen ein.
Dann lassen sich die neuen (raumfesten) Komponenten von 28 folgender-
maBen ausdriicken

1%1: %1%'71'17“/3“:7%1]51 + (7§1+7§1) 5227%1 (Br—B2) + B2
ﬂé2:§§yi27k2ﬂik=7%2ﬂl + (7%2+7§2) 5227%2(51—.52) +B;-

Es gilt ferner fiir die statistischen (oder auch geometrischen) Mittel-
werte

(] =DA] = 5 D+ sl =5 (1= 8
und folglich, mit Ricksicht auf y,,=cos &,
[Bii]=B:+ (B —Ba) [c0s? O] |
[Bosl = o+ (1) 5 [5in°6] |

Fiir den Mittelwert von cos? @ hat man die iibliche Formel

(27)

-

———  cost@e¢ kT

[cos? O] = == "
b .

[vgl. (8) §1]. Man bekommt daraus im Falle von Dipolmolekiilen

pF
(W = — = CoS @>
2
cosz@+——; a2cost® +- .- 1,+“

57 10 F
EURAS s )
1+Ea2cosz@+--- I+E—

1) Die hier dargelegte Theorie stammt von P. Langevin.
10*
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d. h. in erster Anndherung

l F
[cosz @} ( + iz <:T> ) (27a)
und im Falle von nichtpolaren Molekiilen mit den statischen Polari-
sationskoeffizienten a,, oy = oz [W = — 3 F2 (g + (0t — &) c05260),
vgl. (10b) §1]:
1 b
[ - _.l,_
pvey B LR _ (o — ag) F%
{COS @]_ 1+bcost® 1+b (b_ 2T )’
3
d. h.
— 2 _ F2
[cos? 6] = (14 2l k“;)w). (27b)
Die mlt N multiplizierten Gré8en (27) sind glelch P + 2 bzw.
'?[f —1 , wo &, e, die Hauptdielektrizititskonstanten des betrach-
g+ 2 T2 P

teten Korpers fiir die E °-Schwingungen bedeuten.

4. EinfluB der magnetischen Schwingungen auf die
elektrische Polarisation.

Wegen der Kleinheit der diamagnetischen Polarisation kann man
sie bei Betrachtung schneller elektromagnetischer Schwingungen ganz
auBer acht lassen.

Es ist aber zu beachten, daB die elektrischen und magnetischen
Schwingungen niemals getrennt stattfinden kénnen, sondern sich immer
gegenseitig induzieren. In der Wellenzone, d. h. in groBer Entfernung
von ihrer gemeinsamen Quelle, haben die elektrische und magne-
tische Feldstirke bekanntlich genau denselben Betrag und eine zu-
einander und zur Wellennormale senkrechte Richtung. Aber auch in
diesem Fall bleibt der Beitrag der magnetischen Krifte zur elektrischen
Polarisation, ebenso wie die diamagnetische Polarisation, welche
strenggenommen ebenfalls von den elektrischen Kriften herriihrt,
verschwindend klein im Vergleich mit dem unmittelbaren Striktions-
effekt (,statischer Induktionseffekt’) der letzteren.

Die Bewegung eines freien Elektrons im elektromagnetischen Felde
ebener Lichtwellen haben wir im ersten Bande (S. 341) ausfiihrlich
untersucht. Die Wirkung des magnetischen Feldes besteht haupt-
sichlich, wie dort gezeigt wurde, in der Erzeugung des Lichtdruckes,
der eine fortschreitende Bewegung des Elektrons bedingt. Im Falle
eines gebundenen Elektrons kann eine solche Bewegung nicht statt-
finden und wird durch eine zusétzliche longitudinale Verschiebung
ersetzt. Diese Verschiebung muB offenbar zur transversalen, durch
die elektrische Kraft allein bedingten Verschiebung im Verhiltnis der
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magnetischen Kraft % X © zur elektrischen stehen, d. h. im Verhiltnis

der durch die letztere bedingten Geschwindigkeit v zur Lichtgeschwindig-
keit. Bei den gewdhnlichen Bedingungen bleibt aber dieses Verhiltnis
verschwindend klein.

Zur Prizisierung der angefiihrten Uberlegungen wollen wir noch
die Bewegungsgleichung (23) fiir den betrachteten Fall (§ = nX€,
n — Wellennormale) nidherungsweise integrieren (den Index ¢ lassen
wir fort). Zu diesem Zwecke setzen wir wieder im zweiten Gliede auf
der rechten Seite fiir b denjenigen Ausdruck ein, welcher sich bei Weg-

iwe®
m (w03 — w?)
Setzt man w, als reell voraus und € proportional zu cos w?, so wird

v= 2% sinwt
A Rt

wo €’ die reelle Amplitude von € bedeutet, und folglich nach (23)

a2y 5 e e2w .
g — s A 114 ’
gatogr=_ € coswi+ 2wt wz)@ X mXE)coswisinwt

lassung dieses Gliedes ergibt, d. h. den reellen Anteil von

oder wegen n-€’' =0
d2y¢
ar

—}—w%r:%@’coswt+é—cﬁ:mnE'2sin2wt. (28)

Da diese Gleichung linear ist, so setzt sich ihre Lésung (beim Fehlen
von freien Schwingungen) aus zwei Anteilen zusammen, die den durch
die zwei Glieder auf der rechten Seite dargestellten Kriften entsprechen.
Den ersten Anteil brauchen wir nicht zu betrachten. Fiir den zweiten
At bekommen wir in der iiblichen Weise (mittels des Ansatzes

At ~sin 2 wi)
e2onkE’? .
Ar:ZVChZé—(_wg—:a—)T)z sm 2wt . (283)
Diese zusitzliche longitudinale Verschiebung hat also eine doppelte
Frequenz, sie kann sich deshalb in den optischen Erscheinungen, wie
wir spiter sehen werden, gar nicht duBern. Es ist ferner interessant, zu
bemerken, daB ihr Mittelwert verschwindet und nicht positiv ist, wie
zu erwarten war. Dies entspricht dem Verschwinden des mittleren

Lichtdrucks bei fehlender Dimpfung (s. unten § 4).

3. EinfluB der ridumlichen Periodizitit des elektrischen
Feldes; optische Aktivitit.

Obwohl die Wellenlidngen des sichtbaren Lichtes viel groSer sind als
die Molekiilabmessungen, ist es doch in einigen Fillen notwendig,
neben ihrer zeitlichen Periodizitit auch ihre rZumliche Periodizitit —
oder eher die dadurch bedingte Inhomogenitit des effektiven elektri-
schen Feldes — zu beriicksichtigen. Diese Inhomogenitit hat die Tat-
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sache zur Folge, daB3 die Atome, aus welchen das betrachtete Molekiil
aufgebaut ist, zwar mit derselben Frequenz, aber mit etwas verschie-
denen Phasen schwingen.

Bezeichnet man die duBlere (oder effektive) Feldstirke im Mittel-
punkt O eines Molekiils mit §°, so kann man ihren Wert im Mittel-
punkt eines Atoms A mit dem Radiusvektor 1* durch €= E°
+ (x24) €° bestimmen. Man erhilt dabei, wenn man die Wechsehwirkung
der Atome auper acht lift, den folgenden Ausdruck fiir das induzierte
Dipolmoment des ganzen Molekiils

p= Yot 6+ Yoo (1°F) 6, (29)

wo o8 die Polarisationskoeffizienten der éinzelnen Atome bedeuten.
Bei Beriicksichtigung der erwidhnten Wechselwirkung muB man
zur duBeren Feldstirke §e noch die von den iibrigen Atomen herriih-
renden Feldstirken @e® (b =1,2...) hinzufiigen. Diese driicken

sich durch die entsprechenden Momente $® nach der Formel
1

G0 = - (3, (R %) — ), (299)
aus, wo R, = ¢ —1y> den Vektor B4 und Ry, den entsprechenden

Einheitsvektor bedeuten (vgl. Bd. I, S. 85). Durch Einsetzen dieser
Ausdriicke in die Formeln

6 — 0 §8 = go [E°+(t“l7)E°+g@“b] (29b)
bfa

bekommen wir ein Gleichungssystem zur Bestimmung der Momente
der einzelnen Atome, wobei sich fiir das resultierende Moment des
Molekiils ein Ausdruck von der Gestalt

dEP

i’i:aikEl(z-’_ailex’; (29¢)
ergibt. Die Koeffizienten o;; bilden den uns schon bekannten Polari-
sationstensor des Molekiils. Dazu tritt aber noch ein zweiter, fiir das
letztere charakteristischer, Tensor dritten Ranges mit den Komponen-
ten oy ;.

Er bestimmt nach M. Born die sogenannte ,,optische Aktivitdt*
des betreffenden Korpers, die sich in einer Drehung der Polarisations-
ebene des durchgehenden Lichtes duBert (s. unten Kap. IV §3).

Im Falle ebener Wellen hat man

GO ~ 62::';(1'35_11;1:) ’ (30)

wo A die Wellenlinge und n die Wellennormale bedeuten. Es wird
dabei

— 2, B (30a)
und folglich nach (29c¢) .
i’i:“ikEg_%qz“iklnkE?' (30b)
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Wenn es sich um einen amorphen (fliissigen oder gasformigen) Kérper
handelt, dessen Molekiile vollkommen regellos orientiert sind, mufB
man zur Berechnung der Polarisation den geometrischen Mittelwert
von (30a) bilden. Der Mittelwert von o;; reduziert sich bekanntlich

beim Fehlen der Gyration auf %(au + otget Otgg) O;p= ot §;;. Fiir den

Mittelwert von «,;; bekommt man, wie leicht zu zeigen ist, das Produkt
eines invarianten Skalars y mit dem antisymmetrischen Einheitstensor
dritten Ranges §,,,, dessen Komponenten sich durch die Bedin-
gungen

O123=1, Oy =—0ps1="0r1s

bestimmen lassen. Sie sind also gleich 4+ 1, wenn alle drei Indizes ver-
schieden sind und Null, wenn zwei von ihnen zusammenfallen?).

Die Summe 6;z;#%5, E? = ny E$—n, EJ stellt die erste Kompo-
nente des Vektors nXE°® dar. Die der Formel (30a) entsprechende
Polarisation ist folglich gleich

B =NE+iExT (31)
oder [vgl. (26)]
exr
PB=xC+i —T— (31a)
-t
wo
r=%,Nu (31b)
ist.

Der Vektor I spielt hier dieselbe Rolle wie die dem antisymmetri-
schen (imagindren) Anteil des Tensors a,; entsprechende Gyration ®.
Es besteht aber zwischen ihnen der wichtige Unterschied, daB & ein
fester, von der Richtung der Lichtstrahlen unabhingiger Vektor ist,
wihrend der ,,Aktivititsvektor' I" der Wellennormale parallel bleiben
muB, falls er iiberhaupt von Null verschieden ist. Es sei bemerkt,
daB, wenn man den Mittelwert von p aus (29c) bestimmt, bekommt
man einfach

p = B0+ y rot € (32)
und folglich
47
iﬁz%(&qharot((&—l—?%) (32a)
N ‘
mit a= Zn — . Diese Formel ist allgemeiner als (31a), denn sie
1—---Ng
3

1Bt sich auf beliebige Wellenvorginge anwenden.
Falls wir bei der Berechnung des elektrischen Momentes der Molekiile
auch die Grofen zweiter und héherer Ordnung in den Koordinaten der

1) Vgl. C. G. Darwin: Optical Constants of Matter.
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Atome (in bezug auf den Mittelpunkt O) beriicksichtigen wollten,
wiirden wir fiir p; eine Reihe von der Form

dEp ®Ep
PizazkElg"f'“ile,ﬁz""%mmaj;‘Th* (33)

bekommen [vgl. Ende des §9, Kap. I]. Wegen der Gleichung
1 82 @0 .

l72@0_[2 a’t’z' *—0;
d. h.
0t EL 4n® -,

lassen sich aber alle hoheren Glieder dieser Reihe (wenn man die Mittel-
werte der Polarisationskoeffizienten fiir verschiedene Orientierungen
der Molekiile nimmt), auf die ersten zwei reduzieren. Wir erhalten
rolglich auf diese Weise keine Verallgemeinerung der oben gefundenen
Resultate.

§ 4. Elektrische Dampfung.

1. Formale Theorie der Dampfung und ihr EinfluB auf
den elektrischen Polarisationstensor fiir harmonische
Schwingungen.

Wir haben im vorigen Paragraphen die Molekiile als Systeme von
Oszillatoren aufgefalt, die ungeddmpfte harmonische Schwingungen von
bestimmten Eigenfrequenzen ausfithren kénnen. Diese freien Schwin-
gungen haben wir aber auBler acht gelassen und nur die mit der
duBeren Feldstirke synchronen oder ,kohidrenten Anteile der er-
zwungenen Schwingungen betrachtet. Das vollstindige elektrische
Moment eines isotropen harmonischen Oszillators, der sich unter der
Wirkung einer effektiven elektrischen Feldstirke € ~ &8¢ (w = 27v)
befindet, setzt sich aber bekanntlich zusammen aus dem erwihnten

kohirenten Anteile
2

P @i =)

(34)

fnach (23b)] und einem von den freien Schwingungen herriihrenden
Anteile
p = diwet - plleTiwet (84a)

wo die komplexen Amplituden p;, P, sich im allgemeinen aus den
Anfangsbedingungen bestimmen lassen.

Um die eventuell vorhandene Dampfung dieser freien Schwin-
gungen zu beriicksichtigen, geniigt es, die in (34a) auftretenden Eigen-
frequenzen -+ w, durch komplexe Zahlen

+ o +i0”
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mit einem positiven imaginiren Anteil w” > 0 zu ersetzen. Man muB
dementsprechend in (34) w, ebenfalls durch eine komplexe Zahl ersetzen,
aber wie leicht einzusehen ist, #icht durch dieselbe, sondern durch eine
andere Zahl, die von der Frequenz der erzwungenen Schwingungen ()
in einer von dem Mechanismus der Dimpfung bestimmten Weise ab-
hingt und bei w = 0 reell wird.

Wir stellen uns z. B. vor, daB} das isotrop und quasielastisch gebun-
dene Elektron eine seiner Geschwindigkeit proportionale Reibungs-
kraft —9p (¢ > 0) erfihrt. Dann lautet seine Bewegungsgleichung
folgendermafen [vgl. (23) § 3]:

d2y dr
mﬁ—l—ﬁ-ﬁ+kr=e@. (35)
Bei E =0 bekommt man daraus mit dem Ansatz 1~ ¢t die

,,charakteristische** Gleichung

— mw? - idw +kE=0
oder wenn man hier
ow=w +i0"

einsetzt
—m(w?—w"?) =90 +Ek+i(—2mo' v’ +F0)=0.

Es wird also "

o'= I (35a)
und

do” |k k 92

12 o2 YO =Y
w =ow m +m“~m 4m?2’

d. h.

of = £ Jof —o |

it 0, :-V—'EL- J (35b)

Es bedeutet hier w,, wie frither, diejenige Frequenz der freien Schwin-
gungen, die sich beim Fehlen der Diampfung (f = 0) ergeben wiirde.
Die Losung von (35) stellt sich also bei E == 0 folgendermaBen dar,
wenn man statt t das Moment des Oszillators p = et einfiihrt:
®
p e p; 3_27;1’ et V;L{%:_Z;;ﬁt + ﬁ;l g_ZJ;ﬂte—iVm%—-w”z t:
wo p, und p; zwei unabhingige konstante Vektoren sind. Wenn man
diese Vektoren als komplexe GréBen auffaBt, kann man ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit den einen von ihnen, z. B. den zweiten gleich
Null setzen. Man bekommt dabei
p=jpyetio ="t (35¢)

Bei Anwesenheit der duBeren Feldstirke ergibt sich fiir den synchronen
Anteil von t die Gleichung

(—me?+-ido+ k) r=1eC.



154 Quasi-mikroskopische Theorie der elektromagnetischen Eigenschaften.

Der entsprechende Anteil des elektrischen Momentes 148t sich folglich
nach (35a) und (35b) in der Gestalt
A
P = ol — ot + 2i00”)

(36)

schreiben, oder wenn man die komplexe Amplitude von € einfiihrt
(€ = €, et

2,6t (G120}

mY (0f — )2+ 4w?e’’?’

p:::

(36a)

wo ¢ die Phasenverschiebung von p gegen € bedeutet. Diese Phasen-
verschiebung ist durch die Gleichung

2 ww”

tgp=—

22
o} --w

(36b)

bestimmt und im Resonanzfall (0 = wy) wird sie gleich 7—;— Die ent-
sprechende maximale Amplitude ist

32|@0L_ £2

2mwe”’ @9 0"

(36¢)

Pmax =

Wir miissen den Umstand betonen, daB die Resonanzfrequenz

2—“;=2%‘;’= vo von dev Dimpfung unabhingig und folglich von der tat-

7

sdchlichen Frequenz der freien geddmpften Schwingungen%ver—
schieden ist.

Die allgemeine Losung der Schwingungsgleichung (35) driickt sich
durch die Summe von (35¢) und (36) aus. Da aber der erste kohirente
Anteil von p mit der Zeit exponentiell abklingt, kann man ihn, wenn
die Dimpfung grof gemug ist, auBer acht lassen, wie wir es im vorigen
Paragraphen tatsichlich getan haben.

Um die allgemeine Formel (20a), welche die Frequenzabhingigkeit
des Polarisationstensors eines Molekiils bestimmt, auf den Fall ge-
ddmpfter Schwingungen auszudehnen, wollen wir zunichst statt der
statischen Polarisationskoeffizienten «® neue dimensionslose Zahlen-

koeffizienten /&%, nach der Formel,

= ot (37)
einfihren. Es wird dann bei Beriicksichtigung der Dampfung
o2 )
%k (V) =g am Z;’hz‘*: e f: Siver’ (37a)

wobei v, =ﬁ wie frither als die Eigenfrequenz cder besser als die

’”

Resonanzfrequenz und vy = ;’—n als die Dampfungsfrequenz oder der

Dimpfungsdekrement des entsprechenden Ersatzoszillators bezeichnet
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werden mag. — Es sei bemerkt, daB3 diese GréBen in dem Fall eines
anisotropen Oszillators verschiedene Werte fiir die drei Grundschwin-
gungen des letzteren haben miissen. Es ist deshalb zweckmiBig, lineare
Ersatzoszillatoren zu benutzen, die nur in einer Richtung schwingen
konnen, d. h. einen riumlichen Oszillator durch drei lineare zu ersetzen.

Zerlegt man den Polarisationskoeffizienten «;;, in seinen reellen und
imagindren Anteil, so wird

%= Bix— 1Y i
¢ (v; =) i,
ﬂik*l}iﬁn Z(v‘;’,—iz)z + 4v2yi2e. (37b)
—_— e 7 290y fh J
7“"_47127}%4-/ (v% — v2)2 4 49292

Die Koeffizienten f{, haben in dem Falle eines isotropen Oszillators

eine sehr anschauliche Bedeutung. Und zwar kann man dabei die Zahl
W =318 = 3/8 =3f% als die Anzahl der in einem Molekiil isotrop
und quasielastisch gebundenen Elektronen mit der Ladung e, der Massem
und der Eigenfrequenz v, behandeln. Diese Deutung braucht selbst-
verstindlich nicht physikalisch zutreffend zu sein. Man erhilt aber in
manchen Fillen auf Grund der optischen Messungen sehr verniinftige
Werte fiir f, die mit den chemischen Daten tiber die Anzahl der valenten
Elektronen in den einzelnen Atomen genau oder ndherungsweise iiber-
einstimmen. Dies bezieht sich auf das sichtbare Spektralgebiet. Fiir
solche Substanzen, die Resonanzlinien v, im fernen Ultrarot besitzen,
erhdlt man gute Werte fiir f®, wenn man die Elektronen durch die
entsprechenden Ionen mit derselben (oder doppelten usw. je nach der
Valenz) Ladung und einer viel groBeren Masse ersetzt.

Es sei bemerkt, daB die Koeffizienten g die Dispersion der be-
treffenden Substanz, d.h. die Abhingigkeit der Geschwindigkeit der
Wellen von der Schwingungsfrequenz (v), wihrend die Koeffizienten y
ihre Dampfung oder Absorption bestimmen (s. unten). Die Dampfung
ist bekanntlich mit einer Wdirmeentwicklung verkntipft. Obwohl diese
Wiérmeentwicklung schon oben (Kap. II, § 5) in einer ganz allgemeinen
Form behandelt wurde, wollen wir sie — oder vielmehr den ihr ent-
sprechenden elementaren Effekt — in dem einfachen Beispiel eines
isotropen Oszillators etwas ausfiihrlicher betrachten.

Nach (36), (36a) und (36b) kann man in diesem Fall schreiben

E=E, e, p=a€, a=a|e 7 =0—1iy
B=lalcos g, y=a|sing, [T
‘ ‘ mY(w — w?)+40?0”? (- (38)
== wi—o L S
T om (0 — 0P dete”?’ 7T m (w2 — 22+ 420’2

Die auf den Oszillator pro Zeiteinheit durchschnittlich aufgewandte
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Arbeit driickt sich bekanntlich [vgl. Kap. 11, (41)] durch die Formel
L= R (c* %)= S R(i0C* p)

aus, d. h. nach (38) mit Riicksicht auf die Beziehung Er— %E?,:

I:-;—wEooposin(p———g—yEﬁzwa2. (38a)
In der Resonanzstelle (w = w,) erhilt sie den Maximalwert
2 E2 o2 -
Loz = g =9 £ (38b)

der sich merkwiirdigerweise um so groBer ergibt, je kleiner die

Diampfung ist.
Tragt man die L- oder die
4 y-Werte als Ordinaten und die ent-
sprechenden w-Werte als Abszissen
auf, so bekommt man eine soge-
nannte ,,Resonanzkurve* (Abb. 8),
die desto steiler von ihrem Hohepunkt
abfillt, je hoher dieser Punkt liegt.
In der Nihe der Resonanzstelle,
>w d. h. bei |w— w,| <€ w, kann man
niherungsweise
Abb. 8. Resonanzkurve.
(W —w})2 == 4 0 (0 — )2
und e2ey” 1 1
r= 2mwy 0%+ (0 — w,)? = Vmax 1422 (39)
setzen mit den Abkiirzungen ymax = QTj’ZF’ we: r und x = wa—),fgﬁ .

Definiert man die Halbwertsbreite der Resonanzkurve Aw als den
horizontalen Abstand zwischen den auf der Mittelhshe liegenden Punk-
ten, so wird nach der obigen Formel

do=20"= "> (30a)
m

Der Flacheninhalt der ganzen Resonanzkurve 148t sich dabei mit ge-

niigender Niherung durch das Integral
+ o0
dw J‘ dx2 T’ et et
Ymax” | 772 = Ymax” o’ 1+2" 2mw,0”  2mao,

— 0 — o0

(39b)

darstellen. Sie ist also von der Schirfe der Resonanz %) unab-
hingig.

In der Abb.9 ist die der y(w)-Kurve entsprechende f(w)-Kurve
angegeben. Thre Gestalt in der Ndhe der Resonanzstelle wird niherungs-
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weise durch die Gleichung
X
ﬁ:"—yx:—ymaxl_i_xz

bestimmt. Die Extremalwerte von f# liegen in einem Abstand
voneinander, der ungefihr mit der Halbwertsbreite iibereinstimmt.
Zur Unterscheidung der beiden Resonanzkurven bezeichnet man ge-
wohnlich die f(w)-Kurve als die Dispersionskurve und die y (w)-Kurve
als die Absorptionskurve. Wie wir im folgenden Kapitel sehen wer-
den, bestimmt die erste die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elek-
tromagnetischen Wellen oder genauer P,
ihrer Phasen in materiellen Korpern,
und die zweite ihre Absorption, d. h.
die Verminderung ihrer Energie. Die

letztere muB3 dabei, wie schon erwihnt w
wurde in mechanische und schlieBlich
in Wirmeenergie iibergehen.

Der Mechanismus dieses Ubergangs Abb. 0.
ist aufs innigste mit dem Mechanismus
des ganzen Dimpfungsvorgangs verbunden, d. h. mit der Natur
der in den obigen Uberlegungen in einer rein formalen Weise ein-

gefiihrten Reibungskraft. Wie kann man sich nun den Ursprung einer
solchen Kraft vorstellen ?

2. Strahlungsdampfung.

Die einfachste und universellste Kraft dieser Art ist die uns schon
bekannte Plancksche Strahlungsdimpfung (Bd. 1, S.210)

2 e di¢
I=3aam: (40)

Im Falle des kohdrenten Anteiles der erzwungenen harmonischen

Schwingungen (r ~¢'®!, ®=2n7) kann man diese Kraft als eine
dr

gewohnliche der Geschwindigkeit » = - proportionale Reibungskraft

f=—2d0 (40a)

darstellen mit einem von der Schwingungsfrequenz abhingigen Koeffi-

zienten
8nZyp2e?

=5 (40b)

Dies entspricht nach (35a) dem folgenden Wert fiir die ,, Dampfungs-
" w//

frequenz‘ v = o
;e 2me2v2 mavw 4
3¢ A (40¢)

2 et . s e .
Wo a = 4 ;75 den ,,Radius‘‘ des Elektrons im Sinne der gewohnlichen
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elektromagnetischen Theorie des Masse (Bd. I, S. 201) und A= f:;» die der

Frequenz v zugehorige Wellenlinge bedeutet.

Fiir gewohnliches Licht ist A von der GroéBenordnung 10-8 cm,
wahrend a etwa 1013 cm betrigt. Wir sehen also, daB die Strahlungs-
dimpfung einer auBerordentlich schmalen Resonanzkurve mit einem

2v”

sehr hohen Maximum entspricht (relative Breite %(2 =-,-2 10'8) .
0

Es fragt sich nun: in welche Energieform und in welcher Weise die
elektromagnetische Energie infolge der Strahlungsdimpfung um-
gewandelt wird? Diese Frage ist nicht so einfach zu beantworten, wie
es im ersten Augenblick scheinen kann. Denn nach unserer urspriing-
lichen Annahme sind die erzwungenen Schwingungen des Oszillators
wegen der Abklingung des inkohirenten Anteils als streng stationdr an-
zusehen. Thre Energie, d. h. die Summe der kinetischen und der poten-
tiellen Energie des Elektrons beziiglich des als fest gedachten An-
ziehungszentrums O, muB folglich konstant bleiben. Um also einen
Widerspruch mit dem Energieprinzip zu vermeiden, ist es notwendig,
die letzte Voraussetzung fallen zu lassen und sich vorzustellen, daB
die elektromagnetische Energie in die kinetische Energie der fortschrei-
tenden Bewegung des Oszillators als Ganzen dibergeht. Der entsprechende
Mechanismus ist offenbar in dem durch die elektromagnetischen Wellen
ausgetiibten ,,Lichtdruck’ zu sehen. Wir haben zwar in unserer Aus-
gangsgleichung (35) nur die elektrische Feldstirke eingefiihrt, aber,
wie schon manchmal angedeutet wurde, muf3 ein harmonisch schwin-
gendes elektrisches Feld immer von einem synchron schwingenden
magnetischen Feld begleitet werden. Die vollstindige Bewegungs-
gleichung des Oszillators bei Berticksichtigung der Strahlungsdimpfung
und der magnetischen Feldstirke hat die folgende Gestalt [vgl. die

Formel (23)]:
a2y 2 e d3y e
M — g sas TRr=eC+—-0x9. (41)

Um den Mittelwert der durch das letzte Glied dargestellten Kraft §
in erster Ndherung zu bestimmen, geniigt es fiir die Geschwindigkeit b
die nullte Niherung einzusetzen [vgl. die Ableitung von (28a), §3].
Nun gilt bei H = 0
(—mo+idot+R)r=¢C,

und folglich

e, ldp o

v
wo p nach den friiheren Formeln (38) zu bestimmen ist, mit dem nach
(40b) definierten Werte von #. Es wird also

B LR(Tpeor)= LR(aexp).
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Im einfachsten Falle ebener elektromagnetischer Wellen hat man
EXH* =162, wo n wie iiblich die Wellennormale bedeutet. Man hat

1 — . . .
ferner [vgl. (38a)] -2—@3——‘ E2und R (ta) =y. Der gesuchte mittlere Licht-
druck ist folglich gleich _

- ©0 5 L
F=mn_ yEr=n_. “(41D)

Diese Relation stimmt vollkommen iiberein mit der entsprechenden Rela-
tion zwischen der elektromagnetischen Energie (£§) und Bewegungsgré3e

<g =n %> . Sie driickt also die Tatsache aus, daB die dem Oszillator

pro Zeiteinheit zugefithrte mechanische Energie und BewegungsgrifBe
in derselben Beziehung zueinander stehen, wie die entsprechenden
elektromagnetischen GréBen. Man kann aber daraus noch nicht schlie-
Ben, day ihre Absolutwerte iibereinstimmen, wie dies von dem Er-
haltungssatz gefordert wird.

Wir werden auf diese Frage nicht niher eingehen, denn sie hat fiir
die makroskopische Elektrodynamik keine (oder eine ziemlich geringe)
Bedeutung. Der oben skizzierte Mechanismus der ,,reinen‘‘ Strahlungs-
dimpfung kann nur in dem Falle stattfinden, wenn die Molekiile des
betreffenden Korpers sich ganz ohne irgendwelche gegenseitige Be-
einflussung bewegen koénnen. Diese Verhiltnisse sind aber nur in
duferst verdiinnten Gasen realisierbar. Bei den gewdhnlichen irdischen
Bedingungen mufl man schon im Falle sehr verdiinnter Gase die Zu-
sammenstdfe der Molekiile miteinander in Betracht ziehen. Diese Zu-
sammenstéBe haben aber zur Folge, daB der durch die Strahlungs-
dimpfungstheorie betrachtete stationdre Zustand sich niemals ver-
wirklichen kann. Die erzwungenen Schwingungen miissen in der
Tat bei jedem ZusammenstoB gestért oder vollkommen zerstort werden,
um dann wieder von Anfang an zu beginnen. Es ist nun leicht zu sehen,
daB die Zeit 7, die zwischen zwei nachfolgenden Zusammenstofen
durchschnittlich zur Verfligung steht, im allgemeinen so klein ist, daf3
der Schwingungsvorgang am Ende dieses Intervalls noch sehr entfernt
von demjenigen stationdren Zustand bleibt, welcher dem Abklingen
der inkohirenten Schwingungen entspricht.

Die der Strahlungsdampfung entsprechende Frequenz »"' fiir freie
Schwingungen von der Eigenfrequenz » driickt sich ungefihr durch
dieselbe Formel (40c) aus, wie fiir koh4rente erzwungene Schwingungen
derselben Frequenz. Die Amplitude dieser freien Schwingungen fallt
mit der Zeit nach dem Exponentialgesetz e~ ©"t = ¢~27""¢ ab [s. (35¢)].
Ihre relative Verminderung (beziiglich ihres Anfangswertes) in der Zeit ©
ist folglich gleich e~®"*. Im Falle von Lichtwellen des sichtbaren Spek-
tralgebietes, die sich in einem Gase von normaler Temperatur und Druck
fortpflanzen, hat man nach (40c) o'’ £ 10-8 - 105 = 107 und
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7 210~ — 10-1°, Das Produkt w’’ t betrigt also etwa 10-2 — 10~3.
Das Abklingen der freien Schwingungen in dem Zeitintervall zwischen
zwei nachfolgenden ZusammenstéBen eines Molekiils mit den anderen
bleibt folglich unbetrichtlich, so dafl man von der Strahlungsdimpfung
praktisch absehen und diese Schwingungen als vollkommen ungedimpft
behandeln kann.

3. StoBdimpfung.

Es kommt aber jetzt statt der Strahlungsdimpfung eine viel krafti-
gere Diampfung vor, die von der Zerstérung der erzwungenen Schwin-
gungen der Molekiile bei ihren ZusammenstéBen mit den anderen
Molekiilen abhingt. Diese von Lorentz zuerst untersuchte Dimpfung
pflegt man als Stofddampfung zu bezeichnen. Thren Mechanismus kann
man sich folgendermaBen vorstellen. Wihrend der Zeit 7 ist jedes
Molekiil ausschlieBlich der Wirkung der #uBleren (oder effektiven)
elektrischen Krifte unterworfen. Die dabei von der letzteren durch-
schnittlich geleistete Arbeit L ist gleich der zus#tzlichen mechanischen
Energie W, die das Molekiil vertretenden Oszillatoren auf Kosten der
elektromagnetischen Energie des sie umbhiillenden Feldes erhalten.
Bei einem ZusammenstoB zweier Molekiile geht diese ,,innere’* mecha-
nische Energie in die gewdhnliche kinetische Energie ihrer fortschrei-
tenden oder ihrer Drehungsbewegung iiber, d. h. mit anderen Worten
in Warme. — Die angefiihrte Vorstellung ist selbstverstindlich sehr
schematisch und driickt nur die mittleren Verhiltnisse aus, ohne Riick-
sicht auf die dabei auftretenden Schwankungen. Sie geniigt aber voll-
kommen, um die effektive GroBe des Dimpfungsdekrementes zu be-
stimmen.

Der Einfachheit halber wollen wir die Molekiile als isotrope har-
monische Oszillatoren der am Anfang dieses Paragraphen betrach-
teten Art behandeln. Wir versuchen zunichst die Diampfung
formal durch eine stetig wirkende Reibungskraft —& v darzu-
stellen. Die Arbeit, welche gegen diese Kraft pro Zeiteinheit
aufgewandt werden muf, ist offenbar gleich ¢ v2, oder durchschnitt-
lich in der Zeit 7

L=49vr.

Diese Arbeit muB andererseits gleich der wihrend der Zeit = auf-
genommenen Energie W sein. Die letztere setzt sich dabei zusammen

aus der kinetischen Energie % mv? und der potentiellen % k72, die durch-
schnittlich denselben Wert haben. Es ist also

= 1 1 .
W:E—mw—l— —é—kn:mv‘a‘
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und folglich, wenn wir noch die Beziehung W=% W beriicksichtigen?),

Jvrt=2muv2,

d. h.
§=2" (42)
oder nach (35a)
W' = =2y (422)

Dieses Resultat kann man nach Lorentz noch in der folgenden Weise
ableiten, die etwas komplizierter als die angefiihrte formale Ableitung
ist, aber ihr gegeniiber den Vorteil groBerer Anschaulichkeit besitzt.

Wie schon oben hingewiesen wurde, bleiben die erzwungenen Schwin-
gungen eines Molekiils wihrend der Zeit, die zwischen zwei Zusammen-
stéBen verstreicht, tatsichlich vollkommen ungedimpft (abgesehen selbst-
verstindlich von der Strahlungsdimpfung). Die Projektion seines
elektrischen Momentes in einer bestimmten Richtung, z. B. die Rich-
tung der elektrischen Feldstérke, 148t sich folglich in diesem Intervall
als Funktion der Zeit ¢ durch die Formel

p=oaelwt 4o giol o it (43)
darstellen, wo zur Abkiirzung
we OF
m(wf — o?)
gesetzt ist. &’ und &'’ sind zwei zunichst unbestimmte Konstanten, die
wir derart wihlen werden, daB im Augenblick {, < ¢ p und d;? verschwin-

densollten. Dieser Augenblick entspricht dem vorhergehenden Zusammen-
stoB, bei welchem der Oszillator in Ruhe gebracht wurde. Es gilt also

, s (1 —
oce“"‘°+oc g’bwato_*_a e 'Lwot,,_:()’

« a0t | g gimoto — ' g—twoto =()
Wg
woraus folgt

’ o w .
o = et (w—mo) by
2 <1 + Wy )e !
o = <1__i>ez‘(w+wo)to
2 Wy

und mit ¢ — t, = t', nach (43):

p— eiot [1 _2021' @ pi(wo— )t _ wo2; ® g—i<wo+w)z'J . (43a)
0 0

Der durch diese Formel dargestellte Schwingungsvorgang kann auf-
1) Es sei erinnert, daB W nicht die mittlere, sondern die maximale Energie

bedeutet, welche der Oszillator wihrend der Zeit T aufgespeichert hat. Wir nehmen
dabei an, daB diese Energie mit der Zeit proportional wichst.

Frenkel, Elektrodynamik II. 11
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gefaBt werden als eine Uberlagerung dreier Schwingungen derselben

Frequenz %, deren Amplituden nicht alle konstant sind, sondern mit

w°2;ﬂ9, %—;& schwingen. Um den Charakter
dieses Vorgangs besser einzusehen, betrachten wir den Spezialfall
ty = 0. Geht man dabei zu den reellen GréBen iiber, so ergibt sich ein-

fach

den Frequenzen O,

P = o (cos wt — cos wyt) = 2a sin 9—‘—’—;@— tsin w—";fo i, (43Db)
Dieses Resultat 148t sich sofort aus der allgemeinen reellen Darstellung
von p(= acoswt + B’ coswyt + " sinw,f) ableiten unter der Be-

d
dingung » = 0 und dhf =0 bei t =0.

Die Formel (43b) bestimmt einen Schwebungsvorgang, den man auf-

wy +
4n

deren Amplutude ihrerseits mit einer verhiltnismiBig kleinen — be-

fassen kann als eine harmonische Schwingung der Frequenz

sonders in der Nihe der Resonanzstelle — Frequenz o 4—nm schwingt

(s. Abb. 10).
Es ist dabei zu beachten, daB sie von ihrem urspriinglichen Wert 0
. . . 2
zum Maximalwert 2a in der Zeit T = —_chﬂ gelangt, um danach

wieder bis Null herabzufallen usw. Im Falle der Resonanz (w = w,)
wird T = 00; d. h. die Schwingungsamplitude muf3 immer wachsen,
und zwar wie leicht einzusehen ist, proportional der Zeit. Man bekommt
dabei in der Tat nach (43Db)

2¢% Eg sin <w702— w) ¢ sin @;—ww ¢ 2, . (sin wioé__,w, t>

p=Lim

w—>wgy

d. h.

mp—wt)

2 F,
p= ;ma‘:o £ cos wyt . (43c)

Der Mechanismus der StoBdimpfung besteht in der Bremsung oder
der Vernichtung des nach jedem StoB beginnenden Schwebungsvorgangs
der beschriebenen Art; in der Nihe der Resonanzfrequenz wird der
letztere schon in seinem Anfangsstadium ,,totgeschlagen®.



Elektrische Dampfung. 163

Um den Mittelwert des elektrischen Momentes einer groen Anzahl
Molekiile fiir denselben Augenblick ¢ zu bestimmen, muB man den
Mittelwert des Ausdruckes (43a) fiir verschiedene Werte der Zeit ¢’ die
von dem letzten ZusammenstoB verlaufen ist, bilden. Nun ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB ein Molekiil wihrend der Zeit ¢ keinen Zu-
sammenstof erfihrt, bekanntlich gleich

p

iy (44)

wo 7 den mittleren (oder wahrscheinlichsten) Wert von ¢ bedeutet.
Die Wahrscheinlichkeit, daB der letzte Zusammensto im Intervall
zwischen ¢ und # + d¢' eingetreten ist, driickt sich folglich durch

Al

¢
- — - at
Lde 1\_=6 T T

* T

aus. Wir miissen also (43a) mit diesem Ausdruck multiplizieren und
nach ¢’ von 0 bis o integrieren. Es wird dabei wegen der bekannten
Formel

[ee]
B 1
—@FENIJf —
fe z+iv)igy i (x >0)
0
o 2 Eogi(ut f’l 'wo +>(1) o 1 . Wy — W 1 :l
P= et —ot T Swy 1 i(my @) 2wy 1+ i(wet @)T
oder schliellich nach einer elementaren Rechnung
p= L Bt
m(w‘5+12>-w2+2i“—’ (442)
\ T T

. . 1 . .
Diese Formel, abgesehen von dem Zusatzgliede 7 bei g, stimmt voll-
kommen iiberein mit unserer urspriinglichen Formel (36) und dem oben

gefundenen Wert o' = % fiir das Dampfungsdekrement. Bei den ge-
wohnlichen Umstinden ist die Grofe ;1, sehr klein gegen wf, so daB

l .
man sie in (44a) weglassen kann. — Es sei bemerkt, daB v = —- ist, wo /

die mittlere Weglinge und v die mittlere Geschwindigkeit der Gas-
molekiile bedeuten. Es gilt dabei niherungsweise

1 3
*é‘ m 2= —é‘ k T
(m = Masse des Molekiils, T = Temperatur). Man hat also
P | 11/3kT

Bei tiefen Temperaturen muB folglich die StoBddmpfung gegen Null
streben.

11*
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Die angefiithrte Lorentzsche Theorie kann in einer rein formalen
Weise auf den Fall fliissiger und fester Korper iibertragen werden.
Man muB dabei den Begriff der ,,ZusammenstéBe’ im eigentlichen
Sinne des Wortes ganz weglassen, da die Molekiile und Atome dieser
Korper sich in einer sfetigen Wechselwirkung miteinander befinden.
Es folgt aber daraus nicht notwendig, daB die Dimpfung der indu-
zierten elektrischen Schwingungen auch in einer stetigen Weise vor
sich gehen muB. Man kann sich im Gegenteil vorstellen, daB3 die Um-
wandlung der Schwingungsenergie der in den Atomen verborgenen
Oszillatoren in die kinetische Energie dieser Atome nur unter bestimm-
ten Bedingungen stattfindet, so daB wihrend einer gewissen Zeit
der Schwingungsvorgang in jedem Atom sich ungestért entwickelt.
Wenn man dabei fiir diese ,,Verweilszeiten dasselbe Verteilungsgesetz
(44) wie im Falle von Gasen annimmt, mufl man wieder fiir das elek-
trische Moment eine Formel von der Gestalt (44a) bekommen. Was den
Wert der mittleren Verweilszeit 7 betrifft, so kann man dartiber a priori
keine bestimmte Aussage machen. Diese Zeit muB jedenfalls viel
kleiner als die StoBzeit sein und ebenso wie die letztere bei sinkender
Temperatur zunehmen.

Neben der skizzierten Vorstellung der unstetigen Dampfungs-
vorginge ist es aber moglich, im Falle fliissiger und fester Korper
diese Vorginge durch bestimmte, in einer stetigen Weise wirkende
Reibungskrifte zu erkliren. Diese Krifte lassen sich dabei interpretieren
als diejenigen zusitzlichen mechanischen Wechselwirkungskrifte zwi-
schen den benachbarten Molekiilen, welche gerade von ihren indu-
zierten elektrischen Momenten abhingen. Im Falle mehratomiger
Molekiile miissen solche Krifte auch zwischen den verschiedenen
Atomen titig sein, sofern die letzteren miteinander nicht starr gebunden
sind, sondern um ihren gemeinsamen Schwerpunkt schwingen konnen.
Die Energie der elektrischen Schwingungen in den einzelnen Atomen
muf dabei teilweise in die Energie dieser mechanischen Schwingungen
der Atome, d. h. in die Wirmeenergie des von ihr gebildeten Molekiils
stetig iibergehen. Das ist vielleicht auch der eigentliche Mechanismus
der Verwandlung der inneren Schwingungsenergie der Gasmolekiile in
ihre kinetische Energie bei den Zusammenst68en, — eine Verwandlung,
die von der Lorentzschen StoBdampfungstheorie postuliert aber keines-
wegs erklirt worden ist.

§ 5. Die OQrientierungspolarisation und die ihr entsprechende
Dampfung in harmonisch schwingenden Feldern.

Die theoretische Bestimmung der Orientierungspolarisation und
der ihr entsprechenden Dampfung fiir harmonisch schwingende Felder
1aBt sich auf eine ganz verschiedene Weise als fiir die gewdhnliche
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Striktionspolarisation durchfijhren, und zwar nach einer zuerst von
Einstein in die Theorie der Brownschen Bewegung eingefiihrten Methode,
die auf die hier behandelte Frage durch Debye angewandt worden ist,
und die wir im folgenden Paragraphen zur Bestimmung der elektrischen
Leitfihigkeit anwenden werden.

Zur Erliuterung dieser Methode betrachten wir zunichst die fol-
gende eindimensionale Aufgabe.

1. Allgemeine Theorie der Diffusions- und
Reibungsbewegung.

Wir stellen uns einen Koérper vor, dessen Teilchen sich parallel zu
einer bestimmten Richtung, die wir zur X-Achse wihlen, bewegen
konnen. Bei Fehlen #uBerer Krifte sind positive und negative Ge-
schwindigkeiten als gleichwahrscheinlich anzusehen, so daB die mittlere
Geschwindigkeit D eines Teilchens gleich Null ist. Wenn die Konzen-
tration der betrachteten Teilchen (#) nicht konstant ist, d. h. sich mit
% dndert, muB die Anzahl der Teilchen, die durch eine zur X-Achse
senkrechte Fliche in positiver und in negativer Richtung durchgehen,
trotz der Gleichwahrscheinlichkeit der positiven und negativen, der
GroBe nach gleicher Geschwindigkeiten, verschieden sein. Und zwar
muB ein Diffusionsstrom in der Richtung abnehmender Konzentration
entstehen. Die Dichte dieses Stromes J, d.h. die Differenz der An-
zahl Teilchen, die pro Zeit- und Flicheneinheit in positiver und in
negativer Richtung hindurchgehen, ist proportional dem Konzentra-

tionsgefalle —Z—Z—, d. h. gleich
d ~
J=—D 7{2 ) (45)

wo D den ,,Diffusionskoeffizienten‘ bedeutet.

Bei Anwesenheit einer in positiver Richtung wirkenden Kraft
miissen die positiven Geschwindigkeiten wahrscheinlicher (oder
groBer) als die negativen werden. Wir wollen dabei annehmen,
daB die mittlere Geschwindigkeit eines Teilchens (v) der auf es
wirkenden mittleren effektiven Kraft f proportional ist. Unter
Einfithrung eines , Reibungskoeffizienten”” ¢ kann man folglich

setzen
dv=7f. (45a)

Bei gleichformiger Verteilung der Teilchen, d.h. bei konstanter
Konzentration muB3 man dabei einen Konvektionsstrom von der Stirke
K = Nv, d.h.

K= (45D)

9!
bekommen.
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Die Konzentration wird sich dabei mit der Zeit dndern, und zwar
nach den folgenden Gleichungen

on J
0 e U =0,
d. h.
on 0 on n
Gi=ax (D55 1)- (46)

Wenn die Kraft f zeitlich konstant ist, muB sich schlieBlich ein sta-
tiondrer Zustand einstellen, bei welchem der Konvektions- und der
Diffusionsstrom sich einander genau kompensieren. Die Bedingung
dafiir lautet

dn

Dd;v

—51=0 (462)

oder wenn man die der Kraft f entsprechende potentielle Energie U
nach

- %] (461)
einfithrt und die obige Gleichung durch g— dividiert,
Dol ar 12U _y,
d. h. wegen der Konstanz von D und 9
D 9lgn+ U=konst,
oder schlieBlich
n=konst-¢ b% . (47)

Es muB aber andererseits diese stationire Verteilung der Teilchen mit
der allgemeinen, durch das Bolizmannsche Gesetz bestimmten Ver-
teilung

U

n=konst-¢ *T (47 a)

tibereinstimmen, wo % wie iiblich die Boltzmannsche Konstante und T
die absolute Temperatur des betrachteten Kérpers bedeuten. Daraus
folgt die merkwiirdige von Einstein aufgestellte Beziehung

DO=FET. (47D)

Es sei bemerkt, daB die Temperatur in dieser Beziehung nicht
als MaB3 der mittleren kinetischen Energie der Teilchen auftritt, son-
dern als der Parameter des Bolfzmannschen Verteilungsgesetzes. Die
Eigentiimlichkeit der angefiilhrten Ableitung liegt gerade in ihrer All-
gemeinheit, die durch keine spezielle Annahme iiber den Charakter der
Bewegung beschriankt wird. Diese Bewegung muB nur bei Fehlen
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duBerer Krifte vollkommen ungeordnet sein und dem Diffusionsgesetz (45)
gehorchen. Das ,,Reibungsgesetz’* (45a) kann man dabei als Folge
des letzteren und des Boltzmannschen Verteilungsgesetzes (47a) be-
trachten. Die diesem Gesetz dquivalente Gleichung (46a) 1aBt sich
wegen (47b) in der Gestalt

ap
schreiben mit
p=nkT, F=unf (48a)

und driickt das bekannte hydrostatische Gleichgewichisgeselz (69) (Kap.II
aus, wobei die GroBe p als hydrostatischer Druck aufgefaBt werden mufl
— in Ubereinstimmung mit dem {iiblichen Ausdruck der elementaren
Gastheorie oder der Theorie des osmotischen Druckes in verdiinnten
Loésungen. Die evtl. vorhandene Wechselwirkung zwischen den verschie-
denen Teilchen muf dabei im Ausdruck der pro Volumeinheit wirkenden
effektiven Kraft F beriicksichtigt werden. Unter dieser Bedingung kann
man die Formel p = #n&T auf reelle Gase und Flissigkeiten, konzen-
trierte Losungen und {iberhaupt auf beliebige materielle Kérper an-
wenden?).

2. Anwendung auf die Theorie der Orientierungspolarisation.

Die dargelegte Theorie bleibt nicht nur fiir die fortschreitende Re-
wegung, sondern mit einer geringen formalen Modifikation, auch fiir die
Drehungsbewegung der Molekiile in fliissigen und teilweise auch in gas-
férmigen Korpern giiltig.

Dafiir ist es nur nétig, in den obigen Formeln (45) bis (47b) statt
der Lingenkoordinate x eine Winkelkoordinate @ (oder im allgemeinen
Falle einer nicht ebenen Drehung zwei Winkelkoordinaten @, ¢) ein-
zufithren und die Gré8en »,D,f, 9 durch die entsprechenden Winkel-
gréBen zu ersetzen. Wir wollen fiir die letzten drei GréB8en die frithere
Bezeichnung beibehalten. Was nun die Konzentration # betrifft, so
muB man folgendes beachten: In dem oben betrachteten Falle bedeutete

1) Zur Vermeidung von MiBverstindnissen sei hier beispielsweise der Wall

-~ a
eines reellen, der Van der Waalschen Gleichung <7> + 1—1-2—) (v—b)=k T gehorchen-

den Gases betrachtet. Wir ersetzen diese Gleichung der Einfachheit halber durch
RT (kT —a
p= 7 + ( ‘*Z und fithren statt der vollstindigen Kraft f nur die dupere f°

>
1
ein. Es wird dann nach (48), wenn wir das spezifische Volum v durch P
tren: RT2" 4 9 RT AL aue folgt: RT 1
ersetzen: E}+2( —-a)nd—x_nf = —mn —_—, woraus folgt: gn

+2@ORT —a)n+ Us=konst, oder RTIgn 4 U =konst mit U = U®
+ 2(bRT — a)n. Das zweite Glied muf8 hier als die innere (Wechselwirkungs-
energie) der Molekiile interpretiert werden.
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das Produkt #d x die Anzahl Teilchen, die sich im Intervall zwischen x
und x + dx befinden. Es sei dementsprechend mit #d@ die (relative)
Anzahl der Teilchen bezeichnet, deren Dipolmomente p einen zwischen
® und @ -+ dO liegenden Winkel mit einer gegebenen festen Richtung
— z. B. der Richtung der Amplitude €, der elektrischen Schwingun-
gen — bilden. Die so definierte Zahl # bedeutet dann nicht die wirk-
liche ,,Richtungskonzentration der Molekiile #', sondern, wie leicht
zu sehen ist, das Produkt davon mit 2z sin @. Denn das dem Intervalld®
zugehorige Raumwinkelelement ist offenbar gleich 27 sin @d@. Es wird
also definitionsgemiB #'2x sin @d@ = nd0O, d. h.

n=2xnn sin@ . (49)

Der Einfachheit halber wollen wir die Drehung der Molekiile nur in den
die ,,Polarachse’ @, enthaltenden Meridionalebenen betrachten (ihre
Verteilung nach den Asimuten kann offenbar durch das elektrische
Feld nicht verindert werden, und muB folglich gleichférmig bleiben).
Der Ausdruck (45) fiir die Dichte des Diffusionsstromes ist dabei durch

. . dn’
{J=—2msin®D 6 (49a)
zu ersetzen. Man bekommt dementsprechend statt (46) die Gleichung

sin ® %Z;/ ,,,,, (D sin @ dn’  #’sin @ f> ,

?

wo f das auf das Molekiil durch die effektive elektrische Feldstirke
& = E,e't ausgeiibte Drehmoment

f=|px€ =—pEsin® (49Db)

bedeutet. Wir haben hier das Minuszeichen deshalb angefiigt, weil
dieses Moment bei positiv gerichteter Feldstirke & den Winkel @ zu
vermindern strebt, d.h. in negativer Richtung wirkt.

Wir bekommen schlieBlich mit Riicksicht auf (47b) die folgende
Grundgleichung fiir die ,,Richtungskonzentration“ oder die ,,Vertei-
lungsfunktion* #’:

on’ 1

& =n6 7 (k T sin @ ey + n' pE, e sin? 6)) (60)

Diese Gleichung 148t sich bei der Bedingungﬁ <1 leicht durch suk-
zessive Approximationen auflosen. Es gilt nidmlich in nuliter An-
niherung (E, = 0)

> on 1
ET t sm@ 00

(sm C] oy ) (50a)

und ferner in erster Anniherung, mit #' = ny + #;:

an, kT o

o l
P 5 Tsin6 06 < in® 9@>+pF ¢ 'sm@a@ (ngsin®6).  (50D)
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Zur Ermittelung des stationiren Zustandes kann man einfach #, = konst
setzen (was einer gleichférmigen Richtungsverteilung bei Fehlen von
duBeren Kriften entspricht). Es ergibt sich dabei fiir »; die parti-
kulidre Loésung von der Gestalt

ny = A et cos O

it A MetEo
b
AT+
Man hat also iw ;
w =konst (1+ P22 cos 0\ . (51)

Bei @ = 0 stimmt diese Formel mit der angeniherten Form des be-
kannten Verteilungsgesetzes

E
—P cos®

e *7 Q(l—l—%?cos@)

(vgl. (9) §1) iberein. Durch Multiplikation von (51) mit Np cos o
(N Anzahl der Molekiile in der Volumeinheit) und geometrische Mittel-

wertsbildung (cos@ =0, cos?@ = l) ergibt sich schlieBlich die fol-

3
gende Formel fiir die Orientierungspolarisation
2 %]
B = ; Nﬁgpi,);; ) (51a)
BT A4 5

Bei w == 0 geht sie in das erste Glied der frither abgeleiteten Formel
(8b) iiber.y

Um die GroéBenordnung des Reibungskoeffizienten ¢ zu bestimmen,
stellen wir uns ein Molekiil (nach Debye oder eher nach Einstein) vor
als eine kleine Kugel mit dem Radius 2 © 10-8 cm, und behandeln es
als eine gewohnliche Kugel von makroskopischen Abmessungen. Wenn
eine solche Kugel sich in einer Fliissigkeit mit dem Viskositatskoeffi-

zienten# mit der Winkelgeschwindigkeit %—? dreht, erfihrt sie, wie in der
Hydrodynamik gezeigt wird, eine Reibungsdrehkraft mit dem Moment
a0 . .
——87z,ua3—d; . Wir kénnen also niherungsweise
P« 8nna’
setzen. Im Falle von Wasser (7 < 10-2) gibt diese Formel
& L 10—,

Fiir Lichtschwingungen von einer in dem sichtbaren Spektralgebiet
liegenden Frequenz (w £ 1018 —1016) hat man folglich
od

5 » 10-10,

wihrend kT fiir gewShnliche Temperaturen etwa 10~1% betragt.
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In diesem Fall und im allgemeinen in dem Fall sehr schneller Schwin-
gungen kann man deshalb den EinfluB der Temperatur vernachlissigen
und in der Formel (51a) T = 0 setzen.

Es sei bemerkt, daB die allgemeine Losung der Gleichung (50a)
sich in der Form einer Reihe der folgenden Gestalt

7 e —sﬂt
ng==e ' % P (cosB), (51D)
§=0

darstellen 148t, wo P, (cos @) die Legendreschen Polynome der entsprechen-

den Ordnung bedeuten [Po =1, P;=cos®, P,= <% cos? @—1) usw.} .

Diese Gleichung entspricht den freien Schwingungen eines gedampf-
ten Oszillators, aber mit einer so starken Dimpfung, daB tat-
sdchlich keine Schwingungen eintreten kénnen und der ganze Vorgang

aperiodisch wird Ldieser Fall ergibt sich nach (35b) bei %>wo} .
m

Die Abklingungszeit oder wie man sie gewthnlich nennt, die Rela-
tionszeit, d.h. die Zeit, in welcher die urspriingliche nicht gleich-
formige Richtungsverteilung der Molekiile sich bei Fehlen des elektri-
schen Feldes praktisch uniformisiert, oder die Zeit, in welcher diese
gleichférmige Verteilung bei Anwesenheit der elektrischen Schwin-
gungen in die stationire durch (51) bestimmte Verteilung iibergeht, ist
nach (51b) von der GréBenordnung

)

kKT’
d. h. fiir Wasser bei gewshnlichen Bedeutungen von der GréBenord-
nung 1011 Sek.

Die Formel (51a) entspricht offenbar dem kohirenten Anteil der
erzwungenen Schwingungen eines harmonischen Oszillators mit dem
Polarisationskoeffizienten

p? 1
“= 3w
kT—|—1—2—~
Es gibt also in diesem Fall keine Resonanzstelle; mit wachsender Fre-
quenz fillt « monoton ab. Die auf diese ,,erzwungenen Drehschwin-
gungen‘ pro Volum- und Zeiteinheit aufgewandte Arbeit driickt sich
nach (38a) durch
N p2 w

L=NwyE:="0C R
’ ey 2P

E? (52)

aus.

Der Maximalwert dieses Ausdruckes wird bei %ﬁ = kT, d.h. bei

2rT
="y (52a)

erreicht.
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Die Arbeit (52) ist offenbar gleich der im betreffenden Korper
(pro Volum- und Zeiteinheit) entwickelten Warme.

§ 6. Elektrische Leitfihigkeit.

1. Allgemeine Theorie der elektrischen Leitung;
Zurickfiithrung der Leitfihigkeit auf den
Diffusionskoeffizienten.

Die Hauptquelle der Wiarme, welche in den materiellen Korpern
bei elektrischen Schwingungen kleiner Frequenz erzeugt wird, liegt
nicht in der mit der elektrischen Polarisation verkniipften Dimpfung,
sondern in den von den freien Elektronen oder den frei beweglichen
Ionen abhingigen Leitungsstromen. Im Gegensatz zum Polarisations-
strom tritt der Leitungsstrom auch im Falle zeitlich konstanter
elektrischer Felder auf, wobei seine Stirke durch das Ohmsche Gesetz

o€
c

(53)

bestimmt wird, und die zugehorige Warmeentwicklung durch das
Joulesche Gesetz I —gE?. (53a)

Diese Formeln beziehen sich selbstverstindlich auf den Fall isotroper
Koérper. Wenn der betreffende Korper mehrere Ionengattungen (ein-
schlieBlich der freien Elektronen) enthilt, l1iBt sich die Stromstirke

durch die Summe
. e; —
122;] "0, (54)

(2

darstellen, wo ¢,, #, und v, die Ladungen, Konzentrationen und mitt-
leren Geschwindigkeiten der verschiedenen Ionengattungen bedeuten.
Wir nehmen nun an, daB beim Fehlen duBerer (oder effektiver) elek-
trischer Krifte die Ionen sich in einer ganz ungeordneten Weise be-
wegen, und daB ferner unter der Wirkung der von der effektiven Feld-
stirke & bedingten Kraft f; = ¢;€ die entsprechenden Ionen eine
mittlere Geschwindigkeit

1

(54a)

erhalten. Durch Einsetzen in (54) bekommen wir

: 1 el n;
=1 (2% )@f (54b)

d. h. das Ohmsche Gesetz (53) mit dem folgenden Wert fiir die Leit-

fahigkeit:
2n,
022”:;:’. (54c)
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Wir beschrinken uns zunichst der Einfachheit halber auf Ionen einer
Gattung, und setzen die anderen als vollkommen unbeweglich voraus.
Fithrt man statt des Reibungskoeffizienten & den entsprechenden
Diffusionskoeffizienten D nach der Einsteinschen Beziehung (47b) ein,
so wird
. e2nD
= RT

(55)

Die theoretische Abschitzung der elektrischen Leitfihigkeit reduziert
sich nach dieser Formel, sofern die Konzentration der Ionen be-
kannt ist, auf die Bestimmung ihres Diffusionskoeffizienten. Diese
Bestimmung kann man fiir verschiedene Koérper — gasférmige, fliissige
und feste — nidherungsweise ausfiihren, mittels der Formel
2

D=, (55a)
wo 12 den Mittelwert des Verschiebungsquadrates eines Ions in der Zeit ¢
beim Fehlen duBerer Krifte bedeutet.

Die angefithrte Formel 148t sich folgendermaBen aufstellen. Wir
fassen eine Menge von Ionen ins Auge, die sich urspriinglich, d. h
im Augenblick £ =0, in der Nihe des Nullpunktes t = 0 befinden.
Wegen ihrer ungeordneten Bewegung miissen sich die betrachteten
Ionen allmihlich iiber den ganzen Raum zerstreuen, und zwar gleich-
férmig nach allen Richtungen. Ihre Konzentration s (die mit der
totalen Konzentration # nicht zu verwechseln ist!) darf folglich als
eine Funktion der Zeit und des Abstandes r = |t| angesehen werden,
die bei £ = 0 der Bedingung m = 0 fiir » > 0 und m = o0 fiir » =0
geniigt, und auBerdem fir alle Zeiten der Bedingung

o0
fde=f4nm72dr=M=konst. )
0

welche die Konstanz der Zahl der betreffenden Ionen ausdriickt.
Diese Funktion muB8 man in Einklang mit den angefiihrten Bedin-
gungen als eine Losung der Differentialgleichung

om
i, 2
6t—DV m

bestimmen. Es wird dabei, da # von der Richtung des Radiusvektors
2
unabhingig ist, V2m = iy%z (rm) [vgl. Bd. I, S.75], und folglich

0% (v m)
ar?

0
5—t(mr)=D

Die gesuchte Losung dieser Gleichung lautet, wie man sich leicht
tiberzeugen kann: '
72

M " 4Dt

M= @aDeyi: ©
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Daraus folgt nach einer einfachen Rechnung:
1 [ce)
ri= Mf r2m 4n2r2dr =6D¢.
0

Es sei bemerkt, daBl der Mittelwert der wvektoriellen Verschiebung t der
Ionen verschwinden muf, wihrend der Mittelwert ihres absoluten Be-
trages v einen von Null verschiedenen Wert

ee] N
7= %frmélnrzdr = V%Dt
0
hat. Man kann folglich (55a) durch

p=""r (55Db)

ersetzen.

Diese Formeln sind strenggenommen nur fiir makroskopische Ver-
schiebungen und Zeitintervalle giiltig. Sie miissen aber niherungsweise
auch fiir mikroskopische Verschiebungen und Zeiten giiltig sein, solange
die letzteren oberhalb gewisser Grenzwerte bleiben, die wir als elemen-
tare Verschiebung (I) bzw. elementare Zeit (1) bezeichnen werden. Die
elementaren Verschiebungen kann man ganz allgemein definieren
als diejenigen kleinstmoglichen Verschiebungen, deren Richtungen vom-
etnander unabhingig, d. h. nach Zufallgeseizen verteilt sind. Die ele-
mentaren Zeiten sind die entsprechenden Zeitintervalle.

2. Elektrische Leitfdhigkeit von Gasen.

Im Falle von Gasen stimmt die elementare Verschiebung in unserem
Sinne offenbar mit der freren Weglinge und die elementare Zeit mit der
StoBzeit iiberein. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB8 ein Molekiil den

r
Weg 7 ohne ZusammenstoB zuriicklegt, ist bekanntlich gleich e ¢,
wo [ die muttlere freie Weglinge bedeutet. Es folgt daraus fiir den Mittel-
wert des Verschiebungsquadrats

[e o] r P
- —- 4
n=[ec tn_2n
0

Setzt man diesen Wert in (55b) ein, und fiihrt statt ¢ die mittlere StoB-
zeit 7 ein, so wird
D=r—=—11lv, (56)

wo v die mittlere Geschwindigkeit der Ionen ist. Diese Geschwindigkeit
driickt sich als Funktion der Temperatur niherungsweise durch die

Formel ISET
o= 220 (562)
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aus. Wir brauchen uns um eine exakte Bestimmung der Zahlen-
koeffizienten nicht zu kiimmern, schon aus dem Grunde, weil die Er-
setzung der makroskopischen GréBen in (55a) durch mikroskopische
strenggenommen nicht erlaubt ist. Bei Beniitzung der Formel (55b)
statt (55a) wiirden wir z. B. statt (56) den Wert

D=+—
bekommen. *
Die elektrische Leitfihigkeit eines Gases, sofern sie von den Ionen
der betrachteten Gattung abhingt, kann man nach (55), (56) und
(66a) folgendermaflen darstellen:
e2nl
o= - (56b)
Diese Formel wird gewdhnlich auf eine viel einfachere Weise abgeleitet.
Und zwar betrachtet man die zusdtzliche Geschwindigkeit A9, welche ein
Ion in dem Zeitintervall T zwischen zwei ZusammenstéB8en infolge der
auf es wirkenden elektrischen Kraft ¢@ erhilt. Da die entsprechende
Beschleunigung gleich % ist, so wird Av =%r =% I. Um den Mittel-
wert dieser zusdtzlichen Geschwindigkeit zu erhalten, muB man noch
den vorhergehenden Wert halbieren. Es ergibt sich dabei fiir die Strom-
stirke der Ausdruck
- 2
iZeTnADZ ne?l @:%@

2muc

mit einem Wert von o, der sich nur durch den Faktor % von (56a) unter-
scheidet?).

3. Leitfdhigkeit von flissigen und festen Elektrolyten.

Diese einfache und anschauliche Methode ist aber nur auf den Fall
von Gasen anwendbar. Im Falle von flissigen und festen Korpern
muB man sich die Warmebewegung der Atome und Ionen ganz anders
wie in Gasen vorstellen. Die Tatsache, daB die atomare Wirme-
kapazitat der Fliissigkeiten und der festen Korper ungefihr denselben
Wert (6 Kal.) hat, und zwar zweimal gréBer als bei Gasen ist, zeigt daB
1. die Flissigkeitsatome und Ionen um gewisse Gleichgewichtslagen
schwingen, ebenso wie es in festen Koérpern geschieht, und 2. daB diese
Gleichgewichtslagen in festen Korpern ebenso wie in Fliissigkeiten
nicht unveradnderlich sind, sondern sich allmahlich durch das ganze
Korpervolum verschieben. Wir konnen hier auf die Einzelheiten dieser

1) Um eine numerische Ubereinstimmung zu bekommen, sollte man in der ur-
2
spriinglichen Methode den Diffusionskoeffizienten nach der Formel —(13 ! = é ly
T

bestimmen.
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Frage nicht ndher eingehen. Es geniigt fiir unseren Zweck die Tat-
sache festzustellen, daB die elementaren Verschiebungen der Ionen
in festen und fliissigen Kérpern in Ubergingen von einer Schwingungs-
lage (oder Gleichgewichtslage) zur ndchsten bestehen.

Diese elementaren Verschiebungen (f) miissen offenbar von derselben
GroéBenordnung sein, wie die Abstinde zwischen den Nachbaratomen
oder Molekiilen. Was die entsprechenden elementaren Zeiten (z) an-
betrifft, so setzen sie sich aus zwei Anteilen zusammen, nidmlich aus
der Schwingungsdauer 7’ um dieselbe Gleichgewichtslage und aus
der eigentlichen Ubergangszeit 7" zum nichsten. Diese Ubergangs-
oder ,,Sprungzeit muB im allgemeinen sehr klein im Vergleich mit
der Schwingungsdauer sein. Es 148t sich leicht zeigen, daB} die letzte
mit der Schwingungsperiode 7, durch eine Beziehung von der Gestalt

U
T =1,e%T (57)

verkntipft ist, wo U’ die nétige Energie fiir das Entreilen von einer
, b
bestimmten Gleichgweichtslage bedeutet!). Das Verhéiltnisi—: ek T
]
ist gleich der mittleren Anzahl von Schwingungen, die um dieselbe
Gleichgewichtslage ausgefithrt werden. Diese Zahl kann — besonders
bei festen Korpern und tiefen Temperaturen — sehr grof (von der
GroBenordnung mehrerer Zehnerpotenzen) sein. Die Sprungszeit da-
gegen muB immer von derselben GréBenordnung wie die Schwingungs-

periode bleiben. Das Verhﬁltnis‘% muB folglich niherungsweise gleich

der durch (56a) bestimmten mittleren Geschwindigkeit der Wirme-
bewegung sein, wihrend die in (56) auftretende mittlere Verschiebungs-

Lo l . ) .
geschwindigkeit v = 7 7 hur einen sehr geringen Bruchieil davon

darstellt. Wenn man 7'’ gegen v’ vernachlissigt, bekommt man fiir den
Diffusionskoeffizienten der Ionen die Formel
o’

p=te ™ (57a)

67,

und dementsprechend fiir die elektrische Leitfihigkeit
U’
G:eznlz e—ﬁ. (57Db)
67,k T

Diese Formel bezieht sich nur auf elektrolytisch leitende Korper, d. h.
solche (feste und flissige) Korper, die keine freien Elektronen enthalten,

1) Diese Formel kann man als eine direkte Folge des Boltzmannschen Verteilungs-
gesetzes betrachten, in Verbindung mit der Tatsache, daB die Wahrscheinlich-
keiten von zwei verschiedenen Zustanden (in unserem Fall des Schwingungs- und
des Ubergangszustandes) den entsprechenden mittleren Verweilszeiten propor-
tional sind.
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und wo der Strom durch eigentliche lonen, d. h. durch geladene Atome
oder Atomgruppen iibertragen wird?).

4. Die Leitfahigkeit von Metallen.

Im Falle von Metallen, deren Leitfihigkeit ausschlieBlich von den
freien Elektronen bedingt wird, sind die obigen Vorstellungen iiber die
Ionenbewegung weder in Gasen noch in festen und fliissigen Korpern
gar nicht anwendbar. Es 148t sich ndmlich leicht beweisen, daB 1. die
freien Elektronen in einem festen oder fliissigen Metallkérper bei Fehlen
duBerer Krifte sich mit einer Geschwindigkeit von derselben Gréfen-
ordnung bewegen, wie die Umlaufsgeschwindigkeit der d4uleren (Valenz-)
Elektronen in isolierten Atomen, und 2. daB sie nur esze oder héchstens
einige Umdrehungen um dasselbe Atom machen und sofort zu einem
der Nachbaratome tiibergehen, wobei die nachfolgenden Ubergangs-
richtungen voneinander im allgemeinen unabhingig bleiben.

In der Tat sind die als ,,freie’“ bezeichneten Elektronen nichts an-
deres als diejenigen Elektronen, welche im dampfférmigen Zustand des
entsprechenden Metalls am schwichsten mit den einzelnen Atomen
gebunden sind, d. h. in den gréBten Abstinden um ihren Mittelpunkt
(Kern) herumlaufen. Wenn man ein Atom, nach Rutherford, mit dem
Sonnensystem vergleicht, so sind die Metallatome dadurch ausgezeichnet,
daB sie neben den gewdhnlichen stark gebundenen ,,Planetenelektro-
nen‘‘ noch ein oder einige — je nach ihrer chemischen Valenz — schwach
gebundene ,,Kometenelektronen enthalten. Bei der Kondensation
des Metalldampfes kénnen diese ,,Kometenelektronen sich nicht linger
stets um dieselben Atomen drehen, da die Abstinde zwischen den
Nachbaratomen von derselben GroBenordnung wie die Abmessungen
ihrer Bahnen werden. Sie miissen folglich nach einer Umdrehung in
einem bestimmten ,,Planetensystem’* zu einem der Nachbarsysteme
iibergehen. Die Kometen- oder Valenzelektronen in einem festen oder
fliissigen Metall sind nur in dem Sinn ,,frei’, da8 sie keinem bestimmien
Atom, sondern dem ganzen Kollektiv angehéren. Es ist aber leicht ein-
zusehen, daB sie mit diesem Kollektiv noch fester gebunden sind als
mit den einzelnen isolierten Atomen des entsprechenden Metalldamjfes
und daB sie sich gleichzeitig noch etwas rascher bewegen miissen. Dies
folgt unmittelbar aus dem im ersten Bande (S. 343) bewiesenen Virial-
satz mit Riicksicht auf dieTatsache, daB bei der Kondensation des Metall-
dampfes die Energie des ganzen Aggregats um einen bestimmten Betrag W,
der gleich der Kondensationswirme ist, abmimmi. Die potentielle
Energie der Valenzelektronen muB dabei um den doppelten Betrag

1) Die Konzentration # der frei beweglichen Ionen muB dabei besonders im
Falle fester Korper einen sehr geringen Bruchteil der Konzentration aller Atome
oder auch aller Tonen (wenn nur die dissoziierten Ionen als beweglich betrachtet
werden) darstellen.
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abnehmen und ihre kinetische Energie um denselben Betrag zunehmen
(da die kinetische Energie der Wiarmebewegung der Atome, sofern die
Kondensation bei konstanter Temperatur stattfindet, unveridndert
bleibt).

Die Geschwindigkeit der Valenzelektronen lif3t sich leicht abschitzen
als das Verhiltnis der Bahnabmessungen ! © 10-8 cm zu der Umlaufs-
periode T « 10-18sec (die letzte entspricht niherungsweise den Eigen-
frequenzen der Ersatzoszillatoren und kann deshalb aus spektrosko-
pischen Daten ermittelt werden). Wir bekommen auf diese Weise Zahlen-

werte von der GréB8enordnung 107—108 :Fnz. Mit ungefihr derselben

Geschwindigkeit miissen nach dem oben Gesagten die ,,freien* Elek-
tronen in einem festen oder fliissigen Metall von einem Atom zum
nichsten iibergehen. Es sei bemerkt, daB diese Geschwindigkeit einige
tausend Male gréBer ist als die mittlere Geschwindigkeit der Wirme-
bewegung der Atome und Ionen bei den gewdhnlichen Temperaturen
(die Geschwindigkeit der Elektronen, falls sie sich wie die Gasmole-

kiile mit der iiblichen Energie —ng tatsdchlich frei bewegen sollten,

wiirde bei denselben Bedingungen nur etwa 10“:%; betragen). Wir

bekommen also fiir die Diffusionskonstante der freien Elektronen in
Metallen nach (56) einen tausendmal gréBeren Wert als fiir die Diffu-
sionskonstante der Gasionen, die ihrerseits viele tausend Male groBer
sein kann als die Diffusionskonstante der Ionen in elektrolytisch leiten-
den Kérpern. Durch diesen Umstand in Verkniipfung mit der sehr
groBen Konzentration der freien Elektronen, die ungefihr mit der Kon-
zentration der Metallatome iibereinstimmt, erklirt sich die auBerordent-
lich groBe Leitfshigkeit der Metalle im Vergleich mit allen anderen
Kérpern,

Diese Leitfihigkeit 148t sich durch die allgemeine Formel (55a)
ausdriicken, wenn man # = zN setzt (N Anzahl Atome pro Volum-
einheit, z Zahl der Valenzelektronen pro Atom) und bei Bestimmung
von D nach (56) die elementare Verschiebung ! mit dem Abstand zwi-
schen den nichsten Atomen und die entsprechende elementare Zeit ¢
mit der Umlaufsperiode der Valenzelektronen in isolierten Atomen
identifiziert. Ersetzt man dabei den sicher inexakten Zahlenkoeffizienten

1 . . .
- loder —, oder =) durch einen unbestimmten Zahlenkoeffizienten
3 6 4 4

von der Gré8enordnung 1, so wird

_Nze’D__ Nze?2
="%T "~V ET -

(58)

Diese Formel, abgesehen von absoluten Zahlenwerten, liefert die er-
fahrungsgemiB richtige Abhingigkeit der elektrischen Leitfihigkeit
der Metalle von der absoluten Temperatur — jedenfalls fiir nicht zu

Frenkel, Elektrodynamik II. 12
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tiefe Temperaturen. Bei tiefen Temperaturen wachst die Leitfihigkeit
viel schneller als umgekehrt proportional zu 7. Dies erklidrt sich wahr-
scheinlich dadurch, daB die Warmebewegung der Atome einen mehr
geordneten Charakter annimmt, so dafl die Nachbaratome in derselben
Phase oder mit einer konstanten Phasendifferenz schwingen. Die ,,ele-
mentare Verschiebung® [ mufl sich dabei vergréBern und da die ele-
mentare Zeit 7 ihr proportional bleibt, muB3 die Diffusionskonstante
in demselben Verhiltnis zunehmen?). Bei einigen (verhiltnismiBig
schlecht leitenden) Metallen tritt in der Néhe des absoluten Nullpunktes
der Temperatur ein sprunghaftes Unendlichwerden der Leitfihigkeit ein.
Diese Erscheinung (,,Supraleitfihigkeit’’) 148t sich im Rahmen der
obigen Theorie nicht erkliren.

Was den absoluten Wert der Leitfdhigkeit anbetrifft, so bekommt
man nach (58) — wenigstens in dem einfachsten Falle der Alkalimetalle
(z =1) — Zahlenwerte von der richtigen GréBenordnung. Bei anderen
Metallen mit mehreren Valenzelektronen gibt die Formel (58) bei ge-
wohnlichen Temperaturen zu groBe Werte fiir 6. Dies kann man in
der Weise deuten, daB die Elektronenbahnen in diesem Fall etwas kleiner
werden, so daB jedes Elektron mehrere Umdrehungen in demselben Atom
macht, bevor es die Gelegenheit hat zum néichsten iiberzugehen.

Es sei bemerkt, daB die freien Elektronen keine selbstindigen
Elemente des Metallkérpers bilden in dem Sinne, daB sie in der Ver-
teilung der Wirmeenergie keinen selbstdndigen Anteil nehmen. Jedes
Metallatom mit den zugehérigen (oder eher in dem betreffenden Augen-
blick hindurchlaufenden) Valenzelektronen, besitzt dieselbe mittlere
Wirmeenergie 3% T als ob diese Elektronen damit immer festgebunden
blieben. Mit anderen Worten, die sehr groBe kinetische Energie der
freien Elektronen hat mit der kinetischen Energie der Wirmebewegung

%k T (die beigewdhnlichen Temperaturen etwa hundertmal kleiner ist)

gar nichts zu tun. Die freien Elektronen kénnen aber diese Wéarme-
energie von einem Atom zum néchsten dbertragen und auf diese Weise
die thermische Leitfihigkeit der Metalle bedingen. Die Wirmeleitung
wird formal beschrieben mittels der Gleichung

aT
CW=AI72T;

wo ¢ die Wirmekapazitit der Volumeinheit des betrachteten Kérpers
und 2 seinen Wirmeleitfihigkeitskoeffizient bedeutet. Vergleicht man
diese Gleichung mit der ,,Diffusionsgleichung*‘

om
i 2
oy =DVim,
1) Denn solange das Elektron mit einer solchen ,,geordneten‘ Atomgruppe ver-
bunden ist, kann seine Bewegungsrichtung nicht ,,zufallig®, d. h. auf eine durch
seine Vorgeschichte nicht bestimmte Weise wechseln.
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welche die Verteilung einer beliebig ausgewahlten Menge von freien
Elektronen bestimmt, so bekommt man als Bedingung dafiir, daB die
Wérmeenergie durch die freien Elektronen iibertragen wird, die Be-
ziehung

A=cD. (58a)

d
Setzt man hier ¢ = 7= (N + 3k T) = 3k N ein und driickt den Diffusions-

koeffizient durch die elektrische Leitfihigkeit nach (58) aus, so ergibt
sich die folgende Relation

A 3 /k\2

2= <g> T. (58Db)
Diese Relation stimmt mit den Erfahrungstatsachen (Wiedemann-
Franzsches Gesetz) tiberein, aber merkwiirdigerweise nur bei z = 1.

§ 7. Elektrolytische Polarisation und Kontaktpotentiale.

1. Diffusionskriafte und Polarisationsschichten.

Die in dem vorhergehenden Paragraphen bestimmten Werte der
elektrischen Leitfahigkeit erlauben es, die Stromstirke nur in dem Fall
zu berechnen, daBl die Konzentration der Ionen (oder der freien Elek-
tronen) rdumlich konstant ist. Wenn die Konzentration # der
Ionen einer bestimmten Gattung sich in der Umgebung des betrach-
teten Punktes irgendwie dndert, so setzt sich der elektrische Strom aus

2
dem eigentlichen Leitungsstrom %@5 und dem Diffusionsstrom, dessen

Projektion in einer beliebigen Richtung x gleich —Deg—: ist. Die
vollstandige Stromstirke ist folglich gleich

i=2<n—;@—DeVn>=a@~——2Del7n, (59)

wo die Summation auf die verschiedenen Ionengattungen (einschlie$3-
lich der freien Elektronen, falls sie vorhanden sind) erstreckt werden
muB. Die diese Ionengattungen charakterisierenden Indizes lassen
wir der Einfachheit halber weg.

Der iibliche Ansatz (53) der makroskopischen Theorie beriicksich-
tigt den Diffusionsstrom scheinbar gar nicht. Es ist aber klar, daB3
dieser Strom auch dort irgendwie enthalten werden soll, denn sonst
wiirde sich die aus den Differentialgleichungen

rot@—%%@zélnj, div®=4mp (59a)
ergebende Formel
1 .
—2+divi=0 (59Db)

12*



180 Qusai-mikroskopische Theorie der elektromagnetischen Eigenschaften.

dem Erhaltungsprinzip der Elektrizitit nicht immer Geniige leisten.

Mit dem Ansatz (59) und
o=2ne (59¢)

wird sie wegen der Differentialgleichung (46) oder eher der entsprechen-
den Gleichung fiir drei Dimensionen, identisch erfiillt, und zwar nicht
nur fiir die gesamte Ladungs- und Stromdichte, sondern schon fiir die
von den einzelnen Ionengattungen herrithrenden Anteile.

Wenn man also in der makroskopischen Theorie den Ansatz | = ¢€
oder { = 20+ & macht, so filhrt man im allgemeinen eine ,,scheinbare‘
elektrische Leitfihigkeit ein, die von der eigentlichen, der gleichférmigen
Verteilung der Ionen entsprechenden Leitfihigkeit mehr oder minder
verschieden ist. Diese scheinbare oder resultierende Leitfihigkeit
werden wir von der wirklichen durch einen Akzent unterscheiden. Es
gilt also definitionsgemil3:

20'E=0C—3Del'n. (60)

Man kann aber den Diffusionsstrom noch auf eine andere Weise formal
beriicksichtigen, und zwar durch Einfithrung statt der wirklichen
elektrischen Feldstirke @ einer scheinbaren oder resultierenden Feld-
stiarke €' nach der Gleichung

j=0@". (60a)
Die Differenz

C—G=C=—1 YDeln (60b)

stellt eine fiktive elektrische Feldstirke dar, welche der von dem
Konzentrationsgefille abhingigen osmotischen Druckkraft dquivalent
ist. Im einfachsten Fall, wenn man nur mit einer Gattung von (beweg-

. . De2
lichen) Ionen zu tun hat, reduziert sich (60b) wegen o= _kiTl‘ [vgl.

(65a)] auf
BT

@’=—8—n—l7n. (GOC)
Diese Gleichung ist nichts anderes als die iibliche hydrostatische Gleich-
gewichtsbedingung, wobei #%k7T =$ den osmotischen Druck der
Ionen und en@® die auf die Volumeinheit bezogene elektrische Kraft
bedeutet. Wir werden die GroBe €* als die elektrolytische Polarisations-
stirke bezeichnen. Bei { = 0 muB sie die effcktive Feldstiaike € genau
kompensieren.

Es ist nun leicht zu zeigen, daB in homogenen Kérpern wenigstens
bei statischen elektrischen Feldern, merkliche Konzentrationsunter-
schiede der Ionen und besonders der freien Elektronen nur in Zuflerst
diinnenGrenzschichten auftreten kénnen. Es sind gerade diese sogenannten
Polarisationsschichten, oder eher die damit verbundenen elektrischen
Ladungen, die in der makroskopischen Theorie als freie Flichenladungen
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(d. h. von den freien Elektronen oder Ionen bedingte Ladungen mit
endlicher Flichendichte) behandelt werden. Nur im Falle schlecht
leitender Substanzen bei zeitlich wechselnden Feldern sind die von den
raumzeitlichen Anderungen der Ionenkonzentration bedingten elektro-
lytischen Polarisationserscheinungen im ganzen Korpervolumen zu
beriicksichtigen.

Um das Wesen dieser Erscheinungen besser einzusehen, wollen wir
sie an einem einfachen Beispiel ausfiihrlich behandeln.

2. Elektrolytische Polarisation im Falle einer beweglichen
Ionengattung (feste Elektrolyten und Metalle).

Wir stellen uns eine planparallele Platte vor, die in ein homogenes
duBeres Feld von der gegebenen Stirke §® senkrecht zu dessen Kraft-
linien eingefiihrt wird. Es bildet sich dabei fast augenblicklich die
ibliche, von der Verschiebung der gebundenen Elektronen abhingige
Polarisation $B, weshalb die elektrische Feldstirke innerhalb der
Platte von der urspriinglichen GréBe ¢ auf € = E* — 4z sinkt
Die elektrische Erregung ® bleibt dabei mit &2 identisch. Es sei bemerkt,
daB + P mit der Flichendichte der gebundenen Grenzladungen iiber-
einstimmt und daB die GréBe — 4 B nichts anderes ist, als die zusitz-
liche, von diesen Flichenladungen bedingte Feldstirke (auBerhalb der
Platte ist die letztere gleich Null).

Es beginnen ferner auch die beweglichen Ionen (die wir positiv
voraussetzen wollen; die entgegengesetzten negativen Ionen seien fest
gebunden und haben eine unveridnderliche Konzentration #,) sich in
der Feldrichtung zu verschieben. Sie miissen sich dabei an einer Seite
der Platte ansammeln, wihrend an der anderen Seite die entgegen-
gesetzten Ionen in iiberschiissiger Anzahl bleiben werden. Sie koénnen
aber keine echten Flichenladungen bilden, denn bei VergroBerung oder
Verkleinerung der Konzentration treten osmotische Druckkrifte ein,
welche die vorhandenen Konzentrationsunterschiede auszugleichen stre-
ben. (Es sei bemerkt, daBl diese Druckkrifte eine rein fiktive Bedeutung
haben und nur als ein dynamischer Aquivalent der Diffusionsbewegung
anzusehen sind). Es miissen sich deshalb an den beiden Seiten der
Platte zwei entgegengesetzte Tonenschichten bilden, welche ebenso wie
die von den gebundenen Elektronen herrithrenden Flichenladungen
das Feld innerbalb der Platte noch weiter — praktisch bis auf Null —
herabsetzen.

Der Gang dieses Prozesses 148t sich leicht quantitativ mittels der
Gleichungen (59) bis (59c) bestimmen. Man muf8 dabei noch den Um-
stand berticksichtigen, da8 die Leitfahigkeit ¢ an jeder Stelle der tat-
sichlichen und nicht der mittleren Konzentration der beweglichen

Ionen proportional ist. Es wird folglich o = g, *}, WO 0, als die normale
(1}
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Leitfihigkeit des betreffenden Materials bezeichnet werden kann. Wir

kT
koénnen ferner nach (55a) De =o;g , setzen. Die erwihnten Glei-
0

chungen nehmen dabei in unserem eindimensionalen Fall die folgende
Gestalt an:

o=m—m)e, j= Cny g<ne(l5 kTQE> (61)
19
i 6Qt+ ’ (61a)
D
5 =4mo. (61b)

Wir haben hier die Gleichung rot = %%? +4mj durch (61a)
ersetzt, um die magnetische Feldstirke nicht explizite einzufiihren.
Zu den obigen Gleichungen miissen wir noch die Beziehung
D=¢E (61c)
und die Anfangs- und Grenzbedingungen
D = @€ fiir =0 und alle % } (614)
® = €% an den Grenzflichen der Platte fiir alle ¢

hinzufiigen. Mittels (61c) und (61b) kann man j durch ® ausdriicken.
Es gilt namlich:

1
ne€=meC+ (n—m)e€G="2 94 1 9%
On _1d(n—my)e 130 1 02D
9x e dx e dx Adme dit
und folglich
:_ 0Op 1 kT 029
I—;[<1+4nn e (’);\7)@_47552”057!]‘ (62)

Wir bekommen also nach (6la) und (61b) die folgende Gleichung

fir D i{@+4nao\‘<1+ 1 @)‘D chT ass} 0. (62a)
ox| ot

e L dnnge Ox dne?ng 022

Der eingeklammerte {} Ausdruck ist folglich von x unabhiingig und
stellt eine Funktion der Zeit allein dar.

Es sei bemerkt, da3 der Koefflzlent nichts anderes ist als die

schon im I. Kap. (§7) eingefiihrte ,,Relaxatlonszelt 7, welche bei
Annahme einer riumlich und zeitlich konstanten Leitfihigkeit, das
Verschwinden einer urspriinglich vorhandenen und ganz beliebig ver-

teilten Volumladung nach der Formel g = goe_% bestimmen sollte.
Im betrachteten Fall wird sich dagegen eine solche Ladung erst

spéter bilden, und zwar in einer Zeit von der GréBenordnung 7. Dieser

scheinbare Widerspruch mit der elementaren Theorie erklirt sich
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folgendermaBen. — Das Verschwinden der freien Volumladung kann
nach der letzteren (mit Riicksicht auf das Erhaltungsgesetz der Elek-
trizitit) nur seine Verschiebung auf die Oberfliche des betreffenden
Korpers bedeuten. Nach der hier entwickelten exakteren Theorie ist
aber diese freie ,,Flichenladung‘ als eine eigentliche Volumladung auf-
zufassen, deren Dichte aber nur in einer sehr diinnen Oberflichenschicht
betrachtliche Werte erreichen kann.

Die exakte Formel (62), wenn man dort #,e¢ = 00 oder auch 2T =0
setzt, d. h. die Konzentrationsunterschiede und die damit verkniipften
Diffusionsstréme vernachlissigt, reduziert sich auf

] 1
7: (3D + ;D)=0,
woraus folgt
D (0D -t
9x <’07>:=oe

in Ubereinstimmung mit dem friiheren Resultat.
Wenn man den Diffusionsstrom beriicksichtigt, aber die GroéBe

1 0D o _n—m

dnnge 0x  mge 7y

gegen 1 vernachlissigt und sich auf den Fall eines stafischen Zustandes,
bei welchem die Stromstéirke { = 0 ist, beschrinkt, bekommt man die
folgende einfache Gleichung

BD  4dnen,

U ehT O (63)
deren Losung lautet
D =, %} ¢y e
mit der Abkiirzung
dme2n
an skTo' (63a)

Wir nehmen an, daB der Nullpunkt x = 0 in der Mitte der Platte
liegt, und bezeichnen ihre Dicke mit 24.
Es wird dann wegen der Grenzhedingung (61c)

(5
Cy == Cy= ———ead Tl ,
und folglich
oz L g-ax
QD = o i (63D)

Wenn d sehr groB im Vergleich mit dem Parameter %ist, kann man die

elektrische Erregung in der Nihe einer Grenzfliche als Funktion des
Abstandes |x—d| = &’ durch die Formel

D = Ea gor (63¢)

ausdriicken. Man kann sich nun leicht iiberzeugen, daB % bei den
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gewohnlichen Bedingungen eine auBerordentlich kleine Linge darstellt.
Wir betrachten zunichst den Extremfall von freien Elektronen in einem
festen oder fliissigen Metallkérper. Ihre (normale) Konzentration be-
tragt etwa n, 2 102, so daBB bei T 300 und e © 1 —i— von der Gré6Ben-

ordnung 10-8 wird. Etwas groBere Werte ergeben sich fiir den Fall
nicht sehr verdiinnter fliissiger Elektrolytenlésungen. Und nur im Falle
sehr schlecht leitender fester Koérper mit einer auBerordentlich geringen

. . . 1
Konzentration der beweglichen Ionen ergeben sich fiir % Werte von
. . 1 .
einer makroskopischen GréBenordnung (etwa;= 10-4cm bei ny== 1015)

Nach (62c) ist %gleich demjenigen Abstand von der Oberfliche des
betreffenden Kérpers, bei welchem die Erregung und folglich auch die

Ladungsdichte ¢ = Zly_;%% in dem Verhiltnise: 1 (¢ =2, 7...) herab-

gesetzt wird. In einem Abstand, der einige Male gréBer als % ist und

doch vom makroskopischen Standpunkt aus im allgemeinen sehr klein
bleibt, ist das duBere Feld praktisch vollkommen abgeschirmi. Die auf
die Flacheneinheit bezogene freie Ladung betrigt dabei

v o]
1. Es
Uf:f@dEZ;;l@J by
0

in Ubereinstimmung mit der iiblichen ,,Grenzbedingung* fiir die sprung-
hafte Anderung der elektrischen Erregung beim Durchgang durch die
idealisierte geometrische Korperoberfliche.

Was die gebundene Ladung anbetrifft, so muB sie auch wegen der
Inhomogenitit des Feldes eine von Null verschiedene Raumdichte

besitzen. AuBerdem aber bedingt die Polarisation P noch eine eigent-
el D,. Es wird folg-

dne

liche Flichenladung von der Dichte %, = P, =

(o]
lich #, + f 0,4& = 0. Dies bedeutet, daB in einem leitenden Korper
0

die effektive Flichendichte der von den gebundenen Elektronen
herrithrenden Ladung bei zeitlich konstanten Feldern immer gleich
Null bleibt (im Gegensatz zu dem Fall ¢dealer Isolatoren).

3. Elektrolytische Polarisation im Falle zweier beweglicher
Jonengattungen.

Wir wollen jetzt noch den Fall eines Korpers betrachten, der zwes
bewegliche Ionengattungen (mit entgegengesetzt gleichen Ladungen)
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enthilt. Bei flissigen Elektrolyten ist dieser Fall tatsichlich der ein-
fachste, denn unbewegliche Ionen kénnen nur in festen Korpern auf-
treten.

Die obzn erwihnte ,,Schirmwirkung”, d.h. das Verschwinden des
elektrischen Feldes in makroskopischen Abstinden von der Grenz-
fliche bei verschwindender Stromstirke findet in diesem Fall im all-
gemeinen nicht statt. Denn es kénnen dabei gleichzeitig j und g gleich
Null sein, wihrend E == 0 ist.

Man hat n#mlich bei diesen Bedingungen #;e; + %56, = O,
d.h. wegen e, = —e;, =,

N = Ny =M,

und ferner nach (§9), mit Riicksicht auf die Relation D = k—;:

1 1 1 1
d. h.
k T02 - 191
€= o, 13,
Fiihrt man hier statt der Feldstirke das entsprechende Potential ¢
ein, so wird fiir zwei beliebige Punkte P’ und P’’:
, v kT — 9, n’
== G, B

Diese zuerst von Nernst aufgestellte Formel 148t sich auf zweierlei Weise
interpretieren — je nachdem die elektrische Potentialdifferenz als Ur-
sache oder als Folge der ungleichférmigen Verteilung der Ionen im be-
treffenden Korper betrachtet wird. Im zweiten Fall kann man den letz-
teren als ein galvanisches Element auffassen. Wenn man zwei verschiedene
Stellen eines solchen ,,Konzentrationselementes durch einen Metall-
draht verbindet, so wird in diesem Draht ein elektrischer Strom flieBen,
und zwar so lange, bis die an den Drahtenden vorhandene Konzentra-
tionsdifferenz verschwindet. Es muB beachtet werden, daB, wihrend
die Stromrichtung im Drahte mit der Richtung der Potentialgefille
¢ — ¢", d.h. der elektrischen Feldstirke, iibereinstimmt, sie inner-
halb des Elektrolytes einen dazu entgegengesetzten Sinn hat. Und
zwar ist hier die Stromstirke nicht durch die effektive Feldstirke €,
sondern durch ihre Summe mit der elektrolytischen Polarisations-
stirke €* bestimmt. Das urspriinglich vorhandene und durch die
Gleichung (64) ausgedriickte Gleichgewicht zwischen den elektrischen
und osmotischen Kriften muB bei Einfiihrung des Drahtes etwas
(zugunsten der letzteren) zerstort werden, und gerade auf diese Weise

entsteht tatsdchlich der ,,galvanische Strom®.
Das Linienintegral der elektrolytischen Polarisationsstiirke heiBt die
zwischen den entsprechenden Punkten wirkende elekiromotorische Kraft.
Diese elektromotorische Kraft ist im betrachteten Fall durch die rechte

Vn. (64)

(64a)
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Seite von (64) gegeben. Im Gleichgewichtszustand stimmt sie mit der
entsprechenden elektrischen Potentialdifferenz iiberein, im allgemeinen
ist sie aber davon verschieden.

Es muBl beachtet werden, daB es sich hier nicht um einen echien
Gleichgewichiszustand, sondern bloB um das Gleichgewicht zwischen
elektrischen und Diffusionskriften handelt. Denn das Verschwinden
der totalen Stromstirke bedeutet nur, dal die beiden Ionengattungen
sich zusammen mit derselben mittleren Geschwindigkeit bewegen.
Die Dichte dieser neutralen Materiestromung, d. h. die Anzahl Ionen
irgend einer Gattung, die pro Zeit- und Flicheneinheit hindurchgehen,
driickt sich nach GréBe und Richtung durch den Vektor

aus, d. h. nach (64) durch

2RT 2ne@
3="5 49,700 (840)
Wenn der wirkliche Gleichgewichtszustand erreicht ist, muf3 dieser
Strom verschwinden. Die Bedingung #, = #, kann aber bei Anwesen-
heit duBerer elektrischer Krafte in diesem Gleichgewichtszustand
nicht erfiillt werden, besonders in der Ndhe der Grenzflichen, wo die
Raumdichte der freien Ladung ¢ = e(n, — ny) von Null verschieden
wird.

Wir stellen uns wieder den betreffenden Koérper als plattenférmig
vor. Im Falle eines fliissigen Elektrolyts kann man sich denken, da} er
in ein isolierendes GefiB mit planparallelen Winden eingegossen ist.
Das duBere Feld sei wie frither senkrecht dazu gerichtet.

Nach der Einstellung des Gleichgewichtszustandes (das #uBere
Feld ¢ setzen wir als konstant voraus) miissen #, und #, den Glei-
chungen

Enﬁ—kT%:O
(65)
Emye+ kT2 =0

geniigen, die nach (59) das Verschwinden der einzelnen von den beiden
Tonengattungen  herriihvender Anteile dev Stromstirke ausdriicken.

. d . .
Fiihrt man das elektrische Potential nach E = —7:3 ein, so 1aBt sich
die Loésung von (65) in der Form
eq + L(]Z

o kT __ 65a
Ny = Hye , My=mge kT (652)

darstellen, im Einklang mit dem allgemeinen Bolfzmannschen Vertei-
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lungsgesetz. Zur Bestimmung des Potentials hat man ferner die Glei-
chung

a2
€ a% = 475@ 5
d.h.
a2 4n
= e —my), (65b)
.. ad . . . de .
die sich aus -~ = 4np in Verbindung mit D =¢e€ =—s& - ergibt.

Wenn die Konzentrationen #, und #, von ihrem gemeinsamen

Mittelwert #, nicht sehr verschieden sind (nl ; . und %_—ni’ klein
0 (1]

gegen 1), kann man niherungsweise
Ny =N, (1 ——%) und  #y=1, (1 +kﬁ%)
setzen, wobei (65b) die Gestalt

g  Buetny
a2 kT

(66)

annimmt. Diese Gleichung unterscheidet sich von der Gleichung (63)
nur dadurch, daB statt der Erregung ® das Potential ¢ auftritt und der
Parameter «2? verdoppelt wird. Diese Verdoppelung entspricht dem
Umstand, daB wir jetzt nicht mit einer, sondern mit zwei beweglichen
Ionengattungen zu tun haben. Setzt man also jetzt

8nein,
o = ¥ - (66&)
so lautet die Losung von (66)
eaT . pg~-ax
P=Pmgi_ ,~aa’ (66b)

WO - ¢,, den maximalen und minimalen Wert des Potentials an den
Grenzflichen bedeutet (es wird dabei an-
genommen, daB im Mittelpunkt ¢ = 0).
Diese Formel kann man aus (63b) mit

Riicksicht auf die Beziehung ¢ =— -i—f@ dx

erhalten. Daraus folgt unter anderem die
Relation

13

Es —ge@,,coshad. (66¢)

Die durch (66b) und (63b) bestimmte Ver-
teilung des Potentials und der Feldstirke
(oder der Erregung) ist in der Abb. 11 graphisch dargestellt. Bei
den tatsichlich vorkommenden sehr grofien Werten von « (s. oben)
ist die Feldstirke nur in der unmittelbaren Nihe der Grenzflichen von
Null verschieden. Geringen Werten der Potentialdifferenz 2 ¢, ent-

Abb. 11.
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sprechen dabei ungeheure Werte der Feldstirke in den beiden ,,Polari-

sationsschichten®.
Es ist nicht schwierig, die exakte Losung der Gleichung (65b) z

finden. Setzt man zur Abkiirzung k—f—f und ax = &, so liBt sie

sich, wie leicht zu sehen ist, in der Form

azf .
3 Ez:smhf (67)
schreiben. Wir behandeln zunichst f als die unabhingige Variable
und bekommen, wegen

&f ng'__ ar af _ ray

g = af AT df >’
% f'*=cosh f + konst = cosh f—cosh f,,

woraus folgt

£ + konst — f (672)

cosh f —cosh fo

Auf die Untersuchung dieser Lésung werden wir nicht ndher eingehen.

Es sei nun auf die folgende Schwierigkeit hingewiesen, die sich
ergibt, wenn man den Fall zweier beweglicher Ionengattungen mit dem
frither betrachteten Fall einer Ionengattung vergleicht. Die Unbeweg-
lichkeit der Ionen zweiter Gattung kann man offenbar als den Grenz-
fall eines unendlich groBen Reibungskoeffizienten &, auffassen. Da aber
dieser Koeffizient in das Boltzmannsche Verteilungsgesetz (65a) gar
nicht eingeht, muB das letztere auch bei #, = o bestehen bleiben,
wahrend wir in diesem Fall #, = %, = konst gesetzt hatten. Dieser
Widerspruch 148t sich dadurch erkliren, daB bei #, = 00 der Gleich-
gewichtszustand sich nur in einem unendlich groBen Zeitraum, d. h.
tatsichlich niemals, einstellen kann, da dabei die Relatationszeit 7,
unendlich groB wird.

Wenn man also den Gleichgewichtszustand bestimmen will, ist es
vorteilhaft, solche Ionen, die eine sehr kleine Beweglichkeit besitzen,
als vollkommen unbewegliche oder als quasielastisch gebundene Ladun-
gen zu behandeln. Nach der im vorhergehenden Paragraphen skizzierten
Vorstellung von der Warmebewegung der Ionen in festen und fliissigen
Korpern miissen sie tatsdchlich als solche quasielastisch gebundene
Ladungen aufgefaBit werden, aber nicht mit festen, sondern mit ver-
schiebbaren Gleichgewichtslagen.

Man muf ferner den Umstand beachten, daB die in (61) auftretende
effektive Feldstirke, sofern sie nach der Gleichung (65b) bestimmt
wird, nur bei kleinen Ionenkonzentrationen ihre Wechselwirkungs-
krafte richtig darstellen kann. Denn es treten in {65b) nur die Ladungen
der Ionen auf, d. h. die letzteren werden als Punktladungen behandelt.
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Wenn ihre Abstinde von derselben GroBenordnung wie ihre eigenen
Abmessungen sind, muBl man auch die letzteren beriicksichtigen, d. h.
neben den Ladungen auch die elektrischen Momente héherer Ordnung,
welche die Wechselwirkungskrifte zwischen ungeladenen Atomen be-
stimmen, in Betracht ziehen. Diese Aufgabe liegt aber auBerhalb des
Rahmens der makroskopischen oder der hier dargelegten ,,quasi-mikro-
skopischen‘’ Theorie.

4. Kontaktpotentiale.

Wenn zwei verschiedene Metalle, oder ein Metall und ein Elektrolyt,
oder zwei Elektrolyte — kurz zwei verschiedene leitende Kérper a und
b — sich beriihren, miissen im allgemeinen die a-Ionen in & und die
b-Ionen in a diffundieren. Es werden dabei elektrische Krifte erzeugt,
die schlieBlich den Diffusionsk: dften das Gleichge wicht halten. Auf diese
Weise bilden sich auf oder eher an der Berithrungsfliche elekivische
Doppelsch chten mit bestimmten Potentialspriingen, die man gewdhnlich
als Kontaktpotentiale bezeichnet. Im Gleichgewichtszustand sind sie mit
den entsprechenden elektromotorischen Kriften identisch.

Im einfachsten Fall zweier Metalle mit verschiedenen Konzentrationen
der freien Elektronen (n’ bzw. #'') driickt sich diese elektromotorische
Kraft oder das entsprechende Kontaktpotential durch die Formel

’ 1 ET n’
¢ —9 ' =9=""lg » (68)

aus, die unmittelbar aus dem Boltzmannschen Verteilungsgesetz

e (p' q P

won'=¢ ¥T:g kT
folgt. Die Konzentrationen #’ und #’’ beziehen sich auf das innere der
beiden Metalle und bleiben bei ihrer Beriithrung unverindert.

Im Falle zweier Elektrolyte, die dieselben Ionengattungen (1, 2)
mit verschiedenen festgegebenen Konzentrationen #n] =u} =#’,
%y = n, = n”, enthalten, muB sich eine durch die Formel (64a) be-
stimmte Potentialdifferenz bilden. Es sei bemerkt, daB die Formel (68)
sich daraus ergibt, wenn man &, oder &, = o setzt, d. h. eine Ionen-
gattung als unbeweglich voraussetzt, wie dies bei Metallen niherungs-
weise der Fall ist.

Bei der Beriihrung eines festen Metalls und eines fliissigen Elektro-
lvten treten die Metallionen in das letztere hinein, die freien Elektronen
aber nicht. Im Gleichgewichtszustand erreicht ihre Konzentration »’
einen ganz bestimmten Wert, der mit dem entsprechenden Potential-
sprung und der Temperatur durch eine Formel von derselben Gestalt
wie (68) verkniipft ist. Die GroBe ' stellt dabei eine fiir das betreffende
Metall charakteristische Konstante dar, die aber von der wirklichen
Konzentration der Ionen ganz verschieden ist.
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Wenn man eine geschlossene Kette aus mehreren Metallen und
Elektrolyten bildet, bekommt man eine resultierende elektromotorische
Kraft, die so lange von Null verschieden bleibt, als die urspriing-
liche Konzentration der Ionen in den Elektrolyten durch Auflgsung
der Metallelektroden oder durch andere chemische Umsetzungen bei-
behalten wird. Wenn die so gebildete Kette nur Metalle enthilt, muf3
die resultierende elektromotorische Kraft nach (68) verschwinden,
sofern keine Temperaturunterschiede vorhanden sind. Bei Anwesen-
heit solcher Temperaturunterschiede (in den Verbindungsstellen) be-
kommt man sogenannte ,,thermoelektrische’ Krifte, die sich nach (86)
qualitativ (nicht aber quantitativ) erkliren lassen.



Zweiter Abschnitt.

Allgemeine Probleme der makroskopischen
Theorie.

Viertes Kapitel.

Fortpflanzung elektromagnetischer Schwingungen
(Wellen) in unbegrenzten Koérpern.

§ 1. Homogene und isotrope Korper.
1. Allgemeine Differentialgleichungen.

Obwohl alle materiellen Korper immer begrenzt sind, wollen wir
sie doch bei der Untersuchung der Fortpflanzungsgesetze elektro-
magnetischer Schwingungen als unbegrenzte Medien behandeln. Die
von den Grenzerscheinungen herrithrenden Komplikationen werden
wir in den nachfolgenden Kapiteln beriicksichtigen.

Wir betrachten zunichst den einfachsten Fall eines homogenen
und isotropen Kérpers, dessen Eigenschaften durch die Konstanten e

. .. D . o H
(Dlelektr1z1téitskonstante = f>’ u <magnetlsche Permeabilitit F) und

o (elektrische Leitfahigkeit) charakterisiert werden kénnen. Wie im
vorhergehenden Kapitel ausfilthrlich gezeigt worden ist, haben diese
Konstanten nur fiir harmonische Schwingungen bestimmte von der
Frequenz abhingige Werte; im allgemeinen Fall 148t sich die Beziehung
zwischen den Erregungen ®, B und den Feldstirken €, 9 mittels zwei
Proportionalititsfaktoren nicht charakterisieren. Wir wollen deshalb
von vornherein annehmen, dafl diese Vektoren als Funktionen der Zeit
in der Form ® = ®Ye—:i¢ usw. dargestellt werden kénnen?). Wir werden
zunichst die Konstanten ¢ und y als reell ansetzen. Die Dimpfung
der elektrischen Schwingungen, unabhingig davon, ob sie von der
freien oder den gebundenen Elektronen herrithrt, werden wir dabei
durch eine reelle ,,effektive’ Leitfihigkeit o charakterisieren. Wenn
die wirkliche Dielektrizititskonstante gleich ¢ 4 i¢" ist, und die
wirkliche Leitfihigkeit gleich ¢, so hat man, nach der Gleichung

_ e+’ 0€ | 4me,
rot @ =T 08 L AT

o=0y+ > 1)

1) Es wird fir das Folgende bequemer sein, den Exponentialfaktor e-ft
statt e+iw! wie frither zu benutzen.
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Die allgemeinen Feldgleichungen lassen sich also im betrachteten Fall
in der Gestalt schreiben:

ro’c@i—l—%ﬁé 0, divH=0 (1a)
1 o€ 4 .
;rot&)—i——aT=—Zq—@,. divE=0 (1b)

(vgl. (53) bis (54) Kap. I). Die Gleichungen div § =0 und div€ =0
sind iibrigens iiberfliissig, denn sie ergeben sich durch Divergenzbildung
aus den vorhergehenden Gleichungen. Es sind dabei freie Volum-
ladungen selbstverstiandlich ausgeschlossen. Sonst wire die obige
Zuriickfiihrung der elektrischen Dampfung auf die Leitfahigkeit nicht
moglich, denn wir hitten statt div€ = 0 die Gleichung div (¢ +1¢")E

= 4n@

Wenn man in (1a) und (Ib) 57 o€ 7 und — 'b durch —iw€ bzw. —10 9

ersetzt und statt der wxrkhchen Dlelektr1z1tatskonstante et 1¢ die
effektive

ge=¢+1¢ +z4n£"—s+ fw (2)

einfiihrt, so wird: i
rotE——9=0, (2a)
rot§ + 2K g —0. (2b)

Obwohl diese Gleichungen formal einfacher sind als (la) und (1b),
sind doch die letzteren, da sie lauter reelle GréBen enthalten, fiir das
Verstindnis der dadurch ausgedriickten allgemeinen physikalischen
Gesetze vielfach bequemer.

Durch Differentiation von (1b) nach c# ergibt sich mit Riicksicht
auf (la)

ep 26 4noud€
—rotrot & — AR = & g1
d. h. wegen der Identitit
rotrot & = divE—P2E,

. ‘
7 ep 0*°C  4aopu o€ 3)

Vz@_fﬁ@_ﬂa_”_a.g (3a)
Bei ¢ = 0 reduzieren sich diese Gleichungen auf die bekannte d’A4lem-
bertsche Form 1 oty
Viy—57 7. =0 (v=E€.9) (4)
mit

(4a)
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Dies bedeutet, daB bei Fehlen der elektrischen Dimpfung oder
Leitung die elektromagnetischen Schwingungen sich in einem homo-
genen und isotropen Korper auf dieselbe Weise wie im leeren Raum

fortpflanzen, aber mit einer von ¢ =3+ 101053 verschiedenen, durch
(3b) bestimmten, Geschwindigkeit. Solche Korper werden wir als
durchsichtig bezeichnen. Der Koeffizient n = 2 = Va heiB3t ihr

Brechungsindex (der Grund fiir diese Bezeichnung liegt in den be-
kannten Brechungserscheinungen an der Trennungsfliche zweier
homogener Kérper, s. unten, Kap. V).

Im entgegengesetzten Falle einer sehr groBen Ddmpfungskonstante
und bei nicht zu hohen Schwingungsfrequenzen, kann man die in (3)
und (3a) auftretenden zweiten Ableitungen nach der Zeit, d.h. die

GréBen S—I;w y, gegen die rechten Seiten i Mzwzp vernachlassigen,
und man bekommt v
. i =y ()
mit
c
= ba
V4nopu (52)

Die Gleichung (5) hat dieselbe Gestalt wie die im vorigen Kapitel be-
trachtete Diffusionsgleichung, oder die Grundgleichung der Theorie
der Wiarmeleitung, wobei die Konstante a die Rolle der Diffusions-
konstante oder des thermischen Leitfihigkeitskoeffizienten spielt. Es
miissen also in diesem Falle — den man hauptsichlich bei Metallkérpern
trifft — die urspriinglich vorhandenen raumlichen Inhomogenititen des
elektromagnetischen Feldes gegen Null streben.

Im allgemeinen Falle, der der Gleichung
1 92 190
V2= on =4 ot ©)
entspricht, pflanzen sich die elektromagnetischen Schwingungen in
einer komplizierteren, die beiden betrachteten Typen zusammen-
fassenden Weise fort.

Da die Gleichungen (la) dieselbe Form wie fiir den leeren Raum
haben, kann man die Feldstirken durch die Potentiale ¢ und ¥ nach
den tiblichen Formeln
109U
¢ at

O=rotA, CE=—Veo—

ausdriicken. Um aber fiir diese Potentiale dieselbe Fortpflanzungs-
gleichung (6) wie fiir die Feldstdrken zu erhalten, muB man, wie leicht

zu ersehen ist, die iibliche Relation %—— + div % = 0 durch

(6a)

div [+ 4 s,u 8<p +47wy. —0 (6b)

Frenkel, Elektrodynamik II. 13
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ersetzen. Es lassen sich schlieBlich diese Potentiale durch einen einzigen
Vektor 8§ — welcher dem iiblichen Polarisationspotential entspricht —
ausdriicken, und zwar nach den Formeln

p——divy, A=[KIB tmong (60)

(vgl. Bd. I, S. 134), wobei 8 ebenfalls der Gleichung (6) geniigt.
Geht man wieder zu komplexen GréBen iiber, so wird mit Riick-
sicht auf o o w?

W e T b

P,

Vy+—F=p=0, (7
(y=€, 9,9, % 3); ferner
@——VQJ—}——QI Vdiv g+ 2 = ss,uﬁ—rotrotgl
io (7a)
@Z‘Tssﬂr0t8 ’
und ;
div A — "2 eup=0. (7b)

2. Ebene Wellen:
Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Absorptionskoeffizient.

Wir wollen jetzt unseren Ansatz noch weiter spezialisieren und solche
elektromagnetischen Vorgdnge untersuchen, die nicht nur zeitlich,
sondern auch rdumlich, d.h. hinsichtlich der Abhingigkeit von den
rdumlichen Koordinaten, harmonisch oder sinusoidal sind. Wir setzen

also — piS 1
8
=—wt+tr, | ®)
wo f einen konstanten (im allgemeinen komplexen) Vektor bedeutet;
S 1st die fiir alle Vektoren €, § usw. gemeinsame Schwingungsphase;
=G0 ©9, ... bedeutet die (im allgemeinen ebenfalls komplexe)
Amphtude der entsprechenden elektromagnetischen Gré8en. Wenn
der Vektor f reell ist, stimmt der Ansatz (8) mit dem im ersten Bande
vielfach betrachteten Ansatz fiir ebene sinusoidale Wellen iiberein. Es
gilt dabei o
f= 7 n, (8 a)

wo A die Wellenléinge und n die Wellennormale (in der Fortpflanzungs-
richtung) sind.

Im allgemeinen Falle kann man zwei verschiedene Einheits-
vektoren n®, n® einfithren und ¥ in der Form

f=to 4 ife = 2T o ignen) = 2o pigne  (8b)
darstellen.
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Wir bekommen dann nach (8) eine sogenannte geddmpjte ebene

Welle mit der reellen Amplitude
lpl=lyo| e r=]y0] iy, (8¢)

die in der n®-Richtung im Verhiltnis ¢ : 1 pro Lingeneinheit (oder
e272:1 pro Wellenlinge 1) abnimmt, wihrend ihre reelle Phase
SW =—t + I - gsich in der n-Richtung 4dndert. Die letzte Richtung
ist als die eigentliche Fortpflanzungsrichtung der Welle anzusehen; zur
Unterscheidung werden wir die n®-Richtung als die Dampfungsrich-
tung bezeichnen. Der Koeffizient { heiflit dementsprechend der Démp-
fungskoeffizient oder auch der Absorptionsindex (s. unten).

Es 148t sich nun leicht zeigen, daB der Ansatz (8) bei passender Wahl
von f die Grundgleichung (7) [oder (6)] tatsichlich befriedigt.

Es gilt ndmlich (unabhingig davon, ob y eine skalare oder vekto-
rielle GroBe ist, s. Bd. I, S.152):

Vry=—1ty
und folglich nach (7):

w?

k2=6_288‘“:f(1)2_f(2)2+2if(1).f(2) 9)
oder wegen (2)
w?®
B2 — k2= ey,
2a0pw (9a)
I

F1) - §(2) = M) B(2) cos @ =

Wir sehen also, daf3 die Dampfungsrichtung mit der Fortpflanzungs-
richtung immer einen spitzen Winkel (@) bilden muB. AuBechalb
dieser Bedingung sind die Richtungen n® und n® vollkommen will-
kiirlich und voneinander unabhingig. Durch Auflésen von (9a) be-
kommt man die folgenden Formeln fiir die Betrige der Vektoren
(Phasenvektor) und {® (Dampfungsvektor)

w e o?
B2 — = ( 1-+- V1+52v20052@>

0 (9b)
wicp o2
Ri®2 = 2 < 1+V 1+52v20052@>
Wir merken noch die Nadherungsformeln
o - 27 o 1/m o
k02 c ]/é‘,u BB == co?@]/ <';;coéi@ < 1> ’ (10)
2ny/ pov o .,
i o)/ be (reme>1)  (09)

die fiir den Fall sehr kleiner bzw. sehr grofler Dampfung gelten.
Die entsprechenden Niherungsformeln fiir A und g lauten, wenn man
noch die der betrachteten Schwingungsfrequenz entsprechende Wellen-

13*
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2nc . ...
linge im leeren Raum A, =%= —o cinfiihrt

l 20
}. = S‘u’ Qgsv cos @ (ew cos@<1> (IOb)
chos@’ exl, ‘ (awcos@>l> (10c)

In dem betrachteten Falle ebener sinusoidaler Wellen kann man

neben - 6 ; = —tw noch V' = 1f setzen. Es wird also nach (7a) und (9)
C=—Ix(x3)=38r»—{3 1))
® c (11)
'i):?ss;uvfx r?):aszXB
vgl. Bd. I, S. 152). Daraus ergeben sich die folgenden Beziehungen:
8 g
“p= txE, (11a)

en’ E=—tx9, (11b)

die offenbar nichts anderes als die spezielle Form der Grundgleichungen
(2a) und (2b) fiir den betrachteten Fall sind. Aus diesen Gleichungen
kann man durch Elimination von € oder § die Gleichung (9) fiir k2
bekommen. Es folgen daraus ferner die Gleichungen

(-€=0, t-9=0, (11c)

die sich auch unmittelbar aus den Gleichungen div € = 0 und div) =0
ergeben.

3. Ebene Wellen: Amplituden und Energie.

Wir fithren nun die reellen Komponenten der komplexen Ampli-
tuden von € und § nach

C0O=C" +:€", $°=9 +:9" (12)
ein. Es sei erinnert, daB €' und " zwei konjugierte Halbmesser der
Schwingungsellipse darstellen, die von dem Endpunkt des Vektors
R (€% ") = €' cos wt + €" sin w?, und zwar in der Richtung von
€’ nach " beschrieben wird.

Um die Bezichungen zwischen diesen reellen Komponenten und
den reellen Komponenten von f zu bekommen, setzen wir (12) in die
Gleichungen (11c) ein. Es wird dabei

(ED + E®) - (C'+ (6" ) =F0 . E'— {D. §' 4 {(FV. G+ 1. E') =0
d. h.
. ¢=t@.¢", fO.¢"=—t@.¢ (12a)

und ebenso

O O'=Ff2.H" .9 =—f.9'. (12b)
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Durch Einsetzen von (12) in (11a) bekommt man ferner

2 (©'+9") = (10 +i1®) x (€' +iE")

— 0 X E— 1O § + (f X C"+ @ < €,
d. h.
29 =t0xE —1xE"

12
9@”2 f(l) X @u+ f(z) X @/ . ( C)
¢

Daraus ergeben sich neben den Beziehungen (12b) noch die folgenden
Relationen:

il ~ 0§ = (1O x f)- §”
@ f(l) 9= (10 x f@). ¢ .

(12d)

Wir nehmen zunichst an, da3 der elektrische Vektor linear schwingt
und setzen dementsprechend €’ =0 (€' = €9). Es folgt dann aus
(12a), daB diese Schwingungen eine zu den beiden Vektoren ) und ¥
senkrechte Richtung haben miissen. Die magnetischen Schwingungen
ergeben sich dann nach Gré8e und Richtung aus (12¢). Und zwar
liegen die beiden Komponenten von § in der (£, ¥®)-Ebene, senk-
recht zu f® und ¥ und stehen zueinander im Verhiltnis 2(): ;@)

Wenn die magnetischen Schwingungen linear sind, miissen sie eben-
falls nach (12b) eine zu ¥’ und ¥ senkrechte Richtung haben. Daraus
folgt aber wegen (12d), daB die elektrischen Schwingungen in der
(fV, ¥@)-Ebene stattfinden. Die beiden Fille sind also zueinander
reziprok.

Wir wenden uns jetzt dem einfachsten und in Wirklichkeit am meisten
vorkommenden Falle, daB die Vektoren ¥ und ¥® dieselbe Richtung
haben n® =n® =n), zu. Es ist in diesem Falle nicht nétig, die
Amplitudenvektoren G und §° in ihre reellen und komplexen Anteile
zu zerlegen, Man sieht zunéchst aus (12), daf3 die elektrische und magne-
tische Feldstiarke senkrecht zu n sind. Setzt man ferner

b=k 4 ik =| k| ei? (13)

so wird nach (11a) fiir beliebige (d.h. im allgemeinen elliptisch polari-
sierte) harmonische Schwingungen

| §o=_"|k|lux Eoed, (13a)
d. h. nach (9b) mit Riicksicht auf |k |=£kM02 4 k@2,
Y e
Hot=¢y ‘/1 + B0 (13b)

Fiir die Phasenverschiebung wollen wir nur die angeniherten For-
meln angeben, die sehr kleinen oder sehr groBen Dampfungen ent-
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sprechen. Dies sind nach (10) und (10a)
o

bzw. (13¢)
7T
Bei vollkommen durchsichtigen Kérpern (¢ = 0) hat man é = 0 und
H?=uE?
oder
pBE=cFE?. (134d)

Diese Relation wird gewohnlich interpretiert als die Gleichheit der
elektrischen und magnetischen Energiedichte fiir ungedampfte elektro-

magnetische Wellen. Eine solche Interpretation ist aber kaum zulissig,
B2 E?
denn der Ausdruck ”—8—%6— = —%—68:;—@? stellt bekanntlich nur den
den freien Elektronen zugehdrigen Anteil der Energiedichte dar
(s. Kap.1I, §1). Es kann aber im betrachteten Fall iiberhaupt keine
freien Elektronen geben, denn sie miiiten eine Dampfung der Wellen
bedingen. Bei ¢>0, d.h. bei Anwesenheit von Dimpfung, haben
nur die vollstindigen quadratischen Gré8en einen unmittelbaren
physikalischen Sinn. Da sie in Kap. IT ausfiihrlich untersucht worden
sind, werden wir hier nur die einfachste und fir die Wellenvorginge

wichtigste von ihnen diskutieren, nimlich die Ewnergiestrahlungsdichte

@=4in@xss=:4;—lu@x@ (14)
[s. z. B. Kap. I, Formel (50b)]. Es sei bemerkt, da} dieser Ausdruck
ganz exakt ist, d.h. auch bei der Beriicksichtigung des Unterschiedes
zwischen den totalen und effektiven Feldstdrken richtig bleibt. Die in
(14) auftretenden Feldstirken sind dabei selbstverstindlich als reell
anzusehen. Bei ihrer komplexen Darstellung bekommt man fiir den
zeitlichen Mittelwert von & den Ausdruck:

R=2 ° R@Ex9%.

2 4np

Wenn die Diampfungsrichtung der Wellen mit ihrer Fortpflanzungs-
richtung zusammenfillt, hat man nach (13a) und (13b)

_ 4T T 2 .
@=ni%V%Vl+$%c%6mF. (14a)

Bei kleiner Dampfung ergibt sich daraus mit Riicksicht auf (13c) die

folgende bis auf Groflen zweiter Ordnung in 851; richtige Formel:

ﬁ_nﬁV%@+ﬁ%M@h (14b)

IS
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In dem entgegengesetzten Extremfall wird
fans )/ 206k (14c)
vy :

4. Fortpflanzung ebener Wellen in bewegten Korpern.

Wir wollen noch zum SchluB einige der hier angefiithrten Resultate
fiir den Fall bewegter Medien verallgemeinern. Wir denken uns dabei
eine geradlinig-gleichférmige Bewegung mit einer gegen ¢ sehr kleinen
Geschwindigkeit v (relativ zu dem als ruhend vorausgesetzten Bezugs-
system S). Es miissen in diesem Falle die Grundgleichungen (la) und
(1b) durch die Gleichungen (61a) des I. Kapitels (§ 8) ersetzt werden.
Der Einfachheit halber wollen wir die dort auftretende Dielektrizitits-
konstante ¢ (die unserer ¢, entspricht) als eine reelle GréBe betrachten,
d. h. eine Dampfung ausschlieBen. Fiir den Fall ebener sinusoidaler
Wellen (8) nehmen diese Gleichungen bei Weglassen der jetzt belang-
losen Striche die folgende Gestalt:

¢£-E+ wx(ExB) =0,

WE-B—0X(EXE)=0. (15)
£xE— 2 (uB—1wxE)=0,
(15a)
tXB+ L (eC+wxB)=0,
an, mit b
w=(epu—1)-, . (15b)

Wir betrachten zunichst solche Wellen, die sich in der Bewegungs-

richtung fortpflanzen. Es wird dann mit% =% =1

nE=0. n-B=0 (16)
und ferner nach (15a)

<k+ ?<w>nx@~%,u §B_=O,
(16a)

(f+2w)nxB+$:E=0.
Multipliziert man die erste dieser Gleichungen vektoriell mit (k +~% w> n
und die zweite mit wT u, so ergibt sich durch ihre Addition

w 2 w?
<k+ . w) nx(nx@)+§eu@=0,

d.h. wegen n X (n X €) =—€:

<k+ ?w)2=%23/4,
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oder folglich:

]/E/L—-w 2 Yep[1—2 Yen(1— o )} (16b)

Hier bedeute V = u die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der betrach-
ep
teten Schwingungen im ruhenden Koérper. Fiir den bewegten Korper

ist sie nach der Definition von % gleich ' = % Wir haben also:

: =1= <1_$>

d. h. ndherungsweise (wegen v <€ u)

=t (1-3)
2

oder mit ru=_g
u’=u—{—v<1——§—). (16¢)

Diese Formel zeigt, daB die Geschwindigkeit #' sich aus # und v
nicht durch einfache Addition, sondern nach dem Additionsgesetz der
Relativitidtstheorie zusammensetzt (vgl. Bd. I, S.278 und 288).

Die exakte Form dieses Kompositionsgesetzes fiir den betrachteten
Fall (1]|v) lautet

: o = “4v

- uy *
1+5

Daraus ergibt sich in erster Ndherung <bezﬁglich %) die vorhergehende

Formel.

Es ist nicht schwierig, die Gleichungen (15a) auch fiir den all-
gemeinen Fall (f nicht parallel zu b) zu lésen. Man bekommt dann
mittels desselben Verfahrens wie frither statt (16b) die Gleichung

2 2
(f'{‘%m) -_-:EZESM,
d. h.
k2+2—a)wkcos@+@%w2=9’j e
¢ c? c2? ’
wo @ den Winkel zwischen f und b bedeutet. Es wird folglich in erster
Néherung

=f:_(1/g7¢—wcos@), (17)

oder w=u-+ <1——1—:-:~> vcos@, (17a)

in Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Kompositionsgesetz (4)
(s. Bd. I, S. 288).
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Der Energiestromungsvektor driickt sich in diesem Falle wegen
pB=(t—w)xE,
[siehe die erste Gleichung (15a)] durch die Formel ‘
. c c
f =4, Cx [(;f——m) x(&] (17b)

aus. Es hat eine von der Wellennormale verschiedene Richtung, was
der Tatsache entspricht, daB3 die Vektoren € und 8 nach (15) nicht
mehr in der Wellenebene liegen.

Wir sehen also, daB die Bewegung eines homogenen und isotropen
Korpers eine eigenartige Amnisofropie verursacht. Diese , kinematische
Anisotropie’* ist iibrigens ganz verschieden von derjenigen ,,physika-
lischen Anisotropie®, die fiir ruhende kristallinische Kérper charakteri-
stisch ist.

§ 2. Ebene Wellen in homogenen anisotropen Korpern.

Wir gehen jetzt zur Betrachtung der Fortpflanzungsgesetze ebener
elektromagnetischer Wellen in physikalisch anisotropen Koérpern, die
sich im allgemeinen durch drei Tensoren &, u;; (oder ui') und oy

1 .
(statt der Skalaren ¢, u oder " und a> charakterisieren lassen, iiber.

Die allgemeinen Feldgleichungen

rot@+£-%—§’=0, divg =0,
1 . .
rot 8 — .b,%_?zzinl, divDd=4mp

nehmen fiir den Fall ebener harmonischer Wellen [Ansatz (8)] die
Gestalt

IxE— Y 9=0, t-9=0, (18)
IXB+ Y D=4nj, D=0 (18a)

an (die Dichte der freien Ladung setzen wir von vornherein gleich Null).

Der Ubersichtlichkeit halber wollen wir sie nicht in voller Allgemein-
heit 16sen, sondern beschridnken uns zunichst auf den einfachsten Fall
2y =1, 20 =0, 2% = reell. Dies entspricht einem vollkommen durch-
sichtigen unmagnetischen Kristallkérper ohne Gyrotropie oder natiir-
liche Aktivitit.

1. Wellengeschwindigkeit als Funktion der Wellennormale;
D-Grundschwingungen.

Die Gleichungen (18a) reduzieren sich dabei auf

IX9+2D=0, £+D=0. (18b)
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Ersetzt man hier § durch %fx@ nach (18), so wird

EX(EXE) + 2 D=0 (19)
oder auch ut
n(E€-n)—€C+; D=0, (19a)

wo wie {iblich n = % die Wellennormale und % = %die Fortpflanzungs-

geschwindigkeit bedeuten.
Wir fithren nun die Beziehung zwischen € und ® in der Form

Di=&E,, Dy=¢gE,, Dy=¢ek, (19b)

ein, lassen also die Koordinatenachsen mit den Symmetrieachsen des
Tensors 2¢ zusammenfallen, und bestimmen # als Funktion von #,, #,,
1, (Richtungskosinus der Wellennormale). Diese Aufgabe 148t sich be-
sonders einfach lésen, wenn n einer der Koordinatenachsen parallel
ist. Es wird z. B. bei #y, = #3 = 0, nach (19a):

u? u? u?
El—‘—El"l-cTElEl:O, '—‘E2+—62 £2E2:O, ——E3+'52€3E3=0,

d.h. E; =0 und # = entweder — oder — = je nachdem E; oder E,

&g
ebenfalls verschwindet. Dies bezieutet daB in der Richtung einer
Symmetrieachse des Tensors 2¢ sich nur solche lineare Schwingungen
fortpflanzen kénnen, die parallel zu einer der zwei anderen Achsen sind,
und zwar mit einer ihrer Richtung nach der Formel

4
U, = — (19¢c)
Ve
entsprechenden Geschwindigkeit. Wir wollen diese Geschwindigkeiten
als Hauptgeschwindigkeiten bezeichnen.
Zur Bestimmung von # im allgemeinen Falle schreiben wir die
Gleichung (19a) koordinatenmiBig in der Gestalt

2
n SmE—E;+ ;E,=0 (i=123) (20)

um. Wir bekommen also ein homogenes System von drei linearen
Gleichungen mit drei unbekannten E,, E,, E, (oder D,, D,, D,, wenn
man die ersteren durch die letzteren ausdriickt). Als Kompatibilitdts-
bedingung erglbt sich die Glelchung

; —l+ Ny Ny, Ny Ny,

|

, »

A=| nyn,, ng—1+,, nang, =0, (20a)

u
214
| sy, Ny Ny, ng 1+u§
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welche gerade die gesuchte Gleichung fiir # darstellt. Sie ist vom dritten
Grade in #%? und muBl wegen der Symmetrie der Determinante drei
reelleWurzeln haben. Eine dieser Wurzeln ist aber, wie leicht zu ersehen,
unendlich und kommt deshalb nicht in Betracht. Die zwei anderen
Wurzeln #' und %'’ entsprechen zwei bestimmten Schwingungstypen,
die sich in der betreffenden Richtung n fortpflanzen kénnen, und zwar
zwei lineare Schwingungen von ganz bestimmten Richtungen @', "
bzw. D', ®"'. Ibre Linearitit folgt aus dem Umstand, daB die Koeffi-
zienten des Gleichungssystems (20) einschlieBlich der u-Werte, reell sind.
Die Verhiltnisse E; : E,: E, (und D, : D,: Dy) miissen deshalb auch reell
sein. Die Betrige der Vektoren € (und ®), d. h. die Amplituden der
entsprechenden Schwingungen, bleiben selbstverstdndlich willkiirlich.
Aus den Identititen

7 ’ ’ uz ’
nianEk—E‘—i—uT?Ei:O
k
7 ” {4 uIIZ Y74
n,-anEk —E; +;?—E, =0
&

ergibt sich durch Multiplikation mit E; bzw. E;, Summierung beziig-
lich 7 und Subtraktion:

(Zncr)  Smd)~(ZncE) (ImE)
+ (u’z—u”z) ZE—il?=0,

d. h. wenn #' und %"’ verschieden sind:
E:E;' . ’ "__ 1 r__
02273 =D-E"'=9"-¢ =0. (20b)
In dhnlicher Weise bekommt man aus (19a) mit Riicksicht auf (20b)
und n D =0 die Relation
DD =0, (20¢)

welche zeigt, daB die Richtungen von ®’ und ®"' senkrecht zueinander
sind. Wir wollen diese Richtungen als die zu der betreffenden Wellen-
normale gehérigen Grundrichtungen oder Grundschwingungsrichtungen
bezeichnen. Es sei bemerkt, daf3 € -&" == 0; es wiire deshalbnicht zweck-
miBig die Grundrichtungen durch den Vektor € zu definieren; desto
mehr, da er auBerhlab der Wellenebene liegt (€ - n == 0).

Die Gleichung (20a) liBt sich betrichtlich vereinfachen, wenn man
die Determinante ausrechnet und die Beziehung #} + n3 +n§ =1
beriicksichtigt. Man kommt abér schneller zum Ziele, wenn man direkt
von den Gleichungen (20) ausgeht. Man hat nimlich

'muz %}'ﬂkEk=El ,

|
2
i
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woraus durch Multiplikation mit #; und Summierung die Relation

e
C T w
oder schlieBlich
n? n3 ny
u?—u2+u3—u2+u§—-u2_‘0 (204)

folgt. Diese zuerst von Fresnel aufgestellte Gleichung ist offenbar
mit (20a) dquivalent.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten und die Schwingungsrichtungen
sind miteinander eindeutig verkniipft. Man kann in der Tat die ersten
unmittelbar durch die zweiten in eindeutiger Weise ausdriicken, ohne
die Fortpflanzungsrichtung explizite einzufiihren. Man bekommt
nimlich durch Multiplikation von (19a) mit ® wegen n- D =0:

2 2
oo St
i

d. h.
w2D2 = 3 u2D? (21)
oder
u= Sud?, (21a)
wo
d=2 (21b)

¢ D
die Richtungskosinus des Vektors ® sind.
Es wire aber irrtiimlich zu glauben, da8 eine lineare ®-Schwingung
von einer gegebenen Richtung sich nach allen dazu senkrechten Rich-
tungen mit derselben durch (21a) bestimmten Geschwindigkeit fort-

IROAN

Abb. 12.

pflanzen kann. Denn eine solche Schwingung wird nur einer ganz
bestimmten Fortpflanzungsrichtung (oder eher zwei entgegengesetzten
Richtungen der Wellennormale) als Grundschwingung zugeordnet und
kann sich nach den anderen Richtungen gar nicht fortpflanzen.

Es sei bemerkt, daB sich zwei lineare Grundschwingungen ®’ und
9", obwohl sie sich mit verschiedenen -Geschwindigkeiten fortpflanzen,
an jeder Stelle zu einer resultierenden harmonischen Schwingung
vereinigen lassen, deren Gestalt (,,Polarisationsart’) von der Zeit unab-
hingig bleibt, aber sich in der Fortpflanzungsrichtung in einer bestimmten
stetigen Weise dndert. An denjenigen Stellen, wo die Phasen von
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®’ und D"’ iibereinstimmen, setzen sie sich zu einer linearen Schwingung
zusammen; bei einer Phasenverschiebung von 3 ergibt sich eine ellip-

tische Schwingung mit den Halbachsen |®’| und [®”| usw. Diese
Gestaltsinderungen der resultierenden Schwingung

D = (Dge it + Dy et r)e—iwt
sind -in der Abb. 12 schematisch dargestellt.

2. Strahlengeschwindigkeit als Funktion der
Lichtstrahlenrichtung; €-Grundschwingungen.

Die Gleichung (19a) zeigt, daB die elektrische Feldstirke € in der
Schwingungsebene (®, n) liegt; sie steht aber nicht senkrecht auf n,
sondern bildet mit ® einen bestimmten, im allgemeinen von Null ver-
schiedenen Winkel &, welcher von ® (und n) abhingt. Dieser Winkel
verschwindet nur in dem Falle, wenn ® und n zwei Symmetrieachsen
des Tensors 2¢ parallel sind. Die magnetische Feldstirke ist dagegen
nach (18) immer senkrecht zu ® und n gerichtet, und zwar so, da8 der
Vektor ® X § mit n iibereinstimmt (Abb. 13).

Der Vektor 1

=1 Dx9 (22)

stellt bekanntlich die Dichte der elektromagnetischen Bewegungs-
groBe dar [Kap. II, (50c)].

In der Kristalloptik hat man meistens nicht o .
mit unbegrenzten ebenen Wellen, sondern mit diinnen

Strahlenbiindeln (d. h. seitlich begrenzten Wellen) zu g

tun. Die Richtung dieser Strahlenbiindel fillt nicht

mit der Wellennormale, sondern mit der des Energie-  / 7} n
strahlungsvektors 4; L

— 4767{ Ex9 (H=9B) (22a) Abb. 18.

zusammen. Letzterer bestimmt gleichzeitig auch die Intensitdt der
Lichtstrahlen. Es ist deshalb zweckmiBig, neben der oben betrach-
teten skalaren Wellengeschwindigkeit » noch eine vektorielle Strahlen-
geschwindigkeit v einzufiihren, die mit ® gleichgerichtet ist und ihrem
Betrage nach durch die Formel
u="1n-0=1vcos@ (22b)
bestimmt wird.
Mittels dieser Geschwindigkeit kann man den Strahlungsvektor
in der Form
f=¢&v : (23)
mit
¢ EH
=T
darstellen. Nun gilt nach der ersten Gleichung (18) mit Riicksicht auf
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[EXE€|=EkE cosO, c;: =u und -5 =1v:
v
E="H. (23a)
Ebenso bekommt man aus (18b):
H=%D. (23b)

c

Man hat folglich mit Riicksicht auf € +® = E D cos®:

H €D €D+H
=G TG T 8 (23¢)
Die GréBe & ist also gleich der ,,den freien Elektronen zugehérigen
Energiedichte. Es sei daran erinnert, daB die vollstindige Energie-
dichte (bei Identifizierung der totalen und effektiven Feldstirken)

nach (50) Kap. II gleich
1 H? _ E?
= (ED+75—)

ist.

Die Gleichungen (23a) und (23b) lassen sich mit Riicksicht auf
die Richtung der entsprechenden Vektoren durch die Vektorglei-
chungen

-XHP+€E=0,
(24)
XD—-H=0

S8 oS o

ersetzen. Die erste von ihnen ist ohne weiteres klar. Was die zweite
anbetrifft, so folgt sie aus dem Umstand, daB die Differenz der Vek-
toren #n und v parallel zu D ist; es miissen deshalb die Vektorprodukte
#n X D und v X D identisch sein.

Die Gleichungen (18) und (18b) lassen sich offenbar in der zu (24)
analogen oder eher reziproken Form

cnx@~b=&]

u

(24a)
;nx©+@=0[

schreiben. Das Verhiltnis —t:— spielt in (24a) dieselbe Rolle wie das
Verhiltnis % in (24); es entspricht dabei dem Einheitsvektor n der

Einheitsvektor —:— =1, welcher die Lichtstrahlenrichtung bestimmt.

Durch Elimination von § ergibt sich aus (24) die folgende zu (19a)
analoge Gleichung

(DH—D+5E=0. (24b)
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Daraus bekommt man ferner, mittels der Relationen

E,=2_p,
&

? .
i

2
¥
2’

in derselben Weise wie (20d), (20c) und (21a) aus (19a), die Formeln:

i

~ _w
v2
d. h.
i i i—o 25
SR SHL S WA N B (25)
W vt ul v2 ui v
-6 =0 (252)
und
2
SER=6-D (25D)
oder
v2=wu%e3 -+ ugy e+ usel, (25¢)

wo e den Einheitsvektor € : E bedeutet.
Die Beziehung von —11)— zu @ und [ ist folglich vollkommen identisch

mit der Beziehung von % zu ® und u.

3. Graphische Bestimmung der Grundschwingungsrichtungen
mittels der (v, ¢)- und (#,b)-Fldachen.

Diese Beziehungen lassen sich in einer sehr anschaulichen Weise
graphisch darstellen.

Wir betrachten zunichst die Fliche, welche sich ergibt, wenn man
aus einem festen Punkt O in jeder Richtung e eine Strecke von der
durch die Gleichung (25¢) bestimmten Linge v zieht. Bezeichnet man
die Komponenten dieser Strecke, d. h. die GroBen e; - v mit x;, so be-
kommt man

2 2 2
=1 (26)

Das ist die Gleichung eines Ellipsoids mit den Halbachsen u,, u,, 43.

Mittels dieses Ellipsoids kann man aber nicht nur die einer beliebigen
Richtung der elektrischen Feldstirke (e) entsprechende Strahlen-
geschwindigkeit » bestimmen, sondern auch die beiden einer beliebigen
Strahlenrichtung [ zugehorigen Richtungen der elektrischen Feldstarkee’
und e’ (und selbstverstdndlich, die entsprechenden Geschwindigkeiten
v’ und v").

Wir bemerken zunichst, daB die Vektoren ¢’ und e’ in einer zu |
senkrechten Ebene liegen miissen und denken uns diese Ebene durch
den Mittelpunkt des Ellipsoids gezogen. Ihre Schnittlinie stellt bekannt-
lich eine Ellipse dar. Es laBt sich nun leicht zeigen, daB die Halbachsen
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dieser Ellipse v" und 9"’ — sofern sie voneinander verschieden sind —
nach ihrer Richtung mit den elektrischen Schwingungsvektoren e’
und e’ und nach ihrer GréBe mit den entsprechenden Strahlengeschwin-
digkeiten iibereinstimmen (Abb. 14). Um dies einzusehen, betrachten
wir die Variationsgleichung

. u S(ta3+a)=0,  (26a)
‘& welche in Verkniipfung mit den Nebenbe-

| w, dingungen (26) und
\{%‘ %yl, + xply + Xgly =0 (26Db)

die Halbachsen der 2zu [ senkrechten
Schnittellipse bestimmt. Nach der be-
kannten Lagramgeschen Multiplikatormethode bilden wir die Varia-
tionen der linken Seite der letzten Gleichung und der Gleichung (26),
multiplizieren sie mit zwei unbestimmten Faktoren — 2« bzw. —f,
addieren zu der Variation von Xx? und setzen schlieBlich die Koeffi-
zienten der Variationen dx;, dx,, dx, gleich Null, als ob die letzteren
voneinander unabhingig wiren. Wir bekommen auf diese Weise die
folgenden Gleichungen

Abb. 14.

xi—ali—ﬁ~f=0 (t=1,2,3)
oder

B u

Durch Multiplikation mit x; bzw. /; und Addition ergibt sich daraus
2 —B)21 =0, d h p=1* nach (26)
i
B
2t =0

und

d. h. die Gleichung (25).

Wenn die beiden Wurzeln dieser Gleichung zusammenfallen, redu-
ziert sich die Schnittellipse auf einen Kress. Es gibt wie leicht zu sehen
ist, zwei solche Kreisschnitte des Ellipsoids (26); sie gehen durch seine
mittlere Achse (u,) in solcher Weise, daB ihre Normalen [ mit der groB8en
Achse (#,) den durch die Formel

tg@= 4 ui — uj
definierten Winkel bilden.

Diese ausgezeichneten Normalen- oder eher Strahlenvichtungen
heiBen die optischen Achsenm des betreffenden Kristallkérpers. Ihnen
entsprechen keine bestimmten Grundschwingungen, sondern alle dazu

(26¢)

2 2
u? — uj
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senkrechten Richtungen erweisen sich als vollkommen gleich-
berechtigt.

Man erhilt ganz analoge Resultate mittels der graphischen Dar-
stellung der Gleichung (21b). Zieht man nimlich in jeder durch den
Einheitsvektor b definierten Richtung eine Strecke r mit der durch
(21b) bestimmten Linge 7 = %, so bekommt man eine dem oben be-
trachteten Ellipsoid #hnliche Fliche — das sogenannte Fresnelsche
Ovaloid:

w2+ ugxit+uixi=vrs  (x,

=7-d;)

Es ist nun leicht zu beweisen — und zwar in genau derselben Weise,
wie oben —, daB die Halbachsen (rmax und #min) eines beliebigen ebenen
Zentralschnittes dieses Ovaloids mit einer Ebene ihrer Richtung nach
mit den ®-Grundschwingungen zusammenfallen, welche der dazu senk-
rechten Wellennormale zugehéren (es gilt dabei selbstverstindlich
7max = % und 7min = #”’). Das Fresnelsche Ovaloid, ebenso wie das
Ellipsoid (26) besitzt zwei kreisférmige Zentralschnitte (Ymax = #min),
welche zwei den optischen Achsen analogene Richtungen der Wellen-
normale definieren.

4. Strahlenfliche und Normalenflidche.

In den angefiihrten graphischen Darstellungen werden die Geschwin-
digkeiten v und # in der Richtung der elektrischen Feldstirke bzw. der
Erregung gezogen. Zieht man sie — was
natiirlicher erscheint — in der Strahlenrichtung
bzw. in der Richtung der Wellennormale gemi03
den Gleichungen

ZTgil =0 oder 2 i n_;;;a =0,

S
up v?

so bekommt man zwei Flichen, die als
Strahlenfliche bzw. Normalfliche bezeichnet
werden. Diese Flichen haben eine sehr dhn-
liche Gestalt (ebenso wie das Ellipsoid (26)
und das Fresnelsche Ovaloid), die in der
Abb. 15 schematisch dargestellt ist. Wegen ihrer Symmetrie haben
wir uns nur auf einen QOktant beschrinkt, und die Schnittlinien mit
den Koordinatenebenen gezeichnet. Im Falle der Strahlenfliche (v,1)
sind diese Schnittlinien Kreise oder Ellipsen; die schraffierte Gerade
bezeichnet eine der beiden optischen Achsen.

Die Strahlenfliche hat eine sehr einfache physikalische Bedeutung.
Sie stellt namlich den geometrischen Locus derjenigen Raumpunkte dar,

Abb. 15.

Frenkel, Elektrodynamik II. 14
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nach welchen die im Mittelpunkt auftretende elektromagnetische
Stérung sich in der Zeiteinheit fortpflanzt. Es entsprechen dabei jeder
Fortpflanzungsrichtung (f) zwei Elementarstrahlen mit zueinander
senkrechten E-Schwingungsrichtungen (diese Aufspaltung der urspriing-
lichen Stérung in eine Menge linear polarisierter Strahlenbiindel muB
offenbar von selbst eintreten). Die optischen Achsen bilden eine Aus-
nahme: in ihren Richtungen erfolgt die Lichtfortpflanzung auf eine
quasi-isotrope Weise (mit der Geschwindigkeit v = u,).

Der Normalfliche kommt eine dhnliche unmittelbare physikalische
Bedeutung nicht zu. Sie steht aber in einer sehr einfachen und ein-
leuchtenden geometrischen Beziehung zur Strahlenfliche. Und zwar
sind die Tangentialebenen zur Strahlenfliche parallel den Wellenebenen,
die den entsprechenden Strahlenvichtungen zugehoren. Mit anderen Worten :
die Strahlenfliche ist die einhiillende derjenigen (doppelten) Ebenen-
schar, die sich ergibt, wenn man ebene Wellen von allen méglichen
Richtungen durch den Punkt O gleichzeitig passieren und sich wihrend
der Zeiteinheit mit den entsprechenden Geschwindigkeiten #’, %'’ fort-
pflanzen 1406t.

Zum Beweis schreiben wir zunichst die Gleichung der erwihnten
Ebenenschar

f=Xx%n—u=0 (27)
auf. Diese Gleichung enthilt 4 Parameter #;, #,, 5y, #, die miteinander
durch die Relationen

7 ny
2 —
2/m=1, =0

verkniipft sind. Die Einhiillende von (27) ergibt sich bekanntlich durch
Elimination dieser Parameter aus f =0 und aus der Gleichung =0, wod
ciner beliebigen Variation der unabhdngigen Parameter entspricht. Unter

. . . o1 1
Einfithrung von zwei unbestimmten Multiplikatoren —5 und —72- B

kann man die letzte Gleichung durch
2
8f—5 8 Dn— 2 8> =0 (27a)

ersetzen und dabei alle vier Parameter als unabhingig behandeln,
d.h. die Koeffizienten der einzelnen Variationen d#,, d#n,, d#u,, du
gleich Null setzen. Es wird also:

7

2

1—Bu s o =0 (27c)

Aus (27b) folgt durch Multiplikation mit #; und Summierung [mit
Riicksicht auf (20d)]:

Sxim;—a =0, d. h. nach (27) « = u.



Ebene Wellen in homogenen anisotropen Korpern. 211

Aus (27c¢) ergibt sich sofort der zweite Multiplikator

Man hat ferner nach (27Db)
Zx2‘12+20ﬂ 2/“2 +ﬂ22’(742 ul)g:

B

2 42
7 u—i—u

d. h.

oder B—u(r—u?).

Die Gleichungen (27b) konnen jetzt in der Gestalt

r2—u? r2—u?
X, =n; u<1+ >=niu»~—’—

u2—u?

7

geschrieben werden. Daraus ergibt sich ferner

7x2u n;x%; UE T M ¥
-~—~—i— =u E i =—u E w; %; + ud o
u—u? u?

n, x
) 3 2 Vi
- % +% Zuz_uz

oder mit Riicksicht auf

n; %, = o ng + /3 ; ;

und
i Xy ng o n? 1
Zuz_u;; =a 21;2“_14_2 +8 2/(1,,27_;;?:7’
X2 up
D=0, (274)

d. h. schlieBlich

\7T 4 . A

= =0 <li Ty >
Mi’ TR

Das ist aber nichts anderes als die Gleichung der Strahlenfliche (mit
7 = o).

Es sei bemerkt, daB jeder Strahlenrichtung im allgemeinen zwei
Normalenrichtungen entsprechen (s. Abb. 15). Eine Ausnahme bilden
nur die optischen Achsen; die zugehérenden Normalenrichtungen bilden,
wie man leicht zeigen kann, einen Kegel.

Umgekehrt, zu jeder Normalenrichtung gehéren im allgemeinen zwei
Strahlenrichtungen. Es gibt aber zwei ausgezeichnete Tangential-
ebenen zur Strahlenflidche, welche sie lings einem Kress beriihren: ihnen
entsprechen zwei Strahlenkegel. Die erwihnten Tangentialebenen stellen
diejenigen Wellenebenen dar, fiir welche die beiden Geschwindigkeiten
#’ und #"’ ibereinstimmen. Diese eigenartigen Beziehungen zwischen

14*
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den ausgezeichneten Wellen- und Strahlenrichtungen bedingen die
merkwiirdigen Erscheinungen der inneren und &uBeren konischen
Refraktion (s. unten Kap. V).

5. Einachsige Kristalle.

Kristalle der oben betrachteten Art mit zwei verschiedenen optischen
Achsen nennt man zwesachsige. In solchen Kristallen, bei welchen zwei der
Hauptgeschwindigkeiten zueinander gleich sind, die also in bezug auf
den Tensor 2%¢ eine Rotationssymmetrie besitzen, fallen die optischen
Achsen mit der Rotationsachse dieses Tensors zusammen. Dabei zer-
fallt die Strahlenfliche in eine Kugel und ein Ellipsoid, die sich in
den Endpunkten der optischen Achse beriihren.

Schreibt man in der Tat die Gleichung (27d) in der Form

ul x2 (r2—u3) (r*—ul) + ui x5 (r2—uld) (r*—uf) + uf«% (—u?) (r2—u) =0
um, so ergibt sich bei u, = u,:

(r2—u?) {ud 2% (r2—uf) + uf x5 (r*—uf) + ul 23 (rP—u?)} =0,
d. h.

r =u, (Kugel 27
und 1 (Kugel) (27¢€)
uf (2% + 23) (r2—ud) + ug a3 (rP—uf) = 7* [uf (31 + 23) + uf A5 —ufuf] = 0
oder x34-x2 a2 . . .
~o 4.5 =1 (Rotationsellipsoid) . (271)
1

2
U

Im Falle 4, = u, > u, hat man ein erstrecktes, im entgegengesetzten
Falle (#, = u, <<uj;) ein abgeplattetes Rotationsellipsoid (Abb. 16a
und 16b)Y). Die entsprechenden einachsigen Kristalle bezeichnet man
als positive bzw. negative.

Man bezeichnet ferner diejenigen Strahlen, deren Geschwindigkeit
von der Richtung unabhingig ist, die also durch die Kugelflache dar-
gestellt werden, als die gewdhn-
lichen,dieanderendurchdasEllip-
soid dargestellten Strahlen,heiBen
aufergewihnliche. In positiven
Kristallen ist die Geschwindigkeit
der gewdhnlichen Strahlen gréBer
als der auBBergewdhnlichen, in ne-
gativen umgekehrt.

Die Richtung der ®- oder der
€-Schwingungen in irgend einem Strahl 148t sich im allgemeinen aus dem
Umstand bestimmen, daf sie in der Ebene enthalten ist, die diesen Strahl
und die zugehorige Wellennormale enthilt (s. Abb. 13). Im ‘Falle ein-

1) Diese Ellipsoide sollen nicht mit denjenigen verwechselt werden, die sich
bei den erwihnten Voraussetzungen aus dem Ellipsoid ergeben, welches die Be-
ziehung v—2 = Y u;? ¢} darstellt (Abb. 14).
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achsiger Kristalleist diese Regel nur auf den auBergew&hnlichen Strahlan-
wendbar; die € —®-Schwingungsebene fillt dabei mit der durch diesen
Strahl und die optische Achse gehenden Meridionalebene zusammen. Die
Schwingungsrichtung in dem derselben Wellennormale zugehérigen ge-
wéhnlichen Strahl ergibt sich dann einfach als die zu der obigen Meridional-
ebene senkrechte Richtung. Im gewdhnlichen Strahl sind die Vektoren

3
€ und ® immer parallel; das Verhiltnis D: E ist dabei gleich 5 , = &= &,
1

§ 3. Ebene Wellen in gyrotropen Korpern; Verallgemeinerung fiir
beliebige homogene Korper.

Wir haben im vorigen Paragraphen den Tensor 2¢ als symmetrisch
und reell vorausgesetzt. Wir wollen nun den Fall betrachten, daB seine
Komponenten komplex und konjugiert-symmetrisch, d. h. , hermitisch*
sind. Dieser Fall entspricht im allgemeinen der Kombination der ge-
wohnlichen Anisotropie mit der Gyrofropte. Um die Bedeutung der
letzteren besser zu verstehen, werden wir zunichst den reellen Anteil
von Z2¢ als kugelsymmetrisch ansetzen. Es wird dabei nach der Formel
(26a) Kap. III:

D= +anP=(1-+470)C+ —27"  _Ex® (28)

47 2
1—?1\7,3)
oder
D=eC+iEXF (28a)
mit der Abkiirzung
e=1+4mx, F= 20 (28b)
=3

Wir beschranken uns wieder auf den Fall ebener Wellen, fiihren
aber eine von 1 verschiedene skalare magnetische Permeabilitit u
ein, wodurch die Frage nicht betrichtlich kompliziert wird.

1. Allgemeine Theorie der optischen Gyrotropie;
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen und
Grundschwingungstypen.

Die Grundgleichungen (18b) ersetzen wir dementsprechend durch

tx9+ D=0, (29)
wihrend die Gleichung (18)
IXE— 2 H=0, (29a)

unveridndert bleibt.
Die Elimination von § ergibt, wie friiher,

BX(EXE) + 2 4 D=0,
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oder mit f = kn undg =u
nEm—C+5uD=0. (29b)

Diese Gleichung unterscheidet sich von (19a) nur durch den
Faktor u.
Durch Einsetzen von (28a) in (29b) erhalten wir:

n(@-n)—( e,u)@—%—% pEXI=0, (30)

oder in Komponenten

(m—1+% e ) Byt (myuy 14" 2/4]3>E2+<n1n3——i-1i:y]2>E -
<n2n1——i§[u]3>El+<n2 1+ £M>E2+<n2n3+t 2,4]1> 0, (30a)
(n3n1+ﬁ::M]2>E1+(n3n2—ig,ujl>E2+(n§—1+ . eu)Egzo.J

Dieses Gleichungssystem 148t sich auf dieselbe Weise wie das
System (20) 16sen. Wir bilden also zunichst die Determinante 4 der
Koeffizienten von E;, E,, E; und bekommen als Kompatibilitits-
bedingung die Gleichung

A4 =0,

aus welcher man die einer gegebenen Wellenrichtung n zugehérigen
Geschwindigkeiten berechnen kann. Wegen des hermitischen Charak-
ters der Elemente der Determinante 4 miissen die Wurzeln von 4 = 0
sdmtlich reell sein (s. unten Nr.4); es kommen dabei in Betracht nur
zwei Wurzeln 4’ und »'’, wihrend die dritte unendlich wird.

Die diesen Wurzeln entsprechenden Lésungen &' und €', d.h.
die Verhiltnisse E,:E,:E; und E}:E,:E; haben aber jetzt, im
Gegensatz zu dem im vorhergehenden Paragraphen betrachteten Fall,
komplexe Werte.

Dies bedeutet, daB E;, E, E; (oder Ej, E,, E;) verschiedene
Phasen haben, oder mit anderen Worten, da3 die Grundschwingungen,
welche sich in einer gegebenen Richtung mit bestimmten Geschwindig-
keiten fortpflanzen konnen, nicht linear, sondern im allgemeinen ellip-
tisch polarisiert sind, und zwar in einer ganz bestimmien, fiir verschiedene
Fortpflanzungsrichtungen verschiedenen Weise.

Diese Grundschwingungen sind miteinander durch Orthogona-
litatsrelationen #hnlicher Gestalt wie im oben betrachteten Falle
verkniipft. Es gilt ndmlich nach (29b) mit Riicksicht auf n+® = 0:

(&I . @u*= uv,: u @/ @//* ,

@Il*‘ @I ~—M@ @Il*
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Ferner hat man wegen des hermitischen Charakters des Tensors 2e:
© D" * = JE-DY * = 3 SBEEL* = 3, Son EiEL*
— ZE”*D;———-@"* @I .
k
Es wird also
i‘:‘(u,z—‘u”z) @I-@ll*:()
d. h.
D-D"*=0 (30Db)

und folglich auch
D-E'F=E".-D"*¥=0. (30¢)

2. Nghere Diskussion der vorhergehenden Resultate.

Die Gleichung 4 = 0 1iBt sich erheblich vereinfachen, wenn man
die erste Achse in der §-Richtung und die zweite in der (§, n)-Ebene
zieht. Setzt man also [y =], Jo=J3=0, n;=0, n, =cos6,

%, = sin @ (@ 3" 1, J), so ergibt sich mit den Abkiirzungen 1;—: ep—l=a,
2
ul=b=@+1’

icos2@+a, cos@sin@ ‘
A=|cos@sin@, sin2@-4a, 1b =
0 s —ib , a 1

cosz@—}—a cos @ sin @
cos@sm@ sin2@ +a

|cos2@+a, O ]
1cos@s1n@ 16|

+1ib
d.h.
A=a%(a+1)—(a+ 1)2§(cosz@+a) )
und folglich (wegen a + 1 < 0):
a? <1—§>——a£— (cos2 @ + 1)—J8::—cosz@=0,
oder schlieBlich

1-cos?@ 4 /(1 +cosz@)2—]-4 (—— 1) cos?2®

31)
(51
] 2
Wenn %sehr klein gegen 1 ist (diese Voraussetzung trifft praktisch fast

immer zu), hat man in erster Niherung

u? ”—1—}—

u? e[p; © <1 + i cos@)

oder

uguo(l—‘—lj">, (31a)

-+ 2 ¢
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WO %y = Vf—_ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bei Fehlen der Gyra-
ep

tion und J, die Projektion des Vektors auf die Wellennormale bedeutet.

Wir geben noch die exakten Formeln fiir # bei ® = 0 und @ = z

an. Dies sind :
u= Ho_ (©=0) (31b)
=
und
W=y, w0 (0=73). (31c)

o
Diese zwei Spezialfille lassen sich leicht direkt behandeln. Im ersten
Falle setzen wir = Jn und schreiben die Grundgleichung (30) in der
Gestalt:
nE€n)+€a+:bExnu=0
um.
Durch skalare Multiplikation mit n ergibt sich daraus
2
) (a+1)=Cn";eu=0.
Wir sehen also, daBl € -1 = 0 ist, d. h. die Schwingungsebene von €
fallt mit der Wellenebene zusammen. Die vorhergehende Gleichung
reduziert sich folglich auf

G+i Exn=0. (32)
Durch duBlere Multiplikation mit n bekommt man ferner
nxC€ 41 Z[@~—n(€$-n)] =uxE +i5 ¢€=o0.
Daraus folgt durch Vergleich mit (32)

b ___a

a b’
oder

S=+1, (32a)
d. h.

2 u?
Zisﬂ_1= =

in Ubereinstimmung mit (31b).
Zur Bestimmung der zugehérigen Grundschwingungen setzen wir

G =G, +iC,,

wo €, und €; die reellen Komponenten der komplexen Amplitude
von € (= E%*** nach der zweiten und dritten Achse bedeuten.
Durch Einsetzen in (32) ergibt sich mit Riicksicht auf (32a):

¢, +Exn=0. (32D)
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Diese Gleichung zeigt, daBl die Betrige von €, und €; einander gleich
sind, d. h. daB wir zwei zirkular polarisierte Schwingungen mit entgegen-
gesetztem Drehungssinn haben.

Im zweiten Falle (§ | n) 148t sich die Gleichung (30) sofort durch
den Ansatz € ||, d.-h. € X § =0 und € - n = 0 befriedigen. Diese
erste lineare Grundschwingung pflanzt sich mit derselben Geschwindig-
keit 14 wie bei Fehlen der Gyration fort. — Die zweite Grundschwingung
muB offenbar [nach (30c)] in der zu { senkrechten Ebene stattfinden.
Wir bezeichnen die letztere als die (1, 2)-Ebene und denken uns die
erste Achse in der Richtung der Wellennormale gezogen. Setzt man
nun fiir die betrachtete Schwingung

@0 el @1 + 'i @2 ,
so bekommt man nach (30)
2
Bt g0, -
iE, (w2 —1) —i"LJE, 0.
Daraus folgt
E_J
E,l, = (33a)
und
2 ]2
uzi": ——1——122 u =0,
d. h.
]2
uzac'l;— <1—— 82) =1

in Ubereinstimmung mit (31c).
Bei %<1 kann man diese zweite Grundschwingung ebenfalls als

linear behandeln und ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit mit #,
identifizieren. )

Es ist leicht zu zeigen, daBl die Grundschwingungen, welche anderen
Richtungen der Wellennormale in bezug auf den Gyrationsvektor
entsprechen, elliptisch polarisiert sind. Die groBen
Achsen der E-Schwingungsellipsen liegen in der Wellen-
ebene parallel und senkrecht zu der (n, J)-Ebene,
wobei die Ebene der ersten Ellipse senkrecht zur Wellen-
normale und die der zweiten zum Gyrationsvektor ist.
Die ®-Schwingungsellipsen liegen dagegen beide in
der Wellenebene (dies folgt unmittelbar aus der Abb. 17.
Gleichung ® -n =0) und haben entgegengesetzte

Drehungssinne ; ihre Achsenverhiltnisse sind ndherungsweise (bei % < 1)

einander gleich, und zwar betragen sie cos ©@ (Abb. 17).
Wir wollen hier in die Diskussion dieser Schwingungen nicht naher
eingehen und begniigen uns mit dem Hinweis darauf, daB die im vorigen
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Paragraphen dargelegten Zusammenhinge zwischen Wellen und Strahlen-
fortpflanzung sich mutatis mutandis auch auf den hier betrachteten
Fall anwenden lassen. Zu jeder Normalenrichtung gehort ein ,,gewdhn-
licher*, damit zusammenfallender Strahl und ein auBergewdhnlicher,
der zu ihr etwas geneigt ist und in der (1, §)-Ebene liegt. Die gyro-
tropen Kérper sind also in dieser Hinsicht einachsigen Kristallen dqui-
valent, wobei die Gyrationsrichtung die Rolle der optischen Achse
spielt.

3. Drehung der Polarisationsebene; Faradayeffekt.

Jede lineare Schwingung laBt sich bekanntlich als Summe zweier
zirkularer Schwingungen mit denselben Amplituden und entgegen-
gesetzem Drehungssinn auffassen. Wenn man die Fortpflanzung solcher
zirkularen Schwingungen in der Gyrationsrichtung betrachtet, be-
kommt man an jeder Stelle eine resultierende lineare Schwingung mit
zeitlich konstanter Richtung. Diese Richtung oder die sie und die
Wellennormale enthaltende ,,Polarisationsebene‘* muf3 aber, wegen der
verschiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der beiden zirkularen
Schwingungen, bei Fortschreiten in der Fortpflanzungsrichtung sich
um die letztere gleichmifig drehen. Der Betrag dieser ,,Drehung der
Polarisationsebene‘‘ pro Lingeneinheit driickt sich, wie leicht zu sehen
ist, durch die Formel

lp=%(k'—k”):7‘6<1 1) u’ —u

W) T T (34)
aus. Es gilt in der Tat fiir die resultierende Schwingung:
@08—— Tt (@2 + i@a) ei(-—wt+lo’x,) + (@2 _ i(‘ga) ei(—wt+k”xl) s

d. h.

. [_ . iy%k’”'xl . - '—‘ikl*—ﬂfxlw ’i(——mt-l—k'-l-k”wl)
Coe—iwt={ (€, 4 i€y)e +(E—i€)e 2 e 2

K+
B — B R — R —wi+
=2 [(&32 cos ——5—— #;— & sin—— xlj e ( e xl)'

Man kann sich also vorstellen, da3 die betrachtete Schwingung sich mit
einer mittleren Geschwindigkeit

2w 2u’u”’

"= ik ~w s (34a)

fortpflanzt, wahrend ihre Amplitude um den Winkel <k _2 k >x1 auf

einem Strahlenweg #, gedreht wird. Nach (81a) hat man niherungs-

weise <fi‘1r % < 1):

7 ’g%cos@. (34b)

Diese Formel bleibt auch fiir solche lineare Schwingungen giiltig, die
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sich schief zur Richtung des Gyrationsvektors fortpflanzen (@ > 0).
Man muB sie namlich in diesem Falle in zwei elliptische Grundschwin-
gungen zerlegen, d. h. die Gleichheit von | €, | und | €; | nicht voraus-
setzen. Fiir die vorhergehende Uberlegung ist aber diese Voraus-
setzung offenbar unwesentlich.

Wir haben in § 3 Kap. II gezeigt, daB die Gyrotropie eines isotropen
Koérpers durch ein &duBeres zeitlich konstantes Magnetfeld bedingt
werden kann; der Vektor  ist dabei der magnetischen Feldstirke
parallel und proportional [vgl. die Formeln (24a) und (25a), Kap. IT1].
Dieser Effekt ist von Faraday entdeckt worden und wird deshalb ge-
wohnlich als Faradayeffekt bezeichnet.

Auf dieselbe Weise wie die Gyrotropie 148t sich die in § 3 Kap. I1I
betrachtete optische Aktivitit behandeln. Die letztere Erscheinung ist
aber viel einfacher als die erstere, denn der dem Gyrationsvektor &
entsprechende Aktivititsvektor I" [siehe Formeln (31) bis (31 b), Kap. III]
hat keine raumfeste Richtung, sondern fillt stets mit der Wellennormale
zusammen (oder ist ihr entgegengerichtet, je nach dem Vorzeichen des
Koeffizienten p). Bei Umkehrung der Fortpflanzungsrichtung muB sich
folglich in optisch aktiven Kérpern auch der Drehungssinn der Polari-
sationsebene von linear polarisiertem Licht umkehren, wihrend z. B.
die magnetische Drehung der Polarisationsebene fiir beide Lichtstrahlen-
richtungen (parallel zu den magnetischen Kraftlinien) dieselbe bleibt.

4. Allgemeine Theorie durchsichtiger Kérper.

Die obigen Resultate kénnen ohne wesentliche Modifikation auf den
allgemeinen Fall solcher Kérper verallgemeinert werden, die zu gleicher
Zeit elektrisch anisotrop, magnetisch anisotrop und gyrotrop sind —
sofern sie vollkommen durchsichtig bleiben, d. h. sofern keine Damp-
fung der elektromagnetischen Schwingungen in ihnen stattfindet.

Fiir die Bestimmung der ebenen Wellen, die sich in einer gegebenen
Richtung n fortpflanzen kénnen, hat man jetzt die allgemein giiltigen
Gleichungen

nx@—?i):O, 11><§B—I—~1:—SD=O (35)

und die linearen Beziehungen
D,=YegEy, By=uy'H, (352)
mit konjugiert symmetrischen (hermitischen) Koeffizienten
e =& Min =M (35b)

Fihrt man statt n den entsprechenden schiefsymmetrischen
Tensor nach

Ny=Mgg="——MNgy, HNy=MNg=-—MNy3, HN3=TN=—"MNp (36)
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ein, so lassen sich die Gleichungen (35) in der Form

% u c -

_‘THi:Z”zkEk’ +‘C’Dz=.>_7"isz: (37)

darstellen. Daraus bekommt man ferner

u2 - _ u ’ _
= Di= 2 2ng pit H, = X npntngEy,
ko1 k1
d. h.
QU u? o
D (mis+ " e E,=0 (37a)
-
mit
Mg = 4;3%7”1'161“7;11 Nyj- (37Db)

Das Gleichungssystem (37a) ist die Verallgemeinerung von (20)
und (30a)t). — Es ist leicht zu sehen, daB die Koeffizienten m,; ebenfalls
hermitisch sind. Man hat nimlich mit Riicksicht auf #;, = —n,;:

* T — 1% _ ~1 __ \ —~1 -
mu*%’%”ikﬂkz nla'—zk/’zl’"ik/"lk Nyg= D05 iy Mgy = My, .

Daraus folgt, daB3 die Kompatibilititsbedingung des Systems (37a)

u? e u !
Myt w5 G2, Mgt g e

u2 u? u? i
4= Mo+ 5y Mo+ 52, Myt 5 ey =0 (38)

u? u? u?
’mal T, Mapt 58p, Myt _5Ex

durch reelle Werte des Parameters u? befriedigt wird. Zum Beweis
multiplizieren wir (37a) mit Ey und summieren beziiglich 5. Es wird
dabei

ut Y X myEFXE, XX m;EXE,
@ X XeEFE, = &*.D ’

(38a)

Nun gilt wegen ¢;; = &

C* D= If/ETE;=(3 Yeg EFE )* = (E*- D= - D*.
Dies bedeutet, daB der Nenner von (38a) einen reellen Wert hat. Da
wegen m;; = mj; der Zihler ebenfalls reell ist, muB %2 auch reell sein.
Man kann ferner leicht zeigen, daB eine Wurzel von (38) unendlich ist
und deshalb keine physikalische Bedeutung hat, wihrend die andern
zwei verschiedene reelle Fortpflanzungsgeschwindigkeiten #' und %' —
ebenso wie in den frither betrachteten Spezialfillen — liefern. Diesen
Geschwindigkeiten entsprechen zwei bestimmte, im allgemeinen ellip-

1) Wenn man € durch ® und § durch B ausdriickt, bekommt man statt
(37a) das dazu aquivalente Gleichungssystem

u? . W
2;(9” +7Mu> B; =0 mit ¢;= 2, Z;nusk‘,lnu.
k 11
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trsche Grundschwingungen €’ und €’ (bzw. ®’ und®"”), die der Ortho-
gonalititsrelation

. D*=CE* D" =0 (38D)

geniigen. Die andere Orthogonalitdtsrelation ®’ - ®"'* = 0 ist dagegen
im allgemeinen, ebensowie die Relation €' -E"'* = 0, nicht erfiillt.
Die €- und ®-Grundschwingungen sind folglich sozusagen nur reziprok
zueinander orthogonal.

5. Einflul der Dampfung.

E sbleibt unsnoch tibrig, die von der Dédmpfung herrithrenden Kompli-
kationen zu beriicksichtigen. Dies 148t sich im allgemeinen Falle formal
durch Hinzufiigung zu den hermitischen Tensoren #,; und ¢, ent-
sprechender antihermitischer (konjugiert-antisymmetrischer) ;Tensoren
(vgl. Kap. III, §3) durchfithren. Man bekommt dabei fiir %’ und %’
(oder &' und %"') aus (38) komplexe Werte, deren imaginire Anteile den
Absorptionskoeffizienten der entsprechenden Grundschwingungen in der
Fortpflanzungsrichtung bestimmen. Man kann aber das Problem noch
allgemeiner formulieren — und zwar, wie wir es im § 1 fiir den Spezial-
fall isotroper Kérper getan haben, die Fortpflanzungsrichtung n®
und die Dampfungsrichtung n'® als verschieden voraussetzen. Es er-
geben sich dabei fiir jedes derartige Richtungspaar je zwei Grundschwin-
gungen vom elliptischen Typus, die miteinander und mit den Vektoren
n®, n® in einer ziemlich komplizierten Bezichung stehen. Aber auch
in dem Falle, daB n'Y und n® zusammenfallen, kénnen Orthogonalitits-
relationen von der oben betrachteten Art bei Anwesenheit von Diamp-
fung im allgemeinen nicht bestehen.

Die ausfithrliche Untersuchung dieser Fragen fiir den allgemeinen
Fall bietet kein physikalisches Interesse. Wir wollen deshalb den Ein-
fluB der Dampfung auf die Lichtfortpflanzung in nicht-isotropen Kor-
pern nur an dem einfachen Beispiel der einachsigen Kristalle illustrieren.
Die Grundgleichungen (20) koénnen dabei unverindert bleiben (falls
man keine zu allgemeine Annahmen tiber den Leitfihigkeitstensor
macht) und es ist nur nétig, die Haupfgeschwindigkeiten u; oder die

2
Hauptdielektrizititskonstanten ¢; = :T als komplexe GréBen zu be-
]

handeln. Die dort auftretenden Komponenten der elektrischen Feld-
stirke (oder der Erregung) sind dementsprechend ebenfalls als kom-
plexe GréBen anzusehen. Dadurch wird die Moglichkeit von linear
polarisierten Grundschwingungen von Anfang an ausgeschlossen. Bei
der Bedingung %, == u, = u, spaltet sich die Fresnelsche Gleichung (20d)
oder die ihr entsprechende Gleichung der ,,Normalenfliche®

x2
Zuz_luzg=0 (%, =un,)
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in zwei Gleichungen auf, nimlich
u = u,
und
w2 = uf (n3 + n2) + uin? = u + (42 — u2) cos? @

[vgl. (27d), (27¢) und (27f)]; O ist der Winkel der Wellennor-
male zur optischen Achse, die wir jetzt als die erste Achse wihlen
(cos @ =mn,). Der Einfachheit halber denken wir die zweite Achse
in der Ebene (1, n) gezogen, was n, = sin @ und n; = 0 entspricht.

Durch Einsetzen des ersten Wertes von # in die Gleichungen (20)
bekommt man

ny (Eyn,+ E,ny) + <% — 1) E, =0,
1
fy (Eyny+Eang) =0, 0=0,
und folglich E; = E, = 0. Die entsprechende Schwingung ist also
linear polarisiert in derselben Weise wie bei Fehlen der Dampfung

(senkrecht zur (1, n)-Ebene).
Ebenso bekommt man bei % = #'’:

u3
%1(E1%1+E2%2)+(—§—1>%%E1=0
#y(Eyny + Eqny) + y—?-——l nZE,=0
2 (L1t 2Ms e 2 Ls )
us 2L
<hg~1>n2E3—O
Daraus folgt E; = 0, und ferner
E Ny us
E::_i;é’ oder D;y:D,=-—mn,:n,.

Diese Formeln zeigen, daB obwohl die ®-Schwingungen linear bleiben,
2

die entsprechenden @-Schwingungen — sofern das Verhiltnis %;=§2
2 1

komplex ist, elliptisch polarisiert sein miissen, wobei die Ebene dieser
Ellipse mit der (1, n)-Ebene zusammenfillt.

Der Absorptionsindex pro Lingeneinheit fiir die beiden Grund-
schwingungen 148t sich, wie dies im § 1 ausfiihrlich gezeigt wurde, als

2
der imaginire Anteil von {ﬁ definieren. Wir brauchen deshalb auf

seine Berechnung nicht niher einzugehen. Es sei nur bemerkt, daB
im Falle der zweiten Grundschwingung dieser Index, ebenso wie
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, die gleich dem reellen Anteil
von % ist, von der Richtung der Wellennormale abhingig ist.
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§ 4. Nicht-harmonische Schwingungsvorginge in homogenen
Korpern; lineare und rdumliche Wellengruppen.

1. Darstellung beliebiger elektromagnetischer Vorginge
durch Superposition ebener sinusoidaler Elementarwellen.

Wir haben bisher ausschlieBlich harmonische Schwingungsvorginge
betrachtet. Wie schon manchmal erwihnt wurde, kann man die Aus-
breitung jedes anderen elektromagnetischen Vorgangs in materiellen
Koérpern verfolgen, nur durch Zerlegung der verschiedenen FeldgréB8en
in ihre harmonisch schwingende Komponenten.

Die weitere Spezialisierung dieser harmonischen Schwingungsvor-
gange durch Einfilhrung ebener Wellen war nicht unbedingt notwendig,
und sollte eher als Vorbereitung fiir die Behandlung nicht isotroper
Korper dienen.

Nun konnen aber solche harmonisch schwingenden sinusoidalen
ebenen Wellen, die wir im folgenden kurz als Elementarwellen bezeichnen
werden, vom mathematischen Standpunkte aus aufgefaBt werden als die
,»harmonischen Komponenten'* von verschiedenen Raumzestfunktionen
F (¢ t)=F (¢; %, %y, %), in demselben Sinne, wie wir bisher von
harmonischen Funktionen der Zeit allein gesprochen haben. Falt man
z. B. bestimmte Werte von ¢, x;, x, ins Auge, und betrachtet F als
Funktion der Variablen x;, so kann man sie in harmonische Kom-
ponenten vom Typus fet¥s% zerlegen, genau in derselben Weise, wie
dies getan wird, wenn man die Zeit als unabhingige Variable und die
Koordinaten als Parameter behandelt.

Mit anderen Worten, jede gegebene eindeutige Raumzeitfunktion
F(t, %y, x5, %5), die bestimmten in der Wirklichkeit immer erfiillten Stetig-
keitsbedingungen genitigt, 148t sich als eine Summe von Elementarwellen

I‘P = 0¢i(— @l + b1 + ka2 + k%) — PO gi(— wt + t1) (39)

mit passend gewidhlten Amplituden 4° darstellen. Die Parameter
w, Ry, Ry, ks konnen sich dabei entweder in einer diskontinuierlichen
oder in einer kontinuierlichen Weise dndern. Im letzten Fall bekommt
man statt einer gew6hnlichen Summe oder einer unendlichen Reihe ein
Integral, und zwar ein wvierfaches Integral, wenn die Parameterwerte
unabhingig sind, oder ein dreifaches, wenn sie miteinander durch eine
bestimmte Relation verkniipft sind. Die Amplituden w? sind dabei
als gewisse Funktionen der unabhingigen Parameter anzusehen.
Wenn irgendwelche Funktionen Losungen der elektromagnetischen
Feldgleichungen darstellen, so ist wegen der Linearitit der letzteren
auch ihre Summe eine solche Losung. Umgekehrt ist die allgemeine
Losung dieser Feldgleichungen immer darstellbar als eine Superposition
von Elementarwellen (39), welche diesen Gleichungen geniigen. Diese
Darstellung ist offenbar fiir den Fall homogener Kirper geeignet, ins-
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besondere fiir den Fall nicht isotroper Kérper, wo der Betrag des Vektors §
nicht nur von der Frequenz (%) , sondern auch von seiner Richtung,
d. h. der Richtung der Wellennormale n = f: 2 abhingt.

Wir beschrinken uns zunichst auf den Fall vollkommen durch-
sichtiger Kérper, schlieBen also irgendwelche Dampfung aus. Man kann
dabei die drei Komponenten von ¥ als unabhingige reelle Variablen
behandeln und die Frequenz w als eine fiir den betrachteten Koérper
charakteristische Funktion der letzteren. Die allgemeine Lésung der
Feldgleichungen fiir diesen Kérper F (¢, ) kann man dementsprechend
in der Form

F(t,v)=Yypel=ont * 00 [ [0 (ky by o) 67 1100k dhyd by

darstellen. Es ist dabei zu beachten, daf3 die beiden Anteile dieser Dar-
stellung — der diskrete und der kontinuierliche — aufeinander keines-
wegs zuriickgefiihrt werden konnen (s. unten). Wir werden im folgenden
den ersten Teil weglassen und hauptsichlich solche Vorginge betrachten,
die sich durch ein Integral, d.h. in der Form:

F(t,x)= [ po(f) eitr =0z (39a)

darstellen lassen; es bedeutet hier d7 ein Volumelement des f-Raumes.
In dem Spezialfall isotroper Koérper hingt w nur von dem Betrage
von f ab. Im allgemeinen mulB w aber fiir jeden Wert von ¥ zwei
verschiedene Werte annehmen, die den oben betrachteten ,,Grund-
schwingungen* entsprechen. Um dies ausdriicklich zu zeigen, werden
wir auch statt (39a)

Ft,r)=[ [y (f)e= it + 9" (f) e i "] it d (39b)
schreiben.
Wenn die Funktion F (¢,t) fiir einen bestimmten Zeitpunkt, z. B.
== 0 bekannt ist, kann man die Amplitudenfunktion 4° (f) nach der
Formel

wO(f) = (21{)3-[1?(0’:) e-—if-r av (39C)

berechnen. [Diese aus der Theorie der Fourierschen Integrale wohl-
bekannte Formel bleibt auch dann giiltig, wenn ¥ eine Reihe diskreter
Werte annimmt, d. h. wenn F nicht durch ein Integral, sondern durch
eine Fouriersche Reihe sich darstellen 14Bt]1). Auf diese Weise ist es
moglich, nach einer ,,momentanen Photographie eines beliebigen elektro-
magnetischen Vorganges alle fritheren und spiteren Zustidnde zu
bestimmen, d. h. den ganzen Vorgang sozusagen ,theoretisch zu
kinematographieren“. Dabei ist es selbstverstindlich nur notwendig,
die Gestalt der ,,Frequenzfunktion* w (f) zu kennen.

1) Vgl. Bd. 1, S.153—154.
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Wegen der Symmetrie der Ausdriicke (39) in bezug auf die
raumlichen Koordinaten und die Zeit kann man bei der Konstruktion
der allgemeinen Losung der betrachteten Feldgleichungen die ,,Zeit-
koordinate‘‘ ¢ mit einer der rdumlichen Koordinaten, z. B. #; vertau-
schen. Man bekommt dabei statt (39a) eine Darstellung von der Ge-
stalt:

Ft,r)y=[[[ 9" (@, ky k) ¢t ¥tV dydhydly. (40)

Zur Bestimmung der Amplitudenkoeffizienten o° (w, %,, k) ist es
hinreichend, die Funktion F fiir einen einzigen x,-Punkt, d. h. in
einer einzigen Ebene, z. B. x; = 0 zu kennen. Die Betrachtung einer
Ebene ist aber nicht notwendig, und man kann ebensogut die Werte
von F fiir eine ganz beliebige Fliche %, = f (x, x;) als gegeben vor-
aussetzen (sie miissen selbstverstdndlich in den Punkten dieser Fliche
fiir alle Zeiten bekannt sein). Es wird dabei, wenn wir diese Werte
mit F(f) bezeichnen:

1

PO (1 hoko) = 5 s [[[E@t)em ttam+kez+ koo —ion gy dx,dt  (40a)

2. Lineare (ebene) Wellengruppen.

Wir betrachten zunichst solche elektromagnetischen Vorginge, die
nur von einer riumlichen Koordinate und selbstverstdndlich auch von
der Zeit abhingen. Diese ,,planaren’ Vorginge lassen sich als eine
Superposition von Elementarwellen mit denselben oder entgegen-
gesetzten Fortpflanzungsrichtungen darstellen nach den Formeln

F(t, %)= SyO(k) ¢tk — @ (41)
oder

+ © Y
F(t, x):f YO(k)es ks — mt)dk:f[w+ (k) eike = (k) e— k2] e~ v Wk (41a)
o 0

je nachdem die ,,Wellenzahl“ %2 (oder die Frequenz w) diskrete oder
kontinuierlich verteilte Werte annehmen kann. Die Gesamtheit dieser
Werte heilit das Spektrum des betreffenden Vorgangs.

Wie schon oben bemerkt wurde, lassen sich die Vorgénge mit diskreten
und kontinuierlichen Spektren aufeinander keineswegs zuriickfiihren.
Denn das eigentliche Element eines Vorganges vom Typus (4la) —
sofern die Amplitudenfunktion %°(%) endlich und wenigstens stiick~
weise stetig bleibt — wird nicht durch eine Elementarwelle wie im Falle
von (41), sondern durch eine Gruppe von Elementarwellen, die einem
unendlich kleinen Spektralbereich Ak (bzw. Aw) entsprechen, dar-
gestellt. Falls das betrachtete Spektralbereich keine Unstetigkeits-~
stelle der Amplitudenfunktion enthilt, und die Frequenz e sich stetig

Frenkel, Elektrodynamik II. 15
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mit & dndert, kann man eine solche Wellengruppe durch die folgende
angendherte Formel darstellen:

AF(t, %)= Ay° (k) ei(kow—wol)fei (x—(‘;—‘:)ot) =k 3
0k

wo kg einen beliebigen ,,Punkt‘‘ innerhalb der ,,Strecke A% bedeutet.
Wihlt man diesen Punkt als den Mittelpunkt von A%, so wird

; awy N Ak (20 ) 4k
fgi(‘”“ (g;'ui)o‘) (k_ko)dszz,,(,ff.. dk)ot) 2 e 1(2; “* .,l) 2
Ak

-
o= (5%
(),

und folglich (den Index, lassen wir jetzt wieder fort):

O (k) sin # <x — %t)
AF(t, X)=-— 17 dm s L gikz—ot) (42)
7 (- %)

Die Wellengruppe 148t sich also auffassen als eine Elementarwelle
mit einer verdnderlichen Amplitude, die (abgesehen von ihrem Vor-

. . . . dw . .
zeichen) ein starkes Maximum im Punkte x = ;¢ aufweist. Dieses

Maximum verschiebt sich mit der Geschwindigkeit

dw ay
w= ar = ;71—' , (42 a)

(7)

die man als Gruppengeschwindigkeit bezeichnet; sie ist im allgemeinen
von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der einzelnen Elementarwellen
oder der ,,Phasengeschwindigkeit*‘
. 70)
Y=
ganz verschieden. Durch Einsetzen von w = k% in (42a) bekommt
man die folgende Beziehung zwischen den beiden Geschwindigkeiten:

du
e (42Db)

=vi

wzu—i—k%:u—l

In einem Abstand 4 x = y von seinem Maximum (fiir einen beliebig
gegebenen Zeitpunkt #) ist das Quadrat der Amplitude oder eher das
Quadrat seines absoluten Wertes gleich

sin? ﬁ y

[AF @) =B s (420)

()



Nicht-harmonische Schwingungsvorgange in homogenen Korpern. 227
Die Gr68e des Maximums ist folglich gleich:
YO(R) B (A R)

Bei sehr kleinen Werten von 4% und nicht zu groBen Werten von y
hat man niherungsweise

k)2 y?
. y _ y (dk)Py? 1 T
51nAk~—2_Ak.»§< — 94 +--')2~2Ay£lke 24
Die exakte Formel (42c) kann man folglich durch
ARy
| AF(y) =y (k) P (dk)Pe 12 (42d)

ersetzen, die die Verteilung der Schwingungsamplitude mit geniigen-
der Anndherung darstellt.

Es sei bemerkt, da diese Amplitudenverteilung sich als Ganzes,
ohne irgendwelche Anderung, mit der Geschwindigkeit (42a) verschiebt.
In bezug auf dieses sozusagen feste ,, Amplitudengeriist pflanzen sich
die einzelnen Elementarwellen (oder deren Phasen) mit der relativen
Geschwindigkeit

du
fort.

Ahnliche Resultate ergeben sich, wenn man statt einer Wellengruppe
zwei Elementarwellen mit identischen Amplituden und fast iiberein-
stimmenden Frequenzen ', '’ oder Wellenzahlen £’ und %’ betrachtet.
Setzt man diese Amplituden gleich 1, so bekommt man fiir die resultie-

rende Schwingung: ,
’l/) — ei(k'x—wt) + e,i(kux_wnt) ,

oder mit
kl kl ’ " 1 ! rr 7
k= "2;,_, wz(g—j—é—a)——, Ak=Fk'—F, do=0"—o"
w=[ei%(4k~z—zlw~t)+g—’i—zL(Ak‘x—Am~t)]ei(kx—wt)
1 Adw .
— el = t(kx— wt)
_2cos[2 Ak<x Aktﬂe .

Bei konstant gehaltenem x stellt diese Formel einen Schwebungsvorgang
dar, den wir schon in Kap. III, § 4 [Formel (43b)] eingehend diskutiert
haben. Ganz analoge ,rdumliche Schwebungen®* ergeben sich, wenn
man p als Funktion von x fiir einen bestimmten Zeitpunkt betrachtet
(sieche oben Abb. 10). Man bekommt dabei eine Reihe dquidistanter
., Knotenpunkte“, wo die Amplitude verschwindet. Diese Knoten-

punkte verschieben sich mit der Geschwindigkeit Z—(;ei’ wihrend die

Schwingungen mit einer zunichst wachsenden und nachher wieder
abnehmenden Amplitude zwischen ihnen mit der relativen Geschwindig-
15*
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keit LZ—%:E laufen. — Die oben betrachtete Wellengruppe, welche

einem kontinuierlichen Frequenzintervall entspricht, unterscheidet sich
von diesem einfachen Bild durch die besonders starke Entwicklung
eines Hauptmaximums; man kann sich praktisch den ganzen Schwin-
gungsvorgang in der Nihe dieses Hauptmaximums konzentriert denken.

3. Dispersion von ebenen Wellen.

Jeder planare Vorgang mit einem kontinuierlichen Spektrum
laBt sich offenbar als eine Summe von Wellengruppen darstellen.
Man muB3 dabei die elementaren Spektralbereiche A% so klein wihlen,
daB die entsprechende Anderung (,,Oszillation‘‘) der Amplitudenfunktion
Aw®(k) unbetrichtlich bleibt. Absolut genommen k&nnen sie auch sehr
grof3 sein.

Die Fortpflanzung von Elementarwellen derselben Richtung aber
verschiedener Frequenz mit verschiedenen Phasengeschwindigkeiten

w . . . . . .
U=, bezeichnet man als ihre Dispersion. Bei Anwesenheit der

Dispersion verliert die Phasengeschwindigkeit fiir Vorgidnge mit kon-
tinuierlichem Spektrum auch in dem Falle, wenn man sehr enge Spektral-
bereiche betrachtet, eine unmittelbave physikalische Bedeutung und wird
in dieser Hinsicht durch die Gruppengeschwindigkeit ersetzt (bei Fehlen
der Dispersion fallen die beiden Geschwindigkeiten zusammen). Die
letztere kann aber ihrerseits einen bestimmten Sinn nur dann behalten,
wenn sie in dem betrachteten Spektralbereiche praktisch konstant
bleibt. In der Ndhe von Resonanzfrequenzen, wo # sich sehr rasch mit
A (oder ) 4dndert, ist diese Forderung nicht erfiillt. Nach den Formeln,
die im § 3, Kap. III fiir die Abhingigkeit der elektrischen Suszeptibilitit
von der Frequenz abgeleitet worden sind, muf3 die Dielektrizitdtskon-
stante in der Nihe einer Resonanzstelle (oder wie man gew6hnlich sagt,
einer ,,Absorptionslinie’) die Gestalt
b

e=a+ —5—-
T 0} — w?

(43)
haben, wo @ und & zwei fiir die betreffenden Korper charakteristischen
positiven Konstanten bedeuten. Es ergibt sich daraus (wenn man die
magnetische Suszeptibilitit vernachlissigt):

c c b
= ey [ maeg—an ) (432)
falls das zweite Glied in (43) klein gegeniiber dem ersten bleibt, oder
c}?

b — ot

(43b)

im entgegengesetzten Fall, bei der Bedingung @ << w,, die der sogenann-
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ten ,,normalen Dispersion‘ entspricht (imaginire Werte von # fiir
o > w, lassen sich tatsichlich, wegen der Anwesenheit von Dimpfung,

nicht realisieren). Nun hat man mit Riicksicht auf % = sz fur das

Verhiltnis der beiden Geschwindigkeiten:

w do o dlgw dlgw
W T ak kT dlgh T digw — digu’
d. h.
U — w adlgu
w  dlgw
Es wird also im Falle von (43a):
U — w U — w b w?
und
w—w 700?“7_ 1 d
L w}‘;—wz_-le‘)€<0 (434)
w2

im Falle von (43b).

In einem geniigend groBen Abstande von der Resonanzstelle, d. h.
bei w <€ w,, ist die Gruppengeschwindigkeit von der Phasengeschwindig-
keit kaum verschieden. Bei Erhohung der Frequenz muB sie aber
immer schneller wachsen und schlieBlich die Phasengeschwindigkeit
iibertreffen. In diesem Spektralgebiet, obwohl es gewt6hnlich (speziell
bei Gasen) verhiltnismiBig sehr eng ist, kann die Gruppengeschwindig-
keit ebenso wenig einen unmittelbaren Sinn haben, wie die Phasen-
geschwindigkeit.

Sie verliert diesen Sinn auch bei impulsartigen Vorgingen, oder in
dem Anfangs- und Endstadium eines Schwingungsvorgangs mit be-
schriankter Zeitdauer, denn diese Vorginge sind durch ein duBerst aus-
gedehntes Spektrum charakterisiert. Wir betrachten z. B. den Fall, daB
die Funktion F (¢, x) im Punkte x = 0, wihrend eines bestimmten Zeit-
intervalls T die Form F (¢, 0) = e—*® hat und auBerhalb dieses Inter-

valls, bei ¢ << — ;— und > ; verschwindet. Dieser Fall wird ndherungs-

weise verwirklicht, wenn man auf einen durch die Ebene x=0 begrenzten
Korper einen harmonischen Wellenzug duferen Ursprungs wihrend der
Zeit 7 einfallen 14B8t. Um die auf diese Weise verursachte elektromagne-
tische Stérung und seine Fortpflanzung im betrachteten Kérper, d. h.
die Gestalt der Funktion F (¢, %) (fir x >0) bestimmen zu konnen,
muB man die oben definierte Funktion F (¢, 0) durch eine Uberlagerung
unendlich vieler, zeitlich unbegrenzter harmonischer Schwingungen aller
Frequenzen nach der Formel

+ oo
F(,0) =4f1/)°(a)) e~ @ld g
-
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darstellen und dementsprechend den einfallenden harmonischen Wellen-
zug von beschrinkter Linge oder Zeitdauer, durch eine Superposition
von unendlich vielen wunbeschrinktien Wellenziigen ersetzen mit allen
moglichen Frequenzen und mit der Amplitudenfunktion

T

0 2
1 . .
PO (w) = ﬂfF(t, 0)eiotdt =fe’(‘”‘ wotds,
— -z

2

d. h.
sin (@ — w,) -;
PO w) = TR —w) - (44)
Es wird also nach (40)
+ ©
sin (w0 — w,) 2
Fi x)= Trw wg) gkz—wb) g, (44a)
oder mit der Abkiirzung (& — w,) ; =
1 + oo .
L o SR i (5= )
F(t,x)=""¢ tf % do . (44D)
— 00

Aus diesen Formeln 148t sich leicht ersehen, daB die Anfangsphase der
betrachteten Stérung sich im Kérper mit praktisch derselben Geschwin-
digkeit ¢ wie im leeren Raum fortpflanzt in der Form von Elementar-
wellen von sehr kurzer Linge (d. h. sehr hoher Frequenz) und mit sehr
kleinen Amplituden. Die letzteren sind direkt durch (44) bestimmt.
Was die Fortpflanzungsgeschwindigkeit betrifft, so muB sie deshalb
mit ¢ iibereinstimmen, daB die Dielektrizititskonstante aller Korper bei
o = o0 gleich 1 wird, wie dies aus den in §38 Kap. III angegebenen
Formeln fiir die elektrische Suszeptibilitit hervorgeht. Nach den er-
wihnten sehr schwachen kurzwelligen ,,Vorliufern muB8 die Hawupt-
phase der Stérung ankommen, mit einer Geschwindigkeit, die ungefahr
der Gruppengeschwindigkeit in der Nihe der Frequenz w, entspricht,
und zwar desto niher je kleiner das Zeitintervall 7 ist.

Ahnliche Resultate ergeben sich, wenn man die Fortpflanzung einer
elektromagnetischen Stérung betrachtet, die in einem bestimmten
Augenblick ¢ = 0 die Gestalt eines rdumlich begrenzten harmonischen
Wellenzuges von der Linge / hat. Diesen Wellenzug muB3 man wieder
durch eine Superposition unendlich vieler unbegrenzter Wellenziige aller
Frequenzen ersetzen, nach der Formel

+

F(0,x)= [yo(k)eitsdk
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mit der Amplitudenfunktion
1 i
+ o e sin (kg — &) -
1 — ik — 1 0~ K)T = 2
’lpo(k)=2;.J‘F(0, x)e k dx_ﬁj:e (ko — k) dx—-—n—(ko_—k).

— 00

)

Die Gestalt der Stérung fiir einen beliebigen anderen Zeitpunkt
¢t == 0 wird dann durch das Integral

+
F(t, x)= [yo(k)eiks—w0 dk
—

bestimmt, und muB offenbar bei Anwesenheit irgendwelcher Dispersion
von der urspriinglichen Gestalt mehr oder minder verschieden sein.
Die verschiedenen Elementarwellenziige, die bei ¢ =0 sich zu einem
einzigen Individuum vereinigen lassen, miissen bei? < 0 sozusagen
,,auseinanderlaufen®, und zwar nicht in einer bestimmten Rich-
tung, sondern, wie leicht zu sehen ist, in die beiden Richtungen
der x-Achse.

4. Stehende ebene Wellen.

Zwei unbegrenzte Elementarwellenziige von derselben Frequenz
und Amplitude aber mit enigegengeseizien, Fortpflanzungsrichtungen
setzen sich zusammen zu einer sogenannten stehenden Welle von der
Gestalt

F (t, %) = ¢tkz =) | gi(—ka—o) — 2 cos kxe— ¢, (45)

Man bekommt dabei an jeder Stelle eine Schwingung von konstanter
Amplitude, die sich lings der x-Achse sinusoidal dndert. Die Ebenen

coskx =0, d.h. x = 7;(% + ;) == ; <n + %) (n-ganze Zahl), die

nacheinander in Abstinden ;L folgen, heiBen die Knotenebenen; auf

den beiden Seiten einer solchen Ebene haben die Schwingungen dieselbe
Amplitude, aber entgegengesetzte Phasen.

Im Mittelabstand zwischen den Knotenebenen erreicht die Schwin-
gungsamplitude ihren Maximalwert (cos £« = 1). Solche Stellen wer-
den ,,Schwingungsbauche’ genannt.

Wihrend bei den sich in einer Richtung fortpflanzenden Elementar -
wellen die elektrischen und magnetischen Schwingungen dieselben
Phasen haben, erscheinen sie bei stehenden Wellen zeitlich wund
raumlich um ein Viertel ihrer Periode <1: :—25”, bzw. A =§k£> gegen-
etnander verschoben.

Wir nehmen z. B. an, daB die GréBe F in (45) die elektrische
Feldstirke bezeichnet. Die magnetische Feldstirke 148t sich daraus
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nach der fiir die einzelnen Komponenten giiltigen Gleichung
ExE—"9=0

bestimmen. Sie ist also wie iiblich senkrecht zur elektrischen Feld-
stirke gerichtet und ist ihrem Betrag (und Phase) nach gleich

k . . k. ..
H= - (fko—on — gil=ko=0d) = 2"sin kx-ie~t*t. (45a)
0 (1]

ko= ). Die reellen Anteile von (45) und (45a) sind
[

E =2cos kx coswt, l

b

H=—i£sinkxsinmt.l (45b)
o

Es fallen folglich die Knotenebenen von E mit den Schwingungs-

bauchen von H zusammen und umgekehrt die Knotenebenen von H

mit den Schwingungsbiuchen von E. Dieser Verschiebung der Schwin-

gungsamplituden um % entspricht eine Verschiebung der Schwingungs-

phasen (im gewthnlichen Sinne) um }

Ahnliche Verhiltnisse findet man bei stehenden Wellen beliebiger
Gestalt.

5. Raumliche Wellengruppen; Wellenbiindel, Wellenpakete,
monochromatische Strahlenbiindel.

Solche elektromagnetischen Vorgénge; die sich nur in einer oder in
zwei entgegengesetzten Richtungen fortpflanzen, sind im allgemeinen
als eine Idealisierung der wirklichen Vorginge anzusehen, — derselben
Art wie streng harmonische sinusoidale unbegrenzte Wellenziige. Die
wirklichen Vorginge lassen sich strenggenommen nur durch Integrale
von der Gestalt (39a) darstellen, wobei nicht nur der Betrag, sondern
auch die Richtung des Phasenvektors ¥ in einer stetigen Weise verdndert
werden muB. Dem oben definierten Begriff einer Wellengruppe von
bestimmter Richtung entspricht dabei der Begriff eines Wellen-
biindels. Ein Wellenbiindel 148t sich im allgemeinen definieren
als eine Superposition von Elementarwellen, deren Normalen n
einen sehr kleinen Kegel mit dem Offnungswinkel A bilden,
wiahrend ihre Lingen oder Frequenzen wie frither einen sehr
kleinen Spektralbereich ausfiillen. Setzt man in (39a) dv = k2dkdQ,
so ergibt sich fiir ein Wellenbiindel die folgende Definitions-
formel:

AF ()= [ [yop)eite=wordrd Q. (46)
AkAQ
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Wenn das betrachtete Intervall (4k, 482) so klein ist, daB8 die
entsprechende Anderung der Amplitudenfunktion %0 (k) unbetricht-
lich bleibt, kann man die vorhergehende Formel durch

AF(t,1) = w“(fo)jje“f'f‘“”) R2dkd Q
Ak4Q
ersetzen. Es bedeutet hier f, wie iiblich einen willkiirlich ausgew&hlten
Mittelwert von f.  Setzt man nun f—¥f =g und v —wy,=¢g: Vo

2 g; 2—6’: (der Gradient von w bezieht sich selbstverstindlich nicht

2
auf den gewohnlichen t-Raum, sondern auf den f-Raum), so wird:

J‘fei(t-t—wz)kzdkdg — ei(io't-—wt)fe’i(t—ti)-g dr.

Der Wert des rechtsstehenden Integrals muB offenbar von der Gestalt
des ausgewihlten sehr kleinen Gebietes des f-Raumes wenigstens niahe-
rungsweise unabhingig sein und nur von seinem Volum abhingen.
Wir konnen deshalb bei der Ausfithrung der Integration dieses Ge-
biet als eine Kugel mit dem Mittelpunkt ¥, und dem durch die Gleichung

4 ﬂ =k§ Ak - AQ bestimmten Radius ¢ behandeln. Es ergibt sich

dabel, wenn man durch @ den Winkel zwischen g und dem Vektor
t— Vw -t bezeichnet:
o+l

fei(r—ti)-ng ffe”" tilgoos@zﬂ—g2ngIn@d@__anreuxaug&dgdu’

wo zur Abkiirzung o = |t — ¢tV o| und # = cos @ gesetzt wird. Nun
hat man

+1 iag iag ;
Jezagudu =4 ,_%;ﬁ_ _2 S;f,lgdéi
und ferner -
: sin ag 1 N sin ag — ag cos ag
-!'A;EA -g2dg = ‘!smy ydy=-—"7" (0ot -3,

Wir bekommen also
AF (1) = 390(F,) S22 — %@ COS %0 sitr—wu ;2 Nk A Q  (46a)

()®
mit
£22 | 46b
o= i T df I ( )
und
g_]/wszkAQ (46¢)

Dieses Resultat ist mit dem oben berechneten, fiir den Fall einer streng
gerichteten Wellengruppe ganz analog. Der Hauptunterschied zwischen
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den beiden Fiallen besteht in dem Umstand, daB der durch die Formel
(46a) bestimmte Vorgang nicht in der Nihe einer (unendlichen) Ebene,

. a . .
sondern in der Nidhe eines Punkies T = 4{% -t konzentriert bleibt?).

Der Absolutwert von AF in der Umgebung dieses Punktes 1iBt sich
als Funktion des entsprechenden Abstandes | At | ndherungsweise dar-
stellen durch die Formel
12, .
AF e i @)

’

die sich ergibt, wenn man den Ausdruck % (sin y — y cos ) nach

Potenzen von y entwickelt und durch die Exponentialfunktion mit
derselben Anfangsentwicklung ersetzt.

Dieses ,,punktférmige” Maximum oder ,,Wellenpaket® verschiebt
sich geradlinig-gleichférmig mit der Geschwindigkeit

dw

=", (47a)

die als die vektorielle Verallgemeinerung der oben definierten Gruppen-
geschwindigkeit angesehen werden darf.

In dem Fall isotroper Koérper ist sie mit der mittleren Normalen des
Wellenbiindels, d. h. der Achse des Kegels d{2 gleich gerichtet. Im all-
gemeinen Fall hat sie aber eine davon verschiedene Richtung, die auch
mit der zugehorigen Strahlenrichtung bei Anwesenheit der Dispersion
nicht zusammenfallt.

Neben den Wellenbiindeln, die einem sehr kleinen Volumelement
des f-Raumes entsprechen, kann man noch solche Wellenbiindel defi-
nieren, die einem bestimmten (gekriimmten) Fldchenelement in diesem
Raume zugehoren, insbesondere einem Element der Kugelfliche
k = konst oder der Fliche w = konst. Bei isotropen Koérpern fallen
diese Flichen selbstverstindlich zusammen. — Solche ,,monochro-
matische’* Biindel mit konstanter Wellenlidnge oder konstanter Frequenz
lassen sich durch die Formeln

(A F)k — 1/)0 (no) fgi mr—ukg Q (48)
480
bzw.
(4E),=1y° (no)e—imfe“’%tdg (48a)
40

darstellen, wobei # in beiden Fillen als eine Funktion der Wellen-
normale 1 anzusehen ist.
Wir werden auf eine nihere Untersuchung dieser Formeln fiir den
allgemeinen Fall anisotroper Kérper nicht eingehen. Es sei bemerkt,
1) Der Koordinatenursprung und der Augenblick ¢{ = 0 kann selbstverstind-
lich auf eine ganz beliebige Weise definiert werden.
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daB die Ausfiihrung der Integration in der ersten von ihnen zu einer
effektiven Fortpflanzungsgeschwindigkeit
du

(k) — [
w (dn>k=konst

fithrt, die von der Strahlengeschwindigkeit verschieden ist. Die letztere
kann man namlich durch die Formel

1 d /1
v (E;{ <7>>m = konst
definieren, die eine Umkehrung unserer urspriinglichen Definitions-
formel D - n = » bildet.
In dem einfachsten Fall isotroper Kérper sind die beiden Formeln

(48) und (48a) vollkommen 4quivalent. Es wird dabei, wenn man die
Richtung des Radiusvektors t zur Polarachse wihlt

n-t=rcos® und dQ =sin@dOdep,
und folglich:

fgi(n-r—ut)kdg —_—-e“i“"ffe“”m@d cosOdg

e twi . gi kr—wt) _ .o O1
—_ o égzkrcos@ld(p:_ ' e — 2krsin 2 d(p,

iky

wo @, den Randwert von @ bedeutet.
Bei ° (n) = konst, erhélt man also

NF — — 0270 by g izprsine S (48b)
=Y ik 249,

d. h. eine Art von Kugelwelle, die sich aus dem Nullpunkt 7 = 0 aus-
breitet oder nach diesem Punkt konvergiert, und deren Amplitude in
bestimmter Weise von der Richtung abhingt. Bei AQ = 4m ergibt

sich speziell
sin k7

AF = Qwovg_iwt B (48(:)
d.h. eine ,stehende’* Kugelwelle, die als Superposition von diver-
gierenden und konvergierenden Kugelwellen aufgefaBt werden kann.

6. Erginzungen.

Wir haben bisher die Dampfung der Elementarwellen ausgeschlossen.
Die obigen Resultate sind also nur bei vollkommen durchsichtigen
Korpern giiltig. Sie lassen sich aber sehr einfach auf den Fall absor-
bierender Korper verallgemeinern. In diesem Fall mul man ndmlich
statt des komplexen f-Raumes den reellen f¥-Raum betrachten, d.h.
die Formel (39a) durch

F(t1)= J‘WO(f(l))ei[(k(l)+'ik(‘l))n-r—wt)]d-[(1)
ersetzen. Es bedeuten hier ¥V und £, wie iiblich, den reellen und
imaginiren Anteil von ¥, die wir der Einfachheit balber als gleich-
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gerichtet betrachten. Dabei ist der Absorptionskoeffizient k® ebenso
wie die Frequenz als eine im allgemeinen zweideutige Funktion von
f zu behandeln.

Wir wollen noch zum SchluB einige Worte hinzufiigen iiber die
Darstellung der quadratischen GroBe, die der angefiihrten ,harmoni-
schen Analyse von verschiedenen linearen GréBen (F) entspricht.

In dem einfachsten Fall eines planaren Vorgangs mit einem dis-
kreten Spektrum

F= ZE'n gt kns—awnt)
n

bekommt man fiir den quadratischen Mittelwert in bezug auf die Zeit
=T, 1 1
PP =y Y, Fi=y J|F,J2. (49)

Die entsprechende Formel fiir einen Vorgang mit einem kontinuier-
lichen Spektrum F = f y (k) et®2—o8) gk lautet:

Flr=g [v @@ ak= |y @]k (493)

In dem allgemeinsten Fall eines nicht-planaren Vorgangs mit konti-

nuierlichem Spektrum F = f p (I) g r—wtdg ergibt sich dement-
sprechend

Fl=5 [lp®pdr. (49b)

Wenn die Richtungen von ¥ kontinuierlich verteilt sind, wihrend sein
Betrag diskrete Werte annimmt, bekommt man statt (49) eine Formel
von der Gestalt

[Fl= %’flwm (hmm) 2292 . (49¢)

Auf genau dieselbe Weise kann man die Mittelwerte des Produktes
von zwei verschiedenen linearen GroBen (z. B. der elektrischen und
der magnetischen Feldstarke) bestimmen, falls es sich um denselben
Vorgang handelt, oder im allgemeinen, falls die beiden GréBen dasselbe
Spektrum und irgendwelche konstante Phasenbeziehungen haben. Bei
verschiedenen Spektren oder bei unregelmifig wechselnden Phasen-
beziehungen miissen diese Mittelwerte verschwinden. Im ersten Falle
nennt man die Schwingungen kohdrent — oder ,,interferenzfihig —
im zweiten inkohdrent.

§ 5. Elektromagnetische Wellen in quasi-homogenen Korpern.
1. Allgemeine Diskussion der Wellengleichung.

Der Begriff der Elementaiwellen im oben definierten Sinne ist nur
auf homogene Korper oder auf inhomogene Kérper mit einer ganz spe-
ziellen geschichteten Struktur anwendbar.
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Wir wollen hier die Fortpflanzung der elektromagnetischen Schwin-
gungen in inhomogenen Korpern von beliebiger Struktur untersuchen
und nur die stefige Anderung ihrer elektromagnetischen Eigenschaften
voraussetzen. Wir werden dementsprechend keine Annahmen iiber
den geometrischen Charakter der elektromagnetischen Vorginge machen.
Wir konnen uns dabei auf rein harmonische Schwingungen beschrin-
ken und die Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes in der
Gestalt

0tE—'Y§ =0, divg=0, (50)
ot B+ D=0, divd=0 (50a)

schreiben [vgl. (2a) und (b) §1].

Wir miissen dabei zwei besonders wichtige und interessante Grenz-
falle unterscheiden, je nachdem die elektromagnetischen Eigenschaften
des Korpers, d.h. die Dielektrizititskonstante, Dimpfungskonstante
und magnetische Permeabilitit, sich sehr langsam oder sehr rasch
indern, oder genauer ausgesprochen, je nachdem ihre ,,Oszillation'
in Abstanden von der GréBenordnung der Wellenlidnge der betreffenden
Schwingungen sehr klein ist oder nicht. Im ersten Falle werden wir
den Korper als guasi-homogen, im zweiten als trib bezeichnen.

In diesem Paragraphen werden wir uns ausschlieBlich mit quasi homo-
genen Korpern beschiftigen. Der Einfachheit halber wollen wir uns
zundchst auf den Fall isotroper durchsichtiger unmagnetischer Korper
beschrinken, die nur durch einen Parameter — nimlich die Dielektrizi-
tatskonstante £ — charakterisiert werden kénnen Wir betrachten also
diese ,,Konstante als eine reelle stetige Ortsfunktion, die der Be-
dingung [F¢|-2y <€1 oder |V ¢e|A<€1 geniigen soll. Es bedeutet

. 2 . .
hier 4, = —le—o die Wellenlinge von Schwingungen derselben Frequenz

im leeren Raum und l=-)l ihre Wellenldnge in einem vollkommen

€
homogenen Kérper, dessen Dielektrizititskonstante mit dem Wert von
€ an der betrachteten Stelle iibereinstimmt.

Wir miissen hier ausdriicklich betonen, da der Begriff der Wellen-
linge nur im Falle homogener Korper einen unmittelbaren physikali-
schen Sinn hat. Strenggenommen kann man bei inhomogenen Kérpern
von der Wellenlinge — als dem Abstande zwischen zwei Nachbar-
flachen gleicher Schwingungsphase — gar nicht reden.

Setzt man in (50a) D = ¢ E ein, so wird (mit Riicksicht auf

B = 9): diveG=edivE+G-Fs=0. (51)

Durch Elimination von § bekommt man andererseits in der tiblichen
Weise die Gleichung

2
—rotrot € -+ 2, D=0, (51a)
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d.h. —PdivE+ 26 +% cE=0. (51b)

Bei homogenen Kérpern ist das erste Glied auf der linken Seite gleich
Null. In dem betrachteten Fall ist es dagegen von Null verschieden.
Man hat némlich nach (51)

—Vdiv@_—_V<@._VE§>=V

«éf-rot@+<%€-l7>(§+(@'l7)zf. (51c)
Die Gleichung (51b) hat also eine viel kompliziertere Form als die iib-
liche Wellengleichung fiir homogene Koérper und dementsprechend viel
kompliziertere Losungen, die sich strenggenommen mittels Wellen-
flachen irgendwelcher Gestalt nicht beschreiben lassen.

Unsere obige Voraussetzung iiber die langsame Anderung von &
erlaubt uns aber die GréBe (51c) zu vernachlassigen. Wir bekommen
folglich fiir quasi-homogene Kérper eine angeniherte Gleichung derselben
Form wie fiir homogene, d. h. [vgl. (7)]

P2y +kyp=0 (52)

mit dem einzelnen — sehr wesentlichen — Unterschied, daB der Wellen-
parameter

2 — 27 = :
k:.;:%i Ve 2,1%’ Ve =k, Ve (52a)

keine konstante GréBe, sondern eine gegebene Ortsfunktion ist.
Wir machen fiir die Wellenfunktion ¢ (die irgend eine lineare GroBe
€, © usw. bedeuten mag) den folgenden Ansatz
P = 0 gt +kos) (53)

wo ¢° eine konstante ,, Amplitude’* und s eine zunichst unbekannte
Ortsfunktion bedeutet. Dieser Ansatz stellt eine Verallgemeinerung
unseres fritheren Ansatzes (8) fiir ebene sinusoidale Wellen dar. Die
Funktion s, falls sie reell ist, muB3 die Gestalt der Wellen, d. h. die Gestalt
der Flachen konstanter Phasen s = konst charakterisieren. Die
Schwingungsphase ist dabei gleich

S=—wt+ks. (563a)
Es ist zu beachten, daBl s im allgemeinen auch bei reellen Werten
von & komplex sein kann (siehe unten). Man muB dann
s=s 4 5@ (63b)
setzen und die eigentliche Phase durch
S =— i+ ky SO (53¢)
definieren, wihrend S® = k,s® die eventuell vorhandene Anderung
der Amplitude nach der Formel
[yl =[p0ekor® (53d)
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bestimmt. Eine solche Anderung der Amplitude kann beim Fehlen
wahrer Dampfung durch die Ausbreitung der Wellen bedingt werden.

Durch Einsetzen von (53) in (52) bekommt man, mit Riicksicht auf
die Formeln

v eikos — eilcosiko Vs ,
|72 e’ikos = div |7 eikos.: 6ilcos 7 kl) I72 §— eikos k(2) (|7 8)2 ,
die folgende Gleichung fiir die ,,Phasenfunktion* s:
ThyVis—RE(V )2+ R2=0,

oder nach (52)

1
AR sp=c. (54)

Daraus sieht man, daB s im allgemeinen auch bei reellem ¢ eine
komplexe GroBe darstellen muf.

2. Kurze Wellen; geometrische Optik und ihre Analogie
mit der Mechanik.

Wenn man mit elektromagnetischen Schwingungen von sehr hoher
Frequenz, d. h. einer sehr kleinen Wellenlinge zu tun hat, kann man
bei gewissen Bedingungen das erste Glied in (54) weglassen, d.h. die
Phasenfunktion durch die angeniherte Gleichung

(Vs)32=e, (54a)

in welcher die Wellenldnge gar nicht auftritt, ersetzen. Die erwdhnten
Bedingungen lassen sich, wie leicht zu sehen ist, auf den Umstand zuriick-
fithren, daB die Kridmmung der sich aus (54a) ergebenden Wellen-
flaichen s = konst sehr klein gegen %, ist. Mit anderen Worten, der
Krimmungsradius der zu diesen Flichen orthogonalen ,,Strahlen‘
mubB sehr groB gegen die Wellenlinge A, oder auch A (denn die Dielek-
trizitdtskonstante ist immer von der Gro8enordnung 1) bleiben.

Die Gleichung (54a) hat genau dieselbe Gestalt wie die in Bd. I
(S. 336) abgeleitete Hamilton-Jakobische Gleichung (27a), welche die
Bewegung eines Elektrons in einem gegebenen elektrostatischen Feld
(bei Fehlen magnetischer Krifte) bestimmt. Und zwar entspricht die
Phasenfunktion s dem von der Zeit unabhingigen Anteile @ der Wir-
kungsfunktion

V¥=_—Ht+ @

und die Dielektrizititskonstante der GréBe
2mgy (H —eg),

die gleich der mit 2 m, multiplizierten kinetischen Energie des Elektrons
oder einfach dem Quadrat seiner mechanischen BewegungsgroBe g0
ist. Die Wirkungsfunktion V* entspricht ferner der durch %, divi-
dierten Schwingungsphase S und die vollstindige Energie H dem Ver-
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hiltnis der Frequenz w zu %, d. h. der Lichtgeschwindigkeit im leeren
Raum.

Wir sehen also, daf die Fortpflanzung sehr kurzer elektromagne-
tischer Wellen in einem quasi-homogenen isotropen durchsichtigen
Korper ungefihr nach denselben Gesetzen geschieht wie die Fortpflan-
zung der Flichen konstanter Wirkung (V'* = konst) in der Hamilton-
Jakobischen Form des mechanischen Problems der Bewegung eines
materiellen Teilchens in einem statischen Kraftfeld. Diese korrepondenz-
miBige Beziehung zwischen den beiden Problemen 148t sich symbolisch
durch die Formeln

mo 0 =hkoVs, 2my(H—e@)=hke,

54b
V¥=hS, H=how (54b)

ausdriicken. Wir haben hier eine willkiirliche Konstante » von der
Dimension der Wirkung eingefiithrt, um die Ubereinstimmung der
Dimension der rechts- und linksstehenden GréB8en zu sichern. In dem
mechanischen Problem spielen die ,,Wirkungswellen“ die Rolle eines
Hilfsbegriffes, wihrend eine unmittelbare physikalische Bedeutung
nur ihren Orthogonaltrajektorien, welche die Baknen der einzelnen Teil-
chen bei verschiedenen Anfangs- oder Endbedingungen darstellen, zu-
kommt. Diesen Bahnen entsprechen in dem elektrodynamischen oder
optischen Problem — sofern es sich von der Fortpflanzung kurzer
elektromagnetischer Lichtwellen handelt — die Energie- oder Lichi-
strahlen. In der durch die Gleichung (53a) dargestellten Anniherung
haben diese Strahlen dieselbe unmittelbare Realitit wie die mechanischen
Bahnlinien. Man kann sie einfach definieren als die Bahnlinien einer
Schar von Teilchen, die sich nach der Gleichung

d2r hk
T = 2%%_; Ve (54 C)
bewegen. — Diese fiktive Bewegungsgleichung ergibt sich aus der
d
iiblichen Gleichung mod—?=-—el7<p mit Riicksicht auf die Beziehun-

gen (54Db).
h
Es sei bemerkt, daB die Bewegungsgeschwindigkeit v = --7% Vs,

die man durch Integration von (54c) bekommt, nur seiner Richtung
nach mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen iibereinstimmt.
Unm die GroBe dieser Fortpflanzungsgeschwindigkeit zu finden, betrachten
wir die Anderung der Schwingungsphase S in einem sehr kleinen
Raumzeitgebiet :

dS=—wdt+kdt-Vs. (55)

Dieser Ausdruck hat genau dieselbe Gestalt wie im Falle ebener
Elementarwellen mit dem Phasenvektor

f=FkyVs. (55a)
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Nach (54a) ist der Betrag von  gleich dem frither angefithrten Para-
meter (52a). Wir sehen also, daB in der der Gleichung (54a) entspre-
chenden Niherung die Wellen sich in jedem geniigend kleinen Raum-
gebiet in genau derselben Weise fortpflanzen, wie die Elementarwellen

derselben Linge 4 = 27” und Richtung n= ; in einem vollkommen

homogenen Koérper mit der Dielektrizititskonstante e. Die Wellen-
geschwindigkeit ist dabei gleich wie {iblich

w w
woraus folgt nach (54b) ho
V= (65c)
myu

Die ,,Bewegungsgeschwindigkeit* v ist also umgekehrt proportional der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit .

Wir stellen uns eine beliebige Kurve ¢ vor, die zwischen zwei festen
Punkten P; und P, gezogen ist. Das lings dieser Kurve genommene

Integral Jf -dy =Jk do cos® =2 n‘ff;g cos ®, wo O den Winkel
zwischen do und der Strahlenrichtung in dem entsprechenden Punkt
bedeutet, ist nach (55) in jedem Augenblick gleich der Phasendifferenz
S, — S, der Schwingungen in den beiden Endpunkten und hat folglich
einen von der Gestalt der Kurve ¢ unabhingigen Wert. Wenn die
Punkte P, und P,sich auf demselben Strahlg, befinden, muB3 man offenbar

do __([daoy
—A* cos @ ——J'T

haben und folglich wegen cos®@ <1

do da,
Diese Ungleichung zeigt, daB die Gestalt eines durch zwei gegebene
Punkte hindurchgehenden Strahles durch die Bedingung

P, -

%g zjszy = minimum (56)

) 21

bestimmt werden kann (Abb. 18). Diese Bedingung 14Bt sich noch in
der folgenden Form auffassen: die Licht-
strahlen gehen von einem Punkt zum anderen
auf demjenigen Weg, welcher der kiirzesten
Ankunftszeit entspricht (Fermatsches Prinzip).
Die Geschwindigkeit der Lichtstrahlen wird
dabei als die Wellengeschwindigkeit % definiert,

Frenkel, Elektrodynamik II. 16
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Fihrt man in (56) statt # die nach (55c) definierte Bewegungs-
geschwindigkeit v ein, so bekommt man, mit Riicksicht auf d¢ = vd¢:
Py
fmvda:fmovzd == minimum . (56a)
Das ist das Maupertuische Prinzip der kleinsten Wirkung, welches die
Bahn eines Teilchens mit gegebener totaler Energie H bestimmt. Der
Konstanz der letzteren in (56a) entspricht nach (54b) die Konstanz
der Schwingungsfrequenz in (56).

Es muB betont werden, daB diese Ubereinstimmung zwischen
Optik und Mechanik keine genaue ist, sondern nur dann besteht, wenn
man die Fortpflanzungsgesetze der elektromagnetischen Wellen in der
angendherten Gestalt (54a) formuliertl). Diese angeniherte optische
Theorie, bei welcher der Strahlenbegriff statt des Wellenbegriffes an die
Spitze gestellt wird, pflegt man als die Strahlenoptik oder die geometrische
Optik zu bezeichnen — im Gegensatz zu der exakten oder eher der
exakteren Theorie, die ihre einfachste mathematische Formulierung in
der Gleichung (52) findet und die man gewdshnlich Wellenoptik nennt.

3. Erginzungen; Wellenoptik und Huyghenssche
Elementarwellen.

In dieser — ebenfalls nicht vollkommen exakten — Theorie mul3
die Funktion s, wie schon oben erwihnt wurde, im allgemeinen kom-
plexe Werte annehmen. Der durch (55a) definierte Phasenvektor wird
folglich auch komplex, und seinem Betrage nach von dem Parameter &

in (52) verschieden. Der reelle Anteil von (f) bleibt auch davon ver-
schieden, so daB die effektive Wellenlinge l=;% mit der wirklichen li—(i?
nicht zusammenfillt. Diese Unterschiede bei grofen Kriimmungen
der Wellenflichen (oder der Lichtstrahlen) konnen sehr wesentlich
werden. Die’ dabei auftretenden Komplikationen rijhren gar nicht von
der Inhomogenitit des Korpers her — denn sie bleiben auch dann be-
stehen, wenn man in der Gleichung (54) & = konst ansetzt. Diese
Komplikationen stammen einfach von den geometrischen Bedingungen
der Wellenfortpflanzung in Verbindung mit der Tatsache, daB die
durch eine bestimmte Wellenfliche iibertragene Energie bei ihrer
Ausbreitung unverindert bleiben mufB. Denkt man sich z. B. die
Lichtquelle in einem Punkt O konzentriert, so bekommt man in
der Nihe dieses Punktes fast kugelfsrmige Wellen — ebenso wie im
Falle eines vollkommen homogenen Korpers — deren Amplitude un-

1) Die oben dargelegten Resultate rithren zum Teil noch von Hamszlton
selbst her. Sie sind neuerdings der Ausgangspunkt einer wichtigen Entwicklung
der Quantentheorie in der Gestalt der von L. de Broglie und E. Schridinger
begriindeten Wellenmechanik geworden.
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gefahr umgekehrt proportional mit ihrem Radius abnimmt
(.~ 5@ ~ Ig7).

Bei ihrer weiteren Ausbreitung in einem quasi-homogenen Kérper
miissen sich diese Wellenflichen (d. h. die Flichen bestimmter
Phase) allmahlich deformieren (Abb. 19), was
einer komplizierteren Gestalt der Amplituden-
funktion | 4| entspricht. Das fiir solche Korper
charakteristische Merkmal besteht in der Tatsache,
daB die nacheinander folgenden Wellenflichen
trotz dieser Deformation sich uiemals schuneiden
konmen. Dies heillt, analytisch ausgedriickt, da8
die Phasenfunktion s eine eindeutige Funktion der
Koordinaten ist (s. unten).

Setzt man in der Gleichung (54) s = s 4 ¢s® ein, so 148t sich
die letztere in die folgenden zwei Gleichungen spalten:

Abb. 19.

,]:Ayz @ (7 s)2— (7 s@)2=¢ (67)
0

1

2%,723(1) — sV s ==, (57a)

Dadurch wird aber keine Vereinfachung des betrachteten Problems
erreicht. Seine exakte Losung ist am einfachsten durch Integration der
urspriinglichen linearen Gleichung (52) zu suchen. Um die eventuell
vorhandene Dampfung zu beriicksichtigen geniigt es, ¢ als eine kom-
plexe GréBe zu behandeln; dabei sollte man in (57) statt & den reellen
Anteil und in (57a) statt Null den imaginiren Anteil von & einsetzen.

In dem Fall anisotroper Xérper wird die Gleichung (52) auch schon
bei vollkommener Homogenitdt nicht mehr giiltig. Man hat nimlich
dabei D; = Y¢,;, E, und folglich statt (51)

div P = 25%‘1 28ikE7c :22<8ik%%+Ek%§iiE>=O'
[

Dementsprechend mul man in diesem Falle zu der allgemeinen Glei-
chung (51a) zuriickkehren. — Wir werden diese Gleichung nicht niher
untersuchen und begniigen uns mit der Bemerkung, daB in quasi-
homogenen Kérpern, wo die Komponenten des Tensors 2¢ sich verhiltnis-
mébig langsam dndern, in kleinen Raumgebieten dieselben Gesetze der
Wellenfortpflanzung gelten, die oben fiir die Fortpflanzung von Ele-
mentarwellen in vollkommen homogenen Kérpern aufgestellt worden
sind.

Statt ebener sinusoidaler Wellen pflegt man in dem Fall isotroper
Korper als Elementarwellen kugelformige Wellen zu definieren. Die
Fortpflanzung einer Welle irgendwelcher Form in einem homogenen
isotropen Kérper kann man dann auf die Fortpflanzung solcher kugel-

16*



244 Fortpflanzung elektromagnetischer Schwingungen in unbegrenzten Korpern.

formigen Elementarwellen von jedem Punkt der jeweiligen Wellenfront
oder genauer einer Flache konstanter Phase zuriickfithren und die neue
Lage dieser Fliche als die Einhiillende der obigen Elementarwellen
definieren. Dieses sogenannte Huyghenssches Prinzip haben wir im
ersten Bande fiir die Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen im leeren
Raum bewiesen. Seine Verallgemeinerung fiir den Fall homogener Kérper
liegt auf der Hand. Sofern es sich aber dabei von der Ausbreitung von
Wellen in unendlich kleinen Ridumen handelt, muB} dieses Prinzip auch
fiir quasi-homogene Korper giiltig bleiben. Es ist dabei nur nétig, die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der kugelférmigen oder eher quasi-
kugelformigen Elementarwellen als eine gegebene Ortsfunktion zu be-
handeln.

§ 6. Streuung der elektromagnetischen Wellen in triiben Koérpern.

Die Vorstellung der elementaren Kugelwellen ist auch in dem Fall
solcher Korper anwendbar, die sehr kleine Inhomogenititen irgend-
welcher Art enthalten, so daf3 ihre Dielektrizititskonstante schonin
solchen Volumelementen, deren lineare Abmessungen von der Grofen-
ordnung der Wellenldnge sind, befrdchtliche Schwankungen erleidet. Den
EinfluB dieser Schwankungen auf die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
kann man in erster Anniherung vernachlissigen und die Huyghens-
schen Elementarwellen als kugelférmig behandeln. Sie miissen aber im
betrachteten Fall schon in benachbarten Punkten sehr verschiedene
Amplituden haben und konnen deshalb bei ihrer Superposition oder
Interferenz sich zu einer resultierenden einhiillenden Wellenfliche im
allgemeinen nicht vollkommen verschmelzen. Eine solche Verschmel-
zung ist nur dann moglich, wenn die raumliche Verteilung der Inhomo-
genititen einen ganz regelmdifigen Charakter hat (wie z. B. die Anord-
nung der Kristallatome, die ebenfalls als mikroskopische Inhomogenititen
des als ein kontinuierliches Medium betrachteten Korpers angesehen
werden konnen). Sofern diese RegelmiBigkeit fehlt, sofern also die
Schwankungen der Dielektrizitatskonstante in Raumgebieten von der
GréBenordnung der Wellenlinge einen vollkommen ungeordneten
Charakter haben, miissen die Huyghensschen Elementarwellen sich teil-
weise ohne Verschmelzung sozusagen tndividuell nach allen Seiten aus-
breiten. Solche zusitzlichen ,,anarchistischen’ Wellen pflegt man als
zerstreute Wellen zu bezeichnen. Sie miissen den entsprechenden Kérper
auch beim Fehlen einer echten Absorption nicht vollkommen durch-
sichtig oder, wie man sagt, optisch #7#b machen.

Die Erscheinung der Lichtzerstreuung oder ,,Triibbung* wird haupt-
sachlich bei solchen Koérpern beobachtet, deren Homogenitit durch
die Anwesenheit sehr kleiner fremder Teilchen in sehr groBer Anzahl
und regelloser Anordnung zerstort wird (Kolloidallssungen), aber auch
gewissermaBen bei makroskopisch vollkommen homogenen Kérpern,
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wegen der sogenannten Fluktuationen oder Schwankungen des Zustandes
und der Zusammensetzung sehr kleiner Volumelemente. Wir denken
uns z. B. ein sich bei konstantem Druck und Temperatur befindendes
Gas, das N Molekiile in der Volumeinheit enthilt. Ein sehr kleines
Volumelement v dieses Gases muf3 durchschnittlich #, = N v Molkiile
enthalten. Wegen des unregelmifBigen Charakters der Warmebewegung
der Molekiile kann aber das betrachtete Volumelement in verschiedenen
Augenblicken verschiedene Molkiilzahlen # enthalten, die um den
obigen Mittelwert schwanken. Diese Konzentrationsschwankungen sind
relativ desto intensiver, je kleiner v oder # ist. Da sie in benachbarten
Volumelementen ganz unabhingig voneinander stattfinden, mufB} das
Gas in jedem Augenblick etwas unhomogen erscheinen. — Neben den
Konzentrationsschwankungen sind noch in gasférmigen und fliissigen
Korpern die Orientierungsschwankungen der Molekiile zu beriicksichtigen,
die durch den unregelmiBigen Charakter ihrer Drehungsbewegung be-
dingt werden. Sofern die Molekiile keine Kugelsymmetrie besitzen,
miissen diese Orientierungsschwankungen eine zeitlich und rdumlich
rasch wechselnde Awnzsotropie der einzelnen Volumelemente hervor-
rufen.

1. Bestimmung der Streustrahlung durch angeniherte
Loésung der ,gestorten‘ Wellengleichung.

Der EinfluB solcher sehr kleiner Inhomogenititen in Kolloidallssun-
gen und makroskopisch homogenen Korpern auf die Fortpflanzung
elektromagnetischer Wellen (wir werden im folgenden nur von Lichi-
wellen reden), 148t sich niherungsweise folgendermafien bestimmen.

Wir machen fiir die Dielektrizititskonstante den Ansatz

e=¢e%+ ¢, (58)

wo &0 die mittlere Dielektrizitdtskonstante des betreffenden Xorpers
(den wir der Einfachheit halber als isotrop annehmen wollen) bedeutet
und & — die zusitzliche seh7 kleine Anderung der letzteren, welche
von den betrachteten Inhomogenititen herrithrt und unregelmiBig
um den Nullwert schwankt.
Dementsprechend schreiben wir die vollstindige elektrische Feld-
stirke € in der Form
=6 ¢, (58a)

wo €° denjenigen Wert von € bedeutet, der sich in nullter Niherung,
d. h. bei & = 0 ergibt. Diese nullte Naherung denken wir uns in der
bekannten Weise aus der: Differentialgleichung

P2E0 4 kg2 €0 =0 (58b)

bestimmt. Um die erste Naherung fiir € zu erhalten, setzen wir in
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der exakten Gleichung

(e ") 1 e+ R eG=0

[vgl. (51) und (51b)] €=E°+ €’ ein und vernachlissigen die GroBen
zweiter Ordnung in &', d. h. &€, @' - V¢’ und (V)2 Wir bekommen
dabei

TV @V &) £ P CO 4 2@ B0 GO+ R0 6 4 K3 e 69 =0,

d. h. wegen (58Db):
2C + R e?€ =—1, ]

’ ’ ‘ 58
=K G4 7 ©-7e). | (58¢)
Der Vektor { ist hier als eine bekannte GroBe anzusehen, von der Ge-
stalt f = foe**%, wo f, nur von t abhingt. — Die obige (angenzherte)
Gleichung fiir €' stimmt mit der allgemeinen Gleichung der retardierten
Potentiale

. 1 o2y
2 _— - = —
VEY— s g f

die wir im ersten Bande untersucht haben, iiberein, wenn man p=1 e ***

0
setzt und statt % die GroBe % == ;2- einfithrt. Es wird also [vgl. Bd. I,
S. 158—159]:

. R
et [T g
()= L Tav (R=r—1). (59)

Der Anteil von €', welcher von einem nicht nur gegen den Abstand R,
sondern auch gegen die Wellenlinge kleinen Volum AV herrithrt, kann
man mit gentigender Anndherung durch die Formel

fetrn

, 27 o

darstellen.

Diese Formel zeigt in Ubereinstimmung mit den qualitativen Betrach-
tungen, die am Anfang dieses Paragraphen angefithrt worden sind,
daB bei Fortpflanzung der Lichtschwingungen in triilben Korpern die
sich regelmiBig ausbreitenden ,,primiren” §°-Wellen schwache ,,sekun-
dédre” Kugelwellen erzeugen, deren Amplituden den Schwankungen der
Dielektrizitatskonstante proportional sind (s. Abb. 19).

Wenn diese Schwankungen, wie wir es im folgenden immer voraus-
setzen werden, ganz unregelmiBig sind, miissen die elementaren Feld-
stirken (59a) die von den verschiedenen — auch den benachbarten —
Volumelementen herriihren, in jedem beliebig ausgwihlten Augenblick,

. R . . .
trotz der gemeinsamen Phase o (t— u) verschiedene Grofen und auch im
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allgemeinen verschiedene Vorzeichen haben (denn & kann ebenso gut
positiv wie negativ ausfallen). Die Summe 3}AE' fiir ein Volum
2 A4V =7V, welches viele Elemente AV enthilt und doch klein gegen die
Wellenldnge ist [oder was dasselbe ist, das entsprechende Integral (59)]
muf folglich sehr klein bleiben, und der entsprechende riumliche Mittel-

wert A’ = %% praktisch verschwinden. (Wir benutzen den Quer-
strich T |, um den betrachteten Mittelwert von den iiblichen, in bezug
auf die Zeit genommenen Mittelwerte A€’ zu unterscheiden).

Wenn man zwei 4€’-Schwingungen
%e—iw(t—%) und %e—iw (t—%)

betrachtet, so kann man bei A = — B ebensogut sagen, daB sie dieselbe
Phase aber entgegengesetzte Amplituden haben, oder umgekehrt, die-
selbe Amplitude und entgegengesetzte Phasen. Wenn nicht nur die
Vorzeichen, sondern auch die Betrige der Amplituden U und B un-
abhingig voneinander wechseln (wegen der Schwankungen der Di-
elektrizititskonstante), verhalten sich die betrachteten A @&’-Schwin-
gungen bei ihrer Zusammensetzung (,Interferenz) zu der resul-
tierenden Schwingung € = €° + €’ so als ob sie vollkommen snkohdrent
mit den primiren E°-Schwingungen und miteinander wiren. Wir
miissen also bei der makroskopischen Behandlung der Fortpflanzung
elektromagnetischer Schwingungen in triiben Kérpern die sekundiren
oder ,,anarchistischen Wellen auBer acht lassen und einfach @ = §°
oder eher (¢! = EO setzen.

Es ist aber dabei notwendig, ihre Ewnergie in Betracht zu
zichen, da die letztere auf Kosten der Energie der ,regelmaBigen‘
€O0-Wellen erzeugt wird, wodurch eine spezifische von der eigentlichen
Déampfung wesentlich verschiedene, aber hinsichtlich der Effekte ganz
dhnliche ,,Strenungsddmpfung der letzteren bedingt wird. Die Energie
der Streustrahlung manifestiert sich auch unmittelbar in der ,, Triibung®,
d. h. in der unvollkommenen Durchsichtigkeit der entsprechenden Kor-
per; das bekannteste und eindruckvollste Beispiel dafiir liefert die
Erdatmosphiire.

Die Energie der resultierenden €-Schwingungen (d.h. die Licht-
intensitdt) ist durch den zeitlichen Mittelwert von E2 bestimmt. Nun
gilt E2 = (€ 4+ €2 =62 426 ¢ + €2 = €2 + €', wegen der
erwdhnten Inkohirenz von €’ und §° Wir haben ferner, wegen der
Inkohirenz der elementaren AE’-Schwingungen miteinander:

E2=S N (AE),
wo die innere Summe () auf benachbarte Volumelemente AV, deren

Abmessungen klein gegen die Wellenlinge sind, erstreckt wird; S be-
deutet die nachfolgende Summation iiber das ganze Kérpervolum. Da
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die einzelnen Summanden in 3 tatsichlich dieselbe Phase und nur
verschiedene Amplituden haben, kann man sie durch ihre rdumlichen
Mittelwerte ersetzen, nach der Formel

JUAEP=y4Cr= , MiaEe,

wo durch || der Absolutwert der entsprechenden komplexen Vektor-
groBe bezeichnet wird. Das betrachtete Problem reduziert sich folglich
nach (59a) auf die Berechnung von
G oaeer sl i‘flzf

Wir beschranken uns auf die Untersuchung desjenigen Anteils dieser
GroBe, welcher dem ersten Gliede in dem Ausdruck (58b) fiir f ent-
spricht (vgl. unten). Es ergibt sich dabei:

2 (50 2.
ag =" 0 Ay (60)
In dem einfachsten Fall eines gasformigen Korpers, dessen Inhomogeni-
tit durch die Konzentrationsschwankungen der Molekiile bedingt wird,
hat man:

n e —1ln—n,

e —l=dnaN, & =dma ;=" 5 7., (60a)

wo « den Polarisationskoeffizienten eines Molekiils!) bedeutet, und
folglich

yﬂmvng%;m@_%w, (601)

Der Mittelwert des ,,Schwankungsquadrates”“ (n— #9)2 14Bt sich in
der folgenden Weise bestimmen. — Wir denken uns N Molekiile, die
in einem Volum V=XAV eingeschlossen sind, wo sie sich unab-
hingig voneinander bewegen koénnen. Die Wahrscheinlichkeit $ dafiir,
daB ein bestimmtes Molekiil sich in einem ausgewihlten Teilvolum AV,
das durchschnittlich #, = N A—I,I—,Molekiile enthilt, befindet, ist offenbar

_ "

14
gleich 4177— e Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB # bestimmie

Molekiile innerhalb AV und die anderen auBerhalb AV (aber innerhalb
V) enthalten sind, driickt sich durch das Produkt p* (1 —p)¥ —»

e . . N
aus. Multipliziert man diesen Ausdruck mit 571‘7‘}")" so erhilt man
die Wahrscheinlichkeit
N!

Ph= iy PP A=) =7 (61)

einer solchen Verteilung der Molekiile, bei welcher # und nur # beliebige
Molekiile sich gerade im Volumelement AV befinden.

1) Fur die betrachtete Schwingungsfrequenz.
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Der Mittelwert irgend einer Funktion von # ist durch die Formel

- N
'F(n)!= 3 Fn) Py (61a)
n=20
gegeben.
N
Es gilt insbesondere 1= X P} ; ferner
0

(N—-1)IN
1”‘:21\7 1)] N—zl)—pn‘_l)]i)n—l (1 ’P)(N_D (n_l)“N?ZPN 1'—N¢)

n=1
d. h. ‘n = n, — wie selbstverstindlich zu erwarten war.
In derselben Weise ergibt sich

n(n—1) = ZJN@%)%‘%? f(;) Pz)]l P2 (1—p) NF—2—(n—2) — N (N—1)p?,
d. h.

2! = nd <1—~1N,> ,
und folglich

| f_1,2al 1,1 __ 2l _ 7o
(m—mnp)? ="n2'—2'n' ny+ n} ="'n? —nﬁ_n0<1—N>,

. .
oder naherungsweise bei 3y < 1:

— )2 = n,. (61D)
Es wird also nach (60b), wenn wir jetzt V =1 setzen:
I — 1) (e® — 1)
2|(AV)2 \& ]72*)"”0: ,8,,17,),11[/,
und schlieB8lich nach (60):
TAG = 1@0‘2”7;21-:1-\-1,») AV . (62)

Diese Formel ist nicht ganz richtig; man kann nidmlich leicht zeigen,
daB das weggelassene Glied in § die longitudinale, d.h. zum Radius-
vektor R parallele Komponente von ¢’ genau kompensiert, ohne (in
erster Ann#herung) die dazu senkrechte Komponente zu beeinflussen.
Um die endgiiltige Formel zu bekommen, mufl man folglich ° durch
seine transversale Komponente E° — R, (€°- Ry) = R, x (€° x Ry)
ersetzen (R = R : R). Dies gibt:

EE | RoX (€ X F) (e — 1
\’A@F 0 ( O)I(Nﬂ)

AV, (62a)

2.Elementare Bestimmung der von den Dichteschwankungen
herriihrenden Streustrahlung und ihrer Polarisation.

Die letztezuerst von Rayleighgegebene Formel 148t sich ganz elementar
ableiten, wenn man die im Volumelement AV befindlichen Molekiile
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als einen elementaren Oszillator behandelt, der unter der Wirkung der
duBeren oder primiren elektrischen Feldstdrke E° erzwungene Schwin-
gungen ausfihrt.

Das (induzierte) elektrische Moment dieses Oszillators bezeichnen
wir mit P A V. Es bedeutet hier wie iiblich $ die elektrische Polarisation
des Korpers an der betreffenden Stelle. Im Gegensatz aber zu unseren
fritheren Ausfithrungen, bei welchen die Schwankungserscheinungen
oder die permanenten sehr kleinen Inbhomogenitiaten auler acht gelassen
wurden, wollen wir jetzt die den Schwankungen der Konzentration und
auch der Orientierung der Molekiile entsprechenden Schwankungen der
Polarisation beriicksichtigen.

Wir denken uns zunichst, der Einfachheit halber, daB die im
Volumelement AV befindlichen # Molekiile dieselbe Orientierung und
folglich dasselbe (induzierte) Moment p haben; diese Orientierung
kann beim Ubergang von einem Volumelement zum nichsten ganz be-
liebig schwanken, ebenso wie die Konzentration #:A4V. Den Mittel-
wert von p fiir alle Orientierungen, bet festgehaltener Feldstirke €°, be-
zeichnen wir mit p® oder 'W , und seine Schwankung p — p° mit p’.

Dementsprechend setzen wir

BAV = BOAV + B AV = n0p® +w'p0 + 009’ +n'y’,
woraus folgt, wenn man das Produkt #’p’ vernachlissigt
B AV =n"p0+np’. (63)

Die mittlere Polarisation ¢ = ' bestimmt die Fortpflanzung der
»regelmiBigen’ primdren Wellen, wihrend ihre Schwankung B’ die
Energie der zerstreuten Wellen charakterisieren muB.

Nach der Formel (35) auf S. 150 des ersten Bandes ist die durch
einen elementaren Oszillator mit dem Moment P'AV = P, A Ve—iot
in einem gegeniiber der Wellenldnge sehr grofen Abstand R erzeugte
elektrische Feldstirke durch die Formel

R T AN R
gegeben.

Die Projektion von 4E’ auf die Richtung eines beliebigen zu % senk-
rechten Einheitsvektors ¢ ist folglich gleich

, 4 n2elkR
AE, = — 23R P, AV .
Man hat also :
‘TZEP’%;%: Py (AVy2. (63a)

Nun gilt nach (63), wegen der Unabhingigkeit der Konzentrations-
und Orientierungsschwankungen:

PR AV = W py R (02 ipye (63b)
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Wenn man die letzteren auBer acht 16t und nach (60a)

0 — o BO= e —1 Eo (63¢)
== o
setzt, so ergibt sich, mit Riicksicht auf (61b):
T o] 0_.1)2.
TP (avye="0" By 2, (ny=NAV)
und dementsprechend:
L AE R =B 1) (64)

RR AN
Diese Formel ist gleichbedeutend mit (62a). Sie erklirt die Haupt-
tatsachen der Lichtzerstreuung in Gasen und insbesondere die blaue
Farbe des Himmels, d.h. des durch die Erdatmosphire zerstreuten
Sonnenlichtes. Die Wellenlinge des blauen Lichtes ist bekanitlich etwa
zweimal kleiner als die des roten. Da die Grofle g, — 1 fiir Luft keine
betrichtliche Anderung im sichtbaren Spektralgebiet aufweist, muB die
Energie der Streustrahlung im Falle des blauen Lichtes etwa 16mal
gréBer sein als im Falle des roten. -

Es folgt ferner aus der Formel (64), daf3
auch bei unpolarisierten primiren Strahlen die
zerstreuten Strahlen teilweise linear polarisiert
sein miissen. — Es sei ndmlich X, die Richtung
der primiren Strahlen und @ der ,,Streuwinkel
(X;, M). Wir denken uns die zweite Achse
in der (X;, R)-Ebene gezogen und zerlegen
den zu X senkrechten Vektor €° in seinen
Komponenten EJ und EJ (Abb. 20). Die Kom-
ponenten des Vektors @', der senkrecht zu R
gerichtet ist, parallel und senkrecht zur (1, [2)—Ebene E;,,
stehen zueinander in dem Verhiltnis

Efcos®: E}
und die entsprechenden Energien in dem Verhiltnis
E92cos2@: EQ?

wie es sich sofort aus (64) ergibt, wenn man den Vektor q parallel der
(1, 2)-Ebene bzw. parallel der 3-Achse ansetzt.

Die unpolarisierten Strahlen sind durch den Umstand gekennzeich-
net, daB die Quadrate der Komponenten von E° in allen zu X; senk-
rechten Richtungen durchschnittlich denselben Wert haben. Setzt

man also E@:E_gé = % E92, so bekommt man fiir das obige Verhilt-

Abb. 20.

und Ej

nis einfach cos2@:1 und dementsprechend fiir das Verhiltnis von

(AEN? zu E0? (,,Streuungskoeffizient‘) den Wert

2(e® —1)21 4 cos?@
Lo o
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Bei & = Z— muB Ej, verschwinden, unabhingig von dem Charakter der
primiren Schwingungen: die sekundiren Schwingungen sind also in
diesem Fall immer linear polarisiert.

3. Die von den Orientierungsschwankungen herriihrende
Streustrahlung und ihre depolarisierende Wirkung.

Tatsichlich aber (besonders deutlich bei dem Himmelslicht) wird
auch in diesem Fall eine unvollstindige Polarisation, d. h. eine nicht-
verschwindende E3-Komponente beobachtet. Diese Tatsache (die so-
genannte ,,Depolarisation’ des zerstreuten Lichtes) erklart sich durch
die oben erwihnten Orientierungsschwankungen der Molekiile in Ver-
bindung mit ihrer opéischen Asymmetrie. Denn das elektrische Moment
eines nicht kugelsymmetrischen Molekiils muBl im allgemeinen eine
von der primiren Feldstirke €° verschiedene Richtung haben und
speziell eine nicht verschwindende longitudinale Komponente p,.

Die Komponenten des Polarisationstensors 2« eines Molekiils, be-
zogen auf das raumfeste Achsensystem, seien «;,, und auf die mit
dem Molekiil festgebundenen Symmetrieachsen (X1, X2, X3) o = ai,
aix = 0 (bei s 3= &).

Es gilt dann in erster Anniherung

pi= g B2 Yo E .
k

Daraus bekommen wir:

P?ZZ % r Iil‘: ’

d. h. wegen 'oy; = 0gy :‘ocaa‘:;;(otn + otgy + 0tgg) = o und o,/ =0
bei 7 == k:
b= =i 5
und folglich ,;bé‘z 0.
Wir haben ferner:

B =) = P = Y 00, | EQED — o2 B, (652)
4
mit

, T NT NY \1.7 r !
K %y =33 Daip Oy Vi Yk k' Vigt YU
d.h.

; ;| .
w0y = DYooy Vi Ve Vii Vi (65D)
7
WO y;y = cos (X;, X7) ist.
Wir setzen nun der Ubersichtlichkeit wegen
Vir =@, Pz = by, yiy =G,

wo a, b, ¢ die Koordinatenvektoren des Systems X' bezeichnen, und
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unterscheiden bei der Bestimmung der obigen Mittelwerte die folgenden
zwei Fille:
1. i =4 = L.

- o,
Viv Ve Yiy Yy == 4 Gp By .

Mittelwerte dieser Art sind schon im ersten Bande (S. 238) berechnet
worden. Es gilt namlich:

— 2 —
=15 W% =0.

y |
VivYei Vig Yy = ;40,0

Bei der Berechnung dieser Mittelwerte muB berticksichtigt werden,

daB a-b= Ya;b, =0 ist. Daraus folgt (durch Quadrierung):
2
> 3a;a, b, b, =0, und ferner
ik
31a2b? | 6'a,a,b,0, =0,
d. h. o o
a2+ 2\a,a,b,b) =0

Nun ist der Mittelwert von a? b? offenbar identisch mit dem Mittel-
wert des Produktes d2d7, wo b den mit der X;-Achse gleichgerichteten
Einheitsvektor bedeutet, wenn wir die Achsen X, und X'2 festhalten
und der X,;-Achse alle moglichen Orientierungen angeben. Da es sich
dabei nur von ihrer relativen Richtung handelt, so wird

ot —latal =
und folglich
1

@,y byb) =— g

Bei k £ I muB der betrachtete Mittelwert verschwinden: denn sonst
wiirde er bei Umkehrung einer der Koordinatenrichtungen sein Vor-
zeichen wechseln.

Es wird also nach (65b)

w0 =0  bei k1,

i 1 ’ ’ ’ 2 r s v s o
o2 = 5 (a®+ ag?+ o) + ¢ (gt + otgoy + oty op)

(65c¢)
T 1 ’ ’ ’ l o’ Y4 7 .
o2 = i5 (0r®+ o +og?) — 5z (og0g + ogoy oy ) | (R = 1)

und schlieBlich nach (65a)

= D) — 8,02 ) | B (65d)
-
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Der von den Richtungsschwankungen der Molekiile bedingte Anteil
der gestreuten Lichtenergie ist also bestimmt duarch

[AE = g (0 0)22< of — Oy, a2) | ER 2.

Diese Formel bedarf aber noch der folgenden Berichtigung. Wir haben
anfangs angenommen, daB die im Volumelement AV befidlichen
Molekiile dieselbe Orientierung haben. Da sie tatsdchlich sich ganz unab-
hingig voneinander drehen kénnen, mufl man diese Volumelemente so
klein wihlen, daB sie nur je ein Molekiil enthalten (von den Dichte-
schwankungen koénnen wir dabei absehen). Mit anderen Worten, es
muf} in der obigen Formel #°® = 1 gesetzt werden. Um dann den von
einer beliebigen Anzahl #® = NAV Molekiile herrithrenden Beitrag
zu | E;|? zu berechnen, muB man den entsprechenden Ausdruck mit #°
(und nicht %°%) multiplizieren.

Fihrt man noch statt des urspriinglichen, sich auf ein Molekiil
beziehenden Polarisationstensors %x die entsprechende fiktive Suszep-
tibilitdt %¢ = N2« (die einer bestimmten Orientierung aller in der
Volumeinheit enthaltenen Molekiile entspricht), so ergibt sich die
folgende endgiiltige Formel fiir die Energie der ,,Orientierungsstreu-
strahlung*:

u AE: 12\ 1674

Rzz4 N

O”zk —'61,ch2) Eg IZAV (66)

Es sei bemerkt, daB die letztere gewohnlich nur eiﬁige Prozente
der von der Dichteschwankungen bedingten Streustrahlungsenergie
betragt. In dem Fall nicht polarisierter primérer Strahlen hat

man bei Q“ﬂ (sieche Abb. 20) mit Riicksicht auf %12 = x13 ,E9=0
und | Bgjt= | B3 2= |G

B = pugyyy 42 | €0 AV
Das Verhiltnis dieser ,Jlongitudinalen Schwingungsenergie, die nur
von den Richtungsschwankungen abhingen kann, zur ,transversalen
| AE;|? die hauptsichlich von den Dichteschwankungen herriihrt,
bezeichnet man als den ,,Depolarisationsgrad’ der gestreuten Strahlung.
Man erhilt also fiir diesen Depolarisationsgrad § nach (64a), wenn man

noch in den letzten Formeln ¢*—1 durch 47 %, = %l N (o + oy + 3)

ersetzt und den Orientierungsbeitrag zu ‘] AE, |2‘ vernachlissigt:

gy 3 o’ + ol + af? — afof — ofo — o (66a)
2x3 10 (o4 + af + of)? '
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Bei rotationssymmetrischen Molekiilen, die durch die Gleichheit
von ay und aj charakterisiert werden konnen, reduziert sich diese
Formel auf

3 (o — ap)?
Die experimentelle Bestimmung von § erlaubt es die optischen Eigen-
schaften solcher Molekiile vollstindig festzustellen und dadurch mittels
der in §1 Kap. III skizzierten Theorie der elektrischen oder optischen
Anisotropie der Molekiile den Abstand zwischen den sie bildenden (und
als kugelsymmetrisch vorausgesetzten) Atomen zu berechnen.

4. Dichteschwankungen in flissigen und festen Korpern.

Die dargelegte Theorie, die wir fiir den Fall gasformiger Korper
entwickelt haben, 148t sich ohne Schwierigkeit auf den Fall von
Flissigkeiten verallgemeinern. Sofern es sich um die Richtungs-
schwankungen handelt, geniigt es, in den Formeln (65), (65a) und folg.
die mittlere primire Feldstirke €° durch die entsprechende effektive

Feldstirke €° 4 4{ RO — <1 -+ 4; M0> €9 zu ersetzen. Bei den Dichte-

schwankungen muf3 man noch die Formel (61b) berichtigen, denn die
letztere ist nur in dem Falle giiltig, daB die Molekiile sich ganz unab-
hingig voneinander bewegen. Diese Bedingung ist aber in bszug auf
die Translationsbewegung der Fliissigkeitsmolekiile nicht erfiillt.

Um die exaktere Formel fiir 'n’# zu gewinnen, betrachten wir zu-
nichst nicht die verinderliche Anzahl Molekiile # in einem gegebenen
Volum, sondern das verdnderliche Volum ¥V, welches von einer gegebenen
Anzahl Molekiile #° eingenommen wird. Seine mittlere GroBe sei VO
und seine Schwankung V — V0 =171",

Die Arbeit, welche bei einer Vergr68erung des betrachteten Volums
von V@ bis VO 4- V' durch die duBeren Druckkrifte geleistet wird,

vt
ist offenbar gleich W = — f (p—p%dV’, wo $ den Druck und
0

p° seinen Mittelwert fiir ¥V = V9 bedeutet. Entwickelt man nun
die Differenz p — $° nach Potenzen von V’

pp =V LI

so ergibt sich
L /op)Ne s, 1 /02PN,
W:——2—<5—V-> v’z — 6~<—,—~~> Vid—.... (67)
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Volumschwankung im Intervall

dV’ liegt, ist nach dem schon vielfach benutzten Boltzmannschen Prinzip
w

proportional zu e ¥*T d¥’. Wir bekommen also fir das mittlere
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Schwankungsquadrat die folgende Formel:

— ¥ -y

Vel = [yree ¥2ay ;[ ¥ Tay.

Man kann hier ohne merkliche Fehler die Integrationsgrenzen ins
Unendliche (V' = 4 o) verschieben. Beschrinkt man sich auf das

erste Glied von (67), so wird mit der Abkiirzung — ! (81:_)0 =f>0

IRT \av
=+ 0 + + o + 0
Voel= [Vree=s72ay fe=pvrav = — 5 fe=tvrav: [epvrav

d a1
-3l
d. h.

el — ,A_Ji(%,o, (67a)
(%)
Die Anzahl # Molekiile, die im Volum V? eingeschlossen bleiben, ist
offenbar gleich » = n‘fvvﬂ . Thre Schwankung driickt sich folglich
durch
n=n—n=—n’ VI_/OVO g—n"-;}:—NV’

und der Mittelwert ihres Quadrats durch

!nl 9 — N2 \V/A2‘1 ,
d. h. nach (67a)
N2RT NkT

ap\0 ap\0
~(av) -7
Es bedeutet hier — V0 (g%)o den Kompressibilitdtsmodul der betrach-

teten Fliissigkeit. — Diese Formel muf} selbstverstandlich auch im Falle
von Gasen giiltig bleiben. Setzt man in der Tat pV =« kT, so wird

‘7’2‘:

7o . (67b)

ap\o 2T NkiT . 5 . s
— (ﬁ) =" 7i— =79 und folglich ' ? = n® — in Ubereinstimmung
0
mit (61b).

In der Nihe der kritischen Temperatur verschwindet die erste und
zweite Ableitung von p nach ¥V und die Entwicklung (67) beginnt mit
dem Gliede vierter Ordnung in ¥'. Man bekommt dabei aulerordent-
lich starke Dichteschwankungen und dementsprechend eine auferordent-
lich intensive Lichtzerstreuung (sogenannte ,,Opaleszenzerscheinung®).

5. Die durch die Streuung der primidren Wellen bedingte
scheinbare Absorption (Streuddmpfung).

Wir miissen noch zum SchluB die schon frither erwéhnte Schwichung

der primdren Strahlen (oder Wellen) betrachten, die infolge ihrer Zer-
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streuung stattfindet. Zu diesem Zweck berechnen wir zunichst die
Energie, welche in der Form zerstreuter Wellen aus einem gegebenen
Volumelement AV pro Zeiteinheit ausgestrahlt wird. Diese Energie-

strahlung driickt sich durch das Integral U'AV :&A K'dS, wo

IT@‘=~4-; *ﬂ'(&’xﬂ.{j’":{ﬁ CAG 2RO istl). Wihlt man fir S die
Oberfliche einer Kugel mit dem Radius R und dem Mittelpunkt O in

AV, so bekommt man nach (62a) — die von den Richtungsschwan-
kungen bedingte Streustrahlung kénnen wir aufler acht lassen —:

UAV —em2 602 C - YV GzoAr
cn J@ I N ,

wo @ den Winkel zwischen &t und @° bedeutet (der Einfachheit halber

denken wir uns die E°-Schwingungen als linear polarisiert) und sin2@
den Mittelwert von sin2@ fiir alle Richtungen von ®. Nun ist

sin?@ =1 — cos?@ = § ; die pro Zeit- und Volumeinheit gestreute

Energie ist folglich gleich
U'=2 e Eoe (??N;l;)z (68)
Diese Energie wird den primiren Wellen entzogen; sie kann aber,
wenn die letzteren sich nach allen Richtungen (z. B. in der Form von
Kugelwellen) fortpflanzen, sich mit der primiren Schwingungsenergie
wieder verschmelzen. Sind aber die priméren Wellen streng gerichtet,
d.h. eben, oder bilden sie ein enges divergierendes Strahlenbiindel,
so muB ihre Energie beim Fortschreiten im betrachteten Kérper, um
den der GréBe U’ entsprechenden Betrag abnehmen. Dieser Betrag
148t sich leicht mittels der Gleichung

961{3(15 +—fK;dS=O

bestimmen, welche die Tatsache ausdriickt, da3 die Energie der Schwin-
gungen an jeder Stelle sich durchschnittlich mit der Zeit nicht 4ndert.
Die letzte Gleichung kann man in der Form

div & + div/®" =0 (68a)
schreiben. Nun gilt offenbar, nach der Definition der Grée U’:
div'g' =T
und folglich
divgje=—-U".

1) Es handelt sich hier nicht nur um raumliche, sondern auch um zeitlicke Mittel-
werte; die entsprechenden Querstriche sind aber weggelassen.

Frenkel, Elektrodvnamik II. 17
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Dies gibt im Falle ebener Wellen, die sich in der Richtung der X-Achse
fortpflanzen,

d. h. wegen K° = 46;l E°|2, nach (68):

3 Ko
da—} =—s K¢ (68b)
mit

_8n8 (g l)2

T 3 NB (68¢)
Die Intensitit der primiren Wellen muB} folglich in der x-Richtung
exponentiell abnehmen nach der Formel

Ko~ 8%,

als ob eine wahre Dampfung vorhanden wire. Der Koeffizient s wird
gewohnlich als Streuungskoeffizient oder Streudimpfungskoeffizient
bezeichnet.

§ 7. Behandiung der Wellenfortpflanzung in homogenen Korpern
nach der direkten Methode der Fernwirkungstheorie.

1. Vorbemerkungen.

Die im letzten Paragraphen benutzte direkte Methode der Bestimmung
der gestreuten Strahlung kann auch auf die prim4ren Wellen angewandt
werden. Man bekommt dabei selbstverstindlich dieselben Resultate,
die wir in den vorhergehenden Paragraphen mittels der indirekten
Methode, d. h. durch Integration der makroskopischen Feldgleichungen
aufgestellt haben; man erhilt aber gleichzeitig ein tieferes Einsehen in
den physikalischen Sinn dieser Resultate und das Wesen der elektro-
magnetischen Vorginge, die sie formal wiedergeben (vgl. Kap. I, §1).

Wir wollen uns auf den einfachsten Fall der Fortpflanzung
ebener sinusoidaler Wellen in vollkommen homogenen Kérpern be-
schrinken. Dabei werden wir die Molekiile als quasielastische Oszilla-
toren behandeln, die unter der Wirkung der effektiven elektrischen
Feldstiarke €° erzwungene Schwingungen ausfithren. Das durch diese
Schwingungen erzeugte ,,sekundire Feld @' bestimmen wir auf die-
selbe Weise, wie dies oben fiir das Feld der gestreuten Wellen getan
wurde. Es soll aber jetzt die Tatsache beriicksichtigt werden, daB diese
sekunddren elektrischen Schwingungen, im Gegensatz zu den zerstreu-
ten, mit den primiren €°-Schwingungen kohdrent (interferenzfihig)
sind. Die ,primsren” und die ,sekundiren” Schwingungen miissen
sich folglich vollkommen verschmelzen, so daB die resultierenden G-
Schwingungen nur durch eine sozusagen ,,geschichtliche’* Analyse in die
obigen zwei Anteile zerlegt werden konnen.
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Zwischen dem jetzt betrachteten Fall und dem frither unter-
suchten Fall der gestreuten Wellen bestehen noch die folgenden
Unterschiede.

Evrstens haben wir die gestreuten Wellen als sehr schwach angenom-
men und dementsprechend die von ihnen erzeugten ,,tertidren’ Schwin-
gungen, d. h. gestreuten Wellen zweiter (und hoherer) Ordnung, auBer
acht gelassen. Dies ist bei der Kohidrenz der sekundiren und der
primdren Schwingungen nicht mehr erlaubt. Wir miissen vielmehr
in diesem Fall neben den sekundidren &'-Schwingungen auch tertidre
€’’-Schwingungen (die gestreuten Wellen zweiter Ordnung entsprechen)
usw. in Betracht ziehen.

Zweitens missen wir uns vorstellen, daB alle diese Schwingungen
(oder Wellen) sich auf dieselbe Weise fortpflanzen wie im leeren Raum.
In der Tat, vom mikroskopischen Standpunkte aus stellt ein materieller
Korper nichts anderes dar, als ein Raumgebiet, wo eine sehr groBe Anzahl
praktisch punktférmiger Elektronen enthalten ist. Die Wechselwirkung
zwischen diesen Elektronen geschieht nach Gesetzen, die von ihrer
Konzentration ganz unabhingig sind, und die wir im ersten Bande ein-
gehend untersucht hatten — und zwar in der Form von retardierten
Fernwirkungen, die sich im ganzen Raum mit der ,kritischen Ge-
schwindigkeit ¢ fortpflanzen. Dabei sind die mechanischen Schwin-
gungen jedes Elektrons oder Atoms zu gleicher Zeit als Folge und als
Ursache der elektrischen (oder -elektromagnetischen) Kraftschwin-

gungen anzusehen — ndmlich als Folge von Kraftschwingungen
n-ter Ordnung und als Ursache von Kraftschwingungen (# -+ 1)ter
Ordnung.

Dieses auBerordentlich komplizierte mikroskopische Bild der Fort-
pflanzung eines elektromagnetischen Schwingungsvorgangs in einem
materiellen Korper steht in einem auffallenden Gegensatz mit dem
auBerordentlich einfachen Bild der makroskopischen Theorie, die be-
hauptet, daB ebene harmonische Wellen sich auf dieselbe Weise wie
im leeren Raum, aber mit einer von ¢ verschiedenen Geschwindigkeit
(und eventuell einer Dampfung) fortpflanzen.

Man mu@ aber nicht vergessen, erstens daf3 dieses einfache Bild
nur im Falle streng harmonischer Schwingungen zutreffend ist, und
zweitens daB die makroskopische Theorie wnicht dasselbe Feld wie die
mikroskopische betrachtet, sondern ein sich aus dem letzteren durch
Ausglattung der mikroskopischen Inhomogenitiaten (Mittelwertsbildung)
ergebendes Feld.

Wir werden sofort zeigen, daB auch die dem Standpunkt
der mikroskopischen Theorie entsprechende direkte Methode in
dem obigen Spezialfall dieselben Resultate wie die makroskopische
Theorie, und zwar in einer kaum mehr komplizierten Weise
liefert.

17*



260 Fortpflanzung elektromagnetischer Schwingungen in unbegrenzten Kérpern.

2. Die durch eine den primédren Wellen parallele
Materieschicht bedingte sekundire Strahlung.

Wir stellen uns zunichst ebene harmonische Wellen vor, die sich
im leeren Raum in der Richtung der X- Achse fortpflanzen. Thre Fre-

quenz sei y = 5— und die Wellenldnge A = Vv . Die elektrische Feld-
starke €9 soll sich folglich durch die Formel

o = @0 —iw (i f) — @8 ei(kux—(ut) <k0 — %_ﬂ) (69)
0 /

ausdriicken.
Wir denken uns ferner in der Ebene x = 0 oder genauer zwischen den

I
Ebenen x = —% und x= + - eine unendlich diinne Schicht irgend-

einer homogenen Substanz eingebracht. Die Anwesenheit dieser Schicht
kann die Fortpflanzung der betrachteten Wellen garnicht beeinflussen;
sofern aber die darin eingeschlossenen Elektronen schwingungsfihig
sind, miissen sie erzwungene Schwingungen derselben Frequenz aus-
fiilhren und auf diese Weise kohirente sekundire elektromagnetische
Wellen erzeugen. Da die Schicht unendlich diinn ist, kann man
die Riickwirkung dieser Wellen auf die Elektronen und die damit
verkniipften tertidren Schwingungen vernachldssigen. Die Bewegung
der Elektronen muBl folglich ausschlieflich durch die priméren
E0-Schwingungen bedingt werden und dieselbe Phase in der ganzen
% = 0 Ebene haben. Wir wollen sie einfach durch die Griofe des pro
Flicheneinheit induzierten elektrischen Momentes § charakterisieren,
oder durch die elektrische Polarisation der Substanz B, wobei p = B!
ist1). Die Abhingigkeit dieser Gréfen von der Zeit muB offenbar durch
die Formel

ds p — po g—tot
r
al dargestellt werden.

Die sekundire elektrische Feldstiarke ' 148t
sich am einfachsten bestimmen, wenn man
zunidchst das entsprechende Polarisationspoten-
tial 3’ nach der iiblichen Formel

3 f<>ds peiot [ L2 ds
berechnet.

Wir wihlen den Aufpunkt A auf der positiven Seite der Schicht
und bezeichnen seinen Abstand von der letzteren mit ¥ (Abb.21). Das

Abb. 21.

1} Die eventuell vorhandene magnetische Polarisation lassen wir der Einfach-
heit halber auBler acht, d. h. behandeln den betreffenden Korper als vollkommen
unmagnetisch. Es wire nicht schwierig, auch die magnetische Polarisation zu
beriicksichtigen (s. unten).
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Flachenelement dS sei ein Kreisring mit den Radien 7 und » + dv
und dem Mittelpunkt im Schnittpunkte O der X-Achse mit der
Schichtebene. Es wird also

dS =2avdyr =ndr?,
oder mit Riicksicht auf 72 = R2 — «2

dS=ndR*=2xRd4dR.
Wir haben folglich

ik R
=

as = 2nfe“‘"’"dR — ?kn etk B | konst.
0
x

Dieses Integral wird, wenn man die Schicht als unbegrenzt betrachtet,
d. h. die obere Grenze von R gleich © setzt, unbestimmt. Dies
ist aber fiir die Bestimmung von @’ ganz belanglos, denn sofern die in
der vorhergehenden Formel auftretende Konstante von x (jedenfalls
ndherungsweise) unabhingig ist, muB sie bei Differentiation von 3’
ausfallen. Wir kénnen also

3= T poeitormn (692)

setzen.
Daraus ergibt sich nach der bekannten Formel

&' = rot rot §’
mit Riicksicht auf

rot o €87 = I/ ¢iko® X g == § g 11 X Py &Pk,
wo 1 einen Einheitsvektor in der X-Richtung bedeutet:
C' =—2miky 1 X (11X po) ethoz-0

oder wenn wir die zu x senkrechte Komponente von p mit p, bezeich-
nen:

© =27 ky P, eibor0 = 2iky p, (1 ). (69b)
Diese Formel 148t sich auch in der Gestalt schreiben
! o/ R /[ o
€ =—""p(t— (\p:dtp)' (69¢)
Die sekundare elektrische Feldstirke ist also proportional der ersten
Ableitung der Polarisation nach der Zeit, d.b. der Geschwindigkest der

Elektronen, und ist vom Abstande % des Aufpunktes von der betrach-
teten Schicht nur insofern abhingig, als die fiir €' (£, x) maBgebende
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Polarisation der effektiven Zeit ¢ = ¢ -— t entspricht.  Die sekun-

diren elektrischen Schwingungen pflanzen sich also in der positiven
x-Richtung auf dieselbe Weise wie die primiren, d.h. in der Gestalt
eines ebenen sinusoidalen Wellenzuges. Zu gleicher Zeit miissen sie
sich aber auch in der negativen ¥-Richtung, und zwar in genau derselben
Weise fortpflanzen.

Zum Vergleich wollen wir noch auf den Umstand hinweisen, daB
die von einem Element dS der Schicht in der Nihe des Punktes O in 4
herrithrende elementare Feldstirke gleich

46 =, p,(t—")ds

ist [vgl. (31) S. 144, Bd. 1]. Sie ist also der zwesten Ableitung der
Polarisation nach der Zeit, d.h. der Beschleunigung der Elektronen
proportional, und auBerdem dem Abstande x umgekehrt proportional?)

3. Angenidherte Form der Gesetze der Wellenfortpflanzung
in homogenen Kérpern und ihre anschauliche Deutung.

Wenn wir die sich in der negativen Richtung fortpflanzenden
E’-Wellen auBer acht lassen und die positiven E’-Wellen mit den

E-Wellen zusammenfassen, so bekommen wir resultierende Wellen von
der Gestalt

€= EYetthr—wd  fir x.<— ; ,
!

€= (Cf+ 2miky By, ) di®or—D fiir x> .

Die durch die Anwesenheit der Schicht bedingte Anderung der kom-
plexen Amplitude €, der resultierenden elektrischen Schwingungen auf

der Strecke x=— ) %=~ I driickt sich folglich durch
AGy—2mik Py,

aus.

1) Es sei bemerkt, daBl die sekundire magnetische Feldstirke sich aus (69a)
10 i
nach der Formel $’ = rot Py 3 =— , Tot B = nx € bestimmen 1a8t.
Bei Beriicksichtigung der magnetischen Polarisation m = M -7 wiirde es not-
wendig sein, neben dem elektrischen Polarisationspotential 8’ noch das ent-
sprechende magnetische Potential 8’(™ einzufithren. Das letztere muB sich offen-
bar durch m auf dieselbe Weise ausdriicken, wie 8’ durch p, so daB man einfach
2n
g = — &z_,knlq ¢ilkor — W getzen kann., Daraus bekommt man nach der Formel
0
(21a), S.135 des I. Bandes die zusitzliche magnetische Feldstarke
x
H™ = rot rot ™ = 2m i kom,(i - }

und eine zusitzliche elektrische Feldstirke

Erm — ;’t rot 8'("") =1 X 'i)’(m)_
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Fihrt man zwei in der x = 0 Ebene liegende und zueinander senk-
rechte Achsen y und z ein und bezeichnet die Schichtdicke ! mit dx,

so wird

dE . dE .
g =2miky Py, POt =2mik Py, (70)

Wir setzen nun (mit Riicksicht auf E, = 0)

Pw:"22E7+”23Ez:}

(70a)
Pz:%32Ev+x33Ez’

wo %,; die Komponenten des elektrischen Suszeptibilititstensors der
betrachteten Substanz bedeuten; wir haben hier statt der primiren
die vollstindige elektrische Feldstirke eingefiihrt, da ihre Differenz
eine unendlich kleine GroBe (von derselben Gréfenordnung wie dx)
darstellt und fiir (70) belanglos ist. Es wird also

dE,, )
—awj:_: 271 ky (9a Egy + %9 Ey)

iE (70b)
’d':': =270 Ry (Ko By 2554 5) -
Diese Formeln bleiben auch dann giiltig, wenn wir uns nicht nur esne
Schicht, sondern eine Reihe aneinander liegender Schichten irgend
eines homogenen Korpers lings der X-Achse eingestellt denken, d.h.
mit anderen Worten, die Fortpflanzung der Wellen in einem (seitlich
unbegrenzten) homogenen Korper betrachten — sofern die riick-
laufenden sekundiren Wellen und der Unterschied zwischen der totalen
und der effektiven Feldstirke immer vernachlissigt werden koénnen.
Diese Vernachlissigung ist nur in dem Fall verdénnter gas-
formiger Korper oder sehr schneller Schwingungen als gestattet an-
zusehen. Setzt man einen solchen Korper als isotrop voraus

(gp = %g3 == %, %93 = %3y = 0),
so bekommt man die folgende angeniherte Gleichung

dE,

3}(’227751:]30%};0, (71)
deren Losung lautet
E,= Ae27ikoxz (A= konst). (71a)
Es wird folglich
E = Eo ei(k0 T—wt) — A ei(kx—m() (71 b)
mit
k=ky(1+2mx). (7le)

Bei 2 <€ 1 unterscheidet sich dieses Resultat unbetrichtlich von dem
bekannten Ergebnis der iiblichen makroskopischen Theorie

k=rkyVe=k, V1 +4mx. (71d)



264 Fortpflanzung elektromagnetischer Schwingungen in unbegrenzten Korpern.

Die hier angefiihrte direkte, obwohl nicht vollkommen exakte Ab-
leitung dieser Formel zeigt, daB die scheinbare Anderung der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen in mate-
riellen Koérpern, ebenso wie ihre Absorption und andere Effekte der-
selben Art durch eine Uberlagerung (Interferenz) von primiren und
sekundiren Wellen, die sich genau wie im leeren Raum fortpflanzen,
bedingt werden. Wenn die Suszeptibilitit » einen reellen Wert hat,
d.h. wenn die Elektronenschwingungen dieselbe Phase wie die sie
erzeugenden primiren Kraftschwingungen haben, so sind die sekundiren

Kraftschwingungen nach (69c¢) um—g‘gegen den letzteren hinsichtlich

ihrer Phase verschoben. Die komplexe Amplitude der resultierenden
Kraftschwingungen hat in diesem Fall nach (71a) einen konstanten
Betrag und eine sich mit x stetig 4ndernde Phase. Dies ist aber nach
(71b) vollkommen #quivalent der Fortpflanzung von Schwingungen
mit komstanter Amplitude, und mit einem von dem wirklichen Phasen-
parameter %, etwas abweichenden Parameter 2, d. h. mit einer von der
wirklichen Wellenlinge 1, = ?kf etwas abweichenden Wellenldnge
]

2
A=T

Bei komplexen Werten von » bekommt man auBer dieser schein-
baren Wellenlingeninderung noch eine Absorption der Wellen nach der
Formel

|E[2 ~ g—tmx@how — 3‘%

2z , (72)

wo x® den imaginidren Anteil von » bedeutet. Auf dieselbe Weise er-
klaren sich die Erscheinungen, die bei Fortpflanzung der elektromagne-
tischen Wellen in gyrotropen und anisotropen Kérpern stattfinden.
Setzt man z. B. %y, = 2y, %5y = — g, — ¢g (was dem ersten Fall
entspricht), so ergibt sich nach (70b), wenn man fiir einen gegebenen
Wert von x E,, = 0 annimmt:

dE,,=2nikyxEy, dx. d.hd'E, =0
und
AE,,=2mkygE,,dx.

Der Betrag des Vektors €, bleibt also bei dem Fortschreiten um die
Strecke dx in der Fortpflanzungsrichtung unverindert, wihrend die
Schwingungs- (oder Polarisations-)ebene um den Winkel

dE,

—E"z’ =2nkygdx

d q2 =
gedreht wird. Diese Drehung der Polarisationsebene oder ,,Gyration
pro Lingeneinheit betrdgt also

4n2g

<p=2nkog=T. (72a)

Man kann dieses Resultat durch Betrachtung der Fortpflanzung von
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zweizirkular polarisierten Schwingungen mit entgegengesetzten Drehungs-
sinnen ableiten — ebenso wie wir es im § 3 getan hatten. Solche Schwin-
gungen lassen sich bekanntlich durch die Beziehung E,, = +-1E,,
charakterisieren. Multipliziert man die zweite Gleichung (70b) mit
- 4 und addiert sie zu der ersten, so wird

2 Gy £ 1€ =21 ky (% £ 8) €y £ Cy.)

woraus folgt | €,, £ 7 €,, | = konst und ferner

k= k(% 1= 8) (72b)
fiir diejenige Schwingung, bei welcher die Summe E,, 4= ¢E,, nicht
verschwindet.

Im Falle eines anisotropen Korpers (eine solche Anisotropie kann
in einem Gas durch ein; zusitzliches elektrostatisches Feld bedingt
werden) kann man schlieBlich die Richtungen der y- und z-Achsen
so wihlen, daB x,5 = %4, = 0 ist. Die in diesen ausgezeichneten Rich-
tungen stattfindenden linearen Schwingungen pflanzen sich nach (72a)
auf dieselbe Weise fort wie in isotropen Kérpern mit verschiedenen
k-Parametern:

ky=Fkyny, und ky=FKyxy,,

Schwingungen aller anderen Richtungen miissen dagegen eine stetige
Anderung ihrer Polarisationsart erleiden [vgl. §2].

4. Die exakte Losung des Problems mittels einer
Integralgleichung.

Die oben erwihntenriicklaufenden sekundiren Wellen kommen bei der
Fortpflanzung elektromagnetischer Schwingungen in homogenen Kérpern
unmittelbar nicht zum Vorschein, sondern duBern sich in der Tatsache,
daB der Phasenparameter % nicht durch (71c), sondern durch (71d)
ausgedriickt wird. Die letzte Formel ergibt sich bekanntlich aus der
makroskopischen Gleichung

@ E
d’xz*‘i‘k(z)éEZO .

Wir wollen nun dasselbe Resultat nach der Methode der Fernwirkungs-
theorie auf Grund der Formel (69b) ableiten.

Die resultierende Feldstirke E (¥, t) muB offenbar nichts anderes
darstellen als die Summe der unendlich kleinen sekundiren Feldstirken
E’, die von den verschiedenen Schichten des Koérpers — und zwar
wie auf der negativen, so auch auf der positiven Seite von der betrach-
teten Stelle — herriihren. Es gilt also

+ @ ,
E(xty=2mik [P (0 —"Z" da' (73)
-—0
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Andererseits driickt sich die Polarisation (im Falle isotroper Kérper)
durch die resultierende Feldstirke nach der Formel

P (x,t) =xE (%,
aus. Wir bekommen folglich fiir die Bestimmung von E (oder P) die
lineare Integralgleichung

— X

—
E(x,t):27cik0xJ.E<x',tA m
+ o

)dx'. (73a)

c

Diese Gleichung 148t sich, wie leicht zu sehen ist, durch den Ansatz
E (x,f) = Aettkz—ot) (73b)

l6sen, mit einem zunichst unbestimmten Parameter £ und einer will-
kiirlichen Amplitude A. Es wird ndmlich, beim Einsetzen dieses Aus-
drucks in (73a):
=+ o0
1=2mikyx [ e{b@—o+Tiow—algy

—0

oder mit der Abkiirzungx’ — x = &:
8]
1=2mikyx [ eibof (k5 4 o=ik<) 4 £ (73c¢)
0

Es bleibt uns folglich, um der Gleichung (73a) zu geniigen, den Para-
meter 2 nach (73c) zu bestimmen. Um die Konvergenz des rechts-
stehenden Integrals zu sichern, ersetzen wir ky durch %, + iy, wo y
eine positive Gréfe ist, die wir als einen fiktiven Dampfungsfaktor ein-
fithren, und die wir nachtriglich gleich Null setzen werden.

Dabei erhalten wir:

[ce) o0
) . ) 1 1
—[y—i(ko + k)5 g ~ [y —i(ko—H)1E — N = =
{8 dH!" = ithth) Ty —ilh—B
2(y - i k)
Ty — ik R

d.h.beiy=0 ‘ 2k,

1=2n1k0xk2¥k3,
oder

=k (1-+4mx).

Das ist nichts anderes als die Formel (71d). Bei Vernachldssigung der
riicklaufenden Wellen sollte man in (73a) die Integration nach #’ von
%' = — 00 bis ' = x erstrecken, und folglich das erste Glied in dem
Klammerausdruck (73c) weglassen. Auf diese Weise wiirden wir die

Beziehung | 2mik
TR0 — k)
k=Fky(1+4+2mx)

bekommen, im Einklang mit (71¢).

d. h.
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Finftes Kapitel.

Elektromagnetische Schwingungen in begrenzten
Kérpern.

§ 1. Reflexion und Durchgang ebener Wellen bei senkrechtem
Einfallen auf eine ebene Trennungsfliche zweier homogener
Koérper.

1. Behandlung des Problems nach der Methode der
Fernwirkungstheorie.

Wir stellen uns zwei homogene isotrope Kérper vor, die lings einer
Ebene x = 0 aneinander grenzen, so daB ein Korper (3) den positiven
Halbraum (% > 0) und der andere (a), den negativen Halbraum (x < 0)
einnimmt. Wir betrachten ferner einen harmonischen Schwingungs-
vorgang, bei welchem sich im Kérper 4 in positiver Richtung ebene
sinusoidale Wellen fortpflanzen. Ahnliche Wellen miissen offenbar
auch im Korper a stattfinden. Es ist aber leicht zu zeigen, daB neben
den ,einfallenden® sich ebenfalls in positiver Richtung fortpflanzenden
Wellen man im Kérper a noch riicklaufende oder ,reflektierte’ Wellen
beriicksichtigen muf, die desto intensiver sind, je gréBer die Differenz
zwischen den elektromagnetischen Konstanten der beiden Kérper ist.
Die Notwendigkeit und der Ursprung dieser reflektierten Wellen 148t
sich am klarsten erkennen, wenn man die Frage nach der im vorigen
Paragraphen dargelegten direkten Methode behandelt.

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den Fall, daB3 a
den leeren Raum und b einen nichtmagnetischen Kérper mit der elek-
trischen Suszeptibilitit » darstellt.

Wir nehmen dabei an, daB im positiven Halbraum die elektro-
magnetischen Schwingungen sich genau in derselben Weise fortpflan-
zen, als ob der betreffende Korper (b) umbegrenzt wire. Wir machen
dementsprechend den Ansatz:

E (x,t) = B eitka-on) ]

P=xE, xn=k |/£=,‘f,1/8,l (x> 0) 1)

wo B die (konstante) Amplitude von E bedeutet.

Es wire aber falsch sich vorzustellen, dafl die E-Schwingungen,
die hier als Ursache der P-Schwingungen behandelt werden, gleich-
zeitig als Folge der letzteren, ebenso wie in dem frither untersuchten
Fall eines unbegrenzten Korpers, aufgefaBt werden konnen. Die
durch die P-Schwingungen erzeugten Kraftschwingungen sind nam-
lich im betrachteten Fall nicht durch (73), Kap. IV, sondern durch
die Formel ©

' (x,0)=2mik [Px,1— "7
0

>dx’ (1a)

4
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bestimmt. Da andererseits E der Integralgleichung (73b) und folglich
der Beziehung (73) geniigt, so miissen wir uns vorstellen, daB die mecha-
nischen P-Schwingungen nicht nur durch die von ihnen erzeugten E’-
Schwingungen beibehalten werden, sondern daB die letzteren durch
bestimmte zusitzliche, von auBlen (d. h. aus dem negativen Halbraum)
kommende Kraftschwingungen unterstiitzt werden. Die Feldstirke dieser
,.einfallenden” Schwingungen innerhalb des Korpers miissen wir offen-
bar durch die Formel E® = E — E’, d. h.
0
EO(x,t)=2mkofp(x',t_"‘ jf)dx', (x >0) (1b)
— 00
definieren.

Es sei bemerkt, dafl diese Formel nur fiir positive Werte von x
einen unmittelbaren Sinn hat. Fir den negativen Halbraum miissen
die einfallenden Schwingungen durch die analytische Fortsetzung
von (1b) definiert werden (siehe unten).

Den Parameter %2 kénnen wir bei Ausfithrung der Integrationen als
komplex behandeln, was der tatsichlich immer vorhandenen Dampfung
der Schwingungen entspricht.

Bei <0 und x’ > 0 hat man |2’ — x| = 2’ — x, und folglich
nach (1) und (1a)

[>e]
E'(%,8) =2mikyx Bethovtot) f etk+ k) gyt
0

oder wegen
¢ 1
kR dy = (h=kD 4 ik, kD >0):
ng A= _iyry & RV 4 k®,  k®>0):
E' (x,t): A e—tkoz+ oty (2)
mit
A 2akexB _ 2axB  2ax(fe--1) 8
= k0+k - 17{}»',:* e —1 5
d. h.
A7'=~;7(l//g—l)B. (2a)

Bei x>0 und 2’ <0 ergibt sich im Gegenteil |4’ — x| = x — &'
Fithrt man statt x’ die Variable — ' = & ein, so wird nach (1b)

Eo(x,t) =2nikyx B e“ko”"'"”fe“’“o—’“)i d&=

27t kgreBerikoz—we
T (k—ky) )
0
d. h.
Eo (x, t) = A"' @i(k‘ox—mt) (3)
mit
+ 1 /
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Die Formel (2) stellt nichts anderes dar als die oben erwihnten
reflektierten Wellen; (E (x,?) ist offenbar auch fiir negative Werte
von x als die einfallende Welle zu interpretieren. Es muf beachtet
werden, daB sie nur im letzten Fall eine unmittelbare physikalische
Bedeutung hat; in dem positiven Halbraum ist der Schwingungsvorgang
durch (1) bestimmt und die beiden Anteile der totalen Feldstirke E’ und
E 0 spielen einzeln genommen keine Rolle.

2. Behandlung des Problems nach der tiblichen
Methode; isotrope Korper.

Wir wollen nun die erhaltenen Resultate nach der Methode der
Differentialgleichungen ableiten, und zwar fiir den allgemeinen Fall, da
a und b zwei beliebigehomogene und isotrope Koérper sind mit den Dielek-
trizitiatskonstanten g,, & und den magnetischen Permeabilitaten g, up.

Dabei bekommt man die folgende, fiir die Anwendung dieser Methode
auf elektromagnetische Schwingungsvorginge in begrenzten Korpern
charakteristische Fragestellung.

Es sollen die Feldgleichungen [vgl. (2a) und 2b) Kap. IV]

rot€—1k H=0, <k _‘w>
rot9 +ikyepu® =0 e

fiir jeden Korper allein integriert werden, als ob es unbegrenzt wire,
derart, daB an der Grenzfliche die Bedingungen

E1=F7, 8”EZ=8bEZ,]
a 1 b
H,ZMH,, He=H? l

(4)

1 (4a)
Ma
erfilllt seien. Zur vollkommenen Bestimmtheit der Aufgabe muBl man
im allgemeinen noch irgendwelchen Ansatz fiir das elektromagnetische
Feld in einem unendlich entfernten Punkte machen.
Die Gleichungen (4) kann man nach (7) und (7a) Kap. IV durch die
Gleichungen

P23+ keu3=0, (4b)

E=rotrotd. H=—ikpeprot3d (4c)
ersetzen (g = ¢€).

Zur Losung der oben nach der Methode der Fernwirkungstheorie
behandelten Aufgabe nehmen wir zunichst an, daB 3§ nur von der
x-Koordinate abhingt. Es ergeben sich dabei bekanntlich fiir alle
elektromagnetischen Gréfen Ausdriicke von der Form

w:w+eikw,+_ p- g—tkz (5)
mit
k=rky Jep

(den Zeitfaktor e—*“¢ werden wir im folgenden immer weglassen). Die
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Formel (5) stellt zwei ebene sinusoidale Wellenziige von derselben
2 C g .
Wellenlinge A = Tn dar, die sich in entgegengesetzten Richtungen fort-

pflanzen. Die Grenzbedingungen (4a) reduzieren sich dabei auf be-
stimmte Beziehungen zwischen den Amplituden y* und ¢~ der elektri-
schen und der magnetischen Feldstirken in den beiden Kérpern.
Die Operation rot auf einen Vektor von der Gestalt (5) angewandt,
liefert
roty =tkekr(mx pt)—iketk=(n X ),

wo 1 wie frither einen mit der positiven x-Richtung zusammenfallenden
Einheitsvektor bedeutet (¥ = 1 - n). Es wird also nach (4c):

E=+rnx(Z*xn)ekes+ux (Z-xn)eire}=k2nXx(gxn), ©
D=rFkokep{(nx ¥ et**—(nx Z-)eik=}.
Wir konnen offenbar dem Vektor 3 eine zu x senkrechte Richtung
zuschreiben, denn seine zu x parallele Komponente fiir € und 9 ist
belanglos. Dann bekommt man einfach nx (8 x n) = 3 und folglich
E=x23. (6a)
Die Grenzbedingungen (4a) fiir die Ebene x = 0 nehmen dabei mit
Riicksicht auf (5a) die folgende Gestalt an

B3+ 8a)=R(35 +35). |
kot (B — B3)=rkyey (B —35)- |

Zwei von den vier hier auftretenden Amplituden konnen ganz will-
kiirlich angegeben werden. Wir setzen, im Einklang mit den friiheren
Erérterungen, 8; =0 und betrachten 3; —die Amplitude der ,,durch-
gehenden Wellen — als eine bekannte GréBe. Es ergeben sich dabei
fiir die Amplituden der einfallenden und der reflektierten Wellen die
Ausdriicke

(6b)

1 &} PRV

+ s & ta) g+

ST <1+ e O 60
a- VB (fap 1) as

3¢ ="9m <V/4 iy 1) SO

Die entsprechenden Beziehungen zwischen den Amplituden der elek-
trischen Feldstirken lauten nach (6a)

o= ()il

(b N |
€ = 2(]/#»8., 1>@””

In dem Spezialfall, daB @ den leeren Raum darstellt und b unmagne-
tisch ist, gehen diese Formeln in die oben abgeleiteten Formeln (2a)
und (3a) tiber.

(64d)
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Die magnetischen Feldstirken der einzelnen Wellenarten sind

ihrem Betrage nach gleich den elektrischen Feldstarken, multipliziert
k rm—
mit dem Faktor 2 ey = Veu [vgl. Kap. IV, §1, (13a)].

Die relative Intensitit der einfallenden, reflektierten und durch-
gelassenen Schwingungen bestimmt sich durch das Verhiltnis der
entsprechenden Energiestromungsvektoren oder eher ihrer zeitlichen
Mittelwerte

K= " RE* H= vQéRVf‘—EE*‘
8nu 8n u

. K . . ..
Das Verhiltnis we =7 bezeichnet man als Reflexionskoeffizient, und

a

K+
das Verhiltnis K{ - =d als den Durchlissigkeitskoeffizient des Korpers b

relativ zum « oder einfach des Koérpers b, wenn @ den leeren Raum

bedeutet.
Es wird dabei im letzten Fall

/” 2
L |

r= ()
: Vs L1
u
4‘]/6\
LA
| e
Ve
A !

Es sei erinnert, daB in den obigen Formeln ¢ im allgemeinen die kowm-
plexe Dielektrizititskonstante bezeichnen muB. Um den EinfluB der

elektrischen Dampfung (Absorption) auf die Koeffizienten » und 4

. . . . . 4o
ausdriicklich zu zeigen, ersetzen wir ¢ durch die Summe & = ¢ -+ i

nach (2) Kap. IV.

Wir beschrinken uns dabei auf die zwei extremen Fille, wenn e

und

d 1—7. (7a)

sehr klein oder sehr groB3 gegen 1 ist.
Im ersten Fall hat man niherungsweise (vgl. § 1, Kap. IV):

und folglich Veo2 Ve (144
i‘ s 2 . 2 ) 2 3
Viwr :‘/; SRR =<VZ'i’> e
d.h.

r L

/e 1\ 3
kﬁ l) +< 41/" o (7b)

- VT R
Ve +1, V€'+1> 7
u ‘ u
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Im zweiten Fall kann man einfach

. 4no .20
ESgt————:f;——Ar-
[O) v
setzen. Es wird dabei
/20
/ 1+ 2 V -
Ve= ygl/v’ :tl‘ H/ + 1+ oyl
2 L 20( uv
=< e et (1 ).
woraus folgt:
1 lidd -
% g ,wl—zV/ﬂ’
1+]/f£’, o
c (7¢)
d. h.
d=2]/2>

Diese Formeln erlauben es, das Reflexionsvermogen oder den Durch-
lassigkeitskoeffizienten der Metalle fiir ultrarotes Licht und noch
langsamere Schwingungen, die in der Radiotechnik benutzt werden,
mit groBer Genauigkeit zu bestimmen. Der Durchlissigkeitskoeffizient
verschiedener Metalle fiir Schwingungen einer bestimmten Frequenz

ergibt sich desto kleiner, je grofer ihr Absorptionskoeffizient { « ~2—C” Vuow

ist [vgl. (10a) § 1, Kap. IV]: je mehr Licht durch die Oberfliche eines
Metalls durchgehen kann, desto kriftiger mul} innerhalb dieses Metalls
absorbiert werden. Bei gegebener Dimpfung (d. h. Leitfahigkeit) sind
die beiden Koeffizienten der Quadratwurzel aus der Frequenz propor-
tional.

Die Leitfihigkeit ¢ der Metalle betrigt (in elektromagnetischen
Einheiten) ungefihr 106 — 1017, Fir langwelliges ultrarotes Licht
(v 2 103) wird also nach (7c) bei p 1, d 2 155 und { 2 102cm=L.
Fiir Schwingungen der Radiofrequenz (v » 108 sec~!) ergibt sich:
d £ 10-5 und  » 102cm=. Aus diesen Beispielen sieht man leicht,
daB es fiir jedes Metall eine sozusagen ,,optimale’ Frequenz gibt, bei
welcher die elektromagnetischen Schwingungen in sein Inneres am
schlechtesten eindringen.

Bei Fehlen der Absorption (o0 = 0) miissen die durchgehenden
Schwingungen nach (6¢) an der Grenzfliche ¥ = 0 dieselbe Phase
wie die einfallenden haben und die reﬂektierten — dieselbe oder die

entgegengesetzte Phase — je nachdem "> oder < als ;‘ - ist. Bei

Anwesenheit der Absorption (g > 0) bekommt man kompliziertere
Phasenbeziehungen, die wir hier nicht niher untersuchen werden. Es
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sei nur bemerkt, dafl im Falle der Metallreflexion die Phasenverschie-
bung 6 der reflektierten Wellen gegeniiber den einfallenden sich
niherungsweise durch die Gleichung

bestimmen 148t und etwas mehr als @ betrégt.

Aber auch in diesem extremen Fall behalten die drei Wellenziige,
wie leicht zu sehen ist, denselben Polarisationscharakter, z. B. dieselbe
Schwingungsrichtung, falls es sich um linear polarisierte Wellen han-
delt. Dieser Umstand ist fiir ssofrope Korper bei senkrechtem Einfallen
der Wellen charakteristisch.

3. Anisotrope und gyrotrope Kérper.

Im Falle anisotroper und gyrotroper Korper bekommt man bei
denselben Bedingungen bestimmte Anderungen im Schwingungstypus
der reflektierten und durchgehenden Wellen beziiglich der einfallenden,
die wir noch kurz betrachten werden.

Wir stellen uns also vor, daB & den leeren Raum und & irgend
einen anisotropen Korper (Kristall) bezeichnet, den wir der Einfach-
heit halber als vollkommen durchsichtig und unmagnetisch annehmen
werden. Es konnen sich dann parallel zur X-Achse bekanntlich zwei
linear polarisierte Wellen fortpflanzen mit den Geschwindigkeiten '
und #"”, die sich aus der Fresnelschen Gleichung bestimmen lassen
(sieche Kap. 1V, §2). Es ist dabei zweckmiBig, statt der elektrischen
Feldstarke die elektrische Erregung ® als GrundgréBe einzufiihren.
Diesen Vektor kann man in zwei zur Fortpflanzungsrichtung und zu-
einander senkrechte Komponenten D’ = DY und D" = D® zerlegen,
welche die entsprechenden Grundschwingungen darstellen; man be-
kommt dabei statt etner Gleichung vom Typus (5) zwer Gleichungen

D2=D;+ gik' @ _}_D;—e—ik’x ,
D2‘= D;/;ieikux +D;/_e#ikl/m (8)
. w 27 o 27
mit 2 = w = i und 2" :;;7 = 47 .

Die zugehorigen magnetischen Feldstirken driicken sich nach (18b),
Kap. 1V, durch die Formeln

w

Hb— 2 (D}* ei¥'s — Dy~ e—ik'®)
8a
Hb__?{': (— Dy eik"’ e - Dy—g—ik'") (82)
aus?t). nwo g b b

1) Es wird dabei angenommen, daB die Richtungen xyz ein positives (rechts-
schraubiges) Achsenkreuz bilden. Es mufB ferner beachtet werden, daB H zu »
und D senkrecht ist.

Frenkel, Elektrodynamik II. 18
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Die Vektoren €% = D% und 92, die dem leeren Halbraum entsprechen,
koénnen in genau derselben Weise dargestellt werden mit dem einzigen
Unterschied, dafl man &' = &' = &, setzen muf.

Die Grenzbedingungen (4a) fiir x = 0 nehmen dabei die folgende

Gestalt an: Hy—He, H'—He,
E =&, lDb + 8——1Db Fa, Da Eb____ g"lDb + 8—1Db Ea Da

wo ¢, usw. die Komponenten des reziproken Dielektrizititstensors

bedeuten, d.h. nach (8) und (8a):
Dyt =Dy =Dt =Dy, (DY =Dy )=—(D;*—D;7). (8b)

_1(D1+ +D/__) +81’—z1(D”+ +D/r__)=D/+ '}-D;— ’}
(8c)

Ezyl(D,++Db )+8 (D//++D// ) //++D//

Die sich auf die einfallenden Wellen beziehenden GréBen D,t, Dy*
sind hier als bekannt anzusehen. Es muB ferner fiir die durchgehenden
Wellen D;~ = D;~ =0 sein. Die anderen 4 GréBen DY, Dy* und
D;~, D.~, welche die durchgebenden und die reflektierten Wellen
charakterisieren, lassen sich dann leicht aus den obigen Gleichungen
bestimmen. Wir wollen hier die vollstindige Losung der betrachteten
Aufgabe in ausdriicklicher Form nicht angeben. Es ist aber schon
aus der allgemeinen Gestalt dieser Gleichungen Kklar, daBl im Falle
linear polarisierter einfallender Wellen, deren Schwingungsrichtung
von den beiden Grundschwingungsrichtungen y und z verschieden ist,
nicht nur die durchgehenden, sondern auch die reflektierten Wellen
elliptisch-polarisiert sein miissen.

In shnlicher Weise kann man zeigen, daB bei Einfallen linear po-
larisierten Lichtes auf einen gyrotropen Korper, dessen Gyrationsvektor
der X-Achse parallel ist, die reflektierten Schwingungen zwar linear
bleiben, aber in bezug auf die einfallenden eine gewisse Richtungséande-
rung erleiden. Diese Drehung der Polarisationsebene des reflektierten
Lichtes wird gewdhnlich bei Einfallen der Lichtstrahlen auf magneti-
sierte Korper beobachtet und als magnetischer Kerreffekt bezeichnet.

Die diesen Effekt bestimmenden Grundgleichungen haben dieselbe
Gestalt (8) und (8a) wie fiir den soeben behandelten Fall der anisotro-
pen Korper. Man muB nur unter y und z (bzw. ' und ") nicht zwei
zueinander senkrechte Richtungen, sondern zwei entgegengesetzte
Drehungssinne der entsprechenden zirkularen (oder elliptischen, wenn
der Gyrationsvektor der X-Achse nicht parallel ist) Grundschwin-
gungen verstehen.

Es ist dabei nicht nétig, die elektrische Erregung statt der Feld-
stiarke einzufithren. Wir setzen also statt (8)

@ =G+ ¥ e | §= iz,
@ = G+ oik’z - Ey—e-i¥'® 9
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und nach der Formel (29a), Kap. IV:

7

¥ =[G e — o],
9
M” b e iR m Ve ik ( a)
—9h=ux[E"e — & e 1.

Auf dieselbe Weise miissen selbstverstandlich auch die a-Schwingungen
dargestellt werden (d.h. man muB sie ebenfalls in rechts- und links-
zirkulare Schwingungen zerlegen).

Wir setzen nun G~ =€, ~ =0, wobei die Grenzbedingungen (4a)
die folgende Gestalt annehmen:
Gt =€ 46, =6+ €~

c ’ ’ o c ’” (44 (L
I"'u? @b+=@a+—@a T uu” G‘gib-‘—=@4x+’_@a .
Es ergibt sich daraus:
’, 1 c ' ’ ’” 1 ’”
€= "'<}m"*l>@b' Cr= <,7,'//+1>@b:

2
(9b)
— 1 c ’ L 1 c 77
¢, =_§<ﬁ7—1>@b’ ¢, =779 (;ﬁtu—'1>@b‘
Man kann hier mit geniigender Anndherung nach (3la), Kap. IV
c C o IN_ /e (v 9
wu " g‘u%(lq:&s)—l/# (1:1:28) (9c)

e nig <1; éjg>

setzen. Wenn die Dielektrizitatskonstante & komplex ist, sofern es
also eine Dampfung (Absorption) der Schwingungen in den betreffen-
den Kéorpern gibt — wie dies bei der Beobachtung des Kerreffektes an
magnetisierten Eisen und anderen ferromagnetischen Metallen tat-
sichlich der Fall ist — miissen die beiden zirkularen Komponenten
der reflektierten Wellen verschiedene Phasenverschiebungen gegeniiber
den entsprechenden Komponenten der einfallenden Wellen erfahren,
wodurch eine gewisse Drehung der Ebene der resultierenden (linear
polarisierten) Schwingungen bedingt wird.

Diese Drehung ist offenbar gleich % (6" — &), wo &' und 4" die Pha-

senverschiebungen von €.~ in bezug auf € bzw. €, in bezug auf €.
bedeuten. Es gilt dabei nach (9b):

I 2} ep

8, 8 =arg- - .
7§4-1177{,
7 2fep
Es muB beachtet werden, daB bei Anwendung dieser Formel auf
sichtbares Licht (v « 1018 sec~!) die Formel & = i%g nicht immer eine

18*
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geniigende Anndherung darstellt. Was die magnetische Suszeptibilitit
u betrifft, so ist sie auch bei den ferromagnetischen Kérpern schon
fiir ultrarote Lichtschwingungen praktisch gleich 1.

§ 2. Reflexion und Brechung ebener Wellen beim schiefen Einfallen
auf eine ebene Grenzflache.

1. Isotrope durchsichtige Korper.

Wir wollen nun die im vorigen Paragraphen aufgestellten Resultate fiir
den Fall verallgemeinern, dal die Grenzebene der beiden Kérper a und b
mit der Ebene der einfallenden Wellen einen beliebigen Winkel bildet.
Man kénnte diesen Fall ebenfalls nach der Methode der Fernwirkungs-
theorie behandeln; dies ist aber jetzt kaum nétig, denn der Mechanismus
der Wellenfortpflanzung ist durch die Anwendung dieser Methode an den
oben betrachteten einfacheren Fillen geniigend klar gemacht. — Die
Neigung der einfallenden Wellenflichen zu der Grenzebene muB,
wie leicht zu ersehen ist, mit einer entsprechenden Neigung der reflek-
tierten und der durchgehenden Wellen verkniipft sein; sonst aber wird
an unseren fritheren Ausfithrungen gar nichts geindert.

Wir stellen uns also vor, da3 im Kérper & sich ebene Wellen in einer
bestimmten Richtung n, fortpflanzen, in derselben Weise als ob er
unbegrenzt wire, dal aber an der Grenze (¥ = 0) sie durch zwei
andere Wellenziige mit den Fortpflanzungsrichtungen n} (einfallende
Wellen) und ny (reflektierte Wellen) ersetzt worden sind. Die Winkel
zwischen den Fortpflanzungsrichtungen einerseits und der X-Achse
andererseits (die letztere denken wir uns wie frither senkrecht zur Grenz-
ebene von a und b gerichtet) bezeichnen wir mit @,,0} und@;". Die Be-
ziehung zwischen diesen Winkeln 148t sich unmittelbar aus dem Umstand
bestimmen, daB jede b-Wellenflache (d.h. Fliche konstanter Phase in b)
auf seiner Schnittlinie mit der Grenzebene in zwei ,,zugehérige’ a-
- - + + Wellenflichen iibergeht, die damit eine
oD bestimmte  konstante  Phasendifferenz

NN A (z. B. 0 und m) beibehalten (Abb. 22).
VAN Diese gemeinsame  Schnittlinie wvon
YV y drei zugehoérigen Wellenflichen ver-

i, schiebt sich in der dazu senkrechten
3 b Richtung y mit einer Geschwindigkeit
V, deren Projektionen auf die Fort-

Abb, 22, pflanzungsrichtungen der Wellen offenbar

mit den entsprechenden Wellengeschwin-

digkeiten #, und u, ibereinstimmen miissen. Wir bekommen also
die folgenden Gleichungen:

Vsin @f =Vsin@y=u,, Vsin®,=u,, (10)
d.h. mit Riicksicht auf die Tatsache, daB die einfallenden und die
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reflektierten Wellen sich nach verschiedenen Richtungen fortpflanzen:

O =n—0; =0, (10a)

und

sin@,  u, Ve (10b)

sin®,  u, V;;/;; = Ngyp -
Die Gleichungen stellen die bekannten Reflexions- und Brechungs-
gesetze dar. Die GroBe #,, heiBt der relative Brechungsindex des
Korpers b in bezug auf a.

Es sei bemerkt, daB die angefiihrte anschauliche Ableitung der
Relationen (10) die Realitit der GréSen u, und u,, d.h. die Durch-
sichtigkeit der beiden Korper voraussetzt. Ihre Verallgemeinerung fiir
den Fall absorbierender Korper werden wir spiater auf rein ana-
lytischem Wege aufstellen. Zunichst beschrinken wir uns auf den ein-
fachsten Fall vollkommen durchsichtiger isotroper Korper.

Da die Konstanz der Phasenbeziehungen der zugehorigen Wellen
durch die Relation (10) gesichert ist, brauchen wir die Grenzbedingun-
gen (4a) nur fiir die Amplituden der elektrischen und magnetischen
Feldstirke aufzuschreiben. Die letztere 148t sich dabei durch die erstere
nach der schon vielfach benutzten Formel [vgl. (11a), Kap. IV]

i:@:nx@ , dh H=7eunxE
ausdriicken. Wir bemerken noch die reziproke Beziehung
1
E=-—--9xn
Veu
und die daraus folgenden Transversalititsbedingungen
mE=0 nHP=0.

Diese Beziehungen erlauben es, jede Welle durch die z-Komponenten
der Amplituden € und § zu charakterisieren (2 ist die zur Einfalls-
ebene senkrechte Richtung, d.h. die Richtung der Schnittlinie der
Wellen mit der Grenzebene).

Es gilt ndmlich mit Riicksicht auf n, = cos ®, n,, = sin O, n, = 0:

H,=7V:uE,sn®, H =—euk, cos@, (11)
Ey,—— ' H.sn0, E,—+ ' H, cos0. (112)
fep fem

Die Grenzbedingungen (4a) miissen dabei nur fiir die z- und y-Kompo-
nenten von € und § beriicksichtigt werden; die entsprechenden Grenz-
bedingungen fiir die x-Komponenten ergeben sich dann, wie leicht zu
sehen ist, als Folge der Relationen (10). Man kann selbstverstindlich
umgekehrt die letzteren als Folge der Grenzbedingungen betrachten.
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Wir haben also:

= Eg++ Eg-
y 11b
——;- HY = l/:—” Eb cos @, = V;“ (E®+ —E%=) cos @, = —PLH: .
4 b a a
und
o HY= (HEt 4 HE), |
(1lc)
E}= ﬁ