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Vorwort. 
Bei der Herausgabe der KLEINschen Vorlesung über die hyper

geometrische Funktion erschienen nur zwei Wege gangbar: Entweder 
eine durchgreifende Umarbeitung, auch im großen, oder eine möglichst 
weitgehende Erhaltung der ursprünglichen Form. Vor allem auch aus 
historischen Gründen wurde der letztere Weg beschritten. Daher ist 
die Anordnung des Stoffes erhalten geblieben; e,s ist nur, von kleinen 
Änderungen abgesehen, ein Exkurs über homogene Schreibweise aus 
der KLEINschen Vorlesung über lineare Differentialgleichungen ein
gefügt, ferner sind die Schlußbemerkungen zur geometrischen Theorie 
im Falle komplexer Exponenten als durch die Arbeiten von F. SCHILLING 
überholt, weggelassen. Aus dem obengenannten Grunde sind beispiels
weise auch Entwicklungen beibehalten worden, die heute schon dem 
Anfänger geläufig sind (etwa die Ausführungen über stereographische 
Projektion). In Rücksicht auf möglichste Erhaltung der KLEINschen 
Darstellung sind ferner Hinweise des Herausgebers auf inzwischen ge
machte Fortschritte der Wissenschaft vom Texte getrennt als Anmerkun
gen am Schluß zusammengestellt. Diese Hinweise erheben aber in 
keiner Weise den Anspruch auf Vollständigkeit. Bei der nicht zu um
gehenden Revision des Textes im einzelnen ist, dem oben angegebenen 
Gesichtspunkt entsprechend, möglichste Wahrung des persönlichen 
KLEINschen Stils angestrebt. 

übrigens habe ich darauf Bedacht genommen, auch dem A nlänger 
die Lektüre durch Anmerkungen und durch Nachweise der KLEINschen 
Zitate zu erleichtern. Denn zweifellos bieten gerade diese Vorlesungen 
eine treffliche Ergänzung und Weiterführung dessen, was der Studierende 
mittleren Semesters an Geometrie und Funktionentheorie kennen
gelernt hat. Alles in allem wurde danach getrachtet, dem Zweck der 
vorliegenden Neuausgabe gerecht zu werden: Auch diesem Werke 
KLEINS den ihm gebührenden Platz, insbesondere im Unterrichte, zu 
erhalten. 

Es war ursprünglich geplant, der vorliegenden Ausgabe einen Anhang 
über lineare Differentialgleichungen anzufügen, in welchem unter 
anderem auch die in der gleichnamigen Vorlesung von KLEIN be
sprochenen Fragen behandelt und in welchem auch die Literaturnach
weise vervollständigt werden sollten. Die Ungunst der Zeit zwang dazu, 
die Ausführung dieses Planes auf später zu verschieben. 
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Herzlichst zu danken habe ich vor allem Herrn W. WIRTIN GER-Wien 
für viele, höchst wertvolle Bemerkungen, die in den Anmerkungen ihren 
Niederschlag fanden. So gehen - unter anderem - auf Anregungen 
von Herrn WIRTINGER zurück die Anmerkungen: [*] zu Seite 15; 
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Vorbemerkung* . 
In den Elementen der Analysis beschränkt man sich im wesentlichen 

auf den Bereich derjenigen Funktionen, die sich aus den elementaren Funk
tionen (d. h. den rationalen Funktionen, der Exponentialfunktion, dem 
Logarithmus, den trigonometrischen und zyklometrischen Funktionen) 
durch eine endliche Anzahl vonZusammensetzungsprozessen bilden lassen. 

Darüber hinaus haben in der höheren Analysis besonders zwei 
Kategorien von Funktionen besondere Wichtigkeit gewonnen: 

1. Die elliptischen Funktionen und ihre verschiedenen Verallgemeine
rungen, wie hyperelliptische Integrale und Funktionen, ABELsche In
tegrale und Funktionen. 

2. Solche Funktionen, welche durch gewöhnliche lineare Dil/eren
tialgleichungen 2. Ordnung definiert sind und welche uns gerade in dieser 
Vorlesung speziell interessieren sollen, und zwar durch Differential
gleichungen von folgender Art: 

dZy dy 
L(x) dxZ + M(x) dx + N(x) Y = 0, 

wo unter L, M, N rationale Funktionen von x verstanden sind und y die 
zu definierende Funktion vorstellt. Hierher gehören z. B. die Kugelfunk
tionen, dieBEssELschen Funktionen usw. als Beispiele, die in der mathema
tischen Physik ausgezeichnete Verwendung finden [*]. Aber all diese eben 
genannten Fälle werden umfaßt durch die hypergeometrische Funktion. 

Die darüber hinausgehende Theorie der allgemeinen linearen Dil/eren
tialgleichung (nicht nur derjenigen 2. Ordnung) beschäftigt noch jetzt 
in besonderem Maße das Interesse der Mathematiker. 

Die an erster Stelle genannten Funktionen sind schon seit lmger Zeit 
in Vorlesungen wie in Lehrbüchern, an jeder Universität und in jeder 
Sprache eingehend behandelt worden, während die Funktionen der zweiten 
Klasse verhältnismäßig noch lange nicht so allgemein bekannt sind, wie 
sie es sowohl wegen ihrer interessanten Eigenschaften und der durch sie 
eröffneten weiteren Perspektiven als auch um ihrer praktischen Verwend
barkeit willen verdienen. Denn wie die elliptischen Funktionen z. B. 
zum Studium der Pendelschwingungen, so sind die hypergeometrischen 
Funktionen fundamental für die Theorie der schwingenden Mem
branen, in der rechnenden Astronomie beim KEPLERschen Problem usw. 

* Der Beginn einer neuen Vorlesung ist jeweils durch Aussparung einiger 
Zeilen im Text und durch einen entsprechenden Hinweis am Fuße der Seite 
kenntlich gemacht. - Zeichen [*] usw. im Text weisen auf Anmerkungen hin. 

Beginn der ersten Vorlesung. 
Klein, Hypergeometrische Funktion. 



Erster Teil. 

Die geschichtliche Entwicklung bis 
einschließlich RIEMANNS Arbeit aus 

dem Jahre 1857 [*1. 

Einleitung: 
Erstes Auftreten der hypergeometrischen 

Funktion: Reihe, Differentialgleichung, 
bestimmtes Integral. 

Im Mittelpunkt unserer Betrachtungen über die hypergeometrische 
Funktion wird die Arbeit von RIEMANN stehen: "Beiträge zur Theorie 
der durch die GAusssche Reihe F (a, b; c; x) darstellbaren Funktionen." 
Abh. d. Kgl. Ges. d. W. z. Gött. Bd. 7, 1857 (= RIEMANN [1], S. 67ff.) [**]. 

Das vollständige und allseitige Verständnis dieser Arbeit und ihrer 
Tragweite zu erwecken, wird ein Hauptziel meiner Vorlesung sein. 

Übrigens schließe ich mich zunächst an die geschichtliche Entwick
lung unseres Gegenstandes an. 

Es sind drei koordinierte Gesichtspunkte, unter welchen sich, ge
schichtlich betrachtet, den Mathematikern die hypergeometrische Funk
tion zuerst dargeboten hat: 

1. als Potenzreihe : hypergeometrische Reihe, 
2. als Lösung einer gewissen linearen Differentialgleichung 2. Ord-

nung: hypergeometrische Dillerentialgleichung, 
3. als bestimmtes Integral: hypergeometrische Integrale. 
Alle diese Gesichtspunkte treten bereits bei EULER hervor. 
Zu 1. Unter der hypergeometrischen Reihe, auch als gewöhn

liche hypergeometrische Reihe oder GAusssche Reihe bezeichnet, versteht 
man folgende Potenzreihe: 

F( b' . )=1+~ +a(a+1).b(b+1) 2 
a, ,c,x 1.e x 1.2.e(e+1) x 

+ a(a + 1)(a + 2), b(b + 1)(b + 2) x 3 + ... 
1 • 2 • 3 . e (e + 1)(e + 2) . 

Dabei sollen a, b, c (zunächst reelle) Zahlen bedeuten, und c darf weder 
Null noch eine negative ganze Zahl sein. 



Reihe, Differentialgleichung, bestimmtes Integral. 3 

Zusatz: Ist a oder b gleich Null oder gleich einer negativen ganzen 
Zahl, z. B. b = - v :S" 0, so bricht die Reihe ab, und man hat ein Po
lynom v-ten Grades; übrigens darf dann c auch gleich - (v + ,,) , 
" = 1,2, ... , sein, weil ja durch rechtzeitiges Nullwerden der Zähler 
in den Koeffizienten das Sinnloswerden der letzteren (infolge Nullwerdens 
des Nenners) verhindert wird. 

Was den Namen "hypergeometrische Reihe" betrifft, so kommt 
dieser zuerst bei WALLIS, Arithmetica infinitorum (1656) vor, und zwar 
wird er vorgeschlagen, weil eben das Bildungsgesetz der einzelnen 
Glieder ein höheres ist als dasjenige der geometrischen Reihe a, ab, 
ab2, ••• , welche man bis dahin allein betrachtet hatte. Bei WALLIS 
ist aber die hypergeometrische Reihe noch keine Potenzreihe ; als solche 
und als Funktion der Veränderlichen x aufgefaßt, tritt sie zuerst bei 
EULER [1J auf in einer Abhandlung: Specimen tni.nsformationis singu
laris serierum (1794) oder auch schon vorher (EULER [2J) in etwas all
gemeinerer Form in Bd. II der EULERschen Integralrechnung: Institu
tiones calculi integralis [*J. Insofern wir - was nun wesentlich ist -
die hypergeometrische Reihe als Funktion von x auffassen, nennen wir 
sie die "hypergeometrische Funktion". Später werden wir jedoch diesen 
Begriff etwas weiter fassen, indem wir unsere durch die obige Reihe 
definierte Funktion noch mit einer Potenz von x, einer solchen von 
(1 - x) und mit einer von x unabhängigen willkürlichen Konstanten 
multiplizieren. 

Im allgemeinen Sinne verstehen wir also unter einer hypergeome
trischen Funktion eine Funktion folgender Art: 

Cxlll (1 - x)r .F(a, b; c; x), 

unter 01: und y zunächst reelle Zahlen verstanden. 
Wir erwähnen hier gleich den Namen lOH. FRIEDR. PFAFF, einen der 

bedeutendsten Mathematiker Deutschlands zu Ende des vorigen Jahr
hunderts, für uns dadurch besonders von Bedeutung, weil er als Pro
fessor an der - später mit Göttingen vereinigten - Universität Helm
stedt Lehrer von GAUSS gewesen ist. Es würde ohne Zweifel interessant 
sein, zu verfolgen, inwieweit die (weiter unten [vgl. S.8ff.J noch zu 
nennende) GAusssche Arbeit über die hypergeometrische Reihe mit den 
Ideen von PFAFF zusammenhängt. 

PFAFF [1J hat im Jahre 1797 ein Werk: "Disquisitiones analyticae 
Vol. I" erscheinen lassen, in welchem unserer Reihe ein besonderes 
Kapitel gewidmet ist und worin zum ersten Male auch für die Potenz
reihe (nicht nur für die WALLIssche Reihe) der Name "hypergeometrische 
Reihe" gebraucht wird. PFAFF stellt sich darin die Frage, auf die wir 
noch oft zurückkommen und die auch EULER schon in Angriff genommen 
hatte: Wann kann man die hypergeometrische Reihe auf niedere Funk
tionen zurückführen? Und er findet eine große Anzahl solcher Fälle. 

1* 



4 Erstes Auftreten der hypergeometrischen Funktion: 

Ein zweiter Band, für welchen er weitere Untersuchungen in Aussicht 
stellt, ist nicht erschienen. 

Zu 2. Die durch unsere Reihe definierte Funktion genügt einer 
linearen Differentialgleichung 2. Ordnung (wie man durch Einsetzen der 

Reihen für F, ~~, ~;: erkennt), welche ebenfalls schon EULER [1] an 

der genannten Stelle ausgerechnet hat; er findet nämlich: 
d2F dF 

x(1-x) dx2 +(c-(a+b+1)x)dx-abF=O. 

Die Reihe ist eine partikuläre Lösung dieser Differentialgleichung. 
Wir unsererseits kehren den Gedankengang um, indem wir unter einer 

hypergeometrischen Funktion nicht nur dieses eine, sondern allgemein 
irgendeine Lösung der vorstehenden Differentialgleichung verstehen wollen. 

Wir setzen, indem wir unter y die allgemeinere, auf der vorigen Seite 
definierte hypergeometrische Funktion verstehen: 

y = CX"'(1 -x)rF(a, b; c; x). 
Wir führen nun, um der Symmetrie des Resultates willen, gewisse 

sechs Konstanten ~, ~', ß, ß', y, 1" durch folgende Gleichungen ein: 

~=~, ß=a-~-)', )'=)', 

~' = 1 - c + ~ , ß' = b - ~ - y , )" = c - a - b + " , 
welche (zufolge ihrer Definition) der Relation genügen: 

~ + ~' + ß + ß' + )' + )" = 1 . 

Dann zeigt sich, daß y folgender Differentialgleichung, der "allge
meinen hypergeometrischen Differentialgleichung", genügt: 

x2(1 - X)2~~ - x(1 - x){(~ +~' -1) + (ß + ß' + 1)x} ~~ 
+ {~~' - (~~' + ßß' - rr') x + ßß'x2 }y = O. 

Mit Rücksicht auf die zwischen den ~, ~' usw. bestehende Relation 
läßt sich diese Gleichung in die einfachere Form bringen: 

d2y + {1-CX-CX' + 1-r_~r'}dY + {_CX(XI +J.L+fJß'} y =0. 
dx2 x x-1 dx x X-1 x(x-1) 

Als neue Definition der hypergeometrischen Funktion ergibt sich jetzt 
die, daß wir als hypergeometrische Funktion irgendeine partikuläre Lösung 
der vorstehenden Differentialgleichung bezeichnen. 

Zu 3. Wir wollen heute zusehen, wieso bei EULER die hypergeo
metrische Funktion als bestimmtes Integral auftritt. 

Es kommt hier Kap. X des schon (vgl. S.3) genannten 11. Bandes 
der EULERschen Integralrechnung in Betracht, insbesondere S. 287ff. 

Beginn der zweiten Vorlesung. 
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(der Ausgabe von 1769). Dieses Kapitel ist überschrieben: De construc
tione aequationum differentio-differentialium per quadraturas curvarum. 

Wir behaupten, daß das bestimmte Integral: 
1 

f(x) = fUb- 1 (1 - U)C-b-l(1 - xu)-adu, 
o 

als Funktion des (zunächst reellen) Parameters x betrachtet, eine hyper
geometrische Funktion ist, d. h. sowohl der hypergeometrischen Diffe
rentialgleichung genügt, als auch sich durch die hypergeometrische Reihe 
darstellen läßt. Dabei seien wieder a, b, c reelle Zahlen. Es sei I x I < 1 
und der reelle Wert des Integranden gewählt. Das Integral hat dann 
bekanntlich einen Sinn, falls z. B. b > 0, c - b > 0, was wir im folgen
den annehmen wollen. Unser Integral liefert dann überdies, wie bekannt, 
eine stetige Funktion von x [*]. 

Die Auffassung eines bestimmten Integrals als Funktion eines Para
meters ist leicht zu verstehen: 

Deutet man, bei festgehaltenem Parameter x, die Integrations
variable u als Abszisse, den Integranden selbst als Ordinate eines Punk
tes, so liefert (für 0 < u < 1) der Integrand offenbar eine gewisse, 
zwischen den Abszissen 0 und 1 verlaufende Kurve, welche z. B., wenn 
b > 1 und (c - b) > 1 ist, stetig ist und durch die Punkte u = 0 und 
u = 1 hindurchgeht. Das Integral bedeutet dann offenbar den Flächen
inhalt der von der Kurve und der Strecke 0 <u< 1 sowie von den 
Ordinaten in u = 0 und u = 1 begrenzten "Figur". Ändert man nun 
den Parameter x, so ändert sich die Kurve und also auch (im allge
meinen) der von ihr und der Abszissenachse begrenzte Flächeninhalt; 
letzterer ist also eine Funktion von x. Man kann diese Funktion von x 
für jeden geeigneten Wert von x leicht durch mechanische Quadratur 
mit beliebiger Annäherung berechnen. Wir wiederholen ausdrücklich: 

Die Darstellung einer Funktion von x durch ein bestimmtes Integral 
ist auch für die numerische Berechnung unmittelbar zweckmäßig, insofern 
man zur Auswertung des Integrals die Methode der mechanischen Quadratur 
verwenden kann. 

Wir zeigen nun, daß unser Integral als Funktion von x in der Tat 
der hypergeometrischen Differentialgleichung genügt: hypergeome
trisches Integral. Es ist: 

Ferner gilt 

1 

f(x) = fU b- 1 (1 - U)C-b-l (1 -- xu)-adu. 
o 

1 

:~ = a f uh(1 - U)C-b-l(1 - xu)-a-1du [**] , 

o 1 :f. = a (a + 1) f U h+1 (1 - U)C-b-l (1 - xu) -a-2 du 
o 

[**] . 
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Setzen wir 

so ist 
diP = Ub-1(1 _ U)C-b-l(1 _ xu)-a-2 
du 

• {b(1 - u)(1 - xu) + (b - c) u(1 - xu) + (a + 1) xU(1 - u)}. 

Statt des Ausdrucks in der geschweiften Klammer kann man setzen: 

b(1 - XU)2 + (-c + (a + b + 1)x) u(1 - xu) + (a + 1) x(x - 1) u2 

und also 
diP a du = ab Ub- 1(1_ U)c-b-l(1 - xu)-a+ (-c+(a+b+ 1)x) aub(1_u)c-b-l 

• (1 - xu)-a-l + x(x - 1) a(a + 1) Ub+1(1 - U)c-b-l (1 - xu) -a-2. 

Bedenken wir nun, daß 
1 

!~: . du = (gJ)u=l - (gJ)u=o 
o 

ist, so gewinnt man 
1 ! diP,pt dt 
a du du=x(x-1) dx2 +(-c+(a+b+1)x)dx +ab/=O, 

o 
was zu beweisen war. 

Das Integral/, au/ge/aßt als Funktion von x, ist in der Tat eine Lösung 
der hypergeometrischen Ditferentialgleichung. 

Nunmehr ist noch zu zeigen, daß das Integral/sich in eine, nach 
Potenzen des Parameters x fortschreitende Potenzreihe entwickeln läßt, 
welche im wesentlichen mit der hypergeometrischen Reihe überein
stimmt. 

Ist I x I < 1, so ist wegen 0 < u :S 1 : 

(1 ) -a 1+ a +a(a+1) 2 2+ a (a+1)(a+2) 33+ - xu = T XU 1.2 X U 1.2.3 x u .... 

Wegen der für 0 ~ u ~ 1 gleichmäßigen Konvergenz dieser Reihe (bei 
festem x, mit lxi< 1) darf gliedweise nach u integriert werden, und 
man erhält so: 

1 1 

/ = ! Ub- 1(1 - U)c-b-1du + TX! ub(1 - u)C-b-1du 
o 0 

1 

+a(a+1)X2!ub+l(1_U)C-b-ldu+ .... 
1 ·2 

o 

Die einzelnen, hier auftretenden Integrale sind nun aber gerade sog. 
"EULERsche Integrale der ersten Gattung", welche man der Reihe nach 
zu bezeichnen pflegt mit 

B (b, c - b) , B (b + 1 , c - b) , B (b + 2, c - b), usw., 
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so daß also 

/=B(b, c-b)+~xB(b+1, c_b)+a(a+1)x2B(b+2, c-b) + ... 
1 1 ·2 

ist. 
Nun gilt aber bekanntlich, wie man leicht durch partielle Integration 

nachweist, die Funktionalgleichung: 

B (b + 1, c - b) = ~ B (b, c - b) c 
und entsprechend 

b+1 b(b+1) 
B (b + 2, c - b) = -+ B (b + 1, c - b) = -( + ) B (b, c - b) , c 1 c c 1 

b+2 b(b+ 1) (b+2) 
B(b+ 3, c- b) = c+2 B(b + 2, c - b) = c(c+1) (c+2) B(b, c- b), usw. 

(Wegen b> 0, c - b> ° ist auch c + 'JI > ° für 'JI:> 0.) 
Setzt man diese Werte ein, so resultiert durch Absonderung des 

ersten Gliedes die Entwicklung: 

/=B(b C-b){1+~X+ a(a+1)·b(b+1) x2 
, 1 • c 1 ·2· c(c + 1) 

+a(a+1)(a+2).b(b+1)(b+2)x3 + ... } 
1·2·3·c(C+1)(C+2) , 

d. h. die hypergeometrische Reihe, multipliziert mit einem gewissen, von 
den Konstanten abhängigen Faktor: 

Das bestimmte Integral/wird unter den Bedingungen: 

b>O, c-b>O, Ixl<1 

dargestellt durch die hypergeometrische Reihe F (a, b,' c; x) multipliziert 
mit einem Faktor, der von x nicht mehr abhängt. 

Gerade auf diesen Faktor werden wir aber später noch besonderen 
Wert zu legen haben. Denn weiterhin werden wir die hypergeometrische 
Funktion nicht nur als eine Funktion von x studieren, sondern auch als 
Funktion von a, b, c. Dann wird es aber nützlich sein, sIch die Reihe F 
jedesmal mit dem Faktor B = B (b, c - b) behaftet zu denken. 

Dann ist nämlich die Abhängigkeit von den a, b, c eine bedeutend 
einfachere als bei der ursprünglichen Reihe, "einfachere", insofern dann 
eben das Integral 1 

!Ub- 1 (1_U)C-b-l(1 -xu)-adft 
o 

die fragliche Abhängigkeit unmittelbar ersehen läßt. 
Damit schließen wir die erste Einleitung, in welcher wir zusahen, 

wie sich die drei erwähnten Gesichtspunkte schon bei EULER verfolgen 
lassen. 

Wir werden nun in den nächsten Wochen zunächst die dreierlei De
finitionen, der Reihe nach, im einzelnen weiter besprechen, wobei wir 
allemal die historische Bezugnahme voraT' stellen. 
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Erster Abschnitt. 

Die hypergeometrische Reihe F(a, b; c; x). 

§ 1. GAU55' Arbeit: Konvergenz der Reihe, verwandte Funktionen, 
Bestimmung von F(a, b; c; 1). 

Hierzu ist vor allen Dingen die Arbeit von GAUSS [1]: Disquisitiones 
generales circa seriem infinit am 

1 + ~ x + a(a + 1} . b(b + 1} x2 + ... 
1·c 1·2·c(c+1} 

zu nennen, welche 1813 in den Göttinger "Commentationes recentiores" 
Bd. II erschienen und in den Ges. Werken Bd. III (S. 123ff.) abgedruckt 
ist. Diese Arbeit ist von GAUSS selbst ausdrücklich als "pars prior" 
bezeichnet. Der zweite Teil ist jedoch nicht erschienen, sondern es haben 
sich nur in GAUSS' Nachlaß Materialien zu demselben vorgefunden, 
welche in Bd. III, S. 207ff. zusammengestellt sind und den Titel tragen: 
"Determinatio seriei nostrae per aequationem differentialem secundi 
ordinis." 

Zunächst haben wir uns nur mit dem ersten Teil der Arbeit zu be
schäftigen, in welchem von der unendlichen Reihe ausgegangen wird. 

Zuerst stellt GAUSS die Frage: Unter welchen Bedingungen konver
giert die Reihe? und beantwortet dieselbe nicht nur für reelle Werte 
der Veränderlichen x, sondern auch - wenn auch nur beiläufig - für 
komplexe Werte von x. Sein Resultat ist, daß für 

lxI< 1 

die Reihe sicher konvergiert, für 

lxi> 1 

dagegen sicher divergiert, während im Falle 

lxi = 1 

noch besondere Bedingungen gelten. 
Zusatz: Ausgenommen sind hier und bei den folgenden Konvergenz

betrachtungen immer zwei triviale Fälle, daß nämlich entweder, a bzw. b, 
oder aber daß c eine negative ganze Zahl oder Null ist. Im ersteren Falle 
und nur dann haben wir es bei F mit einer endlichen Reihe zu tun, 
die als solche immer konvergiert; dabei darf dann c sogar gleich ge
wissen negativen ganzen Zahlen sein (vgl. S. 3). Im zweiten Falle sind 
(weil die Nenner Null werden) die Koeffizienten von einem bestimmten 
ab sinnlos, und folglich ist es die Reihe selbst. 

Hierin liegen zwei neue Ideen gegenüber der EULERschen Periode; 
erstens, daß man überhaupt nach der Konvergenz einer Reihe fragt, 
während man sich zu EULERS Zeiten darum nicht kümmert, und zweitens, 
daß auch komplexe Werte der Veränderlichen x berücksichtigt werden; 
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GAUSS zielt mit beiden schon auf das hin, was wir heutzutage (komplexe) 
Funktionentheorie nennen. 

Wir wissen aus letzterer, daß jede Potenzreihe, wenn sie überhaupt 
für irgendwelche Werte der Veränderlichen konvergiert, dies immer im 
Innern eines gewissen Kreises, des "Konvergenzkreises" tut (CAUCHY). 

GAUSS' Resultat ist dies, daß der Konvergenzkreis von F der um den 
Nullpunkt herumgelegte Einheitskreis ist. 

Von unserem modern-funktionentheoretischen Standpunkt werden 
wir nun sagen: 

Die Reihe F gibt nur erst ein "Element" einer (im Sinne von WEIER
STRASS) analytischen Funktion in x. Es wird zu fragen sein, wie man 
die Funktion analytisch fortzusetzen hat und welche Eigenschaften der 
Funktion dann zutage treten. 

Wir kommen in unserem Bericht über die GAussschen Entwicklungen 
heute zu den Sätzen über die "verwandten Funktionen" (insbesondere 
über die "benachbarten Funktionen"), von GAUSS als "relationes inter 
functiones contiguas" bezeichnet. 

Man versteht unter "benachbarten" Funktionen F solche hyper
geometrische Reihen, bei welchen sich die Werte eines der "Elemente" 
a, b, c um eine Einheit unterscheiden. während die der übrigen bzw. gleich 
sind; es gibt also sechs zu F(a, b; c; x) benachbarte Funktionen, nämlich 

F(a ± 1, b; c; x), F(a, b ± 1; c; x) , F(a, b; c ± 1; x) . 

Bildet man zu den benachbarten Funktionen wieder die benach
barten, so kann man von F (a, b; c; x) offenbar bis zu jeder Funktion 
F(a + k, b + l; c + m; x) gelangen, deren erste drei Elemente sich bzw. 
nur um ganze Zahlen von a, b, c unterscheiden. 

Solche hypergeometrische Reihen, deren erste drei Elemente bzw. nur um 
ganze Zahlen unterschieden sind, nennt man "verwandte" FunktionenF. 

GAUSS zeigt nun die Gültigkeit des folgenden Satzes: 
Irgend drei verwandte Funktionen F I , F2 , Fa sind immer durch eine 

(identische) lineare Relation verbunden: 

AIFI + A 2F 2 + AaFa = 0, 

deren Koettizienten Al' A 2 , A a rationale Funktionen von x sind. 
Als Beispiel führen wir eine der fünfzehn Relationen zwischen be

nachbarten Funktionen an (vgl. GAUSS [1], Art. 7): 

(b - a)F(a, b; c;x) + aF(a + 1, b; c; x) - bF(a, b + 1; c;x) = 0. 

Die allgemeinen Relationen zwischen verwandten Funktionen findet 
man, indem man die betreffenden Funktionen durch eine Kette von 

Beginn der dritten Vorlesung. 
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Funktionen verbindet, von denen immer eine mit zwei anderen benach
bart ist, und indem man aus den zwischen diesen bestehenden Gleichungen 
die Zwischenglieder eliminiert. Z. B. erhält man: 

F(a, b + 1; c+ 1; x) -F(a, b; c;x) = ;(~~~~xF(a+ 1, b+ 1; c+2;x), 

F(a + 1, b; c+ 1; x) -F(a, b; c;x) = ~~~~~~XF(a+ 1, b+ 1; c+ 2; x), 

von welchen Gleichungen die zweite aus der ersten durch Vertauschung 
von a und b hervorgeht, gemäß dem Umstande, daß F(a, b; c; x) in a 
und b symmetrisch ist. Diese "relationes inter functiones contiguas" 
sind ein Beispiel eines algebraischen Funktionaltheorems zwischen Funk
tionen (einer oder mehrerer Veränderlichen). 

Wir verstehen unter einem "algebraischen Funktionaltheorem" 
für eine Funktion eine algebraische Gleichung, welcher solche Funktions
werte genügen, deren Argumente selber algebraisch verknüpft sind. (Die 
Koeffizienten der algebraischen Gleichung mögen etwa rationale Funk
tionen der unabhängigen Veränderlichen sein.) 

Die GAussschen Relationen zwischen verwandten Funktionen stellen für 
die Funktionen F der unabhängig Veränderlichen a, b, c, x ein solches 
algebraisches FunktionaUheorem dar [*J. 

Die eben besprochenen Relationen zwischen verwandten Funktionen 
benutzt GAUSS selbst nach drei Richtungen hin: 

Erstens zeigt GAUSS, daß die lineare Differentialgleichung fürdie Funk
tion F ein spezieller Fall der Relationen zwischen verwandten Funktionen ist. 

Denn man rechnet (mit Hilfe der Reihenentwicklung) leicht nach, daß 

dF(a'db ; c; x) = ~F(a + 1, b + 1; c + 1; x), 
x c 

d 2F(a, b; c; x) = a(a + 1)· b(b + 1) F(a + 2 b + 2· c + 2· x) 
dx2 c(c + 1) '" 

ist, daß also F, ~~, ~;: verwandte Funktionen sind, zwischen welchen 

eine lineare Identität mit rationalen Koeffizienten besteht, eben die 
hypergeometrische Differentialgleichung (vgl. S.4). 

Zweitens leitet GAUSS aus unseren Relationen eine Kettenbruch
entwicklung für den Quotienten zweier F-Funktionen her. 

Man kann nämlich (wenigstens im allgemeinen) eine Potenzreihe 

$ (x) = 1 + B x + C x 2 + D x3 + ... 
rein formal in Gestalt eines Kettenbruches, des der Reihe "korrespon
dierenden Kettenbruches", umsetzen, den wir folgendermaßen schreiben 

wollen: 1 + A 1 xl + A 2 xl + Aaxl + ... 
11 11 11 ' 

wobei die A" alle von Null verschieden sein sollen. Übrigens ist Al 
bzw. Az bzw. A a bzw. usw. eine rationale Funktion von B bzw. von 
B, C bzw. von B, C, D bzw. usw. [**]. 
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Von der Art des vorstehenden Kettenbruchs ist der von GAUSS für 
den Quotienten aufgestellte Ausdruck, den wir als GAuSS' Kettenbruch 
bezeichnen wollen. 

GAUSS schreibt (falls keines der F Null ist) 

G( b ) F (a, b + 1 ; e + 1 ; x) 1 
a, , c, x = F(a, b; e; x) = -F(a,---Cb:-;-e-;-x--'-)--

F(a, b + 1; e + 1; x) 

Nun folgt aber aus der zweiten der auf S. 10 oben angegebenen Re
lationen durch Division mit F (a, b + 1; c + 1; x) : 

F(a, b; e;x) = 1 _ a(e - b) x F(a + 1, b + 1; e + 2; x) 
F(a,b+1;e+1;x) e(e+1) F(a,b+1;e+1;x) 

_a (;--e-;-_b:7) x 
= 1 _ --;;:;-o----;-e-'-,( e_+_1.'-.) -:--_~ 

F(a, b + 1; e + 1; x) 
F(a + 1, b + 1; e + 2; x) 

Ferner folgt aus der dritten der dortigen Relationen, wenn man darin 
für a, b, c bzw. a, b + 1, c + 1 setzt, auf dieselbe Weise 

F(a, b+ 1; e+ 1; x) _ 1 _ (b+1)(e- a+ 1) x F(a+1, b+2; e+ 3; x) 
F(a+1, b+1; e+2; x) - (e+1)(e+2) F(a+1, b+1; e+2; x)" 

Man hat also 
G(a b c x) = F(a, b + 1; e + 1; x) 
", F(a,b;e;x) 

a(e - b) 
1- x 

e(e + 1) 
= (b+1)(e-a+1) F(a+1,b+2;e+3;x)· 

1 - X ~--:--c:-'-;-.;-=-'----:-.::-.:--; 
(b+1)(e+2) F(a+1,b+1;e+2;x) 

N k f .. F(a+1,b+2;e+3;x). l·hg tltt A un annman ur F(a+1,b+1;e+2;x) emen gelc esa een us-
druck finden wie für G(a, b, c, x), indem man einfach für a, b, e ein
setzt bzw. a + 1, b + 1, c + 2. 

Wiederholt man in dem F-Quotienten, der dann noch im letzten 
Nenner bleibt, dieselbe Operation, so gelangt man schließlich nach 
n-maliger Ausführung der geschilderten Schritte zu folgendem Ketten-

bruch: a(e-b) I (b+1)(e-a+1) I 
F(a,b+1;e+1;x) 11 e(e+1)x (e+1)(e+2) x 

F(a,b;e;x) =11---1-1-- 11 
(a + 1) (e - b + 1) x I (b + 2) (e - a + 2) x I 

(e + 2) (e + 3) (e + 3) (e + 4) 
11 11 

(a + n - 1) (e - b + n -1) x I 
(e + 2n - 2) (e + 2n - 1) 

11 
(b + n) (e - a + n) 

-;( e"":"""'+-'-2:-n-'--"":"""'1:-:-)-;-( e-+-:---2-'-n-:-) x 
F(a + n, b + n + 1; e + 2n + 1; x) 

F(a + n, b + n; e + 2n; x) 
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Man kann sich, die Konvergenz vorausgesetzt (vgl. dazu weiter 
unten), diesen Kettenbruch entweder ins Unendliche fortgesetzt denken 
oder, um einen Näherungswert zu erhalten, etwa den letzten F-Quo
tienten durch 1 ersetzt denken. 

GAUSS' Kettenbruch bezieht sich im allgemeinen Fall auf den Quotienten 

zweier verwandter F-Funktionen, nämlich auf F(a, b + 1; e + 1; x) . Setzt 
F(a, b; e; x) 

man aber b = 0, so wird F (a, b; c; x) = 1, und aus dem Quotienten 
wird eine F-Funktion selbst, deren zweites Element b = 1 ist und welche 
dann folgende Kettenbruchentwicklung besitzt: 

a e I 1 • (e - a + 1) r 

l XXI 
F( 1 · +1· ) =~_e(e+1_) __ (e+1)(e+2) I 

a, ,c , X 11 11 11 
(a+n-1)(e+n-1) I 

(e + 2n - 2) (e + 2n - 1) x 
11 

n(e - a + n) (F(a + n, n + 1; e + 2n + 1; x 
~~~--~~~~~x ~~~~--~~~---(e+2n-1)(e+2n) F(a+n,n;e+2n;x) 

Wir wollen dies den "speziellen Fall" von GAUSS' Kettenbruch
entwicklung nennen. 

GAUSS' Kettenbruch stellt im speziellen Falle eine besondere F-Reihe 
selbst dar. Dieser Kettenbruch enthält, wie GAUSS bemerkt, fast alle Ketten
bruchentwicklungen in sich, welche man früher studiert hatte [*J. 

Mit der Konvergenz des Kettenbruchs dagegen hat sich GAUSS nicht 
beschäftigt, das haben erst später RIEMANN bzw. REINE und TROME 
getan. Auch wir müssen dies bis auf später aufschieben, bis wir näm
lich in den funktionentheoretischen Charakter unserer Funktionen tiefer 
eingedrungen sind (vgl. weiter unten S.129ff.). 

Drittens dienen GAUSS die "relationes inter functiones contiguas" 
zur Bestimmung des Wertes der Reihe F für x = 1. 

Wir wissen, daß die hypergeometrische Reihe für I x I< 1 sicher kon
vergiert, für Ix I > 1 sicher divergiert. Es ist nun die Frage, ob und unter 
welchen Bedingungen die Reihe für I x I = 1 konvergiert und welchen 
geschlossenen Ausdruck durch niedere Funktionen sie dann besitzen 
mag. GAUSS untersucht zu diesem Zwecke die Frage nach der Kon
vergenz irgendeiner Reihe überhaupt näher. 

Bezeichnet man mit U n das n-te Glied in der hypergeometrischen Reihe 
für den Fall x = 1, so lautet der Quotient zweier aufeinanderfolgender 

Glieder U n + 1 (a + n)(b + n) n2 + (a + b) n + ab 
-U~-=(l+n)(e+n)= n2 +(e+1)n+e· 

Die rechte Seite läßt sich in eine nach fallenden Potenzen von n fortschrei
tende und für hinreichend große n auch konvergente Reihe entwickeln: 

U .. + 1 = 1 + a + b - e - 1 -+ (e - a)(e - b) - (a + b - e - 1) + .... 
u.. n n 2 
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GAUSS untersucht nun allgemein die Konvergenz solcher Reihen, bei 
denen sich der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder U n und 
Un'rl in eine nach fallenden Potenzen der Stellenzahl n fortschreitende 
Potenzreihe mit dem Anfangsgliede 1 entwickeln läßt [*J. Er findet 
durch Anwendung auf unsere Reihe, daß man die in folgender Tabelle 
zusammengestellten Fälle zu unterscheiden hat: 

x = 1; a, b, c reell und verschieden von 0, -1, - 2, ... (vgl. S. 8). 
Wenn a + b - c > 1, so werden die Koeffizienten mit wachsendem 

Index beliebig groß. 
Wenn a + b - c = 1, so konvergieren die Koeffizienten mit wachsen

dem Index gegen einen von Null verschiedenen Grenzwert. 
Wenn a + b - c < 1, so werden die Koeffizienten mit wachsendem 

Index beliebig klein. 
Ferner: Die Reihe konvergiert nur, wenn a + b - c < 0 ist. 
Nur in diesem Falle kann man also von der "Summe" der Reihe (im 

üblichen Sinne) für x = 1 sprechen. Zur Berechnung dieses Wertes 
benutzt GAUSS ([1] S. 143) folgende Relation zwischen verwandten Funk
tionen: 

c[c -1-x(2c -a- b -1)]F(a, b; c; x) + (c-a) (c - b)xF(a, b; c + 1; x) 
- c(c - 1) (1 - x) F(a, b; c - 1; x) = O. 

Man zeigt nun, daß lim(1 - x) F(a, b; c - 1; x) = 0 ist, falls nur 
<l'~1 

a + b - c < 0 (und also a + b - (c - 1) < 1) ist; dabei soll x auf der 
reellen Achse von links her gegen 1 streben. Der Beweis hierfür kann 
so geführt werden: In der Reihenentwicklung 

00 

F(a,b; c -1; x) =~u~x~ (für lxi< 1) 
~=O 

gehen die u" ---+ 0 mit ')I ---+ 00 [wegen a + b - (c - 1) < 1]. Ferner gilt 
(für Ixl<1): 

(1 -x) F(a, b; c -1; x) = Uo + (u1 -uo)x+ (U2 -U1)X2 + ... = l..ß(x). 

Wegen u" ---+ 0 konvergiert aber die Reihe 1..ß(1} = Uo + (u1 - uo) 
+ (u2 - u1) + ... gegen Null, also die Reihe, welche man erhält, in
dem man in ~ (u~ - uv - 1) XV direkt x = 1 setzt. Nun besagt aber 
weiter der bekannte Satz von ABEL [**], daß I..ß (x) im Falle der Kon
vergenz von I..ß (1) stetig in x = 1 ist, d. h. daß jetzt auch 

lim (l..ß{x)) = I..ß (1), also lim (1 - x)F(a, b; c - 1; x) = 0 
<l'~l <l'~1 

wie behauptet. Der in der Benutzung des ABELschen Satzes enthaltene 
Beweisgedanke ist bei GAUSS jedenfalls nicht ausgesprochen. Also: 

Das letzte Glied der linken Seil ~ der obigen Relation geht für x ---+ 1 
gegen Null (trotzdem die Reihe für F(a, b; c - 1; x) tür x = 1 nicht zu 

Beginn der vierten Vorlesung. 
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konvergieren braucht), weil die Koeffizienten in der Reihe für F(a, b; c-1; x) 
mit wachsendem Index gegen Null konvergieren. 

Da die Reihe für F(a, b; c; x) bzw. für F(a, b; c + 1; x) auch noch 
für x = 1 konvergiert (wegen a + b - c < 0), so ist zufolge des ABEL
sehen Satzes ihre Summe für x = 1 gleich limF (a, b; c; x) = F (a, b; c; 1) 

"' ..... 1 

bzw. gleich lim F(a, b; c + 1; x) = F(a, b; c + 1; 1). So bekommt man 
"' ..... 1 

c (c - a - b) F (a, b; c; 1) = (c - a)(c - b) F (a, b; c + 1; 1), d. h. 

( ..) _ (e - a) (e - b) . .. 
Fa,b,c,1 - c(c_a_b)F(a,b,c+1,1), 

ferner 
F( b · . )_(c-a+1)(c-b+1)F(· ., 

a, ,c+1,1 -(e+1)(c-a-b+1) a,b,c+2,.), 

F( b· k .) (c-a+k-1)(c-b+k-1)F( b· k·) 
a, ,c+ -1,1 =(c+k-1)(c-a-b+k-1) a, ,c+ ,1, 

und hieraus durch sukzessive Einsetzung: 

F( b · . ) = (c-a)(c-a+1) ... (c-a+k-1).(c-b)(c-b+1) ... (c-b+k-1)F( b· k·) 
a, ,c, 1 ( ) ( k ) ( b b) b k ) a, ,c+ ,1. c c+1 ... c+ -1 . c-a- )(c-a- +1 .. . (c-a- + -1 

Nun gehe man zur Grenze für k -+ 00 über; man kann wegen 

a(a + 1) ... (a + 'V - 1) b(b + 1) ... (b + 'V - 1) 
uV=~-'V~!~(c~+-k~)~(c-+~k~+-1~)-.~.-.~(c-+~k-+~'V--~1~)~ 

schließen [*], daß 
limF(a, b; c + k; 1) = 1 

k ..... oo 

ist, und man hat also 

F( b· ·1) = r (c-a)(c-a+1) ... (c-a+k-1)· (e-b)(c-b+1) ... (c-b+k-1) 
a, , c, k~~ c(c+1) ... (c+k-1). (c-a-b)(c-a-b+1) ... (e-a-b+k-1) . 

Damit haben wir F (a, b; c; 1) durch ein unendliches Produkt aus
gedrückt. 

Wir können übrigens für dieses Produkt noch einen besonderen ge
schlossenen Ausdruck gewinnen mit Hilfe des "EuLERschen Integrals 
zweiter Gattung", der LEGENDREschen Funktion r(z), welche in GAUSS' 
Bezeichnungsweise mit II(z - 1) identisch ist, und welche für positive 
ganze Zahlen z mit der Fakultät: 1 ·2·3· .... (z - 1) = (z - 1)! über
einstimmt. Durch dieselbe drückt sich F aus wie folgt: 

F(a b· c· 1) = r(c).r(c-a-b) =II(c-1).II(c-a-b-1) 
, " r(c-a)·r(c-b) II(c-a-1)·II(c-b-1)· 

Wir können das erst später ausführlicher erläutern (vgl. S.74ff.). 
Also: 

Das unendliche Produkt, welches wir für F (a, b; c; 1) gefunden haben, 
läßt sich mit Hilfe des Zeichens r(z) oder II(z), dessen Bedeutung wir 
erst später besprechen werden, in der angegebenen Form schreiben. 



§~. Verhalten der Reihe auf dem Konvergenzkreis. 

§ 2. Verhalten der Reihe auf dem Konvergenzkreis. 

Wir wollen jetzt zu den GAussschen Konvergenzkriterien eInIge 
weitere Bemerkungen vom Standpunkte der modernen Funktionen
theorie aus hinzufügen. 

Wir wissen, daß eine Potenzreihe (wenn überhaupt) immer im Innern 
eines gewissen "Konvergenzkreises" , hier des Einheitskreises, konver
giert, außerhalb desselben divergiert; man wird dann fragen, wie es 
mit der K;onvergenz steht, wenn x irgendwo auf dem Konvergenzkreise 
selbst liegt. 

Das ist der erste Mangel der GAussschen Entwicklung, daß wir nicht 
erfahren, wie sich die Reihe überhaupt auf dem Konvergenzkreise ver
hält, sondern nur, wie sie sich an der Stelle x = 1 verhält. 

Der zweite Mangel ist der, daß die Konvergenz nur für reelle a, b, c 
untersucht wird; unter welchen Bedingungen konvergiert die Reihe auf 
dem Konvergenzkreise, wenn die a, b, c komplexe Werte haben? Ich 
wiederhole hierzu vorab die schon auf S. 8 gemachte Bemerkung: 

Bei der ganzen Konvergenzbetrachtung werden wir die Fälle, daß a, 
b oder c ganze negative Zahlen oder Null sind, von vorneherein von der Be
trachtung ausschließen dürfen. 

Die Frage nach der Konvergenz bei komplexen a, b, c, x hat nun 
WEIERSTRASS beantwortet. [Über die Theorie der analytischen Fakultäten. 
Crelles J. Bd.51 (1856).] (= WEIERSTRASS [1], Bd.1 S.153ff.) 

Wir geben ohne Beweis [*] die folgenden Tatsachen an [**]: 
Es bezeichne 

ffi(a + b - c) 

den reellen Teil der komplexen Zahl a + b - c. Dann kann man die 
WEIERSTRASsschen Resultate in einer ganz entsprechenden Tabelle an
ordnen wie die GAussschen: 

Ixl=1; a, b, c beliebig, aber verschieden von 0, -1, -2, ... 

ffi(a + b - c) > 1: die Koeffizienten werden mit wachsendem n ab
solut genommen beliebig groß. 

ffi (a + b - c) = 1: die Koeffizienten bleiben absolut genommen 
oberhalb einer von Null verschiedenen Schranke. 

ffi (a + b - c) < 1 : die Koeffizienten werden mit wachsendem Index 
beliebig klein. 

Ferner: Für 1> ffi(a + b - c) > ° herrscht Konvergenz auf dem 
ganzen Einheitskreise mit Ausnahme von x = 1; für ffi (a + b - c) < ° 
herrscht (absolute) Konvergenz auf dem ganzen Konvergenzkreise ein
schließlich des Punktes x = 1. Schließlich ergibt sich aus dem oben 
angegebenen Verhalten der Koeffizienten, daß für ffi(a + b - c) ~ 1 
Divergenz auf dem ganzen Einheitskreis herrschen muß. 
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Man erkennt, wie sich hier die GAussschen Angaben einordnen. Diese 
selben Resultate sind auch von SCHEIBNER [1] in seiner Schrift: 
"über unendliche Reihen und deren Konvergenz" (1860) ausführlich 
abgeleitet. 

übrigens kann man (wenigstens teilweise) die Frage nach dem Ver
halten unserer Reihe auf dem Konvergenzkreis auch mit Hilfe von mehr 
funktionentheoretischen Betrachtungen zu beantworten suchen, inso
fern man nämlich einerseits weniger genau auf das Bildungsgesetz für 
die Koeffizienten der hypergeometrischen Reihe eingeht, dafür aber 
andererseits auf das Verhalttin der durch unsere Reihe definierten 
Funktio.n F (x) auf dem Einheitskreise Rücksicht nimmt. 

Also: Das gefundene Ergebnis betrel/end das Verhalten der Reihe auf 
dem Konvergenzkreis kann (wenigstens teilweise) auch mit Hilfe allgemeiner 
funktionentheoretischer Sätze abgeleitet werden, sofern nur das Verhalten 
der durch die Reihe definierten Funktion auf dem Konvergenzkreise als 
bekannt vorausgesetzt wird. 

Zur beispielsweisen Erläuterung dieser allgemeinen Bemerkung 
wollen wir eine von RIEMANN in seiner Arbeit (vgl. RIEMANN [1], S. 82; 
auch S.87) gemachte Andeutung etwas näher ausführen: 

Wir denken uns nämlich in unserer Potenzreihe 
00 00 

~uvxv = ~(A,. + iB,,) x'· 
,,=0 ,,=0 

(wobei A", B" reelle Zahlen bedeuten) lxi = 1, also x = cosgJ + i singJ 
gesetzt. • 

Unsere Reihe liefert dann, in reellen und imaginären Teil (ohne Rück
sicht auf ihre Konvergenz) zerlegt: 

[Ao + ,.~ (A,. cos'PgJ - B,. sin'PgJ)] + i [Bo + ,.~ (Al' sin 'PgJ + B,. cos'PgJ)], 

Und unsere Potenzreihe konvergiert im Punkte x* = cosgJ* + i sin gJ* 
des Einheitskreises dann und nur dann, wenn für gJ = gJ* die in den 
eckigen Klammern stehenden "trigonometrischen" Reihen konvergieren. 

Man kann nun zeigen - und dies ist für unsere Zwecke ausreichend: 
Für die Konvergenz der genannten trigonometrischen Reihen (wenig
stens in den Stetigkeitspunkten von F auf dem Kreise) ist hinreichend, 
daß F auf lxi = 1 mit Ausnahme von höchstens endlich vielen Stellen 
regulär ist und daß für die Umgebung einer jeden der singulären Stellen 
x = Xo gilt: F(x) = 0 ((x - xo)O) mit -1 < (1, d. h. daß Ix - xol- o • F 
dort beschränkt ist. Ist nämlich F derart beschaffen, so ergibt sich 
insbesondere, daß der reelle und der imaginäre Teil der Werte von 
F auf dem Einheitskreis je durch seine Fourierreihe darstellbar ist und 
daß diese Fourierreihen mit den obigen trigonometrischen Reihen iden
tis<;h sind. Daraus ergibt sich die Behauptung. [*], [**]. 
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Zur Anwendung der oben formulierten Konvergenzbedingung müssen 
wir also die singulären Stellen der Funktion F auf dem Einheitskreise 
kennen. Allgemein zu reden, lassen sich diese mittels der ursprünglich 
im Einheitskreis gegebenen Potenzreihenentwicklung durch analytische 
Fortsetzung ermitteln. Im Falle der hypergeometrischen Funktion 
kommen wir indes durch Heranziehung der Differentialgleichung viel 
einfacher zum Ziel, wie später ausführlich dargelegt wird (vgl. z. B. 
S.33ff.). Für uns kommen hier folgende Ergebnisse in Betracht, die 
wir vorderhand natürlich nur berichtweise anführen können: 

Die Funktion F (a, b; c; x) verhält sich mit Ausnahme des Punktes 
x = 00 und des Punktes x = 1 in allen Punkten x = Xo der Ebene, und 
also auch in allen Punkten auf dem Rande des Konvergenzkreises mit A us
nahme des Punktes x = 1 regulär analytisch, d. h. sie läßt sich in der 
Umgebung einer solchen Stelle Xo in eine nach ganzen positiven Potenzen 
'von x - Xo fortschreitende konvergente Reihe entwickeln [*J. 

Um das Konvergenzkriterium (welches sich der Fourierentwicklung 
auf dem Einheitskreise bedient, vgl. oben) anwenden zu können, müssen 
wir aber noch Genaueres über den Charakter der singulären Stelle wissen. 
Auch hierüber gebe ich hier ohne Beweis das Nötige an, um es erst 
später (vgl. § 6ff.) zu beweisen. 

In der Umgebung der Stelle x = 1 hat unsere Funktion die folgende 

Gestalt: F(x) = 1$1 (x - 1) + (x - 1)c-a-bI,ß2(x - 1). 

Hier bedeuten 1$1 und 1$2 im allgemeinen gewöhnliche Potenzreihen, 
welche nach ganzen positiven Potenzen von (x - 1) fortschreiten; und nur 
wenn c - a - b eine ganze Zahl ist, treten in einer der beiden Reihen 
auch solche Glieder auf, welche mit log (x - 1) multipliziert sind, und 
zwar in 1$1' wenn c - a - b:::;;: 0 ist, hingegen in 1$2' wenn c - a - b:> 0 
ist. (Man beachte, daß c weder Null noch eine negative ganze Zahl 
sein soll.) 

In besonderen Fällen können auch bei ganzzahligem Werte von 
c - a - b die logarithmischen Glieder 'in 1$1 (x -1) bzw. 1,ß2(X -1) 
fehlen; die Bedingung hierfür lautet: 

Wenn c - a - b = +n > 0 ist (n natürliche Zahl) und wenn trotz
dem keine logarithmischen Glieder auftreten sollen, so muß sein (vgl. S. 39) : 

a(a + 1) ... (a + n - 1) . b(b + 1) ... (b + n - 1) = O. 

Wenn c - a - b = - n < 0 ist, so muß beim Wegfall der logarith
mischen Glieder se1:n: 

(a - 1) (a - 2) ... (a - n) . (b - 1) (b - 2) ... (b - n) = O. 

D. h. die logarithmischen Glieder in 1,ß2(X - 1) bzw. 1$1 (x - 1) 
können nur dann wegfallen, wenn eine der Zahlen a, b entweder eine nicht-

Beginn der fünften Vorlesung. 
Klein, Hypergeometrische Funktion. 2 
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positive oder eine positive ganze Zahl ist. Im ersten der beiden Fälle 
bricht aber die Reihe mit einer endlichen Gliederzahl ab, so daß wir 
den Fall, daß c - a - b = + n ist und daß die logarithmischen Glieder 
wegfallen, nicht mehr weiter zu berücksichtigen brauchen. Denn wir 
hatten diesen Fall ausdrücklich von der Konvergenzuntersuchung aus
geschlossen. 

Wenn c - a - b = 0 ist, so müssen notwendig logarithmische Glieder 
auftreten; man kann dieselben dann beliebig zu ~1 oder ~2 rechnen, 
da in dem Ausdruck: 

F(x) = ~l(X - 1) + ~2(X - 1), 

in den sich der oben angegebene allgemeine Ausdruck für F (x) im Falle 
c - a - b = 0 verwandelt, der Unterschied zwischen ~1 und ~2 offen
bar verwischt ist. 

Was folgt nun aus den gemachten Angaben für das Verhalten unserer 
hypergeometrischen Funktion in der Umgebung von x = 1? 

Um nicht zu schwierige Fallunterscheidungen machen zu müssen, 
sei im folgenden wieder vorausgesetzt, daß die Zahlen a, b, c reell seien. 
Man sieht nun leicht: 

Wenn c - a - b < 0 ist, so wird (x - 1)"-a-b~2(x - 1) an der 
Stelle x = 1 unendlich; außerdem ist es für nicht ganzzahlige Werte 
von c - a - b daselbst verzweigt wie (x - 1)c-a-b, während für ganz
zahlige Werte von c - a - b im allgemeinen Falle ~1 (x - 1) wie 
log (x - 1) verzweigt ist; nur in dem S. 17 erwähnten Ausnahmefall 
ist x = 1 eine unverzweigte Unendlichkeitsstelle von F (x). 

Wenn c - a - b = 0 ist, so wird ~1 oder ~2 bei x = 1 logarithmisch 
unendlich und ist dementsprechend ebendaselbst verzweigt. 

Wenn c - a - b> 0 ist, so ist die Funktion bei x = 1 immer ver
zweigt, bei nicht ganzzahligem c - a - b wie (x - 1)c-a-b, bei ganz
zahligem wie (x - 1)c-a-b . log (x - 1), abgesehen von dem vorhin 
erwähnten Ausnahmefalle, in welchem die Reihe mit einer endlichen 
Gliederzahl abbricht und den wir deshalb von vornherein beiseite ge
lassen haben. Dabei ist die Funktion (oder genauer: irgendeiner von 
ihren Zweigen) in der Umgebung von x = 1 immer beschränkt, denn 
auch im Falle des Auftretens von logarithmischen Gliedern wird deren 
Unendlichwerden immer durch das Verschwinden von (x - 1)"-a-1> 
kompensiert. 

Wir stellen das Resultat also folgendermaßen zusammen: 

a, b, c reell. 

1. c - a - b < 0: Funktion bei x = 1 unendlich und verzweigt wie 
(x - 1)c-a-b bzw. wie log (x - 1). (Unverzweigt im Ausnahmefall.) 

2. c - a - b> 0: Funktion bei x = 1 endlich und verzweigt (Un
verzweigt: die endlichen Reihen.) 
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Es gilt nun in der Funktionentheorie der allgemeine Satz über die 
Entwicklung einer an der Stelle x = Xo regulären Funktion in eine Po
tenzreihe, daß nämlich die Entwicklung nach steigenden Potenzen in 
der Umgebung des Punktes Xo immer innerhalb eines Kreises konver
giert, welcher seinen Mittelpunkt in dem betreffenden Punkte Xo hat 
und durch den nächsten singulären Punkt der Funktion geht. 

Wenden wir diesen Satz an, so folgt aus 1. und 2. für unsere Reihe 
a· priori: 

Weil x = 1 ein singulärer Punkt ist, und zwar der nächste an x = 0 
gelegene singuläre Punkt (denn nur x = 1 und x = 00 kommen als sin
guläre Punkte in Frage. vgl. S. 17), so muß der Konvergenzkreis unserer 
Reihe der um x = 0 gelegte Einheitskreis sein. Ausgenommen ist dabei, 
wie stets, der Fall, daß a oder b oder c gleich Null oder gleich einer 
negativen ganzen Zahl ist. 

Nachdem wir so das Verhalten der (durch die hypergeometrische 
Reihe definierten, analytischen) Funktion F (a, b; c; x), insbesondere 
längs des Einheitskreises, überblicken, können wir erkennen, wann der 
reelle und imaginäre Teil von F längs des Einheitskreises durch (kon
vergente) Fourierreihen darstellbar sind (vgl. weiter unten) und schließen 
daraus (gemäß S. 16) auf die Konvergenz (bzw. Divergenz) der hyper
geometrischen Reihe für die verschiedenen Punkte der Peripherie des 
Einheitskreises. 

Wann kann nun eine reelle Funktion der reellen Veränderlichen rp 
durch ihre Fourierreihe dargestellt werden? Diese Frage hat DIRICHLET 
in seiner berühmten Abhandlung in Crelles J. Bd. 4 (1829) (= DIRICH
LET [1], S.117ff.) zuerst eingehend untersucht. [Vgl. auch die Ab
handlung über die nach Kugelfunktionen fortschreitenden Reihen in 
Crelles J. Bd. 17 (1837) (= DIRICHLET [1], S. 283 ff., insbesondere S. 305).] 
Für unsere Zwecke genügt hier die folgende hinreichende Bedingung, 
die wir ohne Beweis angeben: 

Es sei t (rp) eine reelle, tür 0 <: rp < 2 n eindeutige Funktion, welche 
(im RIEMANNschen Sinne) integrierbar ist. (Für jeden anderen Wert 
von rp möge t(rp) vermöge der Festsetzung t (rp) = t(rp + 2nn), n = ± 1, 
±2, ... erklärt werden.) Ferner sei t(rp) differenzierbar (abgesehen von 
höchstens endlich vielen Ausnahmestellen). Dann wird f (q;) - von höch
stens den Ausnahmestellen abgesehen - durch seine Fourierreihe dar
gestellt [*]. 

Da F (a, b; c; x) für I x I = 1 nur in x = 1 aufhört, differenzierbar zu 
sein, so gilt Entsprechendes für den reellen und imaginären Teil (als 
Funktion von rp), und wir haben, dem verschiedenen Verhalten in x =1 
entsprechend: 

Im Falle 2, in welchem c - a - b> 0 ist und die Funktion bei x = 1 
endlich bleibt, konvergiert die FouRIERsche Reihe überall, und zwar gegen 
den Wert der Funktion im betreffenden Punkt. 

2* 
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Die Konvergenz für die Ausnahmestelle x = 1 muß allerdings noch 
näher begründet werden. Sie ergibt sich z. B. aus dem Kriterium von 
LIPSCHITZ [*]. 

Im Falle 1, in welchem c - a - b < 0 ist, wird die Funktion bei 
x = 1 unendlich. Man hat dann zu unterscheiden, ob sie trotzdem noch 
integrierbar bleibt oder nicht, also: 

A. c - a - b > -1: Die Funktion ist integrierbar, ihre FOURIER
sehe Reihe konvergiert und stellt die Funktion dar, jetzt natürlich mit 
Ausnahme der Stelle x = 1. 

B. c - a - b :=;; -1: Die Funktion ist nicht integrierbar, die 
FouRIER-Reihe wird also überhaupt sinnlos. Zusammengefaßt: 

Bei unserer Funktion liegt ein "integrierbares Unendlich" vor, sobald 
c - a - b> - 1 ist; sobald aber c - a - b < - 1 ist, liegt ein "nicht 
integrierbares Unendlich" vor, und die FouRIERsche Reihe ist unbrauchbar. 

Auf solche Weise bestätigt die Lehre von der FouRIERschen Reihe 
genau das, was wir über die Konvergenz der Reihe F auf dem Konvergenz
kreise mit GAUSS durch direkte Untersuchung des Koettizientengesetzes ge
funden hatten (vgl. S. 13). Analog hätten sich für komplexe a, b, c die 
WEIERSTRAssschen Konvergenzregeln (vgl. S. 15) ergeben. 

§ 3. Verschiedene Verallgemeinerungen. 
Damit schließen wir unsere Betrachtungen über die Konvergenz der 

Reihe und wollen nun zum Schlusse, bevor wir diesen Abschnitt ver
lassen und zum Studium der Differentialgleichung übergehen, einige 
Verallgemeinerungen der GAussschen Reihe besprechen. 

Solcher Verallgemeinerungen gibt es, soviel ich sehe, in der Literatur 
drei, welche wir kurz angeben wollen. Bezeichnen wir die bisher be
sprochene Reihe F (a, b; c; x) als die "gewöhnliche hypergeometrische 
Reihe" oder die "GAusssche Reihe", so nennen wir als 

erste V erallgemeinentng: die höheren hypergeometrischen Reihen einer 
Veränderlichen, welche THOMAE [1] (1870) aufgestellt hat. 

Diese Reihen haben folgende Gestalt: 

F = 1 + _a, a2 ••• an X + a, (a, + 1) a2 (a2 + 1) ... an (an + 1) x 2 + 
1 . C, • C2 ••• C .. _ 1 1 . 2 . c,( c, + 1) . C2 (c2 + 1) ... 

und gehen für n = 2 in gewöhnliche hypergeometrische Reihen über. 
Dabei bedeuten die ay und Cv komplexe Zahlen; keines der c,. soll Null 
oder eine negative ganze Zahl sein. 

Die so definierten allgemeineren Reihen besitzen, wie THOMAE nach
gewiesen hat, folgende, den Sätzen über die GAusssche Reihe genau ent
sprechenden Eigenschaften: 

1. Der Konvergenzkreis ist der Einheitskreis. 
2. Sie genügen einer linearen Ditterentialgleichung n-ter Ordnung. 
3. Man kann die Reihe F in einfacher Weise als ein (n - 1)-faches 

bestimmtes Integral darstellen. 
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4. Zwischen je n + 1 "verwandten Reihen" besteht eine lineare Re
lation mit rationalen Koettizienten [*]. 

Als zweite Verallgemeinerung der GAussschen Reihe bieten sich die 
HEINEschen Reihen dar, welche HEl NE in Bd. 32 und 34 des Crelleschen 
Journals (1846 und 1847) gebildet und untersucht hat und über welche 
er einen zusammenfassenden Bericht in seinem "Handbuch der Kugel
funktionen" (= HEINE [1], Bd. 1, S.97ff.) erstattet [**]. 

Diese Reihen sind Funktionen von 5 Argumenten, nämlich 

m (a b' C' q' z) = 1 + (1 - q") • (1 - qb) "z 
T , , , , (1 _ q) . (1 _ qC) 'J. 

(1 - q"){1 - q"+l). (1 - qb){1 - qb+ 1 ) 2: 
+ (1-q){1_ q2)'(1_qC)(1_qc+l) q + .... 

Dabei bedeuten wieder a, b, c, q komplexe Zahlen, die so beschaffen 
sind, daß keiner der Nenner in den Koeffizienten Null ist. Die Frage 
nach der Konvergenz der Reihen bleibt hier unerörtert. 

Auch diese Reihen schließen die GAusssche Reihe als einen Grenz
fall ein. Man hat, um die GAusssche Reihe zu erhalten, nur zu setzen: 

1 
Z = log x 

e 

und das Verhalten der einzelnen Reihenglieder für e -+ 0 zu betrachten. 
Es ist nun 

qa+v = (1 + e)a+,. = 1 + (a + '/I) e + ... , 1 - qa+" = - (a + '/I) e + ... ; 
ebenso 1 - rf+" = -(b + '/I)e - •.. , usw. 

Ferner wird rf = (1 + el~-olOgX) = [(1 + e)+}Ogx. 
Man erhält daher für e -+ 0 z. B. 1 bzw. x an Stelle von qa+" bzw. von (. 

Setzt man dies alles ein, so geht das allgemeine Glied der Reihe 
über in a{a + 1) ... (a + v)· b{b + 1) ... (b + v) ,,+1 

~~~~~~~~~~~~~·x 
1·2 ... {v+1)·C(C+1) ... (c+v) , 

die Reihe selbst also in 

1 + ~x + a(a + 1), b(b + 1) x2 + ... 
1'c 1·2·C(C+1) , 

d. h. in die GAusssche Reihe. Also: 
Die GAusssche Reihe (rein formal betrachtet) erscheint als Grenzfall 

der HEINEschen Reihe. 
Im übrigen mögen in betreff des Verhältnisses der HEINEschen zur 

GAussschen Reihe noch folgende Andeutungen hier Platz finden: Wir 

Beginn der sechsten Vorlesung. 
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werden später noch mannigfache Beziehungen der hypergeometrischen 
Reihe zu den trigonometrischen Funktionen kennenlernen ; ganz ent
sprechende Beziehungen besitzt nun die HEINEsche Reihe zu den ellip
tischen Funktionen [*J. Wir dürfen also sagen: 

HEINE erreicht durch seine Verallgemeinerung, daß die Beziehungen, 
welche die GAusssche Reihe zu den trigonometrischen Funktionen hat, in 
entsprechender Weise als Beziehungen zur Theorie der elliptischen F unk
tionen sich einstellen. 

Ferner, wenn wir nach dem Analogon der hypergeometrischen Diffe
rentialgleichung fragen: 

Die HEINEsche Reihe genügt in bezug auf z nicht mehr einer Dilferential
gleichung, sondern einer Dilferenzengleichung, von der dann eben die hyper
geometrische Dilferentialgleichung selbst wieder ein Grenzfall ist [**J. 

Die dritte Verallgemeinerung der GAussschen Reihe sind die hyper
geometrischen Reihen mit zwei Veränderlichen x, y, welche zuerst ApPELL [2J 
in den Pariser Comptes rendus (1880) angegeben hat, worauf PICARD [1J 
eine größere Abhandlung in den Annales de l'Ecole Normale (1881) 
folgen ließ. In dieser Arbeit zeigt PICARD, daß die AppELLsehen ver
allgemeinerten hypergeometrischen Reihen sich, wie die GAusssche, 
durch ein bestimmtes Integral in einfacher Weise ausdrücken, folgender
maßen: 

Während die GAusssche Reihe, abgesehen von einer gewissen Kon
stanten, dem Integrale 

1 

Iub - 1 (1 - U)C-b-l(1 - xu)-adu 
o 

gleich ist (vgl. S. 5). sind die ApPELLsehen Reihen im wesentlichen 
durch ein Integral von folgender allgemeiner Gestalt gegeben (das 
Integral soll natürlich einen Sinn haben): 

1 f U"'(1 - u)ß(1 - xu)r(1 - yu)ddu. 
o 

Wenn man hierin den Integranden nach steigenden Potenzen von 
x und y entwickelt und dann gliedweise integriert, gelangt man zu den 
AppELLsehen Reihen, multipliziert mit einer von x und y unabhängigen 
Größe. 

Der hypergeometrischen Differentialgleichung entspricht hier ein 
System linearer partieller Differentialgleichungen nach den unabhängigen 
Veränderlichen x, y. PICARD [1J hat diese Funktion in ähnlicher Weise 
durch Funktionaleigenschaften definiert, wie dies RIEMANN für die ge
wöhnliche P-Funktion getan hat. Andererseits hat HORN [2J unsere 
Funktionen von dem System linearer partieller Differentialgleichungen 
aus studiert, dem sie genügen. 
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Als bestimmte Integrale, wenn auch noch nicht als Reihen, hat die 
vorliegenden Funktionen übrigens POCHHAMMER [1J schon 1870 in mo
dern-funktionentheoretischem Sinne untersucht und bereits (bei n Ver
änderlichen x, y, z, ... ) "Hypergeometrische Funktionen n-ter Ordnung" 
genannt, nur hat er nicht gerade die Reihen in den Vordergrund gestellt, 
auch eigentlich nur x als Veränderliche angesehen. 

Über all diese Fragen hat auch GOURSAT (insbesondere [1J) ge
arbeitet [*J, [**J. 

Ferner hat THOMAE [2J den RIEMANNschen Ansatz dahin verall-

gemeinert, daß er eine Funktion W ( ~'ßß; ')', n) einführt, welche durch 
IX J , Y 

Unstetigkeits- und Grenzbedingungen definiert ist und welche, wie 
THOMAE zeigt, in bezug auf n einer linearen homogenen Differenzen
gleichung zweiter Ordnung genügt. Wegen der Einzelheiten, insbesondere 
auch der Beziehungen zu sonstigen Untersuchungen sei auf die Original
abhandlung verwiesen [***J. 

So viel zur Orientierung über die bekannten Verallgemeinerungen 
der GAussschen Reihe. Damit schließen wir überhaupt den Bericht 
über die hypergeometrische Reihe und besprechen nun 

Zweiter Abschnitt. 

Die hypergeometrische Differentialgleichung. 

§ 4. Allgemeines über die Integration von Differentialgleichungen. 
Die RIEMANNsche Bezeichnung der P-Funktion. 

Wie wir gesehen haben (S. 2), tritt die hypergeometrische Differen
tialgleichung bereits bei EULER sowie bei GAUSS auf, dagegen zum Mittel
punkt der Betrachtung macht sie zuerst KUMMER [1J in Bd.15 des 
CRELLEschen Journals (1836). 

Diese KUMMERsche Arbeit bildet die Grundlage der von der Differen
tialgleichung ausgehenden Behandlung der hypergeometrischen Funktion. 

Obwohl damals KUMMER noch nicht prinzipiell den komplexen Ver
änderlichen seine Aufmerksamkeit widmet, so wollen wir doch in unserem 
Berichte uns von vornherein auf den Standpunkt der neueren Funk
tionentheorie stellen und werden daher gleich auch einiges bringen, was 
erst durch RIEMANN ([1]) gefunden worden ist. 

Ferner wollen wir uns von vornherein mit der allgemeinen hyper
geometrischen Differentialgleichung beschäftigen, die wir bereits auf 
S. 4 kennengelernt haben, nämlich 

11 + (1 - ()(. ~ ()(.' + 1 - ')' - ')") , + (-()(.()(.' + ~ + ßß') _Y_- = 0 
Y x x-i Y x x-i X(X-1) ' 

worin y', y" in bekannter Weise die erste und zweite Ableitung von y 
nach x bedeuten. 
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In der Behandlung unserer Differentialgleichung (und der Differen
tialgleichungen überhaupt) kann man zweierlei wesentlich entgegengesetzte 
Betrachtungsweisen unterscheiden, nämlich einen elementaren, anti
quierten Standpunkt, der aber in älteren Lehrbüchern der Differential
rechnung noch vielfach eingenommen wird, und den modernen funktionen
theoretischen Standpunkt. 

Der elementare Standpunkt läßt sich etwa folgendermaßen charak
terisieren : 

1. Man zweifelt nicht daran, daß es Funktionen gibt, welche der 
Differentialgleichung Genüge leisten. 

2. Hat man zwei partikuläre Lösungen Yl' Y2 gefunden, so sagt man, 
daß die allgemeine Lösung die Gestalt Y = ClYl + C2Y2 haben muß 
(Cl' c2 Konstanten), weil jeder solche Ausdruck die Differentialgleichung 
ebenfalls befriedigt und überdies zwei willkürliche Konstanten enthält. 

3. Man sucht Yl und Ys durch "elementare Funktionen" auszudrücken; 
gelingt dies nicht, so sagt man, die Differentialgleichung sei nicht in
tegrierbar und beschäftigt sich nicht mehr mit ihr. Der Begriff der 
"elementaren Funktion" muß natürlich genau definiert werden, worauf 
wir hier aber nicht einzugehen brauchen (man vgl. S. 1). Bemerkt sei 
nur noch, daß man, als Hilfsmittel zur Auflösung der Differential
gleichung, neben den elementaren Funktionen auch "Quadraturen" zu
lassen kann. 

Auf diesem Standpunkte ist die Auflösung unserer (und überhaupt 
irgendeiner) Differentialgleichung lediglich Sache der Routine und der 
Übung in der Anwendung gewisser Kunstgriffe [*]. 

Ganz anders ist die Betrachtungsweise der modernen Theorie. Man 
verlangt da folgendes: 

1. Beweis für die "Existenz" von Funktionen CtYt + C2Y2' welche 
unserer Differentialgleichung genügen. 

2. Erforschung der Eigenschaften dieser Funktionen. Man sieht eben 
jede Differentialgleichung als Definition einer bestimmten (evtl. neuen) 
Gattung transzendenter Funktionen an. 

Bei der von dieser Definition ausgehenden Untersuchung der Eigen
schaften der Funktionen muß sich als Nebenresultat ergeben, wann sich 
unsere Funktionen auf schon früher bekannte Funktionen, insbesondere 
auf elementare Funktionen, reduzieren. 

Das Hauptinteresse ruht aber hier nicht auf den Spezialfällen der 
niederen Funktionen, sondern gerade auf dem allgemeinen Fall, den 
neuen Funktionen [**]. 

Unter "Funktionentheorie" verstehen wir im folgenden fast aus
schließlich die Theorie der analytischen Funktionen (komplexer Ver
änderlicher). Solche Funktionen sind bekanntlich dadurch charakteri
siert, daß sie in der Umgebung jeder Stelle im Innem des Definitions
bereiches durch Potenzreihen darstellbar sind; sie besitzen also ins-
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besondere Differentialquotienten jeder Ordnung (und sind stetig). Um
gekehrt ist jede im Komplexen differenzierbare Funktion auch analytisch. 

Läßt man die Forderung der Entwickelbarkeit in Potenzreihen fallen, 
so gelangt man zu viel allgemeineren Funktionen, welche z. B. nicht 
mehr stetig zu sein brauchen, welche keine Differentialquotienten zu be
sitzen brauchen und welche daher der Untersuchung vielfach größere 
Schwierigkeiten bieten. Z. B. gehört hierher die Theorie der allgemeinen, 
durch eine FouRIERsche Reihe darstellbaren reellen Funktionen (einer 
reellen Veränderlichen). In dieser Richtung ist besonders das Buch von 
DINI [1] bemerkenswert [*]. 

Wir sprechen also folgenden Satz aus: 
An sich besteht gar keine Notwendigkeit, funktionentheoretische Unter

suchungen in der Weise zu führen, daß man nur analytische Funktionen 
zuläßt, vielmehr treten gewisse Feinheiten und Schwierigkeiten erst hervor, 
wenn man sich auch mit "nichtanalytischen" (d. h. mit nicht notwendig 
analytischen) Funktionen (reeller Veränderlicher) beschäftigt, insofern 
dann der Funktionsbegriff allgemeiner ist. In diese Theorie (der nicht
analytischen Funktionen) gehören dann beispielsweise DIRICHLETs Unter
suchungen über die FouRIERsche Reihe, bei welcher die darzustellenden 
Funktionen nicht notwendig analytisch zu sein brauchen. 

In dieser Vorlesung will ich mich, wie gesagt, durchweg auf analy
tische Funktionen komplexer Veränderlicher beschränken. Wir werden 
daher die Aufgabe, betreffend Behandlung unserer (hypergeometrischen) 
Differentialgleichung, spezieller so stellen: 

1. Wir verlangen einen Beweis für die Existenz analytischer Funk
tionen C1Yl + C2Y2 der komplexen Veränderlichen x, welche der Differential
gleichung genügen; ferner den Nachweis, daß dies alle Lösungen sind [**]. 

2. Dann werden wir die Eigenschaften dieser Funktionen in der kom
plexen Zahlenebene als Definitionsbereich studierel1. 

In dieser Form ist das Problem zuerst von CAUCHY gestellt, dem sich 
dann in Deutschland außer RIEMANN namentlich WEIERSTRASS an
geschlossen hat [***]. 

Wir werden also in der nächsten Vorlesung die Differentialgleichung 
an die Spitze stellen und fragen, ob man ihr durch konvergente Potenz
reihen genügen kann und ob die so entstehenden allgemeinen Integrale 
in der Gestalt Y = c1Yt + C2Y2 sich aufbauen. 

Die hypergeometrische Differentialgleichung in ihrer allgemeineren 
Form lautet, wie wir früher sahen: 

"+(~lX-lX' + 1-r-r') ,+(-lXlX' +~+ßß')_Y_=o. Y x x - 1 Y x x - 1 x(x - 1) 

Beginn der siebenten Vorlesung. 
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Wir unterscheiden nun die Punkte ("Stellen") der komplexen x-Ebene 
mit Bezug auf unsere Differentialgleichung in gewöhnliche und singuläre 
Punkte (Stellen). Singulär nennen wir diejenigen Punkte, in welchen 
einer der Koeffizienten singulär ist; alle übrigen Stellen mögen "gewöhn
liche" ("reguläre" oder "nichtsinguläre") heißen. Singuläre Stellen der 
hypergeometrischen Differentialgleichung sind also die Punkte x = 0 
und x = 1; außerdem aber auch der Punkt x = 00. Dieser letztere tritt 
zwar in unserer Differentialgleichung nicht in derselben unmittelbar 
sichtbaren Weise als singulär hervor wie die Punkte x = 0 und x = 1; 
die Gleichung ist aber auch nicht invariant geschrieben, es ist vielmehr 
in der Schreibweise der unendlich ferne Punkt bevorzugt. Um die wahre 
Natur desselben zu erkennen, muß man ihn erst durch irgendeine ge
eignete lineare Substitution ins Endliche transformieren. Wir wählen 
diese Substitution so, daß nicht zugleich einer der Punkte 0 und 1 ins 
Unendliche rückt und damit seine Natur unkenntlich wird, sondern daß 
die Punkte 0, 00, 1 in drei endliche, übrigens willkürliche Punkte a, b, c 
übergehen; dieses leistet folgende Substitution: 

z-a c-b 
x= z-b . c-a 

(a, b, c alle verschieden) oder umgekehrt 
b(a-c)x-a(b-c) 

z = ---7(a-_-c--c)-x-_-----;c(b;'--_-c7)-'--

Die Differentialgleichung nimmt dann folgende ganz symmetrische 
Gestalt an, welche zuerst von PAPPERITZ in meinem Seminar ausgerech
net und in Bd. 25 der Mathematischen Annalen (1885) (= PAPPERITZ [1J) 
mitgeteilt worden ist: 

d,2y {1-a:-a:I 1-ß-ß' 1- r - r/ }dY {a:lX/(a-b)(a-C) 
d ZB + --.z:...---,;:- + --.z:...-----r;-- + z - c d z + z - a 

+ßß'(b-a)(b-c) + rr'(c-a)(C-b)} Y =0. 
z - b z - c (z - a) (z - b) (z - c) 

Man sieht aus dieser Gestalt unmittelbar, daß die Zahlen .x, .x' zu 
dem singulären Punkte a in genau denselben Beziehungen stehen wie 
(J, ß' zu b und wie 1', 1" zu c. Setzt man a = 0, b = 00 und c = 1 , 
so geht die Gleichung wieder genau in die ursprüngliche über, welche 
also 0, 00, 1 als singuläre Punkte hat. 

Von hier aus kommt man von selbst zu der RIEMANNschen Bezeichnung: 

a b 

y=P.x ß 
.x' P' 

c 0 00 1 

r z =P.x ß r x. 
r' .x' ß' r' 

Die 6 Zahlen .x, .x', ß, ß' , 1', 1", welche, wie von früher (S. 4) bekannt, 
der Bedingung 

lX + .x' + p + ß' + I' + 1" = 1 
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unterliegen, nennt man nach RIEMANN die "Exponenten der P
Funktion", und zwar IX, IX' die zu a bzw. 0 gehörigen, ß, ß' die zu b 
bzw. 00 und y, y' die zu c bzw. 1 gehörigen Exponenten. Der Sinn 
dieser Benennung wird bald hervortreten. 

Die drei singulären Punkte sind natürlich, wie aus der symmetrischen 
Gestalt der Gleichung folgt, ganz gleichberechtigt. 

§ 5. Existenz der Lösungen. 
Wir achten nun zuerst auf einen nichtsingulären Punkt Zo der Ebene 

und sehen zu, ob sich eine in der Umgebung der Stelle Zo konvergente 
Potenzreihe ,,= 00 

Y = ~ A,,(z - zo)v 
.'=0 

finden läßt, welche der Differentialgleichung genügt. 
In der Tat werden wir eine solche finden, und zwar wird sich zeigen, 

daß die allgemeinste derartige Potenzreihe sich durch zwei spezielle 
Potenzreihen Yl' Y2 in der Gestalt CtYl + C2Y2 ausdrückt. 

Ferner werden wir finden, daß diese Potenzreihen in der Umgebung 
der Stelle Zo wirklich konvergieren und daß der Konvergenzkreis min
destens bis an den nächsten der singulären Punkte unserer Differential
gleichung heranreicht. 

Einen Beweis für diese Behauptungen, dessen Gedanke auf CAUCHY 

zurückgeht und auch für beliebige Differentialgleichungen (mit ana
lytischen Koeffizienten) zum Ziele führt, wollen wir hier um der prin
zipiellen Wichtigkeit solcher Existenz- und Konvergenzbeweise willen 
in größerer Ausführlichkeit wiedergeben [*J. 

Die Differentialgleichung heiße allgemein. 

y" = py' + qy , 
unter p, q irgendwe1che analytische Funktionen verstanden, welche an 
der Stelle z = Zo sich nicht singulär verhalten. 

Ohne der Allgemeinheit Abbruch zu tun, können wir Zo = 0 an
nehmen; man braucht gegebenenfalls nur für z - Zo eine neue Ver
änderliche z zu setzen. Dann lassen sich sowohl p wie q in der Um
gebung der Stelle z = Ö nach Potenzen von z mit ganzen positiven Ex
ponenten entwickeln: 

00 

q =2;C"z" , 
.. =0 

wobei diese Entwicklungen beide innerhalb eines Kreises konvergieren, der 
bis an die nächste singuläre Stelle der Differentialgleichung heranreicht. 

Zu den gesuchten Potenzreihen Yl' Y2 führt uns sofort die nach
stehende Analysis: Wir nehmen an, es sei die in der Umgebung von 
z = 0 konvergente Potenzreihe : 

00 

Y =~A.,z" 
.. =0 
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eine Lösung der Differentialgleichung. Es gilt dann weiter 
00 

y' = ~vA"Z"-I, 
,,=1 

00 

y" = ~v(v - 1) A"Z"-2. 
,,=2 

Setzen wir dies sowie die Potenzreihen für p und q in die lineare 
Differentialgleichung ein, so ergibt sich: 

~V(v -1)A"z"-2 = C~B"Z")(~VA"Z"-I) + (~C"z")(! A"Z") 

oder ausführlicher: 

2A 2+6Aaz+12A4z2+ ... = (Bo+Bt z+B2Z2+ ... ) (Al+2A2z+3Aaz2+ ... ) 
+ (CO+CIZ+C2Z2+ ... ) (A o+Al z+A 2 z2+ ... ) , • 

woraus sich durch Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen von 
z rechts und links die Rekursionsformeln für die A" ergeben: 

2A2 = BoA I + CoAo, 
6As = 2BoA 2 + BIAI + COAI + CIAo, 

12A 4 = 3BoAa + 2BIA 2 + B2A I + COA 2 + CIAI + C2Ao, 
20As = 4BoA 4 + 3BIAa + 2B2 A 2 + BaAl + CoAa + Cl A 2+C2Al +CsAo 
usw. 

Vermittels dieser Formeln berechnen sich A a, A s , A 4 , ••• eindeutig, 
sobald wir Ao und Al willkürlich angenommen haben. Dabei ist diese Be
stimmung der A" immer möglich, da in jeder unserer Bestimmungs
gleichungen der Koeffizient von A" immer eine von Null verschiedene 
natürliche Zahl ist. 

Man findet z. B. 

Az =! CoAo + !BoA I , 

Aa = t (BoCo + Cl)Ao + Hm + BI + Co) Al , 

A 4 = n(BöCo + BOCl + 2BICO + q + 2Ca) Ao 
+ n(Bg + 3BoBI + 2BoCo + 2B2 + 2CI) Al' usw. 

Man sieht, wie man auch leicht durch Schluß von n auf n + 1 be
weist, daß sich so sämtliche Koellizienten A" als lineare homogene Funk
tionen 

A" = L"Ao + M"A I 

der zwei ersten Koeffizienten A o und Al ausdrücken, wobei L" und M" 
ganze rationale Funktionen der v-i ersten Koellizienten BI! bzw. CI! in 
den Entwicklungen von p und q, und zwar mit nur positiven Koellizienten, 
sind. 

Da sich, wie wir sahen, jeder einzelne Koeffizient linear durch A(l 
und Al ausdrückt, so können wir die ganze Reihe in einen mit A o und 
einen mit Al multiplizierten Teil spalten: 

~ (z) = Ao ~o (z) + Al ~l (z) , 
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welches Resultat wir, indem wir für A o und Al die Buchstaben Cl und 
C2 setzen, folgendermaßen in Worten aussprechen können: 

Die allgemeine Reihe, welche wir hier finden, setzt sich in der Gestalt 
CIYl + C2Y2 aus zwei partikulären Reihen Yl = \ßo (z), Y2 = \ßl (z) zu
sammen, dem Umstande entsprechend, daß die sämtlichen A,. linear und 
homogen aus den willkürlich bleibenden A o, Al zusammengesetzt sind. Da
bei sind Yl und Y2 linear unabhängig, d. h. aus ClYl + C2Y2 = 0 für kon
stante Cl' c2 und für alle z folgt Cl = C2 = O. 

Wenn es also überhaupt (konvergente) Potenzreihen gibt, welche 
Lösungen unserer Differentialgleichung sind, so müssen sie unter den 
ClYl + C2Y2 enthalten sein. 

Die gefundenen Entwicklungen haben jedoch so lange nur formalen 
Charakter, bis wir nachweisen, daß sie konvergieren und also wirklich 
Funktionen vorstellen. Daß schließlich die als konvergent nach
gewiesenen Potenzreihen Yl' Y2 wirklich Lösungen der Differential
gleichung sind, verifiziert man unmittelbar durch Hinweis auf unsere 
Analysis, welche uns zu Yl und Y2 geführt hat. 

Den noch ausstehenden Konvergenzbeweis führen wir nun, indem 
wir die gefundene Potenzreihe mit einer anderen Potenzreihe vergleichen, 
von welcher wir wissen, daß sie konvergiert. Wir beachten nämlich, daß 
die Koeffizienten L" und M" in den Reihen 

00 00 

Yl =1: L"z" und Y2 = 1: Mvzv 
,,=0 1'=0 

sich aus den Entwicklungskoeffizienten B,. und C" von p und q als ganze, 
rationale Funktionen mit positiven Koeffizienten zusammensetzen. 

Setzen wir daher statt der Funktionen p, q andere, deren Entwick
lungskoeffizienten sämtlich positiv und nicht kleiner als die absoluten 
Werte der entsprechenden B,., C" sind, so erhalten wir für die Lv, Mv 
solche WerteL: , M:, welche positiv und nicht kleiner sind als die 
absoluten Werte der oben bestimmten L", Mv. Können wir nun von 
der Vergleichsreihe ~ L; ZV bzw. 1: M; ZV nachweisen, daß sie kon
vergiert, so muß die Reihe ~L"z" bzw. :!:.M"z" ebenfalls konvergieren, 
indem doch ihre Terme einzeln dem absoluten Betrage nach nicht größer 

-sind als die Terme der absolut konvergenten Reihe 1: L: z" bzw. ;!;M; z". 
Dabei werden wir die an Stelle der p und q zu setzenden Funktionen 

so einrichten, daß die resultierende ,vergleichsreihe ein hinreichend ein
faches Bildungsgesetz besitzt, um ihre Konvergenz sofort erkennen zu 
können. 

Wir schildern unser Verfahren kurz in folgendem Satz: 
Wir werden die Konvergenz der Reihe Yl bzw. Y2 bei einer Hil/sdi//eren

tialgleichung beweisen, deren B", Cv positiv und größer oder gleich den 
absoluten Beträgen der gegebenen B y , Cy sind, aber ein einfaches Bildungs
gesetz verfolgen, vermöge dessen man die Reihenkonvergenz s%rt einsieht. 
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Dann konvergiert die Reihe für die vorgelegte Differentialgleichung not
wendig um so mehr. 

Es ist dies die (wohl zuerst von CAUCHY ersonnene) "Methode der 
Reihenvergleichung" (auch als "Majorantenmethode" oder als "calcul 
des limites" bezeichnet). Die Vergleichsreihen heißen kurz "Majoranten". 

Den Koeffizienten B" von z" in der Entwicklung der Funktion p (z) 
können wir bekanntlich durch ein Integral 

1 J:. P (z) 
B" = 2xi ':f z"+l dz 

ausdrücken, welches man längs einer einfachen geschlossenen (keinen 
singulären Punkt enthaltenden oder umschließenden), den Nullpunkt in 
positivem Sinne umlaufenden Kurve zu erstrecken hat, z. B. längs eines 
Kreises ~ mit dem Radius R. 

Nun können wir mit Hilfe dieses Integrals leicht eine obere Grenze 
für den absoluten Wert von B" finden. Aus der Definition des be
stimmten Integrals als Grenzwert von gewissen Summen folgt nämlich, 
wie bekannt: 

1 I < 1 J:.IP(Z)II 1 
B" = 12xil ':f IZ"+ll dz • 

se 
Nun ist aber längs se 

Izl = R, Idzl = Rdcp. 
Also 2,. 

IB"I < ~" . 21n!IP(Rei'P) I dcp. 
o 

Da nun der Integrationsweg durch keinen der singulären Punkte 
geht, so ist I p (z) I längs desselben stetig, besitzt also dort ein Maximum 
M. Dann ist aber 

und es ist also 

2,. 2,. 

21n!IP (z)1 dcp ::;;; 21n! M dcp = M, 
o 0 

M 
IB"I<R'" 

Bedeutet M das Maximum, welches der absolute Betrag einer Funktion p 
auf der Peripherie des Kreises vom Radius R besitzt, so ist der absolute 
Betrag des v-ten Koeffizienten B" kleiner oder höchstens gleich M: R" . 

Dieser Kreis vom Radius .R ist nur an die Bedingung gebunden, keinen 
singulären Punkt der Funktion zu umschließen oder auf der Peripherie 
zu enthalten (damit M auf alle Fälle existiert). 

Genau in derselben Weise findet man für die absoluten Werte der 
Koeffizienten C" eine obere Schranke 
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unter N das (sicher vorhandene) Maximum von I q (z) I auf dem Kreise 
vom Radius R verstanden. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann 
hier der gleiche Radius R gewählt werden wie bei p (z) . 

Wir setzen nun in unserer Differentialgleichung statt B,. und C,. 
unserem Plane gemäß die oberen Schranken ihrer absoluten Beträge, 
erhalten also 

Innerhalb der runden Klammern stehen hier geometrische Reihen, 

die für Iz I < R bzw. gegen M: (1 - ~) und N: (1 -~) konvergieren. 
Daher erhalten wir: 

11 M '+ N y=--zy --zy 
1- R 1- R 

oder (1- ~)yll= My' + Ny. 

Von dieser Hilfsdifferentialgleichung müssen wir nun nachweisen, daß 
sie sich in der Umgebung von z = 0 durch eine konvergente Potenzreihe 
von der bereits untersuchten Art integrieren läßt. Dann wird die Reihe, 
welche wir für die ursprüngliche Differentialgleichung konstruierten, um 
so mehr konvergieren. 

In unserer Hilfsdifferentialgleichung setzen WIr zur Vereinfachung 

z dy 1 dy 
R = X, Tz R- dx' 

und erhalten so 

(1-x) d2y =MR dy +NR2y 
dx2 dx ' 

worin wir für MR, NR2 zwei neue Konstanten P, Q einführen, so daß 
wir bekommen: 

(1_X)d2y =p~2'+Qy. 
dx2 dx 

Wir integrieren diese Differentialgleichung zunächst formell durch 
die Reihe 00 

l;A:x'·. 
y=o 

Die Rekursionsformeln zur Berechnung der A y haben im Falle dieser 
Hilfsdifferentialgleichung folgende bequeme Gestalt: 

v (v - 1) A: - (v - 1) (v - 2) A:-1 = (v - 1) PA:_ 1 + Q A:-2 

Beginn der ach ten Vorlesung. 
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oder A * - v - 2 + P A* + Q A* v - ---- v-I -(--)- v-2, 'V = 2,3, ... v v v - 1 

Wir nehmen nun A;>O, At>o, A; +At>O sowie P>2 an, so daß 

A;_2 
A;_l < 1 (e > 2, 'V:2: 5) [*]. 

Die Betrachtung des Quotienten zweier aufeinanderfolgenden Koeffi
zienten zeigt nun: In 

A; _ l' - 2 + P + Q . A;_2 
A;_l - v v(v - 1) A;_l 

geht für v -->- 00 das zweite Glied der Summe rechts gegen Null (wegen 

~;=: < 1) und das erste nähert sich dem Grenzwerte Eins. Also gilt: 

1. A; 
1m y-=1. 

'J'---+OO 'V-I 

Die Hilfsdifferentialgleichung wird durch Potenzreihen ~ L: z" bzw. 
Z M: z" integriert, bei welchen das Verhältnis zweier aufeinanderfolgenden 
Koeffizienten bei wachsender Stellenzahl sich der Eins unbegrenzt nähert. 

Von hier aus ist selbstverständlich, daß unsere Reihen für I x I < 1 
konvergieren. D. h.: die Hilfsdifferentialgleichung mit der unabhängigen 
Veränderlichen z = Rx besitzt innerhalb des Kreises mit dem Radius R 
konvergente Potenzreihen als Lösungen. 

Mindestens innerhalb desselben Kreises müssen also auch die Lö
sungen der ursprünglichen Differentialgleichung: 

00 00 

Yl = 2: Lv z" , Y2 = 2: M"z" 
,,~O "~o 

und folglich auch 00 

Y = 2: A" z" 
"~o 

konvergieren. 
Da aber der bei der Hilfsdifferentialgleichung auftretende Kreis mit 

dem Radius R nur der Bedingung unterworfen ist, keinen der singulären 
Punkte von p (z) und q (z) einzuschließen oder zu erreichen, so kann ich 
R doch immer so wählen, daß der Konvergenzkreis beliebig nahe an 
den nächsten singulären Punkt der ursprünglichen Differentialgleichung 
heranreicht, d. h.: 

Die gefundene Reihenentwicklung konvergiert mindestens innerhalb 
eines bis an den nächsten singulären Punkt von p (z) oder q (z) heranreichen
den Kreises, evtl. mit Ausschluß des Randes. 

Die Entwicklung ZA"z" kann man, wie für den Nullpunkt, so für 
jeden nichtsingulären Punkt der z-Ebene durchführen: immer findet 
man konvergente Potenzreihen, also wirklich analytische Funktionen 
als Lösungen, und zwar enthalten diese immer zwei willkürliche Kon
stanten. 



§ 6. Reihenentwicklungen für die Umgebung einer singulären Stelle. 33 

Wir können daher die für irgendeinen Punkt Zo gefundenen Lösungen 
überallhin in der z-Ebene fortsetzen, wenn wir nur die singulären Punkte 
vermeiden. Also: 

Unsere Differentialgleichung definiert eine, von den zwei Parametern Cl' 

c2 abhängige Schar analytischer Funktionen ClYl + C2 Y2' deren einzelne 
Zweige überall in der Ebene mit Ausnahme höchstens der singulären Punkte 
.der Dillerentialgleichung den Charakter einer ganzen Funktion haben (d. h. 
regulär analytisch sind) [*J. 

Was die Konvergenz der gefundenen Entwicklungen betrifft, so 
sahen wir schon, daß dieselben mindestens innerhalb eines bis an den 
nächsten singulären Punkt der Differentialgleichung heranreichenden 
Kreises konvergieren; dasselbe Resultat liefert im hypergeometrischen 
Fall die allgemeine Funktionentheorie: 

Nach allgemeinen Grundsätzen der Funktionentheorie ist der Konver
g~nzkreis der in der letzten Vorlesung von uns betrachteten Reihenentwick
lungen notwendig durch denjenigen um Zo herumgelegten Kreis gegeben, der 
den nächstgelegenen singulären Punkt des durch die betrachtete Reihe de
finierten Zweiges der zugehörigen analytischen Funktion auf seinem Rande 
enthält, also im hypergeometrischen Falle höchstens die Punkte z = 0 oder 
z = 1 [**J. 

Die allgemeine Funktionentheorie gibt aber auch zu einer weiteren 
Frage Anlaß. Man kann ja von irgendeinem nichtsingulären Punkte Zo 

aus einen anderen Punkt z auf verschiedene Weise durch analytische 
Fortsetzung erreichen, insbesondere kann man durch analytische Fort
setzung um einen singulären Punkt herum wieder zu Zo zurückgelangen, 
<I. h. einen singulären Punkt umkreisen. 

Es entsteht also jetzt die Frage, wie sich unsere verschiedenen Funktions
zweige bei Umkreisung des einzelnen singulären Punktes verhalten mögen . 

. § 6. Reihenentwicklungen für die Umgebung einer singulären Stelle. 
Ehe wir aber hierauf eingehen, untersuchen wir erst, wie sich die 

Lösungen in der Umgebung eines einzelnen singulären Punktes selbst 
verhalten. Dabei kehren wir insbesondere zur hypergeometrischen 
Differentialgleichung zurück. 

Wir beschränken uns zuerst auf x = 0, weil die anderen singulären 
Punkte genau entsprechende Resultate geben müssen. 

Mit einer Potenzreihe ~ (x) = Ao + Alx + ... können wir aber im 
allgemeinen unserer Differentialgleichung nicht genügen, wie wir sofort 
sehen; wir werden es daher mit der schon von EULER in solchen Fällen 
benutzten Entwicklung y = x(!~(x) 
versuchen, in welcher (! nicht notwendig eine ganze Zahl zu sein braucht. Wir 
entwickeln zunächst die Koeffizienten der gegebenen Differentialgleichung 

yll+(l-lX-lX' + l- r - r')y'+(-lXlX' +~+ßß') y =0 
x x - 1 x x - 1 xix - 1) 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 3 
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nach Potenzen von x, so daß wir erhalten 

0= y" + {(1-lX-IX')X- 1 + (/, + /,' - 1) + (/, + /,' - 1)x + .. . }y' + .... 
Setzen wir nun versuchsweise 

y = xl! + A1xl!+l + A2 x!!+2 + ... 
m die Differentialgleichung ein, so ergibt sich 

0=xe-2 {e(e -1) + (1 - IX - IX') e + IX IX'} 

+ XI!-l{AI [(e+1) e + (i-IX '- IX') (e +1)+1X 1X1 + (/, + y' -1) e+ (IX IX' -ß ß' +n')} 
+ ................................................................... . 

-i- x!.'+"-2{A,,[(e+v) (e + v-i) + (i-lX-IX') (e+ v)+lXIX1 + A"-l["'] + ... } 

+ ................................................................... . 
Durch Nullsetzen des ersten Koeffizienten ergibt sich für den Ex

ponenten e die quadratische Gleichung 

e(e - 1) + (1 - IX - IX') e + IX IX' = 0 
oder 

(e - IX) (e - IX') = 0; 

man nennt sie nach FUCHS die "determinierende Fundamentalgleichung", 
welche zu dem singulären Punkte gehört. 

Des näheren werden in unserem Fall die Exponenten für den Punkt 
x = 0 durch die beiden Zahlen IX, IX' selbst gegeben, in Übereinstimmung 
mit der Bezeichnung, die wir für diese Größen mit RIEMANN gewählt hatten 
(S.27). 

Man erhält also (falls unser Ansatz zum Ziele führt) zwei partikuläre 
Lösungen der Gestalt: 

YI = XIX 1.l31 (x), Y2 = x",' 1.l32 (x). , 

Wie steht es nun mit der Berechnung der Entwicklungskoeffizienten 
A,,; und wie steht es weiter mit der Konvergenz unserer Reihen? Wir 
überlegen: 

Es war A o = 1. Die folgenden Koeffizienten A v bestimmen sich in der 
Weise, daß man den Koeffizienten von xe+ v - 2 gleich 0 setzt (v = 1,2, ... ). 

Gesetzt, es seien Al' A 2 , ••• , A"-l berechnet; dann ergeben sich, 
wenn man den Koeffizienten von x!.'+,,-2 gleich Null setzt, für den Koeffi
zienten A" von Y folgende Gleichungen: 

0= A,,((IX + V)(IX + v -1) + (1-IX-IX')(IX+V)+lXlX') +A" ... [ ( ... ) + ... , 
0= A:,((lX'+ V)(IX'+ v-i) +(1-lX-lX')(IX'+V)+lXlX') +A~'-l(''') + .. . 
oder zusammengezogen 

0= A,,' V(IX - cl + v) + ... , 
0= A: .• V(IX' - IX + v) + ... . 
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Ist (X - (x' keine ganze Zahl (ist also insbesondere (X =F (X'), dann 
sind diese Gleichungen sämtlich auflösbar und definieren uns (falls die 
mit den A v bzw. A~ gebildeten Potenzreihen konvergieren) zwei ver
schiedene, linear unabhängige Lösungen, aus denen man also jede andere 
Lösung linear zusammensetzen kann. 

Ist aber (X = (X', so geben uns beide Gleichungssysteme nur dieselbe 
Lösung; unsere Methode enthält also dann eine Lücke, insofern sie nur 
eine der beiden zu verlangenden partikulären Lösungen liefert. 

Ist andererseits (X - (x' eine positive oder negative ganze Zahl, etwa 
(X - (X' = ±n, dann wird entweder in dem zweiten oder in dem ersten 
Gleichungssystem der Koeffizient von A~ bzw. von An gleich Null. 
Die lineare Gleichung zur Bestimmung von A~ bzw. An besitzt also 
keine Lösung; es sei denn, daß die n-te Gleichung nach Einsetzen der 
schon gefundenen Werte von A{, A~, ... , A~-I bzw. von Al' A 2 , ••• , 

An- I bereits erfüllt ist, gleichgültig, welchen Wert man A~ bzw. An 
erteilt, so daß also A~ bzw. An willkürlich gewählt werden kann. 

Der Fall, daß keine Lösung A~ bzw. An vorhanden ist, kann aber 
nur für eine der beiden Entwicklungen eintreten, bei positivem (X - (x' 

für die zweite, bei negativem für die erste; diese eine Entwicklung wird 
dann illusorisch, während die andere eine durchaus brauchbare Lösung 
liefert. Also: 

Unsere Methode, welche erst noch durch Konvergenzbetrachtungen zu 
ergänzen ist, versagt, wenn die Differenz (X - (x' gleich Null oder gleich 
einer ganzen Zahl ist, indem dann jedesmal nur eine - und zwar die zum 
Exponenten mit größtem reellen Bestandteil gehörige - Potenzreihenent
wicklung in der Umgebung des singulären Punktes x = 0 gefunden wird 
und die andere entweder nichts Neues gibt oder sinnlos wird, es sei denn, 
daß ein "A usnahmefall zweiterOrdnung" vorliegt, wo in der Gleichung 
zur Bestimmung entweder von An oder aber von A~ nicht nur der Koeffi
zient von An bzw. von A~ verschwindet, sondern diese Gleichung von selbst 
erfüllt ist, so daß An willkürlich bleibt (vgl. auch die Zusammenfassung 
S.43 oben). 

§ 7. Fortsetzung. - Reihenentwicklungen bei ganzzahligen 
Exponentendifferenzen : Ausnahmefall zweiter Ordnung. 

Wir haben nun die in der letzten Stunde erwähnten Reihenentwick
lungen noch näher, insbesondere auf ihre Konvergenz hin, zu unter
suchen. Hierbei werden wir die einzelnen Fälle, zu denen wir in der 
letzten Stunde geführt wurden, am passendsten in der Weise weiter 
diskutieren, daß wir an unsere früheren Betrachtungen über die hyper
geometrische Reihe anknüpfen. 

Beginn der neunten Vorlesung. 

3* 



Die hypergeometrische Differentialgleichung. 

Gegeben war die (von Ausnahmefällen abgesehen; vgl. S. 3, Zusatz) 
für I x I < 1 sicher konvergente Reihe F (a, b; c; x). Es zeigte sich, daß 
diese Reihe einer gewissen Differentialgleichung zweiter Ordnung genügt; 

wir setzten nun y = x"(1 - x)r F(a, b; c; x), 

unter IX, Y irgend zwei willkürlich gewählte (reelle oder komplexe) Zahlen 
verstanden, und fanden, daß die so definierte "allgemeine hypergeo
metrische Funktion" der Differentialgleichung 

y" + (1 - ~ - IX' + 1 - r - r') y' + (-~~' + ~ + ßß') y = 0 
x x-i x x-i x(x - 1) 

genügt, wobei die Zahlen IX', ß, ß', y' mit den a, b, c und den willkür
lichen Zahlen IX, Y durch die Gleichungen zusammenhängen 

a=IX+ß+y, 
b=IX+ß'+y, 
c = 1 + IX - IX', 
IX + IX' + ß + ß' + y + y' = 1-

Wir haben nun nur die Betrachtung in umgekehrter Ordnung zu durch
laufen. 

Wir gehen von der Differentialgleichung aus und wissen also nun 
von vornherein, daß eine Lösung derselben in folgender Gestalt existiert: 

x"(1 - x)r F(IX + ß + y, IX + ß' + y; 1 + IX - IX'; x). 
Dies ist nun in der Tat gerade die eine der gesuchten Partikularlösungen, 
nämlich X"~l (x). 

Zugleich erkennen wir, daß ~l (x) sicher für I x I < 1 konvergiert, von 
besonderen Fällen abgesehen. 

Man kann aber dieselbe Lösung auch in anderer Gestalt erhalten. 
Wir sehen, daß die Differentialgleichung ganz symmetrisch in y und y' 
ist; man kann diese Zahlen also miteinander vertauschen und erhält 
dann für dieselbe Partikularlösung noch folgenden zweiten, mit dem 
ersten ganz gleichwertigen Ausdruck 

x"(1 - xV F(IX + ß + y', IX + ß'+ y'; 1 + IX - IX'; x). 

Nun ist aber unsere Differentialgleichung auch in den Zahlen IX und 
IX' symmetrisch. Vertauschen wir also in unseren Lösungen IX mit IX', 
so muß man ebenfalls Partikularlösungen bekommen, und zwar, wie 
man sieht, gerade die zweite, in der Gestalt X"'~2(X) gesuchte Lösung. 

Mit Hilfe der hypergeometrischen Reihen kann man die für die Stelle 
x = 0 gesuchten beiden Entwicklungen x" ~1 (x) und x'" ~2 (x) sofort explizit 
hinschreiben, und zwar fede noch in zwei verschiedenen Formen. 

Yl = x" ~l (x) = x" (1 - x)r F (IX + ß + y, IX + ß' + y; 1 + IX - IX'; x) 
= x"(1 - x)r' F(IX + ß + r', IX + ß' + ,/; 1 + IX - IX'; x). 

Y2 = x'" ~2 (x) = x'" (1 - x)r F(IX' + ß + y, IX' + ß' + r; 1 + IX' - IX; x) 
=x"'(1-x)r'F(IX'+ß+y', 1X'+ß'+y'; 1+IX'-IX; x). 
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An diese explizit hingeschriebenen Entwicklungen knüpfen wir nun 
die Betrachtungen der letzten Vorlesung wieder an, indem wir nämlich 
fragen, wann die Entwicklungen konvergieren und inwieweit sie unsere 
Aufgabe erledigen; und wenn nicht, was dann an ihre Stelle zu setzen ist. 

Wir haben für diese Diskussion drei Fälle zu unterscheiden, erstens 
den Fall, daß cX - 0(,' weder Null noch eine positive oder negative ganze 
Zahl ist - diesen Fall nennen wir den "allgemeinen Fall" -, 
zweitens, daß 0(, - 0(,' = 0 ist, und drittens, daß 0(, - 0(,' eine von Null 
verschiedene ganze Zahl ist. 

Wir besprechen die Fälle nacheinander: 
1. Es ist 0(, - 0(,' keine ganze Zahl, insbesondere nicht gleich Null. 
In diesem, allgemeinen Falle sind beide Reihenentwicklungen vernünftig 

und voneinander verschieden, sie liefern in der Umgebung des Nullpunktes 
zwei linear unabhängige Partikularlösungen der Differentialgleichung, 
1tnd erledigen damit die Fragestellung. Der Konvergenzkreis von \131(X) 
und \132 (x) ist der Einheitskreis, der in der Tat bis an den nächsten sin
gulären Punkt, nämlich x = 1, heranreicht [*J. 

2. Es ist 0(, - 0(,' = o. 
Im Falle cX - 0(,' = 0 fallen unsere beiden Formelgruppen leider zu

sammen und liefern nur eine Partikularlösung. Da ist also eine zweite 
Partikularlösung noch erst zu suchen (vgl. § 8). Obrigens liegt dann 
immer ein "A usnahmefall erster Ordnung" vor. 

3. Es ist 0(, - 0(,' eine von Null verschiedene ganze Zahl. 
Wir wollen annehmen, daß 0(, - 0(,' eine (von Null verschiedene) ne

gative ganze Zahl sei, etwa 
0(, - 0(,'= -k. 

Dann wird aber in den F -Reihen der ersten Formelgruppe (S. 36 unten) 
das dritte Argument: 

c=1+0(,-0(,'=1-k 

Null oder eine negative ganze Zahl; diese Reihen werden also im all
gemeinen illusorisch (infolge des Verschwindens von Nennern in den 
Koeffizienten der Reihe [vgl. den Zusatz S.8J). Dagegen wird das 
dritte Argument in der zweiten Formelgruppe: 

c=1+O(,'-O(,=1+k 

eine positive ganze Zahl, die Reihen bleiben also durchaus brauchbar. 
Im Falle 0(, - 0(,' = + k hat man in den letzten Aussagen nur die 

beiden Formelgruppen zu vertauschen. 
Wir können also den Satz aussprechen: 
Wenn 0(, - 0(,' = - k ist, so bleibt die Reihe mit x'" vernünftig, die 

Reihe mit x" aber verliert, allgemein zu reden, ihren Sinn, und wir haben 
also wieder nur eine Lösung der hypergeometrischen Differentialgleichung 
gewonnen. Ausgenommen sind nur diejenigen Fälle, "Ausnahmefälle 
zweiter Ordnung", bei denen der Zähler in den Koeffizienten der hyper-
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geometrischen Reihe rechtzeitig verschwindet, so daß das Illusorischwerden 
vermieden wird. Diese Ausnahmefälle bei der hypergeometrischen Reihe 
sind natürlich keine anderen als die früher bei der Differentialgleichung 
(§ 6) erwähnten, wie auch aus dem Folgenden hervorgeht. 

Wann treten nun diese Ausnahmefälle zweiter Ordnung auf? Wir 
beginnen die Untersuchung mit einer Vorbemerkung: 

Wenn <X - <x' = - k ist, so lauten unsere beiden (formalen) Ent
wicklungen, wenn man den Faktor (1 - x)Y heraussetzt, etwa so: 

X"Wl(X) = (1-x)Y(x"+A 1 x"+1+A 2 x"+2+ ... ), 

X"'W2(X) = (1 - x)Y (x"H + A; X,,+,Hl + A2x"H+2 + ... ). 
(Wir nehmen für den Augenblick an, daß keine der Entwicklungen illu
sorisch wird.) 

Man sieht nun, daß aus der ersten Entwicklung wieder eine die 
Differentialgleichung befriedigende Entwicklung gewonnen wird, wenn 
man die zweite Entwicklung, mit einer beliebigen Konstanten c mul
tipliziert, hinzufügt: 

x" Wl (x) + cx"H W2 (x) . 

Man kann dadurch dem Koeffizienten A k jeden beliebigen Wert 
geben; ebenso wie A k ändern sich auch die höheren Koeffizienten Ak + 1 , 

A k 4-2 , ••• mit der Wahl der Konstanten c. 
Hat man aber einmal über den Wert von A k eine bestimmte Fest

setzung getroffen, so sind hiermit c und damit auch alle weiteren Koeffi
zienten bestimmt. Also sprechen wir den Satz aus: 

Ist <x - <x' = - k <:: -1 und soll (neben der sicher vorhandenen 
Lösung XiX'W2(X)) eine Lösung X"WI (x) existieren, so wird in der zugehörigen 
F-Reihe, d. h. in der Potenzreihenentwicklung von (1 - X)-rWl(x) der 
Koeffizient von xk unbestimmt bleiben müssen, und es werden die weiteren 
Koeffizienten erst wieder bestimmt sein, wenn ich den Koeffizienten von 
x" mir erst irgendwie festlege. 

Mit dieser Vorbemerkung gehen wir nunmehr an unsere Ausnahme
fälle zweiter Ordnung heran: 

Der Koeffizient Ai; würde formell lauten: 

(ß+IX+Y) (ß+IX+y+1) ... (ß+IX+y+k-1) • (ß'+cx+y) (ß'+IX+y+1) ... (ß'+IX+y+k-1) 
1 . 2 ... k· (-Mi) (-k+2) .. , (-Mk) 

was sinnlos ist, weil der Nenner Null ist. Schreiben wir aber statt 
dessen, wie es der Bestimmung der A,I; aus den Rekursionsformeln (vgl. 
S. 34) entspricht: 

k! (-k + 1) (-k+ 2) ... (-k+k)A k = (ß+ <x +y) (ß + <x +r+ 1) ... 

... (ß+<X+r+k-1) (ß'+<x+y) (ß'+<X+7,+1) ... (ß'+<X+7,+k-1), 

50 muß, falls diese Gleichung für ein (beliebiges) Ai; gelten soll, auch das 
Produkt rechter Hand Null sein. Setzt man insbesondere Al: = 0, so 
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verschwinden auch alle nachfolgenden Koeffizienten, wie aus den Re
kursionsformeln folgt. Also dürfen wir sagen: 

Die Ausnahmefälle zweiter Ordnung sind diejenigen Fälle, wo (X - (X' 

= -k <: -1 ist und wo der Zähler in dem hingeschriebenen Ausdruck 
für Al: verschwindet, und wir dürfen dann den Koeffizienten A k unbeschadet 
der Allgemeinheit gleich Null setzen und die ganze Reihe an dieser Stelle 
abbrechen. 

Der Zähler verschwindet, wenn einer seiner Faktoren verschwindet, 
also: 

Die Ausnahmefälle zweiter Ordnung, d. h. die Fälle, bei denen x" ~l(X) 
doch brauchbar bleibt und mithin unsere Integrationsaufgabe durch die 
beiden hingeschriebenen Reihenentwicklungen erledigt ist, sind dieienigen 
Fälle (X - (X' = - k s - 1, bei denen 

entweder 
oder 

ß+(X+r+v=O 
ß' + (X + r + v = 0 

(t) 

ist, unter v eine geeignete ganze Zahl der Reihe 0, 1, 2, ... , k - 1 ver
standen. 

Wir können diese Bedingung noch in anderer Weise schreiben, in 
der die Gleichberechtigung von r mit r' hervortritt. 

Wir benutzen die Relation (vgl. S. 36) : 

(X + (X' + ß + ß' -}-- r + r' - 1 = 0 (*) 

und ziehen die gefundenen Bedingungsgleichungen von dieser Relation 
ab. Man erhält: 

entweder 

oder 

ß' + r' + (x' - v - 1 = 0 

ß + r' + (x' - v - 1 = O. 

Nun setzen wir (x' = (X + k ein, schreiben zur Abkürzung v' = k - v - 1 
und bekommen so die Gleichungen 

entweder 
oder 

ß'+r'+(X+v'=O 
ß + r' + (X + v' = 0, 

worin v' ebenfalls eine der Zahlen 0, 1, 2, ... , k - 1 bedeutet. 

(tt) 

Vergleichen wir diese neue Form der Bedingungsgleichungen mit der 
zuerst gefundenen, so sieht man, daß sie ganz entsprechende Form haben. 
Also: 

Das Kennzeichen der Ausnahmefälle zweiter Ordnung läßt sich auch 
so schreiben, daß man r' statt r einführt und statt v entsprechend v' setzt. 

Nun können wir aus je zwei gleichbedeutenden Gleichungen noch 
(X eliminieren, indem wir etwa eine Gleichung (t) von der entsprechen
den Gleichung (tt) abziehen. Setzt man dann für v' - v = k - 1 - 2v 
den Buchstaben a, der dann also eine der Zahlen - k + 1, - k + 3; 
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-k + 5, ... , +k - 5, +k - 3, +k - 1 bedeutet, so lautet die eine 
Gleichung 

die andere 
+ (ß - ß') + (y - y') = (], 

- (ß - ß') + (y - y) = (]. 

Aus diesen Gleichungen erhält man übrigens rückwärts unter Be
nutzung von (*) wieder (tt) bzw. (t). 

Offenbar kann ich aber auch alle Vorzeichen auf den linken Seiten 
dieser Gleichungen umkehren, da dies, wegen a = ±(k - 2,1. - 1), auch 
auf den rechten Seiten erlaubt ist. Man kommt dann zu folgender For
mulierung der Bedingung für das Eintreten des Ausnahmefalls zweiter 
Ordnung: 

In ganz symmetrischer Weise lassen sich die Ausnahmefälle zweiter 
Ordnung, wo (X - (X' = -k <:::; -1 ist, dadurch charakterisieren, daß eine 
der Zahlen ±(ß - ß') ± (y - y') (Vorzeichen voneinander unab
hängig!) in der Reihe der Zahlen -(k -1), -(k - 3), ... , +(k - 3),. 
+(k -1) enthalten sein muß. Mit ±(ß - ß/) ± (y - y') ist dann 
natürlich immer auch - (± (ß - ß') ± (y - y'») in dieser Zahlenreihe 
vorhanden. 

Obrigens ist wegen (X - (X' = - k das vorstehende Kriterium auch 
gleichbedeutend damit, daß ((XI - (X) ± (ß' - ß) ± (y' - y) für eine ge
eignete Vorzeichenkombination eine positive ganze, ungerade Zahl und 
kleiner als 2k ist. 

In dieser Form, doch mit einer ganz anderen Methode der Her
leitung, ist die Bedingung wohl zuerst von SCHWARZ [1] in der später 
noch eingehender zu besprechenden Arbeit "über diejenigen Fälle, in 
welchen die GAusssche hypergeometrische Reihe eine algebraische Funk
tion ihres vierten Argumentes darstellt" [Crelles J. Bd. 75 (1873)] an
gegeben worden. Vgl. die allgemeine Regel bei FUCHS [1]. 

§ 8. Reihenentwicklungen bei ganzzahligen Exponentendifferenzen : 
Ausnahmefall erster Ordnung. 

Nachdem wir nun gesehen haben, in welchen Fällen durch unseren 
Ansatz: Yl = X"'$l(.X), Y2 = x"" $2 (x) die Auflösung der hyperg.eometri
sehen Differentialgleichung erledigt ist, wird es heute unsere Aufgabe 
sein, auch in den noch übrigen Fällen, wo wir bisher nur erst eine par
tikuläre Lösung gefunden haben, auch noch eine zweite partikuläre 
Lösung aufzustellen; dazu gehört insbesondere der Fall (X = (x'. 

Ich gebe der Kürze halber gleich die allgemeine Form dieser zweiten 
Lösung an. 

Beginn der zehn ten Vorlesung. 
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Sind IX und IX' >- IX die Wurzeln der determinierenden Gleichung, 
und ist IX - IX' = - k, ohne daß ein Ausnahmefall zweiter Ordnung vor
liegt, oder IX - IX' = 0, so sprechen wir von einem "Ausnahmefall 
erster Ordnung". In diesem haben die beiden partikulären Lösungen 
die Gestalt: 

YJ = x" '.ßl (x) + x'" '.ß2 (x) • log x , 
Y2 = X"''.ß2(X) , 

Dabei ist Y2 die schon durch unseren früheren Ansatz gefundene par
tikuläre Lösung. Zum Beweise bemerken wir: Sobald Y2 gegeben ist, 
ergibt sich die angegebene Gestalt von Yl durch den Ansatz Yl = Y2 . u; 
setzt man nämlich Y2 . u in die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
für Yl ein, so resultiert eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
für u', welche, vermittels Quadraturen aufgelöst, genau die behauptete 
Gestalt von Yl liefert [*J. Man sieht also: 

In den Ausnahmefällen erster Ordnung enthält die eine der beiden 
Lösungen logarithmische Glieder. 

Wir wollen uns nun nicht dabei aufhalten, aposteriori die Brauch
barkeit dieses allgemeinen Ansatzes zu verifizieren, sondern wir wollen 
apriori durch einen Grenzübergang uns plausibel machen, wie der Aus
nahmefall erster Ordnung aus dem allgemeinen Fall hervorgeht. 

Wir setzen also, um z. B. zum Falle IX' - IX = 0 zu gelangen: 

IX=IX'+8. 

Dann lauten die bei den Lösungen des bisherigen Ansatzes (vgl. S. 36) : 

Y 1 = x'" (1 - x)r F (ß + IX' + y, ß' + IX' + r; 1 - E; x) , 

Y2 = x"'+E(1 - x)rF(ß + IX' + )' + E, ß' + IX' + y + 8; 1 + 8; x) . 

Statt aus Y 1 und Y 2 kann man die allgemeine Lösung auch aus Y 1 

und~ (Y2 - Y1) linear zusammensetzen. Die Kombination! (Y2 - Y 1) 
e B 

ist es nun, welche für 8 - 0 die zweite Lösung mit den logarithmischen 
Gliedern liefert. Man braucht sich nur an den Begriff der Differentiation 
zu erinnern, um den geforderten Grenzübergang auszuführen. Man 
kommt so [**] zu 

[:e{X"'+E(1-x)rF(ß+IX'+?+8, ß'+IX'+r+8; 1 +28; x}].=o 

= x"'(1 - x)r[:e {F(ß + IX' + y + 8, ß' + IX' + y + f; 1 + 28; X)}]E=O 

[d(X"'+E)] + ~ .=0(1 - x)rF(ß + IX' + y, ß' + IX' + y; 1; x). 

Dabei wird natürlich vorausgesetzt, daß F (a, b; c; x) nach a, b, c stetig 
differenzierbar ist. Wie aus späteren Feststellungen hervorgeht (vgl. 
z. B. Anmerkung [*] zu S. 50), ist das in der Tat der Fall. 
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Nun ist 

[ d(X""+E)] 
d = [X""+E 10gx]E=0 = x"" logx. 

Il E=O 

Der Grenzübergang führt also zur gesuchten Form der Lösung 

x"" (1 - x)YI,ß (x) + (logx) x""(1 - x)r F(ß + IX' + y, ß' + IX' + y; 1; x). 

Man sieht: Das Glied mit logx stammt von dem Umstande her, daß 
bei dem Grenzübergang eine Potenz von x nach dem Exponenten differenziert 
wird. 

Um die vorstehende heuristische Betrachtung (Grenzübergang) zu 
einem Beweise für die Existenz der fraglichen Lösung auszugestalten, 
wäre die Konvergenz von I,ß (x) zu erhärten und zu verifizieren, daß 
die gefundene Funktion wirklich eine Lösung unserer Differential
gleichung ist. 

Nach demselben Prinzip, mit etwas mehr Kompliziertheit, läßt sich 
der Fall IX - IX' = - k < 0 behandeln. Man setze 

1X=1X'-k+E, 

yt=x""(1-x)rF(ß+IX'+y, ß'+IX'+y; 1+k-E; x), 

y:= x",'-H'(1-x)rF(ß+IX' +y-k+E, ß' + IX' +y-k+E; 1-k+E; x). 

Würden wir E = 0 setzen, so würde die Reihe für Y: bzw. F sinnlos 
werden, da die Koeffizienten von :xl' und den höheren -Potenzen von x 
sinnlos würden. Für E =F 0 lautet der Koeffizient von :xl' in der Reihen
entwicklung für F folgendermaßen: 

1 (<X' + (J + r - k + B) (<X' + {J + r - k + e + 1) ... (IX' + {J + r + B - 1) 
m(k,B) = 1·2 ... k 

• (",'+{J'+,,-k+l1) (",'+{J'+r-k+l1+lI ... (a.;'+{J'+r+e-2)· (",'+{J'+r+e-1) 
. (1-k+e) (2-k+l1) ... (e-1)· 11 

Die Reihe für m (k, E) • Y: bleibt dann für E --->- 0 endlich und geht 
in die Reihe für (yn.=o über. Wir bilden daher die Kombination 
m(k,e)Y:-Yf d h· G ··b W· d··k e un ge en mit E --->- 0 zur renze u er. Ir unter ruc en 

das Detail der Ausrechnung und Beweise [*] und charakterisieren gleich 
das Resultat: 

y** = lim m(k, e) Y:- Yf 
e 

ist eine Lösung und enthält in der Tat logarithmische Glieder, entsprechend 
dem von vornherein in Aussicht gestellten Schema. 

Schließlich führe ich noch berichtweise an, daß, was ja einleuchtend 
ist, alle diese Entwicklungen für lxi< 1 konvergieren; ob auch für 
Ix I = 1, darauf wollen wir nicht eingehen. 

Wir können also nunmehr zusammenfassend sagen, indem wir uns 
die Ausnahmefälle erster Ordnung als Grenzfälle, ohne sie besonders zu 
schreiben, eingeschlossen denken: 
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Wir haben in der Umgebung von x = 0 immer zwei linear unabhängige 
Lösungen ptx und pIX', die "zur Stelle x = 0 gehörige Fundamental· 
lösungen ", von denen iede zwei Darstellungen durch hypergeometrische 
Reihen zuläßt, ie nachdem man (1 - x)r oder (1 - xV heraussetzt: 

PIX=xlX (1-x)r F(X+ß+r. (X+ß'+r; 1 + IX-IX'; x) 
= XIX (1 - xV F(X + ß + 1", IX + ß' + 1"; 1 + IX - (X'; x), 

PIX' = XIX' (1 - x)r F (x' + ß + y, (X' + ß' + 1'; 1 + (x' - (X; x) 
= XIX' (1 - x)l"F(IX' + ß + 1"; IX' + ß' + 1"; 1 + (X'- IX; x); 

nur in den Ausnahmefällen erster Ordnung enthält eine der beiden Lösungen 
logarithmische Glieder. Zum Exponenten mit größtem reellem Bestandteil 
gehört aber immer eine logarithmenfreie Lösung. 

§ 9. Die 24 Reihenentwicklungen von KUMMER und ihre 
Konvergenzbereiche. 

Nachdem wir nun das Verhalten der Lösungen der Differential· 
gleichung an der Stelle x = 0 kennen, werden wir das Entsprechende 
für die Punkte x = 1 und x = 00 zu erfahren suchen. 

Wir werden eine lineare Substitution der Veränderlichen vornehmen, 
durch welche der zu untersuchende Punkt zum Nullpunkt wird; richtet 
man es zugleich so' ein, daß die beiden anderen singulären Punkte in 
00 und 1 übergehen, so erhält man wieder eine P·Funktion derselben 
Art, mit den singulären Stellen 0, 00, 1, nur daß sich die Exponenten 
untereinander vertauscht haben. 

In der Tat zeigt man leicht, daß die hypergeometrische Differential
gleichung bei Vornahme solcher linearer Substitutionen wieder in eine 
hypergeometrische Differentialgleichung übergeht, die aus der ursprüng
lichen auch durch entsprechende Vertauschung der Exponentenpaare 
IX, (x' bzw. ß, ß' bzw. y, y' erhalten werden kann. (Es genügt, dies für 

die Substitutionen x' = ~ und x' = 1 - x zu zeigen; vgl. unten.) 

Man kommt so zu den Formeln der "linearen Transformation der 
hy pergeometrischen Funktion", welche den Zweck haben, die für x=o 
gefundenen Resultate auf die anderen singulären Punkte zu übertragen, 
wobei sich von se,lbst noch eine gewisse Erweiterung der Resultate ergibt, 
die wir für x = 0 besitzen. 

Es kommen im ganzen, einschließlich der Identität, sechs wohl
bekannte lineare Substitutionen in Betracht, nämlich diejenigen, welche 
die Punkte 0, 00, 1 miteinander vertauschen. Sie sind 

, , x 
x=x, X=--, 

x-1 
, 1 , 1 x=1-x, 

X=x-' X=1_X' 
, x-1 
X=--. x 

Alle sechs Substitutionen lassen sich durch wiederholte Ausübung z. B. 

der folgenden erzeugen: x' = !' x' = 1 - x. 
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Die sechs Substitutionen bilden eine Gruppe. Es ist dieselbe Gruppe, 
welche in den verschiedensten Gebieten der Mathematik wiederkehrt, 
wie z. B. in der projektiven Geometrie als die verschiedenen Werte des 
Doppelverhältnisses von vier Punkten (sog. "anharmonische Gruppe"; 
sie ist isomorph zur Diedergruppe sechster Ordnung [*J). 

Diese sechslinearenTransformationen führen uns zu folgendem Schema: 

1°00 1 l=pl~~~ x I x'= x 
° 

00 P IX ß "/ x 
IX' ß' ,,/' I 0/ {J' ,,/' 

10100 I 1°001 I x,=_x_ 

° 
00 P IX{J,,/ X~1 =P IX ,,/{Jx' x-i 

IX' {J' ,,/' IX' r' {J' 

x'=~ 1000 1 l=pl~:~ x'l 00 
° 

P IX {J "/ x 
IX' {J' ,,/' 

x 
{J' IX' ,,/' 

x'= _1_ 11000 1 I 1°001 I 
° 

00 PIX{J,,/-- =P{J,,/IXX' 
i-x IX'{J'r,1-X {J',,/'IX' 

11000 I 1°001 I x'= 1 - x 00 
° 

P IXßr i-x =P r{JIXx' 
IX' {J' r' r' {J' IX' 

x-i 
1001 ° I 1°001 I 

x-i 
x'=-- 00 

° 
P IX{Jr-- =PrIX{Jx' x 

0/ {J' r' x r' IX' ß' 

Die erste Spalte gibt hier die anzuwendende Substitution an, die drei 
folgenden geben die dadurch bewirkte Vertauschung der singulären 
Punkte, in der folgenden Spalte ist in der P-Funktion diese Vertauschung 
und gleichzeitig die entsprechende Substitution der Veränderlichen x 
vorgenommen, und die letzten Formeln unterscheiden sich von den vor
hergehenden nur durch die Reihenfolge, in der die singulären Punkte 

x angeschrieben sind, sowie durch Einführung von x' statt x-i usw. 
Man sieht also: Die Funktion 

0001 
P (X ß r x 

(x' ß' y' 

kann noch in fünf anderen äquivalenten Weisen geschrieben werden, indem 
man das x geeigneten linearen Transformationen unterwirft und dement
sprechend gleichzeitig 0, 00, 1 in geeigneter Weise permutiert. 

Eine Vertauschung von 0, 00, 1 kommt auf dasselbe hinaus wie die 
inverse Vertauschung der Buchstaben (x, ß, y. Unser Schema zeigt dies 
unmittelbar. 
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Wir fassen nun jede der sechs im Schema aufgeführten P-Funktionen, 
welche ja (als Funktionen von x betrachtet) schließlich untereinander iden
tisch sind, zunächst als Funktionen von x' auf (vgl. die letzte Spalte) und 
schreiben für jede Funktion ihre vier Reihenentwicklungen an der Stelle 
x' = 0 an. Sodann ersetzen wir x' in jeder dieser 24 Reihenentwicklungen 
durch den zugehörigen (linearen) Ausdruck in x. Damit erhaUen wir im 
ganzen 24 Reihenentwicklungen, von denen acht für die Umgebung des 
Punktes x = 0, weitere acht für die Umgebung des Punkte$ x = 00, und 
schließlich acht für die Umgebung des Punktes x = 1 geUen, so daß wir 
für den Punkt x = 0 selbst vier neue Entwicklungen haben und übrigens 
die Umgebung der Punkte x = 0 und x = 1 in demselben Maße beherr
schen wie die Umgebung von x = 0 [*]. 

Vorstehende Ausführungen werden wir im folgenden noch näher 
erläutern. 

Diese 24 Reihenentwicklungen bilden natürlich einen Kernpunkt in 
der Theorie, und es ist das Verdienst von KUMMER [1], diese 24 Reihen 
zuerst hingeschrieben zu haben. Wir selbst wollen dies nicht tun, da 
wir uns ja jetzt über die Entstehung derselben so klar sind, daß wir in 
jedem gegebenen Falle die gerade gewünschte Reihe uns sofort bilden 
können. 

Wir haben gesehen: Für die Umgebung jedes der Punkte 0, 00, 1 
existieren je zwei Fundamentallösungen P"', p"" bzw. pP, pP' und pr, pr', 
für welche unsere oben gewonnenen Reihenentwicklungen in Betracht 
kommen. 

Und zwar gehören von den acht zu der Umgebung des Punktes ge
hörenden Reihenentwicklungen immer je vier zu. der einen, je vier zu 
der anderen der heiden Fundamentallösungen. 

Wir schreiben hier nur die vier für den Zweig P'" geltenden Ent
wicklungen hin: 

P'" = x"'(l - x)r F(oc. + ß + r, oc. + ß' + r; 1 + oc. - oc.' ; x) 

= x"'(1 - x)r' F(oc. + ß + r', oc. + ß' + 'I; 1 + oc. - oc.' ; x) 

=(~~1r(1-x~JJF(oc.+ß+r. oc.+ß+r'; 1+oc.-oc.I;X~1) 

=(X~1)"'(I- X~1rF(oc.+ß'+r, oc.+ß'+r'; 1 +oc.-oc.' ; x~J 
Die für den anderen Zweig p",' geltenden Entwicklungen findet man 

hieraus durch Vertauschung von oc. mit 0c.' , die Entwicklungen für pP, 

pP' bzw. für pr, pr' mittels Ersetzung von x durch ! bzw. 1 - x und 

Beginn der elften Vorlesung. 
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.. x x-i 1 . 
demgemaß von x-i durch -x- bzw. 1 _ x SOWle durch entsprechende 

Vertauschung der Buchstaben (x, ß, 1', (X', ß', 1". 
Wir fragen nun aber, sobald wir zu irgendeinem Zwecke eine der 

Reihen auswählen sollen, vor allem nach der Konvergenz derselben. 
Betrachten wir zuerst die nach Potenzen von x fortschreitenden 

Reihen, also die beiden ersten unter den vier soeben angegebenen. Inner
halb des Einheitskreises konvergieren beide gewiß. Wie aber steht es 
auf der Peripherie des Einheitskreises? 

Wir wenden das früher (S. 15) gegebene Kriterium an; drücken wir 
darin a, b, c durch unsere Exponenten aus (vgl. S.36), so ergibt sich 
folgende Fallunterscheidung: 

t. Reihe 2. Reihe 

Konvergenz für alle x } ffi(,. - r') < 0 ffi(,.' -,.) < 0 
mit lxi = 1 

Konvergenz für I x I = 1 } o <ffi(,. - r') < 1 o <ffi(,.'-,.) < 1 
mit Ausnahme von x = 1 

Divergenz für alle } 1 <ffi (,. - ,.') 1 <ffi(r'-,.) lxi = 1 

Man sieht hieraus: Wenn an einer Stelle des Konvergenzkreises die 
eine Reihe divergieren sollte, dann konvergiert doch im allgemeinen 
immer wenigstens die andere; es sei denn, daß m (I' - 1") = 0 wäre, in 
welchem Falle beide Reihen zwar überall sonst auf dem Konvergenz
kreise konvergieren, doch mit Ausnahme des Punktes x = 1 selbst, in 
welchem dann beide Reihen divergieren. Abgesehen von diesem besonderen 
Falle dürfen wir also sagen, daß die eine Reihe auf dem Konvergenzkreis 
brauchbar ist, falls die andere versagen solUe. 

Wichtiger aber als diese Frage nach dem Verhalten auf der Grenze 
des Konvergenzgebietes ist die Frage nach dem Konvergenzgebiet selbst 
bei jeder einzelnen von unseren 24 Reihen. 

Das Konvergenzgebiet der nach x fortschreitenden Reihen ist, wie 
wir wissen, das Innere des Einheitskreises, gegeben durch die UngleiChung 

lxi< 1, 

während die Grenze des Konvergenzgebietes, nämlich die Peripherie des 
Einheitskreises selbst, durch die Gleichung 

/xl = 1 
gegeben wird. 

Genau ebenso wird das Konvergenzgebiet irgendeiner der anderen 
!Xx + P . 

Reihen, etwa einer nach x' = rx + d fortschreltenden Reihe, durch 
die Ungleichung 

lxi = I~:!~I < 1, 
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die Grenze durch die Gleichung 

Ix'l = I1XX+ PI = 1 
yx+ " 

gegeben. 
Man sieht nun, daß immer je zwei der als Veränderliche vorkommen-

den linearen Funktionen von x, nämlich x und ~, 1 - x und -1 _i_ x -x 
sowie ~~ und ~-1· reziproke Werte voneinander sind. Zu J' e zwei x x-
solchen Veränderlichen gehört dann immer dieselbe Konvergenzgrenze, 
die Konvergenzgebiete selbst liegen aber auf verschiedenen Seiten dieser 
Grenze und füllen zusammen gerade die ganze Ebene aus. Während 
z. B. die Reihen nach x im Innern des Einheitskreises konvergieren, kon-

vergieren diejenigen nach x' = ; außerhalb desselben. 

Entsprechend gehört zu 1 - x und -1-1- dieselbe Konvergenzgrenze, -x 
nämlich der mit dem Radius 1 um x = 1 als Mittelpunkt gelegte Kreis; 
die Entwicklungen nach 1 - x konvergieren aber innerhalb, die nach 

-1_1- außerhalb dieses Kreises. Für ~1 und x-i ist die im Punkte -x x- x 
x = i der reellen Achse errichtete Senkrechte die Grenze der Konvergenz; 

das Konvergenzgebiet der nach Potenzen von x ~ 1 fortschreitenden 

Entwicklungen ist die links von dieser Geraden gelegene Halbebene, 

das der Reihen nach x: 1 die Halbebene rechts. Es sind diese Fälle 

im folgenden schematisch zusammengestellt: 

t 

~l~, 
111<1 

Fig.1. Fig.2. Fig.3. 

Fig. 1-3. Konvergenzbereich der Reihenentwickelungen hypergeometrischer Funktionen nach 

Potenzen von x, ~, ... , x - t 
x x 

Auf diese sechs Konvergenzgebiete verteilen sich die 24 Reihen zu fe vier, 
wobei die Frage, ob die einzelne Reihe auch noch auf der Grenze der Kon
t1ergenz gilt, durch spezielle Untersuchung zu entscheiden ist. 

Auf den ersten Anblick mögen die sechs so erhaltenen Konvergenz
gebiete als ganz ungleichartig erscheinen, überträgt man jedoch nach 
RIEMANN unsere Figuren in gewisser, sofort anzugebender Weise aus 
der Ebene auf eine Kugel, so zeigt sich, daß alle diese Gebiete ganz 
gleichberechtigt sind. In der Ebene nimmt eben das Unendlich ferne für 
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die Anschauung eine Sonderstellung ein, während auf einer Kugel alle 
Punkte gleichberechtigt erscheinen. 

Man denke sich die Ebene der komplexen Zahlen x senkrecht zur 
Zeichenebene gestellt, so daß sie mit dieser die in der folgenden Ab
bildung mit AB bezeichnete Achse der reellen Zahlen gemeinsam hat. 

Nun denke man sich über der Strecke (0, +1) dieser reellen Achse 
ein gleichseitiges Dreieck in der Zeichenebene, also senkrecht zur kom
plexen Zahlenebene, konstruiert und die Höhe desselben zum Durch
messer einer Kugel gemacht, welche mithin die komplexe Zahlenebene 

A 
-1 o f +2 

Fig. 4. Stereographische Projektion der Kugeloberfläche auf die 
Ebene. 

im Punkte x = 1 berührt 
(vgl. Fig. 4). 

Projiziert man nun 
die komplexe Zahlen
ebene von demjenigen 
Punkte der Kugel aus, 
welcherdemBerührungs
punkte gegenüberliegt, 

auf die Kugelfläche ("stereographische Projektion"), so entspricht der 
Achse der reellen Zahlen offenbar derienige größte Kugelkreis, in welchem 
die Kugel die Zeichenebene schneidet. Die Punkte 0, 1, (Xl entsprechen 
drei ganz gleich verteilten Punkten dieses Kreises, denselben, welche auch 
'in der Zeichnung mit 0, 1, (Xl bezeichnet sind. Wir betrachten den 
(größten) Kugelkreis, welcher der reellen Achse entspricht, am bequem
sten als Äquator der Kugel. Dann geht bei der beschriebenen stereo-

graphischen Projektion der Konvergenzkreis I x I = I ! I = 1, d. h. der 

Einheitskreis um den Nullpunkt der x-Ebene, in den durch den Punkt 1 
des Äquators gehenden "Meridian" über, der Einheitskreis um x = 1 
in den durch den Äquatorpunkt 0 gehenden Meridian und die Konver
genzgrenze auf der obigen Fig. 3, nämlich die im Punkte x = 1 zur 
reellen Achse senkrecht stehende Gerade der x-Ebene, in den durch den 
Äquatorpunkt (Xl gehenden Meridian. In unseren Figuren 5, 6, 7 er
scheinen diese drei Meridiane orthogonal in die Zeichenebene projiziert, 
erscheinen daher als Durchmesser des gezeichneten Kreises, 

Man sieht, daß die sechs Konvergenzbereiche auf der Kugel gar 
keine Unterschiede mehr zeigen; alle sind Halbkugeln, deren Begren
zungen durch die beiden Pole der Kugel gehen, nur jede um 30 0 gegen 
die andere gedreht. Dabei ergänzen sich immer je zwei zur vollen 
Kugelfläche, wie vorher die Konvergenzbereiche zur vollen Ebene. Die 
Konvergenzbereiche in den Figuren 1, 2, 3 zeigen also, auf die Kugel 
übertragen und sodann orthogonal auf die Zeichenebene projiziert, 
folgendes Aussehen (vgl. Fig. 5, 6, 7): 

Bei unserer stereographischen Projektion verwandeln sich die drei Kon
vergenzgrenzen der x-Ebene in drei Meridiane der Kugel, welche mitein-
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ander gleiche Winkel bilden, und die sechs Konvergenzbereiche in sechs 
Halbkugeln, von denen jede auf der Kugel um 30 0 gegen die vorhergehende 
gedreht ist (die Halbkugeln in passender Reihenfolge genommen). 

Fig.5. Fig.6. Fig.7. 

Fig. 5-7. Die, stereographisch auf die Kugel übertragenen, Konvergenzbereiche (vgl. Fig. 1-3) ortho
gonal auf die Zeichenebene projiziert. 

Hierdurch dürfte die volle Gleichberechtigung aller unserer ver
schiedenen Reihenentwicklungen und Konvergenzbereiche hinreichend 
vor Augen geführt sein. 

§ 10. Lineare Beziehungen zwischen den verschiedenen 
Fundamentallösungen. 

Wir gehen nunmehr zu einer anderen Aufgabe über, zu welcher uns 
die Existenz der früher (S.43) aufgestellten Fundamentallösungen PIJI. 
und pIX', pP und pP', pr und pr' hinführt. 

Wir wissen nämlich, daß sich jede Lösung der hypergeometrischen 
Differentialgleichung aus irgend zwei linear unabhängigen Lösungen 
derselben linear mit konstanten Koeffizienten zusammensetzen lassen 
muß, also sowohl aus pIX, pIX' wie aus pP, pP' oder aus pr, pr'. Ins
besondere müssen sich die Fundamentallösungen pIX, PIJI.', jede linear 
sowohl aus pP, pfl' wie aus pr, pr' herstellen lassen vermittels Formeln 
folgender Art: 

PIX = IXpPt/ + IX{J' pP' = IXr pr + IXr,pr', 

PIX' = IXp pP + 1Xp, pp' = IX~ pr + IX~' pr' . 

Es handelt sich nun darum, die hierin eintretenden konstanten 
Koeffizienten IXp, IXp', IXp, IXp' usw. zu bestimmen. Die so zu erhaltenden 
Formeln, welche den Zusammenhang zwischen den zu den verschiedenen 
singulären Punkten gehörigen Fundamentallösungen herstellen, werden 
wir die "Zusammenhangsformeln" nennen. 

Wir wollen z. B. IXr und IXr' bestimmen. 
Wir setzen in die Gleichung: 

PIX = IXr pr + IXr' p", 

Beginn der zwölften Vorlesung. 
Klein, Hypergeometrische Funktion. 4 
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die betreffenden Reihenentwicklungen ein und erhalten: 

x"(1 - x)7F(1X + ß + r, IX + ß' + y; 1 + IX - IX'; x) 
=lXy(1-x)YxIX F(IX+ß+r, IX+ß'+r; 1 +y-r'; i-x) 
+ 1X,.'(1 - x),.'xIXF(1X + ß + r', IX + ß' + r'; 1 + y' - r; 1 - x). 

Diese ganze Gleichung dividieren wir noch durch x lX ( 1 - X)7 und er
halten also: 

F(IX+ß+y, IX+ß'+r; 1 + IX-IX'; x) 1 
= IX,.F(IX + ß + r, IX + ß' + y; 1 + r - y'; 1 - x) ~ (0) 

+1X,.,(1-x)y'-"F(IX+ß+r', 1X+ß'+r'; 1 +r'-r; 1-x).J 

Um nun IX,. und IX,.' als Funktionen von IX, ß, 1', IX', ß', 1" auszudrücken, 
hat man nur für x irgend zwei spezielle Werte Xl und XI einzusetzen, 
für welche alle vorkommenden Reihen bei "beliebigen" Werten der Ex
ponenten IX, IX', . . . konvergieren (von gewissen Ausnahmewerten abI. 
gesehen, z. B. von c = 1 + IX - IX' = negative ganze Zahl oder Null; 
vgl. S.8) und also analytische Funktionen der IX, IX' usw. definieren. 

Hierfür müssen Xl und XI beide den Bedingungen lxi< 1,11 - xl< 1 
gleichzeitig genügen [*J. 
. Man kann etwa Xl = !' XI = 1 setzen. 

Man erhält so zwei lineare Gleichungen tür IX,. und IX,." aus welchen 
man diese als analytische Funktionen der Exponenten berechnet, etwa 

(lX. (J, r) (lX , {J, r,\ 
IX,. = cp lX'. P', r" IX,.' = cP !X', {J', r}' 

(Die IX, IX', ... seien auf passend gewählte Gebiete beschränkt.) Dabei 
muß, wie leicht zu sehen, IX,.' aus IX,. durch Vertauschung von I' und 1" 
hervorgehen. Auch die anderen Koeffizienten IX~, IX~', IXp, IXfI" IXp, IXp' usw. 
müssen sich aus der einen Funktion IX,. durch Buchstabenvertauschun
gen ergeben. 

Es genügt also, wenn man irgendeinen der Koeffizienten, etwa IX,., 
berechnen kann. 

Diese Berechnung können wir nun noch in etwas anderer als der 
eben angedeuteten Weise vornehmen, so daß wir für IX,. einen handlichen 
Ausdruck erhalten. Wir setzen zu diesem Zwecke zunächst voraus, daß 
m (I' - 1") < 0 sei. Dann konvergieren für X = 1 sämtliche Reihen in 
(0): Die nach x fortschreitende (auf der linken Seite stehende) nach dem 
auf S. 46 angegebenen Konvergenzkriterium ; die Reihen auf der rechten 
Seite, weil 1 - x = 0 ist. Ferner verschwindet das zweite Glied auf 
der rechten Seite wegen des Faktors (1 - x),.'-Y, dessen Exponent einen 
positiven reellen Teil hat, und die mit IX,. multiplizierte F-Reihe re
duziert sich, da ihr Argument verschwindet, auf ihr erstes Glied, also 
auf 1. Die Gleichung ergibt dann unmittelbar 

IX,. = F (IX + ß + 1', ·x + ß' + r; 1 + IX - IX'; 1) . 
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Hierbei ist aber wohl zu beachten, daß diese Bestimmung von IXl" im 
Gegensatz zu der früheren Berechnung aus Xl = t, Xs = i, durchaus 
an die Bedingung ffi (y - y') < 0 gebunden ist. 

Der Koettizient IXl' ist eine analytische Funktion der sechs Exponenten 
x, ... , y' und ist in dem Bereiche ffi (y - y') < 0 durch die unendliche 
Reihe 

darstellbar. 
Um uns von der Einschränkung ffi (y - y') < 0 frei zu machen. 

können wir verfahren wie folgt. 
Wir haben früher (S. 13/14) die hypergeometrische ReiheF(a, b; c; 1) 

mit dem Argument 1 innerhalb ihres Konvergenzgebietes durch ein un
endliches Produkt dargestellt und für letzteres, allerdings vorläufig nur 
rein berichtweise, einen geschlossenen Ausdruck mit Hilfe der GAUSS
schen ll-Funktion angegeben: 

II(c -1) II(c - a - b - 1) 
F(a, b; c; 1) = II(c _ a _ 1) II(c - b -1)' [*} 

Drückt man hierin die a, b, c durch die IX, IX', ••• , y' aus (vgI. z. B. 
S. 36), so ergibt sich 

II(IX - IX') II(y' - y - 1) 
IX l' = II( -IX' - {J - y) II( -IX' - {J' - y) • 

IXl' ist durch unser Verfahren zunächst nur für den Bereich ffi(y-y')<O 
der Veränderlichen definiert, und auch nur so weit ist vorläufig die 
letzte Formel in Geltung. Wir werden aber später die GAusssche 
lI-Funktion als meromorphe Funktion ihres Arguments definieren können 
(vgI. S. 75). Dann gibt uns die letzte Formel zugleich die analytische 
Fortsetzung von IX l' über das Gebiet ffi(y - y') < 0 hinaus, und wir 
haben den Satz: 

Die allgemeine Definition derfenigen analytischen Funktion der sechs 
Exponenten, welcher unser Koettizient IXl' gleich ist, ergibt sich, wenn wir 
unsere F-Reihe mit GAUSS durch das Funktionszeichen II ausdrücken und 
eine allgemeingültige Definition für das Funktionszeichen II att/stellen. 

Jeder einzelne der acht Koeffizienten wird als ein Produkt von vier 
Faktoren II erscheinen, die sich durch Buchstabenvertauschung aus 
unserer einen Formel für IXl' ergeben. 

Hierbei sind übrigens zwei besondere Fälle zu beachten, in denen die 
weiteren, an diese Ausdrücke zu knüpfenden Folgerungen versagen und 
welche wir deswegen hier ausdrücklich ausschließen müssen; nämlich 
erstens der Fall, daß eine oder mehrere der Exponentendifferenzen 
IX - IX', (J - (J', y - y' ganze Zahlen sind, so daß einzelne der Ausdrücke 
xl' usw. sinnlos werden, und zweitens der Fall, daß eine der acht Summen 

± (IX -- IX') ± ((J - (J') ± (1' - y') 
4* 
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eine ungerade ganze Zahl ist. Ist nämlich etwa - (0( - 0(') + (ß - ß') 
+ (y - y') = 2k + 1, so folgt, wegen 0( + 0(' + ß + ß' + y + y' = 1, 
daßz. B. 0(' + ß + y und mithin auch 0( + ß' + y' = 1 - (0(' + ß + y) 
eine ganze Zahl ist. Es werden also im zweiten Falle einzelne der Nenner 
sinnlos bzw. einzelne der Koeffizienten O(y usw. gleich Null. Davon gilt 
übrigens auch die Umkehrung, d. h. wenn z. B. 0(' + ß + y eine ganze 
Zahl ist, so ist auch eine der Zahlen ± (0( - 0(') ± (ß - ß') ± (y - y') 
eine ungerade ganze Zahl. (Vgl. hierzu die geometrischen Auseinander
setzungen in § 49 und § 51.) 

Dabei spielt aber auch folgende, schon früher (vgl. S. 7) bei Gelegen
heit der Integraldarstellung für die hypergeometrische Funktion ge
streifte Frage herein. Wir haben unter p'" eine Funktion von folgender 
Gestalt verstanden: 

x"'(1 - x)r(1 + A 1 x + A 2x2 + ... ), 
also eine Funktion, für welche der erste Koeffizient der Reihenentwick
lung gleich 1 ist. Wenn wir aber statt dieser Funktion p'" eine andere 
nehmen wollten, welche sich von ihr um irgendeinen bestimmten, von 
x unabhängigen Faktor unterscheidet, und entsprechend bei den anderen 
Fundamentallösungen verfahren, so würden wir natürlich für die Koeffi
zienten O(r usw. andere Werte erhalten; es fragt sich, ob wir durch ge
eignete Wahl dieser multiplikativen Konstanten in den sechs Funda
mentallösungen einfachere Zusammenhangsformeln erhalten würden. 
Wir verschieben die Beantwortung dieser Frage auf die Besprechung 
der Integraldarstellung (S. 106) und fixieren hier nur das Problem durch 
den Satz: 

Bei der Bestimmung der O(r usw. sind wir von der Annahme ausgegangen, 
daß der Koeffizient des ersten Gliedes in der Reihenentwicklung von P"', 
p'''', pP, pP', pr, pr' jedesmal gleich Eins sei. Es wäre die Frage, ob 
man nicht in die Definition der Fundamental/ösungen noch solche, von den 
Exponenten abhängende konstante Faktoren mit aufnehmen könnte, daß 
die Koeffizienten O(r' ••• in den Zusammenhangsformeln entsprechend ein
fachere Werte bekommen. 

Ferner verweisen wir schon hier auf einen Artikel von BOLZA in Bd. 42 
der Mathematischen Annalen (= BOLZA [1J) und wollen ein bemerkens
wertes Resultat hervorheben, welches dort abgeleitet wird: 

Bei geeigneter Definition von Zusatzfaktoren entsteht eine merkwürdige 
Beziehung des Systems der Zusammenhangsformeln zur sphärischen Tri
gonometrie. 

Fragen wir nun schließlich noch nach dem Nutzen unserer Zu
sammenhangsformeln, so sehen wir doch, daß uns z. B. die Formel (0) 
(auf S. 50) die Umwandlung einer nach x fortschreitenden hypergeo
metrischen Reihe in eine nach (1 - x) fortschreitende Potenzreihe 

leistet: ~(x) = ~1 (1 - x) + (1 - x)Y'-l'~2 (1 - x). 
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Handelt es sich nun etwa um die numerische Berechnung der Reihe 
$ (x) für einen reellen Wert von x, der zwar noch kleiner als 1 ist, aber 
schon nahe bei 1 liegt, so konvergiert die Reihe $ (x) nur schlecht, die 
Reihen $1 (1 - x) und $2 (1 - x) konvergieren aber desto besser. 

Gerade dieser Gesichtspunkt der bequemen numerischen Ausrechnung 
leitet die älteren Mathematiker, wie EULER [1] - bei dem die Entwick
lung der vorstehenden Formel den Hauptinhalt der danach betitelten 
grundlegenden Arbeit (vgl. S. 3) bildet -, GAUSS [1J usw., wenn sie 
diese Formel besonders betonen. 

EULER und GAUSS haben diese For"!el zunächst durchaus so angesehen, 
daß an Stelle der ursprünglichen hypergeometrischen Reihe, wenn sie 
schlecht konvergiert, besser konvergierende Reihenentwicklungen gesetzt 
werden können; denn bei EULER und GAUSS ist die wirkliche Berechnung der 
Funktionen immer ein hauptsächlicher Maßstab für den Wert einer Formel. 

§ 11. RIEMANNS Grundauffassung. Die Monodromiegruppe der 
P-Funktion. 

Andererseits knüpft sich an diese Zusammenhangsformeln jene tiefere 
Auffassung vom Wesen der hypergeometrischen Funktion an, welche 
wir die RIEMANNsche Auffassung nennen. 

Und zwar hat man hierin zwei Standpunkte zu unterscheiden. 
Das eine Mal denken wir uns die drei singulären Punkte 0, 1 und 00 

durch einen von 0 über 1 nach 00 verlaufenden, übrigens beliebig ge
stalteten "Querschnitt" (etwa einen sich nicht überschneidenden 
"Streckenzug") verbunden. Verabreden wir nun, daß die Veränderliche 
x diesen Querschnitt nicht überschreitet, so ist irgendeine Lösung Y der 
Differentialgleichung in der ganzen zerschnittenen Ebene ein wohl
bestimmter eindeutiger "Funktionszweig" [*J. Aus irgend zwei solchen 
Funktionszweigen Yl' Y2 setzt sich der allgemeinste, der Differential
gleichung genügende Funktionszweig in der Gestalt CIYl + C2Y2 zu
sammen (Cl' Cs Konstante). Dieser Inbegriff aller linearen Kombina
tionen zweier Funktionszweige ist's, was ich eine "binäre Schar von 
Funktionszweigen" nenne. 

Dieses wäre die erste Bedeutung des Funktionszeichens 

0001 

PIXß" x, 
IX' ß' ,,' 

nämlich: daß damit die ganze binäre Schar von Funktionszweigen CIYl + C2Y2 
gemeint ist, welche unsere Differentialgleichung befriedigt, wobei die nähere 
Definition dieser Zweige natürlich von der Art des Querschnitts bedingt ist, 
den wir uns in der x-Ebene gezogen denken. 

Zweitens aber denken wir uns irgendeinen Zweig vorgegeben und (als 
"Anfangszweig") festgehalten. Sodann denken wir uns diesen Zweig 
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über den Querschnitt hinüber und beliebig um die singulären Punkte 
herum fortgesetzt. Wir erhalten dadurch beliebig viele Zweige, die alle 
die Gestalt CtYl + C2Y2 haben müssen, bei denen aber Cl' C2 je nach der 
Wahl des Anfangszweiges und des "Weges" der analytischen Fort
setzung sich bestimmen. (Unter einem "Weg" sei hier und im folgenden 
immer etwa ein Streckenzug verstanden, welcher keinen der Punkte 0, 
1, 00 enthält.) Also: 

Zweitens verstehen wir unter einer P-Funktion den Inbegriff aller der
J'enigen Zweige CtYI + C2Y2' die sich aus einem beliebig gewählten, aber 
dann festgehaltenen Anfangszweige bei beliebiger U mlaulung der singu
lären Punkte (durch analytische Fortsetzung) ergeben. 

Alle die ttnendlich vielen Zweige, welche hier zu einer einzelnen P-Funk
tion zusammengefaßt erscheinen, sind immer in der binären Schar CtYl +C2Y2 

enthalten. 
Achten wir insbesondere auf die zum Punkte x = 0 gehörigen Fun

damentalzweige : 
PIX= xlX$(x) , 

und lassen die Veränderliche den Nullpunkt einmal in positivem Sinne 
umkreisen. Dann geht x, und also auch die Potenzreihen $ (x) und 
$* (x), in sich selbst über; XIX aber multipliziert sich mit e2inlX , und XIX' 

mit e2in <x'. Dieselben Multiplikationen erleiden also die Fundamental
zweige plX, plX' selbst. Entsprechendes gilt für die zu x = 1 und zu 
x = 00 gehörigen Fundamentallösungen; wir haben also das Ergebnis: 

Insbesondere ändern sich: plX und p lX' bei Umlaufung des Punktes 
x = 0, lerner pß und pß' bei Umlaulung des Punktes x = 00, endlich 
pr und pr' bei Umlaufung von x = 1 um ie eine multiplikative Konstante. 

Wenn wir nun wissen, wie sich plX und P''': aus pP und pP' bzw. aus 
pr und pr' zusammensetzen, dann können wir auch sehen, was aus 
plX und plX' wird, wenn wir die Veränderliche um x = 1 bzw. um x = 00 

herumführen. 
Unsere Zusammenhangsformeln (S. 49) haben hier die Bedeutung, daß 

wir aus ihnen gleich ablesen können, wie sich z. B. die plX, plX' verhalten, 
wenn wir die Veränderliche x, statt um den Punkt x = 0, um den Punkt 
x = 00 oder um den Punkt x = 1 herumlaufen lassen. 

Heute will ich zum Schlusse dieses Kapitels auf die RIEMANNsche 
Theorie, zu der wir das letztem al vorgedrungen sind, in einigen Punkten 
etwas näher eingehen. 

Es seien als Anfangszweige irgend zwei linear unabhängige Zweige 
YI' Y2 ausgewählt, welche der Differentialgleichung genügen. Läßt man 

Beginn. der dreizehnten Vorlesung. 
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nun die unabhängige Veränderliche x irgendeinen, die Punkte 0,.1,00 
in beliebiger Weise umlaufenden, geschlossenen Weg ~ beschreiben, so 
verwandeln sich die YI' Y2 beide in je einen neuen Zweig, der sich durch 
die Ausgangszweige YI' Y2 linear ausdrückt, da diese als linear unab
hängig vorausgesetzt werden; d. h. YI und Y2 erleiden bei Durchlaufung 
irgendeines geschlossenen Weges ~ eine "lineare Substitution" S: 

Weg ~, Substitution S: Y; = CUYI + Cl2 Y2 

Y; = C2l YI + C22 Y2 [*J. 

Läßt man die Veränderliche x statt des Weges ~ einen anderen ge
schlossenen Weg j8 beschreiben, so erleiden YI' Y2 eine andere lineare 
Substitution, die ich T nenne: 

Y;* = dUYI + d12 Y2' Weg j8, Substitution T: 
Y;* = d2l YI + d22 Y2' 

Läßt man nun die unabhängige Veränderliche zuerst den Weg ~, 
sodann den Weg j8 beschreiben, so verwandeln sich YI' Y2 zuerst in 

Cu YI + c 12 Y2' 
C2l YI + C22 Y2; 

sodann verwandeln sich die YI' Y2 in diesen Ausdrücken, der Substitution 
T entsprechend, in 

du YI + d12 Y2' 
d2l YI + d22 Y2' 

so daß sich also schließlich YI' Y2 in folgende Ausdrücke umgewandelt 
haben: 

~~~+~~+~~~+~~=~~+~~~ 
+ (cu d12 + C12 d22) Y2' 

~~~+~~+~~~+~~=~~+~~~ 
+ (C 21 d12 + C22 d22) Y2 . 

Diese selbe lineare Substitution erhält man aber, wenn man auf 
YI' Y2 zuerst die Substitution T anwendet und auf die so gefundenen 
y~*, Y;* die Substitution Z. (Wenn man also, wie man zu sagen pflegt, 
T und S in der Reihenfolge T S "zusammensetzt".) D. h.: 

Der Aufeinanderfolge zweier Wege ~, j8 entspricht die Zusammen
setzung der zugehörigen Substitutionen in umgekehrter Reihenfolge. 

Jeder geschlossene Weg (Umlauf) in der x-Ebene läßt sich offenbar 
durch Kombination und Wiederholung aus drei "Fundamentalwegen" zu
sammensetzen, nämlich aus einfachen (im einen oder anderen Sinn durch
laufenen) Schleifen um je einen der Punkte 0, 1, 00. Man veranschau
licht sich das leicht an der Hand einer Skizze. Also lassen sich auch 
alle Substitutionen, welche YI' Y2 bei Fortsetzung längs irgendwelcher 
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Wege erleiden, aus drei "erzeugenden Substitutionen" zusammensetzen, 
welche je einem der drei Fundamentalwege entsprechen. 

Die Gesamtheit aller dieser durch Kombination und Wiederholung 
der erzeugenden Substitutionen entstehenden Substitutionen bildet eine 
(zu den gegebenen Anfangszweigen gehörige) "Gruppe linearer Substi
tutionen"; als Verknüpfung der Gruppenelemente gilt dabei die oben 
definierte Zusammensetzung zweier Substitutionen. 

Bei der Gesamtheit aller möglichen Umläufe, die wir in der x-Ebene 
ausführen, entsteht eine Gruppe linearer Substitutionen von Yt, Y2' welche 
diejenigen drei linearen Substitutionen, die den Umläufen um 0, 1, 00 

einzeln entsprechen, zu "Erzeugenden" hat. 
Dies nennt man die Gruppe der P-Funktion, genauer: die zu den 

gegebenen Anfangszweigen Yl' Y2 gehörige Gruppe. 
Sie entsteht durch Wiederholung ganz bestimmter einzelner Schritte, 

besteht also im allgemeinen aus abzählbar unendlich vielen, in gewissen 
speziellen Fällen aus endlich vielen Substitutionen (betreffs dieser 
Spezialfälle vgl. § 57). Also: 

Die Gruppe linearer Substitutionen, welche wir hier bei der P-Funktion 
finden, ist im allgemeinen von abzählbar unendlicher Ordnung; sie reduziert 
sich nur in speziellen Fällen auf eine endliche Gruppe linearer Substitu
tionen. 

Es handelt sich nun darum, diese zu zwei gegebenen Anfangszweigen 
Yl' Y2 gehörige Gruppe wirklich aufzustellen, d. h. ihre drei Erzeugenden 
zu berechnen. Wir wollen zu diesem Zweck die Ebene längs der ganzen 
Achse der reellen Zahlen aufschneiden und uns zuerst nur in der positiven 
Halbebene bewegen. Dann werden die zwei Zweige Yl' Y2 durch ganz be
stimmte lineare Verbindungen der zu 0, 00, 1 gehörigen Fundamental
zweige dargestellt; es gilt also etwa: 

Yl = 11 PIX + l~ PIX' = m 1 pp + m~ PP' = n1 pr + n~ pr' ; 
Y2 = 12 PIX + I~ pr.' = m 2 pP + m~ pP' = n2 pr + ~ pr' . 

Dabei ist I ~l ~~ I =F 0 anzunehmen, weil Yl' Y2 linear unabhängig sein 

sollen; eben~o \st auch I ml m~ I =F 0, I nl n~ I =F o. 
m2 m. n2 n. 

Ich behaupte nun (was wir in speziellerer Form schon am Ende der 
vorigen Stunde berührten): 

Wenn ich weiß, wie die Anfangszweige Yl' Y2 einerseits mit den plX, plX', 
andererseits mit den pP, pP' und schließlich mit den pr, pr' zusammen
hängen, dann kann ich die Erzeugenden der Gruppe sofort berechnen. 

Lassen wir x z. B. einen Umlauf um x = 0 machen, so multipli
zieren sich plX, plX' mit e2inlX, e2 i ;n;IX'. 

Man hat also: 

Yl = ll PIX + I~ pr.', 
Y2 = 12 pr. + 12 PIX', 

YT = II e2i ;n;1X pr. + l~ e2i ;n;0I: PIX', 
Y; = 12e2i;n;",plX + 12e2i;n;lX' PIX'. 
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Durch Elimination von pIX und pIX' erhält man nun in der Tat y~ 
und Y; linear durch Yl' Y2 ausgedrückt, d. h. man berechnet die einem 
Umlaufe um x = 0 entsprechende Erzeugende der Gruppe durch Elimination 
von pIX und pIX' aus den obigen zwei Gleichungspaaren. 

Das Entsprechende gilt natürlich von den beiden anderen Erzeugen
den der Gruppe. 

Hier kommt nun die Bedeutung der Zusammenhangsformeln (S. 49) 
zum Vorschein: Wählen wir nämlich einmal die Zweige pIX, pIX' selbst 
als Anfangszweige, so kennen wir unmittelbar die Koeffizienten 1, 1'; 
m, m'; n, n' vermöge der Zusammenhangsformeln : 

Yl = 1 • PIX + o· PIX' = IXp pp + IXp' pP' = lXy pr + lX y' PY', 

Ya = 0 • PIX + 1 • PIX' = IXp pP + IXp. pP' = IX~ pr + IX;' pr', 

und man findet die zu x = 00 und x = 1 gehörigen Substitutionen durch 
Elimination von pP, pP' bzw. pr, pr' aus diesen und den transfor
mierten Gleichungssystemen, während einem Umlauf um x = 0 unmittel
bar bloße Multiplikationen mit einer Konstanten entsprechen. Also: 

Die Bedeutung der Zusammenhangsformeln der vorigen Stunde für 
unsere Betrachtungen ist fetzt zuvörderst die, daß sie uns die erzeugenden 
Substitutionen für die Gruppe derfenigen linearen Transformationen liefern, 
welche sich bei analytischer Fortsetzung für diefenigen beiden P-Funktionen 
ergeben, deren Anfangszweige die Fundamentallösungen plX, plX' sind. 

Wählen wir nun ein anderes Paar von linear unabhängigen Anfangs
zweigen: 

Yl = 11 PIX + 1~ PIX', 
Y2 = 12 PIX + l~PIX', 

't b li b' Z hl 1 1" 1 l' f" 1 h 'th' 1/1 li 1-1- . ml e eIgen a en l' 1; 2' 2' ur we c e ml m 1
2 

I~ lOsem 

soll, so können wir durch Einsetzen der Zusammenhangsformeln 
dieselben Yl und Y2 auch durch pP, pP' und durch pr, pr' ausdrücken, 
also die Zahlen m1 , mi; ... und n1 , ni, . " (vgl. S. 56) und daraus 
die drei Fundamentalsubstitutionen berechnen. Also dürfen wir sagen: 

Weitergehend erfahren wir überhaupt die Gruppe für irgend zwei A n
fangszweige Yl' Y2' wenn wir nur wissen, wie sich Yl' Y2 insbesondere aus 
den Fundamentallösungen plX, plX' zusammensetzen. 

Die Zusammenhangsformeln sind also gewissermaßen die Grundlage 
für unsere Gruppe. 

§ 12. Kanonische Form der erzeugenden Substitutionen. 

Nunmehr wollen wir die Betrachtung in der Weise umkehren, daß wir 
von der, zu beliebig vorgegebenen Anfangszweigen Yl' Y2 gehörigen, 
Gruppe ausgehen und nun fragen, wodurch in Beziehung auf die Gruppe 
die zu 0, 00, 1 gehörigen Fundamentalzweige vor anderen Funktions
zweigen ausgezeichnet sind. 



58 Die hypergeometrische Differentialgleichung. 

Eine Substitution heiße: 

yf = C11 Y1 + C12 Y2, 
Yl = c21 Y1 + c2S Ys, 

wobei 

Wir fragen uns nun, ob wir diese Substitution nicht durch Einführung 
zweier linearen Verbindungen Zl und Zs von Y1' Ys als neuer Anfangs
zweige auf eine sogleich anzugebende besonders einfache, eine sog. 
"kanonische Form" bringen können. 

Wir setzen zunächst: 

Zl = k1Y1 + kSY2' 
Z2 = II Y1 + l2 Y2' 

und wollen versuchen, die Konstanten k1, ks , ll' l2 so einzurichten, daß 
Zl und Zs Substitutionen von der "kanonischen" Gestalt: 

erleiden. D. h. es soll 

Z~ = e1z1' 
z: = e2zS . . 

k1yf + k2Y2 = e1(k1Y1 + ksYs)' 

II Yt + ls Y: = e2 ( II Y1 + ls Ys) 

werden. Ich setze die Ausdrücke für Yf, Y: ein und bekomme: 

(k1 C11 + k2 cu) Y1 + (k1 C12 + k2 c2S) Ys = e1 k1 Y1 + e1 k2 Ys, 

( II c11 + l2 c21) Y1 + (ll C12 + l2 C22) Ys = es II Y1 + e2 l2 Y2' 

Diese Gleichungen sollen Identitäten sein, so daß (wegen der linearen 
Unabhängigkeit von Y1 und Y2) entsprechende Koeffizienten rechts und 
links gleich sein müssen. So folgen aus der ersten Identität die beiden 
Gleichungen 

k1 (C11 - (1) + kS c21 = 0, 

k1 c12 + ks(css - (1) = o. 
Da k1 und ks nicht beide Null sein sollen, ist die Determinante gleich 
Null, was für e1 eine Gleichung zweiten Grades liefert. 

Eine Gleichung für e2 mit genau denselben Koeffizienten folgt aus 
der zweiten Identität. Mithin sind e1' es einfach Wurzeln folgender 
quadratischer Gleichung (sog. "charakteristische Gleichung" der ursprüng
lichen Substitution): 

I C11 - e Cu I = 0; 
C12 CS2 - e 

übrigens sind diese Wurzeln stets von Null verschieden (wegen 
c11 C22 - c12 C21 =l= 0). 

Dies gibt im allgemeinen zwei verschiedene Werte von e1' e2' aus 
denen sich dann die k1 , ks und ll' 12 ihrem Verhältnisse nach berechnen 
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lassen, so daß je ein von Null verschiedener Proportionalitätsfaktor un
bestimmt bleibt [*J. Also: 

In der Tat läßt sich im allgemeinen (d. h. für lh ~- (>2) die kanonische 
Form 

zi = lh Z1' 

z; = (>2Za 

/terstellen; man hat tür (>1' (>. nur die beiden Wurzeln der "charakteristischen 
Gleichung" zu setzen. 

Wir mußten diesen Satz mit der Einschränkung "im allgemeinen" 
aussprechen, weil Q1 =l= (>2 vorausgesetzt war. Es erhebt sich jetzt die 
Frage nach den Ausnahmefällen, in welchen die charakteristische 
Gleichung zwei gleiche Wurzeln (>1 = (>2 = (> hat. Sie sind noch in "Aus
nahmefälle erster Ordnung" und "Ausnahmefälle zweiter Ordnung" zu 
unterscheiden. 

Ist (>1 = (>2' so sprechen wir von einem Ausnahme/all, bezeichnen aber 
insbesondere als "Ausnahme/all zweiter Ordnung" den Fall, daß so
gar alle Unterdeterminanten unserer Matrix 

11 
C11 - !ll C12 11 

Cu Cu - !ll 

verschwinden, d. h. daß die Matrix den Rang Null hat, während von 
einem "A usnahme/all erster Ordnung" gesprochen wird, falls (>I = (>, 

aber der Rang gleich Eins ist. 

1. Im allgemeinen Falle (lh =l= (}2) lautet die kanonische Form in der 
Tat, wie wir von Anfang angenommen: 

zi = (>lZ1' zf = (}.z •. 
2. Im Ausnahme/alle erster Ordnung, der durch die Bedingung: Rang 

der Matrix gleich Eins und (} = (}1 = (>s, letzteres gleichbedeutend mit 

4c1SC21 + (c11 - CS2)2 = 0, 

charakterisiert ist, muß man als kanonische Form eine Substitution von 
etwas anderer, nämlich von der Gestalt 

zi = (} Z1 + (/ z.' 
z; = (}Za 

benutzen, in welcher (/ eine von Null verschiedene Konstante ist [**]. 
3. Der Ausnahme/all zweiter Ordnung liegt vor, wenn 

Beginn der vierzehnten Vorlesung. 
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ist. Dann lautet die kanonische Substitution wieder entsprechend wie 
im allgemeinen Fall, nämlich (e = c11 = css gesetzt): 

zt = eZl' 

z; = ezs, 
und zwar hat dann schon die gegebene Substitution diese kanonische Form. 

Betrachten wir, statt der Zweige ZI' Zs selbst, ihren Quotienten 

Z = 81 , so erleidet dieser im allgemeinen Falle eine Multiplikation mit 
81 

einer Konstanten (wegen es =F 0): 

Z* = ~z, 
/?s 

dagegen im Ausnahmefall erster Ordnung, den man als den Fall einer 
"parabolischen Substitution" zu bezeichnen pflegt, die Addition einer 
Konstanten: 

Z*=Z+~· 
/? ' 

endlich bleibt z im Ausnahmefall zweiter Ordnung ganz ungeändert: 

z* =z. 
Beziehen wir nun diese Betrachtungen auf die Substitution der P

Funktion! 
Führen wir die einem Umlauf um x = 0 entsprechende Substitution: 

Yt = c11 Yl + c12 Ys , 

Y: = Cn Yl + CS1Yz 

irgend zweier Zweige durch die Formeln 

ZI = k1 Yl + ksys, 
Z2 = 11Yl + l2YS 

auf eine kanonische Form zurück, so ist zu fragen, was für besondere 
funktionentheoretische Bedeutung die so eingeführten speziellen Zweige 
ZI' Zl haben. Ich behaupte nun: 

Die kanonischen ZI' Z2 sind (bis auf konstante Faktoren) einfach die 
Fundamentallösungen, die wir für den Punkt x = 0 von früher kennen. 

Oder anders ausgedrückt: 
Die früher für den· Punkt x = 0 aufgestellten Fundamentallösungen 

repräsentieren gerade diejenigen Funktionszweige, welche man zugrunde 
legen muß, damit unsere lineare Substitution in ihrer kanonischen Form 
erscheint. 

Entsprechendes giU für die beiden anderen singulären Stellen x = 1 
und x = 00. 

In der Tat: Wir haben früher bei Aufstellung der Fundamental
lösungen, ähnlich wie hier bei der kanonischen Form einer Substitution, 
einen allgemeinen Fall sowie Ausnahmefälle erster und zweiter Ordnung 
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unterschieden (vgl. z. B. § 7 und § 8). Es zeigt sich nun, daß diese 
Fälle ganz genau den ebenso benannten Fällen der kanonischen Sub
stitutionen entsprechen: 

1. Im allgemeinen Fall können wir setzen: 

Zl = pOf. = XOf.$l(X), Z2 = P'" = xOf.'$:(x). 

Dann ist nämlich 

also einfach 

zf = e2i ;fOf.xOf.$1(x) = e2i ;7l()f.zl' 

z! = e2i ;7l Of.' XIX' $f(x) = e2i ;7llX' Z2' 

und es liegt, da lX - .x' keine ganze Zahl, also (!i von (/2 verschieden ist, 
in der Tat der allgemeine Fall der kanonischen Substitution vor. 

2. Im Ausnahmefall erster Ordnung ist lX' = lX + k. Wir können 
setzen: 

Zl = pOf. = XIX' $ (x) + (log x) xOf.' $* (x) , 

Z2 = PIX' = xlX'$*(x). 

Beim Umlauf des x um x = 0 multiplizieren sich nämlich sowohl 
xOf.$(x) wie xlX'$*(x) mit derselben Konstanten (/ = e2i ;7l1X = e2in Of.', 
während logx um 2in wächst. Und man ersieht daraus in der Tat, 
daß der Quotient von plX und PIX' eine parabolische Substitution er
leidet, und zwar eine solche mit den Koeffizienten 

(J = 2in e2i ;7l()f.. 

3. Im Ausnahmefall zweiter Ordnung endlich heißen die Fundamental
lösungen: 

wobei wieder lX' = .x + k. 
Und in der Tat erleiden hier bei einem Umlaufe um x = 0 beide 

Lösungen eine Multiplikation mit derselben Konstanten 

genau dem Ausnahmefall zweiter Ordnung der kanonischen Substitution 
entsprechend. 

Aber noch mehr: Die bei der kanonischen Substitution auftretenden 
Lösungen Zl' Z2 sind mit den Fundamental/ösungen identisch (von kon
stanten Faktoren abgesehen). In der Tat ist z. B. im allgemeinen Falle 
die kanonische Form und damit Zl' Z2 im wesentlichen eindeutig be
stimmt; und da die Fundamentallösungen sich in kanonischer Form sub
stituieren, sind sie (bis auf konstante Faktoren) mit Zl' Z2 identisch. 
Analog schließt man in den Ausnahmefällen [*J. Die vorstehenden Be
trachtungen lehren uns überdies: 

Die früher aufgestellten Fundamentalzweige (bzw. ihr Quotient) liefern 
bei Umlaufung des Punktes x = 0 eine lineare Substitution, welche nicht 
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nur in kanonischer Form erscheint, sondern auch, entsprechend dem all
gemeinen Fall bzw. den Ausnahmefällen erster und zweiter Ordnung bei 
der Differentialgleichung (vgl. §§ 7, 8), gerade in die Fälle 1., 2., 3. 
hineinpaßt, die wir bei der Herstellung der kanonischen Substitution 
(S.58/59) aufgefunden haben. 

Insbesondere geht das Auftreten von Logarithmen mit dem Auftreten 
parabolischer Substitutionen Hand in Hand. 

Wir schließen hiermit unsere Betrachtungen betr. die Definition der 
hypergeometrischen Funktion von der Differentialgleichung aus, welche 
schließlich in der Auffassung der hypergeometrischen Funktion als In
begriff der analytischen Fortsetzungen eines Anfangszweiges sowie in 
den Begriffen: "Gruppe linearer Substitutionen" und "kanonische Form 
der Substitution" ihren Höhepunkt fanden. 

Wir fügen hieran noch folgende allgemeinere Bemerkung: 
Diese Behandlung der hypergeometrischen Funktion von der Differential

gleichung aus läßt sich im wesentlichen ungeändert von der Differential
gleichung zweiter Ordnung mit nur drei singulären Punkten, d. h. eben von 
der hypergeometrischen Differentialgleichung, auf lineare homogene Diffe
rentialgleichungen n-ter Ordnung mit einer beliebigen Anzahl singulärer 
Punkte übertragen. Und so ist denn die Lehre von der hypergeometrischen 
Funktion eine Einleitung in die allgemeine Theorie derJ"enigen Funktionen, 
welche durch lineare Differentialgleichungen definiert werden [*]. 

Wir wenden uns nunmehr zur Definition der hypergeometrischen 
Funktion durch bestimmte Integrale. 

Dritter Abschnitt. 

Darstellung der hypergeometrischen Funktion durch 
bestimmte Integrale. 

§ 13. Integrationsivege. Homogene Schreibweise. 

Ich werde heute zuerst eine Reihe allgemeinerer Vorbemerkungen 
geben. 

Wir haben schon zu Anfang der Vorlesung (S. 4ff.) die von EULER 

gefundene Beziehung zwischen der Funktion F (a, b; c; x) und dem be
stimmten Integral 

kennengelernt. 

1 J U b- 1 (1 - u)"-b-t(1 - xu)-adu 
o 

EULER hat sich aber auch noch mit einer anderen, einfacheren Klasse 
bestimmter Integrale, die von ihm den Namen führen, besonders ein
gehend beschäftigt; ich meine die "EuLERschen Integrale erster und 
zweiter Art", für welche folgende Definitionen und Bezeichnungen gelten: 
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EULERsches Integral erster Art ("Betafunktion"): 
1 

B(P,q) = fUP-1(1 - u)q-1du; 
o 

EL"LERsches Integral zweiter Art ("Gammafunktion" ): 
00 

r(p) = f up - 1 e-udu. 
o 
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Dabei bedeuten u bzw. p, q zunächst reelle Veränderliche bzw. Zahlen 
(P > 0, q > 0) [*]. 

Die Bezeichnung B (P ,q) ist durch die französischen Lehrbücher be
sonders verbreitet worden, und zwar wurde sie 1839 von BINET [1] zu
erst eingeführt. Die Bezeichnung F(P) stammt von LEGENDRE [1], 
während GAUSS [1] dieselbe Funktion nach dem Vorgang von EULER 
mit II(p - 1) bezeichnet [**], [***]. 

Wir beabsichtigen nun, die sämtlichen in den obigen Formeln vor
kommenden Buchstaben p, q und u als komplexe Veränderliche aufzu
fassen. Es wird dann p = P' + ip" und q = q' + iq" der Bedingung 
m (P) = P' > 0, m (q) = q' > 0 zu unterwerfen sein; ferner sollen uP - 1 

usw. beliebige, aber festgehaltene Zweige dieser Potenz (etwa die Haupt
werte) bedeuten. Als Integrationsweg werde vorläufig etwa die Ver
bindungsstrecke 0, 1 (bzw. 0, (0) beibehalten (vgL dazu auch § 15). 
Die hier betrachteten uneigentlichen Integrale existieren bekanntlich, 
sofern eben m(p) > 0, m(q) > o. Ferner sind B(P, q) und F(p) analy
tische Funktionen von p und q. Dabei ergibt sich nun, wenn wir an der 
obigen Schreibweise der Integrale festhalten, die Schwierigkeit, daß für 
gewisse Gebiete der Veränderlichen die Integrale notwendig ihren Sinn 
verlieren, ganz ähnlich wie die Potenzreihen außerhalb ihres Konvergenz
kreises. Also: 

Indem wir z. B. r(p) durch das bestimmte Integral erklären, definieren 
wir das F (P) nur für solche Werte von p, deren reeller Teil m (P) positiv 
ist, und ob für Werte von p, deren reeller Teil Null oder negativ ist, eine 
Funktion r(p) überhaupt definiert werden kann (genauer gesagt: ob die 
für m(p) > 0 durch das Integral definierte analytische Funktion sich ana
lytisch in die Halbebene m (P) ::::: 0 fortsetzen läßt), bleibt zunächst völlig 
im unklaren, insofern das Integral dann unterschiedslos sinnlos wird. 

Wir haben das vorige Mal einen Mangel in der gewöhnlichen De
finition der Gammafunktion durch ein bestimmtes Integral gefunden; 
diese Unvollkommenheit hat denn auch zu manchen Versuchen geführt, 

Beginn der fünfzehnten Vorlesung. 
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andere weniger beschränkte Definitionen derselben Funktion zugrunde 
zu legen, wie ja auch GAUSS seine lI-Funktion durch ein unendliches 
Produkt definiert. Wir werden hierauf erst an einer späteren Stelle (vgl. 
S. 73ff.) genauer eingehen, während ich heute zeigen will, wie man bei 
Beibehaltung der Integraldefinition die besagte Schwierigkeit doch be
heben kann. Es beruht dies Verfahren im wesentlichen auf Ideen
bildungen RIEMANNS, die für diese Integrale von ihm selbst allerdings 
nur angedeutet worden sind und erst in neuerer Zeit weiter ausgebildet 
wurden (vgl. die im folgenden gemachten Literaturangaben). 

Es handelt sich nämlich darum, statt der Wege von einem singulären 
Punkt in den anderen hinein solche Wege zu setzen, welche um die 
singulären Punkte herumgehen, so daß längs ihrer der Integrand nicht 
unendlich wird. 

Bei dem Integral 

erstreckt man in diesem Sinne die Integration (statt von Null bis Un
endlich längs der reellen u-Achse vielmehr) längs einer um den Null
punkt gelegten "Schleife" in der komplexen u-Ebene (d. h. z. B. längs 
eines Weges, welcher besteht aus einem die positive reelle Achse nicht 
treffenden Kreisbogen mit dem Nullpunkt als Zentrum und mit einem 
Öffnungswinkel größer als n, und aus den beiden Halbstrahlen durch 
die beiden Endpunkte des Bogens, welche durch Parallelverschiebung 
aus der positiven reellen Achse hervorgehen). Dieses Schleijenintegral 
behält, wie man sieht, für beliebiges p eine gute Bedeutung. Dasselbe 
ist zuerst von HANKEL [1J eingeführt worden [*J. 

Das EULERsche Integral erster Art: 

B(p,q) =!up - 1 (1-u)IJ- 1 du, 

welches bei Erstreckung längs der reellen Achse von 0 bis 1 den Be
schränkungen 9l(P) > 0 und 9l(q) > 0 unterliegt, erstreckt man längs 
des folgenden, die Punkte 0 und 1 umgehenden, geschlossenen Weges, 
eines sog. "Doppelumlaujs". Derselbe ist durch folgende Eigentüm
lichkeit gekennzeichnet: Der Integrationsweg ist so eingerichtet, daß er 

sowohl den Punkt u = 0 als den Punkt u = 1 
das eine Mal in positivem Sinne, das andere 
Mal in negativem Sinne umkreist. 

Wenn ich den Nullpunkt einmal in positivem 
Fig.8. Doppelumlauf um die Sinne umlaufe, so multipliziert sich uP - 1 mit 

Punkte 11=0, 11=1. 
einer gewissen Konstanten, umlaufe ich ihn in 

negativem Sinne, so multipliziert sich up - 1 mit dem reziproken Wert 
des ersten Multiplikators, so daß also up - 1 nach den beiden Umläufen 
sich reproduziert hat. Dasselbe geschieht mit (1 - U)IJ-l längs des po
sitiven und negativen Umlaufs um u = 1. Das Endresultat ist also 
folgendes: 
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Der in Rede stehende geschlossene Weg (Doppelumlauf) hat die Eigen
schaft, daß bei Durchlaufung desselben die zu integrierende Funktion sich 
reproduziert. 

Dasselbe können wir etwas moderner folgendermaßen ausdrücken: 
Wir denken uns über der komplexen u-Ebene eine RIEMANNsche Fläche 
konstruiert, auf welcher der Ausdruck uV - 1 (1 - U)q-l eindeutig ist. 
Dieselbe ist bei 0, 1 , 00 verzweigt; und zwar hängen daselbst bei reellem 
rationalem p bzw. q bzw. P + q immer so viele Blätter zyklisch zu
sammen, als der Nenner des reduzierten Bruches für p bzw. q bzw. 
P + q angibt, bei reellen, aber irrationalen oder bei komplexen Werten 
dieser Exponenten aber unendlich viele Blätter. Jedem Umlauf um einen 
der Verzweigungspunkte entspricht nun ein übergang in ein anderes 
Blatt, und zwar im einen oder anderen Sinne, je nachdem der Umlauf 
in positivem oder negativem Sinne erfolgt [*J. 

Indem wir diese RIEMANNsche Fläche konstruieren, ergibt sich als das 
Wesen des Doppelumlaufs, daß derselbe nicht nur in der u-Ebene, sondern 
auch auf der RIEMANNschen Fläche einen geschlossenen Weg liefert. 

Es ist nur ein Seitenstück zur RIEMANNschen Definition der Perioden 
eines elliptischen oder ABELschen Integrals, wenn wir einen solchen ge
schlossenen Integrationsweg auf der RIEMANNschen Fläche einführen. 

RIEMANN selbst hat hierüber nur Andeutungen gegeben. (Man vgl. 
dazu die genauen Zitate im 38. Bande der Mathematischen Annalen 
S. 148, 511, 512) [**J. 

Der erste neuere Mathematiker, der wirklich solche Doppelumläufe 
benutzt, ist C. JORDAN [1J im 3. Bande seines "Cours d'analyse", einem 
Buche, welches überhaupt von durchaus modernem Standpunkte aus 
die Dinge behandelt. Dann hat NEKRAssoFF [1J die Sache aufgenommen 
in einer Abhandlung, welche im 38. Bande der Mathematischen Annalen 
(1891) in übersetzung erschienen ist. Endlich war POCH HAMMER [2-4J 
in den Jahren 1889-1890 schon selbständig auf die Benutzung des 
Doppelumlaufs gekommen; von ihm rührt auch diese Benennung unseres 
Integrationsweges her. 

Zusatz: Entsprechende Ansätze wird man bei solchen Funktionen 
treffen können, die durch Doppelintegrale definiert sind; dabei sind dit' 
Auffassungen zugrunde zu legen, welche POINCARE [1J über Doppel
integrale im komplexen Gebiete entwickelt hat [***J. Ich denke z. B. 
an die verallgemeinerten hypergeometrischen Reihen von THOMAE [1] 
(vgl. § 3). 

Diese Doppelumläufe werden wir in unserer Darstellung zur Geltung 
zu bringen haben. Außerdem wird uns aber noch ein zweites modernes 
Hilfsmittel vorzügliche Dienste leisten, nämlich die Anwendung der 
homogenen Veränderlichen (homogenen Schreibweise). Wir führen näm
lich in das EULERsche Integral erster Art für u den Quotienten u1/u9 ein, 
wobei u1 bzw. U s etwa als eindeutige, stetig differenzierbare Funktionen 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 5 
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des reellen Parameters C so gewählt seien, daß dem Integrationsweg 
(Doppelumlauf) ein-eindeutig etwa das Intervall ° -< C -< 1 entspricht. 
Überdies sollen u1 und u2 nicht gleichzeitig verschwinden. Wir haben 
also zu setzen: 

U = U 1 (C) d 9 [ , '] d r 
U. m ' U = Ui"' U1 U2 - U2 U l ". 

Wird noch u~dC = dU l usw. gesetzt, so erhalten wir schließlich 

B(P, q) = f Uf-l(U2 - UI)q-lttiP-g(U2dul - u1 du2)· 

Dabei tritt nun deutlich hervor, daß der Integrand - wenn wir wieder 
auf die komplexe Veränderliche U zurückgehen - außer an den Stellen 
tt = 0, d. h. u1 = 0, und U = 1, d. h. u1 = tt2 , auch noch an der Stelle 
u = 00, d. h. u2 =0, einen Verzweigungspunkt besitzt, und daß für die 
Stelle U = 00 die Zahl - p - q dieselbe Rolle spielt wie für U = ° die 
Zahl p - 1 und für u = 1 die Zahl q - 1. 

Noch deutlicher tritt die Gleichberechtigung der drei Verzweigungs
punkte und ihrer Exponenten hervor, wenn wir die ersteren beliebig 
wählen und etwa eine Funktion geradezu durch das Integral definieren, 
welches längs eines Doppelumlaufs zu nehmen ist: 

f (u, a)'" (u, b)P (tt, c)r (tt, du) , 

worin wir unter (u, a) die Determinante u1 a2 - tt2al , unter (tt, du) den 
Differentialausdruck u1 dU2 - u 2du1 verstehen. Dabei müssen wir aber 
die Exponenten (X., ß, y, damit der Integrand ein Ausdruck nullter Di
mension in u1 ' u2 sei, der durch p - 1, q - 1, - P - q in der Tat er
füllten Bedingung unterwerfen: 

(X. + ß + 'Y = -2. 

Wir wiederholen das in folgendem Satz: 
Am deutlichsten tritt die Gleichberechtigung der drei sing1tlären Punkte 

und überhaupt das Bildungsgesetz des EULERschen Integrals erster Gattung 
hervor, indem wir von folgendem Integral (in homogener Schreibweise) aus
gehen: 

wobei 

sein muß. 

f (u, a)'" (u, b)ß (u, c)r (u, du), 

(X. + ß + 'Y =-2 

Nun aber scheint die Gleichberechtigung der drei Verzweigungspunkte 
durch die Auswahl unseres Integrationsweges als Doppelumlauf um die 
Punkte a und b wieder illusorisch zu werden. 

Indes: Die nähere Betrachtung zeigt, daß auch unser Integrationsweg, 
der "Doppelumlauf" , die drei Punkte a, b, c gleichförmig berücksichtigt. 

Derselbe ist nämlich im wesentlichen nichts anderes als eine Schleife, 
welche jeden der drei Punkte einmal in positivem Sinne umläuft (Klee
blattschleife). Deformiert man in der Fig. 9 die ausgezogene Schlinge 
um c zuerst in den gestrichelten 'Weg der Fig. 10 (indem man die 
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Schlinge über den Punkt u = 00 hinüberzieht), diesen wiederum in den 
gestrichelten der Fig. 11, so erhält man in der Tat einen gewöhn
lichen Doppelumlauf um a, b. 

Es mögen hier noch einige Bemerkungen zur Geschz"chte der homogenen 
Veränderlichen Platz linden. 

Das Mittel des Homogenrnachens nichthomogener Ausdrücke stammt 
ursprünglich aus der analytischen Geometrie, in welcher es zuerst von 
PLÜCKER [1J (1830) angegeben und empfohlen 
worden ist. 

Erst viel später (1861) hat ARoNHoLD in 
den Monatsberichten der Berliner Akademie die 
homogenen Veränderlichen auch in die Funk
tionentheorie eingeführt, nämlich in die Theorie 
der ABELschen Integrale, woran sich dann die 
Arbeiten von CLEBSCH anschließen [*J. 

Wir wollen nun dasselbe Prinzip der homo
genen Schreibweise hier auf die EULERschen 

Fig. 9. Doppelumlauf UlIl oie 
Punkte u = a, u. == b als Schleife, 
welche jeden der drei Punkte 
u = a, U = b, tI = c einmal im 

positiven Sinne umkreist. 

Integrale, später auch auf die hypergeometrischen Integrale übertragen. 
Die Theorie gewinnt dadurch einerseits den Vorzug größerer All

gemeinheit, andererseits treten bei der völligen Symmetrie der Betrach-
/--', 0 /-----" tungen gleichberechtigte Dinge in 

1
(/ ~ .... ";// .... ,'\1

1 
gleicher Form in die Erscheinung .. 
Eine Darstellung in diesem Sinne 

\ oa /Jo ,I / .. ..-~-----... ~~-------......... , 
I ...... _ ... -<......... " 

\ / I oa ~~~ '_,!J o , 
, .. \ .... ", ... _- I 

'............. ,.,'/ \........... ,,// 

........ _------------.... ---' .... _----------------
Fig. 10. Der den Punkt u = c umkreisende Teil 
der Schleife in Fig. 9 ist übet" den Punkt u'= CX) 

hinweggezogen worden. 

Fig. 11. Durch Deformation der Schleife der Fig.IO 
entsteht der gewöhnliche Doppelumlauf um die 

Punkte u = a, U =- b. 

liegt vor in der Dissertation von SCHELLENBERG [1J (1892), auf welche 
wir später noch ausführlicher eingehen werden. 

Zusatz: Was den Gebrauch homogener Veränderlicher betrifft, so 
herrschen darüber unter den Mathematikern zwei ganz entgegengesetzte 
Richtungen. Die einen, die algebraisch-geometrische Schule, welche an 
CAYLEY, CLEBSCH usw. anknüpft, arbeiten nur mit homogenen Ver
änderlichen und haben geradezu einen Widerwillen, man möchte sagen: 
ästhetischer Art, gegen nichthomogen geschriebene Formeln. Die andere 
Richtung umfaßt die Mehrzahl der Funktionentheoretiker, welche die 
homogenen Formeln für etwas Unbestimmtes zu halten scheinen, indem 
sie sich nicht gewöhnen können, einen homogenen Ausdruck wirklich 
als Funktion der zwei Veränderlichen Xl' x 2 anzusehen, sondern immer 
nur auf das Verhältnis Xl: x2 achten. Wir hier werden einen Mittelweg 
zwischen diesen beiden extremen Richtungen einhalten, indem wir bald 

5* 
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die homogene, bald die unhomogene Schreibweise bevorzugen, je nach 
dem Zwecke, den wir gerade verfolgen. 

Wenn wir irgendeine Funktion y von x haben: 

y = F(x) , 

so spalten wir Argument und Funktion, indem wir setzen 

x=~ 
X 2 ' 

F(x) = F (Xl) = 'P(X10~, 
X2 11' (Xl' X2) 

unter Xl' x2 voneinander unabhängige (komplexe) Veränderliche ver
standen, die aber nicht beide gleichzeitig Null werden dürfen. 

Dabei kann diese Spaltung von F in Zähler und Nenner nach ver
schiedenen Rücksichten geschehen. Wenn z. B. F (x) eine rationale 
Funktion ist, wird man q; (Xl' X 2) und tp (Xl' X2) so einrichten, daß es 
ganze rationale Formen von Xl' x2 sind. Solche ganze Formen haben 
den Vorzug, für endliche Werte der Veränderlichen Xl' x2 immer end
lich zu bleiben. Unendlich große Werte der homogenen Veränderlichen 

dürfen wir aber von vornherein ausschließen, weil X = ~ auch schon 
X 2 

bei der Beschränkung auf endliche Werte von Xl' X 2 alle seine Werte 
annimmt. Im Zusammenhang damit sagen wir: 

Oberhaupt ist es ein Hauptzweck bei der Einführung homogener Ver
änderlicher, daß man das Unendlichwerden der in Betracht zu ziehenden 
Größen vermeidet. 

Aber noch einen anderen Vorzug bietet die Benutzung homogener 
Veränderlicher: 

Die Formeln, welche bei linearer Transformation herauskommen, werden 
symmetrischer. 

Nämlich statt der gebrochenen Substitution 

x' = !Xx + ß 
)'X +<3 

erhalten wir eine ganze lineare binäre Substitution 

xi = 1X Xl + ß X2 , 

~ = r Xl + <5 X 2 • 

Mit solchen Substitutionen hat es aber die gewöhnliche Invarianten
theorie zu tun; wir sagen also: 

Insbesondere erreichen wir durch Einführung der homogenen Veränder
lichen den Anschluß an den Algorithmus der Invariantentheorie [*J. 

§ 14. Grundeigenschaften der Gammafunktion. 
Heute beginnen wir mit einer näheren Betrachtung der Gamma

funktion und wollen zuerst eine Übersicht über die ältere Theorie geben, 
um dann zu sehen, wie sich dieselbe Sache mit den vorgenannten neueren 
Hilfsmitteln angreifen läßt. 
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Was die historische Entwicklung des Gegenstandes betrifft, so 
existiert eine Monographie von BRUNEL [2] (1886), welche sehr reich
haltig ist, in der aber merkwürdigerweise die Entwicklungen von RIE
MANN (vgl. S.64) und HANKEL [1] ganz übersehen werden. 

Wir gehen von der für ffi(P) > 0 geltenden Definition 
00 

r(p) = IuP- 1 e- u du 
o 

aus und versuchen, uns zunächst einmal über die Werte äer Funktion 
bei reellen positiven Werten von p eine Vorstellung zu machen, indem 
wir dieselben über den Abszissen p als Ordinaten auftragen (wobei U,,-l 

als reell und positiv angenommen wird für u > 0) : 
Wir gewinnen so eine ganz im ersten Quadranten gelegene, nach 

unten konvexe Kurve, welche sich bei p = 0 ins Unendliche erhebt, 
etwa bei p = 1,462 mit dem Werte r = 0,886 das (einzige) Minimum 
erreicht, um dann mit wachsendem p immer steiler anzusteigen (vgl. 
S. 72, Anmerkung [*]). Für den Verlauf des genannten Kurvenzweiges 
existieren ausführliche Tabellen sowohl von LEGENDRE ([1] S.490) 
als von GAUSS ([1] S. 161-162), letztere auf 20 Dezimalen. Über die 
Berechnung der letzteren hat sich GAUSS [3J im Briefwechsel mit 
BEssEL genauer ausgelassen. 

In der Theorie der Gammafunktion gibt es drei Sätze von fundamen
taler Wichtigkeit [*]: 

1. die "Funktionalgleickung": r(p + 1) = P r(p). 
2. den "Komplementensatz": r(p). r(1 - P) = -'-!!-p , 

Sln 3t 

3. den "GAussschen Produktsatz" : 

r(p) r(p + ~) ... r(p + n ~ t) = (2n)l(n-ll ni-np r(np). 

Dazu füge ich noch 
4. als Ergänzung einen von HÖLDER [1] bewiesenen Satz: 
HÖLDER [1] hat gezeigt, daß die Gamma/unktion keiner algebraischen 

Ditterentialgleickung genügt. Dabei heißt eine Differentialgleichung 
/ (x, y, y', ... , y(n» = 0 algebraisch, wenn / eine ganze rationale Funk
tion in den x, y, ..• , y(n) ist [**]. 

Im übrigen machen wir zu den drei Hauptsätzen der Reihe nach 
folgende Bemerkungen: 

Zu 1. Ist p eine ganze Zahl n, so folgert man aus der Funktional
gleichung durch wiederholte Anwendung derselben: 

r(n + 1) = n· (n - 1) • (n - 2) ..... 3 • 2· r(1). 

Beginn der sechzehnten Vorlesung. 
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Nun ist aber 00 

F(1) =.!e-udu = 1, 
o 

also gilt für ganzzahlige n: 

F(n + 1) = n· (n - 1) ..... 2·1 = n! 

Die Gammafunktion F (P) verwandelt sich für ganzzahlige positive 
Argumentwerte in die gewähnHche Fakultät (P - 1)! 

Die ursprüngliche Entstehung der Gammafunktion geht in der Tat 
historisch gerade auf die Aufgabe zurück, die Reihe der Fakultäten zu inter
polieren. (Vgl. den von Fuss [1J publizierten Brief von EULER an GOLD
BACH 1729.) 

Wir müssen freilich der Genauigkeit halber bemerken, daß die genannte 
Interpolationsaufgabe an sich keine Funktion eindeutig festlegt. Denn 
fügt man z. B. zu der Gammafunktion irgendeine Funktion hinzu, welche 
für alle positiven ganzzahligen Werte des Argumentes verschwindet 
- etwa sin nn '--, so leistet die neue Funktion offenbar dasselbe, näm
lich: für alle positiven ganzzahligen n mit der Fakultät übereinzu
stimmen. 

Zu 2. Noch wichtiger für uns ist der Komplementensatz: 

r(p).r(1-p) =_._7t_. 
smp7t 

Achten wir auf die rechte Seite dieser Gleichung, so sehen wir so
fort, daß dieselbe für alle ganzzahligen, positiven wie negativen Werte 
von p, einschließlich Null, Pole erster Ordnung besitzt. Das nämliche 
muß also mit der linken Seite der Gleichung der Fall sein, d. h. die 
singulären Stellen von F (P) und r (1 - P) müssen Pole sein und sich 
gerade zur Reihe aller ganzen Zahlen ergänzen (sofern nicht z. B. ein 
Pol von F(p) in p = Po durch eine Nullstelle von F(1 - P) in p = Po 
kompensiert wird, was an sich denkbar wäre). 

In der Tat werden wir lernen (vgl. S.75), daß r(p) bei 0, -1, 
- 2, ... , und daß also F(1 - P) bei + 1, + 2, + 3, ... Pole (und sonst 
nirgends im Endlichen singuläre Stellen) besitzt. 

T(P) I T(1 - p) 

---7---6---5----4---3 ---2---1 -_-0-1---+-1 -+2 +3 +4 + 5 +6 +7 

Fragen wir in gleicher Weise nach den Nullstellen des Produkts 
r(p) . F(1 - P), so kommt das auf die Frage hinaus, wo sinpn Pole 
besitzt. Die Antwort darauf lautet nun: 

sin pn ist in der ganzen Ebene endlich, außer etwa bei p = 00, wo es 
eine wesentliche Singularität besitzt. 

Das heißt aber für unsere Gammafunktion : 
Weder F(P) noch natürlich auch F(1 - P) werden irgendwo in der 

Ebene der Veränderlichen p gleich Null (sie kommen nur bei Annäherung 
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an den wesentlich singulären Punkt p = oe dem Werte Null - und über
haupt jedem Wert - beliebig nahe). 

Wenn T(p) nirgends verschwindet, so bleibt die Reziproke r~p) über-

all endlich (abgesehen natürlich von p = (0), und ihre Nullstellen sind 
Pole von T(P); wir dürfen also, in WEIERSTRAssscher Sprechweise, sagen: 

Die Reziproke von T(p) ist eine ganze transzendente Funktion, welche 
nur bei p = 0, - 1, - 2, ... (in erster Ordnung) verschwindet. 

Da die Funktion rtp) in dieser Beziehung (nämlich ganz-transzendent 

zu sein) mit sinpn übereinstimmt, aber nur den einen Teil der Null
stellen des Sinus besitzt, hat man für dieselbe den Namen "Halbsinus" 
vorgeschlagen. 

Ehe wir all diese Sätze beweisen können, müssen wir T(p) erst für 
beliebige komplexe p definieren, welche nicht der Beschränkung ffi (P) > 0 
unterworfen sind. Man hat dazu vorzüglich drei Methoden benutzt. 

Erstens: Die Funktionalgleichung 

T(P) = ; T(P + 1). 

Durch das Integral ist eine Gammafunktion für alle Werte des Ar
gumentes p erklärt, welche in der Halbebene rechts von der Achse der 
imaginären Zahlen sich befinden. Die Funktion T(p + 1) ist in der 
positiv-reellen Halbebene auch noch für Werte von p erklärt, für welche 

ffi(P) > -1 

ist, also noch für einen Streifen, innerhalb dessen die Funktion T(P) 
durch das Integral nicht erklärt werden kann. 

Benutzen wir nun aber geradezu die Funktionalgleichung 

T(P) = ~T(P + 1) 

zur Definition der Funktion T(P), so haben wir damit eine solche De
finition gewonnen, deren Gültigkeitsbereich gegen denjenigen der ur
sprünglichen Definition noch um einen Streifen der Breite Eins ("Ein
heitsstreifen") erweitert ist. 

In derselben Weise erweitern wir mit Hilfe der Beziehungen 

1 
T(P) = P(P + 1)T(P + 2), 

1 
T(p) = P(P + 1) (P + 2) T(P + 3) usw. 

unsere Definition bzw. deren Gültigkeitsbereich um zwei, drei usw., kurz 
um beliebig viele Einheitsstreifen gegenüber dem ursprünglichen De
finitionsbereich. Nun ist aber die Frage, ob diese Erweiterung der De
finition durch die Funktionalgleichung wirklich erlaubt ist, d. h. ob 
man dadurch wirklich die analytische FortsetZ1lng der ursprünglich de
finierten Funktion bekommt. 
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Wir wenden hierzu einfach den fundamentalen Grundsatz der WEIER
sTRAssschen Funktionentheorie an. Wir sehen nämlich, daß für Werte 
p mit positivem Realteil die beiden Funktionen 

F(p+-.!.2 
p r(p) und 

übereinstimmen, während !Jl'l~ auch noch für Werte von p aus dem 

Streifen zwischen 0 und - 1 analytisch ist und daher als die analytische 

Fortsetzung von r(p p+ 1) nach links über die Achse der imaginären 

Zahlen hinaus aufgefaßt werden kann. 
Nach dem Grundsatze der Funktionentheorie, daß zwei analytische 

Funktionen, welche in einem Gebiet der Ebene übereinstimmen, auch in 
der Gesamtheit ihrer analytischen Fortsetzungen übereinstimmen, dürjen wir 
die Funktion r(p) auch in dem Parallelstreijen links von der Achse der 
imaginären Zahlen mit r(p p+ 1) identisch setzen. 

In dieser Weise können wir also das Definitionsgebiet der Gamma
funktion in der Tat beliebig erweitern. Gleichzeitig damit erhält die 
obige Funktionalgleichung GüUigkeit jür jedes p (P =l= 0, -1, -2, ... ). 

Wir erkennen bereits hier, daß die Punkte 0, - 1, - 2, ... in der Tat 
Pole erster Ordnung der Gammajunktion sind. 

Denn setzen wir in der (durch n-malige Anwendung der Funktional
gleichung entstehenden) Beziehung 

r(p + n) 
r (P) = p . (P -+ 1) ... (P + n - 1) 

p = 1 - n + z, so kommt für n:> 1 : 

r(1 +) r(z+ 1) 
- n z = (1 _ n + z) (2 - n + z) ... z . 

Wegen r(1) = 1 besitzt also r(p) = r(1 - n + z) in der Tat an 
der Stelle z = 0 bzw. an der Stelle p = 1 - n einen Pol erster Ordnung. 

Vermittels der jetzt allgemeingültigen Funktionalgleichung können 
wir nun den Verlauf der Funktion für beliebige reelle p etwa aus dem 
bekannten Verlauf zwischen 0 und 1 berechnen und durch eine Kurve 
graphisch darstellen. Diese Kurve wird in der Umgebung von 0, -1, 
- 2, ... sich ins Unendliche erstrecken, zwischen diesen Stellen ab
wechselnd durchweg positive bzw. durchweg negative Ordinaten haben 
und dabei der reellen p-Achse stets die konvexe Seite zuwenden [*J. 

Zweitens: Eine zweite Methode, die Funktion r(p) für beliebige kom
plexe p zu definieren, ist die folgende; 

Wir zerlegen das Integral in ein solches von 0 bis 1 und in ein solches 
von 1 bis 00. 

1 00 

r(p) = J up - 1 e-udu + J up - 1 e-udu = N + Q. 
o 1 
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Der Integrand des zweiten Integrals Q ist nun im Integrationsinter
vall eine stetige Funktion von u, die mit U -+ +00 so stark gegen Null 
geht, daß das Integral Q existiert, und zwar für jedes endliche (kom
plexe) P (für up - 1 können wir dabei einen beliebigen, aber festzuhalten
den Zweig wählen; vgl. dazu S. 77); also: 

Q ist in der ganzen p-Ebene definiert (mit Ausnahme von p = (0). 
Das Integral N dagegen formen wir zunächst unter der Voraus

setzung ffi(P) > 0 um, indem wir e-" in eine Potenzreihe nach u ent
wickeln und dann gliedweise integrieren; die gliedweise Integration ist 
leicht zu rechtfertigen. Wir finden: 

1 

f uP- 1 (1 _ ~ + u 2 
_ u 3 + _ .. . )dU 

1 2! 3! 
o 

_ [~uP _ 1 p+l + 1 p+2 _ 1 1'+3 + 
- P 1!(P+1)U 2!(P+2)U 3!(P+3)U 

]
,,=1 ... 
,,=0 

1 1 1 1 
= P - 1!(P + 1) + 2!(P + 2) 3!(P + 3) + .... 

Diese letzte Reihe, welche für ffi(P) > 0, also rechts von der Achse 
der imaginären Zahlen konvergiert und den Wert des Integrales N 
liefert, konvergiert im allgemeinen (d. h. abgesehen von P = 0, -1, ... ) 
auch in dem Gebiete links von der imaginären Achse [*], stellt also dort 

1 

die gesuchte analytische Fortsetzung des Integrals f up - 1 e-"du dar, 
o 

und ergibt so mit Q zusammen eine allgemeingültige Definition der 
Gammafunktion. 

Wir definieren also r(p) durch folgenden Grenzwert: 
00 

1 t t 1 f 
r(p) = p -11(P+ 1} + 2!(P+2} - 3!(P+3) +- ... + "p-1e""du, 

1 

in welcher nun die bei 0, - 1, - 2, ... liegenden Pole unmittelbar er
sichtlich sind. 

Drittens: Die dritte allgemeingüUige Definition der Gammafunktion 
ist die GAusssche durch ein unendliches Produkt. 

Man gelangt zu derselben am einfachsten, indem man die Gamma
funktion durch einen Grenzübergang aus dem EULERschen Integral 
erster Art 

hervorgehen läßt. 

1 

B(P, q) = /.,'1'-1(1 - u),-ldu 
u 

Beginn der siebenzehnten Vorlesung. 
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Man setze für (q - 1) der Kürze wegen n, schreibe also 
1 

B (p, n + 1) = f up - 1 (1 - u)"du. 
o 

Darin substituiere man 
v u =-
n ' 

wodurch das Integral übergeht in: 

" 
B(p, n + 1) = n- P fVP-1(1 - : r dv. 

o 

Da nun (1 - : r -->- e-v fürn -->- 00, so sieht man [*J, daß nPB (P, n+ 1) 

für unendlich wachsendes n gerade in das EULERsche Integral zweiter 
Art übergeht: 

r(p) = lim [nP B (P, n + 1)]. 

Die Gamma/unktion kann aus der Beta/unktion durch einen Grenz
übergang abgeleitet werden. 

Dieser Grenzübergang möge nun, statt durch stetiges Wachsenlassen 
von n, durch sprungweises Wachsenlassen von n ausgeführt werden, 
z. B. indem man n nur alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen läßt; 
man erhält natürlich den gleichen Grenzwert. 

Für ganzzahlige n ist aber das Integral: 
1 

B(P, n + 1) = f uP - 1 {1 - u)"du 
o 

leicht auszurechnen; man findet den Ausdruck: 
n! 

P(P + 1) ... (P + n) 

r(p) = lim [ n! n P 
] 

" ..... 00 P(P+1) •.. (p+n)· 

und also 

Wir können die Gamma/unktion durch das vorstehende unendliche 
Produkt erklären. 

Dieses unendliche Produkt tritt bereits 1729 in dem oben (S.70) 
erwähnten Briefe von EULER an GOLD BACH auf, ist aber von GAUSS in 
seiner Arbeit [1J geradezu als Definition seiner lI-Funktion zugrunde 
gelegt worden. 

Das unendliche Produkt konvergiert (gegen einen von Null ver
schiedenen Wert) für beliebige endliche Werte von p, die von p = -v 
(v = 0, 1, ... ) verschieden sind (und zwar ist die Konvergenz gleich
mäßig in jedem, die Punkte p = -v nicht enthaltenden, beschränkten, 

abgeschlossenen Bereich der p-Ebene [**J; hieraus folgt wieder, daß r;p) 
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im genannten Bereiche regulär analytisch ist). Das unendliche Produkt gibt 
also, da es für ffi (P) > ° mit dem EULERschen Integral zweiter Art überein
stimmt, wirklich eine allgemeingültige Definition der Gammafunktion. 

Ferner bleibt (p + v) [ lim n! 14" ] 

n-+oo P(P + 1) ... (P + n) 

beschränkt und von Null verschieden für alle p in einer Umgebung u,. 
von -v (P =1= -v; v = 0, 1, 2, ... ). D. h. r(p) hat in p = -v einen 
Pol erster Ordnung. 

Für den reziproken Wert der Gammafunktion ist die Sache natürlich 
umgekehrt, und wir dürfen also sagen: 

Wir lesen aus der Produktdarstellung ab, daß l'tp) eine ganze tran-

szendente Funktion ist, welche einfache Nullstellen bei p = 0, -1, - 2, ... 
besitzt und keine anderen Nullstellen. 

Desgleichen ergibt sich bei GAUSS unmittelbar aus seiner Definition 
durch das unendliche Produkt die Funktionalgleichung, der Komple
mentensatz und der Produktsatz. 

Aber noch mehr: GAUSS zerlegt geradezu die Funktion l';P) in "Prim-

faktoren" , d. h. er stellt die Funktion als ein (unendliches) Produkt 
einzelner Faktoren dar, von welchen jeder nur an einer der Nullstellen 
der Funktion verschwindet, eine Zerlegung, für welche später durch 
WEIERSTRASS [1] (Bd.2, S. 77) die allgemeinen Prinzipien gegeben 
worden sind. 

Man findet den einzelnen, etwa den v-ten Primfaktor in unserem 
Falle am einfachsten, indem man in 

1 P(P+1)(P+2) .•• (p+n) 
l' .. (P) nl n" 

n der Reihe nach gleich 1, 2, 3, ... v-i, v setzt und den für n = v 
erhaltenen Ausdruck durch den für n = v-i erhaltenen dividiert, in
dem man also setzt 

l';P) = 1'1~P)' [1'2~P) : 1'1;P)] • [1'3~P) : 1'2~p)1··· [r~1(p) : l'~~l(P)] .. , . 
Der v-te Faktor ist, wie man ausrechnet, 

P + v • (v - 1)P = (1 + .t) . (v - 1)" 
v v" v,," ,v=2,3,···, 

ferner ist 11 ~P) = P (1 + {-) und das Produkt also 

l';P) = P [(1 + ;)] [(1 + ~) ~] [(1 + ~) ~:] ... [(1 +~) (,,:/)P)] ... 
Dabei ist aber der Faktor (v ~p1)" wohlverstanden von (1 + ~) un

trennbar, insofern nämlich r:p) definiert ist als das unendliche Produkt 

aus den durch die eckigen Klammem kenntlich gemachten Faktoren. 
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Mit dieser bei GAUSS vorkommenden Darstellung haben wir tat

s~chlich eine Zerlegung der ganzen Funktion r;p) in Primfaktoren ge
leistet. 

Nunmehr können wir zu einer unserer früheren Entwicklungen den 
damals aufgeschobenen Beweis leicht nachtragen. Wir haben nämlich 
aus den "relationes inter functiones contiguas" gefunden, daß die GAUSS
sche Reihe für den Wert 1 ihres vierten Arguments sich durch folgendes 
unendliches Produkt darstellt (S. 14): 

F( b' . 1) = r (e - a) ... (e - a + k) . (e - b) .,. (e - b + k~ 
a, , c, k:~ e ..• (e + k). (e - a - b) .•. (e - a - b + k) , 

wobei 
?R(C - a - b) > 0 

vorausgesetzt war [*]. 
Wir schreiben dies folgendermaßen um: 

F(a b'c'1) =lim [{ ke.kl. ke- tJ - 6 ·kl } 
, " k~oo e(e+1) ... (e+k) (e-a-b)(e-a-b+1) ... (e-a-b+k) 

{ ke-tJ.kl ke- 6 .kl}] 
: (e-a)(e-a+1).,,(e-a+k)· (e-b)(e-b+1) ... (e-b+k) , 

in weJchem Ausdruck die neu hinzugefügten Fakultäten und Potenzen 
von k sich offenbar gerade gegenseitig aufheben. 

Da nun, wie oben gezeigt, die vier im Zähler und Nenner auftretenden 
Ausdrucke für k -+ 00 einzeln gegen r(c) usw. konvergieren, so ergibt 
sich in der Tat, genau wie an jener Stelle behauptet wurde: 

.. _ r(e) • r(e - a - b) 
F(a, b, e, 1) - r(e _ a). r(e _ b)' 

Dies ist's, was wir über die ältere Theorie der Gammafunktion haben 
berichten wollen. Natürlich ist dieser Bericht durchaus nicht vollständig. 
Doch um rascher zu eigenen Untersuchungen vorwärts zu kommen, 
müssen wir es uns versagen, noch auf viele, sehr merkwürdige Eigen
schaften der Gammafunktion einzugehen, welche durch die älteren Me
thoden entdeckt worden sind. 

§ 15. Definition der Gammafunktion durch das Schleifenintegral. 

Wir wollen nunmehr an Stelle des von 0 nach 00 verlaufenden ge
radlinigen Integrationsweges einen, den Nullpunkt umlaufenden, 
schleifenförmigen Integrationsweg @3 setzen (vgl. S.64), wir wollen also 
jetzt von dem Schleifenintegral sprechen, welches wir mit 

bezeichnen wollen. 

f uP- 1 r"du 
6 

Dieses Schleifenintegral hat nun, im Gegensatz zu dem früher be
trachteten, für beliebige (endliche) p eine gute Bedeutung. Für ?R(P) > 0 
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wollen wir es nun mit dem unter dieser Bedingung ebenfalls existierenden, 
längs der positiven, reellen u-Achse erstreckten Integral 

vergleichen. 

00 

r(p) = f uv-1e-udu 
o 

Dabei müssen wir uns vor allen Dingen vergegenwärtigen, daß im 
allgemeinen die Potenz up - 1 in den Integranden vieldeutig ist. Sie ist 
nämlich definiert als 

uP- 1 = e(p-l)IOgU, 

und logu ist nur bis auf ganzzahlige Multipla von 2~ i erklärt. Wir 
müssen daher einen bestimmten Zweig von u'l - 1 festlegen. Dazu über
legen wir folgendes: 

Wir können unseren Integrationsweg deformieren in einen solchen, 
der sich zusammensetzt (vgl. die Fig. 12): aus einem von + 00 nach 
einem kleinen positiven Werte r längs der 
reellen Achse verlaufenden Weg, aus einer G~=====-=~ou..i!-;;;;u========-_ 
negativen Umkreisung des Nullpunktes J..ou..u '"2m 
und aus einem längs der reellen Achse 
von r nach + 00 verlaufenden Integra
tionsweg. 

Fig.12. Schleifenförmiger Weg, welcher 
den Punkt u = 0 umkreist, nebst zu· 

gehörigen Zweigen von log u . 

Wir setzen fetzt lest, daß längs des oberen geradlinigen Stückes dieses 
Weges von r bis +00 unter logu sein Hauptwert, d. h. der reelle Wert 
desselben verstanden werden soll, den wir mit log u bezeichnen wollen. 
Damit ist dann ein bestimmter Zweig (der sog.-Hauptwert) von uP - 1 

festgelegt. 
Dann müssen wir, da wir zu dem anderen, unteren geradlinigen Teile 

des Integrationsweges vermittels einer positiven Umkreisung des Null
punktes gelangen, bei welcher der Logarithmus um 2~i wächst, daselbst 

logu = 2~i + logu 

setzen. Wenn wir nun r (unter der Voraussetzung ffi(P) > 0) gegen Null 
abnehmen lassen, so liefert der obere Teil des Integrationsweges den 
Beitrag 

der untere Teil den Beitrag 

"" _e2i:r(p-l) J uJl-1 e-" dtl = _e2inp r(p); 
o 

der Kreis um den Nullpunkt liefert den Beitrag Null, weil der Integrand 
in der Umgebung von te = 0 (stetig und) beschränkt ist. 
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Daraus ergibt sich also das Resultat, daß für !R(P) > 0 das Schleifen
integral mit 

(1 - e2 i;,p) r(p) 

übereinstimmt. Dieselbe Übereinstimmung muß auch in den übrigen 
Teilen der p-Ebene herrschen, wenn wir F(p) - statt es durch das längs 
der reellen Achse von 0 bis 00 erstreckte, uneigentliche Integral zu de
finieren - vermittels einer der angegebenen, für die ganze Ebene 
gültigen Definitionen analytisch fortsetzen, d. h.: 

Das Schleifenintegral ist allgemein gleich (1 - e2illP)r(p). 
Wir formen diesen so erhaltenen Ausdruck noch etwas um, indem 

wir schreiben: 

e-i:np _ e+illP 
(1 - e2i ;tP)r(P) = 2iei ;rp ----. -- r(p) = -2ieinp (sin np) F(P). 

2z 

Nun ziehen wir den Komplementensatz (S. (9) heran: 

und erhalten so: 

• ;;r 

smnp = r(p) r(1 _ p) 

uP - 1 e - U du = - -;,;--:-----,--,-j . 2i;;rei1lp 

1'(1 - P) 
e 

D. h.: Unser Schleifenintegral ist, abgesehen von dem Faktor im Zähler, 

direkt gleich der ganzen tr~nszendenten Funktion 1'(1 ~ P)' deren Null
stellen p = 1, 2, 3, ... sznd. 

Damit haben wir das Schleifenintegral auf die von früher her be
kannte, historisch gegebene Gammafunktion zurückgeführt. Wir können 
aber die Betrachtung umkehren und direkt das Schleifenintegral von 
seiner Definition aus auf seine Eigenschaften untersuchen. 

Erstens sieht man dem Schleifenintegral ohne weiteres an, daß dasselbe 
eine bestimmte eindeutige, ganze Funktion von p definiert, vorausgesetzt, 
daß man sich über die genauere Bedeutung von u P - 1 entlang dem I nte
grationsweg geeinigt hat. (Würden wir die Verabredung ändern, so würde 
das bedeuten, daß der Faktor e2i n:P in einer beliebigen ganzzahligen Potenz 
hinzuträte. ) 

Aber noch mehr: Wenn p - 1 Null oder eine positive ganze Zahl 
ist, dann ist der Integrand im Nullpunkt regulär, ändert sich daher 
beim Umlauf um den Nullpunkt nicht, So daß sich die geradlinigen Teile 
des Integrationsweges in ihrer Wirkung gegenseitig aufheben. Zugleich 
liefert die Umkreisung des Nullpunktes keinen Beitrag, und das Ge
samtintegral ist also gleich Null. Wir könnten auch sagen: Wir dürfen 
hier den Integrationsweg über den Nullpunkt, der überhaupt kein sin
gulärer Punkt mehr ist, einfach wegziehen, also sozusagen gegen den 
unendlich fernen Punkt der positiven u-Achse zusammenziehen; das 
Integral verschwindet also. 
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Damit haben wir die Nullstellen unserer Funktion wiedergefunden [*]. 
Wir sagen zusammenfassend: Hätten wir in solcher Weise mit dem Schleifen
integral begonnen, so würden wir nicht die Gammafunktion, sondern ihre 

Reziproke, d. h. I'tPl als fundamentale Funktion von vornherein eingeführt 

haben, was auch viel rationeller wäre. 

Wir sind in der letzten Stunde von unserem Schleifenintegrale aus 
zu der Funktion 

1'(1 - p) 

gelangt. Ich will heute noch als Ergänzung hierzu angeben, wie man 
durch eine Modifikation des Integranden und des Integrationsweges 

auch unmittelbar zu der ganzen Funktion l';P) selbst gelangen kann: 

Man setze nämlich v = - u, t = 1 - p. Dann ergibt sich: 

1 J' -I vd 1 2:n:i v e v = T(e) , 
e* 

wobei die Schleife @;* des Integrationsweges von - 00 in positivem 
Sinne um den Nullpunkt der v-Ebene herum wieder nach -00 zu 
ziehen ist. 

So hat es HANKEL [1] vorgeschlagen (vgl. S. 64). Im übrigen wenden 
wir heute unsere Aufmerksamkeit der Betafunktion zu. 

§ 16. Das EULERSche Integral erster Art. 
Wir haben die alte Definition 

1 

B(P,q)=!UP - 1 (1-U)Q- 1 dU, ffi(q) >0, ffi(P) >0. 
o 

Hierbei liegt dieselbe Unbestimmtheit in der Definition des Wertes 
von up - 1 und zugleich von (1 - U)q-l vor wie früher bei der Gamma
funktion. 

Je nachdem wir entlang unserem Integrationsweg die Potenzen uP - 1 

und (1 - u)q- J definieren wollen, modifiziert sich die Definition der Beta
funktion um einen Exponentialfaktor e2 :d ('lP+r ql , untera, T beliebige ganze 
Zahlen verstanden. 

Aus den Lehrbüchern lernt man die Betafunktion auf Gammafunk
tionen zurückzuführen durch die Formel: 

I'(Pl I'(q) 
B (P, q) = I'(P + qf ' 

welche bereits von EULER gefunden worden ist [**J. 

Beginn der achtzehnten Vorlesung. 
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Diese Formel gestattet mit einem Schlage, die Funktion B (P, q) für be
liebige komplexe Werte von p und q zu erklären. Zugleich zeigt die Formel, 
daß die Betafunktion keine selbständige Transzendente ist, die man eigens 
in die Analysis einzuführen hätte, vielmehr kommt sie auf die Gammafunk
tion zurück. 

Wir wollen nun hier die gemeinte Formel nicht besonders ableiten, 
sondern vielmehr zusehen, wie sie sich modifiziert, wenn wir erst den 
Doppelumlauf und schließlich auch die homogene Schreibweise ein
führen. 

Unseren Doppelumlauf (vgl. S. 64 und 66) können wir auf vier 
geradlinige Stücke von 0 bis 1 und je zwei Umkreisungen der Punkte 0 

00 01 nebenstehende Fig. 13 zeigt. O 0 und 1 zusammenziehen, wie 

Wir setzen etwa fest, daß 
längs des mit einem Doppel

Fig.13. DoppelumIauf um die Punkte u=O und u=t. pfeil bezeichneten Wegstückes 

der Integrand gleich dem Produkt der Hauptwerte von uP - 1 und 
(1 - u)q-l angenommen werde. Er multipliziert sich bei der ersten po
sitiven Umkreisung von u = 1 mit e2inq, bei der darauffolgenden posi
tiven Umkreisung von u = 0 mit e2 inp, dann bei der negativen 
Umkreisung von u = 1 mit e-2i1Cq, um dann bei der negativen Umkrei
sung von u = 0 durch Multiplikation mit e-2i :rp wieder seinen ur
sprünglichen Wert anzunehmen. 

Die vier geradlinigen Wegstücke geben also, wenn man 9t(P) > 0, 
9t (q) > 0 voraussetzt und die Kreise um u = 0 und u = 1 auf die Punkte 
selbst zusammenzieht, zusammen den Wert: 

1 1 

IuP- 1(1 -u)q-1du- e2i;rQ!uP- 1(1-U)Q- 1du 
o 0 

1 1 

+ e2i;r(p+Q>! uP- 1(1 - u)q-1du - e2i ;rpI uP-1(1 - u)q-1du, 
o 0 

wobei in allen Integranden dieselben Zweige für up - 1 und (1 - U)q-l 

- wie im Integral für die Betafunktion - (etwa die Hauptwerte) zu 
nehmen sind. Wir erhalten somit: 

!UP-1(1-U)q-1du= (1-e2i;rp)(1-e2inQ)B(P,q), 
~ 

wobei das Zeichen f andeuten soll, daß längs des Doppelumlaufes in-
tegriert wird. ~ 

Dieser für 9t(P) > 0, 9t(q) > 0 geltende Zusammenhang zwischen 
dem Doppelumlaufsintegral und der Betafunktion gilt ganz allgemein, 
da das Doppelumlaufsintegral auch für beliebige p, q Bedeutung be
hält und B (P, q) ebenfalls für beliebige p, q sich definieren läßt. 
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Wir setzen den Ausdruck in derselben Weise um, wie früher bei dem 
der Gammafunktion entsprechenden Schleifenintegral. Wir setzen zu
erst: 

(1 - e2inp) (1 - e2i :r q) B (P, q) = -4ein (p+q) sinllp sinllq B (P, q) 

und finden weiter mit Rücksicht auf 

B (p q) = T(P) I'jgl 
, J'(P +q) 

sowie auf den Komplementensatz, d. h. auf die Formeln: 

. " 
smllp = I'(P) T(l _ P) , 

folgenden Ausdruck für das Doppelumlaufsintegral (modifizierte EULER

sche Forme!): 

/
' 4,,2 ei;T(p+q) 

• u/!-1(1 - u)Q- 1du = - rU _ P)'J'(l _ q)I'(P +q)' 
;r 

Das Doppelumlaufsintegral erweist sich so als eine (eindeutige) ganze 
transzendente Funktion von p und q, welche fiir p = 1, 2, 3, ... , für 
q = 1, 2, 3, . . . und für p + q = 0, -1, - 2, . . . und nur dort (ein
fache) Nullstellen besitzt, entsprechend den (einfachen) Polen der im Nenner 
stehenden Gammafaktoren. 

Diesen Satz hätten wir nun, wenigstens teilweise, ebenso wie früher 
bei dem der Gammafunktion entsprechenden Schleifenintegral unmittel
bar aus der Form unseres Doppelumlaufsintegrals ablesen können. Also: 

Erstens ist klar, daß das Doppelumlaufsintegral bei getroffener Fest
setzung über den Wert des Integranden eine eindeutige ganze, transzendente 
Funktion von p und q ist. 

Ferner ergibt sich sofort, daß das Doppelumlaufsintegral für p = 1, 
2, 3, ... Nullstellen hat, wenn man bemerkt, daß dann u = 0 kein singu
lärer Punkt des Integranden mehr ist, daß man also den ganzen Doppel
umlauf auf den Punkt u = 1 zusammenziehen kann, der dann, positiv 
und negativ hintereinander umkreist, Null liefert. 

In derselben Weise sieht man ein, daß das Integral auch für q = 1, 
2, 3, . . . verschwindet [*]. 

Schreiben wir endlich das Integral homogen: 

I Uf-I (u2 - #1)q - 1 u;;q-p (u1 dU2 - u2 dul ) , 

1) 

so sehen wir unmittelbar, daß für p + q = 0, -1, -2, ... der Inte
grand hinsichtlich des unendlich fernen Punktes #2 = 0 seinen singu
lären Charakter verliert, daß man dann also den Integrationsweg ohne 
weiteres über den unendlich fernen Punkt hinüberziehen kann; dadurch 
kann man aber den Weg in eine gewöhnliche, keinen singulären Punkt 
enthaltende Schlinge und schließlich auf einen beliebigen Punkt zu-

Klein, Hypergeometrische Funktion. 6 
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sammenziehen, etwa wie die Reihenfolge nachstehender Figuren 14 
bis 17 es zeigt: Längs eines solchen Weges muß das Integral natürlich 

,......,...--._.-.--...... .. 

(~o 101 . ../ 
................... \ 

I , 
I / 
\ /' , / 

........ ____ Jt:':"-' 

Fig. 14. Der strichpunktierte Teil des Doppel
umlaufes wird über den Punkt u = 00 hinweg
gezogen und geht so in den gestrichelten Weg-

tei! über. 

--.-.~.-.---,. '", 
( 00 10 • . ) 
'.~ L' r ___________ ) 

\ " 
........ _---~---_ .... ,.. 

Fig. 16. Der strichpunktierte Teilbogen wird über 
den Punkt u = cx> hinweggezogen und so in den 

gestrichelten Teilbogen übergeführt. 

verschwinden. Also: 

Fig. 15. Der die Punkte u = 0 und u = 1 nicht 
umkreisende Teil des Doppelumlaufes (Anfang und 
Ende strichpunktiert) wird auf den gestrichelten 

Bogen zusammengezogen. 

00 10 

Fig. 17. Die in Fig. 16 beschriebene Deformation 
führt zu einer einfachen, u = 0 und u = 1 nicht 

umschließenden Kurve. 

Das Verschwinden des Doppelumlaufsintegrals für die Werte p + q = 0, 
-1, -2, ... kommt ebenfalls ganz einfach heraus, weil für diese Werte 
der unendlich ferne Punkt (der u-Ebene) nicht mehr singuläre Stelle des 
Integranden ist. 

Alles was wir aus der modifizierten EULERschen Formel entnommen 
haben, verifiziert sich also sofort am Doppelumlaufsintegral selbst. 

(Wie aber erkennt man aus dem Doppelumlaufsintegral, daß die 
Betafunktion oder auch die reziproke Gammafunktion keine anderen 
Nullpunkte besitzt als die angegebenen?) [*J. 

Wir wollen nun unser homogenes Integral noch symmetrischer 
schreiben. Wir setzen zunächst: 

p - 1 = lX, -p - q = ß, q - 1 = y, 

so daß also lX + ß + y = -2 ist. Dann können wir schreiben, nach 
Multiplikation der modifizierten EULERschen Formel für das Doppel
umlaufsintegral (S.81) mit -1: 

j. 4 2 -inß 

ufu1(U2 - u 1)r(u1 du2 - u 2 du1) = r(-!X)~t-ß)r(-y) 
~ 

oder, indem wir mit (-1)P = ei"P multiplizieren: 

IUf (-u2)ß (u2 - u1)r(u1 dU2 - u 2 du1) = r(":"-;X)I4~ß) r(-y)' 
~ 

Auf der rechten Seite haben wir jetzt vollständige Symmetrie. Um 
auch links völlige Symmetrie zu erhalten, führen wir statt u1 ' U 2 durch 
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eine lineare binäre Substitution andere Veränderliche VI' Vs ein, derart, 

daß für U = 0 bzw. U = 00 bzw. U = 1 der Quotient V = !:! die Werte 
b . VI a, , c annImmt. 
Zugleich führen wir für a, b, c homogene Koordinaten a l , as; bl , bs; 

Cl' Cs ein. Wir setzen nämlich 

ul = (v, a) . (b, cr. 
-us = (v, b). (c, a). 

wobei (b,c)=f=O, (c,a)=f=O. 

Mit Hilfe der bekannten Identität: 

(v, a) • (b, c) + (v, b) . (c, a) + (v, c) • (a, b) = 0 

ergibt sich sofort: 
Us - u1 = (v, c). (a, b). 

Ferner ist: 

u1dus - uSduI = (b,c). (c,a). {-(v,a). (dv,b) + (v, b). (dv,a)} 

= (b, c) • (c, a) . {(v, a) • (b, dv) + (v, b) . (dv, a)}, 

woraus wieder vermöge der Identität 

(v, a). (b, dv) + (v, b). (dv, a) + (v, dv). (a, b) = 0 

folgt: ul dus - Us dU I = - (v, dv) • (b, c) . (c, a) • (a, b). 

Unser Integral nimmt also die Gestalt an: 

- (b, c)(c, a) (a, b) r «(v, a)(b, c»"'«(v, b)(c, a»P«v, c)(a, bW (v, dv), 
:i> 

wofür man auch schreiben kann: 

- (b, C)"'+I (c, a)P+l (a, b)r+l f (v, a)'" (v, b)P (v, c)r (v, dv). 
SI) 

Diese Integrale sind, wie bereits angedeutet, 
längs eines Doppelumlaufes (einer "Kleeblatt
schleife" , vgl. S. 66) zu erstrecken, welche 
jeden der gleichberechtigten drei singulären 
Punkte a, b, c in positivem Sinn umkreist. 

Unser Integral, dessen Wert nach der EULER

schen Formel sich so darstellt: 

r( -()(.)l'( -fJ)r(-y)' 

Fig. 18. Kleeblattschleife um die 
Punkte u=a, u==b, "=c. 

läßt sich unter Einführung dreier beliebiger Punkte a, b, c in der sym
metrischen Form schreiben: 

- (b, c)"'+l (c, a)P+l (a, b)r+l f (v, a)'" (v, b)ß (v, c)Y (v, dv). 
SI) 

Infolge der vor dem Integralzeichen stehenden Potenzen von (b, c). 
(c, a), (a, b) und wegen IX + ß + Y + 2 = 0 ist der Ausdruck in der Tat 

6'" 
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auch in bezug auf a l , aa; bl , ba; Cl' Ca je vom Grade Null; daß er gar 
nicht von den a, b, C abhängt, ergibt sich aus seinem Verhalten bei 
linearen Substitutionen. 

In der symmetrischen Form der EULERschen Relation, die ich in der 
letzten Stunde angegeben habe, ist die rechte Seite von den Punkten a, 
b, C ganz unabhängig; d. h. die Punkte a, b, C kommen auf der linken 
Seite nur "scheinbar" vor. In moderner Weise können wir diese Tat
sache auch in folgender Weise ausdrücken und beweisen: 

Wir führen statt u l ' ua zwei neue Veränderliche ui, u~, vermöge der 
linearen Substitution 

ui = r u ul + r12 u a, 1 r u 1'12 1 = l' =1= 0, 
u~ = 1'21 ul + raa u a' 1'21 raa 

in das Integral ein, zugleich vermöge derselben Substitution statt a l , aa; 
bl , ba; Cl' Ca die neuen Paare von Veränderlichen ai, a~; bi, b~; ci, c~ 
(indem wir für den Augenblick die a l , aa usw. als homogene Veränder
liche annehmen); dann wird 

(u', a') = (u, a) . 1'; (u', b') = (u, b). 1'; 

(b', c') = (b, c). 1'; (c', a') = (c, a) . 1'; 

(u', du') = (u, du) . r. 

(u', c') = (u, c) . 1'; 

(a', b') = (a, b) • 1'; 

Alle diese Determinanten multiplizieren sich also bei simultaner Sub
stitution der verschiedenen Veränderlichenpaare je mit der ersten Potenz 
der Substitutionsdeterminante 1'; d. h. 

Die (u, a), ... , (b, c), ... , (u, du) sind Invarianten vom Gewichte 1-
Der Integrand unseres Integrals einschließlich des davorstehenden 

Faktors besteht aber aus lauter solchen Invarianten als Faktoren, ist 
daher selbst eine Invariante der Paare ul , ua; a l , aa;. bl , ba; Cl' Ca, und 
zwar, wie man aus IX + ß + Y + 2 = 0 sieht, eine solche vom Gewichte 
Null, d. h. der Integrand ist eine absolute simultane Invariante der vier 
Veränderlichenpaare u l , ua; a l , aa; bl , ba; Cl' Ca. 

Nachdem wir aber für al , aa; bl , b2 ; Cl' Ca; u l ' ua, wie es jetzt ohne 
weiteres erlaubt ist, die ai, ~; bi, b~; ci, c~; ui, u~ gesetzt haben, dürfen 
wir für die Integrationsbuchstaben ui, u~ natürlich die andere Be
nennung u l , Ua wieder einführen. D. h. unser Integral bleibt ungeändert, 
wenn man für al , aa; bl , ba; Cl' Ca die linearen Funktionen ai, a~; bi, b~; 
ci, C~ setzt. (Der Integrationsweg 'll in der u-Ebene ist dann natürlich, 
der linearen Transformation entsprechend, gegebenenfalls zu ändern.) 

Nach seiner Zusammensetzung aus lauter Determinantenfaktoren er
weist sich unser Integral als eine absolute Invariante der drei Punkte a, 

Beginn der neunzehnten Vorlesung. 
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b, c, die ungeändert bleibt, wenn wir a, b, c simultan irgendeiner linearen 
Substitution unterwerfen. 

Eine absolute Invariante dreier Punkte kann aber, da man ja durch 
eine geeignete Substitution irgend drei (verschiedene) Punkte immer in 
drei beliebige andere (verschiedene) Punkte transformieren kann, nur 
eine numerische Konstante sein, welche von der Lage der drei Punkte 
gar nicht abhängt. 

Hiermit stimmt, daß unser Integral von den a, b, c gar nicht abhängt, 
denn wir können ja die Punkte a, b, c durch lineare Transformation in 
irgend drei andere Punkte verwandeln. 

Diese ganze Betrachtungsweise haben wir heute nur angeführt, weil 
wir später für höhere Fälle ganz entsprechende Betrachtungen anstellen 
müssen. 

Rationell wäre es nun, von unserem Doppelumlaufsintegral ausgehend, 
den Zahlenwert unserer absoluten Invariante festzulegen, wie es SCHELLEN
BERG ([1], § 2) ausgeführt hat. 

Hier aber wollen wir unsere symmetrische Formel nur dazu be
nutzen, um uns über die systematische Stellung der EULERschen In
tegrale gewisse allgemeine Ideen zu bilden. 

§ 17. Verallgemeinerung der EULERschen Integrale. 
Das EULERsche Integral erster Art enthält unter dem Integral

zeichen ein Produkt von drei Determinantenfaktoren (u, a), (u, b), 
(u, c), jeden zu einer bestimmten Potenz erhoben. Wir haben nun 
keinen Grund, uns gerade auf drei solche Faktoren zu beschränken. Wir 
nehmen eine beliebige Zahl, etwa n, solcher Faktoren an und unter
suchen also, welche Funktionen einerseits für n = 1, 2, andererseits 
für n = 4, 5, ... , durch unser Integral definiert werden, wobei wir 
uns noch für jeden dieser Fälle einen Grenzübergang vorbehalten, wie 
denjenigen, der von der Betafunktion zur Gammafunktion führt, d. h. 
ein unendliches Wachsenlassen eines oder mehrerer Exponenten. Der 
Integrationsweg soll jeweils passend, d. h. so gewählt sein, daß sich der 
Integrand bei Durchlaufung des Weges reproduziert. 

1. Wir finden für n = 1 das Integral 

f (u, a) -2 (u, du) . 

Der Integrand besitzt nur den einen singulären Punkt a. Den ge
schlossenen Integrationsweg kann man daher, wie er auch verlaufen 
möge, stets durch das Unendliche hindurch auf einen gewöhnlichen 
Punkt zusammenziehen; wir erhalten daher Null als Wert des Integrals. 

2. Für n = 2 haben wir das Integral 

f (u, a)'" (u, b)-x-2(u, du). 

Der Doppelumlauf um a und b läßt sich, wie früher gezeigt, da der 
unendlich ferne Punkt P 00 nicht singulär ist, vermittels Deformation 
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über P 00 hinüber auf einen gewöhnlichen Punkt zusammenziehen, so 
daß auch für n = 2 das Integral verschwindet. 

3. Für n = 3 bekommen wir als ersten Fall eines nicht verschwinden
den Integrals die Betafunktion. 

4. Für n = 4 haben wir das Integral zu betrachten: 

J (u, a)'" (u, b)fJ (u, c)r (u, d)d (u, du), 

wobei IX + ß + 'Y + t5 = -2 und wo das Integral längs einer geschlosse
nen Kurve zu erstrecken ist, längs deren der Integrand sich reproduziert. 

Offenbar ist das hypergeometrische Integral 

Jub- 1 (i-u)C-b-l(i-XU)-adu 

{mit den im Integranden auftretenden Verzweigungspunkten 0, 00, 

1, i/X) ein Integral dieser Art, und wir werden bald sehen, wie sich sogar 
jedes Integral für n = 4 auf das hypergeometrische zurückführt. Wir 
würden uns also für die EULERschen Integrale mit beliebiger Zahl der 
Verzweigungspunkte etwa folgende Tabelle entwerfen können: 

n = 1: J (u, a)-2(u, du) = 0, 

n=2: J(u, a)-2(u, b)-"'-2(U, du) =0, 

n = 3: J (u, a)'" (u, b)fJ (u, c)r (u, du) (Betafunktion), 

IX + P + r =-2 

n = 4: J (u, a)'" (u, b)fJ (u, c)r (u, d)d (u, du) 

IX + P + r + t5 = -2 (hypergeometrische Funktion), 

allgemein: J (u, a)'" (u, b)f1 ... (u, m)l' (u, du), 

IX + P + .,. +.u = -2 [*J. 
Dazu kommen noch die Integrale, die sich, wie schon oben angedeutet, 

(als Grenzfälle) ergeben, wenn man einen oder mehrere Exponenten in 
einem EULERschen Integral unbegrenzt wachsen läßt. 

Bei dieser systematischen Aufzählung der EULERschen Integrale macht 
die Betafunktion den Anfang, und es folgt dann das hypergeometrische In
tegral, mit dem wir uns ohnehin hier beschäftigen wollten. 

Nun wollen wir noch zusehen, zu welcher Art von Integralen wir 
durch den noch in Aussicht genommenen Grenzübergang gelangen. 
Ich verlasse dabei die homogene Schreibweise [**]. 

Es mögen in zweien der Faktoren, etwa in (u - a)'" und (u - b)'1, 
die beiden Stellen a und b einander unbegrenzt nahe rücken (so wie 
beim Übergang von der Beta- zur Gammafunktion die Stellen 1 und 00, 

vg1. S.73/74) und gleichzeitig mögen IIXI und IßI unbegrenzt wachsen, 
doch so, daß IX + ß sich dem endlichen Wert IX' nähert. Ich setze 

b = a - e, 

P = + al • 
E 
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Für 8 -4 0 wird man dann aus 
~ a1 al <X-- +-

(u - a)<X (u - b)fJ = (u - a) , (u - a + 8) • 
erhalten: a, 

(u - a)"" • eu - a • 

Noch allgemeiner: durch Zusammenrückenlassen von mehr als zwei 
singulären Punkten bei geeignetem Unendlichwerden der Exponenten 
erhält man Faktoren der Gestalt: 

(!ir~ 
-1 (u-a)~ 

(u - a)'" el!- , 

(wobei wir in üblicher Weise für a = <Xl unter u - a den Ausdruck 1/1t 
zu verstehen haben). 

Wir werden so zu folgendem Typus von Integralen, den allgemeinsten 
"EuLERschen Integralen", geführt (wenn ich vorschlagen darf, diesen 
N amen einzuführen): 

, af! ~ b(J t nl" 

( 
~ (U-/J)I! ~ (u-bl'; ~ (u-n)r 

(u - a)'" el!=l . (u-b)ß. ea=l .... ' (u-n)v. er =l du [*J. 

Wir fragen nun, was für Integrationswege wir bei diesen allgemeinsten 
Integralen in Betracht zu ziehen haben, indem wir uns dabei immer 
die bei der Gammafunktion vorliegenden Verhältnisse vor Augen halten. 

Dort ließen wir den Integrationsweg im Punkte u = <Xl beginnen, 
den Nullpunkt umkreisen und wieder im Punkte u = <Xl endigen. Dabei 
war es aber wesentlich, daß der Integrationsweg dem unendlich fernen 
Punkte nur in einer solchen Richtung, d. h. längs einer solchen orien
tierten Halbgeraden, sich näherte bzw. von ihm auslief, daß der reelle 
Teil von u positiv unendlich wurde, der Integrand up - 1 • e- u also hin
reichend stark gegen Null ging. Statt der von uns gewählten Richtung 
parallel zur (Halb.)Achse der positiven reellen Zahlen selbst hätten wir 
für die Ausgangs- wie für die Rückkehrrichtung des Integrationsweges 
jede dem ersten oder dem vierten Quadranten angehörige Richtung 
wählen dürfen, nicht aber eine zum zweiten oder dritten Quadranten 
gehörige. (Eine "Richtung" gehört zum ersten oder vierten Quadranten, 
wenn der kleinste Winkel, den sie mit der positiven reellen Achse bildet, 
kleiner ist als n/2.) 

Analoges ist im allgemeinsten Falle zu beachten. Die singulären 
Punkte sollen in algebraische und in transzendente Verzweigungspunkte 
unterschieden werden, je nachdem zu demselben nur Potenzen (u - a)' 
oder auch noch Exponentialfaktoren gehören. (Dabei rechnen wir auch 
die Fälle irrationaler oder komplexer a mit zu den algebraischen Fällen, 
sofern nur kein Exponentialfaktor vorhanden ist, trotzdem die betrach
tete Stelle a alsdann ein Verzweigungspunkt von unendlich hoher Ord
nung ist.) 
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Wenn nun a ein algebraischer Verzweigungspunkt ist, so soll der 
Integrationsweg um a herumführen. Ist hingegen a ein transzendenter 

r 

Verzweigungspunkt und hat der Exponent ~ al! (1'>1) in u=a 
~ (u- a)1! 

, e=l 
einen Pol r-ter Ordnung, so gibt es 2 l' von dem Punkte a auslaufende 
Richtungen, in denen, kurz gesagt, der reelle Teil des Exponenten ver
schwindet. In den dazwischenliegenden 21' Sektoren bzw. in den ihnen 
angehörigen Richtungen wird der reelle Teil des Exponenten abwechselnd 
positiv und negativ unendlich. Also: 

Ist a ein transzendenter Verzweigungspunkt, bei dem die Summe in 
einem Exponenten bis l' läuft (1' > 1), so gibt es 2 r von dem in Rede stehen
den Punkte auslaufende Winkelräume von der Ollnung njr, innerhalb deren 
der Faktor 

abwechselnd gegen Null und gegen Unendlich geht. 
Als erlaubte Integrationswege erscheinen solche, welche entweder ge

schlossen sich zwischen den singulären Punkten herumwinden, so daß bei 

Fig.19. Integrationsweg, 
welcher je in einem 
transzendenten Verzwei
gungspunkte beginnt und 

endet. 

Durchlaufung derselben der Integrand zu Anfang und 
Ende denselben Wert annimmt, z. B. Doppelumläufe, 
oder aber ollene Wege, welche, von einem transzen
denten Verzweigungspunkte auslaufend, wieder in einen 
transzendenten Verzweigungspunkt einlaufen, dabei 
aber immer in einem derjenigen r Winkelräume sich 
halten, innerhalb deren der Integrand nicht gegen Un
endlich geht. (Die verbotenen Winkelräume sind in 
der Figur schraffiert.) 

In dieser Allgemeinheit werden wir den Gegen
stand in unserer Vorlesung nicht behandeln, dagegen 
nimmt die obenerwähnte Arbeit von NEKRASSOFF [1] 
diesen allgemeinen Standpunkt ein. Es sei nur noch 
bemerkt, daß unter diesen allgemeinsten EULER

sehen Integralen ein großer Teil der in der Literatur sonst vorkommen
den Integrale enthalten ist, z. B. die Integrale für die BEssELschen 
Funktionen (vgl. Anm. [*] zu S.87). 

§ 18. Das hypergeometrische Integral. Seine Vieldeutigkeit. 

Wir beschränken uns auf den ersten, über die Betafunktion hinaus
gehenden Fall, auf das hypergeometrische Integral: 

f (u, a)'" (u, b)P (u, c)r (u, d)/J (u, du). 

Wir teilen die hierüber zu machenden Bemerkungen in eine Reihe 
kleinerer Abschnitte. 
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A. Algebraische Bemerkungen. 

Damit die Gesamtdimension des Integranden in u1 ' u2 gleich Null 
sei, muß 

IX + ß + r + !5 = -2 

sein. Dagegen ist das Integral, wie es vorliegt, in den Veränderlichen 
al , as bzw. bl • bs bzw. Cl' Cs bzw. dl , d2 von den Dimensionen IX bzw. ß 
bzw. i' bzw. !5. 

Es ist also eine "Form" sowohl von al , a2 wie von bl , bs usw. Und zwar 
ist diese Form eine "simuUane Invariante" dieser vier Reihen von Ver
änderlichen, denn bei simuUaner linearer Substitution derselben ändert sich 
jede Determinante des Integranden um die Substitutionsdeterminante s als 
Faktor, also ändert sich auch das Integral nur um den Faktor: 

s"+P+r+d+1 = S-I. 

Diesen Charakter wird das Integral nicht verlieren, wenn wir es noch 
mit irgendwelchen Potenzen der sechs Determinanten (a, b), (a, c) , 
(a, d), (b, c), (b, d), (c, d) multiplizieren. 

Eine solche Form ist das von SCHELLENBERG [1] an die Spitze ge
stellte Integral 

n (al'",az ! b1p bz ! CI~ C2 ! dl~ dB), 

welches folgendermaßen definiert ist: 

"+P+l "+r+l ,,+d+l P+r+1 P+ß+l r+"+1 
(a, b) --2- (a, c) --2- (a, d) --2 - (b, c) --2- (b, d) -2- (c, d) ---2-

. J (u, a)" (u, b)P (u, c)r (u, d)" (u, du) . 

Diese Form ist in jedem der vier Veränderlichenpaare von der Di
mension -1. 

Um das SCHELLENBERGSche n zu einer Form von der nullten Dimension 
in den al , a2 ; bI , b2 ; Cl' c2 ; dl , d2 zu machen, kann man irgendeinen Faktor 
der Form 

(a, d) (b, c»)P (b, d) (c, a»)q (c, d) (a, b»)' 

hinzufügen, wo p + q + r = +1 zu wählen ist, und von da aus eröffnet 
sich ein sehr einfacher Zusammenhang mit RIEMANNS P-Funktion. 

Wie wir gestern sahen, multipliziert sich das Integral ohne Zusatz
faktoren bei simultaner Substitution seiner vier Veränderlichenpaare 
mit s -1; es ist also eine Invariante vom Gewichte -1. Dasselbe gilt 
von dem SCHELLENBERGschen n. 

Beginn der zwanzigsten Vorlesung. 
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Die letzte in der vorigen Stunde aufgestellte Form von der Dimension 
Null, welche wir P nennen wollen, ist dagegen, wie leicht zu sehen, 
eine absolute Invariante [*J. 

Diesen letzteren Umstand benutzend, führen wir in P wieder inhomo
gene Veränderliche ein, indem wir setzen: 

u~ (a, u) (b, c) u = --, = -----
u. (b,u)(a,c) , 

(a, d) (b, c) 
x= . 

(b, d) (a, c) 

W· d ttl b I . h al bl Cl dl . d u~ b I . h Ir - zw. gelc -'-b '-'-d ,so Wlr U=---,- zw. gelc 0,00, u. a. • c. • u. 
1 , x. Wir haben also die vier Punkte a, . b, c, d durch lineare Trans-
formation in die Punkte 0, 00, 1 , x verwandelt, wo x das Doppelverhältnis 
derselben ist. Da unsere Form P in jedem Veränderlichenpaare von der 
Dimension Null ist, es also nur auf das Verhältnis von a1 zu a2 ankommt, 
so dürfen wir ai = 0, a~ = 1 setzen, ebenso bi = 1, b~ = 0; ci = 1, 
c~ = 1; di = x, d2 = 1. Dann wird aber einfach, wenn wir zugleich 
ui = u, u2 = 1 setzen: 

(a',b')=-1, (a',c') =-1, (a',d')=-x, (b',c')=+1, (b',d')=+1, 

(c', d') = 1 - x, (a', d' ) (bi, c') = -x, (bi, d') (c', a') = 1, 

(c', d') (a', b') = -(1 - x), (u' , a') = u, (u', b') = -1, 

(u', c') = -(1 - u), (u', d' ) = -(x - u), (u', du') = -du. 

Dies ins Integral eingesetzt, ergibt 

P= C-1)1- Q xP--2-(1-x/--2- u~(1-u)Y(x-u)ddu. 
~+d+l Y+d+lj 

Dieses letztere Integral ist von dem anfänglich eingeführten, unsym
metrischen, hypergeometrischen Integral 

f Ub- 1(1 - U)C-b-l(1 - xu)-adu 

nur unwesentlich verschieden (Substitution: u- 1 für u). Also: 
Unser Integral P verwandelt sich durch eine geeignete lineare Sub

stitution in das vorstehende, wobei ersichtlich ist, daß eine geeignete in
homogene Schreibweise sehr viel kürzere Formeln liefert als die homogene 
Schreibweise, während letztere den Vorzug hat, vermöge ihrer symmetrischen 
Bauart die gleichberechtigten Elemente auch als gleichberechtigt erkennen 
zu lassen. Die kurze, aber unsymmetrische Formel ist in iedem einzelnen 
Falle für die wirkliche Rechnung heranzuziehen, nachdem man sie 
zweckmäßig ausgewählt hat. Die symmetrische Formel aber gibt den all
gemeinen Oberblick über die Theorie und tritt also an die Stelle der 
Zangen Tabellen von einzelnen Formeln, die man gewöhnlich in den 
Büchern findet. 
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B. Funktionentheoretische Bemerkungen. 
Unser hypergeometrisches Integral P (vgl. oben) wird sich, je nach 

der Wahl des Integrationsweges, als der eine oder der andere Zweig 
(vgl. § 11) der RIEMANNschen P-Funktion 

Ip+.+~+1, Q+p+7+1, ,+,+:+1 
P x 
p_~+"+~ P+"+' "+"+' 2 ,q- 2 ,r- 2 

mit den Argumenten 0, 00, 1, x erweisen (vgl. § 19). 
Bislang haben wir eigentlich nur vom Integranden gesprochen. Wenn 

wir jetzt auf das Integral selbst eingehen, müssen wir uns vor allem 
über die Vieldeutigkeit des Integrals klar werden. 

Wir werden das Integral längs irgendeines Weges erstrecken, der auf 
der zum Integranden gehörigen RIEMANNschen Fläche "geschlossen" 
ist, d. h. längs dessen der Integrand wieder seinen Ausgangswert annimmt. 

Unser geschlossener Weg wird den einzelnen singulären Punkt gleich 
oft im positiven wie im negativen Sinn umkreisen müssen, damit er ein 
in unserem Sinne "geschlossener" Weg sei. 

Solcher Wege gibt es natürlich unendlich viele. Zu der hieraus ent
springenden Vieldeutigkeit der Definition kommt aber noch der Umstand 
hinzu, daß wir überdies mit gewisser Willkür festsetzen können, was 
wir unter dem Integranden längs des Weges verstehen wollen, d. h. wie 
wir die in ihm vorkommenden Potenzen (bzw. Exponentialfunktionen) 
definieren wollen. 

Wir werden nun zuzusehen haben, wie wir in die Gesamtheit all 
dieser unendlich vielen verschiedenen Werte des Integrals Übersicht und 
Ordnung bringen. 

Zunächst wollen wir in unserem hypergeometrischen Integral (vgl. 
oben) die a, b, c, d und die IX, ß, r, ~ als konstant ansehen und also 
die verschiedenen möglichen Werte des Integrals als nebeneinander 
stehend betrachten, um erst in der nächsten Stunde auf die tiefer 
dringende Frage einzugehen, wie bei Variierung jener Konstanten die 
verschiedenen Zweige miteinander zusammenhängen mögen. 

1. Wählen wir für (u, a)'" irgendeinen seiner Werte aus, so unter
scheiden sich alle anderen Werte von diesem einen um einen Faktor e2,,:n:i "', 
WO" eine ganze Zahl ist. Analoges gilt für die anderen Faktoren des 
Integranden, so daß man den Satz hat: 

Aus jedem Werte des betrachteten Integrals, den wir irgendwie fest
gelegt haben, ergeben sich - entsprechend anderen Definitionen der Po
tenzen (u, a)"', (u, b)ß, (u, cF, (u, d)" - alle anderen, zum selben Integra
tionswege gehörenden Integralwerte durch Hinzufügung eines Faktors der 
Gestalt e2i:n:("",+Aß+.u)'+"d), unter ", Ä, p" 'JI ganze Zahlen verstanden. 
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2. Zweitens fragen wir, wie die Definition des Integrals von der Aus
wahl des Integrationsweges abhängt. 

Wir wenden hier, um die Beziehungen zwischen den unendlich vielen 
möglichen, geschlossenen Integrationswegen zu erforschen, folgendes 
Verfahren an, das eine Beschränkung auf besonders einfache Wege er
möglicht: 

Wir sind früher zur Anwendung der Doppelumläufe durch den Um
stand geführt worden, daß die offenen (d. h. die von einem singulären 
Punkt zu einem anderen singulären Punkt des Integranden gehenden) 
Integrationswege in manchen Fällen versagten. In denjenigen Fällen 
jedoch, wo auch die letzteren ihre Bedeutung haben, kann man die Be
ziehungen zwischen den verschiedenen Integralen auch mit Hilfe dieser 
offenen Wege ergründen; die so gefundenen Beziehungen müssen dann 
nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung allgemeine Bedeutung 
haben. 

In diesem Sinne wollen wir jetzt verfahren. Wir machen also eine 
Zeitlang die Voraussetzungen 

lR(.x) > -1, 

welche der Relation 

nicht widersprechen. 

lR(ß) > -1, lR(y) > -1, lR(~) > -1, 

.x+ß+r+ CJ =-2 

Unter diesen Voraussetzungen dürfen wir nämlich alsdann alle ge
schlossenen Wege bis an die singulären Punkte selbst heranziehen, so 
daß sie im wesentlichen aus offenen Wegen zwischen den einzelnen sin
gulären Punkten zusammengesetzt sind. Die Mannigfaltigkeit solcher 
offenen Wege läßt sich nun leicht überschauen, womit man zugleich 
eine übersicht über die Mannigfaltigkeit aller geschlossenen Wege ge
winnt, bei der man dann die anfänglichen beschränkenden Voraus
setzungen bezüglich lR(.x) usw. fallen lassen darf. Der Gedankengang 
wird also folgender sein: 

Ich werde die Obersicht über die verschiedenen Werte unseres Integrals 
unter den beschränkenden Voraussetzungen 

lR(ß) > -1, lR(y) > -1, lR(CJ) >-1 

herleiten, um dann zu überlegen, daß diese Obersicht allgemein gilt, auch 
wenn die beschränkenden Voraussetzungen nicht zutreffen. 

Sei also Wein geschlossener, durch keinen Verzweigungspunkt des 
Integranden laufender Weg (längs dessen sich der Integrand reprodu
ziert). I w bezeichne den Wert des längs Werstreckten Integrals; die 
Vieldeutigkeit des Integranden sei dabei durch Verabredungen behoben, 
auf die wir gleich nachher zu sprechen kommen. Nun ändert sich I w 
nicht, wenn wir W stetig in andere geschlossene Wege überführen, so
fern nur bei der stetigen Deformation der Weg nicht über einen Ver
zweigungspunkt hinübergezogen wird. Solche Wege werden wir also bei 
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unseren Betrachtungen als "äquivalent" ("gleich") zu betrachten haben. 
(Die gemeinte Äquivalenz zwischen den Wegen hat in der Tat den 
Charakter einer Gleichheit.) Offenbar ist nun jeder Weg W einem Wege 
W* äquivalent, der durch Aneinanderreihung geradliniger, je zwei Ver
zweigungspunkte verbindender Wege W ab , W a., Wad' Wb., W bd , W ed 
entsteht - sog. "Elementarwege" (vgl. die Fig. 20; alles gilt auch 
für den Fall, daß die Verzweigungspunkte a, b, c, d in einer Geraden 
liegen). Und dementsprechend läßt sich lw = l w. als Summe von 
Integralen darstellen, die längs der Wege W ab usw. erstreckt sind und 
deren Werte wir kurz mit lab usw. bezeichnen wollen. Dabei ist aber 
wohl zu beachten, daß lab im allgemeinen unendlich vieldeutig ist. Um 
uns über die Art dieser Vieldeutigkeit klar zu werden, machen wir zu
nächst den Integranden durch ein bekanntes Verfahren eindeutig. Wir 
denken uns nämlich die Ebene längs der drei Wege Wad' W bd , W ed 

d d 

a.~----'::=---<, 

Fig.2O. Die sechs Elementarwege Wab usw., durch 
welche je zwei der vier Verzweigungspunkte a, b, 

e, d verbunden werden. 

Fig.2t. Die längs da, db, de aufgeschnittene 
"-Ebene nebst Integralwerten I;;d usw. auf den 

positiven und negativen U fem. 

aufgeschnitten. In dieser zerschnittenen Ebene kann man nun nach 
Belieben irgendeine Definition der Potenzen (u, a)'X, (u, b)p, (u, c)y, 
(u, d)& zugrunde legen und wird ohne Überschreitung des Einschnitt
systems nie zu anderen Werten der Potenzen gelangen. Wir wählen 
also einen in der zerschnittenen Ebene eindeutigen Zweig des Integranden 
aus und halten ihn bei den folgenden Betrachtungen durchaus fest. Bei 
unseren Einschnitten Wad USW. sind jetzt die beiden Seiten ("Ufer") 
etwa als positives (+) und negatives (-) Ufer zu unterscheiden (vgl. 
die Festsetzung in der Fig. 21), weil ja der Integrand am einen Ufer 
im allgemeinen einen anderen Wert besitzt als am anderen (vgl. unten). 

Unter l~d wollen wir nun den Wert des auf dem positiven Ufer des 
Schnittes Wad von a nach d erstreckten Integrals verstehen, ebenso unter 
ltd' Itd die auf dem positiven Ufer der betreffenden Schnitte in der 
Richtung von c nach d bzw. von b nach d erstreckten Integrale. 

Auf dem negativen Ufer von Wad unterscheidet sich aber der Wert 
des Integranden von demjenigen auf dem positiven Ufer um den Fak
tor e2 i ,.,.. Also ergibt das auf dem negativen Ufer von a nach derstreckte 
Integr~ den Wert l;;d = e2i ,.,. l~d' Entsprechend ergeben sich auf den 
negativen Ufern von Wbll , Weil die Werte e2 inp Itd' e2i :ty Itd' 
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Die anderen Integrationswege W ae , W be , W ab dagegen ergeben auf 
beiden Ufern die gleichen Werte I ae = I~e = I;;,c usw. 

Auf solche Weise haben wir für die sechs (geradlinigen) Wege Wab USW. 

Integralwerte 
Itb' I;l=., Itd' It-., Itd' I;-d 

eindeutig festgelegt. 
Nunmehr können wir präziser sagen: So wie man jeden beliebigen 

Integrationsweg aus den Elementarwegen 

W ab , W ae , Wad, W be , W bd , Wod 
zusammensetzen kann, so kann man jedes beliebige Integral (über einen 
geschlossenen Weg [vgl. S.91]) aus den Integralen I~b' I~e' I~d' Ite' 
Itd' I;d linear zusammensetzen mit Koeffizienten, welche ihrerseits 
ganze rationale Funktionen (Polynome) der 

e2inp , e2iny , 

sind mit ganzen Zahlen als Koeffizienten ("ganzzahlige" Polynome). 

Nun sind aber, wie wir unten sehen werden, auch die sechs Integrale 
I~b usw. nicht unabhängig voneinander, d. h. es bestehen zwischen den 
Integralen I~b' ... , I;d lineare homogene Beziehungen, deren Koeffi
zienten ganzzahlige Polynome der e2 inIX USW. sind. Die genannten Be
ziehungen gestatten uns daher, diese sechs Integrale noch durch eine 

d geringere Zahl unter ihnen auszudrücken. 

b 
Fig. 22. Lineare Abhängigkeit der längs 
der verschiedenen Ufer der Riemen tarwege 

erstreckten Integrale. 

Um dies einzusehen, beachten wir: 
Durch unsere sechs Wege Wab , Wae , 

Wad USW. wird die ganze Ebene in vier 
Gebiete geteilt (vgl. die Fig. 22), näm
lich in die Dreiecke bcd, acd, abc und 
in das Äußere des Dreiecks abd, welches 
ja selbst ein (den unendlich fernen Punkt 
enthaltendes) Dreieck in der komplexen 
u-Ebene ist. 

Integriert man nun um irgendeines dieser Dreiecke herum, so muß 
man Null als Gesamtwert des Integrals bekommen. So erhält man 
folgende vier Relationen: 

-Ibo + Itd - e2iny Itd = 0, 
-Iea + Itd - e2 i nIX I;;d = 0, 

-lab + I;;d - e2i n:p Itd = 0, 

lab + Ibo + I ca = O. 

Beginn der einundzwanzigsten Vorlesung. 
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Lösen wir die ersten Relationen nach I be , leu' lab auf und setzen 
die so erhaltenen Ausdrücke für I be usw. in der letzten Relation ein, 
so nehmen die Relationen folgende Gestalt an: 

1. I be = Itcl - e2i :ty Itd , 
2. I ea = Itd - e2i ,." I;};d' 
3. lab = Itd - e2inß !tel' 

4. (1 - e2in ,,) Itd + (1 - e2i ;rP)!trl + (1 - e2i :'y) I!., = o. 
Wir ersehen hieraus: 
Alle unsere Integrale I sind lineare Verbindungen der drei Integrale 

I;d' Itd' I:d, zwischen denen überdies die Relation 4. besteht; und zwar 
sind die Koeffizienten der linearen Verbindungen ganzzahlige Polynome 
in den drei "Einheitswurzeln" 

Die sämtlichen Integrale I sind also sogar in einer binären, etwa aus !td 
und I:d abgeleiteten Schar enthalten (vgl. § 11). 

So gestaltet sich die Theorie der Integrale, wenn wir die Integration 
bis an die einzelnen Verzweigungspunkte selbst heranführen dürfen. 

Zwischen den Integralen lad usw. und den Doppelumlaufsintegralen 
lad usw. besteht dann (vgl. S.80) folgender Zusammenhang: 

I+ _ ~~_I~.d~ __ ~~ 
"d - (1 _ e2i .'T") (1 _ e2i ;rb) 

und entsprechend für die anderen Integrale. 
Wenn nun die Bedingungen ffi(lX) > -1, ffi(ß) > -1 usw. nicht er

füllt sind, dann verlieren zwar die I:d als Integrale ihre Bedeutung, nicht 
aber die Doppelumlaufsintegrale lad. 

Betrachten wir dann die vorstehende Formel geradezu als Definition 
der I:d , so gilt diese auch dann, wenn die Exponenten keinen Beschrän
kungen unterworfen sind, und die für die Integrale I:d, !td' I:d, lab' 
I be , I ea gefundenen linearen Relationen müssen dann auch für die in 
angegebener Weise durch die Doppelumlaufsintegrale Yad usw. definierten 
analytischenFunktionenlad,Ibd usw. ihre Gültigkeit behalten [*]. Also: 

Die so gewonnenen Formeln sind allgemeingültig, wenn wir unter den 
sechs Integralen lad' I bd , I ed , lab, I be , I ea gegebenenfalls nicht die längs 
ad usw. erstreckten Integrale I:d usw. verstehen wollen, sondern die durch 
Doppelumlaufsintegrale definierten Ausdrücke: 
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§ 19. Funktionentheoretische Untersuchung des hypergeometrischen 
Integrals, insbesondere sein Zusammenhang mit der P-Funktion. 

Es wird nicht nötig sein, hierin noch mehr ins einzelne zu gehen, 
sondern wir wollen nunmehr die in der vorigen Stunde schon in Aus
sicht genommene funktionentheoretische Betrachtungsweise einführen, in
dem wir jetzt die bisherigen Konstanten a, b, c, d und IX, ß, y, <5 als Ver
änderliche ansehen und also den analytischen Zusammenhang zwischen 
den verschiedenen gefundenen Werten des Integrals untersuchen. 

Denken wir uns also irgendeinen Wert des (über einen geschlossenen 
Weg erstreckten) Integrals 

I = f (u, a)" (u, b)ß (u, c)r (u, d)J (u, du) 

ausgewählt, und lassen wir dann zuerst die Exponenten IX, ß, y, <5 

variieren! Ich behaupte: 
Jede einzelne Bestimmung von I, die wir machen können, liefert uns 

eine eindeutige ganze Funktion der Veränderlichen IX, ß, y, <5, und alle 
diese eindeutigen Funktionen verlaufen voneinander getrennt in dem Sinne, 
daß sie nicht durch analytische Fortsetzung hinsichtlich der Veränderlichen 
IX, ß, y, <5 ineinander überführbar sind. 

Der Beweis unseres Theorems liegt einfach darin, daß jeder einzelne 
Exponentialfaktor des Integranden die in Rede stehende Eigenschaft 
hat. Denn habe ich einmal bestimmt, welchen Zweig ich in 

(u, a)" = e"log(u,a) 

unter log (u, a) verstehen will, so definiert die Reihe 

e"log(u,a) = 1 + IX log(u, a) + IX2 (log(u, ~ + 
1! 2! 

welche (bei beschränktem log (u, a)) für beliebige (endliche) IX kon
vergiert, eine wohlbestimmte eindeutige und ganze Funktion der Ver
änderlichen cx; durch analytische Fortsetzung (hinsichtlich der Ver
änderlichen cx, also bei festgehaltenem log (u, a)) kann man also keinen 
der anderen Zweige von (u, a)" bekommen, welche sich ja von dem ur
sprünglich festgelegten Zweig durch Faktoren e2hiIX unterscheiden 
(k bedeutet eine ganze, von Null verschiedene Zahl). Dasselbe gilt für das 
Produkt der Potenzen in unserem Integranden und für das Integral 
selbst, wohlbemerkt sofern man allein die IX, ß, y, <5 als veränderlich 
ansieht (also die gewählten Zweige von log(u, a) usw. beibehält). 

Wie hängt nun aber unser Integral von den Verzweigungspunkten 
a, b, c, d und von etwaigen Umläufen derselben ab? 

Natürlich hängt das (homogen geschriebene) Integral nicht nur von 
der Lage der Punkte a, b, c, d selbst ab, sondern auch von den Werten 
a1 , a2 ; bl , b2 ; Cl' c2 ; dl ' d2 der "homogenen " Veränderlichen. Wir werden 
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uns aber von dieser sekundären Abhängigkeit dadurch frei machen, daß 
wir von unserer Form 

((a, d)(b, c»)P ((b, d)(c, a»)q ((c, d)(a, b»' (a, b) -!<"'+P+l) (a, c) -!<"'+y+l) 

(a, d)-H"'+d+l) (b, c)-!(P+Y+l) (b, d)-!(P+d+l) (c, d)-!(l'+d+l) 

I (u, a)'" (u, b)P (u, c) y (u, d)~ (u, du) 

zu der oben (S. 90) mit P bezeichneten Funktion übergehen, welche nur 

von den Quotienten a = ~, b = bb1 , C = ~, d = dd1 abhängt. 
aa a Ca 2 

Wir behaupten nun: 
Eine fede Bestimmungsweise des Integrals P, aufgefaßt als Funktion 

des Punktes a oder des Punktes b oder des Punktes c oder endlich des 
Punktes d, wird immer einen Zweig einer RIEMANNschen P-Funktion 
liefern, und zwar behaupte ich spezieller für den Punkt d, daß es sich 
dabei um folgende RIEMANNsche P-Funktion handelt: 

abc 

+ ,0+«3+1 
q 2 

,0+«3+1 
q- 2 

Zum Beweise hierfür gibt es drei Wege: 

r+r+:+ 1 

r+«3+1 r-
2 

d • 

1. Einsetzen in die Ditferentialgleichung (hypergeometrische Diffe
ren tialgleichung). 

2. Die Entwicklung in eine Potenzreihe (hypergeometrische Reihe). 
3. Direktes Studium der analytischen Fortsetzung vom Integral selbst 

aus. 
Man kann nämlich erstens zeigen, daß unsere Doppelumlaufintegrale 

der hypergeometrischen Differentialgleichung genügen, zweitens, daß sie 
sich auf hypergeometrische Reihen zurückführen lassen. Diese heiden 
Methoden haben wir bereits zu Anfang des Semesters (Einleitung) auf 
das damals betrachtete (über ein reelles Intervall erstreckte) Integral 
angewendet, nach dem Vorgang von EULER, und wir werden sie mit 
geringen Modifikationen auch auf unsere Doppelumlaufintegrale sowie 
überhaupt auf die Integrale mit irgendwelchem geschlossenen Integra
tionsweg übertragen können. 

Die dritte Methode dagegen wird uns wesentlich neue Gesichtspunkte 
liefern und ist insofern die interessanteste. 

Doch wollen wir demungeachtet erst auch auf die beiden ersten Ver
fahrensweisen eingehen, um zu sehen, wie sich die uns schon bekannten 
Schlüsse hier modifizieren. Wir könnten, wie es SCHELLENBERG [1] in 
seiner Arbeit tut, die ganzen Betrachtungen mit Beibehaltung der homo
genen Veränderlichen durchführen, doch wollen wir es uns, da doch nur 
Funktionen vorliegen, dadurch bequemer machen, daß wir das Doppel-

Klein, Hypergeometrische Funktion. 7 
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verhältnis von u zu a, b, c als Integrationsveränderliche einführen, also 
wie früher setzen: 

(a, u)(b, c) U=---
(b, u)(a, c)' 

x = (,-=-a-=-, d--=)..;-( b-,--, c---") 

(b, d)(a, cr 
Die zu beweisende Gleichung geht dadurch über in (vgl. S. 90): 

,"+d+l r+d+! r 
xP--2- (1 - X)1'--2-) u'"(1 - u)r(x - u)ddu 

o 00 1 

r+,,+1l+1 
2 

P+Il+1 ,,+1l+1 
q- 2 r- 2 

x . 

I 
(Der links im Unterschied zu S.90 weggelassene Faktor (_1)l- q ist 
unwesentlich, da ja die RIEMANNsche P-Funktion noch eine willkürliche 
multiplikative Konstante enthält.) 

Dividieren wir diese Gleichung noch durch den vor dem Integral 
stehenden Faktor (und berücksichtigen, daß IX + ß + i' + 15 + 2 = 0, 
2P + 2q + 2r - 1 = 0), so geht sie über in 

o 00 1 

jU,"(1-U)Y(x-u)ddU=P IX+!5+1 ß+1 i'+!5+1 x . 
o -15 o 

Daß bei dieser Division der oben angegebenen P-Funktion mit 

xP-l!IX+Hll (1 - x)r-Hr+d+1l 

wieder eine P-Funktion (natürlich mit anderem Exponenten) resultiert, 
ergibt sich unmittelbar aus dem Begriff der P-Funktion. 

Setzt man nun noch für x die Veränderliche i/x, wendet rechts die be
kannte Transformation der RIEMANNschen P-Funktion an (vgl. S. 43/44) 
und multipliziert schließlich die ganze Gleichung noch mit xd, so ergibt 
sich als zu beweisende Identität: 

o 
ju'" (1 - u)r (1 - XU)d du = P ß + 15 + 1 

o 

00 1 

i'+!5+1 x. 
o 

Das Integral auf der linken Seite unterscheidet sich jetzt von dem 
zu Anfang des Semesters (Einleitung) angegebenen EULERschen Integral 
nur dadurch, daß es längs eines geschlossenen Weges und spezieller eines 
Doppelumlaufs um u = 0 und u = 1 zu erstrecken ist, während jenes 
längs des offenen Weges von u = 0 bis u = 1 zu nehmen war. Jenes 
hatte nur unter gewissen beschränkenden Voraussetzungen über die Ex
ponenten eine Bedeutung, das jetzige hat immer einen Sinn. Diese 
Formel ist nun in der nächsten Stunde zu beweisen, sei es durch Auf-
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stellung der Differentialgleichung, sei es durch Angabe der Reihen
entwicklung ; wohlverstanden: beides für das Doppelumlaufintegral. 

Die in der vorigen Stunde vorgenommene Umformung des Integrals P 
kann man in eins zusammenfassen, indem man setzt: 

(a, u)(b, c) 
U = ""(b'-,-u7)7-(a-,c-:') , 

(b, d)(a, c) x= . 
(a, d)(b, c) 

Das)ntegral verwandelt sich dabei genau in folgendes: 

rH ß+Hl l'H+! r 
(-1)P--Z-xq--2 - (1 - x)'--Z-J u"'(1 - u)r(1 - xu)"du. 

Durch Division mit dem vor dem Integral stehenden Ausdruck ent
steht dann die letzte in der vorigen Stunde angegebene RIEMANNsche 
P-Funktion. 

Erstens: Wir wollen nunmehr beweisen, daß das Integral 

fU"'(1 - u)r (1 - xu)lJdu 
~ 

in der Tat einer hypergeometrischen Ditterentialgleichung genügt (d =F 0). 
Wir bezeichnen den Integranden mit w, das Integral mit L und bilden 

uns, genau wie beim bestimmten Integral zu Anfang des Semesters 
(Einleitung), die Funktion 

cf> = u",+1 (1 - u)r+1 (1 - XU)lJ-l 

und ihren Differentialquotienten nach u: 

diJj 
du = u"'(1 - u)r(1 - XU)'I-Z{(1X + 1)(1 - u)(1 - xu) 

- (1' + 1)u(1 - xu) - x(ö -1)u(1 - un. 

Diesen können wir wieder linear, und zwar mit von u unabhängigen 
Koeffizienten, durch den Integranden w und seinen ersten und zweiten 
Differentialquotienten nach x darstellen (15 =F 0; der Fall d = 0 ist trivial): 

diJj = ( + 1) + (IX + i' + 2 + -IX + (j - 2 )OW + x(1 - x) 02W 
du IX W ö (j x ox (j oxa . 

Diese Formel wurde nun seinerzeit nach u zwischen 0 und 1 integriert 
und ergab dann (da die Funktion cf>, also das Integral von dcf>/du, an beiden 
Integrationsgrenzen verschwand), wenigstens unter den für die Ex
ponenten gemachten Voraussetzungen, eine lineare Differentialgleichung 
für das bestimmte Integral L, nämlich (wenn ich noch mit d multipli
ziere) : 

dL daL 
0= d(1X + 1)L + (IX + y + 2 + (-IX + d - 2)x) dx +x(1-x) dxa ' 

Beginn der zweiundzwanzigsten Vorlesung. 

7* 
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Gegenwärtig haben wir es aber statt mit einem bestimmten Integrale 
von u = 0 bis u = 1 mit einem Doppelumlaufintegral um irgend zwei 
Verzweigungspunkte des Integranden zu tun. 

Der Unterschied in der Ableitung der Differentialgleichung für List 
nun dieser, daß wir früher das Integral über dlPjdu, zwischen u = 0 und u = 1 
erstreckt, gleich Null setzten, weillP insbesondere so konstruiert war, daß 
es an den beiden Integrationsgrenzen verschwand, daß jetzt aber f dlP = 0 

11 
zu setzen 1'st, weil es sich um einen Integrationsweg handelt, welcher auf 
der zu lP gehörigen RIEMANNschen Fläche geschlossen ist. 

Der Hauptfortschritt gegen früher ist dabei der, daß der jetzige Ansatz 
ohne Unterschied für ganz beliebige Exponenten seine Gültigkeit behält. 

Zweitens: In genau derselben Weise, wie früher das bestimmte 
(zwischen u = 0 und u = 1 erstreckte) Integral, setzen wir nun auch 
das Doppelumlaufintegral in eine hypergeometrische Reihe um (vgl. die 
Einleitung). 

Wir entwickeln (1 - xu)d vermittels der binomischen Reihe nach 
steigenden Potenzen von x (für hinreichend kleine I u I und I x!) : 

(1 - xu)d = 1 - <5xu + (~) X2 U2 - (~) X3U3 + ... 
und erhalten nach Multiplikation mit u'" (1 - u)r durch gliedweise In
tegration die (ebenfalls konvergente) Reihe: 

JU"'(1 - u)rdu - <5XJU"'+1(1-U)Ydu + (~) x2JU"'+2(1 - u)Ydu-

- (~) .x3 f u"'+3(1 - u)Y du + "', 
wobei nur jetzt, zum Unterschied gegen früher, jedes Integral längs 
eines, die Punkte 0 und 1 (bzw. a und c) umschlingenden, Doppelumlaufs 
zu erstrecken ist, statt längs der Strecke 0, 1. Demgemäß haben wir 
für die einzelnen Integrale jetzt die modifizierte EULERsche Formel an
zuwenden (vgl. S.81), so daß man (abgesehen von einer Potenz von 
-1) erhält: 

4~ 4~6 

r(-~)r(-r)r(~+r+ 2) + r(-~-1)r(-r)r(~ + r + 3)X 

2 6(6 - 1) 
4n 1.2 

+ r(-~ - 2)r(-r)r(~ + r + 4) x 2 + ... 
4nB {(-6)(~+1) (-6)(-6+1)(/X+1)(~+2) 2 

= -1'-(--~-)-r-(-----=---'r)~r~("'-+-r+2) 1 + 1 !(~+r+2) x+ 2!("'+r+2)(~+r+3) x 

+ (-6)(-6+1)(-6+2)(~+1)("'+2)(M3) x3 + ... } 
3!("'+r+2)(~+r+ 3)(~+r+4) 

4n2 

r(_~)r(_r)r(~+r+2)F(IX+1, -<5; IX+y+2; x). 
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(Falls (X oder y oder -(ai + Y + 2) gleich 0, +1, +2, ... sind, ist der 
Faktor von F gleich Null). 

So sind wir in der Tat zur hypergeometrischen Reihe gelangt, nur 
mit einem bestimmten, von den Exponenten abhängigen Faktor be
haftet. 

Das ursprüngliche, homogen geschriebene Integral P (vgl. z. B. S. 97) 
erhält man hieraus durch Multiplikation mit x q - 1 (ß+J+l) (1-x)"-!(y+O+ll; 

und zwar handelt es sich hier gerade um denjenigen Doppelumlauf als 
Integrationsweg, weIcher die Punkte a und c umschlingt. Ein auf diesem 
Wege erstrecktes Integral heiße p(a, c). 

Wir sehen nun, daß unser Integral p(a, c) gerade den einen der zum 
Punkte a gehörigen Fundamentalzweige der RIEMANNschen P-Funktion 

q_ ß+.I+l q+~±Y+l 
vorstellt, der aus einer Potenzreihe besteht, die mit x 2 = X 2 

multipliziert ist. 
Indem wir in der u-Ebene den Doppelumlauf um die Punkte a und c 

nehmen, kommen wir auf denfenigen Fundamentalzweig unserer P-Funk
tion, welcher in der Umgebung des Punktes x = 0 durch das Symbol 

q_P+O+l q+ "'+r+1 
P 2 oder, was dasselbe ist, P 2 zu bezeichnen ist. Dieser 
Zweig aber ist so mit einem konstanten Faktor multipliziert, daß das erste 
Glied in der Reihenentwicklung nach Potenzen von x (abgesehen von einer, 
in gewisser Weise willkürlichen Potenz von (-1)) den Koeffizienten hat: 

4:r2 

T(-OI.)T(-y)r(OI. + y + 2)· 

Hätten wir das Integral für einen Doppelumlauf um zwei andere 
Punkte berechnet, so hätten wir ein ganz entsprechendes Resultat er
halten, weIches sich aus demjenigen für p(a, c) durch bloße Buchstaben
vertauschung und gegebenenfalls Ersetzung von x durch die entsprechende 
lineare Funktion i/x, 1 - x usw. ergibt. 

Jeder der sechs möglichen Doppelumläufe liefert so gerade einen der 
sechs Fundamentalzweige ; insbesondere liefert das Integral p(b, d) den 
zweiten zu x = 0 gehörigen Fundamentalzweig. Also: 

Das Integral p(b, d) liefert uns für die Umgebung der Stelle x = 0 den 
ß+Hl 

zweiten Fundamentalzweig, den wir nach seinem Exponenten mit p H -2-

"+y+l 
oder, was dasselbe ist, mit p Q-2- zu bezeichnen haben, und die Reihen
entwicklung, 7.e'elche wir hier bekommen, besitzt als Koeffizienten des ersten 
Gliedes (von etwaigen Potenzen von (-1) abgesehen): 

r(-ß)r(-/3)r(ß +/3 + 2)· 

Drittens: ~achdem die Gültigkeit der Differentialgleichung und der 
Reihenentwicklung verifiziert ist, versuchen wir nun endlich aus dem 
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Integrale selbst auf funktionentheoretischem Wege das charakteristische 
Verhalten der P-Funktion zu erschließen. Statt des Doppelumlaufes um 
zwei Punkte soll, der Bequemlichkeit halber, im folgenden die Ver
bindungsstrecke der beiden Punkte gewählt werden, was unter be
kannten Bedingungen für die IX, ß, 'Y, lJ gestattet ist. (Daß dies keine 
Beschränkung der Allgemeinheit bedeutet, ist bereits früher dargelegt; 
vgl. S. 92ff.) 

Es handle sich um das Integral p(a, cl, welches wir uns etwa, im 
Sinne von S.95, durch das zugehörige Doppelumlaufintegral definiert 
denken. Es sei hier a = 0, c = 1. Der Integrationsweg, welcher in der 
Ebene der Veränderlichen u zwischen 0 und 1 verläuft, kann ohne 
Änderung des Integralwertes beliebig deformiert werden; nur sind seine 
Endpunkte festzuhalten, und er darf nie über einen singulären Punkt 
hinweggezogen werden. 

Lassen wir nun, um das funktionentheoretische Verhalten des In
tegrals als Funktion von x zu erforschen, den Wert x variieren, d. h. 

_-------------d-l 
/ 

a~ (",~1 _1;-00 

~ 
Fig. 23. Deformation des Integrationsweges 

zwischen u = a und 11 = C. 

1 
;r ,-------------

o ( 1 ji) 

Fig. 24. Fortsetzung der in Fig. 23 begonnenen 
Deformation drs Integrationsweges. 

den Verzweigungspunkt i/x wandern. Dabei darf dieser Verzweigungs
punkt den Integrationsweg nie überschreiten, weil wir sonst einen anderen 
Zweig, also eine unstetige Änderung der Funktion bekämen; dennoch 
brauchen wir die Veränderlichkeit von x keiner Beschränkung zu unter
werfen, da man ja den Integrationsweg stetig so deformieren kann, daß 
er dem Punkte i/x immer ausweicht. Wir sagen geradezu: 

Um unser bestimmtes Integral als eine Funktion von x aufzufassen, 
müssen wir uns den Integrationsweg als einen elastischep Faden denken, 
die Verzweigungspunkte als Stifte, über welche der Faden nicht hinweg
gleiten kann, so daß, wenn ein wandernder Verzweigungspunkt gegen 
unseren Faden stößt, er weiter den Faden vor sich herschiebt, ohne 
ihn zu zerreißen oder zu überschreiten. 

Lassen wir in dieser Weise den Verzweigungspunkt i/x einen ge
schlossenen Umlauf z. B. um den Punkt x = 1 ausführen, so wird er 
den Integrationsweg so deformieren, wie es in der Fig. 24 ange
geben ist. 

Der Weg von 0 nach 1 hat sich also in einen Weg verwandelt, der 
von 0 nach 1, von 1 nach i/x und dann wieder nach r mkreisung des 
Punktes i/x von i/x nach 1 zurückläuft. 

Das Integral P(O, 1) verwandelt sich also in plO, Il+P(1.1/x)_e2i . .,/j po, 1/x). 
Dabei ist p(1,l/x ) geeignet zu definieren. 
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Wir erkennen im Beispiel, daß nach dem Umlauf des Punktes i/x um 
den Punkt 1 das Integral p(O,l) sich in pro, 1) + (1 - e2i ;-td) P(1, I/x) 

verwandelt hat. 
So wird überhaupt leder Integrationsweg nach einem beliebigen Umlauf 

des i/x sich in eine neue Kombination der fundamentalen sechs Wege (d. h. 
der Verbindungsstrecken der Verzweigungspunkte) verwandeln; und das 
kommt dann darauf hinaus, daß irgend zwei linear unabhängige Integrale 
PI und P 2, die wir einmal auswählen, nach einem Umlauf des i/X bzw. des 
x sich in zwei neue Integrale verwandelt haben werden, welche lineare Ver
bindungen der PI' P 2 sind, d. h. bei ledem Umlauf des x erfahren PI' P2 

eine lineare Substitution, wie es eben der charakteristischen Eigenschaft der 
RIEMANNschen P-Funktion entspricht. 

§ 20. Theorie der P-Funktion vom Integral aus. 

Wie gestaltet sich nun im einzelnen die Theorie der P-Funktion von 
der Definition durch unser Doppelumlaufintegral aus? Insbesondere, 
welche Vorzüge besitzt dieses Verfahren, das Integral an die Spitze zu 
stellen? Wir sagen zunächst: 

Ausgehend von dem Integral bilden wir uns durch zwei geschlossene 
Umläufe zwei linear unabhängige Funktionszweige PI und P 2 • Als 
P-Funktion soll dann lede Funktion bezeichnet werden, die aus 
einer linearen Verbindung ClPl + C2 P 2 dieser Zweige durch ana
lytische Fortsetzung erwächst, unter Cl' c2 beliebige numerische 
Konstanten verstanden (vgl. S. 54, zweite Definition). 

Denken wir nun unsere Integrale nach Potenzen des Doppelverhält-
. (a, d) (b, c) . k I 'b' h ( "ß S 8) msses x = (b, d) (a,-c) entwlc e t, so ergl t SIC gema .9: 

Die P-Funktion, wie sie vom Integral aus definiert wurde, ist ein
begriffen unter dem RIEMANNschen Symbol 

o 00 1 

± P+~+1 
q 2-

:r cx +,,+1 
q, 2 

r± ,,+~+1 
2 

L CX +P+ 1 
1', 2 

x , 

wobei x ein geeignetes Doppelverhältnis der vier Punkte a, b, c, d bedeutet. 
In diesem RIEMANNschen Symbol gehören insbesondere zum Punkte 

"+~+l p+ --- -
X = 0, d. h. b = c oder d = a, zwei Fundamentallösungen P 2 

p+ß+r+1 

und P 2. Als Integrale sind diese geradezu folgendermaßen de-
finiert: 

Beginn der dreiundzwanzigsten Vorlesung. 
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0:+0+1 
P+~-

Die eine Fundamentallösung P 2 wird durch den Doppelumlauf 
+ß+r+1 

in der u-Ebene um die Punkte a und d geliefert, die andere pP -2-

durch den Doppelumlauf um die Punkte bund c. Entsprechendes gilt für 
die zu x = 00 und x = 1 gehörenden Fundamentallösungen. 

Die Entwicklung der Theorie von der Integraldefinition aus greift 
mannigfach über den von RIEMANN in seiner Arbeit innegehaltenen 
Standpunkt hinaus [*J. 

Vorzüge unserer Integralbetrachtung vor dem RIEMANNschen Schema: 
1. Bei RIEMANN erscheint die P-Funktion nur als Funktion von x; 

bei uns erscheint sie als Funktion der vier Verzweigungspunkte a, b, c, d 
und der vier Exponenten 1X, ß, 'Y, 15 sowie der Zahlen p, q, r. 

Wir wollen jetzt so schreiben: 

a b c 

± P+Il+1 
q 2 

RIEMANN betrachtet diese Funktion nur als Funktion von d, nicht 
auch von a, b, c. Im RIEMANNschen Sinne bleibt die Funktion auch 
noch eine P-Funktion derselben Art, wenn man sie mit irgendeiner von 
d unabhängigen Konstanten multipliziert; diese willkürliche Konstante 
kann von den a, b, c, den 1X, ß, 'Y, 15 und den p, q, r noch in ganz be
liebiger Weise abhängen. Also: 

Der erste Fortschritt ist der, daß unsere P-Funktion als Funktion sämt
licher Größen a, b, c, d; IX, ß, 'Y, ö; p, q, r völlig definiert ist, während 
bei der anderen Behandlungsweise die Abhängigkeit allein von d ins Auge 
gefaßt wird. 

2. Wir werden dies zweckmäßig durch Einführung eines neuen 
Schemas ausdrücken, welches diese Abhängigkeit in symmetrischer Weise 
hervortreten läßt. 

Wir schreiben: 

a b c d 

p±1X+~+1 q±P+Il+...!. 
2 

±l'+"+1 r 2 d 

q=f1X+l'+1 
2 

p=f ß+l'+1 
2 

±"+l'+ 1 r 2 c 
P 

=f1X+P+1 p=fl'+P+1 ±"+ß+1 
r 2 q 2 b 

2 

=f P+ 1X + 1 
r 2 =fl'+1X+1 q 2 P±"+1X+1 a 

2 

Die Gleichberechtigung der vier Punkte a, b, c, d wird durch dieses er
weiterte Schema zum Ausdruck gebracht. Die simultane Abhängigkeit des 
P von den vier Punkten a, b, c, d ist erschöpfend angegeben, wenn wir 
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nur sagen, es sei P eine absolute Invariante der a, b, c, d, d. h. eine Funk
tion des Doppelverhältnisses derselben. 

3. Mit dieser erweiterten Auffassung hängt zusammen, was über die 
Differentialgleichung der P-Funktion zu sagen ist. Man sieht: 

Die gewöhnliche Differentialgleichung gibt eine lineare Relation zwischen 
ap iJlp 

P, (fij' iJdl ' 

An Stelle dieser Differentialgleichung tritt jetzt ein ganzes System linearer 
Differentialgleichungen, indem zwischen je drei Größen aus der Reihe: 

p. iJp iJp iJp iJp 
, iJa' -Mi' 7JC ' iJd' 

iJlp iJlp iJlp iJ2p iJlp iJlp iJlp iJSp alp f,lp 
aal' oa iJb' iJa oe' vaiJd' iJbz ' ob iJe' iJb od' iJei-' iJeod' ad2-

eine lineare Relation besteht mit Koeffizienten, welche rationale Funktionen 
der a, b, c, d; IX, p, y, 15; p, q, r sind (vgl. die Herleitung der Differential
gleichung S. 99). 

4. Was die Abhängigkeit von den Exponenten anlangt, so behaupten 
wir: P ist eine eindeutige ganze Funktion der Exponenten IX, p, y, 15; 
p, q, r. 

Es folgt dies ohne weiteres daraus, daß unsere über geschlossene 
Wege geführten Integrale für jedes Wertsystem der Exponenten ihre 
Bedeutung behalten. 

Zusatz: Es sei gleich hier erwähnt, daß z. B. für ganzzahliges positives 
IX das Integral p(a, c) identisch Null wird (vgl. 5., S. 106). Wie sich aus 
Späterem ergibt (vgl. die Relationen S. 109), liegt dann einer der früher 
(S. 51/52) erwähnten Fälle vor, wo eine der acht Summen ±Ä ± J1 ± 'P 

gleich einer ungeraden ganzen Zahl ist (Ä, 1-', '/I bedeuten die Exponenten-
differenzen der betrachteten P-Funktion). - P+"+l 

Betrachten wir insbesondere die Fundamentallösung p(a, c) = pfJ--2-

Dieselbe ist, wie wir wissen - abgesehen von einer Potenz von -1, 
welche übrigens selbst als eindeutige ganze Funktion der Exponenten 
definiert werden kann -, gleich dem Integral: 

xfJ--2-(1-xY--2- u'"(1-u)Y(1-xu)ddu. iI+d+1 r+d+1j 

\l) 

Dieses aber ließ sich (S. 100-101) in eine hypergeometrische Reihe 
umsetzen: 

4.n2 P+d+l r+d+1 
F(-cx)r(-r)r(cx+r+ 2 ) xq--2-(1-x)'-~ F(IX+1, -15; lX+y+2; x). 

Die hyper geometrische Reihe wird nun zwar sinnlos, wenn IX +y + 2 
gleich einer nichtpositiven ganzen Zahl - k ist, weil die Nenner fast 
aller Koeffizienten der Reihe den Faktor IX + Y + 2 + k enthalten 
(übrigens in der ersten Potenz). Den gleichen Faktor in gleicher Viel-
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fachheit enthält aber auch 1 : F(rx + y + 2), womit die ganze Reihe 
multipliziert ist. Daraus kann man schließen, daß die Koeffizienten 
einzeln für rx + y + 2 ~ - k bestimmte Grenzwerte besitzen, daß die 
mit diesen Grenzwerten gebildete Reihe konvergiert und daß ihre Summe 
der Grenzwert der Reihensummen für die zu -k benachbarten Werte 
von rx + y + 2 ergibt. Die Einzelheiten des Beweises können übergangen 
werden. - Zusammenfassung: 

Diese Eigenschaft von P, eine ganze Funktion der Exponenten zu sein, 
tritt beispielsweise bei der für p(a, c) in der vorigen Stunde gegebenen Reihen
entwicklung hervor, indem die vorkommende hypergeometrische Reihe 
F(rx + 1, -<5; rx + y + 2; x) gerade durch F(rx + y + 2) dividiert ist, 
so daß die Pole, welche die Koeffizienten besitzen, wenn rx + y + 2 gleich 
Null oder eine negative ganze Zahl ist, durch die Nullstellen von 
1: F(rx + y + 2) genau kompensiert werden. 

5. De wderen Gammafaktoren r(-rx) und r(-y) bewirken, daß 
p<a, c) identisch verschwindet, wenn rx oder y gleich einer nichtnegativen 
ganzen Zahl ist. 

Dieses identische Verschwinden von p<a, c) folgt übrigens auch sofort, 
wenn wir bedenken, daß der Doppelumlauf um die Punkte a, c sich auf 
einen der beiden Punkte zusammenziehen läßt, sobald a oder c aufhört, 
für den Integranden singulär zu sein. 

6. Die Doppelumläufe um je zwei Punkte allein ergeben gerade die 
verschiedenen Fundamentallösungen, jede aber mit einem ganz be
stimmten Anfangskoeffizienten der Reihenentwicklung behaftet, WIe 
dies aus folgender Tabelle ersichtlich ist: 

",+d+I 
p<a, d) = p P+-2-

p+ß+r+l 
P<b,c) = P 2 

ß+d+l 
P<b, d) = p Q+-2-

q+",+r+1 
p<c,a) = P 2 

r+r+"~l 
P(c,d) = P 2 

r+ "'+~+J 
p(a,b) = P 2 

Anfangskoeffizient 

j' ( - ß) r( - r) r("ß ---;-+-r-+~2) , 
4",,2 

r(-ß)r(-lJ)r(ß + lJ + 2)' 
4",,2 

r";o;C;-( --cx---;):-;r=( -- r) r( cx + r + 2) , 

4",,2 

r(-y)r(-lJ) r{r + lJ + 2)' 
4",,2 

r(-cx)r(-ß)r(cx + ß + 2)" 

Damit haben wir ganz bestimmte Faktoren festgelegt, mit denen die 
Reihenentwicklungen dieser sechs Fundamentallösungen beginnen sollen. 

Diese Festlegung der numerischen Konstanten ist nun besonders 
wichtig, wie wir schon früher (S. 52) angaben, und zwar wichtig für die 
Bestimmung der Koeffizienten in den Zusammenhangsformeln zwischen 
den zu den verschiedenen singulären Punkten gehörigen Fundamental
lösungen. 
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Für das Problem, die Anfangskoeffizienten der Fundamentallösungen 
so festzulegen, daß die Koeffizienten der Zusammenhangsformeln mög
lichst einfach werden, hat BOLzA [1J zwei verschiedene Methoden an
gegeben. Unsere aus den Integralen abgeleitete Festsetzung stimmt mit 
keiner der beiden BOLzAschen Verfügungen überein, sondern stellt sich 
neben dieselben als eine dritte Möglichkeit. 

Wir wollen also jetzt die Koeffizienten in den Zusammenhangs

formeln bestimmen. Ich führe für die Exponenten p ± IX+~+ 1 usw. der 

P-Funktion die Bezeichnungen A', ).", 1-", 1-''', ')I', ')I" ein, für die Diffe
renzen derselben die Bezeichnungen I,' - A" = )" 1-" - 1-''' = 1-', 
1" - ')I" = ')I. 

Wir haben also die RIEMANNsche P-Funktion: 

abc 

PI..' 1-" v' x. 
A" 1-''' ')I" 

Kennzeichnen wir die mit dem Anfangskoeffizienten 1 beginnenden 
Fundamentallösungen durch den unteren Index 0, so haben wir (vgl. 
S. 51, unter Beachtung von II(z) = r(z + 1») für die P~', pr, P({, P~", 
po', PO" Zusammenhangsformeln, welche aus einer von ihnen, etwa der 
folgenden, durch Buchstabenvertauschung entstehen: 

;: _ T(l' -1" + 1)['(V" -lI) , 
Po - 1'( -l" - p.' - v' + 1) F( -1" - p." - v' + 1) PO 

['p..' - l" + 1) ['(v' - v") " 
+ T(-l"- p.'-"" + 1) r(-l"- p."-"" + 1)Po • 

Führen wir die Werte der A', A"; 1-", 1-'''; ')I', ')I" hierin ein: 

, +P+d+1 
I-'=q 2' 

so lautet die Formel: 

')I'=r+i'+d+1 
2 ' 

1/ i'+d+' 
')I =r- 2 ' 

,,+"+1 pP+-2 - _ ['(IX + 15 + 2)1'( -i' - 15 - 1) p,:+r+Hl 
o - I'(IX + 1)1'(-,,) 0 2 

+ ['(IX + 15 + 2)['(" + 15 + 1) 'p!'_y+Hl 
[,(-P)I'(fJ + 1) 0 2 • 

Beginn der vierundzwanzigsten Vorlesung. 
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Durch Einsetzen der früher (S. 106) definierten Fundamentalzweige 
,,+0+1 

P±-~-

p 2 usw. statt der Po ergibt sich 

r+H1 
r(-r - d - 1)r(+r + d + 2) pr+-2-

r( -cx)r(cx + 1) 

r+o+1 F(-cx - fJ - 1)r(+cx + {J + 2) r--2-+ r( -d)r(d + 1) P 

und daraus mit Hilfe des Komplementensatzes (S. 69) 

p+"+~+l r_"+f+1 r_7+o+1 
[sin(r + c5 + 1)n] P 2 = [sin1Xn] P 2 ~ [sinc5.71] P 2 

Indem wir die Fundamentalzweige der P-Funktion mit denjenigen 
Faktoren einführen, welche bei der Definition durch die Doppelumlauf
integrale sich einstellen, vereinfachen sich die Zusammenhangsrelationen 
in der Art,. daß (an Stelle der Gammafunktionen) als Koeltizienten tri
gonometrische Funktionen (Sinusfunktionen ) auftreten. 

Wie schon gesagt, bekommt BOLzA [1J andere Koeffizienten infolge 
einer anderen Verfügung über die Konstanten; doch sind seine Koeffi
zienten ebenfalls trigonometrische Funktionen. 

So viel über die Zusammenhangsrelationen. Um vollständig zu sein, 
müssen wir auch noch von den Ausnahmefällen der P-Funktion handeln, 
von den Ausnahmefällen erster Ordnung, wo logarithmische Glieder 
auftreten, und von den Ausnahmefällen zweiter Ordnung, wo die loga
rithmischen Glieder wieder verschwinden (vgl. § 7). 

Die Ausnahmefälle treten ein, wenn eine der Exponentendifferenzen 
.1.' ~Ä"usw., also eine der sechs Zahlen IX + c5 + 1, ß + Y + 1, ß + c5 + 1, 

1X + Y + 1, Y + c5 + 1, 1X + ß + 1 gleich einer ganzen Zahl (einschließ
lich Null) ist. (Beachte: 1X + ß + Y + c5 + 2 = 0.) 

Es zeigt sich, daß, wenn 1X + c5 + 1 und also auch ß + Y + 1 eine 
ganze Zahl ist, die beiden Integrale p<a, d) und p<b, c) aufhören, linear 
unabhängig zu sein; sind ß + c5 + 1 und 1X + Y + 1 ganze Zahlen, so 
sind p<b, d) und p<a, c) linear abhängig, wenn endlich Y + c5 + 1 und 
1X + ß + 1 ganze Zahlen sind, so sind p<c, d) und p<a, b) linear abhängig 
(vgl. SCHELLENBERG [1], S. 29). Also: 

In diesen drei Fällen hören die p<a, d) ttnd P<b, c), die p<b, d, und p<a, c), 
die p<c, d) und p<a, b) auf, linear unabhängig zu sein, sind also nicht mehr 
als Basiszweige der binären Schar von Funktionszweigen brauchbar, und 
man muß sich durch einen Grenzübergang eine neue unabhängige Lösung 
verschalten. Es ist dies ganz dasselbe Verfahren, welches wir früher 
(vgl. § 8) eingeschlagen hatten, nur völlig symmetrisch in der Bezeich
nung, und ist übrigens bei SCHELLENBERG ([1J, § 10) des näheren nach
zusehen. 
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§ 21. Die zu einer P-Funktion gehörigen acht Integrale. 
Homogene Normierung der P-Funktion. 

Wir denken uns nun umgekehrt die RIEMANNsche P-Funktion ge
geben und fragen uns, wie wir dieselbe durch ein Integral darstellen 
können. 

Die P-Funktion sei (x = d gesetzt): 

Wir haben zu setzen: 

A' ;." = p ± (X + " + 1 . 
, 2' 

abc 

P X p,' v' x. 
i." p," v" 

,,',v" = r± r+"±1. 
2 

Dabei bleibt es aber noch ganz willkürlich, ob wir 

;.' = p + (X + " + 1 und X' = P _ IX + " + 1 
2 2 

setzen oder umgekehrt: 

X = P _ IX + : + 1 und ;'" = P + (X + : + 1 • 

Dieselbe Willkür bleibt bei p,', p," und v', v". 
Da wir hier nach Belieben das ±-Zeichen wählen können, so be

kommen wir im ganzen acht verschiedene Integrale, welche die nämliche 
P-Funktion darstellen. 

Wir berechnen: 

)" +)," 
P=-2-' 

cx + b + 1 = ±). , 

p' + p" 
Q=-2-' 

ß + b + 1 = ±P" 

v' + v" 
r=---

2 ' 

y t t5 + 1 = ±v, 
und aus den letzten Gleichungen folgt dann durch Addition und Be
rücksichtigung der Relation 

cx + ß + r + t5 = -2 

zunächst der Wert von (j, dann der von cx, ß, y, und zwar wird 

cx = ±),=F!'=Fv-1 ß = =F),±p=Fv-1 r = =F),=Fp±v-1 (j = ±),±~:l:v-~ 
2' 2' 2' 2' 

Man erhält dementsprechend gerade acht Integralausdrücke. Aus 
einer Verfügung über die Vorzeichen der;', fl, v kann man alle anderen 
erhalten, indern man einmal die Vorzeichen von zweien derselben um
kehrt, ein andermal die Vorzeichen von allen dreien umkehrt. Kehrt 
man aber die Vorzeichen von zweien der Zahlen ;., ,u, v um, so ver
tauschen sich die cx, ß, r, (j paarweise, kehrt man alle Vorzeichen um, 
so gelangt man von cx zu -cx - 1, von ß zu -ß - 1 usw. Wir haben 
also: 



110 Darstellung der hypergeometrischen Funktion durch Integrale. 

Die acht zusammengehörigen Integrale leiten sich auf folgende Weise 
aus einem beliebigen von ihnen ab : Hat das Ausgangsintegral die Ex
ponenten IX, ß, y, 15, dann bekommt man eine erste Gruppe von vier I n
tegralen, indem man diese Exponenten paarweise vertauscht (vgl. die unten
stehende Tabelle); man bekommt eine zweite Gruppe von vier Integralen, 
indem man in fedem Integral der ersten Gruppe IX, ß, y, 15 durch -IX - 1 , 
-ß - 1, -y - 1, -15 - 1 ersetzt. 

Zu den acht Integralen gehören also folgende Exponentensysteme : 

IX 15 y ß 
ß y 15 IX 

Y ß IX 15 
15 IX ß Y 

-IX - 1, -15 -1, -y -1, -ß -1, 

-ß -1, -y -1, -15 -1, -IX - 1, 

-y -1, -ß -1, -IX - 1, -15 -1, 

-15 -1, -IX - 1, -ß -1, -y -1. 

Da die Zahlen p, q, r durch die ,1.', ,1.", p,', p,", v', v" eindeutig be
stimmt sind und bei verschiedener Wahl der Vorzeichen von ,1., It, v 
ungeändert bleiben, so kann man, wie von unserem (Doppelumlauf-) 
Integral P, so auch von dem durch Division mit ((a,d)(b,c))P 
(( b, d) (c, a W (( c , d)( a, b))' daraus hervorgehenden (homogen geschrie
benen) Integral 

_ "+ß+l _ "+y+l _ß+r+l 
n = (a, b) 2 (a, c) 2 (a, d) 2 (b, c) 2 

ß+d+l Y+d+1f 
(b, d) --2- (c, d) --2- (u, a)" (u, b)ß (u, c)Y (u, d)lJ (u, du) 

behaupten, daß dasselbe bei jeder der acht Verfügungen über die Vor
zeichen von ,1., p" v (und gegebenenfalls gleichzeitiger passender Ab
änderung des Integrationsweges) dieselbe Formenschar darstellt. 

Unser Theorem kann als ein reines Theorem über bestimmte Integrale 
gefaßt werden, welches aussagt, daß das vorstehende Integral, hingeführt 
über einen geschlossenen Umlauf, ungeändert bleibt, wenn man seine Ex
ponenten auf die angegebenen acht Weisen umsetzt und zugleich den I n
tegrationsweg in bestimmter Weise verlegt. 

Es wäre nun natürlich auch zu versuchen, dieses Theorem über 
Integrale allein durch Methoden der Integralrechnung zu beweisen. 
Man sieht: 

Die Gleichheit der vier ersten Integrale ergibt sich sofort, wenn man 
u einer linearen Transformation unterwirft, bei der sich die a, b, c, d 
paarweise vertauschen. 

Ebenso ist die Gleichheit der vier letzten Integrale untereinander 
zu beweisen. 



§ 21. Die zu einer P-Funktion gehörigen acht Integrale. 111 

Schwieriger ist es dagegen, die Gleichheit eines Integrals der ersten 
Gruppe mit einem solchen der zweiten Gruppe unmittelbar zu beweisen. 
RIEMANN sagt darüber: "Die übrigen Gleichungen erfordern, soweit ich 
sie untersucht habe, zu ihrer Bestätigung durch Methoden der Integral
rechnung die Transformation von vielfachen Integralen" [*]. 

Das Integral II der letzten Stunde (vgl. oben) hängt nur von den 
Exponentenditterenzen A = A' - A", p = p' - !'", V = v' - v", nicht 
von den Exponenten selbst ab. Dies wurde dadurch erreicht, daß von 
dem Integral P ein Faktor mit den Exponenten 

;: +;"" 
P=-2-' 

abgetrennt wurde. 

1-" + 1-''' 
Q=--2-' 

v' + '1'" 
r=--

2 

Denselben Prozeß werden wir auch ohne Rücksicht auf die Integral
darstellung an der Funktion 

o 00 1 

P A' p' 
, 

v x 
')." p" v" 

ausführen können. Allgemein kann man, ohne die charakteristischen 
Eigenschaften der P-Funktion zu zerstören, einen Faktor der Gestalt 
x l ( 1 - x)" abtrennen (insbesondere erhält man so wieder eine Lösung 
einer hypergeometrischen Differentialgleichung [vgl. S.99]). Das Ver
halten der übrigbleibenden Funktion an den drei singulären Punkten 
ändert sich dann nur in der Weise, daß die Exponenten bei x = 0 um 1, 
die bei x = 1 um n vermindert, die bei x = 00 um 1 + n vergrößert 
sind; d. h. es ist: 

o 00 1 o 
v' x =xl(1 -x)"P A' -1 

A" -1 

00 

p' +l+n 
p"+l+n 

1 

" v -n 

Bei dieser Veränderung bleiben die Differenzen'). = l' - ')." usw. 
der Exponenten in den einzelnen Punkten ungeändert. 

Wir möchten nun durch passende Wahl der Zahlen 1, n bewirken, 
daß im Ausdruck der übrigbleibenden P-Funktion nur die Exponenten
ditterenzen l, p, v in symmetrischer, einfacher Weise auftreten. Dies 
ist aber im allgemeinen nicht möglich. Wir können zwar bewirken, 
daß für zwei der singulären Punkte, etwa für x = 0 und x = 1, je ein 
Exponent verschwindet, so daß der andere gleich der Exponentendifferenz 

Beginn der fünfundzwanzigsten Vorlesung. 
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wird, dann sind aber die Exponenten bei x = 00 im allgemeinen beide 
von Null verschieden, wie die Formel zeigt: 

0 00 1 0 00 1 

P ,r p' 
, 

= xl." (1 - x)v" P 2 
, + X' + '1''' 'I' X P 'I' X 

2" p" '1''' 0 p" + 2" + '1''' 0 

Indem wir die P-Funktion durch Herausziehen von Faktoren der Form 
Xl (1 - xt modifizieren, kommen wir doch zu keiner symmetrischen N ormal
form für die P-Funktion. 

Das wird jedoch anders, wenn wir in Übereinstimmung mit unseren 
Integralformeln von den Funktionen der Veränderlichen x zu "homo
genen Funktionen", d. h. zu Formen zweier Veränderlichen Xl' x 2 über
gehen. 

Wir setzen nämlich 

(wobei wir wieder festsetzen, daß die Xl' x2 nirgends unendlich werden 
und nie beide gleichzeitig verschwinden). 

Ziehen wir nun aus unserer P-Funktion die Form xiXr(X2-XI)n als 
Faktor heraus, so bleibt jetzt eine Formenschar in Xl' X 2 vom Grade 
(-1- m - n) übrig, von welcher sich bei X = 0, d. h. Xl = 0, ein 
Zweig wie x1' -l, ein anderer Zweig wie x1" -l verhält; bei X = 00, 

d. h. x2 = 0, ein Zweig wie x~' - m, ein anderer wie xf' - m; bei X = 1, 
d. h. Xl = X 2 , ein Zweig wie (x2 - Xl)'''' - .. , ein anderer wie (x2 - Xl)"" - n. 

Eine solche Formenschar bezeichnen wir, ganz analog zur RIEMANN

schen P-Funktion, mit einem Funktionszeichen II; wir haben also die 
Formel: 

o 00 1 o 00 1 

2"-1 p"-m " 'I' -n 

Durch Einführung dieser Formenschar II wird es uns nun möglich, 
alle drei Exponentenpaare zu ändern; dabei ändert sich natürlich der 
Grad der Form, welcher immer die Hälfte der um 1 verminderten Ex
ponentensumme ist. 

Jetzt können wir die II-Form so normieren, wie wir es erst mit der 
P-Funktion beabsichtigten. Und zwar sind zwei Normierungen be
sonders wichtig: 

Die Normalform erster Art erhält man, wenn man setzt 

l' + l" 
1=-2-' 

fI-' + {t" m = -------
2 ' 

,/ + ,," n = --2--. 
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Es bleibt dann die nachstehende Form vom Grade -t übrig, welche 
nur von )" 11, v abhängt: 

0001 

II +~ 
2 + -''-2 +-"-2 Xl' X 2 

1 ft v 
2 2 2 

Also : Wir bekommen zunächst in völlig bestimmter Weise eine N ormal
form erster Art, welche in Xl' X 2 von der Dimension -! ist und bei jedem 

singulären Punkte zwei einander entgegengesetzt gleiche Exponenten ± ; 
bzw. ± ~ bzw. ±-i aufweist. 

Eine Normalform zweiter Art entsteht, wenn man 

1= A", m=p:', n = v" 
wählt, nämlich: 0 00 1 

II A 
'" 

y Xl' X 2 

0 0 0 

Eine Normalform zweiter Art hat drei verschwindende Exponenten, die 
anderen Exponenten sind A, "', v selbst, und der Grad ist! (A + '" + y - 1). 
Mit Rücksicht auf das unbestimmte Vorzeichen der drei Differenzen 
A, "', v läßt sich eine Normalform zweiter Art auf acht Weisen herstellen, 
entsprechend den acht Integralen der letzten Stunde. 

Man wird fragen, ob man nicht unter diesen acht verschiedenen 
Normalformen zweiter Art irgendeine bevorzugen kann. Da erweist es 
sich für manche Zwecke nützlich, die Vorzeichen so zu wählen, daß die 
reellen Teile der Exponenten A, "', v sämtlich positiv sind (indem wir 
dabei für jetzt von dem Falle rein imaginärer A, "', 'V absehen). Denn 
nehmen wir diejenige Normalform zweiter Art, deren A, "', 'V positive reelle 
Teile haben, so erreichen wir dadurch, daß unsere Fundamentallösungen 
in den singulären Punkten durchaus endlich bleiben und daß also die 
Schar der Formen II überhaupt nur solche Formen enthält, welche in der 
ganzen Ebene endlich sind. 

Diese Bemerkung wird erst in anderem Zusammenhange (vgl. z. B. 
S. 270) wichtig; jetzt wollen wir weiter von der Normalform erster Art 
sprechen, welche mit der SCHELLENBERGschen II-Form übereinstimmt. 
Allgemein können wir sagen: 

Daß wir die Funktionen uns in solcher Weise als Formen von Xl' X2 

denken, ist allgemein wichtig, um so mehr, als wir dadurch Anschluß an 
die formalen Prozesse der Invariantentheorie gewinnen. 

Wir werden insbesondere versuchen, die Differentialgleichung der 
P-Funktion in eine symmetrische Differentialgleichung von invariantem 
Charakter für die II-Form umzusetzen. Zu dem Zwecke bemerken wir: 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 8 
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Die P-Funktion mit den singulären Punkten a, b, c genügt der 
Differentialgleichung: 

Q=P' + ---+---~+ ~-- P' , {1 - }.' - }." 1 - p' -/," 1 - v' - v"} 
x-a x-b x-c 

P {}.' }."(a - b)(a - c) p' p"(b - a)(b - c) 
+ (x - a)(x - b)(x - c) x - a -- + x - b 

v'v"(c - a)(c - b)} + x-c . 

Wir setzen nun zur Abkürzung 

[ Ä'+)." 1/'+,." ~'+~"] 
P = (x - a) 2 (x - b) 2 (x - c) 2 y. 

Die Funktion y besitzt an den Stellen a, b, c bereits, wie die Form II, 
}. p l' 

die Exponenten ± 2' ± 2 ' ± 2 . 

In der Nähe von x=oo wird wegen ~-- + ~ + -- = - : ( i.' + }." '+" v' + v" 1 ) 
2 2 2 2 

Dabei bezeichnet hier und im folgenden S.ß (z), S.ßl (z), usw. stets eine 
Potenzreihe in z mit von Null verschiedenem Konvergenzradius. 

Da nun x = 00 für P kein singulärer Punkt ist, so verhält sich dort 

ein Zweig von P wie! S.ßl (~), ein anderer wie S.ß2 (~); man kann diese 

beiden Zweige geradezu als Fundamentalzweige für den nichtsingulären 
Punkt ansehen. Dann folgt für y: 

Der Punkt x = 00 ist für die Funktionen y ein singulärer Punkt, und 
zwar haben wir für den einen Fundamentalzweig in der Umgebung des 

Punktes x = 00 eine Formel (! )"~ S.ßr (!) und für den anderen Fundamental-

zweig eine Formel (~)t S.ß: (~), so daß wir in unser Schema beim Punkte 

x= 00 die Zahlen + und t als Exponenten eintragen und unserer Funktion 
also vier singuläre Punkte zusprechen müssen: 

r(: ~ 
b 

+~ 
2 

P 
2 

c 

+~ 
2 

I' 

2 

00 

+.l 
2 

+~ 
2 

Obrigens ist die Singularität des y im Punkte x = 00 nur etwas Außer
liches, davon herrührend, daß man die P-Funktion mit einem gewissen 
(singulären ) Faktor behaftet hat, und es soll daher der Punkt x = 00 ein 
"uneigentlich" (oder "scheinbar") singulärer Punkt der Funk
tion y genannt werden. Die Singularüät t'erschwindet, sobald wir den 
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Quotienten der beiden, zu x = 00 gehörigen Fundamentalzweige betrachten. 
(Man vgl. dazu S. 125 sowie etwa S. 145.) 

Die Differentialgleichung rechnet sich für y folgendermaßen um: 

0-' "+{_1_+_1_+ __ 1_}y'+ Y {lx_a+b-tc 
-y x-a x-b x-c (x-a)(x-b)(x-c) 4 4 

_ ~B (a -xb~~ - c) _ ~B (b - :~bb - c) _ : (c - :~cc - b)}. 

Zur Abkürzung setzen wir I (x) = (x - a) (x - b) (x - c) und können 
dann mit Hilfe von I (x) und seinen Ableitungen j'(x) und I" (x) die Diffe
rentialgleichung so schreiben: 

I "+ f '+ f' = {~ (a-b) (a-c) + I1-B (b-alJb-:l + ~ (c - a)(c - b)} . 
y y 8 Y 4 x-a 4 x-b 4 x-c y 

Endlich machen wir den entscheidenden Schritt der Einführung 
homogener Veränderlicher, indem wir setzen: 

y = xl • II(x1 , X2), 
2 

wo nun II eine Form ist, welche wieder nur die singulären Punkte a, b, c 
hat, sich also mit der früher so bezeichneten Form deckt. 

Wir haben jetzt zu setzen: 

x = Xl, a = al , b = bb:' c =~-~ , 
X B aB • Cs 

I(xl,xs) = a2b2c2~/(x) = (x, a)(x, b)(x, C), 
dada aB 

dx = X2aXl ' dxB = x2 ax~ 

und erhalten so die Gleichung: 

{/(x x) iJ2n(~l'XS) + iJ/(Xl'Xa) • iJn(~1!32) + ~ ~.li~!!X2) II(x x)}: 
l' 2 iJx~ iJXl iJXl 8 iJx~ l' S 

. ~ b _ {la (a, b)(a,c) + I1-B (b, a)(b,c) + .,1 (c, a)(c, b)} II ( ) 

. ~as sCs - 4 (x,a) 4 (x,b) 4 (x,c) x1 'XS ' 

Es mögen in üblicher Weise die partiellen Ableitungen nach Xl durch 
einen unteren Index 1, diejenigen nach Xs durch einen Index 2 aus
gedrückt werden. Mit Hilfe der EULERschen Relationen für die homo
genen Funktionen drücken wir I und II sowie /1 und II1 auf der linken 
Seite der Gleichung durch die zweiten Differentialquotienten aus: 

/1 = ! (/U X1 + I12 XS) , II1 = -t(IInxl + II12 x2), 

1= l (fuxI + 2/12 Xl XS + Issx~), II = +t(IIll xi + 2 II1S X1 XS + IIssx'#J, 

Beginn der sechsundzwanzigsten Vorlesung. 
8* 
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wodurch man erhält: 

122 IIu - 2/12 II12 + In II22 = 

= {i.2 (a, b)(a, c) + f-l2 (b, a)(b, c) + ,,2 (c, a) (c, b)} 6 II. 
4 (x,a) 4 (x,b) 4 (x,c) 

Die links stehende Verbindung von zweiten Differentialquotienten 
ist aber nichts anderes als der in der Theorie der binären Formen als 
"zweite Oberschiebung" bekannte und mit (f, II)2 bezeichnete invariante 
Differentialausdruck [*]. 

Jetzt haben also in der Tat beide Seiten unserer Differentialgleichung 
vollständig symmetrische und invariante Gestalt. Durch unsere Formel: 

(f II) = {i.2 (a, b)(a, c) + f-l2 (b, a)(b, c) + ,,2 (c, a)(c, b)} 6 II 
, 2 4 (x,a) 4 (x,b) 4 (x,c) 

ist die Tatsache, daß die Form II mit Hille der Konstanten A, p" v von 
den drei Punkten a, b, c und von x invariant abhängt, ohne weiteres er
sichtlich. 

Geradeso könnten wir versuchen, auch für die Normalform II der 
zweiten Art, überhaupt für eine beliebige Form II die homogene For~ 
mulierung der Differentialgleichung zu finden. Doch wollen wir dies 
nicht ausführen, sondern machen noch als 

§ 22. Anhang zum dritten Abschnitt: Einige Bemerkungen über 
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit n singulären 

Stellen der Bestimmtheit (n ~ 3). 

Im hypergeometrischen Fall haben wir es mit einer Differential
gleichung mit drei singulären Punkten zu tun, in welchen sich dieselbe 
durchweg "regulär" oder, wie man auch sagt, "bestimmt" verhält, d. h.: 
es gibt für jeden der singulären Punkte zwei Fundamentalzweige, die 
sich in erster Annäherung wie Potenzen verhalten, z. B. an der Stelle 
x = a Lösungen (x - all' ~1 (x - a) und (x - a)l" ~2 (x - a). Als 
Grenzfall kann in der einen Lösung ein Logarithmus auftreten [**]. 

Die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung mit n (durch
weg im Endlichen gelegenen) Stellen der Bestimmtheit x = a, b, ... , t 
(n> 3), welche also in diesen sämtlichen Punkten reguläres Verhalten 
zeigt und etwa bei x = a die Exponenten (x', (x", bei b die Exponen
ten P', p", ... , bei t die Exponenten -r', ." besitzt, lautet: 

If {1 - IX' - IX" 1 - ~, - ~"} p 
o = P + x _ a + ... + x - t P' + (x - a) ... (x - t) 

• {IX'IX"(a - b) ... (a -tl + ... + r'T"(t - a) ... (t - s) + Gn_4 (x)}. 
x-a x-t 

Dabei müssen die Exponenten der Bedingung genügen 

(X' + (X" + ... + l + 7:" = n - 2, 
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und G"_4(X) ist eine willkürlich bleibende, ganze rationale Funktion 
höchstens (n - 4)-ten Grades von x, welche also noch n - 3 ganz will
kürliche Parameter, nämlich die Koeffizienten des Polynoms enthält. 
Ich nenne diese (n - 3) Koeffizienten die "akzessorischen Para
meter" der Differentialgleichung. Also: 

Wenn wir annehmen, daß die Summe der Exponenten gleich n - 2 
ist, so läßt sich in der Tat eine Ditferentialgleichung bilden, welche die 
gewünschten Eigenschaften hat. Diese Ditferentialgleichung ist nicht völlig 
bestimmt, sondern enthält ein Polynom (n - 4)-ten Grades mit n - 3 voll
ständig willkürlichen Konstanten, das nur für n = 3 gerade wegfällt (vgl. 
S.26). 

Die singulären Punkte und die zttgehörigen Exponenten allein genügen 
also noch nicht, um die Ditferentialgleichung festzulegen, sondern es kommen 
daneben noch die sog. akzessorischen Parameter in Betracht, die nur 
(für n = 3, also) im hypergeometrischen Falle fehlen. 

Falls auch der unendlich ferne Punkt singuläre Stelle sein darf, be
trägt die Anzahl der akzessorischen Parameter n - 2. 

Die Zahl aller in der Differentialgleichung auftretenden willkürlichen 
Konstanten ist 4n - 7, wie folgende Abzählung zeigt: Von den n sin
gulären Punkten sind drei beliebig wählbar (vermöge linear gebrochener 
Transformation von x) ; wir erhalten also n - 3 willkürliche Konstanten; 
ferner ergeben die 2n Exponenten, da sie einer Bedingungsgleichung 
unterworfen sind, im wesentlichen 2n - 1 Konstanten; dazu kommen 
schließlich n - 3 akzessorische Parameter, zusammen also 4n - 7 will
kürliche Konstanten. 

Im hypergeometrischen Falle wird 4n - 7 = 5, wie es sein muß. 
In der Umgebung einer singulären Stelle, etwa x = a, existieren zwei 

Fundamentallösungen 

PIX' = (x - a)IX' {A~ + Ai (x -- a) + ... }, 
PIX" = (x - a)""{A~ + A~ (x - a) + ... }. 

wenigstens dann, wenn die Exponentendifferenz IX' - IX" keine ganze 
Zahl ist. 

Dabei steht es uns nun, genau wie im hypergeometrischen Falle, 
noch frei, die Koeffizienten A~, A~ irgendwie als Funktionen der Kon
stanten der Differentialgleichung festzulegen. Und es ergeben sich nun 
wieder die Fragen, inwieweit durch passende Wahl der A~ bzw. A~ er
reicht werden kann, daß die pIX' bzw. p"," ganze Funktionen der Ex
ponenten IX', IX", ••• , T', T" werden; ferner, inwieweit durch Einführung 

Beginn der siebenundzwanzigsten Vorlesung. 
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der homogenen Schreibweise und passende Normierung auch die Ab
hängigkeit von den singulären Punkten selbst vereinfacht werden kann. 
Wir begnügen uns mit diesem Hinweis und erwähnen nur noch, daß 
auch die Differentialgleichung selbst in homogene Gestalt zu setzen ist. 
Bezüglich dieser homogenen Differentialgleichung seien nachstehend 
einige Zitate angegeben. 

1. HILBERT [1J hat für die hypergeometrische Reihe im Falle eines 
Polynoms die Differentialgleichung in homogener Gestalt aufgestellt. 
Die Beschränkung auf abbrechende Reihen ist charakteristisch für die 
ältere Gewohnheit, homogene Veränderliche nur für ganze rationale 
Funktionen zu benutzen. 

2. KLEIN [6J und PICK [1J. 
3. HIRSCH [1J schließt mit der Beschränkung auf rationale Integrale 

noch an HILBERT an. Doch werden Differentialgleichungen beliebiger 
Ordnung behandelt, und in einer Note (HIRSCH [2J) werden die Resultate 
für Differentialgleichungen mit überhaupt eindeutigem Integral er
weitert. 

4. WÄLSCH [1J. Hierzu PICK [2J [*]. 

Vierter Abschnitt. 

Abschließende Bemerkungen zu RIEMANNS Abhandlung 
aus dem Jahre 1857. 

Ich stellte zu Anfang der Vorlesung als erstes Ziel derselben das Ver
ständnis der RIEMANNschen Arbeit (RIEMANN [1J, S. 67ff.) in Aussicht. 
Dieses Ziel haben wir nun so weit erreicht, daß wir beim Durchlesen 
von RIEMANNS Abhandlung den darin innegehaltenen Gedankengang 
besonders einfach und durchsichtig finden werden, während demjenigen, 
der nicht schon konkrete Kenntnis besitzt, die RIEMANNsche abstrakte, 
nicht von den Formeln, sondern von den wesentlichen Eigenschaften 
einer Funktion ausgehende Behandlungsweise, bei der die expliziten Dar
stellungsformeln erst nachträglich als abgeleitete Eigenschaften der Funk
tion sich einstellen, erfahrungsgemäß Schwierigkeiten zu bereiten pflegt. 

§ 23. Der allgemeine Charakter der Abhandlung, ihre Gliederung. 
RIEMANN untersucht die Funktionen immer, indem er ihre definierenden 

Eigenschaften an die Spitze stellt und alles weitere, insbesondere die Formeln, 
welche für die Funktionen gelten, aus diesen Eigenschaften ableitet. 

Dieses RIEMANNsche Verfahren erscheint nur so lange schwierig, als 
es sich an keine konkreten Kenntnisse anlehnt. Sowie das letztere der 
Fall ist, erscheint es ganz besonders einfach und durchsichtig. 

Wir könnten das auch so ausdrücken: Das RIEMANNsche Verfahren 
ist wissenschaftlich vorzüglich, pädagogisch unbrauchbar. Man muß 
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damit nicht anfangen, sondern dasselbe ans Ende bringen. Ein erstes 
Beispiel dieser RIEMANNschen Behandlungsweise ist seine Theorie der 
ABELschen Integrale, welche von ihm als solche Funktionen definiert 
werden, die sich bei geschlossenen Umläufen auf der RIEMANNschen 
Fläche nur um additive Konstanten ändern. Der zweite Gegenstand, 
den RIEMANN in dieser Weise behandelt, sind die linearen Differential
gleichungen. Hierher gehört zuerst die Abhandlung über die hyper
geometrische Reihe, dann aber, darüber hinausgehend, die aus seinem 
Nachlaß veröffentlichte Arbeit: Zwei allgemeine Sätze über lineare 
Differentialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten (RIEMANN [1], 
S. 379). 

In der Theorie der linearen Differentialgleichungen handelt es sich nach 
RIEMANN um die gleichzeitige Betrachtung von n Funktionen Yl, Y2' ... , Y .. 
auf einer RIEMANNschen Fläche, welche bei der Umkreisung gewisser 
"Verzweigungspunkte" auf der Fläche sowie sonst bei geschlossenen Um
läufen über die Fläche hin, allemal lineare Substitutionen erfahren. Im 
hypergeometrischen Falle ist n = 2 zu setzen, es liegen drei Verzweigungs
punkte vor, und wir befinden uns auf der schlichten Ebene. 

Wir wollen nun die einzelnen Nummern der RIEMANNschen Arbeit 
über die hypergeometrische Funktion der Reihe nach kurz durch
sprechen, um nachher noch auf einige besondere Punkte näher einzu
gehen. 

In Nr.l gibt RIEMANN die Definition der Funktion 

abc 

P ()(. ß Y x . 
0/ ß' y' 

Allgemein gehört bei RIEMANN zu einer Funktion die Gesamtheit 
ihrer analytischen Fortsetzungen. Die vorliegende Funktion soll in einer 
binären Schar von Funktionszweigen enthalten sein (vgl. § 11 unserer 
Vorlesung), d. h. jeder ihrer bei analytischer Fortsetzung sich ergebenden 
Zweige soll eine lineare Funktion c' P' + c" pli irgend zweier linear un
abhängiger "Zweige" P', pli sein. 

Des weiteren wird festgesetzt, daß alle Zweige der binären Schar 
überall eindeutig und regulär seien, also insbesondere keine Verzweigungs
punkte und keine Pole besitzen, mit Ausnahme der Punkte a, b, c, wo
selbst je zwei spezielle Zweige sich verhalten sollen wie (x - a)'" \l!l (x - a) 
und (x - a)""\l!:(x- a) bzw. wie (x - b)P\l!2(X - b) und (x - b)P'\l!;(x - b) 
resp. wie (x - c)Y \l!a (x - c) und (x - c)Y' \l!: (x - c). 

Beginn der achtundzwanzigsten Vorlesung. 
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Dabei sollen die Exponenten der Bedingung unterworfen sein: 

.x + .x' + ß + ß' + y + 1" = 1-

Ferner aber fügt RIEMANN noch die Bestimmung hinzu, daß keine 
der Differenzen .x - .x', ß - ß', I' - 1" eine ganze Zahl sei. 

Diese letztere Bedingung ist eine wirkliche Einschränkung, indem 
dadurch nur der Bequemlichkeit halber gewisse hierher gehörige Funk
tionen, nämlich die von uns besprochenen "Ausnahmefälle" (vgl. z. B. 
§ 12 unserer Vorlesung) fürs erste von der Betrachtung ausgeschlossen 
werden. Eine gewisse Ausnahmestellung nehmen übrigens auch noch 
die Fälle ein, in denen eine der Summen ± (.x - .x') ± (ß - ß') ± (I' - 1") 
eine ungerade ganze Zahl ist (vgl. S. 51/52 und § 49 unserer Vorlesung). 
Die Bedingung .x + .x' + ß + ß' + I' + 1" = 1 dagegen ist eine für 
die Definition wesentliche Bedingung, auf deren innere Bedeutung wir 
morgen noch des näheren zurückkommen werden. 

In Nr.2 ist die Lehre von der Symmetrie des Symbols 
abc 

p .x ß y x 
.x' ß' y' 

enthalten: Wir dürfen die drei Vertikalreihen beliebig miteinander ver
tauschen, desgleichen die zu einem Punkte gehörigen Exponenten; wir 
dürfen mit den a, b, c, x simultane lineare Transformationen vornehmen 
- "lineare Transformation der P-Funktion" (vgl. § 9 unserer Vor
lesung) - und können endlich solche Produkte von Potenzen heraus
setzen, welche nur bei a, b, c verzweigt sind: 

abc abc 

P.x ß I' x = (:::::~)"(:::::~y p .x -«5 ß +«5+8 I' -8 x . 
.x' ß' y' .x'-«5 ß'+«5+8 1"-8 
Nr. 3 beschäftigt sich mit der Gruppe der P-Funktion. Das Be

merkenswerte ist hierbei, daß durch Angabe der Exponenten die Gruppe 
der P-Funktion im wesentlichen bestimmt ist. Insbesondere werden 
die Zusammenhangsformeln 

po: = <xpPP + .xp,PP' = .xypr + .xr,pr'; 
po:' = .xP pP + .xp, pp' = .x~ pr + .x~, pr' 

berechnet, wobei natürlich noch ein gewisses Maß von Unbestimmtheit 
bleibt, entsprechend dem Umstande, daß in der Definition der Zweige 
P"', p"", pP, pP', pr, pr' jeder Koeffizient des ersten Entwicklungs
gliedes beliebig bleibt. 

Da es in unseren Formeln offenbar nur auf das Verhältnis dieser 
sechs Funktionen ankommt, so bleiben notwendig fünf von unseren, in den 
Zusammenhangsformeln auftretenden Koeffizienten unbestimmt, und 
irgend drei werden durch die fünf übrigen festgelegt sein. 
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Von den acht Koeffizienten der Zusammenhangsformeln bleiben fünf 
willkürlich, insofern man in die Definition der Fundamentallösungen 
ptx, ptx', ... nach Belieben konstante (von Null verschiedene) Faktoren 
aufnehmen kann, und es sind also drei der Koettizienten durch die fünf 
anderen zu bestimmen. 

Diese Bestimmung geschieht nun in einfachster Weise durch den 
Satz, daß eine gleichzeitige Umkreisung aller drei singulären Punkte so 
viel ist, als wäre überhaupt kein singulärer Punkt umkreist worden. 
Einer solchen Umkreisung entspricht daher notwendig die identische 
Substitution. Die nähere Durchführung des hierin liegenden Gedankens 
möge bei RIEMANN selbst nachgesehen werden. Beiläufig ergibt sich, daß 
die Exponentensumme <X + <x' + ß + ß' + y + y' eine ganze Zahl sein muß. 

In Nr. 4 wird gezeigt, daß, bis auf die (notwendig willkürlichen) Kon
stanten, die P-Funktion durch die in der Definition genannten Eigen
schaften völlig bestimmt ist, d. h. daß nur eine einzige binäre Schar 
c' P' + c" P" existieren kann, welche die angegebenen Eigenschaften be
sitzt. Daß es überhaupt eine solche Schar gibt, wird aber, wohlver
standen, an dieser Stelle noch nicht bewiesen, bewiesen wird vielmehr 
nur, daß es nicht mehrere geben kann. Für diesen Beweis ist es wesent
lich, daß die Exponentensumme nicht nur eine ganze Zahl überhaupt, 
sondern gerade gleich Eins ist. 

Nr. 5 enthält die rationale Transformation der P-Funktion. In Nr. 2 
wurde schon die lineare Transformation der P-Funktion angegeben, bei 

der an Stelle von x irgendein linearer Ausdruck e; t~ als Argument ein-
geführt wird (eh - gf =f= 0). g 

Jetzt wird darüber hinausgehend gefragt, ob man nicht, wenigstens 
bei speziellen P-Funktionen, durch Substitution eines nichtlinearen 
rationalen Ausdrucks R (x) von x wieder eine P-Funktion von x er
halten kann, d. h. ob nicht 

sein kann. 

abc 
P <x ß y 

<x' ß' y' 

A 

R(x) = P A 
A' 

B c 
B r x. 
B' 

Es zeigt sich, daß das in der Tat für spezielle Werte der Exponenten 
und für spezielle Funktionen R (x) möglich ist. Doch wird diese ganze 
Theorie, deren Anfänge schon bei EULER liegen und die insbesondere von 
KUMMER [1] entwickelt wurde, von RIEMANN nicht erschöpfend behan
delt; wir kommen bei späterer Gelegenheit darauf zurück (vgl. dazu § 58). 

Als Beispiel einer solchen rationalen Transformation sei nur das 
Folgende herausgehoben: 

0001 

P 0 ß 
i ß' 

Y x2 =P 
y' 

-1 

y 
y' 

00 

2ß 
2ß' 

y 
y' 

x . 
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Umgekehrt überzeugt man sich leicht, daß eine P-Funktion (mit 
den singulären Stellen -1, +1, (0) nur dann die Ersetzung von x durch 
yx "gestattet", d. h. vermöge X = x 2 wieder in eine P-Funktion über
geht, wenn sie die rechter Hand stehende Form hat, d. h. wenn die 
zu x = ±1 gehörigen Exponenten die nämlichen sind. In der Tat 
werden bei der Substitution X = x 2 die singulären Stellen x = ±1 in 
die nämliche Stelle X = 1 übergeführt, woraus bereits die behauptete 
Gleichheit der Exponenten folgt. überdies sieht man, daß in X = 0 
die Exponenten 0 und 1 auftreten müssen, weil X = 0 aus der regulären 
Stelle x = 0 (mit den Exponenten 0 und 1) hervorgeht. 

Damit ist 
-1 00 +1 

P Y 2ß r 
r' 2ß' y' 

in gewissem Sinne gekennzeichnet durch die Eigenschaft, die Trans
formation x 2 = X zu gestatten. 

Diese unsere P-Funktion umfaßt übrigens als besonderen Fall die sog. 
"Kugelfunktionen" (oder "LEGENDREschen Polynome") Pn(x), insofern 
nämlich P n (x) einen Zweig von 

-1 00 

P 0 n+1 o x 
o -n o 

bildet. Dementsprechend ist P n (x) Lösung der Differentialgleichung 

(1 - x2)y" - 2xy' + n(n + 1) Y = O. 

Unsere P-Funktion 
-1 00 1 

P r 2ß r x 
y' 2ß' i 

umfaßt aber ebenso die sog. "Zugeordneten der Kugelfunktionen" sowie 
die "Kugelfunktionen höherer Ordnung" [*J. 

Nr. 6 handelt von den 'Verwandten Funktionen. Zwei P-Funktionen, 
deren Exponenten sich bzw. nur um ganze Zahlen unterscheiden und 
welche dieselben Veränderlichen haben: 

abc 
P(Xßyx 

(x' ß' i 
und 

a 

P (X + k 
(x' + k' 

b c 
ß+1 y+m x 
ß' + l' r' + m' 

(wobei natürlich k + k' + 1 + l' + m + m' = 0 sein muß), nennt man 
,,'Verwandte" P-Funktionen. 

Jetzt ist es aber besonders wichtig, wie RIEMANN in die innere Natur 
des Begriffs der Verwandtschaft eindringt. 



§ 24. Bedeutung des Wertes der Exponentensumme. Nebenpunkte. 123 

Zwei verwandte P-Funktionen haben dieselbe Gruppe, und um
gekehrt, zwei P-Funktionen mit derselben Gruppe sind in dem Sinne 
verwandt, daß sich ihre Exponenten bzw. nur um ganze Zahlen unter
scheiden. 

Gerade diese Eigenschaft, daß verwandte Funktionen dieselbe 
Gruppe besitzen, macht das innere Wesen der Verwandtschaft aus. 

Verwandte Funktionen sind nichts anderes als Funktionen mit derselben 
Gruppe, und RIEMANN unternimmt es, von dieser Definition aus die Re
lationen zwischen verwandten Funktionen zu entwickeln. 

Nr.7 führt von den Relationen zwischen verwandten Funktionen 
zur Differentialgleichung der P-Funktion, indem diese nichts anderes ist 

als die Relation zwischen den verwandten Funktionen P, ~:' ~-t:. 
Von der Differentialgleichung aus folgt dann die Reihenentwicklung 

und die Darstellung durch das bestimmte Integral, worin dann der Exi
stenzbeweis für die P-Funktion liegt. 

Nr. 8 endlich gibt eine Obersicht über die verschiedenen Reihenentwick
lungen und Integraldarstellungen, die man für dieselbe P-Funktion 
bilden kann. 

N ach diesem Überblick über die Anordnung der RIEMANNschen 
Arbeit, der besonders deswegen nützlich sein mag, weil RIEMANN weder 
den einzelnen Teilen Überschriften gibt, noch die wichtigsten Sätze 
durch den Druck hervorhebt, wollen wir noch auf einige wichtigere 
Punkte besonders eingehen. 

§ 24. Bedeutung des Wertes der Exponentensumme. Nebenpunkte. 
Warum setzt RIEMANN test, daß die Exponentensumme 

(X + (X' + ß + ß' + r + r' = 1 

sein soll, während aus Nr. 3 seiner Arbeit doch nur tolgt, daß dieselbe eine 
ganze Zahl sein muß? 

Diese Festsetzung findet ihre Erklärung in Nr. 4, was wir hier noch 
genauer untersuchen wollen, als es bei der ersten Besprechung ge
schehen ist. 

Es seien P und p* irgend zwei linear unabhängige Zweige der 
P-Funktion; dieselben sind lineare Kombinationen, z. B. der zum Punkte 
x = a gehörigen Fundamentalzweige P"', P",': 

P = auP"' + a12 P"", 

p* = auP"' + a22 P""; 

Beginn der neunundzwanzigsten Vorlesung. 
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analog sind P, p* lineare Funktionen von pP, pP' und von pr, pr', 
und zwar jedesmal mit von Null verschiedenen Determinanten des 
Koeffizientensystems (an a22 - a12a21 =1= 0 usw.). 

Nun betrachtet man die Funktionaldeterminante D von P und p*: 

D = p dP* _ p* dP . 
dx dx 

Diese ist von der aus pot., pot.' gebildeten Funktionaldeterminante 
nur um die Determinante der Zusammensetzungskoeffizienten an usw., 
d. h. nur um eine multiplikative Konstante C verschieden: 

D = pdP* _ p.dP = C(POt.dPOt.' _ POt.,dPOt.). 
dx dx dx dx ' 

entsprechend druckt sich D durch die Funktionaldeterminante der 
pP, pP' bzw. der pr, pr' aus. 

Diese Formeln lassen uns nun sofort das Verhalten der Funktion D 
bei Umläufen um die einzelnen Verzweigungspunkte erkennen, die wir 
der Einfachheit halber nach 0, 00, 1 legen, nämlich: 

Die Determinante D ist in der x-Ebene eine multiplikative Funktion 
mit den Verzweigungspunkten 0, 00, 1 und den zugehörigen Multipli
katoren e2in (Ot.+Ot.'), e2 in (P+fI'l, e2 in (r+r'). 

Aber noch mehr: Im Punkte x = a = 0 haben (sofern kein Ausnahme -
fall vorliegt) p'" bzw. pot.' Entwicklungen folgender Art 

pot. = xOt.(1 + a1x + ... ) bzw. p",' = x""(1 + a~x + ... , 
woraus für D die Entwicklung folgt: 

D = x",+Ot.'-1(.x' - .x) + ar x + ... ). 
Ähnlich findet man für x = c = 1 eine mit (x - 1)Y+r'-l, für 

b . . (1 )P+P'+1 b· d R·h . kl M1·t x = = 00 eme mIt x egmnen e e1 enentWlc ung. 
anderen Worten: 

Die Potenzentwicklung von D an der Stelle x = 0 beginnt mit dem 
Gl ·d ot.+"" 1 d··· d S lle . (1)P+P'+1 d·· . b· $e x -, $elen~ge an er te x = 00 md x ,~elemge e~ 

x = 1 mit (x - 1)y+r'-l, vorausgesetzt, daß kein Ausnahmefall vorliegt, 
d. h. daß die Exponentenditferenzen keine ganzen Zahlen sind (vgl. S. 120 
unserer Vorlesung). 

Setzen wir nun 
D = X"'+""-1(X - 1)Y+Y'-1 W(x) , 

so ist die Funktion W (x) bei Umläufen um x = 0, um x = 1 und um 
jeden anderen von x = 00 verschiedenen Punkt, also auch bei Um
läufen um x = 00, eindeutig, also überhaupt unverzweigt; außerdem 
ist W (x) bei x :..- 0 und x = 1 regulär, ebenso auch an jeder anderen end
lichen Stelle, letzteres wegen der Voraussetzung, daß P und p* an allen 
von 0, 1 , 00 verschiedenen Stellen regulär sind, wie es der Definition der 
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P-Funktion entspricht. 4>(x) muß also notwendig eine rationale ganze 
Funktion von x sein, und zwar, weil D bei x = 00 eine Nullstelle der 
Ordnung ß + ß' + 1, d. h. einen Pol von der Ordnung - (ß + ß' + 1) 
besitzt, eine solche vom Grade 

k = - (~ + ~' - 1) - (y + y' - 1) - (ß + ß' + 1) 

= 1 - (~+~' + ß + ß' + y + y'). 

Diese Zahl muß, da es sich um eine ganze rationale Funktion handeln 
soll, notwendig eine positive ganze Zahl oder Null sein; also: 

Vor allen Dingen sehen wir, daß die Exponentensumme nur folgende 
Werte haben darf: 

+1,0, -1, -2, -3, ... 
und daß unser Polynom 4>, wenn wir die Exponentensumme gleich 1 
nehmen, schlechtweg eine Konstante wird. 

Was bedeutet es nun für die Funktionen P und P*, wenn wir die 
Exponentensumme kleiner als 1 nehmen, für 4> also ein wirkliches 
Polynom setzen? 

Gleichbedeutend damit ist die Frage: 
Welche Bedeutung für P und p* haben die Nullstellen von 4>(x)? 
Man hat diese Nullstellen von vornherein als von 0, 1 , 00 verschieden 

anzunehmen, da ja alle bei 0 oder 1 verschwindenden Faktoren in X<>+<>'-1 

bzw. (x -1)y+y'-1 enthalten sind. (Denn da die Exponentendifferenzen 
~' - ~ und ß' - ß als von Null verschieden vorausgesetzt sind, ver
schwindet der Koeffizient des ersten Gliedes der auf S. 124 hingeschrie
benen Potenzreihenentwicklung von D nicht.) Angenommen, an einer 
solchen Nullstelle x = Xo verschwinde 4> von der Ordnung (I, d. h. es 
bestehe dort für 4>, also auch für D, eine Entwicklung 

D = (x - xo)(1~(x - xo)' wo ~(O) =1= 0 und 0> o. 
Wir wollen dann einen solchen Punkt Xo einen "N ebenpunkt von 

der Ordnung (I" nennen. Statt "Nebenpunkt" sagt man auch "außer
wesentlich singuläre Stelle" (der Differentialgleichung). Man beachte, 
daß in einem Nebenpunkt zwar alle Lösungen sich regulär verhalten, daß 
es aber zufolge D (xo) = 0 nicht zu jedem beliebigen Wertepaar A, Beine 
Lösung y (x) der Ditterentialgleichung gibt, welche in x = Xo die Anfangs
werte A und B hat: 

y (xo) = A , y' (xo) = B. 

Vielmehr müssen A und B einer gewissen linearen Relation genügen. 
Hingegen sind in einem regulären Punkte x = Xl' wo also D =1= 0 ist, 
aUe Anfangswerte möglich, und es gibt zwei linear unabhängige Lösungen, 
deren Potenzreihenentwicklungen mit (x - x1)0 bzw. (x - Xl) beginnen, 
die also in x = Xl zu den Exponenten Null bzw. Eins gehören [*], [**J. 

Wie können sich nun P und p* in einem Nebenpunkt x = Xo von 
(I-ter Ordnung verhalten? Dabei mögen für P und p* die beiden zum 
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betrachteten Punkt gehörigen Fundamentalzweige gewählt sein, d. h. 
zwei linear unabhängige Zweige, 

P = (x - xo)" (1 + a (x - xo) + ... ) , 
P* = (x - xo)"·(1 + a*(x - xo) + ... ), 

deren erste Entwicklungsglieder verschiedene Exponenten haben [*], 
etwa v und v*, wobei v* > v sein möge. 

Die Zahlen v und v* müssen dabei ganze Zahlen sein wegen der 
vorausgesetzten Unverzweigtheit von P und P* in x = xo, und zwar 
muß sein: v :> 0, v* :> 1, damit jeder Zweig in x = Xo regulär ist. Dann 
ergibt sich aber, durch Ausrechnung, für D eine Entwicklung, deren 
erstes Glied (v* - v) (x - xo)II+"O-1 ist; es muß also v + v* - 1 = CI 
sein. Wir sagen: 

Zu einem CI-fachen Nebenpunkte gehören zwei verschiedene ganzzahlige, 
nichtnegative Exponenten, deren Summe gleich CI + 1 ist. 

Für CI = 1 finden wir nur die Möglichkeit v = 0, v* = 2; für CI = 2 
die zwei Möglichkeiten v = 0, v* = .3 und v = 1, v* = 2. Dieser letzte 
Fall v = 1, v* = 2 läßt eine Reduktion des Nebenpunktes auf einen 
gewöhnlichen Punkt durch Heraussetzen des Faktors (x - xo)VO -1 zu, 
weil die Exponentendifferenz gleich Eins ist; für v = 1, v* = 2 haben 
wir es daher mit einem "uneigentlich singulären Punkt" unserer früheren 
Benennung (vgl. S. 114) zu tun. Dieser Fall kann, wie man sieht, nur 
für geradzahlige Werte von CI sich einstellen. Alle anderen Fälle liefern 
notwendig wirkliche singuläre Punkte. Andererseits werden wir sagen: 
Die Exponentendifferenz in dem Punkte Xo ist ganzzahlig, es liegt also 
ein "Ausnahmefall" vor, und zwar, da keine Logarithmen auftreten, 
ein solcher "zweiter Ordnung" (vgl. § 7 unserer Vorlesung). Also: 

Ein Nebenpunkt gehört, als singulärer Punkt der Differentialgleichung 
angesehen, auf alle Fälle zu den Ausnahmefällen zweiter Ordnung; ins
besondere aber kann er für CI = 2, 4, 6, ... ein uneigentlich singulärer 
Punkt sein, d. h. ein Punkt, der seinen singulären Charakter verliert, 
wenn man die P-Funktion von einem Faktor befreit. 

Diese Nebenpunkte sind insofern für die Definition der P-Funktion 
nebensächlich und heißen auch darum "Nebenpunkte", weil eine Um
kreisung derselben keinen Beitrag zur Gruppe derselben gibt, vielmehr die 
identische Substitution liefert. 

Betrachte ich einen CI-fachen Nebenpunkt als Grenzfall, der beim 
Zusammenrücken von CI einfachen Nebenpunkten sich einstellt, so darf 
ich sagen: 

Unsere P-Funktion besitzt, wenn wir den Grad des Polynoms tP mit 
k bezeichnen, genau k (einfach zählende) Nebenpunkte, und die Festsetzung 
k = 0 läuft also darauf hinaus, das Auftreten von Nebenpunkten auszu
schließen. 
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In welchem Zusammenhange stehen nun diese allgemeinen P-Funk
tionen (k > 0) mit den P-Funktionen ohne Nebenpunkte? Ich sage: 

Dieienigen P-Funktionen, welche eine Exponentensumme haben, die 
von 1 verschieden ist, für die also k> 0 ist, lassen sich in einfacher Weise 
aus verwandten P-Funktionen der gewöhnlichen Art (k = 0) linear zu
sammensetzen. 

Dieser Satz ist für die weiteren Ideen von RIEMANN, wie man sie 
in seinen hinterlassenen Fragmenten vorfindet, fundamental. Aber nur 
an einer Stelle in den nachgelassenen Papieren in Nr. 17 der Abhandlung: 
Über die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung (= RIE

MANN [1], S.322ff.) kommt eine hierauf bezügliche Entwicklung vor. 
Dort kommt RIEMANN zu einer der P-Funktion ganz analog gebildeten 
Funktion a b 

ß 
fJ' 

c 

y 
y' 

x 

bei der aber die Exponentensumme -1 statt +1 ist, welche also k = 2 
Nebenpunkte besitzt. 

RIEMANN zeigt, wie man eine solche Funktion durch eine gewöhn
liche P-Funktion und ihren Differentialquotienten darstellen kann. 
Auf dieselbe Weise hätte er sie, allgemein zu reden, aus zwei verwandten 
P-Funktionen herstellen können. 

Ich will dies nur für k = 1 genauer auseinandersetzen. Es seien 

a b c a b c 
P1 =P (X ß r x und Ps=P (X-i ß+i r x 

(x' fJ' y' (x' ß' y' 

(X + (X' + ß + fJ' + y + y' = 1 

zwei verwandte, gewöhnliche P-Funktionen, d. h. P-Funktionen ohne 
Nebenpunkte. 

Irgend zwei Zweige PI' P: der ersten P-Funktion und zwei ent
sprechende Zweige Ps, P; der zweiten P-Funktion erleiden bei Um
läufen von x immer je dieselben Substitutionen. Bildet man nun aus 
diesen Paaren entsprechender Zweige mit Hilfe zweier Konstanten )'1' Ä2 

die Funktionen 

Q* = ).1 PI + ).s Pt , 

so erleiden offenbar Q bzw. Q* ebenfalls bei Umläufen dieselben Sub
stitutionen wie PI bzw. P;. 

Bei passender Auswahl der PI' Ps, Pi, P: gilt nun folgendes, so
weit nicht gerade ).1' ).2 speziell gewählt sind: 

In der Nähe von x = a ist das niedrigste Entwicklungsglied von PI 
von der Ordnung IX, dasjenige von Ps von der Ordnung (X - 1, das 
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niedrigste Glied von Q also von der Ordnung ~ - 1. Hingegen besitzt 
Q* bei x = a als niedrigsten Exponenten ~', da Pi und P: beide diesen 
niedrigsten Koeffizienten besitzen. Entsprechend findet man die 
Werte ß, ß' als Exponenten von Q bei b, schließlich y und y' als Expo
nenten von Q bei c. Wir haben also das Schema: 

abc 
Q ~-1 ß r x 

~' ß' r' 
mit der Exponentensumme Null, also einem einfachen Nebenpunkt. Eine 
einfache Diskussion zeigt ferner, daß auch umgekehrt jede P-Funktion 
mit k = 1 durch lineare Verbindung zweier geeigneter P-Funktionen 
mit k = 0 gewonnen werden kann. Ich kann daher sagen: 

Um in allgemeinster Weise eine Funktion mit k = 1 zu bilden, brauche 
ich nur zwei verwandte P-Funktionen PI und Ps ohne Nebenpunkte, die 
in geeigneter Weise gewählt sind, zu AlPl + AsP 2 zusammenzusetzen 
(Al' A2 Konstante). 

Der allgemeine Satz für beliebiges ganzzahliges (k:> 1) ergibt sich 
durch vollständige Induktion und lautet: 

Um eine P-Funktion in allgemeinster Weise zu bilden, bei der k irgend
eine vorgegebene natürliche Zahl ist, muß ich k + 1 verwandte P-Funktionen 
der gewöhnlichen Art (d. h. ohne Nebenpunkte) mit Hilfe konstanter 
Koeffizienten linear zusammensetzen. 

Wir wollen heute das Thema der vorigen Stunde nicht weiter ver
folgen, sondern noch auf den RIEMANNschen Begriff der Verwandtschaft 
näher eingehen, dessen Fassung, wie wir sehen werden, große Verall
gemeinerungen einschließt. 

§ 25. Die verwandten Funktionen. GAUSS' Kettenbruch. 
Zuerst geht RIEMANN noch von der älteren Definition aus, welche 

solche Funktionen verwandt nennt, deren Exponenten sich bzw. nur 
um ganze Zahlen unterscheiden; er hebt aber sofort das innere Wesen 
des Begriffs hervor: 

Verwandte Funktionen sind gleichgruppige Funktionen. (Zwecks 
näherer Erläuterung mag schon hier auf die späteren Ausführungen 
über den Begriff der Verwandtschaft verwiesen werden, z. B. § 43, 
§ 49, § 51 der Vorlesung. 

In dieser Allgemeinheit hat der Begriff der Verwandtschaft eine viel 
größere Ausdehnung. Z. B.: Zwei Integrale algebraischer Funktionen 

f f(x) dx und f g(x) dx 

Beginn der dreißigsten Vorlesung. 
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sind "verwandt", wenn sie bei allen Umläufen je um dieselben (additiven) 
Perioden wachsen (vgl. dazu Anmerkung [*] zu S. 132 der Vorlesung). 

Oder zwei multiplikative Funktionen sind verwandt, wenn sie beide 
sich bei gleichen Umläufen des x um dieselben Faktoren ändern. Mit 
anderen Worten: 

Der von RIEMANN festgelegte Begriff der Verwandtschaft dehnt sich auf 
sehr viele allgemeinere Funktionen gleichförmig aus. 

Wie begründet nun RIEMANN die Existenz der Relationen zwischen 
verwandten Funktionen: 

r1 (x) PI + r2(x)P2 + ra(x)P3 = o? 

Auch hier setzt RIEMANN an Stelle der bloßen Tatsache den inneren 
Grund. Wenn eine solche Relation für die Zweige PI' P 2' P3 gelten 
soll, muß sie auch für irgend drei andere entsprechende Zweige gelten: 

rl(x) Pt + r2 (x) P; + ra(x)P: = 0, 

woraus dann folgt, daß sich rl(x): r2(x): ra (x) verhalten wie die Deter
minanten der Matrix 

also rl(x): r2(x): r3(x) = D23 : D31 : D12 • 

Es ist leicht auszurechnen, daß diese Determinanten multiplikative 
Funktionen von x mit gleicher Gruppe sind, nämlich jeweils das Produkt 
aus einer rationalen Funktion von x mit einer Potenz von x und einer 
Potenz von x - 1 , wobei sich die Exponenten dieser Potenzen bei den 
drei Determinanten nur um ganze Zahlen unterscheiden können; man 
kann daher in der Proportion die etwa vorhandenen Potenzen mit ge
brochenem Exponenten wegheben und erhält in der Tat eine lineare 
Gleichung zwischen PI' P 2 , P 3 mit rationalen Koeffizienten (alles 
unter der Voraussetzung, daß PI' P 2 und Pa verwandt sind). Also: 

RIEMANN erkennt als den eigentlichen Kern der Relationen zwischen 
verwandten Funktionen dies, daß die Determinanten D23 = P 2P;- Pt P 3 , 

D al = PaP't - P; PI' Dl2 = PI Pt - P't P 2 multiplikative Funktionen 
von x sind, die man direkt berechnen kann. 

Die Bedeutung der Determinanten liegt darin, daß sie gegenüber be
liebigen linearen, homogenen (binären) Substitutionen der P, p* invariant 
sind, daß die Determinante eine Invariante der Gruppe ist. 

Im Falle zweier verwandter Integrale (vgl. oben) würde in ganz ent
sprechender Weise die Differenz, für zwei verwandte multiplikative Funk
tionen hingegen würde der Quotient eine Invariante, also eine rationale 
bzw. eine algebraische Funktion sein. 

Ferner will ich heute noch einiges über RIEMANNS Behandlung von 
GAUSS' Kettenbruch (§ 1 unserer Vorlesung) sagen, welche in seinem 
Nachlaß unter dem Titel: "Sullo svolgimento deI quoziente di due serie 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 9 
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ipergeometriche in frazione continua infinita" (= RIEMANN [1], S. 424) 
gegeben wird. 

GAUSS' Kettenbruch stellt, wie wir seinerzeit lernten, den Quotien
ten zweier hypergeometrischen Reihen: 

F(a, b + 1; c + 1; x) 
F(a, b; c; x) 

dar, im "speziellen Fall" (für b = 0) die hypergeometrische Reihe 

F(a, 1; c + 1; x) 
selbst. 

RIEMANN bemerkt, daß es sich um den Quotienten korrespondieren
der Zweige zweier verwandter P-Funktionen handelt [*]. 

Während sich nun GAUSS darauf beschränkt hat, das formale Gesetz 
des Kettenbruchs aufzustellen, ohne die Frage nach dem Rest R,. des
selben, d. h. der Differenz der anzunähernden Funktion und der n-ten 
Annäherungsfunktion R _ F I _ Pn 

,. - F 2 qn 

zu berühren, zeigt RIEMANN, daß der Rest, welcher bleibt, wenn man den 
Kettenbruch an n-ter Stelle abbricht, sich ganz einfach selbst durch P
Funktionen ausdrücken läßt. 

Im Zusammenhang damit behandelt er die Frage nach der Kon
vergenz des Kettenbruchs. 

Der Kettenbruch, soweit er konvergiert und unsere Funktion dar
stellt, liefert uns die Funktion als Grenzwert einer gewissen Folge von 
rationalen Funktionen, so wie bei der Darstellung durch eine konvergente 
Potenzreihe unsere Funktion erscheint als Grenzwert einer Folge von 
gewissen ganzen rationalen Funktionen von unbegrenzt wachsenden 
Graden. Bei der Potenzreihe ist der Konvergenzbereich bekanntermaßen 
ein Kreis. Wie liegt die Sache bei unserem Kettenbruch? Wir haben 
also festzustellen, einerseits innerhalb welchen den Nullpunkt ent
haltenden Gebietes der Kettenbruch konvergiert und (im Falle der 
Konvergenz) ob der Kettenbruch unsere Funktion darstellt (d. h. ob 
sein Grenzwert gleich dem Funktionswert ist). 

Von der Bestimmung des Restes aus beweist nun RIEMANN, daß der 
zu F 1/F2 korrespondierende Kettenbruch in der ganzen Ebene konvergiert, 
mit Ausnahme desienigen Stückes der reellen Achse, welches von +1 nach 
+00 reicht; ferner daß der Kettenbruch im Konvergenzgebiet die Funktion 
auch wirklich darstellt. 

Diese Resultate sind, unabhängig von RIEMANN, auch von anderer 
Seite aus gefunden worden. Den Rest hat REINE [2] (1857) bestimmt, 
also gleichzeitig mit RIEMANNS Rauptarbeit über die P-Funktion; die 
Konvergenz des GAussschen Kettenbruchs hat TRoME [2] (vgl. auch 
[1J) untersucht. Beide kommen natürlich zu demselben Resultat wie 
RIEMANN. 
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Das Bemerkenswerte an der RIEMANNschen Arbeit sind aber nicht bloß 
die Resultate, sondern ist ganz besonders die einfache Methode der Ober
legung, welche aus den inneren Eigenschaften der Funktion heraus die 
Resultate erschließt. [*] 

Ich will hier noch auf eine an den "speziellen" Fall von GAUSS' 
Kettenbruch (vgl. S.12) anschließende Verallgemeinerung hinweisen, 
die in anderer Richtung liegt. Die F-Reihe, welche im "speziellen" Fall 
durch den Kettenbruch dargestellt wird, läßt sich nämlich einfach durch 
ein "unbestimmtes Integral" darstellen, nämlich durch 

] = C j·XO-1 (1 _ x)a-o-l dx. 
x'(1 - x)" r 

In der Tat ergibt sich diese unsere Behauptung, daß nämlich 

] = F (a, 1; c + 1; x). 

direkt aus der Definition von J, also aus 
d dx (xo(1-x)a-0J) = cx<-l(1_x)a-O-l 

bzw. aus 
(c - ax) ] + (x - x 2)]' = c 

durch Einsetzen der Reihe für F(a, 1; c + 1; x). Also: 
Die Reihe des GAussschen speziellen Falls ist in einfacher Weise durch 

ein Integral auszudrücken, und es handelt sich daher bei GAUSS im spe
ziellen Falle um die Kettenbruchentwicklung des vorstehenden Integrals. 

Diesen Ansatz hat man nun verallgemeinert, indem man allgemein 
Integrale von der Gestalt 

___ 1_ fJ !(X - a),,-l (x - b)fJ-1 ... dx 
(x - a)" (x - b) •.• 

betrachtet hat. Darüber haben REINE, REUN und andere gearbeitet, 
insbesondere ist aber V AN VLECK [1] zu nennen [**]. 

Indem die Untersuchung VAN VLECKS den speziellen Fall des GAUSS
schen Kettenbruchs ebenso umschließt, wie dies die allgemeinen Entwick
lungen von RIEMANN tun, so wird es interessant sein, die Entwicklungen 
von VAN VLECK 1md die Resultate von RIEMANN auch im allgemeinen zu 
vergleichen. 

Ich komme nun endlich noch auf einen letzten wichtigen Punkt zu 
sprechen: Den Existenzbeweis führt RIEMANN, wie wir sahen, indem er 
aus den Relationen zwischen verwandten Funktionen die Differential
gleichung und hieraus die ReihendarsteIlungen und die bestimmten 
Integrale ableitet, welche expliziten Formeln ihm nun der Beweis der 
Existenz der Funktion sind. 

RIEMANN wird hier gewissermaßen seinem eigenen Prinzip untreu, 
indem er die Existenz auf die Formel grundet. Und doch wird ein direkter 
Existenzbeweis verlangt durch die Verallgemeinerungen der P-Funktion, 

9* 
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welcheRlEMANN selbst im Sinne hatte, wie wir dies in der nächsten Stunde 
noch ausführen wollen. Denn für diese allgemeineren P-Funktionen 
gibt es keine solchen expliziten Formeln wie im einfachsten Fall. 

Wie haben wir uns einen solchen Existenzbeweis zu denken? 
Bei der hypergeometrischen P-Funktion sind die drei Verzweigungs

punkte gegeben, dazu können wir uns - da ja für n = 3 die Gruppe 
durch die Exponenten im wesentlichen bestimmt ist (vgl. dazu § 26) 
- die den Umläufen um die einzelnen Punkte entsprechenden Sub
stitutionen gegeben denken. Durch diese Substitutionen A, B, C sind 
dann die Exponenten nur erst bis auf ganze Zahlen bestimmt. Wir 
wollen uns daher neben den Substitutionen auch nöch die zugehörigen 
Exponenten selbst, natürlich in übereinstimmung mit den Substitu
tionen, angeschrieben denken. 

So erhalten wir also folgendes Schema: 

abc 
P A B 

(IX) (ß) 
C x. 

(y) 

Man sollte versuchen, für die Existenz einer Funktion, welche diesem 
Symbol entspricht, ebenso einen direkten Beweis zu finden, wie man dies 
in der Theorie der ABELSchen Funktionen nach RIEMANN, SCHWARZ 
und NEUMANN für die ABELSchen Integrale tut, welche durch gewisse 
Regularitäts- und Periodizitätseigenschaften charakterisiert werden [*]. 

Dies ist der Gegenstand, welchen SCHILLING in seiner Dissertation 
und weiteren, abschließenden Arbeiten behandelt. Wir können erst sehr 
viel später auf die genauere Formulierung der bei SCHILLING vorliegenden 
Fragestellung eingehen [**J. 

§ 26. Verallgemeinerung: Das Fragment XXI aus RIEMANNS Nachlaß. 

Heute wollen wir zum Schlusse noch den Gedankengang des Frag
mentes aus RIEMANNS Nachlaß: Zwei allgemeine Sätze über lineare 
Differentialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten (= RIEMANN [1], 
S. 379), kurz darstellen. . 

Bei RIEMANN handelt es sich nun allerdings umDifferentialgleichungen 
von beliebiger Ordnung n > 2 und mit algebraischen, nicht notwendig 
rationalen Koeffizienten. Wir wollen uns aber hier darauf beschränken, 
den RIEMANNschen Gedanken am Beispiel der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit rationalen Koeffizienten zu erläutern. 

Die allgemeinste lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, welche an n gegebenen PunktE:n a, b, ... , t sich regulär (im 

Beginn der einunddreißigsten Vorlesung. 
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Sinne von § 22) verhält, die Exponenten IX', IX"; ß', ß"; ... ; -,:', -,:" 
besitzt und sonst keine singulären Punkte hat, ist, wie wir wissen, in 
der Gestalt enthalten: 

11 , {1 - (x' - (X" 1 - T' - t"} y +y ----+ ... +----x-a x-t 

+ Y {1X'IXII(a - b) .•. (a - t~ + ... 
(x - a) ... (x - t) x - a 

+ h"(t - a) ••• (t-s) + G ()} 
x _ t n-4 X , 

wobei wir die Koeffizienten des Polynoms Gn - 4 (x) die akzessorischen 
Parameter genannt haben. Eine Konstantenabzählung, die wir vor
genommen haben, ergab, daß die Differentialgleichung im ganzen von 
4n - 7 Konstanten abhängt, wovon auf die Verzweigungspunkte n - 3, 
auf die Exponenten 2n - 1, auf die akzessorischen Parameter n - 3 
kommen. 

Inzwischen haben wir bei der hypergeometrischen Differential
gleichung eine neue Idee benutzt, indem wir nämlich noch sog. "Neben
punkte" einführten, für welche die Exponenten nichtnegative ganze 
Zahlen sind und welche außerdem noch der Bedingung genügen, daß 
die logarithmischen Glieder, die bei ganzzahliger Exponentendifferenz 
im allgemeinen auftreten, in Wegfall kommen (vgl. S. 125). 

Nebenpunkte können wir nun auch bei der allgemeinen Differential
gleichung einführen. Es sei Xo ein solcher Nebenpunkt, und zwar der 
Kürze halber ein einfacher Nebenpunkt, seine Exponenten also ° und 2 
(vgl. S. 126). Die Differentialgleichung hat dann natürlich die all
gemeine Gestalt einer Differentialgleichung mit den n + 1 singulären 
Punkten a, b, ... , t, Xo und den Exponenten IX', IX"; ß', ß"; ... ; -,:', -,:"; 
0, 2, also: 

11 ,{i-IX'-IXII i-~'-~" i} 
Y +y x-a + ... + x-t -x-x o 

+ Y {1X'IXII(a - b) ••• (a - t)(a - xo) + ... 
(x - a) ••• (x - t) (x - xo) x - a 

+ ~'~II(t - a) ••• (t - s) (t - xo) + Gn _ 3 (x)} = 0. 
x-t 

Da. Gn _ 3 (x) einen Koeffizienten mehr enthält als Gn _ 4 (x), so könnte es 
scheinen, als ob sich die willkürlichen Konstanten in der Differential
gleichung durch Hinzunahme des Nebenpunktes außer um Xo (ent
sprechend der willkürlichen Lage des Nebenpunktes) noch um eine ver
mehrt hätten. In Wahrheit aber sind die n - 2 Koeffizienten von 
Gn - 3 (x) noch einer Bedingungsgleichung unterworfen, welche besagt, 
daß beim Punkte x = Xo keine logarithmischen Glieder auftreten, so 
daß die Zahl der Konstanten durch Hinzunahme des einzelnen Neben
punktes nur um 1 vermehrt worden ist. 
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Diese hier und auch im folgenden gebrauchte Formulierung setzt 
natürlich stillschweigend voraus, daß durch die "Bedingungsgleichung" 
einer der Parameter als Funktion der übrigen definiert wird. Eine Unter
suchung, inwieweit dies der Fall ist, erübrigt sich indes, da unsere Ab
zählungen lediglich zu heuristischen Zwecken angestellt werden, nämlich 
nur zum Zwecke, um die Richtigkeit gewisser Existenzsätze wahrschein
lich zu machen. 

In diesem Sinne können wir allgemein sagen: 
Indem wir k einfache Nebenpunkte in unsere Differentialgleichung ein

führen, steigt die Konstantenzahl auf 4n - 7 + k, da der scheinbare Zu
wachs in der Zahl der akzessorischen Parameter gerade durch die Forderung 
kompensiert wird, daß bei den Reihenentwicklungen in den Nebenpunkten 
keine logarithmischen Glieder auftreten sollen. 

Andererseits wollen wir jetzt die in der Gruppe einer Differential
gleichung mit n singulären Punkten enthaltenen Konstanten abzählen. 
Wir werden in der Folge in Verbindung mit einer vorgelegten Differen
tialgleichung noch von anderen "Gruppen" sprechen (vgl. § 61); ich 
schlage daher vor, daß wir die hier vorliegende Gruppe die "M ono
dromiegruppe" der Differentialgleichung nennen, d. h. die Gruppe der 
Substitutionen, welche ein Lösungssystem Yl' Y2 längs solcher ge
schlossenen Wege der Veränderlichen x erleidet, längs deren Yl' Y2 
regulär analytisch ("monodrom") bleiben, also längs solcher Wege, 
welche die Verzweigungspunkte vermeiden. 

Die Monodromiegruppe besitzt n erzeugende Substitutionen A, 
B, ... , T, deren Determinanten von Null verschieden sind ("nicht
singuläre" Substitutionen) und von denen jede einem Umlaufe um einen 
einzelnen der Punkte a, b, ... , t entspricht. Jede dieser Substitutionen 
besitzt vier Koeffizienten. 

Von den so sich ergebenden 4n Konstanten lassen sich aber vier 
durch die übrigen (rational) ausdrücken wegen der zwischen den n Er
zeugenden bestehenden Relation: 

AB ... T = 1, 

wobei wir der Einfachheit wegen die identische Substitution mit 1 be
zeichnet haben. Ferner dürfen wir es als unwesentlich ansehen, ob wir 
die Gruppe eines Lösungssystems Yl' Y2 oder die eines anderen Systems 
zweier linear unabhängiger Lösungen CnYl + Cl 2Y2' C2l Yl + C22 Y2 be
trachten (Cli. C22 - c12 c21 =+= 0). Geht man derart von einem Lösungs
system zu einem anderen über, so modifiziert sich auch die Monodromie
gruppe, sie wird "transformiert"; die transformierte Gruppe ist zur ur
sprünglichen insbesondere isomorph [*J. Durch eine solche geeignete 
Transformation kann man noch einigen Koeffizienten der Gruppe be
liebige Werte erteilen. Da die transformierende Substitution 



§26. Verallgemeinerung: Das Fragment XXI aus RiEMANNS Nachlaß. 135 

vier Koeffizienten enthält, so könnte man meinen, daß man, vermöge 
passender Wahl der Cik ' vier Koeffizienten der Gruppe bestimmte 
Werte geben könnte. Wenn man aber bedenkt, daß die Lösungen 

yf = CYl, Y: = CY2 

genau dieselbe Monodromiegruppe besitzen wie Yl' Y2, daß es also nur 
auf das Verhältnis der vier Koeffizienten cn, C12 ' C21 ' C22 ankommt, so 
ist klar, daß die Zahl der Konstanten (höchstens) um drei zu erniedrigen 
ist, wenn wir ineinander transformierbare Gruppen nicht als wesentlich 
verschieden ansehen. Es bleiben also im ganzen noch (mindestens) 
4n - 7 willkürliche Konstanten der Gruppe übrig. 

Die Monodromiegruppe der Diflerentialgleichung enthält 4n - 7 Kon
stanten, indem von der Zahl 4n der Substitutionskoeflizienten erstens vier 
Einheiten abzuziehen sind, weil die Relation AB. . . T = 1 besteht, 
und dann noch drei Einheiten, weil wir statt der Ausgangszweige YI' Y2 

zwei beliebige andere (linear unabhängige) Zweige hätten wählen können. 
Die Konstantenzahl der Monodromiegruppe ist also genau so groß wie 

die Konstantenzahl der Diflerentialgleichung selbst, vorausgesetzt, daß man 
in die Diflerentialgleichung keine Nebenpunkte einführt. 

Zusatz: Dieser Satz gilt nur für die Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung; für Differentialgleichungen höherer Ordnung ist die Kon
stantenzahl der Gruppe immer größer als die der Gleichung, so daß in 
die Gleichung notwendig Nebenpunkte eingeführt werden müssen, falls 
die Gruppe "allgemein" sein soll [*]. 

Man kann nun den Zusammenhang zwischen den Konstanten der 
Differentialgleichung und denjenigen der Gruppe von verschiedenen 
Richtungen her untersuchen. 

Man :kann sich z. B. die Differentialgleichung gegeben denken und 
nach der zugehörigen Monodromiegruppe fragen. So geschieht es bei 
FUCHS und anderen (vgl. POINCARE [2]). 

Ich sage: Wenn wir versuchen, von der Diflerentialgleichung aus die 
M onodromiegruppe zu berechnen, so wissen wir von vornherein aus den 
Exponenten des einzelnen singulären Punktes, wie die kanonische Form 
der einzelnen erzeugenden Substitution heißt. 

Denn wenn (XI, (X" die Exponenten etwa des Punktes a sind, so ist 
die Substitution, welche die beiden zu a gehörenden Fundamental
lösungen bei Umkreisung von a erleiden: 

gerade die kanonische Form der Substitution A, welche irgend zwei 
linear unabhängige Zweige erleiden. 

Wenn wir mehr wissen wollen, müssen wir die Zusammenhangsformeln 
entwickeln, welche die FundamentaUäsungen des Punktes a, des Punktes b 
usw. miteinander verbinden. 
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Wir wollen dies weiter nicht verfolgen [*J, sondern jetzt vielmehr 
die umgekehrte, die RIEMANNsche Fragestellung besprechen. 

RIEMANN denkt sich die Substitutionsgruppe gegeben, d. h. die er
zeugenden Substitutionen A, B, ... , T, welche das System zweier 
Funktionen Yl' Y2 beim Umlauf der Veränderlichen um einzelne Punkte 
erleidet. Da aber durch bloße Angabe der Substitutionen A , B, ... , T 
die zugehörigen Exponenten nur erst bis auf ganze Zahlen bestimmt 
sind, so verschärft er die Definition noch durch Angabe der Exponenten 
selbst. Er kommt so zu einem Schema (vgl. auch S. 132): 

ab ... t 

pA B ... T x ' 

(::,) (~,) ... (::,) 
Man kann sich nun zunächst einmal nur die Gruppe mit den zu

gehörigen Exponenten gegeben denken, während die Verzweigungs
punkte a, b, ... , t noch unbekannt bleiben mögen. Dann sind 4n - 7 
Konstanten vorgegeben, geradesoviel, wie eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit n singulären Punkten ohne Nebenpunkte besitzt. 

Indem wir die Gruppe voranstellen, bringt uns die Obereinstimmung 
in der Konstantenzakl dazu, die Möglichkeit ins Auge zu fassen, daß zu 
jeder Gruppe nach der Fixierung der Exponenten eine diskrete Zahl be
stimmter Differentialgleichungen ohne Nebenpunkte oder mit vorgegebenen 
Nebenpunkten gehören mögen. 

Bei diesem Ansatz ergibt sich aber noch keine Theorie der verwandten 
Funktionen, weil die verschiedenen Differentialgleichungen, die zu der 
gleichen Gruppe gehören, allgemein zu reden, noch verschiedene Ver
zweigungspunkte haben werden; während gleichgruppige Funktionen von 
x doch nur dann verwandt genannt werden können, wenn die gleichen Sub
stitutionen bei den gleichen Umläufen des x eintreten, also auch die Ver
zweigungspunkte dieselben sind. 

Um dieser Mißlichkeit zu entgehen, denkt RIEMANN neben der Gruppe 
auch die Verzweigungspunkte der Differentialgleichung 'von vornherein als 
gegeben und denkt dann, um doch die erforderliche Konstantenzahl in der 
Differentialgleichung zur Verfügung zu haben, in dieselbe n - 3 bewegliche
Nebenpunkte aufgenommen. 

Indem RIEMANN in solcher Weise die Bedeutung des Symbols: 
abt 

p AB ... T 

festlegt, nennt er alle diejenigen Funktionen verwandt, welche in den 
a, b, ... , t, sowie in den Substitutionen A, B, ... , T übereinstimmen~ 



§ 26. Verallgemeinerung: Das Fragment XXI aus RIE:\IANNS Nachlaß. 137 

Es handelt sich nun vor allen Dingen um den Beweis, daß solche 
Funktionen, die dem gegebenen Symbol entsprechen, wirklich existieren. 
Durch die bloße Abzählung der Konstanten ist der Beweis hierfür 
natürlich nicht erbracht. Denn die transzendenten Gleichungen, welchen 
bei gegebener Differentialgleichung die Konstanten der Gruppe genügen 
müssen, brauchen durchaus nicht nach den Konstanten der Differential
gleichung (unbeschränkt) auflösbar zu sein. 

Das zentrale Problem, welches nun zu erledigen ist, welches aber von 
RIEMANN nicht erledigt wurde, ist der Existenzbeweis, der Beweis, daß für 
beliebig gegebene a, b, ... , t; A, B, ... , T wirklich zugehörige Funk
tionen existieren, bzw. die Untersuchung, wie viele solche zugehörige Funk
tionen existieren [*]. 

Die einzige Bemerkung, welche RIEMANN in dieser Hinsicht macht, 
ist folgende: Er sagt: Wenn wir für eine spezielle Wahl der Exponenten 
eine P-Funktion haben, dann können wir durch Differentiation und Addi
tion der so entstehenden verwandten Funktionen die allgemeinste verwandte 
Funktion herstellen. Alles kommt also darauf an, für irgendein Exponenten
system den Existenzbeweis Zft führen. 

Jetzt bin ich an der entsprechenden Stelle wie am Schluß der vorigen 
Stunde (S. 132), wo verlangt wurde, den Existenzbeweis für n = 3 zu 
führen. 

In meinen Vorlesungen von 1890-1891 ist das RIEMANNsche Problem 
direkt nicht berührt, weil überhaftpt nicht von beweglichen Nebenpunkten 
bei den Differentialgleichungen die Rede ist. 

Die verschiedenen Fragestellungen, die in jenen Vorlesungen behandelt 
werden, haben vielmehr folgenden Charakter: Die n Verz'U'eigungspunkte 
gelten als gegeben, und es wird nun die lW:onodromügruppe nicht will
kürlich vorgeschrieben, sondern nur mit 3 n - 4 Wülkürlichkeiten aus
gestattet. Die Frage ist wieder die nach der Existenz und nach der ein
deutigen Bestimmtheit der Differentialgleichung. 

Die von mir behandelten Probleme halten also sozusagen die Mitte 
zwischen den Entwicklungen, welche von der Differentialgleichung als 
gegeben ausgehen, und zwischen dem RIEMANNschen Ansatze. Wir 
werden im weiteren Fortgange der Vorlesung versuchen müssen, allen 
diesen verschiedenen Fragestellungen nebeneinander gerecht zu werden. 

Da ist denn der hypergeometrische Fall, wie wir ihn jetzt kennen, 
die gemeinsame Grundlage; denn für n = 3 fallen die sämtlichen Frage
stellungen noch zusammen und werden durch die Theorie der P-Funktion 
vollständig erledigt. 



Zweiter Teil. 

Die konforme Abbildung durch den 
Quotienten 1J. 

Erste Hälfte. 

Der allgemeine Ansatz. 
Erster Abschnitt. 

Vo n der Differentialgleichung dritter Ordnung für 1J. 

§ 27. Einführung der Differentialgleichung. 
Was wir vor Weihnachten besprochen haben, können wir als die 

historische Grundlegung der Theorie der RIEMANNschen P-Funktion be
zeichnen. In dem neuen Kapitel dagegen, welches wir jetzt in Angriff 
nehmen, werden wir ein neueres Moment zur Geltung zu bringen haben, 
indem wir nämlich den Quotienten zweier Partikularlösungen der hyper
geometrischen Ditterentialgleichung betrachten und die konforme Ab-

bildung studieren, wekhe ein solcher Quotient Yt ~:~, den wir kurz mit 'Y} (x) 
bezeichnen, von der x-Ebene entwirft. Y2 

Es ist das ein Ansatz, der ebenfalls auf RIEMANN zurückgeht, wenn 
er auch nur in dessen nachgelassenen Arbeiten vorkommt, nämlich in 
den beiden auf Minimalflächen bezüglichen Abhandlungen [*J: 

1. über die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung 
(= RIEMANN [1J, S. 301; besonders in Betracht werden für uns kommen 
S. 316ff. und S. 322ff.; an der ersten Stelle wird allgemein der Quotient 
zweier Partikularlösungen einer linearen Differentialgleichung überhaupt 
in die Betrachtung eingeführt, an der zweiten wird dieser Quotient so 
spezialisiert, daß er drei Verzweigungspunkte hat wie im hypergeome
trischen Fall, daneben freilich noch Nebenpunkte, wie sie in der letzten 
Stunde vor Weihnachten von uns besprochen worden sind). 

2. Beispiele von Flächen kleinsten Inhalts bei gegebener Begrenzung 
(= RIEMANN [1J, S.445ff.). 

Wenn also schon RIEMANN den Quotienten zweier Partikular
lösungen und die durch ihn vermittelte konforme Abbildung betrachtet, 
so ist doch dieser Ansatz in den Vordergrund gezogen und ordentlich 

Beginn der zweiunddreißigsten Vorlesung. 
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herausgearbeitet worden erst von H. A. SCHWARZ [1J in der grund
legenden Abhandlung: "über diejenigen Fälle, in welchen die GAusssche 
hypergeometrische Reihe eine algebraische Funktion ihres vierten Ele
mentes darstellt". SCHWARZ bezeichnet daselbst den in Frage stehenden 
Quotienten mit s, während wir ihn, in übereinstimmung mit RIEMANN, 
mit 'Yj bezeichnen. 

Wir wollen zuerst allgemein die analytische Natur der Funktion 

~: = 'Yj(x) , 

insbesondere ihr Verhalten gegenüber geschlossenen Umläufen der Ver
änderlichen x untersuchen. 

Bei einem solchen geschlossenen Umlauf verwandelt sich Yl in 
klYl+k2YII' Yll in llYl+ lllYII (wobei kIll-kIll =!= 0, unter k1 ,kll ;ll,ls 
geeignete [komplexeJ Zahlen verstanden); der Quotient Yl/Ys verwandelt 
sich daher in 

k1 Yl + k. 
k1 Yl + k.Ya Y. . 
I1 Yl + laY. 1 Yl + I ' 

1 Y. I 

d. h.: Unsere 'Yj-Funktion hat die Eigenschaft, bei geschlossenen Umläufen 
des x projektive Transformationen mit konstanten Koettizienten zu er-
leiden: k1 fJ + k 1J* - ____ 2 

- 11 '1 + I •. 
Zusatz: Als "projektive Transformation" wollen wir fortan eine ge

brochene lineare Substitution einer Veränderlichen bezeichnen, indem 
wir die Benennung "lineare Transformation" für die ganzen homogenen 
linearen Substitutionen zweier Veränderlichen vorbehalten. 

Eine projektive Transformation enthält drei "wesentliche" Kon
stanten. Stellt man nun neben 'YJ die drei ersten Ableitungen nach x, 
nämlich 'Yj', 'Yj(2) , 'Yj(3), so kann man (wie unten gezeigt wird) aus den 
Transformationsformeln für diese vier Funktionen durch Elimination 
der k1 , ks; ll' III eine Gleichung: c])('Yj*, 'Yj*', 'Yj*(2), 'Yj*(3») = c]){'Yj, 'Yj', 'Yj(2), 'Yj(S») 

gewinnen, d. h. einen Ausdruck c])('Yj, 'Yj', 'Yj(2) , 'Yj(3») herleiten, der bei be
liebigen projektiven Transformationen von 'Yj, also auch bei beliebigen 
Umläufen von x ungeändert bleibt, der mithin eine eindeutige Funktion 
R (x) von x ist. Also: 

'Yj genügt notwendigerweise einer Ditterentialgleichung dritter Ordnung 
von der Form 

c])('Yj, 'Yj', 'Yj(2}, 'Yj(3}) = R(x) , 

wobei die linke Seite die Eigenschaft hat, ungeändert zu bleiben, wenn ich 

;; t~ für'Yj setze und wo andererseits die rechte Seite eine eindeutige (und 
- wenigstens in den von uns zu betrachtenden Fällen - sogar rationale) 
Funktion von x darstellt. 
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Nun kommt es darauf an, einerseits die Gestalt der linken Seite zu 
finden, andererseits die eindeutige Funktion auf der rechten Seite aus
zurechnen (letzteres unter der Annahme, daß 'fj der Quotient zweier 
Lösungen einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ord
nung ist). 

Das erste Ziel erreichen wir am bequemsten mit Benutzung folgender 
überlegungen: 

Die aUgemeinste projektive Transformation setzt sich aus Transforma
tionen der spezieUen Gestalt 

'fj* = 'fj + C; 'fj* = k'fj; 'fj* = 1/-1 

zusammen, wo C und k =1= 0 beliebige Konstante bezeichnen. 
Der erste Differentialquotient 'fj' bleibt bei der ersten dieser Opera

tionen ungeändert, ebenso alle höheren Differentialquotienten 'fj(2), 'fj(3), ••• 

Dieselben sind also sämtlich "Differentialinvarianten" für die Trans
formationen der ersten Art; desgleichen jede rationale Verbindung der 
1/, 1/', 'fj(2), 'fj(S), ... Bei Anwendung einer Operation 'fj* = k'fj aber 
multiplizieren sich die 'fj', 'fj(2), 'fj(3), ••• sämtlich mit k; invariant bleiben 
daher die Quotienten irgend zweier Ableitungen, z. B. 'fj" l'fj' und 'fj(3) l'fj' 

ußd natürlich auch die Ableitungen irgendeines solchen Quotienten; 

z. B. :x (~). 
Aber bei Anwendung der Transformation 'fj* = 'fj-l bleiben auch 

diese Ausdrücke, die bei den Transformationen der beiden ersten Arten 
ungeändert bleiben, nicht invariant; es verwandelt sich vielmehr 

in 

Andererseits verwandelt sich 

In 
'YJ" 'YJ' --2-
'YJ' 'YJ ' 

('YJ") 
d -~' 'YJ" ('1')2 ---2-+2-. 

dx 'YJ 'YJ 

_ ~ ('YJ")2 in 1 ('YJ''')2 'YJ" (r/)2 
2 rl -2 ,/ +2-;J-2-;j' 

woraus sich durch Addition zur Transformierten von :x (~~ ergibt, daß 

der Ausdruck ~ ('YJ") _ ~ ('YJ/~2 
dx rl 2 'YJiJ 

auch bei der Transformation 'fj* = 'fj-l und also bei allen projektiven 
Transformationen ungeändert bleibt. Wir führen noch die Düferentia
tion aus und setzen für unseren invarianten Ausdruck, der unseren 
ganzen weiteren Betrachtungen zugrunde liegen wird, das abkürzende 
Zeichen ['fj], also: 

['fjJ = :x (~:) - ~ (~~2 = !1~~ _ ~ (~~2 . 
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Mit diesem Ausdruck haben wir die einfachste Differentialinvariante der 
projektiven Transformationsgruppe erhalten. 

Ein so wichtiger Differentialausdruck findet sich natürlich bereits 
in der älteren Literatur; doch ihn ausdrücklich betont und seine Be
deutung in ihrer ganzen Tragweite hervorgekehrt hat erst SCHWARZ, 
daher haben sich (nach dem Vorgange von CAYLEY und SYLVESTER) 
Benennungen wie "SCHWARzsche Differentialinvariante" , "SCHWARZ
scher Differentialparameter", "Schwarzianderivative" usw. vielfach 
eingebürgert [*]. 

Jetzt soll auch die Funktion R (x) auf der rechten Seite der Diffe
rentialgleichung für 'YJ berechnet werden. Wir haben dabei von der für 
Yl und Y2 geltenden Differentialgleichung 

y" + Py' + qy = 0 
auszugehen. 

Vergleichen wir unser Vorhaben, aus dieser linearen Differential
gleichung mit den partikulären Lösungen Yl' Y2 eine Differentialgleichung 
zu berechnen, welcher der Quotient Yl/Y2 der beiden Lösungen genügt, mit 
der Theorie der algebraischen Gleichungen, wo man die Auflösung einer 
algebraischen Gleichung auf die Auflösung einer anderen algebraischen 
Gleichung zurückführt, welcher eine (rationale) Verbindung der Wurzeln 
der ursprünglichen Gleichung genügt und welche man eine "Resolvente" 
der ursprünglichen Gleichung nennt, so werden wir folgende Ausdrucks
weise gerechtfertigt finden: 

Ich bezeichne die Differentialgleichung dritter Ordnung 

['YJ] = R(x) 

für 'YJ = ft als Differentialresolvente der vorgelegten Differential
Ya 

gleichung zweiter Ordnung 
y" + Py' + qy = o. 

Es ist nun die Resolvente wirklich zu berechnen. Aus: 

y~ + PYl + qYl = 0, 

y~ + PY; + qY2 = 0 

(Yl' Ys linear unabhängig) folgt durch Elimination von q: 

P __ Y~Y2 - Y~'Yl 
- Y~Y2 - Y~Yl 

(D = Y~Y2 - Y;Yl =f= 0 ist bekanntlich charakteristisch für die lineare 
Unabhängigkeit von Yl und Y2) [**]. 

Ferner ist (für Y2 =f= 0) 

1'1- Yl ",- , Y. 
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Nun ist wegen der für Y2 bestehenden linearen Differentialgleichung: 

Y~ + PY~ = -QY2' 
so daß sich also schließlich ergibt: 

Die Differentialresolvente dritter Ordnung der gegebenen linearen 
homogenen Ditferentialgleichung zweiter Ordnung heißt 

1 dp 
[17] = 2Q - 2 p2 - dx ' 

und hier steht rechter Hand ein rationaler Ausdruck in x, wenn wir p und 
Q als rationale Funktionen von x voraussetzen. 

Gehen wir insbesondere von unserer Differentialgleichung mit n, 
sämtlich im Endlichen gelegenen, singulären Punkten und regulärem 
Verhalten in allen Punkten aus 

" {1 - !x' - !x" 1 - -,;' - T'} , 
Y+ x-a + ... + x-t Y 

+ Y {<X' !X"(a-b) . . . (a-t) + ... + -';'T"~-at·· (t-s) + Gn _4 (x)} 
(x-a) ... (x-i) x-a x-t 

und bestimmen ihre Differentialresolvente, so ergibt sich [*]: 

[ ] = 1 {1 - !XB • (a - b) ... (a - t2 + ... 
17 (x - a) ... (x - t) 2 x - a 

+ 1 - -,;2 • (t - a) '" (t - s) + ( )} 
2 x _ t gn-4 X , 

wobei (X = (X' - (XII, ••• , T = T' - T" gesetzt und wo unter gn-4 eine, 
bei gegebenem Gn - 4 (x) eindeutig bestimmte, ganze rationale Funktion 
höchstens (n - 4)-ten Grades verstanden ist. Natürlich kommen in 
dieser Differentialgleichung für den Quotienten der beiden Partikular
lösungen nicht mehr die Exponenten (XI, (X" usw. selbst vor, sondern 
nur noch die Exponentendifferenzen (X = (X' - (X" usw. Eben dies ist 
eine wesentliche Vereinfachung gegenüber der ursprünglichen Gleichung: 

Beginn der dreiunddreißigsten Vorlesung. 
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Der ·Vorzug der Differentialresolvente dritter Ordnung gegenüber de1 
Differentialgleichung zweiter Ordnung ist der, daß bloß die Exponenten
differenzen, nicht die Exponenten selbst, hier attftreten. 

Man beachte übrigens, daß für uneigentlich singuläre Punkte (d. h. 
Exponentendifferenz gleich Eins) die zugehörigen Partialbrüche in der 
geschweiften Klammer wegfallen. 

Im Spezialfall der hypergeometrischen Funktion mit den singulären 
Punkten a, b, c und den Exponenten bzw. Exponentendifferenzen IX', IX"; 
ß', ß"; y', y"; ;. = IX' - IX", /l = ß' - ß"; 'P = y' - y" lautet die 
Differentialresolvente : 

[J= 1 {1-A2.(a-b)(~~~+1-/1-2.(b-a)(b=-cl 
'YJ (x-a)(x-b)(x-c) 2 x-a 2 x-b 

+ 1 - ,,2 . (c - a) ~ - b)}. 
2 x-c 

Läßt man insbesondere b nach x = 00 fallen, so werden 

a-b 
x- b' 

(b - a)(b - c) 
(x - b)(X - b) 

durch 1 zu ersetzen sein, so daß also 

und 
c-b 
x-b 

1 {1 - J.2 a - c 1 - fl2 I - v2 C - a} 
['YJ]= (x- a)(x-c) -2-' x- a + -2- +-2-' x~ , 

und wenn wir endlich a = 0; c = 1 setzen, so resultiert: 

1 { 1 - 12 1 - /1-2 1 - v2 } 
['YJJ = x(x- 1) -2X- + -·2 + 2"(X-=-1) , 

wobei wir die rechte Seite auch leicht in die Form umsetzen können, 
in der sie sich bei SCHWARZ ([ 1J) findet: 

1 - ).2 1 - v2 ,\2 + y2 - /1-2 - 1 
['YJJ = 2"X2 + 2(x _ 1)2 + 2X(X _ 1) = R(x; ;., /l, v). 

§ 28. Allgemeine Lösung der Differentialgleichung dritter Ordnung. 
Konforme Abbildung. 

Nunmehr überlegen wir, was wir über die allgemeine Natur der 
Lösung einer solchen Differentialgleichung ['YJJ = R (x), insbesondere 
über die durch eine solche Lösung vermittelte konforme Abbildung aus
sagen können. 

1. Es sei 'YJo (x) eine (beliebig vorgegebene "partikuläre") Lösung der 
Differentialgleichung; dann lautet die allgemeine Lösung 

IX I'} 0 + ß 
{"Io + lJ ' 

unter IX, ß, y, «5 irgendwelche beliebige Konstanten, die sog. Integrations
konstanten, verstanden, mit IX«5 - ßy =1= o. 
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Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung dritter Ordnung ergibt 
sich aus einer beliebigen partikulären Lösung durch allgemeine projektive 
Transformation. 

2. Wenn wir solche projektive Transformationen der 1]-Veränder
lichen geometrisch untersuchen wollen, so ist es immer besser, 1] nicht 
in der Ebene, sondern, nach RIEMANN, auf einer Kugel zu deuten (vgl. 
S.48ff.). 

Der Vorzug der Deutung auf der Kugel ist insbesondere der, daß 1] = 00 

keine andere Deutung findet als jeder andere Wert von 1] auch, wie das der 
prinzipiellen Benutzung projektiver Transformationen entspricht. 

Diese Zweckmäßigkeit der Kugel als Substrat für die geometrische 
Deutung der Funktion 1] hat SCHWARZ bestimmt, den Buchstaben s 
(d. h. sphärische Funktion; vgl. p, d. h. periodische Funktion) zu wählen. 

3. Um die durch 1](x) gegebene konforme Abbildung zu studieren, 
werden wir zuerst den Charakter derselben an einzelnen Punkten in der 
Weise untersuchen, daß wir für jeden Punkt einen passenden speziellen 
Zweig 1] aussuchen und die durch diesen bewirkte konforme Abbildung 
betrachten, um dann durch eine projektive Transformation zu der all
gemeinen Abbildung aufzusteigen. 

3 a. Wir fassen zuerst eine gewöhnliche Stelle x = X o der ursprüng
lichen (beispielsweise also der hypergeometrischen) Differentialgleichung 
ins Auge. Dort besitzt die ursprüngliche lineare Differentialgleichung 
zwei partikuläre Lösungen von der Gestalt 

I,ßl (0) ± 0 

1,ß2 (0) =\= 0 

so daß also die Resolvente eine partikuläre Lösung 1] = Yl von der Form 
Y2 

1] = (x - xo) I,ß (x - xo) = C (x - xo) + ... 
besitzt, wo C =\= 0 und wobei unter I,ß (z) stets Potenzreihen in z ver
standen werden. Man sieht also: 

Die Abbildung in der Umgebung der gewöhnlichen Stelle x = X o ist 
bei gehöriger Auswahl der Partikularlösung 1] in erster Annäherung durch 
C(x - xo) gegeben (C =\= 0). Die Abbildung ist also (regulär) konform. 

3 b. Es sei x = a eine gewöhnliche singuläre Stelle der ursprünglichen 
Differentialgleichung mit den Exponenten (x' und (XII, d. h. es soll kein 
Ausnahmefall vorliegen, also (X = (X' - (X" nicht ganzzahlig sein (vgl. 
§ 7). Es existieren dann zwei Partikularlösungen 

Yl = (x - a)<X'l,ßl (x - a), 

Y2 = (x - a) <x" 1,ß2 (x - a) 

und also eine Partikularlösung der Resolvente: 

I,ßl (0) =1= 0 

~2(0) =1=0 

l'j = (x - a)<x~ (x - a) = C (x - a)<x + "', wobei (X = (X' - (X", C =1= o. 
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In der Umgebung der singulären Stelle x = a liejert also eine zweckmäßig 
herausgesuchte Partikularlösung 1] in erster Annäherung die gleiche Ab
bildung wie C (x - a)", wobei ex keine ganze Zahl ist (C =1= 0). 

3 c. Für einen Ausnahmepunkt erster Ordnung x = a seien ex', ex" die 
beiden Exponenten, der kleinere IX', der größere IX", die Differenz 
ex = IX' - IX" also eine negative ganze Zahl oder Null. Es gibt (vgl. 
§ 8) zwei Partikularlösungen Yl' Y2 der linearen Differentialgleichung: 

Yl = (x - a)"'~l(x - a) + (x - a)""~2(X - a) log (x - a), 

Y2 = (x - a)'""~2(X - a). ~1(0) =1= 0, ~2(0) =1= o. 
Daraus folgt: In der Umgebung eines Ausnahmepunktes erster Ordnung 
gibt es eine (geeignete) Partikularlösung der Difjerentialresolvente, welche 
eme Reihenentwicklung jolgender Form besitzt: 

1] = (x - a)'"~(x - a) + log (x - a), ~(O) =1= 0 

wo IX entweder Null oder eine negative ganze Zahl ist. 
3 d. In einem Ausnahmepunkt x = a von zweiter Ordnung sei ex' > ex" 

(die Exponenten müssen ja verschieden sein). 
Aus den beiden partikulären Lösungen 

folgt: 

Yl = (x - a)'"'~l(X - a), 

Y2 = (x - a)'""~2 (x - a) 

1] = (x - a)"'~(x - a) 

mit positivem ganzzahligem IX und ~ (0) =1= O. 

~l (0) =1= 0 

~2 (0) =1= 0 

Bei einem Ausnahmepunkt zweiter Ordnung jällt das logarithmische 
Glied wieder fort. Die durch 1] vermittelte Abbildung ist dann und nur 
dann (regulär) konform, wenn die Exponentendifferenz IX gleich Eins 
ist (wenn also ein "uneigentlich" singulärer Punkt [vgl. S. 114J 
vorliegt). 

Hat man andererseits einen einfachen Nebenpunkt (vgl. § 24), so 
ist daselbst IX' = 2, ex" = 0, also ex = 2. D. h.: 

Insbesondere wenn ein einfacher Nebenpunkt vorliegt, haben wir tür 
eine zweckmäßig herausgesuchte Partikularlösung in erster Annäherung 

1] = C(x - a)2. 

Was können wir nun - nach diesen Sätzen betreffend den Charakter 
der Abbildung in einzelnen Punkten - über den Gesamtverlauf der 
Abbildung aussagen? Wir bemerken zunächst: 

Um die Gesamtabbildung zu studieren, welche 1] von der x-Ebene ent
wirft, werden wir die x-Ebene mit einem Querschnittsystem versehen, welches 
durch alle singulären Punkte hindurchgeht. Beispielsweise können wir die 
x-Ebene im Falle der P-Funktion durch einen Kreis, welcher durch die 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 10 
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drei singulären Punkte hindurchgeht, in zwei Kreisscheiben (Halbebenen) 
zerlegen und die Abbildung der einzelnen Kreisscheibe (Halbebene) 
untersuchen. 

Dies ist aber doch nur eine spezielle Maßnahme; allgemeiner und im 
allgemeinen zweckmäßiger ist folgende Zerschneidung: 

Wir legen von irgendeinem beliebigen Punkte 0 der x-Ebene nach 
jedem der drei singulären Punkte je einen Einschnitt . Wir versehen 

diesen Einschnitt (der etwa ein geeigneter Strek
kenzug sein kann) mit einem Durchlaufungssinn 
(wobei etwa 0 der Anfangspunkt wird) und 
gründen darauf in bekannter Weise die Unter
scheidung der beiden "Ufer" unseres Schnittes in 
ein positives und ein negatives Ufer (s. die Fig. 25) . 

Die Abbildung dieser aufgeschnittenen x-Ebene 
Fig.2; . Zerschneidullg der auf die 1]-K ugel ergibt ein Sechsseit, dessen a1lf
x-Ebene vom Punkte 0 aus. 

einanderfolgende Kanten paarweise zusammen-
gehören, wie es in der Fig. 26 angedeutet ist. (Daß 
der Bildbereich, wie in der Figur, die 1] Kugel 
nur schlicht, d. h. einfach, überdeckt, ist natür
lich nur ein besonderer Fall.) 

Über die Art, wie die einzelnen Punkte der 
zusammengehorigen Kanten einander zugeordnet 
sind, können wir gleich noch Genaueres aus

Fig. 26. Bildbereicb der zer. sagen: \\Tenn wir in der x-Ebene (kurz gesagt) 
scbnlttenen _.·Ebene in der "on dem negativen Ufer etwa des Schnittes Oa 

'1·Ebene (schematisch). 

(J 

ausgehend zu demselben Punkt auf dem positiven 
l'fer gelangen wollen, müssen wir einen positiven Umlauf um den Punkt a 
ausführen. Dabei erleidet aber 1] eine ganz bestimmte projektive 
Transformation A (1]) . 

Entsprechend hat man längs Ob bzw. längs Oc eine Transformation 
B (1]) bzw. C (1]). 

Die Werte von 1] auf dem einen Ufer jedes der Schnitte gehen also 
aus dem Wert von 1] auf dem anderen Ufer je durch eine projektive 
Transformation hervor, d. h. in der 1]-Ebene sind je zwei zusammen
gehörige Punkte des Randes durch eine bestimmte projektive Trans
formation einander zugeordnet. Zusammengefaßt: 

Des näheren wird die Zusammengehörigkeit von iedesmal zwei Kanten 
unseres Sechsseits durch proiektive Transformationen A bzw. Bund C 
gegeben, so wie es in der Fig. 26 durch die Pfeilkreise angedeutet ist. 
Auf der 1]-Kugel erhalten wir als Abbildung der aufgeschnittenen x-Ebene 
ein Sechsseit, dessen Kanten paarweise proiektiv einander zugeordnet 
sind. 

In diesem projektiven Charakter der Zuordnung drückt sich offenbar 
das innere Wesen der 1]-Funktion aus. 
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§ 29. Beziehung zur linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung; 
RICCATIsche Differentialgleichung. 

\Vir wollen heute auf das Verhältnis der Differentialresolvente dritter 
Ordnung zu der ursprünglichen linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung etwas näher eingehen. Zunächst sehen wir durch Abzählung 
der Konstanten, daß die Resolvente weniger Konstanten enthält als die 
lineare Differentialgleichung, daß sie also tatsächlich (wenigstens in ge
wisser Hinsicht) eine Vereinfachung gegenüber derselben vorstellt. 

Die lineare Differentialgleichung hat, wie wir früher (§ 26) gesehen 
haben, 4n - 7 wesentliche Konstanten bzw., wenn wir noch k Neben
punkte zulassen, 4n - 7 + k wesentliche Konstanten. Desgleichen hat 
die zugehörige Gruppe linearer Substitutionen 4n - 7 wesentliche Kon
stanten. 

Die Konstanten der Differentialresolvente sind dagegen die folgen
den: n - 3 unabhängige Doppelverhältnisse der n Punkte a, b, ... , t; 
ferner n Exponentendifferenzen IX, ß, ... , 7:, welche voneinander un
abhängig sind; und schließlich n - 3 akzessorische Parameter (Koeffi
zienten von gn-4(X)). Dies sind zusammen 3n - 6 wesentliche Kon
stanten. Bei Adjunktion von k Nebenpunkten erhöht sich die Zahl auf 
3n - 6 + k. 

Die Gruppe der projektiven Transformationen, welche die Lösung "I 
bei geschlossenen Umläufen des x erleidet, hat n Erzeugende A, B, ... , T 
mit je drei Konstanten (da es nur auf das Verhältnis k1 : k2 : 11 : ls an
kommt; vgl. S. 139). 

Da aber diese Erzeugenden A, B, ... , T der Relation 

ABC ... T = 1 

genügen, so enthalten sie im ganzen nur 3 n - 3 unabhängige Kon
stanten. Von diesen sind aber noch drei als unwesentlich abzuziehen, 
falls man (was wir hier annehmen wollen) noch dreien der Konstanten 
der Gruppe beliebige Werte erteilen kann (durch geeignete Bestimmung 
der in "I noch willkürlichen drei Integrationskonstanten). Somit bleiben 
3 n - 6 wesentliche Konstanten. 

Während also die lineare Diflerentia1g1eichung zweiter Ordnung mit 
k Nebenpunkten 4n - 7 + k und die zugehörige Gruppe 4n - 7 wesent
liche Konstanten besitzt, hat die Diflerentia1reso1vente dritter Ordnung nur 
J n - 6 + k und die zugehörige Gruppe projektiver Transformationen 
J n - 6 wesentliche Konstanten. 

Daß in dieser Beziehung die Resolvente einen einfachen Charakter 
besitzt, darf uns aber nicht etwa dazu verleiten, in Zukunft unsere Be
trachtungen auf die Differentialgleichung dritter Ordnung zu be
schränken; denn: 

Beginn der vierunddreißigsten Vorlesung. 
10· 
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Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung hat vor der Diffe
rentialgleichung dritter Ordnung eine Reihe feinerer Eigenschaften voraus, 
wie denn z. B. die ganze Lehre von den verwandten Funktionen sich nur 
in unvollkommener Weise auf die Differentialgleichung dritter Ordnung 
übertragen läßt. 

Wenn wir von der Differentialgleichung dritter Ordnung für 1] zu 
der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung für Yl' Ys über
gehen, so spalten wir damit gewissermaßen die Veränderliche 1] in zwei 
homogene Veränderliche Yl und Ys' Wie wir hiermit wirklich eine Ver
feinerung der Fragestellung vornehmen, so wird es in gewisser Hinsicht 
noch eine weitere Verfeinerung bedeuten, wenn wir konsequenterweise 
auch die Veränderliche x in zwei homogene Veränderliche Xl' Xs spalten, 
d. h. wenn wir, statt der Funktionen von x, "Formen" von Xl' Xs be
trachten. Also: 

So gut es vorteilhaft ist, 1] in Yl' Ys zu spalten, so ist es für noch ein
gehendere Betrachtungen nützlich, auch an Stelle von X homogene Ver-

änderliche einzuführen, d. h. X = Xl zu setzen. Der zweckmäßige syste-
X2 

matische Gang scheint zu sein, daß wir mit dem 1] (x), d. h. mit der Diffe
rentialgleichung dritterOrdnung beginnen, daß wir dann Yl/Ysfür1] einführen, 
d. h. zur linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung aufsteigen, und 
endlich, daß wir auch X in Xl' XI spalten und nicht mehr Funktionen von 
X, sondern Farmen von Xl' Xs untersuchen. 

Ich will nun noch die Formeln angeben, durch welche man von der 
Differentialgleichung dritter Ordnung zur linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, d. h. von 1] zu Yl' Ya zurückgelangt. Es folgt näm
lich aus 

y'{ + PYi + qYl = 0 und Y2 + Py~ + qYa = 0 

die Formel 
p = - (YIYa - Y2Yl) : (Yl Ys - Y~Yl) 

und hieraus durch Integration (längs eines passenden Weges): 
Z 

C*-J pdx = 10g(Yl Ys - Y2Yl) 
z. 

oder 
Z 

-Jpdz 
YlY2 - Y~Yl = Ce x. 

(sog. ABELScher Satz). Andererseits ist, wenn 1] = Yl gesetzt wird: 
Ya 

z 
-Jpdx 

Tl _ Y~Y2 - Y~Yl _ Ce z • . , - -yr -- - -rl-
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und folglich :11 :11 
-tfpd:ll 1 -ijpdz 

y--e:ll· . 
11- cy? ' Y = ~e :11. 

1 cY~-' 

Diese Formeln wollen wir noch für die Differentialgleichung mit n 
singulären Punkten a, b, ... , t und den Exponenten (x', (X"; ß', ß"; 
... ; T', T" spezialisieren. Für diese ist zu setzen: 

1-IX'-IX" 1-ß'-ß" 1-r'-r" 
p = x - a + x- b + ... + ---x=.-t-' 

1 r ",'+","-1 P'+P"-1 ,'+'''-1 
e -2. pdz = (x _ a)--2 - (x _ b)-2- ... (x _ t) 2 

also (wenn noch c = 1): 
",'+","-1 p'+P"-1 ,'+,"-1 

Yt =} (x - a)----2-(x - b)-2- ... (x - t)-2-, 
f TJ' 

",'+","-1 {I'+{I"-1 ,'+,"-1 
Yll = ,~ (x - a)-2- (x - b) -2- ... (x - t)-2 -. 

f TJ' 

Des vollständigeren überblicks halber müssen wir auch noch eine 
gewisse Dilferentialresolvente erster Ordnung unserer linearen Differential
gleichung zweiter Ordnung ins Auge fassen. 

Es sei Y eine mit Y verwandte Funktion, d. h. eine solche, deren 
passend ausgewählte Zweige bei jedem Umlauf von x dieselbe lineare 
Substitution erleiden wie die entsprechenden Zweige von y. Es seien 
Yl und Y1 irgend zwei entsprechende Zweige der einen und der anderen 
Funktion. Wir bilden nun, wie früher, an Stelle des Quotienten aus 
zwei Zweigen ein und derselben Funktion den Quotienten zweier ent
sprechenden Zweige verschiedener verwandter Funktionen, also 

YJ w=
Yl 

Ein Quotient dieser Art ist uns schon von GAusS' Kettenbruch her bekannt 
(vgl. § 25). 

Ein spezieller Fall ist es, wenn wir Y1 = Yi setzen, denn Yi ist ja 
eine mit Yl verwandte Funktion. übrigens läßt sich das allgemeine 

w = y 1 leicht auf diese spezielle Funktion w = Y~ zurückführen; Y 1 
~ ~ 

muß sich nämlich durch die zwei mit ihm verwandten Funktionen Yl 
und Yi linear mit rationalen Koeffizienten zusammensetzen: 

Y1 = m(x)Y1 + n(x)Yi. 
Dann ist aber 

Y , 
--.! = m(x) + n(x) ~. 
YI Yl 

Es kommt also in vieler Hinsicht auf dasselbe hinaus, ob ich den allgemeinen 
Quotienten Y l/Yl in Betracht ziehe oder den speziellen Quotienten Yi/Yl. 
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Lasse ich nun x irgendwelche Umläufe machen. so werden Yl und Y1 

beide dieselbe lineare Substitution erfahren. der Quotient wird sich in 
einen Ausdruck der allgemeinen Gestalt 

CI Y 1 +C2 Y 2 

C1Yl + C2Y. 
verwandeln. 

Der allgemeinste Wert. den w annimmt. ist in der Gestalt 

C1 Y 1 +C.Y2 

CIYl + C2Y. 
enthalten. 

Ein solcher Ausdruck enthält aber nur eine einzige willkürliche Kon
stante; daher wird er einer Differentialgleichung erster Ordnung genügen 

müssen. Diese ist leicht auszurechnen: Aus w = Y1 folgt 
Yl 

dw 1 dY1 Y 1 dYl 
dx = Yl ([i"" - Yl1 dx • 

Nun sind dY1/dx und dYI/dx selbst mit Yl und Yl verwandt. müssen 
sich also in der Gestalt ausdrucken 

~~l = r(x) Y l + s(x) Yl; ~~l = u(x) Y l + v (x) Yl' 

Setzt man dies in den Ausdruck für dw/dx ein. so ergibt sich: 
dw -;r;- = s (x) + (r(x) - v(x)) w - u (x) w2 • 

Unsere Differentialresolvente erster Ordnung hat die allgemeine Gestalt: 
dw -;r;- = s + (r - v) w - uw2 , 

unter r, s. u. v rationale Funktionen von x verstanden. 
Verstehen wir unter w speziell den Quotienten yi/Yl' so bekommen wir: 

dw = Y~' _ (~~_)2 = _p Y: _ q _ (Y~)2. 
h ~ ~ ~ ~ 

D. h.: Die spezielle Gestalt unserer Resolvente heißt 
dw dx = - q - pw - U,2. 

Diese spezielle und ebenso die zuerst angegebene allgemeine Dilferential
gleichung tür w haben die Form 

~: = A (x) + B(x) w + C(x) w2 , 

wo A (x). B (x). C (x) rationale Funktionen von x sind; der Spezialfall 
C (x) == 0 mag im folgenden außer Betracht bleiben. Eine solche Diffe
rentialgleichung nennt man jetzt eine IIRICCATISche Differentialgleichung" 
(obwohl RICCATI selbst nur eine spezielle Gleichung dieser Art betrachtet 
hat. welche denn auch von alters her den Namen von RICCATI trägt; 
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vgl. § 31. Wir werden morgen auf diese spezielle RICCATIsche Diffe
rentialgleichung zurückkommen). 

Unsere Dilferentialresolvente erster Ordnung hat die Gestalt einer all
gemeinen RICCATIschen Differentialgleichung, und umgekehrt kann fede 
RICCATISche Differentialgleichung als Differentialresolvente erster Ordnung 
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung angesehen werden. 

Zum Beweise der soeben behaupteten Umkehrung braucht man nur 
rückwärts in die RICCATIsche Differentialgleichung an Stelle von w die 
neue Unbekannte 

D = e-fC(z)w(z)dz 

einzuführen. Man erhält: 

{J" + A(x)C(x)D - (B(x) + ~(~D{J' = 0, 

w. z. z. w. 
Wir mußten auf diese Differentialresolvente erster Ordnung des

wegen eingehen, weil bei LIE die RICCATIsche Gleichung an die Spitze 
gestellt wird. Morgen wollen wir diese LIEsche Behandlung und über
haupt LIES Betrachtungsweise mit der unseren etwas eingehender ver
gleichen. 

§ 80. Exkurs über die LIEsche Auffassung. 
Um nun heute auf den Unterschied der in dieser Vorlesung festzu

haltenden Betrachtungsweise gegenüber derjenigen von LIE [*] näher 
einzugehen, so haben wir: 

erstens einen allgemeinen Punkt hervorzuheben, der einen inneren 
Unterschied in der Sache selbst begründet. Nämlich: 

Ein innerer Unterschied ist, daß LIE die vorkommenden Funktionen 
A, B, C z. B. nicht näher spezifiziert, sondern nur allgemein als "bekannt" 
ansieht (z. B. lediglich Regularität in der Umgebung der betrachteten Stelle 
fordert), während wir genau sagen, ob es algebraische Funktionen sein 
sollen, ob sie rationale Funktionen sein sollen, wo sie unendlich werden 
sollen, wie sie unendlich werden sollen usw. 

Man könnte dies unterscheidende Merkmal also etwa so formulieren: 
Bloß allgemeine Annahme über die Funktionen gegenüber expliziter Fest
legung der Funktionen. 

Ein zweiter Punkt betrifft mehr die äußere Darstellung als das innere 
Wesen der Sache; es handelt sich nämlich um die Art der geometrischen 
Interpretation. Während wir eine funktionelle Abhängigkeit 1] (x) als 
konforme Abbildung einer x-Ebene auf eine 1]-Ebene deuten, wobei dann 
auch die Verhältnisse im komplexen Gebiet zur Anschauung kommen, 

Beginn der fünfunddreißigsten Vorlesung. 
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deutet LIE die beiden Veränderlichen in derselben Ebene als Koordinaten 
eines Punktes, so daß eine Funktion 1] (x) durch eine Kurve in der Ebene 
repräsentiert ist. Dabei kommen unmittelbar nur die reellen Werte 
von x und 1] zur Geltung, und jedenfalls wird die Ausdrucksweise immer 
so gewählt, als ob x und 1] reell wären. 

Drittens wollen wir geradezu die LIEsche Interpretation von 'YJ (x) 
der unserigen gegenüberstellen. 

Wir sagten, 'YJ (x) bilde die aufgeschnittene x-Ebene auf einen gewissen 
Bereich über der 'YJ-Ebene ab; und den Übergang von 1] zu einer anderen 

Lösung ~:~ t 72
2 bezeichneten wir als eine "projektive Transformation". 

welcher wir den Bereich über der 'YJ-Ebene unterwerfen. Bei LIE bedeutet 
'YJ (x) einen Kurvenzug in einer x, 'YJ-Ebene, und der Übergang von einer 
Lösung zu einer anderen kommt auf eine Transformation dieser Kurve 

vermöge ein-eindeutiger Zuordnung von (x, 'YJ) zu (X,.~: ~ t ~2) hinaus. 

Bei dieser Transformation verschiebt sich jeder Punkt der Kurve 
auf seiner Ordinate um einen Betrag, der nur von dem Werte der Or
dinate des betreffenden Kurvenpunktes 'YJ abhängt. Es ist das jedoch 
keine "projektive Transformation der Ebene", da die transformierten 
x, 'YJ keineswegs denselben Nenner haben. Es gehen also nicht alle Ge
raden der Ebene wieder in Gerade über, sondern (wenigstens für 11 =1= 0) 
nur die senkrechten und wagerechten Geraden, erstere immer in sich 
selbst, von letzteren bei jeder Transformation (im allgemeinen) zwei in 
sich selbst. - Ferner ist noch folgender Unterschied in der Ausdrucks
weise anzumerken: 

Unsere projektiven Transformationen des 'YJ-Bereiches über der Kugel 
besitzen drei komplexe, also sechs Parameter; die Schar der LIEschen 
Transformationen der Ebene dagegen hat, gemäß der Beschränkung auf 
reelle Größen, nur drei reelle Parameter, nämlich die Verhältnisse 
k1 : k2 : 11 : 12 • 

Viertens wollen wir in gleicher Weise die Lösungen w(x) der RICCATI
schen Differentialgleichung deuten. 

Die allgemeine Lösung der RICCATIschen Differentialgleichung hat 
die Gestalt 

also einen komplexen (und folglich zwei reelle) Parameter. Dem ent
spricht bei uns eine, zwei reelle Parameter enthaltende Schar von kon
formen Abbildungen der x-Ebene. In der LIEschen Deutung dagegen 
erhalten wir eine einparametrige Schar von Kurven in der (x, w) Ebene. 
Über diese Kurven kann man einen gewissen Satz aufstellen; wir be
haupten nämlich: 

Die verschiedenen Parallelen zur y-Achse werden von vier beliebig 
herausgegriffenen RICcATlschen Kurven jedesmal nach demselben Doppel-
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verhältnis geschnitten, oder, was dasselbe ist: Die y-Parallelen werden durch 
die ganze Schar der RICCATIschen Kurven projektiv aufeinander bezogen. 
Zum Beweise sei etwa 

Cl Yl + C2 Y2 

w3 = ClYl + C2Y2 ' 

C~Yl + C~Y2 
w4 = C~Yl + C~Y2 • 

Wir bilden das Doppelverhältnis 

(w3 - W l )(W4 - w 2) 

(w3 - W 2)(W4 - Wl) , 

und so finden wir für dasselbe den Wert c2 c: , also in der Tat einen Aus-
ClC. 

druck, der nur von der Auswahl der vier Kurven abhängt, von x aber 
unabhängig ist und also beim Übergang von einer Ordinate zu einer 
anderen, d. h. bei Änderung des x, sich nicht ändert. 

Vermöge dieses Satzes kann man aus drei gegebenen RICCATISchen 
Kurven jede vierte RICCATISche Kurve eindeutig konstruieren (sobald nur 
ein Punkt von ihr gegeben ist). 

Für die Deutung durch konforme Abbildung heißt das, daß man aus 
irgend drei RICCATISchen Abbildungen jede vierte eindeutig konstruieren 
kann. 

Für diejenigen, welche mit der LIEschen Transformationstheorie ver
traut sind (vgl. etwa LIE [1J), bemerke ich noch: Der Satz von der pro
jektiven Zuordnung der y-ParaUelen durch die RICCATlsche Kurvenschar 
kommt bei LIE von selbst heraus, indem er die rechte Seite der Gleichung 

dw = (A + Bw + Cw2 ) dx 

als Symbol einer infinitesimalen projektiven Transformation ansieht, 
welche werleidet, wenn x um dx wächst. 

Fünftens: Endlich will ich noch den Zusammenhang zwischen den 
beiden Resolventen, nämlich zwischen der Resolvente dritter Ordnung und 
derjenigen erster Ordnung angeben. Derselbe ist sehr einfach: Sei, wie 
früher: 

x 
1 --lJpdx 

Y = Re x. 

dann ist x 

logy = -i/pdx - ilog1]'; 
Xo 

mithin Y' d 1 1 1'/' 
W = Y = dx (logy) = -2P - 2 1'/ . 

Also: Der direkte Übergang von 'YJ zu w wird durch die Formel 
P '7/1 w=------
2 2'7' 

geliefert. 
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Umgekehrt wird 

" d 
rJ, = -d (log1]') = - (p + 2w) 
rJ :\: 

und also 
fZ 

J{ -j~P+2W)dX} 1] = e b dx (a, b passend gewählt). 
a 

Beim Übergang von 'f} zu der linearen Differentialgleichung für y 
kann man noch p beliebig vergeben, insbesondere kann man p = 0 

setzen. Dann wird w = - 2rJ;. Diese spezielle RICCATISche Funktion 

tritt in unserem SCHwARzsehen Differentialparameter 

d(::) _ !(rJ'.1)2 = _2(d( --?~) + (_ L)'2) = _2(dW + w2) dx 2 rJ' dx 2rJ' dx 
unmittelbar auf, und die Resolvente dritter Ordnung ist also im Falle 
p = 0 nur eine andere Schreibweise für die Resolvente erster Ordnung 
und umgekehrt. 

In der Tat geht wegen des Bildungsgesetzes des SCHwARZsehen Ditte
rentialparameters unsere Ditterentialgleichung dritter Ordnung (S. 142) 

( rJ") 
d ,rJ' _!(rJ")2 = 2q dx 2 rJ' 

sofort in eine RICCATISche Ditterentialgleichung 
dw dx = -q - w2 

über, sobald man - i;, = w setzt. 
Soviel über das Verhältnis unserer Untersuchungen zu der Be

trachtungsweise von LIE [*J. 

§ 31. Gewöhnliche RICCATISche Differentialgleichung. BEsSELsche 
Funktionen. 

Ich muß nun sChließlich noch einige historische Bemerkungen betretts 
der ursprünglichen RICCATISchen Differentialgleichung und mit ihr zu
sammenhängender Probleme zufügen. 

Wenn wir allgemein die Gleichung 

dw dx = A + Bw + Cw2 

als "RICcATlsche Differentialgleichung" benannten, so sind wir damit 
über RICCATI selbst und über die in den gewöhnlichen Lehrbüchern der 
Differentialrechnung gebräuchliche Terminologie weit hinausgegangen. 
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CONTE JACOPO DI RICCATI [1] behandelte 1723 und 1724 in den 
Leipziger "Acta eruditorum" (dem ersten deutschen mathematischen 
Journal) eine Differentialgleichung, welche sich, wie DANIEL BER
NOULLI [1] zeigte, auf 

dw - =kxm -w2 
dx 

zurückführen läßt, und untersuchte, wann man diese Gleichung durch 
niedere Funktionen integrieren könne [*J. Diese Frage werden wir 
später für lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung ganz all
gemein erledigen (vgl. speziell S. 284ff.); das Hauptinteresse aber bietet 
uns im übrigen gerade der Fall, wo die Gleichung nicht durch niedere 
Funktionen zu integrieren ist, wo sie also eine neue Gattung von Funk
tionen definiert, und es ist uns am meisten an dem Beweis gelegen, 
daß die Gleichung im allgemeinen Falle nicht durch niedere Funktionen 
integrierbar ist. Es ist dies eben der moderne funktionentheoretische 
Standpunkt, entgegengesetzt der in den älteren Lehrbüchern vertretenen 
Auffassung. 

Die der eigentlichen RICCATISchen Differentialgleichung entsprechende 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Resolvente sie ist, 
lautet: y" = kxmy. 

In der nächsten Stunde werden wir den Zusammenhang dieser 
Gleichung mit der sog. "BEssELsch~n Differentialgleichung" kennen
lernen, welch letztere man durch eine einfache Transformation aus un
serer Gleichung erhält. 

Wenn wir heute, wie wir es in der vorigen Stunde in Aussicht stellten, 
die zur eigentlichen RICCATISchen Differentialgleichung gehörige lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

y" = kxmy 

etwas näher ins Auge fassen wollen, so können wir jedenfalls von vorn
herein sagen, daß (abgesehen vom Falle m = -2, der im allgemeinen 
nur auf Potenzen als Lösungen führt [**]) der Wert der Konstanten k 
unwesentlich ist, da man ihn durch eine Substitution cx für x (bei 
passend gewähltem c) in jeden anderen Wert überführen kann (dabei sei 
k =f= 0 angenommen). 

Wir setzen m als reell und speziell als rational voraus. Solange m 
keine ganze Zahl ist, sind die Punkte x = 0 und x = 00 als Verzweigungs
punkte einer RIEMANNschen Fläche anzusehen, auf welcher man jetzt 

Beginn der sechsunddreißigsten Vorlesung. 
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die Lösungen Y1, Y2 ebenso zu studieren hat, wie früher bei den Diffe
rentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten auf der schlichten x
Ebene; dabei spielen in der Umgebung der Punkte x = 0 und x = 00 

Entwicklungen, welche nach Potenzen von x l /m. bzw. (~Tm. fortschreiten 

(unter m2 den Nenner von m verstanden), dieselbe Rolle, wie an einer 
anderen Stelle Xo Entwicklungen nach Potenzen von x - xo. 

Dabei können aber, hinsichtlich der Differentialgleichung, die 
Stellen x = 0 und x = 00 jede singulär oder nichtsingulär ("regulär") 
sein, und zwar bei ganzzahligem m folgendermaßen: 

Wenn m > 0 ist, so ist der Punkt x = 0 ein gewöhnlicher Punkt, 
der Punkt x = 00 eine Unbestimmtheitsstelle (vgl. die Anmerkung [**] 
zu S.116). 

Wenn m = -1 ist, so ist x = 0 eine Stelle der Bestimmtheit, x = 00 

eine Unbestimmtheitsstelle. 
Für m = -2 sind x = 0 und x = 00 beide Stellen der Bestimmtheit. 
Für m = -3 ist x = 0 eine Unbestimmtheits-, hingegen x = 00 eine 

Bestimmtheitsstelle. 
Für m < -4 ist x = 0 Stelle der Unbestimmtheit, aber x = 00 ein 

regulärer Punkt. 
Ich will nun den Zusammenhang der eben besprochenen Gleichung 

mit der sog. "BEssELschen Differentialgleichung" auseinandersetzen. 
Letztere lautet: 

d2 v + ~ dv +(1 _ n 2
) v = o. 

dz2 Z dz Z2 

Die BEssELsche Differentialgleichung besitzt zwei singuläre Punkte, und 
zwar eine Stelle der Bestimmtheit bei z = 0 mit den Exponenten + n und 
- n, und eine Unbestimmtheitsstelle bei z = 00. 

Die BEssELsche Differentialgleichung kann als ein Grenzfall der hyper
geometrischen Differentialgleichung angesehen werden, welcher eintritt, 
wenn man die beiden singulären Punkte 1 und 00 zusammenrücken läßt [*J. 

Wir können uns dies in folgender Weise deutlich machen. Die hyper
geometrische Differentialgleichung mit den singulären Punkten 0, c, 00 

nebst den zugehörigen Exponenten A', A"; v', v"; /1:, /1:' lautet: 

P" + {1 - J.' - J." + 1 - "" - "'''} P' 
z z - c 

+ _~{-cJ.'J." + ' "+ C"";/'} = o. 
z(z - c) z f-l f-l z - c 

Wir setzen hierin A' = + n, A" = - n und schreiben die Differen
tialgleichung folgendermaßen um: 

, {1 1 - "" - "'''l {cn2 p,'p," - ;/"''' ;/"'''} 
P' + Z + ~c-r P' + Z2 (z _ c) + z(z -0 + (z _ C)2 P = o. 
~un lassen wir c gegen 00 wachsen, zugleich aber auch v' und v", und 

,l ;/' 
zwar derart, daß v' + v" beschränkt bleibt und -2 - 1 geht. (Es c 
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genügt: v' = ic, v" = -ic zu setzen.) Ebenso lassen wir ,,! und Il" 
wachsen, und zwar so, daß p' ,u" - v' v" beschränkt bleibt. Dann be
kommt man die Differentialgleichung 

P" + ~ P' + (1 _ n2
) P = 0 

Z Z9, J 

d. h. in der Tat genau die BEssELsche Gleichung. 
Es handelt sich nun um den Zusammenhang dieser BEssELschen mit 

der RICCATlschen Differentialgleichung. Wir werden denselben durch 
eine einfache Substitution herstellen können. 

Die BEssELsche Differentialgleichung 

fiBv + ~ dv + (1 _ n2
) V = 0 

dzZ z dz Z2 

besitzt an der Bestimmtheitsstelle z = 0 zwei Partikularlösungen der 

Gestalt: VI = zn $1 (Z2) , V2 = Z-n$2(z2), 

wobei $1(0) =f= 0, $2(0) =f= 0; vom Fall n = 0 sehen wir im folgenden 
ab. Setzen wir y=zn. v 

(die etwa vorhandene Vieldeutigkeit von zn erfordert entsprechende Ver
abredungen), so wird y bei z = 0 die beiden Zweige haben: 

Yl = z2n. $1 (z2), Y2 = $2(Z2), 

also die Exponenten 0 und 2n. 
Setzen wir nun 

x = Z2n, 

so bekommen wir Entwicklungen der Gestalt: 

also - bezogen auf die Veränderliche x - die "Exponenten" 0 und 1 
an der Stelle x = 0, freilich keine Unverzweigtheit an der Stelle x = o. 
Dementsprechend werden auch die Koeffizienten der zugehörigen Diffe
rentialgleichung im allgemeinen bei x = 0 verzweigt sein, wie es ja bei 
der Differentialgleichung y" = kx"'y in der Tat im allgemeinen der 
Fall ist. 

Die Rechnung verläuft folgendermaßen: 
Die Differentialgleichung für y = zn v als Funktion von z lautet: 

d2 y + 1 - 2n ~J!. + = 0 
dz2 Z dz Y , 

und hieraus gewinnt man durch die Substitution x = Z2 n die gewünschte 
Gestalt 1 

d2 y 1 --2 
- - ---xn 'V 
dxz - 4n2 .' 

Wir kommen von der BEssELschen Differentialgleichung zu der Gleichung 
y" = kxmy, welche der RICCATISchen Gleichung äquivalent ist, indem wir 
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eine doppelte Substitution machen, welche aem Punkte z = 0 bzw. seinem 
Bildpunkt x = 0 die "Exponenten" 1 und 0 erteilt, allerdings im all~ 
gemeinen daselbst einen Verzweigungspunkt (auch in die Koetlizienten der 
Differentialgleichung) einführt, wie dies in der Natur der Sache liegt. 

Zweiter Abschnitt. 

Übersicht über die sphärische Trigonometrie [*]. 
§ 32. Die elementaren Ansätze; analytische Auffassung. 

Damit schließe ich diesen Exkurs über die RICCATISche Differential~ 
gleichung und will jetzt dazu übergehen, als Hilfsmittel für unsere geo
metrischen Betrachtungen, die wir auf der 1]-Kugel anzustellen haben 
werden, die Formeln der sphärischen Trigonometrie zusammenzustellen 
und einige Bemerkungen an dieselben anzuknüpfen. 

Wir wollen zunächst in ganz elementarer Weise unter einem sphä
rischen Dreieck ein von drei größten Kugelkreisen (Kugelgroßkreisen 

oder Kugelhauptkreisen) begrenztes 
Flächenstück der Kugel verstehen. 
Diese Definition ist im folgenden 
noch zu präzisieren. 

Wir haben in der elementaren 
Geometrie die Ecken, die Seiten und 
außerdem die Fläche des Dreiecks 
immer gleichzeitig vor Augen. 

Das hat hier deswegen keine 
Schwierigkeit, weil man in der ele
mentaren Geometrie die Winkel Äon, Fig. 27. SphärischesElementardreieckmit Neben-

dreiecken in stereographischer Projektion. p,n, 'IIn und Seiten In, mn, nn der 
Bedingung unterwirft, zwischen 0 und 

n zu liegen. Wir sprechen in diesem Falle von einem "elementaren Drei
eck" ("Elementardreieck" oder "EuLERschen Dreieck"). Mit" Winkel" 
bzw. "Seite" ist das Maß der betr. Winkel bzw. Seiten gemeint. 

Die Aufgabe ist dann, die Gesamtheit der algebraischen Relationen 
zwischen den zwölf Größen 

sin (ln) 
cos ' 

sin 
cos (p,n) , 

sin ('IIn) . 
cos ' 

aufzustellen. 

sin (ln) 
cos ' 

sin 
cos (mn), sin (nn) 

cos 

Ehe man daran geht, diese Relationen wirklich aufzustellen und hin
zuschreiben, wird man gut tun, sich vorher die Symmetrieverhältnisse 
des Problems genauer anzusehen, weil uns die Rücksicht auf die Sym
metrieverhältnisse oft gestattet, aus einer einzigen Relation durch ein
fache Buchstabenvertauschung oder andere einfache Umsetzung eine 
ganze Reihe anderer Relationen abzuleiten, so daß man nur immer eine 
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Relation einer solchen Gruppe von gleichberechtigten Relationen wirk
lich hinzuschreiben braucht. 

Zuerst ist klar, daß wir die Zahlen paare }., I; fl" m; 'lI, n beliebig 
untereinander vertauschen dürfen, d. h. daß bei dieser von sechs Opera
tionen gebildeten (Permutations-)Gruppe (sechster Ordnung) Ge die 
Gesamtheit der aufzustellenden Relationen in sich übergehen muß. 

Ferner entspricht dem übergang von dem (in unserer obigen Fig. 27) 
schraffierten (Ausgangs-)Dreieck zu je einem der Nachbar- oder Neben
dreiecke 1, 2, 3 die Ersetzung (Substitution) 

fl, I' III n 
1-fl, 1 - v 1 - l/l 1 - 11 

I-A lt 1 - v 1 - I III 1 - /l 

I-A 1-fl, v 1 - 1 1 - 111 U 

der Zahlen der ersten Zeile beistehenden Schemas durch die Zahlen 
bzw. der zweiten, dritten und vierten Zeile. 

Diese Substitutionen bilden mit der Identität zusammen eine Gruppe 
vierter Ordnung G4 , welche ebenfalls die Gesamtheit unserer Relationen 
in sich überführen muß. Denn mit I.n, ,un, ... usw. treten z. B. auch 
i.n, (1 - fl,) n, ... usw. (vgl. die zweite Zeile der Tabelle) als die Winkel 
und Seiten eines sphärischen Dreiecks wirklich auf. 

Endlich entspricht der übergang zum Polardreieck der folgenden 
Substitution 

( ;. 
1-1 1-111 1-n 1-,1 I-fl, 

v 
1 ~J 

welche zusammen mit der Identität eine Gruppe G2 (der Ordnung 2) 
bildet. (Über den Begriff des Polardreiecks vgl. man auch S. 164.) 

Kombinieren wir endlich diese drei Gruppen es, G4 , G2 miteinander, 
so bekommen wir als Symmetriegruppe des Problems eine G48 von 
48 Operationen. 

Wir haben auf Grund dieser Oberlegungen 48 Substitutionen (ein
schließlich der Identität) für die sechs Zahlen i., fl" 'lI, I, m, n, bei welchen 
die Gesamtheit der aufzustellenden Formeln der sphärischen Trigonometrie 
ungeändert bleiben muß, in dem Sinne, daß jede dieser Formeln bei leder 
der Substitutionen wieder in eine (evtl. andere) dieser Formeln übergeht. 

In der oben benutzten Schreibweise ist der übergang zum Polar
dreieck noch etwas unbequem, indem sich Sinus und Kosinus dabei ver
schieden verhalten. Diesen Mißstand kann man aber leicht durch eine 
Anderung in der Benennung der Winkel oder der Seiten beseitigen. Da 
uns wegen des Anschlusses an die Theorie der '/'}-Funktion daran liegt, 
daß die gewöhnliche Benennung der Winkel erhalten bleibt, so wollen 
wir statt der Seiten (= Längen) In, mn, nn deren Supplemente (d. h. 
Ergänzungen zu n) 

Ln=(1-l)n, Mn=(1-m)n, Nn=(1-n)n 
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in die Betrachtung einführen. Dann heißt nämlich die dem Übergang 
zum Polardreieck entsprechende Substitution einfach 

( l p " L M N). 
L MN). P " 

Also: 
Indem wir staU l, m, n die Zahlen L=1-l, M=1-m, N=1-n 

einführen, wird der Obergang zum Polardreieck einfach dadurch gegeben, 
daß wir die A, p" v mit den L, M, N vertauschen. 

Diese Symmetrie werden wir weiter unten auch dadurch herstellen, 
daß wir zu den Supplementen nicht der Seiten, sondern der Winkel 
übergehen (vgl. S. 164). 

Die Grundformeln der sphärischen Trigonometrie sind die folgenden: 
1. Kosinussatz: a) für die Winkel: 

COSA.1l = -cosp,ncosvn - sinp,nsinv.1lcosL.1l 

b) für die Seiten: 

cosLn= -cosMncosNn - sinM.1lsinNncosAn. 

2. Sinussatz: 

sinAn: sinp,.1l: sinv.1l = sinLn: sinM.1l: sinN n. 

Die beiden Kosinussätze gehen der eine in den anderen über bei der 
Gu welche dem Übergang zum Polardreieck entspricht. 

Aus den hingeschriebenen Grundformeln der sphärischen Trigono
metrie gehen alle noch übrigen Grundformeln (Kosinussätze) durch 
bloße Vertauschungen der A, l; p" m; v, n, d. h. durch die Operationen 
der Ga hervor. 

Zusatz: Aus den Kosinussätzen und dem Sinussatz lassen sich die 
übrigen bekannten Formeln der sphärischen Trigonometrie gewinnen. 
Bemerkt sei noch, daß die Formel (sinAn)2: (sin,un)2: (sinvn)2 
= (sinLn)2: (sinMn) 2 : (sinNn)2 rational aus den Kosinussätzen (für 
die Seiten) abgeleitet werden kann [*J. 

ZU diesen gewöhnlichen Formeln der sphärischen Trigonometrie tritt 
noch eine andere Formelgruppe, in welcher die trigonometrischen Funk
tionen der halben Winkel vorkommen und welche unter dem Namen 
"GAusssche Formeln" bekannt sind, weil sie GAUSS 1809 in der "Theoria 
motus corporum coelestium", Nr.54 (= GAUSS [2J, S.6O) bekannt
gegeben hat. Tatsächlich aber sind diese Formeln kurz vorher schon 
von zwei anderen Astronomen gleichzeitig gefunden worden, nämlich 
von DELAMBRE, Professor der Astronomie in Paris, welcher die Formeln 

Beginn der siebenunddreißigsten Vorlesung. 
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in dem von ihm herausgegebenen astronomischen Jahrbuch: "Con
naissance des temps" (für 1809, S. 445) veröffentlichte, und von dem 
Leipziger Professor MOLLWEIDE, welcher ebenfalls 1808 die Formeln an
gab, und zwar in der astronomischen Zeitschrift "Zach's monatliche 
Correspondenz" . 

Nichtsdestoweniger möchte ich aber besonders auf GAUSS hinweisen, 
und zwar wegen einer allgemeinen Bemerkung, welche GAUSS an der 
genannten Stelle macht, auf welche wir nachher noch zurückkommen 
werden. 

Die besagten "GAussschen Formeln" sind die folgenden vier, von 
denen die erste Differenzen, die zweite Summen, die dritte und vierte 
sowohl Summen als DifferenzeQ halber Winkel enthalten: 

. 1'-" L . M-N l sm-2-n cos-2-n = -sm--2-ncos2"n, 

1'+" . L M+N. l cos -2- n sm 2 n = -cos --2- n sm 2" n , 

. 1'+" . L + lIl-N l sm 2 -n sm 2 n = cos--2-ncos2"n, 

/l-'I' L . M+N . l cos-2-ncos"2 n = +sm--2-nsm2"n. 

Welche Fragen würden wir vom Standpunkt der analytischen Geo
metrie aus an diese Formelsysteme der sphärischen Trigonometrie an
zuknüpfen haben? 

Wir könnten da etwa sinÄn, cosÄn, sinßn, cosßn, ... , sinLn, 
cos Ln, ... als Koordinaten eines Punktes in einem euklidischen Raume 
Ru von zwölf Dimensionen deuten. In diesem Raume würden die
jenigen Ä, I', V, L, M, N, welche zusammen bei einem sphärischen 
Dreieck vorkommen können, eine von drei Parametern abhängige 
Mannigfaltigkeit R 3 bestimmen, von der jeder Punkt einem bestimmten 
elementaren sphärischen Dreieck entspräche. Damit ist tatsächlich die 
sphärische Trigonometrie der analytischen Geometrie unseres Ru ein
geordnet. Die trigonometrischen Formeln, ebenso die goniometrischen 
Identitäten (sinÄn)2 + (cos/.n)2 = 1 usw. würden je eine in dem Ru 
gelegene algebraische Mannigfaltigkeit Rn bestimmen, in welcher die 
eben genannte R3 enthalten wäre. Da könnte man nun z. B. fragen: 
Welche und wie viele der Rn genügen zur eindeutigen Bestimmung der 
Ra? D. h. genügen die trigonometrischen Formeln zur Festlegung der 
R3 und, wenn dies der Fall, sind nicht irgendwelche der trigonometrischen 
Relationen eine Folge der übrigen? [*]. 

Wollen wir die GAussschen Relationen mit hereinziehen, so würde 
man die Sinus und Kosinus der halben Winkel als Koordinaten in einem 
Ru deuten. 

Man könnte übrigens die Zurückführung auf Probleme der analy
tischen Geometrie auch dadurch bewerkstelligen, daß man die Tangens 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 11 



162 Übersicht über die sphärische Trigonometrie. 

der halben Winkel (bzw., bei Mitberücksichtigung der GAussschen For.
meIn, die Tangens der vierten Teile der Winkel) als (inhomogene) Ko:' 
ordinaten deutete; denn durch diese Tangens lassen sich die trigonometri
schen Funktionen der ganzen (bzw. halben) Winkel bekanntlich rational 
ausdrücken. In Rücksicht auf das Auftreten von Polen bei tgx wird 
man homogene Koordinaten einführen. 

§ 33. Transzendente und algebraische Trigonometrie. 
Um alle diese Sachen auch unmittelbar geometrisch vollständig zu 

überblicken, nämlich am sphärischen Dreieck selbst, müssen wir ver
suchen, die Definition des sphärischen Dreiecks selbst allgemeiner zu 
fassen, so daß seine Seiten und Winkel nicht mehr den Ungleichungen 
der Elementartrigonometrie unterworfen sind. M. a. W.: 

Um den allgemeinen Ansatz der analytischen Geometrie, den wir hier 
vor uns haben, am sphärischen Dreieck selbst deuten zu können, wird es 
wünschenswert sein, die Definition des sphärischen Dreiecks so zu wenden, 
daß Ä, ft, 'JI, L, M, N beliebige reelle Zahlen sein können. 

In dieser Hinsicht liegt nun verschiedene Literatur vor, deren Er
gebnisse wir kurz kennenlemen müssen. 

Das erste ist jene Stelle bei GAUSS, in der "Theoria motus corporum 
coelestium" Nr. 54 (= GAUSS [2], S. 60); dort sagt er direkt, daß man 
die Definition des sphärischen Dreiecks so fassen könne, daß die Ä, ft, 'JI, 

L, M, N an keine Ungleichungen gebunden wären. Eine eingehende 
Behandlung dieser Verallgemeinerung, welche mannigfache Vorteile 
böte, behalte er sich für eine andere Gelegenheit vor. 

Der zweite ist MOEBIUS mit den beiden Abhandlungen (= MOEBIUS 
[1], Bd. 2, S. 1 ff. bzw. 71 ff.): 

1. über eine neue Behandlungsweise der analytischen Sphärik (1846). 
2. Entwicklung der Grundformeln der sphärischen Trigonometrie in 

größtmöglicher Allgemeinheit ( 1860). 
Endlich ist ganz neuerdings in den Abhandlungen der sächsischen 

Gesellschaft der Wissenschaften die glänzende Arbeit von STUDY: 
"Sphärische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und elliptische 
Funktionen" erschienen (= STUDY [1]) [*]. Diese Arbeit ist in ihrem 
ersten Teil sozusagen die Ausführung des GAussschen Programms 
(während MOEBIUS hier zwischen GAUSS und STUDY etwa in der Mitte 
steht) [**]. 

Ich werde hier nun die Punkte hervorheben, welche für uns unmittel
bar wichtig sind. 

Welches ist die Grundlage für die bezeichnete Verallgemeinerung 
(von MOEBIUS und STUDY)? 

Die Hauptsache ist, daß sie sich um die Fläche des Dreiecks, um die 
"Membran", welche wir uns zwischen den Seiten ausgespannt denken 
mögen, nicht kümmern, vielmehr nur die (Maßzahlen für die) drei Seiten 
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und die drei Winkel in Betracht ziehen. Später (vgl. § 45) werden wir 
die Betrachtungen dann allerdings wieder dadurch vervollständigen 
müssen, daß wir nach der zugehörigen Dreiecksfläche, d. h. der Membran 
fragen. Denn nur so werden die Resultate für unsere funktionentheore
tischen Interessen brauchbar. 

Die gesuchte Verallgemeinerung erhalten wir hun wie folgt: Wir 
haben auf der Kugel drei (verschiedene) größte Kreise A, B, e, die sich 
in sechs Punkten schneiden (s. die in stereo
graphischer Projektion gezeichnete Figur). 

Von diesen sechs (verschiedenen) Punk
ten wählen wir irgend drei Punkte, von 
denen keine zwei diametral gegenüber liegen, 
als Eckpunkte des zu betrachtenden Drei
ecks aus und benennen sie mit a, b, c, 
und zwar mit a den betrachteten Schnitt
punkt von Bund e usw. Auf jedem der 
Kreise legen wir eine bestimmte positive c 
Durchlaufungsrichtung fest (etwa in der durch Fig. 28. Verallgemeinertes sphärisches 

Dreieck in stereographischer Projektion. 
die Pfeile der Figur angedeuteten Weise). 

Unter der Seite ab verstehen wir dann einen in der Richtung des 
Pfeils von a nach b laufenden Kreisbogen, also in unserer Figur den 
außen herum führenden Bogen. Dabei hindert uns aber nichts, den 
Bogen so oft, als wir wollen, um die ganze Kreisperipherie herum
laufen zu lassen und ihn etwa erst nach k ganzen Umläufen in b endigen 
zu lassen. Die Seite ab ist also durch die Figur, selbst nach Fest
legung der Durchlaufungsrichtungen, erst bis auf ganzzahlige Vielfache 
von 2n bestimmt. Entsprechendes gilt für die Seiten bc und ca. Von 
allen diesen möglichen Werten der Seiten ab, bc, ca wählen wir nun 
je irgendeinen beliebig aus und bezeichnen ihn mit (1 - L)n bzw. 
(1 - M)n bzw. (1 - N) n. Also: 

Die Stücke 1 - L, 1 - M, 1 - N sind durch die Festsetzung der 
positiven Richtung a14 iedem der drei Kreise nur erst bis auf Multipla 
von zwei bestimmt und müssen durch neue Verabred1tngen erst ihrem ge
nauen Betrage nach festgelegt werden. 

Ferner müssen wir für den positiven Sinn der Winkel eine Ver
abredung treffen. Wir setzen etwa fest, daß ein Winkel positiv ist, wenn 
er einem auf die betreffende Stelle der Kugel von außen blickenden Auge 
als eine Drehung entgegengesetzt dem Drehungssinn des Uhrzeigers 
erscheint. Dann wird zu sagen sein, indem wir uns auf die schon ge
troffene Festsetzung bezüglich des positiven Durchlaufungssinnes der 
Kreise A, B, e stützen: 

Der Winkel Be ist derjenige Winkel im Punkte a, um welchen die 
positive Richtung B im positiven Sinne gedreht werden muß, damit sie 
in die positive Richtung e hineinfällt. 

11 * 
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Mit dieser Angabe sind aber die Winkel erst bis auf Multipla von 
2n festgelegt. Es ist nun wieder, wie bei den Seiten, unter den ver
schiedenen so möglichen Werten durch Verabredung je ein bestimmter 
(beliebig) auszuwählen. Die so ausgewählten Werte der Winkel sollen 
mit (1 - ;.)n, (1 - fl)n, (1 - v)n bezeichnet werden. 

Es ist leicht zu sehen, daß die so in allgemeiner Weise eingeführten 
Zahlen A, ft, v, L, M, N mit den früher beim elementaren sphärischen 
Dreieck eingeführten Benennungen sich in Einklang befinden. Bringen 
wir die Pfeile in der Weise an, wie in nebenstehender Figur an
gedeutet, und wählen für die (1 - A)n, (1 - fl)n usw. die kleinsten 
positiven Werte, so werden in der Tat die Seiten, wie früher, die Be
nennung (1 - L) n, (1 - M) n, (1 - N) 7r: tragen, die Außenwinkel die 
Benennung (1 - A) n, (1 - fl) n, (1 - v) n, so daß also die Dreiecks
winkel selbst An, fln, vn sind, wie es sein soll. 

Zusatz: Nunmehr kann auch der Be
griff des Polardreieckes präzisiert werden: 
Ist auf einem Kugelgroßkreis Sf ein posi
tiver Umlaufssinn festgelegt, so sagen 
wir, ein Raumpunkt P liege "links" (bzw. 
"rechts") von diesem Großkreis, wenn P 
bei positiver Durchlaufung von Sf zur 
Linken (bzw. zur Rechten) liegt. Jedem 
Kugelgroßkreis entsprechen zunächst 
zwei verschiedene Pole. Unter diesen 
wählen wir den (eindeutig bestimmten) 

Fig. 29· Bezeichnung der Winkel im linken oder rechten, J' e nachdem die 
sphärischen Dreieck. 

Winkelmessung auf der Kugel im Links-
sinn (entgegen dem Uhrzeigersinn) bzw. im Rechtssinn erfolgt; der so 
festgelegte Pol heiße positiver Pol von Sf. Umgekehrt entspricht so 
jedem Punkt auf der Kugel (aufgefaßt als positiver Pol) eindeutig ein 
orientierter Großkreis (Polarkreis). Jedem Dreieck (mit orientierten 
Seiten und Winkeln) entspricht so in der Tat eindeutig ein Polardreieck. 

Wir werden fortan den hiermit entwickelten allgemeinen Dreiecks
begriff zugrunde legen, wie ihn STUDY hat und den GAUSS schon in Aus
sicht nahm, also Dreiecke mit absoluter FestIegung der Winkel und Seiten, 
während MOEBIUS von den Vielfachen von 2n noch absah, also, anders 
ausgedrückt, nur die Restklassen der Winkel modulo 2n betrachtete. 

Für unsere Bemerkungen über die sphärische Trigonometrie wird eine 
Einteilung zweckmäßig sein, wie sie ganz analog in dem Buche über 
die elliptischen ModuIfunktionen (KLEIN-FRICKE [4]) in bezug auf letz-

Beginn der ach tunddreißigsten Vorlesung. 
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tere getroffen ist. Wir werden nämlich die Maßzahlen Ä, It, v, L, M, N 
als "transzendente Veränderliche" ansehen, insofern sie transzendente 
analytische Funktionen der gewöhnlichen rechtwinkligen Raumkoordi
naten sind, dagegen werden wir aus dem entsprechenden Grunde die 
trigonometrischen Funktionen der Winkel als "algebraische Veränderliche" 
zu bezeichnen haben. 

Betrachten wir nun die Maßzahlen Ä, /t, v, L, M, N selbst und unter
suchen die für dieselben geltenden Relationen, insofern sie zusammen 
den Winkeln und Seiten eines Dreiecks entsprechen, so werden natürlich 
alle Dreiecke mit verschiedenen Winkeln oder Seiten als verschieden 
zu gelten haben. Diese Art der Trigonometrie, die eigentlich grund
legende, werden wir nach den zur Untersuchung kommenden Veränder
lichen als transzendente Trigonometrie bezeichnen. 

Im Gegensatze dazu können wir uns aber auch darauf beschränken, 
nur die zwischen den trigonometrischen Funktionen sinÄn, cosÄn, sin/tn, 
cos/tn, ... , sinNn, cosNn bestehenden Relationen zu betrachten. 

Dann werden Dreiecke, deren Winkel und Seiten sich nur um Viel
fache von 2n unterscheiden, als identisch anzusehen sein. Diese Tri
gonometrie müssen wir algebraische Trigonometrie nennen, und zwar 
nennen wir die eben bezeichnete, welche die Maßzahlen Än usw. nur 
modulo 2n betrachtet, die algebraische Trigonometrie erster Stute. 

Ziehen wir jedoch auch die GAussschen Formeln mit in den Kreis 
der Betrachtungen, untersuchen wir also - allgemein zu reden - die 
algebraischen Relationen zwischen den trigonometrischen Funktionen 
der halben Winkel und Seiten, so erscheinen nur solche Dreiecke als 
identisch, deren Winkel und Seiten sich um Multipla von 4n unter
scheiden. Auch dies wäre eine algebraische Trigonometrie, die wir aber 
als solche der zweiten Stute bezeichnen werden. In genau derselben Weise 
könnte man von einer algebraischen Trigonometrie dritter Stufe, vierter 
Stufe usw. sprechen, in welcher die Winkel modul06n, 8n usw. be
trachtet würden, in welchen dementsprechend die Sinus und Kosinus 
der dritten, vierten usw. Teile der Winkel und Seiten als Veränderliche 
zu benutzen wären. 

Wir haben also folgende Einteilung: 
1. Transzendente Trigonometrie. 
2. Algebraische Trigonometrie: Und zwar 
1. Stufe: Winkel und Seiten modul02n genommen, Relationen 

zwischen 
sin, sin sin sin L sinM sinN 
cos An , cospn , cosvn; cos n, cos n, cos :n. 

2. Stufe: Winkel und Seiten modulo 4n genommen, Relationen zwischen 

sin (ln) sin (/Ln) sin (~) . 
cos 2' cos 2' cos 2 ' 

sin (Ln) 
cos 2 ' 

sin (Mn) 
cos 2 ' 

sin (Nn) 
cos. 2 ' 

d. h. GAusssche Relationen usw. 
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Abschließend ist also zu sagen, daß mit dem übergang zur transzen
denten Trigonometrie alle diese stufenweisen Erweiterungen des Drei
ecksbegriffes auf einmal ausgeführt werden. 

Nun wollen wir zu diesen hiermit unterschiedenen einzelnen Arten 
der Trigonometrie einige Bemerkungen geben. 

§ 34. Transzendente Trigonometrie: Der "Kern"; die "verwandten" 
Dreiecke. 

In der transzendenten Trigonometrie ist eine besonders interessante 
Frage die nach der Gesamtheit aller derjenigen sphärischen Dreiecke, 
welche von Kreisbogen derselben drei Hauptkreise der Kugel begrenzt 
werden. Wir können das auch so ausdrücken: 

Denken wir uns die drei Ebenen konstruiert, in welchen die drei be
grenzenden Hauptkreise liegen, so erhalten wir ein räumliches Dreikant, 
auf dessen Kanten die Winkel, auf dessen Flächen die Seiten des sphä
rischen Dreiecks liegen. Ein solches räumliches Gebilde wollen wir all
gemein den "Kern" der sphärischen Figur nennen: Dann ist unsere 
Frage auch so auszudrücken: Welches ist die Gesamtheit der Dreiecke 
mit gemeinsamem Kern? Solche Dreiecke, welche denselben Kern haben, 
deren Seiten also insbesondere auf denselben größten Kugelkreisen liegen, 
wollen wir verwandte Dreiecke nennen. Es ist diese Benennung bereits 
mit Rücksicht darauf gewählt, daß solche Dreiecke, wenn die Winkel 
und Seiten in gleichem Sinn aufeinanderfolgen, zu "verwandten" hyper
geometrischen Funktionen gehören, wie weiter unten (§43; §49) ausführ
lich zu erläutern sein wird. 

In bezug auf diese verwandten Dreiecke gibt nun STUDY ([1], S. 107) 
folgende Formeln: 

Die Winkel und Seiten aller verwandten Dreiecke gehen aus den Winkeln 
und Seiten eines derselben durch die Formeln hervor: 

Ä'=(-1)!11 +P, 
p' = (-1)"p + E, 
v'=(-1)Tv +T, 

L'= (-1)'L + R, 
M'= (-1)'M + S, 
N'=(-1)tN + T, 

wobei die ganzen Zahlen e, (J, 7:; P, E, T und r, s, t; R, S, T folgenden 
Bedingungen genügen: 

P == s + t (mod 2) , 
E == t + r (mod 2) , 
T == r + s (mod 2) , 

R == a + 7: (mod 2) , 
S == 7: + Q (mod 2) , 
T == e + a (mod 2) . 

Dieses ist aber auch die einzige Einschränkung, d. h. jedes diesen Kon
gruenzen genügende System von ganzen Zahlen R, P, r, e usw. liefert 
zu gegebenen 1, p, ... , N, d. h. zu gegebenem Dreieck D eindeutig die 
Bestimmungsstücke 1', p', ... , N' eines mit D verwandten Dreiecks. 
Dabei kommt es bei den Zahlen e, (J, 7:, r, s, t offenbar nur darauf an, 
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ob dieselben (einzeln genommen) gerade oder ungerade sind, d. h. ob 
sie modulo 2 kongruent 0 oder 1 sind, weshalb wir auch setzen können: 

(-1)11= 1 - 2Q, (-1)' = 1 - 2r usw. 

Es gibt daher 64 verschiedene Kombinationen der r, s, t, e, q, -r. 
Bei bestimmter Wahl der e, q, -r, r, s, t sind dann die P, I, T, R, S, T 
nur noch bis auf ganzzahlige Multipla von 2 beliebig, es ist also 
die Restklasse nach 2 festgelegt, in weIche die einzelne dieser Zahlen 
gehört. Wir können daher sagen: 

Die gesamte Verwandtschaft eines Dreiecks zerfällt nach der Art der 
Vorzeichen in 64 "Stämme", und innerhalb eines Stammes unterscheiden 
sich die einzelnen Individuen um beliebige Multipla von 2:7t in den Winkeln 
und Seiten. 

Wir können unsere Formeln auch in folgender Weise auffassen: 
Unsere Formeln repräsentieren, anders aufgefaßt, eine unendliche 

Gruppe linearer Substitutionen, welche aus einem beliebigen Dreiecke die 
sämtlichen Dreiecke der Verwandtschaft hervorgehen lassen. 

Daß die Gruppeneigenschaften erfüllt sind, ist leicht zu verifizieren. 
Wir werden nach den Untergruppen, insbesondere nach den Normal
teilern ("ausgezeichnete Untergruppen") dieser Gruppe zu fragen haben. 
Da zeigt sich nun: 

Innerhalb der Gesamtheit unserer Operationen gibt es einen Normal
teiler vom Index 2, nämlich die Gesamtheit der "Operationen erster 
Klasse", welche durch die Kongruenz 

!(P+I+T) +!(R+S+ T)+eP+aI+-rT=O (mod2) 

erklärt sind. 
In der Tat folgt aus den für P, I, T bzw. R, S, T geltenden Kon

gruenzen, daß die Summe P + I + T bzw. R + S + T dieser Zahlen 
eine gerade Zahl, die linke Seite der eben angeführten Kongruenz also 
wirklich eine ganze Zahl ist. Diejenigen Operationen nun, für weIche 
diese ganze Zahl eine gerade Zahl ist, heißen Operationen erster Klasse, 
die übrigen Operationen heißen Operationen zweiter Klasse. Man veri
fiziert jetzt - unter Berücksichtigung von (-i)!! = 1 - 2e usw. 
und von eP + oI+ orT =rR + sS + tT (mod2) 

-, daß die Operationen erster Klasse für sich eine Gruppe bilden, 
weIche die Hälfte der Operationen der Gesamtgruppe umfaßt, d. h. eine 
Untergruppe vom Index 2, weIche folglich ein Normalteiler ist. 

Gehen wir einen Augenblick zur geometrischen Figur (vgl. S. 163) 
zurück, so ist ersichtlich, daß zu der Verwandtschaft insbesondere acht 
Elementardreiecke (vgl. S. 158) auf der Kugel gehören: 

In feder Verwandtschaft finden sich acht elementare Dreiecke: sie sind 
morphologisch gleichwertig. Man nennt dabei zwei Figuren (auf der 
Kugel) "morphologisch gleichwertig", wenn sie (kurz, aber etwas un-
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genau gesagt) durch bloße stetige Verzerrung (auf der Kugeloberfläche 
selbst) ineinander überführbar sind. 

Ferner zeigt sich: Die acht Elementardreiecke gehen durch Operationen 
erster Klasse ineinander über. (Man vergleiche die Formeln auf S. 159.) 

Wir können uns nun die ganze Verwandtschaft aus irgendeinem 
dieser elementaren Dreiecke erzeugt denken. Das führt dann zu einer 
Klasseneinteilung auch der Dreiecke, je nachdem sie durch eine Opera
tion erster oder zweiter Klasse aus einem elementaren Dreieck hervor
gehen, wobei es gleichgültig ist, welches der elementaren Dreiecke wir 
als Ausgangsdreieck wählen, da ja die Elementardreiecke durch Opera
tionen er.ster Klasse miteinander verbunden sind. Also: 

Als Dreiecke erster Klasse bezeichnen wir solche Dreiecke, welche 
aus einem elementaren Dreieck durch Substitutionen erster Klasse hervor
gehen, als Dreiecke zweiter Klasse bezeichnen wir die übrigen, welche aus 
einem elementaren Dreieck durch Substitutionen zweiter Klasse entstehen. 

STUDY ([1J, S.109ff.) gibt nun für die beiden Klassen von Dreiecken 
den folgenden fundamentalen Satz: 

Die Dreiecke erster Klasse bilden für sich ein Kontinuum (von morpho
logisch gleichwertigen) und die Dreiecke zweiter Klasse für sich ebenfalls, 
und diese beiden Kontinua sind voneinander ganz getrennt. 

Es soll das heißen, daß man alle Dreiecke erster Klasse durch stetige 
Abänderung der Bestimmungsstücke aus einem beliebigen derselben er
halten kann, ebenso alle Dreiecke zweiter Klasse aus einem beliebigen 
Dreieck zweiter Klasse, nie aber ein Dreieck zweiter Klasse aus einem 
Dreieck erster Klasse oder umgekehrt. 

Den genauen Beweis für diese letzte Behauptung, d. h. den N ach
weis, daß die beiden Mannigfaltigkeiten nicht zusammenhängen (nicht 
einmal im Komplexen), werden wir erst morgen kennenlernen. Heute 
wollen wir nur an einem Beispiel sehen, daß Dreiecke erster Klasse stetig 
ineinander überführbar sind. 

Es mögen die Zahlen 1, 1', 'JI, L, M, N einem elementaren Dreiecke 
entsprechen; dann sind durch: 

1J 1'=1+2, L'=L, 
1"=1'+2, M'=M, , N'=N; 'I' = '1', 

2J 1'=1+2, L' = L + 2; 

1"=1', M'=M, , 
'I' = '1', N'=N 

zwei Dreiecke erster Klasse definiert und durch folgende Formeln ein 
Dreieck zweiter Klasse: 

3] l' = 1 + 2, L' = L, 
1"=1', M'=M, 
'1"='1', N'=N. 
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Um das elementare Dreick in das Dreieck 1] stetig zu deformieren, 
können wir a) dasselbe zunächst z. B. in das Dreieck der (in stereo
graphischer Projektion gezeichneten) Fig. 30 stetig überführen, was gewiß 
möglich ist, um dann b) die zu einem halben Großkreis gewordene Seite ab 

Fig. 30. Übergang 
von einem Dreieck 
mit den Winkeln 
).31', p.n, t'n =:l zu 
einem Dreieck mit 
den Winkeln 

A':n:=(4+2),.., 
f":n:= (,u+ 2),.., 

v' n ="n ohne Än. 
derung der Seiten. 

um 237: in der Pfeilrichtung herumzudrehen. Dabei 
wachsen A, und f.t je um zwei, während alles andere un
geändert bleibt. Dann braucht man nur den anfänglichen 
Deformationsprozeß a) rückwärts zu 
durchlaufen, um das gewünschte Drei
eck 1J zu erhalten. 

Entsprechend gelangt man vom 
Elementardreieck aus zum Dreieck 2J. 
Man wählt dabei aber das in der (in 
stereographischer Projektion gezeich- b 

neten) Fig. 31 dargestellte Dreieck als Fig.3t.Obergangvon 

übergangsdreieck. einem Dreieck mit den 
Winkeln An, "'31', "n 

Für Dreieck 3J wird sich kein sol- und den Seiten L:n:, 

cher stetiger Übergang finden lassen M:r:, N:n: zu einem 
Dreieck mit den Win-

(gemäß dem Satz von STUDV). keIn A'",=(..t+2):n:, 

In ähnlicher Weise kann man sich ,u':r:=f':n:, ~':n:= .. :n: 
und den Seiten L':n: 

überzeugen, daß überhaupt alle Dreiecke = (LH):n:, M':n:=M:r:, 
N'n=Nn. erster Klasse durch stetige Verzerrung 

ineinander übergehen, während der strenge Beweis, daß es unmöglich ist, 
zwei Dreiecke aus verschiedenen Klassen ineinander durch stetige Ab
änderung überzuführen (nicht einmal bei kontinuierlicher Abänderung im 
Komplexen), erst später zu erbringen sein wird (vgl. S. 172). Obrigens 
sind auch alle Dreiecke zweiter Klasse durch stetige Verzerrung ineinander 
überführbar [*J. 

Die gestrigen Betrachtungen gehörten ins Gebiet der transzendenten 
Trigonometrie, in der alle Dreiecke mit verschiedenen Winkeln und 
Seiten wirklich als verschieden gelten. 

§ 35. Algebraische Trigonometrie. 
In der algebraischen Trigonometrie erster Stufe dagegen werden die 

Sinus und Kosinus von A,37:, f.t37:, ... , N37: betrachtet (vgl. § 33), so 
daß die Zahlen A" f.t, 'J1, L, M, N nur modulo 2 in Betracht kommen. 
Es ist dies dasselbe, was die elementare sphärische Trigonometrie tut. 
Dabei ist aber unser Dreiecksbegriff ein allgemeinerer als der elemen
tare, insofern wir nämlich die Winkel und Seiten beliebig im Intervall 
von 0 bis 237: betrachten wollen. 

Beginn der neununddreißigsten Vorlesung. 
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Der richtige Begriff des sphärischen Dreiecks für die algebraische 
sphärische Trigonometrie erster Stute ist der Dreiecksbegritf von 
:\<IoEBIUs. 

Entsprechend diesem allgemeineren Dreiecksbegriff werden wir 
sehen, daß die Symmetrie der Formeln der Trigonometrie erster Stufe 
eine weit höhere ist, als in der elementaren Trigonometrie hervortritt. 
Wir stellen zunächst fest: 

Beim übergang zu einem Nebendreieck bleiben die Sinus ungeändert, 
und die Kosinus von zwei entsprechenden Winkeln und Seiten wechseln 
das Vorzeichen; in der Tat: Geht man zu dem Dreieck mit den Winkeln 
Än, (1 - p,)n, (1 - v)n und den Seiten Ln, (1 - M)n, (1 - N)n über, 
so bleiben die Sinus dieselben, und die Kosinus des neuen Dreiecks 
heißen: 

cosÄn, -cosp,n, -cosvn; cosLn, -cosMn, -cosNn. 

Das würde eine Gruppe von vier Substitutionen ergeben, bei 
welcher, wie man erkennt, das System der Grundformein tatsäch
lich ungeändert bleibt. Statt dieser G, aber, sage ich, kann man bei 
unserem allgemeinen Dreiecksbegriff eine GM konstruieren, welche 
ebenfalls die Formeln der algebraischen Trigonometrie erster Stufe 
ineinander überführen muß. 

Der übergang zu allen verwandten Dreiecken (vgl. S. 166) wird näm
lich jetzt, da die Zahlen P, E, T, R, S, T nur modulo 2 in Betracht 
kommen, also durch die rechten Seiten der für sie geltenden Kongruenzen 
ersetzt werden können, durch folgende Substitutionen bewirkt: 

J.' = (-1)e Ä + s + t, 
/1,' = (-1)" ,u + t + r, 
v' = (-1)< v + r + s, 

L' = (- 1)' L + a + 1" , 

M' = (-1)' M + 1" + !2 , 
N' = (-1)t N + (} + a. 

Das sind aber, da für (!, (1, 1', r, s, t alle Kombinationen von 0 und 1 
einzusetzen sind, 26 = 64 Substitutionen. Für die Sinus und Kosinus 
gestalten sich dieselben folgendermaßen: 

und 

sinÄ'n = (-1)e+·+tsinJ.n, sinL'n = (-1)r+I1+<sinLn, 

sinp,'n = (-1)"+tHsinp,n, sinM'n = (-1)·+<+esinMn, 

sinv'n = (-1)T+r+'sinvn, sinN'n = (-1)t+e+ l1 sinNn, 

cosÄ'n = (-1)·+tcosln, 

cosp,' n = (-1 )t+r cosp,n. 

cos v' n = (-1V+'cosvn, 

cosL'n = (-1)"+'cosLn, 
cosM'n = (-1)T+ecosMn, 

cosN'n = (-1)e+ l1 cosNn. 

Die Betrachtung der Grundformein lehrt nun: 
Dies sind in der Tat 64 Operationen, bei denen das System unserer 

trigonometrischen Formeln ungeändert bleibt. 
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Außer bei dieser G64 bleiben die trigonometrischen Formeln, wie wir 
früher (S. 159) sahen, bei einer G6 und bei einer G2 ungeändert, ent
sprechend einer Vertauschung der i., I', 'JI bzw. der L, M, N und dem 
übergang zum Polardreieck. Das ergibt den Satz: 

Im ganzen bleiben unsere Formeln der algebraischen Trigonometrie 
erster Stufe bei einer Gruppe von 64·6·2 = 768 Umänderungen 1111-

geändert. 
Es fragt sich nun, ob bei den Formeln erster Stufe sich bereits ein 

Unterschied zwischen den Dreiecken erster und zweiter Klasse be
merkbar macht. Es zeigt sich: 

Der Unterschied der Dreiecke erster und zweiter Klasse kommt hier bei 
der algebraischen Trigonometrie erster Stufe noch gar nicht in Betracht. 
Es gibt für die (Formeln der algebraischen) Trigonometrie erster Stufe nur 
eine Art von Dreiecken, und MOEBIUS hat also bei seinem Ausgangspunkt 
ganz recht, wenn er von einem Unterschied der Dreiecke erster und zweiter 
Klasse gar nicht spricht. 

Nun kommen wir zur algebraischen Trigonometrie zweiter Stufe, in 
welcher die J., ft, 'JI, L, M, N modulo 4 in Betracht gezogen werden, 

un~ in w:lcher die Formeln in ~~~ (~ n) usw. bzw. in tg (~ n) usw. 
ratIonal smd. 

Da ergibt sich aus der definierenden Kongruenz (vgl. S. 167): 
Jetzt kommt die Unterscheidung von Dreiecken erster und zweiter 

Klasse zur Geltung. 
Man betrachte nämlich ganz besonders die hierher gehörigen GAL'SS

schen Formeln, z. B. (indem ich jetzt für den Augenblick einmal wieder 
zur ursprünglichen Bezeichnung l, m, n der Seiten, statt L, M, N [vgl. 
S. 159J zurückgehen will): 

. 1-'-11 . I . 1n-n ;. 
sm-2-n sm 2 n = +sm -2-n cos 2 n. 

Die GAussschen Formeln mit den Vorzeichen, die wir kennengelernt haben, 
gelten bloß für die Dreiecke erster Klasse. Will man die Dreiecke zweiter 
Klasse betrachten, so muß man die Vorzeichen in allen vier GAussschen 
Formeln gleichzeitig umkehren, also im Beispiel: 

.1-'-'1' . I . m-n i. 
sm-2-n sm-in = -sm-2-n cos 2 n. 

Um dies einzusehen, bemerken wir zunächst: 
Inder Tat können wir aus den gewöhnlichen trigonometrischen Formeln 

nur die Quadrate der GAL'ssschen Formeln ableiten, worauf das Vorzeichen 
welches durch Ziehen der Quadratwurzel eingeführt wird, zunächst un
bestimmt ist [*J. 

Um das Vorzeichen zu bestimmen, verfährt man nun folgender
maßen: 
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Jfilll iibcrzeltgt sich zuerst beim elementaren Dreieck, welches Vor
zeiclzCII ilm Platze ist. Man findet, daß das positive Vorzeichen gelten muß. 

In einem elementaren Dreieck liegt nämlich dem größeren Winkel 
immer die größere Seite gegenüber; wenn also p, - 'JI positiv ist, so ist 
auch m - n positiv, was mit unserer Formel nur bei positiv gewähltem 
Vorzeichen vereinbar ist. Jetzt schließen wir weiter: 

Wenden wir auf ein Dreieck eine Operation erster Klasse an, so werden 
die Vorzeichen in den GAussschen Relationen nicht geändert; bei einer 
Operation zweiter Klasse gehen sie dagegen in feder Formel in das ent
gegengesetzte Zeichen über. 

Man beweist dies durch Einsetzen der Substitutionsausdrücke (S. 166) 
in die GAussschen Relationen mit Berücksichtigung der für P, 1:, T, 
R, 5, T geltenden Kongruenzen und der für die Operationen erster 
Klasse charakteristischen Kongruenz (S. 167). 

Da nun beim elementaren Dreieck die früher angegebenen Vorzeichen 
gelten, da ferner alle Dreiecke erster Klasse durch Operationen erster Klasse 
aus einem elementaren Dreieck entstehen, so gelten dieselben Vorzeichen 
für alle Dreiecke erster Klasse. 

In gleicher Weise folgt: Weil alle Dreiecke zweiter Klasse aus einem 
elementaren Dreieck durch Operationen zweiter Klasse gewonnen werden, 
so sind bei allen Dreiecken zweiter Klasse die GAussschen Formeln mit 
umgekehrten Vorzeichen zu nehmen. 

Aus dieser Vorzeichenbestimmung der GAussschen Formeln folgt 
nun rückwärts: 

Die beiden M annigfaltigkeiten der Dreiecke erster und zweiter Klasse 
haben (wenigstens im Ru [vgl. 5. 161J) keine reellen oder komplexen Ele
mente gemeinsam, verlaufen also vollständig getrennt voneinander, so daß 
man in der Tat auch durchs Komplexe hindurch kein Dreieck erster Klasse 
in ein solches zweiter Klasse stetig überführen kann. 

Man sieht nämlich leicht, daß es kein Wertsystem Ä, ••. , N gibt, 
für welches beide Vorzeichen in den GAussschen Relationen gleichzeitig 
statthätten; denn für ein solches müßten beide Seiten jeder einzelnen 

Gleichung verschwinden, es müßte also z. B. cos ~ 11: = 0 und sin ~ 11: = 0 

sein, was wegen (cosx) 2 + (sinx)2 = 1 - sogar für beliebige komplexe 
(endliche) Werte von L - niemals eintreten kann. Es gibt somit kein 
zu einem Dreieck (mit den Winkeln und Seiten Ä, ... , N) gehöriges 
Wertesystem cosÄ11:, sin Ä11: , ... , sinN11:, für welches beide Vorzeichen 
in den GAussschen Formeln gleichzeitig gelten, w. z. z. w. 

Im Anschluß hieran sei noch folgendes bemerkt: Deuten wir die 
"transzendenten" Veränderlichen Ä, p" ••• , N als Koordinaten in einem 
euklidischen Raum Ra ("transzendenter" Ra) und ist Ma diejenige 
Punktmenge im Ra, welche der Gesamtheit aller sphärischen Dreiecke 
entspricht, so zeigt der oben geführte Beweis: 
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Es muß auch die (transzendente) M a der sphärischen Dreiecke selbst 
in zwei Mannigfaltigkeiten (erster bzw. zweiter Klasse) zerfallen, die für 
endliche Werte der A, p, 'V, L, M, N (weder im Reellen noch im Kom
plexen) irgendwo zusammenhängen, d. h. Punkte gemeinsam haben. 

Damit ist der STuDYsche Satz bewiesen. 
Wir erkennen aus dem allen die große prinzipielle Wichtigkeit der 

GAussschen Formeln: Während die gewöhnlichen Formeln für beide 
Mannigfaltigkeiten zugleich gelten, geben die GAussschen Formeln eine 
Unterscheidung beider Mannigfaltigkeiten. Da aber andererseits die 
Menge der Dreiecke erster bzw. zweiter Klasse, jede für sich, ein Kon
tinuum bildet, so können die Formeln höherer als zweiter Stufe keine 
weitere Trennung der Menge aller Dreiecke bewirken. 

Der Sachverhalt wird in der Sprache der analytischen Geometrie 
des R12 (vgl. S. 161) ungefähr so zu formulieren sein: 

Die gewöhnlichen trigonometrischen Formeln stellen im Raum zweiter 
Stufe ein System von algebraischen Mannigfaltigkeiten dar, welche noch 
die beiden M annigfaltigkeiten Da der sphärischen Dreiecke erster und 
zweiter Klasse miteinander gemein haben. Zwischen diesen beiden Mannig
jaltigkeiten scheiden dann erst hinterher die GAussschen Formeln, indem 
sie M annigfaltigkeiten vorstellen, welche je nach der Wahl der Vorzeichen 
nur durch die eine oder nur durch die andere der beiden Da gehen. 

Diese Verhältnisse sind alle schon GAUSS bekannt gewesen, wie aus 
der jetzt zu verstehenden Bemerkung an der schon früher (S. 162) ge
nannten Stelle hervorgeht, wo er sagt: "Quodsi quidem idea trianguli 
sphaerici in maxima generalitate concipitur, ... , casus existere possunt, 
ubi in cunctis aequationibus praecedentibus signum mut are oportet; ... " 

§ 36. Trigonometrie als Invariantentheorie dreier diametraler 
quadratischer Formen. 

Für die nächsten Tage stellen wir uns die Aufgabe, die Formeln der 
sphärischen Trigonometrie für komplexe Werte der Veränderlichen geo
metrisch zu interpretieren, also die von SCHILLING [1J gefundenen Re
sultate zu besprechen, welche zuerst in den Göttinger Nachrichten von 
1891 bekanntgegeben und dann noch im 39. Bande der Mathematischen 
Annalen veröffentlicht worden sind. Eine ausführlichere Begründung 
derselben ist in der größeren Arbeit von SCHILLING [2J im 44. Bande 
der Mathematischen Annalen enthalten [*J. 

Wir hier wollen die besagte geometrische Deutung in der Weise ent
wickeln, daß wir uns zunächst (auf anderem Wege als SCHILLING, a. a. 0.) 
von den trigonometrischen Formeln eine Vorstellung rein im Sinne der 

Beginn der vierzigsten Vorlesung. 
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Analysis bilden. Da macht sich die Verallgemeinerung ganz von selbst, 
und es handelt sich dann hinterher nur noch um deren geometrische 
Interpretation. 

Es möge die komplexe Veränderliche 'YJ auf der Einheitskugel ge
deutet, d. h. die 'YJ-Ebene auf die Einheitskugel stereographisch projiziert 
werden (vgl. S. 48. Abweichend von den dort gemachten Annahmen 
haben wir hier eine Kugel vom Radius r = 1, nicht wie dort r = i; 
ferner werden wir [vgl. die Formeln weiter unten] die 'YJ-Ebene durch 
den Mittelpunkt der Kugel legen, so daß sie also mit z = 0 zusammen
fällt). Es geschieht dies durch folgende Formeln, in denen x, y, z die 
(rechtwinkligen, cartesischen) Koordinaten des dem Punkte 'YJ = a + ib 
entsprechenden Kugelpunktes vorstellen: 

x+iy 1+Z 

und umgekehrt: 
'YJ = 1-=z = x - iy' 

2a 2b -1 +al+bl 
x = 1 + aB + bB ' Y = 1 + aS + bB ' Z = 1 + aB + bl . 

Es soll nun eine analytische (notwendige und hinreichende) Be
dingung dafür aufgestellt werden, daß zwei Werte von 'YJ diametral ent
gegengesetzten Kugelpunkten entsprechen. Man sieht: Wenn man in 
der Formel für 'YJ die Vorzeichen von x, y, z umkehrt, dann geht 'YJ in 

- ~ über, unter ij die zU'YJ = a + ib konjugierte Zahl ij = a - ib ver-
7J 

standen. Irgend zwei diametral gegenüberliegende Kugelpunkte sind 
also in der Gestalt enthalten: 

a +ib, - a - ibO 

Sie sind also Wurzeln folgender quadratischen Gleichung 

('YJ - (a + ib»)(a - ib) 'YJ + 1) = 0 

oder (a - ib)'YJI + (1 - a2 - b2)'YJ - (a + ib) = O. 

Die linke Seite dieser Gleichung wollen wir durch Spaltung von 'YJ in 

'YJ1' 'YJ2' d. h. durch den Ansatz 'YJ = 7Jl , homogen machen und dann eine 
7Js 

"diametrale Form" nennen. Unter einer diametralen Form verstehen 
wir also eine Farm der Gestalt 

(a - ib)'YJi + (1 - aB - b2)'YJ1'YJ2 - (a + ib)'YJ~. 
T)urch Nullsetzen einer diametralen quadratischen Form wird ein Durch

messer der Kugel festgelegt, und umgekehrt kann jeder Durchmesser in 
dieser Weise dargestellt werden. 

Es seien nun irgend zwei Durchmesser gegeben; und zwar sei zu
nächst in gewöhnlichen Raumkoordinaten x, y, z ein Endpunkt Xl' Y1' Zl 

des einen und ein Endpunkt x2' Y2' Z2 des anderen Durchmessers ge
geben (xi + Yi + zi = 1; xi + y; + ~ = 1). 
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Dann drückt sich der Winkel der beiden Durchmesser folgender-
maßen aus: arccos XI X 2 + Y1Y2 + 2 I Z2 

Y xi + yi + zi V x~ + y~ + z~' 
wobei das Vorzeichen der Quadratwurzeln ganz unbestimmt ist, dem 
"Cmstande entsprechend, daß man ja ganz beliebig irgendeinen der vier 
von den beiden Durchmessern gebildeten Winkel als Winkel zwischen 
den beiden Geraden ansehen kann. 

Wenn uns nun die beiden Durchmesser in Gestalt zweier diametraler 
quadratischer Formen 

Fl = (al - ibl)'rJi + (1 - ar - bi)1h'rJ2 - (al + ibl)'YJ~, 
F2 = (a2 - ib2)'YJ~ + (1 - a~ - b~)'YJl'YJ2 - (a2 + ib2)'YJ~ 

gegeben sind, wie drückt sich dann der Winkel zwischen den bei den 
Durchmessern durch die Konstanten der beiden Formen aus? 

Wir finden durch Einsetzen der Formeln für x, y, z (S. 174): 

4at a. + 4b1 b. + (1 - ai - bi)(1 - a~ - bi) 
arccos (1+a;+bll(1+a~+bn . 

\Vir sprechen im folgenden auch kurz von" Winkel zweier diametraler 
Formen"; dieser Winkel ist übrigens bis jetzt nicht eindeutig festgelegt. 

Der Winkel zweier Durchmesser isf aber allen Drehungen der Kugel 
gegenüber invariant. Drehungen der Kugel sind gewisse lineare Sub
stitutionen der 'YJl' 'YJ2' nämlich alle diejenigen, bei denen diametrale 
quadratische Formen diametrale Formen bleiben. 

Der Ausdruck für den Winkel in den Koeffizienten der bei den dia
metralen Formen muß daher bei allen linearen Substitutionen der 'YJl' 'YJ2 
ungeändert bleiben, bei denen die Formen überhaupt diametral bleiben. 
Wir vermuten daher, daß der Winkel sich durch die Invarianten (Dis
kriminanten) der beiden Formen und ihre simultane Invariante aus
drücken läßt. 

Für zwei quadratische Formen mit den Koeffizienten IXl , ßl' Yl und 
IX2, ß2' Y2 lauten diese Invarianten: 

Du = ßi - 4IXl Yl' D22 = ß~ - 4iX2Y2; D12 = ßlß2 - 2IXl Y2 - 2IX2 Yl' 

Dabei sind die Invarianten Du und D22 als von Null t'erschieden an
genommen, d. h. die Formen mit den Koeffizienten IXl , ßl' Yl bzw. 
IX2 , ß2' Y2 sollen nichtsingulär sein, eine Voraussetzung, die auch im 
;olgenden stets er;iillt ist bzw. erfüllt sein soll, soweit nicht ausdrücklich 
anderes bemerkt wird. 

Für unsere diametralen Formen gehen die Invarianten über in 

Du = (1 + ai + bi)2, 
D22 = (1 + a; + b~)2, 
D12 = 4al a2 + 4bl b2 + (1 - ai - bi) (1 - a; - b~), 

und es ergibt sich in der Tat das einfache Resultat: 
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Der Winkel, den zwei diametrale quadratische Formen miteinander 
bilden, drückt sich durch die Invarianten der beiden Formen in dieser Ge
stalt aus: 

D 12 

arc cos 1/ D 'm· 
r 11 f .L)'22 

Die invariante Natur des Winkels, welche in diesen Formeln hervor
tritt, ist geometrisch dadurch angezeigt, daß der Winkel der beiden Formen 
ungeändert bleibt bei beliebigen Drehungen der Kugel um den Mittelpunkt; 
diese Drehungen entsprechen speziellen linearen Substitutionen von 'fJ. 

Insbesondere werden wir, um Anschluß an die in den Modulfunktionen 
und bei unserer Besprechung der sphärischen Trigonometrie eingeführte 
Sprechweise zu gewinnen, sagen: 

Des näheren bezeichnen wir den Kosinus und den Sinus des Winkels 
als "algebraische Invarianten erster Stufe" der beiden Formen, den 
Winkel selbst als "transzendente Invariante" und werden den Sinus 
und Kosinus des halben Winkels als "algebraische Invarianten 
zweiter Stufe" bezeichnen. 

Nun darf ich ja, um weiter vorwärts zu gehen, an den allgemeinen Ge
dankengang der Invariantentheorie anknüpfen. Demselben zufolge ge
hört zu den beiden Formen außer den Invarianten auch noch eine 
simultane Kot'ariante, nämlich die Funktionaldeterminante derselben: 

8Fl 8Fl 

OT}l 8T}2 
rp= 

8F2 8F2 

a;;; OT}2 

Ich sage: Diese Funktionaldeterminante ist wieder eine diametrale quadra
tische Form. Sie entspricht demjenigen Durchmesser, welcher auf den Durch
messern F1 = 0 und F 2 = 0 senkrecht steht. Ihre Diskriminante lautet 

LI = -4 (D l1 D 22 - Di2) . 

Diese Sätze sind zu beweisen. Zu dem Zwecke können wir, da es sich 
um invariante, d. h. vom Koordinatensystem unabhängige Beziehungen 
handelt, uns eines besonders bequem gelegten Koordinatensystems be
dienen. Ich lege also etwa den der Form F 1 entsprechenden Durchmesser 
vertikal von oben nach unten, d. h. von 1] = 00 nach 1) = 0, also 

F 1 = 171' 'fJ2· 

Den Durchmesser F 2 lege ich in diejenige Ebene, deren Schnitt kreis 
mit der Kugel Träger der reellen Zahlen ist, setze also b2 = 0 und 

F 2 = a2 1JI + (1 - a~) 111 'fJ2 - a211~· 

Die Invarianten der beiden Formen sind dann 

Du = 1, Dl2 = 1 - a~. 
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Die Kovariante ist 

ihre Invariante 
J=-16a~. 

In der Tat entspricht hier cP = 0 dem auf der Zeichenebene senk
rechten Durchmesser, welcher nämlich durch die beiden Punkte ±i geht, 
womit die ersten beiden Sätze bewiesen sind. Und endlich überzeugt 
man sich leicht, daß wirklich 

J = -4(Dn D22 - Di2) . 

Die so für das spezielle Koordinatensystem bewiesenenen Sätze 
müssen von selbst allgemeine Geltung haben. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir daran, unsere eben ent
wickelten Betrachtungen auf das Dreikant anzuwenden, auf welches sich 
die Formeln der sphärischen Trigonometrie beziehen. 

Gegeben seien drei Durchmesser der Kugel; es mögen ihnen die 
diametralen Formen F 1 , F 2 , F 3 entsprechen. Sind dann L, M, N die 
Winkel zwischen je zweien der Durchmesser (mit der schon früher [So 175J 
erwähnten "Cnbestimmtheit), so ist nach unseren Erörterungen 

D cosLn = 23 

l'D22 YDS3 ' 

M Du 
cos n =./ ./ ' 

rDS3 yDll 

D cosNn = 12, 

~v.v-;; 

folglich: 

folglich: 

folglich: 

Der Unbestimmtheit in der Definition der Winkel L, M, N entspricht 
in diesen Formeln, daß man für jede der vorkommenden Quadratwurzeln 
das Vorzeichen beliebig wählen darf. Da im ganzen sechs verschiedene 
Quadratwurzeln vorkommen, so kann man 26 = 64 verschiedene Ver
fügungen über die Vorzeichen treffen. 

Das ist aber geometrisch nichts anderes, als daß zu demselben Kern 
64 sphärische Dreiecke gehören (unter Zugrundelegung des für die Tri
gonometrie erster Stufe gültigen Dreiecksbegriffes von MOEBIUS). 

Weiter bilden wir uns die Funktionaldeterminanten CPl' CP2' CPa YOn 
F 2 und F 3 , von F 3 und F 1 sowie von F 1 und F 2 • Es entsprechen diesen 
die auf den Seitenebenen des ursprünglichen Dreikants senkrecht stehen
den Durchmesser, mit anderen Worten: die Kanten des Polarkerns zu 
dem gegebenen Kern. 

Die Winkel zwischen den Kanten CPl' CP2' CP3 sind also nichts anderes 
als die Winkel an den Kanten F 1 , F 2 , Fa, d.h. die Winkel des sphärischen 
Dreiecks, welches zu dem Kern F 1 , F 2 , F 3 gehört. Nennen wir diese 
Winkel wie früher i.n, ,un, pn, so drücken sich die Sinus und Kosinus 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 12 
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derselben durch die zu Cfll' q;s, Cfla gehörigen Invarianten so aus (unter 
der Yoraussetzung, daß LJjj =l= 0, i = 1,2,3): 

• .123 
COSI.:Z: = ,/7 ,/ ' 

yLf 22 Y Ass 

ASI 
cos/Ln = ------, 

~~ 
_, _ Ja . Y~=-Jf. iiVn;; 

CO~I:Z: - ,,.. r-:- , Slnvn = = c , 
yAn tLl 22 }/An l'A22 rAn rA 2B 

wobei für den Ausdruck von sinJ..:rt, sin,u:rt, sin')l:rt der Umstand be
nutzt ist, daß die Funktionaldeterminanten der Funktionaldeterminanten 
wieder die ursprünglichen Formen lX(!17i + 2 P!' 1}1172 + y~ 1};, e = 1, 2, 3, 
sind, nur multipliziert mit einem gemeinsamen Faktor c, der übrigens 
yon );' ull verschieden sein soll; es ist: 

lXI PI ;'1 

C = 16 lX2 Pa ;'2 

lXa Pa ;'a 
Also: Die Formenreihe, die man erhält, wenn man zu den gegebenen 

drei Formen die Funktionaldeterminanten und von diesen wieder die Funk
tionaldelerminanten bildet, bricht ab, 'weil die Funktionaldeterminanten der 
F1tntiol1aldeterminanten bis auf einen leicht angebbaren Faktor die ur
sprünglichen Formen selbst sind. Aus demselben Grunde bringen die Ko
sinus lind Sinus von i.:rt, ,u:rt, ')I:rt keine neuen Vorzeichenmöglichkeiten 
mehr mit sich, weil die Irrationalitäten, die bei ihrer Definition auftreten, 
dieselben sind 'j,de bei den L:rt, M:rt, Nn. 

);' achdem wir die Seiten und Winkel eines sphärischen Dreiecks rein 
algebraisch als Invarianten dreier diametralen quadratischen Formen 
definiert haben, fragen wir: 

Was bedellten mtn vom invariantentheoretischen Standpunkt aus die 
Formeln der sphärischen Trigonometrie? 

'''ir haben drei diametrale quadratische Formen: 

F1 , Fa, Fa; 
ferner dil' Funktionaldeterminanten je zweier von ihnen, ebenfalls dia
nwtralP quadratische Formen: 

Cfll' ({Ja' ({J3' 

Dit's!' s('chs Formen geben uns sechs Invarianten, nämlich die sechs 
,Ji'ctIlS:;ozdcllten" Int'arianten 

L, J!, N, i., ,u, ')I, 

Bt·ginl1 der einundYierzigsten Vorlesung, 
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welche sich als transzendente Funktionen der Koeffizienten der drei 
Formen F 1 , F 2 , Fa darstellen. Dazu kommen die zwölf "algebraischen" 
Invarianten erster Stufe: 

cosLn, 
sinLn, 

cosM n, cosN n , cosAn, cosftn, 

sinM n , sinN n , sin).n, sinftn, 

welche algebraische Funktionen der Koeffizienten sind. 

cosvn, 

sinvn, 

Die sphärische Trigonometrie erster Stufe, als Lehre von den Re
lationen zwischen diesen letzteren zwölf Invarianten, hat daher, rein 
algebraisch genommen, folgende Bedeutung: 

Die sphärische Trigonometrie erster Stufe ist die Lehre von den algebra
t'schen Relationen, welche zwischen den (algebraischen) Invarianten erster 
Stufe unseres Formensystems statthaben. 

Nun behaupte ich: Diese Lehre, d. h. die sphärische Trigonometrie, 
aufgefaßt als die Lehre von den algebraischen Relationen zwischen den 
Invarianten dreier diametralen Formen, muß auch dann richtig bleiben, 
wenn die Formen nicht diametral, sondern ganz beliebig sind. 

§ 37. Übertragung auf beliebige quadratische Formen. 

Zum Beweise beachte man zunächst, daß die in der sphärischen Tri
gonometrie betrachteten Invarianten sinL~, cosL~ usw. nur von den 
Verhältnissen IX1: ß1: 1'1' IX2: ß2: 1'2' IXa : ßa: I'a der Koeffizienten jeder 
der drei Formen F 1 , F 2 , Fa abhängen. Es sind also nicht sowohl In
varianten der Formen, als vielmehr der Gleichungen, welche durch Null
setzen der Formen sich ergeben. 

Eine jede trigonometrische Relation erster Stufe hat die Gestalt: 

A(IX1:ß1:'Y1; iX2:ß2:YS; IXa:ßa:Ya) =0, 

wobei A eine gewisse algebraische Funktion eines jeden Argumentes ist. 
Bei unseren diametralen Formen ist 

'b ß 1 2 b2 'b IX1 = a1 - z l' 1 = - al - l' 1'1 = - a1 - Z l' 

IX2 = a2 - i b2 , ß2 = 1 - a~ - b~, 1'2 = - a2 - i b2, 
IXa = aa - i ba, ßa = 1 - ai - b;, I'a = - aa - i ba . 

Durch Einsetzen dieser Ausdrücke mögen die Relationen die Form 
annehmen: 

A*(a l , bl ; a2 , b2 ; aa, ba) = 0. 

Dabei ist A * eine algebraische Funktion eines jeden ihrer Argumente. 
Diese Funktion soll nun für J'edes Tripel diametraler quadratischer 

Formen, d. h. für alle beliebigen reellen Werte der a l , bl ; a2 , b2 ; aa, ba 
verschwinden. Wenn nun aber A* für alle reellen Werte seiner Argu
mente identisch Null ist, so muß es auch für alle komplexen Werte der 
a l , bl ; a2 , b2 ; aa' ba identisch verschwinden. 

12* 
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Dies folgt aus dem Eindeutigkeitssatz ("Identitätssatz") für analy
tische Funktionen. Denn, nehmen wir etwa für bl , a2 , b2 , aa, ba beliebige 
feste reelle Werte an, so ist die Funktion A * eine algebraische Funktion 
des einen veränderlichen Arguments a l . Diese würde längs der ganzen 
reellen Achse der al-Ebene verschwinden. Eine algebraische Funktion, 
die längs einer Strecke verschwindet, muß aber (nach dem Eindeutig
keitssatz) überhaupt in der ganzen komplexen Zahlenebene verschwinden. 
D. h. die Relation muß auch für alle komplexen Werte von a l richtig 
bleiben. 

In derselben Weise ist der Gültigkeitsbereich der Relation auch auf 
die komplexen Werte sämtlicher anderer Veränderlichen auszudehnen. 
Die Identitäten 

A*(al , bl ; a2 , b2 ; aa, ba) = ° 
gelten also nicht nur für alle diametralen quadratischen Formen, sondern 
überhaupt für alle Formen, welche sich in die Gestalt bringen lassen: 

(a - ib) 17i + (1 - a2 - b2) "11172 - (a + ib) 1'};, 
wobei jetzt a, b beliebige komplexe Zahlen sein dürfen. 

Nun aber kommen in unseren Relationen nur die Verhältnisse 
(X: ß: y der Koeffizienten der Formen vor, mit anderen Worten, es han
delt sich nur um quadratische Gleichungen, nicht eigentlich um Formen. 
Und da ist leicht zu sehen, daß die Gleichung: 

(a - ib)1'}2 + (1 - a2 - b2)1') - (a + ib) = 0, 

wenn man den a, b beliebige komplexe Werte gestattet, überhaupt iede 
beliebige quadratische Gleichung liefert, welche nichtsingulär ist, d. h. 
eine von Null verschiedene Diskriminante besitzt. [*] 

Auf die (spezielle) Form, wie wir sie (5.174) für die diametralen 
Gleichungen zweiten Grades angegeben haben, läßt sich überhaupt iede be
liebige quadratische Gleichung mit von Null verschiedener Diskriminante 
bringen, sofern es nur gestattet wird, a und b selbst als komplex anzunehmen, 
während man auf diametrale Gleichungen beschränkt bleibt, wenn man a 
und b reell annimmt. 

Da nun die Formeln der sphärischen Trigonometrie, als Relationen 
zwischen den Invarianten dreier quadratischen Gleichungen angesehen, 
nicht nur für reelle, sondern auch für alle komplexen Werte von a l , bl ; 

a2 , b2 ; aa, ba ihre Gültigkeit behalten, so gelten sie nicht nur für drei dia
metrale quadratische Gleichungen, sondern für irgend drei ganz beliebige 
quadratische Gleichungen. Die Formen und ihre Funktionaldeterminanten 
sollen dabei - zunächst wenigstens - nichtsingulär sein (vgl. S.17 5 und 176). 

Der Gegenstand der sphärischen Trigonometrie erweitert sich also 
in folgender Weise: 

Gegeben sind drei (beliebige) quadratische Formen. Wir bilden uns 
die Funktionaldeterminanten und mit deren Hilfe (die sechs transzendenten 
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Invarianten L, M, N, A, 1-', '11 bzw.) die zwölf algebraischen Invarianten: 
cosL1I:, sinL1I:; cosM1I:, sinM1I:; cosN1I:, sinN 11:; COSA1I:, sinA1I:; 
cos ,U 11:, sin 1-'11: ; COS '1111:, sin '1111: • Dann bestehen zwischen diesen zwölf I n
varianten die Formeln der sphärischen Trigonometrie. 

So haben wir für die Gleichungen der sphärischen Trigonometrie ein 
sehr erweitertes Feld gewonnen. Wir werden nun rückwärts fragen, 
was diese algebraischen Relationen zwischen den Invarianten dreier be
liebigen Formen geometrisch bedeuten. Was tritt da an Stelle unseres 
Dreikants? Und was sind das für geometrische Stücke der Figur, welche 
den L1I:, M1I:, N1I:, A1I:, 1-'11:, '1111: entsprechen? 

Deuten wir eine beliebige (nichtsinguläre) quadratische Form F1 in 
derselben Weise geometrisch wie früher eine diametrale quadratische 
Form, indem wir nämlich die beiden (voneinander verschiedenen) Null
stellen derselben als Punkte auf der Kugel deuten (vgl. S. 174) und diese 
beiden Punkte durch eine Gerade verbinden! Wir haben offenbar: 

F 1 = 0 gibt uns eine Gerade, die aber kein Durchmesser zu sein braucht. 
In derselben Weise deuten wir F 2 und F 3 • An die Stelle der drei 

im Mittelpunkt der Kugel sich schneidenden Durchmesser sind nun drei 
sich im allgemeinen nicht schneidende, das Innere der Kugel durch
setzende Gerade getreten. Dieses geometrische Gebilde wollen wir einen 
"allgemeinen dreigliedrigen Kern" nennen. Die drei (nichtsingulären) 
Funktionaldeterminanten qJl = 0, qJ2 = 0, qJ3 = 0 definieren uns in der
selben Weise einen, zum ersten in bestimmter Beziehung stehenden, 
zweiten dreigliedrigen Kern, welchen wir den "Polarkern" des ersten 
nennen wollen. Welches ist dann die geometrische Beziehung des Polar
kerns qJl' qJ2' qJs zu dem gegebenen Kern F 1 , F 2 , Fa? Gewiß wird es 
eine gegenseitige Beziehung sein, da ja der Polarkern des Polarkerns 
wieder der ursprüngliche Kern sein muß. An dieser aus dem Kern und 
seinem Polarkern bestehenden geometrischen Figur werden wir dann die 
Stücke L1I:, M 11:, N 11:, A1I:, 1-'11:, '1111: geometrisch zu interpretieren haben.-

Da wir es in ganz allgemeinem Sinne mit Invarianten und Ko
varianten zu tun haben, handelt es sich hierbei um solche Beziehungen, 
die bei allen Transformationen 

, IXrJ + {J 
'lJ = "'7 + <5' ~~ - ßr =1= 0 

mit (im übrigen beliebigen) komplexen Koeffizienten ~, ß, r, ~ er
halten bleiben. 

Das führt uns zu der sog. "Nichteuklidischen Geometrie", d. h. zu 
der Geometrie mit einer auf unsere 'lJ-Kugel als Fundamentalfläche ge
gründeten CAYLEYschen (projektiven) Maßbestimmung. Für "nicht
euklidisch" wird im folgenden auch die Abkürzung "n. e." gebraucht. 

Die n. e. Geometrie ist nämlich einfach die Invariantentheorie der
jenigen linearen Raumtransformationen, welche die Fundamentalfläche 
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in sich selbst überführen, genau so, wie die gewöhnliche (euklidische) 
Raumgeometrie die Invariantentheorie der gewöhnlichen Bewegungen 
des Raumes vorstellt (vgl. KLEIN [7J, Z. B. S. 186ff.). 

§ 38. Exkurs über nichteuklidische Geometrie. 

Wir werden also jetzt ganz allgemein einen kurzen Blick darauf zu 
werfen haben, wie sich die Geometrie gestaltet unter Benutzung der 
Kugel als Fundamentalfläche einer CAYLEYSchen Maßbestimmung. 

Ich werde davon hier nur das Allernotwendigste mitteilen und nicht 
auf Einzelheiten eingehen können, indem ich im übrigen auf meine Vor
lesungen über n. e. Geometrie hinweise (= KLEIN [7J); in Frage kommt 
insbesondere Teil 2. [*J 

Es seien irgend zwei Punkte PI' P2 gegeben (die nicht auf der Kugel 
liegen und deren Verbindungsgerade die Kugel nicht berührt). Um ihre 
"n. e. Entfernung" im Sinne der CAYLEYSchen Maßbestimmung zu de
finieren, verbinden wir PI und P2 durch eine Gerade, welche die Funda
mentalfläche in zwei Punkten 01 und 02 schneiden möge. Unter der 
(CAYLEYSchen) n. e. Entfernung {PIP2} von PI und P2 versteht man dann 
den mit i/2 multiplizierten Logarithmus des Doppelverhältnisses von 
PI' P2 zu °1 , °2, also: 

{PI P2} = ~ log (}1 o~: Pr O2 ) • 

2 P201 P2 0 2 

Dabei bedeuten PI0l usw. die euklidisch gemessenen, mit Vorzeichen 
genommenen Längen der Verbindungsstrecken von 01 und PI usw. \Vegen 
der Vieldeutigkeit des Logarithmus ist die Entfernung nur modulo n 
bestimmt, sofern nicht besondere Verabredungen getroffen werden, also 
etwa, wie im folgenden, der Hauptwert genommen wird [**J. 

In dualistisch genau entsprechender Weise werden wir unter dem 
n. e. Winkel zweier, von einem (nicht auf der Kugel gelegenen) Punkte 
ausgehenden, die Kugel nicht berührenden Geraden, deren Verbindungs
ebene die Kugel nicht berühren möge, sowie unter dem n. e. Winkel 
zweier sich schneidenden Ebenen (in allgemeiner Lage) den mit i/2 mul
tiplizierten Logarithmus des Doppelverhältnisses verstehen, welches die 
beiden Geraden mit denjenigen Geraden desselben Büschels bzw. die 
Ebenen mit denjenigen Ebenen desselben Büschels bilden, welche die 
Fundamentalfläche berühren. 

Ferner: Zwei Ebenen, welche (bezüglich der Kugel als Fundamental
fläche) den n. e. Winkel (X bilden, schneiden die Kugel in Kreisen, welche 
den euklidisch gemessenen Winkel (X miteinander bilden [***J: 

p p i 1 ((PI 01) (PI O2)) 
-t: 1 2 = 2- og (P201) : (P2 0 2 ) • 

Übrigens ist über die Beziehung dieser Definition des n. e. Winkels zu 
dem gewöhnlichen (euklidischen) Begriff des Winkels folgendes zu sagen: 
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Den Logarithmus des Doppelverhältnisses können wir immer durch 
einen arc cos ausdrücken (vgl. KLEIN [7J, S. 169), und es stimmt dann 
der n. e. Winkel zweier Geraden oder zweier Ebenen, die vom Mittelpunkt 
der Kugel auslaufen, überein mit dem euklidischen Winkel, d. h. mit dem 
Winkel, welchen diese Geraden bzw. Ebenen in der elementaren Geometrie 
miteinander bilden. Man entnimmt dies aus der Tatsache, daß der Kugel
mittelpunkt der Pol der uneigentlichen Ebene ist, daß also die von ihm 
an die Kugel gelegten Tangentialebenen gleichzeitig den imaginären (un
eigentlichen) Kugelkreis berühren (vgl. KLEIN [7J, S. 139). 

Es ist im übrigen nützlich, zu diskutieren, wann die n. e. Entfernun
gen und Winkel zweier Punkte, Geraden, Ebenen reell und wann sie 
imaginär sind. Man findet für die n. e. Entfernung bzw. den n. e. Winkel 
einen rein imaginären Wert, wenn die beiden Elemente 0 1 , O2 bzw. 01' O2 

und folglich auch das Doppelverhältnis reell sind, dagegen einen reellen 
Wert, wenn 0 1 , O2 bzw. 01' O2 konjugiert komplex sind, das Doppel
verhältnis also den absoluten Wert 1 hat. Also: 

Die n. e. Entfernung zweier Punkte wird rein imaginär, wenn beide 
Punkte innerhalb der Kugel liegen, und der n. e. Winkel zweier sich schnei
denden Geraden oder Ebenen wird reell, wenn sie sich innerhalb der Kugel 
schneiden. Es sind dies diejenigen Möglichkeiten, die wir im folgenden 
fast ausschließlich betrachten. Dabei wird im folgenden auch die Dis
kussion von Ausnahmefällen, welche bei spezieller Lage der Geraden usw. 
sich einstellen könnten, durchweg unterlassen. 

Wir müssen nun wissen, wann zwei Gerade oder Ebenen (in allgemeiner 
Lage) im Sinne der oben definierten, n. e. Winkelmessung aufeinander 
senkrecht stehen, d. h. wann sie einen n. e. Winkel n/2 miteinander bilden. 
Dann muß das Doppelverhältnis derselben zu den berührenden Ele
menten 0 1 , O2 desselben Büschels den Wert -1 haben, d. h. PI' P 2 

müssen zu °1 , O2 harmonisch liegen. 
Das ergibt für zwei in einer Ebene liegende Geraden: 
Die eine Gerade steht (in der Ebene) auf der zweiten im n. e. Sinne 

senkrecht, wenn sie durch den Pol dieser zweiten Geraden (in bezug auf 
unsere Kugel) geht. 

Dann geht natürlich auch die zweite Gerade durch den Pol der 
ersten Geraden, so daß die Beziehung des n. e. Senkrechtstehens, wie auch 
in der gewöhnlichen Geometrie, eine gegenseitige ist. 

Im Raume gibt es zu jedem Punkt eine Polarebene, zu jeder Ebene 
einen Pol (bezüglich der Fundamentalfläche [Kugel]). Einer geraden 
Punktreihe entspricht als Polargebilde ein Ebenenbüschel und um
gekehrt. Unter der konjugierten Polaren einer Geraden versteht man 
eine andere Gerade, welche zu der ersten in der (gegenseitigen) Be
ziehung steht, daß einer auf der einen Geraden liegenden Punktreihe 
ein Ebenenbüschel als Polargebilde entspricht, dessen Achse die andere 
Gerade ist. Und nun kann man sagen: 
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Eine Gerade steht auf einer zweiten im n. e. Sinne senkrecht, wenn sie 
gleichzeitig diese zweite Gerade und deren konjugierte Polare schneidet. 
(Die Polare ist bezüglich der Fundamentalkugel zu nehmen.) 

Jetzt werden wir weiter fragen, ob man zu irgend zwei gegebenen 
Geraden ein gemeinsames n. e. Perpendikel konstruieren kann. Diese 
Frage kommt darauf hinaus, ob man eine Gerade konstruieren kann, 
welche einerseits durch die erste gegebene Gerade PI und ihre konjugierte 
Polare PI' andererseits durch die andere gegebene Gerade P2 und ihre 
konjugierte Polare P2 geht, kurz, ob es eine Gerade gibt, welche durch 
die vier Geraden PI' PI' P2' P2 gleichzeitig geht. 

Es gibt nun im allgemeinen immer zwei (verschiedene) Geraden, 
welche die Bedingung erfüllen, vier gegebene Geraden zu schneiden; im 
vorliegenden Fall sind diese gemeinsamen Schneidenden insbesondere 
einander bezüglich der Kugel polar zugeordnet [*]. 

Die vier Geraden haben zwei gemeinsame Transversalen P' und P', 
welche wieder zueinander konjugierte Polaren in bezug auf die Kugel sind. 
Die eine dieser Geraden P' schneidet die Kugel reell, durchsetzt also das 
Innere derselben, die andere schneidet sie nicht, sondern verläuft ganz 
außerhalb der Kugel. 

Da wir künftig nur auf das Innere der Kugel achten, werden wir 
sagen: 

Das Innere der Kugel wird von nur einem gemeinsamen n. e. Perpen
dikel durchsetzt, und sofern wir nur auf das Innere der Kugel achten, ist 
also das gemeinsame n. e. Perpendikel zu zwei gegebenen Geraden (im all
gemeinen) eindeutig bestimmt. 

Heute haben wir noch eine kleine Entwicklung betreffend die Deu
tung einer beliebigen projektiven Transformation (linearen Substitution) 
der komplexen Veränderlichen 'YJ 

, 1X'1 + P 
'YJ ="'1+----;r' 

als einer n. e. Bewegung des Raumes kennenzulemen. 
Es handelt sich darum, eine Abbildung der 'YJ-Kugel auf sich, wie 

sie durch die lineare Substitution definiert ist, eindeutig zu einer n. e. 
Bewegung des Raumes zu "erweitern", d. h. zu einer projektiven Punkt
transformation des ganzen Raumes in sich, bei welcher die (Oberfläche 
der) 'YJ-Kugel so auf sich selbst abgebildet wird, wie es unserer linearen 
'YJ-Substitution entspricht. Die gesuchte Erweiterung läßt sich auf 
Grund folgender Überlegung definieren (konstruieren): 

Beginn der zweiundvierzigsten Vorlesung. 
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Da durch eine lineare Substitution der'fj jeder Kreis auf der 'fj-Kugel 
wieder in einen Kreis verwandelt, ein Kreis aber immer durch eine be
stimmte Ebene (des Raumes) ausgeschnitten wird, und da umgekehrt 
jeder Ebene eindeutig ein bestimmter (evtl. nichtreeller) Kreis auf der 
Kugel entspricht [*], so werden durch die Transformation 

I 00l+{J 
1} = -----

)'11 + ~ 
der Kugel in sich zunächst die Ebenen einander ein-eindeutig ~ugeordnet. 
Die Zuordnung der Punkte des Raumes zueinander ergibt sich nun so: 

Alle Kreise (auf der Kugel), welche einen gegebenen Kreis (auf der 
Kugel) orthogonal schneiden, gehen (wegen der Konformität der Trans
formation auf der Kugel) wieder in Kreise über, die einen gewissen Kreis 
orthogonal schneiden. Kreisen, die einen Kreis orthogonal schneiden, 
entsprechen aber Ebenen, die durch einen Punkt, nämlich durch den 
Pol der Ebene des Orthogonalkreises, gehen. Umgekehrt entsprechen 
solchen Ebenen, die durch einen Punkt gehen, wiederum Kreise auf der 
Kugel, welche einen gewissen (evtl. nichtreellen) Kugelkreis orthogonal 
schneiden. Allen Ebenen, die durch einen Punkt gehen, entsprechen also 
vermöge unserer 'fj-Substitution wieder Ebenen, die durch einen Punkt 
gehen. Dadurch sind also die Punkte des Raumes einander zugeordnet, 
und zwar ein-eindeutig; wir haben es mit einer ein-eindeutigen (und 
überdies stetigen) Punkttransformation des Raumes in sich zu tun. 

Eine ein-eindeutige, stetige Punkttransformation des Raumes aber, 
bei der alle Ebenen wieder Ebenen werden, kann nur eine projektive 
Transformation sein [**]. 

Bei einer projektiven Transformation des Raumes bleiben nun, wie 
man weiß, alle Doppelverhältnisse ungeändert, hier also insbesondere 
alle auf die fest bleibende Kugel bezüglichen Doppelverhältnisse, mit 
anderen Worten, alle auf die Kugel gegründeten n. e. Maßbestimmungen. 
D.h.: 

Man kann jede projektive Transformation 

I 00l+{J 
'fj = )'1'} +~ 

der Kugeloberfläche in sich zu einer n. e. Bewegung des gesamten Raumes 
erweitern. 

Davon gilt auch die Umkehrung, nämlich: Jede projektive Raum
transformation, welche die Kugel in sich überführt, gibt zu einer Sub-
stitution + {J 

I 01.11 
'YJ = -)'-'-1'} --:+-'~;;-

Veranlassung. 
Durch eine derartige projektive Raumtransformation wird nämlich 

eine ein-eindeutige Punkttransformation der Kugeloberfläche (bzw. der 
komplexen 'fj-Ebene) festgelegt, welche Kreise in Kreise überführt. Folg-
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lich bleibt das Doppelverhältnis von je vier Punkten der 1)-Ebene in
variant, so daß die fragliche Transformation der 1)-Ebene in sich eine 
lineare sein muß. (Einen Beweis für den ganzen Satz findet man auch 
bei KLEIN [7J, S. 307.) 

Wir wollen jetzt den Charakter einer solchen Bewegung näher unter
suchen. (Vgl. dazu KLEIN [7J, S. 123 ff.) 

Bei der vorliegenden Transformation bleiben zwei Punkte der Kugel, 
welche durch die Gleichung 

Y1)2 + (b - ex) 1) - ß = 0 

bestimmt sind, ungeändert ("Fixpunkte"). 
Sind die beiden Fixpunkte verschieden, so wird durch sie eine Raum

gerade bestimmt, welche bei der n. e. Bewegung in sich selbst übergeht. 
Der n. e. Charakter dieser Bewegung wird nun sicher nicht geändert, 
wenn wir dieselbe durch eine geeignete andere Bewegung so transfor
mieren, daß die Achse durch die beiden mit 1) = 0 und 1) = 00 bezeich
neten, einander diametral gegenüberliegenden Kugelpunkte hindurch
geht, d. h. wenn wir durch eine geeignete, ebenfalls projektive Trans
formation des 1) die vorliegende Substitution 

I 1.X1'J + ß 
1J=')'11+(f 

so transformieren, daß ihre Fixpunkte gerade 1J = 0 und 1J = 00 sind. 
Dann hat sie aber die Gestalt: 

1]' = ex*1J. 
Diese Umformung ist, wie gesagt, nur dann möglich, wenn die beiden 

Fixpunkte verschieden sind. Besitzt die Substitution nur einen Fix
punkt, sog. "parabolische" Substitution, und transformiert man den 
Fixpunkt nach 1) = 00, so nimmt die Substitution die Gestalt an: 

r/=1l+ß*, 

was wir als Parallelverschiebung ["Schiebung"J in der komplexen 
1J-Ebene deuten können, es sei denn, daß ß* = 0 ist, daß also die Iden
tität vorliegt. (Vgl. übrigens auch S. 188.) 

Wir wollen die komplexe Zahl ex* in Gestalt eines Exponentialaus
druckes schreiben: ex* = ei :';' 

und wollen An die "Amplitude" der n. e. Bewegung nennen. Also: 
Wir können den analytischen Ausdruck der einzelnen n. e. Bewegung 

auf die Gestalt bringen 

unter An die Amplitude der n. e. Bewegung verstanden. Die Zahl }, ist 
im allgemeinen komplex; ihre Zerlegung in reellen und imaginären Teil 
laute: i. = i.' + i i." . 
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Ich behaupte nun: Beide Teile, der reelle wie der imaginäre, haben 
eine gute geometrische Bedeutung. 

Zunächst sieht man: Da die Transformation 

r/ = ei :r}."1 

Kreise in Kreise überführt und winkeltreu ist, so werden, falls wir die 
Fixpunkte 'YJ = 0 und 'YJ = 00 als Nordpol bzw. Südpol der Kugel an
sehen, die Meridiane (nämlich die Kreise durch die Fixpunkte) wieder 
Meridiane, die Breitenkreise (d. h. die Orthogonalkreise der Meridiane) 
wieder Breitenkreise; d. h. im Raum gedeutet: Die durch die Achse 
gehenden Ebenen werden gedreht, die zur Achse senkrecht stehenden 
Ebenen parallel verschoben. Denkt man sich diese kombinierte Be
wegung kontinuierlich ausgeführt, so beschreibt jeder Punkt des Raumes 
sowohl als der Kugeloberfläche eine Art Schraubenbewegung von dem 
einen Pole der Kugel nach dem anderen hin. Welche geometrische Be
deutung für diese n. e. Schraubenbewegung haben nun der reelle 
und der imaginäre Teil der Amplitude ;,7&? 

Da behaupte ich: 
Ist Ä7& = (Ä' + iÄ") 7& die Amplitude der n. e. Bewegung, so werden 

die durch die Achse hindurchgehenden Ebenen, also die Ebenen der Meridian
kreise, um den n. e. Winkel Ä'7& "gedreht" und die n. e. senkrecht zur 
Achse stehenden Ebenen, also die Ebenen der Breitenkreise, um die n. e. 
Strecke iÄ" 7&, auf der Achse gemessen, "verschoben". 

Diese beiden Sätze sind zu beweisen. Die Substitution 

lautet, in Raumkoordinaten x, y, z geschrieben (vgl. S. 174): 

x' + iy' = e+i'<',.-Ann x + iy 
1-Z' 1-z' 

Dieselbe Formel muß für die konjugierten Werte der Veränderlichen 
und Konstanten gelten, also 

x'-iy' ." ,n x-iy ___ = e-tA n-" n __ 
1-z' 1-z' 

Hieraus folgt durch Division der beiden Formeln 

x' + iy' 2il'". X + iy 
x' - iy' = e x - iy . 

Setzt man nun 

x = rcosrp, y = rsinrp, z = Vi - r2 , 

so bedeutet rp = konst. bei veränderlichem rund z eine der Meridian~ 
ebenen. Bei dieser Bezeichnungsweise wird aber 

x + iy = reirp , x-i)' = re- irp , 
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und unsere Transformation schreibt sich 

oder q/ == q; + ).'11', (modn). 

Hieraus lesen wir ab, daß in der Tat, wie behauptet, die Meridianebene 
mit dem Azimut q; sich bei unserer n. e. Bewegung in die Meridianebene 
mit dem Azimut q; + ).'11', verwandelt, also eine Drehung um den (zu
nächst euklidisch gemessenen) Winkel ).'11', erfährt. Da die Meridian
ebenen durch den KugeltIlittelpunkt gehen, ist ).'11', aber auch der n. e. 
Winkel der beiden Meridianebenen (vgl. S.183). 

Multiplizieren wir andererseits die beiden Transformationsgleichun
gen (SJ und (S2) und berücksichtigen wir, daß für die Punkte der 
Kugel gilt: 

(x + iy)(x - iy) = x2 + y2 = 1 - Z2 = (1 - z)(1 + z), 

so ergibt sich 

und hieraus 

1+z' _ _ u"",1+Z ---e --
1-z' 1-z 

z' - 1 . Z - 1 _ 2A"n 
?+1 ·Z+1- e 

D. h.: Das Doppelverhältnis des transformierten Punktes z' und des 
ursprünglichen Punktes z zu den Schnittpunkten z = +1 und z = -1 
der z-Achse mit der Kugel ist gleich e2 A""'. Nun ist aber die n. e. Ent
fernung dieser zwei Punkte z und z' durch den mit i/2 multiplizierten 
Logarithmus dieses Doppelverhältnisses definiert (und zwar möge hier 
der Hauptwert dieses Logarithmus genommen werden): 

zz' = ~ log (; ~: :; ~ :). 

Also ergibt sich wirklich als n. e. Entfernung des transformierten Punktes 
der Achse von dem ursprünglichen, d. h. als Betrag der n. e. Verschiebung. 
der Wert 

zz' = i)''' n. 

Diese beiden Resultate betreffs der Drehung und der Schiebung mögen 
noch zusammengefaßt und folgendermaßen ausgesprochen werden: 

Eine n. e. Schrauben bewegung von der Amplitude ).11'" wo ).=).' + iÄ" 
ist, bedeutet eine n. e. Drehung um die Schraubenachse durch den n. e. 
WinkelÄ'n und eine n. e. Verschiebung längs der Schraubenachse um eine 
Strecke von der n. e. Länge iÄ" n. 

Schließlich ist noch auf die 1;'älle der parabolischen 17-Substitutionen 
hinzuweisen (vgl. S.186). Diese können aus den im vorstehenden be
trachteten (nichtparabolischen) Fällen als Grenzfälle gewonnen werden 
dadurch, daß man die beiden Fixpunkte sich einander unbegrenzt 
nähern läßt. Als "Schraubenachse" erhalten wir in der Grenze eine 
Kugeltangente. 
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§ 39. Die SCHILLINGSehe Figur. 
Nach diesen Vorbereitungen werden wir leicht die SCHILLINGSehe 

Figur verstehen. 
Drei Formen F 1, F s, Fa werden repräsentiert durch drei Gerade im 

Raume, die sich im allgemeinen nicht schneiden, also zueinander wind
schief liegen (was wir annehmen). 

Zu F 1, F'J.' Fa bilden wir die Funktionaldeterminanten fPl' fPs, fPa, 
welche wieder durch drei Geraden repräsentiert werden, nämlich durch 
·den "Polarkern" des durch F 1 , F'J.' Fa gegebenen "Kerns". Wie liegt 
.nun dieser Polarkern zu dem ursprünglichen Kern? 

Um dies zu sehen, müssen wir überhaupt untersuchen, welches die 
.geometrische Beziehung der Funktionaldeterminante fPl zu den beiden 
Formen F z, Fa ist. Ich behaupte, um es weiter unten zu beweisen: 

Die Funktionaldeterminante zweier quadratischen Formen wird durch 
.das gemeinsame n. e. Perpendikel derjenigen beiden Geraden gegeben, welche 
.die Repräsentanten der beiden quadratischen Formen sind. (Für Durch
messer ist der Satz bereits auf S. 176 bewiesen.) 

Nehmen wir vorläufig diesen Satz als bewiesen an, so ist klar: Wenn 
die Kanten des Polarkerns die gemeinsamen Perpendikel je zweier Kan
ten des ursprünglichen Kerns sind, dann sind auch umgekehrt die Kanten 
des ursprünglichen Kerns die gemein
samen Perpendikel der Kanten des Polar· 
kerns. Mit anderen Worten: 

Kern und Polarkern bilden zusammen 
~inen "Doppelkern" F1fPa F 2fPl Fa fP2 , 
d. h. ein räumliches Sechsseit, dessen 
~inzelne Seiten auf der vorangehenden 
und nachfolgenden jedesmal n. e. senk
recht stehen (vgl. die Fig. 32). Welche 
geometrische Bedeutung in bezug auf Fig. 32. Doppelkem, gebildet aus dem Kem 

F 1 , F., Fa und dem zugehörigen Polar-
diesen Doppelkern haben nun die durch kern 'P., 'P" 'Po (schematisch). 

die Invarianten der Formen F 1, F 2 , Fa 
und fPl' fP2' fPa definierten Zahlen Än, p,n, '/In, Ln, Mn, Nn? 

Ich behaupte, daß Än die Amplitude derjenigen n. e. Schraubenbewegung 
mit F 1 als Achse ist, welche ich vornehmen muß, um fP2 in fPa überzuführen; 
d. h. daß Ä'n der n. e. Winkel ist, den die beiden durchF1 hindurchgehenden 
Ebenen miteinander bilden, welche fP2 bzw. fPa enthalten, und daß 0." n 
die n. e. Entfernung der Fußpunkte von fP2 und fPa auf F1 ist. 

Genau entsprechende Bedeutung haben p,n, '/In und, wenn man 
Kern und Polarkern vertauscht, Ln, Mn, Nn. 

All diese Sätze hängen in erster Linie von dem Beweise des Satzes 
ab, daß die Funktionaldeterminante fPl zweier Formen F'J.' Fa, geo
metrisch gedeutet, das gemeinsame n. e. Perpendikel der F2 und Fa re
präsentierenden Geraden vorstellt. 
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Um das zu beweisen, führen wir eine möglichst bequeme Lage der 
Figur zum Koordinatensystem ein. Wir legen dieselbe nämlich so, daß 
das gemeinsame n. e. Perpendikel von F 2 und Fa durch die Punkte 
'Y} = 0 und 'Y} = 00 der Kugel geht, also ein Durchmesser der Funda
mentalkugel ist. Dann stehen aber (vgl. die Anmerkung [*] zu S. 184) 
die Geraden F 2 und Fa auch im euklidischen Sinne senkrecht auf dem 
gemeinsamen n. e. Perpendikel, so daß die Geraden F 2 und Fa jede in 
einer horizontalen Ebene liegen. F 2 und Fa haben dann die Gestalt 

F 2 = 1X21}~ + Y21}L 

Fa = lXa171 + Y31}~· 
(1X2Y2 =F 0, lXaY3 =F 0) • 

Diese Gestalt ergibt sich unmittelbar aus der stereographischen Pro
jektion. 

Die Funktionaldeterminante dieser beiden Formen lautet aber 

Cf!l = 4 (1X2Ya - lXaY2) 1}11}2 , 

hat also die Nullstellen 'Y} = 0 und 'Y} = 00, ihre repräsentierende Gerade 
fällt also in der Tat mit dem gemeinsamen Perpendikel der Geraden F 2 

und F 3 zusammen. 
Damit ist gezeigt, daß die Funktionaldeterminante zweier Formen wirk

lich durch das gemeinsame Perpendikel der die Formen repräsentierenden 
beiden Geraden vorgestellt ist. (Die beiden Formen und ihre Funktional
determinante sind dabei, wie stets, als nichtsingulär angenommen.) 

Zweitens ist jetzt zu beweisen, daß die Schraubenbewegung mit der 
Achse Cf!l' welche F 2 in Fa überführt, wirklich die durch 

frAu 
sin L n = -,--.,--

t'D;;VV33 cosLn = ~VD33 ' 

gegebene Amplitude Ln besitzt (vgl. S. 177). In der Tat: Die Schrauben
bewegung mit der Achse Cf!l wird die Gestalt haben: 

1}' = ei'" L1} • 

Damit die Gleichung 

F 2 = 0 oder 1X2 1}2 + Y2 = 0 

durch diese Transformation in die Gleichung 

übergehe, muß 

also 

also 

sein. 

Fa = 0 oder lXa1}2 + Y3 = 0 

e2inL = lX2r~ , 
lX3r2 

cosLn + i sinLn = VlX2rs 

lXSr2 
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Das so definierte L ist nun das frühere. In der Tat rechnet man nach, 
daß bei geeigneter Verfügung über die Vorzeichen der Quadratwurzeln 
(vgI. S. 177) gilt: 

und 

LXzi'a +~ 
2 VLXzLXai'zi'a 

i LXz)'a - CX3i'2 

"2 YCXZCX3i'Zi'3 ' 
also 

cosLn + isinLn = Dzs-t~ = 1/CX2i'a, 
YD Z2 VD33 V LXSi'2 

womit auch der zweite Teil der Behauptung bestätigt ist. 
Wir haben gezeigt, daß der Winkel Ln, welcher arithmetisch ver

mittels der Invarianten D und LI definiert wird, direkt die Amplitude der
jenigen Schraubenbewegung mit dem gemeinsamen Perpendikel als Achse 
ist, welche die Gerade F 2 in die Gerade Fa überführt. 

Wir sehen also aus dem allen: 
Die SCHILLINGSche Figur ist in der Tat die richtige und notwendige 

Verallgemeinerung des Dreikants und seines Polardreikants, welche man 
eintreten lassen muß, wenn man für L, .;.11, N, ;., ,U, v komplexe Werte 
zulassen will. 

Wir sagen heute noch kurz: 
Die Entwicklungen der gestrigen Stunde kommen in der Hauptsache 

darauf zurück, daß man den Winkel zweier sich nicht schneidenden Ge
raden durch die Amplitnde derjenigen Schraubenbewegung erklärt, welche 
man um das gemeinsame Perpendikel der beiden Geraden ausführen muß, 
um die eine Gerade in die andere überzuführen, und daß man von vorn
herein diese Definition bei der Figur des Doppelkerns in Anwendung bringt. 

Wir knüpfen nun heute an die schon früher (S. 177) gemachte Be
merkung an, daß durch den Kern bzw. durch die drei Formen F I , F 2 , Fa 
die sechs Winkel ;. n, p, n, ... , N n nicht eindeutig definiert sind. 

Schon beim gewöhnlichen Dreikant hatten wir, je nach dem Sinn, 
in welchem die Winkel und Seiten gemessen wurden, 64 Stämme von 
zugehörigen Dreiecken zu unterscheiden und in jedem dieser Stämme 
noch unendlich viele verschiedene Dreiecke, deren Winkel und Seiten 
sich um beliebige Multipla von 2n unterscheiden (vgI. S. 167). Dabei 
ergaben sich aus irgendeinem der unendlich vielen, zu demselben Drei
kant gehörigen Dreiecke mit den Winkeln und Seiten i.n, p,n, vn, 
Ln, Mn, Nn alle übrigen durch die Formeln auf S.166. 

Beginn der dreiundvierzigsten Vorlesung. 



192 Übersicht über die sphärische Trigonometrie. 

Ganz entsprechend sind beim allgemeinen Kern, je nach der Vor
zeichenwahl für die in cosAn, sinAn usw. auftretenden sechs Irratioilali
täten, 26 = 64 Stämme von Wertsystemen A, Il, V, L, M, N zu unter
scheiden, wobei die Wertsysteme je eines Stammes sich noch um be
liebige Multipla von 2n unterscheiden. Wir verabreden in dieser Hinsicht: 

Wenn wir an der Figur nichts anderes als die Lage der zweimal drei 
Geraden des Kerns und des Polarkerns als wesentlich ansehen, wollen wir 
den Kern einen "geometrischen Kern" nennen. Treffen wir außerdem 
noch eine Festsetzung über den Sinn der Bewegungen, ohne aber mo
dulo 2n verschiedene Amplituden voneinander zu unterscheiden, ver
allgemeinern wir also die MOEBIUssche Definition des sphärischen Drei
ecks auf den Fall eines beliebigen Kernes, so werden wir das so schärfer 
definierte Gebilde einen "algebraischen Kern erster Stufe" nennen; 
und wenn wir endlich die Amplituden auch ihrem absoluten Werte nach 
festlegen, werden wir von einem "transzendenten Kern" sprechen. 
Diese Verabredungen sollen übrigens nur für unsere augenblicklichen 
Betrachtungen gelten, ohne daß wir denselben eine bleibende Bedeu
tung für alle Zukunft geben wollten. 

Wie in der Trigonometrie mit reellen Winkeln und Seiten, so bietet 
sich uns jetzt hier das Problem, zu einem gegebenen geometrischen Kern 
alle zugehörigen transzendenten Kerne zu gewinnen. Zu dem Zwecke 
müssen wir einige Festsetzungen treffen: 

1. Wir statten jede der sechs Geraden des Doppelkerns mit einem 
bestimmten positiven Durchlaufungssinn aus. 

2. Unter einer positiven Schraubung (mit positivem reellem und ima
ginärem Teil der Amplitude) verstehen wir eine rechtsgewundene 
Schraubenbewegung in Richtung des eben festgelegten positiven Sinnes 
der Schraubenachse. 

3. Unter der Amplitude Ln verstehen wir dann den in positivem 
Sinne gerechneten Betrag derjenigen rechtsgewundenen Schraubung um 
die Achse Cf!l' welche die positive Richtung von F 2 in die positive Rich
tung von F 3 überführt. Entsprechend definieren wir die übrigen Ampli
tuden. 

Durch all das sind die Amplituden aber erst modulo 2n bestimmt; 
unter allen bei dieser Bestimmungsweise noch möglichen Werten der 
Ln, Mn, Nn; An, Jln, vn sei ein bestimmtes Wert system ausgewählt. 

Wir haben offenbar: 
Die Festsetzungen 1. können auf 64 Weisen getroffen werden, und es 

sind dann durch 2. und 3. die Ln, Mn, Nn, An, f1.n, vn bis auf be
liebige Multipla von 2n bestimmt, so daß wir gerade die 64 Stämme ver
wandter transzendenter Kerne vor uns sehen. 

Nachdem wir so den Begriff des transzendenten Kerns festgelegt 
haben, werden wir sagen: die so definierten Wertsysteme sind der Gegen
stand der erweiterten sphärischen Trigonometrie. In der Tat stimmen 
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unsere Festsetzungen über die Vorzeichen und absoluten Werte der 
Ä, 1-', v, ... , wenn wir zum Dreikant zurückgehen, mit den früher ge
troffenen genau überein. Es erhebt sich nun, wie in der gewöhnlichen 
sphärischen Trigonometrie, sogleich die Frage, inwieweit z. B. L, M, N 
durch Vorgabe von Ä, 1-', v festgelegt sind. Ohne auf diese Frage näher 
einzugehen, wollen wir doch noch eine kinematische Betrachtung an
fügen, mittels deren sich die Beantwortung ergibt (vgl. etwa S. 196, 
Anmerkung [*]). 

§ 40. Kinematische Bedeutung des Kerns. 

Die zunächst in Aussicht genommene kinematische Betrachtung des 
Kerns geht aus von dem HAMILToNschen Satz vom sphärischen Dreieck [*]. 

Wir denken uns auf der Kugel ein gewöhnliches (EuLERsches) sphä
risches Dreieck mit den Winkeln Än, I-'n, vn. Wir denken uns nun 
erstens die ganze Kugel um den zu Än gehörigen Durchmesser um den 
Winkel 2Än gedreht und nennen diese Operation A. Desgleichen ver
stehen wir unter B eine Drehung der Kugel um den durch I-'n gehenden 
Durchmesser um den Winkel 21-'n, unter C eine Drehung um 2vn um 
den durch die dritte Ecke gehenden Durchmesser. Dann behauptet 
HAMILTON: 

Die Aufeinanderfolge dieser drei Operationen ergibt die Identität (die 
wir mit 1 bezeichnen wollen). Also: 

ABC = 1. 

In der Tat sehen wir, wenn wir zu dem gegebenen Dreieck die Spiegel
bilder an den drei Seiten bilden, wie es in der hier gezeichneten 
Fig.33 geschehen ist, daß die Operation A das 
Dreieck 2 in das Dreieck 3 überführt, daß dann 
das Dreieck 3 durch die Operation B in 1 über
geht, und daß endlich die Operation C das 
Dreieck 1 wieder in 2 transformiert. Die Auf
einanderfolge ABC der drei Operationen führt 
also 2 in sich selbst über [so daß 2 Punkt für 
Punkt fest bleibt], muß also, da sie einen end
lichen Teil der Kugel ungeändert läßt und da sie 
eine kongruente Abbildung der Kugeloberfläche 
auf sich selbst ist, auch die ganze Kugel in 
sich überführen, d. h. die Identität sein. 

Fig. 33. Sphärisches Dreieck 
(in stereographischer Projek
tion) mit seinen drei, durch 
Spiegelung an den Dreiecksei ten 
entstandenen Bildern I, 2, 3. 

HAMILTON beweist seinen Satz in der hiermit dargelegten Weise durch 
die Betrachtung der symmetrischen Nebendreiecke, indem er bemerkt, daß 
immer eines dieser Dreiecke aus dem anderen durch die Drehung A oder B 
oder C hervorgeht. 

Wir können wesentlich dieselbe Überlegung auch etwas anders, mehr 
formelmäßig, darstellen. Wir wollen die Spiegelung an der Seite (I-', v) 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 13 
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(d. h. an dem Hauptkreisbogen, welcher die zu fl und v gehörigen Ecken 
des Dreiecks verbindet) mit A, die Spiegelung an (v, A) mit B, diejenige 
an (A, ,u) mit r bezeichnen. Spiegeln wir nun das gegebene Dreieck 
erst an der Seite (v, A), so bekommen wir das Dreieck 2; wenden wir 
dann die Drehung A an, so geht 2 in 3 über. Dasselbe Dreieck 3 können 
wir aber auch direkt durch Spiegelung an (A, f.1) erhalten: d. h. die Auf
einanderfolge der beiden Operationen Bund A hat denselben Erfolg wie 
die Operation r oder 

BA = r. 
Hieraus folgt 

BBA = Br 

und wegen B B = 1 schließlich 

A = Br. 

In derselben Weise wie hier die Drehung A lassen sich auch Bund 
C als Kombination je zweier Spiegelungen darstellen: 

A=Br, B=rA, C= AB. 

Setzen WIr nun A, B, C zusammen, bilden also: 

ABC = BrrAAB, 

so ist die rechte Seite, wegen r r = 1, A A = 1, gleich B B = 1, also 

ABC = 1, 
w. z. b. W. 

HAMILTON beweist seinen Satz im Grunde dadurch, daß er A, B, C 
aus den Spiegelungen A, B, r zusammensetzt, wo dann 

A=Br, B=rA, C=AB 

wird und nur noch der Umstand zu benutzen ist, daß 

A2=1, B2=1, r 2 =1 
ist. 

Bei dem hiermit geschilderten Verfahren läßt sich der Beweis des 
Satzes nicht gut für den allgemeinen Kern aus windschiefen Geraden 
verallgemeinern. 

Einer solchen Verallgemeinerung fähig wird der Beweis aber durch 
eine glückliche Modifikation, welche SCHILLING ([2J, vgl. S. 186) an dem
selben angebracht hat. SCHILLING fügt nämlich zu den drei Achsen 
F l' F 2' F 3 der Drehungen A, B, C noch die Achsen des Polarkerns 
hinzu, nämlich CfJl' CfJ2' CfJ3' und führt dann statt der HAMILToNschen 
Spiegelungen der Kugel Umklappungen des Raumes um die Achsen 
CfJl' CfJ2' CfJ3' d. h. Drehungen um n ein. Dieselben mögen Il1, Il2 , Il3 
heißen. 

Denken wir uns etwa (was keine Einschränkung der Allgemeinheit 
bedeutet) die Achse F 1 als Kugeldurchmesser und senkrecht zur Zeichen
ebene gewählt, so werden die beiden Achsen Cf'2' CfJ3 des Polarkerns 
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parallel zur Zeichenebene liegen, und ihre Richtungen werden den 
Winkel An miteinander bilden (Fig.34). Wenden wir nun die Operation 
II2 an, d. h. klappen wir die ganze Figur um die Gerade fP2 um, 

Fig.34. Fig. 3;. Fig.36. 

Fig.34-36. Zu SCHILLISGS Verallgemeinerung des HA)IILTO!'\scht.'1l Satzes. 

so wird die Fig. 35 entstehen, in der aber F 1 "nach unten" gerichtet ist, 
falls die positive Richtung von F 1 ursprünglich (Fig. 34) etwa "nach 
oben" gerichtet war; fPa möge bei II2 in die in Fig. 35 nichtpunktierte 
Gerade fPa übergehen. Klappen wir nun diese Figur noch einmal um die 
in Fig. 35 punktierte Achse fPa um, wenden wir also die Operation IIa an, 
so entsteht Fig. 36, in welcher F 1 wieder, wie in Fig. 34, "nach oben" 
gerichtet ist und in welcher die durch F 1 und Cf2 bzw. F 1 und fPa be
stimmten Ebenen um die Achse F 1 gedreht erscheinen, und zwar um den 
Winkel 2An gegen die Lage in Fig. 34. Beachtet man noch, daß im 
vorliegenden Falle F 1 , F 2 , Fa, fPl' fP2' fPa alle durch den nämlichen 
Punkt gehen, so erkennt man, daß IIaII1 eine Drehung um die Achse 
F 1 liefert und daß 

Ebenso ergibt sich 
B = IIaII1 , 

C = II1 II2 • 

Da nun wieder für unsere Umklappungen (wie bei den Spiegelungen) 

IIi = II~ = II~ = 1 

ist, so folgt aus dieser Darstellung der A, B, C genau wie früher: 

ABC = 1. 
Wir rekapitulieren: 

In der Tat ist es elementargeometrisch vollkommen klar, daß die Drehun
gen A, B, C mit den doppelten Amplituden 2}. n, 2 p TC, 2 v 7l je eine 
Aufeinanderfolge zweier Umklappungen, nämlich II2 IIa, IIa II1 , II1 II2 , 

sind, und daß infolgedessen ABC = 1 ist. 
Sehen wir nun zu, ob sich das SCHILLINGSehe Verfahren auf den all

gemeinen Fall übertragen läßt, wo i. = )j + iJ.." eine komplexe Zahl ist, 
wo also die Schnittpunkte der beiden Geraden fP2 und Ta mit der Geraden 
F 1 nicht identisch sind, sondern auf F 1 die (n. e.) Entfernung i}." n von
einander besitzen. Wenn wir dabei wieder, der besseren Veranschau
lichung wegen, F 1 in einen Durchmesser der Fundamentalkugel trans
formieren (vgl. S. 190 oben), so können wir folgendermaßen schließen: 

13* 
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Klappen wir einmal um q;s, dann um q;a um, so geht schließlich F 1 

auch wieder in F 1 mit demselben Richtungssinn über. Die durch F 1 , 

q;s (und genau so die durch F 1 , q;a) bestimmte Ebene dreht sich dabei 
gegenüber ihrer ursprünglichen Lage ebenso wie in den obigen Figu
ren )4, 35, 36, d. h. die Gesamtbewegung enthält eine Drehung mit 
F 1 als Achse um den (n. e.) Winkel 2Ä'n. Die Strecke zwischen den 
Fußpunkten von q;s und q;a aber erscheint, nach der zweimaligen Um
klappung, um ihre doppelte Länge 2iA" n im positiven Sinne verschoben. 
Der Verschiebungsbestandteil der Gesamtbewegung ist also 2iA"n. 

Die ganze Amplitude der Bewegung ist also 2Ä'n + 2iA"n = 2An; 
d. h. es ist auch für komplexe J.: 

A =II2 IIa 
und ebenso B = IIa II1 ' 

C = IIl 1l2 • 

Im allgemeinen Falle der SCHILLINGSehen Figur gibt die Aufeinander
folge der Umklappungen II2 , IIa eine Schrauben bewegung um F 1 von der 
Amplitude 2An, welche wir A nennen. So wird den drei Achsen je eine 
Schraubenbewegung von der Amplitude 2Än, 2pn, 2vn zugeordnet. Wir 
dürfen dann sagen: Auch für diese Schraubenbewegungen gilt der Satz, 
daß ABC = 1. 

Dieser Satz gibt uns nun die Möglichkeit, nachzuweisen, daß im 
allgemeinen der Kern durch Angabe der Amplituden A, ,u, v "im wesent
lichen" zweideutig bestimmt ist. "Im wesentlichen" soll dabei bedeuten: 
Eindeutig bis auf n. e. Bewegungen (mit der Kugel als Fundamental
fläche). Abgese:hen wird von den Fällen, daß die A, p, v sämtlich oder 
teilweise ganz.e Zahlen sind, welch letztere Fälle bei anderer Gelegenheit 
zur Sprache kommen werden (vgl. § 51); abgesehen wird ferner von 
dem Falle, daß die drei Schraubenachsen einen Punkt auf der Kugel ge
meinsam haben (vgl. S.213, 219ff.) [*J. 

Hiermit will ich nun diesen geometrischen Exkurs schließen, um in 
der nächsten Stunde wieder zur funktionentheoretischen Untersuchung 
der 1]-Funktion (vgl. § 27ff.) zurückzukehren. 

Dritter Abschnitt. 

Der Fundamentalbereich der 1j-Funktion. 

§ 41. Fundamentalbereich und Kern. 
In der x-Ebene besitzt die 1]-Funktion drei (verschiedene) singuläre 

Punkte a, b, c. Um einen einzelnen Zweig der Funktion zu isolieren, 
wählen wir irgendeinen ganz beliebigen (etwa von a, b, c verschiedenen) 

Beginn der vierundvierzigsten Vorlesung. 
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Punkt 0 der x-Ebene, und ziehen von ihm aus, wie in untenstehender 
Fig. 37, drei, vorläufig ganz beliebig gestaltete, aber (von 0 ab
gesehen) völlig getrennt verlaufende "Einschnitte" (etwa Streckenzüge) 
Oa, Ob, Oe nach den Punkten a, b, e, setzen für 
diese Einschnitte einen Durchlaufungssinn der
art fest, daß 0 jeweils der Anfangspunkt ist, und 
bezeichnen die hierdurch definierten "rechten" 
Ufer als negative (-), die "linken" Ufer hin
gegen als positive (+). Wir behalten uns übrigens 
vor, wenn es uns zweckmäßig erscheint, den 
Punkt 0 in einen der drei singulären Punkte 
selbst rücken zu lassen; dabei sparen wir einen Fig. 37. x·Ebene mit Ein-

schnitten Oa, Ob, Oe. 
der drei Einschnitte ein, es geht dafür aber die 
Symmetrie der Betrachtung verloren, weswegen wir im allgemeinen den 
Punkt 0 von a, b, e verschieden wählen. Die drei um 0 herum liegen
denWinkelräume, welche von den Einschnitten Ob, Oe bzw. von Oe, 
Oa bzw. von Oa, Ob gebildet werden, sollen 0' bzw. 0" bzw. 0'" 
heißen. 

In der so aufgeschnittenen x-Ebene ist der Quotient 1] = ;1 eindeutig, 
2 

doch so, daß er längs der Einschnitte an den negativen und positiven 
Ufern verschiedene Werte 1]- bzw. 1)+ annimmt, welche durch je eine, 
für den Schnitt charakteristische, lineare Substitution zusammenhängen, 
so daß man hat: 

längs Oa 

längs Ob 

längs Oe 

1]+ =A(1J-), 

1]+ =B(1J-), 

17+ = C(lr) , 

unter A, B, C die betreffenden linearen Substitutionen verstanden. 
Wenden wir auf den Punkt 0 insofern wir ihn als Scheitel des Winkel

raumes 0" ansehen, die Substitution A an, so geht er in den Scheitel 
des Winkelraumes 0'" über, dieser durch B in den Scheitel von 0', 
dieser durch C wieder in den Scheitel des ursprünglichen Winkelraumes 
0"; da nun 1] in der zerschnittenen Ebene eindeutig sein soll, so geht 
1] durch die Aufeinanderfolge der Substitutionen A, B, C in sich selbst 
über; und dies gilt für jeden beliebigen Wert von 'YJ (mit Ausnahme höch
stens von 1] = a, 'YJ = b, 'YJ = e), da ja 0 ein beliebiger Punkt ist und da 
von dessen Auswahl die Substitutionen A, B, C unabhängig sind; d. h. 
es muß 

ABC = 1 

sein (wie wir dies von früher her wissen). 
Unsere Substitutionen 'YJ+ = A('YJ-), 1]+ = B('YJ-), 'YJ+ = C(1]-) 

lassen sich im allgemeinen (d. h. wenn ihre beiden Fixpunkte ver-
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schieden sind) auch in die Gestalt setzen: 
+ -11 - al = e2inJ. 11 - a1 

11+- a2 11-- a2' 
(A) 

11+ - b1 = e2in ,.11- - b1 

11 + - b2 11- - b2 ' 
(B) 

(C) 

unter a l , bl , Cl den Wert unseres Zweiges rJ in a, b, C verstanden (der 
ja beim Umlauf um a bzw. b bzw. C ungeändert bleibt, also einen Fix
punkt liefert); a2 , b2 , c2 sind drei geeignete zugeordnete Werte (nämlich 
die zweiten Fixpunkte der Substitutionen A, B, C). 

Unserer zerschnittenen x-Ebene entspricht nun auf der rJ-Kugel ein 
gewisser, von sechs "Kanten" begrenzter Bereich, von welchem drei 

ON Ecken a l , bl , Cl je den Punkten a, b, C der x-Ebene 
entsprechen, während die dazwischenliegenden 
Ecken 0', 0", 0'" dem einen Punkte 0 ent
sprechen, je nachdem wir denselben als Scheitel 

um des Winkelraumes 0' bzw. 0" bzw. 0'" der x-Ebene 
ansehen. Übrigens braucht der Bereich durchaus 
nicht "schlicht" auf der rJ-Kugel "ausgebreitet" 
("der rJ-Kugel überlagert") zu sein, sondern er 
kann, da die Winkel desselben in den a l , bl , Cl 

sich mehrfach herumwinden können, die rJ-Kugel 

Fig. 38. Bildbereich der auf
geschnittenen x-Ebene in der 

'I-Ebene (schematisch). 

(oder wenigstens Teilbereiche von ihr) sehr wohl mehrfach überdecken. 
Wesentlich ist aber die lineare Zuordnung der beiden von a l bzw. der 
beiden von bl bzw. von Cl auslaufenden Kanten. Also: 

Die Kanten sollen den beiden Ufern des einzelnen Querschnitts ent
sprechen. Eben deswegen gehören sie paarweise durch die Substitutionen 
A, B, C zusammen, ebenso wie die beiden Ufer des Querschnitts durch 
A, B, C verbunden sind. 

Den so beschriebenen, der rJ-Kugel überlagerten (von sechs Kanten 
begrenzten) Bereich wollen wir (in Anlehnung an den Ausdruck "Pe
riodenparallelogramm" in der Theorie der elliptischen Funktionen) als 
"Periodizitätsbereich " der rJ-Funktion, gelegentlich auch als 
"Fundamentalbereich" bezeichnen, die Substitutionen A, B, C als 
"Periodizitätssubstitutionen". Die Punkte a l , bl , Cl sollen die 
"wesentlichen Ecken" des Bereichs heißen; denn sie entsprechen den 
singulären Punkten a, b, c in der x-Ebene, und in ihnen hört die Ab
bildung auf, konform zu sein, indem der Winkel an der betreffenden 
Ecke des Periodizitätsbereiches der ganzen Umgebung 2n des singu
lären Punktes entspricht. Dagegen seien die Ecken 0', 0",0'" als "zu
fällige Ecken" bezeichnet, weil sie nur dem zufällig ausgewählten Punkte 
o der x-Ebene entsprechen. Da dieser keinerlei singulären Charakter 
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für die Funktion besitzt, so ist auch die Abbildung an den Ecken 0', 
0", 0'" konform, die Winkel sind also gleich den entsprechenden drei 
in 0 zusammenstoßenden Winkeln der x-Ebene. Insbesondere folgt 
hieraus, daß die Summe der Winkel an den Ecken 0', 0", 0'" des Peri
odizitätsbereiches gleich 2n ist. 

Es wird sich im folgenden darum handeln, den Verlauf der 17-Funk
tion des näheren zu untersuchen. Auskunft darüber gibt uns die Unter
suchung des Periodizitätsbereiches, welcher wir uns hiermit zuwenden. 
Zu dem Ende wollen wir zunächst auf die geometrische Bedeutung der 
Periodizitätssubstitutionen und damit auf den Zusammenhang unseres 
Periodizitätsbereiches mit den von uns angestellten Betrachtungen über 
die sphärische Trigonometrie näher eingehen. Den Ausgangspunkt für 
uns bildet die folgende Bemerkung: 

Die Periodizitätssubstitutionen A, B, C geben drei n. e. Schrauben
bewegungen ( unter Umständen speziell Drehungen) , durch welche die beiden 
von a l , bi , Cl auslaufenden Kanten beziehungsweise zur Deckung gebracht 
werden. 

Die Achsen dieser drei Schraubenbewegungen sind durch die FixP~tnkt
paare a l , a2 ; bl , b2 ; Cl' c2 unserer Periodizitätssubstitutionen bestimmt. 

Die Amplitude der Schraubenbewegung A ist Ün = Ü'n + iÜ"n. 
Der Drehungsanteil der Amplitude ist hiernach 2Ä' n, d. h. eine durch 
a l , a2 gehende Ebene, wird um diesen Winkel gedreht; da aber zwei 
Ebenen, die den n. e. Winkel IX (bezüglich der Kugel als Fundamental
fläche) bilden, auf der Kugel zwei Kreise liefern, die sich unter demselben 
Winkel IX, euklidisch gemessen, schneiden (vgl. S. 182), so folgt hieraus: 

Der reelle Bestandteil der Amplitude von A tritt uns in dem (n. e.) 
Winkel entgegen, welchen die beiden von a l auslaufenden Kanten mit
einander bilden. 

Im übrigen erscheint die Amplitude der Schraubenbewegung in unserer 
Figur dadurch vollkommen festgelegt, daß vermöge A der Punkt 0" in 0'" 
übergehen muß. 

Den Inbegritt der drei Schraubenachsen bezeichne ich im Sinne der 
vorigen Stunde (vgl. S. 192) als den "geometrischen Kern" unseres 
Bildes (d. h. des Periodizitätsbereiches) , und in diesen dreigliedrigen Kern 
ist dann unser Periodizitätsbereich "eingehängt". Dabei machen wir -
falls nichts anderes gesagt wird - die Annahme, daß die drei Schrauben
achsen sich nicht in Punkten auf der Kugel schneiden. 

Wir wollen jetzt des weiteren zusehen, durch welche Daten wir die 
Lage des Kerns (natürlich nur bis auf n. e. Bewegungen) festlegen können. 

Die Gerade al , a2 bzw. bl , b2 bzw. Cl' c2 wollen wir F l bzw. F2 bzw. 
Fa nennen; in Zeichen: 

(alaJ = F l ; (bl b2) = F 2 ; (Cl C2) = Fa. 

Wir bilden uns ferner die Perpendikel fPl' fP2' fPa. 
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Die Geraden F 1, f{J1 usw. seien so orientiert, wie es den Schrauben
bewegungen A, B, Centspricht (vgl. S.192). 

Betrachten wir nun die als "Amplituden des geometrischen 
Kerns" zu bezeichnenden komplexen Winkel 

d. h. die Amplituden derjenigen Schraubenbewegungen, welche f{J2 in 
f{J3 usw. überführen, so werden dieselben, wie ich behaupte, geradezu 
Ä~, f-l~, ,,~sein. Setzen wir dies als bewiesen voraus (vgl. unten) und 
beachten wir, daß die Funktion 'YJ und damit auch die drei Schrauben
achsen vermöge der Differentialgleichung ['YJ] = R(x; Ä, f-l,") bis auf 
lineare Substitutionen von 'YJ eindeutig durch Ä, f-l, " bestimmt sind, 
so können wir sagen: 

Der Kern der drei Schraubenachsen ist (geometrisch) im wesentlichen 
durch die Winkel festgelegt, welche von den gemeinsamen Perpendikeln 
f{Jl' f{J2' f{J3 gebildet werden und welche, bei geeigneter Auswahl der Vor
zeichen und der absoluten Werte, geradezu durch Ä~, f-l~, ,,~ gegeben sind, 
unter Ä, f-l, " die Exponentendilterenzen der 'YJ-Funktion oder der RIEMANN

schen P-Funktion verstanden. 
Der noch ausstehende Beweis für die Relationen Ä = ~(f{J2 f{J3) usw. 

hat davon auszugehen, daß die Schraubenbewegungen A bzw. B bzw. C 
um F 1 bzw. F 2 bzw. F 3 mit den Amplituden 2Ä~, 2.u~, 2"~, hinterein
ander angewendet, die Identität ergeben. Daraus folgt dann, daß durch 
Vorgabe der Schraubenachsen die Amplituden 2I.~, 2f-l~, 2"~ der 
A, B, C bis auf ganzzahlige Vielfache von 2 ~ eindeutig bestimmt sind 
(vgl. S. 196, Anmerkung [*], Hilfssatz). Nun liefern aber diejenigen drei 
Schraubenbewegungen um unsere Achsen, deren Amplituden bzw. gleich 
sind den doppelten "Amplituden des geometrischen Kerns", hinterein
ander ausgeführt, die Identität (vgl. § 40). Daraus folgt (bei gehöri
ger Orientierung des Kerns) unsere Behauptung. 

Dem eben behandelten Satz zufolge ist (im Falle der Abbildung 
durch die 'YJ-Funktion) der geometrische Kern, festgelegt durch Angabe 
von Ä, f-l, ". Demgegenüber steht eine frühere, rein geometrische Fest
stellung (vgl. S.196), der zufolge der Kern durch Ä, f-l, " nur erst zwei
deutig bestimmt ist. Demnach kann nur einer der letzterwähnten beiden 
Kerne für Periodizitätsbereiche in Frage kommen. (Näheres hierüber 
in § 45.) Man stößt auf etwas Ähnliches, wenn man von den Schrauben
bewegungen A, B, C als gegeben ausgeht. Mit unseren Schrauben
bewegungen A , B, C sind uns, abgesehen vom geometrischen Kern, un
mittelbar erst die doppelten Amplituden 2 Ä~ usw. gegeben (bis auf 
ganzzahlige Vielfache von 2 n). Dabei bezeichnen also Ä~, f-l n, ,,~ die 
Amplituden eines einzelnen transzendenten Kerns. N ach unseren 
früheren Betrachtungen (vgl. S. 166) sind dann die Amplituden aller 
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zum selben geometrischen Kern gehörigen transzendenten Kerne in der 
Gestalt enthalten: l' = ±1 + P, 

p' = ±P + E, 
v' = ±v + T, 

wobei P, E, T ganze Zahlen sind, für die 

P + I + T == 0 (mod 2) 

sein muß. Durch unsere Substitutionen A, B, C sind nun aber die 
Doppelamplituden 21~, 21m, 2v~ erst bis auf ganzzahlige Vielfacae 
von 2~ bestimmt, so daß in den Amplituden 1~, P~, v~ selbst die 
Zahlen P, E, T zunächst noch ganz willkürlich wären. Sie mögen e1' 
e2, e3 heißen. Je nachdem man dann e1 + e2 + e3 = 0 (mod. 2) oder 
== 1 (mod 2) annimmt, erhält man also zwei verschiedene transzendente 
Kerne, d. h. zwei verschiedene Systeme verwandter Funktionen, die zu 
denselben Doppelamplituden 21, 2p, 2v (von ganzzahligen Vielfachen 
von 2 abgesehen) gehören. Also: 

Durch die Schrauben bewegungen bzw. ihre Amplituden 21~, 2p~, 
2v~ sind zwei Kerne festgelegt, der eine Kern, bei welchem sich etwa die 
Winkel l' = 10 , p' = Po, v' = Vo finden, und der andere, bei welchem 
beispielsweise die Winkel l' = )'0 + 1, p' = Po + 1, v' = Vo + 1 vor
kommen. 

Da behaupte ich nun, daß von diesen beiden Kernen bei unserem Pe
riodizitätsbereich nur der erste in Betracht kommt und nicht der zweite. 

Der Beweis wird aus den späteren Entwicklungen folgen (vgl. S. 212, 
Ziffer 8/9), wo sich die Behauptung zuerst für reelle 1, p, vergibt und von 
da aus (wegen der Kontinuität) auch für beliebige komplexe 1, p, v. 

Des weiteren gestaltet sich die Sache so: Dem ersten Kern ent
sprechen P-Funktionen z. B. ohne Nebenpunkte bzw. allgemein P
Funktionen mit einer geraden Anzahl von Nebenpunkten und mit den 
Exponentendifferenzen 1, p, v; dem anderen Kern aber entsprechen 
diejenigen P-Funktionen mit den Exponentendifferenzen 1, p, v, welche 
eine ungerade Anzahl von Nebenpunkten besitzen, und unter diesen ist 
natürlich keine gewöhnliche P-Funktion, welche die Exponentendiffe
renzen 1, p, v besäße, wohl aber die gewöhnliche P-Funktion mit den 
Exponentendifferenzen 1 + 1, P + 1, v + 1 (vgl. auch S. 205). 

§ 42. Monodromiegruppe und sphärische Trigonometrie. 

Ein erstes Resultat der in der letzten Vorlesung begonnenen Be
trachtungen war, daß ein notwendiger Zusammenhang zwischen der 
Theorie der 'YJ-Funktion und der sphärischen Trigonometrie besteht. 

Beginn der fünfundvierzigsten Vorlesung. 
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Dies wollen wir heute noch etwas näher ausführen. Ich will nämlich 
die expliziten Formeln für die drei Substitutionen A, B, C aufstellen, 
indem ich von einem (elementaren) sphärischen Dreiecke ausgehe. Dabei 
werde ich für die Ableitung reelle Werte der A, ß, 11, L, M, N voraus
setzen; wir wissen aber von vornherein, daß die so gewonnenen analy
tischen Formeln nach dem Grundsatz der Funktionentheorie (Per
manenz der Funktionalgleichungen) Gültigkeit auch für komplexe 
A, ß, v, L, M, N - wenigstens im allgemeinen - haben. 

Wir kommen in dieser Weise zu Formeln, wie sie von der Theorie 
der RIEMANNschen P-Funktion aus zuerst von PAPPERITZ ([2J, S. 331 ff.) 
aufgestellt und dann neuerdings von BOLZA ([1J, S. 535) abgeleitet 
worden sind, worüber wir ja vor einigen Wochen im Seminar einen 
Vortrag gehört haben (vgl. auch S. 52). 

Irgendeine Substitution 

I A1J + B 
1']=r1J+t.' At.-Br=l=o, 

welche einer Drehung der Einheitskugel um einen Durchmesser ent
spricht, kann man durch folgende Formeln darstellen, wegen deren Ab
leitung ich auf meine "Vorlesungen über das Ikosaeder" (= KLEIN IsJ, 
S. 34) verweise. Das Kugelzentrum sei der Nullpunkt des Koordinaten
systems, ferner seien %, y, z die rechtwinkligen Koordinaten eines End
punktes der Drehungsachse, cp der Drehungswinkel an diesem Punkte 
in positivem Sinn gemessen. Dann setze man 

(X = % sin ~ , ß = y sin ~, r = z sin ~ , 15 = cos ~ , 

so daß also (X2 + ß2 + r2 + <52 = 1 

ist. Dann lautet die Substitution, welche dieser Drehung entspricht: 

I (J + iY}1J - (tJ - ilX) 
1'] = (tJ + ilX}1J + (J _ iy)' <5 + iy =1= 0. 

Nun seien a l , bl , Cl die Ecken eines sphärischen Dreiecks mit den 
Winkeln An, ßn, lIn und den Seiten ln, mn, nn. Es handelt sich 
darum, die drei Drehungen 2Än, 2ßn, 211n um die drei Ecken durch 
die Winkel und Seiten des Dreiecks darzustellen. Ich lege das Dreieck 
auf der Kugel möglichst bequem, nämlich so, daß die Ecke a l in den 
Punkt 00 (den Nordpol) der Kugel fällt und daß die Ecke bl auf dem 
Meridian der positiven reellen Zahlen liegt (wobei also ° < n < n voraus
gesetzt wird). 

Dann ist für die Drehung A: 

%=0, y=O, z=1, cp=2).:n; 

IX=O, ß=O, y=sin).n, l5=cos).n, 
also 

wie selbstverständlich. 
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Für die Drehung B wird 

x = sinn:n:, y = 0, z = cosnn, fJ! = 2fln, 

iX = sinn:n:sinpn, 

also 

ß=O, y = cosn:n: sinfln, 0 = cospn; 

I (cOSflJl + icosn:r sinflJl) 1) + isinn.n sinfl.n 
1] = (isinn.nsinfl.n)1) + (coswc - icosn.nsinfl.n)" 

Für die Drehung C wird 

x = sinmncos}.n, y = sinm:n:sin2:n:, z = cosm:n:, fJ! = 2v:n:, 

iX = sinmncos2nsinvn, ß = sinmnsin2:n:sinv:n:, y = cosmnsinv:n:, 

0= cosvn, 
I (cosv.n + icosm.n sinv.n) 1) - sinm:r sin v:r (sinJ . .n - icosÄ.n) 

1] = sin m.n sin,'.n (sinJ . .n + i cos},.n) 1) + (COSl'.n - i cosm.n sinl'.n)· 

Wir behaupten nun: 
Der partikuläre Zweig r; (x) läßt sich so auswählen, daß die Substitu

tionen A , B, C, welche den Umläufen von x um a, b, c entsprechen, gerade 
diese Gestalt haben. 

In der Tat haben PAPPE RITZ [2J und BOLZA [1J genau diese Formeln, 
ausgehend von der Theorie der RIEMANNschen P-Funktion, abgeleitet. 

Wir wollen das noch etwas spezieller ausführen, indem wir zusehen, 
welcher Zweig r; das ist, der diese Substitutionen erleidet. 

In der Umgebung der Stelle x = a existieren (von Ausnahmefällen 
erster Ordnung abgesehen [*J) zwei Fundamentalzweige der P-Funktion 
mit den Exponenten 21 und }'2: 

P(i.,) = (x - a)I., ',ßl (x - a), P(Ä,) = (x - a)I., ',ß2 (x - a) , 
wobei 

Soll die Substitution A eine bloße Multiplikation mit e2niÄ bewirken, 
so muß r;, von einem konstanten Faktor abgesehen, der Quotient dieser 
bei den Fundamentallösungen sein: 

p(Ä,) 

1] = k- = k(x - a)Ä',ß(x - a). pU.,) 

Soll r; zudem für x = a unendlich werden, so muß der reelle Teil 
von 2 negativ sein, d. h. es muß unter )'1 der Exponent mit dem kleineren, 
unter 22 der Exponent mit dem größeren reellen Teil verstanden werden. 

Dabei ist nun noch die Konstante k so zu bestimmen, daß r; für 
x = b den einen der Fixpunkte von B liefert, d. h. den Wert 

sin n.n 1 b1 = ----- = ctg-nn 
1 - cosn.n 2 

annimmt. An der Stelle x = c erleidet 'YJ dann von selbst die Substitu
tion C, weil ABC = 1. Wir sehen also: 
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Wenn wir diese Konstante k mit in die Definition der Fundamental
zweige P(l,), p(l,) aufnehmen; d. h. wenn wir p(l,) und P(l,) in geeigneter 
Weise normieren und dann 

p(J.,) 

'YJ= p(l,) 

setzen, so erleidet dieses 'YJ bei den Umläufen des x um die singulären Stellen 
a, b, c diejenigen drei Substitutionen, welche wir oben aus der Gestalt des 
sphärischen Dreiecks abgelesen haben. 

Hiermit haben wir den unmittelbaren Anschluß an BOLZA. Im 
übrigen aber, was wird nun unsere Aufgabe sein? Was der "geometrische 
Kern" ist, haben wir gestern gesehen; in diesen werden wir uns nun 
die Membran des Periodizitätsbereiches eingehängt zu denken haben. 

Unsere Aufgabe wird es fortan sein, uns von dem Periodizitätsbereich 
des 'YJ, der in den Kern der drei zu A, B, C gehörigen Schraubenachsen 
eingehängt ist, eine völlig konkrete Vorstellung zu bilden, damit wir ins 
Einzelne verfolgen können, wie sich das 'YJ bewegt, wenn das x in seiner 
zerschnittenen Ebene irgendeinen Weg beschreibt. 

Diese Aufgabe ist leichter formuliert als erledigt, wenigstens für 
komplexe J., f1-, 'JI (welcher Fall aber ebenfalls von SCHILLING [3] in
zwischen erledigt ist). Wir werden die Sache daher hier für den Fall 
reeller J., f1-, 'JI ausführen. 

§ 43. Verwandte Funktionen. Nebenpunkte usw. 
Hier nur noch ein paar allgemeine Bemerkungen. 
Erstens: Was ist die geometrische Bedeutung der verwandten Funk

tionen? 
Verwandte 'YJ-Funktionen sind gleichgruppige Funktionen, d. h. Funk

tionen von solcher Beschaffenheit, daß ein passend ausgewählter Zweig 
der einen Funktion bei irgendwelchen Umläufen des x genau dieselben 
Substitutionen erfährt wie ein gegebener Zweig der anderen Funktion. 
Die Substitutionen A, B, C sind also für alle verwandten Funktionen 
dieselben. Durch diese Substitutionen sind aber die drei Schrauben
achsen und mithin der geometrische Kern eindeutig bestimmt; also ge
hören alle verwandten Funktionen zu demselben Kern, und man kann 
die der zerschnittenen x-Ebene entsprechenden Periodizitätsbereiche 
beider Funktionen zwischen die Kanten ein und desselben Kerns ein
hängen. Aber dabei muß noch eine Bedingung gestellt werden, nämlich 
die, daß die Ecken a I , bI , Cl auf dem Rande der beiden Bereiche in 
demselben Sinne aufeinanderfolgen wie die Punkte a, b, c bei einem 
Umlaufen des Schnittsystems der x-Ebene. Funktionentheoretisch ist 
also ein Bereich a I , bI , Cl von seinem Gegenbereich a2 , b2 , c2 ' welcher 
zwischen die anderen Enden der drei Schraubenachsen eingespannt ist, 
wesentlich verschieden, da der Sinn der Aufeinanderfolge der Kanten 
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auf dem Rande der beiden Bereiche nicht derselbe ist. Indem wir uns 
eine ausführlichere Untersuchung für später vorbehalten (vgl. § 49), 
sagen wir also: 

Verwandte 'YJ-Funktionen sind solche, deren Periodizitätsbereiche mit 
gleicher Aufeinanderfolge der Ecken in denselben geometrischen Kern ein
gehängt sind, woran sich sofort die Forderung knüpft, bei gegebenem geo
metrischen Kern nicht nur einen einzelnen Periodizitätsbereich, sondern 
die Gesamtheit der zugehörigen Periodizitätsbereiche zu konstruieren. 

Hieran schließen wir eine zweite Bemerkung: 
Wir haben seinerzeit (vgl. § 24) eine Verallgemeinerung der P-Funk

tion dadurch vorgenommen, daß wir dieselbe außer den drei singu
lären Punkten noch mit k Nebenpunkten ausstatteten. In der Um
gebung eines einfachen Nebenpunktes x = Xo existieren zwei Entwick
lungen von der Gestalt (x - xo) 2 $1 (x - xo) und (x - xo)O $2 (x - xo); 
$1(0) =F 0, $2(0) =F o. 

Es gibt also einen Zweig 'YJ, welcher die Entwicklung besitzt: 

$(O)=Fo. 

Ein solcher Zweig bildet aber die einfache Umgebung des Neben
punktes Xo auf einen Windungspunkt der 'YJ-Ebene ab, in welchem zwei 
Blätter zusammenhängen; denn während x einen kleinen Umlauf um 
%0 macht, umkreist 'YJ den entsprechenden Punkt der 'YJ-Ebene zweimal. 
Ebenso wie dieser spezielle Zweig 'YJ verhält sich der allgemeinste Zweig, 
welcher ja eine lineare Funktion des speziellen Zweiges ist; denn durch 
eine lineare Transformation wird die Verzweigungsart nicht geändert. 
Also: 

Jedem einfachen Nebenpunkte der x-Ebene entspricht auf der 'YJ-Kugel 
ein einfacher Verzweigungspunkt, d. h. ein Punkt, in welchem zwei Blätter 
des 'YJ-Bereiches zusammenhängen; und wenn a einfache Nebenpunkte zu 
einem a-fachen Nebenpunkte in der Weise zusammenrücken, daß die Ex
ponenten a + 1 und Null sind, dann werden a einfache Verzweigungs
punkte im Bereiche 'YJ so zusammenrücken, daß ein a-facher Verzweigungs
punkt entsteht, in welchem a + 1 Blätter im Zyklus zusammenhängen. 

Während also der Periodizitätsbereich der einfachen 'YJ-Funktion 
keine Verzweigungspunkte enthält, außer etwa in den drei Ecken 
a1 , b1 , Cl' treten im Falle von k einfachen Nebenpunkten noch keinfache 
Verzweigungspunkte im Innern des Bereiches hinzu. Und jetzt kann 
man weiter die Aufgabe stellen: Man soll sich von der Gestalt des Be
reichs mit k Verzweigungspunkten eine konkrete Vorstellung machen. -
Daß der geometrische Kern bei gegebenen l, fl, 'jI wechselt, je nachdem 
wir eine gerade oder ungerade Zahl k einfacher Nebenpunkte einfügen, 
haben wir vorhin bereits bemerkt (§ 41, Ende; vgl. auch die Literatur
angaben S. 209, Anmerkung [*J). 
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Zweite Hälfte. 

Der besondere Fall reeller Exponenten. 
Vierter Abschnitt. 

Einleitung. 

§ 44. Die Kreisbogendreiecke als Flächen (Membrane). 
Wir werden jetzt ausführlicher den Fall reeller Exponenten l, p, 'V 

behandeln. Die unter dieser vereinfachenden Voraussetzung zu findenden 
Resultate werden vielfach von selbst nach dem Prinzip der analytischen 
Fortsetzung eine allgemeine Bedeutung auch für komplexe Exponenten 
haben. Unsere Voraussetzung ist insbesondere gleichbedeutend damit, daß 
die drei Schraubenachsen, welche den Substitutionen A , B, Centsprechen, 
sich in einem (im allgemeinen nicht auf der Kugel gelegenen) Punkte 
schneiden. (Dies folgt aus den auf S. 189 angegebenen Sätzen.) 

Wenn l, p, 'V reell ist und wenn wir durch eine projektive Trans
formation des x die singulären Punkte a, b, c auf die reelle Achse werfen, 
so erhält die Differentialgleichung für 'YJ 

['YJ] = R(x) 

überhaupt reelle Koeffizienten. 
Auf diesen Umstand gründet sich eine große Erleichterung der ganzen 

Betrachtungsweise. 
Während wir im allgemeinen Fall die x-Ebene in der Weise zer

schnitten, daß wir von irgendeinem Hilfspunkte 0 aus nach den Punkten 
a, b, c Einschnitte legten, werden wir jetzt für reelle Differential
gleichungen bequemer folgendermaßen verfahren: 

Wir denken uns die x-Ebene längs der ganzen reellen Achse auf
geschnitten, so daß sie in eine "positive" ("obere") und in eine. "ne
gative" ("untere") Halbebene zerfällt, und wir untersuchen dann zunächst, 
wie die positive Halbebene für sich auf die 'YJ-Kugel abgebildet wird. 

Wollen wir den Zusammenhang mit unserer früheren Zerschneidung 
der x-Ebene durch ein die Ebene nicht zerfällendes Einschnittsystem 
haben, so brauchen wir nur längs irgendeines der drei Segmente, etwa 
längs der Verbindungsstrecke ab von a und b, die Zerschneidung rück
gängig zu machen. Wir haben dann einfach unsere frühere Zerschnei
dung nur so spezialisiert, daß der Hilfspunkt 0 mit dem singulären 
Punkt c zusammengelegt ist. Da aber hierbei einer der singulären 
Punkte bevorzugt und die Symmetrie gestört wird, so werden wir die 
Zerschneidung längs der ganzen reellen Achse bevorzugen. 

Beginn der sechsundvierzigsten Vorlesung. 
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Wir finden bei dieser Zerschneidung folgendes, sogleich zu beweisen
des einfache Resultat, welches wir an die Spitze der weiteren Unter
suchungen zu stellen haben: 

Die x-Halbebene überträgt sich auf die 'Y}-Ebene in besonders einfacher 
Gestalt, nämlich als ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln An, Iln, vn. 

Hierbei ist der Begriff eines "Dreiecks" ein engerer als früher, wo 
wir unter einem Kreisbogendreieck oder, was im wesentlichen dasselbe 
ist, unter einem sphärischen Dreieck nur eine Zusammenstellung von 
sechs zusammengehörigen Winkel- und Seitenzahlen verstanden; jetzt 
müssen wir, wie in der elementaren Geometrie, die Forderung stellen, 
daß dazu eine bestimmte "Fläche", eine zwischen den Seiten mit ihren 
Winkeln ausgespannte Membran gehört [*J. Wir werden also genauer 
sagen müssen: 

Das Abbild der positiven Halbebene ist eine "Kreisbogendreiecksiläche" 
("Membrandreieck") mit den Winkeln }.n, pn, vn. 

Dieser wichtige Satz' ist in der mehrfach genannten Arbeit von 
SCHWARZ [1] zugrunde gelegt und, wie schon bemerkt, bereits RIEMANN 
bekannt gewesen. 

Wir haben den Satz jetzt zu beweisen. Zu dem Zwecke erinnern 
wir uns, daß aus irgendeinem speziellen Zweig 170 der allgemeine Zweig 
durch projektive Transformation 

'1/=OI'Y}o+ß 
)''Y}o+ (j 

hervorgeht. 
Kennen wir also den Charakter der Abbildung irgendeines Teils der 

Begrenzung unserer Halbebene durch einen speziellen Zweig 'Y}o, so ge
winnen wir hieraus die Abbildung durch den allgemeinsten Zweig 'Y), 

indem wir noch irgendeine Kreisverwandtschaft anwenden, bei der be
kanntlich alle Winkel ungeändert bleiben und alle Kreise wieder in 
Kreise sich verwandeln (wobei Gerade als spezielle Fälle von Kreisen 
erscheinen und also im allgemeinen in Kreise übergehen). 

Wir wollen nun erstens zeigen, daß jedem der drei Segmente ab, . 
bc, ca der reellen Achse je ein Kreisbogen der 'Y}-Ebene entspricht, 
und zweitens, daß die Winkel, welche den gestreckten Winkeln der po
sitiven x-Halbebene bei a, b, c entsprechen, gerade }.n, ,un, vn sind. 

Es sei erstens Xo ein Punkt der reellen Achse, etwa auf dem Segment 
ab gelegen. Nun enthält 'Y} drei willkürliche Integrationskonstanten, die 
wir dadurch eindeutig festlegen, daß wir für 'Y}o, 'Y}~, 1J~ im Punkte x = Xo 
beliebige Werte vorschreiben. Diese Werte für 1Jo, 1J~, 1J~ im Punkte Xo 
sollen insbesondere reell gewählt sein. 

Dann zeigt die Differentialgleichung (mit reellen Koeffizienten) 

'Y}(3) 3 ( ")2 
[1]] = 'Y}0~ - 2 ~~ = R (x) , 
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daß auch der Wert von 'fJ&3) in Xo reell ausfällt. Durch Differentiation 
der vorstehenden Differentialgleichung erhält man weitere Formeln, 
welche ebenso die Werte von 'fJ&4) und von den höheren Differential
quotienten im Punkte Xo zu berechnen gestatten, und zwar sind diese 
Werte sämtlich reelle Zahlen. Damit haben wir aber die Koeffizienten 
der TAYLORschen Entwicklung von 'fJo im Punkte Xo als reelle Zahlen 
berechnet, woraus folgt, daß, soweit diese Entwicklung gilt, reellen Wer
ten von x reelle Werte von 'fJo entsprechen. 

Wir können also den Zweig 'fJo in der Weise speziell wählen, daß er 
in der Nähe von Xo für reelle Werte von x reell verläuft, d. h. daß das 
betreffende Stück der reellen Achse in der x-Ebene sich auf ein Stück 
der reellen Achse in der 'fJ-Ebene, also geradlinig abbildet. Die Ab
bildung durch das allgemeinste 'fJ hängt aber mit unserer speziell ge
wählten Abbildung durch Kreisverwandtschaft zusammen, so daß also 
in der Tat die einzelnen Stücke der reellen Achse bei der Abbildung 
durch ein beliebiges 'fJ einzeln als Kreisbogen wiedergegeben werden. 

Die zweite Behauptung, nämlich daß den gestreckten Winkeln bei 
a, b, c Winkel von der Größe An, ftn, '/In in der 'fJ-Ebene entsprechen, 
folgt einfach daraus, daß in der Umgebung von a ein spezieller Zweig 'fJo 
sich verhält wie 

'fJo = (x - a)-' $(x - a), $(0) =+= 0, 

so daß also der Änderung eines Winkels (mit dem Scheitel in x = a) 
um n die Änderung An des Bildwinkels in der 'fJo-Ebene entspricht. In 
den (beim Beweise nicht berücksichtigten) Ausnahmefällen erster Ord
nung erhält man ebenfalls Kreisbogen, die sich aber im betrachteten 
Punkte berühren (vgl. S. 203, Anmerkung [*J). Das Resultat betreffs 
des Winkels kann sich beim übergang zum allgemeinen Zweig nicht 
ändern, womit unsere beiden Behauptungen bewiesen sind. 

Endlich sehen wir noch genauer zu, wie die Umgebung einer nicht
singulären Stelle Xo sich abbildet. Ist die Stelle kein Nebenpunkt der 
Differentialgleichung, so hat sie die Exponenten 0 und 1, und ein Zweig 
'fJo verhält sich wie 

'fJo = (x - XO)l $(x - xo), $(0) =+= 0, 

d. h. die einfach überdeckte Umgebung von Xo bildet sich in der 'fJo
Ebene, also auch in der 'fJ-Ebene, auf die schlichte Umgebung eines 
Punktes ab. 

Anders in der Umgebung eines Nebenpunktes. In einem einfachen 
Nebenpunkt liegen die Exponenten 0 und 2 vor, und also eine Ent-

wicklung: 'fJo = (x - XO)2 $(x - xo), $ (0) =+= o. 
Wenn x einen kleinen Kreis um Xo beschreibt, so läuft hier 'fJo, also 
auch das allgemeine 'fJ, zweimal um den entsprechenden Punkt der 'fJo
resp. 'fJ-Ebene. Also haben wir das Resultat: 
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Die Fläche des der positiven Halbebene vermöge 'YJ = 'YJ (x) entsprechen
den 'YJ-Dreiecks ist, außer etwa in den Ecken (nämlich wenn J. bzw. f-l bzw. 'P 

größer als 2 ist) in der Umgebung y"edes Punktes der 'YJ-Ebene schlicht 
überlagert; nur wenn die 'YJ-Funktion mit Nebenpunkten ausgestattet ist. 
treten Verzweigungspunkte an den korrespondierenden Stellen ("im Innern" 
oder "am Rande") der Dreiecksfläche ein. 

Es habe die 'YJ-Funktion im ganzen k (einfache) Nebenpunkte. Die
selben müssen, wenn wir an der Forderung reeller Koeffizienten in der 
Differentialgleichung, also eines von Kreisbogen begrenzten Abbilds der 
x-Halbebene festhalten wollen, notwendig so gelegen sein, daß die einen, 
etwa" an der Zahl, auf der reellen Achse selbst liegen, die übrigen, 
2,,' an der Zahl, sich in ,,' Paare konjugiert komplexer, also zur reellen 
Achse symmetrisch gelegener Punkte anordnen. (Übrigens folgt aus 
einer solchen Anordnung der Nebenpunkte noch nicht umgekehrt, daß 
dann die Koeffizienten der Differentialgleichung notwendig reell sind.) 
Den in der positiven Halbebene gelegenen ,,' Nebenpunkten entsprechen 
dann, wie wir sahen, ,,' Windungspunkte im Innern des 'YJ-Dreiecks. 
Den" auf der Begrenzung liegenden Nebenpunkten aber entsprechen 
Rückkehrpunkte der Begrenzung, da ja die Funktion 

1,)3(0) =!= 0, 

mit reellen Koeffizienten den gestreckten Winkel bei X o auf einen Winkel 
von der Öffnung 2;71; abgebildet. 

Also: 
Sind " reelle und 2'" paarweise konjugierte komplexe (einfache) 

Nebenpunkte eingeführt, so zeigt die Kontur des Kreisbogendreiecks " 
Rückkehrpunkte und die Dreiecks
fläche selbst in ihrem Innern noch 
x' Verzweigungspunkte. 

Wir beschränken uns fortan auf 
den Fall der 'YJ-Funktion ohne Neben
punkte, mithin auf den Fall der 
im Innern schlichten K;eisbogendrei
ecke [*]. 

Fig. 39. Kreisbogendreieck mit einem Verzwei~ 
gungspunkte im Innern und einem Rückkehr~ 
punkte auf der Begrenzung (Fall je eines ein· 
fachen Nebenpunktes im lnnern und auf dem 

Rande der positiven x·Halbebene). 

Die erste Aufgabe wird sein, das einzelne Dreieck J., f-l, 'P, seinen Kern, 
und die Gesamtheit der verwandten Dreiecke genau aufzufassen. 

Ferner: Das einzelne Dreieck ist uns das Abbild der positiven Halb
ebene. Wir werden dann auf irgendeinem Wege in die negative Halb
ebene übergehen und uns fragen: Wie wird sich die negative Halbebene 
abbilden? Gehen wir dann auf einem beliebigen Wege in die positive 
Halbebene zurück, so werden wir zusehen, wie der so gewonnene neue 
Zweig der Funktion 'YJ die positive Halbebene abbildet; dabei wird uns 
insbesondere das SCHW ARzsche Symmetrieprinzip ("Spiegelungsprinzip" ) 
vorzügliche Dienste leisten. Unsere zweite Aufgabe ist also folgende: 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 14 
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Wie setzt sich die durch den Halbzweig 'YJ vermittelte konforme Ab
bildung der Halbebene auf das Kreisbogendreieck analytisch fort? 

Eine dritte Aufgabe wird sein, daß wir die funktionentheoretische 
Bedeutung der durch die Figuren gegebenen geometrischen Beziehungen uns 
klarmachen. 

Ehe wir die Behandlung dieser Fragen der Reihe nach in Angriff 
nehmen, wollen wir noch kurz auf den Umstand eingehen, daß wir es 
hier immer mit Membrandreiecken zu tun haben. Wir knüpfen dabei 
an bereits früher (am Ende von § 41) aufgeworfene Fragen an. 

§ 45. Die Ergänzungsrelationen. 
In der sphärischen Trigonometrie, wie wir sie besprachen, konnte 

man die Winkel 1, ß, 'JI bei einem Dreieck beliebig vorgeben; dann 
waren dadurch der geometrische Kern und folglich die I, m, n modulo 2 
erst zweideutig bestimmt (wenigstens im allgemeinen; vgl. z. B. § 40, 
S. 196). 

Hier in unserer Funktionentheorie, d. h. bei der konformen Abbildung 
der x-Halbebene durch 'YJ (x), ist aber die Differentialgleichung für 17 
durch (a, b, c und) 1, I', 'JI allein wohlbestimmt und damit auch das 
Kreisbogendreieck (bis auf linear gebrochene Substitutionen). 

Es ist dies eine Folge davon, daß wir hier, abweichend von der 
früher besprochenen allgemeinen sphärischen Trigonometrie, die For
derung einer bestimmten Dreiecksfläche stellen müssen, d. h. verlangen 
müssen, daß man zwischen die Seiten und Winkel eine Membran ein
spannen kann [*J. Wir sagen: 

Durch Vorgabe der 1, ß ,v sind die I, m, n immer dann eindeutig be
stimmt, wenn wir wollen, daß sich in unseren Dreiecksrahmen eine Mem
bran einspannen läßt. 

Man kommt so zu einer Ergänzung der "transzendenten" sphärischen 
Trigonometrie, nämlich zu Formeln, welche für den zu betrachtenden 
Fall die Werte der 1, m, n durch die Werte der 1, p, 'JI genau (d. h. ein
deutig) festlegen und welche im folgenden (vgl. § 48 und § 50) bewiesen 
werden. Ich nenne diese Formeln die "Ergänzungsrelationen " der 
sphärischen Trigonometrie. Ich habe sie im 37. Bande der Mathe
matischen Annalen mitgeteilt (= KLEIN [3J, Bd. 2, S. 562) [**J. Sie 
lauten folgendermaßen: 

E(~)=E(~-~~"+1), 

E(~) =E(-l +~2-" + 1), 

E (;) = E (-1 - ~ 2+ " + 1) , 

unter E (x) die größte, in x enthaltene ganze Zahl verstanden, wenn 
x > 0 ist, dagegen E (x) = 0 gesetzt, wenn x < 0 ist. 
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Wenn also etwa A - I" - 'jI > 1 ist, so ist I> 2, die Seite I umläuft 
also einen größten Kugelkreis bzw. einen Kreis der 1}-Ebene mehr als 
einmal, sie "überschlägt" sich. Im Falle ). - jt - v = 1 würde sich die 
Seite I gerade schließen. 

Im Falle eines Elementardreiecks ist wegen 0< A < :n; usw. stets 

J.-,u~V+1 < 1 usw., mithin sind die E(~) usw. all~ gleich Null, keine 

Seite überspannt also ihren Kreis mehrfach. Soviel über die allgemeine 
Gliederung unserer nächsten Betrachtungen. 

Fünfter Abschnitt. 

Genaueres Studium der Dreiecke. 

§ 46. Grundlegende Beziehungen. Drei Fälle des Kerns. 

Ich stelle heute zuerst eine Reihe Behauptungen auf, die ich zum 
Teil erst später beweisen werde. 

1. Die positive x-Halbebene wird durch 1} (x) umkehrbar eindeutig und 
konform auf eine ,,( Kreisbogen-) Dreiecksfläche" ( "Membrandreieck") ab
gebildet, d. h. auf ein (der 1}-Kugel evtl. mehrblättrig überlagertes) 
schlichtartiges, einfach zusammenhängendes, von einem einzigen aus 
drei Kreisbogen bestehenden Kurvenzug begrenztes Flächenstück. 

Die letzte Behauptung betr. Kreisbogen ist bereits früher (§ 44) 
bewiesen. Das in Rede stehende Flächenstück ist, als umkehrbar ein
deutiges und umkehrbar stetiges Bild der (einfach zusammenhängenden) 
x-Halbebene, schlicht artig und selbst einfach zusammenhängend. 

2. Wenn umgekehrt über der 1}-Kugel eine solche (schlicht artige, ein
fach zusammenhängende) Kreisbogendreiecksfläche gegeben ist, so be
rufen wir uns auf den RIEMANNschen Abbildungssatz, dem zufolge diese 
Dreiecksfläche konform auf eine x-Halbebene abgebildet werden kann, und 
zwar nur auf eine Weise, wenn die Ecken des Kreisbogendreiecks drei 
vorgegebenen Punkten der reellen x-Achse, etwa den Punkten x = 0 bzw. 
x = 1 bzw. x = (Xl entsprechen sollen [*J. 

Dann ist nicht schwer zu zeigen, daß die hierdurch festgesetzte Ab
hängigkeit zwischen 1} und x gerade durch die Differentialgleichung 

[1}] = R(x; A, 1", v) 
wiedergegeben wird [**J. 

3. Hieraus folgt, daß wir bei Untersuchung unserer konformen Ab
bildung die allgemeinsten Dreiecksflächen in Betracht zu ziehen haben, die 
also insbesondere den Bedingungen genügen, einfach zusammenhängend 
bzw. einfach berandet zu sein. 

Beginn der siebenundvierzigsten Vorlesung. 

14* 
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Wir schließen aus 2: 
4. Die allgemeinste Dreiecksfläche muß, abgesehen von Umformungen 

durch Kreisverwandtschaft, durch Angabe der drei Zahlen A, 1", 'P voll
kommen bestimmt sein. Wir sprechen daher auch von den "Dreiecks
flächen oder Membrandreiecken J.., 1", 'P". 

5. Wir werden uns also bei unserer Untersuchung darauf beschränken 
dürfen, für jedes J.., 1", 'P ein Beispiel zu konstruieren. Dies ist eine große 
Erleichterung. 

6. Alle Dreiecksflächen A, 1", 'P (Membrandreiecke) bilden ein Kon
tinuum. Denn da unsere Differentialgleichung 

[1]] = R(x; A, 1", v) 

von den A, 1", 'P rational abhängt, so kann man durch kontinuierliche 
Veränderung der A, 1", 'P alle Differentialgleichungen dieser Gestalt, also 
auch alle 1]-Funktionen erreichen [*]. 

7. Wir denken an unsere frühere Einteilung der sphärischen Drei
ecke in zwei Klassen, von denen jede für sich ein Kontinuum bildet 
(vgl. § 34). Alle für uns brauchbaren Dreiecke muß man aus einem 
Elementardreieck durch kontinuierliche Abänderung erhalten können, 
da ja ein Elementardreieck gewiß brauchbar ist und da (zufolge 6) alle 
brauchbaren Dreiecke ein Kontinuum bilden. Nun aber gehört ein 
Elementardreieck zur ersten Klasse und also auch alle aus ihm durch 
kontinuierliche Abänderung hervorgehenden Dreiecke. Daraus folgt 
(vgl. auch die Anmerkung [**] zu S. 210): 

Unsere Dreiecksflächen A, 1", 'P (Membrandreiecke) sind sämtlich unter 
den Dreiecken erster Klasse einbegriffen; die Dreiecke zweiter Klasse und 
überhaupt die Unterscheidung der beiden Klassen bleiben also fortan bei
seite. 

8. Die Dreiecksflächen A, 1", 'P gehören zu einem Kern mit den Winkeln 
An, I"n, 'Pn. 

9. Damit ist eine früher (vgl. S. 201) noch unerledigt gebliebene 
Frage beantwortet; nämlich: 

Insofern der zur Dreiecksfläche gehörige Kern die Amplituden An, I"n, 
'Pn zeigt, folgt, daß auch bei komplexen Exponentendifferenzen An, I"n, 'Pn 
diese die Amplituden des Kerns sind, während wir früher nur erst bewiesen 
hatten, daß die Doppelamplituden gleich 2Än, 21"n, 2'Pn sind. 

Denn auch hier herrscht Kontinuität. 
Wir werden nun vor allen Dingen, unserem Programm gemäß, den 

Kern des Dreiecks für reelle A, 1", 'P näher betrachten. Dabei sehen wir 
vom Falle ganzzahliger A, It, 'P vorläufig ab (vgl. dazu § 51). Das Wort 
"Dreieck" ist im folgenden stets im Sinne von "M embrandreieck" 
zu verstehen. Wir haben, den drei Kreisen auf der 1]-Kugel entsprechend, 
drei Ebenen, deren Schnittlinien die Kugel in reellen Punkten treffen; 
sie bilden ein gewöhnliches Dreikant. 
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Diese Dreikante teilen wir in drei "Fälle" ein, je nachdem der Scheitel 
des Dreikants im Inneren der Kugel, auf der Kugel oder außerhalb der 
Kugel liegt: 

I. Scheitel im Innern der Kugel, 
II. Scheitel auf der Kugel, 

III. Scheitel außerhalb der Kugel. 
Bei dieser Fallunterscheidung, die hier durchaus notwendig ist, wie 

überhaupt im folgenden, tritt eine charakteristische Eigentümlichkeit 
der geometrischen Funktionentheorie hervor, die im Gegensatz zu der 
verallgemeinernden Tendenz der meisten Gebiete der höheren Mathe
matik, wo man solche Fallunterscheidungen immer durch allgemeinere 
Fassung der Begriffe zu vermeiden bestrebt ist, besonders hervorgehoben 
zu werden verdient. 

Es ist ein allgemeiner Charakter der folgenden Untersuchungen der geo
metrischen Funktionentheorie, daß man mit allgemeinen Methoden und 
Sätzen nicht ausreicht, sondern ins einzelne gehen muß, etwa so, wie das 
bei der Elementargeometrie der Alten der Fall war. Wir finden uns also 
- so möchte man die Sache auffassen - in den Anfängen einer neuen 
mathematischen Entwicklung, bei der wir über die erforderlichen all
gemeinen Begriffsbestimmungen noch nicht verfügen [*]. 

Der Bequemlichkeit halber wollen wir noch folgendes verabreden: 
Im Falle I bringen wir den Scheitel durch eine n. e. Bewegung in 

den Mittelpunkt der Kugel, im Falle II in den mit 00 bezeichneten Punkt 
der Kugel und im Falle IU in den uneigentlichen Punkt "vertikal über 
der Kugel", in welch letzterem Falle also die drei durch den Scheitel 
hindurchgehenden Ebenen auf der Äquatorebene senkrecht stehen. 

Um die auf der Kugel entstehenden Figun~n in der Ebene darzu
stellen, können wir jetzt verschiedene Projektionsarten anwenden, ins
besondere folgende zwei: 

1. die stereographische Projektion vom Punkte 'YJ = 00 der Kugel 
auf eine Horizontalebene, z. B. auf die in 'YJ = 0 berührende Ebene. 

2. Die Projektion von dem Scheitel des Dreikants aus ebenfalls auf 
eine Horizontalebene. 

Bei der ersten Projektion gehen die von den Ebenen des Dreikants 
auf der Kugel bestimmten Kreise in Kreise (evtl. in Gerade) der Ebene 
über, bei der zweiten Projektion stets in Gerade. Bei der ersten Pro
jektion entspricht die Ebene der Kugeloberfläche ein-eindeutig, bei der 
zweiten Projektion dagegen ist die Abbildung der Kugel auf die Ebene 
ein-zweideutig, so daß man sich die Ebene wie eine Doppelfläche, also 
doppelt überdeckt, zu denken hat, wobei dann die obere Seite der Ebene 
der einen Halbkugel, die Unterseite der anderen Halbkugel entspricht. 

Nun sehen wir zu, was für Figuren der Ebene bei der einen und 
bei der anderen Projektionsart den drei Arten von Dreikanten ent
sprechen. 
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Im Falle I haben wir auf der Kugel ein gewöhnliches sphärisches 
Dreieck mit den dazu gehörigen Nebendreiecken und Gegendreiecken. 

Die Kugelober/läche ist im Falle I in acht Dreiecke zerlegt, von denen 
immer ie zwei gegensinnig kongruent sind. 

Das gibt in der Ebene bei der ersten Projektion (Fig. 40) ebenso 
viele Kreisbogendreiecke (mit den gleichen Winkeln wie auf der Kugel), 

3' 

Fig. 40. Stereographische Projektion dreier Kugel
großkreise. 

bei der zweiten Projektion (Fig. 41) 
dagegen nur vier geradlinige Drei
ecke, indem ein Dreieck und sein 
Gegendreieck jedesmal dasselbe 
Dreieck der Ebene liefern. 

Für die Zwecke der weiteren 
Untersuchung ist es im Falle I 
völlig gleichgültig, welche der acht 
ebenen (bei der ersten Projektion 
auftretenden) Kreisbogendreiecke 
wir auswählen. Nur der Bequem
lichkeithalberwollen wir ein solches, 
dessen Winkelsumme ein Minimum 

ist, mit dem besonderen Namen "Minimaldreieck" belegen. Sind Aon, 
f'on, von die Winkel eines Minimaldreiecks, so sind die Winkel des 
längs der Seite 1 anliegenden Nebendreiecks Aon, (1-#0)n, (1-vo)n [*J. 

Die um n verminderte Winkelsumme 
eines sphärischen Dreiecks, der sog. 
"sphärische Exzeß", ist bekanntlich 
der Flächeninhalt des Dreiecks und 
als solcher wesentlich positiv. Also: 

Im Falle I ist die Winkelsumme 
eines Minimaldreiecks größer als n, 
also 

.1.0 + 110 + '110 > 1 . 
Fig. 41. Zentrale Projektion dreier Kugelgroß- D ß d· U I' h h f 

kreise vom Kugelmittelpunkt aus. a leSe ng elc ung auc ür 
den Fall I charakteristisch ist, ergibt 

sich aus der Diskussion der beiden anderen Fälle. 
Im Falle II sind die beiden Projektionen identisch und ergeben drei 

Gerade, die ein ganz im Endlichen liegendes Dreieck M, drei mit je 
einer Ecke ins Unendliche reichende Nebendreiecke N und drei mit je 
einer Ecke ins Unendliche reichende Zweiecke Z bilden. 

Das Dreieck M bezeichnen wir als das Minimaldreieck. Mithin 
können wir sagen: 

Im Falle II haben wir ein Minimaldreieck mit der Winkelsumme n, 
also .1.0 + #0 + '110 = 1, dann drei Nebendreiecke mit den Winkeln Al = .1.0 , 

111 = 1 - #0' VI = 1 - '110 usw., so daß also -)'1 + #1 + VI = 1 usw. 
wird, und endlich drei Zweiecke mit den Winkeln )'0 bzw. Po bzw. '110 , 
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Im Falle III stehen alle Ebenen auf der Äquatorebene der Kugel 
senkrecht, schneiden dieselbe also in Kreisen, welche auf dem Äquator
kreise senkrecht stehen. Bei der ersten Projektionsart erhalten wir dann 
drei Kreise, die einen gemeinsamen reellen Orthogonalkreis haben 
(Fig. 42). Diesen Orthogonalkreis 
kann man insbesondere durch eine 
kreisverwandte Umformung in eine 
Gerade strecken (Fig. 43). (Im 
Falle I ist ein solcher [reeller] Ortho
gonalkreis nicht vorhanden.) 

Beider zweiten Projektion (Fig.44) 
geben die beiden, durch den Äquator 
getrennten Halbkugeln dasselbe Bild, 
nämlich das Innere eines Kreises, 
von drei Geraden durchsetzt. 

Ein Blick auf die Figuren zeigt: 

Fig. 42. Stereographische Projektion dreier Kugel
kreise , deren Ebenen senkrecht zum Äquator 

stehen. 

Wir bekommen auf der Kugel zwei kongruente, zum 
symmetrische Dreiecke, drei Zweiecke und drei Vierecke. 

Orthogonalkreis 

Fig.43. Kreisverwandtes Bild von Fig.42, in Fig.44. Orthogonale rrojektion dreier Kugelkreisc , 
welchem der Äquator als Gerade erscheint. deren Ebenen senkrecht zum Äquator stehtll, auf 

den Äquator. 

Eines der beiden Dreiecke können wir als Minimaldreieck ansehen; 
man sieht leicht, daß für dasselbe Ao + f.lo + 'Vo < 1 ist. 

Wir fassen zusammen: 
Die Fälle I, II, III sind dadurch charakterisiert, daß die Summe 

der zugehörigen Ao, f.lo, 'Vo im ersten Falle größer als Eins, im zweiten Falle 
gleich Eins, und im dritten Falle kleiner als Eins ist. 

§ 47. Die Maßzahlen der Winkel und Seiten. 
Heute gebe ich zunächst noch einige geometrische Ausführungen be

treffend die Trigonometrie der in der letzten Stunde unterschiedenen 
drei Arten von Dreiecken. Zur Erläuterung des Folgenden sei übrigens 

Beginn der achtundvierzigsten Vorlesung. 
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auch verwiesen auf die Vorlesungen über n. e. Geometrie (= KLEIN [7], 
S.195ff.). 

Im Falle 1 haben wir es mit gewöhnlichen sphärischen Dreiecken 
zu tun. Da sind Än, pn, vn; ln, m:rc, nn die Winkel und Seiten im 
gewöhnlichen Sinne, also reelle Größen (0 < J.. < 1; 0 < p< 1; 0< v < 1 
ist vorausgesetzt). 

Im Falle II führt dagegen die analytische Definition der Än, pn, v:rc; 
ln, mn, nn vermittels der CAYLEYSchen Maßbestimmung auf ver
schwindende Werte der l, m, n. Trotzdem braucht man aber auf die 
trigonometrischen Formeln nicht ganz zu verzichten. Wenn wir näm
lich ein Dreieck des Falles I in ein bestimmtes Dreieck des Falles 11 
ausarten lassen, dann streben zwar die l, m, n gegen Null, indes be
sitzen doch immer noch die Verhältnisse l: m: n bestimmte Grenzwerte. 
Wir setzen daher, unter R eine reelle Zahl verstanden: 

in die Formeln der sphärischen Trigonometrie ein, multiplizieren mit 
R und gehen zur Grenze für R -+ 00 über. Wir haben dann einfach 

I' 
lim cos R = 1, 

R-+oo 
lim (R sin~) = l' usw. 

R-+oo 

und erhalten so schließlich die Formeln der gewöhnlichen ebenen Tri
gonometrie. Mithin: 

1m Falle II werden l, m, n, wenn wir sie direkt n. e. definieren, gleich 
Null. Die Formeln der sphärischen Trigonometrie behaUen trotzdem eine 

I' m' n' gute Bedeutung, sobald man R' R' R für l, m, n einsetzt und R -+ 00 

gehen läßt; sie verwandeln sich dann nämlich in die Formeln der gewöhn
lichen ebenen Trigonometrie. 

Am interessantesten, weil das meiste Neue bietend, ist der Fall 111 
eines Dreiecks mit reellem Orthogonalkreis. Wir können uns das Drei
eck etwa vom Scheitel des Kerns auf die Polarebene des Scheitels pro~ 
jizieren, d. h. wenn wir den Scheitel ins Unendlichferne legen, auf die 
Äquatorebene, wie in Fig.44, S.215. 

Die n. e. Definition der Kantenwinkel Än, pn, v:rc und der Seiten
winkel ln, mn, nn des Dreikants überträgt sich dann unmittelbar auf 
die Figur in der Äquatorebene, welche ja als Projektion dieselben 
Doppelverhältnisse bieten muß (vgl. die Fig.44). 

Die Winkel und Seiten des ebenen Dreiecks in der auf den Äquator
kreis bezogenen CA YLEYSchen Maßbestimmung sind daher direkt die 
Zahlen An, Im, vn; ln, mn, nn. Die Winkel sind hier, wie in der ge
wöhnlichen sphärischen Trigonometrie, wieder reell, die Seitenlängen 
aber, z. B. 
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sind rein imaginär; und zwischen den so definierten reellen Größen ),n. 
fln, '/In und den rein imaginären Größen ln, mn, nn gelten dann die 
gewöhnlichen Formeln der sphärischen Trigonometrie (wie aus den 
Darlegungen auf S. 180 folgt). Wir fassen diese Angaben in folgende 
Sätze zusammen: 

Im Falle III sind die Größen A, p" '/I; l, m, n in der ebenen Figur 
direkt so zu berechnen, als handle es sich um die auf den Umrißkreis zu 
gründende CAYLEYSche Maßbestimmung. Die Größen An, /tn, '/In, in 
dieser Weise in der Ebene gemessen, sind reell und stimmen mit den auf 
der Kugelfläche von den Kreisen gebildeten, in gewöhnlicher Weise ge
messenen Winkeln überein, während die ln, mn, nn rein imaginär 
ausfallen und in der gewöhnlichen Geometrie auf der Kugel keine 
einfache Deutung besitzen. Es handelt sich hier um die ebene Tri
gonometrie in der gewöhnlichen n. e. "hyperbolischen" Geometrie. Es 
liegt hier derjenige Fall der sphärischen Formeln vor, wo A, p" '/I noch reell. 
l, m, n rein imaginär sind. 

In den Lehrbüchern der n. e. Geometrie findet man die Formeln der 
Trigonometrie durchweg in einer anderen, von den gewöhnlichen sphäri
schen Formeln etwas abweichenden Gestalt angegeben (vgl. z. B. 
KLEIN [7], S. 196). Es kommt das daher, daß man, um es mit reellen 
Maßzahlen für die Strecken zu tun zu haben, dieselben noch mit einer 
rein imaginären Konstanten dividiert. Die trigonometrischen Funk
tionen der Seitenlängen verwandeln sich dann in die sog. hyperbolischen 
Funktionen der neuen reellen Maßzahlen, nach den bekannten Formeln 

cosix = coshx, sin ix = i sinhx . 

Gewöhnlich setzt man in der hyperbolischen Geometrie für l, m, n. 
. .... l' ·m' . n' 1 

dam~t man doch reelle Se~tenlangen hat, ~ R' ~ R ,~ R' unter - R2 das sog. 
Krümmungsmaß verstanden. 

Man sagt daher gewöhnlich, die Formeln der (hyperbolischen) n. e. 
ebenen Trigonometrie ergeben sich aus den gewöhnlichen Formeln der 

I' , , 
sphärischen Trigonometrie, indem man i R' i; , i; für l, m, neinsetzt. 

unter R eine reelle, für die betreffende n. e. Geometrie charakteristische 
Zahl verstanden. 

Endlich schreibt man die bezüglichen Formeln, um das Imaginäre zu 
vermeiden, gern so, daß man statt der trigonometrischen Funktionen der 
imaginären Argumente die sog. hyperbolischen Funktionen einführt. 

Beim gewöhnlichen sphärischen Dreieck wächst die Seitenlänge um 
2 n, wenn wir den ganzen Kugelkreis einmal mehr im positiven Sinne 
durchlaufen, sie wächst um n, wenn wir die Seite in positivem Sinne 
bis zum Gegenpunkte ihres Endpunktes verlängern. 

Was entspricht dem im Falle IU? 
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Wir betrachten die beiden nachstehenden Figuren 45 und 46, von 
denen die zweite den Kugelkreisbogen a b in senkrechter Projektion auf die 
Äquatorebene zeigt, während die erste Figur die Ebene von ab darstellt. 

Wenn wir da die Seite ab über ihren Endpunkt b hinaus bis 02 ver
längern, so wird ihre (auf der Kugel oder auch in der Äquatorebene 

Fig.45. Kreisbogen ab in seiner Ebene, weIche 
senkrecht zum Aquator steht. 

/<.r;;;;~-,>,--"' T' __ 

/ '\ 
I \ , \ 

I \ 
I I 
I I 
t q, 
\ b I 
\ I 
\ , 
\ I 
\. / 

-- ,-Oi .... _____ -,.., 

Fig. 46. Kreisbogen ab orthogonal auf den 
Aquator projiziert. 

gemessene) Maßzahl logarithmisch unendlich; denn in der Fig. 46 (der 
Projektion auf die Äquatorebene) rückt dann die Verlängerung eben
falls an 02 heran, und in dem Ausdruck 

-b - i I ('ao2. b02) a --og-.-
2 ·aoi bOl 

wird das Doppelverhältnis unendlich (und zwar, wie man leicht sieht, 
wie das reziproke Quadrat des euklidischen Abstandes des Punktes b 
von 02 in der Fig. 45). 

Wenn wir den Bogen ab bis zu dem Gegenpunkt b' von b (vgl. die 
Fig. 45), d. h. bis zu dem auf demselben Projektionsstrahl liegenden 
Punkt des anderen Halbkreises verlängern (vgl. die Fig. 45), so 
haben die Bogen ab und ab' in der Projektion gleiche Endpunkte; 
es ergibt also die schematische Anwendung des analytischen Aus
drucks für die Länge der Projektion von ab' zunächst den gleichen 
Wert wie für die Länge der Projektion von ab. Beachtet man aber, 
daß bei stetiger Überführung von b in b' längs des Kreises (vgl. die 
Fig. 45) durch 02 hindurch die (analytische) Funktion für die Länge 
eine logarithmische Unstetigkeit aufweist, falls b = 02 wird, so erkennt 
man: Wir können uns auf den Standpunkt stellen, daß die Längen der 
Projektionen von ab bzw. ab' durch verschiedene Zweige des Logarith
mus geliefert werden, und zwar können wir festsetzen, daß der Logarith
mus des Doppelverhältnisses um -2 ni sich ändert und daß also die 
Länge von ab um n wächst, falls wir b im "positiven" Sinn bis b' laufen, 
d. h. von der positiven in die negative Halbkugel (Halbebene) übertreten 
lassen; entsprechend ist dann festzusetzen, daß die Länge von ab um 
n abnimmt, wenn b in negativem Sinn bis b' läuft, und endlich, daß die 
Länge von ab um 2 n wächst, so oft b die volle Kreisperipherie im po
sitiven Sinn durchläuft. Wir rekapitulieren: 
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Wenn auch die l, m, n im Falle II1 zunächst rein imaginär sind, so 
können wir sie darum doch bei mehrfacher Durchlaufung der tragenden 
Kreise um beliebige Multipla von zwei vermehren, wenn wir nur die Ver
abredung einführen, daß irgend zwei Punkte b1 und b2 auf der Kugel, die 
auf derselben durch das Zentrum des Kerns laufenden Geraden liegen, 
genau um n entfernt sein sollen, was mit dem Verhalten des Logarithmus 
nicht im Widerspruch steht, aber allerdings nur durch eine besondere Ver
abredung festgesetzt werden kann. 

Etwas Entsprechendes werden wir auch im Falle 11 beim geradlinigen 
Dreiecke festsetzen können, falls wir die "Länge" einer Halbgeraden 
als eine neue Größe n* einführen, die als "unendlich groß" gegenüber 
den Längen aller (gimz im Endlichen /., 
gelegenen) Strecken erklärt wird. -----a--=--o"-:------
Statt dessen können wir auch fest- a 
setzen, daß die Länge L jeder ganz _ /"-.7r 

im Endlichen gelegenen Strecke· -=;:::,..,:::....::'---a~---T-b----

a b 
"unendlich klein" sei gegenüber n 
(unter n, wie üblich, die LUDoLFsche 
Zahl verstanden). Die Größen L wird a I/' 1.-2.7r 

man dann mit n zu einem "nicht- Fig. 47. Geometrische Veranschaulichung der 
archimedischen Größensystem" ZU- nicht-archimedischen Ordnung der Längen im 

Falle 1I. 
sammenfassen [*]. 

Lassen wir alsdann den Endpunkt b der Strecke ab bis ins Unend
liche laufen, so werden wir sagen, wir haben die Strecke um n verlängert; 
lassen wir den Endpunkt die ganze Gerade durchs Unendliche hindurch 
bis wieder zum Punkte b durchlaufen, so soll das als Verlängerung um 
2n bezeichnet werden (vgl. die obenstehende Fig. 47). 

§ 48. Die zu einem Kern gehörigen reduzierten Dreiecke. 
Wir haben in den letzten Stunden gesehen, wie der Kern in den drei 

Fällen I, H, IH relativ zur Kugel liegt. Es wird nun unsere Aufgabe 
sein, in diesen Kern auf alle möglichen Weisen eine Dreiecksfläche wie 
eine Membran einzuspannen und uns von den verschiedenen möglichen 
Gestalten derselben eine recht klare Vorstellung zu machen. 

Alle diejenigen so zu findenden Dreiecksflächen, auf deren Begrenzung 
die Kanten des Kerns in gleichem Sinn aufeinanderfolgen, werden dann 
verwandte Funktionen liefern, und zu allen verwandten Funktionen ge
hören solche Dreiecksflächen (vgl. § 43). 

Vorläufig jedoch werden wir auf den Sinn der Aufeinanderfolge der 
Kanten des Kerns kein Gewicht legen, um erst hinterher (was ich in 

Beginn der neunundvierzigsten Vorlesung. 
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der nächsten Stunde ausführen werde) die Modifikationen zu besprechen, 
die durch Berücksichtigung der Reihenfolge nötig werden. 

Wir gehen von einem Minimaldreieck (vgl. S.214) aus, welches in 
den drei Fällen Ao + #0 + Vo ~1 etwa die früher angegebenen Ge
stalten haben mag (wobei aber der Fall ganzzahliger A, #, v vor
erst ausgeschlossen werden soll): 

Ein Minimaldreieck soll mit (Ao, #0' vo) bezeichnet werden. Seine 
Winkel Aon, #on, von sind nicht nur jeder selbst kleiner als n, sondern 
es ist auch die Summe von irgend zwei Winkeln stets kleiner als n oder 
höchstens gleich n. Für Fall I ist dies schon bewiesen (vgl. S. 214; 
Anmerkung [*]); für Fall II und III ist es trivial. 

Die Zahlen Ao, #0' Vo genügen also den Bedingungen: 

o < Ao < 1 , #0 + Vo < 1 , 
o < #0 < 1 , Vo + Ao si, 
o < Vo < 1 , Ao + #0 < 1-

Durch diese Ungleichungen ist übrigens das Minimaldreieck unter den 
von den nämlichen drei Kreislinien begrenzten Dreiecken im allgemeinen 
eindeutig festgelegt, wenigstens wenn man symmetrische Gegendreiecke 
nicht als verschieden ansieht. (Ausnahmefälle: #0 + Vo = 1 usw., vgl. 
S. 214, Anmerkung [*J.) Jedes Tripel von Zahlen A, #, v, welches den 
in Rede stehenden Ungleichungen genügt, heiße kurz ein MinimaUripel 
(wobei wir uns zunächst nicht darum kümmern, ob ihm ein Minimal
dreieck entspricht oder nicht). 

Wir gehen nunmehr vom Minimaldreieck zu einer umfassenderen 
Gruppe von Dreiecken über, welche wir mit (11' #1' VI) bezeichnen, indem 
wir nämlich zum Minimaldreieck seine Nebendreiecke bzw. deren Gegen
dreiecke hinzunehmen. (Al' #1' VI) bezeichnen also außer der Winkel
zusammenstellung 10, #0' Vo noch die drei Zusammenstellungen Ao, 

1 - Po, 1 - vo; 1 - 10, #0' 1 - vo; 1 - Ao, 1 - #0' vo. 
Die vier Dreiecke (Al' #1' vJ genügen dann noch den Ungleichungen 

o < Al < 1 , 0 < #1 < 1 , 0 < VI < 1 . 

Durch diese Ungleichungen sind übrigens die Tripel (Al' #1' VI) voll
ständig charakterisiert im folgenden Sinne: Zu jedem, .diesen Ungleichun
gen genügenden Zahlentripel (1, #' v) läßt sich ein Minimaltripel 
(Ao, ,uo, vo) finden, mit dessen Hilfe sich A, #, V auf eine der oben er
wähnten vier Arten darstellen lassen: A = Ao, # = 1 - #0' V = 1 - Vo 
oder A = 1 - Ao usw. (vgl. S.225). 

Eine fernere Erweiterung endlich nehmen wir vor, indem wir - zu
nächst rein arithmetisch - in jedem Tripel (Al' #1' VI) immer für einen 
Winkel seine Ergänzung zu 2 n setzen; die so erhaltenen neuen Winkel
zusammenstellungen (Tripel), welche also die Winkelzahlen 

2 - Ao, #0' Vo usw.; 2 - 10, 1 - #0' 1 - Vo usw.; )'0' 1 + #0' 1 -"0 usw. 
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haben, einschließlich der ()'1' I-ll' Y1) selbst, wollen wir mit (A2, 1-l2' Y2) 
benennen. Das sind also im ganzen sechzehn Tripel. Sie genügen nur 
noch der Bedingung, daß keines der A, I-l, Y größer als zwei ist und daß 
keine zwei der A, I-l, y größer als eins sind. (0 < A, 0 < I-l, 0 < Y. Man 

Fig.48. 
1, 1: )'I!!!!!!J. t , /ll~ lt D J )'1="" 

Fig. 50. 
1,3: ).1 -)'0' ,u l= t +,u., "1- 1- "'0. 

f'ig. 48-52. Die fünf Typen reduzierter Dreiecke 
für den Fall 1. 

(ln den Figuren ist überall)" usw. statt, wie im 
Text, 11 usw. gesetzt.) 

beachte auch, daß von ganzzahligen 
A, fl, y abgesehen wird, daß also 
z. B. A = 2 nicht in Frage kommt.) 

Diese Bedingungen sind wiederum 
charakteristisch in dem Sinne, daß 
jedes Tripel (A , I-l , v), für welches 
die Bedingungen gelten, sich aus 

Fig.49. 
1, 2: ll = i'tJ Ill r2 1 - "o, ,') = 1-"0' 

F ig. 51. 
1,4 : Ä1 = 2-J. II • I t l r=t1. /~ol "[ = ".0' 

F iS. 52. 

einem Minimaltripel auf eine der eben angegebenen sechzehn Arten 
(rein arithmetisch) gewinnen läßt (Beweis auf S. 225). 

Ein Tripel (A,ll,Y) soll reduziert heißen, wenn keine der Zahlen 
A, I-l, Y größer als 2 ist, und wenn keine zwei 1mter den A, I-l, Y existieren, 
die größer als 1 sind. Außerdem sei 0 < A, 0 < ,U , 0 < Y und keines 
der A, I-l, Y ganzzahlig. 
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Wir wollen nun zusehen, ob man alle arithmetisch möglichen redu
zierten Tripel in jedem der Fälle I , II, III wirklich "in ein System von 
Kreisbogen einhängen" kann bzw. ob - bei beliebig vorgegebenem 
Minimaltripel - jedem der sechzehn zugehörigen reduzierten Tripel ein 
Dreieck (Membran) entspricht. Jedes solche Dreieck heißt dann re-

Fig·53. 
II , t: A1 =J.01 J.tl=.H"f "1= "'1)' 

Fig. 55. 
11,3: ).1 = 10 , .lll~I+I'Gt "·I=t- .... O' 

Fig. 57. 
B ,S: ).1= 2-).01 141 = 1-1'0 ' Vl= t -."O' 

~,-p"" 
I, 
IJ 
I1 

" , 

Fig.54. 
11 ,2: ). 1= )'0' lt l = I - ,uo, " 1= 1 - 1',. 

Fig.56. 
11 1 4: ).,=2-).0. ,UIJQ,HO, "1 = "'0' 

Fig. 53-57. Die tünf Typen reduzierter Dreiecke 
tür den Fall 11. 

(In den Figuren ist überall )., usw. statt, wie im 
Text, 1, usw. gesetzt.) 

duziert. Zum Nachweis, daß dies in 
der Tat der Fall ist, zeichne ich zu
nächst einfach die Figuren für die 
fünf (bereits oben, aber in anderer 
Reihenfolge, aufgezählten) Typen 

(lo, Po, "0)' ().o, 1 - Po, 1 - "0)' (lo, 1 + Po, 1 - "0)' (2 - i.o, Po , "0)' 

(2 - ).0' 1 - Po, 1 - "0) 

hin, aus welchen dann (durch geeignete Permutationen der ).0' Po, "0) 

sich alle anderen Dreiecke ergeben. Dabei achten wir, wie schon ge
sagt, nicht auf die Aufeinanderfolge der Ecken, sehen also jedes Dreieck 
mit seinem Gegendreieck als gleichwertig an [*J. 



§ 48. Die zu einem Kern gehörigen reduzierten Dreiecke. 22} 

Wir haben damit in der Tat in jedem der drei Fälle I, II, III tür jedes 
der sechzehn reduzierten Dreiecke einen Repräsentanten konstruiert. 

Nun zu jedem der drei Fälle noch einige besondere Bemerkungen: 
ex) In der sphärischen Trigonometrie haben wir früher vierund

sechzig Stämme verwandter Dreiecke unterschieden (vgl. § 34) . Diesen 
entsprechen nun gerade unsere sechzehn reduzierten Dreiecke des 
Falles I, wobei die Verringerung der Anzahl davon herrührt, daß wir 

Fig. 58. 
JlI , 1: i·J= i.o • ,lt l=l'o, "1 = ) '0-

~'1 

Fig.60. 
111,3: 1, = ).0 , I' J~ t +.uo , "t= 1- .'._ 

Fig. 58-62. Die fünf Typen reduzierter Dreiecke 
für den Fall IH. 

(In den Figuren ist überall )" usw. statt, wie im 
Text, Ä, usw. gesetzt.) 

die Winkel und Seiten an einer 
Membran durchweg als positiv zäh-

Fig. 59. 
111 , 2 : 1' = )'0' Ifl = I - /,o, ", = 1- "0' 

Fig. 61. 
1lI , 4 : ;., = 2 -)", } t 1 r:::t::.." O , 1'1= 1'0 ' 

len, so daß immer je vier Stämme Fig.62. 

nur ein Dreieck geben. 111 , S: ),, ~ 2 - ) .• , !'I ~ I-"" ,.,~ t -y. , 

Die sechzehn reduzierten Dreiecke (Az, ftz, vz), welche wir jetzt kon
stmiert haben, geben tür jeden der sechzehn zu unterscheidenden Stämme 
aus verwandten Dreiecken jedesmal einen Repräsentanten. 

Der gleiche Satz gilt auch für die beiden anderen Fälle. 
ß) Im Falle 11 wollen wir auf die Winkelrelationen achten. Die 

Winkel des Minimaldreiecks genügen der Gleichung: 

)'0 + fto + Vo = 1 . 
Daraus folgt aber, daß in unseren fünf Figuren des Falles 11 je 

folgende Gleichungen gelten: 

;·+lt+v=1, -),+ft+v=1, A+ft-v=1, }.-/t-v=1. 
}·+ft+ v =3· 
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Achten wir zugleich darauf, welche Ecken im Unendlichen liegen, 
so ergibt sich die Regel: 

Für alle unsere sechzehn geradlinigen Dreiecke (1.2 , fl2' v2) gilt eine 
Formel von der Gestalt: 

± I. ± fl ± v = 2r + 1, r:=:::O, 

wobei immer diejenigen Winkel negativ einzusetzen sind, welche sich auf 
solche Ecken beziehen, die in den unendlich fernen Punkt fallen. Die Vor
zeichenkombination -, -, - ist hier natürlich arithmetisch unmöglich, 
was der geometrischen Tatsache entspricht, daß ein geradliniges Dreieck 
nicht alle seine Ecken im Unendlichen haben kann. 

y) Im Falle der Fig. II, 4 und III, 4 tritt uns zum ersten Male die 
Erscheinung entgegen, daß eine Dreiecksseite, nämlich I 'TC , ihren ganzen 
Kreis umspannt, nämlich in II, 4 sich genau schließt (im Unendlichen), 
in III,4 sich überschlägt. Das hätten wir aber schon von vornherein 
aus den früher angegebenen Ergänzungsrelationen der sphärischen 
Trigo nometrie schließen können. In der Tat: 

Bilden wir 

E ( ~) = E (~ (I. - fl - v + 1)), 
und setzen I. = 2 - 1.0 , fl = 110' V = vo, so geht die rechte Seite über in 

E (! (3 - {}·o + flo + vo))). 

Im Falle II, 4 ist nun aber 1.0 + flo + Vo = 1, im Falle III,4 hingegen 
Ao + flo + Vo < 1; also in jedem Falle 3 > 3 - (1.0 + flo + vo) >- 2, die 
rechte Seite also gleich 1. Dann folgt aus 

E(~)=1, 
daß 1 >- 2 ist, mit anderen Worten, daß die Seite l'TC sich schließt oder 
überschlägt. 

Untersuchen wir auch alle übrigen Fälle unserer Figuren auf unsere 
Ergänzungsrelationen hin, so zeigt sich: 

Bei den sämtlichen von uns aufgestellten reduzierten Dreiecken stimmen, 
wie man sich durch den Augenschein überzeugt, die Ergänzungsrelationen, 
die wir im voraus schon (§ 45) angegeben hatten, mit den Tatsachen 
übe rein. 

Zum Schlusse beweisen wir noch den bereits zu Beginn dieses Para
graphen angeführten Satz: 

Indem wir unsere sechzehn Dreiecke (1.2 , fl2' v2) bei den dreierlei Kernen 
(d. h. in den Fällen I-lI I) konstruierten, haben wir gerade alle reduzierten 
Dreiecke konstruiert, die es überhaupt gibt. (Übrigens sind dabei ganz
zahlige Winkel ausgeschlossen.) 

Wir beweisen unseren Satz, indem wir ein Zahlentripel (I., p, v) vor
geben, welches den für ein reduziertes Dreieck charakteristischen Be-
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dingungen genügt, sodann auf eine der früher angegebenen sechzehn 
Arten arithmetisch von dem Zahlen tripel (Ä, 1',") aus ein Zahlentripel 
(J·o, 1'0' "0) herstellen, welches den Ungleichungen des Minimaldreiecks 
genügt, dazu ein Minimaldreieck konstruieren und dann geometrisch 
entsprechend der Rückwärtsdurchlaufung des arithmetischen Prozesses 
uns ein zu (Ä, fl,") gehöriges Dreieck konstruieren. 

Seien also irgend drei reelle, positive Zahlen (Ä, 1', ,,) gegeben, welche 
der Bedingung genügen, daß jede kleiner als 2 und mindestens zwei 
kleiner als 1 sind; dann sind entweder schon alle Zahlen kleiner als 1, 
oder es ist eine Zahl, etwa Ä, größer als 1 (ganzzahlige Ä, 1', " sind ja 
vorläufig ausgeschlossen). 

Im ersteren Falle ist das vorgegebene Tripel schon ein Tripel 
(Ä1, 1'1' "1)' im anderen Falle ist Ä1 = 2 - Ä, 1'1 = 1', "1 = " ein solches 
Tripel. Ist dieses Tripel (}'1' 1'1 "1) nun nicht von selbst ein Minimal
tripel, so ist (falls wir Ä1 ::> 1'1 2"1 voraussetzen) : Ä1 + 1'1 > 1 , 
Ä1 -"1::> 0, 1'1 - '111 2 O. Dann bilde ich Äo = 1 - ÄI , 1'0 = 1 -1'1' 
'110 = "1' und man sieht, daß nicht nur 0 < Äo < 1, 0 < 1'0 < 1, 
o < "0 < 1, sondern daß auch Äo + 1'0 = 2 - (Ä1 + 1'1) < 1, Äo + "0 
= 1 - (ÄI - VI) < 1, 1'0 + "0 = 1 - (1'1 - VI) s;: 1 ist, daß also Äo, 
1'0' '110 ein Minimaltripel ist. Man sieht auch, daß bei diesen Reduktionen 
jeder der fünf, früher (S.221ff.) aufgezählten Typen von reduzierten 
Dreiecken sich wirklich einstellen kann. 

Wenn wir so die drei Zahlen Äo, 1'0' '110 arithmetisch definiert haben, 
so können wir ein zu ihnen gehöriges Minimaldreieck gewiß konstruieren 
(vgl. S. 222, Anmerkung [*]) und von diesem durch unsere geometrischen 
Figuren (S. 221 ff.) zu einem Dreieck mit den Winkelzahlen Ä2, 1'2' Va auf
steigen. - Der Gedankengang des eben ausgeführten Beweises möge 
nochmals zusammengefaßt werden wie folgt: 

Um das Dreieck zu konstruieren, welches zu einem gegebenen reduzierten 
Zahlentripel (Äa, 1'2' '112) gehört, berechnen wir arithmetisch ein zugehöriges 
M inimaUripel (10, 1'0' '110), konstruieren ein entsprechendes Minimaldreieck 
und steigen von diesem durch die heute gegebenen Figuren zu einem Dreieck 
mit den Winkeln Ä2 , 1'2' '112 auf· 

§ 49. Besonderheiten des Falles 11. 

In der letzten Stunde haben wir auf die Reihenfolge, in welcher sich 
die Ecken der Membran dem Auge darstellen, also ob sie im Sinne des 
Uhrzeigers aufeinander folgen, wie z. B. in Fig. I, 1 (S. 221), oder ob 
im entgegengesetzten Sinne, wie in Fig. 11, 2, noch keinen Wert ge-

Beginn der fünfzigsten Vorlesung. 
Klein, Hypergeometrische Funktion. 15 
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legt: Nun ist aber ganz klar: Wenn wir wollen, daß das Dreieck der 
positiven x-Halbebene entsprechen soll, auf deren Rand die Punkte 
a, b, c in derselben Reihenfolge wie 0, 00, 1 aufeinanderfolgen, dann 
müssen die Ecken notwendig im Sinne des Uhrzeigers aufeinanderfolgen. 
Die hierdurch notwendig werdende Ergänzung unserer Betrachtungen 
wollen wir heute geben. Wir sehen: 

In den Fällen I und 111 erreichen wir den Ubergang von der einen 
Reihenfolge der Ecken zur anderen, indem wir den Kern festhalten und 
einfach zum Gegendreieck übergehen. 

Der tiefere Grund für diese Möglichkeit ist natürlich der, daß der 
Kern in diesen Fällen sich selbst symmetrisch ist. 

Beim Kern des Falles II ist jedoch eine solche Symmetrie des Kerns 
mit sich selbst nicht vorhanden. In diesem Falle schneiden sich nämlich 
die drei Achsen des Kerns auf der Kugel (S. 213). Da artet das Gegen
dreieck jedes gewöhnlichen Dreiecks immer in ein oder mehrere Zwei
ecke, ja in einen Punkt aus. 

Wir müssen also im Falle 11 neben den gegebenen Kern einen zweiten 
Kern stellen, nämlich den symmetrischen, um an ihm diejenigen Dreiecke 
mit der richtigen Kantenaufeinanderfolge einzuhängen, die man am ersten 
Kern nur mit falscher Eckenaufeinanderfolge findet; und zwar zeigt sich 
bezüglich der fünf auf S. 221 ff. dar:gestellten Typen: Die richtige Auf
einanderfolge der Ecken haben nur die Typen II, 1 und II, 3, nämlich 
die Typen )'0' ,Uo, Vo und 20' 1 + flo, 1 - vo, zu welchen insgesamt 
sieben Dreiecke gehören; die falsche Kantenaufeinanderfolge aber be
sitzen die zu den folgenden drei Typen: nämlich zu II, 2, d. h. 20 , 1 - 1-"0' 

1 - vo; ferner zu II, 4, d. h. 2 - 20' flo, vo; schließlich zu II, 5, d. h. 
2 - J,o, 1 - 1-"0' 1 - Vo gehörigen neun Dreiecke. Also: 

Im Falle 11 gehören ZIem einen Kern die sieben Dreiecke von den Typen 
2o, ,uo, Vo bzw. }'o, 1 + flo, 1 - vo, zum symmetrischen Kern die neun 
Dreiecke von den Typen 20' 1 - ,uo, 1 - 1'0 bzu'. 2 - J·o, 1-"0' 1'0 bzw. 
2 - J.o, 1 - flo, 1 - vo' 

Was bedeuten nun diese Erwägungen für unsere 1]-Funktionen? 
Wann haben wir zwei 1]-Funktionen verwandt zu nennen? Dann, 

wenn sich ein Partikularzweig von jeder so auswählen läßt, daß beide 
Zweige bei gleichen Umläufen von x dieselben Substitutionen erleiden 
(vgl. § 25). Wir haben früher (§ 43) gesagt, das sei der Fall, wenn die 
beiderseitigen Fundamentalbereiche in denselben geometrischen Kern 
eingehängt sind. 

Das haben wir aber genauer präzisiert, indem wir auf die Aufein
anderfolge der Ecken achteten. Indem wir uns hier auf reelle j., ft, v 
beschränken, wiederholen wir: 

Zwei 1]-Funktionen mit reellen A, fl, v heißen verwandt, wenn die ent
sprechenden Dreiecke I., fl, v, mit riclz tiger Auf e ina nder f 0 l g e der 
Ecken genommen, in denselben Kern eingehängt werden können. 
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Fragen wir nun (mit dieser verschärften Definition), ob die zu den 
sechzehn reduzierten Dreiecken (}'2' ,u 2 v2) gehörigen 'I]-Funktionen 

(a b C ) 
'I] )'2 f-l2 "2 X , 

alle miteinander verwandt sind, so finden wir sofort: 
In den Fällen I undIII sind sämtliche sechzehn Funktionen YJ (a b C x) 

).2 It 2 "2 

fe miteinander verwandt; dagegen sind im Falle 11 nur sieben resp. neun 
dieser Funktionen fe unter sich verwandt. 

Dies letztere steht aber in direktem Widerspruch zu dem, was RIE
MANN und (an RIEMANN anschließend) PAPPE RITZ über die 'I]-Funktion 
sagt: 

RIEMANN ([1J, S. 78) sagt (nicht wörtlich): Zwei P-Funktionen sind 
verwandt, wenn sich die Exponenten um ganze Zahlen unterscheiden, 
und PAPPERITZ ([1J, S. 218): Zwei 'I]-Funktionen sind verwandt, wenn 
sich die Exponentendifferenzen, abgesehen vom Vorzeichen, um ganze 
Zahlen von gerader Summe unterscheiden. 

Dann müßten aber alle unsere 1} (; b ~ x) immer verwandt sein, 
2 112 '2 

was, wie wir wissen, nur in den Fällen I und III der Fall ist. Wir haben 
also hier eine Lücke in der RIEMANNschen Arbeit, und es fragt sich, 
wo die Unrichtigkeit in die RIEMANNsche Arbeit hineinkommt. 

RIEMANN setzt in [1J Nr. 3, S. 72 ff. , die Fundamentalzweige des 
einen singulären Punktes a aus denjenigen von bund c vermittels ge
wisser Koeffizienten IXß' IXß" usw. zusammen und sagt dann: \Venn man 
irgend fünf der Größen 0<.;1' IXß" IXß' IXß" IXi" IXr" IX;', iX;" beliebig vor
gebe, so seien dadurch alle übrigen bestimmt, nämlich durch Relationen 
von der Gestalt 

IXi' IXß sin((IX +P+Y'):1l)e-"''''i lXIi' sin((x +ß'+/):<)e-,"ri 
,- == ------, • ------------,-------. = -/- . ----- -- - ;- ---.- ; 

IX y IXß sin((",' + ß + y'):<)e-O: '" "'ß' sin((",' + ß' + ;"):,,)e-"'-Tb 

er sagt dann ferner in [1J Nr. 6, S. 78, diese Relationen blieben un
geändert, wenn man sämtliche Exponenten einer P-Funktion um ganze 
Zahlen ändere; also müßten bei gleicher Vorgabe der fünf \villkürlich 
gewählten Größen IXß' IXii" usw. auch die übrigen und damit die Sub
stitutionen der Gruppe ungeändert bleiben. 

Dies alles ist richtig, falls keiner der auftretenden sinus gleich ~ull 
ist, falls also keine der Zahlen IX + ß + y' usw. eine ganze Zahl ist. Zu
folge früherer Bemerkungen (S. 52) ist aber eine der Zahlen IX + ß + y' 
usw. dann und nur dann ganz, wenn eine der Zahlen ±i, ± fl ± v 
ganz ist. Die RIEMANNsche Behauptung trifft daher sicher in den 
Fällen I und III zu. Hingegen bedarf der Fall II einer besonderen 
Untersuchung, die wir oben bereits erledigt haben. Also: 

Die Definition der Verwandtschaft ist bei RIEMA:-<:-< so allgemein ge
faßt, daß sie für den Fall II nicht ausreicht [*J. 

15* 
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Übrigens wird die Theorie der Verwandtschaft auch noch für die 
Fälle ganzzahliger 1,,1-", " besonders zu ergänzen sein (vgl. § 51), welchen 
Fall RIEMANN von vornherein ausgeschlossen hat. 

§ 50. Übergang zu den allgemeinsten Dreiecksflächen. 
Nun wollen wir von unseren reduzierten Dreiecken aus zu den all

gemeinsten Dreiecken desselben Kerns übergehen. 
Es sei irgendein (nichtreduziertes) Zahlentripel (I" 1-", ,,) gegeben; 

keine der positiven Zahlen Ä., 1-", " soll ganz sein. Aus diesem wollen wir 
uns zuerst arithmetisch ein reduziertes Tripel (Ä.2, 1-"2' "2) herstellen. 

Wir haben nun hinsichtlich unserer Tripel folgende zwei Fälle zu 
unterscheiden: 

Wir bezeichnen unser Tripel als ein Tripel erster Art, falls bei 
ihm die Summe irgend zweier Zahlen immer größer als die dritte Zahl ist, 

also l+l-">v, l-"+v>Ä., v+Ä.>I-". 

Von diesen beiden Ungleichungen sind übrigens zwei in jedem Falle 
erfüllt. Denn ist etwa Ä. > I-" > 'lI > 0, so ist stets ,,+ Ä. > I-" und 
J, + I-" >". Nur die größte unter den drei Zahlen ist also nicht not
wendig kleiner als die Summe der beiden anderen. 

Dagegen verstehen wir unter einem Tripel zweiter Art ein solches, 
bei dem die größte der drei Zahlen nicht kleiner ist als die Summe der beiden 
anderen Zahlen. 

Wir behandeln zunächst die Tripel erster Art und behaupten: Ein 
Tripel (Ä., 1-", 'lI) ist dann und nur dann von erster Art, wenn es die Dar
stellung gestattet: 

), = ß + y, p, = y + IX, V = IX + ß, (*) 
wo IX, ß, y (beliebige) positive Zahlen sind (unter denen nicht mehr als 
eine ganzzahlig ist). In der Tat folgt das aus 

IX =!(-Ä.+ll + 'lI), ß=!(Ä.-p,+v), y=!(l+p,-"). 

Wir trennen nun von 0(" ß, y ihre ganzzahligen Bestandteile ab: 

O(,=a+IX', ß=b+ß', y=c+i, 
unter a, b, c bzw. die größte ganze, in IX, ß, y enthaltene Zahl ver
standen (0 <: IX' < 1,0 <: ß' < 1,0 <: r' < 1). Dann werden, wenn ich 

ß' + i = l' , y' + IX' = 1-'" , 0(,' + ß' = 1/ (*') 

setze, die Ungleichungen gelten: 

0<Ä.'<2,O<I-"'<2, 0<v'<2 

und ferner ist keines der Ä.', 1-"', ,,' eine ganze Zahl, wie die Darstellung 

l=b+c+i.', 1-"=:;+a+I-"', v=a+b+v' (**) 
lehrt. 
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Sind nun keine zwei der 1.', /1:, '11 ' größer als 1, so ist (1.' , /1:, '11 ' ) ein 
reduziertes Tripel (1.2 , #2' '112); wenn nicht, so sind mindestens zwei der 
Zahlen, etwa #' und '11', beide größer als 1 und nicht kleiner als die 
dritte i.'. In diesem Falle setze ich 

1.' = 1.2 , #' = 1 + #2 ' ,,' = 1 + "2 

und habe dann in (1.2 , #s' 'Vs) ein reduziertes Tripel. i., Il, '11 sind also 
darstellbar in der Gestalt: 
entweder 

l=b+c+ls ' #=c+a+#s' 'V = a + b + 'Vs (**) 
oder 

),=b+c+l., #=c+(a+1)+#s, "=(a+1)+b+,,s' (***) 

Schreiben wir im zweiten Falle einfach a für a + 1, so hat man 
beidemal dieselbe Gestalt (**) der Darstellung. 

(l2' #s, '112) ist ein reduziertes Tripel, das entsprechende Dreieck 
muß also unter unseren fünf Typen (vgl. S. 221 ff.) enthalten sein. Wir be
haupten aber: Ein solches Dreieck kann nicht jedem der gezeichneten 
Typen angehören, nämlich nicht den Typen II, 4 und III, 4, in denen 
eine Seite ihre ganze Kreisperipherie umspannt. Die Behauptung folgt 
aus den für reduzierte Dreiecke gültigen Ergänzungsrelationen (vgl. 
S.224). 

Wir bilden nämlichE(!(ls - #2 - 'IIs + 1)). Wenn nun /.' = ß' + y', 
#' = y' + (X', '11' = (X' + ß' direkt die gesuchten i.s , #s' 'IIs waren, so wird 

ebenso 

E(!(-A2 + #s - "2 + 1)) = 0 und E(!(-J·s - #2 +"s + 1)) = 0, 

so daß also in der Tat keine Seite ihren Kreis umspannen kann. 
Waren dagegen zwei der Zahlen 1.', #', '11' oder alle drei größer als 1 

und waren etwa #', '11 ' beide nicht kleiner als A', so muß (x' notwendig 
größer als i sein. 

Unsere drei E-Ausdrücke ergeben aber, wenn man 1.s = ß' + y', 
#s = y' + (X' - 1, '112 = (X' + ß' - 1 einsetzt und ! < (x' < 1 , 
o <: ß' < 1, 0 <: r' < 1 beachtet: 

Also: 

E(!( ls - #2 -"2 + 1)) = E(!<3 - 2(X')) = 0, 

E(!(-Äs + fl2 -"2 + 1)) =E(!(1 - 2ß')) = 0, 

E(!(-Äs - #2 +"2 + 1)) = E(!(1 - 2y')) = O. 

Wir haben durch unseren Reduktionsprozeß jedes (nichtreduzierte ) Tripel 
erster Art arithmetisch auf ein reduziertes Tripel (J'2' #2' 'IIs) zurückgebracht, 
welches zu einem Dreieck gehört, das keine sich selbst überschlagende Seite hat. 

Und zwar hat das allgemeine Tripel erster Art (l, #, '11) die Gestalt 

1 = A2 + b + c, # = #2 + c + a, " = "2 + a + b, (**) 
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wo a, b, c nichtnegative ganze Zahlen sind; ferner gestattet das redu
zierte Tripel (bei passender Bezeichnung seiner drei Zahlen) 

A. entweder die Darstellung )'2 = ß' + y', #2 = y' + 0.;', "2 = 0.;' + ß'; 
B. oder die Darstellung )'2 =, + )", fl2 + 1 =)" + 0.;', "2 + 1 = 0.;' +,. 
Hierin bedeuten IX', ß', y' nichtnegative Zahlen kleiner als 1. (Im 

Falle B ist überdies die Bezeichnung so gewählt, daß fl2 + 1 :> ).2' 

"2 + 1 :> ).2' d. h. 0.;':> ß', 0.;':> y'.) 
Gestattet umgekehrt ein reduziertes Tripel die Darstellung A oder B, 

so liefert (**) für beliebige (nichtnegative, ganze) a, b, c ein Tripel erster 
Art; dabei ist jedoch abzusehen: Bei A von den Fällen a = 0.;' = 0 oder 
b = ß' = 0 oder c = y' = 0; bei B von den Fällen a = 0 (weil sonst 
i, + # =" usw.; beachte, daß im Falle B sicher 0.;' > 0, ß' > 0, y' > ° 
wegen #2> 0, #2 + 1 = y' + 0.;', 0 :::::: y' < 1 usw.). 

Heute ist es zuerst unsere Aufgabe, durch Vermittlung eines geo
metrischen Prozesses unser arithmetisches Reduktionsverfahren wieder 
rückwärts zu durchlaufen, d. h. von einem der gestern gekennzeichneten 
reduzierten Dreiecke ()'2' #2' "2) zu dem allgemeinen Dreieck erster Art 
}. = ).2 + b + c, fl = #2 + a + C, 'V = "2 + a + b in geometrischer 
Form aufzusteigen. 

Dazu dient uns der Prozeß, den wir" Laterale A nhängung einer 
Kreisscheibe" nennen. Ist AB eine Dreieckseite, die keinen ganzen 
Kreis umspannt, so fügen wir, wenn das Dreieck außerhalb des zu AB 

C ~ 

Fig. 63 . Fig. 64. Fig. 6;. Fig. 66. 
Voor der Anhängung. Nach der Anhällgung. Vor der Anhängullg. Nach der Anhängung. 

Fig. 63 u. 64. Laterale Anhängung längs AB: Fig. 65 u. 66. Laterale Anhängung längs AB: 
Dreieck auperhalb des zu .4 B gehörigen Kreises. Dreieck innerhalb des zu A B gehörigen Kreises. 

gehörigen Kreises ~AB liegt, das Innere von ~AB zu der Dreiecksfläche 
hinzu (vgl. die Fig. 63, 64), wenn hingegen das Dreieck auf der Innen
seite dieses Kreises liegt, das Äußere von ~AB (vgl. die Fig. 65, 66). 
Man kann diesen Prozeß beliebig oft wiederholen, indem man ab
wechselnd das Innere und das Äußere des Kreises ~AB anhängt. 

Beginn der einundfünfzigsten Vorlesung. 
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Die Anschauung lehrt dann: 
Die laterale Anhängung einer Kreisscheibe bewirkt, daß die Winkel, 

welche an die betrettende Seite anstoßen, um 'J1; wachsen, während die Seite 
in ihr Komplement verwandelt wird. 

Die laterale Anhängung einer Kreisscheibe an die Seite eines Dreiecks 
kann beliebig oft wiederholt werden. 

Wir haben nun ohne weiteres: 
Die Konstruktion des allgemeinen Dreiecks (Ä, 1-', 'P) erster Art erfolgt 

so, daß wir bei einem jeden der zulässigen reduzierten Dreiecke a Kreis
scheiben an der Seite 12 , ferner b Kreisscheiben an der Seite m2 und c Kreis
scheiben an der Seite n2 lateral anhängen. 

Da sich hierbei die Seiten nur abwechselnd in ihr Komplement 
und wieder in sich selbst verwandeln, so ergibt sich der Satz: 

Wir erhalten auf diese Weise lauter Dreiecke, welche keine umlaufenden 
Seiten haben. 

Also haben die Dreiecke erster Art keine umlaufenden Seiten. 
Denn wir bekommen durch unsere Konstruktion ja das allgemeinste 

Dreieck erster Art. 
Aus dem eben bewiesenen Satz ergibt sich nun auch der Beweis, 

daß die Ergänzungsrelationen (nicht nur für alle reduzierten, sondern) 
überhaupt für alle Dreiecke erster Art richtig sind. In der Tat: 

In unseren Ergänzungsrelationen, z. B. in 

E(~) = E (i (Ä - I-' - " + 1)) , 
ist für Dreiecke erster Art immer Ä - I-' - 'P negativ, die rechte Seite 
also Null und folglich stimmen in der Tat unsere Ergänzungsrelationen 
mit den geometrischen Tatsachen überein; sie sind also für alle Drei
ecke erster Art bewiesen. 

Die Dreiecke erster Art sind hiermit erledigt, indem wir in der Lage 
sind, uns von jeder einzelnen Dreiecksfläche eine klare Vorstellung zu 
machen. 

Wir wenden uns also nunmehr zu den Dreiecken zweiter Art, die da
durch charakterisiert sind, daß ein Winkel, welcher immer mit). bezeich
net ist, nicht kleiner ist als die Summe der beiden anderen Winkel, also 

).>1-'+". 
Dabei soll keine der (positiven) Zahlen )., 1-', 'P ganz sein. 
Wir führen wieder zuerst eine arithmetische Reduktion der Tripel 

zweiter Art aus, welche hier sehr einfach ist: Wir setzen nämlich, was 
immer möglich ist: 

Ä = A2 + 2a + b + c, I-' = 1-'2 + b, "="2 + c, 

wobei wir erst die ganzen, nichtnegativen Zahlen bund c so bestimmen, 

daß 0 < 1-'2 < 1 0 < "2 < 1 , 
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und alsdann die ganze, nichtnegative Zahl a so, daß 

ist. 
0<1.<2 

12, P2' 'J/s ist dann gewiß ein reduziertes Tripel. 
Die Bedingungen, welchen ls, P2' 'J/2 unterworfen sind, zeigen, daß 

auch die Umkehrung gilt: 
Ist (12, P2' 'J/2) irgendein reduziertes Tripel (mit 0< P2< 1 , 0< 'J/2 < 1), 

so ist das Tripel (1 = III + 2a + b + c, I' = P2 + b, 'J/ = 'J/2 + c) für 
ganze, nichtnegative a, b, c von zweiter Art; dabei ist aber im Falle 
12 < Ps + 'J/ll stets a > 0 zu nehmen. Das zugehörige reduzierte Dreieck 
(12 , Ps, 'J/s) kann somit jede der fünfzehn auf S. 221 ff. angegebenen Ge
stalten haben, nur ist bezüglich der Bezeichnung eine Bedingung zu stellen: 

Wenn in unserem reduzierten Dreieck (12 , Ps, 'J/2) ein Winkel größer 
als:rr; ist, so müssen wir ihn ls nennen. Ferner muß im Falle 12 < P2 + 'J/2 

stets a:> 1 gewählt werden. 
Mit Rücksicht hierauf ist in den Fig. 48; 53; 58 und 49; 54; 59 

auf S. 221 ff. die Benennung willkürlich, in den Fig. 50; 55; 60 muß not
wendig die Ecke B, in den Fig. 51; 56; 61 und 52; 57; 62 die Ecke A 
mit 12 bezeichnet werden. Zusammengefaßt: 

Jedem Tripel zweiter Art entspricht ein reduziertes Tripel. Jedes re
duzierte Tripel (ls, Ps, 'J/2) liefert umgekehrt unendlich viele Tripel zweiter 
Art: 1 = 12 + 2a + b + c, P = P2 + b, 'J/ = 'J/2 + c; und dies sind 
alle Tripel zweiter Art. 

Um nun durch geometrische Konstruktion vom richtig bezeichneten re
duzierten Dreieck (la, Pa' 'J/s) aus zum allgemeinen Dreieck zweiter Art 
(1, P, 'J/) aufzusteigen, werden wir an die beiden von der Ecke 12 auslaufenden 
Seiten m bzw. n zunächst b Kreisscheiben bzw. c Kreisscheiben lateral an
hängen, und dann ist noch die Frage, wie wir die gerade Zahl 2a einfügen. 

Das letztere wird uns im allgemeinen durch einen bestimmten neuen 
geometrischen Prozeß gelingen, nämlich durch die "polareAnhängung 
von Kreisscheiben". Wir denken uns nämlich die der Ecke 12 gegen
überliegende Seite 12 zum Vollkreise ~l ergänzt und fügen nun zu unserem 
Dreieck, wenn es im Innem dieses Kreises ~l liegt, das Innere, wenn 
es außerhalb liegt, das Äußere des Kreises ~l hinzu, indem wir das 

Dreieck längs eines von 12 nach der 
gegenüberliegenden Seite 12 reichen
den Verzweigungsschnittes mit der 
genannten Kreisfläche (d. h. mit 

Fig. 66a. Dreieck nach erfolgter polarer An- dem Inneren bzw. Äußeren von ~l) 
hängung. verschmelzen. (Die polare An-

hängung ist dann ausführbar, wenn ls auf der gleichen Seite von ~I 
liegt wie das an l2 angrenzende Innere unseres Dreiecks. V gl. weiter 
unten.) Bei dieser "polaren Anhängung" wächst offenbar einerseits 
die Winkelzahllll , andererseits die Seitenzahlls um zwei. Wir sehen also: 
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Die Einführung der Größe 2a in die Formel erreichen wir, indem wir 
von der Ecke A2 aus an unser Dreieck a Kreisscheiben polar anhängen, in
folge wovon die gegenüberliegende Seite a mal mehr umlaufend wird, als sie von 
Hause aus ist. Dies steht in Obereinstimmung mit der Ergänzungsrelation. 

Denn es ist 

E (~) = E (~(A - }J, - " + 1)) = E (~(A2 - /12 - "2 + 1)) + a 

=E(~(l2))+a. 
Wir müssen aber noch genau die Anwendbarkeit des Prozesses 

prüfen. In dieser Hinsicht kommt: 
Dieser Prozeß der polaren Anhängung ermöglicht sich ohne weiteres in 

allen Fällen außer in II, 2 und III, 2 (vgl. die einschlägigen Figuren 
S. 221ff.), falls man dem A2 die Ecke A (bzw. A' in II, 2, welche im Un
endlichfernen liegt) entsprechen läßt. 

Der Prozeß der polaren Anhängung verlangt nämlich, daß die Ecke )'2 
auf derjenigen Seite der Kreislinie ~t liegt, nach welcher hin die Dreiecks
fläche von der Seite l2 aus sich erstreckt. Und diese Bedingung ist nicht 
erfülU, einerseits im Falle II, 2, weil die Ecke A2 auf dem Kreise ~I selbst 
liegt, andererseits im Falle I II, 2, weil die Ecke A2 auf der verkehrten Seite 
der Kreislinie ~I liegt. 

Man beachte zum Beweise dieser Behauptungen, daß in denjenigen 
Fällen bzw. Figuren, in welchen ein Winkel größer als n ist, dieser 
Winkel mit A2 bezeichnet werden muß (vgl. oben). 

Wir müssen uns also in diesen beiden Fällen zu den Dreiecken 
(Aa, P2' "2) das nächste Dreieck (A2 + 2, P2' 'V2) auf andere Weise als 
durch polare Anhängung einer Kreisscheibe konstruieren. Haben wir 
dies Dreieck (A2 + 2, P2' "2) einmal gefunden, dann können wir, wie 
sich zeigen wird, die weitere Vermehrung von A2 um Multipla von 2 
wieder durch gewöhnliche polare 
Anhängung bewerkstelligen. 

Um in den beiden schwierigen 
Fällen II, 2 und III, 2 die Addition 
von 2a zu A2 geometrisch zu reali
sieren, werden wir zuerst ein sog. 
"Zwischendreieck" (A2+2, P2' 'V2) 

aufsuchen und von da aus durch 
(a -1)-malige polare Anhängung wei- Fig.67. Zwischendreieck für den Fall 11, 2. 

4.+2=)..+2; ,..=1-,..; 1'.=1-1'0' 
tergehen, was keine Schwierigkeiten hat. 

Die Zwischendreiecke in beiden Fällen sind, wie man sich leicht 
überzeugt, durch folgende Figuren 67 und 68 gegeben: 

Bei der Fig. 67 ist die dem WinkelA2 + 2 gegenüberliegende Seite 
gerade einmal umlaufend, bei der Fig. 68 umspannt sie nur einen Teil 
der sie tragenden Kreislinie. 
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Beides stimmt, wie man nachrechnet, mit unserer Ergänzungs
relation. 

Indem wir fetzt in beiden Fällen von der Ecke A2 + 2 aus (a - 1) Kreis
scheiben polar einhängen (und das können wir ersicht
lich), vermehren wir die Umlaujszahl der gegenüber
liegenden Seite fe um (a - 1) - wieder in Überein
stimmung mit unserer Ergänzungsrelation. 

Damit haben wir nun auch alle Dreiecke (A, [t, ')I) 
der zweiten Art konstruiert. 

Fig.68. Zwischendreieck Insbesondere hat sich durch Betrachtung aller 
für den Fall 1lI,2. einzelnen Fälle die allgemeine Richtigkeit der Er-

Ä.s+2=Äo +2; 
.".=1-1'0; ".=1-"0. gänzungsrelation ergeben. 

§ 51. Ganzzahlige Exponenten. 

Heute will ich kurz in tabellarischer Weise angeben, wie die Ver
hältnisse bei ganzzahligen Exponentendijjerenzen der r;-Funktion sich 
stellen; bezüglich einer anderen Behandlung sowie insbesondere bezüg
lich aller Einzelheiten verweise ich auf die SCHlLLINGSche Arbeit ([2J, 
S. 215 und 223ff.) selbst. 

An einer Stelle mit ganzzahliger Exponentendifferenz A liegt ent
weder ein Ausnahmepunkt erster Ordnung oder ein Ausnahmepunkt zweiter 
Ordnung vor. An einem solchen erster Ordnung gibt es (vgl. S. 145) 
einen Partikularzweig mit der Entwicklung 

1)0 = (x - a)-;'~(x - a) + log (x - a), 

an einem solchen zweiter Ordnung einen Partikularzweig 

1)0 = (x - a)-;'~(x - a). 

Es ist zu untersuchen, wie diese Partikularlösungen, und weiterhin, wie 
die allgemeine Lösung r; die Umgebung der Stelle x = a abbildet, ins
besondere, wie das durch x = a gehende Stück der reellen x-Achse sich 
in der r;-Ebene darstellt. Ich behaupte: 

Inder 'YJ-Ebene bekommen wir (jür reelle A, [t, ')I) ein Kreisbogendreieck, 
von welchem zwei Seiten in der Ecke A unter dem ganzzahligen Winkel An 
zusammenstoßen. Diese Kreisbogenseiten gehören im Falle des Aujtretens 
logarithmischer Glieder verschiedenen Kreisen an, berühren sich aber; im 
Falle, daß kein logarithmisches Glied vorkommt, gehören sie demselben 
Kreise an. 

In der Tat hat im letzteren Falle die Abbildungsfunktion höchstens 
einen Pol in x = a, so daß das Bild ~ der Umgebung U (auf der reellen 
Achse) von x = a ein analytischer Bogen ist, also nicht zwei verschiedenen 

Beginn der zweiundfünfzigsten Vorlesung. 
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Kreisen angehören kann. Da umgekehrt gemäß dem Spiegelungsprinzip 
(vgl. § 55) die Abbildungsfunktion höchstens einen Pol haben kann, 
falls das Bild 58 ein analytischer Bogen ist (also insbesondere einem 
Kreise angehört), so muß 58 im ersten Falle auf zwei verschiedenen 
Kreisen liegen. Mit anderen Worten: Zwei Seiten liegen auf dem gleichen 
Kreise oder nicht, J'e nachdem der Eckpunkt, in welchem sie zusammen
stoßen, einem Ausnahmepunkt zweiter oder erster Ordnung entspricht, je 
nachdem also, falls etwa I. = k eine positive ganze Zahl, I. ± I-' ±." eine 
positive ungerade Zahl kleiner als 2k ist oder nicht (vgl. S.40). 

Ist speziell I. = 0, so ist nur eine Figur möglich mit zwei Bogen, 
die notwendig verschiedenen Kreisen angehören: 

In der Tat wissen wir auch von früher (vgl. § 7 und § 28), daß für 
I. = 0 notwendig ein logarithmisches Glied vorkommen muß, daß es 
also in diesem Falle keinen Ausnahmepunkt zweiter Ordnung gibt. 

Jetzt wollen wir solche Dreiecke näher betrachten, bei welchen 
Winkel der eben beschriebenen Art vorkommen, bei welchen also eine 
oder mehrere der Zahlen 1., I-' , ." ganze Zahlen oder Null sind. Wir werden 
jedesmal ein "Minimaldreieck" zeichnen, von welchem man durch 
geometrische Prozesse zu allgemeineren Dreiecken gelangt. Als Minimal
dreieck bezeichnen wir jetzt ein Dreieck mit 0 < 1'0 < 1, 0 < 1-'0 < 1, 
o < "0 s: 1 , 0 :=; 1-'0 + "'0 < 1 , 0 <"0 + 1.0 :'S 1 , 0 < Äo + 1-'0 < 1, 
lassen also auch früher ausgeschlossene Grenzfälle zu. Überhaupt kann 
man alle Dreiecke mit ganzzahligen Winkeln natürlich als Grenzfälle 
der früher betrachteten auffassen. Übrigens werden wir hier davon ab
sehen, auf die Reihenfolge der Winkel zu achten, insofern wir doch nicht 
ins einzelne gehen. 

Nach der Anzahl der ganzzahligen Dreieckswinkel unterscheiden wir 
folgende drei Kategorien: 

1. ein Winkel ganzzahlig; dieser sei ;" 
2. zwei Winkel ganzzahlig; diese seien I. und p" 

3. alle Winkel ganzzahlig. 
Innerhalb jeder dieser drei Kategorien haben wir den "besonderen" 

Fall II der geradlinigen Dreiecke, welcher durch eine Gleichung: 

± I. ± I-' ± " = 2r + 1 

charakterisiert ist (S. 224), von dem zu I oder III gehörigen "allgemeinen" 
Fall zu unterscheiden. 

1. Ein Winkel I. ganzzahlig. 
a) Im "allgemeinen" Fall liefert I. einen Ausnahmepunkt erster 

Ordnung; wir erhalten (gemäß den für ein Minimaldreieck charakteristi
chen Ungleichungen) als Minimaldreieck ein Dreieck, in welchem ein 
Winkel gleich Null und die Summe der beiden anderen kleiner als :1l 

ist, so daß wir also eine Ausartung von Fall III vor uns haben, wo sich 
die drei Achsen des Kerns außerhalb der Kugel schneiden. 
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Die eine derselben berührt die Kugel, die beiden anderen durch
setzen sie. Also: 

Wenn kein Fall II vorliegt, haben wir hinsichtlich des Minimaldrei
ecks einen Fall III, bei welchem nur der eine Winkel des Minimaldrei
ecks Null geworden ist (vgl. Fig. 69). 

b) Im Falle H möge die Benennung der Winkel so gewählt sein, daß 
I-' > v ist. Dann hat man zu unterscheiden, ob eine der beiden Zahlen 

A-I-'±V eine positive ungerade Zahl ist oder nicht. 
Im ersteren Falle liefert A einen Ausnahmepunkt 
zweiter Ordnung, andernfalls einen solchen erster 
Ordnung. Ein Ausnahmepunkt zweiter Ordnung 
liegt nämlich zufolge S. 40 dann und nur dann 

Fig. 69. Minimaldreieck mit 
Winkelsumme kleiner als n: vor, wenn ). = k > 1 und k ± I-' ± v = 2" + 1 ist 
und mit einem Nullwinkel. (" = 0, ... , k _ 1) für eine passende Vorzeichen-
kombination. Gleichzeitig mit z. B. k + I-' - verfüllt aber ersichtlich 
stets auch k - I-' + v diese Bedingung. Ist umgekehrt k - I-' ±." positiv 
und ungerade, so auch sicher kleiner als 2 k, wenn I-' > v. Ein Aus
nahmepunkt liegt daher dann und nur dann vor, wenn A - I-' ± v 
positiv und ungerade ist, was zu zeigen war. 

Wenn die Bedingung A - ,U ± v = 2r + 1 erfüllt ist (I-' > v), so er
halten wir als Minimaldreieck ein Zweieck, also eine Ausartung des 
Falles H, indem zwei Ebenen und zwei Kanten des Kerns zusammen
gefallen sind. Denn für ein Minimaldreieck muß sein: ;'0 <: 1 , 
1-'0 (+) Vo <: 1 und folglich r = 0, 1-'0 = "'0' Ao = 1. 

Wir wählen auf der Kugel speziell ein von zwei Großkreisen be
grenztes Zweieck. Der Mittelpunkt des Kerns wird unbestimmt, jeder 
Punkt des durch 1-'0 und Vo gehenden Kugeldurchmessers kann als solcher 
angesehen werden. 

Wenn die Bedingung A - I' ± v = 2r + 1 nicht erfüllt ist, so ist A 
ein Ausnahmepunkt erster Ordnung, und als ein zugehöriges Minimal

dreieck erhalten wir ein Dreieck von der 
Gestalt wie in der Fig. 70 (wobei also Ao = 0, 
1-'0 + Vo = 1 ist). Wieder folgt dies aus der 
Definition des Minimaldreiecks. 

Fig. 70. lIIinimaldreieck mit der 
Winkelsumme n: und mit einem Null· Der Kern ist hier wohlbestimmt ; die drei 

winkel. Ebenen desselben schneiden sich im Punkte 00 

der Kugel, zwei derselben längs einer Tangente der Kugel. 
Wir haben also bei einem ganzzahligen Winkel im Falle II zwei ganz 

verschiedenartige Kerne zu betrachten. Dies ist für die Theorie der ver
wandten Funktionen besonders wichtig, wie folgende Bemerkung zeigt. 
Es seien Ao, 1-'0' Vo etwa die Winkel eines zum ersten Kern gehörenden 
Minimaldreiecks, also Ao = 1, 1-'0 = vo. Bilden wir uns nun das WinkeJ
tripel, wie es zu einem Nebendreieck gehören sollte: 

Al = 1 - Ao = 0, 1-'1 = 1 - 1-'0 = 1 - vo, VI = vo, 
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so zeigt sich, daß wir ein Dreieck mit diesen Winkelzahlen nicht beim 
ersten, sondern beim zweiten Kern finden. Also: 

Die Theorie der verwandten Funktionen wird im vorliegenden Falle 
noch gar nicht festgelegt dadurch, daß wir verlangen, die Winkelzahlen der 
beiden Dreiecke sollen sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, deren 
Summe gerade ist, sondern es kommen da noch Fallunterscheidungen hinzu, 
welche im einzelnen zu untersuchen bleiben. 

2. Zwei Winkel A, I-' ganzzahlig. 
Hier ist der Fall II, also .±)' ± I-' ± " = 2r + 1, von vornherein 

ausgeschlossen, weil in diesem Falle aus der Ganzzahligkeit zweier Winkel 
auch die Ganzzahligkeit des dritten Winkels folgt, so daß das Dreieck 
schon zur dritten Kategorie gehört. 

Als Minimaldreiecke, welche zu unserer in Rede stehenden zweiten 
Kategorie gehören, erhalten wir Dreiecke, in welchen zwei Winkel gleich 
Null sind, während der dritte Winkel kleiner als n ist: Ao = 1-'0 = 0; 
o < "0 < 1. Dies folgt aus den für Minimaldreiecke charakteristischen 
Bedingungen. Das Minimaldreieck gehört zum Fall III. Zwei Kanten 
des Kerns berühren die Kugel, die dritte durchsetzt sie. 

3. Alle Winkel ganzzahlig. 
Hier ist zu unterscheiden, ob die Winkelsumme A + I-' + " eine ge

rade oder eine ungerade Zahl ist. In der Tat dürfen wir uns im vor
liegenden Falle auf die Betrachtung der Summe A + p, + " beschränken; 
denn bei ganzzahligen A, 1-', " gilt stets ±A ± I' ±" == A + I-' +" (mod2). 

Ist A + I-' + " gerade, so liegt der "allgemeine" Fall vor, ist ), + I-' +" 
eine ungerade Zahl, so haben wir den Fall II. 

Ist zunächst A + I-' + " = 2r, so hat das Minimaldreieck die Winkel 
Ao = 0, 1-'0 = 0, "0 = O. Dies folgt wieder aus der Definition des Mini
maldreiecks. Die drei Kanten des Kerns schneiden sich außerhalb der 
Kugel: der Kern gehört also zum Falle III. Das Minimaldreieck ist 
(wenn man eine Ecke in den POlO der T-Ebene verlegt, so daß zwei der 
Dreiecksseiten gerade werden) nichts anderes als das bekannte Dreieck 
der elliptischen Modulfunktionen, auf welches die positive Halbebene 
des Moduls ,,2 durch den Quotienten T zweier Perioden des elliptischen 
Integrals abgebildet wird [*J. 

Ist dagegen A + I-' + " = 2r + 1, so muß man - unter der Annahme 
A :> I-' ~" - zwischen Tripein erster Art: A < I-' +" und Tripeln 
zweiter Art: A> I-' + " unterscheiden [A = I-' +" ist ausgeschlossen, 
weil sonst A + I-' + " = 2Ä == 0 (mod 2) wäre]. 

Minimaldreieckfür ein Tripel zweiter Art ist eine Sichel mit zwei, 
den gleichen Scheitel besitzenden, Winkeln gleich Null und einem auf 
dem einen Sichelrande liegenden Winkel gleich n. Für ein Tripel erster 
Art dagegen tritt an Stelle eines Minimaldreiecks ein "reduziertes" 
Dreieck, und zwar einfach eine Kreisscheibe mit drei Winkeln gleich n 
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auf dem Rande. Beim ersteren Minimaldreieck fallen zwei Ebenen des 
Kerns in eine zusammen, beim letzteren Dreieck alle drei. Also: 

Bei dem Tripel zweiter Art ist der Mittelpunkt des Kerns unbestimmt 
auf einer Tangente der Kugel, bei dem Tripel erster Art ist er unbestimmt 
in einer Ebene. 

Damit schließe ich ab, was ich heute über ganzzahlige Exponenten 
sagen wollte [*J. 

§ 52. Der BESsELsche Grenzfall. 
Anhangsweise will ich noch einen Grenzfall der hypergeometrischen 

Funktion berühren, welcher sozusagen unendlich großen Exponenten 
entspricht, nämlich den Fall der BEssELschen Funktionen. (Wegen der 
allgemeinen Frage der Grenzfälle vergleiche man wieder die Arbeit von 
SCHILLING ([2J, S. 227ft.) Man erhält die BEssELschen Funktionen, wie 
wir Mitte Januar ausführten (vgl. § 31), aus der P-Funktion, wenn 
man die zweiten und dritten Exponenten in gewisser Weise unendlich 
werden läßt, indem man gleichzeitig die entsprechenden Verzweigungs
punkte zusammenrücken läßt. 

Wir könnten einer BEssELschen Funktion etwa das Schema geben 
(übrigens unbeschadet des Satzes, daß die Summe der sechs Exponenten 
gleich Eins sein soll): 

a b b 
P +n +00 +00 x 

-n -00 -00 

Der Quotient zweier Zweige würde das Schema haben: 

fJ(2n, 00, 00; x) . 

Es sind also sozusagen Ä, ft, 'V bzw. gleich 2 n, 00, 00. Wie haben wir 
uns das zugehörige Dreieck vorzustellen? Offenbar als ein Dreieck mit 
zwei "unendlich großen" Winkeln. 

Nun können wir uns aber zunächst ein Dreieck mit zwei beliebig 
großen Winkeln aus einem gewöhnlichen Dreieck immer herstellen, in
dem wir an ein und dieselbe Seite beliebig viele Kreisscheiben anhängen. 
Wiederholen wir das unaufhörlich, so verschwindet die betreffende 
Seite vollständig aus dem Gesichtskreis, und man hat nur noch in den 
Endpunkten der gewesenen Seite je einen Windungspunkt unendlich 
hoher Ordnung. Das hiermit gekennzeichnete Verhalten der Abbildung 
liegt nun tatsächlich. wie die Untersuchung lehrt, im Falle der BESSEL
sehen Differentialgleichung vor. (Fig. 72 ist nur schematisch gezeich
net.) Wir können daher sagen: 

Das Dreieck der BEssELschen Funktion ergibt sich aus einem gewöhn
lichen Dreieck durch unendlich oft wiederholte laterale Anhängung einer 
Kreisscheibe, wobei zwei Windungspunkte unendlich hoher Ordnung ent
stehen und die dritte Dreiecksseite in Wegfall kommt. 
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Des näheren haben wir uns die Verhältnisse der konformen Ab
bildung folgendermaßen zu denken: 

Bewegen wir uns (vgl. die schematischen Figuren 71, 72) von dem 
Punkte a der x-Ebene aus längs der reellen Achse in der positiven 
Richtung t 1 nach dem Punkte c = b, so lV.r 

~~::~~se~: ;~Cl d~~ ~!b~::~~n~~ ~:~ !!II!!!!I"""""""I!!"""~"""!!!"!!!""""""[" 
wegen wir uns aber auf der reellen Achse a ----r;--- r:-b ~ 
von a aus in negativer Richtung t 2 gegen Fig. 71. Weg in der x-Ebene. 

denselben Punkt c = b, so kommen wir /-----'-" 
in der r;-Ebene nach b1 ; bewegen wir uns / "'3 \ 

schließlich längs eines beliebigen Weges toa 
auf denselben Punkt b zu, so läuft im all
gemeinen der entsprechende Weg in der 
r;-Ebene unendlich oft zwischen den beiden 
Windungspunkten hindurch, ohne sich 
einem bestimmten Punkte zu nähern. 
Der Punkt b = c ist nämlich ein ir-

Fig. 72. Weg in der 'rEbene. 

regulärer Punkt der Differentialgleichung geworden, und ein wesentlich 
singulärer Punkt für das allgemeine Integral derselben. Die Funktion r; 
kommt also bekanntlich in beliebiger Nähe des singulären Punktes 
jedem beliebigen vorgegebenen Wert unbegrenzt nahe. Wir sagen: 

Besonders interessant ist dabei die Abbildung der Umgebung des ir
regulären Punktes, in welchem bund c zusammengefallen sind. Und es 
ergibt sich die allgemeine Aufgabe, die "Natur" der (isolierten) wesentlich 
singulären Punkte analytischer Funktionen allgemein mit Hilfe der kon
formen Abbildung zu studieren [*J. 

Sechster Abschnitt. 

Funktionentheoretische Bedeutung der Figuren. 

§ 53. Die Gleichung 'fj (x) == konst. 
Wir wenden uns jetzt dazu, die funktionentheoretische Bedeutung 

unserer Dreiecksfiguren zu besprechen; es wird dies ein schönes Beispiel 
dafür sein, was man überhaupt mit der geometrischen Behandlung funk
tionentheoretischer Probleme erreichen kann. 

Wir werden die Betrachtungen insbesondere nach zwei Richtungen 
ausführen: 

1. Das Kreisbogendreieck der r;-Ebene, für sich genommen, gibt ein 
übersichtliches Bild für den Verlauf des einzelnen partikulären Zu:eiges 
der r;-Funktion als Funktion von x. 

Beginn der dreiundfünfzigsten Vorlesung. 
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2. Das Prinzip der Symmetrie liefert uns fernerhin die analytische 
Fortsetzung, also den Gesamtverlauf der Funktion. 

Heute beschäftigen wir uns nur erst m# der Frage nach dem Verlauf 
des einzelnen Zweiges der Funktion. Wir fragen: Wie oft nimmt der Aus
gangszweig 'YJ (x) irgendeinen bestimmten Wert C in der (abgeschlossenen) 
positiven Halbebene x an, d. h. wie viele Wurzeln x mit nichtnegativem 
Imaginärteil besitzt die Gleichung 

'YJ(x) = k. 
Es ist einfach die Frage, wie oft die Stelle 'YJ = k auf der 'YJ-Kugel von 

der Membran des Dreiecks überspannt wird. 
Indem wir unser Dreieck (1, 1', 'P) in jedem Einzelfalle genau kon

struieren können, werden wir auf die so formulierte Frage allemal eine 
präzise Antwort finden. Um aber etwas Allgemeines zu sagen, möge 
unser Dreieck (1,1', 'P) aus einem reduzierten Dreieck (12 ,1'2' 'P2) durch 
laterale Anhängung von A bzw. B bzw. C Kreisscheiben an die drei 
Seiten 1 bzw. m bzw. n entstehen. Die laterale Anhängung zweier Kreis
scheiben an eine Seite ist aber jedesmal einfach die Anhängung einer 
ganzen Kugelfläche, wodurch der Punkt 'YJ = k gewiß einmal über-

deckt wird. Wir haben solcherweise im ganzen E (~) + E (~) + E (~) 
Vollkugeln angehängt, haben also den Satz: 

Im vorliegenden Falle hat die Gleichung 'YJ (x) = k mindestens 

Wurzeln. 
Bei spezieller Lage kann die Gleichung natürlich auch mehr Wurzeln 

haben, z. B. wenn k im Ausgangsdreieck selbst gewählt ist. 
Hieran schließt sich die Fragestellung, welche ich 1890 im 37. Bande 

der Mathematischen Annalen (= KLEIN [3], Bd. 2, S. 550ff.) behandelt 
habe. Wir denken uns die Halbebene mit den drei auf dem Rande ge
legenen Verzweigungsstellen a, b, c und wählen einen solchen Zweig 
der 'YJ-Funktion aus, der zwischen b und c reelle Werte hat. Wir fragen 
nun nach der Anzahl der reellen Wurzeln, welche die Gleichung 

'YJ(x) = k' 

im Intervall b > x > c besitzt, unter k' eine reelle Konstante ver
standen. 

Das Bild der oberen x-Halbebene ist ein Kreisbogendreieck auf der 
'YJ-Kugel mit den Ecken a l , bl , Cl' und zwar liegt seine, die Ecken bl , Cl 

verbindende Seite 1 ganz auf dem Meridian der reellen Zahlen. Der 
Punkt C' liegt ebenfalls auf dem Meridian der reellen Zahlen, und es 
kommt unsere Frage nun darauf hinaus, zu untersuchen, wie oft sich 
die Seite 1 über den Punkt 'YJ = k' hinzieht. 

Da ist nun klar, daß, so oft die Seite 1 den ganzen Meridian über
deckt, so oft mindestens auch der Punkt k' überstrichen werden muß, 



§ 53. Die Gleichung fJ (x) = konst. 241 

wo er auch liegen mag; doch kann er noch einmal öfter überstrichen 
werden, wenn er nämlich so gewählt ist, daß er auch auf der Seite des 
reduzierten Dreiecks liegt. Die Anzahl der ganzen Umläufe der Seite 1 
können wir aber auf Grund unserer vorhergehenden geometrischen 
Untersuchungen, nämlich mittels der Ergänzungsrelationen (§ 45), 
durch die Winkelzahlen ausdrücken. Wir erhalten so den Satz: 

Die reelle Gleichung 'YJ (x) = k' hat - für den ausgewählten Partikular
zweig - im Intervall b > x > c so viele reelle Wurzeln, als der Ausdruck 

E(!(l- ft - 'JI + 1)) + e 

angibt. Dabei bedeutet e Null oder Eins, je nach der Lage des Punktes k'o 
Wir können aber aus unserer geometrischen Deutung der 'YJ-Funktion 

noch mehr ablesen. Es seien zwei Gleichungen 

'YJ(x) = kund 'YJ(x) = k' 

gegeben. Die Seite 1 muß offenbar, falls sie immer im gleichen Sinne 
durchlaufen wird (vgl. weiter unten), beim Durchlaufen des Meridians 
immer abwechselnd über den Punkt k und den Punkt k' laufen, niemals 
zweimal hintereinander über denselben Punkt. D. h.: 

Die reellen Wurzeln der beiden reellen Gleichungen 

'YJ(x) = k und 'YJ(x) = k' 

folgen im Intervall b >x> c abwechselnd aufeinander. 
Die Sache würde sofort anders, wenn die Seite leinen Umkehrpunkt 

trüge, entsprechend einem auf dem Segment bc der reellen Achse ge
legenen Nebenpunkte. (Wir werden allgemein verlangen, die Betrach
tungen des Textes auf 'YJ-Funktionen 
mit irgendwelchen Nebenpunkten auszu
dehnen [*].) 

Obige Aussage gewinnt ein noch 
viel höherers, besonders physikalisches 
Interesse, wenn wir zu der ursprüng
lichen linearen homogenen Differential
gleichung zweiter Ordnung zurück
gehen. Nämlich: 

Die Wurzeln der Gleichung 'YJ = k 
sind die Nullstellen der Partikular
lösung Y1 - kY2· 

Fig. 73. Darstellung des Verlaufes der Lö
sungen Y=Y (x) einer gewöhnlichen, linearen 
homogenen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in rechtwinkligen, kartesischen 
Koordinaten x. y. Dabei werden y, usw. 
in %=b und %=c i. a. nicht stetig sein, wie 
es der Figur entsprechen würde. Indes ist 
dies für unsere Betrachtung ohne Belang. 

Die Funktion y = Y1 - kY2 wird (im Falle reeller x und y) geo
metrisch durch eine Kurve vorgestellt, welche zwischen bund c gewisse 
Oszillationen ausführt, wenn Y mehrere Nullstellen besitzt. (Vgl. Fig. 73, 
in welcher C und C' an Stelle von k bzw. k' geschrieben wird.) 

Die Nullstellen der Funktion werden geliefert durch die Stellen, wo 
die Kurve und die x-Achse sich schneiden; die Anzahl der Nullstellen 
gibt also im wesentlichen die Zahl der Oszillationen (richtiger gesagt: 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 16 
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der Halboszillationen) an. Dabei haben wir jetzt den Satz, daß die 
Nullstellen zweier verschiedener Partikularlösungen Yl - kY2 und 
Yl - k' Y2 einander gegenseitig trennen. 

Daß die im I ntervallinnern gelegenen Nullstellen zweier (im I nnern 
des Intervalls regulärer und reellwertiger ) Partikularläsungen Yl - kY2 
und YI - k' Y2 der Zahl nach bis auf eine Einheit übereinstimmen und sich 
übrigens wechselseitig trennen, das ist eine bekannte Eigenschaft der homo
genen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung [*J. Vermäge unserer 
Betrachtung der 'YJ-Funktion bestätigen wir dieses Resultat, gehen aber im 
vorliegenden Falle der hypergeometrischen Differentialgleichung weiter, in
dem wir die Mindest- bzw. Höchstzahl der Nullstellen einer Lösung im 
Intervall bei gegebenen A, p" 'V wirklich angeben; die Mindestzahl ist näm
lich E(i(A - P, - v + 1)), die Höchstzahl von Nullstellen ist um Eins 
größer, nämlich E (i(A - p, - v + 1)) + 1. 

In meiner oben (S. 240) zitierten Arbeit habe ich einen speziellen 
Fall dieses Theorems besonders herausgearbeitet, indem ich dasselbe 
auf den Fall der hypergeometrischen Reihe F (a, b; c; x) anwendete 
(a, b, c haben hier eine andere Bedeutung als im vorangehenden). Letz
tere ist eine Partikularlösung einer Differentialgleichung, welche im 
Falle reeller a, b, c die Exponentendifferenzen 

A=I1-Cj, p,=la-bl, v=lc-a-bl 

besitzt und welche in dem Intervall 0 < x < 1 reell ist. Das obige 
Theorem führt nun zu folgendem Satz: 

Die Gesamtzahl der Nullstellen der hypergeometrischen Reihe im Inter
vall 0 < x < 1 ist also durch den Ausdruck gegeben 

E(i(la - bl-Ic - a - bi-li - cl + 1)) + 8. 

Hier wird wegen des Verhaltens der 'YJ-Funktion in den singulären 
Punkten x = 0 und x = 1 übrigens E (z) als diejenige größte nicht
negative Zahl definiert werden müssen, welche von dem beigesetzten 
Argumente z überschritten wird. Ich verweise wegen der genaueren Be
trachtung auf meine eben erwähnte Darstellung. 

Die Zahl 8 bestimmt man durch folgende Überlegung: Es ist F (a, b; 
c; 0) = 1, also positiv. Man untersuche nun, ob F für x = 1 positiv 
oder negativ ist, was man mit Hilfe der Darstellung von F(1) durch 
r-Funktionen (vgl. § 14; Schluß) ausführen kann, evtl. ob F für x -+ 1 
positiv oder negativ unendlich wird. Hat nun F für x = 0 dasselbe V or
zeichen wie für x -+ 1, so muß zwischen x = 0 und x = 1 eine gerade 
Zahl, ist das Vorzeichen das entgegengesetzte, eine ungerade Anzahl von 
reellen Wurzeln liegen. Wir haben also die Regel: 

Je nachdem F bei x -+ 1 positiv oder negativ ist, wird im Intervall eine 
gerade oder eine ungerade Anzahl von NulZstelZen liegen. Man wird nun 
8=0 oder 8= 1 nehmen, ie nachdem E(Hla-bl-lc-a-bl-I1-cl +1)) 
modulo 2 genommen, bereits den richtigen Charakter hat oder nicht. 
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Dieses Resultat, welches damals neu war, hat unmittelbar darauf 
HURWITZ [1J rein analytisch durch STuRMsche Funktionen abgeleitet [*J. 

Es wäre interessant, die Methode von HURWITZ Schritt für Schritt 
mit der unseren zu vergleichen. Übrigens umschließt unser Resultat 
eine große Zahl in der Literatur vorliegender Einzelsätze. Wir wollen 
hier in dieser Richtung nur einen speziellen Fall betrachten, nämlich 
den Fall der gewöhnlichen Kugel/unktionen oder der LEGENDREschen 
Polynome. 

Dies sind abbrechende hypergeometrische Reihen folgender Gestalt: 

Q2n = F(n + I, -n; I; x2), 

Q2n+l=xF(n+t, -n; t; x2), n=O,1,2, ... 

Für die erste ist ), = I, I-' = 2n + I, '11 = 0, für die zweite j, =-1. 
I-' = 2n + t, '11 = 0. 

Die Zahl der Nullstellen der F-Reihe als Funktion von x 2 im Intervall 
von ° <:: x 2 <:: 1 ist also gleich: 

E(I(-J.+I-'-'11+1))=E(n+l) bzw. =E(n+1), 

d. h. beidemal gleich n. 
Hiernach besitzen unsere Reihen als Funktionen von x im Intervall 

von -1 bis +1 beide 2n Nullstellen, und Q2n besitzt mithin 2n Null
stellen, hingegen Q2n+1 (des vorgesetzten Faktors x wegen) 2n + 1 Null
stellen. Es ist aber 2n bzw. 2n + 1 der Grad von Q2n bzw. von Q2n+!. 
Diese Polynome besitzen mithin überhaupt nur 2n bzw. 2n + 1 Null
stellen, die wir somit alle in dem Intervall von -1 bis +1 vorgefunden 
haben. Also: 

Ein Beispiel /ür die Anwendung unserer Formel geben die LEGENDRE

schen Polynome, bei denen man /indet, daß alle Nullstellen reell sind und 
zwischen x = -1 und x = +1 liegen. 

§ 54. Die zu zwei verwandten P-Funktionen gehörige Determinante. 
In der letzten Stunde haben wir für die einzelne P-Funktion ge

wisse Realitätstheoreme aus der Gestalt des zugehörigen Kreisbogen
dreiecks erschlossen. Ganz ähnliche Theoreme lassen sich aus unserer 
geometrischen Theorie über die Beziehung zwischen verschiedenen ver
wandten P-Funktionen ableiten. 

Es seien 1] und 1]* zwei korrespondierende Zweige verwandter1]-Funk
tionen, d. h. so ausgewählte Zweige, daß sie bei gleichen Wegen der 
Veränderlichen x die gleichen Substitutionen erfahren; dieselben bilden 
dann die positive x-Halbebene auf zwei zum selben Kern gehörige Drei
ecksflächenmit gleicher Kantenaufeinanderfolge ab. 

Beginn der vierundfünfzigsten Vorlesung. 
16* 
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TJ und TJ * sind Quotienten je zweier Zweige verwandter P-Funktionen: 

PI * _ Pt 
TJ = P 2 ' TJ - P!t' 

wobei einerseits PI und P 2 , andererseits Pt und P; bei gleichen Um
läufen von x je dieselben binären linearen Substitutionen erfahren. 

Aus dieser Eigenschaft folgt, wie wir früher bemerkten (vgl. S. 124), 
daß die Determinante 

PIP'z - P 2 Pi 

eine multiplikative Funktion von x von der Gestalt ist: 

(x - a)1! (x - b)" (x - c)" lP(x) , 

unter tP (x) eine rationale ganze Funktion von x verstanden. 
Die nähere Bestimmung dieser rationalen Funktion von x haben wir 

vor Weihnachten nicht ausgeführt; dies wollen wir heute, wenigstens 
in Rücksicht auf den Grad, nachholen, um dann nachzusehen, was wir 
etwa über die Nullstellen derselben aus der Gestalt und Lage der beiden 
zu TJ und zu TJ' gehörigen Kreisbogendreiecke aussagen können. 

Dabei wird es bequem sein, die P-Funktionen durch homogene Funk
tionen, d. h. Formen von Xl' x2 zu ersetzen, so wie wir es bereits vor 
Weihnachten andeuteten. 

Aus einer Funktion 
a b c 

P Al #1 VI X , 

A2 #2 1'2 

wobei 
Al + A2 + #1 + #2 + "'I + "'2 = 1 

ist, setzen wir etwa, um sie zu normieren, eine multiplikative Form derart 
heraus, daß in der übrigbleibenden Il-Form die zweiten Exponenten 
jedes Punktes verschwinden. Wir setzen also: 

a b c a b c 
P Al #1 "'I X = (x,a)).·(x,b)I'·(x,c)~·Il A # V Xl' x2 , 

22 #~ 1'2 0 0 0 

wobei gesetzt ist: 

Da der Grad der Funktion, also der ganzen rechten Seite, Null sein 
muß, so ist der Grad der Il-Form natürlich gleich - ()'2 + #2 + '/12), 

welcher Ausdruck sich mit Rücksicht auf die Gleichung 

Al + 22 + #1 + #2 + 1'1 + "'2 - 1 = 0 

m die Gestalt setzen läßt: 

-1(2+#+1'-1). 
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Nun betrachten wir zwei verwandte lI-Formen, d. h. im allgemeinen 
(vgl. § 49) solche, deren Exponenten sich nur um ganze Zahlen von 
gerader Summe unterscheiden, etwa 

abc 

1I=1I l p. v Xl' Xl! 

o 0 0 

abc I 
und 1I* =1I l±L p.±M v±N Xl' Xl! , 

o 0 0 I 

wobei L, M, N positive ganze Zahlen sein sollen, die der Relation 

L + M + N == 0 (mod 2) 

genügen. Die Vorzeichen bei ±L, ±M, ±N können unabhängig von
einander gewählt sein, weil L + M + N == 0 (mod2) gleichbedeutend 
mit ±L ± M ± N == 0 (mod2) ist. Werden daher unter 13,13',13" drei 
Zahlen verstanden, welche, jede unabhängig von den anderen, gleich 
+1 oder gleich -1 sein können, so schreibt die zweite Form sich folgen
dermaßen: 

a 

n* = 1I l + eL 
o 

b 

p.+e'M 
o 

c 
v + e"N 

o 
Der Grad der ersten lI-Form ist, wie schon oben gesagt: 

! (l + p. + v-i); 
derjenige der Form 1I*: 

! (l + p. + v + eL + e' M + e"N - 1) . 
Der Grad der Determinante 

III m - lIt lIs 

als Form von Xl' Xl! ist also: 

l + p. + v - 1 +! (eL + 13' M + e"N). 
An der Stelle a verhält sich III wie (x, a)J., lIs wie (x, a)O, ferner TI: 
wie (x, a)J.+eL und m wie (x, a)o. 

Die Determinante verschwindet also, da ihr erster Teil wie (x, a)J., 
der zweite wie (x, a)l+<L sich verhält, von einer Ordnung, die durch 
die kleinere der beiden Zahlen l und l + 13 L angegeben ist. Diese kleinere 
Zahl ist l, wenn 13 = +1 ist; sie ist l - L, wenn 13 = -1 ist; allge
mein kann man sagen, daß die kleinere der beiden Zahlen l und l + 13 L 
sowohl für 13 = +1, wie für 13 = -1 mit l + ! (13 - 1) L überein
stimmt. 

Wir werden also von unserer Determinante, welche eine multipli
kative Form von Xl' Xs sein muß, dem Punkte a entsprechend einen 
Faktor (x, a)J.+HE-l)L heraussetzen ; ganz entsprechend für die Punkte b 
und c, so daß wir also schließlich schreiben: 

lIllI: -lli nB = (x. a)J.+HE-l)L (x. W.t+HE'-l)M (x. c)~+l('''-l)N qJ (Xl' xs) . 
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Die ganze Determinante hat, wie wir wissen, den Grad 

/.. + f-l + 'J1 - 1 + l(eL + e' M + e" N) , 

der abgesonderte Teil den Grad 

;. + f-l + 'J1 + l(eL + e' M + e" N) - ! (L + M + N) . 

Die Form tp(x1 , x2) hat daher in allen Fällen den Grad: 

l(L + M + N) - 1. 

Und ferner ergibt sich der Satz: 
tp (Xl' X2) ist eine rationale ganze Form vom Grade 

! (L + M + N) - 1 . 

In der Tat ist dieser Grad immer eine ganze Zahl, da ja oben die 
Voraussetzung gemacht werden mußte, daß 

L + M + N == 0 (mod 2) . 

Nun kommen wir zur Anwendung unserer Theorie der verwandten 
Kreisbogendreiecke. Wir fragen uns nämlich, ob wir nicht von dieser 
Lehre aus etwas über die Lage der Nullstellen der ganzen rationalen 
Form tp (Xl' X2) aussagen können. 

Insbesondere: wieviel reelle Nullstellen auf den einzelnen Segmenten 
bc, ca, ab der reellen x-Achse liegen mögen. Es ist diese Frage bereits 
in der Literatur berührt, indem GEGENBAUER [1] ein Theorem angegeben 
hat, mittels dessen man unter gewissen Umständen etwas über die 
Realität der Nullstellen von tp aussagen kann. 

Wir wollen hier durchaus nicht das Problem in seiner ganzen All
gemeinheit erledigen, sondern wollen von allen den vielen zu unter
scheidenden Fällen nur zwei besondere Fälle herausgreifen. 

Zunächst eine Bemerkung über die erste, allgemeinere Frage. Wir 
rekapitulieren: 

Es ist die Aufgabe, aus der Gestalt und gegenseitigen Lage der beiden 
von 'TJ bzw. 'TJ* gelieferten Dreiecke etwas über die Wurzeln der Gleichung 
tp = 0 abzulesen. 

Zur Lösung bilden wir uns die Differenz der beiden korrespondieren
den 'TJ-Funktionen und erhalten gemäß den oben gewonnenen Formeln: 

* lIllI: - 1I2 II/' 
'TJ - 'TJ = n I1* 

B • 

- __ 1_ (X a)l+f(E-l)L (X b}I'+i(E'-l)iU (X c)vH(E"-l)N tp(x x) 
- lIB 1I: ' , , 1 ' 2· 

Wir sehen aus diesem Ausdruck (unter Berücksichtigung des Ver
haltens von II2 und II:), daß die Differenz 'TJ - 'YJ* einerseits evtl. in 
den Punkten a, b, c selbst verschwindet [wenn nämlich der betreffende 
Exponent bzw. von (x, a), (x, b), (x, c) positiv ist], andererseits an 
den Nullstellen der Form tp (Xl' X2) • 
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Es wird also daraut ankommen, in unseren beiden Dreiecken, abgesehen 
von den Ecken, solche Stellen zu tinden, tür welche r; - 17* verschwindet. 
Und da diese Stellen mit den Nullstellen von tp(x1 , x2) identisch sind, so 
muß es im ganzen! (L + M + N) - 1 solche Stellen geben. 

Indem wir uns insbesondere tür die reellen Wurzeln von tp = 0 und 
tür deren Lage in den drei Intervallen der x-Achse interessieren, wollen 
wir in unseren Figuren nachsehen, wieviel Punkte es aut den ver
schiedenen Dreiecksseiten gibt, in denen 1] = 1]* ist. 

Wie schon gesagt, werden wir nur zwei spezielle Fälle herausgreifen, 
die als typische Beispiele gelten können. 

1. Beim ersten Beispiel gehen wir von folgenden beiden verwandten 
lI-Formen aus: 

a b c a 

und n Ao 
o 

c 
Vo - 1 

o 
in denen ;'0' /to, "0 positive Zahlen sein sollen, die den Ungleichungen 
eines Minimaltripels genügen und deren Summe zudem größer als 1 
sein soll, so daß wir es mit dem Falle I zu tun haben. Die zugehörigen 
1]-Funktionen sind: 

r/(Ao, /to, vo; x) und r;(Ao, 1 - /to, 1 - vo; x). 

Die Dreiecke, welche korrespondierenden Zweigen entsprechen, liegen 
in demselben Gerüste von Kreisbogen (etwa wie in der S. 214 angegebenen 
Fig. 40; es handelt sich um die Dreiecke 2' und 1). Dabei wollen wir 
uns an jedem der beiden Dreiecke an jeder Seite noch je eine gerade, 
aber sonst beliebige Anzahl von Kreisscheiben lateral angehängt denken, 
etwa an das erste Dreieck bzw. 2q,., 2qb' 2q. und an das zweite Dreieck 
bzw. 2q:, 2q:, 2q: Kreisscheiben. 

Wir gelangen so zu den neuen verwandten lI-Formen: 

a 

und 

a 

n ;'0+2qt+2q~ 
o 

b 

/to + 2qa + 2q. 
o 

b 

,uo - 1 - 2 q; - 2 q~ 

o 
und zu den r;-Funktionen 

c 

c 
Vo - 1 - 2q; - 2qt 

o 

1] = r; (),o + 2qb + 2q., /to + 2q. + 2qa' Vo + 2qa + 2qb; x) 
und 

1]* = 1](;'0 + 2qt + 2q~, 1 -,uo + 2q~+ 2q:, 1 - Vo + 2q; + 2qt; x). 
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Die ganzen positiven Zahlen L, M, N (vgl. S. 245) sind die absoluten 
Werte der Differenzen der entsprechenden Exponenten in den beiden 
II-Formen, also 

L = 21qb + qc - qt - q~I, M = 2(qc + qa + q~ + q:) + 1, 
N = 2 (qa + qb + q! + qt) + 1 . 

Die Form p(xl , x2) hat also den Grad: 

t (L + M + N) - 1 = I qb + qc - qt - q~1 + (qc + qa + q~ + q!) 
+ (qa + qb + q! + qt) . 

Nun sehen wir zu, wieviel Nullstellen diese Form etwa in dem reellen 
Intervall bc der x-Achse besitzt, d. h. wie oft 'fJ = 'fJ* wird, wenn 'fJ als 
Funktion von x die Seite 1 seines Dreiecks, 'fJ* die Seite 1* seines Drei
ecks durchläuft. 

Man beachte: Da wir an die beiden reduzierten Dreiecke nur gerade 
Anzahlen von Kreisscheiben lateral angehängt haben, so stimmen die 
Seiten der Dreiecke genau mit denjenigen der in Fig. 40 auf S. 214 
gezeichneten reduzierten Dreiecke 2' und 1 überein; wenn also x von b 
nach c läuft, so bewegt sich 'fJ von bl nach Cl auf dem in der Figur mit 
Schraffur versehenen Kreisbogen, 'fJ* von b2 nach c2 ebenfalls auf dem 
mit Schraffur versehenen Kreisbogen. Nun lesen wir aber aus der Figur 
unmittelbar ab, daß die beiden Kreisbogen überhaupt keinen Punkt ge
mein haben, daß mithin bei dieser Bewegung 'fJ nie gleich 'fJ* werden kann. 
Dasselbe gilt, wenn x sich auf einem anderen Teil der x-Achse bewegt, 
denn außer der Ecke a l , welche ja als Nullstelle von p nicht in Frage 
kommt, hat keine Seite des einen Dreiecks einen Punkt mit der ent
sprechenden Seite des anderen Dreiecks gemeinsam. Wir schließen also: 

Im vorliegenden Falle hat p = 0 überhaupt keine reellen Wurzeln. 
2. Das zweite Beispiel will ich so einrichten, daß der andere extreme 

Fall eintritt, daß nämlich alle Wurzeln reell werden (vgl. etwa das 
Dreieck 2' in Fig. 40). Wir bilden uns beide verwandten II-Formen 
jetzt von demselben reduzierten Dreieck Ao, /-to, "0 ausgehend. Und 
zwar bilden wir das eine Dreieck, indem wir an das reduzierte Dreieck 
einmal qb Kreisscheiben längs m, ferner qc Kreisscheiben längs n lateral 
anhängen und von l aus nach 1 hinüber qa Kreisscheiben polar anhängen; 
das andere Dreieck bilden wir, indem wir ebensoviel Kreisscheiben 
lateral, aber q: Kreisscheiben polar anhängen. Die beiden II-Formen 
lauten also 

a b c 
II=II Ao + 2qa + qb + qc Po + qc "0 + qb 

0 0 0 

a b c 
II* = II Ao + 2 q: + qb + qc Po + qc lID + qb 

0 0 0 
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L, M, N haben hier die Werte 

L = 21 qa - q: I ' M = 0 , N = 0, 

und der Grad von tp (Xl' X 2) ist also 

Iqa - q:l- 1. 

Die beiden Dreiecke stimmen in ihren Seiten mund n genau überein, 
auch die Seiten I liegen zwischen denselben Endpunkten bl und Cl und 
werden bei Wanderung des X von b nach c im gleichen Sinne durch~ 
laufen; der Unterschied ist aber der, daß im ersten Dreieck die Seite 
qamal, im zweiten Dreieck q;mal ihren ganzen Kreis umläuft. Wenn 
aber zwei Punkte r; und r;* auf einer Kreislinie zwischen denselben End~ 
punkten der eine qa mal, der andere q; mal umlaufen, so muß der eine 
den anderen, wie man unmittelbar geometrisch sieht, mindestens 
(Iqa - q:l- 1) mal überholen; d. h. es muß mindestens Iqa - q:l- 1 
Stellen im Intervall bc der x~Achse geben, an denen r; = r;* wird, also 
tp (Xl' X2) verschwindet. Nun kann aber tp (Xl' X2) überhaupt nur 
(Iqa - q;l- 1) Nullstellen besitzen; die reellen Nullstellen im Intervall 
bc sind also auch die einzigen Nullstellen von tp. Wir fassen das Resultat 
in folgenden Satz zusammen: 

Die Geometrie zeigt uns, daß im Intervall von b bis c mindestens 
(I qa - q; 1 - 1 ) Wurzeln von tp = 0 liegen. Die Analysis hat uns ge~ 
zeigt, daß es überhaupt nur (I qa - q: I - 1 ) Wurzeln von cp = 0 gibt. 
Also sind alle Wurzeln von cp = 0 reell und liegen im Intervall von b bis c. 

Siebenter Abschnitt. 

Analytische Fortsetzung der 1j-Funktion. 

§ 55. Einführung des Symmetrieprinzips (Spiegelungsprinzips). 
Heute wenden wir uns nun der Aufgabe zu, welche uns den Rest 

dieses Semesters beschäftigen wird, nämlich zur Untersuchung der 
analytischen Fortsetzung der r;-Funktion. 

Zur analytischen Fortsetzung der 17-Funktion über die Grenzen der 
bisher auf ein Kreisbogendreieck abgebildeten Halbebene hinaus werden 
wir uns des schon von RIEMANN benutzten, aber von SCHWARZ zuerst 
in den Vordergrund gestellten Prinzips der Symmetrie (auch Spiegelungs
prinzip genannt) bedienen müssen. Worin besteht dieses? Was haben 
wir überhaupt unter "Symmetrie" (oder "Spiegelung") an einer Kreis
linie zu verstehen? Denken wir uns etwa einen größten Kreis der 
r;-Kugel: dann nennen wir naturgemäß zwei Punkte der r;-Kugel sym
metrisch in bezug auf diesen Kreis, wenn sie durch Spiegelung der Kugel 
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an der Ebene des in Rede stehenden Kreises ineinander übergehen; das
selbe können wir so ausdrücken, daß wir sagen: Zwei Kugelpunkte P 
und P' sind symmetrisch in bezug auf einen Großkreis, wenn sie auf 
derselben Senkrechten zur Ebene dieses größten Kugelkreises liegen. 

Haben wir es nicht mit einem größten, sondern einem beliebigen 
Kugelkreis zu tun, so machen wir einfach die projektiv entsprechende 
Konstruktion: Wir konstruieren den Pol der Ebene des Kreises in bezug 
auf die Kugel und nennen zwei Punkte P und P' symmetrisch zu dem 
Kreise, wenn sie auf derselben durch den Pol der Kreisebene gehenden 
Geraden liegen. 

übertragen wir diesen Begriff der Symmetrie in die Ebene, so heißen 
zwei Punkte zunächst in bezug auf eine Gerade symmetrisch, wenn der 
eine der Spiegelpunkt des anderen in gewöhnlichem Sinne ist, ferner 
symmetrisch in bezug auf einen Kreis, wenn sie in der Beziehung der 
reziproken Radien in bezug auf den Kreis stehen, d. h. wenn sie auf 
demselben Radiusvektor liegen und wenn das Produkt ihrer Entfernungen 
vom Mittelpunkt M des Kreises gleich dem Quadrat des Kreisradius 
ist. Allen diesen vier Konstruktionen ist gemeinsam, daß ein durch 
die beiden Punkte P und P' gelegtes Kreisbüschel bzw. daß dessen 
Kreise auf der Kugel (bzw. auf der Ebene, auf dem vorgegebenen Kreise, 
auf der Geraden) senkrecht stehen. Wir können diese Eigenschaft 
geradezu zur Definition benutzen; also z. B.: 

P und P' heißen sy.mmetrisch in bezug auf einen (mit P und P' in 
gleicher Ebene liegenden) Kreis, wenn sie die Grundpunkte eines Kreis
büschels sind, das zu dem gegebenen Kreise senkrecht steht. 

Wir sehen: 
Aus der soeben formulierten Definition geht hervor, daß zwei Punkte P 

und P', welche in bezug auf einen Kreis symmetrisch sind, bei linearer 
Transformation der komplexen Veränderlichen 'YJ in zwei Punkte über
gehen, welche in bezug auf den transformierten Kreis symmetrisch 
liegen. 

Nun wenden wir uns zur 'YJ-Funktion, um an ihr das Symmetrie
prinzip zu erläutern. 

Es sei einerseits die obere x-Halbebene gegeben, andererseits das
jenige Kreisbogendreieck, auf welches diese Halbebene durch einen 
Zweig der 'YJ-Funktion abgebildet wird. Wir wollen nun aus der oberen 
Halbebene über das Segment bc in die untere Halbebene übertreten. 
Dann wird das entsprechende 'YJ aus dem Bilddreieck der 'YJ-Ebene über 
die Seite 'YJb 'YJc übertreten, und wir werden dabei als Abbild der unteren 
Halbebene einen Bereich der 'YJ-Ebene zu erwarten haben, welcher an 
das ursprüngliche Dreieck längs 'YJb 'YJ, angrenzt. (Dabei ist benutzt, daß 
die 'YJ-Funktion über bc hinüber analytisch fortgesetzt werden kann.) 
Hier ist es nun das Spiegelungsprinzip, welches den genauen Bildbereich 
der unteren Halbebene anzugeben gestattet. Das Prinzip behauptet 
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nämlich, daß unser Bild der unteren Halbebene gerade dasjenige Dreieck 
ist, welches man durch Spiegelung des ursprünglichen Dreiecks an der 
Seite 'YJb 'YJ. erhält. Also: 

Gehen wir in die untere Halbebene hinüber, etwa über das Segment bc, 
so erhalten wir als Abbild der unteren Halbebene dasjenige Kreisbogen
dreieck, welches sich als symmetrisches Abbild unseres ursprünglichen 
Dreiecks (nämlich des Bildes der oberen x-Halbebene) in bezug auf den 
Kreisbogen 'YJb 'YJ. ergibt. 

Dieser Satz, welcher eben das Symmetrieprinzip für den Fall der 
'YJ-Funktion zum Ausdruck bringt, ist jetzt zu beweisen [*]. Denken wir 
uns zuerst einmal, was wir durch eine geeignete Auswahl der Partikular
lösung 'YJ stets erreichen können, das 'YJ-Dreieck so gewählt, daß seine 
Seite 'YJb 'YJ. mit einern Teile der reellen 'YJ-Achse zusammenfällt. Dann 
entsprechen reellen, zwischen bund c gelegenen Werten Xo von x reelle 
Werte von 'YJ. An jeder solchen Stelle Xo ist 'YJ, weil regulär-analytisch, 
in eine Potenzreihe nach (x - xo) entwickelbar. 

Es müssen aber in dieser Reihenentwicklung 

'YJ = $(x - xo) 

alle Koeffizienten reell sein, weil 'YJ längs bc reell sein soll. Setzen wir 
nun für x - Xo irgendeinen hinreichend benachbarten komplexen Wert 
x' + ix" und trennen $ in seinen reellen und imaginären Teil, so zeigt 
sich, daß der imaginäre Teil gerade sein Zeichen wechselt, wenn man für 
x' + ix" den konjugiert komplexen Wert x' - ix" setzt. D. h.: Kon
jugiert komplexen Werten von x - Xo oder einfacher von x entsprechen 
konjugiert komplexe Werte von 'YJ. Dies gilt nicht allein für den Kon
vergenzbereich der Reihe $ (x - xo)' sondern auch für alle in sym
metrischer Weise gebildeten analytischen Fortsetzungen derselben. Alle 
zu den x der oberen Halbe benekonjugierten x weruen aber durch die un
tere Halbebene repräsentiert, alle zu den Werten von 'YJ im ursprünglichen 
Dreieck konjugierten Werte ij bilden das (in bezug auf die reelle Achse 
der 'YJ-Ebene) symmetrische Dreieck. Das Prinzip der Symmetrie ist 
hiermit für den Fall bewiesen, daß die betreffende Seite des Kreisbogen
dreiecks mit einern Stück der reellen Achse zusammenfällt. Nun wird 
aber die Symmetrie der Figuren bei irgendeiner linearen Transformation 
von 'YJ nicht gestört; also gilt das Prinzip allgemein, auch wenn die in 
Frage kommende Dreiecksseite ein Kreisbogen ist. Wir fassen unser 
Beweisverfahren folgendermaßen kurz zusammen. 

Wir setzen zuerst voraus, daß die Seite 'YJb 'YJ. ein Stück der reellen Achse 
der 'YJ-Ebene ist. Dann ist 'YJ durch eine Potenzreihe $ (x - xo) in x - Xo 
gegeben, welche lauter reelle Koeffizienten hat. 

Das Prinzip der Symmetrie beruht mm im vorliegenden Falle einfach 
darauf, daß eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten für konjugiert kom
plexe Werte von x - Xo selbst kon1·ugiert komplexe Werte annimmt. 
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Nachdem wir so das Prinzip der Symmetrie für den Fall geradliniger 
Begrenzung des Dreiecks erhalten haben, gilt es allgemein, weil die Sym
metrie in bezug auf eine Gerade bei linearer Transformation der komplexen 
Veränderlichen rJ einfach zur Symmetrie in bezug auf den entsprechenden 
Kreis wird. 

Nachdem wir so ein Abbild der negativen Halbebene gefunden 
haben, können wir wieder in die obere Halbebene zurückgehen; tun 

.. ~. 
A r 8 

Fig. 74. Drei verschiedene Wege A, B. C. längs 
welcher man aus der oberen (schraffierten) ",. 
Halbebene in die untere gelangt und dann 
wieder in die obere ",·Halbebene zurückkehrt. 

wir dies über ein anderes Segment als 
bc, so verlassen wir das symmetrische 
Dreieck an einer anderen Seite, als 
wir in dasselbe eingetreten sind; wir 
werden also ein neues Abbild der 
oberen Halbebene erhalten. (Der Deut
lichkeit halber wollen wir diese sowie 
alle später auftretenden Abbilder der 
oberen bzw. unteren Halbebene stets 

schraffiert bzw. nicht schraffiert denken; vgl. Fig. 75.) Desgleichen hätten 
wir im allgemeinen drei verschiedene Abbilder der unteren Halbebene 
erhalten, wenn wir längs eines jeden der drei Intervalle der x-Achse von 

Fig. 75. Netz symmetrischer Dreiecke 
in der tl-Ebene, welche Bilder der obe· 
ren und unteren x-Halbebene darstellen, 
nebst den Bildern der in Fig. 74 ge· 
zeichneten Wege A, B, C der x-Ebene. 

der ursprünglichen oberen x-Halbebene in 
die untere x-Halbebene hinübergegangen 
wären. Diese drei verschiedenen Abbilder 
umgeben das ursprüngliche Dreieck längs 
der drei Seiten. Gehen wir von den drei un
teren Halbebenen wieder auf alle möglichen 
Weisen zur oberen Halbebene, so erhalten 
wir einen weiteren Kranz schraffierter Drei
ecke, kurz ein ganzes Netz von Dreiecken, 
welche immer abwechselnd der oberen und 
der unteren Halbebene entsprechen. Das so 
entstehende Dreiecksnetz wird im allgemei
nen - anders als in der schematischen Fig. 75 

- die 17-Ebene keineswegs schlicht überdecken, selbst wenn das beim ur
sprünglichen Dreieck der Fall sein sollte. Ebensowenig'braucht das Netz 
jeden Punkt der rJ-Ebene zu überdecken [man erkennt dies bereits am 
Beispiel des Dreiecks (0, 0, 0), dessen zugehöriges Dreiecksnetz keinen 
Punkt außerhalb des Einheitskreises bedeckt; vgl. Fig. 93, S. 291]. 

Dieses Dreiecksnetz gibt uns sofort ein klares Bild davon, wie sich 
rJ bewegt, wenn x irgendwelche Umläufe in der x-Ebene macht; denn 
jedesmal, wenn x ein Segment der reellen Achse überschreitet, geht rJ 
von dem Dreieck, in dem es sich gerade befindet, über die dem Segment 
entsprechende Dreiecksseite in ein Nachbardreieck über. Insbesondere 
entsprechen den drei einfachen (geschlossenen) Umläufen A, B, C um 
die Punkte a, b, c der x-Ebene (Fig.74) die drei mit den gleichen Buch-
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staben bezeichneten (offenen) Wege der 1]-Ebene (Fig.75). Also dürfen 
wir sagen: 

Durch wiederholte Anwendung des Symmetrieprinzips ergibt sich ein 
klares Bild von dem Gesamtverlauf derjenigen 1]-Funktion, von welcher 
ein gewisser Ausgangszweig die obere Halbebene x auf das anfängliche 
Kreisbogendreieck abbildet. 

Insbesondere erkennen wir in der Figur die geometrische Bedeutung der 
drei Substitutionen m:, ~, ~, welche 1] bei den Umläufen A, B, cerleidet. 

In der Tat geht jedes schratfierte Dreieck unserer gesamten Figur 
aus dem anfänglichen Dreieck durch eine bestimmte lineare Substitution 
hervor, insofern das Resultat einer geraden Anzahl hintereinander aus
geführter symmetrischer Umformungen eine lineare Transformation von 
1] ergibt. 

Die linearen Substitutionen, durch welche das (schratfierte) Ausgangs
dreieck in die sämtlichen übrigen schratfierten Dreiecke verwandelt wird, 
liefern genau die Monodromiegruppe der 1]-Funktion, und das Nebenein
anderliegen der verschiedenen Dreiecke erläutert genau die Art und Weise, 
wie die Substitutionen der M onodromiegruppe aus den drei erzeugenden 
Operationen m:, ~, ~ sich zusammensetzen. 

Es ist unmöglich, dies letztere hier ins Einzelne genau auszuführen, 
d. h. ausführlich zu zeigen, wie man durch Wiederholung der Operationen 
m:, ~, ~ an dem Ausgangsdreieck in irgendein beliebiges anderes schraf
fiertes Dreieck gelangt; das muß sich jeder zu Hause selbst überlegen. 
Übrigens verweise ich auf eine Arbeit von DYCK im 20. Bande der Mathe
matischen Annalen (= DYCK [1]), wo diese Verhältnisse in geometrischer 
Weise besonders klar auseinandergesetzt werden. (Man vergleiche auch 
KLEIN [4], Bd. 1, S.230ff.). 

Mit diesen Sätzen über die analytische Fortsetzung der 1]-Funktion 
vermöge des Symmetrieprinzips ist eine ganz neue Grundlage für die 
Behandlung der hypergeometrischen Funktion geschaffen. 

RIEMANN hat diese Sachlage bereits gekannt (vgl. insbesondere seine 
Abhandlung über die Minimaltläche (= RIEMANN [1], S. 301ff.) [*], aber 
es ist das große Verdienst von SCHWARZ in seiner Abhandlung im 
75. Bande des CRELLEschen Journals (= SCHWARZ [1]), diese Beziehungen 
ausführlich zur Geltung gebracht zu haben. Dieses Verdienst kann nicht 
genug gerühmt werden; aber leider muß man an der Arbeit dies sehr 
tadeln, daß weder ihr Titel noch ihre Redaktion den großen Ideen von 
allgemeiner Bedeutung entspricht, welche in ihr enthalten sind. Alle 
diese Sätze sind dort nur in den Dienst einer an sich zwar wichtigen, 
aber im Vergleich zum ganzen Gegenstand doch partikulären Aufgabe 
gestellt, nämlich zu untersuchen, wann die GAusssche Reihe eine alge
braische Funktion ihres vierten Arguments ist, welche Aufgabe dann 
erst wie beiläufig darauf führt, nach der 1]-Funktion zu fragen und die 
allgemeine Natur des 1] geometrisch zu erforschen. 
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Wir hier werden versuchen, die Folgerungen, die sich aus unserer 
Figur ergeben, soweit dies der bevorstehende Semesterschluß noch ge
stattet, in möglichster Vielseitigkeit zu entwickeln. Dabei wird die 
Aufzählung der algebraischen Fälle der GAussschen Reihe ihre natur
gemäße Stelle finden. 

Achter Abschnitt. 

Zurückführung auf niedere Funktionen. 
(Erste Anwendung des Symmetrieprinzips.) 

§ 56. Rationale Funktionen. 

Wir beginnen heute mit dem Bericht über die Reduktion der 'YJ-Funk
tion auf "niedere" Funktionen; und zwar fragen wir zuerst, wann sich 
YJ als algebraische Funktion von x ergibt. Von den algebraischen Funk
tionen sind wieder die rationalen Funktionen die einfachsten. 

Wir beschäftigen uns also zuerst mit der Frage: Unter welchen Um
ständen ist 'YJ eine rationale Funktion von x? Dazu ist notwendig und 
ausreichend, daß Ä, ,.", v sämtlich ganze Zahlen und daß die singulären 
Stellen x = a, x = b, x = c sämtlich Ausnahmepunkte zweiter Ordnung 
sind. Kennzeichnend hierfür ist (bei ganzzahligem Ä, ,.", v), daß ent
weder Ä - f' - v oder Ä - I f' - vi eine positive ungerade Zahl ist; 
ebenso, daß ,." - Ä - v oder ,." - I Ä - vi bzw. daß v - Ä -,." oder 
." - IÄ ~ .u I positiv und ungerade ist (vgl. S. 236). Nun ist aber z. B. 
Ä = ,." + v + 1 + 2k unverträglich sowohl z. B. mit ,." - Ä - v = 1 
+ 2s als mit,." + v - Ä = 1 + 2t; dabei folgt,." + v - Ä = 1 + 2t aus 
,." - IÄ - vi = 1 + 2t, weil Ä> ,." + v (wegen Ä = ,." + v -1- 1 + 2k) 
und somit I Ä - vi = Ä - v . Es kommen daher nur die jeweils an 
zweiter Stelle genannten Bedingungen in Frage, welche für Ä:>,.,,;;;;:: v 
gleichbedeutend sind mit 

v + Ä = Il + 1 + 2r, ,." + v = Ä + 1 + 2t. (*) 

Es ist also 

Ä +,." > v, f' + v > Ä, v + Ä >,." und Ä +,." + v == 1 (mod2). (**) 

Nun folgen aber aus (**) rückwärts wiederum (*) und damit die ur
spünglichen Bedingungen. Somit ist (**) charakteristisch dafür, daß 
lauter Ausnahmepunkte zweiter Ordnung vorliegen, und wir haben den 
Satz: 

'YJ ist dann und nur dann eine rationale Funktion von x, wenn Ä, ,.", v 
ganze positive Zahlen von ungerader Summe sind, von denen jede kleiner 
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ist als die Summe der beiden anderen; oder, was damit gleichbedeutend, 
wenn die ganzen positiven Zahlen A, #' 'P die Darstellung gestatten: 

A = 1 + qb + qe' # = 1 + qe + qa' 'P = 1 + qa + qb' (***) 
wobei qa' qb' qe nichtnegative ganze Zahlen bedeuten. 

Daraus folgt insbesondere, daß sich keine Seite des 1]-Dreiecks über
schlagen kann. 

Wir hätten unser Ergebnis auch durch geometrische überlegung er
halten können, indem wir etwa so schließen: Damit den Ecken des Kreis
bogendreiecks nur Ausnahmepunkte zweiter Ordnung entsprechen, ist 
jedenfalls notwendig, daß sämtliche Dreiecksseiten Bogen eines und des 
nämlichen Kreises sind (vgl. S. 234). Umgekehrt: Liegen die Seiten 
des 1]-Dreiecks alle auf dem gleichen Kreise ~ (so daß insbesondere die 
sämtlichen Winkel im Dreieck ganzzahlige Vielfache von 11: sind), so ist 
die zugehörige Abbildungsfunktion 1] rational in x. In der Tat: Erstens 
ist 1] eine eindeutige Funktion von x; denn die Spiegelung an irgend
einer Dreiecksseite liefert (als Bild der unteren x-Halbebene) ein Drei
eck, dessen sämtliche Seiten wiederum auf ~ liegen, so daß erneute 
Spiegelung wieder zum ursprünglichen Dreieck zurückführt, mit anderen 
Worten, daß 1] zum Ausgangswert zurückkehrt, wenn x beliebige ge
schlossene Umläufe vollführt. Zweitens hat 1] (x) höchstens an den Stellen 
x = a, x = b, x = c außerwesentliche Singularitäten, und auch sonst über
all den Charakter einer rationalen Funktion. Daher ist 1] (x) rational. 

Wir suchen uns nun einen überblick über alle Dreiecke zu ver
schaffen, welche zu rationalem 1] führen. Das einfachste hier in Frage 
kommende Dreieck ist das schon früher (S.237) gefundene reduzierte 
Dreieck mit den drei Winkeln Ao = 1 , #0 = 1 , 'Po = 1, nämlich einfach 
eine Kreisfläche. Diese Kreisfläche gibt in der Tat, an welchem der 
drei Begrenzungsteile wir auch spiegeln, als einziges symmetrisches 
Dreieck immer nur das Äußere desselben Kreises, und bei Wiederholung 
kommt man zu dem Innern der Kreisfläche zurück. 

Die zu unserem Dreieck Ao = 1, #0 = 1, 'Po = 1 gehörende 1]-Funktion 
bildet daher die volle x-Ebene auf die volle 1]-Ebene ab und ist daher 
eine lineare Funktion von x; wenn wir insbesondere das Dreieck Ao, #0' 'Po 

(vermöge linearer Transformation) so legen, daß seine Ecken mit a, b, c 
zusammenfallen, so gilt 1]0 = x. 

Nun gehen wir vom "reduzierten Dreieck" (1,1,1) - das wir uns 
etwa als Halbkugel vorstellen können - zu verwandten Dreiecken über, 
indem wir längs der drei Seiten des reduzierten Dreiecks qa bzw. qb' qe 
Halbkugeln lateral anhängen, indem wir also entsprechend (***) setzen: 

A = 1 + qb + qe , 
# = 1 + qe + qa, 
V = 1 + qa + qb, 

unter qa' qb' qe irgend drei ganze nichtnegative Zahlen verstanden. 
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Da umgekehrt irgendein Dreieck, welches zu einem rationalen rJ = R (x) 
gehört, zusammen mit seinem Spiegelbild eine über der rJ-Kugel endlich
vielblättrige, geschlossene RIEMANNsche Fläche mit den Verzweigungs
punkten rJ (a), rJ (b), rJ (c) bildet, und da sich keine Dreiecksseite über
schlägt, so wird man wegen (***) das Dreieck durch schrittweise laterale 
Abtrennung von Halbkugeln auf das reduzierte Dreieck (1, 1, 1) zurück
führen können. 

Wollen wir uns von der konformen Abbildung Rechenschaft ablegen, 
welche rJ von der x-Ebene entwirft, so bedenken wir, daß sich bei jeder 
lateralen Anhängung einer Halbebene an die obere Halbebene, dem 
Symmetrieprinzip entsprechend, an die untere Halbebene ebenfalls 
eine Halbebene anhängt; mit anderen Worten, daß wir an die aus dem 
reduzierten Dreieck und seinem symmetrischen Dreieck bestehende 
Fläche bei jedem Schritt eine Vollkugel anhängen. Im ganzen werden 
also qa + qb + qc Vollkugeln angehängt, und da das reduzierte Dreieck 
mit seinem symmetrischen Dreieck die Kugel schon gerade einfach über
deckt, so wird die rJ-Kugel im ganzen 1+qa+qb+qc= !(A+.u+v-1)mal 
überdeckt. Also: 

Die x-Ebene bildet sich auf eine RIEMANNsche Fläche über der rJ-Kugel 
ab, welche die Kugel 1 + qa + qb + qc = ! (A + .u + v - 1)mal über
deckt und drei Verzweigungspunkte von der M ultiPlizität 

A - 1 = qb + qc' .u - 1 = qc + qa' v-i = qa + qb 
besitzt. 

Man schreibe nun R (x) als Quotienten zweier teilerfremder Polynome 

Z (x) und N (x), also R (x) = ~{i~ , und verstehe unter dem "Grad g" 

von R (x) die größte unter den Gradzahlen von Z (x) und N (x). Dann 
zeigt die eben gemachte Feststellung, derzufolge einem bestimmten 
Werte von rJ im allgemeinen (d. h. von den Verzweigungspunkten ab
gesehen) genau 1 + qa + qb + qc übereinanderliegende Punkte der über 
der rJ-Kugel ausgebreiteten RIEMANNschen Fläche, also ebenso viele 
Werte von x, entsprechen: 

Der Grad der rationalen Funktion rJ = R (x) ist 

1 + qa + qb + qc = ! (A + fJ, + v-i) . 
Wir können aber noch etwas Genaueres über die Bauart dieser ratio

nalen Funktion aussagen. Es seien nämlich a l , bl , Cl die Werte, welche 
rJ an den drei (etwa im Endlichen gelegenen) Stellen x = a, x = b, x = c 
annimmt. 

Dabei kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit vorausgesetzt 

werden, daß in R(x) = ~\~) = rJ der Nenner für x = a, x = b, x = c 

nicht Null ist; daß also a l , bl , Cl alle drei endliche Werte haben; ferner 
daß der Grad von Z (x) nicht kleiner ist als der von N (x). (Durch lineare 
Transformation von rJ ist das ja stets erreichbar.) 
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Da bei al bzw. bl bzw. Cl je Ä bzw. I-' bzw. 'P Blätter der RIEMANN
schen Fläche von 'YJ (x) zyklisch zusammenhängen, so muß sein: 

'YJ - a l = (i - a))· !Pa. (x) : N (x) bzw. 'YJ - bl = (x - b)'" !P'6 (x) : N (x) 

bzw. 'YJ - Cl = (x - ct !Pa. (x) : N(x). 

Dabei bedeuten !Pa. (x), !PQ6 (x), !pq. (x) Polynome in x, welche bzw. 
vom Grade qa' qb' q. und welche bzw. für x = a, x = b, x = c von Null 
verschieden sind. Also: 

'YJ ist durch eine Proportion von folgender Form bestimmt: 

('YJ - al ) : ('YJ - bl ) : ('YJ - Cl) 

= (x - a)1+a6+q. !Pq. (x) : (x - w+a.+a• !Pa6 (x) : (x - C)1+a.+fl6 !pq. (x) . 

Bezüglich der wirklichen Ausrechnung der Polynome !Pq.' rpa6' rpa. 
will ich der Kürze wegen nur die folgende Angabe machen: 

!Pq.' rpa6' rpq. sind im Endlichen abbrechende hypergeometrische 
Reihen. 

§ 57. Algebraische Funktionen, insbesondere der Ikosaederfall. 

Wir wenden uns nun zur Beantwortung der allgemeineren Frage: 
Wann ist 'YJ eine algebraische Funktion von x? 

Das Prinzip muß ein ganz ähnliches sein wie eben im rationalen Falle. 
Dasselbe ist, wie auch SCHWARZ angibt, bereits von RIEMANN ([1], 
S.314ff.) in Art. 13 der Abhandlung über Minimalflächen ausgesprochen: 

Es ist für den algebraischen Charakter von 'YJ (x) notwendig und hin
reichend, daß bei der wiederholten symmetrischen Vervielfältigung des A us
gangsdreiecks nur eine endliche Anzahl von, der Lage nach verschiedenen 
Dreiecken sich ergeben (die ineinander durch wiederholte Spiegelungen 
übergehen). Dabei kann die 17-Kugel durch die Gesamtheit der Dreiecke 
mehrfach, doch immer nur in endlicher Anzahl überdeckt werden. 

Statt von dem Dreieck (Ä, 1-', 'P) diese Eigenschaft zu verlangen, wird 
es genügen, dasselbe von dem zufolge der früheren Konstruktionen 
(§ 48 und § 50) zugehörigen Minimaldreieck (Äo, 1-'0' 'Po) zu fordern; 
denn die Seiten des letzteren liegen auf genau den nämlichen Kreisen 
wie die Seiten des Dreiecks (Ä, 1-', 'P), so daß das Minimaldreieck dieselbe 
endliche Anzahl von Spiegelungen erzeugt wie das (erweiterte) Dreieck 
(Ä, 1-', 'P) [*]. 

Ich könnte mich nun auf SCHWARZ [1] berufen, der direkt die diophan
tischen Gleichungen für die Winkelzahlen 20 , 1-'0' 'Po eines solchen Drei
ecks aufstellt und alle möglichen Lösungen desselben aufzählt. Ich 
ziehe es aber vor, wie in meinem Buche: "Vorlesungen über das Ikosa
eder" (= KLEIN [5], z. B. S. 115) folgende Frage an die Spitze zu stellen: 

Was für endliche Gruppen linearer Substitutionen 'YJ* = IX 'f} t: gibt 
es überhaupt? 'Y'f} 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 17 
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Wenn wir nämlich alle endlichen derartigen Gruppen haben, so 
können wir danach alle Minimaldreiecke aufzählen, welche zu jeder dieser 
Gruppen gehören. 

Anmerkung: Der Zusammenhang unserer ursprünglichen Frage
stellung mit der Frage nach den endlichen Gruppen linearer Substitu
tionen wird auf Grund der folgenden Bemerkung klar: Da bei den wieder
holten Spiegelungen nur endlich viele verschiedene Dreiecke entstehen 
sollen, so kommen nur endlich viele Spiegelungen in Frage. Jede ein
zelne Spiegelung transformiert das System unserer endlich vielen Drei
ecke in sich; das gleiche gilt von der Abbildung, welche aus der Auf
einanderfolge von beliebigen unserer Spiegelungen resultiert. Diese Ab
bildungen bilden eine Gruppe 6. Eine gerade Anzahl von Spiegelungen, 
hintereinander ausgeführt, liefert eine lineare Abbildung (weil Kreise in 
Kreise übergehen und der Drehsinn der Winkel erhalten bleibt). Diese 
linearen Abbildungen bilden einen Normalteiler m vom Index 2 unter 
der ursprünglichen Gruppe 6. - Ist also eine endliche Gruppe linearer 
Substitutionen gegeben, so ist diese zu einer Gruppe 6 von Spiegelungen 
zu erweitern (so daß dann die ursprüngliche Gruppe unter 6 vom Index 2 
ist), und es ist alsdann ein (Minimal-) Dreieck zu finden, durch welches 
rückwärts 6 bestimmt wird. 

Es zeigt sich, daß es - abgesehen von der, nur aus der Identität 
bestehenden trivialen Gruppe - im ganzen fünf Typen solcher endlichen 
Substitutionsgruppen gibt, nämlich (vgl. KLEIN [5], S. 42ff.): 

I. Kreisteilungstypus ; Gruppe von der Ordnung n. 
II. Diedertypus; Gruppe von der Ordnung 2n. 

III. Tetraedertypus; Gruppe von der Ordnung 12. 
IV. Oktaedertypus ; Gruppe von der Ordnung 24. 
V. Ikosaedertypus; Gruppe von der Ordnung 60. 

Erläuterung: Eine Gruppe vom Kreisteilungstypus besteht aus den 
n Wiederholungen einer periodischen elliptischen Substitution; eine 
Gruppe vom Diedertypus enthält 2n Substitutionen von der Form 

2in. 

'1)* = Ffl'YJ und 'YJ* = el!'YJ-l, wobei e = e n-. Zum Typus I und II gehören 
unendlich viele Gruppen, je nach Wahl der ganzen pösitiven Zahl n; 
die weiteren Typen dagegen sind wohlbestimmte Gruppen von 12, 24, 
60 Substitutionen. 

Geometrisch deuten wir die Substitutionen in gewohnter Weise als 
Drehungen der Kugel. 

Dann entspricht z. B. die Ikosaedergruppe den Drehungen, bei 
welchen ein der Kugel einbeschriebenes reguläres Ikosaeder in sich selbst 
übergeht. Um nun z. B. für den Ikosaederfall die zugehörigen Minimal
dreiecke zu erhalten, denken wir uns die einzelnen Ecken des Ikosaeders 
vom Mittelpunkt der Kugel aus auf die Kugelfläche projiziert, ebenso 
denken wir uns alle die Kreise auf der Kugel gezeichnet, in welchen die-
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selbe durch die Symmetrieebenen des Ikosaeders geschnitten wird 
(Fig.76). (Symmetrieebenen sind die 15 Ebenen, welche durch je zwei der 
sechs Diagonalen des Ikosaeders bestimmt werden.) Die so erhaltenen 
Kreise, und nur sie kommen für die Begrenzungen der gesuchten Minimal
dreiecke in Frage, weil die das Dreiecksnetz erzeugenden Spiegelungen ein
eindeutig den Spiegelungen des Ikosaeders in sich entsprechen müssen. 

Wir werden nun alle "algebraischen" Minimaldreiecke bekommen und 
aus ihnen durch die bekannten Anhängungsprozesse überhaupt alle "alge
braischen" Dreiecke, wenn wir ztJsehen, 'lRMlches die Minimaldreiecke sind. 

f'ig. 76. Ikosaedernetz , erzeugt durch die Schnitte der Symmetrieebenen des Ikosaeders mit der ihm 
um beschriebenen Kugel (in stereographischer Projektion). 

die sich von den Symmetrieebenen der zu den oben aufgezählten fünf Typen 
von endlichen Substitutionsgruppen gehörigen Figuren begrenzen lassen. 

Das müßten wir von Fall zu Fall untersuchen. Dabei wird man auch 
alle zugehörigen verwandten algebraischen Gleichungen aufstellen wollen. 
Ich verweise in dieser Hinsicht für das Ikosaeder auf die Dissertation 
von ürro FISCHER [1J, an die ich mich in der Folge anschließe, und auf 
die ich wegen der Einzelheiten der Literatur verweisen darf. 

Heute wollen wir nur noch den einfachsten Fall, den Kreisteilungs
typus, rasch erledigen. Das Minimaldreieck ist da ein Zweieck mit ratio
nalem Winkel, nämlich etwa 

m 
Ao = fto = - , 1' 0 = 1 . 

11 

Dabei muß, wenn man wirklich 2n Dreiecke haben will, m relativ 
prim zu n sein. 

17* 
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Die zugehörige ?]-Funktion hat das Symbol 

00 

m 
n 

und ist einfach durch die Gleichung gegeben: 

Gehen wir vom Minimaldreieck zum allgemeinsten zugehörigen Dreieck 
über, so kommen wir zu Gleichungen der Gestalt 

?]n = R(x) , 

wobei R (x) eine ratio.nale Funktion von x bedeutet. 
Aufgabe muß es sein, die hier auftretenden rationalen Funktionen 

von x zu bilden. 
In gleicher Weise wie beim Kreisteilungstypus sind die verschiedenen 

Minimaldreiecke auch bei den anderen Gruppen aufzustellen. Da heute 
keine Zeit mehr ist, so will ich nur die Anzahl der zu jedem der Typen I 
bis V gehörigen verschiedenen Minimaldreiecke kurz angeben. In den 
Fällen I und II gibt es wegen der Willkür in der Wahl der Zahl n un
endlich viele Minimaldreiecke, zum Tetraeder- und Oktaedertypus je 
zwei Minimaldreiecke und zum Ikosaedertypus zehn verschiedene Mini
maldreiecke (vgl. die Tabelle, wobei Ä::> #::> 'JI). 

Polyeder Nr. l f' ~ 

1 1 1 
2 2 -

n 
Dieder. . . 

1 1 1 
"2 --a 3 

Tetraeder. 

2 
2 1 1 
3 3 3 

Tetraeder. 

1 1 1 
2 3 4 

Oktaeder (Würfel) 

2 1 1 
:! 4 4 

Oktaeder (Würfel) 2 

Ich will die einfacheren Typen übergehen und lieute gleich von dem 
interessantesten Fall, nämlich von dem Ikosaedertypus sprechen, indem 
ich die zehn in diesem Falle existierenden Minimaldreiecke aufzähle (mit 
Hilfe der früher auseinandergesetzten Prinzipien). 

Dieselben sind durch folgende Winkelzahlen bestimmt, wobei ich 
zugleich angegeben habe, wie oft die Gesamtheit aller Dreiecke, welche 
durch Vervielfältigung des einen Dreiecks entstehen, die ganze Kugel 

Beginn der siebenundfünfzigsten Vorlesung. 
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überdeckt. Die Gesamtzahl dieser Dreiecke ist jeweils 120. (In der 
Tabelle ist 1:> p:> '11 angenommen.) 

I 
Anzahl der 

Nr. ). f' ,. überdeckungen 
der 'I-Kugel 

1 t t t 1 • 
2 i- 1 t 2 11" 

3 t t t 2 11" 

I 
4 1 t t 3 .. 
5 " 1 t 4 "Ir 11" 

6 • 
I 

i t 6 "Ir 

7 i 1 t 6 11" 

8 t 1 t 6 "Ir 

9 t • t 7 "Ir 

10 • • t 10 "Ir "Ir 

• Elementardreieck. 

Die Zahl der Überdeckungen ergibt sich durch folgende Über
legung: 

Der Flächeninhalt des einzelnen Dreiecks wird durch den sphärischen 
Exzeß gemessen 

:n:(l+p+v-1). 

Die 120 Dreiecke, die durch Spiegelung und durch die 60 Drehungen 
entstehen, haben also die Gesamtfläche 

120:n:(1 + p +" - 1) . 

Die einfache Kugelfläche hat den Inhalt 4:n:; wenn sie N-fach über
deckt ist, erhält man mithin den Inhalt 4 N 11;. Es muß also 

4N:n: = 120:n:(1 + p + v-i) 

N = 30 (1 + p + v-i) 

sein, was, für jeden einzelnen Fall berechnet, die angegebenen Anzahlen 
ergibt. 

Man betrachte die Figuren der zehn Dreiecke (Fig.77-86, S.262), 
wie sie hier aufgezeichnet sind. Man sieht aus ihnen, wie sich jedes 
der Minimaldreiecke aus dem kleinsten derselben, dem "Elementar
dreieck", aufbaut. Die Anzahl der zusammensetzenden Elementardrei
ecke gibt zugleich die Anzahl der Oberdeckungen der Kugelfläche an. 

Endlich kann man sich an jedem dieser zehn Minimaldreiecke alle 
die früher geschilderten Anhängungsprozesse ausgeführt denken und 
erhält so alle mit ihm verwandten Dreiecke. 

Wir werden sagen: 
Durch jedes der zehn Minimaldreiecke ist eine unendliche Reihe ver

wandter Dreiecke festgelegt, und diese zehn Reihen von Tripeln (1, p, '11) 
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geben die Gesamtheit der 1]-Funktionen, welche algebraische Funktionen 1'on 
x sind und deren Monodromiegruppe die Ikosaedergruppe ist. 

Wir stellen die Aufgabe, diese zehn Reihen von unendlich vielen 
algebraischen Funktionen wirklich aufzustellen. (Man kann für das 
Folgende vergleichen: KLEIN [5J, S.47ff., 55ft.) 

Fig.77. 

Fig.84. 

Fig.78. Fig.79. 

Fig.82. 

Fig.85. 

Fig. 77-86. Die zehn Minimaldreiecke vom Ikosaeder
typus, ein jedes zusaulmengesetzt aus Elementardreieckcn. 

Fig.80. 

Fig.83. 

Fig.86. 

Am einfachsten ist der Fall 1. Da hier das Minimaldreieck nur zu 
einer einfachen überdeckung der Kugel Anlaß gibt, so muß x eine ratio
nale Funktion von 1] sein, und da der positiven Halbebene x im ganzen 
60 schraffierte Dreiecke der 1]-Kugel entsprechen, muß sie vom Grade 60 
sein, also ( ) x = r60 'Y} • 

Genauer werden wir r60 folgendermaßen angeben können: "V ir 

spalten 1] = '!1 in 1]1 und 1]2' Da r 60 eine ein-eindeutige Abbildung der 
tl 2 

Halbebene auf das Minimaldreieck vermitteln soll, wobei dessen Ecken 
den Punkten x = 0 bzw. x = 1 bzw. x = 00 entsprechen mögen, da 
ferner die Ecken des Minimaldreiecks je eine Ecke, Flächenmitte und 
Kantenmitte des Ikosaeders repräsentieren (das Ikosaeder vom Mittel
punkt auf die Kugel projiziert gedacht), so werden x, 1 - x und 1/x pro-
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portional sein zu geeigneten Potenzen dreier ganzer rationaler Formen 
in 'YJl und 'YJ2' von denen die erste in den zwölf Ikosaederecken, die zweite 
in den zwanzig Flächenmittelpunkten des Ikosaeders, die dritte in den 
dreißig Kantenmitten des Ikosaeders verschwindet. Diese drei Formen 
sind natürlich (die Nullstellen als einfach vorausgesetzt, im wesentlichen 
eindeutig bestimmt und) vom zwölften bzw. zwanzigsten bzw. dreißigsten 
Grad. Sie heißen (vgl. KLEIN [5], S.55ff.): 

f12 ('YJ1' 'YJ2) = 'YJl fJ2 ('YJlo + 11 fJf 'YJg - 1]~0) , 

H'}fJ (1]1' 1]2) = - (1]'f + 1]~0) + 2281}~ 1]~ (1]10 - 1]~0) - 4941]10 1]~0, 

T 30 (1]1' 'YJ2) = (1]~ + 11~) + 5221]f 1]~ (1]'f - 1]~) - 100051]10 fJ~0(1}10 + fJ~O) . 
Zwischen diesen drei Formen besteht die Identität: 

1728tf2 - H~ - T~ = 0, 

und es ist nun x, welches wir ebenfalls in homogene Veränderliche Xl 

und x2 spalten, durch folgende mit der Identität zwischen f, H, T in 
Einklang stehende Proportion bestimmt: 

Xl: (Xl - X2) : X2 = fflo: - T~: 1728ff2' 

An den Stellen der 'YJ-Kugel, wo Xl verschwindet, verschwindet es, wie 
man aus vorstehender Formel sieht, dreifach (die Nullstellen von H 
selbst sind alle einfach); das bedeutet umgekehrt für die einzelnen 
Zweige von 1], daß sie an der Stelle X = 0 den Exponenten I haben. 
Ebenso sieht man unmittelbar, daß Xl - X 2 und X 2 ' wo sie verschwinden, 
zweifach bzw. fünffach verschwinden, d. h. daß umgekehrt 1] an den 

Stellen X = 1 und ~ = 0 die Exponenten ~ bzw. ~ haben. 1] hat also 
x 2 5 

das Symbol 
(0001 ) 

1} t 1 1 X , 
11" ." 1" 

wie es sein soll. 
Sieht man umgekehrt X als Funktion von 'YJ an, so kann man das

selbe folgendermaßen kennzeichnen: 
Die Funktion 

oder auch - [Tao (1J)]2 
x-i = 1728[112(1J)]" 

bleibt bei den 60 Substitutionen des 1], die in der M onodromiegruppe ent
halten sind, ttngeändert, und zwar ist die so eingeführte rationale Funktion 
X die einfachste absohtte Invariante der Ikosaedergruppe. 

Übrigens stellt sich neben diese Aussagen auch noch eine homogene 
Formulierung. Wir können nämlich die Spaltung von 'YJ in 1]1: 'YJ2 so 
einrichten, daß 1]1' 'YJ2 homogene ganze lineare Substitutionen erleiden, 
wenn 1] den Substitutionen der Ikosaedergruppe unterworfen wird. Bei 
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der homogenen binären Substitutionsgruppe werden wir nun fragen, 
welches die einfachsten Formen von rJl' rJ2 sind, die bei den Substitu
tionen derselben ungeändert bleiben. Da findet man: 

Bei den homogenen Ikosaedersubstitutionen sind die einfachsten In
varianten die Formen f12 (rJl' rJ2)' H 20 (rJl' rJ2)' T 30 ('flI, rJ2), zwischen denen 
die Relation 1728 f5 - H3 - T2 = 0 besteht. 

Soviel über den Fall des Minimaldreiecks. Wollen wir die den anderen 
Fällen entsprechenden algebraischen Gleichungen ebenfalls aufstellen, 
so bedenken wir, daß wir es ja immer wieder mit der Gruppe der 60 Ikosa
edersubstitutionen zu tun haben, nur in anderer Anordnung, ent
sprechend einer anderen Auswahl der erzeugenden Operationen. Wir 
sagen: 

Wir müssen davon ausgehen, daß die Monodromiegruppe der rJ-Funktion 
in allen Fällen die Ikosaedergruppe ist. Die Verschiedenheit der Fälle 
ruht nur darin, daß die Ikosaedergruppe in den verschiedenen Fällen aus 
anderen Fundamentalsubstitutionen erzeugt t:st. 

Infolgedessen ist die bei den Ikosaedersubstitutionen invariante 
Funktion 

[H ('1)J3 
1728 U ('1)]0 

auch für die Fälle 2 bis 10 eine Funktion von x, welche bei beliebigen 
Umläufen des x sich reproduziert, also, da wesentlich singuläre Stellen 
nicht vorkommen, eine rationale Funktion von x. Der Grad dieser 
rationalen Funktion in x ist gleich der Anzahl der Werte von x, die 
einem beliebigen Werte von rJ entsprechen, d. h. gleich der Blätterzahl, 
mit der die 120 Dreiecke die Kugel überdecken, z. B. im Falle 9 gleich 7. 
Also: 

Im Falle 9 wird die Funktion rJ einer algebraischen Gleichung von der 
Gestalt 

genügen. 
Symmetrischer schreibt man diese algebraische Gleichung in folgender 

Gestalt: 
[H(t]l' rJ2)]3: -[T(t]I' 1")2)]2: 1728 U (1")1 , 1")2)]5 

= fJJ7 (Xl' X2) : X7 (Xl' X2) : "P7 (Xl' X2) , 

unter fJJ, X, "p ganze rationale Formen siebenten Grades verstanden. 
Wir können aber, von der Gestalt des rJ-Bereiches (im Falle 9) 

ausgehend, noch Genaueres über die Bauart der fJJ, X, "p aussagen. 
Die Form H verschwindet in den Dodekaederecken (oder, was das
selbe, in den Flächenmittelpunkten des Ikosaeders, die ja ihrerseits 
ein Dodekaeder bilden) je einfach, H3 also je dreifach (als Funktion 
von rJ). An dem Fundamentalbereiche des Falles 9 (dem Dreieck mit 
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seinem Spiegelbild, vgl. die hier stehende Fig. 87) nehmen aber drei 
Dodekaederecken teil: dl , d2 , da. In der einen Ecke dl , welche zugleich 
Ecke des Fundamentalbereiches ist, soll 'YJ sich verhalten wie x~, also 
Ha wie Xl' in den beiden anderen Do
dekaederecken d2 und da soll sich da
gegen (nach unserer Figur) 'YJ je wie 
eine lineare Funktion Xl - a2x2 bzw. 
Xl - aaX2 verhalten, also Ha wie die 
dritte Potenz einer linearen Funktion. 

Damit haben wir aber schon alle 
sieben Nullstellen von !P7' nämlich 
eine bei X = 0 und je eine dreifache 
bei X = a2 und X = aa, so daß 
!P7 (Xl' X2) die Form 

C Xl (Xl - a2 x2)a (Xl - aa X2)3 

= Xl (axi + bXI X2 + cx~)a 
haben muß. 

Fig. 87. Fundamentalbereich im Ikosaederfalle 9. 

In genau entsprechender Weise schließen wir aus der Fig. 87 durch 
Betrachtung der Kantenmittelpunkte kl , k2 , k;, ka sowie der Ikosa
ederecken i l und i2 , daß sich X und tp verhalten wie 

(Xl - x2) (a'x't + b'xixz + c'xlx; + d'x;)2 

und wie 

Wir fassen also zusammen: 
Wir lesen aus der Figur ab, daß die algebraische Gleichung die Gestalt hat: 

Ha : -TZ: 1728f5 

= Xl (axi + bXIX2 + CX;') 3 : (Xl - X2) (a' xi + b' x; X2 + C' XIX~ + d' ~2 
: X~ (a" Xl + b" X 2)5. 

Ich gebe die !p, tp, X an, wie sie von FISCHER ([1J, S. 32) auf Grund 
der früheren Rechnungen von mir und CAYLEY umgerechnet sind, 
nämlich 

!P7(XI , x2) = Xl (2 2 • 36 • xi - 3a . 7·13' X I X2 - 29 .7. x~)a, 

X7 (Xl' X2) = (Xl -X2) (23 • 39·iI - 37.5 ·11· xi X2 + 28 • 34 • 23 .xlx; + 215·X"~)2, 
tp7 (Xl' X2) = X~(33. 7· Xl - 26 • X2)5. 

Wir haben so die Gleichung, durch welche das 'YJ des Falles 9 definiert 
wird, wirklich ausgerechnet. 

Das vorige Mal haben wir uns mit der algebraischen Herstellung der 
zu einem Minimaldreieck gehörigen 'YJ-Funktion beschäftigt, insbeson-

Beginn der ach tundfünfzigsten Vorlesung. 
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dere haben wir für den Fall 9 die Gleichung wirklich hergestellt, und zwar 
in der Gestalt 

[H('7lJ~_ = R (x') = X'(2916x,2 - 2457x' - 3584)3 
1728[1('7)J5 7 (189 X'-64)5 

Andererseits haben wir (vgl. S. 263) für das 17 des Falles 1 die Gleichung 
[H('7)]3 

1728[1('7)]5 = x. 

Das durch diese Gleichung definierte 17 ist mit dem Symbol 

'YJ(~~!x) 
~ "5" .. 

zu bezeichnen, das durch die Gleichung 

[H('7)]3 , 
1728[1('7)J5 = R 7 (x), 

definierte also mit 
1] (~ 7 ~ R7 (x') ) . 

Hingegen ist nach der Gestalt des Dreiecks 9 (vgl. Fig. 87) letzteres mit 
dem Symbol 

(0001 ,) 
'YJ ' .. " 1. X » t) 2 

identisch, so daß wir die Formel haben: 

(0 00 1,) (0 00 1 R ( ')) 17,A J,- .~x ='YJ~ .~. l 7 X • 

§ 58. Allgemeines über rationale Transformation. 
Wir kommen hiermit auf eine Theorie, die ich eigentlich schon seiner

zeit besprechen wollte, die ich aber aus Mangel an Zeit beiseite lassen 
mußte, nämlich auf die rationale Transformation der 17-Funktion bzw. 
der P-Funktion (vgl. die Bemerkungen auf S. 121). Wegen der großen 
Bedeutung derselben wollen wir wenigstens jetzt mit einigen Worten 
auf dieselbe eingehen. 

Die rationale Transformation findet immer dann ihre Stelle, wenn 
sich das Dreieck einer Funktion 17 (l', /l', v', x') aus einer ganzen Zahl 
nebeneinanderliegender Dreiecke einer anderen 17-Funktion 17 (A, ", v, x) 
zusammensetzt, wie es in unserem Beispiel wirklich der Fall ist. Sei 
das Dreieck der ersten Funktion ein Aggregat von n Dreiecken der zweiten 
Fttnktion, dann behaupte ich, daß eine Formel folgender Art existiert: 

17 (A', ,,', v'; x') = 'YJ (l,,,, v; Rn(x')) , 

wobei Rn (x') eine gewisse rationale Funktion n-ten Grades in x' ist. 
Den Beweis führen wir durch Vergleich der Ebenen x und x', welche 

durch die Funktionen bzw. Abbildungen 

(1 ) d (1' , , . ') 'YJ A, ", v; x un 1}" , Il , V , x 
auf die 17-Kugel bezogen werden. 
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Zuerst wird die x-Ebene durch die erste 1]-Funktion auf ein kleines 
Doppeldreieck (vgl. z. B. die Fig. 88) (Berandung in der Figur stark 
ausgezogen) abgebildet. Das große Doppeldreieck besteht also aus 
genau n (in der Fig. 88 aus sieben) Bildern der x-Ebene. Nun wird 
durch die zweite 1]-Funktion das 
große Doppeldreieck auf die volle 
x'-Ebene abgebildet; also ist die x'-
Ebene mit n Bildern der x-Ebene 
vollständig und schlicht überdeckt. 
Auch längs der Schnitte der x'-Ebene, 
welche dem Rande des großen Dop
peldreiecks entsprechen, legen sich Fig. 88. Beispiel eines Minimaldreiecks, wel· 

d· B'ld Eb ehes Summe von .. (hier sieben) Exemplaren le 1 er der x- ene mit genau eines anderen Minimaldreiecks ist. 

entsprechenden Punkten aneinander 
(d. h. mit solchen Punkten, welche vermöge der ursprünglich geltenden 
Ränderzuordnung einander entsprechen), so daß auch bei irgendwelchen 
Umläufen von x die Anordnung der Bilder der x-Ebene in der x'-Ebene 
sich nicht ändern kann. 

Darin liegt, daß x eine eindeutige (analytische) Funktion von x', und 
daß x' eine n-deutige Funktion von x ist; und da in diesem Funktional
verhältnis keine wesentlich singulären Stellen vorkommen, so ist x eine 
rationale Funktion n-ten Grades von x', was zu beweisen war. 

Der hierin liegende Ansatz dehnt sich auf komplexe 1, f-t, v in folgender 
Form aus: Enthält der Fundamentalbereich für 1', f-t', v' eine ganze Zahl 
nebeneinanderliegender Fundamentalbereiche, die zu 1, f-t, v gehören, so 
wird jedesmal 

'YJ (1', f-t', v'; x') = 1] (1, f-t, v; R(x'» 

gesetzt werden können. 
Ich sage nun: 
Arithmetisch ist es nicht schwer, alle hier in Betracht kommenden Zahlen

systeme 1, f-t, v aufzuzählen, um dann für jedes einzelne Wertsystem die 
zugehörige Funktion R (x) zu bestimmen. 

Immer ist das eine ganze Theorie, und ich werde mich daher auf 
Angabe einiger wichtigster Zitate beschränken müssen [*J. 

Was zunächst die einfachsten Fälle angeht (z. B. wenn ein Winkel 
gleich 7&/2 ist, so daß das Dreieck mit seinem Spiegelbild wieder ein Dreieck 
bildet), so sind dieselben bereits von KUMMER [1J bemerkt worden, und 
es ist dann von RIEMANN in Art. 5 seiner Arbeit ([1J, S. 75 ff.) einiges 
über dieselben zusammengestellt [**]. 

Dann aber gibt es eine besondere Theorie über diejenigen Fälle der 
rationalen Transformation, welche aus der Theorie der regulären Körper 
hervorgehen. Alle die verschiedenen Minimaldreiecke und alle die un
endlich vielen verwandten Dreiecke sind ja aus "Elementardreiecken" , 
d. h. aus lauter Minimaldreiecken des Falles 1, zusammengesetzt, so daß 
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jedes zu einer rationalen Transformation führt. Ich verweise in dieser 
Hinsicht auf die Dissertation von FISCHER ([1], S. 28ff.). 

Was die sonstigen Fälle höherer rationaler Transformation angeht, 
d. h. die Fälle II und III von Dreiecken (vgl. S. 213) sowie die Fälle 
komplexer Ä, p, '11, so sind diese von GOURSAT [2, 3, 4] erschöpfend be
handelt worden. 

Aber damit nicht genug: PAPPERITZ [2] und GOURSAT [5] haben auch 
die allgemeinere Frage nach der algebraischen Transformation der 'Yj
Funktion in Angriff genommen. 

PAPPERITZ und GOURSAT haben fernerhin auch die algebraische Trans
formation der 'Yj-Funktion betrachtet, wo die Frage die ist, ob sich vielleicht 
ein umfassender Bereich finden läßt, der ebensowohl aus einer ganzen 
Anzahl von Bereichen der einen 'Yj-Funktion, wie aus einer ganzen Zahl 
von Bereichen der anderen 'Yj-Funktion besteht. 

Dann sind nämlich x und x' eindeutige relativ unverzweigte Funk
tionen auf ein und derselben RIEMANNschen Fläche, stehen also unter
einander in algebraischer Beziehung. 

übrigens ist der Gegenstand von den genannten Autoren nicht in 
der geometrischen Weise, wie ich es dargestellt habe, behandelt worden, 
sondern analytisch-arithmetisch. 

Mit den geometrischen Konstruktionen, welche den arithmetischen und 
analytischen Ansätzen parallel laufen, hat sich VAN VLECK (vgl. [1]) be
schäftigt. 

§ 59. Zusammenhänge zwischen verwandten Funktionen. 

Wir wenden uns nun wieder zur besonderen Betrachtung der Ikosa
ederfälle. 

Die Transformationstheorie zeigt uns, daß beim Ikosaeder die 
'Yj-Funktion irgendeines beliebigen der unendlich vielen Dreiecke immer 
durch eine Gleichung der Gestalt 

[H('1)]3 
1728[1('1)]6 = R(x) 

gegeben sein muß, da jedes Dreieck sich aus Elementardreiecken zu
sammensetzt. 

Aber wir werden nicht nur den Zusammenhang aller dieser Funk
tionen mit x. sondern auch den Zusammenhang der verschiedenen 
'Yj-Funktionen untereinander untersuchen wollen. Ich will mich da auf 
dieienigen 'Yj-Funktionen beschränken, welche zu dem Minimaldreieck 
t, ~,+ gehören. 

Alle diese 'Yj sind untereinander verwandt. 
Denn wir haben Dreiecke des Falles I (S.213), in welchem Falle 

alle, zu den sechzehn reduzierten Dreiecken (S. 221) gehörigen 'Yj-Funk
tionen untereinander verwandt sind (vgl. S.227). 
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Was für eine Art Zusammenhang wird infolgedessen zwischen diesen 
'f/-Funktionen statthaben? 

Darauf gibt die Theorie der verwandten P-Funktionen zunächst eine 
vorläufige Antwort, einen Ansatz, der weiter zu verfolgen ist. Nämlich: 

Hat man einmal zwei verwandte Funktionen 'f/ und 'f/* gewonnen, und 
spaltet man dieselben in der früher geschilderten Weise in zwei verwandte 
P-Funktionspaare 

'fJ = PI : Pa' 'fJ* = pr : P:, 

so läßt sich jede weitere verwandte Funktion 'fJ** in der Gestalt zusammen-
setzen (vgl. § 25): ** _ r (x) P1 + r* (x) Pt' 

'fJ - r(x)P2 + r* (x)P,1' . 

Dazu kommt nun aber noch folgendes: Wir denken uns über der 
x-Ebene diejenige RIEMANNsche Fläche konstruiert, in welcher die 
algebraische Funktion 'f/ (x) eindeutig ist. Bei irgendwelchen auf der 
x-Ebene geschlossenen Umläufen der Veränderlichen x um die Punkte 
0, 00, 1 wird 'f/ Substitutionen der Ikosaedergruppe erleiden, und 'f/ 
wird sich (in übereinstimmung mit diesen Substitutionen) reproduzieren, 
wenn x einen nicht nur in der x-Ebene, sondern auch auf der RIEMANN
schen Fläche geschlossenen Weg beschreibt. Nun ist aber die andere 
'f/-Funktion, nämlich 'f/*, mit 'f/ verwandt, erleidet also bei den Umläufen 
von x je dieselben Substitutionen wie 'f/ und muß sich daher auch ins
besondere reproduzieren, wenn x einen auf der RIEMANNschen Fläche 
von 'f/ (x) geschlossenen Weg beschreibt. 'f/* ist also auf der zu 'f/ (x) ge
hörigen RIEMANNschen Fläche eindeutig und muß sich deshalb rational 
durch 'fJ und x ausdrücken lassen. Spezialisieren wir 'f/ nun noch so, 
daß es zum Minimaldreieck selbst, nicht zu einem (verwandten) erweiter
ten Dreieck gehört, so wissen wir (vgl. S. 263), daß x seinerseits eine 
rationale Funktion von 'f/ ist. Daraus folgt für die Funktion 'f/* der Satz: 

Ist insbesondere 'f/ die zum Elementardreieck selbst gehörige Funktion, 
dann wird jede mit 'f/ verwandte Funktion 'f/* direkt eine rationale Funktion 
von 'f/ sein. 

Wir bekommen hiernach das allgemeinste, mit 'f/ verwandte 'f/**, wenn 
wir erstens ein mit'f/ verwandtes 'f/* als rationale Funktion von 'fJ berechnen, 
dann 'f/ und 'f/* in geeigneter Weise in zwei verwandte Paare von P-Funk
tionen spalten und endlich aus eben diesen P-Funktionen mit beliebigen 
rationalen Funktionen r (x), r* (x) den oben angegebenen Quotienten 

(r(x)PI(x) + r*(x) Pt (x» : (r(x)P2(x) + r*(x)P:(x») 
bilden. 

Dieser allgemeine Ansatz wäre nun im einzelnen durchzuarbeiten. In
des zeigt sich, daß wir bei dieser Frage sehr viel leichter zum Ziel kommen 
und tiefer eindringen, wenn wir von vornherein homogene Veränderliche 
einführen, uns also mit Formen beschäftigen. Ich werde dieses jetzt 
kurz andeuten. 
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Wir spalten 'YJ nicht in P-Funktionen, sondern in zwei Zweige einer 
II-Form, und zwar des Normal-II zweiter Art vom Grade i (A+,u+" -1) 
(vgl. S. 113): 

II (/; ; : Xl' X 2) • 

.0 0 0 

Dabei wollen wir unter A,,u," die positiven Werte der Exponenten
differenzen verstehen (von den Fällen A = 0 usw. wird hier abgesehen). 
Wir erreichen dadurch, das II eine ganze Form von Xl' x2 ist, d. h. eine 
solche, die nirgends für endliche Werte der Xl' x2 unendlich wird. Außer
dem verschwinden nirgends zwei verschiedene Zweige der Form gleich
zeitig, d. h. die verschiedenen Zweige sind teilerfremd [*J. Beide Eigen
schaften sind für die formentheoretische Brauchbarkeit der Spaltung 
wesentlich. Also: 

Wir spalten 'YJ in zwei teilerfremde ganze Formen von Xl' X2 vom Grade 
HA + ,u + " - 1). 

Z. B. im Fall des Elementardreiecks (A,,u,") = (-L -t, t) werden 
'YJI' 'YJ2 zwei teilerfremde ganze algebraische Formen vom Grade ,/tf' 
welche bei Umläufen von Xl' x2 homogene Ikosaedersubstitutionen er
leiden, nämlich die beiden Zweige von 

Xl = 0 x 2 = 0 Xl = x2 

II, t -l- } Xl' X 2 -60 u 

0 0 0 

Was hat es nun für eine Bewandtnis mit den drei Formen (vgl. S. 263) 

Dieselben bleiben (ihrer Definiton gemäß) bei den homogenen Ikosa
edersubstitutionen, welche 'YJI' 'YJ2 bei geschlossenen Umläufen der Xl' x2 
erleiden, in dem Sinne invariant, daß sie sich nur mit konstanten Größen 
multiplizieren. Es sind also multiplikative Formen von Xl' x2 ; und zwar, 
da sie in 'YJI' 'YJ2 bzw. die Gradzahlen 20, 12 und 30 besitzen, 'YJI' 'YJ2 aber 
in Xl' X2 vom Grade rlo sind, so sind H, f, T multiplikative Formen 
von Xl' X 2 vom Grade t, t, t. Ferner wissen wir, daß H nur an den 
Stellen Xl = 0, t nur an den Stellen X 2 = 0 und T nur an den Stellen 
Xl = X 2 verschwindet. Also können H, f, T von den drei Ausdrücken 

l'xI , }lx2 , YX I - x2 nur um konstante Faktoren unterschieden sein, 
und zwar ergibt sich (bei passender Normierung) des näheren das Re
sultat: 

An Stelle der Ikosaedergleichung 

[H (tj)]3 
1 7'-=--2S;:;--'rJ;-;:;-=( tj7')]'"5 = X 
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tritt jetzt das Gleichungssystem 

Nun ist es doch unser Ziel, die zu irgendeinem verwandten Dreieck 
gehörige Funktion rJ* durch das rJ bzw. durch die homogenen rJI' rJ2 
des Elementardreiecks rational auszudrücken. 

Wir spalten zu dem Zwecke rJ*, in gleicher Weise wie oben rJ, in 
zwei teilerfremde ganze Formen rJr, rJi- Dieselben werden in Xl' X2 

A * +,u* + v* - 1 . A + U + v-i vom Grade 2 sem; wenn also . 2 der Grad von rJI' rJ2 
.. * * ;'*+11*+V*-1 mxl , X 2 1St, so werden rJl' rJ2 als Formen von rJI' rJ2denGrad A+f1+ v -1 

haben. Nun ist aber (A* + fl* + v* - 1)n der sphärische Exzeß des 
zu rJ* gehörigen Dreiecks und (A + ,u + v-i) n derjenige des (zu rJ ge
hörigen) Elementardreiecks; der Quotient wird also, da der sphärische 
Exzeß gleich dem Inhalt der Dreiecksfläche ist, gleich der Anzahl n 
derjenigen Elementardreiecke, aus denen sich das Dreieck rJ* aufbaut. 

Zudem nimmt Xl' x2 für erlaubte Werte von rJI' rJ2 (d. h. wenn weder 
rJI noch rJ2 unendlich wird und wenn nicht rJI und rJ2 gleichzeitig ver
schwinden) nur erlaubte Werte an und für erlaubte Werte von Xl' x2 

nehmen auch rJi und rJ: nur erlaubte Werte an; also sind rJi, rJ: ganze 
teilerfremde Formen von rJI' rJ2 vom Grade n, und zwar, wie man leicht 
durch Vergleichung des Verhaltens von rJI' rJ2 und rJi, rJ: an den einzig 
denkbaren singulären Stellen Xl = 0, x 2 = 0, Xl = x 2 schließt, in unserem 
Falle von durchaus rationalem Verhalten. Wir dürfen also den Satz 
aufstellen: 

Vermöge unserer homogenen Schreibweise erscheinen rJ! und rJ: als 
rationale ganze Formen n-ten Grades von rJI' rJ2' und wir stellen die Auf
gabe, diese rationalen ganzen For-
men n-ten Grades zu berechnen. 

Dieser Satz tritt jetzt an 
Stelle der früheren Aussage, daß 
rJ* eine rationale Funktion n-ten 
Grades von rJ sei. 

Wir wollen nun insbesondere 
einmal die rJi, rJ: für diejenigen 
Dreiecke berechnen, welche die 
Winkel der Nebendreiecke des 

.lU 

Elementardreiecks haben, also die Fig.89. Dreieck 1= (t, t, t) mit seinen Nebendrei-
ecken 11,111, IV. 

1]-Formen von Dreiecken, welche 
zum Elementardreieck so liegen, wie es in der hier stehenden (nur sche
matischen) Fig.89 angedeutet ist. 

Die Winkelzahlen des Dreiecks I sind LLL diejenigen der Drei
ecke II, In, IV sind bzw. -},}, -~; g, i,L -L}' 1. Der Grad der zu-
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gehörigen rationalen ganzen Formen 

ist für die Dreiecke II, III, IV bzw. 

Es kommt jetzt also nur darauf an, solche ganze rationale Formen
paare ep, tp in 'YJl' 'YJ2 von den Graden 19,11,29 aufzustellen, welche sich, 
bis auf einen etwaigen gemeinsamen Faktor, ebenso substituieren wie 
'YJl' 'YJ2 selbst, welche also, in der Sprache der Invariantentheorie, mit 
'YJl' 'YJ2 kogredient sind. Dabei handelt es sich natürlich nur um die Sub
stitutionen der Ikosaedergruppe. 

Wir werden sagen: 
'YJt und 'YJ: müssen mit 'YJl' 'YJ2 kogredient bezüglich der homogenen Ikosa

edersubstitutionen sein. 
Da gibt uns nun die Invariantentheorie der algebraischen Formen 

die Mittel, alle möglichen, mit 'YJl' 'YJ2 kogredienten Formen sofort hin
zuschreiben. 

Zuerst bildet man nämlich drei Invarianten, d. h. Formen, die bei 
den Substitutionen bis auf eine multiplikative Konstante ungeändert 
bleiben; das sind hier eben die drei Formen H 20 ('YJ1' 'YJ2)' 112 ('YJ1' 'YJ2), 
T 30 ('YJ1' 'YJ2)' Aus diesen setzt sich dann die allgemeinste ganze rationale 
invariante Form in der Gestalt eines Polynoms in H, I, T mit Zahl
koeffizienten zusammen: 

.:E ctXßrHtXIßTr, 

wobei die Exponenten IX, ß, y jedes Terms der Bedingung genügen 
müssen, daß 

20IX + 12ß + 30y 

gleich dem Grad der herzustellenden Form ist [*J. 
Aus einer invarianten Form G kann man nun aber auch leicht durch 

den "Polarenprozeß" ein mit 'YJl' 'YJ2 kogredientes Formenpaar herstellen, 
"mli h oG d + oG na c -- un -. 

0'12 0'11 
Insbesondere erhalten wir so, einschließlich der unabhängigen Ver-

änderlichen 'YJl' 'YJ2' vier einfachste Paare kogredienter Formen: 

oH oj oT 
'YJl' - 0'12' - 0'12' - 0'12' 

'YJ2' 
+oH 

0'11 ' 
+jl 

0'11 ' 
+oT 

0'11 . 

Und nun zeigt man in der Invariantentheorie, daß diese vier Formen
paare ein "volles System kogredienter Formen" vorstellen, d. h. daß 
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sich jedes beliebige ganzrationale, mit 'fJI' 'fJa kogrediente Formenpaar 
in der Gestalt schreiben läßt: 

iJH iJI iJT 
cp(rJt, 'fJa) = G'fJI - GI iJ'YJ2 - G2 iJ7J2 - G3 iJ'YJ~' 

iJH iJI iJT 
""('fJI' 'fJ2) = G'fJ2 + GI a;; + G2 a;; + G3 a;; , 

"1 .1 ·,1 

unter G, GI' Ga, Ga ganze rationale invariante Formen von geeigneten 
Graden verstanden. 

Die Invariantentheorie der Ikosaedersubstitutionen lehrt uns, daß die 
allgemeinsten, mit 'fJI' 'fJa kogredienten Formen n-ten Grades sich in der 
vorstehenden Gestalt darstellen, unter G, GI' Ga, Ga ganze Formen der 
H, I, T verstanden, die so gewählt sind, daß in jedem Gliede der Grad in 

'fJI' 'fJs gleich n ist. Da 'fJI und 'fJ2 bzw. ~H und ~H bzw. usw. den Grad 1· 
U'YJ2 U'YJl 

bzw. 19 bzw. usw. besitzen, so muß G bzw. GI bzw. Ga bzw. G3 vom Grade 
n - 1 bzw. n - 19 bzw. n - 11 bzw. n - 29 sein. 

Diese Formel ist nun, um die Formen zu den drei Nebendreiecken 
zu berechnen, für n = 19, n = 11 , n = 29 zu spezialisieren. Denkt man 
sich G, GI USW. als ganze rationale Formen in H, I, T gemäß dem vorhin 
angegebenen Satze dargestellt, so ergibt die Beziehung 

k = 20~ + 12ß + 30y 

für k = n - 1 bzw. k = n - 19 usw. und für n = 19, n = 11, n = 29, 
daß entweder (X = ß = y = 0 oder daß der betr. Koeffizient identisch 
Null sein muß, daß also nur die folgenden Darstellungen möglich sind: 

l, p.. 'J1 h t, t • 4 I 
lrJ6' "'2 

qJ ('YJl, 'YJ2) 
iJH iJf iJT 

-a~ - iJ7JI - ""lI 

1p ('YJl' 'YJ2) +iJH 
iJ'YJl 

+jL 
iJ'YJl 

+OT 
iJ'YJl 

Die Anwendung unserer allgemeinen Formel lür cp, "p aul die drei 
Nebendreiecke ist besonders einlach. Wir kommen nämlich zu den Polaren 
von H, I, T zurück. 

Dieses einfache Resultat ist zuerst im 12. Bande der Mathematischen 
Annalen (= KLEIN [3], Bd. 2, S. 346ff.) von mir angegeben worden. 

Ich will die Formel noch auf ein anderes der verwandten Dreiecke 
anwenden, nämlich auf das Dreieck mit den Winkeln 1 = t, I-' = t, 
2 - 'P = t, für welches n = 31 wird. 

Der allgemeinste mit diesem Grade verträgliche Ausdruck hat die 
Gestalt: 

T 'H 01 "I iJH cp=c '1h-c --c -, 
0'YJ2 iJ'YJa 

T 'H iJI + "l iJH "" = c 'fJ2 + C ~ C ~ • U'YJl U'YJl 
Klein, Hypergeometrische Funktion. 18 
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Hier kann noch eine der drei Konstanten c, c', c" nach Belieben gleich 
Null gesetzt werden, da man die Identitäten hat: 

2Trh=-3H::a +2f:~, 2T1J2=3H::1-2f:~. 
Das neue Beispiel t, t, i erledigt sich nicht ganz so einfach wie die voran
gehenden Beispiele; es bleibt noch das Verhältnis zweier Konstanten zu 
berechnen, was man unter Zuhilfenahme der Reihenentwicklung machen 
muß· - In analoger Weise sind alle weiteren Beispiele zu behandeln. 
Wir sagen: 

In diesen Beispielen liegt ein neuer Ansatz für die Weiterbildung der 
Verwandtschaftslehre. Man wird in iedem Falle 1J in der geschilderten 
Weise in zwei ganze Formen 1Jl' 1J2 spalten und nun zunächst nach dem 
vollen Formensystem der kogredienten Formen fragen, aus welchen sich 
die allgemeinsten kogredienten Formen mit Hilfe invarianter Multiplika
toren zusammensetzen. 

§ 60. 11-Funktionen, die sich auf unbestimmte Integrale reduzieren 
lassen. 

Soviel über die algebraisch integrierbaren Fälle. Wir haben in den 
letzten Stunden die algebraisch integrierbaren Fälle der hypergeome
trischen Differentialgleichung kennengelernt ; dieselben mußten sämtlich 
dem Falle I unserer Einteilung auf S. 21) angehören, weil die Gruppe 
eine endliche sein soll und dies nur bei gewöhnlichen Drehungsgruppen, 
wo es sich also um die gewöhnliche sphärische Trigonometrie handelt, 
möglich ist (vgl. dazu S. 257, Anmerkung [*J). Weiteres betreffend den 
Fall I ist hier nicht hinzuzufügen. 

Wir wollen aber zusehen, was sich im Falle II machen läßt. Die 
Gruppe ist da notwendig unendlich (abgesehen von den trivialen Fällen), 
so daß wir algebraische Reduzierbarkeit nicht erwarten können; immer 
aber wird es gelingen, diese, zum Fall II gehörigen 1J-Funktionen auf 
eine niedere Funktionsklasse, nämlich a~tf Integrale mu.ltiplikativer Funk
tionen, zu reduzieren. Dies soll im folgenden gezeigt werden. 

Der Fall II ist durch das Bestehen einer Relation folgender Art 
zwischen den Winkelzahlen charakterisiert: 

eJ. + e' ft + eil v = 2r + 1, 

worin e, e', e" jedes gleich +1 oder gleich -1 sein kann, und reine 
nichtnegative ganze Zahl vorstellt (vgl. S. 224). 

Was bedeutet dies funktionentheoretisch? Ich könnte mich behufs 
Beantwortung dieser Frage auf die uns bekannte Gestalt der Dreiecke 

Beginn der neunundfünfzigsten Vorlesung. 
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berufen; damit aber die Betrachtung ihre Gültigkeit auch für komplexe 
Winkelzahlen )" p, v behält, wollen wir analytisch verfahren. 

Man kann, wie wir von früher (vgl. dazu § 9) wissen, eine hyper
geometrische Funktion auf 24 Weisen durch Multiplikation mit einer 
geeigneten Potenz von x und x-i auf eine GAusssche (hypergeometri
sche) Reihe reduzieren; wir haben nur dafür zu sorgen, daß an der 
Stelle x = 0 und der Stelle x = 1 je einer der Exponenten verschwindet 
und dann etwa die Formel anzuwenden 

F(a,b; c; x) = P 
o 
.0 

1-c 

00 

a 

b 

1 

o 
c-a-b 

x , 

welche besagt, daß F (a, b; c; x) ein Zweig der angeschriebenen P-Funk
tion ist. Dabei darf aber c weder Null noch eine negative ganze Zahl 
sein (vgl. S.3). 

In unserem Falle können wir die P-Funktion 

o 
P 0 

el 

00 

!(-el- e'p - e"y + 1) 

H-el + e'p - e"y + 1) 

benutzen und gewinnen hieraus die Reihe 

1 

o x 
eil y 

F (!( - el - e' p - eil y + 1), i ( - el + e' p - eil y + 1); 1 - el ; x) , 

welche sich infolge der für A, p, '/I geltenden Relation auf folgenden Aus
druck bringen läßt: 

F ( - r, - r + e' p; 1 - el ; x) , 

wobei 1 - el weder Null noch eine negative ganze Zahl sein darf. 
Hierin ist aber das erste Argument eine negative ganze Zahl, und 

dann, wissen wir, bricht die Reihe nach dem r-ten Gliede ab [*]. Wir 
haben also jetzt das Resultat: 

Wenn der Fall II vorliegt mit der Relation: 

el + e' p + eil y = 2r + 1 , 

dann befindet sich unter den zur 'f}-Funktion gehörigen hypergeometrischen 
Reihen ein Polynom cp,{x) vom r-ten Grad. Dabei ist angenommen, was 
keine Beschränkung der Allgemeinheit bedeutet, daß die Zahlen 1 - eA, 
1 - e' p, 1 - elf '/I nicht sämtlich ganze, nichtpositive Zahlen sind. 

Umgekehrt: Wenn ein solches hypergeometrisches Polynom existiert, 
so kann man schließen, daß eine Relation el + e' I' + elf '/I = 2r + 1 be
stehen muß. Die hypergeometrische Reihe F (a, b; c; x) bricht nämlich 
dann und nur dann ab, wenn entweder a oder beine nichtpositive ganze 
Zahl ist; wegen -A + p - '/I = 2b + 1 und A + p + '/I = 1 - 2a, wo
bei A = (x' - (X usw., folgt daraus die Behauptung. Also: 

18* 
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Umgekehrt ist das Auftreten einer solchen abbrechenden hypergeometri
schen Reihe qJr (x) für den Fall II charakteristisch. 

Von hier aus findet man nun für 'YJ selbst eine charakteristische 
Darstellung: Es sei PI 

'YJ = P 2 ' 

wo PI und P 2 linear unabhängige Zweige von 

o 
P 0 

eA 
bedeuten; wir bilden 

00 1 

!(-eJ. - e'l' - f"V + 1) 0 

H - eJ. + e'l' - f" 'V + 1) eil v 

I d'f} p',P2 - PIP~ 
'Y} = dx = --p-.-- . 

• 

x 

Der Zähler hierin ist aber bekanntlich gleich e-{pdx (vgl. § 29), wenn 
P 1 und P 2 Lösungen der Differentialgleichung 

y" + py' + qy = 0 

sind. Der Koeffizient p dieser Differentialgleichung für unsere P-Funk
tion ist aber (vgl. § 4): 

P = 1 - e). + 1 - e"" 
X X - 1 ' 

und folglich ist e-{pdx = xe). - 1 (x - 1)''''' - 1. 

Wählen wir jetzt für P 2 gerade unser Polynom qJr (x), so erhalten wir: 

I xE,t - 1 (X _ 1)''''' - 1 

'YJ = ['Pr (X)]2 

'YJ selbst ergibt sich hieraus durch eine Quadratur. Ich will übrigens, 
um das Bildungsgesetz deutlicher hervortreten zu lassen, den Integranden 
in homogener Form schreiben 

_fXIE,t -1 X 2E'f' - 1 (Xl _ X 2)E"V-1 
'Y) - [( )]2 (x, dx) . 'Pr Xl' x 2 

In unserem Fall I I stellt ein geeignet herausgegriffenes 'YJ sich als I n
tegral einer multiplikativen Funktion dar. 

Auch diese Eigenschaft einer 'YJ-Funktion gestattet, rückwärts zu 
schließen, daß der Fall II vorliegen muß; denn das Verhalten des Inte
grals in x = 0, x = 1 und x = 00 zeigt, daß 'YJ gerade solche Exponenten
differenzen liefert, für welche eJ. + f' # + f" v = 2r + 1 (natürlich nur 
unter geeigneten Annahmen über den Integranden, vgl. weiter unten). 
Also: 

Auch durch die Existenz einer solchen Integraldarstellung ist der Fall II 
charakterisiert. 

Wir wollen jetzt, unter ausdrücklicher Beschränkung auf den Fall 
reeller A, #, v, die konforme Abbildung durch unser (durch ein Integral 
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dargestelltes) 'YJ näher betrachten. Da lesen wir zunächst aus der Dar
stellung durch ein Integral ab, was wir schon von früher wissen, daß 
nämlich das 'YJ-Dreieck ein geradliniges Dreieck ist. 

Wenn das Dreieck wirklich die Winkel A, (t, 'JI besitzen soll, so darf 
das Polynom Pr (x) an den Stellen x = 0, x = 00, x = 1 nicht 
verschwinden, anderenfalls würden in den Ecken noch Windungen 
hinzukommen oder fortfallen. Wenn ferner Ifr (x) irgendeine andere 
Stelle x = Xo als einfache Nullstelle besitzt, so hat der Integrand da
selbst einen Pol zweiter Ordnung [*J. Die Singularität des Integrals 'YJ 
an der betrachteten Stelle ist also im wesentlichen gegeben durch 

~~ + Aolog(x - xo)' 
% - %0 

wo At =F O. Da aber 'YJ keine logarithmischen Singularitäten in x = Xo 
besitzen darf (dies würde ja eine neue singuläre Stelle der Differential
gleichung für Pt, P 2 ergeben), so muß A o = 0 sein. Dies bedeutet eine 
Bedingung, welcher die Koeffizienten von If,(x) zu genügen haben. So
mit muß Ifr (x) noch r Bedingungen genügen, durch welche Ifr übrigens 
(bei gegebenem A, (t, 'JI) bis auf einen konstanten Faktor eindeutig be
stimmt sein wird, nämlich als eine abbrechende hypergeometrische 
Reihe [mit a = !(1 - A - (t - 'JI) usw.]. 

Da die 'YJ-Funktion die Halbebene auf ein Dreieck abbildet, muß der 
Nenner If; so gebildet sein, daß er weder in x = 0 noch in x = 1 noch in 
x = 00 Nullstellen hat und daß sich im übrigen bei der Integration nur 
einfache Pole ergeben. 

Daß 'YJ an einer Stelle x = Xo einen Pol besitzt, bedeutet natürlich 
geometrisch, daß sich an der entsprechenden Stelle das Dreieck ins Un
endliche erstreckt; daß 'YJ in x = Xo nur einen einfachen Pol hat, bedeutet, 
daß die Abbildung der x-Ebene auf die 'YJ-Ebene in der Umgebung von 
x = Xo ein-eindeutig ist. Insbesondere in einer Ecke, etwa der zu A ge
hörigen, wird das Integral unendlich, wenn die zugehörige Zahl s = -1 
ist, bleibt dagegen endlich, wenn s = +1 ist (A:> 0). Wir finden also 
folgenden, schon früher aus der Betrachtung der verschiedenen ver
wandten Dreiecke erschlossenen Satz bestätigt: 

Die Ecke A, {t, 'JI liegt im Endlichen oder im Unendlichen, je nachdem 
s bzw. s' bzw. s" gleich +1 oder gleich -1 ist. 

Was die sonstigen Erstreckungen des Dreiecks ins Unendliche be
trifft, so rühren dieselben sämtlich von Nullstellen des bei reellen A, {t, 'JI 

reellen Polynoms Ifr (x) her. Diese Nullstellen mögen sich in r' reelle 
und in 2r" konjugiert komplexe scheiden, so daß r = r' + 2r" ist. 

An jeder der r ' reellen Nullstellen muß sich eine Seite des Dreiecks 
durchs Unendliche ziehen, und zwar die Seite l, bzw. m bzw. n, je nach
dem die Nullstelle auf dem Segment 1,00 bzw. 0,1 bzw. 00, 0 der reellen 
x-Achse liegt. Von jedem Paare konjugiert komplexer Nullstellen liegt 
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ferner immer nur eine in der positiven Halbebene, von welcher die Drei
ecksfläche das konforme Abbild ist; jeder im Innern der positiven Halb
ebene gelegenen Nullstelle entspricht aber, daß die Dreiecksfläche sich 
einmal durchs Unendliche zieht. 

Wir müssen also sagen, daß bei reellen A, {t, 'J.1 im Falle I I sich das 
Dreieck r' -mal mit seinen Seiten und r" -mal mit seiner Fläche durch das 
Unendliche zieht (daß also r" innere Punkte des Dreiecks über 1] = 00 

liegen), wobei r' die Anzahl der reellen Wurzeln, 2r" die Anzahl der kom
plexen Wurzeln der Gleichung q;r(x) = 0 bedeutet. 

Umgekehrt kann man natürlich aus der Gestalt des Dreiecks sofort 
auf die Realitätsverhältnisse und die Lage der Wurzeln von q;r(x) = 0 
schließen. 

Die Anzahl r' und die Verteilung der reellen Wurzeln von q;r (x) auf 
die drei Segmente der x-Achse ergibt sich durch die Betrachtung des redu
zierten Dreiecks 2md durch die Art und Weise, wie das Dreieck aus dem 
reduzierten Dreieck durch Anhängungsprozesse entsteht, was dann eben in 
den Ergänzungsrelationen der Trigonometrie seinen Ausdruck findet. Die 
Zahl r" folgt dann aus der Relation r' + 2r" = r (wenn r als bekannt 
angenommen wird). 

Wir wollen nun wieder A, {t, 'J.1 allgemein annehmen, d. h. auch kom
plexe Werte zulassen, und wollen nach der M onodromiegntppe der 1]-Funk
tionen des Falles rr fragen. 

Natürlich genügt die Betrachtung der speziellen, durch das Integral 
dargestellten 1]-Funktion. 

Wenn x irgendwelche geschlossene Umläufe in seiner Ebene macht, 
so multipliziert sich der Integrand nur mit konstanten Faktoren von 
folgender allgemeinen Gestalt 

e2iJl(a.l+bft+cv) , 

unter a, b, c irgendwelche ganze Zahlen verstanden. 
Wenn aber der Integrand sich mit einer Konstanten multipliziert, 

so muß das Integral sich mit derselben Konstanten multiplizieren, wird 
aber außerdem noch im allgemeinen um einen Periodizitätsmodul additiv 
sich verändern. Also: 

Die Monodromiegruppe unseres 1] ist in der zweigliedrigen kontinuier-
lichen Gruppe 1]* = A 1] + B 

enthalten. 
Überhaupt ist der Fall II völlig charakterisiert durch folgende Eigen

schaft der Monodromiegruppe: 
Die Monodromiegruppe ist entweder als Untergruppe in 1]* = A 1] + B 

enthalten oder allgemeiner: Sie ist in eine solche Untergruppe überführbar 
durch eine passende lineare Abbildung der 1]-Ebene auf sich [*J. 

Durch diesen Satz tritt die Kategorie rr von 1]-Funktionen neben 
die algebraisch integrierbaren Fälle, die auch durch eine Eigenschaft 
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der Monodromiegruppe charakterisiert waren, nämlich durch die Eigen
schaft der Gruppe, endlich zu sein. 

Um noch einen letzten Punkt für den Fall 11 zu berühren, fragen wir, 
wie sich hier die Theorie der verwandten Funktionen gestaltet. 

Man sieht: Wenn 'f}1 und 'f} , welche beide die 1 ntegraldarstellung (S. 276) 
gestatten sollen, beide dieselben ganzen linearen Transformationen 
A 'f}1 + Bund A'f} + B erleiden, dann verhält sich 'YJl - 'YJ rein mul-

tiplikativ, mit denselben Multiplikatoren wie ~:1 bzw. ~:. Noch mehr: 

Das multiplikative Verhalten von ~:l und ~; rührt nur von den irratio

nalen Faktoren x"'(x - 1)'"'' her und läßt sich durch Division mit diesen 
besei tigen; gena u ebenso bei 'f}1 - 'YJ. Also: 

Unsere verwandten Funktionen 'YJ und 'YJl hängen im vorliegenden Falle 
in einfachster Weise durch die Formel zusammen: 

'll-'YJ =R(x) 
"'( ),n" . X .1'-1 

Diese Relation zwischen verwandten Funktionen und überhaupt die 
Lehre dieser verwandten Funktionen ist von VAN VLECK [1J in seiner Disser
tation behandelt, nur daß VAN VLECK statt dreier Verzweigungspunkte 
unter dem 1 ntegralzeichen beliebig viele annimmt und den Fall dreier Ver
zweigungspunkte immer nur als ein Beispiel heranzieht. 

§ 61. Stellung zu PICARD-VESSIOT. 

Wir haben nun eine Reihe von Fällen kennengelernt, in denen sich 
die Integration der hypergeometrischen Differentialgleichung durch 
Funktionen "niederer" Art bewerkstelligen läßt, nämlich 

~) alle Fälle, wo der Quotient eine algebraische Funktion ist, und 
ß) alle Fälle, wo man durch Quadratur einer multiplikativen Funktion 

zum Ziele kommt. 
Doch ist unser Verfahren noch wenig systematisch gewesen, ins

besondere wissen wir nicht, ob wir hiermit alle möglichen niederen oder 
(wie wir auch sagen wollen) ;,reduziblen" Fälle erschöpft haben. Dabei 
ist der Begriff "reduzibel" natürlich erst zu präzisieren. 

Wir werden daher fragen, ob es nicht überhaupt ein allgemeines 
Prinzip gibt, wonach wir die Differentialgleichungen für die hier vor
liegenden Fragestellungen einteilen können. 

Wir kommen damit genau auf den Gegenstand, welchen PICARD [2J 
und VESSIOT [1J behandelt haben [*J. Ich will über das PICARD-VESSIOT
sche Klassifikationsprinzip hier kurz nur referieren, und zwar lediglich 
durch Erläuterung am Beispiel unserer Differentialgleichung dritter 
Ordnung. 

PICARD und VESSIOT ordnen der jeweils betrachteten Differential
gleichung eine gewisse Gruppe von Transformationen zu, welche eine 
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Untergruppe der allgemeinen projektiven Gruppe, d. h. der Gruppe 

Af/+B 
1Jl = Cf/ + D 

aller projektiven Transformationen ist und welche ich die "Rationa
litätsgruppe " der Düferentialgleichung nennen will. Diese Ratio
nalitätsgruppe besitzt die folgenden beiden Eigenschaften: 

1. Jede rationale Düferentialinvariante r der Gruppe, d. h. jede 
rational aus x, aus Partikularlösungen der Differentialgleichung und 
aus deren Ableitungen zusammengesetzte Funktion r (x; 1J, 1J', 1J"), 
welche als Funktion von x betrachtet durch die Operationen der Gruppe 
nicht geändert wird, ist eine rationale Funktion R (x) von x: 

r (x; 1J, 1J', 1J") = R (x) . 

2. Jede rationale Funktion von x, 1J, 1J', 1J", welche eine rationale 
Funktion von x ist, bleibt - als Funktion von x betrachtet - bei der 
Gruppe invariant. 

Der Koeflizientenbereich, über welchem die rationalen Funktionen 
gebildet werden, soll den Körper aller Zahlen enthalten. Außerdem sei 
noch bemerkt: Eine Rationalitätsgruppe 9l ist im allgemeinen eine 
algebraische Untergruppe der allgemeinen projektiven Gruppe, d. h. 
zwischen den Koeffizienten A, B, C, D der Transformationen von 9l 
bestehen algebraische Relationen. 

Bei unserer Differentialgleichung dritter Ordnung für 1J wissen wir 
schon, daß jede rationale Differentialinvariante der (kontinuierlichen) 
Gruppe aller projektiven Transformationen 

Af/+B 
1Jl = Cf/ +D 

gewiß eine rationale Funktion von x ist. Diese Gruppe aller projektiven 
Transformationen ist darum aber noch nicht notwendig die Rationali
tätsgruppe selbst. 

Wir werden nun allgemein dann und nur dann von einem "redu
zi blen" ("niederen") Fall sprechen, wenn die RatiomiJitätsgruppe eine 
echte Untergruppe der allgemeinen projektiven Gruppe ist. 

Wir geben im folgenden (ohne Beweis) das Verzeichnis aller Unter
gruppen der projektiven Gruppe, welche hier überhaupt als Rationalitäts
gruppen in Frage kommen, und setzen jeweils gleich die einfachste Düfe
rentialinvariante der betreffenden Untergruppe hinzu: 

1. Identität: 1Jl = 1J • • • • • • • • • Invariante 1J 
2. Kreisteilungstypus : 1Jl = efl1J (8" = 1) . 1J" 
3. Diedertypus: 1Jl = efl1J±1 " 1J" + 1J-" 
4. Tetraedergruppe 
5. Oktaedergruppe .... 
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6. Ikosaedergruppe . . . . . . . . . . 

7. Erweiterter Kreisteilungstypus : "h = A'1] 

8. Erweiterter Diedertypus : '1]1 = A '1]±1 • 

9· '71 = 'YJ + B ..... 
10. '1]1 = e/}'1] + B (en = 1) 

11. '1]l=A'1]+B 

A'1 +B 
12. 'YJl = C'1 + D 

281 

" 

Die Gruppen 1 bis 6 sind die endlichen Gruppen, welche zu den alge
braisch integrierbaren Fällen gehören (sie enthalten keinen kontinuierlich 
veränderlichen Parameter, sind also keine kontinuierlichen Gruppen) [*]. 
Die einfachsten zu diesen Fällen gehörigen Invarianten sind rationale 
Funktionen von '1]. Beispielsweise gehört '1] selbst zur Identität als In
variante; und da (zufolge der Eigenschaften der Rationalitätsgruppe) 
die Invariante eine rationale Funktion von x ist, so hat die Lösung 
einer zum Typus 1 gehörenden Differentialgleichung die Gestalt: 

'YJ = rationale Funktion von x. 

Entsprechendes gilt für die übrigen endlichen Gruppen 1 bis 6. Z. B. 
ist die Lösung irgendeiner zum Ikosaedertypus gehörigen Differential
gleichung gegeben durch eine Gleichung der Gestalt 

[H(1'J)J3 t' I F kt' 
1728 [/('1)J6 = ra lOna e un Ion von x. 

Die Differentialinvarianten des Tetraedertypus und des Oktaedertypus 
sind ganz analog zusammengesetzt wie die des Ikosaedertypus (vgl. 
KLEIN [5], S. 60). 

Wir haben gesehen, daß es in der Tat Differentialgleichungen zu 
einem jeden der Typen 1 bis 6 gibt, entsprechend den folgenden ein
fachsten Exponentenzusammenstellungen A, ft, ,,: 

1- 1, 1, 1 . 1 1 
1 ; 3· 

1 1 
2. n' - , - , - , 2' , n n 2 

4. 
1 

5· 
1 1 1 

6. 
1 1 1 

- , , - , , - , - , , 
2 ' 3 3 2 3 4 2 3 5 

Von da aus bestimmten wir die sämtlichen hierher gehörigen Tripel 
A,ft,'" 

In den Fällen 7 bis 12 bedeuten A und B kontinuierlich veränder
liche Parameter, und zwar so, daß in den Gruppen 7, 9, 11, 12 je alle 
Substitutionen durch kontinuierliche Abänderung der Parameter inein
ander überzuführen sind, während in 8 zwei vollständig getrennte, in 
sich kontinuierliche Mannigfaltigkeiten von Substitutionen, nämlich 
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'71 -: A 1] und 1]1 = A 1] - 1 enthalten sind, in 10 aber n unterschiedene 
Kontinua. 

Die Gruppen 7, 9,11,12 nennt man daher "kontinuierliche" Gruppen, 
8 und 10 "gemischte" Gruppen. Bei allen diesen Gruppen, weIche stetig 
veränderliche Parameter enthalten, sind die einfachsten Invarianten 
rationale Funktionen von 1] und seinen Differentialquotienten, deren 
höchste Ordnung mit der Anzahl der unabhängigen Parameter über
einstimmt. 

Wir haben nun zuzusehen, ob wir wirklich die Differentialgleichungen 
zu den einzelnen Fällen 7 bis 12 bereits kennen. 

Zum Falle 7 gehört, wenigstens für JA J = 1, ein Elementardreieck 
wie zum Falle 2 des Kreisteilungstypus; indes ist, falls JA J = 1, aber A 
keine Einheitswurzel ist, die Winkelöffnung A3l: der Sichel kein ratio
naler, sondern ein irrationaler Teil von 3l:, so daß die Sichel nicht nach 
einer endlichen Anzahl von Spiegelungen wieder mit sich zur Deckung 
kommt. Die einfachste zum Fall 7 gehörige Differentialgleichung hat 
also ein Exponentensystem (A, A, 1); und das gilt ersichtlich auch für 
JA J =1= 1, d. h. für den Fall eines komplexen A. Sobald A eine komplexe 
Zahl ist, können wir von einem Dreiecke (im üblichen Sinne), das der 
Halbebene'x entspricht, nicht mehr reden, sondern müssen den der Ge
samtebene x entsprechenden "Bereich" in Betracht ziehen. Trotzdem 
sprechen wir der Kürze wegen im folgenden gelegentlich auch von "Drei
ecken mit komplexem A" oder ähnlich. 

Die einfachsten Differentialgleichungen des Typus 7 haben ein Ex
ponentensystem (A, A, 1), wie diejenigen des Kreisteilungstypus, jedoch mit 
irrationalem oder komplexem Werte von A. Daher haben wir die Be
nennung "erweiterter Kreisteilungstypus" eingeführt. Übrigens ergibt 
sich 7 auch speziell aus 11 für B = o. 

Analog entspricht der erweiterte Diedertypus 8 einem Minimaldreieck 
(A, i, I) mit irrationalem oder komplexem Werte von A, während dem 
elementaren Diedertypus ein ebensolches Dreieck mit rationalem Werte 
von A zugehört. 

Ich sage nun ferner: Die Typen 9, 10, 11 gehören alle zu dem früher 
(vgl. § 48) mit II benannten Falle geradliniger Dreiecke, für welchen die 
Relation eA + e' p, + e"v = 2r + 1 charakteristisch ist, und zwar liegt 
der Fall 9 vor, wenn A, p" v ganze Zahlen sind, der Fall 10, wenn A, p" v 
rational sind, und der Fall 11, wenn ein oder mehrere der Zahlen A, p" v 
reelle irrationale oder komplexe Werte haben. Übrigens gehört auch 
noch Fall 7 hierher. 

Der Beweis hierfür mag wenigstens kurz angedeutet werden. Wir 
können ihn führen, sobald feststeht, daß die Monodromiegruppe meiner 
zur Rationalitätsgruppe ~ gehörigen Differentialgleichung ihrerseits Unter
gruppe von lR, daß also lR;::: m ist. Da nämlich die Gruppen 9, 10 und 
11 in der zweigliedrigen kontinuierlichen Gruppe 1]1 = A 1] + B ent-
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halten sind, so gilt dies alsdann auch für im. Daraus folgt mit Rücksicht 
auf einen früher (S. 278) aufgestellten Satz die ursprüngliche Behauptung. 

Alle übrigen Fälle gehören zum allgemeinsten Typus 12, in welchem 
die Rationalitätsgruppe die allgemeine projektive Gruppe ist. 

Mit unserer Aufzählung aller möglichen Rationalitätsgruppen ist in 
die ganze hier vorliegende Frage Klarheit gebracht. 

Wir wissen jetzt insbesondere, daß unsere frühere Aufzählung der 
reduziblen Fälle schon vollständig war, wenn wir nunmehr "reduzibel" 
in dem zu Beginn dieses Paragraphen erklärten Sinne verstehen; denn 
sie enthielt im wesentlichen alle unter 1 bis 11 gehörigen Differential
gleichungen, die sich ja entweder algebraisch oder durch Quadratur 
einer multiplikativen Funktion lösen lassen [*J. 

Schon seit dem vorigen Jahrhundert hat man sich gefragt, wann man 
die Lösung der hypergeometrischen Differentialgleichung auf niedere 
Funktionen zurückführen kann. Ich will in dieser Hinsicht einige Lite
ratur angeben. 

Was zunächst die algebraischen Fälle angeht, so sind von diesen nur 
die allereinfachsten den älteren Mathematikern bekannt geworden. 

Die höheren algebraisch integrierbaren Fälle der hypergeometrischen 
Differentialgleichung sind erst d1trch die RIEMANNschen Methoden zugäng
lich geworden. 

Die Frage, mit der sich die früheren Analysten zu beschäftigen 
pflegten, war die, wann man eine vorgelegte Differentialgleichung durch 
Quadraturen lösen könne. 

Ich habe in einer der ersten Stunden des Semesters das Buch von 
PFAFF [1J Disquisitiones analyticae (1797) Ihnen bereits vorgelegt; das 
Problem, mit dem sich diese Untersuchungen beschäftigen, ist gerade 
die Frage nach der Lösbarkeit der Differentialgleichung durch Quadratur. 

Die sog. integrablen Fälle, welche PFAFF sucht und im Prinzip alle 
findet, sind gerade die Fälle 1, 2, 3, 7, 8, 9, 10, 11. 

PFAFF hat das aber nicht ins einzelne ausgeführt. Dies tat erst 
MARKoFF [1-2J. 

Die theoretische Grundlage bilden dabei die allgemeinen Entwick
lungen von LIOUVILLE [1J aus dem Jahre 1839. 

Der Fortschritt der neuen Auffassung von PICARD und VESSIOT liegt 
darin, daß die Heraushebung der speziellen Fälle, welche die früheren Auto
ren bereits vorgenommen haben, auf ein allgemeines Prinzip, das Gruppen
prinzip, insbesondere auf das Prinzip der Rationalitätsgruppe zurück
geführt ist. 

Das Beispiel der 'Yj-Funktion ist das erste, an welchem man die PICARD
VEssIOTsche Einteilung wirklich durchführen kann. Es wird darauf an
kommen, in gleicher Weise den PICARD-VESSIOTschen Ansatz für höhere 
Fälle nicht nur als ein mögliches Schema auszuarbeiten, sondern wirklich 
genau durchzuführen. 
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Damit meine ich, daß man nicht nur die verschiedenen möglichen 
Rationalitätsgruppen aufzählen soll, um dann sagen zu können: Jede 
Differentialgleichung der betreffenden Ordnung muß zu einer dieser 
Gruppen gehören; sondern daß man auch so weit kommen muß, daß man 
von jeder vorgelegten Differentialgleichung entscheiden kann, zu welcher 
der aufgestellten Rationalltätsgruppen sie gehört. 

Bei der hypergeometrischen Differentialgleichung ist dieses Problem 
deswegen so unmittelbar zu lösen, weil man zu jeder Differentialgleichung 
die Monodromiegruppe unmittelbar angeben kann; bei höheren Diffe
rentialgleichungen aber ist durch die Exponenten die Monodromie
gruppe noch nicht bestimmt, die akzessorischen Parameter treten mit 
in die Betrachtung ein, und die ganze Entwicklung wird zweifellos viel 
komplizierter. 

Heute will ich zunächst, gewissermaßen als Anhang zu unseren Be
trachtungen über die Integrierbarkeit der Differentialgleichung mit drei 
Bestimmtheitsstellen, auf die entsprechende Frage, nämlich die nach 
der Reduzibilität, bei demjenigen Grenzfall eingehen, den wir schon als 
den Fall der BEssELschen Differentialgleichung oder, was im wesent
lichen dasselbe ist, als den Fall der gewöhnlichen RICcATIschen Differential
gleichung kennengelernt haben. 

Die gewöhnliche RICCATISche Differentialgleichung ist, wie wir 
(§ 31) lernten, die Differentialresolvente erster Ordnung folgender 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

tPu 
dz. = z"'u, 

und diese Differentialgleichung geht durch eine leichte Umformung 
für m =1= -2 in die folgende über, eben die BEssELSche Differential-
gleichung: dy· + ~ dy + (1 _ nl ) = 0 

dx· x dx x· Y , 
wobei 1 

n=m+2 
gesetzt ist. (Im Falle m = -2 erhält man die Differentialgleichung 
u" = Z-2 U , welche sich durch Quadraturen lösen läßt.) 

Nun wird die Theorie dieser Differentialgleichung in den gewöhn
lichen Lehrbüchern immer so behandelt, daß man Werte für n gibt, für 
welche die Differentialgleichung durch niedere Funktionen integrierbar 
ist. Man findet da, daß in der Tat die Gleichung auf niedere Funktionen, 
und zwar auf trigonometrische Funktionen führt, wenn m die Gestalt hat 

4k 
m = 1 - 2k' 

unter kirgendeine ganze Zahl verstanden. 

Beginn der sechzigsten Vorlesung. 
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Die Integration wird in diesem Falle durch ein Rekursionsverfahren 
bewerkstelligt, durch welches die Konstante n auf Null heruntergebracht 
wird. Man kommt nämlich vermitteIs einer Transformation der Form 

Adx) Yl + A.(x) Y Xl = xm+3 = Bl(x) Yl + B.(x) , 

zu einer neuen RICCATIschen Differentialgleichung mit ml = - :: t; . 
Daher wird nl = ml ~ 2 = n + 1, d. h. die Transformation entspricht 

dem übergang von n zu n + 1. Und da die Transformation auch rück
wärts ausgeführt werden kann, ist ebenso der Übergang von n zu n - 1 
möglich. 

Was ist nun der innere Sinn dieses Rekursionsverfahrens? Und 
gibt es nicht vielleicht auch noch andere Fälle, in denen man auf niedere 
Funktionen geführt wird? 

Beide Fragen pflegen in den Lehrbüchern mit Stillschweigen über
gangen zu werden, obwohl die zweite Frage bereits von LiouVILLE [2] 
beantwortet ist [*]. LIOUVILLE zeigt nämlich mit Hilfe von Reihenent
wicklungen, daß es in der Tat keine weiteren Fälle gibt, welche auf 
niedere Funktionen führen. 

Wir können uns nun mit unseren geometrischen Methoden leicht 
den inneren Sinn des Reduktionsverfahrens der Lehrbücher klarmachen. 
Wir wissen (vgl. § 52), daß ein reduziertes Dreieck der zugehörigen 
n-Funktion die in der (S. 239 angegebenen) Fig. 72 angedeutete Gestalt 
hat, mit einem endlichen Winkel 2no~, zwei von ihm auslaufenden 
Seiten tlr bl und al Cl und mit zwei Windungspunkten unendlich hoher 
Ordnung in den Eckpunkten bl und Cl' Aus diesem Dreieck und seinem 
Nebendreieck erhält man nun das allgemeinste, zu irgendeinem Werte 
n = ±k + no gehörige Dreieck, indem man an die Seiten al bl und al Cl 

im ganzen k Halbebenen lateral anhängt. Man erhält so eine Reihe ver
wandter Dreiecke, welche von dem reduzierten Dreieck zum allgemeinen 
Dreieck führen, ganz wie im regulären Fall. Und nun zeigt sich: 

Das gewöhnliche Rekursionsverfahren, welches man bei der Behandlung 
der RICCATISchen Gleichung in Ansatz bringt, bedeutet nichts anderes, als 
daß man die Reihenfolge der verwandten BEssELschen Funktionen bis hin 
zur Minimalfunktion durchläuft: 

Die Entwicklungen der Lehrbücher zusammen mit dem Satze von LIOU
VILLE kommen nun darauf hinaus, daß die BESSELSche Figur (nach Ab
trennung der lateralen Anhängungen) dann und nur dann auf gewöhn-

liche Funktionen führt, wenn n = m ~ 2 = i - k, also no = i ist, d. h. 

wenn der Winkel bei a l gleich ~ ist, so daß dann einfach die Verzweigung 
des Logarithmus vorliegt, gemäß 

x=log'1J- bl. 
'1J - CI 
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Wir sehen, wie übersichtlich und naturnotwendig sich bei unserer 
Behandlungsweise das darstellt, was gewöhnlich nur als ein wunderbarer 
Kunstgriff erscheint. 

Oberhaupt scheint es nützlich zu sein, eine Darstellung der Theorie der 
BEssELSchen Funktionen zu geben, bei welcher die letztere durchweg als 
ein Grenzfall der Theorie der 'Y}-Funktion erscheint. 

Neunter Abschnitt. 

Zurückführung auf eindeutige Funktionen. 
(Zweite Anwendung des Symmetrieprinzips.) 

§ 62. Eindeutig umkehrbare "I-Funktionen. 
Wir haben hiermit die Frage nach der Zurückführung der 'Y}-Funktion 

auf niedere Funktionen zu Ende gebracht. 
Jetzt wollen wir unsere Dreiecksfiguren nach einer anderen Seite zur 

Geltung bringen, indem wir uns fragen: Wann ist die (im allgemeinen 
mehrdeutige) Funktion 'Y} (x) eindeutig umkehrbar, d. h. wann ist x eine 
eindeutige Funktion von 'Y}? 

Es ist dies ein spezieller Fall einer ganz allgemeinen Fragestellung 
der Funktionentheorie, welche darauf hinausgeht, das Rechnen mit 
mehrdeutigen Funktionen möglichst zu vermeiden. Hat man über
haupt eine funktionale Abliängigkeit y (x), bei der einem Werte von x 
mehrere, vielleicht unendlich viele, Werte von y entsprechen und um
gekehrt einem Werte von y mehrere Werte von x, dann kann man allemal 
fragen, ob man nicht sowohl y wie x als eindeutige Funktionen einer 
dritten Veränderlichen t darstellen kann. Man denke nur an das Bei
spiel der elliptischen Funktionen, wo nicht nur die algebraischen Funk
tionen einer RIEMANNschen Fläche, sondern auch die Integrale erster 
und zweiter Gattung als eindeutige Funktionen einer dritten ("uniformi
sierenden") Veränderlichen, nämlich des Integrals erster Gattung, dar
gestellt werden können. Wir sagen also: 

Es ist eine allgemeine Aufgabe der Analysis, bei der D~skussion ana
lytischer Beziehungen iedesmal eine "uniformisierende Hilfsverän
derliche" aufzufinden. 

Bei unserer speziellen Problemstellung handelt es sich also darum, 
zu untersuchen, wann 'Y} selbst als uniformisierende Veränderliche 
brauchbar ist. Es zeigt sich, daß das in der Tat in einer großen Anzahl 
von Fällen zutrifft. Wir werden weiterhin sogar sehen, daß auch da, 
wo 'Y} selbst nicht brauchbar ist, doch eine andere 'Y}-Funktion H (x) zum 
Ziele führt. 

Jetzt also handelt es sich um die Frage, wann x eine eindeutige 
Funktion von 'Y} sein kann. Es ergibt sich sofort als notwendige Be
dingung: 
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Wenn 'fJ (x) eindeutig umkehrbar sein soll, so müssen Ä, 1-', v gewiß 
reell sein. 

Denn wäre etwa Ä komplex, so wäre nicht nur 

'fJ - a1 = (x - a).l.1,ß (x - a), 
sondern auch 

eine an der Stelle a1 von unendlich hoher Ordnung verzweigte, also ge
wiß nicht eindeutige Funktion ($(0) =1= 0, I,ßl(O) =1= 0). 

Da also nur reelle Ä, 1-', v in Betracht kommen, brauchen wir uns 
mit den allgemeinen 'fJ-Bereichen bei der vorliegenden Fragestellung 
gar nicht zu beschäftigen, sondern können uns von vornherein auf den 
Fall beschränken, wo die positive x-Halbebene auf ein gewöhnliches 
Kreisbogendreieck abgebildet wird. 

Hier treten also unsere Figuren in ihr Recht. In der Tat ist geo
metrisch leicht zu sehen, welches die notwendige und hinreichende Be
dingung dafür ist, daß x eine eindeutige Funktion von 'fJ sei. Man denke 
sich das Kreisbogendreieck der 'fJ-Ebene, also das konforme Abbild der 
positiven x-Halbebene, symmetrisch vervielfältigt, so oft es möglich ist. 
Man erhält so eine endliche oder abzählbar unendliche Zahl abwechselnd 
schraffierter und nichtschraffierter Dreiecke, welche lückenlos anein
andergefügt sind (jeder Randpunkt eines Dreiecks ist zugleich Rand
punkt mindestens eines zweiten, vom ersten verschiedenen Dreiecks); 
wir sprechen kurz von einem "Netz" von Dreiecken. 

Soll nun x eine eindeutige Funktion von 'fJ sein, so darf die 'fJ-Ebene 
durch das Netz nur schlicht überlagert werden, d. h. über keinem Punkt 
der 'fJ-Ebene dürfen (innere) Punkte von mehreren Dreiecken oder meh
rere Punkte des gleichen Dreiecks liegen. Das zweite wäre der Fall, 
wenn ein einzelnes Dreieck die Ebene oder einen Teil derselben mehrfach 
überdeckte, das erste, wenn die (aneinandergefügt gedachten) Dreiecks
membranen irgendwo übereinandergreifen würden. Beides muß also 
ausgeschlossen sein. Umgekehrt: Wenn diese Forderungen erfüllt sind, 
so entsprechen keinem Werte von 'fJ mehrere Werte von x, d. h. x ist 
eine eindeutige Funktion von 'fJ. Man hat also den Satz: 

x wird dann und nur dann eine eindeutige Funktion von 'fJ sein, wenn 
das Anfangsdreieck zusammen mit allen Dreiecken, die aus ihm durch 
"Symmetrie" (Spiegelung) entstehen, nirgendwo eine mehrfache Ober
deckung der Ebene liefert. 

Nun fragt es sich, ob es solche Dreiecke gibt, die bei ihrer Verviel
fältigung diese Eigenschaft zeigen. 

In der Tat haben wir bereits solche Dreiecke kennengelernt : 
Das Elementardreieck des Ikosaeders mit den Winkeln i, t, -} gibt uns 

ein Beispiel dafür, daß der fragliche Fall möglich ist. Da hat man im 
ganzen 120 Dreiecke, welche die Kugel einfach überdecken; und dement-
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sprechend ist x wirklich eine eindeutige Funktion von 'YJ, und zwar im vor
liegenden Falle genauer eine rationale Funktion 60. Grades: 

x = Roo('YJ). 

Leicht sind alle diejenigen Fälle aufzuzählen, in denen, wie beim Ikosa
eder, eine schlichte überdeckung der 'YJ-Kugel mit einer endlichen An
zahl von Dreiecken herauskommt und in denen also x eine rationale 
Funktion von 'YJ ist; es sind einfach die Elementardreiecke unserer sechs 
Typen von algebraischen 'YJ-Funktionen; sie entsprechen nämlich den 
Tripeln 

h. (1, 1, 1); 21. (1, !' !); 3J. (~, ~, !); 
4 ( 1 1 1) . 5 (1 1 1) . 61. (21 . 31, 15) 
I· 2' 3' 3' I· 2' 3' 4 ' 

(vgl. § 57; der soeben unter 11 angeführte Fall liefert die triviale 
Gruppe, welche nur aus der identischen Abbildung x = 'YJ besteht und 

ist seinerzeit nicht ausdrücklich mit aufgeführt. Das Dreieck 1, ..!.., ..!.. 
entspricht dem Kreisteilungstypus G,.). n n 

In allen diesen Fällen und nur in diesen ist x eine rationale Funktion 
von 'YJ. 

In jedem Falle sehen wir, daß A, p, v reziproke Werte ganzer Zahlen 
sind: 

1 
A = L ' 

wie dies von vornherein als notwendig erscheint. Natürlich ist die 

Summe der Exponenten i: + ~ + ;, > 1, da überall der Fall 1 vor
liegt (vgl. S. 213 und S. 257, Anmerkung [*]); und zwar sieht man, wenn 
man nur auf die Fälle achtet, wo keiner der Exponenten eine ganze 
Zahl ist, also auf die Fälle 31 bis 61 , daß die aufgezählten Zusammen
stellungen gerade alle Möglichkeiten erschöpfen, wie man drei positive 
ganze Zahlen L, M, N größer als Eins so wählen kann, daß die Be-

dingung 1 + ~ + ~ > 1 erfüllt ist. Also: 

_ Unsere Fälle 3[ bis 6[ entsprechen genau den verschiedenen Möglich
keiten, der (den Fall 1 kennzeichnenden) Ungleichung 

~+~+~>1 
L M N 

durch drei ganze Zahlen zu genügen, welche größer als Eins sind. 
Von den möglichen Lösungen der Ungleichung, in denen eine oder 

mehrere der Zahlen L, M, N gleich 1 sind, kommen außer (1, 1 , 1) 

und (1, !' !), wo n>2, keine weiteren in Betracht, also weder (1, 1, !) 
noch (1, !' ~), wo n 4= m; n, m>2. Denn die hier in Frage kommen-
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den rJ (x) dürfen keine logarithmischen Singularitäten besitzen, so daß 
die zu einem ganzzahligen Exponenten gehörige Stelle ein Ausnahme
punkt zweiter Ordnung sein muß, folglich die in der betreffenden Ecke 
zusammenstoßenden Dreiecksseiten beide auf dem gleichen Kreise liegen 

müssen und mithin (1, 1, !) und (1, !, ~) keine Dreiecke liefern, wie 

sie hier benötigt werden. 
Gehen wir nun von unserem Fall I zu den Fällen II und III über, 

in denen für das Minimaldreieck Ä + p. + 'J1 = 1 bzw. Ä + p. + 'J1 < 1 
ist. Wie im Falle I müssen Ä, It, 'J1 natürlich die reziproken Werte ganzer 
Zahlen sein, weil sonst das Dreiecksnetz schon in den Ecken Verzweigungs
punkte liefern würde. Aber ich sage, daß auch umgekehrt immer eine 
einfache überdeckung der Ebene vorliegt, wenn Ä, p., 'J1 die Form 
1 1 1 
L' M' N haben. 

Es zeigt sich, daß auch in den Fällen II und III allemal eindeutige 

Umkehrbarkeit statthat, sobald Ä = i-, p. = it, 'J1 = ;, gesetzt wird, unter 

L, M, N geeignete ganze (Positive) Zahlen verstanden. Dabei gilt oe eben
lalls als ganze Zahl, d. h. auch die Fälle Ä = 0 usw. sind zugelassen. 

Der Fall II läßt sich dabei noch in der Weise vollständig diskutieren, 
daß man alle ganzzahligen Lösungen der diophantischen Gleichung 

~+~+~=1 L M N 
aufsucht (unter Einbeziehung der Fälle L = 1 und L = 00, d. h. Ä = 0). 
Man findet 

in. (1,0, 0); 2n· (1,1,0); 311. (1, 1, I); 4n. (1,1,1); Sn. (1, 1, 1); 

und in der Tat entspricht jeder dieser Exponentenzusammenstellungen 
eine schlichte überdeckung der Ebene mit Dreiecken, jetzt freilich in 
unendlicher Anzahl, so daß x eine zwar noch eindeutige, aber trans
zendente Funktion von rJ wird. 

Die den Fällen 111 und 2n entsprechenden Figuren sind folgende 
(wenn der gemeinsame Schnittpunkt der Dreiecksseiten nach rJ = 00 

gelegt wird): 

" .. 11::::"'''''''::'''''::::::'''''''' :;,f"iiii " 1.: BB .. iI:::a:: 
!""'''!'''''''''''''''''''''''''U'''tIt'''''''''''''"!1!!!!I!1! •• tt!."'J'I'!","!!'!!!''''''''''!'!!'''' 

1II11IiJltiiIiU"'''IIllilJlllllliim'''''iliili"I:IIiilliilim''''II'lIIlIlitliiUiiiliiilil''ihili 

! '''II!'''''' """u""""",,,,,m"""I1"" """",III''''II!lIIlI!''''''''!II''''r!",,,,,,,!tIt! 

i i • i I: • ii' 

""I!"""""'''''''''''IIII!'''''IfI''''''''''''''!!I''''''!!!!!Il!!l!!!!!,,,!!I'''''!U'''''!II11''!I!!!! 

Fig.9O. Dreiecksnetz im Falle In: (1,0,0). Fig.91. Dreiecksnetz im Falle 2n: Cl, i, 0). 

Die zugehörigen eindeutigen transzendenten Funktionen x (rJ) sind 
x = e" und x = sin rJ • Wir könnten die beiden beschriebenen Fälle als 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 19 
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Ausartung des Kreisteilungstypus (1, :' :) und des Diedertypus 

(~, ~, ~) für unendlich wachsendes n ansehen und demgemäß als 
2 2 n 

"unendlich hohen Kreisteilungstypus" und als "unendlich hohen Die
dertypus" benennen. 

Beidemal sind wir zu einer einfach periodischen Funktion gekommen, 
entsprechend der geometrischen Tatsache, daß beide Figuren aus der 
Nebeneinanderlagerung kongruenter Streifen entstehen (in den Figuren 
mit starken Linien abgegrenzt). 

Anders ist es in den Fällen 3n bis 5n. Hier erhalten wir nicht mehr 
einfach periodische, sondern doppeltperiodische Funktionen, wie ein 
Blick auf die Figuren 3n bis 5n zeigt. Wir wollen hier nur die Figur 4n 
besprechen, die dem Falle (1, i, 1) entspricht. Man sieht, daß man in 

der Tat die ganze Einteilung der 
Ebene durch kongruente Ver
schiebung z. B. des stark um
zogenen Quadrats in der Rich
tung der einen bzw. anderen 
seiner Kanten erzeugt denken 
kann. (Bei der Verschiebung 
geht jedes schraffierte bzw.nicht
schraffierte Dreieck wieder in 
ein schraffiertes bzw. nicht
schraffiertes über.) (Vgl. KLEIN 
[4J, Bd. 1, S.107.) 

x ist im Falle 41I eine spezi
elle elliptische Funktion von 17, 

Fig.92. Dreiecksnetz im Falle 4n: (I, t, t): und zwar eine sog. lemniskatische 
Funktion. 

Die Bezeichnung "lemniskatisch" rührt daher, daß die Berechnung 
der Bogenlänge der Lemniskate auf ein elliptisches Integral erster Gattung 
und damit auf die in Rede stehenden elliptischen Funktionen führt (vgl. 
SERRET-SCHEFFERS [1], Bd.2, S. 308; ferner auch FRICKE [1J, 1. Teil, 
S.193)· 

Ähnlich ist es in den anderen Fällen 3n und 5n . 
1 edesmal erhält man im Falle 11 einfachperiodische oder elliptische 

Funktionen mit speziellen Moduln. 
Im Falle II sind wir also immer noch im Bereiche der bekannten 

Funktionen geblieben, wenn wir auch das Gebiet der rationalen Funk
tionen verließen. Zu ganz neuen Funktionen höchst merkwürdigen 
Charakters gelangt man aber durch Umkehrung der 17-Funktionen des 
Falles III. Diese neuen Funktionen sind zuerst von SCHWARZ [1J in 
seiner oft genannten Arbeit gegeben. Es scheint mir dies eine Leistung, 
die sich mindestens gleichwertig neben die genaue Aufzählung der alge-



.§ 62. Eindeutig umkehrbare l1-Funktionen. 291 

braischen 1]-Funktionen stellt. Die SCHwARzsehe Arbeit ist dadurch 
zum Vorläufer aller der späteren Arbeiten, insbesondere von POINCARE, 
über eindeutige transzendente Funktionen mit linearen Transformationen 
in sich geworden [*]. Wir sagen: 

Um die Umkehrung der 1]-Funktion eindeutig zu machen, genügt es 
auch im Falle III, 1 1 1 

A=r· p,= M' 11= N 

zu setzen; es gibt also jetzt nicht eine endliche, sondern eine unendliche 
Anzahl von TripeIn natürlicher Zahlen L, M, N, für welche 

-.!...+~+-.!...<1 L M N 
ist. Es ist zu zeigen, daß iedes dieser unendlich vielen Wertsysteme mit 

eindeutiger .Umkehrbarkeit der zugehörigen Funktion 1] (1 ' ~ , ~ ; x) 
verbunden zst. 

Ein spezieller Fall, nämlich L = M = N = 00, d. h. A = p, = 11 = 0, 
also die Funktion x (1]) • welche durch Umkehrung von 1] (0, 0, 0; x) ent
steht, war von seiten der analytischen Darstellung schon länger bekannt, 
wenn man sich auch über ihren funktionentheoretischen Charakter erst 
seit SCHWARZ' Untersuchung klar geworden ist [**J. Es ist die sog. 
elliptische Modultunktion. 

Das Dreieck der elliptischen Modulfunktion hat die Winkel 0, 0, O. 
Es existiert ein durch seine drei Ecken gehender Kreis, auf welchem 
alle drei Seiten senkrecht stehen. Dieser Or
thogonalkreis geht in sich selbst über, wenn 
ich die 1]-Ebene durch Spiegelung an irgend
einer Seite des Dreiecks umforme, und zwar 
so, daß das Innere des Orthogonalkreises in 
sich und das Äußere in sich transformiert wird. 

So oft ich also das Dreieck durch Spiege
lung vervielfältigen mag, ich kann nie aus 
dem Inneren des Orthogonalkreises heraus
gelangen. Wohl aber kann ich das ganze Innere Fig.93. Dreieck der elliptischen 

bis in beliebige Nähe der Peripherie mit Drei _ Modulfunktion mit einigen Spiegel. 
bildern. 

ecken ausfüllen. Dies ist leicht zu sehen, wenn 
man (durch lineare Abbildung) z. B. den Orthogonalkreis sowie zwei (be
liebige) Seiten des Dreiecks (0, 0, 0) zu Geraden macht; in der Tat ist 
es dann anschaulich klar, daß jeder Punkt des von einer solchen Seite 
und von dem Orthogonalkreis eingeschlossenen Gebietes durch unsere 
Spiegelungen erreichbar ist. Bei Annäherung an den Orthogonalkreis 
drängen sich die einzelnen Dreiecke sozusagen immer dichter zusammen; 
der Orthogonalkreis ist die "natürliche Grenze" der Funktion x (1]) , 
über welche hinaus die Funktion auf keine Weise analytisch fortgesetzt 
werden kann. Also: 

19* 
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x wird eine eindeutige Funktion von 1), welche im Innern eines Kreises 
der 1)-Ebene analytisch ist und diesen Kreis zur natürlichen Grenze hat; 
wie man daraus erkennt, daß bei der Reproduktion der Dreiecke sich diese 
beim Zuschreiten auf den Grenzkreis (Orthogonalkreis) immer mehr häufen. 

Ganz ähnlich liegen die übrigen Fälle 1 = 1 ' # = M' ')I = Jv mit 
1+#+')1<1. 

Jedesmal ist x eine im Innern des zum Dreieck (1, #' ')I) gehörigen 
Orthogonalkreises eindeutige analytische Funktion von 1), welche diesen 
Kreis als natürliche Grenze besitzt. Ein Eckpunkt des Dreiecks 
(1, #, ')I) liegt dann und nur dann auf dem Orthogonalkreis, wenn der 
zugehörige Exponent Null ist. 

Ich gebe heute noch eine zweite Figur für die eindeutigen x (1)) mit 
Grenzkreis. 

Man denke sich das Ausgangsdreieck der Fig. 93 durch seine drei 
Höhen zerlegt. Dadurch zerfällt es in sechs Dreiecke mit den Winkel-

Fig. 94. Dreieck der elliptischen Mo
dulfunktion mit seinen sechs, durch 
die "Höhen" erzeugten Teildreiecken. 

zahlen 0, t, t. Diese schraffiere man ab
wechselnd und vervielfältige die Figur, wie 
gestern, durch Spiegelung an den Seiten des 
großen Dreiecks. Man wird ebenfalls eine 
schlichte Überdeckung der Ebene mit Drei
ecken bekommen, und zwar wieder nur im 
Innern des Orthogonalkreises, welcher nicht 
nur für die großen Dreiecke (0,0,0), sondern 
auch für die kleinen Dreiecke (i, i, 0) Ortho-
gonalkreis ist. [Weiter ausgeführt ist die 
Figur in KLEIN (FRICKE) [4], Bd.1, S.112ff., 
indem eigentlich diese Figur die Grundlage 
für meine Behandlung der Modulfunktionen 

bildet. Daselbst findet man auch auf S. 109 die Figur für die Winkel
zahlen (i, t, f)·] 

. Wie wird m~~ nun alle diese Funktionen x (1)) für (1 ' ~ , ~ ) analy
hsth charaktensieren? 

Wir denken uns die, vermittels der verschiedenen linearen Substitu
tionen aus dem (beliebig zu wählenden) AusgangsdreieckDo entstehenden, 
Dreiecke beliebig numeriert. Durch eine bestimmte lineare Substitution 

1X,,1] + ß" 1 2 
1)1 = r" 1] + ~x ' X = , ,'" 

geht dann das (schraffierte) Ausgangsdreieck Do über in irgendein anderes 
schraffiertes Dreieck der Figur, etwa in das x-te Dreieck D". Zwei ent
sprechende Punkte der beiden Dreiecke, d. h. zwei Punkte, von welchen 

Beginn der einundsechzigsten Vorlesung. 
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der eine aus dem anderen durch die genannte Substitution hervorgeht, 
entsprechen aber demselben Punkte der x-Ebene; es gilt also die Funk
tionalgleichung: 

X (rxH '1 + P .. ) = x (-I]) , 
r .. '1 + lJ" 

und zwar für unendlich viele Zahlensysteme IX .. , ß .. , 1'", 15 .. , entsprechend 
den unendlich vielen Dreiecken im Innern des Grenzkreises. Also 
werden wir folgendermaßen sagen dürfen: 

x ist eine eindeutige regulär-analytische Funktion von "I, welche durch 
die einzelnen Substitutionen einer diskontinuierlichen Gruppe linearer 
Substitutionen von abzählbar unendlich hoher Ordnung in sich übergeführt 
wird. 

Anmerkung; Hierin tritt die Beziehung unserer linearen Substitutions
gruppe zur nichteuklidischen (n. e.) Geometrie hervor. 

Betrachten wir die Kugel der Veränderlichen "I als Fundamental
fläche einer n. e. Maßbestimmung, so können wir alle linearen Trans
formationen der Veränderlichen "I einfach als Bewegungen des ganzen 
Raumes im Sinne dieser n. e. Maßbestimmung deuten. Bei jeder unserer 
drei Arten von Gruppen I, 11, 111 bleibt dabei ein bestimmter Punkt 
des Raumes fest, nämlich der Schnittpunkt der Ebenen, in denen die 
drei Dreiecksseiten liegen. Wir haben es also im Sinne der n. e. Maß
bestimmung mit bloßen Drehungen und Spiegelungen in dem Strahlen
und Ebenenbündel zu tun, welches durch den festen Punkt geht. Über
tragen wir nun die in diesem Strahlenbündel mit Beziehung auf die 
Kugel als Fundamentalfläche geltende Maßbestimmung auf die Kugel 
selbst, so erscheinen alle Dreiecke unseres Netzes einander kongruent bzw. 
symmetrisch kongruent im Sinne dieser Maßbestimmung. Die letztere hat 
im Falle I elliptischen Charakter, im Falle 11 parabolischen und im 
Falle 111 hyperbolischen Charakter. De!Dgemäß gelten im Falle I die 
Formeln der gewöhnlichen sphärischen Trigonometrie, im Falle 11 die 
der gewöhnlichen ebenen Trigonometrie und im Falle 111 die der GAUSS
LOBATscHEwsKyschen Trigonometrie, d. h. der n. e. Geometrie im 
engeren Sinne [*J. 

Dabei ist unser Dreiecksnetz das übersichtlichste geometrische Bild 
der Monodromiegruppe der "I-Funktion, d. h. der Gruppe linearer Sub
stitutionen, welche ein Zweig der "I-Funktion erfährt, wenn man x alle 
möglichen geschlossenen Umläufe in seiner Ebene ausführen läßt. Bei 
jedem solchen Umlauf geht nämlich "I von einem Punkte eines schraffier
ten oder nichtschraffierten Dreiecks in den entsprechenden Punkt eines 
anderen schraffierten bzw. nichtschraffierten Dreiecks über. Jeden 
solchen Übergang können wir als eine Bewegung auffassen. Also: 

Die Monodromiegruppe der Funktion "I (x) ist dargestellt durch die
jenige Gruppe n. e. Bewegungen, bei denen der Mittelpunkt unseres Kerns 
fest bleibt und bei welcher die Gesamtheit unserer nebeneinanderliegenden 
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abwechselnd gegensinnig (invers) und gleichsinnig (eigentlich) kongruenten 
Dreiecke in sich übergeht. 

So ist mit jeder unserer Funktionen 'YJ (x) eine ganz bestimmte diskonti
nuierliche [*] Gruppe n. e. Bewegungen verknüpft, bei welcher die Gesamt
heit der in Betracht kommenden Dreiecke in sich übergeht und bei welcher 
daher auch die Funktion x ('YJ) ungeändert bleibt. 

x bleibt also ungeändert, wenn man 'YJ irgendeiner Substitution 

OHJ + ~ dieser Gruppe unterwirft; solche Funktionen, welche bei einer 
'PJ + fJ 

Gruppe linearer Substitutionen, auf die Veränderliche ausgeübt, immer 
wieder "dieselbe Gestalt", griechisch "T~'V aVT~'V p,oe!p~'V", annehmen, 
nennen wir "automorphe Funktionen": 

Die eindeutige Funktion x ('YJ), welche wir hier finden, ist ein erstes 
Beispiel für die Klasse der automorphen Funktionen. 

Es ist nun eine naheliegende Frage, wie die Koeffizienten der ein
zelnen Substitutionen lauten. Man kann natürlich ohne Schwierigkeit 
für die erzeugenden Substitutionen der Gruppe die Koeffizienten wirk
lich berechnen und dann diese Substitutionen beliebig oft miteinander 
kombinieren und die Koeffizienten der so erhaltenen weiteren Substitu
tionen berechnen. Das führt aber schon bei Multiplikation weniger Sub
stitutionen zu so komplizierten Formeln, daß die Rechnung bald ganz 
undurchführbar wird und eine Übersicht auf keine Weise zu gewinnen 
ist. Man will aber das arithmetische Bildungsgesetz aller Substitutionen 
gleichzeitig haben. Wir gehen auf die hiermit angeschnittene Frage nach 
dem arithmetischen Bildungsgesetz der Koellizienten (x,., ... , <5" im Falle 
einer Dreiecks/unktion nicht näher ein. und verweisen nur auf die ein
schlägige Literatur, insbesondere die Arbeiten von FRICKE [**]. 

Ebenso unvollständig wird mein Bericht, wenn wir uns zu der Frage 
wenden, wie man x als Funktion von 'YJ darstellen kann. 

In der Hinsicht sind zunächst die Reihenentwicklungen zu nennen, 
welche POINCARE aufgestellt hat und die wir als "POINCAREsche Reihen" 
bezeichnen wollen. Aber wir sind der Meinung, daß diese POINcAREschen 
Reihen nur etwas Vorläufiges sind, daß sie nicht die endgültige Lösung 
des Problems enthalten. 

Die Sache wird wohl folgendermaßen formentheoretisch anzugreifen 
sein. 

Wenn wir 'YJ in richtiger Weise in 'YJl' 'YJ2 spalten: 'YJ = ~, so werden 
A + 11. + " - 1 . '12 'YJl' 'YJ2 Formen vom Grade In Xl' X2, d. h. also umgekehrt: 

2 
Xl' x2 werden Formen von 'YJl' 'YJ2 vom Grade l 2 , übrigens in +11.+,,-1 
den. uns hier beschäftigenden Fällen immer eine negative Zahl. Wir 
werden dann das Problem so zu stellen haben: 

Wir verlangen, daß Xl' X2 als Formen vom Grade l +: von 'YJl' 'YJ2 11. ,,-1 
aargestellt werden. 
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Aber mehr als das: Seien a, b, c die den Dreiecksecken Ä, !1-, v ent
sprechenden Verzweigungspunkte der x-Ebene. 

Dann werden die Determinanten (x, a), (x, b), (x, c) nur an den 
entsprechenden Ecken der Dreieckseinteilung der 1]-Ebene verschwinden, 

und zwar in der Ordnung ~ = L, ~ = M, ~ = N. Es werden also nicht 
,. p. v 

nur die Determinanten selbst, sondern auch noch die Wurzeln 
L __ 

f(x,a) , 
/>[_._-

fex, b), 
N __ 

r(x, c) 

in der 1]-Ebene unverzweigte Formen von 1]1,1]2 sein; also: 
L __ 

y(x, a) = cf>(r;i., r;2) , 

wobei man den Grad dieser drei Formen sofort angeben kann. Im Falle 
des Ikosaeders haben wir diese drei Formen wirklich explizit angegeben, 
nämlich H, f, T, und wir haben gesehen, wie schön sich vermittels der
selben alle Untersuchungen gestalteten. 

Wir werden also auch bei den allgemeineren Dreiecksfunktionen geradezu 
verlangen, die drei Formen cf> (1]1' 1]2), X (1]1' 1]2), P (1]1' 1]2) aufzustellen, 
welche gleich rex, a), fex, b), fex, c) sind [*J. 

§ 63. Darstellung aller 'tj-Funktionen durch besondere 'tj-Funktionen. 

Aber mögen wir eine explizite Darstellung kennen oder nicht, immer 
steht fest, daß in allen den Fällen, von denen wir hier sprechen, x eine 
eindeutige Funktion von 1] ist. Also: 

Ist Ä = i, !1- = ~, v = ~ , so ist 1] selbst die uniformisierende Ver

änderliche' d. h x (1]) ist in 1] eindeutig. 
Wie finden wir jetzt in höheren Fällen der 1]-Funktion, wo Ä,!1-, v 

beliebige Brüche oder gar irrationale oder komplexe Zahlen sind, eine 
solche eindeutig machende Veränderliche? Ich behaupte: 

Die besprochenen ausgezeichneten 'fj (nämlich die zu A = I' !1- = ~, 
'jI = ~ gehörigen) sind auch für die genannten höheren 'fj uniformisierende 

Veränderliche; mit ihrer Hilfe also läßt sich nicht nur x, sondern lassen 
sich auch die anderen 'fj eindeutig ausdrücken. 

Wir nehmen einen besonderen Fall vorweg. 
Es liege eine 'fj-Funktion mit rationalen Exponenten vor: 

(L* M* N* ) 
1}* ,T' M' N; x . 

Ich beha'upte, daß diese 'fj-Funktion eine eindeutige Funktion der folgen
den ausgezeichneten 1]-Funktion ist: 
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Sei etwa ader Verzweigungspunkt der x-Ebene, zu welchem der Ex
ponent 1/L resp. L*/L gehört. 

Lassen wir in der 1]-Ebene die Veränderliche 1] einen Umlauf um 
eine Ecke Ä machen, in welcher L Paare abwechselnd schraffierter und 
nichtschraffierter 1]-Dreiecke zusammenstoßen, so muß die Veränder
liche x gleichzeitig die L Umläufe um den Punkt a der x-Ebene machen. 
Nun verhält sich aber ein Zweig der anderen Funktion 1]* an der Stelle a 
der x-Ebene wie (x - a)L.'L • ~ (x - a). Wenn x also L Umläufe um a 
macht, so bleibt dieser Ausdruck ungeändert; und was in dieser Hin
sicht für den speziellen Zweig der 1]-Funktion gilt, das gilt auch für den 
allgemeinen Zweig. Daher ergibt sich, daß 1]* ungeändert bleibt, wenn 
1] in seiner Ebene einen Umlauf um eine Ecke Ä macht, d. h. daß 1]* 
als Funktion von 1] an den Ecken unverzweigt ist. Genau dasselbe wie 
für die Ecken Ä gilt auch für die Ecken p, und 11. Also haben wir als 
erstes Resultat: 

1]* ist als Funktion von 1] im ganzen Gebiet der Veränderlichen 1] un
verzweigt. 

Daher ist 1]* zufolge des Monodromiesatzes [*] eine eindeutige (re
guläre) Funktion von 1]. Für die Anwendbarkeit des Monodromiesatzes 
ist es wesentlich, daß das Gebiet der Veränderlichen 1] einfachen Zu
sammenhang hat und daß es die 1]-Kugel "schlicht" bedeckt, d. h. 
nirgends über sich selbst hinübergreift. Denn hätte das Gebiet mehr
fachen Zusammenhang, wäre es etwa ringförmig, so könnte man mög
licherweise durch einen Umlauf um die innere Öffnung des Gebietes 
zu einem anderen Funktionszweig gelangen, da sich der Weg nicht auf 
einen Punkt zusammenziehen läßt. Ähnlich wäre es, wenn das Gebiet 
über sich selbst hinübergriffe; dann könnte man nämlich von einem 
Wert des 1] wieder zu demselben Wert des 1] gelangen, ohne doch wieder 
an derselben Stelle des Gebietes zu sein. Beides ist aber bei unserer 
Veränderlichen 1] nicht der Fall; denn ihr Gebiet ist, sofern es sich nicht 
um eine schlichte überdeckung der ganzen Kugelfläche handelt, einfach 
das Innere eines Kreises. 

Wir schließen also: 
Aus der Unverzweigtheit der FunkHon 1]* (1]) folgt im vorliegenden Falle 

die Eindeutigkeit von 1]* als Funktion von 1], weil nämlich das Gebiet der 
Veränderlichen 1] in allen Fällen einfach zusammenhängend ist und die 
1]-Ebene nirgends mehrfach überdeckt. 

Nun wollen wir ein Beispiel betrachten, wo wir eine Funktion 1]* 
durch eine Funktion 1] wirklich explizit eindeutig darstellen können. 

Wir wählen als Funktion 1] die zum Elementardreieck 1-, t, t des Ikosa
eders gehörige Funktion: 1] (t, t, t; x). 

Wir wissen jetzt, daß jedes 1]* von folgender Form: 

(L* M* N* ) 
1)* 2' 3' 5; x 
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durch das zum Elementardreieck gehörige 'YJ eindeutig, also hier, wo es 
sich nur um algebraische Beziehungen handelt, rational darstellbar 
sein muß. 

Wir wollen nun zusehen, welche unter den unendlich vielen Ikosa
ederdreiecken so beschaffen sind, daß sie zum Elementardreieck in der 

. . L* M* N* gewollten BezIehung stehen, daß also Ä*, 1'*, 'P* dIe Form -, -, -
haben. 2 3 5 

Eine erste Reihe von Beispielen wird durch die sämtlichen verwandten 
Funktionen der Elementar/unktion gebildet. Aber diese Funktionen haben 
wir schon neulich (§ 59) rational durch das zum Elementardreieck 
gehörige 'YJ ausgedrückt, und wir brauchen also jetzt nicht darauf zurück
zukommen. 

Aber es gibt beim Ikosaeder auch noch andere 'YJ-Funktionen, deren 
L* M* N* Exponenten die Gestalt -, -, -5- haben. Wir brauchen nur z. B. 
2 3 

an das aus sieben Elementardreiecken bestehende Minimaldreieck 
(-L t,~-) zu denken (5.261). Ebenso haben natürlich die hiermit ver
wandten Dreiecke als Nenner der Winkelzahlen die Zahlen 2, 5,3. Wir 
sagen also: 

'YJ(t, t, t; x) und seine verwandten Funktionen bilden eine neue Serie 
von 'YJ-Funktionen, welche sich durch 'YJ(t, -t, t; x) rational darstellen 
lassen müssen. 

Die Formeln für diese eindeutige Darstellung findet man bei 
FISCHER [1]. Wir geben hier einen kurzen Bericht: 

Man wird 'YJ und 'YJ* beide in der früher geschilderten Weise je in 
zwei ganze und teilerfremde II-Formen spalten, welche wir als homo
gene Veränderliche benutzen: 

'YJ = 'YJ1 : 'YJ2' 'YJ* = 'YJr : 'YJ: ; 

und wir werden nun anzusetzen haben: 

unter qJ*, 1p* ganze rationale Formen n-ten Grades verstanden, wobei 
n die Anzahl der im Dreieck 'YJ* enthaltenen 'YJ-Dreiecke vorstellt. 

Wir werden außer dem Minimaldreieck (t, t, t) noch die drei Neben
dreiecke hier mit in Betracht ziehen; die Winkelzahlen und die Zahlen n 
für die vier Dreiecke lauten (vgl. auch die Fig. 95, S. 298): 

l p " 11 

t t 1 7 !P:'I' 8 

t t t 13 tp1 : '1'1 
t t 2 17 !P2 : '1'2 8 
1 t I • 23 !Pa : 'I'a y 8 
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Für jedes dieser Dreiecke haben wir ein Formenpaar g;*, 1p* je vom 
Grade n anzugeben, und zwar sind die Koeffizienten in den Formen so 
einzurichten, daß g;* und 1p* gegenüber den Ikosaedersubstitutionen der 
'fJl' 'fJ2 ein bestimmtes charakteristisches Verhalten zeigen. Wenn man 

Fig.95. Minimaldreieck <!. i. !) des Ikosaederfalles mit seinen drei Nebendreiecken. 

nämlich x alle möglichen geschlossenen Umläufe machen läßt, so er
* leidet sowohl 'fJ, wie 'fJ* = lp * die Ikosaedersubstitutionen, aber beide 

1jJ 

Veränderlichen erleiden sie in verschiedener Reihenfolge. Wenn man 
also 'fJ den Ikosaedersubstitutionen unterwirft, so müssen g;* und 1p* 

* derart beschaffen sein, daß 17* ='1:. ebenfalls die Ikosaedersubstitu-
1jJ 

tionen erleidet, nur in anderer Reihenfolge. Die Koeffizienten der Ikosa-
2:ri 

edersubstitutionen lassen sich alle rational durch c; = ~5·· ausdrücken 
(vgl. KLEIN [5J, S. 43), und nun stellt sich das gegenseitige Entsprechen 
der Substitutionen von 17 und speziell derjenigen von 17* (}, t, 1; x) so, daß 
man aus jeder Substitution des 17 die entsprechende von 17* erhält, in
dem man c; durch C;2 ersetzt (FISCHER [1J, S. 60). 

Die Substitutionen, welche 17* bei Umläufen des x erleidet, sind eben
falls Ikosaedersubstitutionen, sie sind aber mit den Substitutionen des 'YJ 

im einzelnen nicht identisch, sondern ergeben sich aus ihnen (bei Zugrunde
legung des von uns in der Ikosaedertheorie immerzu benutzten Koordinaten
systems), indem man überall c; durch C;2 ersetzt. 

"GORDAN hat ein solches Verhalten als kontragredient bezeichnet. 
Dies überträgt sich auch auf die homogenen Ikosaedersubstitutionen ; 

es kommt also folgendes heraus: 
Die g; und 1p sind nicht beliebige rationale ganze Formen n-ten Grades, 

sondern sie müssen so gebildet sein, daß sie zu 171,172 sich kontragredient 
verhalten. 

Wir haben so in erster Linie eine rein algebraische Aufgabe zu er
ledigen, nämlich alle Formenpaare g;*. 1p* vom Grade n aufzustellen, welche 
sich zu 171, 172 kontragredient verhalten. 
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Da stellen sich nun ganz ähnliche Verhältnisse ein wie früher bei der 
Aufsuchung kogredienter Formensysteme. 

Nach dem Beweise von GORDAN ([1J, s. 386) bauen sich die allgemeinsten 
kontragredienten rp*, "P* aus vier Grundpaaren rp, "P; rpl' "PI; rp2' "P2; 
rpa, 'lj!a mit Hilfe invarianter Multiplikatoren G in folgender Weise auf: 

rp* = G rp + GI rpl + Gz rp2 + Ga rpa' 

"P* = G "P + GI 'PI + G2 "P2 + Ga "Pa· 

Dabei sind die Grundformen rp, 'Ij! usw. durch folgende Formeln ge
geben (vgl. FISCHER [1J, S. 63): 

rp = 1]; - 71]~ 1]L 

"P = 71]11]~ + 1]L 

rpl = 261]1°1]~ - 391]11]~ - 1]~3, 

"PI = 1]13 - 391)~ 1]~ - 261]1 1]~O, 

rp2 = '1)1' + 1191]121)~ + 1871]I 1]~o + 17 rJI rJ~5 , 

"P2 = -171)15rJ~ + 187rJl°1]~ - 1191]71)~2 + 1)!}, 

rpa = -46rJ~l)~ + 1173rJ151]~ + 3911]1°rJ§3 + 2071]f1]~8 _1]~l, 
'Pa = rJi3 + 2071]~81]~ - 3911]13rJ~o + 1173rJ~rJ~5 + 46rJ~1]~I. 

Auf Grund des GORDANschen Ansatzes verlangt die völlige Bestimmung 
der rp*, "P* für einen einzelnen Dreiecksfall nur noch die F estlegung der
jenigen Konstanten, welche in G, GI' Gz, Ga bei gegebenem Grad enthalten 
sind, und diese Festlegung der Konstanten wird sich beispielsweise durch 
Heranziehen der hypergeometrischen Reihen für nt = rp*, n; = "P* und 
nl' 172 ausführen lassen. 

Insbesondere werden die rp* , "P* für unser Minimaldreieck (für welches 
n = 7) und seine drei Nebendreiecke (tür welche n = 13, 17, 23) ganz direkt 
durch die GORDANschen Grundformenpaare fP, "P; fPI' "PI; fP2' "P2; fPa' "Pa 
selbst gegeben (FISCHER [1J, S.67). 

Was wir so beim Ikosaeder durchgeführt haben, das wird man nun 
versuchen müssen, auch bei den allgemeineren transzendenten Dreiecks
funktionen (bei rationalen J., f-t, 'V) zu leisten. 

Wir werden auch hier darauf ausgehen müssen, die zu einem Dreieck 
'* L* * M* * N* h'" F * * d h d' I. = -L-' f-t = -11:[' 'V = N ge ongen ormen 1)1 ,1)2 urc le zum 

D . k' 1 1 1 h'" F . d . relec 11. = L ' f-t = M' 'V = N ge ongen ormen nl' 1)2 em eutIg aus-

zudrücken (wenn auch nicht mehr rational), durch Formeln der Art 

rJt = cp! (rJI' 1]2) , 1]: = "P! (1]1' 1]2) , 
wobei der Grad l* + !l* + ,,* - 1 n = -;:---:--.,.--

l+fl+ V - 1 

übrigens nicht. mehr notwendig eine ganze Zahl ist. 
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Es käme darauf an, analytisch brauchbare Darstellungen dieser ganzen 
transzendenten Formen zu geben, wobei man alle verwandten Funktionen 
zusammenfassen müßte. 

Die besagten Formen zeigen gegenüber den zum 1]-Dreieck gehörigen 
Substitutionen ein entsprechendes Verhalten wie im Ikosaederfall; sie 
erleiden selbst lineare Substitutionen, nämlich die zum 1]*-Dreieck ge
hörigen Substitutionen. Übrigens sind die beiden, einander so ent
sprechenden Substitutionsgruppen im allgemeinen verschiedene Gruppen, 
während sie im Ikosaederfall sich nur durch die Anordnung unter
scheiden. 

Ich habe für derartige Funktionen einen eigenen Namen in Vor
schlag gebracht. 

Wir nennen solche Formenpaare q;, "p, welche bei den linearen Substitu
tionen der 1]1' 1]2 selbst lineare Substitutionen erleiden, homomorphe Formen. 

Was die analytische Darstellung dieser Formen betrifft, so hat wieder 
POINCARE (vgl. insbesondere POINCARE [3J) gewisse Reihenentwicklungen 
aufgestellt. Aber es gilt von diesen dieselbe Bemerkung, welche wir zu 
seinen Reihen für die automorphen Formen machen mußten. 

Die POINcAREschen Reihen scheinen noch nicht das endgültige Bildungs
gesetz für die Formen q;, "p zu enthalten. 

Man wird versuchen, diejenigen homomorphen Formen, welche zu den 
1]T,1]: einer bestimmten Verwandtschaft gehören, aus einer kleinen Zahl 
einfachster homomorpher Formen mit Hilfe automorpher Multiplikatoren 
linear zusammenzusetzen. 

In der letzten Stunde haben wir als uniformisierende Veränderliche 

f··· F k· ·t t· lEt *(L* M* N* ) d· ur eme 1]- un tIon ml ra lOna en xponen en 1] T' M ' N; x le 

Funktion 1](1, ~, ~; x) kennengelemt. Daß dieses 1] als uniformisie

rende Veränderliche für 1]* brauchbar ist, beruht, wie wir gesehen haben, 
darauf, daß, wenn 1] infolge irgendwelcher Umläufe von x in ~einer Ebene 
einen geschlossenen Umlauf macht, daß dann immer auch 1]* einen ge
schlossenen Umlauf macht; umgekehrt brauchen aber geschlossenen 
Umläufen der Veränderlichen 1]* durchaus nicht geschlossene Umläufe 
von 1] zu entsprechen; man kann etwa sagen: 1] darf höchstens dann 
einen geschlossenen Umlauf machen, wenn gleichzeitig 1]* einen ge
schlossenen Umlauf macht. 

Diese Bedingung ist aber, welches auch die Exponenten von 1]* sein 
mögen, gewiß immer erfüllt, wenn man 1] so wählt, daß es in seiner Ebene 
überhaupt keine Umläufe macht. 

Beginn der zweiundsechzigsten Vorlesung. 
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Können wir ein derartiges 'YJ finden, welches eindeutig umkehrbar 
ist und welches nie geschlossene Umläufe macht, welche Umläufe auch 
x um seine drei singulären Punkte ausführen mag, so muß in diesem 'YJ 
jede beliebige Funktion 'YJ* ()" f-l, 'JI; x) eindeutig sein, auch wenn A, f-l, 'JI 

irrational oder komplex sind. Bei ganzzahligen L, M, N geht aber 

'YJ(1, ~, ~; x) nach L Umläufen des x um a wieder in sich selbst über; 

dagegen soll das gewünschte 'YJ nach keiner endlichen Zahl von Um
läufen in sich übergehen. Um zu einem solchen 'YJ zu gelangen, müßten 
wir also sozusagen L = 00 setzen, ebenso M = 00 und N = 00, d. h. 
wir müßten A = f-l = 'JI = ° nehmen. Wir bekommen so die bekannte 
elliptische Modulfunktion 

'YJ(O,O,o;x). 

Und diese Funktion erfüllt nun in der Tat die gestellten Bedingungen, 
wie ein Blick auf die entsprechende Dreiecksteilung zeigt; denn da alle 
Dreiecke sich schlicht aneinanderlegen, so ist x in 'YJ eindeutig, und da 
die Ecken sämtlich auf dem Grenzkreis liegen, so ist kein Umlauf um 
dieselben möglich, vielmehr durchläuft man, bei wiederholtem Umlauf 
des x um einen Verzweigungspunkt der x-Ebene, nur der Reihe nach 
eine gewisse Anzahl der in der entsprechenden Ecke zusammenstoßenden 
Dreiecke der 'YJ-Teilung (Modulteilung), und solcher Dreiecke sind un
begrenzt viele vorhanden. 

Lasse ich nun das Ausgangsdreieck dieser Modulteilung irgendeinem 
Dreieck einer ganz beliebigen anderen 'YJ-Funktion 'YJ* entsprechen, so 
entspricht dem übergang zu einem benachbarten Dreieck der Funk
tion 'YJ* auch der übergang zum benachbarten Dreieck der Modulteilung. 
Wenn nun auch in der 'YJ*-Ebene irgendein Dreieck, in das man so ge
langt, über das Ausgangsdreieck hinübergreift, so kann dies mit dem 
entsprechenden Dreieck der 'YJ-Ebene doch nicht geschehen, d. h. aber, 
daß zwar evtl. einem Werte von 'YJ* mehrere Werte von 'YJ entsprechen 
können, nicht aber einem Werte von'YJ mehrere Werte von 'YJ*. 

Wir haben also das wichtige Resultat: 
Die Funktion 'YJ (0, 0, 0; x) ist unter allen eindeutig umkehrbaren 'YJ-Funk

tionen dadurch ausgezeichnet, daß an den Stellen x = a, x = b, x = c immer 
unendlich viele Blätter der x-Ebene zusammenhängen bzw. in den Stellen 
'YJ = a l , 'YJ = bl , 'YJ = Cl immer unendlich viele Dreiecke zusammenstoßen. 

Indem wir dieses 'YJ(O, 0, 0; x) als unabhängige Veränderliche ein
führen, wird nicht nur x und eine beschränkte Zahl anderer 'YJ-Funktionen, 
sondern es werden mit einem Schlage alle 'YJ-Funktionen in eindeutige 
Funktionen verwandeU (vgl. KLEIN [3], Bd.3, S.64). 

Sie sehen, welche Perspektiven sich an diesen Satz anschließen: 
Sowie es gelingt, die Aussage unseres Satzes in wirkliche bequeme For

meln umzusetzen, so werden alle Beziehungen zwischen hypergeometrischen 
Funktionen sich als rechnerische Identitäten darstellen. 
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Es ist das ganz ähnlich, wie man die sämtlichen Beziehungen zwischen 
elliptischen Funktionen, zu denen man sonst auf funktionentheoretischerri. 
Wege gelangen mag, rein rechnerisch als Theta-Relationen darstellen kann. 

Was diese explizite, eindeutige Darstellung aller '1]* durch die Modul
funktion betrifft, so wird ja eine solche in der Tat durch die POINCARE

sehen homomorphen Reihen geleistet; jedoch sind diese Reihen zum 
Rechnen nicht bequem genug, so daß sie noch nicht als ein den Theta
Reihen der elliptischen Funktionen gleichwertiges Hilfsmittel gelten 
können. Wir wollen dies so formulieren: 

POINCAREs homomorphe Reihen sind noch zu schwerfällig, als daß man 
mit ihnen rechnen könnte. Es fehlt noch die hier postulierte beq1teme ana
lytische Darstellung [*J, [**J. 



Anmerkungen. 
Zu Seite 1. [*] Vgl. hierüber z. B. COURANT-HILBERT [1], besonders 

Kap. 7; sowie auch GAUSS [1], S. 127. 

Zu Seite 2. [*] Zur Ergänzung der geschichtlichen und literarischen 
Angaben sei schon hier verwiesen auf HILB [1] sowie FABER-PRINGS
HEIM [1], auch WHITTAKER und WATSON [1], Kap. 14.; ferner, bezüglich 
GAUSS, auf SCHLESINGER [4J. 

[**] Dazu kommen noch die einschlägigen Nummern in RIEMANN [2]. 

Zu Seite 3. [*] Man vgl. auch die auf den hypergeometrischen Fall 
bezüglichen Bemerkungen von L. SCHLESINGER im Vorwort zu Bd. 12 
(1. Serie) der Opera Omnia von EULER (= EULER [2J) , S. VIIff. 

Zu Seite 5. [*J Vgl. z. B. COURANT [1], Bd.2, S.224ff. 
[**] Für das Folgende vgl. auch RIEMANN [2], S. 86ff. Die Diffe

rentiation nach x unter dem Integralzeichen ist gestattet, weil das In
tegral, erstreckt über den durch Differentiation erhaltenen Integranden, 
gleichmäßig in x konvergiert; ebenso wie das ursprüngliche Integral 

(dabei ist etwa -~ < x <1 - 'YJ anzunehmen, 'YJ> 0 beliebig klein, 
'YJ 

aber fest), vgl. z. B. COURANT [1J, Bd.2, S. 224ff. 

Zu Seite 10. [*J Spezieller sind die GAussschen Relationen als Difle
renzengleichungen zu bezeichnen. V gl. die Anmerkung [*] zu Seite 12. 

[**] Betr. Kettenbrüche sei gleich hier auf das Lehrbuch von 
PERRON [1], insbesondere Kap. 8, hingewiesen. - Das Zeichen 

1 + :!!J. + ... + ~ bedeutet soviel wie /1 /1 
1 + Al 

1 + ... 
A k _ 1 

1 + A k • 

1 

Den der Potenzreihe "korrespondierenden" Kettenbruch kann man (vgl. 
PERRON [1J, S.307ff.) durch fortgesetzte Division erhalten: 

Man hat nämlich (rein formal): 
Ex 

~ (x) = 1 + B x01 (x) = 1 + I.l!dx) (falls B =F 0), 

wo ~l (x) eine Potenzreihe in x bedeutet und ~l (0) = 1. Wendet man 
auf '.ßl (x) das gleiche Verfahren an wie auf '.ß (x), und fährt so fort, so 
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kommt man zur gewünschten Kettenbruchentwicklung und erkennt, 
daß A,. rational von den 'P ersten Koeffizienten in ~ (x) abhängt. Man 
beachte aber, daß unser Verfahren versagt, wenn z. B. der Koeffizient B 
in der Potenzreihe Null ist. Definition des Begriffes "mit einer Potenz
reihe korrespondierender Kettenbruch" sowie notwendige und hinrei
chende Bedingungen dafür, daß zu einer Potenzreihe ein unendlicher 
korrespondierender Kettenbruch existiert bei PERRON [1J, S. 304. Aus der 
Konvergenz der Potenzreihe kann man im allgemeinen nicht auf die Kon
vergenz des korrespondierenden Kettenbruches schließen und umgekehrt. 
(Siehe die Beispiele bei PERRON [1J, S. 340ft.; ferner auch S.354ff.) 

Zu Seite12. [*J Vgl. GAUSS [1J, S. 135ff.; ferner PERRON [1J, S. 352. 
Die GAusssche Kettenbruchentwicklung stützt sich auf die zwischen 

verwandten (bzw. benachbarten) Funktionen bestehenden Differenzen
gleichungen, nämlich auf die "relationes inter functiones contiguas". 
Es handelt sich also um die Auflösung von Differenzengleichungen durch 
Kettenbrüche. In dieser Hinsicht ist die GAusssche Entwicklung ein 
SpezialfallallgemeinererSätze. Man vgl. z. B. NÖRLUND [3J, S. 438ff., sowie 
die Literaturangaben bei WALTHER [1J, S.1239. 

Wegen anderer Kettenbruchentwicklungen im Zusammenhange mit 
der hypergeometrischen Funktion sei auf PERRON [1J, S. 483 ff., verwiesen. 

Zu Seite 13. [*J Vgl. auch z. B. KNOPP [1J, S. 297ff. 
[**1 Vgl. KNOPP [1], S. 179 und 419· 

Zu Seite 14. [*] Zur Begründung sei bemerkt: Die Glieder unserer 
Reihe sind: 

a (a + 1) ... (a + v - 1) b (b + 1) ... (b + 1'- 1) 
U o = 1, U,. = vi (c+k) (c+k+ 1) ... (c+k+v-1) , 'P = 1,2, ..• 

Die U,. haben sämtlich das gleiche Vorzeichen für alle 'P, die größer sind 
als No = Max(1 - a, 1 - b, 1 - c); denn der Übergang von u" zu 
U"+l erfolgt ja (für 'P> No) durch Multiplikation mit einem positiven 
Faktor (weil auch k > 0). Ferner strebt u" für beliebiges, aber fest
gehaltenes 'P 21 (und für k> - c) monoton gegen Null mit k --+ 00, 

Da nun wegen a + b - c < 0 unsere Reihe für k > 0 konvergiert 
(vgl. S. 15), so können wir ein 'Po > No und ein ko > -c so wählen, daß 

luv • .+ uv.+l +"'1 = IR1'.1 < ~ ist für k = ko' Da aber die uv., u,..+1>'" 
nach dem oben Bemerkten alle gleiches Zeichen haben und monoton 

gegen Null gehen mit k - 00, so ist sogar IR,..I < ~ für jedes k > ko 

Wegen u1'-O,für k-oo und fürfestes 'P>1, istfernerlul + ... + uV.-ll <~, 
sobald nur k genügend groß, etwa k> k1 > ko (bei festem 'Po)' Somit ist 

I iU1'1 < e für k> k1 , d. h. lim i;uv = 1, w. z. z. W. 
1'=1 k~oo ,.=0 

Zu Seite 15. [*] Einen sehr durchsichtigen Beweis, der zugleich ein 
wesentlich allgemeineres Konvergenzkriterium liefert, hat WIRTINGER [4] 
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gegeben. Der Gedankengang ist folgender: Es gelte für den Quotienten 
00 

je zweier benachbarter Glieder der unendlichen Reihe 2;u" die Dar-
stellung ,,=1 

U .. +1 _ 1 h 8ft 
u;:-- -n-ns' 

wobei h eine von Null verschiedene, reelle oder komplexe Zahl ist und 
die 8 n (gleichmäßig für alle n) beschränkt sind. Man erhält daraus 

log U~:r = -h(t, n ~e) - e:r(t,(n ~e)2)' 
wo auch die e:r gleichmäßig in n und r beschränkt sind, also in Rück

sicht auf die bekannte Konvergenz von [~ ~ - log k 1 für k ~ 00: 

un+r = G,.,(n + r) -h. 

wo die Gnr ebenfalls gleichmäßig beschränkt sind. Die Frage nach der 
Konvergenz von ~ u" ist damit zurückgeführt auf die nach der Kon
vergenz von ~'P- . Man vgl. Näheres bei WIRTIN GER [4], a. a. O. 

[**] Vgl. auch wegen weiterer Literatur KNOPp [1], S. 412-415; 
betr. Verallgemeinerungen des Folgenden vgl. man SCHLESINGER [1]. 
Bd. 1. S.228ff. 

Zu Seite 16. [*] Wir wollen hier der Kürze wegen sagen: Die perio
dische Funktion 1 (x) mit der Periode 2.n sei durch ihre Fourierreihe dar
stellbar. wenn die "Fourierreihe von I(x)" nämlich 

2,. 

ao+i(a"cos'Px+b"sin'Px). mit a,,=-1-fl(x)Cos'Pxdx usw .• 
,,=1 2"," 

o 
an jeder Stetigkeitsstelle von 1 (x) gegen 1 (x) konvergiert. Dabei ist 1 (x) 
in 0 <: x <: 2.n als reell. eindeutig und im RIEMANNschen Sinne integrier
bar vorausgesetzt. 

Zum Beweise der im Text aufgestellten Behauptungen seien die Werte 
von F auf lxi = 1 mit IdqJ) + i/2(qJ) bezeichnet. wo also 11(qJ). 12(qJ) 
reelle und. bis auf endlich viele Stellen qJ. auch stetige Funktionen 
von qJ sein sollen. Wegen der über das Verhalten von Faul dem Kreise 
im Texte gemachten Annahmen gilt (vgl. S. 19). abgesehen von den Un
stetigkeitsstellen des /1 bzw. 12: 

00 

/1 (qJ) = ~ (IX" cOS'PqJ + P" sin'PqJ). 
,,=0 

00 

12(tp) =~(i'"cos'PqJ + c)"sin'PqJ). 
"=0 

wo also die Reihen rechts (bis auf endlich viele Werte qJ) konvergieren 
und wobei 

2,. 2,. 

IX" = ~fI1(qJ) cos'PqJdqJ. ,),,,= ~fI2(qJ) cos'PqJdtp usw. ('1'=1.2 .... ). 
2"," 2"," 

o 0 

Klein. Hypergeometriscbe Funktion. 20 
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(Die Integrale sind im RIEMANNSchen Sinne zu verstehen; übrigens aber 
sind sie uneigentliche Integrale, falls F singuläre Stellen auf lxi = 1 
besitzt.) 

Betrachten wir andererseits unsere Potenzreihe im Innern des Kreises 
lxi = Irei'Pl < 1, und setzen 

f 1 (r, qJ) + i f 2 (r , rp) = 
~ ~ 

= L(A" cosvrp - B"sinvrp) r" + i L(B"cosvrp + A"sinvrp) rV , 

V~O v=o 

so gilt (wegen der für 0:::; rp <: 2n und festes r< 1 gleichmäßigen Kon
vergenz der letzten Reihe): 

231 

-1-jfl(r, rp) cosvtp drp = A"rv usw. 
231: 

o 
Da nach Voraussetzung fdr, tp) und f2(r, rp) in lxi <: 1, abgesehen von 
der Umgebung der endlich vielen singulären Punkte von F gleichmäßig 
stetig sind, und da 11 und 12 in diesen singulären Punkten nicht zu stark 
unendlich werden, so ergibt sich 

A v = lim (_1_ j2;1 (r, rp) cosvtp dtp) = -21 j2:;1 (rp) cosvrp drp = IX v usw. 
r~l 2n 31: 

o 0 
~ 

Daher konvergiert ~ (AI' cosvtp + B" sinvrp) usw., w. z. z. w. Aus der 
,,=0 

Theorie der Fourierreihen kann man ferner entnehmen, daß die Kon
vergenz unserer Reihe in jedem abgeschlossenen Stetigkeitsintervall 
gleichmäßig ist. (Vgl. auch Anmerkung [**] zu S. 16). 

[**] Eine andere, auf funktionentheoretischem Wege erhältliche 
Konvergenzbedingung ist beispielsweise folgende: Wir beschränken 
uns auf den Fall ffi(a + b - c) < 1 und benutzen von den früheren 
Feststellungen hier nur, daß im vorliegenden Falle die Koeffizienten 
unserer hypergeometrischen Reihe mit wachsendem Index gegen Null 
konvergieren (vgl. S. 15). Nach einem von M. RIESZ herrührenden Satze 
(vgl. z. B. LANDAU [1], S. 73) konvergiert daher die Reihe und sogar 
gleichmäßig auf jedem abgeschlossenen Bogen des Einheitskreises, 
welcher keinen singulären Punkt der durch unsere Reihe definierten 
Funktion F enthält. Um weitergehende Aussagen machen zu können, muß 
man jetzt natürlich Näheres über die singulären Stellen von F(x) wissen. 

Zu Seite 17. [*J Der Satz von (FATou-) RIESZ (vgl. S. 16, Anmer
kung [**J) gestattet also zu schließen, daß im Falle ffi (a + b - c) < 1 
die hypergeometrische Reihe aul jedem den Punkt x = 1 nicht enthaltenden 
abgeschlossenen Bogen des Einheitskreises gleichmäßig konvergiert. (Man 
vgl. damit das früher [So 15] gewonnene Ergebnis.) 

Zu Seite 19. [*J Man vgl. z. B. KNOPP [1J, S. 384. 

Zu Seite 20. [*J Vgl. z. B. KNOPP [1J, S. 383· 
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Zu Seite 21. [*J Weitere Literatur bei RILB [1J, S. 550. 
[**J Man vgl. bezüglich der Lehre von den Kugelfunktionen auch 

ROBSON [1]. 

Zu Seite 22. [*J Vgl. z. B. REINE [1J, Bd. 1, S. 99ff.; ferner 109ff. 
und 120ff. 

[**J Es mag noch darauf hingewiesen werden, daß sich auch für 
den Fall der REINEschen Reihe Kettenbruchentwickelungen ergeben 
(vgl. PERRON [1J, S. 314 und 354). 

Zu Seite 23. [*J Ferner ist hier die Arbeit von SCHLESINGER [3J 
zu nennen, welcher von der Bemerkung ausgeht, daß die beiden hyper
geometrischen Funktionen Yl = F (/X, ß; J'; x) und Y2 = F (/X, ß; J' -1 ; x) : 
Erstens dem folgenden System von linearen Differentialgleichungen ge-
nügen: dYl 

x dx = /XnYl + /X21Y2' 

( ) dY2 
x-i dx = /X12 Yl + /X 22 Y2 ' 

wobei die IXjk von x unabhängig sind; 
Zweitens durch bestimmte Integrale darstellbar sind: 

YI = PI f C"'-1'(C - 1)r-P-l (C - x)-'" dC usw., 
~ 

wo PI von x unabhängig und 'J) ein geeigneter Integrationsweg (Doppel
umlauf) ist. 

SCHLESINGER fragt nun allgemein nach solchen Systemen 

x=1, ... ,n, (1 ) 

mit von x unabhängigen /X~", deren Lösungen Y" Integraldarstellungen 
der folgenden Form gestatten 

und findet: 

y" = P" f (C - x)Z(~ - al)'l ... (~ - an)rn d~ 
~ 

/Xy" = (ry + <5y "z) ;: ' <5~" = 0 oder 1 für v =l= x bzw. 'JI = x. 

Er erhält damit für die PocHHAMMERschen Integrale (statt der kompli
zierten Differentialgleichung n-ter Ordnung) das einfach gebaute 
System (1), mit dessen Hilfe er die Theorie der Y" in sehr durchsichtiger 
Weise aufbaut. 

Betreffend weitere Literatur vgl. ApPELL [1J; evtl. auch HILB [1J, 
S.551-553· 

[**J Eine andere Verallgemeinerung der hypergeometrischen Funk
tion rührt von WIRTINGER [2J her. Es handelt sich dabei um bestimmte 
Integrale auf algebraischen Gebilden, und zwar betrachtet man die 
Integrale als Funktionen der Moduln dieser algebraischen Gebilde. Vgl. 

20* 
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die Angaben bei FRICKE [2J, S. 469-470, wo auch weitere Literatur 
angegeben ist. 

[***J Der Leser wird für eine strenge und einfachere Behandlung 
verwiesen auf NÖRLuND [2J. Man vgl. auch NÖRLUND [1J, S.718. 

Zu Seite 24. [*J Vgl. aber die LIEsche Integrationstheorie, in 
welcher eine Systematik gegeben wird, in LIE [1J; auch SERRET
SCHEFFERS [1J, Bd·3, Kap. 3· 

[**J Eine andere Frage wäre dann die nach einer Charakterisierung 
derjenigen Differentialgleichungen, die durch Funktionen einer vor
gegebenen Klasse integrierbar sind; vgl. evtl. HILB [1J, S. 524ff. 

Zu Seite 25. [*J Die Theorie solcher (nicht notwendig analytischer) 
Funktionen (deren Untersuchung - im Falle komplexer Veränderlicher 
- sich übrigens immer auf die von reellen Funktionen reeller Veränder
licher zurückführen läßt) hat seit dem Jahre 1893, in welchem KLEIN 
die vorliegende Vorlesung abhielt, bekanntermaßen außerordentliche 
Fortschritte gemacht, wesentlich unter dem Einfluß der CANToRschen 
Mengenlehre. Man vgl. z. B. RosENTHAL [1J und KAMKE [1J bzw. die 
dort zitierten Lehrbücher. 

[**J Vgl. dazu die Anmerkung [*J, S·33· 
[***J Zur Ergänzung dieses kurzen Hinweises bezüglich der Theorie 

der linearen Differentialgleichungen vgl. man etwa die geschichtlichen 
Bemerkungen bei SCHLESINGER [1J, Bd. 1, S. 1 ff. 

Zu Seite 27. [*J Wegen einer anderen Darstellung sowie wegen an
derer Methoden sei verwiesen z. B. auf SCHLESINGER [2J, § 34-37. 

Zu Seite 32. [*J Zunächst sieht man, daß A~ > 0, sobald nur At:> 0, 
At :> 0 (und nicht beide Null) (v = 2,3, ... ). Es gilt aber sogar 
A:+1>A~ (v:> 2), wennetwaP>2ist (A~:>O,At:>O, At+At>o). 
In der Tat: Es ist .. - 2 + P > 1, ferner jedenfalls A~ > o. Daher ist .. 
At > A~. Allgemein folgt aus A~ > 0 sogleich A:+1 > A~ , w. z. z. w. 
Die Annahme P> 2 bedeutet natürlich für unsere Zwecke keine Ein
schränkung der Allgemeinheit und soll im folgenden gemacht werden. -
Für A3' = 1, At = 0 bzw. At = 0, At = 1 erhält man insbesondere 
~ie Reihen 1; L: z" bzw. 1EM: z", nämlich Majoranten für 1; L"z" 
bzw. 1;M"z". 

Zu Seite 33. [*J Setzt man fest, daß Yl und Y2 linear unabhängig 
seien, daß sie z. B. an der Stelle x = 0 die Werte YI (0) = 1, Y;' (0) = 0 
bzw. Y2 (0) = 0, Y2 (0) = 1 annehmen, so nehmen CIYI + C2Y2 und seine 
Ableitung bei passender Wahl von Cl' C2 an der Stelle x = 0 beliebig 
vorgegebene Werte Y (0) und y' (0) an. Ferner ist bekanntlich durch 
Y (0) und y' (0) die Lösung der Differentialgleichung bereits eindeutig be
stimmt (Eindeutigkeitssatz), und die Lösung ist eine lineare (also regulär 
analytische) Funktion von Y (0) und y' (0). (V gl. auch SCHLESINGER [2J, 
S.43 ff .) 



Anmerkungen. 309 

[**] Zur Vermeidung von Mißverständnissen sei hervorgehoben: 
Bewiesen ist lediglich, daß etwaige singuläre Punkte der Lösungen 
unserer Differentialgleichung nur in die singulären Punkte der Koeffi
zienten p (z) und q (z) fallen können, aber nicht, daß jede Lösung dort 
singulär sein muß. Dies ist allgemein auch nicht beweisbar. Bei-

spiel: y" - _2_ y' + (~)2 Y = 0 besitzt als (linear unabhängige) x-i x-i 
Lösungen: y = 1 - x und y = 1 - 2x + x 2• Die Reihenentwicklungen 
dieser Lösungen (an der Stelle x = 0) sind aber beständig konvergent, 
während doch x = 1 gewiß eine singuläre Stelle der Differential
gleichung ist. 

In diesem Zusammenhang ist auf den folgenden allgemeinen Satz 
(PERRON [2], S.23) hinzuweisen: Sind die Koeffizienten A,,(x) von 

Ao(x) y< .. ) + Al (x) y<"-l) + ... + A .. (x) y = 0 

ganze (rationale oder transzendente) Funktionen, hat ferner Ao (x) nur 
s Nullstellen, jede ihrer Vielfachheit entsprechend gezählt, so sind 
mindestens (n - s) Lösungen der Differentialgleichung ganze Funk
tionen. - Demzufolge hat z. B. unsere oben verwendete Hilfsdifferential
gleichung immer eine Lösung, welche (auch) in x = 1 regulär ist. -
Ferner beachte man, daß im Falle nichtlinearer Differentialgleichungen 
die Lösungen auch an solchen Stellen Singularitäten besitzen können, 
an denen sich die Differentialgleichung (bzw. ihre Koeffizienten) selber 
regulär verhält. Beispiel: y' + y2 = 0 besitzt die in x = Xo singuläre 
Lösung y = (x - xo)-l. Diesbezügliche allgemeine Untersuchungen bei 
SCHLESINGER [2], § 14ff. Vgl. auch HILB [2]. 

Zu Seite 37. [*] Eine Ausnahme macht z. B. der Fall, daß I' und -a 
oder daß I' und -b nichtnegative ganze Zahlen sind. Dann ist die in 
y = x"'$ (x) auftretende Potenzreihe $ (x) ein Polynom, und die Reihe 
konvergiert für alle endlichen x. V gl. die Zusätze im Text auf S. 3 und 8. 

Zu Seite 41. [*] Wegen anderweitiger Bestimmung von Y2 vgl. 
SCHLESINGER [2], S. 214. Beispiele für das Auftreten dieser Ausnahme
fälle bei der hypergeometrischen Differentialgleichung finden sich etwa 
in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen. Vgl. FRICKE [1], 1. Teil •• 
insbesondere S.334ff.; auch KLEIN [4], Bd.1, Abschnitt 1. Kap. 2. 

[**] Setzen wir ß + (x' + I' = ii, ß' + (X' + 1" = b. so gilt (nach 
dem Mittelwertsatz) : 

.! (Y2 - Yl ) = .!x"" (1 - x)r [x' F(ii + e, b + e; 1 + e;x) -F(ii,b; 1 - e;x)] 
11 11 

= x""(1 - x)y [{(d;;) F(ii + C. b + C; 1 + C;x) 

+ x~ dF(a + C, b + C; 1 + C; x)} 
dC ~ = {}" 

_{dF(a,f);i-C;X)} ]. 
dC !;={}" 
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Somit: 

lim Y2 - Y1 = x.x' (1 _ x)r[{(ddX') F(a, b; 1; x) + OF(~'B~; 1; x) ._0 E E ,= 0 a 

+ oFC~, ~; 1; x) + (BF(~, b; 1 + E; x)) } 
Bb OE '=0 

+(OF(~,b;1+E;X)) ], 
BE ,=0 

woraus wegen 

2(BF(a, b; 1 + E; x)) = (OF(~; b; 1 + 2E;X)) 
OE ,=0 BE ,=0 

die Behauptung des Textes folgt. 

Zu Seite 42. [*] Vgl.z.B. SCHLESINGER [2J, S.212ff; ferner GAuss[1], 
S.214ff. 

Zu Seite 44. [*] Unter einer Diedergruppe versteht man eine end
liche Gruppe 2n-ter Ordnung, deren sämtliche Elemente sich aus zwei 
Elementen A und B erzeugen lassen, für welch letztere die Beziehungen 
bestehen: An = E, B2 = E, AB = BA -1 (E = Einselement der 
Gruppe). Vgl. Näheres bei SPEISER [1J, S.22 und 29. 

Zu Seite 45. [*J Eine Tabelle der 24 Lösungen beispielsweise 
bei SCHLESINGER [1J, Bd. 1, S. 265. 

Zu Seite 50. [*J Daß die hier auftretenden Reihen analytische Funk
tionen der Parameter ()(., ()(.' usw. sind, muß natürlich noch bewiesen 
werden. Man kann dies hier so zeigen: Die Koeffizienten u. der F-Reihen 
sind rationale Funktionen der ()(., ()(.' , . " Sobald man ferner nur die 
()(., ()(.' , ... auf passend gewählte Gebiete beschränkt, z. B. auf eine Um
gebung von ()(. = 0, ()(.' = 0, p = 0, P' = 0, y = 0, y' = 0, sind die 
u'Vx~ bei passendem Xl (d. h. für lXII< 1,11 - xII< 1) ihrem ab
soluten Betrage nach kleiner als die Glieder einer konvergenten geo
metrischen Reihe mit von ()(., ()(.' , ... unabhängigen Gliedern. Daher 
konvergiert ~ u'Vx~ gleichmäßig; die Summe der Reihe is~ mithin (nach 
dem WEIERSTRAssschen Doppelreihensatz) eine analytische Funktion 
von cx, cx', ... 

Zu Seite 51. [*J In der soeben gewonnenen Darstellung für 
F (a, b; c; 1) ist die rechte Seite - von trivialen Ausnahmen abgesehen -
stets sinnvoll, während die linke Seite der Konvergenzbedingung 
ffi (c - a - b) > 0 zu unterwerfen ist. Die Beantwortung der in dieser 
Bemerkung liegenden Frage ergibt sich leicht aus der Betrachtung der 
vorhin (S. 50) entwickelten Relation (0) (in welcher wir jetzt statt 
der ()(., p, Y die a, b, c einführen): 

F (a, b; c; x) = cxl'F(a, b; a + b - c + 1; 1 - x) 
+ (Xl"(1-x)c-a-bF(c-b, c-a; c-a-b+1; i-x). 
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Zu Seite 53. [*] Wobei aber mit dem Worte "Zweig", hier wenigstens, 
nicht gesagt sein soll, daß jeder "Zweig" aus jedem anderen durch 
analytische Fortsetzung gewonnen werden kann. 

Zu Seite 55. [*] Da yT, y: aus Y1' Ys durch analytische Fortsetzung 
erhalten sind, so müssen yT, y: linear unabhängig sein, wenn Y1' Y2 
linear unabhängig sind, und es ist infolgedessen I Cik I =f= 0, d. h. die 
Substitution ist nichtsingulär. 

Zu Seite 59. [*] Ist nämlich ~h =f= es, so kann die Matrix 

1
11 Cll - '!J Cu 11, i = 1,2, nicht den Rang Null haben, d. h. es kann 

Cu C22 - (!J 

nicht c11-e = C21 =c12 = c22-e = 0 eintreten, weil andernfalls c11 =C22 , 
c12 = Cu = 0, also e1 = es wäre. Daher hat (im Falle e1 =f= es) die 
Determinante den Rang 1, so daß k1 : ks bzw. ll: ls tatsächlich bestimmt 
sind. Ferner sind Zl' Z2 für e1 =f= es sicher linear unabhängig, also ist 
k1 ls - k2 l1 =f= o. Man kann die Existenz der kanonischen Form unserer 
Substitution auch unmittelbar aus den allgemeinen Sätzen der Elemen
tarteilertheorie entnehmen, die sich auf Substitutionen n-ter Ordnung 
beziehen. Vgl. hierüber z. B. KLEIN [1], S. 379ff.; HAUPT [1], S. 621 ff. 
Zu den ganzen nachfolgenden Betrachtungen des Textes kann man noch 
vergleichen SCHLESINGER [2], S. 146ff.; betr. Differentialgleichungen be
liebiger Ordnung, außer SCHLESINGER [1], auch HORN [1], § 37ff. 

[**] Daß eine solche kanonische Form wirklich existiert, kann man 
etwa so einsehen: Setzt man wieder 

Zl = kIY1 + k2Y2; z2=lIY1 +l2Y2' 
so erhält man als Bedingungsgleichungen 

(c11 - (!)k1 + cU k2 = all' 
c12k1 + (C 22 - e)k2 = al2, 

a =f= 0, 

wo (C11 - e) (C22 - e) - c1S CU = e2 - (c11 + C22) e + (C11 C22 - C12C21) = 0 
und etwa II = c2S - e, ls = - c12 gesetzt werden kann. (Es darf ja 
c12 =f= 0 angenommen werden.) Die beiden linearen, inhomogenen 
Gleichungen zur Bestimmung von k1 , ks haben nun zwar die Determi
nanteNull; aber die I.ösbarkeitsbedingung a[clS (C22-e) + (c11-e) c1J=0 
ist wegen e1 = e2 = e und 2e = C11 + C22 erfüllt. Daher existiert eine 
nichttriviale Lösung k1 , k 2 • (Es kann a = 1 gesetzt werden.) Daß Zl 

und Z2 linear unabhängig sind, ist aus ihrem Verhalten beim Umlauf 
klar. (Vgl. auch die allgemeinen Sätze der Elementarteilertheorie, An
merkung [*] zu S. 59.) 

Zu Seite 61. [*] Im Hinblick auf später mag noch erwähnt werden, 
daß sich die Gestalt derjenigen Funktionszweige, welche sich beim Um
lauf um den betrachteten singulären Punkt kanonisch substituieren, 
auch durch folgenden allgemeinen Schluß bestimmen läßt: Betrachten 
wir der Einfachheit wegen nur den allgemeinen Fall (eI =f= (2) und setzen 
eJ = e21<i"'J (1· = 1,2), so bleibt zJ,,-"'J = uJ beim Umlauf um " = a un
geändert, hat also in " = a höchstens eine isolierte Singularität; d. h. 
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Uj = L j (x) oder %j = xati LJ (x), wo LJ als Laurentreihe darstellbar ist. 
Daß nun im hypergeometrischen Falle insbesondere L j (x) nur einen 
Pol in x = a besitzt, bedarf allerdings eines besonderen Beweises, den 
wir übergehen können (vgI. dazu die Anmerkung [**] zu Seite 116). 

Zu Seite 62. [*] Literatur: HILB [1]; auch WINKLER [1]. Lehr
bücher: HORN [1], SCHLESINGER [1] und [2]. 

Zu Seite 63. [*] VgI. die geschichtlichen Bemerkungen bei SERRET
SCHEFFERS [1], Bd. 2, S. 589. 

[**] VgI. z. B. WHITTAKER und WATSON [1], Kap. 12. Bibliographie 
bei BRuNEL [1] und bei NIELSEN [1] (bis 1906). Man sehe ferner die 
völlig elementare, äußerst einfache Einführung von ARTIN [1]; den Aus
gangspunkt bildet dabei die Tatsache, daß die Gammafunktion die 
einzige für alle positiven x definierte und logarithmisch-konvexe Lösung 
der Funktionalgleichung / (x + 1) = x/ (x) ist, wenn noch / (1) = 1 nor
miert wird. Eine Funktion heißt dabei "logarithmisch-konvex", wenn 
sie positiv ist und wenn ihr reeller Logarithmus eine konvexe Funk
tion ist. 

[***] Bezüglich der durch die Gammafunktion vermittelten kon
formen Abbildung vgI. LENSE [1] sowie GINZEL [1]. 

Zu Seite 64. [*] Ein Schleifenintegral findet sich bereits bei RIE
MANN [1J, S.146, allerdings für den Fall der C-Funktion. Es mag in 
diesem Zusammenhange (vgI. auch S. 95 und § 20 des Textes) auf ein 
anderes Verfahren der "Erweiterung" des bestimmten Integrals hin
gewiesen werden, welches auf CAUCHY [1] und WEIERSTRASS ([1], Bd. 1. 
S.122) zurückgeht. Diese Erweiterung. welche in den meisten Fällen 
das gleiche leistet wie das Schleifen- (bzw. Doppelumlauf-) Integral und 
oft viel bequemer ist, kann andeutungsweise so erklärt werden: Es sei 
/(x) regulär, etwa in lxi< r, und der Realteil von t sei größer als -1. 
Dann ist in a 00 

!xt/(X)dX= ~ t~+;:1 t:~O) 
o ,,=0 

die Reihe rechts konvergent (falls I a I < r) und Element einer in t ein
deutigen, meromorphen Funktion ~(t), deren Pole in t = -e - 1, 
e = 0, 1 , ... liegen, vorausgesetzt, daß alle /<e)(o) von Null verschieden 
sind. Die zugehörigen Residuen sind /<e)(o) : e!. Mit anderen Worten: 
«P(t) ist die durch das bestimmte Integral (solange es konvergiert) de
finierte analytische Funktion von t. Die in Rede stehende "Erweiterung" 
von CAUCHy-WEIERSTRASS hat gegenüber der Darstellung durch 
Schleifen- bzw. Doppelumlaufintegrale den Vorteil, auch im Falle ganz~ 
zahliger positiver t Aufschluß über das Verhalten der Funktion zu geben, 
während da die Schleifenintegrale usw. verschwinden bzw. auf "un
bestimmte Ausdrücke der Form 0/0" führen. 

Zu Seite 65. [*J Bezüglich des Aufbaues der in Rede stehenden 
RIEMANNschen Fläche sei für den Anfänger folgendes bemerkt. Man 
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denke sich die u-Ebene längs der positiven reellen Achse (also von u = 0 
über u = 1 bis u = (0) aufgeschnitten; in einem solchen aufgeschnitte
nen Blatt ist dann uP- l (1 - U)q-l bzw. jeder Zweig dieser Funktion 
eindeutig. Die gewünschte RIEMANNsche Fläche erhält man jetzt, indem 
man jedem der verschiedenen Funktionszweige ein besonderes Blatt zu
ordnet und die einzelnen Blätter längs je eines der "Schnitte" von u = 0 
bis u = 1 bzw. von u = 1 bis u = 00 so "aneinanderheftet" , daß die 
Funktionswerte an den zu verschmelzenden Schnittufern gleich sind. 
Der Anfänger vgl. hierzu KNOPp [2], S. 116ff. 

[**J Vgl. weiter RIEMANN [2], S. 69ff. und ferner auch KLEIN [3]. 
Bd.2, S. 568. 

[***] Man kann auch vergleichen OSGOOD [1J, S.98, Fußnote 239. 

Zu Seite 67. [*] Vgl. die Literaturangaben in OSGOOD [1J, S.112ff. 
und FRICKE [3], Nr. 17. 

Zu Seite 68. [*] Im Hinblick auf später mag hier noch folgendes 
angefügt werden: Wir nennen eine in den (komplexen) Veränderlichen 
Xl' x2 analytische Funktion l(x1 , x2) eine Form vom Grade (von der 
Dimension) k, wenn 

{"I (Xl' X2) = I(txl , tx2) 

für alle (komplexen) t in einer Umgebung der Stelle t = 1. Dabei be
zeiahnet k eine (komplexe oder speziell reelle) Konstante und t" denjenigen 
Zweig der Potenz, welcher für t = 1 den Wert 1 hat; ferner sind Xl' x 2 • 

ebenso wie tx1 , tX2 natürlich stets auf den zugrunde liegenden Definitions
bereich zu beschränken. Wird nun t = Xii gewählt und X = Xl: X2 ge
setzt (vorausgesetzt, daß dies zulässig ist), so erhält man 

l(x1 , x2) = xH(x; 1), 
wo jetzt I(x; 1) nur noch von einer komplexen Veränderlichen abhängt. 
Alles überträgt sich sinngemäß auf den Fall von n Veränderlichen 
Xl' .. . , X" (n:> 3) (vgl. auch OSGOOD [1J, S.112/113)· 

Zu Seite 69. [*] Vgl. HURWITZ-COURANT [1], S.128ff.; ferner ARTIN [1]. 
[**] Literaturangaben bei NÖRLUND [1], S. 703. Vgl. ferner wegen 

weitergehender Sätze auch OSTROWSKI [1]. 

Zu Seite 72. [*] Zum Beweise, daß die Kurve wirklich so verläuft. 
daß also insbesondere ihre erste Ableitung nach p monoton ist, zeigt. 
man, daß r(p) r" (p) > 0 für jedes in Frage kommende reelle p. Vgl. 
ARTIN [1J, z. B. S. 16. 

Zu Seite 73. [*J Für p = -v (v = 0, 1,2, ... ) wird das Glied 

", (p1+ ,,) sinnlos. Die nach Wegnahme dieses Gliedes übrigbleibende 

Reihe konvergiert aber auch noch für p = -v. Im übrigen ist die Kon
vergenz unserer ganzen Reihe sogar gleichmäßig hinsichtlich p in jedem 
beschränkten, abgeschlossenen, die Stellen p = -v (v = 0, 1, ... ) nicht 
enthaltenden Bereiche der p-Ebene. 
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Zu Seite 74. [*J Die nähere Ausführung dieser Beweisandeutung 
(es handelt sich um die Vertauschung zweier Grenzübergänge) findet 
man z. B. bei WHITTAKER und WATSON [1J, S. 242. 

[uJ Vgl. z. B. KNOPP [1], S.455. 

Zu Seite 76. [*] Auf S. 14 ist zwar nur der Fall reeller a, b, c be
handelt; doch übertragen sich die Betrachtungen sogleich auch auf den 
Fall komplexer a, b, c. 

Zu Seite 79. [*] Daß unser Schleifenintegral bzw. die dadurch de
finierte ganze Funktion keine anderen Nullstellen mehr besitzt, ergibt 
sich etwa durch Heranziehung des Komplementensatzes. Geschicht
liches bezgl. der Darstellung der Gammafunktion durch das Schleifen
integral (nach SCHLÄFLI zuerst von WEIERSTRASS gefunden) bei NIEL
SEN [1], S. 148. 

Auch STIELTJES [1J hat einen Beweis angegeben dafür, daß F(x) 
keine Nullstellen besitzt, ihre Reziproke also ganz ist. 

[**] Vgl. die geschichtlichen Bemerkungen bei NIELSEN [1], § 4. 

Zu Seite 81. [*] Vgl. die Anmerkung [*J zu S.82. 

Zu Seite 82. [*] Es ist nämlich durch die soeben angestellten über
legungen noch nicht gezeigt, daß außer den so gefundenen Nullstellen 
auch keine anderen mehr existieren. Die von KLEIN im Texte gestellte 
Frage, wie man auch diese Eindeutigkeitsbehauptung aus der Betrach
tung des Doppelumlaufsintegrals ablesen könne, wird von H. SCHMIDT [1], 
S. 355, beantwortet 

Zu Seite 86. [*] Die fraglichen Integrale, als Funktionen der Inte
grationsgrenze betrachtet ("unbestimmte" Integrale), liefern übrigens 
bei reellen .x, p, . .. die konforme Abbildung von ebenen, schlichten, 
einfach zusammenhängenden, geradlinigen Polygonen auf eine Kreis
scheibe, falls die Verzweigungspunkte des Integranden alle auf einem 
Kreise liegen; andernfalls liefern sie konforme Abbildungen der Ober
flächen (der "Netze") von schlichtartigen Polyedern auf die Vollebene 
(die Abbildung ist konform natürlich nur bis auf die Ecken). Die zwischen 
den Verzweigungspunkten des Integranden erstreckten, bestimmten In
tegrale, soweit sie einen Sinn haben, geben dann die Seitenlängen des 
betrachteten Polyeders. Wir erläutern dies für den Fall des Tetraeders 
(vgl. SCHWARZ [2]). Hierbei handelt es sich um das Integral (inhomogen 
geschrieben) 

z 

W = Wo + C Jeu - a)'"(u - b)P(u - c)Y(u - d)ddu, 

durch welches die x-Ebene auf das (in der w-Ebene gelegene) Netz eines 
Tetraeders ein-eindeutig und konform abgebildet wird, falls a, b, c, d 
nicht sämtlich auf einem Kreise liegen; und zwar kann man durch 
passende Wahl der C, a, ... , .x, ... , «5 jedes Tetraedernetz als Bild er
halten; die C, a, ... , «5 sind durch Vorgabe des Netzes im wesentlichen 



Anmerkungen. 315 

eindeutig bestimmt (d. h. die a, ... , d bis auf eine lineare Transforma
tion). (Weitere Literatur bei LICHTENSTEIN [1J.) Bei dieser Konstanten
bestimmung (wobei ohne Beschränkung der Allgemeinheit a = 0, b = 1 , 
C = 00 angenommen werden kann und wo d = z gesetzt sei) handelt es 
sich dann (vgl. SCHWARZ, a. a. 0., S.96) im wesentlichen darum, dem 
Quotienten 

= 1 

fJ = f U"(u - 1),8 (u - z)ddu:f u"(u - 1),8 (u - z)ddu 
o 0 

zweier bestimmter Integrale durch passende Wahl von z einen vor
geschriebenen Wert zu erteilen. Die Konstantenbestimmung führt hier 
also wieder auf die später im Text eingehend behandelte konforme Ab
bildung, welche durch den Quotienten fJ zweier Lösungen der hyper
geometrischen Differentialgleichung vermittelt wird, also der Abbildung 
der Halbebene auf ein Kreisbogendreieck. Die eben benutzten bestimm
ten Integrale sind, wie erwähnt, als Funktionen der Verzweigungsstelle 
z = d des Integranden, Lösungen der hypergeometrischen Differential
gleichung und können auch als "Perioden" der Funktion w (unbestimmtes 
Integral) aufgefaßt werden. übrigens ist w seinerseits Lösung einer in
homogenen linearen Differentialgleichung. Wegen der Verallgemeine
rung auf ABELsche Integrale vgl. HILB [1J, S.553. Siehe ferner RIE
MANN [2J, S. 90. 

[**J Bei dem nachfolgenden Grenzübergang handelt es sich nicht um 
irgendwelche Konvergenzbetrachtungen, es wird vielmehr nur, sozusagen 
rein formal, die Verallgemeinerung der Gammafunktion ermittelt (vgl. 
S.73/74). Nicht bewiesen wird hier also, daß das gefundene Integral 
Grenzwert der betrachteten EULERschen Integrale ist. 

Zu Seite 87. [*J Betr. die solcherart im hypergeometrischen Falle 
erhaltene Funktion ("confluent hypergeometric function") sehe man 
z. B. WHITTAKER und WATSON [1], Kap. 16, wo auch die einschlägige 
Literatur angegeb~n ist. Die Funktion ist wiederum Lösung einer homo
genen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Insbesondere gehören da
zu die BEssELschen Funktionen (vgl. auch S. 156). Siehe WHITTAKER 
und WATSON [1], Kap. 17. 

Zu Seite 90. [*] Vgl. dazu auch RIEMANN [2J, S. 75. 

Zu Seite 95. [*J Wegen der notwendigen Divisionen mit 1 - eu .... 
usw. ist aber zunächst vom Falle abzusehen, daß (X usw. eine (reelle) 
ganze Zahl ist; alsdann würde allerdings auch [,ltl = 0 usw.; es verschwin
den also dann in der Darstellung für Idd usw. Zähler und Nenner. 

Zu Seite 104. [*] Vgl. aber dazu RIEMANN [2J, III A. 

Zu Seite 111. [*J RIEMANN [1], S. 83. Man vgl. dazu SCHELLEN
BERG [1], S. 38. Der Beweis ist geliefert von WIRTINGER [1] sowie [3], 
S. 293. Vgl. auch die Bemerkungen bei H. SCHMIDT [1J, S.372. 
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Zu Seite 116. [*J Vgl. die in DICKSON [1J, Kap. 1 und 2, zitierte 
Literatur. 

[**J Zusatz: Über den Begriff der singulären Stelle der Bestimmtheit 
bei einer linearen Differentialgleichung sei folgendes angemerkt (vgl. 
SCHLESINGER [1J, Bd. 1, insbesondere S. 138ff.): Gegeben sei die Diffe
rentialgleichung 

y(k) + Ql (x) y(k-l) + ... + Qk-dx) y(l) + Qdx) y = 0, 

wo die Q" (x) an der Stelle x = a höchstens isolierte Singularitäten be
sitzen, d. h. für 0 < I x - al < r eindeutig und regulär analytisch sind. 
Dann kann man durch Verallgemeinerung der früher (Anmerkung [*] 
zu S. 61) angestellten Betrachtungen zeigen, daß ein System von linear 
unabhängigen Lösungen der Differentialgleichung (Fundamental
system) existiert, welches aus Funktionen der folgenden Form besteht: 

y = x'" So (x) bzw. y = x'" [So (x) + 51 (x) logx + ... + SI (x) (log x) IJ , 

wobei die 5;. (x) , A. = 0, 1, ... , l, ebenfalls in 0< Ix - a I< r eindeutig 
und regulär sind. Besitzen sämtliche So (x), ... , SI (x) an der Stelle 
x = a nur Pole, so sagt man, y verhalte sich in x = a "bestimmt". Ver
halten sich alle Lösungen des Fundamentalsystems bestimmt, so heißt 
x = a eine Stelle der Bestimmtheit für die Differentialgleichung. Andern
falls spricht man von einer "Unbestimmtheitsstelle". 

Es gilt nun folgender Satz (vgl. SCHLESINGER [1J, Bd. 1, S. 219ff.): 
Die lineare Differentialgleichung k-ter Ordnung besitze die n + 1 sin
gulären verschiedenen Stellen x = a, x = b, ... , x = t, x = 00 und 
keine anderen (n::> 1). Damit alle diese Stellen zugleich Bestimmtheits
stellen seien, ist notwendig und hinreichend, daß 

Q,,(x) = P,,(x). [N(x)J-", x = 1, ... , k, 

wo N (x) = (x - a) (x - b) ... (x - t) und P" (x) ein Polynom von 
höchstens dem Grade x(n - 1) ist. 

Die Summe der Exponenten z. B. an der Stelle x = a ist 

(k) PI (a) 
sa = 2 - N' (a) , 

(k) k(k - 1) . wo 2 = 2 . Man erkennt dIes durch Betrachtung der zu x = a 
gehörigen determinierenden Fundamentalgleichung unter' Benutzung der 

J?artialbruchzerlegung von .z;;.(~1. (Vgl. SCHLESINGER [1J, Bd. 1, S. 240ff.) 

Übrigens hat man jetzt: 

PI(x) = (~)- Sa + (~)- Sb + '" + (~)- S, • 

N(x) x - a x - b x - t 

Für die Exponentensumme im unendlich fernen Punkt erhält man ent-

sprechend = _ (k) (P1 (a) ... PI (t») 
Soo 2 + N'(a) + + N'(t) . 

Die Summe aller Exponenten ist somit (n _ 1) k(k;: 1) . 
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Insbesondere hat also eine Differentialgleichung zweiter Ordnung (k = 2) 
mit lauter singulären Stellen der Bestimmtheit die Gestalt 

y" + (1 - 5. + ... + ~- 5')y' 
x-a x-t 

1 (PB(a) 1 PB (t) 1 ) + N(x) N'(a) x - a + ... + N'(t) x _ t + GfI - 2 (x) y = 0, 

wo GfI _ 2 (x) ein Polynom höchstens vom Grade (n - 2) bedeutet. Die 

auftretenden Koeffizienten ~~~:~ usw. lassen sich wieder durch die zu 

x = a usw. gehörigen Exponenten ausdrücken; und zwar zeigt man 
(durch Betrachtung der determinierenden Fundamentalgleichung), daß 

PB (a) ,,, ( b) ( ) N'(a) = ()(. ()(. a - •.• a - t usw. 

Ebenso ergibt sich, daß el ell xfl - 2 das höchste Glied von G"_2(X) sein 
muß, unter el • es die zu x = 00 gehörigen Exponenten verstanden (vgl. 
SCHLESINGER [1], Bd. 1, S.242). 

Ist der unendlich ferne Punkt keine singuläre Stelle der Differential
gleichung, so sind (für k = 2) die ihm zugehörigen Exponenten gleich 
Null und Eins. Man hat daher 

S4 + ... + St = n - 2. 

Ferner darf G,,_s(x) höchstens vom Grade (n - 4) sein (wie man bei 
Einführung der Ortsuniformisierenden ~ = X-I leicht erkennt) ; die 
Koeffizienten von G"_2 sind im übrigen ganz beliebig. Man kann (für 
k = 2) auch vergleichen: BÖCHER [1J. S.105ff. 

Zu Seite 118. [*J Weitere Literaturangaben bei: FRICKE [3], S.437 
und ff.; 470; HILB [1]. S.498. 

Zu Seite 122. [*] Vgl. z. B. HILB [3], S. 1399, 1407 und 1413. 

Zu Seite 125. [*] Vgl. SCHLESINGER [1], Bd.1, S.197 und 203 
(Kriterien für das Auftreten eines Nebenpunktes). 

[**] Über hypergeometrische Differentialgleichungen bzw. Funk
tionen mit Nebenpunkten vgl. SCHILLING [4, 5], RITTER [1]. 

Zu Seite 126. [*J Die zu einem Nebenpunkt gehörigen Exponenten 
müssen zufolge § 8 des Textes verschieden sein, weil keine Logarithmen 
auftreten sollen. 

Zu Seite 130. [*] Für das Folgende kommt auch in Frage die in 
Anmerkung [*] zu S.12 angegebene Literatur, insbesondere PERRON [1], 
S·347ff. 

Zu Seite 131. [*] Im Zusammenhang mit dieser Bemerkung KLEINS 
mag noch darauf hingewiesen werden, daß RIEMANN hier ([1J, S. 428ff.) 
zur "asymptotischen Berechnung" eines hypergeometrischen Integrals 
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die sogen. "Sattelpunktmethode" (vgl. COURANT-HILBERT [1J, S. 455 ff.) 
anwendet. Es dürfte dies die erste Anwendung dieser Methode im 
komplexen Gebiete sein. - Vgl. auch die geschichtlichen Bemerkungen 
von WIRTIN GER in RIEMANN [2J, S. 110. 

[**J Vgl. VAN VLECK [1J, dessen zweites Kapitel geschichtliche Be
merkungen und Literaturangaben bringt. Vgl. dazu auch OSGOOD [1J, 
S.93. - In diesem Zusammenhang mag auch auf die Kettenbruchent-

00 

wicklungen von Stieltjesintegralen der Form f !~~1 hingewiesen wer
o 

den sowie auf das damit zusammenhängende "Momentenproblem". Vgl. 
PERRON [1J, Kap. 9. 

Zu Seite 132. [*J Das hiermit gemeinte Problem aus der Theorie 
der ABELschen Integrale ist, etwas allgemeiner formuliert, folgendes: 
Gegeben eine geschlossene RIEMANNsche Fläche ~ vom Geschlecht p 
(p > 0), etwa als Überlagerungsfläche der komplexen x-Ebene. Man 
soll die Existenz von solchen Funktionen der komplexen Veränderlichen 
x beweisen, welche auf ty relativ unverzweigt und, bis auf gegebene 
Singularitäten, regulär sind und welche bei Überschreiten der Quer
schnitte von ~ vorgeschriebene ganze lineare (inhomogene) Substitu
tionen erleiden. Dieses Problem ist, ebenso wie das in Rede stehende 
Problem betr. die hypergeometrische Funktion, ein Spezialfall des sog. 
RIEMANNschen Problems; vgl. Anmerkung [*J zu S.137. 

[**J Vgl. dazu z. B. § 36 des Textes, wo auch die späteren, weiter
gehenden Untersuchungen von SCHILLING zitiert werden. 

Zu Seite 134. [*J Genauer gesagt geht jede der Substitutionen A, 

B, ... in eine zu ihr "ähnliche" A *=C-1AC usw. über, wobei C= II CH cull. 
C21 C22 

Kennzeichnend für die Ähnlichkeit von Matrizen ist die Übereinstimmung 
der Elementarteiler (vgl. S. 59, Anmerkung [*J). 

Zu Seite 135. [*J Vgl. z. B. die Angaben bei SCHLESINGER [1J, Bd. II, 1, 
S. 299ff. sowie HILB [1J, Nr. 13. 

Zu Seite 136. [*J Vgl. Näheres bei HILB [1J, Nr. 8. 

Zu Seite 137. [*J Der hier geforderte Existenzbeweis ist inzwischen 
erbracht worden. Vgl. über die einschlägige Literatur HILB [1J, S. 518ff. 

Zu Seite 138. [*J Dazu kommt noch RIEMANN [2J, S.76ff. 

Zu Seite 141. [*J Bezüglich des Begriffes der Differentialinvariante 
sei verwiesen z. B. auf KLEIN [1J, S. 174, ferner auf SERRET-SCHEFFERS 
[1J, Bd. 3, S. 421 ff. 

[**J Es folgt das z. B. daraus, daß einerseits D entweder nirgends 
oder überall Null ist (vgl. den ABELschen Satz [So 148J) und daß an-
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dererseits jede Lösung durch die Werte von y und y' an einer Stelle 
eindeutig bestimmt ist (vgI. S. 33, Anmerkung [*]). 

Zu Seite 142. [*] Zur Bestimmung der im Text angegebenen Gestalt 
von 2q - iP2 - P' = 4>(x) bemerken wir: Da ([> eine rationale Funk
tion von x ist, genügt es, alle Pole und die zugehörigen Hauptteile von 
!l'(x) = (x - a) ... (x - t) 4> (x), sowie das Verhalten dieser letzteren 
Funktion !l'(x) in x = 00 zu kennen. Und all dies ergibt sich aus der 
jetzt vorzunehmenden Untersuchung des Verhaltens von [17] an den 
verschiedenen Stellen der x-Ebene. Wir haben zu unterscheiden (vgI. 
dazu § 28 des Textes): 

a) x = Xo ist eine reguläre, im Endlichen gelegene Stelle der Differential
gleichung. Es ist 17 = ~$ (~), wo 17' (0) = $ (0) =F 0, ~ = x - Xo und $ (~) 
eine Potenzreihe in ~ bedeutet. Daher ist auch fJ~ = d(l~gfJ') in der 
Umgebung von ~ = 0 regulär und ebenso [17]. fJ x 

b) x = Xo ist eine gewöhnliche singuläre, im Endlichen gelegene Stelle 
der Differentialgleichung. Es gilt: 17 = ~"$(~), wo (X keine ganze Zahl 
ist und $(0) = c =F O. Mithin: 17' = C~"-l((X + ~$*W) und 

fJ: = ((X _ 1) ~-1 + $**(~). Daher schließlich 
fJ 

[17] = 1 (1 - (X2) ~-2 + A~-l + $***W. 

c) x = Xo ist eine im Endlichen gelegene Ausnahmestelle erster Ordnung 
der Differentialgleichung. Es gilt: 17 = ~-p $W + log~, wo ß > 0 eine 
ganze Zahl ist ($(0) = c =F 0). Daher 17' = C~-P-l(-ß + E$*W) und 
(wie unter b) [17] = 1(1 - ß2H- 2 + A~-l + $***(~). 

d) x = Xo ist eine im Endlichen gelegene Ausnahmestelle zweiter Ord
nung der Differentialgleichung. Wie unter b folgt: [17] =!(1 - (X2)~-2 
+ $*** (~). Dabei fehlt im Falle eines uneigentlich singulären Punktes, 
also für (X = 1 (und nur dann), das Glied mit ~-2. 

e) Verhalten im unendlich fernen Punkt x = 00. Wir führen die Orts
uniformisierende 1; = x- 1 ein. (Vgl. die Anmerkung [**] zu Seite 116.) 
Als Funktion von 1; ist 17 regulär an der Stelle C=O. Ferner ist 

, dfJ dfJ. fJ" dlogfJ' 1i • dfJ . 
17 = dx = -1;2([[, fJ' = ~ = -1;2ii- 2C , wo 17 = ([[ usw. Mit-
hin hat [17] im unendlich fernen Punkt eine Nullstelle mindestens von 
vierter Ordnung. 

Aus a) bis e) folgt, daß qT(x) = ( !2r-4«X)_ t) sein muß, wo Z2n_4(X) 
X a ... x 

ein Polynom von höchstens dem Grade (2n - 4) ist. Die Partialbruch
zerlegung dieses Quotienten liefert dann die im Text angegebene Gestalt 
von [17], da sich !l'(x) wegen a) bis d) an den singulären Stellen, z. B. in 
x=a, wie [H1-(X2) ~-2+A~-1+$***_(~)]H~+(a-b» ... (~+(a-t» 
= 1 (1 - (X2) ~-l(a - b) ... (a - t) + $(~) verhält. 

Zu Seite 151. [*] Vgl. bezüglich der RIccATIschen Differential
gleichung LIE [1], S. 282. 

Zu Seite 154. [*] Es sei bei dieser Gelegenheit übrigens noch auf 
andere ausgezeichnete Eigenschaften der RICCATIScheri Differential-
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gleichung hingewiesen, etwa auf die Tatsache, daß die RICCATISche zu
gleich die einzige Differentialgleichung erster Ordnung y' = f (x ,y) ist, 
deren Lösungen keine "beweglichen" (d. h. von Anfangswerten der be
trachteten Lösung abhängige) Verzweigungspunkte besitzen. Man vgl. 
hierüber SCHLESINGER [2J, ferner HILB [2J. 

Zu Seite 155. [*J Vgl. die geschichtlichen Bemerkungen bei SERRET
SCHEFFERS [1J, Bd.3, S.701. 

[**J Für m = -2 sind Yl = xl" Y2 = x", zwei linear unabhängige 

Lösungen, wobei ~1 =~ (1 ± 11 + 4k) und k =f: -~. Für k =-t 
"2 2 4 

hat man Yl = xi, Y2 = xi logx. Über den Fall m =t -2 vgl. man im 
Text weiter unten (S. 284). 

Zu Seite 156. [*J Vgl. die Anmerkung [*J zu S.87. 

Zu Seite 158. [*J Neuere Literatur bei SOMMER [1J, S. 833 ff. 

Zu Seite 160. [*J Vgl. hierzu etwa STUDY [1J, S. 124ff.; ferner die 
Literaturangaben bei SOMMER [1J, S. 778/779. 

Zu Seite 161. [*J Vgl. dazu SOMMER [1J, S. 848ff.; auch die Be
merkungen und Literaturangaben bei KLEIN [2J, S. 191ff. Ferner 
sei verwiesen auf STUDY [1J, S. 131ff.; man findet dort u. a. Parameter
darstellungen für die Ra (STUDY [1J, 3. Abschnitt, § 5). 

Zu Seite 162. [*J Eine Darstellung der sphärischen Trigonometrie, 
in welcher die Gedanken der STuDYschen Arbeit zur Geltung kommen, 
findet man bei ]ACOBSTHAL [1J = WEBER-WELLSTEIN [1J. 

[**J Eine Ausdehnung der STuDYschen Untersuchungen auf Vier
ecke und n-Ecke bzw. n-Flache hat FALCKENBERG [8] gegeben. 

Zu Seite 169. [*J Für den vollständigen Beweis vergleiche man 
STUDY [1J, S. 109ff.; auch ]ACOBSTHAL [1J, S.387ff. 

Zu Seite 171. [*J Vgl. z. B. ]ACOBSTHAL [1J, S.377ff. 

Zu Seite 173. [*J Dazu kommt noch SCHILLING [3]; vgl. auch 
SOMMER [1J, Nr. 20ff. 

Zu Seite 180. [*J Genauer: Sind eA, eB, eC die Koeffizienten der 
gegebenen quadratischen Gleichung (e =t 0, im übrigen beliebig wählbar) 
und sollen Zahlen a, b existieren, so daß eA = a + ib, -QC = a - ib, 
(JB = 1 - a2 - b2 , so ist hierfür notwendig und hinreichend: 
e2AC - eB + 1 = O. Es muß also !AC! + !B! > 0 sein, was bei 
AC - B2 =f: 0 sicher der Fall ist. 

Zu Seite 182. [*J Es sei noch verwiesen auf SCHILLING [6J, ins
besondere Bd. 2, Teil 1. Für den Raum vgl. auch HEFFTER [1J, Kap. 2. 



Anmerkungen. 321 

[**] Liegen PI und Pa beide außerhalb der Kugel, so können 01 und 
O2 auch (zusammenfallen oder) nicht mehr "reell" sein. Für den Fall 
solcher (nichtreeller) Punkte können wir PI0l arithmetisch genau so de
finieren wie für reelle Punkte. Entsprechendes gilt für den weiter unten 
besprochenen n. e. Winkel. 

[***] Sind nämlich r die Schnittlinie der beiden Ebenen 
e1 und ea, ferner t1 und t2 die beiden Tangentialebenen durch r an die 
Kugel, so schneiden t1 und t2 die Kugel nach Minimalgeraden 1-'1' PI 
bzw. I-'2'~' Sind PI und P 2 die Schnittpunkte von r mit der Kugel, 
ferner PI und Pa die Tangentialebenen der Kugel in PI bzw. P 2 , so ist 
das Doppelverhältnis von ev e2 , t1 , t2 z. B. gleich dem Doppelverhältnis 
ihrer Schnittgeraden 81' 8 2 , 1-'1' 1-'2 mit PI' und letzteres führt zum eukli
disch gemessenen Winkel von 81 , 8 2 , Besondere Lagen von e1 und e2 
bezüglich der Kugel sind hier nicht berücksichtigt; auch ist ohne wei
teres als erlaubt angenommen, daß mit imaginären Punkten usw. bei 
den hier in Frage kommenden Sachverhalten genau so operiert werden 
darf, wie mit reellen. 

Zu Seite 184. [*] Diese Behauptung erkennt man z. B. als richtig, 
wenn man (durch eine n. e. Bewegung [vgl. S. 184]) das eine gemeinsame 
n. e. Perpendikel in einen Durchmesser der Fundamentalkugellegt (vgl. 
S. 190); dann ist das andere Perpendikel die uneigentliche Gerade der
jenigen Durchmesserebene, welche auf dem Perpendikel im euklidischen 
Sinne senkrecht steht, also zum Perpendikel in der Tat konjugiert ist. 
Man sieht auch zugleich, daß der Durchmesser im euklidischen Sinne 
auf den vier Geraden senkrecht steht. Da nun bei n. e. Bewegungen die 
n. e. Winkel und Strecken ungeändert bleiben, so gelten die über unsere 
Perpendikel gemachten Feststellungen auch bei beliebiger Lage der Ge
raden. 

Zu Seite 185. [*J Die Einbeziehung auch nichtreeller Kreise bedarf 
natürlich eingehender Rechtfertigung. Vgl. evtl. KLEIN [7], S. 46 und 53. 

[**J Wegen des Beweises vgl. z. B. BIEBERBACH [2], S. 52, und betr. 
Entbehrlichkeit der Stetigkeitsannahme KAMKE [2]. Voraussetzung ist, 
daß es sich um den reellen projektiven Raum handelt. 

Zu Seite 193. [*J Weitere Literaturangaben z. B. bei SOMMER [1], 
S.844. 

Zu Seite 196. [*] Zum Beweise braucht, wie man sich überlegt, nur 
mehr gezeigt zu werden: 

Hilfssatz: Drei n. e. Schraubenbewegungen A, B, C, deren Aufeinander
folge die Identität liefert, sind durch ihre Amplituden 2A:n:, 2p:n:, 2v:n: im 
wesentlichen zweideutig bestimmt. - Umgekehrt sind bei drei gegebenen 
Schraubenachsen (welche die Kugel schneiden) die Amplituden derjenigen 
zugehörigen Schraubenbeweg~tngen, deren Aufeinanderfolge die Identität 
liefert, eindeutig bestimmt bis auf ganzzahlige Vielfache von 2:n:. 

Den Beweis des Hilfssatzes wollen wir im Anschluß an SCHILLING 
([2J, S. 193ff.) skizzieren: 

Klein, Hypergeometrische Funktion. 21 
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Indem wir die Fälle ganzzahliger A, p" Y beiseitelassen, erinnern wir 
uns, daß unsere Schraubenbewegungen A, B, C ein-eindeutig linearen 
Substitutionen der komplexen 1]-Kugel entsprechen (S. 185), und zwar 
sind hier parabolische Substitutionen ausgeschlossen. Wir können daher 
A, B, C repräsentieren bzw. durch 

'1/ = e2 .n;u'YJ, 
'Ti' - bl _ e2.n;if' 7J - bl 

7J' - bz - 7J - b2 ' 

wo bl =l= b2 ; Cl =l= c2 • Dabei haben wir die Fixpunkte der A entsprechen
den Bewegung nach 'YJ = 0 und 'YJ = 00 gelegt. Haben etwa A und B 
einen Fixpunkt gemeinsam, so ist dieser wegen ABC = 1 auch Fixpunkt 
von C; diese Fälle besprechen wir erst am Schluß. Die Forderung, daß 
ABC = 1 sein soll, d. h. also, daß AB = C-l, besagt nun, daß die beiden 
Substitutionen 

und 

völlig übereinstimmen, also insbesondere die gleichen Fixpunkte be
sitzen. Daher erhalten wir aus der ersten Substitution für 'YJ = Cl oder 
'YJ = c2 : 

bzw. (1 ) 

Da ferner, gemäß der ersten Substitution, 1] = e-2ni}.b2 und 'YJ' = b2 

bzw. 'YJ = e-2.n;iJ.bl und 'YJ' = bl einander entsprechen, so erhält man aus 
der zweiten Substitution 
b - C -2.n;ub b -2.n;i.\ b 
_2 __ 1 = e-2.n;iv e . 2 - Cl bzw. 1 - Cl = e-2ni,,_e __ . ~. (2) 
bz - c2 e-2n~}. b2 - c2 bl - c2 e-2n~). bl - C2 

Die so erhaltenen vier Gleichungen liefern durch Auflösung 

e-inJ. + ein(,,-f') 
Cl I-I 
b;: = ein). + ei,,(v-f') , 

I-I 

e-in ). + e-i.n;(f'+") 
Cs :~I~-I--~~~ 
b;: = ei",}. + e-i"'<'u+,,) , 

I-I 

e-i"'J. + ei",(f'+v) 
Cl 1-) 

b. = ei"')' + ei"'(f'+v) , 
(-I 

e-i",J. + ei",(f'-") 
Ca (-I 
bs = ein). + ei,,{f'-v) . 

(-I 
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Hierbei ist entweder immer das Plus- oder immer das (in der Klammer 
stehende) Minuszeichen zu wählen. 

Durch Division der Gleichungen (1) oder (2) erhält man nach Ab
spaltung des von Null verschiedenen Faktors (1 - e2nU) 

~. C2 = e-2nU (II) 
b1 b2 

Aus (II) folgert man sogleich die zweite Behallptung des Hilfssatzes. 
Beachtet man ferner, daß man außer den beiden Fixpunkten von A 
noch einen dritten, davon verschiedenen Punkt vermittels linearer Sub
stitution des 1] in beliebige Lage bringen kann, daß man also z. B. 
bl = 1 nehmen darf, ohne die Allgemeinheit einzuschränken, so zeigen 
die Formeln (1): Durch Vorgabe von l, p" " sind die übrigen Fixpunkte 
Cl' C2 ' b2 und damit die Schrauben achsen zweideutig bestimmt, 
w. z. z. w. (Dabei ist also vom Trivialfall abgesehen, daß alle drei 
Schraubenachsen koinzidieren, wobei l + p, + " eine ganze Zahl sein 
muß.) Betr. die Zweideutigkeit der Auflösung mag noch bemerkt werden, 
daß man die rechten Seiten von ](-) aus denen von ](+) dadurch erhält, 
daß man l, p,," bzw. durch l + nl , P, + nz, " + n3 ersetzt, wo die Summe 
der ganzen Zahlen nl , n z, n3 ungerade ist: n1 + nz + n3 == 1 (mod2). 

Die Sonderfälle, daß die drei Substitutionen A, B, C gemeinsame Fix
punkte besitzen, treten dann und nur dann ein, wenn eine der acht Zahlen 
±l ± f.' ± " eine ganze Zahl ist, und zwar im Falle der Gültigkeit von 
(1+) bzw. von (1-) eine ungerade bzw. eine gerade ganze Zahl (vgl. 
dazu S.224 und § 49). Zum Beweise sei etwa bl = Cl = 0; dann folgt 
die Behauptung betr. Festlegung des Kerns durch l, p" " wieder aus der 
Beziehung AB = C-I, welche zugleich lehrt, daß im betrachteten Son
derfall umgekehrt Ä, Jl," durch Vorgabe des Kerns nicht mehr eindeutig 
bestimmt sind. Dabei ist vom Fall abgesehen, daß zwei Achsen zu
sammenfallen. 

Zum Schlusse sei noch darauf hingewiesen, daß mit Hilfe der Re
lationen (I) und (II) die Grundformein der sphärischen Trigonometrie 
(vgl. S. 160) für komplexe Argumente A, p" " usw. sich geometrisch deuten 
lassen (vgl. SCHILLING [2], S. 196ff.). 

Zu Seite 203. [*] In einem Ausnahmefall erster Ordnung hat man 
statt dessen (vgl. § 28) 

1] = (x - a)<s$(x - a) + log (x - a), (1) 
wobei IX ~ 0, so daß 1] beim Umlauf um x = a die Substitution 

1]' = 1] + 2ni 
erleidet (vgl. S. 60). Die Umgebung von x = a wird also auf eine Um
gebung von 1] = 00 abgebildet, welche in 1] = 00 einen Verzweigungs
punkt unendlich hoher Ordnung besitzt. Insbesondere entspricht einem 
Umlauf um x = a eine Parallelverschiebung der reellen Achse und gleich
zeitige Drehung um 2nIX, wie aus (1) ersichtlich ist (IX ganze Zahl). 

Zu Seite 207. [*] Genaueres über den Begriff der Membran in An
merkung [*] zu S. 210. 

21* 
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Zu Seite 209. [*J Mit dem Fall, daß Nebenpunkte, also Verzweigungs
punkte außerhalb der Ecken des Kreisbogendreiecks, auftreten, hat sich 
SCHILLING [4, 5J beschäftigt; ferner kann man vergleichen RITTER [1 J. 

Zu Seite 210. [*] Unter einer "Fläche" ("Flächenstück", "Mem
bran") verstehen wir dabei ein (zusammenhängendes) Gebiet F, welches 
der 1)-Ebene nach Art einer gewöhnlichen RIEMANNschen Fläche über
lagert ist. Etwas genauer gesagt: Jedem Wert 1)0 von 1) sollen "Punkte" 
p ('YJo) , Q (170) , ... (evtl. aber auch keine Punkte) der Fläche F entsprechen 
derart, daß die "Umgebung" z. B. von P('YJo) aufF umkehrbar-eindeutig 
und -stetig vermöge 'f} - 1)0 = i V auf die schlichte Umgebung des Null
punktes der i-Ebene bezogen (abgebildet) werden kann [p >- 1, natür
liche Zahl, die von P (1)0) abhängt J ; und eine Funktion f ('YJ) soll "analytisch 
auf F an der Stelle P (1)0)" heißen, wenn f ('YJ) in der Umgebung von P ('YJo) 
als gewöhnliche (konvergente) Potenzreihe von t darstellbar ist. Vermöge 
dieser Erklärung ist es möglich, den Begriff der "konformen" Abbildung 
von F auf ein ebenes Gebiet zu definieren (wovon S. 211 des Textes die 
Rede ist). Ferner kann man (vermöge der Abbildung auf die t-Umgebung) 
auf der Fläche F in der Umgebung eines jeden Punktes Koordinaten 
und damit den Begriff der Kurve auf F definieren. F heißt schlichtartig, 
wenn F durch jede, ganz in F verlaufende geschlossene Kurve in punkt
fremde Teilgebiete zerlegt wird. (Gegenbeispiel: RIEMANNsche Fläche 
von -(x4 + ax3 + bx 2 + cx +- d.) Ein schlichtartiges F heiße einfach 
zusammenhängend, wenn sein Rand von einer einfachen geschlossenen 
Kurve gebildet wird. Bemerkt sei noch: F heißt im Punkte P('YJo) un
verzweigt relativ zur 'YJ-Ebene, wenn p = 1 für 'f}o' Bezüglich einer aus
führlichen Darstellung der hier besprochenen Sachverhalte sei verwiesen 
auf HURWITZ-COURANT [1J, S. 376ff. sowie auf WEYL [1J. 

[**J ZU den im folgenden angestellten Betrachtungen ist ergänzend 
zu bemerken: Zu jedem "eigentlichen" Kreisbogendreieck (Dreieck 
erster Klasse, vgl. im Text § 34) läßt sich eine (RIEMANNsche) Fläche 
konstruieren, auf welcher der Rand des Dreiecks eine geschlossene 
Kurve bildet und von welcher ferner endlich viele, einfach zusammen
hängende Teilgebiete ("Membranstücke") in den Rand eingespannt 
werden können; der Gesamtflächeninhalt der Membranstücke ist gleich 
dem sphärischen Exzeß des Dreiecks. Dabei ist der flächeninhalt mit 
Vorzeichen genommen und passend erklärt. Unsere Membrandreiecke, 
die ja spezielle eigentliche Dreiecke darstellen, sind demnach dadurch 
charakterisiert, daß ihr Rand sich (auf der Fläche) nicht überkreuzt 
und daß man mit einem einzigen Membranstück ausreicht. Diese (von 
KLEIN [2J, Bd. 1, S. 199-201 vermuteten) Sätze hat FALCKENBERG [1J 
bewiesen. 

Ferner hat FALCKENBERG [2, 3J eine Charakterisierung der Membran
dreiecke durch die zugehörigen Vorzeichen in den sog. L'HUILIERschen 
Formeln gegeben und daraus rückwärts wieder die Ergänzungsrelationen 
gewonnen, welch letztere ja für die Membrandreiecke charakteristisch 
sind (vgl. die späteren Ausführungen im Text). Auch für den Fall 
komplexer Exponentendifferenzen, d. h. komplexer Winkel des Dreiecks 
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hat F ALCKENBERG [4J "Ergänzungsrelationen" gefunden. Ergänzungs
relationen für Kreisbogen-N-Ecke sind von FALCKENBERG [5, 6, 7J auf
gestellt worden. 

Zu Seite 211. [*J Bezüglich des RIEMANNschen Abbildungssatzes für 
den hier vorliegenden Fall sei verwiesen z. B. auf HURWITZ-COURANT [1J, 
S.445ff. 

[**J In der Tat folgt aus den Eigenschaften unserer Abbildung, 
daß 'YJ eine wohldefinierte , lineare (evtl. gebrochene) Substitution 
erleidet, wenn x einen der Punkte x = 0 bzw. x = 1, bzw. x = 00 

umläuft und daß 'YJ für alle übrigen x regulär ist, mithin, daß ['YJJ sich 
genau wie R (x; 1., fl, Y) verhält (vgl. Anmerkung [*J zu S. 142). 

Zu Seite 212. [*J Die Behauptung sowohl als die Beweisskizze be
dürfen der Präzisierung, die hier aber nicht näher ausgeführt werden kann. 
Das Muster eines solchen Kontinuitätsbeweises bei KOEBE [1]. 

Zu Seite 213. [*J In dieser Hinsicht hat sich durch die Forschung 
der letzten Jahrzehnte vieles geändert. 

Zu Seite 214. [*J Wegen der Minimaleigenschaft gilt also: 1.0 + 110 + Yo 
:::;; )'0 + (1 - 110) + (1 - Yo) oder 110 + "0;:::;; 1; ebenso 1'0 + "0 ~~ 1, 
1. 0 + flo <:: 1. Umgekehrt folgt aus den letzten drei Ungleichungen unter 
der Annahme 0 < 1.0 < 1,0< 110 < 1,0< Yo < 1 im ersten Falle, daß 
das Dreieck 1.0, 110' Yo ein Minimaldreieck ist. Das zuerst betrachtete 
Nebendreieck ist dann und nur dann ebenfalls Minimaldreieck, wenn 
flo + Y o = 1-

Zu Seite 219. [*J Bezüglich nichtarchimedischer Größensysteme vgl. 
etwa HAUPT [1J, S. 605 ff. Der Grund, weshalb wir hier zu nichtarchime
discher Ordnung greifen müssen, liegt unter anderem darin, daß die 
Längen der Strecken im üblichen Sinne gemessen nicht wie im Falle I 
gleichmäßig beschränkt sind. 

Zu Seite 222. [*J Man hat sich übrigens noch zu vergewissern, daß 
jedem Minimaltripel auch wirklich ein Minimaldreieck entspricht. Man 
erkennt dies sofort, wenn man zwei der Dreiecksseiten als geradlinig 
voraussetzt, was durch lineare Abbildung ja stets erreichbar ist. 

Zu Seite 227. [*J Es handelt sich im Grunde um zwei Definitionen 
der Verwandtschaft, die im Falle II nicht übereinstimmen (von ganz
zahligen 1., fl, Y stets abgesehen): Einmal heißen zwei P-Funktionen 
verwandt, wenn sie die gleiche Monodromiegruppe besitzen ("j1fnktionen
theoretische" Definition); das andere Mal, wenn die Exponenten beider 
Funktionen sich nur um ganze Zahlen unterscheiden ("arithmetische" 
Definition) . 

Man kann nun die arithmetische Definition leicht so ergänzen, daß 
sie mit der funktionentheoretischen auch im Falle II übereinstimmt. 
Dabei sind allerdings stets ganzzahlige Exponentendijjerenzen ausgeschlos
sen. Diese ergänzte arithmetische Definition lautet: 
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Gegeben seien 
0 00 1 

1 P=P ~ ß I' xI 
~' ß' I' 

, 
und 

0 00 1 
p=p ~ ß I' x, 

iX' ß' -, 
I' 

wobei 
~+~'+ß+ß'+I'+I"=1, 

& + &' + ß + ß' + Y + y' = 1 , 

& = ~ + no< , &' = ~' + n~, usw., 

und wo no< , n~" ... ganze Zahlen bedeuten. Ferner gelte eine Beziehung 

± (~ - ~') ± (ß - ß') ± (I' - 1") = 2k + 1, 

wo k ganze Zahl. Es genügt den Fall zu nehmen, daß die Pluszeichen 
gelten. Dann sind ~ + ß + I' = s und ~' + ß' + 1" = s' ganze Zahlen. 
Wegen ~ + ~' + ... + I' + 1" = 1 ist eine dieser Zahlen positiv, etwa 
s > 1, die andere nichtpositiv, also dann s' < O. Es mögen nun P und 
P dann und nur dann (arithmetisch) verwandt heißen, wenn auch 
iX. + ß + ji = s positiv ist. Diese (arithmetische) Verwandtschaft hat 
die funktionentheoretische zur Folge. Man erkennt dies, indem man das 
Verhalten von P und P bei Umläufen um die singulären Stellen x = 0, 
x = 1, x = 00 feststellt (was durch Ausrechnung der betreffenden 
Reihenentwicklungen geschieht) und beachtet, daß die Gleichheit der 
Monodromiegruppe durch gleiches Verhalten der zur nämlichen Stelle 
gehörigen Fundamentallösungen gewährleistet wird. In der Tat hat 
man z. B. an der Stelle x = 0 

p",' = x"" (1 - xV F (~' + ß + 1", ~' + ß' + 1"; 1 + ~' - ~; x), 

p,;, = x;;' (1 - x);' F(&' +,ß + ji', &' + t + ji'; 1 + ti' - &; x). 

Die F-Reihe in der ersten Zeile rechter Hand ist ein Polynom, da 
~' + ß' + 1" < 0 und ganzzahlig. Soll also p';' gleiches Verhalten zeigen 
wie p",', so muß auch die zweite F-Reihe abbrechen, und da nur 

IX' + ß' + ji', nicht aber &' + ß + Y' ganzzahlig ist (sonst wäre ja 
ß - ß' ganzzahlig), so muß s' < 0 sein, also s > 1 (vgl. WINSTON [1J). 

Man hat also oben zwei wesentlich verschiedene Stämme verwandter 
Funktion, welche zu einer gegebenen P-Funktion gehören (vgl. auch 
SCHILLING [2, 3J). 

ZU Seite 237. [*] Vgl. z. B. HURWITZ-COURANT [1], S. 435 und 218ff., 
ferner KLEIN [4], Bd. 1, S.110ff. 

Zu Seite 238. [*] Eine abschließende und zugleich äußerst einfache 
Erledigung des im Texte behandelten Problems rührt von WIRTINGER [3J 
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her, welcher explizite Formeln zur Berechnung der Größe und der gegen
seitigen Lage der Seiten eines Kreisbogendreiecks mit beliebig vorgegebenen 
Winkeln herleitet und auch auf geometrischem Wege die zugehörige Drei
ecksmembran konstruiert. Damit ist dann auch die Aufgabe gelöst, zu 
bestimmen, wie oft irgendein Zweig, der die Abbildungen vermittelnden 
P-Funktion einen vorgegebenen Wert in der oberen Halbebene an
nimmt. 

Über diese Arbeit soll hier in Kürze berichtet werden. Im Zusammen
hange damit ist auch eine Arbeit von HERGLOTZ [1] zu nennen, in welcher 
ebenfalls eine erschöpfende formelmäßige Behandlung der Kreisbogen
dreiecke mit vorgegebenen Winkeln gegeben wird und über die wir am 
Schlusse dieser Anmerkung noch einige Andeutungen machen. 

Die vorgegebenen Dreieckswinkel seien l, #' '1', wobei immer 
l > # ~ 'I' > 0 angenommen wird 1. 

I. Herr WIRTINGER geht aus von der Darstellung geeignet gewählter 
Zweige der P-Funktion 

pU _~ ; x) 
durch bestimmte Integrale, welche längs der reellen Achse zwischen 0 und 1 
erstreckt sind; dabei soll sein ~ = !(1 +l+ #+'1'), p= H1 +l - # +'1'). 
Und zwar handelt es sich um die drei an den Stellen x = 0 bzw. x = 1 
bzw. x = 00 zu den Exponenten Null bzw. Null bzw. ~ gehörigen, loga
rithmenfreien Zweige, welche mit P(O) bzw. P(1) bzw. P(oo) bezeichnet und 
so normiert seien, daß 

1 

pCO) (x) = P(O)(l,}-t, '1'; x) = fsa(1 - S)b (1 - sx)Cds, (1,0) 
o 

1 

P(1) (x) = P(O) (v, #' l; 1 - x) = fsa(1 - s)d (1 - s(1 - x)cds, (1, 1) 
o 

1 

P(oo)(x) = (_x)CP(O)(#, l, v;~) = (-x)CfSd(1-S)b(1- ;Yds; (1,00) 

dabei ist gesetzt 

a = H-1 + l - # + '1'), 

e =!(-1-l-#-y)=-~, 

a' = !(-1 - l + # - '1') = -p, 

e' = !( -1 + l + # + '1'), 

o 

b = ! (-1 + l + # - '1') , ) 
d = ! (-1 - l + # + '1'), 

b' = ! (-1 - l - # + '1'), 

d' = H -1 + l - # - '1') . 

(2) 

Man beachte, daß die Integrale in (1,1) und (1, (0) nicht für beliebige 
l, #' 'I' definiert sind [l > # >'I'> OJ, wohl aber das Integral in (1,0). 

1 Wir folgen im wesentlichen der Bezeichnung von WIRTINGER [3]. Den 
Übergang zu der von KLEIN (z. B. S.109) gebrauchten Bezeichnung wird der 
Leser nötigenfalls ohne jede Mühe herstellen. 
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Gebraucht man schließlich noch die Abkürzung 
r(-a')T(-b') 

T( 1 + l) = A (A., p, p) = A (A., P, p) = A(A., - p, -p) =A (l, -P, - p), (3) 

so gilt - unter F (ex , ß; 1 + l; x), wie bei KLEIN, die hypergeometrische 
Reihe verstanden und für passende x -

P(O) (x) = A(l, p, p)F(ex, ß; 1 +A.; x). (4) 

Da die Reihe bei Vertauschung von p mit -p sich nicht ändert, so 
folgt (vgl. auch die Anmerkung [*J zu Seite 111) 

P(O)(l 11. v'x)= A(l, f.,t, v) P(O)(l -11. P'x) (5) 
'r" A(l,-It,v) , " J • 

Schließlich bemerke man noch (vgl. RIEMANN [1J, S. 81; RIEMANN [2J, 
S. 69ft.): 

p<oo)(l, p, p; x) = e-i"b' P(O)(l, p, p; x) + ei";'P(l)(l, p, p; x). (6) 

11. Wir legen jetzt als Abbildungsfunktion den Quotienten 
P(1)(x) 

TJ (x) = P{O) (x) 

zugrunde. Aus (1,0) folgt, daß P(O) (x) für -oo--+x--+1 monoton 
wachsend von 0 --+ + 00 geht, und zwar für beliebige A., p, p 

(l > p > P ~ 0). Im Zusammenhalt mit der Definition von P(l) (x) ergibt 
sich hieraus, daß keine derjenigen beiden Dreiecksseiten sich über
schlagen kann, welche TJ-Bild des Intervalls - 00 < x< 0 bzw. 0< x < 1 
ist. Also: In einem Kreisbogendreieck kann sich höchstens eine Seite über
schlagen, und zwar nur eine solche, welche dem größten Dreieckswinkel 
(hier An) gegenüberliegt. 

IH. Macht man die weitere Einschränkung, daß A <:: p + p (Dreiecke 
erster Art), so haben die Integrale auch in (1,1) und (1, (0) einen Sinn. 
Sie zeigen, daß P(l) (x) positiv ist und von +00 --+ 0 (monoton) abnimmt 
für 0 --+ x --+ + 00, während P(oo) (x) monoton zunehmend von 0 --+ + 00 
strebt, wenn x monoton abnehmend von 0 über -00 gegen +1 geht. 
In jedem der drei Intervalle - 00, 0; 0, 1; 1, +00 sind also zwei der 
Zweige von Null verschieden. Also: In einem Kreisbogendrdieck erster 
Art überschlägt sich keine einzige Seite. 

Ferner erhält man vollen Aufschluß über die Gestalt qes Kreisbogen
dreiecks. Zunächst entspricht der Strecke 0, 1 der x-Achse das (im ne
gativen Sinn durchlaufene) Intervall 0, +00 der reellen 'f)-Achse; dies ist 
also die eine Seite des Kreisbogendreiecks. Das 'f)-Bild des Intervalles 
1 ~ x< +00 erhält man vermöge (6) aus 

P(1) (x) 
'f) (x) = ei :. b' p(oo) (x) _ eina P(1)(x) • (7) 

Die Integraldarstellung in (1, (0) zusammen mit der aus (1,1) durch 
Änderung der Integrationsvariablen entstehenden 

1 

P(l) (x) = XC fSd(1 - s)a(1 - SX ~ 1)" ds 
o 
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von 0 -)0 +00 geht mit 1 -)0 x -->- +00 und daß längs dieses Weges 
P(ll(X) _ inc 

P1OOl(X) - e p. 
Somit erhalten wir längs dieses Weges aus (7) 

einv 1/ = --~ = u + iv, (8) 
1 - e'''d p 

wobei ersichtlich (sinnd') (tt 2 + v2) = v. Daraus folgt: Die zweite Seite 
des Kreisbogendreiecks, nämlich das 1]-Bild der Strecke 1 < x < +00, 

. -i;tv 

ist ein Kreisbogen mit dem Zentrum 1 e. d" (falls sinnd' =+= 0), und mit 
1 2 SlUn 

dem Radius 21' d'l ' dessen Endpunkt man, aus (8) tür p -)0 + 00, er
SInn 

hält zu: _e-in(v+d'J = ei;ra' und dessen Länge (falls sie endlich ist) 
sich berechnet atfs 

p 

f dp = __ 1_ arct ( psinnd' ) 
1 - 2p cosnd' + p2 sinnd' g 1 - P cosnd' , 

o 
vermittels p -)0 +00; den verschiedenen Vorzeichen von sinnd' und 
cosnd' entsprechen Fallunterscheidungen. Entsprechend ergibt sich die 
dritte Seite des Kreisbogendreiechs als Halbgerade der Richtung - A n 
durch eina'. 

IV. Die Dreieche zweiter Art, d. h. jeden der noch übrigen Fälle 
ft + 'P < A erhält man, bei festen ft und 'P, aus einem der Fälle erster 
Art, indem man lediglich A hinreichend wachsen läßt. Für hinreichend 
große ;. versagen die Integraldarstellungen, an deren Stelle man die 
aus (4) im Verein mit den ersten Gleichungen (1,1) usw. zu entnehmenden 
Darstellungen vermittels der hypergeometrischen Reihe heranziehen 
kann. 

Im übrigen bleiben die in II I hergeleiteten Formeln tür Endpunht, M ittel
punkt und Radius des 1]-Bildes (Kreisbogens) der Strecke 1 < x < + 00 
in wesentlichen erhalten. Da bei wachsendem A gewiß einmal d' = 0 
wird, normiert man die Abbildungsfunktion zu 

'YJI (x) = -2(sinnd') 'YJ(x) , 
erhält also für Endpunkt, Mittelpunkt und Radius des in Rede stehenden 
Kreisbogens die Werte: e-i;r(vHJ (1 - e-2ind') bzw. e-in:(vH) bzw. 1. 

Aus dem Ausdruck für die Länge des Bogens liest man ab, daß sie 
für;' = ft + 'P, d. h. für d' = -i, den Wert n annimmt. Wie der Wert 
für den Endpunkt erkennen läßt, ergibt sich daher bei wachsendem ;. 
die Länge des Bogens zu n (1 + ). - ft - 'P) • Mithin ist die Anzahl der 
Oberschlagungen gleichE (!(1 + A - ,U - v)), womit auch die Ergänztfngs
relation bewiesen ist. 

V. Zur Konstruktion der Dreiechsmembran, zunächst im Falle der 
Dreiecke zweiter Art, geht Herr WIRTINGER aus vom dreinullwinkligen 
Dreieck, dessen Ecken in die Punkte 1] = 0, 1 ,00 gelegt werden. Es 
sei K der Kreis über der Strecke 0; 1 als Durchmesser, dessen in der 
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oberen Halbebene gelegene Hälfte Dreiecksseite ist; ferner seien So 
bzw. 51 die beiden anderen Dreiecksseiten, also die in der oberen 1]-Halb
ebene gelegenen Halbgeraden durch 1] = 0 bzw. 1] = 1. Wir gehen nun 
längs K im negativen Sinn um den Winkel 7l (A - f1, - v) weiter und 
führen entsprechend die Halbtangente 51 an K stetig über in die Halb
tangente Si an K. Sodann drehen wir die Halbgerade 5~ um ihren Be
rührpunkt, und zwar wieder im negativen Sinne, um den Winkel1l:fl. 
Drehen wir schließlich die Halbgerade So um 1] = 0, und zwar im posi
tiven Sinne, um V7l, so liegt das gewünschte Dreieck bereits vor. Dabei 
haben wir im Punkte 1] = 00 den Winkel 1I:A, und hier hängen alle 
Blätter der Membran zusammen, was in den beiden anderen Eckpunkten 
nicht der Fall zu sein braucht. Die schlichte 1]-Ebene, über der wir uns 
die Membran ausgebreitet denken, wird im vorliegenden Falle der Drei
ecke zweiter Klasse durch die Projektion der Dreiecksbegrenzung in 
mindestens zwei und höchstens sechs Gebiete zerlegt, von denen jeweils 
leicht festzustellen ist, wie oft sie von der Membran überdeckt werden. 

Für den Fall eines Dreiecks erster Art konstruiert man zuerst (ge
mäß III) die Begrenzung des Dreiecks. Sodann nimmt man, ganz ent
sprechend wie oben im Text (S.230), nur sozusagen in umgekehrter 
Folge, laterale Anhängungen von Kreisscheiben (bzw. Halbebenen) 
längs der, zwei Endpunkte verbindenden Halbgeraden bzw. Kreisbogen 
vor. Da man von vornherein den Durchlaufungssinn des Dreiecks aus 
der konformen Abbildung kennt, weiß man auch, auf welcher Seite 
eines jeden seiner Kreisbogen (bzw. Halbgeraden) benachbarte innere 
Punkte der gesuchten Membran liegen müssen, womit die ersten und 
damit alle weiteren lateralen Anhängungen eindeutig bestimmt sind. 
Die Durchführung dieser Prozesse führt schließlich zur Begrenzung des 
zugehörigen reduzierten Dreiecks, dessen Hinzufügung zu dem durch 
die lateralen Anhängungen erhaltenen Bereiche das gesuchte Dreieck 
liefert. 

Wegen weiterer Einzelheiten sei auf die Abhandlung (WIRTlNGER [3J) 
selbst verwiesen. Insbesondere findet sich dort die soeben skizzierte 
Konstruktion der Membran an verschiedenen Beispielen explizite durch
geführt. 

Zusatz: Schließlich möge noch eine Andeutung über den Inhalt der 
Arbeit von HERGLOTZ [1] gegeben werden. Ihren Ausgaqgspunkt bildet 
eine sehr einfache Bestimmung der überdeckungszahl eines Kreisbogen
polygons bezüglich eines vorgegebenen Punktes, ausgedrückt durch die 
Winkel sowie durch die (in geeigneter Weise gemessenen) "Längen" der 
Polygonseiten "bezüglich des betrachteten Punktes". Für den Fall 
der Kreisbogendreiecke handelt es sich dann vor allem darum, die ge
nannten Seitenlängen auszudrücken mit Hilfe der Dreieckswinkel und 
gewisser Doppelverhältnisse, in welche die Ecken des Dreiecks sowie 
der betrachtete Punkt nebst seinen Spiegelbildern relativ zu den Drei
eckskreisen eingehen. Dies geschieht in sehr durchsichtiger, alle Möglich
keiten erschöpfenden Weise. Zum Schlusse wird übrigens eine not
wendige und zugleich hinreichende Bedingung angegeben, der die Winkel 
eines schlichten Dreiecks genügen. 
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Zu Seite 239. [*] Die Aufgabe verlangt also die Untersuchung des 
Verhaltens analytischer Funktionen in der Nähe wesentlich singulärer 
Stellen, insbesondere mit Methoden der konformen Abbildung. Vgl. 
BIEBERBACH [1], S. 417ff.; ferner NEvANLINNA [1]. 

Zu Seite 241. [*] Vgl. deswegen Anmerkung [*] zu S. 209. 

Zu Seite 242. [*] Vgl. z. B. HORN [1], S.90-94. 

Zu Seite 243. [*] Weitere Literaturangaben bei HILB [1], S. 548. 
Vgl. insbesondere VAN VLECK [2], HURWITZ [2]. 

Zu Seite 251. [*] Man pflegt das Symmetrieprinzip heutzutage (ein
facher als es nachstehend im Text geschieht) mit Hilfe des CAucHyschen 
Integralsatzes zu beweisen. Dabei ergibt sich außer Verallgemeine
rungen zugleich die Fortsetzbarkeit der betrachteten Funktion, die 
hier als bereits bekannt benutzt wurde; vgl. HURWITZ-COURANT [1], 
S·372-376. 

Zu Seite 253. [*] Dazu kommt noch RIEMANN [2], S. 81 ff. 

Zu Seite 257. [*] Es sei hierzu bemerkt: Dieser Fall (daß nämlich 
die symmetrischen Reproduktionen eines reduzierten Kreisbogendrei
ecks zu einer geschlossenen, endlich-vielblättrigen RIEMANNschen 
Fläche führen), kann nur eintreten, wenn 2 + fL + '/I > 1 ist. Andern
falls besitzen nämlich die drei Dreiecksseiten (Symmetriekreise) einen 
gemeinsamen (evtl. in einen Punkt ausgearteten) Orthogonalkreis. Man 
erkennt dies, indem man zwei Seiten des Dreiecks als Gerade wählt und 
bemerkt, daß die dritte Seite dann entweder selbst eine Gerade ist 
(2 + fL + '/I = 1) oder daß sie dem Dreieck ihre konvexe Seite zuwendet 
(1 + fL + " < 1). - Für 1 + fL + " ,,;;: 1 wird das durch die fort
gesetzten Spiegelungen aus dem reduzierten Dreieck erzeugte Dreiecks
netz den Orthogonalkreis zur Grenze haben, sich also nicht schließen 
(vgl. S. 291 ff.). - Im Falle A. + fL + " > 1 kann man bekanntlich durch 
passende Kollineationen erreichen, daß unser Dreieck ein (von Haupt
kreisen der Kugel begrenztes, also ein) sphärisches Dreieck wird (vgl. 
S.214/215). 

Zu Seite 267. [*] Weitere Literatur bei HILB [1], S. 547. 
[**] Die geometrische Deutung des Problems findet sich bei RIE

MANN [2], S. 81ff. 

Zu Seite 270. [*] Zwei linearunabhängige Zweige einer P-Funktion 
können nämlich, als linear unabhängige Lösungen einer linearen homo
genen Differentialgleichung zweiter Ordnung, höchstens in deren sin
gulären Stellen gleichzeitig verschwinden. Und das gilt entsprechend 
auch für [1. Letzteres ist hier aber gerade so normiert, daß gleichzeitiges 
Verschwinden in den singulären Stellen vermieden wird. 
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Zu Seite 272. [*] Man vgl. zur Einführung in die Invariantentheorie 
etwa DICKSON [1J sowie die dort (S. 22) genannten Lehrbücher. 

Zu Seite 275. [*] Ist 1 - d eine ganze, nichtpositive Zahl, so wird 
man 1 - 13' ft oder 1 - 13" V an Stelle von 1 - 13 A setzen. 

Sind aber alle drei Zahlen 1 - 13 A usw. ganz und nichtpositiv , so müssen 
für A > 0, f-l > 0, v > 0 zunächst 13 = S' = 13" = 1 und mithin A :? 1 , 
ft >- 1 , v >- 1 ganze Zahlen sein; somit ist für 1 ~ f-l >- v sicher 1 + ft - v 
= 1 + 2r*; daher ist eine Relation d + 13' ft + 13" V = 2r + 1 auch für 
13 = 13' = 1, 13" = -1 erfüllt, wobei dann 1 - e"v = 1 + v >- 2 wird 
und F(!(-A -!h + v + 1), !(-l + f-l + v + 1); 1 + v; x) ein Po
lynom liefert. 

Zu Seite 277. [*] Mehrfache Nullstellen von !Pr (x) dürfen nicht auf
treten, weil andernfalls die Abbildung in x = X o sicher nicht mehr ein
eindeutig wäre. [Übrigens besitzt !Pr (x) als Lösung einer linearen, homo
genen, in x = Xo nichtsingulären Differentialgleichung zweiter Ordnung 
höchstens eine einfache Nullstelle in x = xoJ. 

Zu Seite 278. [*] In der Tat ist vorhin gezeigt, daß die Bedingung 
notwendig sei; die Auswahl eines speziellen rJ entspricht ja linearer Ab
bildung der rJ-Ebene. Sie ist aber auch hinreichend; hat nämlich unsere 
Monodromiegruppe die fragliche Eigenschaft, so können wir sie in der 
Form rJ* = A'YJ + B zugrunde legen; die (aus drei Spiegelungen erzeug
bare) Gruppe enthält also lediglich Drehstreckungen und Translationen, 
was nur mit dem Fall des geradlinigen Dreiecks, also mit Fall II ver
einbar ist. 

Zu Seite 279. [*] Bezüglich neuerer Literatur siehe vor allem 
VESSIOT [2]. Über den gegenwärtigen Stand der Theorie ist folgendes 
zu bemerken: 

Die PICARD-VESsIOTsche Theorie erstrebt den Aufbau einer "alge
braischen" Theorie der (homogenen) linearen Differentialgleichungen, 
also insbesondere einen Aufbau, welcher der Theorie der algebraischen 
Gleichungen parallel läuft, oder besser gesagt, eine Verallgemeinerung von 
ihr darstellt. Die Komplikation gegenüber der Theorie der algebraischen 
Gleichungen ergibt sich durch das Hinzutreten des Differentiations
prozesses: Faßt man nämlich die Differentiation einer. Funktion als 
(nichtkommutative, vordere) Multiplikation einer Funktion mit einem 
neuen Element (Operator) auf, so erscheinen die linearen Differential
gleichungen als Polynome in jenem Operator und bilden einen nicht
kommutativen Ring (ohne Nullteiler), wobei die Koeffizienten etwa 
einem gegebenen differenzierbaren (Funktionen-) Körper K angehören. 
(Ein [abstrakter J Körper K heißt "differenzierbar", oder kurz "D
Körper", wenn in K neben den rationalen Operationen auch eine Diffe
rentiation ["Ableitung"J erklärt ist und wenn K auch gegenüber der 
Ableitung abgeschlossen ist; als "Konstante in K" bezeichnet man alle 
Elemente, deren Ableitung Null ist. Eine Theorie der D-Körper gibt 
BAER [1J.) Bei dieser Formulierung des Problems ist zunächst die Teil
barkeitstheorie für Polynome der in Rede stehenden Art zu entwickeln 
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(vgl. ORE [1] sowie die dort zitierten Arbeiten von LOEWY, BLUMBERG 
und NOETHER-ScHMEIDLER). Sodann wäre ein Satz über die Wurzel
existenz algebraisch zu formulieren und zu beweisen. In dem im Texte 
ausschließlich in Betracht kommenden Falle, daß K aus gewöhnlichen 
(etwa analytischen) Funktionen erzeugt wird ("analytischer D-Körper" ) , 
ist die Wurzelexistenz mit Methoden der Analysis bewiesen; für andere 
Körper K scheint aber bislang nichts veröffentlicht zu sein, insbesondere 
keine algebraischen Wurzelexistenzbeweise1. Um auf dieser Basis sodann 
eine GALOlssche Theorie der linearen Differentialgleichungen, etwa für 
den Fall eines analytischen D-Körpers als Koeffizientenbereiches, zu 
entwickeln, wird man so vorgehen: Sind L und K beides D-Körper und 
L>K, so definiere man als "Gruppe von L über K", in Zeichen G=G(L:K) 
die Gesamtheit aller "Automorphismen" 2 von L, welche K elementweise 
festlassen; ferner als den "zur Untergntppe U von G gehörigen Zwischen
körper T(U; G) von L über K" die Gesamtheit aller Elemente von L, 
welche bei U invariant bleiben. Nimmt man insbesondere für Leine 
kleinste D-Erweiterung N von K, welche ein Fundamentalsystem von 
Lösungen der vorgelegten Differentialgleichung enthält, so ist G (N : K) 
isomorph zu einer Gruppe linearer Substitutionen (mit nichtverschwin
dender Determinante) des Fundamentalsystems ("Rationalitätsgruppe"). 
(Für den obengenannten Fall eines analytischen D-Körpers K ist dies 
zuerst von LOEWY [1] bewiesen.) Nun wäre weiter zu zeigen, daß die 
auf vorstehende Definitionen gegründeten Zuordnungen: Körper ~ 
Gruppe ~ Körper und: Gruppe - Körper- Gruppe je zum Ausgangspunkt 
zurückführen, d. h. daß beide identisch sind, also daß Zwischenkörper 
und Untergruppen einander ein-eindeutig entsprechen3• (Beweise hier
für scheinen bis jetzt nicht vorzuliegen.) Der weitere Aufbau der Theorie 
ist alsdann klar. (Man vgl. zum Ganzen noch LOEWY [2] und FREuDEN
THAL [1]; die in letzterer Arbeit skizzierte Theorie ist allerdings ver
schieden von der PICARD-VESsIOTschen.) 

Zusatz: Es sei speziell L = K (ZI' ••• , z,,) aus K durch Adjunktion 
von n "Unbestimmten" ZI" .• , z" nebst ihren sämtlichen Ableitungen 
gewonnen; ferner sei M der kleinste Zwischen-D-Körper, welcher die 
"symmetrischen Funktionen" der ZI' ••• , z" enthält, d. h. die Koeffi
zienten der Differentialgleichung in z 

z z' . .. z<") 
ZI Z1' •• z~n) 

I(z) = = o. 

z" z:.. ... Z:;') 
1 Der algebraische Wurzelexistenzbeweis ist ziemlich trivial. Ein schwieriges, 

bisher ungeklärtes Problem entsteht erst, wenn man im Falle der Körper
charakteristik Null die zusätzliche Forderung stellt, daß keine Konstanten ad
jungiert werden, welche transzendent sind bezüglich des Konstantenkörpers der 
Koeffizienten. Diese Zusatzforderung wird von den analytischen Wurzelexistenz
beweisen erfüllt. 

2 Genauer: Operatorautomorphismen; bei diesen soll natürlich nicht nur 
jede rationale Operation invariant sein, sondern es soll auch das Bild der Ab
leitung eines Elementes die Ableitung des Bildelementes sein. 

3 Vgl. für den Fall der algebraischen Gleichungen z. B. HAUPT [1], S.496ff. 
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Dann ist G (L : M) isomorph zur Gruppe aller nichtsingulären linearen 
Substitutionen von Zl' ... , z,. mit Koeffizienten aus dem Konstanten
körper von K (vgl. LOEWY [2J). Und überdies ist M der Körper aller 
Invarianten von G (L : M) zwischen L und M (Fundamentalsatz von 
den "symmetrischen" Funktionen; in dieser Allgemeinheit bisher 
scheinbar nicht bewiesen). 

Aus den vorstehenden Darlegungen entnimmt man die Vorbehalte, 
mit welchen wir die Wiedergabe der KLEINschen Ausführungen über die 
PICARD-VESsIOTsche Theorie und ihre Heranziehung zum Studium der 
hypergeometrischen Differentialgleichung (vgl. S. 279ff.) versehen müssen 
und auf die wir im Texte nicht jedesmal wieder hingewiesen haben. 
Entsprechendes gilt für die von PICARD [3] gegebene Einführung in den 
PICARD-VESsIOTschen Gedankenkreis. Auf die Frage nach der Gültig
keit der Aufzählung Seite 280/281 des Textes gehen wir nicht ein. 

Zu Seite 281. [*J Allgemein gilt der Satz, daß eine homogene lineare 
Differentialgleichung der FUcHsschen Klasse (welche also nur Stellen 
der Bestimmtheit besitzt) dann und nur dann algebraisch integrierbar 
ist, wenn ihre Monodromiegruppe endlich ist (vgl. HILB [1J, S. 525). 

Zu Seite 283. [*J In der Tat sind 1 bis 6 die algebraisch integrier
baren Fälle, während 7 und 9 bis 11 durch Quadratur lösbar sind. Es 
ist also nur noch der Fall 8 zu besprechen. Man erkennt aber aus der 

Form der einfachsten Invariante der Gruppe, nämlich (~'r. daß die 

Lösung durch Quadratur algebraischer Funktionen geleistet wird. Ist 
die allgemeine projektive Gruppe selbst Rationalitätsgruppe, so führt 
nach Definition die Differentialgleichung auf einen nicht reduziblen Fall. 

Zu Seite 285. [*J Man vgl. bezüglich weiterer hier anschließender 
Fragen die neueren Untersuchungen von RITT [1J, sowie auch BIEBER
BACH [3]. 

Zu Seite 291. [*] über die weitere Entwicklung dieser Probleme, 
nämlich der Theorie der sog. automorphen Funktionen sowie der Uni
formisierung vgl. zur Einführung z. B. HURWITZ-COURANT [1], S. 495ff. 
Bezüglich der Literatur siehe FRICKE [3, 4J. 

[**J Vgl. indes RIEMANN [2J, S.93. 

Zu Seite 293. [*J Näheres hierüber z. B. bei KLEIN [7J, insbesondere 
auch S. 195 ff. 

Zu Seite 294. [*J Definition von "diskontinuierlich" z. B. bei FRICKE 
(-KLEIN) [4J, Bd. 1, S.60. 

[**J Man vgl. hierüber den Bericht in FRICKE [3J, Nr. 12; vgl. auch 
FRICKE(-KLEIN) [4J, Bd. 1, Abschnitt 3. 

Zu Seite 295. [*J über die einschlägige Literatur orientiert, auch 
für das Folgende, FRICKE [3J, Nr. 20. 
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Zu Seite 296. [*] Vgl. z. B. HURWITZ-COURANT [1], S.372. 

Zu Seite 302. [*] Die gewünschte explizite Darstellung eines be
liebigen 'YJ als Funktion von 'YJ (0, 0, 0; x) ist inzwischen von WIRTINGER 
[1] gegeben worden. Man findet übrigens kurze Berichte über diese 
Arbeit von WIRTINGER bei FRICKE [3J, Nr.34, sowie KLEIN [3], Bq,2, 
S. 581. . 

[**] Der in vorliegender Ausgabe weggelassene Schluß der Vor
lesung brachte verschiedene Bemerkungen über den Falt komplexer 
Exponenten, ohne aber zu einer Konstruktion der in diesem Falle 
durch die 'YJ-Funktion gelieferten Bildbereiche der x-Ebene vorzudringen. 
Eine volle Lösung dieses Problems gab erst SCHILLING [2,3]. Nur einige 
Grundgedanken seiner Konstruktion seien hier angedeutet. Während 
als Fundamentalbereich im Falle reeller Exponenten 1, 1-', v die 'YJ-Bilder 
der (komplexen) x-Halbebene verwendet wurden, betrachtet man im 
Falle komplexer Exponenten die 'YJ-Bilder der geeignet aufgeschnittenen, 
vollen x-Ebene; im ersten Falle erhält man so Kreisbogendreiecke, im 
letzteren hingegen Kreisbogenvierecke. Wir beschränken die weiteren 
Andeutungen auf den Fall, daß keiner der drei Exponenten l, 1-', v rein 
imaginär und daß ±l ± I-' ± v für keine Vorzeichenkombination eine 
ungerade ganze Zahl ist. Durch Vorgabe von l, 1-', v ist zunächst der 
Kern bestimmt, d. h. es sind die Achsen der drei zugehörigen linearen 
Substitutionen festgelegt (vgl. Anmerkung [*] zu S. 196; vgl. ferner 
S.201). Unter den so erhaltenen Fixpunkten seien al , bl , Cl drei der 
Ecken des zu konstruierenden Fundamentalbereiches. Der vierte Eck
punkt C2 wird dann so bestimmt, daß eines seiner Doppelverhältnisse 
mit al , bl , Cl gleich ist exp(i.:n(v - I-' - l + 1)). In diese vier Ecken 
ist nun ein Kreisbogenviereck einzuhängen, welches als Fundamental
bereich dienen kann. Die hiermit geforderte Konstruktion vereinfacht 
man, analog wie im Falle des Dreiecks, durch Zurückgehen auf "redu
zierte" Vierecke, d. h. auf solche, bei denen die Realteile der Exponenten 
sämtlich nicht größer als zwei (und nichtnegativ) sind. Dabei stellt 
sich dann wieder die Unterscheidung ein in Vierecke erster bzw. zweiter 
Art, als welche Vierecke bezeichnet werden, bei denen keiner bzw. einer 
der Realteile größer ist als die Summe der bei den anderen. 

Wir verweisen im übrigen auf die zitierten Arbeiten von SCHILLING, 
die leicht zu lesen und (in den Mathematischen Annalen) bequem zu
gänglich sind. 
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