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Vorwort.

Bei der Herausgabe der KiEINschen Vorlesung iiber die hyper-
geometrische Funktion erschienen nur zwei Wege gangbar: Entweder
eine durchgreifende Umarbeitung, auch im groBen, oder eine méglichst
weitgehende Erhaltung der urspriinglichen Form. Vor allem auch aus
historischen Griinden wurde der letztere Weg beschritten. Daher ist
die Anordnung des Stoffes erhalten geblieben; es ist nur, von kleinen
Anderungen abgesehen, ein Exkurs iiber homogene Schreibweise aus
der Kikinschen Vorlesung iiber lineare Differentialgleichungen ein-
geftigt, ferner sind die SchluBbemerkungen zur geometrischen Theorie
im Falle komplexer Exponenten als durch die Arbeiten von F. ScHILLING
tiberholt, weggelassen. Aus dem obengenannten Grunde sind beispiels-
weise auch Entwicklungen beibehalten worden, die heute schon dem
Anfinger geldufig sind (etwa die Ausfithrungen iiber stereographische
Projektion). In Riicksicht auf moglichste Erhaltung der KLEINschen
Darstellung sind ferner Hinweise des Herausgebers auf inzwischen ge-
machte Fortschritte der Wissenschaft vom Texte getrennt als Anmerkun-
gen am SchluB zusammengestellt. Diese Hinweise erheben aber in
keiner Weise den Anspruch auf Vollstindigkeit. Bei der nicht zu um-
gehenden Revision des Textes im einzelnen ist, dem oben angegebenen
Gesichtspunkt entsprechend, moglichste Wahrung des persénlichen
KiEeINschen Stils angestrebt.

Ubrigens habe ich darauf Bedacht genommen, auch dem Anfinger
die Lektiire durch Anmerkungen und durch Nachweise der KLEINschen
Zitate zu erleichtern. Denn zweifellos bieten gerade diese Vorlesungen
eine treffliche Ergidnzung und Weiterfiihrung dessen, was der Studierende
mittleren Semesters an Geometrie und Funktionentheorie kennen-
gelernt hat. Alles in allem wurde danach getrachtet, dem Zweck der
vorliegenden Neuausgabe gerecht zu werden: Auch diesem Werke
KiEINs den ihm gebiihrenden Platz, insbesondere im Unterrichte, zu
erhalten.

Es war urspriinglich geplant, der vorliegenden Ausgabe einen Anhang
iiber lineare Differentialgleichungen anzufiigen, in welchem unter
anderem auch die in der gleichnamigen Vorlesung von KLEIN be-
sprochenén Fragen behandelt und in welchem auch die Literaturnach-
weise vervollstindigt werden sollten. Die Ungunst der Zeit zwang dazu,
die Ausfithrung dieses Planes auf spiter zu verschieben.



VI Vorwort.

Herzlichst zu danken habe ich vor allem Herrn W. WIRTINGER-Wien
fiir viele; héchst wertvolle Bemerkungen, die in den Anmerkungen ihren
Niederschlag fanden. So gehen — unter anderem — auf Anregungen
von Herrn WIRTINGER zuriick die Anmerkungen: [*¥] zu Seite 15;
[**] zu Seite 16; [*] zu Seite 32; erster Absatz von [**] zu Seite 33;
[*¥] zu Seite 51; [*] zu Seite 64; [*] zu Seite 131. Ebenfalls sehr ver-
pflichtet bin ich Herrn E. voN WEBER-Wiirzburg fiir seine so férder-
lichen Ratschlige gelegentlich der Durchsicht des Manuskriptes. Meinen
besten Dank sage ich ferner Herrn R. BAer-Halle fiir Mitteilungen
beziiglich des gegenwirtigen Standes der PicARD-VEssioTschen Theorie,
welche in der Anmerkung [*] zu Seite 279 zusammengefat sind. End-
lich hatte Exzellenz voN RAUCHENBERGER-Miinchen die groBe Liebens-
wiirdigkeit, das Manuskript einer genauen Durchsicht zu unterziehen
sowie die Korrekturen mit zu lesen. Herr A. VOLKL-Niirnberg hat mich
auch diesmal aufs beste unterstiitzt; er hat die Korrekturen mitgelesen,
die simtlichen Figuren entworfen sowie bei der Fertigstellung des
Literaturverzeichnisses mitgewirkt. Nicht verfehlen méchte ich auch,
das liebenswiirdige Entgegenkommen hervorzuheben, mit dem der
Herausgeber sowie der Verlag meinen Wiinschen entgegenkamen. Ich
schlieBe mit herzlichstem Dank an meine Frau, welche mir durch die
Herstellung der Reinschrift des Manuskriptes wieder so sehr viel ge-
holfen hat.

Erlangen, im April 1933. Havupr.
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Vorbemerkung*.

In den Elementen der Analysis beschrinkt man sich im wesentlichen
auf den Bereich derjenigen Funktionen, die sich aus den elementaren Funk-
tionen (d. h. den rationalen Funktionen, der Exponentialfunktion, dem
Logarithmus, den trigonometrischen und zyklometrischen Funktionen)
durch eine endliche Anzahl von Zusammensetzungsprozessen bilden lassen.

Dariiber hinaus haben in der héheren Analysis besonders zwei
Kategorien von Funktionen besondere Wichtigkeit gewonnen:

1. Die elliptischen Funktionen und thre verschiedenen Verallgemeine-
rungen, wie hyperelliptische Integrale und Funktionen, ABELsche In-
tegrale und Funktionen.

2. Solche Funktionen, welche durch gewéhnliche lineare Differen-
tialgleichungen 2. Ordnung definiert sind und welche uns gerade in dieser
Vorlesung speziell interessieren sollen, und zwar durch Differential-
gleichungen von folgender Art:

d? d
L) S5+ MxZE+Nwy=o,

wo unter L, M, N rationale Funk{ionen von x verstanden sind und y die
zu definierende Funktion vorstellt. Hierher gehoren z. B. die Kugelfunk-
tionen, die BEsseLschen Funktionen usw. als Beispiele, die in der mathema-
tischen Physik ausgezeichnete Verwendung finden [*]. Aber all diese eben
genannten Fille werden umfaBt durch die hypergeometrische Funktion.

Die dariiber hinausgehende Theorie der allgemeinen linearen Differen-
tialgleichung (nicht nur derjenigen 2. Ordnung) beschiftigt noch jetzt
in besonderem MaBe das Interesse der Mathematiker.

Die an erster Stelle genannten Funktionen sind schon seit langer Zeit
in Vorlesungen wie in Lehrbiichern, an jeder Universitit und in jeder
Sprache eingehend behandelt worden, wihrend die Funktionen der zweiten
Klasse verhiltnismiBig noch lange nicht so allgemein bekannt sind, wie
sie es sowohl wegen ihrer interessanten Eigenschaften und der durch sie
er6ffneten weiteren Perspektiven als auch um ihrer praktischen Verwend-
barkeit willen verdienen. Denn wie die elliptischen Funktionen z. B.
zum Studium der Pendelschwingungen, so sind die hypergeometrischen
Funktionen fundamental fir die Theorie der schwingenden Mem-
branen, in der rechnenden Astronomie beim KEPLERschen Problem usw.

* Der Beginn einer neuen Vorlesung ist jeweils durch Aussparung einiger

Zeilen im Text und durch einen entsprechenden Hinweis am FuBe der Seite
kenntlich gemacht. — Zeichen [*] usw. im Text weisen auf Anmerkungen hin.

Beginn der ersten Vorlesung.
Klein, Hypergeometrische Funktion. 1



Erster Teil.

Die geschichtliche Entwicklung bis
einschlieflilich RIEMANNs Arbeit aus
dem Jahre 1857 [*].

Einleitung:

Erstes Auftreten der hypergeometrischen
Funktion: Reihe, Differentialgleichung,
bestimmtes Integral.

Im Mittelpunkt unserer Betrachtungen iiber die hypergeometrische
Funktion wird die Arbeit von RIEMANN stehen: ,,Beitrige zur Theorie
der durch die Gausssche Reihe F (4, b; ¢; x) darstellbaren Funktionen.*
Abh. d. Kgl. Ges. d. W. z. G6tt. Bd. 7, 1857 (= RIEMANN [1], S. 671f.) [**].

Das vollstindige und allseitige Verstdndnis dieser Arbeit und ihrer
Tragweite zu erwecken, wird ein Hauptziel meiner Vorlesung sein.

Ubrigens schlieBe ich mich zunichst an die geschichtliche Entwick-
lung unseres Gegenstandes an.

Es sind drei koordinierte Gesichtspunkte, unter welchen sich, ge-
schichtlich betrachtet, den Mathematikern die hypergeometrische Funk-
tion zuerst dargeboten hat:

1. als Potenzreihe: hypergeometrische Reihe,

2. als Lésung einer gewissen linearen Differentialgleichung 2. Ord-
nung: hypergeometrische Differentialgleichung,

3. als bestimmtes Integral: hypergeometrische Integrale.

Alle diese Gesichtspunkte treten bereits bei EULER hervor.

Zu 1. Unter der hypergeometrischen Reihe, auch als gewohn-
liche hypergeometrische Rethe oder GAUsSsche Reihe bezeichnet, versteht
man folgende Potenzreihe:

(a+1)-6(+1),,
1.2-¢c(c+1)
ala+1)a+2)-bG+1)b0+2) 4, .
+ 1:2:3-¢c(c+1){c+2) L
Dabei sollen a, b, ¢ (zunéchst reelle) Zahlen bedeuten, und ¢ darf weder
Null noch eine negative ganze Zahl sein.

F(a,b;c;x)=1+$%gx+a




Reihe, Differentialgleichung, bestimmtes Integral. 3

Zusatz: Ist a oder b gleich Null oder gleich einer negativen ganzen
Zahl, z. B. b= —v =< 0, so bricht die Reihe ab, und man hat ein Po-
lynom »-ten Grades; ibrigens darf dann ¢ auch gleich — (¥ + %),
% =1,2,..., sein, weil ja durch rechtzeitiges Nullwerden der Zihler
in den Koeffizienten das Sinnloswerden der letzteren (infolge Nullwerdens
des Nenners) verhindert wird.

Was den Namen ,hypergeometrische Reihe* betrifft, so kommt
dieser zuerst bei WALLI1S, Arithmetica infinitorum (1656) vor, und zwar
wird er vorgeschlagen, weil eben das Bildungsgesetz der einzelnen
Glieder ein hoheres ist als dasjenige der geometrischen Reihe «, ab,
ab?, ..., welche man bis dahin allein betrachtet hatte. Bei WALLIS
ist aber die hypergeometrische Reihe noch keine Potenzreihe; als solche
und als Funktion der Verinderlichen x aufgefaBt, tritt sie zuerst bei
EULER [1] auf in einer Abhandlung: Specimen transformationis singu-
laris serierum (1794) oder auch schon vorher (EULER [2]) in etwas all-
gemeinerer Form in Bd. IT der EuLErschen Integralrechnung: Institu-
tiones calculi integralis [*]. Insofern wir — was nun wesentlich ist —
die hypergeometrische Reihe als Funktion von x auffassen, nennen wir
sie die ,,hypergeometrische Funktion'‘. Spiter werden wir jedoch diesen
Begriff etwas weiter fassen, indem wir unsere durch die obige Reihe
definierte Funktion noch mit einer Potenz von x, einer solchen von
(1 — x) und mit einer von x unabhingigen willkiirlichen Konstanten
multiplizieren.

Im allgemeinen Stnne verstehen wir also unter eimer hypergeome-
trischen Funktion eine Funktion folgender Art:

Cx*(1 — x)7-F(a, b;c; x),

unter & und y zunichst reelle Zahlen verstanden.

Wir erwihnen hier gleich den Namen JoH. FRIEDR. PFAFF, einen der
bedeutendsten Mathematiker Deutschlands zu Ende des vorigen Jahr-
hunderts, fiir uns dadurch besonders von Bedeutung, weil er als Pro-
fessor an der — spiter mit Go6ttingen vereinigten — Universitit Helm-
stedt Lehrer von Gauss gewesen ist. Es wiirde ohne Zweifel interessant
sein, zu verfolgen, inwieweit die (weiter unten [vgl. S. 8ff.] noch zu
nennende) Gausssche Arbeit iiber die hypergeometrische Reihe mit den
Ideen von PFAFF zusammenhingt.

PrarF [1] hat im Jahre 1797 ein Werk: ,,Disquisitiones analyticae
Vol. I erscheinen lassen, in welchem unserer Reihe ein besonderes
Kapitel gewidmet ist und worin zum ersten Male auch fiir die Potenz-
rethe (nicht nur fiir die Warrissche Reihe) der Name , hypergeometrische
Reihe'* gebraucht wird. PFAFF stellt sich darin die Frage, auf die wir
noch oft zuriickkommen und die auch EULER schon in Angriff genommen
hatte: Wann kann man die hypergeometrische Reihe auf niedere Funk-
tionen zuriickfithren? Und er findet eine groe Anzahl solcher Falle.

1*



4 Erstes Auftreten der hypergeometrischen Funktion:

Ein zweiter Band, fiir welchen er weitere Untersuchungen in Aussicht
stellt, ist nicht erschienen.
Zu 2. Die durch unsere Reihe definierte Funktion geniigt einer

linearen Differentialgleichung 2. Ordnung (wie man durch Einsetzen der
2
Reihen fiir F, %, %xﬁz erkennt), welche ebenfalls schon EULER [1] an

der genannten Stelle ausgerechnet hat; er findet ndmlich:

2 ;
x(1 — x) ‘(ii;—{—(c——(a—{—b—l—ﬂx)%—abF:O.

Die Reihe ist eine partikulire Losung dieser Differentialgleichung.
Wir unsererseits kehren den Gedankengang um, indem wir uniey einer
hypergeometrischen Funktion nicht nur dieses eine, sondern allgemein
irgendeine Losung der vorsiehenden Differentialgleichung verstehen wollen.
Wir setzen, indem wir unter y die allgemeinere, auf der vorigen Seite
definierte hypergeometrische Funktion verstehen:
y=Cx*(1 —x)?F(a, b;c; x).
Wir fithren nun, um der Symmetrie des Resultates willen, gewisse
sechs Konstanten «, o', 8, B, 9, ¥’ durch folgende Gleichungen ein:
=0, p=a—a—y, y=v7,
&=1—c+a, f=b—a—y, yY=c—a—b+y,
welche (zufolge ihrer Definition) der Relation geniigen:
x+o++F+y+y=1.
Dann zeigt sich, daB y folgender Differentialgleichung, der ,,allge-
meinen hypergeometrischen Differentialgleichung, geniigt:
d? , " a
22(1 — x)2g;3;—x(1 —){le+o —1)+ B+ + 1)x}7i%
+{ao/ — (xo/ + BF — yy) 2 + BF 2}y =0.
Mit Riicksicht auf die zwischen den «, &’ usw. bestehende Relation
148t sich diese Gleichung in die einfachere Form bringen:

dty 1—o—o 1—y—9ydy xo’ yy’ y
] + fax+ {5+ &5+l o

¥ x—1
Als neue Definition der hypergeometrischen Funktion ergibt sich jetzt

die, daB wir als hypergeometrische Funktion irgendeine partikulive Losung
der vorstehenden Differentialgleichung bezeichnen.

Zu 3. Wir wollen heute zusehen, wieso bei EULER die hypergeo-
metrische Funktion als bestimmtes Integral auftritt.

Es kommt hier Kap. X des schon (vgl. S.3) genannten II. Bandes
der EuLERschen Integralrechnung in Betracht, insbesondere S. 287ff.

Beginn der zweiten Vorlesung.



Reihe, Differentialgleichung, bestimmtes Integral. 5

(der Ausgabe von 1769). Dieses Kapitel ist iiberschrieben: De construc-
tione aequationum differentio-differentialium per quadraturas curvarum.
Wir behaupten, daBl das bestimmte Integral:

1
F) = [0-1 (1 — w11 — xu)~odu,
0

als Funktion des (zunichst reellen) Parameters x betrachtet, eine hyper-
geometrische Funktion ist, d. h. sowohl der hypergeometrischen Diffe-
rentialgleichung geniigt, als auch sich durch die hypergeometrische Reihe
darstellen 14Bt. Dabei seien wieder a, b, ¢ reelle Zahlen. Es sei |x[<1
und der reelle Wert des Integranden gewihlt. Das Integral hat dann
bekanntlich einen Sinn, falls z. B. 8 > 0, ¢ — & > 0, was wir im folgen-
den annehmen wollen. Unser Integral liefert dann iiberdies, wie bekannt,
eine stetige Funktion von x [*].

Die Auffassung eines bestimmten Integrals als Funktion eines Para-
meters ist leicht zu verstehen:

Deutet man, bei festgehaltenem Parameter x, die Integrations-
variable # als Abszisse, den Integranden selbst als Ordinate eines Punk-
tes, so liefert (fir 0 <<% =< 1) der Integrand offenbar eine gewisse,
zwischen den Abszissen 0 und 1 verlaufende Kurve, welche z. B., wenn
b> 1 und (¢ — b) > 1 ist, stetig ist und durch die Punkte # = 0 und
# = 1 hindurchgeht. Das Integral bedeutet dann offenbar den Flichen-
inhalt der von der Kurve und der Strecke 0 < # =< 1 sowie von den
Ordinaten in % = 0 und # = 1 begrenzten ,,Figur“. Andert man nun
den Parameter x, so dndert sich die Kurve und also auch (im allge-
meinen) der von ihr und der Abszissenachse begrenzte Flicheninhalt;
letzterer ist also eine Funktion von x. Man kann diese Funktion von %
fiir jeden geeigneten Wert von x leicht durch mechanische Quadratur
mit beliebiger Anndherung berechnen. Wir wiederholen ausdriicklich:

Die Darstellung einer Funktion von x durch ein bestimmies Integral
ist auch fiir die numerische Berechnung unmattelbar zweckmdifig, insofern
man zur Auswertung des Integrals die Methode der mechanischen Quadratur
verwenden kann.

Wir zeigen nun, daB3 unser Integral als Funktion von x in der Tat
der hypergeometrischen Differentialgleichung gentigt: hypergeome-
trisches Integral. Es ist:

1
f (%) =jub‘1(1 —u)=t (1 — xu)-%du.

Ferner gilt 0

% = a'/.u"(1 — )11 — xu)o-ldu  [**],
Y 1

= ala + 1)fub+1(1 Wb — )t du [*¥].
0

a@f
dx?



6 Erstes Auftreten der hypergeometrischen Funktion:

Setzen wir B — (1 — u)o-d(1 — xu)-o-1,
so ist dd
LT = b1 _ c-b-1 _ —a-2
i (1 —u) (1 — xu)-

Ao(1 —uw)(1 —xu) + (b—)u(l —xu) + (@ + 1) xu(1 — u)}.
Statt des Ausdrucks in der geschweiften Klammer kann man setzen:
b1 —xupr 4+ (—c+(@+ b+ Nx)u(1 —xu) + (@a+ 1) x(x — 1) u?

und also
ag—g——: abw?=1(1— u)* =211 — xu) ="+ (—c+(a+b+1)x) aub(1 —u)°~2-!
c(—xw) 4 x(x—1)al@+ 1wt (1 —u)°-21(1 — xu)-9-2
Bedenken wir nun, daB
1d¢
du
0
ist, so gewinnt man

cdu= (D)y_1 — (Du=0

1
[e@au=rte—1 T (—ct @bt 09 Y 4abf=0,

o
was zu beweisen war.

Das Integral f, aufgefaft als Funktion von x, ist tn der Tat eine Losung
der hypergeometrischen Differentialgleichung.

Nunmehr ist noch zu zeigen, daB3 das Integral f sich in eine, nach
Potenzen des Parameters x fortschreitende Potenzreihe entwickeln 148t,
welche im wesentlichen mit der hypergeometrischen Reihe iiberein-
stimmt.

Ist |x]| <1, so ist wegen 0 =% =1:

(1 —xw)-e =1+ Sgut 20D yp 2@ NEFD) a0
Wegen der fiir 0 < u <1 glelchmaBlgen Konvergenz dieser Reihe (bei
festem x, mit |x| < 1) darf gliedweise nach u integriert werden, und
man erhilt so:

1

1
/ =fub—1(1 — b tdu + S [0 (4 — w2 du
0
1

+ (:4-21) /u”“(i _ u)c—b—ldu 4 ...
(1}

Die einzelnen, hier auftretenden Integrale sind nun aber gerade sog.
,,EULERsche Integrale der ersten Gattung‘‘, welche man der Reihe nach
zu bezeichnen pflegt mit

Bb,c—b%, B@®+1,c—0b, B@+2,c—b), usw,
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so daB also
[=B®, c—b)+2xBE+1, c—0)+ 28 VB b 12, c—b) 4 -

ist.
Nun gilt aber bekanntlich, wie man leicht durch partielle Integration
nachweist, die Funktionalgleichung:

B +1,c—b) =2B@, c—

und entsprechend

B(o+2, c—b) = ”“ Bo+1,c—b)= ﬁ((fj::;B(b ),
b b(b
B(o+3, c—b)= i; b+2,c—b) = c‘(oii))‘(’:ijza(b ¢ —b), usw.

(Wegen >0, c—b>0ist auch¢c +v >0 fir »=0.)
Setzt man diese Werte ein, so resultiert durch Absonderung des
ersten Gliedes die Entwicklung:

- a-b a(a+1)-b(b+1) ,
f=80, c—tft+ 4 2a+ CHLRETN,
a(a+1)(@a+2)-b(b+1)(b+2)
1.2:3-¢c(c+1)(c + 2) 2+ }
d. h. die hypergeometrische Reihe, multipliziert mit einem gewissen, von
den Konstanten abhingigen Faktor:
Das bestimmte Integral | wird unter den Bedingungen:

b>0, c—b>0, [x/<1

dargestellt durch die hypergeometrische Reihe F(a, b, ¢, x) multipliziert
mit etnem Faktor, der von x nicht mehr abhingt.

Gerade auf diesen Faktor werden wir aber spiter noch besonderen
Wert zu legen haben. Denn weiterhin werden wir die hypergeometrische
Funktion nicht nur als eine Funktion von x studieren, sondern auch als
Funktion von 4, b, ¢c. Dann wird es aber niitzlich sein, sich die Reihe F
jedesmal mit dem Faktor B = B(b, ¢ — b) behaftet zu denken.

Dann ist niamlich die Abhingigkeit von den a, b, ¢ eine bedeutend
einfachere als bei der urspriinglichen Reihe, ,,einfachere®, insofern dann
eben das Integral 1

/u”"(1 —u)° 011 — xu)~%dn
0
die fragliche Abhingigkeit unmittelbar ersehen l4Bt.

Damit schlieBen wir die erste Einleitung, in welcher wir zusahen,
wie sich die drei erwihnten Gesichtspunkte schon bei EULER verfolgen
lassen.

Wir werden nun in den nichsten Wochen zunichst die dreierlei De-
finitionen, der Reihe nach, im einzelnen weiter besprechen, wobei wir
allemal die historische Bezugnahme vorarstellen.

-+
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Erster Abschnitt.
Die hypergeometrische Reihe F(a, b; c; x).

§ 1. Gauss’ Arbeit: Konvergenz der Reihe, verwandte Funktionen,
Bestimmung von F(a, b; c; 1).

Hierzu ist vor allen Dingen die Arbeit von Gauss [1]: Disquisitiones
generales circa seriem infinitam
(a+1)-b(b+
1-2-¢c(c+1)
zu nennen, welche 1813 in den Goéttinger ,,Commentationes recentiores‘
Bd. ITI erschienen und in den Ges. Werken Bd. III (S. 123 ff.) abgedruckt
ist. Diese Arbeit ist von Gauss selbst ausdriicklich als ,,pars prior‘
bezeichnet. Der zweite Teil ist jedoch nicht erschienen, sondern es haben
sich nur in GAuss’ Nachla Materialien zu demselben vorgefunden,
welche in Bd. 1II, S. 207ff. zusammengestellt sind und den Titel tragen:
,,Determinatio seriei nostrae per aequationem differentialem secundi
ordinis.

Zunichst haben wir uns nur mit dem ersten Teil der Arbeit zu be-
schiftigen, in welchem von der unendlichen Reihe ausgegangen wird.

Zuerst stellt Gauss die Frage: Unter welchen Bedingungen konver-
giert die Reihe? und beantwortet dieselbe nicht nur fiir reelle Werte
der Verinderlichen x, sondern auch — wenn auch nur beiliufig — fiir
komplexe Werte von x. Sein Resultat ist, daf fir

|2} <1
die Reihe sicher konvergiert, fiir
|x| >1
dagegen sicher divergiert, wihrend im Falle
x| =1
noch besondere Bedingungen gelten.

Zusatz: Ausgenommen sind hier und bei den folgenden Konvergenz-
betrachtungen immer zwei triviale Falle, daB nimlich entweder, a bzw. b,
oder aber daB c eine negative ganze Zahl oder Null ist. Im ersteren Falle
und nur dann haben wir es bei F mit einer endlichen Reihe zu tun,
die als solche immer konvergiert; dabei darf dann ¢ sogar gleich ge-
wissen negativen ganzen Zahlen sein (vgl. S. 3). Im zweiten Falle sind
(weil die Nenner Null werden) die Koeffizienten von einem bestimmten
ab sinnlos, und folglich ist es die Reihe selbst.

Hierin liegen zwei neue Ideen gegeniiber der EuLERschen Periode;
erstens, daB man iiberhaupt nach der Konvergenz einer Reihe fragt,

wihrend man sich zu EULERS Zeiten darum nicht kiimmert, und zwestens,
daB auch komplexe Werte der Verinderlichen x beriicksichtigt werden;

1+ fpa+t Do 4 ..
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Gauss zielt mit beiden schon auf das hin, was wir heutzutage (komplexe)
Funktionentheorie nennen.

Wir wissen aus letzterer, daB jede Potenzreihe, wenn sie iiberhaupt
fiir irgendwelche Werte der Verinderlichen konvergiert, dies immer im
Innern eines gewissen Kreises, des ,,Konvergenzkreises'' tut (CAucHY).

GAUsS’ Resultat ist dies, dafi der Konvergenzkreis von F der um den
Nullpunkt herumgelegte Einheitskreis ist.

Von unserem modern-funktionentheoretischen Standpunkt werden
wir nun sagen:

Die Reihe F gibt nur erst ein ,,Element'’ einer (im Sinne von WEIER-
STRASS) analytischen Funktion in x. Es wird zu fragen sein, wie man
die Funktion analytisch fortzusetzen hat und welche Eigenschaften der
Funktion dann zutage treten.

Wir kommen in unserem Bericht iiber die GAussschen Entwicklungen
heute zu den Sitzen iiber die ,,verwandten Funktionen‘‘ (insbesondere
iber die ,,benachbarten Funktionen‘‘), von GAuss als ,,relationes inter
functiones contiguas bezeichnet.

Man versteht unter ,,benachbarten” Funktionen F solche hyper-
geometrische Rethen, bei welchen sich die Werie eines der ,Elemente’
a, b, c um eine Einheit unterscheiden, wihrend die dey iibrigen bzw. gleich
sind; es gibt also sechs zu F(a, b; ¢, x) benachbarte Funktionen, nimlich

Fla+1,0b;¢c;%), F(a,b+1;¢;%x), Fla,b;ct+1;x).

Bildet man zu den benachbarten Funktionen wieder die benach-
barten, so kann man von F(a, b; ¢; x) offenbar bis zu jeder Funktion
F{a+ k,b+ I; c + m; x) gelangen, deren erste drei Elemente sich bzw.
nur um ganze Zahlen von a, b, ¢ unterscheiden.

Solche hypergeometrische Rethen, deven erste drei Elemente bzw. nur um
ganze Zahlen unierschieden sind, nennt man ,,verwandte Funktionen F.

GAuss zeigt nun die Giiltigkeit des folgenden Satzes:

Irgend drei verwandte Funktionen F,, F,, Fy sind tmmer durch eine
(tdentische) lineare Relation verbunden:

AIFI + A2F2 "’I‘ A3F3 = 0,

deren Koeffizienten A,, Ay, A, vationale Funktionen von x sind.
Als Beispiel fithren wir eine der finfzehn Relationen zwischen be-
nachbarten Funktionen an (vgl. Gauss [1], Art. 7):

(b —a)E(a,b;c;x)+aF(a+1,b;¢c;%) —bF(a,b+1;c;%) =0.

Die allgemeinen Relationen zwischen verwandten Funktionen findet
man, indem man die betreffenden Funktionen durch eine Kette von

Beginn der dritten Vorlesung.
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Funktionen verbindet, von denen immer eine mit zwei anderen benach-
bart ist, und indem man aus den zwischen diesen bestehenden Gleichungen
die Zwischenglieder eliminiert. Z. B. erhilt man:

F(a,b+1;¢c+1; x) —F(a, b;c; x) =:((;_i—_f;xF(a+1,b+1; c+2;%),
Fla+1,b;¢c+1;%)—F(a,b;c;x) =i§i:_l:}xF(a—[—1,b—[—1; c+2;%),

von welchen Gleichungen die zweite aus der ersten durch Vertauschung
von @ und b hervorgeht, gemidBl dem Umstande, daBl F(a, b;¢; x) in a
und b symmetrisch ist. Diese ,,relationes inter functiones contiguas
sind ein Beispiel eines algebraischen Funktionaltheorems zwischen Funk-
tionen (einer oder mehrerer Verinderlichen).

Wir verstehen unter einem ,,algebraischen Funktionaltheorem
fiir eine Funktion eine algebraische Gleichung, welcher solche Funktions-
werte gemiigen, deren Avgumente selber algebraisch verkniipft sind. (Die
Koeffizienten der algebraischen Gleichung mdgen etwa rationale Funk-
tionen der unabhingigen Verinderlichen sein.)

Die Gaussschen Relationen zwischen verwandien Funktionen stellen fiir
die Funktionen F der unabhingig Verinderlichen a, b, c, x ein solches
algebraisches Funktionaltheorem dar [*].

Die eben besprochenen Relationen zwischen verwandten Funktionen
benutzt Gauss selbst nach drei Richtungen hin:

Erstens zeigt GAUSS, daf die lineare Differentialgleichung fiir die Funk-
tion F ein spezieller Fall der Relationen zwischen verwandten Funktionen ist.

Denn man rechnet (mit Hilfe der Réihenentwicklung) leicht nach, daf3

@, b6 _ 4P Fla 41,0+ 150+ 1;9),
d%*F(a, b; c; x) _ a(a+1)-b(0b+ 1) F
dx? c(c+ 1)

ist, daB also F, Z‘;j, %zi;
eine lineare Identitit mit rationalen Koeffizienten besteht, eben die
hypergeometrische Differentialgleichung (vgl. S. 4).

Zweitens léitet Gauss aus unseren Relationen eine Kettenbruch-
entwicklung fiir den Quotienten zweier F-Funktionen her.

Man kann ndmlich (wenigstens im allgemeinen) eine Potenzreihe
B(x) =1+ Bx + Cx%2+4 Dx® 4 ---
rein formal in Gestalt eines Kettenbruches, des der Reihe ,korrespon-
dierenden Kettenbruches*, umsetzen, den wir folgendermaBen schreiben
wollen: '
1+ A|11x| + A|21x| + A|31x| T+,
wobei die A, alle von Null verschieden sein sollen. Ubrigens ist 4,

bzw. A, bzw. A; bzw. usw. eine rationale Funktion von B bzw. von
B, C bzw. von B, C, D bzw. usw. [**].

(@a+2,0+2;¢c+2; %)

verwandte Funktionen sind, zwischen welchen




§ 1. Gauss’ Arbeit: Konvergenz der Reihe, verwandte Funktionen usw. 1

Von der Art des vorstehenden Kettenbruchs ist der von Gauss fiir
den Quotienten aufgestellte Ausdruck, den wir als Gauss’ Kettenbruch
bezeichnen wollen.

GAuss schreibt (falls keines der F Null ist)

F(a,b4+1;¢c+1:%) 1
F(a, b;c; %) F(a, b; c; %)
F(a,b+1;¢c+4+1; %)
Nun folgt aber aus der zweiten der auf S. 10 oben angegebenen Re-
lationen durch Division mit F(a, b + 1;¢ 4+ 1; %):

Gla,b,c,x) =

F(a, b; c; x) . _a(c—b)xF(a+1,b+1;c+2;x)
F(a,b+1;¢c4+1; %) c(c+1) Fla,b+1;¢c4+1; %)
a(c — b)
—— c(c+1)x

F@a, b+1;¢c+1; %)
Fla4+1,b+1;¢c42; %)
Ferner folgt aus der dritten der dortigen Relationen, wenn man darin
fir a, b, c bzw. a, b + 1, ¢ + 1 setzt, auf dieselbe Weise

F(a,b+1;¢c+1; %) (b+1)(c—a+1) Fa+1,b+2;¢c+3;%)

F(a+1,b+1;c+2;x)=1_ (c+1)(c+2) xF(a+1,b+1;c+2;x)'
Man hat also
Fla,b+1;¢c+1; x
G(a,b,¢c,x) = (aF(a,b;c;x) ! 1
a(c —b)
-—0(0+1)x

b+1)c—at1) Fla+1,b+2,c+3;%)°
(b+1)(c+2) " Fla+1,b+1;¢c+2; %)
Fa+1,b42;¢+3; %)
Fa4+1,b+1;¢c+2; %)
druck finden wie fir G(a, b, ¢, x), indem man einfach fiir a, b, ¢ ein-
setzt bzw. a +1, b+ 1, ¢ + 2.
Wiederholt man in dem F-Quotienten, der dann noch im letzten
Nenner bleibt, dieselbe Operation, so gelangt man schlieflich nach
n-maliger Ausfilhrung der geschilderten Schritte zu folgendem Ketten-

bruch: a(c — b) b+1)(c—a+1)
Fla,b+1;c4+1;%) _ 1| c(c+1)”‘ C+1)C+2 ”l
F(a, b; c; x) - [1 - [1
(a+1)<c—b+1>x! (b+2>(c—a+z>x\
C+r2)c+3) | __+3et4
1 i1
(a+n—1)(c-—b+n-—1)xt
_{et+2n—2)(ct+2n—1)
|1
b+n)(c—a+n) Fla+n,b+n+1;,c+2n+1; %)
_(c+2n—1)(c+2n)x Fla+n,b+mn;c+2n; %) '

1._..

Nun kann man fiir einen gleichgestalteten Aus-
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Man kann sich, die Konvergenz vorausgesetzt (vgl. dazu weiter
unten), diesen Kettenbruch entweder ins Unendliche fortgesetzt denken
oder, um einen Niherungswert zu erhalten, etwa den letzten F-Quo-
tienten durch 1 ersetzt denken.

Gauss’ Kettenbruch bezieht sich im aligemeinen Fall auf den Quotienten
Fla,b+1;¢c+1; %

( F(a, b; c;_:) ) - Setzt
man aber & =0, so wird F(a, b; ¢; x) =1, und aus dem Quotienten
wird eine F-Funktion selbst, deren zweites Element b = 1 ist und welche
dann folgende Kettenbruchentwicklung besitzt:

zweter verwandter F-Funktionen, nimlich auf

so x| esadil]
F(a,1;c+1;x)=1%[—c(”"'h1) _(0+1)(|61+2) | _
(@+n—1)(c+n—1) ‘
_(e+2n—2)(c+2n—1)
[1
n(c —a+n) (Flatn, nt+1;c+2n+1;%

(c+2n—1)(c+2'n)x Fla+mn,n;,c+2n; x)

Wir wollen dies den ,,speziellen Fall“ von Gauss’ Kettenbruch-
entwicklung nennen.

Gauss’ Kettenbruch stellt im speziellen Falle eine besondere F-Rethe
selbst dar. Dieser Kettenbruch enthilt, wie GAUSS bemerkt, fast alle Ketten-
bruchentwicklungen in sich, welche man fricher studiert hatte [*].

Mit der Konvergenz des Kettenbruchs dagegen hat sich GAuss nicht
beschiftigt, das haben erst spiter RIEMANN bzw. HEINE und THOME
getan. Auch wir miissen dies bis auf spater aufschieben, bis wir ndm-
lich in den funktionentheoretischen Charakter unserer Funktionen tiefer
eingedrungen sind (vgl. weiter unten S. 129ff.).

Drittens dienen Gauss die ,,relationes inter functiones contiguas‘*
zur Bestimmung des Wertes der Reihe F fiir x = 1.

Wir wissen, daB die hypergeometrische Reihe fiir |%|<1 sicher kon-
vergiert, fiir |x|>1 sicher divergiert. Es ist nun die Frage, ob und unter
welchen Bedingungen die Reihe fiir |x|=1 konvergiert und welchen
geschlossenen Ausdruck durch niedere Funktionen sie dann besitzen
mag. Gavuss untersucht zu diesem Zwecke die Frage nach der Kon-
vergenz irgendeiner Reihe iiberhaupt niher.

Bezeichnet man mit %, das #-te Glied in der hypergeometrischen Reihe
fiir den Fall x =1, so lautet der Quotient zweier aufeinanderfolgender

Glieder 4., (@+n)(b+mn) _ #+(a+b)n+ab
o,  (A+n)c+n) #w+(c+1)n+o
Die rechte Seite 148t sich in eine nach fallenden Potenzen von # fortschrei-
tende und fiir hinreichend groBe # auch konvergente Reihe entwickeln:
&,ﬂ:1+a+b—c——1 + (c—a)(c——b)——(a—l—b~—c—1)+

Uy n n?
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Gauss untersucht nun allgemein die Konvergenz solcher Reihen, bei
denen sich der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder u, und
#n+1 in eine nach fallenden Potenzen der Stellenzahl # fortschreitende
Potenzreihe mit dem Anfangsgliede 1 entwickeln 148t [*]. Er findet
durch Anwendung auf unsere Reihe, daBl man die in folgender Tabelle
zusammengestellten Fille zu unterscheiden hat:

% =1;a, b, c reell und verschieden von 0, —1, —2, ... (vgl. S. 8).

Wenn a + b — ¢ > 1, so werden die Koeffizienten mit wachsendem

Index beliebig gro8.

Wenna + b — ¢ = 1, so konvergieren die Koeffizienten mit wachsen-

dem Index gegen einen von Null verschiedenen Grenzwert.

Wenn a + b — ¢ << 1, so werden die Koeffizienten mit wachsendem

Index beliebig klein.

Ferner: Die Reihe konvergiert nur, wenn a 4+ b — ¢ << 0 1st.

Nur in diesem Falle kann man also von der ,,Summe‘* der Reihe (im
iiblichen Sinne) fiir x = 1 sprechen. Zur Berechnung dieses Wertes
benutzt Gauss ([1] S. 143) folgende Relation zwischen verwandten Funk-
tionen:
cfe—1—x2c—a—b—1)]F(a,b;c; %)+ (c—a)(c—b)xF(a,b;c+1;%)

—c(c—1)(d —x)F(a,b;c —1;%) =0. ’
Man zeigt nun, daB lim{(1 — x) F(a, b; ¢ — 1; x) = 0 ist, falls nur
z>1
a+b—c<0(undalsoa + b — (c — 1) << 1) ist; dabei soll x auf der
reellen Achse von links her gegen 1 streben. Der Beweis hierfiir kann
so gefiihrt werden: In der Reihenentwicklung

F(a,b;¢c —1;x) = u,x (fiir |x| < 1)
»=0

gehen die #, - 0 mit ¥ —> oo [wegen ¢ + b — (¢ — 1) << 1]. Ferner gilt
(fiir |%]<1):

(1—x)F(a,b;c—1; %) = ug+ (g — o) % + (g — t6) 2%+ + + « = B() .
Wegen u, >0 konvergiert aber die Reihe $B(1) = uy + (%, — u,)
+ (#y — u;) + --- gegen Null, also die Reihe, welche man erhilt, in-
dem man in 2 (%, — #,_;)x” direkt x =1 setzt. Nun besagt aber
weiter der bekannte Satz von ABEL [**], daB B(x) im Falle der Kon-
vergenz von ‘(1) stetig in x = 1 ist, d. h. daf jetzt auch

lim (Px)) = R(1), also lim(1 —x)F(a,b;c—1;%) =0

z>1 z->1
wie behauptet. Der in der Benutzung des ABELschen Satzes enthaltene
Beweisgedanke ist bei Gauss jedenfalls nicht ausgesprochen. Also:

Das letzte Glied der linken Seii: der obigen Relation geht fiir x — 1
gegen Null (trotzdem die Reihe fiir F(a,b;c — 1; %) filr x = 1 nicht zu

Beginn der vierten Vorlesung.
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konvergieren braucht), weil die Koeffizienten in der Reihe fiir F (a, b; c—1 ; x)
miut wachsendem Index gegen Null konvergieren.

Da die Reihe fiir F(a, b; c; ) bzw. fir F(a, b;¢c 4 1; x) auch noch
fiir x = 1 konvergiert (wegen a + b — ¢ < 0), so ist zufolge des ABEL-
schen Satzes ihre Summe fiir x = 1 gleich limF (a, ; ¢; x) = F(a, b; c; 1)

z>1
bzw. gleich lim F(a, b;¢ 4 1; %) = F(a, b; ¢ + 1; 1). So bekommt man

z->1

cc—a—>b)F(a,b;c;1)=(c—a)(c—0b)F(a,b;c+1;1), d. h.
F(a,b;c;1):w——b)F(a,b;c—kui);

c(c —a—0b)
ferner

_ —
Fla,bic+1;1) = e it =0t U pa b0 4 25),

. oy e—at+k—1)(c—b+k—1) . .
Fla,b;c+k—1;1) '“(c+k—1)(c—a—b+k——1)F(“’b'c+k' 1),

und hieraus durch sukzessive Einsetzung:

.oy (e-a)(c-a+1)...(c-a+k-1)-(c-b)(c~-b+1)...(c-b+k-1) . .
Flab;ei1)= c(c+1)...(c+k-1)- (c-a-b)(c-a-b+1).. .(c—a—b+k—1)F(a’ biotk;1).

Nun gehe man zur Grenze fiir £ — oo iiber; man kann wegen

w _al@a+1)...(a+r—1)bb+1)...(6+v—1)
v vi(e+R)(c+E+1)...(c+E+r—1)

schlieBen [*], daB3
imF(a,b;c+ k;1) =1
k> oo

ist, und man hat also

(c—a)(c—a+1)...(c—a+k—1)- (c=b) (c—b+1)...(c—b+k—1)

Fla, b;e; 1) = lim c(c+1). . -(c+h~1) - (c—a—b) (c—a—b+1)...(c—a—bik—1)

k—>o0

Damit haben wir F(a, b;c;1) durch ein unendliches Produkt aus-
gedriickt.

Wir kénnen iibrigens fiir dieses Produkt noch einen besonderen ge-
schlossenen Ausdruck gewinnen mit Hilfe des , EuLERschen Integrals
zweiter Gattung”, der LEGENDREschen Funktion I"(z), welche in GAuss’
Bezeichnungsweise mit /7(z — 1) identisch ist, und welche fiir positive
ganze Zahlen z mit der Fakultit:1-2-3-...-(z — 1) = (z — 1)! iiber-
einstimmt. Durch dieselbe driickt sich F aus wie folgt:
_I(e)-Ic—a—b) Hc—1)-Ic—a—b—1)

I'c—a)-I'(c—b)  Hic—a—1) -I(c—b—1)"

Wir konnen das erst spiter ausfiihrlicher erldutern (vgl. S. 74{f.).
Also:

Das unendliche Produkt, welches wir fiir F(a, b; c; 1) gefunden haben,
lipt sich mit Hilfe des Zeichens I'(2) oder II(2), dessen Bedeutung wir
erst spdter besprechen werden, in der angegebenen Form schreiben.

F(a, b;c; 1)
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§ 2. Verhalten der Reihe auf dem Konvergenzkreis.

Wir wollen jetzt zu den Gaussschen Konvergenzkriterien einige
weitere Bemerkungen vom Standpunkte der modernen Funktionen-
theorie aus hinzufiigen.

Wir wissen, daf} eine Potenzreihe (wenn iiberhaupt) immer 2m Innern
eines gewissen ,,Konvergenzkreises, hier des Einheitskreises, konver-
giert, aullerhalb desselben divergiert; man wird dann fragen, wie es
mit der Konvergenz steht, wenn x irgendwo auf dem Konvergenzkreise
selbst liegt.

Das ist der erste Mangel der Gaussschen Entwicklung, daf wir nicht
erfahven, wie sich die Rethe tiberhaupt auf dem Konvergemzkreise ver-
héilt, sondern nur, wie sie sich an der Stelle x = 1 verhiilt.

Der zweite Mangel ist der, daf die Konvergenz nur fiiy veelle a, b, c
untersucht wird, unter welchen Bedingungen konvergiert die Reihe auf
dem Konvergenzkreise, wenn die a, b, ¢ komplexe Werte haben? Ich
wiederhole hierzu vorab die schon auf S.8 gemachte Bemerkung:

Bet der ganzen Kowvergemzbetrachtung werden wir die Fille, daf a,
b oder ¢ ganze negative Zahlen oder Null sind, von vorneherein von der Be-
trachtung ausschliefen diirfen.

Die Frage nach der Konvergenz bei komplexen a, b, ¢, x hat nun
WEIERSTRASS beantwortet. [Uber die Theorie deranalytischen Fakultiten.
Crelles J. Bd. 51 (1856).] (= WEIERSTRASS [1], Bd.1 S. 1531f.)

Wir geben ohne Beweis [*] die folgenden Tatsachen an [**]:

Es bezeichne

R@+b—¢)

den reellen Teil der komplexen Zahl @ 4 b — ¢. Dann kann man die
WEIERSTRASSschen Resultate in einer ganz entsprechenden Tabelle an-
ordnen wie die Gaussschen:

|xl=1; a, b, ¢ beliebig, aber verschieden von 0, —1, —2, ...

R(a + b — ¢) > 1: die Koeffizienten werden mit wachsendem » ab-
solut genommen beliebig groB.

R(@+ b —c) =1: die Koeffizienten bleiben absolut genommen
oberhalb einer von Null verschiedenen Schranke.

R(a + b — ¢) < 1: die Koeffizienten werden mit wachsendem Index
beliebig klein.

Ferner: Fir 1 > R(a 4 b — ¢) = 0 herrscht Konvergenz auf dem
ganzen Einheitskreise mit Ausnahme von x = 1; fir R@ 4+ b — ¢) < 0
herrscht (absolute) Konvergenz auf dem ganzen Konvergenzkreise ein-
schlieBSlich des Punktes x# = 1. SchlieBlich ergibt sich aus dem oben
angegebenen Verhalten der Koeffizienten, daB fir Ra + b —c¢) =1
Divergenz auf dem ganzen Einheitskreis herrschen muB.
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Man erkennt, wie sich hier die Gaussschen Angaben einordnen. Diese
selben Resultate sind auch von ScCHEIBNER [1] in seiner Schrift:
,,Uber unendliche Reihen und deren Konvergenz‘ (1860) ausfiihrlich
abgeleitet.

Ubrigens kann man (wenigstens teilweise) die Frage nach dem Ver-
halten unserer Reihe auf dem Konvergenzkreis auch mit Hilfe von mehr
funktionentheoretischen Betrachtungen zu beantworten suchen, inso-
fern man ndmlich einerseits weniger genau auf das Bildungsgesetz fiir
die Koeffizienten der hypergeometrischen Reike eingeht, dafiir aber
andererseits auf das Verhalten der durch unsere Reihe definierten
Funktion F(x) auf dem Einheitskreise Riicksicht nimmt.

Also: Das gefundene Evgebnis betreffend das Verhalten der Rethe auf
dem Konvergenzkreis kann (wenigstens teilweise) auch mit Hilfe allgemeiner
funktionentheoretischer Siize abgeleitet werden, sofern nur das Verhalten
der durch die Reihe definierten Funktion auf dem Komvergenzkreise als
bekannt vorausgesetzt wivd.

Zur beispielsweisen Erlauterung dieser allgemeinen Bemerkung
wollen wir eine von RIEMANN in seiner Arbeit (vgl. RIEMANN [1], S. 82;
auch S. 87) gemachte Andeutung etwas niher ausfiihren:

Wir denken uns nimlich in unserer Potenzreihe

i‘u,.x” = E(A,. +¢B,)x"
=0 v=0

(wobei A4,, B, reelle Zahlen bedeuten) |x| = 1, also x = cos¢ + i sing
gesetzt. .

Unsere Reihe liefert dann, in reellen und imaginiren Teil (ohne Riick-
sicht auf ihre Konvergenz) zerlegt:

Ay + 2 (A, cosvp — B, sinv(p)] + i[Bo + > (4,sinvp + B, cosyg)|.
r=1 r=1

Und unsere Potenzreihe konvergiert im Punkte x* = cos¢* + 7 sin ¢*
des Einheitskreises dann und nur dann, wenn fiir ¢ = @* die in den
eckigen Klammern stehenden ,,trigonometrischen‘ Reihen konvergieren.

Man kann nun zeigen — und dies ist fiir unsere Zwecke ausreichend:
Fiir die Konvergenz der genannten trigonometrischen Reijhen (wenig-
stens in den Stetigkeitspunkten von F auf dem Kreise) ist hinreichend,
daB F auf |x| = 1 mit Ausnahme von héchstens endlich vielen Stellen
reguldr ist und daB fiir die Umgebung einer jeden der singuliren Stellen
x = %o gilt: F(x) = O((x — %,)°) mit —1 < 0, d.h.daB|x — x|7°+ F
dort beschrinkt ist. Ist namlich F derart beschaffen, so ergibt sich
insbesondere, daB der reelle und der imaginire Teil der Werte von
F auf dem Einheitskreis je durch seine Fourierreihe darstellbar ist und
daB diese Fourierreihen mit den obigen trigonometrischen Reihen iden-
tisch sind. Daraus ergibt sich die Behauptung. [*], [**].
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Zur Anwendung der oben formulierten Konvergenzbedingung miissen
wir also die singuldren Stellen der Funktion F auf dem Einheitskreise
kennen. Allgemein zu reden, lassen sich diese mittels der urspriinglich
im Einheitskreis gegebenen Potenzreihenentwicklung durch analytische
Fortsetzung ermitteln. Im Falle der hypergeometrischen Funktion
kommen wir indes durch Heranziehung der Differentialgleichung viel
einfacher zum Ziel, wie spiter ausfiihrlich dargelegt wird (vgl. z. B.
S.331f.). Fir uns kommen hier folgende Ergebnisse in Betracht, die
wir vorderhand natiirlich nur berichtweise anfithren koénnen:

Die Funktion F(a, b;c; x) verhilt sich mit Ausnahme des Punkies
x = oo und des Punktes x =1 in allen Punkten x = x, der Ebene, und
also auch in allen Punkien auf dem Rande des Konvergenzkreises mit Aus-
nahme des Punktes x = 1 reguldr analytisch, d. h. sie laft sich in der
Umgebung einer solchen Stelle xy tn etne nach ganzen positiven Potenzen
von x — %, forischreitende Ronvergemte Reihe emtwickeln [*].

Um das Konvergenzkriterium (welches sich der Fourierentwicklung
auf dem Einheitskreise bedient, vgl. oben) anwenden zu kénnen, miissen
wir aber noch Genaueres iiber den Charakter der singuldren Stelle wissen.
Auch hieriiber gebe ich hier ohne Beweis das Notige an, um es erst
spiter (vgl. § 6ff.) zu beweisen.

In der Umgebung der Stelle x = 1 hat unsere Funktion die folgende
Gestall:  F(x) = By (x — 1) + (x — 1) 0 By (x — 1).

Hier bedeuten B, und P, im allgemeinen gewohnliche Potemzreihen,
welche nach ganzen positiven Potenzen von (x — 1) forischreiten; und nur
wenn ¢ — a — b eine ganze Zahl ist, treten in einer der beiden Reihen
auch solche Glieder auf, welche mit log (x — 1) multipliziert sind, und
zwar in R, , wenn ¢ — a — b =< 0 ust, hingegen tn Py, wenn ¢ — a — b =0
ist. (Man beachte, daB ¢ weder Null noch einc negative ganze Zahl
sein soll.)

In besonderen Fillen konnen auch bei ganzzahligem Werte von
¢ —a — b die logarithmischen Glieder 'in %, (x — 1) bzw. B,(x — 1)
fehlen; die Bedingung hierfiir lautet:

Wenn ¢ — a — b= +n > 0 ist (n natiirliche Zahl) und wenn trotz-
dem keine logarithmischen Glieder auftreten sollen, so muf sein (vgl.S. 39):

af@+1)...(a+n—1)-bd+1)...064+n—1) =0.
Wenn ¢ —a — b= —n <0 ist, so mufi besm Wegfall der logarith-
mischen Glieder sein:
(@a—N@—2)...(a—n)-b—1)0—2)...(b—n)=0.

D. h. die logarithmischen Glieder in P,(x — 1) bzw. B;(x — 1)
kénnen nur dann wegfallen, wenn eine der Zahlen a, b entweder eine nicht-

Beginn der fiinften Vorlesung.

Klein, Hypergeometrische Funktion. 2
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positive oder eine positive ganze Zahl ist. Im ersten der beiden Fille
bricht aber die Reihe mit einer endlichen Gliederzahl ab, so daB wir
den Fall, daB ¢ — a — b = +# ist und daB die logarithmischen Glieder
wegfallen, nicht mehr weiter zu beriicksichtigen brauchen. Denn wir
hatten diesen Fall ausdriicklich von der Konvergenzuntersuchung aus-
geschlossen.

Wenn ¢ — a — b = 0 ist, so miissen notwendig logarithmische Glieder
auftreten; man kann dieselben dann beliebig zu %, oder B, rechnen,
da in dem Ausdruck:

F(x) = By(x — 1) + Rolx — 1),

in den sich der oben angegebene allgemeine Ausdruck fiir F (x) im Falle
¢ — a — b = 0 verwandelt, der Unterschied zwischen P, und B, offen-
bar verwischt ist.

Was folgt nun aus den gemachten Angaben fiir das Verhalten unserer
hypergeometrischen Funktion in der Umgebung von x = 1?

Um nicht zu schwierige Fallunterscheidungen machen zu miissen,
sei im folgenden wieder vorausgesetzt, daf die Zahlen a, b, c reell seien.
Man sieht nun leicht:

Wenn ¢ —a — b <0 ist, so wird (x — 1)°"*"®P,(x — 1) an der
Stelle x = 1 unendlich; auBerdem ist es fiir nicht ganzzahlige Werte
von ¢ — a — b daselbst verzweigt wie (¥ — 1)°~*~?, wihrend fiir ganz-
zahlige Werte von ¢ —a — b im allgemeinen Falle P,(x — 1) wie
log (x — 1) verzweigt ist; nur in dem S.17 erwdhnten Ausnahmefall
ist x = 1 eine unverzweigte Unendlichkeitsstelle von F (x).

Wenn ¢ — a — b = 0 ist, so wird B, oder B, bei x = 1 logarithmisch
unendlich und ist dementsprechend ebendaselbst verzweigt.

Wenn ¢ — a — b > 0 ist, so ist die Funktion bei x = 1 immer ver-
zweigt, bei nicht ganzzahligem ¢ —a — b wie (x — 1)°"%~%, bei ganz-
zahligem wie (¥ — 1)°"*"?-log(x — 1), abgesehen von dem vorhin
erwihnten Ausnahmefalle, in welchem die Reihe mit einer endlichen
Gliederzahl abbricht und den wir deshalb von vornherein beiseite ge-
lassen haben. Dabei ist die Funktion (oder genauer: irgendeiner von
ihren Zweigen) in der Umgebung von x = 1 immer beschrinkt, denn
auch im Falle des Auftretens von logarithmischen Gliedern wird deren
Unendlichwerden immer durch das Verschwinden von (x — 1)°"%~%
kompensiert.

Wir stellen das Resultat also folgendermalBlen zusammen:

a, b, c reell.

1. ¢ — a — b= 0: Funktion bei x = 1 unendlich und verzweigt wie
(x —1)°"%"% bzw. wie log(x —1). (Unverzweigt im Ausnahmefall.)

2. ¢ —a — b> 0: Funktion bei x = 1 endlich und verzweigt (Un-
verzweigt: die endlichen Reihen.)
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Es gilt nun in der Funktionentheorie der allgemeine Satz {iber die
Entwicklung einer an der Stelle ¥ = x, reguliren Funktion in eine Po-
tenzreihe, daB niamlich die Entwicklung nach steigenden Potenzen in
der Umgebung des Punktes x, immer innerhalb eines Kreises konver-
giert, welcher seinen Mittelpunkt in dem betreffenden Punkte x, hat
und durch den nichsten singuldren Punkt der Funktion geht.

Wenden wir diesen Satz an, so folgt aus 1. und 2. fiir unsere Reihe
a priori:

Weil x = 1 ein singuldrer Punkt ist, und zwar der nichste an x = 0
gelegene singulive Punkt (denn nur x = 1 und x = oo kommen als sin-
guldre Punkie in Frage. vgl. S. 17), so muf der Konvergenzkreis unsever
Reihe der um x = 0O gelegte Einheitskrers sein. Ausgenommen ist dabei,
wie stets, der Fall, daB3 a oder b oder ¢ gleich Null oder gleich einer
negativen ganzen Zahl ist.

Nachdem wir so das Verhalten der (durch die hypergeometrische
Reihe definierten, analytischen) Funktion F(a, b;c; %), insbesondere
lings des Einheitskreises, iiberblicken, kénnen wir erkennen, wann der
reelle und imaginire Teil von F lings des Einheitskreises durch (kon-
vergente) Fourierreihen darstellbar sind (vgl. weiter unten) und schlieen
daraus (gemiB S. 16) auf die Konvergenz (bzw. Divergenz) der hyper-
geometrischen Reihe fiir die verschiedenen Punkte der Peripherie des
Einheitskreises.

Wann kann nun eine reelle Funktion der reellen Verinderlichen ¢
durch ihre Fourierreihe dargestellt werden? Diese Frage hat DIRICHLET
in seiner beriihmten Abhandlung in Crelles J. Bd. 4 (1829) (= DiricH-
LET [1], S.117ff.) zuerst eingehend untersucht. [Vgl. auch die Ab-
handlung iiber die nach Kugelfunktionen fortschreitenden Reihen in
Crelles J. Bd. 17 (1837) (= DiricHLET [1], S. 2831f., insbesondere S. 305).]
Fiir unsere Zwecke geniigt hier die folgende hinreichende Bedingung,
die wir ohne Beweis angeben:

Es sei [(@) eime veelle, filr 0 <@ << 27 eindeutige Funktion, welche
(im RIEMANNschen Sinne) integrierbar ist. (Fiir jeden anderen Wert
von @ moge f(¢) vermoge der Festsetzung f (@) = f(¢ + 2n7m), n = 41,
4+ 2, ... erklirt werden.) Ferner sei [(p) differenzierbar (abgesehen von
hochstens endlich vielen Ausnahmestellen). Dann wird f(g) — von hich-
stens den Ausnahmestellen abgesehen — durch seine Fourierreihe dar-
gestellt [*].

Da F(a, b; c; %) fiir |x| = 1 nur in x =1 aufhért, differenzierbar zu
sein, so gilt Entsprechendes fiir den reellen und imaginiren Teil (als
Funktion von ¢), und wir haben, dem verschiedenen Verhalten in x =1
entsprechend:

Im Falle 2, tn welchem ¢ — a — b > 0 tst und die Funktion bei x = 1
endlich bleibt, konvergiert die FOURIERSche Rethe tiberall, und zwar gegen
den Wert der Funkiion im betreffenden Punki.

2*
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Die Konvergenz fiir die Ausnahmestelle ¥ = 1 muB allerdings noch
niher begriindet werden. Sie ergibt sich z. B. aus dem Kriterium von
LipscuiTZ [*].

Im Falle 1, in welchem ¢ — a — b =< 0 ist, wird die Funktion bei
x = 1 unendlich. Man hat dann zu unterscheiden, ob sie trotzdem noch
integrierbar bleibt oder nicht, also:

A. ¢ —a — b > —1: Die Funktion ist integrierbar, ihre FOURIER-
sche Reihe konvergiert und stellt die Funktion dar, jetzt natiirlich mit
Ausnahme der Stelle x = 1.

B.¢c—a—b=—1: Die Funktion ist nicht integrierbar, die
FouriER-Reihe wird also iiberhaupt sinnlos. ZusammengefaBt:

Bei unsever Funktion liegt ein ,integrierbares Unendlich' vor, sobald
¢ —a—b> —1 ist; sobald aber c — a — b= — 1 ist, liegt ein ,micht
integrierbares Unendlich’* vor, und die FOURIERsche Reihe ist unbrauchbar.

Auf solche Weise bestitigt die Lehre von der FOURIERschen Rethe
genaw das, was wiv tiber die Konvergenz der Reihe F auf dem Konvergenz-
kreise mit GAUSS durch divekte Untersuchung des Koeffizientengesetzes ge-
funden hatten (vgl. S.13). Analog hitten sich fiir komplexe a, b, ¢ die
WEIERSTRASSschen Konvergenzregeln (vgl. S. 15) ergeben.

§ 3. Verschiedene Verallgemeinerungen.

Damit schlieen wir unsere Betrachtungen iiber die Konvergenz der
Reihe und wollen nun zum Schlusse, bevor wir diesen Abschnitt ver-
lassen und zum Studium der Differentialgleichung {ibergehen, einige
Verallgemeinerungen der GAussschen Rethe besprechen.

Solcher Verallgemeinerungen gibt es, soviel ich sehe, in der Literatur
drei, welche wir kurz angeben wollen. Bezeichnen wir die bisher be-
sprochene Reihe F(a, b;c;x) als die ,,gewdhnliche hypergeometrische
Rethe'* oder die ,,Gausssche Rethe'‘, so nennen wir als

erste Verallgemeinerung: die hoheren hypergeometrischen Reihen einer
Verdnderlichen, welche THOMAE [1] (1870) aufgestellt hat.

Diese Reihen haben folgende Gestalt:

Ay ay ...y ai(a; + 1) as(as +1) ... a.(a. + 1)

1 ‘cl~c2...c,,_lx+ 1-2-cilei+1)-calcat1) ... Bt
und gehen fiir » = 2 in gewo6hnliche hypergeometrische Reihen {iber.
Dabei bedeuten die a, und ¢, komplexe Zahlen; keines der ¢, soll Null
oder eine negative ganze Zahl sein.

Die so definierten allgemeineren Reihen besitzen, wie THOMAE nach-
gewiesen hat, folgende, den Sitzen {iber die GAausssche Reihe genau ent-
sprechenden Eigenschaften:

1. Der Konvergenzkreis ist der Etnheitskrets.

2. Sie geniigen einer Linearen Differentialgleichung n-ter Ovdnung.

3. Man kann die Reihe F in einfacher Weise als ein (n — 1)-faches

bestimmites Integral darsiellen.

F=1+
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4. Zwischen je n + 1 ,verwandien Reihen'* besteht eine lineare Re-
lation mit rationalen Koeffizienten [*)].

Als zweite Verallgemeinerung der Gaussschen Reihe bieten sich die
HEeiNEschen Reihen dar, welche HEINE in Bd. 32 und 34 des Crelleschen
Journals (1846 und 1847) gebildet und untersucht hat und iiber welche
er einen zusammenfassenden Bericht in seinem ,,Handbuch der Kugel-
funktionen (= HEINE [1], Bd. 1, S. 97ff.) erstattet [**].

Diese Reihen sind Funktionen von 5 Argumenten, nimlich
1—g¢)-1 -9 ,
t—q-(1—¢) 1

(1—g¢h(1—¢**)-(1 —¢") (1 — ") o,

T it =—@-a-@t-gm ¢ T

Dabei bedeuten wieder a, b, ¢, ¢ komplexe Zahlen, die so beschaffen
sind, daB keiner der Nenner in den Koeffizienten Null ist. Die Frage
nach der Konvergenz der Reihen bleibt hier unerortert.

Auch diese Reihen schlieBen die Gausssche Reihe als einen Grenz-
fall ein. Man hat, um die Gausssche Reihe zu erhalten, nur zu setzen:

@, b;c;9;2 =1+

1
g=1+¢, z= _logx

und das Verhalten der einzelnen Reihenglieder fiir ¢ = 0 zu betrachten.
Es ist nun
qa+v: A+eetr=14+(@at+vet+ -, 1—¢*"=—(a+»e+---;
ebenso 1 — gt = —(b+v)e — ---, usw.
1 - logx [

r= ol a4
Man erhilt daher fiir € > 0 z. B. 1 bzw. x an Stelle von ¢*** bzw. von ¢

Setzt man dies alles ein, so geht das allgemeine Glied der Reihe
iiber in a@+1)...@+9)-bb+1)... 0+ 4

1:2...004+1):c(c+1)...(c+»)
die Reihe selbst also in
ala+1)-bb+

a-b
T+ ier T 1-2-¢(c+ 1)

d. h. in die Gausssche Reihe. Also:
Die Gausssche Reihe (vein formal betrachtet) erscheint als Gremzfall

der HEINEschen Reihe.
Im tbrigen mégen in betreff des Verhiltnisses der HEINEschen zur
Gaussschen Reihe noch folgende Andeutungen hier Platz finden: Wir

Ferner wird l]logx
&

b

1)x2+ el

Beginn der sechsten Vorlesung.
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werden spater noch mannigfache Beziehungen der hypergeometrischen
Reihe zu den trigonometrischen Funktionen kennenlernen; ganz ent-
sprechende Beziehungen besitzt nun die HeiNEsche Reihe zu den ellip-
tischen Funktionen [*]. Wir diirfen also sagen:

HEINE erreicht durch seine Verallgemeinerung, daf die Beziehungen,
welche die Gausssche Rethe zu den trigonometrischen Funktionen hat, in
entsprechender Weise als Beziehungen zur Theorie der elliptischen Funk-
tionen sich einstellen.

Ferner, wenn wir nach dem Analogon der hypergeometrischen Diffe-
rentialgleichung fragen:

Die HEINEsche Reihe gentigt in bezug auf z wicht mehr einer Differential-
gleschung, sondern einer Differenzengleichung, von der dann eben die hyper-
geometrische Differentialgleichung selbst wieder ein Gremzfall ist [**).

Die dritte Verallgemeinerung der Gaussschen Reihe sind die Ayper-
geometrischen Reihen mit zwei Verdnderlichen x, y, welche zuerst APPELL [2]
in den Pariser Comptes rendus (1880) angegeben hat, worauf P1carD [1]
eine groBere Abhandlung in den Annales de I'Ecole Normale (1881)
folgen lieB. In dieser Arbeit zeigt PICARD, daB die ApPPELLschen ver-
allgemeinerten hypergeometrischen Reihen sich, wie die Gausssche,
durch ein bestimmtes Integral in einfacher Weise ausdriicken, folgender-
mafen:

Wihrend die Gausssche Reihe, abgesehen von einer gewissen Kon-
stanten, dem Integrale

1
/ub“1(1 — u)= =11 — xu)-%du
0

gleich ist (vgl. S. 5), sind die AppELLschen Reihen im wesentlichen
durch ein Integral von folgender allgemeiner Gestalt gegeben (das
Integral soll natiirlich einen Sinn haben):

1
fu“(1 — WE( — ) (1 — yu)ddu.
0

Wenn man hierin den Integranden nach steigenden Potenzen von
x und y entwickelt und dann gliedweise integriert, gelangt man zu den
ArpELLschen Reihen, multipliziert mit einer von x und y unabhingigen
GroBe.

Der hypergeometrischen Differentialgleichung entspricht hier ein
System linearer partieller Differentialgleichungen nach den unabhingigen
Verinderlichen x, y. Picarp [1] hat diese Funktion in dhnlicher Weise
durch Funktionaleigenschaften definiert, wie dies RIEMANN fiir die ge-
wohnliche P-Funktion getan hat. Andererseits hat Horn [2] unsere
Funktionen von dem System linearer partieller Differentialgleichungen
aus studiert, dem sie geniigen.
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Als bestimmte Integrale, wenn auch noch nicht als Reihen, hat die
vorliegenden Funktionen iibrigens POCHHAMMER {1] schon 1870 in mo-
dern-funktionentheoretischem Sinne untersucht und bereits (bei #» Ver-
dnderlichen x, vy, z, . ..) ,,Hypergeometrische Funktionen n-ter Ordnung
genannt, nur hat er nicht gerade die Reihen in den Vordergrund gestellt,
auch eigentlich nur x als Verinderliche angesehen.

Uber all diese Fragen hat auch GOURSAT (insbesondere [1]) ge-
arbeitet [*], [**].

Ferner hat THOMAE [2] den RiEmannschen Ansatz dahin verall-

gemeinert, daf} er eine Funktion W(:," Ig,’ };, n) einfiuhrt, welche durch

Unstetigkeits- und Grenzbedingungen definiert ist und welche, wie
THOMAE zeigt, in bezug auf # einer linearen homogenen Differenzen-
gleichung zweiter Ordnung geniigt. Wegen der Einzelheiten, insbesondere
auch der Beziehungen zu sonstigen Untersuchungen sei auf die Original-
abhandlung verwiesen [***].

So viel zur Orientierung iiber die bekannten Verallgemeinerungen
der Gaussschen Reihe. Damit schlieBen wir iiberhaupt den Bericht
iber die hypergeometrische Reike und besprechen nun

Zweiter Abschnitt.
Die hypergeometrische Differentialgleichung.

§ 4. Allgemeines iiber die Integration von Differentialgleichungen.
Die Riemannsche Bezeichnung der P-Funktion.

Wie wir gesehen haben (S. 2), tritt die hypergeometrische Differen-
tialgleichung bereits bei EULER sowie bei GaUss auf, dagegen zum Mittel-
punkt der Betrachtung macht sie zuerst KuMMER [1] in Bd. 15 des
CrELLEschen Journals (1836).

Diese KumMmMERsche Arbeit bildet die Grundlage der von der Differen-
tialgleichung ausgehenden Behandlung der hypergeometrischen Funktion.

Obwohl damals KuMMER noch nicht prinzipiell den komplexen Ver-
anderlichen seine Aufmerksamkeit widmet, so wollen wir doch in unserem
Berichte uns von vornherein auf den Standpunkt der neueren Funk-
tionentheorie stellen und werden daher gleich auch einiges bringen, was
erst durch RIEMANN ([1]) gefunden worden ist.

Ferner wollen wir uns von vornherein mit der allgemeinen hyper-
geometrischen Differentialgleichung beschaftigen, die wir bereits auf
S. 4 kennengelernt haben, nidmlich

y,,+(1—oc—oc’+1——7—7')yf_|_<___;‘:_°"_|_ vy +ﬂ,3’) Y =0,

x x—1 ¥ —1 x(x—T)

worin 4, 9'" in bekannter Weise die erste und zweite Ableitung von y
nach x bedeuten.
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In der Behandlung unserer Differentialgleichung (und der Differen-
tialgleichungen iiberhaupt) kann man zweierles wesentlich entgegengesetate
Betrachtungsweisen unterscheiden, nimlich einen elementaren, anti-
quierten Standpunkt, der aber in dlteren Lehrbiichern der Differential-
rechnung noch vielfach eingenommen wird, und den modernen funktionen-
theoretischen Standpunkt.

Der elementare Standpunkt 1aBt sich etwa folgendermaflen charak-
terisieren:

1. Man zweifelt nicht daran, daB8 es Funktionen gibt, welche der
Differentialgleichung Geniige leisten.

2. Hat man zwei partikulidre Losungen v,, v, gefunden, so sagt man,
daB die allgemeine Losung die Gestalt y = c¢,y; + c;¥; haben muB
(€1, ¢; Konstanten), weil jeder solche Ausdruck die Differentialgleichung
ebenfalls befriedigt und tberdies zwei willkiirliche Konstanten enthilt.

3. Man sucht y, und y, durch ,,elementare Funktionen auszudriicken;
gelingt dies nicht, so sagt man, die Differentialgleichung sei nicht in-
tegrierbar und beschiftigt sich nicht mehr mit ihr. Der Begriff der
,,elementaren Funktion“ muB natiirlich genau definiert werden, worauf
wir hier aber nicht einzugehen brauchen (man vgl. S. 1). Bemerkt sei
nur noch, daB man, als Hilfsmittel zur Auflésung der Differential-
gleichung, neben den elementaren Funktionen auch ,,Quadraturen‘ zu-
lassen kann.

Auf diesem Standpunkte ist die Auflésung unserer (und iiberhaupt
irgendeiner) Differentialgleichung lediglich Sache der Routine und der
Ubung in der Anwendung gewisser Kunstgriffe [*].

Ganz anders ist die Betrachtungsweise der modernen Theorie. Man
verlangt da folgendes:

1. Beweis fiir die ,Existenz’’ von Funktionen c,y, + c,y,, welche
unserer Differentialgleichung geniigen.

2. Erforschung der Eigenschaften dieser Funktionen. Man sieht eben
jede Differentialgleichung als Definition einer bestimmien (evtl. neuen)
Gattung transzendenter Funktionen an.

Bei der von dieser Definition ausgehenden Untersuchung der Eigen-
schaften der Funktionen muB sich als Nebenresultat ergeben, wann sich
unsere Funktionen auf schon friither bekannte Funktionen, insbesondere
auf elementare Funktionen, reduzieren.

Das Hauptinteresse ruht aber hier nicht -auf den Spezialfillen der
niederen Funktionen, sondern gerade auf dem allgemeinen Fall, den
neuen Funktionen [*¥*].

Unter ,,Funktionentheorie’“ verstehen wir im folgenden fast aus-
schlieBlich die Theorie der analytischen Funktionen (komplexer Ver-
dnderlicher). Solche Funktionen sind bekanntlich dadurch charakteri-
siert, da3 sie in der Umgebung jeder Stelle im Innern des Definitions-
bereiches durch Potenzreihen darstellbar sind; sie besitzen also ins-
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besondere Differentialquotienten jeder Ordnung (und sind stetig). Um-
gekehrt ist jede im Komplexen differenzierbare Funktion auch analytisch.

L3aBt man die Forderung der Entwickelbarkeit in Potenzreihen fallen,
so gelangt man zu viel allgemeineren Funktionen, welche z. B. nicht
mehr stetig zu sein brauchen, welche keine Differentialquotienten zu be-
sitzen brauchen und welche daher der Untersuchung vielfach gréBere
Schwierigkeiten bieten. Z. B. gehért hierher die Theorie der allgemeinen,
durch eine FouriERrsche Reihe darstellbaren reellen Funktionen (einer
reellen Veranderlichen). In dieser Richtung ist besonders das Buch von
Din1 [1] bemerkenswert [*].

Wir sprechen also folgenden Satz aus:

An sich besteht gar keine Notwendigkeit, funktionentheoretische Unter-
suchungen in der Weise zu fiihven, dafl man nur analytische Funktionen
zuldfit, vielmehr treten gewisse Feinheiten und Schwierigkeiten erst hervor,
wenn man sich auch mit , michtanalytischen’* (d. h. mit nicht notwendig
analytischen) Funktionen (reeller Verinderlicher) beschdftigt, insofern
dann der Funktionsbegriff allgemeiner ist. In diese Theorie (der nichi-
analytischen Funktionen) gehirven dann beispielsweise DIRICHLETS Unier-
suchungen tiber die FOURIERsche Reihe, bei welcher die darzustellenden
Funktionen nicht notwendig analytisch zu sein brauchen.

In dieser Vorlesung will ich mich, wie gesagt, durchweg auf analy-
tische Funktionen komplexer Verdnderlicher beschrinken. Wir werden
daher die Aufgabe, betreffend Behandlung unserer (hypergeometrischen)
Differentialgleichung, spezieller so stellen:

1. Wir verlangen einen Beweis fiir die Existenz analytischer Funk-
tionen ¢y, + oy, der komplexen Verdnderlichen x, welche der Differential-
gleichung geniigen ; ferner den Nachweis, daB3 dies alle Lésungen sind [**].

2. Dann werden wir die Eigenschaften dieser Funktionen in der kom-
plexen Zahlenebene als Definitionsbereich studiereun.

In dieser Form ist das Problem zuerst von CAUCHY gestellt, dem sich
dann in Deutschland auBer RIEMANN namentlich WEIERSTRASS an-
geschlossen hat [***].

Wir werden also in der nichsten Vorlesung die Differentialgleichung
an die Spitze stellen und fragen, ob man ihr durch konvergente Potenz-
reihen geniigen kann und ob die so entstehenden allgemeinen Integrale
in der Gestalt y = ¢;¥; + ¢,¥, sich aufbauen.

Die hypergeometrische Differentialgleichung in ihrer allgemeineren
Form lautet, wie wir frither sahen:

y o (e Aoty (22 I ) 2=,

x ¥ —1

Beginn der siebenten Vorlesung.
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Wir unterscheiden nun die Punkte (,,Stellen*) der komplexen x-Ebene
mit Bezug auf unsere Differentialgleichung in gewohnliche und singulire
Punkte (Stellen). Sénmgulir nennen wir diejenigen Punkte, in welchen
einer der Koeffizienten singulir ist; alle {ibrigen Stellen mogen ,,gewdhn-
liche" (,regulire’* oder ,michtsingulire’) heiflen. Singulire Stellen der
hypergeometrischen Differentialgleichung sind also die Punkte x = 0
und x = 1; auBerdem aber auch der Punkt x = oo. Dieser letztere tritt
zwar in unserer Differentialgleichung nicht in derselben unmittelbar
sichtbaren Weise als singuldr hervor wie die Punkte x = 0 und x = 1;
die Gleichung ist aber auch nicht invariant geschrieben, es ist vielmehr
in der Schreibweise der unendlich ferne Punkt bevorzugt. Um die wahre
Natur desselben zu erkennen, mufl man ihn erst durch irgendeine ge-
eignete lineare Substitution ins Endliche transformieren. Wir wihlen
diese Substitution so, daB nicht zugleich einer der Punkte 0 und 1 ins
Unendliche riickt und damit seine Natur unkenntlich wird, sondern da
die Punkte 0, oo, 1 in drei endliche, iibrigens willkiirliche Punkte «, &, ¢
iibergehen; dieses leistet folgende Substitution:

X = z—a ¢c—b
T z2—b c¢c—a

(a, b, ¢ alle verschieden) oder umgekehrt
ba—c)x —ad —c)
(@a—c)x —(b—¢)

Die Differentialgleichung nimmt dann folgende ganz symmetrische
Gestalt an, welche zuerst von PAPPERITZ in meinem Seminar ausgerech-
net und in Bd. 25 der Mathematischen Annalen (1885) (= PAPPERITZ [1])
mitgeteilt worden ist:

2 =

d?y x— o 1—-F 1—y—9)dy aa’(a—b)(a—c)
dzz+{ z—a + z—2b + zZ—c }c_i;+{ z—a
BB (b —a)(b—2c) | yY(c—a)c—b) y _
+ z—0b + z—cC }(z—a)(z—b)(z—c) = 0.

Man sieht aus dieser Gestalt unmittelbar, da die Zahlen &, &’ zu
dem singuliren Punkte 4 in genau denselben Beziehungen stehen wie
B, B zu b und wie y, 9" zu ¢. Setzt man a =0, b =00 und ¢ =1,
so geht die Gleichung wieder genau in die urspriingliche iiber, welche
also 0, oo, 1 als singulire Punkte hat.

Von hier aus kommt man von selbst zu der RIEMANNschen Bezeichnung:

a b ¢ 0 oo 1
y=Pla B y z|=Pla B y =x|.
“l ﬂ’ })’ a/ ﬂ/ ”/

Die 6 Zahlen «, o', B, ', ¥, ¥, welche, wie von frither (S. 4) bekannt,
der Bedingung
ato+B+F +y+y=1
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unterliegen, nennt man nach RIEMANN die ,,Exponenten der P-
Funktion®, und zwar x, o’ die zu a bzw. 0 gehérigen, f, f’ die zu b
bzw. co und y, ' die zu ¢ bzw. 1 gehorigen Exponenten. Der Sinn
dieser Benennung wird bald hervortreten.

Die drei singulidren Punkte sind natiirlich, wie aus der symmetrischen
Gestalt der Gleichung folgt, ganz gleichberechtigt.

§ 5. Existenz der Losungen.

Wir achten nun zuerst auf einen nichtsinguliren Punkt z, der Ebene
und sehen zu, ob sich eine in der Umgebung der Stelle z, konvergente

Potenzreihe y=oo
y :_20 Av (Z - zo)v

finden 1aBt, welche der Differentialgleichung geniigt.

In der Tat werden wir eine solche finden, und zwar wird sich zeigen,
daf3 die allgemeinste derartige Potenzreihe sich durch zwei spezielle
Potenzreihen y,, y, in der Gestalt ¢,y, + ¢,y, ausdriickt.

Ferner werden wir finden, daf} diese Potenzreihen in der Umgebung
der Stelle z, wirklich konvergieren und daB3 der Konvergenzkreis min-
destens bis an den nichsten der singuliren Punkte unserer Differential-
gleichung heranreicht.

Einen Beweis fiir diese Behauptungen, dessen Gedanke auf CaucHy
zuriickgeht und auch fiir beliebige Differentialgleichungen (mit ana-
lytischen Koeffizienten) zum Ziele fithrt, wollen wir hier um der prin-
zipiellen Wichtigkeit solcher Existenz- und Konvergenzbeweise willen
in gréBerer Ausfiihrlichkeit wiedergeben [*].

Die Differentialgleichung heile allgemein

Y =py +gy,
unter p, g irgendwelche analytische Funktionen verstanden, welche an
der Stelle z = z, sich nicht singulidr verhalten.

Ohne der Allgemeinheit Abbruch zu tun, kénnen wir z, = 0 an-
nehmen; man braucht gegebenenfalls nur fiir z — z, eine neue Ver-
inderliche z zu setzen. Dann lassen sich sowohl p wie ¢ in der Um-
gebung der Stelle z = 0 nach Potenzen von z mit ganzen positiven Ex-
ponenten entwickeln: -

p=>B,z, ¢=20C2,
v=0 r=0
wobei diese Entwicklungen beide innerhalb eines Kreises konvergieren, der
bis an die nichste singulire Stelle der Differentialgleichung heranreicht.

Zu den gesuchten Potenzreihen y,, y, fiihrt uns sofort die nach-
stehende A#nalysis: Wir nehmen an, es sei die in der Umgebung von
z = 0 konvergente Potenzreihe:

y == 2‘ A,z
r=0
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eine Losung der Differentialgleichung. Es gilt dann weiter

y =2vA,271, ¥ =Dvy—1)4,22.
v=1 v=2

Setzen wir dies sowie die Potenzreihen fiir » und ¢ in die lineare
Differentialgleichung ein, so ergibt sich:

fv(v — 1A, 27 2= (i:B,,z’) (va,z”—l) + (E‘ C,z”)(f A,,z”>
r=1 r=0 =0

v=2 v=0
oder ausfiihrlicher:
2A4;,4+6A52+12A4,22+ ... = (By+B;2+By22+--) (A1+2Ac_,z+3A3z2+;- -)
F(Co+Cr2+Co22+ .-.) (Ag+ A2+ 422 +--1),
woraus sich durch Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen von
z rechts und links die Rekursionsformeln fiir die A4, ergeben:

24, = ByA4; + Co4,,

6A4;=2ByA, + B;A; + CyA; + C1A4,,
124, =3ByA5 + 2B, 4, + By A, + Cody + C1 4, + Co 4y,
20A4; =4ByA,+3By A3+ 2By Ay + B3 A, +Cod3+C14,+C4,+C 4,
usw.

Vermittels dieser Formeln berechnen sich A,, A;, Ay, ... eindeutig,
sobald wir Ay und A, willkiirlich angenommen haben. Dabei ist diese Be-
stimmung der 4, immer mdglich, da in jeder unserer Bestimmungs-
gleichungen der Koeffizient von A4, immer eine von Null verschiedene
natiirliche Zahl ist.

Man findet z. B.

Ay =13Codo+ §By4;,

Az = %(BOCO + Cl)Ao + %‘(Bg + Bl + Co)Aly

4, = 34 (BijCy + ByCy + 2B,Cy + C§ + 2C,) 4,

+ Sr (B} 4 3ByB; + 2ByCy + 2B, + 2C,) A;, usw.

Man sieht, wie man auch leicht durch SchluB3 von # auf # 4+ 1 be-
weist, daf sich so simtliche Koeffizienten A, als lineare homogene Funk-
tionen

A4, =L, A+ M, A4,

der zwei ersten Koeffizienten A, und A, ausdriicken, wobei L, und M,
ganze rationale Funktionen der v — 1 ersten Koeffizienten B, bzw. C, in
den Entwicklungen von p und q, und zwar mit nur positiven Koeffizienten,
sind.

Da sich, wie wir sahen, jeder einzelne Koeffizient linear durch 4,
und 4, ausdriickt, so kénnen wir die ganze Reihe in einen mit 4, und
einen mit 4, multiplizierten Teil spalten:

P(2) = Ay By (2) + 4; By (2)
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welches Resultat wir, indem wir fiir Ay und 4, die Buchstaben ¢; und
¢, setzen, folgendermaBen in Worten aussprechen konnen:

Die allgemeine Reihe, welche wir hier finden, setzt sich in der Gestalt
1Y, + C2Vy aus zwei partikuldren Rethen y, = PBy(2), vs = By(2) zu-
sammen, dem Umstande entsprechend, daf die simtlichen A, linear und
homogen aus den willkiirlich bleibenden A, A, zusammengesetzt sind. Da-
bei sind y, und y, linear unabhingrg, d.h. aus c,y, + ¢, = 0 fiir kon-
stante ¢;, ¢, und fiir alle z folgt ¢; = ¢, = 0.

Wenn es also tiberhaupt (konvergente) Potenzreihen gibt, welche
Losungen unserer Differentialgleichung sind, so miissen sie unter den
€Y1 + €2y, enthalten sein.

Die gefundenen Entwicklungen haben jedoch so lange nur formalen
Charakter, bis wir nachweisen, daB sie konvergieren und also wirklich
Funktionen vorstellen. DaB schlieSlich die als konvergent nach-
gewiesenen Potenzreihen y,, y, wirklich Losungen der Differential-
gleichung sind, verifiziert man unmittelbar durch Hinweis auf unsere
Analysis, welche uns zu y, und y, gefiihrt hat.

Den noch ausstehenden Konvergenzbeweis fithren wir nun, indem
wir die gefundene Potenzreihe mit einer anderen Potenzreihe vergleichen,
von welcher wir wissen, dal3 sie konvergiert. Wir beachten namlich, da3
die Koeffizienten L, und M, in den Reihen

yy=>L,z2 und v, :i‘ M,z
v=0 y=0

sich aus den Entwicklungskoeffizienten B, und C, von $ und g als ganze,
rationale Funktionen mit positiven Koeffizienten zusammensetzen.

Setzen wir daher statt der Funktionen p, ¢ andere, deren Entwick-
lungskoeffizienten simtlich positiv und nicht kleiner als die absoluten
Werte der entsprechenden B,, C, sind, so erhalten wir fiir die L,, M,
solche Werte L), M), welche positiv und nicht kleiner sind als die
absoluten Werte der oben bestimmten L,, M,. Koénnen wir nun von
der Vergleichsreihe > L}z* bzw. > M)z nachweisen, daB sie kon-
vergiert, so muB die Reihe > L,2* bzw. > M, 2” ebenfalls konvergieren,
indem doch ihre Terme einzeln dem absoluten Betrage nach nicht gréBer

«sind als die Terme der absolut konvergenten Reihe > L} 2* bzw. > M 2*.

Dabei werden wir die an Stelle der p und g zu setzenden Funktionen
so einrichten, daB die resultierende Vergleichsreihe ein hinreichend ein-
faches Bildungsgesetz besitzt, um ihre Konvergenz sofort erkennen zu
koénnen.

Wir schildern unser Verfahren kurz in folgendem Satz:

Wir werden die Konvergenz der Reihe v, bzw. v, bei einer Hilfsdifferen-
tialgleichung beweisen, deven B,, C, positiv und grofer oder gleich den
absoluten Betrigen der gegebenen B, C, sind, aber ein einfaches Bildungs-
gesetz verfolgen, vermige dessen man die Reihenkonvergenz sofort einsieht.



30 Die hypergeometrische Differentialgleichung.

Dann konvergiert die Rethe [iir die vorgelegte Differentialgleichung not-
wendig um so mehr.

Es ist dies die (wohl zuerst von CAaUCHY ersonnene) ,,Methode der
Reihenvergleichung‘‘ (auch als ,,Majorantenmethode’* oder als ,,calcul
des limifes' bezeichnet). Die Vergleichsreihen heiflen kurz ,,Majoranten’.

Den Koeffizienten B, von 2” in der Entwicklung der Funktion # (2)
kénnen wir bekanntlich durch ein Integral
1 QR

T 2ai ¥ Pl

14

ausdriicken, welches man lings einer einfachen geschlossenen (keinen
singuldren Punkt enthaltenden oder umschliefenden), den Nullpunkt in
positivem Sinne umlaufenden Kurve zu erstrecken hat, z. B. lings eines
Kreises & mit dem Radius R.

Nun kénnen wir mit Hilfe dieses Integrals leicht eine obere Grenze
fiir den absoluten Wert von B, finden. Aus der Definition des be-
stimmten Integrals als Grenzwert von gewissen Summen folgt nidmlich,
wie bekannt:

|P(3)|
1By 1= T2y ]2::1] e 14
Nun ist aber lings &
|z| =R, |dz|=Rdgp.
Also

2
1 1 ;
1B, = 35 - 55 1B (Re") | dg.
0

Da nun der Integrationsweg durch keinen der singuliren Punkte
geht, so ist |p(z) | langs desselben stetig, besitzt also dort ein Maximum
M. Dann ist aber

27 27
i flpelar = & fotan -,
0

und es ist also
IB l = Rv *

Bedeutet M das Maximum, welches der absolute Betrag einer Funktion p
auf der Peripherie des Kreises vom Radius R besitzt, so ist der absolute
Betrag des v-ten Koeffizienten B, kleiner oder hochstens gleich M: R”.

Dieser Kreis vom Radius R ist nur an die Bedingung gebunden, keinen
singuliiven Punkt der Funktion zu umschlieBen oder auf der Peripherie
zu enthalten (damit M auf alle Fille existiert).

Genau in derselben Weise findet man fiir die absoluten Werte der
Koeffizienten C, eine obere Schranke

N
icvi é}’;:
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unter N das (sicher vorhandene) Maximum von |¢(z)| auf dem Kreise
vom Radius R verstanden. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann
hier der gleiche Radius R gew#hlt werden wie bei p (z).

Wir setzen nun in unserer Differentialgleichung statt B, und C,
unserem Plane gemidf die oberen Schranken ihrer absoluten Betrige,

erhalten also
= (Sl Se)

Innerhalb der runden Klammern stehen hier geometrische Reihen,
&

die fiir |2| < R bzw. gegen M : (1 — '}?) und N : (1 — ———) konvergieren.
Daher erhalten wir:

k4 y +
1—= 1- 5
oder z
(1 ——)y”=My’+ Ny
R
Von dieser Hilfsdifferentialgleichung miissen wir nun nachweisen, daf
ste sich in der Umgebung von z = O durch eine konvergente Potenzreihe
von der bereits untersuchten Art integrieven lift. Dann wird die Reihe,
welche wir fiir die urspriingliche Differentialgleichung konstruierten, um
so mehr konmvergieren.

In unserer Hilfsdifferentialgleichung setzen wir zur Vereinfachung
2y, dy _1.dy @2y 1 dy

R~ 7" dz Rdx’ dz#@ R dx®

und erhalten so

(1 — 222 — MR { NRy,

worin wir fiir MR, NR? zwei neue Konstanten P, Q einfiihren, so daB3
wir bekommen:
Py  pdy
(M=% =P +0y.

Wir integrieren diese Differentialgleichung zunichst formell durch

die Reihe o
S Ara.

v=()
Die Rekursionsformeln zur Berechnung der A, haben im Falle dieser
Hilfsdifferentialgleichung folgende bequeme Gestalt:

v — 1) A — =) (p— 2 A¥ = (v — 1) PA*_, + QAL ,

Beginn der achten Vorlesung.
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oder _ P
ap=""2F0 L 4 v—=2,%, ...

» (V'—‘l)' v—2,

Wir nehmen nun A5 =0, A7 =0, Aj + A} > 0 sowie P>2 an, so daB

Ay o

*
4y >0, o

<1 (e=2,v=3) [*.

Die Betrachtung des Quotienten zweier aufeinanderfolgenden Koeffi-
zienten zeigt nun: In

A3 _1’—-2—{—P+ Q A

A3y v viv—1) A3,
geht fiir » > co das zweite Glied der Summe rechts gegen Null (wegen

-
-2

a4, < 1) und das erste nihert sich dem Grenzwerte Eins. Also gilt:
. A
Jm =t

Die Hilfsdifferentialgleichung wird durch Potenzreihen 2> L2 bzw.
DM}z integriert, bei welchen das Verhilinis zweier aufeinanderfolgenden
Koeffizienten bei wachsender Stellenzahl sich der Eins unbegrenzt nihert.

Von hier aus ist selbstverstindlich, daB unsere Reihen fir |x| <1
konvergieren. D. h.: die Hilfsdifferentialgleichung mit der unabhingigen
Verinderlichen z = Rx besitzt innerhalb des Kreises mit dem Radius R
konvergente Potenzvethen als Lisungen.

Mindestens innerhalb desselben Kreises miissen also auch die Lo-
sungen der urspriinglichen Differentialgleichung:

yl:zLVzv’ y2=2M,,Z"
v=0 »=0
und folglich auch y=S4,z
=0

konvergieren.

Da aber der bei der Hilfsdifferentialgleichung auftretende Kreis mit
dem Radius R nur der Bedingung unterworfen ist, keinen der singulidren
Punkte von p(z) und ¢ (2) einzuschlieBen oder zu erreichen, so kann ich
R doch immer so wihlen, daB der Konvergenzkreis beliebig nahe an
den nichsten singuldren Punkt der urspriinglichen Differentialgleichung
heranreicht, d. h.:

Die gefundene Rethenentwicklung konvergiert mindestens innerhalb
eines bis an den néichsten singuliven Punkt von P (2) oder q(2) heranreichen-
den Kreises, evtl. mit Ausschluf des Randes.

Die Entwicklung > 4,2" kann man, wie fiir den Nullpunkt, so fiir
jeden nichtsinguldren Punkt der z-Ebene durchfiihren: immer findet
man konvergente Potenzreihen, also wirklich analytische Funktionen
als Loésungen, und zwar enthalten diese immer zwei willkiirliche Kon-
stanten.
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Wir koénnen daher die fiir irgendeinen Punkt z, gefundenen Lésungen
iiberallhin in der z-Ebene fortsetzen, wenn wir nur die singuliren Punkte
vermeiden. Also:

Unsere Differentialgleichung definiert eine, von den zwei Parametern cq,
cy abhingige Schar analytischer Funktionen ¢y, + coya, deren einzelne
Zweige iiberall in der Ebene mit Ausnahme hichstens der singulirven Punkte
der Differentialgleichung den Charakter einer ganzen Funktion haben (d. h.
reguldr analytisch sind) [*].

Was die Konvergenz der gefundenen Entwicklungen betrifft, so
sahen wir schon, daB3 dieselben mindestens innerhalb eines bis an den
nichsten singuliren Punkt der Differentialgleichung heranreichenden
Kreises konvergieren; dasselbe Resultat liefert im hypergeometrischen
Fall die allgemeine Funktionentheorie:

Nach allgemeinen Grundsdtzen der Funktionentheorie ist der Konver-
genzkreis der tn der letzten Vorlesung von uns betrachteten Reihenemtwick-
lungen notwendig durch denjenigen um 2o herumgelegten Kreis gegeben, der
den ndchstgelegenen singuliren Punkt des durch die betrachtete Reihe de-
finierten Zweiges der zugehovigen analytischen Funktion auf seinem Rande
enthdlt, also im hypergeometrischen Falle hichstens die Punkte z = 0 oder
=1 [**].

Die allgemeine Funktionentheorie gibt aber auch zu einer weiteren
Frage AnlaB. Man kann ja von irgendeinem nichtsinguliren Punkte z,
aus einen anderen Punkt z auf verschiedene Weise durch analytische
Fortsetzung erreichen, insbesondere kann man durch analytische Fort-
setzung um einen singuldren Punkt herum wieder zu z, zuriickgelangen,
d. h. einen singuliren Punkt umkreisen.

Es entsteht also jetzt die Frage, wie sich unsere verschiedenen Funktions-
zwetge bei Umkreisung des einzelnen singuliren Punkies verhalten mogen.

§ 6. Reihenentwicklungen fiir die Umgebung einer singuldren Stelle.

Ehe wir aber hierauf eingehen, untersuchen wir erst, wie sich die
Losungen in der Umgebung eines einzelnen singuldren Punktes selbst
verhalten. Dabei kehren wir insbesondere zur hypergeometrischen
Differentialgleichung zuriick.

Wir beschrinken uns zuerst auf x = 0, weil die anderven singuliren
Punkte genau entsprechende Resultate geben miissen.

Mit einer Potenzreihe R (x) = Ao + A4 + - - - kénnen wir aber im
allgemeinen unserer Differentialgleichung nicht geniigen, wie wir sofort
sehen; wir werden es daher mit der schon von EULER in solchen Fillen
benutzten Entwicklung y = x2B (%)

versuchen, in welcher g nicht notwendig eine ganze Zahl zusein braucht. Wir
entwickeln zunichst die Koeffizienten der gegebenen Differentialgleichung

7

y,,+(1—oc—oc+1——y—1y’)y,+(—oca’+ 7y’ +ﬂﬁ'> Y __o

x X — x x—1 x(x — 1)

Klein, Hypergeometrische Funktion. 3
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nach Potenzen von x, so daBl wir erhalten
0=y"+{l—a—=a)x '+ +y =)+ 0+y—Dr+ -}y 4.
Setzen wir nun versuchsweise

y = x° + A1x9+1 + A2x9+2+ ‘e

in die Differentialgleichung ein, so ergibt sich

0=x"2{ole—1)+ (1 —a—a)o+ ax’}
+xe~ A4, [(e+1) o+ (1-a - &) (e +1)+a o]+ (y + Y -1) o+ (x o'~ B B +y¥)}

Durch Nullsetzen des ersten Koeffizienten ergibt sich fiir den Ex-

ponenten ¢ die quadratische Gleichung
olo—1)+(1—ax—a)o+ aa"=0
oder
e— o) (e—a)=0;

man nennt sie nach FucHs die ,,determinierende Fundamentalgleichung ,
welche zu dem singuliren Punkte gehort.

Des niheren werden in unserem Fall die Exponenten fiir den Punkt
x = 0 durch die beiden Zahlen o, & selbst gegeben, in Ubereinstimmung
wmit der Bezeichnung, die wiy fiiv diese Grofen mit RIEMANN gewdihlt hatten

(S. 27).
Man erhilt also (falls unser Ansatz zum Ziele fiihrt) zwei partikulire

Loésungen der Gestalt:
ni=2B; (%), yo=2"B(x). .

Wie steht es nun mit der Berechnung der Entwicklungskoeffizienten
A,; und wie steht es weiter mit der Konvergenz unserer Reihen? Wir
iiberlegen:

Es war Ay = 1. Die folgenden Koeffizienten A, bestimmen sich in der
Weise, daf man den Koeffizienten von x2T"~2 gleich O setzt (v =1,2,...).

Gesetzt, es seien A,, A,, ..., A,_; berechnet; dann ergeben sich,
wenn man den Koeffizienten von x°+*~2 gleich Null setzt, fiir den Koeffi-
zienten A, von y folgende Gleichungen:

0=A,(x +(ax+r—1)+(1—ax—&Ya+v)+aa)+ A4, ()4,
0=A,(+»(+rv—1)+(—a—a) &' +y)+aa) + A1)+ -
oder zusammengezogen

0=A,-vax—o +v)+ .-+,

0=A, v(& —o+v)+---.



§ 7. Ganzzahlige Exponentendifferenzen: Ausnahmefall zweiter Ordnung. 35

Ist & — o ketme ganze Zahl (ist also insbesondere o« == «'), dann
sind diese Gleichungen simtlich auflésbar und definieren uns (falls die
mit den A, bzw. A, gebildeten Potenzreihen konvergieren) zwei ver-
schiedene, linear unabhingige Losungen, aus denen man also jede andere
Losung linear zusammensetzen kann.

Ist aber & = o', so geben uns beide Gleichungssysteme nur dieselbe
Losung; unsere Methode enthilt also dann eine Liicke, insofern sie nur
eine der beiden zu verlangenden partikuldren Losungen liefert.

Ist andererseits & — &' eine positive oder negalive ganze Zahl, etwa
& — o' = 4n, dann wird entweder in dem zweiten oder in dem ersten
Gleichungssystem der Koeffizient von A4; bzw. von 4, gleich Null.
Die lineare Gleichung zur Bestimmung von A4, bzw. A4, Dbesitzt also
keine Losung; es sei denn, dafl die n-te Gleichung nach Einsetzen der
schon gefundenen Werte von Ay, 45, ..., A, bzw. von 4,, 4,, ...,
A, bereits erfillt ist, gleichgiiltig, welchen Wert man A; bzw. 4,
erteilt, so daB also A4, bzw. A4, willkiirlich gewiahlt werden kann.

Der Fall, daB keine Losung A4, bzw. A4, vorhanden ist, kann aber
nur fiir eine der beiden Entwicklungen eintreten, bei positivem &« — o'
fir die zweite, bei negativem fiir die erste; diese eine Entwicklung wird
dann illusorisch, wihrend die andere eine durchaus brauchbare Lésung
liefert. Also:

Unsere Methode, welche erst noch durch Konvergenzbetrachtungen zu
erginzen ist, versagt, wenn die Differenz o« — &' gleich Null oder gleich
einer ganzen Zahl ist, indem dann jedesmal nur eine — und zwar die zum
Exponenten mit griftem veellen Bestandteil gehorige — Potenzreihenent-
wicklung in der Umgebung des singuliren Punkies x = O gefunden wivd
und die andere entweder nichis Neues gibt oder sinnlos wird, es sei denn,
daBein, Ausnahmefall zweiter Ordnung‘ vorliegt, wo in der Gleichung
2ur Bestimmung entweder von A, oder aber von A, nicht nur der Koeffi-
zient von A, bzw. von A, verschwindet, sondern diese Gleichung von selbst
erfillt ist, so dafi A, willkiirlich bleibt (vgl. auch die Zusammenfassung
S. 43 oben).

§ 7. Fortsetzung. — Reihenentwicklungen bei ganzzahligen
Exponentendifferenzen: Ausnahmefall zweiter Ordnung.

Wir haben nun die in der letzten Stunde erwdhnten Reihenentwick-
lungen noch niher, insbesondere auf ihre Konvergenz hin, zu unter-
suchen. Hierbei werden wir die einzelnen Fille, zu denen wir in der
letzten Stunde gefithrt wurden, am passendsten in der Weise weiter
diskutieren, dal wir an unsere friitheren Betrachtungen iiber die hyper-
geometrische Reihe ankniipfen.

Beginn der neunten Vorlesung.
3*
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Gegeben war die (von Ausnahmefillen abgesehen; vgl. S. 3, Zusatz)
fiir | x| <<1 sicher konvergente Reihe F(a, b; ¢; ). Es zeigte sich, daB
diese Reihe einer gewissen Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt ;
wir setzten nun y=x*(1 — x)7F(a, b; ¢; %),
unter «, y irgend zwei willkiirlich gewihlte (reelle oder komplexe) Zahlen

verstanden, und fanden, daB} die so definierte ,,allgemeine hypergeo-
metrische Funktion der Differentialgleichung

V*«i_i_“’+1~ijfﬁ/+( + w

) s =0
x x(x — 1)
geniigt, wobei die Zahlen &', 8, f’, ' mit den a, b, ¢ und den willkiir-

lichen Zahlen &, y durch die Gleichungen zusammenhingen

a=o-+B+7y,

b=o+f+vy,

c=1+oa—o,

at+ o+ B+B+y Y =1
Wir haben nun nur die Betrachtung in umgekehrter Ordnung zu durch-
laufen.

Wir gehen von der Differentialgleichung aus und wissen also nun
von vornherein, daf} eine Lsung derselben in folgender Gestalt existiert:
21— Fla+B+y, o+ +y;1+a—o;x).

Dies ist nun in der Tat gerade die eine der gesuchten Partikularlésungen,
nimlich x*%, (x).

Zugleich erkennen wir, daB %, (¥) sicher fiir | x| < 1 konvergiert, von
besonderen Fillen abgesehen.

Man kann aber dieselbe Losung auch in anderer Gestalt erhalten.
Wir sehen, daf3 die Differentialgleichung ganz symmetrisch in ¢ und '
ist; man kann diese Zahlen also miteinander vertauschen und erhilt
dann fiir dieselbe Partikularlésung noch folgenden zweiten, mit dem
ersten ganz gleichwertigen Ausdruck

21— Flo+f+9,04+F4+9:1+a—o;%).
Nun ist aber unsere Differentialgleichung auch in den Zahlen « und
o' symmetrisch. Vertauschen wir also in unseren Losungen & mit o,
so muBl man ebenfalls Partikularlésungen bekommen, und zwar, wie
man sieht, gerade die zweite, in der Gestalt x* R, (x) gesuchte Losung.
Mit Hilfe der hypergeometrischen Reihen kann man die fiir die Stelle
% = 0 gesuchten beiden Entwicklungen x* B, (x) und x* Py (x) sofort explizit
hinschreiben, und zwar jede noch in zwei verschiedenen Formen.
=P =21 —x)Fla+f+y, a+f+y; 1+a—a; %
=31 — 2 Fla+B+y, 0+ +y1+a—0o; %),
Yo=2%Pp() =¥ (1 —2) F(& +f+y, &'+ +y; 1+ 06— a; %)
=21 =)' F(&'+B+y, & +8+V; 1+ —«a; x).
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An diese explizit hingeschriebenen Entwicklungen kniipfen wir nun
die Betrachtungen der letzten Vorlesung wieder an, indem wir nimlich
fragen, wann die Entwicklungen konvergieren und inwieweit sie unsere
Aufgabe erledigen ; und wenn nicht, was dann an ihre Stelle zu setzen ist.

Wir haben fiir diese Diskussion drei Fille zu unterscheiden, erstens
den Fall, daB & — & weder Null noch eine positive oder negative ganze
Zahl ist — diesen Fall nennen wir den ,,allgemeinen Fall“ —,
zwettens, dal o« — &' = 0 ist, und drittens, daB x — &' eine von Null
verschiedene ganze Zahl ist.

Wir besprechen die Fille nacheinander:

1. Es ist &« — &' keine ganze Zahl, insbesondere wicht gleich Null.

In diesem, allgemeinen Falle sind beide Reihenentwicklungen verniinfiig
und voneinander verschieden, sie liefern in der Umgebung des Nullpunktes
zwer linear umabhdngige Partikularlosungen der Differentialgleichung,
und erledigen damit die Fragestellung. Der Konvergenzkreis von $P,(x)
und B, (x) ist der Einheitskreis, der in der Tat bis an den nichsten sin-
guliren Punkt, nimlich ¥ = 1, heranreicht [*].

2. Es ist « — o' = 0.

Im Falle x — &’ = 0 fallen unsere beiden Formelgruppen leider zu-
sammen und liefern nur eine Partikularlésung. Da ist also eine zweite
Partikularlésung noch erst zu suchen (vgl. § 8). Ubrigens liegt dann
immer ein ,, Ausnahmefall erster Ordnung'‘ vor.

3. Es ist « — o' etne von Null verschiedene ganze Zahl.

Wir wollen annehmen, daBl « — o' eine (von Null verschiedene) ne-
gative ganze Zahl sei, etwa

o —o'=—Fk,
Dann wird aber in den F-Reihen der ersten Formelgruppe (S.36 unten)
das dritte Argument:
c=1+a—a'=1—%
Null oder etne negative ganze Zahl; diese Reihen werden also im all-
gemeinen illusorisch (infolge des Verschwindens von Nennern in den
Koeffizienten der Reihe [vgl. den Zusatz S. 8]). Dagegen wird das
dritte Argument in der zweiten Formelgruppe:
c=1+o"—ax=1-+k
eine positive ganze Zahl, die Reihen bleiben also durchaus brauchbar.

Im Falle « — &’ = + % hat man in den letzten Aussagen nur die
beiden Formelgruppen zu vertauschen.

Wir kénnen also den Satz aussprechen:

Wenn o« — &' = —Fk ist, so bleibt die Rethe mit x* verninftig, die
Rethe mit x* aber verliert, allgemein zu veden, thren Stnn, und wir haben
also wieder nur eine Lisung der hypergeometrischen Differentialgleichung
gewonnen. Ausgenommen sind nur diejenigen Fille, ,,Ausnahmefille
zwetter Ordnung*’, bei denen der Zihler in den Koeffizienten der hyper-



38 Die hypergeometrische Differentialgleichung.

geometrischen Reihe vechizeitig verschwindet, so daf das Illusorischwerden
vermieden wird. Diese Ausnahmefdille bei der hypergeometrischen Reihe
sind natiirlich keine anderen als die friiher tei der Differentialgleichung
(§ 6) erwihnten, wie auch aus dem Folgenden hervorgeht.

Wann treten nun diese Ausnahmefille zweiter Ordnung auf? Wir
beginnen die Untersuchung mit einer Vorbemerkung:

Wenn &« — &’ = — £ ist, so lauten unsere beiden (formalen) Ent-
wicklungen, wenn man den Faktor (1 — x)? heraussetzt, etwa so:

x* SBl(x) = ('1 ~—x)7’ (x> + Alxa+1 + Azxa+2 + -,
X% Py (%) = (1 — 2)7 x5k 4 A]xoHk+1 4 AL gotk+2 4Ly

{Wir nehmen fiir den Augenblick an, daBl keine der Entwicklungen illu-
sorisch wird.)

Man sieht nun, daB aus der ersten Entwicklung wieder eine die
Differentialgleichung befriedigende Entwicklung gewonnen wird, wenn
man die zweite Entwicklung, mit einer beliebigen Konstanten ¢ mul-
tipliziert, hinzufiigt:

2% Py (%) + cx*tE Py (1) .

Man kann dadurch dem Koeffizienten A, jeden beliebigen Wert
geben; ebenso wie 4, dndern sich auch die hoheren Koeffizienten 4, ,,
Ai.o, ... mit der Wahl der Konstanten c.

Hat man aber einmal iiber den Wert von 4, eine bestimmte Fest-
setzung getroffen, so sind hiermit ¢ und damit auch alle weiteren Koeffi-
zienten bestimmt. Also sprechen wir den Satz aus:

Ist « — &' = —k=—1 und soll (neben der sicher vorhandenen
Lisung x* Py (%)) eine Losung x*P, (x) existieren, so wird in der zugehorigen
F-Reihe, d. h. in der Potenzreihenentwicklung von (1 — x)77?P,(x) der
Koeffizient von x* unbestimmt bleiben miissen, und es werden die weiteren
Koeffizienten erst wieder bestimmi sein, wenn ich den Koeffizienten von
x* mir erst irgendwie festlege.

Mit dieser Vorbemerkung gehen wir nunmehr an unsere Ausnahme-
fille zweiter Ordnung heran:

Der Koeffizient A, wiirde formell lauten:

(B+a+y) (B+o+y+1) ... (B+o+y+k-1) « (B+a+y) (B/+o+y+1) ... (B +o+y+k-1)

Ap= 1.2 k- (k1) (-k+2) ... (-h+F)

was sinnlos ist, weil der Nenner Null ist. Schreiben wir aber statt
dessen, wie es der Bestimmung der A; aus den Rekursionsformeln (vgl.
S. 34) entspricht:

RU—k41) (—k+2) ... (k+hA=B+a+y) B+oa+r+1)...
cos BHaty+E—1) (FH+aty) B+oaty+1) ... (F+atr+Ek—1),

so muB, falls diese Gleichung fiir ein (beliebiges) A4, gelten soll, auch das
Produkt rechter Hand Null sein. Setzt man insbesondere 4, = 0, so
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verschwinden auch alle nachfolgenden Koeffizienten, wie aus den Re-
kursionsformeln folgt. Also diirfen wir sagen:

Die Ausnahmefille zweiter Ordnung sind diejenigen Fille, wo o« — o'
=—k=—1 tst und wo der Zihler in dem hingeschriebenen Ausdruck
fiir Ay verschwindet, und wir diirfen dann den Koeffizienten A, unbeschadet
der Allgemeinheit gleich Null setzen und die ganze Rethe an dieser Stelle
abbrechen.

Der Zihler verschwindet, wenn einer seiner Faktoren verschwindet,
also:

Die Ausnahmefille zweiter Ordnung, d. h. die Fille, bet denen x* B, (%)
doch brauchbar bleibt und wmathin unsere Integrationsaufgabe durch die
beiden hingeschriebenen Reithenentwicklungen erledigt ist, sind diejenigen

Fille « — o' =—k=<—1, ber denen

entweder B+oad+y4+rvr=0

oder B+a+y+r=0 (1)
ist, unter v eine geeignete ganze Zahl der Reithe 0, 1, 2, ..., k—1 ver-
standen.

Wir kénnen diese Bedingung nech in anderer Weise schreiben, in
der die Gleichberechtigung von ¥ mit 9’ hervortritt.
Wir benutzen die Relation (vgl. S. 30):

at+o+B+fLy+y—1=0 ™*)

und ziehen die gefundenen Bedingungsgleichungen von dieser Relation
ab. Man erhilt:

entweder f+9y+o —v—1=0
oder B+9y+a —v—1=0.

Nun setzen wir &’ = & 4 & ein, schreiben zur Abkiirzung ' =% —v —1
und bekommen so die Gleichungen

entweder B +y+at+v=0 )
oder B+y +a+9v =0, (1)
worin »' ebenfalls eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., # — 1 bedeutet.

Vergleichen wir diese neue Form der Bedingungsgleichungen mit der
zuerst gefundenen, so sieht man, daB sie ganz entsprechende Form haben.
Also:

Das Kennzeichen der Ausnahmefille zweiter Ordnung @Bt sich auch
so schretben, daf man ' statt y einfiihrt und statt v entsprechend v' setzt.

Nun kénnen wir aus je zwel gleichbedeutenden Gleichungen noch
o eliminieren, indem wir etwa eine Gleichung () von der entsprechen-
den Gleichung (t1) abziehen. Setzt man dann fir v —v =% — 1 — 2%
den Buchstaben o, der dann also eine der Zahlen —%2 4+ 1, —k + 3;
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—k+5,...,+k—5, +%—13, -k — 1 bedeutet, so lautet die eine
Gleichung Y B—B)+ r—v) =0,
—B=PF+—¥) =0

Aus diesen Gleichungen erhilt man iibrigens riickwirts unter Be-
nutzung von (*) wieder (t1) bzw. (%).

. Offenbar kann ich aber auch alle Vorzeichen auf den linken Seiten
dieser Gleichungen umkehren, da dies, wegen ¢ = +(k — 24 — 1), auch
auf den rechten Seiten erlaubt ist. Man kommt dann zu folgender For-
mulierung der Bedingung fiir das Eintreten des Ausnahmefalls zweiter
Ordnung:

In ganz symmetrischer Weise lassen sich die Ausnahmefille zweiter
Ordnung, wo & — &' = —k << —1 1ist, dadurch charakterisieren, daf eine
der Zahlen +(f — B') + (y — ¥') (Vorzeichen voneinander unab-
hingig!) in der Rethe der Zahlen —(k — 1), —(k —3), ..., +(k —3).
+(k — 1) enthalten sein muB. Mit + (B — f) + (y — 9’) ist dann
natiirlich immer auch —(+(8 — B’) &= (¥ — ")) in dieser Zahlenreihe
vorhanden.

Ubrigens ist wegen & — &' = —k das vorstehende Kriterium auch
gleichbedeutend damit, dap (o' — &) 4 (B’ — B) -+ (¥’ — ¥) fiir eine ge-
eignete Vorzeichenkombination eine positive ganze, ungerade Zahl und
kleiner als 2k 1ist.

In dieser Form, doch mit einer ganz anderen Methode der Her-
leitung, ist die Bedingung wohl zuerst von SCHWARz [1] in der spiter
noch eingehender zu besprechenden Arbeit ,,Uber diejenigen Fille, in
welchen die GAausssche hypergeometrische Reihe eine algebraische Funk-
tion ihres vierten Argumentes darstellt’ [Crelles J. Bd. 75 (1873)] an-
gegeben worden. Vgl. die allgemeine Regel bei Fucus [1].

die andere

§ 8. Reihenentwicklungen bei ganzzahligen Exponentendifferenzen :
Ausnahmefall erster Ordnung.

Nachdem wir nun gesehen haben, in welchen Fillen durch unseren
Ansatz: y, = x*R,(x), ¥, = % B, (x) die Aufldsung der hypergeometri-
schen Differentialgleichung erledigt ist, wird es heute unsere Aufgabe
sein, auch in den noch iibrigen Fillen, wo wir bisher nur erst eine par-
tikulire Losung gefunden haben, auch noch eine zweite partikulire
Losung aufzustellen; dazu gehort insbesondere der Fall x = «'.

Ich gebe der Kiirze halber gleich die allgemeine Form dieser zweiten
Losung an.

Beginn der zehnten Vorlesung.
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Sind & und &’ =« die Wurzeln der determinierenden Gleichung,
und st &« — o' = —k, ohne daf ein Ausnahmefall zweiter Ordnung vor-
legt, oder o« — o’ = 0, so sprechen wir von einem ,,Ausnahmefall
erster Ordnung*. In diesem haben die beiden partikuliren Losungen
die Gestalt:

Yy = 2%P; (%) + 2% Py(x) - logx,
Yo = %% Py (%), P (0) =

Dabei ist y, die schon durch unseren friitheren Ansatz gefundene par-
tikuldre Losung. Zum Beweise bemerken wir: Sobald y, gegeben ist,
ergibt sich die angegebene Gestalt von y, durch den Ansatz y;, = y, - %;
setzt man ndmlich y, - # in die Differentialgleichung zweiter Ordnung
fiir y, ein, so resultiert eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung
fiir »’, welche, vermittels Quadraturen aufgeldst, genau die behauptete
Gestalt von y, liefert [*]. Man sieht also: .

In den Ausnahmefillen erster Ordnung enthilt die eine der beiden
Lisungen logarithmische Glieder.

Wir wollen uns nun nicht dabei aufhalten, a posteriori die Brauch-
barkeit dieses allgemeinen Ansatzes zu verifizieren, sondern wir wollen
a priori durch einen Grenziibergang uns plausibel machen, wie der Aus-
nahmefall erster Ordnung aus dem allgemeinen Fall hervorgeht.

Wir setzen also, um z. B. zum Falle ' — &« = 0 zu gelangen:

x=o +e&.

Dann lauten die beiden Losungen des bisherigen Ansatzes (vgl. S. 36):
Y, =21 —apFB+ o +y, F+&+p;1—¢; %),
Y,=2¥t(1l —aPF+ o +y+e, fF+o+y+e14¢ 2.

Statt aus Y; und Y, kann man die allgemeine Lésung auch aus Y,

und - (Y2 Y,) linear zusammensetzen. Die Kombination %(Yz— Y,))

ist es nun, welche fiir € > 0 die zweite Losung mit den logarithmischen
Gliedern Liefert. Man braucht sich nur an den Begriff der Differentiation
zu erinnern, um den geforderten Grenziibergang auszufithren. Man
kommt so [**} zu

[;{x“+‘(1—x7Fﬂ+0c+ +e B+ +y+e 1+ 2¢; x}]

= 2 (1 — x)? [ {FB+o&+y+e, f+o+y+e1+2¢ xJ
[d(x““)

ds L=o(1 — 2 FB+ o +y, fF+a" 4y 1;%).

Dabei wird natiirlich vorausgesetzt, daB F(a, b; c; x) nach a, b, ¢ stetig
differenzierbar ist. Wie aus spiteren Feststellungen hervorgeht (vgl.
z. B. Anmerkung [*] zu S. 50), ist das in der Tat der Fall.
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Nun ist
____d(x“'+£ o’ +& o
[ de ) =0 [x**+¢logx]e—o = x* logx .

Der Grenziibergang fiihrt also zur gesuchten Form der Lésung
(1 — %) B (x) + (logx) (1 — )/ FB+ o +y, f/+ o' +y;1; %).

Man sieht: Das Glied mit logx stammt von dem Umstande her, daf
bet dem Grenziibergang etne Potenz von x nach dem Exponenten differenziert
wird.

Um die vorstehende heuristische Betrachtung (Grenziibergang) zu
einem Beweise fiir die Existenz der fraglichen Losung auszugestalten,
wire die Konvergenz von P (x) zu erhdrten und zu verifizieren, daB
die gefundene Funktion wirklich eine Loésung unserer Differential-
gleichung ist.

Nach demselben Prinzip, mit etwas mehr Kompliziertheit, 148t sich
der Fall « — &’ = — % < 0 behandeln. Man setze

x=o—k+e,
Yi=x(1 —aFB+&+y, F+a'+y; 1+k—e¢; %),
Y=kt (1—x0F(B+o'+y—k+e, f/+o'+y—kte;1—k+te;x).
Wiirden wir ¢ = 0 setzen, so wiirde die Reihe fiir Y bzw. F sinnlos
werden, da die Koeffizienten von x* und den héheren Potenzen von x
sinnlos wiirden. Fiir ¢ & 0 lautet der Koeffizient von #* in der Reihen-
entwicklung fiir F folgendermaBen:
1 _ B+ r—kte)+ Bty —ktett).. . (+B+y+e—1)
m(k, &) 1.2...k
(B Ay —kte) (o +B+y—htet1) .. (KB +yte—2) - (' + B4y +e—1)
c(1—R+e)(2—k+e) ... (e—1)-¢ ’
Die Reihe fiir m(k, &) - Y bleibt dann fiir ¢ > 0 endlich und geht

in die Reihe fiir (Y7),_, iiber. Wir bilden daher die Kombination

R, e)Y¥—Y¢ . .. . .
mik, o) Yi— YT und gehen mit & — 0 zur Grenze {iber. Wir unterdriicken

&
das Detail der Ausrechnung und Beweise [*] und charakterisieren gleich

das Resultat:

V¥ — Jip "R YE—VE
&0 &

ist eine Losung und enthdlt 1n der Tat logarithmische Glieder, entsprechend
dem von vornherein in Aussicht gestellten Schema.

Schlielich fithre ich noch berichtweise an, daf, was ja einleuchtend
ist, alle diese Entwicklungen fiir |x| <1 konvergieren; ob auch fir
|x| = 1, darauf wollen wir nicht eingehen.

Wir koénnen also nunmehr zusammenfassend sagen, indem wir uns
die Ausnahmefille erster Ordnung als Gremzfille, ohne sie besonders zu
schreiben, eingeschlossen denken:
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Wir haben in der Umgebung von x = O tmmer zwei linear unabhingige
Losungen P* und P*, die ,,zur Stelle x = 0 gehérige Fundamental-
losungen'‘, von denen fjede zwei Darstellungen durch hypergeometrische
Rethen zulift, je nachdem man (1 — x)7 oder (1 — %) heraussetzt:

Pr=x*1 —x) Flax +f+y, 0+ +y; 1 +a—a; 1)
=21 —x)'Fla +8+7y, 0+ +y;14+a—o; %),
P¥=x¥(1 —x)) F(o/+B+y, &'+ +y; 1+ & —«; x)
=x(1 —xWF(o+B+7;, &+ 4+9; 140" —«; x);
nur in den Ausnahmefdillen erster Ordnung enthilt eine der beiden Losungen

logarithmische Glieder. Zuwm Exponenten mit groftem reellem Bestandteil
gehirt aber immer eine logarithmenfreie Losung.

§ 9. Die 24 Reihenentwicklungen von Kummer und ihre
Konvergenzbereiche.

Nachdem wir nun das Verhalten der Losungen der Differential-
gleichung an der Stelle x = 0 kennen, werden wir das Entsprechende
fiir die Punkte x = 1 und x =oc zu erfahren suchen.

Wir werden eine lineare Substitution der Veridnderlichen vornehmen,
durch welche der zu untersuchende Punkt zum Nullpunkt wird; richtet
man es zugleich so ein, daB3 die beiden anderen singuldren Punkte in
oo und 1 iibergehen, so erhilt man wieder eine P-Funktion derselben
Art, mit den singulidren Stellen 0, oo, 1, nur daB sich die Exponenten
untereinander vertauscht haben.

In der Tat zeigt man leicht, daB die hypergeometrische Differential-
gleichung bei Vornahme solcher linearer Substitutionen wieder in eine
hypergeometrische Differentialgleichung iibergeht, die aus der urspriing-
lichen auch durch entsprechende Vertauschung der Exponentenpaare
o, o bzw. B, B’ bzw. y, ¥’ erhalten werden kann. (Es geniigt, dies fiir

die Substitutionen x’ = % und %' =1 — x zu zeigen; vgl. unten.)

Man kommt so zu den Formeln dev ,,linearen Transformation der
hypergeometrischen Funktion*, welche den Zweck haben, die fiir x =0
gefundenen Resultate auf die anderen simguldven Punkte zu iibertragen,
wobet sich von selbst noch eine gewisse Evweiterung der Resultate ergibt,
die wiv fiir x = O besttzen.

Es kommen im ganzen, einschliellich der Identitit, sechs wohl-
bekannte lineare Substitutionen in Betracht, nimlich diejenigen, welche
die Punkte 0, oo, 1 miteinander vertauschen. Sie sind

x 1 1 x —1
X¥=x2, ¥=-—"—, ¥=—, 2= , A=1—2x, ¥=
x—1 X 1—x X

Alle sechs Substitutionen lassen sich durch wiederholte Ausiibung z. B.
1

oy x'=1—x.

der folgenden erzeugen: x' =
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Die sechs Substitutionen bilden eine Gruppe. Es ist dieselbe Gruppe,
welche in den verschiedensten Gebieten der Mathematik wiederkehrt,
wie z. B. in der projektiven Geometrie als die verschiedenen Werte des
Doppelverhiltnisses von vier Punkten (sog. ,,anharmonische Gruppe';
sie ist isomorph zur Diedergruppe sechster Ordnung [*]).

DiesesechslinearenTransformationen fithren unszufolgendem Schema:

0001 0001 ‘

¥=x 0 | o© 1 |Pla By x |=Plafyx

a/ﬂ/y/ a/ﬂlyl ‘
¥ 010 ¥ 0oo1

¥ = 0 1 oo | Pla By =Pla y § &
¥ oy oy B
" o0 1 1 001

¥ =— oo | 0 1 |Plapy — |=P|Bays
x a’ﬂlyl x ﬂ,“’y,
1 1 000 1 Ooco1

¥ = 1 0 |oo |Pla By =Py« s
1—x cx’ﬂ’y’1_x ﬂ’}"a'
1000 0oc01

¥=1—x 1 oo 0O |Pla By1—x|=Ply f & &
a,ﬂ’)’, Y8«
o010 0o 1

:r’=”—_1 oo 1 o|P ocﬂyx_1 =Ply a g 4
x 8y x Vol B

Die erste Spalte gibt hier die anzuwendende Substitution an, die drei
folgenden geben die dadurch bewirkte Vertauschung der singuldren
Punkte, in der folgenden Spalte ist in der P-Funktion diese Vertauschung
und gleichzeitig die entsprechende Substitution der Verinderlichen x
vorgenommen, und die letzten Formeln unterscheiden sich von den vor-

hergehenden nur durch die Reihenfolge, in der die singuliren Punkte
X
x—1

angeschrieben sind, sowie durch Einfiihrung von %' statt
Man sieht also: Die Funktion
0 oo 1
Ploa B vy «x
{x/ ﬂ/ yl
kann noch in fiinf anderen dquivalenten Weisen geschrieben werden, indem
man das x geeigneten linearen Transformationen unterwirft und dement-
sprechend gleichzeitig 0, oo, 1 in geeigneter Weise permutiert.
Eine Vertauschung von 0, oo, 1 kommt auf dasselbe hinaus wie die

tnverse Vertauschung der Buchstaben o, §, y. Unser Schema zeigt dies
unmittelbar.

usw.
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Wir fassen nun jede der sechs im Schema aufgefiihrien P-Funktionen,
welche ja (als Funktionen von x betrachtet) schlieflich untereinander iden-
tisch sind, zundchst als Funktionen von x’ auf (vgl. die letzte Spalte) und
schreiben fiir jede Funktion thre vier Reithenentwicklungen an der Stelle
x' =0 an. Sodann ersetzen wir x" in jeder dieser 24 Rethenentwicklungen
durch den zugehirigen (linearen) Ausdruck in x. Damit erhalten wir im
ganzen 24 Reihenentwicklungen, von denen acht fiir die Umgebung des
Punktes x = 0, weitere acht fiir die Umgebung des Punkies x = oo, und
schiieflich acht fiir die Umgebung des Punktes x = 1 gelten, so daf wir
fiir den Punkt x = O selbst vier neue Entwicklungen haben und dibrigens
die Umgebung der Punkte x = 0 und x = 1 tn demselben Mafe beherr-
schen wie die Umgebung von x = 0 [*].

Vorstehende Ausfilhrungen werden wir im folgenden noch niher
erliutern.

Diese 24 Reihenentwicklungen bilden natiirlich einen Kernpunkt in
der Theorie, und es ist das Verdienst von KUMMER [1], diese 24 Reihen
zuerst hingeschrieben zu haben. Wir selbst wollen dies nicht tun, da
wir uns ja jetzt tiber die Entstehung derselben so klar sind, daB wir in
jedem gegebenen Falle die gerade gewiinschte Reihe uns sofort bilden
kénnen.

Wir haben gesehen: Fiir die Umgebung jedes der Punkte 0, oo, 1
existieren je zwei Fundamentallésungen P*, P* bzw. P?, P# und P, P,
fiir welche unsere oben gewonnenen Reihenentwicklungen in Betracht
kommen.

Und zwar gehéren von den acht zu der Umgebung des Punktes ge-
hérenden Reihenentwicklungen immer je vier zu der einen, je vier zu
der anderen der beiden Fundamentallésungen.

Wir schreiben hier nur die vier fiir den Zweig P* geltenden Ent-
wicklungen hin:

Pr=gx(l — a0 Fla+B+y, a4+ +y; 14+ a—0o; %)
=221 — )" Fla+B+9y, 6+ +9Y;14+a—a; %)
x %

=(——)“(1—~)ﬁ1“(0‘+ﬂ+% x+pf+yi1+a—o; —’f—>

¥—1 ¥—1 ¥—1

R L I e ST E e ]

Die fiir den anderen Zweig P* geltenden Entwicklungen findet man
hieraus durch Vertauschung von « mit «’, die Entwicklungen fiir P,

P¥ bzw. fiir P?, P” mittels Ersetzung von x durch % bzw. 1 — x und

Beginn der elften Vorlesung.
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—1

demgemil von durch bzw. 1 - Sowie durch entsprechende

Vertauschung der Buchstaben x, B, y, o, B,y

Wir fragen nun aber, sobald wir zu irgendeinem Zwecke eine der
Reihen auswihlen sollen, vor allem nach der Konvergenz derselben.

Betrachten wir zuerst die nach Potenzen von x fortschreitenden
Reihen, also die beiden ersten unter den vier soeben angegebenen. Inner-
halb des Einheitskreises konvergieren beide gewil. Wie aber steht es
auf der Peripherie des Einheitskreises?

Wir wenden das frither (S. 15) gegebene Kriterium an; driicken wir
darin 4, b, ¢ durch unsere Exponenten aus (vgl. S. 36), so ergibt sich
folgende Fallunterscheidung:

1. Reihe | 2. Reihe
Konvergenz fiir alle » o ’
mit |#] = 1 } Ry —r)1<o Ry —n<o
Konvergenz fiir | x| = 1 0=R(y —y) <1 0=R(y —y) <1
mit Ausnahme von ¥ = 1 =9 =ty =y
DlvergliTz=f12r alle } 1<®R ¥ — ¥) 1<% ( Y — ;')

Man sieht hieraus: Wenn an einer Stelle des Konvergenzkreises die
eine Reihe divergieren sollte, dann konvergiert doch im allgemeinen
immer wenigstens die andere; es sei denn, dal R(y — 9’) = 0 wire, in
welchem Falle beide Reihen zwar iiberall sonst auf dem Konvergenz-
kreise konvergieren, doch mit Ausnahme des Punktes ¥ = 1 selbst, in
welchem dann beide Reihen divergieren. Abgesehen von diesem besonderen
Falle diirfen wir also sagen, da8 die eine Rethe auf dem Konvergenzkyeis
brauchbar ist, falls die andere versagen sollte.

Wichtiger aber als diese Frage nach dem Verhalten auf der Grenze
des Konvergenzgebietes ist die Frage nach dem Konvergenzgebiet selbst
bei jeder einzelnen von unseren 24 Reihen.

Das Konvergenzgebiet der nach x fortschreitenden Reihen ist, wie
wir wissen, das Innere des Einheitskreises, gegeben durch die Ungleichung

5l <1,

wihrend die Grenze des Konvergenzgebietes, nimlich die Peripherie des
Einheitskreises selbst, durch die Gleichung

|%] =1
gegeben wird.

Genau ebenso wird das Konvergenzgebiet irgendeiner der anderen

Reihen, etwa einer nach x' = ax + B fortschreitenden Reihe, durch

x¥+4
die Ungleichung 4
Ix I _ I ax + ﬂ
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die Grenze durch die Gleichung

ox + 8
yx + 6

[x’|=’ ‘———‘1

gegeben.
Man sieht nun, daB immer je zwei der als Verinderliche vorkommen-

. . o 1
den linearen Funktionen von x, nimlich ¥ und - 1—= und T—%

sowie —— und :7%?' reziproke Werte voneinander sind. Zu je zwei
solchen Verinderlichen gehort dann immer dieselbe Konvergenzgrenze,
die Konvergenzgebiete selbst liegen aber auf verschiedenen Seiten dieser
Grenze und fiillen zusammen gerade die ganze Ebene aus. Wihrend

z. B. die Reihen nach x im Innern des Einhettskreises konvergieren, kon-
vergieren diejenigen nach x’ = % auferhalb desselben.
. 1 .
Entsprechend gehort zu 1 — x und T—% dieselbe Konvergenzgrenze,

nidmlich der mit dem Radius 1 um x = 1 als Mittelpunkt gelegte Kreis;

die Entwicklungen nach 1 — x konvergieren aber innerhalb, die nach
¥ —1

auBerhalb dieses Kreises. Fiir und ist die itm Punkte

1 —x ¥ —1
x = % der reellen Achse ervichtete Semkrechte die Grenze der Konvergenz;

das Konvergenzgebiet der nach Potenzen von xf fortschreitenden

1
Entwicklungen ist die links von dieser Geraden gelegene Halbebene,
das der Reihen nach ;%—1 die Halbebene rechts. Es sind diese Fille

im folgenden schematisch zusammengestellt:

i e

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.
Fig. 1—3. Konvergenzbereich der Reihenentwickelungen hypergeometrischer Funktionen nach
x—1
x

1
Potenzen von #, PRERE

Auf diese sechs Konvergenzgebiete verteilen sich die 24 Rethen zu je vier,
wobet die Frage, ob die einzelne Reithe auch noch auf der Grenze der Kon-
vergenz gilt, durch spezielle Untersuchung zu entscheiden 1st.

Auf den ersten Anblick mdgen die sechs so erhaltenen Konvergenz-
gebiete als ganz ungleichartig erscheinen, iibertrigt man jedoch nach
RIEMANN unsere Figuren in gewisser, sofort anzugebender Weise aus
der Ebene auf eine Kugel, so zeigt sich, daB alle diese Gebiete ganz
gleichberechtigt sind. In der Ebene nimmt eben das Unendlichferne fiir



48 Die hypergeometrische Differentialgleichung.

die Anschauung eine Sonderstellung ein, wihrend auf einer Kugel alle
Punkte gleichberechtigt erscheinen.

Man denke sich die Ebene der komplexen Zahlen x senkrecht zur
Zeichenebene gestellt, so dal sie mit dieser die in der folgenden Ab-
bildung mit A B bezeichnete Achse der reellen Zahlen gemeinsam hat.

Nun denke man sich iiber der Strecke (0, +1) dieser reellen Achse
ein gleichseitiges Dreieck in der Zeichenebene, also senkrecht zur kom-
plexen Zahlenebene, konstruiert und die Hohe desselben zum Durch-
messer einer Kugel gemacht, welche mithin die komplexe Zahlenebene

o im Punkte x = § beriihrt
_,z (vgl. Fig. 4).
el Y Projiziert man nun
e 0, \\\\ die komplexe Zahlen-
4 / N\, ">\, # e€bene von demjenigen
- 0 F o *2 Punkte der Kugel aus,

Fig. 4. Stereographische Projektion der Kugeloberfliche auf die welcherdemBerﬁhrungs-
Ebene. . .

punkte gegeniiberliegt,
auf die Kugelfliche (,,stereographische Projektion’), so emtspricht der
Achse der veellen Zahlen offenbar derjenige grofte Kugelkreis, in welchem
die Kugel die Zeichenebene schneidet. Die Punkte 0, 1, oo entsprechen
drei ganz gleich verteilten Punkten dieses Kreises, denselben, welche auch
‘in der Zeichnung mit 0, 1, oo bezeichnet sind. Wir betrachten den
(groBten) Kugelkreis, welcher der reellen Achse entspricht, am bequem-
sten als Aquator der Kugel. Dann geht bei der beschriebenen stereo-

graphischen Projektion der Konvergenzkreis |x| = {%‘ =1, d. h. der

Einheitskreis um den Nullpunkt der x-Ebene, in den durch den Punkt 1
des Aquators gehenden ,,Meridian‘‘ iiber, der Einheitskreis um x = 1
in den durch den Aquatorpunkt 0 gehenden Meridian und die Konver-
genzgrenze auf der obigen Fig. 3, nimlich die im Punkte x = } zur
reellen Achse senkrecht stehende Gerade der x-Ebene, in den durch den
Aquatorpunkt oo gehenden Meridian. In unseren Figuren 5, 6, 7 er-
scheinen diese drei Meridiane orthogonal in die Zeichenebene projiziert,
erscheinen daher als Durchmesser des gezeichneten Kreises.

Man sieht, daB die sechs Konvergenzbereiche auf der Kugel gar
keine Unterschiede mehr zeigen; alle sind Halbkugeln, deren Begren-
zungen durch die beiden Pole der Kugel gehen, nur jede um 30° gegen
die andere gedreht. Dabei erginzen sich immer je zwei zur vollen
Kugelfliche, wie vorher die Konvergenzbereiche zur vollen Ebene. Die
Konvergenzbereiche in den Figuren 1, 2, 3 zeigen also, auf ‘die Kugel
iibertragen und sodann orthogonal auf die Zeichenebene projiziert,
folgendes Aussehen (vgl. Fig. 5, 6, 7):

Bei unserer stereographischen Projektion verwandeln sich die drer Kon-
vergenzgrenzen dev x%-Ebene in drei Meridiane der Kugel, welche mitein-
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ander gleiche Winkel bilden, und die sechs Konvergenzbereiche in sechs
Halbkugeln, von denen jede auf der Kugel um 30° gegen die vorhergehende
gedreht ist (die Halbkugeln in passender Reihenfolge gemommen).

Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7.
Fig. 5—7. Die, stereographisch auf die Kuge! iibertrag , Konver bereiche (vgl. Fig. 1—3) ortho-

gonal auf die Zeichenebene projiziert.

Hierdurch diirfte die volle Gleichberechtigung aller unserer ver-
schiedenen Reihenentwicklungen und Konvergenzbereiche hinreichend
vor Augen gefiihrt sein.

§ 10. Lineare Beziehungen zwischen den verschiedenen
Fundamentallésungen.

Wir gehen nunmehr zu einer anderen Aufgabe iiber, zu welcher uns
die Existenz der friiher (S. 43) aufgestellten Fundamentallésungen P*
und P¥, P? und P?¥, P? und P¥ hinfiihrt.

Wir wissen ndmlich, daB sich jede Losung der hypergeometrischen
Differentialgleichung aus irgend zwei linear unabhingigen Ldsungen
derselben linear mit konstanten Koeffizienten zusammensetzen lassen
muB, also sowohl aus P*, P* wie aus P, P? oder aus P, P?. Ins-
besondere miissen sich die Fundamentallésungen P*, P%, jede linear
sowohl aus P, P# wie aus P?, P" herstellen lassen vermittels Formeln
folgender Art:

P> = xp PP + apg PP = o, P? + o, PV,
P¥ = xp PP+ op PP = o, P + &y PY.

Es handelt sich nun darum, die hierin eintretenden konstanten
Koeffizienten oy, &g, &3, o usw. zu bestimmen. Die so zu erhaltenden
Formeln, welche den Zusammenhang zwischen den zu den verschiedenen
singulidren Punkten gehérigen Fundamentallosungen herstellen, werden
wir die ,,Zusammenhangsformeln’ nennen.

Wir wollen z. B. «, und «, bestimmen.
Wir setzen in die Gleichung:

P* =, P’ + &, P’

Beginn der zwélften Vorlesung.
Klein, Hypergeometrische Funktion. 4
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die betreffenden Reihenentwicklungen ein und erhalten:
2 —pFa+ B4y, a+f+y1+a—a;2)
=0,(1 =) 2F(lx+B+y, a+p +p;1+y—751—2
+oy(t =) Floa+B+7, a+F+v; 1+ —71—2).

Diese ganze Gleichung dividieren wir noch durch x*(1 —x)” und er-
halten also:

Fla+p+y, a+p+714+a—0a;2) ]
=oFloa+pf+y, o+ +y;1+y—7;1—2) (0)
+oay( — 2 7Fla+ B+ 7y, a+f +y 1+ —r;1—2).

Um nun &, und «,- als Funktionen von «, 8, 7, &', 8, 9" auszudriicken,
hat man nur fiir ¥ irgend zwei spezielle Werte x, und x, einzusetzen,
fiir welche alle vorkommenden Reihen bei ,,beliebigen® Werten der Ex-
ponenten «, «’, ... konvergieren (von gewissen Ausnahmewerten ab-
gesehen, z. B. von ¢ = 1 4 & — &’ = negative ganze Zahl oder Null;
vgl. S. 8) und also analytische Funktionen der «, &’ usw. definieren.

Hierfiir miissen x, und x, beide den Bedingungen |x|<<1, |1 — x| <1
gleichzeitig geniigen [*].

Man kann etwa x, = }, x, = } setzen.

Man erhilt so zwei lineare Gleichungen fiir x, und o,., aus welchen
man diese als analytische Funktionen der Exponenten berechnet, etwa

=0 50 w=o(
(Die «, o', ... seien auf passend gewihlte Gebiete beschrinkt.) Dabei
muB, wie leicht zu sehen, «,, aus «, durch Vertauschung von y und v
hervorgehen. Auch die anderen Koeffizienten &), &}, &g, o, 0%, 0 usw.
miissen sich aus der einen Funktion x, durch Buchstabenvertauschun-
gen ergeben.

Es geniigt also, wenn man irgendeinen der Koeffizienten, etwa «,,
berechnen kann.

Diese Berechnung kénnen wir nun noch in etwas anderer als der
eben angedeuteten Weise vornehmen, so daB wir fiir «, einen handlichen
Ausdruck erhalten. Wir setzen zu diesem Zwecke zunichst voraus, daB
R(y — ') <0 sei. Dann konvergieren fiir x = 1 simtliche Reihen in
(0): Die nach x fortschreitende (auf der linken Seite stehende) nach dem
auf S. 46 angegebenen Konvergenzkriterium; die Reihen auf der rechten
Seite, weil 1 — x = 0 ist. Ferner verschwindet das zweite Glied auf
der rechten Seite wegen des Faktors (1 — x)”" 7, dessen Exponent einen
positiven reellen Teil hat, und die mit «, multiplizierte F-Reihe re-
duziert sich, da ihr Argument verschwindet, auf ihr erstes Glied, also
auf 1. Die Gleichung ergibt dann unmittelbar

a0, =Fx+B+y, x+f+y1+a—a51).
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Hierbei ist aber wohl zu beachten, da3 diese Bestimmung von «,, im
Gegensatz zu der fritheren Berechnung aus %, = §, %, = }, durchaus
an die Bedingung R(y — y') < 0 gebunden ist.

Der Koeffizient ., ist eine analytische Funktion der sechs Exponenten
%, ...,y und ist in dem Bereiche R(y — y') << O durch die unendliche
Rethe

Flao+B+y, 0+ +y;14+a—0a"51)
darstellbar.

Um uns von der Einschrinkung R(y —9') < 0 frei zu machen,
kénnen wir verfahren wie folgt.

Wir haben frither (S. 13/14) die hypergeometrische Reihe F(a, b; ¢; 1)
mit dem Argument 1 innerhalb ihres Konvergenzgebietes durch ein un-
endliches Produkt dargestellt und fiir letzteres, allerdings vorldufig nur
rein berichtweise, einen geschlossenen Ausdruck mit Hilfe der Gauss-
schen I/-Funktion angegeben:

Hic—1)II(c—a—b—1)

F(a,b;c;'l)=H(c_a—1)11(c—b—1). "]

Driickt man hierin die a, b, ¢ durch die &, «, ..., 9" aus (vgl. z. B.
S. 36), so ergibt sich
_ H(x —~ oy —y —1)
VI~ = =) (—o' =~ )’

.

o, ist durch unser Verfahren zunichst nur fiir den Bereich $i(y —y')<<0
der Verinderlichen definiert, und auch nur so weit ist vorliufig die
letzte Formel in Geltung. Wir werden aber spdter die Gausssche
II-Funktion als meromorphe Funktion ihres Arguments definieren kénnen
(vgl. S. 75). Dann gibt uns die letzte Formel zugleich die analytische
Fortsetzung von «, iiber das Gebiet R(y — ') < 0 hinaus, und wir
haben den Satz:

Die allgemeine Definition derjenigen analytischen Funktion der sechs
Exponenten, welcher unser Koeffizient x, gleich ist, ergibt sich, wenn wir
unsere F-Reihe mit GAUSS durch das Funktionszeichen I ausdriicken und
eine allgemeingiilitge Definition fiir das Funktionszeichen I1 aufstellen.

Jeder einzelne der acht Koeffizienten wird als ein Produkt von vier
Faktoren IT erscheinen, die sich durch Buchstabenvertauschung aus
unserer einen Formel fiir «, ergeben.

Hierbei sind {ibrigens zwe: besondere Fille zu beachten, in denen die
weiteren, an diese Ausdriicke zu kniipfenden Folgerungen versagen und
welche wir deswegen hier ausdriicklich ausschliefern missen; namlich
erstens der Fall, daB3 eine oder mehrere der Exponentendifferenzen
x — &', B — ', y — ¥’ ganze Zahlen sind, so dafB} einzelne der Ausdriicke
&, USW. sinnlos werden, und zwestens der Fall, daB3 eine der acht Summen

Flx—-a)+(B—F) L@ —9)

4%
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eine ungerade ganze Zahl ist. Ist ndmlich etwa —(x — &') + (8 — §)
+(y —9)=2k+1, so folgt, wegen « + o' + B+ +y+y =1,
daBz. B.&" 4+ f§ + y und mithin auch & + '+ 9 =1 — (&' + 4+ )
eine ganze Zahl ist. Es werden also im zweiten Falle einzelne der Nenner
sinnlos bzw. einzelne der Koeffizienten «, usw. gleich Null. Davon gilt
sibrigens auch die Umkehrung, d.h. wenn z. B. o’ 4 f -+ y eine ganze
Zahl ist, so ist auch eine der Zahlen 4-(x — &) + (8 — B') &+ (¥ — ¢")
eine ungerade ganze Zahl. (Vgl. hierzu die geometrischen Auseinander-
setzungen in § 49 und § 51.)

Dabei spielt aber auch folgende, schon friiher (vgl. S. 7) bei Gelegen-
heit der Integraldarstellung fiir die hypergeometrische Funktion ge-
streifte Frage herein. Wir haben unter P* eine Funktion von folgender
Gestalt verstanden:

(1 —x)?(1 + 4, x + A2t + -.0),

also eine Funktion, fiir welche der erste Koeffizient der Reihenentwick-
lung gleich 1 ist. Wenn wir aber statt dieser Funktion P* eine andere
nehmen wollten, welche sich von ihr um irgendeinen bestimmten, von
x unabhingigen Faktor unterscheidet, und entsprechend bei den anderen
Fundamentallésungen verfahren, so wiirden wir natiirlich fiir die Koeffi-
zienten «, usw. andere Werte erhalten; es fragt sich, ob wir durch ge-
eignete Wahl dieser multiplikativen Konstanten in den sechs Funda-
mentallésungen einfachere Zusammenhangsformeln erhalten wiirden.
Wir verschieben die Beantwortung dieser Frage auf die Besprechung
der Integraldarstellung (S. 106) und fixieren hier nur das Problem durch
den Satz:

Bei der Bestimmung der ., usw. sind wir von der Annahme ausgegangen,
dapB der Koeffizient des ersten Gliedes in der Reihenentwicklung von P%,
P¥, PP, PF, P, PV jedesmal gleich Eins sei. Es wire die Frage, ob
man nicht in die Definition der Fundamentallosungen noch solche, von den
Exponenten abhingende konstante Faktoren mit aufnehmen kinnte, daf
die Koeffizienten «,, . . . in den Zusammenhangsformeln entsprechend ein-
fachere Werte bekommen.

Ferner verweisen wir schon hier auf einen Artikel von Borza in Bd. 42
der Mathematischen Annalen (= BoLrza [1]) und wollen ein bemerkens-
wertes Resultat hervorheben, welches dort abgeleitet wird:

Bei gecigneter Definition von Zusatzfaktoren entsteht eine merkwiirdige
Beziehung des Systems der Zusammenhangsformeln zur sphirischen Tri-
gonometrie.

Fragen wir nun schlieflich noch nach dem Nutzen unserer Zu-
sammenhangsformeln, so sehen wir doch, daB3 uns z. B. die Formel (0)
(auf S.50) die Umwandlung einer nach x fortschreitenden hypergeo-
metrischen Reihe in eine nach (1 — x) fortschreitende Potenzreihe

leistet : Px) =B, (1 — ) + (1 — 27" 7Py (1 — %)
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Handelt es sich nun etwa um die numerische Berechnung der Reihe
B (x) fiir einen reellen Wert von x, der zwar noch kleiner als 1 ist, aber
schon nahe bei 1 liegt, so konvergiert die Reihe %B(x) nur schlecht, die
Reihen P, (1 — x) und B, (1 — x) konvergieren aber desto besser.

Gerade dieser Gesichtspunkt der bequemen numerischen Ausvechnung
leitet die dlteren Mathematiker, wie EULER [1] — bei dem die Entwick-
lung der vorstehenden Formel den Hauptinhalt der danach betitelten
grundlegenden Arbeit (vgl. S.3) bildet —, Gauss [1] usw., wenn sie
diese Formel besonders betonen.

EULER und GAUSS haben diese Formel zundchst durchaus so angesehen,
daf an Stelle der wrspriinglichen hypergeometrischen Reihe, wenn sie
schlecht konvergiert, besser konvergierende Rethenentwicklungen gesetzt
werden kénnen, denn bei EULER und GAUSS ist die wirkliche Bevechnung der
Funktionen immer ein hauptsichlicher Mapstab fiir den Wert einer Formel.

§ 11. Riemanss Grundauffassung. Die Monodromiegruppe der
P-Funktion.

Andererseits kniipft sich an diese Zusammenhangsformeln jene tiefere
Auffassung vom Wesen der hypergeometrischen Funktion an, welche
wir die RIEMANNsche Auffassung nennen.

Und zwar hat man hierin zwei Standpunkte zu unterscheiden.

Das eine Mal denken wir uns die drei singuldren Punkte 0, 1 und oo
durch einen von O iiber 1 nach oo verlaufenden, iibrigens beliebig ge-
stalteten ,,Querschnitt” (etwa einen sich nicht iiberschneidenden
,Streckenzug’‘) verbunden. Verabreden wir nun, daB die Verdnderliche
% diesen Querschnitt nicht iiberschreitet, so ist irgendeine Lésung y der
Differentialgleichung in der ganzen zerschnittenen Ebene ein wohl-
bestimmter eindeutiger , Funktionszweig* [*¥]. Aus irgend zwei solchen
Funktionszweigen y,, y, setzt sich der allgemeinste, der Differential-
gleichung geniigende Funktionszweig in der Gestalt c¢;y; + ¢y, zu-
sammen (c¢,, ¢, Konstante). Dieser Inbegriff aller linearen Kombina-
tionen zweier Funktionszweige ist’s, was ich eine ,,bindre Schar von
Funktionszweigen’’ nenne.

Dieses wire die erste Bedeutung des Funktionszeichens

0 oo 1
Plax 8 y xf,
a/ ﬂ/ y/
namlich: daf damit die ganze bindre Schar von Funktionszweigen ¢y, + ¢y,
gemeint ist, welche unsere Differentialgleichung befriedigt, wobei die nihere
Definition dieser Zweige natiirlich von der Art des Querschniits bedingt ist,
den wir uns in der x-Ebene gezogen denken.

Zweitens aber denken wir uns irgendeinen Zweig vorgegeben und (als
Anfangszweig'’) festgehalten. Sodann denken wir uns diesen Zweig
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iiber den Querschmitt hindiber und beliebig um die singuliren Punkte
herum fortgesetzt. Wir erhalten dadurch beliebig viele Zweige, die alle
die Gestalt ¢;y; + ¢,y, haben miissen, bei denen aber ¢,, ¢, je nach der
Wahl des Anfangszweiges und des ,,Weges” der analytischen Fort-
setzung sich bestimmen. (Unter einem , Weg‘* sei hier und im folgenden
immer etwa ein Streckenzug verstanden, welcher keinen der Punkte O,
1, oo enthdlt) Also:

Zweitens verstehen wir unter einer P-Funktion den Inbegriff aller der-
fenigen Zweige ¢y, + Cyyy, die sich aus einem beliebig gewdhiten, aber
dann festgehaltenen Anfangszweige bei beliebiger Umlaujung der singu-
liren Punkie (durch analytische Fortsetzung) ergeben.

Alle die unendlich vielen Zweige, welche hier 2u einer einzelnen P-Funk-
tion zusammengefaft erscheinen, sind immer in der bindren Schar c,y,4c5y,
enthalten.

Achten wir insbesondere auf die zum Punkte x = 0 gehérigen Fun-
damentalzweige:

Pr= xR, P = 2P
und lassen die Verdnderliche den Nullpunkt einmal in positivem Sinne
umkreisen. Dann geht x, und also auch die Potenzreihen P(x) und
PB* (), in sich selbst iiber; x* aber multipliziert sich mit ¢2¢**, und x*’
mit ¢2¢**. Dieselben Multiplikationen erleiden also die Fundamental-
zweige P*, P* selbst. Entsprechendes gilt fiir die zu ¥ = 1 und zu
x = oo gehdrigen Fundamentallésungen; wir haben also das Ergebnis:

Insbesondere dndern sich: P* und P* bei Umlaufung des Punktes
% = 0, ferner P? und PP bes Umlaufung des Punktes x = oo, endlich
Pr yund P?" bei Umlaufung von x = 1 um je eine multiplikative Konstante.

Wenn wir nun wissen, wie sich P* und P* aus P? und P? bzw. aus
P? und P zusammensetzen, dann kénnen wir auch sehen, was aus
P* und P* wird, wenn wir die Verinderliche um x = 1 bzw. um x = oo
herumfiihren.

Unsere Zusammenhangsformeln (S. 49) haben hier die Bedeutung, dafB
wir aus thuen gleich ablesen kinmen, wie sich z. B. die P*, P* verhalten,
wenn wir die Vevinderliche x, statt um den Punkt x = O, um den Punkt
x = oo oder um den Punkt x = 1 herumlaufen lassen.

Heute will ich zum Schlusse dieses Kapitels auf die RIEMANNsche
Theorie, zu der wir das letztemal vorgedrungen sind, in einigen Punkten
etwas nidher eingehen.

Es seien als Anfangszweige irgend zwei linear unabhingige Zweige
¥1, Vo ausgewdhlt, welche der Differentialgleichung geniigen. LiBt man

Beginn. der dreizehnten Vorlesung.
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nun die unabhingige Verinderliche x irgendeinen, die Punkte 0, 1, oo
in beliebiger Weise umlaufenden, geschlossenen Weg 9 beschreiben, so
verwandeln sich die y,, ¥, beide in je einen neuen Zweig, der sich durch
die Ausgangszweige vy,, ¥, linear ausdriickt, da diese als linear unab-
hingig vorausgesetzt werden; d. h. y; und y, erleiden bei Durchlaufung
irgendeines geschlossenen Weges U eine ,lineare Substitution S:

Y1 =cnY1+ Y
Y3 = Ca¥1+ €22 *1.
LiBt man die Verdnderliche x statt des Weges U einen anderen ge-

schlossenen Weg 9B beschreiben, so erleiden y,, y, eine andere lineare
Substitution, die ich T nenne:

Weg U, Substitution S:

yf* =dyuy + 4129,
3’;* =dg Y1 + d2 Y-

LiBt man nun die unabhingige Verdnderliche zuerst den Weg ¥,
sodann den Weg 9B beschreiben, so verwandeln sich y,, y, zuerst in

Weg 8B, Substitution T':

C1Y1 + €12 Vs,
€1 Y1 + Ca2 Vs

sodann verwandeln sich die ¥, y, in diesen Ausdriicken, der Substitution
T entsprechend, in

diy1 + 1292,
A1 y1 + d22 Y2,

so daB sich also schlieBlich y,, y, in folgende Ausdriicke umgewandelt
haben:

€11 (@11 Y1 + F12Y2) + €12(dg1 Y1 + 22 Ya) €11 81 + C128n) N1

= (

+ (c11d1g + €12d32) Vs,
Co1(d11 V1 + 12 ¥2) + Caa(do1 Y1 + 22 V2) = (€1 811 + Coadey) V1
+ (ca1 A1z + Caaday) Y-

Diese selbe lineare Substitution erhidlt man aber, wenn man auf
vy, Vo zuerst die Substitution T anwendet und auf die so gefundenen
y¥*, y5* die Substitution Z. (Wenn man also, wie man zu sagen pflegt,
T und S in der Reihenfolge TS ,zusammensetzt*.) D. h.:

Der Aufeinanderfolge zweier Wege U, B entspricht die Zusammen-
setzung der zugehdrigen Substitutionen in umgekehrter Reihenfolge.

Jeder geschlossene Weg (Umlauf) in der x-Ebene 148t sich offenbar
durch Kombination und Wiederholung aus drei ,,Fundamentalwegen’* zu-
sammensetzen, nimlich aus einfachen (im einen oder anderen Sinn durch-
laufenen) Schleifen um je einen der Punkte 0, 1, co. Man veranschau-
licht sich das leicht an der Hand einer Skizze. Also lassen sich auch
alle Substitutionen, welche y,, y, bei Fortsetzung lings irgendwelcher
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Wege erleiden, aus drei ,,erzeugenden Substitutionen'’ zusammensetzen,
welche je einem der drei Fundamentalwege entsprechen.

Die Gesamtheit aller dieser durch Kombination und Wiederholung
der erzeugenden Substitutionen entstehenden Substitutionen bildet eine
(zu den gegebenen Anfangszweigen gehorige) ,,Gruppe linearer Substi-
tutionen’*; als Verkniipfung der Gruppenelemente gilt dabei die oben
definierte Zusammensetzung zweier Substitutionen.

Ber der Gesamtheit aller miglichen Umliufe, die wir in der x-Ebene
ausfiithren, entsteht eine Gruppe linearer Substitutionen von y,, y,, welche
diejenigen drei linearen Substitutionen, die den Umldufen um 0, 1, oo
etnzeln entsprechen, zu ,Erzeugenden‘ hat.

Dies nennt man die Gruppe der P-Funkiion, genauer: die zu den
gegebenen Anfangszweigen y,, v, gehorige Gruppe.

Sie entsteht durch Wiederholung ganz bestimmter einzelner Schritte,
besteht also im allgemeinen aus abzidhlbar unendlich vielen, in gewissen
speziellen Fillen aus endlich vielen Substitutionen (betreffs dieser
Spezialfille vgl. § 57). Also:

Die Gruppe linearer Substitutionen, welche wir hier bei der P-Funktion
finden, ist im allgemeinen von abzdhlbar unendlicher Ordnung; sie reduziert
sich nur in speziellen Fillen auf eine endliche Gruppe linearer Substitu-
tionen. :

Es handelt sich nun darum, diese zu zwes gegebenen Anfangszweigen
Y1, Vo gehorige Gruppe wirklich aufzustellen, d. h. ihre drei Erzeugenden
zu berechnen. Wir wollen zu diesem Zweck die Ebene lings der ganzen
Achse der reellen Zahlen aufschneiden und uns zuerst nur in der positiven
Halbebene bewegen. Dann werden die zwei Zweige y,, y, durch ganz be-
stimmte lineare Verbindungen der zu 0, oo, 1 gehdrigen Fundamental-
zweige dargestellt; es gilt also etwa:

y, =l P* + I{ P¥ = m, PP + m|{ PF' = n, Pr + n| P,

Vg = ly P* + I P¥ = my P# + m}, P¥ = n, Pt + n, P"".
Dabei ist j: ;

sollen; ebenso ist auch

=4 0 anzunehmen, weil y,, ¥, linear unabhingig sein

my my n, Ny
my m; +0, ny My * 0.

Ich behaupte nun (was wir in speziellerer Form schon am Ende der
vorigen Stunde beriihrten):

Wenn ich weif, wie die Anfangszweige y,, v, einerseits mit den P*, P*,
andererseits mit den PP, PP und schlieflich mit den PY, P zusammen-
hingen, dann kann ich die Erzeugenden der Gruppe sofort berechmen.

Lassen wir x z. B. einen Umlauf um x = 0 machen, so multipli-
zieren sich P%*, P¥ mit e2i7%, g2ino

Man hat also:

Y, = ll P + l; Pac’, yr — l1 g2ina Po + l{ e2ima’ Pa',
Yo = by P* - [L P¥,  yF = [, 237 % Pa | [] e2ina’ Do’
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Durch Elimination von P* und P* erhilt man nun in der Tat y]
und y; linear durch y,, y, ausgedriickt, d. h. man berechnet die einem
Umlaufe um x = O enisprechende Evzeugende der Gruppe durch Elimination
von P* und P* aus den obigen zwei Gleichungspaaren.

Das Entsprechende gilt natiirlich von den beiden anderen Erzeugen-
den der Gruppe.

Hier kommt nun die Bedeutung der Zusammenhangsformeln (S. 49)
zum Vorschein: Wiahlen wir nimlich einmal die Zweige P*, P selbst
als Anfangszweige, so kennen wir unmittelbar die Koeffizienten I, ’;
m, m'; n, n’ vermoge der Zusammenhangsformeln:

yy=1-P*4+0- Py = OCﬂPﬂ+ Oélg'Pﬂ’ = ocyP7'+ OCV»P’/’,
yg=0+P*+1.P¥ = o PP 4 xp PP = x;, P? + &} P7,
und man findet die zu ¥ = oo und x = 1 gehorigen Substitutionen durch
Elimination von P#, P# bzw. P?, P aus diesen und den transfor-
mierten Gleichungssystemen, wihrend einem Umlauf um x# = 0 unmittel-
bar bloBe Multiplikationen mit einer Konstanten entsprechen. Also:

Die Bedeutung der Zusammenhangsformeln der vorigen Stunde fiiy
unsere Betrachtungen 1ist jetzt zuvirderst die, daf sie uns die erzeugenden
Substitutionen fiir die Gruppe derjenigen linearen Transformationen liefern,
welche sich bei analytischer Fortsetzung fiir diejenigen beiden P-Funktionen
ergeben, deven Anfangszweige die Fundamentallssungen P*, P* sind.

Wihlen wir nun ein anderes Paar von linear unabhingigen Anfangs-
zweigen:

v, =4 P* 4+ I P¥,

Y, = by P* + I} P¥,
mit beliebigen Zahlen I, 4; l,, &, fur welche mithin j‘ j,{ 5= 0 sein
soll, so koénnen wir durch Einsetzen der Zusammenzhaingsforrneln
dieselben y; und y, auch durch P#, P# und durch P?, P" ausdriicken,
also die Zahlen m,, m}, ... und ny, %}, ... (vgl. S. 56) und daraus
die drei Fundamentalsubstitutionen berechnen. Also diirfen wir sagen:

Weitergehend erfahren wir iiberhaupt die Gruppe fiir irgend zwei An-
fangszweige y,, yy, wenn wiv nur wissen, wie sich y,, y, insbesondere aus
den Fundamentallosungen P%, P zusammensetzen.

Die Zusammenhangsformeln sind also gewissermalen die Grundlage
fiir unsere Gruppe.

§ 12. Kanonische Form der erzeugenden Substitutionen.

Nunmehr wollen wir die Betrachtung in der Weise umkehren, daBl wir
von der, zu beliebig vorgegebenen Anfangszweigen y,, y, gehdrigen,
Gruppe ausgehen und nun fragen, wodurch in Beziehung auf die Gruppe
die zu 0, oo, 1 gehérigen Fundamentalzweige vor anderen Funktions-
zweigen ausgezeichnet sind.
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Eine Substitution heiBe:

yi = cuy1 + C12 Ve,
Y5 = a1 Y1+ Coa Ve,
Wir fragen uns nun, ob wir diese Substitution nicht durch Einfithrung
zweier linearen Verbindungen z; und z, von y,, ¥, als neuer Anfangs-
zweige auf eine sogleich anzugebende besonders einfache, eine sog.
.. kanonische Form'* bringen konnen.
Wir setzen zunichst:

wobel ¢y Cap — €12€o = O.

zy = Ry + Ry ys,

zy= Ly + Ly,
und wollen versuchen, die Konstanten %,, &,, I;, /, so einzurichten, daf3
2z, und z, Substitutionen von der ,kanonischen‘ Gestalt:

wobei  kl, — kyl, F 0,

4 =017,
4 =057
erleiden. D.h. es soll
Ryvt + ke vz = 1(kyyy + ko o),
Lyt + Ly; = 0:(liyr+ Ly yy)
werden. Ich setze die Ausdriicke fiir v¥, y¥ ein und bekomme:

(Rycun + Racop) y1 + (Bycra + RacCop) Yo = 01 k1 Y1 + 01 %2 Y2,
(hen+ Lea)yr + (hcra+ o) ¥ = 03 liyr + 02 LY.

Diese Gleichungen sollen Identititen sein, so daB (wegen der linearen
Unabhingigkeit von y; und y,) entsprechende Koeffizienten rechts und
links gleich sein miissen. So folgen aus der ersten Identitit die beiden
Gleichungen

ky(cyy — @1) + ko =0,
kycis + ky(css — €1) = 0.

Da k; und k%, nicht beide Null sein sollen, ist die Determinante gleich
Null, was fiir g, eine Gleichung zweiten Grades liefert.

Eine Gleichung fiir g, mit genau denselben Koeffizienten folgt aus
der zweiten Identitit. Mithin sind g,, 0, einfach Wurzeln folgender
quadratischer Gleichung (sog. ,,charakteristische Gleichung' der urspriing-
lichen Substitution):

u—0 Cy

C1z  Co2 — 0
iibrigens sind diese Wurzeln stets von Null verschieden (wegen
€11622 — €12 €1 = 0).

Dies gibt im allgemeinen zwei verschiedene Werte von g;, @, aus
denen sich dann die k,, %, und I, I, ihrem Verhiltnisse nach berechnen
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lassen, so daB je ein von Null verschiedener Proportionalitdtsfaktor un-
bestimmt bleibt [*]. Also:

In der Tat lipt sich tm allgemeinen (d. h. fiir g, 3= o,) die kanonische
Form

A=,

2 = 0s2
herstellen; man hat fiir 9., 0, nur die berden Wurzeln der ,,charakteristischen
Gleichung'* zu setzen.

Wir mufBiten diesen Satz mit der Einschrinkung ,,im allgemeinen®
aussprechen, weil o, == g, vorausgesetzt war. Es erhebt sich jetzt die
Frage nach den Ausnahmefillen, in welchen die charakteristische
Gleichung zwei gleiche Wurzeln g, = g, = ¢ hat. Sie sind noch in ,,Aus-
nahmefille erster Ordnung‘ und ,,Ausnahmefille zweiter Ordnung* zu
unterscheiden.

Ist o; = 05, S0 sprechen wir von einem Ausnahmefall, bezeichnen aber
insbesondere als ,,Ausnahmefall zweiter Ordnung‘ den Fall, dap so-
gar alle Unterdeterminanten unserer Matrix

verschwinden, d. h. daB die Matrix den Rang Null hat, wihvend von
einem ,,Ausnahmefall erster Ordnung‘ gesprochen wird, falls p, = 0,
aber der Rang gleich Eins ist.

‘u— & C12
Ca1 Co2 — Q1

1. Im allgemeinen Falle (0, = 0,) lautet die kanonische Form in der
Tat, wie wir von Anfang angenommen:

* _ * __
4 =012, 3% = Q22;.

2. Im Ausnahmejalle erster Ordnung, der durch die Bedingung: Rang
der Matrix gleich Eins und ¢ = g, = 0,, letzteres gleichbedeutend mit

4¢19Co + (€11 — €22)2 =0,

charakterisiert ist, muB3 man als kanonische Form eine Substitution von
etwas anderer, nimlich von der Gestalt

d=0zn+ 02,
*
2y = Q23

benutzen, in welcher ¢ eine von Null verschiedene Konstante ist [**].
3. Der Ausnahmefall zwetter Ordnung liegt vor, wenn

C1g = Cy =0, €13 =20Cy

Beginn der vierzehnten Vorlesung.
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ist. Dann lautet die kanonische Substitution wieder entsprechend wie
im aligemeinen Fall, nimlich (0 = ¢,; = c,, gesetzt):

*

2 =02,
*._

2y = 02y,

und zwar kat dann schon die gegebene Substitution diese kanonische Form.
Betrachten wir, statt der Zweige z,, 2, selbst, ihren Quotienten

z = %, so erleidet dieser im allgemeinen Falle eine Multiplikation mit
2
einer Konstanten (wegen g, == 0):

=2
Q2
dagegen im Ausnahmefall erster Ordnung, den man als den Fall einer
,parabolischen Substitution’’ zu bezeichnen pflegt, die Addition einer
Konstanten: .
H=z+t

endlich bleibt z im Ausnahmefall zweiter Ordnung ganz ungeindert:
2* =2z,

Beziehen wir nun diese Betrachtungen auf die Substitution der P-
Funktion!
Fiithren wir die einem Umlauf um x = 0 entsprechende Substitution:

Yi = cud + 1%,
Y: = a1+ CaYs
irgend zweier Zweige durch die Formeln

7 =ky, + kY2,
zp= Ly, + Ly,

auf eine kanonische Form zuriick, so ist zu fragen, was fiir besondere
funktionentheoretische Bedeutung die so eingefiihrten speziellen Zweige
2, Z3 haben. Ich behaupte nun:

Die kanonischen zy, z, sind (bis auf konstante Faktoren) einfach die
Fundamentallosungen, die wir fiir den Punkt x = O von friiher kennen.

Oder anders ausgedriickt:

Die friiher fiir den - Punkt x = O aufgestellten Fundamentallosungen
reprissenticren gerade diejenigen Funktionszweige, welche man zugrunde
legen mup, damit unsere lineare Substitution in threr kanonischen Form
erscheint.

Entsprechendes gilt fiir die beiden anderen singuliren Stellen x = 1
und x = oo.

In der Tat: Wir haben frither bei Aufstellung der Fundamental-
lésungen, dhnlich wie hier bei der kanonischen Form einer Substitution,
einen allgemeinen Fall sowie Ausnahmefille erster und zweiter Ordnung
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unterschieden (vgl. z. B. § 7 und § 8). Es zeigt sich nun, daB diese
Fille ganz genau den ebenso benannten Fillen der kanonischen Sub-
stitutionen entsprechen:
1. Im allgemeinen Fall konnen wir setzen:
7= P*=x*P,(x), 2z, =P=x"P(x).
Dann ist nimlich
zik — e2inaxa;Bl(x) — e2in¢xz1,
Z: — e2ina’xa’$;(x) — 82’:”“’22,
also einfach
01 = e2ina, 0 = e2ina”
und es liegt, da &« — &’ keine ganze Zahl, also g, von g, verschieden ist,
in der Tat der allgemeine Fall der kanonischen Substitution vor.
2. Im Ausnahmefall erster Ordnung ist &' = « + k. Wir konnen

setzen: 5= P*— 2P (x) + (logx) »* $* (1),
2y = P¥ = x% P*(x).

Beim Umlauf des # um x = 0 multiplizieren sich ndmlich sowohl
2*P(¥) wie x* P*(x) mit derselben Konstanten g = 27* = ¢2i7%,
wihrend logx um 277 wichst. Und man ersieht daraus in der Tat,
daB der Quotient von P* und P* eine parabolische Substitution er-
leidet, und zwar eine solche mit den Koeffizienten :

o = im0 = Rin’ g o= 2ig RiTE,

3. Im Ausnahmefall zweiter Ordnung endlich heifen die Fundamental-
l6sungen:
Pr—z=P(y), P = 1" P*(x),
wobei wieder &' = & + k.
Und in der Tat erleiden hier bei einem Umlaufe um x = 0 beide
Losungen eine Multiplikation mit derselben Konstanten

o= e2tna — g2ina ,

genau dem Ausnahmefall zweiter Ordnung der kanonischen Substitution
entsprechend.

Aber noch mehr: Die ber der kanonischen Substitution auftretenden
Lésungen zy, z, sind mit den Fundamentallosungen identisch (von kon-
stanten Faktoren abgesehen). In der Tat ist z. B. im allgemeinen Falle
die kanonische Form und damit z;, 2z, im wesentlichen eindeutig be-
stimmt ; und da die Fundamentalldsungen sich in kanonischer Form sub-
stituieren, sind sie (bis auf konstante Faktoren) mit z,, z, identisch.
Analog schlieBt man in den Ausnahmefillen [*]. Die vorstehenden Be-
trachtungen lehren uns iiberdies:

Die frither aufgestellten Fundamentalzweige (bzw. thr Quotient) liefern
bei Umlaufung des Punktes x = O eine lineare Substitution, welche nicht
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nur in kanonischer Form erscheint, sondern auch, entsprechend dem all-
gemeinen Fall bzw. den Ausnahmefillen erster und zweiter Ovdnung bei
der Differentialgleichung (vgl. §§ 7, 8), gerade in die Fille 1., 2., 3.
hineinpaft, die wiv bei der Herstellung der kanonischen Substitution
(S. 58/59) aufgefunden haben.

Insbesondere geht das Auftreten von Logarithmen mit dem Auftreten
parabolischer Substitutionen Hand tn Hand.

Wir schlieBen hiermit unsere Betrachtungen betr. die Definition der
hypergeometrischen Funktion von der Differentialgleichung aus, welche
schlieBlich in der Auffassung der hypergeometrischen Funktion als In-
begriff der analytischen Fortsetzungen eines Anfangszweiges sowie in
den Begriffen: ,,Gruppe linearer Substitutionen‘* und ,,kanonische Form
der Substitution® ihren Hoéhepunkt fanden.

Wir fiigen hieran noch folgende allgemeinere Bemerkung:

Diese Behandlung der hypergeometrischen Funktion von der Differential-
gleichung aus lift sich im wesentlichen ungeindert von der Differential-
gleichung zweiter Ovdnung mit nur dres singuliven Punkien, d. h. eben von
der hypergeometrischen Differentialgleichung, auf lineave homogene Diffe-
rentialgleichungen n-ter Ordnung mit einer belicbigen Amnzahl singulirer
Punkte vibertragen. Und so ist denn die Lehre von dev hypergeometrischen
Funktion eine Etnleitung in die allgemeine Theorie derjenigen Funktionen,
welche durch lineare Differentialgleichungen definiert werden [*).

Wir wenden uns nunmehr zur Definition der hypergeometrischen
Funktion durch bestimmte Integrale.

Dritter Abschnitt.

Darstellung der hypergeometrischen Funktion durch
bestimmte Integrale.

§ 13. Integrationswege. Homogene Schreibweise.

Ich werde heute zuerst eine Reihe allgemeinerer Vorbemerkungen
geben.

Wir haben schon zu Anfang der Vorlesung (S. 4ff.) die von EULER
gefundene Beziehung zwischen der Funktion F (a4, &; ¢; x) und dem be-

stimmten Integral
1

fub‘1(1 —u) 1 — xu)-%du
0
kennengelernt.

EULER hat sich aber auch noch mit einer anderen, einfacheren Klasse
bestimmter Integrale, die von ihm den Namen fithren, besonders ein-
gehend beschiftigt; ich meine die , EULERschen Integrale erster und
zwetter Art", fiir welche folgende Definitionen und Bezeichnungen gelten:
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EvLERsches Integral erster Art (,Betafunktion):
1
B(p,q) = [~ (1 — w)r-*du;
0
EvULERsches Integral zwetter Art (,,Gammafjunkiton):
I'(p) :/uwewdu.
0
Dabei bedeuten # bzw. p, g zunichst reelle Veridnderliche bzw. Zahlen
(>0, 4> 0) [4.

Die Bezeichnung B (p, ¢) ist durch die franzésischen Lehrbiicher be-
sonders verbreitet worden, und zwar wurde sie 1839 von BINET [1] zu-
erst eingefithrt. Die Bezeichnung I'(p) stammt von LEGENDRE [1],
wihrend Gauss [1] dieselbe Funktion nach dem Vorgang von EULER
mit IT(p — 1) bezeichnet [**], [***].

Wir beabsichtigen nun, die simtlichen in den obigen Formeln vor-
kommenden Buchstaben p, ¢ und « als komplexe Verinderliche aufzu-
fassen. Es wird dann p = " 4+ ip" und ¢ = ¢’ + ¢¢"’ der Bedingung
R(p) = 9" >0, R(g) = ¢’ > 0 zu unterwerfen sein; ferner sollen #”~*
usw. beliebige, aber festgehaltene Zweige dieser Potenz (etwa die Haupt-
werte) bedeuten. Als Integrationsweg werde vorliufig etwa die Ver-
bindungsstrecke 0, 1 (bzw. 0, o) beibehalten (vgl. dazu auch §15).
Die hier betrachteten uneigentlichen Integrale existieren bekanntlich,
sofern eben R(p) > 0, R(¢g) > 0. Ferner sind B(p, ¢) und I'(p) analy-
tische Funktionen von p und ¢. Dabei ergibt sich nun, wenn wir an der
obigen Schreibweise der Integrale festhalten, die Schwierigkeit, daB3 fiir
gewisse Gebiete der Verdnderlichen die Integrale notwendig ihren Sinn
verlieren, ganz dhnlich wie die Potenzreihen auflerhalb ihres Konvergenz-
kreises. Also:

Indem wir z. B. I'(p) durch das bestimmie Integral erkliren, definieren
wir das I'(p) nur fiir solche Werte von p, deren veeller Teil R(p) positiv
ist, und ob fiir Werte von p, deven veeller Teil Null oder negativ ist, etne
Funktion I'(p) diberhaupt definiert werden kann (genauer gesagt: ob die
fir R(p) > 0 durch das Integral definierte analytische Funktion sich ana-
lytisch in die Halbebene R (p) = 0 fortsetzen lift), bleibt zundchst vollig
im unklaven, insofern das Integral dann unterschiedslos sinnlos wivd.

Wir haben das vorige Mal einen Mangel in der gewohnlichen De-
finition der Gammafunktion durch ein bestimmtes Integral gefunden;
diese Unvollkommenheit hat denn auch zu manchen Versuchen gefiihrt,

Beginn der fiinfzehnten Vorlesung.
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andere weniger beschrinkte Definitionen derselben Funktion zugrunde
zu legen, wie ja auch Gauss seine JI-Funktion durch ein unendliches
Produkt definiert. Wir werden hierauf erst an einer spiteren Stelle (vgl.
S. 731f.) genauer eingehen, wihrend ich heute zeigen will, wie man bei
Beibehaltung der Integraldefinition die besagte Schwierigkeit doch be-
heben kann. Es beruht dies Verfahren im wesentlichen auf Ideen-
bildungen RIEMANNS, die fiir diese Integrale von ihm selbst allerdings
nur angedeutet worden sind und erst in neuerer Zeit weiter ausgebildet
wurden (vgl. die im folgenden gemachten Literaturangaben).

Es handelt sich nidmlich darum, statt der Wege von einem singuliren
Punkt in den anderen hinein solche Wege zu setzen, welche um die
singuldren Punkte herumgehen, so daB lings ihrer der Integrand nicht
unendlich wird.

Bei dem Integral

Ir'p) = fu"‘le‘“du

erstreckt man in diesem Sinne die Integration (statt von Null bis Un-
endlich lings der reellen u-Achse vielmehr) lings einer um den Null-
punkt gelegten ,,Schleife’ in der komplexen u-Ebene (d. h. z. B. lings
eines Weges, welcher besteht aus einem die positive reelle Achse nicht
treffenden Kreisbogen mit dem Nullpunkt als Zentrum und mit einem
Offnungswinkel groBer als 7, und aus den beiden Halbstrahlen durch
die beiden Endpunkte des Bogens, welche durch Parallelverschiebung
aus der positiven reellen Achse hervorgehen). Dieses Schleifenintegral
behilt, wie man sieht, fiir deliebiges p eine gute Bedeutung. Dasselbe

ist zuerst von HANKEL [1] eingefiihrt worden [*].

Das Eurersche Integral erster Art:

B(p.g) =[wr~t(1 —u)'du,
welches bei Erstreckung lings der reellen Achse von 0 bis 1 den Be-
schrinkungen R(p) > 0 und R(g) > 0 unterliegt, erstreckt man lings
des folgenden, die Punkte 0 und 1 umgehenden, geschlossenen Weges,
eines sog. ,,Doppelumlanfs‘. Derselbe ist durch folgende Eigentiim-
lichkeit gekennzeichnet: Der Integrationsweg ist so etngerichtet, daf er
sowohl den Punkt w =0 als den Punkt u = 1
das eine Mal in positivem Sinne, das andere

w Mal in negativem Sinne umkreist.
Wenn ich den Nullpunkt einmal in positivem
Fig. 8. Doppelumlauf um die  Sjnne umlaufe, so multipliziert sich #?~! mit
Punkte #=0, #=1. . . . . .
einer gewissen Konstanten, umlaufe ich ihn in
negativem Sinne, so multipliziert sich #”~! mit dem reziproken Wert
des ersten Multiplikators, so daB also #?~! nach den beiden Umldufen
sich reproduziert hat. Dasselbe geschieht mit (1 — %)?~! lings des po-
sitiven und negativen Umlaufs um # = 1. Das Endresultat ist also
folgendes:
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Der in Rede stehende geschlossene Weg ( Doppelumlauf) hat die Eigen-
schaft, daf bei Durchiaufung desselben die zu integrierende Funktion sich
reproduziert.

Dasselbe konnen wir etwas moderner folgendermaBen ausdriicken:
Wir denken uns iiber der komplexen #-Ebene eine RiemaNNsche Fliche
konstruiert, auf welcher der Ausdruck #”~'(1 — u)?~! eindeutig ist.
Dieselbe ist bei 0, 1, oo verzweigt ; und zwar hingen daselbst bei reellem
rationalem p bzw. q bzw. p + ¢ immer so viele Blitter zyklisch zu-
sammen, als der Nenner des reduzierten Bruches fiir p bzw. ¢ bzw.
$ -+ ¢ angibt, bei reellen, aber srrationalen oder bei komplexen Werten
dieser Exponenten aber unendlich viele Blitter. Jedem Umlauf um einen
der Verzweigungspunkte entspricht nun ein Ubergang in ein anderes
Blatt, und zwar im einen oder anderen Sinne, je nachdem der Umlauf
in positivem oder negativem Sinne erfolgt [*].

Indem wir diese RIEMANNsche Fliche konstruieren, evgibt sich als das
Wesen des Doppelumlaufs, daf derselbe nicht nur in der u-Ebene, sondern
auch auf der RIEMANNschen Fliche einen geschlossenen Weg liefert.

Es ist nur ein Seitenstiick zur RIEMANNschen Definition der Perioden
eines elliptischen oder ABELschen Integrals, wemn wir einen solchen ge-
schlossenen Integrationsweg auf der RIEMANNschen Fliche einfiihren.

Ri1EMANN selbst hat hieriiber nur Andeutungen gegeben. (Man vgl.
dazu die genauen Zitate im 38. Bande der Mathematischen Annalen
S. 148, 511, 512) [**].

Der erste neuere Mathematiker, der wirklich solche Doppelumliufe
benutzt, ist C. JORDAN [1] im 3. Bande seines ,,Cours d’analyse’’, einem
Buche, welches iiberhaupt von durchaus modernem Standpunkte aus
die Dinge behandelt. Dann hat NEKRASSOFF [1] die Sache aufgenommen
in einer Abhandlung, welche im 38. Bande der Mathematischen Annalen
(1891) in Ubersetzung erschienen ist. Endlich war POCHHAMMER [2—4]
in den Jahren 1889—1890 schon selbstindig auf die Benutzung des
Doppelumlaufs gekommen; von ihm riihrt auch diese Benennung unseres
Integrationsweges her.

Zusatz: Entsprechende Ansitze wird man bei solchen Funktionen
treffen konnen, die durch Doppelintegrale definiert sind; dabei sind die
Auffassungen zugrunde zu legen, welche PoOINCARE [1] iiber Doppel-
integrale im komplexen Gebiete entwickelt hat [***]. Ich denke z. B.
an die verallgemeinerten hypergeometrischen Reihen von THOMAE [1]
(vgl §3).

Diese Doppelumldufe werden wir in unserer Darstellung zur Geltung
zu bringen haben. AuBerdem wird uns aber noch ein zweites modernes
Hilfsmittel vorziigliche Dienste leisten, nidmlich die Anwendung der
homogenen Verdinderlichen (homogenen Schreibweise). Wir fithren nim-
lich in das EuLERsche Integral erster Art fiir # den Quotienten #,/u, ein,
wobei u#, bzw. u, etwa als eindeutige, stetig differenzierbare Funktionen

Klein, Hypergeometrische Funktion. 5
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des reellen Parameters { so gewihlt seien, daB dem Integrationsweg
(Doppelumlauf) ein-eindeutig etwa das Intervall 0 = { <1 entspricht.
Uberdies sollen %, und #, nicht gleichzeitig verschwinden. Wir haben

also zu setzen:
_ wm()
ug(£) ’

Wird noch #;d{ = du, usw. gesetzt, so erhalten wir schlieBlich

du = uy? [Wju, — upu,]dl.

B(p,q9 = fuf“l(u2 — )T s (g duy — uy duy) .

Dabei tritt nun deutlich hervor, daB der Integrand — wenn wir wieder
auf die komplexe Veridnderliche » zuriickgehen — aufler an den Stellen
#=0,d. h. % =0, und # = 1, d. h. ; = u,, auch noch an der Stelle
u = oo, d. h. 4, =0, einen Verzweigungspunkt besitzt, und daB fiir die
Stelle 4 = oo die Zahl —p — ¢ dieselbe Rolle spielt wie fiir # = 0 die
Zahl p — 1 und fir » = 1 die Zahl ¢ — 1.

Noch deutlicher tritt die Gleichberechtigung der drei Verzweigungs-
punkte und ihrer Exponenten hervor, wenn wir die ersteren beliebig
wihlen und etwa eine Funktion geradezu durch das Integral definieren,
welches lings eines Doppelumlaufs zu nehmen ist:

[, a)* (u, b)F (u, c)? (u, du),
worin wir unter (#, @) die Determinante u,a, — #,a;, unter («, du) den
Differentialausdruck #,du, — #,du, verstehen. Dabei miissen wir aber
die Exponenten «, f8, y, damit der Integrand ein Ausdruck nullter Di-
mension in #,, #, sei, der durch p — 1, ¢ — 1, —p — ¢ in der Tat er-
filllten Bedingung unterwerfen:
x+p+y=—2.
Wir wiederholen das in folgendem Satz:
Am deutlichsten tritt die Gleichberechtigung der drvei singuliren Punkie

und tiberhaupt das Bildungsgesetz des EULERschen Integrals erster Gattung
hervor, indem wir von folgendem Integral (in homogener Schreibweise) ans-

gehen: [ (w, @)% (u, b)F (u, c) (u, du),
wober a4 B4y=—2
sein mup.

Nun aber scheint die Gleichberechtigung der drei Verzweigungspunkte
durch die Auswahl unseres Integrationsweges als Doppelumlauf um die
Punkte @ und b wieder illusorisch zu werden.

Indes: Die nihere Betrachtung zeigt, daf auch unser Integrationsweg,
der ,,Doppelumiauf*, die drei Punkie a, b, c gleichformig beriicksichtigt.

Derselbe ist nimlich im wesentlichen nichts anderes als eine Schleife,
welche jeden der drei Punkte einmal in positivem Sinne umlduft (Klee-
blattschleife). Deformiert man in der Fig. 9 die ausgezogene Schlinge
um ¢ zuerst in den gestrichelten Weg der Fig. 10 (indem man die
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Schlinge iiber den Punkt # = oo hiniiberzieht), diesen wiederum in den
gestrichelten der Fig. 11, so erhilt man in der Tat einen gewdhn-
lichen Doppelumlauf um a, b.

Es mdgen hier noch einige Bemerkungen zur Geschichte der homogenen
Verinderlichen Platz finden.

Das Mittel des Homogenmachens nichthomogener Ausdriicke stammt
urspriinglich aus der analytischen Geometrie, in welcher es zuerst von
PLUCKER [1] (1830) angegeben und empfohlen
worden ist. c

Erst viel spiter (1861) hat ARONHOLD in
den Monatsberichten der Berliner Akademie die
homogenen Verinderlichen auch in die Funk- J
tionentheorie eingefithrt, nimlich in die Theorie
der ABELschen Integrale, woran sich dann die
Arbeiten von CLEBSCH anschlieBen [*].

Wir wollen nun dasselbe Prinzip der homo-
genen Schreibweise hier auf die EULERschen
Integrale, spiter auch auf die hypergeometrischen Integrale iibertragen.

Die Theorie gewinnt dadurch einerseits den Vorzug gréBerer All-
gemeinheit, andererseits treten bei der vélligen Symmetrie der Betrach-
tungen gleichberechtigte Dinge in

D

Fig. 9. Doppelumlauf um die
Punkte % = a, u == b als Schleife,
welche jeden der drei Punkte
u=a, 4=>, w=c einmal im
positiven Sinne umkreist.
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Fig. 10. Der den Punkt u =c¢ umkreisende Teil
der Schleife in Fig. 9 ist iiber den Punkt % = co
hinweggezogen worden.

Fig. 11. Durch Deformation der Schleife der Fig.10
entsteht der gewdhnliche Doppelumlauf um die
Punkte u=a, u=».

liegt vor in der Dissertation von SCHELLENBERG [1] (1892), auf welche
wir spiter noch ausfiihrlicher eingehen werden.

Zusatz: Was den Gebrauch homogener Verinderlicher betrifft, so
herrschen dariiber unter den Mathematikern zwei ganz entgegengesetzte
Richtungen. Die einen, die algebraisch-geometrische Schule, welche an
CaviLEYy, CLEBSCH usw. ankniipft, arbeiten nur mit homogenen Ver-
anderlichen und haben geradezu einen Widerwillen, man méchte sagen:
asthetischer Art, gegen nichthomogen geschriebene Formeln. Die andere
Richtung umfaBt die Mehrzahl der Funktionentheoretiker, welche die
homogenen Formeln fiir etwas Unbestimmtes zu halten scheinen, indem
sie sich nicht gewShnen kénnen, einen homogenen Ausdruck wirklich
als Funktion der 2wet Verinderlichen x,, x, anzusehen, sondern immer
nur auf das Verhiltnis x, : x, achten. Wir hier werden einen Mittelweg
zwischen diesen beiden extremen Richtungen einhalten, indem wir bald

5*
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die homogene, bald die unhomogene Schreibweise bevorzugen, je nach
dem Zwecke, den wir gerade verfolgen.
Wenn wir irgendeine Funktion y von x haben:

y=F(x),
so spalten wir Argument und Funktion, indem wir setzen
*1
x =,
2
F =F(ﬁ>=‘P(x1’x2)’
(x) o y (%1, %5)

unter %,, x, voneinander unabhingige (komplexe) Verinderliche ver-
standen, die aber nicht beide gleichzeitig Null werden diirfen.

Dabei kann diese Spaltung von F in Zihler und Nenner nach ver-
schiedenen Riicksichten geschehen. Wenn z. B. F(x) eine rationale
Funktion ist, wird man ¢ (x,, ;) und ¥(x,, %,) so einrichten, daB es
ganze rationale Formen von x,, %, sind. Solche ganze Formen haben
den Vorzug, fiir endliche Werte der Verinderlichen x,, %, immer end-
lich zu bleiben. Unendlich groB8e Werte der homogenen Verinderlichen

. . . . . x
diirfen wir aber von vornherein ausschlieBen, weil x = 7‘ auch schon
2

bei der Beschrinkung auf endliche Werte von #,, x, alle seine Werte
annimmt. Im Zusammenhang damit sagen wir:

Uberhaupt ist es ein Hauptzweck bei der Einfiihrung homogener Ver-
dnderlicher, daf man das Unendlichwerden der in Betracht zu ziehenden
Grifen vermeidet.

Aber noch einen anderen Vorzug bietet die Benutzung homogener
Verinderlicher:

Die Formein, welche bes linearer Transformation herauskommen, werden

symmetrischer.
Namlich statt der gebrochenen Substitution
ax+ 8
= yx + 8

erhalten wir eine ganze lineare binire Substitution
X =ox + f%,,
K=yx, + 0%,.
Mit solchen Substitutionen hat es aber die gewohnliche Invarianten-
theorie zu tun; wir sagen also:
Insbesondere erveichen wiv durch Einfithrung der homogenen Verinder-
lichen den Anschluf an dem Algorithmus der Invariantentheorie [*].

§ 14. Grundeigenschaften der Gammafunktion.

Heute beginnen wir mit einer niheren Betrachtung der Gamma-
funktion und wollen zuerst eine Ubersicht iiber die dltere Theorie geben,
um dann zu sehen, wie sich dieselbe Sache mit den vorgenannten neueren
Hilfsmitteln angreifen 148t.
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Was die historische Entwicklung des Gegenstandes betrifft, so
existiert eine Monographie von BRUNEL [2] (1886), welche sehr reich-
haltig ist, in der aber merkwiirdigerweise die Entwicklungen von Rie-
MANN (vgl. S.64) und HANKEL [1] ganz iibersehen werden.

Wir gehen von der fiir R(p) > 0 geltenden Definition

I'(p) =/u”‘1e"‘du
0
aus und versuchen, uns zunichst einmal iiber die Werte der Funktion
bei reellen positiven Werten von p eine Vorstellung zu machen, indem
wir dieselben iiber den Abszissen p als Ordinaten auftragen (wobei «?~?
als reell und positiv angenommen wird fiir # > 0):

Wir gewinnen so eine ganz im ersten Quadranten gelegene, nach
unten konvexe Kurve, welche sich bei » = 0 ins Unendliche erhebt,
etwa bei p = 1,462 mit dem Werte I" = 0,886 das (einzige) Minimum
erreicht, um dann mit wachsendem p immer steiler anzusteigen (vgl.
S. 72, Anmerkung [*]). Fiir den Verlauf des genannten Kurvenzweiges
existieren ausfithrliche Tabellen sowohl von LEGENDRE ([1] S. 490)
als von Gauss ([1] S.161—162), letztere auf 20 Dezimalen. Uber die
Berechnung der letzteren hat sich Gauss [3] im Briefwechsel mit
BESSEL genauer ausgelassen.

In der Theorie der Gammafunktion gibt es drei Sitze von fundamen-
taler Wichtigkeit [*]:

1. die ,,Funktionalgleichung' : I'(p + 1) = p I'(p),

2. den ,Komplementensatz'‘: I'(p)-I'(1 — p) = ?1?”[3? ,

3. den ,,GAussschen Produktsatz':

TAI(p+4) . T(p+"51) = @ute-vnt-m Tinp).

n

Dazu fiige ich noch

4. als Ergidnzung einen von HOLDER [1] bewiesenen Satz:

HOLDER [1] hat gezeigt, daf die Gammafunktion keiner algebraischen
Differentialgleichung geniigt. Dabei heiit eine Differentialgleichung
fx,y,y,...,y™) = 0 algebraisch, wenn  eine ganze rationale Funk-
tion in den %,y, ..., y®™ ist [**¥].

Im iibrigen machen wir zu den drei Hauptsitzen der Reihe nach
folgende Bemerkungen:

Zu 1. Ist p eine ganze Zahl #, so folgert man aus der Funktional-
gleichung durch wiederholte Anwendung derselben:

I'm4+1)=n-n—1)-n—2)-...-3-2.-I'(1).

Beginn der sechzehnten Vorlesung.
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Nun ist aber o
I\ =/e~"du =1,
0
also gilt fiir ganzzahlige # :

I'm4+1)=n-n—1)-...:2-1=n!

Die Gammafunktion I'(p) verwandelt sich fiir ganzzahlige positive
Argumentwerte in die gewohnliche Fakulidt (p — 1))

Die urspriingliche Enistehung der Gammafunktion geht in der Tat
historisch gerade auf die Aufgabe zuriick, die Rethe dev Fakultiten zu inter-
polieren. (Vgl. den von Fuss [1] publizierten Brief von EULER an GOLD-
BACH 1729.)

Wir miissen freilich der Genauigkeit halber bemerken, daf die genannte
Interpolationsaufgabe an sich keine Funktion eindeutig festlegt. Denn
fiigt man z. B. zu der Gammafunktion irgendeine Funktion hinzu, welche
fiir alle positiven ganzzahligen Werte des Argumentes verschwindet
— etwa sin nw —, so leistet die neue Funktion offenbar dasselbe, nim-
lich: fiir alle positiven ganzzahligen # mit der Fakultit iibereinzu-
stimmen.

Zu 2. Noch wichtiger fiir uns ist der Komplementensatz:

I@p)-I'(1 —p) ===

" sin pax ”

Achten wir auf die rechte Seite dieser Gleichung, so sehen wir so-
fort, daf3 dieselbe fiir alle ganzzahligen, positiven wie negativen Werte
von p, einschlieBlich Null, Pole erster Ordnung besitzt. Das nimliche
muB also mit der linken Seite der Gleichung der Fall sein, d.h. die
singuldren Stellen von I'(p) und I'(1 — $) miissen Pole sein und sich
gerade zur Reihe aller ganzen Zahlen erginzen (sofern nicht z. B. ein
Pol von I'(p) in p = po durch eine Nullstelle von I'(1 — p) in p = p,
kompensiert wird, was an sich denkbar wire).

In der Tat werden wir lernen (vgl. S.75), dap I'(p) bei 0, —1,
—2,...,und daB also I'(1 — p) bes +1, +2, +3, ... Pole (und sonst
nirgends im Endlichen singulire Stellen) besitzt.

. . re | ra=m
-7 —6 —5 —4 —3 —2 —1 —0 | +1 +2 +3 44 +5 46 +7

Fragen wir in gleicher Weise nach den Nullstellen des Produkts
I'(p)- I'(1 — p), so kommt das auf die Frage hinaus, wo sinpz Pole
besitzt. Die Antwort darauf lautet nun:

stn p7w ist in der ganzen Ebene endlich, aufer etwa bei p = oo, wo es
etne wesentliche Stngularitit besitzt.

Das heif3t aber fiir unsere Gammafunktion:

Weder I'(p) moch matiivlich auch I'(1 — p) werden irgendwo in der
Ebene der Verinderlichen p gleich Null (sie kommen nur ber Anndherung
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an den wesentlich singuliren Punkt p = oc dem Werte Null — und tiber-
haupt jedem Wert — beliebig nahe).
Wenn I'(p) nirgends verschwindet, so bleibt die Reziproke I’(1 5) iber-

all endlich (abgesehen natiirlich von p = oc), und ihre Nullstellen sind
Pole von I'(p); wir diirfen also, in WEIERSTRASSscher Sprechweise, sagen:

Die Reziproke von I'(p) ist eine ganze transzendente Funktion, welche
nur bei p =0, —1, —2, ... (in erster Ordnung) verschwindet.

Da die Funktion T%I?) in dieser Beziehung (ndmlich ganz-transzendent

zu sein) mit sinps {ibereinstimmt, aber nur den einen Teil der Null-
stellen des Sinus besitzt, hat man fiir dieselbe den Namen ,,Halbsinus‘’
vorgeschlagen.

Ehe wir all diese Sitze beweisen kénnen, miissen wir I'(p) erst fir
beliebige komplexe p definieren, welche nicht der Beschrankung R (p) > 0
unterworfen sind. Man hat dazu vorziiglich drei Methoden benutzt.

Evrstens: Die Funktionalgleichung

rp)=;Tip+1).

Durch das Integral ist eine Gammafunktion fiir alle Werte des Ar-
gumentes p erklirt, welche in der Halbebene rechts von der Achse der
imaginiren Zahlen sich befinden. Die Funktion I'(p 4 1) ist in der
positiv-reellen Halbebene auch noch fiir Werte von p erklirt, fiir welche

Rp) > —1

ist, also noch fiir einen Streifen, innerhalb dessen die Funktion I'(p)
durch das Integral nicht erklirt werden kann.
Benutzen wir nun aber geradezu die Funktionalgleichung

1
) =7F(1’+1)
zur Definition der Funktion I'(p), so haben wir damit eine solche De-
finition gewonnen, deren Giiltigkeitsbereich gegen denjenigen der ur-
spriinglichen Definition noch um einen Streifen der Breite Eins (,,Ein-

heitsstreifen’) erweitert ist.
In derselben Weise erweitern wir mit Hilfe der Beziehungen

Ie) =l +2, TO) = s5rypry e +3) ww

unsere Definition bzw. deren Giiltigkeitsbereich um zwei, drei usw., kurz
um beliebig viele Einheitsstreifen gegeniiber dem urspriinglichen De-
finitionsbereich. Nun ist aber die Frage, ob diese Erweiterung der De-
finition durch die Funktionalgleichung wirklich erlaubt ist, d.h. ob
man dadurch wirklich die analytische Foriselzung der urspriinglich de-
finierten Funktion bekommt.



72 Darstellung der hypergeometrischen Funktion durch Integrale.

Wir wenden hierzu einfach den fundamentalen Grundsatz der WEIER-
sTrRASsschen Funktionentheorie an. Wir sehen namlich, daB fiir Werte
p mit positivem Realteil die beiden Funktionen

I'(p) und L+ 1)

p
ibereinstimmen, wihrend L—(—EP_—’_—Q auch noch fiir Werte von  aus dem

Streifen zwischen 0 und — 1 analytisch ist und daher als die analytische

L'p+1)
4

Fortsetzung von nach links iiber die Achse der imaginiren

Zahlen hinaus aufgefaBt werden kann.

Nach dem Grundsatze der Funktionentheorie, daf zwei amalytische
Funktionen, welche in einem Gebiet der Ebene dibereinstimmen, auch in
der Gesamtheit ihrer analytischen Fortsetzungen siberetnstimmen, diirfen wir
die Funktion I'(p) auch in dem Parallelstreifen links von der Achse der

r'(p+1)
P

imagindren Zahlen mit identisch setzen.

In dieser Weise koénnen wir also das Definitionsgebiet der Gamma-
funktion in der Tat beliebig erweitern. Gleichzeitig damit erhilt die
obige Funktionalgleichung Giiltigkeit fiir jedes p (p 0, —1, —2,...).

Wir erkennen bereits hier, daB die Punkte 0, —1, —2, ... in der Tat
Pole erster Ordnung der Gammafunktion sind.

Denn setzen wir in der (durch #-malige Anwendung der Funktional-
gleichung entstehenden) Beziehung

I'(p +n)
O =5 GTn.prn-D
p=1—mn+z, so kommt fir n =1:

I'(z+1)

M1—n+2)2—n+2)...2"°

Wegen I'(1) = 1 besitzt also I'(p) = I'1 — n + z) in der Tat an
der Stelle z=0 bzw. an der Stelle p=1—#» einen Pol erster Ordnung.

Vermittels der jetzt allgemeingiiltigen Funktionalgleichung kénnen
wir nun den Verlauf der Funktion fiir beliebige reelle 4 etwa aus dem
bekannten Verlauf zwischen 0 und 1 berechnen und durch eine Kurve
graphisch darstellen. Diese Kurve wird in der Umgebung von 0, —1,
—2, ... sich ins Unendliche erstrecken, zwischen diesen Stellen ab-
wechselnd durchweg positive bzw. durchweg negative Ordinaten haben
und dabei der reellen p-Achse stets die konvexe Seite zuwenden [*].

Zweitens: Eine zweite Methode, die Funktion I'(p) fiir beliebige kom-
plexe p zu definieren, ist die folgende:

Wir zerlegen das Integral in ein solches von 0 bis 1 und in ein solches
von 1 bis oco.

1 oo
I'p) =fu7"le‘“du +fu”"e"‘du =N+40Q.
0 1

I'lt—n+42) =
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Der Integrand des zweiten Integrals Q ist nun im Integrationsinter-
vall eine stetige Funktion von #, die mit # — + oo so stark gegen Null
geht, daB das Integral Q existiert, und zwar fiir jedes endliche (kom-
plexe) p (fiir #”~! kénnen wir dabei einen beliebigen, aber festzuhalten-
den Zweig wihlen; vgl. dazu S. 77); also:

Q st in der ganzen p-Ebene definiert (mit Ausnahme von p = o).

Das Integral N dagegen formen wir zunichst unter der Voraus-
setzung R(p) > 0 um, indem wir e~ " in eine Potenzreihe nach # ent-
wickeln und dann gliedweise integrieren; die gliedweise Integration ist
leicht zu rechtfertigen. Wir finden:

1

Safy _moww __)
Ofu” (1 1—}—2! 3!-l- du

Y1 PO S R ST SR
—[p“" e n " T T3 YT T s
1 _ 1 1 _ 1

=P T Tprn gty 3T T

Diese letzte Reihe, welche fiir R (p) > 0, also rechts von der Achse
der imaginidren Zahlen konvergiert und den Wert des Integrales N
liefert, konvergiert im allgemeinen (d. h. abgesehen von p =0, —1, ...)
auch in dem Gebiete links von der imaginédren Achse [¥], stellt also dort

1
die gesuchte analytische Fortsetzung des Integrals f w? e “du dar,
0

und ergibt so mit Q zusammen eine allgemeingiiltige Definition der
Gammafunktion.
Wiy definieren also I'(p) durch folgenden Grenzwert:

(=]

1 1 1 1
') =5 —we+ntTz76+2 316+

+—tJur-te *du,
1

in welcher nun die bei 0, —1, —2, ... liegenden Pole unmittelbar er-
sichtlich sind.

Drittens: Die dritte allgemeingiiltige Definition der Gammafunktion
ist die Gausssche durch ein unendliches Produkt.

Man gelangt zu derselben am einfachsten, indem man die Gamma-
funktion durch einen Grenziibergang aus dem EuULERschen Integral
erster Art

1
B(p g) = [w-1(1 — w1 du
‘

hervorgehen 148t.

Beginn der siebenzehnten Vorlesung.
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Man setze fir (g — 1) der Kiirze wegen #, schreibe also
1

B(p,n + 1) =fu7"’ 1 — wyrdu.
0
Darin substituiere man

U= —
n’

wodurch das Integral iibergeht in:
n
B(p, n+1) = n“”f‘v”‘l(1 — %) dv.
0
Da nun (1 — %)"—» e~ ? fiir n — oo, so sieht man [*], daB #?B (p, n 1)
fiir unendlich wachsendes » gerade in das EuLERsche Integral zweiter

Art iibergeht:
') =lm[wB(p, n + 1)].

n->»x0

Die Gammafjunktion kann aus der Betafunktion durch einen Gremz-
iibergang abgeleitet werden.

Dieser Grenziibergang moége nun, statt durch stetiges Wachsenlassen
von n, durch sprungweises Wachsenlassen von # ausgefithrt werden,
z. B. indem man # nur alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen 148t ;
man erhilt natiirlich den gleichen Grenzwert.

Fiir ganzzahlige » ist aber das Integral:

1
B(p, n+ 1) = [wr=1(1 — w)du
§

leicht auszurechnen; man findet den Ausdruck:

n!
plp+1)...(p+mn)
und also ) n! uP
e z,,l.l“;[p(p+1>...<p+n) :

Wir kinnen die Gammafunktion durch das vorstechende unendliche
Produkt erkliren.

Dieses unendliche Produkt tritt bereits 1729 in dem oben (S. 70)
erwihnten Briefe von EULER an GOLDBACH auf, ist aber von GAUSS in
seiner Arbeit [1] geradezu als Definition seiner II-Funktion zugrunde
gelegt worden.

Das unendliche Produkt konvergiert (gegen einen von Null ver-
schiedenen Wert) fiir beliebige endliche Werte von p, die von p = —v»
(» =0, 1, ...) verschieden sind (und zwar ist die Konvergenz gleich-
miBig in jedem, die Punkte p = —v nicht enthaltenden, beschrinkten,

abgeschlossenen Bereich der p-Ebene [**]; hieraus folgt wieder, daf3 ﬁ)
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im genannten Bereiche regulir analytisch ist). Das unendliche Produkt gibt

also, da es fiir R (p) > 0 mit dem EULERschen Integral zweiter Art {iberein-

stimmt, wirklich eine allgemeingiiltige Definition der Gammafunktion.
Ferner bleibt n! w?

G+ | Im e T

beschrinkt und von Null verschieden fiir alle  in einer Umgebung U,
von —» (pF—»;v=0,1,2,...). D.h. I'($) hat in p = —» einen
Pol erster Ordnung.

Fiir den reziproken Wert der Gammafunktion ist die Sache natiirlich
umgekehrt, und wir diirfen also sagen:

Wir lesen aus der Produkidarstellung ab, daf ( 5) etne ganze tram-

szendente Funktion ist, welche einfache Nullstellen bei p =0, —1, —2, ...
besitzt und hkeine anderen Nullstellen.

Desgleichen ergibt sich bei GAUsS unmittelbar aus seiner Definition
durch das unendliche Produkt die Funktionalgleichung, der Komple-
mentensatz und der Produktsatz.

Aber noch mehr: Gauss zerlegt geradezu die Funktion 7 (1 5) in ,,Prim-

faktoren*, d.h. er stellt die Funktion als ein (unendliches) Produkt
einzelner Faktoren dar, von welchen jeder nur an einer der Nullstellen
der Funktion verschwindet, eine Zerlegung, fiir welche spiter durch
WEIERSTRASS [1] (Bd. 2, S.77) die allgemeinen Prinzipien gegeben
worden sind.

Man findet den einzelnen, etwa den #-ten Primfaktor in unserem
Falle am einfachsten, indem man in

1. pp+1)p+2)...(p+mn)
L.p) n! n?
n der Reihe nach gleich 1, 2,3, ... % — 1, ¥ setzt und den fir n =»
erhaltenen Ausdruck durch den fiir # = » — 1 erhaltenen dividiert, in-
dem man also setzt

_1__1_[1.1]_[1_1}
L(p) — Ii(p) [La(p) " Ni(p)] |1a(p) " Le(p)
Der »-te Faktor ist, wie man ausrechnet,

ptv (v—1) (1+P) -1y

v »P P

: [Ff(p) : Izjl(m]

’ 1’—_—2,3,.-.,

. 1 a
ferner ist o = p(1 + ) und das Produkt also

i = [+ N l+ 2) 3]+ 55 Lo+ DES)

Dabei ist aber der Faktor d 1) wohlverstanden von (1 -+ ﬁ) un-

trennbar, insofern nimlich deflmert ist als das unendliche Produkt

(P)

aus den durch die eckigen Klammern kenntlich gemachten Faktoren.
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Mit dieser bei Gauss vorkommenden Darstellung haben wir tat-

sichlich eine Zerlegung der ganzen Funktion ﬁp) in Primfaktoren ge-
leistet.

Nunmehr kénnen wir zu einer unserer fritheren Entwicklungen den
damals aufgeschobenen Beweis leicht nachtragen. Wir haben ndmlich
aus den ,,relationes inter functiones contiguas‘‘ gefunden, daB die GAUss-
sche Reihe fiir den Wert 1 ihres vierten Arguments sich durch folgendes
unendliches Produkt darstellt (S. 14):
(c—a)...(c—a—+kR)-(c—b)...(c—b+ &)

F(a, b;c;1) = lim c...{c+k)-(c—a—by...c—a—b+Fk)"’

k> oo

wobei R —a—b) >0

vorausgesetzt war [*].
Wir schreiben dies folgendermaBen um:
H ke k! . kea—b . gl
c(c+1)...(c+k) (c—a—b){c—a—b+1)... (c—a—b+k)}

F(a,b;¢c;1) =1lim

k> oo

) keme . k! ket Bl

: {(c—a)(c—a+1)...(c— ath)’ (c—b)(c—b—H)...(c—b+k)”’
in welchem Ausdruck die neu hinzugefiigten Fakultiten und Potenzen
von % sich offenbar gerade gegenseitig aufheben.

Da nun, wie oben gezeigt, die vier im Zihler und Nenner auftretenden
Ausdriicke fiir £ — oo einzeln gegen I'(c) usw. konvergieren, so ergibt
sich in der Tat, genau wie an jener Stelle behauptet wurde:

I'cy-I'lc—a—b
Fla,b;0;1) = rgo)— a() T = b;'

Dies ist’s, was wir iiber die dltere Theorie der Gammafunktion haben
berichten wollen. Natiirlich ist dieser Bericht durchaus nicht vollstindig.
Doch um rascher zu eigenen Untersuchungen vorwirts zu kommen,
miissen wir es uns versagen, noch auf viele, sehr merkwiirdige Eigen-
schaften der Gammafunktion einzugehen, welche durch die dlteren Me-
thoden entdeckt worden sind.

§ 15. Definition der Gammafunktion durch das Schleifenintegral.

Wir wollen nunmehr an Stelle des von 0 nach oo verlaufenden ge-
radlinigen Integrationsweges einen, den Nullpunkt umlaufenden,
schileifenformigen Integrationsweg & setzen (vgl. S. 64), wir wollen also
jetzt von dem Schleifenintegral sprechen, welches wir mit

/ wP-le-%duy
é
bezeichnen wollen.
Dieses Schleifenintegral hat nun, im Gegensatz zu dem frither be-
trachteten, fiir beliebige (endliche) p eine gute Bedeutung. Fiir R(p) > 0
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wollen wir es nun mit dem unter dieser Bedingung ebenfalls existierenden,
lings der positiven, reellen #-Achse erstreckten Integral
I'(p) =fu?"13‘“du
0
vergleichen.
Dabei miissen wir uns vor allen Dingen vergegenwirtigen, daB im
allgemeinen die Potenz #”~! in den Integranden vieldeutig ist. Sie ist

niamlich definiert als
uP-t — g —1Dlogu
I

und log# ist nur bis auf ganzzahlige Multipla von 277 erklirt. Wir
miissen daher einen bestimmten Zweig von #*~! festlegen. Dazu iiber-
legen wir folgendes:

Wir kénnen unseren Integrationsweg deformieren in einen solchen,
der sich zusammensetzt (vgl. die Fig. 12): aus einem von + ov nach
einem kleinen positiven Werte 7 lings der o
reellen Achse verlaufenden Weg, aus einer C/éa—{u———‘——_
negativen Umkreisung des Nullpunktes Logu+2ri
und aus einem lé’mgs der reellen Achse Fig. 12. Schleifenfiirmiger. Weg, welcher

den Punkt =0 umkreist, nebst zu-
von r nach + oo verlaufenden Integra- gehorigen Zweigen von logu.
tionsweg.

Wir setzen jetzt fest, daB lings des oberen geradlinigen Stiickes dieses
Weges von 7 bis + oo unter logu sein Hauptwert, d. h. der reelle Wert
desselben verstanden werden soll, den wir mit log # bezeichnen wollen.
Damit ist dann ein bestimmter Zweig (der sog. Hauptwert) von u?~!
festgelegt.

Dann miissen wir, da wir zu dem anderen, unteren geradlinigen Teile
des Integrationsweges vermittels einer positiven Umkreisung des Null-
punktes gelangen, bei welcher der Logarithmus um 27¢ wichst, daselbst

logu = 2ms + logu
setzen. Wenn wir nun » (unter der Voraussetzung R (p) > 0) gegen Null
abnehmen lassen, so liefert der obere Teil des Integrationsweges den
Beitrag
lim [fup-l e'“duJ =/u”“ e~ *du=T(p),

r>0 b 0

der untere Teil den Beitrag

o0

_e2in(p—l)ful"l etdy=—ei"r[(p);
0

der Kreis um den Nullpunkt liefert den Beitrag Null, weil der Integrand
in der Umgebung von # = 0 (stetig und) beschrinkt ist.
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Daraus ergibt sich also das Resultat, daB fiir R (p) > 0 das Schleifen-
integral mit

(1 — 2i70) I'(p)

iibereinstimmt. Dieselbe Ubereinstimmung muB auch in den iibrigen
Teilen der p-Ebene herrschen, wenn wir I'(p) — statt es durch das lings
der reellen Achse von 0 bis oo erstreckte, uneigentliche Integral zu de-
finieren — vermittels einer der angegebenen, fiir die ganze Ebene
giiltigen Definitionen analytisch fortsetzen, d. h.:

Das Schleifenintegral ist allgemein gleich (1 — 27P)I'(p).

Wir formen diesen so erhaltenen Ausdruck noch etwas um, indem
wir schreiben:

. L. eTimp __ ptinp
(1 — e2i=p) ' (p) = 24ei"P —

I'(p) = —2ié=? (sinzp) I'(p) .

Nun ziehen wir den Komplementensatz (S. 69) heran:

2%

. - b4
SINAP = S T = p)
und erhalten so:

A 1.- o 25met P .
/ul’ e “du = Ta—p)"
<]
D. h.: Unser Schieifenintegral ist, abgesehen von dem Faktor im Zihler,
divekt gleich der ganzen tramszendenten Funktion I.(1—1_P—), deren Null-
stellen p =1, 2,3, ... sind.

Damit haben wir das Schleifenintegral auf die von frither her be-
kannte, historisch gegebene Gammafunktion zuriickgefiihrt. Wir kénnen
aber die Betrachtung umkehren und direkt das Schleifenintegral von
seiner Definition aus auf seine Eigenschaften untersuchen.

Evrstens sieht man dem Schieifenintegral ohne weiteres an, daf dasselbe
etne bestimmie eindeutige, ganze Funktion von p definiert, vorausgesetzt,
dapB man sich iiber die genauere Bedeutung von uP~! entlang dem Inte-
grationsweg geeinigt hat. (Wiirden wir die Verabredung dndern, so wiirde
das bedeuten, daf der Faktor 7P in einer beliebigen ganzzahligen Potenz
hinzutrite. )

Aber noch mehr: Wenn p — 1 Null oder eine positive ganze Zahl
ist, dann ist der Integrand im Nullpunkt regulir, indert sich daher
beim Umlauf um den Nullpunkt nicht, so daB sich die geradlinigen Teile
des Integrationsweges in ihrer Wirkung gegenseitig aufheben. Zugleich
liefert die Umkreisung des Nullpunktes keinen Beitrag, und das Ge-
samtintegral ist also gleich Null. Wir kénnten auch sagen: Wir diirfen
hier den Integrationsweg iiber den Nullpunkt, der iiberhaupt kein sin-
gulirer Punkt mehr ist, einfach wegziehen, also sozusagen gegen den
unendlich fernen Punkt der positiven #-Achse zusammenziehen; das
Integral verschwindet also.



§ 16. Das EULERsche Integral erster Art. 79

Damit haben wir die Nullstellen unserer Funktion wiedergefunden [*)].
Wir sagen zusammenfassend.: Hdtten wir in solcher Weise mit dem Schleifen-
integral begommen, so wiirden wir nicht die Gammafunkiion, sondern ihre

Reziproke, d. h. 7,—(1};)
haben, was auch viel rationeller wdre.

als fundamentale Funktion von vornherein eingefiihrt

Wir sind in der letzten Stunde von unserem Schleifenintegrale aus
zu der Funktion . imp
21me
- T —p)
gelangt. Ich will heute noch als Ergdnzung hierzu angeben, wie man
durch eine Modifikation des Integranden und des Integrationsweges

auch unmittelbar zu der ganzen Funktion 12 5) selbst gelangen kann:

Man setze niamlich v = —u, t =1 — p. Dann ergibt sich:
A [yt gy = 1
2w VT O = Ty
6‘

wobei die Schleife ©* des Integrationsweges von —oo in positivem
Sinne um den Nullpunkt der v-Ebene herum wieder nach —oo zu
ziehen ist.

So hat es HANKEL [1] vorgeschlagen (vgl. S. 64). Im iibrigen wenden
wir heute unsere Aufmerksamkeit der Befafunktion zu.

§ 16. Das Eurersche Integral erster Art.
Wir haben die alte Definition
1
B(p,q) = [w='(1 —wpt-ldu, R >0, R(p)>0.
0

Hierbei liegt dieselbe Unbestimmtheit in der Definition des Wertes
von %! und zugleich von (1 — #)?~! vor wie frither bei der Gamma-
funktion.

Je nachdem wir entlang unserem Integrationsweg die Potenzen u~!
und (1 — u)?~ ! definieren wollen, modifiziert sich die Definition der Beta-
funktion um einen Exponentialfaktor 7P+ ypter o, T beliebige ganze
Zahlen verstanden.

Aus den Lehrbiichern lernt man die Betafunktion auf Gammafunk-
tionen zuriickzufithren durch die Formel:

I'(p) I'(9)
Bp, 9 = T +q)
welche bereits von EULER gefunden worden ist [**].

Beginn der achtzehnten Vorlesung.
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Diese Formel gestattet mit esnem Schlage, die Funktion B(p, q) fiir be-
liebige komplexe Werte von p und q zu erkliven. Zugleich zeigt die Formel,
daf die Betafunktion keine selbstindige Transzendente ist, die man eigens
in die Analysis einzufiihren hitte, vielmehr kommit sie auf die Gammafunk-
tion zuriick.

Wir wollen nun hier die gemeinte Formel nicht besonders ableiten,
sondern vielmehr zusehen, wie sie sich modifiziert, wenn wir erst den
Doppelumlauf und schlieBlich auch die homogene Schreibweise ein-
fithren.

Unseren Doppelumlauf (vgl. S. 64 und 66) kénnen wir auf vier
geradlinige Stiicke von 0 bis 1 und je zwei Umkreisungen der Punkte 0

und 1 zusammenziehen, wie

@ . @ nebenstehende Fig. 13 zeigt.

Wir setzen etwa fest, daB

langs des mit einem Doppel-

pfeil bezeichneten Wegstiickes

der Integrand gleich dem Produkt der Hauptwerte von #?~! und

(1 — %)?~! angenommen werde. Er multipliziert sich bei der ersten po-

sitiven Umkreisung von # = 1 mit ¢2¢*¢, bei der darauffolgenden posi-

tiven Umkreisung von # = 0 mit ¢?*"?, dann bei der negativen

Umkreisung von # = 1 mit ¢~2¢{”¢, um dann bei der negativen Umkrei-

sung von % = 0 durch Multiplikation mit e~2*"? wieder seinen ur-
spriinglichen Wert anzunehmen.

Die vier geradlinigen Wegstiicke geben also, wenn man % (p) > 0,
R (g) > 0 voraussetzt und die Kreise um # = 0 und # = 1 auf die Punkte
selbst zusammenzieht, zusammen den Wert:

Fig. 13. Doppelumlauf um die Punkte ¥ =0 und % =1.

1 1
/u”“(1 —u)itdu — ezi”qfw”"lﬂ — )t~ tdu
0 0

1 1
+ ezi"(ﬁ+q)/u”‘1(1 —u)t-ldu — 627:”1’[14”_1(1 —uy¥-ldu,
J /
wobei in allen Integranden dieselben Zweige fiir ! und (1 — #)?~!
— wie im Integral fiir die Betafunktion — (etwa die Hauptwerte) zu
nehmen sind. Wir erhalten somit:

[w-1(1 — we-tdu = (1 — iwr)(1 — 279 B(p, g),

4
wobei das Zeichen ] andeuten soll, daB3 lings des Doppelumlaufes in-
tegriert wird. ?

Dieser fiir R(p) > 0, R(g) > 0 geltende Zusammenhang zwischen
dem Doppelumlaufsintegral und der Betafunktion gilt ganz allgemein,
da das Doppelumlaufsintegral auch fiir beliebige p, ¢ Bedeutung be-
hidlt und B(p, q) ebenfalls fiir beliebige p, ¢ sich definieren 14Bt.
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Wir setzen den Ausdruck in derselben Weise um, wie frither bei dem
der Gammafunktion entsprechenden Schleifenintegral. Wir setzen zu-
erst:

(1 — e2i7p) (1 — e2i79) B(p, q) = —4€#P+ 0 sinzp sinmg B (p, ¢)
und finden weiter mit Riicksicht auf

I'(p)I'(g)
B = 5,
?.9="TFpy
sowie auf den Komplementensatz, d. h. auf die Formeln:
T S S
I'(p) (1 —p)’ I'igyr(o—gq)°’
folgenden Ausdruck fiir das Doppelumlaufsintegral (modifizierte EULER-
sche Formel):

sinzgp = singg =

2 {7 (p+¢q)
4a%e

p-1 —_ g-1 = —
‘h‘ (1 — wi-1du TO-—pTa -9l p+q "

%
Das Doppelumlaunfsintegral evweist sich so als eine (eindeutige) ganze
transzendente Funktion von p und q, welche fiir p =1, 2, 3, ..., fiir
¢g=1,2,3,...und fir p+q=0, —1, —2, ... und nur dort (ein-

fache) Nullstellen besitzt, entsprechend den (einfachen) Polen der im Nenner
stehenden Gammafaktoren.

Diesen Satz hitten wir nun, wenigstens teilweise, ebenso wie frither
bei dem der Gammafunktion entsprechenden Schleifenintegral unmittel-
bar aus der Form unseres Doppelumlaufsintegrals ablesen kénnen. Also:

Erstens ist klar, daf das Doppelumlaufsintegral bei getroffener Fest-
setzung tiber den Wert des Integranden eine eindeutige ganze, transzendente
Funktion von p und q ist.

Ferner ergibt sich sofori, daf das Doppelumlaufsintegral fiir p =1,
2,3, ... Nullstellen hat, wenn man bemerkt, daf dann uw = 0 kein singu-
lirer Punkt des Integranden mehr ist, daf man also den ganzen Doppel-
umlauf auf den Punkt uw = 1 zusammenzichen kann, der dann, positiv
und negativ hintereinander wmkreist, Null liefert.

In derselben Weise sieht man ein, daf das Integral auch fir ¢ =1,
2,3, ... verschwindet [*].

Schreiben wir endlich das Integral homogen:

/“11”_1 (g — u))?" L us 1P (uy duy — uy duy)

3
so sehen wir unmittelbar, daB fiir p + ¢ =0, —1, —2, ... der Inte-
grand hinsichtlich des unendlich fernen Punktes u, = 0 seinen singu-
laren Charakter verliert, dal man dann also den Integrationsweg ohne
weiteres iiber den unendlich fernen Punkt hiniiberziehen kann; dadurch
kann man aber den Weg in eine gewdhnliche, keinen singuldren Punkt
enthaltende Schlinge und schlieBlich auf einen beliebigen Punkt zu-

Klein, Hypergeometrische Funktion. 6
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sammenziehen, etwa wie die Reihenfolge nachstehender Figuren 14
bis 17 es zeigt: Lings eines solchen Weges muB3 das Integral natiirlich

7/ - —
~ a
-
/ ’
'\ /
\ e
\\s___l"

Fig. 14. Der strichpunktierte Teil des Doppel-

umlaufes wird ilber den Punkt #=co hinweg-

gezogen und geht so in den gestrichelten Weg-
teil tiber.

e —

(10 Jo \\

N J
{

~~a -
————

Fig. 16. Der strichpunktierte Teilbogen wird iiber

den Punkt # = oo hinweggezogen und so in den
gestrichelten Teilbogen {ibergefiihrt.

Fig. 15. Der die Punkte ¥ =0 und # =1 nicht

umkreisende Teil des Doppelumlaufes (Anfang und

Ende strichpunktiert) wird auf den gestrichelten
Bogen zusammengezogen.

of 7o

N

Fig. 17. Die in Fig. 16 beschriebene Deformation
fiihrt zu einer einfachen, ¥ =0 und %=1 nicht
umschlieBenden Kurve.

verschwinden. Also:
Das Verschwinden des Doppelumlanfsintegrals fiir die Werte p + q¢=0,
—1, —2, ... kommt ebenfalls ganz einfach heraus, weil fiir diese Werte

der unendlich ferne Punkt (der u-Ebene) nicht mehr singuldre Stelle des
Integranden ist.

Alles was wir aus der modifizierten EULERschen Formel entnommen
haben, verifiziert sich also sofort am Doppelumlanfsintegral selbst.

(Wie aber erkennt man aus dem Doppelumlaufsintegral, daf3 die
Betafunktion oder auch die reziproke Gammafunktion keine anderen
Nullpunkte besitzt als die angegebenen?) [*].

Wir wollen nun unser homogenes Integral noch symmetrischer
schreiben. Wir setzen zunichst:

—p—q=8 qg—1=v,

so daB also & + § + y = —2 ist. Dann kénnen wir schreiben, nach
Multiplikation der modifizierten EULERschen Formel fiir das Doppel-
umlaufsintegral (S. 81) mit —1:

p—1=u«,

4n2e 7B
/“?“g(uz — )" (W duy — uydu,) = F(—D‘)J}(e—ﬂ) (=)
D

oder, indem wir mit (—1)f = ¢**# multiplizieren:

4 n®

T I(EI(=pT(—y)"

[ (=) (s, — ) (s Aty — 1 d )

D

Auf der rechten Seite haben wir jetzt vollstindige Symmetrie. Um
auch links véllige Symmetrie zu erhalten, fiihren wir statt »,, %, durch
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eine lineare bindre Substitution andere Veridnderliche v,, v, ein, derart,

daB fiir # = 0 bzw. # = oo bzw. # = 1 der Quotient v = ZJ die Werte
a, b, ¢ annimmt. 2
Zugleich fithren wir fiir 4, b, ¢ homogene Koordinaten a,, a,; b,, b,;
€y, €y ein. Wir setzen nimlich
u, = (v, a)- (b, c),
—uy=(v,0)- (¢, a),
wobei (b,¢)+0, (c,a)=F0.
Mit Hilfe der bekannten Identitit:
(v,a)-(b,c)+ (v,0):(c,a) + (v,c)-(a,b) =0
ergibt sich sofort: y — 4y = (v, C) - (a, B).
Ferner ist:
wy Aty — tgduy = (b,¢)-(c,a) - {—(v,a)- ([@dv,d) + (v, b) - (dv, a)}
=(b,c)-(c,a)- {(v,a) - (b,dv) + (v,d) - (dv,a)},
woraus wieder vermége der Identitit
(v,a)(b,dv) + (v,d)- (@v,a) + (v,dv) - (a,b) =0
folgt: o duy — uydu, = — (v, dv) - (b,0)- (c, a) - (a, b).

Unser Integral nimmt also die Gestalt an:

—(b,¢)(c, a)(a, b)/((v,a)(b,C))"‘((v: b)(c, a))f ((v, c)(a, b)) (v, dv),
D
wofir man auch schreiben kann:

— (b, c)**1{c, a)*(a, b)7+1/(v, a)*(v, b)f (v, o) (v, dv).
D

Diese Integrale sind, wie bereits angedeutet,
lings eines Doppelumlaufes (einer ,,Kleeblatt-
schleife”’, vgl. S. 66) zu erstrecken, welche
jeden der gleichberechtigten drei singuliren
Punkte a, b, ¢ in positivem Sinn umkreist. °a

Unser Integral, dessen Wert nach der EULER- ’

. Fig. 18. Kleeblattschleife um die
schen Formel sich so darstellt: P

2 Punkte u=a, u=b, u=c.
I'(—a)I'(=B)[(—y)’

laft sich unter Einfithrung dreier beliebiger Punkte a, b, ¢ in der sym-

metrischen Form schreiben:

— (b, c)**+1(c, a)fti(a, b)7’+1[(v, a)* (v, b)? (v, ¢)? (v, dv).
D
Infolge der vor dem Integralzeichen stehenden Potenzen von (b, ¢},
c,a), (a,b) und wegen & + f§ + y + 2 = 0 ist der Ausdruck in der Tat
g

6*
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auch in bezug auf a,, a,; b;, b,; ¢;, ¢, je vom Grade Null; daB er gar
nicht von den a, b, ¢ abhingt, ergibt sich aus seinem Verhalten bei
linearen Substitutionen.

In der symmetrischen Form der EuLERschen Relation, die ich in der
letzten Stunde angegeben habe, ist die rechte Seite von den Punkten a,
b, c ganz unabhingig; d. h. die Punkte 4, b, ¢ kommen auf der linken
Seite nur ,,scheinbar vor. In moderner Weise kénnen wir diese Tat-
sache auch in folgender Weise ausdriicken und beweisen:

Wir fiihren statt u,, #, zwei neue Veridnderliche %], #5, vermége der
linearen Substitution

’
Uy = ¥y Uy + 1aUs,
’ =7”—'*:O,
Uy = Vg Uy + Va9 Uy,

in das Integral ein, zugleich vermége derselben Substitution statt a,, a,;
by, by; €1, ¢y die neuen Paare von Verinderlichen a7, a3; 8], b3; cf, ¢
(indem wir fiir den Augenblick die 4,, 4, usw. als homogene Verinder-
liche annehmen); dann wird

(w,a)= (u,a)- r; ', b)) = (u,bd)-7; W', c)= (u,c)-
@, )= (b,0)-7; € @)= a7 @, b) = (a, )
(W', du') = (u,du)-r.

Alle diese Determinanten multiplizieren sich also bei simultaner Sub-
stitution der verschiedenen Veridnderlichenpaare je mit der ersten Potenz
der Substitutionsdeterminante #; d. h.

Die (u,a), ..., (b,¢), ..., (u,du) sind Invarianten vom Gewichte 1.

Der Integrand unseres Integrals einschlieBlich des davorstehenden
Faktors besteht aber aus lauter solchen Invarianten als Faktoren, ist
daher selbst eine Invariante der Paare u;, #%,; a;, 45; by, by; ¢y, ¢, und
zwar, wie man aus & + 8 + ¥ + 2 = 0 sieht, eine solche vom Gewichte
Null, d. h. der Integrand ist eine absolute simultane Invariante der vier
Verinderlichenpaare u,, uy; a;, ay; by, by; ¢1, Ca.

Nachdem wir aber fiir a,, a,; b;, by; ¢, ¢y; %, #,, Wie es jetzt ohne
weiteres erlaubt ist, die a7, a5; b7, b5; c1, ¢5; 41, us gesetzt haben, diirfen
wir fiir die Integrationsbuchstaben #], #; natiirlich die andere Be-
nennung %, , #, wieder einfiihren. D. h. unser Integral bleibt ungeéndert,
wenn man fiir 4,, a,; by, by; ¢, ¢, die linearen Funktionen a4y, a3; 7, b5;
1, ¢ setzt. (Der Integrationsweg D in der #-Ebene ist dann natiirlich,
der linearen Transformation entsprechend, gegebenenfalls zu 4dndern.)

Nach seimer Zusammensetzung aus lauter Determinantenfaktoren ey-
weist sich unser Integral als eine absolute Invariante dey drei Punkte a,

711712

To1 722

Beginn der neunzehnten Vorlesung.
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b, ¢, die ungedndert bleibt, wenn wir a, b, ¢ simulian irgendeiner linearen
Substitution unterwerfen.

Eine absolute Invariante dreier Punkte kann aber, da man ja durch
eine geeignete Substitution irgend drei (verschiedene) Punkte immer in
drei beliebige andere (verschiedene) Punkte transformieren kann, nur
eine numerische Konstante sein, welche von der Lage der drei Punkte
gar nicht abhingt.

Hiermit stimmi, daf unser Integral von den a, b, ¢ gar nicht abhéingt,
denn wiv kinnen ja die Punkie a, b, ¢ durch lineare Transformation in
1rgend drei andere Punkte verwandeln.

Diese ganze Betrachtungsweise haben wir heute nur angefiihrt, weil
wir spiter fiir hohere Fille ganz entsprechende Betrachtungen anstellen
miissen.

Rationell wire es nun, von unserem Doppelumlanfsintegral ausgehend,
den Zahlenwert unserer absoluten Invariante festzulegen, wie es SCHELLEN-
BERG ([1], § 2) ausgefiihrt hat.

Hier aber wollen wir unsere symmetrische Formel nur dazu be-
nutzen, um uns iiber die systematische Stellung der EurLERschen In-
tegrale gewisse allgemeine Ideen zu bilden.

§ 17. Verallgemeinerung der Eurerschen Integrale.

Das Eurersche Integral erster Art enthilt unter dem Integral-
zeichen ein Produkt von drei Determinantenfaktoren (u,a), (u,d),
(u,c), jeden zu einer bestimmten Potenz erhoben. Wir haben nun
keinen Grund, uns gerade auf drei solche Faktoren zu beschrinken. Wir
nehmen eine beliebige Zahl, etwa %, solcher Faktoren an und unter-
suchen also, welche Funktionen einerseits fiir # = 1, 2, andererseits
fiir » =4, 5, ..., durch unser Integral definiert werden, wobei wir
uns noch fiir jeden dieser Fille einen Grenziibergang vorbehalten, wie
denjenigen, der von der Betafunktion zur Gammafunktion fiihrt, d. h.
ein unendliches Wachsenlassen eines oder mehrerer Exponenten. Der
Integrationsweg soll jeweils passend, d. h. so gewihlt sein, daB sich der
Integrand bei Durchlaufung des Weges reproduziert.

1. Wir finden fiér »n = 1 das Integral

f(u, @)~ (u,du) .
Der Integrand besitzt nur den einen singuliren Punkt a. Den ge-
schlossenen Integrationsweg kann man daher, wie er auch verlaufen
moge, stets durch das Unendliche hindurch auf einen gewdhnlichen
Punkt zusammenziehen ; wir erhalten daher Null als Wert des Integrals.
2. Fiir n = 2 haben wir das Integral

[, @)%, B)=5=2(u, du).
Der Doppelumlauf um a und & 148t sich, wie frither gezeigt, da der
unendlich ferne Punkt P_, nicht singulir ist, vermittels Deformation
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iiber P,, hiniiber auf einen gewéhnlichen Punkt zusammenziehen, so
daB auch fiir » = 2 das Integral verschwindet.

3. Fir n = 3 bekommen wir als ersten Fall eines nicht verschwinden-
den Integrals die Betafunktion.

4. Fiir n = 4 haben wir das Integral zu betrachten:

[ (w, @)% (u, b)F (u, c)7 (u, d)° (u, du),
wobei & + 8 + ¥ + 6 = —2 und wo das Integral lings einer geschlosse-

nen Kurve zu erstrecken ist, lings deren der Integrand sich reproduziert.
Offenbar ist das hypergeometrische Integral

fu”“‘ (1 — w11 — xu)-%du

{mit den im Integranden auftretenden Verzweigungspunkten 0, oo,
1, 1/x) ein Integral dieser Art, und wir werden bald sehen, wie sich sogar
jedes Integral fiir # = 4 auf das hypergeometrische zuriickfithrt. Wir
wiirden uns also fiir die EuLERschen Integrale mit beliebiger Zahl der
Verzweigungspunkte etwa folgende Tabelle entwerfen kénnen:

n=1: [(u, a)~2(u,du) =0,
n=2: [ (w, a)=2(u, b)=>=2(u, du) =0,
n=73: f(u, a)*(u, b)f (u,c)? (u,du) (Betafunktion),
x+pB+y=—2
n = 4: f(u, a)*(u, b (u, c)* (u, d)% (u, du)
&+ B+ y+6=—2 (hypergeometrische Funktion),
allgemein: [ (w, @)% (u, b)F ... (u, m)*(u, du),

a+ft o tp=—2"

Dazu kommen noch die Integrale, die sich, wie schon oben angedeutet,
(als Grenzfille) ergeben, wenn man einen oder mehrere Exponenten in
einem EULERschen Integral unbegrenzt wachsen laBt.

Bei dieser systematischen Aufzihlung der EULERschen Integrale macht
die Betafunktion den Anfang, und es folgt dann das hypergeometrische In-
tegral, mit dem wir uns ohnehin hier beschiftigen wollten.

Nun wollen wir noch zusehen, zu welcher Art von Integralen wir
durch den noch in Aussicht genommenen Grenziibergang gelangen.
Ich verlasse dabei die homogene Schreibweise [**].

Es mogen in zweien der Faktoren, etwa in (¥ — a4)* und (1 — b)”,
die beiden Stellen a4 und b einander unbegrenzt nahe riicken (so wie
beim Ubergang von der Beta- zur Gammafunktion die Stellen 1 und oo,
vgl. S. 73/74) und gleichzeitig mégen |x| und |f| unbegrenzt wachsen,
doch so, dal « + 8 sich dem endlichen Wert «’ nihert. Ich setze

b=a—e¢,

a
o= o — 2, ﬂ:—f——s—l.
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Fiir ¢ - 0 wird man dann aus

w0 +4

(u—a)*u—bf=m—a ‘(uw—a-+te *
erhalten: @
(4 — a)* - ev—1.
Noch allgemeiner: durch Zusammenriickenlassen von mehr als zwei
singuliren Punkten bei geeignetem Unendlichwerden der Exponenten
erhilt man Faktoren der Gestalt:

5 e
(0 — a)s. £
y

(wobei wir in iiblicher Weise fiir a =00 unter # —a den Ausdruck 1/«
zu verstehen haben).

Wir werden so zu folgendem Typus von Integralen, den allgemeinsten
. EULERSchen Integralen'‘, gefiihvt (wenn ich vorschlagen darf, diesen
Namen einzufiihren):

7 a by Ny

[(u ) Z (u—~ea)9 2 (u—b)" 2 (u—

a, g2=1 (u—b)f . " N e " du [*].

.

Wir fragen nun, was fiir Integrationswege wir bei diesen allgemeinsten
Integralen in Betracht zu ziehen haben, indem wir uns dabei immer
die bei der Gammafunktion vorliegenden Verhiltnisse vor Augen halten.

Dort lieBen wir den Integrationsweg im Punkte # = co beginnen,
den Nullpunkt umkreisen und wieder im Punkte # = oo endigen. Dabei
war es aber wesentlich, daB der Integrationsweg dem unendlich fernen
Punkte nur in einer solchen Richtung, d. h. lings einer solchen orien-
tierten Halbgeraden, sich niherte bzw. von ihm auslief, daB der reelle
Teil von « positiv unendlich wurde, der Integrand #?~!.e~* also hin-
reichend stark gegen Null ging. Statt der von uns gewihlten Richtung
parallel zur (Halb-)Achse der positiven reellen Zahlen selbst hitten wir
fiir die Ausgangs- wie fiir die Riickkehrrichtung des Integrationsweges
jede dem ersten oder dem vierten Quadranten angehérige Richtung
wihlen diirfen, nicht aber eine zum zweiten oder dritten Quadranten
gehorige. (Eine ,,Richtung® gehort zum ersten oder vierten Quadranten,
wenn der kleinste Winkel, den sie mit der positiven reellen Achse bildet,
kleiner ist als 7/2.)

Analoges ist im allgemeinsten Falle zu beachten. Die singuliren
Punkte sollen in algebraische und in franszendente Verzweigungspunkte
unterschieden werden, je nachdem zu demselben nur Potenzen (¢ — a)®
oder auch noch Exponentialfaktoren gehoren. (Dabei rechnen wir auch
die Fille irrationaler oder komplexer 2 mit zu den algebraischen Fillen,
sofern nur kein Exponentialfaktor vorhanden ist, trotzdem die betrach-
tete Stelle a alsdann ein Verzweigungspunkt von unendlich hoher Ord-
nung ist.)
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Wenn nun a ein algebraischer Verzweigungspunkt ist, so soll der
Integrationsweg um @ herumfiihren. Ist hingegen a ein transzendenter

Verzweigungspunkt und hat der Exponent r=1) in u=a
gungsp p

o (4 — a)"
einen Pol 7-ter Ordnung, so gibt es 27 von dem Punkte a auslaufende
Richtungen, in denen, kurz gesagt, der reelle Teil des Exponenten ver-
schwindet. In den dazwischenliegenden 27 Sektoren bzw. in den ihnen
angehorigen Richtungen wird der reelle Teil des Exponenten abwechselnd
positiv und negativ unendlich. Also:

Ist a ein transzendenter Verzweigungspunkt, bei dem die Summe in
etnem Exponenten bis v lduft (r = 1), so gibt es 2 » von dem in Rede stehen-
den Punkte auslaufende Winkelyiume von der Offnung rtjr, innerhalb deren
der Faktor

> e
(4 — a)* ge=1 @~ *

abwechselnd gegen Null und gegen Unendlich geht.
Als erlaubte Integrationswege erscheinen solche, welche entweder ge-
schlossen sich zwischen den singuliren Punkien herumwinden, so daf bei
Durchlaufung derselben der Integrand zu Anfang und
Ende denselben Wert annimmt, z. B. Doppelumliufe,
oder aber offene Wege, welche, von einem transzen-
denten Verzweigungspunkie auslaufend, wieder in einen
transzendenten Verzweigungspunkt einlaufen, dabes
, %é aber immer in eimem derjenigen v Winkelriume sich
halten, innerhalb deven der Integrand nicht gegen Un-
endlich geht. (Die verbotenen Winkelrdume sind in

) der Figur schraffiert.)

i ) In dieser Allgemeinheit werden wir den Gegen-
i‘j&i’r In;:gra;,:on:iﬁ:ﬁ{ stand in unserer Vorlesung nicht behandeln, dagegen
transzendenten Verzwel-  pjmmt die obenerwihnte Arbeit von NEKRASSOFF [1]
g‘mgsPun:,:S::gmmnd diesen allgemeinen Standpunkt ein. Es sei nur noch

bemerkt, daB unter diesen allgemeinsten EULER-
schen Integralen ein groBer Teil der in der Literatur sonst vorkommen-
den Integrale enthalten ist, z. B. die Integrale fiir die BessErschen
Funktionen (vgl. Anm. [*] zu S. 87).

§ 18. Das hypergeometrische Integral. Seine Vieldeutigkeit.

Wir beschrinken uns auf den ersten, iiber die Betafunktion hinaus-
gehenden Fall, auf das hypergeometrische Integral:

[, a)* (u, b)F (u, ¢)7 (u, d)° (u, du) .

Wir teilen die hieriiber zu machenden Bemerkungen in eine Reihe
kleinerer Abschnitte.
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A. Algebraische Bemerkungen.

Damit die Gesamtdimension des Integranden in #,, u, gleich Null
sei, mu3

x+pf+y+d=-2

sein. Dagegen ist das Integral, wie es vorliegt, in den Verinderlichen
a,, ay bzw. by, b, bzw. ¢, ¢, bzw. d;, d, von den Dimensionen « bzw. f
bzw. y bzw. 8.

Es ist also eine ,,Form'* sowohl von a,, a, wie von by, b, usw. Und zwar
ist diese Form eine , stmultane Invariante’’ dieser vier Rethen von Ver-
dnderlichen, denn ber simulianer linearer Substitution derselben dndert sich
jede Determinante des Integranden um die Substitutionsdeterminante s als
Faktor, also dndert sich auch das Integral nur um den Faktor:

getB+y+o+l — -1

Diesen Charakter wird das Integral nicht verlieren, wenn wir es noch
mit irgendwelchen Potenzen der sechs Determinanten (a,b), (a,c),
(@,d), (b,c), (b,d), (c,d) multiplizieren.

Eine solche Form ist das von SCHELLENBERG [1] an die Spitze ge-
stellte Integral

H(“p as | by, bz‘cp €z | a1, d2)
o g 1 v s )
welches folgendermaBen definiert ist:
a+p+1 aty+1 atd+1 _Bty+1 _B+o+1 y+o+1

@b % (ac) 2 (ad) 2 (b 2 (b,d % (cd) 2
-f(u, a)* (u, b)f (u, ¢) (u, d)° (u, du) .

Diese Form ist in jedem der vier Verdnderlichenpaare von der Di-
mension — §.

Um das SCHELLENBERGsche 11 zu einer Form von der nullten Dimension
in den a,, ay; by, by; ¢q, Co; Ay, dy 20 machen, kann man sygendeinen Faktor
der Form

(@, &) (D, ©))? (b, d)(c, @))? ((c, d)(a, b))

hinzufiigen, wo p + g + r = +31 z2u wihlen ist, und von da aus erdfinet
sich ein sehr einfacher Zusammenhang mit RIEMANNs P-Funktion.

Wie wir gestern sahen, multipliziert sich das Integral ohne Zusatz-
faktoren bel simultaner Substitution seiner vier Veridnderlichenpaare
mit s7!; es ist also eine Invariante vom Gewichte —1. Dasselbe gilt
von dem SCHELLENBERGschen IT.

Beginn der zwanzigsten Vorlesung.
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Die letzte in der vorigen Stunde aufgestellte Form von der Dimension
Null, welche wir P nennen wollen, ist dagegen, wie leicht zu sehen,
eine absolute Invariante [*].

Diesen letzteren Umstand benutzend, fithren wir in P wieder inhomo-
gene Veridnderliche ein, indem wir setzen:

Lo W _(aw®.) _ (a.d)b.0)
T u, (b,u)(a,c)’ T (b.d)(a,0)"
Wird "1 bzw. glelch =L —bl, % %, so wird u—Z—, bzw. gleich 0, oo,
2 2

1, x. W1r haben also d1e vier Punkte a, b, ¢, d durch lineare Trans-
formation in die Punkte 0, 00, 1, x verwandelt, wo x das Doppelverhiltnis
derselben ist. Da unsere Form P in jedem Verinderlichenpaare von der
Dimension Null ist, es also nur auf das Verhiltnis von @, zu 4, ankommt,
so diirfen wir a; = 0, a3 = 1 setzen, ebenso b =1, by =0; ¢, =1,
c;=1; dy =%, d3 = 1. Dann wird aber einfach, wenn wir zugleich
w; = u, uy = 1 setzen:

(@', b)y=—1, (@, ¢)=—1, (@, d)=—x (¥, c)=+1, ¥, 4d)=+1,
(c,d)y=1—x%, (a,d)V0¥,¢)=—x, (&,d)(c, a)=1,
(¢, dYa', b)y=—(1—2x), @,ad)=u, @, ¥b)=—1,
w,cy=—1—u), @,d)=—(x—u), (@, du)=—du.

I

Dies ins Integral eingesetzt, ergibt

P= (-2 & (1—z) 2 /M“U—u)y(x—u)"du.

aF3+1 ,_rHotl

Dieses letztere Integral ist von dem anfinglich eingefiihrten, unsym-
metrischen, hypergeometrischen Integral

/ub‘1(1 —u) 11 — xu) " *du

nur unwesentlich verschieden (Substitution: #~! fiir u). Also:

Unser Integral P verwandelt sich durch eine geeignete lineare Sub-
stitution in das vorstehende, wobei ersichtlich ist, daf eine geeignete in-
homogene Schreibweise sehr viel kiirzere Formeln liefert als die homogene
Schreibweise, wikrend letztere den Vorzug hat, vermige ihrer symmetrischen
Bauart die gleichberechtigten Elemente auch als gleichberechtigt erkennen
2u lassen. Die kurze, aber unsymmetrische Formel ist in jedem einzelnen
Falle fiir die wirkliche Rechnung heranzuziehen, nachdem wman stie
zweckmdfig ausgewihlt hat. Die symmetrische Formel aber gibt den all-
gemeinen Uberblick iiber die Theorie und tritt also an die Stelle der
langen Tabellen von einzelnen Formeln, die man gewohnlich in den
Biichern findet.
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B. Funktionentheoretische Bemerkungen.

Unser hypergeometrisches Integral P (vgl. oben) wird sich, je nach
der Wahl des Integrationsweges, als der eine oder der andere Zweig
(vgl. § 11) der RiEmMaNNschen P-Funktion

’ 0 0o 1
d+1 d+1 y + 8 + 1
]5_|_"‘_+2—+’ q..*_ﬂ"i'%, 7+2i_2i_
P
p__g+3+_1 _Bto4+1 oyt
2 ’ 2 ’ 2

mit den Argumenten 0, oo, 1, x erweisen (vgl. § 19).

Bislang haben wir eigentlich nur vom Integranden gesprochen. Wenn
wir jetzt auf das Integral selbst eingehen, miissen wir uns vor allem
iber die Vieldeutigkeit des Integrals klar werden.

Wir werden das Integral lings irgendeines Weges erstrecken, der auf
der zum Integranden gehérigen RiEMaNNschen Fliche ,,geschlossen®
ist, d. h. ldngs dessen der Integrand wieder seinen Ausgangswert annimmdt.

Unser geschlossener Weg wivd den einzelnen singuliren Punkt gleich
oft im positiven wie im negativen Sinn umkreisen miissen, damit er ein
n unserem Sinne ,,geschlossener Weg sei.

Solcher Wege gibt es natiirlich unendlich viele. Zu der hieraus ent-
springenden Vieldeutigkeit der Definition kommt aber noch der Umstand
hinzu, daB3 wir tberdies mit gewisser Willkiir festsetzen konnen, was
wir unter dem Integranden lings des Weges verstehen wollen, d. h. wie
wir die in ihm vorkommenden Potenzen (bzw. Exponentialfunktionen)
definieren wollen.

Wir werden nun zuzusehen haben, wie wir in die Gesamtheit all
dieser unendlich vielen verschiedenen Werte des Integrals Ubersicht und
Ordnung bringen.

Zunichst wollen wir in unserem hypergeometrischen Integral (vgl.
oben) die a, b, ¢, d und die «, f, v, 6 als konstant ansehen und also
die verschiedenen moglichen Werte des Integrals als nebeneinander
stehend betrachten, um erst in der nichsten Stunde auf die tiefer
dringende Frage einzugehen, wie bei Variierung jener Konstanten die
verschiedenen Zweige miteinander zusammenhidngen mdgen.

1. Wihlen wir fiir (#, @)* irgendeinen seiner Werte aus, so unter-
scheiden sich alle anderen Werte von diesem einen um einen Faktor ¢2#7%%%
wo x eine ganze Zahl ist. Analoges gilt fiir die anderen Faktoren des
Integranden, so dal man den Satz hat:

Aus jedem Werte des betrachieten Integrals, den wir irgendwie fest-
gelegt haben, ergeben sich — entsprechend anderen Definitionen der Po-
tenzen (u, a)*, (u, b)f, (u,c)?, (u, d)® — alle anderen, zum selben Integra-
tionswege gehovenden Integralwerte durch Hinzufiigung eines Faktors der
Gestalt 21" +aB+uy+v9) yptey % ), u, v ganze Zahlen verstanden.
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2. Zweitens fragen wir, wie die Definition des Integrals von der Aus-
wahl des Integrationsweges abhingt.

Wir wenden hier, um die Beziehungen zwischen den unendlich vielen
moglichen, geschlossenen Integrationswegen zu erforschen, folgendes
Verfahren an, das eine Beschrinkung auf besonders einfache Wege er-
moglicht:

Wir sind frither zur Anwendung der Doppelumliufe durch den Um-
stand gefiihrt worden, daB die offenen (d. h. die von einem singuliren
Punkt zu einem anderen singuliren Punkt des Integranden gehenden)
Integrationswege in manchen Fillen versagten. In denjenigen Fillen
jedoch, wo auch die letzteren ihre Bedeutung haben, kann man die Be-
ziehungen zwischen den verschiedenen Integralen auch mit Hilfe dieser
offenen Wege ergriinden; die so gefundenen Beziehungen miissen dann
nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung allgemeine Bedeutung
haben.

In diesem Sinne wollen wir jetzt verfahren. Wir machen also eine
Zeitlang die Voraussetzungen

Rx) >—1, RB >—1, KR@H)>—1, RE) >-—1,
welche der Relation
x+pf+y+o=—2
nicht widersprechen.

Unter diesen Voraussetzungen diirfen wir ndmlich alsdann alle ge-
schlossenen Wege bis an die singuliren Punkte selbst heranziehen, so
daB sie im wesentlichen aus offenen Wegen zwischen den einzelnen sin-
guliren Punkten zusammengesetzt sind. Die Mannigfaltigkeit solcher
offenen Wege 14Bt sich nun leicht iiberschauen, womit man zugleich
eine Ubersicht iiber die Mannigfaltigkeit aller geschlossenen Wege ge-
winnt, bei der man dann die anfinglichen beschrinkenden Voraus-
setzungen beziiglich R («) usw. fallen lassen darf. Der Gedankengang
wird also folgender sein:

Ich werde die Ubersicht viber die verschiedenen Werte unseres Integrals
unter den beschrinkenden Voraussetzungen

R(x) >—1, REG>—1, R >—1, RO >—1

herieiten, um dann zu diberlegen, daB diese Ubersicht allgemein gilt, auch
wenn die beschrinkenden Voraussetzungen nicht zutreffen.

Sei also W ein geschlossener, durch keinen Verzweigungspunkt des
Integranden laufender Weg (lings dessen sich der Integrand reprodu-
ziert). Iy bezeichne den Wert des lings W erstreckten Integrals; die
Vieldeutigkeit des Integranden sei dabei durch Verabredungen behoben,
auf die wir gleich nachher zu sprechen kommen. Nun &4ndert sich Iy
nicht, wenn wir W stetig in andere geschlossene Wege iiberfiithren, so-
fern nur bei der stetigen Deformation der Weg nicht iiber einen Ver-
zweigungspunkt hiniibergezogen wird. Solche Wege werden wir also bei
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unseren Betrachtungen als ,,dguivalent’ (,,gleich”*) zu betrachten haben.
(Die gemeinte Aquivalenz zwischen den Wegen hat in der Tat den
Charakter einer Gleichheit.) Offenbar ist nun jeder Weg W einem Wege
W* dquivalent, der durch Aneinanderreihung geradliniger, je zwei Ver-
zweigungspunkte verbindender Wege W,,, W,., W,a, Waer Wiyar, Wea
entsteht — sog. ,,Elementarwege’” (vgl. die Fig. 20; alles gilt auch
fiir den Fall, daB die Verzweigungspunkte «, b, ¢, 4 in einer Geraden
liegen). Und dementsprechend liBt sich Iy = Iy als Summe von
Integralen darstellen, die lings der Wege W,, usw. erstreckt sind und
deren Werte wir kurz mit I, usw. bezeichnen wollen. Dabei ist aber
wohl zu beachten, daf3 I,, im allgemeinen unendlich vieldeutig ist. Um
uns iiber die Art dieser Vieldeutigkeit klar zu werden, machen wir zu-
nichst den Integranden durch ein bekanntes Verfahren eindeutig. Wir
denken uns nimlich die Ebene lings der drei Wege W,;, W,,, W.q

Fig. 20. Die sechs Elementarwege W, usw., durch Fig.21. Die lings da, db, dc aufgeschnittene
welche je zwei der vier Verzweigungspunkte a4, b, u-Ebene nebst Integralwerten I:d usw. auf den
¢, @ verbunden werden. positiven und negativen Ufern.

aufgeschnitten. In dieser zerschnittenen Ebene kann man nun nach
Belieben irgendeine Definition der Potenzen (u,a)*, (u,d)%, (u,c)?,
(u,d)® zugrunde legen und wird ohne Uberschreitung des Einschnitt-
systems nie zu anderen Werten der Potenzen gelangen. Wir wihlen
also einen in der zerschnittenen Ebene eindeutigen Zweig des Integranden
aus und halten ihn bei den folgenden Betrachtungen durchaus fest. Bei
unseren Einschnitten W,; usw. sind jetzt die beiden Seiten (,,Ufer’)
etwa als positives (+) und negatives (—) Ufer zu unterscheiden (vgl.
die Festsetzung in der Fig. 21), weil ja der Integrand am einen Ufer
im allgemeinen einen anderen Wert besitzt als am anderen (vgl. unten).
Unter I}; wollen wir nun den Wert des auf dem positiven Ufer des
Schnittes W, ; von a nach d erstreckien Integrals verstehen, ebenso unter
I}, Ity die auf dem positiven Ufer der betreffenden Schnitte in der
Richtung von ¢ nach 4 bzw. von b nach d erstreckten Integrale.
Auf dem negativen Ufer von W, ; unterscheidet sich aber der Wert
des Integranden von demjenigen auf dem positiven Ufer um den Fak-
tor e2¢7*, Also ergibt das auf dem negativen Ufer von a nach 4 erstreckte
Integrad den Wert I;; = ¢2*"* I},. Entsprechend ergeben sich auf den
negativen Ufern von W,,;, W,, die Werte e2‘*f I}, 2= I},
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Die anderen Integrationswege W,., W,,, W,, dagegen ergeben auf
beiden Ufern die gleichen Werte I,, = I}, = I, usw.
Awuf solche Weise haben wir filr die sechs (geradlinigen) Wege W ,, usw.
Integralwerte
I, I, I

+ + +
ab? ac’ ad? I Ibd’ ch

ber
etndeutig festgelegt.

Nunmehr kénnen wir préziser sagen: So wie man jeden beliebigen
Integrationsweg aus den Elementarwegen

Wab: Wac: Wad: Wbc, Wbd; ch

zusammensetzen kann, so kann man jedes beliebige Integral (iiber einen
geschlossenen Weg [vgl. S.91]) aus den Integralen I},, If,, I};, If,,
If;, I}, linear zusammensetzen mit Koeffizienten, welche ihrerseits
ganze rationale Funktionen (Polynome) der

gZimx, 62inﬂ’ e2iny, eg2ind

sind mit ganzen Zahlen als Koeffizienten (,,ganzzahlige Polynome).

Nun sind aber, wie wir unten sehen werden, auch die sechs Integrale
I}, usw. nicht unabhingig voneinander, d. h. es bestehen zwischen den
Integralen I,,, ..., I}; lineare homogene Beziehungen, deren Koeffi-
zienten ganzzahlige Polynome der ¢2¢** usw. sind. Die genannten Be-
ziehungen gestatten uns daher, diese sechs Integrale noch durch eine
4 geringere Zahl unter ihnen auszudriicken.

Um dies einzusehen, beachten wir:

Durch unsere sechs Wege W,,, W,

W,q usw. wird die ganze Ebene in vier

Gebiete geteilt (vgl. die Fig. 22), nim-

lich in die Dreiecke bcd, acd, abc und

in das AuBere des Dreiecks abd, welches

) o i ja selbst ein (den unendlich fernen Punkt

S devchistenen, Ufer dee Blementarwege  €nthaltendes) Dreieck in der komplexen
erstreckten Integrale. u-Ebene ist.

Integriert man nun um irgendeines dieser Dreiecke herum, so muf
man Null als Gesamtwert des Integrals bekommen. So erhidlt man
folgende vier Relationen:

—Ipe + I}y — 277 1 = 0,
—Ioq + I:d - e2i”a1;d =0,
—Igp+ 15— L, =0,
Iab+lbc+lca =0.
Beginn der einundzwanzigsten Vorlesung.
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Losen wir die ersten Relationen nach I,,, I.,, I,, auf und setzen
die so erhaltenen Ausdriicke fiir I,, usw. in der letzten Relation ein,
so nehmen die Relationen folgende Gestalt an:

1. Iye = Ify — 77 I3, ,

2. I, = I, — e2i=a]},

3. Iy = I}, — it I},

4. (1 =1, + (1 — )L, + (1 — ) I, = 0.

Wir ersehen hieraus:

Alle unsere Integrale 1 sind lineare Verbindungen der drei Integrale
If,, Its, I, zwischen denen tiberdies die Relation 4. besteht, und zwar
sind die Koeffizienten der lineaven Verbindungen ganzzahlige Polynome
in den drei ,Einhettswurzeln'’

eZina, e?.irzﬂ, einy

Die simtlichen Integrale I sind also sogar in einer bindren, etwa aus I,
und I}, abgeleiteten Schar emthalten (vgl. § 11).
So gestaltet sich die Theorie der Integrale, wenn wir die Integration
bis an die einzelnen Verzweigungspunkte selbst heranfiihren diirfen.
Zwischen den Integralen I,, usw. und den Doppelumlaufsintegralen
I,, usw. besteht dann (vgl. S. 80) folgender Zusammenhang:

Iarl
(1 _ e2inzx) (1 _ eZi:zd)

und entsprechend fiir die anderen Integrale.

Wenn nun die Bedingungen R («) > —1, R(B) > —1 usw. nicht er-
fiillt sind, dann verlieren zwar die I; als Integrale ihre Bedeutung, nicht
aber die Doppelumlaufsintegrale I,,.

Betrachten wir dann die vorstehende Formel geradezu als Definition
der I}, so gilt diese auch dann, wenn die Exponenten keinen Beschran-
kungen unterworfen sind, und die fir die Integrale I,, Ij;, I3, 1,5,
I,,, 1., gefundenen linearen Relationen miissen dann auch fiir die in
angegebener Weise durch die Doppelumlaufsintegrale I, ; usw. definierten
analytischen Funktionen I, ,, I;; usw. ihre Giiltigkeit behalten [*]. Also:

Die so gewonnenen Formeln sind allgemeingiiltig, wenn wiv unter den
sechs. Integralen I,q, Ivg, 1o, Lop; Iye, 1.4 gegebenenfalls nicht die lings
ad usw. erstreckien Integrale IF; usw. verstehen wollen, sondern die durch
Doppelumlanfsintegrale definierten Ausdriicke:

fg—
Iﬂd -

1, I
I“d = 2ina ’ 217 o)’ Ibd = 21 ﬂM 2%y’
(1 — 217%) (1 — **7°) (1 — 270) (1 — 47
I, I
I, = {7 B - L. .
ed (1 _ 821,:!;/) (1 _ 821:!(5) be (1 _ e2t«1ﬂ) (1 _ e‘l'tny)
I_cn ja
Ica = Iab = 5

(1 — e2im2) (1 — g2i7h)
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§ 19. Funktionentheoretische Untersuchung des hypergeometrischen
Integrals, insbesondere sein Zusammenhang mit der P-Funktion.

Es wird nicht nétig sein, hierin noch mehr ins einzelne zu gehen,
sondern wir wollen nunmehr die in der vorigen Stunde schon in Aus-
sicht genommene funktionentheoretische Betrachtungsweise einfithren, in-
dem wir jetzt die bisherigen Konstanten a, b, ¢, dund «, 8, y, 6 als Ver-
dnderliche ansehen und also den analytischen Zusammenhang zwischen
den verschiedenen gefundenen Werten des Integrals untersuchen.

Denken wir uns also irgendeinen Wert des (iiber einen geschlossenen
Weg erstreckten) Integrals

I ={(u,a)*(u,b)f (u,c) (u,d)’ (u, du)

ausgewihlt, und lassen wir dann zuerst die Exponenten «, f, y, 6
variieren! Ich behaupte:

Jede einzelne Bestimmung von I, die wir machen kinnen, liefert uns
etne eindeutige ganze Funktion der Verinderlichen «, f, vy, 0, und alle
diese eindeutigen Funktionen verlaufen voneinander getrennt in dem Sinne,
dap sie nicht durch analytische Fortsetzung hinsichtlich der Verinderlichen
x, B, vy, 0 ineinander iiberfiihrbar sind. '

Der Beweis unseres Theorems liegt einfach darin, daB jeder einzelne
Exponentialfaktor des Integranden die in Rede stehende Eigenschaft
hat. Denn habe ich einmal bestimmt, welchen Zweig ich in

(u, a)a = eologl(u,a)

unter log (#, a) verstehen will, so definiert die Reihe

s 4 o) |l
welche (bei beschrinktem log(u, a)) fiir beliebige (endliche) « kon-
vergiert, eine wohlbestimmte eindeutige und ganze Funktion der Ver-
anderlichen «; durch analytische Fortsetzung (hinsichtlich der Ver-
inderlichen «, also bei festgehaltenem log(#, @)) kann man also keinen
der anderen Zweige von (#, a)* bekommen, welche sich ja von dem ur-
spriinglich festgelegten Zweig durch Faktoren ¢2¥7¢* unterscheiden
(% bedeutet eine ganze, von Null verschiedene Zahl). Dasselbe gilt fiir das
Produkt der Potenzen in unserem Integranden und fiir das Integral
selbst, wohlbemerkt sofern man allein die «, §, ¥, 6 als verinderlich
ansieht (also die gewidhlten Zweige von log(#, a) usw. beibehilt).

Wie hingt nun aber unser Integral von den Verzweigungspunkten
a, b, ¢, d und von etwaigen Umldufen derselben ab?

Natiirlich hdngt das (homogen geschriebene) Integral nicht nur von
der Lage der Punkte 4, b, ¢, d selbst ab, sondern auch von den Werten
a;, ay; by, by; ¢y, ca; dy, dy der ,,homogenen* Verdnderlichen. Wir werden
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uns aber von dieser sekundiren Abhingigkeit dadurch frei machen, daB3
wir von unserer Form

((a, d) (B, ©))P ((b, d)(c, @) ((c, d)(a, b)) (a, b) ~Ha+A+1) (g c)—Hatr+D)
(@, d)—3@+3+1) (b, )= HB+r+D) (b, d)—HA+0+D) (¢ g)—}r+o+D)

[ (w, @)% (u, b)F (u,c)7 (u, &) (u, du)

zu der oben (S. 90) mit P bezeichneten Funktion iibergehen, welche nur

i I W N P WP R R N
von den Quotienten a = 5 0=, C=7, d= A abhingt.

Wir behaupten nun:

Eine jede Bestimmungsweise des Integrals P, aufgefaft als Funktion
des Punktes a oder des Punktes b oder des Punktes ¢ oder endlich des
Punktes d, wird immer einen Zweig etner RIEMANNschen P-Funktion
liefern, und zwar behaupte ich spezieller fiir den Punki d, daf es sich
dabei um folgende RIEMANNsche P-Funktion handelt:

a b ¢
?+a+5+1 q+ﬂ+5+1 7+7+5+1
P 2 2 2 di.
+d+1 +d+1 +d+1
P_a‘z— q—ﬁ__z_"" '_Z"“E— ‘

Zum Beweise hierfiir gibt es drei Wege:

1. Einsetzen in die Differentialgleichung (hypergeometrische Diffe-
rentialgleichung).

2. Die Entwicklung in eine Potenzreihe (hypergeometrische Reihe).

3. Direktes Studium der analytischen Fortsetzung vom Integral selbst
aus.

Man kann ndmlich erstens zeigen, daBl unsere Doppelumlaufintegrale
der hypergeometrischen Differentialgleichung geniigen, zwestens, daB sie
sich auf hypergeometrische Reihen zuriickfiihren lassen. Diese beiden
Methoden haben wir bereits zu Anfang des Semesters (Einleitung) auf
das damals betrachtete (iiber ein reelles Intervall erstreckte) Integral
angewendet, nach dem Vorgang von EULER, und wir werden sie mit
geringen Modifikationen auch auf unsere Doppelumlaufintegrale sowie
iiberhaupt auf die Integrale mit irgendwelchem geschlossenen Integra-
tionsweg iibertragen kénnen.

Die dritte Methode dagegen wird uns wesentlich neue Gesichtspunkte
liefern und ist insofern die interessanteste.

Doch wollen wir demungeachtet erst auch auf die beiden ersten Ver-
fahrensweisen eingehen, um zu sehen, wie sich die uns schon bekannten
Schliisse hier modifizieren. Wir kénnten, wie es SCHELLENBERG [1] in
seiner Arbeit tut, die ganzen Betrachtungen mit Beibehaltung der homo-
genen Verinderlichen durchfithren, doch wollen wir es uns, da doch nur
Funktionen vorliegen, dadurch bequemer machen, dafl wir das Doppel-

Klein, Hypergeometrische Funktion. 7
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verhéltnis von % zu a, b, ¢ als Integrationsverinderliche einfiihren, also

wie frither setzen:
__(a,u)(b, c) __(a, d)(b, )
T Guw@o) T (B d) (o)

Die zu beweisende Gleichung geht dadurch iiber in (vgl. S. 90):

20t vl
% zZ (1—2x) 2 /u“(1 —w)?(x —u)’du

0 oo 1
41 41 o+ 1
Pp+“_+_2+_ q_|_ﬂi2_+_, f—i—’i},_j;
- x
_at+d+1 B+d+1 y+8 +1
? 2 1——> A

(Der links im Unterschied zu S.90 weggelassene Faktor (—1)'~¢ ist
unwesentlich, da ja die RiEMaNNsche P-Funktion noch eine willkiirliche
multiplikative Konstante enthilt.)

Dividieren wir diese Gleichung noch durch den vor dem Integral
stehenden Faktor (und beriicksichtigen, da « + 8+ v + 6 +2 =0,
2p + 29 + 2r — 1 = 0), so geht sie iiber in

0 oo 1
fu"‘(1——u)7’(x—u)'5du=P «+d6+1 f+1 y4+6+1 =
0 —0 0

DaB bei dieser Division der oben angegebenen P-Funktion mit

P~ e+ (1 — g)r—3(r+3+1)

wieder eine P-Funktion (natiirlich mit anderem Exponenten) resultiert,
ergibt sich unmittelbar aus dem Begriff der P-Funktion.

Setzt man nun noch fiir ¥ die Verinderliche 1/x, wendet rechts die be-
kannte Transformation der RiEMaNNschen P-Funktion an (vgl. S. 43/44)
und multipliziert schlieBlich die ganze Gleichung noch mit x?, so ergibt
sich als zu beweisende Identitit:

| 0 o) 1
/u"‘(i——u)?u—xu)“du:P Bo4+1 adt1 p+o41 x|
0 _5 0

Das Integral auf der linken Seite unterscheidet sich jetzt von dem
zu Anfang des Semesters (Einleitung) angegebenen EULERschen Integral
nur dadurch, daB es lings eines geschlossenen Weges und spezieller eines
Doppelumlanfs um w = 0 und w = 1 zu erstrecken ist, wihrend jenes
langs des offenen Weges von # = 0 bis # = 1 zu nehmen war. Jenes
hatte nur unter gewissen beschrinkenden Voraussetzungen iiber die Ex-
ponenten eine Bedeutung, das jetzige hat immer einen Sinn. Diese
Formel ist nun in der nichsten Stunde zu beweisen, sei es durch Auf-
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stellung der Differentialgleichung, sei es durch Angabe der Reihen-
entwicklung; wohlverstanden: beides fiir das Doppelumlaufintegral.

Die in der vorigen Stunde vorgenommene Umformung des Integrals P
kann man in eins zusammenfassen, indem man setzt:
_ (a, u) (b, ¢) X = (b, d)(a, c)
(b, u)(a,c)’ (a, d)(b,c) "
Das:Integral verwandelt sich dabei genau in folgendes:
r+8 i+l pHo+1

p—— —

(—1) 2 X 2 (1 — x)r 2 fu“(1 —u)(1 — xu)du.

Durch Division mit dem vor dem Integral stehenden Ausdruck ent-
steht dann die letzte in der vorigen Stunde angegebene RIEMANNsche
P-Funktion.

Erstens: Wir wollen nunmehr beweisen, daf3 das Integral

/u"‘ (1 —ur(1 —xu)ldu
»
in der Tat einer hypergeometrischen Differentialgleichung geniigt (6 ¥ 0).
Wir bezeichnen den Integranden mit w, das Integral mit L und bilden
uns, genau wie beim bestimmten Integral zu Anfang des Semesters
(Einleitung), die Funktion

D = urt1(1 — uprt1(1 — xu)d-1
und ihren Differentialquotienten nach #:

90 — w1 — wr(1 — 22+ 1) (1 — w) (1 — x0)
— DUl —xu) —x@ — 1) u(t — ).
Diesen koénnen wir wieder linear, und zwar mit von # unabhingigen
Koeffizienten, durch den Integranden w und seinen ersten und zweiten

Differentialquotienten nach x darstellen (6 == 0; der Fall 6 = 0 ist trivial):

ad x+y+2 —a+d—2 \dw  r(1—2) Fw

?17—(“+1)w+( s T ; x)a7+ 5 0%

Diese Formel wurde nun seinerzeit nach » zwischen 0 und 1 integriert

und ergab dann (da die Funktion @, also das Integral von d ®/du, an beiden
Integrationsgrenzen verschwand), wenigstens unter den fiir die Ex-
ponenten gemachten Voraussetzungen, eine lineare Differentialgleichung
fiir das bestimmte Integral L, ndmlich (wenn ich noch mit 6 multipli-
ziere):

0z6(zx+1)L+(oc+y+2+(—oc+6—2)x)%+x(1~x)§§;.

Beginn der zweiundzwanzigsten Vorlesung.
7*
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Gegenwirtig haben wir es aber statt mit einem bestimmten Integrale
von # = 0 bis # = 1 mit einem Doppelumlaufintegral um irgend zwei
Verzweigungspunkte des Integranden zu tun.

Der Unterschied in der Ableitung der Differentialgleichung fiir L ist
nun dieser, daf wir friiher das Integral iiber dD|du, zwischen u—=0 und u =1
erstreckt, gleich Null setzten, weil D insbesondere so konstruiert war, daf
es an den beiden Integrationsgrenzen verschwand, daf jetzt aber f dd =0

D

2u setzen ist, weil es sich um einen Integrationsweg handelt, welcher auf
der 2u D gehirigen RIEMANNschen Fliche geschlossen ist.

Der Hauptfortschritt gegen frither ist dabei der, daf der jetzige Ansatz
ohne Unterschied fiir ganz beliebige Exponenten seine Giiltigkeit behdlt.

Zweitens: In genau derselben Weise, wie frither das bestimmte
(zwischen # =0 und # =1 erstreckte) Integral, setzen wir nun auch
das Doppelumlaufintegral in eine hypergeometrische Rethe um (vgl. die
Einleitung).

Wir entwickeln (1 — x%)° vermittels der binomischen Reihe nach
steigenden Potenzen von x (fiir hinreichend kleine |#| und |x}):

(1 —xu)d =1 — dxu —|—(g> x%ﬁ-@) Bud + ...

é

und erhalten nach Multiplikation mit #*(1 — )" durch gliedweise In-
tegration die (ebenfalls konvergente) Reihe:

‘/‘u"‘ (1 —urdu — 6x/u"‘+1 (1 —u)rdu + (2) xzfu"‘+2(1 — u)’du —

— (%) a8 uw*t3(l —u)yrdu 4 ---,
HE)

wobei nur jetzt, zum Unterschied gegen frither, jedes Integral lings
eines, die Punkte 0 und 1 (bzw. 2 und ¢) umschlingenden, Doppelumlaufs
zu erstrecken ist, statt lings der Strecke 0, 1. Demgemi8l haben wir
fiir die einzelnen Integrale jetzt die modifizierte EULERsche Formel an-
zuwenden (vgl. S. 81), so da man (abgesehen von einer Potenz von
—1) erhilt:

4n? 4728

(T t7+2 T T—a— DNl tr T3
8(6—1)
4,712 12 2+ B
T s (N latrian > T

4 72

_ (=) (x+1) (—5)(—5+1)(0¢+1)(a+2)x2
T I (=) (=) T (x+y+2)

11{a+7r+2) 217+ 2)otr+3)

(=0)(—0+1)(—8+2) (o +1)(x+2)(ex+3)
3 at+y+2)(a+r+3){a+r+4)

Flao+1, —0; a+y+2; %).

x4

o

+

x3+...}

4 n?
T I(—) (=) (x+ 7+ 2)
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(Falls & oder y oder —(x + 9 + 2) gleich 0, 41, 42, ... sind, ist der
Faktor von F gleich Null).

So sind wir in der Tat zur hypergeometrischen Reihe gelangt, nur
mit einem bestimmten, von den Exponenten abhingigen Faktor be-
haftet.

Das urspriingliche, homogen geschriebene Integral P (vgl. z. B. S.97)
erhilt man hieraus durch Multiplikation mit x2—##+3+1 (1 _x)r—#r+d+1),
und zwar handelt es sich hier gerade um denjenigen Doppelumlauf als
Integrationsweg, welcher die Punkte & und ¢ umschlingt. Ein auf diesem
Wege erstrecktes Integral heifle P'% ),

Wir sehen nun, daB unser Integral P'% © gerade den einen der zum

Punkte a gehorigen Fundamentalzweige der RiEMANNschen P-Funktion
B+l Lotrtl
2, 2

vorstellt, der aus einer Potenzreihe besteht, die mit xq
multipliziert ist.

Indem wiv in der u-Ebene den Doppelumlauf um die Punkte a und ¢
nehmen, kommen wiv auf denjenigen Fundamentalzweig unserer P-Funk-

tion, welcher in der Umgebung des Punktes x = 0 durch das Symbol
_F+d+1 aty+l

P 2 oder, was dasselbe ist, P 2 zu bezeichnen ist. Dieser
Zweig aber ist so mit einem konstanten Faktor multipliziert, daf das erste
Glied in der Reihenentwicklung nach Potenzen von x (abgesehen von einer,
in gewisser Weise willkiirlichen Potenz von (—A1)) den Koeffizienten hat:

42

(=) [(=p) (> +7+2)°

Hitten wir das Integral fiir einen Doppelumlauf um zwei andere
Punkte berechnet, so hitten wir ein ganz entsprechendes Resultat er-
halten, welches sich aus demjenigen fiir P'* ¢ durch bloBe Buchstaben-
vertauschung und gegebenenfalls Ersetzung von x durch die entsprechende
lineare Funktion 1/x, 1 — x usw. ergibt.

Jeder der sechs moglichen Doppelumlidufe liefert so gerade einen der
sechs Fundamentalzweige ; insbesondere liefert das Integral P 4 den
zweiten zu x = 0 gehdrigen Fundamentalzweig. Also:

Das Integral P® @ liefert uns fiir die Umgebung der Stelle x = 0 den
B+o+1
2

zweiten Fundamentalzweig, den wiv nach seinem Exponenten mit P
aty+1

oder, was dasselbe ist, mit Pq__z— 2u bezeichnen haben, und die Rethen-

entwicklung, welche wiv hier bekommen, besitzt als Koeffizienten des ersten
Gliedes (von etwaigen Potenzen von (—1) abgesehen):
472

(= (=8)I'(B+d+2)°

Drittens: Nachdem die Giiltigkeit der Differentialgleichung und der
Reihenentwicklung verifiziert ist, versuchen wir nun endlich awus dem
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Integrale selbst auf funktionentheoretischem Wege das charakteristische
Verhalten der P-Funktion zu erschiiefien. Statt des Doppelumlaufes um
zwei Punkte soll, der Bequemlichkeit halber, im folgenden die Ver-
bindungsstrecke der beiden Punkte gewihlt werden, was unter be-
kannten Bedingungen fiir die «, §, y, 0 gestattet ist. (Da} dies keine
Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet, ist bereits friither dargelegt;
vgl. S.921f.)

Es handle sich um das Integral P ¢, welches wir uns etwa, im
Sinne von S. 95, durch das zugehérige Doppelumlaufintegral definiert
denken. Es sei hier a = 0, ¢ = 1. Der Integrationsweg, welcher in der
Ebene der Veridnderlichen # zwischen 0 und 1 verliuft, kann ohne
Anderung des Integralwertes beliebig deformiert werden; nur sind seine
Endpunkte festzuhalten, und er darf nie iber einen singuldren Punkt
hinweggezogen werden.

Lassen wir nun, um das funktionentheoretische Verhalten des In-
tegrals als Funktion von x zu erforschen, den Wert x variieren, d. h.

i
ya
{
a=0 N COm=] ..—).b—cv
—
Fig. 23. Deformation des Integrationsweges Fig. 24. Fortsetzung der in Fig. 23 begonnenen
zwischen # =a und % =c. Deformation des Integrationsweges.

den Verzweigungspunkt 1/x wandern. Dabei darf dieser Verzweigungs-
punkt den Integrationsweg nie liberschreiten, weil wir sonst einen anderen
Zweig, also eine unstetige Anderung der Funktion bekimen; dennoch
brauchen wir die Verdndevlichkeit von x keiner Beschrinkung zu unter-
werfen, da man ja den Integrationsweg stetig so deformieren kann, daf
er dem Punkie 1]x immer ausweicht. Wir sagen geradezu:

Um unser bestimmtes Integral als eine Funktion von x aufzufassen,
miissen wir uns den Integrationsweg als einen elastischen Faden denken,
die Verzweigungspunkte als Stifte, iiber welche der Faden nicht hinweg-
gleiten kann, so daB3, wenn ein wandernder Verzweigungspunkt gegen
unseren Faden stof3t, er weiter den Faden vor sich herschiebt, ohne
ihn zu zerreiBen oder zu iiberschreiten.

Lassen wir in dieser Weise den Verzweigungspunkt 1/x einen ge-
schlossenen Umlauf z. B. um den Punkt x = 1 ausfiihren, so wird er
den Integrationsweg so deformieren, wie es in der Fig. 24 ange-
geben ist.

Der Weg von 0 nach 1 hat sich also in einen Weg verwandelt, der
von 0 nach 1, von 1 nach 1/ und dann wieder nach Umkreisung des
Punktes 1/x von 1/x nach 1 zuriicklduft.

DasIntegral P‘% 1 verwandelt sich also in P\ 1) p1. 150 — g2id p(, 1/z),
Dabei ist P12 geeignet zu definieren.
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Wir erkennen im Beispiel, dal nach dem Umlauf des Punktes 1/x um
den Punkt 1 das Integral P®1 sich in POV 4 (1 — ¢2i7d) pA. 12
verwandelt hat.

So wird iberhaupt jeder Integrationsweg nach einem beliebigen Umlauf
des 1/x sich in eine neue Kombination der fundamentalen sechs Wege (d. h.
der Verbindungsstrecken der Verzweigungspunkie) verwandeln; und das
kommt dann darauf hinaus, daf trgend zwei linear unabhingige Integrale
P, und P,, die wir esnmal auswihlen, nach einem Umlauf des 1/x bzw. des
x sich in zwei neue Integrale verwandelt haben werden, welche lineare Ver-
bindungen der P,, P, sind, d. h. bei jedem Umlauf des x erfahren Py, P,
eine lineare Substitution, wie es eben der chavakteristischen Eigenschaft der
RiemaNNschen P-Funktion entspricht.

§ 20. Theorie der P-Funktion vom Integral aus.

Wie gestaltet sich nun im einzelnen die Theorie der P-Funktion von
der Definition durch unser Doppelumlaufintegral aus? Insbesondere,
welche Vorziige besitzt dieses Verfahren, das Integral an die Spitze zu
stellen? Wir sagen zunichst:

Ausgehend von dem Integral bilden wir uns durch zwei geschlossene
Umliufe zwei linear unabhingige Funktionszweige P, und P,. Als
P-Funktion soll dann jede Funktion bezeichnet werden, die aus
einer linearen Verbindung ¢, P, + c,P,dieser Zweige durch ana-
lytische Forisetzung erwdchst, unter c;, ¢, beliebige numerische
Konstanten verstanden (vgl. S. 54, zweite Definition).

Denken wir nun unsere Integrale nach Potenzen des Doppelverhilt-

(a, d) (b, ¢)

nisses x = . d) (a.c)
Die P-Funktion, wie sie vom Integral aus definiert wurde, ist ein-

begriffen unter dem RIEMANNschen Symbol

entwickelt, so ergibt sich (gemifl S.98):

0 oo 1
oc+3+1 B+d+1 y+d+1
plpt—FH— 99— — V:i:——2— x|,
p:]:ﬂ+y+1 q¢vx+7+1 7:Foc+ﬂ+1
2

wobei x ein geeignetes Doppelverhilinis der vier Punkte a, b, ¢, d bedeutet.
In diesem RiEMANNschen Symbol gehéren insbesondere zum Punkte

§oFaF1
x=0,d. h. b =c oder d = a, zwei Fundamentallésungen P 2
Frr+1
und P 2, Als Integrale sind diese geradezu folgendermaflen de-

finiert:

Beginn der dreiundzwanzigsten Vorlesung.
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a+o+1
Die eine Fundamentallosung P"" % wird durch den Doppelumlanf
pty+1
in der u-Ebene um die Punkic a und d geliefert, die andere P 2
durch den Doppelumlauf wm die Punkte b und c. Entsprechendes gilt fiir
die zu x = oo und x = 1 gehorenden Fundamentallosungen.

Die Entwicklung der Theorie von der Integraldefinition aus greift
mannigfach iiber den von RIEMANN in seiner Arbeit innegehaltenen
Standpunkt hinaus [*].

Vorziige unserer Integralbetrachtung vor dem RIEMANNschen Schema:

1. Bei RIEMANN erscheint die P-Funktion nur als Funktion von x;
bes uns erscheint sie als Funktion der vier Verzweigungspunkte a, b, c, d
und der vier Exponenten «, B, v, 0 sowie der Zahlen p, q, v

Wir wollen jetzt so schreiben:

a b c '
d+1 d+1 d+1
|15i°‘+ R Tt al.

RIEMANN betrachtet diese Funktion nur als Funktion von 4, nicht
auch von a4, b, ¢. Im RiEMANNschen Sinne bleibt die Funktion auch
noch eine P-Funktion derselben Art, wenn man sie mit irgendeiner von
d unabhingigen Konstanten multipliziert; diese willkiirliche Konstante
kann von den «, b, ¢, den «, §, ¥, 6 und den #, ¢, » noch in ganz be-
liebiger Weise abhingen. Also:

Der erste Fortschritt ist der, daB unsere P-Funktion als Funktion samt—
Uicher Gréfen a, b, c, d; &, 8, v, 0, p, q, r volitg definiert ist, wihrend
bei der anderen Behandlungsweise die Abhingigkeit allein von d ins Auge
gefafit wird.

2. Wir werden dies zweckmiBig durch Einfilhrung eines neuen
Schemas ausdriicken, welches diese Abhéngigkeit in symmetrischer Weise
hervortreten l4Bt.

Wir schreiben:

a b c a
e - 4
q:Foc+7+1 P:Fﬁ+;+1 _ ri6+;;+1 c

d ypotht _ JENZIESN ETET

. rq:ﬂ-l—oc-l—i q:F7+oc+1 pi6+<x+1 a

Die Gleichberechtigung der vier Punkte a, b, ¢, d wird durch dieses er-
weiterte Schema zum Ausdruck gebracht. Die simultane Abhingigkeit des
P von den vier Punkten a, b, ¢, d ist erschipfend angegeben, wenn wir
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nur sagen, es sei P eine absolute Invariante der a, b, c, d, d. h. eine Funk-
tion des Doppelverhiltnisses derselben.

3. Mit dieser erweiterten Auffassung hingt zusammen, was iiber die
Differentialgleichung der P-Funktion zu sagen ist. Man sieht:

Die gewohnliche Differentialgleichung gibt eine lineare Relation zwischen
oP 2P
9d’ dat’

An Stelle dieser Differentialgleichung tritt jetzt ein ganzes System linearer
Differentialgleichungen, indem zwischen je drei Grifen aus der Reihe:
p, 92 9P 0P 0P

> da’ 0b’ ¢’ dd’
P 2P 2P ¢:P 2P ¢:pP op 2P 2P 2P
da?’ 0adb’ dadc’ Cadd’ 0b2’ 0Obdc’ dbdd’ dc2’ &cdd’ da*
eine lineare Relation besteht mit Koeffizienten, welche rationale Funktionen
dera,b,c,d;x,B,v,0;p,q,rsind (vgl. die Herleitung der Differential-
gleichung S. 99).

4. Was die Abhingigkeit von den Exponenten anlangt, so behaupten
wir: P st eine eindeutige ganze Funktion der Exponenten x, f, v, 0;
b, q. 7.

Es folgt dies ohne weiteres daraus, dafl unsere iiber geschlossene
Wege gefiihrten Integrale fiir jedes Wertsystem der Exponenten ihre
Bedeutung behalten.

Zusatz: Es sei gleich hier erwihnt, daB z. B. fiir ganzzahliges positives
o das Integral P@ ¢ identisch Null wird (vgl. 5., S. 106). Wie sich aus
Spiterem ergibt (vgl. die Relationen S. 109), liegt dann einer der friiher
(S. 51/52) erwidhnten Fille vor, wo eine der acht Summen +1 4y +»
gleich einer ungeraden ganzen Zahl ist (4, #, v bedeuten die Exponenten-
differenzen der betrachteten P-Funktion). — g Brd+

Betrachten wir insbesondere die Fundamentallésung P9~ P" 2
Dieselbe ist, wie wir wissen — abgesehen von einer Potenz von —A1,
welche iibrigens selbst als eindeutige ganze Funktion der Exponenten

P)

definiert werden kann —, gleich dem Integral:
548 s
‘Bigjl (1 — x)’—DLEﬂ w*(1 —u)’(1 — xu)’du.
D

Dieses aber lieB sich (S. 100—101) in eine hypergeometrische Reihe

umsetzen:
2 +é+41 +8+1

AT T ™ 2 U= 5 Flatt, =5, a2 o).

Die hypergeometrische Reihe wird nun zwar sinnlos, wenn « +y + 2
gleich einer nichtpositiven ganzen Zahl — k% ist, weil die Nenner fast
aller Koeffizienten der Reihe den Faktor &« 4 y + 2 + % enthalten
(ibrigens in der ersten Potenz). Den gleichen Faktor in gleicher Viel-
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fachheit enthilt aber auch 1:I'(x + ¢ + 2), womit die ganze Reihe
multipliziert ist. Daraus kann man schlieBen, daB die Koeffizienten
einzeln fiir « + ¥ 4+ 2 » — k& bestimmte Grenzwerte besitzen, daB die
mit diesen Grenzwerten gebildete Reihe konvergiert und daB ihre Summe
der Grenzwert der Reihensummen fiir die zu — %2 benachbarten Werte
von a4y 2 ergibt. Die Einzelheiten des Beweises kénnen iibergangen
werden. — Zusammenfassung:

Diese Eigenschaft von P, eine ganze Funkiion der Exponenten zu sein,
tritt beispielsweise bei der fiir P 9 in der vorigen Stunde gegebenen Reihen-
entwicklung hervor, indem die vorkommende hypergeometrische Reihe
Fla4+1, —0; &+ vy + 2; x) gerade durch I'(x + y + 2) dividiert ist,
so daf die Pole, welche die Koeffizienten besitzen, wenn & + y -+ 2 gleich
Null oder eine mnegative ganze Zahl ist, durch die Nullstellen von
1: (o + y + 2) genau kompensiert werden.

5. D'e weiteren Gammafaktoren I'(—&) und I'(—y) bewirken, daf
P9 jdentisch verschwindet, wenn & oder y gleich einer wichtnegativen
ganzen Zahl ist.

Dieses identische Verschwinden von P'*©) folgt iibrigens auch sofort,
wenn wiv bedenken, daf der Doppelumlaunf um die Punkte a, c sich auf
einen der beiden Punkte zusammenzichen lift, sobald a oder c¢ aufhort,
fiir den Integranden singuldr zu sein.

6. Die Doppelumliufe um je zwei Punkte allein ergeben gerade die
verschiedenen Fundamentallésungen, jede aber mit einem ganz be-
stimmten Anfangskoeffizienten der Reihenentwicklung behaftet, wie
dies aus folgender Tabelle ersichtlich ist:

'] 2

P — P,,+‘"+2+1 Anfangskoeffizient Foa) T —A:Sy)ll‘(o‘—i—a—l—z)’
pfrrtL 472

Pe.o = p 2 TF(=AT(—)TB+7r+2)
q+ﬁi‘§il_ 472

pPea =p 2 T(=BI(=8) (B + 6+ 2)
_ g+ 2741 472

pea = p 2 T(—a) (=) (a +7 + 2)’
'+y_-l-(5—|:1 4a?

ped =p 2 T(—y)T(=8) Ty + 8+ 2)
,.+ﬂﬂj;1 4

pPab =p 2 F(—a) (=P T(a+F+2)

Damit haben wir ganz bestimmie Faktorven fesigelegt, mit denen die
Rethenentwicklungen dieser sechs Fundamentallosungen beginnen sollen.

Diese Festlegung der numerischen Konstanten ist nun besonders
wichtig, wie wir schon frither (S. 52) angaben, und zwar wichtig fiir die
Bestimmung der Koeffizienten in den Zusammenhangsformeln zwischen
den zu den verschiedenen singuliren Punkten gehérigen Fundamental-
l6sungen.



§ 20. Theorie der P-Funktion vom Integral aus. 107

Fiir das Problem, die Anfangskoeffizienten der Fundamentallésungen
so festzulegen, dal3 die Koeffizienten der Zusammenhangsformeln maog-
lichst einfach werden, hat BoLzA [1] zwei verschiedene Methoden an-
gegeben. Unsere aus den Integralen abgeleitete Festsetzung stimmt mit
keiner der beiden Borzaschen Verfiigungen iiberein, sondern stellt sich
neben dieselben als eine dritte Moglichkeit.

Wir wollen also jetzt die Koeffizienten in den Zusammenhangs-
formeln bestimmen. Ich fiihre fiir dle Exponenten p+ +*iv usw, der
P-Funktion die Bezeichnungen 4, 2", ', ,u v, 9"’ ein, fur die Diffe-
renzen derselben die Bezelchnungen M=V =1 W -y =u,
P — v =,

Wir haben also die RiemaNNsche P-Funktion:

a b ¢
P\¥ uw v =x
l/l M” v//

Kennzeichnen wir die mit dem Anfangskoeffizienten 1 beginnenden
Fundamentallésungen durch den unteren Index 0, so haben wir (vgl.
S. 51, unter Beachtung von II{(z) = I'(z 1)) fiir die P, P¥’, P¥, Pi~”,
Py, Py" Zusammenhangsformeln, welche aus einer von ihnen, etwa der
folgenden, durch Buchstabenvertauschung entstehen:

D — 37 + 1)L — /)

A
P() - I'(——l”—,u’——v’-l— 1)[‘(—'1”—‘“”—1/-!—1)
I‘(]’ /".I/ + 1)1"(1’/ — V”) "
+ F( R v’ 1)1‘(_1/}_ ,u”-—v”-l— 1)Pv0 .

Fithren wir die Werte der 4/, '"; u', p’; #', »"’ hierin ein:

P I R N A Fuza Eay
” __ _0‘+6+1 ” __,B+6+1 v _7+6+1
s —P 2 » M =49 2 » V=7 2 ’

so lautet die Formel:

J
P _ T8y = 3= 1) p rain
0 Tla+ DI(—7) 0
No4+842)T(y+6+1) ,, _r+d+l
T repre+y  Loo® o

Beginn der vierundzwanzigsten Vorlesung.
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Durch Einsetzen der frither (S.106) definierten Fundamentalzweige

prtotl
P~ 2 usw. statt der P, ergibt sich
a+6+1 +38+1
pPrs Iy —3—-1)I(+y+35+2) Pr+”—2—

I—o) (o + 1)
[(—a—f— Ol (Fa+f+2) y-"57

+ T(—8) (6 + 1)

und daraus mit Hilfe des Komplementensatzes (S. 69)

a+é+1 a+f+1 7Ho+1

[sin(y + 6 + )a] P*" 2 =[sinan] P~ 2 —[sindn]P 2

Indem wir die Fundamentalzweige der P-Funktion mit denjenigen
Faktoren einfiihven, welche bet der Definition durch die Doppelumlauf-
integrale sich einstellen, vereinfachen sich die Zusammenhangsrelationen
in der Art, daf (an Stelle der Gammafunktionen) als Koeffizienten tri-
gonometrische Funktionen (Stnusfunktionen) auftreten.

Wie schon gesagt, bekommt BoLza [1] andere Koeffizienten infolge
einer anderen Verfiigung iiber die Konstanten; doch sind seine Koeffi-
zienten ebenfalls trigonometrische Funktionen.

So viel iiber die Zusammenhangsrelationen. Um vollstindig zu sein,
miissen wir auch noch von den Ausnahmefillen der P-Funktion handeln,
von den Ausnahmefillen erster Ordnung, wo logarithmische Glieder
auftreten, und von den Ausnahmefillen zweiter Ordnung, wo die loga-
rithmischen Glieder wieder verschwinden (vgl. § 7).

Die Ausnahmefille treten ein, wenn eine der Exponentendifferenzen
X — 2" usw., also eine der sechs Zahlen x +6+1, f+y + 1, B + 6 +1,
o«+9y+1,y+06+1, x+ B+ 1 gleich einer ganzen Zahl (einschlieB3-
lich Null) ist. (Beachte: « +f 4y +d+42=0.)

Es zeigt sich, daB, wenn « + 6 + 1 und also auch 8 4 y+1 eine
ganze Zahl ist, die beiden Integrale P®® und P® ¢ aufhéren, linear
unabhingig zu sein; sind f 4 6 + 1 und & 4 y + 1 ganze Zahlen, so
sind P®% und P®© linear abhingig, wenn endlich y + 6 + 1 und
& + B + 1 ganze Zahlen sind, so sind P©»® und P*? linear abhingig
(vgl. SCHELLENBERG [1], S. 29). Also:

In diesen drei Fillen hiven die P'% 9 und P ) die PO % yud P& o)
die P9 ypd P quf, linecar unabhingig zu sein, sind also nicht mehr
als Basiszweige der bindren Schar von Funktionszweigen brauchbar, und
man muf sich durch einen Grenziibergang eine neue unabhingige Lisung
verschaffen. Es ist dies ganz dasselbe Verfahren, welches wir friiher
(vgl. § 8) eingeschlagen hatten, nur villig symmetrisch in der Bezeich-
nung, und ist vibrigens bei SCHELLENBERG ([1], § 10) des niheren nach-
zusehen.
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§ 21. Die zu einer P-Funktion gehérigen acht Integrale.
Homogene Normierung der P-Funktion.

Wir denken uns nun umgekehrt die RieMaNNsche P-Funktion ge-
geben und fragen uns, wie wir dieselbe durch ein Integral darstelien
kénnen.

Die P-Funktion sei (¥ = d gesetzt):

~

a b ¢
Py W vV x
/‘:/I ‘LL ’V”

Wir haben zu setzen:
Y d+1 ' 341 y 3+1
pr=p IR g BEIEL g 1R

’

Dabei bleibt es aber noch ganz willkiirlich, ob wir
a+6+1 und }»”=P—a+8+!

=p+— >
setzen oder umgekehrt:
l’:?—ﬁj‘;s_-{__! und l” p_i_gia—H.

Dieselbe Willkiir bleibt bei ', u#” und ', ¥".

Da wir hier nach Belieben das 4--Zeichen wihlen kénnen, so be-
kommen wir im ganzen acht verschiedene Integrale, welche die nimliche
P-Funktion darstellen.

Wir berechnen:

l/ + ;.// /, + 4 4 ,‘/l
p="T5, =t =R
a+6+1=iL B+oé+1=dpu, y+o+1==4v,
und aus den letzten Gleichungen folgt dann durch Addition und Be-
riicksichtigung der Relation
a+f+y+o=-—2
zunichst der Wert von &, dann der von «, 8, ¥, und zwar wird

. :J:H=u2:!:v—-1’ g FhkuFr—t1 _ FiFude—t o ldkudr—t

2 ’ 2 2

Man erhilt dementsprechend gerade acht Integralausdriicke. Aus
einer Verfiigung iiber die Vorzeichen der 4, u, » kann man alle anderen
erhalten, indem man einmal die Vorzeichen von zweien derselben um-
kehrt, ein andermal die Vorzeichen von allen dreien umkehrt. Kehrt
man aber die Vorzeichen von zweien der Zahlen A, %, ¥ um, so ver-
tauschen sich die «, f, y, 0 paarweise, kehrt man alle Vorzeichen um,
so gelangt man von & zu —& — 1, von f zu —f — 1 usw. Wir haben
also:
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Die acht zusammengehirigen Integrale leiten sich auf folgende Weise
aus einem belicbigen von thnen ab: Hat das Ausgangsintegral die Ex-
ponenten «, B, vy, 0, dann bekommt man eine erste Gruppe von vier In-
tegralen, indem man diese Exponenten paarweise vertauscht (vgl. die unien-
stehende Tabelle); man bekommt eine zweite Gruppe von vier Integralen,
indem man in jedem Integral der ersten Gruppe o, 8, y, 6 durch —x — 1,
—f—1, —y—1, —0 — 1 ersetat.

Zu den acht Integralen gehéren also folgende Exponentensysteme:

o é y B

B Y 0 o

14 B o 0

Y &« B Y
—x—1, —6—1, —y—1, —p—1,
- -1, —y—1, -0 —1, —x—1,
—y -1, —p—-1, —a—1, —6-—1,
-8 —1, —a—1, —f—1, —y—1.

Da die Zahlen p, ¢, » durch die A/, 1", ', p”, ¥', "' eindeutig be-
stimmt sind und bei verschiedener Wahl der Vorzeichen von 4, g, »
ungeindert bleiben, so kann man, wie von unserem (Doppelumlauf-)
Integral P, so auch von dem durch Division mit ((a, d)(, c))?
(6, d)(c, a))? ((c,d)(a,b))" daraus hervorgehenden (homogen geschrie-
benen) Integral

a+p+1 at+y+1 a+d+1 _Bty+1
IIT=(ab 2 (a0 % (ad) 2 (b 2

B+3+1 _ o+l

(b,d) 2 (c,d) 2 /(u, a)* (u,b)f (u,c)? (u,d)® (u,du)

behaupten, daB dasselbe bei jeder der acht Verfiigungen iiber die Vor-
zeichen von 4, u, » (und gegebenenfalls gleichzeitiger passender Ab-
inderung des Integrationsweges) dieselbe Formenschar darstellt.

Unser Theovem kann als ein reines Theorem iiber bestimmie Integrale
gefaft werden, welches aussagt, daf das vorstehende Integral, hingefiihrt
tiber einen geschlossenen Umlauf, ungeindert bleibt, wenn man seine Ex-
ponenten auf dic angegebenen acht Weisen umsetzt und zugleich den In-
tegrationsweg in bestimmier Weise verlegt.

Es wire nun natiirlich auch zu versuchen, dieses Theorem iiber
Integrale allein durch Methoden der Integralrechnung zu beweisen.
Man sieht:

Die Gleichheit der vier ersten Integrale ergibt sich sofort, wenn man
u einer linearen Tramsformation unterwirft, bei der sich die a, b, ¢, d
paarweise vertauschen.

Ebenso ist die Gleichheit der vier letzten Integrale untereinander
zu beweisen.
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Schwieriger ist es dagegen, die Gleichheit eines Integrals der ersten
Gruppe mit einem solchen der zweiten Gruppe unmittelbar zu beweisen.
RIEMANN sagt dariiber: ,,Die iibrigen Gleichungen erfordern, soweit ich
sie untersucht habe, zu ihrer Bestatigung durch Methoden der Integral-
rechnung die Transformation von vielfachen Integralen® [*].

Das Integral IT der letzten Stunde (vgl. oben) hingt nur von den
Exponentendifferenzen 4 =1 —1', u=pu' — u’, v =19 —»", nicht
von den Exponenten selbst ab. Dies wurde dadurch erreicht, da von
dem Integral P ein Faktor mit den Exponenten

—1/+l// . ﬂ/+/£,, __"’"l"’”
p= 2 9= =3

abgetrennt wurde.
Denselben ProzeB3 werden wir auch ohne Riicksicht auf die Integral-
darstellung an der Funktion

l// 7 "1”

ausfithren koénnen. Allgemein kann man, ohne die charakteristischen
Eigenschaften der P-Funktion zu zerstoren, einen Faktor der Gestalt
%'(1 — x)" abtrennen (insbesondere erhilt man so wieder eine Lésung
einer hypergeometrischen Differentialgleichung [vgl. S. 99]). Das Ver-
halten der ibrigbleibenden Funktion an den drei singuliren Punkten
dndert sich dann nur in der Weise, dal die Exponenten bei x = 0 um /,
die bei x =1 um # vermindert, die bei ¥ = co um ! + » vergroBert
sind; d. h. es ist:

0 o 1 I o 0o 1 |
PV uw v x|=x41—x"P\) —1 W +ld+n ¥V —n x|
1// ‘IL// 1},’ )"II — l ‘IL// + l + n v/l . n

Bei dieser Verdnderung bleiben die Differenzen 4 = 1" — 1" usw.
der Exponenten in den einzelnen Punkten ungeidndert.

Wir méchten nun durch passende Wahl der Zahlen /, » bewirken,
daB im Ausdruck der iibrigbleibenden P-Funktion nur die Exponenten-
differenzen A, w, v in symmetrischer, einfacher Weise auftreten. Dies
ist aber im allgemeinen nicht moglich. Wir kénnen zwar bewirken,
daB fir zwes der singuliren Punkte, etwa fiir x = 0 und x = 1, je ein
Exponent verschwindet, so daB der andere gleich der Exponentendifferenz

Beginn der fiinfundzwanzigsten Vorlesung.
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wird, dann sind aber die Exponenten bei x = oo im allgemeinen beide
von Null verschieden, wie die Formel zeigt:

0 oo 1 0 0o 1
P\ uw vVx|=x"1—x"Pld uwW+¥V+v v x|
l/’ ‘Lt” v// ‘0 ‘Lt” + l.’/ + 'p/’ 0

Indem wir die P-Funktion durch Herausziehen von Faktoren der Form
2t (1 — x)" modifizieren, kommen wir doch zu keiner symmetrischen Normal-
form fir die P-Funktion.

Das wird jedoch anders, wenn wir in Ubereinstimmung mit unseren
Integralformeln von den Funktionen der Verinderlichen x zu ,homo-
genen Funktionen®, d. h. zu Formen zweier Verinderlichen #,, x, iiber-
gehen.

Wir setzen niamlich

y=2
X3
(wobei wir wieder festsetzen, daB8 die x,, %, nirgends unendlich werden
und nie beide gleichzeitig verschwinden).

Ziehen wir nun aus unserer P-Funktion die Form % 47 (x, — x,)* als
Faktor heraus, so bleibt jetzt eine Formenschar in x,, x, vom Grade
(—1 — m — n) tbrig, von welcher sich bei x =0, d. h. x, = 0, ein
Zweig wie x¥' !, ein anderer Zweig wie x*"~! verhilt; bei x = oo,
d. h. x, = 0, ein Zweig wie 4 ~™, ein anderer wie x£” ~™; bei x = 1,
d. h. x; = x,, ein Zweig wie (x, — x;)” ", ein anderer wie (¥, — x;)*" ™.

Eine solche Formenschar bezeichnen wir, ganz analog zur RIEMANN-
schen P-Funktion, mit einem Funktionszeichen II; wir haben also die
Formel:

0 oo 1 0 [’ 1.
PV W v ox|l=xam@—x)" IV —1 p—m v —n x,% .
l’/ ’” vll 1’/—l ‘[l”—m v’/_n

Durch Einfiihrung dieser Formenschar IT wird es uns nun méglich,
alle drei Exponentenpaare zu indern; dabei dndert sich natiirlich der
Grad der Form, welcher immer die Hilfte der um 1 verminderten Ex-
ponentensumme ist.

Jetzt kénnen wir die II-Form so normieren, wie wir es erst mit der
P-Funktion beabsichtigten. Und zwar sind zwei Normierungen be-
sonders wichtig:

Die Normalform erster Art erhilt man, wenn man setzt

’ ” ’ ’” 7 ,’
[t o Y e o 4 P S0

2 2 2
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Es bleibt dann die nachstehende Form vom Grade —} iibrig, welche
nur von A, g, v abhingt:

I 0 oo 1
A
II +Z +‘;i +% xlyxg
At e 7
2 2 2

Also: Wir bekommen zundchst in vollig bestimmier Weise eine Normal-
form erster Art, welche in x,, x, von der Dimension —} ist und bei jedem

singuldren Punkie zwer einander entgegengesetzt gleiche Exponenten -+ )2
baw. :}:—;— bzw. i—;— aufwerst.
Eine Normalform zweiter Art entsteht, wenn man

l - lu, m = ‘uu, n = 'V”
wiihlt, nimlich: (0 oo 1

A u v x,%.
0O 0 O

Eine Normalform zweiter Avt hat drei verschwindende Exponenten, die
anderen Exponenten sind ), ., v selbst, und der Grad ist } (A + p+v —1).
Mit Riicksicht auf das unbestimmite Vorzeichen der drei Differenzen
A, p,v lipt sich eine Normalform zweiter Art auf acht Weisen herstellen,
entsprechend den acht Integralen der letzten Stunde.

Man wird fragen, ob man nicht unter diesen acht verschiedenen
Normalformen zweiter Art irgendeine bevorzugen kann. Da erweist es
sich fiir manche Zwecke niitzlich, die Vorzeichen so zu wihlen, daB3 die
reellen Teile der Exponenten 4, g, v simtlich positiv sind (indem wir
dabei fiir jetzt von dem Falle rein imaginirer 1, #, v absehen). Denn
nehmen wir diejenige Normalform zweiter Art, deven X, ., v positive reelle
Teile haben, so erreichen wir dadurch, daf unsere Fundamentallosungen
in den singuliven Pumnkien durchaus endlich bleiben wund daf also die
Schay der Formen II diberhaupt nur solche Formen enthilt, welche in der
ganzen Ebene endlich sind.

Diese Bemerkung wird erst in anderem Zusammenhange (vgl. z. B.
S. 270) wichtig; jetzt wollen wir weiter von der Normalform erster Art
sprechen, welche mit der SCHELLENBERGschen JI-Form iibereinstimmt.
Allgemein kénnen wir sagen:

Dap wir die Funktionen uns in solcher Weise als Formen von %y, %,
denken, ist allgemein wichtig, um so mehr, als wir dadurch Anschiuf an
die formalen Prozesse der Invariantentheorie gewinmen.

Wir werden insbesondere versuchen, die Differentialgleichung der
P-Funktion in eine symmetrische Differentialgleichung von invariantem
Charakter fiir die /I-Form umzusetzen. Zu dem Zwecke bemerken wir:

Klein, Hypergeometrische Funktion. 8
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Die P-Funktion mit den singuliren Punkten a, b, ¢ geniigt der
Differentialgleichung:

i , 1=V =N 1_//__[,‘// 1 — —
O_P’+{ 7—a T z=% == }P,
P Ni’a—bya—c)  wp’d—a)b-—rc)
+(x—a)(x—b)(x—c){ x—a + x—b

+

v v"”(¢c — a)(c — b)
x—c }

Wir setzen nun zur Abkiirzung

A4 A w4 u’ [ e
P=[(x—a) 2 (x—0b 2 (x—0¢) 2 }3’

Die Funktion y besitzt an den Stellen a, b, ¢ bereits, wie die Form 17,
die Exponenten - ;, + ‘;—, +

L4
5
In der Nihe von x = oo wird (wegen

p=[ast]

Dabei bezeichnet hier und im folgenden P (z), B, (2), usw. stets eine
Potenzreihe in z mit von Null verschiedenem Konvergenzradius.
Da nun x = oo fiir P kein singuldrer Punkt ist, so verhilt sich dort

M, + ‘ull

» + A7
2 2

+

+ ==

,y/ + ,y/l 1
2 2

. . .1 1 . . 1 .
ein Zweig von P wie %, (;) , ein anderer wie 5, (;); man kann diese

beiden Zweige geradezu als Fundamentalzweige fiir den nichtsinguliren
Punkt ansehen. Dann folgt fiir y:

Der Punkt x = oo ist fiir die Funktionen vy ein singulirer Punkt, und
zwar haben wir fiir den einen Fundamentalzweig in der Umgebung des

Punktes x = oo eine Formel (%)A Bi (%) und fiir den anderen Fundamental-
zwetg etne Formel (%)% Ptsy (1;), so daf wir in unser Schema betm Punkte
x= oo die Zahlen % und % als Exponenten eintragen und unserer Funktion
also vier singulire Punkte zusprechen miissen:

a b c 0o

i " r 3
W+ +5 +5 T4 0%

A 7 r 1

2 T2 T2 T2

Ubrigens ist die Singularitit des y im Punkte x = oo nur etwas Aufer-
liches, davon herriithrend, daf man die P-Funktion mit einem gewissen
(singuliren) Faktor behaftet hat, und es soll daher der Punkt x = oo ein
suneigentlich' (oder ,,scheinbar*) singuldrer Punkt der Funk-
tion y genannt werden. Die Singularitit verschwindet, sobald wir den
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Quotienten der beiden, zu x = oo gehdrigen Fundamentalzweige betrachten.
(Man vgl. dazu S. 125 sowie etwa S. 145.)
Die Differentialgleichung rechnet sich fiir ¥ folgendermaBen um:
—y 4 1ty y 3 ,_atbte
0=y +{x—a+x——b+x—c}y +(x—a)(x—b)(x—-c){4x— 4

_ B @a=Db(a—¢c) p(b—a)lb—c) 1 (c—a)(c—D)
4 ¥ —a T4 x—b _T—x——-a——_}

Zur Abkiirzung setzen wir f(x) = (¥ — a)(x — b)(x — ¢) und kénnen
dann mit Hilfe von f(x) und seinen Ableitungen f(x) und /"’ (x) die Diffe-
rentialgleichung so schreiben:

7’ e i 12 _b _
1y + 1y +%y={;(a Ha—e)

Endlich machen wir den entscheidenden Schritt der Einfithrung
homogener Verinderlicher, indem wir setzen:

— _ W2 (¢ — -
4w bma)b—c)  Fle—a)c b)}y.

¥—a 4 x—b 4 x—¢

y =t Iz, %),

wo nun II eine Form ist, welche wieder nur die singuliren Punkte «, b, ¢
hat, sich also mit der friither so bezeichneten Form deckt.

Wir haben jetzt zu setzen:

x a b c
R N YL

X

- P ’ a, ] ke E H] s »
F1, %) = ayby05 %3 f (%) = (%, @) (%, B) (%, o),
a ¢ a2 ¢?

L& _, 2 &,
dx xzéxl’ dx® 2 Ox?

und erhalten so die Gleichung:

{f (xl , xz) _62_12_;%1{ x2) _+_ Mf’z_) . ?E_(JY]L)VEZ 1 aaf(xliy xz)_ ]I(xl , xz)} .

0%, 0x, 8 ox?
e [ (a,b)(@,c) |, w (bya)(be) |, (6, a)(c,b)
"‘2“2”202—{7 wa) T4 @b T4 (%0 }H (%1, 72) -

Es mégen in iiblicher Weise die partiellen Ableitungen nach x; durch
einen unteren Index 1, diejenigen nach x, durch einen Index 2 aus-
gedriickt werden. Mit Hilfe der EULERschen Relationen fiir die homo-
genen Funktionen driicken wir f und I7 sowie f, und II, auf der linken
Seite der Gleichung durch die zweiten Differentialquotienten aus:

f1 =% (fux + fi2%9), II, = — % (I %, + %),
f=3nxi+ 2fpx %+ fax3), = —{—%(an‘f—kzﬂmxlxz-i-H22x§),
Beginn der sechsundzwanzigsten Vorlesung.
8*
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wodurch man erhilt:
foollyy — 2f1o Iy + f1y Iy =
_[* (@ b)(ac) | u? (B,a)(bc) |, * (c a)(c,b)}
- {4 (%,a) + 4 (xb) T2 (%, ¢) 611
Die links stehende Verbindung von zweiten Differentialquotienten
ist aber nichts anderes als der in der Theorie der biniren Formen als
,,2wette Uberschz'ebung“ bekannte und mit (f, I1), bezeichnete invariante
Differentialausdruck [*].
Jetzt haben also in der Tat beide Seiten unserer Differentialgleichung
vollstindig symmetrische und invariante Gestalt. Durch unsere Formel:

_ [# (a,b)(a,¢) |, p? (b, a)(b,c) , (¢ a)(sD)
(f, 1), = {4 (x, a) + 4 (%,b) 4 (x0)

}611

ist die Tatsache, daf die Form II mit Hilfe der Konstanten A, u, v von
den dres Punkten a, b, ¢ und von x invariant abhingt, ohne weiteres er-
sichtlich.

Geradeso koénnten wir versuchen, auch fiir die Normalform /7 der
zweiten Art, iiberhaupt fiir eine beliebige Form I7 die homogene For-
mulierung der Differentialgleichung zu finden. Doch wollen wir dies
nicht ausfithren, sondern machen noch als

§ 22. Anhang zum dritten Abschnitt: Einige Bemerkungen iiber
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit n singuliren
Stellen der Bestimmtheit (n=8).

Im hypergeometrischen Fall haben wir es mit einer Differential-
gleichung mit drei singuldrén Punkten zu tun, in welchen sich dieselbe
durchweg ,,7eguldr‘‘ oder, wie man auch sagt, ,,bestimmi‘‘ verhilt, d. h.:
es gibt fiir jeden der singuliren Punkte zwei Fundamentalzweige, die
sich in erster Anniherung wie Potenzen verhalten, z. B. an der Stelle
% =a Losungen (x —a)” Ry(x —a) und (x — @) Pp(x — a). Als
Grenzfall kann in der einen Lésung ein Logarithmus auftreten [**].

Die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung mit » (durch-
weg im Endlichen gelegenen) Stellen der Bestimmtheit x =a, b, ..., ¢
(rn=3), welche also in diesen simtlichen Punkten reguldres Verhalten
zeigt und etwa bei x = a die Exponenten «’, &'/, bei b die Exponen-

ten ', B”, ..., bei ¢ die Exponenten 7', 7"’ besitzt, lautet:
" 1 —o —o” 1—¢ -1 / P
0=P +{ﬁ+“'+ﬁh‘}1}+(x—a)...(x—t)
'a”(a — b)... —¢ " (t — el (E—
.{oux(axﬁa(“ )+...+”( ,:)—-t( s)+Gn-4(x)}-

Dabei miissen die Exponenten der Bedingung geniigen

0¢’+Oél,+---+‘[,+‘[”:n—2,
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und Gn-4(x) ist eine willkiirlich bleibende, ganze rationale Funktion
héchstens (# — 4)-ten Grades von x, welche also noch # — 3 ganz will-
kiirliche Parameter, namlich die Koeffizienten des Polynoms enthilt.
Ich nenne diese (n — 3) Koeffizienten die ,,akzessorischen Para-
meter‘* der Differentialgleichung. Also:

Wenn wir annehmen, dafi die Summe der Exponenten gleich n — 2
ist, so lift sich in der Tat eine Differentialgleichung bilden, welche die
gewiinschten Eigenschaften hat. Diese Differentialgleichung ist nicht véllig
bestimmt, sondern enthilt esn Polynom (n — 4)-ten Grades mit n — 3 voll-
stindig willkiirlichen Konstanten, das nur fiir n = 3 gerade wegfdillt (vgl.
S.26).

Die singuliren Punkte und die zugehirigen Exponenten allein gentigen
also noch nicht, wum die Differentialgleichung festzulegen, sondern es kommen
daneben noch die sog. akzessorischen Parameler in Betracht, die nur
(fiir n =3, also) im hypergeometrischen Falle fehlen.

Falls auch der unendlich ferne Punkt singuldre Stelle sein darf, be-
tragt die Anzahl der akzessorischen Parameter n — 2.

Die Zahl aller in der Differentialgleichung auftretenden willkiirlichen
Konstanten ist 4# — 7, wie folgende Abzdhlung zeigt: Von den #» sin-
gulidren Punkten sind drei beliebig wahlbar (vermége linear gebrochener
Transformation von %) ; wir erhalten also # — 3 willkiirliche Konstanten;
ferner ergeben die 27 Exponenten, da sie einer Bedingungsgleichung
unterworfen sind, im wesentlichen 2# — 1 Konstanten; dazu kommen
schlieBlich #» — 3 akzessorische Parameter, zusammen also 4» — 7 will-
kiirliche Konstanten.

Im hypergeometrischen Falle wird 4% — 7 = 5, wie es sein muB.

In der Umgebung einer singuliren Stelle, etwa x = 4, existieren zwei
Fundamentallsungen

PY = (x —a)¥ {4y + A1 (x —a) + ---},

P = (x — a)*"{Ag + A7 (x — a) + ---},
wenigstens dann, wenn die Exponentendifferenz o’ — «’’ keine ganze
Zahl ist.

Dabei steht es uns nun, genau wie im hypergeometrischen Falle,
noch frei, die Koeffizienten Aj, Ay irgendwie als Funktionen der Kon-
stanten der Differentialgleichung festzulegen. Und es ergeben sich nun
wieder die Fragen, inwieweit durch passende Wahl der 4j bzw. Af er-
reicht werden kann, daB die P* bzw. P*" ganze Funktionen der Ex-
ponenten ', &', . .., T’, " werden; ferner, inwieweit durch Einfiihrung

Beginn der siebenundzwanzigsten Vorlesung.



118 AbschlieBende Bemerkungen zu RiEMANNs Abhandlung von 1857.

der homogenen Schreibweise und passende Normierung auch die Ab-
hingigkeit von den singuliren Punkten selbst vereinfacht werden kann.
Wir begniigen uns mit diesem Hinweis und erwdhnen nur noch, dafB
auch die Differentialgleichung selbst in homogene Gestalt zu setzen ist.
Beziiglich dieser homogenen Differentialgleichung seien nachstehend
einige Zitate angegeben.

1. HiLBERT [1] hat fiir die hypergeometrische Reihe im Falle eines
Polynoms die Differentialgleichung in homogener Gestalt aufgestellt.
Die Beschrankung auf abbrechende Reihen ist charakteristisch fiir die
dltere Gewohnheit, homogene Verinderliche nur fiir ganze rationale
Funktionen zu benutzen.

2. KLEIN [6] und Pick [1].

3. HirscH [1] schlieBt mit der Beschrinkung auf rationale Integrale
noch an HiLBERT an. Doch werden Differentialgleichungen beliebiger
Ordnung behandelt, und in einer Note (HirscH [2]) werden die Resultate
fiir Differentialgleichungen mit iiberhaupt eindeutigem Integral er-
weitert.

4. WAiLscH [1]. Hierzu Pick [2] [*].

Vierter Abschnitt.

Abschliefende Bemerkungen zu Riemanns Abhandlung
aus dem Jahre 1857.

Ich stellte zu Anfang der Vorlesung als erstes Ziel derselben das Ver-
stindnis der R1EMANNschen Arbeit (RIEMANN [1], S. 67ff.) in Aussicht.
Dieses Ziel haben wir nun so weit erreicht, daB wir beim Durchlesen
von RIEMANNs Abhandlung den darin innegehaltenen Gedankengang
besonders einfach und durchsichtig finden werden, wihrend demjenigen,
der nicht schon konkrete Kenntnis besitzt, die RIEMANNsche abstrakte,
nicht von den Formeln, sondern von den wesentlichen Eigenschaften
einer Funktion ausgehende Behandlungsweise, bei der die expliziten Dar-
stellungsformeln erst nachtriglich als abgeleitete Eigenschaften der Funk-
tion sich einstellen, erfahrungsgemiB Schwierigkeiten zu bereiten pflegt.

§ 23. Der allgemeine Charakter der Abhandlung, ihre Gliederung.

RIEMANN untersucht die Funktionen immer, indem er thre definierenden
Eigenschaften an die Spitze stellt und alles weitere, insbesondere die Formeln,
welche fiir die Funktionen gelten, aus diesen Eigenschaften ableitet.

Dieses RiEMaNNsche Verfahren erscheint nur so lange schwierig, als
es sich an keine konkreten Kenntnisse anlehnt. Sowie das letztere der
Fall ist, erscheint es ganz besonders einfach und durchsichtig.

Wir kénnten das auch so ausdriicken: Das RiEMANNsche Verfahren
ist wissenschaftlich vorziiglich, pidagogisch unbrauchbar. Man muB
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damit nicht anfangen, sondern dasselbe ans Ende bringen. Ein erstes
Beispiel dieser RiEMaNNschen Behandlungsweise ist seine Theorie der
ABELschen Integrale, welche von ihm als solche Funktionen definiert
werden, die sich bei geschlossenen Umldufen auf der RIEMANNschen
Fliche nur um additive Konstanten dndern. Der zweite Gegenstand,
den RIEMANN in dieser Weise behandelt, sind die linearen Differential-
gleichungen. Hierher gehért zuerst die Abhandlung iiber die hyper-
geometrische Reihe, dann aber, dariiber hinausgehend, die aus seinem
NachlaB veroffentlichte Arbeit: Zwei allgemeine Sitze iiber lineare
Differentialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten (RIEMANN [1],

S. 379).
In der Theorie der linearen Differentialgleichungen handelt es sich nach
RIEMANN um die gleichzeitige Betrachiung von n Funktionen y,, Vo, - . -, Y

auf einer RIEMANNschen Fliche, welche ber der Umbkreisung gewisser
., Verzwergungspunkie': auf der Fliche sowre sonst bei geschlossenen Um-
laufen iiber die Fliche hin, allemal lineare Substitutionen erfahren. Im
hypergeometrischen Falle ist n = 2 zu seizen, es liegen drei Verzweigungs-
punkte vor, und wir befinden uns auf der schlichten Ebene.

Wir wollen nun die einzelnen Nummern der RiEMaNNschen Arbeit
iiber die hypergeometrische Funktion der Reihe nach kurz durch-
sprechen, um nachher noch auf einige besondere Punkte niher einzu-
gehen.

In Nr.1 gibt RIEMANN die Definition der Funktion

la b ¢
Pl B v =x|.
’0" By

Allgemein gehort bei RIEMANN zu einer Funktion die Gesamtheit
ihrer analytischen Fortsetzungen. Die vorliegende Funktion soll in einer
bindren Schar von Funktionszweigen enthalten sein (vgl. § 11 unserer
Vorlesung), d. h. jeder ihrer bei analytischer Fortsetzung sich ergebenden
Zweige soll eine lineare Funktion ¢’ P’ 4 ¢"’ P" irgend zweier linear un-
abhingiger ,,Zweige” P’, P sein.

Des weiteren wird festgesetzt, da alle Zweige der biniren Schar
iiberall eindeutig und regulir seien, also insbesondere keine Verzweigungs-
punkte und keine Pole besitzen, mit Ausnahme der Punkte «, b, ¢, wo-
selbst je zwei spezielle Zweige sich verhalten sollen wie (¥ — a}* B, (x — a)
und (x — a)* B} (x — a) bzw. wie (x — b)? B, (x — b) und (x — b)* P; (x — b)
resp. wie (¥ — ¢)’Rs(x — ¢) und (x — ¢)” P; (x — ¢).

Beginn der achtundzwanzigsten Vorlesung.
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Dabei sollen die Exponenten der Bedingung unterworfen sein:

at+o’+B+F+y+y=1.

Ferner aber fiigt RIEMANN noch die Bestimmung hinzu, daB keine
der Differenzen o« — o', § — B, y — 9’ eine ganze Zahl sei.

Diese letztere Bedingung ist eine wirkliche Einschrinkung, indem
dadurch nur der Bequemlichkeit halber gewisse hierher gehorige Funk-
tionen, ndmlich die von uns besprochenen ,,Ausnahmefille” (vgl. z. B.
§ 12 unserer Vorlesung) fiirs erste von der Betrachtung ausgeschlossen
werden. Eine gewisse Ausnahmestellung nehmen iibrigens auch noch
die Fille ein, in denen eine der Summen + (¢ — ') 4 (8 — ') & (y — 9)
eine ungerade ganze Zahl ist (vgl. S. 51/52 und § 49 unserer Vorlesung).
Die Bedingung « + &' + B8+ p'+ 9 + ¥ =1 dagegen ist eine fiir
die Definition wesentliche Bedingung, auf deren innere Bedeutung wir
morgen noch des ndheren zuriickkommen werden.

In Nr.2 ist die Lehre von der Symmetrie des Symbols

a b ¢
Plao B y x
al ﬂl }’I

enthalten: Wir diirfen die drei Vertikalreihen beliebig miteinander ver-
tauschen, desgleichen die zu einem Punkte gehérigen Exponenten; wir
diirfen mit den «, b, ¢, x simultane lineare Transformationen vornehmen
— ,lineare Transformation der P-Funktion“ (vgl. § 9 unserer Vor-
lesung) — und koénnen endlich solche Produkte von Potenzen heraus-
setzen, welche nur bei @, b, ¢ verzweigt sind:

a b ¢ s a b c
Plax B vy x=(ﬁ%‘;)(z%;)P x—8 pf+o+e y—e x|
o By o«’—8 [ +0+e y—e

Nr. 3 beschiftigt sich mit der Gruppe der P-Funkiion. Das Be-
merkenswerte ist hierbei, daB durch Angabe der Exponenten die Gruppe
der P-Funktion im wesentlichen bestimmt ist. Insbesondere werden
die Zusammenhangsformeln

P* = &g PP+ ap PP = &, P" + o, P’

P¥ = o3 PP + op PP = o, P? + o,y PV
berechnet, wobei natiirlich noch ein gewisses Ma von Unbestimmtheit
bleibt, entsprechend dem Umstande, daB in der Definition der Zweige
p*, p¥, PP, P¥, P?, P” jeder Koeffizient des ersten Entwicklungs-
gliedes beliebig bleibt.

Da es in unseren Formeln offenbar nur auf das Verhiltnis dieser
sechs Funktionen ankommt, so bleiben notwendig fiinf von unseren, in den
Zusammenhangsformeln auftretenden Koeffizienten unbestimmt, und
irgend drei werden durch die fiinf iibrigen festgelegt sein.
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Von den acht Koeffizienten der Zusammenhangsjormeln bleiben fiinf
willkiivlich, insofern man tn die Definition der Fundamentallosungen
P*, P¥, ... nach Belicben konstante (von Null verschiedene) Faktoren
aufnehmen kann, und es sind also drver der Koeffizienten durch die fiinf
anderen zu bestimmen.

Diese Bestimmung geschieht nun in einfachster Weise durch den
Satz, daB eine gleichzeitige Umkreisung aller drei singuliren Punkte so
viel ist, als wire iiberhaupt kein singulirer Punkt umkreist worden.
Einer solchen Umkreisung entspricht daher notwendig die identische
Substitution. Die nihere Durchfiihrung des hierin liegenden Gedankens
moge bei RIEMANN selbst nachgesehen werden. Beildufig ergibt sich, dag
die Exponentensumme o+ & + B+ + v+ eine ganze Zahl sein muf.

In Nr. 4 wird gezeigt, daB, bis auf die (notwendig willkiirlichen) Kon-
stanten, die P-Funktion durch die tn der Definition genannten Eigen-
schaften villig bestimmit ist, d.h. daB nur eine einzige binidre Schar
¢’ P’ + ¢’ P” existieren kann, welche die angegebenen Eigenschaften be-
sitzt. DaB es iiberhaupt eine solche Schar gibt, wird aber, wohlver-
standen, an dieser Stelle noch nicht bewiesen, bewiesen wird vielmehr
nur, daB es nicht mehrere geben kann. Fiir diesen Beweis ist es wesent-
lich, daB die Exponentensumme nicht nur eine ganze Zahl iiberhaupt,
sondern gerade gleich Eins ist.

Nr. 5 enthilt die rationale Transformation der P-Funktion. In Nr. 2

wurde schon die lineare Transformation der P-Funktion angegeben, bei

e+ 1o Argument ein-

gx—+h

der an Stelle von # irgendein linearer Ausdruck
gefiihrt wird (eh — gf = 0).

Jetzt wird dariiber hinausgehend gefragt, ob man nicht, wenigstens
bei speziellen P-Funktionen, durch Substitution eines nichtlinearen
rationalen Ausdrucks R(x) von x wieder eine P-Funktion von x er-
halten kann, d. h. ob nicht

a b ¢ IA B C
Piao B v Rx|=PA B T x|
(X, ﬂ) y/ 'A’ B/ r/

sein kann.

Es zeigt sich, daB das in der Tat fiir spezielle Werte der Exponenten
und fiir spezielle Funktionen R (x) mdglich ist. Doch wird diese ganze
Theorie, deren Anfinge schon bei EULER liegen und die insbesondere von
KuMMER [1] entwickelt wurde, von RIEMANN nicht erschépfend behan-
delt ; wir kommen bei spiterer Gelegenheit darauf zuriick (vgl. dazu § 58).

Als Beispiel einer solchen rationalen Transformation sei nur das
Folgende herausgehoben:

0 oo 1 —1 oo 1
Plo 8 y 22|=P|y 28 y x|
Y Y28 Y
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Umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, daB eine P-Funktion (mit
den singuldren Stellen —1, 41, o0) nur dann die Ersetzung von % durch
]/)_( ,.gestattet’, d. h. vermége X = x2 wieder in eine P-Funktion iiber-
geht, wenn sie die rechter Hand stehende Form hat, d. h. wenn die
zu x = 41 gehorigen Exponenten die ndmlichen sind. In der Tat
werden bei der Substitution X = x2 die singuliren Stellen ¥ = 41 in
die nimliche Stelle X = 1 iibergefiihrt, woraus bereits die behauptete
Gleichheit der Exponenten folgt. Uberdies sieht man, daB in X = 0
die Exponenten 0 und % auftreten miissen, weil X = 0 aus der reguliren
Stelle ¥ = 0 (mit den Exponenten 0 und 1) hervorgeht.

Damit ist 1 oo 41
Pl vy 28 vy x
Yy 28 ¥

in gewissem Sinne gekenmzeichnet durch die Eigemschaft, die Trans-
formation x2 = X zu gestatien.

Diese unsere P-Funktion umfaft iibrigens als besonderen Fall die sog.
., Kugelfunktionen'* (oder ,, LEGENDREschen Polynome'’) P,(x), insofern
nimlich P, (x) einen Zweig von

—1 (<) -+1
Pl 0 #n+4+1 0 x
0 —n 0

bildet. Dementsprechend ist P,(x) Loésung der Differentialgleichung
A —22y" —2xy +nn-+1)y=0.
Unsere P-Funktion

—1 oo 1
Ply 28 y x
Y 28 ¥

umfaBt aber ebenso die sog. ,,Zugeordneten der Kugelfunktionen' sowie
die ,,Kugelfunktionen hioherer Ordnung'* [*].

Nr. 6 handelt von den verwandien Funktionen. Zwei P-Funktionen,
deren Exponenten sich bzw. nur um ganze Zahlen unterscheiden und
welche dieselben Verdnderlichen haben:

a b ¢ a b c
Plae B v x| und Plx+k B+1 y4+m «
a/ ﬁl y/ a’ + k’ ﬂ/ + l/ y’ + ml

(wobei natiirlich 2 + &' + ! + I + m + m' = 0 sein mul), nennt man
. verwandte'* P-Funktionen.

Jetzt ist es aber besonders wichtig, wie RIEMANN in die innere Natur
des Begriffs der Verwandtschaft eindringt.
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Zwei verwandte P-Funktionen haben dieselbe Gruppe, und um-
gekehrt, zwei P-Funktionen mit derselben Gruppe sind in dem Sinne
verwandt, daB sich ihre Exponenten bzw. nur um ganze Zahlen unter-
scheiden.

Gerade diese Eigenschaft, daB verwandte Funktionen dieselbe
Gruppe besitzen, macht das innere Wesen der Verwandtschaft aus.

Verwandte Funktionen sind nichts anderes als Funktionen mit derselben
Gruppe, und RIEMANN unternimmt es, von dieser Definition aus die Re-
lationen zwischen verwandien Funktionen zu entwickeln.

Nr. 7 fiihrt von den Relationen zwischen verwandten Funktionen

zur Differentialgleichung der P-Funktion, indem diese nichts anderes ist

. . . . dP a*P
als die Relation zwischen den verwandten Funktionen P, Jx’ dn

Von der Differentialgleichung aus folgt dann die Reihenentwickiung
und die Darstellung durch das bestimmie Integral, worin dann der Exi-
stenzbeweis fiir die P-Funktion liegt.

Nr. 8 endlich gibt eine Ubersicht iiber die verschiedenen Reithenentwick-
lungen wund Integraldarstellungen, die man fir dieselbe P-Funktion
bilden kann.

Nach diesem Uberblick iiber die Anordnung der RIEMANNschen
Arbeit, der besonders deswegen niitzlich sein mag, weil RIEMANN weder
den einzelnen Teilen Uberschriften gibt, noch die wichtigsten Sitze
durch den Druck hervorhebt, wollen wir noch auf einige wichtigere
Punkte besonders eingehen.

§ 24. Bedeutung des Wertes der Exponentensumme. Nebenpunkte.

Warum setzt RIEMANN fest, daf die Exponentensumme

a+o+p+f+y+y=1

sein soll, wihrend aus Nv. 3 seiner Arbeit doch nur folgt, daf dieselbe eine
ganze Zahl sein muf?

Diese Festsetzung findet ihre Erklirung in Nr. 4, was wir hier noch
genauer untersuchen wollen, als es bei der ersten Besprechung ge-
schehen ist.

Es seien P und P* irgend zwei linear unabhingige Zweig